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n-tartibli chiziqli bir jinsli o’zgarmas koeffisientli differensial tenglamalar

Ushbu z(x)=u(x)+iv(x) funkisiya haqigiqy argumentli kompleks
funksiya deyiladi, bunda u(x) va v(x) haqigiy x argumentli hagigiy funksiyalar.
u(x) va v(x) mos ravishda z(x) kompleks funksiyaning haqigiy va mavhum
gismi deyiladi. Bunday funksiyaga misol keltiramiz: e” =e® cosbx +ie® sin bx,
buyerda o =a+ib.

Faraz gilaylik u™(x) va v("(x) hosilalar mavjud bo’lsin, u holda z(x)
funksiyadan X bo’yicha n-tartibli hosila z™ (x) =u™ (x) +iv(™ (x) formula bilan
aniglanadi. Masalan, ihtiyoriy « o’zgarnas (haqiqiqy yoki kompleks) son uchun
(€)' = ae® formula o’rinli.

Agar z(x) =u(x)+iv(x) funksiya



2™+ p ()2 + .+ p, ()2 +p,(X)2=0 (1)
tenglamani biror | intervalda ayniyatga aylantirsa, uni (1) chizigli bir jinsli
tenglamaning | intervaldagi kompleks yechimi deb aytamiz. Komleks
yechimning bitta muhim hossasini keltiraylik. Agar z(x)=u(x)+iv(x) funksiya
(1) tenglamaning kompleks yechmi bo’lsa, u holda u(x) va v(x) funksiyalar (1)
tenglamaning haqiqiqy yechimlari bo’ladi.

Ushbu

L(y)=y™ +ay"? +a,y"? +. . +a _,y+a,y=0 (2)
tenglama n-tartibli chiziqli bir jinsli o’zgarmas koeffisientli differensial
tenglama deyiladi. (2) tenglamaning hususiy yechimini y=e® ko’rinishda
qgidiraylik, bu erda A - biror o’zgarmas (hagiqgiy yoki kompleks) son. Buni (2)ning
chap gismiga qo’yamiz:

Le™)=[A"+a A"t +a,2" % +...+a, A+a,]e” = P(1)e”.
Bundan ko’rinadiki y =e™ funksiya (2) tenglamaning yechimi bo’lishi uchun A
son

P =A"+al " +a," *+..+a,_A+a,=0 (3)
tenglamaning ildizi bo’lishi zarur va yetarli. (3) tenglama (2) bir jinsli chiziqli
tenglamaning harakteristik tenglamasi, uning ildizlari esa harakteristik sonlari
deyiladi.

Faraz qilaylik harakteristik tenglamaning A4,4,,...,4, (haqiqiqy yoki
kompleks sonlar) ildizlari turlicha bo’lsin. U holda biz (2) tenglamaning n ta
hususiy yechimiga ega bo’lamiz:

Y=, y, =e, Ly, =, 4)

(4) yechimlar chizigli erkli bo’lishini isbotlaymiz. Teskarisini faraz qilaylik,

ya’'ni
8™ + 00" 4+, e =0 (5)

ayniyat o’inli bo’lsin, bu yerda «y,a,,...,«, o’zgarmas sonlardan kamida bittasi



noldan fargli. Umumiylikka ziyon keltirmagan holda ¢, =0 deb olaylik. (5)ni e**
ga bo’lamiz va hoslasini olamiz:
oty (A — 4)ee W o (g — A)e T v v, (4, — A )e TR =0,
Bu ayniyatni e *)* ga bo’lamiz va hosilasini olamiz:
3l = W) = 208 4+ 1 (A, = M)Ay — Ap)etn D =0
Ketma ket shunday mulohazlar yuritib quydagi ayniyatga kelamiz:
oy (A = ) (A = Ap) v (g = Ay ) =0
Bu esa noto’g’ri ayniyatdir. Demak (4) funksiyalar ihtiyoriy oraligda chizqli

erklidir,

Hulosa qiladigan bo’lsak, agar (2) tenglamaning A, 4,,...,4, harakteristik
sonlari hagiqgiy va turlicha bo’lsa, u holda (4) yechimlar haqiqiy funksiyalar
bo’lib, (2) bir jinsli  chizigli  tenglamaning umumiy  yechimi
y =C,e™* +C,e™* +...+ C e™* formula bilan ifodalanadi.

Agar harakteristik sonlar orasida a+ib kompleks son ham bor bo’lsa, u
holda, algebra kursidan ma’lumki a—ib kompleks son ham harakteristik son
bo’ladi. O’z navbatida (4) funksiyalar quiydagi ko’rinishga ega bo’ladi

Y, — gla+ib)x. Y, _ gla-ib)x Vs e V. v (6)

y, va y, funksiyalarning hagigiqy gismlari aynan bir hil, mavhum gismlari esa
ishorasi bilan farglanadi shu bilan birga ular (2) tenglamani ganoatlantiradi. (6)
sistemada y, va y, funksiyalar o’rniga ularni qoyamiz:

y, =e™cosbx, y, =e*sinbx, y;=e**,, ..., y,=e™.  (7)
(6) yechimlarning chizigli erkliligidan (7) funksiyalarning chizigli erkliligi kelib
chigadi, chunki

o, @@ 4 e L g e® X o™ =
(o + 0,)e™ cosbx +i(a, — o, )e™ sin bx + ™" + ...+ o, 8™

ayniyat o’rinli. Demak, garalayotgan holatda har bir A haqiqiy harakteristik son

(2) tenglamaning bitta y=e™ hususiy hagigiy yechimini aniglaydi, har bir



A =a+ib, A, =a—ib kompleks harakteristik sonlar jufti ikkita y, =e® cosbx,
y, =e®sinbx hususiy hagigiy yechimini aniglaydi. Hullas, (2) tenglamaning
harakteristik sonlari turlicha bo’lganda biz hamma vaqt n ta haqiqiqy yechimga ega
bo’lamiz va ularning ihtiyoriy chiziqli kombinatsiyasi tenglamaning umumiy
yechimini aniglaydi.

Misol. y”"-3y"+9y'+13y =0 tenglamani qaraylik. Uning harakteristik
tenglamasi  2°—34° +91+13=0. Harakteristik sonlar 4 =-1, 1,=2+3i,

A, =2-3i. Demak e*, e cos3x, e**sin 3x funksiyalar berilgan tenglamaning
chizigli fundamental yechimlar sistemasini tashkil etadi. Umumiy yechim:
y =C,e™* +C,e** cos 3x + C,e”* sin 3x
Endi harakteristik tenglama ildizlari orasida karralilari ham bor deb faraz
gilaylik. 4, (haqgigiqy yoki kompleks son) — (3) harakteristik tenglamaning k
karrali 1ldizi bo’lsin, u holda
P(4)=P'(4) =..=P* (1) =0, P¥(2) =0 8)
munosabatlar o’rinli. Ushbu L(e”)=P(1)e*™ ayniyatni A bo’yicha m marta

differensiallaymiz, bunda chap tomondagi operator A4 ga bog’liq bo’lmaganligi
sababli differensiallash amalini operator belgisi ichiga kiritish mumkin. O’ng
tomonda esa ko’paytmanianag differensiali hisoblanadi:
d™ d™
dA™ dA™

L(e™) = LL e“j =L(x"e™) = icgp<‘>(z)xm—‘elx .

i=0
Bu yerda (8)ga ko’ra m=01,....k—1 larda L(x™e**)=0 ayniyat hosil bo’ladi,
ya’'ni

el xe™X, .., x* e (9)
funksiyalar (2) chzigli bir jinsli tenglamaning yechimlaridan iborat. Bu
yechimlarning chizigli erkliligini yuqorida (4) funksiyalarni chizigli erkliligini
ko’rsatgandek ko’rsatish mumkin.

Demak, harakteristik tenglamaning k karrali har ganday A, haqiqiy ildizizi
(2) tenglamaning k ta hagiqiqy chizigli erkli hususiy yechimini aniqglaydi.



Agar harakteristik tenglama k karrali a-+ib ildizga ega bo’lsa, u holda k
karrali a—ib ildizga ham ega bo’ladi. (9)ga ko’ra bu ildizlar 2k ta

e(a+ib)x e(a—ib)x Xe(a+m)x Xe(a—ib)x Xk—le(a+M)x Xk—le(a—ib)x (10)
chizigli erkli kompleks yechimni aniglaydi. Ularning haqgigigy va mavhum
gismlarini ajratib olamiz:

k—-1_,ax

e® coshx, e®sinbx, xe® cosbx, xe*sinbx ..., x* "e™ cosbx, x“'e*

sin bx .
(10) funksiyalarning chizigli ekliligidan bu funksialarning ham chizigli erkli
ekanligi kelib chigadi. Demak, harakteristik tenglamaning k karrali har ganday
a+ib, a—ib go’shma kompleks ildizizi (2) tenglamaning 2k ta haqiqiqy chiziqli
erkli hususiy yechimini aniglaydi.

Algebra kursidan ma’lumki n-tartibli algebraik chizigli tenglama hamma
vaqt n ta ildizga ega, ya'ni A, 4,,...,4, sonlar (3) tenglamaning mos ravishda
K, Ky,...,K, Kkarrali ildizlari bo’lsa u holda k; +k, +...+k, =n tenglik o’rinli
bo’ladi. Hulosa qilib aytganda, (2) tenglamaning harakteristik sonlari ganday
bo’lmasin biz hamma vaqt n ta haqiqiy yechimga ega bo’lamiz va ularning
ihtiyoriy chizigli kombinatsiyasi korinishida tenglamaning umumiy yechimini
aniglaymiz.

Misol.  y® —y® 18y"_8y"+16y'—16y=0 tenglamani  garaymiz.
Harakteristik tenglama 2° — A" +84° —84* +161-16=0. Uning ildizlari: 4, =1,
A, =3 =2i, A, = A5 =-2i. Bu harakteristik sonlarga mos hususiy yechimlar:

e, cos2x, Sin2Xx, Xcos2x, Xsin 2x

Berilgan tenglamaning umumiy yechimi:

y=C.e* +(C, + C;x) cos 2x + (C, + Ccx)sin 2x.



Chiziqli bir jinsli bo’lmagan o’zgarmas koeffisientli tenglamalar

n-tartibli chiziqli bir jinsli bo’lmagan ozgarmas koeffisientli tenglama
L(y)=y™ +ay" ™ +a,y"? +. . +a _y+a,y=f(x) (1)

korinishga ega, bu yerda a,,a,,...,a, - o’zgarmas haqiqiqy sonlar. Oldingi darsda
biz har ganday n-tartibli chizigqli bir jinsli o’zgarmas koeffisientli tenglamani
umumiy yechimini qurishni o’rgandik. U holda (1) tenglamaning umumiy
yechimini o’zgarmasni variatsiyalash usulida kvadraturalarda topa olamiz. Lekin
f (xX) funksiyaning ayrim hususiy ko’rinishlarida (1)tenglamaning hususiy yechimi
kvadraturalarsiz aniglanadi. Bunday holatlarda, bir jinsli tenglamaning umumiy
yechimiga bu hususiy yechimni qo’shib (1) tenglamaning umumiy Yyechimini
kvaraturalarsiz hosil gilamiz.

(1) tenglamada f(x) funksiya ko’phad va ko’rsatkichli funksiyaning
ko’paytmasidan iborat bo’lsin, ya’ni

f(X) = (PX™ + pX™ .4 P X+ P, )™ = P(x)e™.

bu yerda pg,p;,.-s Py, - 0O’zgarmas sonlar (ular nolga teng bo’lishi ham
mumkin). (1) tenglamaning hususiy yechimini gidirishni 2ta holatga ajratib olib
boramiz.

1-holat. o - tenglamaning harakteristik soni emas, ya'ni P(a)=0. Bu

holatda y, hususiy yechimni

Y1 = QX" + X" ot Oy X+ 0 )E (2)
ko’rinishda qidiramiz, bu yerda q,,0;,...,q, - noma’lum o’zgarmas sonlar. (2)

funksiyani (1) tenglamaga qo’yamiz:

m-1_,ax
e

L[(0oX™ + 0, X™ L ...+ G X + G, )] = go L (X"e™) + g, L (X )+t

+ Q1 LO@™) + G L) = (PoX™ + PX™ ™ + o4 Py X+ Py )™,

S - . .
Bu yerda L(e™)=P(a)e” va L(x°e*)=>CiP"(a)x*"'e” formulalardan
i=0

foydalanaylik:



m ) -1
0o Y CrPY (a)x™'e™ +qlzC PO @)x™e® 4. +q, 1ZC PO (a)x e +

i=0 i=0

+0,,P(a)e™ = (poX™ + p X"+ P X+ P, )™
Ohirgi tenglikni e” ga bo’lamiz va Xning bir hil darajalari oldidagi
koefisientlarni tenglashtiramiz:

m.

X doP(a) = pg

1 qCrP' (@) + g P(@) = py

............................................. (3)

X' qeCp P (@) +aCr PP (@) + .+ 0y P(@) = Py

"1 qCpP™ (@) +aCn P " (@) + ..t Gy P'(@) + 0, P(@) = Py,
P() # 0 bo’lgani uchun (3) tengliklardan ¢, q,,...,q,, Koeffisientlarning barchasi
ketma-ket va bir giymatli aniglanadi.

Misol. y" -5y’ +6y =6x*—10x + 2 tenglamani umumiy yechimini topaylik.
Bir jinsli tenglama: z"—-5z"+6z=0. Uni integrallaymiz; A -51+6=0, L =2,
A,=3; z=Ce* +C,e*. Berilgan tenglamaning o’ng tomoni P(x)e™
ko’rinishida. a =0 harakteristik tenglamaning ildizi emas. Tenglamaning hususiy
yechimini y, = ax® +bx + ¢ ko’rinishda qidiramiz: y, =2ax+b, y;=2a. Bularni
tenglamaga qo’yamiz:

6ax? + (6b —10a)x + 6¢ —5b + 2a = 6x* —10x + 2
x ning bir hil darajalari oldidagi koeffisientlarni tenglasak quydagi sistema hosil
bo’ladi:
6a =06

6b—-10a=-10
6c—-5bh+2a=2

Bu yerdan a=1, b=0, c=0. Demak y, = x* va berilgan tenglamaning umumiy

yechimi y =C.e** +Ce¥ +x°.

2-holat. o - harakteristik tenglamaning k (k >1) karrali ildizi bo’lIsin, ya’ni



P(@)=P'(@)=..=P*(a)=0, P (a)=0.
Bu holatda y, hususisy yechimni (2) ko’rinishda qurib bo’lmaydi, chunki
P(a) =0. Husussiy yechimni
Yo =X QX" + QX" .+ Qg X + Gy JE (4)

ko’rinishda qidiramiz. (4)funksiyani (1) tenglamaga qo’yamiz:

kK+m-s

Ezqs k+m Sa ax] qu ch+m S|:)(|)(a)xk+m s— | :Z

m k+m-s . .
Bundan D g, > CromsP"(@)x*™*7 =" px"*. Bu yerda xning bir

s=0 i=k s=0

3

hil darajalari oldidagi koefisientlarni tenglashtiramiz:
X" 0CmP™ (@) = P
71 9GP Y (@) + aC PN (@) = py
......................................... (5)

X" Clo(-\'||<(+m “plam (05)+Q1C||<(+m ppm 2)(05)4‘ -+ O 1Ck+1P(k)(05)— Pm-1

+m-1

X1 qoP“™ (@) + P " P (@) +..+ 6, PY P (@) + 9, P () =
Bu tenglilardan izlanayotgan barcha qq,0q;,...,q,, Koeffisientlar bir giymatli
aniglnadi, chunki P® (a) #0.

Misol. y"—5y’=-5x*+2x tenglamani garaymiz. Unga mos bir jinsli
tenglama: z” -5z’ = 0. Bir jinsli tenglamani yechamiz: A*-51=0, 4, =0, 4, =5.
z=C, +C,e”*. Berilgan tenglamaning o’ng tomoni P(x)e’* ko’rinishga ega va
a =0 harakteristik tenglamaning oddiy (k=1 karrali) ildizi. Shuning uchun
tenglamaning hususiy yechimini y, = x(ax®* +bx+c) ko’rinishda gidiramiz:
y; = 3ax® + 2bx + ¢, y; = 6ax + 2b. Bularni berilgan tenglamaga qo’yamiz:

—15ax? + (6a —10b)x + 2b — 5¢c = —-5x° + 2x

Bundan a = % b=0, c=0. Berilgan tenglamaning umumiy yechimi:

3
y:C1+C2e5X+%.



Endi (1) tenglamaning o’ng tomoni
f (x) =e[P® (x) cosbx + P{? (x)sin bx]
ko'rinishga ega bo’lganda uning hususiy yechimini qidirish usulini ko’rib
chigamiz, bu yerda P (x) va P (x) — m-darajali berilgan ko’phadlar. Buning
uchun 2ta holatni ajratib olamiz.

1-holat. o« =a+ib - harakteristik tenglamaning ildizi emas. Bu holatda
hususiy yechimni y, =e®[Q (x) cosbx + Q% (x)sin bx] ko’rinishda gidiramiz, bu
yerda Q¥ (x) va Q% (x) - m darajali koeffisentlari noma’lum ko’phadlar.

Misol. y"+y' —2y=e*(cosx—7sin x) tenglamani umumiy yechimini
topamiz (bu yerda a=1, b=1). Avval chizigli bir jinsli tenglamani yozaylik:
2" +7'—2z=0. Uni integrallaymiz:

P +21-2=0,1=1, 4, =-2,2=Ce*+C,e?*
a+ib=1+1i son harakteristik tenglamaning ildizi eamas. Shuning uchun Berilgan
tenglamaning hususiy yechimini y, =e*(Acos x + Bsin x) ko’rinishda gidiramiz:

y; +y; —2y, =e*[(-A+3B)cos x— (B +3A)sin x] =e*(cos x — 7sin x)

-A+3B=1
B+3A=7

Bundan A=2, B=1. y,=e*(2cosx+sinx). Berilgan tenglamaning umumiy
yechimi: y, = e*(2cos x +sin x) + C,e* + C,e ¥,

2-holat. « =a+ib - harakteristik tenglamaning k (k >1) karrali ildizi. Bu
holatda hususiy yechimni vy, = x*e®[Q® (x)cosbx + Q{? (x)sin bx] ko’rinishda
gidiramiz, bu yerda Q®(x) va Q¥(x) -- m-darajali koeffisentlari noma’lum

ko’phadlar.

Misol. y"+y =2sin x tenglamani garaymiz (bu erda a=0, b=1).
2"+2=0, X +1=0, A4, ==i, z=C,cos x+C,sin x.

a+ib =1 son harakteristik tenglamaning oddiy ildizi (bir karrali) bo’lgani uchun

berilgan tenglamaning hususiy yechimini y, = x(Acos x+ Bsin X) ko’rinishda



gidiramizz A=-1, B=0, y,=-xcosx hosil bo’ladi. Berilgan tenglamanig

umumiy yechimi: y =—xcos x+C, cos x + C, sin Xx.

O’zgarmas koeffisientliga keltiriladigan tenglamalar

Bizga chiziqli bir jinsli tenglama berilgan:

YO+ (YT 4t Py ()Y + P (XY =0. (1)
Erkli o’zgaruvchini almashtirish bilan bu tenglamani o’zgarmas koeffisientli

chizigli tenglamaga olib kelish masalasi bilan shug’ullanamiz. t=u(x)
almashtirish bajaraylik. U holda:

y'= Yty = yu'(%)

" = Y [T + yiu'(x)

Yy =y U + ..+ yu™ ()

Bu hisoblashlar ko’rsatadiki yuqoridagi almashtirishdan keyin (1) tenglama

YOI +...+ p,(x)y=0 ko'rinishni oladi. Buni [u'(x)]" ga bo’lamiz:

(n) P, (X)

Yo +...+Wy:0. Bu yerda u(x) funksiyani shunday tanlash kerakki vy
u(Xx
oldidagi koeffisient o’zgarmas songa aylansin. %z% desak, u holda
u'(x C

u'(x) =cyp,(X) yoki u(x) =CJ'D/ p,(X)dx. Shunday qilib, agar (1) tenglama erkli
o’zgaruvchini almashtirish bilan o’zgarmas koeffisisentli tenglamaga aylansa u

holda almashtirirsh fomulasi

t=c[1/p, (x)dx (2)
ko'rinishda bo’lishi zarur.
Endi Eylerning chizigli tenglamasini garaymiz:

D(y)=x"y™ +ax"y" P+ +a, xy'+a,y=0, (3)



bu yerda a;,a,,...,a, - o’zgarmas haqiqiqy sonlar. Bu tenglamani (1) tenglama

bilan tagqoslab p,(x) = % ekanligini ko’ramiz. (2)ni hisobga olib (3) tenglamada

t:ch/zgdx yoki ¢ = L deb olib, t =In x almashtirish bajaramiz. U holda:
X

Va,

! !1
Y=Y~
X

" " 1
y :ytZ ?_yt?

.............................................

1 1
y® =y et DDty

Bu hisoblashlar ko’rsatadiki x'y" ifoda yt',yt”z,...,yt(ii) larning chizigli
kombinatsiyasidan iborat va (3) tenglamada ularni mos ravishda qo’ysak
o’zgarmas koeffisientli tenglama hosil bo’ladi.

Misol. x°y"—2xy’'+2y=0 tenglamaning umumiy Yyechimini topamiz.

1

t =Inx almashtirish bajarsak: y’:yt’-%, y"=yt”2—2—yti2. Bularni berilgan
X X

tenglamaga qo’yamiz: y), —y;—2y;+2y=0 yoki y’-3y;+2y=0. Bu
o’zgarmas koeffisientli tenglamaning harakteristik tenglamasi: A° —34+2=0.
A4 =11,=2. Demak y=Cpe'+C,e”. Almashtirish formulasi bo’yicha X
o0’zgaruvchini qaytaramiz: y = C,x+C,x*. Javob: y = C,x +C,x°.

Oldingi maruzamizda ko’rdikki o’zgarmas koeffisientli tenglamaning

hususiy yechimlari e* ko’rinishida bo’lar edi. (3) Eyler tenglamasini hususiy
yechimi  ko’rinishini aniqlash uchun yuqoridagi t=Inx almastirishdan
foydalanaylik: e =e*"™* = x*,

(3) tenglamaning hususiy yechimini y = x* ko’rinishda gidiramiz. U holda:



y®O =211 -D...(A —k +)x* ¥ (k=1...,n)
y = x* funksiyani va uning hosislalarini (3) tenglamaning chap qismiga qo’yamiz:
D(x*)=[A(A-1)...A-n+D) +aA(A-1)..(A-n+2)+..+a, _A+a ]x" .
Bundan ko’rinadiki y = x* eyler tenglamsini hususiy yechimi bo’lishi uchun A
PMA)=4(1-D)..A-n+)+aA(1-1)..(A-n+2)+...+a, ;A +a,=0
tenglamaning ildizi bo’lishi zarur va yetarli. Bu tenglama Eyler tenglamasining
harakteristik tenglamasi, uning idizlari esa harakteristik sonlari deyiladi.

Faraz qilaylik harakteristik tenglamaning ildizlari turlicha bo’lsin. u holda

Eyler tenglamasining n ta hususiy yechimiga ega bo’lamiz:
yy=x4, y, =x" Ly =xh (4)

Bu yechimlar (0,+ o) intervalda chiziqli erkli. Agar barcha A, 4,,...,4,
ildizlar haqiqiqy bo’lsa, u holda (4) yechimlar haqiqiy bo’lib Eyler tenglamasining
umumiy yechimi y = C,x* +C,x* +...+C,x™ formula bilan ifodalanadi.

Agar A, 4,,...,4, ildizlar orasida a-+ib kompleks son bor bo’lsa, u holda

a-+ib —

unga X x#[cos(bIn x) +isin(bIn x)] kompleks yechim mos keladi. Demak

x*cos(bIinx) va x%sin(blnx) funksiyalar haqgigiqy yechimlardan iborat. Bu

vagtda a—ib ham harakteristik tenglamaning ildizi bo’lib unga ham aynan

yugoridagi haqgigigy yechimlar mos keladi. Umumiy yechim formulasida a+ib
kompleks sonlar juftligiga mos x°[C,cos(bIn x)+C,sin(bIn x)] qo’shiluvchi

gatnashadi.

Endi 4, son harakteristik tenglamaning k karrali ildizi bo’lsin, ya’'ni

P(4)=P'(4)=..=P“ () =0, PY(1)=0.
D(x*) = P(1)x"* ayniyatni A bo’yicha m marta differensiallaymiz:
m - . .
D(x*(Inx)™)=>"Cy P (A)x* (In x)™"
i=0
Bundan x“(Inx)™ (m=1....k—1) funksiyalar Eyler tenglamasining hususiy

yechimlari ekanligi kelib chigadi. Demak A4, - harakteristik tenglamaning haqiqiy k



karrali ildizi bo’lsa, Eyler tenglamasining umumiy yechim formulasida bu ildizga
mos [C, +C, In x+...+C, (In x)**Ix* qo’shiluvchi qatnashadi.

Yuqoridagidek mulohazalar yuritib azib kompleks sonlar harakteristik
tenglamaning k karrali ildizi bo’lsa, Eyler tenglamasining umumiy yechimida bu

ildizlarga mos
{[C, +...+C,(In x)**Tcos(bIn x) +[C, +...+ C, (In x)* ]sin(bIn x)}x*
qo’shiluvchi gatnashishini ko’rsatish mumkin.

Chebishev tenglamasini garaymiz:
(L-x*)y"—xy'+n’y =0 (5)
Bu tenglama (—o,-1), (-1+1), (1,+c) intervallarning har birida mavjudlik va
yagonalik teoremalarini ganoatlantiradi. Biz (5) tenglamaning (-1,+1) intervaldagi

umumiy yechimini quramiz. (2) formulaga ko’ra quyidagiga egamiz:

n2
t:cHl_dex

1 . . N
Bu yerda ¢ =—— deb olsak t =arccos x yoki x =cost almashtirish formulasi hosil
n

bo’ladi. Bundan

yl_yrt!_yri__yr 1
e Tty Ysint
Y =y 1 B , cost
¥ sin2t  'sindt
. cost cost i
Bularni (5) tenglamaga go’ysak V", —y, ——+ VY, —— +n“y =0 yoki
(5) tenglamaga qo’ysak Y, ytsmt ytsmt y=0y
yi +n°y =0

o'zgarmas koeffisientli tenglamani hosil gilamiz. Uning umumiy yechimi

y=C,cosnt+C,sinnt formulaga ega. Bundan Chebishev tenglamasining

umumiy yechimini hosil gilamiz: y =C, cosnarccos x + C, Sin narccos X .



Ikkinchi tartibli chiziqli differensial tenglama ko’rinishini

soddalashtirish. Yechimning nollari.

Ikkinchi tartibli chizigli tenglamani garaylik:
y'+p(x)y'+a(x)y=0. (1)

Bu tenglamada hamma vaqt birinchi tartibli hosilani yo’qotish mumkinligini

1
) ) — ] p(x)dx .. i : .
ko’rsatamiz. Buning uchun y = ze ? almashtirish bajaramiz, bu erda z yangi

nomalum funksiya. Bundan:

1 1
-] p(x)d -] p(x)d
y'=17'e o{Pe X—%IO(X)ze o1 P
L peoax O L p0oox [ oo
y'=12" 2 — p(x)z'e 2 -—p'(x)ze ? e 2P 2(x)ze 2
-] p(x)dx
Bularni (1) tenglamaga qo’yamiz va e ij ifodaga bo’lamiz:

y 1, 1, B
2 <2 P00~ P00 +a09 =0

Bu tenglamada Q(x):—% p’(x)—%pz(x)+q(x) funksiya (1) tenglamaning

invarianti deyiladi. Demak (1) tenglamani invariant orgali
2"+Q(x)z=0 (2
ko’rinishga yozish mumkin ekan. Agar (2) tenglama kvadraturalarda integrallansa
u holda (10 tenglama ham kvadraturalarda integrallanadi.
Misol. x2y"+xy’+(x*—n?)y=0 Bessel tenglamasini garaylik. Bu yerda
2

1 n 1) 11 n® 1—4n?
X) =7, X)=1-—, ===~ ———+1——:1+ . Aogar
p( ) X q( ) X2 Q( ) ( ij 4X XZ 4X2 g

Bessel tenglamasining n:i% bo’lganda hususiy holini qarasak, Q(x)=1 hosil

bo’ladi. Boshqacha aytganda

xzy"+xy'+(x2—%)y=o 3)



_1 ldx Z

tenglamada y =ze 2°* ~Ix almashtirish bajarilsa, u
X

2"+2=0 4)
ko’rinishga keladi. (4) tenglamaning umumiy yechimi z=C,sin x+C,cosX.
Almashtirish formulasiga ko’ra (3) tenglamaning umumiy yechimi

sin x COSX

y:C1 \/; +C2 \/;

O’rni kelganda shuni aytish kerakki J,(X) = gw, J . (X)= 2 cosx
2 T \/; B T \/;
funksiyalar Bessel funksiyalari deb ataladi. (3) tenglamaning umumiy yechimini

Bessel funksiyalari orgali ifodalash mumkin: y=C,J, (x)+C,J ;(X).
2 2

Ushbu

(POYY') +d(x)y =0 5)
tenglama ikkinchi tartibli o’ziga qo’shma differensial tenglama deyiladi.
Koeffisientlari | intervalda uzluksiz bo’lgan har qanday ( p,(x) # 0)
Po(¥)y"+ P ()Y + P, (X)y =0
P(x)

Po

bir jinsli tenglamani ga ko’paytirsak (5) ko’rinishga keladi, bu erda
de
p(x)=e ™ Hagigatdan ham
POIRL(Y) |, P(X)P,(X)

PO 000 T

y=0

Py (X) P (X)
Riwes y' 1 P Iy POIP,(X) y=0

Py (X) Py (X)

!

P (X)
[ef e y,} L P0OP0D o

Po (X)
Ohirgi tenglama (5) ko’rinishga ega.

Misol. x?y"+xy'+(x*—n?)y=0 Bessel tenglamasini o’ziga qo’shma



dx

ko’rinishga keltiramiz. Bu yerda p(x)=e X = p(x) _ x

: =— = l Bunga ko’ra
Po(X) x° X

Bessel tenglamasini 0’ziga qo’shma ko’rinishi quyidaicha bo’ladi:

n? . n?
xy" + y’+(x—?)y=0 yoki (W)'+(x—?)y=0.

3-reja. Oddiy differensial tenglamaning y =0 yechimi — trivial yechim
deyiladi. Aynan nolga teng bo’lmagan har qanday yechimi esa notrivial yechim

deyiladi. Agar tenglamaning y(x) notrivial yechimi x = x, nuqgtada nolga aylansa,
bu nugta y(x) yechimning noli deb ataladi. Oddiy differensial tenglamaning |
intervalda aniglangan y(x) notrivial yechimi shu intervalda kamida ikkita nolga
ega bo’lsa, u holda y(x) — | intervalda tebranuvchi yechim deyiladi, aks holda
tebranmas yechim deyiladi.
Misol. 1. y"—y=0 tenglamani garaymiz. Uning umumiy yechimi
y =C,e* +C,e™™. Tenglamaning ihtiyoriy notrivial yechimi (—o0,+0) intervalda
bittadan ortiq nolga ega bo’lmasligini ko’rsataylik. Tenglamaning biror Yy(X)
yechimi x, # X, nuqtalarda nolga aylanadi deb teskari faraz yuritsak, quyidagi
sistemaga ega bo’lamiz:
Ce+Ce ™ =0
{CleX2 +C,e ™ =0
Bu sistemadan C, =C, =0 aniglanadi. Demak x;, X, nuqtalarda nolga aylangan

yechim trivial yechimdan iborat. Shunday qilib berilgan tenglamaning ihtiyoriy
notrivial yechimi (—e0,+00) intervalda tebranmas yechimdan iborat.

2. y"+y=0 tenglamani garaylik. Umumiy yechimi y =C,sin x+ C, cos X.
Tenglamaning ihtiyoriy notrivial yechimi har ganday 2z uzunlikdagi intervalda
kamida ikkita nolga ega. Demak bunday intervallarda tenglamaning notrivial
yechimlari tebranuvchi bo’ladi.

Lemma. (1) tenglamaning y(x) notrivial yechimining ihtiyoriy x = x, noli

izolirlangan (yakkalangan) bo’ladi, yani shunday &>0 son mavjudki,



(Xo — &, X, + &) intervalda yechim boshqa nolga ega bo’lmaydi.
Isbot. Teskari faraz o’rinli bo’lsin, yani ihtiyoriy ¢,>0 (g, <¢,,) son
olinganda ham, (x,—¢&,,X, +&,) intervalda y(x) yechimnining x,dan fargli x,

noli mavjud bo’lsin. U holda lim x, =X, limit o’rinli. Yy'(X,) hosilani ta’rif

n—oo

bo’yicha hisoblaylik: y'(X,) = lim y(X”)_y(XO):O. Demak (1) tenglamaning

n—oo Xn — XO
y(x) notrivial yechimi y(x,) =0, y'(X,) =0 boshlang’ich shartlarni qanoatlantirar
ckan. Pikar teoremasiga ko’ra bu boshlang’ich shartlarni fagat y =0 trivial yechim

ganoatlantiradi. Bu ziddiyat lemmani isbotlaydi.
Ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglama yechimining tebranuvchanlik

hususiyatini o’rganish uchun (2) ko'rinishdagi

y'+q(x)y=0  (6)
tenglama yechimlarini o’rganamiz, chunki yuqorida ko’rdikki har qachon (1)
tenglamani (2) ko’rinishga olib kela olamiz.

Teorema. Agar g(x) funksiya | intervalda uzluksiz va q(x)<0, xel,

tengsizlikni ganoatlantirsa, u holda (6) tenglamaning yechimlari shu intervalda

tebranmas bo’ladi.

Isbot. Teskarisi o’rinli bo’lsin, ya’ni notrivial y=y(x) yechim topilib,
X;, X, (X <X,) bu yechimning | intervaldagi kema-ket kelgan nollari bo’lsin.
Demak (x;,X,) intervalda y=y(x) yechim nolga aylanmaydi. Umumiylikka
ziyon keltirmagan holda y(x) >0 tengsizlik barcha xe(x;,x,)larda o’rinli deb
olamiz. U holda x = x, nugtada y = y(x) funksiya kamaymaydi, ya'ni y'(x,)>0.
Bu yerda y'(x,)=0 bo’lishi mumkin emas, chunki y(x,)=0, Y'(X,)=0
boshlang’ich shartni faqat trivial yechim ganoatlantiradi. Demak y'(X,) >0.

y = y(x) funksiya (6) tenglamani ganoatlantirganligidan foydalanamiz:

y'(x) =-q(x)y(x) = 0.

Demak y'(x) funksiya [x;,X,] kesmada kamaymaydi. Bunga ko’ra barcha



X e (X, X,)lar uchun y'(x)>y'(x;)>0. Chekli orttirmalar haqgidagi Lagranj
teoremasiga ko’ra shunday c e (X, X,) son topiladiki y(x,)—y(x) = y(c)(X, —x,)
tenglik o’rinli. Bu tenglik noto’g’ri, chunki uning chap tomoni nolga teng, o’ng

gismi esa musbat. Teorema isbotlandi.

Sinov uchun savol va topshiriglar

1. n-tartibli o'zgarmas koeffitsientli chizigli bir jinsli tenglamaning umumiy
ko rinishini yozing va uni yechish usulini keltiring.

2. Uning xususiy yechimini topish mumkin bo’lishi uchun o’ng tomoni
ganday ko rinishga ega bo'lishi kerak?

3. CHizigli bir jinsli bo'Imagan tenglamaning bitta xususiy yechimi va bir
jinsli tenglamaning umumiy yechimi ma’lum bo’lganda uning umumiy yechimini
ganday topiladi.

4. n-tartibli tenglamalar uchun o zgarmas variatsiyalash metodini misollarda
tushuntiring.

5. eyler tenglamasining umumiy ko rinishini yozing. Qanday almashtirish
yordamida u o zgarmas koeffitsientli chizigli tenglamaga keltiriladi?

6. Funksiyalarning chizigli bog ligligi va chizigli erkliligi ta'rifini keltiring
va misollarda ko rsating.

7. Eyler tenglamasini yeching: 4x°y” +3xy’' -3y =0

8. y”—2(1+tgzx)y:0, y, =tg X tenglamaning umumiy yechimini

toping.
1. Tenglamani yeching.

1.1. y"-3y"+3y'-y=0, y(0)=2, y'(0)=2, y"(0)=3

1.2. y"+6y"+11y'+6y=0 1.3. y'=2y' -2y =0

14. y" +2y"'+y" =0 1.5. y"—8y' +5y=0

1.6. y"=2y"+2y' =0 1.7. y"+2y"—y' -2y =0
1.8. y"-2y"+2y'=0 1.9. Yy -y=0

1.10. y"-3y"-2y'=0 1.11. 2y" -3y"+y'=0
1.12. y' —10y"+9y'=0 1.13. y"+8y =0

1.14. Yy +y=0 1.15. y"¥ +10y"+9y =0
1.16. Yy +8y"+16y =0 1.17. y' +8y" +16y'=0

1.18. Yy +4y" +10y"+12y"+5y=0  1.19. y" +2y"+2y" -5y =0
120 yv+4yrv+5ym_6y1_4yzo



2. Tenglamaning umumiy yechimini toping.

2.1. y"—2y"'=2ch2x 22. y"+y =2sinx—6c0S X + 2&*
2.3. y"—y =2e* +cosx 2.4. y" =3y’ =2ch3x

2.5. y"—4y' =16ch4x 2.6. y'+2y =2sh2x

2.7. y"+3y'=2sh3x 2.8. y'+y'=2shx

2.9. " +4y=-8sin2x+32c0s 2x + 4e**
2.10. y" —y'=10sin x+6cos x + 4e*

2.11. y"+9y =-18sin3x —18¢e**

2.12. y"—4y =24e** —4c0s 2X +8sin 2x
2.13. y"+16y =16cos4x —16e*

2.14. y" -9y’ = —9e* +18sin 3x —9cos 3x
2.15. y" + 25y’ = 20c0s5x —10sin 5x + 50e™
2.16. y" —16Yy’ = 48" + 64sin 4x — 64 C0s 4X
2.17. " +36Yy = 24sin 6x —12cos 6x + 36>
2.18. y" — 25y’ = 25(cos5x +sin5x) —50e"
2.19. y"+49y =14sin7x+7cos7x—98e"™
2.20. y"—36y’ =36e™ —72(sin6x + cos6x)
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