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n-tartibli chiziqli bir jinsli o’zgarmas koeffisientli differensial tenglamalar  

 

Ushbu )()()( xivxuxz   funkisiya haqiqiqy argumentli kompleks 

funksiya deyiladi, bunda )(xu  va )(xv  haqiqiy x  argumentli haqiqiy funksiyalar. 

)(xu  va )(xv  mos ravishda )(xz  kompleks funksiyaning haqiqiy va mavhum 

qismi deyiladi. Bunday funksiyaga misol keltiramiz: bxiebxee axaxx sincos  , 

bu yerda iba  . 

Faraz qilaylik )()( xu n  va )()( xv n  hosilalar mavjud bo‟lsin, u holda )(xz  

funksiyadan x  bo‟yicha n-tartibli hosila )()()( )()()( xivxuxz nnn   formula bilan 

aniqlanadi. Masalan, ihtiyoriy   o‟zgarnas (haqiqiqy yoki kompleks) son uchun 

xx ee  )(  formula o‟rinli. 

Agar )()()( xivxuxz   funksiya  
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tenglamani biror I  intervalda ayniyatga aylantirsa, uni (1) chiziqli bir jinsli 

tenglamaning I  intervaldagi kompleks yechimi deb aytamiz. Komleks 

yechimning bitta muhim hossasini keltiraylik. Agar )()()( xivxuxz   funksiya 

(1) tenglamaning kompleks yechmi bo‟lsa, u holda )(xu  va )(xv  funksiyalar (1) 

tenglamaning haqiqiqy yechimlari bo‟ladi. 
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tenglama n-tartibli chiziqli bir jinsli o’zgarmas koeffisientli differensial 

tenglama deyiladi. (2) tenglamaning hususiy yechimini xey   ko‟rinishda 

qidiraylik, bu erda   - biror o‟zgarmas (haqiqiy yoki kompleks) son. Buni (2)ning 

chap qismiga qo‟yamiz: 
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Bundan ko‟rinadiki xey   funksiya (2) tenglamaning yechimi bo‟lishi uchun   

son  
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tenglamaning ildizi bo‟lishi zarur va yetarli. (3) tenglama (2) bir jinsli chiziqli 

tenglamaning harakteristik tenglamasi, uning ildizlari esa harakteristik sonlari 

deyiladi.  

Faraz qilaylik harakteristik tenglamaning n ,...,, 21  (haqiqiqy yoki 

kompleks sonlar) ildizlari turlicha bo‟lsin. U holda biz (2) tenglamaning n ta 

hususiy yechimiga ega bo‟lamiz: 
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(4) yechimlar chiziqli erkli bo‟lishini isbotlaymiz. Teskarisini faraz qilaylik, 

ya‟ni 
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ayniyat o‟inli bo‟lsin, bu yerda n ,...,, 21  o‟zgarmas sonlardan kamida bittasi 



noldan farqli. Umumiylikka ziyon keltirmagan holda 0n  deb olaylik. (5)ni x
e 1  

ga bo‟lamiz va hoslasini olamiz:  
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Bu ayniyatni x
e

)( 12   ga bo‟lamiz va hosilasini olamiz: 
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Ketma ket shunday mulohazlar yuritib quydagi ayniyatga kelamiz: 
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Bu esa noto‟g‟ri ayniyatdir. Demak (4) funksiyalar ihtiyoriy oraliqda chizqli 

erklidir.  

Hulosa qiladigan bo‟lsak, agar (2) tenglamaning n ,...,, 21  harakteristik 

sonlari haqiqiy va turlicha bo‟lsa, u holda (4) yechimlar haqiqiy funksiyalar 

bo‟lib, (2) bir jinsli chiziqli tenglamaning umumiy yechimi 
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21  formula bilan ifodalanadi. 

Agar harakteristik sonlar orasida iba   kompleks son ham bor bo‟lsa, u 

holda, algebra kursidan ma‟lumki iba  kompleks son ham harakteristik son 

bo‟ladi. O‟z navbatida (4) funksiyalar quiydagi ko‟rinishga ega bo‟ladi 
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1y  va 2y  funksiyalarning haqiqiqy qismlari aynan bir hil, mavhum qismlari esa 

ishorasi bilan farqlanadi shu bilan birga ular (2) tenglamani qanoatlantiradi.  (6) 

sistemada 1y  va 2y  funksiyalar o‟rniga ularni qoyamiz: 

bxey ax cos1  , bxey ax sin2  , 
x
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(6) yechimlarning chiziqli erkliligidan (7) funksiyalarning chiziqli erkliligi kelib 

chiqadi, chunki  
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ayniyat o‟rinli. Demak, qaralayotgan holatda har bir   haqiqiy harakteristik son 

(2) tenglamaning bitta xey   hususiy haqiqiy yechimini aniqlaydi, har bir 



iba 1 , iba 2  kompleks harakteristik sonlar jufti ikkita bxey ax cos1  , 

bxey ax sin2   hususiy haqiqiy yechimini aniqlaydi. Hullas, (2) tenglamaning 

harakteristik sonlari turlicha bo‟lganda biz hamma vaqt n ta haqiqiqy yechimga ega 

bo‟lamiz va ularning ihtiyoriy chiziqli kombinatsiyasi tenglamaning umumiy 

yechimini aniqlaydi. 

Misol. 01393  yyyy  tenglamani qaraylik. Uning harakteristik 

tenglamasi 01393 23   . Harakteristik sonlar 11  , i322  , 

i322  . Demak xe , xe x 3cos2 , xe x 3sin2  funksiyalar berilgan tenglamaning 

chiziqli fundamental yechimlar sistemasini tashkil etadi. Umumiy yechim: 

xeCxeCeCy xxx 3sin3cos 2
3

2
21    

Endi harakteristik tenglama ildizlari orasida karralilari ham bor deb faraz 

qilaylik. 1  (haqiqiqy yoki kompleks son) – (3) harakteristik tenglamaning k 

karrali ildizi bo‟lsin, u holda  
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munosabatlar o‟rinli. Ushbu xx ePeL  )()(   ayniyatni   bo‟yicha m marta 

differensiallaymiz, bunda chap tomondagi operator   ga bog‟liq bo‟lmaganligi 

sababli differensiallash amalini operator belgisi ichiga kiritish mumkin. O‟ng 

tomonda esa ko‟paytmanianag differensiali hisoblanadi: 
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Bu yerda (8)ga ko‟ra 1,...,1,0  km  larda 0)( 1 
xmexL

  ayniyat hosil bo‟ladi, 

ya‟ni  

x
e 1 , 

x
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funksiyalar (2) chziqli bir jinsli tenglamaning yechimlaridan iborat. Bu 

yechimlarning chiziqli erkliligini yuqorida (4) funksiyalarni chiziqli erkliligini 

ko‟rsatgandek ko‟rsatish mumkin.  

Demak, harakteristik tenglamaning k karrali har qanday 1  haqiqiy ildizizi 

(2) tenglamaning k ta haqiqiqy chiziqli erkli hususiy yechimini aniqlaydi.  



Agar harakteristik tenglama k karrali iba   ildizga ega bo‟lsa, u holda k 

karrali iba  ildizga ham ega bo‟ladi. (9)ga ko‟ra bu ildizlar 2k ta  

xibae )(  , xibae )(  , xibaxe )(  , xibaxe )(  , …, xibak ex )(1  , xibak ex )(1   (10) 

chiziqli erkli kompleks yechimni aniqlaydi. Ularning haqiqiqy va mavhum 

qismlarini ajratib olamiz: 

bxeax cos , bxeax sin , bxxeax cos , bxxeax sin  …, bxex axk cos1 , bxex axk sin1 . 

(10) funksiyalarning chiziqli ekliligidan bu funksialarning ham chiziqli erkli 

ekanligi kelib chiqadi. Demak, harakteristik tenglamaning k karrali har qanday 

iba  , iba  qo‟shma kompleks ildizizi (2) tenglamaning 2k ta haqiqiqy chiziqli 

erkli hususiy yechimini aniqlaydi.  

Algebra kursidan ma‟lumki n-tartibli algebraik chiziqli tenglama hamma 

vaqt n ta ildizga ega, ya‟ni r ,...,, 21  sonlar (3) tenglamaning mos ravishda 

rkkk ,...,, 21  karrali ildizlari bo‟lsa u holda nkkk r  ...21  tenglik o‟rinli 

bo‟ladi. Hulosa qilib aytganda, (2) tenglamaning harakteristik sonlari qanday 

bo‟lmasin biz hamma vaqt n ta haqiqiy yechimga ega bo‟lamiz va ularning 

ihtiyoriy chiziqli kombinatsiyasi korinishida tenglamaning umumiy yechimini 

aniqlaymiz. 

Misol. 0161688)4()5(  yyyyyy  tenglamani qaraymiz. 

Harakteristik tenglama 0161688 2345   . Uning ildizlari: 11  , 

i232   , i254   . Bu harakteristik sonlarga mos hususiy yechimlar: 

xe , x2cos , x2sin , xx 2cos , xx 2sin  

Berilgan tenglamaning umumiy yechimi:  

xxCCxxCCeCy x 2sin)(2cos)( 54321  . 

 

 

 

 

 

 



Chiziqli bir jinsli bo’lmagan o’zgarmas koeffisientli tenglamalar 

 

n-tartibli chiziqli bir jinsli bo‟lmagan ozgarmas koeffisientli tenglama 

)(...)( 1
)2(

2
)1(

1
)( xfyayayayayyL nn

nnn  
  (1) 

korinishga ega, bu yerda naaa ,...,, 21  - o‟zgarmas haqiqiqy sonlar. Oldingi darsda 

biz har qanday n-tartibli chiziqli bir jinsli o‟zgarmas koeffisientli tenglamani 

umumiy yechimini qurishni o‟rgandik. U holda (1) tenglamaning umumiy 

yechimini o‟zgarmasni variatsiyalash usulida kvadraturalarda topa olamiz. Lekin 

)(xf  funksiyaning ayrim hususiy ko‟rinishlarida (1)tenglamaning hususiy yechimi 

kvadraturalarsiz aniqlanadi. Bunday holatlarda, bir jinsli tenglamaning umumiy 

yechimiga bu hususiy yechimni qo‟shib (1) tenglamaning umumiy yechimini 

kvaraturalarsiz hosil qilamiz.  

(1) tenglamada )(xf  funksiya ko‟phad va ko‟rsatkichli funksiyaning 

ko‟paytmasidan iborat bo‟lsin, ya‟ni 
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bu yerda ,,...,, 10 mppp  - o‟zgarmas sonlar (ular nolga teng bo‟lishi ham 

mumkin).  (1) tenglamaning hususiy yechimini qidirishni 2ta holatga ajratib olib 

boramiz. 

1-holat.   - tenglamaning harakteristik soni emas, ya‟ni 0)( P . Bu 

holatda 1y  hususiy yechimni  
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ko‟rinishda qidiramiz, bu yerda mqqq ,...,, 10  - noma‟lum o‟zgarmas sonlar. (2) 

funksiyani (1) tenglamaga qo‟yamiz: 
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foydalanaylik: 
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Ohirgi tenglikni xe  ga bo‟lamiz va x ning bir hil darajalari oldidagi 

koefisientlarni tenglashtiramiz: 
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0)( P  bo‟lgani uchun (3) tengliklardan mqqq ,...,, 10  koeffisientlarning barchasi 

ketma-ket va bir qiymatli aniqlanadi. 

Misol. 210665 2  xxyyy  tenglamani umumiy yechimini topaylik.  

Bir jinsli tenglama: 065  zzz . Uni integrallaymiz; 0652   , 21  , 

32  ; xx eCeCz 3
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ko‟rinishida. 0  harakteristik tenglamaning ildizi emas. Tenglamaning hususiy 

yechimini cbxaxy  2
1  ko‟rinishda qidiramiz: baxy  21 , ay 21  . Bularni 

tenglamaga qo‟yamiz: 
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x ning bir hil darajalari oldidagi koeffisientlarni tenglasak quydagi sistema hosil 

bo‟ladi: 
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Bu yerdan 1a , 0b , 0c . Demak 2
1 xy   va berilgan tenglamaning umumiy 

yechimi 23
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2
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2-holat.   - harakteristik tenglamaning k  ( 1k ) karrali ildizi bo‟lsin, ya‟ni 



0)(,0)(...)()( )()1(    kk PPPP . 

Bu holatda 1y  hususisy yechimni (2) ko‟rinishda qurib bo‟lmaydi, chunki 
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ko‟rinishda qidiramiz. (4)funksiyani (1) tenglamaga qo‟yamiz: 
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hil darajalari oldidagi koefisientlarni tenglashtiramiz: 
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

(5) 

Bu tenglilardan izlanayotgan barcha mqqq ,...,, 10  koeffisientlar bir qiymatli 

aniqlnadi, chunki 0)()( kP . 

Misol. xxyy 255 2   tenglamani qaraymiz. Unga mos bir jinsli 

tenglama: 05  zz . Bir jinsli tenglamani yechamiz: 052   , 01  , 52  . 

xeCCz 5
21  . Berilgan tenglamaning o‟ng tomoni xexP 0)(  ko‟rinishga ega va 

0  harakteristik tenglamaning oddiy (k=1 karrali) ildizi. Shuning uchun 

tenglamaning hususiy yechimini )( 2
1 cbxaxxy   ko‟rinishda qidiramiz: 

cbxaxy  23 2
1 , baxy 261  . Bularni berilgan tenglamaga qo‟yamiz: 

xxcbxbaax 2552)106(15 22   

Bundan 
3

1
a , 0b , 0c . Berilgan tenglamaning umumiy yechimi: 

3

3
5

21

x
eCCy x  . 



Endi (1) tenglamaning o‟ng tomoni 

]sin)(cos)([)( )2()1( bxxPbxxPexf mm
ax   

ko'rinishga ega bo‟lganda uning hususiy yechimini qidirish usulini ko‟rib 

chiqamiz, bu yerda )()1( xPm  va )()2( xPm  – m-darajali berilgan ko‟phadlar. Buning 

uchun 2ta holatni ajratib olamiz.  

1-holat. iba   - harakteristik tenglamaning ildizi emas. Bu holatda 

hususiy yechimni ]sin)(cos)([ )2()1(
1 bxxQbxxQey mm

ax   ko‟rinishda qidiramiz, bu 

yerda )()1( xQm  va )()2( xQm  - m darajali koeffisentlari noma‟lum ko‟phadlar. 

Misol. )sin7(cos2 xxeyyy x   tenglamani umumiy yechimini 

topamiz (bu yerda 1a , 1b ). Avval chiziqli bir jinsli tenglamani yozaylik: 

02  zzz . Uni integrallaymiz:  

022   , 11  , 22  , xx eCeCz 2
21

 . 

iiba  1  son harakteristik tenglamaning ildizi eamas. Shuning uchun Berilgan 

tenglamaning hususiy yechimini )sincos(1 xBxAey x   ko‟rinishda qidiramiz: 

)sin7(cos]sin)3(cos)3[(2 111 xxexABxBAeyyy xx   









73

13

AB

BA
 

Bundan 2A , 1B . )sincos2(1 xxey x  . Berilgan tenglamaning umumiy 

yechimi: xxx eCeCxxey 2
211 )sincos2(  . 

2-holat. iba   - harakteristik tenglamaning k  ( 1k ) karrali ildizi. Bu 

holatda hususiy yechimni ]sin)(cos)([ )2()1(
1 bxxQbxxQexy mm

axk   ko‟rinishda 

qidiramiz, bu yerda )()1( xQm  va )()2( xQm  -- m-darajali koeffisentlari noma‟lum 

ko‟phadlar. 

Misol. xyy sin2  tenglamani qaraymiz (bu erda 0a , 1b ).  

0 zz , 012  , i2,1 , xCxCz sincos 21  . 

iiba   son harakteristik tenglamaning oddiy ildizi (bir karrali) bo‟lgani uchun 

berilgan tenglamaning hususiy yechimini )sincos(1 xBxAxy   ko‟rinishda 



qidiramiz: 1A , 0B , xxy cos1   hosil bo‟ladi. Berilgan tenglamanig 

umumiy yechimi: xCxCxxy sincoscos 21  . 

 

O’zgarmas koeffisientliga keltiriladigan tenglamalar 

 

Bizga chiziqli bir jinsli tenglama berilgan: 

0)()(...)( 1
)1(

1
)(  

 yxpyxpyxpy nn
nn .  (1) 

Erkli o‟zgaruvchini almashtirish bilan bu tenglamani o‟zgarmas koeffisientli 

chiziqli tenglamaga olib kelish masalasi bilan shug‟ullanamiz. )(xut   

almashtirish bajaraylik. U holda: 

)(xuytyy txt
  

)()]([ 2
2 xuyxuyy tt

  

………………………… 

)(...)]([ )()()(
)( xuyxuyy n

t
nn

t

n
n   

Bu hisoblashlar ko‟rsatadiki yuqoridagi almashtirishdan keyin (1) tenglama 

0)(...)]([)(  yxpxuy n
nn

t n  ko'rinishni oladi. Buni nxu )]([   ga bo‟lamiz: 

0
)]([

)(
...)( 


 y

xu

xp
y

n
nn

t n . Bu yerda )(xu  funksiyani shunday tanlash kerakki y  

oldidagi koeffisient o‟zgarmas songa aylansin.  
nn

n

cxu

xp 1

)]([

)(



 desak, u holda 

n
n xpcxu )()(   yoki  dxxpcxu n

n )()( . Shunday qilib, agar (1) tenglama erkli 

o‟zgaruvchini almashtirish bilan o‟zgarmas koeffisisentli tenglamaga aylansa u 

holda almashtirirsh fomulasi  

 dxxpct n
n )(   (2) 

ko'rinishda bo‟lishi zarur.  

Endi Eylerning chiziqli tenglamasini qaraymiz: 

0...)( 1
)1(1

1
)(  

 yayxayxayxyD nn
nnnn , (3) 



bu yerda naaa ,...,, 21  - o‟zgarmas haqiqiqy sonlar. Bu tenglamani (1) tenglama 

bilan taqqoslab 
n

n
n

x

a
xp )(  ekanligini ko‟ramiz. (2)ni hisobga olib (3) tenglamada 

 dx
x

a
ct n

n
n  yoki 

n
na

c
1

  deb olib, xt ln  almashtirish bajaramiz. U holda: 

x
yy t

1
  

22

11
2

x
y

x
yy tt

  

333

1
2

1
3

1
23

x
y

x
y

x
yy ttt

  

……………………………………… 

ntn

n

t

n

x
yn

x
yy n

1
)!1)(1(...

1)()(   

Bu hisoblashlar ko‟rsatadiki )(ii yx  ifoda )(,...,, 2

i

ttt iyyy   larning chiziqli 

kombinatsiyasidan iborat va (3) tenglamada ularni mos ravishda qo‟ysak 

o‟zgarmas koeffisientli tenglama hosil bo‟ladi.   

Misol. 0222  yyxyx  tenglamaning umumiy yechimini topamiz. 

xt ln  almashtirish bajarsak: 
x

yy t

1
 , 

22

11
2

x
y

x
yy tt

 . Bularni berilgan 

tenglamaga qo‟yamiz: 0222  yyyy ttt
 yoki 0232  yyy tt

. Bu 

o‟zgarmas koeffisientli tenglamaning harakteristik tenglamasi: 0232   . 

2,1 21   . Demak tt eCeCy 2
21  . Almashtirish formulasi bo‟yicha x  

o‟zgaruvchini qaytaramiz: 2
21 xCxCy  . Javob: 2

21 xCxCy  . 

Oldingi maruzamizda ko‟rdikki o‟zgarmas koeffisientli tenglamaning 

hususiy yechimlari te  ko‟rinishida bo‟lar edi. (3) Eyler tenglamasini hususiy 

yechimi ko‟rinishini aniqlash uchun yuqoridagi xt ln  almastirishdan 

foydalanaylik:  xee xt  ln .  

(3) tenglamaning hususiy yechimini xy   ko‟rinishda qidiramiz. U holda: 



kk xky   )1)...(1()(   ( nk ,...,1 ) 

xy   funksiyani va uning hosislalarini (3) tenglamaning chap qismiga qo‟yamiz: 

  xaananxD nn ]...)2)...(1()1)...(1([)( 11   . 

Bundan ko‟rinadiki xy   eyler tenglamsini hususiy yechimi bo‟lishi uchun   

0...)2)...(1()1)...(1()( 11   nn aananP   

tenglamaning ildizi bo‟lishi zarur va yetarli. Bu tenglama Eyler tenglamasining 

harakteristik tenglamasi, uning idizlari esa harakteristik sonlari deyiladi.  

Faraz qilaylik harakteristik tenglamaning ildizlari turlicha bo‟lsin. u holda 

Eyler tenglamasining n ta hususiy yechimiga ega bo‟lamiz: 

1

1


xy  , 2

2


xy  , …, nxyn


  (4) 

Bu yechimlar ),0(   intervalda chiziqli erkli. Agar barcha n ,...,, 21  

ildizlar haqiqiqy bo‟lsa, u holda (4) yechimlar haqiqiy bo‟lib Eyler tenglamasining 

umumiy yechimi nxCxCxCy n


 ...21

21  formula bilan ifodalanadi. 

Agar n ,...,, 21  ildizlar orasida iba  kompleks son bor bo‟lsa, u holda 

unga )]lnsin()ln[cos( xbixbxx aiba   kompleks yechim mos keladi. Demak 

)lncos( xbxa  va )lnsin( xbxa  funksiyalar haqiqiqy yechimlardan iborat. Bu 

vaqtda iba   ham harakteristik tenglamaning ildizi bo‟lib unga ham aynan 

yuqoridagi haqiqiqy yechimlar mos keladi. Umumiy yechim formulasida iba   

kompleks sonlar juftligiga mos )]lnsin()lncos([ 21 xbCxbCxa   qo‟shiluvchi 

qatnashadi. 

Endi 1  son harakteristik tenglamaning k karrali ildizi bo‟lsin, ya‟ni 

0)(...)()( 1
)1(

11    kPPP , 0)( 1
)( kP . 

  xPxD )()(   ayniyatni   bo‟yicha m marta differensiallaymiz: 





m

i

imii
m

m xxPCxxD
0

)( )(ln)())(ln(    

Bundan mxx )(ln1  ( 1,...,1  km ) funksiyalar Eyler tenglamasining hususiy 

yechimlari ekanligi kelib chiqadi. Demak 1  - harakteristik tenglamaning haqiqiy k 



karrali ildizi bo‟lsa, Eyler tenglamasining umumiy yechim formulasida bu ildizga 

mos 1])(ln...ln[ 1
21


xxCxCC k

k
  qo‟shiluvchi qatnashadi.  

Yuqoridagidek mulohazalar yuritib iba   kompleks sonlar harakteristik 

tenglamaning k karrali ildizi bo‟lsa, Eyler tenglamasining umumiy yechimida bu 

ildizlarga mos  

1)}lnsin(])(ln...[)lncos(])(ln...{[ 1
1

1
1


xxbxCCxbxCC k

k
k

k
   

qo‟shiluvchi qatnashishini ko‟rsatish mumkin. 

Chebishev tenglamasini qaraymiz: 

0)1( 22  ynyxyx   (5) 

Bu tenglama )1,(  , )1,1(  , ),1(   intervallarning har birida mavjudlik va 

yagonalik teoremalarini qanoatlantiradi. Biz (5) tenglamaning )1,1(   intervaldagi 

umumiy yechimini quramiz. (2) formulaga ko‟ra quyidagiga egamiz: 

 
 dx

x

n
ct

2

2

1
 

Bu yerda 
n

c
1

  deb olsak xt arccos  yoki tx cos  almashtirish formulasi hosil 

bo‟ladi. Bundan 

t
y

x
ytyy t

t

txt
sin

11



  

t

t
y

t
yy tt 32 sin

cos

sin

1
2   

Bularni (5) tenglamaga qo‟ysak 0
sin

cos

sin

cos 2
2  yn

t

t
y

t

t
yy ttt

 yoki 

02
2  yny

t
 

o'zgarmas koeffisientli tenglamani hosil qilamiz. Uning umumiy yechimi 

ntCntCy sincos 21   formulaga ega. Bundan Chebishev tenglamasining 

umumiy yechimini hosil qilamiz: xnCxnCy arccossinarccoscos 21  . 

 

 



Ikkinchi tartibli chiziqli differensial tenglama ko’rinishini 

soddalashtirish. Yechimning nollari. 

 

Ikkinchi tartibli chiziqli tenglamani qaraylik:  

0)()(  yxqyxpy .               (1) 

Bu tenglamada hamma vaqt birinchi tartibli hosilani yo‟qotish mumkinligini 

ko‟rsatamiz. Buning uchun 



 dxxp

zey
)(

2

1

 almashtirish bajaramiz, bu erda z  yangi 

nomalum funksiya. Bundan: 







 dxxpdxxp

zexpezy
)(

2

1
)(

2

1

)(
2

1
 













 dxxpdxxpdxxpdxxp

zexpzexpezxpezy
)(

2

1

2
)(

2

1
)(

2

1
)(

2

1

)(
4

1
)(

2

1
)(  

Bularni (1) tenglamaga qo‟yamiz va 
 dxxp

e
)(

2

1

 ifodaga bo‟lamiz: 

0)()(
4

1
)(

2

1 2 





 zxqxpxpz . 

Bu tenglamada )()(
4

1
)(

2

1
)( 2 xqxpxpxQ   funksiya (1) tenglamaning 

invarianti deyiladi. Demak (1) tenglamani invariant orqali  

0)(  zxQz  (2) 

ko‟rinishga yozish mumkin ekan. Agar (2) tenglama kvadraturalarda integrallansa 

u holda (10 tenglama ham kvadraturalarda integrallanadi. 

Misol. 0)( 222  ynxyxyx  Bessel tenglamasini qaraylik. Bu yerda 

x
xp

1
)(  , 

2

2

1)(
x

n
xq  , 

2

2

2

2

22 4

41
11

1

4

11

2

1
)(

x

n

x

n

xx
xQ











 . Agar 

Bessel tenglamasining 
2

1
n  bo‟lganda hususiy holini qarasak, 1)( xQ  hosil 

bo‟ladi. Boshqacha aytganda  

0)
4

1
( 22  yxyxyx  (3) 



tenglamada 
x

z
zey

dx
x 





1

2

1

 almashtirish bajarilsa, u  

0 zz   (4) 

ko‟rinishga keladi. (4) tenglamaning umumiy yechimi xCxCz cossin 21  . 

Almashtirish formulasiga ko‟ra (3) tenglamaning umumiy yechimi 

x

x
C

x

x
Cy

cossin
21   

O‟rni kelganda shuni aytish kerakki 
x

x
xJ

sin2
)(

2

1


 , 
x

x
xJ

cos2
)(

2

1





 

funksiyalar Bessel funksiyalari deb ataladi. (3) tenglamaning umumiy yechimini 

Bessel funksiyalari orqali ifodalash mumkin: )()(

2

12

2

11 xJCxJCy


 . 

Ushbu  

  0)()( 
 yxqyxp   (5) 

tenglama ikkinchi tartibli o’ziga qo’shma differensial tenglama deyiladi.  

Koeffisientlari I  intervalda uzluksiz bo‟lgan har qanday ( 0)(0 xp ) 

0)()()( 210  yxpyxpyxp  

bir jinsli tenglamani 
)(

)(

0 xp

xp
 ga ko‟paytirsak (5) ko‟rinishga keladi, bu erda  




dx
xp

xp

exp
)(

)(

0

1

)( . Haqiqatdan ham  

0
)(

)()(

)(

)()(
)(

0

2

0

1  y
xp

xpxp
y

xp

xpxp
yxp  

0
)(

)()(

)(

)(

0

2)(

)(

0

1)(

)(

0

1

0

1







y
xp

xpxp
ye

xp

xp
ye

xp

xp

xp

xp

 

0
)(

)()(

0

2)(

)(

0

1





















y

xp

xpxp
ye

xp

xp

. 

Ohirgi tenglama (5) ko‟rinishga ega. 

Misol. 0)( 222  ynxyxyx  Bessel tenglamasini o‟ziga qo‟shma 



ko‟rinishga keltiramiz. Bu yerda xexp x

dx




)( , 
xx

x

xp

xp 1

)(

)(
2

0

 . Bunga ko‟ra 

Bessel tenglamasini o‟ziga qo‟shma ko‟rinishi quyidaicha bo‟ladi: 

0)(
2

 y
x

n
xyyx  yoki 0)()(

2

 y
x

n
xxy . 

3-reja. Oddiy differensial tenglamaning 0y  yechimi – trivial yechim 

deyiladi. Aynan nolga teng bo‟lmagan har qanday yechimi esa notrivial yechim 

deyiladi. Agar tenglamaning )(xy  notrivial yechimi 0xx   nuqtada nolga aylansa, 

bu nuqta )(xy  yechimning noli deb ataladi. Oddiy differensial tenglamaning I  

intervalda aniqlangan )(xy  notrivial yechimi shu intervalda kamida ikkita nolga 

ega bo‟lsa, u holda )(xy  – I  intervalda tebranuvchi yechim deyiladi, aks holda 

tebranmas yechim deyiladi. 

Misol. 1. 0 yy  tenglamani qaraymiz. Uning umumiy yechimi 

xx eCeCy  21 . Tenglamaning ihtiyoriy notrivial yechimi ),(   intervalda 

bittadan ortiq nolga ega bo‟lmasligini ko‟rsataylik. Tenglamaning biror )(xy  

yechimi 21 xx   nuqtalarda nolga aylanadi deb teskari faraz yuritsak, quyidagi 

sistemaga ega bo‟lamiz: 















0

0

22

11

21

21

xx

xx

eCeC

eCeC
 

Bu sistemadan 021 CC  aniqlanadi. Demak  21, xx  nuqtalarda nolga aylangan 

yechim trivial yechimdan iborat. Shunday qilib berilgan tenglamaning ihtiyoriy 

notrivial yechimi ),(   intervalda tebranmas yechimdan iborat. 

2. 0 yy  tenglamani qaraylik. Umumiy yechimi xCxCy cossin 21  . 

Tenglamaning ihtiyoriy notrivial yechimi har qanday 2  uzunlikdagi intervalda 

kamida ikkita nolga ega. Demak bunday intervallarda tenglamaning notrivial 

yechimlari tebranuvchi bo‟ladi. 

Lemma. (1) tenglamaning )(xy  notrivial yechimining ihtiyoriy 0xx   noli 

izolirlangan (yakkalangan) bo‟ladi, yani shunday 0  son mavjudki, 



),( 00   xx  intervalda yechim boshqa nolga ega bo‟lmaydi. 

Isbot. Teskari faraz o‟rinli bo‟lsin, yani ihtiyoriy 0n  ( 1 nn  ) son 

olinganda ham, ),( 00 nn xx    intervalda )(xy  yechimnining 0x dan farqli nx  

noli mavjud bo‟lsin. U holda 0lim xxn
n




 limit o‟rinli. )( 0xy  hosilani ta‟rif 

bo‟yicha hisoblaylik: 0
)()(

lim)(
0

0
0 






 xx

xyxy
xy

n

n

n
. Demak (1) tenglamaning 

)(xy  notrivial yechimi 0)( 0 xy , 0)( 0  xy  boshlang‟ich shartlarni qanoatlantirar 

ekan. Pikar teoremasiga ko‟ra bu boshlang‟ich shartlarni faqat 0y  trivial yechim 

qanoatlantiradi. Bu ziddiyat lemmani isbotlaydi. 

Ikkinchi tartibli chiziqli differensial tenglama yechimining tebranuvchanlik 

hususiyatini o‟rganish uchun (2) ko'rinishdagi 

0)(  yxqy  (6) 

tenglama yechimlarini o‟rganamiz, chunki yuqorida ko‟rdikki har qachon (1) 

tenglamani (2) ko‟rinishga olib kela olamiz. 

Teorema. Agar )(xq  funksiya I  intervalda uzluksiz va 0)( xq , Ix , 

tengsizlikni qanoatlantirsa, u holda (6) tenglamaning yechimlari shu intervalda 

tebranmas bo‟ladi. 

Isbot. Teskarisi o‟rinli bo‟lsin, ya‟ni notrivial )(xyy   yechim topilib, 

21, xx  ( 21 xx  ) bu yechimning I  intervaldagi kema-ket kelgan nollari bo‟lsin. 

Demak ),( 21 xx  intervalda )(xyy   yechim nolga aylanmaydi. Umumiylikka 

ziyon keltirmagan holda 0)( xy  tengsizlik barcha ),( 21 xxx larda o‟rinli deb 

olamiz. U holda 0xx   nuqtada )(xyy   funksiya kamaymaydi, ya‟ni 0)( 0  xy . 

Bu yerda 0)( 0  xy  bo‟lishi mumkin emas, chunki 0)( 0 xy , 0)( 0  xy  

boshlang‟ich shartni faqat trivial yechim qanoatlantiradi. Demak 0)( 0  xy . 

)(xyy   funksiya (6) tenglamani qanoatlantirganligidan foydalanamiz:  

0)()()(  xyxqxy . 

Demak )(xy  funksiya ],[ 21 xx  kesmada kamaymaydi. Bunga ko‟ra barcha 



),( 21 xxx lar uchun 0)()( 1  xyxy . Chekli orttirmalar haqidagi Lagranj 

teoremasiga ko‟ra shunday ),( 21 xxc  son topiladiki ))(()()( 1212 xxcyxyxy   

tenglik o‟rinli. Bu tenglik noto‟g‟ri, chunki uning chap tomoni nolga teng, o‟ng 

qismi esa musbat. Teorema isbotlandi. 

 

Sinov uchun savol va topshiriqlar 

 

1. n-tartibli o`zgarmas koeffitsientli chiziqli bir jinsli tenglamaning umumiy 

ko`rinishini yozing va uni yechish usulini keltiring. 

2. Uning xususiy yechimini topish mumkin bo`lishi uchun o`ng tomoni 

qanday ko`rinishga ega bo`lishi kerak? 

3. CHiziqli bir jinsli bo`lmagan tenglamaning bitta xususiy yechimi va bir 

jinsli tenglamaning umumiy yechimi ma`lum bo`lganda uning umumiy yechimini 

qanday topiladi. 

4. n-tartibli tenglamalar uchun o`zgarmas variatsiyalash metodini misollarda 

tushuntiring. 

5. eyler tenglamasining umumiy ko`rinishini yozing. Qanday almashtirish 

yordamida u o`zgarmas koeffitsientli chiziqli tenglamaga keltiriladi? 

6. Funksiyalarning chiziqli bog`liqligi va chiziqli erkliligi ta`rifini keltiring 

va misollarda ko`rsating. 

7. Eyler tenglamasini yeching:  

8.  tenglamaning umumiy yechimini 

toping. 

1. Tenglamani yeching. 

 

1.1.  

1.2.  1.3.  

1.4.  1.5.  

1.6.  1.7.  

1.8.  1.9.  

1.10.  1.11.  

1.12.  1.13.  

1.14.  1.15.  

1.16.  1.17.  

1.18.  1.19.  

1.20.  

 

34 3 3 0x y xy y   

 2

12 1 0,y tg x y y tg x    

     3 3 0, 0 2, 0 2, 0 3y y y y y y y          

6 11 6 0y y y y      2 2 0y y y   
Iv v v2 0y y y   8 5 0y y y   

2 2 0y y y     2 2 0y y y y     

2 2 0y y y     v 0y y  

3 2 0y y y     2 3 0y y y    
v 10 9 0y y y    8 0y y  
v 0y y   v 10 9 0y y y   
v 8 16 0y y y    v 8 16 0y y y   
v 4 10 12 5 0y y y y y        v 2 2 5 0y y y y     

v v4 5 6 4 0y y y y y      



2. Tenglamaning umumiy yechimini toping. 

 

2.1.  2.2.  

2.3.  2.4.  

2.5.  2.6.  

2.7.  2.8.  

2.9.  

2.10.  

2.11.  

2.12.  

2.13.  

2.14.  

2.15.  

2.16.  

2.17.  

2.18.  

2.19.  

2.20.  
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