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ПРЕДИСЛОВИЕ 

в поdледнее деС~ТlPIети~ квантовая химия из областизанят~Й 
ОТffосительно небольшого. ':[исла теоретиков пре,зратилас~ винст
румент, цспользуемый широким кругом ~имиков-спедиалистов 
практически во всех областях химии: оргаНl:IческоЙ,.НеорганИче,
ской, молекулярной спектроскопии, биохимии, эдеК1,'РОХИМИИ. 
Широкое распространеН,ие ПОЛУЧИЛI:I програММНj)Iе комплексы, 
работа с которыми Qлэ,годаряповсеместному использованцюпер
сональнь~х компьютеров стала возможной во многих науЧно-ис
следовательск~х д<fнтрах. Кроме того, существеffНQ расширился 
аРGенал ВЫЧИРЛl:Iтельных методов КВi;\НТОВОЙ химии. В связи с этим 
стало"1:I;удqстатqЩIО общеГQ знакомства с основными методами и 
понящя~и этой области ~наниЙ. Необходимо ИМеТЬtIеткое рред
СТaIзЛенце .рзадачах, для решения которых преДЩlзначень~ те или 

иные м:ето,цы, и уметь . выбрать те. из них, которые необходимы I:I 
достаточны дл.я достижения цели. В настоящем пособии описаны 
основные . .меnщы и приемы вычислительноЙ квантовоЙ химии, в 
том числе те, 'которые выходят за рамки обычного метода Харт
ри - Фока и позволяют учесть эффекты электронной корреляции. 

В первом разделе изложены основы квантовой механики в объ
еме, неQ,бходимом для понимания методов и подходов, использу
емых в квантовой химии. Форма представления материала традl:I
ционная, восходящая к руководствам Д. И. Блохинцева, Л.д.Лан
дау и. Е. М. Лифшица. Особо следует упомянуть «Курс квантовой 
мехаНИКI:I дЛЯ ХI:IМИКОВ» А. М. Мелешиной, который, с точки зре
ния автора, в части, касщощейся собственно квантовой мехаНI:I
ки, нисколько не устарел и является вполне современным. В ходе 
развития квантовой механики был разработан целый ряд методов 
математического описания явлении Квантовой химии, таких как 
метод вторичного .квантования, диаграммная техника и др. Эти 
методы часто удобны в практических приложениях, однако впол
не могут быть заменены традиционными математическими под
ходами. Поэтому математический аппарат, используемый в посо
бии, не ВЫХОДИТ .за рамки стандартного курса математики для 
высших учебных заведений. 

Второй РilЗдел посвящен описанию современных методов ВЫ
числительной квантовой химии. Детально изложен метод Харт-
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ри - Фока - основа ВЫЧИСJIительньiх методов; с него начинается 
любой расчет. Большое внимание уделено описанию базисных 
наборов, используемых в не эмпирических расчетах, и методам 
учета эффектов электронной корреляции. Именно разработка ме
тодов, описывающих электронную корреляцию, сделала возмож

ным надежный расчет термохимических характеристик химиче

ских процессов, расчет потенциальных поверхностей, а, следова

тельно, описание механизмов химических реакций. 

В третьем разделе рассмотрены особенности описания движе
ния ядерной подсистемы, т. е. собственно химических реакций. 
Особенно важно учитыIатьь эффекты,' связанные с различными 
пересечениями потенциальных поверхностей, при описании по
ведения молекул в возбужденных состояниях, т. е. в фотохимиче-' 
ских реакциях. Существеннаярольэтогоявления бьша установле
на экспериментальнолиш'ь В'посл'еднее десяТИJfетие. Кроме того, 
здесь изложены OCHOBbI метода ВОЛНОВЫХПi:lкетов в применении 
как к ИСёледоваН'иЮ'фотохимических процессов (что дает возмож
ность оценить в~ремеiшыIe масштаБыI последних), так и к элект
ронной спектроскопии (поглощению и эмиссии света). 

Автор выражает глубокую благодарность А.Н. Мурину и 
В. Ф.Братцеву, которые стояли у истоков создания кафедры кван
товой химии Санкт-Петербу~гского государственногоуниверси
тета. Автор особенно признатеJrен Н.:Ф. Степанову иА. И. Панину 
за внимательное отношение к руКопиС.и и цеНные замечания, ко
торые ЪОМОГЛИБ подготовке" книги. ' 

РАЗДЕЛ 1. ОСНОВЫ КВАНТОВОЙ 
МЕХАНИКИ 

Глава 1 

К ,ИСТОРИИ СТАНОВЛЕНИЯ КВАНТОВОЙ 
МЕХАНИКИ 

На границе, ХХХ и хх в. В физике началось интенсивное иссле
дование ПО,ведения и свойств микрочастиц (в качестве которых на 
этом этапе выступал~ атомы, электроны и свеТОвые кванты). Как 
известно, теория атомарного строения материи бьша сформиро
вана в середине XIX в., а в i897 г. Дж. Дж. Томсоном бьш щкрыт 
электрон. К ЭТОМУ?Ке периоду относятся теория излучения абсо
лютно черного тела и эксперименты по спектрам газов и звезд. 

Первое нщщавление привед:оМ. ПлаНJ<iа (1900) к представлению 
о TOM,\lTQ СВ,ет испускается д.поглощаетсядискретными «порци-: 
ями» ,..::... квантами, кqторо~БЬfЛО доложено Л.ЭЙнштеЙном (1905) 
в основу теорИдфотоэффекта. Второе направление привело к об
наружению определенных закономерностей в энергиях (длинах 
волн) излучения (поглощения) атомарного водорода (И. Бальмер, 
1885). К этому же времени относится открытие П. Зееманом (1896) 
расщепления спектральных линий в магнитном поле. В начале ХХ в. 
Э. Резерфордом (1911) на основе опытрв по рассеянию а-частиц 
бьша предЛожена «планетарная» модель атома. 

Переч:исленные эксперименты и привлекаемые для их Qбъяс
нения теоретические предста,зления позвошщи, уделать важные 

выводы относительно, особенностей поведения объектов микро
мира, 

1. Природа излучения двойственна: свет в одних случаяхлро..., 
являет себя как волновое движение (явления дифракции и ин
терференции), а в других ведет себя,подобно частицам (фотоэф
фект). 

2. Энергетические состояния атомов дискретны, так что при 
изменении состояния атома поглощается или излучается' свет с 
длиной волны (или энергиеЙ), определяемой разностью энергий 
этих состояний (Н. Бор, 1912). 

В 1924 г. Луи де Бройль выдвинул гипотезу, согласно которой 
микрочастицы (преЖде всего ~ Эл'ектрон), обладают свойствами, 
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характерными для ВО)ЩОВОГО дви1Кения, ,в частности им можно 
приписать длину волны Л, которая .с<:шределяется их импульсом: 

1" , " 

л- = h/(тv); 
где т - масса частицы; v - скорость частицы; h - постоянная 
Планка, равная 6,626' 10-34 Дж' с. 

Этот Bывдд был подтвержден экспериментально Кл. Дэвиссо
ноМ и Л.Джермером (1927) в опытах по дифракции электронов 
на поверхности кристалла, а в дальнейшем - и в опытах по рас

сеянию более тяжелых частиц (атомов, нейтронов). Такое поведе
ние микрочастиц противоречило сложившимся классическим те

ориям ;ДвижeIшя частиц и волн, утверЖдавшим, что объект может 
быть или волной, или частицей',' но?'нетем и другим одновремен
но (хотя необходимо сразу же оговорить, что электрон проявляет 
с~ою корпускулярную или волновую природу в разных, а не в 

одном и ТОМ' же, экспериментах в зависимости от с6зданныiэкс-
периментаторdм условий ri:роведения: опыта). Но дело было не толь
ко"в ломке кач~~твеlIныхпредстав:Лений '0 природе микрочастиц. 
Ока:зюIOСЬ, что теории, в которыхДммась поmIТкаколичествен:" 
НОГО,описанйя их д~ижеНИ5l' приводят к неприемлемыIM результа
там.Нагляднее всего ЭТО'вИдно 'из теории атома водорода, разра-
ботанной Н. Бором., ' " 

СоtласноН.Бор§в атоМе водорода"эл~ктрон движется по зам
кнyты~, крУговыморбитам,НО разрешены только такие о'рбиты, 
радиус'" которых определйетсл из требо:вания, чтобы М:оментко
лIfчества движения ,элеКтрона удовлетворЯir соотношению' 

nh 
тvr=,-' 

2,.' 

где т - масса электрона; v !-скорость электрона; h - постоян-
Haя Планка; n - целое число (n = 1, 2, 3, ... ). ' , 
" 'Н.Бор'постулИ]Jовал, ЧТО при движени:и по такой орбйтеэлек
ТРОН'не и:злуЧает электромагнИТ:fЮЙ энергии. ОчевИДно, что для 
стабильного движения lIO "ука:занной 'орбйт:е необходимо,' чтобьт 
сила притяжения электрона к ядру уравновесила бы центробеж-
ную силу:" . ' . 

где е - заряд элеicrРона. , 
Отсюда подучаем выражение для радиусов разрешенных орбит 
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Таким образом,электрон может двигаться по орбитам, радиу
сы к;оторых относятся как квадраты целыхqисел. При этом радиус 
первой орбиты равен 

h2 

(l = 2 2 = 0,529·10:-8 см. 
4,. те . 

)".' 

Поскольку потенциальная энергия равна V = _e2/r, а кинети
ческая энергия - Т= тv2/2 = e2/(2r), то полная энергия составит 

е2 2,.2те4 

Е = Т + V =; - 2r = "j2h2 ' 

При переходе 'с более удаленной орбиты на более близкую к 
ядру, (n2 < nl) электрон излучает световой квант энергией ' 

где у.-;- частота испускаемого излучения, равная 
, , ; I 

" " V = А (-,\ -~\ 
n2 nl)' 

Здесь А -'lh<;>стоя;нная, расс;1ИТЬ!Щlемая 1I0 формуле 

Вместо частоты излучения можно рассчитать длину волны (или 
точнее-:-обратную ей величину, ,Которую называют волновым чuс'

лом)' ,по ,формуле 

1,'_ ,,( 1, " 1" J --R ---
л:' , nТ' n{ , 

, . ,,'. 

где R -: постоянная Ридберга, равная .. 

" 

При n2 = 2 цриходим, К формуле Бальмера для частот спект
ральнойсерищ предложенной ИМ ранее., Так, для n!' = 6 получаем 
1/Л-:;:24 378 см-1 или,Л- = 410,2 нм; действительно, такое излучение 
присутствует в спектре. испускания атомарного, :водорода. 
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Таким образом, расчет очень хорошо согласуется с экспери
ментом; более того, получеfIО теоретическое выражение для по
стоянной Ридберга. Эти достижения оБУСЛОВ1ШИ большую попу-

• Б v лярность теории атома водорода ора, несмотря на целыи ряд ее 

недостатков. 

Начнем с того, что теория Бора бь:qIa основана на постулате О 
движе'Нии электрона вокруг ядра без потерь энергии на излуче
ние, что само по себе нуждается в объяснении. Стечением време
ни выяснилось; что· несмотря на. проведенную А. Зоммерфельдом 
детализацию теории Бора (введение эллиптических орбит), по
следняя оказалась неспособной описать целый ряд физических яв
лений, таких как спектры многоэлектронных атомов (расчет ко
торых стал возможным лишь в посдедние десятилетия) и хими
ческая связь. Так, попытки В. Паули и К:Ниссена провести расчет 
устойчивой одноэлектроннойсистемы ~ молекулярного иона во
дорода - привели к тому, что в. рамках теории Бора эта система 
оказалась нестабильноЙ. Не увенчались успехом из-за непреодо
лимых трудностей и расчеты молекулы водорода. Прцчина заклю
чается главным: образом в том, что теория Бора оставалась по 
своей сути классическо~ м:ехаНИКQЙ, искусственно дополненной 
некоторыми постулатами и использующей модели движения, свой

ственные объектам гораздо больших масштабов (движение элект
рона по орбитам как аналог движения планет вокруг Солнца). Та
ким образом, появилась необходимость построения совершенно 
новой мехаl:lИ~1 УЧИТЫВ,аюr,цеW.QсоqеНН:QСТИ микромира, такой 
чтобы все результаты, получе'йныi,' наприм:ер, дЛя атома' водоро
да, следовали бы из основных посьmок теории без использования 
дополнительных соображений,~ привлеченных специально для ре
шения данной проблемы. Задача создания новой механики была 
решена в поразительно короткий срок. 

Установленные экспериментально свойства объектов микро
мира (прежде всего, дискретность энергетических уровней) по
зволяют выбрать тот математичесЮfЙ аппарат, который наиболее 
адекватен длЯ построения новой механики. Очевидно, что физи
.ческим величинам, ПРИlIимающи:м дискретный ряд значений, 
должны соответствовать математичеСIO,lе объекты, которыеиме
ют та.кие же свойства. Такие структурыI хорошо изйестны - это 
операторы. Кстати, в истории физики неоднократно,обнаружива
лось, что когда появлялась необходимость в новом подходе, ока
зывалось, что требуемый математический аппарат уже разработан 
математиками - часто в СВЯЗЦ с решением совершенно других 

задач . 
. Создание квантовой меХаники'овязано. с именами В. Гейзен

берга (1925) и Э. Шрёдингера (1926). В основе аппарата квантовой 
механики Гейзенберга лежала техника 'ОIIерацийс матрицами, в то 
время как Э;Шрёдингер работал с волновым дифференциальным 
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уравнением, носящим его имя; Некоторое время эти две механи
ки·.Существовали параллельно, однако достаточно быстро выяс
НИЛОСь, что за разными по форме. представлениями лежит одна 
и та же физическая теория. Более того, было показано, КqКИМ 
образом осуществить п~реход от одного представления к другому. 

В настоящее время существует единая квантовая меха'Ника. 

К середине 1920-х п. бьmо обнаружено еще одно фУНдамен'
тальное свойство электрона как элементарной частицы. В 1925 г. 
Дж.Уленбеком и С. Гаудсмитом была выдвинута гипотеза о нали
чии у электрона собьтвенного момента количества движения -
спина; Эта гипотеза бьmа основана на анализе тонкой СТРУКТУРЫ 
спектров многоэлектронных атомов. Подтверждением гипощзы 
послужили проведенныеранее. опыты О. Штерна и В. Герлаха 
(1922), в которых пучок атомов серебра при прохождеНI:IИ через 
неоднородное магнитное поле расщеплялея на два пучка. Этот факт 
становится понятным, если ПРИНЯТЬ,что электрон обладает взаи
MoдeйcTByющиM с полем магнитным моментом, имеющим две 
проекции на вьщелеlIНую ось. Невою очередь магнитный момент 
связан с собственным моментом количества движения, внутрен

не присущим электрону:й не связанному с движением вокруг ка

кого-'либо цеитра: Этот собственный момент импульса электрона 
бьm н:азван спином. Для описания состояния электрона нужно ука.,. 

зывать ЗI:iанение его проекции. Это достигается путем введения в 
волновую функцию в дополнение к трем· пространственньiм ко-
ординатам че1:вертой - спиновой. ' 

OCHOBHЫM~ достижениями конца 1920-х'- начала 1950-х гг. 
можно считать'разработкуосновных концепций и качественных 
подходов к анализу и объяснению природы химических связей. 
Отметим ЛИШI> формирование таких . понятий, как молекулярные 
орбитали, гиБРИдизация, резонанс, электроотрицательность. Не-
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которые из них послужилиосновои современных вычислитель-

ных методов, а другие до :сих пор активно используются при об.,. 
суждении какэкспериментальных данных, так и результатов рас

четов; 

Квантовая химия наших дней -"-о преимущественно вычисли

тельная квантовая химия. Подавляющее БОЛI>ШИНСТВО работ, ко
торые можно отнести к Данной' области знания, посвящен:о рас
четам ~войств молекулярных.систеМ;!FеометрическоЙ; структуры 
молеку.тr,· их спектров' и термохимических характеристик, потен

циaльHыx поверхностей как основнодсо, таICИ возбужденныхсо
стояний, что позволяет на теоретическом уровне обратиться к 
основной задаче химической науки"""-: изучению превращений 
химических соединеНИЙ,энергетики этих процессов и их меха

низмов .. Это.не означает, что· развитие качественных концепций 
становится ненужным: они по-прежнему служат в качестве ори

ентиров. в :море фактов, помогают планированию расчетов и по-
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зволяют более глубоко понять, что собственно и почему получа
ется в расчетах. Во многих случаях новые расчетные схемы позво
ляютпо-новому взrлянут:ь .на традиционные,химические концеп-: 
ции, придать им большую строгость и количественную интерпре
тацию ('см. гл~ 18, пос)Зященную методу функционала плотности). 

Вычислительные методы квантовой химии можно разделить на 
три класса: неэмпирические, полуэмпирические И"метод функ

ционала плотности, Неэмпириче<:жие методы часто обозначают 
термином аЬ initio, что означает «с самого начала». В таких расче
тах не используют параметры, извлеченные· из эксперименталь

НЫХ данных. В полуэмпирических методах в уравнения включены 
параметры, прямо заимствованные из эксперимента или по;цо

бранные. таким образом, чтобы расчет некоторого.набора репер
НЫХ'соединений наилучшим образом воспроизводил эксперимен
тальные' данные по свойствам этих. соединений .. Метод' ФУfIКЦИО
нала плотности занимает промежуточное положение, так какис,
пользует ряд. параметров, аппроксимирующих реЗ,ультаты теоре. 
тических расчетов свойств электронного,г.аза. ,..Ч 

. Если считать,' что рождение квантовой химии сле;цует отне
CT~ к появлению работы В:Тайтлера и Ф.Лондона,. посвящен
нои раочетумолекулыводорода,.,ТО эта наука с самою начала 

исходила из неэмпирического подхода~ Однако практическим 
расчетным методом долгое время (почти тридцать ,лет) был ме
тод ХюккеЛЯ,разработанныйдля изучения оопряженных орга
нических молекул. Начало прщ<ти.ческого ПРИJl4:енения'неэмпи
рических методов относится ~ наналу ~1950.,.x,.г ........ -,времени появ
ления метода FYTaHa. Среди пианеров ПРИМ~'tlе;ния этorо метода 
следует отметиТF,. С. Ф. Бойса, Б. Рэнзила иР. Малликена, лодру
ководством которого' исследователями <~'!Iикrагской' группы» была 

Начата разработка програ:мм для неэмпирических расчетов и вы
полнены массовые расчеты относи:гельно простых .систем (в ча

стности, линейных молекул). К К0НЦУ 1960.,х ГГ.относится начало 
работы группы Э. Клементи,. aB';fOpa весьма мощных для. того вре
мени программ. Особую известность получил цикл его работ, в 
которых впервые. мет(]щами аЬ initio, были выполнены исследова-
ния гидратации .ионов металлов.. . 

Середина 1960-х ГГ. ознаменована появлением .серии полуэм
пирических методов, разработанных под руководством Дж. Попла. 
Эти методы приобрели большую популярность,. впервые позво
лив на пол~оличественном уровне исследовать электроннуюструк
туру и своиства молекул различных 'Типов; в OCHQBHOM построен
ных из легких атомов. Благодаря цоявлению достаточно доступных 
программ, реализующих эти методы, квантовохимические расче

ты впервые СТали доступны широкому кругу исследователей,ра
ботающих в разных областях химии. Полуэмпирические методы, а 
точнее - результаты эволюции этой. ветви квантовой химии , 
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широко используют до сих пор (В частности, в квантовой биохи
мии). 

В на\j:але 1970-х гг:,пОЯВИJIuсь.JjJеРВЬJеверсии программного ком:
плекса GAUSSIAN, ориентированного на то, что им·будутпользо:.. 
ваться не только химики-теоретики, но и экспериментаторы. Об
ращение с программой существенно облегчала структура файлов 
с входными данными, гдетребовалось лишь символически обо
значить желаемый метод расчета (и конечно данные о геометри
ческой структуре молекулы). Комплекс GAUSSIAN систематически 
расширялся за счет включения новых, все более рафинированных 
расчетных схеМ. В настоящее время функционирует версия 
GAUSSIAN03. Значение работы, проведенной создателями ~т(Jй 
программы, для ВI:Iедрения квантовохимщческих меТОД9ВВ прак

тику химических исследований трудно переоценить. Це случайно 
Дж. ПоШJ, который с самог() начала свой научной деятельности 
стремился к тому, чтобы сделать квантовую химию работающим 
инструментом химических исследований, в 1998 г. был удостоен 
НЬбелевск6йпремии по химии. . . 

В России широкое применение неэмпирических методов совпа
дает с I-ЩЧаЛоМ: 1990-х П., со. временем появления программного 
KOMiureKca GAМESS. Этот проrpаммный комплекс также содержит 
OCHoBHbfe методы неэмпирической квантовой химии, но в отли
чие от GAUSSIAN предоставляется пользователям бесплатно. 

В закli:ю:чение назовем имена исследователей, внесших замет
ный БЮIад в развитие й внедрение квантовой химии в практику 
химцческихц,tследований: Г. ГельмЩI, Я. К Сыркин, И. Б. Берсу
кер, М.Е.дЯТ:i<ина, Р.Малликен, P.Mak-Вини, С.Ф.БоЙс, 
Дж.Попл, Р.Парр, Г.Ф. Шефер, Э. Клементи, Р. Бартлетт, 
Дж. Палдус, п.пулаи, Б. Рус, К. Зигбан, А. Вейар, Н. Хэнди, Е. Бе
рендс, П. фон Шлейер, м.Дюпюи, К. Морркума, В. Годдард, 
Я.Алмлеф, Э.Дэвидсон. 

Контрольные задания 

1. Рассчитайте радиус боровской орбиты электрщш для n = 3. 
2. Найдите значение постоянной Ридберга. 
3. Вычислите частоту излучения ДJJЯ перехода между состояниями атома 

водорода с главными квантовыми числами nl = 3, n'}}= 1 .. 
4. Вычислите дливы ,Щ)ЩI первых трех спектральных линий серии Баш;-

мера атомарного водорода. , 
5. В чем разница между теориями Э. illрёдингера и В. Гейзенберга? 



Глава 2 

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ КВАНТОВОЙ МЕХАНИКИ 

• 
2.1. Постулаты квантовоЙ механики 

в основе квантовой механики лежит несколько постулатов. В дан
HoM разделе они будут кратко сформулированы, в дальнейшем 
содержащиеся в них понятия ,будут разъяснены подробнее. 

1. Состояние квантово-механической системы полностью опи:-
сываеТСЯ6'олновой Фу~кцией 'Р(А, t) от координат (Л) частиц, вхо-
дящих в ~ИСJ;ему"И времени (t), .; 

2. Изме~ение волновой функции во времен'и описывается ypaв~ 
нением Шредингера · " . 

i/i д'Р~Й; ~)= Й'Р(Й, 1), 
t . (2.1) 

где Jj . - o~epaTOp Гамильтоца;,/i = h/(2тi) 'ё".1,()546.10~~4 ДЖ. 'С" 
3. Каждоинаб-!1юдаемой ф:изиЧеской величине. в квантовой ме

ханике сопостаВЛЯ,еrся линеЙныЙ;.эРмИrЬв( сдмосоhряженный) 
оператор.. .' ., 

4. При'измерен~иФизическойвеличины F, С.которой ассоци
ирован оператор' F, будут наблюдаться только такие значения , 
которые совпадают с собственными значениями f оператора Р, 
удовлетворяющими уравнению 

Р'Р(А, t) = /Ч'(В,. {). 

5. Математическое ожидание (среднее. значение) F величины 
F .JYIЯ системы, находящейся в состоянии, ,Описываемом волно
вои t;ункцией 'Р, определяется следующим образом: 

F = J 'Р* F'Pdx. 

Здесь и далее символом * обозначены комплексно-сопряжен
ные величины. 
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2.2. ВОЛНQваяфункция 

Одним из основных понятий квантовой механики является вол
новая функция. Эта функция описывает состояние системы - зная 
ее, МОЖfl.оопределиtь все физичесКие величины, характеризующие 
состояние системы. Естественно, имеет смысл говорить лишь о 
тех характеристиках системыI' которые могут быть определены 
экспериментально при заданных условиях. В квантовой химии рас
сматривают системы, состоящие из атомных ядер и электронов. 

Поэтому волновая функция должна зависеть от координат как 
атомных ядер, так и электронов. Для нас наибольший интерес 
представляет электронная волновая функция, с которой мы и нач
нем рассмотрение; такая функция описывает состояние электрон;.; 
ной системы в атоме или молекуле и зависит от координат элек

тронОв.Волновая функция, описывающая ядерное движение, бу
дет введена далее. С самого начала Мы будем различать одноэлект
ронные (характеризующие состояния одного электрона) имно-
гоэлектронные волновые функции. ' 

Волновая ФУНКция одноэлектронной системы~ Волновую функ
ЦИЮ:З,1lектрона.Обычно обозначают 'If. Данная функция зависит от 
ко6рди~ат рассматриваемого электрона: трех пространственных, 

спиновой, под которой понимают проекциюспина данного элек
трона (см.'тл. 1) на ось z, и: от времени. Мы будем обозначать сnи
новую nеременную, которая может принимать два значения: +1/2 и 
-'1/2, букВой р. Таким образом,одноэлекtронная фуНкция запи
сывается как ''\jf(x; у, Z, а, t). Физический смыIлл имеет не сама вол
новая функция, а квадрат ее модуля (в общем случае волновая 
функция"-- комплексная величина):' 

dw = 1'If(x; у, z, а, t)12dv. 

Эта запись расшифровывается следующим образом: dw - ве
роятность нахождения электрона с проекцией спина (J в момент 

времени t в элементарном объеме dv, расположенном вблизи точ
ки с координатами (х, у, z). Сам Iq3aдp;lТ модуля ВОЛНОВQЙ функции 
представляет собдй плотность вероятности, т. е. веРОЯТliОСТЬ, от
несенную к единице объема. Очевидно, что выбор системы коор
динат (чаще всего используют декартову или сферическую систе
му координат) не имеет принципиалъного значени:я и обуслов-
лен решаемой задачей. . 

Такая щ~роятностная трактовка волновой функции имеет ряд 
следствий. ПОСКО!Iькуверо5j.ТНОСТЬ це может бь~ть больше едини
цы, волновая функция ДОJIжна принимать лишь конечные значе
ния.Кроме того, волнова5j: функция должна быть однозначной: для 
электрона не может быть одновременно двух разных вероятностеЙ 
нахо:ждения внекотором об'Ьеме. Наконец, волновая функция долж-. ' : - ' . - , 
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на быть непрерывной (т. е. у фунщии должна существовать по край
ней мере первая производная). 

Просуммировав вероя:тности нахождения электрона во всех 
элементарных объемах, охватывающих все пространство, мы по
лучим вероятность нахождения электрона где-то в ПРQстранстве. 

Если электрон существует, то эта щ~роятность равна едию!це: 

f \jf* (Х, У, z, (J)\jf(X, У, z,(J)d-r = 1. (2.2) 

Символ d't введен здесь и будет использован в дальнейщем для 
того, чтобы показать, что интегрирование про водится как по про
странственным, так и по спиновым переменным. В последнем слу
чае интегрйрование фактически заменяется суммированием (под-
робнее см. гл. 7). ' 

Интеграл в выражении (2.2) будет иметь конечное значение 
лищь в том случае, если волновая ФУffКЦИЯ на бесконечности об,.. 
ращается в нуль, что сооrветствуетфuнuтному движению ;элект
рона. Для квантовой химии это достаточно очевидное условие, 
так как электрон в атоме или молекуле находится в ограниченной 

области пространства вблизи от ядерного остова системы. В случ;ае 
свободно,ГО движеflИЯ электрона необходимо использовать другие 
условия нормировки. , 

K~K мы увидим ЩUIее, во все формулы для расчета физических 
величин волновая функция, как и в формуле (2.2), входит в квад
ратичной ф<;>рме,. Поэтому 'волновая функция всегда определена с 
точностью до знака (точнее. - с точностью до произвольного 
фазового мно!КИтеля.е(0). ' . ' . . 

Волновая функция многоэлеКТРОННQЙ сцстемы. Волновая функ
ция многоэлектронной системы зависит от координат и спинов 

всех N электронов системы и от времени: 

'Р(х], У], ZI, (J], Хъ У2' Zl> (J2, ... , XN, YN, ZN, (JN, t). 

В литературе используют сокращенную запись 'Р(!, 2, 3, ... , N), 
в которой под каждым числом подразумевают четыре координаты 

соответствующего электрона. В случ;ае многоэлектронной системы 
вероятностная трактовка волнов()й фУНКЦИИ' формулируется сле
дующим образом: 

dW = ''Р(х], Yl' Z], 0'], Х2, Y2,Z2, (J2, •.. , XN, YN, ZN, (JN,t)!2 X 
, Х dv]dv2 ... dvN ' . 

Величина d W представляет собой вероятность того, что в мо
мент времени t :'Электрон номер 1 с проекцией спина (JI находится 
в элементарном объеме dv] вблизи точки с координатами (Х], У], 
Z)), электрон номер 2 с проекцией спина (J2 находится в элемен
тарном объеме dV2 вблизиточки с\координатами (Х2, Y:loZ2), ... , 
а электрон номер N с проекtiией спина о' N находится в элементар-
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ном объеме dVNвблизиточки с координатами (XN' YN, ZN)' В отлWIие 
от случая одноэлектронной системы вероятнос1'Ь нахождения элек
трона в какой:" либо конкретНой точке простраНСТl~а является услов
ной, так как она зависит от того, где в данный момент времени 
расположены остальные электроНЫ. Говорят, что движение элект
ронов скоррелировано, а связанные с этим эффекты называют кор
реляционными. Эти эффекты будут подробно рассмотрены в гл. 17. 

2.3. Операторы 

в квантовой механике каждой физической величине сопостав
ляют некий оператор. Оператор - это правило или закон, по 
которому устанавливается соответствие между двумя числовыми 
последовательностями. Мы начнем с того случая, KOГД~ эти чис
ловые последовательности сплощные, более конкретно - когда 
они являются некоторыми функциями '\jI и <р. На практике' опера
тор рассматривают как определенное действие или указание на 
то, какие действия соответствуют данному оператору. Если вы-
полняется равенство \jI = F<j>, то говорят, что функция \jf есть р:
зультат действия оператора F на функцию <j> или что оператор F 
переводиl' функцию <j> в функцию \jI. Для того' чтобы полностью 
охарактеризовать оператор, необходимо указать его область QflP:
деления, T.e,<fQ множество (класс) функций, на которые он деи-

ствует. "", 
ПриведеМIfекоторые примеры. 
Если функция \jI(X) = А<р(Х) = a<j>(x), то оператор А --' это опе-

ратор умножения на число. Если \jI(x) = A<j>(x) = X<j>(X), то Д~ствие 
оператора А сводится к умножению функции на аргумент (А = Х-). 
Производная <j>'(X) есть результат действия оператора дифферен-

л d 
цирования на функцию <р(х): А = dx' , 

Оператор может также представлять последовательноvсть не
скольких действий (например, математических операции). Так, 

действие оператора А == Х ~Ha функцию заключается в том, что 
dx u 

сначала находят производную этой ФУНlЩИИ И результат деиствия 
умножают на Х. Этот оператор можно рассматривать как при мер 
про изведения операторов. ~ ~ 

Действие произведения двух операторов АВ на функцию <j> 'вы
полняется следующим образом: сначала на функцию действует 
тот оператор, который стоит справа, т. е. оператор В, результатом 



действия которого является новая функция \jI ('1/ = В<р). После этого 

на новую функцию \jf действует оператор А: А<р = АВ<р. Действие 
произведения большего числа операторов Аве ... F определяется 
аналогичным образом, т. е. сначала действует оператор; кcfrорый 
стоит в правом конце цепочки, заТеМ -: стоящий на одну пози-
цию левее и т.д. . 

Произведение n одинаковых операторов записывают сокращен-
-n ---2 

но как А (так, АА = А ). 
Определим сумму и разность операторов следующим образом: 

,(А ± В)<р(х) = А<р(х) ± В<р(х). 

Операторное paBeHcTBq А =; В означает, что эти операторы 
имею общую область определения и результат их действия на одну 
и ту же функцию одщшков: 

При этом вид операторов А и в может быть совершенно раз
личнымз равенство А = в лишь отражает одинаковый результат 
их действия. ' . ; , 

Часто операторное равенство А = В' записывают в виДе' Й - В) = 
= О. Эту запись нужно понимать так: результат ДеЙСТJЩЯ на некото

рую функцию <р Р~ЗI:}Ч9ТИ равных операто~ов. А '.И Jj такой же, 
как результат у~ножендя этой функции на нуль «А ..сВ)<р = О. <р). 

Результат деисТlЩЯ ;произведения операТОР2В зависит от их 
порядка в произведении. Так, если оператор А = Х,а оператор 
~ d ~~ d 
В = -, то результатом действия оператора АВ = х- на функ-
~ . .,~ 

ЦИю<р будет :х д<Р, а результатом действия оператора~х будет 
~ dx 

~x<p = ~(x<p) = <р+ х d<p 
~ ~ ~. 

Таким образом, имеем 

(~ х - х ~)<p = <р + х d<p _ х d<p == <р 
dx ~ dx ~ 

J6 

и результат действи~ оператора (~ х - х ~ ) таков же, как ре
зультат умножения на единицУ: 

Оператор вида (АВ - ВА) называют коммутатором операторов 

А и в и сокращенно обозначают [:4, В]. Если [:4, В] = О, то го
ворят, что операторы А и В коммутируют; если [А, В] ::;:. О, то 
операторы не коммутируют. Как видно, операторы х и d/~He 
коммутируют. 

Если А<р = <р == 1 . <р, то оператор называют единичн~lМ; бхдем обо-
значать его буквой 1. Если произведение операторов А и В равно/, 
то оператор В является обратным по отношению к оператору А: 

1 ",..... --1 _-1 ....... 
В = А- . При ЭТОМ' А . А =А . А = 1. Используют интегральную 

запись единичного оператора: 

~ J E(~, t)a(t)dt = а(х). 

Единичн~е ядро Е(х, t) записывают в виде 8(х - t) = 8(t - х). 
Дельта -функция 8(х - t) равна нулю везде, кроме точки х = t, где 
дельта-функция становится бесконечной и притом такой, что 

~ f 8(х - t)dt = 1. 
()( 

Часто эту функцию называют дельта-функцией Дирака. . 
Операторы могут иметь векторный характер (векторные .?пера

торы). Примером МQжетслужитьрпераТQР V (набла), которыи опре-
деляетСя следующим образом: 

- д - д- д ., 
V=i-+j-+k-, 

д~ ду oz 

I . 

- - - _ единичные векторы, направленные ВДО,JJь осей ко
'(е i, j, k 
'динат. 
Г{ействие оператора V на функцию ЛХ, У, z) записывается как 
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t7'f - 7 д! -: д! k'- д! 
v -l-+J-+ -

дх ду дz' • 
Произведение двух векторных операторов определяется как 

скалярное произведение векторов, например 

д2 д 2 д 2 
ут2 =д:;::_+_+,_ 
, дх2 ду2 дz2 ' 

где д - оператор Лапласа. 
В квантовой механике особое место занимают операторы, от

НОСЯЩl!.еся к классу линейных самосопряженных операторов. Опе

ратор F является линейным, если выполняется равенство 

Легко показать, что оператор дифференцирования является 
линейным, а операторы возведения в степень и извлечения кор
ня - нелинеЙными. В дiШьнейшем, если не имеется особых ого
ворок, мы будем полагать, что рассматриваемые операторы ли
нейны. 

Оператор L называlОТ самосоnряженны'м, или эрмитовым, если 
выполняются следующие интегральные равенства: 

,'...... . '; *", 
f'Р7(х)LЧ\(х)dx:;: f'Pk(x)L 'Р)'(х)дх:;: 

:;:: f'Pk(x)(L'Pi(x»*dx:;:: (f'Pt(x)L'Pi(X)dx)*. 
(2.3) 

Здесь х - вся совокупность независимых переменных, от кото
рых зависят функции 'Рm(х); интегрирование ведется по всей об-
ласти изменения этих переменных. , 

~* ~ 

Оператор L , комплексно сопряженный оператору L,6преде-
ляется следующим образом: если в операторе L имеется Мнимая 
единица, то перед ней меняется знз.к, а вещественные операторы 
остаются без изменений. " 

Провериr.t, будут ли выполняться эти равенства для оператора 

d 
dx' Будем полагать, что функции 'Р m(х) , входящие в интеграл, 

нормированы к единице, сдедовательно равны нулю при х -7 ±оо. 

Интегрируя по частям, получим 
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",,' d l 'Р7(х) dx "Р k (x)dx :;:: 

:;:: j 'Pi(x) d'P;;X) dx:;:: 'Pi(x)'Pk(x) 1:" -1 'Pk(X) d'P];X) dx,:;:: 

~ -1 'I',{Х) d'l'J;X) dx ~ ~(j 'I'Нх) ~ '1'; (х)дх J. 
Таким образом, равенство (2.3) не выполняется. Изменим те

перь оператор, введем в него мнимую единицу: 

1 'Pi(x)i ~ "Pk(x)dx:;:: 

~ ] 'Pi(X)id'P;;X) dx'= 'Р7(х)Ч\(х) 1:.., -1 'Pk(x)i d'P~X) dx:;:: 

~,1 '1' '(X>(-i d'l'J;X) )дх ~ 1'1', (Х)(; ~ '1'; (Х) J dX ~ 

, ~ (! 'I'НХ); 1: '1'; (x)dx J 
, ' ' . d 

В .rф.нном случае равенство (23) выполняется, т. е. оператор 1 dx 

эрмитов. Таким образом, свойство самосопряженности оператора 
может зависеть от того, является ли он комплексным или веще-

ственным. 

2.4. Собственные функции и собственные значения 
операторов 

Если при действииоператор'а . F на функцию <р(Х) получается 
та же функция,умноженная на некоторый множитель: 

Р<р(Х) :;:: j<p(x), (2.4) 

то ГОВОRЯТ, что функция <р(х) является собственной функцией опе
ратора ,Е , принадлежащей собсmвенномr зНачению (или ,собствен-

19 



НОМУ числу) f. Если собственному значению f соответствует больше 
одной собственной функции, то собственное значение! назыв~
ют вырожденным, а число g линейно яезависимых собственных 
функций <р;(х) (i == 1, ... , g) назьiвают кратностью вырождения. 

Совокупность собсrвенных значений! определяет спектр опе
ратора. Если набор величин! образует непрерывный ряд; то. спектр 
будет непрерывным (сплошным); в случае если набор f дискре
тен, то и спектр будет дискретным. Может быть и смешанный 
случай, т. е. в некоторой области спектр дискретен, а в другой _ 
непрерывен. 

Равенство (2А) можно рассматривать как уравнение на нахож
Д}ние собственных Функций и собственных значений оператора 
Р. Например, решениями.уравнения 

d2 

dx2 <р(х)== а
2<р(Х) 

являются функции еахи е-ах (СЧи:гая, что а >0). Однако при реше
нии физических задач часто необходимо принять во внимание 
налИЧI1е'некоторых дополнительных условий (граНnчных, началь
ных или каких-либо иных, отражающих специфику данной зада
чи). Так, если в уравнении под функцией <р(х) имеют в виду вол
новую функцию некоторой системы, то неОбходим~ учесть требо
вание конечности волновой функции. эrо приводит к тому, что 
для области х> Оприемлемым решением является е-ах (функция еах 
неограниченно возраст:;tет при увеличении' х). 

Рассмотрим еще один пример. Найдем С~бственные функции и 

собственные значения оператора -in ~ (как будет показано да-
д<р 

лее, это оператор проекции момента импульса на ось z). Здесь <р _ 
угловая переменная сферической системы координат, которая 
может изменяться в предеЛах от О до 2n;." Цри эт()м, очевидно, 
значения <р = О и <р ,== 2n соответствуют одной И той же точке. 
Потребовав, чтобы решения уравнения' . 

'n д -1 -'If = a\j1 
д<р 

(2.5) 

бьши однозначными, получим следующие граничные условия: \j1(0) = 
== \j1(2n). 

Решением уравнения является ФУНКЦИЯеiа~/h. Учитывая гра
ничные условия;по.Jfyчим: eia,Q == 1 =еiа '21t/h"чтовозможно лишь в 
том случае, если а/n - целое число. Обозначив это число бук
вой т, запишем решения уравнения (2.5) в виде \j1m(<p) ==eim'P (т == 

, ,'~ , д 

=0, ±1, ±2, о •• ). Собственные значения оператора, -in-, равны mn, 
д<р 
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Т.е. спектр дискретен, число же собственных значений бесконеч
но. ИНдекс т ПРI1 собственных фу~кциях \j1m(<p) введен для удоб
ства, чтобы можно бьшо различать функции, принадлежащие раз
ным собственным значениям. Эти ИНдексы называют квантовыми 
числами. В данном случае квантовые числа фактически нумеруют 
собственные функции, однако они играют и другую роль: по
скольку квантовые числа т связаны с собственными значениями 
равенством а = тп, то по заданному значению квантового числа 
можно определить (вычислить), чему равны собственные значе
ния оператора. 

Число соБСТвенных значений и собственных функций зависит 
от природы оператора и может быть конечным (например, у опе
ратора число проекции спина одного электрона на ось z' равно 
двум) или бесконечно большим. 

В квантовой механике встречаются конструкции, в которых опе

ратор стоит в показателе степени. Как действуют такие операто

ры, можно пояснить на примере оператора еаА . Разложим опера
тор еаА в ряд, используя формулу для экспонентыеХ 

::::: 1 + 

х2 хЗ 

+х + - + - + ... в результате получим Ряд, в котором оператор А 
2! 3! ~n 

и операторы А будут действовать на функцию обычным образом: 

., 2 ",2 ЗА~3 ' 
- ~ а А а 

еаА<р(х) = 1 <р(х) + аА<р(Х) + -- <р(х) + -- <р(х) + ... 
... 2! 3! 

Если <р(х) '- собственная функцця оператора А (А<р(х) = а<р(х», 
то результат действия оператора еаА можно свернуть, записав егО 
снова в виде экспоненты 

~2 ~З 
- ~ а2 А аЗ А 

еаА<р(х) == I<p(x) + аА<р(х) +--<р(х) +-' -<р(х) + ... = 
2! 3! 

а2а2 аЗаЗ 

= <р(х) + аа<р(х) + Т!<Р(Х) + 3т <р(х) + ... = 

= 1 + аа + -'- + --+... <р(х) = еаа<р(х). ,(, (l2a2" аЗаЗ ) 
2! 3! 

В случае если гамильтОниал. не зависит от времени, формаль
ное решение УNвнения Шрёдинг~ра может быть записано в виде 

\j1(t) = e-iНt /h\j1(O). 
Таким образом, изменение состояния системы можно рассмат

ривать как действие на волновую функцию оператора e-iJ!t/h, ко
торый называют оператором эволюции, или nроnагатором. 
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2.5. Теоремы о собственных значениях и собственных 
функцияХ 'эрмитовых операторов 

, . .. 
Собственные значения и собственные функции ЭРМитовых опе

раторов имеют ряд важных свойств. 

1. Собственные значения эрмитовых операторов вещественны. 
Пусть 'РnCх) - собственная функция оператора /1, принадле

жащая его СОбственному зна~ению j", ТО.Гда 

J'Р~(Х)Fчsn{х)dx = j"J'P~(x)'Pn(x)dx = j". 

С другой стороны, этот интеграл равен своей комплексно-со
пряженной величине 

fЧ'~(х)hn(х)dx = (J'i'~(x)hn(x)dx):" = иn)*. 

Таким образом, fп= (!n)*, что и. требовалось доказать .. 
2. Собственные Функции Эрмитовых операторов ортогональны: 

J1f1;(Х)Ч'k(Х)dx = О,если i -:F k. 

докажем сначала это свойство для случая, когда функции при
надлежат разным собст!3енныIM значениям: 

или 

Поскольку F - Эрмитов (mератор, долж?ы Выполняться сле
дующие Соотношения: 

f'f1k(x)F'f1 j(X)dx == .t;f 'Р!; (x)'f1 j(x)dx, 

J 'f1j (x)(/1'f1 k (х»* dx == .ftc* J 'f1;(x''f1k (х)ш = 

== J'f1Z (х)Р'Р; (х)ш = fk J'f1'k (x)'f1; (х)ш. 

i Вычитая второе paBeHCT~ из первого, получаем 

(.t; - fk)fЧ'k(х)Ч';(х)dx == о. (2.6) 
, , 

Однако п~скольку .t; -:F Л, ,то должен быть равен нулю интеграл 
J'f';(x)'f'k(X)dx, что и ЗilВершает ДQ~азательство теоремы. 
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Очевидно, что в случае если обе функции принадлежат одному 
и тому же собственному значению, прищщенное доказательство 
не имеет силы, так как равенство (2~6) выполняется независимо 
от того, чему равен СТQЯЩИЙ в левой части равенства интеграл. 

Поэтому в случае вырождения собственные функции оператора 
F могут оказаться и неортогональнымц. Однако эти функци~ .об
ладают следующим, важным свойством:. их произвольная линеинJ!Я 
комбинация также является собственной функцией оператора' F, 
ПРИfj:адлежащей 1;ОМУ же собственному зна~нию. Действитецьно, 
пусть собственному значенцю опера~ра Р, paBHoMY.t;, принад
лежит n собственных функций 'Vjk: F 'Vjk = .t;'Vjk (k = 1, 2, ... , n). 
Построим из' них новую функцию ' 

n 

Ч' = L,Ck\jlik. 
k=I 

Подействуем на нее оператором F (учитывая при этом его 
линейность): 

ппп 

F'f' = L,ckF\jIjn = ~>k.t;\jIin =}; 2, Ck\jl;n = .t;'P. 
, k~ k~ k~ 

Таким образом, функция 'f' действительно является собствен
ной фУН,кцией оператора Р. Поэтому из собственных функций 
\jIik можно построить n новых линейно-независимых функций 'i'ifl 
(/l = 1, 2, ... ;. n), если ввести дополнительное требование их OPT~: 
гональностИ.Существует ряд методов ортогонализации функции, 
остановимся на двух из них. 

Ортоroнализация по Шмидту. Имеется набор неортогональных 
нормированных функций <!>/, для которых В качестве меры их не-

ОРТОГ0Нальности вводятся интегралы nерек;рыванuя Sij = f <!>7<pjd't. 
Построим новый набор функций 'Vfl , руководствуясь определен
ным алгоритмом. В качестве Функции \jII возьмем функцию <!>]. Функ
цию \jI2 представим в виде линейной комбинации <!>I и <!>2: \jI2 = <Р2 -
- S]2<!>]. Функции \jI] И \jI2 OPT9ГOH~ЬHЫ: 

f \jI~\jI2d't = f <!>~ (<Р2 - S]2<P] )d't = 
= f <P;<P2d't -S12f <p;<!>]d't = SI2 - S]2 = о. 

Функцию \jIз стро»м в, .виде лидейной комбинаци~ функций 
<!>I, <Р2, <Р3 в.ида <РЗ -CI<PI ..,. С2<Р2, потребовав, ~побы \jIз была бы орто
гональна. ~aK '1'], так И\jl2. ЭТО требование позволяеJ: определить 
коэффициенты СI и С2: 

SI2S23 - S13 SJ2S13 - S23 
\jIз = <рз +. ..1 2 . <Р] + 2 <Р2· 

1-S12 1- SI2 
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Продолжая это построеыие, можно получить все n новых орто
гональнЬrх функций. Недостатком этого метода является ТО; что" 
полученные функции в"оиределенном смысле неравноправны: 
первые имеют простую структуру, которая для последующих функ
ций становится очень сложной. Этого недостатка лишен метод 
симметричной ортогонализащии (ОРПi>ГOl;lализация по Лёвдину). 

Ортогошuшзацияпо Лёвдину. Вернемся к набору неортогональ
ных нормированных фун:кщий <РЕ и'рассмотрим матрицу S, обра-

-< зованную интеГРалаМИSij = Jcp7q> j d-r. Как видно, Sij = Sij. Введем 
матрицу S-I/2, определен:~ую' через qООЦiOщение S'-I/2S-1/2 = s-I, 
где S'-1 --.:.. матрица, обратная матриде S. Для матрицыS-1/2 также 
выполняется равенство (S-I/2)jj= (8-1/2)0' Можно ввести также 
матрицу S+I/2, такую что S+I/2S+1/2 = S. Легко показать, что S+I/2S-1/2= 
= S-I/2S+1/2 = Е, где Е - еДИНИЧНa5J;,матрица. Построим теперь на-

, n 

бор функций л'1! (11 = 1, 2, ... , n): л'1! = I(S-I/2)kl!<Рk' В матричной 
k=1 

форме эта запись выглядит как л, = <pS-l/2. Покажем, что функции 
л'1! образуют ортонормированный набор. Предварительно запишем 
выражение для л,~: 

л,~ = I<pX(S-I/2)ХI! = I(S-I/2)I!k<рХ, 
k k 

тогда 

J л'~л'vd-r = I I (S-I/2)l!k (f <pX<p/d-r )(S~I/2)/v =L:! (S-I/2 )l!k.5'k/(S-I/2)/v' 
k / , k /, ,", 

Запишем матричный элемент' Sk/ в виДе 

S - '" (S+I/2)'\ (S+I/2)' kZ - L. km, т/' 
< • [, 

т 

тог}щ 

Jл'~л'vd-r = II(S-I/2)l!kI(S+I/2)km(S+I/2)mZ(S":I/2)Zv = 
k , т 

~ ~( ~ (S-I/'),.. (S·I/')km J ~ (S·I/')"M-1
/'),.) ) ~ р""8,,. ~ 8". 

Полученные тащм образом функЦии л, очень похожи на ис
хОдные фунКции <ри отличаются от них небольшими «хвостамИ», 
расположенными в' области соседних атомов. Продемонстрируем 
это на примере молекулы водорода. ' 

В молекуле водорода равновесное расстояние равно 0,074 нм, 
а интеграл перекрывания S между атомными функциями 1s ра
вен 0,654. Матрица S-I/2 имеет вид 
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( 
1,238 -0,465). 

-0,465 1,238' 

Таким образом, получим 

л'1 = 1,2381s(H1) - 0,4651s(H2); л'2 = 1,2381s(H2) - 0,4651s(H 1)· 

Вид функций л'1 И Is(H 1) вдоль линии связи н t-Н2 показан 
на рис. 2.1. Как видно, эти функции очень близки в ,области вбл:и-
зи атома Н1 , а в области вблизи aTOM~ Н2 функция,л'l' имеет не
большой отрицательный вклад атомнои функции ls(H2)· , 

Таким образом, можно без ограничения общностисчитать,Ч,ТО 
собственные функции эрмитовorо оператора ортогональны. Кро
ме того, мы всегда будем предполагать, что ;3тИ фунIЩИ~ также 
нормированы к единице, т. е. образуют ортонормuрованныu набор. 

В заключение приведем теорему полноты: собственные функ
ции эрмитовorо оператора образуют полную систему ортогональ
ных функций, Т.е. любая функция от тех же переменных, подчи
няющаяся тем же граничным условиям, может быть предста~лена 
в виде разложения по этим собственным функциям. . 

, Rассмотрим разложение. ФУПКЕ-ИИ 'Р(х) по ,собственным функ-
циям фk(Х) эрмитова, оператора Ji': 

n 

'Р(х) = I ЩФic(х} + Rn(x), (2.7) 
k=! 

где Rn(x) ~ ":остаточный член, интеграл от квадрата МОДУJIЯ KOT~
рого может служить мерой ошибки в разложении 'Р(х) по <pix). 

1 Rn(x) 12 = 1'P(x) - IаkФk(х)12= 'Р*(х)'Р(х) - 'Р*(Х)tаkфk(Х)-
, k 

-'Р(х)I аZфХ(х) + I I аZа,Фt (х)ф, (х), 
k k Z 

'р 

3 

2' 

\ 
\ 

о -----------------------\-------~-----
, \ ............ ~, 

-1+--_-0~,-1--~~O~----~O~,1~----O~,~2~Z~,~H~M 

Рис. 2.1. Функция ls водорода (сплошная линия) и ортогонализирован
ная по Лёвдину функция ls в молекуле водорода (пунктирная линия) 
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и учитывая ортонормиров~ собственных функций Фk(Х): 

fi Rn(x) /2 dx = I\f'*(:~~'P(x)dx - LаkI\f'*(Х)Фk(Х)dx
k, 

- ~~: Jфz(х)\f'(Х)dx + ~tlkak' 

Для нахождения'ОПТималъных коэффициентов Gk(X) миними
зирующих ОШИбку~'раЗЛО'жении, irродИфференциру~м п ав ю 
часть раЕе~ства'(2;'7)ПО,Gtd(Х), УМlЮЖ:Имобе части paBeHCTB~ сlе
ва. на Фm(Х),' ПРОИiНlтеtpируем !Jf:приравняем полученное выраже
ние нулю (летко п?казать, 'что д:иффереНЦИРQвание по щ(х) при
води;т К выражени~;. комплексно сопряженному полученному при 
первом ДИФФеренциро~а~ии): 

откуда 
-IФ~(Х)\f'(х)dx+аm = О, 

аm = I ф~ (.~)\f'(x)dx. 
Если при n ~ 00 интеграл fjRn(X)/2 dx ~ О, то разложение (2.7) 

является Точным. Существует доказательство того, что это усло
вие выполняется ДЛЯ всех ЭРмитовых операторов. 

Рассмотрим две теоремы () собственных функциях коммутиру
ющих операторов. 

1,фЕСЛИ д. B~ опер. <;l~~pa имеют Общ~ п~.ry:ную систему.собствен-ных ункци~, ТО онцкоммутцруют, ,1 '" 

БЕсли два оператора L" и М имеют общу~ полную систему 
со стенных ФУНТl',~тий то ЭТО 

Н • ......, , ~: означает" что любая собственная 
фу кция \jfn оператора L является одновременно и собственной 
функцией оператора М: Lp =1 \Ir· Мш' = т' \Ir 

n,., n 't' n , "'t' n n '1' n • 

Подейств~м на первое равенство оператором L, на второе _ 
оператором М: 

ML\jfn = M(i\jfn) = M(/n\jfn) = цм\jfn) = lnmn\jfn, 

LM\jfn = L(M\jfn) = L(m~\jfn) = mn(L\jfn) = lnmn\jfn. 

ИЗ этих равенств следу~т, что (ML - LM)\jfn = О. Подействуем 
теперь коммутатором (ML - Ем) на произвольную функцию \f'. 

Как бьmо показано выше, любая функция может быть представ-

лена в виде ряда \f' = L>n\jfn, поэтому (используя свойство ли-
и n 

неиности Операторов) получим 
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.. 
аМ -ML)\f' = "Lan(LM- ML)\jfn::: о 

n 

или 

(LM - ML)\f' = О, 

что и завершает доказательство теоремы. 

2. Докажем следующую теорему: если два оператора коммути
руют, ТО они имеют общую систему собственных функций. 

Рассмотрим сначала случай отсутствия, вырождения. Пусть \jfn -

собственная функцин оператора L: L\jf n = [n \jf n' Подействуем на 
обе части этого равенства оператором М: 

ML\jfn = M(L\jfn)';' lm(M\jfn) = LM\jf,! = L(M\jfn).·' 

Как видно, при действии оператора L на функцию, явля
ющуюся резул:ьтатом действия оператора М на \jfn> получается та 

r ,''''-' 

же функция~ умноженная на {т,т.е. М\jfn является србственной 
... ' д' " i! ,,', 

функциеЙ L. Однако поскольку в случае отсутстви;нвырожден;ия 
собственному значению [n принадлежит лишь одна функция \jf n> 

функцюi, M\jfn должна совпадать G:неи'С точностью до постоян-
ного мно~теля, или M\jfn = mn\jfn. Слещ>Вател;ьно, \jfn - соб
ственная ф~КЦИЯ обоих операторов. 

Рассмотрим случай, когда соботвенное значение [n вырожде
но, Т.е. ему принадлежитjфункций<рv (v = 1,2, ... ,!). Построим 
из этих функций n НОВЫХ линейно независимых функЦий \jf, кото
рые, как было показано выше, также являются собственными 

функциями оператора L.'I10кажем, как построить такие функ
ции \jf, которые являлись бы одновременно и собственными функ-

циями оператора М, M\jf = m\jfИЛИ 

~ 1 ~ / 
M\jf = "LcvM<pv = m"Lcv<pv. 

v=l v=l , , 

Умножим обе части этого равенства на <p~ и проинтегрируем: 

/ ~ / 
"LcvI <p~M<pvd't = m"LcvI <P~<Pv = m0l!v' 
у=l v=l 

Здесь учтена ортонормированность функций <PV' Обозначив ин

тегралы I <p~M <pvd't символом MI!V И меJ;IЯЯ индекс 1+ впределах от 1 
до f, получим систему j линейных однородных уравнений 
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сывающr:,е поведение одной частицьi (или заВИСящие от коорди-
нат однои частицы). ~ 

Если физическая веJfuчинаможет быть записана в виде функ
ции f от координат и Импульса, то 

/(х, у, Z, ft) = f(x, у, Z, Рх' Ру, Pz) ~ f(x, у, z, р) = 

== /(х, У, z, Рх, ру, Pz), 
,', i; ) 

(3.2) 

т. е. в функц~и fимпульс заменен на оператор р. Так, оператор 
кинетическои энергии можно построить исходя из классической 
формулы 

при этом получим 

~2 . 

2 
Ti::L 

2т' 

T,=L= (-ili)2V2 =-~11=-~(~+~+~] 
2т, 2т' 2т' 2т дх2 ду2 дz2: 

Вообще говоря, между операторами, имеющими классические 
аналоги, сохраняются те же соотношения, что и между соответ
ствующими физическими величинами '}3 классической механике. 
Пользуясь этим nринциnом coomeemcmeufl,' Можно построить и дру_ 
гие. необходимые оп~раторы фцз~чеСIЩхвелич:цIi. 
~ Оператор Гa~~TOHa ~Я ,oдн~~ "jlcT~l. qnepaTop Гамильтона 
Н~лячастицьсма~соЙ.l11 м,ожно иострщпь по аналогии с функ-
циеи Гамильтона Н: " , , ',,': .'" . . ,~< 

, "2 ,," 

Н=Т+И(х, у, z,'i)-=lL+'U(х y'z t) 
. , 2т "" 

где т. - кинетическая энергия частицыI·. rrlX у t) 
U~, ,Z, - потенци-

альная энергия частицы. 

Если потенциальн~ \ЭJ;j:ерги.f.{ ,'I{астиды не зависит от времени, 
ТО функция Гамильтона соответствует полной энергии частицы. 

Запишем оператор Гамильтона, пользуясь правилом (3.2): ' 

~2 
~ ~ , Р 1i2 
Н = Т + и(х, у, z, t) = - = --11 + И(х У z t) = 

2т 2т ' , , 

-; 1i2 (д2 : д 2 д 2 J 
- - 2т дх2 + ду2 + дz2 + И(х, у, Z, t). (3.3) 

Если потенциальная энергия и(х, у, z, t) не зависит от времени, 
то Оператор Гамильтона .будет оператором полной энергии. Фор-
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мула (3.3) не содержит спина электрона, однако при необходи
мости в оператор Гамильтона может быть введен оператор спина, 
который будет рассмотрен в гл. 7. 

В случае взаимодействия частицы с электромагнитным полем в 
функцию Гамильтона входят скалярный <р(х, У, z, t) и векторный 

А(х, у, z, t) потенциалы 

( J
2 1 _ е-

Н =- Р --А + е<р(х, у, z, t), 
2т с 

где е - заряд частицы; с - скорость света. 

Напомним, что эти потенциалы связаны с напряженностями 
электрического и магнитног() полей соотношениями 

- 1 дА - -
Е = -V'(n- __ · Н = rotA. 

't' с дt' 

Таким образом, с учетом взаимодействия с электромагнитным 
полем оператор Гамильтона имеет следующий вид: 

Й' = 2~ (~- ~A(x, у,' z; t) J + е<р(х, у, Z, ,t)+ и(х, у, Z, t). (3.4) 

Оператор Гамильтона для системы частиц. Для системы из 
N частиц с массами М; оператор кинетической энергии равен 
суммеопера.rоров кинетической энергии час:гиц 

т = fT; = f(-~I1;J= f['-~(~+ д2

2 +~J~. 
;=1 ;=1 2М; ;=1 2М; дх; ду; дz; ~ 

В потенциальной фунКции можно вьщелить две компоненты. 
Одна из них описывает взаимодействие частиц между собой. В кван
товой химии такие взаимодействия являются парными и зависят 
от расстояний rij между ,:!;астицами ~ электронами и атомными 
ядрами. Эта компонента потенциальной фунi<:ции может быть пред
ставлена в виде 

1 ' . 
24~Uij('ij) (i::f; Л· 

1 J 
I 

Множитель 1/2 введен для того, чтобы исключить двойной учет 
одинаковых вкладов Uij(rij) = Uji(ljJ Этой же цели можно достичь, 
использовав другую форму записи: 

rrUij(rij), 
i < j 

в которой каждая пара индексов встреч~ется только один раз. 
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Вторая компонента потенциальной функции .описывает взаи
модействие частиц С:Бнешними полями. Эти взаимодействия "ад
дитивны, так как поле действует на каждую частицу независимо 

:EUi(Xi, Yi, Zi, [). 
i 

Таким Образом, гаМИльтониан системы частиц записывается в 
виде 

Взаимодействие с электромагнитным полем вводится на одно
частичном уровне по аналогии с формулой (3.4). 

3.2. ДцффереIIцирование операторов по времени 

Определение производной от оператора по времени тесно свя
зaHo с правилом сопоставления оператора физической величине 
(3.1) через среднее значение этой величины: . 

Е= J'f'* FPd't. : 

Будем рассматривать производную F 011 'физической величи
Hы FKaK величину, среднее значеНI:!.е которой равно производной 
ПО времени от среднего ЗЩl.чеНИя F: 

Р=Р. 
Это позволяет получить вьхражениедля оператора F произ

водной по времени физическьй веЛИЧИН})I F: 

F = F = dd 1 'Р* FPd't = f д'Р* E'f'd't + f 'р* дЕ 'f'd'C + f 'Р* F д'Р d'C. 
t dt I а! д! 

В дЧ' d'f'* ыражения для ПРОИЗводных - » ~,- Получаем из уравне-
. . дt dt 

ния Шрёдингера (2.1). Подставляя их в соответствующие интегра
лы и учитывая ЭРМИТOIюсть оператора Гамильтона, получим 

F = J 'р* ~~ 'f'd'C + ~ J (1j* ч1* )FPd't + I 'р* F(H'f')d't = . 

= 'f' -+-HF--FH 'f'd'C f *(дЕ i~~ Ё~~] 
. д! . 1'1 1'1 • 
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По определению среднего значения оператора тот оператор, 
который стоит в интеграле в скобках, и должен быть оператором 
производной величиньt Fпо времени 

~ 

"":'- дЕ ,"..-.-.. --.-. 
F =-+-(HF-FH). 

dt 11 
(3.5) 

Здесь учтено, что оператор F может зависеть от времени явно. 
Если же этой явной зависимости нет, то производная определя
ется коммутатором F и Н. Очевидно, что если оператор F ком
мутирует с гаМИlIьтониа:Ном, то среднее значение велич:ины F бу
дет оставаться с течением времени постоянным, т. е. величина F 
будет сохраняющеЙся. . 

Контрольные задания 

~ 

1. Каковы коммутационные соотношения для операторов: а) Pz и z; 

б) Ру и у? 
2. Тамильтониан одноэлектронной системы имеет вид 

"~n2 d2, :. С, 

Н = - 2т ш2 + V(x). 

Каково КОl1мутационное соотношение между операторами '[1 их? 
3. Используя ·результат предыдущей задачи, покажите, . что 

" , 

где <Pi - собственная функция гамильтониана Н, принадлежащаясоб
ственному значению ~. 

4. Докажите, что если а - собственное значение ьператора А, то 
~n 

собственное значение оператора А равно аn. 

5. Напишите оператор потенциала, создаваемого атомными ядрами 
атомов азота, расположенныхв.точках (О, О, О); (О, О, 2,5). 

6. Оператор Гамильтона одномерной системы имеет вид 

Напишите выражение для оператора скорости. 

~ Барановекий 



Глава 4 

ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ КВАНТОВОЙ 
МЕХАНИКИ 

4.1.'Vравиеиие Шрёдиигера 

.. 

уравнени~Шрёди~гера ~ основное уравнение квантовой Me~ 
ханики, крторое СJз,~Зl?~вает изменениесо,СТОЯНИЯ системы во вре,' 
мени с взаимодействиями, имеющимися в системе. В кqординат-; 
ном представлении уравнение Шрёдингера имеет вид (см. форму-' 
лу (2.1»: 

i1i д'Р(х, t) = Н'Р(х, t), 
at 

где 'Р(х, t) - волновая функция системы; х - совокупность всех 

координат, от которых зависит функция 'Р; t - время; Н -
оператор Гамильтона. 

При решении этого уравненИя необходимо задать начальные 
условия, т.е. функцию 'Р(х, t= О). Начальноезuачедие в конечном' 
счете определяет, каЮlМ будет состояние:системы в любой после-; 
дующий момент времени, что является проявлением принципа 

причинности в квантqвой механике. ' 
Рассмотрим стационарн:ые сосrояния системыI. Пусть оператор 

Гамильтона не зависит от времени, точнее - не зависят от вре-; 
мени внешние поля, действующие на систему. В этом случае пр:щ 
решении уравнения Шрёдингера (2.1) используем метод разделе, 
ния перемеННрIХ изапцщем II,ОЩ:iOвую функцию ,в ~иде 'Р(х, t) = 
= <p(x)f(t). Подставляя это выражение в уравнение (2.1), получим" 

i1iф(х) af(!)'= H<p(x)!(t). 
" at 

Разделим обе части равенства на <р(х)f(t).и учтем, что правая и 
левая части полученного раве:нства зависят от разных перемен
ных: 

in_1_ af(t) = Н<р(Х) = Е. 
f(t) at <р (х) 
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Таким образом, получаем два уравнения 

i1i д~~) = ЕЛt), ' 

Н<р(х) = Е<р(х). 
Решение первого уравнения имеет вид 

f(t) = const· e-iЕt//i. 

(4.1) 

Второе из полученных уравнений имеет вид уравнения на соб
ственные значения оператора Гамильтона, который в данном слу
чае в отсутствие зависимости от времени является оператdром 
полной энергии. Следовательно, величина Е - это полная энер

гия системы. 

Если спектр оператора Гамильтона дискретен и состоянию с 
энергией Еn принадлежит собственная функция <рn(х), то полная 
функция 'Рn(Х, t) = <pn(x)f(t) приобретает вид 

'Pn(x,t) = <pn(.~)e~iE,;t/~: 
Рассмотрим оператор физической ,.\3еличины F, не зависящий 

от BpeMeHJ4:. Тоща среднее значение ЭТ0Й физической величины 
для состояния 'Р n(х, t) также не, зависи'l' ,от времени: 

F = J'P~(X~ t)F'Pn(x, t)dx = J <р~(Х)еiЕnt/IiF<Рn(х)е-iЕnt//idX = 

= J <p~{x)F<pn(.i)dx. 
, Есшt под частицей пониМать электрон (в атоме или молекуле), 

то для стационарных состояний распределение электронной 
плотности 

также не' зависит от времени. 

Общим решением уравнения Шрёдингера в случае стационар
ного'СОСТОЯНИЯ является произвольная линейная комбинация соб-

ственных функций гамильтониана !,'Сn 'Р n (х, t): 
n 

n n 
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В то же время правая часть уравнения равна 

Н!Сn'Рn(Х, t) = LCnIf'Pn(x~ () = LcnII<pn(x)e-iЕnt/h = 
n n' 'n 

= ~ с Е {n (X)e-iЕnt/h L...- n n"t"n , 
n 

что и завершает доказательство сделанного утверждения. 

" 4.,Z. Леравенство, Гейзеuберга 
1 

.МеррЙ разброса значений физической величины, обнаружива~ 
емой ,в ходе измерений;, может служить квадрат отклонений o~ 
среднего значения (дисперсия): 

M2i~' (А - АУ = f 'Р'* (А. ~ А)2 'Pd't. 

Если вместо оператора А взять оператор А - А, то для него 
среднеквадратичные отклонения от нуля будут точно такими же, - - ~ 
как и для исходного оператора А от 4. Сохранятся:и все комму..; 
тационныесоотношения. Поэтому в последующем выводе будеМ 

подразумевать, что все операторы записаныI в ф()рме А-А. ,; 
Рассмотрим интеграл '1 

~ ! > -,~ 

f (А*'Р* - iл.Е*'Р*)(А.'Р + iл.В'f!)d't = f'P* / А + ГАЕ /2 'Pd't;:: О. (4.21 

РаСКР~IВая левую часть равенства (4.2) и учитывая свойств 
эрмитовых опера,торо~ А' . и Е, получаем 

f'P* A2rd't + iл.j'f1*(А.Е - EA)'Pd't + л,2J'Р* E2
'Pd't. (4.3) 

Введем новый оператор С = цАЕ-ВА). Тогда получаем следу-: 
ющее неравенство: 

М2 + lё + л.2д.В2 ~ О. 

Это соотношение при произвольном вещественном л. выпол-I 
няется лишь в том случае, если ' 

Это неравенство наЗЫ13ается неравенсmвом Гейзенберга. Таки 
образом, разбросы значений двух физических величин связаны: 
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между собой. Если операторы А и Е не коммутируют, ни при 
каких условиях разбросы их значений не могут быть одновремен -
но равными нулю (или,. ИНilче говоря, сколь угодно малыми). Если 
мы уменьшаем разброс для -одной из величин, то для другой ве'" 
личины разброс . увеличивается, что создает неустранимую нео
пределенность при измерении соответствующей физическойве
личины. Если же операторы коммутируют, то никакихограниче
ний нет: обе величины могут быть измерены с любой желаемой 
точностью. Это легко понять, если вспомнить теоремы, связыва
ющие коммутационные свойства операторов с наличием общих 
собственных функций. Действительно, нулевой разброс для од
ной из коммутирующих величин означает, что система находится 

в состоянии, описываемом одной из собственных функций соот
ветствующего оператора. Но эта функция одновременно является 
и собственной функцией оператора другой физической величи
Hы' поэтому И для последней разброс также оказывается нулевым. 
Сказанное не означает, что в любых состояниях разбросы для ве
личин А и В равны нулю; действительно, знак неравенства озна
чает., что в левой части может стоять любая ПОЛОЖИl'ельнад вели
чин~, но не обязательно Нуль.' 

На~более известным является соотношение (4.4) для коор
динат и ~мпульса частицы, в этом случае 

" С = i(xpx ~РхХ) = -1'1 ;х2р; ;:: 1'12/4. 

Смысл эtого соотношения заключается в том, что неопреде
ленность в положении электрона определяет неопределенность в 

значении его импульса. Чем больше локализована частица в про
странстве, тем больше неопределенность ее импульса. Рассмот
рим электрон в атоме водорода: электрон локализован в области 
пространства, размер которой можно принять равным радиусу бо
ровской орбиты - 0,529· 10-8 СМ. Извлекая квадратный корень из 
обеих сторон последнего ljepaBeHCTBa, получим 

ХРх ;:: 1'1/2. 

Тогда неопределенность скорости электррна задается неравен
ством· 

- 1'1 . 1,054.10-27 11 108 / >--= "" . см с 
V_ .:..' 2.9108.10-28.0529.10-8 ' .', ' 

2т х' , 
е,. 

что соответствует 1/300 скорости света. Увеличение р<щиуса орби
ты будет сопровождаться уменьшением неопределенности импульса 
(скорости). 
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При измерении положения (коордищп) частицы увеЛИt.[ения 
точности можно добиться ЛЩIIЬ путем 'уменьшения длины волныI 
излучения, которым мы воздействуем ,на частицу. Однако прй этом 
увеличивается энергия, 'а .следовательно, и импульс падающего 

кванта, что ПРИВОДИТ.к изменениюлмпульса частицы (как по ве
личине" так и по направлению). 

Рассмотрим теперьк:оммутационное соотношение для опера-

- " . д ': :~.', 

торов t и. Pt= ln dt (, 

или 

t(i1i
CJ

d J- (i1i d')t = i1i. 
". t ,,' dt 

. Подставляя операторы t и р; =in :t в уравнение (4,3), полу
чаем 

f'P*t
2
'Pd't + iЧ'Р*(fРt - ptt- in)'Pd't + /..,2f (Р! 'Р) * (Р! 'P)d't :::: 

= f 'P*t
2
'Pd't + Ч'Р*i(tРt - ptt)'Pd't + Mf~~'Pd't -: /..,2 f <Р! 'Р);*(Р! 'P)d't. 

Оператор Р! неэрмитов, однако 

Здесь Ф = (Р! 'Р) и учтено, что интеграл от про изведения функ
ций - постоянная величина. 

Из уравнения Шрёдингера следует, что pt'P = Н'Р. Заменим 
теперь оператор t на t -to, оператор Н на Jj - Бо , где Бо - сред
нее значение энергиидлЯ: системы в. состоянии '1'. Принимая во 

внимание, что математическое ОЖИдание оператора С = 'йР! - ptt) 
равно n, получаем 
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откуда 

(4.5) 

что можно рассматривать как соотношение неопределенности для 

энергии и времени. Этому неравенству можно ПРИдать следующий 
смысл. Пусть измерение энергии происходит в течение промежут
ка времени М. Если Ы мало, то это означает, что дисперсия энер
гии велика, причиной чего является изменение оператора Гамиль
тона в ходе процесса измерения, т. е. состояние, системыцерестает 

быть стационарным. Фактически наблюдатель имеет дело Щ':,С,од
ним энергетическим состоянием, а С наборрм таких состояний, 
которые сливаются в полосу, имеющую конечную ширину. Дру:
гая трактовка заключается в том" что вр~мя жизни состояния си:

стемы зависит от ширины энергетической полосы. 

Контрольные' задания 

-1. Волновая функция свободного ДВlfЖ~НИЯ им~ет вид Ce i(p1)/h (С

константа) .. Определи,те объем qбласти, в КОТ9РОМВОЗМОЖНО нахождение 
частицы. .., " 

2. ЯЩIя~тся лц импульс сохраняющейся величиной цслУчае свобод:-
ного д/зиж6ния час'щцы?, .'."',' .. , "п' , 

3. Цроверьте ортогонаЛьность фунi.ци~ C\<I'\ + ~2<1'2 И С2<1'\ - ~\q,2, ~сли С\ 
И С2 веществеiщы, а ФУНКЦlfИ <1'1 и <Р2 - ортогоцальны. 

4 . .собственные значения гамильтониана Н равцыjj = -0,3 и/2 = -0,77. 
Пока)«ите, что функция 

\jI = С\<I'1 еО,Зil/,h + C2<1'2 eo,77it/h 

(<1'\ lf <1'2 - собственные функции, принадлежащие собственным значе
ниям jj и /z) является решением уравнения Шрёдингера. 

5: Покажите; что нормировка функции ~:Сk<l'k(х)е-iEkt/h с течением 
i 

времеци не меняется. 

6. Оператор F коммутирует с ПiМиль~онианом.Покажите, используя 
функцию \jI(x) = L,Ck<l'k(x)e-iЕkf/h, что среднее значение 1 является, со-

. .... ' i " u 

храняющеися величинои. 



Глава 5 

ОДНОМЕРНОЕ ДВИЖЕНИЕ 

Рассмотр:им рЯд задач для случая одномерного движения и про
анализируем некоторые потенциалы, обеспечивающие финитное 
движение 'частиц. Этиза:дачипредставляют собой Модели ,реаль
ных хиМических систем и процессов вн:их и позволяют выявить 
общие закономерности, полезные ДЛЯ понимания структуры вол
новых функций, колебаний в молекулах, динамики Ядерной ПОД"'" 
системы. 

Частица в прямоyroльной яме с бесконечно высокими стенками. 
Рассмотрим движение частицы в прямоугольной яме шириной а 
с бесконечно высокими стенками (рис. 5; 1). Это означает, что при 
О < х < а (область П) и(х) = О, а· ДЛЯ всех остальных значений х 
(области 1, ПI) И(х) = 00. Поэтому движение может происходить 
только на ограниtfенном отрезке [О, а],ЧТОПРИВОДИТ к следу

ющим граничным условиям в этих точках:'Чf(О) =0" 'I'(a) = О. 
Отметим, что вточках О,а волновая фУНКЦИЯ IIспытывает излом, 
поэтому требование непрерывности ri'Рdйзводноине выполняется. 
для области II ст~щибнар'ное'уравнениеШрёдингера вьiглЯдИТ сле-
дующим .образом: ' 

Введем обозначение k 2 = ,2тЕ и приведем 
1i2 

уравнени~ к B~y 

д2'1'(Х) = _k2 ( )' 
дх2 ,'1' х . 

О а Общий вид реше1iия этого уравнения хоро-
1 11 111 шо известен: 

Рис. 5.1. Потенци
альная яма с бес

конечно высоки-

ми стенками 
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'I'(x) = А sin(kx + о). 

Из граничного условия '1'(0) = О следует, что 
о = О. Используем второе граничное условие 

'I'(a) = А sin(ka) = О. Из этого условия следует, что ka = mt, где n -
целое число. Сразу же исключим случай n ,,; О, так как при этом 
волновая функция тождественно обращается в'нуль. Также не имеет 
смысла рассматривать отрицательные значения n; действительно, 
sin(-mtx/a) = -sin(mtx/a), и такое рещение не является самостоя
тельным, так как волновая функция определена с точностью до 
знака. Таким образом, n = 1, 2, 3, ... Э'ЕО сразу позволяет опреде
лить возможные значеI;iИЯ энергии: 

, тc2 1i2 
Еn = -2 2 n2

, n = 1, 2, 3, ... 
та 

(5.1) 

Следовательно, энергия может принимать лишь дискретные 
значения, определяемые равенством (5.1). Квантовые числа n 
одновременно нумеруют собственные значения оператора Гамиль
тона и позволяют вычислить эти значения по указанной формуле. 

Значение нормировочного множителя А определяем из урав
нения 

", 

А21 sin2
( nr)clx = J. 

Интег1эair в уравнении является табличным и равен 2/ а; таким 
образом, А2 = а/2, и в окончательном' виде решение уравнения 
Шрёдингера,имеет вид , ' "', " 

с 

На рис. 5.2 изображ~на ,схема энергетических уровней и вид 
соответствующих волновых функций для частицы в бесконечно 
глубоКой потенциальной яме. Каждая функция «привя~ана» к сво
ему собственному значеIiию: горизонтальная линия, изобража
ющая уровень энергии, одновременно являеТ9Я линией 'l'n(X) ";0 
для n-й ,собственной функции: Тqким образом, Каждая функция 
изобеажена в своеисобственной «си~те~е координат», привязан -
ной к ее энергетическому уровню. И~ этого рисунка и формул 
следует ,РЯд законом~рностеЙ. , ! ' 

Уровни энергии дискретны, а интервалЫ между НИМlI возра
стают по закону Еn -Еn - 1 = E1(2n - 1). Энергии в.сех,СОСТОЯНИЙ 
положительны, так как в данном случа~полцая энергия совпада
ет с кИнетическоjf. Энергия' самого низшего состояниЯ не равна 
нулю, Т.е. частица никогда не покоится, а все время совеРШает 

движение, ограниченное непроницаемыми стенками потенциаль

ной ямы. Число энергетических уровней бесконечно. 
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" 

Рис; 5.2. Энергетические,уровни и волновые фУНКЦИI1 для состояний n = 1 
(l),2.C2), ~(З);длЯ потенциалЬНОЙ-!lМJ;.I с. бесконечно высокими стенками 

.;'.( 

;,На границах стенок волновые,функции в соответствии с за
данными граничными условиями равны нулю. Внутри потенци
альной ямы в каждой точке, в которой функция обращается в 
нуль, одновременно происходит изменение знака (такие точки 
называют узлами) (n - 1) раз. Волновая функция основного со
стояния не имеет узлов, а для остальных функций число узлов 
монотонно увеличивается с возрастаниеr.f .:энерцш. Это правило 
является общим и часто ИСП<)ЛЬ,зуе:г~я прu построениu качествен
ных схем энергетических уровиеЙ. 

Плотность вероятности нахождения частицы в точке Х опреде
ляется квадратом модуля волновой функции. для основного со
стояния область, где вероятность найти частицу максимальна, 
находится в середине потенциальной ямы'(х/ а = 1/2). Для функции 
'V2(X) таких областей две, вблизи точек Х = а/4 )А Х = 3а/4, в центре 
ямы Х = а/2 и вероятность найти частицу Б этой точке равна нулю. 
Продолжая движение вверх по энергетической шкале, можно'уви
деть,Что те функции, которые в центре не равны нулю, симмет
ричны относительно' вертикальнЬй линий, проведенной через 
центр ямы (четные функции); те же,которые в этой точке имеют 
узел, . антисимметричны относйтельноуказанной' лuнии (нечет
ньщ функции). Это свойство функций оБУСЛОВ1Iено тем, что по-
тенциалсимметрJ.rчен относительно точКй Х = а/2. ' 

Наконец, легко проверить ортогональность функций, принад
лежащих разным УРОВНЯ:М энершu (т. е. разным собственным зна
чениям оператора Гамильтона). 

Частица в прямоугольной потенциальной яме конечной глубины. 
Очевидно, что моделью, которая ближе к реальным условиям 
движения частиц, является случай симметричной riрямоуголь
ноЙ потенццальнойямы конечной глубины (рцс. 5.3):И(х) = О 
при -а < Х < а (область П) и И(х) = ио при Х ~ ":'а (область 1), а также 
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] ] 

и=ио 

и=о 
-а О а .. 

1 II III ~. 

Рис. 5.3. ПРЯМОУГОЛЬfJ<:\Я потенциальная яма конеЧiIойглубины 

при Х ~ а (область III). Таким образом, ширина потенциальной 
ямыI равна 2а, потенциал симметричен относительно точки Х = О. 
Поэтому основываясь на опыте, полученном при рассмотрении 
волновыIx функций пр~.цыдщейй задачи, мы с самого н~чала б~
дем искать какчетные;'таки нечетные решения уравнения Шре
дингера для потенциальной ямы конечной глуБиныI. Это значит, 
что достаточно рассмотреть решения лишь для правой половины 
потенциальной ямы, а поведение функций в левой половине бу
дет определяться их четностью или неЧетностью. Прежде всего рас
смотрим случай дискретного спектра (или, иначе говоря, случай 
ФИНJ:lТНОГО движения). .' , '" . . 

В областu II ур'авнение Шрёдингеравыглядит следующим об
разом: 

Введем, как и ранее, обозначение ,,2 = 2тЕ и приведем урав
n2 

нение к' виду 

д2'V(х) __ k 2 . ('.' ) 
дх2 "'- 'v Х . 

Четные решения имеют вид 'VП(Х) = Acos(kx), анечетные -
'Vп(Х) = Bsin(kx). 

В уравнении Шрёдингера для области III: 

делаем" подстановку 
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после чего это уравнение приводится к виду 

.. 

а его решение записывается 'как е±УХ. Так как решение е+УХ при 
увеличении х возрастает неограниченно, мы принимаем в каче

стве решения фунКцию 'J1rп{Х) = Се-УХ. Для области 1 решение, 
очевидно, имеет вид 'vix) = ±СеУХ, где знак «+» при коэффициен
re CCOOTBeTCTBY~T! ~;e'p;iыI,' 11; З!i:а~ «-» - цечетным решениям. 

Теперь нео(jходиМ;о «СШИ:ТЬ»,решения, получеННI~Iе для обла.., 
стей, П ~. II~ .. , В щш!iомслучэ,еграНИЧIiЬЦrlИ' условиями является 
равенство в тqчке х =а. фуfflЩИЙ ",п(.х) 'и''vп~(Х) и их производных. 
Несколько удобне~ sОСДО:rIьзо.ваТI?СЯ требованием равенства лога-
Рифмических п~оизводНЫх.э1'Й:Х функций: ' 

",iI (а) . ",iп(а) 
",п(а) = о/ш(а) 

Учитывая приведенный выше вид функций "'п(х) и "'т(х) , 
получаем следующие·уравшнщядля четных решений: 

ktg(ka) = '( 
и нечетных решений: 

kctg(ka) 7'.-'{', 

Поскольку '(2 = v 2 - k 2, то 

ktg(ka) = .Jv2 - k 2 , - kctg(ka) = .Jv2 _ k 2 • (5.2) 

Уравнения (5.2) -.rpансцендентные и их анализ удобнее всего 
провести графически. Искомы~ решения находят как точки пере
сечения дуги окружности jJаДиусом v с, положительными ветвями 
функций '( = ktg(ka), '( = -kctg(ka). Собственно значения энергии 
равны 

где n - номер уровня энергии (основное состояние имеет номер 1). 
Таким образом, собственныIe значения операторагаМИЛЫоIiиа

на образуют дискретный ряд собственных значений Е! < Е2 < ... 
Число уровней в потенциальной яме конечно, но при этом всегда 
имеется по крайней мере один уровень. Основному состоянию 
соответствует четная собственная функция, при увеличении энер-
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гии состояний четные и нечетные решения чередуются. Функция 
основного состоянt.J:я не имеет узлов, при увеличении энергии 
состояния число узлов увеличивается. Эти закономерности уже 
отмечались при анализе задачи о яме с бесконечно высокими стен
ками. Главное отличие между двумя рассма-.rpиваемыми случаями 
то, что для частицы существует возможность выйти за пределы 

потенциальной ямы конечной глубины. Это описывается ненуле
выми решениями для областей 1 и III. Чем глубже потенциальная 
яма и чем ниже лежит уровень энергии, теМ быстрее уменьшается 
вероятность найти частицу на некотором удалении от стенок ямы. 
В предельном случае бесконечно глубокой ямы вероятность про
никновения частицы в области 1 и III равна нулю. 

Как и в случае бесконечно глубокой потенциальной ямы, соб
ственные функции и собст~енные значения гамильтониана нуме
руются квантовыми числа,ми n. Однако в данн?м случае эти числа 
не связаны какой-либо функциональной зависимостью со значе
ниями энергий этих состояний. 

В качестве примера рассмотрим движение электрона в потен
циальной яме шириной 1 а.е.и глубиной 36 а.е. (определение атом
ных еДИНИц ЦIщ:ведено'в гл. 8). На рис. 5.4шжазано графическое 
решение задачи~ , , " . ' 

Кривая .Jv2 - k 2 пересекается с кривыми ktg(ka) и":'kсtg(kа)в 
трех точка"f: при k = 2,53, 5,02, 7~33. Таким:образом, имеется три 
уровня с энергюiми Е1 == 3,20 а.е., Е2 = 12,60 а.е., Ез = 26,86 а.е. 
Волновые функ;ции для этих состояний приведены на рис. 5.5. 
Хорошо видН-а их узловая структура. При увеличеfJИИ энергии 
вероятность найти частицу вне пределов потенциальной ямы (при 
Ixl ;?: aj2) увеличивается. 

у 
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Рис. 5.4. К численному решению уравнения Шрёдингера для прямо
угольной ямы конечной глубины: зависимость(v2 - k2)!/2 (1), ktg(ka) (2)., 

-kctg(ka) (3) от параметра k. 
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РИС., 5.5. Волновые ф~нкции \jin :СО(;Т"О*~fIЙП =' 1 (1), 2 (2), 3 (3) Для 
потецциальной ямып:i:Йриной а == l' а. е: (функции нормированы таким 

, образом, что иХ максималы;iIеe значения равны 1) 

ГармонИчесКий осЦIIJЩЯТор. Одномерный r:армонический осцил
л~то)) 7 это система, для которой оператор потенциальной энер
гии описывается уравнением И(:х) = mro2х2/2. Уравнение Шрёдин~ 
гера для гармонического осциллятора 

путем замены ,переменных 
\; 

при водится К виду 

(5.3) 

Отметим, что ~ и Е - безразмерные величины. При очень боль
ших значениях ~ велИ,~ина Е будет малой по сравнению с ~2 и ею 
можно пренебречь. По~тому асимптотическим решением при ~ ~ 00 

будет \jf(~) = e-~2/2. Ищем теперь полное р'ешение уравнения (5.3) 
, " 

в виде \jf(~) = e-~2/2 P(~). Уравнение для функции P(~) 

имеет решения, удовлетворяющие требованиям, предъявляемым: 
к волновым функциям, при целочисленных значениях (Е - 1). Если 
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\ 
положить 10- 1 = 2n (n = О, 1,2, ... ), то эти решения представляют 
собой полиномы ЭPt;tиmа Hn(~). Таким образом"решения уравне
ния (5.3) имеют вид 

где А" - нормировочньiЙ множитель. 
Приведем вид волновых функций гармонического осциллято

ра для нескольких знаqений квантового числа n: 

" \jfo(~) == 1[-1/4e-:~2/2, 

\jfl (~) = 1[-1/4.J2e-~2/2~, 

\jf2(S) = 1[-1/4 _1 e-~2/2(Д2 -1)" 
,; .J2 ' 

\jfз (~) == 1[-1/4 _, 1 e-~2/2(2~3 - 3~). , ..rз 

Приведеиные функции нормироваНЫ 1<; ,единице и ортогональ
ны. Их узловы~ свойс:гва те же, что в рассмотренных ранее случаях 
ПРЯМОУI:ОЛЬНQЙ щ:п:енциальной, ямы., 

\ , " ' ", Еroп ' ,'" " 
Учитывая, что 10- 1 = 2n и Е = --, получаем следующую фор-

с 2 ' 
мулу для вычисления собственных значений оператора Гамильто-
на гармонического осциллятора: 

Е" = roп( n +~)= hV( n+~)-
Напомним, что круговая частота ro равна 21[У, где v - «~быч

наю> частота. Уровни энергии образуютэквидисmанmныи ряд, 
а наименьшее из возможных значений энергии Ео = roп/2. Эта ну
левая энергия, Или энергия нулевых колебаний, всегда положитель-

ная. 

Потенциал Морзе. Пртенциальные кривые двухатомных моле-
кул в хорошем приближении могут быть представлены в аналити-

ческом виде потенциалом Морзе (рис. 5.~): • 

V(x) = А(е-2са - 2е-са ), 

где х = R - Re (Re - равновесное расстояние); параметр А опреде
ляет глубину потенциальной ямы. 

Важной чертой этого потенциала ,является учет :;tнгармонизма? 
Т. е. отклонений от идеализированного потенциала гармоническо-
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Рис. 5.6. Потенциал Морзе (1) и волновые функции трех колебательных 
состояний молекулы водорода: n = О (2), 1 (3), 2 (4). для наглядности волно
вые функции не нормированы; А;:: -4,747; Ео = -4,475 эВ; Е1 = -3,954 эВ; 
~ = .,...3,466 эВ; Ба - А == 2 104,7 см-1 ; Е1 - Ба = 4195,0 CMc1; ~ - Е1 = 3935,9 см-1 

го осциллятора. Потенциал Морзе имеет минимум при х = О (при 
этом V(O) = -А), при х ~ 00 потенциал стремится к нулю, остава:.. 
ясь в области отрицательных значений. Для уравнения Шрёдинге
ра с потенциалом Морзе имеется аналитическое решение: 

Еn '=-A[l- ~~~A(n+~)J, 
(5.4) 

\jIn(~) = e-~/2~s(О(~). 
где 

2,J2mA " ): = е-ах О <,): < 00' 
~ ап,' -~ , 

ап' ап ' 2 ' 
s = ..r:::ттв. n = ,J2mA, - (s + .!.). , 

т - приве.денная M~cca молекулы'; функция (O(~) == F(-n;'2s+ 1, ~) 
при целых значениях n является полиномом 

Р( ) 1 а z а(а + 1) Z2 
а, "(, Z = + - -1' + ,,( 1) 2' + ... 

, 1· l~+ . 

На рис. 5.6 показаны потенциальная кривая для молекулы во 
дородаи три волновые функции (в произвольном масштабе) ДЛ5' 
состояний n = О, 1, 2. 
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Отсчет энергии идет от значения -А. Второй член a(2Ajm)1/2 
имеет размерность частоты, поэтому он описывает систему экви

дистантных уровней энергии гармонического осциллятора. Тре
тий член ,вносит поправки к этим энергетическим уровням, не

сколько понижая их энергию, причем эти, сдвиги тем больше, 
чем больше квантовое число n. Поэтому с ростом энергии уровни 
энергии сближаются. , 

На рис. 5.7 показаны энергии колебательных сосtо5tНий молеку
лы Н2, полученные в расчете с потенциалом Морзе.'Число колеба
тельных состояний конечно, состояние с маКС,имaJiЬ,:l;rой энергией 
(-0,054 эВ) соответствует n = 17. Как видно, разнос-f'и;энергий со
седних уровней постоянно убывают, сгущаясь по мере Р0ста n. 

На рис. 5.8 показаны ненормированные колебательные волно
вые функции системы, в потенциальной яме которой ~~помеща
ются>~ всего три уровня. Для состояния n = 2 энергия равна всего 
-0,0005 эВ. Как видно, для этого возбужденного колебательного 
состояния вероятнее всего найти атомы на расстоянии около 6 а. е. 
(приблизительно 3,2 А), но вероятность найти систему с расстоя
нием между атомами -101 А также 'весьма велика. 

Вблизира:вновесного расстояния потенциал Морзе оченьбли
зоК"к потенциалу гармонического осциллятора, однако при уве

личении межатомного расстояния все' еильнее' сказываются эф
фекты ангармоничности (Т: е. ОТКJ!онениеЬт потеНЦИала. гармони
ческогооtциллятора). Эти'эффеКТЬf могут играть важную роль при 
протекании разного рода процеССОВ,связанных С'динамикой мо
лекулярных\сцстем (например, при перераспределении энергии 
между отдельными колебаниями вэлектронно-ИJ1И колеба.тель-

Энергия, эВ 
• 1 

о --------------------------------------------

-1 

-2 

-3 

-4 

-5 

-0,5 о 0,5 1,0 
R-Re , а.е. 

1,5 2,0 

,-'ис. 5.7. Энергетические уровни колебательных состояний молекулыI Н2 
(расчет по формуле (5.4» 

49 



2,0 

10 20 30 40 50 60 70 
. R":"Re, а.е. 

Рис. 5.8. Волновые функции (ненормированные, масштаб условный) МО
лекулыс малой глубиной потенциала Морзе для состояний n= О (1), 

1 (2);,2. (3) 

новозбужденных молекулах). Потенциал Морзе хорошо описыва
ет изменение энергии молекулы при растяжении отдельных меж

атомных связей в Ml;{OrOaTOMHbIx молекулах, ,{то позволяет апп
рщ::симировать потенциальные поверхности таких молекул сум

мой ДВУХ'Iасти'IНЫХ потенциалов Морзе. 
ДвижеlШе своб~щной частицы: ВOJШовые пакеты. Концепция вол

новых пакетов сформировалась в самом на'IЩIt~ развития квантовой 
меХааикидля того, 'IТобы пере кинуть МОСТI:IК между двумя моделя
ми СВ0бощю движущихся '{аСТI:IЦ - ВQЛНОВОЙ и корпускулярной. 

Рассмотрим уравнение Шрёдингера для свободной 'Iастицы 
(V(x) = О), одномерное движение которой с заданным импульсом 
Рх описывается уравнением Шрёдингера: 

где 

Решение этого уравнения можно записать в виде 

'1' (х t) = e-iЕt/hе/kx k, . , 

h2k 2 

Е=-
2т ' 

(5.5) 

k - волновой вектор, связанный с импульсом соотношением 
k = Рх /h. 
Вто время как импульс, а тем самым и энергия частицы, зада

ны, положение частицы в ПрQсrpанстве полностью неопределен-
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но. Локализовать частицу в пространстве можно, взяв суперпози
цию состояний с различными импульсами. Такую структуру на
зывают волновым nакетОМ и определяют ее через интеграл 

'Pw/X' t) = ] C(k)'Pk(x, t)dk = ] dkC(k)eikxeink2t/2m. (5.6) 

Коэффициенты разложения C(k) определяют вклад состояний 
с импульсом Рх = k1i в волновой пакет. Если движение происхо
дит с ПОСТОЯННОЙ скоростью, то можно считать, что существует 
некоторое значение импульса Рхо, вклад которого максимален. Это 
означает, что функция C(k) имеет максимум при k = ko· Такая 
функция может быть записана в Bl:fДe функции гауссового типа 

C(k) = ~ 2;/2 ехр[-а2 (\- k
o
)2 J 

Подстановка этой функции в интеграл (5.6) дает явный вид 
для волнового пакета 

-1/2 
1 i1it 

'l'wp(x, t) =,n1/ 4 [а(1+ та2 J] х 

\ 

l 
(х -hkot / т)2·k i1it 1 

х ехр - ( iht) + 1 ОХ - 2та2 • 
2а2 1 +--2 

та 

(5.7) 

Положение максимумах = hkot/т функции (5:8) линейнозави
сит от времени. Это означает, что максимум волнового пакета дви
гается со скоростью v = x/t = hko/т. Ширина волнового пакета 
постоянно увеличивается. Действительно, полуширина Л функ-
ции(5.8) на половине высоты равна ., 

[ ( 

, 2 2 )~1/2 
Л = а (ln2) 1+ ~2~4 IJ' 
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Рис. 5.9. Волновой паке.т для свободно движущейся частицы 

С течением времени волновой пакет «расплывается». Расплыва
иие пакета связано с тем, чтоимпудьс чаСТИЦI;оI.не имеет опреде

ленного значения. Этим уширением можно пренебречь,если 
t« mа2 / n. к этому времени волновой пакет прОЙдет расстоя
ние, равное vt = koa2• 

Волновая функция (5.7) является решением уравнения Шрё
дингера (5.5). Можно,в частности, вычислить ожидаемое значе
ние оператора Гамильтона 

Первый член равен . кинетической энергии частицы, которая 
движется по законам классической механики с импульсом n2 k?; . 
Если импульс велик, как и размер пакета (равный по порядку 
величины а), то эта энергия заметно больше, чем второй член, 
которым в этом случае можно пренебречь, и волновой пакет 
описывает классическое движение частицы с определенными им

пульсом и энергий. Хотя плотность вероятности для волнового 
пакета не сосредоточена в одной точке х = vt, вероятность того, 
что ;па плотность отлична от нуля, резко падает при удалении от 

упомянутой точки .. Таким образом, ВОЛНQВОЙ; пакет представляет 
собой .структуру, .локалИЗОlЗанную в некоторой области простран.., 
ства. 

Общие замечания. В данной главе описаны модельные задачи на 
одномерное движение. Спектр операторов Гамильтона для финит
ного движения во всех случаях дискретен, однако заКQномерно

сти изменения интервалов между последовательными уровнями 

энергии различны. Узловая структура волновых функций во всех 
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случаях подчиняется одной и той же закономерности: функция 
основного ctстояния узлов не имеет, с ростом энергии число уз-

лов монотонно увеличивается. -. 

Контрольные задания* 

1. Найдите вероятность нахождения частицы в интервале шириной 
0,1 нм в бесконечно глубокой потенциальной яме шириной 1 нм вблизи 
точки с координатой х: а) для х = 0,5 нм, n = 1; б) для х = 0,25 нм, n = 4. 

2. Какова зависимость интервала Ел + 1 - Ел от n для беСКОfIечно глубо
кой потенциальной ямы? 

3. Найдите уровни энергии для прямоугольной потенциальной ямы 
глубиной 1,5 а.е. и шириной 5 а.е.длины. 

4. Постройте график потенциала Морзе ДЛЯ А = 10 эВ, а. = 2. 
5. Найдите энергии трех низших состояний для потенциала Морзе 

при А = 2 а.е., а. = 0,01 и т = 2000 а.е. 
6. Постройте график потенциала Мьрзе для А = 4,76 эВ, а. = 1,05. 
7. Найдите энергии трех низших состояний для потенциала Морзе 

при А = 4,76 эВ, а. = 1,05 и т = 1000.ц.е. 
8. НаЙдите.зави~имость числа ур()вней в ПРЯМОУГОЛЬНОЙ.lIOтенциалр

ной я~е от ее глуБИН~I. KaKO~O УСЛОЩlе ПО5,!/3л()нця но~ыхуровней при 
увеличении глуБИl:j'Ы ямы? 

9. Какова самця низшая .Кинетическая энергия электрона, движуще
гося в бесконечно глубокой потенциальной яме? . 

.\ 

* в заданиях, если специально не оговорено, все величины выражены в атом-
е е4т е2 ._ 

ных единицах (l а. е. энергии составляет t;2 = l1Q = 27,211 эВ, 1 а.е. длины -

2 . . 

~ = O,0529177~M ) .. Масса протона равна приблизительно 1840 массам элект
те 

рона, т. е. 1 840 а. е. 



" Глав:а 6 

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ВОЛНОВЫХ ФУНКЦИЙ 
И ОПЕРАТОРОВ В МАТРИЧНОЙ ФОРМЕ 

Рассмотрим нек~!орую функцию Ч'(х) , где х - вся совокуп~ 
ность переменных, ОТ которых зависит данная функция. Предста": 
вим эту ФУНКЦI1Ю в виде разложения в ряд по собственным функ~ 
циям Эрмитова оператараL, <Pi(X).: . , . i 

I 

Ч'(х) =2A<PJx). 
i 

(6·1)1 

Как отмечалось ранее, число собственных значений и СОбствен~ 
НЬ.IХ ФУН.' кций зависит от природы операт?ра,. поэ. тому МЫ н .. е УТОЧ-. 
няем границы суммирования. Такое разложение будет точным, есл . 
суммирование проводят по всему набору собственных фунКци v 

оператора L, а КОЭффцциенты дiвьщисляют по ФqРМУ./Iе : 

а; = J <Р7(х)Ч'(х)dx. 
Рассмотрим Фtнкцию Ф(х), КОТОRая является результатом дей-j 

ствия оператора F на Ч'(х): Ф(х) = F Ч'(х). Запишем обе функции! 
в виде разложения по <Pi: . 

Ф(х) = 2:bi<Pi(X) = 2: а; Р<р;(Х). 
i j 

КОЭ~фициенты разложения Ь; можно найти, применяя прием,' 
которыи уже использовался ранее: поочередно умножим обе час-. 
ти равенства на <РНх) (k = 1, 2, ... ) и проинтегрируем. В результате: 
получим. формулы для определения коэффициентов b

i
: 

Ь; = 2: а; J <Pk(X)F<Pi(X)dx == 2: Fkiai (k = 1, 2, , .. ). (6.2) 
i i 

Вернемся к равенству Ч'(х) = 2:ai<Pi(X). допустим, что СОбствен-: 
. i " 

ные функции (j>i(X) оператора 1 известны. Тогда, зная значения 
коэффициентов ai, можно вычислить значени~ функции Ч'(х) для 
любых значений переменных {х}, т. е. набор величин {ai} воспроиз-, 
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водит ту же информацию, которая содержится в исходной функ
ции Ч'(Х). Поэтому набор {ai} можнctрассматривать как некоторую 
новую форму или представление функции Ч'(х). В данном случае 
говорят об L-представлении, имея в BJ1ДY, чт()функция представ-

лена в BJ1Дe разложения по собственным функциям оператора L, 
которые образуют ортонормированный базис этого разложения. 
Точно так же совокупность коэффициентов {bi } оцределяет фун:к
цию Ф(х)' в том же L-представлении. Функции ~<x), Ф(х) и опе-

ратор Р, записанн:ьiе в ви~е фун:кций от KOOPД~Ha! й их произ:
водных, можно рассматривать как задан:ныIe в KoopQ?l:HaJrJ1:IOM пред:" 
ставлении, ИЛИ. х-представлении.' 

За,пишем н:аборы коэффициентов а,. и Ь; в виде столбцовь~х мат
риц 

А =[:~. ];в =[~], аз:. Ьз , 

'.. . .. 

маТРИЧН:Ы,е элементы оператора Р: F;k == J <p;(X)F<Pk(X)dx 'jз. вще 
квадратной матрицы 

\ 

Г 
Fi2 Fiз 

""] F = .F21 F22 F23 

Fзl Fз2 Fзз 
'" , 

Тогда равенство (6.2) в виде 

bk = 'LFkiai (k = 1, 2, ... ) 
i 

можно рассматривать как результат умножения матриц 

B:;;.FA 

Вщно, что матрица В (функция Ф(х) в L-представлении) оп
ределяется как элементами матрицы А (функция Ч'(Х)! Е-пред

ставлении), так и матричными элементами оператора F (матри
цей F), что дает возможность рассматривать матрицу F как опера
тор F в L-представлении. Таким образом, операторное равенство 

Ф(х) = F Ч'(х) 
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J 
;j 

и матричное равенство 

В=FЛ 

эквивалентны, и оба гюксiзываютдействие оператора F на функ:"; 
цию 'I'(х). j 

Матрицу F* с ЭЛ,ементами (F*)ij =Р; называют комnлексн'ОL,: 
сопряженной матриц~ F; Транспонированной называют матрицу, по~i 
лучающуюся из матрицыI F путем замены строк и столбцов: р. = F ... , 
МаТР!lЦУ F+с,М~+Р~~НЫМИ ~лементами (F+)ij= (Fj;)* называ~т M~;~J 
рицеи, сопряженнои матрице F. Если (F+)ij = Fij , то матрица F будет 
самОСОnРЯ:>f:~ННОЙ ИПИ ,эрмumовоЙ. Очевидно, что такое определе~ 
ние эрмитовой матрицы полностью согласуется со свойствами: 
эрмитова оператора (5.1). ' 

В матричной форме единичный оператор представлен диаго
нальной матрицей, на диагонали которой стоят единицы. Обычно 
элементы этой матрицы записывают в виде символа KpOHeKep~ 
0ik = 0k: Oik = 1 при i = k; Oik;: О riри i::f::. k. 

Опеj!атор в своем собственном представлении. Рассмотрим опе

ратор L в его собственном представлении. Матричные элементы 

Lik в этом случае содержат собственные функции этого оператора 
и имеют вид 

Lik = J <r>7(X)bpk(X)dx = J <r>mk<r>k(X)]dx = 

= IkI <r>7<r>k(X)dx = lkoik' (б.3) 

Таким образом, матрица оператора, L в его собственном пред
ставлении диагональна. 

Среднее значение (математическое ожидание) физической вели
чины F. Ранее было введено равенство, на основе которого уста
навливалось соответствие между физической величиной F и опе
ратором Р: 

F = J'I'*(X)F'l'(x)dx, (б.4) 

где F - среднее значение (математическое ожидание) величины 
Fдля системы, находящейся в состоянии с волновой функцией '1'. 

В матричной форме, записИс для ФУНКЦI1И в L-представлении 
формула (б.4) выглядит следующим обр~зом: 

F = l:l:a7aj J <Р7 (x)F<r>j (х)щ = l: l:a7 Fijaj 
i j i j 

или B
v 

виде произведения матриц - строчной, квадратной и столб
цовои 

5б 

Fi2 Fiз 
F22 F2З 
Fз2 Fзз 

... ] а2 

... аз 

.' .:.,~. ". 

Эта форма записи эквивалентна представленной формулой (б.4). 
Для самого оператора LB силу диагональности его матрицы в 
L-представлен:ии среднее значение равно ' 

L = l:l:a7Lijaj = 2, lilaiI
2

. 
i j, 

Обратимся теперь к условию I;IОРМИРОВКИ ~олновой функции 
'Р(х): ' 

f:r*(~)'P(X)dx = 1. 

Подставиl3 в интеtpалфункцию, зl:iriисанiIyю ввнде (б.1), и'учи
тывая ортогоналЫ'lOсть функций <r>i(X), полуЧим" 

J'I'.,. *(Х)'I'(х)щ~=2, 2, a7ajJ <Р7 (x)~j(x)dx= 4,lp;( == 1. 
'i j' I 

А+А = (ata2a; ... ) 

а, 

а2 

аз 
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приведет к результату 

Llail
2 = 1. 

Как было показано выше: среднее значение величины Р, BЫ~ 
численное в базисе ~e собственных функций, равно 

F = Llail2Ji, 
i 

I'де Ji - собст~енныез:на';Iения оператора Р. 
Поскольку согласно постулатам квантовой мех~ники результа~ 

ты измереций должны давать значения, совпадающие с. Ji, TOjj 

очевидно, квадраты модулей коэффициентов ai представляют co~ 
бой вероятности появденЩI"велич:инJi в ходепроцесса измереНИЯ';I': 

Это равенство является основоЙ.ДЛЯ вероятностной TpaKTOBКl1,j 
в(:mн;рвой функции в матричной форме. Напомним, ЧТО в случаs; 
координатного представления квадрат модуля одноэлектроннои< 

волновой функции рассматривается как плотность вероятности! 
нахождения системы вблизи неКQТОРОЙ точки в пространстве. По, 
аналогии будем считать, что квадрат модуля коэффициента а;; 
представляет собой вероятность нахождения системы в состоя.: 
нии, для которого собст~енное значение оператора Рравно Ji; 
Сумма таких вероятностей равна единице, так как если физиче
ская величина ЩIЯ рассматриваемой системы име~т смысл, то ве

роятность найти систему В9ДНОМ иэтаких состояний равна веро"' 
ятности достоверного события. . 

В предыдущих рассужденИях размер матриц не",оговорен. Одна
ко на практике работа ведется с матрицами конечного размера;, 
что будет принято во внимаНJjlе в дальнеЙiпем. 

В литературе часто используют форму записи волновой функ

ции и матричных элементов 'операторов, предложенную ДираКОМJ 

Волновую фуН:КЦИЮ записывают 11 виде «скобки» 1 ), внутри ко
торой приводят все необходимые характеристики функции. Функ~ 
цию, сопряженную приведенной, также записывают в виде «скоб

ки», НО «направленной» В противоположную сторону: ( 1. Эти 
скобки носят названи~ «бра» и «кэт»(вместе это дает анпiийское 
слово bracket, что и оз,начает «скобка»). Конструкция ( 1 ) обо.
значает интеграл 

('1'; 1 '1') == J '1'7'1' jd't. 

Матричный элемент оператора записывают следующим образом:/ 
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Линейные преобразования. Рассмотрим. следующую задачу; Пусть 
оператор F как и . ранее, записан в L.,преДGтаIЩении, т. е. его 
матричные ;лементы рассчитаны в базисе СОQGrтвенных функций 
<1'/1 оператора Z. Перейдем к новому ортонормирошщному базису, 
состоящему из функций '1';, связанных со старым, базисом следу
ющим образом: 

'1'; = L. <Р/1U/1;' 
/1 

Выясним, какими свойствами должна обладать 'матрица U, 
чтобы функции 'l'i бьmи ортогональны и нормироваНl>r: 

f 'l'i'l' jdx ;= L L (U/1; )*Uvj f <I'~<Pvdx = 
/1 ' v . 

= LL(U+);/10/1vl:rVj = L(U+);/1UW = Ои. (6.5) 
/1 v /1 

где U+ - матрица, сопряженная матрице U: (У+);/1 = И;;. 
Проведем этот же вывод в матрич,l;j.ОЙ форме: 

'I'=<pu, 

",+'1' = U+<p+q,U = U+П.э-:=: u+u;, т; 
(6.6) 

где 1 - единичная матрица, элемеНты КОТОРОЙ ~j == oij. .,' 
Из формул (6.5), (6.6) следует, что U+ - матрица, обратная 

матрице U: U+ = U-l<Такие матрицы, называемые унитарными (а в 
случае если элементыI этих матриц вещественны - ортогональны
ми), определяют такой переход от одного ортонормированного 
базиса, кдр);тому,. при котором свойство .ортонормированно(;ти 

СQхраняетс~. ~ 

Запишем матричные элементы оператора F в базисе функций 

F;J'J!) = f'l'tF'I'jdx= LL(U)~;ИVjJ<I'~F<рvdx= 
/1 v . . ' 

= LL(U+);/1Щ~)UVj = (U+F(<I/)U)ij 
/1 v 

или 

(6.7) 

Переход от одного ортонормированного базиса к другому с 
помощью унитарной матрицы называют унитарным nреобразо
ванием. Очевидно, что если новые функции будут собственны-
ми функциями оператора р,' то матрица F('J!) будет диагональ-
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ной, а диагональные элементы будут совпадать с собствеННЫМI 

значениями оператора Р: Fjo/) = /;Оу: В таком случае говорят, ЧТ~ 
проведена диагонализация матрицы F: 

При преобразовании. (6.7) сохраняется величина, называемщ 
следом матрицы, равная сумме диагональных элементов ; 

М 

SpF = LF;i' 
;=1 

ДеЙСТlщтельно, используя свойства унитарных матриц, можнс 
по казать, что 

М М М М 

SpF(o/) = " P~o/) = " " "(и+). F.(<P)U· -LJ 11 LJ LJ LJ 1/.1. ~y VI-

;=1 ;=1 ~=1 у=1 

М М.М М М 

= LL~~<P)LUv;(U+);~ = LL~<J)I~v = 
~=1 у=1 ,;=1 ~=l у=1 

М М М 

= L L ~~<P)O~y = L FJ:) = SpF(<P). 
~=l у=l ~=l 

Гармонический осциллятор в матричном представлении. Напом
ним, что оператор Гамильтона для гармонического осциллятора 
выглядит следующим образом: 

.-... п2 d2 т0)2 
Н=--....-+-·-Х2 

2т dx2 2 . 
(6.8) 

Уровни энергии осциллятора можно получить как диагональ
ные матричные элементы этого оператора в базисе его собствен
ных функций Еn = Нnn • При этом будем нумеровать стационарные 
состояния в порядке· возрастания их энергии, но прежде приве

дем формулу (6.8) к другому виду, записав оператор импульса: 
через оператор скорости; = i: рх = mi (здесь точка сверху озна
чает производнуюповремени), Тогда выражение для энергии мож
но будет построить из матричныIx элементов операторов коорди
наты и ее производной по времени. 

В операторной форме формула классической механики F = 
= jJ == -vv будет иметь вид 

mv = тх =-VV. 

В рассматриваемой задаче 

2 

V - тО) 2 
---Х 

2 
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и таким образом получаем уравнеIiие движения в виде 

x+r02x=O 
ИЛИ В матричной форме 

( ") 2 - О Х mn + о) Хmn - . (6.9) 

Согласно формуле (3.5) оператор производной координаты по 
~ '.,..... .,..... времени равен Х = - (Н Х - хН). Это позволяет вычислить матрич-

ные элементы этогS оператора в базисе собственных функций га
мильтониана (6.8): 

i i Е (Х)mn = - "2JHmk Xkn - XmkHkn) = -11. (Erпxmn - Хmn n) = 
11. k 

= !....(Еm .,... Еn)хmn = 'О)mnХmn' 
11. 

Матричные. элементы второй производной координаты по вре

мени рЩ3fIЫ(Х)~n = 'О)mn(Х)mn = -ro;'nХmn' Таким образом, уравне
ние (6.9) приобретает вид 

. 2 2 - О (О) -:- О)mn )x~? - . 

Отсюда следу,уТ, что матричные элементы Хmn могут быть от-
. 2 2 

личными ОТ нуля только в том случае, если О)mn = о) или, иными 
словами, если разность энергий состояний т и n по абсолютной 
величине равна 0)11.. Если числа т и n отличаются на единицу, то 
величина WN представляет собой разность энергий между сосед
ними уровНями. Таким образом,все соседние уровни отстоят друг 
от друга на одну и ту же величину. Тогда разности энергий состо
яний, номера KOTOPЫ:~ отличаются более чем н.а еди.lfИЦУ~ будут 
равны ±2ron, ±30)1i,±4ron, ... , Т.е, для таких состояний равенство 
(r02 - о);'n) = о не выполняется,' и отличными ОТ нуля могут быть 
только Хn nН' Будем считать собственные функции оператора Га
мильтона' вещественнымИ. Поскольку координата Х - величина 
вещественная, а соответствующий оператор эрмитов, то матрица 
Хmn симметрична: Хmn = Хnm' .. 

Теперь вычислим значения ненулевых матричных;элементов 
Хn n±1' Для этого воспользуемся условиями коммутации операто
ров координаты и импульса, записав последний через оператор 

скорости: 

. . . n 
хх-хх = -1-. 

т 
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Запишем, диагональный м(причный элемент этого равенства, 
учитывая, что Юnm = -юmn: 

Оставив в сумме только ненулевые члены, получим 

откуда следует, что квадраты матричных элеменrов образуют нео
граниченную сверху арифметическую прогрессию 

(хn+l n)2 = (хn n_l)2 +-2п . , , тю 

Прогрессия ограничена снизу, так как содержит лишь поло
жительные члены. 

, Выберем теперь значение n, соответствующее нижнему уров
ню энергии. Поскольку речь идет не о значениях энергии, а толь
ко о нумерации, мы можем принять это ЗlIачение n равным нулю. 
Тогда матричный элемент хо -1 должен быть ТОЖдественно равен 
нулю, и отсчет начинается с' члена (Хl 0)2 = iz/(2тю). Произволь
ный член прогрессии, следовательно, равен 

, " nп' 
(хn n_l)2 = -2' , , 'тю 

и 

. ~1i Хn n-l = Xn~1 n = -2'" , ., . тю (6.10) 

Теперь мымож~м вычислить значениЯ энергий сТационарных 
сОстояний гармони:ческого осциллятора с оператором Гамильтона 

~ т ~ 

Н = '2 «х)2 + ю2х2 ) . 

как диагональные матричные элементы этого операrора. И<;поль
зуя rюлученные значения матричных элементов (6.10) и опуская 
несложные промежуточные преобразования, получим ' 

что совпадает с результатом, полученным в гл. 5. 
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Контрольнь~е задания 

, .... , 1 
" ~ пина +-n равна 0,64. 1. Вероятность найти электрон с проекциеи с 2 

Напишите спиновую волновую функцию системы в матричной форме. 

2. Оператор :4, записанный в базисе трех ортогональных функций <р!, 
<Р2, <t'з, имеет вид 

Является ли оператор эрмитовым? 

3. Подействуйте оператором :4, приведенным в з.адании 2, на функ
цию 

Объясните физический смысл полученного результата. 2 
4. Собственные значения опера1'ОР~ физической величины равны -K~ 

+3, +5. Найдите среднее\значение этои величиНЫ, если волновая фун 
ция имеет вид 

[О'40] 0,70 . 

0,59 

5 Выполните нормировку функции у=: cos2e (в сферической системе 
коо;динат). Найдите коэффициенты разложения функции У по функци-

ям: а) ,1; 5) ~ со, е; в) Лсз сos' е ~i). 
ГЗ·· функ 6. Найдите коэффициенты разложения функщш V 4n sш е sш <t' по -

Н; . ±i'i' 
циям - sш <ре • 
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Глава 7 

МОМЕНТ КОЛИЧЕСТВА ДВИЖЕНИЯ 

7.1. Оператор момента количества движения 

Орбитальный момент количества движения для одной частицы 
в классической меха нике оцределяется как векторное произведе-
ние радиуса~вектора на импульс: 

1 ==гхр. 
в декартовых координатах проекции момента импульса на оси 

координат равны 

/х == УР: - ZPy, /у ::: ZPx - xPz' /: ::: ХРу - УРХ' 
СоотвеТСТВУЮщие операторы имеют следующий вид: 

'х::: -ln Y--Z-~ . (д д ) 
dZ ду' 

/у::: -ln Z--x-~ . (д д ) 
дх (jz' 

~ . (д д ) /: == -ln х ду - У дх . 

(7.1)' 

Совокупность трех операторов проекций на оси координат и 
оп-ьделяет оператор момента· Количества движения. 

риведем Выражения для операторов проекций момента им
пульса на оси КОординат в сферических координатах 

(7.2) 
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~2 

Оператор квадрата момента количества движения / • как и в 
классической механике, равен сумме квадратРв его проекций на 
оси координат: 

~2 ~2 ~2 ~2 

/ ::: /х + lу + /z. 

В сферической системе координат получим 

~12 2 2 2 [1 д ( . д ) 1 д2 J' ::: -n '\16 ::: -n -,-- ,sше-. +--,-'. 
• '1' sin е де де sin2 е aq>2 

(7.3) 

Рассмотрим коммутационные соотношения между введен1-!ыI
ми операторами, учитывая известные соотношения для коорди-

нат и компонент импульса, (ХРх -РхХ)::: i/i. Проверим, ком;му-
тируют ли операторы [х, Zy: 

;...... - 2 ..... · л ",2,,-
==YPx(PzZ)-Z PxPy-ХУРz+хр/ZР z )-

л л _ ..... _..... _..... ~ 

== х Р/'{.Р: -РZZ) - YPx(ZPz - pzZ) :::in(x.py - YP.J == iN z• 

Таким образом, операторы lx,ly не коммутируют. Аналогич
ным образом можно показать, что это справедливо и для других 
пар операторов проекций момента импульса. При ведем соответ
ствующие коммутационные соотношения: 

[/x,ly]==in1z, 

[/z, lxl == ihZy , 

[/у, lz] == iliZx. 
(7.4) 

Покажем теперь, что операторы проекций момента импульса 
коммутируют с оператором квадрата момента импульса. При этом 
мы будем использовать коммутационные соотношения (7.4): 

~ ~2 ~2 ~2 ~2 ~2 ~2 ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~' ~ А ~ ~. ~ л ' 

/x(lx + /у + /z)- (lx + lу + /z)lx ::: lx/yly + /xlz/z -/у/у/х -lzlzlx = 
::: (ihlz + lylx)ly -ly(lxly - i1ilz) + (/zlx - i1ily)lz -/z(ihly + /x/z) = 

= 11i(IZly + /у/: -Iz{y , .. -Iylz) = О. 
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Точно так же. МОЖНО показать, ЧТО. две другие компоненты /у.) 
л ~ 

lz коммутируют с оператором 1 . Таким образом, получим 

л2 л 

[l,Zx]=O" 
л2 л 

[l , Zy] = О, 
л2 л 

[l,lz]=O. 

П<:шученные КQммутаЦИОRные· соотношения показывают, Ч11 
если квадрат момента импульса' и одна из его компонент име 

определенные значения, то. две другие проекции определенною 

значен:ия н:е имеют. Обычно предполагают, что та компонент 
значение которой определено, - это проекция на ось Z, ил 
иначе говоря, направление оси zвыбирают вдоль известной ко 
поненты момента количества движения. 

7.2. Собственные функции и собственные значения 
оператора момента импульса 

л2 л 

Как бьmо показано, операторы 1 и lz коммутируют, ПОЭТОМI' 
они должны иметь общую систему собственных функц~й. СОб.· ... 
ственные функции и собственные значения оператора 1 z был 

найдены ранее (гл. 2): 

( 
1. 

Фт <р)= __ e1m'l'. 

.. ~ 
л2 

Будем искать собственные функции оператора 1 в виде 

",(8,<р) = 0(8)Ф(<р). 
Подставляя это выражение в уравнение 

Лz2 (е ) _ *-2 [ 1 д .(" 8 д",(8, <р») . 1 д2",(8, <р)] '" <р - -п --- sш +-- = 
, sin е д8 д8 sin2 8 д<р2 

== L1i2",(8, <р), 
л2 i 

где символом L1i2 обозначены собственные значения оператора 1·' 
(множитель 1i2 введен из соображений размерности), получаемj 
уравнение для нахождения функций 0(8): 

_.1_~(sin8d0(8»)+[L_~0(8»)= О. (7.6)] .• 
sш 8 d8 '. d8 . sш 2 8 

66 

. Уравнение (7.6) имеет решения, удовлетворяющее условию ко
iечности и однозначности, если L= Z(l+ 1); /- ЦЩIые положительные 
IИсла 1 2: Iml. С учетом условия fiОРМИРОВКИ эти решения имеют вид 

o (8) = (2/ + 1) (l-Iml) !p,lml cos 8, (7.7) 
l,т 2 (l +Iтl)! ' 

где ~Iml cos 8 - присоединенные полиномы Лежан:дра: 

1 d l +1ml , 
p,lml cos8 = -sin1ml 8 , I I (cos2 8-1). 
, 2'/! (dcos8)+m 

л2 

Записанн:ые в форме (7.7) собственные функции оператора 1 
называют сферическими функциями (или сферическими гармониками): 

где 

{
l,· т ~ О; 

А=' (-1)т, т<О. 
", 

Сферические функциц нормированы на единицу. Включенный 
в формулу (7.8) фазовый множитель (_1)m для отрицательных ~ 
является вопросом соглаLДения; в литературе встречается разныи 
выбор фазового множителя. Это не приводит к разногласиям ~ 
конечных результатах вычислений, однако, сделав определенныи 
выбор, нужно последовательно придерживаться eг~. . 

Приведем выражения для .сфеРИ';Iеских ФУНКЦИИ с / = О, 1,2. 

1 
Уо,О = .дn' 

yi О = Тз cos8, , V~ 

~3. 8' ±ilP yi ±! = ± - sш е , , 81t 

у2 О = {5 !(3cos2 8-1), , V~2 

~ 
+. 

У2 ±! = ± -. 3sin8cos8e-I'I', 
, 241t , . 

у: = J 5 3. sin2 8e±2i'l'. 
2, ±2 961t 

(7.9) 
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Угловые частифункцийs, р, d атомов., выраженные в декартовых'] 
, . >'Коорщlн;{тах i 

Функции КОЩQненты функции Угловая часть 

s - 1 

Р Рх х 

Ру У 
:.,1: 

Р• z 
d dz; 

1 J -(3z2 - r2 ) 
2 \ 

\ н:· ' d
x2

_
y2 

.J3 (х2 ;,.. у2) ~~ , 
.j 

, '.' .,' 2 ' .. ~ 
dxy .J3xy ~ 

l' dxz \ .J3xz 

dyZ .J3YZ 
-'1 

Сферические функции (7.9) записаны в комплексной форме 
При проведении квантовохимических расчетов, как правило, пе, 
реходят к вещественным функциям, выраженным через декартd 
вы координаты. Эти функции могут быть представлены как ли 
нейные комбинации функций (7.9). Для этого надо использощt~ 
соотношения, 'описывающие переход от сферических КООРДИНaj 
к декартовым: 

и известное равенство 

Х = ,r sin О cos ,q>, 

у = t sin esin <р, 
z = r cos О, 

e±imq> = cos(m<p) ± i sin(m<p). 

Наиболее употребительные сферические гармоники, выражен
ные через декартовы координаты (с точностью до нормировочно
го множителя, общего' для фун:кций с одинаковым 1), приведень 
в табл. 7.1. 

7.3. Спин электрона 
Помимо орбитального момента, обусловленного ДБижение~ 

вокруг некоторого центра, электрон обладает еще собствеННЫl\1 
моментом количества движения - спином. Оператор спина для oд~ 

ного электрона будем обозначать s. Естественно, существуют так" 

~2 л ..... ,,... " / . >' 
же операторы S ,Sx,Sy, Sz. КоммугаЦИОННI>Iе соотношения для этих 

операторов такие же, как ДЩI операт2оров орбитэ:ль~{Ого момеНТа. А 2 
Собственное значение оператора S равно s(s +1)/i " где S = 1/2, 

. , .' А ·1'. ". 
а собственные значения оператора Sz -'- ms/i = ±..:../i . . Обозначим . 2 ' 

собственные фУНКЦЮr'оператора Sz как Хm.(СУ) , где ($ - спино
вая переменная,прИиимающая всего два значения + 1/2, -1/2. ЗfIа-
чения этйх функциЙ удобно записать в виде: " . 

Хl/2 (1/2) = 1, . 

Х-l/2 (1/2) = о, 

Х112 (-lj2) = О, 

Х-:-l/2(-1/2) = 1. 

Для более краткого I;Iаписания<'рУнкции XJj2 (1/2) и Х-l/2 (-1/2) 
обозначают симводами а. и ~ с указанием номера электрона; По
сколькУ спиновая переменная принимает дискретный ряд значе
ний, инте:грированиеiю эТой перемеН:нойзаменяется суммиро
ванием. Используем этот прием, чтобы псказа.ть ортогональность 

спиновых функций (Х И ~: 

.. cr=I/2 f (X~dcr -7 L Хl/2(СУ)Х-l/2(О') == 
, cr=-1/2 

= Хl/2(-1/2)Х-l/2 (-1/2) + Хl/2 (l/2)x-l/2 (I/2) = О, 
j , " 

так как в каждом произведении одна из функций равна АНУЛЮ ' 
Компактное обозначение собственных функций. оператора Sz, .со

ответствующих квантовым числам т., равным +1/2 и -1/2, буква
ми (Х и ~ в настоящее время общепринято. 

7.4. Общая теория момента количества движения 

Ранее был рассмотрен IyI:Омент импульса. оДНОЙ. ЧаСТИЦЫ, со
вершающей движение вокруг He~OTOpoгo выделенного центра. 
Выражения для оператора орбитального момента были полученvы 
исходя из записи операторов координаты и импульса и бьmи наи
дены собственные функции и собственные значения операторов 
А2 А 
1 и lz. К величинам, имеющим смысл и размерность момента 
импульса, относятся также оператор спина электрона, оператор 
полного Момента импульса электрона" paВl~oгo сум;меего орби-
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тального. и спинового моменто!?, а также орбиуальный и полны~ 
моменты системы частиц (например, электронов в атоме). Поэто.;; 
му желательно построить 09ЩУЮ квантовую теорию момента KO:d 
личества движения, которая охватила бы все перечисленные слу, 
чаи. При построенци та~ой теории исходным пунктом являютсЯ,j 
коммутационные сqоrнощения типа тех, KOTOPI;>Ie бьmи получень, 
для орбитального мом(шта электрона, а все рассмотрение прово: 
дится в базисе собственных функций операторов квадрата момен
та и его проекциц"k{а .ось z .. КонкреЧ-iЫЙ вцд этих функций обычц 
не задают, предполага:iP~ Лl1ui~:, чтоiони существуют. Такой обоб:. 
щенный момент импульса будем обозначать буквой j. Формуль 
для частных случаев, напримеРДЛ$l оператора спина, будем полу 
чать из обобщенных путем замены соответствующих символов (на. 

л2 л2 

пример, s вместо j ). 
Выпишем исходные коммytацiюнные соотношения: 

[}х, f y] = ilifz; [}и fx] = i1ily; [}у, fz] = ilifx· (7.10~ 

Поскольку таКие коммутационные соотношения бьmи испольJ 
зованыI при доказательстве того, что операторы проекций момеиg 

· .. 2 :,J 
та коммутируют с оператором 1 , ясно, что полученный резу.щ>q 
тат: справедлив и в самом общем случае: 

л2 Л л2 Л ";2 ·л· , 
[j, jx]=O; [j, jy]=O; [j, Jz]=O. (7.11~ 

Введем два новых оператора 
А '" ,.. ,.. л ,.. 

j+=jх+ЧуИ i_=jx-ijy . . '. , 

Для этих операторов получим коммутационные соотношения 

0+, fz] = [}х, }zl+ i r]y, }zJ= -ili}y + фli}х) = -IiОХ + i}y) =-li}+, 

[}_, }z] = [}х, }z]-ir]y, }z]"; -ih}y -фli}х) = IiОх -~y) =Ii}_., 

[}+,}J = Ох +i}y)Ox ~i}y)-Ox -i}y)(}x +i}y) = 
, .~ 2i(jy}x:'" }xly) = 2tz}z. 

, ,Л Л л2 '. 
ОчевИдно, что операторы j + и j _ коммутируют с оператором j . 

Введем т~перь собственнрi~ функции оператора } <. Будем: обо~ 
значатьих "'т иполагать, ЧТО ани соотвеТСl'вуюТРа:ЩЫМ проекццr4 

ям одного итого же вектора,} : 

"'. 
j z \jf 111 = т", т 

(здесь используется система единиц, в которой Ii = 1). 
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Подействуем на функцию "'т коммутатором [}+' }z] = -0+: 
• ,( I 

[}+,lz1\jfm = j+jz\jfm - jzj+\jfm = -f+\jfm. 
, 

Подействовав на функцию "'т оператором }z и перегруппиро
вав члены, полУчим 

}zO+\jfm) = (т + l)(}+\jfm), ' 

откуда следует, что функция, найденная в результате действия 

оператора } + на "'т, является собственной функцией оператора 

} , принадлежащей собственному значению (т + 1), и может от-z . 
личаться от "'т+ 1 лишь на некоторый множитель, который обо-
значим ат: 

. (7.12) 

Таким образом, действие оператора j+ на собственнyio функ
цию \Vm заключается в том, что он как бы поворачивает вектор 
момента импульса, увеличивая (повышая) его проекцию на еди
ницу. Этот, оператор называют оператором повышения. Действуя 
аналогичныIM образом, можно показать, что оператор nонuженuя 

f_, действуя ~a функцию "'т, переводит ее в функцию \jfm-l: 

} -Чl;т = bm\jfm-l: (7.13) 

Прои;зведение операторов j+j_ равно 

,.. л л ,.. л л ..... 2 .... 2 "л "Л 

j+j_ = их +иу)их -ijy) = jx + jy +i(jyjx - jxjy) = 
л2 л2 Л л2 л2 Л 

= j х + j у - i(ij <) = j х + j у + j <' 

откуда следует, что 

'л2 Л л2 

j == j+j- - jz + jz· 

Легко проверить, что 

л2 Л л2 

j =j-j++jz+jz· 

Приведенные формулы очень удобны при определении резуль
татов действия оператора квадрата момента на многоэлектронные 

волновые функции. 
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Операторы повышения ццонижения неэрмитовы. В этом легк( 
убедиться, рассмотрев ию:еграл 

f \jI~,] + \jI тd't = f \jI~' ~1 х + i J y)\jI тd't =и \jI~ 1 х \jI т·d't) * + i (J \jI~ 1 у \jI т,d't ) * : 
= (J \jI~ 1 х \jIт·d~ - i f \jI~ 1 у \jI т,d't ) * ~ (f \jI~ 1 _ \jI т,d't ) * . 

Полагая т' = т + 1, подучаем 

\.. ~,., ' , :. '. ~ . '-,' * 

J\jI~+! ?+W !1Jd~ =Рт = (J \jI~) _ ~ т+ld't) = Ь:I+!' 

Такимdбразом; 'уtтана~ливается С13язь между коэффициента
миатIf Ьт ·' В"дальнейшем' будем сqитать эти коэффициенты веще
ственными. 

Длина вектора ], очевидно, является конечной величиной. 
Обозначим максимальное значение' проекции этого вектора на 

л2 

ось Zxa.Kj, и, подействовщз оператором j на функцию \jIj' полу-
чим 

12\j1j =(1-1++1z+1~)\jIj = (j+P)\jIj =j(jf.l)\jIj' 

и снова введем в явном виде постоянную п;tанка 

л2 , 2 
j \jIj = j(] +1)n \jIj. 

Здесь учтено, что при действии оператора повышениЙ на функ
цию с максимальной проекцией получается нуль. 

, " v, . v л2 

Возьмем теперь диагональныи матричныи элемент оператора j : 

л2 л л л л2 

(j )т, т = j(j + 1) = (j-jJт, т + (jz)т, т + (jz)т, т = 

= I(}-)т,т'(}+)т',т +т+т2 =Ьт+!ат +т+т 2 • 
т' 

Поскольку Ьт + ! = ат, получаем выражение для квадрата коэф
фициента ат: 

a~ = j(j + 1) - т':':' т2 = (j + т)(j - т + 1) 
или 
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Аналогичная формула для I<оэффициен:тов Ьт имеет вИд 

Ьт = ~и + т)(j -т+ O~' 

Из э!их формул видно, что результат деЙСТВ~ft операторов по
вышения и понижения на функции, соответствуIбщие максималь
ной (т::: j) И минимальной (т = :"'}) проекциям М:0мента импуль
са на ось Z· автоматически получаетсяравн:ым нулю. ,,; 

, ' ," ;'-" ' 

7 .5. Сложение моментов .!, 

Сложение моментов в квантовой механике про водят следу:
ющим образом. Рассмотрим систему, состоящую из Nневзаим:о
действующих подсдстем. Пусть каждой из подсистем соот;ветству.,. 

л2 . . . ..,' 
ет свой 'оператор ji (i = 1, 2, ... , И)'с собственными значениями 
j!(j! + 1), j2(j2 + 1), ... , jN(jN + l).,Будем счиtать, что для каждой 
подсистеМl>{сохраняется момент Имчульса.-Тоща.можно постро-
ить оператор' полного момента импульса Д1IЯ всей системы ' 

~, ' : ' . .. ,., ,', , .. 

1=1!+12+· •• +1N ., , 
И операторы проещий полного МОМЦIта на оси коqРДЩIaТ, на
пример на ось z: 

/Z ~ }z! +)z2+"'+ }ZN' 
Обозначим собственные значения введенных операторов J( J + i), 

М. Тогда проблему сложения моментов можно свести к решению 
следующих задач: 

• найти значения, которыемогутпринимать квантовые ч,исла J 
и М при заданных J!, jlJ . ... , jN, ln!, т2; ~ .. , тN,;' л2 ' 

• построить собственные функции оператора J, если извест
~2 

ны собственные функции операторов J i . 

Эти задачи сильно отличаются по уровню сложности. Посколь
ку проекция суммы векторов есть просто сумма их проекций, по
лучим 

м = т! + т2 + ... + тN' 

Для решения остальных задач используем следующий прием. 
Сумму векторов можно получить, складывая последовательно каж
дый раз TOJfbKO два вектора, сначaiIа первый со вторым, затем 

полученный вектор с третьим и т.д. Поэтому достаточно рассмот-
реть задачу о Сложении двух моментов. ' , 
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...... 2 \ 
Будем характеризоваТf"сорqтвенные ФУНКЦЩf 1 четырьмя чи', 

лами: 1, М, Л, j2' Квантовые числа j\, j2 необходимы только м 
того, чтобы указать, для ~аких состояний про водится сложен 
моментов. Кратность вырождения по квантовому числу М рав 

21 + 1. Из собств~ндых фуцкЦий; оператРРов'.Х и ]~ можно пр 
строить {2j! + 1)(2j2 +J)баЗИСНрIХ функций, которые для кратк. 
сти будем называть ~икрqGОСТОЯНИ~МИ, и которые отличаются зн 

чениями пар чисел т!, т2' Из этих (2j! + 1)(2Ь + 1) Функцийпут~ 
унитарн~го преобр~зован~я можно получить столько Ж~2 HOBЬ~, 

функции, которые уже будут'собственныIии функциями 1, пр " 
надлежащими допустимым собственным значениям этого опера 
тора.,""""'! 
'Определим возможНые' наб6ры' ква'нтовыIx чисел ml, тъ д' 
ющие в сумме соотвеТСТВУЮllще' значeiшя М (табл. 7.2). 

" Прежде чемприс+упить к рассмотрению табл. 7.2, сделаем з 
мечание. Чтобы MQ~HO ,было говорить о существовании состо" 
ния, характеризуемого некоторым кВантовым числом 1, необхо 
димо, чтобы существовало (21 + 1) функций, соответствующ" 
всем (21 + 1) возможным проекциям момента на ось Z. ИЗ таблиц' 
видно, что существует всего одно микросостояние с М == j\ + j', 
соответствующее максимально ВОЗМОЖНОЙ проекции полного м ' 
мента, а следоват:ельно максимально возможному значению J. Д~. 
J == jl + j2 - 1 существует два микросостояния, из которых оди 
в соответствии со сказанным выше, принадле)J(ИТ 1 = j! + j2, ТОГД1 
второе относится к J = j! + j2 - 1. При движении вниз по таблищ 
с уменьшением значения проекции М на единицу число состоя1 
ний будет увеличиваться ,на едИl:lИЦУ, но этq, очевидно, буде1 
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\,j 
• Таблица 7:,~ 

Наборы квантовых чисел rпl, mz, дающие в сумме зкачекие м: 

m1, m2 М. Число микросостояний 

jl Ь jl + j2 
" 

1 , ! 

j\ j2 - 1 

jl + j2 - 1 2 
) 

,,1 

jt -1 j2 

Л -1 Ь-l 

Л j2 - 2 Л+j2- 2 3 
" 

jl-2 Ь 

... 

продолжаться до тех пор, пока появление НОВЫХ'l3наqjtИ!.~ •• 
нет неВОЗМQЖНЫМ. Определить наименьшее В(Jlз'М,о~~с;)е,~Iti811111111 
квантовогО числа1 можно, например, следующИМ '. 
собом. Из замечания, приведенного выше, следует, что lVJ'LnllO'" 

ЧИСЛО микросостояний должно быть равно 

J(max) L. (2J + 1)= Иl + j2)Ul + j2 + 1)-
J(min) li,~r 

_ J(min)(J (min)- 1)+ И\ + j2 - J (min)+ 1). " , !~~1'\1,1(: 

В то же время это число равно (2jl + 1)(2j2 +1), что IiQ1B6~#tt 
сразу получить решение: J(min) = \jl - ь\· Физический СМ~IСЛ,j9IfО~ 
результата очевиден: при сложении двух векторов длина реЗУ,»;N- I 

тирующего вектора будет наименьшей, если векторы напраВi/'t~tt~ ,'" 
в противопо,ложные стороны. Таким образом, мы приходим ~!9". ' 
дующему правилу: при сложении двух моментов, которые xao]J~Wr . 
теризуются квантовыМИ числами)), j2, квантовое число J ПР€J.&ег 
гает следующИЙ ряд значений 

(7.141) . 
; !. ~ 1 

" :, 'п 
~2 ". 

7 .6~ Построение собствеАных функций оператора J .. " , 
, ,'. '.1, ''.\ 

Обрати~ся теперь к задаче о построении собственных функци* ' 1: 
оператора квадрата полного момента системы, которая состои1t 
из двух подсистем, при этом каждая подсистема характеризуется 

л2 б 
собственным оператором j/ (i = 1, 2). Обозначим со ственные 

функции этих операторов «>j11nJ и «>j2m2 (т):::: -jl' -л + 1, ... ,j); ~2 = 
:::: -j2' -j2 + 1, ... , j2)' Из этих функций МОЖНО построить (2Jl + 
+ 1)(2j2 + 1) функций-произведений «>лm1«>NII2' каждое из которых 

является собственной функцией оператора J z: 

lz«>лm1«>ьm2 :::: (}z) + }z2)«>jlm;«>J2m2 == (}Z)«>jJml )«>J2m2 + «>Jlm1 (}z2«>Jzmz) == 

:::: (щ + т2)«> J1m1 «> J2m2 . 

Набор функций {«> Лm1 «>12"'2} ортонормирован. Путем унитарного 
преобразования можно перейти к новому набору (2jl + 1)(2Ь + J) 
функций, которые будут собственными функциями оператора J: 

ФJМ :::: L.L(j\ j2 т) т2!J М)«>Jlmlq>ьm2' 
ml mz 
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Коэффициенты иl j2 тl о т2 I J М) н:азывают коэффициентами 
Клебша- Гордона. КоэффидиентыКлебша"'- Гордона строго рав'
ны нулю, ,если не выполняются следующие условия: 

, ' ' 

М =~l, + 1712;,М - j~l;s;l-:;, А +J2· 

7.7. Спиновь.~о функции. Ди~грамма ветвления 

Рассмотрим так называемую диаграмиу ветвления, наглядно 
представляющую последов~тельное слО)кен:ие спинов электронов 

(рис. 7.1). , , 
Начнем рассмотрение со спиновых функций одного электро

на, которые бьmи определены ранее. Напомним, что спиновые 
,,' ",1 

функции, соответствующие состоянию электрона с проекцией: 
спина tпs =1/2 и -'-1/2 обозначают как а и '~, соответственно. Для 
одногоэлектрона квантовое число s = 1/2, что изображается край':; 
ш~й левой точкой на диаграмме. ' 

Для двух электронов согласно правилу (7.14) квантовое число.! 
S может принимать значения О и 1, что изображается двумя точ-,! 
ками на диаграмме. Спиновые свойства двухэлектронных систеМ 
играют чрезвычайн() важную роль в теории химической связи,' 

поэтому остановимся на них подробнее. " 
Построим прежде вс,его возможные лроизведения q> Лml q> ьmz, ' 

которые в данном случае имеют вид 
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s 
2,5 

2,0 

1,5 

1,0 

0,5 

а(1)а(2) (Ms = +1); 

a(I)~(2)(Ms= О); 

~(I)a(2) (Ms = О); 

~(1)~(2) (Ms = -1). 

2 3 4 
Число электронов 

Рис. 7.1. Диаграмма ветвления 

~ 

(7.15)" 

5 

Следовательно, должно быть всего четыре функции, которые 
~2 

будут собствеННЫМl1 ФУНКЦИЯМI1 операторц S . Начать построе-
ние этих функций проще всего с состояния с Ms = + 1, для кото-
рого имеется единственный вариант (СМ. табл. 7.2): ' 

81,1(1, 2) = a(1)a(2). (7.16) 

Здесь в скобках указаны номера электронов, от координат 
которых зависят соответствующие одноэлектронные спи но вые 

функции. Подействовав на 81 1 (1, 2) оператором П0нижения 
S_ = Sl_ + S2-, получим функцию 

S_8 I,I(1, 2) = S_a(l)a(2) = (Sl_ + S2_)a (l)а (2) == 

= (sl_a(I»a (2) + а (1) (S2_a (2» = ~(I)a(2) + a(1)~(2). 

Однако согласно формуле (7.13) имеем 

откуда следует 

81, О (1, 2) = .1 [a(I)~(2) + ~(1)a(1);' '" (7.17) 

Функцию 8.1 -1(1, 2) для состояния с квантовым числом Ms =-1 
можно получить, действуя оператором понижения на функцию 
(7.17), или можно взять единственную такую функцию из четырех 
функций-про изведений (7.15): 

81, -1 (1, 2) :::: ~(1)~(2). 

Функцию для S = О, 80; 0(1, 2) легко получить, используя то 
обстоятельство, что 80,0(1, 2) должна быть ортorональна 81,0(1, 2): 

1 
80,0(1, 2) = .J2 [а(1)Щ2) - ~(I)a(I)]. 

В табл. 7.3 приведеныспиновые функции для двухэлектронной 
системы. 

Величина (2S + 1) показывает кратность вырождения для состо
яний с квантовым числом S; как известно, она совпадает с числом 
состояний с разными проекциями спина на ось Z. В применении К 
спиновому моменту это число' называют мультиnлетность1О. ДЛЯ 
S= О мультиплетность равна единице, .такие состояния называют 
сuнглетНblми. Состояния с S = 1 (мультиhлетность равна трем) на-
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Таблица 7, 

Спиновые ФунКции Для ДвухэлекТронной i системы 

s Ms 8 s ,Ms(1,2) 

1 
О О 00,0(1, 2) = .J2 [а(1)Р(2) - p(l)a(l)] 

+I 01,1(1, 2) = a(l)a(2) 

1 О 
- 1 • 

01,0(1,2) = .J2 [a(l)p(2) + p(1)a(I)]~ 

-1 01, -1 (1, 2) = P(1)j3(2) 

зывают трunлетнымu. Как и должно быть, все функции представ 
ляют собой линейные комбинации четырех функций (7.15). 

Для трех электронов также возможны два значения квантовоr<. 
числа S: 3/2 и 1/2. Начиная построение функций с Ms = 3/2 (!Свар; 
memНl~le состояния) получаем . 

6Зf2, 3{2 = а(l)а(2)а(З) 

и далее, действуя на 83/2,3/2 оператором понижения, имеем 

1 
83/2,1/2 = 13 [а (l)a (2)Р (3) + a(l)p (2)а(3) + p(1)a(2)a(3)]. 

Теперь можно перейти к построению функции с Ms = 1/2 (дуб
летное состояние). Как и ранее, эту функцию можно получить, 

если использовать условие ортогональности 83/2,1/2 И 81/2,1/2' Ока
зывается, однако, что можно построить не одну, а две такие функ
ции: 

1 
81/2,1/2,1 = ~ [2а(l)а(2)Р(З) - а(l)Р(2)а (3) - Р(1)а(2)а(3)] (7.18) 

и 

1 
81/2,1/2,2 = .J2 [a(1)p(2)a(3) - Р(I)а(2)а(3)], (7.19) 

Легко проверить, что обе функции принадлежат одному и тому 
~2 

же собственному значению оператора S , равному 1/2(1/2 + 1) = 
= 3/4: 
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. J/ 81/2, 1/2,1 = (8-8+ + s z + 8;). ~ [2а(l)а(2)Р(З) - а(I)Р (2)а(З) -

_ p(1)a(2)a(3)] = 8- { ~ [2O:(I)a(2)a~~) '- 'a(1)a(2)a(3) -

_ а(l)а(2)а(З)] } + ~ ~ [2O:(I)a(2)P(3)-О:(1~~ (7)а(3) -

_ p(1)a(2)a(3)] + .!. _1 [2а(l)а(2)Р(3) - a(l)p (2)а(3) -
4~ 

_ Р(I)а(2)а(3)] = ~ ~ [2а(l)а(2)Р(3) - a(l)p (2)а(3) -
4,,6 

-Р(I)а(2)а(3)] = ~(~ + 1 )~ [2а(l)а(2)Р (3)-

-а(I)Р(2)а(3) - Р(I)а(2)а(3)], 

J/81/2, 1/2, 2 = (8-8+ + .sz+8;) ~[а(1)Р(2)а(з)-

_р (1),,(2),,(3)] = s с { ~ [,,(I)Щ2Д(3)- "(1)"(2)a(3)! + 

+.!. _1 [а(I)Р(2)а(З) - p(1)a(2)a(3)] + 
2J2 . 

+.!._l [a(1)p(2)a(3) - P(1)ci(2)a(3)] = 
4.J2; 

= ~.!.[а(1)Р(2)а(З) - p(1)a(2)a(3)] = 
42 

= .!. ( . .!. + 11.!. [a(1)p(2)a(3)- Р(I)а(2)а(3)]. 
212 )2 

понять происхождение двух разных функций с одним и тем же 
.. м - 1/2 можно если проанализировать их 

квантовым числом s - . . ' 
структуру. функция 

81/2, 1/2, 2 = ~ [а(1)Р(2)а(З) - Р(I)а(2)а(З)], 

как легко видеть, может быть получена из синглетно~ функции 
для первых двух электроноВ, если добавить к НИМ третии электрон 
с проекцией спин~ + 1/2: 

81/2,1/2,2 = .1 [а(1)Р(2) - Р(I)а(2)]а(3). 
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Число электронов 

Рис. 7.2. Пути 1-3 вдоль диаграм-i 
мы ветвления для трехэлектронной: 

системы 

Более сложным образом строится функция 

1 
01/2,1/2,2 = J6 [2a(l)a(2)~(3) - a(I)~(2)a(3) - ~(I)a(2)a(3)]. 

Первый член COOTBe'FCTByeT тому, что к триплетной функции с 
Ms = 3/2 для первых двух электронов присоединяется функция 
~(3), что понижает значение проекции до +1/2. Второй и третий 
члены соответствуют добавлению третьего электрона с проекци
ей спина +1/2 к триплетной двухэлектронной функции с Ms = 1/2. 
Таким образом,. функция 01/2; 1/2, 1 генетI1чески связана с трип

летным состоянием первой пары электронов, а 81/2, 1/2, 2 - С их 

синглетным состоянием. Таким образом, два состояния 81/2, 1/2, 1 И 

81/2, 1/2, 2, отличаются схемой спиновой связи, или схемой сложе
ния спинов. Сказанное легко ,проследить с помощью диаграммы 
ветвления (рис. 7.2). Точка S = 1/2 для трех электронов связана с 
двумя разными точками (S = О, S = 1) на вертикальной линии, 
соответствующей N = 2. Таким образом, к точке с S = 1/2 для 
N = 3 можно прийти двумя путями (l и 2), а к точке с S = 3/2 
ведет всего ОДИН путь О). . 

. Этот жерезулътат'м~жно получить и более формальным обра
зом, используя коэффициенты Клебша- Гордона. 

В данном случае коэффициент (Л J2 Щ m21 J, М) записываем в 
виде 

S+- - М-- -S М ( 
1 1 1 11 ) 
2 2 '" 2 2 ,,' 

Спиновая N-электронная функция конструируется путем до
бавления на каждом этапе одной одноэлектронной спиновой фун
Kции согласно следующей схеме: 
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0N = (s +1. 1. м _1. .!.\S м ~8, N~i ,1' a(N) + 
s, М, k 2 2 2 2 ,) s+2:' M~2:' k.. . 

( 
1 1 1 I\SMj0N~I' ,~(N)" + s+ - - м + -- - ,1 1 '1"" ' 2 22 2 S+2,M~,k " . ' 

',' 
(k = 1, 2, ... , jN-/), 

s+-
2 

~N =(s-.!. 1. м -1. .!.,\s м 18N-i 1 a(N)+ 
0 s, М, k 2 2 2 2 ) s-'2' М2, k ' 

(
S -1. 1. м +1 _.!.\s м 10N-t" 1 ~(N) . 

+ 2 2 2 2 ) s -"2' м +2:' k 

(k = 1,2, ... ,jN-n· 
s-2: 

В рассматриваемом случае коэффициенты Клебша- Гордона 
шеют достаточно простi:>йвид:' " , , . 

( 

1 1 1 1\ I S,-ft{ +1 
S -+' '2 '2 м - '2 '2 s М) = - 2S + 2 ' 

(
" 1 1 1 1\ '1 S + м +1 
S +"2 "2 м +"2 - '2 s м ) = 2S + 2 

(s-Нм-НlSМ) " vS ;}< 
(s-H M+i -i\SМ)" ~S;:. 

(7.20) 

Пользуясь этими коэффициентами, можно последовательно по
строить спиновые функции для прои~вольного числа электронов. 

7.8. Сложение орбитального и спинового ~OMeНТOB. 
электрона. Спин-орбитальное взаимодеиствие , 

Электрон обладает одновременно как орбитальным момен= 
том характеризуемым квантовым числом 1, так и спином (кван 
TOB~e число s ~ 1/2). Введем оперю:ор полного момента эдектрояа 

] = 1 + s. Квантовое число J может принимать всего два значения: 
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j = 1 ± 1/2. В случае если электрон находится в S-СОСТОянии (1 = О) 
полный момент просто совпадает со спиновым j = 1/2. Ранее мь 
ИСходили из того, что взаимодействие между моментами отсуг::
Ствует или мало. ТакоеriрИближение вполне оправдывает себя 
Случае атомов легких элементов, однако для тяжелых элементоIi 
необходимо учесть наличие' сnиFf-орбиmального взаимодействия, 
оператор которого ДЛЯ одного электрона Н so имеет вид 

Hso ~ ~]; ~ ~(i.s. + i ,s, + i,s,) ~ ~Ы <i.s- + i_S.) + i,s, J 
где ~ - KOHCTam<l спин-орбитального взаимодействия, которая! 
для электрона в центральном поле с потенциалом V(r) равна :; 

, i 

~2 Найдем собственные функции оператора 1; Помимо этого~, 
рассматривая СПин-орбитальное взаимодействие как возмущение.,. 
определим поправки к энергии электрона. 

В качестве примера рассмотрим р-электрон в аТоме. Предвари
тельно построим матрццу оператора Hso в базисе функций Рта 
(а = а, 13)· Из формул (7.12), (7.13) следует, что для любого т 
имеем '±Рт = .лРт±l' Подеiiствуем, например, оператором Hso на Функцию Р-lа: 

откуда 

Действуя таким образом, ,МОЖНО построить все искомые мат
РИчные элементы (табл. 7.4). Как видно, матрица оператора Hso 
разбивается на четыре независимых блока, каждый из которых со
ответствует опрер:еленному значеfIИЮ квантового 'ЧИСла Ц = т + m

s
' 

Решая соответствующие веКОвые уравнения, Получаем следующие 
поправки к энергии: для j = 3/2 поправка +O,5~, дЛЯ j = 1/2 по
правка -.;. 
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Матричные элементы оператора спин-орбитальн~rо 1I:.заи~~дейёТвич: 
ДЛЯ р-электрона , , , 

I N~> 1 I р\р) I I Росд I I PoJ3> 1 I р \а) 1 I P-I~> 
Функuия Ц Ц 

3/2 1/2 1/2 -1/2 -1/2 -3/2 

.!.~ О о о о о I Ptfx) 3/2 
2 

О 1 -Л~ о о о I P1P) 1/2 --~ 
2 2 , 

О -Л~ о о о о I роа} 1/2 
2 

О О О О J2~ о I РоР) -1/2 
2 

О О J2~ 1 О -1/2 О 
--~ I р_\а) 

2 2 

-3/2 О О О О О .!.~ I р lP) 
2 

Контрольные заданИЯ 

1. Для трех матриц Паули: 0\ = (~~]. 02 = (~-;) Оз = (~_01) устано-
• 1 

вите коммутационные соотношения между операторами S; = 2"0j; срав-

нк~~~~~~~е~;:~еэ~~~~;~:::г~ ;:е~~;:VТ:~~~~~~I~~с~~~~~~Ш:а;:~:: 
~2 

ноэлеКТРQННОГО оператора S • 

2 Подействуйте оператором 1+ на функцию Уз,2(в, <р). 
. 1 и 1 постройте матрицы 3. Используя формулы для операторов + _, 

операторов lx и lу ДЛЯ 1 = 1. 
.2 , Т 

4 Докажите что операторы 1 и 1+ коммутирую . 
5: Частица c~ спином 1/2 находится в состоянии, описываемом в мат-

ричной форме как (~)- Определите вид этой функции в системе коор
I наr<лонена к предыдущей под углом в. динат, в которой ось Z Клебша-Гордона (уравнения (7.20)), 

6 Пользуясь коэффициентами (S _ 1/2 
. ) системы из трех электронов - , постройте спиновые функции: а для = О) , '. 

Ms = 1/2); б) для системы из четырех элек~онов (S . 



Глава 8 

ДВИЖЕНИЕ . .Ц ЦЕНТРАЛЬНОМ ПОЛЕ. 
АТОМ ВОДОРОДА 

, " фi 

Атом водорода и водородо б I 
тиц: атомного ядра Иэлект подо ные I;I0H!,I СОСтоят ИЗ двух чаСj 

рона, взаимодеиствие между кото t 
ми описывается потенциалом' V(/- _/). . Pы~. 
расстояния Как и в кл lj - '2 , зависящим только о'· 

. ассической м' .' 
ся к задаче о движении Частицы iз це еханике, такая задача сводит~ 

В классической механике нтрально-симметричном пол~J 
записаfIа в виде • кинетическая энергия может бытq 

и вектор центра инерции 

R = mll1 +т2~ 
тl +т2 ' 

Получим выражение для кин'ет u 

менные: ическои энергии через новые пере-

где 

М=т1 +т2; т= ,т/т2 
тl +т2· 

Переходя к операторам, получаем выражение для гам~ьтониана 
-- _ п2 п2 

Н - -шдя - 2т дГ + V(r). 

Волновую функцию можно п 
функций Ф(Я r.) = х(д) (-) редставить как ПРОизведение двух 

1, 2 \jI r , первая из которых Описывает дви-
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жение центра инерции (свободное движение частицы с эффек
тивной массой М), вторая - движение частицы массой т в 
центральном поле V(r). Последнюю задачу мы и будем рассмат
ривать. В случае если атом или ион одноэлектронный, то потен
циал V(r) является кулоновским. Вслучаемногоэлектронных ато
мов принимают, что движение каждого электрона происходит в 

поле ядра и остальных электронов, последние создают потенци

ал, который также сферически симметричен. 
В сферических координатах оператор кинетической энергии 

записываем следующим образом: 

п2 [1 д ( 2 д ) . 1 д (. д ) 1 д2 ] 
- 2т ~ дг r дг + sin е де SlП е де + sin2 е д<р2 = 

112 1 д ( д)' 12 
= - 2т ~ дг ,

2 
дг + 2тг2 • 

Запишем уравнение Шрёдингера для стационарных состояний 
в сферических координатах, используя выражение для оператора 
кинетической энергии, включающее квадрат момента импульса: 

~2 

п2 1 д ( 2 a'Jf) 1 \jf ---- r -. +--+V(Г)\jf=ЕIjI. 
2т , 2 дг дг 2тг2 

(8.1) 

~2 

Поскольку операторы 1 и lz коммутируютдруг С другом И с 
гамильтонианом 

л2 

-- п2 1 д ( 2 д ) 1 Н=---- r - +--+V(r), 
2т , 2 дг дг 2тг2 

эти три оператора должны иметь общую систему собственных 
л2 А 

функций, которые для операторов 1 и lz уже бьmи получены 
ранее (см. гл. 7). Это дает возможность записать функцию \jf в виде 

\jI(r, е, <р) = R(r)Yim(e, <р). (8.2) 
Поскольку 

то для радиальной функции R(r). получаем уравнение 

(8.3) 
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Вид волновой функции (8.2) определяется исключительно сф~ 
рической симметрией поля, действующего на частицу, и не зав 
сит от конкретного вида. потенциала Y(r). Это дает возможное 
классифицировать состояния элекrрона по квантовым числам I,'~ 
не только Б случае одноэлектронных атомов и ионов, но и в сл~ 
чае электронов в многоэлектронных атомах, для которых предп~ 
лагается, что движение электронов происходит в сферически сиМ! 
метричном поле. ...' ',~ 

Для одноэлектронных систем потенциал V(r) - кулоновскиЙ 
и уравнение (8.3) приобретает вид 1 

~~(г2 dR)_. l(l +l)R + .2т [Е + Ze
2

]R = О (84 
~2 dr аг· г2 п2 r ' .. i , 

где е - заряд электрона; Z - заряд ядра в единицах заряда элек; 
трона. 

Введем HOBbJe безразмерные переменные 

r EO{J 
р =-; е==-2-' 

O{J е 

где 

е2 I 

Величины ао и - имеют размерность ДЛИНЫ' и энергии соот], 
ао ,:\ 

ветственно. Уравнение (8.4) принимает вид : 

.l~(p2dR)_I(l + 1) R + 2(Е + Z)R = О. (8.5) 
р2 dp dp . р2 Р 

Для отрицательных значений энергии решение уравнения (8.5),' 
конечное при всех р, удовлетворяет условию .нормировки и вы:

глядит следующим образом: 

Rn,(p) = Nn,p'e-Zp/ n Ц~+i(2Zрjn). 

Здесь n - целое число,равное 1,2, ... ; Nn, - нормировочный 
множитель: 

N nl == [(2Zjn)2/+3(n -1-1) !j(n + 1) JЗ 2n]1/2, 

Ц~il(2Zрjn) - присоединенные полиномы Лагерра: 
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Собственные значения оператора энергии равны 

или 

Z4 
Е" = - 2n2 ' 

Z2e4m 1 
E/I=-~n2' 

(8.6) 

Переменную р хотя она и является безразмерной величиНОЙ, 
обычно рассматр~вают как длину, выраженную в aToMH~IX едини-

цах длины, O{J == п22 == 0,529177 А. Точно так же велич:ину Е" рас
сматривают как ::ергию, выраженную в соответствуюiц~х атом
ных единицах; атомная единица энергии (Х~ртри) равна 

е4т е2 

1 а.е'=-2 =-=27,211 эВ. 
Ii ао 

Радиальнь~е ,функции нормиррваны к единице: 
, \ 

00 

J Rn,(r)r
2dr == 1. 

о 

радиальныle функции с разными, n ортщональныI. . .. , им 
Наконец,' полная функция 'If(r, в, <р) выглядит СЛ~ДУI9Щ 

образом: 

'If~l(r, в, <р) == N"/p1e-ZP / n Ц';/(2Zр j n)l/m(e, <р): (8.7) 

Функции (8.7) также нормированы на едиНИЦУ. Приведем вид 
радиальных ФУНКЦИЙ дляn == 1, 2, 3:· . . 
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R 
2,0 

4 6 г, а.е. 

Рис.·8.1. Радиальная часть функции 1s атома водорода 
) 

Напомним; что квантовое число n называют главным, l - ази-: 
мут;щьн:.Ьщ и т - магнищым. При фиксир<;шанном значении 11, 

кE:iHToBoe число l мецяется в предмах 1 = О, 1, 2, ... , n -:- 1. Состо-)' 
яние с энергией Еn БыIожденоo n2::кратно. Это составляет особен-' 
ность атома водорода и ВОДОРОдоподобных ионов. Состояния элек- ' 
трона в атоме принято обозначать латинскими буквами s, р, d, j ... : 
для 1 = О, 1, 2, 3, ... соответственно. ' 

Радиальная компонента атомной функции ls везде положи- •• 
тельная (рис. 8.1); функция 2s имеет узел при Г= 2 а.е. (рис. 8.2). ; 
Это обеспечивает ортогональность функций 1s и 2s: интеграл от ; 
их произведения при r < 2 а. е .. положителен, а при r > 2 а. е. _ ( 
отрицателен. Этому же Служит и увеличение числа узлов при уве
личении главного квантового числ~ (рис. 8.3). Функция R

2p
(r) по- . 

ло~теЛЬJra при всех ЗЮjчениях Г;ОРТОГОНЩIЫI6сть 2р- и 2s-функ
ции обеспечивается за счет ОРтогональности их угловых частей. 

Перечислим некоторые закономерности, которые можно по
лучить из анализа эцrх графцков. 

1. Число узлов nг.на кривых R(r) равно nг = 11 - Е- 1. 
2. При r = О s-функции имеют отличное от нуля значение, все 

остальные функции в этой точке равны нулю; . 
3. При r -'t 00 функции R(r) аСимптотически стремятся к нулю. 

о 2 4 . 6 8 10 12 г, а. е. 
Рис. 8.2. Радиальная часть функций 1s(1), 2s (2), 2р (3) атома водорода 
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R 

1 
0,10 

о 5 

Рис. 8.3. Радиальная часть функций 3s (1), 3р (2), 3d (3) атома водорода 

Приведенные правила определяют вид функций Щг) не ТОЛ.Ь
ко для атома водорода и водородоподобных ионов, НО И для лю
бых в том числе многоэлектронных атомов. Разумеется, эти пра
вила не позволяют определить количественные характеристики 

радиальных функций (значение при г = О, положение узлов и 
максимумов), но они чрезвычайно полезны для понимания пове
дения атомных волновых функц~й в молекулярных vсистемах. 

Обратимся теперь к распределеtIию электроннои плотности в 
атомах. Вероятность найти электрон,В элементарном объе~е вбли
зи точки (г, в, <р) определяется квадратом модуля волновои функ
ции 

Проинтегрировав полученное выражение по углам в и <р, полу
чим вероятность нахождения электрона в .сферическом слое ради
уса г и толщиной dr: 

dw(r) = R;/r)r2dr = Pn~(r)dr. 

Здесь введена новая функция PnZ(r) = Rn/(r)r. Эти функции для 
ls, 2s, 2р, .зs, 3р, 3d электронов изображены на рис. 8.4, 8.5. Ха
рактерная черта всех функций PnZ<r) - наличие нескольких ма
лых максимумов в области вблизи ядра (число которых определя
ется узловой структурой радиальной ч~сти) и одного большог~ 
максимума положение которого может служить характеристикои 
«размеров»' атомных волновых функций. С увеличением главного 
квантового числа положение главного максимума сдвигается в сто

рону больших значений г. Причину нетрудно понять: все радиаль
ные функции содержат множитель e-Zr/ n, при увеличении n экспо
нента медленно уменьшается с ростом г: функция становится более 
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0,6 

0,1 

о 5 10 15 г, а. е. 

Рис. 8.4.Рад~~ъная зависимость г2Щг)2дЛЯ функций 1s (1), 2s (2), 2р (.~j 
атома водорода 

г2 Р"7 
0,12 

0,10 

0,08 

0,06 

0,04 

0,02 

О 

О 5 10 15 20 25 г, а.е. 

Рис. 8.5. Радиальная зависимость г2 Щг)2 для функций Зs (1), 3р (2), 3d (3) i 
атома водорода 

диффузной, Наоборот, при фиксированном значении n функция 
ПРI;l увеличении заряда ядра стаНовится все более сжатой. . 

Контр~льные задания 

_:. ( 1) 1. Выполните нормировку функции е 2 1 - 2: r . 

1 ..!. (. 1 ) 2. Проверьт{: ортогональностъ функций .J2 е 2 .1- 2" r ; 2е-Г• 
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3 Изобразите радиальные функции атомНЫХ орБИТал:й Is, 2s, зs:.;s. 
4: Как связана энергия атомной орбитали с ее узловои структурои~ 
5. Вычислите среднее значение потенциальной энергии (v(r) == --;: ) 

1 _ 
для функций 2е-Г; 2Jб е г/2г. 



Глава 9 

ПРИБЛИЖЕННЫЕ МЕТОДЫ КВАНТОВОЙ 
, '. 

МЕХАНИКИ 

Чрезвычайная сложность решений уравнения Шрёдингера для 
атомов, молекул и кристаллов вынуждает обратиться к использо.;.i 
ванию приближенных методов расчета. Наиболее общими являют..;; 
ся два подхода - вариационный метод и теория Возмущений. . 

вариациошIыlй метод. Пусть для системы задан оператор Гамиль-
тона, имеющий только дискретный спектр: ' 

(9.1) 
Обозначим энергию основного состояния (состояния с наи

меньшей энергией) Ео . Среднее значение энергии для системы 
v , 

состояние которои описывается ПРОизвольной нормированной 
функцией '1' (называемой обычно пробной функцией), 

Е = Е('У) = f'P* H'Yd't, (9.2) 

изменяется при изменении (варьировании) функции, входящей: 

в интеграл. Поэтому можно сказать, что Е = Е('Р) - это функ-, 
ция ОТ функции, или фУНТЩUОНал (в данном случае функционал 
полной энергии). 

Разложим пробную функцию '1' в ряд по собственным функци-
ям оператора Гамильтона . 

Тогда 

Е('У) = IJn/2 Еn ~ Ilcn /
2
Eo = EoI/cnl2 = Ео 

ППП 
или 

Е('Р) ~ Ео . (9.3) 

Таким образом, функционал полной энергии имеет нижнюю 
границу, совпадающую с точной энергией основного состояния 
системы. В формуле (9.3) знак равенства реализуется только в том 
случае, если функция '1' совпадает с функцией основного состоя-
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ния системы <1'0, при этом значение функционала полной энергии 
достигает минимального значения. Отсюда следует, что задачу 
решения уравненияШрёдингера (9.1) можно свести к задаче поис
ка таком функции'Р, которая соответствует минимуму функцио
нала Е('Р). 

Очевидно, что поиск этого минимума желательно проводить 
систематическим образом, используя при этом аналогию с пове
дением обычной функции вблизи ее минимума. Требование ра
венства нулю производной в точке минимума означает, ЧТО В об
ласти минимума функция при изменении ее аргументов меняется 
лишь незначительно. Поэтому можно ввести понятие вариации 
функционала оЕ('Р) и сформулировать задачу следующим обра
зом: вариация сЕ('Р) должна обращаться в нуль: 

сЕ(Р) = о 

для всех допустимых вариаций 0'Р (т. е. приращений, изменений) 
функции 'Р. Под допустимыми понимают те вариации, при кото-
рых сохраняется нормировка функции 'Р. . 

Вариациифункционала полной энергии' связаны с вариация
ми пробной функции о'Р СfIедующим образом. Заменим в выраже-
нии для функционала ' , , 

Е = Е('У} = J'Y* H\Pd't. 

функцию 'Р на 'Р ~o'P и будем riонимать под вариацией фуНкци
онала оЕ разность полученных выражений, в которой сохраним 
только члены, линейные по с'Р: 

сЕ = J ('Р + 0'1')* jj ('Р + o'P)d't -' J 'Р* H'P~~ = J 'Р* H'Pd't + 

+! о'Р* H'Pd't + J 'Р* Hc'Pd't + J 8'Р* H8'Pd1: - J ЧJ* H'P.d't "" 

";' J 'Р* Ho'Pd1: + J 8'Р* H'Pd1:. 

Учитывая эрмитовость оператора Гамильтона, получим 

оЕ = f 8ЧJ* H'Pd1: + (J 0'1'* H'Pd1:) * 

Варьируя как '1'*, так и '1', получаем сумму вьipажении, взаим
но комплексно сопряженных, поэтому можно ограничиться варьи..: 
рованием только функции '1'*. ' 

Для того чтобы учесть условие сохранения нормировки проб
ной функции, используем метод неопределенных множителей 
Лагранжа (см. прил. 1), т. е. будем варьировать функционал 
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Варьируя функцию '1'* и приравнивая полученную вариаци~ 
функционала Е' нулю, получаем .. ~ 

оЕ'('Р) = 1 o'f'* Нwd't - Е J o'P*'Pd't = J 0'1'* (Н - E)'Pd't = о. (9.4:; 
, }j 

При произво./IЬНОЙ вариации функции 'r* равенство нулю и~ 
-Тегралав ураЩ1еlIИ:И (9.4),9удет обеспечено, если равен нулщ 
множитель п])и ФЧf* :в поДыНТегральном выражении: ~ 

'1 
(н-- Е)'Р = о. (9.j)j 

Таким образом, пользуясь вариационным методом, мы полу;! 
чили уравнение Шрёдингера для стационарного состояния. Ещ~ 
раз отметим, что ва:рьирование функции '1' не дает ничего HOBOroi 

оЕ'('Р) = f '1'* Ho'Pd't - Е J 'P*o'Pd't ,;, J'P*(H - E)o'Pd't = 

= (J O'P~(H - E)'Pd't)* = о, 

и снова приходим к уравнению Шрёдингера (9.5). 
ЛШlейный вариациOlПlЫЙ метод (метод Ритца). Представим проб~ 

ную ФУНКЦИI9 в функциональной форме, содержащей HeKOTopЬH~ 
числовые параметры, например: ~ 

'1' = с,е-а\х + C2e-а2Х, 

где Сl, С2 ~лин(!йные параметры; аl, а2 ~ нелинейные параметры. 
Подставив функцию '1' в выражение для функционала полной 

энергии, представим. функционал в виде обычной функции ЛС1' 
С2, аl, (2) от этих четырех параметров, а минимум функционала 
будем искать, дифференцируя ЛС1' С2, аl, (2) по параметрам и 
приравнивая полученные производные нулю: 

д! = о, д! = о, д! = о, д! = о. 
дС1 дС2 да1 ,да2 

~сли Функционалl;>ная форма для проб ной функции выбрана 
удачно, то, найдя минимум функционала полной энергии, мож;:-, 
но ПОJ!:УЧИТЬ точное решение уравнения Шрёдингерадля основ-' 
ного ,состояния..! 

Варьирование нелинейных параметров обычно представляет, 
собой достаточно сложную задачу, поэтому на практике наиболь~ 
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шее распространение получил метод, в котором варьируют толь
ко линейные параметрЫ, ~ линейный вариационный метод, или 
метод Ритца. 

Если волновая функция представлена в виде разложения в ряд 

по базисным функциям Xi: 

м 

'1' = LCiXi, 
i=1 

то функционал ЫОЛlюй энергии будет представлять собоj1. квадра
тичную форму вида 

Метод поиска минимума таких форм с учетом дополнительных 
условий paccMO'FpeH в iIриложении. Здесь мы вернемся к рассмот
рению этой задачи, учитывая то, что в практике расчетов обычно 
используют базисные наборы из фУНКЦИЙ,· которые не являются 
ортогональными (хотя условие нормировки сохраняется). Введем 
для базисныIx функц,и:й интегралы неортогональности, или интег-

ралы nере"рыванuя Sij: 

Sij = f X7X j d't. 

Тогда ФУНКЦИQНал полной энерtиис учетом ДQПОЛНИТел~н~го 
условия нормировКи пробной функции будет иметь следующиИ вид: 

где Е - неопределенный множитель Лагранжа. 
Дифференцируя по С; (i = 1, 2, ... , М), получаем систему урав-

нений 

м L (Hij - ESij)Cj = о. 
j=1 

(9.6) 

Более подробно эта система уравнений выглядит следуюЩим 

образом: 

(Hll -Е)Сl + (H12 -ES12 )C2+ ... +(H1M -ES1M)CM =0, 

(H21 -ЕS21 )Сl + (Н22 -Е)С2+"'+(Н2М -ES2M )CM =0, 
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Как известно, нетривиальное решение системы линейных од 
нородных уравнений получается в том случае, если равен нулi 
определитель, составленный из коэффициентов при неизвестны� 
(в данном .случае - из коэффициентов с;): 

'(Ну - ESij)1 = о, 

или в более подробном виде 

(HI1 :.... Е) (Н'2 - ES'2) 
(Н2, - ES2,) (Н22 - Е) 

(Нм, - ESМ1 ) (НМ2 - ESM2 ) 

(Н1М -ES1M ) 

(Н2М - ЕS2М ) = О. 
(Нмм -Е) 

I 
(9.7 

Уравнение (9.7) называют вековым. Раскрывая по известны~ 
правилам·. определитель (9.7), получаем уравнение М-й степен~ 
относительно Е,которое имеет М ;корней (Е" Еъ ... , Ем). Подj 
ставлЩI зна:чедие ш~рвого корня в систему уравнений (9.6), полyj 
чаем набор коэффициентов {сп}, соответствующих этому корни 
и определяющих волновую функцию состояния с энергией Е1 'J 

м 

Ч'I = L..CilXi' 
i=1 

Однако ввиду однородности системы уравнений (9.6) эти ко. 
эффициенты определены лишь с точнрстьюдо некщорого обще; 
го множителя. Для того чтобы устранить эту неопределенностъ 
используем условие нормировки функции Ч'I: 

м··м' 
L.. L.. Ci~SijCjI = 1. 
i=l j=l 

.. i 

Последовательно действуя аналогичным образом, мы получим 
наборы коэффициентов для всех состояний системы. Волновая 
функция состояния с энергией Еn при этом имеет вид 
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м 

Ч'n = L..CinXi' 
i=l 

НайдеНJIые коэффициенты можно объединить в матрицу С: ' 

[ 

Cl1 C12 

С = ~~: ~~~ 
СМ! СМ2 

... ;:~]. 

... Смм 

Волновой функции Ч'n В этой матрице соответствует n.сй стол
бец, а сама матрица описывает переход от базиса Xi к функциям 
Ч'n: 

Ч' = ХС, 
где 'Р, Х - строчные матрицы. 

Вариационный прцнцип в случае возбужденных состояний. Все 
предыдущее рассмотрение было выполнено для случая oqHOBHoro 
состояния (состояния С наинизшей энергией). При учете возбуж
денных состояний вариационный принцип выглядит следующим 
образом. Расположим полученные решения в порядке возраста
ния энергии Ео , Е" Е2 , ... Тогда соблюдаются следующие соотно
шения между приближенными решениями щаг И точными зн~че
ниями Е,. энергии: Ба :::; Е6аг, Е! :::; Erar, ~:::; Е'5.аг, ... Таким образом, 
каждое значение энергии имеет нижнюю границу, соответствую

щую точному значению, при этом полученные при решении ва

риационной задачи волновые функции будут наилучшими (В дан
ном базисе) приближениями к точным функциям. 

В случае возбуждеfj:НОГО СОСТЩIJIИЯ при варьировании волновой 
функции необходимо принять во внимание дополнительныеусло
вия двух типdв: условие HOPMflpOBIO,I пробной функции и требова
ние, чтобы пробная функiщя была ортогонаЛ:ьна волновым функ
циям всех более низко лежащих состояний. Это все больше и больше 
ограничивает свободу варьирования 'пробнЬй функции при уве
личении номера возбужденного.состояния. В пределе (при пред
ставлении функции В' виде разложения по конечному набору ба
зисных функций) вид функции начинает определяться почти ис
ключительно условиями ортогональности низшим состояниям, что 

делает решения все менее и менее точными. Тем не менее можно 
полагать что для низших возбужденных состояний получающая
ся ошиб~а будет относительно невелика и вариационный метод 
может быть использован для приближенного решения уравнения 
Шрёдингера для возбужденных состояний. 

Существует ряд случаев, когда ортоrональность пробной функ
ции волновой функции основного состояния обеспечивается за 
счет симметрии (функции имеют разную симметрию или отно
СЯТСЯ к разным спиновым 90СТОЯНИЯМ). В этом сдучае под основ
ным состоянием фактически понимают низш~е по энергии состо-
яние с данной симметрией или мультиплецюстью. ..' . . 

Рассмотрим так н~зываемуюдвухуровневую задачу. Это ознаЧi1-
ет, что базисный набор состоит всего из двух функций и, следо
вательно имеется всего два состояния с энергиями Е1 и Е2 • Эта , 
модельная задача соответствует целому ряду практически важных 

случаев, таких как энергетические уровни молекулярных орбита
лей молекулы водорода, задача о пересечении (точнее - о псевдо
пересечении) потенциальных кривых ДByxaTOMHЫ~ молекул и др. 
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Начнем со случая, когда. базисные функции Х1 и Х2 ортого
нальны. В этом базисе матрида оператора Гамицьтона имеет вид .. : 

[~;~ i~J 
в квантовой химии БмисныIe функции; как EIравилЬ, веществен

ны. Поэтому, учитываяэрмитовость оператора Гамильтона, мо:жJ 

н{') принять Н21 = Н12 . Система ура.внениЙ (9.6) имеет вид 
, 

{(Н11 ~ Е)С1 + Н12С2 = О, (9.8~,· 
Н12С! + (Н22 - Е)С2 = о. 

i 

Раскрывая определитель из коэффициентов при неизвеСТНЫХ1 

I
'(HI1 - Е) Н12 I 
Н12 (Н22 -Е) 

и приравнивая полученное выражение нулю, получаем квадрат

ное уравнение 

(HI1 - Е)(Н22 :- Е) - (НI2)2 = 

= Е2 - Е(Нн -1- 1122) + Hl1H22 - (НI2)2 = о. 
Запишем решения этого уравнения. 

, 2 

Е == H lI +H22 + (HI1 +Н22 J' -Н Н '. Н2 -1, 2 2 2 11 22 + 12-

, . 2' 

:::: 1I11 +Н22 ± (HI1 -H22 J +Н?2' 
.' 2' , 2 

(9.9)1 
,~ 

f 
~ Рассмотрим qначала случай, когда Hll.~ Н22 , тогда 
J 

Е1; 2 = H I1 ± Н12 · 

В квантовохимических задачах недйагонаЛьный элемент гамильJ 
тониана часто отриriatеле~, С учетом этого будем считать что ос-1 

новному состо~iJ:ию coorBeTcTByeT энергия Е1 = HI1 + Н12• Подсщв~ 
J1яя это решение в перJ,30е из уравнений (9.8), ПО-!lУЧИМ 

.' (Н1'1- Н11 "-' Н12)С1 + Н12С2 :t: О 
ИЛИ. 

откуда С1 = С2' 
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. 1 
Из условия нормировки С[ + c~= 1 следуеr, что С1 = С2 = J2' 
Повторим ~тупроцедуру для второго КОРIЩ:Е2 = H I1 - Н12 . Из 

первого уравн'ения (9.8) следует, что 

(Hi1 - HI1 + НI2)Сl + Н12С2 = О 

или 

1 . 1 
Следовательно, С! == -С2; С! = .fi; С2 = - .fi' 

Функции 'Р1 и''I{~QРТОГОНальны: 
, r"(': 

'. . '1"" '. . 1 
f'Pi'P2d't =''2} (Х1'+ Х2)*(Хl -X2)d't = '2(f xiXtd't-

-f XtX2d't + f X~x;dt- JX~X2d't).'; .!. (1- о + о -1) = о. .. .... ' ,2 
1,',' " , 

ПровеРИМi явлцется .rщ ма'l'р:и:ца ощ~ратора Гамильтона, вы., 
численная в базисе.:фунщИЙ 'Р 1 И'F2 " диаroн.алы;[й:: 

,ff" l :', 

Легко проверить, что диагональные матричные элементы рав
ны полученным собственным значениям Еtи Е2• Кроме того, со-
храняеп~я и след матрицы Н: . . 

Подведем некоторые итоги. Мы получили, что в рассматривае
мом случае имеется два уровня с энергиями и волновыми функ-
циями: .... . , ., " . 
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HlI ---< HlI ---{ 

а б 

.~ Рис. 9.1. Диаграмма энергетических уровней для гамильтониана: 
а - Hll = Н22; б - HIl ;с Н22 

Бьmо показано, что полученные функции ортоroнальны, а мат
рица оператора Гамильтона в базисе этих функций диагональна. 
Отметим, что функция основного состояния безузловая, а функ
ция второго сост()яния цмеет один узел, что сощасуется с резуль

татами, полученными ранее. 

Схема полученных уровней энергии приведена на рис. 9.1, а. 
Этусхему можно интерпретировать следующим образом. Величи
ны Hl1 и Н22 естественно рассматривать как энергии двух невзаи
модействующих подсистем, находящихся в состояниях Х! И Xz со
ответственно, величины Е! и Е2 - каК энергии состояний, воз
никших в результате взаимодействия исходных подсистем. При этом 
недиагональный матричный элемеНТН!2 можно рассматривать как 
меру этого взаимодействия. ЕСЛИН!2равен нулю, то взаимодей
ствие отсутствует, и не происходит никакого изменения энергий 

подсистем. 

Рассмотрим теперь случай, когда H l1 i:- Н22 • В результате реше
ния векового уравнения опять получаются два новых энергетиче

ских состояния (формула (9.9); рис. 9.1, б). Интервал меЖдУ уров
нями энергии определяется как недиагональным матричным эле

ментом гаМIJльтониана, так и; разностью диагональных элементов. 

Как вцдно из рис. 9.1, б, взаимодеЙСТВУIQщие уровни «отталкива-; 
ются». В остальном же отмеченные закономерности можно про
следить и в данном случае. 

Таблица, 9.1 

'энергИи и коэффициенты в волновых функциях трехуровневой Задачи 

О/N Еn С! С2 СЗ 

0/1 -24,114 0,867 0,195 0,458 

0/2 -9,554 -0,477 0,594 0,649 

0/з -5,331 0,146 0,781 -0,608 
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Рассмотрим трехуровневую задачу с маТРl:iцей оператора Га
мильтона (матричнь~е элементы, выраженыI В,некоторых произ

вольных единицах): 

О 

-10 

-6 

-4 J . -6 
-14 " 

Путем решения, векового уравнения были долучены значения 
энергии и коэффици~i-rТЫ в волновых функциях, приведенные в 
табл. 9.1 (рис. 9.2) .. ,;,\. ," 

Поверхность на ·P'I:lc. 9 .. 3 бьmаполучена путем варьирования ко
эффициентов С! и С2 ц'ри условии, что функция нормирована, т. е. 
что сумма квадраТОIЗ~~МТl?ех.коэффициентов равна единице (на
помним, что базисн~i~функции, Xi ортогональны). Положение 
минимума (-24,11) ХОРОlЦО'СОфасуется с данными табл. 9.1. 

Кривая на рис. 9.4ridirуч:ена путем варьирования коэффициен
та С! при условии ортогоI:iальности функции '1'2 к функции основ
ного состояния и нормировки функции '1'2' При заданном значе
нии сl это сразу (шреде;л~~т коэффицuентысz II c~. Цолученные 
значеНИЯМИНИМУМ~ .. (;:-9,5~4). и:К;()Эффl;[ццентов хор(щIO согласу
ются с данными табл. 9.1. Однако уже в случае второго состояния 
варьирование пробной функции существенно ограничено, прак
тически мы варьируем не три, а всего оди;н коэффициент. 

Это оr:раничение играет решающую роль при lJолучении реше
ния для третьего состояния: три уравнения (условие нормировки 
и два условия ортогональности) полностью определяют коэффи
циенты при базисных функциях, а следовательно., и энергию. Эти 
особенности применениявариационного метода к возБУЖденным 
состояниям были кратко рассмотрены ранее. 

Е 

-5 

-10 

-15 

-20 

-25 

Ез 

Рис. 9.2. Диаграмма энергий состояний ДЛЯ трех~ровневой задачи 
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Е 

-12 

еl ' 

Рис. 9.3. Потенциальная поверхность ДЩI основного состояния трехуров! 
невой задачи (варьирование коэффициентов Сl, С2) 

, )1 

В заключение остановимся на влиянии неортогональности БЗ;; 
зисных функций на результаты расчета (см. уравнения (9.6». Вы! 
пишем формулы для расчета энергий состояний для двухуровне· 

вой системы: :'1 

ч 

Е = 1. Нll + Н22 - 2H12S12+ Н11 + Н22 - 2H12S 12 ,1 

1, 2 2" 1- S?2 - 2(1- S?2) 

Е 

-15,8 

-16,0 

-16,2 

-16,4 

-16,6 

НllН22 Н12 
- 2 + 2' 

(1- S12) (1- S12) 

-0,50 -0,48 -0,46 -0,44 -0-12 
i 

Рис. 9.4. Потенциальная кривая для второго состояния трехуровневой з~ 
дачи (варьирование коэффициента Сl) 
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Таблица 9.2 

Решения для матрицы гамильтониана в случае ортогональных 
и неортоговальных фувкци" 

Базис Е. еl 
" 

е2 

Ортогональный: 

'Р\ -19,385 0,828 0,561 
'Р2 -8,615 0,561 -О,828 

о, 

Неортогональный: 

'Р\ -9,010 0,984 0,050 
'Р2 -11,463 0,360 -1,047 

Сравним результаты решения для одной и той же матрицы га
мильтониана 

[
-16 -5 ) 
-5 -12 

элементы которой одинаковы для ортогональных или неортого

нальных базисных функций (примем S12 = 0,3). Результаты приве
дены в табл. 9.2. 

Как видно, неортогональность базисных функций сильно вли
яет как на значения энергии, так и на волновые функции получа
ющихся состояН:иЙ. Так, ряд коэффициентов для «возбужденно
го» состояния по абсолютному значению может быть даже боль
шим, чем единица. Такая ситуация часто встречается в неэмпири
ческих квантовохимических расчетах. 

Варьирование нелинейных параметров. Атом водорода. Перед 
нами стоят две задачи. Во-щ~рвых, показать, как важно выбрать 
пробную функцию из того же классCj., к которому относится функ
ция точного решения. Во-вторых, подготовиться к изучению ба
зисных функций, используемых в современных программах для 
квантовохимических расчетов. " ' " 

В г.л. 8 бьmарассмотрена задача'об атоме водорода. Напомним, 
что основным является состояние ls с радиальной функцией R1s(r) = 
= 2е-Г (здесь использована атомная система единиц). Энергия ос
новного состояния (также в атомных. единицах) равна -1/2. Запи
шем пробную функцию для атомной орбитали ls в виде 

• где ~ - нелинейный ва,рьируемый параметр; N - нормировоч-
ный множитель. 
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Гамильтониан (в атомной системе единиц) имеет вид 

л2 

~ 1 д('2д) '1 1 Н=--- r - +---, 2г1 дг дг 2r2 r . 
" л2 ' 

Учитывая, что при: действии оператора / на волновую функ.., 
цию ls(1 = О) последняя умножается на нуль, а также,' что угло~ 
вая часть ВОЛНОВQЙ фуцкции НОРМИРОIlана на единицу, получаем 
выражение дЛя среднего значения энергии 

Ё= _!j R(~, r)~~(r2 дR(~, r) ]r2dr-
2 о r2 дг дг 

- l' , 
- f ":"R2(~, r)r2dr = 

о r 

1 [- д ( дR(~" У]" ] =--2 fR(~, r)- r2 ,r .dr+2fR2(~, r)rdr. 
о дг дг о 

(9.10). 

Предварительно наЙдем НОРМИРОВОЧНЫЙ множитель из условия! 

.. .. 
f Ю(~, r)r2dr = N2 f е-Дгг2dг = 1. 
о о 

Интеграл вычисляем с использованием'формулы 

.. ., 
f xne"'axdx = ~. 

, n+l 
О ; а . 

(9; 11?, 

В данном случае а = 2~, n = 2, а сам интеграл равен 1/( 4~3Y~ 
Таким образом, норми~овочный множитель равен N = 2~3/2. Воз~ 
вращаясь к paBeHcТI~y (9.19), выполнl1в диФФеренцирования в по-, 
дынтегральных выражениях, учитывая значение нормировочногq 
множителя и используяд,ля вычисления интегралов Формулу (9.11), 
получаем 

Ё =!(~2 - 2~) 2 . 

Дифференцируя полученное выражение по ~ и приравняв про
изводную нулю, получим значение параметра ~, при котором сред-

няя энергия минимальна: ~(min) = 1, Ё(шiп) = -1/2 (а. е.). Таким 
образом, в данном случае вариационный метод привел к реше'::l 
нию, совпадающему с точным. Подчеркнем, что это стало возд 
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МОЖНЫМ т()лько всщщствие того, что ПР9бная функция относится 
к тому же классу, что и истинное решение, уравнения Шрёдингера. 

Возьмем теперьпробную функцию в виде R(a,r)= Ne-ar2
, от

носящуюся К классу гауссовых функций. При расчете нормиро
вочного множителя и интегралов в выражении (9.10)'используем 
следующие формулы: 

-fХ2nе;...г2х2dx = 1· 3, 5 ... (2n -1) сп ( О 1 2 ) 
2 

"I/n r > , n = , , ... , 2n+! r n+! 
О 

-f, -r2x2 dx 1 хе =-2' 
О 2r 

В результате получаем следующие выражения для нормировоч

ного множителя и для средней энергии: 

N 2 = 82 а3 / 2 , 
- 3 (2а 
E=2a-2~--;-. 

Минимум Ё(шiп) полной энергии достигается при а = 8/(9n) 
и равен 

Ё(miп) = -~ = -0,424 а.е. 
3n 

Таким образом, ошибка в расчете полной энергии составляет 
0,076 а.<:(. = 2,013 эВ, что довольно значительно по сравнению с 
правильным значением - 13,6 эВ. Сравнение функций Щ~, r) и 
Ща, r) (рис. 9.5) показывает, что гауссова функция слишком мед-

R 
2,0 

з 4 " а.е. 

"рис. 9.5. Сравнение Функции ls атома вьдорода (сплошная линия) и опти
мизированной гауссовой функции (ПУ,нктирная линия) 
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ленно меняется при малых г, но близка к правильной функцwf 
при г> 1. Ошибка в расчете энергии в основном связана с повед~ 
ни ем гауссовой функции в, области! вблизи ядра. 

Теория возмущеlIИЙ. G~~й отс:f.:rствия вырождения. ВО многщ 
случаях гамильтонианмож;е:r быть:щписан в виде ~ 

:~ 

где Н о оператор, для которого собственные функции и coJ, 
c~eHHыe значения известны (или предполагаются известными~ 
W - оператор возмушения. '.. j 

Этот оператор или, точнее, выlыыаемыыe им эффекты малы п~ 
сравнеНИI9 с эффектами, связанными с оператором Н О, что под! 
черкивается наличием малоrо мно*ителяЛ.· Вопрос о «малОСТИ~'i 
оператора W не прост, далее в соответствующих главах будут дан 
необходимые комментарии. Однако обычно предполагается, чт. 
вносимое возмущение лишь незначительноизменяет состоян~ 
системы, поэтому для получения решения достаточно лишь не', 

сколько уточнить решения; полученные для оператора Но: 'i 

Н o'P~O) = E~O)'P~o).1 
Процедура уточнения основана на том, что сначала BBO~T HaJ 

более существенные поправки, затем - менее значимые, и про! 
цедуру повторяют до тех пор, п()ка не будет достигнута желаем~ 

точность. Формально эта идея выражается в том, что решен;] 
уравнения Шр~дингера j 

• "1 

.. ~ 

Н'Рn = Еn'Рn , (9.1i~ 
!,j 

т. е. энергии и волновые функЦии записывают в виде 

Еn = E~O) +лЕ~l) +л2Е~2) + ... , 

'Р n = 'P~O) + л 'P~l) + л2'Р~2) + .. . 
(9·IЗ.U 

! 

Здесь и далее малый параметр л используют для того, чтобь) 
показать порядок малости соответствующих членов. Будем исполь
зовать так называемое условие промежуточной нормировки: 

J'P:'P~O)d't = 1; 

в случае необходимости функция 'Р n может быть в дальнейшем 

перенормирована. Это условие обозначает, что функции 'P~I), 

'P~2), .... должны быть ортогональны ~o). 
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Подставляя разложения (9.13) в уравнение (9.12), получаем ' 
" н 
, '1 

(Но +лW)('Р~О) +Л'Р~) +л2'Р~2) + ... ) = 

= (E~O) + лЕ~l) + Л 2 E~2) + ... )('P~o) + л 'P~l) + i 2'P~2) + ... ). 

Приравнивая члены одного порядка малости в обеих частях этого 
уравнения, получим систему уравнений для нахождения попра
вок к энергии и волновым функциям 

(9.14) 

(9.15) 

Н о 'P~2) + W'P~l) = E~O)'P~2) + E~l)'P~l) + E~2)'P~O) . . (9.16) 

Обратимся к уравнениям (9.14), (9.15). Первое из lIИХ совпада
ет с уравнением для невозмушенной задачи. Поэтому анализ нач
нем с уравнения (9.15) и. рассмотрим сначал,а, случай, когда уро-
вень E~O) не вырожден. YMHO~M обе части Yl'авнения на ('P~O»* и 
ПРОИJIтегрируем .. Учитыв~, ';\1'0 в СИЛУ~J?,митовqСТIf ОП~J?атора 

• , - l' \ 

Гамильтона ,: 

а также ортогональность функции 'P~O) и поправки к ней первого 

поря:дка'Р~), получаем 

E~l) = f ('P~O»*W'P~O)d't= Wnn • 

Таким образом, поправка первого порядка к энергии равна 
диагональному элементу оператора возмушения и не зависит от 

поправок к волновой функции. 
Представим теперь поправку 'P~) в виде разложения в ряд по 

собственным,функциям'оператора Но: 

где штрих у знака суммирования означает, что член при k = n в 
сумму не включен. Это обеспечивает ортогональность 'P~I) функ
ции нулевого приближения. 
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Умножим .обе части уравнения на (\{'~O»* и проинтегрируем 
В результате получим уравнение 

или 

Win+cf') E/~) :;= cf') E~O). 
Отсюда следует, что 

(1) _ ; Win 
С/ - Е(О) _ Е(О) , 

n / 

а энергии и волновые функции в первом порядке теории возму. 
щений равны, 

Е · ~'E(O) W 
n - n + nn, 

\{' = \{'(О) + ~, w'n \{'(О) 
n n .с... Е(О). Е(О) k' 

/ .п - / 
(9.17~ 

Приведенная в формуле (9.17) волновая функция нормировiC 
на с точностью до членов второго порядка. Считая, что поправкJ 
к волновым функциям должны быть малыми, получаем условие 
применимости теории· возмущений: 

т. е. матричные элементы оператора возмущения должны быть мальJ 
по сравнению с разностями собственных значений невозмущен-
ной задачи. . \, 

Приведем без вывода выражения для поправок второго поряд
ка к собственным значениям иволновым функциям 

Теория возмущений. Вырожденные собственные значения. Обо
значим собственные функции невозмущенного гамильтониана от-

: < \", , 

носящиеся к!-кратно вырожден:ному уровню с энергией E~O), как 
(О) (О) (О) .... .1 

\{'I , \{'2 , ... , \{'! (опуская ин:декс n). Выбор этих функций неОд7 
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нозначен, так как любая их линейная комбинация также является 

собственнойфунt<:цией оператора Jj о.'Выбdр:МОЖНО сделать опре
деленным, если потребовать, чтобы изМ:енtRНЯфункций под вли
янием приirоженного малого возмущения бьти малыми. 

Будем искать правильные функции нулевого приближения сле
дующим образом: запишем их в виде линейньiх комбинаций 

. ,'~, , .. ' ~.. ' ! I r • 

! " " ,,1 

\{'i~) = L Ckm \{'~2) 
k=1 

И подставим в уравнение (9.21)~ проведя перегрупriировку Ьлагае-
, ' ',:. 

мых: 

Умножим полученное выражение слева на \{'j~) и проинтегри-
руем. Интегрирование левой части равенства дает 

! 
~ и) .с.. (w"k - Е; Onk )Ckm , 
k=1 

а интеграл от правой части равен нулю вследствие эрмитовости 
оператора Гамильтона: 

f (\{'~~».* (Е;(О) - Н О )\{'~I)d't = f (\{'Р» * (Е/О) - Jj o)\{'~~)d't = О. 

Здесь учтено также, что все функции \{'}2) (k = 1, 2, ... , f) 
принадлежат одному и тому же собственному значению Ei(O). 

Таким образом, мы приходим к уже известному нам вековому 
уравнению 

! 
L (W,; - EP)O/i )С; = О, 
i=1 

методика решения которого была рассмотрена ранее. Уравнение 

б f U E(I) E(I) E(l) 
имеет, воо ще говоря, различных корнеи nl' n2"'" n!' т. е. 

поправок к собственному значению E~O). Это означает, что ранее 
вырожденный уровень перестает быть вырожденным: возмущение 
«снимает» вырождение (полностью или частично). 

Коwrрольные задания 

1. Найдите поправки первого и второго порядка к энергии системы с 
потенциалом в виде потенциальной ямы с бесконечно высокими стен

ками, внутри которой V(x) = ах. 

109 



2. Гармонический осциллятор ,находится в однородном электриче
CI<OM поле, которо\: рассматрива,IPТ как возмущение. Найдите поправки к 
уровням .энергии и среднее,знач~.н,ие крординаты. 

3. Определи,те поправч TP~Tьe~o порядка к СОбственцым значениям 
энергии. .' " 

'. 4. Определите поправК,~кэ~~рtиям ангармонического линейного ос
циллятора, если оператор nозмущения имеет вид схЗ + dx4• 

5. Атом водорода помещен в однородное электрическое поле. Опреде
лите поправки к энергии и B~ волНовых функций для состояний элек
-трона n = 2. 

6. Атом водорода помещен, в одц.ОРОд,ное электрическое поле. Рассмот-
~ • f '... ! I ' • , 

рите поправки к волновои функции ls. ' 
7. Определите поправки первого приближения к собственным значе

ниям гамильтониана для двукратно вырожденного уровня энергии . 
. ' ",!, " ~ " . 

\ 
\, Глава 10 

'\ • _>' " _ 

НЕСТАЦИОНАРНАЯ ТЕОРИЯ ВОЗМУЩЕНИИ 

Рассмотрим случай, I<огда tамильтониансистемы можно пред
ставить как сумму оператора Гамильтона для неко'ЕОРОГО стацио

нарного состояния Н о и зависящего от времени оператора воз-

мущения W(x, t): Н = НО + W(x, t), тогда получим 

i/i д'Р(х, t) = (Н о + W(x, t»'P(x, t). 
д! 

(10» 

Запишем решение уравнения (1О.l) в виде разложения по соб-
ствен!ным функциям оператора jj о : " 

'Р(х, t)=I,щ(t)~~(х, t) ~ I,щ(t)<р~(х)е-iЕkt/li. 
, k ' .. k 

Подставляя полученное вьij;iажеНие В уравнение (10:1); получим 

или 

Еп 'L [dak'(t) <p~ (x)e-iЕk( (11 :"-(iЕ", /n)ak(t)<p2 (x)e-iЕkl /h] = 
k dt " . 

::::: 'L[ Ekak (t)<p2 (x)e-iЕk(/h +W(x, t)ak(t)<p2(x)e-fEkl / nJ 
k 

i/i'L dak(t) <p2(x)e-iЕkl/h = 'LW(x, t)ak(t)<p2(x)e-iEk1 / h. (10.2) 
k dt. k , . 

Умножая обе части равенства (10.2) на (<p~(x)e-iДml/Ii)* и ин
тегрируя по пространственным переменным, получаем систему 

уравнений д?JЯ' нахождения коэффициентов разложения am(t): 

da~t(t) = -* t>k(t)J <p~(x)*W(x, t)<p2(x)dxe-i(Еk -Еm )l/h =' 

= _.!.- I, ak(t)Wmk (t)e
iIJJmk / , 

/i k 
(10.3) 

где Wmk(t) ~ матричный элемент оператора возмуще~ия; Фтk = 
= (Ет - Ek)!/i· 
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! 

При выводе системы ураЩlений (10.3) не делались н~какИ( 
предположения о величине возмущения, так что эта сист~ма яв-
ляется точной.; .( , , I 

Приближения теории возмущений можно получить, ес~и учесТl 
малость возмущения, а коэффициенты представить в виде ряда ( 
последовательно убывающими по порядку величины членами 

ak = а(О) + a(l) + а(2) + k k k ... 

Подстащ1ВЭТОТ ряд в уравнение (10.3) и приравнивая члены 
одного порядка малости, получим уравнения дЛя нахождения al:): 

da(O) 
_k_, =0 

dt ' 

da(r+l) . 
_k_ = _!.. I.a(r)W: k(t)eiO>mkt (10.4) 

dt 1i т т т • 

Будем предполагать, что первоначально система находилась в 
состоянии с энергией Ei , описываемом собственной функцией 
\Pix, (), т. е. ak(t = О) = 0ki' При этих допущениях уравнение для 
аmи) выглядит следующим образом: 

da~)(t) = _!..W: .(t)eiO>mit. 
dt 1i т/ 

Для состояния т (т :#: i) решение этого уравнения имеет вид , 
a~) (1) = a~) (t = о) - * J Wmj (t)eiOOm;f dt = - * J Wmj (t)ejooтit dt. 

О О 

(10.5) 

Подставим полученные значения коэффициентов a~) в урав
нение (10.4): 

да;;) i . (-i )2 . t , 
дt = - h Wmi (t)e/OOmit + t; t-Wmk (t)e/ OJтkt l Wki (t')eiOJkit' dt'. 

Интегрируя это уравнение, получаем выражение для коэффи
циентов аm во втором приближении (дЛя т :#: i): 
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Смысл этого выражения очевиден. Первый член правой части 

представляет собой a~)('t) (первое борновскоеприближение), кото
рый описывает непосредственное возбуждение i ~ т, второй -
малые поправки к ag)(1). Эти поправки можн() рассматривать как 
следствие несколькИх последовательных событии (н~riример, сна
чала возбуждения i ~ k, затем пер~хода k ~ т; второе борновское 
приближение). Это приближение может оказаться существенным, 
если, например, матричный элемент Wmi(t) равен нулю. 

Переходы. Напомним, что мы рассматриваем случай, типич
ный дЛя проведения эксперимента: пер во начально система нахо

дится в состоянии с энергией Ej , описываемом собственной функ
цией Ч'j(Х, t), или, иными словами, ak(t = о) = 0kj. Таким ()бразом, 
до начала появления возмущающего взаимодействия вероятность 
найти систему в состоянии Ч'i(Х' t) равна единице, вероятность же 
найти систему в любом другом состоянии k;f:. i равна нулю. В даль
нейшем будем полагать, что действие возмущения начинается в 
момент времени t = О: W(t) = О при t <о. После начала действия 
возмущения значения коэффициентов ak(t) начинают изменять
ся. Вероятность найти систему в СQСТЩIНИИ k:#: i, /ak(t)/2 становит
ся, вообще говоря, отличной от НУJ!Я. п'осле окончания действия 
возмущения (в момент времени 1) эти веРОЯТftОСТИ (которые фор
мально можно записать как /ak{t = 00)/2) далее уже не изменяются 
(хотя, в принципе, могут начаТj>~Я ljeKOTOpble новые процессы, 
изменяющие состояние системьi: пер,еходы в другие возбужден
ные состояния, С,понтанное излучение энергии, безызлучатель
ные переходы, внутрl:lмьлекулярныIй перенос электрона). Таким 
образом, величина /am(t = 00/)/2 определяет вероятность (Pim) пере
хода из начального состояния i в состояние m. Записывая эту ве
роятность с использованием приближения первого порядка, по-
лучаем . 

Здесь мы учли два обстоятельства. Bo~ первых, ПОСКО!lЬКУ как 
само возмущение, так и его матричные элементы отличны от нуля 

только в интервале времени О < t < 't, можно расширить границы 
интегрирования от -00 до +00. Во-вторых, использовано фурье:-пре
образование для этих матричных элементов: 
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Полученное выражение. означает, что в спектре Возменt1 
должна содержаться частота ш = штi == (Ет - Ед/п., ущ ,.: 

Рассм?!рим теперь нек:о,торые задачд о возбужденияхс разн~ 
временнои зависимостью' Н . .." 

v . '.' 5'" ачнем с задачи о п. остоянном во. з.м~ 
~pe:~~ iеист~~;,оtЩ)' ~~rY _.те~~ние. конечного промежутка BpeMeIi~ 

< 't ~Y~ - Уо -const, ., 
Тогда согласно Yi?ав1iен~по (10.5) при t> 't получим 

. т ' ~ r I 

аЫ) = -~ VO}eiromitdt = _-..!JL (eiromi't -1) = VO(I- eiromi't) 
, ',О пСРтl Ет - E

i 

Вероятно,с:г~ перехода pa~Ha 

'.' р.' ,(' ). ,~ 2Vo~ [1...,. СОS(Штi't)] V;Z stп2 (ш .'t/.2) 
тl1:- _О тl, 

. ). , (Вт - ВУ -(Eiп- Е,)2 /2 . (lo.:j 

Рассмотрим Теперь переход. ы под влиянием ВОЗмущения завиiI 
сящего (»т времени пеРИОДИЧески:, ' "'1 

W(t) = VO(x)cos( шt) = VO(x)( eim! +e-imt)/2. 
В этом случае 

iVO 't . .' '. 
(lm (1:) = - - J е'roт" (е1т, + e-Imf )dt = 
'2п ,. 

'. , " о 

--- . + ..... - vo [ei(.mmi+ro>t -'. 1, e,(romi-m)f_ .. lJ' 
'. 2п,' (шmi + 0) '. (шт, - ш) , . 

ни:(~~е~ат~ль первого слагае~ого в квадратных скоБI«lХ выраж 
. о ычно велик, в то время как знаменатель вто ор' 

слагаемого может быть близок к нулю (при условия близости ~ . 
частоты возмущения). ПОЭ1:QМУ в формуде (10..7) можно прен~б 
речь первым членом, в резудьтате чего ПОдучим выражение уж 
встревчавшееся при рассмо;rрении задачи о постоянном возм~ще' 
нии. итоге вероятность перехода равна '. 

Pmi = 2Vo
2 
{l- cos [(romi - Ш)1:]) = Vo2 sin2 [(штi - Ш)1: /2] . 
(штi _,?J)2 (Щ~, - ш)2 /2 (10..81 

I\CiK ВИДНО,в,обоих рассмотренных сдучаяхза.висимость bePO-1 
ятности перехода от времени' опредеnяется выражением' . 

sin2(xt) _( s. in(xt)]2 
2 - t-------

Х tx' 
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t 
3 

10 
I:1E 

Рис. 10.1. Вид функцииf(Ет - Д) в зависимости 'от вреМёни 

" 

где х::: шт/2 (или (~mi"': 0))/2), а II~. эть'йфylIкЦии изображен на 
рис. 10..1. Если рассмотреть заВИС,J(I~Qcrь вероятности перехода от 
частоты, то вищю, что при ?lJИ;З~Х,!< нулю раЗfIо~r.я:х ча~ТQ,r (при 
резонансе) вероятность лереходCi' рУ,З~оJзозрасj'аеt со BpeM:eHe~. 
Зависимость функЦии вероятности (10.:8)'61' 'времени в слуЧае ре-" . . ". ·'1 :'" ..... , j' ." ,,' ... ; , 

зон:анса опреде.JiяетсЯ: ее I1редеЛом:,ПР.И х( ~ 0.: .. 

li~:[Sin(Xt)]2 = lim[xtL(xt?/6+ .. :]2 = 1. 
xt -;0 xt xf -;0 'xt 

Таким образом, при резонансе сама вероятность перехода про
порциональна JiQ 2t 2• Как нимало бьшо возмущение (т.е. параметр 
JiQ), при неограниченном возрастании времени вероятность мо.,. 
жет. быть больше единицы. Это означает, что использованные при
ближения не могут применяться для изучения поведения системы 
при больших BpeMeHHbIX инт~рвалах, а сама задача ДОдЖна быть 
подвергнута более подробному рассмотрению. 

Прежде всего нужно принять во внимание, что поглощаемое 
молекулярной системой излучение не ЯВдЯется монохроматиче

ским. для вычисления вероятности перехода'под действием такого 
излучения нужно просум:мировать ~ероятности переходадля всех 

длин волн, входящих в спектр излучения, или, иными сло:вами, 
ВЗЯТЬ интеграл от функции, изображенной на рис. 10..1. Как вид
но, основной BкJIaдB этот интеграл дает центральный максимум. 

Площадь под кривой в области максимума можно оценить, при
равняв ее площади треугольника высотой JiQ2t2 и основанием, длина 
которого равна расстоянию до первоrо значения (Штi"'- ш), для 
которого функция равна нулю .. в этой точке (штг m)t/2 == !iшf = 1t 
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и Асо = 2тr./t. Следовательно, площадь треугольника равна 2тr. Vo~J 
Эта величина представляеТ,собой вероятность того, что в моме1 
времени t система будет находиться в состоянии 'Р т: 

; ,.,~,,' \<~i:~ ~ , . 
Однако реалЬНО'nРИiilРQ:В~ДJЩИИ' эксперимента измеряется ~ 

число молекул" ПеР."НИ:~дшиХ;' в' возбужденное состояние, а ско 
рость процесса, т. е. "~йсло пере,{одов в единицу времени, равно" 

-j ..~. ',' '"" 

. . .'.' 

Таким ОБР,<l. зам, экспериментально определяемая величина -1 
скорость переходов в возбужденное состояние - не зависит 01 
времени. 

ВеРН~j\1СЯ т~перь к более детальному рассмотрению задачи 
вероятностях переходов. Мы учли то обстоятельство, что погло, 
щаемое излучение не является монохроматическим, однако пd 
прежНему полагаём, что энергия Вdзбужденного состояния рав' 
строго определе,IfНОМУ значению E~: Это неверно уже в силу тог: 
что для рассматриваемых возбужденных состояний эш~ргетичес , 
уровни имеют конечную ширину, определяемую соотношение 

неопределенностей для энергии. В практике спектроскопическИ 
исследований более существенно то, что эксперимент проводит 
ся в конденсированной фазе. За счет взаимодействия с окружа 
ющей средой энергия молекулярной системы постоянно измен 

ется, флуктуируя' вблизи некоторого среднего значения Вт. Чи6 
ло состояний с энергией в интервале от Ет до Ет + dEm обозначи ' 

, . dN = p(Em)dE~, ' 

где р(Ет) ,- плотность состояний (рис. 10.2). Теперь вероятнос1l.,' 
перехода в тесно лежащую группу возбужденных состояний равиl 

P(t) = "\' Р. (t) == f 4J/~? sin
2 [(сот; - co)t /2] (Е )dE 

k.J т , ( )2 Рn т т' 
т ' сот; - со 

где интегрирование ведется по Еm в тех r:Iределах, в которых рас 
положены уровни энергий рассматриваемой группы состояни" 
«<полосы»). В дальнейшем мы заменимdЕт на МСот; и перейде ',' 
к интегрированию по Ч<iстоте (энергии) возбуждения. Будем цо: 
лагать,ЧТО в пределах полосы возбужденных состояний величин' 
р(Ет) меняется слабо и ее можно заменить плотностью состоянии, 

_ l 
для Ет • Используем также то обстоятельство, что подынтегралЬ1 

ное выражение быстро уменьшается при возрастании Асо = (сот; ~ 
- со); поэтому пределы интегрирования можно расширить от -oq' 
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р 102 К понятию плотности состояний: число состо
я:~й dN в области между Ет и Еm + dEт равно p(Em)dEт 

ДО +00, что даст ВОЗМОЖНОСТЬ заменитЬ интеграл 
(10.9) на табличный: 

----'..L-_ Е; 

2 - ~J sin2[(comi - co)t / 2] dco ' = 
Ри) = 1iVo рn(Ет ) _ [(сот; _со)/2]2 тl 

2 - 2 ~J sin2[(comi - co)t /2] dco '. 
=1iVo pn(Em)t _ [(comi- co)t/2]2 1т 

Введя обозначение х = (сот; - co)t/2, получим 

Скорость перехода равна 

ИIi-4т = 2тr.n Vo2pn (Bm). (10.10) 

Как ВИдно, C~OPOCTЬ перехода, как и ранее, не зависИТ от вре
мени. Формулу (10.10) в литературе часто называют «золоmым~ 
правилом Ферми. Это правило выполняется для большинства слу 
чаев встречающихся в спектроскопических исследованиях. Как 
вид~о из вывода этого правила, оно справедливо при использова
нии теории первого порядка. При молекулярных столкновениях и 
многих внутримолекулярных процессах это приближение не вы
полняется, но правило (10.10) по-прежнему может быть исполь~ 
зовано, однако матричный элемент возмущения имеет более слож 
ный вид. ' 

Вернемся к З<lДаче о переходе между двумя состояниями с энер-
гиями Е; и Ет (формула 10.6): 
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Поведение функции 

/(Ет - E
i
) = sin

2 [(Ет -E;)t/(2h)] = Pmi(t) 

(Ет - Е; )2 t /2 t V;? 

уже рассматривалось ранее. При очень больших значениях t она 
имеет вид (см. рис. 10.1) очень высокого и узкого пика BЫCOT~ 
которого при t -7 oq та.юке стремится "к бесконечности, ~ шири:;J 
на - к нулю. С этой точки зрения функцияf(Ет - Е;) напоминае~ 
о-функцию, введенную в гл. 2: ! 

= '00 

" " 
': ,', 

о(х) = о при x;t: О, 

со 

J /(x)o(a)dx = /(а). 

Отсюда следует, что 

(10.11~ 

Сравнивая равенства (10.8) и (10.11), получаем выражение дЛ1 
скорости перехода между двумя состояниями (в аuглоязычно '-, 
лщературе такие переходы называют переходамн state-to-state);' 

тп 2nV;2 
уу i~m := -;; О о(Ет - Е;). (10.12)~ 

Э ,; 
то равенство удовлетворяет требованию закона сохранения! 

энер, гии и фактически пред, ставляет «золотое» Правило в том, слу~, 
чае, когда р(Ет) = о(Ет)' В общем случае в формулу (10.10) входи' 
матричный элемент оператора возмущения Wmi: ,( 

, 2n 2 
Wi~m =j}IVm;1 о(Ет - Е;). 

. ~ 

Расширение по.лученноЙ формульt на случай периодичеСКОГQ~ 
возмущения трудности не предстамяет: достаточнозамени:ть EY~ 
(10.12) разность энергий на (Ет - Е;± со): ;i 

!II (10.13)[1 

тп 2n, 12 , I~ уу ;~т = 1; Vm; о(Ет - Е; ± со). (10.14)9 

в случае Ет > Е; при частоте со нужно брать знак «минус» (что~ 
соответствует Ет =Е; + со или поглощению энергии), в противном,j 
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случае берем знак «плюс», что соответствует Еm ::::' Е; - со или излу
чению энергии. Закон сохранения энергии по,..прежнемусоблюда
ется. 

Поглощение электромаmитного излучеilИЯ. Рассмотрим взаимо
действие света с дЛиной волны л,распространяющейся в направ

лении Р, с атом:ом или молекулой - так называемое дипольное 
взаимодеЙстви'е. Будем считать, что свет монохроматичен и поля-
ризован. Оператор возмущения записывают в ви~е. ' . 

W(r, t) = -е<р(Р, t), 

где <р(Р, t) == -Е? - скалярный потенциал. 
Напряженность электрического' поля изменяется следующим 

образом: 

Е(Р, t) = Ео cos(cot - 2nР fЛ). 

В химической практике длина волны лежит в пределах от 1 000 цм 
(инфракрасное излучение) (1 нм = 10-9 М =10-7 см = 10 А) дО 100 нм 
(коротковолновоеулы;рафиолетовое излучение). Таким образом, 
даже I! случае, .коротковолновогр ультрафИQлетового И~лУ9ЩIИЯ 
длина волны во много раз больще, чем ,rJшичиь~е размер!>! моле
кул (100-101 А). IIоэ'ЕОМУ В пределах, МОЛ~,КУЛЯРНQЙ СИСТеМЫ фаза 
волны меняется незначительн().~сли дринять, ,"L'rO н~чало коор

динат находится в'центре системы; слагаемым 2nУ /л можно~rrре
небречь. Оператор возмущения принимает nид," I 

W(r, t) == -еЕо? cos(rot). 

Для определения скорости переходовпод деЙСТJ:шем световой 
волны(формула 10.12) нужно вычислить матричньrЙЭJIём:ент опе
раторавозмущения Vm;, равный в данном случае 

(10.15) 

Таким образом, вероятность перехода определяется матричным 
элементом дипольного моментаперехода, который сводится к 

матричному элементу радиуса-вектора. В формуле (10.15) предпо
лагается, что 'Р т, 'Р; - многоэлектронные функции конечного и 
начального состояний, а интегрирование ведется по координатам 

и спиновым переменным всех электронов. Сам же оператор воз
мущения является одночастичным, т. е. световая волна воздейству
ет на каждый электрон по отдельности. 

Поглощение света не будет происходить, если матричный эле
мент дипольного момента перехода равен нулю. В случае если дли
на волны мала по сравнению с размерами молекулярной систе-
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МЫ, .. неО.БХОДИМО УЧ. есть и:зм. енени. е фазы волны в пределах это~; 
системь~. В этом случае матричный элемент Vmi может быть пре',' 
ста~лен в виде ряда, первым членом которого является матри~ 

ныи элемент дипольноro взаимодействия (10..15), а последующие -1 
матричные элементы.бол~е ВЬ.IСОКИХ мультиполь. НЫХ. (и В перв~·~.' 
очередь - квадРУПОЛЬ,.fiрго) электростатических взаимодействи-: 
а также маГНИТНОГО.взаимодеЙ~твия. Как правило, веРОЯТНОС1;l! 
(интенсивности) ТЩ<ИХ лереходов гораздо меньше, чем дипол:4 
ных переходов. . 

Контрольные задания 

1. Оператор возмущедияимеет вид W = V(I- e-k/). Найдите зависиj 

мость вероятности обнаружения системы в возбужденном состоянии q,1 
времени. 1 

2. Электрическое поле" чаправленное вдоль оси Z, растет линейно се 
временем. Первоначально система (атом водорода) находится в OCHOBl 
номсостоянии. Какова вероятность обнаружения электрона в MOMeH~ 
времени t в 'состоянии 2pz? " 

3. Электрическое поле сначала возрастает по закону Е = Ео (1- e-kI )'; 

а начиная с момента времени Т убывает экспоненциально по зако ',' 
e-k(f-T) (t Т) Н u ." > . . аидите вероятность возбуждения Is-электрона в состоя 
ние 2pz через большой промежуток времени после момента T(k(t - Т) » 1) 

4. Электрическое поле возрастает линейно до момента времени t = Т/2 
после чего линейно убывает по тому же закону. Какова вероятность 06.' 
наружения электрона .в состоянии 2pz в м.омент времени Т? 

5. Постройте график зависимости функции J(x) = sin
2
(xt / 2) от х и l 
х2 t 

(х = -10,0, +10,0; t = О, 1, 2, 3). 
6 Н . u .' , 

. . а заряженныиqсциллятор, находящийся в основном состояни~ 
внезапно накладываеТРI однородное эле,ктрическое ri'оле. ОПIJеделите ве:". 
роятность перехода осциллятора 11 возбужденные состояния под действие . 
этого возмущения. ' 

7. Решите вековое уравнение для гамильтониана 

[
-10 -.J7J 
-J7 -4 

Глава 11 

СИММЕТРИЯ МОЛЕКУЛЯРНЫХ СИСТЕМ 

11.1. Элементы и операции симметрии 

Симметрия системы определяется совокупностью oпepaций'CUМ
метрии- тех перемещений, при которых молекула совмещается 
сама с собой, т. е. изменения заключаются в том, что некоторые 
атомы обмениваются своими позициями. При этом меняться мес
тами могут только атомы одного типа (одного и того же элемента). 
Элементы симметрии - это (воображаемые) оси вращения, плос
кости и точки, которые служат основой для выполнения опера
ций симметрии (вращений ВОКРУГ осей, отраЖения в плоскостяХ 
и точках). . 

Элементы и операции симметрии связаны ДРУГ''е другом, oд~ 
нако если элементы . симметрий - этогеометрические 'объектыI: 
оси (линии), плоскости или точки, то оnерац:иисиммеТрИИ -
это некоторые действИя, 'ПРОИЗ1!одимьrе Над'молеКуЛОЙ. 

Линию называют'!JСЬЮ n-гt> порядка, если молекула совмещает
ся сама с собоЙ·при повороте130КРУГ этой линии ,наугол ~60/n 
градусов. После поворота на 3600 все атомы в :Молекуле возв~аща
ется на сВОИ исходные позиции. Например, в молекуле воды -
ось второго порядка,В молекуле аммиака - ось третьетопоряд
ка, в плоских квадратных комплексах - ось четвертого порядка, 
в молекулеферроцена - ось пятого порядка, в молекуле бензо-
ла - ось шестого порядка.' ' , 

z 

h 

Рис. 11.1. Otpажение в плоскости Рис: 11.2. Отражение в центре инверсии 
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Операция отражения в плоскости заключается в следующе~ 
из точки на плоскость опускают перпендикуляр; отраженная точ~ 
ка лежит на продолжениицурпендикуляра (рис. 11.1). ~ 

При инверсии в некоторой точке (ее можно рассматривать Ka~ 
точку начала декартовых координат) все координаты меняют зна~ 
х, у, Z ~ -х, -у, -z (рис . .11.2). 

Для ~олекулярных систем при де!fСТ~ИИ всех перечисленнь!~ 
операции симметрии имеется по краинеи мере одна точка, поло~ 

жение которой не меняется. Поэтому эти операции можно оха1 
-рактеризовать как точечные операции симметрии. Этим молеку-:: 
лярные системь~ ,отличаю'))сяот кристаллов, где некоторые эле~ 
менты симметрци. соответствуют трансляциям на некоторый BeKj 
тор. При этомни:одналз TOlieK не.со.храняет свое положение. ' 

11.2. Теория групп 

,;'Гр;nnой G ~~ЗрIВают СQ~ОКУПНОСТЬ (конечную или беско~еч~ 
ную) элементов, для которых выполняется ряд условий (группо~ 
BЫ~ постулатов). Обозначим элементы группы латинскими буква~1 
ми А, В, С, ... Ч,исло, элементов h" образующих группу" называ~,~ 
nоряд/(ом группы. элемеюы группы обладают рядом свойств. ,d 

1. Задано nроиз.веденце (или /(омnозиция, ИЛИ за/(он умноженuя).~ 
согласно котороцу каждой паре А и, В элементов групцы еди:н"i 
ст.венным образом ставИТСя в соответствие эл:емент С этой же гpyц~,.,j 
пы: АВ = С. Если результат произведения не зависит от порядк' " 
элементов (АВ 7" ВА), то группа называется абелевой. Произведени~ 
произвольногр числа элемецтС)в группы также является ОДЩfМ и~1 

элементрв груr.rпы.. .. ' ' 
2. ДЛя произведения элементов . .выполняется закон ассоциатив~~ 

ности: ABCDF = A(BC)DF = АВ( CD)F = A(BCD)F ... Это озн!чает~~ 
что внутри про изведения элементы можно группировать произволь-'! 
ным образом (при условии сохранения порядка сомножителеЙ).'~ 

3. Среди элементов группы имеется единичный элемент (Е), дляj 
которого выполняются следующие равенства: АЕ = ЕА = А, где А -' 
произвольный элемент группы. 

4. Для каждого элемента группы А имеется элемент A-l, обрат-.; 
ный ему, определяемый следующим образом: АА-l = A-IA = Е.! 

Набор, составленный из ряда элементов группы G с тем же:: 
законом умножения (ПРЩlзведением) и образующий группу, на-I 
зывают подгруппой группы G. Оставшиеся элементы группы G не' 
могут образовать подгруппу, в частности потому, что среди них' 
не имеется единичного элемента. Две группы G и F называют: 
изоморфными, если каждому элементу одной группы А может быть' 
однозначно сопоставлен один элемент А' другой группы. При этом, 
если АВ = С, то А' В' = с. Если же нескольким элементам одной 
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группы может быть сопоставлен один элемент другой группы, то 
между этими группами существу~т отно~ение ~Qмоморфизма. .. 

Термин <<Произведение» не следует СООТНОСИТЬ ,с 'обычным по
иятием умножения. Вкладываемый в него,.смысл зависит от при
роды элементов группы и должен быть конкретизирован для каж
дого ИНДИВИдуального случая. Про иллюстрируем э'!IЮ на примере 
нескольких групп. " .. ',~.,' ' 

Группа, элементами КОТОРОЙ является набор'всех целых чисел 
включая нуль. Групповым произведением является операция ~оже
ния, а единичНЫМ элементом - нуль. Элемент, обратныи I, -
число 1, взятое с обратным знаком. Это бесконечная абелева группа. 

Набор всех рациональных чисел за исключ:нием ну;ля образу
ют бесконечную абелеву группу, для которои группо:щ;,е'I:РОИЗ:
ведение совпадает с обычным произведением. ЕДИЮ'lЧНЬJи'\Эле,
мент - 1· элемент, обратный а, - 1/а. положительные раццр
нальные ~исла образуют подгруппу этой группы. Отрицательные 
рациональные числа группы не образуют. ., ' 

Элементысимметри;и МQлекулярныхсистем: также образуют 
группы. Каждому элещшту.R;· групцы" G. ставИ1;'СЯ в соотвеtствие 
квадратная матрица размерности n - r(R;) , 'такая что произведе
нию любых двух элементов г.руппы ,соотв~тствуеТ)jlРОИЗlЗедение 
соответствующих им ма1:РИЦ. Труппа, матриц Г(Вд образует предо:: 
ставление группы G. Набор из n функций, взаимное дреобразQва,,:" 
ние которых описывают матрицы r(R;), называют базисом пред
ставления. Число n называют размерностью представления. Сумму 
диаго.нальных элементов матрицы r(R;) называют хара/(тером x(R;! 
операции R; в представлении Г. Совокупность характеров операции 
данного представления называют' хара/(теРОА1 nредсmавле..нuя' 

Можно. показаТБ, что любое представление конечно.и группы 
эквивалентНО унитарному, т.,е. такому, в котором все матрицы 
представления r(R;) унитарны. Такие представления н~иболее 
упо.требительны в предложениях, связанных с симметриеи моле
кулярных систем. В дальнейшем мы будем использовать только 
унитарные представления. 

Группа перестановок; Рассмотрим со.вокупно.сть n объектов, 
перенумерованных целыми числами от 1~дo n. ИЗ этих объектов 
можно. построить n! последо.вательностеи, называемых nереста
нов/(ами. ПерестаНОБКИ могут быть четными или не,:етными в за
висимости от числа транспозиций - преобразовании перестанов
ки, в результате которой два объекта (числа) меняются местами. 
Обозначим перестановкисимволо.м . 

(
1 2 3 ... n) 

р= .. ' .. ' 
. 11' 12 13···· ln 

где i
k 

- число, которое в результате перестановки занимает место 
числа k. . 
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Про изведение перестановок Р:2Р 1 также есть перестаНОВI4i;' 
которая определяется как выполнение сначала перестановки :н 
а затем - перестановки Р2' Обратным элементом для перестанов 
ки Р является такаяперестановка, которая возвращает числа в ~ 
исходные положения. Группы перестановок из n чисел Обознач~ 
ют символами 1Сn ' " 

Сопряженные элементы и классы. Два элемента А и В группы а 
относятся к одаому, кhaccy,. если имеется такой элемент Х группы .<J 

.~ что 

Х-'lАХ= В. 

Иначе говорягг, что элемент В получается из элемента А в p~ 
зультате nрМбраЗО6ания подобия с элементом Х Такие элементы· 
и Вназывают 'сопряженными. Совокупность сопряженных элеме '. 
то:вобразуеткласс., " 
к одному 'классу относятся такие'операЦИИ'симметрии, кот 

рые эквивалентны в том смысле, что они взаимно заменяют др 
друга при различном выборе системы координат. Такие операци 
свяЗаны или с одним элементом симметрии (например, вращ~ 
ни ем на разные углы вокруг одной и той же оси), или с элеме 
тами симметрии; которые меняются местами при преобразован 
ях симметрии молекулы (например, отражения в разных плоско 
стях (Ji В молекуле аммиака). 

11.3. Набор элементов .симметриu молекулы воды 

При определении группы природаобразующих ее элемеНТQJi 
не оБСУЖдалась. Выше были приведены примеры групп, элемен] 
тами которых были,целые или рациональные чи.сла. Начнем раО1 

'. смотрение с· одной из самых· прof:тых ~ 
наглядных групп: группы, tюстроеннозv и~ 
элементов симметрии· молекулы воды. . 
молекулы воды имеются следующие ЭЛе'~j 

менты симметрии (рис. 11.3): ось 2-гo~ 
порядка, совпадающая с биссектрисойJ 

угла Н 1 -О--'Н2 ; две плоскости симмет~, 
рии - Плоскость xz (в которой лежит мо",! 
лекула) и плоскость yz. Этим элементамj 
симметрии соотве,тствуют триопераци~ 

симме,трии - поворот вокруг оси на 180fi 
(этот элемент обозначают С2) и отраже-; 
ния в ПЛоскостях xz «(Jxz) и YZ «(Jyz). Вместе': 
с единичным элементом Е (отсутствие1 

Рис. 11.3. Элементы сим- каких-либо действий) эти элементы (т. е .. j 
метрии молекулы воды операции симметрии) образуют абелеву: 
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Таблица 11.1 

Групповое произведение операций симметрии для точечной I.'pУППЫ' CZv 

Операция симметрии Е С2 (Jx< (Jy< 

Е Е С2 0::;:, , ' (JyZ 

С2 С2 Е (Jyz' , (Jiz 

(Jxz (Jxz (JyZ 
, Е' С2 

(JyZ (Jxz (JyZ С2 Е 

группу C2v порядка h = 4. Символ «v» указывает на наличие двух 
вертикальных плоскостей отражения. Для этой группы прЬизведе
ние элементов определено как их последовательное выполнение. 

Так, запись произведения элементов (JYZ C2 означает, что сначала 
осуществляют поворот на 180·, затем ...:-. отражеш[ев плоскости 
yz. Результатом будет то, что атом кислорода не изменит своего 
положения, а атомы водорода вернутся в исходные положения, 

Т.е. никаких измеl,'Iений не произоЙДе'Г,. Однако тем же набором 
элементов симметрии, что и молекула воды, обладает молекула 
дихлорметана CH2C12: Если применить те же операции к этой мо
лекуле, то атомы" водорода дейс"рзителъно вернутся в -исходные 
положения, но атомы Хлора поменщотся местам,и. Результат будет 
тем же, что и при одной операции симметрии, - отражение в 
плоскости (Jxz. Таким образом, (JyZC2 = (Jxz. Перебирая все возмож
ные сочетания о'hераций симметрии, каждый раз будем находить, 
что последовательное выполнение двух операций симметрии дает 

тот же результат, что и действие какой-либо одной операчии сим
метрии. Результаты такого анализа можно представить вIIиде таб
лицы группового умножения (табл. 11.1). 

При построении табл. 11.1 предполагалось, что сначала выпол
няeTcя операция, приведенная в верхней строчке, затем - опе

рация, приведенная в первом столбце. Данные табл. 11.1 показы
вают следующее: 

1) групповое произведенце как последовательное выполнение 
операций симметрии удовлетворяет требованию, чтобы результа
том произведения был один из элементов набора (одна из опера
ций симметрии); 

2) в набор входит единичный элемент . .,..,.. отсутствие каких-
либодействий; . 

3) каждый элеМt;~нт имеет обратный элем~нт, совпадающий с 
ним самим; 

4) порядок элементов в произведении не влияет на результат. 
Таким образом, набор, состоящий из перечисленных в табл. 11.1 

групповых про изведений операций симметрии, образует точеч
Hyю группу C2v' Помимо молекул воды и ди~орметана эта точеч-
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Рис. 11.4. Ось второго порядка и одна из rm~ 
. .,!<О<1теЦ симметрии для молекулы 1,2-6' 
,[( фенил)имино]ац,нафreна (mчечнаЯ ";" 

па C2v) , 

'" . 

ная rpуdП.А.6Пi~Сь. IВaeT .своЙс. Т. ва с. и.мме.триии:мно.гих д. ругих MOJJ;1 
кул . \нцпрцм:ер" формальдегида, цис- [PdC12Br2J2- и др.; рис. 11.4j 

,:I>асс~отрцм ЩIOжество из четыр~х матриц размерности 5: " 

1 О О О О 1 О О О О 
О 1 О, О О О О 1 О О 

Г(Е) О О 1 О О Г(С2 ) = О 1 О О О 
О О О 1 О О О О О 1 
О О О О 1 О. О О 1 О 

1 О 'о 0'0 1 О О О О 
О 1 О О· О О О 1 О О 

J'(crXy ) = О. О 1 О, О " , J(cryz ) == .0 1 .0 О О (11:1 
О О О О 1 О О О 1 О 
О О О l' О О О О О 1 

Эти четыре матрицы образуют группу: 
• перемножение любых двух матриц дает одну из матриц, вх91 

дящих в это множество, т; е. в даниом случае групповое умнож~ 
ние - это умножение матриц! согласнО правилам действий е Mii 
рицами; .' ,:q 

~ единичный элемент·"':"" матрица Г(Е); .' •. .. .!I~ 
• умно,жение каждой матрицы на себя дает единичную MaTpflll 

цу, Т.е. каждая матрица имеет обратную матрицу(совпадающую'~~ 
этой матрицей). . :~ 

Проверка показывает, что таблица группового умножениядл~ 
группы сэле~ентами Г(Е), Г(С2), f(crxz)' f(cryz) совпадает с таб~. 
11.1 групповых произведений группы C2v' Это означает,ЧТО э"i( 
группа изоморфна рассмотреНной ранее группе С2vo а матриц', 
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r(Rj) образуют представление группы C~v (точнее - одно из 
возможных представлений). Напомним, ЧТО'природа элементов 
этих двух групп совершенно различна: в ОДНОМ.:с.лучае это неко

торые деЙст.6ИЯ (операции симметрии), в другом - квцдратные 
матрицы. Можно, очевидно, предложить и группы, природа эле
менто.6 которых иная, но которые изоморфны и группе C2v, и 
группе матриц Г(Rд. Среди всех таких ВОЗМОЖНЫХ'FРУПП группа 
Г(Rд занимает особое место: ее элементы являются матричны
ми объектами и поэтому очень удобны для работы в области те-
оретической физики и химии. о': ) 

Согласно определению представления группы матрицы Г(Rд 
должны соответствовать операциям симметрии. Более конкретно, 
матрицы (11.1) имеют следующий физическ:Ий смьюл: они опи
сывают результаты перестановки атомов при операциях симмет

рии точечной группы C2v' Действительно, при повороте молекулы 
дихлорм:етана на 1800 ВОКРУГ.осивторого порядка меl!ЯJQтсям:ес
там и атомы ВОД9рода и ХЛQра. Формально это можно описать I):aK 

реЗУЛЬТi1Т УМНQ)iения матрицы г<,с2) на столбцовую матрицу, эле-
ментами которой явдяютсSl номера атомов.: " ..... 

1 О, (j О О 1 1 : 

О. О 1 О О 2 3 ' ',. 

"0' 0.' :3 :,2" 
.' '(' 

.1 О О = : 
' . . ' 

О О ,О О 1 
" 

4 5, ,",' 1.li' 

О О О 1 О 5 4 ,с (, \,~ \ /! 

~' i .: ! 

Таким образом, матрицу Т( С2) можно сОпоста.6Ит~ i э:гtементу 
группы C2v - повороту вокруг оси. Аналогично мо:k:ио 'пЬказать, 
что матрицы Г( crxJ иТ( cryz) соответствуют операциям ,отражения 
в плоскостях xz и уz~Отметим, что элементы матриц Г(Е), Г( С2), 
г (crxJ , f(O'yz) равНы или единице, иди нул;ю. Представления, реа
лизуемые матрицами такого вида, называют персстановочными. 

Хщ::JактеlШ этих матриц ращrы числу атомов, остающихся на сво-
их местах при операциях с:цмметрии. ., 

I 

Набор из четырех матриц 
i ~ 

Г(Е) ~. [~ 
О 

~} Г 
О 

П 1 Г(С2 ) =' О -1 

О 1 о О 

Г(ац) ~(~ 
О 

П г 
О 

~] -1 f(cryz ) = ~ 1 

О О 1. 
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также образует группу. Эти матрицы описывают результаты, дe~ 
ствия,операций симметриилруппы на три р-функции атома КИs~ 
лорода, например: 

в точечной группе C2v ка~ый элемент группы образует клас;4 

11.4 .. Точечная группа молекулы аммиака. Приводимые 
и неприводимые представления 

, ТочеЧII'ая группа молекульi аммиака содержит шесть элеме' 
тов: единичный Е (отсутствие каких-либо действий), поворот' 
1200 против часовой стрелки (СЗ), ПОF!оротна 2400 против часов' 
стрелки (Cj) и три отражения в вертикальных плоскостях, ка 
дая из которых проходит через атом азота, один из атомов ВОД() 

рода и ось третьего порядка (0"1' 0"2, о"з) (см. далее рис. 11.5). Так 
точечную группу обозначают Сзv . 

Результаты группового анализа приведены в табл. 11.2. 
Как видно из таблицы, каждое отражение в плоскости являет' 

ся своим собственным обратныIM элементом. Элементом, обрат) 
ным повороту на 1200, является поворот на 1200 в противополож,! 
ном направлении, р, езультат'которого совпадает с ,результато~ 
поворота на 2400. ~aКJfM обр,азом, элементы. Сз и Cj образуют па~ 
взаимно обраТНрIХ элементоВ. Группа Сзv неабелева.-;1 

Рассматривая перестановки: a:J:'0MoB при операциях симмеТРи:I~ 
можно построить переС,тановочн, ое пред,'ставление ГРУППЫfСзv,' ана, :1,j 

логично тому, как это бьmо сделано дщrгруппы C2v• Также MO~ 
. ,j 

, Таблица 11,41 
. . ~ 

r u u С ;i! 
рупповое произведение операции симметрии ДЛЯ точечнои группы з~! 

Операция симметрии Е Сз С; 0"1 0"2 О"З 

Е Е Сз Сз2 0"1 0"2 О"З 
; 
"i' 

Сз Сз С} Е О"З 0"1 0"2 
, 

,~ 

Сз2 Cl Е Сз 0"2 аз 0"1 ~ 

0"1 0"1 0"2 О"З Е Сз С; 
; 

,1 

0"2 0"2 0"з 0"1 С; Е Сз ;, 

О"З О"З 0"1 0"2 Сз Сз2 Е ~ 
I 

.'~ 
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построить и набор маТРИЦj описывающиХ преобразование атом
ных 2р-орбиталей азота при операциях симметрии: 

1 Jj 
о 

[~ 
2 2 

О 

~} Jj 1 
Г(Е) :::: 1 Г(СЗ ) :::: О 

2 2 
О J О О 1 

J .j3 
О 

2 2 

~l~ 
о 

Н f(Cl) :::: 
:JЗ 1 

о ; Г(О"I) -1 (11.2) 
2 2 

О 
О О ''1 " 

~,' . 

~ Jj 
о -'.! ~ о : -~ 

2 ,2 ,2 2 

:JЗ 1 
о Г(О"з). 

43 1 
О Г(0"2) :::: -~ 2 2 2 2 

О О 1 О О 1 

Как видно, орбиталь 2pz при всех операцияхсимметрииостает
ся неизменной, а орбитали 2рх и 2ру преобразуются друг через 
друга согласно правилам изменения векторов при поворотах. На
бор матриц f(R) (11.2) является представлением группы Сзv в 
том смысле, что он позволяет математически представить дей
ствие операций симметрии на атомные орбитали. Как отмечал ось 
выше, перестановочное представление описывает обмен позиций 
атомов при этих же операциях. Таким образом, группе может со
ответствовать целый ряд представлений, содержащих матрицы 
разного размера и вида. Представление (11.2) описываетпр~обра
зование 2р-орбиталей азота. Очевидно, что в случае молекулы РНЗ 
эти же матрицы будут описывать отдельно преобразования 2р- и 
3р-орбиталей атома фосфора. Для того чтобы описать преобразо
вание набора всех шести (2р и 3р)орБИТЭ!Iей; необходимо ис-
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пользовать маrpицы размером 6 х б, имеющие блочно-диагонмf!!1 
ный вид. Так, матрцдаГ(Сз) приобретет вид .~ 

1 .J3 
о о о о 

2 2 
, . .J3; 1 

О О О О 
2' 2 

Г(СЗ ) = 
о о 1 О О О 

О О О 
1 .J3 

о 
·2 2 

О О О 
.J3 1 

О 
2 2 

О О О О О 1 

Очевидно, что преобразоваыия 3d-орбиталей будут описывать~ 
ся матрицами, KOTopь~e, вообще говоря, не совпадают с матрица~ 
ми (11.2). Таким образом, вид матрцц, образующих HeKOTOPO\~ 
представление, определяется базисом данного представления.!, 

Матрицы (11.2) также имеют блочно-диагональный вид. Кажl 
дую из них можно представить как объединение двух матриц: oд~ 
ной размером 2х2, которая показывает, как преобразуютщ[ oHi 
битали 2рх и 2ру, и единичной матрицы размером 1 х 1 вида (1)~ 
которая соответствует поведению ФУFJuкщцr, 2pz' остающейся пр~ 
всех операциях симметрии неизменноц: . 

Г(Е) =(~ 

и соответственно j ','. 

. '. 
Г(Е) = (1); ТССз); = (1); Г( Cj) = (1); 

Г(ад :::; (1); Г(а2) = (1); Г(crз) =(1). (11A~ 
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Таким образом, множество матриц{Н.2) можно заменить двумя 
наборами матриц меньшего размера (1l.3},.ц (11.4) .. Дальнейшее 
уменьшение размера матриц (11.3). '1,f;{1'lA} не представляется 
возможным: 2р/и2ру.,.орбитали атома'азо:rа в,мо:л~куле аммиака 
смешиваются при некоторых (хотя и не'ирI:I;йсех) операциях сим
метрии. ГоворЯ1:, что представление (11.2) ЯiВляется iLриводUМblМ, 
а представления (11.3) и (11.4) - неnрtщодuм/я;rrtJUlI , , ' . 

Теория групп предсказывает, что для точечной гр~пы Сзv су
ществует еще одно одномерное неприводимое представление вида 

";<',1,. 

Г(Е) = (1); Г( Сз) = (1); Г( Cj) = (1);: 

Г(ад = (-1); Г(а2) = .(-1); Г(crз) = (-1) . (11.5) 

Поскольку 1s- и 2S-0рбитали атОма азота при шобых О:Qурац:wrx 
симметрии остаются неизменными, пре()бразова~ия.эt;I1~орq~i~;~ 
лей при операциях симметрии 'Г~чечноц ГРУIIПЬ~ (:7зv оЩН;!>IJ;3а:~тся 
тем же набор,омиз ше9ТИ единичныIx ~~'I'~сИц.(l1})~ К6tорыу.пУ~ 
редают свойс~ваорбит~и 2pz. Ta~~ оQр~q~".фУIIк;u;ч~.1.s,.2~, 2pz 
при qровеДЩIИиопеР~tР!Ц9ИММ~1'Р1;I~ J~e4>1 f(~бя ОДI;l1i~Е:~ВЫМ 0;6-
разом, т. е. их свойства симме'rIJИ:~ (иrrи;. ~J1PCTO. ,сцмм:етрйя) ,од;и
наковы и могут быть переданы набором матриц, относящихся к 
неприводим;ому представлению (11.4)., 

Матрицы f(R) , (11.3)., показ:ыва.юшие.преобразования пары 
орбиталей 2рх 11 2ру, описывают также тран6формационные свой
ства орбиталеЙ 3dxz, 3dyz, центрированных на атоме азота (или 
фосфора). Говорят, что каждая пара изэтихфунк:ЦиЙ'преобразу
ется ПО одному и тому же непj:шводимому представлению': Более 
того, функции 2рх и 3dxz преобра,;зУJOТёЯ в соответствии'ЬЗлемен
та.ми первого, а функции 2руи 3dyz '-всоответств~ии)сэлемента
ми второго столбцов матриц (11.3). Функции;пре'обра:зующиеся 
по элементам одного и того же столбца,'обладают одинаковой 
симметрией. Таким образом, неприводимое представление пол
ностью описывает симметрию волновых функций (в данном слу
чае атомных орбиталей). Преобразование базиса приводит к изме
нению вида матриц соответствующего неприводимого представ

ления; Представления" связанные уни'rарн:ыt"преобразованием,' 
называют эквивалентными. При этом для каждой из преобразован
ных матриц характер элемента группы сфхра:няется. 

Атомныеорбиtали атома азота преобразую:гся согласно непри
водимым' представлениям - двумерно.му (11.3). и одномерному 
(11А). В то же время преобра:зование:s-орбиталей атомов водорода 
происходит в',соОтветствии с обмен:ом'ПОЗИЦИЯМИ атомов водоро
да, т. е. СОГМСНО, перестановочному представлению (Н.1) размер
ности 3. Поскольку нецриводимые представления группы Сзv име
ютразмерности 1 и 2, то представление (11.1) является приводи-
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мым. Это означает, что из базисных функций перестановочно 
представления (11.1) жела1еЛJЩО построить такие линейные ко: 
бинации, которые преобразовывались бы по неприводимым ПРeJ: 
ставлениям группы C3v,'~ симметризованные функции (орбит; 
ли). Если такое цреобразование .возможно, то говорят" ЧТО прив ,: 
димое представление может быть разложено по неприводимь' 
представлениям. Число функций, относящихся к неприводимо , 
представлению Щ показывает, сколько раз данное неприводима.1. .~ представление содержится в приводим~)М. Это число та раССЧИТЬ:II 
вается по формуле 

(11.~ 

где XCRi), х(у,(Rд' - характерыI соответственно приводимого и H~ 
приводиМ6ГО представлений. 

Далее' для. неприводимых П]jедставлений построение симмеа 
ризованньix функций 'fipоводят слеДУЮщим образом. Выбирают од, 
из базиснЫХ функциЙ приводимого представления и действуют; 
нее операторами nроектированuя, число которых равно размерн' 
сти неприводимого представления: . 

E}k =mа I;r}k(R)R (i, k = 1, ; .. , та)' 
h R ' , • 

. . '1 

'1 
(11.7~ 

Для пострqениянабора сИ,\мме1ЩIзоваНЕЫХ функций, преОБР~ 
зующихся по данному неприводимом:у представлению, необход· .. ·~ 
мо использовать Оl1ераторы.С,фикси~ованным вторым индексо", 

Если матрицы нецриврдимого представлеI-j:ИЯ недоступны, МО)Щi 

но.использовать ФGРМУЛУ, в КОТОIЮЙПРИСУТСТВУЮТ характеры H~ 
приводимого представ~ения ,. '_ ' f 

(11.8~ 
, , 

в квантовой химии неприводимые представления оБQзначаЮ1 
буквами латинского алфавита согласно определенным прав~ 
лам. Одномерные представления - а и Ь, двумеРНЫе ,- е, Tpex~ 
мерные. - t. Если имеется несколько предста.влениЙ одной и TO~ 
же размерности, то ВВОДЯТ.Н:ИЖНИЙ индекс 1, 2 ... (ы 1 ' Ь2). Еслf,l 
базисные функции не меняются при операции инверсии, то дo~ 
бавляют индексg, в противном случае - индекс и (t1g, (2и)' Д~ 
линейных молекул неприводимые представления обозначают rpej 
ческими буквами: о' - для одномерных представлений; 1t, О, ... ~ 
для двумерных представлений. Как правило, симметрию одноэлек;1 
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Таблица 11.3 

Характеры неприводимых и приводимого представлений 

для точечной ГрУШlЬ1 Сз'v 

Элемент Е Сз , С} (11, (12, (1з 

Неприводимое представление: , 
а, 1 1 1 

а2 1 1 -1 
е 2 -1 О 

Приводимое представление 3 О 1 

тронных функций (молекулярных орбиталей) записывают строч
ными, а многоэлектронных функций - прописными буквами. 

Построим симметризованные орбитали атомов водорода для 
молекулы аммиака. Базисными функциями представления явля

юTcя Is-функции этих атомов, обозначим их SI, S2> Sз. В табл.11.3 
представлены характеры приводимого в базисе этих функций и 
трех неприводимых представлений точечной группы С3и' 

По формуле (11.8) получаем кратностц вхождения неприводи
мых представJIеiIий в приводимое: 

1 ',,' ',:,:, : i 

т(а1) = - (3 ·1 + 1 . О + 1· О + 1· 1 '+ 1'·1 + 1· 1) = 1, 
6 " 1 . '. . .. ' 

т(а2) = 6.(3.1 +1· О + 1· О + 1·(~n+ 1· (-1) + 1· (-1» = О, 
l' ' 

т(е) = -(3·2+0· (-1)+ 1· (-1)+ 0·1+ 0·1 + 0·1) = 1. 
6 

Выберем в качестве исходной базисной функции орбиталь SI' 
Напомним, что при операциях симметрии эта функция преобра
зуется следующим образом: 

"" ...... -2 ,.., л. ,.. 

ESl = SI, C3S1 = S2' C3S1 = S3, 0'1S1 = SI, 0'2S1 = S3' О'ЗSl = S2' 

Подставляя в формулу (11.7) значения матричных элементов 
fll(R) неприводимого представления а1, получаем 

1 1 Efisl =6(1'SI +1,s2 +1·sз +1,sl +1·sз +1·s2) =3'(SI +S2 +sз). 

Полагая, . что перекрывание между ls-орбиталями атомов во
дорода мало, получаем нормированную симметризованную функ
цию 
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Получим теперь две симметризованные орБИТaJIИ непривод~ 
мого представления е.'Подставляя в формулу (11.7) зв:ачения Ma~ 
ричных элементов rll(R) матриц (11.3), получаем 

Используем теперь оператор проектирования €~1: 

',~' , '2(0 ",. JЗ: ,JЗ' ,,' о' , ," Jj .j3):J3 ~' 
€21 S1 = -6 ':5'1 +-"-' S2- -" S3 + '$1 '-'_. Sз +_. S2 = -' (S2 -S,3 
.' " ,2 2 .., 2 2 3 '/ 'i ". ,,\ . , " 

u , 

Нормируем получев:ные функции: 

1 ' . 1 (iiI 
<р(ех ) = .J6 (2s1 - S2 - sз);.<р(еу ) =.j2(S2 - 8з). (11,~ 

Покажем, что эти функции действительно образуют базис ДB~ 
мерного представления, Е, т., е., преОбраЗУIbТСЯ,по матрицам (l1.з~,,'" 
Рассмотрим, например, поворот на 1200 против часовой стрелк 

Поскольку при этом повороте C;SI == S2,C;S2 = Sз, C;S3 = SI, ЭТ. 
преобразование приводит к следующему результату: . 

-- 1 
Сз<р(ех ) = .J6 (2s2 -S3 -SI)= <р'(ех ), 

С;<р(еу ) = .1 (S3 - SI) '= <р'(еу ). 
, 

~ т? же время результат?м поворота будет преобразование функ' 
ции <р( ех) и <р( еу) в соответствии с матричным умножением: 
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Таким образом, преобразование функций (11.9) при операци
ях симметрии действительно описывается матрицами Г(Е), по 
которым преобразую1'СЯ функции Рх и Ру_1ПРИ этом функция ех 
преобразуется точно так же,КаК Фунщмрх;а;,Су --:. КаК функция 
РУ' Поэтому соотве\Гствующие пары ФУНКЦI:l'й принадлеж:ат одному 
и тому же неприводим:ому представлению. , ' . " 

Использование оп~раторов (11.8) связано с,щщ::отор;ымитруд
ностями. Подействуем этим оператором на функцию SI:' 

т ..... 2 
€a S1 =~ LXa (R)Rs1 = -(2· SI -1· S2 -1· Sз + 

h R 3 
. 2' , 

+0'SI+0'SЗ+О'S2)=-:(2'SI-S2-SЗ)' "(11.10) 
. 3 , . 

что совпадает с (11.9). Для того 'Чтобы получить вторую KoMrioHeH~ 
ту неприводимого представления е, необходимо подействовать на 
какую-либо другую функцию, например S2: '1 , ' 

: (11.11) 
: . . 

" ' 
Полученная функция не облад~~т должной с.имметF>иеЙ" так 

как пара функций (11.10) и (l1.1.1)не,преобразуеtсяпо матри
цам (11,3). Поэтому используют следующий прием: ИЩ)!Тlwакую 
линейную' комбинацию исходных функций aSl + ~S2 '+ "(Sз',' кото
рая бьmа бы ортdгональна к функциям ф(ад и (11;10): 'Н, 

1 (ощ + ~S2 + "(SЗ)(SI + S2 + sз)dv = О, , 

I (aS1 + ~S2 + "(sз)(2s1 "- S2 .... sз.)dv =0., i. 

Полагая, как и ранее, .что 1S-0рбитали, при надлежащие раз
ным атомам, ортогональны, получим а = О, ~ = 1, "( = -1. Таким 

1 : 
образом, <р(еу ) = .j2 (S2 - S3) - функция, ~ействительно преобра-

зующаяся как вторая компонента неприво~имого представления е. 

Приведем два,~ажных соотношения, J<i:lсающихся свойств не-
приводимых предстаВ!lениЙ. '. ' : 

1. Сумма квадратов размерностей неприводимых представле
нийравна порядку труппы. 

2; Число различных неприводимых представлений труппы рав
но числу ее классов. 
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11.5. Теорема Вигнера - Эккарта 

Согласно теореме Вигнера",Эккарта матричные элементы o~ 
ратора Гамильтона меж,дуфуЕКЦИЯМИ, относящимися к разнв , 
неприводимым представлениям или преобразующимися по раз 
ным столбцам одного и roгО же неlIpИВОдИМorо предетамени" 
равны нулю. Доказательство основано натом факте, что значен , 
интеграла 

f~7(R)ih!k(R)dR 

не зависит от ВЫбора системы координат, в частности от преоб 
разования координат в соответствии со свойствами симметри 
молекулы. Это означает, что подынтегральная функция должн' 
преобр"зовываться по полносимметричному неприводимому пре 
ставлению точечной группы молеку~ы'г1' Однако поскольку оп 
ратор Гамильтона инвариантен относительно операций симме 
рии, произведение функций Ч'i и Ч'k также должно содержать по 
носимметричное неприводимое представление, что возможно толв 

ко при соблюдении условий, сформулированных в теореме. 
В случае одноэлектронных функций (т. е. орбиталей) роль опе 

ратора Гамильтона играет оператор Фока, который также инв 
риантен относительно преобразований симметрии. Поэтому ок:' 
зываются равными нулю матричные элементы меЖдУ молекуляр 
ными орбиталями, относящимися к разным неприводимым пред 
ставлениям. ' Матрица оператора Фока приобретает блочно-диаг i 
нальныйвид, при,:!ем каждый блок соответствует некоторому H~ 
приводимому представлению; Сщщствием является отсутствие см! 
шивания меЖдУ орбиталЯМ~i о'Гносящимися к разным непривф 
димым представлениям, т. е. молекулярные орбитали имеют опре 
деленные свойства симметрии и: могут быть распределены по не, 
приводимым представлениям СООтветствующей точечноигруппыl 

Соображения симметрии определяют и правила отбора в спеКl 
трах поглощения. Вероятность перехода определяется значение~ 

матр~чного элемента дипольного момента перехода i1: ' 

W;,k = f~7(R)~\fk(R)dR. (11.12)1 
)~ 

Дипольный момент перехода преобразуется как радиус-векторj 
Интеграл (11.12) будет 'отличен от нуля и переход будет разреше~ 

" , 
только в том случае,'если произведение неприводимых предстаВ-1 

лений функций \fi и ч' k содержит представление, по KOTOPOM~ 
преобразуется радиус-вектор. Поскольку оператор~одноэлект~ 
ронный, должна рассматриваться симметрия орбиталей, во вле";' 
ченных в переХОД..(j 

136 

11.6. Группа перестановок и спиновыефункции 

Рассмотрим на примере группы перестаfl(~ВОК п(3) некоторые 
вопросы структуры спиновых функций многоэлектронных систем. 

Группа п(3) состоит ИЗ шести элементов: Р(123) (единичный 
элемент), Р(231), Р(З12), Р(213), Р(132), Р(321). Ilроанализируем 
действие этих перестановок на спиновые функции трехэлектрон
ной системы, описанные в гл. 7. 

~2 

Функция а(1)а(2)а(3) - собственная функция оператора S , 

3 5 3 
при надлежащая собственным значениям S(S + 1) = 2 "2 и M s = 2' 
Любая перестановка электронов оставляет эту функцию без изме-

1 
нениЙ. Функция, соответствующая проекции спина M s = 2 : 

1 93/2,1/2 = Jj [a(1)a(2)~(3) + a(1)~(2)a(3) + ~(1)a(2)a(3)], 

при действии любой перестановки также не :меняется. Аналогично 
ведут себя и функции 93/2, -1/2 И 93/2, -3/2' " ' 

РассмоТрим теперь две функции, соответствующие дублетно-
му спинов ому С,остоянию: 

1 " , 
91/2,1/2,1 = J6 [2a(1)a(2)~(3) - а(1)В(2)а(З) -Щl)а(2)а(З)],, 

, 

1 ' " " 
91/2,1/2,2 = ..fi [а(1)р(2)а(З) - B(1)a(2)a(3)]. 

Для краткости будем обозначать эти функции 91 И 92 соответ
ственно. Подействуем перестанЬвкой P(231) на функцию 91: 

P(231) ~[2a(1)a(2)P(3) - а(1)Р(2)а(3) - p(1)a(2)a(3)] = 

= ~[2а(2)а(З)Р(1) - а(2)~(З)а(1) - ~(2)a(3)a(1)] = 

= А ~ [2а(1)а(2)Р(З) - a(1)p(2)a(3) - Р(1)а(2)а(3)] + 

+ в .1 [a(1)~(2)a(3) - В(1)а(2)а(З)]. 
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Из сравнения левой' и правой частей равенства получае~ 

А=-! В=_JЗ 
2' 2 ' 

т.е. Р(231)81 = -161 - .J3 62. Выполнив те жj 
, " 2 2 ~ 

, ~, .J3 1 j 
действия с функцией 62' получим Р(231)62 = - 61 - - 62 ил:и:~ 

2 2 
матричной форме 

JЗ] 2 
1 
2 

Матрица, по которой преобразуются функции 61 и 62, совп~ 
дает с матрицей Г( Cj), по которой преобразуются функции, o~ 
носящиеся к неприводимому представлению е точечной групп~ 
Сзv (уравнение (11.3). Заметим, что при операции поворота ИiJ 
240· происходит перестановка атомов водорода в молекуле aMM~ 
ака (рис. 11.5) как (123) ~ (231).,~ 

Рассмотрев действие всех перестановок группы 1t(3) наСПИН0J 
вые функции 61 и 62, можно убедиться, что они преобразуют~ 
по такому же закону, что и функции неприводимого представл~ 
ния е точечной группы СЗv • При этом имеет место соотвеТСТВИJ 

перестановок группы 1t(3) и операций симметрии группы Сз~ 
Матрицы (11.3) образуют представле~ие для обеих групп. Это я~ 
ляется частным случаем теоремы Кеили: любая конечная грушij 

порядка 'h изоморфна подгруппе груЦ; 
пы перестановок 1t(h). . 

Вернемся к. свойствам СfIмметри~ 
спиновых ,функций. Из проведеННОJ] 
анализа ВИдно, что функции квартет; 
ного состояния преобразуются по не; 
приводимому представлению аl, а функ~ 
циидублетных состояний- по непри· 

~ водимому представлению е. Общее пра: 
Щ1JЮ заключается в ТОМ,ч:ТО классифи' 
кация N-электронн:ых с,циновых функ· 
ций может проводиться по неприводи~ 

мым представлениямГруппы переста~ 
новок 1t(N). . 

Рис. 11.5. Элементы симмет- Рассмотрим задачу о построени~ 
функции, преобразующейся по анти~ 

рии молекулы аммиака симметричному представлению. Волно~ 
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вые функции многоэлектронных систем. антисимметричны отно

сительно перестановок электронных координат (включая спино
вые координаты)(см~ гл. 12). Антисимметричная:фуикция при дей
ствии перестановок умножается на (~1) в степени, равной четно
сти перестановки. Рассмотрим две группы ФУнкций: первая (<1>;) 
при перестановках преобразуется по некоторомУ '~I]?едставлению 

r а(р), вторая (\jf;) --:- по представЛi':НИЮ га(р), ,маТРИЧН1?,Iе эле
менты которого равны 

tij(P) = (-1)РГj;(Р). 

Такие представления назывщот сопряженными. 

Будем считать, что эти неприводимые представления имеют 
размерность! Тогда функция, построенная как 

1 
ф = -L<I>k\jfk 

.jJk 
будет антисимметричноЙ. Деиствительно, подействуем на эту функ
цию перестановкой Р: 

Здесь использовано свойство унитарных матриц 

Если <1>; - функции от пространственных координат, а \jfj -
функции от спиновых координат, то для построения правильной 
антисимметризованной функции необходимо использовать про
странственные и спиновые функции, преобразующиеся по сопря
женным представлениям согласно формуле 
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Контрольные задания 

1. Одноэлектронный атом цомещен в поле трех точечных зарядов, Ta~ 
что образуется правильная J;Iирамида. На какие уровни распадается ypo~ 
вень 2р свободного атома? ' 

2. Покажите, что оператор Лапласа инвариантен относительно пово,'; 
рота вокруг оси Z. . Ц 

3. Покажите, что операцииА-l соответствует матрица f(A)-I. 1 
4. Характеры неприводимых представлений точечной группы С2и при~ 

-< ведены в табл. 11.4. 

в 

Таблица 11.4 

Характеры непр,ивоД~ых .пРедставлениЙ для точечной группы С2и , 
Неприводимое 

Е С§ аХ' 
,'! 

представление аУ' i v v , 
А1 +1 +1 +1 +1 
А2 +1 +1 

, 
-1 -1 

В1 +1 -1 +1 -1 ·5 

В2 +1 -1 -1 +1 

Определите кратность вхождения неприводимых представлений группыl 
приводимое, имеющее следующие характеры. 

R ................ Е C2
z a~ 

X(R) •......... +7 +1 ' +5 
aYZ 

v 

+3 

РАЗДЕЛ 11. МЕТОДЫ 
КВАНТОВОХИМИЧЕСКИХ' . РАСЧЕТОВ 

Глава 12 

ВОЛНОВЫЕ ФУНКЦИИ МНОГОЭЛЕIЦРРIJНЫХ 

СИСТЕМ 

12.1. Общие свойства волновых функций 
многоэлектронных систем 

в квантовой химии атомы и молекулы рассматривают как си
стемы из N электронов, находящихся в поле ОСТО13а из 'aTOMHb'IX 

ядер и взаимодействующих с ними и между собой. Фундаменталь,:, ' 
ные свойства коллектива электронов обусловливают структуру и 
свойства мно):оэлектронных волновых функций, что необходимо 
учитывать при построеНI1И волновых функций и работе с ними. 
Одним из таких фундаментальных свойств являетсЯ неразличи':' 
масть, или тождественность, электроньв.' Этот вывод сделан на 
основе обобщения всеЙ совоКупности Эkсhериментальных данных 
о поведении микрочаст:ifц. Принцип неразличимости электронов 
означает, что если' поменять местами два (или более)' электро
нов, то состояние системы прИ'этом не изменится; Это значит, 
что не должны измениться средние' значения физическИх: вели':' 
чин, которые и характеризуют состояние системы. Однако в вы"" 
ражения.rvrn средних значений физических величин волновая функ
ция входит квадратично, поэтому при перестановке элеКТРОНОJ;l 

функция должна сохраняться или менять знак. Рассмотрим эту 
процедуру более подробно. 

Запишем волновую функцию N-электронной системы в виде 
'Р(1, 2, ... , N). Каждой цифре в скобках соответствует набор четы
рех чисел - координат ЭJIектрона (включая спиновую). Условим-. 
ся далее, что положение этого набора координат (илц соответ
ствующей цифры) в ряду будет определять номер электрона, ко
торому принадлежит этот набор координат. Введем теперь опера-

тор перестановки координат электронов Ру. При действии этого 
оператора На волновую функцию многоэлектроннойсистемь1: элек
трон номер i перемещается в точку, занимаемую ранееэлектро
ном номер j, а электрон номер j' - в точку, ранее занимаемую 

электроном номер i, т. е. электроны обмениваются своими коор
динатами: Поскольку электроны неразличимы, в дальнейшем для 
простотьi будем рассматривать перестановку координат первых двух 
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электранав Р12, имея JЗВИДу,па существу, перестанавку произ-' 
вольной пары элеКТРОН;О~.)::ТРI:I действии этого .оператора на мно
гоэлектронную функцию последняя в' соответствии со сказанным 
ранее либо будетОСтаваТьС.й неизменной, либо будет менять знак:" 

РI2'Р(1, 2, ... , N) == 'Р(2, 1, 3, ... , N) == ±'Р(1, 2, ... , N). 
. . 

Из всей совокУпности экспериментальн'ых данных следует, что\ 
-< многаэлектронная волновая" функция при такай .операции меняет I 
знак 

РI2'Р(1,2, .. ;, И) =='f(2,1,.з; ... , N) = -'Р(1, 2, ... , N). 
:; "[ " . 

Таким .образом," волновая функция многоэлектронной систе-', 
мы щtmЩ:ШJМеmрцчна, T.~. меняет знак при перестщювке коорди-' 
нат(вкщрчаЯСПИ}fовые) любой пары электроно~. В.этом заключа.,~ 
ется nринщm Паули, сфармулированны:Ц в.самам общем виде. Ча...",; 
стицам, волновы.е функции которых ведут себя согласно ПРИНЦJi-;,~, 
пу Паули, в статистической физике соответствует статистика Фер';~ 
ми-Дирака; такие частицы называют фермионаJl'lи. Частицы, вол"::! 
новые функции К()1'арых.ы:е меняются при перестановке коорди,}; 
нат, подчиняются статистике Бозе-Эйнштейна - бозоны.;' 

Волновая функцияобычно очень сложна, прэтому важно най-:-~ 
ти наиболее удобную форму ее записи (хотя бы и приближенную),.,; 
Мажно папытаться построить ее, используя одноэлектранные} 
ФУНКЦJiИ, каждая из которыхзависиr от ,коардинат ТОЛЬКQ одного,: 
электрона (ОДНQэлектронных функций) -:- сnин-орбиmалеЙ. 

'1'!! (Xj, Yj, Zj, (Jj)', Gпин-орбщаль может быть записана в виде произ~: 
ведения двуХ функций: оРбитали <P~(Xi' Yi'Z;), котарая зависит от.: 
пространственных координат электрона, И,спиновой функции Xms: 

~12.l) ". 

в случае если система является' атомом, одноэлектронные фун
кции называют аmом'ны�иорбumаля.мu,' в случае если система яв
ляется молекулой -- моЛе'/(улярнымиорбиmаляМи. 

Рассмотрим модель,В :которьй каждый электрон движется В" 
поле атомных ядер и усредненном поле, создаваемом :остальны
ми электронами; такое приближение называют одffоэлекmРОНflЫМ. 
ДВI;lжение электронав при эт()м происходит нузависимо, а квад
рат мадуля .0днаэлек,-\ронноЙ функции (спин-арбитали) .опреде
ляет плотнасть вероятности нахождения электррна вблизи неко
торой точки в пространстве.при произвольных паложениях ос

тальных электронов. Тогда ПQЛ~УЮ волновую функцию можно за- . 
писать в виде произведения спин-орбиталей, что согласуется с 
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вероятностной трактовкой волной функции (см,· гл. 2). Действи
тельно, если считать, что движение 'электронов ,nроисходит неза:
висимо, то квадрат модуля ПОЛНОЙВ(:)ЛНФБ'ОЙ:ФУНКЦИИ будет ра
вен произведению вероятностей неза:ВИСИМ'Вlх;tобытий - нахож
дения электронов в различныIx точках про'ё~ства:. Однако таКая 
функция не будет удовлетворять принципу ПаУJl\И",;,nPИ переста
новке электронных координат будет получат,БСЯ :другалфункция. 

Если исхадную волновую функцию заrптсатьв ~'Иде'n:роизведе
ния спин-арбиталей, можно палучить многоэлеКТР:ОННУЮ'ВОЛFIО
вую функцию, .обеспечивающую соблюдение т:ребоваю!Й. ПРИН
ципа Паули. Такая форма записи была предложена ';ДЖ.А;ГОyRТ0М 
(1928) и Дж. Слэтером (1929). Впростейшем случае ВОЛНОIlуЮ'ФУНК~ 
цию записывают в виде определителя (детерминанта)';':П0ё'J'роеR-
ного ПО определенным правилам. . . .: '. 

Пусть имеется набор (вообще говоря, ПРОИЗВОJIЬНО бшI'ЬШОЙ) 
ортонормированных спин-орбиталей'1'. Выберем из них Nф~FЦ{~ 
ций и построим определитель, в котором номер столбца б~,i!(~'Г 
саатветствовать номеру электрона, а номер строки - однои ИЗ 

спин -орбиталей: 

I 

'Р(1, 2, ... , N) =det!'1'!, 'JI.2. '1'з .... ,'I'NI.=. 
'1'1 (1)·· i\j!1 (2)'1'1 (N) 

1 '1'2(1) '1'2(2) . '1'2(N) 
\ = Щi. 

'1' N (1) '1' N(2) '. '1' N (N) 

\ : I 

, ,.(12.2) 

i, 

Величина 1j.JNi. - нормировочный множитель для ФУНКЦJ;IИ, 
которая в развернутой. форме со.стоит из N! ортонормированных 
произведений спин-6рбитале?~ Отметим, ~IТO ПQСКОЛЬКУ N ФУн~
циЙ, вообще говоря, выбирают из некотарого набора спин-орби
талей то и:х сплошная. нумерац,ия имеет. смысл только внутри 

, , ,,' ,'" , ," , " 

конкретного определителя. ,М!;>! еще BepHe~ytI ~ этому вопро,су., , 
Рассмотрим действие перестановки пары эл~ктронов на пол

ную волнавую функцию,' котарое формаль~о, заключаеТС5I в том, 
что ~ереставляют номера электронов~ соответствующих столбцах 
(или, что то же самое, h:ереставляютсами столбцы): 

'1'1 (2) 
~ 1 '1'2(2) 
РI2'Р(I, 2, ... , N) == JNi. .... 

'1'N('2) 
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Однако, как извесrно, ПРИ,пересrановке сrолбцов определи; 
тель меняет знак, чего и следует требовать от функции, антисим,' 
метричной относительно: церестановки электроцных координат., 

Как известно, замеНа С11РОК стодбцами и столбцов строками щ 
мен:яет значения опредеЛflтеля, Поэтому часто применяют другоР 
способ построения детермцнантной функции, при котором CTPOi 

ки соответствуют номерам. электронов, а столбцы - функциям 
Перестановке двух элеюгронов при э;гом соответствует переста· 
новка двух строк. ': ,', 

Детерминантная форма (СJJэтеровские определители) представ" 
ляет .компактный способ.заI1f1СИ J;30ЛНОВЫХ функций многоэлект;
ронных систем,особещю ,удоБНЬJЙ тем, что правила действия ( 
определителями хорошо ИЗвеСТНЫ, а принЩШ Пау,ли удовлетво
ряется автоматически. В частности, определитель можно предста
вить ввцде действия оператора антиСlЩметризации на простое 
произведение спин-орбиталеЙ. Этот оператор имеет следующиi1 
вцд: 

~ 1 ~ 
А = -I,(-1)Q Р. 

.fiii. р 
Суммирование проводят по всем возможным перестановкам Л 

электронов; q - четность соответствующей перестановки, опре

деляемая четностью числа парных перестановок (транспозиций), 

которые приводят к данной перестановке Р.Результатом дей
ствия оператора антисимметризации; на произведение функций 
0/1(1)0/2(2) ... o/N(N) является нормированнаядетерминантная функ
ция (12.2). 

Практика расчетов показалц, что зацись в вцде одного детер
минанта, которая по способу ПQстроения соответствует одноэлек
тронному приближению, представляет собой удобное приближе
ние для волновых функци.й: молекул, находящихся в OCItOBHOM 

состоянии. Поэтому ОЩfOдетерминантное приближение является 
наиболее р::tспространс;,нцым в квантовохимических расчетах. Та
кие функции часто исдользуют ДЛЯ получения набора орбиtалей, 
п;рименяемых в дальнейшеl,\1 в более слоЖных расчетах. 

Очевцдньщ расширением однодетерминантного подходаявля
ется запись волновой фунКции состояния Q в вцде линейной ком-
бинации определителей . 

где Ч'К(о/КI, 0/К2' О/КЗ, ... , o/KN) ~ детерминантная функция, ПОС1 
роенная из N спин-орбиталей o/Кl, о/ю, о/кз, ... , o/KN, взятых, ка 
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отмечалось выше, из достаточно большого набора функций 0/. 
В случае если этот набор обладает свойством полноты, Т.е. если 
любая одноэлектронная функция можеr быть точно представлена 
в вцде разложения по ортогональным функциям 0/, то разложе
ние (12:З) является точным. При этом люБЫе линейные преобра
зования функций 0/ не приводят к изменению энергии системы и 
любых других характеристик молекулы, Т.е. ВЫQОР"фу~к~ий пол
ного ортогонального набора достаточно про изволен. Однако по
нятно, что в практических расчетах невозможно оперировать бес
конечными разложенцями, поэтому выборспин-орбиталей имеет 
существенное значение. Для нахождения оптимальных орбиталей 
и коэффициентов при детерминантах используются различные мо

дификации вариационного метода. ПредстаВJlение волновой фун;
кции В вцде разложения по определителям фактически лежит в 
основе всех современных методов квантовохимических расчетов. 

Детально эти методы рассмотрены далее. 
Приведем примеры записи волновых функций атомов и моле

кул в детерминантной форме. Начнем рассмотрение с некоторых 

простых атомов. 

Атом гелия. Электронная КОfIфюурация основного состояния ато

ма гелия - 1s2. Поэтому спин-орбитали запишем в вцде 0/1 = 1sa" 
0/2 = 1s~, где 1s ...,... атомная орбиталь. Тогда по,лнаядвухэлектрон
ная волнов<U;I функция будет иметь ВИД 

, 1 10/1 (1) '1'1 (2)1 1 11S(1)a,(l) ls (2)a.(2)1. 
Ч'(l, 2) = detlo/I 0/21 = .fi 0/2(1) '1'2(2) = .fi 1s(1)P(l) 1s(2)~(2) 

Раскрыв детерминант, получаем 

Ч'(l, 2) = .1 [ls(1)a,(1)1s(2)~(2) -1s(l)~(1)1s(2)a,(2)] = 

1 = 1s(1)1s(2) .fi [a(1)p(2) .,.. Щl)а,(2)], 

гдеУ.fi[а,(1)р(2)- Р(1)а,(2)] - уже известная нам спиновая функ

ция для синглетного состояния двухэлектрЬнной системы. 
При перестановке пространственных координат произведение 

орбиталей 1s(1)1s(2) не изменяется (меНяется лишь порядок со
множителей), а спиновая функция при перестановке спиновых 
координат меняет знак. В целом же при одновременной пере ста
новке пространственных и спиновых переменных волновая функ
ция меняет знак на противоположный. 

Атом l'eЛИЯ в ВО;Jбущденном состоянии. Электронная конфигура
ция атома гелия в возбужденном состоянии - 1s12sl

• Начнем рас-
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смотрение со случая, когда 'l'1 = lsa, 'l'2 = 2sp. Полная двухэлеrct1 
ронная волновая функция имеет вид . I 

'Р (1 2) = d~tl I =' ~.')'l'.) (1) 'l'1(2») = ~)IS(I)<X(I) ls.(2)a(2»). ~ 
1, . , 'l'1 'l'2 .' ."fi 0/2(1) 'l'2(2) .fi 2s(1)P(1) 2s(2)P(2)'~ 
Раскрыв детерминант, находим 

. ii" 
'р I(1~ ·2) = Ji [~S(I)~(l)2s(2)P (2) - 2s(I)P (1)ls(2)a(2)]. 

ПолученнаяФунКцtrяне~ожет быть записана в виде произведе~ 
нмя функции оТпространствеmiых координат на спиновую функ) 
цию; кроме того, она не является собственной Функцией операто~ 

'. ",2' . '.' '1 ' .' . "~ 
ра S . Учитывая вид СПИliОВЫХ Функций д~ухэлектронных систе~ 
,этот цедостаток Лt)гко исправить, добавив к Функщщ 'Р I (1, 2; 
определ.итель, построенный на спин-орбиталях 'l'з = IsP, \114 = 2sq 

'Р2 (1, 2) = dеtl\llЗ \114/ = 
1 .1'l'З(1) 'l'З(2)1 1 11S(I)P(1) ls(2)P(2)I 

= .fi \114 (1) 'l'4 (2) = .fi 2s(1)a(l) 2s(2)a(2) = 
1 . 

= ~ [ls(I)P(I)2s(2)a(2) - 2s(I)<X(I)ls(2)P (2)]. ,,2 " 

Взяв нормированные линейные комбинации функций 'P1(l, 2) 
и 'Р2 (1, 2), находим 

1 1 1 .fi ('Р1 ± 'Р 2) = .fi [ls(1)2s(2) + 2s(1)ls(2)] ~ [а(I)Р (2) ± Р (l)aj2)] . I 

2 2, . '. ,,)., 

Как видно, полученные функции могут быть записаны в виде 
произведений про.странственных испиновых· компонент, .причем: 
спиновые функции яБЛЯI()Т.СЯ собственными функциями ()перато":' 

~2 '. , 

ра S , соотвеТСТВУЮЩИмиi:ЩIЩЫМ цУЛю проекциям полного спи~ 
на на ось Z. Одна из фун:КцI1й 'описывает синmетное состояние: ' . ,. 

" . 1 "f:' 

'P(S =O,A(s =,0) = .fi ('Р1 - 'Р2 ) = 

= ~ [ls(I)2s(2) + 2s(I)I:5(2)] ~ [а(1)Р (2)~P (l):x(2)], 
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а другая - ТРИПЛетное: 

'P(S= 1, M s !::: О) == .1(~l +''Р2 ) =, 

1 ' 1 
= - [ls(I)2s(2) - 2s(I)ls(2)] ~ [а(I)Р(2) + р (1)<Х (2)] . 

.fi ,,2, , 

Для того чтобы некое состояние можно бьmо определить как 
триплетное, необходимо убедиться в существовании функций, 
которые· характеризуются квантовыми числами· S = 1,' Ms = + 1 и 
S = 1, Ms = -1. Нетрудно убедиться, что эти функции могут быть 
записаны в виде одного детерминанта каждая: 

1 11S(I)a(l) Is(2)<X(2) 1 
'P(S = 1, M s = + 1) = det 1'l'2 \11з/ = .fi 2s(l)a(1) 2s(2)a(2~ = 

= ~ [ls(I)2s(2) -2s(I)1s(2)]a(l)a(2); 
.fi . 

'., '. 1 !IS(I)P(1) Is(2)P (2) 1_ 
'P(S = I,Ms = -1) = det I'l'l 'l'41= .fi 2s(1)P(I) 2S(2)P(2~-

~, . .1 [ls(I)2s(2) - 2s(I)1s(2)]P (I)Р (2). 

Все триилетные функции имеют общую пространственную ком.,. 
поненту -функцию 

.1 [ls(I)2s(2) - 2s(I)ls(2)], 

антисимметричную относительно перестановки координат элект

ронов. Все три триплетные спиновые функции (соответствующие 
трем возможным проекциям спина), как уже отмечалось ранее, 
симметричны относительно перестан~вки спиновых переменных. 

Координатная компонента синглетнои функции си~метрична от
носительно перестановки пространственных координат, а спино
вая - меняет знак при перестановке спинов электронов. 

Атом гелия в двукратно возбужденном состоянии. Электронная 
конфигурация атома гелия в двукратно возбужденном состоя
нии - 2s2• Очевидно, что волновая функция двукратно возбуж
денного сосТояния имеет ту же .структуру, что. и функция основ-
ного состояния (конфигурация Is2): -

'Р'Сl, 2)= '1 [2s(l)a(1)2s(2)P(2) - 2s(1)P(I)2s(2)a(2)] = 

= 2s(I)2s(2) .1 [а(I)Р(2) - Р(I)а(2)]. 
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Поскольку оба электрона находятся в s-состояниях, во Bce~ 
рассмотренных функциях суммарный орбитальный момент paBe~ 
нулю. Таким образом, имеется Трисинглетных функции 's, соот) 
ветствующих конфигурациям 1s2, Is'2s', 2s2:, 

'У, = 'I"('S, 1~2) ~ IS(1)1,~(2)~ [а(I)Р(2) - Р(I)а(2)], 

'I' 2 = 'I"('S, Is2s):::::[1s(I)2s(2)+2s(1)ls (2)]_1 [а (1)13 (2) - Р (1)а(2)], 
, , .:', .fi 

'I'з = 'I"('S, 2s2
) = 2S(I)2S(2)~ [а(1)J3(2) - J3(1)а(2)]. 

Более "Гочная по сравнению с однодетерминантной функци~ .•• ,· 
IS может быть записана в виде линейной комбинации функци~ 
'Р1, 'Р2, 'I'з: " 

'I'('S) = А1 'Р, + А2Ч' 2 + Аз 'I' 3. 

Коэффициенты Ai могут быть определены с помощью вариа-J 
ционного метода. 1 

Атом лития. Электронная конфигурация атома лития в OCHOB-i 
ном состоянии - 1s22s1

• Волновая функция этой трехэлектронно~u;' 
системы в детерминантной форме записи выглядит следующи, 
образом: ., 

ls(l)a(l) 
1 

'Уи (1,2, 3) == г/ Is(2)a(2) 

",6 ls(3)a(3) 

Is(I)J3(I) 

Is(2)J3(2) 

Is(3)J3(3) 

2s(l)a(1) 

2s(2)a(2) . 

2s(3)a(3) 

Путем непосре;дственного сравнения можно убедитьсяf в том; 
ЧТО эту же функцию можно представить в иной форме: .' . . , 

. 1 { 1. . 
'I'Li(l, 2,3)= .fi,;б[2(1S(I)IS(2)2S(3»-IS(l)2S(2)IS(3)-

-2s(1)ls(2)ls(3)] ~ [a(1)J3(2)a(3)-J3(l)а(2)а(3)]-
",2 ' . 

1 ..-
- .fi [ls(I)2s(2)1s(3) - 2s(1)ls(2)ls(3)]x 

х ~ [2а(l)а(2)JЗ(3) "'-а(1)J3(2)а(3)-Щl)а(2)а(3) ]}. (12.4) 
! 
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Здесь спиновые компоненты предстаБJiяют собой собственные 

функции операторов 82 и ,8z (S = 3/2, Ms = 1/2). Первая из них 
соответствует схеме спиновой связи, при которой спины двух пер

вых электронов складываются таким образом, что суммарный спин 
равен нулю. Поэтому перестановка спинов первого,и второго элект
ронов приводит к изменению знака этой функции, в то время как 

функция от пространственных координат, стоящая при рассматри
ваемой спиновой функции в качестве сомножителя, при Переста
новке координат электронов 1 и 2 остается неизменной. Второй член 
в формуле (12.4)- произведение спиновой функции, соотве:гству
ющей схеме связи с первыми двумя электронами в триплетно~ 'со
стоянии (спиновая функция не меняет знака,ПРИ перестановке, спи
нов первых двух электронов, а пространственная функция изменяет 
знак при перестановке координат этих электронов). В целом при пере
становке электронов 1 и 2 функция (12.4) меняет знак. При других 
перестановках электронов СПИНОБые и пространственные компонен

ты ведут себя более сложным оБР(lЗом,однаКQ при любой переста
новке, которая может быгьпредстшщена ввидеJ;Iечетного числа транс
позициЙ ;электронов, происходит изменение, знака функции 'Ри(1, 2, 
3). Как и в случае функци.и ат()ма гелия, прослеживау;гся взаимосвязь 
в поведении пространствеННl>IX и спиновых компонент волновой фун
кции атома лИЦfЯ при перестановках координат и спинов электронов. 

Каквидно, поведение пространственной и спиновой компонент соот
ветствует преобразованиям по сопряженным представления м (см. гл. 
11). Таким образом, детерминантное представление волновых функ
ций многоэлектронных систем заключает в себе более глубокую струк
туру, отражающую возможные схемы сложения спинов электронов. 

Атом азота. Запишем в краткой форме функцию для основного 
(KBapTeTHor.o) состояния: 

'I'N(1, 2, ... , 7) = detj1sa IsJ3 2sa 2sJ3 2Р_lа 2роа 2p+lal. 

12.2. Симметрия многоэлектронных систем 

Покажем, что оператор Гамильтона молекулярной системы ком
мутирует с операторами, соотве"Гствующими операциям симмет

рии этой системы. Действительно, при преобразовании коорди
нат будут сохраняться как оператор кинетической энергии, так и 
все расстояния между частицами (электронами и ядрами), т. е. опе
ратор потенциальной энергии. 

Рассмотрим сначала случай отсутствия вырождения. При дей
ствии оператора Гамильтона функцию просто умножают на энер
гию данного состояния: 

H'I' = E'I'. 
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Поскольку операторы Гамильтона и операций симметрии KOM~ 
мутируют, то '1 

ЯНЧS ::,,'Е(RЧS) = Н(ЯЧ!). 
ЭТО означает, что с точностью до знака функция RЧ' совпада~ 

ет с исходной функцией Ч': j)j 

RЧ' = ±1· Ч'. 'j 
. Иначе говоря, функция Ч' преобразуется по не которому OДHO~ 

мерному непривод:и:мом:у 'представлению. ,! 

В случае/-кратно выроЖдбнного СОСтояния функция RЧ' будет; 
вообще говоря; лине'ЙНойкомбинацией 1 функций, принадлежа"; 
щих собственн()музначению Е' оператора Гамильтона, т. е. функ::; 
ции Ч'1, \1/2> "', Ч'/ будут rrреобразовываться по некоторому j-Mepl 
номунеtl:риводимому представлениюrочечной группы молекулы:! 

Рассмdтримдва неприводимых представления Г1 и Г2 Группьt 
Gc базисами {<Рl, <Р2> ••• , <Рт} и {\jIl' \jI2, .•. , \jIn}. Образуем новыЙ 
базис из тn произведений <J'j\jli {<p\\jI!, <P2\j12' ... , <J'm\jln}. Этому базису 
соответстйует некоторое представление Г, которое, вообще го во':" 
ря, является при водимым и может быть разложено по неприводи"
мым представлениям группы О. Обычно интерес представляет оп
ределение того, какие именно неприводимьiе представления груп
пы G входят в Г. Эта задача решается стандартным образом с 
использованием уравнения (11.6). Характеры представления Г, 
Xr(RJ определяют по следующим правилам: 

I 1) если Г1 и Г2 - разные неПРИВОДИМЬIе представления, то 

Xr(R;) == Хг, (Rj )Xrz (R;); 

2) если Г1 и Г2 - ОДНО И то же неприводимое представление, 
то переходят к сим:метризованному базису: 

. 1 ' 
Sij = .J2 [<J'j (Х! )\jIj (Х2) + \jIj (Х! )<J'j (Х2 )], 

1 
tij = J2 [<J'j(x!)\jIj (Х2) - \jIj (Xl)<J'j(X2)]. 

Фун:кции si) и ti}образуют два набора S и Т, независимых в том 
смысле, что функции Si} преобразуются только друг через друга, а 
функции tij - ТЩIЬКО через функции tij' Таким образом, п!'едстав
ление Г распадается на два предстаВlIения, характеры КОТорых 
равны: 
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X(S; R,.) = kx~, (Rj ) + ~ Хг, (Щ), 

Х(Т; Ri ) =~Х~,(Ri)-~Хг,(R?). 

Определим симметрию многоэлектронн,ой функции, в кото
рой электронами с одинаковой проекцией, спина заняты все j ор
биталей относящихся к одному И . 'юму ; же' ,неприводимому 
предстаВ:Ле:нию. Эту функцию можно запиcmТЬВ видеслэтеровско
го детерминанта 

Если действие операции симметрии R ПРИВQhит' к: ,Пр~образо-
ванию орбиталей <р; по правилу ' ... 1 

/ 
R<J'j = \jIJ.L = I,r/1i(R)<pj, 

;=\ \, 

ТО функция., Ф преобразуется следующим образом: 

RФ = IR~I Я~, ." R~fl =trl/(Ilitr'J(R),.:! r,,,(R)I~I~J ... iJ!",1, 
, '. 

Вследствие прияципа Паули g детерминанте 'Р'::: de,t!<J';<J'j.:.<J';"I'He 
могут содержаться орбитали с оди:нако'В'ыми индексами, т. е. этС>т 
детерминант может отличаться от· функции Ф лишь ПОРЯДКОМ.рас-
положения в нем функций <pj. . 

Следовательно, останутся лишь такие функции Ч',. которые 
отличаются от исходного детерминанта TO~ЬKO знаком, определя-

емым чет:ностью перестановки индексов Q: . , . 

RФ = IR<P! R<J'2 '" R<p / I == 

/ / / ~ ! 
= I, Ги (R) I, Г 2j (R) ... I, Г/т (R)( -l)q Q \.<J'J <Р2 '., <J' / = 

i=J j=1 т=! 

= [t (-l)q Ги (R)r 2j (R) ... Г/т (R) ] !<J" <Р2 ... <J' /! = det!r ij (R)! ф = ±Ф. 

Здесь использовано свойство матрицы унитарных преобразова
ний (определитель этой матрицы равен +1 и~и -1). Таким обра
зом антисимметризованный набор орбиталеи с одним И тем же 
спи~ом при операциях симметрии преобразуется по одномерно-
му представле:нию. . 

Рассмотрим теперь определитель вида 
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I 

С дважды занятыми орбиталями. При операциях симметрии набоJ 
б v ! 

ры ор италеи с проекциямиспинов + 1/2 и -1/2 преобразуются П@ 
полносимметричным представлениям, поэтому их симметризова

1 ное произведение также~относится к полносимметричному пре. 

ставлению. .' 
Когда дважды заняты все f молекулярных орбиталей, относяJ 

щихся к неприводимому представлению размерности /, говорят] 
что имеется замкнутая оболочка. Замкнутые оболочки в aTOMa~ 
представляют собой ~астный случай: при всех операциях симмет~ 

.~ рии группы шара (вращениях, щражениях в плоскостях, ПРохо:-1 
дящих через точку, в которой находится атомное ядро) aTOMHЫ~ 
орбитали с одинаковыми квантовыми числами n и / преобраЗУЮТ~1 
ся друг через друга, т. е. 09Разую,' т базис неприводимого предстаВ:'J 
ления размерности (2/ + 1). Во-лновая функция, построенная и~ 
орбиталей, образующих замкнутую оболочку, всегда преобраЗУ-j 
ется по лолносимметричному представлению (обычно это пред-J, 
ставление А1 или A1g). Если в системе имеется несколько замкну-,i 
TblX оболочек, то многоэдектронная функция, описывающая элек~J 
троны на этих орбиталях, также имеет симметрию A1• Полная сим-~ 
метрия молекулы будет определяться симметрией подсистемы изj 
электронов, входящих в незамкнутые оболочки. Таких электронов: 
обычно немного, что сильно упрощает задачу определения сим-! 
метрии многоэлектронной молекулы. 

Контрольные задания 
i 

1. Напишите детерминантную волнову~ функцию для атома лития. i 

2. Напишите функцию квартетного состояния атома лития в возбуж-" 
денном состоянии (конфигурация 1s1 2s1Зs1). 

З. Пользуясь таблицей характеров неприводимых представлений то-; 
чечной группы C2v (см. задания к гл. 11), определите симметрию полных' 
волновых функций молекулы воды для следующих конфигураций: 

а) (1 al)2(2al)2( lЬ1)2(Заl)2(lЬz) l( 4al)l; 
б) (lal)2(2al)2(lb1) I(Зад2(lЬ2)2( 4al)l. 
Запишите детерминантные волновые функции, соответствующие этим' 

состояниям. 

Глава 13 

МАТРИЧНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ 
МЕЖДУ ДЕТЕРМИНАНТНЫМИФ"УНКЦИЯМИ 

Как показано в гл. 12, волновые функции многоэле:кtронных 
систем удобно записывать в виде одного детерминанта или ли
нейной комбинации детерминантов. Потому для расчетака;к энер
гии, так и других молекулярных параметров, неоБХОд!iМО.У~{(~ТJ:> 
вычислять матричные элементы между слэтеровскими детерми
нантами. Оператор Гамильтона для молекулярных сисtем;явл'Яет~. 
ся удобным объектом для того, чтобы Вl>Iяенить правила расче:rа 
этих матричных элементов. ,,' , . . 

Запишем оператор Гамильтона дЛя молеКУЛbI:; состоящей из М 
ядер и N электронов: .,' . 

Н == 2:, -- /:;,.; - 2:, 2:,- + !-. ~ м (1 ) м NgA . 1 
;=1 2 А=l ;=1 riA I<j rij 

Этот оператор обладает Важным СВОЙС~,130М: он. инв;ариантен 
относительно щобых перестановок электронов. ,t(ейс~~ительно, 
электронная перестановка изменяет порядок слагаемых'В' первом 
члене и оставляет неизменными все расстояния между ,ядРами и 
электронами и между электронами. Этот оператор может быть 
представлен в более компактном виде 

(13.1) 

где '", - одноэлектронные операторы; g ij - двухэлектронные опе-
раторы; смысл операторов ясен из равенства (13.1). v 

Вообще говоря, для дальнейшего вывода их конкретныи вид 
не имеет существенного значения. . 

Предварительно получим вспомогательное соотношение, поз-
воляющее существенно упростить операции с детерминантными 
функциями. Пусть 'Р(1, 2, ... , N) - антисимметризованная функ-
ция, такая что 

P'P(l, 2, ... , N) ==(-l)Q'Р(l, 2, ... , N), 

где q - четность перестановки; Ф(l, 2, ... , N) - произвольная 
функция (вообще ГОВОРЯ,не антисимметризованная;' например, 
произведение Nспин -орбиталей) .'. . 

1"~ 



Запишем интеграл 

" 
jАф*(1, 2~.;., N)Fч!(I, 2, "', N)d~= 

1 f- -= г;т; L(-l)q РФ*(I, 2, ... , N)F'f!(l, 2, ... , N)d't, 
",N! р 

.~ где F оператор, инвариантный относительно перестановоК: 
электронов; А;, """"",опе.ратор антщсимметризации; напомним, чт~ 
СУММировани~вед~тся повсем М пересщновкам. , ,"~ 

Выполним теперь в каждом, интеграле сдедующую операцию~ 
ПОд~йствуем, на N*'(l, 2, ... ; N) и РФ(I,2, .... , N) одним и тем ж~ 

I --1 ",,' j _'~ 
oдepaT~pOM ,Р, т. е, .. оператором перестановки, обратной P'

cl 
Значение интеграла при этом не изменится, так как результа~: 
том действия является просто изменение цумерации элект~ 
ронов. При этом функция 'P*(l, 2, ... , N) Умножается на (-I)q, 

--1_ , 
а Р РФ(I, 2, ... , N) = Ф(l, 2, ... , N). .~ 

Таким образом, Получим 

k ~(-I)qJ р-l РФ*(I, 2, ... , N)(p-l F)p-l\f!(l, 2, ... , N)d't = 

=> k ~(-I)q(-I)q ~Ф*(I, 2, ... , N)~(1, 2, ... , N)d't = ' ,: 
1 , * \\~ 

= JN! ~f ф (1,2, ... , N)F'f!(I, 2, ... , N)d't = 

=JNтf Ф*(l, 2, ... ,N)~(1, 2, ... , N)d't. 

в результате находим 
-,,1 

fАФ*(I,~, ... , N)F'P(I, 2, .;., N)d't= 

=.JNi.f ф*(I; 2, .•. , N)N(I, 2, ... ', N)dt; (13.2) 

что ПОЗволяет рассматривать в подынтегральНом выражениилишь 
одну антисимметризованную Функцию вместо двух. 

Рассмотрим последовательцо матричные элементы между де
терминантными функциями для, операторов раЗЛИЧНI~IХ типов. 
Начнем со случая диагональных матричных элементов: " 
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, Матричные элементы между одиН4ковыми 
детерминантами 

Пусть имеем функцию 

ф(l, 2, ... , N) = 'I'1(1)'I'2(2)"~,.'I'~N)~,Ct" 

где сщш-орбитали '1' образуют ортонор.мироваНН~IЙ ~,a~9P, а ФУНК-
ция 'Р имеет вид , 

ЧS(I, 2, ... , N) = АФ(I, 2, ... , N) = A'I'I(1)'I'2(2):'.'I'N(2v). 
, , , 

Рассмотрим матричные элементы операпщов ДЩI I\ftЗЛf1:ЧЩЩJ 
числа электронов. 

Оператор, не зависящий от координат, эл~ктрона (ед~ничный 
оператор, оператор взаимодействия между ядрами). Такои опера
тор можно вынести из интеграла и ограничиться рассмот~еItием 

матричного элемента 

, 
JЧS*(l, 2, ... , N)'P(l, 2, ... , N)dt =' 

= JАФ*(l, 2, .:., N)'P(l, 2, ... , iN),?'f = 

=..JN!Jф*(l, 2, ... , N)'P(l, 2, ... , N)d't= 

= .JNj:JФ*(l, 2, ... "лт)АФ(l, 2, ... , N)dt= ,)\\ 

= L (-l)q J \jIi(l)\jI; (2) ... \jIN (N)Avl (1)\jI2(2) ... 0/ N(N")9'tldt2,.:)t,N:/ (fЗJ) 
р 

Если Р - единичная перестановка, то интеграл в (13.3) равен 
произведению одноэлектронных интегралов , ,.' 

1 'I'~(I)\jIl(l)d't11 'I'2(2)'I'2(2)d't2 ···1 'I'N(N)'I'N{N)d'tN = 1. 

При любой другой перестановке в произведении появятся как 

минимум два интеграла вида 1 '1'7 (О'I' k (i)d'ti" 1''1'1; (k)'I'/ (k)d'tk' рав
ные нулю. Следовательно, все остальные перестановки будут да-

вать нулевой вклад, и интеграл 1'Р*О, 2, ... , N)'P(1, 2, ... , N) d't 
будет равен единице. 

ОдноэлеКтрOlПlые операторы. В оператор Гамильтона входит член 

f hi, инвариантный относительноле,РестаllОВОК электронов. Нач-
~ л 
нем рассмотрение с матричного элемента o~epaTopa hl: 
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fЧJ*(l, 2, ... ,ij)hl~(l, 2, .... ' N)d't== 

== 2: (-1)q f \jft(1)\jf2(2) ... \jf'/v (N)hl 11vl (1)\jf2 (2) ... \jf N (N)d'tl d't2 '" d'tN 
Р 

Для единичной перестановки получаем 

При любой ДРУГОй перестановке в произведении появятся ра! 
ные нулю интегралы'вида J \jf7 (i)\jfk (i)d't;. Аналогичные рассужщ 
Нияприводят к выводу, что ,.' 

jЧJ*(l, 2, :.'., N)h2ЧJ(I, 4, ... ,.N)d1:==h22 • 

Та.ким образом, 

Здесь использовано то обстоятельство, чт() при интегрироваJ 
.нии номер электрона не имеет значения.! 

ДвухэлеКТРOlПlые операторы. ДиагонаЛьный матричный элемеm 
имеет вид 

fЧ'*(l, 2, ... , N)2:gijЧJ(1, 2, ... , N)d1: == :1 
i<j 

Выберем один из дl;!ухэлектронных операторов, например g]2;: 

Для единичной перестановки получим 

f I \jfi(l)\jfl(1)gI2\jf~(2)\jf2(2)dtld1:2f··· f \jf'/v (N)\jfN(N)d1:N == 

= fI \jfi (1)\jf] (l)g12 \jf~ (2)\jf2 (2)d1:1 d1:2' " 
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Для перестановки P12 находим 

- f f \jfi (1)\jf 2 (1)g12 \jf~ (2)\jf] (2)d1:1 d1:2 f ... f \jf'/v (N)\jfN (N)d1: N = 
== f f \jfi(I)\jf2 (1)g]2\jf2 (2)\jf1 (2)di1d't2' 

Все остальные перестановки, как и ранее; приводят к появле

нию в произведении равных нулю интегралов f \jf7(i)\jfk (i)d1:i • В ито-
ге получим 

у' " 

fЧJ*(l, 2, ... , N)L,gijЧJ(I, 2, ... , N)d1:=" 
i<j 

== L, [J f \jf7 (1)\jf; (1)g]2 \jf} (2)\jf j (2)d1:1 d1:2 -
i<j 

- f f \jf7 (1)\jf j (1)gI2 \jf} (2)\jf; (2)d~ld1:2 J. , 

Матричные элементы между детерминантами, 
оmличающuмися одной сnин-орбиmалью 

, ' . ~ . , 
Пусть имеются две детерминантныефункции: 

ЧJ (1, 2, ... , N) = АФ(1, 2, ... , N):i: А \jf] (1)\jf 2 (2) ... \jf N (N), 
.,..,' ':"',."~.'"; ~ . ~, 

ЧJ'(I, 2, ... , N)=АФ'(1, 2, ... , N)=A«Il(1)\jf2(2) ... w'N(N), ' 

имеющие (N - 1) одинаковых функций, но отличающиеся спин
орбиталями \jf] и «11, которые занимают одинаковое положение в 
исходных функциях-произведениях. Рассмотрим матричные эле
менты различных операторов между этими функциями. 

Операторы, не зависящие от. координат электрона. Достаточно 
рассмотреть интегральi вида 

f (ЧJ 1)*ЧJd1: = 

= L, (-I)q f «Ii (1)\jf2(2) ... \jf'/v (N)P\jf] (1)\jf2 (2) ... \jIN (N)d1:1 d1:2 ... d1:N' 
Р 

Для единичной перестановки получим вследствие ортогональ
насти спин-орбиталей \jfl и «11 

f «Ii(l)\jfl(l)d1:lf 'I'2(2)'I'2(2)d1:2 ... f 'I''/v(NWN(N)d1:N = о. 
Нулевые сомножители существуют и при любой другой пере

становке. Следовательно, окончательно имеем 

f (ЧJ'(<(II' '1'2, .... , 'I'N »*ЧJ(\jfI' '1'2, ... , 'I'N)d1: ::::0. 
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Одноэл~ктронные операторы. Как и ранее, сначала вьщели~ 
оператор hl; , 

f ('1'')*(1, 2, .•. , N)h1 '1'(1, 2, ... , N) d't = 

" qf * * л ~ = "'"' (-1) ·G'l Що/2 (2) ,,;WN (N)h1 P\j!1(1)0/2 (2) ... 0/ N (N)d'tl d't2 '" d'tN 
Р 

Для единичной перестановки ПОлучаем 

f G't(1)h1o/\.(l)d'tlf 0/2(2)0/2 (2) d't2 '" f о/Лг (N)o/ N (N)d'tN = 

= f <РТ (l)h10/1 (1)d't1' 

для всех остальgых п. ерестановок ~H. т~гралы равны нулю. paBH~.: 
нулю и матричные элементы для h2, hз, ... , hN. Таким образо~ 
окончательно получим 

f ('I"(G'I, 0/2, ... , o/N »* f'l'*(o/t,o/z, ... , 'l'N)X 

x(~k J'I'«o/l' 0/2, ... , o/N)d't= 

= f G't (l)h10/1 (1)d'tl' 

Двухэлектронные операторы. Приведем без обсуждения конечJ 
ный результат ' 1 

f ('I"(G'1'0/2' ... , o/N »* (~g!i Jq1(0/1'0/2' .. :' o/N )d't = 
I<J 

N' 

= L[J G'i (1)0/1 (1)gI20/7 (1)0// (1)d'tl d't2 "'-
1=2 ' 

- f G't (1)0/1 (1)gI20/7 (1)0/1 (1)d'tl d't2 ] . 

Суммирование ведется только по орбиталям, которые являют-1 
ся общими для обоих детерминантов. . 
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Матричные элементы между детерминантами, 
оmличающимися двумя сnин-орбиталями 

Пусть имеются две детерминантные функции; 

'1'(1,2, ... , N)=АФ(l, 2, ... , N)=A0/1(1)0/2(2)"'o/N(N), 

'1"(1, 2, ... , N) = АФ'(l, 2, ... , N) = AG'1 (1)G'2 (~ ... 0/ N (N), 

включающие (N - 2) одинаковых одноэлеI<:Тронных функций, од
нако отличающиеся спин-орбиталями 0/1, '1'2 и G'I, <Р2' занима
ющими одинаковы~ положения в исходН:ьfх Ф'9'Йкциях-произведе
ниях. В этом случае выполняются соотнош,~Н~", 

, • ,,< " 

f ('I"(G'I, <Р2"", o/N »*'1'(0/1,0/2':'" '1if.i)dt,= О, 

j('I"(G'I' <Р2, ... , o/N»*(~hl )'1'(0/1' 0/2, ... , WN)d't=O, 

" , 

f ('I"(~" ~2, ... , '" N »' ( ~ g, )'1'("'" "'2, "', 'l!N.)~t:~ ..•. 

= f G'i (1)'1'1 (l)gI2G'Z (2)'1'2 (2)d't1 d't2 - J G'i (1)'1'2 (1)gI2G'2 (2}'1fl(2)~,~~:., 
I \' , ' I , ~ ! t· ."~ " • 

: 1" 1" Г') 

Основные формулы для матричных элементов'!1 
. между детерминантами '". . ' , 

Введем ряд обозначений, KOT~pbie будем ИОПОЛЬЗ0ваТЬiВ даль
нейшем: 

(ilhli) == f 'l'7(1)h1\Vj (l)d'tl' 

[ij I k!] == f f '1'7 (1)'1' j (1)gI2 'I'~ (2)'1'1 (2)d'tl d~2' 
Тогда результатыI' полученные ранее, можно записать следу

ющим образом: 

J,'I'*('I'i, 0/2, ... , 'l'N>'I'('I'I' '1'2, ... , 'l'N )d~"'71, 

J'I'*('I':, '1'2, ... , 'l'N )'I'('I'b' '1'2, , .. , 'l'N )d't=O, 

(
N ) N 

J'I'*('I'i, '1'2' ... , 'l'N) ~k '1'(0/1' '1'2, ... , 'l'N )d't;:: ~(ilhli), 

J '1'* ('1';, '1'2' ... , 'l'N (~hl )'I'('I'b' '1'2, ... , 'l'N )d't=(alhlb), 

fI*('I't, '1'2, ... , 'l'N)(Lgij]'I'('I'I, '1'2, ... , 'l'N)d't=I,([iiljj]-[ijlji]), 
i<j I<} 

'*('1':, '1'2, ... , 'l'N>(~gij JЧ'(\jfЬ' '1'2' ... , ;'IIN )d't= ~([ab Ijj]-[aj lib]), 
I<J 

'1'*('1':, 'I'~, ... , 'l'N )(~g!i J'I'('I'b' o/d, ... , 'l'N )d't=[ablcd]-[adlcd]. 
'<) . 
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Контрольные задания 

1. Сколько aTOMHЫ~ единиц энерги~ содержится: а) в 1 эВ; б) 1 см..,л 
в) 1 ккал/моль? .. 

2. упокажите эквивалентность двух форм записи выражения для вз'~И!и 
модеиствия между электронами: 

1 N N 1 1 - L L - (i * j) и L-, 
2 ;=1 j=1 l';j i<j rij 

3. НаПИШИТе выражение гамильтониана для атома гелия (два электро .. 
H~. ; 

4. НаПИШ:ите'выражеIIие пiмйльтони~на для атома гелия, если исклю:.
чить взаимодействие. между электронами. 

5. Покажите, что произведение двух функций 'VIOO(rl)'VIOO(r2) являеТС:al 
собствен~ой функцией гамильтониана для атома гелия, если исключеНси 
взаимодеиствие между электронами ('VIOO(r) - решение задачи для во 
дородоподобного атома). 

6. Используя правила Слэтера для матричных элементов, запишит~ 

выражение для интеграла \ ls<xls~ Ilj1211sa2s~ ). 

(,', 

МЕТОДХАРТРИ -'-ФОКА' 

14.1 .. 0бщая характеристика. 

Метод Хартри - Фока является основным раСI,J;e'rИkJ:М Me;~OДOM 
квантовой химии. Метод Хартри - Фока представлен в различных 
вариантах: как для систем с замкнутыми ЭJ1ектронными оболоч
ками, так и для систем с открытыми оболочками. Во Многих слу
чаях он позволяет получить результаты, достаточные и для интер

претации экспериментальных данных, и для прогнозирования 
свойств молекулярных систем*. Этим, однако, его значение 'не ис
черпывается. Разработанная еще в 1930-е п. идея итерационного 
решения уравнений Хартри,--Фока получила в' последние десяти
ТIетия дальнейшее развитие в ;виде, раЗЛИЧfI}?I~ в~риантов ме:\ода 
самосогласованного 'поJ1Я (С'СП). Метод' ttозвЬitJrет расdчJ1татъ!nол
ную энергию молекул с точностью до нескольких процейТ61t, чtЬ, 
как правило, недостаточно для расчета ,ртносительно малЬUС-:ilнер-, 

гетических эффектов, связа:НН~Х'G,~им~ческими превращенИЯМ:kt 
ЮIИ электронными возбуждениями в молекулах. Тем не менее вол
новая функция метода'Хартри - Фока может рассматрива:г.ьс~ как 
)чень хорошее начальное приближение для применени$ii бggi'ее 
;>афинированных подходов. Полученные в ходе решения ур,аJВяе
ний Хартри - Фока орбитали используют как """'''''Т'I'\DLТА 
~OB, позволяющих учесть эффекты корреляции, и в·;;;" W~->;,..х:"f.tV·· 

5ужденных состояний атомов и молеКул. Поэтому 
ний, описание методов их решения, подходов к ... 
ных результатов приведены с той степенью 
необходима для понимания более сложных lVlvl V.L~\J 
вычислительной квантовой химии. 

Метод Хартри - Фока часто называют 
занного поля, и это название используют в 

шачения методов, не учитывающих 

Jеляции. Основанный на использовании 
I-1етод весьма гибок и позволяет, оставаясь 
:СП, последовательно уточнять решения 
lIирения используемого базиса). 
Jешения уравнений Хартри - Фока на о 

* Подробная иллюстра~ия возможностей ме1i~8РТРИ-Ф_'И его сопо
:тавление с другими методами даны в прил, 2, 
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Холла (являющихся реЗУЛl;>Татом применения линейного вари:' 
ционного метода для нахождения одноэлектронных функций ,,' 
молекулярных орбиталей) оказался чрезвычайно удобным для р', 
ализации в виде программ дЛЯ ЭВМ, что фактически и обуслов . 
ло бурное развитие прикладной квантовой химии в последн ,. 
десятилетия. 

14.2. Вьфажение ДЛ'я полной энергии 

Будем исходить из гамилыониана N-электронной системы 

..-,., :М'('" 1М Z ,) 1 м л 1 
Н ~ l.,.;.-д; - 2: --.д.,' +2:,- = 2: h; + 2:-. 

,[=1 2 А=1'и ' ;<j 'и ;=1 i<j 'и 
Цробную функцию запишем, в В,JfДe одного детерминанта, ~611 

строенного~з N ортонормировэ.ннь~хспин-орбиталеЙ:'. 

'Р(1, 2, ... , N) = de,tl0/1 0/2 ... 'VNI. 
Запишем в разв~рнутом виде выражение для полной энергt,8 

молекулы 

N ' 

Е = 2:f 0/7 (1)h10/; (1)d't1 + 
;=1 

+ "', [f o/j(l)o/; (l)\jfj (2)o/j (2» d d' _ f 0/7(1)0/ i(l),o/j (2)0/; (2» d d 
L.J' ' , '"С1 '"С2 ", , '"С1 '"С2 
;<j 'i2 ,,'i2 

Будем проводить варьирование функционала полной энеРГЙI' 
с учетом в качестве дополнительных условия ортогональности' 
нормировки одноэлектронных функции 

" N N 

Ф ':; Е - L2: ЛjiJ 'V7(1)'V j(l)d'tj' 
;=1 j=1 

,Варьируя, каки ранее, комплеКСНQ:-сопряженные,функции 'VI 
получаем 

оФ '= J 0'Vi(1)h1'V;(1)d't1 + 

+ L [f o'Vi(1)'V; (1)'Vj(2)'Vj (2) d'tld't2 _ f o'Vi (1)'V j Щ'Vj (2)'V; (2) d't1d't2]'~ 
j Л2 . '12, А 
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N 

- L Лj; f o'Vi'V j(l)d'tl = о. 
j=1 

Принимая во внимание, что вариация 0'V7'+- произвольная 
величина, приходим к аналогу уравнеция Щрё,цИf[Гера для спин-
орбитали: ,"11 ','" 

hl'V;(l) + ~ [f 'Vj(2~:j(2) d't2'V;(1) - f 'Vj (2~,;,; ;~)d't2'Vj (1)]-
N 

- LЛj;'Vj(l) = о. 
)=1 

Изменяя ицдекс i в пределах от 1 до й, при)содhм к системе 
связанных интегро-дифференциальных уравнений 

N ' 

F'V;(l).,- LЛji'V/1) = Q" 
j=1 

где F'V; (1) - оператор Фока: 

F'Vi(1)='hl'V;(l) + 

+ t [f ~j (2)\jI) (2) d't2 \Vi (1) ~,",J o/j.(2)\~i(2) ~'t,2 \iI ;r(i)]. 
j=1 ' '12' .\;, 'i2 1 '," ':"! 

(14.1) 
" 

" ,,< '! I ~ . • •• 

Докажем, что этот оператор эрмитов, .lJдЯ чего умножи~ его 
слева на 'Vk и проинтегрируеМ.В ре'зулыате iiо~уЧим матри:чный 
элемент оператора, Фока Fk;: ' 

Fk; = f 'VU1)~I'V;(1)d't1 + 

+ t[J'Vk(1)'V;(1~:j(2)'Vj(2) d't1d't2 _, 

_ J 'Vk (l)'V /l)'Vj (2)'V; (2) d't1 d't2]' 

'12 , 
(14.2) 

Затем проведем операцию комплексного сопряжения 
. \ ." 

(Fk;)* =и о/! (1)h1'V; (1)di1 + 

+ L [f O/k (1)'V; (l)'Vj (2)'V) (2) d'tj d't2 _ f 'l'k (1)0/ j (l)o/j (2м/ (2) d'tjd't2 ]~* = 
j 'i2 'i2 ~ 

= f 'V7(1)h1'Vk (1)d't1 + 

"'[f 'V k (1)'V7 (l)o/j (2)'V j (2) d' d f 'V k (2)'Vj'(2)'V) (1)'V7 (1) d't d't ] - F + L.J '"С1 '"С2 - 1 2 - ik • 
j '12 'i2 ' 
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Здесь бьmа учтена эрмитовость оператора h. 
Убедимся теперь в том, что матрица лагранжевых множите.ti:~ 

Лij также эрмитова. Из уравнения (14.2) следует, что 

" Однако поскольку матрица оператора Фока эрмитова, то Tei 
же свойством Об~адает и ма.трица л. 

14.3. Канонические уравнения Хартри - Фока 
(канонИческие орбитали) 

Наличие в уравнениях Хартри-Фока' суммы,с недиагон~ 
ными множителями Лагранжа существенно осложняет их решd 
ние. Поэтому желательно устранить эти лишние составляющие,] 
привести уравнения к виду уравнений на собственные значен~ 
оператора Фока. Этого, очевидно, можно добиться путем диаг~ 
нализации эрмитовой матрицы Л, однако нужно проверить, нj 

~1 
изменится ли при этом вид оператора Р. '] 

Для проверки введем новые спин-орбитали <1', связанные;~ 
орбиталями \jf унитарным преобразованием (суммирование по_,' 
ведем в пределах от 1 до N): . 

Подставим это выражение для \jf в уравнения (14.1): 

h1 L <I'!L (I)Ufii ' + 
!L 

+ Н ~ t, [f 'р1 (2~:. (2) dt,'i\< (1) - [~: (2~:, (2) dt,~. (l) ] Х 
N 

Х U~jUVjU!Li - L L л ji<l'v (I)Uvj == О. 
V j=1 

(14.3: 

"" " 

Изменим порядок суммирования и Используем свойство уни~ 
1 

тарной матрицы LUvjUj).. == o)..v' Тогда равенство (14.3) принимаi 
" j 

ет более простой вид 
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Умножим обе части этого равенства на и7а и про суммируем по i: 

~ u "и;. { ;,,~, (1) + ~ [f 'р1 (2~ (2) d"'i\«I) - [~: (2~, (~) 4T'~~ (l)]} с 
- L L л'ji<l'v (I)UvjUi~ == ' .'." ' 

v,i j 

= { ;,,~. (1) + ~ [f ~: (2;,~ (2) dt,~. (1) ~J G>t (2:~ (2) щ,~, (1) ]} ~ 

- Lфv(I)LUoJjлj;Ui~' 
v' }. ,;,} :,'.' " .: ; . ' 

в случае если U - преобразование, диагонализирующее матри
цу Л, получаем канонuче,.скuе уравнения Хартри - Фока 

\ 

hlЧ'cr(l) + ~[! <I'~ (2~~).. (2) d1:2Фcr(1) - f Ч'~ (2~:a(2» d1:2Ч').. (1)] = ЕcrЧ'а' 

Возвращаясь к обозначению спин-орбиталей через \jfj; перепи
шем полученное уравнение в следующем виде: 

Напомним, что величина \jfj(2)\jfj(2)dV2 имеет смысл вероят
ности нахождения электрона номер 2 в HeKOlfopoM элементарном 
объеме dV2' Умноженная на заряд электрона е, эта величина может 
рассматриваться как малыIй заряд dq2,СОС1'аЕНая часть размытого 
электронного {<облака» электрона 2, КОТОрьrй создает в точке, где 
находится электрон номер 1, потенциал:dq2/'12' Тогда интеграл 

-е f \jfj (2)\jf j (2)d1:2 

r12 
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дает значение потенциала, создаваемого в точке нахождения п~, 
вого электрона распределенн, ым в пространстве зарядом элекТI"', 
на, находящегося на орбиtали \jIj (отметим, что словосочета\ 
«находящийся на орбит~и» означает, что состояние электрQ' 
описывается одноэлектронi\:ой функцией \jI). Сумма 

'i f \jIj'(2)\jIj (2)d't2 

i 1i2 

по занятым (входяЩим в де,терминан:гнуюфункцию) орбитал 
j *" 'i, умножецная на е2 (в атомной системе единиц е2 = 1), рав 
энергии взаимодействияэлектро'на номер 1 на орбитали \jI; СО В 
ми остальными электронами. Таким образом, рассмотренная ко 
понента оператора Фока соответствует классической картине кi, 
лоновского взаимодействия электрона с распределенными в пр 
странстве зарядами, вследствие чего такие интегралы называ:. 

JCулоновсJCUМU. Эти интerралы можно рассматривать как операт' 
ры, действующие на одноэлектронные функции, и ввести для н' 
специальное обозначение 

• • I 

(оператор действует на функции от коорди~ат первого электрон<6] 
Оператор 

J = I,fj(l) 
j*; 

представляет собой ПОJ1НЫЙ оператор кулоновского взаимодействIt 
электрона, находящегося на орбитали \jI;, со всеми остальныМ; 
электронами. 

Здесь необходимо иметь в виду следующее: сумма по орбит' 
лям \jIj В (14.4) содержит Nслагаемых, в то время как электро 
взаимодействует с (N-:l) ~лектронами. Следовательно, Iilз эт,' 
суммы необходимо вьrчесть член, учитывающий ,взаимодейств', 
электрона с самим собо~.,.каI<:будет показано, сама структур<;\. щ( 
ратора'Фока такова, что этот результат ПОЛУЧается автоматичес~' 
Однако сцачала необходимо кратко остановитьСя на интеграла~' 
формуле (14.4) вида 

166 

f \jIj(2)\jI;(2)d't2. 

1i2 

Появление таких интегралов в опер~:горе Фока есть результат 
записи волновой функции многоэлектро,lfНОЙ системы,В детерми
нантной форме, Т.е. в конечном счетес~~дст~ие неразличимости 
электронов. На раЩ1ИХ стадиях разВИТИf;kКВ,Э;Ii~то~оil; механики та
кое положение дел весьма нестрого трактовадос}> как чрезвычай

НО быстрый обмен электроном меЖДУОРб:и:таляцn \IIJ'И \11;, вслед
ствие чего интегралы рассматриваемого ТЦПIl; с.~алц ,назь~вать 06-
менньщu, а описыщtемое ими взаимодействие 7"" а6:мещ-tым. По
скольку интеграл 

, f \jIj (2)\jI; (2)d't2 

1i2 
1 ' 

включает суммирование по спиновой переменной, тоон,не будет 
равен нулю только в том случае, если спи новые компоненты вхо" 
дящих в него функций одинако'Вы (обе а. или обе ~).Такимобра
зом, обменные взаимодействия наблюдаются только между элек"" 
тронами с одинаковыми проекциями спина. Аналогично случаю 
кулоновского взаимодействия введем оператор обменного взаи
модействия меж,дуэшжтронами 'на'орбиталЯХ\jlj и \j!; 

к j(1)\jI j(l) = J \jI!~2)~; (2)d~2\j1 j(1), 
, , [2 

а также оператор пощюго обмеННОГQвзаимодействЩI 

К::: LKj(l). 
j 

Вернемся к анализу структуры оператора Фока. Как уже отме
чалось, суммирование в формуле (14.4) ведется только по заня
тым, т. е. входящим в детерминантную функцию, орбиталям. Од
нако задача нахождения собственных функций и собственных зна
чений оператора Фока, вообще говоря, имеет бесконечно много 
реше.ниЙ, и т<шько часть из них сощветствует занятым орбиталям. 
Обычно таким орбиталям сопоставляют решеНИЯ,соответствующие 
N НаИНизшим собственным зна':lениям, с,;. 

Если функция \j!;ОТНОСИТСЯ к занятым орбиталям, то дри сум
мировании непременно появится знаЧение индекса j, P<l;BHOrO i. 
Это означает, что в сумму будут вхощпьдва одинаковыхинтегра
ла, умноженных на функцию \j!;(1): 
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два члена взаимно уничтожатся. Таким образом, останется" 
один со знако.м «пл. ЮС.»' .. ;а... дру. г .. ой. с. о знаком «минус», так. чтоiэ ......... ) 

и должно быт,' (N - 1) кулоновский интеграл, описывающ 
взаимодействие элеКтрона на орбитали \jfi(1) с (N - 1) элект~; 
ном. . 

Если же ФунI<ция 'Jfi(1)He входит в детерминантную функц~. 
(такие орбиталиназываютвuртуальнымu), то при суммироваIi., 
индекс j никогда неriримет значения, равного i, а, следовате' 

.~ но электрон на орбитали \jfi(l) буд.ет взаимодействовать'с NЭЛ'1'. 
тронами. Поэтому между энергиями занятых и виртуальных мо .1 

кулярных орбиталей будет ИМ~ТЬ9'я щель, по порядку величи: 
равная некоторой эффективной Эйергии кулоновского взаимод~ 
ствия между двумя электронами~ Типичные значения энергии iI 
кого вз","имодействия- около 10 эВ. . 

~Т'и)i(е соображения, МОЖЦО ИЗ.)19ЖИТЬ неСКОЛЬКQ по друго, 
и:спользуя . чри .записи оператора Фока введенные КУЛОНОВСКJ1i~ 
обменные операторы: 

Очеви:дно, что li =Ki, Т.е. приj= iсЬответствующие члень~ 
сумме взаимно уничтожаются, что возможно только в том СЛУЧqj 

если функция \jfi( 1)' относится· к занятым орбиталям. 
Спин -орбитали, которые являются решениями уравнений X~ 

три - Фока, ортогональны. Для занятых орбиталей это являет~ 
следствием варьирования при дополнительных условиях, обеСI1,i 
чивающих их ортогональность, а для виртуальных орбиталей 

следствием эрми:rовости ()ператора Фока. 

14.4 .. Теорема БриллюеНа' 

Рассмотрим две! детеРМИFшнтные функции, включающие ~. 
битали, являющиеся решениями уравнения Хартри ~ Фока: од·' 

построен. IIY~. из З~НЯТЬ.IХ ... 6Рбит~ей (ко!орые БУД. e~ н. yMepOB ... ·ft ... '. 
индексаМИl), и другую,ВКОТОРОИ одна из орбиталеи (наприме 
\jfki(l» заменена на виртуальную орбиталь (будем обозначать;' 
инДексами а, Ь, '.:;), например, \jfa(1): 

'1'0 (1, 2, .. " N) = qet['lfl\jf2 ... \jfk '" \jf N 1, 
Ч'k-7а(l, 2, , .. , N) = detl\jfl \jf2 ... \jfa ... \jfNI. 
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Можно сказать, что функция Ч'k-7ащшучается И:З ФУНКЦИИ '1'0 
путем однократного, возбуждения' электрона с ОРQИТали \jf ki( 1) н:а 
орбиталь \jfaC1). Рассмотрим матричный элемент оператора Гамиль
тона между '1' k -7 а иЧ' о. Согласно правилам для матричных элемен -
тов между функциями, отличающимися ОДIIои/спин-орбиталью, 
этот матричный элемент равен 

(Ч'k-7аjiljЧ'о) = hak + .2: ([ak Ijj] -[aj I jk]) =;F~k' 
J",k,a . 

Однако оператор Фока в базисе собственных функций диагона
лен, а, следовательно, матричный элемент Fak равен нулю. Отсюда 
следует, что матричный элемент между волновой ФункциеJ(i:Ч'о и 

функцией, полученной путем .одно~:ратною возбуждеНl15I' 'р k .. ~' а, 

(Ч' k-7a jill '1' о), также равен нулю. Это составляет содержание ;теЬ: 
ремы Брuллюена. Поскольку Teope~a доказана для функций, кото
рые являются решениями уравнения Хартри-Фока, ее выпол
нимость может сл~ть~ритерием .заl!tlршения J;IроцеС9ау,амосо

гласования в Х9дерешtlIIИЯЭ~ЩQура:iзн~ни:я (см. гл .. 15). '.;.' ' •.... , , 
Теорема' БриллюеfIа: :rey~() связана с, ~ЬЩОДОМ уmцще~пi:й Xf\PT

ри ~Фока варч;щионн;ыI •. ме'fОдОм . .Ь,уДеЦ~сходИть.,J;iз q~ш;еqт;вр
ваНИЯ,ортонормироваНН;ОI"О наQQрафУшщИ:Й "', котор~tj:,р'~деJi;И:М 
на два подмножества: первое .:..- из N функЦиh.'J!~(i=J;,~;.; .... , •. N), 
где N - число электронов в системе), второе - из всех осталь
ных функций \jfa (а = N + 1, N + 2, ... ). Построим из функци:й \jft 
слэтеровский определитель . 

и определим среднее значение энергии для систеМЫ,\с~стояние 
которой описыветсяя функцией ~: 

Для нахождения минимума полной энергии будем варьировать 
функцию Ч'~ путем ваРЬИРОБаНия: ВХОДЯЩJ<.:[Х в нее орбиталей \jfi: 

, . . . 

\jf;= \jfi +b\jf, .. Условие сохранения орrогональ~ости орби:талей из 
первого набора можнообеспечи:ть,если варьи:ровать функции 
путем примешивания к ним орбиталей'ЩЗ . второго набора, т.е. 
приняв O\jfi == л\j!а: Тогда(\jf; I \jfj} == (\jfi!\jf)+ л.(\jfа I \jf) = о вслед
ствие предположения об ортогональнос,:\и исходных орбиталей. 
Следовательно, можно варьи:ровать функционал полной энергии, 
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не выписывая в явном вйде условия соблюдения ортонормиJl 
ванности орбиталей, входящих в детерминант: 

Рассмотрим структуру вариации функции 'Р: 

.~ 8'Р ::: det 10/1 ... 'Ii; ... 0/ N 1- det 1'1'1 ... '1'; ... '1' N 1 ::: 

::: det 1'1' 1 ... ('1' i + Л. '1' ~) ... '1' N 1- det 1'1'1 ... '1' i ... '1' N 1 ::: 

::: '-.dеtl'Jfi \ .. 'l'a .... '!iNI ::: л.'Рi -+а • 

Подставляя полученное выражение в формулу (14.5) и ПF.!1 
равнивая вариацию функционала полной энергии нулю, пd:il 
чаем 

что и является содержанием теоремы Бриллюена. раскрывая~.; 

выраже. ние., п. ользуясь правилами для. в.ы. числений матричны.х Э.· .'. 
ментов между слэтеровскими детерминантами (в данном сл .' 
определители отличаются одной спин;-орбиталью) и сравни., 

полученное с матричными элементами оператора Фока, при. 
дим к соотношению ' 

Вообще говоря, функция 'l'a - произвольная; единствеННJ 
требование, которое предъявляло.сь к ней, - это ортогонально.с ..•... 
ко всем функциям, входящим в определитель (т. е. 'l'i, i::: 1, 2, ... , ' 
Следовательно, результатом действия оператора F на фу~ 
цию 'Jfi должна быть линейная комбинация функций 'Jfj и::: 1,: 
... , N): 

~ N 

F'I'i ::: L,Лif'l'j. 
j=l 

Отсюда видна тесная взаимосвязь между теоремdй БриллюеНI' 
приблИжением Хартри-.Фока. Однако теорема Бриллюена им~, 
более широкую область применения. ДеЙствительно-.вданном с
чае было использованооднодете. рминан. тное ПРИб. л~ение, но МО: 
но рассмотреть и случай многодетерминантной волновой функц 

ч' ::: L, А[Ч' [(1, 2, ... , N)::::L, А[ detl'l'll 'l'2l ' .. 'l'NlI. (14;1 
[ [ ... 
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В этом случае разделениеспин-орбиталей на два подмноже
ства проводится следующим образом. Пусть {'Jfi} и::: 1, 2, .,., М, 
где М'?:. N) - спин-орбитали, входящие в детерминантные функ
ции в выражении (14.6). Это значит, что 'среди ;этих фунщий нет 
ни одной, которая не входила хотя бы в один слэтеровский опре
делитель 'Р[; в свою очередь, детерминанты 'Р[ не содержат ни 
одной функции, которая не входит в подмножество {'I'i}' Второе 
подмножество СQСТОИТ из орбиталей {'I'a}, котррые н:е вхрдят ни в 
один определитель 'Р[ и ортогональны всем орбиталям из первого 
подмножества. Очевидно, что и в этом случае варьирование функ
ционала полной энергии может быть проведено точно так же, как 
и для однодетерминантного приближения, а условием стационар-

ного решения служит выполнение равенства (Ч' i-+a IJlI 'Р) ::: О, В 
котором функция Ч' i .... a получается путем подстановки спин -орби
тали 'l'a вместо орбитали 'l'i во все детерминанты, содержащие 
функцию 'Jfi' 

Уравнение 

'. ('Р ;.-7~ IJlI 'Р) = О 

в данном случае составляет содержание обобщенной теоремы Брuл
люена, которая фактически является формулировкой вариацион
ного принципа ДЛ~ случая многодетерминантного приближения. 

14.5. Уравнения Хартри-Фока дляпространственных 
орбиталей 

Уравнения Хартри-Фока в форме (14.4) здписаны для спин
орбиталей общего вида '1'; ::: <Pi(X. или 'l'i::: <р;р. Поскольку спиновые 
компоненты спин-орбиталей и число элекrронов.С. разными про~ 
екциями спина заданы заранее, необходимо найти уравнеlIИЯ для 
нахождения пространственных частей - молекулярных орбита
лей <pj. 

Запишем уравнен:ия Хартри - Фока, представив спиновые мно
жители в явном виде: 

......... а " N '" .-
F <Pi(l)::: h<pi(l) + L, (! j - к j )<pi(l) ::: €i<Pi, 

j=l 

P~~(1) =h<p~(1)+ f(Jj -Kj)<p~(l)::: €~<p~. 
(14.7) 

j=l 

171 



Если число электронов со спином а(р) не равно числу элект-
~a ~~ 

ронов со спином ~(q), то операторы F и F будут разными преж-

де всего из-за различного числа ненулевых обменных взаимодей

ствий, что хорошо видно, если записать уравнения в несколько 

другой форме 

" I 
~a ~~ 

в случае если р = q, уравнения с операторами F и F буду 

симметричными, и вполне допустимо самосогласованное реше· 

ние, такое, что <pr = <p~ Это соображение лежит в основе ограничен; 
ного метода Хартри - Фока. 

14.6. Ограниченный метод Хартри - Фока 

ДЛЯ замкнутых оболочек 

Наиболее простой вид имеют уравнения для случая молекул с 
замкнутыми электронными оболочками. Здесь используется сле

дующее приближение: предполагается, что все электроны можно 

сгруппировать парами так, что каждой пространственной орбита
ли соответствуют две спин-орбитали ('1' == <Pia и \jf = <Pi~)' а число 
электронов с проекцией спина +1/2 равно числу электронов с 
проекцией спина -1/2. Другими словами, на каждой простран
ственной орбитали находится по два электрона. Этому приближе
нию соответствует ограниченный метод Хартри- Фока (Restricted 
Hartree- Fock - RHF). Детерминантная волновая функция огра
ниченного метода Хартри - Фока ('f'RHF) выглядит следующим 
образом: 

<Р] (l)а(l) <Р! (2)а(2) <Р] (N)a(N) 

<Р] (1)~(1) <р1 (2)~(2) <Р] (N)P(N) 

1 
<Р2 (l)a(l) <р2 (2)а(2) <P2(N)a(N) 

'f'RНF(I, 2, ... , N)= Jiii. <Р2 (l)~(I) <Р2 (2)~(2) <P2(N)~(N) 
N! 

<PN /2 ЩаО) <PN /2 (2)а(2) <PN /2 (N)a(N) 

<PN /2 (1)~(1) <PN п(2)Р(2) <PN /2 (N)~(N) 
";i\ 
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Рис. 14.1. Схема размещения элекгронов по уров
ням энергии молекулярных орбиталей: 

{/ - ограниченный метод Хартри - Фока; б - не
ограниченный метод Хартри - Фока 

Полная электронная энергия равна 

N/2 N/2N/2 

-++-
-++-
-++-

а 

ERНF = 2 L ~i + L L (2Jij -Kij)' 
.,С" ,(,,) i=J j=1 
.('1. "~' • ." , 

где Jij = [ii I jjj; Kij =Шlji]. 
Число ненулевых обменных интегралов в два раза меньше чис

ла кулоновских интегралов из-за ортогональности спиновых функ
ций. 

Используя введенные ранее обозначения, запишем канониче

ские уравнения ограниченного метода Хартри - Фока 

N/2 ~ ~ 

.' F<Pi(l) = h<pi(l) + L (2Jj - Kj )<pi(l) = €i<Pi(I). 
',:.;':. ~~.;p',>j'.r .:·w-f:~:c ?~\ О'.; /':._, ~·!;\J.~?f'~i.;. ;":'" 'n; ... ·..r',,~·~-i·~.f'/~·, ;;: .:f'·' «~ Я 

Здесь уместно отметить, что хотя фактически для каждой ор
битали имеется свой собственный оператор Фока (эти операторы 
отличаются тем, какие именно члены отсутствуют в сумме по Л, 
форма записи такова, что вид этих разных операторов одинаков, 

т. е. можно говорить об одном едином операторе Фока. 
В ходе процесса самосогласования (см. гл. 15) электроны разме

щаются по два на орбиталях, соответствующих N/2 низшим энер
гиям €i (рис. 14.1, а). 

14.7. Неограниченный метод Хартри - Фока 

Вернемся к уравнениям (14.7): 

.-.а л р ....... а,.-..сх q -~ 
F <Р! (1) == h<pj (1) + L (Jj - Kj )<р! (1) + L Jj <Р! (1) = €j<pj, 

j=l j=1 

p~ (P~ (1) =: h~~ (1) + ± (Jj - кУ )<pr (1) + f J;' <p~ (1) =: E~<P~. 
j=l j=! 



Если записать матричные элементы оператора Фока в базисе 
спин-орбиталей, то вследствие ортогональности спиновых функ
ций а и /3 матрица будет иметь блочно-диагональный вид 

(F;j) = (Fo;JJ. o~ ]. 
Ру 

. Поэтому фактически имеем две системы уравнений: отдельно 
ipIя орбиталей <Р7 и <Pr. Эти уравнения не независимы, они связаны 
между собой через кулоновские взаимодействия между электро

нами с разными спинами. В результате решения получаем два на

бора орбиталей <Р7 и <Р9. Сразу отметим, что в случае открытых обо
лочек ситуация носит более сложный характер (что будет подроб
нее рассмотрено далее). Здесь ограничимся однодетерминантным 
приближением, которое носит название неогранuченного метода 
Хартри- Фока (Unrestricted Hartree-Fock - UHF). Волновую 
функцию неограниченного метода Хартри-Фока ('PUHF) удобно 
записать в виде (р > q): 

'PuHF (I, 2, ... , N) = i 

= А[(<р) (l)а(l) ... <p~(p)a(p)<p~(p + 1)/3 (р + 1) ... ~ (р + q)/3 (р + q)] = 

= det '<р)а ... <pfa ... <p~a <p~/3 ... <P~-p/3 ... <p~/3I· 

В ходе процедуры самосогласования р электронов размещают 
по одному на р орбиталях с наинизшими энергиями Е7, а q элек
тронов - также по одному на q орбиталях с наинизшими энерги
ями Е9 (рис. 14.1, б). 

14.8. Ограниченный метод Хартри-Фока 
ДЛЯ открытых оболочек 

,-

Из уравнений неограниченного метода Хартри - Фока следует 
вывод о том, что в случае разного числа спин-орбиталей с разны-

~a ~~ 

ми спиновыми функциями операторы Фока F и F неодинако-

вы, и, следовательно, их собственные функции также должны 
различаться. Однако метод UHF имеет тот недостаток, что функ
ции, полученные в этом приближении, не являются собственны-

~2 

ми функциями оператора S . Этого недостатка лишена функция 
ограниченного метода Хартри - Фока для открытых оболочек 
(Restricted Open-Shell Hartree- Fock - ROHF). Строится эта функ
цИЯ ('PROHF) следующим образом. 

Пусть р - число электронов с проекцией спина + 1/2, q -
число электронов с проекцией спина '11/2. Будем считать, что 2q 
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')Лектронов находятся на дважды занятых орбиталях, а n = р - q 
орбиталей заняты каждая одним электроном. Полное число элек
тронов равно N = р + q = 2q + n. Таким образом, q молекулярных 
орбиталей, образующих замкнутую оболочку, должны быть об
щими для электронов со спинами а и /3. Это противоречит физи-

~a 

L[ески оправданному условию, согласно которому операторы F 
~~ 

и F неодинаковы. Следовательно, должно быть введено допол-

нительное требование, обеспечивающее существование общего 
оператора Фока для группы дважды занятых орбиталей. В данном 
разделе на примере атома лития продемонстрируем некоторые про

блемы, возникающие для функций ограниченного метода Харт
ри - Фока для открытых оболочек, и наметим пути их решения. 

Электронная конфигурация атома лития - Is22sl, чему соот
ветствует детерминантная функция 

'I' ROHF (1, 2, 3) = det \<plsa <Pls/3 <P2sa\. 

Полную электронную энергию записываем в виде 

Е = 2(IS\h\IS)+(2S\h\2S)+2[IS Islls Is]+2[ls Is12s 2s]-[ls 2s12s Is]. 

Варьирование функционала полной энергии проводим при 
дополнительных условиях с использованием неопределенных мно

жителей Лагранжа: 

Ф = Е - Als,ls <ls 11s) - A2s,2s <2s 12s) -

-A1s,2s<2s 11s) -A2s,ls(ls 12s). (14.8) 

Считая вариации орбиталей О<Р1" O<p~" О<Р2" О<р;. независимы
ми малыми величинами, приходи м к следующим уравнениям: 

{~lS<PIS = tls,ls<Pls + t2s,ls<P2s 

F 2s<P2s = tl s,2s<P1s + t2s,2s<P2s 

{P~ * * + ' <р* Is<Pls = t1s,ls<P1s E2s,ls 2. 

Р"" * * * 2s<P2s = t2s,ls<Pls + t2s,2s<P2s 

(14.9) 

Здесь имеется два оператора Фока для Is и 2s орбиталей: 

~ л л л 1~ 
F " = h + J 1. + J 2. - 2. к 2s, 

~ 1 л л ~ 
Р2. =-(h+2J1s -Kls). 

2 

(14.10) 



Вернемся к функционалу (14.8). Функция Ф должна быть вещеt 
ственной, так как только в этом случае имеет смысл поиск et 
минимума. Условием вещественности является выполнение сле'q 
дующих равенств: Лij = (Лij)* и, j = Is, 2s) и аналогичных равенст, 
для Еу. При выполнении этих условий вторая пара уравнений (14.91 
будет комплексно-сопряженной первой паре, что делает обе пар.~ 
равносильными, а именно - уравнениями Хартри - Фока длЯ 

функций Is, 2s. Для диагональных элементов матрицы Еу это Tpe~ 
, бование выполняется автоматически, чего нельзя сказать о недиа,lo 
гональных членах. Из уравнений (14.9) следует, что 

E2s, Is = f <P~s F\S<pls dv, 

Els, 2. = f <pfs F 2s<P2s dv . 
(l4.11~ 

Равенство E2s,ls = (Els, 2s)* автоматически не выполняется, Ta~' 
как F 1s и 'Р2' - разные операторы. Это равенство можно запи-. 
сать иначе, используя (14.11): 

или 

f <p;s(Fls - F2s)<Plsdv = о. 

Используя выражения (14.10) для операторов 'Рl. и 'Р2' полу
чаем 

f 
~ ~ 1 

<Р]' (Fls - F2s )<P1sdv = '2 (J12s, 1, + [2s Is 11s Is] + [2s ls 12s 2s]) = о. 

Выражение в скобках представляет собой матричный элемент 
оператора Гамильтона между детерминантными функциями 

и 

'f'1s-;2s(1, 2, 3) = detj<plsa <P2sf3 <P2saj, 

которая получается из функции 'PRoHF(l, 2, 3) путем однократ
ного возбуждения с атомной орбитали <Plsf3 на орбиталь <P2sf3 (обра
тите внимание на то, что обменные интегралы обращаются в нуль 
вследствие ортогональности спиновых функций). Таким образом, 
получим 
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Иначе говоря, дополнительным условием является соблюде
ние требования теоремы Бриллюена. 

В общем виде выражение для полной энергии (Ее!) в прибли
жении ограниченного метода Хартри - Фока может быть записа
но следующим образом: 

Ее! = 2LJihii + L{aij[ii I jj] + fЗуШ I ji]}, 
i ij 

причем суммирование ведут по всем занятым орбиталям. Здесь/; -
заселенность i-й молекулярной орбитали; aij, Ри - коэффициен
ты связи между молекулярными орбиталями i и j. 

Приведем значения коэффициентов связи для наиболее часто 
встречающихся случаев*. 

Замкнутые оболочки. Суммирование про водим по всем дважды 
занятым орбиталям: 

Ее! == 2L/;hu + L {2[и I jj] - [ij I ji]}. 
i ij 

Открытые оболочки с максимально возможным значением спи
на. Наиболее часто встречаются дублетные, триплетные и квар
тетные состояния с параллельными спинами всех электронов на 

однократно занятых орбиталях: 

ДВ. заи. ОДН. заи. ДВ. заи. 

Ее! = 2 L h;i + L hmm + L {2[и I jj] - [и I ji]} + 
i т ij 

ДВ. заи. оди. заи. 1 оди. заи. 
+ L L {2[iilmm]-[imlmi]}+- L{[mm Inn]-[mn Inm]}, 

; т 2 т,n 

где «дв. зан.», «ОДН. зан.» означает суммирование по дважды заня

тым (i,j) и однократно занятым (т, n) орбиталям соответственно. 
Синглетно связанная электронная пара, образованная двумя элек

тронами на однократно занятых орбиталях т и n со спинами а и р 
соответственно. В данном случае получим 

ДВ. заи. ДН. заи. 

Ее! = 2 L h;; + h",m + hnn + L {2[и 1 Л] - [ij 1 ji]} + 
ij 

ДВ. заи. ДВ. заи. 

+ L {2[и 1 тт]-ит lmi]}+ L {2[ii Inn]-[in Ini]}+ 
i 

+[ тт 1 nn ] + [тn 1 nт ]}. 

* Yamaguchi У., Goddard J. д, Osaтura У., Schaejer Н. F. А New Dimension to 
Quantum Chemistry: Analytic Derivative Methods in аЬ initio Molecular Electronic 
Structure Theory. - N. У.: Oxford University Press, 1994. 
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Значения параметров/;, ау, ~y, как правило, используют по умол. 
чанию в наиболее распространенных программных комплексах. 

Подробно общая проблема уравнений Хартри - Фока paCCMOT~ 
рена в монографиях С. Фудзинаги «Метод молекулярных орбита~ 
лей» (М.: Мир, 1983) иЛ. Цюлике «Квантовая химия» (М.: Мир, 
1976). 

~2 
14.9. Метод Хартри-Фока и оператор S 

Выясним, являются ли однодетерминантные функции различ
ных вариантов метода Хартри - Фока собственными функциями! 

-2 ........ ~ 

операторов S и Sz. Напомним вид этих операторов: . 

~2 ~ ~ ~ ~2 (N ~ J( N л J ~ ~ 2 
S = S-S+ +Sz + Sz = .~>-i LS+j + Sz +Sz. 

1=1 1=1 

(14.12) 

........ 2........ ' 
Из формул (14.12) ВИдно, что операторы S и Sz инвариант-

ны относительно перестановок электронов. Поэтому они комму
тируют с оператором антисимметризации 

Рассмотрим теперь детерминантную функцию, в которой име
ется р электронов с проекцией спина +1/2 и q электронов с про- . 
екцией спина -1/2 (р + q = N). ДЛЯ удобства дальнейших выкладок 
расположим спин-орбитали в исходной неантисимметризованной 
функции в следующем порядке: сначала все спин-орбитали со 

спиновыми функциями а, затем все спин-орбитали со спиновы· 
ми функциями ~: 

Ф(I, 2, ... , N) = <Р1 (l)а(I)<Р2(2)а(2) ... <рр (р)ах 

х (Р)<Рр+1 (р + 1)~(p + 1) .. . <PN (N)~(N). (14.14) 

Подействуем на эту функцию оператором S z. При действии одно
электронных операторов Szi функцию будем умножать на +1/2, если 
спиновая функция хои) = а (р раз), и на -1/2, если Хо(О = ~ (q раз). 

1 
В целом функцию будем умножать на величину M s = -(р - q). 

2 
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Таким образом, получим 

SzФ(I, 2, ... , N)= 

= А8 Z(<P1 (l)а(I)<Р2 (2)а(2) ... <рр(р )а(Р)<Рр+1 (р+ 1)~ (р+ 1) .. ·<pN (N)~(N»= 

=.!.(p-q)Ф(l, 2, ... , N)=МsФ(I, 2, ... , N). 
2 

Следовательно, функция Ф(I, 2, ... N) (14.14) есть собствен
ная функция оператора S z, принадлежащая собственному значе-

нию M s =1. (р - q). в силу равенств (14.13) детерминантная функ-
2 

цИЯ Ч'(I, 2, ... , N), полученная путем антисимметризации функ-
цИИ Ф(I, 2, ... N), также будет собственной функцией оператора 

8z : 

,s\ Ч'(l , 2, ... , N) =SzАФ(I, 2, ... , N) = А8zФ(I, 2, ... , N) = 

= МsАФ(l, 2, ... , N) = МsЧ'(l, 2, ... , N) . 

Теперь для того чтобы определить результат действия операто

ра 82 на функцию Ф(I, 2, ... N) (14.14), достаточно выяснить, 
как действует на нее оператор 

Рассмотрим прежде всего действие на функцию Ф(l, 2, .. , N) 

оператора LS-iS+j. Очевидно, что если i :::; р, то результат дей
i 

ствия оператора повышения на спиновую функцию а будет нуле-
вым. Для всех i > р получаем 

Поскольку число операторов S-iS+i при i > р равно q = N - р, то 

( ~,S-iS+j )Ф(l, 2, ... , N) = qФ(I, 2, ... , N). 
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Таким образом, в качестве промежугочного результата получаем 

~2 [1 J S Ф(1, 2, ... , N)= 2(P-q)+(N -Р)+Мl Ф(l, 2, ... , N)+ 

+ L's-iS+jФ(l, 2, ... , N) = 

_(N 2) ~ ~ ~ -"2 + M s Ф(1, 2, ... , N) + ~>-iS+jФ(1, 2, ... , N) = 
''''1 

[N ( N)2] ~ ~ = 2+ Р-"2 Ф(1, 2, ... , N)+ ~S-iS+jФ(1, 2, ... , N). 

Множитель, СТОЯЩИЙ в квадратных скобках, не изменяет вид 
функции Ф(1, 2, ... N), поэ~ому ДЛЯ того чтобы выяснить, будет 
ли эта функция собственнои функцией оператора квадрата спи-

на, необходимо рассмотреть действие оператора [~; -i S + j J. Пред-
''''1 варительно проанализируем некоторые частные случаи. 

ФУНКЦИЯ ограниченного метода Хартри - Фока ДЛЯ замкнутых 
оболочек. Функция ФRнF(l, 2, ... , N) имеет следующий вид (р = q = 
= N/2, Ms = О): 

ФRНF(l, 2, ... , N)=<P!(l)a(l)<p2(2)a(2) ... <pp(p)a(p)<p!(p+l)~(P+l) ... 

'" (j)i(P + i)~ (р + i) ... (j)N /2 (N)~ (N). 

Рассмотрим действие одного из произведений операторов повы
ше!lИЯ и понижения на детерминантную функцию 'Р RHF (1, 2, ... , N) = 
= АФRНF(l, 2, ... , N) : 
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АS_;S+}ФRНF (I, 2, ... , N) = 
= As-is+j<p! О)а(1)<Р2 (2)а(2) .. '<рр (р )а (Р)<Рl (р + 1)~ (р + 1) ... 

···<Pi(P + O~(p + i)···<PN /2(N)~(N). 
В случае если j = р + i получаем 

АS_;S+(р+i)ФRНF (1, 2, ... , N) = 

= A[(j)l (l)a(l) ... (j)i (i)13(i)··. <Рр (Р)а (Р)<Рl (р + 1)13 (р + 1) ... 

.. . <р; (р + па (р + i) .. ·<j)N /2 (N)~(N)] = 

= det/<Pla ... <Pi13 '" <рра <P113 ... <j)ia ... <РЩ213! = 

= -dеt!<Рlа ... <Pia ... <ppa (j)1~ ... <Pi/3",<PN/2~! = -'P RHF (1, 2, ... , N). 

При всех других сочетаниях индексов i и j результат действия 
или сразу дает нуль (если j ::;; рили i > р), или получается функ
ция' которая после действия оператора антисимметризации име

ет две пары одинаковых столбцов. Поскольку имеется N/2 пар 
индексов, удовлетворяющих условию j = р + i, окончательный 
результат будет таков 

~2 

S 'PRНF(l, 2, ... , N) = 

"[ ~ +( р - ~ л 'I'RНF(I, 2, ... , N) - ~ 'I'RHF(I, 2, ... , N)" 

= о· 'PRНF(l, 2, ... , N). 

Это означает, что функция ограниченного метода Хартри
Фока для замкнутых оболочек является собственной функцией 

~2 

оператора S , соответствующей квантовому числу S = О, т. е. син-

глетной функцией. Среднее значение квадрата полного спинового 
момента равно нулю. 

ФУНКЦИЯ ограниченного метода Хартри - Фока ДЛЯ открытых 
оболочек. Функция 'PROHF (1, 2, ... , N) при р > q, в случае 2q 
электронов на дважды занятых орбиталях, n = (N - 2q) электро
нов на однократно занятых орбиталях, Ms = n/2 имеет вид 

'PROHF(l, 2, ... , N) = АФRонF(l, 2, ... , N) = 

= А[ <Рl (1)a(1)<P2 (2)а(2) ... <j)q (q )a(q )<j)! (q + l)~(q + 1) ... 

·.·(j)2q(2q)~(2q)<P2q+l (2q + l)a(2q + 1)"'<P2q+n (N)~(N)]. 

При i, j ::;; 2q действие операторов S-iS+) будет таким же, как 

для волновой функции 'PRHF. Поскольку число пар одинаковых 
пространетвенных функций равно q, функция 'PROHF (1, 2, ... , N) 
под действием таких операторов получит множитель -q. Если j > 
> 2q, то результат действия будет нулевым. 

Таким образом, получим 

~2 

S 'PRoHF (I, 2, ... , N) = 

"[ ~ + (~ - q J] 'I'RoHF(I, 2, ... , N) - q'l'RoHF(I, 2, ... , N)" 

= Ms(Ms + 1)'PRoHF (1, 2, ... , N) = ~(~ + 1 )'PRO~F(l, 2, ... , N), 
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Т.е. функция ограниченного метода Хартри-Фока для OTKPЫ~Г~ 

оболочек также является собственной функцией оператора S 
Среднее значение квадрата полного спина определяется числом 
электронов на однократно занятых орбиталях n, а квантовое чис
ло S равно n/2. 

Функция неограниченноro метода Хартри - Фока. Функция Ч'UНF' 
(1, 2, ... , N) при р > q, имеет вид 

Ч'UНF(l, 2, ... , N) = АФUНF(1, 2, ... , N) = A[<pf(1)a(1) ... 

... <p~(p)a(p)<p~(p + 1)~(p + 1) ... ~(p +q)~(p +q)] = 
= det l<pfa ... <pja ... <p~a <p~~ ... <P~_p~ ... <p~~I· 

Подействуем на функцию Ч'UНF оператором S-i S+i и;l. Л. Оче
видно, что ненулевой результат будет лишь в том случае, если i:S; р, 
j> р: 

S-iS+iЧ'UНF(1, 2, ... , N) = AS-iS+iФUНF(1, 2, ... , N) = 

= A[<pf (1)а(1) ... <P~ (р )а(р )<p~ (р + 1)~(p + 1) ... <p~ (р + q )~(p + q)] = 

= А[<р? (1)а(1) ... <р! (i)~(i) ... <P~ (р )а(р )<p~ (р + 1)~(P + 1) ... 

... <р~_/Ла(Л ... <p~ (р + q)P(p + q)] = 

= det l<pfa ... <pjP ... <p~a <p~p ... <P~_pa ... <p~pl = 

= - det l<pfa ... <PJ-pa ... <p~a <p~p ... <p~p ... <p~~I· 

Полученная функция отличается от исходной двумя спин-ор
биталями. Таким образом, функция метода UHF не является соб-

~2 

ственной функцией оператора S . 
Для того чтобы оценить вклад различных спиновых состояний, 

вычислим, пользуясь правилами для матричных элементов между 

детерминантными функциями, среднее значение квадрата пол

ного спина 

где (<р! I <p~) - интегралы перекрывания между пространстве н
ными орбиталями, относящимися к наборам с разными проек-
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циями спина. Для функций Ч'RНF И Ч'RОНF суммы В формуле (14.15) 
равны N/2 и q соответственно, что приводит, как и следует ожи-
дать, к собственным значениям 52, равным нулю (для Ч'UНF) и 

'2 '2 + 1 (для Ч'RОНF)' n (n) , 
Оператор проектирования. Как было только что показано, од

нодетерминантные функции ограниченного метода Хартри - Фока 
~2 

являются собственными функциями оператора S , т. е. описыва-

ют чистые спиновые состояния. Однодетерминантная функция нео
граниченного метода Хартри - Фока дает при мер ситуации, ког
да волновая функция представляет собой суперпозицию состоя
ний, соответствующих разным квантовым числам S. Однако точ
ные решения уравнения Шрёдингера, вообще говоря, должны 
представлять собой чистые спи новые состояния. Одним из спосо
бов добиться спиновой чистоты является использование операто

ров проектирования, которые могут быть сконструированы раз
личным образом. Приведем пример такого оператора. 

Если некоторая волновая функция не есть собственная функ-
~2 

ция S , то она может быть представлена в виде разложения по 
собственным функциям этого оператора: 

Суммирование проводится по всем физически допустимым 
значениям квантового числа S. Рассмотрим действие на эту функ
цию оператора 

~2 

~ S -Si(Si + 1) 
Ps = П . 

Si"S S(S + 1) - Si(Si + 1) 

Подействуем сначала сомножителем с Si = Sl: 

~2 

S -Sl(Sl +1) I..Сs,Ч's. = 
S(S + 1) - Sl (Sl + 1) S; 1 , 

I..CSA(Si +l)Ч'SI - I..CS;Sl(Sl +1)Ч's; 
= .,.::S:!...i _____ --:-_-::S"-.i :-:::----:::-___ = 

S(S + 1) - Sl (Sl + 1) 

=СSЧ's+ I..С~iЧ'Si· 
Si"S, Sj 
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Таким образом, этот оператор уничтожает в волновой функ
ции компоненту с Si = SI, оставляя неизменным коэффициент 
при функции 'р s. Последующие сомножители уничтожают осталь
ные члены разложения, оставляя каждый раз член Cs'P s. В итоге 
ПРОИзойдет уничтожение (аннигиляция) всех «лишних» вкладов 
В волновую функцию и останется только собственная функция 
~2 

S , соответствующая заданному значению квантового числа S 
~ соответствующим КОЭффициентом). Следовательно, оператор 
р s trревращает произвольную функцию в собственную функцию 

~2 

оператора S, ИЛИ про водит nроектирование функции на заданное 
чистое спиновое состояние. 

14.10. Теорема Купменса 

Теорема Купменса помогает выяснить физический смысл соб
ственных значений оператора Фока - энергий молекулярных орби
талей. Теорема основана на так называемом приближении замо
роженных орбиталей. Предполагается, что при ионизации моле
кулы орбитали остаются неизменными. Действительно, легко себе 
представить, что удаление одного электрона из молекулы, в ко
торой имеется несколько десятков или даже сотен электронов, не 
вызывает серьезных изменений в состоянии отдельных электро
нов. Тем не менее справедливость теоремы, очевидно, нуждается 
в экспериментальной проверке. 

Обозначим энергию исходной нейтральной молекулы ЕО, энер
гию иона - Е+. Оценим, насколько изменится энергия молекулы 
при удалении электрона с молекулярной орбитали <Pi. Очевидно, 
что для этого из энергии ЕО нужно вычесть кинетическую энер
гию электрона, наХодящегося на молекулярной орбитали <Pi, 
а также энергию взаимодействия этого электрона с ядрами и дру_ 
гими электронами. 
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Таким образом, получим 

Е+ = ЕЙ - {! \jf7(1)[-.!. д; - L ZA ] \jf;(l)d'tl + 
2 А '1А 

+ f [f \jf7 (l)\jfi (l)\jfj (2)\jf j (2) d't, d't2 _ 
j=1 '12 

-f \jf7 (l)\jf ji (l)\jfj (2)\jfi (2) d'tl d't
2
]} = ЕО _ F;i = ЕО _ f-j. 

!j2 

Отсюда следует, что разность энергий иона и исходной моле
кулы равна Е+ - ЕО = -f-j. Однако эта разность и есть та энергия, 
которую нужно затратить, чтобы удалить электрон из моле~лы, 
т.е. энергия ионизации. Таким образом, энергия молекулярнои ор
битали - это взятый с обратным знаком потенциал ионизации, 
соответствующий удалению электрона с данной орбитали: 

Добавим, что имеется в виду вертикальный потенциал иони
зации поскольку при выводе теоремы Купменса предполагалось, 
что ге~метрия молекулы остается неизменной. 

Теорему Купменса (1933) часто используют при интерпрета
ции фотоэлектронных и рентгеноэлектронных спектров молекул. 
Из общих соображений очевидно, что полученные с помощью 
теоремы Купменса значения энергии ионизации должны быть за
вышены. Это следует из того, что релаксация молекулярных орби
талей - их оптимизация для нового внутримолекулярного потен

циала - должна понизить энергию получаемого при ионизации 

иона. 

Помимо этого необходимо принять во внимание изменение 
энергии корреляции при ионизации, а также особенности урав
нений Хартри - Фока для систем с открытыми оболоч~ами. Дл~ 
таких систем потенциал ионизации связан сорбитальнои энергиеи 
соотношениями, в которых учитывается, например, пt:,оисходит 

ли ионизация с однократно занятой или дважды занято и молеку

лярной орбитали, а также рЯд других факторов. Подробно этот 
вопрос освещен в книге Р.Заградника иР. Полака «Основы кван
товой химии» (М.: Мир, 1990). Поскольку теорема носит прибли
женный характер, учитывая перечисленные факторы, которые 

трудно оценить количественно, степень ее применимости может 

быть проверена только путем сопоставления результатов расчета 

с экспериментом. ~ 

Для больщинства молекул последовательность состоянии иона 
совпадает с последовательностью энергий орбиталей, с которых 
происходит удаление электрона, а ошибки в оценке энергии иони
зации лежат в пределах от 0,1 до 1-2 эВ. Приведем некоторые 
примеры. ~ 

Расчеты для молекулы метана дают значение энергии высшеи 
занятой молекулярной орбитали -14,83 эВ, экспериментальное 
значение -12,6 эВ. Таким образом, ошибка составляет 2,23 эВ. 

Одна из молекул, для которых теорема Купменса не выполня
ется, - это молекула ферроцена Fe(CsHs)2, имеющая сэндвиче
вое строение. Экспериментальные значения потенциалов иониза
ции равны 6,8, 7,2, 8,8, 9,3 эВ. По спектрам электронного пара
магнитного резонанса было установлено, что конфигурация ка-
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Таблица 14.11 

Энергии молекулярных орбиталей и потенциалы ионизации молекулы :,1 

ферроцена 

Энергия молекулярных 
Потенциал ионизации, эВ 

Симметрия 
орбиталей, эВ 

молекулярных Результаты Результаты Результаты 
Эксперимен-

орбиталей расчета для расчета для расчета по 
талъные 

неболъшого расширенного разности 
.~ базиса* базиса энергии* 

данные 

el u -11,67 -9,02 11,1 8,8 , 

elg -11,89 -9,03 11,2 9,3 

e2g -14,42 -12,23 8,30 6,8 

е2и -16,03 -14,11 15,50 -

alg -16,57 -14,18 10,10 7,2 

* Данные ст.: СоuПеге М.М, Deтuynck J., Veillard А. // Theor. Chim. Acta. -
1972. - У. 27. - Р. 2281. 

тиона ферроцена в основном состоянии - 2 E2g[aIge~g] (приве
денные в скобках орбитали имеют преимущественно характер 
d-орбиталей металла). Первые неэмпирические расчеты ферроце
на, выполненные А. Вейаром с сотр., показали, что теория дает 
совершенно другую картину, как с количественной, так и с каче

ственной точки зрения (табл. 14.1). 
Молекулярные орбитали е!и' e!g, а2и локализованы на лиган

дах, орбитали e2g, alg - на атомных d-орбиталях металла (на 90 и 
65 % соответственно). При ионизации распределение электронной 
плотности для орбиталей лигандов практически не меняется, 
а орбитали e2g и alg становятся почти полностью локализованны
ми на d-орбиталях, т. е. происходит заметная релаксация, которая 
и приводит к резкому уменьшению энергии ионизации по срав

нению с ожидаемой на основании теоремы Купменса. Правильно 
воспроизвести порядок состояний катиона удалось путем расчета 

энергии ионизации как разности энергий катиона с вакансией на 
заданной молекулярной орбитали и нейтральной молекулы. Но
вые расчеты, в которых был использован гораздо более широкий 
базис, дают тот же порядок молекулярной орбитали, что и расче
ты А.ВеЙара с сотр. с практически минимальным базисом. Для 
двух высших занятых молекулярных орбиталей (elu. elg) расчеты с 
расширенным базисом показывают, что теорема Купменса выпол
няется с точностью до нескольких десятых электрон-вольт. для ор
биталей металла e2g, alg теорема Купменса дает ошибку 5 - 7 эВ. 
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Контрольные задания 

1. Докажите теорему Купменса. 
2. Покажите эрмитовость операторов J и К. 
3. В чем заключается теорема Бриллюена? ? 

4. Какие молекулярные орбитали называют каноническими. 
5. Напишите оператор Фока для атома гелия. + 

6. Напишите матрицу оператора Фока для молекулярног~ иона Н 2 и 
найдите вид связывающей и разрыхляющей молекулярнои орбитали, 
учитывая неортогональность базисных функций и полага~ s= 0,3. Напи
шите формулы для энергий этих молекулярных орбиталеи. 



Глава 15 

МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ ХАРТРИ-ФОКА 

15.1. Общая характеристика 

При решении уравнений Хартри - Фока возникают две основ"
ные проблемы. Первая заключается в том, что уравнения Харт
ри - Фока зависят от своих собственных решений. Иными слова
ми, для того чтобы написать сами уравнения, надо знать их реше
ния. Избежать этой проблемы можно путем Использования метода 
самосогласованного поля. 

Вторая проблема - чрезвычайная сложность решения систе
мы интегродифференциальных уравнений, каковыми и являются 
уравнения Хартри - Фока. При расчетах электронной структуры 
атомов методом Хартри - Фока предполагается, что распределе
ние электронной плотности (а следовательно, и потенциал, дей
ствующий на электроны) сферически симметрично. Это означа
ет, что атомные орбитали могут быть представлены в виде произ
ведения радиальной функции на угловую, т.е. на шаровую функ
цию. Поэтому задача сводится к нахождению радиальных функ
ций, что можно относительно легко получить путем решения си
стемы дифференциальных уравнений численными методами. 
В случае молекулярных систем приближение сферически симмет
ричного потенциала неприменимо, поэтому молекулярные орбита
ли ищут в виде разложения по некоторым базисным функциям, 
которые, вообще говоря, не являются ортогональными. Такой 
метод решения уравнений Хартри - Фока называют методом Рута
на, а соответствующие уравнения - уравнениями Рутана-Хол
ла (или Хартри-Фока-Рутана). 

15.2. Метод самосогласованного поля 

Запишем еще раз уравнение Хартри - Фока в канонической 
форме 
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Величина ti имеет размерность энергии и называется энергией 
молекулярной орбитали 'Vi. Физический смысл этой величины 
определяется теоремой Купменса (см. гл. 14). 

Обратимся к структуре оператора Фока. Для более наглядного 
анализа смысла отдельных входящих в него членов перепишем 

выражение для этого оператора, вернувшись к обычным едини
цам: 

Одноэлектронный оператор состоит из двух слагаемых: опера
тора кинетической энергии электрона и энергии электростати
ческого взаимодействия электрона с ядерным остовом молекулы. 

Обратимся теперь к двухэлектронным интегралам. 
Напомним, что квадрат модуля функции 'V/2), умноженный на 

элемент объема, представляет собой вероятность найти электрон в 

этой малой области пространства. Если умножить 'Vj(2)\jfj(2)dV2 
на заряд электрона, то результат можно рассматривать как неко

торый малый заряд dq(2), а интеграл 

е f e'Vj (2)\jf j (2) d't2 = е f dq(2) 
~2 ~2 

как энергию взаимодействия электрона номер 1, находящегося в 
точке (Х1' У1, Z1)' с электроном номер 2, представленным в виде 
размытого заряженного «облака», плотность которого определя
ется квадратом модуля соответствующей волновой функции. Та
ким образом, электрон движется в электростатическом поле, со
здаваемом распределениями электронной плотности остальных 

электронов - «электронных облаков». Аналогичные рассуждения 
можно провести и для обменных взаимодействий. Получается сле
дующая цепочка: орбитали задают поле (потенциал) для движе

ния электронов, а это поле определяет вид орбиталей. Это означа
ет, что если рассчитать внутримолекулярное поле, используя ре

шения уравнений Хартри - Фока, то в результате должны полу
читься те же самые орбитали, которые бьmи использованы для 
построения потенциала. Поэтому можно предложить следующий 
путь решения задачи. 

Приступая к решению уравнений Хартри -:- Фока, мы всегда 
имеем некоторую информацию о виде (хотя бы и весьма при-
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t 

ближенном) орбиталей для рассматриваемой системы (симме~ 
рию, поведение на больших расстояниях от атомных ядер, а воз 
можно и другие сведения). Поэтому можно выбрать набор ста 
товых орбuталей {<р(О)}, на основе которых будет построен операJ 

~(I) ~ 
тор Фока F . Обозначим собственные функции этого оператор, 
как {<p(I)}. Скорее всего эти функции не будут совпадать со CTapТQ~" 

~Щ . 
выми. Поэтому построим оператор F и найдем решения соот 

ветствующего уравнения {<р(2)}. Таким образом строится итepaци~ 
онная процедураl 

1 
j 

Предположим, что на (р + 1)-й итерации будут получены OP~ 
битали, лишь незначительно отличающиеся от орбиталейр-й ите~ 
рации (очевидно, необходимо заранее определить допустимую Mep~ 
этого различия). Это означает, что генерированное на р-й итера~ 
ции поле привело к орбиталям, которые создают такое же поле\ 
Это и означает, что решение задачи получено. Этот метод называ
ют методом самосогласованного поля (Self-Consistent Field - S<I)F)~ 

Изложенная процедура представляется простой, однако ~ 

практике для достижения самосогласования, как правило, при; 
ходится использовать различные приемы, в частности методь! 
экстраполяции. В современных программных комплексах в каче~ 
стве стартовых орбиталей используют полученные в расчете од
ним из полуэмпирических методов (например, методом Хюкке
ля; см. гл. 19). Возможно также использовать орбитали, в которых в 
качестве оператора Фока первой итерации используют одноэлек-

тронный оператор hl (называемый остовным гамuльтонuаном; см. 
подразд. 14.2), т.е. решается задача для движения одного электро
на в поле атомных ядер. В качестве критерия достижения самосо
гласования можно использовать значение изменения энергии на 

каждом шаге итерационной процедуры. 

15.3. Метод Рутана 

Рассмотрим вывод уравнений Рутана в рамках вариационного 
метода. 

Введем набор из М базисных функций XI!' нормированных, но 
неортогональных: 

интеграл перекрывания. 
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Запишем молекулярные орбитали <р; как линейные комбина
ции базисных функций XI!: 

м 

<Pi (1) = L Cl!iXI! (1). (15.1) 
I!=I 

Про ведем варьирование функционала полной энергии с до
полнительными условиями нормировки и ортогональности моле
кулярных орбиталей. При записи этого функционала не будем вво
дить в явном виде спиновые функции (что сделало бы формулы 
более громоздкими), просто будем помнить о наличии у спин
орбиталей соответствующего множителя, который проявляется в 
том, что некоторые интегралы оказываются равными нулю из-за 
ортогональности спиновых функций. Подставляя разложение (15.1) 
в функционал 

N 
Ф(С) = Е - Lл'jiS <Р7(1)<Pj(l)d't!, 

i,j 
получим 

N л 

Ф(С) = LLC:iCViS X~(I)hIXv(l)d'tl + 
i=ll!,v 

+ LLLC:iCViC~jCtj х 
;<j J.!,V (},'! 

х[] X~ (1)ху (I)X~(2)X«2)d't!d't2 _ S X~ (1)x«1)x~(2)xy (2)d't1d't2]_ 

~2 ~2 

N 
- L L л, jiC:iCVj S X~ (I)Xv(1)d't! . 

i,j=ll!,v 

Суммирование по индексам jl, V, а, 't проводится от 1 дО М. 
Как и ранее, л, - матрица неопределенных множителей Лагран
жа. Воспользовавшись сокращенными обозначениями (см. гл. 13) 
интегралов в выражении для функционала, получим 

N 

Ф(С) = LLС:iСVЛV + 
i=ll!,v 

+ L L L C:iCViC~jCtj([!lV I (J't] - [jl't I crv])-
i<jl!,v 0",< 
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Задача варьирования такого функционала подробно рассмот" 
рена в гл. 9. Как и ранее, будем дифференцировать Ф( С) по КОЭф' 
фициентам со знаком комплексного сопряжения 

дФ(С) 
--=LСVi~V+ 
дc~; v 

N 

+ L L L CviC~jC<j ([/lV I сп] - [/l't I crv]) - L L ЛjiСVjS~v, 
j v О,! j=1 v 

Для того чтобы придать этому уравнению форму, аналогичну 
формуле (14.2), проведем во втором члене суммирование по j, 
которое коснется только коэффициентов Со}, C<j, и введем обозна ' 
чение 

, 
I 

Матрица Р носит название матрицы плотности. Приравнивая i 
производные по C~; нулю, получим систему уравнений (/l = 1, 2,' 
... , М) 

~( "'" + ~?~([~V I m;J-[~ф",J)- :P'j'S'" ]С", = О. 
Однако выражение 

О,! 

есть не что иное, как P~y - матричный элемент оператора Фока. 
Путем непосредственного сравнения легко убедиться в том, что 
P~y = (P~)*, Т.е. оператор Фока, представленный в базисе функ
ций x~, эрмитов. Далее можно перейти к новому набору молеку
лярных орбиталей, связанному с прежним унитарным преобразо

ванием, диагонализирующим матрицу лагранжевых множителей. 

Обозначив диагональные элементы Ли как Ei' получим систему 
уравнений 

м 

L(F~v -ЕiS~v)Сvi = О (/l = 1, 2, ... , М). 
у=1 

Стандартный метод решения этих уравнений (уравнений Хол
ла- Рута на) был изложен ранее. Этой системе уравнений соот
ветствует матричная форма записи 

FC = 8СЕ, (15.2) 
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которую можно рассматривать как обобщенную задачу на соб
ственные значения. В случае ортогонального базиса это уравнение 
сводится к обычной задаче на собственные значения 

FC = СЕ, (15.3) 

решение которой может быть получено путем последовательной 
)щагонализации матрицы оператора Фока в ходе процедуры са
мосогласования. Поскольку решение обобщенной задачи (15.2) 
Ilредставляет более сложную проблему, чем решение уравнения 
(15.3), переходят к симметрично ортогонализованному базису (см. 
гл. 2) с помощью матрицы 8-1/2. Фактически построение такого 
базиса не проводится, а переход к нему осуществляется путем 
преобразования FA = S-I/2F8-1/ 2 С последующей диагонализацией 
'пой матрицы обычными методами. 

В рамках метода Рутана процедура самосогласования имеет свою 
специфику. Очевидно, что мерой различия между молекулярны
ми орбиталями двух последовательных операций могут служить 
изменения в коэффициентах C~i' Более удобным подходом являет
ся использование изменений матрицы плотности Р в качестве 
критерия завершения процедуры самосогласования . 

15.4. Базисные функции 

Обратимся теперь к описанию наборов базисных функций, 
используемых в современных расчетах методом Рутана. В каждой 
базисной функции выделяют радиальную компоненту и угловую 
часть 

х(Р) = R(г)ще, <р). 
При такой форме записи предполагают, что функция описана 

в системе координат, начало которой находится в точке с задан

ными координатами. Иначе говоря, функция центрирована в дан
ной точке. Как правило, функции центрированы в точках, соот
ветствующих координатам атомных ядер, при этом говорят, что 

функция центрирована на определенном атоме. Используемые в 
настоящее время в квантовохимических расчетах базисные функ
ции можно разделить на две большие группы - функции слэте
ровского типа и гауссовы функции - в зависимости от того, как 

выглядит радиальная компонента. 

Функции слэтеровского типа (STO) бьmи предложены в 1930-е гг. 
Дж. Слэтером, и их радиальная компонента имеет следующий вид: 

(2 )n+1/2 
R (r) = <; ,.n-1 е-"г. 

n ~(2n)! 
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В качестве угловой части используют шаровые функции, Ka~ 
правило, в вещественной форме. Функции слэтеровского типа -:: 
безузловые функции, однако можно построить такие их линей~ 
ные комбинации, которые передают требуемую узловую структу
ру атомных орбиталей. Функции слэтеровского типа используют Е 
полуэмпирических расчетах и в некоторых программных комп~ 

лексах. Основной недостаток орбиталей слэтеровского типа - боль; 
шиевременнь'rе затраты (по масштабам современных компьюте, 
ров);, необходимые для расчета трех- и четырехцентровых двух

электронных интегралов. 

Использовать гауссовы функции (GTO) в качестве базисных Е 
молекулярных расчетах предложили в 1950-е гг. С. Ф. Бойс и Р. Мак.; 
Вини. В этих функциях радиальная и угловая части объединены: 

g(l, т, n, а) = N(a, 1, т, n)x'yтz n e-a.r2 , 

( 

1 )1/4 22(/+т+n)+З/2а'+т+n+З/2 

N(a, 1, т, n) = 1[3 (2/-1)!!(2m -1)!!(2n -1)!! (15.4) 

Здесь 1, т, n - неотрицательные целые числа, сумма KOTOPbI}i 

равна орбитальному квантовому числу для данной функции. Сим
вол (21 - 1)!1 означает произведение 1·3·5 ... (21 - 1). Простран
ственная протяженность функции определяется экспоненциаль
ным параметром а, а пространственная ориентация - парамет

рами 1, т, n. 
По сравнению с STO гауссовы функции менее удовлетворитель

но описывают радиальную зависимость атомных орбиталей, OДHa~ 
ко их важное преимущество состоит в том, что при использоваНИl1 

гауссовых базисов молекулярные интегралы могут быть рассчитаны 
намного быстрее, поскольку произведение двух гауссовых функ
ций, центрированных на разных атомах в точках А(ХА' УА, ZA) 11 

В(Хв, Ув, ZB), может быть представлено одной гауссовой функцией, 
центрированной в некоторой точке Р между атомами: 

А 

с 

в 

Р(Хр, Ур, Zp) = (a~ + авВ)/у; У = (аА + ав), 
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где 

Хр = (a~A + авхв)/у; Ур = (аАУА + авУв)/У; Zp = (aAZA + aBZB)/Y. 

В частности, произведение двух гауссовых функций Is от коор
динат одного и того же электрона, центрированных на атомах А и 
В, есть 

exp(-аАГ] )exp(-авгl) = exp(-аАГ]- aBrl) = 

[ R}B) ( 2) = ехр -аАав у ехр -УГр . 

Однако для описания атомных орбиталей необходимо в не
сколько раз больше гауссовых, чем слэтеровских функций. Это 
приводит К проблеме хранения и обработки двухэлектронных ин
TeгpaлoB' число которых имеет порядок величины М4/8 (где М -
число базисных функций). Сокращение базисного набора достига
ется путем использования в качестве базисных функций не эле
ментарных «<примитивных») одноэкспонентных гауссовых функ
ций (15.4), а их линейных комбинаций с фиксированными ко
эффициентами при g(l, т, n, а): 

N 

XJ.l = 'LCiJ.lg(l, m, n, ai)· (15.5) 
i=1 

Такие функции называют сжатыми, или контрактированными, 
гауссовыми функциями. Параметры 1, т, n в элементарных гауссо
вых функциях, входящих в данную сжатую функцию, одинаковы. 
Число N в наиболее распространенных базисах лежит в пределах 
от 1 (одна элементарная гауссова функция в качестве базисной) 
до 6-7 (для описания орбиталей внутренних оболочек атомов). 
Таким образом, сжатая гауссова функция характеризуется числом 
входящих в нее элементарных функций и наборами экспоненци
альных параметров и коэффициентов разложения. Отметим, что 
при заданном наборе элементарных гауссовых функций можно 
предложить несколько разных способов контрактации. Каждой 
функции с заданной суммой (l + т + n) соответствует (21 + 1) 
базисных функций, имеющих одинаковую радиальную зависимость 
и различающихся пространственной ориентацией: одна для s-op
биталей, три для р-орбиталей и т.д. 

Базисные наборы - это наборы базисных функций, описываю
щих ту или иную атомную орбиталь. 

В минимальных базисных наборах каждой атомной орбитали из 
заполненной или заполняемой электронной оболочки сопо
ставляется одна базисная функция. Для водорода и гелия - одна 

s-функция, для атомов второго периода (от лития до неона) -
две s-функции (для описания Is- и 2S-0рбиталей) и набор из трех 
р-функций (для описания 2рх-, 2ру- и 2рz-орбитал~й) и т.д. Наи-
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более распространенный базис такого типа - базис STO-3G. Эт~ 
означает, что используют слэтеровские радиальные функции~ 
представленные в виде линейной комбинации трех элементарны~ 
гауссовых функций. Экспоненциальные параметры этих гауссиа~ 
и коэффициенты разложения оптимизированы путем их последо~ 

вательного варьирования. 

Расширенные базисные наборы строят несколькими способами:: 
1) путем соотнесения с каждой атомной орбиталью несколы1 

ких базисных функций (так называемые расщепленные наборы)!! 
базисы, в которых атомной орбитали соответствуют две функции! 
называют базисами double-zeta (DZV) , в базисах triple-zeta (TZ'1 
атомные орбитали «расщеплены» на три функции; j' 

2) путем добавления «поляризующих» функций, т. е. функ 
ций с орбитальным числом, большим, чем у валентных элект; 
ронов данного атома; для атомов водорода и гелия это р-функ~ 
ции, для непереходных элементов - d-функции, для пере1 
ходных металлов - f-функции; в прецизионных расчетах дo~ 
бавляют функции с более высокими орбитальными квантовы'!l 
ми числами; 

3) путем введения диффузных функций, т. е. функций с малы~ 
ми значениями параметра <х. 

Один из способов описания расширенных базисных наБОРОЕ 
заключается в том, что каждой сжатой базисной функции сопо
ставляют число, равное числу включенных в нее элементарных 

гауссовых функций. Эти числа записывают внутри скобок, начи~ 
ная с s-функций. Наборы функций с разными квантовыми ЧИС,'! 
лами lразделяют дробной чертой. Так, запись [631/31/1] означа~ 
ет, что имеется три базисных s-функции, одна из которых яв", 
ляется линейной комбинацией шести гауссовых функций, BTO~ 
рая - трех функций, а третья - элементарная гауссова функ
ция. Базисных р-функций две: одна - сжатая функция из тре", 
гауссиан, вторая - одноэкспонентная функция. Кроме того, име
ется одна поляризующая d-функция. Учитывая возможное число 
функций с данным орбитальным квантовым числом, получим 
полное число базисных функций в этом наборе: 1 + 1 + 1 + 1 . 3 + 
+ 1·3 + 1·5 = 14. 

Поскольку орбитали внутренних (остовных) электронных обо,. 
лочек сравнительно мало меняются при вхождении атома в моле.:. 

кулу, бьmи сконструированы валентно расщепленные базисы. В та
ких базисах каждой остовной орбитали сопоставляют одну сжа
тую базисную функцию, а валентным орбиталям - две (такие 
базисы обозначают DZV или VDZ), три (TZV) или более базис.,. 
ных функций. Особое распространение получили разработанны~ 

Дж. Поплом с сотрудниками валентно расщепленные базисные на.,.; 
боры семейств N-K1G и N-K11G. В этих базисах остовные орБИ1 
тали описывают сжатыми гауссовыми функциями, содержаЩИ:1 
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ми N элементарных гауссиан. В случае базисов N-K1G каждой 
валентной орбитали сопоставляют две базисные функции, одна 
из которых представляет собой линейную комбинацию К гаусси
ан, а вторая - одну элементарную гауссову функцию. В базисе 
N -Кl1 G к этим функциям добавляют еще одну элементарную 
гауссову функцию. Чаще всего используют два стандартных базис
ных набора: 3-21G и 6-31G. 

Включение поляризующих функций в базисный набор позво
nяет улучшить описание распределения электронной плотности в 
молекулах, в которых окружение атомов перестает быть сфери
чески симметричным. В частности, существенно улучшаются ре

зультаты расчета геометрической структуры, особенно валентных 
углов при атомах с неподеленными электронными парами. Как 
правило, поляризующие функции представлены в виде одноэкс
понентных функций, экспоненциальный параметр которых по

добран таким образом, что положение максимума близко к поло
жению максимумов валентных орбиталей, форма которых уточ
няется за счет введения поляризующих функций. При включении 
поляризующих функций к обозначению базиса добавляют букву Р 
(DZP, TZP), при этом иногда указывают число добавленных по
ляризующих функций. При использовании поляризующих d-функ
ций К базисам тяжелых атомов (всех атомов кроме водорода и 
гелия) типа N-K1G добавляют звездочку (6-31G*), введение 
р-орбиталей в базис атома водорода обозначается добавлением 
еще одной звездочки (6-31G**). Используются и более детализи
рованные описания; так, символ 6-31G(2d, f, р) означает, что 
к стандартному базису 6-31G добавлены две d-функции, одна 
(-функция на атомах тяжелых элементов и одна р-функции на ато
мах водорода. 

В последнее время бьmи сконструированы базисы, специально 
предназначенные для проведения расчетов с учетом корреля

ционных эффектов (corre1ation consistent - сс), - базисы типа 
cc-рvDZ, cc-рvТZ, cc-рvQZ. Так, для атомов второго периода 
базис cc-рvDZ имеет структуру [881/31/1], базис cc-рvТZ -
18811/311/11/1] и т.д. Таким образом, при расширении базиса 
lIодключаются поляризующие функции со все большими зна
чениями орбитального числа. Базисы типа aug-сс-рvDZ и дру
гие строят путем добавления к базисам типа cc-рvDZ диффуз
ных функций для всех орбиталей, включая поляризующие функ
ции. Эти базисы используют для проведения особо точных рас
четов. 

Оценка качества расчетов, проведенных в разных базисах, ме
Jlялась с течением времени. Так, если ранее базис 6-31G* рас
сматривали как достаточно широкий, а результаты расчетов в этом 

базисе - как расчеты высокого качества, то в настоящее время 

его характеризуют как базис среднего качества., 
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( 

i а; 

1 3,425251 

2 0,623914 

3 0,168855 

С; 

0,154329 

0,535328 

0,444635 

Пример. Построим базиснз 
функции для 1s-функции вод" 
рода. 

Используем базис STO-3G 
атома водорода: 

Для ясности запишем функцию x(r) в явном виде 

x(r) = О, 276934е -3,425251г2 + О, 267839е -О,623914г2 + О, 083474е ~,168855Г\, 

Здесь нормировочные множители включены в коэффициент 

при экспонентах. ! 

В базисе 6-31G дЛЯ описания атомной орбитали водорода И(i 
пользуют две функции - 6-31G(1) и 6-31G(2): 

i а; С; i I а; I С; ! 

6-310(1) 6-310(2) 

1 18,731137 0,033495 1 J 0,161278 I 1,000000,; 

2 2,825394 0,234727 

3 0,640122 0,813757 

На рис. 15.1 показана зависимость от расстояния до ядра :1' 
«правильной» ls-функции атома водорода (далее символом 1s б 
дем обозначать истинную функцию свободного атома водорq 

ф 

0,6 

0,4 

0,2Г7 __ ~ 

о 2 3 4 г, а.е. 

Рис. 15.1. Радиальная зависимость: 
1 - слэтеровская 1s-Функция атома водорода; 2 - базисная функция STO-3

1
,' 

з, 4 - компоненты базиса б-31G: 6-31а(1) и б-31G(2) соответственно (ФУНКЦИ'. 
1s и STO-3G нормированы с учетом угловых частей)' 
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да), для базисной функции STO-3G и компонент базиса 6-31G: 
6-31G(1) и 6-31G(2). Расчет для атома водорода с функцией STO-3G 
)щет значение энергии, равное -0,466582 а. е. (ошибка 6,6 %, пра
lIильное значение -0,5 а.е.). При расчете в базисе 6-31G (энергия 
-0,498233 а.е., ошибка 0,35 %) коэффициенты при 6-31G(1) и 
6-31G(2) равны 0,427431 и 0,665449 соответственно. Ошибка в рас
'leTe энергии определяется прежде всего ходом функций при ма
лых расстояниях от ядра (см. рис. 15.1). Для орбитали STO-3G от
клонения от кривой для 1s велики, в то время как полученная в 
расчете 6-31G функция практически совпадает со слэтеровской 
орбиталью (рис. 15.2). Незначительные отличия наблюдаются лишь 
в непосредственной близости от ядра на расстояниях менее 0,4 
а.е., что и обеспечивает достаточно высокую точность расчета. 
Сравнение экспоненциальных параметров в двух базисах указыва
ет на то, что лучшее описание поведения lS-0рбитали вблизи ядра 

связано с тем, что максимальное значение этого параметра в га

уссианах базиса 6-31G в 5,5 раз больше, чем в базисе STO-3G. 
Действительно, при аппроксимации ls-орбитали гауссовыми функ
циями основная проблема заключается в передаче поведения функ
ции вблизи точки r = о. Правильная 1s-функция в этой точке име
ет ненулевую производную по r: 

d<p(r) 
~ 1""0= -2Z<p(0). (15.6) , 

Производная от любой гауссовой функции при r = О равна 
нулю. Чтобы построить функцию, которая хотя бы приближенно 
передает свойство (15.6), необходимо включать в сжатые функ
ции, описывающие lS-0рбитали, гауссианы с очень большими 
значениями экспоненциального множителя. 

ф 

0,6 

0,5 

0,4 

0,3 

Рис. 15.2. Поведение функции 1s (1) и функции, полученной в расчете в 

базисе 6-310 (2) в области вблизи ядра 
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Так, для базисной функции атома кислорода 6-ЗIG (КОТОРУЕ! 
можно соотнести с lS-0рбиталью) отклонение от экспоненцщ 
альной зависимости заметно лишь при r < 0,005 а. е.: I 

.~ 

i а; С; i С; 
, 

а; 

1 5484,671660 0,001831 4 52,964500 0,232714~ 

2 825,234946 0,013950 5 16,897570 0,470193 ~ 

3 188,046958 0,068445 6 5,799635 
. ~ 

0,358521 ~ 

В заключение отметим, что хотя гауссовы функции описываю~ 
атомные орбитали хуже, чем слэтеровские, при расчете элект~ 

ронной плотности в областях между ядрами гауссовы функцищ 
по-видимому, НИ В чем не уступают слэтеровским. 

При нахождении гауссовых функций, аппроксимирующих сл~; 
теровские, использовали теорему о масштабном преобразовании 
согласно которой: если получено разложение STO фjJ. при ~ = 1,~ 
по GTO: 

N 
ф~ТО(l, r) = I. CjJ.kg(PkjJ.r), 

k=! 

то STO фjJ. с произвольным значением ~ можно представить в вид~ 

N 

ф~ТО(~, r) = I.CjJ.kg(<XkjJ.r), 
k=! 

при этом коэффициенты CjJ.k в обоих формулах совпадают; <Xk = ~2P!k" 
Теорема доказывается путем замены переменной r на ~p в обеи 
частях первого равенства. Масштабирование может быть примене . 
но к любой сжатой гауссовой функции, при этом масштабны 
множители Pk иногда приводят в качестве одной из характеристи , 
базиса. J 

~ 
, ~ 

15.5. Эффективные потенциалы остова 

При расчетах электронной структуры молекул, содержащих 

атомы тяжелых элементов, можно существенно сэкономить время 

и машинные ресурсы, если использовать эффективные потенциа
лы остова. Свойства молекул, связанные с их электронной струк
турой, определяются прежде всего строением валентной оболоч~ 

ки. Именно та электронная плотность, которая связана с валент .. ~-: 
ными электронами, претерпевает наибольшие изменения пр 
протекании химических реакций, при электронных возбуждени, 
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нх, межмолекулярных взаимодействиях. При этом состояние элек
тронов, ОТНОСЯЩИХСЯ к внутренним электронным оболочкам ато
мов (электронам остова), практически не меняется. Причины это
го явления заключаются в энергетическом и пространственном 

разделении валентных электронов и электронов остова. Энергии 
uнутренних электронов на несколько порядков ниже, чем валент

ных, т. е. электроны остова связаны гораздо прочнее. Электронная 
плотность для таких электронов сосредоточена в относительно 

небольшой области вблизи атомного ядра . 
Поэтому можно ставить вопрос о том, чтобы при проведении 

расчетов не учитывать остовные электроны явным образом, но 
сохранить создаваемый ими потенциал. Такой подход должен при
uести к общему уменьшению числа базисных функций, причем 
будут исключены те базисные функции, которые включают наи
большее число элементарных гауссиан. 

Чтобы исключить остовные орбитали из расчета, используют 
модельные потенциалы остова. Модельный потенциал строят та
ким образом, чтобы результаты расчета с этим потенциалом бьши 
как можно ближе (в идеале - совпадали бы) с результатами пол
ного расчета. Модельный потенциал для молекулярной системы 
строят как суперпозицию модельных потенциалов для отдельных 

атомов. Модельные потенциалы обычно представлены в аналити
ческой форме как функции от расстояния до ядра (т.е. они сфери
чески симметричны): 

L-! / 

V(r) = VL(r) + I. I. 1 ml)[V,(r) - VL(r)](tm 1, (15.7) 
/=0 т=-/ 

где 1 - орбитальное квантовое число; L - максимальное для 
данного типа атома значение [. 

Введение в формулу (15.7) оператора проектирования Ilm><Zm I 
обеспечивает отличие от нуля только матричных элементов между 
теми функциями одного и того же атома, у которых квантовые 
числа 1 и т одинаковы. Вид потенциала V,(r) зависит от значения 
квантового числа 1 для базисной функции, описывающей валент
ные орбитали: 

v, (r) = I. C/prnlp-2e-Z/pr2 . 
р 

Таким образом, действующий на валентные орбитали потен
циал, создаваемый остовными орбиталями, определяется набо
ром коэффициентов С/р , показателей степени nlp и экспоненци
альных множителей z,p. 

Для модельных потенциалов подбирают и соответствующие 
базисные функции. Как известно, ортогоналыюсть атомных орби-
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талей (в частности, валентных орбиталей и орбиталей остова 
одним и тем же орбитальным квантовым числом) обеспечиваетс 
за счет их узловой структуры. Исключение остовных орбитале 
приводит к тому, что необходимо устранить наличие узлов вален '. 
ных орбиталей в той области, где локализованы остовные орбит ' 
ли. Поэтому потенциалы и базисные функции подобраны таки 
образом, чтобы обеспечить отсутствие узлов в области малых рае 
стояний до ядра. Изменение узловой структуры валентных орби 

.~ талей в совокупности с действием эффективного потенциал . 
имитирующего взаимное отталкивание валентных и остовных элек 

тронов, приводит к тому, что уровни энергии валентных атомнь 

орбиталей лежат в правильной области энергий. 
В настоящее время при работе с программными комплексам. 

обычно используют термин эффективный потенциал остов 
(Effective Соге Potential - ЕСР). При обращении к эффектив' 
ным потенциалам остова необходимо определить, какие орбита 
ли следует отнести к валентным, какие - к остовным. Обычн 
остов выбирают таким образом, чтобы число электронов в не· 
совпадало с числом электронов в оболочке благородного (инер'Г 
ного) газа. 

Проиллюстрируем сказанное выше на примере атома рутени 
В случае атома рутения возможны два варианта выбора размеро 
остова: 

1) можно рассматривать 4d- и 5s-электроны как валентные, а 
остову отнести 36 электронов (конфигурация атома криптона, боль 
шой остов); 

2) можно исключить из остова восемь 4s- и 4р-электронов, рас, 
сматривая их также как валентные; в этом случае остов (28 элект 
ронов) имеет конфигурацию атома аргона (малый остов).; 

Рассмотрим эти варианты с точки зрения энергетических . 
пространственных критериев. Согласно данным расчета в базис' 
3-21G энергии атомных орбиталей в атоме рутения равны (a.e.~, 
3р -17,87, 3d -11,65, 4s -3,47, 4р -2,23, 4d -0,58. Как видно, энер 
гии 4s- и 4р-орбиталей, хотя и ниже, чем энергия 4d-электронощ· 
все же разница гораздо меньше, чем разница между энергиями: 

4d- и 3d-электронов. " 
На рис. 15.3 приведены радиальные волновые функции для 3d-,j 

4р- и 4d-электронов рутения, рассчитанные с учетом всех элект-'! 
ронов атома. Волновая функция 3d-электронов безузловая, а 4d-op-j 
биталь имеет узел при r = 0,5 а. е. Радиальная функция 4р имеет.1 
узлы при 0,15 и 0,5 а.е. Для 3d-орбиталей максимум электроннойj 
плотности соответствует r= 0,32 а.е., для атомной орбитали 4р ...... 1 

1,02 а.е., 4d - 1,2 a.e.J 
Таким образом, в случае атома рутения (и атомов второго пере;'" 

ходного периода) разумно рассматривать 4s- и 4р-электроны Ka~ 
валентные (вариант «малого остова»). \' 
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Рис. 15.3. Радиальная функция 3d (а), 4р (6), 4d (в) орбитали атома рутения 
(базис 3-21G) 

На рис. 15.4 показана полученная при расчете с использовани
~M эффективного потенциала остова радиальная функция 4d-op-
5итали рутения. Эта функция безузловая, максимум ее практиче-
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Рис. 15.4. Радиальная функция 4d-орбитали атома рутения (базис SBK) 

ски совпадает с максимумом функции, полученной при полном~ 
расчете. I 

В настоящее время наиболее распространены эффективные' 
потенциалы остова, разработанные П. Дж. Хэем и У. Р. Уодтом* И 
У.Дж. Стивенсом, Х. Бэшем, М. Крауссом и П.Дж.Джесиеном**.: 
Эти эффективные потенциалы остова сокращенно обозначают HW1 
и SBK соответственно. Для эффективных потенциалов остова HW 
имеются оба варианта - с большим и малым остовами, ДЛЯ эф-' 
фективных потенциалов остова SBK - только с малым остовом. 
В программе GAUSSIAN потенциал HW обозначен Lan12, а соот
ветствующие ему базисы - Lan12MB (минимальный базис) и 
Lan12DZ (двухэкспонентный базис). Вид эффективных потенциа
лов остова HW и SBK ДЛЯ d-электронов атома рутения показан на 
рис. 15.5. Резкое увеличение энергии при малых расстояниях от 
ядра препятствует проникновению валентных электронов в об-' 
ласть, занятую электронами остова. 

Помимо экономии на числе базисных функций эффективные' 
потенциалы остова позволяют учесть релятивистские эффекты, 
которые особенно велики для внутренних электронов, движение 
которых происходит СО скоростями, близкими к скорости света. 
При этом наблюдается некоторое уменьшение эффективных ра
диусов ДЛЯ s- и р-орбиталей остова, что в свою очередь влияет на 
валентные орбитали: происходит сокращение размера валентных 

s- и р-орбиталей и увеличение размера d- иf-орбиталеЙ. Это про
является, в частности, в том, что межатомные расстояния в мо-

* Нау Р. J., Wadt W. R.// J. Chem. Phys. - 1985. - У. 82. - Р. 270, 284, 299. 
** Stevens W. J., Krauss М, Bascll н., Jasien Р. J.// Сап. J.Chem. - 1992. - У. 70.

Р.612. 
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Рис. 15.5. Вид эффективных потенциалов остова HW (1) и SBK (2) для 
d-электронов атома рутения 

Рис. 15.6. Хелатный комплекс титана 

Таблица 15.1 

Расчетные *1 И экспериментальные значения длин связей в хелатном 
комплексе титана (рис. 15.6) 

Длина связи, нм 
Связь 

расчет эксперимент 

Ti-Cl(l) 0,2218 0,2213 

Ti-Cl(3) 0,2317 0,2318 

Ti-C1(4) 0,2317 0,2267 

Ti-O(I) 0,2158 0,2162 

C(l)-O(l) 0,1211 0,1213 

*1 Использован псевдопотенциал HW; дЛЯ расчета электронов атомов хлора, 
углерода, кислорода и водорода - базис 3-21G*. 
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Таблица 15.2; 

Расчетные*1 и экспериментальные значения валентных углов в хелатном 
комплексе титана (рис. 15.6) 

Валентный угол 
Значение валентного угла, град 

расчет эксперимент : , 
С1(1)-Ti-Cl(2) 101,6 100,0 

,~ Cl(3)-Тi-C1(4) 159,5 161,1 

O(1)-Ti-0(2) 74,1 76,1 

I 

*1 Использован псевдопотенциал HW; дЛЯ расчета электронов атомов хлора,; 
углерода, кислорода и водорода - базис 3-21О*." 

Таблица 15.3' 

Расчетные *1 и экспериментальные значения энерmи диссоциации 
комплексов М(СО)6 (М = Сг, Мо, W), кДж/моль 

Результаты расчета 

Комплекс методом Харт-
Эксперимен-

методом МР2'3 
методом тальные данные ' 

ри-Фока'2 ccSD(T)'3 

СГ(СО)6 78,2 233,0 180,7 154±8'4 

МО(СО)6 100,4 183,3 159,8 169,5±8 

W(CO)6 136,0 220,5 191,2 192,5±8 

'1 Использован псевдопотенциал HW; дЛЯ расчета электронов атомов углеро-i 
да и кислорода - базис 6-31О*. ' 

'2 Оптимизация геометрической структуры выполнена методом Хартри - Фока. ,1 

*] Оптимизация геометрической структуры выполнена методом МР2 (см. гл. 17)., 
'4 Экспериментальные данные, по-видимому, занижены. 

лекулах, содержащих тяжелые атомы (например, ртуть), рассчи-' 
танные с учетом релятивистских эффектов, меньше, чем рассчи-i, 
танные в нерелятивистском приближении. Эффективные потен
циалы остова обычно рассчитывают таким образом, чтобы вос-: 
про изводить результаты полных релятивистских расчетов. Это об-i 
стоятельство чрезвычайно важно при расчете соединений элемен -
тов четвертого и более высоких периодов. 

Практика расчетов показала*, что использование потенциалов; 
остова позволяет воспроизвести с приемлемой точностью как гео
метрическую структуру соединений тяжелых элементов, так и 

* Frenking G., Antes 1., Вбhmе А. et а/. // Rev. Comput. Chem. - 1996. - У. 8. - Р. 63. 
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энергии их образования (табл. 15.1-15.3). Таким образом, приме
нение техники псевдопотенциала существенно расширяет область 
применения вычислительной квантовой химии. 

Контрольные задания 

1. Опишите базисный набор 6-31G. 
2. Сколько базисных функций имеется для молекулы аммиака в бази

сах 6-31G и 6-31G*? 
3. Сколько «примитивныХ» гауссовых функций входит в базисные на

боры задания 2? 
4. В чем заключается процедура самосогласования? 
5. Какие базисные функции называют диффузными? В каких случаях 

желательно их включение в базисный набор? 



Глава 16 

МАТРИЦЫ ПЛОТНОСТИ. AНAJIИЗ ЗАСЕЛЕННОСТИ 

16.1. Редуцированные матрицы плотности 

Редуцированные (приведенные) матрицы плотности были вве
дены в середине 1950-х гг. независимо Р. Мак-Вини и П.-О.Лёв
диным. Они представляют собой очень компактный аппарат для 
изучения свойств многоэлектронных систем и стали неотделимой 
составляющей современных вычислительных методов квантовой 
химии. В данном разделе мы будем следовать работам П.-О.Лёв
дина*. 

Пусть состояние N-электронной системы описывается волно
вой Функцией "р(l, 2, ... , М. Приведенная матрица плотности р-го 
порядка fP) (X{X~ ... X~ I Х1Х2 ... Хр ) определяется следующим обра
зом: 

УР)(Х{Х2 ... Х; I Х1Х2 о •• Хр ) = 

= (~ )! р* (1', 2', ... , р', (р + 1), 0'0' N)'f/(I, 2, '00' р, ... , N) х 
х dxp+)dxp+2 о'. dxN. (16.1) 

Вид волновой Функции ЧJ(l, 2, ... , N) может быть любым, в том 
числе и не выраженным через слэтеровские детерминанты. Из 

СВОйств антисимметрии волновой Функции следует, что матрицы 
плотности антисимметричны относительно перестановок внутри 

обоих наборов индексов (один из наборов обозначен штрихами). 
Кроме того, из определения (16.1) непосредственно следует, что 
матрицы плотности эрмитовы. Матрица плотности (р - 1)-го по
рядка может быть получена путем интегрирования из матрицы 
плотности р-го порядка (т. е. в конечном счете из всех матриц бо
лее высоких порядков): 

* Lowdin Р.-О. / / J. Chem. Phys. - 1955. - У. 97. - Ро 1474, 1490. 
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За исключением некоторых специальных случаев матрицы плот-
1IОСТИ более высоких порядков не могут быть получены из матриц 
IIЛОТНОСТИ более низкого порядка. В дальнейшем мы будем опус
кать индекс, определяющий порядок матрицы плотности, если 

110следний ясен из числа индексов, отмеченных и не отмеченных 

штрихами. 

В квантовой химии особый интерес представляют матрицы плот

ности 1-го и 2-го порядка 

у)(х; I Xl) = N fЧJ*(l', 2, ... , N)ЧJ(l, 2, ... , N)dx2 dxз '" dxN, 

y2)(xlx2I x)x2) = (16.2) 

= N(~-1) fЧJ*(l', 2', 3, ... , N)ЧJ(l, 2, ... , N)dxз ... dxN . 

Для матрицы плотности 2-го порядка свойства эрмитовости и 
антисимметрии могут быть записаны следующим образом: 

у2)(Х)Х2 I X~ Х; ) = у2)*(х; X~ I Х)Х2)' 
у2) (Х; Х; I Х) Х2) = -р) (Х; Х; I Х) Х2)' 

Рассмотрим физический смысл диагональных элементов мат
риц плотности низших порядков r(Xj) = У(Х) I Х) и У(Х)Х2) = 
= r(XjX2 I XjX2)' Для этого, как и в случае анализа физического 
смысла волновой функции, необходимо умножить их на малые 
элементарные объемы. Тогда У(Х) )dv) равно числу частиц, умно
женному на вероятность найти в элементарном объеме dv) вблизи 
точки с координатами ') электрон с проекцией спина 0"), в то 

время как координаты и спины остальных электронов про изволь: 

ны. Сами же диагональные элементы имеют смысл электроннои 
плотности (с учетом спина) в рассматриваемой точке. 

Диагональные элементы матрицы плотности 2-го порядка, 
умноженные на элементарные объемы, r(X1X2)dv)dv2, имеют сле
дующий смысл: это число пар частиц, умноженное на вероят

ность найти в элементарном объеме dVl вблизи точки с координа
тами ') электрон с проекцией спина 0"1, а в элементаРНОМuОбъеме 
dV2 вблизи точки с координатами '2 электрон с проекциеи спина 
0"2, в то время как координаты и спины остальных электронов 

произвольны. Такая трактовка согласуется с равенствами, получа-
емыми при интегрировании (16.2): ' 

N(N -1) f r(xl)dx) = N, f r(X1X2)dx1X2 = 2 

(напомним, что N(N - 1)/2 - число пар частиц в системе из N 
электронов). Диагональные элементы матрицы плотности 2-го 
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порядка с одинаковыми индексами Х! и Х2 (Х! = Х2) равны нулю 
вследствие антисимметрии матрицы плотности (16.2). Это свой
ство показывает, что матрицы плотности 2-го и более высоких 
порядков отражают скоррелированность движения электронов. Все 
эффекты, связанные с электронной корреляцией, содержатся в 
этих матрицах плотности высших порядков. 

По аналогии с матрицами плотности (16.1) можно ввести мат
рицы перехода (transition matrix), которые будут необходимы нам 
в jJальнейшем: 

УI, п(хil XJ) = Nf'Pf(I', 2, о .. , N)'Рп (1', 2, ... , N)dx2 dxз ... dxN , 

УI, П(Х{Х2 I Х!Х2) = 

= N(~ -1) f'PHl', 2', 3, ... , N)'Рп (1, 2, ... , N)dxз ... dxN . 

Матрицы плоmости и матричные элементы операторов. Рассмот
рим оператор общего вида 

~~ ~ 1 ~ 1 ~ 
Q = Qo + I,Q; +, I,'Qij +, I,'Qijk + 0.0, 

I 2. ij 3. ijk 
(16.3) 

в котором отдельные члены соответствуют операторам нульчас

тичным, одночастичным, двухчастичным и т.д. Каждый такой 

оператор (а значит, и оператор б) симметричен относительно 
перестановок между частицами. Штрихи при знаках суммирова
ния означают, что в суммах будут опущены члены, в которых 

paBHЬ~ по крайней мере два индекса. Среднее значение для опера

тора Q равно 

Рассмотрим сумму по двухчастичным операторам. Проводя од
новременные перестановки частиц в волновых ФУНКЦИЯХ 'Р* и 'Р и 

1 ~ 
используя инвариантность оператора - I,'Qij относительно пе-

2! ij 

рестановок, получим, что соответствующий матричный элемент 

равен сумме N(N -1)/2 одинаковых вкладов 
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f'P* (~ I,'Qij ]'Pd't = N(N -1) 5'P*QI2'Pd't = 
2! ij 2 

= N(~ -1) f['P*(1', 2', 3, ... , N)QI2'P(I, 2, 3, ... , N)]x; =Xl, Х2 =Х2 Х 
хdx!dx2 (dxз ... dxN ) = 

= f[Q!2y(xix21 XI X2)x;=Xl,X2=X2]dx1dx2o 

Интегрирование здесь осуществляют следующим образом. Сна
чала проводят интегрирование по координатам электронов 3, 4, 
.. о, N, после чего переменные, обозначенные штрихом, полагают 
равными не обозначенным штрихом и проводят окончательное 
интегрирование по координатам l-го и 2-го электронОВ. В даль
нейших формулах мы не будем записывать последн~ условие в 

ЯВНОМ виде. В итоге среднее значение для оператора Q равно 

Q = f'P*Q'Pd't = 

= бо + 5Q1Y(xil xl)dx1 + fQ12y(xix21 xJ x2)dx1dx2 + 

+ f Q123у(хiх'хз I ХIХ2ХЗ)dx1 dx2dxз + .. 0 (16.4) 

Вид нуль-, одно- И двухчастичных операторов в случае, если 

Q _ оператор Гамильтона для молекулярной системы, очевиден. 
Поскольку матрица плотностИ l-го порядка может быть получена 
из матрицы плотности 2-го порядка, выражение для среднего зна
чения Q может быть записано с использованием лишь двухча
стичной матрицы плотности. 

Выражения для недиагональных элементов Q получают ана-

логичным образом: 

5 'Pi б'Р пd't = 5 б! YI, П (Х' I Х!) dxl + 5 QI2YI, П (Х{ Х2 I ХI Х2 )dx! dX2 + ... 

Так, матричнЫЙ элемент для дипольного момента перехода из 
состояния 'Р ! в состояние 'Рп имеет вид 

е5'Рf11'Рпd't = 511YI, П(ХI I xI)dxl • 

Матрицы плотности для детерминантных волновых функций. 
Поскольку волновая функция может быть записана в виде разло
жения в ряд по слэтеровским детерминантам, желательно конк
ретизировать вид матрицы плотности для этого случая. В работах 
П.-О.Лёвдина рассмотрены в самом общем виде детерминанты, 
построенные из нормированных, но неортогональных функций. 
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Здесь мы ограничимся случаем, когда спин-орбитали, входящие' 
в слэтеровские детерминанты, ортогональны. 

Пусть 'Р к и 'Р L - детерминантные фуню.щи, построенные из 
спин-орбиталей 11Т 11Т 11Т Б 't'kp 't'k2 , ••• , 't'kN И \jf/p \jf/2' ... , \jfIN соответственно. 
удем также считать, что индексы ki и ~ расположены в возраста
ющем порядке. Интегралы перекрывания между спин-орбиталями 

обозначим !(ki 1 Ij ). Вычислим с использованием формулы (13.2) 
интеграл (Р = 1): 

1 'Р'К 'Р L d't = 1 \jf~1 (1)\jf~2 (2) ... \jf~N (N) det 1 \jf /1 \jf 12 ••• \jf IN 1 d't = 

= t (-l)q p;S(k, 1 1,)s(k2 1/2)" .s(kN IIN ) = det 1 s(k 1/) 1 =DKL . 

В том случае, если орбитали ортогональны, 'Р к= 'Р L, И орбита
ли в них расположены в одинаковом порядке, структура детерми

нанта det 1 s(k 1/) 1 очень проста: все числа на диагонали равны 
единице, а вне диагонали стоят нули, так что DКL = 1. Если же 
детерминанты 'Р к и 'Р L отличаются хотя бы одной орбиталью (кото
рые в обеих функциях расположены в одинаковых позициях) то на 
диагонали появится по крайней мере один ноль, так что D~L = О. 

Представим волновую функцию в виде разложения по слэте
ро~ским детерминантам, построенным из набора спин-орбита

леи {\jf,\jf2'" \jfM} 

(16.5) 

В каждом слэтеровском детерминанте орбитали расположены в 
порядке возрастания индекса. Матрица плотности 1-го порядка 
тогда может быть представлена в виде разложения по произведе
ниям спин-орбиталей 

(k) (/) 

у(х,1 Xl) = I, \jf~(Xl)\jf/(Xl)I,I,C;DКL(k I/)CL!I,I сК 12 = 
k, I К L К 

= I,\jf~(X,)\jf/(X,)Ylk' 
k,l 

Здесь DКL (k 1/) - введенный ранее определитель в котором 
вычеркнуты k-я строка и I-й столбец; Yik - элемен;ы матрицы 
плотности 1-го порядка в базисе спин-орбиталеЙ. 

vДиагональные элементы Ykk равны заселенностям спин-орбита
леи, а их сумма - полному числу электронов в молекуле 
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I,Ykk = N. 
k 

Аналогично может быть записана в орбитальном представле

Ilии и матрица плотности 2-го порядка rt/. Сумма ее диагональ
IlblX элементов равна числу пар электронОв. 

Вернемся к равенству (16.4). В случае гамильтониана это равен
ство с учетом введенных матриц в орбитальном представлении 

]аписывается в виде 

Е = Ео + "I hijYji + "I "I [ij I kl] х rt/· 
i,j ij kl 

Составляющая Ео - вклад от межъядерного отталкивания и 

взаимодействия с внешними полями. 
Функция (16.5) используется в ряде методов расчета, где учи

тывается конфигурационное взаимодействие. Получаемая в расчете 
матрица плотности 1-го порядка, вообще говоря, оказывается 
недиагональноЙ. Диагонализация этой матрицы приводит к но
вым орбиталям, которые называют натуральными. П.-О.Лёвдин 
показал, что в базисе натуральных орбиталей ряд, описывающий 
конфигурационное взаимодействие, обладает наилучшей сходи
мостью, т. е. число значимых членов в нем минимально. Это делает 
натуральные орбитали более наглядными и более естественными 
при использовании их для описания электронной структуры ато-

мов и молекул. 
В случае однодетерминантного приближения (метод Хартри-

Фока; см. гл. 14) матрица плотности 2-го порядка выражается че
рез матрицу плотности 1-го порядка 

У(Хll Х2)\. 
У(Х2 1 Х2) 

Это означает, что матрица плотности 2-го порядка в данном 
случае не содержит никакой новой информации по сравнению с 
матрицей плотности 1-го порядка. Таким образом, в методе Харт
ри - Фока эффекты, связанные с электронной корреляцией, не 
учитываются. 

16.2. Анализ заселенностей, структуры и кратностей связей 

Анализ матриц плотности, введенных в Э'l'ой главе, позволяет 
определять эффективные заселенности молекулярных орбиталей 
(МО). Однако для интерпретации результатов расчетов более ин
тересны такие величины, как заряд на атомах, валентное состоя
ние атомов, кратность (порядок) связей. Поскольку молекуляр
ные орбитали ортогональны, с анализом их заселенностей про
блем не возникает. Определение доли электронной плотности, 
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которая «принадлежит» отдельному атому, затруднено в силу двух 

обстоятельств: 1) на атоме может быть центрировано неСКОЛЬКQj 
базисных функций; 2) базисные функции неортогональны. Чтоб~ 
учесть первое обстоятельство, достаточно провести суммирова':' 
ние по всем базисным функциям, центрированным на данном 
атоме. Сложнее обстоит дело с проблемой неортогональности ба-.: 
зисных функций. .. 

Рассмотрим электрон на молекулярной орбитали. Интеграл от 
квадрата модуля этой МО имеет простой физический смысл -
это вероятность нахождения электрона на данной МО, которая 
по условию равна единице: 

fI<Р; ,2 dv = L L C:iCVi f X~Xvdv = L L C:iCViSfLV = 1. 
fL V fL V 

Преобразуем формулу (16.6), представив ее в виде суммы двух1 
слагаемых: 

LLC:iCViSfLV = LC:iCfLi + L L C:iCviSfLV :: LC:iCfLi + 2L C:iCviSfLv' 
fL V fL fL V"'fL fL fL<V 

Квадраты модулей коэффициентов МО в первом члене по ана
логии со случаем ортогональных базисов можно рассматривать как 
вероятность того, что электрон находится на атомной орбитали XfL 

(напомним, что для краткости мы называем базисные функции' 
атомными орбиталями - АО). Это так называемая чистая заселен
ность. 

Второй член образует заселенность nерекрывания. Эта плотность 
велика в той области, где орбитали разных атомов имеют одно
временно заметные значения. Очевидно, что желательно каким
то образом отнести эту «общую» электронную плотность к каждо
му из этих атомов. Одну из наиболее распространенных схем пред
ложил в 1955 г. Р. Малликен: согласно анализу заселенностей по 
Малликену* эта плотность делится поровну между двумя атомами. 
Данная схема хороша в том случае, если рассматривается засе
ленность перекрывания между одинаковыми атомами, находящи

мися в одинаковом окружении. Чтобы учесть возможную неэкви
валентность атомов, был предложен ряд схем, в которых отнесе
ние той или иной доли заселенности перекрывания проводилось 

на основе различных принципов, например в соответствии с элек

троотрицательностями атомов. 

Таким образом, согласно анализу заселенностей по Маллике
ну вероятность нахождения электрона, занимающего МО <Pi, на 
атомной орбитали XfL равна 

* МиШkеп R.S. // J. Chem. Phys. 1955. - V. 29. - Р. 1833, 1841,2338,2343. 
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C:iCfLi + L C:iCviSfLV' 
V"'fL 

Суммируя по всем занятым МО (которые будем считать дваж
ДЫ занятыми), получим полную заселенность АО XfL: 

qfL :: 2Зf.." (C:iCfLi + L C:;CV;SfLV ):: PfLfL + L PfLVSfLV' 
i WfL WfL 

Здесь использована введенная ранее матрица плотности Р. Сумма 
заселенностей АО одного атома А равна эффективному числу элек: 
тронов (заселенности) на данном атоме РАА• Тогда эффективныи 
заряд атома (Qл) равен Zл - РАА· 

В химии принято классифицировать связи по их кратности. Раз-
личают одинарные (простые), двойные, тройные связи. Одно вре
мя в качестве индекса кратности связи использовали межатомные 
заселенности перекрывания. Эти величины имеют тот недос!аток, 
что они численно не соответствуют значениям кратностеи свя
зeй традиционно приписываемым связям в реперных системах: 
1 ~ в молекулах Н2 , Р2 , 2 - в молекуле этилена, 3 - в молекулах 
ацетилена и азота. Кроме того, оказалось, что в ряде случаев (осо
бенно для соединений переходных металлов) заселенности пере: 
крывания оказываются отрицательными, что противоречит са~ои 
концепции кратности связей. Впервые индексы порядков связеи -
индексы Уайберга - были введены К. Уайбергом в 1968 г. для рас
четов в ортогональном базисе: 

(16.7) 

Квадратичная зависимость от недиагональных элементов мат
рицы плотности обеспечивает положительные значения индексов 
Уайберга, а практика полуэмпирических расчет~в п~казала, что 
получаемые по этой формуле кратности связеи деиствительно 
близки (или даже совпадают) с принятыми реперными значени-

ями. 
Рассчитанные значения порядка связей можно использовать для 

расчета реализованных валентностей атомов, входящих в состав 
молекул. Одно из определений валентности (V) з~ключа~тся в том, 
что последняя приравнивается CYM~e KpaTHOCTe~ связеи (W), об
разуемых атомом (Н. п. Борисова и С. Г. Семенов, Д. Р.Армстронг 
И П. Г. Перкинс**): 

* Борисова Н.п., Семенов с.г. // Вестн. Ленинград. ун-та. - 1973. - Ng 16.
С. 119; 1976. - NQ 16. - С. 98. 

** Arтstrong D. R., Perkins Р. G., Stewart J.J. Р. / / J. Chem. Soc. Da1ton Trans. -

1973. - Р. 838. 
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VA = L Wлв . 
В;<А 

Поскольку ПОнятие кратности относится к ковалентным свя
зям, то рассчитанную таким образом валентность можно опреде.., 
лить как ковалентность. 

В неЭМПирических расчетах базисные функции неортогональны. 
Индексы связи, при расчете которых учитывается это обстоятель
CTBO~ были предложены И. Майером: 

ВАВ = L L (PS)/lv(PS)V/I' 
/leAveB 

Постепен~о были выявлены определенные недостатки анализа 
заселенностеи по Малликену: расчеты с диффузными и поляри
зующими Функциями иногда приводят к Отрицательным заселен
ностям; в случае ионных соединений расчет может привести к 
эффективным атомным зарядам, противоречащим тем которые 
можно ожидать из соображений электроотрицательност~й атомов' 
наконец, реЗультаты анализа существенно зависят от базиса иног~ 
да становясь нереалистичными при последовательном ра~шире
нии базисного набора. Это привело к ПОискам новых методов ана
лиза, лишенных перечисленных недостатков. Одним из таких под
xoдo~ явля~тся метод натуральных атомных орбиталей (Natиral 
Atomlc OrbItals - NAO)*. 

Как отмечалось в подразд. 16.1, натуральными называют орби
тали, в базисе которых матрица Плотности диагональна. В данном 
случае аТОМные орбитали, обладающие этим свойством, строят 
следующим образом. На первом шаге проводят диагонализацию 
внутриатомных блоков матрицы плотности, при этом атомные 
орбитали (т. е. базисные функции) остаются неортогональными. 
Далее полученные АО делят на две группы: МИнимальный набор 
и ридберговский набор. К минимальным относят АО со сравни
тельно большими заселенностями; эти орбитали и определяют 
электронную конфигурацию атома в составе молекулы. К ридбер
говским Относят орбитали с малыми или практически нулевыми 
заселенностями; это в основном ДИффузные и поляризующие 
фун~ии. Далее проводят симметричную ортогонализацию орби
талеи минимального набора таким образом, чтобы обеспечить наи
меньшие изменения функций при ОРтогонализации. Это достига
ется введение~ весовых множителей, определяемых заселеннос
тями функции, в рамках процедуры, аналогичной методу наи
меньших квадратов. Такой выбор весовых МНожителей приводит к 
тому, что наименьшие изменения претерпевают ?рбитали с мак-

* Reed н.Е., Weinstock R.B., Weinholder F. // J. СЬеrn. Phys. - 1985. _ У. 83. _ Р. 735. 
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симальными заселенностями, играющие наибольшую роль в фор
мировании химических связей. После этого ридберговские орби
тали ортогонализируют по отношению к минимальному набору 
АО по Шмидту, а затем проводят симметричную ортогонализа
ЦИЮ внутри ридберговского набора АО. Наконец, проводят диаго
нализацию матрицы плотности, построенной в базисе теперь уже 
ортогональных функций. Полученные собственные векторы и яв

ляются искомыми натуральными атомными орбиталями, а соб
ственные значения матрицы плотности - заселенностями этих 

орбиталей. Порядки связей в базисе NAO вычисляют так же, как 
индексы Уайберга, - как суммы квадратов недиагональных эле

ментов матрицы плотности (формула (16.7». 
Методика, использованная при построении натуральных атом

ных орбиталей, была расширена для построения натуральных ор
биталей связи (Natural Bond Orbitals - NBO). После работы блока 
программы, генерирующего NAO, из матрицы удаляют плотно
сти тех элементов, которые соответствуют NAO с заселенностя
ми, большими 1,8. Такие NAO рассматривают как неподеленные 
электронные пары атомов. Далее выполняют диагонализацию двух
атомных блоков матрицы плотности, и полученные двухцентро
вые орбитали также классифицируют по их заселенности, после 
чего проводят ортогонализацию этих орбиталей. Процедура ана
логична выполняемой при ортогонализации NAO, отдельно для 
орбиталей с достаточно большой и малой заселенностями. 

Среди полученных натуральных орбиталей связи наибольший 
интерес представляет набор связывающих орбиталей. По своему 
построению они являются двухцентровыми функциями и могут 
быть записаны в виде 

crлв = САХА + СвХв, 

где Сl + C~ = 1; ХА, ХВ - гибридные орбитали, составленные из 
базисных функций атомов А и В. 

Здесь символ cr использован для краткого обозначения любых 
связывающих орбиталей (cr, п, 8), а также орбиталей остовных 
электронов и неподеленных электронных пар. Заселенности свя
зывающих орбиталей обычно близки к двум. Эти орбитали соот
ветствуют валентным штрихам в ЛЬЮИСОВСКИХ структурах. Каждой 
связывающей орбитали соответствует разрыхляющая орбиталь с 
малой (или даже практически нулевой) заселенностью: 

cr~B = СВХА - САХВ' 

Кроме того, выделяют орбитали ридберговского типа (с малы
ми заселенностями), построенные из диффузных функций. 
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ПО своей роли в электронной структуре молекул разрыхля
ющие NBO ПРИнципиально отличаются от виртуальных орбита...: 
лей метода Хартри - Фока. Эти NBO необходимы дЛя описания 
нельюисовских вкладов в химические связи. Соответствующие 
энергетические вклады в связывание рассчитывают по теории воз
мущений через матричные элементы оператора Фока: 

(cr * jFjcr)2 
АЕаа* = -2 -'---*---'-

Е -Е 

где Е*, Е - энергия взаимодействующих разрыхляющей и связы
вающей орбиталей соответственно. 

Взаимодействие орбиталей сопровождается переносом заряда 
со связывающей ор6итали на разрыхляющую: 

Натуральные орбитали связи могут быть классифицированы по 
их симметрии относительно линии связи А- В. Расчеты показы
вают, что вклад льюисовских структур В полную электронную плот
ность обычно превосходит 99 %. 

В качестве примера приведем индексы порядков связей* дЛя 
некоторых молекул элементов главных ПОдгрупп (табл. 16.1, 16.2). 
Приведены результаты расчетов методом Функционала плотности 
с различными Функционалами в достаточно широких базисах (см. 
гл. 18). Зависимость от метода (при одном и том же базисном набо
ре) ПРОявляется незначительно, но расчеты с одним и тем же 
Функционалом показывают более заметную зависимость от базиса. 
Все полученные значения кратностей связей близки к общепри _ 
нятым. Тем не менее в ряде случаев можно отметить системати
ческое отк.понение от стандартных значений. Рассмотрим причину 
этого отклонения на примере молекулы азота. Для Простоты ана
лиза используем результаты полуэмпирического расчета методом 
РМ3, в котором атомные орбитали считают ортогональными (см. 
гл. 19). 

Молекулярные lt-орбитали состоят из 2р-орбиталей, коэффи
циенты при которых равны 1/.J2, поэтому вклад каждой из двух 
таких орбиталей равен единице. Сложнее обстоит дело с cr-орби
талями. Если бы МО cr(2s) и cr*(2s) не имели примесей 2р-орбита
лей, а МО cr(2p) не имела примеси 2s-функций, то все коэффи-

* Использование индексов порядков связей в неорганической ХИМии рас
смотрено в ст.: Bridgeтan A.J., Cavigliasse G., Jreland L. R., Rothory J.// J. Chem. Soc. 
Dаltоп Тгапs. - 2001. - Р. 2095. 
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Таблица 16.1 

Значения кратности (порядка) связей в простых молекулах, 
рассчитанные разными методами 

Метод (базис) 

Молекула Связь LDA ВР86 В3LУР ВЗLУР В3LУР 
(cc-рvDZ) (cc-рvDZ) (cc-рvDZ) (tzvp) (cc-рvDZ) 

Н2 Н Н 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 

СО С О 2,66 2,64 2,62 2,38 2,52 

СО2 С О 2,27 2,25 2,25 2,09 2,25 

N 2 N N 2,87 2,84 2,87 2,89 2,93 

N 10 N-N 2,31 2,27 2,32 2,34 2,38 

N О 1,75 1,71 1,70 1,63 1,83 

F2 F F 0,99 0,99 0,98 0,94 0,97 

HF Н F 1,05 1,06 1,05 0,91 1,04 

Н2О Н О 1,03 1,04 1,03 0,93 1,04 

HCN Н-С 0,97 0,97 0,98 0,93 0,92 

С N 3,15 3,11 3,12 3,06 3,12 

Таблица 16.2 

Значения кратности (порядка) связей в некоторых соединениях, 
рассчитанные разными методами 

Метод (базис) 

Молекула Связь LDA ВР86 ВЗLУР ВЗLУР В3LУР 
(cc-рvDZ) (cc-рvDZ) (cc-рvDZ) (tzvp) (cc-рvТZ) 

СН4 С Н 0,99 1,00 1,00 0,97 0,97 

CF4 С F 1,27 1,24 1,22 1,17 1,23 

СС14 С Сl 1,06 1,04 1,04 1,09 1,06 

CzH2 С-Н 1,04 1,05 1,05 0,97 0,93 

С С 2,71 2,68 2,70 2,85 2,82 

НСНО С-Н 0,91 0,91 0,92 0,90 0,97 

С О 2,23 2,21 2,20 2,09 2,12 

CzH6 С-Н 0,97 0,97 0,98 0,97 0,97 

С С 1,12 1,11 1,10 0,97 0,95 

С6Н6 С-Н 0,93 0,94 0,95 0,98 0,97 

С С 1,46 1,45 1,45 1,39 1,38 

219 



Окончание табл 162 

Метод (базис) 

Молекула Связь LDA ВР86 ВЗLУР ВЗLУР ВЗLУР 
(cc-рvDZ) (cc-рvDZ) (cc-рvDZ) (tzvp) (cc-рvТZ) 

СНзОН С-Н 0,97 0,97 0,97 0,96 0,95 

С-О 1,11 1,09 1,07 0,96 1,01 

.~ 
О-Н 1,00 1,01 1,01 0,92 1,02 

СНзСN С-Н 0,94 0,94 0,95 0,95 0,95 

С-С 1,05 1,08 1,07 0,97 0,98 

C-N 3,24 3,18 3,20 3,05 3,26 

В2Н6 В-Н, 0,97 0,97 0,98 0,99 0,98 

В-Нь 0,46 0,47 0,47 0,47 0,48 

В-В 0,75 0,70 0,67 0,60 0,54 

ВНзNНз В-Н 0,98 0,98 0,98 0,99 0,98 

B-N 0,80 0,77 0,75 0,57 0,62 

N-H 0,97 0,98 0,98 0,90 0,97 

РНЗ Р-Н 0,83 0,83 0,83 0,85 0,87 

"Прuмечанuе. Н, - концевой (терминальный) атом водорода; НЬ - мостико
выи атом водорода. 

циенты в этих МО были бы равны ±1/Л, и вклады связывающих 
орбиталей в элементы матрицы плотности были бы равны +1 а 
вклады разрыхляющей орбитали --1. В итоге кратность связи do
лучает~я строго равной трем. Учет смешения 2s- и 2р-атомных ор
биталеи приводит к тому, что коэффициенты МО оказываются 

меньшими по абсолютной величине, чем 1/Л, что в конечном 
итоге приводит к понижению индекса кратности связи до 2,863. 
Таким образом, отклонение расчетных значений от стандартных 
является следствием более точного описания взаимодействия между 
атомами по сравнению с модельными представлениями. 

Рассмотрим в качестве примера натуральные атомные орбита
ли и натуральные орбитали связи молекулы СР4 (табл. 16.3, 16.4). 

Расчет проведен в нескольких базисах, атомы фтора располо
жены в вершинах куба на расстоянии 0,135 нм от атома углерода. 

Как видно из табл. 16.3 и 16.4, во всех случаях заселенность 
OCTO~HЫX NAO 1s близка двум. Заселенности ридберговских орби
талеи на порядок или два меньше, чем заселенности валентных 

орбиталей. ~езультаты расчета почти всех величин характеризуют
ся заметнои зависимостью от используемого базиса, причем ре-
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Таблица 16.3 

Натуральные атомные орбитали и натуральные орбитали 
связи молекулы CF4 

Базис 
Натуральные атомные 

орбитали*1 STO-3G 3-2Ю 6-31G* aug-сс-рvDZ 

Атом углерода 

Cor(1s) 2,00000 1,99998 1,99997 1,99987 

Val(2s) 1,04095 0,79063 0,73070 0,71237 

Ryd(4s) - - 0,00469 0,00460 

Ryd(3s) - 0,00527 0,00000 0,00000 

Val(2p) 0,79968 - 0,59583 0,59575 

Ryd(3p) - 0,64636 0,01908 0,01270 

Ryd(4p) - 0,02665 - 0,00006 

Атом фтора 

Cor(ls) 2,00000 1,99983 1,99993 1,99992 

Val(2s) 1,91622 1,85803 1,85778 1,86088 

Ryd(3s) - 0,00037 0,00064 0,00016 

Ryd(4s) - - 0,00030 0,00004 

Val(2p) 1,74126 1,81233 1,82777 1,82744 

Ryd(3p) - 0,00034 0,00019 0,00065 

Ryd(4p) - - - 0,00004 

'1 Обозначения типов орбиталей: Cor - остовные; Val - валентные; Ryd -

ридберговские. 

зультаты, полученные в минимальном базисе, заметно отличают
ся от полученных в расширенных базисах. Сравнение данных ана
лиза в базисе среднего качества 6-31G* с результатами расчета в 
очень широком базисе aug-сс-рvDZ показывает, что происходит 
приближение к некоторым предельным значениям. Значения ин
дексов Уайберга находятся в согласии с обычнЫМИ представлени
ями о кратностях связей в галогенметанах и близки единице. Вкла
ды ридберговских и поляризующих функций не превосходят 0,3 %. 
Эффективные конфигурации атомов углерода и фтора близки к 
тем, которые можно ожидать из представлений о структуре ак
тивных валентныХ орбиталей этих атомов (с учетом перераспреде
ления заряда при образовании молекулы): со стороны фтора связь 
образуется в основном за счет 2р-орбиталей, а со СТОРОНЫ углеро
да - за счет гибридных орбиталей вида 2s12p2,5. 
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Результаты анализа валентной структуры молекулы CF 

Заселенности NAO* 

Базис 
Порядок 

атом углерода атом фтора связи C-F 
Val(2s, 2р) Ryd(s, р) Val(2s) Ryd(s) 

STO-3G 0,9695 3,44 - 7,14 -
.~ 3-21G 0,9373 2,730 0,085 7,295 0,014 
6-31G* 0,8989 2,519 0,008 7,341 0,009 

aug-cc-pvdz 0,8830 2,500 0,055 7,343 0,018 

* Обозначения орбиталей приведены в табл. 16.3. 

Для более детального описания структуры связей обратимся Ii 
рассмотрению натуральных орбиталей с~язи. Прежде всего следуf) 
ет выделить пять остовных 1S-0рбиталеи с заселенностями, paBti 
ными двум. Далее имеется четыре эквивалентные связываЮЩИ~1 
орбиталиvС-F с заселенностями 1,99254 каждая, в которых вкла4 
орбиталеи атома углерода равен 26,85 %, а орбиталей фтора _+ 
73,15 %. Волновые функции этих NBO имеют вид ( 

асв = О, 5182хс + О, 8553XF, 

а гибридные орбитали Хс и XF соответственно: 

Хс = О, 5000(2s) + О, 0025(3s) + О, 4980(2рх + 2ру + 2pz) + 

+0,0302(3рх +3Ру +3Pz)+0,0330(dxy +dxz +dyz ), 

XF = О, 5106(2s) + 0,0178(3s) -- О, 4957(2рх + 2ру + 2pz) + 

-- О, 0008(3 Рх + 3 Ру + 3 pz) + О, 0243(dxy + dxz + dyz ). 

Атом углерода не имеет неподеленных электронных пар, а у 
каждого атома фтора имеется по три таких орбитали (!PF), одна из 
которых с заселенностью 1,98736 имеет структуру 

!PF = О, 8597(2s) -- О, 0097(3s) + О, 2948(2рх + 2ру + 2pz) + 

+0, 00 17(3рх +3ру +3Pz)--0,0064(dxy +dxz +dyz ), 

а две остальные с заселенностями 1,93510 практически перпенди
кулярны линии связи с-F. 

Четыре разрыхляющие а*-орбитали С-Р (заселенность по 
0,12659) дают вклад 3-15,5 ккал/моль в энергию связи за счет 
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Таблица 16.4 

110 Малликену и методом натуральных атомных орбиталей 

Заряды на атомах Валентные конфигурации 

анализ NAO анализ по Малликену 
атома 

углерода 
атома фтора 

углерод фтор углерод фтор 

+0,56 -0,14 +0,41 -0,10 SI,04p 2,40 Sl,92p 5,22 

+1,18 -0,30 +1,08 -0,27 sD,79i,943sD,01 Sl,86p 5,44 

+1,40 -0,35 +0,98 -0,24 sD,73p l, 79 d 0,02 Sl,86p5,48d 0,01 

+1,45 -0,36 +1,46 -0,36 sD,71i,793po,04 Sl ,86р5,48 d 0,02 

донорно-акцепторных взаимодействий снеподеленными парами 
атомов фтора. 

Заселенность всех остальных натуральных орбиталей связи пре
небрежимо мала. 

Вклады структур различного типа в полную электронную плот-

ность составляют: 

льюисовские структуры ................................... 41,40010 (98,5717 %) 
валентные нельюисовские структуры ................ 0,50637 (1,2056 %) 
ридберговские нельюисовские структуры ......... 0,09352 (0,2227 %) 
всего ................................................................................ 42 электрона 

Полученная картина внутримолекулярных связей полностью 
соответствует модели с четырьмя ковалентными, слегка поляр

ными связями, образуемыми четырьмя sр3_гибридными орбита
лями углерода. Более того, модель была уточнена путем включе
ния в связывание относительно слабых донорно-акцепторных внут
римолекулярных взаимодействий. 

Рассмотрим натуральные атомные орбитали атома железа и 
натуральные орбитали связи в комплексном анионе [Fe(CN)6]4-. 

Расчеты выполнены методом B3LYP в базисе Lan12DZ, в ко
торый включены остовные АО 3s и 3р. Натуральные атомные ор
битали атома железа приведены в табл. 16.5. Значения главных кван
товых чисел во втором столбце (в скобках) отражают возраста
ющую диффузность соответствующих базисных функций. 

В классической схеме химических связей в комплексном анио-

не атомные орбитали 4s, 4р и 3dx2 _y2 центрального атома Fе(П) 

вакантны, а на орбиталях d
t2g 

находятся шесть электронов. Коор
динационная связь реализуется через донорно-акцепторное взаи

модействие неподеленных электронных пар атомов углерода с 
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вакантными АО иона железа. Предполагается также, что существуе1 
n-дативное взаимодействие с обратным переносом заряда 3d(Fe) 1 
"--7n*(СN-). Данные табл. 16.5 полностью согласуются с этой моде
лью. Отметим, что заселенность акцепторных 3d,,-орбиталей боле1 
чем в два раза превосходит заселенность NAO 4s. I 

С донорно-акцепторным характером связи Fe(II)-(СN-) xo~ 
рошо согласуется значение соответствующего индекса Уайберг~ 

Таблица 16.5 

Заселенности натуральных атомных орбиталей атома железа 
в комплексном анионе [Fe(CN)6]4-

NAO ТипNАО* Заселенность NAO ТипNАО* Заселенность 

s Cor(3s) 1,98681 Pz Ryd(5p) 0,00335 

s Val(4s) 0,44483 dxy Val(3d) 1,90860 

s Ryd(5s) 0,03222 dxy Ryd(4d) 0,00253 , 

рх Сог(3р) 1,99787 dxz Val(3d) 1,90860 

рх Ryd(4p) 0,02653 dxz Ryd(4d) 0,00253 

рх Ryd(5p) 0,00335 dyz Val(3d) 1,90860 

ру Сог(3р) 1,99787 dyz Ryd(4d) 0,00253 

ру Ryd(4p) 0,02653 d
X2

_
y2 Val(3d) 0,95426 

ру Ryd(5p) 0,00335 dx2 _r Ryd (4 d) 0,01242 

Pz Сог(3р) 1,99787 dZ2 Val(3d) 0,95426 

pz Ryd(4p) 0,02653 dZ2 Ryd(4d) 0,01242 

* Обозначения орбиталей приведены в табл. 16.3. 

Таблица 16.6 

Эффективные заряды на атомах q (в единицах заряда электрона) 
и индексы Уайберга (W) дЛЯ комплекса [Fe(CN)6]4-

Параметр Анализ NBA Анализ по Малликену 

q(Fe) -0,214 -0,881 

q(C) -0,031 (-0,240) 0,142 (-0,606) 

q(N) -0,489 (-0,760) -0,773 (-0,394) 

W(Fe-С) 0,498 -
W(C-N) 2,744 (2,838) -

Прuмечанuе. В скобках даны значения соответствующих параметров для сво

бодного лиганда CN-. 
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(табл. 16.6). Некоторое уменьшение порядка связи C-N при коор
)щнации отражает наличие слабого переноса заряда на разрыхля
ющие n*-орбитали группы CN-. Из табл. 16.6 видно, что анализ 
заселенностей методом NAO дает более разумные результаты, чем 
анализ заселенностей по Малликену (особенно это касается рас
пределения зарядов внутри лигандов). 

Контрольные задания 

1. Напишите матрицы плотности для детерминантных волновых функ
ций трех низших состояний двухэлектронного атома: 11S, 21S, 23S, соот
ветствующих конфигурациям 1; и Is2s. 

2. Получите выражение для матрицы плотности волновой функции 
Хартри - Фока. 

3. Волновая функция имеет вид 0,96[ <Рlа <Pl~[- 0,28[<Р2а <P2~[· Постройте 
у(1[I). 

4. Пользуясь данными задания 3, рассчитайте заселенности орбита-

лей <Рl и <Р2· 
5. В молекуле ацетилена связывающая NBO имеет вид 0,7071РхССд + 

+ 0,7071piC2). Какой вид имеет соответствующая разрыхляющая NBO? 
6. В молекуле ацетилена разность энергий связывающей NBO С-Н и 

разрыхляющей орбитали с-с равна 2,22 а.е.; матричный элемент опе
ратора Фока между этими орбиталями равен 0,146 а.е. Оцените вклад 
(кДж/моль) взаимодействия этих орбиталей в энергию связи. 

8 БараНОI\СКИЙ 



Глава 17 

ЭФФЕКТЫ, СВЯЗАННЫЕ С ЭЛЕКТРОННОЙ 
КОРРЕЛЯЦИЕЙ 

17.1. Общая характеристика 

в гл. 2 отмечал ось, что движение электронов в атомах и молеку~ 
лах происходит не независимо, а коррелированно. Поскольку элек~ 

~ ) 

троны - заряженные частицы, их взаимодеиствие приводит к TOMY;j 
что энергетически выгодно, когда в каждый данный момент Bpe'~ 
мени они находятся как можно дальше друг от друга. В то же BpeW! 
вследствие притяжения к положительно заряженным атомам ДВИ" 

жение электронов происходит в ограниченном объеме простран
ства, что препятствует удалению электронов друг от друга на больJ 

шие расстояния. Описанный ранее метод Хартри-Фока (прибли
жение самосогласованного поля) не позволяет учесть эти эффекты. 
Запишем выражение для полной энергии молекулярной системы 
через матрицы плотности первого и второго порядка (см. гл. 16):.: 

Е = IhijYij + II[ii I kIJr~/. 
i,j i,j k,1 

в однодетерминантном приближении матрица плотности вто
рого порядка может быть выражена через матрицу плотности пер
вого порядка, а электрон-электронное взаимодействие сводится 

к взаимодействию статических зарядовых распределений, т. е. кор

реляция в движении электронов не учитывается. 

В таком расчете предполагается, что движение каждого элект
рона происходит в поле (потенциале), создаваемом остальными 
электронами, каждому из которых соответствует некоторое раз

мытое «электронное облако». Так, потенциал V(r) , создаваемый 
ls-электроном атома лития в точке, расположенной на расстоя
нии r от ядра, равен 

V(r) = J (1s(r'»2dv' /Ir' - rl· 

Расстояние г' от ядра, для которого вероятность найти ls-элек
трон максимальна, равно 0,2 А. Поместим электрон на этом рас
стоянии от ядра на оси Z. Потенциал, создаваемый этим электро
ном в точке на оси z на расстоянии r от ядра, равен 

V'(r) = 1 /Ir - r'l. 
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Величина 

Р(г) = V'(r) - V(r) 

IIредставляет собой разность мгновенного и усредненного потен

циалов, назовем ее флуктуационным потенциалом. Как видно из 
рис. 17.1, отклонение усредненного потенциала от мгновенного 
значительно, но лишь в небольшой области вблизи точки распо
ложения одного из взаимодействующих электронов. Потенциал 
F(r) количественно характеризует идею о том, что в методе Харт
ри-Фока не воспроизводится согласованность в движении элек

тронов и зависимость энергии от их мгновенных положений, что 
и приводит К невозможности учесть корреляционные эффекты. 
Поэтому для рассмотрения этих эффектов необходим выход за 
рамки приближения ССП. 

Учет корреляционных эффектов является важной и актуальной 
задачей. Напомним, что существование дисперсионных (ван-дер
ваальсовых) взаимодействий обусловлено именно коррелирован
ностью в движении электронов во взаимодействующих молекулах. 
Не меньший интерес представляют последствия этих эффектов для 
обычных химических процессов. Как известно, молекула фтора Р2 
существует и устойчива в газовой фазе, ее энергия диссоциа
ции равна 155 кДж/моль, т. е. диссоциация молекулы фтора -
процесс эндотермический. В то же время расчеты в приближении 
ССП (рис. 17.2) предсказывают, что энергия молекулы Р2 при рав
новесном расстоянии (-198,668764 а.е.) на 160 кДж/моль больше, 
чем сумма энергий двух атомов фтора (-198,729914 а.е.). Кроме того, 

v, F, эВ 

300 
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о 

-0,15 -0,10 -0,05 О 
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0,05 0,10 0,15 г, им 

Рис. 17.1. Зависимость усредненного потенциала V (г) = J (ls(r'»2 dv'/Ir' - rl (1) 

и флуктуационного потенциала F(r) == 1/1 г - г' 1 (2) от расстояния г вто
рого электрона от ядра 
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Е, а.е. __ -----1 
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Рис. 17.2. Потенциальные кривые молекулы фтора, рассчитанные мето, 
дом Хартри-Фока (1), методом конфигурационного взаимодействия (2) 

и методом связанных кластеров (3) 

из рис. 17.2 ВИДНО, что расчет в приближении ССП приводит :r( 

неправильному диссоциативному пределу: при ЩР-Р) = 4,7 А. 
энергия равна -198,326917 а.е. - гораздо выше, чем удвоеннаЯ, 
энергия атома фтора. Методы конфигурационного взаимодействиЯ 
и связанных кластеров, описанные далее в этой главе, позволяют 
правильно учесть процесс диссоциации молекулы Р2 : в обоих слу-:: 
чаях при увеличении расстояния энергия стремится к удвоенной 
энергии атома фтора, рассчитанной соответствующим методом. 

Использованный в расчете вариант метода конфигурационного 
взаимодействия учитывает лишь часть корреляционной энергии, 
тем не менее правильная структура волновой функции в диссоциа
тивном пределе оказывается обеспеченной. Несмотря на разницу в 
абсолютных значениях энергий, ход диссоциативной кривой соот
ветствует ходу аналогичной кривой для метода связанных класте

ров, в котором учтено около 98 % энергии корреляции. Рассчи
танные значения энергии диссоциации равны 130 кДж/моль (ме
тод конфигурационного взаимодействия) и 154 кДж/моль (метод 
связанных кластеров); последнее значение хорошо согласуется с 
экспериментом. Из рис. 17.2 также ВИДНО, что все три метода расче
та дают практически одинаковое значение равновесного межатом

ного расстояния, близкого к экспериментальному (0,145 нм). Та
ким образом, метод ССП позволяет описать положение миниму
ма на потенциальной поверхности молекулы с приемлемой точ
ностью. 

Формально энергию корреляции (Eeor) определяют как разность 
меЖдУ энергией, рассчитанной методом Хартри-Фока, и экспе
риментальным нерелятивистским значением полной энергии: 

Eeor = Ео - Енр· 
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Таблица 17.1 

Составляющие полной энергии атома азота 

Составляющая полной энергии Значение 

Экспериментальная энергия основного состояния -54,6122 
атома азота, а. е. 

Энергия диссоциации Do, эВ 9,760 

Фундаментальная частота колебаний (о" см-1 2358,07 

Экспериментальная энергия основного состояния -109,5884 
молекулы азота E(N2) = 2E(N) + Do + (0./2, а. е. 

Релятивистская энергия атома азота EN/, а . е. -0,02732 

Эмпирическая релятивистская энергия молекулы -0,05464 
азота (2EN), а. е. 

Нерелятивистская энергия атома азота -109,5338 
Ellonr./(N2) = E(N2) - 2EN', а. е. 

Хартри-фоковская энергия молекулы азота ЕиF(N2) -108,9956 
при равновесном межьядерном расстоянии, а. е. 

Эмпирическая корреляционная энергия молекулы -0,5382* 
азота Ecorr(N2) = Enonre/(N2) - EHF(N2), а.е. 

Изменение корреляционной энергии при -0,1660 а.е. = 
образовании связи N-N - -4,517 эВ 

* Для сравнения: корреляционная энергия двух изолированных атомов азота 
-0,3722 а.е. 

Однако это определение не вполне корректно (если даже ОТ
влечься от того обстоятельства, что экспериментальное определе
ние энергии атомов и молекул весьма затруднительно). Полная 
энергия складывается из ряда составляющих, представление о ко

торых дает табл. 17.1*. 
Более корректное определение дано П.-О.Лёвдиным: корреля

ционная энергия для определенного состояния, вычисленная по 

отношению к определенному гамильтониану, представляет собой 
разность меЖдУ точным собственным значением этого гамильто
ниана и его ожидаемым значением в приближении Хартри - Фока 
для рассматриваемого состояния. 

Однако точные функции неизвестны, аппроксимация МО дает 
ошибку на конечность набора и конечность разложения конфигу
рационного взаимодействия и т.Д. Поэтому правильнее сравни-

* Данные КН.: Уилсон У. Электронные корреляции в молекулах - М' Мир 
1987. - С. 59. . .. , 
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вать хартри-фоковскую энергию с энергией, полученной в расче-' 
те, результаты которого, как предполагается, близки к точному 
решению уравнения Шрёдингера для данной системы, содержа

щему только члены, приведенные в подразд. 14.2. Такой гамильто~ 
ниан по определению не содержит релятивистских вкладов. При..; 
менение в расчетах эффективных потенциалов остовов с реляти-; 
вистскими вкладами (см. гл. 16) как будто снимает это ограниче..:r .. 

J' ние. Тем не менее следует иметь в виду, что в таких расчетах вно..., 
сятся дополнительные погрешности, связанные с техникой пост-;: 
роения эффективных потенциалов. Кроме того, расчеты обычно I 
проводят в атомных базисах ограниченного размера, что делае1j 
рассчитанную энергию корреляции зависящей от базиса. Говорят~: 
что при неограниченном расширении базиса можно достигнут~.i 
хартри-фоковского предела. Однако по-прежнему остается про-{ 
блема расчета энергии корреляции для данного базиса. Точная 
энергия корреляции при фиксированном базисе может быть по": 
лучена в расчете с так называемым полным конфигурационным вза
имодействием (см. далее). Этот метод применим только для не очен~ 
больших систем. На практике в качестве энергии корреляции исl 
пользуют разность между вычисленными в одном и том же баЗИС<4 
энергией Харти - Фока и энергией, полученной в расчете, в KO-i 

тором тем или иным методом про водится учет корреляции. : 
Энергия корреляции - всегда величина отрицательная. Из CKa~ 

занного следует очевидный метод вычисления энергии корреля-; 

ции: стартовав с хартри-фоковского расчета, проводить последо-. 
вательное уточнение рассчитанной энергии (например, усложняя 
структуру волновой функции путем расширения числа включае
мых в нее конфигураций). Этот подход действительно оказывается 
оправданным, если энергии электронных состояний разделены 

большими энергетическим интервалами (отсутствие вырождения 
или почти вырождения). Для получения достаточно точного зна
чения энергии необходимо включить в расчет большое (до не
скольких миллионов) число конфигураций. Такой подход позво
ляет учесть динамическую корреляцию, связанную со стремлени
ем электронов избегать сближения друг с другом. Вклад каждой 
конфигурации в энергию корреляции мал, именно поэтому чис
ло конфигураций должно быть велико. 

Рассмотрим с точки зрения приведенного выше определения 
как меняется энергия корреляции в молекуле водорода при ее 

диссоциации. При больших межатомных расстояниях хартри-фо
ковская энергия приближается к значению, равному-О,75 а. е. Точ
ное значение энергии двух атомов водорода известно: -1 а. е. Та
ким образом, энергия корреляции получается равной примерно 
7 эВ - величина, не имеющая физического смысла, так как в 
изолированных одноэлектронных атомах межэлектронной корре
ляции вообще нет. Аналогичный эффект наблюдается в расчетах, 
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в которых рассматривается растяжение любой ковалентной связи. 
Так, при увеличении длин связей О-Н в молекуле воды энергия 
корреляции изменяется следующим образом*: 

R ....................................... Re 1,5Re 
Еео" а.е ...................... -0'148028 -0,210992 

2Re 
-0,310067 

По мере удаления атомов водорода от кислорода, Т.е. увеличе
ния объема, в котором происходит движение электронов, энер
гия корреляции должна уменьшаться, между тем она увеличива

ется по абсолютной величине. 
В данном случае мы сталкиваемся с новым эффектом, который 

для случая молекулы водорода Н2 будет подробно разобран в гл. 20. 
Причина парадоксального результата заключается внеадекватной 
структуре использованной в расчете волновой функции, представ

ленной в виде одного слэтеровского детерминанта. Если включить 
в волновую функцию второй детерминант, соответствующий дваж
ды возбужденной конфигурации, то поведение потенциальных 
кривых становится правильным: при диссоциации низшего со

стояния образуются нейтральные атомы водорода, а диссоциа
тивный предел возбужденного состояния соответствует образова
нию ионов Н- и Н+. 

В приведенных примерах имеется одно общее явление - это 
вырождение или почти вырождение двух или более состояний, 
что требует особой методики расчета. В литературе в таких случаях 
принято говорить о статической корреляции. 

Современные вычислительные методы учета электронной кор
реляции можно условно разделить на три группы. Для первой груп

пы характерно использование полученных в результате решения 

уравнений Хартри - Фока орбиталей (как занятых, так и вирту
альных) и построенных из этих орбиталей детерминантн:ых функ
ций. Ко второй группе относятся методы теории возмущений, 
причем основное внимание уделяется расчету энергии системы. 

Третья группа - это различные варианты метода функционала 
плотности, в которых в уравнения Кона-Шэма (аналог уравне
ний Хартри-Фока) вводится обменно-корреляционный функ
ционал. Начнем рассмотрение с методов, относящихся к первой 
группе, - многоконфигурационных методов. 

17.2. Метод конфигурационного взаимодействия 

Будем исходить из того, что имеется набор одноэлектронных 
спин-орбиталей {'I'i}' Волновую функцию N-электронной системы 

* Ha"ison R.J., Handy N.G. // Chem. Phys. Lett. - 1983. - У. 95. - Р. 386. 



записывают в виде линейной комбинации слэтеровских детерми'i 
нантов 

где 

ЧlQ (I, 2, ... , N) = I,СкQФк(l, 2, ... , N), 
к 

'. 
(17.1) 

(17.2~ 

Здесь индексы при спин-орбиталях в слэтеровскихдетерминан~. 
тах - это их номера в множестве индексов спин-орбиталей {'I'iH 
а индекс К указывает на то, что данная спин-орбиталь входит в 
детерминантную функцию Фк (1,2, ... , N). Эти детерминантны~ 
функции обычно называют конфигурациями, поскольку каждая из 
них соответствует определенному размещению электронов по спин~ 

орбиталям (или орбиталям). Набор функций Фк (1, 2, ... , N) об': 
разует конфигурацuонный базис. Функция (17.1) будет точной, если 
спин-орбитали образуют полный ортогоналный набор (что при
водит к бесконечной длине разложения), однако на практике воз
можны лишь разложения конечной длины, что приводит К про": 

блеме отбора конфигураций, включенных в расчет. 

В функции (17.1) вариационными параметрами являются ко
эффициенты разложения CKQ• Вообще говоря, нет гарантии, что 
спин-орбитали, использованные для построения конфигураций; 
будут оптимальными для данной многоконфигурационной функ:..: 
ции. Действительно, обычно в многоконфигурационных расчета~ 
используют орбитали, полученные в результате решения уравне
ний Хартри - Фока с однодетерминантной волновой функцией. 
Эти функции порождены полем, которое они сами (или точнее -
соответствующее им распределение электронной плотности) и со-. 
здают. При переходе к многоконфигурационной функции (17.1) 
это поле изменится, что должно привести и к изменению орбита
лей {'I'i}: они больше не будут удовлетворять условиям самосогла
сованности. Методы, основанные на одновременной оптимиза
ции (варьировании) коэффициентов разложения многоэлектрон
ной функции по конфигурациям и коэффициентов разложения 
молекулярных орбиталей по базисным функциям (атомным орби
талям), называют многоконфигурационными методами самосогла
сованного поля (МКССП). Метод, основанный на варьировании 
только коэффициентов при конфигурациях, называют методом 
конфигурацuонного взаимодействия (Configuration Interaction - CI). 
Варианты метода СI определяются принципами построения кон
фигурационного базиса. 

Вернемся к проблеме отбора и классификации конфигураций. 
Прежде всего выбирают конфигурацию, которую называют ссы
лочной (reference). В качестве ссьmочной конфигурации удобно при
нять однодетерминантную функцию метода Хартри - Фока 
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1 
Фа = г;;-; 1'1'1'1'2 ... 'l'NI· 

~N! 

Пусть одноэлектронные функции {'I'J являются решениями 
уравнения Хартри-Фока. Будем обозначать занятые орбитали, 
входящие в Фа, индексами i,j, ... (i,j= 1, 2, ... , N), а все остальные 
(виртуальные) орбитали - индексами а, Ь, ... (а, Ь = N + 1, ... , 2М, 
где М - размер базиса в расчете ССП). 

Построение детерминантов, входящих в конфигурационный 
базис, можно осуществить путем замены одной или нескольких 
спин-орбиталей 'l'i, 'l'j, ... в функции Фа на такое же число вирту
альных спин-орбиталей 'l'a, 'l'b, ... Такие конфигурации рассмат
ривают как результат возбуждения электронов сорбиталей 'l'i, 'l'j, ... 
на орбитали 'l'a, 'l'b, ... , а число замен занятых орбиталей на вирту
альные - кратностью возбуждения. Конфигурации с однократны-

ми возбуждениями обозначают Ф7, с двукратными - Фf/, с трой-

ФаЬс 
ными - ijk И Т.Д. 

Рассмотрим структуру матрицы оператора Гамильтона в кон
фигурационном базисе. Обозначим набор однократно возбужден
ных конфигураций - S, двух-, трех- и четырехкратно возбужден
ных конфигураций - D, Т, Q и Т.Д. Матрица гамильтониана в этих 
обозначениях имеет следующую блочную структуру: 

(OIHIO) (OIHIS) (OIHID) (OIHIT) (OIHIQ) 
(SIHIO) (SIHIS) (SIHID) (SIHIT) (SIHIQ) 
(DIHIO) (DIHIS) (DIHID) (DIHIT) (DIHIQ) 
(TIHIO) (TIHIS) (TIHID) (TIHIT) (TIHIQ) 

(17.3) 

Напомним, что для хартри-фоковских орбиталей справедлива 
теорема Бриллюена: матричные элементы между функцией Фа и 
детерминантами, полученными из Фа путем однократных возбуж
дений, равны нулю. Равны нулю также матричные элементы меж
ду детерминантами, отличающимися тремя или более спин-орби
талями. В результате матрица (17.3) приобретет вид 

(OIHIO) О (OIHID) О О 

О (SIHIS) (SIHID) (SIHIT) О 
(D/HIO) (DIHIS) (DIHID) (DIHIT) (DIHIQ) 

О (TIHIS) (TIHID) (TIHIT) (TIHIQ) 

233 



В блоках, обозначенных символом «О», все матричные элемен-' 
ты независимо от конкретной задачи равны нулю, остальные блокИ' 
также могут содержать нулевые элементы. 

Если в конфигурационный базис включены только однократ
но возбужденные конфигурации (приближение CIS), то в первой 
строке матрицы гамильтониана все недиагональные элементы бу., 

дут равны нулю 

(
(0IH10) О ] 

О (SIHIS) . 

Это означает, что однократно возбужденные конфигурации не 
будут смешиваться со ссылочной функцией ФО и энергия основ
ного состояния, соответствующего функции ССП, не изменится. 
Таким образом, приближение CIS не учитывает корреляционные 
эффекты для основного состояния. Для учета последних необхо~ 
димо включить в расчет по крайней мере двукратно возбужден., 
ные конфигурации. Для полученных в результате диагонализации 

матрицы (SIHIS) возбужденных состояний электронная корре
ляция также не учитывается. Кроме того, те возбужденные состо
яния, которые получаются в результате двух- и более кратных 

возбуждений, вообще не могут быть описаны в рамках приближе
ния CIS. 

Варианты метода CI, как правило, классифицируют по крат
ностям возбужденных конфигураций, включенных в базис. Если в 
конфигурационном базисе содержатся только двукратные возбуж
дения, то говорят о методе CID (Configuration Interaction, Doubles); 
если содержатся и однократные, и двукратные возбуждения -
о методе CISD (Configuration Interaction, Singles and Doubles); со
кращение CISDTQ означает, что учтены все возбуждения вплоть 
до четырехкратных. Так, в варианте CISD пробная функция имеет 
вид 

NM NNMM 

'Р CISD = СОФО + I, I, сiаФ7 + I, I, I, L СijЬФ7/ . 
i а i <j а <Ь 

где f! - число занятых орбиталей; М - число виртуальных орби
талеи. 

Примесь однократно возбужденных конфигураций к функции 

ФО является следствием взаимодействия их с Членом ФI!.Ь через 
Ij 

матричные элементы типа (S IHI п) . 
Особое место занимает так называемое полное конфигураци

онное взаимодействие (РиН Configuration Interaction -- FCI), в 
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котором рассматриваются все возможные возбуждения. Иначе го
воря, строят набор детерминантов, которые соответствуют всем 
возможным размещениям N электронов по 2М спин -орбиталям. 
Для выбранного орбитального базисного набора метод РС! дает 
самую точную волновую функцию и самую низкую энергию, ко
торую можно рассматривать как точную энергию в данном базисе. 
Это позволяет проводить тестирование приближенных методов 
учета электронной корреляции. При расширении базиса волновая 
функция и энергия приближаются к точному решению нереляти
вистского уравнения Шрёдингера. Разность энергий метода РС! и 
метода Хартри - Фока дает полную корреляционную энергию для 
данного орбитального базиса 

Есог = ЕК1 - ЕИF • 

ДЛЯ функции РС! число детерминантов в разложении (17.1) 
равно 

(2М)! 

N!(2M -N)!' 

т. е. очень быстро возрастает с увеличением размеров базиса. По
этому на практике прибегают с сокращению конфигурационного 
базиса. Первый (описанный выше) способ такого сокращения -
ограничение кратности возбуждений (например, двукратными 
(CISD) или четырехкратными (CISDTQ». Влияние ограничения 
кратности возбуждений на степень учета энергии корреляции де
монстрируют данные табл. 17.2. 

Как видно, расчет методом CISD позволяет учесть около 95 % 
энергии корреляции. При учете возбуждений более высокой крат
ности размер конфигурационного базиса чрезвычайно быстро ра-

Таблица 17.2 

Доля энерmи корреляции * , получаемая при расчетах методом CI дЛЯ 
разной кратности возбуждений, % 

Молекула CISD CISDT CISDTQ 

ВН 94,91 - 99,97 

Н2О 94,70 95,47 99,82 

NНз 94,44 95,43 99,84 

HF 95,41 96,49 99,86 

* За 100 % принята энергия, полученная расчетом по методу FCI. Данные 
статьи: Harrison R.J., Handy N. С. // Chem. Phys. Lett. - 1983. - У. 95. - Р. 386. 
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--1 

Таблица 17;~ 

Число конфигураций при расчетах методом CI дЛЯ разной кратности ",1 
возбуждений ~ 

Молекула CISD CISDT CISDTQ FCI " 

ВН 568 - 28698 132686 
ь' 

Н2О 361 3203 17698 256413 

NНз 461 4029 19925 137321 , 

HF 552 6712 48963 944348 , 

* Данные СТ.: Harrisan R.J., Handy N. с.;; Chem. Phys. Lett. - 1983. - У. 95. - Р.: 
386. 

стет (табл. 17.3), что препятствует таким расчетам для молекул 
даже среднего размера. 

Другой путь сокращения размера конфигурационного базиса 
заключается в ограничении активного пространства. Все орбитали 

делят на активные инеактивные. Неактивные орбитали входят либо 
во все детерминанты конфигурационного базиса (их заселенность 
при этом равна двум), либо не входят ни в один ИЗ них (тогда их 
заселенность равна нулю). Остальные орбитали и образуют актив
ное пространство расчета методом CI. Оно включает те занятые ор
битали, с которых будут проводиться возбуждения, и те виртуаль
ные орбитали, на которые будут попадать возбуждаемые электро-' 
ны. Наконец, можно использовать в качестве базисных не отдель
ные детерминанты, а симметризованные (прежде всего по спи
ну) функции - конфигурационные функции состояний (Configu
ration State Function - CSF). Сочетая эти приемы, можно суще
ственно сократить число многоэлектронных функций базиса CI. 

ДЛЯ возбужденного состояния молекулы пиридина (точечная 
группа - C2v) с энергией -246,483752 а. е. приведем фрагмент ре
зультатов расчета по программе GAМESS. 

Рассматривается возбуждение сорбитали <P19(al) на орбиталь 
<Р22(Ь2)' Оставляя только однократно занятые орбитали, полную 
волновую функцию можно приближенно записать в виде линей
ной комбинации двух детерминантов: 
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0,66854(1 <Р22а <P19~ 1 + 1 <P19a <P22~ 1) = 

= 0,66854(1 <P19a <P22~ 1 -1 <P19~ <Р22а 1) = 

= о 66854· Ji(1 <P19a <P22~ 1-1 <P19~ <Р22а 1 J = , Ji 

= 0,97257 (1 <P19
a <P22~ 1.121 <P19~ <Р22а 1 J = О, 97257Ф sim' 

Таким образом, симметризованная функция, как и в приме
рах, приведенных в гл. 12, представляет собой линейную комби
нацию простых детерминантных функций 

ф _ 1 <P19a <P22~ 1 -1 <P19~ <Р22а I 
sim - Ji 

Эта функция симметризована не только по спину, но и по 

пространственной симметрии, которая определяется симметрией 

однократно занятых состояний: произведение функций аl и Ь2 
преобразуется по неприводимому представлению Ь2 • Таким обра
зом, симметрия (включая спиновое состояние) полученной двух
электронной функции - 1 В2 • 

В расчетах методом СI волновую функцию записывают в виде 
линейной комбинации детерминантов, построенных из спин-ор
биталей. Перед построением матрицы оператора Гамильтона про
водят преобразование двуэ.тiектронных интегралов от атомного к 
молекулярно-орбитальному базису. Это преобразование обычно 
занимает большую часть времени расчета. 

17.3. Многоконфигурационные методы 
самосогласованного поля 

Многоконфигурационные методы самосогласованного поля 

(MultiConfiguration Self-Consistent Field - MCSCF) предполага
ют одновременную оптимизацию как молекулярных орбиталей, 
так и коэффициентов разложения по конфигурациям. На заклю
чительном этапе расчета, как правило, проводят расчет методом 

СI или согласно теории возмущений с новыми оптимизирован
ными МО. Таким образом, метод может быть использован для 
решения следующих задач: 

1) расчет основного состояния или какой-либо точки на од
ной из потенциальных поверхностей в случае наличия вырожде

ния или почти вырождения; 

2) расчет энергий нескольких низших состояний. 
Обычно проводят оптимизацию МО дЛЯ многоконфигураци

онной функции основного состояния. Возможны и другие вари
анты расчета, например оптимизация МО дЛЯ функции одного из 
возбужденных состояний. Таким образом, для каждого из элект
ронных состояний системы можно получить свой, оптимальный 
набор орбиталей. Орбитали, входящие в разные наборы, будут 
вообще говоря, взаимно неортогональны, что создает существен

ные трудности для расчета, например, дипольных матричных эле

ментов перехода. Поэтому можно использовать такой прием: по
строить МО, в среднем оптимальные для н~скольких электрон-
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ных состояний. Это достигается усреднением (с заданными веса
ми) матриц плотности второго порядка, соответствующих волно
вым функциям рассчитываемых состояний. 

На ранних стадиях разработки метода делались многочислен
ные попытки построить одноэлектронные операторы для метода 

MCSCF, аналогичные по смыслу оператору Фока. Однако прак
тика показала бесперспективность такого подхода. В настоящее· 

r время разработаны методы оптимизации орбиталей и коэффицен
тов CI, основанные на прямой минимизации полной энергии с 
использованием различных подходов, основанных, как правило, 

на методе Ньютона - Рафсона. 
Рассмотрим процедуру оптимизации орбиталей на простейшем 

примере волновой функции Хартри - Фока, когда в активное про
странство входит всего один детерминант Фо . Будем последова
тельно варьировать занятые орбитали, примешивая к ним вирту
альные орбитали: 

<1'; = <1'; cos 8 + <l'а siп 8. 

Предполагаем, что угол 8 - малая величина. Для того чтобы 
сохранить ортогональность орбитального набора, необходимо пре
образовать и вакантную орбиталь <l'а: 

<I'~ = <l'а cos 8 - <1'; sin 8. 

Это преобразование можно записать в матричной форме 

, , (COS8 -siП8J 
( <I';<I'a ) = ( <I';<I'a) sin 8 cos 8 

или 

<1" = <l'U, 

где U - матрица не которого преобразования. 
Эта матрица будет унитарной, если 

U+ = (COS8 Sin8). 
-sin 8 cos 8 

Поэтому для расчета полной энергии с новыми МО следует в 
детерминанте Фа в столбце из функций <l'! представить последние 
в виде 

<1'; = <1'; cos 8 + <l'а sin 8, 

а в детерминанте Ф~* функции <I'~* - в виде 
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*' * * . <l'а = <l'а cos 8 - <l'; SlП 8. 

В результате, используя правило преобразования определителя 
при замене функций в столбце на сумму или разность других функ
ций, получаем 

f Ф(;' НФаd't = f (Фа cos 8 + Ф7~а sin 8)Н(Фо cos 8 + Ф;~а sin 8)d't = 
= cos2 8f ФоНФоd't+ sin2 8f Ф7~аНФ;~аd't+ 

+cos 8sin 8и ФОНФi~аd't + f Ф7~аНФоd't J. 
При таком преобразовании нормировка детерминантной функ

ции Фа будет обеспечена 

f Фi;' Фоd't = f (Ф(; cos 8 + Ф7~а sin 8)(Фо cos 8 + Ф;~а sin 8d't = 
= cos2 8f Ф(;Фоd't+ sin2 8J Ф7~аФ;~аd't+ 

+cos8sin8[J Ф(;Ф;~аd't+ J Ф7~аФоd'tJ = 1. 

Здесь учтена нормировка функций фо, Фi~а И их взаимная орто

гональность. 

При малых углах поворота 8 с точностью до членов первого 
порядка малости вариация полной энергии равна 

оЕ = J Фо'Нфоd't+ J ФоНФоd't = sin8[J ФОНФ;~аd't+ J Ф7~аНФоd'tJ = 

= x[J ФОНФi~аd't + J Фr~аНФоd'tJ, 
где х - малый параметр преобразования (смешения) орбиталей. 

Производная вариации (а следовательно, и полной энергии) 
по этому параметру равна 

(17.4) 

Условием минимума полной энергии является равенство нулю 

выражения в правой части формулы (17.4). Если ФО - самосогла
сованная функция Хартри - Фока, то равенство (17.4) соответ
ствует теореме Бриллюена: не имеется отличных от нуля матрич
ных элементов между функцией основного состояния и любой 
однократно возбужденной конфигурацией. Для достижения само-
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согласования достаточно провести варьирование пугем смешива

ния всех занятых МО со всеми виртуальными МО. 
Очевидно, что все предыдущие рассуждения имеют силу и для 

многодетерминантной функции фо. Однако если в случае хартри
фоковской функции имеет смысл смешивать занятые орбитал~ 
только с виртуальными МО, то в методе MCSCF возможно сме
шивать орбитали разного типа. В этом случае равенство (17.4) со
ответствует обобщенной теореме Бриллюена, а выполнение ра
BeHc:r;Ba 

является признаком достижения самосогласования. 

Наиболее эффективными процедурами прямой минимизации 
являются те, которые основаны на методе Ньютона- Рафсона. 

В одномерном случае можно записать энергию как функцию ко
ординаты х. Если ограничиться гармоническим приближением, 
полагая, что минимуму энергии соответствует точка Хо, получим 

Задача заключается в том, чтобы найти значение Хо. Первая и 
вторая производные в точке Х равны 

Решение находим за «один шаг»: 

хо = Х _ дЕ(х) / д 2 Е(х) . 
дх дх2 

(17.5) 

Гармоническое приближение достаточно хорошо только в не
посредственной окрестности точки минимума. Поэтому в реаль
ных ситуациях, где зависимость является более сложной, реше

ние (17.5) приводит лишь к некоторой новой точке, которая ско
рее всего будет ближе к точке минимума, чем исходная точка. 
Повторяя этот процесс и стартуя каждый раз с новой точки, по
лученной по уравнению (17.5), можно найти точку минимума с 
любой заданной точностью. Процесс, основанный на методе Нью
тона - Рафсона, сходится квадратично - невязка (ошибка) для 
итерации n является квадратичной функцией ошибки на итера
ции (n - 1). 
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В многомерном случае набор первых производных энергии по 

координатам образует вектор G - градиент, а набор вторых про
изводных - матрицу Н, называемую гессианом. В методе MCSCF 
беруг производные по параметрам смешения молекулярных орби
талей Xpq (параметрам вращений). Процесс основан на итерацион
ном решении (17.5), которое в многомерном случае имеет вид 

- -1 ХО =X-GH . 

Как описано выше, нахождение градиента сводится к вычис
лению матричных элементов 

J Ф~НФi~аd't, J Ф7~аНФоd't, 
расчет которых проводят по правилам вычисления матричных эле

ментов между детерминантами. Формулы для расчета гессиана 
имеют более сложную структуру, но также выражены через мат
ричные элементы гамильтониана. На практике используют раз
личные приближенные варианты метода Ньютона- Рафсона, опи
сание которых выходит за рамки данного пособия. 

Наибольшее распространение в практике расчетов получил 
вариант метода MCSCF, называемый полным конфигурационным 
взаимодействием в активном пространстве (Comp1ete Active Space 
Se1f Consistent Fie1d - CASSCF). В этом методе все орбитали де
лятся на три группы: 

1) неактивные орбитали; 
2) активные орбитали (будем обозначать их индексами i,j); 
3) внешние орбитали, называемые также вторичными или вир

туальными (индексы а, Ь). 
Орбитали произвольного типа будем обозначать индексами р, q. 
Неактивные орбитали - это дважды занятые МО, входящие 

во все детерминантные функции конфигурационного базиса. Не
активные орбитали заняты 2Мэлектронами, где М-число неак
тивных МО. Остальные электроны распределены всеми возмож
ными способами по активным орбиталям, которые выбирают из 
занятых и виртуальных орбиталей, полученных в расчете метода
ми самосогласованного поля. Таким образом, в активном простран
стве проводится полный расчет конфигурационного взаимодей
ствия (Comp1ete CI). Все активные орбитали считаются занятыми, 
причем заселенности этих орбиталей могут иметь нецелочислен
ные значения и лежат в пределах от нуля до двух. Внешние орби
тали остаются вакантными, они не входят ни в один из детерми

нантов конфигурационного базиса. 
Метод CASSCF представляет собой расширение метода ССП 

дЛЯ случаев, когда наблюдается вырождение или почти вырожде
ние состояний. При этом в максимальной степени сохраняется 
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концептуальная простота метода Хартри - Фока. В частности, Об-. J 

щим является деление на занятые инезанятые орбитали, хотя; j 
число конфигураций, построенных в пространстве занятых (неак" ,1 

тивных и активных) орбиталей, больше единицы. Расчет МОЖНОj\ 
рассматривать как полный в пространстве конфигураций, гене.,.! 
рируемом занятыми орбиталями. Движение электронов, наХОДЯ.l:1 
щихся на активных орбиталях, происходит в поле, порождаемом'1 
электронами как на неактивных, как правило, дважды заНЯТЫХ.1 

МО, так и на активных МО. Очевидно, что неактивные орбитали: 
следует выбирать таким образом, чтобы они не вносили вклада B~ 
эффекты, связанные со статическими корреляциями. Выбор же.! 
активных орбиталей полностью определяет многодетерминаНТНУЮI 
функцию метода CASSCF. Число конфигураций в такой функции: 
резко возрастает при увеличении числа активных орбиталей. Хотя. 
технически расчеты с 10-12 такими МО в настоящее время H~ 
приводят к существенным трудностям, следует иметь в виду, что 

метод CASSCF не рассчитан на учет динамических корреляций,: 
Как и в методе ССП, задача заключается в построении функции 
нулевого приближения, которая может служить хорошей основой 
для дальнейших уточнений. Эта цель часто достигается путем ис-. 
пользования относительно небольшого числа активных орбита
лей. Для учета динамических корреляций можно воспользоваться 
методами многодетерминантной теории возмущений (см. далее) 
или многоссылоч:-юго конфигурационного взаимодействия (Multirefe
rence Configuration Interaction - MRCI). 

17.4. Метод связанных кластеров 

Метод связанных кластеров (Coupled Clusters - СС) отличает
ся от метода СI способом построения волновой функции, кото
рую также записывают в виде линейной комбинации детерми
нантных функций. В методе СI возбужденные конфигурации полу
чают действием на ссылочную функцию операторов возбуждения 

Ci, где i - кратность возбуждения: 

(17.6) 

Результат действия этих операторов на ссьmочную функцию ФО 
можно представить следующим образом: 

(Сl + С2 + .. ·)ФО ::: LсtФf + L L СijЬФf/ + ... (17.7) 
i,a i>ja>b 

Напомним, что коэффициенты при конфигурациях являются 
параметрами, определяемыми вариационным методом. 

в методе связанных кластеров оператор возбуждения записыва
ют в экспоненциальной форме 

1
'1' > - еТ 1 ФО >::: (1 +1' +1-1'2 +lтЗ 

+ ... ) I Фо}, 
се - 2! 3! 

Т ::: 1'1 + 1'2 + Тз + ... , 

~ ла 

Тl ::: Ltt ti , 
,",а 

Операторы возбуждения 1"; действуют на детерминантные функ-
~ ta tab 

ции точно так же, как операторы С i. Обычно параметры i, ij , ... 

называют амплитудами. Как и в методе CI, классификаци~ про
водят по кратностям возбуждений, включаемых в оператор Т. Так, 
если Т::: 1'1 + 1'2, говорят О методе связанных кластеров с учетом 
однократных (Single) и двукратных (Double) возбуждений <S:CSD). 
Если включены только двукратные возбуждения, то такои вари
aHT обозначают CCD и т.д. Однако в отличи~ от метода CI, вслед
ствие экспоненциальной записи оператора Т в действительности 
функция метода СС содержит конфигурации, соответствующие 
возбуждениям более высокой кратности, чем включенные в опе-

ратор Т. Так, для Т::: 1'1 + 1"2 имеем 

л ~ ~ 1 ~ T~)2 ) 1 Ф > 
l'I'ее)=еТIФо>=(1+Тl+Т2+'2(Тl+ 2 + ... 0= 

=[1+1'1 +1'2 +~(TITl +21'/[2 +ТД;2)+ ... ] I ФО) = 

=1 ФО > + I,tf 1 фf) + L L tf}b I Фf/> + ~ ~ "~:JiatJ 1 Фf/> + 
i,a i>j a>j l,a j,b 

(17.8) 

Как видно помимо одно- И двукратно возбужденных конфи
гypaций в фу~кцию метода CCSD входят и конфигур~ции, полу
чаемые путем трех-, четырехкратных и более высокои кратн~сти 
возбуждений. Очевидно, максимальная кратность возбуждении ог
раничена числом электронОВ в системе. 

Экспоненциальная форма представления оператора возбужде
ний имеет еще одно важное следствие. Если система состоит из 
двух невзаимодействующих фрагментов (молекул) А и В, то пол-
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ная волновая функция метода связанных кластеров является про
изведением функций СС этих молекул 

1 ':Рее) = еТ 1 Фа> = еТЛ+ТВ 1 Фа)Л 1 Фа)В :::: еТА 1 фа)ЛеТВ 1 Фа)В = 

=1 ':Рее)Л I ':Рее)В, 
а энергия равна сумме энергий невзаимодействующих фрагмен

( тов (так называемое свойство согласованности по размеру). Функ
ция метода CI в этом случае выглядит следующим образом: 

~ ~ )Л )В ':Ре! = (l+Сл +СВ) I Фа I Фа , 

и энергия не равна сумме энергий невзаимодействующих фраг
ментов. 

Сопоставляя формулы (17.7), (17.8) можно сделать вывод, что 
должно быть определенное соответствие между коэффициентами 
функции CI и амплитудами функции СС. Покажем это на про
стейшем примере двухэлектронной системы с двумя атомными 
базисными функциями. В приближениях CISD и CCSD функции 
имеют вид 

':Р eeSD = [1 + i\ + 7'2 + ~ (7',)2 J Icrg(X crgPl = 

= Icrg(X crg~1 + 

+t,lcrg(X ay~1 + t,lcru(X ay~' + 

+t2 Icru(X ay~1 + ~ t? 'ау(х au~' + ~ t? 'аu(х ay~1 = 

I I 
г;; Icrg(X ay~1 + 'ау(х crg~1 2 

= crg(X crg~ + ",2t, .J2 + и2 + t, )lcru(X cru~l, 

Здесь испОльзована так называемая промежуточная нормиров
ка (коэффициент при ссьmочной конфигурации равен единице). 
Из приведенных равенств следует, что 

С, :::: .J2t,; С2 :::: t2 + t?, 
Расчеты молекулярного иона НеН+ (в минимальном базисе 

STO-6G, что позволяет точно рассмотреть задачу в приближе
нии полного конфигурационного взаимодействия) приводят к 
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следующим значениям коэффициентов Ci и t i : С, = -0,016409; 
С2 =-0,064232; t, =-0,011603; t2 =-0,064367. Легко проверить, что 
эти значения удовлетворяют приведенным соотношениям между Ci 
и (i' Отметим, что оба метода дают одинаковую энергию -2,875263 а. е. 
К настоящему времени разработан ряд процедур для расчета 

амплитуд метода СС, мы опишем лишь в общих чертах одну из 
них. 

Уравнение для собственных значений функции СС имеет вид 

(Н - Е) I ':Рее) = О. 

Здесь Е - полная энергия метода СС. Умножим это равенство 
слева на ФО и проведем интегрирование по электронным коорди
натам 

f ФО (Н - Е)':Р eed't Е (Фа lil - Е\ ':Р се) = О. 

Выразим I ':Рее> через оператор возбуждений и ссьmочную функ
цию Фа, в качестве которой обычно используют функцию метода 
Хартри - Фока: 

(Фа lil - Е\':Рее ) = (Фа \Н -Е\(1+7" + 7'2 + ... )Фа ):::: 

= (Фа Iн\Фо ) +(Фа Iн\7"Фа ) +(Фа IН\7'2Фа ) + 

+( Фа \il\7'ЗФа ) + ... - Е(Фа I Фа> - Е(Фа I 7',фо > - ... = 

= EHF + L L t{jЬ(Фа I Ф't/> - Е = О. 
i>j а>Ь 

(17.9) 

Здесь учтено, что матричные элементы между функцией ССП 
и однократно возбужденными конфигурациями, так же как и мат
ричные элементы между детерминантными функциями, отлича
ющимися более чем двумя спин-орбиталями, равны нулю; кроме 
того, все возбужденные конфигурации ортогональны к Фа. Ис
пользуя правила Слэтера для матричных элементов между детер
минантными функциями, получаем 

EHF + L L t{jЬ(Фа 1 Ф,!/> = EHF + ~ L t{jb(ab I у) = Е = EHF + Ecor · 
i>j а>Ь '>} а>Ь 

Отсюда следует, что энергия корреляции равна 

Ecor = LLt{jb(ab I у). 
i>j а>Ь 
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Заменяя в уравнении (17.9) (Фа 1 на (фf 1, (фf} 1, ... , получаеМj 
цепочку уравнений для нахождения амплитуд: 

( 

(Фf /н- Е/'Рее ) = О, 

(Фf/ /Н - Е/ 'Рее) = О, 

В эти~уравнения в качестве коэффициентов при неизвестны)( 
(t7, t'JJ, ... ) входят разности энергий МО и комбинации двухэлек ... 
тронных интегралов. Уравнения решают итерационно до достиже.., 
ния заданной точности". На практике обычно используют MeTO~ 
связанных кластеров в приближении CCSD, однако часто трой, 
ные (Triple) возбуждения включают в расчет, учитывая их мето': 
дом теории возмущений (такой вариант обозначают CCSD(T». 

Отметим, наконец, название метода связано с тем, что функ
цию 'Рее можно рассматривать как результат замены группы орби
талей в ссылочной конфигурации (например, <Pi, <р) на кластер
ную функцию hj, описывающую корреляцию между электронами 
на этих орбиталях**. ' 

17.5. Метод многочастичной теории возмущений 

Один из способов учета электронной корреляции - использо
вание теории возмущений. Рассмотрим метод Мёллера- Плессе 
(МРn, где n - наивысший порядок теории возмущений, исполь
зованный в расчете). 

Прежде всего необходимо выбрать функцию, энергию нулево
го приближения и оператор возмущения. В качестве функции ну
левого приближения берут функцию, полученную методом Харт
ри - Фока ('PHF). При указанном выборе волновой функции нуле
вого приближения естественно принять в качестве оператора воз

мущения W флуктуационный потенциал F(r) (см. выше). Этот 
оператор удобно записать в виде 

__ .......... N __ 

W=H-l-Fi, 
i 

* Достаточно подробно, хотя и в несколько ином контексте, эта методика 
описана в статье: Рор/е J., Head- Gordon М., Raghavachaгi К. / / J. Сhеш. Phys. - 1987. -
У. 87. - Р. 5968. 

** Подробный обзор по методу связанных кластеров см.: Crawford Т. D., Schae
fer н. F. / / Reviews in Сошрutatiоnаl Сhешistry. V.14 / eds К. В. Lipkowitz, О. В. Boyd.
N. У.: Wiley and Sons, 2000. 

246 

где N - число занятых орбиталей, а гамильтониан невозмущен

ной задачи - в виде 

~ N ~ 
Но = l-Fi. 

i 

Все детерминантные функции 'P Q, полученные из хартри-фо
ковской путем замены орбиталей в 'PHF, являются собственными 

функциями Н О : 

н О 'Р Q = EQ 'Р Q' 

Энергия нулевого приближения равна сумме орбитальных энер

гий 

N 
Е(О) = l-E.i' 

I 

Сумма энергии нулевого приближения и поправки к энергии 
первого порядка равна энергии, полученной в расчете методом 

Хартри - Фока: 

Е(О) + E(l) = ('PHF /HO\'P HF ) + ('PHF \W/'PHF ) = 

~(~HFI~Fil~HF H~HFIH -~Fil~HF) ~ 
= ('PHF /H/'P HF ) == EHF • 

Поправка второго порядка к энергии рассчитывается по обыч
ной формуле теории возмущений 

\( 'Р HF \W\ qt Q )\2 
Е(2) = -l- ~------:=-----'-

Q EQ - ЕИF 

Все матричные элементы, соответствующие однократным воз
буждениям, согласно теореме Бриллюена равны нулю. В знамена
теле все члены положительные, так как функции qt Q получены 
путем замены занятых орбиталей в 'PHF на виртуальные. Поэтому 
поправка второго порядка к энергии всегда отрицательная, и рас
чет с использованием метода МР2 всегда приводит к понижению 
энергии. Метод теории возмущений Мёллера- Плессе невариа
ционный, поэтому предугадать поведение энергии при включе-
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нии поправок более высоких порядков (МР3, МР4) невозможноl 
На практике при оптимизации геометрии с учетом корреляциР! 
используют метод МР2, а уточнение энергии после оптимизациИ 
геометрии проводят методом МР4. 

Разработан также вариант метода МР2 дЛЯ расчета с много
конфигурационными функциями нулевого приближения. В реали
зованных методиках многодетерминантные функции нулевого 

приближения получают методом CASSCF. Оператор Н о строят 

K~ CYMMY~H~KOTOPЫX одноэлектронных операторов, после чего 
путем прямо и минимизации полной энергии получают волновые 
функции первого порядка, с которыми и рассчитывают поправки 

второго ~орядка к энергии. Таким образом, в рамках теории воз
мущении можно получить одновременно энергии нескольких со

стояний, что очень удобно, в частности для расчета электронных 
спектров молекул. 

17.6. Сравнение методов, учитывающих корреляционные 
эффекты 

Подведем некоторые итоги рассмотрения многоконфигураци
онных методов учета корреляционных эффектов. 

1. Размер конфигурационного базиса чрезвычайно быстро ра
стет с увеличением числа базисных функций. Особенно хорошо 
эт~ видно В случае метода полного конфигурационного взаимо
деиствия. Для молекул с числом атомов, большим 4-5, этот ме
тод не может быть использован в рутинных расчетах. Разумно ог
раничиться приближением CISD, но как видно из рис. 17.3, ту же 
степень учета корреляционной энергии можно обеспечить, ис

пользуя метод теории возмущений, который требует гораздо мень
ше времени и машинных ресурсов. Недостатком этого метода яв
ляетс~ то, что он применим в основном для оценки корреляци

оннои энергии основного состояния. Расчеты энергий возбужден
ных состояний методом CASSCFjMP2 для получения достаточно 
надежных результатов требуют использования больших базисов и 
высоких параметров вычислительной техники. Метод СI позволя
ет не только рассчитать энергии возбужденных состояний, но и 
проанализировать структуру волновых функций, в том числе и 
для основного состояния, что особенно важно в случае наличия 
вырождения или почти вырождения. 

2. Метод связанных кластеров дает значения энергии корреля
ции, весьма близкие к полученным в расчете методом полного 
КВ. Приближение CCSD характеризуется лучшими значениями 
энергии корреляции, чем метод CISD. Это объясняется тем, что в 
методе связанных кластеров в волновой функции учитываются 
возбуждения большей кратности, чем это «заявлено». Однако ме-
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рис. 17.3. Зависимость энергии корреляции для молекулы воды от числа 
базисных функций: 

1 _ результаты расчета методоМ CCSD(T); 2 - методом МР2 

тод связанных кластеров требует больших ресурсов памяти, что 
ограничивает его использование относительно небольшимИ мо-
лекулами. 

3. Как видно из рис. 17.3, наиболее широко используемые в 
расчетах базисы умеренных размеров (6-31G, 6-31G") дают все
го около 50 - 60 % полной энергии корреляции, которая в слу
чае молекулы воды составляет приблизительно -0,3 а.е. (около 
200 ккалjмоль). Более широкие базисы (типа cc-рvТZ), дающие 
хорошие оценки энергии корреляции, практически не могут быть 
использованы в массовых расчетах. 

4. К методам, учитывающим эффекты электронной корреля-
ции, относится также метод функционала плотности, подробно 
описанный в гл. 18. 

Контрольные задания 

1. относятся ли метод конфигурационного взаимодействия и метод 
связанных кластеров к вариационным? 

2. Какие параметры являются варьируемыми в многоконфигурацион-
ных методах ССП? 

3. Как изменится энергия основного состояния при расчете методом 
СI с учетом только однократно возбужденных конфигураций? 

4. В чем заключается метод (приближение) полного конфигурацион-
ного взаимодействия? 

5. На с. 2з6 приведена симметризованная функция ДЛЯ синглетного 
состояния молекулы пиридина, соответствующего возбуждению с орби
тали (jJt9(at) на орбиталь (jJ22(b2). Постройте симметризованную функцию 
для соответствующего триплетного состояния (Ms = О). 
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Глава 18 

МЕТОД ФУНКЦИОНA7IA ПЛОТНОСТИ 

18.1. Общая характеристика 

Метод функционала плотности (Density Functional Theory ~ 
DFТ) стал особенно популярным в последние годы, хотя его ос
новная идея - зависимость свойств атомов или молекул от рас
пределения электронной ПЛОтности в этих системах - была вы"; 
сказана еще в конце 1920-х гг. в работах Л. Томаса и Э. Ферми. Ме
тод Томаса-Ферми с определенным успехом применялся при 
расчетах электронной структуры атомов. 

Действительно, полная энергия молекулы содержит в качестве 
основного слагаемого электростатическое взаимодействие элект-' 
ронов между собой и ядрами. Оба этих вклада могут быть прямо 
выражены через электронную ПЛотность (р(Р) ). 

в методе Томаса-Ферми (1927) Функционалы кинетической и 
потенциальной энергий бьmи представлены в следующей форме: 

Т"" CF J р(r)5/Зdf, 
U =.!.JP(r)p(r') d-d-' 

2 'Р-Р'I г г, 

где Р, Р' - координаты электронов; CF = (3j10)(31t2)2/З = 2,8712. 
ПОЗдI:,ее Дж. Слэтером бьmа предложена формула для расчета 

обменнои энергии, согласно которой одноэлектронный обмен
ный потенциал VX<X (Р) в некоторой точке пропорционален плот
ности для электронов с данной проекцией спина (1 или J,) в 
степени 1/3: 

- ( 3 _ )1/3 _ ( 3 1/3 
VXai(r) = 6а 41tPi(r) ; VX~,J.(r) = 6а 4n P,J.(r») (18.1) 

Числовой множитель а согласно различным оценкам лежит в 
пределах от 2/3 до 1. 

Однако теоретическая база метода появилась лишь в 1964 Г., 
когда бьmа опубликована теорема ХОЭНберга - Кона*. Согласно этой 

* Hohenberg Р., Kohn W. // Phys. Rev. в. - 1964. - У. 136. _ Р. 864. 
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теореме электронная плотность р(Р) основного состояния много
электронной системы, находящейся во внешнем потенциале Vвнеш, 
однозначно (т.е. с точностью до некоторой несущественной по
стоянной) определяет этот потенциал. Поскольку электронная 
плотность определяет также число частиц в системе, она дает пол

ный гамильтониан системы. 
Таким образом, электронная плотность определяет все свой

ства, получаемые путем решения уравнения Шрёдингера, а ожи
даемое значение любой наблюдаемой (физической) величины L 
для системы в основном состоянии представляет собой фУНКl.JjI0-
нал точной (правильной, истинной) электронной плотности ос
новного состояния 

('1' I Z 1 '1') = Цр(Р)]. 

Это утверждение относится и к гамильтониану системы, Т.е. 
полная энергия может быть представлена как функционал элект

ронной плотности р(Р). 

Рассмотрим более подробно, что собственно следует из теоре
мы Хоэнберга-Кона. Источником внешнего потенциала в моле
кулярной системе являются атомные ядра, а создаваемый ими 
потенциал определяется их расположением. Из формулировки тео
ремы видно, что не только положение атомных ядер обусловли
вает распределение электронной плотности в молекуле (получае
мое при решении, например, уравнений Хартри-Фока, в кото
рые в явном виде входит взаимодействие электронов с ядрами), 
но и само расположение атомных ядер может быть найдено исхо

дя из функции р(Р). 

На теореме Хоэнберга-Кона базируется разработанная У. Ко
ном и Л. illэмом вычислительная схема, известная как уравнения 
Кона- Шэма*. Вывод уравнений Кона- Шэма основан на вариа
ционном принципе и требует некоторых предварительных преоб
разований (в которых мы для простоты записи опустим указания 
на то, что рассматриваемые вклады в полную энергию, как и сама 

полная энергия, являются Функционалами электронной плотно
сти). 

Представим точную полную энергию (Еех) и полную энергию 
метода Хартри-Фока (EHF) в виде сумм кинетической и потен
циальной энергий 

Еех = Т+ V, 

EHF = то + VH + Vx, 

* Kohn w., Shaт L.J. // Phys. Rev. А. - 1965. - У. 140. - Р. 1133. 
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где VH , ~ - энергия электрон-электронного взаимодействия безl 
учета обменного взаимодействия и с учетом обменного вклада~ 
соответственно. 

Поскольку точная потенциальная энергия включает ПОМИМUj 
VH и ~ еще и энергию корреляции ~oг, то видно, что : 

~oг = Т- То. ·1 

Здесь необходимо пояснение. Полученное равенство, хотя и 
ЯВJц[ется несколько неожиданным, отражает тот факт, что точное.: 
значение кинетической энергии соответствует коррелированному: 
движению электронов, а То - кинетическая энергия метода Харт- . 
ри - Фока - независимому движению невзаимодействующих элек
тронов, что видно из выражения для оператора полной энергии. 
метода Хартри-Фока (см. гл. 15). Поскольку функционал кинети-' 
ческой энергии, дающий точное значение кинетической энергии 

Т[ р(г) 1 неизвестен, желательно воспользоваться функционалом 
То [ р(г) ] для не взаимодействующих электронов. Для таких элект- . 
ронов, движущихся В заданном внешнем потенциале V(f), вариа
ционный принцип принимает вид 

Е -> [p(f)1 = IV(f){5(f)dr + 7Q[{5(r)1;::: Е. (18.2) 
V(r) 

Выражение (18.2) должно быть стационарно по отношению к 
таким вариациям плотности, при которых сохраняется полное 

число электронов: 

где 8P~Г) То[р(г)1 - функциональная производная, определяющая 

изменение функционала IТo[P(f)]df при варьировании р(г). Лаг
ранжев множитель Е обеспечивает сохранение числа частиц. 

Функциональная производная определяется следующим образом: 

8F[f(x)] = F[f(x) + 8f(x)] - F[f(x)1 = f ~f(x)dx 
8f(x) . 

Функция р(г) - точная плотность основного состояния для 

N 

заданного потенциала; р(г) = L 1 «Jj(f) 12. Одночастичные волно
j=l 

вые функции являются решениями уравнений 

(-~Ll+V(f)-Еj }j(f) =0, 
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которые описывают состояния рассматриваемых невзаимодейству
ющих (по условию) частиц, движущихся во внешнем потенциале 

V(f). 
Функционал для взаимодействующих частиц с учетом обмен-

ных взаимодействий может быть построен аналогично В~Iраже
нию (18.2) с использованием функционала кинетическОи энер
гии для невзаимодействующих частиц. Поскольку, как было по
казано выше, энергия корреляции определяетс~ разность~ между 
точной кинетической энергией и кинетическои энергиеи в при
ближении невзаимодействующих частиц, то для построения та
кого функционала добавим в (18.2) так называемый функционал 
обменно-корреляционной энергии ЕхАр(г)] , что приводит к ва-
риационному принципу 

EV(f)[p(f)] = fV(f)p(f)df + 

+ То [p(f)] + ~ f p~~r,;) dfdf' + Е хс [р(г)] ;::: Е. (18.3) 

Варьируя функционал, входящий в выражение (18.3), получа
ем одночастичное уравнение (уравнение Кона- Шэм~), которое 
формально совпадает с уравнением для невзаимодеиствующ~х 
частиц движущихся в эффективном потенциале Vef, которыи, 
однако', включает взаимодействие между частицами: 

Здесь 

-(-') 
V -) f р r d-' Е (-). v;,j (г) = (r + 'Г _ г'l r + хс r , 

Ехс(г) - локальный обменно-корреляционный потенцИал, ~YНK
ционально зависяЩИЙ от полного распределения плотности. 

Ехс(г) = f fxc(p(f)dv, 

где fxc(p(f) - функция от электронноЙ плотности, B~Д котор.?Й 
должен быть еще определен (вид некоторЫХ функции fxc(p(r» 

будет приведен далее). 
Как и ранее, плотность рассчитываем по формуле 

N 
р(г) = L 1 «Jj(f) 12. 

j=l 
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Обменно-корреляционный потенциал можно записать чере4 
электронную ПЛотность в виде 

В такой форме записи неявно отражено то, что обменная эне~ 
гия и энергия корреляции носят существенно нелокальный х 
рактер, т. е. зависят от поведения электронной плотности не толь 
ко в точке r, но и в ближайших областях пространства. . , 

.~ Самое простое приближение - приближение локальной пло ' 
ности (Local Density Approximation - LDA) получается, если пре( 
небречь этой зависимостью и считать, что Ехс зависит только 01 
плотности в данной точке. Это приближение является точным дл!fJ 
однородного электронного газа. 

Приближением более высокого порядка является обобщенно~\ 
градиентное приближение (Generalized Gradient Approximation -:-j 
G~: j 

Ехс[р] = 1 Р(Г)Ехс{Р(Г), Vp(r)}dr, 

в котором УЧитывается изменение плотности при переходе к со-, 
седним точкам. 

Обычно потенциал Ехс[р] записывают в виде суммы двух со'" 
ставляющих: обменного Ех[р] и корреляционного Ес[р] функцио-: 
налов. Приведем список I:Iекоторых наиболее часто используемых 
функционалов (табл. 18.1). 

Обменные и корреляционные потенциалы определяют исходя 
из результатов расчетов для Однородного электронного газа раз
личной ПЛОтности (в том числе с варьируемым соотношением 
между ПЛОТНОСтями электронов с различной проекцией спина) 
или путем Подгонки эмпирических параметров. В качестве приме
ра приведем обменный функционал Беке, в котором Вводится 
поправка к функционалу для однородного электронного газа 

где s(r) = ';~з'(~) -безразмерный градиент. 
Функция /(s(1) имеет следующий вид: 

/(s(1) = ~(S(f)2 . 
1 + 6~s(f) sin h-Is(r) 

Значение параметра ~ (~ = 0,0042) было определено с исполь
зованием результатов расчетов методом Хартри - Фока для атомов 

?'i4 

Таблица 18.1 

Функционалы плотности в приближениях LDA и GGA 

Функцио- Прибли-
Вид функционала 

Обозна-
Литература 

нал жение 'lение 

Обмен- LDA Функционал S 
ный ОIЭ'rера (см. фор-

мулу (18.1)) 

ааА Функционалы В86, Becke А.д // J. Chem. 
Беке В88 Phys. - 1986. - У. 84.-

Р.4524 

Becke Ад / / Phys. Rev. 
А. - 1988. - У. 38.-
Р.3098 

Функционалы PW86, Perdew J. Р., Wang У. / / 
Пердью-Янга PW91 Phys. Rev. В. - 1986. -

У. 33. - Р. 8800; 1992. -
У. 46. - Р. 6671 

Корре- LDA Функционал VWN Vosko S. н., Wilk L., 
ляцион- Воско-Вил- Nusair М // Canad. J. 
ный ка-Нусера Phys. - 1980. -

У. 58. - Р. 1200 

ааА Функционал Р86 Perdew J. Р. / / Phys. Rev. 
Пердью В. - 1986. - У. 33. -

Р.8822 

Функционал LYP Lee с., Yang W, 
Ли-Янга-Пар- Ра" R. G. / / Phys. Rev. 
ра В. - 1988. - У. 37. - Р.785 

шести благородных газов - от гелия до радона. Качество подгонки 
параметров демонстрируют следующие данные: для гелия обмен
ная энергия равна -1,0269 а.е. по Хартри-Фоку, -1,0257 а.е. по 
Беке' для неона соответственно -12,126 и -12,148 а.е. Обменная 
энер~ия рассчитанная по Слэтеру, сильно отличается от приве
денных ;начений: -0,8846 а.е. для гелия и -11,043 а.е. для неона. 

В расчетах функционалы, полученные разными авторами, обычн~ 
используют в неких сочетаниях, например SVWN - обменныи 
функционал Слэтера с корреляционным функционалом Воско
Вилка- Нусера. Кроме того, сейчас широко используют так назы
ваемые гибридные методы, в которые входят обменные и корреля
ционные потенциалы разных типов. Один из наиболее популярных 
гибридных функционалов - функционал ВЗLУР: 

Е (1 а )ELSDA + rlл EHF + а дЕВ88 + ас EcLYP + (1- ас )E;vm , хс== -о х "IJX Х Х 

й{) = 0,20, ах = 0,72, ас = 0,81, 
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Таблица 18.~ 

Значения геометрических параметров и колебательных энергий 
молекулы воды, рассчитанные разными методами 

1 

Длина 
Частота нормального 

Валент- колебания, см-1 
Диполь-, 

Еполная., связи ныйугол, 
Метод 

а,е. О-Н, НОН, Дефор- Валент- Валент- ный MO~_' 

нм град мацион- ное сим- ное асим- мент, Д I 
ное метричное метричное 

RНP -76,053 0,0941 106,2 1726 4243 4142 2,196 

МР2 -76,279 0,0960 103,4 1640 3979 3858 2,259 

SVWN -75,898 0,0971 105,1 1520 3819 3708 2,214 

В3LYF -76,422 0,0962 105,1 1610 3894 3792 2,159 

Экспе- -76,438 0,0958 104,5 1648 3943 3832 1,854 
риме н-

тальные 

данные 

где !!,.E~88 - градиентная поправка для обменного функционала. 
Приведенные значения параметров метода B3LYP бьmи опре

делены путем сравнения расчетных данных с экспериментальны

ми значениями энергий атомизации для 56 соединений. 
Приведем данные о качестве расчетов с двумя из наиболее ча

сто используемых функционалов - S,VWN и B3LYP (табл. 18.2, 
базис 6-311++G**). 

Все методы, учитывающие корреляционные эффекты, гораздо 
лучше, чем приближение ССП (RHF), воспроизводят как гео
метрические параметры молекулы, так и колебательные частоты. 
Как правило, расчеты дают завышенные значения колебательных 
частот, исключение составляет функционал SVWN, с помощью 
которого частоты получаются заметно заниженными. 

18.2. Метод Кара - Парринелло 

Метод Кара - Парринелло был задуман как метод изучения 
структуры и динамики очень больших систем, в том числе кри
сталлов, реакций на поверхности кристаллов. Типичным подхо
дом при решении столь сложной задачи является использование 
потенциалов, полученных с помощью экспериментальных дан-
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ных, Т.е. полуэмпирических методов. Обращение к неэмпириче
ским методам требует многократного построения и диагонализа
ции матриц гамильтониана очень большой полной энергии. 

Рассмотрим, например, жидкую фазу, потенциальная энергия 
которой определяется взаимным расположением молекул. Меняя 
на каждом шаге случайным образом положение и ориентацию 

одной частицы, можно путем отбора неприводящих к повыше
нию энергии изменений добиться постепенного достижения рав

новесного состояния, для которого энергия будет флуктуировать 
возле некоторого оптимального значения. Однако Р. Кар и М. Пар
ринелло* пришли к выводу, что более эффективным является 
достижение оптимального значения некоторых выбранных харак
теристик системы методом молекулярной динамики (МД), в ко
тором рассматривается также кинетическая энергия молекул. За
дают исходные положения и скорости всех молекул системы, после 
чего путем решения соответствующих уравнений движения нахо
дят новые положения частиц через заданный временной интервал. 
Этот процесс повторяют, причем постепенно температуру систе
мы (которая определяет скорости молекул) понижают и в преде
ле Т -7 О получают искомое оптимальное решение. Новым в под
ходе Р, Кара и М. Парринелло было то, что волновые функции 
электроннОЙ подсистемы (орбитали) 'Vi(r) и внешние п~раме:ры 
ау (например, объем системы N, размер элементарнои ячеики 
для кристалла) рассматривают как координаты неких фиктивных 
частиц, которым приписывают определенную массу (j.!- для вол
новых функций; !ly- для внешних параметров). Тогда появляетс~ 
возможность включить эти частицы в общую систему уравнении 
движения. Таким образом, оптимизация волновых функций и оп
тимизация положений атомов проводятся одновременно, что и 
составляет важную особенность метода Кара - Парринелло. 

Запишем полную энергию в следующем виде: 

E[{'Vi}' {R[}, {ау}] = t l dЗ"'V7(r)[- ;: V2 ]'Vi(r) + U[{'Vi}' {R[}, {ау}]. 
Эту энергию рассматривают в качестве потенциала, в KOTOPO~ 

происходит движение всех «частиц» (ядер, волновых функции, 
параметров), при этом уравнения движения приобретают следу
ющий вид: 

!l'Vi(r, t) = -оЕ! o'V7(r, t) + I,Лik'Vk(r, [), 
k 

М[Й[ = -v R[E, 

!ly(Xv = -(дЕ / дау ). 

* Саг R., Parrinello М. // Phys. Rev. Lett. - 1985. - У. 55. - Р. 2471. 

9 Б"раноnский 

(18.4) 
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Е 

Поверхность 

Борна-Оппенгеймера 

Рис. 18.1. Схематическое изображение динамики системы в расчетах ме
тодом Кара-Парринелло. Показано сечение энергии E[{'Vi}, {R;}] при. 
постоянных {R;}. Траектория, полученная методом молекулярной дина
мики (жирная линия), близка к поверхности потенциальной энергии 

Борна - Оппенгеймера 

Здесь Aik - лагранжевы множители, вводимые с целью обеспе
чить ортогональность электронных волновых функций. 

Таким образом, будем решать уравнения движения при посте
пенном понижении температуры. При достижении равновесия 

имеем ll'Vi(r, t) = О. Учитывая, что 8Е /8\jf7 = H\jf7, первое из урав-

нений (18.4) можно представить в виде H\jfi = I.Aik\jfk' ЧТО С точ-
k 

ностью до унитарного преобразования совпадает с уравнением 
Кона - Шэма. Таким образом, возможно определение одновре
менно равновесного положения ядер и волновой функции моле

кулы. Только после достижения равновесия полученные характе
ристики при обретают смысл как описывающие реальную систему 
в конфигурационном пространстве, лежащем на поверхности по
тенциальной энергии. 

Однако задачу можно поставить иным образом: проследить во 
времени за ходом процесса (например, протекание реакции на 
поверхности или движение примесного центра в кристалле). При 

этом путь ядерной подсистемы будет проходить по поверхности 
потенциальной энергии, весьма близкой к поверхности метода 
Борна - Оппенгеймера (рис. 18.1). 
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18.3. Химические концепции в теории функционала 
плотности 

Теория функционала плотности открывает перед исследовате

лем широкие возможности в проведении расчетов больших си
стем (в том числе кристаллов). Однако в рамках подхода, основан
ного на функционале электронной плотности, сушествует еще одно 

направление, которое можно назвать «концептуальной теорией 
функционала плотности». Как выяснилось, аппарат метода DFT 
позволяет заново рассмотреть основы целого ряда химических 

концепций и принципов, таких, например, как электроотрица

тельность, теория мягких и жестких кислот и оснований и др. 
Обращение к теории функционала плотности позволяет лучше 
понять природу этих понятий, дать им формализованные опреде
ления и, наконец, рассчитать соответствующие величины*. 

Рассмотрим некоторые примеры. 

В рамках метода DFТ запишем вариационный принцип следу

ющим образом: 

8(Е -IlР(Г)) = О. 

Каков смысл лагранжевого множителя Il, роль которого - обес
печить сохранение числа электронов в системе? При заданном 
внешнем потенциале V множитель Il равен 

Il = (д~~) )v' 
а изменение полной энергии при условии постоянства внешнего 

потенциала составляет 

dEv = f 1l8p(r )dr = Il f 8p(r )dr = IldN, 

или 

Il = (дЕ J . 
дN v 

Хорошо видна аналогия с термодинамическим химическим 

потенциалом компоненты i в макроскопической системе при тем
пературе Т и давлении р: 

(дGl Ili = - . 
дni , р, n; (j",i) 

* Эти вопросы подробно рассмотрены в обзоре: Geerling Р., de Proft F., 
Langenaeker W. // Chem. Rev. - 2003. - У. 103. - Р. 1793. 
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Таким образом, по существу лагранжев множитель !l - это 

химический потенциал системы. 
Ранее, в 1961 г., Р. П. Ижковский И Дж.Л. Маргрэйв* показа

ли, что полные энергии атомов могут быть записаны в виде поли
номов от разности между числом электронов N и зарядом ядра Z: 

N-Z= n; Е= E(N) = аn4 + ЬnЗ + сn2 + dn. (18.5) 

-<Производную - (дЕ) , взятую при n = О, можно рассматри~ 
дn n=О \; 

вать как меру электроотрицательности атома. Полагая, что энер-; 
гия Е меняется непрерывным образом и дифференцируема; 
Р. П. Ижковский И Дж.Л. Маргрэйв предложили определить элек
троотрицательность через эту производную при фиксированном; 

заряде ядра 

х =-(~~} 
Поскольку коэффициенты а, Ь в уравнении малы, то выраже

ние (18.5) можно рассматривать как более общую форму записи 
определения электроотрицательности по Малликену через энер
гию ионизации и сродство к электрону: 

(18.6) 

Действительно, вычислим производную dE/dN при N = Z мето.,. 
дом конечных разностей. При переходе от катиона с зарядом +1 к 
аниону с зарядом-1 (I1N = 2) изменение энергии I1Epabho-(I + А), 

Z-N 
-1---.----

АЕ=-А 

Q---t---

АЕ=-I 

+ 1----'----

откуда и получаем равенство (18.6). 

* Iczkovski R. Р., Margrave J. L. / / J. Ат. Chem. Soc. - 1961. - У. 83. - Р. 3547. 
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Из сказанного ясно, что электроотрицательность есть не что 
иное, как химический потенциал, взятый с обратным знаком. 

Однако возникает вопрос: правомерно ли считать дифферен
цируемой величину, которая для атомов и молекул является це

лочисленной? Можно по казать для основного СОСТОЯНИЯ, что элект
ронная плотность Pa(r) некоторой ограниченной, но в остальном 
произвольной области пространства Q молекулы, однозначно 
определяет все свойства как в области а, так и в остальных обла
стях молекулы а', а также свойства всей системы в целом. Поэто
му малые изменения электронной плотности можно рассматри

вать как следствие перераспределения электронной плотности 

внутри молекулы. Уравнение (18.6) не только дает определение 
электроотрицательности в рамках формализма метода DFТ, но и 
открывает путь к теоретическому расчету этой величины для ато

мов и функциональных групп и атомов в молекуле. 
Обратимся теперь к теории мягких и жестких кислот и основа

ний. Напомним, что согласно этой теории льюисовские кислоты 
можно разделить на две группы. К первой группе относят кисло
ты, атом-акцептор которых положительно заряжен и имеет отно

сительно малый объем (Н+, Li+, Na+, Mg2+), ко второй - кислоты 
с акцептором, имеющим небольшой положительный заряд, но 
больший объем (Cs+, Сu+). Эта классификация по существу осно
вана на поляризуемости атомов (ионов), что позволяет ввести 
аналогичную классификацию для льюисовских оснований как же
стких (NНз , Н2О, р-) и мягких (Н-, R-, R2S). Согласно принци
пу, введенному Р. Г. Пирсоном, жесткие кислоты преимущественно 
взаимодействуют с жесткими основаниями, а мягкие кислоты -
с мягкими основаниями. Практическая применимость этой кон
цепции осложнена тем, что определение жесткости и мягкости 

не является однозначным и отнесение новых кислот и оснований 

к тому или иному классу может оказаться недостаточно обосно
ванным. Обращение к теории D FТ позволяет дать четкое и одно
значное определение. Согласно Р. Г. Парру и Р. Г. Пирсону* жест
кость определяется по формуле 

Т.е. как вторая производная энергии по числу электронов при за

данном внешнем потенциале. Записанная через производную хи
мического потенциала 

* Parr R.G., Pearson R.G. // J. Amer. Chem. Soc. - 1983. - У. 105. - Р. 7512. 
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жесткость выражает сопротивляемость химического потенциала по 

отношению к изменению числа электронов. Мягкость S может быть 
определена как величина, обратная жесткости: 

S=21~=(:1' 
Таким образом, теория функционала плотности позволяет кор

ректно описать термохимические свойства основного состояния и 
геометрическую структуру молекул. Однако этот метод (в том чис
ле его варианты, предназначенные для расчета электронных спек

тров молекул) приспособлен для работы с однодетерминантны
ми функциями. Между тем зачастую волновая функция имеет бо
лее сложную природу (например, является суперпозицией функ
ций, соответствующих различным схемам спиновой связи). Осо
бенно это относится к возбужденным состояниям. Очевидно, что 
в таких случаях метод функционала плотности оказывается нера
ботоспособным. Поэтому он не может заменить подходы, осно

ванные на многодетерминантных представлениях волновых функ
ций. 

Контрольные задания 

1. В чем заключается приближение локальной плотности? 
2. Какие функционалы называют гибридными? 
З. Как методом функционала плотности определяют мягкость и же

сткость кислот и оснований? 
4. При каких дополнительных условиях про водят варьирование элек

тронной плотности методом DFT? 

Глава 19 

ПОЛУЭМПИРИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ 

19.1. Общая характеристика 

Разработка и развитие полуэмпирических методов расчета мо
лекулярных структур составляет неотъемлемую часть квантовой 

химии. Эти методы используют как средство для расчета свойств 
молекул, так и для построения молекулярных моделей. При удач
ном выборе модели можно объяснять и предсказывать свойства и 
их изменения в рядах химических соединений. Более того, появ
ляется возможность интерпретации свойств на основе относительно 

простых качественных концепций. 

Первой расчетной схемой в рамках теории молекулярных ор
биталей бьш метод Хюккеля (1931). Этот метод основан на 1t-элек
тронном приближении, в котором в явном виде рассматривают 
только валентные 1t-электроны, а остальные электроны относят к 

замороженному остову, в поле которого происходит движение 

1t-электронов. Метод предназначен для исследования ненасыщен
ных углеводородов и включает всего два параметра: кулоновский 

интеграл а, описывающий энергию 2р,,-электрона атома углерода 

в ~оле остова, и резонансный интеграл ~, описывающий взаимо
деиствие между орбиталями соседних атомов углерода. При этом 
атомные орбитали считают ортогональными, т. е. перекрывание 
между ними не учитывают, так же как и взаимодействие между 
атомами, не являющимися соседними. Параметры таких атомов, 
как, например, атомы азота, кислорода выражают через парамет

ры атома углерода. Несмотря на свою простоту, модель Хюккеля 
оказалась чрезвычайно плодотворной для объяснения устойчивос
ти молекул, их реакционной способности и других свойств. В час
тности, для циклических систем бьшо сформулировано известное 
правило «4n + 2». Успехи теории способствовали включению кван
товохимического подхода в аппарат теоретической органической 
химии, а в дальнейшем (в 1950-1960-е гг.) - и биохимии. 

В методе Хюккеля межэлектронное взаимодействие в явном 
виде не учитывается. Это приводит к серьезному упрощению 
методики расчета, что было существенно в период, когда элект
ронная вычислительная техника либо отсутствовала, либо нахо
дилась в состоянии становления. Успех этого приближения по
зволил использовать его и в более поздних полуэмпирических 
методах, таких, как расширенный метод Хюккеля, метод Вольф-
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сберга- Гельмгольца, для расчета спектров комплексов переход~ 
ных металлов. 

В расширенном методе Хюккеля используют валентное при
ближение, т.е. рассматривают только валентные электроны. Диа
гональные матричные элементы модельного одно электронного 

гамильтониана аппроксимируют взятыми с обратным знаком по
тенциалами ионизации соответствующих электронов. Недиагональ
ные элементы включают интегралы перекрывания меЖдУ атом-

-<ными орбиталями. При диагонализации матрицы одноэлектрон
ного гамильтониана учитывают неортогональность базисных функ
ций. Расширенный метод Хюккеля часто используют для получе
ния исходных орбиталей в неэмпирических расчетах. 

В методе Вольфсберга-Гельмгольца (1952) рассматривают все 
валентные электроны соединения; диагональные матричные эле

MeHTЬ~ одноэлектронного гамильтониана H ii полагают равными 
взято и с обратным знаком энергии ионизации электрона, нахо..; 
дящегося на i-й атомной орбитали, а недиагональные элементы 
считают пропорциональными интегралам перекрывания меЖдУ 

соответствующими АО. В дальнейшем метод Вольфсберга- Гельм
гольца был усовершенствован (Г. Грэй и ДР., 1960-е п.) путем 
включения зависимости гамильтониана H ii от эффективного заря
да и электронной конфигурации атома в составе комплекса. Эта 
зависимость определялась на основании данных об энергиях элек

тронных состояний атомов. 

n:-Электронное приближение, но с включением параметров, 
описывающих электрон-электронное взаимодействие в явном виде, 

в одноэлектронный гамильтониан, было использовано в методе 
Паризера - Парра - Попла (РРР), предназначенном для расчета 
молекул органических соединений. Этот метод стал первым в ряду 
методов, основанных на уравнениях Хартри-Фока-Рутана и 
включающих приближение нулевого дифференциального nерекрыва
ния (Neglect of Differential Overlap - NDO), таких как CNDO 
(Complete Neglect of Differential Overlap), INDO (Intermediate 
Neglect of Differential Overlap), MINDO (Modified Intermediate 
Neglect of Differential Overlap), MNDO (Modified Neglect of 
Differential Overlap) и др. 

Метод CNDO (Дж. Попл, Д. Сэнтри, Г. Сигал, 1965) открыл 
период разработки методов расчета в полном валентном базисе 
который фактически продолжается и в настоящее время. Этот Me~ 
ТОД впервые позволил проводить расчеты любых соединений лег
ких элементов и составил серьезную конкуренцию методам, ос

нованным на построении модельных гамильтонианов (таких как 
расширенный метод Хюккеля, который используется в данное 

время в основном для получения стартовых орбиталей в неэмпи
рических расчетах). Методы, основанные на приближении NDO, 
используют сейчас главным образом для исследования биологи-
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ческих объектов, а также электронных спектров органических со
единений и комплексов переходных металлов. 

19.2. Приближение NDO 

в полуэмпирических методах молекулярные орбитали пред
ставляют в виде разложения по валентным атомным орбиталям, 

в качестве которых используют безузловые слэтеровские орбита
ли с радиальными частями 

(2r )2n+1 
1-'-..:.:~'--_rn-1 -~г 

(2n)! е. (19.1) 

Матричные элементы оператора Фока формально записывают 
так же, как в неэмпирических методах 

1 
FflV = ~v + I, PflV ([/lv I 0"1:] -"2 [/l1: I crv ]), 

a,~ 

при этом элементы матрицы плотности равны 

N 

Pflv = 2I,C:kCvk, 
k 

где N ~ число занятых орбиталей. 

(19.2) 

Приближение NDO заключается в том, что входящие в опе
ратор Фока интегралы (все или часть из них) полагают равными 
нулю, если они содержат произв.едение разных атомных орбита

лей, зависящих от координат одного и того же электрона 
(Xi(l)Xj(1), i"/:. Л. ЭТО означает, в частности, что атомные орбита
ли считаются ортогональными. 

В 1960-е гг. бьmи предприняты попытки обосновать приближе
ние NDO теоретически. Использовалось то обстоятельство что , 
возможен переход к ортогональному базису путем умножения на 
матрицу 8-1/2. Можно ожидать, что в симметрично ортогонализо
ванном базисе интегралы указанного типа будут малы и ими мож
но будет пренебречь, что существенно уменьшит число рассчиты
ваемых молекулярных интегралов и сделает возможным расчет 

достаточно больших молекул, что было весьма желательно при 
имевшемся уровне вычислительной техники. Однако расчеты, ос
нованные на такой методике, не привели к успеху: приближение 

оказалось слишком грубым, а ошибки в расчете остающихся 
интегралов ничем не компенсировались. В то же время методы, 
в которых вместо рассчитываемых величин используют парамет-
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ры, оцененные на основе экспериментальных данных, хорошо 

зарекомендовали себя при расчете различных свойств молекул. 

19.3. Метод CNDO 

Рассмотрим основные приближения метода CNDO. 
1. В явном виде рассматривают лишь валентные электроны. Oc~ 

~ тальные электроны вместе с ядром образуют атомный остов, за
ряд которого (ZA) равен числу валентных электронов. 

2. Приближение нулевого дифференциального перекрывания 
применяют ко всем двухэлектронным интегралам. 

3. Кулоновские интегралы [11111 vv] определяются только при
родой атомов, к которым относятся АО 11 и v, и не зависят от 
типа орбиталей: 

[11111 vv] = "{м при 11 Е А, v Е А; 

[11111 vv] = "{АВ при 11 Е А, v Е В. 

4. Матричные элементы одноэлектронного оператора h опре
деляют следующим образом: 

~ = UIlIl - L (jll VB I JJl = UIlIl - L V АВ (jl Е А). 
в .. л в .. л 

Здесь и",,,, - одноцентровый вклад, который включает кинети
ческую энергию электрона на АО jl и энергию взаимодействия 
этого электрона с остовом атома А. В стандартной версии CNDO/2 
интегралы проникновения VAB рассчитывают как 

Vлв = ZB"{AB' 

Матричные элементы равны 

~y = о при 11 :;t: v; 11 Е А; v Е А; 

1 
~Y == PJ.lV = "2Ф~ + P~)S",v при 11 Е А; v Е В. 

Здесь S",v - интеграл перекрывания между атомными орбита
лями jl и v. В данном случае приближение NDO не применяется. 
Предположение об ортогональности АО проявляется в том, что в 
явном виде интегралы перекрывания в уравнения Рутана не вхо
дят. 

5. Как и во всех методах, используюших приближение NDO, 
элементы матрицы плотности вычисляют по формуле (19.2). Мат
ричный элемент Руу соответствует заселенности орбитали v, а сумма 
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заселенностей орбиталей атома В равна эффективному числу элек
тронов на этом атоме РВВ ' Тогда эффективный заряд атома равен 

qB = ZB-PBB , 

Матричные элементы фокиана в методе CNDO/2 имеют сле
дующий вид: 

при I1Е А 

FJ.lJ.l =И",,,, +(РМ -~P","'}M + B~ (РВВ -ZB)"{AВ = 

= UJ.lJ.l +( рм -~РJ.lJ.l }м + B~ qB"{AВ; 
при 11:;t: v, 11 Е А, v Е А 

при 11:;t: v; 11 Е А; v Е В 

1 
F",v = Р",у - "2 Р",у "{АВ' 

Параметрами метода CNDO/2 являются И","', "{м, Ря.. Значения 
"{АВ (эВ) вычисляют по интерполяционным формулам, в которые 
входят одноцентровые параметры "'{М и "'{ВВ' Например, формула, 
предложенная К. Оно, выглядит следующим образом: 

"{АВ = ~(1 + O,06945(Y'AВRAВ )2 ' 
1 

У'АВ = "2 ("'{м + "(ВВ). 

Межатомное расстояние RAB выражено в ангстремах. 
Покажем, каким образом данные по потенциалам ионизации 

и сродству к электрону можно использовать для оценки парамет

ров метода. В нейтральном атоме энергия l1-й орбитали равна диа
гональному элементу оператора Фока 

энергия этой же орбитали в анионе А- равна 

E~ =. UJ.lJ.l + N e "{м = -А",. 

Здесь Ne - число валентных электронов в нейтральном атоме. 
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Из приведенных равенств следует 

IJl-A,r =-103 +1O~ =-(Ne -1)"{АА + Ne"{AA ="{АА, 

U!lJl = -~(IJl + A,r) - ( Ne - ~ )"{АА. 
Параметры ~1 не удается связать с какими-либо эксперимен

тально найденными значениями. Подгонка этого параметра мо
ж;ет быть осуществлена, например, путем использования резуль
татов неэмпирических расчетов. Последний набор параметров -
экспоненциальные множители в формуле (19.1) - находят по 
правилам, сформулированным Дж. Слэтером в начале 1930-х гг. 

Разработка метода CNDO/2 явилась поистине революционным 
шагом в развитии квантовой химии. Впервые стал возможным 
расчет электронной структуры и свойств не только соединений 

углерода с сопряженными связями, но и достаточно широкого 

круга молекулярных систем. Это способствовало проверке разра
ботанных ранее на качественном уровне теоретических представ
лений, внедрению методов и понятий квантовой химии в повсе
дневную практику. Именно метод CNDO/2 дал начало целому 
семейству полуэмпирических методов, которые в ходе своего раз

вития стали надежным средством получения информации о струк
туре и свойствах самых разных молекулярных систем, начиная с 
огромных биологически активных молекул и заканчивая комп
лексами переходных металлов со сложными органическими ли

гандами. 

19.4. Метод INDO 

Существенным недостатком метода CNDO/2 является отсут
ствие обменных интегралов, что не позволяет рассчитывать раз
личные состояния (термы), отвечающие одной и той же элект
ронной конфигурации, а также системы с открытой электронной 
оболочкой. Этот недостаток, по крайней мере отчасти, преодоле
вается в методе частичного пренебрежения дифФеренциальным пе
рекрыванием (lNDO). В этом методе сохраняются одноцентровые 
кулоновские и обменные интегралы. Матричные элементы опера
тора Фока в приближении INDO записывают следующим образом: 

при !J,E А 

FJlJl = UJlJl + I. Рлл ([!J,!J, I лл] - -21 [!J,Л I Л!J,])+ L (РВВ - ZB)"{ АВ; 
Л=Л В,.Л 

при !J, Е А, v Е А, !J, :j:. v 

R:v = Рчv (%[!J,v I v!J,] -~[!J,!J, I уу]} 
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при !J,E А, v Е В 

19.5. Метод MINDO/3 

Метод MINDO/3 - результат большой работы, проведенной 
М.Дьюаром с сотрудниками в 1970-1975-е гг. В данном методе 
использован принципиально новый подход к оценке параметров; 

Параметры "{АА рассчитывали, как и ранее, по данным атомнои 

спектроскопии. Для остальных величин параметризацию прово

дили с использованием экспериментальных данных по теплотам 

образования и геометрической структуре большого числа уепер
ных соединений. К калибруемым отнесен одноцентровыи пара

метр UJlJl , а также новые параметры - ВЛВ и (ХЛВ, определяющие 
функциональную зависимость межатомных параметров электрон

ного отталкивания I'ЛВ, резонансного интеграла (~Jlv) И энергии 
взаимодействия остовов атомов (Е ..:'ЙТ): 

1 
"{АВ = -;=========:=' 

RJ..в + 0,25 (_1_ + _1_ J2 
"{АА "{ВВ 

~JlV == SJlv(IJl + Iv)Влв , 

EД'j{ = ZлZв ["{ЛВ + (R~ - "(АВ }-алВRАВ J 
Кроме того, к калибруемым параметрам отнесены экспонен

циальные параметры радиальных функций, отдельно для 2s (~s) и 
2р (~p) электронов. Идеи широкой калибровки параметров были 
использованы в дальнейшем при разработке методов АМl и РМ3. 

19.6. Основные приближения метода MNDO 

В отличие от приближений CNDO и INDO в методе MNDO 
приравнивают нулю лишь такие двухэлектронные интегралы, 

которые содержат произведение функций Xi(1)x/1), центриро
ванных на разных атомах. Двухцентровые параметры [!J,!J,lvv] 
( !J, Е А, v Е В) зависят от природы орбиталей. Учитываются также 
22 (для sр-базиса) двухцентровых интеграла вида [/lvl(J'!]. Вычисля
ют эти интегралы следующим образом. 
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Рис. 19.1. Схемы (а-г) расположения точечных зарядов, используемых 
для моделирования двухэлектронных интегралов 

Каждый интеграл [flvla'C] можно рассматривать как энергию 
взаимодействия двух зарядовых распределений А и В на расстоя -
нии R, которое можно представить как сумму взаимодействий 
зарядовых мультиполей: точечных зарядов, диполей, квадрупо

лей и т.Д.: 

[flV I а'С] = :L:L:L[ MI~m' Mfz,m} 
1] 12 т 

Индексы 1 и т показывают порядок мультиполя и его ориента
цию относительно линии связи А-В. Каждый мультиполь M1,m 
представлен набором 21 точечных зарядов е/21, расположение ко
торых для случая непереходных элементов показано на рис. 19.1. 

Зарядовое распределение, соответствующее произведению 
двух s-Функций, описывается функцией с угловой частью, равной 

1 
r:t= Уао· Таким образом, это распределение сферически симмет

,,4п 
рично и не содержит более высоких мультиполей. 

Такое распределение можно представить в виде точечного за

ряда, центрированного на атоме, заряд которого равен заряду элек

трона (рис. 19.1, а). 
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Произведение функций s и ра. (где а = х, у, z) может быть пред
ставлено в виде диполя, образованного двумя точечными заряда
ми +е/2 и -ej2 на расстоянии 2D, друг от друга (рис. 19.1, б). 

Произведение двух одинаковых р-орбиталей может быть пре.д
ставлено комбинацией точечного заряда и квадруполя. Действи
тельно, про изведение двух функций с угловыми частями, равны-

ми J[o = гз cos в, составляет V4r; 

YioYio = 2. cos2 в = ~ [ ~ + ~) 5 (3 cos2 в -1)] = 4п ,,4п ,,4п v'S 16п 

~ ~( УОО +~Y,o} 
Первое слагаемое представлено точечным зарядом, второе -

линейный квадруполь - имеет угловую часть, как у функции dZ2 

(рис. 19.1, в). 
Про изведению двух разных р-орбиталей соответствует квадру

поль, построенный из четырех точечных зарядов, расположенных 

в вершинах квадрата со сторонами 2D2, и равных ±ej4. Угловая 
зависимость такого зарядового распределения соответствует функ

ции do.~ (рис. 19.1, г). 
Значения параметров D, и D2 определяют из условия: мульти

польные моменты реального зарядового распределения (т. е. соот
ветствующего произведению функций, входящих в двухэлектрон
ный интеграл) и системы точечных зарядов должны быть равны 
друг другу. Для элементов первого периода это требование приво
дит к следующему результату (~- экспоненциальные параметры 
для 2s- и 2р-функций): 

D, = 5(4~2s~2p)5/2 , 

J3(~2s + ~2p)6 

(
3 )'/2 

D2 ="2 ~21· 

Энергию взаимодействия между двумя мультиполями рассчи
тывают как сумму взаимодействий между двумя наборами точеч

ных зарядов. Нумеруя заряды первого мультиплета А как i, второ
го В - j, запишем выражение для энергии взаимодействия между 
зарядовыми распределениями А и В: 
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Значения Rij легко определить, если известно расстояние меж
ду атомами А и В и значения параметров DJ, D2• Функцию fi(Rij) 
рассчитывают по формуле Дьюара - Сабелли - Клопмана 

(19.3) 

Величины pf (l = О, 1, 2) можно рассчитать из следующих 
соображений. Запишем формулу (19.3) для случая одноцентрово
го взаимодействия (Rij = О) при условии '! = 12. Тогда получим 
следующие соотношения: 

при 1 = О 

при 1 = 1 

при 1 = 2 

[Qt'p, Qt'p] = [Pt'pt I Pt'ptJ == h~. 
Для случая IJ = 12 = О имеем 

2 2'1 2'2 J 

[мол, Mt] = [qл, qл] = 2~+/2 tr f,; fi (О) = е2 (2р& )-2 = g;, 

откуда получаем 

е 2 

р& =-л-· 
2gss 

Аналогично можно вычислить и p~, p~. 
Описанная схема позволяет рассчитать кулоновское взаимодей

ствие между АО разных атомов с учетом их взаимной ориента
ции, что существенно повышает качество расчета и теоретиче

скую обоснованность метода. 

Метод MNDO содержит еще ряд приближений. Для расчета 
интегралов взаимодействия с остовом чужого атома используют 
следующую формулу: 

Vv~ = -Zв[IlЛVЛ I SBSBJ, 
а резонансные интегралы выражают через интегралы перекрыва

ния и подгоночные параметры ~~: 

~IlV = ~(~~ + ~~)Sllv' 
Была также предложена модифицированная формула для рас

чета энергии взаимодействия между атомными остовами 

EX~T = ZлZв[sЛsЛ I sBsB][l + exp(-алRлв) + exp(-авRлв )]. 
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Для пар атомов N-H и О-Н эта формула была несколько 
изменена. 

Для каждого атома в методе MNDO имеется семь подгоноч
ных параметров: и.s, Uрр , ~" ~p, р" Рр, а. Параметризация метода 
ориентирована на расчет геометрической структуры молекул, 

их теплот образования, дипольных моментов, потенциалов 

ионизации. Во многих случаях удалось преодолеть недостатки ме

тода MINDO/3, например улучшить расчет теплот образования 
ненасыщенных (в том числе ароматических) молекул и моле
кул, в которых имеются соседние атомы снеподеленными пара

ми. Тем не менее остался ряд задач, где метод не давал приемле
мой точности (например, описание систем с водородными свя
зями). Поэтому была проведена большая, занявшая почти девять 
лет, работа, завершившаяся формированием нового полуэмпи
рического метода, также основанного на приближениях MNDO, -
метода АМl (Austin Model 1). 

Метод АМl. Данный метод рассматривался авторами как сред
cTBo для получения количественных данных о структуре и свой
ствах молекул (а также больших молекулярных систем) и меха
низмов их взаимодействий. Это было достигнуто главным обра
зом за счет уточнения вкладов, описывающих энергию отталки

вания атомных остовов. Неявным образом эти уточнения позво
лили более корректно описать ван-дер-ваальсово отталкивание 

между электронными оболочками. В результате число подгоноч
ных параметров увеличилось по сравнению с исходным методом 

до 13 (для атомов водорода и кислорода) и даже 19 (для атома 
углерода). 

Метод РМ3. Дж. Дж. Стюартом (J.J. Stewart) в 1989 г. был раз
работан с применением новых принципов оценки параметров ме

тод РМ3 (Pararnetric Method Nurnber 3). В первых вариантах метода 
NDO параметры или определяли из свойств атомов, или даже 
рассчитывали. В последующем (особенно при получении парамет
ров, описывающих отталкивание атомных остовов) широко ис
пользовали чисто молекулярные характеристики. Дж. Дж. Стюарт 
предложил полностью перейти на параметризацию, опираясь на 

экспериментальные данные о свойствах молекул: теплотах обра
зования, дипольных моментах, потенциалах ионизации, геомет

рических параметрах. Была разработана методика, позволяющая 
автоматизировать поиск оптимальных значений параметров, ба
зирующаяся на минимизации разности между эксперименталь

ными и рассчитанными значениями некоторой функции, сумми
рующей данные по опорным величинам. Число параметров В03-

р~сло до восемнадцати_ (одиннадца~и для атома :ОДОfода): ~~ 
~p, р" /3р, ~" ~p, а, Gss - [ssjss], Gsp - [ssjpp], Gpp [рр рр], Gp 

= [рр j р'р'] , H sp = [sp I sp] и шесть параметров функций отталкива
ния остовов. 
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в настаящее время метад параметризаван практически для всех, 
атамав Периадическай системы, причем числа реперных саеди~ 
нений в некатарых рабатах дастигает 657. Метад характеризуется. 
бальшай надежнастью и мажет применяться для решения шира", 
кага круга химических задач. 

19.7. Варианты метода INDO дЛЯ переходных металлов 

.~ При разрабатке метадав, предназначенных для расчета саеди
нений перехадных металлав, неабхадима предусматреть незави
симасть результата в расчета ат выбара Системы каардинат. ЭТО' 
абеспечивается путем усреднения куланавских [/l/ll УУ] и абмен
ных [/lV I V/l] интегралав па арбиталям каждага атама. ОднакО' та
кай прием не пазволяет учесть тонких асабенностей электранной 
структуры, характерных для соединений переходных металлов, осо
бенно для их возБУжденных состояний. Поэтому балее перспекти
вен другой путь - сохранение всех не равных нулю однацентро
вых двухэлектранных интегралав. Основанная на этом подхаде 
система параметрав* была построена ДЛЯ 3d- и 4d-элементов с 
испальзованием данных атомной спектроскопии. В сочетании с 
параметрами метода CINDO/S ДЛЯ непереходных элементов она 
успешна использавалась для расчета электранных спектров камп
лексов переходных металлав. 

19.8. ~етодмолекулярноймеханики 

к полуэмпирическим методам Примыкает метод молекулярной 
механики, предпалагающий, ЧТО' для атамав в малекулах суще
ствуют некоторые типичные длины связей с окружающими ато
мами, валентные и торсианные углы, апределяемые СОСтоянием 
гибридизации данного атома и атомов, непосредственно связан
ных с ним. Зависимасти энергии ат атклонения внутренних каар
динат ат равнавесных значений магут быть аписаны параметрами 
силовага паля; краме тага, принимают вО' внимание ван-дер-ва
альсовы и электрастатические взаимадеЙствия. Силавае пале апи
сывают патенциальными функциями следующегО' вида: 

v;,вяз = LКг (Г-Го)2; Vизг = Lke(e-ео )2, 

v;.opc = L ;[l+саs(nф-у)]. 

* Sizova О. v., Baranovski V./.jj J. Comput. Chem. - 1995. - У. 15. _ Р. 586. 
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З v: v: v: - патенциальные функции, аписыва-десь связ, изг, торс u u ых 
ющие зависимасть энергии ат изменении длин связеи, валентн 

и тарсианных углав саответственна. 

Параметры силавага паля выбирают таким абразам, чтабы ани 
передавали известные из эксперимента свайства набара реперных 
саединений (геаметрические характеристики, калебательные ча
статы). Метад пазволяет определять равнавесные г:аметрии, пе
рехадные састаяния, выпалнять канфармацианныи анализ, аце
нивать отнасительные энергии различных изамерныхu структур, 
планировать синтез. Паскольку састаяние электраннои системы 
не принимается ВО' внимание, метадика не маж~т быть испальза
вана ДЛЯ рассматрения вазбужденных состоuянии и вао~ще тех яв
лений, катарые апределяются электраннаи CTPYKTypa~ малекул. 
Наибальшее применение метад палучил в арганическаи химии и 
биахимии. 

Контрольные задания 

1 Рассмотрите случай кратности связи в молекуле азота в отсутст~ие 

сме~ивания атомных 2s- и 2р-орбиталей (атомные орбитали считаите 
ортогональными). 

2 Рассчитайте заселенности орбиталей, матрицу плотности и крат

HOCT~ связей в молекуле азота N 2> используя данные расчета методом 
РМ3 (атомы расположены по оси z): 

Номер 
Атомная 

Энергия молекулярных орбиталей, а. е. 
атомной Атом 

орбиталь -1,5212 -0,7875 -0,5950 -0,5950 -0,5264 орбитали 

1 Nl 2s 0,620 -0,649 0,000 О 0,338 

2 Nl 2рх О О 0,677 -0,203 О 

3 Nl 2ру О О 0,203 0,677 О 

4 Nl 2pz 0,338 0,279 О О 0,620 

5 N2 2s 0,620 0,649 О О -0,338 

6 N2 2рх О О 0,677 -0,203 О 

7 N2 2ру О О 0,203 0,677 О 

8 N2 2pz -0,338 0,279 О О -0,620 

3 При расчете каких матричных элементов в методе CNDO не ис
пол~зуется приближение нулевого диФФеренциального перекры~ания? 

4 В виде каких мультиполей можно представить произведение. а) двух 

Ф . u 2 . б) ФункцииU 2р и 2р центрированных на одном атоме? ункции Рх> х У' 



Глава 20 

РАСЧЕТ МОЛЕКУЛЫ ВОДОРОДА 

( 20.1. Метод Гайтлера-Лондона 

Работа немецких физиков В. Гайтлера и Ф.Лондона, опубли-; 
кованная в 1927 г., появилась практически сразу после того, как 
бьmа сформулирована квантовая механика Шрёдингера. Эта рабо
та имеет все черты, присущие лучшим современным работам по 
квантовой химии: четко показана структура волновой функции~ 
построены потенциальные кривые для двух состояний молекулы 
водорода, рассчитаны равновесное межатомное расстояние и энер

гия диссоциации. Метод, использованный авторами, получил в 
дальнейшем название метода валентных схем, или метода вален

тных связей; часто его (особенно в применении к молекуле водо
рода) называют просто методом ГаЙтлера-Лондона. 

Любой квантовохимический метод характеризуется прежде всего 
тем, какие одноэлектронные функции (орбитали) используются 
для построения многоэлектронной волновой функции. В. Гайтлер 
и Ф.Лондон использовали для этого IS-0рбитали атомов водоро
да, радиальная часть которых записывается в виде (в атомной си
стеме единиц): 

R(r) = 2е-Г • 

Таким образом, в данной модели молекула рассматривается 
как совокупность атомов, представленных их атомными орбита
лями. Атомы в молекуле сохраняют свою индивидуальность, и 
электрон считается входящим в состав того или другого атома. 

Построим теперь все возможные двухэлектронные функции 
молекулы водорода из ls-атомных орбиталей. Очевидно, что для 
этого необходимы как минимум две атомные орбитали, по одной 
на каждый атом. Обозначим атомы водорода На И Нь, а их атомные 
орбитали - lSa и 1sb: 

1 1 
1sa(1) == г.= R(rla) = г е-l1а , 

",4n "'n 

1sb (1) == _l_R(ljb) = _l_e-I)b. 
J4ic Jn 

При построении волновой функции будем руководствоваться 
следующими соображениями. Поскольку волновая функция есть 
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~1 

собственная функция оператора 5 , запишем функцию в виде 
произведения двух частей: пространственной и спиновой. Спино
вые функции для двухэлектронной системы известны: синглетная 
функция антисимметрична, а триплетная функция симметрична 
относительно перестановок спинов электронов. Полная волновая 
функция должна быть антисимметрична относительно перестано
вок координат и спинов электронов, поэт~му пространственная 
компонента функции синглетных состоянии симметрична, а три
rmетных состояниЙ - антисимметрична относительно перестанов
ки координат электронов. Кроме того, при перестановке одина
ковых атомов водорода внутрИ молекулы распределени~ элект
ронной плотности не может меняться, поэтому при такои ?пера
ции полная функция должна или оставаться неизменнои, или 
менять знак. Сказанное позволяет построить следующие двухэлек
тронные пространственные функции (в скобках указан номер элек
трона, от координат которого зависит данная одноэлектронная 
функция - атомная орбиталь): 

Ф, = N[1sa(1)1sb (2) + 1sb(1)1sA2)], 

Ф II = N [1sa(1)lsb(2) -lSь(1)lSа(2)], 

ФШ = N[lsa(1)lsa(2) + lSb(1)1sb(2)], 

Ф,v = N[lsa(l)1sa(2) -lsb(l)lsb(2)]. 

При перестановке электронОВ функции Ф" фш, ФIV остают~я 
неизменными, а функция ФII меняет знак на противоположныи. 
Поэтому Ф" фш , ФIV могут служить В качест~е пространствен
ных компонент функций синглетных состоянИИ, а функция ФП -
в качестве пространственной компоненть: функции трипл~тного 
состояния. Для всех приведенных функции нормировочныи мно-

житель N равен 1 / ~2(1 ± 52), где знак в подкоренном выражении 
определяется знаком функции Ф к. Выпишем все возможные пол: 
ные функции молекулы водорода (с учетом возможных проекции 

спина для состояниЯ с 5 = 1): 

1 
'Р[ = N[1sa(1)1sb(2) + 1sb(1)lsa(2)] .Ji [a(1)~(2) - ~(1)a(2)], 

'Рп(Мs = +1) = N[lsa(l)1sb(2) -lsb(l)lsa(2)a(1)a(2)], 

1 
... 'P[[(Ms = О) = N[1sa(l)lsb(2) -lsb(l)lsa(2)] .Ji [a(1)~(2) + ~(1)a(2)], 

'Рп(Мs = -1) = N[1sa(l)lsb(2) -lsb(l)1sa(2)~(1)~(2)], 
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1 
\fш = N[1sa(l)1sa(2) + 1sb(1)1sb(2)] .Ji [a(1)~(2) - ~(1)a(2)], 

1 
\f IV = N[lsa(l)1sa (2) -lsb (l)lsb (2)] .Ji [a(1)~(2) - ~(1)a(2)]. 

Можно убедиться путем непосредственного перебора, что прJ 
веденные шесть функций представляют собой полный базис двух 
элек;гронных функций, т. е. все те функции, удовлеТВОРЯЮЩJf 
принципу Паули, которые можно построить для молекулы водО. 
рода из атомных орбиталей lSa и 1sb И спиновых функций а и ~ 
Решения, полученные с этими шестью функциями, будут точны 
ми для выбранного электронного базиса с фиксированным зна
чением экспоненциального параметра ~ = 1. . . 

Функции \fI И \fш при преобразованиях симметрии (поворота~ 
вокруг оси молекулы и отражении в центре инверсии) остаютс~ 
неизменными, т. е. относятся к полносимметричному неприводи~: 
мому представлению (Lg в группе D~h)' Функции \fп и \fIV меняю1 
знак при отражении в центре инверсии, Т.е. относятся к неприво

димому представлению Lu' 
Таким образом, всего имеется четыре состояния: три синглет

ных и одно триплетное. Первые две функции можно наглядно 
представить себе следующим образом: первый электрон находит
ся на атомной орбитали одного из атомов водорода, второй элек
трон - на орбитали второго атома водорода. Синглетную функ
цИЮ \fI рассматривают как модель ковалентной связи, в которой 

со стороны каждого атома участвует по одному электрону. Функ
ции \fш и \fIV можно рассматривать как суперпозицию структур, 
описывающих ионные связи, в которых один из атомов - На или 

Ь - становится анионом (1sil)1saC2) или 1sb(1)lsb(2», а второй -
катионом Н+. Поскольку общепризнано, что в молекуле Н2 реали
зуется простая ковалентная связь, начнем более подробное рас
смотрение с ко валентных структур \fI и \fп . 

Запишем выражение для полной энергии молекулы водорода в 
состоянии \fK(\fK(1, 2) = Фк(1, 2)QK(1, 2), где QK - спиновая 
компонента функции \f к): 

Ек = j\f}(1, 2)H\f к(1, 2)dv1dV2dcr1dcr2 = 

= jф}(1, 2)НФк(1, 2)dv1dv2jQ} (1, 2)QK(l, 2)dcrldcr2' 

Поскольку гамильтониан не содержит операторов, действующих 
на спиновые функции, интегрирование по спиновым перемен
ным можно провести независимо. Поскольку спиновые функции 
QK(1, 2) нормированы, соответствующий интеграл равен едини
це и, таким образом, получим 
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(20.1) 

Подставляя в формулу (20.1) выражения для \fI ИЛИ \fп и га
мильтониана получим (в атомных единицах): 

Er, п = f Ф'К(1, 2)Н Ф к (1, 2)dv1 dV2 = 

= 1 f[1sa(l)1sb(2) ± lsb (1)1sa (2)] х 
2(1 ± S2) 

х -2~1 -2~2 - 'lа - '2а - '1Ь - '2Ь + '12 + Rab Х (
1 1 111111) 

Х [1sa (1)1sb (2) ± 1sb (l)lsa (2) ]dVl dV2' (20.2) 

Преобразование выражения (20.2) удобно проводить, группи
руя различным образом члены, получающиеся при перемноже
нии входящих в интеграл сомножителей, и учитывая, что в боль
шинстве случаев можно провести интегрирование по координа
там первого и второго электронов. Кроме того, атомные орбитали 
lS

a 
и lSb - собственные функции одноэлектронных операторов 

На И Нь, например: 

Ha(1sa(l» = (-.!.~1 -l..)1Sа (1) = EH 1sa(l), 
2 'lа 

Hb(lsb(2» = (-.!.~2 -l-)ISb(2) = EH 1sb(2), 
2 '2а 

где Ен - энергия свободного (изолированного) атома водорода. 
Поскольку вид функций ISa и 1Sb одинаков, при интегрирова

нии появляется ряд одинаковых интегралов, например: 

J Isa(1)1sa(l) dV1 = J Isb(2)1sb(2) dV2' 
~b ~a 

В результате получаем следующее компакт!:ое выражение для 
энергий синглетного и триплетного состоянии: 

Q±A 
ЕI,П = 2Ен + 2(1 ± S2)' 

где использованы традиционные обозначения: 

Q 2f 
1sa (1)lsa (1) d + f 1sa (1)1sa (1)1sb (2)1sb (2) dv dv + _1_ 

= - V1 1 2 1) , 

'IЬ '12 "аЬ 

А = -2S f Isa (1)lsb (1) dVl + f Isa (1)1sb (l)1sb (2)1sa (2) dV1 dV2 + S2 . 
'lа '12 Rab 

279 



Величины Q и А носят названия кулоновского и обменног . 
интегралов соответственно, хотя, как видно, это комбинаци 
нескольких интегралов и величин, включающих расстояние меж 

ду ядрами Rab• Смысл вкладов в кулоновский интеграл Q до ста 
точно очевиден: первый описывает энергию взаимодействия элек ' 
трона на орбитали атома На с ядром атома Нь; коэффициент 
отражает то обстоятельство, что с такой же энергией электро 

атома НЬ взаимодействует с атомом На. Второй интеграл описыва .. 
ет энергию взаимодействия двух зарядовых распределений: одно:' 

го на орбитали атома На, другого - на орбитали атома Нь. Нако" 
нец, член 1/ Rab (вместе с вкладом s2 / Rab) передает энергию от .. , 
талкивания между ядрами атомов водорода. 

Очевидно, что основное состояние определяется знаком об
менного интеграла: в случае если этот член отрицателен, низшим 

состоянием будет синглетное, если положителен - триплетное~: 
Предсказать знак обменного интеграла А сложно, поскольку он 
содержит два положительных члена и один (удвоенный) отрица" 
тельный. Ре~ультаты расчета (табл. 20.1) показывают, что на рас-: 
стояниях, больших 1,1 а.е., обменный интеграл отрицателен, т.е. 
основное состояние - синглетное. Потенциальная кривая для этого 
состояния имеет минимум при Rab = 0,87 А (экспериментальное· 
значение - 0,74 А), т.е. синглетное состояние является связыва-' 
ЮЩUМ. Энергия диссоциации (без учета поправки на нулевые ко- J 
лебания) равна 3,14 эВ (экспериментальное значение 4,7466 эВ). J 

Энергия триплетного состояния с увеличением межатомного рас- 1 
стояния уменьшается; говорят, что такая потенциальная кривая j 
имеет отталкивательный характер. Эта потенциальная кривая по-, 
казывает, что возбужденная молекула водорода неустойчива и! 
спонтанно диссоциирует с образованием двух атомов водорода! 
(что полностью соответствует эксперименту). . 

Таблица 20.1 

Значения кулоновского и обменного интегралов и энергий синглетного 
и триплетного состояний молекулы водорода в зависимости 

от межатомного расстояния, а. е. 

Rab Q А Е! Еп 

0,5 0,8124 0,6649 -0,2314 0,8989 

1,0 0,0958 -0,0897 -0,9965 -0,2952 

1,5 -0,0104 -0,1616 -1,1128 -0,6810 

2,0 -0,0192 -0,1202 -1,1036 -0,8460 

2,5 -0,0127 -0,0728 -1,0706 -0,9240 

3,0 -0,0014 -0,0363 -1,0417 -0,9626 

4,0 -0,0016 -0,0102 -1,0114 -0,9812 
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Значение работы В. Гайтлера и ф.Лондона трудно перео~енить. 
Впервые бьmо показано, что, используя методЫ квантовОИ меха
ники можно воспроизвести (хотя бы на качественном уровне) 
вид ~отенциальных кривых основноГО и возбужденного состоя
ний молекулярнОЙ системы и получить параметры, характеризу
ющие ее геометрию и энергию связи. Рассчитанное значение энер
гии диссоциации составляет 66 % экспериментального, а длина 
свяЗИ несколько завышена, тем не менее результат нужно при
знать очень хорошим. Даже в настоящее время расчет э:rергетиче
ских эффектов химических реакций представляет собои достаточ
но сложную задачу. Следует также учесть, что приведенные ре
зультаты получены в простейшем приближении; в частностИ ис
пользованные волновые функции не были вариационными. По
этому возможно усовершенствование методики путем учета ряда 
эффектов смысл которых достаточнО ясен. 

Начне~ с того, что в расчетах В. Гайтлера и ф.Лондона в каче-
стве атомных орбиталей были взяты волновые функции для сво
бодного атома водорода. Однако при сближении атомов водорода 
каждый электрон оказывается в поле двух ядер, а при расстоянии 
R

ab
, стремящемся к нулю, задача переходит в задачу о движениИ 

электрона в атоме гелия. Таким образом, начиная с HeKO~Opoгo рас
стояния электрон можно рассматривать как находящИИСЯ в поле 
ядра с эффективным зарядом, промежуточным между 1,0 и 1,6875-
значением полученным вариационным методом для атома гелия. 
Формальн~ это можНО описать как изменение параметра ~ функ-
ции 

R(r) = 2~3/2e-~Г. 

Расчеты с варьированием этого параметра, выполненные п. Уон
гом (для равновесного расстояния) и Н. Розеном (для про изволь
ного межатомноГО расстояния), позволили установить, что об
щий ход изменения величинЫ ~ согласуется с приведенны~и Bы~e) 
соображениями. Значение энергии при Rab = 0,741А (~ - 1,1 
равно -1,139 а.е., что соответствует энергии диссоциации 3,782 эВ 
(80 % экспериментального значения). ~ 

При построении функции Ч1! считается, что если первь!и элек-
трон находится на орбитали одного из атомОВ, то второи обяза
тельно находитсЯ на орбитали другого атома. Таким образом, пред
полагается идеальная скоррелированность в движении электрО
нов, что исключает вариант (возможно, относительно мал?веро
ятный) при котором оба электрона находятся в области деиствИЯ 
одного 'из атомоВ водорода. Учесть это обстоятельсТВО можно, до
бавив к функции Ч1! (Ч1ков) функцию Ч1ш (Ч1ион): 

(20.3) 
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Такая линейная комбинация, как и функции 'Р! и 'Рш , име~ 
симметрию lI,g. Квадрат варьируемого параметра /.. характеризу. 
ОТНошение весов двух структур: ионной и ковалентной. Абсолют 
ное значение параметра /.. мало (0,16 при равновесном расстоя 
нии); при увеличении межатомного расстояния примесь ионно! 
структуры стремится к нулю. Небольшой ВЫигрыш в энергии (пе '. = 3,23 эВ) СОПровождается некоторым ухудшением рассчитанно' 
го значения межатомного расстояния (Re = 0,88 А). К заметном i 

УЛУЧшению ПРИводит одновременное варьирование как экспонен) 
циал~ного параметра ~, так и линейного параметра /.. (расчеть~ 
с.Веинбаума; ~ = 1,193, пе = 4,02 эВ, Re = 0,748 А). Полученная J 
этих расчетах энергия Диссоциации составляет 85 % от экспери.з;1 
ментального значения. 1 

Очевидно, что будет реалИЗОвываться еще одна функция сим'; 
метрии lI,g, ортогональная только что рассмотренной::: 

'Р' :: С2 'Р КОВ - С1 'Р ИОН -= 'Р ИОН - /.. 'Р КОВ'; 
Она соответствует возбужденному состоянию молекулы водо_1 

рода, которая диссоциирует с образованием ионов. I 

Перечисленные варианты исчерпывают ВОзможности расчетов, 
проведенных с набором одноэлектронных функций, СОСтоящим 
из двух 1s-атоМНbIх орбиталей: 1Sa и Isb, умноженных на СПиновые 
Функции а и /3. Можно считать, что результат, полученный С. Вейн
баумом, в рамках Описанного ПОдхода является точным и не мо
жет быть улучшен без расширения орбитального базиса. В методе 
валентных схем даже незначительное увеличение числа базисных 
функций Приводит к существенному усложнению расчета, поэто
му мы обратимся к методу молекулярных орбиталей, в рамках 
которого построение орбитального базиса представляет собой ру_ 
тинную процедуру. Однако прежде чем перейти к расчетам моле
кулы Н2 методом молекулярных орбиталей, рассмотрим еще один 
подход, который основан на применении вариационного метода 
к функции, при построении которой не используется орбиталь
ное приближение. 

20.2. Метод Джеймса-Кулиджа 

Согласно методу Джеймса- Кулиджа (l933) молекулу водоро
да, как и другие двухатомные молекулы, удобно описывать с ис
ПОльзованием сфероидальных координат, которые позволяют про
вести разделение переменных. В качестве координат используют 
величины 
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где 'а> 'ь - расстояния от электрона до ядер. 

Координата /.. изменяется от 1 до 00, координата 11 - от -1 до 
+1; третьей координатой является <1' - угол поворота вокруг оси 
молекулы (О ::; <1' ::; 2n). 

Рассмотрим волновую функцию молекулы водорода в основ
ном состоянии. Функция (20.3) 'Р = 'РКОВ + /..'РИОН (построенная из 
ls-атомных орбиталей) соответствует проекции полного момента 
импульса на ось Z, равной нулю. Поэтому оператор 

~ (д д) 
L z = -ih G<l'I + G<l'2 ' 

должен, действуя на эту функцию, дать нуль. Это означает, что 

д'Р д'Р -=---, 
G<l'I G<l'2 

т. е. волновая функция 'Р зависит не от каждого угла в отдельно
сти а зависит от разности углов <1'2 - <1'1' Таким образом, волновая 
фу~кция 'Р зависит не от шести, а от пяти переменных: /"1, 111, /"2, 
112, <1'2 - <1'1' Иначе говоря, функция молекулы водорода зависит от 
расстояний между каждым электроном и ядрами и от расстояния 

между электронами. Каждый электрон и два ядра лежат в вершинах 
треугольников, которые определяют плоскости, а расстояние меж

ду электронами задает угол между этими плоскостями (<1'2 - <1'1)' 
Таким образом, геометрия молекулы определена с точностью до 
вращения вокруг оси. Однако, как уже было показано, волновая 
функция от такого вращения не зависит. v 

Таким образом, задача заключается в построении волнvовои 
функции от пяти переменных /"1, 111, /"2, 112, '12, включающеи ряд 
параметров, а затем варьировании этих параметров, с тем чтобы 
получить минимум энергии. Функция должна удовлетворять ряд~ 
требований: быть симметричной относительно перестановки ядер, 
уменьшаться при увеличении расстояния электронов от ядра. По
следнее требование было учтено путем записи функции в виде 
произведения экспоненты e-а(Лl+Л2) и полинома из пяти пере
численных выше переменных. Вид полинома трудно опред~лить 
заранее, поэтому Г. Джеймс и А. Кулидж испробовали целыи ряд 
полиномов, в результате чего были отобраны обеспечивающие 
существенное понижение энергии при варьировании парамет

ров. Усложнение вида волновой функции путем увеличения чис
ла членов в полиноме (5, 11 и 13) приводит К понижению пол
ной энергии, причем последняя функция (с тринадц~тью чле
нами) дает значение энергии диссоциации, чрезвычаино близ
кое к экспериментальному (отличие составляет всего 0,03 эВ). 
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Мы приведем вид пятичленной функции, которая дает дoc~, 
точное представление о методике, используемой Г. ДжеЙмсом., 
А. Кулиджем. Энергия диссоциации, рассчитанная с этой фун' 
цией, равна 4,53 эВ. Для равновесного расстояния R = 1,4 а. е. э 
функция (в которую включены оптимизированные значения п 
раметров) имеет вид 

-i Ч'(l, 2) = _1 e-O,750"1+A2)[2, 23779 + о, 80483(/-Lf + /-L~) - о, 5599/-LI/-L2 -
2тс 

-0,60985(ЛI + Л2) + О, 56906lj2 ]. 

Как видно, число варьируемых параметров равно шести. Ocod 
бый интерес представляет член, включающий расстояние межд~ 
электронами: увеличение расстояния при фиксированных KOOP~ 
динатах ЛI, /-Ll, Л2, /-L2 (что соответствует увеличению угла между 
плоскостями, в которых лежат электроны и ядра) повышает ве
роятность нахождения системы с данным расположением элект

ронов. Таким образом, этот член непосредственно описывает кор\:. 
реляцию электронов, точнее - один из видов корреляции. На
помним, что ковалентная волновая функция метода Гайтлера~ 
Лондона также отражает стремление электронов находиться по 
возможности дальше друг от друга. Однако в определенном смыс'" 
ле функции Джеймса-Кулиджа и Гайтлера-Лондона описыва
ют разные эффекты корреляции: первая - угловую (зависимость 
от угла между плоскостями, описанными выше), а вторая - кор
реляцию типа «лево-право»). Впрочем, трудно провести грань, 
разделяющую эти два типа корреляционных эффектов. 

В 1950 г. В. Колос и К. Рутан, используя появившиеся к этому 
времени ЭВМ, провели расчеты с функцией того же типа, что и 
функция Джеймса - Кулиджа. Полученный результат несколько 
расходился с имеющимися на тот момент экспериментальными 

данными. Позднее эксперименты подтвердили высокую точность 
полученной В. Колосом и К. Рутаном энергии основного состоя
ния молекулы водорода. 

Работы Гайтлера - Лондона, Джеймса - Кулиджа, Колоса - Ру
тана позволяют сделать два чрезвычайно важных вывода. Во-пер
вых, уравнения квантовой механики дают возможность очень точно 

описать химическую связь в молекулярных системах и отбросить 
любые модели, основанные на предположении о существовании 
неких специфических химических сил, не сводимых к известным 
взаимодействиям между частицами. Во-вторых, было показано, 
что систематическое уточнение модели приводит (при соответ
ствующих усилиях и использовании возможностей вычислитель

ной техники) к описанию молекулярных систем с любой необхо
димой точностью. 

2R4 

20.3. Метод молекулярных орбиталей 

РассмотрИМ взаимосвязь метода валентных схем и метода Харт
rи-Фока (молекулярных орбиталей). Результаты расчет;о ~OT~H
IЩальных кривых этими методами представлены на рис. ., 0-

тенциальные кривые как синглетного, так и триплетного состоя
ний полученные методом Гайтлера-Лондона, сходятся к пра
вил~ному диссоциативному пределу: при увеличении межатомно
го расстояния энергия стремится к удвоенной :нергии атома во
дорода. Это соответствует диссоциации на неитральные атомы, 
что полностью согласуется с экспериментом. В то же время потен
циальная кривая метода МО ведет себя аномал~но: на бесконеч
ном удалении энергия равна полусумме энергии двух атомов во-

Н- Заметим что этот результат не зависит от ис-
дорода и иона. , 
пользуемого базиса. Для объяснения этого рассмотрим структуру 
волновой функции основного состояния в приближении метода 
Хартри --с Фока: 

.!. [lsa (2) + lsb (2) ]а(2) 
2 

.!. [lsa (2) + lsb (2) ]~(2) 
2 

Здесь учтено что на больших межатомных расстояниях пере
крывание межд~ орбиталями разных атомов равно нулю. Молеку-

Е, а.е. 

О 

0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 

R(H-H), а.е. 

Рис. 20.1. Потенциальные кривые молекулы водорода, рассчитанные ~eT(~) 
дом Гайтлера-Лондона (1, 2) и методом молекулярных орбиталеи 

для синглетного (1, 3) и триплетного (2) состояния 
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лярные орбитали, входящие в детерминант, не меняются пр~ 
поворотах вокруг оси молекулы, а также при инверсии (неприво~ 
димое представление (jg). Полная функция преобразуется по He~ 

приводимому представлению lI,g. Раскрыв определитель и пере~ 
группировав члены, приходи м к следующему результату: • 

что и объясняет полученное значение энергии в расчетах методоц 
МО. Таким образом, причина неверного результата заключается в 
том, что сама структура однодетерминантной волновой функции 
метода Хартри - Фока оказывается неправильноЙ. Следовательно~ 
необходимо выйти за рамки одноконфигурационного приближе.., 

ния. 

Если оставаться в рамках минимального базиса, то единствен
ной одноэлектронной функцией, построенной из атомных орби':' 

талей ISa и Isb И ортогональной связывающей орбитали (j = _1_ х gJ2 

1 
х (lsa + Isb)' является разрыхляющая орбиталь СУи = - (ISa -lsb) 

J2 
(меняющая знак при инверсии). Построим детерминантную функ
цию 

1 
1 -2 [lsa (1) -lsb (1) ]u.(l) 

\f'(lL ) =-
g J2 1 

2" [lsa (1) -lsb (1) ]~(1) 

1 "2 [lsa (2) - lsb (2) ]а(2) 

1 . 
"2 [lsa (2) -lsb (2)]~(2) 

Эта функция также имеет симметрию lI,g и согласно теореме 
Вигнера-Эккарта может взаимодействовать с функцией основ
ного состояния. Ее можно рассматривать как конфигурацию, по
лученную в результате двукратного возбуждения сорбитали (jg на 
орбиталь СУи' Конфигурации, полученные в результате однократ
ных возбуждений, имеют матричные элементы гамильтониана с 
функцией основного состояния, равные нулю (по теореме Брил
люена). Таким образом, мы приходим к расчету методом конфи

гурационного взаимодействия в базисе двух конфигураций: \f(lL,g) 
и \f'(lL,g), На бесконечно больших расстояниях энергии МО (jg и 
СУи, так же как и диагональные матричные элементы между функ

циями \feL,g) и \f'eL,g) , имеют одинаковую энергию. Решение 
такой двухуровневой задачи было подробно рассмотрено в гл. 9. 
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в данном случае решения для основного и возбужденного состоя
ний будут иметь вИд соответственно: 

\f(11Lg ) = .1[\f(lLg )-\f'е Lg )] = 'Рков, 

'P(21Lg) = .1 [Ч'еLg ) + Ч"е Lg )] = 'Р ион ' 

Как ВИдно, функции, построенные на орбиталях метода МО.; 
могут быть представлены как линейные комбинации ковалентнои 
и ионной структур метода ГаЙтлера-Лондона. отсюда следует, 
что рассмотренная задача конфигурацион~ого взаимодейст~ия 
полностью эквивалентна задаче о взаимодеиствии ковалентнои и 

ионной структур. v 

Таким образом, используя базис молекулярных орбиталеи, 
можно так же как и методом Гайтлера-Лондона, построить две 
функц~и симметрии 1 L,g. Помимо них МОЖНО построить четыре 
детерминантные функции на молекулярных орбиталях (jg и СУи' Функ-
ции 1 (jgu. СУиа 1 и 1 (jg~ CYи~ 1 имеют симметрию lL,u. Если pacKp~IТЬ 
эти определители, то можно убедиться, что они совпадают с функ
циями \fп(Мs = +1) и \fп(Мs = -1). Функции \fп(Мs = О) и \fN 

можно записать в виде симметризованных по спину линейных комби-
наций детерминантов 1 (jgu. CYи~ 1 и 1 (jg~ СУиа 1· Эти четыре функ-

Е, а.е. 

О 

-0,4 

-0,8 

• 1 
• 2 
... 3 
't' 4 

_ 1,2 L.J--=:~_-,-_J....---1--'---'----:..L.:::---:'-=--
о 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 

R(И-Н), нм 

Рис. 20.2. Потенциальные кривые низших состояний молекулы водорода 
(результаты расчета методом CI в базисе 6-3lG*): 

1 _ состояние 11L,g; 2 - ЗL,u; 3 - lL,u; 4 - 21I,g (пунктирная линия отвечает 
энергии аниона Н-) 
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ции имеют пространственную симметрию Lu.Таким образом, ~ 
минимальном орбитальном базисе имеется полное COOTBeTCTB~ 
Me~y числом и симметрией двухэлектронных функций методо1 
Гаитлера-Лондона и молекулярных орбиталей. Очевидно, что F. 
результаты расчета в целом должны быть также одинаковы (рис 
20.2). При расширении базиса в рамках метода КОНфигурационно: 
го взаимодействия будуг появляться новые функции, описыва~ 

(ющие возбужденные состояния; вследствие взаимодействия меж· 
l ду конфигурациями одинаковой симметрии форма кривых буде1 
несколько изменяться, однако классификация низших состояниi! 
симметрии Lg и Iu сохранится. . 

.) 

Контрольные задания 

1. Выполните нормировку ионной функции 'РJII. 
2. Даны матричные элементы гамильтониана в базисе детерминант-

ных функций 1 <f>Ia <f>IJ) 1 и I <Р2а <Р2!) 1: 

R, а.е. 
Матричные элементы, а. е. 

Ни Н22 H12 
l 
1 

0,5 -0,40333 3,00719 0,15968 

1,0 -1,06600 1,15553 0,17024 

2,0 -1,04902 -0,06602 0,20092 

3,0 -0,88528 -0,43170 0,23512 

4,0 -0,76108 -0,55903 0,26513 

10,0 -0,59597 -0,59575 0,33730 

Рассчитайте методом конфигурационного взаимодействия энергии 

состояний 112,g и 212,g. 
3. Сколько двухэлектронных волновых функций образуют полный ба

зис, если параметр ~ не равен единице? 

4. Выразите разность энергий основного синглетного и возбужденно
го триплетного состояний через параметры А, Q, S. 

Глава 21 

ТЕОРЕМА ГЕЛЬМАНА-ФЕЙНМАНА. 
ТЕОРЕМА ВИРИAJlA 

Теорема Гельмана - Фейнмана. Теорема Гельмана - Фейнмана 
устанавливает связь между производными полной энергии по ко
ординатам ядер и производными потенциала, действующего на 
систему. Пусть Ч'( Q, г) - собственная функция гамилыониана, 
принадлежащая собственному значению Е( Q). Здесь Q - совокуп
ность ядерных, r - электронных координат. Запишем среднее зна-
чение Е( Q) в виде 

E(Q) ::::: J Ч'(Q, г)* НЧ'(Q, r)dv ::::: 

::::: J Ч'(Q, г)* (-L ~A; + V(Q, Г»)Ч'(Q, r)dv. 
i 2т; 

Учитывая, что в подынтегральном выражении функциями от 
ядерных координат являются Ч'( Q, г) и V( Q, г) и что оператор 
Гамильтона вещественный и эрмитов, производная дЕ( Q)/aQk 
может быть представлена в Биде 

aE(Q) ::::: J {дЧ'(Q, г)* НЧ'(Q, r)dv + Ч'(Q, г)* Н дЧ'(Q, г) dv + 
д~ д~ д~ 

л } ~ дН * aV(Q, г) 
+ \f'(Q, г)* -Ч'(Q, r)dv ::::: J'P(Q, г) aQ 'P(Q, r)dv + 

д~ k 

+ JrдЧ'(Q, г)* H'P(Q, r)dv + a'P(Q, г) H'P(Q, r)*dV]::::: 
l aQk aQk 

:::: JЧ'(Q, г)* aV(Q, г) Ч'(Q, r)dv + E(Q, г)х 
aQk 

х f[дЧ'(Q, г)* Ч'(Q, r)dv + дЧ'(Q, г) Ч'(Q, r)*dv] ::::: 
aQk aQk 

::::: J 'P(Q, г)* aV(Q, г) Ч'(Q, r)dv + E(Q, г) aa
Q 

f 'P(Q, г)*Ч'(Q, г) dv :::: 
д~ k 

1 О БrlраНО"СКI1i1 

::::: fЧ'(Q,г)* aV(Q, г) Ч'(Q, r)dv. 
aQk 
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Таким образом, теорема Гельмана-Фейнмана может быт~ 
сформулирована следующим образом: производные полной энеР1 
гии по ядерным координатам равны средним значениям соотвеТ1 

ствующих производных потенциальной энергии. 

Теорема вириала. В классической механике усредненное по вре .. 
мени значение кинетической энергии связано с действующими в, 

системе силами следующим образом: 

(21.1)' 

где F; - сила, действующая на i-ю частицу. , 
Выражение под суммой в правой части формулы (21.1) назы.., 

вают вuрuалом. В квантовой механике имеется аналогичное СООТ-" 
ношение, однако в случае молекулярных систем усреднение энеР-:-i 

гии проводят по электронным координатам. 

Будем исходить из уравнения Шрёдингера 

L(-~ a
2

;)+(V -Е)1.Jl =0, 
; 2т; дх; 

(21.2) 

где х - координаты всех частиц, входящих в систему, как ядер, 

так и электронов. 

Будем полагать, что решение соответствует финитному движе
нию, т. е. на бесконечности функция l.Jl обращается в нуль. Про
дифференцируем уравнение (21.2) по Xj, умножим обе части на 
Х/Р* и просуммируем по j: " 

"{"( n
2 

* дЗЧ') * aV (V * дЧ'} .LJ .LJ --х/Р 2 +xjl.Jl 1.Jl-+ -Е)хjl.Jl - =0. (21.3) 
) ; 2т; дх; дх) дх) дх) 

Из уравнения Шрёдингера для функции 1.Jl*: 

следует, что 

(V -Е)I.Jl* = L(~ д2~*). 
2т; дх; 

(21.4) 

Подставим равенство (21.4) в формулу (21.3) и проинтегриру
ем получившееся выражение 
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При интегрировании воспользуемся легко проверяемым тож

деством 

Интеграл от производной выражения в квадратных скобках 

равен нулю, так как по условию задачи l.Jl(x) Ix=~= О. Результатом 
интегрирования является равенство 

L[-~ fl.Jl* д2; dr] = _! fЧ'* [L X) (- д~ )~l.Jldr. 
; 2т; дх; 2 ) дх J ~ 

В левой части равенства стоит среднее значение кинетической 
энергии, в правой - половина среднего значения вириала (так 
как производная потенциала по координате есть сила, действу
ющая на систему). 

Внутренние силы в молекулярных системах определяются элек

тростатическими взаимодействиями. Потенциал взаимодействия 
между двумя частицами равен 

Производная от потенциала по Х; составляет 

aV(i, j) (Xi -х)е 2 

aXi =-[(Хi- Х)2+(Уi-у)2+(Zi- Z)2j3/2' 

Аналогично могут быть записаны производные по другим ко

ординатам. Тогда вклад в вириал от данной пары частиц равен 

2 

X;FXi + Х)Рх) + YiFyi + У)ЕУ} + Z;Fzi + zj F7j = ~"" = V(i, Л, 
и 

а полный вириал совпадает со средним значением потенциаль

ной энергии системы. 

В приближении Борна - Оппенгеймера расчеты потенциальных 
поверхностей проводят при фиксированных положениях ядер. Это 
означает, что на молекулу должны действовать некоторые вне-
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шние силы, удерживающие ядра в тех точках, где они находятся:. 

Поэтому для молекулы, в которой внутренние силы имеют элек~ 
тростатическую природу, и к которой приложены внешние силы; 
вириальное соотношение имеет вид 

т = _.!.V _.!.[~ x·p.l 
2 2L:-JJ ' 

J р 

где V:!.- энергия внутренних кулоновских сил; суммирование ве
дется лишь по координатам ядер, так как внешние силы действу

ют на ядра, но не непосредственно на электроны. 

Поскольку полная энергия (или электронная энергия; см. 
гл. 22) и является потенциалом для движения ядер, внутренние 
силы, действующие на ядра, равны 

дЕ 
р.=--

J aQj' 

а внешние силы, уравновешивающие действие внутренних, име

ют противоположный знак. Таким образом, получим 

T=--V -- LQj- . 1 1 [ дЕ J 
2 2 j aQj 

Под символами Т и V следует понимать средние значения ки
нетической и потенциальной энергии соответственно. Причем 
энергия отталкивания ядер включена как во внутреннюю потен

циальную энергию, так и в полную энергию. 

В случае двухатомной молекулы вириальное соотношение име
ет вид 

1 1 dE 
T=--V--R-. 

2 2 dR 

Учитывая, что Е = Т + V, получаем следующие выражения для 
кинетической и потенциальной энергий: 

dE 
T=-E-R

dR' 
dE 

V=2E+R-. 
dR 

Эти соотношения позволяют вычислить кинетическую и по
тенциальную энергии для любой двухатомной молекулы, если 
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известна экспериментальная или теоретическая потенциальная 

кривая для этой молекулы. 

Рассмотрим в качестве примера молекулу водорода. 
В гл. 5 обсуждалась аппроксимация потенциальной кривой 

двухатомных систем функцией Морзе 

E(R) = D[I- e-P(R-R,,)]2 - D. 

ДЛЯ молекулы водорода параметры функции Морзе имеют зна
чения: D = 4,747 эВ, ~ = 1,9 А-l и Re = 0,741 А. Результаты расчета 
представлены на рис. 21.1. 

В 1933 г. Дж. Слэтер предложил использовать теорему вириала 
для описания природы ковалентных связей. Часто встречающееся 
объяснение, согласно которому химическая связь обусловлена 
спариванием спинов участвующих в образовании связи электро

нов, опровергается самим фактом сущесrвования устойчивого 
одноэлектронного молекулярного иона Н 2• Поэтому на первый 
план выходят такие факторы, как изменение кинетической и 
потенциальной энергии при сближении атомных ядер и пере
распределение электронной плотности в области связи. Как вид
но из рис. 21.1, после сближения атомов водорода на расстояние 
0,35-0,40 нм происходит рост потенциальной и снижение кине
тической энергии. Начиная с расстояния порядка 2Re наблюдает
ся обратный процесс: резкое снижение потенциальной энергии и 
такой же быстрый рост кинетической энергии. Эти два фактора 
обусловливают появление минимума на кривой полной энергии. 
Таким образом, изменение полной энергии определяется не только 
потенциальной, но и кинетической энергией. Важная роль кине-

Е, Т, V, эВ 

12 

8· 

4 

2\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 

1 \ 
О --- -----\;~: .... ~::::~.~.~.~:.::.::.::.:~=: . .:::::: . .::::: ... 

-4 

-8 

З\ 
·'~ .. _~i/ 

-12 

0,1 0,2 0,3 R,нм 

Рис. 21.1. Изменение полной Е (1), кинетической Т (2) и потенциаль
ной V (3) энергии в зависимости от межатомного расстояния (молекула 

водорода) 
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р, др 

0,4 

0,3 

0,2 

0,1 
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-0,10 -0,05 О 0,05 0,10 0,15 0,20 
R,нм 

Рис. 21.2. Распределение электронной плотности р и изменения электрон-! 
ной плотности др при образовании молекулы водорода:' 

1- результаты расчета p(R) методом Хартри-Фока; 2 - распределение CYМMЫ~ 
электронных плотностей не взаимодействующих атомов; З, 4 - результаты расче-'; 

та Llp(R) методом Хартри-Фока и методом CI соответственно I 
1 

тической энергии в формировании геометрических параметров МО-,! 
лекул (в данном случае - значения межатомного расстояния): 
хорошо видна из более быстрого роста кинетической энергии поJ 
сравнению с убыванием потенциальной энергии в области 0,05-1 
0,075 нм, вследствие чего минимум полной энергии лежит при1 
более далеком межатомном расстоянии, чем минимум кривойj 
потенциальной энергии (приблизительно на 0,025 нм). I 
П u ) 

ерераспределение электроннои плотности в процессе обра-.i 
зования химической связи показано на рис. 21.2, 21.3. При равно-; 
весном расстоянии электронная плотность в пространстве между] 
атомными ядрами заметно увеличивается по сравнению с CYM-j 
мой плотностей не вз~имодействующих атомов. Существенное уве-I 
личение электроннои плотности происходит не только вблизи] 
центра связи, но и в непосредственной близости к протонам (CMJ 
рис. 21.2, кривая 3). Этот результат противоречит распространенно- i 

му мнению, согласно которому положение электрона на равных, 

расстояниях от ядер (в центре молекулы) энергетически выгоднее" 
чем положение вблизи одного из ядер (и соответственно на более 
далеком расстоянии от другого ядра). Простейший расчет, осно-! 
ванный на оценке поля, в котором находится электрон в этих' 
двух ситуациях, показывает ошибочность этого мнения*. Учет кор
реляционных эффектов при водит к некоторому увеличению плот

ности вблизи ядер по сравнению с полученной в приближении! 
:< 

* Юоих Р. // Chem. Educator. - 2003. - У. 8. - Р. 1. 
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Рис. 21.3. Распределение электронной плотности в молекуле водорода вблизи 
от ядра, рассчитанное методом Хартри-Фока (1) и методом конфигура
ционноro взаимодействия (2). Пунктирная линия отвечает изменению сум-

мы электронных плотностей 

ССП (см. рис. 21.2, кривая 4; рис. 21.3, кривая 2; в последнем 
случае более подробно показано влияние корреляции на элект

ронную плотность в области одного из протонов). Динамика пере
распределения электронной плотности по мере сближения ато
мов водорода показана на рис. 21.4. При R ~ 0,12 нм некоторое 
накопление электронной плотности в пространстве между ядра

ми сопровождается заметным уменьшением плотности во внеш-

др 

0,12 
1 г .... -- ... 

I \ 
I \ 

0,08 
I \ 
I \ 
I \ 
I \ 
I , 

0,04 I \ 
I \ 
I 
I 
I 

О -----/.---

-0,1 О 0,1 0,2 0,3 R,HM 

Рис. 21.4. Динамика изменения распределения электронной плотности 
при образовании молекулы водорода R = 0,741 (1), 1,25 (2), 2,0 (3) А 
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ней области и в непосредственной близости от ядер. Лишь при 
дальнейшем сближении атомов картина меняется: электронная 
плотность сдвигается в область, непосредственно прилегающую к 
ядрам. Эта картина полностью согласуется с поведением кинети
ческой и потенциальной энергии при образовании молекулы (см. 
рис. 21.1). 

Контрольные задания 

1. Выведите вириальное соотношение для двухатомной молекулы. 
2. Зависит ли отношение кинетической и потенциальной энергии двух

атомной молекулы при равновесном расстоянии от формы потенциаль
ной кривой? 

3. Для молекулы водорода (R e = 0,0741 нм, Р = 19 HM-1) найдите зна
чения межатомных расстояний, в которых минимальны: а) кинетиче

ская энергия; б) потенциальная энергия. 

4. Каковы условия выполнения вириального соотношения Т = Vj2 
для атома? 

РАЗДЕЛ III. ХИМИЧЕСКИЕ РЕАКЦИИ 
И МОЛЕКУЛЯРНАЯ СПЕКТРОСКОПИЯ 

Глава 22 

ГАМИЛЬТОНИАН МОЛЕКУЛЯРНОЙ СИСТЕМЫ 

Запишем гамильтониан молекулярной системы, состоящей из 
М атомных ядер и N электронов (здесь для большей ясности ис
пользуем обычную систему единиц, а в дальнейшем перейдем к 

атомной системе единиц): 

H(r, R) = f [-~b.A J+ f[-~b.i J-
А=1 2М А i=1 2т 

MNZ2 2 ZZ2 -LL~+ L~+ L А ве = 1'яд + Нэл • 
А=! i=1 'iA i<} 'ij А<В RAВ 

Первая сумма представляет собой оператор кинетической энер

гии ядер (Т яд), вторая - оператор кинетической энергии элект
ронов. Третий член описывает электростатическое взаимодействие 
между ядрами и электронами, две последние суммы - электрон

электронное отталкивание и отталкивание между атомными яд

рами. Гамильтониан не содержит никаких операторов, отвеча
ющих электронным и ядерным спинам. Соответствующие члены в 
случае необходимости можно учесть в дальнейшем методами тео

рии возмущений. Отметим, что электронный гамильтониан Н эл 
включает член, описывающий межъядерное отталкивание. 

Пусть ФJ.l(Г, R) - собственная функция электронного операто
ра, соответствующая собственному значению EiR): 

НЭЛФJ.l(Г, R) = ЕJ.I(R)ФJ.l(Г, R). 

Функция ФJ.l(Г, R) зависит явным образом от совокупности ко
ординат электронов (r) и неявным образом - от координат ядер 
(R). Действительно, при изменении конфигурации ядерного осто
ва изменяется и функция ФJ.L(г, R); говорят, что она зависит от 
координат ядер как от параметров. В то же время энергия EiR) 
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является просто функцией от ядерных координат. Запишем пол~: 
ную функцию от координат ядер и электронов в виде разложени5,( 
по собственным функциям электронного гамильтониана 

'P(r, R) = Lх,,(R)Ф,,(r, R). 

" Суммирование происходит по всем возможным электронным: 
состояниям. Коэффициенты разложения x/R) являются функци-~ 
ями от ядерных координат. Смысл этих коэффициентов будет вы-, 
51снен в дальнейшем. Подставив функцию (22.1) в уравнение 

H(r, R)'P(r, R) = W'P(r, R), 

умножим это уравнение слева на ФvCr, R) и проинтегрируем по1 
электронным координатам. Учитывая ортогональность собствен
ных функций электронного гамильтониана, получим 

(Ev - W)Xv + L(Фv /Т яд/Ф"х,,) = о. 
" 

(22.2). 

Рассмотрим, как оператор Т яд действует на произведение функ
ций Ф,,(r, R)x/R): 

Здесь дифференцирование про водится по трем координатам (Xi)< 
каждого из М ядер. Если собственные функции электронного гa~ 

мильтониана вещественны, диагональные члены (Ф" I V'iАФ,,> рав-: 
ны нулю. Действительно, поскольку функции Ф" нормированы,: 
в этом случае 

, 

Оставим диагональные члены в левой части равенства (22.2) и1 
перенесем недиагональные члены в правую часть, получим ' 

(22.3) 
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Это уравнение (или, точнее, система уравнений) служит для 
нахождения функций x/R). Члены, стоящие в правой части урав
нения (22.3), показывают, что движение электронов и ядер не 
независимо. Однако эти члены, как правило, малы; условие их 
малости будет рассмотрено в дальнейшем. 

Приравнивая правую часть уравнения (22.3) нулю, получим 

которое МОЖНО рассматривать как уравнение Шрёдингера для ядер
ного движения. Действительно, оператор, стоящий в скобках, 
включает оператор кинетической энергии ядер и некоторую функ
цию от их координат. Это уравнение соответствует приближению, 
в котором задача о ядерном движении рассматривается независи

мо для каждого электронного состояния, а полная волновая функ
ция является произведением электронной функции Фу(r, R) на 
функцию Xy(R). При этом становится ясным смысл функции xy(R): 
это волновая функция, описывающая движение атомных ядер мо

лекулы в поле, создаваемом потенциалом 

Ey(R) + (Фу (r, R) I т яд I Фу (r, R». 

Рассмотренное приближение называют адиабатическим. Если 
электронная функция Фу является достаточно гладкой (т. е. сла
бо меняется при изменении положений ядер), то членом функ-

ции (Фу(r, R) I т яд I Фу(r, R» также МОЖНО пренебречь, что при
водит к приближению Борна - Оnnенгеймера 

в котором роль потенциала для ядерного движения играет полная 

электронная энергия, рассматриваемая как функция от коорди
нат ядер. Эта функция определяет поверхность потенциальной 
энергии, которая будет подробно рассмотрена в гл. 23. 

Рассмотрим ядерное движение, происходящее вдоль одной 
вьщеленной координаты Z. Этот случай относится не только к двух
атомным молекулам, но включает, например, диссоциацию ком

плексного иона путем растяжения одной из связей металл-ли
ганд. Уравнение (22.3) имеет следующий вид: 

где Т яд - оператор кинетической энергии (М - приведенная масса): 

~ li2 д2 

Тяд=---. 
2М дz2 
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Матричные элементы оператора А имеют следующий вид: 

~ li
2 

[/ 02 ) ( о ) о ] 
Av!! = - 2М \ фv I OZ2 Ф!! + 2 фv I oz Ф!! oz . 

Здесь, как и ранее, символ < ) означает интегрирование по 
электронным координатам. Диагональные элементы Avv называ-' 
ют неборн-оnnенгеймеровскими (или адиабатическими), а недиаго

.~ нальные Av!! - неадиабатическими операторами связи. 
В качестве примера рассмотрим электронно-ядерные взаимо-. 

действия в молекуле водорода Н2 (основное состояние). Чрезвы
чайно точные расчеты для молекулы водорода были выполнены в 

~~~~e ~~~~:~~н~~~:;и~о~~~~~;и~~~~л:о~е:к~~е~2~ ~~т=о~~и~ 
выходом за рамки адиабатического приближения, а позднее изу-

** б чены вращательно-коле ательные состояния молекул Н2 , HD и 
D2• Во всех этих работах использовалась электронная функция, 
аналогичная предложенной Г.ДжеЙмсом и А. Кулиджем, но со
держащая гораздо большее число варьируемых параметров. Урав
нение Шрёдингера, учитывающее движение ядер, бьшо записано 
в виде 

[-(1/ 2/l)Ll + U(R) + U'(R)]X(R) = EX(R), 

где /l - приведенная масса, потенциал U(R) получен в прибли
жении Борна-Оппенгеймера (т.е. для случая покоящихся ядер); 
U'(R) - поправка, связанная с учетом связи электронного и ядер
ного движений. 

Решение уравнения проводили тремя методами: с учетом только 
потенциала U(R) , с адиабатическим потенциалом U(R) + U'(R) и 
в неадиабатическом приближении. Сравнение полученных резуль
татов с экспериментом проведено в табл. 22.1. 

Таблица 22.1 

Сравнение экспериментальных и рассчитанных значений энергии 

диссоциации молекул 112' 1ID и 112' см-1 

Моле-
Эксперимен- Результаты расчета 

тальные приближение Бор- адиабатическое неадиабатическое кула 
данные на - Оппенгеймера приближение приближение 

Н2 36113,0±0,3 36 112,2 36118,0 36114,7 

HD 36400,5±1,0 36401,5 36405,7 36402,9 

D2 36744,2±0,5 36745,6 36748,3 36746,2 

* Kolos w., Wolniewicz L. // J. Chem. Phys. - 1964. - У. 41. - Р. 3674. 
** Wolniewicz L. / / J. Chem. Phys. - 1966. - У. 45. - Р. 515. 

1()() 

Как видно, поправки, связанные с учетом ядерного движе
ния, чрезвычайно малы (несколько обратных сантиметров). Эти 
поправки систематически уменьшаются при увеличении массы 

изотопов. При этом расчеты в приближении Борна-Оппенгей
мера достаточно хорошо согласуются с экспериментом. Случай 
молекулы Н2 особенно показателен, поскольку массы ядер всех 
остальных элементов заметно больше, чем массы изотопов водо
рода, следует ожидать, что для других молекул соответствующие 

поправки будут пренебрежимо малы. Однако необходимо иметь в 
виду, что в данном случае рассматривается движение ядер по до

статочно гладкому потенциалу, а эффекты, связанные с близо
стью потенциальных кривых электронных состояний или с их вы
рождением отсутствуют. Если эти условия не выполняются, то 
эффекты, обусловленные взаимодействием движения электронов 

и медленной подсистемы, могут быть очень велики. 

Контрольные задания 

1. Охарактеризуйте приближение Борна - ОппенгеЙмера. 
2. Напишите уравнение (22.3) для двухуровневой задачи (например, 

для состояний 11Lg и 21Lg молекулы водорода). 
3. Дайте характеристику неадиабатическим операторам связи. 
4. В двухуровневой задаче запишите выражение оператора связи 

(ФI I :z Ф2) через коэффициенты разложения ФI и Ф2 по базисным функ
циям и производные этих коэффициентов по Z, предполагая, что базис

ные функции не зависят от пространственных координат. 



Глава 23 

ПОВЕРХНОСТИ ПОТЕНЦИАЛЬНОЙ ЭНЕРГИИ 

23.1. Потенциальная поверхность и особые точки 

Современное исследование методами квантовой химии свойств 
молекулярных систем в их ОСНОВНЫХ состояниях, их спектральных 

характеристик, механизмов химических реакций для основных и 

возбужденных состояний и их термодинамических характеристик 
основано на анализе и расчетах потенциальных поверхностей этих 

систем. Этот анализ, особенно на предварительных стадиях, мо
жет быть качественным (например, рассмотрение корреляцион
ных диаграмм молекулярных орбиталей в рамках теории Вудвар
да-Хоффманна) или полуколичественным (с использованием 
полуэмпирических методов или неэмпирических подходов низ

ших уровней). Наконец, современные неэмпирические методы 
позволяют проводить расчеты, по уровню точности не уступа

ющие экспериментальным данным. Особо следует подчеркнуть, 

что квантовохимические методы дают возможность исследовать 

процессы и системы, которые весьма сложно изучить экспери

ментально. 

Под поверхностью потенциальной энергии молекулярной систе
мы для некоторого электронного состояния понимают энергию 

этого состояния, записанную как функцию координат {А} ато
мов (или, иначе говоря, их ядер): 

Е(А) == Е(А), д2 , Rз , ... , RN ). 

Электронную энергию получают как решение задачи на соб
ственные значения электронного гамильтониана (см. гл. 22). Выбор 
системы координат ядер определяется поставленной задачей. 

Простейший выбор заключается в том, чтобы использовать 
координаты всех атомов молекулы в общей системе ЗN декарто

вых координат. Этот выбор имеет недостаток: число координат в 
не котором смысле избыточно. Для определения положения цент
ра масс используют три координаты, изменение этих координат 

во времени описывает движение молекулы как целого. Еще три 

координаты описывают вращение молекулы вокруг центра масс. 

Остальные ЗN - 6 координат (в случае линейных молекул ЗN - 5 
координат) определяют внутреннюю структуру молекулы, пони
маемую как относительное расположение ее структурных единиц. 

З02 

Выбор таких координат определяется условиями задачи. Часто удоб
но рассматривать набор внутренних координат: длин связей, ва
лентных и торсионных углов. Именно эти величины дают наилуч
шее представление о молекуле, которым и пользуются при опи

сании ее структуры, схемы химических связей, движения отдель

ных структурных единиц (например, растяжения химических свя

зей при соответствующих валентных колебаниях или вращения 
метильных групп вокруг связи атома углерода этой группы с ос

тальными фрагментами молекулы). Далее будем полагать, что рас
смотрение проводится во внутренних координатах. 

Таким образом, при введении понятия поверхности потенци
альной энергии используется приближение Борна - Оппенгейме
ра, а функция Е( Q) используется в качестве потенциала при ре
шении задачи о движении ядерной подсистемы. Как было показа
но в гл. 22, включение в потенциал кинетической энергии ядер 
приводит к чрезвычайно малым эффектам. Роль неадиабатических 
вкладов в уравнение Шрёдингера будет рассмотрена в гл. 25. 

Рассмотрим сначала общие характеристики поверхности по
тенциальной энергии как функции координат атомов. 

Для анализа характеристик поверхности потенциальной энер
гии прежде всего используют матрицу первых про из водных по 

координатам ядер 

(~~, ~~, ... , д~~_6)-
Элементы этой матрицы можно рассматривать как компонен

ты вектора - градиента полной энергии. 

Те точки, в которых все производные Е(сЬ, (Ь, (Ь, ... , qЗN-6) 
равны нулю, называют критическими точками, или точками ста

ционарности. К таким точкам относят минимумы, максимумы и 
седловые точки (рис. 23.1). Глобальному минимуму соответствует 
равновесная геометрия, а остальным локальным минимумам от

вечают менее стабильные изомеры, конформеры или интермеди
аты. 

Для определения типа критической точки необходимо знать 
матрицу вторых производных потенциальной энергии по коорди

натам ядер (матриИJ! Гессе, или гессиан, F): 

Диагонализация матрицы F соответствует переходу к новым 
координатам, которые представляют собой линейные комбина
ции исходных внутренних координат и называются нормальными 

заз 



б 

в 
4 х 

Рис. 23.1. Критические точки на потенциальной поверхности: 
а - минимум; б - максимум; в - седловая точка 

колебательными координатами. Подробнее эти координаты будут 
рассмотрены в гл. 24. Вблизи критической точки сечение потенци
альной поверхности по каждой нормальной координате имеет вид 
параболы. Движение, которое сопровождается изменением одной 
из нормальных координат, представляет собой колебание ядер с 

частотой, определяемой соответствующим матричным элементом 
диагональной матрицы Fd. Эти матричные элементы имеют смысл 
вторых производных энергии по нормальным координатам. 

Если все элементы диагональной матрицы Fd положительные, 
то критическая точка является минимумом (глобальным или ло

кальным). В этой точке потенциальная энергия имеет минимумы 
по всем нормальным координатам. В случае если один из элемен

тов Fd отрицательный, критическая точка является седловой. В сед
ловой точке энергия имеет минимум по всем координатам, за 
исключением одной, по которой энергия имеет максимум. В сед
ловых точках более высоких порядков может существовать и более 
чем одна вторая производная, имеющая отрицательное значение. 

Число отрицательных вторых производных определяет порядок 
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критической точки. Седловые точки соответствуют переходным 
состояниям для химических реакций. 

Таким образом, поверхность потенциальной энергии пред~тав
ляет собой гиnерnоверхность в пространстве 3N- 6 (для линеиных 
молекул в пространстве 3N - 5) переменных. В графической фор
ме могут быть представлены лишь срезы этой гиперповерхности 
вдоль одной, двух или трех координат или проекция гиперповерх

ности на некоторую плоскость. С практической точки зрения наи
больший интерес представляет поиск стационарных точек, соот
ветствующих глобальному и локальным минимумам и седловым 
точкам. 

Даже в случае относительно простых систем поверхности по
тенциальной энергии часто имеют очень сложный вид, на них 

может наблюдаться большое число локальных минимумов и сед
ловых точек. Так, расчеты методом B3LYP в базисе 6-311G* дуб
летной потенциальной поверхности системы, состоящей из трех 

атомов азота, атома кислорода и атома углерода (NзСО), позво
лили определить все особые точки на этой поверхности, соответ
ствующие реагентам и продуктам типа АВС + DE, промежуточ
ным изомерам и переходным состояниям'[ (всего 33 точки). 

23.2. Пересечение потенциальных поверхностей 

Двухатомные молекулы. Для двухатомных молекул энергия си
стемы зависит от единственного параметра - расстояния между 

атомами, и эта зависимость может быть представлена в форме 
потенциальных кривых. Потенциальные кривые электронных со
стояний разной симметрии могут пересекаться, в то время K~K 
дЛЯ состояний одной симметрии пересечение невозможно. Деи
ствительно,вблизи точки пересечения двух потенциальных кри
вых существенно лишь взаимодействие между двумя соответству
ющими состояниями ('Р, и 'Р2), Т.е. можно ограничиться рассмот
рением двухуровневой задачи при наличии вырождения по энер

гии. При этом в точке пересечения решение имеет вид 

Е, 2 = Ео ± Н'2' 
В случае состояний с разной симметрией согласно теореме 

Вигнера-Эккарта недиагональный матричный элемент гамиль
тониана равен нулю и функции 'Р, и 'Р2 не смешиваются, а ход 
потенциальных кривых Е, и Е2 не изменяется. Для состояний од
ной и той же симметрии матричный элемент Н'2, вообще говоря, 
отличен от нуля, поэтому произойдет как расщепление энергети-

*[ Wei Z-G., Li Q.-S., ZhangS.-w. etal. // J. Моl. Struct.: ТНЕОСНЕМ. - 2005.
У. 722. - Р. 139. 
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Рис. 23.2. Псевдопересечение двух потенциаль
ных кривых 

ческих уровнеи, так и изменение хода кривых, что схематично 

изображено на рис. 23.2. 
Говорят, что имеет место nсевдоnересеченuе (avoided чоssiпg) 

двух потенциальных кривых. 

Потенциальные кривые молекулы NaCI. Рассмотрим потенци
альные кривые на примере молекулы NaCl. Низшие электронные 
состояния молекулы NaCl позволяют продемонстрировать неко
торые особенности поведения потенциальных кривых вблизи от 
точки псевдопересечения. 

Основное состояние молекулы N аСl вблизи положения равно
весия может быть охарактеризовано как ионное. Расчеты методом 
RHF в базисе 6-31+G* (т.е. с включением диффузных и поляри
зующих функций; см. кривая 1 на рис. 23.3, а) показывают, что 
абсолютные значения зарядов на атомах близки к единице, а про
дуктами диссоциации при движении по этой потенциальной кри

вой являются ионы Na+ и Сl-. Это состояние в рамках метода ва
лентных схем можно описать ионной структурой 

'У(1'1:) = N(3pcrC1(1)3pcrC1(2» ~[a(1)p(2)-p(1)a(2)]. 

Е, а.е. Е, а.е. 

-621,1 2 -620,8 2 

-621,2 -621,0 

~ -621,3 -621,2 r.::::: 
-621,4 

-621,4 

О 2 4 6 о 8 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
о 

R(Na-С1), А R(Na-С1), А 

а б 

Рис. 23.3. Потенциальные кривые молекулы NaCl, рассчитанные методом 
Хартри-Фока (а) и методом конфигурационного взаимодействия (6): 

1 - состояние 112:; 2 - 212: 
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Той же симметрией, что и OC~OBHoe, обладает низшее син
глетное возбужденное состояние 2 I,. Потенциальная кривая для 
него бьша рассчитана ограниченным методом Хартри - Фока для 
открытых оболочек. В этом состоянии имеются две однократно за

нятые орбитали 80" и 90"; спины электронов, находящихся на этих 
орбиталях, складываются таким образом, что состояние оказьша
ется синглетным. Орбиталь 80" - это почти чистая 3Рcr-орбиталь 
атома хлора, а МО 90" - преиму~ественно АО 3s натрия. Такая 
картина соответствует ковалентнои структуре 

Состояние 2''L, не имеет минимума на потенциальной кривой, 
рассчитанной в приближении ROHF, а при увеличении ~ Me~
атомного расстояния его энергия стремится к сумме энергии неи

тральных атомов натрия и хлора (кривая 2 на рис. 23.3, а). 
Пересечение этих кривых происходит при межатомном рассто

янии Na-Cl равном приблизительно 6 А. Причина пересечения , ~ ~ 

в том, что не учтена возможность взаимодеиствия ионнои и кова-
лентной структур. ЭТО взаимодействие можно учесть методом кон

фигурационного взаимодействия (рис. 23.3, б). 
Потенциальная кривая для состояния l''L, на межатомных pac~ 

стояниях, меньших 8 А, практически совпадает с потенциальнои 
кривой полученной в однодетерминантном приближении. В то же 
время ~отенциальная кривая для состояния 2''L, и~зменяется очень 
сильно, в частности она становится связывающеи, хотя и с очень 
растянутым минимумом. Кривые не пересекаются, что является 

характерным признаком адиабатических кривых. 
Расчеты методом СI показывают, что вблизи точки пересече

ния адиабатических кривых происходит изменение характера ос

новного и возбужденного состояний (см. рис. 23.3). При расстоя
ниях, больших 5,2 А, низшему состоянию соответствует кова-

Рис. 23.4. Зависимость эффек
тивного заряда атома натрия 

(в единицах заряда электрона) 
в молекуле NaC! от межатом-

ного расстояния 

q(Na) 
1,0 

0,8 

0,6 

0,4 

0,2 

О 
5,2 5,3 5,4 

R(Na-СI), А 
5,5 
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л~нтная, а возбужденному - ионная структуры. Этот переход 
п~исходит очень резко, что демонстрирует график на рис. 23.4: 
пр R(Na-Сl) = 5,24 А наблюдается перенос электрона с иона 
хл ра на катион натрия, а в дальнейшем происходит плавное 
уменьшение зарядов на атомах до q = о на больших расстояниях. 

Многоатомные молекулы. В случае многоатомных молекул пе
ресечения потенциальных поверхностей допустимы независимо 
от их симметрии. Особый интерес представляют собой конические 
пересечения (conical intersection). 

Рассмотрим точку пересечения двух потенциальных поверхно
стей. Поместим начало координат в точку пересечения и обозна
чим волновые функции в этой точке для состояний, соответству
ющих двум поверхностям, как 'Pr и 'Pg. Запишем гамильтониан 
системы вблизи точки пересечения в виде 

н = н о + L - oXi + '" , ~ ~ (дН] 
i aXi 

где OXi - малые смещения по координатам. 
Матричные элементы гамильтониана выглядят следующим об.,. 

разом: 

Hik = ИООik + L <'Р? I дН I 'PZ)OX" 
, дх, 

где ИО - значение энергии в точке пересечения. 
Введем вектор с тремя компонентами: 

Решая вековое уравнение для рассматриваемой ДВухуровневой 
системы, получим выражение для энергий, в которые входят ска
лярные произведения введенного вектора и вектора смещения О: 

Е = ио + ~o ± [(~o? + (110)2]1/2 = Е ± [(~o)2 + (110)2]1/2. 

Это уравнение двойного конуса с вершиной в точке Е = Е в 
координатах Х! = ~o И Х2 = 110 (рис. 23.5). Поэтому такие пересече-
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Е 

Рис. 23.5. Коническое пере
сечение потенциальных по

верхностей 

Рис. 23.6. Схема движения по потенци
альной поверхности возбужденного со

стояния при наличии конического пе-

ресечения 

ния называют коническими. Ранее было известно всего несколько 
примеров конических пересечений (включая случай молекулы 
HNO, который будет рассмотрен далее). В последнее десятилетие 
теоретические исследования и особенно интенсивное эксперимен
тальное изучение механизмов фотохимических реакций показа
ли, что конические поверхности - весьма распространенное яв

ление и что без их учета зачастую невозможно понять наблюдае
мое направление реакций. В точках конических пересечений воз
можен безызлучательный переход в основное или в другое воз
бужденное состояние. 

Рассмотрим схему (рис. 23.6), на которой изображены две по
верхности, конически пересекающиеся в точке CI. Возбуждение 
молекулы происходит при сохранении исходной геометрической 

структуры (франк-кондоновский переход R ~ FC). После возбуж
дения происходит релаксация геометрической структуры с пере

ходом в метастабильное возбужденное состояние М*, а затем (с 
преодолением активационного барьера) - в точку С! через пере
ходное состояние (transition state) TS. Из точки конического пере
сечения возможно как возвращение в исходное состояние R, так 
и образование фотопродуктов Р и Р'. Вероятности этих процессов 
зависят от формы потенциальной поверхности основного состоя
ния (наличие долин, связывающих точку С! с фотопродуктами, 
значения градиентов вдоль линий CI-R, CI-P, CI-P'). 

Конические пересечения в трехатомных молекулах. Рассмотрим 
коническое пересечение в трехатомных системах на примере мо

лекулы HNO. Равновесная геометрия молекулы угловая. В случае 
линейной конфигурации потенциальные кривые двух состояний 
!п И 1~ пересекаются. Это пересечение допустимо, так как оба 
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Е, а.е. 
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о 

R(N-Н), А 

Рис. 23.7. Коническое пересечение потенциальных поверхностей в моле
куле HNO 

состояния относятся к разным неприводимым представлениям 

точечной группы C~V. На рис. 23.7 показана зависимость энергий 
этих состояний от межатомного расстояния N-H (длина связи 
N-O фиксирована). При изгибании молекулы (переход к точеч
ной группе cs) происходит расщепление этих состояний на ком
поненты с симметрией А' и А". Взаимодействие между симмет
ричными компонентами А'(П) и A'(L\) приводит к взаимному от
талкиванию потенциальных поверхностей, которые приобретают 

вид двух конусов, соединенных вершинами в точке пересечения. 

То же самое происходит и с потенциальными поверхностями сим
метрии А" (на рис. 23.7 не показаны). 

23.3. Методы нахождения особых точек и конических 
пере сечений 

В последние годы произошла настоящая революция в практике 
квантовохимических расчетов молекулярных структур. Если ранее 

расчеты обычно проводились для систем с фиксированной гео
метрической структурой, построенной на основе эксперименталь
ных данных, то сейчас правилом стало проводить расчет с пол
ной оптимизацией геометрической структуры в выбранном бази
се. Расчет проводится обычно в приближении ССП методом МР2 
или методом функционала плотности. Для проверки того, что по
лученная структура соответствует минимуму на потенциальной 

поверхности, дополнительно рассчитывают колебательный спектр 

молекулы. Таким образом, оптимизация геометрии молекулы и 
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расчет колебательного спектра стали рутинными процедурами в 
квантовохимических расчетах молекул. Поэтому необходимо хотя 
бы коротко описать методы, используемые при поиске минимума 

или переходного состояния и при расчете гессиана. 

Наиболее эффективными процедурами минимизации являют
ся те, которые основаны на методе Ньютона- Рафсона, описан
ном в гл. 17. 

Сходимость квазиньютоновских методов лучше всего в том слу
чае, если исходное приближение достаточно близко к искомой 
точке стационарности. Если выбор исходного приближения не
удачен, то рассматриваемые методы, как правило, приводят в 

ближайшую критическую точку, не обязательно соответствующую 
глобальному минимуму. При выборе начального приближения ра
зумно использовать имеющиеся экспериментальные данные, в том 

числе сведения о типичных для данных групп длинам связи и ва

лентным углам. 

Более сложны процедуры поиска седловых точек (вообще то
чек с порядком, большим нуля). В этих случаях поиск ведут по 
нескольким направлениям: по одному из них проводят максими

зацию (т. е. поиск максимума), а по остальным (N - 1) ортого
нальным первому - минимизацию полной энергии. Это суще
ственно усложняет алгоритм расчета и не всегда гарантирует на

хождение стационарной точки заданного порядка. В любом слу
чае необходимо проверить порядок найденной точки путем рас
чета колебательного спектра (см. гл. 24). Кроме того, при поиске 
переходного состояния необходимо дополнительно убедиться, 
что путь реакции, проходящий через эту точку, действительно 
связывает заданные реагенты и продукты. Это требование привело 
к разработке методов поиска таких состояний и их исследования 

(см. гл. 27). 
Остановимся теперь на некоторых аспектах расчета градиента 

полной энергии. 

Рассмотрим наиболее простой случай расчета системы с замк
нутой оболочкой ограниченным методом Хартри-Фока. Полная 
электронная энергия записывается следующим образом: 

Ее! = 21 hii + 1 {2и! I jj] - [ij I ji]}. 
ij 

Для вычисления градиента полной энергии и гессиана необхо
димо рассчитать первые и вторые производные полной энергии 
по ядерным координатам. Запишем выражение для производной 
полной энергии по координате а: 

д Ее! = 21 Ghii + 1{2 o[ii I jj] _ дШ I jiJ}. 

да i да ij да да 
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Матричные элементы hii, [иил , [ij/ji] базиса молекулярных 
интегралов, которые являются линейными комбинациями базис
ных функций (для краткости будем называть их атомными орбита
лями), выражают через коэффициенты молекулярных орбиталей 
и интегралы, вычисленные в базисе атомных орбиталей, например: 

Jчi = I,CJliCVi~V == I,CJliCViJ XJlhXvdv. 
Jl,V Jl,V 

Поэтому производную от матричного элемента h;; записывают 
следующим образом: . 

ahii = ,,{aCJli .h . aCVi a~v} 
д L д CVI"Jlv + CJl/ д ~v + CJliCvi -- . 
а Jl,v а а да 

(23.1) 

Последний член в формуле (23.1) - это производная от интег
рала, которая может быть взята обычным образом, если известны 
функции, входящие в интеграл. Однако необходимо еще вычис
лить производные от коэффициентов в молекулярных орбиталях. 
Для этого проанализируем изменение этих коэффициентов при 
изменении координаты а, оа, которое будем рассматривать как 
малое возмущение. Изменения коэффициентов МО выразим че
рез коэффициенты невозмущенной МО: 

C~i = CJli +oaIUficJlk +-21 oa2IUfiaCJlk + ... 
k k 

Здесь (как и в последующих формулах) суммирование прово
дим по всем молекулярным орбиталям (занятым и виртуальным). 

Сравнивая полученное выражение с разложением в ряд Тейлора 

, дс k 1 д 2с k 
С . = С . +oa-Jl-+-оа2 __ Jl_+ Jl/ Jll да 2 да2 ... , 

получаем выражения для Производных коэффициентов МО по 
координатам 

a
2

CJlk _" аЬ 
дадЬ - f Uki CJlk' 

Таким образом, задача нахождения производных коэффици
ентов молекулярных орбиталей по координатам ядер сводится к 

312 

задаче о нахождении матриц ua , Uab• Используя условие диаго
нальности матрицы оператора Фока и условия ортогональности 
молекулярных орбиталей, можно получить систему уравнений для 
нахождения элементов этих матриц 

к L 

(tj -ti)Ufj - I,I,~,kiUfl = Щ,ij' (23.2) 
k I 

где К, L - число виртуальных и дважды занятых орбиталей соот-
ветственно; 

A;j,kl = 4Ш I k/] - [ik I j/] - [i/I jk], 

L L 

Щij = Fija - S{jtj - IISf, (2[[/ I k/] - [ik I j/]), 
k 1 

L 
Fija = hfj + I,(2[ij I kk]a -[ik I jk]a), 

k 

Верхним индексом а обозначены производные интегралов по 
декартовой координате а. В качестве примера приведено разверну

тое выражение для производной интеграла перекрывания. 

Система уравнений (23.2) называется связанными возмущенны
ми уравнениями Хартри- Фока (Coupled Perturbed Hartree- Fock 
(СРНР) equations). Размер системы уравнений равен произведе
нию числа дважды занятых орбиталей на число однократно заня
тых орбиталей, а решение системы уравнений проводится итера
ционными методами. 

Расширение знаний о природе и роли конических пересечений 
привело к включению в ряд программных комплексов (в том чис
ле и в GAUSSIAN) процедуры их поиска. В некотором смысле эта 
процедура похожа на поиск седловых точек. Напомним, что выде
ляют координату, по которой будет проходить поиск максимума 
энергии при одновременном поиске минимума в пространстве 

остальных координат. В случае конических пересечений вьщеляют 

две координаты Х1 и Х;, одна из которых соответствует разности 
градиентов энергии, другая - недиагональный матричный эле
мент градиента. Эти координаты определяют пространство ветв
ления (branching space), остальные координаты {Хз , Х4 , ... , ХП) 
образуют (n - 2)-мерное пространство пересечения. В этом про
странстве градиент полной энергии в ходе оптимизации энергии 

возбужденного состояния стремится к нулю, однако в точке пе-
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ресечения производные энергии по Х1 и .х; не равны нулю. Поиск 
пересечения идет для достижения следующих условий: 

1) Е2 - Е[ = О, 

2) дЕ _ дЕ _ _ дЕ _ 
дХз - дХ4 - ... - дХn - О. 

в программе GAMESS реализован другой метод поиска кони
ческих пересечений. Очевидно, что Поскольку по мере приближе
ния юточке пересечения разность энергий двух состояний умень
шается, стремясь к нулю, можно обеспечить достижения первого 
условия путем минимизации квадрата разности энергий с гради
ентом f с одновременной МИнимизацией энергии по координатам 
АЗ, Х4, ... , ХN (с градиентом g). Это позволяет объединить поиск по 
условиям (1)-(2), оптимизируя градиент G = g + f. 

Поиск конических пересечений проводят в приближении 
CASSCF, причем оптимизация МО проводится с усреднением по 
состояниям. Это делается для того, чтобы оба состояния, потен
циальные поверхности которых пересекаются, описывались с оди
наковой точностью. 

Контрольные задания 

1. Найдите первую и вторую производные для потенциала Морзе. 
2. Каковы признаки седловой точки? 
3. Могут ли в случае двухатомной молекулы пересекаться состояния 

разной мультиплетности? 

4. В каких координатах записывают уравнение для энергии вблизи точки 
конического пересечения? 

5. Какова роль конических пересечений в фотохимических реакциях? 
6. Каким образом в процедуре оптимизации геометрии ВЫЧисляют 

производные коэффициентов в молекулярных орбиталях? 

Глава 24 

РАСЧЕТ КОЛЕБАТЕЛЬНЫХ СПЕКТРОВ 

И ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ МОЛЕКУЛ 

24.1. Колебательные спектры молекул 

Равновесная геометрическая структура молекулы, содержащей 
N атомов, характеризуется тем, что все производные полной энер
гии по координатам атомов (атомных ядер) равны нулю 

дЕ = О, i = 1, ... , 3N. 
дх; 

(24.1) 

Будем про водить рассмотрение в декартовой системе коорди
нат. Индекс i фактически содержит две характеристики: номер 
атома и указание на одну из координат: х, у, Z. В ближайшей окре
стности точки, соответствующей оптимизированной геометриче
ской структуре, полная энергия системы может быть разложена в 
ряд Тэйлора: 

дЕ 1 д 2Е 
E(R) = Ео + I,-dx; +- I,I,--dx;dxj +Пn ' 

; дх; 2 ; j CiX;CiXj 

Здесь Ео - энергия молекулы при равновесной геометрии; R -
полный набор координат ядер; ПN - производные более высоко
го порядка, чем 2. 

Второй член, линейный по смещениям ядер, равен нулю вслед
ствие равенства (24.1). Третий член согласно теореме Гельмана
Фейнмана выражается через производные от потенциальной энер
гии; кроме того, в гл. 22 показано, что E(R) представляет собой 
потенциал, в котором происходит движение атомных ядер. Хотя 
этот потенциал получен путем квантовохимического расчета, его 

происхождение несущественно для решения задачи о движении 

ядер, равно как и подход к этой задаче: классический или с ис

пользованием методов квантовой механики (например, метода 
волновых пакетов; см. гл. 29). 

в гармоническом приближении имеем 
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Вторые производные от потенциальной энергии образуют мат
рицу силовых постоянных: 

Fij == a2
V(R). 

aXjaXj 

Задача о движении точечных масс М; в поле V(R) проще всего 
может быть решена с использованием уравнений движения 

(24.2) 

где i; - сила, действующая на ядро i; Xj, Xj - смещения ядер от 
положений равновесия. 

Напомним, что 
- дх· 
р; =m,V, =mj -' at 

Введем новые переменные qj = xjJm;. Тогда уравнение (24.2) 
приобретет вид 

.f' _ Fij 
где Jij - С г;;:;- - элементы матрицы масс-взвешенных силовых 

vт;"тj 
постоянных. 

Пусть Lq - преобразование, диагонализирующее матрицу масс
взвешенных силовых постоянных. Эта матрица связывает перемен
ные q и новые координаты Q, в базисе которых новая матрица Лij 
диагональна, следующим образом: 

3N 

qj = L (Lq)J.ljQJ.l' (24.3) 
J.l=! 

Координаты QJ.l называют нормальными. Можно показать *, что 
оператор Гамильтона для колебательной энергии в базисе нор
мальных координат может быть представлен в виде суммы опера
торов, соответствующих отдельным нормальным координатам: 

1 ~2 
где 2. Pk - оператор кинетической энергии в масс-взвешенных 

координатах. 

* См., например: Колебания молекул / М.В.ВолькенштеЙн, л.А.Грuбов, 
М.А.Ельяшевuч, Б.И. Степанов. - М.: Наука, 1972. 
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Таким образом, колебания по отдельным нормальным коор
динатам происходят независимо друг от друга. 

Поскольку при переходе к нормальным координатам матрица 

силовых постоянных становится диагональной, для каждой коор

динаты QJ.l имеется уравнение, не связанное с уравнениями для 
других нормальных координат: 

a2Q 
д 2; = -ЛJ.lfJ.QfJ. == -ЛfJ.QJ.l' 

Для вещественных переменных решение этого уравнения име
ет вид 

QJ.l(t) = QS sin(jf;t) = QS sin(21tVfJ.t) = QS sin(rofJ.t). 

Периодическому изменению нормальных координат во време
ни соответствуют нормальные колебания. Движение координат ядер 

(Xj(t) = qj(t) I JЩ) в ходе колебания определяется согласно урав
нению (24.3) элементами матрицы Lq, которые, следовательно, 
определяют форму нормальных колебаний. 

Вероятности (интенсивности) переходов между колебательными 
уровнями под действием электромагнитного излучения вычисля

ют по формуле (10.15): 

Vmj = Ео f 'P~ (-еР)'Р jd'C = Ео f 'P~i1'P ;d'C, 

где i1 - оператор дипольного момента. 

В случае малых отклонений qj от равновесной геометрии при 
движении вдоль нормальной координаты Q; дипольный момент 

может быть разложен в ряд Тэйлора: i1 = ilo + (~~)Oq. 
Тогда матричный элемент дипольного оператора перехода при

обретает вид 

Следовательно, интенсивности колебательных переходов опре
деляются производными дипольного момента по нормальным ко

ординатам. 

Таким образом, последовательность действий при расчете ко
лебательного спектра следующая: 

1) оптимизация геометрической структуры молекулы; 
2) расчет (аналитическими или численными методами) мат

рицы вторых производных энергии по ядерным координатам; 

3) переход к масс-взвешенной матрице вторых производных; 
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4) диагонализация полученной матрицы; 
5) расчет частот нормальных колебаний. 
При работе в декартовых координатах имеется 3N переменны 

и соответственно должно быть 3Nколебательных координат. Меж~ 
ду тем колебательные движения ядер около положения равнове 
сия не должны зависеть от поступательного движения молекулы в 

пространстве и от ее вращения как целого. Всего имеется 3N
(в случае линейных молекул 3N - 5) независимых внутренних ко-
г . . 
~рдинат, gстающиеся шесть координат используют для описания; 

поступательного (три координаты) и вращательного (три коор
динаты) движений молекулы. Как следствие, при диагонализа .. ' 
ции матрицы силовых постоянных должно появиться шесть соб-: 
ственных значений, равных нулю. На практике вместо нулей по
лучают шесть малых собственных значений (среди которых могут 
быть и близкие к нулю комплексные величины). В случае линей
ных молекул число внутренних координат равно 3N - 5. Для опи
сания колебаний используют внутренние колебательные координа- j 
ты молекулы (отклонения межатомных расстояний, валентных' 
углов, диэдрических углов от их равновесных значений). ' 

Колебательный спектр молекулы� воды. В качестве примера рас- , 
смотрим расчет колебательного спектра молекулы воды. Расчет вы-, 
полнен ограниченным методом Хартри - Фока в базисе 6-311 ++G** 
(с поляризующими и диффузными функциями на всех атомах). 

В табл. 24.1 приведены равновесные значения координат атомов. 
Рассчитанная длина связей О-Н составляет 0,941 А, валент
ный угол Н-О-Н - 106,20. 

Матрица вторых производных приведена в табл. 24.2. Матрица 
симметрична, все производные с участием координат у равны нулю. 

Рассчитанные значения частот, интенсивностей переходов в 
инфракрасном спектре и матрица форм нормальных колебаний 
L q приведены в табл. 24.3. Каждый столбец таблицы соответствует 
некоторому нормальному колебанию. Частоты первых шести коле
баний немного отличаются от нуля, что является следствием при
ближений, сделанных в ходе расчета (неточность в определении 
равновесной геометрии, неточности в расчете гессиана, ошибки, 
связанные с представлением чисел в компьютерных про граммах и 

Таблица 24.1 

Равновесные значения координат атомов молекулы Н2О, А 

Атом Х у Z 

О О О 0,0005503895 

Н(1) -0,7527656276 о 0,5656324605 

Н(2) 0,7527656276 О 0,5656324605 
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Таблица 24.2 

Матрица силовых постоянных молекулы воды в декартовых 
координатах, а. е. 

Коор-
ХО 

дината 
УО ZO ХН(I) УЩ1) ZH(I) ХН(2) УН(2) ZH(2) 

Ха 0,813 О О -0,407 О -0,305 -0,407 О 0,305 

Уа О О О О О О О О О 

Za О О 0,530 -0,242 О -0,265 -0,242 О -0,265 

ХН(l) -0,407 О -0,242 0,438 О 0,273 -0,032 О -0,032 

УН(l) О О О О О О О О О 

ZH(l) -0,305 О -0,265 0,273 О 0,247 0,032 О 0,018 

ХН(2) -0,407 О 0,242 -0,032 О 0,032 0,438 О -0,273 

УН(2) О О О О О О О О О 

ZH(2) 0,305 О -0,265 -0,032 О 0,018 -0,273 О 0,247 

Таблица 24.3 

Результаты расчета колебательного спектра молекулы воды: частоты и 
интенсивности колебаний, элементы матрицы Lq (декартовы координаты) 

Характе-
Номер нормального колебания 

ристика 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Частота 0,01 0,03 0,04 4,89 10,05 16,91 1 725,8 4141,8 4243,9 

колеба-

ния, см-1 

Интенсив- О О О О 2,8 8,4 2,0 0,6 2,1 

ностько-

лебания 

Коорди-

натьт: 

хо 0,235 О О О 0,047 О О О -0,068 

О 0,235 О О О -0,083 О О О 
Уо 

О О 0,235 О О О -0,067 0,048 О 
ZO 

ХН(\) 0,234 О О О -0,384 О 0,411 0,571 0,541 

О 0,234 О -0,704 О 0,664 О О О 
УН(\) 

ZЩ1) -0,002 О 0,235 О -0,575 О 0,538 -0,387 -0,406 

ХЩ2) 0,234 О О О -0,384 О О -0,571 0,541 

О 0,234 О 0,704 О 0,664 О О О 
УН(2) 

ZH(2) 0,002 О 0,235 О 0,575 О 0,538 -0,387 0,406 
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др.). Нетрудно видеть, что первое колебание соответствует движе
нию молекулы как целого вдоль оси х и т.д. 

Рассмотрим седьмое колебание (частотой 1 725,8 CM-1). Значе.,j, 
ния х, у, Z определяют смещения ядер ВДОЛЬ координат х, у, Z в про,:, 
цессе изменения нормальной координаты Q7 (т. е. в ходе данного' 
нормального колебания). Так, если мы примем Q7 = 0,1 (напри:": 
мер, нанометров), то атом кислорода слегка сместится по оси Z 
ВНИЗ (в сторону отрицательных значений) на 0,0067 нм (что необ
ходимо JЩя сохранения положения центра масс молекулы), а оба 
атома водорода сместятся вверх по оси Z на 0,0538 нм, но ОДИН ИЗ 
них сдвинется по оси х вправо на 0,0411 нм (Ах = 0,0411), а дру
гой - на 0,0411 нм влево (Ах =-0,0411). Это движение описывает
ся схемой 1 на рис. 24.1. При вдвое меньшем изменении координа
ты Q7 (Q7 = 0,5) сдвиги атомов вдоль координат также будут вдвое 
меньше. Как видно, это колебание соответствует изменению ва
лентного угла Н-О-Н (деформационное колебание). Аналогичные 
схемы могут быть построены и для нормальных колебаний Qs и Q9 
(см. рис. 24.1). Эти нормальные колебания происходят практически 
вдоль линий связей О-Н. В одном ИЗ них атомы водорода одно
временно удаляются от атома кислорода (симметричное валентное 
колебание), в другом - один атом водорода удаляется от атома 
кислорода, в то время как другой приближается к нему (антисим
метричное валентное колебание). 

Представление матрицы L q в декартовых координатах не очень 
удобно для интерпретации полученных результатов. Поэтому прак
тически во всех программных комплексах для про ведения кван

товохимических расчетов предусмотрена возможность расчета мо

лекулярных колебаний в естественных колебательных координа
тах. С этой целью после расчета гессиана переходят от матрицы 
вторых производных к этой же матрице во внутренних координа

тах, для чего необходимо знать, как эти координаты выражены 
через декартовы. В итоге элементы матрицы Lq показывают, как 

z 

1 
х 

Рис. 24.1. Нормальные колебания в молекуле воды: Q7 (1), Q8 (2), Q9 (3) 

320 

Таблица 24.4 

Матрица форм нормальных колебаний Q7- Q9 молекулы воды 
в естественных колебательных координатах 

Характеристика Q7 Q8 Q9 

Частота, см- 1 1725,8 4141,9 4243,9 

Длина связи О-Н(1) 0,035 0,719 0,732 

Длина связи О-Н(2) 0,035 0,719 -0,732 
Валентный угол Н(1)-О-Н(2), град 0,823 -0,007 О 

изменяются внутренние координаты при изменении нормальных 

координат в ходе колебаний. 
Молекула воды имеет 3N - 6 = 3 внутренние координаты (дли

ны связей О-Н(l) и 0-Н(2) и валентный угол H(1)-0-H(2», 
оптимизированные значения которых приведены выше. Матрица 
нормальных колебаний приведена в табл. 24.4 

Значения элементов матрицы L q полностью согласуются с ре
зультатами проведенного выше анализа. Видно, что вклад валент
ных колебаний в Q7 ничтожно мал, так что это колебание сводит
ся к изменению валентного угла. В то же время вкладом измене
ний валентного угла в Q8 и Q9 можно пренебречь. Тем самым раз
деление колебаний на валентные и деформационные в данном 
случае полностью оправдано. 

Зависимость качества расчета от метода и атомного базисного 
показана в табл. 24.5. Все расчеты можно разделить на две группы: 
метод самосогласованного поля (Хартри-Фока) и методы, учи
тывающие электронную корреляцию (МР2, функционала плот
ности). Частоты, полученные методом ССП, заметно выше экс
периментальных. Введем масштабирующий множитель, равный 
среднеквадратичному (взвешенному по всем нормальным колеба
ниям) отношению экспериментальных значений колебательных 
частот к рассчитанным. Если значение масштабирующего множи
теля известно, то можно надеяться, что умножив расчетные зна

чения частот на этот множитель, мы получим (в среднем) значе
ния, близкие к экспериментальным. Для расчетов методом ССП 
практически независимо от базиса масштабирующий множитель 
равен 0,9. Среднеквадратичное отклонение, показывающее зави
симость результатов от базиса (меняющегося в широких пределах; 
см. табл. 24.5), составляет 0,012. для группы расчетов методом B3LYP 
соответствующие значения составляют 0,967 и 0,002, т. е. усред-
,ненные по нормальным колебаниям результаты расчета относи
тельно слабо зависят от базиса. Для методов SVWN и МР2 масш
табирующие множители равны 0,974 и 0,948 соответственно. 

Аналогичные результаты были получены многими исследовате
лями. Так, на основе расчетов колебательных частот 111 соедине-
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Таблица 24.5 

Геометрические параметры и колебательные частоты молекулы воды, 
рассчитанные разными методами 

Длина Валентный Частоты колебаний, см-1 

Метод Базис 
СВЯЗИ угол 

О-Н, Н-а-Н, 
нм град 

Уl У2 Vз 

ссп 6-31G 0,09493 111,6 1 735,9 3992,9 4150,1 
~ 

Ссп 6-31G** 0,09473 105,5 1826,7 4070,2 4188,3 

ссп 6-31++G** 0,09413 106,2 1 725,8 4141,9 4243,9 

МР2 6-31G* 0,09690 104,0 1 735,5 3774,8 3916,2 

В3LУР 6-31G* 0,09686 103,6 1 713,1 3729,8 3851,6 

В3LУР cc-рvDZ 0,09686 102,7 1658,6 3752,3 3853,8 

В3LУР cc-рvТZ 0,09613 104,5 1639,4 3800,9 3901,1 

В3LУР cc-рvQZ 0,09605 104,8 1633,0 3808,6 3909,8 

B3LYP aug-сс-рvТZ 0,09618 105,2 1626,1 3796,4 3899,7 

SVWN cc-рvТZ 0,09692 104,4 1653,3 3733,3 3841,8 

Экспериментальные 0,09572 104,5 1594,8 3656,6 3755,8 
данные 

ний элементов первого и второго периодов в широком базисе р VТZ 
были получены* следующие значения масштабирующих множите
лей: ССП - 0,9066, МР2 - 0,9649, B3LYP - 0,9726, SVWN -
0,9946. Средние стандартные отклонения расчетных значений от эк
спериментальных составляют 40 - 70 CM-1. Авторы рассматривают 
метод B3L ур в использованном базисе как оптимальный для рас
четов колебательных спектров и дающий хорошие результаты при 
умеренных затратах машинных ресурсов. Отметим, что во многих 
руководствах предлагается использовать значение масштабирующего 
множителя для хартри-фоковских расчетов, равное 0,893**. 

Колебательный спектр молекулы 2,2' -бипиридила. Рассмотрим в 
качестве примера расчет колебательного спектра более сложной 
молекулы - молекулы 2,2' -бипиридила (рис. 24.2, табл. 24.6). 

Как и в случае молекулы воды, расчеты методом функционала 
плотности в разных базисах дают практически одинаковые резуль
таты (среднеквадратичное отношение частот, полученных в баз и -
сах 6-31G* и cc-рvDZ, равно 1,003±0,009); частоты, найденные в 
приближении ССП, в среднем выше на 7 %. 

* Ha//s МД, VelravskiJ., Sxh/egе/н.в. //Theor. Chim.Accounts. - 2001. - У. 105. - Р. 413. 
** Масштабируюшие множители для расчетов разного типа вместе с ссьmка

ми на источники имеются на сайтах: http://srdata.nist.gov /cccbdb/vsf.asp; http:// 
srdata.nist.gov / cccbdb /vibsca1e.asp. 
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Рис. 24.2. Молекула 2,2' -бипиридила 
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О 500 1000 1500 2000 У, см-1 

Рис. 24.3. Рассчитанный методом В3LУР (1) в базисе 6-31G* (масштаби
рующий множитель 0,9613) и полученный экспериментально (2) колеба

тельный спектр молекулы 2,2' -бипиридила 

На рис. 24.3 показан рассчитанный спектр 2,2' -бипиридила (ме
тодом B3LYP jcc-рvDZ) и полученный экспериментально. Расчет 
достаточно хорошо описывает форму спектра, хотя соотношение 
между интенсивностями полос передается лишь качественно. 

Современная квантовая химия позволяет достаточно уверенно 

проводить расчет фундаментальных частот в колебательных спек
трах даже больших молекул, в том числе и комплексов переход

ных металлов. 

Таблица 24.6 

Колебательные частоты и интенсивности колебаний в ИК спектре 
молекулы 2,2'-бипиридила, рассчитанные разными методами 

ССП (6-З2G*) ВЗLVP (6-ЗIG*) ВЗLVP (cc-рvDZ) 

Частота, Интенсив- Частота, Интенсив- Частота, Интенсив-

см-1 
ность см-1 

ность см-1 ность 

48,0 3,8 58,4 3,3 61,2 2,7 
108,2 3,5 96,8 2,6 96,6 2,6 
177,3 7,6 164,9 6,4 164,9 6,0 
257,2 О 228,3 О 227,8 О 

355,8 О 334,0 О 333,8 О 
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ССП (6-З2G*) ВЗLУР (6-3IG*) 

Частота, Интенсив- Частота, Интенсив-

см-1 
ность см-1 

ность 

458,9 9,9 411,6 7,6 
462,9 О 418,7 О 

(476,7 О 447,1 О 
. 495,3 < 0,2 449,5 О 
I 622,6 О 572,7 О 

674,4 О 628,4 О 

681,8 17,2 634,8 13,3 
723,1 7,1 672,2 6,4 
826,0 15,9 760,1 1,8 
839,0 О 760,6 О 

842,0 О 778,4 81,6 
859,7 108,9 786,0 О 

919,8 О 841,5 О 
1018,5 3,3 922,5 1,7 
1028,8 О 931,2 О 

1093,1 8,3 977,2 0,3 
1097,7 О 982,5 О 

1 101,9 0,1 1 012,5 8,8 
1106,4 О 1014,4 О 

1 134,0 11,6 1016,3 О 

1139,9 О 1 016,5 0,3 
1140,2 1,3 1059,9 8,1 
1152,3 О 1074,5 О 
1179,2 43,0 1096,4 6,0 
1 185,3 О 1121,9 16,7 
1 188,6 28,8 1 126,3 О 
1213,4 О 1 181,5 2,1 
1219,5 2,3 1181,7 О 

1315,4 О 1293,4 О 

1325,2 11,0 1 298,6 1,7 
1413,9 1,0 1334,9 6,0 
1 430,1 О 1340,0 О 
1456,3 О 1351,4 О 

1589,7 54,2 1465,1 38,0 
1 617,6 О 1 491,6 О 

1636,0 98,9 1 506,1 76,1 
1672,8 О 1529,5 О 

1 766,3 74,5 1616,7 39,6 
1 794,9 О 1635,8 О 

1 799,9 137,4 1646,5 О 

1808,7 О 1647,9 86,7 
3360,4 35,6 3 168,0 59,8 
3361,0 О 3168,3 О 
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Продолжение табл. 24.6 

ВЗLУР (cc-рvDZ) 

Частота, Интенсив-
см-1 

ность 

412,0 6,9 
417,7 О 

447,2 0,1 
448,3 О 
575,8 О 
625,4 О 
624,1 12,4 
667,5 6,3 
761,3 О 
763,4 О 
778,2 74,7 
782,4 О 
849,5 О 
924,2 6,0 
933,3 О 
983,3 0,4 
990,0 О 
1009,5 8,0 
1010,7 О 
1026,5 0,2 
1026,5 О 
1056,8 8,6 
1066,1 О 
1083,4 9,8 
1 111,0 О 
1 111,5 15,9 
1157,9 2,3 
1 158,4 О 
1284,1 0,5 
1287,2 О 
1 329,4 О 
1 330,5 7,0 
1 336,2 О 
1442,9 39,7 
1474,3 О 
1485,2 71,3 
1 512,9 О 
1 608,5 39,7 
1627,4 О 
1639,9 91,8 
1 641,0 О 
3149,3 52,5 
3149,6 О 

Окончание табл. 24.6 

ССП (6-З2G*) ВЗLУР (6-3IG*) ВЗLУР (cc-рvDZ) 

Частота, Интенсив- Частота, Интенсив- Частота, Интенсив-
см-1 

ность см-1 
ность см-1 

ность 

3371,4 О 3 193,1 О 3180,2 О 
3371 ,5 56,0 3193,2 28,6 3180,2 22,3 
3395,4 62,1 3213,8 51,7 3201,3 39,4 
3395,8 О 3214,2 О 3201,6 О 
3435,4 1,2 3243,3 2,9 3228,5 2,8 
3435,8 О 3243,9 О 3229,2 О 

24.2. Термодинамические функции молекул 

Определение равновесной геометрической структуры молеку
лы и ее колебательного спектра позволяет рассчитать ее основные 
термодинамические характеристики при заданной температуре -
энтальпию (Н), энтропию (S), теплоемкости (ер и еЙ. Расчеты 
проводят по формулам: 

S(T) = Sпоет + SBP + Sкол + Sэл - nR[ln(nNo) -1], 

S - R{~ 1 [(21CMkTJ% nRT]} пост - n 2 + n h2 р' 

S = R [~ 1 ~1C VaVbVc ] ВР n +п , 
2 (j 

Sкол = n/~6[ Uо: exP(~o:) -1 -ln[l- ехр(-uо:)]} 
Sэл = nNlnW, 

Н(Т) = Нпост + Нвр + Нкол + Ео + RT, 
3 

Нвр = R~:я =Л:~::Н~I:~олекул), 
Ш-6 hv 

Нкол=Nо I, (иО:)_I' 
о: ехр о: 
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Здесь 

u hVa 
а = kT' 

n - число молей вещества; R - универсальная газовая постоян~ 
ная; No - число Авогадро; М-масса молекулы; k - постоянная 
Больцмана; Т-температура; р - давление; h - постоянная План
ка' 1 - момент инерции; () - число симметрии; Уа - частота 

ко~ебания; ga - кратность вырождения колебания; Wз - крат
ность вырождения электронного состояния молекулы (как прави
ло, равна единице); Ео - электронная энергия (получается в кван
товохимическом расчете). 

Изменение энтальпии в результате химической реакции А -7 В 
(А - реагенты, В - продукты) определяется по формуле 

1 1 
!1Н(Т) = Hb(T)-НА(Т) +-2 L hVa -"2 L hv~. 

аеВ ~EA 

Два последних члена в этой формуле - поправки на нулевую 

энергию колебаний (Ео): 

1 3N- 6 

ЕО =- L hva · 
2 а=l 

Расчет термодинамических характеристик молекулярных систем 

включен в основные квантовохимические программные комплек

сы (GAMESS, GAUSSIAN и др.). 

Контрольные задания 

1. Рассчитанная колебательная частота молекулы азота равна 2 447,5 CM-1• 

Рассчитайте колебательный вклад в энтропию и поправку на нулевую 

колебательную энергию. 

2. Рассчитанные колебательные частоты молекулы аммиака равны 
1094,23 CM-1, 1792,5 см-1 (дважды вырожденная), 3699,7 см-1 и 3826,0 см-1 

(дважды вырожденная). Рассчитайте колебательный вклад в энтропию. 
3. Изобразите с помощью векторов смещений нормальные колебания 

молекулы воды (см. табл. 24.4). 
4. Используя данные табл. 24.4, вычислите поправку на нулевую коле

бательную энергию. 
5. Объясните, что дает учет коррелиционных эффектов при расчете 

колебательных частот. 

Глава 25 

ДВИЖЕНИЕ ЯДЕРНОЙ подсистЕмы 

25.1. Адиабатические и диабатические потенциальные 
поверхности 

Обычно квантовую химию рассматривают как науку об элект
ронном строении молекул. Действительно, значительная часть ра
бот в области квантовой химии посвящена этой проблеме, но 
одновременно интенсивно развивалось и другое направление кван

товохимических исследований, направленное на изучение движе

ния ядерной подсистемы. При разработке методов, позволяющих 
определить равновесную геометрию молекул, рассчитать колеба
тельные спектры молекул, наметить пути изменения геометри

ческой структуры, приводящие к химическим превращениям в 
системе, оценить энергетику этих процессов, молекулу необходи
мо рассматривать как целостную систему, включающую атомные 

ядра и электроны, состояние и динамику которой определяют 

взаимодействия частиц, из которых эта система построена. По
скольку движение атомных ядер, как и движение электронов, 

подчиняется законам квантовой механики, при построении га

мильтониана молекулярной системы должны быть учтены части
цы обоих типов. Понятно, что решение уравнения Шрёдингера с 
таким гамильтонианом является чрезвычайно сложной, практи

чески неразрешимой задачей. Поэтому естественно обратиться к 
введению различного рода приближений, первое из которых дол
жно заключаться в попытке разделения движения электронной и 

ядерной подсистем. Начав с электронной задачи, можно в даль
нейшем использовать полученные решения для описания дина

мики тяжелой подсистемы. Очевидным доводом в пользу такого 
подхода является громадная - на три-четыре (и более) порядка
разница в массе атомных ядер и электронов. Электроны как более 
легкие частицы движутся гораздо быстрее ядер, и при изменении 
положения последних практически мгновенно приспосабливают
ся к новой ситуации. Поэтому в первом приближении ядра мож
но рассматривать как неподвижные, закрепленные в определен

ных точках пространства, а электроны - как движущиеся в поле 

статичного ядерного остова. Этот метод был подробно рассмотрен 
в гл. 22. 
С таким взглядом тесно связан подход к рассмотрению хими

ческих реакций (для краткости мы включим сюда все процессы, 
так или иначе связанные с изменением координат атомных ядер в 
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системе: химические превращения в обычном смысле этого сло-: 
ва, процессы рассеяния атомов и ионов на молекулах, процессы. 

релаксации в возбужденных молекулах), который можно назвать· 
адиабатической гипотезой (чтобы не путать с адиабатическим при
ближением). Гипотеза основывается fIa соображении, что движе
ние системы происходит только ПО одной потенциальной поверх

ности, а состояние системы остается одним и тем же. Этому со- • 
ответствует моделирование химических превращений путем ана-· 

ли~а класси,ческого движения материальной точки по некоторой 
потенциальной поверхности. Как следствие, ДЛЯ выяснения меха
низма реакции проводят расчет только одной потенциальной по
верхности, как правило, основного состояния. Недостаток такого{ 
подхода очевиден: исходная система и продукты явно соответ-} 
ствуют разным внутренним состояниям системы. Даже плавный; 
переход от реагентов к продуктам реакции так или иначе сопро'; 

вождается перестройкой электронной структуры. При этом исход
ное состояние может находиться в прямой генетической связи не, 
с ОСНОВНЫМ, а с возбужденным состоянием молекулы, располо
жение атомных Ядер в которой соответствует ядерной конфигура-' 
ции продуктов реакции. Это родство не может не сказаться на:. 
ходе реакции, конечно, при условии, что существует не которая. 

связь между движением системы по разным потенциальным по .. · 
верхностям. Эта связь реализуется через неадиабатические матрич
ные элементы связи 

Лу~ = - 2n~ [ (ФУ I ::2 Ф~ ) + 2 (ФУ I :z Ф~ ) :z J 
где Ф~ - собственные функции электронного оператора Гамиль
тона, соответствующие различным электронным состояниям мо

лекулы; роль этих матричных элементов будет подробнее обсуж
дена далее. 

В последние годы (даже десятилетия) выяснилось, что эффек
ты, связанные с выходом за рамки адиабатического приближе
ния, часто проявляются в спектроскопии, явлениях рассеяния, 

безызлучательных переходах, динамике систем в возбужденных 
состояниях, фотохимии адсорбированных молекул и т.д. Это выз
вало новый интерес к теоретическому изучению таких явлений, 
в частности к разработке неэмпирических методов расчета этих 
матричных элементов связи, более подробному рассмотрению и 
классификации тех ситуаций, когда наблюдается вырождение или 
почти вырождение электронных состояний, методам численного 
расчета динамики молекул при их движении по потенциальным 

поверхностям. Интересно, что такие явления, как ион-молеку
лярные столкновения, которые ранее изучались в рамках теории 

рассеяния плоских волн на некотором центре, также стали рас-
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сматривать как протекающие с образованием квазимолекулярно
го комплекса. ЭТО позволило применить всю технику, разработан
ную д;;я расчета электронной структуры и потенциальных поверх

ностеи молекул, и использовать известные приближения (напри
мер, адиабатическое). Одним из следствий новых теоретических 
разработок стало широкое использование и дальнейшее уточне
ние концепции диабатических состояний. 

История понятия «диабатические состояния» (и поверхности) 
насчитывает более 70 лет, причем диабатические состояния зано
во открывали несколько раз. Среди авторов, способствовавших 
разработке этой концепции в начале 1930-х П., - Г. Герцберг, 
Е. Теллер, Л.Д.Ландау, Ч. Зинер. Особо следует отметить забытую 
на ,:холгие годы работу Г. Гельмана и Я. к. Сыркина (1935), в кото
рои понятие диабатических состояний введено в связи с некото
рыми аномалиями в стерических факторах при протекании хими
ческих реакций. Эти авторы дали вполне современное определе
ние диабатических состояний как линейной комбинации собствен
ных функций электронного гамильтониана, для которых связь через 
движение Ядер пренебрежимо мала. Диагональные матричные эле
менты электронного гамильтониана в базисе таких функций соот
ветствуют диабатическим потенциальным кривым. Последние мо
гут пересекаться там, где наблюдаются области псевдопересече
ния адиабатических кривых. Ненулевые недиагональные матрич
Hыe элементы электронного гамильтониана в базисе диабатиче
ских функций ЯВЛЯЮТСЯ причиной переходов между такими со
стояниями. Из работ более позднего времени (l960-1970 гг.) сле
дует отметить работы л.Д,Мак-Лачлана, В.Д.Хоби, В.Лихтена, 
Р.Д.Левина и Ф.т.Смита. 

25.2. Неадиабатические эффекты в движении ядерной 
подсистемы 

!lапомним (см. гл. 22), что полный гамильтониан молекуляр
нои системы может быть представлен как сумма оператора кине
тической энергии атомных ядер 

и электронного гамильтониана 

Нэл = I, --/:ч - I,I,-+ I,-+ I, А В , 
~ (n 2

) ZAe
2 е2 Z Z е 2 

i 2т А i riA i<j rij А<В rAB 

в который входит и энергия электростатического взаимодействия 
атомных Ядер. 
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Собственные функции Ф~(г, R) электронного гамильтониана 
Н эл получают как решения уравнения 

НЭЛФfl(Г, R) = ЕflФfl(Г, R) 

при фиксированных значениях координат ядер (совокупность ко
TQPbIX обозначена буквой R). 
Г Запише}1 точную полную волновую функцию молекулы как 

линейную комбинацию собственных функций электронного га
мильтониана 

'р [(г, R) = I.х~(R)Фfl(Г, R), 
fl 

в которой зависящие от ядерных координат коэффициенты X~ (R) 
имеют смысл волновых функций, описывающих движение ядер
ной подсистемы. Здесь индекс 1 нумерует колебательные и враща
тельные состояния молекулы. Подставляя выражение для полной 
функции в уравнение illрёдингера 

Н'Р(г, R) = W'P(r, R), 

можно получить систему уравнений для нахождения волновых 

функций Xfl(R) (при этом мы временно опускаем индекс /): 

(т яд + Efl + (Фfl I Т яд I Фfl) - W)Xfl = 

= I. (фv I т яд I Фfl) + I. ~[- M
1i2 (фv I V'iАФ~)V'iАХv ). 

v v iA А 

(25.1) 

Здесь индексом iA обозначена i-я компонента координат ядра А. 
Обычно начальное состояние не совпадает ни с одной из ста-,; 

ционарных точек на потенциальной поверхности возбужденного! 
состояния, поэтому геометрия системы с течением времени будеТ1 
изменяться. Поскольку форма потенциальных поверхностей в ре-· 
альных задачах достаточно сложна, решение задачи о ядерном, 

движении про водится численными методами. Такие методы весь-: 
ма чувствительны к форме потенциала: например, в области вблизи. 
псевдопересечения численные методы оказываются непримени

мыми. В случае если имеется коническое пересечение, матричные. 
элементы операторов связи неограниченно возрастают, что тре-' 

бует специального рассмотрения. Выход заключается в том, чтобы' 
перейти к новому представлению, в котором потенциальные кри-: 

вые являются достаточно гладкими, чтобы не привести к трудно
стям при решении задачи численными методами. Кроме того, же-\ 
лательно, чтобы в.заимодеЙствие между разными потенциальны-
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ми поверхностями, определяемое неадиабатическими матричны
ми элементами связи, было бы минимальным (или вообще отсут
ствовало). Эти два условия тесно связаны друг с другом. Поясним 
это на примере. 

Предварительно оценим, в каких областях взаимодействие меж
ду поверхностями наиболее существенно. Производная от недиа
гонального матричного элемента электронного гамильтониана по 

некоторой координате q равна 

где Фv, Фfl - собственные функции электронного гамильтониана. 
Учитывая это обстоятельство, а также эрмитовость оператора 

Н эл, получаем 

откуда следует 

(Ф, I ":: ) = ( Ф, I д~ м I Ф, ) /(Е, - Е,) 
Как видно, неадиабатические параметры связи велики в той 

области, где потенциальные поверхности или кривые подходят 
близко друг к другу, Т.е. как раз вблизи точки избежания пересе
чения. 

Итак, задача ставится следующим образом: найти такое уни
тарное преобразование U(R) собственных функций электронного 
оператора, которые в дальнейшем будем называть адиабатически
ми и использовать для их обозначения индекс а, 

фd = U(R)фа, 

чтобы в базисе новых - дuабаmuческuх функций (с индексом d) 

/ дфd) матричные элементы \ Ф~ I а; обращались в нуль. Для того что-

бы полная волновая функция системы 'P(r, R) оставалась инвари-
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антной, волновые функции ядерного движения также должны быть 
преобразованы с помощью матрицы U+: 

xd = U+(R)Xa
• 

Преобразована должна быть и диагональная матрица адиаба
тического потенциала Va (соответствующая в уравнении (25.1) 

( членам Ef.1 или Ef.1 + (Фf.1 I т яд I Фf.1»: 

(25.2) 

При этом уравнение Шрёдингера ДЛЯ нахождения волновых 
функций ядерной подсистемы приобретает вид системы уравне
ний 

. д d _ [T~ v.d] d "v.d d lli-Xf.1 - n + f.1f.1 Xf.1 + kw f.1vXv· 
Gt f.1;Ov 

Теперь связывание между различными потенциальными поверх
ностями осуществляется не за счет матричных элементов про из

водных функций по координатам ядер, а за счет недиагональных 
элементов потенциала. 

Рассмотрим преобразование (25.2) ДЛЯ простейшего случая вза
имодействия двух потенциальных поверхностей (см. рис. 23.3). В этом 
случае преобразование (25.2) удобно записать в следующем виде: 

('Р1 ) (cos a(R) sin a(R) )('Pf ) 
'P~ - -sin a(R) cos a(R) 'P~' 

(25.3) 

Требование равенства нулю матричных элементов (Ф~ I д:!) 
приводит к дифференциальному уравнению 

(фd I дФ~) д (R) О 
1 -aq + Gq а =. 

Учитывая, что матричные элементы связи отличны от нуля лишь 
в области, близкой к точке псевдопересечения, аппроксимируем 
их функцией Лорентца 

где qc - точка псевдопересечения; W12 - малый параметр. 
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Рис. 25.1. К расчету параметров уравнения (25.3) для qc = 2,07: 
1 - a.(q); 2 - sin[a.(q)]; 3 - cos[a.(q)] 

в данном случае уравнение имеет аналитическое решение 

a(q) = 2:_!arctg [2(q -qc)]. 
4 2 W12 

Если q < qc, то значение члена в круглых скобках велико и 

arctg[ 2(q - qc>] "" 2:, т. е. a(q) "" 2:. При q = qc значение угла a(q) 
W12 2 2 

1t 
равно -, а при больших значениях координаты q угол a(q) равей 

4 
нулю (рис. 25.1). 

В табл. 25.1 представлена взаимосвязь между диабатическими и 
адиабатическими функциями и потенциалами. 

Таблица 25.1 

Связь диабатических и адиабатических функций и потенциалов 
для двухуровневой модельной задачи 

a.(q) 'У1 'Yd
2 vd 

n/2 'Уа2 -'Y~ (v2a О J 
о v;a 

n/4 ~ (Ч'f + Ч'~) _l_(_Ч'f + Ч'~) ~(f!Ja + V{ Via - V{ J 
J2 2 f!Ja - v2a Via + Vf 

о 'Уа) 'Y~ (v;a О J 
о v{' 
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Рис. 25.2. Область вблизи точки псевдопересечения для адиабатических 
кривых двух электронных состояний: vy (1), v~ (2) 

В точке пересечения диабатических потенциальных кривых 

т. е. можно считать, что адиабатические потенциалы получены 
методом конфигурационного взаимодействия в базисе диабати
ческих базисных функций. Такой подход согласуется с идеей, что 
диабатические функции являются упрощенными исходными при
ближениями для построения прав ильных адиабатических функ
ций (и потенциальных поверхностей). 1 

На рис. 25.2 в увеличенном виде показана область вблизи точки 
псевдопересечения для адиабатических кривых двух электронных 
состояний. На рис. 25.3 представлены диабатические кривые, по
лученные из адиабатических в результате преобразования (25.3), 
а также (в увеличенном масштабе) недиагональный матричный 

Е, эВ 

20 

10 1 

2 
О 

~ 
-10L-~~~ __ ~ ' __ ~ ' __ ~ ' __ ~~ ' __ _ 

1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 Х, а. е. 

Рис. 25.3. Диабатические кривые: v1 (1) и v~ (2), полученные из адиаба-: 
тических кривых в результате преобразования (25.3), и недиагональны~ 

матричный элемент V12 (3) (дан в увеличенном масштабе х25) 
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элемент Vf2' Как видно, адиабатические кривые вблизи точки пе
ресечения имеют перегибы (рис. 25.2), в то время как диабатиче
ские кривые гладкие (рис. 25.3). 

Контрольные задания* 

1. Дан диабатический гаМИльтониан ДВУХУровневой задачи: 

Hl1 = ехр[-0,4(х + 4)], 

Н22 = 0,015{ехр[-2(х- 3)] - 2ехр[-(х- зm + 0,015, 

Н12 = 0,003ехр[-0,5(х- 6)2]. 

Постройте указанные матричные элементы как функцию координа
тых. 

2. Постройте адиабатические потенциальные кривые для гамильтони
ана, приведенного в задании 1. 

3. Используя результат задания 4 гл. 22, вычислите матричный эле-

мент связи (ФI I ~ Ф2) для собственных функций гамильтониана зада
ния 1 в точке х = 6. 

4. Определите параметры функции Лоренца, передающие зависимость 

( ФI I д~ Ф2) от координаты х для гамильтониана задания 1. 

5. Рассчитайте матрицу преобразования от адиабатического к диаба
гическому базису при х = 6, используя решение задания 4. 

* При Выполнении заданий рекомендуем использовать программу Mathematica 
!ли аналогичный программный продукт. 



Глава 26 

ВОЛНОВЫЕ ПАКЕТЫ В КВАНТОВОЙ ХИМИИ 

r 

В дальнейшем мы будем говорить о ВОЛНОВЫХ ФУНКЦИЯХ ядер
ной подсистемы как о волновых nакетах. Это понятие было введе
но в гл. 5, причем имели В виду волновую функцию, которая опи
сывает свободно движущуюся частицу, локализованную в про
странстве. Вероятность найти частицу в точке х максимальна при 

х = hkot 1т 

и быстро падает при удалении от этой точки, движущейся равно
мерно со скоростью 

v = hko 1т = Ро 1т. 

В момент времени t = О эта волновая ФУНКЦИЯ имеет вид 

1 [Х2 .] Ч'wр(х,t=О)= 1/41/2exp --2+1kox, 
1t а 2а 

(26.1) 

а при движении частицы происходит уширение волнового пакета. 

В настоящее время понятию «волновой пакет» дают более ши
рокое толкование. Для того чтобы проиллюстрировать современ
ный подход, рассмотрим колебательное движение с круговой ча
стотой ro в одномерном потенциале 

(26.2) 

минимум которого находится В точке Ха. 

Волновая функция основного состояния такого осциллятора в 
момент времени t имеет ВИД 

Ч'(х, t = О) = (a1t1!2)-1/2 ехр [ - (х ~a;)2 + ФоХ J 
где а = (пl mro)l/2. 
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(26.3) 

Как видно, Функция (26.3) чрезвычайно похожа на Функцию 
(26.1) ДЛЯ свободно движущегося волнового пакета, что позволя
ет рассматривать ее также как своего рода волновой пакет. Однако 
ФУНКЦИЯ (26.3) - собственная Функция гамильтониана одномер
ного движения в потенциале (26.2) и поэтому от времени не за
висит. Это значит, что соответствующий волновой пакет с тече
нием времени не меняет своего положения: его максимум все время 

находится в точке х = хо. 
Поставим теперь задачу следующим образом: рассмотрим по

ведение системы, состояние которой в момент времени t опи
сывается Функцией гармонического осциллятора (26.3) в потен
циале 

минимум которого находится в точке х = О, т.е. сдвинут по отно
шению к потенциалу (26.2) на величину Ll = Ха. Поскольку функ
ция (26.2) уже не будет собственной функцией нового гамильто-

ниана Т + Vo(x), с течением времени состояние системы будет 
изменяться. Таким образом, возникает задача проследить за изме
нением состояния осциллятора со временем. Можно показать *, 
что решение этой задачи имеет вид 

Ч'(х t) = (1ta2)-1/4 ехр ____ о __ o_+---LQ. х 
[ 

х2 х2 р2а2 ip х ] 
, 2а2 4а2 4п 2 2п 

[ 
1 (хо iPoaJ2 -2iro( (хо iPoa)x -iro( irot] хехр -- -+-- е + -+-- -е --. 
4 (J h а h (J 2 

Более удобной является следующая запись этой функции: 

Ч'(х, t)=(1t(J2)-1/4ехр[_!(~_Хо cosrot_PO(Jsinrot)2 + 
2 а а h 

+ ix (роа cos rot _ хо sin rot)+ ipoxo sin2 rot + 
(J h а h 

. 2 . 2 2 . t] IХо . lРо а. lro + --sш2rot---sш2rot-- . 
4а2 4п2 2 

* ГалИЦКИЙ В. М., Карнаков Б. М., Коган В. И. Задачи по квантовой механике. -
М.: Наука, 1981. 
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Функция имеет вид волнового пакета с распределением веро
ятности по координате х: 

1 ':Р(х, t) 12= 1с exp[-~(x - хо cos 0)[ - ~sin 0)[)2]. 
(jvтc (j тО) 

Максимум волнового пакета перемещается со временем по за
кону 

( 

х = хо cos 0)[ + ~ sin 0)/, (26.4) 
тО) 

Т.е. волновой пакет совершает периодические движения (осцил
лирует) с частотой 0). Плотность вероятности быстро падает при 
удалении от точки максимума (26.4). Таким образом, прослежива
ется полная аналогия между описанием движения частицы с помо

щью волновой функции, имеющей вид волнового пакета, и опи
санием поведения системы, совершающей гармонические колеба
ния. Однако имеется и существенное различие: в то время как обыч
ный волновой пакет при движении постепенно расплывается, 

колебательный волновой пакет сохраняет свою форму. Соответ
ственно модель, в которой сохраняется частота колебания, очень 
удобна для анализа процессов, происходящих в молекулярных 
системах. 

В химических приложениях естественно сопоставить волновые 
пакеты колебательного типа, например, с состоянием двухатом
ной молекулы, колеблющейся с частотой 0), или с колебанием 
вдоль одной из нормальных колебательных координат q много
атомноЙ молекулы. Напомним, что в последнем случае координа
та q соответствует отклонению положения ядер от равновесного 
для данной нормальной координаты положения: q == q - qo. 

Рассмотрим несколько реальных процессов, которые могут быть 
моделированы с помощью описанного формализма. 

Процессы диссоциации комплекса НМп(СО)з(НDАВ). В работе 
М. Гейтца и других* бьmа изучена динамика отрыва аксиальной груп
пы СО от комплекса НМп(СО)з(НDАВ), где HDAВ - 1,4-диаза-,.--.... 
1,3-бутадиен HN=CH-CH=NH (обозначен символом N N): 

~ ~ 
N N N N 

осqс'l!qи Н · ОС + \!-Н , \ , \ 
ОС СО ОС СО 

* Heitz М. С., Guillaumont д, Cote-Bruand 1., Danie! С. // J. Organomet. Chem. -
2000. - У. 609. - Р. 66. 
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Рис. 26.1. Движение волнового па кета при отрыве группы СО от комп
лекса НМп(СО)з(НDАВ): 

а - t = О; б - t = 50' 10-15 с; в - t = 150' 10-15 с; г - (::: 250' 10-15 с 

Этот комплекс моделирует комплексы марганца с (Х.-диимино
выми лигандами. Экспериментально бьmо установлено, что при 
облучении видимым светом (500 нм) с большой вероятностью 
наблюдается реакция отщепления аксиальной группы СО. На 
рис. 26.1 пунктирными линиями показана потенциальная поверх
ность возбужденного состояния с 1А' с переносом заряда с металла 
на лиганд (dxz ~ тc*(HDAB» как функция двух переменных: меж
атомных расстояний Мп-Н (qи) и Мп-СО(аксиальная) (qco)' 
Сплошными линиями показана плотность вероятности для вол
нового пакета ':Р(qи, qco). Как видно, происходит С!lОнтанная дис
социация карбонильной группы, однако волновои пакет заметно 
делокализован также по координате qи, что объясняется ~e<1f~a
батическим взаимодействием потенциальных поверхностеи с А и 
Ь1А' (которая соответствует диссоциации с отрывом атома водо-
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Рис. 26.2. Потенциальные кривые 
ДJIЯ процесса отрыва атома водоро

да от комплекса НМп(СО>з(НDАВ): 

а - адиабатические (1- а1А' (основ
--2-._ ное состояние); 2- аЗА'; з- ЬЗА'; 4-

'". _ сЗА'); б - диабатические (1 - V?1 (ос-
О '--___ '-'-__ "=-"'":с:-=.="-=-=." -= новное состояние); 2 - VgЗ ; з - V~4; 

0,1 0,2 0,3 0,4 4 - V~2); в - недиагональные элемен-
R(Mn-Н), нм 

в 

ты связи между потенциальными кри

выми (1 - V14; 2 - V14; з - V1з) 

рода). Процесс развивается очень быстро, в пределах десятков 

фемтосекунд. 

Рассмотрим теперь, каким образом происходит диссоциация с 
отрывом атома водорода. Отличие от рассмотренного ранее случая в 
том, что адиабатические кривые вдоль координаты R(Мп-Н) име
ют псевдопересечения вблизи точки с координатами ЩМп-Н) == 
= 2 А (рис. 26.2, а). Переход кдиабатическим потенциальным кри
вым был проведен в соответствии с описанной ранее процедуроЙ. 
Полученные кривые (рис. 26.2, б) имеют следующий характер: 
V12 - возбуждение cr -7 n*; V~з - возбуждение dxz -7 n*; V~4 -
возбуждение dyz -7n*. Недиагональные элементы связи между по
тенциальными кривыми показаны на рис. 26.2, в. Как видно, эти 
матричные элементы меняются плавно, причем максимум взаи

модействия наблюдается вблизи равновесного расстояния. 
Первичное возбуждение происходит по схеме dxz -7 n*, т.е. на 

потенциальную кривую Vjз, на которую и переносится волновой 
пакет. В дальнейшем за счет связи между потенциальными кривы

ми пакет частично переносится на другие потенциальные кри

вые, в том числе диссоциативного типа, что и приводит К диссо

циации части молекул (рис. 26.3, а). Эти процессы протекают с 
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Рис. 26.3. Эволюция волновых пакетов при движении по диабатическим (а) 
и адиабатическим (6) потенциальным поверхностям (2-4) при отрыве 

атома водорода от комплекса НМп(СО)з(НDАВ) (см. рис. 26.2): 
1 - t = О; П - t = 3,6· 10-15 с; ПI - t = 6,5·10-15 с; IV - t = 14,5·10-15 С 

большой скоростью (несколько десятков фемтосекунд). Хотя пер
воначально происходит переход в связывающее состояние, дис
социация становится возможной за счет взаимодействия между 
потенциальными кривыми. 

В адиабатической схеме (рис. 26.3, б) уже при первичном воз
буждении волновой пакет распределен по трем возбужденным 
состояниям. Дальнейшее движение пакета также приводит к час
тичной диссоциации, при этом часть заселенности волнового па
кета на диссоциативной кривой за счет неадиабатических эффек
тов переходит на связывающие состояния. 
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Рис. 26.4. Движение волнового пакета в мо
лекуле NO, адсорбированной на поверхнос
ти платины при t = О (а), 826 (6), 4 124 (в) а. е. 
(z - расстояние от молекулы NO дО поверх-

ности) 

Адсорбция NO на поверхности пла
тины. Здесь будет рассмотрена лишь одна 
(самая простая) из возможных моделей 
процесса отрыва адсорбированной на 

поверхности металлической платины 

молекулы NO при облучении светом. 
Предполагается, что фотовозбуждение 
приводит к переносу электрона из по

верхностного слоя металла на молекулу 

NO (точнее - на связывающую орби
таль Pt-NO). При этом на платине воз
никает положительный заряд +8q, а на 
молекуле NO - отрицательный заряд-
8q. Притяжение зарядов разных знаков 

О 1 2 3 4 5 6 7 8 приводит К упрочению связи адсорби-
z, а.е. рованной молекулы с поверхностью, 
в при этом расстояние от молекулы NO 

дО повvерхности уменьшается: происходит сдвиг потенциальной 
кривои ~ направлении поверхности (рис. 26.4)*. Следовательно, 
волновои пакет, соответствующий колебанию Pt-NO, будет дви
гаться влево - в сторону нового равновесного расстояния. По
скольку вр~мя жизни системы в возбужденном состоянии невели
ко, в какои-то момент система вернется в ОСновное состояние 
однако теперь максимум волнового пакета будет находиться слев~ 
от положения минимума потенциальной кривой основного со
стояния. Соответственно Волновой пакет начнет двигаться впра
во, и накопленный при этом движении запас кинетической энер
гии может привести к отрыву молекулы от поверхности - фото
диссоциации адсорбированного вещества. В рамках такой модели 
предполагается, что вблизи своих минимумов потенциальные кри
вые обоих СОСТОЯНИi! имеют одинаковую форму, однако глубина 
минимума на верхнеи потенциальной кривой больше, чем на по-

* Saalfrank Р. // Chem. Phys. - 1995. - У. 193. - Р. 119. 
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тенциальной кривой ДЛЯ основного состояния. Как видно из ри
сунка, потенциал, в котором происходит движение волнового па

кета, сильно отличается от потенциала гармонического осцилля

тора и может быть хорошо аппроксимирован кривой Морзе. Это 
приводит к постепенному искажению формы волнового пакета: 
его правая часть растягивается и постепенно удаляется от поверх

ности, что и является показателем начала процесса диссоциации. 

В рассмотренных примерах обращение к методу волновых паке
тов позволяет учесть неадиабатические эффекты, связанные с тем, 
что движение по разным потенциальным поверхностям не явля

ется независимым. 

Контрольные задания 

1. Как соотносятся между собой параметры, входящие в функцию 
(26.2) и в функцию, описывающую волновой пакет для свободного дви
жения частицы? 

2. Движение волнового пакета происходит в поле с потенциалом: V(x) = 
= ехр[-0,4(х + 4)]. В какую сторону будет двигаться пакет, если при t = О 
имеем х= 6? 

3. Движение волнового пакета происходит в поле с потенциалом: V(x) = 
= 0,01S{exp[-2(x - 3)] - 2ехр[-(х - 3)]}. В какую сторону будет двигаться 
пакет, если при t = О имеем а) х = 6; б) х = 2,5? 

4. Согласно уравнению (26.2) движение волнового пакета в потенци
але, минимум которого соответствует точке х = О, а начальное положе
ние точке х = Ха, происходит по закону 

х = Ха cos(rot) + В!..siп(rot). 
тro 

Как будет происходить движение пакета, если точка Ха совпадает с 
положением минимума потенциальной кривой? 



( 

Глава 27 

ПУТИ РЕАКЦИЙ 

Под путем (координатой) реакции понимают линию на поверх
ности потенциальной энергии, которая соединяет минимумы, 
соответствующие реагентам и продуктам, и проходит через сед
ловую точку. Одной из основных задач квантовой химии при тео
ретическом исследовании механизмов реакций является нахожде
ние путей реакций (рис. 27.1). 

Понятие пути минимальной энергии бьmо введено в 1931 г. 
r. Эйрингом и М. Поляни. Имеется в виду, что максимальное зна
чение энергии на пути реакции будет меньше, чем максимум на 
любой другой линии, соединяющий минимумы реагентов и про
дуктов. Понятие пути реакции неоднозначно и тесно связано с 
методом его поиска. 

Простейший подход к решению этой задачи заключается в сле
дующем. Как известно, часто движение ядер при протекании хи
мической реакции рассматривают как изменение некоторого гео
метрического параметра (длины связи или валентного угла) qo. 
При построении профиля потенциальной энергии как функции 
этого параметра используют следующий прием. Для каЖдОГО фик
сированного значения этого параметра проводят расчет полной 
энергии при оптимизации всех остальных геометрических пара
метров системы. Совокупность полученных структур и характери
зует путь реакции 5, а значение этой координаты приравнивают 

у 
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Рис. 27.1. Два минимума на потен
циальной поверхности, разделен
ные активационным барьером, на 

котором находится седловая точка 

(переходное состояние TS) 

значению параметра qo. Равновесной геометрии реагентов соот
ветствует минимум на кривой E(qo). В случае наличия пеl?еходного 
состояния на кривой E(qo) имеется максимум~ которыи Об~IЧН~ 
совпадает (хотя и не всегда) с седловой точкои или, по краинеи 
мере, находится в окрестности седловой точки. 

Приведенный метод дает хорошие результаты в тех случаях, 
когда путь реакции в основном совпадает с изменением некото

рой внутренней координаты. В более сложных случаях можно об
ратиться к методам, специально разработанным для наХОЖдения 
пути реакции исходя из данных о структурах системы, соответ

ствующих двум или трем точкам на этом пути. При этом предпо
лагается наличие активационнога барьера, максимум которого 
соответствует переходному состоянию. НаХОЖдение переходного 
состояния, как правило, является первым шагом решения задачи 

поиска пути реакции. Методы поиска переходного состояния были 
рассмотрены в гл. 23. 

Если эта задача уже решена, то можно, стартуя с геометрии 
переходного состояния, проследить обе части пути реакции: от 
переходного состояния к реагентам и от переходного состояния к 

продуктам реакции. Это позволяет проверить, действительно ли 
рассматриваемый путь реакции проходит через обнаруженное пе
реходное состояние. Одним из Ta~x .подход~в являетс~ метод внут
ренней координаты реакции (Intnnslc ReactlOn Соогdшаtе - IRC). 
В этом методе используют масс-взвешенные декартовы координаты 

qi = m}!2Xi • 

Путь реакции находят, решая классические уравнения движе
ния: 

dXk / ds = gk / 1 gk 1, 

где gk - градиент, записанный в масс-взвешенных координатах 
(см. гл. 24). 

Предполагают, что скорость движения системы (т. е. ее кинети
ческая энергия) во всех точках равна нулю. Решение про водят 
численными методами, в которых реализуют последовательность 

малых шагов в направлении спуска 

где s - размер шага. 

Поскольку в седловой точке градиент равен нулю, на первом 
шаге направление движения совпадает с переходным вектором, 

т. е. с нормальным колебанием с мнимой частотой. Такого рода 
расчеты требуют задания очень малого шага, в противном случа~ 
происходит отклонение от координаты реакции с последующеи 

осцилляцией вокруг этой координаты. В современных программ-
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Xk 
'( Xk+l 

1 Рис. 27.2. Методика построения внутреннего 
пути реакции 

l ." 
ных комплексах, как правило, реализуют метод предложенный 

К. Гонзалецом и х. Б. Шлегелем*, который свобо;ен от этих недо
статков. 

Предположим, что найдена точка Xk на истинном пути реак
ции 2 (рис. 27.2). Аппроксимируем путь реакции на участке от Xk 

д~ Xk+ 1 сегментом окружности 1. Получим вспомогательную точку 
Xk+ 1, лежащую на линии вдоль градиента &: 

Xk+! = Xk - (5/ 2)gk / I gk I . 
Проведем из точки xZ + 1 касательную к окружности 1. Расстоя

ние от вспомогательной точки до точки касания, очевидно, равно 

5/2. Будем искать точку путем минимизации энергии при условии 

IXk+! - Xk+11 = s/2, 

т. е. на кривой З. Такая дополнительная оптимизация обеспечивает 
прохождение пути реакции по дну долины, ведущей из седловой 

точки к реагентам (или продуктам). Фактически этот метод совпа
дает с методом скорейшего спуска. При этом можно использовать 
достаточно большие значения параметра s (до 0,4). 

!lапомним, что кинетическую энергию системы полагаем рав
нои ~улю, что соответствует очень медленному сползанию из сед

ловои точки к реагентам и продуктам. В реальности колебательные 
движения атомов, значение и направленность начального импульса 

системы приводят к тому, что движение происходит в среднем 

вдоль пути реакции с осцилляциями, определяемыми начальны

ми условиями. Тем не менее понятие пути (координаты) реакции 
является чрезвычайно полезным инструментом, позволяющим 

детально исследовать механизмы реакций. 
Метод IRC предполагает, что геометрия переходного состоя

ния известна. В настоящее время разработаны методы, позволя
ющие находить переходное состояние одновременно с путем ре

акции. 

В методе QST2 задается геометрия реагента (реагентов) и про
дукта (продуктов). Пробная структура переходного состояния опре-

* Gonza/vez С., Sch/ege/ Н.В.!! J. Chem. Phys. - 1989. - У. 90. - Р. 2154. 
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деляется путем линейной интерполяции, после чего поиск пере
ходного состояния проводится стандартными методами. В методе 
QST3 задается геометрическая структура реагента, продукта и 
предполагаемая структура переходного состояния. Оба метода пре
дусматривают возможность задания (без указания геометрии) еще 
несколькИХ точек, которые и будут характеризовать путь реакции 
более подробно. Исходные координаты этих точек также опреде
ляют путем интерполяции, после чего проводят уточнение струк
туры переходного состояния, а затем - уточнение структурных 
параметров всех точек на пути реакции, в том числе реагентов и 
продуктов. Эта процедура аналогична подходу, используемому в 
методе IRC, и предусматривает поиск точек, которые соответ
ствуют локальным линиям скорейшего спуска. 

Если при движении по адиабатической потенциальной поверх
ности сохраняются некоторые элементы симметрии, то и элект
ронное состояние сохраняет свою классификацию (симметрию) 
относительно этих элементов. Более того, при анализе таких про
цессов необходимо учитывать также симметрию отдельных моле-

кулярных орбиталей. 
Путь реакции с активационным барьером (отрыв молекулы во-

дорода от l,4-циклогексадиена). Рассмотрим путь реакции, при 
котором сохраняется ось симметрии второго порядка и две плос
кости симметрии (точечная группа C2v; рис. 27.3). В результате об
разуется молекула бензола, над которой расположена молекула 

»=« 
Реагент 

Переходное состояние 

а б в 

g 
g g 

g 

g g 

~ ~ ~ 
Продукт 1 Продукт 2 

г д е 

Рис. 27.3. Этапы (а-е) отрыва молекулы водорода от молекулы 1,4-цик
логексадиена 
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Рис. 27.4. Корреляция энергетических уровней молекулярных орбиталей 
для трех структур молекулы 1,4-циклогексадиена 

водорода. Расчеты выполнены в базисе 6-31G*. На первом этапе 
путь реакции был получен в приближении RHF методом QST2, 
после чего для каждой точки бьш выполнен расчет методом CI. На 
рис.27.4 показана схема энергетических уровней семи молекуляр
ных граничных орбиталей реагента, переходного состояния и про
дуктов: четырех дважды занятых и трех вакантных, в табл. 27.1 -
вид некоторых из этих орбиталей. Занятая орбиталь реагента сим
метрии а! коррелирует с вакантными орбиталями продукта реак

ции и переходного состояния, а вакантная орбиталь Ь2 - с заня

той орбиталью переходного состояния, а затем и продукта. С точ
ки зрения корреляции занятых МО по симметрии реакция явля
ется запрещенной. По общему правилу это должно приводить К 
появлению активационного барьера; расчет показал наличие 
барьера высотой приблизительно 250 кДж/моль (рис. 27.5). 

На рис. 27.5 показаны также потенциальные кривые вдоль пути 
реакции для нескольких низших возбужденных состояний различ
ной симметрии, которые могут быть представлены как однократ
но возбужденные конфигурации. Низшее возбужденное состоя
Hиe !А! соответствует однократному возбуждению а! ~ а! (в слу
чае реагента <1'22 ~ <1'25), т. е. не может рассматриваться как непо
средственный аналог основного состояния продуктов. Энергия со
стояния реагента, которое соответствует конфигурации основно-

го состояния продукта реакции 1 ... a?a'f.b'f.b? 1, очень высока, ниже 
нее расположен ряд состояний симметрии !А!, соответствующих 
возбуждениям различной кратности. 

Энергии реагента и продуктов реакции очень близки: разность 
энергий составляет 14,6 кДж/моль. Конечное состояние, получен
ное на пути реакции с заданной в данном примере симметрией, 

является в свою очередь переходным состоянием, которое связы-
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Табли ца 27.1 

Изменение 19-24-й молекулярных орбиталей при отрыве молекулы 
водорода от молекулы 1,4-циклогексадиена 

Номер 
молекулярной 

орбитали 

19 

20 

21 

22 

23 

24 

Реагент 

а2 

* Ь2 

Переходное 
состояние 

~ 

-n-

Продую 

а2 

а2 
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Рис. 27.5. Потенциальные кривые основного и возбужденных СОСТояний в 
ходе реакции отрыва водорода от молекулы 1,4-циклогексадиена: 

1 - состояние IIA1 (основное состояние); 2 - IA2; 3 - 2 IА,; 4 - IB,; 5 - 'В2 
вает минимумы на потенциальной поверхности бензол-водород. 
Эти минимумы соответствуют разным слабосвязанным состояни
ям этой системы и Отличаются ориентацией молекулы водорода 
относительно бензола. 

Коническое пересечение потенциальных поверхностей S. и So 
бензола. Экспериментально бьшо показано", что на поверхности 
нижнего вОЗбужденного состояния бензола существует потенци-

Бензвален Префульвен 
(точка конического 

пересечения) 

Фульвен 

Рис. 27.6. Молекулярные структуры, связанные с коническим пересече
нием потенциальных поверхностей молекулы бензола 

.. Palmer I.J., Ragozov N., Bemard F. et al.(( J. Amer. Chem. Soc. - 1993. - У. 115.
Р.673. 
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Рис. 27.7. Энергии (кДж/моль) молекулярных структур, связанных с ко
ническим пересечением потенциальных поверхностей молекулы бензо

ла (см. рис. 27.6) 

альный барьер энергией около 37,6 кДж/моль. Возбуждение, при 
котором молекуле передается избыточная энергия, достаточная 
для преодоления этого барьера, ПРИВОДИТ к исчезновению флюо
ресценции. Это бьшо истолковано как появление нового, очень 
эффективного канала перехода в основное состояние с образова
нием фотопродуктов - фульвена и бензвалена (рис. 27.6): 

Бензвален 

(SO) (S.) .... :1:... r 
Префульвен ,/ 

Фульвален 

Проведенные расчеты подтвердили это предположение и по

казали, что качественно структура потенциальной поверхности S, 
согласуется с представленной на рис. 27.1. Энергии, соответствую
щие особым точкам на потенциальных поверхностях основного и 
низшего возбужденного синглетного состояний бензола, показа
ны на рис. 27.7. 

Особо отметим, что геометрические структуры метастабильно
го возбужденного состояния М*, переходного состояния TS и ко
нического пересечения С/ (см. рис. 27.7) могут быть получены толь
ко путем расчета. Переход к структуре С/происходит путем изги
бания плоскости вокруг линии связи С(2)-С(4) с выходом атома 
углерода С(3) из плоскости. Такие структурные изменения харак
терны при образовании конических пересечений у многих углево
ДОРОДОВ. 
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Контрольные задания 

1. Охарактеризуйте понятие «переходный вектор». 
2. В чем заключается разница между методами QST3 и QST2? 
3. Для возбужденного состояния SI путь реакции из начального поло

жения, соответствующего равновесной геометрии основного состояния, 

в точку конического пересечения СI проходит через точку, соответству
ющую минимуму на потенциальной поверхности SI' Каковы условия воз
моf.ности достижения системной точки СП 

14. Может~ли на пути реакции быть больше одного активационного 
барьера? 

Глава 28 

РАСЧЕТ ЭЛЕКТРОННЫХ СПЕКТРОВ 

ПОГЛОЩЕНИЯ И ПОТЕНЦИАЛЬНЫХ 

ПОВЕРХНОСТЕЙ ВОЗБУЖДЕННЫХ СОСТОЯНИЙ 

При изучении фотохимического поведения молекул и расчете 
их электронных спектров обычно необходимо получить данные не 
для одного, а для целого набора низших возбужденных состояний. 
При этом существенна одинаковая точность расчета для всех со
стояний, в частности должна быть обеспечена одинаковая сте
пень учета корреляционных эффектов. Это предъявляет весьма 
высокие требования к выбору метода расчета, структуры актив
ного пространства, атомного базиса. Кроме того, необходимо иметь 
в виду, что изучение потенциальных кривых, а тем более потен
циальных поверхностей, требует выполнения большого числа рас
четов, что подразумевает еще одно требование к методу - его 

экономичность. 

Особые сложности возникают при изучении возбужденных со
стояний соединений переходных металлов, например металлоор

ганических соединений, которым в настоящее время уделяется 

огромное внимание. Для них характерна высокая плотность воз
бужденных состояний, причем в одной и той же энергетической 
области могут лежать состояния, относящиеся к разнообразным 
типам возбуждений: состояния с переносом заряда с металла или 
с а-связи на лиганд, с лиганда на металл, внутрилигандные воз

буждения, d-d-переходы. Возбуждение может сопровождаться 
фотохимическими процессами различного типа: переносом заря
да или энергии, разрывом или образованием новых химических 
связей, изомеризацией, образованием радикалов, безызлучатель
ными переходами в основное состояние. 

Форма потенциальных кривых определяет BpeMeHHbIe характе
ристики существования систем в возбужденных состояниях и ха
рактер протекающих процессов. Если энергия быстро уменьшает
ся при увеличении межатомного расстояния металл-лиганд (по
тенциальная кривая имеет отталкuвательный характер), то про
исходит быстрый отрыв этого лиганда. В то же время во многих 
случаях возбуждение при водит к переходу в состояния с относи
тельно большими временами жизни и определенной структурой. 

Энергии этих состояний лежат в ограниченной области, что при
водит к появлению псевдопересечений потенциальных поверхно

стей, седловых точек, конических пересечений (рис. 28.1). Это про-
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Рис. 28.1. Разнообразие структур потенциальной поверхности возбужден
ного состояния 

является как в изменении формы спектров, так и в химических 

последствиях возбуждения. 
Практика показала, что прямой расчет методом конфигура

ционного взаимодействия не позволяет достаточно хорошо пе

редать характеристики возбужденных состояний, что связано 
прежде всего с использованием орбиталей, полученных в при
ближении ССП, которые оптимальны лишь ДЛЯ основного со

стояния. Это наводит на мысль использовать ДЛЯ расчета много

конфигурационный метод самосогласованного поля. Современ
ные программы позволяют выполнять расчет с оптимизацией МО 
ДЛЯ каждого отдельно взятого состояния. Это гарантирует, что 
для данного состояния будут получены наилучшие орбитали и 
оптимальная энергия. Такой подход требует тщательного выбора 
активного пространства. Чтобы обеспечить одинаковое качество 
расчета ДЛЯ всех состояний и ограничить объем вычислительной 
работы, обычно применяют своего рода компромисс: проводят 

усреднение матрицы плотности с указанием весового вклада каж

дого состояния. Таким образом получают орбитали, которые в 
среднем оптимальны для группы состояний. Это существенно 
уменьшает число выполняемых в каждой точке вычислений и по
зволяет надеяться на приблизительно одинаковое качество расче

та для всех рассматриваемых молекулярных термов. Тем не менее 
эта методика не обеспечивает достаточной точности расчетов. 

Для дальнейшего уточнения на практике используют два мето

да: метод конфигурационного взаимодействия с многодетерми
нантной ссылочной (multireference) функцией (MRCI) и много
детерминантную теорию возмущений. Как правило, в качестве 
ссьmочной используют функцию, полученную методом CASSCF. 
В приближении MRCI в конфигурационный базис включают все 
конфигурации, полученные из ссьmочной с использованием од-
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Рис. 28.2. Потенциальные кривые возбужденных состояний: a1A' (1), b1A' (2), 
с 1А' (3), d1A" (4), е 1А" (5), flA' (6), glA" (7) комплекса состава 
Ru(SпНз)(СНз)(СО2)(МDАВ) вдоль координаты отрыва группы СНз (рас
чет методом CASSCFjCASPT2); MDAB-N, N'-диметил-1,4-диаза-l,З-бу-

тадиен 

нократных и двукратных возбуждений. Такая методика позволяет 
выполнить расчеты потенциальных кривых возбужденных состоя
ний ДЛЯ достаточно сложных систем (рис. 28.2)*. 

Наконец, в последние годы разработан вариант метода Функ
ционала плотности ДЛЯ расчета возбужденных состояний - не
стационарная теория функционала плотности (Time Dependent 
Density Functional Theory - TDDFТ). Эта теория была раз работа
'Ia ДЛЯ изучения тех явлений, ДЛЯ которых необходимо рассматри
вать отклик системы на меняющееся во времени внешнее возбуж
дение. Именно к этому классу явлений относится поглощение света 
молекулярными системами. Вероятность поглощения определяет
ся мнимой компонентой динамической поляризуемости системы, 
которая в свою очередь связана с реакцией (откликом) электрон
ной плотности на внешнее возмущение. Полюса функции отклика 
плотности совпадают с энергиями переходов в возбужденные со
стояния. Полюса находят путем диагонализации матрицы специ
ально сконструированного функционала. По своему смыслу эта 
теория близка к методу СI в приближении однократных возбуж
дений. По-видимому, метод дает лучшие результаты в случае, если 
электронные переходы могут рассматриваться как «чистым (или 
«почти чистые») переходы между двумя орбиталями. 

Особые трудности возникают при изучении высоковозбужден
ных состояний. Это связано с тем, что наиболее сильный отклик 
на внешнее поле наблюдается в той области, где электронная 
плотность наиболее диффузна, т. е. на периферии молекулы. Меж
ду тем многие из известных обменно-корреляционных функцио-

* Daniel С. / / Coord. Chem. Rev. - 2003. - У. 238. - Р. 143. 
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налов имеют неправильное асимmотическое поведение. Следствием 
является занижение рассчитанного порога ионизации и большие 
ошибки ДЛЯ состояний с высокой энергий. 

Большим преимуществом метода TDDFТ является то, что в 
отличие от методов, основанных на разложении по конФигураци
ям, он практически не ограничен размерами системы; кроме того, 

начиная с некоторого уровня результаты также перестают зави

ce(fb от атомного базиса. 
I В таБЛ.~8.1 приведены результаты расчета молекулы бензола 

методами TDDFT и CASPT2. Ошибки в выполненных ранее рас
четах энергий методами СI и MRCI составляли 0,5 эВ (и более). 
В расчетах*, выполненных методом CASPT2, расхождение с экс
периментальными данными не превышает 0,1 эВ. Эти расчеты 
проводились в базисе следующей структуры: атом углерода -
[4s3pld], атом водорода - [2s1p], в котором сжатые базисные 
функции включали по 8 - 13 примитивных гауссиан для s-орби
талей и по 6 - 8 гауссиан ДЛЯ p-орбиталеЙ. Поскольку известно, 
что в спектре бензола наблюдаются ридберговские состояния, в 
которых состояние возбужденного электрона в поле «иона» C6H~ 
напоминает состояние электрона на 3s- 3d-орбиталях атома во
дорода, базис бьш дополнен диффузными орбиталями, помещен
ными в центре молекулы. 

В расчетах методом функционала плотности даже стандартный 
базис 6-31G* приводит к ошибкам, не превышающим 0,6 эВ. Вве
дение набора диффузных функций (базис aug-сс-рvDZ) позволяет 
также описать с приемлемой точностью ридберговские орбитали. 

В случае молекулы пиридина возможны переходы двух типов: 

1) с занятых 1t-орбиталей на возбужденные виртуальные 1t*-орби
тали (п -? 1t*-переходы); 

2) с неподеленной электронной пары атома азота на вирту
альные 1t*-орбитали (n -? 1t*-переходы). 

Расчеты электронного спектра пиридина (табл. 28.2) демонст
рируют умеренную зависимость от выбора метода функционала и 
не слишком сильную зависимость от выбора базиса (расчеты ме
тодом B3LYP). Метод СI в приближении однократно возбужден
ных конфигураций (SCI) дает корректные значения энергии лишь 
для низшего возбужденного состояния. Расчеты методом TDDFТ 
вполне конкурентоспособны с гораздо более трудоемким мето
дОМ CASPT2. 

В табл. 28.3 приведены результаты расчета методами аЬ initio и 
TDDFТ комплекса рутения. Результаты хорошо согласуются меж
ду собой и с экспериментальными данными, оба метода дают 
одинаковые характеры переходов. 

* Roos В., Fulscher М., Ma/mquist Р.-А. et al. Quantim Mechanical Electron Structure 
Ca!cu!ations with Chemical Ассигасу / ed. S. R. Lal1ghoff. - Dordrecht: К1uwег, 1995. 
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Таблица 28.1 

Результаты расчета электронного снектра (энергии перехода, эВ) 
молекулы бензола 

Состоя- Характер 
Метод расчета (базис) 

Экспери-
ние перехода CASSCF+ TDDFГ TDDFТ ментальные 

+ МР2*1 (ANO) (6-31 G*) (aug-сс-рvDZ) данные 

lB2u 1[ -7 1[* 4,84 5,52 5,45 4,90 
lB1u 1[ -7 1[* 6,30 6,31 6,11 6,20 
lE1g RYd(3s) 6,38 - 6,06 6,33 
lA

2u RYd(3p) 6,86 (0,07)*2 - 6,58 (0,013) 6,93 
lE

1u Ryd(3p) 6,99 - 6,60 -lE
2u Ryd(3p) 6,92 - 6,66 6,95 

lE
1u 1[ -7 1[* 7,02 (0,82) 7,38 (0,12) 7,00 (0,12) 6,94 (1,05) 

'Jc . м .. Roos ~., Fu!~cher М., Ma!mquist Р.-А. et al. Quantum Mechanica! Electron 
Structure CalculatlOns wlth Chemical Accuracy / ed S R Langhoff D d ht к1 1995 '2 В . . . . - ог гес . uwer 

. скобках приведена сила осциллятора. . , 

Таблица 28.2 

Результаты расчета электронного снектра (энерmи перехода, эВ) 
молекулы ниридина 

Со- Харак- Метод расчета (базис) 
Экспе-

стоя- тер пе- SVWN В3LУР*1 В3LУР SCI*J SCI римен-

ние рехода (базис (базис (сс- (базис (сс-
CASPT2*J 

тальные 

Садлея*2) Садлея) pvDZ) Садлея) pvDZ) (ANO-L) данные 

lA1 1t -7 п* 6,16 6,19 6,53 6,45 6,68 6,42 6,38 
lA2 n -7 п* 4,29 5,07 5,06 6,79 7,34 5,17 5,43 
lB2 1t -7 1[* 5,35 5,47 5,73 6,10 6,38 4,86 4,99 
lBl n -7 п* 4,20 4,76 4,86 6,16 6,09 4,91 4,59 
ЗА2 n -7 п* 4,18 4,93 4,84 6,66 7,10 5,40 -
ЗВ2 1t -7 п* 4,52 4,47 4,69 4,63 4,90 4,84 -
ЗАl 1t -7 п* 4,48 3,91 4,02 3,53 3,60 - 4,1 
ЗВl n -7 п* 3,37 4,05 3,98 5,12 5,02 4,1 

Оrклоне- 0,67 0,32 0,38 1,04 1,22 0,22 
ние'З -

'1 Д~HHыe ст.: Bauernschmitt R .• Alrichs R. // Chem. Phys. Lett. - 1996. _ V 256 _ 
Р. 454. Базис Садлея имеет структуру (52111/411/22J' см . Sadle'; А // т . Ch: 
Acta - 1991 - V 79 Р *3 ,.. ,. eor. 1т. 

. '" - . 123. Приведено среднеквадратичное отклонение от 
экспериментальных значений. 
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Таблица 28.3 

Результаты расчета электронного спектра модельного комплекса 

Ru(SпНз)z(СО)z(МDАВ) и параметры экспериментально полученного 

спектра поглощения комплекса Ru(Sп(С6Нs>з)z(СО)z(IРDАВ) 

Метод расчета 
Экспериментальные 

данные 

Состоя-

ние CASSCF /CASPT2 TDDFТ, ВЗLУР 
Е, см-1 Е, ." 

л/(моль' см) Е, см-1 f Е, см-1 f 

Ь!А! 21260 0,17 22020 0,063 18900 6050 

а!В! 24630 0,005 24680 0,006 25000 960 

с1А1 29220 0,13 29760 0,042 32260 38500 

а 1В1 32940 0,003 30410 0,01 - -

bI B1 33930 0,018 32182 0,002 - -

с1В1 37330 0,005 36540 0,098 38640 18700 

d1B1 38360 0,13 37590 0,045 - -

Ь1 В2 39640 0,003 39760 0,004 - -

eI B1 - - 38630 - - -

Прuмечанuе. IPDAB - изопропил-I,4-диаза-I,З-бутадиен; Е - энергия воз
буждения, CM-1; Е - коэффициент молярной экстинкции, л/(моль' см); f - сила 
осциллятора. 

Контрольные задания 

1. В чем заключается метод CASMP2? 
2. В какой степени метод CASSCF учитывает динамическую корреля

цию? 
3. Как вы полагаете, позволяет ли метод TDDFT выполнить расчет 

энергии состояния, соответствующего двукратному электронному воз

буждению? 
4. Как вы полагаете, позволяет ли метод TDDFT выполнить расчет 

потенциальной поверхности возбужденного состояния? 

Глава 29 

ВОЛНОВЫЕ ПАКЕТЫ В СПЕКТРОСКОПИИ 

Рассмотрим комплекс двухвалентного рутения [Ru(Ьру>з]2+ 
(электронная конфигурация центрального атома d~ с 2,2'-бипи
ридилом (Ьру). При переходе в электронно-возбужденное состоя
ние под действием излучения с длиной волны в области 445 нм 
происходит перенос электрона с одной из атомных d1t-орбиталей 
металла на низшую незанятую молекулярную орбиталь, которая 
представляет собой п* -орбиталь 2,2' -бипиридила. Такие возбужде
ния относят к переходам с переносом заряда с металла на лиганд 

(Metal to Ligand Charge Transfer - MLCT). Бьmо доказано, что 
электрон целиком переходит лишь на один из трех одинаковых 

лигаНдОВ, так что состояние возбужденного комплексного иона 
можно символически записать так [Ru!Il(bpY)2(bpy-)]2+. Экспери
ментальные данные показывают, что при таком возбуждении ко
лебательные частоты остаются практически постоянными, изме
няясь не более чем на 10 CM-1. Поэтому можно считать, что кри
визна потенциальной поверхности для комплекса в возбужден
ном состоянии почти совпадает с кривизной потенциальной по
верхности для основного состояния. Другими словами, для каж
дой нормальной колебательной координаты форма потенциаль
ной кривой в низшем и возбужденном состояниях практически 
одинакова. Разница может заключаться лишь в положении мини
мумов этих кривых; говорят о сдвигах ~ минимумов потенциаль
ных кривых нормальных колебаний. Эти сдвиги вызваны тем, что 
переход в возбужденное MLCT -состояние сопровождается изме
нением геометрических параметров комплекса (в том числе и длин 
связей и валентных углов в координированном лигаНде). Для не
которого выделенного нормального колебания потенциальные 
кривые для основного и возбужденного состояний приведены на 
рис. 29.1, а. 

Как видно из рис. 29.1, после перехода MLCT геометрия комп
лекса оказывается отличной от равновесной геометрии для воз
бужденного состояния. Начинается релаксация геометрической 
структуры, т. е. изменение длин связей и валентных углов; конеч

ным результатом этого будет равновесная геометрия возбужден
ного состояния. С точки зрения рассматриваемой здесь задачи для 
каждого нормального колебания волновой пакет оказывается на 
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Рис. 29.1. Движение волнового пакета по потенциальной поверхности 
возбужденного состояния (показан срез потенциальной поверхности вдоль 

нормальной координаты Qi): 

а - случай связанного возбужденного состояния; б - случай диссоциативного 

возбужденного состояния 

боковой стороне (склоне) соответствующей параболы и начинает 
движение в сторону минимума потенциальной кривой (на рис. 29.1 -
направо). Если при этом положение минимума остается на месте, 
т. е. если сдвиг д равен нулю, то и волновой пакет не будет дви
гаться. 

Поскольку имеется не одно, а много независимых нормальных 
колебаний, то в принципе необходимо учесть вклад всех колеба
ний в процесс релаксации. Однако реально вклад в достижение 
равновесной геометрии дают только полносимметричные колеба
ния: только для таких колебаний сдвиги минимумов потенциаль
ных кривых отличны ОТ нуля. Ненулевые значения сдвигов для 
неполносимметричных колебаний означали бы, что полученная 
равновесная геометрия искажена: эквивалентные геометрические 

параметры имеют разные значения. Представим себе, что в моле
куле воды в процессе релаксации участвует несимметричное ва

лентное колебание, при котором одна из связей О-Н удлиняет
ся, а другая укорачивается. Отличное от нуля значение этой нор
мальной координаты при равновесной геометрии означало бы 
различную длину межатомных расстояний О-Н, что явно соот
ветствует неравновесной геометрии. Тем самым вклад в релакса
ционные процессы дают лишь полносимметричные колебания, 

для которых сдвиги д могут отличаться от нуля. Конечно, для не
которых нормальных колебаний эти сдвиги могут оказаться нуле
выми в силу тех или иных причин, не связанных с соображения
ми симметрии молекулы. 

Таким образом, необходимо рассмотреть движение целого на
бора волновых пакетов Д)lЯ каждого нормального колебания. Можно 
ввести понятие многомерного волнового пакета, при этом каЖдО-
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му измерению соответствует некоторое нормальное колебание. 

После возБУЖдения начинается движение этого многомерного 
волнового пакета по потенциальной поверхности комплекса. Ре-

зультирующее изменение геометрии дд - от равновесной гео
метрии основного до равновесной геометрии возБУЖденного со

стояния - будет результатом этого движения, которое можно рас
сматривать как совокупность движений по различным нормаль

ным координатам, причем вклады отдельных колебаний будут 

разными. Поэтому в принципе ядерное движение, соответству-

ющее дд, не сводится к какому-то одному нормальному колеба
нию. Кроме того, поскольку потенциальные кривые для этих ко
лебаний, вообще говоря, не являются гармоническими (могут быть 
и кривыми диссоциативного типа), с течением времени форма 
волнового пакета может изменяться. 

Изложенный подход составляет основу метода динами1СИ волно
вых nа1Сетов в спектроскопии. 

Формализм метода динамики волновых пакетов. Для удобства 
будем использовать форму записи волновой функции и матрич
ных элементов через скобки «бра» и «КЭТ» (см. ГЛ. 6). Кроме того, 
нам понадобится операторное ТОЖдество 

е-Ш'/n = I,I x)e-iЕ,I/n(хл. 1, 
л. 

где 1 Хл.) - собственные функции оператора Н. 
Подействуем левой частью этого равенства на функцию 1 xv>: 

e-iii'/h 
1 х) = ( 1 - i Н t / Ii - ;! н2 

(
2 

/ n2 + '" ]1 х) = 

= (1- iEvt / 1i - ;! EJt2 /п2 + ... J 1 ху) = 

= e-iEvl / n 
1 XV>. 

При действии правой частью равенства получаем 

I,I Хл.)е-Щt/n(хл 1 х) = e-iЕvl/n 1 Xv>, 
л 

где учтена ортогональность собственных функций гамильтониана. 
Поскольку произвольная функция может быть разложена по этим 
собственным функциям, доказательство справедливо для произ
вольной функции. 

Процессы поглощения и испускания света, так же как и бе
зызлучательные переходы, и электронный перенос объединяет то, 
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что их вероятности могут быть описаны в рамках теории возмуще

ний: 

(29.1) 

где '1'", '1'"', Е, Е' - волновые функции и энергии двух состояний, 
МfждУ которыми наблюдается переход; V - оператор возмуще
Щ1Я, ответственного за переход. 

Следует иметь в виду, что прямой теоретический расчет пара
метров, определяющих скорости перечисленных выше процес

сов, возможен лишь в относительно простых случаях, что связа

но, прежде всего, с трудностями в расчете матричных элементов 

оператора возмущения в формуле (29.1). В случае молекулярных 
систем применение приближений Борна - Оппенгеймера и Фран
Ka- Кондона позволяет разделить электронное и ядерное дви
жения: 

w = 2nТС 1 ('1'"' etlVI 'Р et) ('1'"' vih I '1'" Vih) 12 (5 (Е' - Е), (29.2) 

где 'l'"vih, 'I'"~ih - полные колебательные волновые функции для на
чального и конечного состояний соответственно: 

'l'"vih = ПХi,1., 
j 

'I'"~ih = ПХJ,V' 
j 

(29.3) 

Вероятности электронных переходов. В случае электронного 
возбуждения вероятность перехода определяется матричным эле

ментом дипольного момента перехода. Примем для простоты, что 
этот матричный элемент не меняется в ходе ядерного движения и 

равен ~. При переходе из начального электронно-колебательного 
состояния 'l'"iXi, л В возбужденное состояние 'l'"Jполная вероятность 
перехода определяется суммой вероятностей переходов по коле

бательным состояниям '1'"/ 

(Е) 4тс2(Е/n) 2"'1( 1 )12 С5i,1. = 3ch ~ '7 XJ,v Хi,1. (5(Е - (EJ,v - Еi,1.»' 

Запишем дельта-функцию в виде интеграла Фурье 

(5(Е) = -21 j eiEt/tzdt, 
ТС_ 
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тогда 

2:1 (XJ,v 1 Хi,1.) 12 о(Е - (EJ,v - Еi,1.» = 
v 

= 21тcI ei(E-Е;,л)t/n(Хi,1. 1 (~I XJ)e-iЕt,vt/h(ХJ,v ,} Хi,1.)dt = 

= l..~ f ei(E-Ец)t/h(Х' л , e-iНВОЗбt/h 'Х· )dt = 
2n -<>о 1, I,Л 

1 ~ . 
= - f e,(E-Е;,л)t/n(х, 1 Х· (t»dt 

2тс _ 1,1. 1,1. , (29.4) 

где Н возб - колебательный гамильтониан для возбужденного со

стояния. 

Величина (Хi,1. 1 Хi,1.(t» называется автокорреляционной функци
ей. Напомним, что действие пропагатора e-iНвозбf/h на колебатель

ную функцию I Хi,1.) (волновой пакет) определяет ее эволюцию в 
потенциальном поле возбужденного состояния. Задача о движе
нии волнового пакета бьmа рассмотрена в гл. 26 (уравнение (26.4». 
После возбуждения колебательное движение ядер продолжается 
причем в первый момент форма колебания сохраняется. Затем дви~ 
жение волнового пакета происходит в новом потенциале, при этом 

форма его будет меняться с течением времени. Профиль полосы 
поглощения определяется изменением во времени перекрывания 

исходной и измененной колебательных функций, которое в свою 
очередь зависит от формы потенциальной поверхности (или, если 
рассматривать одно выделенное колебание, потенциальной кри
вой) возбужденного состояния. Если потенциальная кривая име
ет отталкивательный характер (рис. 29.1, б), то при движении вол
нового пакета из положения А в положение В, а затем в положе
ние С перекрывание с исходной функцией систематически умень
шается и быстро становится равным нулю, а спектр не имеет ко
лебательной структуры. На рис. 29.2 показана теоретическая поло
са поглощения, полученная в модельном расчете, в котором пред

полагалось, что перекрывание между колебательными функция
ми падает экспоненциально. 

Если потенциальные кривые нормальных колебаний возбуж
денного состояния имеют минимумы (см. рис. 29.1, а), то при 
движении волнового пакета слева направо перекрывание колеба
тельных функций будет сначала уменьшаться (позиция В) и дос
тигнет минимума в позиции С. Затем начнется обратное движение 
волнового пакета, сопровождающееся увеличением перекрывания. 

Изменение авто корреляционной функции носит периодический 
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Е·I0-З, см-1 

Рис. 29.2. Полоса поглощения в случае 
диссоциативного возбужденного состо

яния 

характер и приводит к появлению вибронной структуры в элект
ронном спектре. 

Формула (29.4) справедлива для любой формы потенциальных 
поверхностей основного и возбужденного состояний. Отметим, что 
формула (29.4) описывает также форму эмиссионной полосы, при 
этом основное и возбужденное состояния меняются ролями. 

Рассмотрим упрощенную модель системы, для которой спра
ведливо гармоническое приближение, а колебательные частоты 
не изменяются при переходе в возбужденное состояние. Предпо
лагается, что минимумы потенциальных кривых нормальных ко

лебаний сдвинуты на дoQj по отношению к потенциальным кри
вым основного состояния (см. рис. 29.1, а). В этом случае колеба
тельный интеграл перекрывания имеет вид 

Выражение в квадратных скобках - полином Лагерра: 

Sj = ~[ M~roj )<ДOQj)2. 

Безразмерные параметры дoQj связаны с изменениями внутрен
них координат, выраженных в ангстремах и радианах, через эле

менты матрицы нормальных колебаний*: 

дoQj = (1/5,8065)'L(Lql)ji(roj)-1/2 01j . 
i 

* Myers А. В., Mathies R.A. / / Biological Applications of Raman Spectroscopy / ed. 
Пl. G. Spiro. - 1987. - У. 2. - Р. 1. 
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Если переход происходит в состояние, которое является ос
новным колебательным состоянием, то авто корреляционная функ
ция в одномерном случае имеет следующий вид: 

<Ха I Ха и> = ехр{ (_ДOQ2 /2)[1 - ехр( -irot)] - irot / 2}. (29.5) 

В гармоническом приближении сечение поглощения при элек
тронном возбуждении выражается формулой 

(Е) _ 4пе2 М2 Е 
С5А - 6n2сn х 

х] eXP[i(E-Ео )Уп-ГУпJЦеХР{-Sj[l-ехр(-irojt)]}ctt. (29.6) 
J 

В этой формуле учтено, что потенциал в гамильтониане воз
бужденного состояния сдвинут вверх на величину Ео по сравне
нию с потенциалом основного состояния (см. рис. 29.1, а). Релак
сационные эффекты в возбужденном состоянии сопровождаются 
рассеянием энергии за счет взаимодействия с окружающей сре

дой; кроме того, происходит перераспределение энергии между 

различными колебаниями. Это эффект моделируется введением 
дополнительного параметра Г, который может учитывать влияние 

температуры среды на профиль полосы поглощения. Повышение 
температуры может также приводить к заселению более высоких 
колебательных уровней основного состояния, что может быть уч
тено в рамках модели динамики волновых пакетов путем введения 

больцмановских множителей. 
На рис. 29.3 приведена рассчитанная полоса поглощения моле

кулы фенилдиацетилена C6Hs-С=С-С=СН. Энергия перехо
да Ео была рассчитана методом TDDFТ и составила 34482 CM-1, 

1 
2,5 

2,0 

1,5 

1,0 

0,5 

0'--_-

50 45 40 35 30 
v·l0-З , см-1 

Рис. 29.3. Рассчитанная полоса поглощения фенилдиацетилена 
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Рис. 29.4. Рассчитанная полоса поглощения комплекса КзСr(СN)sNО 
(Г = 93 CM-1) 

параметр Г был взят равным 450 см-1 • В экспериментальном спек
тре энергия нуль-нуль-перехода составляет 35200 CM-1, положе
ние первого пика в расчетном спектре - 34600 см-1 , при этом 
хорошо воспроизводится вибронная структура полосы, расстоя
ния между пиками как в расчетном, так и в экспериментальном 

спектрах, равны 2000 CM-1• 

ЭТО объясняется тем что наибольший вклад в формирование , ~ 

вибронной структуры полосы вносят колебания диацетиленовои 
группы с энергиями около 2000 см-1 (табл. 29.1). 

Более сложную структуру имеет полоса поглощения комплек
са КзСг(СN)5NО (рис. 29.4). Расчет формы полосы проводили при 
следующих значениях параметров: ЕО = 19500 см- 1 , колебательные 
частоты (в скобках приведены значения безразмерных сдвигов 
минимумов потенциальных кривых нормальных колебаний) 400 
(1,6), 530 (2,6), 1500 (0,26), 1900 (0,8) CM-1; Г = 93 CM-1. Посколь
ку вклад нормального колебания в формирование структуры по-

Таблица 29.1 

Колебательные частоты (0);) и безразмерные сдвиги (~;) потенциальных 
кривых соответствующих нормальных колебаний фенилдиацетилена 

(J)j, см-1 д; (J)j, см-1 д; 

350,994 -0,282 1160,632 0,063 

666,107 -0,365 1221,981 0,269 

918,093 0,152 1489,256 0,033 

973,638 -0,232 2115,249 -1,161 

1010,162 -0,277 2288,491 1,195 
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Рис. 29.5. Схема процессов при резонансном Е 
комбинационном рассеянии 

лосы зависит от квадрата сдвига, то вибронная структура должна 

определяться колебанием 530 CM-1. Действительно, интервалы меж
ду максимумами в спектре равны приблизительно 550 см-1 • Пик 
при Е = 19500 см-1 соответствует нуль-нуль-переходу. 

Резонансное комбинационное рассеяние. Волновые пакеты чрез
вычайно полезны при исследовании явления резонансного ком
бинационного рассеяния. Явление резонансного комбинационно
го рассеяния заключается в следующем. Если энергия возбужде

ния близка к энергии возбужденного состояния, происходит пе
реход в это состояние, сопровождающийся, как и в случае элек

тронного поглощения, движением волнового пакета в новом по

тенциале, а затем - обратный переход на первый возбужденный 
колебательный уровень основного состояния (рис. 29.5). Интен
сивность перехода определяется изменением перекрывания коле

бательных функций с квантовыми числами v = О и v = 1 и выра
жается формулой 

(Е) 81tе4М4ЩЕL х 
0"0 .... 1 L 9tz6c4 

Х II exp[i(EL -Ео ) уп _ГУп] sl/2[exp(-iro/)-I] х 

х П eXP{-Sj [l-exp( -irojt) ]}dtl2 . 
j 

Отметим, что интенсивности в спектрах резонансного комби
национного рассеяния на несколько порядков больше, чем в от
сутствие резонанса. 

Безызлучателъные переходы. Обратный переход из возбужден
ного в основное состояние может про исходить как с испусканием 

излучения, так и форме безызлучательного перехода. В этом случае 
оператор в формуле (29.1) описывает вибронные взаимодействия: 
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Колебания O)k, индуцирующие переход, носят название nРОМО
muрующuх нормальных колебаний, а вовлеченные в переход коле
бания молекулы в основном состоянии - акцеnmuрующuх. Име
ются достаточно обоснованные предположения, что параметр Ck 
в ряду однотипных соединений меняется незначительно, что по
зволяет ожидать наличие корреляций между константой безызлу
чательного перехода knr и франк-кондоновским множителем F = 
= k'P' vib I 'Р vib) в формуле (29.2). Скорость безызлучательных пере
ХОР:ОВ определяется теми же характеристиками основного и воз

бужденного состояний, которые были использованы для расчета 
интенсивностей в электронных спектрах и спектрах резонансного 

комбинационного рассеяния. 
Формула для расчета констант безызлучательных переходов 

включает данные о колебательных частотах и сдвигах потенциаль
ных кривых нормальных колебаний: 

k", +Y[пro.AE~Y[l+ ?1',.( =: )У"'·'-']]Гх 
х ехр[ -УдЕет!(1iюм)]х 

х ехр ( -l tM )t(ICkI2 Юk/21i ) = Ft(ICkI2 Юk/(21i»). (29.7) 

Здесь 

(29.8) 

[ 2 ! 2 )][ 2 )]l-Фm/Фм От = ДтЮт (ДмЮм дм1iюм j(2дЕет , (29.9) 

у + IQтуФm/ФМ = 1. (29.10) 
m 

Индекс k относится к промотирующим колебаниям, т - к 
акцептирующим колебаниям, среди которых выделяется колеба
ние с наибольшей круговой частотой - юм, обозначаемое ин
дексом М (практика расчетов показывает, что выбор такого 
референтнаго колебания несущественен); Еет - положение мак
симума полосы в спектре эмиссии; д; - безразмерный параметр 

сдвига минимума потенциальной кривой i-ro нормального коле
бания в возбужденном состоянии по отношению к основному 
состоянию. 

Решение уравнения (29.5) выполняют численно. Суммирова
ние в формулах (29.7), (29.8), (29.10) проводят по всем акцептор
ным колебаниям кроме референтного. 
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Рис. 29.6. Корреляция между результатами расчета по формулам (29.5)
(29.8) франк-кондоновских составляющих констант безызлучательного 
перехода и экспериментальными значениями константы безызлучатель
ного перехода. Прямая линия - результаты линейной аппроксимации: 
lпР = -31,3537 + 1,01281nknr; точки 1 - экспериментальные данные для 
комплекса [Re(4,4'-R2-Ьру)(СО)зС1]; 2, 3 - [Ru(tpm)(4,4'-R2-bpy)(py)]2+ 
при температуре Т = 298 (2), 77 (3) К; 4 - [М(Ьру)зР+, [М(рhеп)з]2+ 
(М = Ru,Os) (Ьру - 2,2'-бипиридил; ру - пиридин; tpm - mрuс-(l-пира-

золил)метан; phen - 1,10-фенантролин) 

Если характер промотирующих колебаний в разных соедине
ниях сохраняется, то должно выполняться соотношение 

ln knr = ln F + const. 

Сравнение с экспериментальными данными (рис. 29.6) под
тверждает это предположение. 

Контрольные задания 

1. Исходя из формулы (29.5) постройте график модуля автокорреля
ционной функции при следующих значениях параметров: t<.Q = 2,0, о) = 
= 500 CM-1. 

2. Соотнесите изменение модуля автокорреляционной функции с дви
жением волнового пакета в гармоническом потенциале возбужденного 
состояния (см. рис. 29.1). 

3. В случае рассеяния в низшее возбужденное колебательное состоя
ние выражение для модуля автокорреляционной функции имеет вид 

[ 
t<.Q2 ]t<.Q ехр ---2- (1- cos O)t)(l- cos O)t) .fi. 

Постройте график модуля автокорреляционной функции при значе

ниях параметров из задания 1. 
4. Запишите формулу (29.6) для одномерного случая, сохранив толь

ко вещественную часть. Объясните, почему это возможно? 
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ПРИЛОЖЕНИЯ 

Приложение 1 

Квадратичные формы 

Переход от одного представления оператора к другому проводят пу

тем преобразования (см. гл. 6): 

(Пl) 

Умножим слева обе части этого равенства на U. Учитывая, что uu+ == 1 
(т.е. единичной матрице), получим 

(П2) 

Пусть в результате преобразования (Пl) получается диагональная 

матрица. Фактически равенство (П!) представляет собой систему урав
нений для нахождения элементов унитарной матрицы U и собственных 
значений оператора Р. Однако прежде чем двигаться дальше, необхо
димо сделать несколько замечаний. 

Как уже отмечалось, вообще говоря, число собственных значений 

операторов ничем не ограничено. Поэтому если бы бьmа возможность 

диагонализировать матрицу с бесконечно большим числом строк и стол
бцов, было бы получено точное решение задачи на собственные значе

ния оператора Р. На практике естественно использовать матрицы ко
нечного размера, иначе говоря, работать с ограниченным базисом. В этом 
случае решение может быть лишь приближенным; расширяя размер ба

зиса, можно получать все более точные решения. Обратимся к задаче о 
диагонализации матриц, используя базисы конечного размера (обозна

чим число базисных функций через М). 
Перепишем уравнение (П2), введя символ f ДЛЯ диагональной мат

рицы оператора Р: 

Fu=Uf. 

Запишем выражения для l1i-ro элемента матриц, стоящих в обеих ча
стях равенства (11 == 1, 2, ... , М): 

м м м 

(РU)I1; ::: LPP.PVi ::: (Uf)!li == LUv.kfki == LUv.kfkДi = Ul1i /;. 
~ ~ ~ 

Отсюда получаем искомую систему уравнений 

м 

L ~Дy; == /;Ul1i (11 == 1,2, ... , М). 
у=1 
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Перенесем выражение из правой части в левую, получим 

м 
L(Fl1v - /;0l1v )UVi == 0(11 = 1,2, ... , М). (ПЗ) 
у=1 

Мы не будем сейчас рассматривать метод решения системы уравне
ний (ПЗ), заметим лишь, что индекс i можно не указывать, так как он 
нумерует неизвестные fi и указывает на то, что из матрицы U берут эле
менты, стоящие в одном и том же столбце: 

м 

L(~V - f0!lv)Uv == 0(11 = 1,2, ... , М). 
У=\ 

Рассмотрим теперь другую задачу. Среднее значение физической ве
личины F для состояния, волновая функция которого записана в виде 
разложения по ортонормированному базису конечного размера <P11 

('Jf = L <р!'а!'), равно 
м м м 2 

F == LLa:F!,v~; LIq,1 == 1. 
!,=1 у=\ !,=1 

Выражение для F представляет собой квадратичную форму. Это выра
жение является функцией коэффициентов all и, следовательно, можно 
найти минимум этой функции, меняя (варьируя) коэффициенты all • Од
нако ситуация осложняется тем, что поиск минимума необходимо вести, 

м 2 

учитывая, что должна сохраняться нормировка функции 'Jf (~Ia!ll == 1). 

Это обстоятельство легко учесть, если записать выражение ДЛЯ среднего 
значения в следующей форме: 

мм 

LLa:F!lvav 
F- - 11=1 у=1 (П4) 

- м 

La:al1 
11=1 

Такая запись эквивалентна работе с нормированной функцией 'Jf. Те
перь мы можем искать минимум функции F обычным образом: рассчи
тывать производные от F по коэффициентам al1. При этом коэффициен
ты а* и а можно рассматривать как независимые величины и проводить 
диФФере~цирование отдельно по а: или по all • В результате будут получе
ны выражения, связанные между собой знаком комплексного сопряже-

ния. * И Таким образом, продифференцируем функцию (П4) по a ll • споль-
зуя обычные правила дифференцирования, получаем 
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или 

(~ ~vav - Ра)! ) = (f ~v - F'bp.V)Gv = О. 
"-l у=1 

Изменяя индекс v от 1 до М, получаем систему уравнений 

( (f F)!v - F'b)!v Jav :::: О, ().l :::: 1, 2, ... , М), 
у=1 (П5) 

l 

которая имеет такой же вид, что и система уравнений (П3) дЛЯ нахож
дения ~обственных значений оператора F и матрицы U, с помощью 
которои ПРОВодится диагонализация MaTp~ы F. Таким образом, две рас
CMOTpeH~ыe задачи -::: поиск МИНимума F и нахождение собственных 
значении оператора F - это фактически одна и та же задача но сфор 
мулированная различным образом. Решая систему уравнениЙ (П5) по~ 
лучаем не только наименьшее собственное значение оператора F 'но и 
остальные (М - 1) собственных значений На ' . практике рассмотренный 
подход применяется для нахождения энергетических уровней системы 
т. е. собственных значений оператора Гамильтона, в рамках вариацион~ 
ного метода. Очевидно, что если размер базиса велик, то рациональнее 
использовать процедуру диагонализации матриц, решая задачу на ком
пьютере. Однако для рассмотрения небольших модельных задач удобно 
иметь дело с небольшими системами уравнений (П3). 

Отметим, что уравнения (П5) могут быть получены, если взять про
изводные не от функции (П4), а от разности 

ММ М 

2: 2:a;F)!vav - Р2: а;а)!, 
1'=1 у=1 )!=1 (П6) 

где F - множитель Лагранжа. 

Действительно, дифференцируя выражение (П6) и приравнивая по
лученное выражение нулю, получим 

т. е. приходим к уравнению (П3). 

Приложение 2 

Сравнение возможностей различных методов квантовой 
химии для расчета свойств молекулярных структур 

в гл. 14, 15, 17, 18 описаны различные методы расчета электронной 
структуры молекулярных систем. В данном приложении на примере мо

лекулы фторметана СНзF сравним, с одной стороны, результаты кван
товохимических расчетов с экспериментом, а с другой стороны - воз

можности различных методов (включая зависимость от используемых ба
зисных наборов). Отметим, что большой материал для сравнения содер
жится на сайте http://www.webbook.nist.gov/chemistry/ (сайт Националь
ного Бюро Стандартов США). ДЛЯ многих молекул, включенных в эту 
базу данных, справочный материал содержится в разделе «Computational 
Chemistry Comparison and Benchmarks Database»). Этот материал позволя
ет получить представление о возможностях современной квантовой химии. 

Мы рассмотрим следуюшие аспекты: геометрическую структуру мо
лекул; расчет дипольных моментов, позволяющий получить данные о 

том, насколько хорошо расчет отражает распределение электронной плот

ности в молекуле; расчет теплот образования и термохимических харак

теристик химических соединений. 

Результаты расчета геометрических параметров (длин связей и валент
ных углов) фторметана приведены в табл. Пl. Как видно, теоретические 

значения геометрических параметров хорошо согласуются с экспери

ментальными данными. Среднеквадратичные отклонения между расчет

ными и экспериментальными значениями составляют: дЛЯ R(C-H) -
0,0026 нм (RHF), 0,0017 нм (МР2), 0,0013 нм (EЗLYP); дЛЯ R(C-F) -
0,0029 нм (RHF), 0,0010 нм (МР2), 0,0032 нм (EЗLYP); дЛЯ валентного 
угла Н-С-Н - 0,41" (RHF), 0,58" (МР2), 0,73" (EЗLYP). 

Таблица Пl 

Длины связей и валентные углы Н-С-Н в молекуле фторметана 

Метод расчета Базис R(С-Н), нм R(C-F), нм Угол Н-С-Н, 
град 

RНP 3-21G 0,1080 0,1438 109,6 

RНP 6-31G 0,1077 0,1415 110,2 

RНF 6-311G 0,1076 0,1415 110,8 

RНF 6-31G(d) 0,1081 0,1365 109,8 

RНF 6-31G(d,p) 0,1083 0,1365 109,7 

RНF 6-31+G(d) 0,1082 0,1372 110,4 

RНF 6-311+G(d,p) 0,1082 0,1366 110,2 
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Окончание табл. Пl 

Метод расчета Базис R(С-Н), им R(C-F), им Угол Н-С-Н, 
град 

В3LУР 3-21G 0,1096 0,1418 108,6 

В3LУР 6-31G 0,1093 0,1434 110,1 

В3LУР 6-311G 0,1088 0,1442 110,6 

взr:yp 6-31G(d) 0,1096 0,1383 109,3 

взLур " 
6-31G(d,p) 0,1096 0,1384 109,2 

В3LУР 6-31 +G(d) 0,1094 0,1399 110,4 

В3LУР 110,3 0,1092 0,1396 110,3 

МР2 3-21G 0,1093 0,1428 109,1 

МР2 6-31G 0,1094 0,1454 110,7 

МР2 6-311G 0,1089 0,1456 111,1 

МР2 6-31G(d) 0,1092 0,1392 109,8 

МР2 6-31G(d,p) 0,1088 0,1390 109,7 

МР2 6-31+G(d) 0,1087 0,1405 110,7 

МР2 110,3 0,1091 0,1389 110,2 

МР2 cc-рvDZ 0,1102 0,1383 109,3 

МР2 cc-рvТZ 0,1087 0,1379 109,8 

МР2 cc-рvQZ 0,1085 0,1382 110,0 

МР2 aug-сс-рvDZ 0,1084 0,1409 110,6 

МР2 aug-сс-рvТZ 0,1087 0,1388 110,2 

Экспериментальные данные 0,1106 0,1385 110,0 

Экспериментальное значение дипольного момента СНзF - 1,850 Д. 
Практически все расчеты в базисах, более широких, чем STO-3G, дают 
значения, отличающиеся от экспериментального не более чем на 15-
20 % (некоторые примеры приведены в табл. П2). Метод RHF системати
чески дает завышенные значения дипольного момента (по абсолютной 

величине). 

Наиболее сложную задачу представляет расчет энергетических харак

теристик молекулярных систем (особенно молекул с ковалентными свя
зями). Как видно из табл. П3, расчет методом Хартри-Фока дает непра
вильный знак теплоты образования. Очень большую ошибку дает метод 
СI с учетом только одно- и двухкратных возбуждений (CISD). Метод 
связанных кластеров также не гарантирует достаточную точность в рас

чете энергетических характеристик. В то же время метод B3LYP, пара
метры которого откалиброваны по теплотам образования, прекрасно 
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Таблиuа П2 

Результаты расчета дипольного момента молекулы фторметана, Д 

Метод расчета 

Базис 
RНF B3LYP МР2 

3-21G 2,340 1,879 2,031 

6-31G 2,653 2,229 -

6-31G(d) 1,990 1,715 1,882 

6-31G(d,p) 1,981 1,704 1,821 

6-31+G(d,p) 2,191 2,092 2,170 

6-311 +G(d,p) 2,068 1,884 -

cc-рvDZ 2,023 1,717 1,786 

Таблиuа ПЗ 

Рассчитанные значения теплоты образования и энергии атомизации 
молекулы фторметана (температура 298,15 К) 

Теплота Энергия атоми-

Метод расчета Базис образования, зации, кДж/моль 
кДж/моль 

RНP 6-31G +325,6 1 125 

RНP 6-311 +G(d,p) +227,6 1223 

МР2 6-31G +27,8 1423 

МР2 6-311 +G(d,p) -153,0 1603 

В3LУР 6-31G -184,7 1635 

В3LУР 6-31G(d) -232,0 1682 

В3LУР 6-31G+(d,p) -235,0 1686 

В3LУР 6-311+G(d,p) -237,8 1688 

CISD aug-сс-рvDZ -50,0 1500 

CCCD(T) aug-сс-рvDZ -209,0 1659 

G2 - -243,3 1694 

G2MP2 - -244,2 1694 

G3В3 - -236,1 1686 

Экспериментальные данные -237,6; -246,9 1 705 ± 15 
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Таблица П5 

Результаты расчета*l характеристик водородной связи в днмере воды 

Метод (базис) Длина связи О-Н, А Энергия связи, кДж/моль 

HF (STO-3G) 1,750 -24,79 

HF(3-21G) 1,825 -45,90 

HF (6-31G*) 2,026 -23,53 

HF (6-3+G) 2,014 -22,51 

HF (6-31G*) 1,959 -30,60 

HF (6-3+G*) 1,930 -29,30 

*1 Данные ст,: Руе С. с., Rudolph W. W.//J.Phys. Chem. А. - 1998. - У. 102. - Р . 
9933. (Экспериментальное значение энергии связи (-22,8 ±2,l) кДж/моль.) 

согласуется с экспериментом, так же как и методы G* (G2, G2MP2 и 
др.), которые были разработаны специально для расчета тепловыХ эф
фектов химических реакций. Эти методы включают последовательные 
расчеты с оптимизацией геометрической структуры в различных, посте
пенно усложняющихся базисах и расчеты методом МР2 (а метод G2 - и 
МР4); кроме того, вводится ряд эмпирических поправок. Построенный 
по аналогичноЙ схеме метод G3B3 в своей основе имеет расчеты мето-

дОМ В3LУР. 
Особую проблему составляет расчет термохимических параметров 

веществ, которые существенно зависяТ от качества расчета колебатель
ного спектра системы (см. гл. 24). Использование метода B3LYP и в 
данном случае приводит к хорошему согласию со справочными данны-

ми (табл. П4). 
Процесс диссоциации молекулы СНзF сопровождается разрывОМ ко-

валентных связей, что и объясняет невозможНОСТЬ использования при
ближения Хартри _ Фока для описания данногО процесса (см. гл. 17). В то 
же время этот метод с успехом применяется там, где при образовании 
(или диссоциации) системы сохраняется число электронных пар, при
надлежащих отдельным фрагментам. К таким относятся системы с водо-
родными связями и гидраты ионов металлов. 

В табл. П5 приведены соответствующие данные для димера воды. Наи
лучшее согласие с экспериментом получено в расчетах методом RHF с 
достаточна широкими базисами. Метод МР2 дает существенно завышен-
ное значение энергии связи. 

Аналогичные результаты дает расчет энергии связи катиона Na+ с 
молекулой воды. В данном случае расчеты в базисе 6-31G(d) дают сле
дующие значения энергии этой связи: RHF - 120 кДж/моль, МР2 -
128 кДж/моль, CCSD(T) - 127 кДж/моль. Ближе всего к эксперимен
тальному значению энергии связи (100,4 кДж/моль) оказывается значе
ние, полученное методом Хартри - Фока. 



Приложение 3 

Атомные единицы, используемые в квантово-химических расчетах 

Единица 

Сооrnошение с другими единицами 

Наименование Обозначение 

Ат«Мная единица а.е. массы 1 а.е. массы == 9,10953 ·10-31 кг 
мацсы .~ (масса электрона) 

Атомная единица а.е. заряда 1 а. е. заряда == 1,602188· 10-19 кл 
заряда 

Атомная единица а.е. длины 1 а. е. длины == 0,05291777249 нм 
длины 

Атомная единица а. е. энергии 1 а.е. энергии == 27,211 эВ = 
энергии = 627,5095 ккал/моль = 

= 2 625,49 ~ж/моль 

Электрон-вольт эВ 1 эВ = 23,06037 ккал/моль = 
= 96,49 ~/моль- 8066 см-1 
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