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Annotasiya
Ushbu o`quv qo`llanma (o`quv-uslubiy majmua) amaldagi dastur asosida tayyorlangan bo`lib, matematika va matematika va informatika ta’lim yo`nalishi bo`yiha ta’lim olayotgan talabalar uchun mo`ljallangan. 

Kitob matematik ta’lil bo’yicha o’quv qo’llanma hisoblanadi, hamda haqiqiy bir o’zgaruvchili funksiyaning differensial va integral hisobini klassik kursiga kiruvchi bo’limlarni o’z ichiga oladi. Dastlab haqiqiy sonlar nazariyasi, limitlar nazariyasi bayon etiladi va uning asoeida uzluksiz funksiyalar, differensiallash, aniqmas va aniq integral, hamda tenglamaning taqribiy yechish va aniq integralning hisoblash usullari o’rganiladi.
Kitobga sonli qatorlar nazariyasi, hamda fimksional ketma–ketlik va qatorlar nazariyasi qo’shilgan. Barcha matematik hulosalar qisqa va sodda isbotlar bilan bayon qilingan va ko’p sonli misollar bilan oydinlashtirilgan. Har bobni oxrida mavzularni chuqur o’zlashtirish uchun masalalar majmuasi keltirilgan.
O’quv qo’llanmadan foydalanishni engillashtirish maqsadida kitob oxrida qo’llanmada foydalanil–gan to’plamlar va matematik logikaning umumiy nazariyasidan qisqacha ma’lumotlar keltiriladi.
O’quv qo’llanma "matematika", "amaliy matematika va informatika", "mexanika", "informatika va axborot texnologiyalari" yo’nalishlari va oliy matematika chuqur o’rganiladigan oliy o’quv yurtlarining talabalari uchun mo’ljallangan.
Аннотация

Учебное пособие (учебно-методический комплекс) подготовлен на основе действуюшей программой и предназначен для студентов обучающихся по специальности  математика и прикладная математика и информатика.

Книга является учебным пособием по математическому анализу и включает в себя разделы, входящие в классический курс дифференциального и интегрального исчисления функций одной действительной переменной. Вначале излагается теория действительных чисел, теория пределов и на этой основе изучаются непрерывные функции, дифференцирование, неопределенный и опреде​ленный интеграл, а также методы приближенного решения уравнений и вычисления определенных интегралов. В книгу включена теория числовых рядов, а также теория функциональных последова​тельностей и рядов. Все математические утверждения снабжены краткими и простыми доказате​льствами и проиллюстрированы большим количеством примеров. В конце каждой гл набор задач, предназначенных для лучшего усвоения материала. С целью облегчения пользования учебным пособием в конце книги приводятся краткие сведения из общей теории множеств и математической логики, используемые в пособии. Предназначено для студентов университетов по направлениям "математика", "прикладная математика и информа​тика" ,я"информатика и информационные технологии"и "механика", а также для студентов техничес​ких вузов с углубленным изучением высшей математики.

Annotation
This educational-methodical complex is intended for the students on the speciality  applied mathematics and informatics.

The book is manual of calculus of the functions of one real variable. The book covers theory of real numbers, theory of limits. continuous functions, differentiation, indefinite and definite integral, approximate solutions of the equations and numerical evaluation of defmite integrals. In the last tvvo chapters numerical series and functional sequences and series are investigated. Appendix contains a brief explanation of notions of general set theory and mathematical logic, vvhich are used in book. The proofe are concise and simple. Exercises in theend of each chapter mainly serve to deepen understanding of the material. The book is accessible to undergraduate students of mathematics. applied mathematics and informatics. informalics and infomiation technologies, mechanies and to advanced students of engineering.
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KIRISH

Matematik ta’lil shakllanishi davrida unga differensial tenglamalarni tuzish va yechish usullari deb qaralgan edi.
Hozirgi kunda matematik ta’lil deganda differensial va integral hisobi tushunilib, differensial tenglamalar nazariyasi deganda esa, asosan matematik ta’lilning usul va natijalariga asoslangan, matematikaning alohida bo’limi tushuniladi.
Zamonaviy matematik ta’lilning asosida limitlar nazariyasi yotadi deb hech ikkilanmasdan aytish mumkin. Keng ma’noda olib qaraganda, aynan mana shu holat matematik ta’lilni matematikaning boshqa bo’limlaridan ajratib turadi.
Taqdim qilinayotgan matematik ta’lil kursida ko’pincha qat’iy bayondan avval intuitsiyaga asoslan–gan evristik tushuntirishlar keltiriladi. o’z–o’zidan ma’lumki, bu tushuntirishlar isbotlarning o’rnini bosmaydi albatta, balki o’quvchini isbotlarni, yangi kiritiladigan tushunchalarni yoki murakkab nazariy mulohazalarni qabul qilishga tayyorlaydi.
Ushbu kursning asosiy maqsadi – bir o’zgaruvichili funksiyalar uchun differensial va integral hisobni bayon etish. Bir o’zgaruvchili funksiya deb bu kursda haqiqiy sonlar to’plamini haqiqiy sonlar to’plamiga akslantirish tushuniladi. Shu sababli kurs haqiqiy sonlar to’plamini qurish bilan boshlanadi.
Fanni o’qitishning maqsadi va vazifalari

«Matematik analiz» fanining asosiy maqsadi talabalarga nazariy bilim berish, tegishli tushunchalar, tasdiqlar, matematik analizga xos bo’lgan isbotlash usullarini o’rgatish, olgan nazariy bilimlarini masalalar echishga tadbiq eta bilish, ularda mantiqiy mushoxada qilish, fazoviy tasavvur hamda abstrakt tafakkur kabi, inson faoliyatining barcha sohalari uchun zarur bo’lgan qobiliyatni shakllantirishdan iboratdir. Fanni o’qitishning  vazifasi talabalarga matematik analizga oid bilimlar berish, olgan nazariy bilimlarini amaliyotga qo’llay bilishga o’rgatishdan va oqibat natijada ularni abstrakt fikrlash madaniyatini yuksak pog’onalarga ko’tarishdan iboratdir.

Fan bo’yicha talabalarning bilim, ko’nikma va malakalariga

qo’yiladigan talablar
«Matematik analiz» o’quv fanini o’zlashtirish jarayonida amalga oshiriladigan masalalar doirasida bakalavr:

- matematik analizni butun sonlar, ratsional sonlar, cheksiz o’nli kasrlar, haqiqiy sonlar, haqiqiy sonlar ustida arifmetik amallar, sanoqli va kontinuum quvvatli to’plamlar, tartiblangan maydon, kompleks sonlar, sonli ketma-ketliklar, uzluksiz funksiyalar, differensiallash haqida tasavvurga ega bo’lishi va bilishi;


-butun sonlar, ratsional sonlar, cheksiz o’nli kasrlar, haqiqiy sonlar, haqiqiy sonlar ustida arifmetik amallar, sanoqli va kontinuum quvvatli to’plamlar, tartiblangan maydon, kompleks sonlar, sonli ketma-ketliklar, uzluksiz funksiyalar, differensiallashga doir misol va vasalalarni echish ko’nikmalariga ega bo’lishi kerak.

- butun sonlar, ratsional sonlar, cheksiz o’nli kasrlar, haqiqiy sonlar, haqiqiy sonlar ustida arifmetik amallar, sanoqli va kontinuum quvvatli to’plamlar, tartiblangan maydon, kompleks sonlar, sonli ketma-ketliklar, uzluksiz funksiyalar, differensiallash doir masalalarni echish usullarini malakasiga ega bo’lishi kerak.

Fanning o’quv rejadagi boshqa fanlar bilan o’zaro bog’liqligi va uslubiy jihatdan uzviy ketma-ketligi

Matematikada matematik analizning tutgan o’rni beqiyos. Ko’pgina matematik ob’ektlar (topologik fazolar, differentsial tenglamalar, ko’p o’zgaruvchili kompleks funktsiyalar) ni o’rganishda, avvalo ularga mos keladigan algebraik tuzilmalar (differentsial halqalar, analitik funktsiyalar halqasi) tuzib olinadi. Iqtisodning modellashtirish masalalarida, zamonaviy kompyuterlarni qurishda va hokazolarda matematik analiz  usullardan foydalaniladi.

Matematik analiz  fani matematikaning boshqa bo’limlaridan foydalanadi va aksincha. Masalan, ravshanki matematik analiz, analitik geometriya va differentsial tenglamalar  bilan chambarchas bog’langan.

Fanning ishlab chiqarishdagi o’rni

Mazkur dasturga ko’ra ushbu fan doirasida ko’plab model masalalar o’rganiladiki, bu mazkur fanni chuqur o’rgangan har bir bakalavr olgan bilim va ko’nikmalarini  ilmiy-tadqiqot ishlarida, shuningdek, ta’lim tizimida samarali foydalanishi imkonini beradi. 

Fanni o’qitishda zamonaviy axborot va 

pedagogik texnologiyalar

 
Matematik analiz kursini o’qitish ma’ruza, amaliy mashg’ulotlar, seminar mashgulotlari va mustaqil ta’lim ko’rinishida olib borish bilan birga o’qitishning ilg’or va zamonaviy usullaridan foydalanish, yangi informatsion-pedagogik texnologiyalarni tadbiq qilish muhim a’amiyatga ega. Chunonchi, ushbu fanni o’qitish jarayonida yangi matematik dasturlar Powerpoint, Maple, Mathcad  va mavjud elektron darsliklar, vebsaytlardan foydalaniladi.

«Matematik analiz»  fani bo`yicha ishchi dastur 

(ma’ruza kursi)

	№
	Мavzu
	Ko’riladigan masalalar mazmuni
	Vаqt, 

soаt

	I
	Dastlabki ma’lumotlar
	To’plamlar. To’plamlar ustida amallar.

Akslantirishlar va ularning turlari
	2

	
	
	Haqiqiy sonlar. Haqiqiy sonlar to’plamining chegaralari. Haqiqiy sonlar ustida amallar
	2

	II

	Sonlar ketma-ketligi uchun limitlar nazariyasi
	Sonlar ketma-ketligi va ularning limiti. Yaqinlashuvchi ketma-ketliklarning xossalari
	2

	
	
	Monoton ketma-ketliklar va ularning limiti.

Fundamental ketma-ketliklar. Koshi teoremasi
	2

	III
	Funktsiya va uning limiti
	Funktsiya tushunchasi. Elementar 
Funktsiyalar
	2

	
	
	Funktsiya limiti. Limitga ega bo’lgan funktsiyalarning xossalari. Funktsiyalarni taqqoslash
	2



	IV
	Funktsiyaning uzluksizligi va tekis uzluksizligi
	Funktsiyaning uzluksizligi tushunchasi.

Uzluksiz funktsiyalarning xossalari
	2

	
	
	Funktsiyaning tekis uzluksizligi. Kantor teoremasi
	2

	
	
	Kompakt to’plam. Kompakt to’plamda uzluksiz funktsiyalar
	2

	V
	Funktsiyaning hosila va differentsiallari
	Funktsiyaning hosilasi

Hosilani hisoblash qoidalari
	2

	
	
	Asosiy teoremalar

Funktsiyaning differentsiali
	2

	
	
	Funktsiyaning yuqori tartibli hosila va differentsiallari

Teylor formulasi
	2

	VI
	Funktsiya hosilalarining 

ba’zi bir 

tadbiqlari
	Funktsiyaning monotonligi. Funktsiyaning ekstremumlari
	2

	
	
	Funktsiyaning qavariqligi, egilish nuqtalari va asimptotalari
	2

	
	Jami:
	
	28


«Matematik analiz» fani bo`yicha ishchi dastur 

(amaliy mashg`ulot)

	№
	Mavzu
	Ko’riladigan masalalar mazmuni
	Vаqt, 

soаt

	I
	Dastlabki ma’lumotlar
	To’plamlar. To’plamlar ustida amallar.

Akslantirishlar va ularning turlari
	2

	
	
	Haqiqiy sonlar

Haqiqiy sonlar to’plamining chegaralari
	2

	
	
	Haqiqiy sonlar ustida amallar
	2

	II


	Sonlar ketma-ketligi uchun limitlar nazariyasi
	Sonlar ketma-ketligi va ularning limiti.

Yaqinlashuvchi ketma-ketliklarning xossalari
	2

	
	
	Monoton ketma-ketliklar va ularning limiti
	2

	
	
	Fundamental ketma-ketliklar. Koshi teoremasi
	2

	III
	Funktsiya va uning limiti
	Funktsiya tushunchasi

Elementar funktsiyalar
	2

	
	
	Funktsiya limiti

Limitga ega bo’lgan funktsiyalarning xossalari.
	2

	
	
	Funktsiyalarni taqqoslash
	2

	IV
	Funktsiyaning uzluksizligi va tekis uzluksizligi
	Funktsiyaning uzluksizligi tushunchasi

Uzluksiz funktsiyalarning xossalari
	2

	
	
	Funktsiyaning tekis uzluksizligi. Kantor teoremasi
	2

	
	
	Kompakt to’plam. Kompakt to’plamda uzluksiz funktsiyalar
	2

	V
	Funktsiyaning hosila va differentsiallari
	Funktsiyaning hosilasi

Hosilani hisoblash qoidalari
	2

	
	
	Asosiy teoremalar

Funktsiyaning differentsiali
	2

	
	
	Funktsiyaning yuqori tartibli hosila va differentsiallari
	2

	
	
	Teylor formulasi
	2

	VI
	Funktsiya hosilalarining 

ba’zi bir 

tadbiqlari
	Funktsiyaning monotonligi. Funktsiyaning ekstremumlari
	2

	
	
	Funktsiyaning qavariqligi, egilish nuqtalari va asimptotalari
	2

	
	Jami:
	
	36


3.1. Talabalarning mustaqil ishlari

1. Sonlar ketma-ketligi uchun limitlar nazariyasi 
2. Funktsiya va uning limiti 
3. Funktsiyaning uzluksizligi va tekis uzluksizligi 
4. Funktsiyaning hosila va differentsiallari 
5. Funktsiya hosilalarining ba’zi bir tadbiqlari
6. Aniqmas integral 
7. Aniq integral 
8. Aniq integralning ba’zi tadbiqlari 
9. Xosmas integrallar 
10. Sonli qatorlar 
11. Ko’p o’zgaruvchili funktsiyalar, ularning limiti, uzluksizligi 
12. Ko’p o’zgaruvchili funktsiyaning hosila va differentsiallari 
13. Funktsional ketma-ketlik va qatorlar 
14. Parametrga bog’liq integrallar 
15. Karrali integrallar 
16. Egri chiziqli integrallar 
3.2. Mustaqil ish topshiriqlari

1. Sonlar ketma-ketligi uchun limitlar nazariyasi 
2. Funktsiya va uning limiti 
3. Funktsiyaning uzluksizligi va tekis uzluksizligi 
4. Funktsiyaning hosila va differentsiallari 
5. Funktsiya hosilalarining ba’zi bir tadbiqlari
6. Aniqmas integral 
7. Aniq integral 
8. Aniq integralning ba’zi tadbiqlari 
9. Xosmas integrallar 
10. Sonli qatorlar 
11. Ko’p o’zgaruvchili funktsiyalar, ularning limiti, uzluksizligi 
12. Ko’p o’zgaruvchili funktsiyaning hosila va differentsiallari 
13. Funktsional ketma-ketlik va qatorlar 
14. Parametrga bog’liq integrallar 
15. Karrali integrallar 
16. Egri chiziqli integrallar 
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 «Mаtemаtik аnаliz» fаnidаn reyting ishlаnmа.

Mа’ruzа - 28 soаt, аmаliy mаshg’ulot – 36 soаt.

Jаmi: 64 soаt
	№
	Nаzorаt turi
	Soni 
	Bаll 
	Jаmi 
	Izox 

	1
	Joriy bаholаsh

1.1.Аmаliy mаshg’ulotlаrni bаjаrish, mаsаlаlаr echish

1.2. Uygа vаzifаni bаjаrish

1.3. Kollokvium (og’zаki so’rov)

1.4. Mustаqil ish (referаt)
	20

20

1

1
	1

1

5

5
	20

20

5

5
	

	
	
	
	
	50
	

	2
	Orаliq bаholаsh (nаzаriy qism)

2.1. Orаliq bаholаsh (yozmа ish)

2.2. Mustаqil ish (TMI)
	2

5
	5

2
	10

10
	

	
	
	
	
	20
	

	3
	Yakuniy bаholаsh

3.1. Yozmа ish
	1
	30
	30
	

	
	Jаmi:
	
	
	100
	


Аmаliy mаtemаtikа vа informаtikа yo’nаlishi 1 bosqich tаlаbаlаri uchun «Mаtemаtik аnаliz» fаnidаn bаholаsh mezoni
1.1. Joriy bаholаshdа, аmаliy mаshg’ulotlаrdа to’liq qаtnаshib, uni topshiriklаrini to’lа bаjаrgаni uchun tаlаbаgа 1 bаll berilаdi. Аgаr topshiriqlаr to’liq bo’lmаsа, 0,5 bаll berilаdi.
1.2. Uygа vаzifаni to’liq o’z vаqtidа sifаtli bаjаrgаn tаlаbаgа hаr bir vаzifа uchun 1 bаllgаchа berilаdi. Аgаr topshiriqlаr to’liq bo’lmаsа, 0,5 bаll berilаdi.
1.3. Og’zаki so’rovdа 5 tа sаvol аsosidа o’tkаzilаdi, to’g’ri jаvob berilgаn sаvolning hаr birigа   1 bаlldаn berilаdi.
1.4. Referаt tаyorlаsh to’liq yozilsа vа so’rаlgаndа to’liq jаvob berilsа, 5 bаll qo’yilаdi.
Аgаr refаrаt to’liq bo’lmаsа 2-3 bаll berilаdi. 

2.1.Orаliq bаholаsh 2 mаrtа: yozmа ish olinib, hаr biri 5 tаdаn sаvol аsosidа olinаdi.
Hаr bir sаvolgа to’g’ri jаvob uchun 1 bаlldаn berilаdi. 

2.2.Mustаqil ish berilgаn mаvzulаr bo’yichа 5 tа mаvzu berilаdi, to’liq bаjаrgаn tаlаbаgа hаr biri uchun 2 bаlldаn berilаdi. 

3.1.Yozmа ishdа 5 tа sаvol berilаdi. Hаr bir sаvolgа to’g’ri vа to’liq jаvob uchun 6 bаlldan, jаmi 30 bаll qo’yilаdi.
Mаtemаtik аnаliz (1-kurs) FANI BO’YICHA  TA’LIM TEXNOLOGIYALARINI ISHLAB CHIQISHNING KONTSEPTUAL ASOSLARI

Bilim olish jarayoni bilan bog’liq ta’lim sifatini belgilovchi holatlar: darsni yuqori ilmiy-pedagogik darajada tashkil etilishi, muammoli mashg’ulotlar o’tkazish, darslarni savol-javob tarzida qiziqarli tashkil qilish, ilg’or pedagogik texnologiyalardan va multimedia qo’llanmalardan foydalanish, tinglovchilarni mustaqil fikrlashga undaydigan, o’ylantiradigan muammolarni ular oldiga qo’yish, talabchanlik, tinglovchilar bilan individual ishlash, ijodkorlikka yo’naltirish, erkin muloqotga kirishishga, ilmiy izlanishga jalb qilish va boshqa tadbirlar ta’lim ustuvorligini ta’minlaydi. Ta’lim samaradorligini orttirishda fanlar bo’yicha ta’lim texnologiyasini ishlab chiqishning kontseptsiyasi aniq belgilanish va unga amal qilishi ijobiy natija beradi. Fanni o’qitishning maqsadi va ta’lim berish texnologiyasini loyihalashtirishdagi asosiy kontseptual yondashuvlar quyidagilardan iborat.

Fanning maqsadi. 5480100-amaliy matematika va informatika ta’lim yo’nalishlarida tahsil olayotgan talabalarga butun sonlar, ratsional sonlar, cheksiz o’nli kasrlar, haqiqiy sonlar, haqiqiy sonlar ustida arifmetik amallar, sanoqli va kontinuum quvvatli to’plamlar, tartiblangan maydon, kompleks sonlar, sonli ketma-ketliklar, uzluksiz funksiyalar, differensiallash va ularning xossalarini o’rgatishdan iboratdir. 
Fanni o’qitishning vazifalari. butun sonlar, ratsional sonlar, cheksiz o’nli kasrlar, haqiqiy sonlar, haqiqiy sonlar ustida arifmetik amallar, sanoqli va kontinuum quvvatli to’plamlar, tartiblangan maydon, kompleks sonlar, sonli ketma-ketliklar, uzluksiz funksiyalar, differensiallash bo’yicha olgan nazariy bilimlarning tatbiqlarini tushuntirish hamda amaliy masalalarni echishga qaratishdan va natijada fikrlash qobiliyatini rivojlantirishdan iborat. 

Shaxsga yo’naltirilgan ta’lim. O’z mohiyatiga ko’ra ta’lim jarayonining barcha ishtirokchilarini to’laqonli rivojlanishlarini ko’zda tutadi. Bu esa ta’limni loyihalashtirilayotganda, albatta, ma’lum bir ta’lim oluvchining shaxsini emas, avvalo, kelgusidagi mutaxassislik faoliyati bilan bog’liq o’qish maqsadlaridan kelib chiqqan holda yondoshishga e’tibor qaratishni amalga oshiradi. Har bir talabaning shaxs sifatida kasbiy takomillashuvini ta’minlaydi. Ta’limning markaziga bilim oluvchi qo’yiladi.

Tizimli yondoshuv. Ta’lim texnologiyasi tizimning barcha belgilarini o’zida mujassam etmog’i lozim: jarayonning mantiqiyligi, uning barcha bo’g’inlarini o’zaro bog’langanligi, yaxlitligi bilim olish va kasb egallashning mukammal bo’lishiga hissa qo’shadi.

Faoliyatga yo’naltirilgan yondoshuv. Shaxsning jarayonli sifatlarini shakllantirishga, ta’lim oluvchining faoliyatini jadallashtirish va intensivlashtirish, o’quv jarayonida barcha qobiliyat va imkoniyatlarni, tashabbuskorlikni ochishga yo’naltirilgan ta’limni ifodalaydi. Egallangan bilimlarning ko’nikma va malakaga aylanishi, amaliyotda tatbiq etilishiga sharoit yaratadi.

Dialogik yondoshuv. Bu yondoshuv o’quv jarayoni ishtirokchilarining psixologik birligi va o’zaro munosabatlarini yaratish zaruriyatini bildiradi. O’qituvchi va talabaning hamkorlikdagi ta’limiy faoliyat yuritishiga zamin yaratadi.

Hamkorlikdagi ta’limni tashkil etish. Demokratlilik, tenglik, ta’lim beruvchi va ta’lim oluvchi o’rtasidagi sub’ektiv munosabatlarda hamkorlikni, maqsad va faoliyat mazmunini shakllantirishda erishilgan natijalarni baholashda birgalikda ishlashni joriy etishga e’tiborni qaratish zarurligini bildiradi. Ta’lim jarayonida “sub’ekt-sub’ekt” munosabatlari tarkib topadi.

Muammoli ta’lim. Ta’lim mazmunini muammoli tarzda taqdim qilish orqali ta’lim oluvchi faoliyatini aktivlashtirish usullaridan biri. Bunda ilmiy bilimni ob’ektiv qarama-qarshiligi va uni hal etish usullarini, dialektik mushohadani shakllantirish va rivojlantirishni, amaliy faoliyatga ularni ijodiy tarzda qo’llashni ta’minlaydi. Muammoli savol, vazifa, topshiriq va vaziyatlar yaratish va ularga echim topish jarayonida ongli, ijodiy, mustaqil fikrlashga o’rgatiladi.

Axborotni taqdim qilishning zamonaviy vositalari va usullarini qo’llash -  hozirgi axborot kommunikatsiya texnologiya vasitalari kuchli rivojlangan sharoitda ulardan to’g’ri va samarali foydalanish, axborotlarni tanlash, saralash, saqlash, qayta ifodalash ko’nikmalari hosil qilinadi. Bu jarayonda kompyuter savodxonligi alohida ahamiyat kasb etadi.

O’qitishning metodlari va texnikasi. Ma’ruza (kirish, mavzuga oid vizuallash, taqdimot, bahs) muammoviy usul, keys-stadi, pinbord, loyiha va amaliy ishlash usullari. Interfaol usullarni mavzuning mazmuniga mos holda tanlash va ulardan samarali foydalanishga o’rgatadi.

O’qitish vasitalari: o’qitishning an’anaviy vositalari (darslik, ma’ruza matni, amaliy tatbiqlar, boshqa fanlar bilan bog’liqligi va boshqalar) bilan bir qatorda – kompyuter va axborot texnologiya vositalari keng ko’lamda tatbiq etiladi.

Kommunikatsiya usullari: tinglovchilar bilan operativ ikki yoqlama (teskari) aloqaga asoslangan bevosita o’zaro munosabatlarning yo’lga qo’yilishi.

Teskari aloqa usullari va vositalari: ongli ravishda tushunish, blits-so’rov, joriy, oraliq va yakunlovchi nazorat natijalarini tahlili asosida o’qitish diagnostikasi amalga oshiriladi. Ta’lim jarayonida kafolatlangan natijaga erishish ta’minlanadi.

Boshqarish usullari va tartibi: o’quv mashg’uloti bosqichlarini belgilab beruvchi texnologik xarita ko’rinishidagi o’quv mashg’ulotlarini rejalashtirish, qo’yilgan maqsadga erishishda o’qituvchi va tinglovchining birgalikdagi harakati, nafaqat auditoriya mashg’ulotlari, balki auditoriyadan tashqari mustaqil ishlarning nazorati ham tartibli yo’lga qo’yiladi.

Monitoring va baholash:  o’quv mashg’ulotida ham butun kurs davomida ham o’qitishning naitijalarini reja asosida nazorat va tahlil qilib boriladi. Kurs oxirida yozma, og’zaki yoki test topshiriqlari yordamida tinglovchilarning bilimlari baholanadi. Baholarning haqqoniy bo’lishiga, oshkoraligiga alohida e’tibor qaratiladi.
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DASTLABKI MA’LUMOTLAR

I1- ma’ruza
To‘plamlar. To‘plamlar ustida amallar

1°. To‘plam tushunchasi. To‘plam matematikaning boshlang‘ich,
ayni paytda muhim tushunchalaridan biri. Uni ixtiyoriy tabiatli
narsalarning (predmetlarning) ma’lum belgilar bo‘yicha birlashmasi
(majmuasi) sifatida tushuniladi. Masalan, javondagi kitoblar to‘plami,
bir nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglar to‘plami, x*=5x+6=0
tenglamaning ildizlari to‘plami deyilishi mumkin.

To‘plamni tashkil etgan narsalar uning elementlari deyiladi.

Matematikada to‘plamlar bosh harflar bilan, ularning elementlari
esa kichik harflar bilan belgilanadi. Masalan, 4, B, C — to‘plamlar,
a, b, ¢ — to‘plamning elementlari.

Ba’zan to‘plamlar ularning elementlarini ko‘rsatish bilan yoziladi:

A={2, 4, 6, 8 10, 12},
N={1, 2 3, .., n .}
Z={.. -2, -1,0.1,2 ..}

Agar a biror 4 to‘plamning elementi bo‘lsa, ae 4 kabi yoziladi va
«a element A to‘plamga tegishli» deb o‘qiladi. Agar a shu to‘plamga
tegishli bo‘Imasa, uni a¢ A kabi yoziladi va «ag element A to‘plamga
tegishli emas» deb o‘qgiladi. Masalan, yuqoridagi A to‘plamda 10e A,
15¢ A.

Agar A chekli sondagi elementlardan tashkil topgan bo‘lsa, u
chekli to‘plam, aks holda cheksiz to‘plam deyiladi. Masalan,
A={2,4, 6,8, 10, 12} chekli to‘plam, bir nugtadan o‘tuvchi barcha
to‘g‘ri chiziglar to‘plami esa cheksiz to‘plam bo‘ladi.

1- ta’rif. Ava Bto‘plamlari berilgan bo‘lib, A to‘plamning barcha
elementlari B to‘plamga tegishli bo‘lsa, A fo plam B ning gismi (qismiy
to ‘plam) deyiladi va

Ac B(yoki B2 A)
kabi yoziladi.
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[image: image16][image: image177.png]A to‘plamning elementlari orasida biror xususiyatga (bu xususiyatni
P bilan belgilaymiz) ega bo‘ladiganlari bo‘lishi mumkin. Bunday
xususiyatli elementlardan tuzilgan to‘plam quyidagicha
{x € AI P}
deb belgilanadi. Ravshanki,
{x e A P} c A

bo‘ladi. :
Agar A to‘plam elementlari orasida P xususiyatli elementlar
bo‘lmasa, u holda

{xe 4P}

bitta ham elementga ega bo‘lmagan to‘plam bo‘lib, uni bo ‘sh to ‘plam
deyiladi. Bo‘sh to‘plam @ kabi belgilanadi. Masalan, x> +x+1=0
tenglamaning hagqiqiy ildizlaridan iborat 4 bo‘sh to‘plam bo‘ladi:

@z{Xe A;x2+x+1=0}.

Har ganday A to‘plam uchun
AcA D cA

deb qaraladi.
QOdatda, A to‘plamning barcha gismiy to‘plamlaridan iborat to‘p-
lam F(A) kabi belgilanadi. Masalan, A = {a, b, ¢} to‘plam uchun

F(4)={{a}. {b}. {c}, {a.8}. {a.c}, {b.c}. {a.b.c} @}
bo‘ladi.
2-ta’rif. A va B to‘plamlari berilgan bo‘lib,
AcB BcA

bo‘lsa, A va B bir biriga teng to ‘plamlar deyiladi va
A=B8B

kabi yoziladi.

Demak, A = B tenglik A va Bto‘plamlarning bir xil elementlardan
tashkil topganligini bildiradi.

2°. To‘plamlar ustida amallar. 1kki 4 va B to‘plamlar berilgan bo‘lsin.

3-ta’rif. A va B to‘plamlarning barcha elementlaridan tashkil
topgan E to‘plam A va B to ‘plamlar yig‘indisi (birlashmasi) deyiladi
va AU B kabi belgilanadi: £ = AU B.
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[image: image20][image: image178.png]Demak. bu holda ae AU B dan ae A4 yoki ae B. yoki bir vagtda
ae A, ae B bo'lishi kelib chigadi.
4-ta’rif. A va B to‘plamlarning barcha umumiy elementlaridan

tashkil topgan F to‘plam 4 va B 10 ‘plamiar ko ‘paytmasi (kesishmasi)
deyiladi va A B kabi belgilanadi:

F=ANB.

Demak, bu holda ae AN B dan bir vaqtda ae A, ac B bo'lishi
kelib chiqgadi.

5-ta’rif. A to‘plamning B to‘plamga tegishli bo‘lmagan barcha
elementlaridan tashkil topgan G to‘plam A 1o plamdan B to ‘plamning
avirmasi deyiladi va A\B kabi belgilanadi:

G=A\B.

Demak, ae A\ B dan ae A, ae¢ B bo‘lishi kelib chigadi.
6- ta’rif. A to‘plamning B ga tegishli bo‘lmagan barcha element-
laridan va B to‘plamning A ga tegishli bo‘lmagan barcha elementlaridan

tuzilgan to‘plam A4 va B ro‘plamlarning simmetrik ayirmasi deyiladi
va A A B kabi belgilanadi:

AA B =(A\B)U (B\W).
Demak, ac A A B bo‘lishidan ac A4, ag B yoki ae B, az A bo‘lishi
kelib chiqadi.
7- ta’rif. Aytaylik, ac A, ac B bo‘lsin. Barcha tartiblangan (a, b)
ko‘rinishidagi juftliklardan tuzilgan to‘plam A va B fo‘plamlarning
dekart ko '‘paytmasi deyiladi va AXB kabi belgilanadi. Demak,

Ax B ={(a,b)lae A, be B}.

Xususan, 4 = B bo‘lganda A X A = A? deb qaraladi.
8- ta’rif. Aytaylik, S va A to‘plamlar berilgan bo‘lib, A < S bo‘lsin.
Ushbu
S\

to‘plam A to‘plamni S ga to‘ldiruvchi to‘plam deyiladi va CA yoki
CA kabi belgilanadi:

CA=S5U.

To‘plamlar ustida bajariladigan amallarning ba’zi xossalarini
keltiramiz.

A, Bva D to‘plamlari berilgan bo‘lsin.
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[image: image30][image: image179.png]1) Ac B, Bc D bo‘lsa. Ac D bo‘ladi;
2) AUA = A. AN A = Abo'ladi;
3) Ac Bbo'lsa, AU B = B, AN B = A bo'ladi;
4) AUB= BUA, AN B = B A bo'ladi, ;
3 (AUBYUD=AU(BUD). (ANBND=AN(BN D) bo'ladi;
6) A c Sbo'lsa, ANCA = Q.
7) C(AUB)=CANCB,bunda A c S, B c §,
8) C(ANB)=CAUCB,bunda 4 c S, BcS.
Bu xossalarning isboti yuqorida keltirilgan ta’riflardan kelib
chigadi.
1- misol. Ushbu
(A\BYU(B\A)=(AUB)\ (AN B) (H
tenglik isbotlansin.
4 ac (A\ B)U(B\ A) bo‘lsin. U holda
ac(A\B): ac A, ae¢ B
yoki
ae (B\A): ae B, ag¢ A
bo‘ladi. Bundan esa
ac (AUB), ag (AN B)
bo‘lib,
ae (AUB)\ (AN B)
bo‘lishi kelib chigadi. Demak,

(A\ BYU(B\A) c (AUB)\ (4N B). @

Aytaylik, ae (AU B)\ (4N B) bo'lsin.
U holda
ac(AUB): ac A yoki ae B

ae(ANB): ae A, ag B yoki ae A,a¢ B, yoki ae¢ A,ac B

bo‘ladi. Bundan esa
ac A\ B yoki ae B\ A

bo‘lib, ae (A\B)U(B\ A)
bo‘lishi kelib chigadi. Demak,
(AUB\N(ANB)c(A\ B)U(B\ 4). )

(2) va (3) munosabatlardan (1) tenglikning o‘rinli bo‘lishi topiladi. »»
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[image: image32][image: image180.png]To‘plamlar ustida bajariladigan amallarni bayon etishda to‘plam-
larning qanday tabiatli elementlardan tuzilganligiga e’tibor gilinmadi.

Aslida, keltirilgan amallar biror universal to‘plam deb ataluvchi
to‘plamning gismiy to‘plamlari ustida bajariladi deb garaladi. Masalan,
natural sonlar to‘plamlari ustida amallar bajariladigan bo‘lsa. universal
to‘plam sifatida barcha natural sonlardan iborat N to‘plamni olish
mumkin.

3°. Matematik belgilar. Matematikada tez-tez uchraydigan so‘z
va s0‘z birikmalari o‘mida maxsus belgilar ishlatiladi. Ulardan muhim-
larini keltiramiz:

1) «agar ... bo‘lsa, u holda ... bo‘ladi» iborasi «=» belgi orqali
yoziladi;

2) ikki iboraning ekvivalentligi ushbu «=» belgi orqali yoziladi;

3) «har ganday», «ixtiyoriy», «barchasi uchun» so‘zlari o‘rniga
«V>» belgi ishlatiladi;

4) «mavjudki», «topiladiki» so‘zlari o‘rniga «3» mavjudlik belgisi
ishlatiladi.

Mashglar

1. Ushbu (AUBY\D=(A\ D)U(B\ D)
tenglik isbotlansin.

2. Agar A va B chekli to‘plamlar bo‘lib, ularning elementlari soni
mos ravishda n{A4), n(B) bo‘lsa,

n(AU B) = n(A)+n(B)-n(AN B)
bo‘lishi isbotlansin.
3. Agar A chekli to‘plam bo‘lib, uning elementlarining soni n ga
teng bo‘lsa, bu to‘plamning barcha gismiy to‘plamlari to‘plami F(A)
ning elementlari soni 2" ga teng ekani isbotlansin.

2-ma’ruza
Akslantirishlar va ularning turlari

1°. Akslantirish tushunchasi. £ va F to‘plamlar berilgan bo'lsin.
I- ta’rif. Agar E to‘plamdan olingan har bir x elementga biror f
qoida yoki qonunga ko‘ra F to‘plamning bitta y elementi (ye £) mos
qo‘yilgan bo‘lsa, E fo ‘plamni F to ‘plamga akslantirish berilgan deyiladi va
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fE—-—)F )’Oki X—)y,(xe E. ye F)
kabi belgilanadi. Bunda £'to‘plam fakslantirishning aniglanish to ‘plami
deyiladi.

1- misol. Ushbu N = {1,2.3,..}va N’ = {l. ; ; } to‘plamlar

berilgan bo‘lsin.
1

1) har bir natural n (ne N) songa % (

€ N') sonni mos qo‘ysak,

unda

S
fiN oSN, no-

1
n
akslantirish hosil bo‘ladi. Uni f(n) = ;11 kabi ham yoziladi.

. | 1 , .
2) har bir natural n (ne N) songa ( , € N) sonni mos
n n-

go‘ysak, unda

1

@
N - N', no -3

n

. 1
akslantirishga ega bo‘lamiz: ¢(n) = -

3) har bir natural # (ne N) songa 1 (1€ N) sonini mos qo‘yish

natijasida
gN - N, nil

akslantirish hosil bo‘ladi: g(n) = 1.

Aytaylik,

fE—>F

akslantirish berilgan bo‘Isin. xe £ elementga mos qo‘yilgan ye Felement
x ning aksi (obrazi) deyiladi va y = f(x) kabi belgilanadi.

Endi ye Felementni olaylik. £ to‘plamning shunday x elementlarini

qaraymizki, f(x) = y bo‘lsin. Bunday xe E elementlar ye E ning asli
(proobrazi) deyiladi va f~1(y) kabi belgilanadi:

frfo)y={xe E| f(x)=y}.
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[image: image46][image: image182.png]Agar A < £ bo’lsa, ushbu

| {f)]xe A]
to'plam A to ‘plamning F dagi aksi deyiladi va f(A) kabi belgilanadi:

FA) ={f(x) xe A}.
Agar B < Fbo'lsa, ushbu
{xe E|f(x)e B}
to‘'plam B to ‘plamning E dagi asli deyiladi va f~!(B) kabi belgilanadi:
F'B)={xe E| f(x)e B}.

2- misol. Faraz qilaylik, N ={1.2,3.....n,...} va M{—1, +1}

to‘plamlar berilgan bo‘lib, ushbu

f:N->M
akslantirish quyidagi

f(n)=(-1)"
ko‘rinishda bo‘Isin. '

Ravshanki, 5S¢ N ning aksi f(5) = —1; le M ning asli esa
F'(y=1{2, 4, 6, ...} bo‘ladi. Shuningdek, 4 = {3, 4} c N to‘plam-
ning aksi f(A)={-1, 1}=M; B={-1} c M to‘plamning asli esa

[ B=11, 3,5, ..}
bo‘ladi.

Faraz qilaylik, A va B to‘plamlar F to‘plamning gismiy to‘plam-
lari bo‘lsin: A c £, Bc F. Unda

FANB) = N FB (1)
bo‘ladi.

« Aytaylik, xe f7'(ANB) bo'lsin. Unda f(x)e ANB
bo‘lib, f(x)e A va f(x)e B bo‘ladi. Keyingi munosabatlardan
xe f1(A),xe f'(B) bolishi kelib chigadi. Demak,
xe f7(A)N £ (B). Bundan esa

fAnNB) c AN (B )

bo‘lishini topamiz.
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[image: image58][image: image183.png]Aytaylik. xe /(AN f(B) bo'lsin. Unda xe f '(A) va
xe f'(B) bo'lib, f(x)e A, f(x)e B bo‘ladi. Natijasi

f(x)e AN B bo'lib. undan xe (4N B) bo‘lishini topamiz. Bu
esa |
AN By (AN B) ©)
bo‘lishini bildiradi.
(2) va (3) munosabatiardan (1) tenglikning o‘rinli bo‘lishi kelib
chigadi. »
Yugoridagidek,

STAUB) = (AU SF(B),

S(AUB)=f(AU f(B)
tengliklarning o‘rinli bo‘lishi isbotlanadi.
2°. Akslantirishning turlari. Aytaylik,

fiESF C))
akslantirish berilgan bo‘lib, f(£) esa £ to‘plamning aksi bo'lsin:
fE)={f(x)|xe E}.
2-ta’rif. Agar (4) akslantirishda

FE)yc F
bo‘lsa, (4) akslantirish £ ro plamni F to'plamning ichiga akslantirish
deyiladi.
Masalan,

to‘plamlar uchun ushbu.

/
f:N >N, nos
3n
akslantirish N to‘plamni N’ to‘plamning ichiga akslantirish bo‘ladi.

3- ta’rif. Agar (4) akslantirishda
f(E) = F

‘bo‘lsa, (4) akslantirish E fo ‘plamni F to plamning ustiga akslantirish
(syuryektiv akslantirish) deyiladi.
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[image: image66][image: image184.png]Masalan. N={l2, 3 4. M={1 1}

!

to‘plamlar uchun n->(=1)"
akslantirish N to‘plamni M to‘plamning ustiga akslantirish bo*ladi.

4- ta’rif. Agar (4) ustiga akslantirish bo‘lib, bu akslantirish
E to‘plamning turli elementlarini F to‘plamning turli elementlariga
akslantirsa, (4) inyektiv akslantirish deviladi.

5-ta’rif. Agar (4) ustiga akslantirish bo‘lib, u inyektiv akslantirsh
ham bo‘lsa, (4) o zaro bir givmatli akslantirish (moslik) deyiladi.

Masalan,
A A
N={l,23 .}, N ~{1, o }
to‘plamlar uchun ushbu
.o
fiN->N, n- p

akslantirish o‘zaro bir giymatli akslantirish bo‘ladi.
6- ta’rif. f: F — F akslantirish o‘zaro bir qiymatli akslantirish

bo‘lsin. F to‘plamning har bir y, (ye £) elementiga £ to‘plamning
bitta x elementini (xe f) mos qo‘yadigan va

gy)=g(f(x))=x

munosabat bilan aniglanadigan
g . F>F

akslantirish f : E — F ga nisbatan teskari akslantirish deyiladi va
S kabi belgilanadi:

f1:E>SF.

Demak, f : F — F gateskari akslantirish mavjud bo‘lishi uchun:

a) fustiga akslantirish,
b) F to‘plamdan olingan har bir y elementning £ to‘plamdagi asli

FfM=r'yx)=x

yagona bo‘lishi kerak.

3°. Ekvivalent to‘plamlar. Sanogli to‘plamlar. Ko‘p holda to‘p-
lamlarni ularning tashkil etgan elementlari soni bo‘yicha o‘zaro
solishtirishga to‘g‘ri keladi. Chekli to‘plamlar solishtirilganda bir
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[image: image80][image: image185.png]to’plamning elementlari soni ikkinchisidan ko‘p yoki kam. yoki ularning
elementlarining soni bir-biriga teng degan xulosaga kelinadi. Bu holda
elementlari soni ko'p bo'lgan to‘plamni «guvvari» ko ‘prog deyish
mumkin. ‘

Cheksiz to‘plamlarni solishtirishda vaziyat boshgacharoq bo‘ladi.
Cheksiz to‘plamlar ekvivalentlik tushunchasi yordamida solishtiriladi.

7-ta’rif. Agar f : E — F o‘zaro bir giymatli akslantirish (moslik)
bo‘lsa, E'va Fekvivalent to‘plamlar deyiladi va E ~ F kabi belgilanadi.
Demak, £ va £ to‘plamlarning ekvivalentligi (£~ F) ularning

elementlari o‘zaro bir qiymatli moslikda ekanligini bildiradi.
Masalan,

N={1,2, 34 .}, N ={2, 4.6.8, .}
to‘plamlar uchun

n—f—>2n, (ne N, 2ne N,)
akslantirish o‘zaro bir qiymatli. Binobarin,
N~ N,

bo‘ladi. (Bu holda n < 2n kabi yoziladi).

Aytaylik, A, B, D to‘plamlar berilgan bo‘lsin. Unda

1) A~ A4,

2)A~B= B~ A4,

3)A~B, B-~-D=A-D
bo‘ladi. Bu xossalarning isboti yugorida keltirilgan ta’rifdan kelib
chigadi.

Ikki A va B to‘plam o‘zaro ekvivalent bo‘lsa, ularni bir xil quvvatli
to‘plamlar deb qaraladi.

Demak, quvvatni ekvivalent to‘plamlarning miqdoriy xarakteris-
tikasi sifatida tushunish mumkin.

Chekli to‘plamlarning o‘zaro ekvivalentligi ularni tashkil etgan
elementlar sonining bir-biriga tengligini bildiradi.

Umuman, 4 va B chekli to‘plamlarning o‘zaro ekvivalent bo‘lishi
uchun ularning elementlari soni bir xil bo‘lishi zarur va yetarli:

A~ B e n(A)=n(B)
bunda n(G) — G to‘plamning elementlari soni.

8- ta’rif. Natural sonlar to‘plami N ga ekvivalent bo‘lgan har
qanday to‘plam sanoqli to ‘plam deyiladi.
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[image: image92][image: image186.png]Masalan, ushbu
N, ={2, 4,6, 8, ..., 2n, ..},
N, ={1.8,27,64. .., n', .,

S I
N, ={L 5o n,...}
to‘plamlar sanoqli to‘plamlar bo‘ladi. chunki
nes2n, N~ N;

nen'. N~ N,

n & } , N - N} .
n
Natural sonlar to‘plami N ga ekvivalent bo‘lgan barcha to*plamlar
sanoqli to‘plamlar sinfini tashkil etadi. Bu sinf to‘plamlarining quvvati
bir xil bo‘ladi.
Ravshanki,
Ny cN, NycN, NycN
bo‘ladi. Ayni paytda, yuqorida ko‘rdikki,
N~N, N~-N,, N~-N;.
Bunday vaziyat (to‘plamning qismi o‘ziga ekvivalent bo‘lishi)
fagat cheksiz to‘plamlardagina sodir bo‘ladi.
Matematik analiz kursida tayin £ va F to‘plamlar uchun akslan-
tirishlar f: £ — F va ularning xossalari o‘rganiladi.

Dastavval yugoridagi to‘plamlar sifatida haqiqiy sonlar to‘plamini
olamiz va uning xossalarini o‘rganamiz.

Mashglar

1. Agar A ={a, b}, B={a, P, y} bolsa, A to‘plamning B to‘p-

lamga akslantirishlari soni 9 ga teng bo‘lishi isbotlansin.
2. Aytaylik, A sanogli to‘plam bo‘lib, x € 4 bo‘lsin. U holda

AU{x} ~ 4 bo‘lishi isbotlansin.
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Hagqigiy sonlar

Son tushunchasi uzoq o‘tmishdan ma’lum. Odamlar sanash
tagozosi bilan dastlab 1, 2, 3, ... — natural sonlarni go‘llaganlar.
So‘ngra manfiy son. ratsional son va nihoyat, haqigiy son tushunchasi
kiritilgan va o‘rganilgan.

Biz o‘quvchiga o‘rta maktab, kollej va litseylarning matematika
kursidan natural, butun, ratsional sonlar, ular ustida bajariladigan
amallar, amallarning xossalari, shuningdek, ularning to‘g‘ri chizigda
(sonlar o‘gida) geometrik ifodalanishi ma’lum deb hisoblaymiz.

Hagigiy sonlarning matematik analiz kursida muhimligini e’tiborga
olib, ular haqidagi ma’lumotlarni talab darajasida bayon etamiz.

1°. Ratsional sonlar va cheksiz davriy o‘nli kasrlar. Faraz gilaylik,

5 biror musbat ratsional son bo‘lsin. Bo‘lish qoidasidan foydalanib
p butun sonni g ga bo‘lamiz. Agar p ni ¢ ga bo‘lish jarayonida biror
gadamdan keyin goldiq nolga teng bo‘lsa, u holda bo‘lish jarayoni
to‘xtab, g kasr o‘nli kasrga aylanadi. Odatda, bunday o‘nli kasr

chekli onli kasr deyiladi. Masalan, %(?) kasrda 59 ni 40 ga bo‘lib, uni
1,475 bo‘lishini topamiz:

59
0 ° 1,475

Agar p ni g ga bo‘lish jarayoni cheksiz davom etsa, ma’lum
gadamdan keyin yuqorida aytilgan goldiglardan biri yana bir marta
uchraydi, so‘ng undan oldingi ragamlar mos tartibda takrorlanadi.

Odatda, bunday kasr cheksiz davriy o‘nli kasr deyiladi. Takror-
lanadigan ragamlar (ragamlar birlashmasi) o‘nli kasrning davri bo‘ladi.

Masalan, ! kasrda 1 ni 3 ga bo‘lib, 0,333... bo‘lishini topamiz:

1

3= 0,333...

Ushbu
0,333...,1,4777...,2,131313...
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[image: image118][image: image188.png]kasrlar cheksiz davriy o*nli kasrlardir. Ularning davri mos ravishda 3,
7. 13 bo‘ladi va bu cheksiz davriy o‘nli kasrlar quyidagicha

0.(3), 1,4(7). 2.(13)
yoziladi;

0.(3) =0.,333...
1.4(7) =1.4777...
2.(13) =2,131313...

Shuni ta’kidlaymizki, davri 9 ga teng bo‘lgan cheksiz davriy o‘nli
kasrni chekli o‘nli kasr qilib yoziladi. Masalan,
0,4999... = 0,4(9) = 0,5,
2,71999... = 2,71(9) = 2,72.

Har ganday chekli o‘nli kasrni nollar bilan davom ettirib cheksiz
davriy o‘nli kasr ko‘rinishida yozish mumkin. Masalan,

1,4 = 1,4000... = 1,4(0),
0.75 = 0,75000... = 0,75(0).

Demak, har ganday {; ratsional son cheksiz davriy o‘nli kasr
ko‘rinishida ifodalanadi. Aksincha, har qanday cheksiz davriy o‘nli

P . .
kasrni q ko‘rinishida yozish mumkin.
Masalan, ushbu

0,(3) =0,333..., 7,31(06) = 7,31060606...
cheksiz davriy o‘nli kasrlarni garaylik. Avvalo ularni

3 3 3
0’(3)_0+1ﬁ+ﬁf+i65 +.,

3 1 6 6
7,31006) =7 + =+ —5 + -2 + — +...
(06) 10 10  10*  10°
ko‘rinishda yozib, so‘ng cheksiz kamayuvchi geometrik progressiya

yig‘indisi formulasidan foydalanib topamiz:

0,(3) =0,333... = 10—
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7.31(06) = 7.31060606... 100" T T 00 100 99

102
| 2 965
= 100 ?_ * wv =13

Demak, ixtiyotiy ratsional son cheksiz davriy o‘nli kasr orqali va
aksincha, ixtiyoriy cheksiz davriy o‘nli kasr ratsional son orqali
ifodalanadi.

2°. Hagqiqiy son tushunchasi. Cheksiz davriy bo‘lmagan o‘nli
kasrlar ham bo*ladi. Bu kesmalarni o‘lchash jarayonida yuzaga kelishini
ko‘rsatamiz.

Faraz qilaylik. biror J kesma hamda o‘Ichov birligi, masalan,
metr berilgan bo‘lsin. J kesmaning uzunligini hisoblash talab etilsin.

Aytaylik. 1 metr J kesmada 5 marta butun joylashib, kesmaning
J, gismi ortib qolsin. Ravshanki J; ning uzunligi 1 metrdan kam
bo‘ladi. Bu holda J kesmaning uzunligini taxminan 5 m ga teng deb
olish mumkin:

J uzunligi = 5 m.

Agar bu aniqlik yetarli bo‘lmasa, o‘Ichov birligining __!o qismini,
ya'ni 1 dm ni olib, uni J, kesmaga joylashtiramiz. Aytaylik, 1 dm J|
kesmada 7 marta butunlay joylashib, J, kesmaning J, gismi ortib
qgolsin. Bunda J, ning uzunligi 1 dm dan kichik bo‘ladi. By holda
J kesmaning uzunligi taxminan 5,7 m ga teng deb olinishi mumkin;

Juzunligi = 5,7 m.

Bu jarayonni davom ettira borish natyjasida ikki holga duch kelamiz:
1) biror qadamdan keyin, masalan, n+1 qadamdan keyin o‘Ichov

i . . .
birligining jor dismi J, kesmaga o, marta butunlay joylashadi. Bu

holda o‘Ichov jarayoni to‘xtatilib,
Juzunligi =5,7 ... a,
JI'\.

A ta ragam
bo‘lishi topiladi.
2) o‘Ichash jarayoni to‘xtovsiz davom (cheksiz davom) etadi. Bu
holda J kesmaning uzunligining aniq giymati deb ushbu
1Q
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cheksiz o'nli kasr olinadi:

Juzunligi = 5, 7., , ..

Aytaylik, to'g'ri chizigda biror O nuqta (koordinata boshi) hamda
o‘lchov birligi tayinlangan bo‘lsin. U holda O nuqgtadan o'ngda
joylashgan har bir P nugtaga, OP kesmani o‘Ichash natijasida hosil
bo‘lgan ushbu o, o4, ...a,... cheksiz o‘nli kasrni mos qo‘yish
mumkin. Bunda

oy e NU{O}, a,e{0, 1, 2, 3,4,5,6, 7,8, 9}, n>1.

Bu moslik o'zaro bir gqiymatli moslik bo‘ladi. Ravshanki, yuqo-
ridagi cheksiz o*nli kasrlar orasida cheksiz davriy o‘nli kasrlar bo'lib,
ular manfiy bo‘Imagan ratsional sonlar bo‘ladi. golgan kasrlar esa
ratsional sonlar bo‘lmaydi.

I-ta’rif. Ushbu Oy OG0 ... O, ...
ko‘rinishidagi cheksiz o‘nli kasr manfly bo Imagan haqigiy son deyiladi,
bunda o, € NVU{0}, o, €40, 1, 2, 3, 4,5, 6,7, 8 9}, n>l.

Agar 3n 20 a, > 0 bo‘lsa, u musbat haqigiy son deyiladi.

Manfiy haqiqiy sonning «—» ishora bilan olingani musbat hagiqiy
son sifatida ta’riflanadi.

Barcha haqgigiy sonlardan iborat to‘plam R bilan belgilanadi.

Barcha natural sonlar to‘plami N, ratsional sonlar to‘plami O,

haqiqiy sonlar to‘plami R uchun N < Q ¢ R bo‘ladi.
2- ta’rif. Ushbu R\Q

to‘plam elementi (son) irratsional son deyiladi.
Biz yuqorida, davri «9» ga teng bo‘lgan cheksiz davriy o‘nli
kasrni chekli o‘nli kasr qilib olinishini aytgan edik. Buning oqibatida

1

bitta son ikki ko‘rinishga, masalan, 3 soni

1 1
3= 0,5000... 3= 0,4999...

ko‘rinishlarga ega bo‘lib goladi.
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[image: image123][image: image191.png]Umuman. o,. . 0. .... «, (o, = 0) ratsional son ushbu

n

D) oy. 0.0y (0, —13999....

2) ay. 0, 0y, ..., 0, 000.... kabi ko‘rinishlarda yozilishi mumkin.
Hagqiqiy sonlarni solishtirishda ratsional sonning 1- ko‘rinishidan foy-
dalanamiz.

Ikkita manfiy bo‘lmagan

a=o0,,0,0,..0

PR

b= BmBle Bn

haqigiy sonlar berilgan bo‘lsin.
3-ta’rif. Agar Vvn >0 da o, =B,, ya'ni

ay =Be, oy =By, o, =B,, .., o, =B,, ..

bo‘lsa, a va b sonlar teng deyiladi va @ = b kabi yoziladi.
4- ta’rif. Agar -

o =By, o =By, =By, s 0, =B,

tengliklarning hech bo‘lmaganda bittasi bajarilmasa va birinchi
bajarilmagan tenglik » = k da sodir bo‘lsa, u holda:

o, > B, bo‘lganda a soni b sonidan katta deyiladi va a> b kabi
belgilanadi.

o, < B, bo‘lganda a soni b sonidan kichik deyiladi va a < b kabi

belgilanadi.

Aytaylik, to‘g‘ri chiziq, unda tayin olingan O nugqta (koordinata
boshi) va o‘Ichov birligi berilgan bo‘lsin.

Haqiqiy sonlar to‘plami R bilan to‘g‘ri chiziq nuqtalari orasida
bir gqiymatli moslik o‘rnatish mumkin:

O nuqtadan o‘ngda joylashgan Pnuqtaga OP kesmaning uzunligiga
teng x soni mos qo‘yiladi (x son P nugqtaning koordinatasi deyiladi);

O nuqtadan charda joylashgan Q nuqtaga QO kesmaning uzun-
ligiga teng x sonining minus ishorasi bilan olingan —x soni mos qo‘yiladi;

O nugtaga nol soni mos go‘yiladi.

Arximed aksiomasi. Ixtiyoriy chekli haqiqiy @ soni uchun shunday
natural m soni topiladiki,

m>a

bo‘ladi.




[image: image124]

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 
[image: image125]

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 
[image: image126]

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 
[image: image127]

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 
[image: image128][image: image192.png]4 Aytaylik,

a=o, 000, >0

po'lsin. m = ey +1, me N deb olinsa. unda 3- ta'rifga binoan a < m

bo'ladi. P
Kurs davomida tez-tez uchrab turadigan haqiqiy sonlar to‘plam-
larini keltiramiz.

Aytavlik, ae R, be R, a<b bolsin:

(a,b] = {x e R|a < x < b} — segment deyiladi,
(a.b) ={xe R|a<x <b} — interval deyiladi,

[a.b) ={xe R|a<x<b} — yarim interval deyiladi,
(a,b]={xe R|a<x<b} — yarim interval deyiladi.

Bunda a va b sonlar [a,b], (a,b). la.b), (a,b] larning chega-
ralari deyiladi.
Shuningdek,

[a,4) ={xe R| x 2 a},,
(-=.a)={xe R| x <a)},,

A|00u00v = x
deb garaymiz.
Faraz qilaylik, a va b ixtiyoriy hagiqgiy sonlar bo‘lib, a < bbo‘lsin.
U holda
(a,b) 2 @D
bo‘ladi.
« Haqgigatan ham,
a=o,00,..0,...20,
b =Py, BiBy-B--
bo‘lib, m = 0 uchun
0y =Py =Pyl =Py VA @, < B

bo‘lsin. Agar k natural son m dan katta sonlar ichida eng kichigi
(o, < 9) bo‘lsa, unda
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m>msl

ratsional son uchun a < r < h bo‘ladi. Demak, (¢.b) Q. P

Mashgqlar

1. Ushbu x? = 3 tenglikni ganoatlantiruvchi ratsional sonning
mavjud emasligi isbotlansin.

2. Agar re Q.a.e R\ Q bo'lsa, oo+ re R\ Q bo‘lishi ko‘rsatilsin.
3. Vae R, Vbe R, Vce R sonlari uchun

a>bh,b>c=a>c
bo‘lishi isbotlansin.

4- ma’ruza
Hagqiqiy sonlar to‘plamining chegaralari

Haqiqgiy sonlar to‘plamining chegaralanganligi, to‘plamning aniq
chegaralan tushunchalari matematik analiz kursida muhim rol o‘ynaydi.

1°. Sonlar to‘plamining aniq chegaralari. Biror £c R to‘plam
berilgan bo‘lsin.

1-ta’rif. Agar E to‘plamning shunday x, elementi (x;e E)
topilsaki, to‘plamning ixtiyoriy elementlari uchun

X < X
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
Ixge E, Vxe E: x<x,
bo‘lsa, x, soni £ to‘plamning eng katta elementi deyiladi va
X, = maxk
kabi belgilanadi.

2- ta’rif. Agar E to‘plamning shunday x, elementi (x; € £) topil-
saki, to‘plamning ixtiyoriy elementlari uchun

X 2 X,
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
dxye E, Vxe £ x=z2x,
bo‘lsa, x; soni to‘plamning eng kichik elementi deyiladi va
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kabi belgilanadi. Masalan,

I 1 1
max{l, 30 30 ...}_l,
min{l, 2,3, ..., n, ..} =1

bo‘ladi.
3- ta’rif. Agar shunday M soni (M e R) topilsaki, £ to‘plamning
ixtiyoriy elementlari uchun

x<M
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
IMe R, Vxe £ x< M

bo‘lsa, £ to‘plam yugoridan chegaralangan deyiladi, M soni to‘p-
lamning yugqori chegarasi deyiladi.
4- ta’rif. Agar shunday m soni topilsaki (m e R), £ to‘plamning
ixtiyoriy x elementlari uchun
xXzm
tengsizlik bajarilsa, ya’'ni
dme R, Vxe E: x2m

bo‘lsa, Eto‘plam quyidan chegaralangan deyiladi, m soni to plammng
quyi chegarasi deyiladi.

Ravshanki, to‘plam yugoridan chegaralangan bo‘lsa, uning yuqori
chegaralari cheksiz ko‘p, shuningdek, quyidan chegaralangan bo‘lsa,
uning quyi chegaralari cheksiz ko‘p bo‘ladi.

5- ta’rif. Agar E c Rto‘plam ham quyidan, ham yuqoridan chega-
ralangan bo‘lsa, E chegaralangan to ‘plam deyiladi.

6- ta’rif. Agar ixtiyoriy M soni (M e R) olinganda ham shunday
X, elementi (x, € E) topilsaki,

x>M
tengsizlik bajarilsa, va’'ni
VMeR, Ix,e E: x> M
bo‘lsa, to‘plam yuqoridan chegaralanmagan deyiladi.

7- ta’rif. Agar ixtiyoriy m soni (m e R) olinganda ham shunday

X, elementi (x; e E) topilsaki,
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Vme R, 3x,e £ x, <m
bo‘lsa. to‘plam quyidan chegaralanmagan deyiladi.
Masalan,
1) E, ={...-2,-1,0} to‘plam yugoridan chegaralangan;
2) £, ={1,2,3,..} to‘plam quyidan chegaralangan;

3) £ = {1, ; % } to‘'plam chegaralangan;

4) E, = {x e Rix> O} to‘plam yuqoridan chegaralanmagan;

5) E5 ={x e R|x <0} to‘plam quyidan chegaralanmagan bo‘ladi.

Endi sonlar to‘plamining aniq yugori hamda aniq quyi chegaralari
tushunchalarini keltiramiz.

Aytaylik, £c R to‘plam va a € R soni berilgan bo‘lsin.

8- ta’rif. Agar

1) a soni E to‘plamning yuqori chegarasi bo‘lsa,

2) FE to‘plamning ixtiyoriy yuqori chegarasi M uchun a< M
tengsizlik bajarilsa, a soni £ to‘plamning anig yuqori chegarasi deyi-
ladi va supF kabi belgilanadi:

a = supk.

Demak, E'to‘plamning aniq yuqori chegarasi, uning yuqori chega-
ralari orasida eng kichigi bo‘ladi.

9- ta’rif. Faraz qilaylik, £c R to‘plam va b< R soni berilgan
bo‘lsin. Agar

1) b son E to‘plamning quyi chegarasi bo‘lsa,

2) E to‘plamning ixtiyoriy quyi chegarasi m uchun b > m tengsizlik
bajarilsa, b soni E to‘plamning anig quyi chegarasi deyiladi va infE
kabi belgilanadi:

b = infE.

Demak, Eto‘plamning aniq quyi chegarasi, uning quyi chegaralari
orasida eng kattasi bo‘ladi.

«sup» va «infslar lotincha «supremum» va «infimum» so‘zlaridan
olingan bo‘lib, ular mos ravishda eng yuqori, eng quyi degan ma’no-
larni anglatadi.
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[image: image150][image: image196.png]1- teorema. Faraz gilaylik. £ < Rto‘plam va ¢ € R soni berilgan
bo‘lsin. @ soni E to'plamning aniq vugori chegarasi bo’lishi uchun

1) a soni E to‘plamning yuqori chegarasi,

2) a sonidan kichik bolgan ixtivoriy o (o < a) uchun £'to‘plamda
x > o tengsizlikni ganoatlantiruvchi x sonining topilishi zarur va
yetarli.

o Zarurligi. Aytaylik.

a = supk

bo‘lsin. 8- ta’rifga binoan:

1) Vxe £ uchun x<a, ya’'ni a soni E to‘plamning yugqori
chegarasi;

2} a soni yugori chegaralar orasida eng kichigi. Binobarin, 4 dan
kichik o soni uchun x > o bo‘lgan x € E soni topiladi.

Yetarliligi. Teoremaning ikkala sharti bajarilsin. Bu holda, rav-
shanki, o < @ shartni qanoatlantiruvchi har ganday o soni £ to‘plam-

ning yuqori chegarasi bo‘loimaydi. Demak, a — to‘plamning yuqori
chegaralari orasida eng kichigi. Unda ta’rifga ko‘ra

a = supk

bo‘ladi. P

Xuddi shunga o‘xshash quyidagi teorema isbotlanadi.

2- teorema. Faraz gilaylik, £c R to‘plam va be R soni berilgan
bo‘lsin. b soni F to‘plamning aniq quyi chegarasi bo‘lishi uchun:

1) b soni E to‘plamning quyi chegarasi,

2) b sonidan katta bo‘lgan ixtiyoriy B (p > &) uchun E to‘plamda
x < B tengsizlikni ganoatlantiruvchi x sonining topilishi zarur va
yetarli.

Eslatma. Agar £c R to‘plam yuqoridan chegaralanmagan
bo‘lsa, u holda

SupE = +eo,
quyidan chegaralanmagan bo‘lsa, u holda
~ infE = —o

deb olinadi.
2°. Aniq chegaralarning mavjudligi. Aytaylik,
o= Oy, 00 ... 0, ...
musbat hagiqiy son bo‘lsin, bunda
o, e NU{O}, a,e N, ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, n=1.
35
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ratsional sonlar uchun

bo‘ladi.

Demak, ixtiyoriy haqgiqiy son olinganda shunday ikkita ratsional
son topiladiki, ulardan biri shu haqiqgiy sondan kichik yoki teng,
ikkinchisi esa katta bo‘ladi.

Endi sonlar to‘plamining aniq chegaralarining mavjudligi hagidagi
teoremalarni keltiramiz.

3- teorema. Agar bo‘sh bo‘lmagan to‘plam yuqoridan chegara-
langan bo‘lsa, uning aniq yuqori chegarasi mavjud bo‘ladi.

Bu teoremani

Eci0,+w), E+20

to‘plam uchun isbotlaymiz.
« F to‘plam yuqoridan chegaralangan bo‘lsin:

IMe R, Vxe E. x< M.

Arximed aksiomasini e’tiborga olib, M e N deyish mumkin.
Endi £ to‘plam .

o =04,040,..., (o0e E)

elementlarining butun gismlaridan, ya’ni o, laridan iborat to‘plamni
F, deylik:

Fy ={oy e NU{O} o0 = oy, 01y € E}.
Bu to‘plam ham yuqoridan M soni bilan chegaralangan va F, = @.

Ravshanki, £, < N U{0}. Bundan F, to‘plamning chekli ekanligini topa-
miz. Demak, £, to‘plamning eng katta elementi mavjud. Uni ¢, deylik:
max K, =¢,. ()

E to‘plamning Cys 040, ...
ko‘rinishdagi barcha elementlaridan iborat to‘plamni E, deb olamiz:
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Ravshanki, £, c E, E, = @. Endi E, to‘plam
Cyr 00 ..
elementlarining o, laridan iborat to‘plamni olib, uni F, deylik:
Fi={o,€{0.1.2, ..,9] ¢, qyaty ... € Ep}.
Bu chekli to‘plam bo‘lib, £ # @ bo‘ladi. Shuning uchun uning
eng katta elementi mavjud. Uni ¢, deb olamiz:
max f; =¢. 2
E, to‘plamning Co» C 0Ly 0L ...
ko‘rinishdagi barcha elementlaridan iborat to‘plamni £, deb olamiz:
E, ={c),qo,05...€ Ey}.
Ravshanki, £, c E, E Q.
Endi E; to‘plam Cy > C 0,0 ...
elementlarining a, laridan iborat to‘plamni olib, uni F, deylik:

Fy={o €{0.1,2,..,9} | ¢, 0, 00y... € E,}.

Bu to‘plam ham chekliva F, # @ bo‘lib, uning eng katta elementi
mavjud:

max F, =¢,. 3
E, to‘plamning Cps € 0,05 ...
ko‘rinishdagi barcha elementlaridan iborat to‘plamni £, deb olamiz:
E, ={c;,cic,04...€ E}}.
Bu jarayonni davom ettira borish natijasida

a=cy,0C...Cp...
haqiqgiy son hosil bo‘ladi.
Endi E to‘plam va bu a son uchun 1- teorema ikkala shartining
bajarilishini ko*rsatamiz:
1) Yuqoridagi (1) munosabatga ko‘ra Vo ,o0,0,...€ £ uchun
oy £ ¢, bo‘ladi.
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[image: image158][image: image199.png]Agar «, < ¢, bo'lsa, u holda «,.0,a,... <a bo'ladi.

Agar o, = ¢, bo‘lsa, u holda ¢,.o,a,...€ E, bo‘lib, (2) munosa-
batga ko‘ra «,; < ¢, bo‘ladi.

Agar a; < ¢, bo‘lsa, u holda a,.,,a,... <a bo‘ladi.

Agar o, = ¢, bo‘lsa, u holda ¢,.o,0,...€ E; bolib. (3) muno-
sabatga ko‘ra a, < ¢, bo‘ladi.

Bu jarayonni davom ettirish natijasida ikki holga duch kelamiz:

a) shunday » > 0 topiladiki,

Oy =Ca O =€, .. O, | =C o, <c,

n-1 n-1>

bo‘lib, o,.0,0,... <a bo‘ladi.
b) ixtiyoriy n 2 0 da «, = ¢, bo‘lib, a,,0,...=a bo‘ladi.

Demak, har doim o,,0,0,... £ @ munosabat o‘rinli bo‘ladi;
2) a sondan kichik bo‘lgan ixtiyoriy

B=PBy.BBy-By
haqiqiy sonni olaylik:
BosBiBy- By < Cy06h.Cpne

U holda shunday » > 0 topiladiki,

0 =€ By =¢, o By =cos By <e,
bo‘ladi. Shuni e’tiborga olib, Vxe E, ¢ £ uchun
x> By, BBy By

bo‘lishini topamiz.

Shunday qilib, teoremada keltirilgan £ to‘plam va a soni uchun
1- teorema ikkala shartining bajarilishi ko‘rsatildi. Unda 1- teoremaga
muvofiq to‘plamning aniq yuqori chegarasi mavjud va

a = supk

bo‘lishi kelib chigadi.

Xuddi shunga o‘xshash quyidagi teorema isbotlanadi.

4- teorema. Agar bo‘sh bo‘lmagan to‘plam quyidan chegaralangan
bo‘lsa, uning aniq quyi chegarasi mavjud bo‘ladi.

Eslatma. To‘plamning aniq quyi hamda aniq yugori chegaralari
shu to‘plamga tegishli bo‘lishi ham mumkin, tegishli bo‘imasligi ham
mumkKin,
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1. Agar Ava B to'plamlar (4 < R, B < R) chegaralangan bo‘lib,
A < B bo‘lsa,
supA <sup B, infA2>inf B
bo‘lishi isbotlansin.
2.AgarVxe A (Ac R)uchun x <o (e R) bo'lsa, sup A4 < a
bo‘lishi isbotlansin.

5- ma’ruza
Haqiqiy sonlar ustida amallar

1°. Ikki haqiqiy sonlar yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbati.
Avval aytganimizdek, ratsional sonlar ustida, xususan, chekli o‘nli
kasrlar ustida bajariladigan amallar va ularning xossalari ma’lum deb
hisoblaymiz.

Aytaylik, ikkita musbat

a=0o,,0,0,...0,

b=By,BiBy- By
haqiqiy sonlar berilgan bo‘lsin. Unda » > 0 bo‘lganda ushbu

r _ al 02 a
a, =a,,a,a,...a, =a, + o + 102 + o+ 7(7); ,
= ca + A8 a+1
a, =a,,aqa,..(a, +1) =a, + & 10 + 0 +o 4 o
ratsional sonlar uchun
a, <a<a,, ()
shuningdek,
b, =B,, = +—+&+ +E'L,
=B BBy By =By + b+ b
i
b, =By, +1) = +v+-B—2+ 4Pt
n BO BIBZ (B ) ﬁ() 102 10"
ratsional sonlar uchun
b,<b<sb (1)

bo‘ladi.
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GLOSSARIY

AKSIOMA – biror matematik nazariya yaratishda boshlang’ich fakt (asos) deb qaraladigan va isbotsiz qabul kilinadigan jumla. Grek. ((((((– hurmatga sazovor bo’lgan jumla, hurmat, ehtirom, obro’.

ANALIZ – TAHLIL – noma’lumdan ma’lumga, izlanayotgandan berilganga o’tish yo’li bilan fikr yuritish yoki isbotlash metodi (usuli). Grek. analysis – yechish, bo’shatish.

ANIQLANISH SOHASI—erkli o’zgaruvchining qabul qiladigan qiymatlari to’plami.

ARAB RAQAMLARI — quyidagi o’nta matematik ishoraniig nomi: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. O’nli sanoq sistemasnda istagancha kichik va istagancha katta bo’lgan har qanday sonni A. r. bilan yozish mumkin. A. r. aslida XI asrda hindlarlan  arablarga   o’tgan   bo’lib,   bundan   keyin arablardan Yevropaga o’tdi.

ARIFMETIK   ILDIZ – manfiy  bo’lmagan sonning juft yoki toq darajali ildizining manfiy  bo’lmagan   qiymati.  
ARIFMETIK   PROGRESSIYa – sonlar ketma–ketligi bo’lib, uning ikkinchi sonidan boshlab har  bir soni   oldingisiga hamma hadlar uchun o’zgarmas  bo’lgan va A. p. ning   ayirmasi  deb  ataladigan 
[image: image167.wmf]d

 sonini qo’shishdan hosil bo’ladi. 
ARIFMETIKA (hisob) – sonlar va   ular   ustida   bajariladigan amallar haqidagi fan. Grek. (((((((– son so’zidan kelib chiqqan.

ARKFUNKTSIYa (yoki arkus) – trigonometrik funktsiyalarga teskari bo’lgan funktsiya. Lat. arcus – yoy.
ASIMPTOTA –egri chiziqning nuqtasi cheksiz uzoqlashganda u biror to’g’ri chiziqqa har qancha yakin bo’lib yaqinlashsa, bu to’g’ri chiziq egri chiziqning asimptotasi deyidadi.

BINOM – ikkihad degan ibora bilan bir xil ma’noni anglatadi. Bu termin latincha bi… — ikki degan so’z bilan grekcha nomos – soha, qism, had degan so’zlardan hosil bo’lgan. 

butun sonlar – 
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 ko’rinishdagi sonlar, bu yerda 
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n

natural son.

GOMEOMORFIZM (yoki topologik izomorfizm) — ikkita topologik fazoning o’zaro bir qiymatli va o’zaro uzluksiz akslantirilishi. 

DEDEKIND KESIMI — irratsional sonlarni aksiomatik usulda kiritish. Buni birinchi bo’lib 1872 y. da 11Dedekind bergan. Bu metodga muvofiq, irratsional son ratsional sonlar to’plamini ikki sinfga, «yuqori» va «quyi» sinflarga ajratish bilan ta’riflanadi. Bu sinflar ikki xossaga ega: 1) «yuqori» sinfdagi har bir son «quyi» sinfdagi har bir sondan katta va 2) «yuqori» sinfda eng kichik son yo’k, «quyi» sinftsa eng katta son yo’q.
DEduktsiya – fikr yuritish (isbot qilish) metodi bo’lib, bunda umumiylikdan xususiylikka o’tiladi.

DIFFERENTSIAL – funktsiya orttirmasining chiziqli bosh qismi. 

ISBOT— biror tasdik (mulohaza, fikr, teorema) ning haqiqat yoki noto’g’ri ekanligini aniklashga imkon beradigan fikr yuritish. 

ICHKI NUQTA–shu nuqtani o’z ichiga olgan biror oraliq bilan birga to’plamga tegishli bo’lgan nuqta.
KANTOR TO’PLAMI – birorta ham kesmani o’z ichiga ololmaydigan

ketma–ketlik – natural sonlar to’plamida berilgan funktsiya.

qism to’plam – Agar A to’plamning har bir elementi V to’plamning elementi bo’lsa, u holda A to’plam V to’plamning qism to’plami deyiladi.

KONTINUUM – 
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 to’plamining quvvati nomi. Lat. continuum – uzluksizlik.
LEMMA – bir yoki bir necha teoremani isbotlash   uchun  ishlatildigan yordamchi jumla. Grek. ((((( – pora, foyda, kirim, naf.
masofa – biror fazo nuqtalarinning har qanday tartiblangan juftiga mos qilib qo’yiladgan manfiy bo’lmagan son.

MATEMATIK ANALIZ – funktsiya va limitga o’tish tushunchalariga asoslangan bir qator matematik fanlarning umumiy nomi. M. a. ga odatda differentsial va integral hisoblari, qatorlar nazariyasi, differentsial tenglamalar nazariyasi, analitik funktsiyalar nazariyasi, variatsion hisob, integral tenglamalar nazariyasi, funktsional analiz kiritiladi. Birmuncha torroq ma’noda M.a. termini ko’pincha matematikaning yuqorida ko’rsatilgan birinchi uchta bo’limining umumiy nomidir.

minus – gorizontal chiziq shaklidagi matematik ishora bo’lib, ayirish amalini yoki manfiy belgilashda qo’llaniladi. Lat. minus – kamroq.  

musbat sonlar – sonlar o’qida sonoq boshidan, ya’ni nolь nuqtadan o’ng tomonda joylashgan haqiqiy sonlar.

Norma – sonning absolyut qiymatiga vektorning uzunligini mos qo’yadi.

paradoks – bizning turmush va psixik sababiyatlarimizga ko’ra noto’g’ri bo’lib tuyiladigan da’vo (xulosa).

parametr – formula va ifodalarda qatnashadigan masalada qiymati o’zgarmas bo’lib, boshqa masalada qiymatlarini o’zgartiradigan miqdor. Grek. ((((((((( – o’lchab chiquvchi.

perimetr – Yopiq egri chiziqning perimetri shu chiziqning uzunligidir.
perpendikulyar – Berilgan a to’g’ri chiziqqa o’tkazilgan perpendikulyar o’sha to’g’ri chiziqni to’g’ri burchak ostida kesib o’tadigan to’g’ri chiziqdir.

pi soni – aylana uunligining diametriga nisbatiga teng bo’lgan son.
pifagor teoremasi – gipotenuzaning kvadrati katetlar kvadratlarining yig’indisiga teng.

plyus – qo’shish amalini va musbat miqdorlarni belgilash uchun kiritilgan + ishoradir. Lat. plus – katta.

protsent – bu sonnig yuzdan bir qismi.

radian – uzunligi radiusga teng bo’lgan aylana yoyiga  tiraluvchi markaziy burchak.

radikal (yoki ildiz) – biror a sondao 
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darajali ildiz chiqarish amalini iodalovchi 
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 matematik ishora. Lat. radix – ildiz.

radius – aylan (sfera)ning har qanday nuqtasini markazi bilan tutashtiruchi kesma.

ratsional sonlar – musbat va manfiy barcha butun sonlar, kasr sonlar va nol soni.

riman integrali – odatdagi aniq integral.

skalyar – qiymati faqat bir haqiqiy son bilan xarakterlanib yoki boshqa xarakteristikasi hisobga olinmaydigan miqdor.

sofizm – ataylab chiqarilgan noto’g’ri xulosa, biror jumlaning noto’g’ri isboti.

TASHQI   NUQTA– shu nuqtani o’z ichiga olgan biror interval bilan birgalikda to’plamga tegishli bo’lmagan nuqta.
ta’rif – shu tushunchaning mazmunini, mohiyatini ochib berishdir.

tenglama – bitta yoki bir necha harflar noma’lum deb hisoblanadigan tenglikdir.

tenglik – 
[image: image174.wmf]=

ishorasi bilan biriktirilgan ifoda.

Tengsizlik – >, < tengsizlik ishoralari bilan birlashtirilgan ikkita algebraik ifoda.
teorema – to’g’ri yoki noto’g’ri ekanligi isbot etish yo’li bilan aniqlanadigan matematik jumla. Grek. ((((((( – tomosha.

teskari teorema – berilgan teoremaning sharti xulosa, xulosasi esa shart bo’lgan teorema.

trigonometriya – matematikaning bo’limi bo’lib, uchburchakning tomonlari bilan burchaklari orasidagi bog’lanishlarni (trigonometriya), shuning dek tirgonometrik funktsiyalarning xossalarini va ular orasidagi bog’lanishlarni (goniometriya)o’rganadi.

to’g’ri chiziqdagi oldiy mukammal to’plam. 

TO’PLAM – matematikaning muhim tushunchalaridan biri. Bu tushuncha aksiomatik holda kiritiladi va hech qanday elementar tushunchalar orqali ta’riflanishi mumkin emas.
TO’PLAMLAR NAZARIYАSI – matematikaning bir bo’limi bo’lib, to’plamlarni ularning konkret tabiatiga bog’lamasdan o’rganadi.

TO’PLAMNING YUQORI CHEGARASI – bu to’plamni yuqoridan chegaralovchi sonlarning eng kichigi.

O’ZGARISH   SOHASI – funktsiyaning qiymatlari to’plami bo’lib, bu qiymatlar funktsiyaning aniqlanish sohasidan olingan argument qiymatlariga mos keladi. 

o’zgarmas miqdor – mazkur jarayonda o’z qiymatini o’zgartirmadigan miqdor.

faktorial – 1 dan tayin bir 
[image: image175.wmf]n

 natural songacha bo’lgan barcha natural sonlarning ko’paytmasi. Inglizcha factor –ko’paytuvchi so’zidan kelib chiqqan.

formula – biror da’voni (jumla, fikr) anglatuvchi har qanday simvolik yozuv. Lat. formula –obraz, ko’rinishni bildiradigan forma so’zining kichraytirilgan shakli.

funktsiyalar nazariyasi –matematik analizning bir bo’limi bo’lib, unda haqiqiy o’zgaruvchili funktsiyalarning umumiy xossalari o’rganiladi.

FUNKTSIYaNING ARGUMENTI – erkli o’zgaruvchi mikdor.
ekstremum – maksimum va minimum terminlarning umumiy nomi. Lat. extremum – chetki qiymat.

elementar funktsiyalar – ko’phadlar, ratsional funktsiyalar, ko’rsatkichli, darajali, logarifmik va trigonometrik funktsiyalar, shuningdek aytib o’tilgan funktsiyalardan to’rt arifmetik amal va chekli marta qo’llanilgan superpozitsiyalar yordamida hosil qilinadigan funktsiyalarni o’z ichiga olgan funktsiyalar sinfi.
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[image: image201.png]Endi (1) va (2) tengsizliklarni qanoatlantiruvchi ratsional sonlarning
yig'indisi a, + b, lardan iborat {a;, + b,} to'plamni qaraymiz. Rav-
shanki, bu to‘plam yuqoridan chegaralangan. Unda 4- ma’ruzadagi
3- teoremaga ko‘ra {a, + b, } to‘plamning aniq yuqori chegarasi mav-
jud bo‘ladi.

I-ta’rif: { a; + b;} to'plamning aniq yuqori chegarasi a va b hagigiy
sonlar yigindisi deyiladi va a + b kabi belgilanadi:
a+b=supla, +b}.
n20

(1) va (2) tengsizliklarni qanoatlantiruvchi ratsional sonlarning
ko‘paytmasi a, - b, lardan iborat {a, - b,} to‘plamni garaymiz. Bu

to‘plam yuqoridan chegaralangan bo‘ladi. Shuning uchun uning aniq
yugori chegarasi mavjud bo‘ladi.

2-ta’rif. { a, - b, } to‘plamning aniq yuqori chegarasi a va b haqgigiy
sonlar ko paytmasi deyiladi va a - b kabi belgilanadi:

a-b=supla, b}

n20

(1) va (2) tengsizliklarni qanoatlantiruvchi ratsional sonlarning

%} nisbatidan iborat {Z’Z} to‘plam yuqgoridan chegaralangan bo‘ladi.

3-ta’rif. {Zﬁ} to‘plamning aniq yuqori chegarasi a sonining b
a

5 kabi belgilanadi:

g.—sup ﬂ
b n20 b,: ’

Aytaylik a va b musbat haqiqiy sonlar bo‘lib, a > b bo‘lsin.

soniga nisbati deyiladi va

4-ta’rif. {a, - b,} to‘plamning aniq yuqori chegarasi a sonidan
b sonining ayirmasi deyiladi va @ — b kabi belgilanadi:
a-b=supla, - b}.
n20
Eslatma. 1) Haqiqiy sonlar ustida bajariladigan go‘shish,
ko‘paytirish, ayirish va bo‘lish amallarini to‘plamning aniq quyi
chegarasi orqali ham ta’riflash mumkin.



[image: image202.png]Masalan, @ va b haqiqgiv sonlar yig‘indisi quyidagicha ta'riflanadi:

a+b=inf{a, + b},

nz
Hagiqiy sonlarda, yuqorida kiritilgan amallar o‘rta maktab mate-
matika kursida o‘rganilgan amallarning barcha xossalariga ega.
2°. Hagqiqiy sonning darajasi. Avval haqiqiy sonning 0- hamda
n- darajalari (ne N) quyidagicha

a" =1.
a"=a-a-..-a. (neN)
A
n Ta

aniglanishini ta’kidlaymiz.
Teorema (isbotsiz). Faraz gilaylik, @ > 0 va ne N bo‘lsin. U holda
shunday yagona musbat x soni topiladiki,

x"=a
bo‘ladi.
5- ta’rif. Musbat hagiqiy a sonining » darajali ildizi deb, ushbu
xX'=a

tenglikni qanoatlantiruvchi yagona x soniga aytiladi va
1
x=%a=a"
kabi belgilanadi.
Aytaylik, @ musbat haqgiqgiy son, r esa musbat ratsional son bo‘lsin:

a >0, rzis, mone N .

Bu holda a sonining r- darajasi quyidagicha

1
ar - (am )n
kabi aniqlanadi.

6- ta’rif. Faraz qilaylik, a > 1, b > 0 haqiqiy sonlar berilgan
bo‘lsin, @ sonining b- darajasi deb ushbu {a*} to‘plamning aniq
yugori chegarasiga aytiladi:

a’ = S‘ig{ab" }, bunda b, =By, B, By, s Bus 6=P0, By, Bys s Bus o

3°. Haqiqiy sonning absolut qiymati. Aytaylik, xe R son berilgan
bo‘lsin. Ushbu



[image: image203.png]x, agar x=0 bo'lsa,
X =
—x, agar x <0 bo'lsa

migdor x sonining absolut giymati deyiladi.

Hagiqgiy sonning absolut giymati quyidagi xossalarga ega:

1) x € Rson uchun
x,20, [xl=-x, xskx, —x<x
munosabatlar o‘rinli.
2) x <ae-a<x<a,
x|<ae -—asx<a, (a > 0).

3) xe R, ye Rsonlar uchun
x+im.3+gv
x =y z -l
x-y|=Ix[ ]

)

M w0

bo‘ladi.

Bu xossalarning isboti bevosita sonning absolut giymati ta’rifidan
kelib chigadi. Ulardan birini, masalan, |x +y|< x|+ bo‘lishini

isbotlaymiz.

<« Aytaylik, x + y > 0 bo‘lsin. Unda x+yj=x+y
x < |x}, y <ly| bo'lishini e’tiborga olib topamiz:

x+yl=x+y < x|+ 1yl

Endi x + y < 0 bo‘lsin.

Uholda [x +y|=—(x+y) = (-x) + (-y) boladi. —x <|x;,
bo‘lishini e’tiborga olib topamiz:

x+yl=(-x)+(-p) s x|+ [yl P
1- misol. Ushbu
Bx - 1] < [2x ~ 1| + x|

tengsizlik x ning qanday giymatlarida o‘rinli bo‘ladi?

bo‘ladi.

-y <

A3)



[image: image204.png]« Sonning absolut giymati xossasidan foydalanib topamiz:
3x-1=02x-D+x.€2x -1+ x.
Demak. (3) tengsizlik ixtiyoriy x € R uchun o‘rinli bo’ladi. »
Barcha manfiy bo‘lmagan haqiqiy sonlar to‘plamini R, bilan
belgilaylik. Ravshanki, R, < R.
Har bir x ¢ R hagiqiy songa uning absolut giymati | x| ni mos
go‘yish bilan ushbu
fix—>Xx (f:R->R)
akslantirishga ega bo‘lamiz.
Demak, hagigiy sonning absolut giymati R to‘plamni R, to‘plam-
ga akslantirish deb qaralishi mumkin.
Ixtiyoriy x € R, y € R sonlarni olaylik. Ushbu
[x =yl
migdor x va y nugtalar orasidagi masofa deyiladi va d(x, y) kabi
belgilanadi:
d(X,)’) :‘}X'_y;-
Masofa quyidagi xossalarga ega:
) dix,y)20 va d(x,y)=0e x=y;

2) d(x.y)=d(y,x),

3) d(x.2) <d(x.y)+d(y.2), (z€ R).

4°. Bernulli tengsizligi. Nyuton binomi formulasi. Ixtiyoriy x > —1
(x € R) hamda ixtiyoriy n € N uchun ushbu

+x)y' 21+nx @)
tengsizlik o‘rinli.

<« Bu tengsizlikni matematik induksiya usuli yordamida isbotlaymiz.
Ravshanki, » = | da (4) tengsizlik (tasdig) o‘rinli bo‘ladi:

l+x=1+x

Endi n € N da (4) munosabat o‘rinli\ deb, uni # + 1 uchun ham
o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatamiz. (4) tengsizlikning har ikki tomonini
1+x ga ko‘paytirib topamiz:

A+xy > +nx) - 1+x)=1+(n+Dx+nd 21 +(n+)x

Matematik induksiya usuliga binoan (4) munosabat ixtiyorly ne N
uchun o‘rinli bo‘ladi. »



[image: image205.png](4) tengsizlik Bernulli tengsizligi deyiladi.
Endi Nyuton binomi formulasini keltiramiz.
Ma'lumki, a € R, be Rda

(a+b) =a* +2ab+ b,
(a+b) =a’ +3ab+3ab? + b
bo‘ladi. Umuman, ixtiyoriy n € N da

(@+b)" =C?-a" +Cla"" b+ A CEoam R

+C')11~labn»»l + C: Ch = ZC;an—kbk (5)
bo‘ladi, bunda
C’ =1
Cr = M) o123k, k=120

(5) tenglik ham matematik induksiya usuli yordamida isbotlanadi.

<« Ravshanki, n=1da C! a+C! - b=a+b. Demak, bu holda

(5) tenglik o‘rinli. Endi (5) tenglik » uchun o‘rinli bo‘lsin deb, uni
n+1 uchun ham o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatamiz. (5) tenglikning har
ikki tomonini a+b ga ko‘paytirib topamiz:

(a+ b)n+1 — an+1 + Z (C'/l( + Crllc—-'l ). an+1—k _bk + bn+] )

Ravshanki,
K k-1 _ n(n=1)..(n-(k-2))
CreCyt =M D (k-1 4k =
_ n(n+D)((n+1)-1) . (D) - (k1)) _C*
k!i - n+l -
Demak,
n+li
(a+ b)n+1 — z o an+1 k bk bn+l _z ko n+1—k ~bk

bo‘ladi. Bu esa (5) tenglik #+1 bo‘lganda ham bajarilishini ko‘rsatadi.p>
Odatda, (5) tenglik Nyuton binomi formulasi deyiladi.



[image: image206.png]5°. Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsiri. Ma’lumki, ushbu
{xe R: a<x<b}=]a.b]

to‘plam segment deb ataladi.
Aytaylik. [a,, b} va [a7, b. ] segmentlar berilgan bo'lsin. Agar

{al blclay, b
bo'lsa. {a,. b,| segment |a,, b,| segmentning ichiga joylashgan deyiladi.

Bu holda a, < a, < b <b bo'ladi.
7- ta’rif. Agar

(FORY-N O TR 5 P [V MY P (6)

segmentlar ketma-ketligi quyidagi

la.b1olay. 0] ... la,.b,1> ..
munosabatda, ya'ni Vne N da

Ian ’ bn l o Ian+) ’ an ]
bo‘lsa, (6) ichma-ich joylashgan segmentlar ketma-ketligi deyiladi.
Teorema. Aytavlik,

la.5 1. lay. b1, ..., 1a,.b,1. ...

segmentlar ketma-ketligi quyidagi shartlarni bajarsin:

1) VYne N lan’ n] o [an+1’ n+l]
2) Ve>0, 3nye N, n>ny b, —a, <& bo'lsin.

U holda shunday c e R mavjud bo‘ladiki, c€ la,.b,], (n=1,2,3,..)
bo‘lib, bunday ¢ yagona bo‘ladi.

« Teoremada qaralayotgan segmentlar ketma-ketligi ichma-ich
joylashgan segmentlar ketma-ketligi bo‘ladi. Ravshanki, bu holda
ushbu

a<a, <ay<..5a,<b,

munosabat bajariladi.
Endi a,, a,, ..., a, sonlaridan tashkil topgan

E={a,a,... a,}

to‘plamni garaymiz. Bu to‘plamning yugoridan chegaralanganligini
ko‘rsatamiz.

Ixtiyoriy natural m sonini olib, uni tayinlaymiz.
Agar n < mbo‘lsa, [a,.b, < [a,.b,] bo'lib, a, <a, <b, <b,.
ya’ni a, < b _bo‘ladi.

b ¥4



[image: image207.png]Agar n>mbo'lsa, [a,. b1 ca,. b,] bo'lib. a, <a, <b, < o+
ya'ni a, < b, bo'ladi.

Aniq yuqori chegara hagidagi teoremaga ko'ra

supE=c (ce R)

mavjud bo'ladi.

To'plamning aniq yuqori chegarasi ta’rifiga binoan

Vn< Ndaa,<c vaVm< Ndacc<b, bo'ladi.
Demak,

Van<Ndace [a, b)

Agar shu nuqtadan fargli va barcha segmentiarga tegishli
¢’ (c’ela,.b,]. Vvne N) mavjud deb garaladigan bo‘lsa, unda

b, —a, 2lc~c>0

bo‘lib, bu teoremaning 2- shartiga zid bo‘ladi. Demak, ¢ = ¢’. p

Odatda, bu teorema ichma-ich joylashgan segmentlar prinsiri
deyilib, u hagiqgiy sonlar to‘plamining uzluksizlik (to‘liglik) xossasini
ifodalaydi.

n’

Mashqlar

1. Ixtiyoriy x,, x,, ..., x, haqiqiy sonlar uchun

LR P T NE ME S A RS R
bo‘lishi isbotlansin.
2. Ikki haqiqiy son yig‘indisi ta’rifidan foydalanib, ushbu
a+b=b+a, a+a=2a
tengliklar isbotlansin.



[image: image208.png]2-BOB

SONLAR KETMA-KETLIGI UCHUN
LIMITLAR NAZARIYASI

6- ma’ruza
Sonlar ketma-ketligi va ularning limiti

1°. Sonlar ketma-ketligi tushunchasi. Biz birinchi bobda ixtiyoriy
E to‘plamni Fto‘plamga akslantirish:
fE—>F

tushunchasi bilan tanishgan edik.
Endi E=N, F=R deb, har bir natural » songa biror haqiqiy x,

sonini mos qo‘yuvchi
f:n->x,, (n=12,3.) D

akslantirishni garaymiz.
I1- ta’rif. (1)- akslantirishning akslaridan iborat ushbu

Xps Xy o X3y aeey Xy oon 2

to‘plam sonlar ketma-ketligi deyiladi. Uni {x,} yoki x, kabi belgilanadi.
x, (n=1, 2, 3, ...) sonlar (2) ketma-ketlikning hadlari deyiladi.
Masalan,

1l
|
—
M
i
|
i

1) x,
2) x,=(-1)": -1, 1, -1, ..., (-7, ..
3) x,,=(’/n: 1, V2, ¥3, ..., Un, ..
Hhx,=1:1, 1,1, ... 1,

5) 0,3; 0,33; 0,333; ..; 0,333..3; ...

[
nta

lar sonlar ketma-ketliklaridir.

Biror {x,} ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.

2- ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas M soni mavjud bo‘lsaki, ixtiyoriy
x, (n =1, 2, 3,...) uchun x, < M tengsizlik bajarilsa (ya’ni
IM,Vne N: x, <M bo‘lsa), {x,} ketma-ketlik yugoridan chega-
ralangan deyiladi.

- -



[image: image209.png]3-ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas m soni mavjud bo‘lsaki. ixtiyoriy
x, (n =1, 2, 3...) uchun x, > m tengsizlik bajarilsa {ya'ni
dm,Vne N: x, 2m bo‘lsa), {x,} ketma-ketlik quyidan chegara-
langan deyiladi.

4-ta’rif. Agar {x,} ketma-ketlik ham yuqgoridan. ham quyidan
chegaralangan bo‘lsa (va’ni 3m, M, Vre N: m<x, <M bo'lsa),
{x,} ketma-ketlik chegaralangan deyiladi.

1- misol. Ushbu

n

X, = —=, (n=1,2,3,..)

4+n
ketma-ketlikning chegaralanganligi isbotlansin.
<« Ravshanki, Vn < N uchun

x = n
" 44n?
bo‘ladi. Demak, garalayotgan ketma-ketlik quyidan chegaralangan.

Ma’lumki,

>0

0<(n-2?=n* -4n+4
bo‘lib, undan 4 <4 + 4?, ya’ni

on 1

4+n* ~ 4
bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa berilgan ke‘tma—ketlikning yuqoridan
chegaralanganligini bildiradi. Demak, ketma-ketlik chegaralangan. »
5-ta’rif. Agar {x,} ketma-ketlik uchun

VMeR, 3n,e N: x,, > M

bo‘lsa, ketma-ketlik yuqoridan chegaralanmagan deyiladi.

2°. Sonlar ketma-ketligining limiti. Aytaylik, ¢ € R son hamda
ixtiyoriy musbat ¢ son berilgan bo‘lsin.
6- ta’rif. Ushbu

U@)={xe Rla~e<x<a+e}=(a-¢,a+¢)

to‘plam a nugtaning e- atrofi deyiladi.
Faraz qilaylik {x,} ketma-ketlik va a € R soni berilgan bo‘lsin.
7- ta’rif. Agar ixtiyoriy € > 0 son olinganda ham shunday n, natural

soni mavjud bo‘lsaki, » > n, tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha
natural sonlar uchun



[image: image210.png]X, —a <¢g (3)
tengsizlik bajarilsa, (ya'ni
ve>0, dnye N, Vn>nyilx,—al<e
bo‘lsa), a son {x,} ketma-ketlikning limiti deyiladi va

a=limx, yoki n—>e~ dax, —ua

H—yo<

kabi belgilanadi.
Ravshanki, yuqoridagi (3) tengsizlik uchun

|x, —al<e ®a-e<x, <a+e,

ya'ni X, € Ug(a). (n>ny) boladi. Shuni e’tiborga olib, ketma-
ketlikning limitini quyidagicha ta’riflasa bo‘ladi.

8- ta’rif. Agar a nugtaning ixtiyoriy Ugda) atrofi olinganda ham
{x} ketma-ketlikning biror hadidan keyingi barcha hadlari shu atrofga
tegishli bo‘lsa, a son {x,} ketma-ketlikning limiti deyiladi.

Yugqorida keltirilgan ta’riflardan ko‘rinadiki, & ixtiyoriy musbat
son bo‘lib, natural n, soni esa € ga va garalayotgan ketma-ketlikka
bog'lig ravishda topiladi.

2- misol. Ushbu

x,=¢ (ce R, n=12.73.)
ketma-ketlikning limiti ¢ ga teng bo‘ladi.
<« Hagigatan ham. bu holda Ve > 0 ga ko‘ra n;, = 1 deyilsa, unda

Vn > nyuchun x, — ¢ =0 <& boladi. Demak, limx, =limc=c.p

n—eo H—o

3- misol. Ushbu x, = "1 (n=12,3,.)

n

ketma-ketlikning limiti 0 ga teng bo‘lishi isbotlansin:

lim ' =0.
n—oe N
. " ‘ 1
<« Ravshanki, =0 ==
in ioh

bo'lib, 1; < e (&> 0) tengsizlik barcha » > é bo‘lganda o‘rinli. Bu holda

W]



[image: image211.png]deyilsa, ([a] — a sonidan katta bo‘lmagan uning butun gismi). unda
Vn > n, uchun
i

-0 <e¢
in
bo‘ladi. Ta’rifga binoan
lim L 0.»
n—eo N

4- misol. Aytaylik, ae R, ‘a >1 bo‘lsin. U holda

. 1
lim-' =0
n—ee g

bo‘lishi isbotlansin.
g/ =1+ deylik. Unda § = @' -1 > 0 va Bernulli tengsizligiga
ko‘ra
(1+8)" 21+ nd>nd

bo‘lib, Vn e N da W < P
o 1 | 1
bo‘ladi. Demak, o O‘ = <g, (€>0)
tengsizlik barcha n> é
bo‘lganda o‘rinli. Agar Hy = [E%] +1
deyilsa, ravshanki, Vn > n, uchun ‘Lln ~-0<e
la
bo‘ladi. Demak, lim L =0. p
n—ee 7

5- misol. Ushbu x, = niﬂ (n=1,2, 3, ...) ketma-ketlikning limiti

1 ga teng bo‘lishi isbotlansin.
« Ixtiyoriy € > 0 son olamiz. So‘ng ushbu

Ix, -1 <e



[image: image212.png]tengsizlikni gqaraymiz. Ravshanki,

x,-1=" -1="
n+l n+l
Unda yugqoridagi tengsizlik
n
o<
n+l

ko‘rinishga keladi. Keyingi tengsizlikdan

n>fl——l
£

bo‘lishi kelib chiqgadi. Demak, limit ta’rifidagi n,e N sifatida

o = [i - 1] +1 olinsa (¢ > 0 ga ko‘ra nye N topilib), Va > n, uchun

X, - l. <€ bo‘ladi. Bu esa

lim " =1
n—e R+1

bo‘lishini bildiradi. »
6- misol. Faraz qilaylik, ae R, | a| > 1 va ae R bo‘lsin. U holda

na

lim-- =0

noeo gt
bo‘lishi isbotlansin.
<« Shunday natural & sonni olamizki, k > « +1 bo‘lsin. Endi

! 1 1
lal* > 1 bo‘lishini e’tiborga olib, |ajk =1+8, ya'ni 8 =alx =1 >0

deymiz. Unda Bernulli tengsizligiga ko‘ra

n

lak =(1+8)" 21+ n8>nd

k-1 l
bo'lib, Vn e N da Sk
bo‘ladi. Bu holda ny = [6’%} +1, (¢>0)
‘€
) ina | n el
deyilsa, Vn > n, uchun P 0= ol < T <&

0.

bo‘ladi. Demak, lim - =0. »

noes g



[image: image213.png]7- misol. Ushbu

lim 8" o

n—e H

tenglik isbotlansin.
<« Ravshanki, Ve € 0 va Vu € N uchun

n

Oslgﬁ<e<:>lgn<ne<:>n<10"g<:> <1

n (10%)y"
bo‘ladi. Agar 10¢ > | bo‘lishini e’tiborga olsak, 6- misolga ko‘ra

l4i
n—eda--——— >0

(109 )n
ekanini topamiz. Unda ta’rifga ko‘ra 1 soni uchun

3n,e N, Yn>n: - <1
h € Hy (105 )"
bo‘ladi. Shunday gilib, Vr > n, uchun li'-? <& bo‘ladi. Demak,
lim ,]%;{’, =0.»

8-misol. Ushbu x, =(-1)", (n=1,2,3,..) ketma-ketlikning
limiti mavjud emasligi isbotlansin.
<« Teskarisini faraz gilaylik. Bu ketma-ketlik a limitga ega bo‘lsin.
Unda ta’rifga binoan,
Ve>0, 3me N, Vn>n:|(-1)"-al<e
bo‘ladi.
Ravshanki, » — juft bo‘lganda 1-al<g n — toq bo‘lganda

(-1)-aj<e, ya'ni 1+a]<e bo‘ladi. Bu tengsizliklardan foyda-
lanib topamiz:
2=[(1-a)+(Q+a)|<|l-a|+]|1-al<2e.
Bu tengsizlik € > 1 bo‘lgandagina o‘rinli. Bunday vaziyat ¢ > 0
sonining ixtiyoriy bo‘lishiga zid. Demak, ketma-ketlik limitga ega
emas. P

Teorema. Agar {x,} ketma-ketlik limitga ega bo‘lsa, u yagona
bo‘ladi.



[image: image214.png]<« Teskarisini faraz gilaylik. {x,} ketma-Kketlik ikkita a va b (q = b)
limitlarga ega bo'lsin;

limx, =a. limx, =b. (azb)

Limitning ta’rifiga ko‘ra
Ve>0. dme N, Va>ny: |x —ale,
Ve>0, 3nye N, Va>unu:

X, —al<e
bo‘ladi.
Agar ny va ny sonlarining kattasini # desak, unda ¥n > # da
X, —a,<g X,-b<¢g
bo‘lib,
X, —a +x, - b < 2¢
bo‘ladi.
Ravshanki, a-b'='a-x, +x, - b </x, —a + X, — b
Demak, Ve > 0 da 'a - b < 2¢ bo‘lib, undan a = b bo‘lishi kelib
chiqadi. »

Mashglar

1. Ketma-ketlik limiti ta’rifidan foydalanib, ushbu

X, =n+2 -Jn+1
ketma-ketlikning limiti topilsin.
2. Agar Ew X, =a, Hw Y, = a bo‘lsa, u holda ushbu
X Yis Xos Vas vy Xy Yy,
ketma-ketlikning limiti ham a ga teng bo‘lishi isbotlansin.
3. Agar limx, =a bo‘lsa, u holda

N oo

. X +X5+...+X
lim 122272070 g

N—oo n

bo‘lishi isbotlansin.



[image: image215.png]7- ma’ruza
Yagqinlashuvchi ketma-ketliklarning xossalari

{x,} sonlar ketma-Kketligi berilgan bo‘lsin.

I-ta’rif. Agar {x,} ketma-ketlik chekli limitga ega bo‘lsa, u
yvaginlashuvchi ketma-ketlik deyiladi.

1°. Yagqinlashuvchi ketma-ketlikning chegaralanganligi. Tengsiz-
liklarda limitga o‘tish.

1- teorema. {x,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lsa, u chega-

ralangan bo‘ladi.
4 Aytaylik,

limx, =a, (ae R)

bo‘lsin. Limit ta’rifiga ko‘ra
ve>0, Imye N, Va>ny |x,-al<e
bo‘ladi. Demak, n > n; uchun

a-£<Xx,<a+e
bo‘ladi. Agar
|

i i : ! |
max{]a—e\, a+el, x|, x |}=M

s |

Xy
deyilsa, u holda Yr e N uchun
x, s M

tengsizlik bajariladi. Bu esa {x,} ketma-ketlikning chegaralanganligini
bildiradi. P
2- teorema. Agar {x,} ketma-ketlik yaginlashuvchi va

limx, =a

n—seo

bo‘lib, @ > p (a < ¢q) bo‘lsa, u holda shunday n, € N topiladiki,
Vn > n, bo‘lganda

X, >p (%, <q)
bo‘ladi.
<« Aytaylik, limx, =a, a>p, (pe R)

N—reo
bo‘lsin. £ > 0 sonining ixtiyoriyligidan foydalanib, ¢ < g — p deb qaraymiz.
Ketma-ketlik limiti ta’rifiga binoan, Ve >0 uchun, jumladan,
0 <& < a- p uchun shunday n,e N topiladiki, Vn > n, bo‘lganda



[image: image216.png]|x, ~a|<eo-e<x, ~a<e
bo‘ladi. Ravshanki,
O<e<a-p=p<a-e,
—€E<X, ~d<EDA-E<X,.
Bu tengsizliklardan Vn > n; bo‘lganda
Xn>p

bo‘lishi kelib chigadi. »
(a < g hol uchun ham teorema yuqoridagidek isbot etiladi).
3- teorema. Agar {x,} va {y,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lib,

) limx, =a., limy, =b;

2) ¥vne N uchun x, <y,. (x, 2y,)
bo‘lsa, u holda a < b, (a2 b) bo‘ladi.
« Shartga ko‘ra
limx, =a, limy, =5,

H-—>o00 N0

Ketma-ketlik limiti ta’rifiga binoan:
ve>0, 3Ime N, Vn>n: |x, -d<e¢,
ve>0, 3dme N, Vn>n: |y, -b<e
bo‘ladi.
Agar ny = max{ny,ny} deyilsa, unda Vn > ny uchun bir yo‘la
x, —al<e, y,-bl<e
tengsizliklar bajariladi.
Ravshanki, X, —a<eeoa-g<x, <a+e,
y,-b<eob-e<y, <b+e.

Bu tengsizliklardan hamda teoremaning 2- shartidan foydalanib
topamiz;
a-e<x, <y, <b+e.
Keyingi tengsizliklardan
a-g<b+e, a-b<2e
va Ve > 0 bo‘lgani uchun a — b <0, ya’ni a < b bo‘lishi kelib chiqgadi.



[image: image217.png]Xuddi shunga o‘xshash. limx, =a4. limy, = b hamda Yne N

uchun x, > y, bo‘lishidan a > b tengsizlik kelib chigishi ko‘rsatiladi. »
4- teorema. Agar {x,} va {z,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lib,

1) limx, =a, limz, =a;

H—yoo n—roe

2) Vne Nuchun x, <y, <z,
bo‘lsa, u holda {y,} ketma-ketlik yaqinlashuvchi va

limy, =a

bo‘ladi.
<« Shartga ko‘ra

limx, =a, limg, =a.

H—yoo H ~yo0

Limit ta’rifiga binoan:
Ve>0, dmpe N, Vu>n: x, -a<e,
Ve>0, Inge N, Vn>unj: |z,-a<e
bo‘ladi. Agar ny = max{n,, ny} deyilsa, unda ¥n > n, uchun

a-e£<x,, z,<a+e
tengsizliklar bajariladi. Teoremaning 1-shartidan foydalanib topamiz:
a-€<X, 2y,<7,<da+e.
Keyingi tengsizliklardan
a-eg<y,<a+eg, yani |y, -a/<e
bo‘lishi kelib chigadi. Demak,

limy, =a.
Shuni isbotlash talab gilingan edi. »
1- misol. Ushbu ’lll_rg n

limit topilsin.
<« Ravshanki, barcha »n > 2 bo‘lganda

2n > 1
bo‘ladi. Aytaylik, 2M =1+ o,



[image: image218.png]ho'lsin. Unda Un =(1+a,)

va Jn =(1+0,) boladi.
Bernulli tengsizligidan foydalanib topamiz:

Jn=(+a,) >l+n-a, >n o,
(1) va (2) munosabatlardan

1
a, <

Jn
|V
va 1<(’/;<(1+-F)

vh

tengsizliklar kelib chigadi. Agar

|V
lim|l+-=1] =1
tim {1+ -
ekanini e’tiborga olsak, unda 4- teoremaga ko‘ra
lim¥n =1

n-oc

bo‘lishini topamiz. W

2- misol. Ushbu lim 71 +1 +~1 + ...+ 1

Nn—roo 2 3 n
limit topilsin.
<4 Ravshanki,
1+1+}7+...+1>~-1-+71+fl~+...+-lA=n~—1:1,
2 3 n n n n n n
1+1+1+.‘.+1<1+1+1+...+1=n.
2 3 n
Demak, 1<'\r[1+%+§+...+—1-<(’/r—1.
h

4- teoremadan foydalanib topamiz:

imgl+lele 1o p

n—yec 2 3 n

(D

@)

2°. Yaqinlashuvchi ketma-Kketliklar ustida amallar. Faraz gilaylik,

{x,} hamda { ¥,} ketma-ketliklar berilgan bo‘Isin:



[image: image219.png]{x, ] XX, X5, 00X,
Wakt Vs Voo Vs Vs
Quyidagi
XV, X +Yy. X345, o Xyt Y,
Xp = Vs X3 =Yy, X3 =V3s e X,y =V,
Xp Vi, XYy, X3 V3o o Xy Vps

oo 5 oy, #0,n=1,2.3,.)

»n’ »n’ L R
ketma-ketliklar mos ravishda {x,} va {y,} ketma-ketliklarning yig ‘indisi,
ayirmasi, ko ‘paytmasi hamda nishati deyiladi va ular

AX=+.<=V. AR: I.v\zvv AR: .v\:v, AWGW
Yn

kabi belgilanadi.
5- teorema. Aytaylik {x,} va {y,} ketma-ketliklar berilgan bo‘lib,

limx, =a, limy,=b, (ae R, be R)

bo‘lsin. U holda n — ~da (c¢-x,)—c-a;

X, +y, > a+b, xx.ezia?, Wim, (b = 0); ya'ni
n

a) Vce R da lim(c-x,)=c-limx,;

B—roo n-—00

b) lim(x, +y,) = limx, +limy,;

n—eo n—eo n—yo0

d) lim(x, - y,) = limx, -lim y,;
H-—yoe n—oo n—yoo
X lim x,,
e) im= =122=__ (b=0) bo'ladi.

n—e Yy, lim y,
H—o0

Teoremaning tasdiglaridan birining, masalan, d) ning isbotini
keltiramiz.
4 Teoremaning shartiga ko‘ra,

limx, =a, limy, =0b.

n—yoo n—oo



[image: image220.png]Ravshanki,

Xy 'yn—ab =X, -y,,—a-y,,+a-y"~b s
' (3)

<x,-a- -y, +a-y,-b.

{y,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lganligi sababli u 1- teoremaga
ko‘ra chegaralangan bo‘ladi:

IM >0, Vne N: \y,|< M.
Ketma-ketlik limiti ta’rifidan foydalanib topamiz:

Ve > 0 berilgan hamda 2;4 ga ko‘ra shunday #; € N topiladiki,

Vn > ny uchun

i H E
X, —al< S

bo‘ladi. Shuningdek,

Vn > nj uchun

ga ko‘ra shunday n; € N topiladiki,
(1+|al)

_bl<
(1+|al)
bo‘ladi.
Agar ny = max{ng, ng} deyilsa, unda Vn > n, uchun bir yo‘la

x, —a < -5, |y, -bl< )
| 2M° 21 +la|)

bo‘ladi.
(3) va (4) munosabatlardan

X, Y, —ab < M+|a|

-2M <E€

+Jal)
bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa

limx, -y, =ab

bo‘lishini bildiradi. »
3°. Cheksiz kichik hamda cheksiz katta migdorlar. Faraz gilaylik,
{a,} ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.



[image: image221.png]2- ta’rif. Agar {0} ketma-ketlikning limiti nolga teng, ya'ni
lima, =0

bo‘lsa, {o,} — cheksiz kichik migdor deyiladi.
Masalan,

__1 _n i
a, = va o, =4", (lg/<1)

ketma-ketliklar cheksiz kichik miqdorlar bo‘ladi.
Avtaylik, {x,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lib, uning limiti
a ga teng bo‘lsin:
lim x, =a.

U holda «, = x, —a cheksiz kichik miqdor bo‘ladi. Keyingi

tenglikdan topamiz: x, = a + a,,. Bundan esa quyidagi muhim xulosa
kelib chigadi:

{x,} ketma-ketlikning a (a € R) limitga ega bo‘lishi uchun
, = X, —a ning cheksiz kichik migdor bo‘lishi zarur va yetarli.

Ketma-ketlikning limiti ta’rifidan foydalanib quyidagi ikkita
lemmani isbotlash giyin emas.

1- lemma. Chekli sondagi cheksiz kichik migdorlar yigindisi cheksiz
kichik migdor bo‘ladi.

2-lemma. Chegaralangan migdor bilan cheksiz kichik migdor
ko‘paytmasi cheksiz kichik migdor bo‘ladi.

3- ta’rif. Agar har qanday M soni olinganda ham shunday natural
n, soni topilsaki, barcha n > ny uchun

x| > M
tengsizlik bajarilsa, {x,} ketma-ketlikning limiti cheksiz deyiladi va

lim x,, =

n—eo

kabi belgilanadi.
Agar {x,} ketma-ketlikning limiti cheksiz bo‘lsa, {x,} cheksiz katta
migdor deyiladi. Masalan,

x,=(-1)"-n

ketma-ketlik cheksiz katta migdor bo‘ladi.
Endi cheksiz kichik va cheksiz katta miqdorlar orasidagi bog‘la-
nishni ifodalovchi tasdiglarni keltiramiz:



[image: image222.png]1) Agar {x,} cheksiz kichik migdor {x, # 0} bo‘lsa, u holda Aw_iw
cheksiz katta migdor bo‘ladi.

mv>mm:x=vo:oxmmem:mBEaSco._wm,:roam ﬁr_av oro_an

H!
kichik migdor bo‘ladi.
Mashglar

1. Agar limx, =a, a>0 bo‘lsa, u holda

dnye N, Vn>ny: x, >0
bo‘lishi isbotlansin.

2. Ushbu limit hisoblansin: lim - 2" cos L .
n—yeo N: -1 2n-1
3. Ushbu :Bﬂlo (n'=1-2-3-...-n)

limit munosabat isbotlansin.
4. Agar {x,} va {y,} ketma-ketliklar yaginlashuvchi bo‘lib,

1) limx, =a, limy, =b;

N0 n—oo

2) Vn e N uchun x, < y, bo‘lsa, u holda a < b bo‘ladimi?
Misollar keltiring.

8- ma’ruza
Monoton ketma-ketliklar va ularning limiti

I". Monoton ketma-ketlik tushunchasi. Aytaylik, {x,}:
X, Xys ooy Xy o (1)
ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.
I- ta’rif. Agar (1) ketma-ketlikda Vn e N uchun x, < x,,, teng-

sizlik bajarilsa, {x,} — o'suvchi ketma-ketlik deyiladi. Agar (1) ketma-

ketlikda Vne N uchun x, < x,,; tengsizlik bajarilsa, {x,} — gat’iy
o'suvchi ketma-ketlik aoﬁ_ma_



[image: image223.png]2-ta’rif. Agar (1) ketma-ketlikda Vne N uchun x, > x,,
tengsizlik bajarilsa, {x,} — kamayuvchi ketma-ketlik deyiladi. Agar

(1) ketma-ketlikda Vne Nuchun x, > x,,, tengsizlik bajarilsa, {x,} —

qat’iy kamayuvchi ketma-ketlik deyiladi.
1- misol. Ushbu

ﬂﬂ .2 3 4

X
I n . 1 ’ 2 bl 3 o
ketma-ketlik qat’iy kamayuvchi ketma-ketlik bo‘ladi.
<4 Hagiqatan ham. berilgan ketma-ketlik uchun

n+l n+2
T e T
bo‘lib, Vn € N uchun
n+2  n+l -1
Xpsg =Xy = = <0

nel  n n(n+l)

bo‘ladi. Unda x,,, < x, bo‘lishi kelib chiqadi. P

Yugqoridagi ta’riflardan quyidagi xulosalar kelib chiqadi:

1) agar {x,} ketma-ketlik o‘suvchi bo‘lsa, u quyidan chegaralan-
gan bo‘ladi;

2) agar {x,} ketma-ketlik kamayuvchi bo‘lsa, u yuqoridan che-
garalangan bo‘ladi.

O‘suvchi hamda kamayuvchi ketma-ketliklar umumiy nom bilan

monoton ketma-ketliklar deyiladi.
2- misol. Ushbu

n2

x,=—=—, (n=1,2,3,..
n n2+1 ( )

ketma-ketlikning qat’iy o‘suvchi ekanligi isbotlansin.
<« Bu ketma-ketlikning #- hamda (n+1)- hadlari uchun

x, = =11

T ontel P+l

(n+1)? 1

Xpst = 2 =1- 2

(n+1)" +1 (n+1)" +1
bo‘ladi. Ravshanki,
1 < _1_

(n+1)2 W2’



[image: image224.png]Shu tengsizlikni e’tiborga olib, topamiz:

S DU SN B

(nf1)2+1 n+l

Demak, Vne N uchun x, < x,,,;. Bu esa garalayotgan ketma-
ketlikning gat’iy o‘suvchi bo‘lishini bildiradi. P

2°. Monoton ketma-ketlikning limiti. Quyida monoton ketma-
ketliklarning limiti haqidagi teoremalarni keltiramiz.

1- teorema. Agar {x,} ketma-ketlik

1) o‘suvchi,

2) yugoridan chegaralangan bo‘lsa, u chekli limitga ega bo‘ladi.

« Aytaylik, {x,} ketma-ketlik teoremaning ikkala shartini bajarsin.
Bu ketma-ketlikning barcha hadlaridan iborat to‘plamni E bilan bel-
gilaymiz:

X

n+l

E={x, X3, ., X, ..},

Ravshanki, E yuqoridan chegaralangan to‘plam bo‘lib, £ # @.
Unda to‘plamning aniq chegarasining mavjudligi haqidagi teoremaga
muvofig, supE mavjud bo‘ladi. Uni a bilan belgilaylik:

supE = a.

Ixtiyoriy € > 0 sonini olaylik. To‘plamning aniq yuqori chegarasi
ta’rifiga binoan:

1) Vre N uchun x,<a,

2) Ix, e E, x, >a-¢
bo‘ladi. Ayni paytda Vn>n, uchun x, 2 x, tengsizlik bajarilib,
x, > a—¢ bo‘ladi.

Natijada Vn>n, uchun a-e<x, <a+e, ya'ni ja-x,/<e
bo‘lishini topamiz.

Demak, {x,} ketma-ketlik chekli limitga ega va

limx, =a=supE. »

n-—yoo

2- teorema. Agar {x,} ketma-ketlik

1) kamayuvchi,

2) quyidan chegaralangan bo‘lsa, u chekli limitga ega bo‘ladi.
Bu teorema yugorida keltirilgan teoremaning isboti kabi isbotlanadi.

: n!
3- misol. Ushbu X, = —
n

ketma-ketlikning limiti topilsin.



[image: image225.png]« Ravshanki, vz > 1 uchun x, > 0 bo‘ladi. Bu ketma-ketlikning
X, va x, hadlarining nisbatini qaraymiz:

Xnel _ (n+)!  n! n+l n (L)n <1

X, (n+l)””' T (n+1)"*! . n+l

Demak, x,,, < x,. Bundan esa berilgan ketma-ketlikning ka-
mayuvchi ekanligi kelib chigadi.
Ayni paytda Vr>1 da
0<x, £x
munosabat o‘rinli bo‘ladi. Demak, berilgan ketma-ketlik chegara-

langan. 1- teoremaga ko‘ra {x,} ketma-ketlik chekli limitga ega. Uni
a bilan belgilaymiz:

limn—!za, (a=0).

n—oe 't

Endi ushbu x, - x,,; ayirmani qaraymiz. Bu ayirma uchun

Xy —Xpg = Xp =X, - " =X ()" ="
n n+l n n (n+l)" n (n+1),, =
> 5 ‘2n”-n"=x " =x
"oy " (napr T
bo‘lib, undan
Xp 22Xy

bo‘lishi kelib chiqadi. Keyingi munosabatlardan topamiz:
limx, >2limx,,;, a2>2a.

n—yeo n—yoo

Ravshanki, bu holda a = 0 bo‘ladi.
Demak, lim ™ = 0. »

N —oco0 n
3°. e soni. Ushbu

%, =1+ l)" S (n=1,2,3,..) (0

n

ketma-ketlikni garaymiz.
Tasdiq. (1) ketma-ketlik o‘suvchi bo‘ladi.
<« Berilgan ketma-ketlikning x,,, hamda x, hadlarining nisbatini

topamiz:



[image: image226.png]n+l n n+l n
Xnsl _ (] + - L ) : (1 + l) = A(T}l —— =

Xy n+l n (n+n"*! (n+1)"

2 n+1 ‘ n+l
_ne2n o ondl 1 el
(n+1) n (n+1)? n’

Bernulli tengsizligiga ko‘ra:

o1 "”>1_ nl _ n
(n+1)? (n+1)2  n+l

bo‘ladi. Natijada Vre N uchun

ya’'ni x,., > x, bo‘lishi kelib chigadi. p»
Tasdiq. (1) ketma-ketlik chegaralangan bo‘ladi.
<4 Ravshanki, k£ > 1 uchun

k'=1.2.3....(k-1)- k22-2.2.....2 =21
bo‘ladi.
Endi Nyuton binomi formulasidan foydalanib topamiz:

x,,=(1+1) =1+C. —+C2 ——+ .+CE. LI +C . 1
n n nk ,{1

n(n-1).. (n—k+l)
2+z Ck 2+zk'

n

_2+Zk, (1-2)(1-2).. (") <2 +§5,}_1—3-2n‘_1 <3.

Demak, Vne N uchun 0 < x, < 3 bo‘ladi.
Monoton ketma-ketlikning limiti haqidagi teoremaga ko‘ra

X, = (1+1)n
n

ketma-ketlik chekli limitga ega. »
3-ta’rif. (1) ketma-ketlikning limiti e soni deyiladi:

lim(1+l)" =e.
n

n—see



[image: image227.png]Bu e soni irratsional son bo‘lib,
e=2,718281828459045 ...

bo‘ladi.
Mashglar
1 n+l
1. Ushbu x, = (1+;)
ketma-ketlikning kamayuvchi ekanligi isbotlansin.
2. Ushbu ,1,1_{2 g;

limit hisoblansin.

3. Ushbu 2, V2++/2, V2+42+2, ..

ketma-ketlikning yaginlashuvchanligi isbotlansin va limiti topilsin.

9- ma’ruza
Fundamental ketma-ketliklar. Koshi teoremasi

1°. Qismiy ketma-ketliklar. Bolsano—Veyershtrass teoremasi.
Aytaylik,

{x, 10 X1, X, X35 000y X,y o (1)
ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Bu (1) ketma-ketlikning biror », nomerli
X, hadini olamiz. So‘ngra nomeri #, dan katta bo‘lgan n, nomerli
Xn hadini olamiz. Shu usul bilan x, , x,, va h.k. hadlarni tanlab
olamiz. Natijada nomerlari

H<h<ny<..<n <.

tengsizliklarni qanoatlantiruvchi (1) ketma-ketlikning hadlari ushbu

Xiys X'y woes Xy s oo Q)

ketma-ketlikni hosil giladi.
(2) ketma-ketlik (1) ketma-ketlikning qismiy ketma-ketligi deyiladi
va {X,, } kabi belgilanadi.



[image: image228.png]Masalan, 2, 4, 6’ 83
1

ketma-ketliklar 1, 2, 3, 4, ..., n, ... ketma-ketlikning gismiy ketma-
ketliklari,

ketma-ketliklar 1, -1, 1, -1, ..., (<), ... ketma-ketlikning
gismiy ketma-ketliklari bo‘ladi.

Keltirilgan tushuncha va misollardan bitta ketma-ketlikning turli
qismiy ketma-ketliklari bo‘lishi mumkinligi ko‘rinadi.

1- teorema. Agar {x,} ketma-ketlik limitga ega bo‘lsa, uning har
ganday gismiy ketma-ketligi ham shu limitga ega bo‘ladi.

<« Bu teoremaning isboti ketma-ketlik limiti ta’rifidan kelib
chiqgadi. p

Eslatma. Ketma-ketlik gismiy ketma-ketliklarining limiti mav-
jud bo‘lishidan, berilgan ketma-ketlikning limiti mavjud bo‘lishi har
doim ham kelib chigavermaydi.

Masalan, 1, -1, 1, -1, ..., (-1)™1, ... ketma-ketlikning qismiy
ketma-Ketliklari
I, 1, 1, .., 1, ..,
-1, -1, .., -1, ..

larning limiti bo‘lgan holda ketma-ketlikning o‘zining limiti mavjud
emas.

2- teorema. (Bolsano—Veyershtrass teoremasi.) Har ganday che-
garalangan ketma-ketlikdan chekli songa intiluvchi gismiy ketma-
ketlik ajratish mumkin.

< {x,} ketma-ketlik berilgan bo‘lib, u chegaralangan bo‘lsin. Bu
holda {x,} ketma-ketlikning barcha hadlari [a, 5] da joylashgan deb

qarash mumkin: x, € [a, b], n=1,2,3, ..

[a, b] segmentni
a+b a+b
= 5] [55 ¢



[image: image229.png]segmentlarga ajratamiz. {x,} ketma-ketlikning cheksiz ko‘p hadlari

joylashganini [a;, ,] deymiz. Ravshanki, [a,, b,] ning uzunligi é;‘a ga
teng bo‘ladi. Yuqoridagiga o‘xshash |a,, b,] segmentni

o 22] [75°0]

segmentlarga ajratamiz. Berilgan ketma-ketlikning cheksiz ko‘p sondagi

b-
hadlari bo‘lganini [a,, b,] deymiz. Bunda [a,, b,] ning uzunligi ?f{ ga

teng bo‘ladi. Bu jarayonni davom ettirish natijasida ushbu

[al7b1]a [aZa bz]’ seey [ak’bk]’

segmentlar ketma-ketligi hosil bo‘ladi. Bu segmentlar ketma-ketligi
uchun

la, 81> [a), 51> ...o[a, b5 ... bolib, k — « da

b-a
bo‘ladi.
Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsiriga ko‘ra

lima, = limb, =C, (Ce R)

koo koo

bo‘ladi.
Endi {x,} ketma-ketlikning [a,, b,] dagi birorta Xp, hadini, [a,, b,]

dagi birorta X,, hadini va hk. [a,, b,] dagi birorta Xy, hadini va

h.k. hadlarini olamiz. Natjjada {x,} ketma-ketlikning hadlaridan tashkil
topgan ushbu

Xpyps Xpy s woes Xpo vy (M <y <o<myp <L)
qismiy ketma-ketlik hosil bo‘ladi. Bu ketma-ketlik uchun
ak S xnk S bk’ (k = 1, 2, )

bo‘lib, undan k& — «~ da Xp, — C, ya’'ni I%im Xp, = C bo‘lishi kelib

chiqadi. »
2°. Fundamental ketma-ketliklar. Koshi teoremasi. {x,} ketma-
ketlik berilgan bo‘lsin.



[image: image230.png]1-ta’rif. Agar har ganday £ > 0 olinganda ham shunday natural
n, soni topilsaki, barcha n > n, va m > ny uchun

Xy - x, I <e

tengsizlik bajarilsa (ya’ni Ve >0,3nye N, Vn>ny, Vm>n: | x,-x, | <¢e
bo‘lsa), {x,} — fundamental ketma-ketlik deyiladi.
Masalan,

X, =— (n=1,2,.)

n+l’
fundamental ketma-ketlik bo‘ladi.
<« Haqgiqatan ham, berilgan ketma-ketlik uchun

n+m 1 1
= + J—
nm n m

n m
n+l  m+l

| %, =X | =

€

bo‘lib, Ve >0 ga ko‘ra n, = [g]+1 deyilsa, vn > ny, Ym > ny

‘ 1 1 a1
bo‘lganda | x, - x, |< o + Py <g bo‘ladi.

3- teorema. (Koshi teoremasi.) Ketma-ketlikning yaginlashuvchi
bo‘lishi uchun uning fundamental bo‘lishi zarur va yetarli.

o Zarurligi. {x,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lib, limx, =a

n—ee

bo‘lsin. Limit ta’rifiga binoan
€

Ve>0, 3nye N, Vn>ny: |x,,—a|<2

Shuningdek, Vm > n, : | x,, —a| < % bo‘ladi. Natijada Vn > n,,
¥Ym > n, uchun

lx, -x,|=|x,-a+a-x, |<|x,-a|+|x, -al<e

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, fundamental ketma-ketlik.
Yetarliligi. {x,} fundamental ketma-ketlik bo‘lsin:

Ve>0, 3nye N, Va>ny, Vm>n: |x, - x, | <e.
Agar m > n, shartni ganoatlantiruvchi m tayinlansa, unda

| x, - x, |<e e x, —e<x, <X, +¢

bo‘lib, {x,} ketma-ketlikning chegaralanganligi kelib chigadi.



[image: image231.png]Bolsano—Veyershrass teoremasiga binoan bu ketma-ketlikdan
yaqinlashuvchi gismiy {x, } ketma-ketlikni ajratish mumkin:

’lgg Xp, = 4.
Demak,
Ve>0, 3kye N, Vk>k: |x, —al<e
bo‘ladi.

Agar m = n, deyilsa, unda
J Xy — xnk ' <E&
bo‘ladi. Keyingi ikki tengsizlikdan

x, —al=|x, -x,

e+ X, —alslx,,—x,,kl+|x,% ~al<2e

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, lim X, =a. p

3°. Ketma-ketlikning quyi hamda yuqori limitlari. {x,} ketma-
ketlik berilgan bo‘lsin. Bu ketma-ketlikning gismiy ketma-ketligining
limiti {x,} ning qismiy limiti deyiladi.

2- ta’rif. {x,} ketma-ketlik qismiy limitlarining eng kattasi berilgan
ketma-ketlikning yugori limiti deyiladi va

fim x,

kabi belgilanadi. A

{x,} ketma-ketlik qismiy limitlarining eng kichigi berilgan ketma-
ketlikning quyi limiti deyiladi va

lim x,
H—yoo

kabi belgilanadi.

Masalan, ushbu {x,}: 1, 2, 3, 1, 2, 3, 1, 2, 3, .. ketma-
ketlikning yuqori limiti

limx, =3,
R—co

quyi limiti esa
limx, =1
n-yoo

bo‘ladi. Umuman, {x,} ketma-ketlikning quyi hamda yuqori limitlari
quyidagicha ham kiritilishi mumkin.



[image: image232.png]Aytaylik, {x,} ketma-ketlik berilgan bo‘lib, 4 bu ketma-Kketlikning
qismiy limitlaridan iborat to‘plam bo‘lsin. Unda bu ketma-ketlikning
quyi limitini

lim x, = liminf x, =

—o0; {x,} quyidan chegaralanmagan bo‘lsa,
=<inf 4; {x,} quyidan chegaralangan va 4 # {+} bo'lsa,
+00; A ={+o0} bo‘lsa

deb olish mumkin.
{x,} ketma-ketlikning yuqori limitini esa

limx, = limsup x, =
n—eo Hoeo

+o0; {x,} yuqoridan chegaralanmagan bo‘lsa,
=<¢supA; {x,} yuqoridan chegaralangan va A = {—} bo‘lsa,
—o0; A ={-} bo‘lsa

deb garash mumkin.
Endi quyi hamda yugori limitlarning xossalarini keltiramiz.

Biror {x,} ketma-ketlik uchun lim x, = a bo‘lsin. U holda Ve > 0
olinganda ham: "

1) shunday n,e N topiladiki, Vn>n,da x, <a+¢;

2) Vn, e Nuchun ¢ va n, larga bog‘lig shunday #»" > n; topiladiki,
x, >a-¢ bo‘ladi.

Bu xossalar quyidagilarni anglatadi: Ve> 0 tayin bo‘lganda, birinchi
xossa {x,} ketma-ketlikning faqat chekli sondagi hadlarigina

X, <a+e

tengsizlikni gqanoatlantirishini, ikkinchi xossa esa bu ketma-ketlikning

X, >a-—¢

tengsizlikni ganoatlantiruvchi hadlarining soni cheksiz ko‘p bo‘lishini
ifodalaydi.
<« Agar {x,} ning cheksiz ko‘p sondagi hadlari a + & dan katta bo‘lsa,

U holda a + ¢ sonidan kichik bo‘lmagan & (b > a + €) ga intiluvchi {x,}
ketma-ketlikning qismiy ketma-ketligi mavjud va bu lim x, = a gazid.

N=oo

e



[image: image233.png]Demak. a + € dan o‘ngda ketma-ketlikning ko‘pi bilan chekli
sondagi hadlari yotadi.
Modomiki, limx, =a

N—reo

ekan, unda {x,} ning qismiy limitlaridan biri a ga teng:

limx, =a.

k —so0 ny
Limit ta’rifiga ko‘ra bu { X, } ketma-ketlikning, demak, {x,} ning
ham cheksiz ko‘p sondagi hadlari ¢ — ¢ dan katta bo‘ladi. p
Eslatma. Biror a soni yuqoridagi ikki shartni ganoatlantirsa,
u {x,} ketma-ketlikning yuqori limiti bo‘ladi.
Faraz gilaylik, biror {x,} ketma-ketlik uchun
limx, =5

H—oo

bo‘lsin. U holda Ve > 0 olinganda ham:
1) shunday n,e N topiladiki, Vn > nyda x, >b-¢;
2") Vn; > Nuchun € va n, larga bog‘liq shunday »’ > n, topiladiki,
X, <b+¢e bo‘ladi.
Quyi limitning bu xossasi yuqoridagidek isbotlanadi.
Ketma-ketlikning quyi hamda yuqori limitlari xossalaridan foyda-

lanib, quyidagi teoremani isbotlash qiyin emas.
4- teorema. {x,} ketma-ketlik C limitga ega bo‘lishi uchun

lim x, = limx, =C

n—oo N—eo

bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Mashgqlar

1. Har qanday monoton ketma-ketlik faqat bitta gismiy limitga
ega bo‘lishi isbotlansin.
2. Koshi teoremasidan foydalanib, ushbu

‘X.x ”Q_ +QN +...+Q=
ketma-ketlikning (4, € R, |a]<q*; O0<qg<1; k=1, 2, .) Ji-
mitga ega bo‘lishi isbotlansin.
3. Ushbu _m:x: +y,) < lim x, + lim ¥, tengsizlik isbotlansin.

TS N-—oo Nn—soo



[image: image234.png]3-BOB
FUNKSIYA VA UNING LIMITI
i‘
10- ma’ruza
Funksiya tushunchasi

1°. Funksiya ta’rifi, berilish usullari. Biz 2- ma’ruzada £ to‘plamni
F to‘plamga akslantirish
fi E-F
ni o‘rgangan edik.
Endi £ = F, F = R deb olamiz. Unda har bir hagigiy x songa
biror haqiqiy y sonni mos qo‘yuvchi

S
i ESR(x>y)
akslantirishga kelamiz. Bu esa funksiya tushunchasiga olib keladi.
Funksiya tushunchasi o‘quvchiga o‘rta maktab matematika kursi-
dan ma’lum. Shuni e’tiborga olib, funksiya haqgidagi dastlabki ma’lu-
motlarni gisqaroq bayon etishni lozim topdik.
Aytaylik, Xc R, Yc R to‘plamlar berilgan bo‘lib, x va y
o‘zgaruvchilar mos ravishda shu to‘plamlarda o‘zgarsin: xe X, ye Y.
I- ta’rif. Agar X to‘plamdagi har bir x songa biror f qoidaga
ko‘ra Y to‘plamdan bitta y son mos qo‘yilgan bo‘lsa, X to‘plamda
Junksiya berilgan (aniglangan) deyiladi va

fi x>y yoki y=f(x)

kabi belgilanadi. Bunda X — Junksiyaning aniglanish to ‘plami (sohasi),
Y — funksiyaning o ‘zgarish to ‘plami (sohasi); x — erkli o‘zgaruvchi
Yoki funksiya argumenti, y esa erksiz o zgaruvchi yoki funksiya deyiladi.

Misollar. 1. X = (—eo, + ), ¥ =(0, +) bo‘lib, f qoida

fix->y=xt+1
bo‘lsin. Bu holda har bir x € X ga bitta x2 + 1 ¢ ¥ mos go‘yilib,
y=xt+1

funksiyaga ega bo‘lamiz.

2. Har bir ratsional songa 1 ni, har bir irratsional songa 0 ni mos

now.mm: natijasida funksiya hosil bo‘ladi. Odatda, bu Dirixle funksiyasi
deyilib, u D(x) kabi belgilanadi:

o~



[image: image235.png]agar x ratsional son bo‘lsa,

o=

Shunday qilib, y = f(x) funksiya uchta: X to‘plam, Y to‘plam va
har bir x e X ga bitta y € Y ni mos qo‘yuvchi f qoidaning berilishi
bilan aniqlanar ekan.

Faraz qilaylik, y = f(x) funksiya X c R to‘plamda berilgan bo‘Isin.
Xy € X nuqtaga mos keluvchi y, miqdor y = f(x) funksiyaning x = x,
nugtadagi xususiy giymati deyiladi va f(x,) = y, kabi belgilanadi.

Tekislikda dekart koordinatalar sistemasini olamiz. Tekislikdagi
(x, f(x))nuqtalardan iborat ushbu

{(x, 7N} ={(x, F(x))|xe X. f(x)e Y}
to‘plam y = f(x) funksiyaning grafigi deyiladi. Masalan,

y=x'-1 (xe X =[-2, 2))

funksiyaning grafigi 1- chizmada tasvirlangan.

Funksiya ta’rifidagi f qoida turlicha bo‘lishi mumkin.

a) Ko‘pincha x va y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish formulalar
yordamida ifodalanadi. Bu funksiyaning analitik usulda berilishi deyi-
ladi. Masalan,

agar x irratsional son bo‘lsa.

y= I- x2
funksiya analitik usulda berilgan bo‘lib, uning aniqlanish to‘plami
X ={xe R\—Istl}z[—l, 1]
bo‘ladi.

1- chizma. 2- chizma.



[image: image236.png]x va y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish quyidagi formulalar
yordamida berilgan bo‘lsin:

y=f(X)={

1, agar x >0 bo'lsa,
-1, agar x <0 bo'lsa.

Bu funksiyaning aniqlanish to‘plami X = R\ {0} bo‘lib, giymatlar
to‘plami esa Y = {—1, 1} bo‘ladi. Odatda, bu funksiya y = signx kabi
belgilanadi.

b) Ba’zi hollarda x € X, y e Y o‘zgaruvchilar orasidagt bog‘lanish
jadval orgali bo‘lishi mumkin. Masalan, kun davomida havo haroratini
kuzatganimizda, ¢, vaqtda havo harorati T}, , vagtda havo harorati
T, va h.k. bo‘lsin. Natijada quyidagi jadval hosil bo‘ladi.

AT R BN N R )
BT A A P I

Bu jadval t vaqt bilan havo harorati 7 orasidagi bog‘lanishni
ifodalaydi, bunda ¢ — argument, 7 esa ¢ ning funksiyasi bo‘ladi.

d) x va y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish tekislikda biror egri
chiziq orqali ham ifodalanishi mumkin (2- chizma).

Masalan, 2- chizmada tasvirlangan L egri chiziq berilgan bo‘lsin.
Bunda [a, b] segmentdagi har bir nuqtadan o‘tkazilgan perpendikular
L chizigni faqat bitta nuqtada kessin. Vx € [a, b] nugtadan perpen-
dikular chigarib, uning L chiziq bilan kesishish nuqtasini topamiz.
Olingan x nugtaga kesishish nugtasining ordinatasi y ni mos qo‘yamiz.
Natijada har bir x € [a, b] ga bitta y mos qo‘yilib, funksiya hosil bo‘ladi.
Bunda x bilan y orasidagi bog‘lanishni berilgan L egri chiziq bajaradi.

Aytaylik, f,(x) funksiya X| c Rto‘plamda, f,(x) funksiya esa X, c R
to‘plamda aniglangan bo‘lsin.

Agar: 1) X, = X,; 2) Vxe X, da fi(x) = £,(x)
bo‘lsa, f{(x) hamda f,(x) funksiyalar o‘zaro teng deyiladi va f;(x)=/,(x)
kabi belgilanadi.

2°. Funksiyaning chegaralanganligi. /(x) funksiya X c R to‘plamda
berilgan bo‘lsin.

2- ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas M soni topilsaki, vx e Xuchun
f(x) < M tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X to‘plamda yuqoridan
chegaralangan deyiladi. Agar shunday o‘zgarmas m soni topilsaki,
V¥x e Xuchun f(x) > m tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X to plamda
quyidan chegaralangan deyiladi.




[image: image237.png]3-ta’rif. Agar f(x) funksiya X to‘plamda ham yugoridan, ham
quyidan chegaralangan bo‘lsa, f(x) funksiya X to‘plamda chegara-
langan deyiladi.

1+x?
4

1- misol. Ushbu f(x) = funksiyani qaraylik. Bu funksiya

1+x

R da chegaralangan bo‘ladi.

1+x2

»vo.

« Ravshanki, Vx e Rda f(x)=

1+x

Demak, berilgan funksiya R da quyidan chegaralangan.
Ayni paytda, f(x) funksiya uchun

1 2 2

f(x)=—5+-—>

1+x*  lex? 1+x

bo‘ladi. Endi

0<(x2-1)7° =t 2t 4l =22 <xt 4l

bo‘lishini e’tiborga olib, topamiz: f(x) <1 +W = w

Bu esa f(x) funksiyaning yuqoridan chegaralanganligini bildiradi.
Demak, berilgan funksiya R da chegaralangan.

4- ta’rif. Agar har qanday M > 0 son olinganda ham shunday
x,€ X nuqta topilsaki,

f)>M
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X to‘plamda yugqoridan chegara-
lanmagan deyiladi.

3°. Davriy funksiyalar. Juft va toq funksiyalar. f (x) funksiya X< R
to‘plamda berilgan bo‘lsin.

5- ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas T (T # 0) son mavjud bo‘lsaki,
Vxe X uchun

Dx—TelX, x+Telk ) fx+1D)=fXx)
bo‘lsa, f(x) davriy funksiya deyiladi, T son esa f(x) funksiyaning
davri deyiladi.

Masalan, f(x) = sinx, f(x) = cosx funksiyalar davriy funksiyalar
bo‘lib, ularning davri 2n ga, f(x) = tgx, f(x) = ctgx funksiyalarning
davri esa ©t ga teng.

Davriy funksiyalar quyidagi xossalarga ega:



[image: image238.png]a) Agar f(x) davriy funksiya bo‘lib, uning davri T (T = 0) bo‘lsa,

u holda
T, =nT, (n=%1,%2)
sonlar ham shu funksiyaning davri bo‘ladi.

b) Agar T, va T, sonlar f(x) funksiyaning davri bo‘lsa, u holda
7,+7,#0hamda T,—T, (T, # T,) sonlar ham f(x) funksiyaning davri
bo‘ladi.

d) Agar f(x) hamda g(x) lar davriy funksiyalar bo‘lib, ularning
har birining davri T (T # 0) bo‘lsa, u holda

F)+8(). F(x)-g(x). £()g(x)e L8, (gx)#0)
funksiyalar ham davriy funksiyalar bo‘lib, T son ularning ham davri
bo‘ladi.

2- misol. Ixtiyoriy T (T # 0) ratsional son Dirixle funksiyasi

I, agar x ratsionol son bo‘lsa,
0, agar x irratsionol son bo‘lsa

D(x) = {

ning davri bo‘lishi ko‘rsatilsin.

o Aytaylik, T (T # 0) ratsional son bo‘lsin. Ravshanki, Vxe R
irratsional son uchun x+7 — irratsional son, Vxe R ratsional son
uchun x+T7 ratsional son bo‘ladi. Demak,

1, agar x ratsionol son bo‘lsa,
0, agar x irratsionol son bo‘lsa.

D(x+T)={

Shunday qilib, Vx € R, T — ratsional son bo‘lganda

Dx+T)=D(x)
bo‘ladi. p

Ma’lumki, Vxe X (Xc R) uchun -xe X bo‘lsa, X to‘plam
O nuqtaga nisbatan simmetrik to ‘plam deyiladi.

Aytaylik, O nuqtaga nisbatan simmetrik bo‘lgan X to‘plamda
f(x) funksiya berilgan boIsin.

6- ta’rif. Agar Vx e X uchun f(—x) = f(x) tenglik bajarilsa, f(x)
Juft funksiya deyiladi. Agar Vxe X uchun f(—x) = —f(x) tenglik
bajarilsa, f(x) foq funksiya deyiladi.

Masalan, f(x) = x2+1 — juft funksiya, f(x) = x*+x esa toq funksiya
bo‘ladi. Ushbu f(x) = x2—x funksiya juft ham emas, toq ham emas.



[image: image239.png]Agar f(x) va g(x) juft funksiyalar bo‘lsa, u holda
) g() £(0)-8(0, 00200 T (8()#0)

funksiyalar ham juft bo‘ladi.
Agar f(x) va g(x) tog funksiyalar bo‘lsa, u holda

f(x)+g(x), f(x)-g(x)
funksiyalar tog bo‘ladi,

() g L5, (8()#0)

funksiyalar esa juft bo‘ladi.

Juft funksiyaning grafigi ordinatalar o‘giga nisbatan, toq funk-
siyaning grafigi esa koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik joylashgan
bo‘ladi.

4°. Monoton funksiyalar. Faraz gilaylik, f(x) funksiya Xe R
to‘plamda berilgan bo‘lsin.

7- ta’rif. Agar Vx,, X, € X uchun x, < x, bo‘lganda f(x) £f(x)
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X to ‘plamda o ‘suvchi deyiladi. Agar
Vx,, X, € X uchun x, < x, bo‘lganda f(x,) < f(x,) tengsizlik bajarilsa,
f(x) funksiya X to ‘plamda qat’iy o ‘suvchi deyiladi.

8- ta’rif. Agar Vx,, X, € X uchun x; < X, bo‘lganda f(x;) 2 f(x,)
tengsizlik bajarilsa, f (x) funksiya X to ‘plamda kamayuvchi deyiladi.
Agar Vx,, x, € X uchun x; < X, bo‘lganda f(x,) > f(x;) tengsizlik
bajarilsa, f(x) funksiya X to‘plamda qat’iy kamayuvchi deyiladi.

O‘suvchi hamda kamayuvchi funksiyalar umumiy nom bilan
monoton funksiyalar deyiladi.

X

3- misol. Ushbu f(x) = funksiyaning X =[1, +) to‘p-

1+x?

lamda kamayuvchi ekanligi isbotlansin.
4 [1, +eo) da ixtiyoriy x, va X nugtalarni olib, x;< x, bo‘lsin
deylik. Unda

X _ Xy Xy +R~XW -X IXNXW _
o 1od (ex)e)
_x-x+0n -x) _ (a -x3)(1-x1-%y)

C+NWVG+xWV C+x_~ XTNWV

f(x)-f(x)=




[image: image240.png]bo‘ladi. Keyingi tenglikda
X| — Xy <0a l—xl "Xy <0
bo‘lishini e’tiborga olib,

f(0)-f(x)>0,

ya'ni f(x)> f(x,) ekanini topamiz. Demak,

X <xy = f(x)>f(x). »

Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar Xc R to‘plamda o‘suvchi
(kamayuvchi) bo‘lib, C = const bo‘lsin. U holda

a) f(x) + C funksiya o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘ladi;

b) C > 0 bo‘lganda C: f(x) o‘suvchi, C < 0 bo‘lganda C f(x)
kamayuvchi bo‘ladi.

d) f(x) + g (x) funksiya o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘ladi.

5°. Teskari funksiya. Murakkab funksiyalar. y = f(x) funksiya
X c Rto‘plamda berilgan bo‘lib, bu funksiyaning giymatlaridan iborat
to‘plam

Yp={f(x)| xe X}
bo‘lsin.
Faraz qilaylik, biror qoidaga ko‘ra Y, to‘plamdan olingan har bir
Y ga X to‘plamdagi bitta x mos qo‘yilgan bo‘lsin. Bunday moslik
natijasida funksiya hosil bo‘ladi. Odatda, bu funksiva y = f(x) ga
nisbatan teskari funksiya deyiladi va x = SH(») kabi belgilanadi.

Masalan, y = % x +1 funksiyaga nisbatan teskari funksiya x = 2y — 1

bo‘ladi.

Yugorida aytilganlardan y = f(x) da x — argument, y esa x ning
funksiyasi, teskari x = f ~!(y) funksiyada y — argument, x esa y ning
funksiyasi bo‘lishi ko*rinadi.

Qulaylik uchun teskari funksiyada ham argument x, uning funk-
siyasi y bilan belgilanadi: y = g(x).

Y = f(x) ga nisbatan teskari g(x) funksiya grafigi f(x) funksiya
grafigini 1 va 11I choraklar bissektrisasi atrofida 180° ga aylantirish
Natijasida hosil bo‘ladi.

Aytaylik, Y, to‘plamda u = F(y) funksiya berilgan bo‘Isin. Natijada
X to‘plamdan olingan har bir x ga Y, to‘plamda bitta y:

fix-oy (y=f(x)



[image: image241.png]va Y, to‘plamdagi bunday songa bitta u:

F:y->u (u=F(@Q)
son mos qo‘viladi. Demak, X to‘plamdan olingan har bir x songa
bitta u son mos qo‘yilib, yangi funksiya hosil bo‘ladi: » = Hf (x)).
Odatda, bunday funksiyalar murakkab funksiya deyiladi.

Mashglar

L. f(x) funksiyaning X c R to‘plamda quyidan chegaralanmaganligi
ta’rifi keltirilsin.

2. O nuqtaga nisbatan simmetrik bo‘lgan X« R to‘plamda berilgan
har qanday f(x) funksiya juft va toq funksiyalar yig‘indisi ko‘rinishida
ifodalanishi isbotlansin.

3. Ushbu f(x)= 21 funksiyaning X = [0, 4e] to‘plamda

x“+1

kamayuvchi ekani isbotlansin.

4. Agar f(x) = 1—_‘; bo‘lsa, £(f(f(x))) topilsin,

11- ma’ruza
Elementar funksiyalar

Elementar funksiyalar kitobxonga o‘rta maktab matematika kursi-
dan ma’lum. Biz quyida elementar funksiyalar haqidagi asosiy ma’lu-
motlarni bayon etamiz.

1°. Butun ratsional funksiyalar. Ushbu

y=ay+ax+ax’ +..+a,x"" +a,x"

ko‘rinishdagi funksiva butun ratsional Sfunksiya deyiladi. Bunda
ay,4y,...,a, — O‘zgarmas sonlar, ne N. Bu funksiya R = (-, +00) da
aniqlangan.

Butun ratsional funksiyaning ba’zi xususiy hollari:

a) Chizigli funksiya. Bu funksiya

y=ax+b, (a#0)

ko‘rinishga ega, bunda a, b — o‘zgarmas sonlar.

Chiziqli funksiya (-, +e) da aniqlangan a > 0 bo‘lganda o‘suv-
chi, a < 0 bo‘lganda kamayuvchi: grafigi tekislikdagi to‘g‘ri chizigdan
iborat.
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D> 0, D>0
0 X 0 X
3- chizma,

b) Kvadrat funksiya. Bu funksiya
y=ax® +bx+c, (a=0)
ko‘rinishga ega, bunda a, b, ¢ — o‘zgarmas sonlar.
Kvadrat funksiya R da aniqlangan bo‘lib, uning grafigi parabolani
ifodalaydi.
Ravshanki,
b )2 _ b-dac

— ay2 _ o o —%ac
y =ax +bx+c_a(x+2a Y.

Parabolaning tekislikda joylashishi  hamda D = b* ~ 4ac larning
ishorasiga bog‘lig bo‘ladi. Masalan, a > 0, D > 0vaa <0, D >0
bo‘lganda uning grafigi 3- chizmada tasvirlangan parabolalar ko‘ri-
nishida bo‘ladi.

2°. Kasr ratsional funksiyalar. Ushbu

_ a0+a1x+azx2>+..r.+a,,xf'/

by +byx+byx* 4.+ by x™
ko‘rinishdagi funksiya kasr ratsional funksiya deyiladi. Bunda q, a,,
.y @, va by, by, ..., b, — o‘zgarmas sonlar, ne N, me N. Bu funksiya

X = (-0, +o)\{x|by +Hhx+...+b,x" =0}
to'plamda aniglangan.

Kasr ratsional funksiyaning ba’zi xususiy hollari:
a) Teskari proporsional bog‘lanish. U

y

= %, (x #0, a=const)
ko‘rinishga ega. Bu funksiya
X = (=,0) U(0,+) = R\ {0}

-~ q



[image: image243.png]4- chizma.

to‘plamda aniglangan, toq funksiya, @ ning ishorasiga qarab funksiya
(oo, 0)va (0, +o0) oraliqlarning har birida kamayuvchi yoki o‘suvchi
bo‘ladi (4- chizma).

b) Kasr chizigli funksiya. U ushbu

_ax+b

T x+d
ko‘rinishga ega. Bu funksiya

X = R\{—S‘Cf}, (c%0)
to‘plamda aniqlangan.
b  bc-ad 1
Ravshanki, y=2200 K 2a : +2
cx+d ¢ )

Demak, y=}%+y, (a:bcc—zad’ ﬁz_‘g, Y=%)-

Uning grafigini y = g funksiya grafigi yordamida chizish mumkin.
3°. Darajali funksiya. Ushbu
y=x% (x20)

ko‘rinishdagi funksiya darajali funksiya deyiladi.

Bu funksiyaning aniglanish to‘plami a ga bog‘liq. Darajali funksiya
(0, +e0) da a > 0 bo‘lganda o‘suvchi, a < 0 bo‘lganda kamayuvchi
bo‘ladi. y = x“ funksiya grafigi tekislikning (0, 0) va (1, 1) nuqgtalaridan
o‘tadi.



[image: image244.png]4°. Ko‘rsatkichli funksiya. Ushbu
y=a'

ko‘rinishdagi funksiya ko ‘rsatkichli funksiya deyiladi. Bunda ae R,
a >0, a # 1. Ko‘rsatkichli funksiya (—, +) da aniglangan, Vxe R da
> 0; a > 1 bo‘lganda o‘suvchi; 0 < g <1 bo‘lganda kamayuvchi
bo‘ladi.

Xususan, a = e bo‘lsa, matematikada muhim rol o‘ynaydigan
y = & funksiya hosil bo‘ladi.

Ko‘rsatkichli funksiyaning grafigi OX o‘qdan yugorida joylashgan
va tekislikning (0, 1) nuqtasidan o‘tadi.

5°. Logarifmik funksiya. Ushbu

y =log,x

ko‘rinishdagi funksiya logarifinik funksiya deyiladi. Bunda a > 0, a # 1.

Logarifmik funksiya (0, +e) da aniqlangan, y = &* funksiyaga
nisbatan teskari; @ > 1 bo‘lganda o‘suvchi, 0 < a < 1 bo‘lganda
kamayuvchi bo‘ladi.

Logarifmik funksiyaning grafigi OY o‘qning o‘ng tomonida joy-
lashgan va tekislikning (0, 1) nuqtasidan o‘tadi.

6°. Trigonometrik funksiyalar. Ushbu

y=sinx, y=cosx, y=tgx, y=ctgx,
Yy =secx, y =CO0Secx
funksiyalar trigonometrik funksiyalar deyiladi.
y=sinx, y=cosx funksiyalar R = (-0, +) da aniglangan,
27 davrli funksiyalar Vx € R da
-I<sinx <1, -1<cosx<1
bo‘ladi. Ushbu y = tgx funksiya

X=R\{xeR|x=(2k+1)§; k=0,i1,i2,...}

to‘plamda aniglangan = davrli funksiva, ctgx, secx, cosecx funksiyalar
sinx, cosx, tgx lar orgali quyidagicha ifodalanadi:

1 1
ctgx=—, secxs= , COSeCX = —-—.
tg x CcOS X sin x

7°. Giperbolik funksiyalar. Ko‘rsatkichli y = e* funksiya yordamida
tuzilgan ushbu
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27 27 XyetX X X

funksiyalar giperbolik (mos ravishda giperbolik sinus, giperbolik kosinus,
giperbolik tangens, giperbolik katangens) funksiyalar deyiladi va ular
quyidagicha

X -X X x

e —e

2

-X X -X X -
e —e e +e
, thx=

shx = cthx =

’ x

e*+e* e*—e”

kabi belgilanadi.
8°. Teskari trigonometrik funksiyalar. Ma’lumki, y = sinx funksiya
R da aniqglangan va uning giymatlari to‘plami

Y, =[-1, 1]

Agarxe[—g, g]bo‘lsa,uholda)(=[-g, ;]va Y, =[-1, 1]

to‘plamlarning elementlari o‘zaro bir qiymatli moslikda bo‘ladi.

y = sinx funksiyaga nisbatan teskari funksiya

y = arcsin x

kabi belgilanadi.

Shunga o‘xshash y = cosx, y =tgx, y = ctgx funksiyalarga nis-
batan teskari funksiyalar mos ravishda

y =arccosx, y =arctgx, y =arcctgx

kabi belgilanadi.

Ushbu y =arcsinx, y =arccosx, y =arctgx, y = arcctgx,
funksiyalar teskari trigonometrik funksiyalar deyiladi.

Mashglar

1. y = x? funksiya grafigiga ko‘ra y = ax® + bx + ¢ funksiyaning
grafigi chizilsin.

ax+b
cx+d

2. y= % funksiya grafigiga ko‘ra y = funksiyaning grafigi

chizilsin.
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Funksiya limiti

1°. To‘plamning limit nugtasi. Aytaylik, biror X c R to‘plam va
X; € R nuqta berilgan bo‘lsin.
I-ta’rif. Agar x, nuqtaning ixtiyoriy

U (xy)=(xy —€, x5 +€), (Ve >0)
atrofida X to‘plamning x, nuqtadan farqli kamida bitta nuqtasi, ya’ni
Ve>0, 3xe X, x#xy |x—x;|<e

bo‘lsa, x, nuqta X to‘plamning /imit nugtasi deyiladi.

Misollar. 1. X= [0, 1] to‘plamning har bir nugtasi shu to‘p-
lamning limit nugtasi bo‘ladi.

2. X= (0, 1) to*plamning har bir nuqtasi va x, = 0, x = 1 nugqtalar
shu to‘plamning limit nuqtalari bo‘ladi.

3.X= {1, ;, %, %, } to‘plamning limit nugtasi x, = 0 bo‘ladi.

4. X= N={l1, 2, 3, ...} to‘plam limit nugtaga ega emas.

2- ta’rif. Agar x, nuqtaning ixtiyoriy

Ul (xo) =(xy, xg+€) (U7 (%) =(x% ~¢, %)), (Ve>0)
o‘ng atrofida (chap atrofida) X to‘plamning kamida bitta nuqtasi
bo‘lsa, x, nuqta X to‘plamning o ‘ng (chap) limit nuqgtasi deyiladi.

3- ta’rif. Agar ixtiyoriy ¢ € R uchun

U.(+)={xe R| x> ¢}

to‘plamda X to‘plamning kamida bitta nugtasi bo‘lsa, «+oo» X to‘p-
lamning limit «nuqta»si deyiladi.

Agar ixtiyoriy ¢ € R uchun

U.(—=)={xe Rl x<c}

to‘plamda X to‘plamning kamida bitta nuqtasi bo‘lsa, «—co»
X to‘plamning limit «nuqta»si deyiladi.

Keltirilgan ta’rif va misollardan ko‘rinadiki, to‘plamning limit nuqtasi
shu to‘plamga tegishli bo‘lishi ham, bo‘Imasligi ham mumkin ekan.

1- teorema. Agar x, e R nugta Xc R to‘plamning limit nuqtasi
bo‘lsa, u holda x, nuqgtaning har qanday

Ug(x9) =(xy —¢, x5 +€), (Ve >0)

atrofida X to‘plamning cheksiz ko‘p nugqtalari bo‘ladi.



[image: image247.png]<« Aytaylik, x; nugta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘Isin. Teorema
tasdig‘ining teskarisini faraz qilaylik: x, nuqgtaning biror Us, (x5)

atrofida X to‘plamning chekli sondagi x,, x,, .., x, nuqtalarigina
bo‘lsin. U holda
min{| x, —=x; |, [xg-x 1, 0y [Xg=x, ], 8,}=8

deb olinsa, x;, nugtaning Us, (xp) atrofida X to‘plamning x, dan
fargli bitta ham nuqtasi bo‘lmaydi. Bu esa x, nuqta X to‘plamning
limit nuqtasi bo‘lishiga ziddir. »

2- teorema. Agar x, nuqgta X c R to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsa,
u holda shunday sonlar ketma-ketligi {x } topiladiki,

1) Vhe Ndax, e X, x, # x;
2) n— e dax, - x, bo‘ladi.

« Aytaylik, x) € R nugta X < R to‘plamning limit nugtasi bo‘lsin.
Unda 1- ta’rifga binoan

Ve>0, 3x,eX, x,2x |x,-x]<e

bo‘ladi. Jumladan,

e=luchun 3y e X, x; #x: |x -x| <1,
1 1
€=5 uchun 3Ix, € X, x, # x; : |x2—x01<§,
1 1
€= 3 uchun 3x; € X, x; # x |x3—x0|<§,
1 1
e=_uchun 3x, e X, x, # X, |x,,—x0|<;
bo‘ladi.

Natijada qaralayotgan teoremaning 1- shartini ganoatlantiruvchi
{x,} ketma-ketlik hosil bo‘lib, uning uchun Vre Nda |x, — x,|< 1/n
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Keyingi munosabatdan esa # — = da X, = X,
kelib chigadi. P

Shuni ta’kidlash lozimki, 2- teoremaning shartlarini qanoatlanti-
ruvchi ketma-ketliklar ko‘plab topiladi.



[image: image248.png]2°. Funksiya limiti ta’riflari. Faraz qilaylik, f(x) funksiva X c R
to‘plamda berilgan bo'lib, x; nuqta X to‘plamning limit nuqgtasi bo‘lsin.
Xy nuqtaga intiluvchi ixtiyoriy {x,}:

Xis Xys s Xy o (X, € X, X, #Xx)
ketma-ketlikni olib, funksiya qiymatlaridan iborat {f (x,)}:
Fx)s fO), o flx,),

ketma-ketlikni hosil gilamiz.

4- ta’rif. (Geyne ta’rifi.) Agar n — o da x, - x, (x, € X, x,#Xx,)
bo‘ladigan ixtiyoriy {x,} ketma-ketlik uchun n— e da f(x, ) - b
bo‘lsa, b ga f(x) funkszyanzng x, nuqtadagi limiti deyiladi va
x — xy da f(x) - b yoki

lim f(x)=b

X X0

kabi belgilanadi.
Eslatma. Agar n > - da

X, o X (x,eX, x,#x)va y, >x, (y,€ X, Yn % Xp)

bo‘ladigan turli {x,}, {y,} ketma-ketliklar uchun n — « da f (x,) > b,

f(y,) = b, bo'lib, b #b, bo‘lsa, f(x) funksiya x— x, da limitga
ega emas deyiladi.

1- misol. Ushbu f(x) = Li;i’
-4x
funksiyaning x, = 4 nuqtadagi limiti topilsin.
<« Quyidagi {x,}:

limx, =4, (x, #4, n=1,2,..)
ketma-ketlikni olaylik. Unda
X, 2_16 X, +4
f(x, )—Xn ax %,

bo‘lib, n —» e« da f(x,) — 2 bo‘ladi. Demak,

2
lim 571 =2 p

n—e x“—4x

2-misol. Ushbu f(x) = sin% funksiyaning x — 0 dagi limiti

mavjud bo‘lmasligi ko‘rsatilsin.



[image: image249.png]<« Ravshanki, n —» -~ da

r_ o 2
"7 (4n-1)n o = (4n+h)w
bo‘ladi.
Bu ketma-ketliklar uchun
fogy = n=m1, iy = a1

bolib, n— e da
fOq) = -1 flxg) =1

bo‘ladi. Demak, berilgan funksiya x, = 0 nugtada limitga ega emas. P>
5-ta’rif. (Koshi ta’rifi.) Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday

8 = 8(¢) > 0 topilsaki, Yx e X N(Us(x5) \ {xo}) uchun
| f(x)-b|<e

tengsizlik bajarilsa, b soni f(x) funksiyaning x, nugtadagi limiti deyiladi:
lim f(x)=5b.

X—Xg

Bu ta’rifni gisqacha quyidagicha ham aytish mumkin:
Ve>0, 38=38() >0, Vxe X N(WUs(x) \{xo}), | f(x)-bl<e

bo‘lsa, lim f(x)=5.

X=Xy
3-misol. f(x)=C =const (Ce R) bolsin. Bu funksiva uchun
im f(x)=C
X=X\
bo‘ladi.
2
4- misol. Ushbu f(x) =2 _11 funksiyaning x, = 1 nuqtadagi li-
x_

miti 2 ga teng ekani ko‘rsatilsin.
<« Ve > 0 soniga ko‘rad=¢ deb olsak, uholda | x - 1| < 8 (x=1)
tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x da

2_ |
X 11—2‘=|x+1—2|=|x—1| <d=¢
X- i
. |
bo‘ladi. Demak, lim =2.»

XX x-1
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5- misol. Faraz gilaylik, X = R\ {0} da f(x) = o bo‘lsin. Bu
funksiva uchun

lim sinx _ 1
x=0 X
bo‘ladi.
4 Ma’lumki, xe (0, g) uchun

lsinx<lx<1t X
2 X <3®

bo‘ladi. Bu tengsizliklardan, funksiyalarning juftligini hisobga olib,
0<x|<X da
2
sin x
cosx < —= <1
X

bo‘lishini topamiz. Keyingi tengsizliklardan esa

~ » 2
Sin x . X
0<1-2"2cl-cosx=2sin*2<2.

X
X 2 4
bo‘lishi kelib chigadi.
Endi Ve > 0 ni olib, 8 = min{e; 1} deyilsa, unda Vx, }x\ < §,
x# 0 uchun

X
2

sin x
0<l-"""<e
X

bo‘ladi. Demak,

imSBX _1 p

x=-0 X

6- misol. Ushbu
f(x)=a", a>0, xe R, x,=0
funksiya uchun

lima® =1
x—0

bo‘lishi isbotlansin.
4 a > 1 bo‘lgan holni qaraylik. Bu holda f(x) funksiya qat’iy
o‘suvchi bo‘ladi;

VX, € R, x, <x = f(x)< f(x): a' <a?.



[image: image251.png]Ve > 0 sonni olaylik. Ma’lumki, n — -« da
1 21
a" -1, a " -1
bo‘lib, ketma-ketlik limiti ta’rifiga binoan
1
dm e N, Vn>n: a" <1+g,
1
dmye N, Va>n: a”"<l-¢

bo‘ladi. Endi #, = max{n,, m), 5 =% deyilsa, unda

Vx, IX—0|<6<:>—1<x<ml-
n "y

bo‘lganda
1 1
a" <a* <a" > l-e<a’ <l+eo|a* -1]<e

bo‘ladi. Demak, }‘i_rg a =1,

0 < a <1 bo‘lganda lirr(l) a* =1 bo‘lishini isbotlash o‘quvchiga

havola etiladi. »
6-ta’rif. Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday & > 0 son

topilsaki, Vx € X 1 (Us(x5) \ {xy}) uchun f(x) > e tengsizlik bajarilsa,
f(x) funksiyaning x, nuqtadagi limiti 4o deb ataladi va

lim f(x) = e
XX

kabi belgilanadi. Masalan,
|
f(x) = (x # 0)

funksiya uchun lim Lz = +oo

x—-0 x
bo‘ladi.
Aytaylik, f(x) funksiya X < R to‘plamda berilgan bo‘lib, Xg= 400
nugta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.



[image: image252.png]7- ta’rif. Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday & > 0 topilsaki,
vx € X, x> & uchun

| f(x)-bl<e
tengsizlik bajarilsa, b soni f(x) funksiyaning x, = +e= dagi limiti deyiladi
va

lim f(x)=b

X oo

kabi belgilanadi.
7- misol. Aytaylik, X = (0, +oo), x0=+m,fxxy=£bdkm.u

holda

lim L=0

X—toe X
bo‘ladi.
<« Hagigatan ham, Ve > 0 sonni olaylik. Ravshanki, ¥x > 0
uchun

€

1 ] 1 1
——0=<egeex>-.
X X

Demak, 6 = i deyilsa, unda Vx > § uchun

bo‘ladi.
8- misol. Faraz gilaylik,

ﬂM=%Ua>LmeN,X=R

xm

bo‘lsin. Unda lim — =0
X400 g%
bo‘lishini isbotlaymiz.
<« & > 0 sonni olaylik. Ma’lumki, # — « da

(n+D)™

bo‘ladi. U holda Ve >0, 3n,, Vn> Hy . —-"—<¢& bo‘ladi.

an



[image: image253.png]Agar C = n, deyilsa, unda Vx > C uchun

m m : x™M A—XT‘:S

<&

S
>

bo‘ladi (|x]= #ny = C). Demak, lim = =0.p

X—+e0 g

b

X—too X

9-misol. Ushbu  lim A_ N _vx e

munosabat isbotlansin.
« Ve > 0 sonni olamiz. Ma’lumki, n — - da

A~+wv - e,

n
n n+l
A_+,_\v MA_+1H|V .Elvm.
n+l
Limit ta’rifiga binoan,
ve>0, dmye N, Vn>n:
n n+l
m|mAAH+\_|v s T+wv <e+e
n+l n
bo‘ladi.
Endi C = n, desak, u holda Vx > C uchun

— x_ ux ~ xT_
mlmAﬁ: AA:IV AT+| Am+m
[x]+1 X [x]

bo‘lib, _AH + wvx —el<e
_ X

bo‘ladi. Demak, lim ? + wv —e. b

3°. Funksiya limiti ta’riflarining ekvivalentligi.

3- teorema. Funksiya limitining Koshi hamda Geyne ta’riflari
ekvivalent ta’riflardir.

4 Koshi ta’rifiga ko‘ra b soni f(x) funksiyaning x, nuqtadagi
limiti bo‘lsin:



[image: image254.png]Him f(x)=b,

X—-Xg
U holda
ve>0, 38>0, Vxe X, |x~x <8, x=x
bo‘lganda
| f(x)-b|<e (1
bo‘ladi. x, nugta — X to‘plamning limit nuqtasi. Unda 2- teoremaga

ko‘ra {x,} ketma-ketlik topiladiki, n — e da x, = X, (x, %Xy, n=1,
2, ...) bo‘ladi. Ketma-ketlik limiti ta’rifiga binoan

§>0, dnye N, Va>ny: |x, -xyl <8 )
bo‘ladi. (1) va (2) munosabatlardan »n > n; uchun
f(x,)-bl<e

bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa b sonining Geyne ta’rifi bo‘yicha f(x)
funksiyaning x, nuqtadagi limiti ekanini bildiradi.

Endi b soni Geyne ta’rifi bo‘yicha f (x) funksiyaning x; nuqtadagi
limiti bo‘lsin. Teskarisini faraz gilamiz, ya’'ni f(x) funksiyaning x,
nugtadagi limiti Geyne ta’rifi bo‘yicha b ga teng bo‘lsa ham, Koshi
ta’rifi bo‘yicha limiti bo‘lmasin. Unda biror g, > 0 uchun ixtiyoriy
& > 0 son olinganda ham 0 < | x - x, | < & ni gqanoatlantiruvchi biror
x da

| f(x) - bl > ¢,
bo‘ladi.
Nolga intiluvchi musbat sonlar ketma-ketligi {3,} ni olaylik:
n—e dad, >0 (§,>0 n=12 ).

U holda
0<|x,—x |<8, =|flx,)-bl2g, 3
bo‘ladi. Ammo §, —» 0 da x, — x,, demak, Geyne ta’rifiga asosan
f(x,)—>b

bo‘ladi. Bu (3) ga ziddir. Demak, b soni Koshi ta’rifi bo‘yicha ham
J{(x) funksiyaning x, nuqtadagi limiti bo‘ladi. »

4°. Funksiyaning o‘ng va chap limitlari. Aytaylik, f(x) funksiya
X< R to‘plamda berilgan, X, nugta X ning chap limit nuqtasi va

(x() _Ya xO)C Xa (Y>O)
bo‘lsin.



[image: image255.png]8- ta’rif. Agar
Ve>0, 33>0, Vxe(x,-8, x,): |f(x)-ble
bo‘lsa, b son f(x) funksivaning x, nugtadagi chap limiti deyiladi va
b= lim f(x)=f(x,-0)

X—X() -0

kabi belgilanadi.

Faraz gilaylik, f(x) funksiya X c R to‘plamda berilgan, X, nuqta
X ning o‘ng limit nugqtasi va

(X0, Xp+y)c X, (y>0)

bo‘lsin.

9- ta’rif. Agar

Ve>0, 38>0, Vxel(xy, x+8): | f(x)-bl|<e

bo‘lsa, b son f(x) funksiyaning x, nuqtadagi o‘ng limiti deyiladi va

b= lim f(x)=f(x,+0)

x—xy+0

kabi belgilanadi.
Masalan,

1, agar x >0 bo'lsa,
f(x)=1{0, agar x =0 bo‘lsa,
-1, agar x <0 bo‘lsa

funksiyaning 0 nuqtadagi o‘ng limiti 1, chap limiti —1 boladi.

Mashgqlar
1. Ushbu
}Lrpwf(x) = oo, xl_ig S(X) = oo,
im /09 ===, fim /() =~

limitlarning ta’riflari keltirilsin.
2. Ushbu f(x) =sin ; funksiya x, = 0 nuqtada limitga ega emas-
ligi isbotlansin.

3. Limit ta’rifidan foydalanib, }cmxl xi—l = oo bo‘lishi isbotlansin.



[image: image256.png]4. f (x) funksiya a nugtada b hmitga ega bo‘lishi uchun uning shu
nugtadagi o‘ng va chap limitlari mavjud bo‘lib,

fla+0)=fla-0)=b
tengliklar o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli bo‘lishi isbotlansin.

13- ma’ruza

Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari.
Limitning mavjudligi

1°. Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari. Chekli limitga
ega bo‘lgan funksiyalar ham yaginlashuvchi ketma-ketlik singari gator
xossalarga ega.

Faraz gilaylik, f(x) funksiya X< R to‘plamda berilgan bo‘lib,
X, € R nuqta X ning limit nuqtasi bo‘lsin.

1- xossa. Agar x — x; da f(x) funksiya limitga ega bo‘lsa, u yagona
bo‘ladi.

« Bu xossaning isboti limit ta’riflarining ekvivalentligi hamda
ketma-ketlik limitining yagonaligidan kelib chigadi. P

2- xossa. Agar

lim f(x) =5, (b— chekli son)

X—Xg

bo‘lsa, u holda x, nuqtaning shunday Uj(x;), (3 >0) atrofi topi-
ladiki, bu atrofda f(x) funksiya chegaralangan bo‘ladi.

4 Aytaylik, lim f(x)=»5b

XX

bo‘lsin. Funksiya limiti ta’rifiga binoan
Ve>0, 38>0, Vxe X N(Uz(xg) \{xo}) da | f(x)-b]|<e,

ya’'ni b~e < f(x) < b+ ¢ bo‘iadi. Keyingi tengsizliklardan f(x) funk-
siyaning x, nuqtaning Us(x,) atrofida chegaralanganligi kelib chi-
gadi. p
3- xossa. Agar
lim f(x)=0b

XX

bo'lib, b < p bo‘lsa, u holda x, nuqtaning shunday U (x,) atrofi
topiladiki, bu atrofda

=~



[image: image257.png]Sx)<p
bo‘ladi.
<« Shartga ko‘ra

lim f(x) =05,

XX
Funksiyaning limiti ta’rifiga ko‘ra € = p — b > 0 uchun shunday

8> 0 son topiladiki, Vxe X, |x-xy| <8, x # x, uchun
f(x)-bl<e= f(x)<b+e=p

bo‘ladi. Bu esa Vx € Us(x,) da f(x) < p bo‘lishini bildiradi. »
Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar X < R to‘plamda berilgan
bo‘lib, x; € R nuqta X to‘plamning limit nugtasi bo‘lsin.
4- xossa. Agar

lim f(x)=25, lim g(x)=b

XX xX—Xx0

bo‘lib, Vx € X da f(x) < g(x) tengsizlik bajarilsa, u holda b, < b,,
ya’ni

lim f(x) < lim g(x)

X~>X( X-3Xp
bo‘ladi.
« Aytaylik, )}Lrgo f(x)=b, xlggo g(x)=b
bo‘lsin.

Funksiya limitining Geyne ta’rifiga ko‘ra x; ga intiluvchi ixtiyoriy
X, > Xy, (x,€ X, X, #Xp)
ketma-ketlik uchun
n—e da f(x,) b, glx,)—>b (D)
bo‘ladi.
Ravshanki, Vrne N da
f(x,) s g(x,). 2
Yaginlashuvchi ketma-ketlikning xossalaridan foydalanib, (1) va
(2) munosabatlardan lim f(x,) < lim g(x,), ya’ni b, < b, bo‘lishini

X=X X—Xg

topamiz. P



[image: image258.png]5. xossa. Faraz gilaylik,

lim f(x) =48, limg(x)=5. (4, beR)

X Xp X = Xq)

Jlimitlar mavjud bo‘lsin. U holda
a) Vee R da lim(c f(x))=c- lim f(x);

X X() X=X
b) lim (f(x)+ g(x)) = lim f(x)+ lim g(x);
X —Xq XXy XX
d) lim (f(x)-g(x)) = lim f(x)- lim g(x);
X Xg X—Xg X=X
£ lim f(x)
. . . Mlko,\< . . .
e) agar b, # 0 bo‘lsa, X:LHM, TN x_mw_a o) bo‘ladi.

Bu tasdiglarning isboti sonlar ketma-ketliklari ustida arifmetik
amallar bajarilishi hagidagi ma’lumotlardan kelib chigadi.

x+x2+x3+..+x"—n

1- misol. Ushbu :j S B
limit hisoblansin.

« Bu limitni yuqgoridagi xossalardan foydalanib hisoblaymiz:

i XXX X (D 2 =D+ D (X )
x—l x-1 T xol x-1 B
- lim CT::‘i«iv.ixN +x+C+...+m &T_i+ X2 +.x+:_ _

T Xl x-1 T
=1+2+3+..+n= :IGNu.rb. | 4

2- misol. Ushbu lim _Mmmmlx
x-0  x
limit hisoblansin.
« Ma’lumki, 1 - cos x = 2sin’ W Shuni hisobga olib topamiz:
2 X X 2
1—cos x . 2sin 5 1 m_:M
lim = lim = lim =
x>0 XN x—0 RN x—0 2
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2 Jxs0 X

2 2

2°. Funksiya limitining mavjudligi. Faraz qilaylik, f(x) funksiya
X c R to‘plamda berilgan bo‘lib, (xp - v, xav c X bo'lsin (y > 0).
Ravshanki, x, e R nugta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘ladi.

1- teorema. Agar f(x) funksiya X to‘plamda o‘suvchi bo‘lib, u
yuqoridan chegaralangan bo‘lsa, funksiya x, nuqtada

lim f(x)

X—x5-0
limitga ega bo‘ladi.
« f(x) funksiya giymatlaridan iborat bo‘lgan ushbu
F={f(x|xeXn{x< X 1}

to‘plamni garaymiz. Teoremaning shartiga ko‘ra bu to‘plam yuqoridan
chegaralangan bo‘ladi. U holda to‘plamning aniq chegarasining
mavjudligi hagidagi teoremaga ko‘ra F to‘plam aniq yugori chegaraga
ega. Uni b bilan belgilaymiz:

SupF = p.

Endi, :&E& f(x) = b bo‘lishini isbotlaymiz. Aniq yuqori chegara

ta’rifiga ko‘ra:
) vxe X n{x <x,} uchun f(x)<5;

) A eXn{x<x}, X' <xp: f(x')>b-g, (Ve>0) boladi.

Agar §=x, ~x" >0 deyilsa, unda Vxe (x, -3, %)% -7 %)
uchun

b-e<f(X)<f(x)<b<b+e

bo‘lib,
f(x)-bl<e
tengsizlik bajariladi. Bu esa
lim f(x)=5
x—xy -0

ekanini bildiradi. p



[image: image260.png]Xuddi shunga o‘xshash quyida keltiriladigan teorema isbotlanadi.

Aytaylik, f(x) funksiva X< R to‘plamda berilgan bo‘lib,
(Xo, X, +Y) < X bo'lsin (y > 0). Ravshanki, x,e R nugta X to‘p-
lamning limit nuqtasi bo‘ladi.

2- teorema. Agar f(x) funksiya X to‘plamda kamayuvchi bo‘lib,
u quyidan chegaralangan bo‘lsa, funksiya x, nuqtada

lim f(x)

x—xg+0
limitga ega bo‘ladi.
Endi funksiya limitining mavjudligi haqidagi umumiy teoremani
keltiramiz.
Faraz gilaylik, f(x) funksiya X< R to‘plamda berilgan bo‘lib,
X, € R nuqta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘Isin.
I- ta’rif. Agar Ve >0 olinganda ham shunday &> 0 son topilsaki,

Vxe X n(Us (%)\{x}), Yye Xn(Us (x0)\ {x})
lar uchun
S~ fy)<e (1)
tengsizlik bajarilsa, f(x) uchun x; nuqtada Koshi sharti bajariladi
deyiladi.
3- misol. Ushbu f(x) = xsin SIc funksiya uchun x, = 0 nuqtada
Koshi sharti bajariladi.

4 Hagigatan ham, Ve > 0 songa ko‘ra & = 2— deyilsa, u holda

Vxe XN (0)\{0}), Vye XN(U(0)\{0})
2 2

lar uchun (ya’ni [x| < 8, |y|< & uchun)
.1 .1 L1 o1
|f(x)—f(y)|=|xsm~—ysm—|$|xsm—|+|ysm—|s
x y x y

< £LE_
_|x|+|yl<2+2 £

bo‘ladi. p

3- teorema. (Koshi teoremasi.) /(x) funksiya x;, nuqtada chekli

limitga ega bo‘lishi uchun bu funksiya X, nuqtada Koshi shartini
bajarishi zarur va yetarli.



[image: image261.png]4 Zarurligi. f(x) funksiya x, nuqtada chekli limitga ega bo‘lsin:
lim f(x)=5.

X—Xg

Limit ta’rifiga binoan:
ve>0, 35>0, vxe X n(Us(x)\ {x}) uchun

| f(x) =) |<3 @
bo‘ladi. Shuningdek, Vye XN (Uy(x,)\{x,}) uchun ham
| f) =)< 3)

bo‘ladi. (2) va (3) munosabatlardan

if(x)ff(y){s|f(x)—b{+‘b—f(y)i<e
bo‘lishi kelib chigadi.
Yetarliligi. Aytaylik, f(x) funksiya uchun (1) shart bajarilsin. Xy
nuqtaga intiluvchi ikkita

X, > X (x, %%, n=12,..), x,eX,
Yo =X (yp2Xx, n=12.), y,eX
ketma-ketliklarni olamiz. Bu ketma-ketliklardan foydalanib, ushbu

X1s Vi Xas Yo ooy Xy Vyy oo

ketma-ketlikni hosil gilamiz. Uni z, bilan belgilaymiz. Ravshanki, Z,
ketma-ketlik uchun

X (=%, n=12,..), z,e X

bo‘ladi. Teorema shartiga binoan Ve > 0 soniga ko‘ra & > 0 sonni
olamiz. Modomiki, n — ~ da z, — x, ekan, unda limit ta’rifiga
ko‘ra:

>0, Imye N, Vn>ny: |z, -xy<e

bo‘ladi. Binobarin, vm > Hy, Vn >y uchun

|/ (2n) = f(20) <e

tengsizlik bajariladi. Bundan f(z,) ketma-ketlikning fyndamental
ekanligi kelib chigadi. Demak, f(z,) ketma-ketlik yaginlashyvchi:

n—eda f(z,)>b.



[image: image262.png]U holda f(x,)— b, f(y,)— bbo'lib, funksiya limitining Geyne
ta’rifiga binoan
iim f(x)=b

XXy
bo‘ladi. P
3°. Cheksiz katta va cheksiz kichik funksiyalar. Aytaylik, o(x)
hamda B(x) funksiyalar X < R to‘plamda berilgan bo‘lib, X, € Rnuqgta
X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.
2- ta’rif. Agar lim a(x)=0

X—Xgh
bo‘lsa, a(x) funksiya x — x, da cheksiz kichik funksiya deyiladi.
Masalan, x — 0 da a(x) = sinx funksiya cheksiz kichik funksiya
bo‘ladi.
3- ta’rif. Agar lim B(x) = oo

XoXp

bo‘lsa, B(x) funksiya x — x, da cheksiz katta funksiya deyiladi.

Masalan, x —» 0 da B(x) nw_ﬂ funksiya cheksiz katta funksiya
bo‘ladi.

Cheksiz kichik hamda cheksiz katta funksiyalar cheksiz kichik
hamda cheksiz katta miqdorlar kabi xossalarga ega bo‘ladi:

1) Chekli sondagi cheksiz kichik funksiyalar yig‘indisi cheksiz
kichik funksiya bo‘ladi.

2) Chegaralangan funksiyaning cheksiz kichik funksiya bilan
ko‘paytmasi cheksiz kichik funksiya bo‘ladi.

1

3) Agar a(x) (o(x) # 0) cheksiz kichik funksiya bo‘lsa, (3]
o:o_QNwmzmazwawmcon_m&.

4) Agar B(x) cheksiz katta funksiya bo‘lsa, -

EH: cheksiz kichik

funksiya bo‘ladi.
Mashgqlar
. x"
1. Ushbu lim -
o no= [+x"
limit bilan aniglanadigan funksiya topilsin.
2. Ushbu lim sin(nva? +1) limit hisoblansin.

n—yeo



[image: image263.png]14- ma’ruza
Funksiyalarni taqqoslash

1°. «O» va «o» belgilar, ularning xossalari. Faraz gilaylik, f(x)
va g(x) funksiyalar X c R to‘plamda berilgan bo‘lib, x, nugta X to‘p-
lamning limit nuqtasi bo‘lsin.

I- ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas C > 0 soni va shunday & > 0

son topilsaki, ¥x e X N (U;(xy) \ {xp}) uchun
|f (0l < Clg(x)
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
I3Ce R, 36>0, Vxe X N(WUs(xy) \ {xo}): |f(x)] <Clg(x)|

bo‘lsa, x — x; da f(x) funksiya g(x) funksiyaga nisbatan chegara-
langan deyiladi va f(x) = O(g(x)) kabi belgilanadi.
Agar
3Ce R, 3de R, Vx, |x|>d: | f(x)|<C|gx)]

bo‘lsa, x — xy=c da f(x) funksiya g(x) funksiyaga nisbatan chega-
ralangan deyiladi va yuqoridagidek f(x) = O(g(x)) kabi belgilanadi.

Masalan, x —» 0 da x> = O(x) bo‘ladi, chunki xe(—1, 1) da
x?| < ixl.

Agar f(x) funksiya x, nuqta atrofida chegaralangan bo‘lsa,
x — x5 da f(x) = 0(1) kabi yoziladi.

«O» ning xossalari:

o SO _
1) Agar S =P

bo‘lsa, x - x; da f(x) = 0(g(x)) bo‘ladi.

2) Agar x — x; da f(x) = O(g(x)) va g(x) = O(h(x)) bo‘lsa, u
holda x —» x, da f(x)=0(h(x)) bo‘ladi. Demak, x — x, da
O(O(h(x))) = O(h(x)).

3) Agar x - x, d;i f(x) =0(g(x)) va h(x) = O(g(x)) bo‘lsa, u
holda x — x; da f(x)+ h(x) = O(g(x)) bo‘ladi.

4) Agar x — x, da f1(x) =0(g(x)) va f,(x) = O(g,(x)) bol-
sa, u holda x - x; da f;(x): f5(x) = O(g; (x)+g, (x)) bo‘ladi.



[image: image264.png]2- ta’rif. Agar har qanday ¢ > 0 son olinganda ham shunday 6 > 0
son topilsaki,
Vxe X N(WUs(xy) \ {xo})
uchun /
[ f()<elgn)]
tengsizlik bajarilsa, ya’ni

Ve>0, 35>0, Vxe XN (Us(x)\ {11 | f(x)]<e]|g(x)]

bo‘lsa, x — x; da f(x) funksiya g(x) funksiyaga nisbatan yugori tartibli

cheksiz kichik funksiya deyiladi va f(x) = o(g(x)) yoki f =o(g)
kabi belgilanadi.
«0» ning xossalari:

1) Agar x > x; da f = o(g) bo‘lsa, u holda x — Xy da f=0(g)
bo‘ladi.

2) Agar x —» xy da f =o0(g), g = o(h) bo‘lsa, u holda x — X da
S = o(h) bo‘ladi. Demak, o(o(h)) = o(h).

3) Agar x — x, da f; = o(g), /2 = 0(g) bo'lsa, uholda x — x, da
S+ =o0(g) bo‘ladi.

9 Agar x — xpda f; = o(g)), f, = 0(g,) bo‘lsa, uholda x — x, da
fi - f2 = 0(g - &) boladi. Demak, o(g,)-o(g,) = o(g, - g,).

2°. Funksiyalarning ekvivalentligi. Autaylik, £ (x) va g(x) funksiyalari
X < Rto‘plamda berilgan bo‘lib, X, nugta X to‘plamning limit nugtasi
bo‘Isin.

3-ta’rif. x > x, da f(x) va g (x) funksiyalar (x#x, da g(x) #0)
uchun

lim L&) =
x—-xy g(X)
bolsa, x — x, da f(x) va g(x) ekvivalent Junksiyalar deyiladi va
S(x) ~ g(x) (x > x;) kabi belgilanadi.
Masalan, x — 0 da f(x) = sinx va g(x) = x funksiyalar ekvivalent
funksiyalar bo‘ladi: sinx ~ x (x - 0).
1- teorema. x — x, da f(x) va g (x) funksiyalar (x#x, da g(x) # 0)
ekvivalent bo‘lishi uchun -
g(x) = f(x) = o(g(x))

tenglikning o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli.



[image: image265.png]d Zarurligi. x - x, da f(x) ~ g(x) bo‘lsin. Ta’rifga binoan

lim 7 =1

x-—x) 8(X)
bo‘lib, undan

X— X

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, g(x) - f(x) = o(g(x)).
Yetarliligi. x — x, da g(x) - f(x) = 0(g(x)) bo‘lsin. U holda
X - x, da

1= 7)) _ g(0)-/(x) _ olg(x))
g{x) g(x) g(x)

bo‘lib, undan

bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa
lim ACY) =1,
x-x 8(X)

ya’ni f(x) ~ g (x) ekanini bildiradi. >
«~» ning xossalari:

1) Har ganday funksiya uchun x — x, da f(x) ~ f(x) bo‘ladi.

2) Agar x - x, da f(x) ~ g(x), gx) ~ h(x) bo‘lsa, x - x;, da
f(x) ~ h(x) bo‘ladi.

3) Agar x — x; da f(x) ~ g1(%), f(x) ~ g(x) bo‘lsa, x — x;, da
J1(x) - f(x) ~ (%) - &(x) bo‘ladi.

3°. Funksiyaning asimptotik yoyilmasi. Autaylik,

tim L&

x=xp & (X)
bo‘lsin. Unda x — x; da f(x) ~ cg;(x) bo‘lib,

f(x)=qg (x)+o(g (x))
bo‘ladi. Bu holda ¢,g;(x) funksiya x — x, da f(x) funksiyaning bosh
gismi deyiladi.

=¢ =const # 0



[image: image266.png]Faraz qilaylik, x — x;, da c,g(x) (¢, = const # 0) funksiya
f(x) - ¢,g,(x) ning bosh gismi bo‘lsin. U holda x — x, da

f(x)-ag (x) ~ 8 (x)
bo‘lib,
f(x) =8 (x)+ 28, (x) +0(g (x))
bo‘ladi.
Bu jarayonni marta takrorlab, x — x, da f(x) funksiyani
quyidagicha yozish mumkin:

f(x)=cg (x)+68, (X)+... + ¢,8, (x) +0(g, (x)) (1)
bunda ¢; # 0 va

g (¥)=0(& (x)), (=12 ...n)

Odatda, (1) formula x — x, da f(x) funksiyaning asimptotik
yoyilmasi deyiladi.

4°. Ekvivalentlikdan foydalanib, funksiyalarning limitini topish.
Endi funksiyalarning ekvivalentligiga asoslangan holda funksiyalarning
limitini hisoblashda foydalaniladigan teoremani keltiramiz.

2- teorema. Agar x — x, da f; (x)~ f;(x), g (x) ~ g (x) bo‘-
lib, ushbu

fim /1)

m P,
XXy gl (x)

limit mavjud bo‘lsa, u holda

lim 2%}
xoo% 82 (%)

limit ham mavjud va

tim 209 = jm AX
xox £(X)  xox 8 (%)

bo‘ladi.
CAytaylik, x — x, da £, (x) ~ 5 (x), g (x)~ & (x) bolsin.
Unda ravshanki, x — x, da
f (%) = fi (x)+ o (A (x))
& (x) =& (x)+o(& (x))



[image: image267.png]bo‘ladi. Bu munosabatlardan foydalanib topamiz:

. hx)+o(h(x) _ h(x)
lim 7-°" = lim 25— lim 2%
X=X gz(x) X=Xy gl(x)+0(gl(x)) Xl—'n;lo gl(x)' >

€Os X—C0S 2x

Misol. Ushbu lim 5
x—0 X
limit hisoblansin.
2 sm3—)i sinf
« Ravshanki,  lim S%X76%2% _jjy 2~ 2
x>0 x2 x—0 X2
3x  3x by e et 3es
Endi sin T =75 + o0(x) va sin 5 5 + 0(x) bo‘lishini e’tiborga
olib, topamiz:
3 1
25m§vx- sin (§x+o(x)I§x+o(x)) zx2+0(x ) 3
lim —2,—2 = 2lim \ “2lim4 -2
x—0 X x—0 x x—0 xl 2
. _cosx—sin2x 3
Demak, lim ———"==% p

x—0 x 2

Mashgqlar

1. Avtaylik, ne N: q,a,, ..., a, € R bo'lsin. U holda x — +~ da

x"+ax" v ax"? .+ a, x+a, =0(x")

bo‘lishi isbotlansin.
2. Agar x > xpda  f(x)-g(x)

bo‘lsa, x — x, da f(x)-g(x)
bo‘lishi isbotlansin.

3. Agar x o> xgda fi(x)~ fo(x), g (x)~ & (x)
bo‘lsa, x — x, da

LX)+ f(x) -8 (x)+8 (x),
LX) -fH(x)-&(x)-&(x)

munosabatlar o‘rinli bo‘ladimi?

o(f (x))
o(8(x))



[image: image268.png]4-BOB

FUNKSIYANING UZLUKSIZLIGI VA
TEKIS UZLUKSIZLIGI

15- ma’ruza
Funksiyaning uzluksizligi tushunchasi

1°. Funksiyaning uzluksizligi ta’riflari. Faraz gilaylik, f(x) funksiya
Xc R to‘plamda berilgan bo‘lib, x, € X nuqta X to‘plamning limit
nugtasi bo‘Isin.
1- ta’rif. Agar
lim f(x) = f(xp) M
XXy
bo‘lsa, f(x) funksiva x, nuqtada uzluksiz deyiladi.
Demak, f(x) funksiyaning x, nuqtada uzluksizligi ushbu
1) lim f(x) = b ning mavjudligi,

XXy

2) b= f(x,) bo'lishi
shartlarining bajarilishi bilan ifodalanadi.
Misollar. 1. Ushbu

F(x)=x*+x* +1

funksiya Vx, € R nuqtada uzluksiz bo‘ladi, chunki
lim f(x)=tim(x* +x* +)=x} + 2 +1= f(x).

X=Xy X=Xy

2. Ushbu

fu)=®®mf={

1, agar x # 0 bo‘lsa,
0, agar x =0 bo‘lsa

funksiyani qaraylik. Ravshanki, Vx, € R nuqtada lim f(x)=1

x—Xy
bo‘ladi. Demak, qaralayotgan funksiya Vx, € R, x # 0 nugtada uzluk-
S1Z bo‘ladi. Ammo f(0) = 0 bo‘lganligi sababli

lim f(x) = f(0)

x—0

bo‘ladj. Demak, f(x) funksiya x, = 0 nuqtada uzluksiz bo‘Imaydi.

-



[image: image269.png]Funksiya limitining Geyne va Koshi ta’riflariga binoan x, funk-
siyaning nuqtadagi uzluksizligini quyidagicha ta’riflash mumkin.

2- ta’rif. Agar

n—e da x, > x, (x,e X, n=12,..)
bo‘ladigan ixtiyoriy {x,} ketma-ketlik uchun
n—e da f(x,) > f(x)

bo‘lsa, funksiya x, nuqtada uzluksiz deyiladi.

3-ta’rif. Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday § = §(¢) > 0
son topilsaki,

Vxe X NUs(xy)
uchun | f(x)- fx) | <e

tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya x, nugtada uzluksiz deyiladi.
Odatda, x — x, ayirma argument orttirmasi, f(x) — f(x,) esa
Junksiya orttirmasi deyilib, ular mos ravishda Ax va Af kabi belgilanadi:

Ax =x-Xxg, A = f(x)~ f(xg) = fxg +Ax) = f(x;).

Unda funksiya uzluksizligining 1- ta’rifidagi (1) munosabat ushbu
Jim, af =0 @

ko‘rinishga keladi. Demak, (2) munosabatni funksiyaning x, nuqtada
uzluksizligi ta’rifi sifatida garash mumkin.

Aytaylik, f(x) funksiya X c R to‘plamda berilgan bo‘lib, x, e X
nugta X to‘plamning o‘ng (chap) limit nugtasi bo‘Isin.

4- ta’rif. Agar

im f(x)=f(x), ( im f(x)=f(x))

x—-x)+0 x—x-0

bo‘lsa, f(x) funksiva x, nugtada o ‘ngdan (chapdan) uzluksiz deyiladi.

Demak, f(x) funksiya x, nuqtada o‘ngdan (chapdan) uzluksiz
bo‘lganda funksiyaning o‘ng (chap) limiti uning x, nuqtadagi qiymatiga
teng bo‘ladi:

F(x+0) = f(x0), (f(xo=0)= f(xp))

Keltirilgan ta’riflardan, f(x) funksiya x, nugtada ham o‘ngdan,
ham chapdan bir vaqtda uzluksiz bo‘lsa, funksiya shu nuqgtada uzluksiz
bo‘lishini topamiz.



[image: image270.png]Umuman, f(x) funksiyaning x, nuqgtada uzluksiz bo‘lishi, Ve > 0
berilganda ham unga ko‘ra shunday § = §(¢) > 0 topilib,

Vxe Us(xg)c X = f(x)e U, (f(x,))
bo‘lishini bildiradi. :
5-ta’rif. Agar f(x) funksiya X c R to‘plamning har bir nugtasida
uzluksiz bo‘lsa, f(x) funksiya X to‘plamda uzluksiz deyiladi.
6- ta’rif. X c R to‘plamda uzluksiz bo‘lgan funksiyalardan iborat
to‘plam uzluksiz funksiyalar to ‘plami deyiladi va C(X) kabi belgilanadi.

Masalan, f(x)e Cla, b] bo‘lishi, f(x) funksiyaning [a, b] seg-
mentning har bir nugtasida uzluksiz, ya’ni f(x) funksiya (a, b) inter-
valning har bir nuqtasida uzluksiz, a nugtada o‘ngdan, » nugtada
esa chapdan uzluksiz bo‘lishini bildiradi.

2°. Uzluksiz funksiyalar ustida amallar. Misollar. Uzluksiz funk-
siyalarning yig‘indisi, ko‘paytmasi va nisbatining uzluksiz funksiya
bo‘lishi hagidagi tasdiglarni keltiramiz.

1- teorema. f(x) va g(x) funksiyalar X< R to‘plamda berilgan
bo‘lib, x; ¢ X nuqtada uzluksiz bo‘lsin. U holda:

a) Ve > Rda c - f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz bo‘ladi;

b) f(x) + g(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz bo‘ladi;

d) f(x) - g(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz bo‘ladi;

S(x)

) @

« Teoremaning tasdiglari uzluksizlik ta’rifi hamda limitga ega

bo‘lgan funksiyalar ustida arifmetik amallar hagidagi teoremadan

kelib chigadi. Masalan, teoremaning d) tasdig‘i quyidagicha isbotlanadi:
lim f(x)= (%), lim g(x)=g(x) =

X=X XX

= lim (f(x)-g(x) = im f(x)- lim &(x) = f(%)- &(%). »

X—-Xp XX

. (g(x) # 0) funksiya x, nugtada uzluksiz bo‘ladi.

1-misol. f(x)=¢, ce R bolsin. Unda f(x)e C(R) bo‘ladi.
<« Hagiqatan ham, Ve > 0 ga ko‘ra § =¢ deyilsa, u holda

Vx, |x-x,]<8: | f(xX)=f(xp)|=|c-c|=0<c¢
bo‘ladi. p

2-misol. f(x) =x, xe R bo‘lsa, u holda f(x)e C(R) bo‘ladi.
« Hagiqatan ham, Ve > 0 ga ko‘ra & =¢ deyilsa, u holda



[image: image271.png]Vx, Ix—xo|<8:'lf(x)—f(x0)|=|x—x0|<5=e

bo‘ladi. »
3- misol.
f(x)=ax" +ax™ +..+a, ,x+a,; me N, @, a, .., a,€R

bo‘lsin. U holda f(x)e C(R) bo‘ladi.

« Bu tasdigning isboti 1- va 2-misollar hamda 1- teoremadan
kelib chiqgadi. »
Shunga o‘xshash ushbu

f(x)=

apx™ +ayx™ 4. 4a,_ x+ay,

byx" +byx" V4. 4B, x+b,

funksiyaning (bunda m,ne N; a3, G, ..., 4y, b, b, ..., b, € R)

{xe R\ byx" + bx" ' + ..+ b, x +b, =0}
to‘plamda uzluksiz bo‘lishi ko‘rsatiladi.

4- misol. f(x) = sinx bo‘lsin. U holda f(x)e C(R) bo‘ladi.
< x,e R nugtani olib, Ve > 0 ga ko‘ra d =& deymiz.

Unda Vx, |x-xp|<8:

Isin x —sinxp) =2} cos ¥ .sin 20 | < | x - x| <5 =¢

2 .2
bo‘ladi. P
Xuddi shunga o‘xshash f(x) = cosx funksiya R da, f(x) = tgx va
f(x) = ctgx funksiyalarning esa o‘z aniglanish to‘plamlarida uzluksiz
bo‘lishi ko‘rsatiladi.
5-misol. f(x)=ad*, a>0 bo‘lsin. U holda f(x)e C(R)
bo‘ladi.

<« Ravshanki, lim O(a""“’ -H=0.
xX-Xg—
Unda
0= lim (® -1) e lim a¥((@ -a®)=0<
x-xp —0 x-x9 —0

& a® lim@ -a®)=0 lim ¢* =a™
X—»XQ x-»Xgp

bo‘ladi. &



[image: image272.png]6- misol. Aytaylik,

-1, agar x <0 bo'lsa,
f(x)=3 0, agar x=0 bo’lsa,
[, agar x >0 bo'lsa

bo‘lsin. Bu funksiya uchun
fG0) =1, f(=0)=-1

va berilgan funksiya X = R\ {0} to‘plamda uzluksiz bo‘ladi.

3°. Funksiyaning uzilishi. Aytaylik, f(x) funksiya (a, b)da
(== < a < b < +) berilgan bo‘lib, X, € (@, ) bo'lsin.

Ma’lumki, f(x) funksiyaning x, nuqtadagi o‘ng va chap limitlari

f(xo +0), f(xo -0) 3)
mavjud bo‘lib,

f(x0—0)=f(x0)=f(x0+0) (4)

tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz bo‘lar
edi.

Agar f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz bo‘lmasa, unda x, nuqta
f(x) funksiyaning uzilish nuqtasi deyiladi.

7- ta’rif. Agar (3) limitlar mavjud va chekli bo‘lib, (4) tengliklarning
birortasi o‘rinli bo‘lmasa, x, nuqta f(x) funksiyaning birinchi tur
uzilish nuqtasi deyiladi.

Bunda

f(x5+0), f(xy -0)
ayirma funksiyaning x, nuqtadagi sakrashi deyiladi.
Masalan, f(x) = [x] funksiya x = p (pe Z) nuqtada birinchi tur
uzilishga ega, chunki
fp+0)=p, f(pp-0)=p-1
bo‘lib,
flp+0)# f(p -0)
bo‘ladi.
Agar hech bo‘lmaganda (3) limitlarning birortasi mavjud bo‘lmasa

yoki cheksiz bo‘lsa, x, nuqgta f(x) funksiyaning ikkinchi tur uzilish
nugtasi deyiladi.



[image: image273.png]Masalan, ushbu

in _; agar x #0 bo‘lsa,

fix)={""%

0, agar x =0 bo‘lsa

funksiya x = 0 nugtada ikkinchi tur uzilishga ega bo‘ladi, chunki bu
funksiyaning x = 0 nugtadagi o‘ng va chap limitlari mavjud emas.

4°. Murakkab funksiyaning uzluksizligi. Faraz qgilaylik, y = f(x)
funksiya X < R to‘plamda, u = F(y) funksiya esa Y, to‘plamda anig-
langan bo‘lib, ular yordamida u = F (f (x)) murakkab funksiya tuzil-
gan bo‘lsin.

2-teorema. Agar y = f(x) funksiya XX nuqtada, u = Fy)
funksiya esa y,e Y, nugtada (y, = f(x,)) uzluksiz bolsa, K (x)) funksiya
X, nugtada uzluksiz bo‘ladi.

<4 u = Fy) funksiya y,e Y, nuqtada (y, = f(x,)) uzluksiz bo‘lgani
uchun

Ve>0, 36>0, Vy, |y-yl<o: [F(y)-F(y)|<e, (5

yani | F(f(x)) - F(f(xy)) | <& boladi.
Shartga ko‘ra y = f(x) funksiya Xx,€ X nugtada uzluksiz. U holda
yuqoridagi ¢ > 0 ga ko‘ra

3B>0, Vx, |x-x]<8: | f(x)-f(x)] <o,

ya'ni ly~»l<a ©6)
bo‘ladi.
(5) va (6) munosabatlardan

Ve>0, 38>0, vx, |x-x,]<8: FF(f(xX) = F(f(x)) | <e

bo'lishi kelib chiqadi. Demak, F(f(x)) funksiya X, nugtada uzluksiz. p

5°. Monoton funksiya uzilish nuqtasining xarakteri.

3- teorema. [a, b] < R da monoton bo‘lgan f(x) funksiya shu
[a, b] ning istalgan nugtasida yoki uztuksiz bo‘ladi, yoki birinchi tur
uzilishga ega bo‘ladi. :

« f(x) funksiya [a, b] da o‘suvchi bo‘Isin. Aytaylik,

.Nomﬁﬁv@_u A.X.olm,ko;.MVnﬁQw@Hv A@VOV
bo‘lsin. Monoton funksiyaning limiti hagidagi teoremaga ko‘ra

lim f(x)= f(x) -0) < f(x,),

x—xy -0



[image: image274.png]limOf(x)=f(x0 +0) 2 f(x),

X-3Xp+

bo‘ladi. Agar f(xg=0)= f(xg) = f(xg+0)
bo‘lsa, f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz, agar

f(xg —0) < f(xy +0)
bo‘lsa, f(x) funksiya x, nugtada birinchi tur uzilishiga ega bo‘ladi.
Xuddi shunga o‘xshash f(x) funksiya [a, ] da kamayuvchi bo‘lganda
ham tasdiq isbotlanadi. I

Mashgqlar
1. Ushbu

701

funksiyaning x, = kn (k € Z) nugtalarida uzluksiz bo‘lishi isbotlansin.
2. Ushbu

D(x):{

Dirixle funksiyasi R ning har bir nuqtasida uvzilishga ega ekanligi
isbotlansin.

3. Ushbu f(x)=|x] sinnmx, (xe R)
funksiya uchun f(x)e C(R) bo‘lishi ko‘rsatilsin.

sin x, agar Xx - ratsional son bo‘lsa,
0, agar x - irratsional son bo‘lsa

1, agar x - ratsional son bo‘lsa,
0, agar x - irratsional son bo‘lsa

16- ma’ruza
Uzluksiz funksiyalarning xossalari

1°. Nugtada uzluksiz bo‘lgan funksiyaning xossalari (lokal
xossalari). Misollar. Faraz gilaylik, f(x) funksiya X c R to‘plamda
berilgan bo‘lib, x, e X bo‘lsin.

1. Agar f(x) funksiya X, € X nuqgtada uzluksiz bo‘lsa, u holda

shunday § > 0 va M > 0 sonlar topiladiki, Vxe X NU;(x,) da

| f(x)| < M boladi, ya’ni f(x) funksiya x, nuqtaning U;(x,) atrofida
chegaralangan bo‘ladi.



[image: image275.png]2. Agar f(x) funksiya x, € X nugtada uzluksiz bo‘lib, f(x,) =0
bo'lsa, u holda shunday & > 0 son topiladiki, Vxe X N Us(x,) da
signf (x) = signf (x,) bo‘ladi, ya’ni S (x) funksiyaning Uj;(x,) dagi
ishorasi f(x,)ning ishorasi kabi bo‘ladi.

Bu tasdiglarning isboti limitga ega bo‘lgan funksiyaning xossa-
laridan kelib chiqadi.

3. Aytaylik, y = f(x) funksiya X, nuqgtada

lim f(x)=b, (be R) (1)

X=X

ga ega bo'lib, g(y) funksiya Yto‘plamda berilgan { f(x) |xe X}U{b}cY
va y = b nuqtada uzluksiz bo‘lsin. U holda

lim g(f(x)) = g(b),

X—Xg

ya’ni lim g(f(x)) = g(lim f(x)) (D
bo‘ladi. . e

dn—>wdax,>x (x,e X, x, #x,, n=1,2,..) bo‘ladigan
ixtiyoriy {x,} ketma-ketlikni olaylik. Unda (1) munosabatga ko‘ra

n—edaf(x,)—b
bo‘ladi. Shartga ko‘ra g(f(x)) funksiya b nuqtada uzluksiz. Demak,
n— e da g(f(x,)) - g(b)

bo‘ladi. Keyingi munosabatdan (2) tengliknig o‘rinli bo‘lishi kelib

chigadi. »
1- misol. Ushbu
:ﬁ_@%&u_omn e, (a>0, axl) 3

munosabat isbotlansin.
< (2) munosabatdan foydalanib topamiz:
1 1
= limlog, (1+ x)* =log, | lim(1+ x)* | = log, e.

x—0 x> 0

lim

log, (1+x)
x—0 X

Xususan, a = e bo‘lganda csw _il_xﬁ& =1 bo‘ladi. P

2- misol. Ushbu  lim &
x-0 X

=lna, (a>0)

munosabat isbotlansin.



[image: image276.png]« Keltirilgan tenglikni isbotlash uchun a¢* —1=1r deb olamiz.

Unda x - 0 da t —» 0 bo‘ladi. Shuni hamda (3) munosabatni ¢’tiborga
olib topamiz:

a*-1 t 1

9—% x 1113(} BEZHIB " log, e =lna. »
3- misol. Ushbu
o
lim ULl =qa, (e R)
x—0 X
munosabat isbotlansin
<« Ravshanki, (1 + x)* = 00

va x = 0 da In(] + x) - 0 bo‘ladi. Unda

(1+x)°‘—1 ((3‘“" (1+x) -1) In(l+x)a
X aln(1+x) X

bo‘lib, undan

Q+x)* -1 U 1 In(l4x)
m~"2 T —lim& Jdim—— a=o
x—= 0 X x—0 oln(l+x) x50 X

bo‘lishi kelib chiqadi. P

2°. Segmentda uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning xossalari (giobal
xossalar). Aytaylik, f(x) funksiya [a, b] segmentda berilgan bo‘lsin.

Ma’lumki, f(x) funksiya (@, b) da uzluksiz, a nuqtada o‘ngdan,
b nugtada chapdan uzluksiz bo‘lsa, f(x) funksiya [a, b] segmentda
uzluksiz bo‘ladi.

Endi segmentda uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning xossalarini
keltiramiz. Ular teoremalar orqali ifodalanadi.

1- teorema. (Veyershtrassning birinchi teoremasi.) Agar f(x)
funksiya [a, b] segmentda uzluksiz, ya'ni f(x)e Cla, b] bo‘lsa,
f(x) funksiya [a, b] da chegaralangan bo‘ladi.

4 Ma’lumki, f(x) funksiyaning [a, b] da chegaralanganligi
quyidagi

IM e (0,+), Vxela, b]:| f(x)|<M
ni anglatadi.
_ Teskarisini faraz qilaylik, ya'ni f(x)e Cla, b]bo‘lsa ham funk-
siya [a, b] da chegaralanmagan bo‘lsin. U holda



[image: image277.png]Vne N, 3x,ela.b]: | f(x,)|>n (n=12,.) 4

bo‘iadi. Ayni paytda, hosil bo‘ladigan {x,} ketma-ketlik uchun
x, € [a, b], (n=1,2,..)bo‘lganligi sababli u chegaralangan bo‘ladi.
Unda Bolsano—Veyershtrass teoremasiga ko‘ra bu {x,} ketma-ketlikdan
yaqginlashuvchi gismiy {x,} ketma-ketlik ajratish mumkin:

k —eoda x, > X5, (X € [a, b]).
Shartga ko‘ra f(x) funksiya [a, 5] da uzluksiz. Binobarin,

k—eda f(x,)— f(x) (5)

bo‘ladi. Bu (5) munosabat yuqorida qgilingan farazga ziddir (chunki
faraz bo‘yicha

lim f(x, )= +eo

k—oo
bo‘lishi lozim edi). Demak, f(x) funksiya [a, 5] da chegaralangan

bo‘ladi. P

Avytaylik, f(x) funksiya X < R to‘plamda berilgan bo‘lsin.

Ta’rif. Agar X to‘plamda shunday x, € X nuqta topilsaki, Vxe X
uchun

J) s flx), (f(x)2 f(x))

tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya x, nuqtada eng katta (eng kichik)
giymatga erishadi deyiladi va

S (%) =max f(x), (f(x)=min f(x))

kabi belgilanadi.
2- teorema. (Veyershtrassning ikkinchi teoremasi.) Agar

f(x) e Cla, b] bo‘lsa, bu funksiya [a, b] segmentda eng katta hamda
eng kichik giymatlarga erishadi, ya’ni

3e € [a, b], Vxe[a, b]: f(x)< f(q),
dc;, € [a, b, Vxela, b]: f(x)= f(c,)
bo‘ladi.
< Aytaylik, f(x)e Cla, b] bo‘lsin. Veyershtrassning 1-teore-
masiga ko‘ra f(x) funksiya [a, b] segmentda chegaralangan, ya’ni ushbu
{f(x)|x¢€[a, bl}

to‘plam chegaralangan bo‘ladi. Unda to‘plamning aniq chegarasi
haqidagi teoremaga ko‘ra



[image: image278.png]sup f(x)=M, (Me R)

xel|u, b|

mavjud bo‘ladi.
To‘plamning aniq yuqori chegarasi ta’rifiga muvofiq:

Vxela, b]l: f(x)S M,
ve >0, dx(e)e la, b]: f(x(e)> M —¢
bo‘ladi. Keyingi tengsizlikda

1 1
e=1, =, =, ..., =, ...
273 n

deb olinadigan bo‘lsa,

— !
X, _x(;q)e [a, b]
ketma-ketlik hosil bo‘lib, uning uchun

flx)> M- %
tengsizlik bajariladi. Demak, Vne N da

‘ M- "1 <f(x)<M
bo‘ladi. Bu munosabatdan
lim f(x,) = M (©)

n—oo

bo‘lishi kelib chiqadi.
Yugorida hosil gilingan {x,} ketma-ketlik chegaralangan. Undan

yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlikni ajratish mumkin. Uni {x,,k '
deylik:

k—>edax, —¢, (qela,b].
Berilgan f(x) funksiyaning uzluksizligidan foydalanib topamiz:
k- e da f(x,) - f(q).
Ravshanki, {fi (x,, )} ketma-ketlik {f(x,)} ketma-ketlikning qismiy
ketma-ketligi. Demak, (6) munosabatga ko‘ra
k—eda f(x,)> M

bo‘lib., S (c;)=M bo'lishi kelib chigadi. Xuddi shunga o‘xshash, f(x)
funk51yaning eng kichik qiymatga erishishi ko‘rsatiladi. »



[image: image279.png]3- teorema. Faraz qilaylik, f(x) funksiya [a, b] segmentda berilgan
bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1) f(x)e Cla, b

2) segmentning chetki nuqtalari @ va b larda har xil ishorali
giymatlarga ega, ya’ni

f(a) <0< f(b) yoki f(a)>0> f(b)
bo‘lsin.

U holda (a, b) da shunday x, nuqta (a < x, < b) topiladiki,
S (xp) = 0 bo‘ladi.

4 Aytaylik, f(x)e Cla, b]bo‘lib, f(a) <0< f(b)bo'lsin. [a, b]
segmentning f (x) funksiyaga manfiy gqiymatlar beradigan nugtalaridan
iborat to‘plamini £ deylik:

E ={xela,b]] f(x) <0}
Ravshanki, ae E, E cla, b]. Demak, E to‘plam chegaralangan va

E+O.
To‘plamning aniq yuqori chegarasi haqidagi teoremaga ko‘ra

sup £ = x, (xy € (a, b))

mavjud bo‘ladi.
Aniq yugori chegara ta’rifiga binoan,

Vne N, Ix, e E: xﬂ—%<x,,<x0

bo‘ladi. Demak,
f{x,)<0, (n=1,2,3,..).
f(x) funksiyaning [a, b} da uzluksiz bo‘lganligini e’tiborga olib
topamiz;
n—oda x, - x, bo'lib, f(x,)— f(xp).
Bir tomondan
lim f(x,) <0,

H—eo

ikkinchi tomondan

lim f(x,) = /(%)

bo‘lishidan
f{x) <0 0]
bo‘lishi kelib chigadi.



[image: image280.png]Ravshanki, x > x, da x ¢ E. Binobarin, f(x) >0. Shuning uchun
lim f(x)=0

x—-xg+0
bo‘lib, ,
f(x) = 1im0f(x)20 ®)

x-» Xp+

bo‘ladi. (7) va (8) munosabatlardan f(xy) = 0 bo‘lishi kelib chigadi.
Xuddi shunga o‘xshash, f(x)e Cla, b]va f(a)> 0> f(b)bo‘lgan
holda teorema isbotlanadi. >

4- teorema. Agar f(x)e Cla, b]bo‘lsa, u holda chegaralari f(a)
va f(b) bo‘lgan segmentga tegishli ixtiyoriy / soni olinganda [a, b] da
shunday x, nuqta topiladiki, f(x,) = / bo‘ladi.

< f(a) <f(b) deb, f(a) << f(b) ni olaylik. Ravshanki, f(a) =/
yoki f(b) = I bo‘lgan holda teorema isbotlangan hisoblanadi.

Endi f(a) < <f(b) bo‘lsin. Ushbu

g(x)=f(x)-1, (xela, b))

funksiyani olaylik. Bu funksiya uchun:
1) g(x)e C la, bl;

2) g(a)<0<g(d)
bo‘ladi. Unda 3- teoremaga ko‘ra shunday x,e (a, b) topiladiki,

g(xy) = 0,
ya’'ni

Fox) =1

bo‘ladi. P

Ushbu ma’ruzaning pirovardida berilgan funksiyaga teskari bo‘lgan
funksiyaning mavjudligi hagidagi teoremani isbotsiz keltiramiz.

5- teorema (teskari funksiyaning mavjudligi). Agar f(x) funksiya
X < R oraligda uzluksiz va qgat’iy o‘suvchi (qgat’iy kamayuvchi) bo‘lsa,
u holda Y, ={f(x)| xe X} oraliqda teskari £ ~1(y) funksiya mavjud
bo‘lib, u uzluksiz qat’iy o‘suvchi (gat’iy kamayuvchi) bo‘ladi.

Mashglar
1. Ushbu x-ef=1

tenglama (0, 1) da hech bo‘lmaganda bitta ildizga ega ekanligi
isbotlansin.



[image: image281.png]Ravshanki, x > x, da x ¢ E. Binobarin, f(x) >0. Shuning uchun
lim f(x)=0

x—-xg+0
bo‘lib, ‘
f(xg)= lim f(x)20 ®)

x-» xo+0

bo‘ladi. (7) va (8) munosabatlardan f(xy) = 0 bo‘lishi kelib chigadi.
Xuddi shunga o‘xshash, f(x)e Cla, b]va f(a)> 0> f(b)bo‘lgan
holda teorema isbotlanadi. >

4- teorema. Agar f(x)e Cla, b]bo‘lsa, u holda chegaralari f(a)
va f(b) bo‘lgan segmentga tegishli ixtiyoriy / soni olinganda [a, b] da
shunday x, nuqta topiladiki, f(x,) = / bo‘ladi.

< f(a) <f(b) deb, f(a) << f(b) ni olaylik. Ravshanki, f(a) =/
yoki f(b) = I bo‘lgan holda teorema isbotlangan hisoblanadi.

Endi f(a) < <f(b) bo‘lsin. Ushbu

g(x)=f(x)-1, (xela, b))
funksiyani olaylik. Bu funksiya uchun:
1) g(x)e C la, bl;

2) g(a)<0<g(d)
bo‘ladi. Unda 3- teoremaga ko‘ra shunday x,e (a, b) topiladiki,

glx) =0,
ya’'ni

Fox) =1

bo‘ladi. P

Ushbu ma’ruzaning pirovardida berilgan funksiyaga teskari bo‘lgan
funksiyaning mavjudligi hagidagi teoremani isbotsiz keltiramiz.

5- teorema (teskari funksiyaning mavjudligi). Agar f(x) funksiya
X < R oraligda uzluksiz va qgat’iy o‘suvchi (qgat’iy kamayuvchi) bo‘lsa,
u holda ¥, ={f(x)| xe X} oraliqda teskari f~1(y) funksiya mavjud
bo‘lib, u uzluksiz qat’iy o‘suvchi (gat’iy kamayuvchi) bo‘ladi.

Mashglar
1. Ushbu x-ef=1

tenglama (0, 1) da hech bo‘lmaganda bitta ildizga ega ekanligi
isbotlansin.



[image: image282.png]| f(X) - (XD =|x"-x"|<8=¢
bo‘ladi. »
2-misol. f(x)=sinx, xe R bo‘lsin. Bu funksiya R da tekis
uzluksiz bo‘ladi.
«€ Agar Ve > 0 ga ko‘ra, § = ¢ deyilsa, unda Vx’, x"¢e R,
|x'-x"| <& da
x

. s, Lo x| X=X
sin x” —sin x| = 2 cos = 5 Hsm r——‘s

i 2
bo‘ladi. »

x'—x’|<8=e

3- misol. f(x)=-i, xe X = (0, 1] bo‘lsin. Bu funksiya X'= (0, 1] da

tekis uzluksiz bo‘lmaydi.

« Ve > 0 sonni, masalan, € 1 deb olib, X va x” nuqtalar

o L. 2
sifatida

, 1
X == ,
n n+l

deb olinsa, u holda | x" ~ x” | ayirma quyidagicha

1 _»l )
n+l|  n(n+l)

’ ’ i1
| x"~x |=l
n

bo‘ladi. Bundan (| x"—x"| < &) & ni har qancha kichik qilib olish
mumkin bo‘lsa ham

| f(x) = f(xD)] =

1 1 1
S =|n-(n+1)| _1>§-£

bo‘ladi. Demak, f(x) = 11; funksiya X=(0, 1] da tekis uzluksiz emas. »

2°. 1- teorema. (Kantor teoremasi.) Agar f(x)e Cla, b]bo‘lsa,
u holda f(x) funksiya [a, b] da tekis uzluksiz bo‘ladi.

4 Aytaylik, f(x)e Cla, b] bo‘lsa ham funksiya [a, b] da tekis
uzluksiz bo‘lmasin. Unda biror € > 0 va ixtiyoriy 8 > 0 uchun [a, 5] da
shunday x’ va x” nugqtalar topiladiki,

X -x"| <82 | f(x)- f(x) | 2e
bo‘ladi. n — +~ da 3, — 0, (§, >0, n=1, 2, ...) bo‘ladigan ixtiyoriy



[image: image283.png]{5,} ketma-ketlikni olamiz. Unda

x| —xi1 < § = |f(x)) - f(x)] 2 &,
Xy = x71 < & = |f(x3) - f(x3) 2 &,

bo‘ladi.
Ravshanki, {x,}uchun x; €[4, b], (n=1,2,3,...) bolib, undan
k — + da xh:ﬂ - Xy, (x € la, b))
bo‘ladigan gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. Shuningdek, x, ketma-
ketlikdan xh» gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. Ayni paytda,
X, uchun ham

k — 4o da X — X
bo‘ladi. f(x)e Cla, b] bo‘lishidan k — +e da \C&;v - f(xy),
f(xp ) = f(x) bo'lib, ulardan k =+ da f(x, ) - fxp ) >0
bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa V» > N uchun

| flxp)=F(xn)|ze
deb olingan farazga zid. Demak, f(x) funksiya [a, b] da tekis uzluksiz. P
2- ta’rif. Faraz qilaylik, f(x) funksiya X< R to‘plamda berilgan
bo‘lsin. Ushbu
sup f(x) - inf f(x)

xe X xe X
ayirma f(x) funksiyaning X to‘plamdagi tebranishi deyiladi va u ®
orqali belgilanadi:

o=o(f; X)=sup f(x)-inf f(x)
xeX xeX

funksiyaning X to‘plamdagi tebranishi quyidagicha
w= sup {f(x)-f(x}
x', xeX
kabi ta’riflanishi ham mumkin.
Natija. Agar f(x)e Cla, b]bo‘lsa, u helda Ve > 0 uchun shunday
&> 0 topiladiki, [a, b] segment uzunliklari & dan kichik bo‘laklarga

. 4~



[image: image284.png]ajratilganda har bir bo‘lakdagi funksiyaning tebranishi € dan kichik
bo‘ladi.

« Shartga ko‘ra f(x)e Cla, b]. Demak, Kantor teoremasiga
ko‘ra u |a, b] da tekis uzluksiz. Unda ta’rifga binoan
Ve>0, 38>0, Vx', x"ela,b], |x'-x"|<d: | f(x)-Ff(x")|<e
bo‘ladi.

Endi [a, b] segmentni uzunligi 6 dan kichik bo‘lgan

[Xe, 0], (X9 <X <Xy <.u<X,, Xg=a, x, =b)
bo‘laklarga ajaratamiz. Unda
vx', x"elx, xeql, X' =x"1<8: | f(x)- f(xD]<e

bo‘ladi. Demak,

o= sup  {|f(X)-f(x)|}<e

xx"e [xg, Xgap ]

bo‘ladi. P
3°. Funksiyaning uzluksizlik moduli. f(x) funksiya X < Rto‘plamda
berilgan bo‘lib, u shu to‘plamda uzluksiz bo‘lsin. Endi
Ve8>0, Vx', x"e X, [ x'-x"]<3
uchun
| f(X7) = f(x")] (1)
ayirmani qaraymiz.
3-ta’rif. (1) ayirmaning aniq yuqori chegarasi
sup{] f(x) - f(x") |}
F(x) funksiyaning X c R to‘plamdagi uzluksizlik moduli deyiladi va
®(d) kabi belgilanadi:
o@) = sup {|f(x)-f(x")|}
|x"-x"|<8

Demak, f(x) funksiyaning X to‘plamdagi uzluksizlik moduli § ning
manfiy bo‘lmagan funksiyasi bo‘ladi.
Endi uzluksizlik modulining ba’zi xossalarini keltiramiz:

b 11. Funksiyaning uzluksizlik moduli § ning o‘suvchi funksiyasi
0‘ladi.

CAvtaylik, 8 >0, &, >0va § > 8, bo‘lsin. U holda
¥.xex: x-x"< &}, {X.x"e X: X' -x"<8,}
to‘plamiar uchun



[image: image285.png][x.x"e X1 x' - x" <§lo{x x e Xt x'-x"< 5}
bo‘lib, undan
o(3,) < ()
bo‘lishi kelib chigadi. Demak, &, > 8, = o(8;) = «(3,). P

Uzluksizlik modulining keyingi xossasini isbotsiz keltiramiz.
2. Funksiyaning uzluksizlik moduli uchun ushbu

®(Ad) < (1 +21) - o(d)

munosabat o‘rinli bo‘ladi, bunda A — musbat son.

4- misol. Ushbu f(x) = ax + b, (a,b e R) funksiyaning X= [, Bl
dagi uzluksizlik moduli topilsin.

« Ta’rifga binoan,

o(8) = sup |(ax"+b)—(ax"+ b)|= sup |a(x" - x| =|d-3

e’ -x"|<8 |x"-x"|<8

bo‘ladi. Demak, () =|a|-3. »

2- teorema. f (x) funksiya X to‘plamda tekis uzluksiz bo‘lishi uchun

lim o(38) =0

540
tenglikning o‘rinli bo‘lishi zarur va etarli.
« Zarurligi. f(x) funksiya X to‘plamda tekis uzluksiz bo‘lsin:

ve>0, 35, >0, vx', x"e X, | x" = x"| <8,: _\C&l\QJ_Aw.

U holda 0 < § < &, tengsizliklarni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy & uchun

sup {|f(x)- F(x}< sup {f(x)- f(xN} < w <e

[x'-x"<8 |x"—x"|<8¢
bo‘lib, unda () < €, ya’'ni
lim o(8) =0

§—+0

bo‘lishi kelib chigadi.

Yetarliligi. Ushbu m:Bo w(d) =0

munosabat o‘rinli bo‘lsin. Demak, 3 — +0 da

w(8) = sup {|/(x)-f(x)}—0.

[x'-x"<8



[image: image286.png]U holda
Vx', x"e X, | x'-x"]<8<8: [f(x)-f(xT)<e

bo‘ladi. Demak, f(x) funksiya X to‘plamda tekis uzluksiz bo‘ladi. >
Funksiyaning uzluksizlik moduli funksiyalarni sinflarga ajratish
imkonini beradi. Masalan, uzluksizlik moduli ushbu

od) < M- §°

(bunda M = const, 0 < a < 1) tengsizlikni ganoatlantiruvchi funksiya-
lar to‘plami o tartibli Lipshits sinfi deyiladi va Lip,, o kabi belgilanadi.

Mashglar

1. Agar f(x) va g(x) funksiyalarning har biri [a, 5] — R da tekis
uzluksiz bo‘lsa, u holda f(x) - g(x) funksiya ham [a, b] c R da tekis
uzluksiz bo‘lishi isbotlansin.

2. f(x) = x funksiyaning [0, +~) da tekis uzluksiz emasligi ko‘r-
satilsin.

3. Ushbu

fx)=x*+1
funksiyaning X' = [0, 1] segmentdagi uzluksizlik moduli topilsin.
4. Agar f(x) funksiya (0,1) da tekis vzluksiz bo‘lsa, ushbu
lim f(x)

x—+0

limit mavjud bo‘ladimi?

18- ma’ruza
Kompakt to‘plam. Kompakt to‘plamda uzluksiz funksiyalar

1°. Kompakt to‘plam tushunchasi. Avvalo ochiq va yopiq to‘p-
lamlar tushunchalarini keltiramiz.

Faraz qilaylik, X < R to‘plam berilgan bo‘lib, x, € X bo‘lsin.
I- ta’rif. Agar x, nugtaning shunday

Us(xg)={xe R: xp-8<x<xy+8, (8>0)

atrofi mavjud bo‘lsaki, uning uchun Uz(x,) < X bo‘lsa, x, nugta

X to‘plamning ichki nuqtasi deyiladi.
118



[image: image287.png]1 . . . .
Masalan, X, =, nuqta X=10, 1] to‘plamning ichki nugtasi

. 1 1 1 1 . ‘
bo‘ladi. Chunki, bu nuqtaning (E—Z’§+Z) atrofi uchun

(-; - %, % + %) c [0, 1] bo‘ladi. x = 0, x = 1 nugqtalar shu to‘plamning
ichki nuqtalari bo‘lmaydi, chunki, masalan, x = 0 nugtaning hech
gaysi (-6, 6) atrofi X=[0, 1] segmentga tegishli bo‘lmaydi. (Bu
atrofning (-8, 0) qismi [0, 1] segmentning tashqarisida Jjoylashgan).

2-ta’rif. Agar X to‘plamning har bir nuqtasi uning ichki nugtasi
bo‘lsa, X ochig to ‘plam deyiladi.

Masalan, X = (0, 1), X= (0, 1) U (2, 4) to‘plamlar ochiq to‘plam-
lar bo‘ladi.

3-ta’rif. Agar Xto‘plamning barcha limit nugtalari shu to‘plamga
tegishli bo‘lsa, X yopiq to ‘plam deyiladi.

Masalan, X'=[0, 1] segment yopiq to‘plamdir.

Eslatma. Limit nuqtaga ega bo‘lmagan to‘plam ta’rifga ko‘ra
yopiq to‘plam deb hisoblanadi. Masalan, E = {1, 2, 3, 4, 5} to‘plam
yopiq to‘plam bo‘ladi.

4-ta’rif. Agar X to‘plamning nuqtalaridan tuzilgan har ganday
{x,} ketma-ketlikdan shu to‘plamning nuqtasiga yaginlashuvchi {Xp }

qgismiy ketma-ketlik ajratish mumkin bo‘lsa, X kompakt to ‘plam deyi-
ladi.

Misollar. 1. X=[a, b] segmentning kompakt to‘plam bo‘lishi
Bolsano—Veyershtrass teoremasidan kelib chigadi.

2. X =la;, 41Ula, b]1U...Ula,, 8,] to‘plam kompakt to‘plam
bo‘ladi.
3. X = (0, 1) interval kompakt to‘plam bo‘lmaydi, chunki

n

X, =
n+l

n

€ (0,1) bolib, n 5 » da x, >0¢ X.

Teorema. X kompakt to‘plam bo‘lishi uchun uning chegaralangan
va yopiq to‘plam bo‘lishi zarur va yetarli.

A Zarurligi. X — kompakt to‘plam bo‘Isin. Uning chegaralanganli-
gini ko‘rsatamiz. Teskarisini faraz gilaylik, ya’ni X — kompakt to‘plam
bo‘lsa ham, u chegaralanmagan bo‘lsin. U holda
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bo‘ladi. Ravshanki, bu {x,} ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi gismiy
ketma-ketlik ajratib bo‘lmaydi. Bu esa X ning kompakt to‘plamligiga
zid. Demak, X — chegaralangan to‘plam.

Endi X ning yopiq to‘plam bo‘lishini ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik
x, nugta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin. U holda

x,e X. n=1,23....1 |x,|>n

ne

3x,, x,€ X, n=1,2,3,.... n-+o da x, = X,

bo‘ladi. Bu {x,} ketma-ketlikning har qanday {Xny } gismiy ketma-
ketligi uchun
A X = Xo
bo‘ladi. X kompakt to‘plam bo‘lganligi sababli x,e Xbo‘ladi. Demak,
X — yopiq to‘plam.
Yetarliligi. X — chegaralangan va yopiq to‘plam bo‘lsin. Bolsano—
Veyershtrass teoremasiga ko‘ra har qanday {x,} ketma-ketlikdan x, ga

yaginlashuvchi {x,, }qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin: k —+e da

Xy = Xp.

“Ravshanki, x, nugta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘ladi. Ayni
paytda, X yopiq to‘plam bo‘lgani uchun x; € X bo‘ladi. Demak, X —
kompakt to‘plam. »

Endi kompakt to‘plamning muhim xossalarini keltiramiz.

Faraz gilaylik, X to‘plam va har bir elementi intervaldan iborat
S={o} intervallar sistemasi berilgan bo‘lsin.

5- ta’rif. Agar X to‘plamning har bir x nuqtasi uchun S§ sistemada
shu nugtani o‘z ichiga oluvchi o interval topilsa, u holda S={c}
sistema X to ‘plamni qoplaydi deyiladi.

Masalan, X = (0, 1) bo‘lsin. Quyidagi

(1 E) (1 3) 13
2’ 2 B 4! 4 LS | 2" 3 2” L

intervallar sitemasini olaylik.
_ Ravshanki, X = (0, 1) to‘plamning har bir nugtasi bu intervallar
Sistemasining kamida bitta intervaliga tegishli bo‘ladi. Demak,

S={(J_,i); n=1,2,..,}
n o on

sistema X = (0, 1) to‘plamni qoplaydi.



[image: image289.png]Endi bitta tasdiqni isbotsiz keltiramiz.
Geyne—Borel lemmasi. Agar chegaralangan yopiq X to‘plam
cheksiz intervallar sistemasi {c} bilan qoplangan bo‘lsa, u holda {c}

sistemadan X to‘plamni qoplovchi chekli {o,,0,, ..., c,} sistemani

ajratish mumkin.

2°. Kompakt to‘plamda berilgan uzluksiz funksiyalarning xossalari.
Faraz qilaylik, f(x) funksiya X kompakt to‘plamda (X c R) berilgan
bo‘lsin. Bu to‘plamda f(x) funksiya uzluksiz bo‘lsa, u qator xossalarga
ega bo‘ladi.

1. Agar f(x) funksiya X kompakt to‘plamda uzluksiz bo‘lsa, u
chegaralangan bo‘ladi.

2.Agar f(x) funksiya X kompakt to‘plamda uzluksiz bo‘lsa, funksiva
shu to‘plamda o‘zining aniq chegaralariga erishadi. Ya'ni shunday

x; € X, x, € X nugqtalar topiladiki,

f(x) =§2§f(x), f(x2)=}2§f(x)

bo‘ladi.

3. Agar f(x) funksiya X kompakt to‘plamda uzluksiz bo‘lsa, funksiya
X da tekis uzluksiz bo‘ladi.

4. Agar f(x) funksiya X kompakt to‘plamda uzluksiz bo‘lsa, shu
X to‘plamning aksi {f(x)} kompakt to‘plam bo‘ladi.

Bu xossalarning birini, masalan, 1- xossaning isbotini keltiramiz.

4 Aytaylik, X< R kompakt to‘plam bo‘lib, bu to‘plamda f(x)
funksiya uzluksiz bo‘lsin. Unda Vxe X nuqtaning shunday kichik
atrofi U(x) topiladiki, bu atrofda f(x) funksiya chegaralangan bo‘ladi.
Bunday nugqta atroflari U(x) intervallardan .S sistemani hosil gilamiz:

S={U(x): xe X}.

Ravshanki, § sistema X to‘plamni qoplaydi. X kompakt to‘plam
bo‘lganligi sababli, Geyne—Borel lemmasiga asosan bu sistemadan X
to‘plamni qoplovchi chekli

S* = {U], U2, ey U”}
sistemani ajratish mumkin.
Harbir U, (k =1, 2, ..., n) atrofda f(x) funksiya chegaralangan,

ya’ni shunday m,, M, (m, = const, M, = const, k =1, 2, ..., n)son-

lar topiladiki, Vxe U, da



[image: image290.png]m, < f(x)<M,, (k=1,2,3,....n)
bo‘ladi.

Agar m;, m,, ..., m, sonlarning eng kichigini m; M, , M,,... M

n

sonlarning eng kattasini M desak, u holda Vxe Xda m< f(x)< M
bo‘ladi.
Demak, f(x) funksiya X to‘plamda chegaralangan. »

Mashglar

1. Chekli sondagi ochiq to‘plamlar yig‘indisi ochiq to‘plam bo‘lishi
isbotlansin.

2. Agar f(x) funksiva X kompakt to‘plamda uzluksiz bo‘lsa,
f(x) funksiya X da tekis uzluksiz bo‘lishi isbotlansin.



[image: image291.png]5-BOB

FUNKSIYANING HOSILA VA

DIFFERENSIALLARI
M

19- ma’ruza
Funksiyaning hosilasi

1°. Funksiya hesilasining ta’rifi. Misollar. Faraz gilaylik, f(x)
funksiya (a, b) c R da berilgan bo‘lib, x, € (a, b), xy + Axe (a, b)
bo‘lsin.

Ma’lumki, ushbu

A (x0) = f (%0 + %) - £ (%)
ayirma f(x) funksiyaning x, nuqtadagi orttirmasi deyiladi.
1- ta’rif. Agar ushbu
. S (x5 +Ax)- (%)
e
limit mavjud va chekli bo‘lsa, u £ (x) funksiyaning x, nuqtadagi hosilasi

df(xy)
dx

deyiladi va yoki f'(xy), yoki (f (x));co kabi belgilanadi. Demak,

, _ i S (o tAX)-f(x5)
F(x) = gr_‘}o T A (1
Agar xp + Ax = x deyilsa, unda Ax = x - x;va Ax - 0da x — x,
bo‘lib, (1) munosabat quyidagi
f) = lim 27 00) 1)
ko‘rinishga keladi.
1-misol. f(x) = x, x,e€ R bo‘lsin. Bu funksiya uchun

S-S x) _x-% _,
X=Xy X=Xy

o S~ (x) _
bo‘lib, b e !

bo‘ladi. Demak, f’(x)=(x) =1.




[image: image292.png]2-misol. f(x)=ix. xe R bo‘lsin.

Agar x > 0 bo'lsa, u holda f(x) = x bo‘lib, f(x) = 1 bo‘ladi.
Agar x < 0 bo‘lsa, u holda f(x) = —x bo‘lib, f’(x) = —1 bo‘ladi.

Agar x, = 0 bo'lsa, u holda -0 = %’ bo‘lib, x — 0 da bu
nisbatlarning limiti mavjud bo‘lmaydi. Demak, berilgan funksiya x,= 0
nugtada hosilaga ega bo‘lmaydi.

3-misol. f(x)=xx|, xe R, x, € Rbo'lsin.
a) x; > 0, x>0, x#x, uchun

J-f(xy) _ xld- xmixgl _ X
X—Xp X—Xqg X—Xq - 0
xX-3X) X=Xy
bo‘ladi.
b) x, < 0, x <0, x# x, uchun
S()-f(xg) —xP+xd
P e T = - = Ay
X—XQ X—Xq
va im _f:&{l:[_(ﬁl = -—2x0 =2 'x0|
X—Xxq X=Xy
bo‘ladi.

d) x, = 0, x # x;, uchun
f(x)-f(xy) _ xlx| _

x-0 x

va hmwzo

XX x-0

bo‘ladi. Demak, Vxe R da f'(x) = (x |x|)' =2 |x].
4- misol. Aytaylik,
1 ‘
Flx) = x-sin—, agar x #0 bo'lsa,

0, agar x =0 bo'lsa
bo‘lib, x, = 0 bo‘lsin. Unda



[image: image293.png]1 0
SO-flxy) XS
Sl = - =sin —
X—Xg x-0 X
bo lib, uning x — 0 dagi limiti mavjud emas. Demak, berilgan funksiya
=0 nugtada hosﬂaga ega emas.

2°. Funksiyaning o‘ng va chap hosilalari. Faraz qilaylik, f (x)
funksiya X = Rto‘plamda berilgan bo‘lib, (x, -8, x;) c X, (8§ >0)

bo‘lsin.
2- ta’rif. Agar ushbu

lim S(x)=f(xp)
x— x5 -0 X=X
limit mavjud bo‘lsa, bu limit f(x) funksiyaning x, nuqtadagi chap
hosilasi deyiladi va f’(x, - 0) kabi belgilanadi:
f(% -0) = xl‘xTof—(x;) gxf»)

Aytaylik, f(x) funksiyva Xc R to‘plamda berilgan bo‘lib,
(x5, X +3)c X, (8> 0) bo'lsin.

3- ta’rif. Agar ushbu

x—-x9+0 XX
limit mavjud bo‘lsa, bu limit f(x) funksiyaning x, nuqtadagi o ‘ng
hosilasi deyiladi va f’(x, + 0) kabi belgilanadi:

f(x, +0) = lim L&)~/ (%)

x—-xy+0 X=Xy

Masalan, f(x) =|x| funksiyaning x, = 0 nuqtadagi o‘ng hosilasi
f(+0) =1, chap hosilasi f'(-0) = -1 bo‘ladi.

Yugqorida keltirilgan ta’riflardan quyidagi xulosalar kelib chigadi:

1. Agar f(x) funksiya x; nugtada f”(x,) hosilaga ega bo‘lsa, u holda
bu funksiya x, nuqtada o‘ng f"(x;+0) hamda chap f"(x,—0) hosila-
largaegava f'(xy - 0) = f'(x,) = f'(x, + 0) tengliklar o‘rinli bo‘ladi.

2. Agar f(x) funksiya x, nugtada o‘ng f"(x;+0) hamda chap f(x,—0)
hosilalarga ega bolib, f’'(x, -0) = f'(x, +0) bo‘lsa, u holda f(x) funk-
siya x, nuqtada f”(x;) hosilagaegava f'(x, - 0) = f'(x;) = f'(x, + 0)
tengliklar o‘rinli bo‘ladi.




[image: image294.png]5- chizma.

3°. Hosilaning geometrik hamda mexanik ma’nolari. Faraz gilaylik,
f{x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, x;e (a, b) nuqtada f’(x,)
hosilaga ega bo‘lsin. Bu f(x) funksiyaning grafigi 5- chizmada
tasvirlangan I" egri chizigni ifodalasin.

Bu I' chizigda M,(x,, y,), M(x, y) nuqtalarni olib, ular orgali
o‘tuvchi / kesuvchini qaraymiz.

Mg (xo5 f(x))e T, M(x, f(x))eT, M - M, dalkesuvchi
limit holati I' chiziqqa M, nuqtada o tkazilgan urinma deyiladi.

Ravshanki, ¢ burchak Ax ga bog‘lig: ¢ = ¢(Ax) . f(x) funksiyaning
grafigiga M, nuqtada o‘tkazilgan urinmaning mavjud bo‘lishi uchun

fim ot =

ning mavjud bo‘lishi lozim. Bunda a — urinmaning OX o‘gining
musbat yo‘nalishi bilan tashkil etgan burchagi.
M, MP uchburchakdan:

tg o(Ax) = MP _ f(xy+Ax)-f(x5)

MyP Ax

S (xp+Ax)~f(xp)

. Ax

bo‘lishi kelib chigadi. Funksiya uzluksizligidan foydalanib topamiz:

. T f(xg+ax)-f(x) _
Jm, ¢(Ax) = Jim arctg =2 =

bo‘lib, undan ¢(Ax) = arctg
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[image: image295.png]= arctg [Al)i(m0 /(X +%—Af\(xo)} = arctg f'(x).

Demak, Ax — 0 da ¢(Ax) ning limiti mavjud va

o =arctg f(x;) .
Keyingi tenglikdan

f(x)=tga

bo‘lishi kelib chigadi.
Demak, funksiyaning x, nuqtadagi f’(x,) hosilasi urinmaning
burchak koeffitsiyentini ifodalaydi. Bunda urinmaning tenglamasi

y= f(x0)+f'(x0)(x—x0)
ko‘rinishda bo‘ladi.

Aytaylik, P nuqta to‘g‘ri chiziq bo‘ylab s = s(#) gqonun bilan
harakat qilsin, bunda ¢ — vaqt, s — o‘tilgan yo‘l. Agar vaqtning ¢, va
t, (1, < t,) qiymatlaridagi o‘tilgan yo‘l s(7,), s(¢,) bo‘lsa, unda ushbu
nisbat

st )-s(y )
h-n
[#,, &} vaqt oralig‘idagi o‘rtacha tezlikni ifodalaydi.
Quyidagi

llm f(tz )—-S(f] )
n-n+0  h-h
limit harakatdagi nugtaning #, vagtdagi oniy tezligini bildiradi.
Demak, harakatdagi P nuqtaning 7 vaqtdagi v(?) oniy tezligi, s(?)

o‘tilgan yo‘lning hosilasidan iborat bo‘ladi:

v(t) = s'(1).

4°. Hosilaga ega bo‘lgan funksiyaning uzluksizligi. Faraz qilaylik,
f(x) funksiva (a, ) < R da berilgan bo‘Isin.

Teorema. Agar f(x) funksiya x; e (a, b) nuqtada chekli f"(x,)
hosilaga ega bo‘lsa, u holda f (x) funksiya x, nugtada uzluksiz bo‘ladi.

« Aytaylik, f(x) funksiya x, € (a, b) nuqtada chekli f’(x;) hosilaga
ega bo‘lsin. Ta’rifga binoan

&) _ iy S Gota)-f(%)
Ax

Ax 50 Ax ’

) = lim



[image: image296.png]ya’ni Ax -0 da 22000 5 f(xy)

bo‘ladi. Endi a=Y) ey

deb belgilaymiz. Ravshanki,
Ax - 0 dao - 0.
Keyingi tengliklardan topamiz:
A (x5) = f(xy) Ax + aAx.
Odatda, bu tenglik funksiya orttirmasining formulasi deyiladi. Undan
lim Af(x;) =0
Ax—0

bo‘lishi kelib chigadi. Bu f(x) funksiyaning x, nugtada uzluksiz ekanini
bildiradi. p

Eslatma. Funksiyaning biror nugtada uzluksiz bo‘lishidan uning
shu nuqtada chekli hosilaga ega bo‘lishi har doim ham kelib chiga-

vermaydi. Masalan, f(x) = |x| funksiya x = 0 nuqtada uzluksiz, ammo
u shu nuqgtada hosilaga ega emas.

Mashglar

1. Funksiya hosilasi ta’rifidan foydalanib, quyidagi

S(x)=xvx, f(x)=3"sinx
funksiyalarning hosilalari topilsin.
2. Ushbu

x*, agar x - ratsional son bo‘lsa,

f(X)={ )

—~x“, agar Xx —irratsional son bo‘lsa,

funksiyaning x = 0 nuqtada hosilasi mavjud bo‘lishi isbotlansin.

20- ma’ruza
Hosilani hisoblash qoidalari

1°. Ikki funksiya yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbatining
hosilasi. Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a, b) c R da berilgan
bo‘lib, x, e (a, b) nuqtada S'(xy) va g(xy) hosilalarga ega bo‘lsin.
Hosila ta’rifiga ko‘ra

4~



[image: image297.png]L D(xX)-P(x) e S = f(x) 2(x)-8(%) _
}L’i}) Cox-xy =8(x) xlm x }0 +}ﬂ}) Cox=-% S(x)=
= f'(%)- 8(x) + f(%) &%)

Demak,
®'(x)) = (f(x)-8(0))x = (%) 8(x%)+ f(%) &(x%) P
3) j;((;c)) funksiya (g(x,) # 0) x, nugtada hosilaga ega bo‘lib,
_f_izg) = S (x0)8(%)~S (%) &(%)
g(x) fo g% (xp)
bo‘ladi.

4 Modomiki, g(x,) # 0 ekan, unda x;, nuqtaning biror atrofidagi
x larda g(x) # 0 bo‘ladi. Shuni e’tiborga olib topamiz:

f(x)_f(xp)

g(x) g(x) _ f(x)g(x)-S(x0)g(x0)+f(xq)-g(x0)-f(x0)8(x) _
X=X g(x)-g(xp)-(x-xp)
_ 1 S (x)=f(xg) g__()f) g(x)
- oty | P ) - £ ) 80

Bu tenglikda x — x; da limitga o‘tib, ushbu

fx)) _ S(x0)&(x0)-f(x) & (x)
g0x) )y g%(x)
tenglikka kelamiz. P

1- natija. Agar f(x) funksiya x, nugtada f’(x,) hosilaga ega bo‘lsa,
¢ f(x) funksiya (¢ = const) x, nuqtada hosilaga ega bo‘lib,

(c- F(), = f(%)

bo‘ladi, ya’ni o‘zgarmas sonni hosila ishorasidan tashqariga chigarish
mumkin.

2- natija. Agar f,(x), f,(x), ..., f,(x) funksiyalar x, nuqtada
hosilalarga ega bo‘lib, ¢, cy, .- €, O‘zgarmas sonlar bo‘lsa, u holda



[image: image298.png](A + 6L (X) v, () 5 = GHGY+ S K4+t 6, [1(%)
bo‘ladi.

2°. Murakkab funksiyaning hosilasi. Faraz gilaylik, y = f(x)
funksiya X' < R to‘plamda, g(y) funksiya {f(x) | xe X} to‘plamda
berilgan bo‘lib, x, € X nuqtada f”(x,) hosilaga, y, e {fx)lxe X}
nuqtada (y, = /(%)) & (¥,) hosilaga ega bo‘lsin. U holda g(f (x))
murakkab funksiya x, nuqtqda hosilaga ega bo‘lib,

(g(f(X)))X0 =8 (f(xp))- f'(xp)
bo‘ladi.
< g(y) funksiyaning y, nuqtada hosilaga cga bo‘lganligidan
g =8) =8"(y)- (¥ ~ye)+o-(y-y,)
bo'lishi kelib chigadi, bunda
Y= (x), yo=/(x;) vay— y,daa — 0.
Keyingi tenglikning har ikki tomonini x — X, ga bo‘lib topamiz:

8/ (x)-8(f (%)) _ g (f(x))- S-S (x0) | [()=-f(x)

X—XO X-—XO X=Xy
Bundan x — x, da limitga o‘tib,

(8(f(N),, = &S () f'(x)

tenglikka kelamiz. »

3°. Teskari funksiyaning hosilasi. ‘Aytaylik, y = f(x) funksiya
(a, b) da berilgan, uzluksiz va qat’iy o‘suvchi (qat’ly kamayuvchi)
bo‘lib, x, € (a, b) nuqtada f*(x,), (f ‘(%) #0) hosilaga ega bo‘lsin. U

holda x=f~!(y) funksiya y,;, (3, = f (x3)) nuqtada hosilaga ega va

I4

[0, = 760

bo‘ladi.
<4 Ravshanki,

Fx) = f(x) = f(x)(x = xp) + a(x - xp)
bo‘lib, x — x, da a — 0 bo‘ladi. Bu tenglikdan
Y=y =SS = o) o[ S0 - £ o)) =
=[OV -7 00)] [ (%) + o

1 ~ A



[image: image299.png]ifodaga kelamiz. Bundan esa

oo o1

y=Yo T fxp) e

bo‘lishi kelib chigadi.
Keyingi tenglikda y — y, da limitga o‘tib topamiz:

[fhl ()’)];0 = ey >

4°. Misollar. 1- misol. (x* )': ax®! bo‘ladi, ae R, x > 0.
« Aytaylik, x > 0 bo‘lsin. Unda f(x) = x* funksiya uchun

AX o
o 1+= | -1
(x+ax)*~x* _ ol x )

Ax Ax
X

bolib, Ax — 0 da (x*) = ox*"' bo‘ladi. P

2-misol. (¢*) =4 Ina bo'ladi, > 0, x e R

« f(x) =a" funksiya uchun
ax+Ax__ax s an_l
| Ax Ax
bolib, Ax —» 0 da (a*) =¢* Ina bo‘ladi.
3-misol. (sinx) =cosx, (cosx) =-sinx bo‘ladi, x ¢ R.

< f(x) =sin x funksiya uchun

Sin(x+ax)-sinx _ 2.1 sin 2 cos (x + éx) = Tzcos (x + Ax)
2
bo‘lib, Ax -5 0 da (sin x)" = cosx bo‘ladi. Xuddi shunga o‘xshash
(cosx) = —sin x bo‘lishi topiladi. »

4- misol. (log, x)’ = bo‘ladi, @ > 0, a# 1, x > 0.

xlna



[image: image300.png]4 f(x) =log, x funksiya uchun

loggj?c+Ax)~loga(x) = ,l, ]Og (1 + SA_X_) —
Ax Tax o x) x

bo‘lib, Ax - 0 da

(log, x) = - loga e=——

bo‘ladi. Xususan, (Inx) = - L bo'ladi. »

X

5- misol. (arctgx)’ = bo‘ladi.

1+x?
« Teskari funksiya hosilasini hisoblash formulasiga asosan

(y = arctgx, x=1tgy)

’ ’ 1 2 1 1
=(arctgx) = ey = COS = =
y=( )= (tgy) Y 1+tg2y  l+x?

bo‘ladi.
Xuddi shunga o‘xshash,

(arcsin x)’ = , (xe (=1, 1)),
1-x?
(arccos x)” = — L (xe (-1, 1)),
1-x2
, 1
(arcctgx) = —

1+x2

bo‘ladi. »
6- misol. Faraz qilaylik,

=[u()]"”, ((x)>0)

bo‘lib, #'(x) va v’(x) lar mavjud bo‘lsin. U holda

([u(x)]v(x))' = [w)T p(x) [u (x)In u(x) + —u’(x)]

bo‘ladi.



[image: image301.png]« Ushbu y = [u(x)]"(x) ni logarifmlab,

Iny = v(x)Inu(x)
ga ega bo‘lamiz, so‘ngra murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash
goidasidan foydalanib topamiz:

iy’ =v'(x) Inu(x)+v(x)- 7:)7) u'(x),

y = y[v'(x) “Inu(x) + v(x)- v(x) u'(x)] =

u(x)
- vy v(x)
=[u(x)] [v (x)In u(x) + o) u(x)].
Bu @)Y =u Inu-v+v-ut 3)

tenglikdan, y = u* funksiya hosilasini hisoblashning quyidagi qoidasi
kelib chigadi: y = u* funksiyaning hosilasi ikki qo‘shiluvchidan iborat
bo‘lib, birinchi gqo‘shiluvchi u¥ ning ko‘rsatkichli funksiya deb olingan
hosilasiga (bunda asos u(x) o‘zgarmas deb qaraladi), ikkinchi qo‘shi-
Juvchi esa u’ ning darajali funksiya deb olingan hosilasiga (bunda
daraja ko‘rsatkich v(x) o‘zgarmas deb garaladi) teng bo‘ladi.

7- misol. Ushbu f(x)=x", g(x)=x"
funksiyalarning hosilalari topilsin.

4 (3) formuladan foydalanib topamiz:

1

f(x) =(x")l =x*-Inx+x-x77 =x"(Inx +1),

g'(x) = (x* ) (S O) =X nx- fUx) + f(x) - xT O 2

x*

=xxx-1nx-(x"(1nx+l))+x"x-x =
= x N (x* Inx(ln x +1) +1).

. 5°. Hosilalar jadvali. Quyida sodda funksiyalarning hosilalarini
ifodalovchi formulalarni keltiramiz:

1. (C)Y =0, C = const.
2. (x*Y =a-x*"', ae R, x>0.
(x") =nx"', ne N, xe R.



[image: image302.png]3.(a*Y =a"Ina, a>0, a=#1, xe R,
(e*)Y =¢*, xe R

,a>0, axl, x>0

4. (log, x) = - :

xlna

’

(log, | x1]) = ,a>0, azl, x=0.

xIna

(nx) =-, x>0,

1
x
s ]
(In |x[) == x #0.

5. (sinx)" =cosx, xe R.

6. (cosx) =-sinx, xe R.

7. (tgx) = , X#24+nm, ne Z.
Cos™ X 2

9. (arcsinx)’ =

10. (arccosx) = —

1

22

11. (arctgx) =
1+x

I
1+x

12. (arcctgx) = - xe€ R.

2 b
13. (shx) =chx, xe R.
14. (chx) =shx, xe R.

1
ch?x’

15. (thx) = xe R.

16. (cthx)’ =~ x#0.

sh?x’



[image: image303.png]Mashglar

1. Aytaylik, /(x) funksiya (—a, a) < R da berilgan va f”(x) hosilaga
ega bo‘lsin. Agar f(x) juft funksiya bo‘lsa, f'(x) ham juft funksiya
bo‘lishi isbotlansin.

2. f(x) funk51ya R da berllgan bo‘lib, f'(x) hosilaga ega bo‘lsin.
ganday nugtalarda | f(x)| funksiya hosilaga ega bo‘ladi?

3. Ushbu (e(f))
murakkab funksiya hosilasini hisoblash qoidasi topilsin.

21- ma’ruza
Asosiy teoremalar

1°. Hosilaga ega bo‘lgan funksiyalar haqidagi teoremalar. Bu
teoremalar funksiyalarni tekshirishda muhim rol o‘unaydi.

1- teorema. (Ferma teoremasi.) f(x) funksiya X< R to‘plamda
berilgan. x, c X nuqtaning atrofi uchun Us(xy) =(x =8, +d) < X,
(8 > 0) bo‘lib, quyidagi shartlar bajarilsin:

1) Vxe Us(xy) da f(x) < f(x), (f(x)2f(x)) .

2) f'(x,) mavjud va chekli bo‘Isin.

U holda f’(x;) = 0 bo‘ladi.

o Aytaylik, Vx e Us(x;) da f(x) < f(x,) bo‘lsin. Ravshanki,

bu holda
f(x) = f(x) <0
bo‘ladi.

Shartga ko‘ra, f(x) funksiya x, nugtada chekli f"(x;) hosilaga
ega. Shuning uchun

f(x) = lim TS0 gy SO gy S(0-T(0)
X=X X=Xy x-xy +0 X—Xg x-x5 -0 X~ X

bo‘ladi. Ayni paytda, x > x; bo‘lganda

JC-T0) oo gim TSR ey <o,

X—Xq x—xp+0 X=Xy 0

x < x, bo‘lganda

S ()-f(x) . f(O)-S(%) _

R A COET.

bo‘lishidan f"(x,) = 0 ekani kelib chiqadi. »
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[image: image304.png]2- teorema. (Roll teoremasi.) Faraz gilaylik, f(x) funksiya |a, b] da
berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1) f(x)e Cla, b].

2) Vxe (a, b) da f’(x) mavjud va chekli,

3) f(a)= f(b) bo'lsin.

U holda shunday x, € (4, b) nuqta topiladiki, bunda f'(x,) =
bo‘ladi.

« Shartga ko‘ra f(x)e Cla, b]. Unda Veyershtrassning ikkin-
chi teoremasiga ko‘ra f(x) funksiya [a, b] da o‘zining eng katta va
eng kichik giymatlariga erishadi, ya'ni shunday ¢, ¢, nugtalar
(¢, ¢, € la, b)) topiladiki,

f(e)) =max{f(x)|xela, bl}
f(ce;)=min{f(x)]|x e [a, b]}
bo‘ladi.

Agar f(c) = f(c,) bo‘lsa, unda [a, b] da f(x) = const bo‘lib,
Vx, € (a, b) da f'(x;) = 0 bo‘ladi.

Agar f(c;) > f(c,) bolsa, u holda f(a)= f(b) bo‘lganligi sa-
babli f(x) funksiya f(c,) hamda f(c,) giymatlarning kamida bittasiga
[a, b] segmentning ichki x, (@< X, < b) nugtasida erishadi. Ferma
teoremasiga binoan f'(x;) =0 bo‘ladi. P

3- teorema. (Lagranj teoremasi.) Faraz qilaylik, f(x) funksiya
[a, b] da berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1) f(x)e Cla, b],

2) Vx e (a, b) da f’(x) hosila mavjud va chekli bolsin.

U holda shunday ¢ € (a, b) nuqgta topiladiki,

fb)-f(a)=f'(c)b-a)
bo‘ladi.

4 Ushbu

F(x) = f(x) - f(a) - LW (x _q) 0

funksiyani garaymiz. Bu funksiya Roll aoRBmmwB:m barcha shartlarini
ganoatlantiradi. Ayni paytda, uning hosilasi



[image: image305.png]F'(x) = f(x)- fﬁ%}fﬁ‘?)

bo‘ladi. Roll teoremasiga binoan, shunday c (c € (a, b)) nuqta topila-
diki, bunda '
F'(c)=0 (2)
bo‘ladi. (1) va (2) munosabatlardan
f/(C) _ fb)-f(a) =0

b-a ’
ya’'ni f(b)-f(a)=f'(c)b~a)
bo‘lishi kelib chigadi. P

1- natija. Aytaylik, f(x) funksiya (a, b) da f’(x) hosilaga ega
bo‘lib, Vxe (a,b) da f'(x) = 0 bo‘lsin. U holda Vxe (a,b) da
f{x) = const bo‘ladi.

4 x, x; € (a, b) ni olib, chekkalari x va x; bo‘lgan segmentda
f(x) funksiyaga Lagranj teoremasini qo‘llab f(x) = f(x,) = const
bo‘lishini topamiz. p

2- natija. /' (x) va g(x) funksiyalar (a, b) da f"(x), £ (x) hosilalarga ega
bo‘lib, Vx € (a, b) da f'(x) = g’(x) bo‘lsin. U holda Vx e (a, b) da
f(x) = g(x) +const bo‘ladi.

« Bu natijaning isboti f(x) — g(x) funksiyaga nisbatan 1-natijani
go‘llash bilan kelib chigadi. P

4- teorema. (Koshi teoremasi.) Aytqylik, f(x) va g(x) funksiyalar
quyidagi shartlarni bajarsin.

1) f(x)e Cla, b], g(x)e Cla, bl;

2) Vxe (a, b) da f’'(x) va g’(x) hosilalar mavjud va chekli;

3) Vxe (a, b) da g'(x) #0 bo'lsin.

U holda shunday c € (a, b) nuqta topiladiki,

f(b)-f(a) _ f(c)
g(b)-gla) g'(c)

bo‘ladi.

4 Avvalo g(b) # g(a) bo‘lishini ta’kidlab o‘tamiz, chunki
&(b) = g(a) bo‘ladigan bo‘lsa, unda Roll teoremasiga ko‘ra shunday
ce (a, b) nuqta topilar ediki, g’(c) = 0 bo‘lar edi. Bu 3- shartga zid.



[image: image306.png]Quyidagi

D) = 1)~ fla) =L g - gla)l, (xe la, o)
funksiyani qaraymiz. Bu funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini
ganoatlantiradi. Unda Roll teoremasiga binoan shunday ¢ e (a, b)
nuqta topiladiki,

®'(c)=0 3)
bo‘ladi. Ravshanki,
)= iy - LOS@
P'(x) = f1x) - L g ). )

(3) va (4) munosabatlardan

()= TS @ o
7O ey-gta) €0

S(b)-f(a) _ [(c)
gb)~ga)  g'(c)

ya’'ni

bo‘lishi kelib chigadi. »

1- misol. Vx’, x”e R uchun |sinx’-sinx"| < | x’- x"| teng-
sizlik isbotlansin.

< Aytaylik, x” < x” bo‘lsin. f(x) =sin x ga [x’, x"] da Lagranj
teoremasini qo‘llaymiz. Unda shunday c‘e (x’, x") nugta topiladiki,

Isinx’—sinx”| = |cosc|  (x” -x")

bo‘ladi. Agar Ve Rda |cost| <1 ekanini e’tiborga olsak, u holda
yugoridagi munosabatdan

Isinx’~sinx"| <|x" -=x"|, (Vx’,x"eR)
bo‘lishi kelib chigadi. »
2- misol. Ushbu

e 21+x
tengsizlik isbotlansin.
« Aytaylik, x > 0 bo‘lsin. Unda f(¢) = €' funksiyaga [0, x] da
Lagranj teoremasini qo‘llab topamiz:

e* —e® =e(x-0), ce (0, x).



[image: image307.png]Agar ¢ > 0 da e > 1 bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda keyingi
munosabatdan e* > | + x bo‘lishi kelib chiqadi.
Agar x < 0 bo‘lsa, unda f(r) = e’ funksiyaga |x, 0} da Lagranj
teoremasini qo‘llab, ,
e’ —e’ =e“(0-%)

ni va —x > 0, e < | bo'lishini e’tiborga olib, e* > 1 + x ekanligini
topamiz.
Ravshanki, x =0 da ¢ = |. Demak, Vxe Rdae*>1+ x. p
3- misol. Ushbu

ﬂfl_?<1n5<f’j, (0<b<a)
a b b

tengsizlik isbotlansin.
< [b, a] segmentda f(x) = In(x) funksiyani garaymiz. Bu funksiya
shu segmentda uzluksiz va (b, a) da f’(x):% hosilaga ega.

Binobarin, Lagranj teoremasiga ko‘ra shunday ¢ (b < ¢ < a) nuqgta
topiladiki,

Ing-Inbd 1
e e ©)
bo‘ladi. Ravshanki,
1 1
b<c<a:>E<»c»<7)—. (6)
(5) va (6) munosabatlardan
F:b <In a < ‘1‘11
a b b

bo‘lishi kelib chigadi. »

2°. Funksiya hosilasinig uzilishi hagida. Faraz gilaylik, f(x)
funlgsiya (a, b) ning x; nuqtasidan boshga barcha nuqtalarida f’(x)
hosilaga ega bo‘lib, funksiya X, nugtada uzluksiz bo‘lsin.

Agar xlixrgx_o f’(x) = b limit mavjud bo‘lsa, u holda f(x) funksiya

%o nuqtada chap hosila /"(x, — 0) ga ega bo‘lib, f"(x, — 0) = b bo‘ladi.
Agar lim f’(x) = d limit mavjud bo‘lsa, u holda f(x) funksiya

X—xp+0

Xp nuqtada o‘ng hosila f’(x, + 0) ga ega bo‘lib, f "+ 0 =4d
bo‘ladi.



[image: image308.png]« Aytaylik, Ax # 0 va x; + Ax e (a, b) bo'lsin. Lagranj teore-
masidan foydalanib topamiz:

[(Ef%—f(mz = f'(xo +06-Ax), (0<06<]).

Endi lim f'(x)=b
x—xp-0

mavjud bo‘lsin deylik. Unda
lim f'(x)= lim f'(x)= Alcim0 f(xg+Ax)=b

x—>x0—0 X-X()—>—-0
bo‘lib, Ax > —0da f'(x, +6-Ax) — b,

fx - —0 da L0*=/00)

bo‘ladi. Demak, f'(x, -0)=>5. Shunga o‘xshash, f'(x,+0)=d

bo‘lishi ko‘rsatiladi. »
Aytaylik, f(x) funksiya x, nuqtada hosilaga ega bo‘lsin. U holda,
ravshanki,

ya'ni

Fxg=0)=f'(xg +0) = f'(xp)
bo‘ladi. Ayni paytda,
lim f'(x), lim f'(x)
x—xg-0 x—x3+0
limitlarning mavjud va chekli bo‘lishidan .

lim f'(x)= lim f(x)=f"(x)

x—xp-0 x—xg+0
bo‘lishi kelib chigadi.

Bundan quyidagi xulosa kelib chigadi: agar f(x) funksiya (a, b) da
/’(x) hosilaga ega bo‘lsa, u holda bu f’(x) hosila birinchi tur uzilishga
ega bo‘lolmaydi.

Boshqacha aytganda, har bir x,e(a, b) nugtada f’(x) funksiya
yoki uzluksiz bo‘ladi, yoki ikkinchi tur uzilishga ega bo‘ladi.

4- misol. Ushbu

2. 1 ¢
x“sin—, agar x =0 bo‘lsa,
f(x)={ x €

0, agar x =0 bo'lsa

funksiyani qaraylik.



[image: image309.png]< x # 0 bo‘lgan holda quyidagiga ega bo‘lamiz:
flix) = 2xsin } —cos .
X X

x = 0 bo‘lgan holda hosila ta’rifiga ko‘ra

O =lim X =0

x-0 X

bo‘ladi. Demak, f’(x) funksiya R da aniglangan va x # 0 da uzluksiz
bo‘ladi. f’(x) hosila x = 0 nuqtada ikkinchi tur uzilishga ega bo‘ladi,
chunki x - 0 da

£'(x) = 2xsin -+ —cos L
X X

funksiya limitga ega emas. »
Mashgqlar

1. Agar f(x) funksiya (@, b) da chekli f’(x) hosilaga ega bo‘lsa,
uning shu (a, b) da tekis uzluksiz bo‘lishi isbotlansin.

2. Agar f(x) va g(x) funksiyalar x > x; da chekli hosilalar: f’(x),
g’(x) ga ega bo'lib,

CS(x) =g(x)), x>x, da f(x)>g'(x)
bo‘lsa, u holda x > x, da f(x) > g(x) bo‘lishi isbotlansin.
3. Vx> —1 uchun

X < In(l1+x)<x
1+x

tengsizliklarning o‘rinli bo‘lishi isbotlansin.

22- ma’ruza
Funksiyaning differensiali

1°. Funksiya differensiali tushunchasi. Faraz gilaylik, f(x) funk-
siya (a, b) da berilgan bo‘lib, x, € (a,b), x, + Ax € (a,b) bo‘lsin.

Ma’lumki, Af(x,) = f(x, + Ax) — f(x,) ayirma f(x) funksiya-
ning x, nuqtadagi orttirmasi deyiladi.



[image: image310.png]I-ta’rif. Agar Af(x,) ni ushbu
Af(xy) = A Ax + oAx

ko‘rinishda ifodalash mumkin bo‘lsa, f(x) funksiya x, nuqtada
differensiallanuvchi deyiladi, bunda 4 = const, Ax » 0 da a — 0.
Teorema. f(x) funksiya x € (a, b) nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lishi uchun uning shu nuqtada chekli f"(x) hosilaga ega bo‘lishi
zarur va yetarli.
d Zarurligi. f(x) funksiya x € (a, b) nuqtada differensiallanuvchi

bo‘lsin. Ta’rifga binoan,
Af(x) = A Ax + 0Ax

bo‘ladi, bunda 4 = const, Ax - 0 da oo — 0.
Bu tenglikdan foydalanib topamiz:

o) _ 4 +o,
Ax
lim ) im(4+a) =
Ax—0  Ax Ax—0

Demak, f'(x) mavjud va f'(x) = A.
Yerarliligi. f(x) funksiya x € (a, b) da chekli f’(x) hosilaga ega
bo‘lsin. Ta’rifga ko‘ra

£  tim TS _ a7
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

bo‘ladi. Agar

YO r(x) =

deyilsa, undan
Af(x) = f'(x) - Ax + 0Ax

bo‘lishi kelib chiqadi, bunda Ax - 0 da oo — 0. Demak , [ (x) funksiya

differensiallanuvchi. »
2-ta’rif. Funksiya orttirmasidagi f(x,) - Ax ifoda f(x) funksiya-
ning x, nuqtadagi differensiali deyiladi va df (x,) kabi belgilanadi:

df (xg) = f'(xp) - Ax.

Aytaylik, x € (a, b) nuqtada differensiallanuvchi f(x) funksiyaning
grafigi 6- chizmada tasvirlangan egri chizigni ifodalasin:



[image: image311.png]6- chizma.

DC

bo‘lib, DC =tga- AC = f'(x) - Ax bo‘ladi.

Demak, f(x) funksiyaning x nuqtadagi differensiali funksiya gra-
figiga (x, f(x)) nugtada o‘tkazilgan urinma orttirmasi DC ni ifodalar
ekan.

Faraz gilaylik, f(x) = x, xe R bo‘lsin. Bu funksiya differen-

siallanuvchi bo‘lib, df(x) = (x) - Ax = Ax, ya’ni dx = Ax bo‘ladi.
Demak, (a, b) da differensiallanuvchi f (x) funksiyaning differensialini

df (x) = f'(x)-dx
ko‘rinishda ifodalash mumkin.
Endi sodda funksiyalarning differensiallarini keltiramiz:

1. d(x*) = ox*tdx, (x>0).
2. d(@*)=a" -Ina-dx, (a>0, az1).

3. d(log, x) = %loga edx, (x>0, a>0, a%l).

4. d(sin x) = cos xdx.
5. d(cos x) = —sin xdx.

6. d(tgx) = dx, (x=Z+km, k=0,%L...).
cos” x 2

$+ A1



[image: image312.png]7. d(ctgx) =—— bdx, (x#km k=0,%1,..).
SIn© X

1
J1-x?
1

J1-x2

8. d(arcsin x) = dx, (-1<x<1).

9. d(arccosx) =— dx, (-1<x<]l).

1
l+x

10. d(arctgx) = dx.

2

1
I+x

11. d(arcctg x) = — dx.

2

12. d(sh x) = ch xdx.
13. d(ch x) = sh xdx.

1

ch? x

14. d(thx) = dx.

1
sh? x
2°. Funksiya differensialining sodda qoidalari. Faraz gilaylik, fx)
va g(x) funksiyalar (a, b) da berilgan bo‘lib, x € (a, b) nugtada
differensiallanuvchi bo‘lsin. U holda x € (a, b) da

1) d(c- f(x)) =cdf (x), ¢ =const;
2) d(f(x)+g(x)) = df (x) +dg(x);
3) d(f(x)g(x)) = g(x)df (x) + f(x)dg(x);

4) d(f(x) ): g(x)df(x)—f(x)dg(x) (g(x) * 0)

dx, (x#0).

15. d(cthx)=-

g(x) g (%)
bo‘ladi. Bu tasdiglardan birini, masalan 3- sini isbotlaymiz.
<« Ma’lumki,
d(f(x)g(x)) = (f(x)g(x))dx.
Agar
(f(x)g(x)) = f(x)g(x) + f(x)8'(x)
bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda quyidagi tenglikka kelamiz:



[image: image313.png]d(f(x)g(x) = (f(x)g(x) + f(x)g'(x))dx =

= g(x)["(x)dx + f(x)g'(x)dx = g(x)df (x) + f(x)dg(x). P

Faraz qgilaylik, y = f(x) funksiya X c R to‘plamda, g(y) funksiya
Y o {f(x): xe X} to‘plamda berilgan bo‘lib, /’(y) va g’(y) hosila-
larga ega bo‘lsin. U holda

d(g(f(x))) =g'(f(x))-df (x)

bo‘ladi.

<« Murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash goidasidan foyda-
lanib topamiz:

d(g(/(x)) =[g(/ (D] dx = g'(f (X)) f'(x)dx = g'(f (x)) - df (x) . B

1- misol. Ta’rifdan foydalanib, ushbu f(x) = x — 3x? funksiyaning

X, = 2 nuqtadagi differensiali topilsin.
<« Bu funksiyaning x; = 2 nuqtadagi orttirmasini topamiz:

A2 =fQR+M) - f(2)=2+Ax-32+Ax)> -2 +12 =
=—11-Ax - 3Ax? = -11- Ax +(-3Ax) - Ax.

Demak, df (2) = -11-dx. »

3°. Funksiya differensiali va taqribiy formulalar. Funksiya differen-
siali yordamida tagribiy formulalar yuzaga keladi.

Aytaylik, f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, x; € (a, b)
nuqtada chekli f”(x;) hosilaga (f"(x;) # 0) ega bo‘lsin. U holda
Ax—0 da

Af (%) = f'(x5) - Ax + 0(Ax)
bo‘ladi.

Ayni paytda, f(x) funksiya x, nuqtada differensiallanuvchi bo‘lib,
uning differensiali

df (xg) = f'(xp) - Ax
bo‘ladi. Ravshanki, '

Af(xo) - df(xo) = 0(Ax)
bo‘lib, Ax — 0 da

Af (xg)-df (xg) 5 0
Ax




[image: image314.png]ga ega bo‘lamiz. Natijada
Af (xg) = df (X)) 5
ya'ni
\AHo+>.xVR\AXoV+\AXOV.B Cv

tagribiy formula hosil bo‘ladi. (1) formula x; € (a, b) nugtada diffe-
rensiallanuvchi f(x) funksiyaning x, nuqtadagi orttirmasi Af(x,) ni
uning shu nuqtadagi differensiali df (x,) bilan almashtirish mumkin-
ligini ko‘rsatadi. Bu almashtirishning mohiyati funksiya orttirmasi
argument orttirmasining, umuman aytganda, murakkab funksiyasi
bo‘lgan holda, funksiya differensiali argument orttirmasining chiziqgli
funksiyasi bo‘lishidadir.

(1) formulada Ax =X = Xg deyilsa, unda

F(x) = f(x)+ [ (x)(x = Xp) Q)

bo‘ladi.
2- misol. Ushbu sin 29° migdor taqribiy hisoblansin.

4 Agar f(x)=sinx, X = 30° deyilsa, unda (2) formulaga ko‘ra

H o __ i o o o o 2n _ /\w 2n _
sin 29° = sin 30° + cos 30° - (29° - 30°) umonvlo,mlw.wm%zokmhw
bo‘ladi. P .

Ma’lumki, x, € (a, b) nugtada differensiallanuvchi f (x) funksiya
grafigiga (xy, f(x) nuqtada o‘tkazilgan urinmaning tenglamasi quyi-

dagi ko‘rinishda yoziladi:

Y= Fxg)+ f (X)X = %)

Demak, (2) tagribiy formula geometrik nuqtayi nazardan, f (x) funksiya
ifodalagan egri chizigni X, nugtaning yetarli kichik atrofida shu funksiya
grafigiga (X, /(X)) nuqtada o‘tkazilgan urinma bilan almashtirish
mumkinligini bildiradi.
(2) formulada x, = 0 deyilsa, u ushbu
f(x) = f(0)+ f'(0)x 3

ko‘rinishga keladi.

£ () funksiya sifatida (1+x)*, Jl+x, €, In(1+ x), sinx, tgx
funksiyalarni olib, ularga (3) formulani go‘llash natijasida quyidagi
taqribiy formulalar hosil bo‘ladi:



[image: image315.png](1+x)* =1 +ox, In(1+ x) = x,

,\anTr‘_,x, sinx = Xx,

X =1+x, | tgx =~ x.
Mashglar

1. Aytaylik, v va v lar differensiallanuvchi funksiyalar bo‘lib,
ularning differensiallari du va dv bo‘lsin. U holda ushbu

y = arctg “yinNu? +0?
v
funksiyaning differensiali topilsin.
2. Ushbu

1
xarctg- , agar x #0 bo'lsa,
f(x)= x

0, agar x =0 bo‘lsa
funksiya x, = 0 nugtada differensiallanuvchi bo‘ladimi?

3. Ushbu J1,2, 1,02, 1,002
miqdorlarning taqribiy giymati topilsin.

23- ma’ruza
Funksiyaning yuqori tartibli hosila va differensiallari

1°. Funksiyaning yuqori tartibli hosilalari. Faraz qilaylik, f(x)
funksiya (@, b) da berilgan bo‘lib, ¥x e (a, b) da f’(x) hosilaga ega
bo‘lsin. Bu f’(x) funksiyani g(x) orqali belgilaymiz:

g(x) = f'(x), (xe(a,b)).

1- ta’rif. Agar x, e (a, b) nuqtada g(x) funksiva g'(x,) hosilaga

ega bo‘lsa, bu hosila f(x) funksiyaning x, nugtadagi ikkinchi tartibli

hosilasi deviladi va £ Cd (X)) :
osilasi deyiladi va f"(x,) yoki Tl kabi belgilanadi.

Xuddi shunga o‘xshash, f(x) ning 3- tartibli f7(x), 4- tartibli
f™(x) va h.k. tartibli hosilalari ta’riflanadi.

148



[image: image316.png]Umuman, f(x) funksiyaning n- tartibli hosilasi bo‘lgan f(x) ning
hosilasi f(x) funksiyaning (n+1)- tartibli hosilasi deyiladi:
S (x) = (£ () - |
Odatda, f(x) funksiyaning f”(x), f”’(x), ... hosilalari uning yugori
tartibli hosilalari deyiladi. Shuni ta’kidlash lozimki, f(x) funksiyaning
x e (a, b) da n- tartibli hosilasining mavjudligi bu funksiyaning shu
nuqta atrofida 1-, 2-, ..., (n—1)- tartibli hosilalari mavjudligini tagoza
etadi. Ammo bu hosilalarning mavjudligidan n- tartibli hosila mavjud-
ligi, umuman aytganda, kelib chiqavermaydi. Masalan,

_ xlx|
f(x)= =N
funksiyaning hosilasi f'(x) = | x| bo‘lib, bu funksiya x = 0 nuqtada

hosilaga ega emas, ya’ni berilgan funksiyaning x = 0 da birinchi
tartibli hosilasi mavjud, ikkinchi tartibli hosilasi esa mavjud emas.

1- misol. f(x) = a* bo'lsin, @ > 0, x € R. Bu funksiya uchun

(@) =a"Ina,
(@°) =(a* Ina) =a*(Ina)?,
umuman
(a*)" = a*(Ina)" (1)

bo‘ladi. (1) munosabatning o‘rinli bo‘lishi matematik induksiya usuli
bilan isbotlanadi.

2- misol. f(x) =sin x bo‘lsin. Bu funksiya uchun

(sin x)" = cos x = sin (x + —725),

(sin x)" = (cos x)" = —sin x = sin (x +2 g)

Umuman, (sin x)™ =sin (x +n g)

bo‘ladi. Shunga o‘xshash,

(cos x)™ = cos (x +n g)

bo‘ladi.



[image: image317.png]3-misol. f(x) = x* bo‘lsin, x > 0, a € R. Bu funksiya uchun

(x*) = ox®1,

(x*)” = (ax®") = (o = 1)x*?,

umuman,
(x*)" = oo -1)(o-2)..(ct—n+1)x*"
bo‘ladi.
Xususan, f(x) = ;](—, (x > 0) funksiya uchun
(1)‘” _(='n!
; - xn+1
bo‘lib, undan
n-1
(In x)m = D2 mD!
X

bo‘lishini topamiz.
Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a, b) da berilgan bo‘lib,
Vx e (a, b) da f™(x) va g ™(x) hosilalarga ega bo‘lsin. U holda:

D (c- f(x)" =c- fM(x), ¢ =const;
2) (f(x)2g(x)" = f(x) £ (x);

3 (J(x)- g(xN™ = Y. CEFD (%) 8P (x), @
k=0
(C,’f = f&’,’:@%’l—_"_ﬂl), FO%) = f(x)

bo‘ladi.
<« Bu tasdiglardan 3- sining isbotini keltiramiz. Ravshanki, » = 1 da

(2) munosabat o‘rinli bo‘ladi. Aytaylik, (2) munosabat n — 1 da
o‘rinli bo‘lsin:

n-1
(f(x)- gy =Y Ch R (x) g ().
k=0

Keyingi tenglikni hamda
Ck, +Ct] =CF



[image: image318.png]bo-lishini e’tiborga olib, topamiz:

/() g™ = (/) gD M £ g () | =

n-1

= § L (1 (087 () + S0 (087 (x)) = Cf (08" (1) +

k=0

n-1
+3(CE +Cip Y (x)g" ™ (x) + C f 7 () g(x) =
k=0

=3 CH/0 (0080 (x). B
k=0

Odatda, (2) Leybnits formulasi deyiladi.
4- misol. Ushbu

y = x* cos2x
funksiyaning n-tartibli hosilasi topilsin.
« Leybnits formulasida f(x) = cos2x, g(x)= x* deb olamiz.

Unda bu formulaga ko‘ra, ayni paytda g(x) = x? funksiya uchun
k > 2 bo‘lganda

g®(x)=(x*)® =0, (k>2)
bo‘lishini e’tiborga olib topamiz:

(x? c0s 2x)™ = COx%(cos 2x)™ +Ch(x?) - (cos 2x)"™) +
+C2 (x?)"(cos 2x)" ).
Ravshanki,
(cos2x)™ =2" cos Amx +n. WY

(cos2x)" ™ =2 cos wa +(n-=1) wv =2"1sin Amx + :wvv

(cos2x)"® =22 cos wa +(n=2) wv =-2""cos Amx + zwv
Demak,

(x% cos2x)™ =2" AxN -

n(n-1) T n . m
3 voowANx+=mv+m :meANu::mv. >



[image: image319.png]2°. Funksiyaning yuqori tartibli differensiallari. Faraz qilaylik,
f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, xe (a, b) nuqtada f”(x)
hosilaga ega bo‘lsin. Ravshanki, f(x) funksiyaning differensiali

df (x) = f'(x)dx 3)

bo‘lib, bunda dx = Ax — funksiya argumentining ixtiyoriy orttirmasi.

2-ta’rif. f(x) funksiyaning x e (a, b) nuqtadagi differensiali

df (x) ning differensiali f(x) funksiyaning x € (a, b) nuqtadagi ikkinchi
tartibli differensiali deyiladi va d *f(x) kabi belgilanadi:

d’f(x) = d(df (x)).

Xuddi shunga o‘xshash, f(x) funksiyaning uchinchi d3f(x),
to‘rtinchi d %f(x) va h.k. tartibdagi differensiallari ta’riflanadi.

Umuman, f(x) funksiyaning »- tartibli differensiali d%f(x) ning
differensiali f(x) funksiyaning (n+1)- tartibli differensiali deyiladi:

d™ f(x)=d(d"f(x)).
5- misol. Ushbu

S(x)=xe™
funksivaning ikkinchi tartibli differensiali topilsin.
<« Berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli differensialini ta’rifiga
ko‘ra topamiz:
d’ f(x) = d(df (x)) = d(d(xe ™)) = d(xde™™ + e *dx) =
=d(-xe “dx+ e dx) = -d(xe*)dx+(de ™ )dx =
= —(xde ™ + e *dx)dx — e * (dx)?* =
=x-e ™ (dx)’ - e (dx) — e * (dx)? = (x-2)e " (dx)?. >
Differensiallash qoidasidan foydalanib topamiz:
d* f(x) = d(df (x)) = d(f(x)dx) = dx - d(f'(x)) =
=dx- f"(x)dx = f7(x)(dx)?,
&£ (x) = d(d £(x)) = f7(x)(dx)?, @

d"f(x) = [ (x)(dx)".



[image: image320.png]Masalan, yuqgorida keltirilgan misol uchun
d*(xe ™) = (xe ¥ ) (dx)? = (e - xe™* Y (dx) =
=(e* -e* -xe’”* )dx)? = (x-2)e* (dx)?
bo‘ladi.

Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a, b) da berilgan bo‘lib,
Vx, € (a, b) nugtada n- tartibli differensiallarga ega bo‘lsin. U holda:

) d"(c- f(x))=c-d"f(x), c¢=const;

2)d"(f(x)tg(x) =d"f(x) d"g(x);

3) d"(f(x)- g(x)) = d"f(x)- g(x) + C,d"" f(x)- dg(x) +

to 4 CRA"E f(x) - d*g(x) +... + f(x)-d"g(x)

bo‘ladi.

Bu munosabatlarning 1- va 2- larining isboti ravshan. 3- muno-
sabatni isbotlashda (2) formuladan foydalaniladi.

3°. Differensial shaklining invariantligi. Aytaylik, y = f(x) funksiya

(a, b) da differensiallanuvchi bo‘lib, x o‘zgaruvchi o‘z navbatida
biror t o‘zgaruvchining [o, B] da differensiallanuvchi funksiyasi bo‘lsin:

x=¢(t) (tela,Bl, x=q¢()ela, b).
Natijada .
y = f(x) = f(9t))
bo‘ladi. Bu funksiyaning differensiali
dy = (f(e(0)Ydr = f/(o(1)) - ¢'(1)dt = f(e(1)) - do(t) = f'(x)dx

bo‘lib, u (3) ko‘rinishga ega bo‘ladi. Shunday qilib, y = f(x)
funksiyada x o‘zgaruvchi erkli bo‘lgan holda ham, u biror ¢ o‘z-
garuvchiga bog‘liq bo‘lgan holda ham y = f(x) funksiya differen-
sialining ko‘rinishi bir xil bo‘ladi. Odatda, bu xususiyat differensial
shaklining invariantligi deyiladi.

y = f(o(#)) funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali quyidagicha
bo‘ladi:

d*y = d(df) = d(f'(x)dx) = df (x)- dx + f'(x) - d(dx) =
= [7(x)- (@dx) + f'(x)d’x.



[image: image321.png]Bu munosabatni (4) munosabat bilan solishtirib ikkinchi tartibli
differensiallarda differensial shaklining invariantligi xossasi o‘rinli emas-
ligini topamiz.

Mashglar

1. Ushbu f(x)=|xP
funksiya x = 0 nugtada uchinchi tartibdagi hosilaga ega bo‘ladimi?
2. Ushbu f(x)=(x-1)sin xsin(x - 1)

funksiyaning n- tartibli hosilasi topilsin (n > 2).
3. Agar y = f(x) funksiya n- tartibli hosilaga ega bo‘lsa,

d" f(ax +b) = a" £ (ax + b) - (dx)"
bo‘lishi isbotlansin.

24- ma’ruza
Teylor formulasi

1°. Ko‘phad uchun Teylor formulasi. Ushbu
P(x)=by+b(x—x)+b(x=x) +..+ b (x-x)" (1)
funksiyani (n- darajali ko‘phadni) qaraylik, bunda x,e R va

by, by, ..., b, — haqiqiy sonlar. Bu 4y, b, ..., b, lar quyidagicha ham
aniglanishi mumkin.
(1) tenglikda x = x, deyilsa,

b(, = P(XO)
bo‘ladi. P(x) funksiyani differensiallab,

P(x)=1-B +2-by (X =x) 4.t 1o b(x = 3"
va bu tenglikda x = x, deb

_ P'(x)
1!
bolishini topamiz.
P(x) funksiyani ikki marta differensiallab

P (xy=2-1-b, +...+n(n-1)-b,(x - x,)">
va bu tenglikda x = x, deb topamiz:



[image: image322.png]P(Xo).

b2 =
Bu jarayonni davom ettira bonb, Vk 20 da
plk )( Xg)
be=—%

bo‘lishini topamiz.
Natijada P(x) ko‘phad quyidagi ko‘rinishga keladi:

P(x) -P(x0)+P(x°)(x x0)+P';’!‘°)(x —xg) Aot
pm "
+ (XO)(x—xo) . Q)

n!

Demak, P(x) ko‘phad o‘zining hamda hosilalarining biror nugta-
sidagi giymati bilan to‘liq aniglanar ekan. (2) formula P(x) ko ‘phad
uchun Teylor formulasi deyiladi.

2°, Ixtiyoriy funksiyaning Teylor formulasi va uning qoldiq hadlari.
Faraz qilaylik, f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, x, € (a, b)
bo‘lsin. Bu funksiya x, nuqgtaning

Us(xg) = (xg =8, x5 +8) < (a,b), §>0

atrofida f'(x), f*(x), ..., f™(x), £V (x) hosilalarga ega bo‘lsin.
Funksiya hosilalaridan foydalanib, ushbu

B(f:0) = [(x0) + 40 x xo)+f§"°)(x x) +
f‘”’(xo)

o (x-x)

ko‘phadni tuzamiz.
Agar f(x) funksiya n- darajali ko‘phad bo‘lsa, ravshanki,

f(x)=PF,(f;x)
bo‘ladi.

Agar f(x) funksiya ko‘phad bo‘lmasa,

f(x)# P,(f;x)
bo‘lib, ular orasidagi farq yuzaga keladi. Uni R (x) orgali belgilaymiz:

R,(x) = f(x)- P, (f;x).



[image: image323.png]Natijada ushbu
S(x)=P,(f;x)+ R, (x),

ya’'ni

n)
60 =700+ 789 (x - .+ L2000 (x4 R () (3)

formulaga kelamiz. Bu (3) formula f(x) funksiyaning Teylor formulasi
deyiladi. (3) formuladagi R (x) esa Teylor formulasining qoldiq hadi
deyiladi.

Endi goldiq had R,(x) ni aniglaymiz. x, nuqtaning Us(x,) atro-
fidagi x ni tayinlab, ushbu

(M (¢

FO = f0)-f0- L0 -0 -LOc-n? 44

funksiyani [xo,x] < Us(xy) (voki [x,%] < U;(x,)) da qaraymiz.
Bu funksiya [x,, x] segmentda uzluksiz bo‘lib, (x,, x) da hosilaga
ega bo‘ladi:

FO =701 =0-r0 ][R0 -0 L x-1)] .-

(n+l)
Demak, F(n=-T""D-ny.

Endi [x,, x] da uzluksiz, (x,, x) da chekli (nolga teng bo‘lmagan)
hosilaga ega ®(x) funksiyani olib, F(x) va ®(x) funksiyalarga [x, x,]
da Koshi teoremasini qo‘llaymiz. Natijada quyidagi

F(x)-F(x%) _ F(c)
®(x)-0(xy) @'(c) @

tenglikka kelamiz, bunda ¢ = x, + 6(x - x3), (0<0<1) .
Ravshanki,

F(x)=0, F(x)=R,(x), F(0)=-L"0 O (x gy,

n!



[image: image324.png]Unda (4) tenglikdan

D(x)-P(x) SV (c) n
R0 = =00 i (x=0) ©)

bo‘lishini topamiz.
a) Koshi ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi.

Aytaylik, ®(f) =x -t bo‘lsin. Unda
D(x) =0, ®(x))=x-x5, ®(c)=-1
bo‘lib, (5) tenglik quyidagi

f("+l)(c) —(X—x()) n
R (x) = . X - =
n( ) P (n 1)( C)" ( C)

_ f(n+l) (C)

py [x-x —8(x-x)I" (x-x) =

(n+1)
- f (c) (X - X, )n+l (1 _ B)n

n!

ko‘rinishga keladi. Bu holda

£ = flrg) + 50 (o xp) + (X —xg)? 4.+

fT(xg)
21

(n) (n+1)
f n('XO) (x xO) + f_ ( )(x xo)m—l(l e)n

formula hosil bo‘lib, uni f(x) funksiyanmg Koshi ko rinishidagi qoldiq
hadli Teylor formulasi deyiladi.
b) Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi.

Aytaylik, ®(¢) = (x — )" bo‘lsin. Unda
D(x) =0, O(x5) = (x-x)"",
Q'(c) =—(n+1)(x-c)", (c=xy+6(x—xp))
bo‘lib, (5) tenglik quyidagi

Sy ~(x=xp)! n_ SV e
By (x) = ~(n+1)(x—c)" e =T (o x)

ko‘rinishga keladi. Bu holda




[image: image325.png]£ = F00)+ T30 i)+ 00 (x )7

(n+l)
X /(x_xo)n f ()(X xo)n+1’ (6)
(c—x0+9 (x-x), 0<6<1)

formula hosil bo‘lib, uni f(x) funksiyaning Lagranj ko ‘rinishidagi
qoldiq hadli Teylor formulasi deyiladi.
d) Peano ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi.
Yugqoridagi (6) formuladan foydalanib topamiz:

£ = £ )+ T80 () + U0 () 44

f‘" D (xp) w1 Se)
(n-1)! (=)™ + n!

(c=x+08(x-xp), 0<O<1).

(x-xy)",

S®(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz. Demak, x — x, da ¢ — x,
bo‘lib,
S () = 7 (xp) -

Shuni ¢e’tiborga olib, x — x, da

£ (c) n S (xp)
ol (x-xp)" = o

bo‘lishini topamiz. Natijada ushbu

£ = £0) + T80 (0 -xp) +
+ f(n)(xo)

n!

formula hosil bo‘ladi. Bu formula f(x) funksiyaning Peano ko ‘ri-
nishidagi qoldlq hadli Teylor formulasi deyiladi.

3°. Ba’zi funksiyalarning Teylor formulalari. f(x) funksiyaning
Peano ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasini olamiz:

Fx) = f ) + T80 () 4 L00)

!
+ f(")(xo)
n!

(x = x)" +0((x - xg)")

/(%)
2

20X —xg)? o+

(x=x)" +o((x - x)"), (X = xp)

(x—x0)% +... +

(x=%)" +0o((x - x)"), (x = xp).



[image: image326.png]Bu tenglikda x, = 0 deb, ushbu

(n)
f(x)= f(0)+L0)x+f2('0)x2 +.. +—f——n,i(&x" +o(x"), (x=0) (7)
formulaga kelamiz. (7) formula f(x) funksiyaning Makloren formulasi-

deyiladi.

1) f(x) =€ bo'lsin. Bu funksiya uchun f(0)=1, £ (0)=1
bo‘lib,

2 3 o
X _ X X n
e —1+x+2!+3!+..+n!+0(x ), x>0

bo‘ladi.
2) f(x)=(1+x)*, ae R bo‘lsin. Bu funksiya uchun
fO) =1, f™M0)=o(a—-1)..(c—n+1)

bo‘lib,
A+ x) =3 HoDatacktl) ko oony g
k=0 k!

bo‘ladi. Xususan,

R 3 x* +o0(x™), x>0

1-x o

1 c k k

— =) (-D*x" +o(x"), x 50

1+x pr

bo‘ladi.
3) f(x) =1In(l+x) bo‘lsin. Bu funksiya uchun
f(0)=0, fP0)=(-D"(k-1)!

” k Lk
bo‘lib, In(1+x) =Y X
k=1

+o(x"), x>0
bo‘ladi.

Shuningdek, In(l-x) = —zn: % +o(x"), x -0
bo‘ladi.



[image: image327.png]4) f(x)=sinx bo‘lsin. Bu funksiya uchun f(0)=0,
£ (0) = (=1)* bo'lib,
n 2k+1
sinx = Z(—l)" (M;_(?T)_' +o(x*"?), x50
bo‘ladi.
5) f(x) = cos x bo‘lsin. Bu funksiya uchun £(0)=1, f®¥ (0) = (-1)¥
bo‘lib,

cos x = 2( 1k (’z‘k),w(xz"*‘), x -0

bo‘ladi.

Misol. Ushbu f(x)= Tﬁ
X

funksiyaning Teylor (Makloren) formulasi yozilsin.
<« Bu funksiyani quyidagicha

f(Y\ - 1 - - ,,41,_ .

3x+2 2(1+%x)
. _
yozib, so‘ng i%&? = Z(—l)k x* +o(x"), x>0

bo‘lishidan foydalanib tz)pamiz:

3/(
Kfi—z( l)kzklx +o(x"), x->0.»

Mashglar

1. Asimptotik formulalardan foydalanib, ushbu

x2

e 2 -Cos X
lim — 3
x=0  x7sinx

limit hisoblansin.
2. Ushbu f(_x) = ex2
funksiyaning Teylor (Makloren) formulasi yozilsin.

1t &~



[image: image328.png]6-BOB

FUNKSIYA HOSILALARINING BA’ZI BIR
TATBIQLARI

i
25- ma’ruza
Funksiyaning monotonligi. Funksiyaning ekstremumlari

1°. Funksiyaning monotonligi. Faraz qilaylik, f(x) funksiya
(@, b) da (— < a < b < +o0) berilgan bo‘Isin.

Ma’lumki, Vxi, x; € (a,b) uchun x <x = f(x) < fxy)
(f(x) < f(x;)) bo‘lsa, f(x) funksiya (a, b) da o‘suvchi (qat’iy o‘suv-
chi), vx;, x, € (a, b) uchun X <X, = f(xq)21(x), (f(x) > f(x))
bo‘lsa, f(x) funksiya (a, b) da kamayuvchi (qat’iy kamayuvchi) de-
yiladi.

1- teorema. Aytaylik, f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib,
Vx € (a, b) da f’(x) hosilaga ega bo‘Isin.

S (x) funksiyaning (a, ) da o‘suvchi bo‘lishi uchun Vx e (a, b) da

f(x)=20

bo‘lishi zarur va yetarli.

« Zarurligi. f(x) funksiya (a, b) da o‘suvchi bo‘lsin. Unda Ax > 0
bo‘lganda '

f(x+8%) = f(x)20
bo‘ladi. Hosila ta’rifidan foydalnib topamiz:
F(0) = (x40) = fim TEEID 5

Yetarliligi. Aytaylik, Vx € (a, b) da f'(x) mavjud bo‘lib, f'(x) > 0
bo‘lsin. [x;, x,] da (x,, X, € (a, b), x; <x,) f(x) funksiyaga Lagranj
teoremasini qo‘llab topamiz;

f5) = f(q) = £€)-(x, - x,) 2 0.

Demak, x; <x; = f(x) < f(x,), f(x) — o‘suvchi. P

Xuddi shunga o‘xshash, quyidagi teorema isbotlanadi.

2- teorema. Faraz qilaylik, f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib,
Vx e (a, b) da f’(x) hosilaga ega bo‘lsin. f(x) funksiya (a, b) da



[image: image329.png]kamayuvchi bo‘lishi uchun vx e (a, ) da

fx)<0
bo‘lishi zarur va yetarli.

Shuningdek, quyidagi teoremalarni isbotlash giyin emas.

3- teorema. f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, Vx e (a, b) da
S'(x) hosilaga ega bolsin. f(x) funksiyaning (a, b) da qat’iy o‘suvchi
bo‘lishi uchun

1) Vxe (a, b) da f(x) > 0;

2) Vxe (a,B) da f/(x) = 0 tenglik bajariladigan (o,p) c (a,b)
intervalning mavjud bo‘lmaslik shartlarining bajarilishi zarur va yetarli.

4- teorema. f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, Vxe (a, b)
da f’(x) hosilaga ega bo‘lsin. f(x) funksiyaning (a, b) da gat’iy
kamayuvchi bo‘lishi uchun

1) Vxe (a, b) da f'(x) <0;

2) Vxe (a,B) da f/(x) = 0 tenglik bajariladigan (a,B) < (a, b)
intervalning mavjud bo‘Imaslik shartlarining bajarilishi zarur va yetarli.

Demak, (a, b) da

F(x)20= f(x) o'suvchi = f'(x) >0,

F(x) <0 = f(x) kamayuvchi = f'(x) < 0,

f(x)>0 = f(x) qat’iy o‘suvchi = f(x) =0,

f'(x) <0 = f(x) qat’iy kamayuvchi = f(x)<0
bo‘ladi.

1- misol. Ushbu

2
f(x)= >

funksiyaning o‘suvchi, kamayuvchi bo‘lish oraliglari topilsin.
<« Ravshanki,

f(x)=x-2%2-xIn2)
bo‘ladi. Ushbu f(x)>0, x-27"(2-xIn2) >0 tengsizlik

2
X € Ao“ !v da orinli bo‘ladi. Demak, f(x) funksiya x e Ao, %

In2 v da

o‘suvchi, (e, 0) U A%u + Sv da kamayuvchi bo‘ladi. »



[image: image330.png]2°. Funksiyaning ekstremumlari. Faraz qilaylik, f(x) funksiya
X < R to‘plamda berilgan bo‘lib, x; € X bo‘lsin.

I-ta’rif. Agar shunday & > 0 son topilsaki, Vxe Us(xy) =
=(xg -8, x+8)c X nugtalarda

f(x) € f(x)) (f(x)2f(x))
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya x, nuqtada maksimumga (mini-
mumga) erishadi deyiladi, x, nuqtaga esa f (x) funksiyaning maksimum
(minimum) nugqtasi deyiladi.
2- ta’rif. Agar shunday & > 0 son topilsaki, Vxe Us(x0)\ {xp}
(Us(x,)  X) nuqtalarda

fF(x) < f(x) (f(x)> f(x0))

tengsizlik bajarilsa, f (x) funksiya x, nugtada qat’iy maksimumga (qat’iy
minimumga) erishadi deyiladi,

Funksiyaning maksimum hamda minimumi umumiy nom bilan
uning ekstremumlari, maksimum hamda minimum nugqtalari esa uning
ekstremum nugtalari deyiladi.

5- teorema. Faraz gilaylik, f(x) funksiya X c Rto‘plamda berilgan
bo‘lib, x, € X nuqtada ekstremumga erishsin.

Agar f(x) funksiya x, nuqtada f’(x,) hosilaga ega bo‘lsa, u holda

fx) =0
bo‘ladi.

« Aytaylik, f(x) funksiya x, nuqtada maksimumga erishib, shu
nugtada hosilaga ega bo‘lsin. U holda

38 >0: Vxe Us(xy) c X da f(x)< f(xg)
bo‘ladi.

(xg — 8, xo +98) intervalda f(x) funksiyaga Ferma teoremasini
go‘llab topamiz:

Flo)=0.»

3- ta’rif. Funksiya hosilasini nolga aylantiradigan nugta uning
stansionar (kritik) nuqtasi deyiladi.

Eslatma. Agarf(x) funksiya biror nugtada ekstremumga erishsa,
u shu nugtada hosilaga ega bo‘lishi shart emas.

Masalan, f(x) = |x| funksiya x, = 0 nugtada minimumga erishadi,
biroq u shu nugtada hosilaga ega emas.



[image: image331.png]Demak, f(x) funksiyaning ekstremum nuqtalari uning statsionar
hamda hosilasi mavjud bo‘lmagan nugtalari bo‘lishi mumkin.
4- ta’rif. Agar shunday 3 > 0 son topilsaki,
Vxe (x, -9, %) da g(x)>0 yoki
Vxe(x,-93,%x) da g(x)<0
bo‘lsa, g(x) funksiya x, nugtaning chap tomonida ishora saqlaydi
deyiladi.
Agar shunday 8 > 0 son topilsaki,
Vx e (xq, X, +9) da g(x)>0 yoki
Vx e (x5, X +3) da g(x)<0
bo‘lsa, g(x) funksiya x, nuqgtaning o‘ng tomonida ishora saqlaydi
deyiladi.
6- teorema. Aytaylik, f(x) funksiya X< R to‘plamda berilgan
bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:
1) 38 >0, Vxe Us(xy) c X da f'(x) hosila mavjud;
2) /() = 0 ;
3) f’(x,) hosila x, nugtaning o‘ng va chap tomonlarida ishora
saglasin.
Agar f'(x) hosila x, nugtani o‘tishda ishorasini o‘zgartirsa, f(x)
funksiya x, nuqgtada ekstremumga erishadi.
Agar f’(x,) hosila x, nugtani o‘tishda ishorasini o‘zgartirmasa,
f(x) funksiya x, nuqtada ekstremumga erishmaydi.
4 Aytaylik,
Vxe(x,-8,x) da f'(x)>0,

Vxe (xy, % +8) da f'(x)<0
bo‘lsin. U holda Vx e (xy - 3, x5), f'(x)>0 = f(x) o‘suvchi, ya'ni
F(x)< f(xy), Vxe (X, %y +8), f(x)<0= f(x) kamayuvchi,

va’ni f(x) < f(x,), bo'lib, Vx e (x5 -8, %) +8) da f(x)< flxy)

bo‘ladi. Demak, bu holda f(x) funksiya x, nuqtada maksimumga
erishadi.
Aytaylik,

Vxe (xy-98,x) da f'(x)<0,
Vx e (x5, o +8) da f'(x)>0



[image: image332.png]bo‘lsin. U holda Vx e (x; -8, %)), f(x)<0= f(x) kamayuvchi, ya'ni
F(x) > f(xy), Vxe (x9,% +8), f(x)>0= f(x) o‘suvchi, ya’'ni

f(x)> f(xy) bo'lib, Vx e (x3 =8, xo +8) da f(x) > f(xy) bo‘ladi.
Demak, bu holda f(x) funksiya x, nuqtada minimumega erishadi.

Agar Vxe (x, -8, %) da f'(x)>0, Vxe(x,X +3)daf'(x)>0
yoki Vx e (xy -8, xy) da f'(x) <0, Vxe (xg, X +3) da f(x) <0
bo‘lsa, unda f(x) funksiya (x, -8, x, +8) da o‘suvchi yoki

(xy - 8, xo +8) da kamayuvchi bo‘lib, f(x) funksiya x, nuqtada
ekstremumga erishmaydi. »

7- teorema. f(x) funksiya Xc R to‘plamda berilgan bo‘lib,
quyidagi shartlarni bajarsin:

1) f(x)e C(X);

2)38>0, Vxe Us(xy)\ {xo} da f’(x) hosila mavjud va chekli;

3) £'(x) hosila x, nugtaning o‘ng va chap tomonlarida ishora saqlasin.

Agar f’(x) hosila x, nugtani o‘tishda ishorasini o‘zgartirsa, f(x)
funksiya x, nugtada ekstremumga erishadi.

Agar f’(x) hosila x, nuqtani o‘tishda ishorasini o zgartlrmasa
f(x) funksiya x, nuqtada ekstremumga erishmaydi.

Bu teorema yuqoridagi 6- teorema kabi isbotlanadi.

8- teorema. Faraz qgilaylik, f(x) funksiya X c R to‘plamda berilgan
vame N, m22, xye X bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1) 38 >0, Vxe Us(xy) = X da f(x) hosila mavjud;

2) £ (x,) hosila mavjud;

3) fl(x) =" (xp) =... = f(m-l)(xo) =0, [ (xy) #0.

U holda m = 2k, ke Nbo‘lganda f(x) funksiya x, nugtada ekstre-
mumga erishib, f(™ (x,) < 0 bo‘lganda x; nuqtada maksimumga,
£ (x,) > 0 da minimumga erishadi.

Agar m =2k +1, ke N bo‘lsa, f(x) funksiya x, nuqtada ekstre-

mumga erishmaydi.
<« f(x) funksiyaning x, nugtadagi Teylor formulasi

f(X)—Zf(n)(x")(x sl +o((x=x)"), x = %



[image: image333.png]ni olamiz. Bu formula teoremaning shartida ushbu

‘"”(w m
(X)) = fx)+ =0 (x = x)™ +o((x =x)™), x = x

ko‘rinishga keladi. Bundan] esa x # x, da

(m)
F) = fxg) = (x = x)" [f‘,ﬂ’ 2 x - xg
m (x-xq)
bo‘lishi kelib chigadi.
«o» ning ta’rifiga ko‘ra ’% |f(”‘)(x0)| >0 son uchun 33 > 0,

vx e Us(x) \ {xy} nuqtalarda

miqdorlar bir xil ishorali bo‘ladi. Bundan esa x € Ug(x) \ {x,} da

S (x) m
"'7“1",—0" (x-Xp)
ning ishorasi f(x) - f(x,) ayirmaning ishorasi bilan bir xil bo‘lishi
kelib chiqadi.
Agar m=2k, ke N bo‘lib, f"™(x,)>0 bo‘lsa, unda

F(X) = f(xg) >0, ya’ni f(x)> f(xy) bo‘ladi. f(x) funksiya x,
nuqgtada minimumga erishadi.
Agar m=2k ke N bo‘lib, f™(x,)<0 bo‘lsa, unda

J(X)= f(x) <0, ya’ni f(x)< f(xy) bo‘ladi. f(x) funksiya x,
nuqtada maksimumga erishadi.

Agar m =2k +1, ke N bo‘lsa, f(x)- f(x,) ayirma ishora saq-

lamaydi. Bu holda funksiya X, nugtada ekstremumga erishmaydi. »
Xususan, agar x, nuqta f(x) funksiyaning statsionar nuqtasi bo*-

lib, £(x) funksiya x, nugtada chekli f*"(x,) # 0 hosilaga ega bo‘lsa,

O~



[image: image334.png]shu nuqgtada f(x) funksiya f"(x,) <0 bo’lganda maksimumga,
f"(x) >0 da minimumga ega bo‘ladi.

2- misol. Ushbu
f(x)=2%/;c?—53/x_2+l
funksiya ekstremumga tekshirilsin.

« Bu funksiya R = (—; +) da aniglangan bo‘lib, u shu to‘p-
lamda uzluksiz. Uning hosilasini topamiz:

2 1

I B 2 -3 10(x-1)
0 =25x -5 2x0 = - M

Ravshanki, funksiyaning hosilasi x; = 1 nuqtada nolga aylanadi:

f’(1) =0; x, =0 nuqgtada esa funksiyaning hosilasi mavjud emas.

Hosila ifodasi (1) dan ko‘rinadiki, x = 1 nugtaning chap tomonidagi
nugtalarda f’(x) < 0, o‘ng tomonidagi nuqtalarda f'(x) > 0 bo‘ladi.
Demak, berilgan funksiya x=1 nuqtada minimumga erishadi va
min f(x) = f(1) = -2 bo‘ladi.

Yana hosila ifodasi (1) dan ko‘rinadiki, x = 0 nugtaning chap
tomonidagi nuqtalarda f’(x) >0, o‘ng tomonidagi nuqtalarda
f’(x) <0 bo‘ladi.

Demak, f(x) funksiya x = 0 nuqtada maksimumga erishadi va
max f(x) = f(0) =1 bo‘ladi. » ‘

Mashglar

1. f(x) funksiyaning hosilasi nolga teng bo‘lgan nugtada funksiya
ekstremumga erishishi shart emasligi isbotlansin.
2. Ushbu

1
f(x)=1e > agar x#0 bo'lsa,
0, agar x=0 bo‘lsa
funksiya ekstremumga tekshirilsin.

3. Aytaylik, f(x)e C|[a,b] bo‘lsin. Bu funksiyaning [a, b] dagi
eng katta va eng kichik giymatlari ganday topiladi?



[image: image335.png]26- ma’ruza
Funksiyaning qavariqligi, egilish nuqtalari va asimptotalari

1°. Funksiyaning qavarigligi va botiqligi. Faraz qilaylik, f(x)
funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, x,, x, € (a, b) uchun x, < x, bo‘lsin.
f(x) funksiya grafigining (x,, f(x;)), (x,, f(x;)) nuqgtalaridan

o‘tuvchi to‘g‘ri chizigni y = /(x) desak, u quyidagicha

fOq)+ 22 f(xy)

X)X x2-x]

XZ —-X

I(x) =

bo‘ladi.
I- ta’rif. Agar har qanday oraliq (x;, x,) < (a, b) da joylashgan
Vx e (x;, x) uchun
Fx) < Hx) (f(x) <l(x))
bo'lsa, f(x) funksiya (a, b) da botiq (qat’iy botiq) funksiya deyiladi.
2- ta’rif. Agar har qanday oraliq (x;, x,) < (a, b) da joylashgan
Vx € (x;, x,) uchun

f(x)21(x) (f(x)>I1(x))

bo‘lsa, f(x) funksiya (a, b) da gavariq (qat iy qavariq) funksiya deyiladi.
Botiq hamda qavariq funksiyalarning grafiklari 7- chizmada tas-
virlangan.

Aytaylik, o, 20, a, 20, a; +o, =1 bo‘lib, Vx;, x, € (a, b)

bo‘lsin. Funksiyaning botigligi hamda qavariqligini quyidagicha
ta’riflash ham mumkin.

Y, Y,

1)
f)

&) o

7- chizma.



[image: image336.png]3- ta’rif. Agar
flogx; +a%) < oy fi(x)) + 0 f(X),
(f (o) +opx) <oy f(x)+ o, (X))
bo‘lsa, f(x) funksiya (a, b) da botiq (qat’iy botiq) deyiladi.
4- ta’rif. Agar
floy x; +0y%) 2 04 £ (X)) + 0, f(X3),
(f (o2 +ayxy) >0 f(x) + o, f(x;))

bo‘lsa, f(x) funksiya (a, b) da qavarig (qat’iy qavariq) deyiladi.
I- misol. Ushbu

f(x)=x

funksiya R da qat’iy botiq funksiya bo‘ladi.

 3- ta’rifdan foydalanib topamiz:
oy +0yx,) = (0yx + 03X ) = (04X )2 + 200, + (0% ) <
< odx? + o0, (X + X )2 +03x2 = oy (0 + o)+ 0,x3 (0 +0y) =

= oy xt +oux} =0 f(x;) + 0, f(x;). P

1- teorema. Faraz gilaylik, f (x) funksiya (a, b) da berilgan bo'lib,
unda f’(x) hosilaga ega bo‘lsin. f(x) funksiyaning (a, b) da botiq
(gat’iy botiq) bo‘lishi uchun f’(x) ning (a, b) da o‘suvchi (qat’iy
o‘suvchi) bo‘lishi zarur va yetarli.

4 Zarurligi. f(x) funksiya (a, b) da botiq bo‘lsin. U holda

VX, X € (a,b), x <x, Vxe(x,x;) uchun

X3 -X XX
f(x) < Py fOq)+ o, f(x)
bo‘lib, undan \QMHM_C:V < \QMHMC@

bo‘lishi kelib chigadi ((x, — x;) = (x; —x) + (x ~ x;) deyildi). Ke-
yingi tengsizlikda x — x;, so‘'ng x — X, da limitga o‘tib,

() < fOg)-f(x)

X=X

Fly) = LS )

- Xy —X1



[image: image337.png]bo‘lishini topamiz. Undan f'(x;) € f'(x;) bo‘lishi kelib chiqadi.
Demak, f’(x) funksiya (a, b) da o‘suvchi.
f(x) funksiya (a, b) da gat’iy botiq bo‘lsin. U holda
f(O-f(x) S(xa)-f(x)
X—x; Xy—Xx
bo‘ladi. Lagranj teoremasiga muvofiq

Fx)-f{x) _ o )
l|mwx_1|\3v, X <q <x;

S (x)-f(x)

o =f(c;), x<¢y <X,

bo‘lib, undan f'(x;) < f'(x,) bo‘lishi kelib chigadi.
Yetarliligi. f'(x) funksiya (a, b) da o‘suvchi (qat’iy o‘suvchi)
bo‘lsin: Vx;, x, € (a, b), x; <x, da
o)< () flx)<fn).
Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz:

S)-f) fq), i <q<x

XX
Sa)= /) (6)), X< <X
Ravshanki, X, <¢q <X<¢ <X, =q <¢. Demak, f'(¢) < f(c)
(f'(¢;) < f'(c,)) bo‘lib, yugoridagi munosabatlardan
f)-fa) o fO)-S(x) ﬁ)xvc\?v < \ET\QVW

X—X] Xy —X X=X Xy —X

bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa f(x) funksiyaning (a, b) da botiq (qat’iy
botiq) ekanini bildiradi. »

Xuddi shunga o‘xshash, quyidagi teorema ham isbotlanadi.

2- teorema. f(x) funksiya (@, b) da berilgan bo‘lib, unda f'(x)
hosilaga ega bo‘lsin.

f(x) funksiyaning (a, b) da qavariq (qat’iy gavariq) bo‘lishi uchun
f Amo _H.:sm (a, b) da kamayuvchi (qat’iy kamayuvchi) bo‘lishi zarur va
yetarli.



[image: image338.png]Aytaylik, f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, u shu intervalda
f”(x) hosilaga ega bo‘lsin. Bundan tashqari, (a, b) intervalning har
ganday (o, B) ((o, B) < (a, b)) qismida f”(x) aynan nolga teng bo‘l-
masin. ‘

3- teorema. f(x) funksiya (a, b) intervalda botiq (gavariq) bo‘lishi
uchun (a, b) da

ff(x)20 (f(x)<0)
bo‘lishi zarur va yetarli.

Bu teoremaning isboti yuqoridagi hamda funksiyaning monotonligi
haqidagi teoremalardan kelib chigadi.

2- misol. Ushbu f(x)=Inx (x>0)

funksiya gavariq bo‘ladi.
<« Bu funksiya uchun

f’(x)=—xi2<o

bo‘ladi. 2- teoremaga ko‘ra berilgan f(x) = Inx funksiya (0, +) da
gat’iy gavariq bo‘ladi. »

2°. Funksiyaning egilish nuqtalari. Faraz qgilaylik, f(x) funksiya
X c R to‘plamda berilgan bo‘lib, x; € X, (x -8,x +8)c X, §>0
bo‘Isin. _

5-ta’rif. Agar f(x) funksiya (x, -3, x,) da botiq (qavariq),
(x9, X +8) da qavariq (botiq) bo‘lsa, x, nuqta f(x) funksiyaning
egilish nugtasi deyiladi.

Aytaylik, f(x) funksiya (x, -9, x4 +98) da f”(x) hosilaga ega
bo‘lsin. Agar Vxe (x; -8, x) da f'(x)20 (f"(x)<0);

Vxe (xg, X +8) da f(x)<0 (f(x)=0)
bo‘lsa, f7(x) funksiya x, nuqtada ekstremumga erishadi va f”(x) = 0
bo‘ladi. Demak, f(x) funksiya egilish nugtasida f”(x)=0 bo‘ladi.

3- misol. Ushbu f(x)=x*

funksiya x, = 0 nuqtada egiladi.
« Bu funksiya uchun

f7(x)=6x
bo‘lib,



[image: image339.png]Vxe (-8, 0) da f"(x)<0

vxe (0,9) da f"(x)>0, (6>0)
bo‘ladi. P ’
3°. Funksiya grafigining asimptotalari. Faraz gilaylik, f(x) funksiya
X c Rto‘plamda berilgan bo‘lib, x, nuqgta X to‘plamning limit nuqtasi
bo‘lsin.
6- ta’rif. Agar ushbu
lim f(x), lim f(x)

x> +0 x—xp -0

limitlardan biri yoki ikkalasi ham cheksiz bo‘lsa, x = x, to g ri chizig
f(x) funksiya grafigining vertikal asimptotasi deyiladi.

Masalan, f(x) = 1 funksiya grafigi uchun to‘g‘ri chiziq vertikal
X

asimptota bo‘ladi.
Aytaylik, f(x) funksiya (x;, +e=) da aniglangan bo‘lsin.
7- ta’rif. Agar shunday k va b sonlari topilsaki,

f(x)=kx+b+o(x) (x >+~ da ox)— 0)
bo‘lsa, y=kx+b to‘gri chizig f(x) funksiya grafigining og‘ma
asimptotasi deyiladi.
4- teorema. f(x) funksiya grafigi y = kx + b og‘ma asimptotaga

ega bo‘lishi uchun
im £~ k, lim (f(x) - kx) = b

X—yto0 X X400

bo‘lishi zarur va yetarli.

4 Zarurligi. y = kx + b to‘g‘ri chiziq f(x) funksiya grafigining
og‘ma asimptotasi bo‘lsin. Unda

f(x)=kx+b+a(x)

bo‘lib, x — 4+ da o(x) » 0 bo‘ladi. Bu tenglikni e’tiborga olib
topamiz:

lim f(x) - lim kx+b+ox = k:
X400 X X—>+oo X

lim (f(x) - kx) = lim (b + a(x)) = b.

X—>+4c0 X—+oo




[image: image340.png]Yetarliligi. Ushbu
lim 7% =k, lim (f(x) - kx) = b

X—+e X X~3+00

munosabatlar o‘rinli bo‘lsin. Bu munosabatlardan
(f(X)~kx)-b=0(x) o 0= f(x)=kx+b+a(x)
bo‘lishi kelib chigadi. »
3

4- misol. f(x) = funksiyaning og‘ma asimptotasi topilsin.

(x-1)?
« Bu funksiya uchun

k=tim £ < im X1,
X340 X x>+ (x-1)
3
b= lim (f(x) - kx) = lim( a ?—x)=z
X —3+oo X400 (x_l)

bo‘ladi. Demak, y = x + 2 to‘g‘ri chiziq berilgan funksiya grafigining
og‘ma asimptotasi bo‘ladi.>

Mashgqlar
1. Ushbu
-1
=B
XvX

funksiyaning botiq hamda qavariq bo‘ladigan oraliglari topilsin.
2. Ushbu

flx )_2x +)lc -2

funksiya grafigining og‘ma asimptotasi topilsin.
3. Ushbu

a) f(x)=x*¥e,
b) f(x) = x +2arcctg x,

d) f(x)=le* -1 funksiyalarni hosilalar yordamida to‘liq tekshi-
rilsin, grafiklari chizilsin.
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