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KIRISH

Uslubiy qo‘llanma “Variatsion hisob va optimallashtirish usullari
fanidan o‘qish jarayonining 7-8 semestrida ajratilgan soatlarda
o‘tiladigan amaliy mashgulot mavzularini gamrab olgan.

l-paragraf variatsion hisobning asosiy masalasida birinchi
variatsiyani tekshirishga bag‘ishlangan bo‘lib, bunda kuchli va kuchsiz
ekstremumning zaruriy shartlari, Eyler tenglamasi va uning xususiy
hollariga doir misollar qaraladi.

2-paragraf variatsion hisobning asosiy masalasida ikkinchi
variatsiyani tekshirishga bag‘ishlangan. Bunda ekstremumning zaruriy
shartlari, Lejandr sharti, Yakobi sharti va ekstremumning yetarli
shartlarini tekshirishga doir misollar garalgan.

3-paragraf  variatsion hisob asosiy masalasining ba’zi
umumlashmalariga bag‘ishlangan bo‘lib, unda  Eyler tenglamalari
sistemasi, Eyler — Puasson tenglamasi, Eyler - Ostrogradskiy tenglamasi
kabilarga doir misollar garalgan.

4-paragrafda optimal boshgaruv masalalari qaralgan. Bunda
Pontryagin-Gamilton funksiyasi, terminal boshqaruv masalasi uchun
Pontryaginning maksimum printsipiga doir misollar qaralgan.

Qo‘llanmaning har bir paragrafida mavzuga oid asosiy ta’rif va
xossalar (teoremalar) to‘la keltirilgan bo‘lib, amaliy mashg‘ulotda
bajariladigan ishning o‘zi uch gismdan iborat. Birinchi qismda mavzuga
oid nazariy savollar, ikkinchi qismda nazariy (muammoli) topshiriqlar,
uchinchi, oxirgi qismda esa, amaliy topshiriglar berilgan. Amaliy
topshiriqlar bir necha masalalardan iborat va ularning har biridan

bittadan namunaviy masala yechib ko‘rsatilgan.



1§. Variatsion hisobning asosiy masalasi. Birinchi variatsiyani
tekshirish.
1. Variatsion hisob va uning predmeti.

Funksionallar, odatda, cheksiz o‘lchovli funksional fazolarda
berilgan bo‘ladi. Ularning eng katta (maksimal) va eng kichik (minimal)
qiymatlarini topish haqidagi masalalar cheksiz olchovli ekstremal
masalalar bo‘lib, bunday masalalarni o‘rganish variatsion hisob
predmetini tashkil etadi.

XVII asrning oxiridan XX asr o‘rtalarigacha bo‘lgan davr klassik
variatsion hisobning paydo bo‘lishi va rivojlanishini 0oz ichiga oladi. Bu
davrda dastlabki ~ fundamental tadqiqotlar L.Eyler va J.Lagranj
tomonidan bajarildi. XVIII asrning oxirlarida Eyler, Lagranj va
Lejandrlar ilmiy tadqiqotlari natijasida variatsion hisob birinchi
variatsiyani tekshirish qismi bo‘yicha tugallangan shaklga ega bo‘ldi.

XIX asrda esa, avval ma’lum bo‘lgan variatsion masalalarni
umumlashtirish boshlandi va variatsion hisobning tadbiqglari bo‘yicha
natijalar olindi (M.I.Ostrogradskiy tomonidan 1834 yilda karrali
integralli variatsion masalalar uchun zaruriy shartlar olindi, variatsion
hisobning mexanikaga tatbiqlari garaldi).

XIX asrning ikkinchi yarmida funksionallar ekstremumlarining
yetarli shartlari olindi (K.Veyershtrass tomonidan, 1879 yilda).

XX asrda variatsion hisobning to‘gri usullari yuzaga keldi. Ular
variatsion masalalarni taqribiy yechish uchun, hamda ularda yechimning
mavjudligini isbotlash uchun juda muhimdir.

XX asrning boshlarida matematikada yangi yo‘nalish — funksional

analiz yuzaga keldi va aniq tabiatshunoslikning turli sohalarida,
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jumladan, kvant mexanikasida keng qo‘llanila boshlandi. Variatsion
hisob «chizigli bo‘lmagan» funksional analizning tarkibiy qismiga
aylandi.

XX asrnig ikkinchi yarmiga kelib optimal boshgaruvning
matematik nazariyasiga asos solinishi va uning jadal rivojlanishi
variatsion hisob taraqqiyotida yangi davrni boshlab berdi. Bu yangi
yo‘nalishda akademik L.S.Pontryaginning «maksimum prinsipi» va R.
Bellmanning dinamik programmalashtirish usuli asosiy natijalar
hisoblanadi.

1.  Variatsion hisob asosiy masalasining qo‘yilishi.

Quyidagilar berilgan bo‘lsin:

a) Q- R? dagi biror ochiq to‘plam (soha);

b) s={xy)eR?: (x,y,2)eQ}-Q to‘plamning R?ga proyeksiyasi;

V) Py(%,, Yo ) Pi(x,y,)-S to‘plamning belgilangan nugqtalari, x, <x,;

g) F(x,y,2): Q »R* —uzluksiz funksiya.

C'[x,,x,] fazoning

V = 1{y(x) € Clx0 %, ] ¥(%) = Yo ¥(%)= i (% Y(X), y' () € Q x & [x5, %]} (D

to‘plamida aniglangan
Iy)= [Flxy.y)ox 2

funksionalning ekstremumini topish masalasini garaymiz. Bu masalaga

variatsion hisobning asosiy masalasi deyiladi va u

)= ROy, y)dx - min(max), yx,)= Yoo %)=y, yX)eClxpx]  (3)

ko‘rinishda belgilanadi. (1) ko‘rinishdagi to‘plamga (3) masalaning joiz

funksiyalari  (chiziglari) to‘plami deyiladi. (3) masalada joiz

7



chiziglarning uchlari berilgan P, va P, nuqtalarda mahkamlangan, ya’ni
qo‘zg‘olmasdir.
Variatsion hisobning asosiy masalasi - chegaralari qo‘zg‘olmas eng

sodda variatsion masaladir.

2.  Variatsion hisob asosiy masalasi funksionalining birinchi
variatsiyasi.

Funksionalning birinchi variatsiyasi ta’rifini berishdan oldin
chizigli funksional tushunchasini eslatib o‘tamiz.

Agar biror chizigli W fazoda aniqlangan J/u/ funksional bir jinsli
va additiv bo‘lsa, ya’ni:

1) J[cul=cJ[u], YueW, c-ixtiyorly o‘zgarmas;

2) Ju, +u,]=I[u,]+I[u,], Yu,u, eW;
shartlar bajarilsa, J/u/~chiziqli funksional deyiladi. Masalan, agar p(x)

va g(x) lar [ xy,x,;] kesmada uzluksiz funksiyalar bo‘lsa,
Jlyl= f[p(x) y(x) +q(x)y'(x)]dx

tenglik bilan aniglanuvchi J/y/ funksional w=C' [x0,Xx;] da chizigli
funksional bo‘ladi.
1-ta’rif. Agar J/y/ funksional W chiziqli normalangan fazoda
berilgan bo‘lsa,
AJ =J[y+h]-J[y], hew
ayirmaga J/y/funksionalning orttirmasi deyiladi.
2-ta’rif. Agar W chizigli normalangan fazoda berilgan J/y/

funksionalning AJ orttirmasi uchun

J[y+h]-3[y]=LIy,h]+ Bly,h] 4)



yoyilma o‘rinli bo‘lib, bunda L[y,h]- h ga nisbatan chiziqli funksional,
ply.h] esa |n|—>0 da  plyh]/|h| >0 munosabatni qanoatlantirsa , J/y/
funksional yew nuqtada differensiallanuvchi, yoki birinchi variatsiyaga
ega deyiladi.

(4) yoyilmaning bosh qismidan iborat L/y,h]/ ga esa, J[y/
funksionalning birinchi variatsiyasi deyiladi va u 6J=6J[y,h] kabi
belgilanadi: 53 =53[y,h].

Keltirilgan ta’rif bo‘yicha variatsiyaga ega funksionallarga
adabiyotda Freshe ma’nosida (yoki kuchli ma’noda) differensiallanuvchi
funksionallar ham deyiladi.

3-ta’rif. J/y/ funksionalning yewnuqtada Lagran; bo‘yicha
birinchi variatsiyasi deb, ¢(a)=J[y+ah] funksiyaning «=0nuqtadagi
hosilasiga aytiladi:

da

J h
i [y+ah]

9J =¢'(0) =

a=0

Variatsion hisob asosiy masalasi uchun birinchi variatsiya

quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

9 =g/r) = [ F G,y (x)+ (), y()+ o ()

X

= J[F, (e, Y00,y GORX) + F, (x, y(x) y (O ()

Xo

a=0

3.  Variatsion hisob asosiy masalasida ekstremumning zaruriy
sharti.
Cheksiz o‘lchovli W fazoning biror V to‘plamida aniglangan .J/y/

funksional berilgan bo‘lsin.



4-ta’rif. Agar ixtiyoriy yeVv uchun J[y"1<J[y] (J[y']1=J[y]) tengsizlik
bajarilsa, y" eV nuqta J/y/funksionalning V to‘plamdagi global minimum
(maksimum) nuqtasi, J/y ] esa, funksionalning minimal (maksimal)
qiymati deyiladi:
Iy T=minJdyl -~ QlyT=maxJ[y]) .

Funksionalning minimum va maksimum nugqtalarini umumiy nom
bilan ekstremum nugqtalari deb ataymiz.

Masalan, W=(]0,1] fazoda aniglangan
1= J - y(oT e

funksionalning global minimum nugqtasi y*(x)=1, xe[01] funksiyadan
iborat, chunki
Jy]120=J[y’], VyeC[0].
Endi W — chiziqli normalangan fazo, J/y/ funksional v cw
to‘plamda aniglangan bo‘lsin, deb faraz qilamiz.
S-ta’rif. CJ/0,1] fazodan olingan ikkita y,=y,(x) va y,=y,(x)
funksiyalar orasidagi nolinchi tartibli masofa deb,
Ry (Y1 ) = max|y; (x) -y, ()|
tenglik bilan aniglanadigan p, songa aytiladi. Demak, ikkita funksiya
orasidagi nolinchi tartibli masofa — ular ayirmasining normasiga tengdir.
Nolinchi tartibli metrikaga asoslangan holda,
Vo(y®,€) ={y € C[01]: py (Yo, Y) < €}
tenglik bilan, markazi yoéC[O, 1] elementda bo‘lgan nolinchi tartibli &
atrofni qarash mumkin.
6-ta’rif.  Ikkita, y,=y;(x) va y,=y,(x) funksiyalar orasidagi
birinchi tartibli masofa deb, quyidagi
10



P, (Y, ¥2) = max|y, (x) - y, ()] + max|y, (x) -y, ()|

tenglik bilan aniqlanadigan r; songa aytiladi.
Birinchi tartibli masofa tushunchasi orqali birinchi tartibli & atrof
ushbu
Vi(y®, &) ={y € C[0]: p, (Yo, ¥) < £}
tenglik yordamida kiritiladi, bunda y’ — atrofning markazi.
7-ta’rif. y°=y°(x) — joiz funksiya bo‘lsin (y°eVv). Agar y° ning
shunday V,(y°,s) nolinchi tartibli ¢ — atrofi mavjud bo‘lib, shu atrofga

tegishli barcha y=y(x) joiz funksiyalar uchun

Iy l<alyl - Gly]=9ly)
munosabat bajarilsa, y°(x) funksiya (2) funksionalning kuchli lokal
minimum (maksimum) nuqtasi deyiladi.

8-ta’rif. Agar y°=y°(x) joiz funktsiyaning shunday V,(y°,¢)
birinchi tartibli ¢ - atrofi mavjud bo‘lsaki,

Iy’ l<aly]  (ly°lz3[y]) wyeVi(y’.e)nV munosabat bajarilsa,
y°(x) funksiya - (2) funksionalning kuchsiz lokal minimum (maksimum)
nugqtasi deyiladi.

(2) funktsionalning kuchli (kuchsiz) lokal ekstremum nugqtalariga
variatsion hisob asosiy masalasida kuchli (kuchsiz) ekstremallar ham
deyiladi.

Yuqorida  keltirilgan  ta’riflardan  funksionalning  global
ekstremumi uning lokal ekstremumi ham bo‘lishi kelib chigadi. Bu
tasdigning aksinchasi esa, o‘rinli emas.

Jy] funksionalning cheksiz o‘lchovli W fazoning V qism

to‘plamidagi minimumini (yoki maksimumini) topish haqidagi masala
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cheksiz o‘lchovli ekstremal masaladir. Bu masalani variatsion masala
dyb ataymiz va
J[y] > min (max), yeV
yoki
Jyl>extr,  yeV (5)

ko‘rinishda belgilaymiz.

Odatda V toplam funksiyalar (yoki ularning geometrik talqini
sifatida chiziqlar, sirtlar) to‘plamidan iborat bo‘ladi.

Shuning uchun, (5) ekstremal masalada V to‘plamning
elementlarini joiz funksiyalar (chiziqlar, sirtlar) deb ataymiz.

Chizigli normalangan W fazoning biror V to‘plamida aniqlangan
J[y] funksional berilgan bo‘lsin (V=W bo‘lishi ham mumkin). V —
chizigli qism fazo, yoki biror y,evuchun qurilgan M(y,)={he W:

y+he V} to'plam chiziqli qism fazodan iborat bo‘lsin.
Shu farazlarda (5) masalada ekstremumning birinchi tartibli
zarurly sharti quyidagi teoremada ifodalangan.

1-teorema. Agar y, eVnuqta J/y/ funksionalning lokal minimum

(maksimum) nugqtasi bo‘lsa, u holda shu nuqtada hisoblangan birinchi
variatsiya nolga teng bo‘ladi, ya’ni
& =0. (6)
Bu teoremaga ko‘ra, agar y,- variatsion hisobning asosiy

masalasida kuchsiz minimum nugqtasi bo‘lsa, u holda,

&(Yo:1) = [TF, (6 Y00, y* (I + F, (%, Y (9, Y OO k=0 (7)

Xo

ueCY[xy, %1 h(%,) =h(x,)=0
bo‘ladi.
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5. Eyler tenglamasi.
F(x,y,y) funksiyaning xususiy hosilalari uchun quyidagi

belgilashlardan foydalanamiz:

N

oF
F =—, , F,.=—,
OX Yooy Yooy

O°F . 0°F e _ O°F E O°F

ST aey Ty e Ty Ty
(7) dan quyidagi teorema kelib chiqadi.
2-teorema. F(x,y,y)eCY(Q) bo'lsin. Agar y°(x)eC¥[x,,x] joiz
funksiya (3) masalada kuchsiz ekstremal bo‘lsa, u
F(x.y, y')—%Fy(x,y,y'FO (8)
tenglamani qanoatlantiradi. (8) tenglamaga Eyler tenglamasi deyiladi.
F(x,y,y)eC®(Q) bo‘lganda, (8) differensial tenglama,
F.,Y'+F,y+F, —F, =0 9)
ko‘rinishni oladi.
O-ta’rif. Eyler tenglamasini qanoatlantiruvchi y=y(x) joiz
funksiyalarga (2) funksionalning joiz statsionar funksiyalari deyiladi.
6. Eyler tenglamasining xususiy hollari.
F(x,y,y)  Integrant, oz argumentlarining «to‘lig» funksiyasi
bo‘lmagan hollarda Eyler tenglamasini soddalashtirish yoki uning

birinchi integralini aniglash mumkin.

a) F funksiya fagat y' ga bohliq, ya’ni F=F(y) bo‘lsin. Bu holda
Eyler tenglamasi, %Fy.(y')=0, yoki F,.=0 ko‘rinishda bo‘ladi. Buyerdan
y'=0 yoki F,. =0 bo‘ladi. Agar y'=0 bo‘lsa, y=Cx+C, - ikki paramyetrli

to‘g'ri chiziqlar oilasiga ega bo‘lamiz. Agar F,.(y)=0 tenglama bir yoki

13



bir necha y=k, ildizga ega bo‘lsa, y=kx+C - bir parametrli to‘g'ri

chiziglar oilasiga ega bo‘lamiz. Shunday qilib, F =F(y) bo‘lganda, Eyler

tenglamasining yechimlari y = C,x+C, chiziqli funksiyalardan iboratdir.
b) F=F(xy), ya’ni F funksiya fagat x va y' ga bog'liq bo‘lsin. Bu

holda F, =0 bo‘ladi va Eyler tenglamasi %FV. =0 ko‘rinishni oladi. Bu

yerdan uning F (x,y)=C birinchi intyegraliga ega bo‘lamiz. Bu olingan
tenglama Eyler tenglamasiga teng kuchlidir. Uni y' ga nisbatan yechish
yoki biror parametr kiritish yo‘li bilan integrallash mumkin.

v) F funksiya faqat y va y' ga bog‘liq bo‘lsin: F =F(y,y'). Bu holda
Fec® deb faraz qilib, (9) Eyler tenglamasini yozamiz:
F,,y+F,.y-F,=0(F, =0). Agar bu tenglamaning ikkala tomonini y'ga

ko‘paytirsak, uni %(F—y' F,)=0 ko‘rinishda yozish mumkin. Natijada

Eyler tenglamasi,

F-yF,=C (10)
ko‘rinishdagi birinchi integralga ega bo‘ladi. Eyler tenglamasining har
ganday yechimi (10) tenglamani qanoatlantirishi ravshan. Aksincha,
agar (10) tenglama faqat chekli sondagi nuqtalarda hosilasi nolga teng
bo‘lgan y=y[x]eC®[x,,x,] yechimga ega bo‘lsa, bu yechim Eyler

tyenglamasini ham qanoatlantiradi. (10) tenglamani y' ga nisbatan

yechish yoki parametr kiritish yo‘li bilan integrallash mumkin.
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I1.Nazariy savollar.

. Funksionalning ta’rifi. Chiziqli funksional.

Funksional fazolar. Misollar.

Variatsion hisob asosiy masalasining qo‘yilishi.
Funksionalning birinchi variatsiyasi.
Funksionalning kuchli va kuchsiz ekstremallari.

Kuchsiz ekstremumning birinchi tartibli zaruriy sharti.

. Variatsion hisob asosiy masalasida kuchsiz ekstremumning

zaruriy sharti.

. Eyler tenglamasi.

. Byler tenglamasining xususiy hollari.

III. Amaliy topshiriglar.

1 — masala. Quyidagi funksionalning birinchi variatsiyasini toping.

[E—

: J(y)=i(y2—y’2+5yx2)dx 2. J(y)zjl(yz—4yy'+y'ze“)dx
3.3(y)= T(y'2 —4y? +3y'Sin)dx 4. J(y) = j(y2 +3y"? + yx*)dx

5. J(y):j(3y2+2yy’—y’zex)dx 6. J(y)=T(2y’2+y2+y'Sin3x)dx

7. J(y)=i(2y2—4y’2+yx4)dx 8. J(y)zjl(yz—5yy’—y’2e3*)dx

9. J(y) = T(y’2 +3y? +y'Sin2x)dx  10. J(y) = j(y2 +7y'? —2yx*)dx
11. J(y):j‘(y2+2yy’+5y'2ex)dx 12. J(y):]z(Zy’z—6y2—y'Sinx)dx

13. J(y)=f(y2+2y’2+3yx3)dx 14. J(y):j(5y2—3yy'+y'2e2X)dx

15



15. J(y) = j'(y’z —4y® +y'cos2x)dx  16. J(y) = I(Syz —y'2 +5yx*)dx

17. 3(y) = j(y2 +4yy' +3y%e™)dx 18, J(y) = j.(y’z +2y? -5y’ cos x)dx

2

19. J(y)=j(y2—2y’2+6yx2)dx 20. J(y):j(4y2+2yy'+ y'2e%)dx

21. J(y):j (y?-2y? +yx*)dx funksionalning birinchi variatsiyasini
toping.

Yechilishi: é:](y,h):I[Fyh(x)+Fy.h'(x)]dx birinchi variatsiyani topish

uchun integral ostidagi F=y*-2y°+yx’ funksiyaning F, va F, Xususly
hosilalarini topamiz. F,=2y+x*, F,=-4y' bo‘ladi. Natijada berilgan
funksionalning birinchi variatsiyasi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

A(y.h) = I[(Zy +X*)h(x) - 4y'h'(x)]dx .

2 — masala. Quyidagi variatsion hisob asosiy masalasida Eyler

tenglamasini tuzing.

1. J(y)= j(y'z —yy'+9y?)dx — min, y(0) =0, y(2) =1,y e C?[0;2]

2. 3(y)= jl(y'2 —9y? +2yx? Jdx — min; y(-1) = 0, y(1) =1y e C®[-11]
3. J(y) = j(y'3 —5yeX)dx — min; y(0) =0,y(1) =1,y € C?[0;1]

4. J(y)= j(y'2 +3yy' +4y?)dx — min, y(0) =0, y(2) =1, y € CP[0;2]
5. 300 = [l =y oy B i y(-1) =0.y() =1y < V-1
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6. J(y)= j(y'3 - yezx)dx — min; y(0) =0, y(1) =1,y e C®[071]

7. 3(y) = j(4y'2 +5yy’— y3)dx — min, y(0) =0, y(2) =1, y € CP[0;2]

8. J(y) = f[(y’2 —4y? +3yx2)dx — min; y(-1) =0,y1) =1,y e C¥[-11]

9. J(y)= .l[(y’3 + 6yex)dx — min; y(0) =0, y(1) =1,y e C®[01]

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

J(y) = j(y’2 —2yy'—4y?)dx — min, y(0) =0, y(2) =1,y e C®[0;2]
309)= [y +2y? + 3y x> i y () =0,y =Ly € C¥-11]
I(y) = j(y'3 +3ye? Jdx — min; y(0) =0, y(1) =1,y e C”[01]

J(y) = i(y'z —3yy’+8y*)dx — min, y(0) =0, y(2) =1,y e C®[0;2]
I(y) = Jl'(y’z —6y? + yx? Jdx — min; y(-1) =0, y(1) =1,y € CO[- 1]
J(y) = j(y's —4ye” + x)dx — min; y(0) =0,y() =1,y e C®[01]

J(y) = j(y’2 +4yy' — y?)dx — min, y(0) =0, y(2) =1,y e C®[0;2]
J(y) = jl(y'z +y? —4yx® Jdx — min; y(-1) =0, y(1) =1,y e C®[- 1]
I(y) = j(y’?’ + ye* + 2x)dx — min; y(0) =0, y(1) =1,y e C[01]

J(y) = T(y’z —6yy'+3xy*)dx — min, y(0) = 0,y(2) =1,y e CV[0;2]

J(y) = J'(y’2 —2xy? +3y)Jdx — min; y(-1) =0, y(1) =1,y e C¥[-11]
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21, J(y)= I(y’2 —5yy'+4y?)dx — min, y(0) =0, y(2) =1,y e C¥[0;2] masala

uchun Eyler tenglamasini tuzing.
,

Yechilishi: Eyler tenglamasi Fy—diFy. =0 ni tuzish uchun F,, F
X

d
dx

F, hosilalarni topamiz. Integral ostidagi funksiya F=y?-5yy'+4y’ ga
teng. Bu funksiyadan y bo‘yicha xususiy hosila olsak, F, =-5y+8y ga
teng bo‘ladi. Endi integral ostidagi funksiyadan y' bo‘yicha xususiy
hosila olib, F,=2y-5y ga ega bo‘lamiz. Bu funksiyadan x bo‘yicha to‘la
hosila olib, %Fy.=2y”—5y' ga ega bo‘lamiz. Yuqoridagi tenglamaga
qo'yib,

—-5y'+8y—-2y"+5y'=0, 8y—-2y"=0, y"-4y=0

Eyler tenglamasiga kelamiz.

3 — masala. Quyidagi variatsion hisob asosiy masalasida joiz

statsionar funksiyani toping.

1.3(y) = j(y'z—Sny’)dx — min; y(0) = 0,y(2) =1,y € C®[0;2]
2.3(y) = ]E(y’2 +2y'Cosx)dx — min; y(0) =1, y(7) =0,y e C®[0; 7]

3. J(y) = j(y’2 +12xy)dx — min; y(0) =0,y(1) =2,y e C®[07]

2
T

. ! - _ov(Ey—1vec® o B
(y +4xyy)dx—>mln,y(0)—0vy(\/§) Lyec [0’\/5}

o'-—,ﬁ‘:u

4. 3(y)=

NN

5. 3(y)= I(y'z - y’Cost)dx — min; y(0) =0, y(%) ~0,yeC® {0;2}

6. J(y) = j(y’2 - 6xy')dx — min; y(0) =0, y(1) =2,y e C®[01]
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7. 30y) = | (v 209" - min; y(©) =0, v =1ye C“{o; ﬂ
_E 2\ in- v(™) =1 v(%) = o Z.7
8. J(y)_;[(y ysmx)dx—>m|n,y(4) 1,y(2) 0,yeC [4,2}

9. J(y) = j(y’2 + 3x2y)dx — min; y(0) =0,y(1) =2,y e C¥[0:]

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

3(y) = [ (y?-xyy'Jdx — min; y(0) =0, y(2) =1,y e C*[0;2]

J(y) = f(y’2 — 4y'sin 2x)dx — min; y(%) —1,y(7)=0,yeC® [%;”}

J(y) = j.(y'z - 2x2y')dx — min; y(0) =0, y1) = 2,y e C®[07]
J(y) = j(y'2—18xyy')dx — min; y(0) =0,y(2) =1 y e C?[0;2]
J(y) = _l[(y’2 - 3y’Cosx)dx — min; y(0) =1, y(1) =0,y e C®[071]
J(y) = j.(y’z - 7x3y)dx — min; y(0) =0, y1) = 2,y e C®[07]
NeYs
3(y) = [(y*+16xyy'Jbx — min; y(0) = 0, y(v27) = 0,y € C®0; V2]
J(y)= j)‘(y'2 - 5y’Cost)dx — min; y(-1) =0, y(0) =1,y e C*[-1,0]
J(y) = j.(y'z +2x%y'Jdx — min; y(0) = 0, y(1) = 2,y e C®[01]

J(y) = j(y'2+3x2y')dx — min; y(0) =0, y(2) =1,y e C®[0;2]

1
J(y) = J‘(y’2 +y'sinx+ yy')dx — min; y(0) =1, y(1) =0,y e C®[1;3]
0

19



O e [N

21. J(y) = (y'2+8xyy’)dx — min; y(0) =0, y(%) =1, yeC® {0; %} masalada joiz

statsionar funksiyani toping.

Yechilishi: Statsionar funksiyani topish uchun oldin Fy—% F, =0

Eyler tenglamasini tuzib, uning umumiy yechimini topamiz. Integral
ostidagi funksiya F =y?+8xyy' ga teng. Bu funksiyadan y bo‘yicha
xususity hosila olsak, u F =8x' bo'ladi. Endi integral ostidagi
funksiyadan y bo‘yicha xususiy hosila olib, F,=2y+8xy ga ega

bo'lamiz. F,=2y+8xy funksiyadan x bo'yicha to‘la hosila olib,

%Fy,=2y"+8xy'+8y ni hosil qilamiz. Bu funksiyalarni yuqoridagi

tenglamaga qo‘yib,

8xy'—2y"'8xy'-8y =0, y'+4y=0

Eyler tenglamasiga kelamiz. Bu tenglamaning umumiy yechimini
y =e” ko‘rinishda izlaymiz. y'=2%¢*bo‘lgani uchun, Eyler tenglamasidan,

™ +4e” =0  yoki #+4=0
xarakteristik tenglamaga kelamiz. Uning yechimi 4, =+2i bo‘ladi. U
holda Eyler tenglamasining umumiy yechimi
y(X) = ¢, Sin 2X + C, COS 2X

boladi. Endi joiz statsionar funksiyani topish uchun Eyler
tenglamasining yuqoridagi chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi

xususiy yechimini izlaymiz.
y(©0)=c, =0, y(,)=c=1

bo‘lgani uchun, y°(x)=sin2x joiz statsionar funksiya bo‘ladi.
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2§. Variatsion hisobning asosiy masalasi. Ikkinchi variatsiyani tekshirish
1.  Variatsion hisob asosiy masalasida funksionalning ikkinchi
variatsiyasini hisoblash
W — chiziqli normalangan fazo, J=//u,v/ funksional har bir
o‘zgaruvchisi bo‘yicha chizigli bo‘lsin. Agar u=v deb olsak, hosil
bo‘lgan J/u,u] funksionalga kvadratik funksional deyiladi. Masalan, agar

a(x){ xy,x,] oraligda aniglangan uzluksiz funksiya bo‘lsa,
J[u,v]= Jl.a(x) u(x) v(x)dx
X0

funksional W=(]x,x,] fazoda har bir u=u(x) va v=v(x) elementlar
bo‘yicha chiziqli funksionaldir. Bu yerda u=v deb olib, (Jx,x;] da

aniglangan

J[u,u] = Ta(x)uz(x)dx

kvadratik funksionalga ega bo‘lamiz.

1-ta’rif. W chiziqli normalangan fazoning y elementi va uning

ixtiyoriy hew elementi uchun funksionalning AJ orttirmasi

Jy-+h1-30y1 = LIy i1+ Ly, b+ (3. h) (1)
ko‘rinishdagi yoyilmaga ega bo‘lsin, bu yerda LJ[y,h]-h ga nisbatan
chiziqli funksional, L,J[y,h] esa h ga nisbatan kvadratik funksional,
B(y,n/|h[* =0, |n|—0. U holda J/y/ funksional yew nugqtada ikkinchi
variatsiyaga ega deyiladi. A ga nisbatan kvadratik funksional L[y, h

esa, J[y] funksionalning Freshe bo‘yicha ikkinchi variatsiyasi deyiladi

hamda bu variatsiya §2J =52J[y,h] kabi belgilanadi: 623 =L,[y,h].
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W chizigli normalangan fazoning biror V to‘plamida aniglangan
J[y] funksional berilgan bo‘lsin. V to‘plam, yoki M(y)={heW:y+heV}
to‘plam Wning chiziqli qism fazosi bo‘lsin.

2-ta’rif. p(a)=J(y+ch) funksiyaning «=0 nuqtada ikkinchi tartibli
hosilasiga J/y/ funksionalning Lagranj bo'yicha ikkinchi variatsiyasi
deyiladi:

5°) =¢'(0)= g’
¢ da?

J[y+ah]

a=0

1-teorema. Agar yy,eV nuqta J/y/ funksionalning kuchsiz lokal
minimali (maksimali) bo‘lsa, u holda shu nuqtada hisoblangan ikkinchi
variatsiya manfiymas (musbatmas) bo‘ladi:

52320 (5%3<0).

2-teorema. Agar J/y/ funksional y,eV nuqtada birinchi va

ikkinchi variatsiyalarga ega bo‘lib, ular
& =0, 5220h?® (52)<-ah?), VheV (2)
(bu yerda >0 — biror o‘zgarmas) shartlarni ganoatlantirsa, u, — lokal
minimum (lokal maksimum) nuqtasi bo‘ladi.
2. Lejandr sharti (ikkinchi tartibli zaruriy shart).

¥=/’(x) joiz funksiya bo‘lsin (’eV). Shu nuqgtada (1)
funksionalning ikkinchi variatsiyasini hisoblaymiz. Ta’rifga ko‘ra, bu
variatsiya

d2J[y° +ah]|

o2J[y?,h]=
[y°.h] e

‘a:O
formula bo‘yicha hisoblanadi, bu yerda

h=h(x) e CPx,,x,], h(x,) =h(x,) =0.
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Agar F(x,y,y)eC?@Q) deb faraz qilsak, o(a)=J[y’+ah] funksiya

a=0nuqta atrofida uzluksiz ikkinchi tartibli hosilaga ega. Demak,

62J[y°,h] = dda2 fF(x, y° () + ah(X), yor(x)+ah’(x))dx | =

0

= .[1 dda2 F(x, y°(x) + ah(X), y°, (X) +ah’(x))dx | _, =
= I[Fyy(X, y°(x),y° (X)h*(x) +2F,, (%, y°(x),y° (x)h(x)h’(x) +

+Fyy (%, Y (%), YOI(X)h(X)h'(X)]dX,
h=h(x) € C¥x,,x], h(x)=h(x)=0 (3)
3-teorema(Lejandr). F(x,y,y’) e C?(Q)bo‘Isin. Agary®(x) e C¥[x,,%,]- Q)
funksionalning (2) to‘plamdagi kuchsiz minimali (maksimali) bo‘lsa,
Fry (Y (.Y (0)20 (<0), VXe(h.%) (4)
tengsizlik bajariladi. (4) munosabatga Lejandr sharti deyiladi.
3.Yakobi sharti (ikkinchi tartibli zaruriy shart).Yakobi tenglamasi.
Lejandr sharti, lokal minimum (maksimum)ning funksional ikkinchi

variatsiyasi yordamida ifodalanadigan, &°J[y°,h]>0 (<0) shartidan
foydalanib, keltirib chiqariladi. Funksional ikkinchi variatsiyasining
ekstremum nugqtasida ishorasini saqlashini ifodalovchi bu shartdan yana
bitta ikkinchi tartibli zaruriy shartni - Yakobi shartini keltirib chigarish
mumkin.
F(xy,y) eC?(Q) deb hisoblab, y’(x)joiz funksiya uchun
o011 = Fyy (%Y (), y° (ON? +
+2F,, (4,y°(0,y° ()N + F, (%, Y (%), y° ()2

funksiyani qaraymiz. U vaqtda (3) formulaga ko'ra,
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523[y°.h ]=Iw(x,h,h')dx (5)

boladi. Agar y’(x) —kuchsiz minimal (maksimal ) bo‘lsa,
52J[y°h]1>0 (<0) shart barcha h(x)eC®[x,,x], h(x)=h (x)=0
funksiyalar uchun bajariladi. 4°(x)=0 uchun esa, s2J[y°,h°]=0 bo'lishi

ravshan.Demak, qaralayotgan variatsion hisob asosiy masalasiga go shib

olingan ekstremal masala deb ataluvchi,

523[y°,h] = ona)(x, h, h")dx — min(max) )
h(x,) =h(x,) =0, h(x) € C"[x,,X,]
masala bo(X):O yechimga ega.

Faraz qilaylik, F(xy,y)eC®(@Q),y’(x) eC?[x,x]-joiz  statsionar
funksiya, F,, (x,y°(x), y°'(x) #0 Vx e[x,x] bo‘lsin. U vaqtda (6) masala uchun
tuzilgan

a)h(x,h,h’)—%a}h, (x,h,h") =0

Eyler tenglamasiga variatsion hisob asosiy masalasi uchun Yakobis
tenglamasi deyiladi. w(x h,h") funksiyaning ko‘rinishini hisobga olib,
Yakobi tenglamasini

AN + BN +C(x)h =0 (7)
ikkinchi tartibli bir jinsli differyensial tenglama ko‘rinishida yozish

mumkin, bu yerda

AKX = F,, (% " (0,¥° (X)), B(X) = % F oy (6 Y° (), Y° (),

C(x) = % Fy (% Y° (0, Y° ()~ F, (% y°(x),y° (%)
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Differensial tenglamalar kursidan ma’lumki, (7) tenglama
h(x,) =0, h'(x,) =1 boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi (aynan noldan
farqli ) yagona yechimga ega. Shu yechimning x,dan farqli nollariga
Xpnuqtaga go‘shma nugta deyiladi.Qo‘shma nuqtaga quyidagi ekvivalent
ta’rifni ham berish mumkin.

3-ta’rif. Agar (7) Yakobi tenglamasi h(x,)=0,h(x)=0 X=X,
shartlarni ganoatlantiruvchi trivial(aynan nol) bo‘lmagan A(x), xe/x,,x;/
yechimga ega bo‘lsa, x nuqta - y’(x) joiz chiziq bo'ylab, x, nugtaga
go‘shma nugta deyiladi.

4-teorema (Yakobi). Faraz qilaylik:

a) F(xy,y)eC®@Q), 6)y°(x)eC?[x,x]-kuchsiz minimal(maksimal)

F,y (X, y°(x),y°'(x)) >0  (<0) Wxe[xx] bo‘lsin. U holda yO(X)
funksiya Yakobi shartini qanoatlantiradi: (x,x;) oraliqgda y’(x) chiziq
bo‘ylab xynuqtaga qo‘shma nuqta mavjud emas.

4. Kuchsiz ekstremumning yetarli shartlari.

Shunday qilib, variatsion hisob asosiy masalasida ekstremumning
birinchi tartibli zaruriy sharti joiz funksiyaning statsionarligi (Eyler
tenglamasining bajarilishi) bo‘lsa, Lejandr va Yakobi shartlari —ikkinchi
tartibli zaruriy shartlardir.

Sodda misollar ko‘rsatadiki, bu uchala shartning birortasi ham
alohida olinganda ekstremumning yetarli sharti bo‘la olmaydi. Ammo
ular birgalikda kuchsiz ekstremumning yetarli shartiga yaqinroqdir.

Quyida Lejandr va Yakobi shartlarini kuchaytirish natijasida kelib
chigadigan yetarli shartlarni keltiramiz.

5-teorema. Faraz qilaylik:
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a) F(x,y,y)eC®(@Q),y°(x) eC?[x,x] joiz statsionar funksiya bo‘lsin;
b) kuchaytirilgan Lejandr sharti bajarilsin:
Fy (X y°(X), yo’ x)>0 (<0) Vvxel[Xx.x];

v) kuchaytirilgan Yakobi sharti o‘rinli bo‘lsin: y’(x) joiz chiziq
bo‘ylab (x),x;/da x,nuqtaga qo‘shma x*nuqta mavjud emas.

U holda y/(x)- variatsion hisobning asosiy masalasida kuchsiz
lokal minimal (maksimal) bo‘ladi.

5. Kuchli ekstremumning zaruriy va yetarli shartlari. Veyershtrass
shartlari.

Bu yerda kuchli ekstremumning zaruriy va yetarli shartlarini

keltiramiz.
Q=SxR?ScR? - berilgan ochiq to‘plam, F(x,y,y")eC'(Q) bolsin.
Quyidagi
E(x Y, Y,u,)=F(Xy,u) - F(xy,y) - U-y)F, (%Y, ¥),(x Y,y ,u) e QxR

funksiyani qaraymiz. E(xy,y,u) funksiyaga Veyershtrass funksiyasi
deyiladi.

6-teorema. Agar y°(x) e C'[x,,x] (1) funksionalning

V ={y(x) € %0, %11 (%) = Yo, Y(x) = ¥}
to‘plamdagi kuchli lokal minimum (maksimum ) nuqtasi bo‘lsa,
y”' (xymavjud bo‘lgan barcha xe[x,, x] nuqtalarda
E(x,y (%), y” (%),u) 20(<C) Vu e R* (8)
Veyershtrass sharti bajariladi. y’(x) ning & burchak nugtalarida esa, (8)
shart
EY'(€).y"(€£0)u)>0(<0) VueR ©)

ko‘rinishda bo‘ladi.
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7-teorema. Quyidagi shartlar bajarilsin:

1). F(xy,y)eC®@Q).,Q=SxR,

2). Fy(xy.y)20 (20), V(xy,y)eQ;

3). y°(x) eC¥[x,,x]- (1) funksionalning joiz statsionar funksiyasi;

4). y’(x) funksiya uchun kuchaytirilgan Lejandr va Yakobi shartlari
o‘rinli.

U holda y’(x}(1) funksionalning (2) to‘plamdagi kuchli lokal
minimum (maksimum) nuqtasi bo‘ladi. 6, 7— teoremalar Veyershtrass
shartlari deyiladi.

II. Nazariy savollar.

1. Funksionalning ikkinchi variatsiyasi.

2. Variatsion hisob asosiy masalasi funksionalining ikkinchi
variatsiyasini hisoblash formulasini keltirib chigaring.

3. Kuchsiz ekstremumning ikkinchi tartibli zaruriy sharti va yetarli
sharti.

4. Lejandr sharti (tyeoryema).

5. Qo‘shib olingan variatsion masala.

6. Yakobi sharti (teorema).

7. Yakobi tenglamasi. Qo‘shma nugqta.

8. Veyershtrass funksiyasi.

9. Kuchli ekstremumning zaruriy sharti (Veyershtrass sharti).

10. Kuchli ekstremumning yetarli sharti (Veyershtrass sharti).

11. Kvadratik funksionalning ekstremumi.
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III. Amaliy topshiriglar.

1 — masala. Quyidagi funksionalning ikkinchi variatsiyasini hisoblang.

1. J(y)=i(y’2+3y2—y’(y+x2))dx 2. J(y)=i(y’3—6xyy’)dx

3. J(y)=zf(y’2+3y(y’+2yCOSX))dx 4. J(y)=i(y’2+y2—2y'(y+x3))dx
5.3(y) = jl(y’?’ +3x2yy")dx 6. J(y) = 2f(y’2 — y(y' +5yCos2x))dx
7.J(y)=i(y’2—4y2—y(y'+2x2))dx 8. J(y)=j1(y'3—2xyy’+x3)dx

9. 3(y) =zf(y'2 +2y(y'—ysinx))dx  10.3(y) =l(y’2 —3y? — y(2y+x®))dx
11. J(y)zjl(y'3+3xyy'—yex)dx 12. J(y)=T(y’2—5y(y’—2ysin 2x))dx
13-J(y)=l(y'2 —5y*+2y'(y+x"))dx 14, J3(y) =j1(y’3—4xyy'+ y' x?)dx

15. 3(y)= Zf(y'z +3y(y' —4yCos2x))dx  16.3(y) = i(y’z +3y? +2y(y'—x*))dx
17. J(y):j(y'3—3xyy'+4x3)dx 18. J(y):zf(y'z+4y(y’+3ysin2x))dx
19-J(y)=l(y’2 —y?—yy'@+x?)dx 20, J(y)=j1(y’3 +2xyy’ — y*)dx

21. J(y):_l[(y’3+5xyy'—x2y)dx funksionalning ikkinchi variatsiyasini
hisoblang.
Yechilishi: Funksionalning ikkinchi variatsiyasi
523(y,h) = T[thz(x) +2F, h()h'(x) + F, h? (x)]dx
formula yordamida topiladi. Ikkinchi variatsiyani topish uchun

integral ostidagi funksiya F=y®+5xyy'—x’y dan y bo‘yicha ikki marta
g g y y
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xususiy hosila olamiz va bu hosilalar F =5x'-x*, F,=0 larga teng
bo‘ladi. Bundan keyin y bo‘yicha olingan xususiy hosiladan y' bo‘yicha
xususty hosila olib, F, =5x ga ega bo‘lamiz. Endi integral ostidagi
funksiyadan y* bo‘yicha i1kki marta xususiy hosila olib,
F, =3y’+5xy, F,. =6y ega bo‘lamiz. Natijada berilgan funksionalning
ikkinchi variatsiyasi qu’yidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

5%J(y,h) = j[leh(x)h'(x) +6Yy'h? (x)]dx.

2 — masala. Quyidagi variatsion masalaning kuchsiz lokal

ekstremalida Lejandr shartining bajarilishini ko‘rsating.

[E—

NOE i(y’2 ~3y'Cosx)dx — min; y(1) =0, y(3) =1y  C*[1:3]
2.3(y)= j(y'z —7xy Jdx — min; y(0) = 0, y()) = 2,y e C®[01]

3. 3(y) = i(y'2+5yy’)dx — min; y(0) =0, y(2) =1,y e C®[0;2]

4. J(y) = i(y'2 —5y'Cosx)dx — min; y(1)) =0,y(3) =1y e C®[1;3]
5. 3(y) = j(y’2 +2x2yJdx — min; y(0) =0, y(1) = 2, y € C®[01]

6. J(y)= f(y'2+3xy')dx — min; y(0) =0,y(2) =1,y e C?[0;2]

7. 3(y) = i(y’2 +y'Cosx + y)dx — min; y(1) =0,y(3) =1,y e C®[1;3]

8. 3(y) = i(y'z —6Yy? +y'x? Jdx — min; y(-1) =0, y(1) =1y e C¥[-11]

9. J(y) = j(y’2 —4ye* + x3)dx — min; y(0) =0, y(1) =1,y e C®[01]
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10. 3(y) = i(y'z +3yy’ - y*)dx — min, y(0) = 0,y(2) =1,y e C" (0;2)
11. J(y)= jl(y'2 +y? —4yx2)dx — min; y(-1) =0,y(1) =1,y e C®[-11]
12. 3(y) = f(y'z — ye* + 2xJdx — min; y(0) =0, y(1) =1,y « C®[01]
13. 3(y) = i(y’2 —6yy’ +3xy)dx — min, y(0) =0, y(2) =1,y e C®(0;2)
14, 3(y) = (" ~ 25y + 3y} — min; y(-) = 0,y =1y e C¥[-11]
15.3(y) = j.(y'2+8>q1y')dx — min; y(0) =0,y(2) =1,y e C®[0;2]
16.3(y) = j(y'2 - 2y'Cosx)dx — min; y(1) =0,y(3) =1,y e C¥[1;3]

17. 3(y) = j(y'2 +12xy Jdx — min; y(0) =0, y(1) = 2,y e C¥[01]

18. J(y) = i(y'2 —5yy’+4y?)dx — min, y(0) =0, y(2) =1y € C?(0;2)
19. J(y)= jl(y'2 —9y? +3yx2)dx — min; y(-1) =0,y(1) =1,y e C®[-11]
20. J(y) = j(y'2 —~5ye” kix — min; y(0) =0, y(1) =1,y e C®[01]

21. J(y) = T(y’2 ~2y' x)dx — min; y(0) =0,y(3) =1,y e C®[0;3] masalaning joiz

statsionar funksiyasida Lejandr shartining bajarilishini ko‘rsating.

Yechilishi: Eyler tenglamasini tuzamiz: Fy—diFy. =0. Integral
X

ostidagi funksiya F=y?-2y'’x dan y va y* bo‘yicha xususiy hosilalar

olib, F,=0 va F,=2y-2x larga ega bolamiz. F, =2y-2x funksiyadan x
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bo‘yicha to‘la hosila olib, %Fy. =2y"-2 ega bo‘lamiz. Bu funksiyalarni

yuqoridagi tenglamaga keltirib qo‘yib,
2y"—2=0 yoki y'=1
Eyler tenglamasiga kelamiz. Bu tenglamaning ikkala tomonini x

bo‘yicha ikki marta integrallab, Eyler tenglamasining quyidagi:

y'=X+¢,,
X2
y:?"i‘ClX‘i‘Cz

umumiy yechimiga ega bo‘lamiz. Endi yuqoridagi chegaraviy

shartlardan foydalanib, ¢, va ¢, larni topamiz:

2
y(O):0—+010+cz=0 ¢, =0 ¢, =0 ¢, =0
2 =N 9 =4, 7 = 7

3¢, =1-~
y(3)=3?+3c1+c2=1 R

C, = 5
2
Demak, joiz statsionar funksiya y = X? —%x ko‘rinishda bo‘ladi.

Endi F, =2y-2x funksiyadan y' bo‘yicha xususiy hosila olib,
F,, =2 ifodaga ega bo‘lamiz. F,, =2>0 bo‘lgani uchun kuchaytirilgan

Lejandr sharti bajariladi (kuchsiz lokal minimum uchun).
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3—masala. Quyidagi variatsion masalaning y°(x)=x joiz funksiyalar

bo‘ylab Yakobi tenglamasini tuzing.

[E—

()= j(y'z ~9y? +2y'e* Jdx — min; y(0) = 0, y(®) =1, y « C®[01]

2.3(y)= j(y’2 —3yy’+4y? — yx*Jdx — min(max), y(-1) =0, y(1) = -1 y e C¥[- 1]
3. 3(y)= zf(y'z —2y'(y +Sin) Jdx — min, y(z) = -1 y(27) =1 y € C¥[r;27]

4. 3(y) = j(y'2 +y2 + y'e? Jix — min; y(0) =0, y(1) =1 y e C¥[0;1]

5.3(y)= j(y’z +yy +4y? - 2yx3)dx — min(max), y(-1) =0, y(1) = -1,y e C¥[-1]

6. J(y) = 2Jg(y’2 +4y'(y- Sinx))dx — min, y(z) =-1,y(27) =1,y € CO[r;27]

T

7. 3(y) = I(y’z +9y? +ye¥ )dx — min; y(0) =0, y(1) =1,y e C®[0:1]

8. 3(y)= j(y'z 2y + y? — 3y Jix —> min(max), y(-1) =0, y(1) =1y e C¥[-11]

2z

9. J(y)= J'(y’2 —3y'(y +cos x)dx — min, y(z) =-1,y(27) =1,y e C?[r;27]

T

10. J(y) = .l[(y'2 +3y? 4+ ye® )dx — min; y(0) =0, y(1) =1,y e C®[0:1]

11. J(y) = j(y’2 —4yy'+9y? - yx3)dx — min(max), y(-1) =0, y(1) = -1,y e C®[- 1]

2z

12. J(y) = I(y’z +2y'(y —cos x))dx — min, y(z) =-1,y(27) =1,y e C?[r;27]

13. J(y) = i(y’2 —4y? - y’ezx)dx — min; y(0) =0, y(1) =1,y e C®[071]

14. J(y) = j(y'2 +3yy' +16y? — 2yx3)dx — min(max), y(-1) =0, y(1) =-1,y e C?[-11]
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15. 3(y) = zf(y'z +3y/(y +Sin2x) Jdx — min, y(z) =1, y(27) =1,y  C¥[z;27]

16. J(y) = j(y’2 -6y’ + y'eX)dx — min; y(0) =0, y(1) =1,y e C®[0:1]

17. 3(y) = I(y’z —Byy' —4y? — yx® Jdx — min(max), y(-1) =0, y(1) = -1 y e C®[- 1]
18. J3(y) = zf(y'z — 4y(y' —cos 2X) dx — min, y(z) = -1, y(27) =1,y € C®[z;27]

19. J(y) = j(y'2 — y? +2y'e¥ Jdx — min; y(0) =0, y(1) =1,y e C¥[0]

20. J(y) = j(y'2 —6yy' +4y? +3yx® Jix — min(max), y(-1) =0, y(1) = -1,y € C¥[-11]

21. J(y) = j[(y’2 +9y? +ye™ )dx — min; y(0) =0, y(1) =1,y e C®[0:1] masalada

y°(x)=x joiz funksiyalar bo‘ylab Yakobi tenglamasini tuzing.

Yechilishi: Yakobi tenglamasi A(x)h"+B(x)h'+C(x)h = 0ko‘rinishda

d

bo'lib, bu yerda Ax=F, |, . B(x)= ™ Frylymer COO= % F, -F Bu

s -
tenglamani tuzish uchun integral ostidagi funksiya F=y?+9y®+y'e* dan
y va vy bo‘yicha xususiy hosilalar olamiz va bu hosilalar
F, =18y, F,=2y+e"™ lardan iborat bo‘ladi. Bundan keyin F, =18y dan y va

=18, F, =0. Bundan

y' bo'yicha xususiy hosilalar olamiz: F ”

w‘ y=Yo

9,

& v |,.,, =0. Endi F, dan y' boyicha xususiy hosila olib, F,, =2ga ega
X

bo‘lamiz. Bu funksiyadan x bo‘yicha to‘la hosila olsak,

% Fyy|y-, =0 bo‘ladi. Natijada, A(x)=2, B(x)=0, C(x)=-18
va berilgan masala uchun y, bo‘ylab Yakobi tenglamasi,

2h'"-18h =0
h"-9h =0
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ko‘rinishda bo‘ladi.

4

— masala.  Quyidagi variatsion masalada kuchsiz lokal

ekstremalni toping.

34

l.

2.

10.

11.

12.

13.

I(y) = J.(y’z —4y? +2y(y' - x*)Jdx — min, y(0) =1, y(1) =0,y e C®[0]

27

J(y) = _[(y’z +y?=3y'(y+ Sinx))dx — min, y(z) =-1,y(27) =0,y e C¥|[z;27]

T

Ly = j(y'z ~ 6y’ Jdx — min, y(0) =0, y(1) =1,y « C®[01]

L 3(y) = i(y'z —y? = 3y(y' —x*) Jdx — min, y(0) =1 y(®) = 0,y e C¥[0:1]
SNOE zf(y'z +4y® —y'(y+ Sinx) kix — min, y() =1, y(27) =0,y € C¥[r;27]
Ly = j(y'z +yx2Jix — min, y(0) = 0,y(1) =1y « C*[01]

L J(y) = _[(y’z —9y? +y(y'— x3))dx — min, y(0) =1, y(1) =0,y e C®[0:1]

27

CJ(y) = J‘(y’2 +16y2 —5y'(y + Sinx))dx — min, y(z) =-1,y(27) =0,y € C¥[z;27]

T

INIOE j.(y'z —3y’x2)dx — min, y(0) =0, y(1) =1,y e C®[071]

J(y) = I(y’z +4y? —2y(y' +x*) Jdx - min, y(0) =1, y(1) =0,y  C®[0:]
J(y) = 2Ji[(y'2 +9y2 +3y'(y + Sinx))dx — min, y(z) =-1,y(27) =0,y € C¥[r;27]

J(y) = Jl'(y'2 + 2y’x2)dx — min, y(0) =0,y(1) =1,y e C®[01]

J(y) = I(y’z +y2 +4y(y - x%) Jdx — min, y(0) =1, y(1) =0,y e C¥[0]



14. 3(y) = zf(y'z +y2 = y'(y+cos x) Jdx — min, y() = -1, y(27) = 0,y € C®[r;27]
15‘Mw:j@a+4w@bu+mm4@yzawn:Lyecmmﬂ
16.J@)zi@*+9f—3ﬂy—x5ﬁxenmnﬂmzLya%:decmmﬂ

17. 3(y) = T(y’z +4y? —5y'(y - cos x)dx — min, y() = -1, y(27) = 0,y € C¥ [z;27]
18.uwzjwﬁ—@mﬁm—nmmwm=Qym=Lyec@hﬂ
19.J@):j@*-i@ﬁ+2wy+x%bx—ﬂmmy«»:Lyay:dec®mﬂ

20. J(y) = zf(y'z +9y? —4y'(y —cos ) kix — min, y(z) = -1, y(27) =0,y € C¥[z;27]

2

[—

IOE J‘(y’2 +4y? —3y'x?)dx — min(max), y(0) =0, y(1) =1 masalada

kuchsiz lokal ekstremalni toping.

Yechilishi: 1) Avvalo joiz statsionar funksiyani, ya’ni

d
Fy_&Fy' :O

Eyler tenglamasining masaladagi  chegaraviy  shartlarni

ganoatlantiruvchi xususiy yechimini topamiz.
F=y" +4y’ -3y'x?
bolgani uchun, F, =8y, F, =2y -3x’, di F, =2y" -6x va Eyler
X
tenglamasi
8y—2y" +6x=0
yoki

y" —4y =3x
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korinishga ega bo‘ladi. Uning umumiy yechimini y=y,+V
ko‘rinishda izlaymiz, bunda y, - mos bir jinsli tenglamaning umumiy
yechimi, y esa qaralayotgan tenglamaning birorta xususiy yechimi. Endi
y, —4y, =0.
bir jinsli tenglamani qaraymiz.Bu tenglamaning yechimini y, =e*
ko‘rinishda izlaymiz:

e —4e™ =0,
A-4=0
A, =42,

Demak, y,(x)=ce* +c,e® bo‘ladi. y ni y=ax+b ko‘rinishda
izlaymiz.y" =0

0—4(ax+b)=3x.
~ 3 ..
Bundan a= —g, b=0. Demak, y= -, X va Eyler tenglamasining

umumiy yechimi

y(x) =c,e” +c,e > — % X

bo‘ladi. y(0)=0, y(1)=1 shartlarga ko'ra,

¢, +c, =0 ¢, =—C, ¢, =—c,
5 3 = 5 3 = _ 7
cﬁ2+qe2—zzl cﬁz—qez—zzl ca@z—ez):z

c, =—Cy c, = _%
N 7 N 4(e“ —e™)
bo4e?-e?)
Demak, y°(x)= 7(e” _efzx)—Ex joiz statsionar funksiya bo‘ladi.
VW e T
2) y°(x) bo‘ylab Lejandr shartini tekshiramiz: F,.| =2>0, xe[01].

y=y°
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Demak, y°(x) bo‘ylab kuchsiz minimum uchun kuchaytirilgan
Lejandr sharti bajariladi.

3) Endi y°(x) bo‘ylab Yakobi shartining bajarilishini tekshiramiz.
Buning uchun, oldin A(x)h"+B(x)h'+C(x)h=0 Yakobi tenglamasini

tuzamiz:

=2 8= ()

y=y

A(x)=F,, 0
y=y

-2, -F, |

dx

Natijada Yakobi tenglamasi
2h"—-8h=0, h"-4h=0.
ko‘rinishda bo‘ladi. Uning yechimi h=e** ko‘rinishda izlanadi va
h" = x%**. U holda

pret* — 4" =0
U —-4=0
u==2.

Shunday qilib, Yakobi tenglamasining umumiy yechimi
h(x)=d,e* +d,e
ko‘rinishga ega. Boshlang‘ich shartdan, d, = 0 bo‘lganda
h(0)=0= d,+d, =0=d, =—d, =h(x)=d, (€ —e?)=0,

bo‘lishi kelib chigadi.

Agar h(x')=0 desak, u holda

e —e? =0, e™ =e?, x.=0.

Demak, y°(x) bo‘ylab (01] kesmada nol nuqtaga qo‘shma nuqta
yo‘q, ya’ni kuchaytirilgan Yakobi sharti bajariladi.

Shunday qilib, y°(x) - kuchsiz lokal minimal bo‘ladi.
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3§. Variatsion hisob asosiy masalasining ba’zi umumlashmalari

1. Birnecha funksiyalarga bog‘liq funksionalning ekstremumi.

Variatsion hisob asosiy masalasining umumlashmasi sifatida,
dastlab, bir necha, vy, =y, (x...y,=V,(x) funksiyalarga bog'liq
funksionalning ekstremumi haqidagi masalani qaraymiz.

Faraz qilaylik, QeR** — biror ochiq toplam (soha),
F(X Yoo Yo 210 Z,) —Q da aniglangan uzluksiz funksiya, P, (x,, Yo;,- Yo, ) V@
P (X)) Yo Yan) AT S =L Yy Vi)t (K Yireos Yir 2o Z,) €QY - tOplamning
belgilangan nuqtalari, x, <x, bo‘lsin.

Qabul qgilingan belgilashlar asosida, quyidagi

Y ¥V, 1= fF(x, Yy Vor Yy oo ¥, )X — min(max) (1)

Xo

y1(Xo) = Yo Y2 (Xo) = Yoz1ees Yn (Xo) = Yons
y1(X1) =Y Yo (Xl) = Yagseen Yn (Xl) = Yons (2)
(X, Y (s Yo O, Vs (s ¥y (X)) € QX € [Xg, X,]
Y, (X) € C'[X, %, ],i =12,...,n.

ekstremal masalani qaraymiz.
Qaralayotgan masalani ixchamroq shaklda yozish uchun quyidagi
belgilashlarni kiritamiz:
Y=o Yo Y= 000 YDy Yo = YVoreess Yon)s Yo = (Vans Yaoss Yan) 5
C, "%, x1- [%.%] kesmada uzluksiz differensiallanuvchi
y(x) = (y,(X),..., ¥, (x))—n— vektor funksiyalar fazosi. U holda (1), (2)

masalani

J[y]= TF(X, y, y")dx — min(max), (1)

Xo

V(%) = Yo Y(X) = Yoo Y0 €C.O%0. %] (2)
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ko‘rinishda yozish mumkin. (2’) munosabatlarni ganoatlantiruvchi
y(x) = (y,(X),....y,(x)) funksiyalarga (1)-(2) masalaning joiz funksiyalari
(chiziglari) deyiladi. Qaralayotgan masalada joiz chiziglarning uchlari
R™ fazoning P,(x,,y,) va P(x,,y,) nuqtalarida mahkamlangan.

Biz ¢, “[x,.x]bilan bir qatorda, [x,,x] kesmada uzluksiz
y(x)-n-vektor funktsiyalar fazosi C,[x,,x] dan ham foydalanamiz.
Ma’lumki, C, [x,,x]va C,[x,x]fazolar chiziqli normalangan fazolar

bo‘lib, ularda normalar, mos ravishda,

”y”Cn[xo,xl] = Max. max |yi (X}’

1<i<n xe[xg,%]

1 maX[ max |y, (x)+ max |yi'(x)|}

ti<n | xeDig] xelxgu ]
kabi aniglanishi mumkin. Shuning uchun y°(x)=(y,"(x),...y,°(x)) ]joiz
chizigning nolinchi va birinchi tartibli ¢— atroflarini, mos ravishda,
quyidagicha aniqlaymiz:

Vo' ) = (0 eC I x1:fy—y7 . <el=

<g, 1=12,..., n};

Calxo. %]

Cn [XO'Xl]

Vi(y®. €)= (0 € C. Do ]y - y°

e
Co %]

<eg, 1=12,..., n}.

Colxo. %]
1-ta’rif. Agar shunday &>o0 mavjud bo‘lib, y°(x) joiz funksiyaning
V,(y%,¢) nolinchi tartibli &— atrofiga tegishli barcha y=y(x) joiz
funksiyalar uchun
Iy l<aby] Glylzab) - ©)
munosabat bajarilsa, y°(x)funksiya (1) funksionalning kuchli lokal

minimum (maksimum) nugtasi deyiladi.
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2-ta’rif. Agar (3) munosabat y°(x) joiz funksiyaning biror V,(y°,s)
birinchi tartibli & atrofiga tegishli barcha y=y(x) joiz funksiyalar uchun
bajarilsa, y°(x)— (1) funksionalning kuchsiz lokal minimum (maksimum)
nugtasi deyiladi.

Demak, (1),(2) masala uchun kuchli va kuchsiz ekstremumlar
variatsion hisobning asosiy masalasidagiga o‘xshash aniglanadi.

Keltirilgan ta’riflardan ravshanki, kuchli ekstremum nugqtasi
kuchsiz ekstremum nuqtasi ham bo‘ladi. Buning teskarisi esa, hamisha
ham to‘g'ri emas. Shuning uchun, avvalo kuchsiz ekstremumning zaruriy
shartlarini keltiramiz.

1-teorema. F(x,y,y)eC'(Q) bo‘lsin. Agar (1) funksional
Yo = (v, () ¥, () €C,“[%,, %]  joiz  funksiyada  kuchsiz  lokal

ekstremumga erishsa, [x,,x,1kesmada
F by 00 y” 00)- Sy 0y 00) = =1 4)
tengliklar bajariladi.
Bu teorema ko‘rsatadiki, (1), (2) masalada y°(x)=(y,°(X).....y, (X))
kuchsiz ekstremallar,
F, (x.y, y')—% F,. (% y,y)=0, i=Ln (5)

Eyler tenglamalari sistemasini ganoatlantirar ekan.

Bu yerda, xususiy holda, n=1 bo‘lganda variatsion hisobning
asosly masalasi uchun olingan natija, ya’ni Eyler tenglamasiga ega
bo‘lamiz.

Agar F,(x,y,y)eC?®(Q) bo'lsa, (5) dan
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F.o .y y)y"+) Fo (XY Y)Yy '+ _
= yiyj( ”, ,Z;‘ rin ) i=1,n (6)
+ nyi’ (Xv Y, yl) - Fyi (Xv Y, yl) =0
sistemaga ega bo‘lamiz. Bu esa, n noma’lumli ikkinchi tartibli n ta
differensial tenglamalar sistemasidir.

Bundan buyon quyidagi belgilashlardan foydalanamiz:
F = P (%00 Y200 98 ()3 ()

oy, (X AL (x) ..... yg'(x)j, i,j=1n.
)

lardan tuzilgan nxn matritsani F.,.(x) deb

Elementlari Fp., (x
belgilaymiz.  Faraz  qilaylik, F(xy,y)eC?®(@)  bolsin.  Agar
Yo () = (Y, (X)ser ¥, 2 (X)) kuchsiz lokal ekstremal uchun
detF’ (x)=0, ¥xelx,x] bo'lsa, yO(X) funksiya [xyx;] kesmada (6)
tenglamalar sistemasini ganoatlantiradi.

3-ta’rif. Eyler tenglamalar sistemasini  ganoatlantiruvchi
y(x) = (y,(X),....y,(x)) joiz funksiyalarga (1) funksionalning statsionar
funksiyalari deyiladi.

Statsionar funksiyalar ekstremumga shubhali funksiyalardir.

Endi (1), (2) masala uchun ekstremumning ikkinchi tartibli zaruriy
shartlari va yetarli shartlarini keltiramiz.

Agar  F(xy,y)eC?®@Q) Dbo‘lsa, (1) funksional har bir

yO(X) = (v, (X),... ¥, (X)) € CH[x,,x,] nuqtada ikkinchi variatsiyaga ega va u

quyidagi formula bo‘yicha hisoblanadi:
syl [ 3 B2 o, 00+ 235, ok, 00+ 33, o, (o (7

X 11J=1 ij=1 i,j=1
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bu yerda h=h(x) = (h,(x)....h,(x)), h(x)eC %% h%)=h(x)=0.
2-teorema. F(x,y,y)eC®@Q) bolsin. Agar (1) funksional
y°(x) eC®[x,,% ] joiz funksiyada kuchsiz lokal minimum (maksimum) ga
erishsa, quyidagi:
Fo, ()20 (<0), Vxe (X, %) (8)
Lejandr sharti bajariladi.
Eslatamizki, nxn- olchovli F,.(x) = (F, (x)) matrisa uchun yozilgan

(8) shart shu matrisaga mos keluvchi kvadratik formaning nomanfiy

(nomusbat) ishorali ekanligini, ya’ni

Zn: Fyo‘iy‘; (X)&:¢;20 (£0), VE=(&,,...8,) eR™

munosabat o'rinli bo‘lishini anglatadi.

Agar bu munosabatda tenglik faqat £=0 bo‘lganda bajarilsa, u
F,(X)>0 (<0) kabi yoziladi.

(7) formula bo‘yicha hisoblanadigan s%J[y°,h] ikkinchi variatsiya
h(x) eC®[x,,%] ga nisbatan kvadratik funksionaldir. Endi F(x,y,y") eC®(Q),
y°(x) eC?[x,,%x] deb hisoblab, shu kvadratik funksional uchun Eyler

tenglamalari sistemasini yozamiz:

n n . d n , n . _
DU, 00N, + R0, (0hy | S b+ S F, (9hy |0, i=1n (9)
j= i= i=L

(9) sistema — (1), (2) masala uchun Yakobi tenglamalari sistemasi
deyiladi.

4-ta’rif. Agar (9) sistema h(x,)=h(x)=0, i=1n, shartlarni
qanoatlantiruvchi trivial (aynan nol) bo‘lmagan yechimga ega bo‘lsa, x.

nuqta - y°(x) joiz chiziq bo‘ylab, x, nugtaga go‘shma nugta deyiladi.
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3-teorema. Faraz qilaylik, F(x,y,y)eC®@Q), y°(x)eC®[x,,x] — (1)
funksionalga kuchsiz lokal minimum (maksimum) beruvchi joiz
funksiya, F2,(x)>0 (<0), Vxe[x,,x] bo‘lsin. U holda Yakobi sharti
bajariladi, ya'ni (x45x;) intervalda y°(x) chiziq bo‘ylab x, nuqtaga
qo‘shma bo‘lgan nugta mavjud emas.

4-teorema. Quyidagi shartlar bajarilsin:

1) F(x,y,y)eC®@); 2) y°(x) eC2[x,,x | — joiz statsionar funksiya;

3) kuchaytirilgan Lejandr sharti: F,(x)>0 (<0) ¥x e[x,,x1;

4) kuchaytirilgan Yakobi sharti: (x,,x,] intervalda x, nuqtaga
qo‘shma x. nuqta mavjud emas. U holda (1) funksional y°(x)da kuchsiz
lokal minimum (maksimum)ga erishadi.

Agar F(xy,y)eC®(@Q), (Q=5xR", ScR™ — ochiq to‘plam)
Fo ()20 (£0), ¥(x,y,y)eQ bo'lsa va 2), 3), 4) shartlar bajarilsa, y°(x)
funksiya (1), (2) masalada kuchli lokal minimal (maksimal) bo‘ladi.

Keltirilgan bu teoremani (1) funksional

JIyl= l iipij(x)yiyj +22n:qij(x)yiyjl+irij(x)yilyjl dx. (10)
dx =

LLOXi =
ko‘rinishdagi kvadratik funksional bo‘lgan holda quyidagi tasdiq bilan
to‘ldirish mumkin.

S-teorema.  p;;(x) €Clx, %], ;) € CPxy, X1, 1;(X) € CPxg, %], jii=Ln
r()=(r,(x),1,j=1n)>0 (<0) ¥xe[x,,x] bolsin. Agar Yakobi sharti
bajarilmasa, inf J(x)=-w(+), ya’ni masala yechimga ega emas. Agar
kuchaytirilgan Yakobi sharti bajarilsa, yagona statsionar funksiya
mavjud va bu funksiya (10) funksional uchun global minimal

(maksimal) bo‘ladi.
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2. Yugqori tartibli hosilalarga bog‘liq bo‘lgan funksionalning
ekstremumi.
Faraz qilaylik, Q c R™? - berilgan ochiq to‘plam (soha),
S={xy.22,4): (%, 2,.2,)€ Q) F(xY,2,,,2,)-Q
sohada uzluksiz funksiya,
Py = (% Yoor Your-- Yon-a) R0 Yaor Yazrvs Yo s)

s to‘plamning belgilangan nugqtalari, x, < x, bo‘lsin.

Quyidagi

J[y]=.[F(x, Y, y',...,y(”))dx—>min(max), (11)

Xo

y(xo) = Yo y'(xl) = Y1 y(n_l)(x1) = Yin- (12)

ekstremal masalani qaraymiz.

Yugqori tartibli hosilalar qatnashgan (11), (12) masala ham
chegaralari qo‘g‘olmas variatsion masaladir. Bu masalada joiz
funksiyalar (chiziglar) (12) shartlar bilan aniglanadi, ya’ni ularning
uchlari berilgan Pyva P, nuqtalarda mahkamlangan.

5-ta’rif. Agar biror >0 son topilib, [y-y’| <€ shartni

CcMx %
ganoatlantiruvchi barcha y=y(x)  joiz chiziglar uchun
Jly°|< 3yl (3]y°]= ary]) tengsizlik bajarilsa, (11) funksional y’=y"(x) joiz
chizigda kuchsiz lokal minimumga (maksimumga) erishadi, deyiladi.
Bunda yo(X) - (12) masalaning kuchsiz minimali (maksimali) deyiladi.
Keltirilgan ta’rifda c™[x,,x,] fazodagi norma o‘rniga C"V[x,,x,]

fazodagi normadan foydalansak, kuchli ekstremal ta’rifiga ega bo‘lamiz.
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Avvalgi qaralgan variatsion masaladagi kabi bu yerda ham har bir
kuchli ekstremalning kuchsiz ekstremal bo‘lishi ravshan.

Kuchsiz ekstremumning birinchi tartibli zaruriy sharti quyidagi
teoremada berilgan.

6-teorema. F(x,y,z,)eC™ @) bo'lsin. Agar y’x) — (11), (12)
masalada kuchsiz ekstremal bo‘lsa, barcha x [x,,x ] uchun

FO(X)_iFQ(x)JriF(?.(x)—...+(—1) a Fln(x)=0 (13)

Y dx 7 dx? 7 dax" Vv

tenglik bajariladi, bu yerda

F i (x)=F (x, y° (%), vy (x),..., y*" (x)) i=1n, (14)
Noma’lum y = y(x)e C™[x,,x,] funksiyaga nisbatan

F_9¢ +d—2F + +(—1)Oln Foy=0 (15
Yodx Y odx® T dx" v

tenglamaga Eyler—Puasson tenglamasi deyiladi. F(xy,z,..,2,) e C"(Q),
bolganda  Eyler-Puasson tenglamasi Zn— tartibli oddiy differensial
tenglamadan iborat.
6-ta’rif. Eyler-Puasson tenglamasini ganoatlantiruvchi y’= y/(x)
joiz funksiyaga (11), (12) masalaning statsionar fiinksiyasi deyiladi.
Endi qaralayotgan masala uchun ekstremumning ikkinchi tartibli
zaruriy shartlari va yetarli shartlari haqida to‘xtalamiz.

Agar F(x,v,7,..2,)eC?®@Q) bo'lsa, (11) funksional har bir

y° =y°(x)eC™[x,,x,] nuqtada ikkinchi variatsiyaga ega va bu variatsiya

5%J [yo , h]: Ti Fy0<i>y<j> (x)h(i)(x)h(”(x)dx, (16)

XOI,]:l

h=h(x)eC™[x,.x.], h?(x,)=h"(x,)=0, i=0,n-1.

formula bo‘yicha hisoblanadi, bu yerda
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Fy?i)ym(x): Fﬁnym (X, Yo (%), y° (%), VO(H)(X))-
h=h(x) ga bog'liq bo‘lgan (16) funksional uchun tuzilgan Eyler-
Puasson tenglamasiga, (11), (12) masala uchun Yakobi tenglamasi

deyiladi.

7-ta’rif. Agar Yakobi tenglamasi h"(x,)=h"(x.)=0, i=0,n-1,
shartlarni ganoatlantiruvchi trivial (aynan nol) bo‘lmagan yechimga ega
bo'lsa, x. nuqta - y'(x) joiz chiziq bo'ylab, x, nugtaga qo‘shma nugqta
deyiladi.

7-teorema. F(xy,z,..,2,)eC™?(@Q) bo'lsin. Agar y°(x)eC®[x,,x,]
(11), (12) masalada kuchsiz minimal (maksimal) bo‘lsa, quyidagi
shartlar bajariladi:

a) Lejandr sharti: F oo ()20 (£0), Wxe(X,%)

b) Yakobi sharti: (x,,x) intervalda y’(x) chiziq bo‘ylab x, nuqtaga
qo‘shma nuqgta mavjud emas.

8-teorema. Faraz qilaylik:

a) F(x,y,2,,...2,) eC™?(Q), Q=SxR, ScR"™—ochiq to‘plam;

D) Flom(XY,2,,:,2,)20 (<0), ¥(x,Y,2,..,2,)€Q;

V) y°(x)e C®[x,,x,] joiz statsionar funksiya;

g) kuchaytirilgan Lejandr sharti bajarilsin:

F oy () >0 (<0), vxe[x,,x];

d) kuchaytirilgan Yakobi sharti bajarilsin: (x,,x,] oraliqda y’(x)
chiziq bo‘ylab x, nuqtaga qo‘shma nuqta mavjud emas. U holda y/(x)—
(11), (12) masalada kuchli lokal minimal (maksimal) bo‘ladi.
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3. Bir necha o‘zgaruvchili funksiyalarga bog'liq bo‘lgan
funksionalning ekstremumi
Biz ikki o‘zgaruvchili z=z(x,y) funksiyaga bog'liq bo‘lgan,
quyidagi,
Iz(x, y)] = ij(x y,2 a_z E)dxd (18)

funksionalni qaraymiz, bunda F- 0‘z argumentlarining uch marta
differensiallanuvchi funksiyasi (F eC®(D)).

O‘zining ikkinchi tartibli xususiy hosilalari bilan birgalikda D
sohada uzluksiz bo‘lib, D sohaning 6D chegarasida berilgan qiymatlarni
qabul qiluvchi funksiyalar ichida, (18) funksionalga ekstremum qiymat
beruvchi z =z(x,y) funksiyani topish talab qilinadi.

Agar z=1z(x,y) sirtda (18) funksional ekstremumga erishsa,
ekstremumning zarurty sharti  &[z(x,y)]=0 (funksional birinchi

variatsiyasining nolga teng bo‘lishi), sirt quyidagi

o o
F, —5{': }—5{5}—0 (19)
Eyler — Ostrogradskiy tenglamasini ganoatlantirishini beradi,
bunda
o @
p= X q= o’
L S SN T
ox {Fp}_ pr + sz OX Fpp OX qu ax (20)
0 0z 0 0
E{Fq}quy+F ay+|:qpas+|:qqaj (21)

(19) — ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamadan

iborat. Endi agar funksional,

I[2(X,, Xy evrs Xn)]:_UD“'_[F(X:L’XZ ..... X1 Z, Py Pareees P, )AXAX, -+ 0X, (22)
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ko‘rinishda bo‘lsa, bunda p, :% (k=12,...,n), ekstremumning zaruriy

sharti,

Eyler — Ostrogradskiy tenglamasi ko‘rinishini oladi.

Bu tenglamaning yechimi bo‘lgan z(x,x,,..,x,) funksiya n o‘lchovli
D sohaning oD chegarasida berilgan chegaraviy shartlarni
qanoatlantirishi kerak.

II. Nazariy savollar.

1. Variatsion hisob asosiy masalasining umumlashmasi.
Funksional bir necha funksiyalarga bog‘liq bo‘lgan masala.

2. Eyler tenglamalari sistemasi.

3.  Variatsion hisob asosiy masalasining umumlashmasi.
Funksionalda yuqori tartibli hosilalar qatnashgan masala.

4.  Eyler — Puasson tenglamasi.

5.  Bir necha o‘zgaruvchili funksiyalarga bog‘liq funksionallar.

6.  Eyler - Ostrogradskiy tenglamasi.

1. Amaliy topshiriglar.

1 —masala. Quyidagi variatsion masala uchun Eyler tenglamalari

sistemasini tuzing.
1
1. J(y)= J(yf + Y5 = 2Y,Y, )dx — min,
0
¥:(0)=0,y,(0)=0,y,() =-1Ly,(1) =1 y,y, e C®[01]
f 2
2.3(y)= j(y{ + Y52 +3yy, +4y] )dx — min,
1
Y0 =1Yy,)=1%,(2=0,y,(1) =1 ,y, eC®[1;2]
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3.3(y) =j(y{2 +yy? —2yx° + yzezx)dx—> min,
0
¥,(0)=0,Y,(0)=1,¥,(2) =1, y,(2) =0, y,y, € C®[0;2]
1 2
4.3(y) = j(yl' + Y2~ 4y,y, Jdx — min
0
¥,(0)=0,¥,(0)=0,y,(D) =-1,y,() =1 y,y, e C[0;1]
2 2
5.3(y) = [y + y2 — viy} + 22 Jdx — min,
1
Y. =1y, =1y,(2)=0,y,)) =-1y,y, e C®[1,2]
6.3(y) :I(yf +y57 +yx° —2y,e¥ )dx —> min,
0
¥,(0)=0,y,(0) =1 ,(2) =1 ¥,(2) =0, y,y, e C?[0;2]
1
7.3(y) = I(yl'z +y2 +16y,y, Jix — min,
0

¥:(0)=0,y,(0)=0,y,(1) =—1 y,(1) =1y, e C®[01]
8.3(y) =j(yf + Yy =3yly; + y2 Jdx— min,

Y@ =1y, =1y,(2)=0,y,8)=-1 y,y, e C*[1;2]

9.3(y) =E(yf £y =3y - y,e% kix — min, y, (0) =0,
¥,(0)=1,y,(2) =1,y,(2) =0, y,y, eC®[0;2]

10.3(y) = i(yf Y2~ oy, > min,
¥:(0)=0,y,(0)=0,y,() =—1y,(1) =1 y,y, eC®[0]
11.3(y) =i(y{2 £y +yiyh —3y2 Jdx— min,

Y@ =1y,1)=1y,(2) =0y, =-1y,y, s C®[1;2]

2
12.3(y) :J.(yl’2 + Y2 +4yx> - 2y,e¥ )dx—> min,
0
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y,(0)=0,Y,(0) =1 y;(2) =1 ¥,(2) =0, y;y, € C*[0;2]

1
13. J(y) = I(y{z + Y2 +8y,Y, )dx — min,
0

2
14.3(y) = [(yi? + 32 +4y.y; ~5y2 bix — min,
1

yl(o) =0, Y, (O) =0, yl(l) =-1, Y, (1) =1, iy, € c® [0;1]

Y,0=1y,0)=1y,(2)=0,y,() =-1y,y, e C[1;2]
2

15.3(y) =I(y{2 +y;? —5y;x° +4y2e2X)dx—> min,
0

y,(0)=0,y,(0) =1 y,(2) =1, y,(2) =0, y,y, e C?[0;2]
t 2

16.3(y) = [ (v + 32 ~2y,y, + v, ix — min,
0

¥,(0)=0,y,(0)=0,y,() =-1 y,()) =1 y,y, eC¥[07]
2 2

17.30y) = [ (i + 32 — iy — 4y? Jix — min,
1

y0=1y,0)=1y,(2)=0,y,() =1 y,y, eC®[1;2]
2

18.J3(y) :_[(yf +y2 -6y x° —y,e¥ )dx—> min,
0

¥,(0)=0,y,(0) =1 y,(2) =1, y,(2) =0, y,y, e C?[0;2]
. 2

19.3(y) :j(y{ +Y =YY, + 2y2)dx — min,
0

¥,(0)=0,y,(0)=0,y,() =-1 y,()) =1 y,y, eC®[0]
2 2

20.3(y)= [ (yi? + 52 ~ 4y;y;  6yZ Jbx — min,
1

y.0)=1y,0)=1y,(2)=0,y,() =1 y,y, eC®[1;2]

t 2 2 2
21. 30y, y,) = [y + v3? ~3yiy; +4y,? Jax — min,
0

% 0)=1 y,(0)=1, y,0)=0, y,1)=-1, y,,y, eC¥[0:1].
masala uchun Eyler tenglamalari sistemasini tuzing.
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Yechilishi: Bu masala funktsionali uchun Eyler tenglamalari

sistemasi
d
R, =g Fin =0
d
g P =0

ko‘rinishda bo‘lishi kerak. Integral ostidagi funksiya
F =y’ +y? -3y, +4y2. Bu funksiyadan y,, y,;' va x lar bo‘yicha hosilalar
olib, quyidagilarga ega bo‘lamiz:

! ! d 14 14
Fy1 :8y1, Fyi = 2y1 _3y2 ) & Fyi = 2y1 _3y2 .

Bundan y, bo‘yicha Eyler tenglamasi 8y, —2y/-3y; =0 ko‘rinishga
keladi.
Endi integral ostidagi funksiyadan y,, y', va x lar bo‘yicha hosilalar

olib,

!’ ’ d 14 "
F. =0, F, =2y, -3y,, &Fy,zzzyz—?,yl

Y2 Y2

larga ega bo‘lamiz. Bundan y, bo‘yicha Eyler tenglamasi -2y} +3y/=0
yoki 2y;-3y'=0 ko‘rinishda bo‘ladi. Natijada, Eyler tenglamalari

sistemasi,

{Zy{’—8y1—3y;’ =0
2y, =3y, =0

ko‘rinishda bo‘ladi.

2 — masala. Quyidagi variatsion masala uchun Eyler — Puasson

tenglamasini tuzing.

1. a(y)= j'(y"z +y"? +3y'x3)dx —min,y (0)=0,y'(0) =0,y (1) =1,y'(1) = -1y e C?[0;]

2.3(y) = j(y”z —3yy'+ yz)dx —min,y (0)=0,y'(0)=0,y (7)=1y'(x)=-1yeC®?|0;x]
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3.0(y)= I(y”2 +y? -2yt x> miny () =1y'@®)=-1y (2)=0,y'(2) =0,y e C?1;2]
4.3(9) = [(y"2 + 4y - yx)ix - min,y (0)=0,y'(0) =0,y =1y’ =Ly «C¥[oq]
5.3(y) = I(y"2 —yy' +4y?Jdx > min,y (0)=0,y'(0) =0,y () =1 y'(x) = -1y e C?[0; z]

6.3(y) = I(y” +4y? —y?Jix > min,y 1) =1y =-1y (2)=0,y'(2)=0,y e C? ;2]

7. 3(y) = j(y”z —y?+2y' % Jdx > min,y (0)=0,y'(0)=0,y () =1 y'() = -1 y e C®[0y]
8. 3(y) =I(y"2 +2yy'— y?Jdx > min,y (0)=0,y'(0)=0,y (z) =L y'(x) =1y e C[0; 7]
9. 3(y)= [ (4" + 6y + 2y2)ix > min,y ) =1y () =Ly (2) =0,y'(2) =0,y « V2]

10. 3(y) = j(y"z —4y? —2y'x*Jdx —> min, y (0)=0,y'(0) =0,y (1) =1 y'®) = -1 y e C?[01]
11.34) = [y + yy'+ 9y x> min, y ©)=0,y(@ =0,y () =1,y (=) =Ly =C[0;]
12. 3(y) = j(y"z +5y? +y?Jix > min,y ) =1y@Q)=-1y (2)=0,y'(2) =0,y e C?[1;2]

13.3(y)= i(y"z +y? — 4y Jix > min,y (0)=0,y'(0)=0,y 1) =1 y'@®) =-Ly «C?[01]
14.3(y) =I(y"2 —6yy'— y?Jdx > min,y (0)=0,y'(0)=0,y (7) =L y'(z) = -1y e C?[0; 7]

15. a(y) =i(y"2 +2y'2 —4y? Jdx — min,
y =1y @®)=-1y (2=0,y(2)=0,yeC®[1;2]

16.3(y)= j(y"2 —y?+ 3yx2)dx —min,y (0)=0,y(0)=0,y @) =1y'()) =-1,y e C?[01]

17.3(y) =]E(y”2 +4yy'—y?Jdx > min,y (0)=0,y'(0)=0,y () =1 y'(z) =—1y e C?[0; 7]
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18. J3(y)= i(y”z +4y"? +3y2)dx —miny )=1y@=-1y (2)=0,y'(2) =0,y e C?[1;2]
19.3(y) = j.(y”z +4y? —3y'x*Jx - min, y (0)=0,y'(0) =0,y (1) =1 y'()) = -1,y e C?[01]

20.3(y) = f(y"2 —~5yy'—4y? Jdx — min, y (0)=0,y'(0) =0,y (7) =1 y'(x) =-1y e C?[0; x]
21. Ushbu
J(y)= j(y”z +y’? —2y’x3)dx — min,

%5(0)=0, ¥5(0)=0, yo(1)=1, y5)=-1, yeC?[o:1],
variatsion masala uchun Eyler — Puasson tenglamasini tuzing.

Yechilishi: Eyler — Puasson tenglamasi

2 n
o4 F, +d—F;?, +o+(=1) d

F, =0
Y dx dx?

dX n y(n)

tenglamadan iborat. Integral ostidagi funksiya F=y”?+y?-2yx®. Bu

funksiyadan y bo‘yicha xususiy hosila olamiz: F,=0. Endi integral
ostidagi funksiyadan y' bo‘yicha xususiy hosila olib, F, =2y-2x°
ifodaga ega bolamiz. F,=2y'-2x* funksiyadan x bo‘yicha to‘la hosila
olib, %Fy,=2y”—6x2 ifodaga ega bo‘lamiz. Endi integral ostidagi
funksiyadan y" bo‘yicha xususiy hosila olib, F,=2y"ifodaga ega

bo‘lamiz. F,=2y" funksiyadan x bo‘yicha hosilalar olib, diFy,,:Zy’” va
X

3—;Fym =2y" ifodalarga ega bo‘lamiz. Bu olingan hosilalarni yuqoridagi

tenglamaga keltirib qo‘yib,
—2y"+6x*+2y" =0
yoki

y|V _y”+3X2 =0
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Eyler — Puasson tenglamasiga ega bo‘lamiz.

3 — masala. Quyidagi funksional uchun Eyler - Ostrogradskiy

tenglamasini tuzing:

+ [%) +2zf (X, y)}dxdy

+ (%} + 4zf (X, y)]dxdy

a

Larzeo = |f ~

@
OX

_(82]4 (az
JR— + JR—
L X ay
_(6zj4 [az !
JR— + —_
OX oy
o\ (ez )
(&j +(5J +5zf (X, )

@] +(%J +3zf (X, y)}dxdy

29[z 1= [

4

3. J[z(x y)] :J] +6zf (x, y) [dxdy

4. I[z(x,y)] = j j +82f (x, y) [dxdy

5. I[z(x,y)] = j j dxdy

6. ey =f|| -

7. [z 1=

8. Iz 1=

0%z 0%z

3 + 7 +2

OX oy OX
0%z 0%z
— | || +2
OX oy oxoy

0’z

ayjz .
jz _

0%z

z

2zf (x,y) dxdy

4zf (x,y) |dxdy

9. J[z(x, y)]—”[(%j +(%j +2[8ax_azyj —6zf (X, y)}dxdy

10. J[z(x,y)] = g ) o +2 vy 82f(x,y)]dxdy
(2Y (2 o2z Y

11. J[z(x,y)]:g Pl o +2 vy zf(x,y)]dxdy
(2Y (2 o2z Y

12. J[z(x,y)]:g Pl Fva +2 oxy 7zf(x,y)]dxdy

54



13.

14.

I[u(xy,2)1 = [[f

I[u(x,y,2)] =j£j[

[

oY (oY ou o o’u
— |t | *+2 +2 +2
OX oy Ooxoy ozoy Oxoz

2 2 2]
a—uj {a_uJ +(a—uj dxdydz
OX 0z

2
J —=2uf (X, , z)]dxdydx

15-20. J[z(x,y)] = Ijlal(x, y)(%} +a,(X, y)(%) —b(x,y)z? + 2zf (, y)}dxdy.

15.
16.
17.
18.
19.
20.

al(x7 y) = Xz + y2|

a,(xy) = X" +2y,
a,(xy) =3 +y?,
a,(xy) = x* —4y?,
a,(x,y) =2x* - y?,

a (x y) =4x* -y,

3, (X, y) =X+, b(xy)=(x+y)*
3,(X,y) =2x+Yy, b(xy)=(x-y)*
a,(xy)=x-y, b(xy)=(2x+y)’
3,(x,y) =x=3y, b(x,y)=(x+3y)’
2,(x,y) =3x+2y, b(xy)=(2x-3y)’

a, (X, y) =5x+y* b(x,y)=(x+y)’

21.3[z(x, y)] _ﬂ[(%j —(%J }dxdy funksional uchun Eyler - Ostrogradskiy

tenglamasini tuzing.

Yechilishi: Funksionalning ifodasidagi funksiya:

F(x,Y,z,p,q)=p° -0

ko‘rinishda bo‘lganligidan, Eyler - Ostrogradskiy tenglamasi,

yoki

ko‘rinishni oladi.

0 0
—&(ZD)—E(—ZQ)ZO

2 2
0°1 az_o

aXZ ayZ -
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4§. Optimal boshgaruv masalalari (Pontryaginning maksimum
prinsipi. Terminal boshqaruv masalasi. Chiziqli boshqaruv sistemalari).
1.  Optimal boshgaruv masalasining qo‘yilishi.

Avvalo optimal boshgaruv amaliy masalalaridan birini keltiramiz:
vy boshlang‘ich tezlikka ega bo‘lgan birlik massali material nuqtani
modul bo‘yicha birdan oshmaydigan kuch ta’sirida gorizontal to‘g‘ri
chiziq bo‘ylab A nuqtadan B nuqtaga shunday ko‘chirish talab qilinadiki,
bunda material nuqta B nuqtaga v; tezlik bilan eng qisqa vaqtda yetib
kelsin.

Qo'yilgan masala optimal boshqaruvning tezkor masalasidan
iborat. Uning matematik modelini tuzamiz.

Ox o'qda A(e) va B(f) nuqtalarni olaylik. Material nuqta 7=,
boshlang‘ich vaqtda A nuqtada, =t,(¢,>ty) vaqtda esa, B nuqtada bo‘lsin.

T=t,-ty - material nuqtaning ko‘chish vaqtidan iborat.

x =x(t)-material nuqtaning ¢ vaqtda bosib o‘tgan yo'li, u=u(t)-
material nuqtaga ¢ vaqt momentida ta’sir etayotgan kuch miqdori
bo‘lsin.

d?x

. dx : : C
U vaqtda =4~V - material nuqtaning tezligi, X= e

material nuqtaning tezlanishi bo‘ladi.
Nyutonning ikkinchi qonuniga ko‘ra ma=u tenglik o‘rinli, bu yerda
m —material nugtaning massasi. m=1a=X ekanligini hisobga olsak,
X =U (1)
tenglamaga ega bo‘lamiz. Masalaning qo‘yilishiga ko‘ra,

X(t,)=a, X)) :Vo}

X)) =4, xt)=v, @)
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shartlar kelib chigadi. Bundan tashqari, u(t)- kuchga
ut) <1, telty,t]

cheklashlar qo‘yiladi. u(t)- boshgarish funksiyasi (qisqacha, boshqgarish)
deyiladi. Odatda u bo‘lakli-uzluksiz funksiyalar sinfidan, deb garaladi.
Bunday funksiyalar joiz boshqgarishlar sinfini tashkil etadi.

Shunday qilib, qo‘yilgan masalaning matematik modeli
quyidagicha:

shunday |u"(t) <1 te[t,t;] joiz boshqarishni topish talab gilinadiki,
(1) tenglamaning unga mos keluvchi x (#) yechimi (2) shartlarni
qanoatlantirsin va bunda ko‘chish vaqti T =t; —-t, minimal bo‘lsin.

x, =X, X, =x 0'zgaruvchilarni kiritib, bu masalani,

T(u)=t, —t, > min,
X =Xy, X, =U,

X (t) =a,x () =5, (3)
Xz(to) = Vo, Xz(tl) =V,
lul<l

ko‘rinishda yozish mumkin.
(3) masala, geometrik tilda, {/x,x,! tekislikda shunday
X"(t) = 1 (1), X, (1)} trayektoriyani qurishni bildiradiki, u eng gisqa T* =t; —t,

vaqtda A={«,v,} nuqtadan B={3,v,} nuqtaga ko‘chib o‘tadi.
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2. Pontryaginning maksimum prinsipi.
Maksimum  prinsipi optimal ~ boshqaruv ~ masalalarida
optimallikning asosiy zaruriy sharti hisoblanadi. Bu natija XX asrning
50-yillari ikkinchi yarmida akademik L.S.Pontryagin boshchiligidagi

sovet matematiklari tomonidan olingan.
Quyidagi:

J(u, x) =tj1 f, (x(t), u(t), t)dt + g, (x°, x(t,)) — inf (4)
X(t) = f (x(t),u(t),t),t, <t <t
X(t,) =x°,g,(x(t)) <0, i=1..,k, 5
g,(x(t,)=0,i=k+1,...,s ()
u=u()eV,

optimal boshqaruv masalasini qaraymiz. Bu masalada ¢, ¢ vaqt

momentlari belgilangan (0‘zgarmas), x’- berilgan boshlang‘ich nugta.
Faraz qilamizki, f(x,u,t)=(f,(x,u,t),.., f,(xut)) vektor-funksiyaning

f.(x,u,t) komponentalari va f,(x,u,t), g,(x) funksiyalar x bo‘yicha uzluksiz

xususiy hosilalarga ega bo‘lsin.
Maksimum prinsipini bayon qilish uchun Gamilton-Pontryagin
funksiyasi deb ataluvchi,

H(x,u,t,w,a,) =—a,f,(x,u,t) +y, f,(x,u,t) +....+y, f.(X,u,t) =

=-a, f,(x,u,t) +y' f(x,u,t) (6)
funksiyani qaraymiz, bu yerda y = (v,,...v,), a, = const .
u=u(t) - joiz boshqaruv, x(7)=x(t, u,x’) - unga mos joiz

trayektoriya, [f)t;] oraligda aniglangan bo‘lsin. (u(@).x(t), t,<t<t,

juftlikka mos bo‘lgan, v =w(t) = (5, (t)....w,(t)) o‘zgaruvchilarga nisbatan,
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x=x(t)

oH (x,u,t,y (t), a,)
0%,

w,(t) = =

. o (7)
=a, f, (x(t),u(t),t) - Zw,- (t) f, (x(@®),u(),b),(t, <t<t)

sistemani qaraymiz. Unga goshma sistema deyiladi. (7) qo‘shma
sistemani vektorli shaklda

w0 =—H, (xO.u®.Lp).3,), t, <t<t, (8)
kabi yozish mumkin, bu yerda H, =(H, ....H, )

Agar (5) sistema x,uz ga nisbatan chiziqli, ya’ni

%(t) = AC)X(t) + B(t)u(t) + f (), (t, <t <t,)
ko‘rinishda bo‘lsa,
H(x,u,t,w,a,) =-a, f,(X,u,t) +y'(A(t) + B(t)u + f (t))
va (8) go‘shma sistema
y(t) = ap fo, (x(1),u(t),t) - AOw 1), (t, <t <t;)
kabi bo‘ladi, bu yerda ‘- transponirlash belgisi.

(7) go‘shma sistema —chiziqli differensial tenglamalar sistemasidan
iborat bo‘lib, u w(t,) =w, boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi yagona
yechimga ega.

1-teorema. Agar (x(t)u(t)t,.t,) - (12) (13) masalaning yechimi

bo‘lsa, shunday aja,,.,a, sonlar va w(t)= @), v, 1)t <t<t vektor-

funksiya mavjud bo‘ladiki, ular:
1) a=(ay a,...,a,)#0, a, >0,..,a>0; 9)
2) w@) funksiya (x(?)u(t)) ga mos keluvchi (7) qo‘shma

sistemaning yechimidan iborat;
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3) u(t) optimal boshqarishning barcha ¢&/t,t;/] uzluksizlik
nuqtalarida H(x(t),u,t,w(t),a,) funksiya, u=u,,...,u,,) o‘zgaruvchi bo‘yicha,
Vto‘plamda aniq yuqori chegarasiga u=u(?) bo‘lganda erishadi, ya’'ni

sup H (X(t), u,t,w(t), a,) = H(x(t), u(t), tw (1), a,), (t, <t <t,) (10)

ueVv

shartlarni qanoatlantiradi:

) =-Yae, ) (1)
a,0;(x(t).t,,t,) =0, j=12..k (12)

4) shartlarga transversallik shartlari deyiladi.

3. Maksimum prinsipining chegaraviy masalasi.

Maksimum  prinsipidan  amaliyotda ganday foydalanish
mumkinligini ko‘rib o‘tamiz.
H(x,u,t,y,a,) funksiyani u=(uyy,,...,u,), o‘zgaruvchining funksiyasi
deb garaymiz va har bir belgilangan (x,t,y,a,) da
H(x,u,t,i,a,) —>sup,ueV (13)
maksimallashtirish masalasini yechamiz.
u=u(xt,p,a,) eV (14)
shu masalaning yechimi bo‘lsin, ya’ni

H(x,u(x,t,i,a,),t,w,a,) =supH(x,u,t,w,a,) (15)

ueV

tenglik bajarilsin. Agar optimal boshqarish masalasi yechimga ega
bo‘lsa, maksimum shartiga ko‘ra (14) funksiya aniqlangan bo‘ladi. Ko‘p
hollarda (14) funksiyani oshkor ko‘rinishda yozish mumkin bo‘ladi.

Masalan, agar
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foqut)=foxt)+> f2(x.tu, j=12..n
i=1
i=12,..,m}

( @, p -berilgan sonlar) bo'lsa,
H(x,u,t,p, ao) =-q, f00 (x,t) + il//j fjo (x,1) +i¢i (Xt yp, ao)ui
j=1 i=1
bo‘ladi, bu yerda

(pi (X!t’ ‘//1 a0) = _aO f00 (X’t) + ZWJ fj0 (X’t)

j=L
U vaqgtda (14) masala yechimi u(xt,»,a,) ning koordinatalari

Bo(Xty,a)>0
o, p.(x,t,y,a,) <0, i=1..m

u=u(xtw,a,) :{
ko‘rinishda bo‘lishi ravshan. Xususiy holda, agar «, =-1,5 =+1 bo‘lsa,
u, =signe, (x,t,w,a,),i=12,...m
bo‘ladi.

Agar V to‘plam
Y, :{u eR":|ul= (iuf)E < r}

ko‘rinishda bo‘lsa, (14) funksiyani oshkor shaklda,

(D(X,t,l//a a‘O)
oy PLYa)
LY = ety

kabi yozish mumkin, bu yerda ¢ = (g¢,,...,9,),

Faraz qilaylik, bizga (14) funksiya ma’lum bo‘lsin. U vaqtda t,y
o‘zgaruvchilarga nisbatan quyidagi 2n ta differensial tenglamalar
sistemasini qaraymiz:

X-: f(x,u(x,t,w,a,),t) } (16)
v =—-HMXu(xty,a,),t,y,a,),t, <t <t
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Differensial tenglamalar kursidan yaxshi ma’lumki, (16)
tenglamalar sistemasining umumiy yechimi 2n ta ixtiyoriy parametrlarga
(masalan, x(t,) = (x,(t),-.. X, (t)), w(t,) = @, ()., v, (t,)), boshlang‘ich
shartlarga) bog‘liq bo‘ladi.

Bundan tashqari, maksimum prinsipidagi a,a,,..,a, parametrlar ham
noma’lum, ularni aniqlash uchun yana s+1 ta shart kerak bo‘ladi.
Shunday qilib, noma’lum 2n+s+1 ta parametrlarni aniglash uchun
2n+s+1 ta shart zarur. Ularni maksimum prinsipidan, masalan, 1-
teoremadagi (10), (11) shartlar hamda

9;(x;)=0, j=k+1..,s (17)
shartlardan olamiz. Bu shartlar jami 2n+s ta tenglamalarni beradi.
Yetishmayotgan yana bitta tenglamani olish uchun H(xutw,a,)
funksiyaning v,,w,,...v,,a, o‘zgaruvchilarga nisbatan chiziqli va bir jinsli
ekanligini, ya’ni H(xu,t,ay,aa,) =aH(x,u,t,,a,),vacR* ekanligini hisobga
olamiz. U vaqtda (15) shartdan

u(x,t,ay,aa,) =u(xt,w,a,), va>0 (18)

ekanligi kelib chiqadi. Demak, maksimum prinsipida a,,a,,...a,, ...,
o‘zgaruvchilar musbat ko‘paytuvchi aniqligida topiladi. Demak,

Jff =327 -1 (19)
deb olish mumkin. Agar a,>0 ekanligi ma’lum bo‘lsa, (19) shart o‘rniga
ap=1 deb olish ham mumkin. (10), (11), (17), (19) tenglamalar
sistemasini yechganda,

a, 20,8 >0,..,a,20, g;(x(t,)t.t)<0, i=1..,k (20)

shartlarning bajarilishi hisobga olinadi. Shunday qilib, maksimum

prinsipi asosida, (15) maksimum shartidan, (16) tenglamalar sistemasi
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va (10), (11), (17), (19), (20) shartlardan iborat, maxsus chyegaraviy
masalaga ega bo‘ldik. Bu masalaga maksimum prinsipining chegaraviy
masalasi deyiladi.

Agar x(1), w(t).a,a,,.,a, lar - maksimum prinsipining chegaraviy
masalasi yechimidan iborat bo‘lsa, ularni (14) ga qo‘yib,

u(t) =u(x(t),t,w(t),a,) t,<t<t 21)

funksiyani hosil qilamiz. Agar bu funksiya [tq,t;] oraligda bo‘lakli-
uzluksiz bo‘lsa, u optimalikka shubhali boshqarish bo‘ladi. Agar optimal
boshgaruv masalasining yechimi mavjud va maksimum prinsipining
chegaraviy masalasi yagona yechimga ega bo‘lsa, (21) bo‘lakli-uzluksiz

funksiya optimal boshqgarishdan iborat bo‘ladi.
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4. Terminal boshqaruv masalasi. Maksimum prinsipi.

Boshgarish obyekti
x=f(xut), tet,t] (22)
vektorli differensial tenglama bilan berilgan bo‘lsin, bu yerda
X=X, X, ) u=(Up,nu ), f=(f,...F) f(xut) funksiyalarni fig(x,u,t)
xususity hosilalari bilan birga wuzluksiz deb hisoblaymiz. Joiz
boshgqarishlar [t,,t,] oraliqda aniqlangan bo‘lakli - uzluksiz va v <R"
to‘plamdan qiymatlar qabul qiluvchi uv=u(?) m- vektor funksiyalardan
iborat. Har bir u=u(?) joiz boshqarishga mos (22) tenglamaning x = x(t)
joiz trayektoriyasi
K)=¢  (23)
shartni ganoatlantiradi. Qaralyotgan obyektni boshqarish,
J(u)=p(x(t)) (24)

terminal kriteriy orqali sifat jihatidan baholanadi, bu yerda o(x)-R" da
uzluksiz differensiallanuvchi funksiya. Shunday u*(t) boshqarishni topish

kerakki, J(u*)=inf () bo'lsin, bu yerda U- barcha joiz boshqarishlar

to‘plami. Shunday qilib, quyidagi

3(u)=p(x(t)) >inf
x=f(xut), te[t,t] (25)
X(t)=x", u=u(t)ev
terminal  boshqaruv ~ masalasini  garaymiz. Bu  masalada

trayektoriyalarning chap uchi mahkamlangan ((23) shartga q.), o'ng uchi

esa erkin (x(t,)eR").
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2-teorema. Agar u’(t) telt,.t,] — optimal boshqarish, x'(t) telt,.t,]
optimal trayektoriya bo‘lsa,
HOC (0" @) u ()= max HC @Oy Bhut) telt]  (26)
maksimum sharti bajariladi, bu yerda

H(x,w,u,t)=yw" f(xu,t) Z‘/’J (xu,t)

w'(t), telt,.t,] funksiya

g - (x*(t)g)/(/,u*(t),t) 27)
) -2 ) (28)

qo‘shma sistemaning yechimidir.

3.  Chiziqli terminal boshqaruv masalasi.

Chiziqli boshgaruv sistemasi uchun chiziqli terminal kriteriyli

quyidagi masalani qaraymiz:

J(u)=c"x(t,) —> min,
%= A(t)x +b(t u), teft,t] (29)
K(t) =X, u=u(t)eV, teft.t]

bu yerda
xeR", ueR", VcR", Alt)-nxn-matrisa-funksiya,  b(t,u)=(b,(t,u)...,b,(tu)),
ceR", x’eR".
A(t) matrisaning elementlarini [t,,t,] da uzluksiz, b(tu), i=1n
funksiyalarni [t,,t,]xV da uzluksiz deb faraz qilamiz.

(29) masala uchun quyidagi teorema o‘rinlidir.
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3-teorema. u=u(t) telt,t,] bo‘lakli-uzluksiz funksiyaning (29)
masalada optimal boshqarish bo‘lishi uchun,
maxy (b(tv) =y (t)b(tu(t)). teftot] (30)
shartning bajarilishi zarur va yetarlidir, bu yerda w(t)t <|[t,.t, | funksiya
§ Ay, ()= 31)

go‘shma sistemaning yechimidan iborat.

6. Chiziqli tezkor masala. Optimallikning zaruriy va yetarli shartlari.
x=A{)x+B({tu, xeR", ueR" (32)
sistema uchun ikki nugtali tezkor masalani qaraymiz: shunday u'()eU
boshqarishni topish talab gilinadiki, unga mos x () trayektoriya , ¢,
vaqt momentlarida berilgan x’, x' nugtalardan o'tsin, ya’ni
X (t)=x"xt)=x"  (x°=x")

shartlar bajarilsin va #;-f, o‘tish vaqti minimal bo‘lsin. Bunday u*(t) ga
optimal boshqarish, X$(l9 ga optimal trayektoriya, t; ga optimal vaqt
momenti (tezkor momenti) deyiladi, (@ @t),x"(t),t;) esa, masalaning

yechimidir. Qaralayotgan masalani, qisqacha ,

t, —t, > min
X=A(t)x+B(t)u, telt,,t]
x(t,) = X%, x(t,) = x*,

u(t) euU

(33)

ko‘rinishda belgilaymiz.

Quyidagi funksiyani kiritamiz:

t
p(t) = min| c'F(t,, t)x° +Ima\1/x C'F(t,7)B(r)udz —c'x |, t>t,
t ©

el

Bu funksiya barcha #,>¢, nuqtalarda uzluksizdir.
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Agar ixtiyorlty ceR",c=0 vektor va ixtiyoriy [t,,t,] kesma uchun
cF(t,1)B@t) funksiya V to‘plamning har bir & olchovli yoqiga [t,t,]
oraligning chekli sondan ko‘p bo‘lmagan nuqtalari yoki kesmalarida
ortogonal bo‘lsa, (32) sistema regularlik shartini ganoatlantiradi,
deyiladi. Quyidagi tasdiq o‘rinli:

1-lemma [2]. Agar (32) sistema regulyarlik shartini qanoatlantirsa,
Q(t))- yopiq, chegaralangan, qavariq to‘plam bo‘ladi.

Chiziqli boshgaruv sistemalarini o‘rganishda, ekstremal prinsip deb
ataluvchi, quyidagi tasdiqgdan keng foydalaniladi.

2-lemma. Faraz qilaylik, (32) sistema regularlik shartini

qanoatlantirsin. U vaqtda har bir ceR",c=0 vektor va t, >t, son uchun

Q(t;) to‘plamning shunday x chegaraviy nuqtasi mavjud bo‘ladiki, unda

¢'x = max c'x (34)

munosabat bajariladi. (34) tenglikning o‘rinli bo‘lishi uchun, shunday

u(t) eU boshqarish topilib,

X = F(t,,t,)x° +]1F(t1,t)B(t)u(t)dt, (35)
c'F(t,,t)B(t)u(t) = max ¢'F (t,, )B(t)v, telty,t,] (36)

tengliklarning bajarilishi zarur va yetarlidir.

4-teorema. Faraz qilaylik, (32) sistema regularlik shartini
qanoatlantirsin va (u"(t),x"(t),t;) - (33) masalaning yechimi bo‘lsin. U
vaqtda:

1) t; optimal vaqt momenti

t
min| ¢'F(t,t,)x° +Im%x c'F(t,7)B(zr)udr —c'x |=0 (37)
t

el

tenglamaning minimal ildiziga teng;
67



2) u*( t) optimal boshgarish
c*’F(tf,to)B(t)u*(t) = max c'F(t,t,)B(tu, t, <t <t (38)

maksimum shartini ganoatlantiradi, bu yerda ¢ eR", ¢" =0 vektor t=t;
bo‘lganda (37) ning chap tomonidagi ifodaning ixtiyoriy minimum
nugqtasidir;

3) x " (t) optimal trayektoriya

X" = A(t)X" +B(t)u"(t), x"(t,) =x" (39)
munosabatlarni qanoatlantiradi.

(32) chizigli sistema uchun normallik sharti har bir ¢#0 va ¢,>t, da
(36) maksimum shartidan u(?) bo‘lakli-uzluksiz funksiyaning /7,,¢;/ dagi
barcha uzluksizlik nuqtalarida bir qiymatli aniqlanishini ifodalaydi.

Normallik sharti, regularlik shartidan kuchliroq talabdir, chunki
normallik shartiga ko‘ra, ixtiyorty c#£0 va ¢ >f) uchun c'F(t,t)B(t)
funksiya V' to‘plamning yogqlariga [7#)¢;,/] oraligning fagat alohida
olingan nugqtalaridagina ortogonal bo‘lishi mumkin, ya’ni /#,¢;/ ning
qism intervallarida ortogonallik qaralmaydi.

5-teorema. Faraz qilaylik, (39) sistema normallik shartini
ganoatlantirsin. Agar u'(t) boshgqarish, x'(1) trayektoriya va t, vaqt
momenti 4-teoremadagi 1)-3) shartlarni ganoatlantirsa, u"(t),x"@t).t;) -
(33) tezkor masalaning yechimi bo‘ladi.

Optimallikning zaruriy va yetarli shartlarini ifodalovchi 4-5-
teoremalarga qo‘shimcha qilib shuni aytish mumkinki, normallik sharti
bajarilganda optimal boshqarish (va demak, optimal trayektoriya ham )
yagona bo‘ladi. Bu tasdiq (38) maksimum shartidan osongina kelib

chigadi.
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7. Tezkor masala uchun Pontryaginning maksimum prinsipi.

Optimal boshgaruv nazariyasida optimallikning zaruriy sharti
Pontryaginning maksimum prinsipi ko‘rinishida ifodalanadi. Quyida 4-
teoremada keltirilgan zaruriy shartlarni maksimum prinsipi shaklida
yozish mumkinligini ko‘rsatamiz.

Quyidagi

v () =F(t.1'c (40)
funksiyani kiritamiz va (38) shartni

v OBOW ©=maxy” OBOU, t,<st<t,  (41)

ko‘rinishda yozamiz. (40) funksiya
y=-AQw.pt)=c (42)
qo‘shma sistemaning yechimidir. Agar
H(xw,u.t) =y TA(t)x+ B(t)u]
Gamilton-Pontryagin funksiyasidan foydalansak, x (#) ning (39) ni,
u*(t) ning (38) ni va 1//*( ) ning esa, (42) ni ganoatlantirishini,

X (t) =H, ("), v (t),u"(t).1) (43)
v () =—H, (0% @®)u" @)1 (44)
HX @O0 @O0 0.0 =maxH @O Oub),  telt,t]  (45)

ko‘rinishda yozish mumkin. Agar bu sistemani yana bitta
HOC®)w " @)u'(t).) 20 (46)
munosabat bilan to‘ldirsak, tezkor masala uchun quyidagi maksimum
prinsipiga ega bo‘lamiz.
3-teorema (maksimum prinsipi). Faraz qilaylik, (32) sistema uchun

regularlik sharti bajarilsin. Agar u"(t),x"(t).t;) - (33) masalaning yechimi
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bo‘lsa, shunday trivial (aynan nol) bo‘lmagan v (t) vektor - funksiya

topiladiki, (43)-(46) shartlar bajariladi.

1.

II. Nazariy savollar.

Sodda mexanik harakatni boshgarish. Optimal boshqaruv

tezkor masalasining qo‘yilishi va uning matematik modeli.

2.

© 0o N o g B~

10
11

prinsipi.
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16.

Optimal boshqgaruv masalasining umumiy qo‘yilishi.
Pontryaginning maksimum prinsipi.
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II1. Amaliy topshiriglar

Terminal boshqaruv masalasida Gamilton - Pontryagin funksiyasi,
qo‘shma sistema, optimallik shartini ganoatlantiruvchi boshqarishning
ko‘rinishini toping.

J(U) =% D) + %, ) - min, X, = X,, X, ==X+,

1.
%,(0) =X,(0) =0, ju(t) <L teT =[0]]

J(u) =% @) + X, (1) = min, X, =2X%,, X, =X, +U,
%, (0) =x,(0) =0, u(t) <2,teT =[0]

3 J(u) =2x, (1) — x,° Q) = min, X, =X, — X,, X, =X, +U,
%, (0)=x%,(0)=0,|u(t) <3 teT =[0]]

JU) =% D) +x,°@1) = min, X, =% —2u, X, = X, +2X,,

4,
%,(0) = %,(0) =0, ju(t) <4, teT =[0]]
5 J(u) = %2 (@) + X, (1) X, (1) = min, X, =X, +X,, X, = X — X, —U,
" %(0)=x,(0)=0, u®)| <5,teT =[0]]
6 J(u) =3%,(2) = X,(2) > min, X, ==X, —U, X, = X +X,,
" %(0)=x,(0)=0,u®)|<LteT =[02]
7 J(U) = 2%%(2) +3%,(2) = min, X, = X2 + X,, X, = —X, +1U,
" x,(0)=%,(0)=0,u®)|<2,teT =[0.2] '
2 J(U) = x,(2) + 2%,°(2) = min, X, = =X, + X,°, X, = X, + 2U,

%,(0) = X,(0) =0, Ju(t)| <3,teT =[0,2]

9 J(U) =—2%7(2) + x,2(2) = min, X, = X, —3U, X, = =X, + X,
" %,(0) = %,(0) =0, ju(®)| <4, teT =[0,2]

J(U) =3x,(2)%,(2) = X,°(2) = min, X, = 2X, = X,, X, = X, —2U,
" %(0)=x,(0)=0,|u(t) <5 teT =[0,2]

11, SO =%0)+2x,(3) > min, ¥ =X, +2u, %, ==X, +X,°,
" %,(0)=x%,(0)=0,|ut) <L teT =[03]

1o JW= 2%,%(3) = X, (3) = min, %, = 2x, + X,, X, = X,* + 2,
" %,(0)=x,(0)=0,u®)<2,teT =[03] '
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13 J(U) = x*(B) +4x,°(3) > min, X, = X —2X%,, X, = X + X, —U,
" %(0)=x,(0)=0,u®)|<3,teT =[03] '

14 S = X, (3) +3x,° (3) = min, %, = 2x, — X2, X, =3, +U,
" %(0)=x,(0) =0, u®)|<4,teT =[03]

15 J(u) = 5% (3)%,(3) = min, X, = X, — X, +3u, X, = —x°,

%,(0) = X,(0) =0, Ju(t)| <5teT =[03]

16, S =4%(4) - x,(4) - min, , = %" +2U, X, = X, +3%,,
" %,(0)=%,(0)=0, lu)[<LteT =[04] -

17 J(U) - 2X12(4) + 2X2(4) — min’ Xl = X22 -y, Xg ==X, + X,
" % (0)=%,0)=0up)<2teT =[04] -

18 J(u) =3%.(4) — x,°(4) = min, X, = X, +2X,, X, = X, +3U,
" %(0)=x,(0)=0,|u®)|<3,teT =[0,4]

19 YW= X, (4) + 4%, (4) = min, %, = %" =Xy, %, = —X,” + 2,
" %,(0)=%,(0)=0,ju®) <4, teT =[04] :

20 J(U) = % (4) + %, (4)%,(4) — x,° (4) = min, X, = X, —2u, X, = x* +3X,,
" %,(0)=%,(0) =0, ju(t)|<5,teT = [0,4] :

| J(u) = X, (1) —5%,(1) = min, X, =X, + X,, X, ==X, +,
" x(0)=x,(0)=0,jut) <L teT =[0]]

Yechilishi:

HOGp,0) =3 £ (U0 = Yy fi (6,0, 1)

=
n=2, f(Xxut)=x+x, f(xut)=-x+u
bo‘lgani uchun,
Gamilton — Pontryagin funksiyasi H(x,y,u) =y, (% +X,) + v, (x° +u)
bo‘ladi.
oH

U holda qo‘shma sistema y,= _ZTH =y, +3%%y,, y,= —— =W
1 2

ko‘rinishda bo‘ladi. ¢(x(1))=x @) -5x,@1) bo‘lgani uchun qo‘shma sistema
uchun boshlang‘ich shartlar
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w, (1) = —w =-1 w,(1)= —w =5 ko‘rinishga ega. Maksimum

shartini yozamiz:

H(x% % u’t)=max H(x’,»°,u,t)

|uf<t

‘//10 (Xlo + Xzo) + '//20 (_X103 +u’) = nl]aﬂx(l/llo(xlo + Xzo) + Wzo(—X103 + U))

Bu yerdan yu® = maxydu. Demak, optimal boshqarish

Jul<t

1, azapy) >0

0 H 0
u- =sign =
nv: {—1, azapy? <0

ko‘rinishga ega.
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