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KIRISH 

 

Uslubiy qoʻllanma “Variatsion hisob va optimallashtirish usullari 

fanidan oʻqish jarayonining 7-8 semestrida ajratilgan soatlarda 

oʻtiladigan amaliy mashgʻulot mavzularini qamrab olgan. 

1-paragraf variatsion hisobning asosiy masalasida birinchi 

variatsiyani tekshirishga bagʻishlangan boʻlib, bunda  kuchli va kuchsiz 

ekstremumning zaruriy shartlari, Eyler tenglamasi va uning xususiy 

hollariga doir misollar qaraladi.  

2-paragraf variatsion hisobning asosiy masalasida ikkinchi 

variatsiyani tekshirishga bagʻishlangan. Bunda ekstremumning zaruriy 

shartlari, Lejandr sharti, Yakobi sharti va ekstremumning yetarli 

shartlarini tekshirishga doir misollar qaralgan. 

3-paragraf variatsion hisob asosiy masalasining ba’zi 

umumlashmalariga bagʻishlangan boʻlib, unda  Eyler tenglamalari 

sistemasi,  Eyler – Puasson tenglamasi, Eyler - Ostrogradskiy tenglamasi 

kabilarga doir misollar qaralgan. 

4-paragrafda optimal boshqaruv masalalari qaralgan. Bunda 

Pontryagin-Gamilton funksiyasi, terminal boshqaruv masalasi uchun 

Pontryaginning maksimum printsipiga doir misollar qaralgan. 

Qoʻllanmaning  har bir paragrafida mavzuga oid asosiy ta’rif va 

xossalar (teoremalar) toʻla keltirilgan boʻlib, amaliy mashgʻulotda 

bajariladigan ishning oʻzi uch qismdan iborat. Birinchi qismda mavzuga 

oid nazariy savollar, ikkinchi qismda nazariy (muammoli) topshiriqlar, 

uchinchi, oxirgi qismda esa, amaliy topshiriqlar berilgan. Amaliy 

topshiriqlar bir necha masalalardan iborat va  ularning har biridan 

bittadan namunaviy masala yechib koʻrsatilgan. 
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1§. Variatsion hisobning asosiy masalasi. Birinchi variatsiyani 

tekshirish. 

                         1. Variatsion hisob va uning predmeti. 

Funksionallar, odatda, cheksiz oʻlchovli funksional fazolarda 

berilgan boʻladi. Ularning eng katta (maksimal) va eng kichik (minimal) 

qiymatlarini topish haqidagi masalalar cheksiz oʻlchovli ekstremal 

masalalar boʻlib, bunday masalalarni oʻrganish variatsion hisob 

predmetini tashkil etadi. 

XVII asrning oxiridan XX asr oʻrtalarigacha boʻlgan davr klassik 

variatsion hisobning paydo boʻlishi va rivojlanishini oʻz ichiga oladi. Bu 

davrda dastlabki  fundamental tadqiqotlar L.Eyler va J.Lagranj 

tomonidan bajarildi. XVIII asrning oxirlarida Eyler, Lagranj va 

Lejandrlar ilmiy tadqiqotlari natijasida variatsion hisob birinchi  

variatsiyani tekshirish qismi boʻyicha tugallangan shaklga ega boʻldi. 

XIX asrda esa, avval ma’lum boʻlgan variatsion masalalarni 

umumlashtirish boshlandi va variatsion hisobning tadbiqlari boʻyicha 

natijalar olindi (M.I.Ostrogradskiy tomonidan 1834 yilda karrali 

integralli variatsion  masalalar uchun zaruriy shartlar olindi, variatsion 

hisobning mexanikaga tatbiqlari qaraldi). 

XIX asrning ikkinchi yarmida funksionallar ekstremumlarining 

yetarli shartlari olindi (K.Veyershtrass tomonidan, 1879 yilda). 

XX asrda variatsion hisobning toʻgʻri usullari yuzaga keldi.  Ular 

variatsion masalalarni taqribiy yechish uchun, hamda ularda yechimning 

mavjudligini isbotlash uchun juda muhimdir. 

XX asrning boshlarida matematikada yangi yoʻnalish – funksional 

analiz yuzaga keldi va aniq tabiatshunoslikning turli sohalarida, 
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jumladan, kvant mexanikasida keng qoʻllanila boshlandi. Variatsion 

hisob «chiziqli boʻlmagan» funksional analizning tarkibiy qismiga 

aylandi.  

XX asrnig ikkinchi yarmiga kelib optimal boshqaruvning 

matematik nazariyasiga  asos solinishi va uning jadal rivojlanishi 

variatsion hisob taraqqiyotida yangi davrni boshlab berdi. Bu yangi  

yoʻnalishda akademik L.S.Pontryaginning «maksimum prinsipi» va R. 

Bellmanning dinamik programmalashtirish usuli asosiy natijalar 

hisoblanadi. 

1. Variatsion hisob  asosiy masalasining qoʻyilishi. 

Quyidagilar berilgan boʻlsin: 

a) 3RQ   dagi biror ochiq toʻplam (soha); 

b)      QQzyxRyxS  ,,:, 2  toʻplamning 2R ga proyeksiyasi; 

v)     SyxPyxP 111000 ,,,  toʻplamning belgilangan nuqtalari, ;10 xx   

g)    1:,, RQzyxF uzluksiz funksiya. 

 10

1 , xxC  fazoning  

              10110010

1 ,,)',,,,:, xxxQxyxyxyxyyxyxxCxyV             (1) 

toʻplamida aniqlangan 

   dxyyxFyJ

x

x


1

0

',,                    (2) 

funksionalning ekstremumini topish masalasini qaraymiz. Bu masalaga 

variatsion hisobning asosiy masalasi deyiladi va u  

             10

1

1100 ,,,,maxmin',,
1

0

xxCxyyxyyxydxyyxFyJ

x

x

          (3) 

koʻrinishda belgilanadi. (1) koʻrinishdagi toʻplamga (3) masalaning joiz 

funksiyalari (chiziqlari) toʻplami deyiladi. (3) masalada joiz 
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chiziqlarning uchlari berilgan P0  va P1 nuqtalarda mahkamlangan, ya’ni 

qoʻzgʻolmasdir. 

Variatsion hisobning asosiy masalasi - chegaralari qoʻzgʻolmas eng 

sodda variatsion masaladir. 

 

2. Variatsion hisob asosiy masalasi funksionalining birinchi 

variatsiyasi. 

Funksionalning birinchi variatsiyasi ta’rifini berishdan oldin 

chiziqli  funksional tushunchasini eslatib oʻtamiz. 

Agar biror chiziqli W fazoda aniqlangan J[u] funksional bir jinsli 

va additiv boʻlsa, ya’ni: 

1) [ ] [ ], ,J cu cJ u u W    c-ixtiyoriy oʻzgarmas;  

2) 1 2 1 2 1 2[ ] [ ] [ ], , ;J u u J u J u u u W      

shartlar bajarilsa, J[u]-chiziqli funksional deyiladi. Masalan, agar  p(x) 

va q(x) lar [x0,x1] kesmada uzluksiz funksiyalar boʻlsa,  

    
1

0

[ ] [ ( ) ( ) ( ) ( )]

x

x

J y p x y x q x y x dx    

tenglik bilan aniqlanuvchi J[y] funksional  W=C1[x0,x1] da chiziqli 

funksional boʻladi. 

1-ta’rif. Agar J[y] funksional W chiziqli normalangan fazoda 

berilgan boʻlsa, 

   [ ] [ ],J J y h J y h W      

ayirmaga J[y] funksionalning orttirmasi deyiladi. 

2-ta’rif.  Agar W chiziqli normalangan fazoda berilgan J[y]  

funksionalning J orttirmasi uchun  

[ ] [ ] [ , ] [ , ]J y h J y L y h y h               (4) 
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yoyilma  oʻrinli boʻlib, bunda [ , ]L y h - h  ga nisbatan chiziqli funksional, 

[ , ]y h  esa 0h   da [ , ]y h / 0h   munosabatni qanoatlantirsa , J[y]  

funksional y W nuqtada differensiallanuvchi, yoki birinchi variatsiyaga 

ega deyiladi. 

(4) yoyilmaning bosh qismidan iborat L[y,h] ga esa, J[y]  

funksionalning birinchi variatsiyasi deyiladi va u [ , ]J J y h   kabi 

belgilanadi: [ , ]J J y h  . 

Keltirilgan ta’rif boʻyicha variatsiyaga ega funksionallarga 

adabiyotda Freshe ma’nosida (yoki kuchli ma’noda) differensiallanuvchi 

funksionallar ham deyiladi. 

3-ta’rif.  J[y] funksionalning y W nuqtada Lagranj  boʻyicha 

birinchi variatsiyasi deb, ( ) [ ]J y h     funksiyaning 0  nuqtadagi 

hosilasiga  aytiladi: 

0

(0) [ ]
d

J J y h
d 

  
 

   . 

 Variatsion hisob asosiy masalasi uchun birinchi variatsiya 

quyidagi koʻrinishda boʻladi: 

           




0

1

0

',,'







x

x

dxxhxyxhxyxF
d

d
J

               .'',,',,
1

0

' dxxhxyxyxFxhxyxyxF

x

x

yy   

3. Variatsion hisob  asosiy masalasida ekstremumning zaruriy 

sharti. 

Cheksiz oʻlchovli W fazoning biror V toʻplamida aniqlangan J[y] 

funksional berilgan boʻlsin.  
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4-ta’rif. Agar ixtiyoriy y V  uchun * *[ ] [ ] ( [ ] [ ])J y J y J y J y   tengsizlik 

bajarilsa, *y V nuqta J[y] funksionalning V toʻplamdagi global minimum 

(maksimum) nuqtasi, J[y*] esa, funksionalning  minimal (maksimal) 

qiymati deyiladi: 

   * *[ ] min [ ] ( [ ] max [ ])
y V y V

J y J y J y J y
 

  . 

Funksionalning minimum va maksimum nuqtalarini umumiy nom 

bilan ekstremum nuqtalari deb ataymiz. 

Masalan, W=C[0,1]  fazoda aniqlangan 

   
1

2

2[ ] [1 ( )]

x

x

J y y x dx   

funksionalning global minimum nuqtasi 1)(* xy , ]1,0[x  funksiyadan 

iborat, chunki  

*[ ] 0 [ ], [0,1]J y J y y C    . 

Endi  W – chiziqli normalangan fazo, J[y] funksional V W  

toʻplamda aniqlangan boʻlsin, deb faraz qilamiz. 

5-ta’rif. C[0,1] fazodan olingan ikkita y1=y1(x) va y2=y2(x) 

funksiyalar orasidagi nolinchi tartibli masofa deb, 

   0 1 2 1 2( , ) max ( ) ( )
a x b

P y y y x y x
 

      

tenglik bilan aniqlanadigan  0 songa aytiladi. Demak, ikkita funksiya 

orasidagi nolinchi tartibli masofa – ular ayirmasining normasiga tengdir. 

Nolinchi tartibli metrikaga asoslangan holda, 

}),(:]1,0[{),( 00

0

0   yyCyyV                                

tenglik bilan, markazi y0C[0,1]  elementda boʻlgan nolinchi tartibli ε 

atrofni qarash mumkin. 

6-ta’rif.   Ikkita,  y1=y1(x)  va y2=y2(x)  funksiyalar orasidagi 

birinchi tartibli masofa deb, quyidagi 
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/ /

1 1 2 2 1 2 1( , ) max ( ) ( ) max ( ) ( )
a x b a x b

p y y y x y x y x y x
   

     

tenglik bilan aniqlanadigan r1  songa aytiladi. 

Birinchi tartibli masofa tushunchasi orqali birinchi tartibli ε- atrof 

ushbu  

  }),(:]1,0[{),( 01

0

1   yyCyyV      

tenglik yordamida kiritiladi, bunda y0 – atrofning markazi. 

7-ta’rif.  xyy 00   – joiz funksiya boʻlsin  Vy 0 . Agar 0y  ning 

shunday  ,0

0 yV  nolinchi tartibli   – atrofi mavjud boʻlib, shu atrofga 

tegishli barcha   xyy   joiz funksiyalar uchun  

        yJyJyJyJ  00  

munosabat bajarilsa,  xy 0  funksiya (2) funksionalning kuchli lokal 

minimum (maksimum) nuqtasi deyiladi. 

8-ta’rif. Agar  xyy 00   joiz funktsiyaning shunday  ,0

1
yV  

birinchi tartibli   - atrofi mavjud boʻlsaki,  

           VyVyyJyJyJyJ  ,0

1

00  munosabat bajarilsa, 

 xy 0  funksiya - (2) funksionalning kuchsiz lokal minimum (maksimum) 

nuqtasi deyiladi. 

(2) funktsionalning kuchli (kuchsiz) lokal ekstremum nuqtalariga 

variatsion hisob asosiy masalasida kuchli (kuchsiz) ekstremallar ham 

deyiladi. 

Yuqorida keltirilgan ta’riflardan funksionalning global  

ekstremumi uning lokal ekstremumi  ham boʻlishi kelib chiqadi. Bu 

tasdiqning aksinchasi esa, oʻrinli emas. 

J[y] funksionalning cheksiz oʻlchovli W fazoning V qism 

toʻplamidagi minimumini (yoki maksimumini) topish haqidagi masala 
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cheksiz oʻlchovli ekstremal masaladir. Bu masalani variatsion masala 

dyb ataymiz va   

[ ] min (max),J y y V   

yoki  

[ ] ,J y extr y V                 (5) 

koʻrinishda belgilaymiz. 

Odatda V toʻplam funksiyalar (yoki ularning geometrik talqini 

sifatida chiziqlar, sirtlar) toʻplamidan iborat boʻladi. 

Shuning uchun, (5) ekstremal masalada V toʻplamning 

elementlarini joiz funksiyalar (chiziqlar, sirtlar) deb ataymiz. 

Chiziqli normalangan W fazoning biror V toʻplamida aniqlangan 

J[y] funksional berilgan boʻlsin (V=W boʻlishi ham mumkin). V – 

chiziqli qism fazo, yoki biror V0y uchun qurilgan M(y0)={hW: 

y+hV} toʻplam chiziqli qism fazodan iborat boʻlsin. 

Shu farazlarda (5) masalada ekstremumning birinchi tartibli 

zaruriy  sharti quyidagi teoremada ifodalangan. 

1-teorema.  Agar V0y nuqta   J[y]  funksionalning lokal minimum 

(maksimum)  nuqtasi boʻlsa, u holda shu nuqtada hisoblangan birinchi 

variatsiya nolga teng boʻladi, ya’ni      

0J .         (6) 

Bu teoremaga koʻra, agar 0y - variatsion hisobning asosiy 

masalasida kuchsiz minimum nuqtasi boʻlsa, u holda,  

0)]('))('),(,()())('),(,([),(
1

0

00

'

00

0   dxxhxyxyxFxhxyxyxFhyJ

x

x

yy         (7) 

0)()(],,[ 1010

)1(  xhxhxxCu  

 boʻladi. 
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5. Eyler tenglamasi.  

  ',, yyxF  funksiyaning xususiy hosilalari uchun quyidagi 

belgilashlardan foydalanamiz: 

,
x

F
Fx




   ,

y

F
Fy




   ,

'
'

y

F
Fy




  

,
'

2

'

yx

F
F

xy 


   ,

2

2

y

F
Fyy




   ,

'

2

'

yy

F
F

yy 


    

2

2

''
'y

F
F yy




  

(7) dan quyidagi teorema kelib chiqadi. 

2-teorema.      QCyyxF 1',,   boʻlsin. Agar      10

10 , xxCxy   joiz 

funksiya (3)  masalada kuchsiz ekstremal boʻlsa, u  

    0',,',,  yyxF
dx

d
yyxF yy              (8) 

tenglamani qanoatlantiradi. (8) tenglamaga Eyler tenglamasi deyiladi. 

     QCyyxF 2',,   boʻlganda, (8) differensial tenglama,  

0''' ''''  yxyyyyy FFyFyF                 (9) 

koʻrinishni oladi.  

9-ta’rif. Eyler tenglamasini qanoatlantiruvchi  xyy   joiz 

funksiyalarga (2) funksionalning joiz statsionar funksiyalari deyiladi.  

6. Eyler tenglamasining xususiy hollari. 

 ',, yyxF   integrant, oʻz argumentlarining «toʻliq» funksiyasi 

boʻlmagan hollarda Eyler tenglamasini soddalashtirish yoki uning 

birinchi integralini aniqlash mumkin. 

a) F funksiya faqat 'y  ga boђliq, ya’ni  'yFF   boʻlsin. Bu holda 

Eyler tenglamasi,   0'' yF
dx

d
y , yoki 0'' yF  koʻrinishda boʻladi. Buyerdan 

0'' y  yoki 0'' yF  boʻladi. Agar 0'' y  boʻlsa, 21 CxCy   - ikki paramyetrli 

toʻgʻri chiziqlar oilasiga ega boʻlamiz. Agar   0'' yF yy  tenglama bir yoki 
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bir necha iky '  ildizga ega boʻlsa, Cxky i   - bir parametrli toʻgʻri 

chiziqlar oilasiga ega boʻlamiz. Shunday qilib,  'yFF   boʻlganda, Eyler 

tenglamasining yechimlari 21 CxCy   chiziqli funksiyalardan iboratdir. 

b)  ', yxFF  , ya’ni F  funksiya faqat x  va 'y  ga bogʻliq boʻlsin. Bu 

holda 0yF  boʻladi va Eyler tenglamasi 0' yF
dx

d
 koʻrinishni oladi. Bu 

yerdan uning   CyxFy ',  birinchi intyegraliga ega boʻlamiz. Bu olingan 

tenglama Eyler tenglamasiga teng kuchlidir. Uni 'y  ga nisbatan yechish 

yoki biror parametr kiritish yoʻli bilan integrallash mumkin. 

v) F  funksiya faqat y  va 'y  ga bogʻliq boʻlsin:  ', yyFF  . Bu holda 

 2CF   deb faraz qilib, (9) Eyler tenglamasini yozamiz: 

 00'' '''''  xyyyyyy FFyFyF . Agar bu tenglamaning ikkala tomonini 'y ga 

koʻpaytirsak, uni   0' '  yFyF
dx

d
 koʻrinishda yozish mumkin. Natijada 

Eyler tenglamasi,  

  CFyF y  ''                       (10) 

koʻrinishdagi birinchi integralga ega boʻladi. Eyler tenglamasining har 

qanday  yechimi (10) tenglamani qanoatlantirishi ravshan. Aksincha, 

agar (10) tenglama faqat chekli sondagi nuqtalarda hosilasi nolga teng 

boʻlgan     10

2 , xxCxyy   yechimga ega boʻlsa, bu yechim Eyler 

tyenglamasini ham qanoatlantiradi. (10) tenglamani 'y  ga nisbatan 

yechish yoki parametr kiritish yoʻli bilan integrallash mumkin. 
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II.Nazariy savollar. 

1. Funksionalning ta’rifi. Chiziqli funksional. 

2. Funksional fazolar. Misollar. 

3. Variatsion hisob asosiy masalasining qoʻyilishi. 

4. Funksionalning birinchi variatsiyasi. 

5. Funksionalning kuchli va kuchsiz ekstremallari. 

6. Kuchsiz ekstremumning birinchi tartibli zaruriy sharti. 

7. Variatsion hisob  asosiy masalasida kuchsiz ekstremumning 

zaruriy sharti. 

8. Eyler tenglamasi. 

9. Eyler tenglamasining xususiy hollari. 

III.  Amaliy topshiriqlar. 

1 – masala. Quyidagi funksionalning birinchi variatsiyasini toping. 

1.  

1

0

222 )5()( dxyxyyyJ        2. 




1

1

222 )4()( dxeyyyyyJ x   

3.  



0

22 )34()( dxSinxyyyyJ   4.  

1

0

322 )3()( dxyxyyyJ   

5. 




1

1

22 )23()( dxeyyyyyJ x  6.  



0

22 )32()( dxxSinyyyyJ   

7.  

1

0

422 )42()( dxyxyyyJ      8. 




1

1

322 )5()( dxeyyyyyJ x  

9.  



0

22 )23()( dxxSinyyyyJ    10.  

1

0

222 )27()( dxyxyyyJ      

11. 




1

1

22 )52()( dxeyyyyyJ x   12.  



0

22 )62()( dxSinxyyyyJ    

13.  

1

0

322 )32()( dxyxyyyJ   14. 




1

1

222 )35()( dxeyyyyyJ x    
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15. 



2

2

22 )2cos4()(





dxxyyyyJ    16.  

1

0

422 )53()( dxyxyyyJ    

17. 




1

1

322 )34()( dxeyyyyyJ x   18. 



2

2

22 )cos52()(





dxxyyyyJ     

19.  

1

0

222 )62()( dxyxyyyJ   20. 




1

1

22 )24()( dxeyyyyyJ x   

21.  

1

0

222 )2()( dxyxyyyJ  funksionalning birinchi variatsiyasini 

toping. 

Yechilishi:  

b

a

yy dxxhFxhFhyJ )](')([),( '  birinchi variatsiyani topish 

uchun integral ostidagi 222 '2 yxyyF   funksiyaning yF  va 'yF  xususiy 

hosilalarini topamiz.  22 xyFy  , '4' yFy   boʻladi. Natijada berilgan 

funksionalning birinchi variatsiyasi quyidagi koʻrinishda boʻladi: 

 

1

0

2 )](''4)()2[(),( dxxhyxhxyhyJ . 

2 – masala. Quyidagi variatsion hisob asosiy masalasida Eyler 

tenglamasini tuzing. 

1.  

2

0

)1(22 ]2;0[,1)2(,0)0(min,)9()( CyyydxyyyyyJ   

2.    



1

1

)1(222 1;1,1)1(,0)1(min;29)( CyyydxyxyyyJ   

3.     

1

0

)1(3 1;0,1)1(,0)0(min;5)( CyyydxyeyyJ x    

4.  

2

0

)1(22 ]2;0[,1)2(,0)0(min,)43()( CyyydxyyyyyJ   

5.    



1

1

)1(322 1;1,1)1(,0)1(min;6)( CyyydxyxyyyJ   
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6.     

1

0

)1(23 1;0,1)1(,0)0(min;)( CyyydxyeyyJ x    

7.  

2

0

)1(22 ]2;0[,1)2(,0)0(min,)54()( CyyydxyyyyyJ   

8.    



1

1

)1(222 1;1,1)1(,0)1(min;34)( CyyydxyxyyyJ   

9.     

1

0

)1(3 1;0,1)1(,0)0(min;6)( CyyydxyeyyJ x    

10.  

2

0

)1(22 ]2;0[,1)2(,0)0(min,)42()( CyyydxyyyyyJ   

11.    



1

1

)1(322 1;1,1)1(,0)1(min;32)( CyyydxyxyyyJ   

12.     

1

0

)1(23 1;0,1)1(,0)0(min;3)( CyyydxyeyyJ x    

13.  

2

0

)1(22 ]2;0[,1)2(,0)0(min,)83()( CyyydxyyyyyJ   

14.    



1

1

)1(222 1;1,1)1(,0)1(min;6)( CyyydxyxyyyJ   

15.     

1

0

)1(3 1;0,1)1(,0)0(min;4)( CyyydxxyeyyJ x    

16.  

2

0

)1(22 ]2;0[,1)2(,0)0(min,)4()( CyyydxyyyyyJ   

17.    



1

1

)1(322 1;1,1)1(,0)1(min;4)( CyyydxyxyyyJ   

18.     

1

0

)1(3 1;0,1)1(,0)0(min;2)( CyyydxxyeyyJ x    

19.  

2

0

)1(22 ]2;0[,1)2(,0)0(min,)36()( CyyydxxyyyyyJ   

20.    



1

1

)1(22 1;1,1)1(,0)1(min;32)( CyyydxyxyyyJ   
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21.  

2

0

)1(22 ]2;0[,1)2(,0)0(min,)45()( CyyydxyyyyyJ  masala 

uchun Eyler tenglamasini tuzing. 

Yechilishi:  Eyler tenglamasi 0'  yy F
dx

d
F  ni tuzish uchun yF , 'yF  

'yF
dx

d
 hosilalarni topamiz. Integral ostidagi funksiya 22 4'5' yyyyF   ga 

teng. Bu funksiyadan y  boʻyicha xususiy hosila olsak, yyFy 8'5   ga 

teng boʻladi. Endi integral ostidagi funksiyadan 'y  boʻyicha xususiy 

hosila olib,  yyFy 5'2'    ga ega boʻlamiz. Bu funksiyadan x  boʻyicha toʻla 

hosila olib, '5''2' yyF
dx

d
y   ga ega boʻlamiz. Yuqoridagi tenglamaga 

qoʻyib,   

,0'5''28'5  yyyy  04'',0''28  yyyy  

Eyler tenglamasiga kelamiz. 

3 – masala. Quyidagi variatsion hisob asosiy masalasida joiz 

statsionar funksiyani toping. 

1.     

2

0

)1(2 2;0,1)2(,0)0(min;8')( CyyydxyxyyyJ    

2.     




0

)1(2 ;0,0)(,1)0(min;2)( CyyydxCosxyyyJ   

3.     

1

0

)1(2 1;0,2)1(,0)0(min;12)( CyyydxxyyyJ   

4.   









2

0

)1(2

2
;0,1)

2
(,0)0(min;4')(




CyyydxyxyyyJ    

5.   









2

0

)1(2

2
;0,0)

2
(,0)0(min;2)(




CyyydxxCosyyyJ   

6.     

1

0

)1(2 1;0,2)1(,0)0(min;'6)( CyyydxxyyyJ   
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7.   









4

0

)1(2

4
;0,1)

4
(,0)0(min;2')(




CyyydxyxyyyJ    

8.   









2

4

)1(2

2
;

4
,0)

2
(,1)

4
(min;sin)(






CyyydxxyyyJ   

9.     

1

0

)1(22 1;0,2)1(,0)0(min;3)( CyyydxyxyyJ   

10.     

2

0

)1(2 2;0,1)2(,0)0(min;')( CyyydxyxyyyJ    

11.   



















2

)1(2 ;
2

,0)(,1)
2

(min;2sin4)( CyyydxxyyyJ   

12.     

1

0

)1(22 1;0,2)1(,0)0(min;'2)( CyyydxyxyyJ   

13.     

2

0

)1(2 2;0,1)2(,0)0(min;18')( CyyydxyxyyyJ    

14.     

1

0

)1(2 1;0,0)1(,1)0(min;3)( CyyydxCosxyyyJ   

15.     

1

0

)1(32 1;0,2)1(,0)0(min;7)( CyyydxyxyyJ   

16.     




2

0

)1(2 2;0,0)2(,0)0(min;16')( CyyydxyxyyyJ    

17.    




0

1

)1(2 0;1,1)0(,0)1(min;25)( CyyydxxCosyyyJ   

18.     

1

0

)1(32 1;0,2)1(,0)0(min;'2)( CyyydxyxyyJ   

19.     

2

0

)1(22 2;0,1)2(,0)0(min;3')( CyyydxyxyyJ    

20.     

1

0

)1(2 3;1,0)1(,1)0(min;'sin)( CyyydxyyxyyyJ   
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21.   









4

0

)1(2

4
;0,1)

4
(,0)0(min;8')(




CyyydxyxyyyJ   masalada joiz 

statsionar funksiyani toping. 

Yechilishi: Statsionar funksiyani topish uchun oldin 0'  yy F
dx

d
F  

Eyler tenglamasini tuzib, uning umumiy yechimini topamiz. Integral 

ostidagi funksiya '8'2 xyyyF   ga teng. Bu funksiyadan y  boʻyicha 

xususiy hosila olsak, u '8xyFy   boʻladi. Endi integral ostidagi 

funksiyadan 'y  boʻyicha xususiy hosila olib,  xyyFy 8'2'   ga ega 

boʻlamiz. xyyFy 8'2'   funksiyadan x  boʻyicha toʻla hosila olib, 

yxyyF
dx

d
y 8'8''2'   ni hosil qilamiz. Bu funksiyalarni yuqoridagi 

tenglamaga qoʻyib, 

04'',08'8''2'8  yyyxyyxy  

Eyler tenglamasiga kelamiz. Bu tenglamaning umumiy yechimini 

xey   koʻrinishda izlaymiz. xey 2" boʻlgani uchun, Eyler tenglamasidan, 

042  xx ee    yoki  042   

xarakteristik tenglamaga kelamiz. Uning yechimi i22,1   boʻladi. U 

holda Eyler tenglamasining umumiy yechimi  

xcxcxy 2cos2sin)( 21   

boʻladi. Endi joiz statsionar funksiyani topish uchun Eyler 

tenglamasining yuqoridagi chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi 

xususiy yechimini izlaymiz. 

1)
4

(,0)0( 12  cycy


 

boʻlgani uchun, xxy 2sin)(0   joiz statsionar funksiya boʻladi. 
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2§. Variatsion hisobning asosiy masalasi. Ikkinchi variatsiyani tekshirish 

1. Variatsion hisob asosiy masalasida funksionalning ikkinchi 

variatsiyasini hisoblash 

W – chiziqli normalangan fazo, J=J[u,v]  funksional  har bir 

oʻzgaruvchisi boʻyicha chiziqli boʻlsin. Agar u=v  deb olsak, hosil 

boʻlgan J[u,u] funksionalga kvadratik funksional deyiladi. Masalan, agar 

a(x)-[x0,x1] oraliqda aniqlangan uzluksiz funksiya boʻlsa, 

1

0

[ , ] ( ) ( ) ( )
x

J u v a x u x v x dx   

funksional W=C[x0,x1] fazoda har bir u=u(x)  va v=v(x) elementlar 

boʻyicha chiziqli funksionaldir. Bu yerda u=v  deb olib, C[x0,x1]  da 

aniqlangan  

1

0

2[ , ] ( ) ( )

x

x

J u u a x u x dx   

kvadratik funksionalga ega boʻlamiz. 

1-ta’rif.  W chiziqli normalangan fazoning y  elementi va uning 

ixtiyoriy h W   elementi uchun funksionalning J  orttirmasi  

1 2 1

1
[ ] [ ] [ , ] [ , ] ( , )

2
J y h J y L y h L y h y h       (1) 

koʻrinishdagi yoyilmaga ega boʻlsin, bu yerda 1[ , ]L y h h  ga nisbatan 

chiziqli funksional, 2[ , ]L y h  esa h  ga nisbatan kvadratik funksional, 

2

1( , ) / 0, 0.y h h h   U holda J[y]  funksional  y W  nuqtada ikkinchi 

variatsiyaga ega deyiladi. h  ga nisbatan kvadratik funksional  2[ , ]L y h 

esa, J[y]   funksionalning Freshe boʻyicha ikkinchi variatsiyasi deyiladi 

hamda bu variatsiya ],[22 hyJJ    kabi belgilanadi: ],[2

2 hyLJ  . 
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 W chiziqli normalangan fazoning biror V toʻplamida aniqlangan 

J[y] funksional berilgan boʻlsin. V toʻplam, yoki ( ) { : }M y h W y h V     

toʻplam W ning  chiziqli qism fazosi boʻlsin. 

2-ta’rif. )()( hyJ    funksiyaning 0   nuqtada ikkinchi tartibli 

hosilasiga J[y]  funksionalning Lagranj boʻyicha ikkinchi variatsiyasi 

deyiladi: 

2
2

2

0

(0) [ ]
d

J J y h
d



  




   . 

1-teorema. Agar y0V  nuqta J[y] funksionalning kuchsiz lokal 

minimali (maksimali) boʻlsa, u holda shu nuqtada hisoblangan ikkinchi 

variatsiya manfiymas (musbatmas) boʻladi: 

)0(0 22  JJ  . 

2-teorema.  Agar J[y] funksional y0V  nuqtada birinchi va 

ikkinchi variatsiyalarga ega boʻlib, ular  

VhhJhJJ  ),(,0 2222     (2) 

(bu yerda >0 – biror oʻzgarmas) shartlarni qanoatlantirsa, u0 – lokal 

minimum (lokal maksimum) nuqtasi boʻladi. 

2. Lejandr sharti  (ikkinchi tartibli zaruriy shart). 

 y0=y0(x) joiz funksiya boʻlsin (y0
V). Shu nuqtada (1) 

funksionalning ikkinchi variatsiyasini hisoblaymiz. Ta’rifga koʻra, bu 

variatsiya  

0

2

02
22 ][

],[












d

hyJd
hyJ  

formula boʻyicha hisoblanadi, bu yerda  

0)()(],,[)( 1010

)1(  xhxhxxCxhh .   
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Agar )(),,( )2( QCyyxF    deb faraz qilsak, ][)( 0 hyJ    funksiya 

=0 nuqta atrofida uzluksiz ikkinchi tartibli hosilaga ega. Demak,  

                



















1

0

1

0

0

00

2

2

0

00

2

2
02

|))()(),()(,(

|))()(),()(,(],[

x

x

x

x

dxxhxyxhxyxF
d

d

dxxhxyxhxyxF
d

d
hyJ













 

 






1

0

)()()(),(,(2)()(),(,([ 00200

x

x

yyyy xhxhxyxyxFxhxyxyxF  

,)]()()(),(,( 00 dxxhxhxyxyxF yy



   

],,[)( 10

)1( xxCxhh   0)()( 10  xhxh  (3) 

3-teorema(Lejandr). )(),,( )2( QCyyxF  boʻlsin. Agar )1(],[)( 10

)1(0  xxCxy     

funksionalning (2) toʻplamdagi kuchsiz minimali (maksimali) boʻlsa,                    

),(),0(0))('),(,( 10

00

'' xxxxyxyxF yy      (4) 

tengsizlik bajariladi.  (4) munosabatga Lejandr sharti deyiladi. 

3.Yakobi sharti (ikkinchi tartibli zaruriy shart).Yakobi tenglamasi. 

Lejandr sharti,  lokal minimum (maksimum)ning funksional ikkinchi 

variatsiyasi yordamida ifodalanadigan, )0(0],[ 02 hyJ  shartidan 

foydalanib, keltirib chiqariladi. Funksional ikkinchi variatsiyasining 

ekstremum nuqtasida ishorasini saqlashini ifodalovchi bu shartdan yana 

bitta ikkinchi tartibli zaruriy shartni - Yakobi shartini keltirib chiqarish 

mumkin.          

     )(),,( )2( QCyyxF   deb hisoblab,  y0(x) joiz funksiya uchun  

                     
20000

200

))(),(,())(),(,(2

)(),(,(),,(

hxyxyxFhhxyxyxF

hxyxyxFhhx

yyyy

yy










 
                

funksiyani qaraymiz. U vaqtda (3) formulaga koʻra,  
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1

2

02 ),,(],[

x

x

dxhhxhyJ                    (5) 

boʻladi. Agar y0(x) –kuchsiz minimal (maksimal ) boʻlsa,   

)0(0],[ 02 hyJ  shart barcha ],,[)( 10

)1( xxCxh   0)()( 10  xhxh  

funksiyalar uchun bajariladi. h0(x)=0 uchun esa, 0],[ 002 hyJ  boʻlishi 

ravshan.Demak, qaralayotgan variatsion hisob asosiy masalasiga qoʻshib 

olingan ekstremal masala deb ataluvchi, 

                       










 

]x,x[Ch(x)0,)h(x)h(x

min(max)),,(],[

10

(1)

10

02
1

0

x

x

dxhhxhyJ 
      (6) 

masala h0(x)=0 yechimga ega.  

Faraz qilaylik, ][)(),(),,( 10

)2(0)3( xxCxyQCyyxF  -joiz statsionar 

funksiya, 0)(),(,( 00 


 xyxyxF yy ][ 10 xxx  boʻlsin. U vaqtda (6) masala uchun 

tuzilgan  

                         0),,(),,(   hhx
dx

d
hhx hh        

Eyler tenglamasiga variatsion hisob asosiy masalasi uchun Yakobi 

tenglamasi deyiladi. ),,( hhx  funksiyaning koʻrinishini hisobga olib, 

Yakobi tenglamasini  

                           0)()()(  hxChxBhxA          (7) 

ikkinchi tartibli bir jinsli differyensial tenglama koʻrinishida yozish 

mumkin, bu yerda  

                          )),(),(,()( 00 xyxyxFxA yy


    )),(),(,()( 00 xyxyxF

dx

d
xB yy


   

                        ))(),(,())(),(,()( 0000 xyxyxFxyxyxF
dx

d
xC yyyy
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Differensial tenglamalar kursidan ma’lumki, (7) tenglama 

1)(,0)( 00  xhxh  boshlangʻich shartlarni qanoatlantiruvchi (aynan noldan 

farqli ) yagona yechimga ega. Shu yechimning x0 dan farqli nollariga 

x0 nuqtaga qoʻshma nuqta deyiladi.Qoʻshma nuqtaga quyidagi ekvivalent 

ta’rifni ham berish mumkin. 

3-ta’rif. Agar (7) Yakobi tenglamasi   0

**

0 0)(,0)( xxxhxh   

shartlarni qanoatlantiruvchi trivial(aynan nol) boʻlmagan h(x), x[x0,x1] 

yechimga ega boʻlsa, x*
 nuqta -  y0(x)  joiz chiziq boʻylab, x0 nuqtaga 

qoʻshma nuqta deyiladi. 

 4-teorema (Yakobi). Faraz qilaylik:  

a)  ][)(б)),(),,( 10

)2(0)3( xxCxyQCyyxF  -kuchsiz minimal(maksimal)   

 )0(0))(),(,( 00 


 xyxyxF yy ][ 10 xxx   boʻlsin. U holda y0(x) 

funksiya Yakobi shartini qanoatlantiradi: (x0,x1) oraliqda y0(x) chiziq 

boʻylab x0 nuqtaga qoʻshma  nuqta mavjud emas. 

4. Kuchsiz ekstremumning yetarli shartlari. 

Shunday qilib, variatsion hisob asosiy masalasida ekstremumning 

birinchi tartibli zaruriy sharti joiz funksiyaning statsionarligi (Eyler 

tenglamasining bajarilishi) boʻlsa, Lejandr va Yakobi shartlari –ikkinchi 

tartibli zaruriy shartlardir. 

Sodda misollar koʻrsatadiki, bu uchala shartning birortasi ham 

alohida olinganda ekstremumning yetarli sharti boʻla olmaydi. Ammo 

ular birgalikda kuchsiz ekstremumning yetarli shartiga yaqinroqdir. 

Quyida Lejandr va Yakobi shartlarini kuchaytirish natijasida kelib 

chiqadigan yetarli shartlarni keltiramiz. 

 5-teorema. Faraz qilaylik: 
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a) ][)(),(),,( 10

)2(0)3( xxCxyQCyyxF   joiz statsionar funksiya boʻlsin; 

b) kuchaytirilgan  Lejandr sharti bajarilsin: 

)0(0))(),(,( 00 


 xyxyxF yy ][ 10 xxx ; 

v) kuchaytirilgan Yakobi sharti oʻrinli boʻlsin: y0(x) joiz chiziq 

boʻylab (x0,x1] da x0 nuqtaga qoʻshma  x* nuqta mavjud emas.  

 U holda y0(x)- variatsion hisobning asosiy masalasida kuchsiz 

lokal minimal (maksimal) boʻladi. 

5. Kuchli ekstremumning zaruriy va yetarli shartlari. Veyershtrass 

shartlari. 

 Bu yerda kuchli ekstremumning zaruriy va yetarli shartlarini 

keltiramiz.  

   2 2,Q S R S R    - berilgan ochiq toʻplam, ( , , ) ( )F x y y C Q   boʻlsin. 

Quyidagi  

1

' ),',,(),',,()'()',,(),,(),,',,( RQuyyxyyxFyuyyxFuyxFuyyxE y   

funksiyani qaraymiz. ( , , , )E x y y u  funksiyaga Veyershtrass funksiyasi 

deyiladi. 

6-teorema. Agar ],[)( 10

10 xxCxy    (1)  funksionalning                          

                          })(,)(:],[)({
~

110010

1 yxyyxyxxCxyV   

toʻplamdagi kuchli lokal minimum (maksimum ) nuqtasi boʻlsa, 

)('0 xy mavjud boʻlgan barcha 0 1[ , ]x x x  nuqtalarda  

              0 0 1( , ( ), ( ), ) 0( )E x y x y x u C u R                (8) 

Veyershtrass sharti bajariladi. y0(x) ning  burchak nuqtalarida esa, (8) 

shart  

          RuuyyE  )0(0)),0('),(,( 00             (9)  

koʻrinishda boʻladi. 
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7-teorema. Quyidagi shartlar bajarilsin: 

1). (4) 1( , , ) ( ), ,F x y y C Q Q S R       

2).  ( , , ) 0 ( 0), ( , , ) ;y yF x y y x y y Q 
      

3). 0 (3)

0 1( ) [ , ]y x C x x     (1) funksionalning joiz statsionar funksiyasi; 

4). y0(x) funksiya uchun kuchaytirilgan Lejandr va Yakobi shartlari 

oʻrinli. 

U holda y0(x)-(1) funksionalning (2) toʻplamdagi kuchli lokal 

minimum (maksimum) nuqtasi boʻladi. 6, 7– teoremalar Veyershtrass 

shartlari deyiladi. 

II. Nazariy savollar. 

1. Funksionalning ikkinchi variatsiyasi. 

2. Variatsion hisob asosiy masalasi funksionalining ikkinchi 

variatsiyasini hisoblash formulasini keltirib chiqaring. 

3. Kuchsiz ekstremumning ikkinchi tartibli zaruriy sharti va yetarli 

sharti. 

4. Lejandr sharti (tyeoryema). 

5. Qoʻshib olingan variatsion masala. 

6. Yakobi sharti (teorema). 

7. Yakobi tenglamasi. Qoʻshma nuqta. 

8. Veyershtrass funksiyasi. 

9. Kuchli ekstremumning zaruriy sharti (Veyershtrass sharti).  

10. Kuchli ekstremumning yetarli sharti (Veyershtrass sharti). 

11. Kvadratik funksionalning ekstremumi. 
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III.Amaliy topshiriqlar. 

1 – masala. Quyidagi funksionalning ikkinchi variatsiyasini hisoblang. 

1.  

1

0

222 ))(3()( dxxyyyyyJ        2. 




1

1

3 )6()( dxyxyyyJ   

3.  





2

2 ))2(3()( dxyCosxyyyyJ        4.  

1

0

322 ))(2()( dxxyyyyyJ  

5. 




1

1

23 )3()( dxyyxyyJ        6.  





2

2 ))25(()( dxxyCosyyyyJ   

7.  

1

0

222 ))2'(4()( dxxyyyyyJ    8. 




1

1

33 )2()( dxxyxyyyJ   

9.  





2

2 ))sin(2()( dxxyyyyyJ      10.  

1

0

322 ))'2(3()( dxxyyyyyJ  

11. 




1

1

3 )3()( dxyeyxyyyJ x      12.  





2

2 ))2sin2(5()( dxxyyyyyJ   

13.  

1

0

422 ))(25()( dxxyyyyyJ    14. 




1

1

23 )'4()( dxxyyxyyyJ   

15.  





2

2 ))24(3()( dxxyCosyyyyJ     16.  

1

0

422 ))'(23()( dxxyyyyyJ  

17. 




1

1

33 )43()( dxxyxyyyJ      18.  





2

2 ))2sin3(4()( dxxyyyyyJ   

19.  

1

0

222 ))1(()( dxxyyyyyJ    20. 




1

1

23 )2()( dxyyxyyyJ   

21. 




1

1

23 )5()( dxyxyxyyyJ  funksionalning ikkinchi variatsiyasini 

hisoblang. 

Yechilishi:  Funksionalning ikkinchi variatsiyasi  

 

b

a

yyyyyy dxxhFxhxhFxhFhyJ )](')(')(2)([),( 2

'''

22  

formula yordamida topiladi.  Ikkinchi variatsiyani topish uchun 

integral ostidagi funksiya yxxyyyF 23 '5'   dan y  boʻyicha ikki marta 
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xususiy hosila olamiz va bu hosilalar 0,'5 2  yyy FxxyF  larga teng 

boʻladi. Bundan keyin y  boʻyicha olingan xususiy hosiladan 'y  boʻyicha 

xususiy hosila olib,  xFyy 5'   ga ega boʻlamiz. Endi integral ostidagi 

funksiyadan 'y  boʻyicha ikki marta xususiy hosila olib,  

'6,5'3 ''

2

' yFxyyF yyy   ega boʻlamiz. Natijada berilgan funksionalning 

ikkinchi variatsiyasi qu’yidagi koʻrinishda boʻladi: 

                        




1

1

22 )](''6)(')(10[),( dxxhyxhxxhhyJ . 

2 – masala. Quyidagi variatsion masalaning kuchsiz lokal 

ekstremalida Lejandr shartining bajarilishini koʻrsating. 

1.     

3

1

)1(2 3;1,1)3(,0)1(min;3)( CyyydxCosxyyyJ   

2.     

1

0

)1(2 1;0,2)1(,0)0(min;7)( CyyydxxyyyJ   

3.     

2

0

)1(2 2;0,1)2(,0)0(min;5')( CyyydxyyyyJ    

4.     

3

1

)1(2 3;1,1)3(,0)1(min;5)( CyyydxCosxyyyJ   

5.     

1

0

)1(22 1;0,2)1(,0)0(min;2)( CyyydxyxyyJ   

6.     

2

0

)1(2 2;0,1)2(,0)0(min;3')( CyyydxyxyyJ    

7.     

3

1

)1(2 3;1,1)3(,0)1(min;)( CyyydxyCosxyyyJ   

8.    



1

1

)1(222 1;1,1)1(,0)1(min;'6)( CyyydxxyyyyJ   

9.     

1

0

)1(32 1;0,1)1(,0)0(min;4)( CyyydxxyeyyJ x    
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10.  

2

0

)1(22 )2;0(,1)2(,0)0(min,)3()( CyyydxyyyyyJ   

11.    



1

1

)1(222 1;1,1)1(,0)1(min;4)( CyyydxyxyyyJ   

12.     

1

0

)1(2 1;0,1)1(,0)0(min;2)( CyyydxxyeyyJ x    

13.  

2

0

)1(2 )2;0(,1)2(,0)0(min,)36()( CyyydxxyyyyyJ   

14.    



1

1

)1(2 1;1,1)1(,0)1(min;32)( CyyydxyxyyyJ   

15.     

2

0

)1(2 2;0,1)2(,0)0(min;8')( CyyydxyxyyyJ    

16.     

3

1

)1(2 3;1,1)3(,0)1(min;2)( CyyydxCosxyyyJ   

17.     

1

0

)1(2 1;0,2)1(,0)0(min;12)( CyyydxxyyyJ   

18.  

2

0

)1(22 )2;0(,1)2(,0)0(min,)45()( CyyydxyyyyyJ   

19.    



1

1

)1(222 1;1,1)1(,0)1(min;39)( CyyydxyxyyyJ   

20.     

1

0

)1(2 1;0,1)1(,0)0(min;5)( CyyydxyeyyJ x    

21.     
3

0

)1(2 3;0,1)3(,0)0(min;'2)( CyyydxxyyyJ  masalaning joiz 

statsionar funksiyasida Lejandr shartining bajarilishini koʻrsating. 

Yechilishi: Eyler tenglamasini tuzamiz: 0'  yy F
dx

d
F . Integral 

ostidagi funksiya xyyF '2'2  dan y  va 'y   boʻyicha xususiy hosilalar 

olib, 0yF  va  xyFy 2'2'   larga ega boʻlamiz. xyFy 2'2'   funksiyadan x 
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boʻyicha toʻla hosila olib, 2''2'  yF
dx

d
y  ega boʻlamiz. Bu funksiyalarni 

yuqoridagi tenglamaga keltirib qoʻyib, 

02''2 y  yoki 1'' y  

Eyler tenglamasiga kelamiz. Bu tenglamaning ikkala tomonini x 

boʻyicha ikki marta integrallab, Eyler tenglamasining quyidagi:                             

         
21

2

1

2

,'

cxc
x

y

cxy





 

umumiy yechimiga ega boʻlamiz.  Endi yuqoridagi chegaraviy 

shartlardan foydalanib, 1c  va 2c   larni topamiz:                   

            














13
2

3
)3(

00
2

0
)0(

21

2

21

2

ссy

ссy
 














2

9
13

0

1

2

с

с

 













2

7
3

0

1

2

с

с

 













6

7

0

1

2

с

с

 

Demak,  joiz statsionar funksiya x
x

y
6

7

2

2

  koʻrinishda boʻladi. 

Endi xyFy 2'2'   funksiyadan 'y  boʻyicha xususiy hosila olib,  

2'' yyF  ifodaga ega boʻlamiz. 02'' yyF  boʻlgani uchun kuchaytirilgan 

Lejandr sharti bajariladi (kuchsiz lokal minimum uchun). 
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3–masala. Quyidagi variatsion masalaning xxy )(0  joiz funksiyalar 

boʻylab Yakobi tenglamasini tuzing. 

1.     

1

0

)1(22 1;0,1)1(,0)0(min;29)( CyyydxeyyyyJ x   

2.    




1

1

)1(322 1;1,1)1(,0)1(min(max),43)( CyyydxyxyyyyyJ   

3.     






2

)1(2 2;,1)2(,1)(min,)(2)( CyyydxSinxyyyyJ   

4.     

1

0

)1(222 1;0,1)1(,0)0(min;)( CyyydxeyyyyJ x   

5.    




1

1

)1(322 1;1,1)1(,0)1(min(max),24)( CyyydxyxyyyyyJ   

6.     






2

)1(2 2;,1)2(,1)(min,)(4)( CyyydxSinxyyyyJ   

7.     

1

0

)1(322 1;0,1)1(,0)0(min;9)( CyyydxeyyyyJ x   

8.    




1

1

)1(322 1;1,1)1(,0)1(min(max),32)( CyyydxyxyyyyyJ   

9.     






2

)1(2 2;,1)2(,1)(min,cos(3)( CyyydxxyyyyJ   

10.     

1

0

)1(422 1;0,1)1(,0)0(min;3)( CyyydxeyyyyJ x   

11.    




1

1

)1(322 1;1,1)1(,0)1(min(max),94)( CyyydxyxyyyyyJ   

12.     






2

)1(2 2;,1)2(,1)(min,)cos(2)( CyyydxxyyyyJ   

13.     

1

0

)1(222 1;0,1)1(,0)0(min;4)( CyyydxeyyyyJ x   

14.    




1

1

)1(322 1;1,1)1(,0)1(min(max),2163)( CyyydxyxyyyyyJ   
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15.     






2

)1(2 2;,1)2(,1)(min,)2(3)( CyyydxxSinyyyyJ   

16.     

1

0

)1(22 1;0,1)1(,0)0(min;6)( CyyydxeyyyyJ x   

17.    




1

1

)1(322 1;1,1)1(,0)1(min(max),45)( CyyydxyxyyyyyJ   

18.     






2

)1(2 2;,1)2(,1)(min,)2cos(4)( CyyydxxyyyyJ   

19.     

1

0

)1(322 1;0,1)1(,0)0(min;2)( CyyydxeyyyyJ x   

20.    




1

1

)1(322 1;1,1)1(,0)1(min(max),346)( CyyydxyxyyyyyJ   

21.     

1

0

)1(422 1;0,1)1(,0)0(min;9)( CyyydxeyyyyJ x  masalada 

xxy )(0  joiz funksiyalar boʻylab Yakobi  tenglamasini tuzing. 

Yechilishi: Yakobi tenglamasi 0)(')('')(  hxChxBhxA koʻrinishda 

boʻlib, bu yerda 
000 ''''' )(,)(,)( yyyyyyyyyyyyyy FF

dx

d
xCF

dx

d
xBFxA   . Bu 

tenglamani tuzish uchun integral ostidagi funksiya xeyyyF 422 '9'   dan 

y  va 'y  boʻyicha xususiy hosilalar olamiz va bu hosilalar 

x

yy eyFyF 4

' '2,18   lardan iborat boʻladi. Bundan keyin yFy 18  dan y  va 

'y  boʻyicha xususiy hosilalar olamiz: 18
0
 yyyyF , 0' yyF . Bundan 

0
0'  yyyyF

dx

d
. Endi 'yF  dan 'y  boʻyicha xususiy hosila olib, 2'' yyF ga ega 

boʻlamiz. Bu funksiyadan x boʻyicha toʻla hosila olsak,  

0
0''  yyyyF

dx

d
 boʻladi. Natijada, 18)(,0)(,2)(  xCxBxA  

va berilgan masala uchun 0y  boʻylab Yakobi tenglamasi,  

09''

018''2





hh

hh
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koʻrinishda boʻladi. 

4 – masala.  Quyidagi variatsion masalada kuchsiz lokal 

ekstremalni toping. 

1.     

1

0

)1(322 1;0,0)1(,1)0(min,)(24)( CyyydxxyyyyyJ   

2.     






2

)1(22 2;,0)2(,1)(min,)(3)( CyyydxSinxyyyyyJ  

3.     

1

0

)1(22 1;0,1)1(,0)0(min,6)( CyyydxxyyyJ   

4.     

1

0

)1(322 1;0,0)1(,1)0(min,)(3)( CyyydxxyyyyyJ   

5.     






2

)1(22 2;,0)2(,1)(min,)(4)( CyyydxSinxyyyyyJ  

6.     

1

0

)1(22 1;0,1)1(,0)0(min,)( CyyydxxyyyJ   

7.     

1

0

)1(322 1;0,0)1(,1)0(min,)(9)( CyyydxxyyyyyJ   

8.     






2

)1(22 2;,0)2(,1)(min,)(516)( CyyydxSinxyyyyyJ  

9.     

1

0

)1(22 1;0,1)1(,0)0(min,3)( CyyydxxyyyJ   

10.     

1

0

)1(322 1;0,0)1(,1)0(min,)(24)( CyyydxxyyyyyJ   

11.     






2

)1(22 2;,0)2(,1)(min,)(39)( CyyydxSinxyyyyyJ  

12.     

1

0

)1(22 1;0,1)1(,0)0(min,2)( CyyydxxyyyJ   

13.     

1

0

)1(322 1;0,0)1(,1)0(min,)(4)( CyyydxxyyyyyJ   
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14.     






2

)1(22 2;,0)2(,1)(min,)cos()( CyyydxxyyyyyJ  

15.     

1

0

)1(22 1;0,1)1(,0)0(min,4)( CyyydxxyyyJ   

16.     

1

0

)1(322 1;0,0)1(,1)0(min,)(39)( CyyydxxyyyyyJ   

17.     






2

)1(22 2;,0)2(,1)(min,cos(54)( CyyydxxyyyyyJ  

18.     

1

0

)1(22 1;0,1)1(,0)0(min,5)( CyyydxxyyyJ   

19.     

1

0

)1(322 1;0,0)1(,1)0(min,)(216)( CyyydxxyyyyyJ   

20.     






2

)1(22 2;,0)2(,1)(min,)cos(49)( CyyydxxyyyyyJ  

21. 1)1(,0)0(min(max),)34()(

1

0

2/22/   yydxxyyyyJ  masalada 

kuchsiz lokal ekstremalni toping. 

Yechilishi:  1) Avvalo joiz statsionar funksiyani, ya’ni 

     0'  yy F
dx

d
F  

Eyler tenglamasining masaladagi chegaraviy shartlarni 

qanoatlantiruvchi xususiy yechimini topamiz. 

                                               2/22/ 34 xyyyF   

boʻlgani uchun,    xyF
dx

d
xyFyF yyy 62,32,8 //

'

2/

'   va Eyler 

tenglamasi 

0628 //  xyy  

yoki                            

xyy 34//   
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koʻrinishga ega boʻladi. Uning umumiy yechimini yyy ~
1   

koʻrinishda izlaymiz, bunda 1y  - mos bir jinsli tenglamaning umumiy 

yechimi, y~  esa qaralayotgan tenglamaning birorta xususiy yechimi. Endi                                                                              

                                                 .04 1

//

1  yy  

bir jinsli tenglamani qaraymiz.Bu tenglamaning yechimini xey 1  

koʻrinishda izlaymiz: 

                                          
.2

04

,04

2,1

2

2











  xx ee

 

Demak, xx ececxy 2

2

2

11 )(   boʻladi. y~  ni baxy ~  koʻrinishda 

izlaymiz. 0~ // y                                                          

                                                    .3)(40 xbax   

Bundan .0,
4

3
 ba  Demak, xy

4

3~   va  Eyler tenglamasining 

umumiy yechimi 

                                     xececxy xx

4

3
)( 2

2

2

1    

boʻladi.     11,00  yy  shartlarga koʻra, 












 1
4

3

0

2

2

2

1

21

eсeс

сс












  1
4

32

1

2

1

21

eсeс

сс












 

4

7
)( 22

1

21

eeс

сс

 














 )(4

7
221

21

ee
с

сс
























)(4

7

)(4

7

221

222

ee
с

ee
с

 

Demak,  
 
 

x
ee

ee
xy

xx

4

3

4

7
22

22
0 










 joiz statsionar funksiya boʻladi. 

2)  xy 0  boʻylab Lejandr shartini tekshiramiz:  1;0,02
0

'' 


xF
yy

yy . 
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Demak,  xy0  boʻylab kuchsiz minimum uchun kuchaytirilgan 

Lejandr sharti bajariladi. 

3) Endi  xy0  boʻylab Yakobi shartining bajarilishini  tekshiramiz. 

Buning uchun, oldin       0 hxChxBhxA  Yakobi tenglamasini 

tuzamiz: 

      0,2
00

'''' 
 yy

yy

yy

yy F
dx

d
xBFxA . 

  8
0

' 









yy

yyyy FF
dx

d
xC . 

Natijada Yakobi tenglamasi                       

.04,082  hhhh  

koʻrinishda boʻladi. Uning yechimi xeh   koʻrinishda izlanadi va 

.2 xeh   U holda  

.2

04

04

2

2











  xx ee

 

Shunday qilib, Yakobi tenglamasining umumiy yechimi 

  xx ededxh 2

2

2

1

  

koʻrinishga ega. Boshlangʻich shartdan, 01 d  boʻlganda 

      ,0000 22

11221   xx eedxhddddh  

boʻlishi kelib chiqadi. 

Agar   0* xh  desak, u holda 

0,,0 *

2222 **** 


xeeee
xxxx .  

Demak,  xy0  boʻylab  1,0  kesmada nol nuqtaga qoʻshma nuqta 

yoʻq, ya’ni kuchaytirilgan Yakobi sharti bajariladi.  

Shunday qilib,  xy0  - kuchsiz lokal minimal boʻladi. 
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3§.  Variatsion hisob  asosiy masalasining ba’zi umumlashmalari 

1. Bir necha funksiyalarga bogʻliq   funksionalning   ekstremumi. 

Variatsion hisob asosiy masalasining umumlashmasi sifatida, 

dastlab, bir necha, )(),...,(11 xyyxyy nn   funksiyalarga bogʻliq   

funksionalning ekstremumi haqidagi masalani qaraymiz. 

Faraz qilaylik, 12  nRQ  – biror ochiq toʻplam (soha), 

QzzyyxF nn ),...,,,...,,( 11  da aniqlangan uzluksiz funksiya, ),...,,( 00100 nyyxP va 

),...,,( 11111 nyyxP  lar }),...,,,...,,(:),...,,{( 111 QzzyyxyyxS nnn   toʻplamning 

belgilangan nuqtalari, 10 xx   boʻlsin. 

Qabul qilingan belgilashlar asosida, quyidagi 

 
1

0

min(max))''...,,...,,(],...,[ 111

x

x

nnn dxyyyyxFyyJ   (1) 





















.,...,2,1],,[)(

],[,))('),...,('),(),...,(,(

,)(,...,)(,)(

,)(,...,)(,)(

10

1

1011

2112121111

0002020101

nixxCxy

xxxQxyxyxyxyx

yxyyxyyxy

yxyyxyyxy

i

nn

nn

nn

  (2) 

ekstremal masalani qaraymiz. 

Qaralayotgan masalani ixchamroq shaklda yozish uchun quyidagi 

belgilashlarni kiritamiz:    

),...,,(),,...,(),',...,'('),,...,( 112111001011 nnnn yyyyyyyyyyyyy  ,  

],[],[ 1010

)1(
xxxxCn    kesmada uzluksiz differensiallanuvchi 

 nxyxyxy n ))(),...,(()( 1  vektor funksiyalar fazosi. U holda (1), (2) 

masalani 

    
1

0

min(max),)',,(][

x

x

dxyyxFyJ   (1’) 

   ],[)(,)(,)( 10

)1(

1100 xxCxyyxyyxy n   (2
’
) 
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koʻrinishda yozish mumkin. (2’) munosabatlarni qanoatlantiruvchi 

))(),...,(()( 1 xyxyxy n  funksiyalarga (1)-(2) masalaning joiz funksiyalari 

(chiziqlari) deyiladi. Qaralayotgan masalada joiz chiziqlarning uchlari 

1nR  fazoning ),( 000 yxP va ),( 111 yxP  nuqtalarida  mahkamlangan. 

Biz ],[ 10

)1(
xxCn bilan bir qatorda, ],[ 10 xx  kesmada uzluksiz 

  nxy vektor funktsiyalar fazosi  ],[ 10 xxCn  dan ham foydalanamiz. 

Ma’lumki, ],[ 10 xxCn va ],[ 10

1
xxCn fazolar chiziqli normalangan fazolar 

boʻlib, ularda normalar, mos  ravishda, 

 ,maxmax
],[1],[

10
10

xyy i
xxxnixxCn 

  

   





 


xyxyy i
xxx

i
xxxnixxCn

'maxmaxmax
],[],[1],[

1010
10

 

kabi aniqlanishi mumkin. Shuning uchun ))(),...,(()(
00

1

0 xyxyxy n  joiz 

chiziqning nolinchi va birinchi tartibli ε– atroflarini, mos ravishda, 

quyidagicha aniqlaymiz: 

  
],[

0

10

0

0
10

:],[)(),(
xxC

n
n

yyxxCxyyV

  ;,...,2,1,:)(),...,(
],[

0

1
10 






  niyyxyxy

xxC
iin

n

  

  
],[

0

10

10

1
10

1
:],[)(),(

xxC
n

n

yyxxCxyyV  

  .,...,2,1,:)(),...,(
],[

0

1
10

1 





  niyyxyxy

xxC
iin

n

  

1-ta’rif.  Agar shunday o  mavjud boʻlib, )(0 xy  joiz funksiyaning 

),( 0

0 yV  nolinchi tartibli ε– atrofiga tegishli barcha )(xyy   joiz 

funksiyalar uchun 

        yJyJyJyJ  00    (3) 

munosabat bajarilsa, )(0 xy funksiya (1) funksionalning kuchli lokal 

minimum (maksimum) nuqtasi deyiladi. 



 40 

2-ta’rif. Agar (3) munosabat )(0 xy  joiz funksiyaning biror ),( 0

1 yV  

birinchi tartibli ε- atrofiga tegishli barcha )(xyy   joiz funksiyalar uchun 

bajarilsa, )(0 xy – (1) funksionalning kuchsiz lokal minimum (maksimum) 

nuqtasi deyiladi. 

Demak, (1),(2) masala uchun kuchli va kuchsiz ekstremumlar 

variatsion hisobning asosiy masalasidagiga oʻxshash aniqlanadi. 

Keltirilgan ta’riflardan ravshanki, kuchli ekstremum nuqtasi 

kuchsiz ekstremum nuqtasi ham boʻladi. Buning teskarisi esa, hamisha 

ham toʻgʻri emas. Shuning uchun, avvalo kuchsiz ekstremumning zaruriy 

shartlarini keltiramiz. 

1-teorema.   )(',, 1 QCyyxF   boʻlsin. Agar (1) funksional 

],[))(),...,(()( 10

)1(00

1

0 xxCxyxyxy nn   joiz funksiyada kuchsiz lokal 

ekstremumga erishsa, ],[ 10 xx kesmada 

      nixyxyxF
dx

d
xyxyxF

ii yy ,1,)(,,)(,,
// 00

'

00       (4) 

tengliklar bajariladi. 

Bu teorema koʻrsatadiki, (1), (2) masalada ))(),...,(()(
00

1

0 xyxyxy n  

kuchsiz ekstremallar, 

  niyyxF
dx

d
yyxF

ii yy ,1,0)',,(',, '    (5) 

Eyler tenglamalari sistemasini qanoatlantirar ekan. 

Bu yerda, xususiy holda, 1n  boʻlganda variatsion hisobning 

asosiy masalasi uchun olingan natija, ya’ni Eyler tenglamasiga ega 

boʻlamiz. 

Agar    QCyyxFyi

)2(',,   boʻlsa, (5) dan 
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0)',,()',,(

'',,''',,
1

'

1









 

yyxFyyxF

yyyxFyyyxF

i
i

ji
ji

yxy

n

j

jyy

n

j

jyy     ni ,1     (6) 

sistemaga ega boʻlamiz. Bu esa, n  noma’lumli ikkinchi tartibli n  ta 

differensial tenglamalar sistemasidir. 

Bundan buyon quyidagi belgilashlardan foydalanamiz: 

        ,,...,,,...,, 00

1

00

1

0







 
 xyxyxyxyxFF nnyyyy jiji

 

        ,,...,,,...,, 00

1

00

1

0

' 






 
  xyxyxyxyxFF nnyyyy

ji
ji

 

        .,1,,,...,,,...,, 00

1

00

1

0

'' njixyxyxyxyxFF nnyyyy
ji

ji








 
   

Elementlari  xF
ji yy

0

''  lardan tuzilgan nn  matritsani  xF yy

0

''  deb 

belgilaymiz. Faraz qilaylik,    QCyyxF )2(',,   boʻlsin. Agar 

))(),...,(()(
00

1

0 xyxyxy n  kuchsiz lokal ekstremal uchun 

   10

0 ,,0det
''

xxxxF
yy

  boʻlsa, y
0(x) funksiya [x0,x1] kesmada (6) 

tenglamalar sistemasini qanoatlantiradi. 

3-ta’rif. Eyler tenglamalar sistemasini qanoatlantiruvchi 

))(),...,(()( 1 xyxyxy n  joiz funksiyalarga (1) funksionalning statsionar 

funksiyalari deyiladi. 

Statsionar funksiyalar ekstremumga shubhali funksiyalardir. 

Endi (1), (2) masala uchun ekstremumning ikkinchi tartibli zaruriy 

shartlari va yetarli shartlarini keltiramiz. 

Agar    QCyyxF )2(',,   boʻlsa, (1) funksional har bir 

))(),...,(()(
00

1

0 xyxyxy n   10

1 , xxCn  nuqtada ikkinchi variatsiyaga ega va u 

quyidagi formula boʻyicha hisoblanadi: 

            ,')(''2,
1

0
1, 1, 1,

0

''

0

'

002 dxxhxhFxhxhFxhxhFhyJ

x

x

n

ji

n

ji

n

ji

jiyyjiyyjiyy jijiji   
  









     (7) 
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bu yerda .0)()(],,[)()),(),...,(()( 1010

1

1  xhxhxxCxhxhxhxhh iiin  

2-teorema. )()',,( )2( QCyyxF   boʻlsin. Agar (1) funksional 

 10

)1(0 ,)( xxCxy n  joiz funksiyada kuchsiz lokal minimum (maksimum) ga 

erishsa, quyidagi: 

   ),(),0(0)( 10

0

'' xxxxF yy             (8) 

Lejandr sharti bajariladi. 

Eslatamizki, n n - oʻlchovli ))(()( 00

'' xFxF
ji yyyy   matrisa uchun yozilgan 

(8) shart  shu matrisaga mos keluvchi kvadratik formaning nomanfiy 

(nomusbat) ishorali ekanligini, ya’ni 

   .),...,(),0(0)( 1

1,

0

''

n

n

n

ji

jiyy RxF
ji




  

munosabat oʻrinli boʻlishini anglatadi. 

Agar bu munosabatda tenglik faqat 0  boʻlganda bajarilsa, u       

)0(0)(0

'' xF yy    kabi yoziladi. 

(7) formula boʻyicha hisoblanadigan ],[ 02 hyJ  ikkinchi variatsiya 

 10

)1( ,)( xxCxh n  ga nisbatan kvadratik funksionaldir. Endi ),()',,( )3( QCyyxF   

 10

)2(0 ,)( xxCxy n  deb hisoblab, shu kvadratik funksional uchun Eyler 

tenglamalari sistemasini yozamiz: 

.,1,0)('')()(
1, 1

0

'

1

0

''

1

00 nihxFhF
dx

d
hxFhxF

n

ji

n

j

jyy

n

j

jyy

n

j

jyyjyy jijijiji









 

 

 (9) 

(9) sistema – (1), (2) masala uchun Yakobi tenglamalari sistemasi 

deyiladi. 

4-ta’rif. Agar (9) sistema ,,1,0)()( *0 nixhxh ii   shartlarni 

qanoatlantiruvchi trivial (aynan nol) boʻlmagan yechimga ega boʻlsa, *x  

nuqta -  )(0 xy  joiz chiziq boʻylab, 0x  nuqtaga qoʻshma nuqta deyiladi. 
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3-teorema.  Faraz qilaylik, ),()',,( )3( QCyyxF    10

)2(0 ,)( xxCxy n  – (1) 

funksionalga kuchsiz lokal minimum (maksimum) beruvchi joiz 

funksiya, ],[),0(0)( 10

0

'' xxxxF yy   boʻlsin. U holda Yakobi sharti 

bajariladi, ya’ni (x0,x1) intervalda )(0 xy  chiziq boʻylab  0x  nuqtaga 

qoʻshma boʻlgan nuqta mavjud emas. 

4-teorema.  Quyidagi shartlar bajarilsin: 

1) );()',,( )3( QCyyxF   2)  10

20 ,)( xxCxy n  – joiz statsionar funksiya;  

3) kuchaytirilgan Lejandr sharti: )0(0)(0

'' xF yy ],[ 10 xxx ;  

4) kuchaytirilgan Yakobi sharti: ],( 10 xx  intervalda 0x  nuqtaga 

qoʻshma  *x  nuqta mavjud emas. U holda (1) funksional )(0 xy da kuchsiz 

lokal minimum (maksimum)ga erishadi. 

Agar ),()',,( )4( QCyyxF    ( 1,  nn RSRSQ  – ochiq toʻplam) 

QyyxxF yy  )',,(),0(0)(0

''  boʻlsa va 2), 3), 4) shartlar bajarilsa, )(0 xy  

funksiya (1), (2) masalada kuchli lokal minimal (maksimal) boʻladi.  

Keltirilgan bu teoremani (1) funksional 

.'')(')(2)(][
1

0
1,11,

dxyyxryyxqyyxp
dx

d
yJ

x

x

n

ji

jiji

n

j

jiji

n

ji

jiji  











  (10) 

koʻrinishdagi kvadratik funksional boʻlgan holda quyidagi tasdiq bilan 

toʻldirish mumkin. 

5-teorema. ],[)(],,[)(],[)( 10

)1(

10

)1(

1,0 xxCxrxxCxqxxCxp jijiji  , nij ,1,     

  ],[)0(0,1,),()( 10 xxxnjixrxr ji   boʻlsin. Agar Yakobi sharti 

bajarilmasa,    xJinf , ya’ni masala yechimga ega emas. Agar 

kuchaytirilgan Yakobi sharti bajarilsa,  yagona statsionar funksiya  

mavjud va bu funksiya (10) funksional uchun global minimal 

(maksimal) boʻladi. 
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2. Yuqori tartibli hosilalarga bogʻliq boʻlgan funksionalning 

ekstremumi. 

Faraz qilaylik, 2 nRQ  - berilgan ochiq toʻplam (soha), 

       QzzyxFQzzyxzzyxS nnn   ,...,,,,,...,,,:,...,,, 111  

sohada uzluksiz funksiya,  

   1,11110111,0010000 ,...,,,,,...,,,  nn yyyxPyyyxP  

S  toʻplamning belgilangan nuqtalari, 10 xx   boʻlsin. 

Quyidagi  

                  ,min(max),...,',,][
1

0

)(

 

x

x

n dxyyyxFyJ    (11) 

  
             




















10

)(1

10

1.11

)1(

111100

1.00

)1(

010000

,,,...,,,,,

,)(,...,)(',)(

,)(,...,)(',)(

xxxQxyxyxyxxxCxy

yxyyxyyxy

yxyyxyyxy

nn

n

n

n

n

  (12) 

ekstremal masalani qaraymiz. 

Yuqori tartibli hosilalar qatnashgan (11), (12) masala ham 

chegaralari qoʻgʻolmas variatsion masaladir. Bu masalada joiz 

funksiyalar (chiziqlar) (12) shartlar bilan aniqlanadi, ya’ni ularning 

uchlari berilgan P0 va P1 nuqtalarda mahkamlangan. 

5-ta’rif. Agar biror 0  son topilib, 
 


10

)( ,

0

xxC n
yy  shartni 

qanoatlantiruvchi barcha y=y(x) joiz chiziqlar uchun 

    ][][ 00 yJyJyJyJ   tengsizlik bajarilsa, (11) funksional y0=y0(x) joiz 

chiziqda kuchsiz lokal minimumga (maksimumga) erishadi, deyiladi. 

Bunda y0(x) - (12) masalaning kuchsiz minimali (maksimali) deyiladi. 

Keltirilgan ta’rifda   10 , xxC n  fazodagi norma oʻrniga   10

1 , xxC n  

fazodagi normadan foydalansak, kuchli ekstremal ta’rifiga ega boʻlamiz. 
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Avvalgi qaralgan variatsion masaladagi kabi bu yerda ham  har bir 

kuchli ekstremalning kuchsiz ekstremal boʻlishi ravshan. 

Kuchsiz ekstremumning birinchi tartibli zaruriy sharti quyidagi 

teoremada berilgan. 

6-teorema.     )(,, 1 QCzyxF n

n

  boʻlsin. Agar y
0(x) – (11), (12) 

masalada kuchsiz ekstremal boʻlsa, barcha  10 , xxx  uchun  

            01... 00

''2

2
0

'

0  xF
dx

d
xF

dx

d
xF

dx

d
xF nyn

n

yyy  (13) 

tenglik bajariladi, bu yerda  

         
 

   .,1,,...,,, 0'000 nixyxyxyxFxF
n

ii
yy

   (14) 

Noma’lum     10 , xxCxyy n  funksiyaga nisbatan 

    01... 1''2

2

'  nyn

n

yyy F
dx

d
F

dx

d
F

dx

d
F  (15) 

tenglamaga Eyler–Puasson tenglamasi deyiladi. ),(),...,,,( )1(

1 QCzzyxF n

n

  

boʻlganda  Eyler-Puasson tenglamasi 2n– tartibli oddiy differensial 

tenglamadan iborat. 

6-ta’rif. Eyler-Puasson tenglamasini qanoatlantiruvchi y0= y0(x) 

joiz funksiyaga (11), (12) masalaning statsionar  funksiyasi deyiladi.  

Endi qaralayotgan masala uchun ekstremumning ikkinchi tartibli 

zaruriy shartlari va yetarli shartlari haqida toʻxtalamiz. 

Agar )(),...,,,( )2(

1 QCzzyxF n   boʻlsa, (11) funksional har bir 

    10

00 , xxCxyy n   nuqtada ikkinchi variatsiyaga ega va bu variatsiya  

     
        




1

0
1,

002 ,)(,

x

x

n

ji

ji

yy
dxxhxhxFhyJ ji   (16) 

      10 , xxCxhh n ,        .1,0,010  nixhxh ii  

formula boʻyicha hisoblanadi, bu yerda  
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  xyxyxyxFxF
n

jiji yyyy

0'0000 ,...,,, . 

h=h(x) ga bogʻliq boʻlgan (16) funksional uchun tuzilgan Eyler-

Puasson tenglamasiga, (11), (12) masala uchun Yakobi tenglamasi 

deyiladi. 

7-ta’rif. Agar Yakobi tenglamasi       1,0,0*0  nixhxh ii , 

shartlarni qanoatlantiruvchi trivial (aynan nol) boʻlmagan yechimga ega 

boʻlsa, *x  nuqta - y0(x) joiz chiziq boʻylab, 0x  nuqtaga qoʻshma nuqta 

deyiladi. 

7-teorema. )(),...,,,( )2(

1 QCzzyxF n

n

  boʻlsin. Agar     10

20 , xxCxy n  

(11), (12) masalada  kuchsiz minimal (maksimal) boʻlsa, quyidagi 

shartlar bajariladi: 

a) Lejandr sharti:     ),(),0(0)( 10

0 xxxxF nn yy
  

b) Yakobi sharti:  10 , xx  intervalda y0(x) chiziq boʻylab 0x  nuqtaga 

qoʻshma nuqta mavjud emas. 

8-teorema.  Faraz qilaylik: 

a) )(),...,,,( )2(

1 QCzzyxF n

n

 ,  1,  nRSRSQ –ochiq toʻplam; 

b)       ;,...,,,),0(0),...,,,( 11

0 QzzyxzzyxF nnyy nn   

v)     10

20 , xxCxy n  joiz statsionar funksiya; 

g) kuchaytirilgan Lejandr sharti bajarilsin: 

     10

0 ,),0(0)( xxxxF nn yy
 ; 

d) kuchaytirilgan Yakobi sharti bajarilsin: ]x,(x 10  oraliqda y0(x) 

chiziq boʻylab 0x  nuqtaga qoʻshma nuqta mavjud emas. U holda  y0(x) – 

(11), (12) masalada kuchli lokal minimal (maksimal) boʻladi. 



 47 

3. Bir necha oʻzgaruvchili funksiyalarga bogʻliq boʻlgan 

funksionalning ekstremumi 

Biz ikki oʻzgaruvchili ),( yxzz   funksiyaga bogʻliq boʻlgan, 

quyidagi, 

 








D

dxdy
y

z

x

z
zyxFyxzJ ),,,,()],([              (18) 

funksionalni qaraymiz, bunda F - oʻz argumentlarining uch marta 

differensiallanuvchi funksiyasi ( )()3( DCF  ). 

Oʻzining ikkinchi tartibli xususiy hosilalari bilan birgalikda D  

sohada uzluksiz boʻlib,  D  sohaning D  chegarasida berilgan qiymatlarni 

qabul qiluvchi funksiyalar ichida, (18) funksionalga ekstremum qiymat 

beruvchi ),( yxzz   funksiyani topish talab qilinadi. 

Agar ),( yxzz   sirtda (18) funksional ekstremumga erishsa, 

ekstremumning zaruriy sharti 0)],([ yxzJ  (funksional birinchi 

variatsiyasining nolga teng boʻlishi), sirt quyidagi 

    0








 qpz F

y
F

x
F                  (19) 

Eyler – Ostrogradskiy tenglamasini qanoatlantirishini beradi, 

bunda  

                                     
y

z
q

x

z
p









 , , 

 
x

q
F

x

p
F

x

z
FFF

x
pqpppzpxp


















,               (20) 

 
y

q
F

y

p
F

y

z
FFF

y
qqqpqzqyq


















                  (21) 

  (19) – ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamadan 

iborat. Endi agar funksional,  

 
D

nnnn dxdxdxpppzxxxFxxxzJ 21212121 ),...,,,,,...,,(...)],...,,([         (22) 
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koʻrinishda boʻlsa, bunda ),,...,2,1( nk
x

z
p

k

k 



 ekstremumning zaruriy 

sharti,  

 








n

i

p

i

z i
F

x
F

1

0 . 

Eyler – Ostrogradskiy tenglamasi koʻrinishini oladi. 

Bu tenglamaning yechimi boʻlgan ),...,,( 21 nxxxz  funksiya n  oʻlchovli 

D  sohaning D  chegarasida berilgan chegaraviy shartlarni 

qanoatlantirishi kerak.                                    

II.  Nazariy savollar. 

1. Variatsion hisob asosiy masalasining umumlashmasi. 

Funksional bir necha funksiyalarga bogʻliq boʻlgan masala. 

2. Eyler tenglamalari sistemasi. 

3. Variatsion hisob asosiy masalasining umumlashmasi. 

Funksionalda yuqori tartibli hosilalar qatnashgan masala. 

4. Eyler – Puasson tenglamasi. 

5. Bir necha oʻzgaruvchili funksiyalarga bogʻliq funksionallar. 

6.  Eyler - Ostrogradskiy tenglamasi. 

III.  Amaliy topshiriqlar. 

1 – masala. Quyidagi variatsion masala uchun Eyler tenglamalari 

sistemasini tuzing. 

1.   
1

0

21

2

2

2

1 min,2)( dxyyyyyJ   

 1;0,1)1(,1)1(,0)0(,0)0( )1(

212121 Cyyyyyy   

2.   
2

1

2

121

2

2

2

1 min,43)( dxyyyyyyJ  

 2;1,1)1(,0)2(,1)1(,1)1( )1(

212121 Cyyyyyy   
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3.   

2

0

2

2

3

1

2

2

2

1 min,2)( dxeyxyyyyJ x   

 2;0,0)2(,1)2(,1)0(,0)0( )1(

212121 Cyyyyyy   

4.   
1

0

21

2

2

2

1 min,4)( dxyyyyyJ    

 1;0,1)1(,1)1(,0)0(,0)0( )1(

212121 Cyyyyyy   

5.   
2

1

2

121

2

2

2

1 min,2)( dxyyyyyyJ  

 2;1,1)1(,0)2(,1)1(,1)1( )1(

212121 Cyyyyyy   

6.   

2

0

3

2

3

1

2

2

2

1 min,2)( dxeyxyyyyJ x  

 2;0,0)2(,1)2(,1)0(,0)0( )1(

212121 Cyyyyyy   

7.   

1

0

21

2

2

2

1 min,16)( dxyyyyyJ    

 1;0,1)1(,1)1(,0)0(,0)0( )1(

212121 Cyyyyyy   

8.   

2

1

2

121

2

2

2

1 min,3)( dxyyyyyyJ  

 2;1,1)1(,0)2(,1)1(,1)1( )1(

212121 Cyyyyyy   

9.   

2

0

1

2

2

3

1

2

2

2

1 ,0)0(min,3)( ydxeyxyyyyJ x  

 2;0,0)2(,1)2(,1)0( )1(

21212 Cyyyyy   

10.   
1

0

21

2

2

2

1 min,)( dxyyyyyJ  

 1;0,1)1(,1)1(,0)0(,0)0( )1(

212121 Cyyyyyy    

11.   

2

1

2

121

2

2

2

1 min,3)( dxyyyyyyJ  

 2;1,1)1(,0)2(,1)1(,1)1( )1(

212121 Cyyyyyy   

12.   

2

0

3

2

3

1

2

2

2

1 min,24)( dxeyxyyyyJ x  
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 2;0,0)2(,1)2(,1)0(,0)0( )1(

212121 Cyyyyyy   

13.   
1

0

21

2

2

2

1 min,8)( dxyyyyyJ    

14.   

2

1

2

121

2

2

2

1 min,54)( dxyyyyyyJ  

 1;0,1)1(,1)1(,0)0(,0)0( )1(

212121 Cyyyyyy   

 2;1,1)1(,0)2(,1)1(,1)1( )1(

212121 Cyyyyyy   

15.   

2

0

2

2

3

1

2

2

2

1 min,45)( dxeyxyyyyJ x  

 2;0,0)2(,1)2(,1)0(,0)0( )1(

212121 Cyyyyyy   

16.   

1

0

121

2

2

2

1 min,2)( dxyyyyyyJ  

 1;0,1)1(,1)1(,0)0(,0)0( )1(

212121 Cyyyyyy   

17.   

2

1

2

121

2

2

2

1 min,4)( dxyyyyyyJ  

 2;1,1)1(,0)2(,1)1(,1)1( )1(

212121 Cyyyyyy   

18.   

2

0

3

2

3

1

2

2

2

1 min,6)( dxeyxyyyyJ x  

 2;0,0)2(,1)2(,1)0(,0)0( )1(

212121 Cyyyyyy   

19.   

1

0

221

2

2

2

1 min,2)( dxyyyyyyJ  

 1;0,1)1(,1)1(,0)0(,0)0( )1(

212121 Cyyyyyy   

20.   

2

1

2

121

2

2

2

1 min,64)( dxyyyyyyJ  

 2;1,1)1(,0)2(,1)1(,1)1( )1(

212121 Cyyyyyy   

21.   ,min43),(

1

0

2

121

2

2

2

121   dxyyyyyyyJ  

         .1:0,,11,01,10,10 )1(

212121 Cyyyyyy   

masala uchun Eyler tenglamalari sistemasini  tuzing. 
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Yechilishi: Bu masala funktsionali uchun Eyler tenglamalari 

sistemasi                                                 













0

0

'

'

22

11

yy

yy

F
dx

d
F

F
dx

d
F

 

koʻrinishda boʻlishi kerak. Integral ostidagi funksiya 

.43 2

121

2

2

2

1 yyyyyF   Bu funksiyadan 1y , '1y  va x lar boʻyicha hosilalar  

olib,  quyidagilarga ega boʻlamiz: 

.32,328 2121,1 111
yyF

dx

d
yyFyF yyy

   

Bundan 1y  boʻyicha Eyler tenglamasi 0328 211  yyy  koʻrinishga 

keladi. 

Endi integral ostidagi funksiyadan 2y , 2'y  va x lar boʻyicha hosilalar  

olib,   

1212 32,32,0
222

yyF
dx

d
yyFF yyy

   

larga ega boʻlamiz. Bundan 2y  boʻyicha Eyler tenglamasi 032 12  yy  

yoki 032 12  yy  koʻrinishda boʻladi. Natijada, Eyler tenglamalari 

sistemasi,  

        








032

0382

12

211

yy

yyy
 

koʻrinishda boʻladi. 

2 – masala. Quyidagi variatsion masala uchun Eyler – Puasson 

tenglamasini tuzing. 

1.     

1

0

)2(322 1;0,1)1(,1)1(,0)0(,0)0(min,3)( CyyyyydxxyyyyJ   

2.     




0

)2(22 ;0,1)(,1)(,0)0(,0)0(min,3)( CyyyyydxyyyyyJ   
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 3.     

2

1

)2(222 2;1,0)2(,0)2(,1)1(,1)1(min,2)( CyyyyydxyyyyJ   

4.     

1

0

)2(322 1;0,1)1(,1)1(,0)0(,0)0(min,4)( CyyyyydxxyyyyJ   

5.     




0

)2(22 ;0,1)(,1)(,0)0(,0)0(min,4)( CyyyyydxyyyyyJ   

 6.     

2

1

)2(222 2;1,0)2(,0)2(,1)1(,1)1(min,4)( CyyyyydxyyyyJ  

7.     

1

0

)2(322 1;0,1)1(,1)1(,0)0(,0)0(min,2)( CyyyyydxxyyyyJ   

8.     




0

)2(22 ;0,1)(,1)(,0)0(,0)0(min,2)( CyyyyydxyyyyyJ   

9.     

2

1

)2(222 2;1,0)2(,0)2(,1)1(,1)1(min,26)( CyyyyydxyyyyJ  

10.     

1

0

)2(322 1;0,1)1(,1)1(,0)0(,0)0(min,24)( CyyyyydxxyyyyJ   

11.     




0

)2(22 ;0,1)(,1)(,0)0(,0)0(min,9)( CyyyyydxyyyyyJ   

12.     

2

1

)2(222 2;1,0)2(,0)2(,1)1(,1)1(min,5)( CyyyyydxyyyyJ  

 13.     

1

0

)2(222 1;0,1)1(,1)1(,0)0(,0)0(min,4)( CyyyyydxyxyyyJ   

14.     




0

)2(22 ;0,1)(,1)(,0)0(,0)0(min,6)( CyyyyydxyyyyyJ   

15.   

2

1

222 min,42)( dxyyyyJ  

 2;1,0)2(,0)2(,1)1(,1)1( )2(Cyyyyy   

16.     

1

0

)2(222 1;0,1)1(,1)1(,0)0(,0)0(min,3)( CyyyyydxyxyyyJ   

17.     




0

)2(22 ;0,1)(,1)(,0)0(,0)0(min,4)( CyyyyydxyyyyyJ   
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18.     

2

1

)2(222 2;1,0)2(,0)2(,1)1(,1)1(min,34)( CyyyyydxyyyyJ  

19.     

1

0

)2(322 1;0,1)1(,1)1(,0)0(,0)0(min,34)( CyyyyydxxyyyyJ   

20.     




0

)2(22 ;0,1)(,1)(,0)0(,0)0(min,45)( CyyyyydxyyyyyJ   

21.  Ushbu 

  ,min2)(

1

0

322   dxxyyyyJ  

          ,1:0,11,11,00,00 2

0000 Cyyyyy   

variatsion masala uchun Eyler – Puasson tenglamasini tuzing.          

Yechilishi: Eyler – Puasson tenglamasi 

    01... 00

''2

2

'  nyn

n

yyy F
dx

d
F

dx

d
F

dx

d
F  

tenglamadan  iborat. Integral ostidagi funksiya 322 2 xyyyF  . Bu 

funksiyadan y  boʻyicha xususiy hosila olamiz: 0yF . Endi integral 

ostidagi funksiyadan 'y  boʻyicha xususiy hosila olib,  322 xyFy   

ifodaga ega boʻlamiz. 322 xyFy   funksiyadan x boʻyicha toʻla hosila 

olib, 262 xyF
dx

d
y   ifodaga ega boʻlamiz. Endi integral ostidagi 

funksiyadan ''y  boʻyicha xususiy hosila olib,  yFy
 2 ifodaga ega 

boʻlamiz. yFy
 2  funksiyadan x boʻyicha hosilalar olib, yF

dx

d
y

 2  va 

IV

y yF
dx

d
2

2

2

  ifodalarga ega boʻlamiz. Bu olingan hosilalarni yuqoridagi 

tenglamaga keltirib qoʻyib,  

0262 2  IVyxy  

yoki  

03 2  xyy IV  
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Eyler – Puasson tenglamasiga ega boʻlamiz. 

3 – masala. Quyidagi funksional uchun  Eyler - Ostrogradskiy 

tenglamasini tuzing:    
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22

)],([   funksional  uchun  Eyler - Ostrogradskiy 

tenglamasini tuzing. 

 Yechilishi:  Funksionalning ifodasidagi   funksiya: 

22),,,,( qpqpzyxF   

koʻrinishda boʻlganligidan,  Eyler - Ostrogradskiy tenglamasi, 

0)2()2( 








 q

y
p

x
  

yoki  
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z

x

z
 

koʻrinishni oladi. 
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4§. Optimal boshqaruv masalalari (Pontryaginning maksimum 

prinsipi. Terminal boshqaruv masalasi. Chiziqli boshqaruv sistemalari). 

1. Optimal boshqaruv masalasining qoʻyilishi.  

Avvalo optimal boshqaruv amaliy masalalaridan birini keltiramiz:  

v0  boshlangʻich tezlikka ega boʻlgan birlik massali material nuqtani 

modul boʻyicha birdan oshmaydigan kuch ta’sirida gorizontal toʻgʻri 

chiziq boʻylab A nuqtadan B nuqtaga shunday koʻchirish talab qilinadiki, 

bunda material nuqta B nuqtaga v1 tezlik bilan eng qisqa vaqtda yetib 

kelsin. 

Qoʻyilgan masala optimal boshqaruvning tezkor masalasidan 

iborat. Uning matematik modelini tuzamiz. 

Ox  oʻqda A(α) va B(β) nuqtalarni olaylik. Material nuqta t=t0 

boshlangʻich vaqtda  A nuqtada, t=t1(t1>t0) vaqtda esa, B nuqtada boʻlsin.  

T= t1-t0  -  material nuqtaning koʻchish vaqtidan iborat.            

)(txx  -material nuqtaning t vaqtda bosib oʻtgan yoʻli, )(tuu  - 

material nuqtaga t  vaqt momentida ta’sir etayotgan kuch miqdori 

boʻlsin. 

U vaqtda v
dt

dx
x   - material nuqtaning tezligi, a

dt

xd
x 

2

2

  - 

material nuqtaning tezlanishi boʻladi. 

Nyutonning ikkinchi qonuniga koʻra uma   tenglik oʻrinli, bu yerda 

m –material nuqtaning massasi. xam  ,1  ekanligini hisobga olsak, 

ux                      (1) 

tenglamaga ega boʻlamiz. Masalaning qoʻyilishiga koʻra,  









111

000

)(,)(

)(,)(

vtxtx

vtxtx








              (2) 
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shartlar kelib chiqadi. Bundan tashqari, )(tu - kuchga  

],[,1)( 10 ttttu   

cheklashlar qoʻyiladi. )(tu - boshqarish funksiyasi (qisqacha, boshqarish) 

deyiladi. Odatda u boʻlakli-uzluksiz funksiyalar sinfidan,  deb qaraladi. 

Bunday funksiyalar joiz boshqarishlar sinfini tashkil etadi. 

Shunday qilib, qoʻyilgan masalaning matematik modeli 

quyidagicha:  

shunday ],[,1)( *

10

* ttttu   joiz boshqarishni topish talab qilinadiki, 

(1) tenglamaning unga mos keluvchi x*(t) yechimi (2) shartlarni 

qanoatlantirsin va bunda koʻchish vaqti 0

*

1 ttT   minimal boʻlsin. 

xxxx  21 ,  oʻzgaruvchilarni kiritib, bu masalani,  

























1||

,)(,)(

,)(,)(

,,

min,)(

112002

1101

221

01

u

vtxvtx

txtx

uxxx

ttuT





                  (3) 

koʻrinishda yozish mumkin. 

(3) masala, geometrik tilda, {x1,x2} tekislikda shunday 

 )(),()( *

2

*

1

* txtxtx   trayektoriyani qurishni bildiradiki, u eng qisqa 0

*

1

* ttT    

vaqtda },{ 0vA   nuqtadan },{ 1vB    nuqtaga koʻchib oʻtadi. 
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2. Pontryaginning maksimum prinsipi. 

Maksimum prinsipi optimal boshqaruv masalalarida 

optimallikning asosiy zaruriy sharti hisoblanadi. Bu natija XX asrning 

50-yillari ikkinchi yarmida akademik L.S.Pontryagin boshchiligidagi 

sovet matematiklari tomonidan olingan. 

Quyidagi: 

 
1

0

  inf))(,()),(),((),( 1

0

00

t

t

txxgdtttutxfxuJ                 (4) 

                        





















,)(

,...,1,0))((

,,...,1,0))((,)(

),),(),(()(

1

1

0

0

10

Vtuu

skitxg

kitxgxtx

tttttutxftx

i

i



                    (5) 

optimal boshqaruv masalasini qaraymiz. Bu masalada t0, t1 vaqt 

momentlari belgilangan (oʻzgarmas), x0 
- berilgan boshlangʻich nuqta.  

Faraz qilamizki, )),,(),....,,,((),,( 1 tuxftuxftuxf n  vektor-funksiyaning 

),,( tuxfi  komponentalari va )(),,,( 00 xgtuxf   funksiyalar x boʻyicha uzluksiz 

xususiy hosilalarga ega boʻlsin.  

Maksimum prinsipini bayon qilish uchun Gamilton-Pontryagin  

funksiyasi deb ataluvchi,  

         
),,(),,(

),,(....),,(),,(),,,,(

00

11000

tuxftuxfa

tuxftuxftuxfaatuxH
T

nn








      (6) 

funksiyani qaraymiz, bu yerda constan  01 ),,...,(  . 

 u=u(t) - joiz boshqaruv, x(t)=x(t,u,x0) - unga mos joiz 

trayektoriya, [t0,t1] oraliqda aniqlangan boʻlsin. (u(t),x(t)), t0≤t≤t1  

juftlikka mos boʻlgan, ))(),...,(()( 1 ttt n   oʻzgaruvchilarga nisbatan, 
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n

j

jxjx

txx

tuu

i

tttttutxftttutxfa

x

attuxH
t

ii

1

1000

)(

)(1

0

)(),),(),(()()),(),((

)),(,,,(
)(






       (7) 

sistemani qaraymiz. Unga qoʻshma sistema deyiladi. (7) qoʻshma 

sistemani vektorli shaklda  

              100 ),),(,),(),(()( tttatttutxHt x                            (8) 

kabi yozish mumkin, bu yerda ),...,(
1 nxxx HHH   

Agar (5) sistema x,u ga nisbatan chiziqli, ya’ni  

                   )(),()()()()()( 10 ttttftutBtxtAtx   

koʻrinishda boʻlsa,  

           ))()()((),,(),,,,( 000 tfutBtAtuxfaatuxH    

va (8)  qoʻshma sistema  

                        )(),()()),(),(()( 1000 tttttAttutxfat x                 

kabi boʻladi, bu yerda ‘- transponirlash belgisi. 

(7) qoʻshma sistema –chiziqli differensial tenglamalar sistemasidan 

iborat boʻlib, u 00)(  t  boshlangʻich shartni qanoatlantiruvchi yagona 

yechimga ega. 

1-teorema. Agar ),),(),(( 10 tttutx  - (12) (13) masalaning yechimi 

boʻlsa, shunday saaa ,...,10   sonlar va 101 )),(),...,(()( tttttt n    vektor-

funksiya mavjud boʻladiki, ular: 

1) ;0,...,0,0),...,,( 010  kn aaaaaa           (9) 

2) )(t  funksiya (x(t),u(t)) ga mos keluvchi (7) qoʻshma 

sistemaning yechimidan iborat; 
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3) u(t) optimal boshqarishning barcha t[t0,t1] uzluksizlik 

nuqtalarida )),(,,),(( 0attutxH   funksiya, u=(u1,…,um) oʻzgaruvchi boʻyicha, 

V toʻplamda aniq yuqori chegarasiga u=u(t) boʻlganda erishadi, ya’ni  

    )(),),(,),(),(()),(,,),((sup 1000 tttatttutxHattutxH
Vu




        (10) 

shartlarni qanoatlantiradi:  

4)         



s

j

jxj tttxgat
i

0

1011 ,),(()( )              (11) 

            kjtttxga jj ,...,2,1,0),),(( 101                 (12) 

4) shartlarga transversallik shartlari deyiladi.  

 

3. Maksimum prinsipining chegaraviy masalasi. 

 

Maksimum prinsipidan amaliyotda qanday foydalanish 

mumkinligini koʻrib oʻtamiz. 

  ),,,,( 0atuxH   funksiyani ),,...,( 10 nuuuu   oʻzgaruvchining funksiyasi 

deb qaraymiz va har bir belgilangan ),,,( 0atx    da  

                           VuatuxH  sup,),,,,( 0                     (13) 

maksimallashtirish masalasini yechamiz.   

                            Vatxuu  ),,,( 0                              (14) 

shu masalaning yechimi boʻlsin, ya’ni  

            ),,,,(sup),,),,,,(,( 000 atuxHatatxuxH
Vu




                (15) 

tenglik bajarilsin. Agar optimal boshqarish masalasi yechimga ega 

boʻlsa, maksimum shartiga koʻra (14) funksiya aniqlangan boʻladi. Koʻp 

hollarda (14) funksiyani oshkor koʻrinishda yozish mumkin boʻladi. 

Masalan, agar  



 61 

},...,2,1, ,R)u,...,u(u {

,...,2,1,),(),(),,(

i

m

m1

1

00

0

miuV

njutxftxftuxf

ii

m

i

ijj



 




 

( i , i -berilgan sonlar) boʻlsa,  

i

m

i

i

n

j

jj uatxtxftxfaatuxH 



1

0

1

00

000 ),,,(),(),(),,,,(   

boʻladi, bu yerda  





n

j

jji txftxfaatx
1

00

000 ),(),(),,,(   

U vaqtda (14) masala yechimi ),,,( 0atxu   ning koordinatalari  










miatx

atx
atxuu

ii

ii

i
,...,1,0),,,(,

0),,,(,
),,,(

0

0

0



  

koʻrinishda boʻlishi ravshan. Xususiy holda, agar 1,1  ii   boʻlsa,  

miatxsignu ii ,...,2,1),,,,( 0    

boʻladi. 

Agar V toʻplam  









 


ruuRuV
m

i

i

m 2

1

1

2 )(|:|  

koʻrinishda boʻlsa, (14) funksiyani oshkor shaklda,  

r
atx

atx
atxu

i ),,,(

),,,(
),,,(

0

0
0




   

kabi yozish mumkin, bu yerda ),,...,( 1 n   

Faraz qilaylik, bizga (14) funksiya ma’lum boʻlsin. U vaqtda t,ψ 

oʻzgaruvchilarga nisbatan quyidagi 2n ta differensial tenglamalar 

sistemasini qaraymiz: 









1000

0

),,,),,,,(,(

)),,,,(,(

tttatatxuxH

tatxuxfx








      (16) 
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Differensial tenglamalar kursidan yaxshi ma’lumki, (16) 

tenglamalar sistemasining umumiy yechimi 2n ta ixtiyoriy parametrlarga 

(masalan,     )),(),...,(()(  )),(),...,(()(  00100010 ttttxtxtx nn   boshlangʻich 

shartlarga) bogʻliq boʻladi. 

Bundan tashqari, maksimum prinsipidagi  saaa ,...,10  parametrlar ham 

noma’lum, ularni aniqlash uchun yana s+1 ta shart kerak boʻladi. 

Shunday qilib, noma’lum 2n+s+1 ta parametrlarni aniqlash uchun 

2n+s+1 ta shart zarur. Ularni maksimum prinsipidan, masalan, 1-

teoremadagi (10), (11) shartlar hamda  

skjtxg jj ,...,1,0))((             (17) 

shartlardan olamiz. Bu shartlar jami 2n+s ta tenglamalarni beradi. 

Yetishmayotgan yana bitta tenglamani olish uchun ),,,,( 0atuxH   

funksiyaning 021 ,,...,, an   oʻzgaruvchilarga nisbatan chiziqli va bir jinsli 

ekanligini, ya’ni   ),,,,,(),,,,( 1

00 RaatuxaHaaatuxH     ekanligini hisobga 

olamiz. U vaqtda (15) shartdan  

0  ),,,,(),,,( 00  aatxuaaatxu                     (18) 

ekanligi kelib chiqadi. Demak, maksimum prinsipida nsaaa  ,...,,,...,, 121   

oʻzgaruvchilar musbat koʻpaytuvchi aniqligida topiladi. Demak,  

1
0

22




S

i

iaa                         (19) 

deb olish mumkin. Agar a0>0 ekanligi ma’lum boʻlsa, (19) shart oʻrniga 

a0=1 deb olish ham mumkin. (10), (11), (17), (19) tenglamalar 

sistemasini yechganda,  

kitttxgaaa in ,...,1,0),),((,0,...,0,0 10110     (20) 

shartlarning bajarilishi hisobga olinadi. Shunday qilib, maksimum 

prinsipi asosida, (15) maksimum shartidan, (16) tenglamalar sistemasi 
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va (10), (11), (17), (19), (20) shartlardan iborat, maxsus chyegaraviy 

masalaga ega boʻldik. Bu masalaga maksimum prinsipining chegaraviy 

masalasi  deyiladi. 

Agar x(t), saaat ,...,,),( 21  lar - maksimum prinsipining chegaraviy 

masalasi yechimidan iborat boʻlsa, ularni (14) ga qoʻyib, 

                100 )),(,),(()( tttatttxutu                    (21) 

funksiyani hosil qilamiz. Agar bu funksiya [t0,t1] oraliqda boʻlakli-

uzluksiz boʻlsa, u optimalikka shubhali boshqarish boʻladi. Agar optimal 

boshqaruv masalasining yechimi mavjud va maksimum prinsipining 

chegaraviy masalasi yagona yechimga ega boʻlsa, (21) boʻlakli-uzluksiz 

funksiya optimal boshqarishdan iborat boʻladi. 
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4. Terminal boshqaruv masalasi. Maksimum prinsipi. 

 

Boshqarish obyekti 

      0 1, , , ,x f x u t t t t       (22) 

vektorli differensial tenglama bilan berilgan boʻlsin, bu yerda 

       tuxffffuuuxxx inmn ,,,,...,,,...,,,..., 111   funksiyalarni  tuxf ixj ,,  

xususiy hosilalari bilan birga uzluksiz deb hisoblaymiz. Joiz 

boshqarishlar  10 , tt  oraliqda aniqlangan boʻlakli - uzluksiz va mRV   

toʻplamdan qiymatlar qabul qiluvchi u=u(t)  m– vektor  funksiyalardan 

iborat. Har bir u=u(t) joiz boshqarishga mos (22) tenglamaning   txx   

joiz trayektoriyasi  

  0

0x t x   (23) 

shartni qanoatlantiradi. Qaralyotgan obyektni boshqarish, 

    1J u x t     (24) 

terminal kriteriy orqali  sifat jihatidan baholanadi, bu yerda   nRx   da 

uzluksiz differensiallanuvchi funksiya. Shunday  tu*  boshqarishni topish 

kerakki,    uJuJ
Uu

 inf*  boʻlsin, bu yerda U– barcha joiz boshqarishlar 

toʻplami. Shunday qilib, quyidagi 

    

   

   

1

0 1

0

0

inf

, , , ,

,

J u x t

x f x u t t t t

x t x u u t V

  


  


   

   (25) 

terminal boshqaruv masalasini qaraymiz. Bu masalada 

trayektoriyalarning chap uchi mahkamlangan ((23) shartga q.), oʻng uchi 

esa erkin   nRtx 1 . 
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2-teorema. Agar    10

* ,, ttttu   – optimal boshqarish,    10

* ,, ttttx   

optimal trayektoriya boʻlsa, 

             10

***** ,,,,,max,,, ttttuttxHttuttxH
Vu




  (26) 

maksimum sharti bajariladi, bu yerda  

     ,,,,,',,,
1





n

j

jj tuxftuxftuxH   

   10 ,,' tttt   funksiya 

    
x

ttutxH






,,, ** 
    (27) 

 
  

x

tx
t




 1

*

1


    (28) 

qoʻshma sistemaning yechimidir. 

 

3. Chiziqli terminal boshqaruv masalasi. 

 

Chiziqli boshqaruv sistemasi uchun chiziqli terminal kriteriyli 

quyidagi masalani qaraymiz: 

  

   

     

     

1

0 1

0

0 0 1

' min,

, , ,

, , ,

J u c x t

x A t x b t u t t t

x t x u u t V t t t

 


   


    

     (29) 

bu yerda  

,, mn RuRx  ,nRV     nntA matrisa-funksiya,       utbutbutb n ,,...,,, 1 ,  

nn RxRc  0, . 

A(t) matrisaning  elementlarini  10 , tt  da uzluksiz,   niutbi ,1,,   

funksiyalarni   Vtt 10 ,  da uzluksiz deb faraz qilamiz. 

(29) masala uchun quyidagi  teorema oʻrinlidir. 
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3-teorema.    10,, ttttuu   boʻlakli-uzluksiz funksiyaning (29) 

masalada optimal boshqarish boʻlishi uchun, 

            0 1' , ' , , ,max
v V

t b t v t b t u t t t t 


                  (30) 

shartning bajarilishi zarur va yetarlidir, bu yerda    10 ,, tttt   funksiya  

   1' ,A t t c           (31) 

qoʻshma sistemaning yechimidan iborat. 

 

6. Chiziqli tezkor masala. Optimallikning zaruriy va yetarli shartlari. 

   mn RuRxutBxtAx  ,,)()(                  (32) 

sistema uchun ikki nuqtali tezkor masalani qaraymiz: shunday u*(t)U 

boshqarishni topish talab qilinadiki, unga mos x*(t) trayektoriya , t0,t1 

vaqt momentlarida berilgan   x0, x1 
 nuqtalardan oʻtsin, ya’ni                               

)()(,)( 101*

1

*0

0

* xxxtxxtx   

shartlar bajarilsin va t1-t0 oʻtish vaqti minimal boʻlsin. Bunday u*(t) ga 

optimal boshqarish, x*(t) ga optimal trayektoriya, *

1t  ga optimal vaqt 

momenti (tezkor momenti) deyiladi, )),(),(( *

1

** ttxtu  esa, masalaning 

yechimidir. Qaralayotgan masalani, qisqacha , 





















Utu

xtxxtx

tttutBxtAx

tt

)(

,)(,)(

],[,)()(

min

1

1

0

0

10

01


                      (33) 

koʻrinishda belgilaymiz. 

Quyidagi funksiyani kiritamiz: 

                    0

0

1
1

,)(),(max),(min)(

0

ttxcudBtFcxttFct

t

t
Vuc















  

  

Bu funksiya barcha   t0>t1   nuqtalarda uzluksizdir.       
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Agar ixtiyoriy 0,  cRс n  vektor va ixtiyoriy ],[ 10 tt  kesma uchun 

)(),( 1 tBttFс  funksiya V  toʻplamning har bir k- oʻlchovli yoqiga ],[ 10 tt   

oraliqning chekli sondan koʻp boʻlmagan nuqtalari yoki kesmalarida 

ortogonal boʻlsa, (32) sistema regularlik shartini qanoatlantiradi, 

deyiladi. Quyidagi tasdiq oʻrinli: 

1-lemma [2]. Agar (32) sistema regulyarlik shartini qanoatlantirsa, 

Q(t1)- yopiq, chegaralangan, qavariq toʻplam boʻladi.  

Chiziqli boshqaruv sistemalarini oʻrganishda, ekstremal prinsip deb 

ataluvchi, quyidagi tasdiqdan keng foydalaniladi. 

  2-lemma. Faraz qilaylik, (32) sistema regularlik shartini 

qanoatlantirsin. U vaqtda har bir 0,  cRc n  vektor va 01 tt   son uchun  

Q(t1) toʻplamning shunday x  chegaraviy nuqtasi mavjud boʻladiki, unda  

                                 xcxc
tQx


 )( 1

max                  (34) 

munosabat bajariladi. (34) tenglikning oʻrinli boʻlishi uchun, shunday 

Utu )(  boshqarish topilib, 

                   
1

0

,)()(),(),( 1

0

01

t

t

dttutBttFxttFx                      (35) 

  ],[,)(),(max)()(),( 1011 tttvtBttFctutBttFc
Vv




        (36) 

tengliklarning bajarilishi zarur va yetarlidir. 

4-teorema. Faraz qilaylik, (32) sistema regularlik shartini 

qanoatlantirsin va )),(),(( *

1

** ttxtu  - (33) masalaning yechimi boʻlsin. U 

vaqtda: 

 1) *

1t  optimal vaqt momenti  

0)(),(max),(min

0

0

0
1















  
xcudBtFcxttFc

t

t
Vuc

          (37) 

tenglamaning minimal ildiziga teng; 



 68 

2) u*(t) optimal boshqarish 

*

100

*

1

*

0

*

1

* ,)(),(max)()(),( tttutBttFctutBttFс
Vu





        (38) 

maksimum shartini qanoatlantiradi, bu yerda 0, **  cRc n  vektor *

1tt   

boʻlganda (37) ning chap tomonidagi ifodaning ixtiyoriy minimum 

nuqtasidir; 

3) x*(t) optimal trayektoriya   

                         0

0

**** )(),()()( xtxtutBxtAx             (39) 

munosabatlarni qanoatlantiradi.  

(32) chiziqli sistema uchun normallik sharti har bir c≠0 va t1>t0 da 

(36) maksimum shartidan u(t) boʻlakli-uzluksiz funksiyaning [t0,t1] dagi 

barcha uzluksizlik nuqtalarida bir qiymatli aniqlanishini ifodalaydi.  

Normallik sharti, regularlik shartidan kuchliroq talabdir, chunki 

normallik shartiga koʻra, ixtiyoriy  c≠0 va t1>t0 uchun )(),( 1 tBttFс  

funksiya V  toʻplamning yoqlariga [t0,t1]  oraliqning faqat alohida 

olingan nuqtalaridagina ortogonal boʻlishi mumkin, ya’ni [t0,t1] ning 

qism intervallarida ortogonallik qaralmaydi. 

5-teorema. Faraz qilaylik, (39) sistema normallik shartini 

qanoatlantirsin. Agar u*(t) boshqarish, x*(t) trayektoriya va *

1t   vaqt 

momenti 4-teoremadagi 1)-3) shartlarni qanoatlantirsa, )),(),(( *

1

** ttxtu  -

(33) tezkor masalaning yechimi boʻladi. 

Optimallikning zaruriy va yetarli shartlarini ifodalovchi 4-5-

teoremalarga qoʻshimcha qilib shuni aytish mumkinki, normallik sharti 

bajarilganda optimal boshqarish (va demak, optimal trayektoriya ham ) 

yagona boʻladi. Bu tasdiq (38) maksimum shartidan osongina kelib 

chiqadi. 
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7. Tezkor masala uchun Pontryaginning maksimum prinsipi. 

 

Optimal boshqaruv nazariyasida optimallikning zaruriy sharti 

Pontryaginning maksimum prinsipi koʻrinishida ifodalanadi. Quyida 4-

teoremada keltirilgan zaruriy shartlarni maksimum prinsipi shaklida 

yozish mumkinligini koʻrsatamiz.  

Quyidagi      

**

1

* ),()( cttFt                            (40) 

funksiyani kiritamiz va (38) shartni  

10

*** ,)()(max)()()( tttutBttutBt
Vv








        (41) 

koʻrinishda yozamiz. (40) funksiya     

**

1 )(,)( cttA                                       (42) 

qoʻshma sistemaning yechimidir. Agar                   

])()([),,,( utBxtAtuxH   

Gamilton-Pontryagin funksiyasidan foydalansak, x*(t) ning (39) ni, 

u*(t) ning (38) ni va ψ*(t) ning esa, (42) ni qanoatlantirishini,  

             )),(),(),(()( **** ttuttxHtx                             (43) 

        )),(),(),(()( **** ttuttxHt x                                  (44) 

          ],[),,),(),((max)),(),(),(( *

10

***** ttttuttxHttuttxH
Vv




         (45) 

koʻrinishda yozish mumkin. Agar bu sistemani yana bitta                             

0)),(),(),(( *

1

*

1

**

1

**

1

* ttuttxH                      (46) 

munosabat bilan toʻldirsak, tezkor masala uchun quyidagi maksimum 

prinsipiga ega boʻlamiz. 

3-teorema (maksimum prinsipi). Faraz qilaylik, (32) sistema uchun 

regularlik sharti bajarilsin. Agar )),(),(( *

1

** ttxtu  -  (33) masalaning yechimi 
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boʻlsa, shunday trivial (aynan nol) boʻlmagan ψ
*
(t) vektor - funksiya 

topiladiki, (43)-(46) shartlar bajariladi.  

II.  Nazariy savollar. 

1. Sodda  mexanik harakatni boshqarish.  Optimal boshqaruv 

tezkor masalasining qoʻyilishi va uning matematik modeli. 

2. Optimal  boshqaruv masalasining  umumiy  qoʻyilishi. 

3. Pontryaginning maksimum prinsipi. 

4. Gamilton- Pontryagin funksiyasi. 

5. Maksimum prinsipining chegaraviy masalasi. 

6. Terminal boshqaruv  masalasi. 

7. Funksional orttirmasi formulasi. 

8. «Ignasimon» variatsiya. 

9. Ekstremal boshqarishhlar. 

10.  Chiziqli terminal boshqaruv  masalasi. 

11. Optimallikning zaruriy va yetarli shartlari. 

12. Chiziqli boshqaruv sistemasi. Ekstremal prinsip. 

13. Regular sistemalar. Normal sistemalar. 

14. Chiziqli tezkor masala. Optimallikning zaruriy va yetarli 

shartlari. 

15. Chiziqli tezkor masala uchun Pontryaginning maksimum 

prinsipi. 

16. Chiziqli   statsionar  tezkor masala. 
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III. Amaliy topshiriqlar 

Terminal boshqaruv masalasida Gamilton - Pontryagin funksiyasi, 

qoʻshma sistema, optimallik shartini qanoatlantiruvchi boshqarishning 

koʻrinishini toping. 
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Yechilishi: 
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1

tuxftuxfuxH
n
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uxtuxfxxtuxfn  3

12211 ),,(,),,(,2  

boʻlgani uchun, 

Gamilton – Pontryagin funksiyasi )()(),,(
3

12211 uxxxuxH    

boʻladi. 

U holda qoʻshma sistema ,3 2
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2
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x

H
  

koʻrinishda boʻladi.  )1(5)1())1(( 21 xxx   boʻlgani uchun qoʻshma sistema 

uchun boshlangʻich shartlar  
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M U N D A R I J A 

 

 KIRISH  

1§. 
Variatsion hisobning asosiy masalasi. Birinchi variatsiyani 

tekshirish 
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1. Variatsion hisob predmeti.  

2. Funksionalning ta’rifi.  

3. Chiziqli funksional.Funksional fazolar.  
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ekstremumning zaruriy sharti.  
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3. Kuchsiz ekstremumning ikkinchi tartibli zaruriy sharti va 

yetarli sharti.  

4. Lejandr sharti.  

5. Qoʻshib olingan variatsion masala.  

6. Yakobi sharti.  
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6. Chiziqli terminal boshqaruv  masalasi. Optimallikning 

zaruriy va yetarli shartlari. 

 



 77 

7. Chiziqli tezkor harakat masalasi. Zaruriy va yetarli 

shartlar. 

8. Chiziqli tezkor harakat masalasi uchun Pontryaginning 
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