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KIRISH

Funksional analiz fani XX asrning boshlarida matematik analiz, al-
gebra, geometriya fanlaridagi tushuncha va metodlarni umumlashtirish
natijasida paydo bo‘lib, hozirgi zamon matematikasining eng ahamiyatli
bo‘limlarining biri hisoblanadi. Bu fanning paydo bo‘lish va rivojlan-
ishi dunyoga taniqli olimlar bo‘lgan D. Hilbert, F. Riss, S. Banax, M.
Freshe, A.N. Kolmogorov, S.L. Sobolev, A.N. Tixonov, S.M. Nikolskiy
kabilarning nomlari bilan bog'liq.

Funksional analiz nazariyasi metodlaridan matematikaning xoxla-
gan yo'nalishini o‘rganishda foydalanish mumkin. Shu sababli, tak-
lif etilayotgan o‘quv qo‘llanmaning zamonaviy matematikani chuqur
o‘rganmoqchi bo‘lgan universitetlar, pedagogika institutlari talabalar-
iga hamda matematika faniga qiziquvchi boshqa o‘quvchilarga ham foy-
dasi katta deb o‘ylaymiz.

Funksional analiz fani bo‘yicha rus, ingliz va boshqga tillarda juda
yaxshi yozilgan adabiyotlar ko‘p. O‘quvchilarga o‘zbek tilida taqdim
etilayotgan bu o‘quv qo‘llanma oliy o‘quv yurtlari ”Matematika” va
” Amaliy matematika va informatika” ta’lim yonalishlari uchun funk-
sional analiz fani bo‘yicha o‘quv dasturiga mos yozildi.

Qo‘llanma 7 bobdan iborat bol’ib, funksional analiz fani bo‘yicha
misol va masalalar berilgan. Birinchi bob to‘plamlar nazariyasi ele-
mentlariga bag‘ishlangan bo‘lib, to‘plam tushunchasi, to‘plamlar ustida
amallar, akslantirishlar, o‘zaro bir qgiymatli mosliklar, ekvivalent va
sanoqli to‘plamlarga misollar berilgan.

Ikkinchi bob o‘lchovlar nazariyasi elementlariga bag‘ishlangan bo‘lib,
o‘lchov tushunchasi, o‘lchovli funksiyalar va Lebeg integrallariga misol-
lar berilgan.

Uchinchi bob metrik fazolarga bag‘ishlangan bo‘lib, metrik fazolar,
metrik fazolarda kompakt to‘plamlar va gisqartirib akslantirish prinsipi
va uning tatbiqlariga misollar berilgan.

To‘rtinchi bobda normalangan fazolar, chiziqli fazolar va chiziqli
funksionallar, normalangan fazolar, Evklid va Hilbert fazolariga mis-
ollar berilgan.

Beshinchi bobda topologik fazolar, topologik fazolarda kompaktlik
va chiziqli topologik fazolarga misollar berilgan.
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Oltinchi bobda chiziqli operatorlar, uzluksiz chiziqli funksionallar,
go‘shma fazolar, kuchsiz topologiya va kuchsiz yaqginlashishlarga misol-
lar berilgan.

Yettinchi bobda chiziqli operatorlar fazosi, chiziqli operatorlar spek-
tri, kompakt operatorlar, integral operatorlar va tenglamalarga misollar
berilgan.

O‘quv qgollanmani tayorlashda katta hissa qo‘shgan Qoragalpoq
davlat universiteti funksional analiz kafedrasi o‘qituvchilari f.-m.f.n.
S.J. Tleumuratov, A.J. Arziev, J. Seypullaev va T.S. Kalandarovlarga
mualliflar o‘zlarining chuqur minnatdorchiligini bildiradi.

O‘quv qollanmaning taqrizchlari prof. V.I. Chilinga, dotsent R. Tur-
gunbaevlarga gimmatli maslahatlari uchun mualliflar o‘zlarining chuqur
minnatdorchiligini bildiradi.



I BOB
To‘plamlar nazariyasi elementlari

1.1. To‘plam tushunchasi. To‘plamlar ustida amallar

Matematikada har xil to‘plamlar uchraydi. Masalan, tekislikdagi
barcha nuqtalar to‘plami, barcha ratsional sonlar to‘plami, barcha juft
sonlar to‘plami va hokazo. To‘plam tushunchasi juda keng ma’'nodagi
tushuncha bo‘lgani uchun uning ta’rifini berish juda qiyin. Shuning
uchun bu tushuncha odatda ta’rifsiz qabul qgilinadi.

To‘plamlar lotin alifbosining bosh A, B,C,... harflari bilan,
to‘plamning elementlari esa kichik a, b, c, ... harflari bilan belgilanadi.
Biror a buyumning A to‘plamining elementi ekanligi a € A ko‘rinishda,
a buyumning A to‘plamiga tegishli emasligini a ¢ A kabi yoziladi.
Masalan, A to‘plam sifatida barcha natural sonlar to‘plamini olsak, u
holda 2 € A va —2 ¢ A. Birorta ham elementi bo‘lmagan to‘plam
bo‘sh to‘plam deyiladi va u () ko‘rinishida belgilanadi. Bo‘sh to‘plamga
2? + 1 = 0 tenglamaning haqiqiy yechimlari to‘plami misol bo‘ladi.

Agar A to‘plamning har bir elementi B to‘plamning ham elementi
bo‘lsa, u holda A to‘plami B to‘plamning gism to ‘plami deyiladi va A C
B ko‘rinishida belgilanadi. A va () to‘plamlar A to‘plamining xosmas
qism to ‘plamlari deyilib, A to‘plamining boshqa gism to‘plamlari uning
zos qism to‘plamlar: deb ataladi.

1. A=1{2,3,4,5} va B =1{-1,0,2,3,4,5,6,7} bo‘lsa, u holda A
to‘plami B to‘plamining xos gism to‘plami bo‘ladi.

2. A=1{1,3,6,9} va B ={3,4,5,6,7,8,9,10} to‘plamlarning hech
biri ikkinchisining qism to‘plami emas.

3. Barcha butun sonlar to‘plami barcha ratsional sonlar to‘plamining
x0s qism to‘plami bo‘ladi.

Agar A C B va B C A bo‘lsa, u holda A va B to‘plamlari o‘zaro
teng deyiladi va A = B ko‘rinishda belgilanadi. A va B to‘plamlarining
o‘zaro teng emasligini A # B ko‘rinishda belgilaymiz.

A va B to‘plamlarning kamida bittasiga tegishli bo‘lgan barcha el-
ementlardan iborat to‘plam A va B to‘plamlarining birlashmasi deb
ataladi va A U B ko‘rinishida belgilanadi.
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4. A = {2,4,6,8,10,12,14} va B = {10,11,12,13,14,15,16}
bo‘lsin. U holda AU B = {2,4,6,8,10,11,12,13,14,15,16} bo‘ladi.

5. Agar A barcha juft sonlar to‘plami, B barcha toq sonlar to‘plami
bo‘lsa, u holda A U B barcha butun sonlar to‘plamidan iborat bo‘ladi.

Biror X to‘plami berilgan bo‘lib, uning har bir x elementiga ba’zi A,
to‘plami mos qo‘yilgan bo‘lsin. Elementlari A, to‘plamlardan iborat .4
to'plamni to ‘plamlar sistemasi deb ataymiz va uni A = {A,: =z € X}
ko‘rinishida yozamiz.

A to‘plamlar sistemasining birlashmasi deb A, to‘plamlarning
kamida bittasiga tegishli bo‘lgan barcha elementlardan iborat to‘plamga
aytiladi va bu to‘plam | J A, ko‘rinishida belgilanadi.

A va B to‘plamlarning ikkalasiga ham tegishli barcha elementlardan

iborat to‘plamga bu to‘plamlarning kesishmasi deyiladi va bu to‘plam
AN B ko‘rinishda belgilanadi.
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6. A= {6,810,12,14} va B = {11,12,13,14,15,16,17} bo‘lsa, u
holda AN B = {12,14}.
7. A to‘plami 3 ga karrali sonlardan, B to‘plami esa 4 ga karrali

sonlardan iborat bo‘lsa, u holda AN B to‘plami 3 va 4 sonlariga umumiy
karrali sonlardan iborat bo‘ladi.

H ={A;}, v € X to'plamlar sistemasining kesishmasi deb har bir
A, to‘plamga tegishli bo‘lgan barcha elementlardan iborat to‘plamga
aytiladi va bu to‘plam (| A, ko‘rinishida belgilanadi.

Agar ANB =10 bo‘gisa, u holda A va B to‘plamlari o‘zaro kesish-
maydigan to‘plamlar deb ataladi. Misol uchun, barcha ratsional sonlar
to‘plami bilan barcha irratsional sonlar to‘plami o‘zaro kesishmaydigan
to‘plamlar bo‘ladi.

A to‘plamning B to‘plamga tegishli bo‘lmagan barcha elementlari-
dan iborat to‘plam A va B to‘plamlarning ayirmasi deb ataladi va A\ B
ko‘rinishda belgilanadi.

8. A={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} va B = {2,4,6,8,10,12, 14} bo‘lsa,
u holda A\B ={1,3,5,7,9}.

9. Barcha haqiqiy sonlar va barcha ratsional sonlar to‘plamlarining
ayirmasi barcha irratsional sonlar to‘plamidan iborat bo‘ladi.

A\ B va B\ A to‘plamlarning birlashmasiga A va B to‘plamlarining
simmetrik ayirmast deyiladi va bu ayirma AAB ko‘rinishida belgi-
lanadi:

AAB = (A\ B)U (B\ A).

10. A=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9} va B ={5,6,7,8,9,10,11, 12} bo‘lsa,
u holda
AAB ={1,2,3,4,10,11,12}.

11. Barcha haqiqiy sonlar to‘plami bilan barcha ratsional sonlar
to‘plamining simmetrik ayirmasi barcha irratsional sonlar to‘plamidan
iborat bo‘ladi.

Birinchi elementi A to‘plamga, ikkinchi elementi esa B to‘plamga
tegishli bo‘lgan barcha (a,b) juftliklar to‘plami A va B to‘plamlarning
dekart (to‘gri) ko‘paytmasi deb ataladi va bu ko'paytma A x B
ko‘rinishida belgilanadi.

12. R barcha haqiqiy sonlar to‘plami bo‘lsa, u holda R x R tek-
islikdagi barcha nuqtalardan iborat bo‘ladi.

13. Q orqali to‘g‘ri chiziqdagi barcha ratsional sonlar to‘plamini bel-
gilaylik. U holda @Q x Q tekislikdagi koordinatalari ratsional sonlardan
iborat barcha nuqtalar to‘plamidan iborat bo‘ladi.
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Ba’zida qaralayotgan barcha to‘plamlar biror X to‘plamning qism
to‘plamlari bo‘lsa, u holda X fazo deb ataladi.

X\ F ayirma (buerda E C X) E to‘plamning X to‘plamiga nisbatan
to‘ldiruvchisi deb ataladi va CF ko‘rinishda belgilanadi.

14. X =[-1,2] va E = (0,1) bo‘lsa, u holda CE = [-1,0] U [1, 2].

15. R barcha haqiqiy sonlar to‘plami, Q barcha ratsional sonlar
to‘plami bo‘lsa, u holda CQ barcha irratsional sonlar to‘plami bo‘ladi.

Masalalar

1.1.1. Isbotlang:

a) (ANC)u(BND)C (AuB)N(CUD);

b) (B\C)\ (B\ A) C A\ C;

c) A\C C(A\B)U(B\C).

Yechimi. a) Vx € (ANCYU(BND) = x € ANC yoki x €
BND = (xre€ Avazx e (C)yoki (r € Bvax € D)= (x € A yoki
re€B)va(reCyokiz e D)=2r€ AUBvaxe CUD = x €
(AUB)N(CUuD)=(AnC)Uu(BNnD)C (AuB)N(CUD,).

b)Va e (B\C)\(B\A) =2 € B\Cvaz ¢ B\ A= (zr € Bhamda
x ¢ C)va(x € Bhamdaz € A) = 2 € A\C = (B\C)\(B\A) C A\C.

c)Ve e AN\C=zx€Avar ¢ (C=zx€ A\Byokizxe B\C =
re€(A\B)U(B\C)=A\CC(A\B)U(B\C).

1.1.2. A\ B = C tengligidan A = B U C tengligi kelib
chigadima?

Yechimi. Kelib chigmaydi. Misol uchun A = [0;2], B = [1;4]
bo‘lganda A\ B = [0;1) bo‘lib, BU C = [0;4] bo‘ladi.

1.1.3. A= BUC tengligining o‘rinli bo‘lishidan, A\ B = C
tengligi kelib chiqgadimi?

Yechimi. Umuman aytganda kelib chigmaydi. Misol uchun B =
C # () bo‘lganda (BUC)\ B =0 # C.

1.1.4. A\ (BUC) = (A\ B)\ C tengligini isbotlang.

Yechimi. Vz € A\(BUC) = z € A vax ¢ BUC. Natijadax € A\B
va x ¢ C bo‘lganligidan, x € (A\ B)\C, yani A\ (BUC) C (A\B)\C
munosabati o‘rinli. Aksincha Vz € (A\B)\C bo‘lsin. Uholdaz € A\B
va x ¢ C. Natijada z € A, ¢ BUC bo‘lgani uchun z € A\ (BUC),
yvani A\ (BUC) D (A\ B) \ C. Natijada berilgan tenglikning o‘rinli
ekanligi kelib chiqadi.

1.1.5. Au(B\C)=(AUB)\C tengligi o‘rinlimi?

Yechimi. Umumiy holda bu tenglikning o‘rinli emas ekanligini
quyidagi rasmlarda ko‘rishga bo‘ladi.
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(AuB)\C
4-rasm
1.1.6. Tengliknt isbotlang
AAB=(AUB)\ (AN B).

Yechimi. Vo € AAB=2z¢€ A\ Byokiz € B\ A= (x € Ava
x ¢ B)yoki (r € Bvax ¢ A) = (r € Ayokiz € B) va (x ¢ A va
r¢B)=rxc€AUBvars ¢ ANB=2€(AUB)\(ANB)=

AAB C (AUB)\ (AN B).
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Vee (AUB)\(ANB)=xc€ AUBvaxz¢ ANB = (x € A yoki
r € B)va(x ¢ Ayokix ¢ B) = (v € Avax ¢ B) yoki (x € B va
r¢A) =2 AAB =

(AUB)\ (AN B) C AAB.

Demak, AAB = (AU B) \ (AN B) tengligi o‘rinli.

1.1.7. C to‘plami bo‘sh bo‘lishi uchun ixtiyoriy A to‘plam:i
berilganda AAC = A tengligining o‘rinli bo‘lishi zarur va
etarlt ekanligint isbotlang.

Yechimi. Etarliligi. AAC = A tengligi o‘rinli bo‘lsin. U holda
(A\C)U(C\ A) = A. Bundan C'\ A to‘plamning bo‘sh ekanligi kelib
chigadi. Shu bilan birga, A\ C' = A bo‘lgani uchun AN C = () tengligi
o‘rinli. Demak, C' = (.

Zarurligi. C' = () bo‘lsa, u holda

AAC = (A\C)U(C\ A) = (A\D)U B\ A) = AUD = A.

1.1.8. To‘plamlar nazariyasidagi eng bir ahamayatli tush-
unchalardan biri bo‘lgan ikkilanganlik prinsip: quyidagi ikki
tenglikka asoslangan. Shu tengliklarni isbotlang:

2) C(UAa) = NCAu;
b) C(N Aa) = U CAa,

Yechimi. a) Dastlab C(|J A,) C ) CA, munosabatini isbotlaymiz

Vee C(JAn) = 2 ¢ |JAw = Va, x ¢ A, = x€ CA, =
" & 2 eNCAL = CUA) C NCA.

Endi (| CA, C C(|J An) munosabatining o‘rinli ekanligini ko‘rsata-
miz: i i
VxEﬂCA =z € CA, =2 ¢ A, :>:z:¢UA =
:>xeC(UA) ﬂCA CC(UA)

Natijada berilgan tenglikning o‘rinli ekanhgl kehb chiqadi.
b) Dastlab C([ 4,) C |J CA, munosabatini ko‘rsatamiz:

(07

Ve e C(NAs) =z ¢ () Au =
—~3d, 2 ¢ Ay =2 €CAy =z €|JCA, =
— C(NA) C UCAn.
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Endi C(() A.) D | CA, munosabatning o‘rinli ekanligini qaraylik:

Vee|JCA, = Fd/, x € CAy =
=sx ¢ Ay = x€()As =
=z € C(NA4.) = UCA, C C(N A

Natijada berilgan tenglikning o‘rinli ekanligi kelib chiqadi.
1.1.9. Ikkilanganlik prinsipidan foydalanib

C(C(XUY)N (CXUCY))

tfodani soddalashtiring.
Yechimi.

C(C(XUY)N(CXUCY)) =

~— C(C(XUY))UC(CXUCY) =

— (X UY)U(CCX NCCY) =
—(XUY)U(XNY)=XUY.

1.1.10. Quyidagi tengliklarni isbotlang:

%) C(CA\ B) = C(CB\ A);

b) CAACB = AAB;

c) C(CAACB) = CAAB,;

d) C(CAAB) = (B\ A)U (CB\ CA).

Yechimi. a) Dastlab C(CA \ B) ¢ C(CB \ A) munosabatni
ko‘rsatamiz.

Ve € C(CA\B) = ¢ CA\B = «z € CA, z € B yoki
r¢ CA = x¢A r¢CBykizeAd = zx¢CB\A =
r € C(CB\ A);

Endi esa C(CB \ A) C C(CA\ B) munosabatni ko‘rsatamiz.

Ve € CCCB\A) = x¢CB\A = z¢€ A, € CB yoki
r¢ CB = wo¢CAx¢Bykize B = z¢€ C(CA\B).
Natijada berilgan tenglik kelib chiqadi.

b) Ve € CAACB & € CA, x ¢ CByokixz ¢ CA, 2z € CB &
r¢ A, reByokire A,x ¢ B & € AAB.

c)Vx € C(CAACB) < x¢ CAACB & 1z € CA,z € CB yoki
r ¢ CAx¢CB & 2€CAxr¢Byokiz ¢ CAizeB & z¢€
CAAB.

d) Vo € C(CAAB) & x¢ CAAB & 1z € CA, z € B yoki
r¢ CAie¢ Ber ¢ A ve Byokisr ¢ CA, € CB & x€ B\A
yokiz e CB\CA & =ze(B\A)U(CB\CA).
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1.1.11. Har bir n € N sont uchun A, orqali % sonidan katta

bo‘lmagan barcha musbat ratsional sonlar to‘plamini belgi-
(0.9]

laymiz. U holda () Aj kesishmaning bo‘sh to‘plam ekanligini

k=1
ko‘rsating.

Yechimi. Ixtiyoriy a musbat sonini olamiz. U holda shunday m € N

natural soni topiladiki, % < a tengsizligi o‘rinli bo‘ladi, ya'ni a ¢

<O,;%>.fBundanc1¢ le(o,%> chanlig kelib chigadi. Demak, () Ay

to‘plam bo‘sh to‘plam bo‘ladi.

1.1.12.  Absolyut qiymat: TLTH (n € N) sonidan katta
bo‘lmagan barcha haqiqiy sonlar to‘plamint A, orqali belgi-
laymiz. () A kesishmasining [—1, 1] segmentiga teng ekan-

k=1
ligine ko‘rsating.

Yechimi. Va € [1, 1] sonini olamiz, u holda

1 1
P dca<1< T
n n
tengsizliklaridan a € A, = |- ;5 1, n }t 1 ekanligi ko‘rinadi.

Endi |a| > 1 tengsizligini qanoatlantiruvchi ixtiyoriy a sonini olamiz.
U holda shunday m soni topiladiki, mTH =1+ % < |a| tengsizligi
(0.9] 0¢
orinli bo‘ladi, ya'ni a ¢ A,,. Demak, a ¢ (] A;. Natijada (] Ay =
k=1 k=1
[—1, 1] tengligiga ega bo‘lamiz.
1.1.13. A, B,C va D to‘plamlari uchun

(AxB)N(CxD)=(ANC)x (BND)

tengligi o‘rinli bo‘lishint ko‘rsating.

Yechimi. Vz = (z,y) € (Ax B) N (C x D) element olamiz. U
holda z € A x B va z € C' x D bo‘ladi. Bundan x € A, x € C hamda
y€ B, y€ D. Demak, xt € ANC, y € BN D. Bu munosabatlardan

z=(z,y) € (ANC)x (BND)
ekanligi ko‘rinadi. Demak,
(AxB)N(CxD)C(ANnC)x (BND).

Endi (ANC) x (BN D) to'plamdan ixtiyoriy z = (z,y) element
olamiz. U holdax € ANC, ye BND. Bundan x € A, z € C, y €
B, y € D munosabatlari kelib chiqadi. Bu munosabatlardan esa z €
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A x B va z € C' x D ekanligi kelib chigadi. U holda z € (A x B)N
(C' x D). Demak,

(ANC)x(BND)C (AxB)N(C x D).
1.1.14. A, B va C to‘plamlari uchun
(A\B)xC=(AxC)\(BxC(C)

tengligini isbotlang.

Yechimi. (A\ B) x C to‘plamdan ixtiyoriy z = (x,y) element
olamiz. U holda z € A\ B, y € C. Bundan z € A, = ¢ B, y € C.
Buesaz € Ax C, z ¢ (BxC) ekanligini ko‘rsatadi, yani z €
(AxC)Y\ (BxCC).

Endi z = (z,y) € (AxC)\ (BxC) bolsin. U holda z €
(AxC), z¢ BxC. Bundan esa, x € A, x ¢ B, y € C. Demak,
re€ A\ B, yeC,yanize (A\B) x(C).

Natijada (A\ B) x C € (AxC)\ (BxC) va (A\B) xC D
(A x C)\ (B x C) munosabatlaridan berilgan tenglik kelib chiqadi.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. Isbotlang:

a) (X\C)\ (X \A) CA\C;;

b) AAN(AA B) =B.

2. Tengliklarni isbotlang:

2)(AUB)\ C = (A\ C) U (B\ C);

b) (ANB)\C =(A\C)N(B\C).

3. A\ B C C va A C BUC munosabatlarining teng kuchli ekanligi
isbotlang.

4. A D C bo‘lganda A\ (B\ C) = (A\ B) U C tengligining o‘rinli
bo‘lishini ko‘rsating.

5. Quyidagi munosabatlarning teng kuchli ekanligini isbotlang:

a) A C B;
b) CB C CA;
c) AUB = B.

6. Tengliklarni isbotlang:

a) C(A\ B) = CAU B;

b) C(C(CAUB)U(AUCB)) =B\ 4;

c) (ANB)U(ANCB)U(CANB)=AUB;

7. Ixtiyoriy F, F, G to‘plamlar uchun quyidagi tengliklarning o‘rinli
ekanligini isbotlang:
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a) F (FUG) (Ex F)U(E x G);
b) (FUG)x E=(Fx E)U(G x E);
c) E (FﬁG) (Ex F)N(E xG);
d) (FNG)x E=(FxE)N(GxE).

1.2. Akslantirishlar. O‘zaro bir giymatli moslik

X va Y ixtiyoriy to‘plamlar bo‘lsin. Agar ma’lum bir f qoida
bo‘yicha X to‘plamning har bir elementiga Y to‘plamning faqat bir ele-
menti mos qo‘yilgan bo‘lsa, u holda bu moslikka X to‘plamda aniglanib,
giymatlari Y to‘plamiga tegishli bo‘lgan akslantirish deyiladi va u
f: X — Y ko‘rinishda yoziladi.

Misollar. 1. Har bir haqiqiy songa o‘zining kvadratini mos
go‘ysak, bu moslik akslantirish bo‘ladi. Sababi, ixtiyoriy haqiqiy son-
ning kvadrati faqat bitta bo‘ladi.

2. (0, +00) to'plamga tegishli har bir haqiqiy songa uning logar-
ifmini mos qo‘ysak, bu moslik akslantirish bo‘ladi.

3. Cla, b] orqali [a, b] segmentdagi barcha uzluksiz funksiyalar
to‘plamini belgilasak, u holda

;U)—>/bf(x)d3:

moslik Ca, b] ni R ga o‘tkazuvchi akslantirish bo‘ladi.

f : X — Y akslantirishda = elementga mos keluvchi y elementi f(x)
ko‘rinishida belgilanadi va y elementi x elementning obrazi deb atal-
adi. Obrazi y bo‘ladigan X to‘plamning barcha elementlari to‘plamiga
y elementning proobrazi deyiladi va u f~!(y) ko‘rinishida belgilanadi,
ya'ni

fiy) ={z € X: f(z) =y}

A to'plami X to‘plamning biror qism to‘plami bo‘lsin.  f(a)
ko‘rinishidagi (bu erda a € A) barcha elementlardan iborat {f(a) :
a € A} to'plami A to'plamning obrazi deb ataladi va f(A) ko‘rinishida
belgilanadi:

f(A)={f(a): a € A}

B to‘plami Y to‘plamning ba’zi gism to‘plami bo‘lsin. X to‘plamning
obrazi B to‘plamga tegishli bo‘lgan barcha elementlari {a € X : f(a) €
B} to‘plamiga B to‘plamning proobrazi deyiladi va f~1(B) ko‘rinishida
belgilanadi.
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Agar f: X — Y akslantirishda f(X) =Y bo‘lsa, u holda X to‘plami
Y to‘plamning ustiga akslanadi deyiladi. Shu bilan birga, bu akslan-
tirishni syureksiya deb ham ataymiz. Umumiy holda, yami f(X) C Y
bo‘lganda, f funksiyasi X ni Y ning ichiga akslantiradi deyiladi.

Misollar. 4. y = 2 funksiyasi R ni R, to‘plamning ustiga akslan-
tiradi.

5. y = 2z funksiya [0, 1] segmentni [0, 2] segmentning ustiga akslan-
tiradi.

6. Tekislikdagi barcha vektorlar to‘plamini G bilan belgilab, har bir
vektorga o‘zining modulini mos qo‘yaylik. Bu moslik G to‘plamni R
to‘plamning ichiga akslantiradi.

f : X — Y akslantirishda o‘zaro teng bo‘lmagan ixtiyoriy xq, xo € X
elementlar uchun f(x1) # f(z3) bo‘lsa, u holda f ineksiya deb ataladi.

Misollar. 7. y = 2° funksiya R ni R ga o‘tkazuvchi ineksiya bo‘ladi.

8. y = x? funksiyasi ineksiya bo‘la olmaydi. Chunki —2 # 2, lekin
ularning obrazlari teng, ya'ni f(—2) = f(2) tengligi o‘rinli bo‘ladi.

Bir vaqtning o‘zida syureksiya va ineksiya bo‘lgan f : X — Y ak-

slantirish bieksiya, yoki X va Y to‘plamlar orasida o‘zaro bir qiymatli
moslik deb ataladi.

Misollar. 9. Har bir natural n soniga 2n — 1 sonini mos qo‘ysak, u
holda u barcha natural sonlar va barcha toq natural sonlar to‘plamlari
orasidagi o‘zaro bir giymatli moslik bo‘ladi.

10. y = ctgmx funksiya (0, 1) interval va R orasida o‘zaro bir qiy-
matli moslik o‘rnatadi.

Masalalar

1.2.1. Ikk: to‘plam birlashmasining proobrazi shu to‘plam-
lar proobrazlarining birlashmasiga teng ekanligint isbotlang:

fHAUB) = FHA U FH(B).

Yechimi. Aytaylik, z element f~1(AUB) to‘plamiga tegishli bo‘lsin.
U holda f(z) € AU B. Bundan f(x) € A yoki f(x) € B munosabat-
larning kamida bittasi o‘rinlidir, ya'ni x € f~(A) yoki z € f~}(B). U
holda z € f~1(A) U f~Y(B). Natijada, f~{(AUB) C f~1(A)U f1(B)
munosabatning o‘rinli bo‘lishi ko‘rinadi.

Aksincha, z € f1(A) U f71(B) ixtiyoriy element bo‘lsin. U holda
z € f71(A) yokiz € f~1(B) munosabatlarning kamida bittasi o‘rinlidir,
yvani f(r) € A yoki f(x) € B. Natijada f(z) € AU B. U holda
z € f~Y(AUB). Shuning uchun f~'(AUB) D f~1(A)Uf~(B). Natijada
berilgan tenglikning o‘rinli ekanligi kelib chigadi.
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1.2.2. Ikk: to‘plam kesishmasining proobrazi shu
to‘plamlar proobrazlarining kesishmasiga teng ekanligini is-
botlang.

fHANB) = (AN fH(B).

Yechimi. z element f~1(A N B) to‘plamning ixtiyoriy elementi
bo‘lsin. U holda f(z) € AN B. Bundan f(z) € A va f(z) € B munos-
abatlarning o‘rinli ekanligi kelib chigadi. Bu munosabatlardan esa
z € f7YA) va z € f~1(B) munosabatlarning o‘rinli bo‘lishi ko‘rinadi.
Natijada z € f~1(A) N f~1(B). U holda

fHANB) C YA N fY(B).

Aksincha, z € f~1(A) N f~1(B) ixtiyoriy element bo‘lsin. U holda
f(x) € A va f(xr) € B. Bundan f(z) € AN B ekanligi ko‘rinadi.
Natijada z € f~}(AN B). Demak,

fHANB) D fHA) N fY(B).

1.2.3. Ikk: to‘plam birlashmasining obrazi shu to‘plamlar
obrazlarining birlashmasiga tengligini i1sbotlang:

f(AUB) = f(A)U(B).

Yechimi. y € f(A U B) ixtiyoriy element bo‘lsin. U holda AU B
to‘plamda y = f(z) tenglikni qanoatlantiruvchi x element mavjud. Bu
x element A yoki B to‘plamning birortasiga tegishli bo‘lgani uchun

y € f(A)U f(B). Shuning uchun

fLAUB) C f(A)U f(B).

Aksincha, f(A)U f(B) to‘plamga tegishli ixtiyoriy y element olaylik.
U holda AU B to‘plamda y = f(x) tenglikni qanoatlantiradigan z
element mavjud bo‘ladi. Budan y € f(A U B) ekanligi kelib chiqadi.
Shuning uchun

F(AUB) > f(A) U £(B).
1.2.4. Agar f:R — R funksiya

f(z) =3sinx +4cosx

formula bilan aniqlansa, u holda f([0,27]) ni toping.
Yechimi. Bu funksiya’ning [0, 27| dagi eng kichik va eng katta qiy-
matlari:

min f(z) = -5, max f(z)=5.
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f uzluksiz bo‘lganligi uchun, oraliq qiymat haqgidagi Boltsano — Veyer-
shtrass teoremasidan, bu funksiya [—5, 5] oraliqdagi barcha giymatlarni
qabul etadi. Demak, f([0,27]) =[5, 5].

1.2.5. Agar f:R — R funksiya

f(z) = 2%+ 32

formula bilan aniqlansa, u holda f~1([0,4]) ni toping.
Yechimi. Funksiya'ning hosilasi f'(z) = 322 +3 > 0 bo‘lganligidan,
bu funksiya monoton o‘suvchidir. Demalk,

f(0)=0, f(1) =4

tengliklardan, f uzluksizligi va oraliq qiymat haqidagi Boltsano — Vey-
ershtrass teoremasidan, bu funksiya [0, 1] oraliqni [0, 4] oraliqqa o‘zaro
bir gqiymatli akslantiradi. Bundan f funksiya [0, 4] dagi barcha giymat-
larni gabul etadi. Demak, f~1([0, 4]) = [0, 1].

1.2.6. Natural sonlar va barcha musbat juft sonlar to‘plam-
lart orasida o‘zaro bir qiymatli moslik o‘rnating.

Yechimi. Har bir n natural songa 2n juft sonini mos qo‘yamiz. Bu
moslik berilgan to‘plamlar orasida o‘zaro bir giymatli bo‘ladi.

1.2.7. Natural sonlar va barcha nomanfiy ratsional sonlar
to‘plamlari orasida o‘zaro bir qiymatli moslik o‘rnating.

Yechimi. Nomanfiy ratsional sonlar to‘plamini Q" orqali belgi-
lab, har bir r € QT sonni gisqarmas kasr ko‘rinishida yozib olamiz va
bu kasrning surati bilan maxrajining yig‘indisini 7 ning balandligi deb
ataymiz. Balandligi berilgan songa teng bo‘lgan nomanfiy ratsional son-
lar cheklidir. Endi barcha nomanfiy ratsional sonlarni balandliklarining
o‘sish tartibi bilan yozamiz:

Lyl
2 3
Har bir r € Q" soniga (1.1) ketma-ketlikda turgan nomerini mos
qo‘yvamiz. Bu moslik Q" va barcha natural sonlar to‘plamlari orasida
o‘zaro bir giymatli bo‘ladi.

1.2.8. [0, 1] segmentni |[a, b] segmentiga akslantiruvchi
o‘zaro bir qiymatli moslikni toping.

Yechimi. y = (b— a)t+ a funksiya [0, 1] segmentni [a, b] segmentga
o‘zaro bir giymatli akslantiradi.

1.2.9. Berilgan to‘plamlar orasida o‘zaro bir giymatly f
moslikni toping:

a) f:(0,1) = R;

0, 1, , Oy 4 =0 b =, = - (1.1)
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b) f:10, 1] — (0;1);

c) f:]0,1] = R.

Yechimi. a) y = ctgrmx funksiya (0,1) intervalni R ga o‘zaro bir
giymatli akslantiradi;

b) Barcha hadlari (0, 1) intervalda joylashgan {z, : x, = nL—H}
ketma-ketlikni olib, segmentning 0 nuqtasiga intervalning x; nuqtasini;
1 nugtaga x2 € (0,1) nuqtani; x; € [0, 1] nuqtaga x3 € (0, 1) nuqtani;
zo € [0, 1] nugtaga x4 € (0, 1) nuqtani; umuman x, € [0, 1] nuqtaga
Tpio € (0, 1) nugtani mos qo‘'yib, boshqa x € [0, 1] nuqtalarga shu
nugtaning o‘zini mos qo‘yamiz. Bu moslik bieksiya bo‘ladi.

c¢) Biz yuqorida o‘zaro bir qiymatli f : [0, 1] — (0, 1) vag: (0, 1) —
R mosliklarning mavjudligini ko‘rsatdik. U holda go f : [0, 1] — R
o‘zaro bir giymatli moslik bo‘ladi.

1.2.10. Tekislikda koordinatalari z°> + (y — 1)> = 1 va y <
1 shartlarnt ganoatlantiruvchi barcha nuqtalar to‘plamini A
orqali belgilaymiz. Barcha haqiqiy sonlar to‘plami R hamda
A orasida o‘zaro bir giymatli moslik o‘rnating.

Yechimi. Bu ikki to‘plam orasida o‘zaro bir qiymatli moslikni geo-
metrik yo‘l bilan o‘rnatamiz. Ravshanki A to‘plami markazi (0, 1) nug-
tada radiusu r = 1 bo‘lgan aylananing y = 1 chiziqdan pastda joylash-
gan gismi. R to‘plami sifatida absitsa o‘qini olamiz. Aylana markazi-
dan absitsa oqgidagi b nuqtaga kesma o‘tkazsak yarim aylanani biror c
nugtada kesib o‘tadi. Bu ¢ nuqtani b nugtaga mos qo‘yamiz. Aylana
markazini absitsa oqining har bir nuqtasi bilan tutashtirib, kesman-
ing absitsadagi uchiga aylananing kesma kesib o‘tgan nuqtasini mos
go‘yvamiz. Natijada bu moslik o‘zaro bir giymatli moslik bo‘ladi.

1.2.11. [0, 3] va [0, 1) U [2, 3] to‘plamlari orasida o‘zaro bir
qgiymatli moslik o‘rnating.

Yechimi. [0, 3] to‘plamning [0, 1) gism to‘plamining har bir elemen-
tini o‘ziga mos qo‘yamiz. [1, 3] to‘plamdan olingan har bir x elementini
% + 1,5 elementga mos qo‘yamiz. Natijada

(2) = T agar x € [0, 1),
Y\ = %—1—1,5 agar x € [1, 3|

ko‘rinishidagi funksiya orqali [0, 3] va [0 1) U[2, 3] to‘plamlar orasida
o‘zaro bir giymatli moslikka ega bo‘lamiz.

1.2.12 [0, 5] va [0, 1)U [2, 3] U4, 5] to‘plamlari orasida o‘zaro
bir qiymatli moslik o‘rnating.
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Yechimi. Quyidagi funksiya’ni qaraylik:

2x, agar = € [0,1),

y(x) =1 =, agar T € [2, 3],

2¢ — 5, agar x € [4,5].
Bu funksiya orqali [0;1) ni [0;2) ga, [2;3] ni o‘ziga, (4;5] ni esa (3;5]
ga o‘zaro bir gqiymatli akslantiradi. Demak, [0;5] va [0;1) U [2;3] U (4;5

to‘plamlar orasida o‘zaro bir gqiymatli moslikka ega bo‘lamiz.
1.2.13. Tekislikda

A={(z,y):0<2*+9y* <1}

va
B={(x,y):a*+y* > 1)

to‘plamlar: orasida o‘zaro bir qiymatli moslik o‘rnating.
Yechimi. Quyidagi akslantirishni qaraylik:

L Yy
YY) €A : € B.
('CU y) <$2 + y2 LC2 + y2>

Bu akslantirish A va B to‘plamlar orasida o‘zaro bir giymatli moslik

o‘rnatadi. Bu akslantirish inversiya deb ataladi.
1.2.14. Tekislikda

II={(z,y):0<2x<1,0<y<1}

ochiq to‘rtburchak va R? tekislik orasida o‘zaro bir giymatli
akslantirish o‘rnating.

Yechimi. 1.2.9 a)-misolga ko'ra y = ctgmz funksiya (0, 1) va R
orasida o‘zaro bir qiymatli akslantirishdir. Bundan

(z,y) € Il — (ctgrz, ctgmy) € R?

akslantirish IT ochiq to‘rtburchak va R? tekislik orasida o‘zaro bir qiy-
matli akslantirishdir.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. Tengliklarni isbotlang:
a) fH(UAL) =Uf ~(Ad).

b) £ 40) = (117 (4a)
C) f (L&JAQ) - L&J f (Aoz)'
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2. Ikki to‘plam kesishmasining obrazi shu to‘plamlar obrazlarining
kesishmasiga hamma vaqt teng bo‘ladimi?

3. f(CA) = Cf(A) tengligi hamma vaqt o‘rinli bo‘ladimi?

4. Guruhdagi studentlar to‘plamini A bilan, ular ta’lim olayotgan
auditoriyadagi stullar to‘plamini B bilan belgilaylik. Har studentga
o‘zining o‘tirgan stulini mos qo‘yayliq. Bu moslik ganday hollarda

a) akslantirish; b) syureksiya; c) ineksiya; d) bieksiya bo‘ladi?

5. Chekli A va B to‘plamlar orasida ganday hollarda o‘zaro bir
qiymatli moslik o‘rnatish mumkin?

6. Barcha natural sonlar to‘plami N va barcha juft sonlar to‘plami
J orasida o‘zaro bir gqiymatli moslik o‘rnating.

7. Barcha natural sonlar to‘plami N va barcha ratsional sonlar
to‘plami QQ orasida o‘zaro bir giymatli moslik o‘rnating.

8. Aylana va to‘g'ri chiziq orasida o‘zaro bir giymatli moslik
o‘rnating.

9. R3 fazosidagi bir nuqtasi olib tashlangan sfera bilan tekislik
orasida o‘zaro bir gqiymatli moslik o‘rnating.

10. Tekislikdagi ikki koordinatasi ham ratsional sonlar bo‘lgan bar-
cha nuqtalar to‘plami bilan Q orasidagi bieksiya'ni toping.

11. [a, b] segmentni R ga o‘zaro bir gqiymatli akslantiruvchi funksiya
mavjudmi?

12. (—o0, 0] U [1, 4+00) va (0, 1) to‘plamlar orasida o‘zaro bir qiy-
matli moslik o‘rnating.

13. Tekislikda

{ (2.y) Mo ™ T e 7T}
S L I
ochiq to‘rtburchak va R? tekislik orasida o‘zaro bir qiymatli akslantirish

o‘rnating.

1.3. To‘plamning quvvati tushunchasi

Ta’rif. Agar ikki to‘plam orasida o‘zaro bir qiymatli moslik o‘rnatish
mumkin bo‘lsa, u holda bu to‘plamlar ekvivalent deb ataladi. A va B
to‘plamlarining ekvivalentligi A ~ B kabi belgilanadi.

Agar ikkita chekli to‘plam ekvivalent bo‘lsa, u holda ularning el-
ementlari soni teng bo‘ladi. Cheksiz to‘plamlar hagida bunday deb
ayta olmaymiz. Sababi cheksiz to‘plamning elementlari soni haqgida
tushuncha berish mumkin emas. Ixtiyoriy tabiatli ikki to‘plam ekviva-
lent bo‘lsa, u holda bu to‘plamlarning quwvvati teng deyiladi. Shunday
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qilib, quvvat — chekli to‘plamlarning elementlari soni tushunchasining
cheksiz to‘plamlar uchun umumlashtirilishi ekan.

A to‘plamning quvvatini m(A) ko‘rinishida belgilaymiz. Demak, A
va B to‘plamlar ekvivalent bo‘lsa, u holda m(A) = m(B) bo‘ladi. Agar
bu to‘plamlar ekvivalent bo‘lmasa, u holda m(A) # m(B).

Agar B to‘plami A to‘plamining biror gism to‘plamiga ekvivalent
bo‘lsa, u holda B to‘plamining quvvati A to‘plamining quvvatidan katta
emas deyiladi va bu m(B) < m(A) yoki m(A) > m(B) ko‘rinishlarda
belgilanadi.

Agar A va B to‘plamlari ekvivalent bo‘lmasdan, A to‘plam B
to‘plamning qandaydir bir gism to‘plamiga ekvivalent bo‘lsa, u holda B
to‘plam A to‘plamga nisbatan quvvatliroq deyiladi va u m(B) > m(A)
yoki m(A) < m(B) ko‘rinishlarda belgilanadi.

Misollar. 1. N ~ Q bo‘lgani uchun m(N) = m(Q). m(N) odatta
Ny ko‘rinishda belgilanadi.

2. Q C R. Shuning uchun m(Q) < m(R).

Ta’rif. Barcha natural sonlar to‘plamiga ekvivalent bo‘lgan to‘plam
sanoqli to‘plam deb ataladi.

Misol uchun barcha butun sonlar to‘plami, barcha toq sonlar to‘plami
sanoqli bo‘ladi.

Sanoqli bo‘lmagan cheksiz to‘plam sanogsiz to‘plam deyiladi.

[0, 1] segmentiga ekvivalent bo‘lgan to‘plam kontinuum quvvatga ega
deyiladi. Kontinuum quvvatni ¢ ko‘rinishida belgilaymiz. Quvvati kon-
tinuum quvvatdan ham katta to‘plamning mavjudligini quyidagi teo-
rema yordamida ko‘rsatish mumkin.

Teorema. Biror M to‘plamning barcha qism to‘plamlari sistemasini
2M ko‘rinishda belgilasak, u holda m(2™) > m(M) munosabati o‘rinli
bo‘ladi.

Agar M to‘plam chekli bo‘lib, uning quvvati n ga teng bo‘lsa, u
holda 2™ ning quvvati 2" ga teng bo‘lishini ko‘rish giyin emas. Shuni
hisobga olib m quvvatli ixtiyoriy M to‘plam uchun 2* ning quvvatini
2™ ko‘rinishda belgilaymiz.

Quvvati 2¢ bo‘lgan to‘plam giperkontinuum quvvatga ega to‘plam
deb ataladi. Misol uchun [0, 1] segmentning barcha qism to‘plamlari
to‘plami giperkontinuum quvvatga ega.



24 I. To‘plamlar nazariyasi elementlari

Masalalar

1.3.1. R to‘plami va (0,1) intervali bilan ekvivalent ekan-
ligint ko‘rsating.
Yechimi. y = arctgxr funksiyasi monoton o‘suvchi, aniglanish so-

hasi R va giymatlar sohasi (—g, %) bo‘lganligidan, y = %arctgx + %

funksiyasi R to‘plami va (0, 1) intervali orasida o‘zaro bir qiymatli aks-
lantirish bo‘ladi. Bundan R to‘plami (0, 1) intervaliga ekvivalent ekan-
ligi kelib chigadi.

1.3.2. Sanoqli to‘plamlarning sanoqli sondagi birlashmasi
sanoqli to‘plam bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. A;, Ay, ..., A,,... sanoqgli to‘plamlar berilgan bo‘lsin.

o0
A = |J A to‘plamning sanoqli ekanligini ko‘rsatishimiz kerak. Sodda-

k=1
lik uchun A;NA; =0, i # jdeb olaylik. Chunki, bu shart bajarilmagan
holda Ay, As, ..., A,,... to'plamlar o‘rniga

1
Blel, BQZAQ\Al, Ceey BnZAn\(U Ak),

to‘plamlarni qaraymiz. BN B; =0, i # j va Ejol A, = Ole B,, ekanligi
n= n=
ravshan.

Ay to‘plamlar sanoqli bo‘lgani uchun ularning elementlarini nomer-
lab chiqamiz:

Ayt oan, arg, .., Qg
Aot oagi, Qoi,. .., a0, ...
Ap o apr, i, - Qi

arn, elementlari bilan tekislikning koordinatalari (k,n) bo‘lgan nug-
talari orasidagi o‘zaro bir qiymatli moslik o‘rnatamiz: ay, < (k,n).
arn, elementlarni tekislikda sxematik ravishda chizmadagidek qilib
ko‘rsatish mumkin (5-rasm). Aj ning elementlariga I chorakning ab-
sitsasi (k= 1,2,...) ga, ordinatalari 1,2,... bo‘lgan nuqtalar mos
keladi.
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Jadvaldagi elementlarni: a7 ni 1-chi element, a2 ni 2-chi element, as;
ni 3-chi element va h.k. chizmada ko‘rsatilgandek qilib nomerlab chiqish
mumkin. Shunday qilib, A ning har bir elementi ma’lum bir nomerga
ega bo‘ladi.

1.3.3. Butun sonlar to‘plami 7, ratsional sonlar to‘plama
Q sanoqli to‘plamlar ekanligini ko‘sating.

Yechimi. Z =7, UZ_ deylik, bunda Z, = {m : m € Z,m > 0} va
Zi—={m:m € Z, m < 0}. Z, va Z_ to‘plamlar har biri natural sonlar
to‘plamiga ekvivalentligidan, ular sanoqli bo‘ladi. 1.3.2-misoldan ikkita
sanoqli to‘plamning birlashmasi bo‘lgan Z to‘plami ham sanoqlidir.

Har bir n € N uchun

Q, = {T 'm € Z}
n
bo‘lsin. Har bir Q,, to‘plam sanoqli bo‘lgan Z to‘plamiga ekvivalent.
1.3.2-misoldan sanoqli to‘plamlar birlashmasi bo‘lgan Q to‘plami ham
sanoqlidir.

1.3.4. Barcha irratsional sonlar to‘plami 1 bilan barcha
haqiqiy sonlar to‘plami R ekvivalent ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. Bu to‘plamlar orasida o‘zaro bir qiymatli moslikni
quyidagicha o‘rnatishga bo‘ladi. nv2,n € N ko‘rinishidagi son-
lar to‘plamini L orqali, I ning nv/2 ko‘rinishida ifodalash mumkin
bo‘lmagan barcha elementlari to‘plamini C' orqali belgilaylik. U holda

I=CUL, R=CU(LUQ).

1.3.3-misolga asosan, QQ sanoqli to‘plam. L sanoqli ekanligidan, 1.3.2-
misoldan L UQ ham sanoqlidir. Demak, L va L UQ to‘plamlar orasida
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o‘zaro bir qiymatli akslantirish mavjud. C' to‘plamning har bir ele-
mentiga esa shu elementning o‘zini mos qo‘yamiz. Natijada I va R
orasida o‘zaro bir giymatli moslik o‘rnatiladi.

1.3.5. Chekli sondagi sanoqli to‘plamlarning Dekart
ko ‘paytmast sanoqlidir.

Yechimi. Ko‘paytuvchilar soni ikkita bo‘lgan holni qarash etarlidir.

A=Aay,...,an,...}

va

B={bi,...by, ..}

sanoqli to‘plamar bo‘lsin.
Ax B ={(a;,b;) :a; € A, b; € B}
ning sanoqli ekanini ko‘satamiz. Har bir n € N uchun
Dy, = {{(an, bj) : bj € B}
to‘plamlarni qaraylik. D, ~ B bo‘lganligidan, har bir D, sanoqli
to‘plam. A x B = Ej D,, ekanligi va 1.3.2-misoldan A x B to‘plam

n=1
ham sanoqli bo‘ladi.

1.3.6.  Koeffitsientlar: ratsional sonlar bo‘lgan barcha
ko‘phadlar to‘plami P|X] ning sanoqli ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. Koeffitsientlari ratsional sonlar bo‘lib, darajasi n ga
teng barcha ko‘phadlar to‘plamini P,[X] orqali belgilaylik, bunda n €
NU{0}. P[X] = |J P,[X] bo‘lganligidan, har bir P,[X] to‘plamning

n>0
sanogli ekanini ko‘rsatish etarli. Buning uchun B,[X] ~ Q"™ ni

asoslash etarlidir. Bu esa
p(t) = aop + a1t + agt® + ...ant" — (ag, a1, as, ..., a,) € Q"

moslikdan kelib chiqadi.

1.3.7. Ixtiyoriy cheksiz A to‘plamning sanoqli to‘plamga
ekvivalent bo‘lgan qism to‘plami mavjudligint isbotlang.

Yechimi. A dan olingan biror nuqtani a; deb belgilaylik. A cheksiz
to‘plam bo‘lganligi uchun A \ {a;} bo‘sh emas. A\ {a;} dan biror
element olib, uni as orqali belgilaymiz. (A \ {a1}) \ {a2} to‘plam bo‘sh
emas, undan olingan elementni ag orqali belgilaymiz va h.k. A cheksiz
to‘plam bo‘lgani uchun bu jarayonni cheksiz davom ettirish mumkin.

Natijada, turli elementlardan iborat sanoqli {as,as, ..., a,,...} to‘plam
hosil bo‘ladi.
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1.3.8. [0,1] kesmaning sanogsiz ekanligini ko ‘rsating.
Yechimi. Faraz qilaylik [0, 1] kesma sanoqli bo‘lsin. U holda bu
to‘plam elementlarini nomerlab chiqish mumkin:

L1y, T2y yTpy ..

Bu sonlar 0 bilan 1 orasida joylashgani uchun ularni quyidagicha yozish
mumKkin:

T — 0, a11a12a13 ... Q1 - - -
Ty = 0, a210a92093 . ..A9%p . . .
r3 = 0, a31a32a33 ...Aa3p - . .

bu erda a;; — x; sonining k-o‘nlik raqgami. Endi
b=0,b1bsbs...b,...
sonini quyidagicha tuzaylik:

o 2, agar an, = 1,
"1 1, agar ap, # 1.

Natijada b, # an,, n € N. U holda b € [0, 1] soni
L1y, L2y veyLpy ...
sonlarning birortasiga ham teng emas. Bu esa

[0,1] = {Il, l’g,...,fb‘n,...}

ga ziddir. Hosil bo‘lgan ziddiyatdan [0, 1] kesmaning sanoqsiz ekanligi
kelib chiqadi.

1.3.9. [a,b] segmentda aniglangan monoton funksiya’ning
uzulish nugtalar: to‘plami chekli yoki sanoqli bo‘lishini isbot-
lang.

Yechimi. [a,b] segmentda monoton o‘suvchi f(z) funksiya berilgan
bo‘lib, xy uning berilgan segmentga tegishli ixtiyoriy uzulish nuqtasi
bolsin. f(z) funksiya [a,xy) va (xg, b] yarim intervallarda monoton va
chegaralangan bo‘lgani uchun

f(x—=0)= lim f(x) va f(x+0)= lim f(z)

r—x9—0 z—x0+0
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limitlar mavjud. Shuning uchun uzulish nuqtasi f (x) funksiya'ning
I-tur uzulish nuqtasi bo‘ladi. f(z¢g + 0) — f(zo — 0) ayirmaga f(x)
funksiya’ning xy nuqtadagi sakrashi deyiladi. Berilgan funksiya mono-
ton o‘sivchi bo‘lgani uchun har bir uzulish nuqtadagi sakrashi mus-
bat sondan iborat. Berilgan funksiya’'ning sakrashi biror « sonidan

f(b) — f(a)

a
emas. Haqgigatan, agar berilgan funksiya M
n sondagi uzulish nuqtalarda o dan katta sakrashlarga ega bo‘lsa, u
holda bu sakrashlarning barchasining yig‘indisi f(b) — f(a) ayirmadan
katta bo‘lardi. Bunday bo‘lishi mumkin emas. Funksiya'ning sakrashi
1. . ‘ . o . Do
sonidan katta bo‘lgan uzulish nuqtalari to‘plamini E}. orqali belgilay-

katta bo‘lgan uzulish nuqtalari soni chekli sonidan katta

sonidan katta

lik. Barcha uzulish nuqtalari to‘plami £ quyidagidan iborat bo‘ladi:
E=FE UEU...UE.U...

E}. to‘plamlarning har biri chekli bo‘lganligidan, £ to‘plami ko‘pi bilan
sanoqli bo‘ladi.

1.3.10. Agar ixtiyoriy A C X sanogqli to‘plami uchun |X \
Al = | X| munosabati o‘rinli bo‘lsa, u holda X sanogsiz to‘plam
ekanligini isbotlang.

Yechimi. Aksinchasini faraz qilaylik, Aytaylik, X sanoqli to‘plam
bo‘lsin, ya'ni

X = {1’1, Ly eeuy L,y }
Uning A = {x5, xg, ..., Tp, ...} sanoqli gism to‘plamini olsak, u holda
X\ A = {x1, x9, w3, x4} va | X \ A| = 4. Natijada | X \ A| # |X]| kelib
chiqadi.

1.3.11. Uchlarining koordinatalar: ratsional bo‘lgan tek-
islikdagt barcha uchburchaklar to‘plamining quvvati nimaga
teng?

Yechimi. Tekislikdagi har bir uchburchak uchlarining koordinata-
lari orqali bir giymatli aniglanadi. U holda berilgan to‘plamning har bir
uchburchakiga M = Q? x Q? x Q? to‘plamning elementlari mos keladi va
aksincha. Sanoqli to‘plamlarning chekli sondagi Dekart ko‘paytmasida
sanoqli to‘plam bo‘lganligidan, M sanoqli to‘plam bo‘ladi. Demalk,
bunday uchburchaklar to‘plami sanoqli bo‘ladi.

1.3.12. Agar |A\ B| =|B\ A| bo‘lsa, u holda |A| = |B|.

Yechimi. Teng quvvatli to‘plamlar ekvivalent to‘plamlar bo‘lganligi
uchun, agar A\ B ~ B\ A bo‘lsa, u holda A ~ B munosabatini o‘rinligini
isbotlash etarli,. A = (A\B)U(ANB)vaB = (B\A)U((ANB)
tengliklarini qaraylik. Bundan A\ B, ANBva B\ A, ANB to‘plamlari
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umumiy nuqtalarga ega emas. Shart bo‘yicha A\ B ~ B\ Ava ANB ~
AN B bo‘lsa, u holda A ~ B.

1.3.13. Agar A C B va |A| = |AUC| bo‘lsa, u holda |B| =
|BUC.

Yechimi. 1.3.12-misolga o‘xshash, agar A C Bva A ~ AUC bo‘lsa,
u holda B ~ B U (' munosabatini isbotlaymiz.

Quyidagi munosabatlar o‘rinli:

B=AU(B\ A) (1.2)

BUC = (AU(C\ B))U(B\ A) (1.3)

(1.2) va (1.3) tengliklarning o‘ng tomanlaridagi birlashmadagi
to‘plamlar umumiy nuqtalarga ega emas. Bundan A va AU (C'\ B)
to‘plamlari ekvivalent, chunki A C AU (C \ B) C AUC shart bo‘yicha
A ~ AUC. Demak, A ~ AU(C'\ B) va (1.2), (1.3) tengliklarini hisobga
olsak, B ~ B U C kelib chigadi.

1.3.14. Chekli sondagi barcha haqiqiy sonlar ketma-
ketliklar: to‘plamining quuvvati nimaga teng?

Yechimi. Chekli sondagi barcha haqiqiy sonlar ketma-ketliklari

to‘plami J A, bo‘lib, bu erda A, uzunligi n-ga teng bo‘lgan ketma-
n=1
ketliklar to‘plami, yani A, = R x .... x R, bunda R haqiqiy sonlar
—_—

to‘plami. R ~ (0,1] dan A, ~ (0,1] x ... x (0,1]. Oxirgi to‘plam
(0,1] ga ekvivalent. Natijada A, ~ (n — 1,n]. U holda |J A, to‘plami
n=1

(0,1]U(1,2]U... = (0, +00) ga ekvivalent. Demak, kontinuum quvvatiga
ega ekan.

1.3.15. To‘g‘ri chizigda o‘zaro kesishmaydigan barcha in-
tervallar to‘plamining quvvati nima teng.

Yechimi. To‘g‘ri chiziqda .# = {U, : U, NUs =0, « # [} o‘zaro
kesishmaydigan intervallar to‘plamini qaraymiz. Har bir U, intervalga
tegishli z, ratsional sonini bu intervalga mos qo‘yamiz. U, N Uz = ()
bo‘lganligidan, o # [ da z, # 7 o'rinlidir. Ratsional sonlar to‘plami
sanogqliligidan, .%# ham sanoqli to‘plam.

1.3.16. Agar M sanogsiz to‘plam va A uning chekli yok:
sanoqli gism to‘plami bo‘lsa, u holda M va M \ A to‘plamlar
o‘zaro ekvivalent ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. M\ A to'plam sanogsiz bo‘ladi, aks holda M = AU(M\ A)
tengligidan M to‘plami chekli yoki sanoqli bo‘lib qoladi. M \ A



30 I. To‘plamlar nazariyasi elementlari

to‘plamidan sanoqli A; to‘plamini olib, qolgan qismini N orqali bel-
gilaymiz. U holda

M\A=AUN, M=(AUA)UN

munosabatlariga egamiz. Sanoqli A1 va AU A; to‘plamlari orasida bir
giymatli moslik o‘rnatamiz, N to‘plamining har bir elementini o‘ziga
mos qo‘yamiz. Natijada M \ A va M to‘plamlari orasida bir qiymatli
moslik o‘rnatamiz.

1.3.17. Iztiyoriy cheksiz A to‘plami bilan chekli yoki
sanoqli B to‘plamining birlashmasi A to‘plamiga ekvivalent
bo‘lishint isbotlang.

Yechimi. Agar A sanoqli bo‘lsa, u holda A U B to‘plam sanoqli
bo‘lib, A to‘plamiga ekvivalent ekanligi kelib chiqadi.

Agar A sanogsiz bo‘lsa, u holda AU B to‘plami ham sanoqsiz bo‘ladi.
Sanogsiz to‘plam undan chekli yoki sanoqli to‘plamni olib tashlashdan
paydo bo‘lgan qgism to‘plamiga ekvivalent bo‘lishidan A U B to‘plami
A=(AUB)\ (B\ A) to‘plamiga ekvivalent ekanligi kelib chiqadi.

1.3.18. Natural sonlarning barcha juftliklar: to‘plam: P
sanoqly bo‘lishini i1sbotlang.

Yechimi. (p, q) natural sonlar juftligining balandligi deb p+ ¢ sonini
aytamiz. Ravshanki balandligi n ga teng bo‘lgan natural sonlar juftlik-
lari n — 1 ta bo‘ladi. P, orqali balandligi n ga teng juftliklar to‘plamini
belgilaymiz.

Po={(1,n—1), (2 n—2),..,(n—1,1)}

hamda P = |J P, bolishidan P to‘plamning sanoqli ekanligi kelib
n=2

chiqadi.

1.3.19. Agar D sanoqli to‘plam bo‘lsa, u holda uning el-
ementlaridan tuzilgan barcha chekli ketma-ketliklar to‘plama
S sanoqli to‘plam bo‘lishint isbotlang.

Yechimi. n ta natural sondan iborat bo‘lgan barcha to‘plamlar
birlasmasini P, orqali belgilaymiz. Chekli to‘plamlarning sanoqli bir-
lasmasi sanoqli to‘plam bo‘lishidan P, to‘plamining sanoqli ekanligi

0

ravshan. Bundan esa S = [J P, to‘plamining ham sanoqli ekanligi
n=1

kelib chigadi.

1.3.20. R" fazoning ratsional koordinatali barcha nuqtalar:
to‘plamz Q" sanoqli bo‘lishint ko‘rsating.
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Yechimi. @ sanoqli to‘plam bo‘lganligidan, n sondagi sanoqli
to‘plamlarning Dekart ko‘paytmasi bo‘lgan Q" to‘plami, 1.3.5-misolga
asosan sanoqli to‘plam bo‘ladi.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. Isbotlang:

a) agar A C Bva A~ AUC bolsa, u holda B ~ BUC;;

b) agar A D C,B D> D vaCUB ~ C bo‘lsa, u holda AUD ~ A.

2. Chekli A va B to‘plamlarning elementlari sonini mos ravishda
n(A) va n(B) ko‘rinishlarda belgilaylik. Quyidagi tenglikni isbotlang:

n(AUB) =n(A) +n(B) —n(ANB).

3. Tekislikda uchlarining koordinatalari ratsional sonlardan iborat
bo‘lgan barcha to‘rtburchaklar to‘plamining quvvatini toping.

4. Sanoqli to‘plamning ixtiyoriy qism to‘plami chekli yoki sanoqli
bo‘lishini ko‘rsating.

5. Fazodagi ratsional koordinatali barcha nuqtalar to‘plamining
sanoqli ekanligini isbotlang.

6. Tekislikda markazining koordinatalari ratsional sonlar bo‘lib, ra-
diusi ham ratsional son bo‘lgan barcha aylanalar to‘plamining sanoqli
ekanligini isbotlang.

7. Ixtiyoriy cheksiz to‘plamning sanoqli gism to‘plami mavjudmi?

8. Musbat sonlar to‘plaminig ba’zi sanogsiz to‘plamini £ bilan bel-
gilaylik. E N (§,4+00) to‘plami sanogsiz bo‘ladigan & > 0 sonining
mavjudligini isbotlang.

9. Sonlar o‘qgida berilgan F to‘plamning ixtiyoriy ikki elementi
orasidagi oraliq birdan katta bo‘lsa, u holda bu to‘plamning chekli yoki
sanoqli bo‘lishini ko‘rsating.

10. Sanoqli to‘plamning barcha chekli gism to‘plamlarining to‘plami
sanoqli ekanligini isbotlang.

11. Natural sonlarning qat’iy o‘suvchi barcha ketma-ketliklari
to‘plamining quvvatini toping.

12. Natural sonlarning 10 sonini o‘z ichiga olmaydigan barcha
ketma-ketliklari to‘plamining quvvatini toping.

13. Ratsional sonlarning mumkin bo‘lgan barcha ketma ketliklari
to‘plamining quvvatini toping.

14. Tekislikda o‘zaro kesishmaygan doiralar to‘plami berilgan. Shu
to‘plam sanoqsiz bo‘lishi mumkinmi?

15. [a,b] segmentda aniglangan barcha sonli funksiyalar to‘plami
giperkontinuum quvvatga ega ekanligini isbotlang.



32 I. To‘plamlar nazariyasi elementlari

16. [a,b] segmentda uzluksiz bo‘lgan barcha funksiyalar to‘plami
kontinuum quvvatli ekanligini isbotlang.

17. [a,b] segmentda monoton bo‘lgan barcha funksiyalar to‘plam-
ining quvvati qanday?



Il BOB
O‘lchovlar nazariyasi elementlari

2.1. O¢‘lchov tushunchasi

Bo‘sh bo‘lmagan X to‘plam uchun P(X) orqali X to‘plamning bar-
cha qism to‘plamlari sistemasini belgilaymiz.

Bo‘sh bo‘lmagan % C P(X) sistema birlashma va ayirma amallariga
nisbatan yopiq bo‘lsa, ya'ni A, B € # ekanligidan, AUB € Z, A\
B € Z kelib chigsa, u holda & halqa deyiladi.

Agar #Z halga bo‘lsa, u holda AN B = A\ (A\ B) tengligidan
AN B € Z kelib chiqadi. Bundan tashqari AA B=(AUB)\ (ANB)
tengligidan AA B € Z kelib chigadi. Demak, & kesishma va simmetrik
ayirma amallariga nisbatan yopiqdir.

Bo‘sh bo‘lmagan . C P(X) sistemaning har bir A, B € .% ele-
mentlari uchun shunday o‘zaro kesishmaydigan C1,...,C), € % mavjud

bo‘lib, A\ B = U C; tengligi bajarilsa u holda . yarim halga deyiladi.

Misollar. 1 X ixtiyoriy bo‘sh bo‘lmagan to‘plam bo‘lsa, u holda
S = P(X) yarim halga bo‘ladi.

2. S ={0, {a}, {b,c}{a,b,c}} yarim halqa bo‘ladi.

3. S ={la,b) : a,b € R} yarimintervallar sistemasi yarim halqa
bo‘ladi.

4. S ={[a,b) x [c,d) : a,b,c,d € R} to‘rtburchaklar sistemasi yarim
halga bo‘ladi.

Agar # C P(X) halga uchun X € Z bo'lsa, u holda #Z algebra
deyiladi.

Agar ixtiyoriy Aj, Ao, ..., A,,... € % uchun Ej A, € Z bo'lsa, u

holda % — o-halga deyiladi. "

Agar Z bir vaqtda algebra va o-halqa bo‘lsa, u holda #Z — o-algebra
deyiladi.

Yuqoridagi misollardan, 1, 2 misollardagi yarim halqalar o-algebra
bo‘lib, 3, 4 misollardagi yarim halqalar o-algebra bo‘lmaydi.

& C P(X) biror yarim halga bo‘lsin. p : . — R nomanfiy
funksiyasi ixtiyoriy o‘zaro kesishmaydigan Ai, Ao, ..., A, € ., bunda
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n

U A; € .7, to'plamlar uchun

H (U Ai) = ZM(Az')

tengligini qanoatlantirsa u holda p o‘lchov deyiladi.
Agar ixtiyoriy o‘zaro kesishmaydigan Ai, Ao, ..., A,,... € ., bunda
o0

U A; € .7, to'plamlar uchun

" (U An> => (A

tengligi bajarilsa, u holda u sanogli-additiv (yoki o-additiv) deyiladi.
Misollar. 1. S = {[a,b) : a,b € R} yarim intervallar yarim
halqasida

/L([CL, b)) =b—a
sanoqli-additiv o‘lchov bo‘ladi.
2. S={[a,b) X [¢,d) : a,b,c,d € R} yarim halqada

p(la,b) x le,d)) = (b—a)(d —c)
sanoqli-additiv o‘lchov bo‘ladi.
3. X ixtiyoriy bo‘sh bo‘lmagan to‘plam, z € X va S = P(X) da
| 1, agarz € A,
’M(A)_{O, agar v ¢ A

sanoqli-additiv o‘lchov bo‘ladi.
4. Agar uq, ..., i, olchovlar, tq, ..., ¢, musbat sonlar bo‘lsa, u holda

=Y t;u; ham o‘lchov bo‘ladi. Hususan, z1, ..., x, € X uchun

pA) => 1

;€A
o‘lchov bo‘ladi.
Aytaylik, X biror to‘plam, . C P(X) yarim halqa, p esa o‘lchov
bo‘lsin. Har bir A € . to‘plam uchun p*(A) tashqi o‘lchovni

p(A) =inf{> pu(Ap): Ac| JAr Are 7}

kabi aniqlaymiz. Agar A € P(X) to‘plami va Ve > 0 uchun shunday
B € ¢ to‘plami topilib, p*(A A B) < € bajarilsa, u holda A to‘plami
Lebeg ma’nosida o‘lchovli deyiladi.
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Masalalar

2.1.1. X to‘plamning ixtiyoriy bo‘sh bo‘lmagan qism to‘p-
lamlar: oilast S uchun, S ni o‘z ichiga oluvchi shunday yag-
ona R(S) halga mavjudki, u S ni o‘z ichiga oluvchi ixtiyoriy
halgada yotads.

Yechimi. Ry, = ()| R, kesishmani qaraymiz, bunda R, — S ni o'z

ichiga oluvchi X ningaqism to‘plamlaridan iborat halqa. S ni o‘z ichiga
oluvchi P(X) halga bo‘ladi, shu sababdan Ry # 0.

Endi A, B € Ry bo‘lganligidan, ¥V a uchun A, B € R,,. Ta'rifga ko‘ra
AUB € R, va A\B € R, munosabati o‘rinli. « ixtiyoriy ekanligidan,
AUB € Ry va A\ B € Ry. Demak, Rj halqa bo‘ladi.

Har bir @ uchun S C R, bo‘ganligidan, S C Ry kelib chigadi. S
ni o‘ziga oluvchi X to‘plamning gism to‘plamlarining ixtiyoriy halqasi
biror R, ga tengdir, bundan u Ry halgani o‘z ichiga oladi.

2.1.2. Agar S C P(X) yarim halga bo‘lsa, u holda R(S) min-
imal halga shunday A to‘plamlardan tborat bo‘ladiki, bunda

A=JA, AeS AnA =0,
i=1
1# 7, 4,5 =1,2,...n,n €N,

Yechimi. L orqali X ning shunday qism to‘plamlarini belgilaymizki,
bu gism to‘plamlar S ga tegishli to‘plamlarning chekli yoyilmasiga ega
bo‘lsin. L ni o'z ichiga oluvchi har bir halga chekli birlashmalarga nis-
batan yopiqdir. Tasdigni isbotlash uchun L halga ekanligini ko‘rsatish
etarlidir.

A, B € L lar uchun AU B € L va A\B € L munosabatini ko‘rsatish
kerak.

Aytaylik,

1=1 1=1

bunda A;NA; =0va B,NB; =0, i#j Dastlab AUB; € L ni
isbotlaymiz.
Quyidagi tenglik o‘rinlidir:

AUB, = (A\B;)UB, = ((O Ai> \Bl> UB, = <O (4;\ By) >UB1.

1=1

Endi S yarim halqa bo‘lganligidan, har bir A;\ By to‘plam S ga tegishli
to‘plamlarning chekli yoyilmasiga egaligidan barcha A U B; yig‘indilar
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shunday yoyilmaga ega bo‘ladi. A U B; ga ketma-ket B, Bs, ..., B,
to‘plamlarni birlashtirsak, biz har bir qadamda L ning to‘plamiga ega
bo‘lamiz, bundan AU B € L o‘rinli.

Quyidagini yozamiz:

A\ By = (O&) \ B1 = <CJ (A \B1>

Bundan A\ By € L. Endi
A\ (BiUByU...UB,) = (((A\ By)\ B2) \ ...\ Bp)

dan A\ B € L.
2.1.3. Agar B C A o‘lchovli to‘plamlar bo‘lsa, u holda

#(A\ B) = p(A) — pu(B)

tengligini i1sbotlang.
Yechimi. B C A bo‘lganligidan, A = (A\ B) U B bo'lib, A\ B va
B to‘plamlar o‘zaro kesishmaydi. U holda

u(A) = (A \ B) U B) = u(A\ B) + u(B).
Bundan

W(A\ B) = u(A) — u(B)
tenglikka ega bo‘lamiz.

2.1.4. A, B oflchovli to‘plamlar. Agar E.,F o‘lchovli
to‘plamlar uchun

ANE=BAF, ukFE)=urF)=0

bo‘lsa, u holda j(A) = (B) ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. AAE = (A\E)U(E\A)va B\ F = (B\ F)U(F\ B)
ekanligidan,

(ANE)U(ENA) = (B\ F)U(F\B)

ya'ni
p((ANE)U(EN\A)) =p((B\F)U(F\B))

Bundan

pANE) +p(ENA) = p(B\ F) 4+ p(F\ B).
U holda p(E) = p(F) = 0 ekanligidan, pu(EF\ A) = u(F\ B) = 0.
Demak, p(A\ E) = pu(B\ F).
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Endi

(4 <mx§uuw=MM\m+MQDZMA\m=

) =
p(B\F) B\F)+p(F)=p((B\F)UF)=pu(B),

vani p(A) = u(B).
2.1.5. Tenglikna isbotlang:

p(A)+p(B) =p(AUB)+p(ANB).

Yechimi. A, B to‘plamlar o‘lchovli bo'lsa A U B, AN B, A\
(AN B), B\ (AN B) to‘plamlari ham o‘lchovli ekanligi ma’lum va
ANB, A\ (ANnB), B\ (AN B) to‘plamlar o‘zaro kesishmaydi. U
holda

(AU B) = p((A\ (AN B))U(B\ (AN B))U(ANB)) =

— WA\ (AN B)) + u(B\ (AN B)) + (AN B) =
= (A) = (AN B) + u(B) = (AN B) + n(AN B) =
= pu(A) + u(B) — (AN B).
Bundan p (A)+p(B) =p(AUB) 4+ u(ANB).
2.1.6. Tenglikni isbotlang:
p(AUBUC) = u(A) + p(B) + p(C)—

—u(ANB)—pu(BNC)—pu(CNA) +u(AnNBNC).
Yechimi. 2.1.5-misoldan foydalansak,

WAUBUC) = u((AUB)UC) =

= pu(AUB) + p(C) — n((AUB)NC) =
(A) +u(B) = (AN B) + u(C) —((ANC)U(BNC)) =
(A) + p(B) + u(C) = (AN B) = p((ANC)U (BN C))
= u(A) + u(B) + p(C) — w(AN B)~
—[u((ANC)+u(BNC) —pu((ANC)N(BNC)))] =
= w(A) + p(B) + p(C)—
—u(ANB)—pu(BNC)—pu(CNA) +u(AnBNC).
2.1.7. Agar
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o‘chovli to‘plamlar va A = |J A, bo‘lsa, u holda u(A) =

n=1
lim u(A,) ekanligini ko‘rsating.

p(A) = p (U An) =

Yechimi.
= (AU A\ AU U (A \ Ay ) U---) =
= [p — sanoqli-additiv] =
= p(Ar) + (A \ Ar) + o+ (A \ Apy) + oo =

= u(A1) + > (1(Ar) — p(Ax1)) = lim p(Ay).

n—oo

2.1.8. Agar
A DAy D - A D

o‘chovli to‘plamlar va A = () A, bo‘lsa, u holda p(A) =
n=1

lim u(A,) ekanligini ko‘rsating.
n—oo

Yechimi. 2.1.7-misoldan

" <A1 \[) An> =4 (U(A1 \ An)> = lim (u(A1) — p(An)).

Bundan N 7
p(AL) = pl() An) = lim (u(Ar) — u(Ay)),

yani p(A) = lim p(Ay).

2.1.9. O‘nli kasr yozuvida 7 ragami gqatnashmagan [0, 1]
kesmadagr barcha sonlar to‘plamining Lebeg o‘lchovini top-
ing.

Yechimi. FE o‘nli kasr yozuvida 7 raqami qatnashmagan [0, 1]
kesmadagi barcha sonlar to‘plami bo‘lsin.

Bu to‘plamni quyidagicha qurish mumkin. Birinchi qadamda [0, 1]
kesma teng 10 kesmaga bo‘linadi va [0.7,0.8) yarim intervali chigarib
tashlanadi, chunki bu oraliqqa tegishli sonlarning o‘nli kasr yozuvida
verguldan keyingi birinchi raqami 7 ga tengdir.

Ikkinchi qadamda golgan

0,0.1], [0.1,0.2], [0.2,0.3], [0.3,0.4], [0.4,0.5],
0.5,0.6], [0.6,0.7), [0.8,0.9], [0.9,1]
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kesmalar ham teng 10 kesmaga bo‘linib, har bir 7-chi kesma chigarib
tashlanadi, yani [0,0.1] dan [0.07,0.08], [0.1,0.2] dan [0.17,0.28] va
hokazo.

Keyin qolgan barcha kesmalar ham shu tarzda bo‘linib, har bir 7-chi
kesma chiqarib tashlanadi. Bu jarayon cheksiz davom ettirilsa, qolgan
nuqtalar to‘plami £ to‘plamini beradi.

Endi [0,1] \ E ning o‘lchovini hisoblaymiz. Bu to‘plam uzunligi 1—10
bo‘lgan bitta [0.7,0.8] kesma, uzunligi 1—(1)2 bo‘lgan 9-ta kesma, umu-
man uzunligi Wl.ﬂ bo‘lgan 9*-ta kesma va hokazo kesmalardan iborat.
Bundan

1 9 9 9F
M([O’l]\E)_E+1_()2+1_03+W+W+m+_1
Demak, u(E) = 0.

2.1.10. O‘nli kasr yozuvida 1 va 2 ragamlari qatnashmagan
[0,1] kesmadagi barcha sonlar to‘plamining Lebeg o‘lchovini
toping.

Yechimi. Bu to‘plamni E orqali belgilaymiz hamda quyidagicha
quramiz.

Birinchi qadamda [0, 1] kesmadan [0.1,0.3) yarim intervalni chiqarib
tashlab, qolgan [0.3, 1] kesmani qoldiramiz. Chunki [0.1,0.3) oraliqdagi
ixtiyoriy sonning o‘nli kasr yozuvi 0.1 ... yoki 0.2. .. ko‘rinishida bo‘ladi:

Ikkinchi qadamda har bir [0.3,0.4], [0.4,0.5],...,[0.9,1] kesmalar
uchun ham dastlabki % gismidan iborat yarim intervallarni olib tash-
laymiz.

Shu jarayonni cheksiz davom ettirsak o‘lchovlari

2 23 2.9 2.3

T 95 950 UE BRI
sonlar ketma-ketligiga mos oraliglar olib tashlanadi. Bu oraliglar [0, 1]\
E dan iborat bo‘ladi. U holda

p((0, 1]\ E) =

Demak, u(E) = 0.

2.1.11. R da xtiyoriy musbat o‘lchovga ega to‘plam kon-
tinuum quvvatga egaligini isbotlang.

Yechimi. A C R to‘plami uchun p(A) = ¢ > 0 bo'lsin. R da

Lebeg o‘lchovi xossasidan shunday G' C A oshiq to‘plam mavjud bo‘lib,
u(A\G) < %. Bundan

2 3
+gwﬁ?a“:1

ot w

L2
5

(G20 V)

H(G) = pu(A) = p(A\G) > e == ==,
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ya'ni G musbat o‘lchovga ega. Demak, G bo‘sh bo‘lmagan ochiq
toplam. U holda shunday a # b sonlari topilib, (a,b) C G, ya'ni
(a,b) C A. Endi (a,b) to‘plam kontinuum quvvatga ega ekanligidan, A
ham kontinuum quvvatga egaligi kelib chiqadi.
2.1.12. Agar [0,4] kesmaning A va B qism to‘plamlari
uchun p(A)+u(B) > 4 bo‘lsa u(ANB) > 0 ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. 4 < p(A) + u(B) = u(AU B) + u(AN B), u holda

w(ANB)>4—u(AUuB)>4—-4=0,

bundan esa (AN B) > 0.
2.1.13. Hagqiqiy sonlar to‘plamidagi A o‘lchovli to‘plam
orqali aniqlangan

f() = nlla, (] N A), ¢ € [a,b)

funksiyasining uzluksiz ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. Ixtiyoriy ty € [a,b] soni berilgan bo‘lsin. Dastlab [a, b]
kesmadan ixtiyoriy t, | ty bo‘lgan ketma-ketlik olamiz. U holda A, =
[a,t,] N A ichma-ich joylashgan kamayuvchi to‘plamlar ketma-ketligini
tuzadi, hamda 2.1.8-misoldan foydalansak,

lim f(t,) = lim p([a,t,] N A) =

n—oo n—oo

= u(((la,ta] N A)) = p(la, to] 1 A) = £(to)
munosabatiga ega bo‘lamiz.
Endi [a, b] kesmadan ixtiyoriy ¢, Tty bo‘lgan ketma-ketlik olamiz. U
holda
A, =la,t,]NA

ichma-ich  joylashgan o‘suvchi to‘plamlar ketma-ketligi bo‘lib
o‘lchovning uzluksizligidan,

lim f(t,) = lim u(la,t,]NA) =

n—oo n—oo

= ([ \([a, ta] N A)) = p([a,to] N A) = f(t)
munosabatga ega bo‘lamiz. Demak, f(¢) funksiya uzluksiz.
2.1.14. Haqiqiy sonlar to‘plamida chegaralangan, o‘lchovi
4 ga teng A to‘plamining o‘lchovi 2 ga teng B qism to‘plamsi
mavjud ekanligint ko‘rsating.
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Yechimi. Aytaylik, A C R, pu(A) =4 to‘plami berilgan bo‘lsin. A
to‘plami chegaralangan bo‘lganligidan, A to‘plamini o‘z ichiga oluvchi
shunday [a, b] oraliq mavjud bo‘lib, pu([a,b] N A) = 4 tengligi o‘rinli
bo‘ladi. Ushbu

f(t) - M([avt] A A)> te [avb]

funksiyasini qaraymiz. Bu funksiya uchun
fla)=0; f(b) =4

ekanligi ravshan. Yuqoridagi misolda esa bu funksiya’ning uzluksizligi
ko‘rsatilgan edi. Bundan oraliq gqiymat haqidagi Boltsano — Koshi teo-
remasiga ko‘ra shunday tq € [a, b] topilib,

f(to) =2

tengligi o‘rinli bo‘ladi. U holda B = [a, tg)N A deb belgilasak, B C A va
p(B) = 2 munosabatlarini qanoatlantiruvchi to‘plamga ega bo‘lamiz.
2.1.15. R da Lebeg o‘lchovi orqali aniglangan

f(t):ﬂ([o,t]ﬁA), 0<t<4

funksiya’ni aniqlang va uning grafigini chizing, bu erda A =
[1,2] U [3,4].
Yechimi. Agar ¢ € [0,1) bo‘lsa, u holda [0,¢] N A = (). Bundan

f(t) = p([0,8] M A) = u(0) = 0.
Agar t € [1,2) bo‘lsa, u holda [0,¢] N A = [1,¢]. Bundan
F) = (0,0 A) = (L) =t — 1.
Agar t € [2,3) bo‘lsa, u holda [0,¢] N A = [1, 2]. Bundan
f@t) = p((0, 7] N A) = p((1,2]) = 1.
Agar t € [3,4] bolsa, u holda [0,¢] N A = [1,2] U [3,t]. Bundan

f(t) = p((0,t] N A) = p([1,2] U [3,2]) =t — 2.

Demak,
0, agar t € [0, 1),
) t—1, agarte[l,2),
f(t) = 1, agar t € [2,3),
t—2, agart € [3,4].



42 II. O‘lchovlar nazariyasi elementlari

]

6-rasm

2.1.16. R da kontinuum quvvatga ega va o‘lchovi nol
bo‘lgan to‘plamga misol keltiring.

Yechimi. Fy, = [0,1] bo'lsin. Bu to‘plamdan (%, %) oraligni
chigarib tashlaymiz va qolgan to‘plamni Fj bilan belgilaymiz. Endi
Fi to‘plamdan (%, S) va (g S) oraliglarni chigarib tashlaymiz va qolgan
to‘plamni F5 bilan belgilaymiz. F5 to‘plami 4 ta kesmadan iborat bo‘lib,
keyingi qadamda har bir kesmadan uzunligi (%)3 ga teng o‘rta oraligni
chiqarib tashlaymiz va qolgan to‘plamni Fj3 bilan belgilaymiz va h.k..

Bu jarayonni davom ettirib ichma—ich joylashgan F}, yopiq to‘plamlar
ketma-ketligiga ega bo‘lamiz. D = ﬂ F,, deb belgilaymiz.
D to‘plamning tuzilishini qarayhk Bu to‘plamga

0,1,=,=,=,=, =, =
Y 7373797979797
nuqtalari tegishlidir. Lekin D to‘plamda bu nuqtalardan boshqa nug-
talar ham mavjud. [0, 1] kesmadagi sonlarni uchlik sanoq sistemasida

yozamiz:

- 2.1
3+32+3+ +33+ (2.1)

bunda a, = 0,1,2. O‘nli kasrdagidek, bunda ham ba’zi sonlar (2.1)
shaklda ikkita usulda yozish mumkin. Masalan,

1 1 0 0 0 2 2

x € [0,1] soni D to‘plamga tegishli bo‘lishi uchun uning (2.1)
ko‘rinishdagi biror yozuvida 1 raqami qatnashmasligi zarur va etarlidir.
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Demak, har bir x € D soniga
1,09, ..., Qy, -, (2.2)

bunda a, = 0,2, ketma-ketligi mos keladi. Bunday ketma-ketliklar
to‘plami quvvati kontinuumdir. Buning uchun, (2.2) ko‘rinishdagi har
bir ketma-ketlikka

bi,ba, ..., by, ..., (2.3)

ni mos qo‘yamiz, bunda b, = 0 agar a, = 0 da, b, = 1 agar a,, = 2.
Endi (2.3) korinishdagi ketma-ketlikni [0, 1] kesmadagi sonning ikki-
lik yozuvi deb qarasak, u holda (2.3) ko‘rinishdagi sonlar to‘liq [0, 1] ni
beradi. Bundan D kontinuum quvvatli to‘plam.
D to‘plam o‘lchovini topaylik. D to‘plam to‘ldiruvchisining o‘lchovi
Lz 4, 2
3 9 21 7 3n
Bundan p(D) = 0.
D to‘plami Kantor to‘plami deyiladi.

+...=1

Mustaqil ish uchun masalalar

1. O‘nli kasr yozuvida kamida bitta 3 raqami qatnashgan [0, 1]
kesmadagi barcha sonlar to‘plamining Lebeg o‘lchovini toping.

2. Biror to‘g‘ri chiziqda yotuvchi tekislikdagi ixtiyoriy A to‘plamning
yassi o‘lchovi nol ekanligini ko‘rsating.

3. Haqiqiy sonlar to‘plamida chegaralangan, o‘lchovi 5 ga teng A
to‘plamining o‘lchovi 3 ga teng B qism to‘plami mavjud ekanligini
ko‘rsating.

4. Kamida bitta ichki nuqtasi bo‘lgan to‘plamning o‘lchovi nol
bo‘lishi mumkinmi?

5. O‘nli kasr yozuvida birorta ham 1 ragami qatnashmagan [0, 1]
kesmadagi barcha sonlar to‘plamining Lebeg o‘lchovini toping.

6. O‘nli kasr yozuvida kamida bitta 1 ragami qatnashgan [0, 1]
kesmadagi barcha sonlar to‘plamining Lebeg o‘lchovini toping.

7. E C [0,1] o‘lchovsiz to‘plam va A shunday to‘plamki, p([0, 1]\
FE)=0. EN A to‘plami ham o‘lchovsiz ekanligini ko‘rsating.

8. Ofsuvchi chekli o‘lchovli A, to‘plamlarning birlashmasining
o‘lchovi har doim chekli bo‘ladimi?

9. Haqiqiy sonlar to‘plamida chegaralangan, o‘lchovi 3 ga teng A
to‘plamining o‘lchovi 1 ga teng B qism to‘plami mavjud ekanligini
ko‘rsating.
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10. Ixtiyoriy bo‘sh bo‘lmagan ochiq A to‘plami uchun p(A) > 0
ekanligini ko‘rsating.

11. Agar A C [a,b] musbat o‘lchovli to‘plam bo‘lsa, u holda bu
to‘plamda shunday = va y nugtalar mavjud bo‘lib, ular orasidagi masofa
ratsional son bo‘lishini ko‘rsating.

2.2. O‘Ichovli funksiyalar

) ixtiyoriy bo‘sh bo‘lmagan to‘plam, X bu to‘plamning qism
to‘plamlaridan tuzilgan biror o-algebra, p esa > da aniqglangan chekli
sanoqli-additiv o‘lchov bo‘lsin. (€2, %, i) uchligiga o‘lchovli fazo deyi-
ladi.

Biror f : 2 — R funksiya berilgan bo‘lsin. Agar V¢ € R uchun

S (00.¢) = {w € Q: fx) < o}

to‘plami o‘lchovli bo‘lsa, u holda f funksiya o‘lchovli funksiya deyiladi.
Q) o‘lchovli to‘plamda f va g o‘lchovli funksiyalar uchun

{reQ: f(z) # g(x)}

to‘plami o‘lchovi nolga teng bo‘lsa, u holda f va g funksiyalar ekvivalent
deyiladi va f ~ g kabi belgilanadi.

Agar ) to‘plamda aniglangan {f,(z)} funksiyalar ketma-ketligi
uchun 7115{.10 fo(z) = f(x) tengligi bajarilmaydigan nuqtalar to‘plami
o‘lchovi nolga teng bo‘lsa, {f,(x)} funksional ketma-ketlik f(x)
funksiyaga deyarli yaqinlashadi deyiladi.

Agar ixtiyoriy € > 0 soni uchun

lim i € 92 |fu(x) = ()] = <} =0

bo‘lsa, u holda { f,(x)} funksional ketma-ketlik f(x) funksiyaga o ‘lchov
bo ‘yicha yaqinlashuvchi deyiladi.

Deyarli yaqginlashish f, 4, f kabi, o‘lchov bo‘yicha yaqinlashish esa
fn == f kabi belgilanadi.

Masalalar

2.2.1. (2,3, 1) o‘lchovli fazo va [ : Q) — R funksiya beril-
gan bo‘lsin. U holda quyidagilar o‘zaro teng kuchli ekanligin:
ko‘rsating:

a) f:Q — R o‘lchovli funksiya;
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b) Ve e R uchun {x € Q: f(x) > ¢} o‘lchovli to‘plam;

c) Ve e R uchun {x € Q: f(x) > c} o‘lchovli to‘plam;

d) Ve € R uchun {z € Q: f(x) <c} o‘lchovli to‘plam;

Yechimi. a) = b). Aytaylik, f : 2 — R o‘lchovli funksiya bo‘lsin.
U holda har bir ¢ € R uchun

{reQ: f(z) <c}
to‘plami o‘lchovli bo‘ladi.
{reQ: flz)>c}=Q\{zeQ: f(x) <c}

tengligidan {z € Q : f(x) > ¢} to‘plamining o‘lchovli ekanligi kelib
chiqadi.
b) = ¢). Aytaylik, har bir ¢ € R uchun

{reQ: f(z)=c}

to‘plami o‘lchovli bo‘lsin. U holda

oo

{a:EQ:f(a:)>c}:U{x€Q:f(x)Zch%}

n=1

tengligidan va o‘lchovli to‘plamlarning sanoqli birlashmasi yana
o‘lchovli bo‘lishidan {z € Q : f(z) > ¢} to‘plamning o‘lchovli ekan-
ligiga ega bo‘lamiz.

c) = d). Aytaylik, har bir ¢ € R uchun

{xeQ: flz)>c}
to‘plami o‘lchovli bo‘lsin.
{reQ: flo)<c}=Q\{zxeQ: f(x)>c}

tengligidan {z € Q : f(x) < ¢} to‘plamining o‘lchovli ekanligi kelib
chiqadi.
d) = a). Aytaylik, har bir ¢ € R uchun

{reQ: flz) <c}

to‘plami o‘lchovli bo‘lsin. U holda

{xEQ:f(x)<c}:ﬁ{xeﬂzf(x)§c+%}

n=1
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tengligidan va o‘lchovli to‘plamlarning sanoqli kesishmasi yana o‘lchovli
bo‘lishidan {z € Q : f(z) < ¢} to‘plamning o‘lchovli ekanligiga ega
bo‘lamiz. Demak, f o‘lchovli funksiya bo‘ladi.

2.2.2. f(x) va g(x) o‘lchovli funksiyalar bo‘lsa, u holda

a) f(z) £ g(x);

b) f(z)g(x);
c) %, (g(x) # 0,z € ) funksiyalari ham o‘lchovli

bo‘lishint ko‘rsating.
Yechimi. f(z) va g(z) o‘lchovli funksiyalar va k,a € R bo‘lsin.

{reQ: (f+a)z)<ct={ze€Q: f(z)<c—a}
tengligidan f 4+ a funksiya’ning o‘lchovli ekanligi,

_ [ {zeQ: fx) <k lc}, agar k>0,
lref: (kf)w) <} = { {reQ: f(x) >k lc}, agar k<0

tengligidan esa kf funksiyasining o‘lchovli ekanligi kelib chigadi.
a) Avvalo

{zeQ: f(z) > g(x)}
to‘plamning o‘lchovli ekanligini ko‘rsatamiz. Hagqigatan,
{reQ: f(x)>gx)} = U({x ceQ: flx)y>rin{zeQ: glz) <r})
reQ
tengligidan {x € Q : f(x) > g(x)} to‘plamning o‘lchovli ekanligi kelib
chiqadi. Bundan

{zeQ: flx)£glr)>ct={zeQ: f(z)> Fg(x) + ¢}

to‘plami o‘lchovli ekanligiga ega bo‘lamiz. Demak, o‘lchovli
funksiyalarning yig‘indisi va ayirmasi o‘lchovli bo‘ladi.
b) Oldin f? funksiya’'ning o‘lchovli ekanligini ko‘rsatamiz. Bu

{xEQ:fQ(x)<c}:{{x€Q: —ve < f(x) < /c}, agar ¢ >0,

0, agar ¢ < 0

tengligidan kelib chigadi.
O‘lchovli funksiyalarning ko‘paytmasi o‘lchovli bo‘lishini ko‘rsatish
uchun quyidagi ayniyatdan foydalanamiz:

fg =1 + 97— (F — o))
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Tenglikning o‘ng tomoni o‘lchovli funksiya bo‘ladi, chunki ikki o‘lchovli
funksiya’ning yig‘indisi, ayirmasi va kvadrati ham o‘lchovli funksiya.
Demak, fg funksiyasi ham o‘lchovli.

c) Agar f(x) funksiyasi o‘lchovli va f(x) # 0, x € Q bo‘lsa, u holda
% ham o‘lchovli bo‘lishini ko‘rsataylik.

Agar ¢ > 0 bo‘lsa, u holda

{reQ:1/f(x)<ct={zeQ: f(x)>1/c;U{zeQ: f(x) <0},
agar ¢ < 0 bo‘lsa
{reQ:1/flx)<c}={xeQ: 0> f(x) >1/c},

agar ¢ = 0 bo‘lsa

{reQ:1/flx)<ct={zeQ: f(x) <c}.

Yuqoridagi tengliklarning o‘ng tomoni har doim o‘lchovli to‘plam
bolladi. Demak, -1~ ham o‘lchovli bo‘ladi. Endi

' f ()
f@) ey L
o )
tengligi hamda f(z) va ﬁ o‘lchovliligidan % funksiyasining

o‘lchovli ekanligi kelib chiqadi.

2.2.3. Agar f funksiya A to‘plamda o‘lchovli bo‘lsa, u holda
quyidagi funksiyalarning o‘lchovli ekanligini ko‘rsating:

o) |f(x)]:

b) f+= max{f(:v 70};

¢) - = —min{f(x),0}.

Yechimi. a) |f(z)| funksiyasi o‘lchovli ekanligini ko‘rsatamiz. Bun-
ing uchun

{reA: |f(x)] <c}

to‘plami o‘lshovli ekanligini ko‘rsatish zarur.
{reA: |fla)|<ct={zxeA: fz)<ctn{xeA: f(x)> —c}

tengligini ko‘rib o‘taylik. f(x) funksiyasi o‘lchovli ekanligidan, {z €
A: f(r)<c}va{x e A: f(xr) > —c} to'plamlari o‘lchovli ekanligi
kelib chigadi. Tenglikning o‘ng tomonidagi to‘plamlarning kesishmasi
o‘lchovliligidan {z € A : |f(z)| < ¢} to'plamning o‘lchovliligiga ega
bo‘lamiz. Demak, |f(z)| funksiyasi o‘lchovli.
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b, ¢) fi, f- funksiyalarning o‘lchovli ekanligi a) banddan va quyidagi
tengliklardan kelib chigadi:

fi = max{ (@), 0y = LELETE)
f— _ —mln{f(x),O} _ |f(£l?)‘2— f(x)

2.24. f : R — R wuzluksiz funksiyast berilgan bo‘lsin.
Iztiyoriy haqiqiy c soni uchun f'((—oo;c)) to‘plami ochiq
bo‘lishint isbotlang.

Yechimi. Ixtiyoriy haqiqiy ¢ sonini olaylik. zg € f~!((—o0;c))
bo‘lsin, ya'ni f(zg) < c. f funksiyasi xy nugtada uzluksizligidan mus-
bat € < ¢ — f(xp) soni uchun shinday § > 0 soni topilib, |z — 2| < §
bo‘lganida |f(x) — f(z0)| < € tengsizligi bajariladi. Demak, zy nuqtan-
ing J-atrofidagi har bir x uchun

f(@) < flxo) +& < flwo) + ¢ — flzo) = c

Shuning uchun 2xy nuqtaning J-atrofidagi barcha x nuqtalar
f7Y((—o0;¢)) to‘plamiga tegishli bo‘ladi. Demak, f~*((—oo;c)) ochiq
to‘plam bo‘ladi.

2.2.5. Agar f : R — R funksiya uzluksiz bo‘lsa, u holda f
o‘lchovli ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. Har bir ¢ € R uchun

{reA: flx) <c}

to‘plami o‘lchovli ekanligini ko‘rsatamiz. 2.2.4-misoldan bu to‘plamning
ochiq ekanligi kelib chiqadi. Bundan bu to‘plam o‘lchovli va f funksiyasi
o‘lchovli bo‘ladi.

2.2.6. f:Q — R oflchovli funksiya va z = ¢(y) funksiya R
da uzluksiz bo‘lsa, u holda = = ¢(f(x)) funksiya ) da o‘lchovli
ekanligini isbotlang.

Yechimi. 2.2.4-misolga binoan z = ¢(y) uzluksizligidan, ixtiy-
oriy haqiqiy ¢ soni uchun ¢~ !((—o00,¢)) to‘plami R da ochiq to‘plam
bo‘ladi. R da ochiq to‘plam esa sanoqlicha intervallarning birlashmasi
ko‘rinishida bo‘ladi, ya'ni

o~ (=005 0) = | J(aw, Br)-

k

U holda ¢(f) murakkab funksiyasi uchun
{ze:o(f) <t = ((on ) = e € Qi < fla) < B} =
k k
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U ({xeﬂf(ac) <ﬁk}\ﬂ{x€§2 . f(x) > ozk})
k

k
o‘rinli. Bundan

{zeQ: f(z) <G}, {zeQ: fz) 2 ar}

to‘plamlarining o‘lchovliligini va Q to‘plamida f(x) funksiyasining
o‘lchovliligini hisobga olsak, har bir ¢ € R uchun {x € Q: p(f(x)) < ¢}
to‘plamining o‘lchovli ekanligiga ega bo‘lamiz. Demak, z = ¢(f(x))
funksiyasi €2 da o‘lchovli.

2.2.7. (2,2, 1) oflchovli fazo va f,g : Q@ — R funksiyalari
o‘lchovlt bo‘sin. U holda

f (=)
In(1 + |g(x)])
funksiyasining o‘lchovli ekanligini isbotlang.
Yechimi. 2.2.2 va 2.2.3-misollardan 1 + |g(z)| o‘lchovli funksiya,
u holda 2.2.6-misoldan In(1 + |g(z)|) o‘lchovli bo‘ladi. f(x)

o , _ | In(1 + [g(x)])
funksiyasi esa 2.2.2-misolga binoan o‘lchovli.
2.2.8. Quyidagicha aniglangan Dirixle funksiyasining
o‘lchovli ekanligini ko‘rsating.

)=

1, agar z € Q,
0, agar z € I.

Yechimi. Ixtiyoriy ¢ € R uchun

0, agar c <0,
f((=o00,¢)) =R I, agar0<c<1,
R, agarc>1

munosabatdan f funksiyasining o‘chovli ekanligiga ega bo‘lamiz.
2.2.9. Agar {f.,(z)} o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi ()
o‘lchovli to‘plamda f(x) funksiyasiga deyarli yaginlashsa, u
holda f(z) funksiyasi ham o‘lchovli ekanligini isbotlang.
Yechimi. f,(x) — f(x) ni qanoatlantirmaydigan nuqtalar o‘lchovi
nol ekanligidan, bu to‘plamni bo‘sh deb garashimiz mumkin. Dastlab

{:c:f(x)<c}:UUU{x:fm(a})<c—%}. (2.4)
k

n m>n

tengligi o‘rinli ekanligini ko‘rsatamiz.
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Aytaylik, = nuqtasi (2.4) tenglikning chap tomoniga tegishli bo‘lsin,
ya'ni f(z) < ¢. U holda shunday k € N mavjud bo‘lib, f(z) < ¢ —2/k.
Endi f,(x) — f(x) dan shunday n € N mavjud bo‘lib, barcha m > n

uchun
1

fm(z) < c— T

Bu esa z ning (2.4) tenglikning o‘ng tomoniga tegishli ekanligini an-
latadi.

Aksincha, x nuqta (2.4) tenglikning o‘ng tomoniga tegishli bo‘lsin.
U holda shunday k£ € N mavjud bo‘lib, etarlicha katta m larda

1

fm(x) < c— T

bajariladi. Bundan f(x) < ¢, ya'ni x nuqtasi (2.4) ning chap tomoniga
tegishli.

Endi (2.4) ning chap tomonidagi to‘plamning o‘lchovli ekanligidan,
f funksiya’ning o‘lchovli ekanligi kelib chiqadi.

2.2.10.  (Egorov teoremasi). E chekli o‘lchovli to‘p-
lam, {f.(x)} oflchovli funksiyalar ketma-ketligi £ da f(x)
funksiyaga deyarli yaqinlashadi. U holda ixtiyoriy 6 > 0 soni
uchun Es C E o‘lchovli to‘plam mavjud bo‘lb,

1) W(E\ Es) < 0;

2) Es to‘plamda {f,.(z)} ketma-ketlik f(z) funksiyaga tekis
yaqinlashads.

Yechimi. 2.2.9-misolga ko'ra f(x) o‘lchovli funksiyadir. Har bir
n,m € N uchun

By = (o 1) = Fa)] < )

va

E"=|JE}
n>1

bo‘lsin. Ravshanki,
E"CE"C...CE™C ...

2.1.7-misolga asosan, har bir m va har bir § > 0 uchun ng(m) nomeri
topilib,

m m 5
p(E™N\ EL ) < o
Endi

Es = () Enym)
m=1
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to‘plami uchun 1), 2) shartlar bajarilishini ko‘rsatamiz.
Avval u(E '\ E™) = 0 ekanligini tekshiraylik. xy € £\ E™ bo‘lsin. U
holda etarlicha katta ¢ lar uchun
1
|fi(@o) = flao)| =2 —,

m

ya'ni bu nuqtada f,(x) ketma-ketlik f(z) ga yaqinlashmaydi. {f,(z)}
ketma-ketlik E da f(z) funksiyaga deyarli yaginlashganligidan, u(E \
E™) = 0. Bundan

m m m 0
M(E \ Eno(m)) - /L(E \Eno(m)) < 2_m

vani u(E \ Es) <.

Endi Fs to'plamda { f,,(z)} ketma-ketlik f(z) funksiyaga tekis yaqin-
lashishini ko‘rsatamiz. x € FEjs bo‘lsin. U holda har bir m uchun
i > ng(m) bo‘lganda,

)~ Fla)l < -,

bu tekis yaqinlashishni anglatadi.

2.2.11. (Lebeg teoremasi). E chekli o‘lchovli to‘plam.
Agar {f.(x)} o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi E da f(x)
funksiyaga deyarli yaginlashsa, u holda bu ketma-ketlik f(x)
ga o‘lchov bo‘yicha ham yaqinlashadsz.

Yechimi. Aytaylik,

A={z e E: fu(x) — f(2)}

va E = A\ B bo'lsin. U holda {f,(x)} ketma-ketlik E da f(x)
funksiyaga deyarli yaginlashgani uchun p(B) = 0. Har bir € > 0 soni

uchun
[ee] o

Ry(e) = U E(|fs — fl =€), M = ﬂ Ry(¢)

k=n n=1

deylik.
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M C B ekanligini ko‘rsatamiz. © ¢ B bo‘lsin. U holda € A, ya'ni
fu(z) — f(x). Bundan etarlicha katta k lar uchun |fx(x) — f(x)| < e,
ya'ni x ¢ R,(¢), va bundan = ¢ M.

Demak,

M = ﬂRn(s) C B.

n=1

Bundan p(M) = 0. Endi
Rl(é) D) R2(€) DI

dan
lim ju(Ra(e)) = (M) = 0,

n—oo

Demalk,
T}LIEOM(EO]L}L - f‘ > 5)) =0,

ya'ni f,(x) ketma-ketlik f(x) ga o‘lchov bo‘yicha yaqinlashadi.
2.2.12. Har bir n € N uchun

fo@)=e T zeR

bo‘lsin. {f.(x)} funksional ketma-ketligi nol funksiyasiga de-
yarlt yaqinlashuvchi bo‘lib, o‘lchov bo‘yicha yaqinlashuvchi
emasligini ko‘rsating.

Yechimi. Har bir x € R uchun

lim f,(z) = lim e”* " =0

bo‘lganligidan, f, 4,0,
Endi 0 < € < 1 bo‘lsin. U holda

{(zeR:|fu(z) -0 >ct={zeR: e >c} =

—{zeR:elf < ={zeR:|z—n|<lne!} =
={reR:n+lhe<zr<n—Ilne}=(n+Inegn—Ine),

ya'ni
{reR:|fu(z) =0 >c}=(n+Ine;n—Ine).
Bundan
pf{r e R:|fu(x)| > et =[n—Ine]—[n+1Ine] = —2Ine.
Demalk,

lim pu{z € R:|f,(t)] > €} = —2Ine # 0.
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Bundan f, - 0 o‘rinli emas.
2.2.13. f,: R — R funksiya

folz) =cos" mx, x € R

kabi aniglangan bo‘lsa, u holda {f,.(v)} funksional ketma-
ketlikning nol funksiyasiga deyarli yaqginlashishini ko‘rsating.
Yechimi. Haqiqiy a € R soni uchun

1, agar a = 1,
lim a" =< 0, agar |a| <1,
n—oo .
mavjud emas, agar a = —1
ekanligidan,
1, agar x = 2k, k € Z,
lim cos" mz =< 0, agar x € R\ {k: k € Z},
n—oo

mavjud emas, agar x =2k+ 1, k € Z
kelib chigadi. Demalk,

{z € R: lim cos" mx # 0} = Z.

7, sanoqli to‘'plam ekanligidan, uning Lebeg o‘lchovi nolga teng. Bun-
dan {f,(z)} funksional ketma-ketlikning nol funksiyasiga deyarli yaqin-
lashishadi.

2.2.14. f,: R — R, n € N funksiyast

Fn(@) = X( vy ()

formula bilan aniglangan bo‘lsa, {f,} ketma-ketligi nol
funksiyaga o‘lchov bo‘yicha yaqinlashishini ko‘rsating.
Yechimi. Ta'rif bo‘yicha Ve > 0 uchun

lim p({x € R [f,(2)] = £}) = 0 (2:5)

ekanligini ko‘rsatish etarli.
0 < e <1 boflsin.

An(e) ={z e R: |x(ym v (@) > €}

to‘plamni aniglaymiz. Bu to‘plam A, () = (v/n,vn + 1) ga teng. Bun-
dan

1(An(e)) = p((Vn, vn+ 1)) = vVn+1—/n.
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Endi n — oo da

1
Vit l=vn =g = 0

ekanligidan, u(A,(¢)) — 0.
2.2.15. Quyidagt f : R — R funksiyasining o‘lchovli ekan-
ligint ko‘rsating.

Z COS NI
/n4

Yechimi. Dastlab cosnz va /n*+ [z]* funksiyalari R da uzluk-
siz ekanligini aytib o‘taylik. Bu funksiyalarning uzluksizligidan 2.2.5-
misolga ko‘ra ularning o‘lchovli ekanligi kelib chiqadi. 2.2.2-misoldan
o‘lchovli funksiyalarning nisbati o‘lchovli ekanligidan,

coSNT
/nt + [x]*

funksional ketma -ketlikning har bir hadi o‘lchovli. Quyidagi baholash-
larni ko‘rib o‘taylik:

| cosnz| <1, Yt 4 [zt < V/nt = nt/?
(0.9]
S
n=1

sonli qatori yaqginlashuvshu ekanligidan,

Endi

Z COS NI
3 /nd 4
qatorining tekis yaqinlashuvchi ekanligi kelib chuqadi. 2.2.9-misoldan
o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligining limit funksiyasi ham o‘lchovli
bo‘lishidan f(z) funksiyasi o‘lchovli bo‘ladi.

2.2.16.

fle,y) = signcosw(a® + ), (x,y) € R?

funksiyasi R?> da o‘lchovli ekanligini isbotlang.
Yechimi. signx funksiyasi ta'rifiga ko‘ra

1, agar x > 0,
signr = < 0, agar z =0,
—1, agar z < 0.
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Demak, sign cos m(x?+y?) oddiy funksiya bo‘lib, u 1,0, —1 giymatlarni
mos ravishda quyidagi to‘plamlarda qgabul qgiladi:

cosm(z? +y*) >0, cosm(z?+y*) =0, cosm(x?+y*) <O.

Demak, funksiya 1 giymatni

>~ 1 1
A= R*: 2k — — < a* +y* <2k + =
1 U{(m,y)e 5 <2 +y < +2},
k=0
0 qiymatni
AOZG{(Q??J)ERQZSU2+Q2:I€+1}
Y 2 9
k=0
-1 giymatni esa
A_lzfj (a:y)eR2:2k—|—1<x2—|—y2<2k—|—§
et ’ 2 2

to‘plamlarida qabul qilar ekan.

Ay, A1 to‘plamlari sanoqli sondagi ochiq xalqalarning birlashmasi
ko‘rinishidagi ochiq to‘plam bo‘lganligidan, o‘lchovli bo‘ladi. Har bir
k=0,1,... uchun

(e.¢]

1
U{(:c,y)ERQ: x2+y2=k+§}

k=0

yopiq va u sanoqli sondagi o‘lchovli to‘plamlarning birlashmasi sifatida
o‘lchovli bo‘ladi. Uzluksiz funksiya’'ning ta’rifidan giymatlarini o‘lchovli
Ay, Ag va A_; to‘plamlarida qabul giluvchi f(z,y) o‘lchovli bo‘ladi.

2.2.17. {fu(x)} va {g.(x)} ketma-ketliklari Q2 to‘plamda
o‘lchov bo‘yicha f(z) va g(x) funksiyalariga yaginlashsin. U
holda lim (fu(z) + gu(2)) £ f(2) + g(x) bo‘lishini isbotlang.

Yecﬁir;loi. O‘Ichovli funksiyalarning o‘lchov bo‘yicha yaqginlashishin-
ing ta'rifiga muvoffiq ixtiyoriy € > 0 uchun

Tim e € Q: [ole) + gu(2) — f(x) — ()] > £} =0

ekanligini ko‘rsatish zarur.
Quyidagi belgilashlarni kiritaylik:

An(f,€) ={z € Q: |fulz) — f(2)| = €},
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An(g,€) = {z € Q: [gu(z) —g(z)| = €},

An(f +9.¢) ={z € Q| fulz) + gu(z) — f(2z) — g(2)] = €}
€ €
An(f + 975) g An (fna 5) U An (gna 5)
ekanligini ko‘rsatamiz. x € A,(f + g,¢) bo‘lsin. U holda
[fu(@) + gn(2) — f2) — g(2)] = €.
Endi
[fu(@) + gn(x) — f2) — g(2)| < [fulz) = f(2)] + |gn(z) — g(z)|
tengsizligidan
[ fu(x) = f(@)] + |gn(z) — g(2)] > €.

Bundan

tengsizliklardan kamida bittasi o‘rinlidir, ya'ni

e (1) vt (ong)

Endi f,(x) SN f(z) va g,(x) SN g(z) bo‘lgani uchun p (An (fn, %)) —
0 va 11 (A (g, 5)) — 0. Bundan p(A,(f + g,¢)) — 0 ya'ni

’ ‘gn—g|2

DO ™
DO ™

fa(@) + gu(x) = f(z) + g(x).

2.2.18. Egorov teoremasini
fo(x) =2a", x€[0,1]

funksional ketma-ketligiga qo‘llang. {f.(r)} ketma-ketligi
f(x) =0 funksiyasiga tekis yaginlashadigan [0,1] segmentning
to‘ldiruvchist nol o‘lchovli to‘plami mavjud emasligini isbot-
lang.

Yechimi. Ixtiyoriy 0 < d < 1 soni uchun As = [0, 1— g] ni olamiz.

U holda 5
pA) = 1= 2> p(A) =5 =13

va

5 n
lim sup |2"|= lim (1 — 5) = 0.

n=00 e f0.0-4] noo
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Endi {f,(z)} ketma-ketligi CA da f(x) = 0 funksiyaga tekis yaqin-
lashadigan A C [0, 1] nol o‘lchovli to‘plamning mavjud emasligini isbot-
laymiz.

Teskarisini faraz qilaylik, ya'ni shunday A to‘plami mavjud bo‘lsin. U
holda etarlicha kichik § > 0 uchun CAN[1—0, 1] kesishmasi bo‘sh emas,
aks holda u(CA) # 1. Shuning uchun CA to‘plamining nuqtalaridan
tuzilgan va khm xr = 1 bo‘ladigan {z} ketma-ketligi mavjud. {zj}

ketma-ketligi (%OA to‘plamda f(z) = 0 ga tekis yaqinlashishidan har
bir £ > 0 uchun shunday n. topiladiki, barcha n > n. va v € CA
uchun 2" < e. Bundan {x;} ketma-ketligi uchun ¢ < 1 deb olsak, u
holda ixtiyoriy & € N va n > n. sonlari uchun z} < ¢ tengsizligi o‘rinli
bo‘ladi. Oxirgi tengsizlikda £ — oo deb olsak, u holda 1 < ¢ bo‘ladi. Bu
esa € < 1 ga zid. Hosil bo‘lgan ziddiyatdan {f,(x)} ketma-ketligi CA
da f(z) = 0 funksiyaga tekis yaqinlashadigan A C [0, 1] nol o‘lchovli
to‘plam mavjud emas.

2.2.19. Agar [ funksiya [a,b] oraliqgda uzluksiz bo‘lsa, u
holda

A={x €la,b]: f(x)=0}

to‘plamning yopiq ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. [a,b]\ A to‘plamning ochiq ekanligini ko‘rsatamiz. =y ¢ A
bo‘lsin. Aniglik uchun € = § f(zp) > 0 deylik. f ning uzluksizligidan
shunday 6 > 0 topilib, z € (z¢g — d, 20+ ) N |a, b] da | f(x) — f(xo)| < €
o‘rinlidir. Bundan f(z) > f(zg) — e = 2¢ — e > 0. Demak,

(g — 6,29+ 9) N [a,b] C [a,b]\ A.

Bundan [a, b] \ A to‘plam ochiq ekanligini ko‘rinadi.

2.2.20. Agar f va g uzluksiz funksiyalar [a, ] oraligda ek-
vivalent bo‘lsa, u holda bu oraligda f = g ni isbotlang.

Yechimi. f va g uzluksiz funksiyalar bo‘lganligidan, 2.2.9-misolga
ko‘ra

B={z€la,b]: (f —g)(x) # 0}

to‘plami ochiq bo‘ladi. f ~ ¢ ekanligidan, B to‘plam o‘lchovi nolga
tengdir. Demak, B o‘lchovi nolga teng bo‘lgan ochiq to‘plam. Bundan
B=10,yani f=g.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. Quyidagi f : R — R funksiyalar R da o‘lchovli bo‘lishini
ko‘rsating.
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2) flz) = i |§;T-12n reR
b) @)= 3 o) g

2 — 8 misollarda f,, : R — R funksional ketma-ketlikni deyarli
yaqinlashishga tekshiring.

2. fu(z) =sin" mx
n?| sin 7z
3+ Jalw) = 1+ n?|sinmTz|
4. fulz) = 727X 0.0 (2)
5. ful®) = (2" — 2*")xp01 ()
6. fulx) = 77 3z X0 (%)
7. folz) =@ Q)X[(Q)’Q](l').
8. fu(®) = (2" — 2" )xpo1(2)

9 — 13 misollarda f, : R — R funksional ketma-ketlikni o‘lchov
bo‘yicha yaginlashishga tekshiring.

9. ful®) = X(ym, g (2).

10. fn(I) =2 - X[nn, ln(n—i—l)]( )

11. f,(x) = sin” TX[2mn, 27r(n+1)]( ).
() = COSJJ+|¢E|Xf\/W]( x).
(

13. fnx) ZkaJr ()

14. R da amqlangan har bir monoton funksiya o‘lchovli bolishini
isbotlang.

15. (2,3, u) o‘lchovli fazo bo‘lib, { f,(x)} ketma-ketligi 2 to‘plamda
o‘lchov bo‘yicha f(z) funksiyasiga yaqinlashsin. U holda lim f2(z) £ 0
ekanligini isbotlang. o

16. Agar f, g funksiyalar [a, b] oraliqda uzluksiz bo‘lsa, u holda

{z €la, b]: f(x) = g(2)}

to‘plamning yopiq ekanligini ko‘rsating.
17. Agar f funksiya [a, b] oraliqda uzluksiz bo‘lsa, u holda ixtiyoriy
¢ soni uchun

{z €la, b]: fz) = c}

to‘plamning yopiq ekanligini ko‘rsating.



§2.3. Lebeg integrali 59

18. Agar f funksiya [a, b] oraliqda uzluksiz bo‘lsa, u holda ixtiyoriy
¢ soni uchun

{z € la, b]: f(x) > c}

to‘plamning yopiq ekanligini ko‘rsating.

2.3. Lebeg integrali

(Q,3, 1) olchovli fazo bo‘lsin. E C € chekli o‘lchovli to‘plam, bu
to‘plamda aniglangan f(z) o‘lchovli funksiya uchun

A< f(x) < B

bo‘lsin. [A, B] oraligni A =y < y1 < ¥2 < ... < y, = B bilan bo‘lamiz
va har bir yarim segmentga

Ey={z € E:yy < f(x) <ypn}, k=0,n—1

to‘plamlarni mos qo‘yamiz. Lebegning quyi va yuqori yig‘indilari deb
ataluvchi

n—1
s =) yrn(Er)
k=0

n—1
S = yrp(Ey)
k=0
yig‘indilarni qaraymiz. Agar A = max(yx41 — yx) deb olsak,u holda
0< S5 —s<Au(FE). (2.6)

(2.6) tengsizlikda A — 0 bo‘lganda {S} va {s} yig‘indilar biror songa
intiladi va bu son f(x) funksiya'ning E to‘plam bo‘yicha Lebeg integrali
deyiladi. Lebeg integrali (L) [ f(x)dp(x) kabi belgilanadi.

E

Chekli o‘lchovli E to‘plamida chegaralanmagan f(x) o‘lchovli
funksiya uchun Lebeg integrali quyidagicha kiritiladi. Dastlab f(x)
funksiya F to‘plamida nomanfiy bo‘lsin. Har bir n € N uchun f,(z)
funksiya’'ni quyidagicha aniqlaylik:

_ [ f(z), agar f(z) <n,
fal@) = { n, agar f(x) > n.

U holda har bir f,(x) funksiya £ da chegaralangan bo‘ladi. Demak,
har bir f(z) funksiya E to‘plamida integrallanuvchi. Bu ketma-ketlik
kamayuvchi emas, ya'ni har bir n € N uchun

fn(x) < fn—i—l(x), x € A.
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Bu {f.(z)} ketma-ketlik uchun

lim [ f(2)dp()

n—0o0

E

limit chekli bo‘lsa u holda nomanfiy f(x) funksiya integrallanuvchi dey-
iladi.

Endi chekli oflchovli F to‘plamda ixtiyoriy chegaralanmagan
o‘lchovli f(x) funksiya'ni olaylik. Bu funksiya’ni misbat va manfiy
f = fi+ f_ qismlarga ajratamiz. f(x) funksiya’ning Lebeg integralini
quyidagicha aniqlaymiz:

/f e /ﬂ-du /f e

f funksiya’'ning (a;b) oraliqdagi tebranishi deb

w(a;b) = sup f(z)— inf f(z)

a<z<b a<z<b
soniga aytiladi. f funksiya'ning x nuqtadagi tebranishi deb
w(x) = sup{w(a;b) : a < z < b}

soniga aytiladi. Ta'rifdan bevosita ko‘rinadiki, f funksiya’ning x nuqg-
fada uzluksizligi w(z) = 0 ga teng kuchlidir.

Masalalar

2.3.1. f(x) chegaralangan o‘lchovli funksiya E o°‘lchovli
to‘plamda a < f(z) < b tengsizlikni qanoatlantirsa, u holda

s/}mmﬂsww>
E
o‘rinlidar.

Yechimi. Ixtiyoriy € > 0 sonini olib A =a — ¢, B = b — ¢ deylik.
U holda A < f(x) < B. Bundan Lebeg yig‘indilarini [A, B] oraligni
bo‘laklab yozishimiz mumkin:
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n—1
Bunda pu(E) = > pu(Ey) ni hisobga olsak, u holda
k=0

MH

p(Ey) < Bu(E).
k=0

Bu tengsizlik ixtiyoriy bo‘laklashda o‘rinli ekanligidan,

(a— e)u(E) < / F() dyp < (b+ 2)u(E).

&

€ soni ixtiyoriyligidan

an(E) < / f(x) dp < bu(E).

2.3.2. E o‘lchovli to‘plamda f(x) = c bo‘lsa, u holda
J f(@)dp = cp(E) orinlidir.
E

Yechimi. FE to‘plamda ¢ < f(x) < ¢ bo‘lganligidan, 2.3.1-misolga
ko‘ra

< /f(x) dp < cp(E),

yani [ f(z)dx = cu(E).

E
2.3.3. f(z) o‘lchovli funksiya FE o‘lchovli to‘plamda f(x) >0

tengsizlikni qanoatlantirsa, u holda [ f(x)dp > 0 o‘rinlidir.
E
Yechimi. E to‘plamda f(z) > 0 bo‘lganligidan, 2.3.1-misolga ko‘ra

/ F(x) dp > Ou(E),

yani [ f(x)du > 0.
E
2.34. Agar E; € ¥, EENE; # 9,1 # j, E=E; bo‘lsa, u

holda
/ faydn =3 [ f@ (27)

kg
Yechimi. Avvalo 1kk1ta go‘shiluvchi bo‘lgan holni qaraylik, ya'ni
E = E'"UE". yo,y1,...,y, bo‘laklash nuqtalari bo‘lsin. Har bir k =
0,n — 1 uchun

E. = {x c I Yk < f(l') < yk+1},
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={z € By < f(@) < Yps1},
By ={xc "y < f(2) < yrra1}
deylik. Ravshanki, Ey, = E; U E}, E;. N E} = (). Bundan

n—1 n—1 n—1
> (B = yrn(E) + ) yep(EY)
k=0 k=0 k=0

Bunda A — 0 desak, u holda

/f )dn = /f du+ [ f(a)d

E//

Induksiya bo‘yicha (2.7) tenglik chekli qo‘shuluvchi uchun ham o‘rinli
ekanligi kelib chiqadi.

Endi £ = |J Ej holni qaraylik. Har bir n € N uchun R, = |J Ei
k=1 k=n+1

deylik. u(F) = > pu(Ey) dan
2

|
—

p(Ra) = D p(Er) =0 (2.8)

munosabatiga ega bo‘lamiz. (2.7) tenglik chekli qo‘shiluvchi uchun ham
o‘rinli ekanligidan,

/f ) djs = ;E/f du+/f .

2.3.1-misoldan
Au(Ry) < / f(x)du < Bu(R,).

(2.8) ni hisobga olsak, u holda n — oo da

/f@MMHO
R,

Bundan (2.7) tenglik kelib chigadi.
2.3.5. Agar ((E) =0 bo‘lsa, u holda [ f(x)du =0 ekanligini
E

ko‘rsating.
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Yechimi. Har bir bo‘laklash to‘plami Ey = {z € E : y, < f(z) <
Yr+1} uchun Ej C E bo‘lganligidan, pu(E)) = 0 bo‘ladi. Bundan

n—1
[ @) du=tim >~z =o.
B k=0

2.3.6. Agar f ~ g bo‘lsa, u holda [ f(z)du(z) = [ g(z)du(z)
B B

ekanligint ko‘rsating.
Yechimi. F; = {x € E : f(z) # g(x)} bo'lsin. U holda f ~ g
bo‘lganligidan,

pu(Er) =0
f<x>=g< ) er\m
o‘rinlidir. 2.3.5-misoldan f f(z f g(x ) = 0. Bundan
/ f@ydne) = [ f@)dute / F(#) du(a
E\E,
— [ s@)duta) + [ gloydnto) = [ oo duto)
E\E, By E

2.3.7. Agar [ funksiya |a,b] oraligda Riman ma’nosida
integrallanuvcht bo‘lsa, u holda wuning wuzulish nugtalar:
to‘plamt D nol o‘lchoviga ega.

Yechimi. f funksiya [a,b] oraliqda Riman ma’nosida integrallanu-
vchi bo‘lganligidan, u chegaralangandir. Har bir £ € N uchun

={relab]: w(@) =}
deylik. U holda
DicDyC---CD,C---.
D = | Dy bu f ning uzulish nuqtalari to‘plamidir. Ixtiyoriy ¢ > 0

k>1
soni olamiz. Quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi

a=xp<r1<---<x,=0>
nuqtalarni olaylik:

m; = inf f(z), My= sup f(x),

Lj—1<TT; L1 <x<x;
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Darbu yig‘indilari

n—1 n—1
s = Zm (Tip1 —x;), S = ZM(@H — x;)
i=0 i=0
va
S—s<e.

F={ie0n—1:M,—m;>1/k} bo'lsin. U holda

Dy € My, 2)),

jeF
bundan
w(Dy) <Y (x5 — i),
jeF
Endi .
S —s= Z(MZ - mi)(xiﬂ - xl) >
i=0
1
> Z (M; —my) (@i — x;) > Z (Tis1 — ;) > ku(Dk)
JeF JjeF

S —s < e dan pu(Dy) < ek. € ning ixtiyoriyligidan, u(Dy) = 0 kelib

chigadi. U holda p(D) < >~ u(Dy) =0, yani u(D) = 0.
k>1
2.3.8. Agar [ funksiya |a,b] oraligda Riman ma’nosida in-

tegrallanuvchi bo‘lsa, u holda f funksiya [a,b] oraligda Lebeg
ma’nositda ham integrallanuvchi bo‘ladi va

/f ) du(a /f

Yechimi. f funksiya [a,b] oraliqda Riman ma’nosida integrallanu-
vchi bo‘lganligidan, u chegaralangandir va uzulish nuqtalari to‘plami D
uchun, 2.3.7-misolga ko‘ra u(D) = 0. Nol o‘lchovli to‘plamda ixtiyoriy
funksiya o‘lchovli ekanligidan, f ning F = [a,b] \ D to‘plamda o‘lchovli
ekanligini ko‘rsatamiz.

¢ € R sonini olamiz. = € E(f > ¢), yami f(z) > ¢ bolsin. ¢, =
¢ — f(x) deylik. E to‘plamda f uzluksizligidan shunday 9, > 0 topilib,
¥ € B, |lr — 2| < 6, uchun |f(x) — f(2')| < &, o‘rinlidir. Bundan

f(@) < f(x)+e, =c,yani f(2) <ec.
G=|J{(x =002+ 6) € E(f>0c)}
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ochiq to‘plamdir, Demak, o‘lchovli va bundan £ N G o‘lchovlidir.

E(f > ¢) = EN G ekanligini ko‘rsatamiz. Haqiqatan, x € E(f > ¢)
bo‘lsa, u holda x € E va f(x) > ¢. Bundan x € (z — d,,z + 0,) C G,
ya'ni x € ENG. Aksincha, x € EN G bo‘lsin. U holda x € E va biror
g € E(f > ¢) uchun = € (xg — 0,, 29 + 6,). Bundan f(z) > ¢, ya'ni
r € E(f > ¢). Demak, E(f > ¢) o‘lchovli to‘plam. f chegaralangan va
o‘lchovli ekanligidan, u Lebeg ma’nosida integrallanuvchidir.

Endi integrallarning tengligini ko‘rsatamiz. [a,b] oraligni [x;_1, x;]
oraliglarga bo‘lamiz va har bir oraliqgda 2.3.1-misolga asosan, Lebeg
integralini baholaymiz:

Barcha ¢ lar bo‘yicha yig‘indi olsak, u holda

L) / f(x) du(z) < 8

A =max A; — 0da s va .S Darbu yig'indilari Riman integraliga intiladi.

Demalk,
/ £(2) dpa / fa

2.3.9. u to‘g‘rt chzzzqdagz Lebeg o‘lchom bo‘lsin. Q rat-
stonal sonlar to‘plami bo‘lsa, u holda

[ xalo) duta

R

integralni hisoblang.
Yechimi. Lebeg integrali additivligidan,

[ xel@dnt) = [ xolelduta) + [ xolz)dulx) -

R Q R\Q
:/1-d,u(x)+/O'dﬂ(x)zl‘lﬁ«@):l'o:o’
Q R\Q

ya'ni 1{ Xo(z)du(z) = 0.
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2.3.10. Agar f(z) = (—1) va A=[-3,2) bo‘lsa, u holda

/f ) dpu(a /|f ) du(a /f+ ) dyu(a /f ) dpu(a

integrallarnit hisoblang.
Yechimi. [—3,2) oraliqni

[-3,-2)U[-2,-1)U[-1,00U [0, 1)UL, 2) = | J [k k+1)
k=-3

[_37 2)

ko‘rinishda yozsak, u holda har bir x € [k, k 4+ 1), k € —3,1 uchun

ya'ni
f(z) = Z (=1 "X k1) ()

ko‘rinishdagi oddiy funksiya ekanligi ko‘rinadi. Lebeg integrali
ta’rifidan,

/|f Nduz) = 37 1M u(lkk+1) = S 1=5

k=—3 k=—3

yamf\f )du(z) = 5. Endi

fi(z) = |f(96)|2—|-f(:p) va f_(z)= lf(x)‘;f(x)
tengliklaridan
/f+ ) du(z %(/If( )dﬂ(t)+/f(t)du(x)> :%(5_1) _ 9
A
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/f ) du( (/f ) du( /()dmsc))—%ml)—s.

2.3.11. f(z) funksiya

)=

2%, agar x € R\ Q,
sinz, agar x € Q

kabi aniglangan. Bu funksiya [0,1] segmentida Riman
ma’nostda integrallanuvchimi? Lebeg ma’nosidachi? Agar
integrallanuvchi bo‘lsa uning integralint hisoblang.
Yechimi. Bu funksiya Riman ma’nosida integrallanuvchi emas. Ay-
taylik, {Axy, k =1,n} — [0, 1] segmentning biror bo‘linmasi bo‘lsin.
Agar & € Axy, sonlar ratsional bo‘lsa, u holda Darbu yig‘indisi

ST &)Lz = sin(&) Ay
k=1 k=1

1
Bu holda Darbu yig‘indilari [sin(z)dx = —cos1 — 1 soniga yaqin-
0

lashadi.
Endi & € Az sonlar irratsional bo‘lsa, u holda Darbu yig‘indisi

Z f(fk)A:ck = Z 2£kASC/€.
k=1 k=1

1
Bu holda Darbu yig‘indilari [ 2% dz = ﬁ soniga yagqinlashadi.
0

—cosl —1 # ﬁ bo‘lganligidan, f(x) funksiya Riman ma’nosida
integrallanuvchi emas.

Endi A; orqali [0,1] toiplamida joylashgan barcha irratsional son-
lar to‘plamini, A, orqali esa shu segmentdagi barcha ratsional sonlar
to‘plamini belgilaymiz, yami A = [0,1] va A = A; U A,. Ratsional
sonlar to‘plami sanoqli bo‘lganligidan, uning o‘lchovi 0 ga teng, ya'ni
1(As) = 0. U holda funksiya'ning Lebeg integrali

1
/f(x)d,u:/Qxdu—l—/sinxd,u:/2xdx:1/1112.
A A 0

Ay

Demak, funksiya Lebeg ma’nosida integrallanuvchi.
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2.3.12. Agar f(z) funksiya

. agarzeR\Q,
Fa) = ’

sk
| [—8

——T: agar T € Q.

ko‘rinishida berilgan bo‘lsa, [ f(x)du mi hisoblang, bu erda
[0,1]
it haqiqiy sonlar to‘plamidagi Lebeg o‘lchovz.

Yechimi. f(z) funksiyasi R da deyarli barcha joyda g(z) = 1

x
funksiyasiga ekvivalent. U holda Lebeg integralining hossasiga ko‘ra

/ Fa)dp = / g(x)dpt = /1 %dazzz
[0,1] [0,1] 0

0,1
2.3.13. Tengsizlikni isbotlang.

% < / €x2+xXR\Q(33) dp < 2€,
[_171}
bu erda ;1 haqiqiy sonlar to‘plamidagi Lebeg o‘lchovi.
Yechimi. Dastlab R ning deyarli hamma joyida xp\g(z) = 1 ekan-

ligini aytib o‘taylik. Shuning uchun

— < / e dpy < 262
[7151]

tengsizligini isbotlash kifoya.
[—1,1] oraligtida e /4 < "7 < ¢? ekanligi ravshan. A = [—1,1]
to‘plamining o‘lchovi u(A) = 1 — (—1) = 2 ckanligidan, va 2.3.1-

misoldan
2

% S / €$2+Idlu S 262

munosabatiga ega bo‘lamiz.
2.3.14. A = (0,1] toplamida [ funksiya berilgan bo‘lib, u
(=1)F

B 1 1 . . : .
A = <—k g k} yarum intervalida o k € N qiymating

qabul qilsin. « ning gqanday gqiymatlarida bu funksiya (0;1]
kesmada Lebeg ma’nosida integrallanuvchi bo‘ladi?

_1\k
Yechimi. f funksiya oddiy funksiya bo‘lib, u sanoqli ( k? , keN
giymatlarini qabul qiladi. A; to‘plamlari o‘lchovli bo‘lgani uchun f(z)
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funksiyasi ham o‘lchovli bo‘ladi. Demak,

% 1\k
Z ( k;i) 1(Ag)

k=1

qatori yaqinlashuvchi bo‘lsa, f(x) funksiyasi A da integrallanuvchi
bo‘ladi. Endi

= (1) “(-DF 11
2 e A =2 (rm)

k* k(k+1) — koetl(k+1)
ekanligidan, qator a > —1 bolgandagina yaqinlashishini ko‘rsa bo‘ladi.
2.3.15. Hisoblang:
lim [ nsin 2 |(1 + M) dp.

n—00 n
R

Yechimi. Har bir n € N uchun f,(z) = nsin 2 2 (142") ! funksiya’ni
qaraylik. Ixtiyoriy x € R uchun

din fole) = lm = = e = /@)
Bundan tashqari ixtiyoriy x € R uchun
||
< = .
alo)] £ T = (o)

Nomanfiy g(x) funksiya R da integrallanuvchi. Bundan f ham R da
Lebeg ma’nosida integrallanuvchi va
. x| NS
lim [ nsin—(1+2%) du=

n—00 n

R R

2.3.16. Agytaylik, {f.(v)} funksiya A = [0,1] da o‘lchovli,
nomanfiy, chegaralangan funksiyalar ketma-ketligi uchun
hm ffn Ydp — 0 bo‘lsin. U holda A to‘plamida hm fo(x) — 0

1+4

dp = arctgx ’ = g

ekanlzgz kelib chigadimi?
Yechimi. Umuman aytganda, kelib chiqgmaydi. Buni quyidagi mis-
oldan ko‘rsa bo‘ladi.
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Ixtiyoriy natural n soni yagona ravishda
n=2%4+4i k=0,1,2,...,:0<i< 2t

ko‘rinishiga ega ekanligini eslatib o‘taylik. Endi shunday {f,(z)}
ketma-ketligini olaylik, ixtiyoriy n = 2¥ 4+ ¢ uchun

T 5,

i
et

1, agar z € [+
0, agar x ¢ [zr

,_.

)

ho={

U holda f fo(z)dx = 2,}+1 n — oo da k ham cheksizlikka intilganidan,

1

lim [ fu(z)dz =0.

n—oo

0

Lekin {f,(z)} ketma-ketligi A = [0, 1] to‘plamining hech bir nuqtasida
nolga intilmaydi.
2.3.17. [ f(x)du Lebeg integralini hisoblang, bunda
(0,1)

oo e wweeD\Q
633—!—7 agar x € (0,1)N Q.

Yechimi. g(x) = # funksiyasini qaraymiz. Funksiya aniglanishiga
ko‘ra f(x) ~ g(x). U holda

/f(fc)duz /g(af)du
(0,1) (0,1)

bo‘ladi. Endi g(z) funksiyasining integralini hisoblaymiz. g(z) funksiya
(0,1) da musbat va chegaralanmagan. g(x) funksiyasi orqali quyidagi
funksiyalarni tuzamiz:

9(2)] = { T

P, agar

U
INV
S S

ya'ni

= agar%ﬁgx<1.

27

n, agar0<x<in,
[g(x)]n = { v
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[g(x)],, funksiya'ning integralini hisoblaymiz. [¢(z)], funksiyasi (0, 1)
da uzluksiz, u holda Riman ma’nosida integrallanuvchi:

1

(L) / lg(2)]n dp = (R) fﬂ dx + (R) /1 % dv =2vn—1

1

un

Ta'rif bo‘yicha

g(z)du(z) = lim (2v/n — 1) = co.

(0,1)
Demak, g(x) funksiya Lebeg ma'noda integrallanuvchi emas, bundan
esa unga ekvivalent funksiya f(x) ham Lebeg ma’noda integrallanuvchi
emasligi kelib chigadi.
2.3.18. (0, 00) oraligda f(t) = e ! funksiya’ning Lebeg inte-
gralini hisoblang.
Yechimi. n <t < n+ 1 da [t] = n bo‘lganligidan, bu oraliqda
f(t) = e". Bundan

5 Nl o Nl
/ fydt=>"[ ftydt=> [ e"dt=
(0, 50) n=0 n n=0 n

%) . o

n=0 €~

2.3.19. (0, ©) oraliqda
1
t pu—
1) [t + 1][t + 2]

funksiya’ning Lebeg integralini hisoblang.
Yechimi. n <t<n-+1da

1
W= e DmT
Bundan
0 n+1 0 n+1 ]
/f(t)dt_; f(t)dt_; Dty =
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1
"L Gy
2.3.20. (0, o0) oraligda
1
f(t) = il

funksiya’ning Lebeg integralini hisoblang.
Yechimi. n <t <n+1da

f) =
Bundan
o Nl ~ Nl )
| o :Z/ =3 [ =
(0, 0) n=0 n=0 0
=1
— Z =

Mustaqil ish uchun masalalar

1 — 9 misollarda | f(z)dx Lebeg integralini hisoblang.
E

1.
W, agar © € [N 15, 1],
flx) = = agarxeﬂﬂ[l,z],
sin?(z), agar x € Q,
bunda E = 15, 2]
2.
L 1N, 1
f(x): (x_|_1)37 agarxe [ 9 ]7
Tx, agar v € Q,
bunda E = [0, 1].
3.
1+\/_ agar x € 1N 10,4],
fla) = ﬂ agar x € [N [4, 5],

2> —3r+ 8
sin(3 + 2?%), agar z € Q,

bunda E = [0, 5].
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bunda E =

5.

bunda F =

6.

bunda F =

7.

bunda F =

8.

bunda £ =

wcos’z, agar x € INJ0, 7],
f(a:) - rsin’z, a
, agar r € Q,

[0, 7].
Fa) ﬁ, agar r € 1N [0, 1],
€T) =
sinz, agar x € Q,
[0, 1].
z’—1 agar € 1N [0, L]
.2132 + 17 g ’ \/§ )
_ A
flz) = x2$+1, agarxeﬂﬂ[\%,\/g],
7, agar x € Q,
[0, V3]
?rfi”;, agar v € 1N [0,/3],
flz) = _%4—2’ agar x € 1N [v/3,2],
cos’x, agarz € Q,
[0, 2].

1 s
f(z) = { cos® x+/1 + tga’ agar v € 1IN0, ),

8% + 4, agar x € Q,
0.3
flz) = rsin®z, agar x € 1N 0,7,
| wcos’z, agar x € Q,



11l BOB
Metrik fazolar

3.1. Metrik fazolar

Haqiqiy sonlar orasidagi masofa tushunchasini umumlashtirilish
natijasida, zamonaviy matematikaning eng muhim tushunchalaridan
biri bo‘lgan metrik fazo tushunchasi fransuz matematigi M. Freshe
tomonidan 1906 yilda kiritilgan. Quyida biz metrik fazolardagi asosiy
tushunchalar bilan tanishamiz.

Ta’rif. X to‘plamning har bir x va y elementlari juftligiga nomanfiy
p(x,y) haqiqiy soni mos qo‘yilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni qanoat-
lantirsa, u holda p funksiyaga metrika deyiladi:

1. p(z,y) =0 < z =y (ayniylik aksiomasi);

2. p(z,y) = p(y,x) (simmetriklik aksiomasi);

3. p(x,y) < p(z, 2) + p(z,y) (uchburchak aksiomasi).

(X, p) juftligiga metrik fazo deyiladi.
1. Haqiqiy sonlar o‘qida x va y sonlar orasidagi masofani p(x,y) =
|z — y| ko‘rinishda aniqlasak, u holda p metrika bo‘ladi.

2. n sondagi haqiqiy sonlarning = = (x,29,...,x,) tartiblangan
n

guruhlari to‘plamida metrikani p(x,y) = [ > (zr — yi)? kabi kiritish
k=1

mumkin. Bu to‘plam n-o‘lchovli arifmetik Evklid fazost deyiladi va R"
orqali belgilanadi.

3. Uy fazosi. Elementlari haqiqiy sonlarning =z = {z,}
ketma-ketliklaridan iborat bo‘lib, bu ketma-ketliklarning hadlari

0
3" 2?2 < oo shartini qanoatlantiruvchi to‘plamda metrikani p(x,y) =
n=1

(0. 9]

> (zn — yn)? ko‘rinishda kiritish mumkin. Bu metrik fazo ¢5 orqali
n=1

belgilanadi.
4. [a,b] segmentda aniglangan barcha haqiqiy uzluksiz funksiyalar
to‘plamida metrikani

p(f,g) = max [g(t) — f(t)]

a<t<b
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ko‘rinishda kiritish mumkin. Bu metrik fazo C|a, b] orqali belgilanadi.
5. m fazosi. Hadlari chegaralangan haqiqiy sonlarning cheksiz
r = {x,} ketma-ketliklari to‘plamida masofani

p(z,y) = S%p |0 — Yn]
ko‘rinishda kiritsak, u holda bu to‘plam metrik fazo bo‘ladi. Bu metrik
fazo m orqali belgilanadi.

(X, p) metrik fazoda biror {z,} ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Agar
ixtiyoriy € > 0 soni uchun shunday n(e) nomer topilib, n > n(e) teng-
sizligini qanoatlantiruvchi barcha n lar uchun p(x,,z) < € tengsizligi
o‘rinli bo‘lsa, u holda {x,} ketma-ketligi x € X elementiga yaqinlashu-
vchi deyiladi va lim x, = x yoki x, — x kabi belgilanadi. z nuqta

n—oo

{z,} ketma-ketligining limiti deb ataladi.
Agar {z,} ketma-ketlik limit nuqtaga ega bo‘lsa, u holda u yagona
bo‘ladi. Hagiqatan, agar lim x, = x va lim x, = 2’ bo‘lsa, u holda
n—oo n—oo

p('xv'xl) S p(.fC,.CUn> + p(.an,SC/).

Bu tengsizlikning o‘ng tomoni n — oo da nolga intiladi. Bundan
plx,z') =0, yani z = 2.

Ta’rif. X metrik fazoda {z,} ketma-ketligi berilgan bo‘lsin. Agar
Ve > 0 son uchun n(e) nomer topilib, n, m > n(e) tengsizliklarini
qanoatlantiruvchi barcha n, m natural sonlari uchun p(z,,x,) < €
tengsizligi o‘rinli bo‘lsa, u holda {z,} ketma-ketlik fundamental deb
ataladi.

Ta’rif. Agar metrik fazoning ixtiyoriy fundamental ketma-ketligi
shu fazoga tegishli limitga ega bo‘lsa, u holda u to‘la metrik fazo deb
ataladi.

Yuqorida keltirilgan haqiqiy sonlar to‘plami, Evklid fazosi to‘la
metrik fazoga misol bo‘ladi. Ratsional sonlar to‘plami esa, to‘la emas
metrik fazoga misol bo‘ladi. Hagigatan, z,, = (1 4+ +)" bo‘lganda, {x,}
ketma-ketlik fundamental, ammo uning limiti irratsional e soniga teng.

(X, p1) va (Y, p2) metrik fazolar bo‘lsin. X va Y fazolar orasida o‘zaro
bir giymatli f : X — Y moslik o‘rnatilgan bo‘lib, ixtiyoriy x1,z9 € X
elementlari uchun p;(z1,z2) = p2(f(x1), f(x2)) tengligi o‘rinli bo‘lsa, u
holda bu metrik fazolar o‘zaro izometrik deb ataladi.

(X, p1) va (Y, p2) metrik fazolar berilganda, X va Y fazolar orasida
yaqinlashuvchilikni saqlaydigan o‘zaro bir giymatli f : X — Y moslik
o‘rnatilgan bo‘lsa (ya'ni pi(x,,a) — 0 dan pa(f(z,), f(a)) — 0 kelib
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chigsa va aksincha), u holda bu metrik fazolar o‘zaro gomeomorf deyi-
ladi.

X fazoda p; va p metrikalar berilgan bo‘lsin. Agar X fazoda ketma-
ketlikning p; metrika bo‘yicha yaqinlashishidan ps metrika bo‘yicha
yaqinlashishi va aksincha ps metrika bo‘yicha yaqinlashishidan p;
metrika bo‘yicha yaqinlashishi kelib chigsa, u holda bu metrikalar o‘zaro
ekvivalent deb ataladi.

X metrik fazoda markazi a nuqtada, radiusi » > 0 bo‘lgan B(a, 1)
ochiq shar deb, p(a,x) < r shartni qanoatlantiruvchi barcha z € X
elementlar to‘plamiga aytiladi. Bla,r] yopiq shar p(a,x) < r tengsizligi
yordamida aniglanadi. a nuqtaning e-atrofi deb B(a,e) ochiq sharga
aytamiz.

X metrik fazoning biror F qism to‘plami berilgan bo‘lsin. Agar
xro € X nugtaning ixtiyoriy atrofida F to‘plamning kamida bir elementi
mavjud bo‘lsa, u holda g nuqta E to‘plamning urinish nuqtasi deb ata-
ladi. E to‘plamning barcha urinish nuqtalari to‘plami E ning yopilmasi
deb ataladi va [E] ko‘rinishida belgilanadi.

6. Sonlar o‘qida (a, b) intervalning yopilmasi [a, b] segmentdan ibo-
rat.

7. Ratsional sonlar to‘plami @Q uchun [Q] = R bo‘ladi.

Agar xg € X nuqta o‘zining biror atrofi bilan butunlay F to‘plamga
tegishli bo‘lsa, u holda bu nuqta F ning ichki nugtasi deb atal-
adi. F to‘plamning barcha ichki nuqtalari to‘plamning ichi deb ata-
ladi va int(FE) ko‘rinishda belgilanadi. Quyidagi munosabat o‘rinlidir:
int(E) C £ C [E].

Agar zy € X nugtaning ixtiyoriy atrofida o‘zidan boshqa FE
to‘plamning kamida bitta elementi mavjud bo‘lsa, u holda bu nuqta
E ning limit nuqtasi deb ataladi. E to‘plamning barcha limit nuqgtalari
uning hosila to‘plami deyiladi va E’ orqali belgilanadi. E’ ning hosila
to‘plamini E” orqali belgilaymiz. Shunday qilib, E to‘plamning yuqori
tartibli hosila to‘plamlari aniqlanadi. (n-tartibli hosila to‘plami E™
ko‘rinishda belgilanadi).

ro € FE nuqtaning o‘zidan tashqari F to‘plamning birorta ham
elementi bo‘lmagan atrofi mavjud bo‘lsa, u holda bu nuqta E ning
yakkalangan nuqgtasi deb ataladi.

Agar zyp € X nugtaning ixtiyoriy atrofida E to‘plamga tegishli
bo‘lgan ham, tegishli bo‘lmagan ham nuqtalar mavjud bo‘lsa, u holda
bu nuqta F to‘plamning chegaraviy nuqtasi deb ataladi. £ to‘plamning
barcha chegaraviy nuqtalari to‘plami uning chegarasi deb ataladi va OF
ko‘rinishda belgilanadi.
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Ta’rif. Agar £ =[E] tengligi o‘rinli bo‘lsa, u holda E yopiq to‘plam
deyiladi.

Agar to‘plam yopiq bo‘lsa va yakkalangan nuqtaga ega bo‘lmasa, u
holda u mukammal deb ataladi.

Ta’rif. Agar E = int(F) bo‘lsa, u holda E ochiq to‘plam deyiladi.

Ochiq to‘plamlarning quyidagi ayrim asosiy xossalarini keltiramiz:

1) chekli sondagi ochiq to‘plamlarning kesishmasi ochiq to‘plam
bo‘ladi;

2) ixtiyoriy sondagi ochiq to‘plamlarning birlashmasi ochiq to‘plam
bo‘ladi.

Yopiq va ochiq to‘plamlar orasida quyidagi bog‘lanishlar mavjud:

1) ixtiyoriy ochiq to‘plamning to‘ligtiruvchisi yopiq to‘plam bo‘ladi;

2) ixtiyoriy yopiq to‘plamning to‘ligtiruvchisi ochiq to‘plam bo‘ladi.

Agar F C X to‘plamning har qanday nuqtasining ixtiyoriy atrofida
A to‘plamga tegishli nuqgta topilsa, u holda E to‘plami A to‘plamda zich
deb ataladi, ya'ni E to‘plam A to‘plamda zich bo‘lishi uchun A C [F]
bo‘lishi kerak. Agar [E] = X bo‘lsa, u holda E hamma erda zich
deyiladi. Agar fazoning hamma erda zich sanoqli gism to‘plami mavjud
bo‘lsa, u holda bu fazo separabel deb ataladi.

Agar X fazodagi ixtiyoriy ochiq shar £ C X to‘plamga tegishli
birorta ham elementi bo‘lmagan boshqa bir ochiq sharni o‘z ichiga
oladigan bo‘lsa, u holda F to‘plam hech bir erda zich emas deb ata-
ladi. E to‘plamning hech bir erda zich emasligi int[E] = () tenglig-
ini anglatadi. Agar F to‘plami sanoqlicha hech bir erda zich emas
to‘plamlarning birlashasida yotsa, u holda bu to‘plam birinche kat-
egoriyali to'plam deyiladi, ya'ni £ C |JE,, int[E,] = 0. Birinchi
kategoriyali bo‘lmagan to‘plamga ikkinci?z' kategoriyali to‘plam deyi-
ladi. Ixtiyoriy bo‘sh bo‘lmagan ochiq to‘plamostisi ikkinchi kategoriyali
to‘plam bo‘lgan metrik fazoga Ber fazosi deyiladi.

Masalalar

e}

3.1.1. Elementlari > |r,| < oo shartni ganoatlantiruv-
n=1

chi hagqiqiy sonlarning r = {x,} ketma-ketliklaridan iborat

to‘plamda masofani

p(x,y) = |wn —
n=1
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ko‘rinishda kiritsak, metrika aksiomalarining o‘rinl:
bo‘lishint tekshiring.

Yechimi. 1) p(z,y) = Y |lzn —wyu] = 0 < 2y —y, = 0(n =
n=1
1,2,...) e x=uy;
2) p(%,9) = 2 |wn = ynl = 2 fyn = 2al = ply, 7);

o0 o0 o0
3) p(x,y) = Do |Tn —Unl = Do T0n — 20+ 20 — Y| < D0 |20 — 20| +
n=1 n=1 n=1

o0
+ Zl |20 — ynl = p(z,2) + p(2,y).

n[_)emak, metrikaning uch aksiomasi ham o‘rinli. Bu metrik fazo ¢,
orgali belgilanadi.

3.1.2.  Elementlari © = {z,} ixtiyoriy cheksiz ketma-
ketliklardan tborat bo‘lgan to‘plamda metrikani

o0

1 Tn — Yn
plx,y) = | |

e 201 + |z — Yl

ko‘rinishda kiritish mumkinligint isbotlang.

o0
Yechimi. 7 ator yaqinlashuvchi, chunki n nin
nz::lz 1+‘xn_yn|q yed &
ixtiyoriy giymatida
i |5En - yn‘ < i

tengsizligi o‘rinli.
Uchburchak aksiomasini tekshirishdan avval, bir yordamchi tengsiz-
likni isbotlaymiz. Nomanfiy sonlar to‘plamida aniglangan

t 1

t)=—— 't)=——=>0,Vt>0
funksiya monoton o‘suvchi funksiya bo‘lgani uchun, a < b bo‘lganda
a b
<
1+a~ 1+0b

tengsizligi o‘rinli bo‘ladi. Bundan ixtiyoriy * = {z,}, v = {y.} va
z = {z,} elementlari uchun |z, —y,| < |z,—z.|+|2n—yn|, (n=1,2,...)
bo‘lganligidan,

’xn_ynl ’xn/_zn‘+’2n_yn‘ _
Lt |z =yl = 1+ |20 — 2] + [20 — Ynl

_ [Tn — 2] s
— + =~
L+ |xn — 20| + |20 — ynt] 1+ |20 — 20| + |20 — Yn|
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|Tn — 2u] 20— Yn
Tl |n =zl 14 |z — s

tengsizligiga ega bo‘lamiz. Bu tengsizliklarni 21 ga ko‘paytirib, barcha

n lar bo‘yicha qo‘shsaq, uchburchak tengsizligiga ega bo‘lamiz:

p(z,y) < p(z,2) + p(2,y).

Bu metrik fazo s orqali belgilanadi.

3.1.3. Agar x va y haqiqiy sonlar orasida masofani p(z,y) =
sin?(z—y) ko‘rinishda aniqlasak, u holda barcha haqigiy sonlar
to‘plami metrik fazo bo‘ladamai?

Yechimi. Aniglangan masofa metrikaning birinchi shartini qanoat-
lantirmaydi. Haqiqatan,  # y bo‘lganda sin?(z — y) = 0 bo‘lishi
mumKkin.

3.1.4. Agar haqiqiy sonlar orasida masofani p(zx,y) = |z — 1y
ko‘rinishda aniqlasak, u holda bu oraliq metrika bo‘ladimi?

Yechimi. Metrika bo‘ladi. Haqigatan,

Dpl@,y) =le—y[20; pla,y)=le—yl=0cr-—y=0c2=y;

2) pl,y) =lz—yl=[-(y—2) =1y —=z| =y — 2] = p(y, );

3) plz,y) = lo—y| = lx—z+z—y| < |wv—z[+|z—y| = p(z, 2)+p(z, y).

3.1.5. Agar haqiqiy sonlar orasidagi masofani p(x,y) =
V|t —y| ko‘rinishda aniqlasak, u holda bu masofa metrika
bo‘ladimi?

Yechimi. Metrika bo‘ladi.

1) p(z,y) = v/]x —y[ >0

ple,y)=|zg—yl=0&lz—yl=0cr-—y=0c2=y

2) p(z,y) = ]z —yl = /|y — x| = ply, x);

3) Ixtiyoriy musbat a va b haqiqiy sonlar uchun va +b < \/a + Vb
tengsizligi o‘rinli bo‘lgani uchun

Z\/Iw—y\z\/Ix—2+z—y\S\/\w—ZI+|z—y|§

3.1.6. [a,b] segmentda uzluksiz bo‘lgan barcha funksiyalar
to‘plamida masofani

b

plp, ) = /(go(t) — (t))2 dt

a

ko‘rinishida aniqlasak, u holda bu masofa metrika bo‘ladimi?
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Yechimi. Metrikaning 1) va 2) aksiomalari o‘rinli. 3) aksiomaning
o‘rinli ekanligini ko‘rsatishda Koshi — Bunyakovskiy tengsizligining in-
tegral shakli deb ataluvchi

b b b

[ewumar< | [y [wez

a a a

tengsizlikdan foydalanamiz. Berilgan to‘plamda ixtiyoriy ¢, 1
funksiyalar uchun

b b
o) = [0 = 0 it = [ (olt) = 1(0) + 5(0) — p(0) it =

b

b b
- / (6= F(1))? dt+2 / (&)= FOF () —b(8)) di+ / () () dt <

a

b

< [(el0 - rp a2 | [0 - rora [ (70 - o)

a a

2

b

s [uw—vra= | | [0 -rwras | [ow-vora| -

a

= (ple, f) + p(f, )
Demak,
p(w, ) < plo, f)+ p(f, ).

3.1.7. [a,b] segmentda uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning bar-
cha juftliklaridan iborat F|a,b] to‘plamida (fi,91) va (fs,92)
juftliklar: orasida masofani

p((f1,91)(f2: 92)) = sup (|f1(t) = fa(®)] + [92(2) = g2(1)])

t€a,b]

ko‘rinishda aniqlasak, u holda F|a,b] metrik fazo bo‘ladimi?
Yechimi. Metrikaning birinchi va ikkinchi aksiomalari o‘rinli. Uch-
inchi aksiomaning o‘rinli ekanligini ko‘rsatamiz:

p((f1,91), (f2,92)) = sup ([f1(t) = fa(®)] + |91 (2) = g2(1)]) <

tela,b]
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< sup (|f1(¢) = f3(0)][ +[f3(t) = f2(0)] + [91(8) — g3(t)[ + [g3(t) — g2(1)]) <

tela,b]

< sup ([f1(t)=f3(0)|+]91(t) =gs(t) )+ sup ([ f3(t) = fa(t)|+]g3(t) —ga(t)]) =

te[ab] te[a,b]

= p((f1,91); (f3,93)) + p((f3,93), (f2, 92))-

3.1.8. X metrik fazo to‘la bo‘lishi uchun, bu fazoda ixtiy-
oriy ichma-ich joylashgan va radiuslari nolga intiluvchi yopiq
sharlar ketma-ketligi bo‘sh bo‘lmagan kesishmaga ega bo‘lishi
zarur va etarli ekanligint isbotlang.

Yechimi. Zarurligi. X to‘la metrik fazo va

Bi>...O0B,D...

ichma-ich joylashgan sharlar ketma-ketligi bo‘lsin. B,, sharning radiusi
va markazi mos ravishda r, va a, bo‘lsin. n — oo da r, — 0 bo‘lib,
m > n bo‘lganda p(ay,,a,) < r, bo‘lgani uchun {a,} ketma-ketlik
fundamental, u holda X ning to‘laligidan, uning yaqinlashuvchi ekanligi
kelib chiqadi. lim a, = a bo‘lsin, u holda a € [B,]. Shunday qilib, a
har bir B, sh;;fi)?lg urinish nuqtasi bo‘ladi. Bundan B, yopiq shar
bo‘lganligi uchun a € B, (n =1,2,...).

Etarliligi. X da ixtiyoriy {z,} fundamental ketma-ketlik berilgan
bo‘lsin. U holda shunday n; nomer topilib, n > n; tengsizligini qanoat-
lantiruvchi barcha n lar uchun p(x,, z, } < 5 tengsizligi o'rinli bo‘ladi.
Markazi x,, nuqtada bo‘lib, radiusi 1 ga teng yopiq sharni olib, bu
sharni B; orqali belgilaylik. Endi shunday n, nomerni n > ny teng-

sizlikni ganoatlantiruvchi barcha n lar uchun p(:z:n,xnz) < % teng-

sizlik o‘rinlanadigan qilib tanlab olamiz. ;, nuqtani radiusi 1 /2 ga
teng sharning markazi qilib olamiz va bu sharni B, orqali belgilaymiz.
Shu jarayonni davom ettirsak ichma-ich joylashgan Bj yopiq sharlar
ketma-ketligiga ega bo‘lamiz. Bunda Bj; sharning radiusi 1/2¥7! ga
teng bo‘ladi. Bu sharlar ketma-ketligi shartga muvofiq umumiy nuqtaga
ega. Uni z orqali belgilaylik. Ushbu x nuqta {z, } ketma-ketlikning
limit nuqtasi bo‘ladi. Agar fundamental ketma-ketlik = nuqtaga yaqin-
lashuvchi gismiy ketma-ketlikka ega bo‘lsa, u holda uning o‘zi ham x
ga yaqinlashadi.
3.1.9. X to‘plamda metrikan:

|1, agar x #y,
p(a:,y)—{o’ agar =1y

ko‘rinishida aniqlasak, u holda (X,p) to‘la metrik fazo
bo‘ladima?
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Yechimi. X fazoda ixtiyoriy {z,} fundamental ketma-ketlik beril-
gan bo‘lsin. U holda ixtiyoriy 0 < € < 1 soni uchun, shunday n.
natural soni topilib, n,m > n. tengsizligini qanoatlantiruvchi barcha
natural sonlar uchun p(z,,z,,) < € tengsizligi o‘rinli. Bundan berilgan
ketma-ketlikning n. hadidan keyingi barcha hadlari o‘zaro teng bo‘ladi.
Shuning uchun {z,} yaginlashuvchi. Demak, (X, p) to‘la metrik fazo.

3.1.10. /1 metrik fazoning to‘la ekanligini isbotlang.

Yechimi. ¢; fazoda {z,} fundamental ketma-ketlik berilgan bo‘lsin,
bunda z, = (x§”>, xé"), e ,a:,(fn), ...). Fundamental ketma-ketlikning
ta’rifidan, Ve > 0 uchun n. natural soni topilib, n,m > n. tengsiz-
liklarni qanoatlantiruvchi n, m natural sonlari

S — 2l < e (3.1)
1=1

tengsizlikni qanoatlantiradi. Ixtiyoriy 7 uchun

ol — 2l < S M — 2| < e
=1

bo‘lgani uchun, har bir j da {xﬁn)}?zl sonli ketma-ketlik fundamental,

. . . . n .
ya'ni yaginlashuvchi. nh—{EO xg ) = a;j bo'lsin. a = (ai, ag,...,a,,...) €
¢y va lim x, = a ekanligini ko‘rsatamiz.

n—oo
(3.1) tengsizlikdan ixtiyoriy k soni va n,m > n. natural sonlari uchun

k
>l — M| <
i=1

tengsizligining o‘rinli ekanligi kelib chigadi. Bu tengsizlikda dastlab
m — oo da, keyin £ — oo da limitga o‘tib n > n. bo‘lganda

Z 2" — ] < e (3.2)
i=1

tengsizligiga ega bo‘lamiz \ail < 2\ — a;| + || bolgani uchun
(0 ¢]

(3.2) tengsizlikdan va Z \a: \ qatorning yaqinlashuvchiligidan > |a;|

1=1
gatorning yaqmlashuvchlhgl kelib chiqadi, ya'ni a € ¢1. (3.2) tengsizlik-
dan lim x,, = a ekanligi kelib chigadi.

n—oo

3.1.11. (Ber teoremasi). X to‘la metrik fazoni hech qaerda
zich bolmagan to‘plamlarning sanoqli sondagi birlashmast
ko‘rinishida ifodalash mumkin emas. Isbotlang.
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Yechimi. Teskarisini faraz qilaylik, ya'ni X = ole M, bo‘lsin, bunda
har bir M, hech qaerda zich emas. '

Sp orqali radiusi 1 ga teng biror yopiq sharni belgilaylik. M; to‘plami
hech qaerda zich bolmaganligidan, u Sy to‘plamida ham zich emas.
Shuning uchun radiusi % dan kichik Sy yopiq shar topilib, S; C Sy va
S1NM; = () munosabatlar orinli boladi. M to‘plami S; to‘plamida zich
bolmaganligidan S to‘plamning ichida yotuvchi radiusi % dan kichik
Sy to‘plami topilib, SoN My = () tengligi o‘rinli boladi va hokazo. Ushbu
jarayonni davom ettirsak ichma-ich joylashgan va radiuslari n — oo bol-
ganda nolga intiluvchi {S,,} yopiq sharlar ketma-ketligiga ega bo‘lamiz.
Bunda S, NM,, = () munosabati o‘rinlidir. 3.1.8-misolda ko‘rganimizdek

o
() Sn kesishmaga qandaydir = nuqta tegishli bo‘ladi. Bu nuqta M,

n=1
to‘plamlarning birortasiga tegishli emas. Demak, x ¢ |JM,, yani
n

X # |J M, ko‘rinishdagi ziddiyatga kelamiz.

n
3.1.12. Metrik fazoda ixtiyoriy sondagi: yopiq to‘plam-
larning kesishmasi yopiq to‘plam bo‘lishini isbotlang.
Yechimi. F,, a € I (I indekslar to‘plami) yopiq to‘plam bo‘lsin.

F:ﬂ&

to‘plamning yopiq ekanligini ko‘rsatamiz.

Aytaylik, = nuqta F' to‘plamning urinish nuqtasi bo‘lsin. U holda
bu nuqtaning ixtiyoriy B(z,e) atrofida F' to‘plamning kamida bitta
elementi mavjuddir. F' = () F, bo‘lganligidan, B(x, €) sharda har bir F,

to‘plamning ham kamida %itta elementi mavjuddir. Bundan x har bir
F,, to‘plamning urinish nuqtasi bo‘ladi va F;, to‘plamlar yopiq bo‘lgani
uchun z € F,,. Demak, z € F, ya’ni F' yopiq to‘plam.

3.1.13. Metrik fazoda

C(int(E)) = [CE]

tengligi o‘rinli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Har bir z € C(int(F)) nuqta uchun x ¢ int(FE) o‘rinlidir.
Bundan z elementning ixtiyoriy atrofi E to‘plamida to‘liq yotmasligi
kelib chiqadi. U holda bu atroflarning har birida C(F£) to‘plamning
kamida bitta elementi mavjud. Shuning uchun x € [C(FE)], ya'ni
C(int(E)) C [CE]. int(F) C FE bo‘lganligidan, [CE] C C(int(F))
munosabatning o‘rinli ekanligi kelib chiqadi. Demak, C(int(F)) =
[CE].
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3.1.14. /5, metrik fazoning to‘laligini i1sbotlang.

Yechimi. /¢y fazodan olingan {z,} fundamental ketma-ketlik beril-
gan bo‘lsin, bunda z,, = (xgn), xé”), . .a:,(fn), )

Fundamental ketma-ketlikning ta'rifidan, ixtiyoriy € > 0 uchun shun-
day n. natural soni topilib, n, m > n. tengsizliklarni qanoatlantiruvchi

n, m natural sonlari uchun

2(xp, Tm) Z \a:k — xk 2<e (3.3)

tengsizlik o‘rinli. Bundan har bir ¢ soni uchun

‘xz(n) _ xz(m)‘Q < Z |$(kn> _ xlgm)‘2 <e,
k=1

bo‘lganligidan, har bir ¢ uchun {J;En >, sonli ketma-ketlik funda-

mental. Bundan u yaqinlashuvchi bo lad1. Bu ketma-ketlikning lim-
itini a; | bilan belgilab, a = (ay,as,...,a; ...) elementni hosil gilamiz.

Agar Z la;|* < oo va hm p(x,,a) = 0 munosabatlarning o‘rinliligi

ko rsatllsa {5 fazoning to lahgl isbot etilgan bo‘ladi.
(3.3) tengsizlikni quyidagi ko‘rinishda yozamiz:

00 p

bu erda p ixtiyoriy natural son. Bundan ixtiyoriy p uchun

p
Z ]a:,(gn) — :lsl,gn)\2 < g,
k=1
yoki p bilan m ni tayinlab, n bo‘yicha limitga o‘tilsa, ushbu
p
Z lap — 2\™)? < &
k=1

tengsizlik kelib chiqadi. Bu tengsizlik ixtiyoriy p uchun o‘rinli; shuning
uchun bunda p bo‘yicha limitga o‘tish mumkin, u holda

S lar - 2" <. (3.4)
k=1
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o

Bundan va )’ \x,(cn)\Q < oo munosabatdan quyidagi tengsizlik kelib
k=1

chigadi:

o
Z lax|? < oo.
k=1

Demak, a = (ay, as, ..., ay,,...) € {5. So‘ngra e > 0 ixtiyoriy bo‘lganligi
uchun (3.4) dan lim p(x,,a) = 0.

3.1.15. m m@?ﬁik fazoning to‘laligini 1sbotlang.

Yechimi. m fazodan olingan {x, } ketma-ketlik fundamental bo‘lsin,
bunda z, = (xgn), xén), o J}](Cn), ...). &, € m bo‘lganligi tufayli shunday
¢, ketma-ketligi mavjudki, uning uchun \x,gn)| < ¢ (k=1,23,..)
o‘rinli. Fundamental ketma-ketlikning ta’rifidan, ixtiyoriy € > 0 uchun
n. natural soni topilib, n, m > n. tengsizliklarni ganoatlantiruvchi n, m
natural sonlari uchun

pln; 1) = sUp o — 2 < e

tengsizlik o‘rinli. Bundan
\x,(ﬂn) — .CL‘](Cp)| <e (3.5)

munosabatning k£ ga nisbatan tekis bajarilishi kelib chiqadi. De-
mak, ixtiyoriy & uchun {x,(fn)} sonli ketma-ketlik fundamental va
yaqinlashuvchi. Bu ketma-ketlikning limitini a; bilan belgilab, a =

(ay, ag,...,ag,...) elementni hosil gilamiz. Endi ushbu a € m va
lim p(z,,a) = 0 munosabatlarni isbotlaymiz.
n—oo

(3.5) da p ga nisbatan limitga o‘tilsa, barcha k lar uchun n > n.
bo‘lganda o‘rinli bo‘lgan

2" — ] < e (3.6)

tengsizlik kelib chiqadi. Bundan

ai] < [ = ] + oY) < 4 o
tengsizlikni barcha k£ lar uchun hosil qilish mumkin, yani a =
(a1, ag,...,a,...) € m munosabat kelib chiqadi. (3.5) dan n > n.
uchun
p(xn, ) = sup |z, — x| <.
k

¢ ixtiyoriy bo‘lgani uchun, (3.6) dan lim p(z,,a) = 0 munosabat kelib

n—oo

chiqadi.
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3.1.16. Metrik fazoda ixtiyoriy yaqinlashuvchi ketma-ketlik
fundamentalligint isbotlang.

Yechimi. Aytaylik, {x,} ketma-ketlik x nuqtaga yaqinlashsin. U
holda ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday n. natural soni topilib, barcha
n > n. uchun p(z,,x) < €/2 tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Demak, n,m >
n. tengsizliklarni qanoatlantiruvchi n, m natural sonlari uchun

p(xn, ) < p(Tn, z) + plx,z,) <e/2+¢e/2=c¢

munosabat o‘rinli. Bu esa {z,} ketma-ketlikning fundamentalligini
ko‘rsatadi.
3.1.17. X metrik fazoda ixtiyoriy M va N to‘plamlar uchun

int(M N N) =int(M) N int(N)

munosabatning o‘rinli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Ixtiyoriy x € int(M N N) nugtani olaylik. U holda z
nuqtaning M NN to‘plamda butunlay joylashgan B(z, ) atrofi mavjud,
ya'ni B(z,e) C MNN. Ravshanki B(z, ) atrof M va N to‘plamlarning
har birida butunlay joylashgan. Bundan z € int(M) va x € int(NV),
ya'ni z € int(M) Nint(N). Demak, int(M N N) C int(M) Nint(N).

Agar x € int(M) Nint(N) bo‘lsa, u holda x € int(M) va x € int(V),
ya'ni x nuqtaning M to‘plamda butunlay joylashgan B(z,e;) va N
to‘plamda butunlay joylashgan B(z, &) atroflari mavjud. Endi e sonini
e = min(ey, e2) kabi olsak, u holda x nuqtaning B(z,e) atrofi M N N
to‘plamda butunlay joylashgan bo‘ladi, ya'ni « € int(M N N). Demak,
int(M) Nint(N) C int(M N N).

3.1.18. /¢y metrik fazodan olingan x, = (ajgn), mén), .. .x,gn), o)
ketma-ketlik va a = (ay, as,...,a,...) element uchun ap =

lim CL‘]({”) bo‘lsa, har doim lim p(z,,r) =0 munosabat o‘rinlim:i?

n—oo . . TL.—>OO .
Yechimi. Har doim o‘rinli emas. Misol uchun,

a=(0,0,0,...)

va

bo‘lsa, u holda n > k soni uchun \a:,(gn) — a| = 0. Bundan ixtiyoriy k
uchun a; = lim xén) munosabat kelib chiqadi. Ammo ixtiyoriy n uchun

n—oo

oo o oo 1
plansa) = Sl =01 = 35 = 1.
k=1 k

=1
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yani lim p(x,,a) = 0 munosabat o‘rinli emas.

3.1n.1g)o. Quyidagt tasdiqlar teng kuchlidir:

(1) X Ber fazosi;

(2) X mning sanoqli birinchi kategoriyali to‘plamlari bir-
lashmast ichk: nuqtaga ega emas;

(3) X ning ochiq zich to‘plamlari sanoqli kesishmasi zich;

(4) X da birinchi kategoriyali to‘plamning to‘ldiruvchisi
zichdair.

Yechimi. (1)= (2) Aytaylik, £ = |J, E,, bunda E, = [E,],
intE, = () bo‘lsin. U holda E birinchi kategoriyali to‘plamdir. Bundan
mtE C E, mtE ochiq va birinchi kategoriyali to‘plamdir. X Ber fazosi
bo‘lganligidan, intE bo‘sh to‘plamdir.

(2)= (3) Aytaylik, £ = [ G,,, bunda G,, ochiq to‘plam va [G,] = X

bo‘lsin. U holda
X\E=X\[)Gn=JX\Gn).

n

Shu bilan birga, X \ G,, yopiq to‘plam va int(X \G,) = 0, chunki [G,,] =
X. Bundan int(X \ E) = . Oxirgi tenglik E to‘plam to‘ldiruvchisi ichi
bo‘sh to‘plam, ya’'ni E zich to‘plam ekanligini ko‘rsatadi.

(3)= (4) Aytaylik, E birinchi kategoriyali to‘plam bo‘lsin, ya'ni E =
U E,, bunda int[E,] = 0. E, = [E,] deb hisoblashimiz mumkin. U

holda G,, = X \ E, ochiq va zich to‘plamdir. Shartga ko‘ra
G =X\ Ey)
zich to‘plamdir. Endi

X\E=X\|JE,.=(X\E.=()Gn

ekanligidan, X \ F ham zich to‘plamdir.

(4)= (1) Agar E to‘plami ochiq va X da zich bo‘lsa, u holda X \
E zich to‘plam emas. Bundan shartga ko‘ra E ikkinchi kategoriyali
to‘plam bo‘la olmaydi, Demak, E birinchi kategoriyali to‘plam.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. Haqiqiy sonlar to‘plamida metrikani p(z,y) = arctg|z — y|
ko‘rinishda aniglash mumkinligini ko‘rsating.
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2. Ixtiyoriy to‘plamda metrikani

0, agar z =y,
1, agar x # vy

pz,y) = {

ko‘rinishda aniglash mumkin ekanligini isbotlang.
3. Faraz qilaylik (X, p) metrik fazo bo‘lsin. Agar Vz,y € X uchun

p1(z,y) = p(z,y)/[1 + p(z,y)],

p2(z,y) = In[l + p(z,y)]

bo‘lsa, u holda (X, p1) va (X, p2) metrik fazolar ekanligini ko‘rsating.
4. n sondagi haqiqiy sonlarning z = (1, x2,...,x,) tartiblangan
guruhlari to‘plamida metrikani

a) p(z,y) = > |z — Yrl;
=1
b) p(z,y) = max |y, — x4

1<k<n
ko‘rinishlarda kiritishga bo‘lishini ko‘rsating.
5. Haqiqiy sonlarning x = (x1, x2, ..., x,...) chegaralangan ketma-

ketliklari to‘plamida masofani p(x,y) = sup |yr — x| ko‘rinishda kirit-
sak, bu to‘plamning metrik fazo bo‘lishini ko‘rsating.
6. Agar z, — x, y, — y bo'lsa, p(z,,y,) — p(zr,y) ekanligini
isbotlang.
7. Natural sonlar to‘plamida metrikani quyidagicha aniqglaylik
_|m —n)|

p(m,n) = , m,n € N,
mn

(N, p) to‘la bo‘'lmagan metrik fazo ekanligini isbotlang.

8. Agar haqiqiy sonlar to‘plami R da x, y sonlari orasidagi masofani
p(z,y) = |2® — 3| formulasi orqali kiritsak, u holda u to‘la metrik fazo
tashkil qilishini isbotlang.

9. X to‘plamda o‘zaro ekvivalent bo‘lgan p; va py metrikalar beril-
gan. (X, p1) fazoning to‘la bo‘lishidan (X, py) fazoning to‘la bo‘lishi
kelib chiqadimi?

10. [a, b] segmentda uzluksiz hosilaga ega bo‘lgan barcha funksiyalar
to‘plamida metrikani

p(f,g9) = sup |f'(t) —¢'(t)]

t€la,b]

ko‘rinishda kiritish mumkinmi?
11. Tengliklarni isbotlang:
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a) OF = [E] \ int(F);

b) [[E] = [E);

C) [El U EQ] = [El] U [EQ]

12. Tekislikda chegaraviy nugtalarga ega bo‘lmagan to‘plamga misol
keltiring.

13. Ixtiyoriy to‘plamning hosila to‘plami yopiq to‘plam bo‘lishini
isbotlang.

14. Ixtiyoriy to‘plamning chegarasi yopiq to‘plam bo‘lishini
ko‘rsating.

15. Ixtiyoriy to‘plamning ichi ochiq to‘plam bo‘lishini ko‘rsating.

16. Barcha nuqtalari yakkalangan sanoqsiz to‘plamga misol keltir-
ing.

17. R, R", Cla, b], {5 fazolarning separabel fazo bo‘lishini ko‘rsating.

18. m fazosining separabel fazo emasligini isbotlang.

19. R, R", C'a, b] fazolarning to‘laligini isbotlang.

20. To‘la X fazoda zich bo‘lgan ochiq to‘plamlarning sanoqli sondagi
kesishmasi X to‘plamda zich to‘plam bo‘lishini isbotlang.

21. Hech qaerda zich emas to‘plamning yopilmasi ham hech qaerda
zich emas to‘plam bo‘lishini isbotlang.

22. Barcha ko‘phadlar to‘plamining C0,1] da =zich ekanligini
ko‘rsating.

3.2. Metrik fazolarda kompakt to‘plamlar

X metrik fazodagi K to‘plamning elementlaridan tuzilgan ixtiyoriy
ketma-ketlikdan biror z € X elementga yaqinlashuvchi qism ketma-
ketlik ajratib olish mumkin bo‘lsa, K to‘plam X da nisbiy kompakt
deyiladi.

X metrik fazodagi yopiq nisbiy kompakt bo‘lgan K to‘plam kompakt
deyiladi. X metrik fazodagi K to‘plamning diametri

diamK = sup p(z,y)
T,yeK
chekli son bo‘lsa,u holda K chegaralangan deb ataladi.

K va M to‘plamlar (X, p) metrik fazodan olingan va ¢ > 0 biror
son bo‘lsin. Agar K to‘plamdan olingan ixtiyoriy x element uchun M
to‘plamda p(x,y) < € tengsizligini qanoatlantiruvchi y elementi mavjud
bo‘lsa, u holda M to‘plam K to‘plamiga nisbatan e-to‘r deb ataladi.
Agar ixtiyoriy € > 0 uchun K to‘plam chekli e-to‘rga ega bo‘lsa, u holda
K to‘lig chegaralangan deyiladi.
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Masalalar

3.2.1. Har bir K kompakt metrik fazo to‘liq chegaralangan
bo‘lishint isbotlang.

Yechimi. Faraz qilaylik K to‘liq chegaralangan bo‘lmasin. Bundan
K da biror € > 0 uchun chekli e-to‘r topilmasligi kelib chiqadi. K dan
ixtiyoriy a; nuqgta olamiz. U holda shunday ay € K nuqta topiladiki,
play, az) > e bo‘ladi, aks holda {a;} to‘plam e-to‘r bo‘lardi. K da
shunday a3 nuqta topiladiki,

plai, az) >, plag, az) > ¢

bo‘ladi, aks holda {a;, as} to‘plam e-to‘r bo‘lardi.

Shunga o‘xshash aq, ao,...,a; nuqtalar uchun ap,; € K topilib,
pla;, apy1) > €, i = 1,k bo‘ladi.

Bu tanlab olingan nuqgtalar limit nuqtaga ega bo‘lmagan {a,} chek-
siz ketma-ketlikni beradi, chunki p(a;, aj) > €, i # j. Bu esa K ning
kompakt ekanligiga zid.

3.2.2. Ixtiyoriy kompakt to‘plamning to‘la fazo bo‘lishini
isbotlang.

Yechimi. Bizga F kompakt to‘plamda {z,} fundamental ketma-
ketlik berilgan bo‘lsin. E kompakt bo‘lgani uchun {z,} ketma-ketlik
E da yaqginlashuvchi {x,,} qismiy ketma-ketlikka ega. {z,, } ketma-
ketlikning limitini @ bilan belgilaylik. {z,} fundamental va {z,, } yaqin-
lashuvchi bo‘lgani uchun ixtiyoriy € > 0 soni uchun dn. soni topilib,
n,k > n. (Demak, n; > n.) bo'lganda p(x,,x,,) < §5 va p(z,,,a) < 5
tengsizliklari bajariladi. Natijada

p(xn,a) < p(Tn, Tp, ) + p(Tn,,a) < % + g =e.
Bundan {z,} ketma-ketlikning yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqib, £
to‘plamning to‘la ekanligini ko‘rsatadi.

3.2.3. (Hausdorf teoremasi). R metrik fazo kompakt
bo‘lishi uchun wuning to‘la va to‘liq chegaralangan bo‘lishi
zarur va etarli ekanligint isbotlang.

Yechimi. Aytaylik, R kompakt bo‘lsin. U holda to‘liq chegaralan-
ganlikning zaruriyligi 3.2.1-misoldan kelib chiqadi. To‘la bo‘lishi esa
3.2.2-misoldan ko‘rinadi.

Endi R to‘la va to‘liq chegaralangan bo‘lsin.  Kompaktligini
ko‘rsatish uchun har bir {x, } C R ketma-ketlik hech bo‘lmaganda bitta
limit nuqtaga ega bo‘lishini ko‘rsatish etarli.
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R da 1-to‘r hosil etuvchi nuqtalarning har biri atrofida radiusi 1
bo‘lgan yopiq shar quramiz. Bu sharlar R ni to‘liq qoplaydi hamda
ularning soni chekli boladi, u holda ularning hech bo‘lmaganda bittasi
{z,} ning biror a:il), ...,scg), ... qismiy ketma-ketligini o‘z ichiga oladi.
Bu sharni B; orqali belgilaymiz.

By sharda ham %—to‘r hosil etuvchi nuqtalar atrofida radiusi % bo‘lgan
yopiq sharlarni qursak, ularning hech bo‘lmaganda bittasi {xg)} ketma-
ketlikning {xg)} qismiy ketma-ketligini o‘z ichiga oladi. Bu sharni Bs
orqali belgilaymiz. Shu kabi markazi B, da radiusi 1 bo'lib, {567(13)} C
{xg) } ketma-ketlikni o‘z ichiga oluvchi Bz sharini olamiz va hokazo.

Endi markazi B, sharning markazida, radiusi esa ikki marta katta

bo‘lgan A, yopiq sharlarni qaraymiz. Ravshanki A, sharlar ichma-
oo

ich joylashgan. R ning to‘laligidan (] A, kesishma bo‘sh emas va u
n=1

yagona xy nuqtadan iborat. Bu nuqta {z,} ketma-ketlik uchun limit
nuqgta bo‘ladi, hamda uning atrofi biror B sharni o'z ichiga oladi, ya'ni
{z,} ketma-ketlikning cheksiz {xﬁf)} qismiy ketma-ketligini o'z ichiga
oladi. Bundan R kompaktdir.

3.2.4. Ixtiyoriy nisbiy kompakt to‘plam chegaralangan bo‘l-
ishint 1sbotlang.

Yechimi. Agar diam/K = 400 bo‘lsa, u holda Vg € K nuqta uchun

sup p(o, ) = +00

zeK
bo‘ladi. Haqiqatan, agar Vo € K uchun p(xy,z) < M bo‘lsa, u holda
Vx,y € K nuqgtalari uchun

p(ﬂ?,y) < p(x,ﬁlf()) +/0(:C0ay) < 2M

tengsizlik o‘rinli bo‘lardi. Demak, lim p(xg,z,) = +oo bo‘ladigan {z,}

ketma-ketligini topish mumkin. Natijada {z,} ketma-ketlikning ix-
tiyoriy {x,,} qismiy ketma-ketligi uchun ham lim p(z¢,x,, ) = +o0

n—oo

bo‘ladi. U holda {z,,} fundamental bo‘lmaydi, Demak, yaqinlashu-
vchi emas. Bundan K ning nisbiy kompakt emas ekanligi kelib chiqadi.
Hosil bo‘lgan ziddiyatdan K ning chegaralangan ekanligi kelib chiqadi.
3.2.5. To‘plamning chegaralanganligidan, uning nisbiy
kompakt bo‘lishi kelib chigadimi?
Yechimi. Umuman aytganda kelib chigmaydi. Masalan ¢y fazoda
quyidagi

61:(1,0,0,...), 62:(0,1,0,...> 63:(0,0,1,...),...
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elementlardan iborat chegaralangan to‘plamni olaylik. Bu to‘plamning
ixtiyoriy e, va e,, elementlari orasidagi masofa p(e,, e,) = v2 (m # n).
Demak, bu ketma-ketlikning ixtiyoriy qismiy ketma-ketligi yaqinlashu-
vchi emas. Shuning uchun qaralayotgan to‘plam nisbiy kompakt emas.

3.2.6 X metrik fazoda bo‘sh emas A1 D Ay D ...D A, D ...
kompakt to‘plamlari berilgan bo‘lsin. U holda () A, kesish-

n>1
mast bo‘sh emasligini, Shu bilan birga, agar lim diamA, = 0
n—oo
bo‘lsa, u holda () A, kesishmaning yagona nugtadan iborat
n>1

bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. Har bir A, to‘plamdan a, nuqgtasini olaylik. Bu nuqta-
larning barchasi A; ga tegishli bo‘ladi. A; kompakt to‘plam bo‘lgani
uchun {a,} ketma-ketlikdan biror a € A; nuqtaga yaqinlashuvchi {a,, }
qismiy ketma-ketligini ajratib olish mumkin. {a,, } ketma-ketlikning
dastlabki & — 1 ta hadini olib tashlasak, a,,,an,,,,@n,,,, ... ketma-
ketligiga ega bo‘lamiz. Bu ketma-ketlikning har bir hadi A4,,, to‘plamga
tegishli. Shu bilan birga, bu ketma-ketlik ham a nuqtaga yaqinlashuvchi
bo‘ladi. A,, yopiq bo‘lgani uchun ixtiyoriy £ uchun a € A, , Demak,
a€ () A, = ) A, Natijada [] A4, #0.

k>1 n>1 n>1

Agar diamA, — 0 bo‘lsa, u holda har qanday boshqa b € [ A4,

n>1
nuqtani olsak p(a,b) < diamA, tengsizligi barcha n lar uchun o‘rinli.

Shuning uchun ham p(a,b) =0, ya'ni a = b.

3.2.7. C|0,1] fazoga tegishli, |f(z)] < A (bu erda A tayin-
langan musbat son) tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha
funksiyalar to‘plamini E bilan belgilaylik. C[0,1] fazoda
chegaralangan va yopiq bo‘lgan E to‘plami kompakt emaslig-
int 1sbotlang.

Yechimi. C]0,1] to‘plamga tegishli

folz) = Asin2"rz (n=1,2,3,...)

funksiyalar ketma-ketligini olaylik. Bu ketma-ketlikning har bir hadi £
to‘plamga tegishli. Hagiqatan,

|fu(2)| = |Asin 2"rz| = Asin 2"mz| < A.

Bu ketma-ketlikning ixtiyoriy f, va f, (bu erda n < m) hadlari

() ()

orasidagi oraligqni baholaymiz:

p(fny fm) - xrg[%,}li] ‘fn(aj) - fm(x)‘ >
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= |A sing — Asin 2™ " x| = A,

va'ni p(fn, fm) > A. Bu tengsizlikdan ko‘rinadiki, qaralayotgan ketma-
ketlikning ixtiyoriy qismiy ketma-ketligi yaqinlashuvchi bo‘la olmaydi.
Shuning uchun £ to‘plam C0, 1] fazoda kompakt emas.

3.2.8. l» fazosida yopiq va chegaralangan, ammo kompakt
bo‘lmagan to‘plamga maisol keltiring.

Yechimi. /5 fazosiga tegishli

er = (1,0,0,0,...,0,...)
es = (0,1,0,0,...,0,...)
es = (0,0,1,0,...,0,...)

nuqtalardan iborat sanoqli £ to‘plamni olaylik. Bu to‘plam chegar-
alangan va yopiq. Shu bilan birga, bu to‘plamning ixtiyoriy har xil
nuqtalari orasidagi masofa /2 ga teng. Shuning uchun {e,} ketma-
ketlikning birorta ham qismiy ketma-ketligi fundamental bo‘la olmaydi.
Fundamental bo‘lmagan ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lmaydi. Shun-
ing uchun F to‘plam kompakt emas.

3.2.9. Kompakt to‘plamlarning chekli sondagt birlashmasi
kompakt to‘plam bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. Bizga Ay, As ..., Ax kompakt to‘plamlar berilgan bo‘lsin.

k

Hadlari A = |J A; to‘plamidan olingan ixtiyoriy {z,} ketma-ketligini

1=1
qgaraymiz.  Bu ketma-ketlik hadlari soni cheksiz bo‘lgani uchun

Ay, As ..., Ap to'plamlarning kamida bittasi uning cheksiz sondagi had-
laridan iborat {w, } qismiy ketma-ketligini o‘z ichiga oladi. U holda
{xn,} ketma-ketlik A to‘plamda yaqinlashuvchi gismiy ketma-ketlikka
ega. Bu qism ketma-ketlik {z,} ketma-ketligi uchun ham qismiy
k
bo‘ladi. Bundan |J A; to‘plamning kompaktligi kelib chiqadi.
i=1
3.2.10. (Boltsano — Veyershtrass teoremasi). R" evk-
lad fazosida ixtiyoriy chegaralangan to‘plam nisbiy kompakt
bo‘lishint isbotlang.
Yechimi. F chegaralangan to‘plam bo‘lsa, u holda bu to‘plam biror

[al,bl] X [ag,bg] X ... X [an,bn]

parallelepipedning ichida yotadi. Ixtiyoriy € > 0 sonini olib har bir

la;, b;i] segmentni a; = xz(.l) < xz(?) <. < xz(pi_l) < xgpi) = b; nuqtalar
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yordamida shunday bo‘laklarga bo‘laylikki, natijada ikki qo‘shni nug-
talar orasidagi masofa ﬁ sonidan kichik bo‘lsin. R" fazoda quyidagi

to‘plamni olamiz:
M ={z= (xgsl),xgsz),...,xfn)) cs1=12. .01 0,8, =1,2, ..., py}

buerda s; (k= 1,2,...,n) lar bir-biriga bog‘'liq emas. Shu to‘plamning
E to‘plam uchun chekli e-to‘r bo‘lishini ko‘rsatamiz. FE to‘plamdan
ixtiyoriy @' = (x1, x9, ..., x,) nuqta olaylik. £ to‘plam

[al,bl] X [ag,bg] X ... X [an,bn]

parallelepipedda joylashganligi uchun z’ nuqta

[ngl)’$§k1+1)] v [xék2)7xgk2+l)] < % [x;k”),ﬂfffn—i_l)]
parallelepipedlarning biriga tegishli bo‘ladi, bu erda k; € {1,2,...,p; —
1}, 7 = 1,n. Bu parallelepipedlarning uchlari M to‘plamning element-
laridan iborat bo‘ladi. Shuning uchun s, (k = 1,7n) nomerlar ichidan
s¥ (k =1,n) nomerlar topilib,

k=1 ~

tengsizligi o‘rinli bo‘ladi. Demak, M to‘plam E uchun e-to‘r bo‘ladi.U
holda E' to‘liq chegaralangan. Natijada R" fazoning to‘laligi va Xaus-
dorf teoremasi bo‘yicha E to‘plam nisbiy kompakt bo‘ladi.

3.2.11. R" evklid fazosida ixtiyoriy yopiq chegaralangan
to‘plam kompakt bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. Yuqorida isbotlangan Boltsano — Veyershtrass teore-
masi bo‘yicha R" evklid fazosida chegaralangan to‘plam nisbiy kom-
pak bo‘ladi. Nisbiy kompakt va yopiq bo‘lgan to‘plam ta’rif bo‘yicha
kompakt bo‘ladi.

3.2.12. K kompakt to‘plamni o‘ziga o‘tkazuvch: f: K — K
akslantirish ixtiyoriy o‘zaro teng bo‘lmagan v,y € K element-
lar uchun p(f(x), f(y)) < p(z,y) tengsizlikni ganoatlantirsin. U
holda f(x) = = tenglikni ganoatlantiruvchi x € K elementning
mavjudligini isbotlang.

Yechimi. F(x) = p(z, f(x)) ko‘rinishda aniglanuvchi F' : K — R
funksiyani olaylik. = € K element f(x) = x tengligini qanotlantirishi
uchun F'(z) = 0 tengligining bajarilishi zarur va etarli. Aksincha faraz
qilaylik, yani F'(z) > 0 bo‘lsin. K to‘plam kompakt bo‘lgani uchun
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F(z) funksiya'ning aniq quyi chegarasi musbat son bo‘lib, unga biror
o € K nuqtada erishadi. Masalaning sharti bo‘yicha quyidagi munos-
abat o‘rinli F'(f(xo)) = p(f(z0), f(f(x0))) < p(zo, f(x0)) = F(xp). Bu
ziddiyat bizning farazimizning noto‘g‘ri ekanligini anglatadi. U holda
f(x) = x tenglikni qanoatlantiruvchi z € K nuqta mavjud.

3.2.13. Kompakt metrik fazoni metrik fazoga uzluksiz ak-
slantirish tekis uzluksiz bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. K metrik kompakt, M metrik fazo bo‘lib, ' : K — M
akslantirishi uzluksiz, lekin tekis uzluksiz emas deb faraz qilaylik. U
holda biror ¢ > 0 soni va har bir n € N soni uchun K da =z, va
nugtalari topilib, pi(z,, z),) < % va ps(F(z,), F(z])) > € tengsizligi
o‘rinlidir, bunda p; — K da oraliq, po — M da oraliq. K ning kom-
paktligidan {x,} ketma-ketligidan biror x € K nuqtaga yaqinlashuvchi
{@n,} qismiy ketma-ketligini olamiz. U holda {z], } ketma-ketligi ham
x ga yaqinlashadi, lekin har bir £ uchun quyidagi tengsizliklarning biri
bajariladi

p2(F(x), F(z,)) 2 €, pa(F(x), F(a,)) Z ¢,

ng —

bu esa F' akslantirishning x nuqtada uzluksizligiga ziddir.
Mustaqil ish uchun masalalar

1. Agar E to‘plam to‘liq chegaralangan bo‘lsa, u holda [E] to‘plami
ham to‘liq chegaralangan bo‘lishini isbotlang.

2. Tekislikda koordinatalari butun sonlardan iborat nuqgtalar
to‘plami qanday to‘r hosil qgiladi.

3. R" fazoda har qanday chegaralangan to‘plam to‘liq chegaralangan
bo‘lishini isbotlang.

4. (5 fazosidan olingan, quyida keltirilgan to‘plamning to‘liq chegar-
alanganligini isbotlang.

A={zx=(a, ag,...): |a1] <1, |ag| < s

5. Agar X metrik fazo sanoqli-kompakt bo‘lsa,u holda u to‘liq chegar-
alangan bo‘lishini isbotlang.

6. [0, 1] segmentda joylashgan barcha ratsional sonlar to‘plami to‘liq
chegaralangan bo‘lib, kompakt emasligini isbotlang.

7. Kompakt to‘plamning ixtiyoriy yopiq qgism to‘plami kompakt
ekanligini isbotlang.
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8. X metrik fazoda nisbiy kompakt A va B to‘plamlar berilgan
bo'lsin. p(z,y) sonlar (bunda x € A, y € B ) chegaralangan sonli
to‘plam bo‘lishini isbotlang.

9. Sanoqli sondagi kompaktlarning birlashmasi kompakt bo‘ladimi?

10. Chekli sondagi nishiy kompaktlarning birlashmasi nisbiy kom-
pakt bo‘lishini isbotlang.

11. Ixtiyoriy sondagi kompaktlarning kesiishmasi kompakt bo‘lishini
isbotlang.

12. Ixtiyoriy sondagi nisbiy kompaktlarning kesishmasi nisbiy kom-
pakt bo‘lishini isbotlang.

13. Ixtiyoriy kompakt to‘liq fazo bo‘lishini isbotlang.

14. R" evklid fazosida ixtiyoriy yopiq chegaralangan to‘plam kom-
pakt bo‘lishini isbotlang.

16. /5 fazodagi ixtiyoriy nisbiy kompakt to‘plam shu fazoning hech
qaerida zich emasligini isbotlang.

17. Sanoqli kompakt

E=1{0, 1= > ...}

9

N | —
e~ =

to‘plami berilgan. Bu to‘plamni

(1—c, 14e) l—¢ 1+e¢ l—¢ 1+¢ l—¢ 1+e¢

Y Y 2 ) 2 ) 4 Y 4 AR 2n Y 2n YR
va (—e, ) intervallar sistemasi qoplaydi (bu erda 0 < ¢ < 1). Bu
sistemadan E ni qoplaydigan chekli sistema ajrating.

3.3. Qisqartirib akslantirish prinsipi va uning tatbiqlari

A akslantirish X metrik fazoni o‘ziga o‘tkazsin: A : X — X. Agar
Axy = xy tengligi o‘rinli bo‘lsa, u holda xy nuqta A akslantirishning
qo ‘zg‘almas nuqtasi deb ataladi.

Ta’rif. (X, p) metrik fazo va A : X — X biror akslantirish bo‘lsin.
Agar shunday «, 0 < a < 1 soni mavjud bo‘lib, ixtiyoriy =,y € X
nuqtalar uchun

p(Az, Ay) < ap(z,y) (3.7)

tengsizligini bajarilsa, u holda A akslantirishni qisqartirib akslantirish
deyiladi.
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Masalalar

3.3.1. (Qisqartirib akslantirish prinsipi). X to‘la met-
rik fazoning har bir A qisqartirib akslantirishit yagona
go‘zg‘almas nuqtaga ega.

Yechimi. X metrik fazodan ixtiyoriy ug nuqtani olib, quyidagi

Uy = AUOJ
U9 = AU1 = AQUO,
Uz = AUQ = A3U0,
= Auy_; = A*
U, Uk—1 uo,

ketma-ketlikni tuzamiz. U holda
plug, ups1) = p(Afug, A ug) < ap(AF L ug, APug) < ... < o p(ug, up)
bo‘lgani uchun

,O(Un, un+p) < P(Un, un+1) + p(un+17 un+2) +...+ p(un+p—17 un+p) <

n

(8
< a"p(ug, ur) ++a" plug, wa) +. - 40" plug, w) <

p(u07 ul)'

Endi lim o" = 0 ekanligidan, ixtiyoriy € > 0 soni uchun ny natural son
n—oo

topilib, n > ng tengsizligini qanoatlantiradigan barcha n lar uchun

Odn

- ap(uo,ul) <e
tengsizligi o‘rinli bo‘ladi. Demak, {u,} fundamental ketma-ketlik. X
to‘la bo‘lgani uchun shunday v € X nuqta mavjud bo‘lib n — oo
da u, — wu, yani p(u,,u) — 0 bo‘ladi. Bu w nuqta akslantirishn-
ing qo‘zg‘almas nuqtasi ekanligini ko‘rsatamiz. Hagqgiqatan, n — oo
bo‘lganda

p(Au, u,) = p(Au, Au, 1) < ap(u, u,_1) — 0,

ya'ni Au element {z,} ketma-ketlikning limiti. Ketma-ketlikning limiti
yagona bo‘lgani uchun u = Au.

Endi u qo‘zg‘almas nuqtaning yagonaligini isbotlaymiz. Hagqgiqgatan,
u va v lar qo‘zg‘almas nuqtalar bo‘lsa, u holda

p(u, U) - p(Au, AU) < ap(“? U)
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ya'ni
p(u,v)(1 —a) <0.
Bu tengsizlikdan p(u,v) = 0 ekanligi kelib chiqadi, ya'ni u = v.

3.3.2. f(z) sonlar o‘qida aniqglangan funksiya bo‘lib, har
bir © € R nuqgtada hosilaga ega va |f'(x)| < k tengsizligi o‘rinli
bo‘lsin (bunda k birdan kichik tayinlangan son). U holda
r = f(x) tenglama yagona echimga ega ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. Matematik analiz kursidagi Lagranj teoremasiga asosan
har bir z1, 5 € R nuqtalar uchun

f(@1) = fx2) = f(e)(x1 — 12)

tenglikni qanoatlantirivchi ¢ € (x,22) soni mavjud bo‘ladi. U holda
|f(x1) — f(xz2)| < klzy — 29| tengsizligi o‘rinli, 0 < k < 1 bo‘lgani
uchun f qgisqartirib akslantirish bo‘ladi. U holda gisqartirib akslantirish
prinsipiga asosan x = f(x) tenglama yagona echimga ega.

3.3.3.

y(z0) = o (3.8)
boshlang‘ich shart bilan
dy
A 3.9
=1 (@.y) (3.9)
differensial tenglama berilgan. Tenglamaning o‘ng

tomonidagi f(r,y) funksiya tekislikdagi (zo,y9) mnugtani
o‘z ichiga olgan ba’zi G sohada aniqlangan, uzluksiz va

|f(z,y1) — f(2,92)] < Elyr — vol

Lipshits shartini ganoatlantirsin, (k = const). (3.9) tenglama
ba’zi [v9—c, x9+c| segmentda (3.8) boshlang‘ich shartni ganoat-
lantiruvchi yagona y = ¢ (x) echimga ega ekanligini isbotlang.

Yechimi. (3.9) tenglamani (3.8) sharti bajarilganda quyidagi inte-
gral tenglama ko‘rinishida yozish mumkin :

B(x) = yo + / F(t0(t))dt. (3.10)

f(x,y) funksiya G da uzluksiz bo‘lgani uchun (xy, yo) nuqtani o‘z ichiga
olgan biror G* C G sohada chegaralangan bo‘ladi, ya'ni |f(z,y)| < d.

Endi ¢ sonini quyidagi shartlarni qanoatlantiradigan etib saylab
olamiz:
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a) agar |zg — x| < ¢, |y —yo| < c-dbolsa, u holda (x,y) € G*.

b) ke < 1.

[xg — ¢, xy + ¢| segmentda aniglangan va [¢(z) — yo| < cd tengsi-
zligini qanoatlantiruvchi {¢} uzluksiz funksiyalar sistemasini F' bilan
belgilaymiz va bu sistemada metrikani

p(r,¢hp) = max = |ih(x) = ¢y(2)]

ro—clr<r,+C

ko‘rinishda kiritamiz. F metrik fazo Clzg — ¢, ¢ + ¢| to‘'la fazoning
yopiq gism fazosi bo‘lgani uchun u ham to‘la bo‘ladi.

() = o + / F(t (b)) dt (3.11)

tengligi bilan aniglangan ¢ — 1 akslantirishida x € [xg — ¢, 29 + (]
bo‘lsin. U holda bu akslantirish F' ni o‘ziga qisqartirib akslantiradi.
Haqiqatan, ¢ € F va z € [xg — ¢, £y + ¢] bo‘lsin. U holda

() — yol = | / Pt ()] < cd

munosabati o‘rinli bo‘ladi. Demak, (3.11) akslantirish F' fazoni o‘ziga
akslantiradi. Shu bilan birga,

() — da(@)] < [ 1F(E or(t)) — F(Epalt))]dt >
>ke  max  |pu(t) — oa(t)] = keplor 02)

ro—c<t<zxo+cC

Bu erda 0 < ke < 1 bo‘lgani uchun (3.10) akslantirishning qisqar-
tirib akslantirish ekanligi kelib chiqadi. Demak, qisqartirib akslantirish
prinsipiga asosan (3.9) tenglama F' fazoda (3.8) boshlang‘ich shartini
ganoatlantiruvchi yagona echimga ega.

3.3.4 f(x) = 4x — 42? funksiya [0; 1] kesmani o‘ziga akslan-
tirishini tekshiring. Bu akslantirish qisqartiruvchi: boladimi?

Yechimi. f(z) = 4z(1—x) bolganligidan z element [0; 1] segmentga
tegishli bo‘lganda f(x) > 0 tengsizligi, f(z) —1 = —(22 — 1)2 < 0
bo‘lganligidan, esa f(z) < 1 tengsizligi o‘rinli bo‘ladi. Demak, f
funksiyasi [0; 1] segmentni o‘ziga akslantiradi.

1 = 0 va 29 = % nuqtalarda f(z1) = 0, f(z2) = 1 tengliklari
o‘rinlidir. Bundan

p(f(z1), f(22)) =1> 5 = p(x1, T2).

| —
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Bu esa f akslantirish qgisqartiruvchi emasligini bildiradi.

3.3.5 f(z) = x4+ 1 akslantirish [1; co| nurda gisqartiruvchi
boladimi?

Yechimi.

p(f(z1), flz2)) = |f(21) — fla2)| =
1 1 1
— l(ar = a2) + (- = )l = o =] - (L= ——).

tengligi va x1x9 > 1 tengsizligidan

p(f(z1), f(22)) < p(21, 22)

tengsizligiga ega bo‘lamiz. Bu tengsizlik berilgan akslantirish qisqar-
tiruvchi ekanligini anglatmaydi. Qisqartiruvchi akslantirish bo‘lishi
uchun p(f(z1), f(z2)) < ap(xy, x2) tengsizligi o‘rinli bolishi kerak,
bunda 0 < a < 1. Bizning holda « sonini saylab olish mumkin emas,
chunki 1— ﬁ ifodasi x1x9 ko‘paytmaning eterlicha katta giymatlarida
birga xohlagancha yaqin bo‘ladi.

3.3.6 X to‘la metrik fazosida A va B qisqartiruvchi: akslan-
tirishlar berilgan bo‘lsin:

p(Az, Ay) < aap(z,y), p(Bz, By) < app(z, y).

Agar barcha r € X elementlar uchun p(Az, Bx) < ¢ (bun-
day A wva B akslantirishlar c-yaqin deyiladi) tengsizligi
o‘rinli bo‘lsa, u holda bu akslantirishlar gqo‘zg‘almas nuqta-

lari orasidagi masofa T £ a sonitdan katta emasligini isbot-

lang, bunda o = max(ag, ag) < 1.

Yechimi. 2’ nuqta A ning qo‘zg‘almas nuqtasi bo‘lsin. B qisqar-
tiruvchi akslantirishning 3/ qo‘zg‘almas nuqtasini y, = B2/, (k =
0, 1, ...) ketma-ketlikning limiti sifatida qaraymiz. U holda

(@', ye) < p(2 1) + p(yr,v2) + - 4 p(Yr—1, yx) <
p(a', Ba')

<p(x',BrY1+ap+- - +akt) < 1 :

bundan k£ — oo bo‘lganda

ple’, Bx')  p(Ad', Bx') ¢
= < .
1-— ap 1— apB 1l —«

p(a’,y) <

3.3.7. 2, 2+ %, 2+ 2#, ... kabi aniqglangan {x,} ketma-
+ =
2

ketligining yaqginlashuvcht ekanlagini isbotlang va uning lim-
itint toping.



§3.3. Qisqartirib akslantirish prinsipi va uning tatbiqlari 101

Yechimi. {z,} ketma-ketlikni 1 = 2, z,, = 2 + %1 (n > 2)
ko‘rinishda rekurent aniqlash mumkin bo‘lganligidan,

1
2+ 7,5

T, =2+ (n > 3)

tengligi va z; < 2 5, Ty < % tengsizliklaridan x,, < g (Vn > 1) munos-
abatining o‘rinli ekanligi kelib chiqadi. Shu bilan birga, x, > 2 (n >

1). [2; 2] segmentni o'ziga o'tkazadigan f(f) = 2 + 1 akslantirishini

garaymiz.

1 1

T T
X

1
4

p(z, y)

ifodadan f akslantirish gisqartiruvchi ekanligi ko‘rinadi. U holda uning

yagona ' qo‘zg‘almas niqtasi mavjud bolib, 2’ = lim x,, bo‘ladi, bunda
n—oo
1

Ty = f(Tn-1) :2+m (n>2),x=2.4a —2—|— L ; tenglamani

yechib, 2/ = 1+ /2 sonini topamiz. Bu berilgan ketma—kethkmng limiti
bo‘ladi. .
3.3.8. ;= ) aimry,+a; (i=1,2,...) cheksiz chiziqli algeb-

m=1
ratk tenglamalar sistemasini qaraylik. Quyidalarni tekshir-

ing:
a) a = sup Z laim| < 1 va Z|az| < +oo shartlari bajaril-

1 m=1 i=1
ganda, u yagona x' = (z, ¥, ..) yechimga ega bo‘ladi, bunda

Z |z} < +o0;
1=

b) agar [ = sup Z laim| <1 va Sup la;| < +00 bo‘lsa, u holda
i m=1
berilgan sistemaning ' = (x|, =, ...) yagona yechimi bo‘lib,

sup || < +oo bajarilads.

Yechimi. a) p(z,y) = > |z; — y;|, bunda = (x;), y = (y;) metrika
=1
bilan berilgan ¢; fazosida Az = y = (y;) operatorini qaraymiz, bunda
= > GimTy,+a; (i=1,2,..).

m=1

U holda har bir z = (z;) € ¢; uchun

©.¢) o)

IO(AI',AZ) - i Zaimxm + a; — Zaimzm — Q| =

i=1 |m=1 m=1
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(0.@] o o0 (0]
=Y D amlz <Y il [Tm — 2| < ap(z, 2),
=1 = m=1 1=1

ya'ni A operatori ¢; fazosini o‘ziga qisqartirib akslantiradi. Endi gisqar-
tirib akslantirish prinsipini qo‘llansak, qo‘yilgan savolga javob bo‘ladi.
b) p(x,y) = sup |x; — y;| metrika bilan berilgan barcha chegaralan-

i
gan ketma-ketliklarning m fazosida Az = y = (y;) operatorini qaraymiz,

bunda y; = > ajmrm +a; (i=1,2,...). Uholda

m=1
o0 o0
p(Az, Az) = sup | > aimTm — Y _ aimz| < Bp(,y),
L m=1 m=1

ya'ni A operatori m fazosini o‘ziga qisqartirib akslantiradi. Endi gisqar-
tirib akslantirish prinsipini qo‘llansak, qo‘yilgan savolga javob bo‘ladi.
1
3.2.9. A flz) — 3 [atf(t)dt+ 2z akslantirishning
0
C[0,1] fazosida gisqartiruvchi ekanligini ko‘rsating va uning
go‘zg‘almas f* nugqtasini toping.

Yechimi. Berilgan akslantirish qgisqartiruvchi ekanligi quyidagi ba-
holashdan kelib chiqadi:

1

|Af1—f4f2|:%/ tlfi(t) = fo(t)]dt] <

0

fo(z) = 0 deb olamiz. U holda

max |[1(t)—=fa(t)| = (fl f2)-

@) = Afo(e) = 2

1
1 5 5 5 5
folz) = Afi(z) = §/xt otdt+ 2o = (5 + Sa
0
5 5 5
f3(x) = Af2(37) = (@ @ é)x’
5 5 5

...........................
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Shuning uchun f*(z) = lim f,(z) = =z, ya'ni bu funksiya C]0,1] fa-

1
zosida f(x) = % [atf(t)dt + g:z: integral tenglamaning yagona yechimi
0

bo‘ladi.
3.3.10. Agar f(z) funksiya haqiqiy sonlar o‘qida uzluksiz
differensiallanuvchi bo‘lib, ushbu

O0<c< fllx)<d< oo

sharti o‘rinli bo‘lsa, u holda f(xr) = 0 tenglama yagona
yechimga egaligini i1sbotlang.
Yechimi. Ax = x — cll f(z) akslantirishning sonlar o‘qini o‘ziga

qisqartirib o‘tkazishini ko‘rsataylik: Vx, y € R, x < y uchun
1

40— g = o~ = 5(70) - £0)| =
- |1‘5%§(y)\'x—yl= |1—f/£f)|lw—y\ <

bu erda & € (z, y). Demak,
| Az — Ay| < ‘1—2‘@—9\-

0< ‘1 — g‘ < 1 bo‘lganligidan, y = Ax qgisqartirib akslantirish bo‘ladi.
U holda

1
o — —f (@) = @
tenglikni, yami f(zg) = 0 tenglikni qanoatlantiruvchi yagona
mavjuddir.

3.3.11. Aytaylik, f(z,y) funksiya G = {(z,y) : a < = <
b,—00 < y < +o00} sohada x bo‘yicha uzluksiz va y bo‘yicha
musbat, chegaralangan hosilaga ega bo‘lsin: 0 < m < fz’} < M.
U holda f(x,y) = 0 tenglama [a,b] kesmada yagona uzluksiz
yechimga ega.

Yechimi. C|a,b] fazoni o‘z-o‘ziga aks ettiruvchi Ay =y — ﬁ (,y)
akslantirishni garaymiz. Bu akslantirishning qisqartirib akslantirish
ekanligini ko‘rsatamiz. Agar y; va y» funksiyalar Cfa,b] fazoning el-
ementlari bo‘lsa, u holda

|Ayr — Aya| = |(y1 — %f(xayl)) — (12 — %f(%w)) =
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- '(y2 — 1) — %f;(axm + 0(y1 — y2)) (Y1 — o) | <

1
< 11— =y — 1] = _
_| M||y1 Yo| = alyr — yal,
ya'ni
p(Ayr, Ays) < ap(y1,y2),

bunda 0 < a < 1.
Demak, qisqartirib akslantirish prinsipidan, ixyiyoriy yo € Cla, ]
uchun
Y1 = Ayo, Yo = Ayl,
ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘ladi va lim y, = y funksiya f(z,y) =0

n—oo
tenglamaning yagona uzluksiz yechimi bo‘ladi.

3.3.12. R da
T
f(z) = 5 TT- arctgx

qgisqartirib akslantirish bo‘ladimi?
Yechimi. Faraz qilaylik, x,y € R uchun

[f(x) = f(y)] < afz —y|
bo‘lsin. U holda
[f(x) = fw)| = [(z —y) — (arctgr — arctgy)| < afz —yl.
Bu tengsizlikda y = x 4+ 1 deb olsak, u holda
|1+ arctg(z + 1) — arctgz| < .

Endi x — 400 da arctg(x + 1) — %, arctgr — % ekanligidan, 1 < a.
Demak, bu akslantirish qgisqartirib akslantirish emas.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. X to‘la metrik fazo bo‘lib, T': X — X uzluksiz akslantirishning
biror T darajasi qisqartirib akslantirish bo‘lsin, ya’ni:

p(T"x, T"y) < ap(r,y), 0<a<l

U holda T yagona qo‘zg‘almas nuqtaga ega bo‘lishini ko‘rsating.

2. f—10,1] segmentni [0, 1] segmentiga o‘zaro bir giymatli uzluksiz
akslantirish bo‘lsin. U holda f ning kamida bitta qo‘zg‘almas nuqtasi
mavjudligini isbotlang.



§3.3. Qisqartirib akslantirish prinsipi va uning tatbiqlari 105

3. Cheksiz tenglamalar sistemasi berilgan bo‘lsin:

oo

Y = ZCz‘kSL‘kJsz‘ (1=1,2,...),
k=1
bu erda Y ¢ < 1, Y. b7 < +oo. Bu sistemaning ¢, fazosida yagona
yechimga ega ekanligini isbotlang.
4. [1,00) yarim intervalda f(z) = % In z funksiya’ni qaraylik. Ixtiy-
orly 1 € [1;400), x2 € [1;400) nuqtalari uchun

£() = Fan)] = |F (s — )| < gl — ]

tengsizligi o‘rinlidir (bu erda ¢ € (z1,22)). Ammo bu funksiya
go‘zg‘almas nuqtaga ega emas. Bundan qisqartirib akslantirish prin-
sipiga ziddiyat kelib chigmaydimi?

5. Aytaylik, f(z) € C|a,b] bo‘lsin. U holda

1
y+§sinx—|—f(x):0

tenglama yagona y = y(z) € C|a, b] yechimga egaligini isbotlang.
6. Aytaylik, f(z) € C|a,b] bo‘lsin. U holda

1
y+§cosx+f(x)=0

tenglama yagona y = y(z) € C|a, b] yechimga egaligini isbotlang.



IV BOB
Normalangan fazolar

4.1. Chiziqli fazolar va chiziqli funksionallar

Biror M to‘plami berilgan bo‘lsin. Agar M x M to‘plamining ixtiy-
oriy R, gism to‘plamini olsak, u holda M to‘plamida ¢ binar munos-
abat berilgan deb ataladi. Boshqacha aytganda, agar (a,b) juftlik R,
to‘plamiga tegishli bo‘lsa, u holda a element b elementga binar munos-
abatda deb ataladi va apb ko‘rinishda belgilanadi.

1. Ayniylik munosabati € binar munosabatga misol bo‘ladi. Haq-
iqatan, agar acb < a = b deb olsak, u holda

R.={(a,a): a€e M} C M x M.

R, to‘plamini odatda M x M to‘plamining diagonali deyiladi hamda A
ko‘rinishda belgilanadi.

2. M to‘plamida berilgan har bir ¢ ekvivalentlik munosabati binar
munosabat bo‘ladi. Boshqacha aytganda, ekvivalentlik munosabati re-
fleksivlik, simmetriya va tranzitivlik shartlarini qanoatlantiruvchi binar
munosabat.

Biror F to‘plamida F x E to‘plamning har bir (x,y) elementiga
E to‘plamda = va y elementlarning yig‘indisi deb ataluvchi va x 4+ y
ko‘rinishida belgilanuvchi F to‘plamning elementini mos qo‘yuvchi
binar munosabat berilgan bo‘lib, bu munosabat quyidagi shartlarni
ganoatlantirsin:

Vz,vy, 2z € F uchun

l. =+ y =y + x (yig'indining kommutativligi);

2. (r+y)+ 2=+ (y+ 2) (yig'indining assotsiativligi);

3. E to‘plamida shunday 6 element mavjud bo‘lib, Vo € E uchun
x + 0 = z tengligi o‘rinli ( @ nol deb ataladi);

4. ixtiyoriy x € E uchun shunday —x € F element mavjud bo‘lib
r + (—x) = 0 tengligi o‘rinli (—z element x ga garama-qarshi element
deb ataladi).

Shu bilan birga, K maydondan olingan ixtiyoriy « son va ixtiyoriy
r € E element uchun ax € E (x elementning a songa ko‘paytmasi)
element aniglangan bo‘lib, quyidagi shartlar bajarilsin:
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Va, € K vaVz, y € E uchun:

5. a(fx) = (afx);

6. a(r +y) = ar + ay;

7. (a4 B)x = az + fz;

8. 1-z=u.

Ushbu shartlarning barchasini ganoatlantruvchi £ to‘plami K may-
don ustida chiziqli yoki vektor fazo deb ataladi. Chiziqli fazo element-
larini vektorlar yoki nuqtalar deb ataymiz. Agar K = R (R barcha
haqiqiy sonlar maydoni) yoki K = C (C barcha kompleks sonlar may-

doni) bo‘lsa, u holda E, mos ravishda, haqiqiy yoki kompleks chiziqli
fazo deb ataladi.

3. R to‘plami sonlarni qo‘shish va ko‘paytirish amallariga nisbatan
chiziqli fazo bo‘ladi.

4. n sondagi haqiqiy sonlarning barcha x = (x1,29,...,z,) maj-
muilari to‘plamida qo‘shish va songa ko‘paytirish amallarini

(21,2, .. xn) + (Y1, 92, -+ Yn) = (T1 + Y1, T2+ Yoo o -, T+ Yn)
a(xy,xe,. .., x,) = (Qx1, Qs ..., QL)

ko‘rinishida aniqglasak, bu to‘plam chiziqli fazo bo‘ladi. Bu fazo n-

o‘lchamlt arifmetik fazo deyiladi va R™ ko‘rinishida belgilanadi.

Ta’rif. X va Y lar K ustida chiziqli fazolar bo‘lsin. O‘zaro bir
qiyvmatli ® : X — Y akslantirish

O(r +y) = 0(x) + (y), v,y € X;
O(ax) =ad(z), z,ye X, a €K

shartlarni qanoatlantirsa, u holda X va Y fazolar o‘zaro izomorf fazolar
deyiladi.

Misol uchun, n o‘lchamli R" haqiqiy arifmetik fazosi bilan darajalari
n—1 dan katta bo‘lmagan barcha haqiqiy koeffitsientli ko‘phadlar fazosi
izomorf fazolar bo‘ladi, bunda izomorfizm

(al,ag,...,an)»—>a1—l—a2t—|—...+ant”_1

qoida orqgali o‘rnatilishi mumkin.
L chiziqli fazoning x1, xo, . .., z, elementlari berilganda, kamida bit-
tasi noldan farqli bo‘lgan aq, as, ..., a, sonlari mavjud bo‘lib,

o r1 + aexo + ...+ oy, =0

tengligi o‘rinli bo‘lsa, u holda x1, o, . . ., z, lar chiziqli bog‘liq elementlar
deyiladi. Agar aqx1+asxs+...+a,x, = 0 tengligidan g = as = ... =
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a, = 0 tengligi kelib chigsa, u holda x1,,x9, ..., x, elementlar chiziqli
erkli elementlar deb ataladi.
L chiziqli fazo elementlarining x, v, ... cheksiz sistemasining ixtiy-

oriy chekli gism sistemasi chiziqli erkli bo‘lsa, u holda berilgan sistema
chiziqli erkli deb ataladi.

Agar L fazosida n sondagi chiziqli erkli elementlar topilib, n + 1
sondagi ixtiyoriy elementlari chiziqli bog'liq bo‘lsa, u holda L fazosi
n-o‘lchamli deyiladi. Agar L da ixtiyoriy sondagi chiziqli erkli element-
larni topish mumkin bo‘lsa, u holda L cheksiz o ‘lchamli fazo deb ataladi.
n-o‘lchamli L fazoning n sondagi ixtiyoriy chiziqli erkli elementlarining
sistemasini, bu fazoning bazisi deb ataladi.

L’ to‘plam L chizigli fazoning gism to‘plami bo‘lsin. Agar ixtiyoriy
x,y € L' va ixtiyoriy a, 3 € K sonlar uchun ax + By € L' bo‘lsa, u
holda L’ to‘plam L ning gism fazosi deb ataladi.

L chiziqli fazo bo‘lib,  uning nol elementi bo‘lsin. Fagat nol ele-
mentdan iborat {6} to‘plam L ning eng kichik qgism fazosi bo‘ladi. Bu
fazoni nol gqism fazo deb ataymiz. Shu bilan birga, L ni ham o‘zining
qism fazosi sifatida garash mumkin. Bu ikki gism fazolar L ning zosmas
qism fazolari deyiladi, boshqa qism fazolar zos deb ataladi.

Qism fazolarning xohlagan sistemasining kesishmasi qism fazo
bo‘ladi. Haqgiqatan, {A, : v € I} (I ixtiyoriy to‘plam) sistema L

chiziqli fazosining qism fazolari sistemasi bo‘lsin. Ixtyoriy =,y € () A,
g
elementlar va ixtiyoriy o, 8 sonlar uchun ax+p8y € A,, Vv € I munos-

abati o‘rinli. U holda ax + By € [ A, munosabati ham o‘rinli, ya'ni
gl

(A, to‘plam gism fazo bo‘ladi.
gl
L chiziqli fazoda biror bo‘sh bo‘lmagan S to‘plam berilgan bo‘lsin.

S to‘plamni o'z ichiga olgan eng kichik qism fazo, S to‘plamning chiz-
iqli gobig‘i deyiladi va u odatda Z(S) ko‘rinishida belgilanadi. .Z(S)
fazosi S ni o'z ichiga oluvchi barcha qism fazolarning kesishmasidan ib-
orat bo‘ladi. Boshqacha aytganda, .Z(S) fazosi quyidagi ko‘rinishdagi
elementlardan iborat: .
=) aa;
i=1

bunda o; € K, a; € S, 1 <1 <n,neN.

5. L chiziqli fazo bo‘lib, £ uning noldan farqli elementi bo‘lsin.
{Ax : X € K} elementlar to‘plami bir o‘lchamli qgism fazo bo‘ladi.
Agar L ning o‘lchami birdan katta bo‘lsa, u holda {Ax : A € K} # L.

6. [a,b] segmentda aniglangan barcha ko‘phadlar to‘plamini Pla, b]
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ko‘rinishida belgilasak, u holda bu to‘plam Cfa,b] ning qism fazosi
bo‘ladi.

7. Uy, ¢y, ¢, m, R* to‘plamlarning barchasi chiziqli fazo bo‘lib, har
biri o‘zidan keyingisining qism fazosi bo‘ladi.

L chiziqli fazo bo‘lib, L’ uning biror gism fazosi bo‘lsin. Agar
x,y € L elmentlarning ayirmasi L' fazosiga tegishli bo‘lsa, u holda
bu elementlarni ekvivalent deb ataymiz. Ekvivalentlik munosabat re-
fleksiv, simmetrik va tranzitiv bo‘lgani uchun, u L ni o‘zaro kesishmay-
digan sinflarga ajratadi. Bunday sinflar to‘plami L ning L’ bo‘yicha
faktor fazosi deb ataladi va L/L' ko‘rinishida belgilanadi. & va n sinflar
L/L’ faktor fazoning elementlari, hamda x € £ va y € n bo‘lsin. £ va
n sinflarning yig‘indisi deb, z 4+ y elementini o‘z ichiga oluvchi v sin-
fga aytiladi; & sinf va a son ko‘paytmasi deb, ax elementini o‘z ichiga
oluvchi sinfga aytamiz. Bu amallar natijasi x va y lar o‘rniga xohlagan
boshqa ' € £ va 3/ € n elementlarni olganda ham o‘zgarmaydi. Shun-
day qilib, L/L’ faktor fazosida qo‘shish va skalyar songa ko‘paytirish
amallari aniglanadi. Bu amallar chiziqli fazo tarifidagi barcha shart-
larni qanoatlantiradi. Shu sababli, har bir L/L’ faktor fazo chiziqli fazo
bo‘ladi.

Agar L chiziqli fazo n-o‘lchamli bo‘lib, uning L' qism fazosi k-
o‘lchamli bo‘lsa, u holda L/L’ faktor fazosining o‘lchami n — k ga teng.

L chizigli fazo bo‘lib, L’ uning biror gism fazosi bo‘lsin. L/L’ faktor
fazoning o‘lchami L’ fazoning L fazodagi koo ‘lchami deb ataladi.

Agar L' C L fazo chekli koo‘lchamga ega bo‘lsa, u holda L da shun-
day x1, xo,...,x, elementlarni saylab olish mumkin bo‘lib, ixtiyoriy
x € L elementni yagona usulda

r=0o1r1 + s+ ...+ 0, +yY

ko‘rinishda yozish mumkin, bunda ay, as,...,ap, € K, y € L.
Haqiqatan, Aytaylik, L/L’' faktor fazoning o‘lchami n ga teng bo‘lsin.
Bu faktor fazodan &, &, . . ., &, bazis olib, har bir & sinfdan x; element
olamiz. x nuqta L ning ixtiyoriy elementi bo‘lib, bu elementni o‘z ichiga
oluvchi sinfni ¢ orqali belgilaylik. U holda

§ =& + o+ ...+ .

x € £ bo‘lganligi sababli x — (a1, 21 + asxs + ... + a,x,) € L'. U holda
L’ ning shunday y elementi mavjud bo‘lib,

x—(&1$1+0é2$2+.--+04nxn):y
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tengligi o‘rinli bo‘ladi. Natijada
T =121+ QT+ ... +ayTy, +y

tengligi kelib chiqadi. Bu yozuvning yagonaligi L' qism fazoning L /L’
faktor fazosi uchun nol element bo‘lishidan kelib chiqadi.

L chiziqli fazoda aniqlangan g sonli funksiya funksional deb ataladi.
Agar barcha x, y € L elementlar uchun g(z + y) = g(x) + g(y) tengligi
o‘rinli bo‘lsa, u holda g additiv deyiladi. Xohlagan « son va barcha
x € L uchun g(ax) = ag(x) tengligi o‘rinli bo‘lsa, u holda g ni bir jinsli
deb ataymiz.

Kompleks chiziqli fazoda aniglangan ¢ funksonal xohlagan « son
uchun g(ax) = ag(z) tenglikni ganoatlantirsa, u holda qo‘shma bir
ginslt deb ataladi.

Additiv va bir jinsli funksionalni chizigli deb ataladi. Boshgacha
aytganda, L chiziqli fazoda aniqlangan g(z) funksional xohlagan x, y €
L elementlar va a;, 3 sonlar uchun g(az+0y) = ag(x)+pPg(y) tengligini
ganoatlantirsa, u holda chiziqli deb ataladi.

8. a = (ay, as,...,a,) € R" tayinlangan vektor bo‘lsa, u holda
f(z) = Z a;T;
i=1

ko‘rinishida aniglangan akslantirish R" da chiziqli funksional bo‘ladi.
Hagqigatan, xohlagan

I’:(I’l, I’Q,...,Q}'n) y:(y17y27"'7yn) ERn

elementlar va xohlagan «, (8 sonlar uchun

flaz+By) = ailax; + By:) = @Y anxi+B Y a,yi = of (x)+Bf(y).
i=1 i=1 i=1
9. Cla, b] fazosida chizigli funksional sifatida
b
flz) = / 2(t) dt

integralini qarash mumkin. Bu funksionalning chiziqli ekanligi integral-
ning xossalaridan kelib chiqadi.

10. k tayinlangan natural son bo‘lsin. /¢y har bir z =

(1, T2y...,Tp,...) elementi uchun fi(z) = z; deb olsak, bu funksional
chiziqli bo‘ladi. Haqgiqatan, xohlagan

= (21, Toy o Tny--)y, Y= (Y,Y2, - Yn,--.) € Lo
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elementlar va xohlagan «, [ sonlar uchun

frlar + By) = axp + Byr = af (x) + Bf(y)

tengligi o‘rinli.

L chiziqli fazoning H xos qism fazosi uchun shunday xy € L element
topilib, L = Z(H, z() tengligi o‘rinli bo‘lsa, bunda Z(H, xy) — H
to‘plam va x( elementning chiziqli qobig‘i, u holda H giperqism fazo
deb ataladi. L chiziqli fazodagi

v+ H (re L, H-—qism fazo)

ko‘rinishdagi to‘plamga gipertekisitk deb ataymiz.

H = ¢g71(0) giperqism fazo ¢ funksionalning yadrosi deb ataladi va
ker g ko‘rinishda belgilanadi.

L haqiqiy chiziqli fazoning biror Ly qism fazosida fy chizigli funk-
sionali berilgan bo‘lsin. Agar L fazosida aniglangan f funksionali uchun
xr € Ly bo‘lganda f(z) = fo(x) tengligi o‘rinli bo‘lsa, u holda f funk-
sionali fy funksionalning davomi deb ataladi.

L chiziqli fazosida aniqlangan p funksional berilgan bo‘lib, barcha
x,y € L elementlar va barcha a € [0, 1] sonlari uchun

plaz + (1 —a)y) < ap(z) + (1 — a)p(y)

tengsizligi o‘rinli bo‘lsa p funksionali gavariqg deb ataladi. Agar xohla-
gan x € L elementlar va barcha a > 0 sonlari uchun p(az) = ap(x)
tengligi o‘rinli bo‘lsa, p funksional musbat bir jinsli deyiladi. Musbat
bir jinsli qavariq funksionalni bir jinsli gavariqg deb ataymiz.

L chiziqli fazo, A C FE qavariq to'plam va z € A bo‘lsin. Agar
xr = %(y + 2), y,z € A tengligidan, x = y = z kelib chigsa, u holda z
nuqgta A to‘plamning ekstremal nugtast deyiladi. A to‘plamning barcha
ekstremal nuqtalari to‘plami extA kabi belgilanadi va u to‘plamning
ekstremal chegarasi deyiladi. Masalan, [0, 1] kesma uchun ext[0,1] =

{0, 1}.
Masalalar

4.1.1. Ixtiyoriy L chiziqli fazoning nol elementi yagona
ekanligint isbotlang.

Yechimi. L chiziqli fazoning ikkita 6; va 6 nol elementlari mavjud
bo‘lsin. U holda nol element ta’rifi va qo‘shish amalining kommuta-
tivligidan

0y =01 + 0y =0y + 0 = 0s.
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Demak, 6; = 65, ya’'ni nol elementi yagona bo‘ladi.
4.1.2. Ixtiyoriy L chiziqli fazoda har bir elementga
garama-qarshi element yagona ekanligini isbotlang.
Yechimi. Aytaylik, 2’ va 2” elementlar x elementga garama-qarshi
elementlar bo‘lsin. U holda

r=24+0=2+@x+2")=@ +2)+2"=0+2"=2",

yani 2’ = 2",

4.1.3. Agar L chiziqli fazoning noldan farqli v element:
uchun \x = ux tengligi o‘rinly bo‘lsa, u holda \ va i sonlar-
ining o‘zaro teng ekanligini isbotlang.

Yechimi. Mr = pux tengligining ikki tomoniga —pux elementini
qo‘shsak (A — p)xr = 0 tengligi kelib chiqadi. Agar A # u bo‘lsa, u
holda chiziqli fazo ta’rifida 5-aksiomadan z = (A — p) " H[(A — p)z] = 0
tengligiga ega bo‘lamiz. Bu ziddiyatdan A = u tengligi kelib chiqadi.

4.1.4. Agar L chiziqli fazoning x,y elementlari va noldan
farqli A soni uchun \x = \y tengligt o‘rili bo‘lsa, u holda r va
y elementlarning o‘zaro teng bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. Mr = M)y tengligining ikki tomoniga —\y elementini
qo‘shsak A(z — y) = 0 tengligiga ega bo‘lamiz. A # 0 bo‘lgani uchun
r—y=A\Nz—y)]=0,yamnixz=y.

4.1.5. Barcha hagqiqiy koeffisientli ko‘phadlar fazosi P|X]
da

1t t5, .t

sistema chiziqli erkli ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. Aytaylik, ag, aq,...,a, € R sonlari uchun har bir t € R da

aot +ait + ...+ a,t" =0

bo‘lsin. Oxirgi tenglikdan n marta hosila olsak, u holda nla,, = 0, ya'ni
a, = 0 kelib chigadi. Bundan

aot + ajt + ... + a, 1"t = 0.

Xuddi shunday bu tenglikdan n — 1 marta hosila olsak, u holda (n —
!a,—1 =0, ya’ni a,_; = 0 kelib chigadi. Bu jarayonni davom ettirsak,
Gp = Qp_1 = ...=a; = agp = 0 ga ega bo‘lamiz. Bundan

1t t2, .t

sistema chiziqli erkli ekanligini ko‘rinadi.
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4.1.6. Agar E=CI[0,1] va F={f € C[0, 1] : f(0) =0} bo‘lsa,
u holda E/F faktor fazoni toping.

Yechimi. 1(t) = 1,t € [0, 1] birlik funksiya’'ni olaylik. U holda
f € Cl0, 1] uchun g = f —cl € F bo‘ladi, bunda ¢ = f(0). Bundan har
bir f € C|0, 1] yagona ravishda

f=g+cl,geF,ceR

ko‘rinishda yoziladi. Bundan E/F faktor fazo {c1 : ¢ € R} = R fazoga
izomorfdir.

4.1.7. Haqiqiy sonlar maydonida aniqglangan va t o‘zgar-
uvchiga bog‘liq barcha ko‘phadlar chiziqli fazosida t> + 1, >+
t, 1 vektorlar sistemasining chiziqli qobig‘c ganday bo‘ladi?

Yechimi. Xohlagan «, (3, haqiqiy sonlari uchun

at? + 1)+ B +t)+y=(a+ ) +pt+a+7

tenligi o‘rinli bo‘lgani uchun berilgan sistemaning chiziqli qobig‘i
haqiqiy koffitsientli barcha kvadrat uchhadlarning chiziqli fazosidan ib-
orat bo‘ladi.

4.1.8. H to‘plam K maydon ustidagt L chiziqli fazoning
giperqgism fazosi bo‘lib, v1 € L/H bo‘lsin. U holda L ning
xohlagan x elementt

r=Ar1+h, (AeK, heH)
ko‘rinishda yagona usulda yozilishini isbotlang.
Yechimi. H giperqism fazo bo‘lgani uchun 2 (H, zy) = L tenglikni

qanoatlantiruvchi xy € L elementi mavjud. Shu sababli z; € L/H
elementni

r1 = Xoxo + Ahi + XAoho + ...+ N\ hy, (hl,hg,...,hn - H)
ko‘rinishda yozish mumkin. Aihy + Ashs + ... 4+ A, h, = hg belgilashni
kiritamiz. U holda x1 = A\gxg + hg. Bu tenglikdan zy ni topamiz:

T — h()
Ty — .
Ao

r1 ¢ H bo‘lgani uchun xy # 0.

Xohlagan = € L element uchun shunday o € K soni va hy € H
elementi topilib, * = axy + h; tengligi o‘rinli bo‘ladi. Bu tenglikni
almashtiramiz:

x1 — hy «a o
h=— hi — —hg).
N + )\0$1+( 1 ¥ ())

r=ar)+h=a«a
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)% =Avah; = )%ho = h belgilashlarini kiritamiz. U holda
r=Ar1+h (4.1)

Endi = elementni (4.1) ko‘rinishda yagona ravishda yozish mumkin
ekanligini ko‘rsatamiz. Aytaylik, x = ax; +h = Bx1+g (h,g € H)
bo‘lsin. U holda (o« — B)xy = g — h. ¢ — h € H bo‘lgani uchun
(a— )z € H. Bu munosabat faqat a = 3 bo‘lgandagina o‘rinli, chunki
r1 ¢ H. Natijada g = h tengligiga ham ega bo‘lamiz.

4.1.9. L chiziqly fazoda g chiziqli funksional berilgan bo‘lib,
g # 0 bo‘lsin. U holda quyidagilarni isbotlang:

1) H= f10) to‘plami giper qism fazo bo‘ladi;

2) zohlagan \ € K soni uchun f~'(\) = x,+H tengligi o‘rinli,
bunda f(x),) = .

Yechimi. 1) f # 0 bo‘lgani uchun f(xy) # 0 bo‘ladigan xy € L
elementi mavjud. f(zg) = A9 bo‘lsin. L dan xohlagan x element olib,

uni ushbu
Tr = Ma:o + <x — M:E())
Ao
ko‘rinishda yozib olaylik.
f@)\ _ flzo) _
f(ﬂf—m> = fz) = f(z) Ao =0

tengligi o‘rinli bo‘lgani uchun x — %”:)xo € H bo‘ladi. Bu elementni h

orqali belgilaymiz:

€T
h:x—%ajo.
U holda f()
T
.QZ—)\—O—Fh.

Bu tenglikdan H ning giper qism fazo ekanligi kelib chigadi.
2) Agar x) = %0330 bo‘lsa, u holda

o = £ (Fan) =L

yani f(x)) = A tengligini qanoatlantiruvchi z, elementlari mavjud
ekan. Aytaylik, z) element f(x)) = A tengligini qanoatlantiruvchi ixtiy-
oriy element bo‘lsin. Agar y € f~(\) bo‘lsa, u holda f(y) = A bo‘ladi.
y elementni y = x) + (y — z)) ko‘rinishida yozib olsak, f(y — x)) = 0
bo‘lishidan, y — ) € H ekanligi kelib chiqadi. Shu sababli y € z) + H.
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Aksincha, agar z € z) + H bo‘lsa, u holda z = =)\ +h (h € H).
Bundan f(z) = X va z € f}(\) ekanligi kelib chiqadi. Demak,
f_l()\) =)+ H.

4.1.10. (Xan — Banax teoremast). L chizigli fazosida
aniqlangan bir jinsli qavariq p funksionali va L ning Ly gism
fazosti berilgan bo‘lsin. Agar L, fazosida aniglangan f, funk-
stonalt uchun

fo(z) <p(x) (Vze L) (4.2)

tengsizligi o‘rinli bo‘lsa, u holda f, funksionalni barcha L da
f(z) < p(x) tengsizligini qanoatlantiruvchi f funksionaligacha
davom ettirish mumkinligini isbotlang.

Yechimi. Ly # L bo‘lsin. L\ Ly to‘plamidan biror z nuqtasini olib,

L'={tz+x:teR, z € Ly}

qism fazosini qaraylik. L ning bu chiziqli gqism fazosi L¢ fazosining ele-
mentar kengaymasi deb ataladi. fy funksionalni (4.2) shartni buzmagan
holda Lg fazosidan L' fazosiga davom ettirish mumkinligini ko‘rsatamiz.

Agar izlanayotgan fy funksionalning L’ dagi davomi f’ bo‘lsa, u holda

ftz +x) =tf'(2) + folz)

tengligi o‘rinli bo‘ladi. f/(z) = ¢ belgilashni kiritamiz. U holda
f(tz + ) = te+ fo(x).

Endi ¢ sonini (4.2) shart o‘rinli bo‘ladigan qilib saylab olamiz, ya'ni
x € Ly elementi va barcha t haqiqiy sonlar uchun fy(z) +tc < p(x +tz)
tengsizligi o‘rinli. Bu tengsizlik ¢ > 0 bo‘lganda

x x
fo (-) +c§p(—+z>
t t
x x
<pl(Z _ =
C—p(t+z) fo(t)
tengsizligiga, t < 0 bo‘lganda esa

W) +ezn (5=,

(£ -h (2

yoki

yoki
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tengsizligiga teng kuchli. Bu tengsizliklarni ganoatlantiradigan ¢ soni
mavjud ekanligini ko‘rsatamiz. Lg fazosidan ixtiyoriy 3/, 1" elementlar
olamiz. y” — vy’ € Ly bo‘lgani uchun

fo") = o) = fy" =) <ply" —9) =

=p((y"+2) = (' +2) <ply" +2) +p(=y - 2),
ya'ni
p" +2) = foy") = —p(=y' = 2) = fol¥/)
tengsizligiga ega bo‘lamiz. v, y” nuqtalar Ly fazosidan olingan ixtiyoriy
elementlar bo‘lganligidan,

¢ = inf (fo(y") +p(y" +2)) Z sup (foy) —p(=y/ = 2)) = ¢
Yy

d’ > ¢ > ¢ qo‘sh tengsizlikni qanoatlantiradigan ¢ sonini tanlab, L’
fazosida f'(tz+x) = tc+ fo(x) ko‘rinishida f’ funksionalni aniglaymiz.
Bu funksional chiziqli va fy ning L’ dagi davomi. FEndi L' da (4.2)
munosabatining o‘rinli ekanligini ko‘rsatamiz. ¢ > 0 bo‘lganda

f'(tz +x) =te+ folr) <t + fo(x) <

gt(—fo (%) +p<z+%>) + fo(z) =
= —folz) + p(tz + z) + fo(x) = p(tz + z).
t < 0 bo‘lganda

[tz +2) =te+ fo(z) <td + fo(x) <

< (0 (3) -p (1)) i -
= —fo(x) + p(tz + z) + folx) = p(tz + ).

Demak, agar fy funksional Ly C L qism fazoda aniglangan va (4.2)
shartni qanoatlantirsa, u holda shu shartni qanoatlantirgan holda L
fazoning L' elementar kengaymasiga davom ettirish mumkin ekanligini
ko‘rsatdik.

Agar L fazosida chizigli qobig‘i shu fazoning o‘ziga teng sanoqli
{z1,29,...,2y,...} to'plamini tanlab olish mumkin bo‘lsa, u holda
yuqoridagi usul bilan f; funksionalni (4.2) shartni saqlagan holda
quyidagi fazolarga ketma-ket davom ettiramiz:

L(l) = {L();xl}? L(Q) - {L(1)7 x?}? ce e
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bu erda L+ to‘plami L ning L*) fazo va zj.; elementni o'z ichiga
oluvchi eng kichik qism fazosidan iborat. Natijada, L ning har bir
elementi biror L™* fazosiga tegishli bo‘lishidan, berilgan f; funksional
Ly dan L ga (4.2) shartni buzmagan holda davom ettiriladi.

Endi yuqorida aytilgan sanoqli to‘plamni tanlab olish mumkin
bo‘lmagan, ya’ni umumiy holda qaraymiz. Berilgan f, funksionalning
(4.2) shartni gqanoatlantiruvchi barcha davomlari to‘plamini % orqali
belgilaylik.

Agar fi va fo funksionallar .# to‘plamiga tegishli bo‘lib, f; aniglan-
gan qism fazo fo aniglangan qism fazoda yotsa va fy funksional f;
funksionalning (4.2) shartni qanoatlantiruvchi davomi bo‘lsa, u holda
f1i < fo munosabatini yozamiz. Bu munosabat .# to‘plamida gisman
tartibni aniglaydi. .%; orqali .% to‘plamining ixtiyoriy chiziqli tartiblan-
gan qism fazosini belgilaymiz. %, to‘plamiga tegishli barcha funksional-
lar aniqlanish sohalarining birlashmasida aniglangan va bu funksional-
larning har biri bilan shu funksionallarning aniqglanish sohasida ustma-
ust tushadigan funksional .%, to‘plamining yuqori chegarasi bo‘ladi.
Demak, .# to‘plamining ixtiyoriy chizigli tartiblangan gism to‘plami
yuqori chegaraga ega. U holda Sorn lemmasi bo‘yicha .# to‘plamida
maksimal f element mavjud bo‘ladi. Shu f funksional biz izlayotgan
funksional bo‘ladi. Hagqigatan, bu funksional f; funksionalning (4.2)
shartni qanoatlantiradigan davomi va uning aniqlanish sohasi L fazosi-
dan iborat. Sababi, agar f funksionalning aniglanish sohasi L fazosining
biror L; xos gism fazosidan iborat bo‘lsa, u holda uni yuqorida aytil-
gan usul bilan Ly C L fazosiga davom ettirish mumkin bo‘ladi. Bu f
funksionalning maksimal ekanligiga ziddir.

4.1.11. « ning qanday giymatida x = (1,2,3), y = (1,1,0) va
z = (a, 1,1) vektorlar chiziqli bog‘liq bo‘ladi?

Yechimi. a, b, ¢ sonlari uchun ax + by + cz = 0 bo‘lsin. U holda

a+b+ca=0 B
2a+bte=0 {g;fc(l__oa) =0 _
3a+c=0 a

c= —3a
:>{a—3a(1—04):0 = a(3a—2)=0.

Chiziqli bog‘liq bo‘lganligi uchun a # 0 deylik. U holda

2
Ja—2=0=a=—.
o a=g
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4.1.12. C[0, 7] fazoda 1, cost, cos’t funksiyalar chiziqli
erkli, 1, cos2t, cos’t funksiyalari esa chiziqli bog‘liq ekanlig-
int ko‘rsating.

Yechimi. 1) 1, cost, cos’t funksiyalar chiziqli erkli bo‘ladi.
Haqigatan,

o+ fcost +ycos’t =0
bo‘lsin. Agar t = % bo‘lsa, u holda a = 0 kelib chiqadi, va Bcost +
vcos?t = 0 bo'lib, B+ ycost = 0 tengligiga ega bo‘lamiz. Yana t = %
giymatida § = 0 kelib chiqib, vcost = 0, bundan v = 0 kelib shigadi.
Natijada

a+ Bcost+vycosPt=0 = a=pF=v=0.

2) 1, cos2t, cos®t funksiyalari chiziqli bog‘liq, chunki bu
1
cos’t = 5 (14 cos2t)

munosabatidan kelib chiqadi.
4.1.13. FE chiziqli fazo va f : E — R chizqli funksional
bo‘lsin. U holda bu funksionalning yadrosi

ker f={zx e FE: f(x)=0}

to‘plami E ning qism fazosi ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. Aytaylik, x,y € ker f bo‘lsin. U holda

flx+y)=flx)+ f(y) =0+0=0,

ya'ni ker f qo‘shish amaliga nisbatan yopiq.
Endi z € ker f, A € K bo‘lsin. U holda

fz) = Af(x) = A0 =0,

ya'ni ker f songa ko‘paytirish amaliga nisbatan ham yopiq. Demak,
ker f qgism fazo ekan.

4.1.14. ¢y fazoning birlik sharining ekstremal nuqtalari
mavjud emasligini ko‘rsating.

Yechimi. Aytaylik, A = {z = (z,,) € ¢ : ||z|| < 1} bu fazoning
birlik shari va z € A bo‘lsin. U holda lim x, = 0, bundan shunday m

n—oo

soni topilib, |z,,| < 1/3.

{ T, agar n % m,
Yn =

—%, agar n = m
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va
{ T, agar n # m,
Zn — 1 .
Tp+ 3, agarn =m
nuqgtalar uchun
1

bo‘lganligidan, = ekstremal nuqta emas.

4.1.15. c¢ fazoning birlik sharining ekstremal nugtalarini
toping.

Yechimi. Aytaylik, A = {z = (z,,) € ¢ : ||z|]| < 1} bu fazoning
birlik shari va x € A bo‘lsin. Faraz qilaylik, shunday m soni topilib,
|z,| < 1 bo‘lsin. U holda shunday € > 0 soni mavjudki, —1+¢ < x,, <
1—e.

@y, agar n # m,
n = { T, —&, agarn =m
va
B { T, agar n # m,
2y =
Ty, +E, agar n = m

nuqtalar uchun

1
bo‘lganligidan, x ekstremal nuqta emas. Demak, agar x € A ekstremal
nuqta bo‘lsa, u holda barcha n sonlari uchun |z,| = 1, ya'ni z, = £1.
lim x,, mavjud bo‘lganligidan, biror £ nomerdan boshlab,

n—oo

x,=1 yoki xz,=—1. (5.3)

Endi bu shartni qanoatlantiruvchi har bir nuqta ekstremal nuqta ekan-
ligini ko‘rsatamiz.
Aytaylik, € A nuqtasi (5.3) shartni qanoatlantiradi va biror y, z €

A uchun |

x = §(y+z)

U holda so‘ngi tenglikdan y,, + 2z, = +2 kelib chiqadi. Endi |y,], |z,] <1
ekanligini e’tiborga olsak, u holda y,, = z,, = £1. Bundan =z = y = 2.
Demak, ¢ fazoning birlik sharining ekstremal nuqtalari quyidagi
ko‘rinishdagi nuqtalardir: = = (z,) € A,
+1, agar n < k,
Ty =
1, agarn>k

va
S +1, agar n < k,
" =1, agarn >k,



120 IV. Normalangan fazolar
bunda £ € N.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. L chiziqli fazoning biror x va y elementlaridan iborat qgism
to‘plamning chiziqli qobig‘i qanday bo‘ladi?

2. Qanday chiziqli fazoda har qanday chiziqli qobiq fazoning o‘zi
bilan ustma-ust tushadi?

3. Agar chiziqli fazoning biror elementini shu fazoning ey, es, ..., e,
elementlarining chiziqli kombinatsiyasi orqali yagona usulda ifodalash
mumkin bo‘lsa, u holda ey, es,..., e, vektorlar chiziqli erkli bo‘lishini
isbotlang.

4. Agar eq, eo, ..., e, vektorlar chiziqli erkli bo‘lsa, u holda bu siste-
maning chiziqli qobig‘iga tegishli ixtiyoriy elementni eq, es, ..., e, vek-
torlarning chiziqli kombinatsiyasi orqali yagona usulda yozish mumkin
ekanligini isbotlang.

5. Har qanday chekli o‘lchamli chiziqli fazo o‘zining chekli sondagi
vektorlarining chiziqli qobig‘idan iborat ekanligini isbotlang.

6. Agar ey, eo, ..., e, vektorlar sistemasi K maydon ustidagi L chiz-
iqli fazoning bazisi bo‘lsa, u holda L ning xohlagan x elementini

n
x:Zakek, ar €K, k=1,n
k=1

ko‘rinishida yozish yagona bo‘lishini isbotlang.

7. Haqiqiy sonlar maydoni ustidagi haqiqiy koeffitsientli barcha
ko‘phadlar fazosi cheksiz o‘lchamli chiziqli fazo ekanligini isbotlang.

8. Ratsional sonlar maydoni ustida ratsional sonlar chiziqli fazosin-
ing o‘lchami qanday?

9. Ratsional sonlar maydoni ustida kompleks sonlar chiziqli fazosida
chiziqli erkli vektorlar sistemasini tuzing.

10. n-o‘lchamli kompleks chiziqli fazoni haqiqiy chiziqli fazo sifatida
qarasak, uning o‘lchami ganday bo‘ladi?

11. R” chiziqli fazoda ushbu

S =A{(ay,a9,...,a,): a; =as}

to‘plamning qism fazo ekanligini isbotlang. Bu fazoning o‘lchamini top-
ing.

12. R" fazoda birinchi koordinatasi nolga teng bo‘lgan nuqtalardan
iborat qism fazoni Sy orqali belgilasak, R" /Sy faktor fazosini toping.
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13. C[-1,1] fazoda berilgan quyidagi funksionallarning chiziqli
ekanligini sbotlang. Bu funksionallarning yadrosi haqida qanday fikr-
dasiz?

a) f(x) = 5(z(=1) + z(1));
b) f(z) = 2((1) — 2(0));
c) f(x) = > agz(ty), bunda ap € R, k = 1,n va t1, ta,...,t, €
—1,1; .
d) fe(@) = %[v(e) + @(—e) — 22(0)], e € [-1,1];

o) f(x) = f o(t) dt:
D fa) = [ a(t)dt — a(0);
g) f(z) :_j(ix(t) dt—jm(t) dt

h) f@) = Ja®)dt = iy z z(%).
14. Quy1dag1 funksmnallarmng ch1z1q11 ekanligini isbotlang:
= f tr(x)dt, xe Cl—1,1];
-1

— j‘tx(t) dt, x € Cy[—1,1];
J

—
i
W=

x(t)dt, x € C50,1];
0
d) f(x) =x1+ 29 x=(21,29,...) € ly;

o
N—
—
—~

S
N~—

I
(1=

xr = (xl,xg,...) € 62;

k=1

£) f(x) = 52(1 Dy, = (21,09,...) € b
—1

g) f(z) = kZ 27"y, @ = (21,29,...) € ¢p;
—1

h) f(x) = nh_)raloxn r = (r1,%2,...) € C.

15. L chiziqli fazoning H giperqism fazosi berilgan bo‘lsin. xq ¢ H
element va A # 0 son uchun quyidagi ikki shartni qanoatlantiruvchi
yagona ¢ funksionali mavjud ekanligini ko‘rsating:

1) kerg = H;

2) g(zg) = A

16. L chiziqli fazoda h va ¢ chiziqgli funksionallar berilgan bo‘lib,
ker h = ker g bo‘lsa, u holda g = ah tenglikni qanoatlantiruvchi a € K
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soni mavjud ekanligini ko‘rsating.

17. L chiziqli fazoda aniqlangan ¢ chiziqli funksional berilgan
bo‘lsin. L/ ker g faktor fazoning o‘lchamini toping.

18. L chiziqli fazoda f, fi, fo, ..., fu chizigli funksionallar berilgan
bo'lsin. Agar fi(z) = fa(z) = ... = f,(z) = 0 bo'lishidan f(x) = 0
ekanligi kelib chigsa, u holda aq, as, . .., a, sonlari topilib, barcha z € L

uchun f(z) = > apfr(z) tengligi o'rinli bo‘lishini isbotlang.
k=1

4.2. Normalangan fazolar

K maydon ustidagi X chiziqli fazoning har bir x elementiga nomanfiy
|z|| haqiqiy soni mos qo‘yilgan bo‘lib, bu moslik quyidagi shartlarni
ganoatlantirsin:

L. ||z]| =0« z = 0;

2. [[Az]| = [A|||z]|, YA eK, ze X;

Bz +yll < llzll + llyll, =, yeX.

U holda X fazoni normalangan fazo deb ataymiz. |[|z| soni esa x
elementning normasi deb ataladi.

Agar p(x,y) bilan ||z — y|| sonini belgilasak, u holda p(x,y) metrika
boladi. Haqgiqatan,

D)plzy)=llz—y|=0&z=y;

2) p(z,y) = [z —y||l = |(=D)@y —2)|| =| -1y —z| = ly — 2| =
p(y, T);
3)pxy) =llz—yl|l =llr—2z+z—yl| < |z -z +z -yl =

p(x,z) + p(z,y).

Demak, ixtiyoriy normalangan fazo metrik fazo bo‘ladi. Shuning
uchun metrik fazolarda kiritilgan tushunchalarga normalangan fazo-
larda ham ta’rif berishga bo‘ladi.

Aytaylik, X normalangan fazo va ¢y € X bo‘lsin. Metrik fazolardagi
kabi markazi xy nuqtada va radiusi r > 0 ga teng ochiq (yopiq) shar
deb

B(xg,r) ={r € X : ||r—xo|]| <r} (Blzo,r]={x € X : |Jz — x| <7r})

to‘plamga, markazi xy nuqtada va radiusi r > 0 ga teng sfera deb
S(zg,r) ={x € X : |z —x9|]| =r} to‘plamga aytiladi.

xo nuqtaning € > 0 atrofi deb B(zg,€) ochiq sharga aytamiz va uni
O:(xg) kabi belgilaymiz. Atrof tushunchasi kiritilgandan keyin urinish,
limit, yakkalangan nuqtalar; ketma-ketlikning yaqginlashuvchiligi, fun-
damental ketma-ketlik, to‘plamning yopilmasi, to‘plamning ichi, ochiq
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to‘plam, yopiq to‘plam tushunchalariga metrik fazolardagi kabi ta’rif
beriladi.
To‘la normalangan fazo Banax fazost deb ataladi.

Ta’rif. X Banax fazosi va'Y C X bo‘lsin. Agar [Y] = X bo‘lsa, u
holda X fazoY fazoning to‘ldiruvchisi deb ataladi.

L normalangan fazoning L chiziqli qism fazosi yopiq bo‘lsa, u holda
Ly to‘plamni L fazoning gism fazosi deb ataymiz.

{z,} sistemani o‘z ichiga oluvchi eng kichik yopiq qism fazo, shu
sistemaning chizigli qobig‘i deb ataladi va Z({x,}) ko‘rinishda belgi-
lanadi. Agar Z({z,}) = L bo'lsa, u holda {z,} sistema to‘la deyiladi.

Masalalar

4.2.1. R haqiqiy sonlar fazosida mormani |z| = |z
ko‘rinishda kiritish mumkinligini ko‘rsating.

Yechimi. Norma aksiomalarini tekshiramiz.

D) Jlall = || =0 & = = 0;

2) [[Az]| = [Azx| = [Al|lz] = |All[=];

3) Nl +yll =z +yl <zl + |yl = [lz]| + lly]l-

4.2.2. R" fazoda normani

ko‘rinishda kiritish mumkinligint isbotlang.

Yechimi.
n
Dzl=4/>X2=0r=03=...=12, =0 2 =0
k=1
2) Al = 3 [ 20 (Awn)? = | 20 A = 4 [ A% >0 = [A[l[]];
k=1 k=1 k=1
3 Ixtiyoriy x = (1,2, ..., Zn), ¥y = (y1,¥2,...,Ys) elementlar uchun
(Z $k@/k> = TR Yk~ 2 Z Z ThYi — Yri)”
k=1 k=1 k=1 k=1 i=1

tengligi o‘rinli. Bu tenglikdan Koshi — Bunyakovskiy tengsizligi kelib
chiqadi:

(3on) <E g

Bu tengsizlikdan foydalansak,
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munosabatiga ega bo‘lamiz. Natijada,
2+ yll < =l + llyll

4.2.3. Cla,b] fazosida normani

IF1} = max [f(t)]
ko‘rinishda kiritib, norma aksiomalarining bajarilshin: tek-
shiring.
Yechimi.
1) 7] = max |£(5)] =0 & f =0
2) [l = max [AF)(®)] = max {IAILF )1} = A1)

3) Ixtiyoriy f, g € Cla, b] funksiyalar uchun
[(f+9)O =) +9®)] < fO]+19()] <
< max ()] + max lo(0)] = ] + ]

Natijada, || f + gl < [|f]l + |lg]| tengsizlikka ega bo‘lamiz.
4.2.4. X mormalangan fazo bo‘lib, M wuning bo‘sh bo‘lma-
gan qism fazosi bo‘lsin. P = X/M faktor fazoda normani

1€l = inf [z
reé

ko‘rinishda kiritish mumkinligint isbotlang.

Yechimi. 1) Agar § = M (ya'ni & — P ning nol elementi) bo‘lsa,
u holda 0 € & (bu erda 0 — X ning nol elementi). Shuning uchun
|&]| = 0. Aksincha, agar ||£]| = 1r€1£ |z|| = 0 bo‘lsa, u holda ¢ sinfda 0

soniga yaqinlashuvchi ketma-ketlik mavjud bo‘ladi. M yopiq bo‘lgani
uchun ¢ sinf yopiq. Shuning uchun 0 € £, ya'ni £ = M.
2) Ixtiyoriy a € K, z € R uchun

loz]} = |af - ||z
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tengligi o‘rinli. Bu tenglikning ikki tomonidan ham x € £ bo‘yicha quyi
chegara olib, quyidagi tenglikka ega bo‘lamiz:

e[| = le - [I€]
3) &, ne Pbolib, x € £ vay € n bolsin. U holda
1€+l < llz+yll < [zl + [yl

tengsizligi bajariladi. Bu tengsizlikning o‘'ng tomonidan z € £, y € n
bo‘yicha quyi chegara olib,

1€+l < (€[] =+ [l

munosabatiga ega bo‘lamiz.

4.2.5. B(zg,r) ochiq sharning ochiq to‘plam ekanligini is-
botlang.

Yechimi. B(xg,r) ochiq shardan ixtiyoriy 2’ nuqta olib, B(2',¢) C
B(xg,7) munosabatni qanoatlantiruvchi & > 0 sonning mavjudligini
ko‘rsatamiz. ¢ = r — ||@’ — x| bolsin. 2’ € B(xp,r) bo‘lgani uchun
|2’ — xo|| < r. Shuning uchun ¢ = r — ||z’ — x¢|| > 0. B(2',¢) atrofdan
ixtiyoriy z” nuqta olaylik. U holda

2" —2|| <e=||2" = 2| <r— ||z’ — x| = ||’ — 20| +||J2" = 2| < 7.
Bundan
2" = @oll = [l2" — 2"+ 2" — @l < [|2" — 2" + ||la” — @oll <1,
ya'ni
2" € B(xg,7) = B(2',e) C B(xg, 7).

4.2.6. Blxg,r] yopiq sharning yopiq to‘plam ekanligini is-
botlang.

Yechimi. Teskarisini faraz qilaylik, yani Bz, 7] yopiq shar yopiq
to‘plam bo‘lmasin. U holda

[Blzo, 7]} # Blxo,r] = [Blxo, 7]} \ Blao,r] # 0.

Blxzo,7]] \ Blzo,r] to‘plamning ixtiyoriy 2’ nuqtasini olamiz. ' ¢
Blxg, r] bo‘lgani uchun ||z’ —x¢|| > r tengsizligi o‘rinli. € = ||’ — x| —7r
bo‘lgan 2’ nuqtaning B(z',¢) atrofidan ixtiyoriy x” nuqta olamiz. U
holda

lz" =2l <& = [la" ="l < [[&"=zol| =7 = ||z = e[| = 2" = 2'|| > r =
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= 1 < [’ —xo[|=[]2" —2'|| < [l2"—zo|| = 2" ¢ Blzo, 1] = 2" ¢ [Blzo, 7]].

Bu ziddiyat farazimizning noto‘g‘riligini anglatadi. Demak, B|xg,7]
yoiq shar yopiq to‘plam bo‘ladi.
4.2.7. Agar Bla,r] C Bb,R] C X, X # {0}, bo‘lsa, u holda
|la —b|| < R —r tengsizligining o‘rinli bo‘lishini isbotlang.
Yechimi. 1-hol. a = b bo‘lsin. X # {0} ekanligidan, shunday
zro € X mavjudki, ||zg — a|| = r bo‘ladi. U holda Bla,r| C Bla, R]
bo‘lgani uchun ||xy — a|| < R tengsizligi o‘rinli. Bundan

r=llzo —all = [lzo —al| < R,

yani R—r>0=|la—b|.
2-hol. a # b bo‘lsin. X fazoda

x_Ha—bH—l—ra_ o
la = b] la = b]
ko‘rinishdagi elementini olsak, ||z — a|| = r tengligi o‘rinli bo‘ladi.
Haqigatan,
la — b +r r r
Hx—aH:‘ a— b—al|=——=|la—0||=r
la = o] la = b la = b]

Bundan z € B[b, R]. Demak, ||z — b|| < R, ya'ni

Ha—bH-l—ra_ r
la— bl la —b]

Rzux—w=\

-

_la=o[[ 4+
la — o]
Demak, R —r > ||a — b]|.
4.2.8. X normalangan fazoning ixtiyoriy r va y element-
lari uchun ||z|| < max{||x + vy, ||z — y||} tengsizlikning o‘rinli
ekanligini i1sbotlang.

la = bll = fla = bl +

Yechimi. llz = ol = llo +
rT—y||—|lxr+y
Il < [loll + : _
el e — gl — lle ol
2
_Mzryta—yll+lllz —yl —lle+ylll _
2 <

<Mz ryl +llz =yl +llle =yl = [lo +ylll _
= 2
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= max{lz +y|, [z —yl}.

4.2.9. X normalangan fazo bo‘lib, x,, x, y,, y € X, n € N,
bo‘lsa, quyidagilarni isbotlang:

a) agar x, — x, A\, — X (\y, A € K) bo‘lsa, u holda \,x,, — A\z;

b) agar r, — x bo‘lsa, u holda ||z,| — ||z|;

c) agar x, — x va ||z, — y,|| — 0 bo‘lsa, u holda y, — x;

d) agar v, — v bo‘lsa, u holda ||z, — y|| — ||z — y|;

e) agar v, — x, y, — y bo‘lsa, u holda ||z, — y,|| — ||xr — vl

Yechimi. a)

| Anzn — Az|| = [[AnTn — Ay + Az, — Az|| <
< || Anxn — Axy]| + || AT — Ax|| =

= [An = Alllznll + [Alllzn = 2]l = 0.

Demak, || Az, — Az|| — 0, shuning uchun \,z, — Az.
b) Normaning xossalaridan foydalanib quyidagi tengsizliklarni yoza
olamiz:

[znll = [z} < [len — 2|
va
]| = Nlznll < llz—zall = llzn — 2]
Bu tengsizliklardan esa
—[len =zl < ]l = =] < flzn — 2]

qo‘sh tengsizliklariga ega bo‘lamiz. Natijada

2ol = l2ll] < llzn — |-
|zn — z|| — 0 bo‘lgani uchun |||z, || — [|z||[ — 0, yami ||z, || — [|=||.
c)
Hyn - x“ = Hyn —Tp+ Ty — x“ <

< |lgn = 2all + [0 — 2| = 0.

Shuning uchun ||y, — z|| — 0, ya’ni y, — =.
d) Normaning xossalaridan quyidagi tengsizliklar kelib chiqadi:

lzn =yl = llz = yll < [len —y =2+ yl = ll2n — 2|
va

lz =yl = llon —yll < llz =y — 20 +yll = |z — 20| = l|lzn — |-
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Natijada
—[lzn —zll < [lon =yl = [l =yl < [lan — 2]
qgo‘sh tengsizlikka ega bo‘lamiz, ya'ni
llzn =yl = llz = ylll < llzn — 2|

|z, — z|| — 0 bo‘lgani uchun |||z, — y|| — ||x — y||| — 0. Bundan esa
|z, — y|| — ||z — y|| ekanligi kelib chiqadi.
e) Normaning xossalaridan quyidagilarga ega bo‘lamiz:

Nzn = yull = [z =yl < Nwp —yn — 2+ y|| < |Jzn — || + |Jyn — Y]

va

[z =yl = llzn =yl < llz =y — 20 + yall < llon — zl[|lyn — -
Natijada

—(|zn — 2| +lyn —yll) < Nww —yull = |2 = yl| < |20 — 2| + [y — ¥l

go‘sh tengsizligiga ega bo‘lamiz, ya'ni

lzn = yall =l = ylll < llen =zl + lyn = yll-

|z, — || — 0 va ||y, — y|| — 0 bo‘lgani uchun, ||z, —y,|| — ||z —y|. B
4.2.10. X normalangan fazoning A qism to‘plami chegar-
alangan bo‘lishi uchun diamA < co bo‘lishi zarur va etarlilig-
int 1sbotlang.
Yechimi. Zarurligi. A to‘plam chegaralangan bo‘lsa, A C B(a,r)
munosabati o‘rinli bo‘ladigan B(a,r) shar mavjud bo‘ladi. U holda

diamA = sup [z —y|| < sup |z -yl =2,
z,ycA x,y€B(a,r)
ya'ni diam A < oo.

Etarliligi. diam A = R < oo bo‘lsin. U holda ixtiyoriy x € A va
tayinlangan a € A elementlari uchun ||z — a|| < R. Shuning uchun
A C Bla, R] munosabati o‘rinli bo‘ladi.

4.2.11. A C X to‘plamning barcha UImit nugtalar:
to‘plamini A’ orqali belgilaymiz. A’ to‘plamning yopiq ekan-
ligint 1sbotlang.

Yechimi. A’ C [A] ekanligi limit nuqta ta’rifidan bevosita kelib
chigadi. [A'] C A’ ekanligini ko‘rsatamiz. = € [A’] b o‘lsin. U holda
x nuqtaning ixtiyorly B(x,e) atrofida A’ to‘plamning kamida bitta y
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nuqtasi mavjud bo‘ladi. Endi ey = € — ||z’ — y|| bo‘lsin. y nuqtaning
B(y,e1) atrofi B(z,¢) atrofning ichida yotadi. Haqiqatan, z € B(y, e1)
bo'lsin. U holda ||z—y|| < e—|ly—z|| tengsizligi o'rinli bo‘ladi. Natijada
lz=zll=lle—y+y—z| <lz—yl+lly —zll <e,
ya'ni z € B(x,¢).
B(y,e1) C B(z,7), ye A

bo‘lgani uchun, bu nuqtaning B(y,e1) atrofida A to‘plamning cheksiz
ko‘p elementlari topiladi. U holda B(x,¢) atrofda A to‘plamning chek-
siz ko'p elementlari mavjud, ya'ni z € A’. Shuning uchun [A'] C A’
Natijada A’ = [A] tengligi o‘rili.

4.2.12. Quyidagi hollarda norma aksiomalari bajarilishini
tekshiring:

a) x = (zp)], (z; € R) qatorlar fazosi R" da

|z|| = max |xgl.
1<k<m

Bu fazo R ko‘rinishda belgilanad:.
b) v = (v1)]~, qatorlar fazosida

m

lzll =) ll-

k=1
Bu fazo RY" ko‘rinishda belgilanadsi;
c) v = (z1)i, (zr € R) ustunlar fazosida

Ja]| = [Z W] ).

Bu fazo R} ko‘rinishda belgilanads.
d) > |rx|] < oo shartni ganoatlantiruvchi r = (x1,z9,...)

k=1
ketma-ketliklar fazosida

0.}
Izl = lanl.
k=1

Bu fazo (1 ko‘rinishda belgilanadz;

oo
e) > |z|* < oo shartni qanoatlantiruvchi x =
k=1

(1, x2,...,) (z € R) ketma-ketliklar fazosida

1

ol = li]
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Bu fazo (5 ko‘rinishda belgilanadzi;
f) D |zl < oo, (p > 1) shartni ganoatlantiruvchi r =
k=1

(21, 9, ...), (z € R) ketma-ketliklar fazosida

1
oo P
)3 ] -
k=1

Bu fazo {, ko‘rinishda belgilanadsi;
g) v = (z1,29,...), (xp € R) chegaralangan ketma-ketliklar
fazosida

]l =

2]l = sup |l
k

Bu fazo m ko‘rinishda belgilanadi;

Yechimi.
= >
) 1) llall = max fo] 20,
|z|| = max |zx| =0 || =|za| = ... = |zn]| =0
1<k<m
Sry=1r9=...=2,=0&12=0.
2)
[Az| = max [Azg| = max {|A[|lzg|} = [A| max |zg| = [A[]|].
1<k<m 1<k<m 1<k<m

3) Ixtiyoriy &k € {1,2,...m} uchun |z; + yi| < |zx| + |yx| tengsizligi
o‘rinli bo‘lganligidan, quyidagiga ega bo‘lamiz:

= < <
|z +yll = max |og + gy < max (Jze] + |ys]) <

< —
< lg}g;l\xk\ +1I§§g§nlykl ]| + [y

b) 1) ||z = ;; k] = 0;

m

il = fox = 0 far] = ol = ... = |z =0 &
k=1
Sry=1r=...=2,=0&12=0.

Azl = 1Aawl = A1) lael = [A]l|].
k=1 k=1
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m m
Iz +yll =D lan+ el < D (ol + lul) =
k=1

k=1

m
=D |zl + Z [yel = [l + llyll
k=1

1

) 1) ol = | £ Jaup] " 2 0

k=1
m v
]| = [Zwklp] =0«

k=1
S |ulf =0 |nf =|nf=.. =l =0s
k=1
Slr=lrl=...=lzp=01=202=... =2, =0 2 =0

2)

Az = [ZIM«%IP] =D (APlal?)r =

k=1 k=1
= (IMPZ [exP)r = [N lanl”)r = Al
k=1 k=1

3) Uchinchi shartni tekshirishda Helder tengsizligidan foydalamiz:

> lardi| < <Z|ak|p) <Z|bkq> , (4.3)
k=1 k=1 k=1

bu erda p > 1 va ¢ > 1 sonlari quyidagi shartni qanoatlantiradi:

1 1
S =1 (4.4)
P q

Endi ushbu tengsizlikning isbotini keltiramiz.

Agar (4.3) tengsizligi a = (a1, as,...,a;) va b = (by,be,...,by) el-
ementlari uchun bajarilsa, u holda u aa va (b elementlari uchun ham
o‘rinli bo‘ladi (bu erda « va 3 lar ixtiyoriy sonlar), ya'ni bu tengsizlik
bir jinsli. Shuning uchun ham uni

DolafP =) lt=1 (4.5)
k=1 k=1
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bo‘lgan holda isbotlash etarli. Natijada
Z |ayby| <1 (4.6)
k=1

tengsizlikni isbotlash lozim bo‘ladi.

(£,m) tekisligida n = €771 (£ > 0), yoki bu tenglamaning o‘zgacha
shakli bo‘lgan ¢ = 17! tenglama bilan berilgan egri chiziqni olamiz:
(7-rasm).

rlA
b |
Sz
=g
Sy
(6] a g =
7-rasm

Rasmdan ko‘rinib turganidek, a va b larning ixtiyoriy musbat qiymatlar-
ida S7 4+ S5 > ab tengsizligi o‘rinli bo‘ladi. Aniq integraldan foydalanib,
S1 va Sy yuzalarni hisoblaylik:

51 = / e lag ==

b

/ q— 1d77_

0

Natijada ab < %3 + %q tengsizligiga ega bo‘lamiz. Bu tengsizlikdagi a

ning o‘rniga |ax| ni, b ning o‘rniga |bx| ni qo‘yamiz:
jarl” x| —

+— (k=1,m).

laiby| <
q
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So‘nggi tengsizliklarni hadma-had qo‘shib, ya'ni k& bo‘yicha yig'sak,
quyidagiga ega bo‘lamiz:

imkbk\ < zm: ak‘p Z 10 ‘q.
k=1 k=1

k=1 q

Natijada, (4.4) va (4.5) munosabatlardan

Z \akbk\ S 1
k=1

tengsizlikning o‘rinli ekanligi kelib chiqadi. Shu bilan (4.3) tengsizligi
isbotlandi.

Endi normaning uchinchi shartini tekshiramiz.  Buning uchun
quyidagi tenglikni qaraymiz:

(Jal + [0])" = (la| + [6)P~*al + (Ja] + [b)P~"[].
Bu tenglikda a ni a; bilan, b ni b; bilan almashtirib, £ soni 1 dan m

gacha o‘zgarganda hadma-had qo‘shib,

m

(Jawl +1861)" = D ((aul + 1Bx])*~ (el + [Bi])) =

1 k=1

NE

=~
I

= (Jar| + [ox])" " |l +Z |ak| + [xt])P~ b (4.7)
k=1 k=1

tengligiga ega bo‘lamiz. Helder tengsizligidan foydalanib,

S a + B Yax| < (Z ] + |bg])® e ) (Zw)

k=1 k=1
k=1

tengsizliklarni yozamiz. Natijada, (p — 1)g = p tengligi va (4.7) dan

> (lar]+]be] )P < (Zﬂak +|bk)p> <Z|ak|p> + <Z|bkp>
k=1 k=1 k=1

k=1

3
Q=
AL

Z |ag| + [bp])P " |bg] < (Z |ag,| + |bg]) P~ )
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tengsizlik kelib chiqadi. Bu tengsizlikning ikki tomonini ham

(Z(akl + bkl)p>

k=1

Q=

ifodaga bo‘lsak:

(i(amm) (ZW)I (ﬁ;w)i

tengsizligiga ega bo‘lamiz, ya'ni

la+ bl < el + o]
d) 1) [lzf| = ;; || = 0,

(©.¢)
HJ/’H:Z|xkz|:0@\$1|:\$2|:...:|xn|:...:0

Sry=x3=...2,=0...=0& 2 =0;

Izl =D Il = 1A Y Ll = [A]l]]);
k=1 k=1

o0 o
3) vk + ykl < |zkl + |yk| tengsizligi, > [xy| va ) [yx| qatorlarning
k=1 k=1

o0

yaqinlashishiidan ) |z +yx| qatorning yaginlashuvchiligi kelib chiqadi.
k=1

Natijada,

(0.] (0.¢]
lz+yll = |k + wel < Z 2| + |ykl) =
n=1 n=1

o0
= lakl + Z el = llz|l + llyll-
n=1
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2 =2, =...=0& 2=0;

2) el = [f: () ] “ 0 [3a] = el

0 o0
3) (wr + yrp)? < 2(22 + y7) tengsizligi hamda Y z? va Y y? qator-

k=1 k=1
00

larning yaqginlashishidan > (z; + yx)? qatorning ham yaqinlashuvchi
k=1
ekanligi kelib chigadi. Shu bilan birga, ixtiyoriy n uchun

n

n n
@ty < | ad+ | D vk
k=1 k=1

k=1

tengsizligi o‘rinli. Bu tengsizlikning ikki tomonidan ham n — oo da
limitga o‘tib quyidagilarga ega bo‘lamiz:

o0 (©.¢) 0
lz+yl = | D (e +ye)? < ([ D i+ | D vi =zl +Ilyll
k=1 k=1 k=1

£) 1) ] = [i |xk|p]’l’ >0,

k=1
1
o0 ) o0
o] = [z] PR SR
k=1 k=1
Sr=Ts=...=1,=...=0&2=0;

[Az]| = [Zlkxklp] = [Al [Z If'fkp] = [Alll]l-
k=1 k=1

3) Ixtiyoriy n uchun

" Lo, Lo :
(waykw) < (ka> - (Z |yk|p>
k=1 k=1 k=1

Minkovskiy tengsizligi o‘rinli. > |zx|? va > |yx[? qatorlarning yaqin-
k=1 k=1
lashuvchiligidan hamda yuqoridagi Minkovskiy tengsizligining ikki

tomonidan n — oo da limit olib topamiz:

1 1 1
lz+yl = [waykp < (Zﬂfkp> +(Z|ykp) = |lz[l+llyll
k=1 k=1

k=1
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g) 1) flll = sup |z = 0,

|lz|| =0< |21 = |xo| = ... |2n] = ... =0 &

Sri=1=...=xr,=...=0& 2 =0.
2) Az = Sup [ Az || = Mlsgplxk\ = |Alllf;

3)
|z +yl = Sup |z + yi| < Sgp(\xk! + yil) <

< sup |z + Sup el = [|z]] + [|y]].

tn+1 t’n+2

4.2.13. C[0,1] fazosida x,(t) = -5 — 0
yaqinlashuvcht ekanligini isbotlang.

Yechimi. z,(t) funksiya [0, 1] segmentda eng katta giymatiga t=1
da erishadi:

ketma-ketligining

1
n(t) = )
mxenll) = o m 2
ya'ni
1
Natijada,
1
Tim |, (#)[] = lim. D+ 2)

Demak, berilgan ketma-ketlik yaqginlashuvchi.
4.2.14. m wva (1 fazolarga tegishli bo‘lib, m da yaqinlashu-
vchi va {1 da uzoqlashuvchi bo‘lgan

) = (:Ugn), :cgn), )
ketma-ketlikka maisol keltiring.
Yechimi.

1 1 1
™ — 110 0 ...0 0.0. ...
x ) 72 ) 7271_‘_17 27’L_|_2’ 72n+2n7 )] 9

< 1 < oo. Demalk, " e m.

ketma-ketlikni qaraylik. sup \xSJZ)\ = 3y +1

Shuningdek,

00 1 1
(n <
Z‘xm 2n_|_1+2n_|_2+"'+2n_|_2n

m=1
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< L + L +...+ L_2 =1
on  9n on — on
Demak, (™ € ¢;.
lim [l = lim sup |z&] = lim —— =0
1m |(|x — 111 su .%’ = 11m
n—o0 n—oo mp n—:00 2n_|_1 ’

ya'ni, qaralayotgan ketma-ketlik m da 0 ga yaqginlashuvchi. Lekin bu
ketma-ketlikning ¢; da yaqinlashuvchi emas, chunki

Z|x| —+—+ LI
= on on — on

4.2.15. A va B A < B tengsizligini qanoatlantiruvchi sonlar
bo‘lsin. U holda

E={f(x): f(x)eC0,1], A< f(r)<B}

to‘plamning C|0,1]| fazosida ochiq ekanligini isbotlang.

Yechimi. FE to‘plamdan ixtiyoriy ¢ element olaylik. Segmentda
uzluksiz funksiya'ning xossasi bo‘yicha ¢ funksiya [0,1] segmentda
o‘zining eng katta va eng kichik giymatlariga erishadi:

sup p(x) =B = (@), inf o) =a=p@"),
z€[0,1] z€[0,1]
bunda z’, 2" € [0, 1].

Shartga ko‘ra ixtiyoriy = € [0, 1] uchun A < ¢(x) < B bo‘ladi va a >
A va 3 < B tengsizliklari o‘rinli. o — A va  — B sonlarning kichigini
orqali belgilaymiz. U holda barcha x € [0, 1] sonlar uchun |¢(z)—(z)| <
e tengsizlikni qanoatlantiruvchi ¢ (z) funksiyalar E to‘plamga tegishli
bo‘ladi. Shuningdek p—1) funksiya’ning uzluksizligidan ||o(z)—v(z)|| <
£ tengsizligiga ega bo‘lamiz. Bu esa ¢(z) funksiyalar ¢(x) funksiyaning
¢ atrofini tashkil etishini ko‘rsatadi. Natijada, ¢ funksiya E dan olingan
ixtiyoriy element bo‘lgani uchun, F ning ochiq to‘plam ekanligi kelib
chiqadi.

4.2.16. Normalangan fazoda qavariq to‘plamning yopil-
mast ham qgavariq bo‘lishini i1sbotlang.

Yechimi. X normalangan fazoda qavariq M to‘plam berilsin. [M]
to‘plamidan ixtiyoriy x, y nuqtalarni olganda, barcha « € [0, 1] sonlar
uchun az + (1 — o)y € [M] ekanligini ko‘rsatishimiz kerak. x,y € M
bo‘lganligidan, ixtiyoriy € > 0 son uchun ||z —u|| < e va |ly —v| < e
tengsizliklarni qanoatlantiruvchi u, v € M elementlar mavjud bo‘ladi.
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M qavariq to‘plam bo‘lganligidan, har bir « € [0, 1] uchun au + (1 —
a)v € M. Natijada,

loz + (1 = a)y = (au+ (1 = )| <

<allr—u|l+(1—-a)l|ly—v|]| <ac+ (1 —at)e =¢.

Demak, ax + (1 — a)y nuqtaning ixtiyoriy e atrofida M to‘plamning
kamida bir elementi mavjud ekan. Shuning uchun az+ (1 —a)y € [M],
ya'ni [M] qavariq to‘plam.

4.2.17. Normalangan fazoda B(x,,r) sharning gqavariq
ekanligini i1sbotlang.

Yechimi. B(x,r) shardan ixtiyoriy z, y elementlarni olaylik. U
holda ||z —zg|| < r va ||y—x¢|| < r tengsizliklari o‘rinli bo‘ladi. Natijada
har bir o € [0, 1] uchun

|z + (1 — @)y — zol| = [lax + (1 — @)y — azy — (1 — a)xg|| <

<allr—x|| + (1 —a)|ly —xo|| < ar+ (1 —a)r=r.

Demak, az + (1 — o)y € B(z,7), ya'ni B(xg,r) qavariq to‘plam.
4.2.18. Normalangan fazoda B|xy,r] sharning gqavariq
ekanligini isbotlang.
Yechimi. B[z, r] shardan ixtiyoriy =, y elementlarni olaylik. U
holda ||z — zg|| <7 va ||y — xo|| < r tengsizliklari o‘rinli. Natijada har
bir « € [0, 1] uchun

laz + (1 = a)y — ol = laz + (1 = a)y — awg — (1 — a)aol| <

<allr—z| + (1= a)||ly — zol| < ar+ (1 —a)r =r.

Demak, az + (1 — o)y € Blzg, 7], ya'ni B[z, r] qavariq to‘plam.
4.2.19. Normalangan fazoda S(z(,r) sfera qavariq to‘plam
bo‘ladimi?
Yechimi. S(zg,r) sferadan ixtiyoriy x element olamiz. U holda
y = 2x¢9 — x nugta ham shu sferaga tegishli bo‘ladi. Haqiqatan,

o — (220 — @) = flzo — ]| = .

Endi z va y elementlarni tutashtiruvchi segmentdan %(x + y) nuqtani
olamiz. Natijada

1 1 1

5Y = §x+ 5(23:0 —1x) =10
va

|lzo — ]| =0 < 7
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bo‘lgani uchun quyidagiga ega bo‘lamiz:

1 1

ESC + §y ¢ S(ZCo,T’).

Demak, S(xzg,r) sfera qavariq to‘plam emas.
4.2.20. (C[0,1] fazoda darajasi k ga teng barcha ko‘phad-
larning Py|0,1] to‘plami qavariq bo‘ladimi?
Yechimi.
Pk(iL"> = akxk + ak,lxk_l + ...+ ay
va
Qr(x) = —apz® + by 2"+ by

ko‘phadlarni olaylik.
1

§Pk($) + %Qk(x) =

1 1 1
= 5(%—1 + b))+ E(ak—Q +bp2)z" T+ 5(610 + bo)
ko‘phadning darajasi k — 1 ga teng, ya'ni P[0, 1] qavariq to‘plam emas.
1
4.2.21. C[0,1] fazosida [ |x(t)|dt < 1 tengsizlikni ganoat-
0

lantiruvchi C uzluksiz funksiyalar to‘plami qavariq boladimi?
Yechimi. C to‘plamdan ixtiyoriy x(t) va y(¢) funksiyalarni olaylik.
U holda barcha « € [0, 1] sonlari uchun quyidagi munosabat o‘rinli:

1

/ ax(t) + (1 — a)y(t)|dt < / (le(8)] + (1 — a)ly(t))dt =

0

1 1
_ a/|x(t)\dt+ (1 —a)/|y(t)|dt <atl-a=1
0 0
Demak, C' qavariq to‘plam.
4.2.22. (5 fazosida
A={rcly: x=(v1,29,...), || <27 n e N}

parallelepipedning qavariq to‘plam ekanligini isbotlang.
Yechimi. A to‘plamdan ixtiyoriy x, y elementlar olaylik. U holda
har bir a € [0, 1] uchun

laz, + (1—a)y,| < alz,|+ (1 —a)|y,| < a2+ (1 —a)27" T =277+

bo‘ladi va shuning uchun ax+ (1 —a)y € A. Demak, A qavariq to‘plam.
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4.2.23. Cla,b] fazosining separabel fazo ekanligini isbot-
lang.
Yechimi. Cfa,b] fazosida zich bo‘lgan sanoqli gism to‘plam
mavjudligini ko‘rsatamiz.
Har bir n natural soni uchun [a, b] kesmani
b—a b—a

x(()n):a, xgn):cH——n ,xé”):cH—Q - ,...,x%”):b

nuqtalar yordamida n bo‘laklarga bo‘lamiz. Ixtiyoriy

a(()n), agn), e ag’)
ratsional sonlar uchun
n)
n r—T;_ n n n nl - —
o(r) = o) + () — "), w € 2}y, 2], i=Ton (4.8)

) -1

bo‘lakli-chizigli funksiyani quramiz. Har bir n uchun (4.8) ko‘rinishdagi
barcha funksiyalar to‘plamini A,, orqali belgilaymiz. Har bir A,, sanoqli
ekanligidan, A = J A,, birlashmasi ham sanoqlidir.

n=1

Bu A to‘plamining Cfa, b] da zich ekanligini ko‘rsatamiz. Cla,b] ga
tegishli har bir f funksiya [a, b] da tekis uzluksiz bo‘lganligi uchun Ve >
0 uchun 36 > 0 soni topilib, |z’ —z"| < § tengsizligini qanoatlantiruvchi
barcha ', x” € |a, b] nuqtalarda

£
@~ 1) <
tengsizligi o‘rinli bo‘ladi. Har bir ¢ € {0, 1, ..., n} uchun

£
1) = a” < 2
tengsizligini qanoatlantiruvchi

a(()n), aﬁ"), cee al

ratsional sonlar olib, (4.8) ko‘rinishdagi ¢ funksiyasini qaraylik. Ixtiy-

oriy « € [a,b] uchun shunday i € {0, 1, ..., n} topilib, z € [:L’Z(»T_L)l, ar(n)]

bo‘ladi. U holda quyidagilar o‘rinli:
p(x) — (@) < lp(al”) — p(a)] <

< |p(@™) — f(a!

~

(n)

e
~—r
_|_
=
s&)/\
G
I
=
@&/—\
RS
-
_|_
~~
—
8
L3
=
I
5
8
L
=
IA
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< @™y = £ 4+ [F@) = fE)] + [T = o)) =
= al” = f@™)| + £ @) = fEID] 1) - a7 <
e € € 3e
5757575
Natijada,
(@) — f(@)] < o) — o) |+
Hi™) = FDI+ 1) - f)l < S+ 5+ 5 =e

Shunday qilib, ||¢ — f|| < &, ya'ni f funksiya’ning ixtiyoriy ¢ > 0
atrofida A to‘plamning kamida bitta ¢ elementi mavjud. f funksiya
C'la, b] ga tegishli bo‘lgan ixtiyoriy element bo‘lgani uchun [A] = Cla, 0]
bo‘ladi. Yuqorida aytganimizdek A sanoqli to‘plam. Shuning uchun
C'a, b] fazosi separabel bo‘ladi.

4.2.24. X normalangan fazoda {z,} fundamental ketma-
ketligining biror {xz, } qismiy ketma-ketligi yagqinlashu-
vchi bo‘lsa, u holda {z,} ketma-ketligining yaqinlashuvchi
bo‘lishint isbotlang.

Yechimi. {z,} fundamental ketma-ketlik bo‘lgani sababli, ixtiyoriy
e > 0 soni uchun shunday n. soni topilib, n, ny > n. tengsizligini
qanoatlantiruvchi natural sonlari uchun ||z, —z,, || < § tengsizligi o‘rinli
bo‘ladi. Shartga muvofiq {x,,} qismiy ketma-ketlik yaqginlashuvchi va

lim z,, = a bo‘lsin. U holda £ > 0 soni uchun shunday n! natural soni
n—oo

mavjud bo‘lib, ny > n” tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha natural
sonlar uchun ||z, — a|| < €/2 tengsizligi o‘rinli bo‘ladi. max(n., n) =
n. bo‘lsin. U holda n,n; > n. tengsizlikni qanoatlantiruvchi natural
sonlar uchun quyidagi munosabat o‘rinli

|zn — al| = ||z, — Ty, T Ty — al| <

£ 3
< Hxn_xnkH + Hxnk —CLH < §+§ =€.

Demak, {z,} ketma-ketlik yaqinlashuvchi va lim z, = a.

4.2.25. X normalangan fazoda {z,} ketma-ketligi uchun
> tni1 — zn|| gatori yagqginlashuvchi bo‘lsa, w holda {z,}
n=1

k:_etma-k:etlz'k:ning fundamental ketma-ketlik ekanligini isbot-
lang.
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o0
Yechimi. > ||x,+1 — x,|| qator yaginlashuvchi bo‘lganligi sababli,
n=1

ixtiyoriy € > ( soni uchun shunday n. natural soni mavjud bo‘lib, n >
n. tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha natural sonlari va ixtiyoriy p €
N soni uchun quyidagi tengsizlik o‘rinli

”xn+1 - an + H$n+2 - xn+1|| Tt Hanrp - CEnﬂv—lH <E.

Bundan esa,
[Zn4p — znll =
= || Tpgp — Tpgp—1 + Tnap—1 — Tngp—2 + Tngp—2 — ... — Tp|| <
< znt1 — zall + [ Tnre — sl + -+ |T0ap — Tngpal| <€

ekanligi kelib chiqadi. Demak, berilgan ketma-ketlik fundamental.

4.2.26. {z,} va {y,} X normalangan fazoda fundamental
ketma-ketliklar bo‘lsin. U holda N\, = ||v, —y.||, n =1, 2,...
ketma-ketlikning yaqinlashuvchi ekanligini isbotlang.

Yechimi. {z,} va {y,} fundamental ketma-ketliklar bo‘lganligi
sababli, ixtiyoriy € > 0 soni uchun shunday n. soni mavjud bo‘lib n > n.
tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha n natural sonlar va ixtiyoriy p € N
soni uchun ||,1, — z,|| < % va ||Yntp — Unll < % tengsizliklari o‘rinli.
Natijada quyidagi tengsizlikka ega bo‘lamiz:

‘/\n+p — | = |H5L'n+p - yﬂﬂ?” —|zn = yall] <

< Hxn+p — Yntp — Tp + yn” < erH—p - xn” + ||yn+p - yn“ <

e €
< 5 + 5 = €.
Demak, {\,} fundamental ketma-ketlik. R haqiqiy sonlar to‘plami
to‘laligidan {\,,} ketma-ketlikning yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqadi.
4.2.27. R da norma aksiomalarini tekshiring ||z| = |arctgz|.

Yechimi. Normaning ikkinchi aksiomasi o‘rinli emas. Hagqiqatan,
agar r = /3, \ = % bo‘lsa, u holda

Y

3
| Ax|| = arctgg =

E

lekin

9

e
©| 3

1 1
(Alllzll = gal“ctg\/§ =3

yani [[Az]] 7 [Af[z]]

n 1/]9
Z\xk]p> ,0<p<1
k=1

4.2.28. R", n > 2, fazosida |z|, = (

bo‘lsa, normaning shartini bajarilmasligini ko‘rsating.
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Yechimi. Normaning uchinchi sharti o‘rinli emas. Haqiqatan, x =
(%,O, . .,0) € R" vay = (O,%,O, . ,O) € R" vektorlarni olaylik.
x # y bo‘lgani bilan, lekin ixtiyoriy 0 < p < 1 va ||z||, + ||y]l, = 1

uchun ||z|[, = ||y||, = % Lekin
1 1) 1 9
= —+ — = 2pr .
, (Qp 9p

11
= -, =,0,...,0
Hx+y”p H(2727 9 9 >

Natijada [lz +yll, > [lz]l, + [yl

S

4.2.29. Ca,b] fazoda morma aksiomalarini tekshiring,
bunda
r|| = max |x(t)|.
ol = max, |e(0)

Yechimi. Normaning birinchi sharti bajarilmaydi. Haqiqatan,

0, agar t € |a, “T*b],

1) =
z(t) { —“T“Lb, agarté[a;rb,b]

elementi uchun ||z|| = 0, lekin x # 0.
4.2.30. Normalangan L0, 1] fazoda

() = e~n, agartelnlo,1],
10, agarteQnlo,1]

ketma-ketligining yaqinlashuvch: ekanligini ko‘rsating.
Yechimi.

1 1
|l — 1| = Of [ (t) — 1] dt = 0f(l —en)dl =

1 \ .
=1— [endt=1-“" 0.
0

n

Mustaqil ish uchun masalalar

1. X normalangan fazoda {z,} ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Agar
shunday ¢ soni mavjud bo‘lib, barcha n € N uchun ||z,|| < ¢ tengsi-
zligi bajarilsa, u holda ||z,|| ketma-ketlik chegaralangan deb ataladi.
X fazoda ixtiyoriy yaqginlashuvchi ketma-ketlikning chegaralanganligini
isbotlang.

2. Vz,y € X elementleri uchun quyidagilarni isbotlang:

a) ||z +yll = [lz] = llyll

b) [lz]l < max{[lz +yl|, [z —yl[}.
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3. Norma aksiomalarini tekshiring: [a,b] segmentda barcha chegar-

alangan funksiyalar fazosi M|a,b] da
|z[| = sup [z(?)].
te(a,b]

4. C|0, 1] fazosida quyidagi ketma-ketliklerni yaqinlashuvchilikka
tekshiring:

a) T,(t) = t" — "t

b) yn(t) = t" — t™.

5. M biror L normalangan fazoning qism fazosi bo‘lsin. Agar L to‘la
bo‘lsa, P = L/M faktor fazoning ham to‘la bo‘lishini isbotlang.

6. X chiziqli fazosida || - [[1 va || - [|2 normalar berilgan bo‘lsin. Agar
shunday a, b > 0 sonlar mavjud bo‘lib, ixtiyoriy x € X uchun

allzlly < flzfla < bzl

tengsizligi o‘rinli bo‘lsa, u holda || - ||y va || - |2 normalar ekvivalent deb
ataladi. Chekli o‘lchamli X fazodagi ixtiyoriy ikki norma ekvivalent
bo‘lishini isbotlang.

7. X normalangan fazoda x # 0, y # 0 elementlar uchun ||z +y| =
||| + ||y tenglik faqatgina y = Ax (A > 0) bo‘lgan holda o‘rinli bo‘lsa,
u holda X qat’iy normalangan fazo deb ataladi. £y, ¢y, m, C|0,1] fazo-
larning qaysi biri qa’tiy normalangan fazo bo‘ladi.

8. Agar A va B to‘plamlar X fazosining qavariq gism to‘plamlari
bo‘lsa AN B va

A+B={r:z=y+z2 yecA z€ B}

to‘plamlari ham gavariq to‘plam bo‘lishini isbotlang.

9. Normalangan fazoda ixtiyoriy fundamental ketma-ketlikning
chegaralanganligini isbotlang.

10. R™, RY, RY', R, &1, ly, £y, m, ¢, c fazolarning orasida
Banax fazosi bormi?

12. Ixtiyoriy chekli o‘lchamli normalangan fazoning Banax fazosi
bo‘lishini isbotlang.

13. Banax fazosining qism fazosi Banax fazosi bo‘lishini isbotlang.

14. Ixtiyoriy normalangan fazo yagona to‘ldiruvchiga ega ekanligini
isbotlang.

4.3. Evklid va Hilbert fazolari

Haqiqiy L chizigli fazosining {z,y} juft elementlarida aniglangan,
(x,y) ko'rinishida belgilanuvchi va quyidagi to‘rt shartlarni (aksioma-
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larni) qanoatlantiruvchi funksiya skalyar ko ‘paytma deb ataladi:

1) (z,y) = (y,x);

2) <£C1 + 9, y) = (T1,y) + (22, 9);

3) (Az,y) = Mz,y), AER,;

4) (z,x) > 0; (x,z) =0< 2 =0.

Skalyar ko‘paytma kiritilgan chiziqli fazoda normani

2]l = v/, x)

ko‘rinishida kiritish mumkin. Bu normalangan fazo Fvklid fazosi deyi-
ladi Norma aksiomalarini tekshiramiZ'

) flzll = v/(z,z) = ) =0 =0
2)
IAz]| = /O, Ay = /Ma, Ax) = /A, x) =
= VA, 2) = MV {z,2) = [M]l]);

3) Xohlagan A son uchun
Ax +y, \x +y) > 0.

Bundan
Az, ) + 2Mz, y) + (y,y) > 0.

Demak, kvadrat uchhadning determinanti manfiydir:
D = 4w, y)” — Az, z)y,y) <0,
yami (z,9)* < (z,2){y,y), yoki
[{z, )| < llllllyll-

Oxirgi tengsizlik Koshi — Bunyakovskiy tengsizligi deb ataladi. Bu
tengsizlikdan foydalanib, ushbu

lz+yll* = (= +y, 2+ y) = (@, 2) + 2{z,y) + (y,y) <
<l + 20zl + lyl* = (el + llyl)?
tengsizligiga ega bo‘lamiz. Natijada
lz+yll < llzll +[lyll -

Evklid fazosida skalyar ko‘paytma yordamida x va y vektorlar orasida
burchak tushunchasi quyidagicha aniglanadi:

()
OSP = Talll (4.9)
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(x,y) < ||=||/|y|| bo‘lgani uchun, Azy) 1. Demak, (4.9) formula

l[flyll =
nolga teng bo‘lmagan x va y vektorlar orasidagi ¢ (0 < ¢ < 7) bur-

chakni aniqlaydi.

Agar (z,y) = 0 bo‘lsa, u holda x va y vektorlar ortogonal deb ataladi
va z | y ko'rinishida yoziladi. Bu holda (4.9) dan ¢ = 7 ekanligi kelib
chiqadi.

L evklid fazosida noldan farqli vektorlarning {z,} sistemasi berilgan
bo‘lib, a # [ bo‘lganda (z,,x3) = 0 bo‘lsa, u holda {x,} ortogonal
sistema deb ataladi.

Agar {z,} ortogonal sistema to‘la bo‘lsa, u holda u ortogonal bazis
deyiladi.

Agar {z,} sistema uchun

{0, agara g,
(:z:a,m}—{ 1, agar a =

sharti o‘rinli bo‘lsa, u holda u ortonormal sistema deb ataladi.

Ta’rif. To‘la evklid fazosi Hilbert fazosi deb ataladi va u odatda H
bilan belgilanadi.

H Hilbert fazosida {z,} ortonormal sistema berilgan bo‘lsin. © € H
elementi uchun

Co = (T, T4)
sonlar, berilgan ortonormal sistema bo‘yicha Fure koeffitsientlari deb
ataladi. Ushbu ) ¢,z, qator bo‘lsa, x elementning Fure gatori deyiladi.
«

Masalalar

4.3.1. ¢y fazosida skalyar ko‘paytmani

00
k=1

ko‘rinishida kiritish mumkin ekanligini ko‘rsating.

o0
Yechimi. ) 7y, qatorning yaqinlashishi
k=1

2ryyr < 75 + Ui

tengsizligidan kelib chiqadi.

Skalyar ko‘paytma aksiomalarini tekshiramiz.

L) (x,y) = > xryr = Y Yk = (Y, T);
k=1 k=1
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(0.9]
(2" + 2", y) :Zﬂkakayk Zxkyk+xkyk
k=1 k=1

0
=Z kywrzxkyk (@' y) + (=", ).
k=

3) (Az,y) = D Axpye = A Z Teye = M2, Y);
k=1

k=1
4) <ZC7$>:ZI%ZO’
k=1
(x,x):Zx2:0<:)a:1:xgz...:xn...:0<:)x20.
k=1

ortonormal bazisning to‘la ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. x = (x1,29,...x,,...) € {5 xohlagan element va

"™ = (x1,29,...,2,,0,0,...)

bo‘lsin. U holda 2™ element ey, eés,...,e, vektorlarning chiziqli qo-
bigiga tegishli va n — oo da |z — z,| — 0, yami z € [Z({e,})].
Demak, [-Z({e,})] = Ca.

4.3.3. [a,b] segmentda barcha uzluksiz funksiyalar fazosida
skalyar ko‘paytman

(f.9) = /f(t)g(t) dt (4.10)

ko‘rinishida kiritish mumkin ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. Skalyar ko‘paytma aksiomalarini tekshiramiz.

— Fre) dt = [ g dt = (g, f):
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(fi+ for9) = /(fl( )+ fo(t))g(t) dt =

:/fl(t),g(t)dt+/fg(t)g(t)dt:<f1,9>+<f2:9>§

3) (M, g) — fAf dt=Afbf<t>g<t>dt=A<f,g>;

fo t)dt >0, ff2 Ydt =0« f=0.

Bu fazo C [a, b] ko‘rinishida belgllanadl.
4.3.4. Cyla,b] Evklid fazosida
1 2mnt . 2mnt

—, COS , sin , n=1,2...
—a b—a

funksiyalardan iborat sistema ortogonal sistema ekanligini
tekshiring.
Yechimi. Mumkin bo‘lgan barcha hollarni tekshirib ko‘ramiz:

1)

b

1 2mnt 1 2mnt 1b—a . 2mnt|’
—, COS = [ =cos dt = - sin
2 b—a 2 b—a 4 mn b—a "

a

1b—a  2mn(a+b) .
= — coS sinn = 0;
2 ™ b—a

b

1 2mnt 1 2mnt » 1b—a  2mnt]”
—. S1ln = — S1n = —— COS
2’ b—a 2 b—a 4 1™n b—a

a

_lb—a . 7wn(a+b)

1 sin — sinn = (;
3)
b b
2mnt . 2mnt 2mnt . 2mnt " 1 - Amnt i
CcOs ——, Sin = [ cos sin = — [ sin =
b—a  b—a b—a b-—a 2 b—a
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lb—a 4mnt|” 1b—a . 2mn(a+0b)
= —= cos = - sin sin 27mn = 0;
8 mn b—al, 4 m™n b—a
4)
b
27t 27t(n + k) / 2t 2wt(n+ k)
cos , COS = [ cos coS dt =
b—a b—a b—a b—a
1 / 2 k / 2
:—/COS mi(n + )dt 1/cos 7Tntd =0
2 b—a 2 b—a
5)
b
2t . 27mt(n + k) / 2mnt . 2mt(n + k)
coS , sin = [ cos sin dt =
b—a b—a b—a b—a
1 / 27t ( k) 1 / 2k
. 2nt(n + . 2TKL
—§/SIHﬁdt+§/Slnb_adt—O,
6)
2 k / k
i ™t sin 2n(n + k)t _ /sin 2mnt yin 27 (n + )tdt _
b—a b—a b—a b—a
_lb—af1l 2kt 1 2mt(@ 4 k)| N
4 1 \k b—a 2n+k b—a .
7)

. 2mnt 2 (n + k)
sin , COS = 0.
b—a b—a

Demak, qaralayotgan sistema ortogonal bo‘lar ekan.
4.3.5. L evklid fazosida

fisforooo fns e (4.11)

chiziqli erkly sistema berilgan bo‘lsin. U holda quyidagi shart-
larnt ganoatlantiruvchi

L1, P25y Pn - - (412)

sistema mavjudligini isbotlang:
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1) (4.12) sistema ortonormal;
2) har bir ¢, element fi, fo,..., fn,... elementlarning chiz-
1qli kombinatsiyasidan itborat, ya’ni

Pn = anlfl + an2f2 + ...+ annfn;

3) har bir f, element v1,ps,...,p,,... elementlarning chiz-
tqlt kombinatsiyasidan iborat, ya’ni

fn - bnl@l + bn2902 + ...+ bnn@n

va by, # 0. (4.12) sistemaning har bir elementi 1) - 3) shart-
lar bilan bir giymatli aniqlanadi (+1 koeffitsientlarini hisobga
olmaganda).

Yechimi. ¢, elementni ¢; = a1 f; ko‘rinishida izlaymiz. Bunda aq;
quyidagi shart bilan aniglanadi:

(o1, 01) = lleall? = afy (f1, 1) = 1.

Bundan
1 + fi

41
N T T Ry

Shunday qilib, ¢ elementning ishorasi hisobga olinmasa, u bir giymatli
aniglanadi. Endi 1) — 3) shartlarni qanoatlantiruvchi ¢y, 9, ..., ¢n_1
elementlar topiladi deb faraz gilamiz. U holda f,, elementni ushbu

fn - bnl@l + bn2§02 + ...+ bnn—lgpn—l + hn

ko‘rinishida yozish mumkin. Bu erda k£ < n bo‘lganda

Haqigatan, b, koeffitsientlar. Demak, h,, element ham quyidagi shart-
lar bilan bir giymatli aniglanadi:

<hm ka> - <fn - bn1901 — ... bnnflgpnfla @k) —

- <fn7 Spk‘> - bnk<90k7 (:Ok> = 0.

(hny hn) > 0 ekanligi ravshan ((h,, h,) = 0 tengligi (4.1) sisteman-
ing chiziqli erkliligiga zid bo‘lar edi). Endi ¢, elementni quyidagicha
olamiz:

hn

sy
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Natijada h, va ¢, elementlar induksiya yordamida fi, fo,..., f, ele-
mentlar orqali ifodalanadi:

Pn = anlfl + an2f2 +...+ annfn:

bu erda a,, = 4. Shu bilan birga,

(Pny P
(@, on) =1, (n, 1) =0,
fn - bn1€01 + bn2§02 + ...+ bnngpna bnn NV <hn7 hn> 7& 0.

(4.11) sistemadan (4.12) sistemaga o‘tish ortogonallashtirish jarayoni
deb ataladi.

4.3.6. L Evklid fazosida {z,} va {y,} ketma-ketliklari beril-
gan bo‘lib, ©, — = va y, — y bo‘lsa, u holda (x,,y,) — (z,y)
ekanligint isbotlang.

Yechimi. Koshi — Bunyakovskiy tengsizligiga ko‘ra

{2, 9) = @y yn)| = [, y) = (@,0n) + (2, 00) = (20, yn)| <

< [z, y) — (@, yn) | + K2, yn) — (Tny )| =
= |{z,y — yn)| + |<x_xnayn>‘ <
< zllly = yall + [z — 2ulll|ynll-

Yaqinlashuvchi {y,} ketma-ketlik chegaralangan bo‘lgani uchun, teng-
sizlikning o‘ng tomoni n — oo da nolga intiladi. Shu sababli, (x,,y,) —
(x,y). Bundan skalyar ko‘paytmaning uzluksizligi kelib chigadi.

4.3.7. L FEvklid fazosining xohlagan r wva y elementlar:
uchun parallelogramm tengligt deb ataluvchi

lz +yll* + llz = yll* = 2/l ]* + [ly[I*)
tengligining o‘rinli ekanligint isbotlang.
Yechimi. Norma ta’rifiga ko‘ra
lz+yl? +llz —yl* = (@ +y, o +y) +{z —y,z —y) =
= (2, 2) +(z,y) + (W, 2) + (Y. y) + (x,2) = (z,y) — (¥, ) + (y,9) =
= 2(z,x) + 2(y,y) = 2([[«[* + [ly|I*).

4.3.8. Skalyar ko‘paytmaning to‘rtinchi aksiomasini
quytdagr aksioma bilan almashtirish mumkin ekanligint is-
botlang:

(x,2) >0, (z,2) =0=2=0.
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Yechimi. z = 0 bo‘lsin. U holda xohlagan A soni uchun
(0,0) = (X\0,0) = X(0,0)

tengligini yoza olamiz. Natijada (0,0) = 0 ekanligi kelib chiqadi.
4.3.9. Skalyar ko‘paytma kiritilgan fazoning xohlagan
x,1y, 2 elementlart uchun Apolloniy ayniyati deb ataluvchi

x—l—yH2
Z_

2

1
lz=2lP + 1z =yl = Sllz —ylI* + 2

tengligini 1sbotlang.
Yechimi. Berilgan tenglikning ikki tomonini ham almashtiramiz:

lz=zlP+lz—yllP =z -2,z —2)+ (z—y,z2—y) =
= (z,2) = {(x,2) — (z,2) + (z,2)+

+(2,2) = (v, 2) = {(z,9) +{y,y) =
=2((z,2) — (v, 2) — (z,9)) + (T, 2) + (y,9)-

1 1
Sz =yl + 201z = 2 = S - yo - g+
rT+y T +y
2( 2 — _ —
+ <Z 5 , 2 5 >

(2, 2) — (v, ) — (z,y) + {y,y)) +

N | —

1

= 2({(z, 2{=(x, 2 = (z,9)) + (&, 2) + {y, 9).

Demak, berilgan tenglik o‘rinli.
4.3.10. FEvklid fazosida x va y elementlarning ortogonal
bo‘lishi uchun
1 + lyll* = [l= + yII?

tengligining zarur va etarls ekanligini isbotlang.
Yechimi.. Zarurligi. z 1 y bo‘lsin. U holda

lz +ylI* = (z +y,2+y) =

= (z,2) + 2(z,y) + (y,y) = ||lz|I> + |y[I*.

Etarliligi. [lz]* + [lyl[* = |lz + y||* tenligi o‘rinli bo'lsa, (v,y) = 0
tengligi kelib chiqadi, ya'ni z L y.
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4.3.11. ¢y fazoda x = (x1,29,...) va y = (y1,42,...) element-
larning skalyar ko‘paytmasi

ko‘rinishda, norma |z|| = \/(r,x) ko‘rinishida kiritiladi. /-
ning to‘la ekanligint isbotlang.
Yechimi. /5 fazoda metrika

(e.¢]

p(z,y) = ||z —yl| = (Tn — Yn)?

n=1

formula bilan aniqlanadi. Demak, 3.1.14-misolga ko‘ra ¢ ning to‘la
ekanligi kelib chiqadi.

4.3.12. K to‘plam H ning qism fazost bo‘lsa, u holda xohla-
gan f € H elementn:

f=g+h geK, he K+, (4.13)

ko‘rinishda yagona usulda yozish mumkin ekanligini va g el-
ementning

If =gl = o(f, K) (4.14)

tenglikni gqanoatlantirishini isbotlang. Bunda p(f, K) miqgdor
f nuqtadan K fazogacha masofa:

p(f, K) = inf [|f —zf].
zeK
Yechimi. p(f, K) = d belgilashini kiritib, K dan

W—EW<f+%(mﬂﬂw) (4.15)

tengsizlikni qanoatlantiruvchi {f,} ketma-ketligini olamiz. Parallelo-
gramm tengligiga ko‘ra

o= foull® +1CF = fa) + (f = fu)I = 20 = ful >+ 1f = fl ") (4.16)

tengligiga ega bo‘lamiz. Shu bilan birga, W € K bolganligidan,

ushbu

2

Ju = fu > 4d? (4.17)

2

10F = £+ (F = fu)P = 4Hf—
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tengsizligi o‘rinli. Natijada (4.15), (4.16) va (4.17) lardan
2 2

1 1
o — fnll* <2 d2+ﬁ+d2+ﬁ _4d2:ﬁ+ﬁ'

Bu tengsizlikdan {f,} ketma-ketlikning fundamental ekanligi ko‘rinadi.
Shu sababli, H to‘la bo‘lgani uchun, u yaqginlashuvchi. lim f, = ¢

n—oo

bo‘lsin. K yopiq bo‘lgani uchun g € K.

Endi (4.15) dan — oo da limitga o‘tsak || f —g|| < d tengsizligiga ega
bo‘lamiz. d ning ta'rifidan || f —g|| > d tengsizligi ham o‘rinli. Natijada,
|f — g|| = d tengligi kelib chiqadi.

Endi f — g = h elementning H- fazosiga tegishli ekanligini isbot-
laymiz.

K to‘plamda noldan farqli xohlagan ¢ element olaylik. Har bir A son
uchun g + Ap € K, u holda

Ih=2ell* = IIf = (g + Ap)l* = &*.

Bu tengsizlikni skalyar ko‘paytmaning xossasidan va || f — g|| = d teng-
ligidan foydalanib

=R, ) = Mg, h) + [AX (e, ) > 0

ko‘rinishida yozish mumkin. Natijada A = (h, @)
{0, )
o) [P R e)l?

(@, ) (@, ) (¢, 0)
|2

bo‘lgan xususiy holda

>0

tengsizligi, ya'ni |(h,¢)|* < 0 tengsizligi kelib chiqadi. Bu tengsizlik
faqat h L ¢ bo‘lgan holda o‘rinli. Demak, ¢ element K ning xohlagan
elementi bo‘lganligidan, h L K, ya'ni h € K+.

Shunday qilib f ning (4.13) ko‘rinishida ifodalanishi va uning (4.14)
tenglikni ganoatlantirilishi isbotlandi.

Endi f ni (4.13) ko‘rinishida ifodalash yagonaligini ko‘rsatamiz. Agar

f=g+h=4¢+h, g €K, h,h € K+

bo‘lsa, u holda g — ¢ = h/ — h tengligiga ega bo‘lamiz. Bu tenglikning
chap tomonidagi element K ga, o‘ng tomonidagi element K+ fazosiga
tegishli. Shu sababli g — ¢ L A’ — h. Bundan ¢ — ¢ = W/ —h =0
munosabatiga ega bo‘lamiz.
n
4.3.13. = element Fure qatorining s, = > _ apx; qismi, x ele-

k=1
mentning H, = £ ({x1,22,...,2,}) qism fazodagi proektsiyasi-

dan tborat ekanligini isbotlang.
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Yechimi. = = s, + (r — s,) bo‘lib, s, € H, bo‘lganligi uchun
x — s, L H, ekanligini ko‘rsatish etarli.
(T — sp, ) = (T, 2) — (Sn, k) = a — ap, = 0,
ya'ni
r—8, Lag, (k=1,2,...,n)

bo‘lgani uchun x—s,, 1. H, ekanligi skalyar ko‘paytmaning xossalaridan
kelib chiqadi.
4.3.14. Hzilbert fazosida Bessel tengsizligi deb ataluvchi

o0
> lawl < )l
k=1

tengsizligint isbotlang.
Yechimi.

HSnHQ + H:C - SnH2 <3na Sn) + <$ — Sp, T — 3n> =

= (Sp, Sn) + (z,2) — (x,8,) =

= <i akxk,iakxk> + (x, ) — <x,iakxk> =

k=1

—Zaw z,7) a = (z,2) = ||z]*

k=1

tengligidan ||z||* > ||s,||? tengsizligi, yami Y af < ||z||* tengsizlgi kelib
k=1
chigadi. Bu tengsizligida n — oo da limitga o‘tsak

Z < l|f?
tengsizligiga ega bo‘lamiz.
4.3.15. (Riss — Fisher teoremasi) H Hilbert fazosida
0
xzohlagan {p,} ortonormal sistema va Y c; < oo shartni

k=1
qanoatlantiruvchi {c,} sonlar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin.

U holda ushbu
cr = (f, or);

Y@= n=Ir7

k=1
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tengliklarni qanoatlantiruvchi: f € H element mavjudligini is-
botlang.

Yechimi. f, = ) crpp deb olaylik, u holda
=1

an%—p _ fn”2 - ||Cn+1§0n+1 + ...+ Cn+p§0n+p‘|2 -
n+p

2
= (Cnt1Pn+1 + - -+ CrtpPraps Cnt1Pnt1 + - CotpPrap) = E Cr-
k=n+1

Natijada Z c2 < oo bo‘lgani uchun { f,, } ketma-ketlik fundamental, De-

mak, yaqlnlashuvchl ekanligi kelib chiqadi. hm fn = f bo'lsin. Endi
(f, i) ni quyidagicha almashtiramiz:

n

(f,0i) = {fns0i) +{f = Fus i) = <Z Ck80k790i> +{f = fur 1)

k=1
n > 1 bo‘lganda, <Z Ck Pk <pi> = ¢; bo‘lgani uchun,
k=1

(fspi) = ci +{f — fa, 0i)- (4.18)

Endi
tengsizligi o‘rinli bo‘lganligi uchun n — oo da (f — f,,, v;) — 0. (4.18)
ning chap tomoni n ga bog‘liq emas. Shu sababli, bu tenglikda n — oo
da limitga o‘tsak (f,¢;) = ¢; tengligiga ega bo‘lamiz.

<f > crer, fZCkéOk> ={f,H=> a

k=1 k=1 k=1

tengligini tekshirish qiyin emas. n — oo da |[f—fu] — O
bo‘lganligidan, bu tenglikdan

doad=(f1)
k=1
tengligi kelib chiqadi.
4.3.16. H separabel Hilbert fazosida har ganday ortonor-
mal sistema ko‘pt bilan sanoqli bo‘lishint isbotlang.
Yechimi. H separabel Hilbert fazosida {¢,} ortonormal sistema
berilgan bo‘lsin. U holda ixtiyoriy ¢, va s har xil elementlari uchun
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o0 — s]] = V/2 tengligi o‘rinli bo‘ladi. Shuning uchun B(ip,, %) shar-
lari o‘zaro kesishmaydi. Agar sanoqli {¢,} to‘plami H da zich bo‘lsa,

u holda B(p,, %) sharning har birida bu to‘plamning kamida bir el-

ementi mavjud bo‘ladi. Shu sababli B(p,, %) sharlar sistemasi ko‘pi

bilan sanoqli. Natijada {p,} ortonormal sistemaning sanoqli ekanligi
kelib chiqadi.
4.3.17. H H:ilbert fazosida x1,xs,...,x, ortogonal sistema
n n
berilgan bo‘lsin. Agar x = Y x; bo‘lsa, u holda ||z|* = > ||z:|]?
k=1

k=1
tengligining o‘rinlt ekanliginit isbotlang.

Yechimi.
ol = {z.2) = <zz> _
k=1

k=1

3

= (x1, x1) + (T2, T2) + ... + (Tp, Tp) = [EA

4.3.18. H Hilbert fazosining x elementi L. C H qism fazoga
ortogonal bo‘lishi uchun xohlagan y € L uchun ||z|| < ||z — y|
tengsizlikning o‘rinli bo‘lishi zarur va etarli ekanligini i1sbot-
lang.

Yechimi. Zarurligi. | L bo‘lsin. U holda xohlagan y € L uchun
(x, y) = 0 tengligi o‘rinli. Shuning uchun

lz—y|*=(x—y, z—y) =

= (z, ) = 2(z, y) + (y, y) = [l=[* + [yl* = ||=[*.

Etarliligi. ||z|] < ||z — y|| tengsizligidan 2(z,y) < (y,y) tengsizligi
kelib chiqadi. x elementni x = h + h’ ko‘rinishida yozib olamiz, bunda
he L, KW e Lt Natijada

(x,y) = (h+H,y) = (hy) + (W, y) = (h,y).

Shu sababli 2(h,y) < (y,y) tengsizligini yoza olamiz. Bu tengsizlik
barcha y € L uchun o‘rinli bo‘lganligi uchun y = h bo‘lganda ham o‘rinli
bo‘ladi. Shunday qilib 2(h, h) < (h, h) tengsizligiga ega bo‘lamiz. Bu
tengsizlik (h, h) = 0 bo‘lgandagina o‘rinli. U holda z = A/, ya'ni x €
L*+. Demak, z L L.

4.3.19. H H:ilbert fazosida xohlagan M qism to‘plamz
uchun M C (M)t munosabatining o‘rinli ekanligini isbot-
lang.
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Yechimi. M to‘plamidan ixtiyoriy x nuqtani olamiz. U holda z L
M+, ya'ni z € (M1+)+. Demak, M C (M*)*.

4.3.20. H H:ilbert fazosida M, N to‘plamlari uchun M C N
bo‘lsa, M+ O Nt munosabatining o‘rinli ekanligini isbotlang.

Yechimi. N+ to‘plamidan ixtiyoriy z nuqtani olamiz. U holda z L
N. M C N bo‘lganligidan, L M, yani « € M+. Demak, N* C M*.

4.3.21. Hilbert fazoda polyarlashtirish tengligining o‘rinli
ekanligt isbotlang:

2 112 N2 Al e l12
|z +ylI* = ||z — y| +N$+WH |z wH.

(x,y) — A A

Yechimi. 1)

lz+yl> = (@ +y, 2 +y) =
=(z, z4+y) +y.z+y =@ty )+ (T +y y)
= (z,z) + (y, ) + (2, y) + (y,y) =
= (z,z) + (z,y) + (z,9) + (v, v)

lz =yl = (o —y,2 —y) =
=(rox—y)—(y,r—y) = (@ —y,2) - (x—-y,y) =
= (z,2) = (y,2) — (z,9) + (v, ) =
= (z,2) = {z,9) = (x.9) + (¥, 9)
1) va 2) tengliklardan quyidagiga ega bo‘lamiz:

o+ yl12 — lle — gl _ 2e,y) + 2@ y) _
4 4

2[(x, y) + (z,9)]
4

- Re(xa y)

|z +iyl]* = (x + iy, z + iy) =

= (z,x +iy) + iy, @ +1y) =

= (x +iy,z) + i{lx + iy, y) =
= (z,x) —i{y, z(+ i{z,y) + (y,y) =
= (z,2) —ilw,y) +i(z,y) + (4, y)

|z —iy||” = (x — iy, x — iy) =
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= (z,r —iy) —i(y,r —iy){z — 1y, ) —i(x —iy,y) =
= (z,z) +i(y, =) — i<ﬂ+ (y,y) =

= (z,2) + iz, y) —i(z,y) + ()
3) va 4) tengliklardan quyidagiga ega bo‘lamiz:

o+ iyl® — Nz — iyl* _ i[-2i(z, y) + 2i{z, y)]
1 1

_ 2[(z,y) — (o y)] _ iIm(z,y)

4

7

Natijada
Re(z,y) + ilm(x,y) = (x,y)
munosabati o‘rinli.
4.3.22. Quyidagt normalangan fazolarning FEvklid fazost
bo‘lmasligini 1sbotlang:
a) ly, (p>1,p+#2) fazosi;

b) C[0,1] fazoszi.
Yechimi. a) [, (p > 1,p # 2) fazosida = (1,1,0,...), y =
(1,—1,0,...) vektorlarni qaraymiz. U holda
r+y=(20,...), x—y=1(0,2,0,...)
va 1
2]l = llyll = 27, [lo —yll = lo +yll = 2
bo‘lganligi sababli

lz +yll* + llz = ylI* = 201z + llyll*)

parallelogramm tengligi o‘rinli bo‘lmaydi.
b) C[0,1] fazosida z(t) = 3, y(t) = 3t elementlarni qaraymiz.
Ushbu

Jall = Iyl = . | =2, Jo+yl =1
y 27 y 27 y

munasobatlardan parallelogramm tengligi o‘rinli bo‘lmaydi.
4.3.23. Hilbert fazosida ||z|| = ||y|| bo‘lsa, u holda © —y L
r+y (romb diagonallari perpendikulyar) bo‘lishini ko ‘rsating.
Yechimi.

(z+y,z—y)=(z,2) +(y,2) — (v,y) — (y,y) =

= [l2l® = llyll* = ll«l* — [|=|* = 0.
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Mustaqil ish uchun masalalar

1. Cya, b] fazosida

1 2mnt 2t
— sin ,
b—a

ortogonal sistemaning to‘la ekanligini isbotlang.

2. Separabel bo‘lmagan Evklid fazosiga misol keltiring.

3. Har qanday cheksiz o‘lchamli separabel evklid fazosida sanoqli
ortonormal bazisning mavjud ekanligini isbotlang.

n=12...

4. Birorta ham ortogonal bazisga ega emas separabel bo‘lmagan
evklid fazosiga misol keltiring.

5. To‘la Evklid fazosida ortonormal bazisning mavjud ekanligini
isbotlang.

6. Evklid fazosida xohlagan x, y, z, t elementlar uchun ushbu

Iz =zl fly =2l < llz =yl - Iz =t =+ ly = =1 - l= =2

tengsizligining o‘rinli ekanligini isbotlang.
7. Haqiqiy L normalangan fazosining xohlagan x,y elementlari
uchun ushbu

lz+ylI* + llz = ylI* = 20z 1* + llyll*)

parallelogramm tengligi o‘rinli bo‘lsin. Unda

1
(w.y) = 5(lz + 9l = e = yl)

formula (x,z) = ||z||* tenglikni qanoatlantiruvchi skalyar ko‘paytmani
aniglashini isbotlang.

8. ([0,1] da (x,z) = |/z||* tenglikni ganoatlantiradigan skalyar
ko‘paytma aniqlash mumkin emas ekanligini isbotlang.

9. L Evklid fazosi bo‘lib x, ¥, y» € L elementlar uchun z 1 y; va
x 1 yo munosabatlar o‘rinli bo‘lsa, u holda xohlagan « va (3 sonlar uchun
zl (ay; + Bys) munosabatning o‘rinli ekanligini isbotlang.

10. L Evklid fazoning x elementi A C L to‘plamning har bir el-
ementiga ortogonal bo‘lsa, u holda x element A to‘plamiga ortogonal
deyiladi va x L A ko‘rinishida belgilanadi. Agar x1 A bo‘lsa, u holda
xr L [Z(A)] ekanligini isbotlang.

11. L Evklid fazosidagi A qism to‘plamining har bir elementiga
ortogonal bo‘lgan barcha elementlar to‘plamini A ning ortogonal
to‘ldiruvchisi dep ataymiz va A orqali belgilaymiz. A* to‘plam L ning
qism fazosi bo‘lishini isbotlang.
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12. Evklid fazosining to‘ldiruvchisi ham Evklid fazosi bo‘lishini is-
botlang.

13. Hilbert fazosining qa’tiy normalangan fazo ekanligini isbotlang.

14. M va N lar H Hilbert fazosining qism fazolari bo‘lib, M 1N
bo‘lsa, u holda M + N to‘plamining ham qism fazo bo‘lishini isbotlang.

15. /5 fazoda shunday M to‘plamiga misol keltiringki, M + M+
to‘plami /5 bilan teng bo‘lmasin.

16. /5 da berilgan ushbu

1 1 1
ka(l,?,ﬁ,ﬁ,...), keN

ketma-ketlikning chiziqli qobig‘i /s ning h’amma erida zich ekanligini
isbotlang.

17. H Hilbert fazosida yopiq qavariq M to‘plami berilgan bo‘lsin. M
to‘plamda eng kichik normag‘a ega elementning bor ekanligini isbotlang.

18. /5 fazoda normasi eng kichik normaga teng elementi bo‘lmagan
yopiq to‘plam tuzing.

19. [a, b] segmentda barcha uzluksiz differentsiallanuvchi funksiyalar
Hla,b] fazosida skalyar ko‘paytmani

b

(2,5) = / () (t) + (0 (1)) de

a

ko‘rinishida aniqlaymiz. H[a, b] Hilbert fazosi bo‘ladimi?
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Topologik fazolar

5.1. Topologik fazolar

Metrik fazolarda metrika yordamida ochiq shar, atrof tushunchalar-
iga ta’riflar berilib, ular yordamida ochiq to‘plam aniqglanadi. Boshqa
fundamental tushunchalar asosida ochiq to‘plam tushunchasi yotadi.
Ochiq to‘plamni metrika yordamida emas, aksiomalar orqali aniglash
g‘oyasi natijasida topologik fazolar nazariyasi paydo bo‘lgan.

Ta’rif. Aytaylik, X to‘plamning qism to‘plamlaridan iborat T sis-
tema quyidagi shartlarni qanoatlantirsin:
Doer, Xer;
2) 1 sistemasiga tegishli G., « € I (I indekslar to‘plami)
n
to‘plamlarning birlashmasi | |G, va chekli sondagi (| Gy kesishmasi
«

k=1
vana T sistemasiga tegishli.

U holda T sistemasi X to‘plamda berilgan topologiya deyiladi.

(X, 7) juftlikga topologik fazo deyiladi.

T sistemaning elementlarini ochiqg to‘plamlar deb, ochiq
to‘plamlarning to‘ldiruvchilarini yopig to‘plamlar deb ataymiz.
Topologik fazoning elementlari uning nugtalari deb ham ataladi.

Topologik fazolardagi boshlang‘ich fundamental tushunchalar
ro‘yxatini keltiramiz:

— x € X nuqtaning atrofi — shu nuqtani o‘z ichiga oluvchi ixtiyoriy
ochiq to‘plam;

- X D M to‘plamning wurinish nuqtasi — ixtiyoriy atrofida M
to‘plamning kamida bitta elementi mavjud bo‘lgan nuqta;

— X D M to‘plamning yopilmasi [M] — M ning barcha urinish
nuqtalari to‘plami;

— X D M to‘plamning limit nuqgtasi — ixtiyoriy atrofida o‘zidan
boshga M to‘plamning kamida bitta nuqtasi mavjud bo‘lgan nuqta;

— X D M to‘plamning hosila to‘plami M’ — M ning barcha limit
nuqtalari to‘plami;

— M to‘plamning ichi int(M) — M to‘plamdagi barcha ochiq gism
to‘plamlar birlashmasi;
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— X fazoning hamma erida zich to‘plam — yopilmasi X fazoga teng
bo‘lgan to‘plam,;

— Separabel fazo — hamma erida zich sanoqli gism to‘plamga ega
fazo.

Berilgan X to‘plamning qism to‘plamlaridan iborat turli sis-
temalar topologiya shartlarini qanoatlantirishi, ya'ni X to‘plamda turli
topologiyalar kiritilishi mumkin. Bunda turli topologik fazolar hosil
bo‘ladi.

X to‘plamda 7,7 topologiyalar berilgan bo‘lib, 71 C 75 munos-
abat o‘rinli bo‘lsa, u holda 7 topologiya 7 topologiyaga nisbatan kuch-
liroq topologiya deyiladi va 7y < 7» ko‘rinishda yoziladi. Bu holda 7
topologiya'ni 75 topologiyaga nisbatan kuchsizroq (sustrog) ham deyi-
ladi.

X topologik fazoda ochiq to‘plamlardan iborat 2 sistema berilgan
bo‘lsin. Agar X fazodagi har bir ochiq to‘plamni 4 sistemaga te-
gishli to‘plamlarning birlashmasi ko‘rinishida ifodalash mumkin bo‘lsa,
u holda Z sistemani X fazodagi topologiya’ning bazasi deb ataladi.
Sanoqli bazaga ega bo‘lgan topologik fazoga sanoqli bazaga ega fazo yoki
sanoqlilikning ikkinchi aksiomasini ganoatlantiruvchi fazo deyiladi.

x € X nuqtaning biror atroflaridan iborat sistemasini %4, orqali bel-
gilaylik. Agar x nuqgtani o'z ichiga oluvchi ixtiyoriy U ochiq to‘plam
uchun, shunday V € £ to‘plam topilib, V' C U bo‘lsa, u holda %,
sistema x nuqta atroflarining aniglovchi sistemasi deb ataladi. Agar
sanoqli 4, sistema mavjud bo‘lsa, u holda x nuqtada sanoglilikning bir-
inchi aksiomast bajarilgan deyiladi. Agar X fazoning har bir nuqtasida
sanoqlilikning birinchi aksiomasi bajarilsa, u holda X ni sanoqlilikning
birinchi aksiomasiga ega fazo deb ataymiz.

{M,} to'plamlar sistemasi va A to‘plam uchun A C (J M, bo‘lsa, u

holda {M,} sistema A to‘plamning goplamasi deb atalagi. Agar {M,}
qoplamaning biror {M,.} gismi ham A uchun qoplama bo‘lsa, u holda
{M,,} sistema {M,} qoplamaning gism qoplamasi deyiladi. Agar {M,}
qoplamaga tegishli har bir to‘plam ochiq (yopiq) bo‘lsa, u holda {M,}
sistemani ochiq (yopiq) qoplama deb ataymiz.

X topologik fazoda {x,} ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Agar x nug-
taning ixtiyoriy U atrofi uchun, shunday ng soni topilib, n > ng tengsi-
zlikni gqanoatlantiruvchi barcha n natural sonlar uchun z,, € U munos-
abat o‘rinli bo‘lsa, u holda = nuqta {z,} ketma-ketlikning limiti deyi-
ladi.

X va Y topologik fazolar, f : X — Y akslantirish bo‘lib, x € X
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nuqta berilgan akslantirishning aniglanish sohasiga tegishli bo‘lsin.
Agar y = f(x) nuqtaning ixtiyoriy U, atrofi uchun, x nuqtaning shun-
day V, atrofi mavjud bo‘lib, f(V,) C U, bo‘lsa, u holda f akslantirish
x nuqtada uzluksiz deb ataladi. X fazoning barcha nuqtasida uzluksiz
bo‘lgan akslantirishga X fazoda uzluksiz akslantirish deyiladi.

Quyida agratish aksiomalari deb ataluvchi shartlarni keltiramiz.

Ty — aksiomasi: X topologik fazoning ixtiyoriy ikkita har zil x va
y nugqtalart uchun bu nuqtalarning kamida bittasining ikkinchicini o‘z
ichiga olmaydigan atrofi mavjud.

Ty — aksiomasi (ajratishning birinchi aksiomasi): X topologik fazon-
ing tiyoriy ikkita har xil x va y nuqtalar: uchun, x ning y nuqtani o‘z
ichiga olmaydigan O, atrofi, y ning x nugtani oz ichiga olmaydigan O,
atrofi mavjud.

Ty — aksiomasi (ajratishning ikkinchi yoki zausdorf aksiomasi): X
topologik fazoning ixtiyoriy ikkita har xil x va y nuqtalart o‘zaro kesish-
maydigan O, va O, atroflarga ega.

Topologik fazoda berilgan to‘plamning atrofi deb, shu to‘plamni o‘z
ichiga oluvchi ixtiyoriy ochiq to‘plamga aytiladi.

T3 — aksiomasi (ajratishning uchinchi aksiomasi): X topologik fazoda
wtiyorty nuqta va bu nuqta tegishli bo‘lmagan ixtiyoriy yopiq to‘plam
o‘zaro kesishmaydigan atroflarga ega.

To (1 € {0,1,2,3}) aksiomasini qanoatlantiruvchi topologik fazoni
T; — fazo deb ataymiz.

Ty va Tjs aksiomalarni qanoatlantiruvchi topologik fazo requlyar dey-
iladi.

Ty aksiomasi (normallik aksiomasi). Ti-fazoda ixtiyoriy ikkita o‘zaro
kesishmaydigan yopiq to‘plamlar o‘zaro kesishmaydigan atroflarga ega.

T, aksiomasini qanoatlantiruvchi fazo normal deb ataladi.

Masalalar

5.1.1. Ikki elementdan iborat X = {a,b} to‘plamda T =
{0,{b}, X} sistemaning topologiya bo‘lishini ko‘rsating.
Yechimi. Topologiya aksiomalarinig bajarilishin tekshiramiz:
1) 7 sistemaning berilishiga ko‘ra 0, X € 7;
2)
Du{v} ={b} e,

PUX={luX=Xer,
In{pl=0NX=0¢er,
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{b}nX={b} e
5.1.2. X metrik fazoda barcha ochiq to‘plamlardan iborat

T sistemaning topologiya bo‘lishini ko‘rsating.
Yechimi. 7 sistemaga tegishli to‘plamlarning ixtiyoriy birlashmasi
n

G = |J G, va chekli sondagi S = (] G} kesishmasining ochiq to‘plam
a€cl k=1
bo‘lishini ko‘rsatamiz.

G to‘plamga tegishli ixtiyoriy x nuqta olaylik. U holda bu nuqta
I G. birlashmadagi to‘plamlarning kamida bittasiga, Aytaylik, G,,

ael

to‘plamga tegishli bo‘ladi. G, to‘plam ochiq bo‘lganligidan, x nugtan-
ing bu to‘plamda yotadigan V, atrofi mavjud. Natijada V, C G,, C G
munosabatni yoza olamiz. Bu munosabatdan G to‘plamning ochiq ekan-
ligi kelib chigadi.
n
Endi S = () Gy to‘plamdan ixtiyoriy x nuqta olaylik. Bu nuqta
k=1
G, k = 1,n to‘plamlarning har biriga tegishli bo‘ladi. x nuqtaning
G, to‘plamda yotadigan V., = B(x,¢},) atrofini olamiz. Bundan z nug-
taning ¢ = min{eq, €9, ...,e,} atrofi uchun V. C V., k = 1,...,n
munosabatni yoza olamiz. U holda V. C S, ya'ni S ochiq to‘plam.
5.1.3. X to‘plamda berilgan topologiyalarning ixtiyoriy
sondagi kesishmast shu to‘plamda topologiya bo‘lishini isbot-
lang.
Yechimi. X to‘plamda berilgan har bir 7, a € I topologiya uchun
X, 0 € 1, bo‘lganligidan, X, () € (7,
«

() 7o kesishmadan olingan ixtiyorly G, to‘plam har bir 7, sistemaga

tegioéhli bo‘ladi. Bundan 7, sistema topologiya bo‘lganligi sababli
UG, € 7o va [ Gi € 7, munosabatlar o‘rinli. U holda

¥ k=1
LJG7 € ﬂTa
0% le}
va
n
ﬂ Gy, € ﬂTa,
k=1 Q

ya'ni (7, kesishma topologiya bo‘ladi.

5.1(?4. X to‘plamning biror qism to‘plamlaridan iborat
A sistemani o‘z ichiga oluvchit minimal topologiya mavjud
bo‘ladi (uni A sistema paydo etgan topologiya deb ataymiz
va 7(A) ko‘rinishida belgilaymiz). Isbotlang.
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Yechimi. % sistemani o'z ichiga oluvchi topologiyalar mavjud
(misol uchun £ sistema X ning barcha qism to‘plamlaridan iborat
topologiya’ning ichida yotadi). Bu topologiyalarning kesishmasi (5.1.3-
misolga qarang) % sistemani o‘z ichiga oluvchi minimal topologiya
bo‘ladi.

5.1.5. (X, 1) topologik fazoning ixtiyoriy & bazasi quyidagi
shartlarni ganoatlantirishini i1sbotlang:

1) Ixtiyoriy x € X nugqta kamida bitta G € % to‘plamga
tegishli bo‘ladi;

2) Agar r € X nuqgta # bazaga tegishli G; va G
to‘plamlarning kesishmasiga tegishli bo‘lsa, u holda shunday
Gs € A to‘plam mavjud bo‘lib, x € Gz C G1[) G2 munosabati
o‘rinli bo‘lads.

Yechimi. 1) X ochiq to‘plam bo‘lganligidan, uni % bazaga te-
gishli to‘plamlarning birlashmasi ko‘rinishida ifodalash mumkin. Shun-
ing uchun X ning har bir nuqtasi 4 bazaga tegishli to‘plamlarning
biriga tegishli bo‘ladi.

2) G1() Gy kesishma ochiq to‘plam bo‘lganligidan, uni % bazaga
tegishli to‘plamlarning birlashmasi ko‘rinishida ifodalash mumkin. Bir-
lashmadagi to‘plamlarning kamida bittasiga x nuqta tegishli bo‘ladi.
Ushbu to‘plamni GG3 orqali belgilasak,

ZUEGgCGlﬂGQ

munosabat o‘rinli bo‘ladi.

5.1.6. X to‘plamning qism to‘plamlaridan iborat ¥ sistema
quytdagr shartlarnt qanoatlantirsin:

1) Ixtiyoriy x € X element kamida bitta G € % to‘plamga
tegishli;

2) Agar r € X nuqta # sistemaga tegishli G, va G-
to‘plamlarning kesishmasiga tegishli bo‘lsa, u holda shunday
Gs € B to‘plam mavjud bo‘lib, x € G3 C G1[) G2 munosabati
o‘rinlt bo‘lads.

U holda # sistemaga tegishli to‘plamlarning birlashmasi
ko ‘rinishida ifodalanadigan barcha to‘plamlardan iborat 7(A)
sistema X to‘plamda topologiya hosil etishini isbotlang.

Yechimi. 1) shart bo‘yicha ixtiyoriy © € X element & sisteman-
ing kamida bitta to‘plamiga tegishli. Bu to‘plamlarning birlashmasi X
to‘plamni beradi, yani X € 7(%).

A sistemaga tegishli har bir to‘plamga bo‘sh to‘plam gism to‘plam
bo‘ladi. Bu bo‘sh to‘plam 7(%) sistemaga ham tegishli bo‘ladi.
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7(%) sistemaga tegishli to‘plamlarning ixtiyoriy sondagi | J G, bir-
«

lashmasini garaylik. Bu birlashmadagi har bir to‘plam o‘rniga, uning

A sistema to'plamlarining birlashmasi ko‘rinishidagi ifodasini qo‘ysak,

natijada 4 sistemaga tegishli to‘plamlarning birlashmasi hosil bo‘ladi.

Bundan (JG, birlashmaning 7(%) sistemaga tegishli ekanligi kelib
«

chiqadi.

Endi 7(%) sistemaga tegishli to‘plamlarning chekli sondagi kesish-
masi ham shu sistemaga tegishli bo‘lishini ko‘rsatamiz. A, B € 7(%)
bo‘lib, A = J G, va B =|JGp bo'lsin, bunda G,, Gg € #. U holda

o B

A B = J(Ga[)Gs)

o,

tengligini yoza olamiz. 2) shart bo‘yicha G, [ Gs kesishmaga tegishli
har bir  nuqta uchun * € G C G, ()G munosabatni qanoatlanti-
radigan G° € Z to'plam topiladi. Ularning barchasining birlashmasi
Go[)Gp to'plamni beradi, yani G, () Gp kesishma 7(Z#4) sistemaga
tegishli. Ularning % sistemaga tegishli to‘plamlarning birlashmasi

ko‘rinishidagi ifodalarini |J (G, ) Gp) ifodaga qo‘ysak & sistemaga te-
o,
gishli to‘plamlarning birlashmasi hosil bo‘ladi. Bundan A () B kesish-

maning 7(4) sistemaga tegishli ekanligi kelib chiqadi.

Demak, 7(%) sistema topologiya'ning barcha shartlarini qanoat-
lantirar ekan.

5.1.7. (X,7) topologik fazoda # C Tt sistemasi T
topologiya’ning bazasi bo‘lishi uchun quyidagi shartlarning
bajarilisht zarur va etarli ekanligini isbotlang:

1) Ixtiyoriy v € X element kamida bitta G € # to‘plamga
tegishla;

2) Agar * € X nuqta # sistemaga tegishli G; va G
to‘plamlarning kesishmasiga tegrishli bo‘lsa, u holda shunday
G3 € B to‘plam mavjud bo‘lib, x € G3 C G1[) G2 munosabati
o‘rinli bo‘ladi;

3) Ixtiyoriy G € 7 to‘plam va har bir © € G nugqta uchun
r € GG, C G munosabatni ganoatlantiruvchi G, € £ to‘plam
mavjud.

Yechimi. 1) va 2) shartlar bajarilganda Z sistema X topologik
fazoning bazasi bo‘lishi 5.1.6-misolda ko‘rsatilgan.

3) shartning bajarilishidan ixtiyorly G € 7 to‘plamni G = |G,

T
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ko‘rinishda ifodalash mumkin ekanligi kelib chigadi. Demak, £ sistema
T topologiya’'ning bazasi bo‘ladi.

Aksincha, % sistema 7 topologiya’ning bazasi bo‘lsa 1) va 2) shart-
larning bajarilishi 5.1.5-misolda ko‘rsatilgan.

3) shartning bajarilishini isbotlaymiz. Ixtiyoriy G € 7 to‘plamni
# sistemaga tegishli to‘plamlarning birlashmasi ko‘rinishida yozish
mumkin. Har bir x € G element birlashmadagi to‘plamlarning kamida
bittasiga tegishli bo‘ladi. Shu to‘plamni G, ko‘rinishda belgilaymiz.
r € G C G munosabat o‘rinli bo‘lganligidan, 3) shartning bajarilishi
kelib chigadi.

5.1.8. X topologik fazoda yopiq to‘plamning to‘ldiruvchisi
ochiq bo‘lishini ko‘rsating.

Yechimi. X fazoda berilgan ixtiyoriy F' yopiq to‘plam biror G € X
ochiq to‘plamning to‘ldiruvchisi bo‘ladi, ya'mi F = X \ (. Bundan
X\F=X\(X\G)=G, yani X\ F ochiq toplam.

5.1.9. X topologik fazoda A ochiq, B yopiq to‘plamlar
bo‘lsa, u holda A\B ayirmaning ochiq to‘plam bo‘lishini
ko‘rsatinig.

Yechimi. 5.1.8-misolga ko‘ra X \ B ochiq to‘plam. Bundan

A\B=An(X\B)

tengligi va topologiya'ning 2-chi aksiomasiga ko‘ra A\ B to‘plam ochiq
bo‘ladi.
5.1.10. X topologik fazoda wyopiq to‘plamlarning chekli
sondagi birlashmast yopiq to‘plam bo‘lishini isbotlang.
Yechimi. X fazoda yopiq Fi, Fb, ..., F, to‘plamlar berilgan bo‘lib,
F,=X\G,; (i=1,2,...,n) bo‘lsin, bunda G; ochiq to‘plam. U holda

n n

UFi:U(X\Gi):X\mGi

1=1 1=1

n n

tengligi va () G; kesishmaning ochiq ekanligidan, [J F; to‘plamning
=1 1=1

yopiq ekanligi kelib chigadi.

5.1.11. X topologik fazoning ixtiyoriy M qism to‘plama
uchun
X\ [M] = int(X \ M)
tenglikning o‘rinli ekanligini isbotlang.
Yechimi. X \ [M] to‘plamdan ixtiyoriy x element olaylik. x ¢ [M]
bo‘lganligidan, uning M to‘plam bilan kesishmaydigan, ya'ni X \ M
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to‘plam ichida yotadigan V, atrofi mavjud. Bundan x € int(X \ M),
ya'ni X\ [M] C int(X \ M) munosabatning o‘rinli ekanligi kelib chiqadi.

Endi z € int(X \ M) bo‘lsin. int(X \ M) ochiq bo‘lganligidan, uni z
nuqtaning atrofi sifatida olish mumkin. int(X \ M) C X\ M munosabat
o‘rinli bo‘lganligidan, int(X \ M)\ M = (. Bundan x ¢ [M] ekanligi
kelib chiqadi, ya'ni € X\ [M]. Demak, X'\ [M] D int(X \ M). Shunday
qilib berilgan tenglikning to‘g‘ri ekanligi isbotlandi.

5.1.12. X topologik fazoda M to‘plamning yopiq bo‘lishi
uchun [M] = M tengligining bajarilishi zarur va etarli ekan-
ligint isbotlang.

Yechimi. Zarurligi. M yopiq to‘plam bo‘lsin. Teskarisini faraz
gilaylik, yani [M] # M. U holda [M]\ M ayirma bo‘sh emas. Bu
ayirmadan biror z nuqtani olaylik. z ¢ M bo‘lganligidan, x € X \
M. M yopiq bo‘lganligidan, X \ M to‘plam ochiq bo‘ladi. U holda
X \ M to‘plam x nuqtaning atrofi bo‘lib, bu atrof M to‘plam bilan
kesishmaydi. U holda = ¢ [M]. Bunday bo‘lishi mumkin emas. Demak,
farazimiz noto‘g'ri, ya'ni [M] = M.

Etarliligi. 5.1.11-misolda isbotlangan X \ [M] = int(X \ M) teng-
ligidan [M] to‘plamning yopiq ekanligi ko‘rinadi. [M] = M tengligidan
esa M ning yopiq ekanligi kelib chiqadi.

5.1.13. Iztiyoriy xos qism to‘plami yopiq bo‘lmagan
topologik fazoga misol keltiring.

Yechimi. Elementlari soni bittadan ko‘p ixtiyoriy X to‘plamda triv-
ial 7 = {0, X} topologiya'ni aniglasak, paydo bo‘lgan topologik fazon-
ing ixtiyoriy bo‘sh bo‘lmagan qism to‘plami yopilmasi X to‘plamdan
iborat bo‘ladi. Demak, bu fazoda faqat bo‘sh to‘plam va X to‘plami
yopiq bo‘lib, boshqa gism to‘plamlar yopiq bo‘lmaydi.

5.1.14. Ixtiyoriy bir nugqtali qism to‘plami yopiq bo‘lmagan
Ty-fazoga maisol keltiring.

Yechimi. X = Z barcha butun sonlar to‘plamini olaylik. Har bir
k € Z uchun

Nk:{mEZ: mZk}

to‘plamni olamiz.
T = {@,Z,Nk, k e Z}

to‘plamlar sistemasi topologiya hosil giladi.

Har bir m,n € Z, m < n uchun, U € 7 to'plami m nuqtaning
atrofii bo‘lishidan n € N,, C U munosabatlar o‘rinli ekanligi kelib
chigadi. Demak, m nuqtaning xohlagan atrofiga n nuqtasi tegishli,
ya'ni m € [n|. Bundan {n} to‘plamning, Demak, bir nuqtali xohlagan
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gism to‘plamning yopiq emasligi kelib chiqadi. Shu bilan birga, m ¢ N,
bo‘lganligidan, garalayotgan topologik fazosi Tj-fazo bo‘ladi.

5.1.15. X topologik fazoda to‘plam yopilmasi quyidagi ros-
salarga ega ekanligini isbotlang:

a) M C [M];

b) agar M, C M, bo‘lsa, u holda [M;] C [M>];

¢) [My U M) = [Mi] U [Ms];

d) [[M]] = [M].

Yechimi. a) M to‘plamning xohlagan nuqtasi shu to‘plamning
o‘ziga urinish nuqta bo‘lganligidan, M C [M];

b) [M;] to‘plamga tegishli xohlagan x nuqtaning har bir atrofida
M to‘plamning, Demak, M, to‘plamning kamida bir elementi mavjud
bo‘lgani uchun = € [Ms], yani [M;] C [Ms];

c) My C My U M,, My C M; U M, munosabatlar va b) xossadan
[My U Ms] D [M;] U [M,] munosabat kelib chiqadi.

Endi [M; U M) to‘plamdan xohlagan = nuqta olib x ¢ [M;] U [M,]
deb faraz qilamiz. U holda x nuqtaning M; va M, to‘plamlar bilan
kesishmaydigan U, atrofi mavjud bo‘ladi. Bundan

Uxﬂ (M1UM2) — @,

ya'ni x ¢ [M; U Ms]. Bu ziddiyatdan [M; U M| C [M;] U [Ms] munos-
abatining o‘rinli ekanligi kelib chigadi.

d) a) xossadan [M] C [[M]] munosabati o‘rinli.

[[M]] to‘plamdan olingan ixtiyoriy = nuqtaning har bir U, atrofiga
[M] to‘plamning kamida bitta 2’ nuqtasi yotadi. U, to‘plam 2z’ nuqta
uchun ham atrof bo‘ladi, Demak, bu atrofda M to‘plamning kamida bir
nuqtasi bor, yani x € [M]. Demak, [M] D [[M]].

5.1.16. Sanoqli bazaga ega X topologik fazoning separabel-
ligine isbotlang.

Yechimi. {G,} sistema X fazoning biror sanoqli bazasi bo‘lsin. Bu
bazaning har bir GG, elementidan ixtiyoriy x, nuqta olaylik. 7" = {z,}
sanoqli to‘plam X fazoning hamma erida zich ekanligini ko‘rsatamiz.
Teskarisini faraz qilaylik, yami X # [T] bo‘lsin. U holda G = X \ [T]
bo‘sh bo‘lmagan ochiq to‘plam bo‘lganligidan, uni {G,,} bazaga tegishli
biror G} to‘plamlarning birlashmasi ko‘rinishida ifodalash mumkin.
xr € G bo‘lganligidan, z; € G munosabat o‘rinli bo‘lishi kerak. Bun-
day bo‘lishi mumkin emas, chunki G N'T = (). Demak, X = [T].

5.1.17. Agar X sanoqli bazaga ega topologik fazo bo‘lsa,
u holda uning ixtiyoriy ochiq goplamasidan sanoqlicha gism
goplama ajratib olish mumkin ekanligini isbotlang.
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Yechimi. {O,} sistema X topologik fazoning ixtiyoriy ochiq qo-
plamasi bo‘lsin. U holda X fazoning har bir x nuqtasi kamida bitta
O, to‘plamga tegishli bo‘ladi. Agar {G,} sistema X tapologik fazon-
ing sanoqli bazasi bo‘lsa, bu sistemadan = € G,,(x) C O, munosabatni
qanoatlantiradigan G, (z) to‘plam topiladi. Shunday usul bilan tan-
langan G, (x) to‘plamlar sistemasi sanoqlicha bo‘lib, X fazoning qo-
plamasi bo‘ladi. Har bir G, (x) to‘plam uchun, uni o'z ichiga oluvchi
O, to‘plamlarning bittasini tanlaymiz. Bunday usul bilan tanlangan
to‘plamlar sistemasi ham sanoqlicha bo‘lib, {O,} qoplamaning qism
qgoplamasi bo‘ladi.

5.1.18. (X, 7) topologik fazoda M C X to‘plam berilgan
bo‘lsin. x nuqtaning M to‘plamga urinish nuqta bo‘lishidan,
M to‘plamda r ga yaqinlashuvchi ketma-ketlikning mavjud
bo‘lishi kelib chigadima?

Yechimi. Umuman olganda, kelib chigmasligi quyidagi misoldan
ko‘rinadi. X = [0, 1] bo'lib, 7 topologiya X va bo‘sh to‘plam bilan birga
0, 1] segmentdan chekli yoki sanoqli sondagi nuqtalarni olib tashlashdan
hosil bo‘lgan to‘plamlardan iborat bo‘lsin.

Bu fazoda faqat statsionar ketma-ketliklar, ya’ni biror hadidan bosh-
lab barcha hadlari o‘zaro teng bo‘lgan ketma-ketliklar yaqginlashuvchi
bo‘ladi.

Haqiqatan, {z,} statsionar ketma-ketlik bo‘lib, biror n natural son
uchun z, = x,.1 = T390 = ... bo‘lganda x = z,, nuqta {z,} ketma-
ketlikning limiti bo‘ladi. Sababi uning ixtiyoriy atrofida berilgan ketma-
ketlikning n hadidan boshlab barcha hadi joylashgan.

Endi {z,} ketma-ketlik statsionar bo‘lmagan holni ko‘ramiz.
Teskarisini faraz qilaylik, ya'ni berilgan ketma-ketlik yaqinlashuvchi
bo‘'lib, x nuqta uning limiti bo‘lsin. [0, 1] segmentdan {z,} ketma-
ketlikning barcha hadlarini (agar x berilgan ketma-ketlikning biror
hadiga teng bo‘lgan holda, bu hadidan boshqa barcha hadlarini) olib
tashlashdan hosil bo‘lgan to‘plam ochiq bo‘lib, x ning atrofi bo‘ladi.
Ravshanki, x nuqtaning bu atrofida {z,} ketma-ketlikning ko‘pi bi-
lan chekli hadlari joylashgan bo‘ladi. Demak, x nuqta berilgan ketma-
ketlikning limit nuqtasi bo‘lolmaydi.

Shuning uchun, agar M sifatida (0, 1] yarim intervalni olsak, u holda
M to‘plamda 0 € X nuqtaga yaqinlashuvchi ketma-ketlik mavjud emas.
Shu bilan birga, 7 topologiya'ning bo‘sh to‘plamdan boshqa barcha el-
ementlari cheksiz to‘plamlardan iborat bo‘lganligidan, 0 nugtaning ix-
tiyoriy atrofida M ning kamida bitta elementi mavjud bo‘ladi, ya’ni
0 e [M].
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5.1.19. X sano‘qlilikning birinch: aksiomasini qanoat-
lantiruvchi topologik fazo bo‘lib, M C X bo‘lsin. Agar x € [M]
bo‘lsa, u holda M to‘plamda xr nugtaga yaqinlashuvchi ketma-
ketlikning mavjud bo‘lishint isbotlang.

Yechimi. Sanoqli {O,} sistema x € [M] nuqta atroflarining
aniqlovchi sistemasi bo‘lsin. O, .1 C O, munosabat o‘rinli deb olish
mumkin (aks holda O, o‘rniga (] Oy kesishmani olar edik). = € [M]

k=1
bo‘lganligidan, Oy ga tegishli x;, € M nuqta mavjud bo‘ladi. Natijada,

x nuqtaning ixtiyoriy atrofining ichida yotadigan {O,,} sistema elementi
mavjud bo‘lganligidan, x nuqta {z,} ketma-ketlikning limiti bo‘ladi.

5.1.20. X wa Y topologik fazolar bo‘lsin. f : X — Y ak-
slantirish uzluksiz bo‘lishi uchun Y fazodagi har bir A ochiq
to‘plamning X fazodagi f~'(A) asli ochiq bo‘lishi zarur va
etarly ekanligini isbotlang.

Yechimi. Zarurligi. f : X — Y uzluksiz akslantirish va A C Y
biror ochiq to‘plam bo‘lsin. B = f~!(A) to‘plamning X da ochiq ekan-
ligini ko‘rsatamiz. B to‘plamga tegishli ixtiyoriy x nuqtani olaylik. U
holda A to‘plam f(x) = y nuqtaga atrof bo‘ladi. Bundan f akslantirish
uzluksiz bo‘lganligidan, x nuqtaning biror V, atrofi f(V,) C A munos-
abatni qanoatlantiradi. Demak, V, C B munosabat o‘rinli ekanligi kelib
chigadi, ya'ni B ochiq bo‘ladi.

Etarliligi. Y fazoning har bir A ochiq to‘plamining f~1(A) asli
ochiq to'plam bo‘lsin. X fazoning ixtiyoriy = nuqtasini va y = f(z)
nuqgtaning ixtiyoriy U, atrofini qaraylik. U, ochiq to‘plam bo‘lgani
uchun f‘l(Uy) ochiq bo‘lib, bu to‘plam x nuqtaning atrofi bo‘ladi.
f(f~Y(U,)) C U, munosabatdan f akslantirishnig = nuqtada uzluksiz
ekanligi kelib chiqadi. = nuqta X fazodan ixtiyoriy tanlab olinganligi
uchun f akslantirish X fazoda uzluksiz bo‘ladi.

5.1.21. (X, 7) va (Y, ) topologik fazolar bo‘lib, f : X — Y
akslantirish X ni Y ning ichiga o‘tkazsin.

f_l(TQ) = {f_l(G) G e 7'2}

sistemaning X to‘plamda topologiya bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. f7!(7;) sistemaning topologiya aksiomalarini qanoat-
lantirishini tekshiramiz:

1) f(X) C Y munosabat o‘rinli bo‘lib, Y € 7 bo‘lganligidan, X =
YY) € f~1(m2). Shu bilan birga, § = f~1(0) € f1(m).

2) f~1(r) sistemaga tegishli ixtiyoriy O, to‘plamlarni olaylik. U
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holda
O, = f_l(Ga), G, € .

Bundan
o=l '(Ga) =" (U Ga> .

Endi |G, € ™ bo‘lganligidan,

UOQ e f!

Shu bilan birga,
(10e= 1776 =SV Gu) € £
k=1 k=1 k=1

Demak, f~!(7) sistema topologiya'ning barcha aksiomalarini qanoat-
lantirar ekan.

5.1.22. Ti-fazo bo‘lmaydigan topologik fazoga misol keltir-
ng.

Yechimi. 5.1.1-misolda qaralgan X = {a,b} topologik fazoda a
nuqtaning b nuqtani o‘z ichiga olmaydigan atrofi yo‘q. Shuning uchun
bu fazo Ti-fazo bo‘lmaydi.

5.1.23. Ti-fazoda bitta nugqtali to‘plam yopiq bo‘lishini
ko‘rsating.

Yechimi. Tj-fazodan ixtiyoriy x nuqta olaylik. Agar x # y bo‘lsa,
u holda y nuqtaning = nuqtani o'z ichiga olmaydigan O, atrofi mavjud,
ya'ni y ¢ [z]. Demak, z = [z] .

5.1.24. Ti-fazoda chekli to‘plamning yopiq bo‘lishini
ko‘rsating.

Yechimi. 7Tj-fazoda chekli A = {aj,as,...,a,} to‘plam berilgan
bo‘lsin. U holda

A= J{a}
k=1

tengligini yoza olamiz. 5.1.23-misolda Ti-fazoda bitta nuqtadan iborat
to‘plamning yopiq to‘plam bo‘lishi, 5.1.10-misolda esa topologik fazoda
yopiq to‘plamlarining chekli sondagi birlashmasi yopiq to‘plam bo‘lishi
ko‘rsatilgan. Demak, A yopiq to‘plam.

5.1.25. Ti-aksiomasint qanoatlantirmaydigan topologik fa-
zoda chekli to‘plam ham limit nuqtaga ega bo‘lisht mumkin
ekanligint ko‘rsating.
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Yechimi. X = {a,b} to‘plamda 7 = {0, {b}, {a,b}} topologiya'ni
qarasak, a nuqta {b} to‘plam uchun limit nuqta bo‘ladi.

5.1.26. r nuqtaning T)-fazodagi M to‘plamga limit
nuqgta bo‘lisht uchun, bu nugtaning ixtiyoriy U atrofiga M
to‘plamning cheksiz ko‘p elementi tegishli bo‘lishit zarur va
etarly ekanligini isbotlang.

Yechimi. Zarurligi. x nuqta M to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.
Teskarisidan faraz qilaylik, ya'ni £ nugtaning shunday U atrofi mavjud
bo‘lib, bu atrofda M to‘plamning (agar * € M bo‘lsa, u holda
r dan boshqa) faqat chekli xy,xs,..., 2z, nuqtalarigina joylashgan
bo‘lsin.  5.1.24-misoldan {z1,xs,...,x,} to‘plamning yopiq ekanligi,
5.1.9-misoldan esa V' = U \ {z1,29,...,2,} to'plamning ochiq ekan-
ligi kelib chiqadi. = € V bo‘lganligidan, V' to‘plam x nuqtaning atrofi
bo'lib, V.N M \ {x} = 0 tenglik o‘rinli. Bu ziddiyatdan bizning faraz-
imizning noto‘g‘ri ekanligi kelib chiqadi.

Etarliligi. To‘plamning limit nuqtasi ta’rifidan bevosita kelib chigadi.

5.1.27. Ti-fazo bo‘lib, T,-fazo bo‘lmagan topologik fazoga
mzisol keltiring.

Yechimi. X = [0,1] bo‘lib, 7 topologiya bo‘sh to‘plam bilan birga
0, 1] segmentdan chekli yoki sanoqli sondagi nuqgtalarni olib tashlashdan
hosil bo‘lgan to‘plamlardan iborat bo‘lsin. Bu topologik fazo Ti-fazo
bo‘ladi. Hagigatan, o‘zaro teng bo‘lmagan ixtiyoriy x,y € X nuqta-
lar uchun atroflarni, mos ravishda, O, = X \ {y} va O, = X \ {z}
ko‘rinishlarda aniqglasak, u holda = ¢ O, va y ¢ O,.

Endi z,y € X nuqtalarning o‘zaro kesishmaydigan atroflari yo‘q
ekanligini ko‘rsatamiz. G, va G, to'plamlar, mos ravishda, = va y
nuqtalarning ixtiyoriy atroflari bo‘lsin. U holda G, = X \ A va
Gy, = X \ B, bunda A va B lar [0, 1] segmentning ko'pi bilan sanoqli
gism to‘plamlaridir. Natijada

G,NG,=(X\A)N(X\B)=X\(AUB).

AU B to‘plam ko'pi bilan sanoqli bo‘lganligidan, X \ (AU B) # 0.

5.1.28. (X, 7) Hausdorf topologik fazoning xohlagan (M, 1))
gism fazosi Hausdorf fazo bo‘lishint isbotlang.

Yechimi. X Hausdorf fazo bo‘lganligidan, M to‘plamga te-
gishli xohlagan z, y nuqtalarning o‘zaro kesishmaydigan O,, O, atroflari
mavjud bo‘ladi. O,NM va O,NM to‘plamlar x va y nuqtalarning M fa-
zodagi o‘zaro kesishmaydigan atroflari bo‘ladi, ya'ni (M, 7,) Hausdorf
fazosi bo‘ladi.
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5.1.29. Quyidag: tasdiglarning o‘zaro ekvivalent ekanligini
isbotlang:

1) T;3-aksiomasti;

2) X topologik fazodagi har bir x nugqtaning ixtiyoriy atrofi
uchun, shu atrofda yopilmasi bilan birga yotadigan r nuqtan-
ing biror atrofi mavjud.

Yechimi. X topologik fazoda Tj-aksiomasi o‘rinli bo'lsin. = € X
nuqtaning ixtiyoriy O, atrofini olaylik. 7Tj-aksiomasiga ko'ra X \ O,
yopiq to‘plamning va x nugtaning o‘zaro kesishmaydigan, mos ravishda,
U va (G, atroflari mavjud. Natijada

G, CX\UCX\(X\O0,)=0,.

Shu bilan birga, X \ U to‘plam yopiq bo‘lganligidan, [G,] C X \ U,
yani [G;] C O,.

Endi 2) tasdiq o‘rinli bo‘lsin. X fazodan ixtiyoriy = nuqta va bu
nuqta tegishli bo‘lmagan ixtiyoriy M yopiq to‘plamni qaraylik. 2) tas-
diqqa ko‘ra X \ M to‘plamda yopilmasi bilan birga to‘liq yotadigan
x nuqtaning G atrofi mavjud. X \ [G] to‘'plam M to‘plamning atrofi
bo‘lib,

GN(X\[G) cGN(X\G) =0,
ya'ni T5 aksiomasi bajariladi.

5.1.30. Ixtiyoriy regulyar X topologik fazoning T,-fazo
bo‘lishint ko‘rsating.

Yechimi. x,y € X bo'lib, x # y bo‘lsin. Tj-aksiomasiga ko‘ra
x nugtaning y nuqtani o‘z ichiga olmaydigan O, atrofi mavjud. T5;-
aksiomasiga ko‘ra x nuqta va X \ O, yopiq to‘plamning o‘zaro kesish-
maydigan atroflari mavjud. X \ O, to‘plamning atrofi y nuqta uchun
ham atrof bo‘ladi. Demak, 75 aksioma bajariladi.

5.1.31. Ixtiyoriy X metrik fazoning normal topologik fazo
bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. X metrik fazoda o‘zaro kesishmaydigan yopiq A va
B to‘plamlar berilgan bo‘lsin. X \ B ochiq to‘plam bo‘lib, A C
X \ B bo‘lganligidan, A to‘plamga tegishli ixtiyoriy x nuqtaning B
to‘plam bilan kesishmaydigan O, atrofi mavjud. Natijada, z nuqta B
to‘plamdan musbat p, masofada joylashgan bo‘ladi. Xuddi shunday,
B to‘plamning ixtiyoriy y nuqtasi A to‘plamdan musbat p, masofada
joylashadi. A va B to‘plamlarning, mos ravishda, U = UAS (:U p—”‘/’)

12
Tre
vaV = UB S (y, %”) atroflarini aniglab, ularning o‘zaro kesishmasligini
ye

ko‘rsatamiz. Teskarisini faraz gilamiz, ya'ni shunday z element mavjud
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bo‘lib, z € UNV bo‘lsin. U holda A va B to‘plamlardan, mos ravishda,

shunday xy va yo nuqtalar topilib, p (zg, 2) < % va p(yo, 2) < p%

tengsizliklari o‘rinli bo‘ladi. Aniglik uchun p, < p, bo‘lsin. U holda

@+%<%+@

< < =
p(x07y0) = p(l’o, Z) + p(zu y()) 9 9 = 9 9 Pyo>

ya'ni g € S(yo, py,). Bu esa py, ning aniqlanishiga zid. Demak, UNV =
0, ya'ni X fazo normaldir.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. X topologik fazoning M qism to‘plami uchun quyidagi tenglikni
isbotlang:
(M]=({P: McP=[P]CX}

2. X topologik fazosida o‘zaro kesishmaydigan ochiq A va B
to‘plamlar uchun [A] N B = 0, int[A] N int[B] = 0 tengliklari o‘rinli
ekanligini isbotlang.

3. X topologik fazosida 7 va 75 topologiyalar aniglangan bo‘lib,
71 < 79 munosabati o‘rinli bo‘lsa, u holda har bir A C X to‘plam uchun
[A];, C [A];, munosabatining o‘rinli bo‘lishini isbotlang.

4. X fazosida ochiq P to‘plam va xohlagan () gism to‘plami uchun

int([P N Q]) = int[P] Nint[Q)]

tengligi o‘rinli ekanligini isbotlang.

5. X fazosidagi xohlagan ochiq G to‘plam uchun F' = [G]\ G to‘plam
X fazosining hech gaerida zich emasligini isbotlang.

6. X fazosining hech qaerida zich bo‘lmagan A C X to‘plamning
yopilmasi ham X ning hech gaerida zich bo‘lmasligini isbotlang.

7. X fazoning hech qaerida zich bo‘lmagan ochiq to‘plam bo‘sh
bo‘lishini isbotlang.

8. X fazoning hamma erida zich A gism to‘plam va X da ochiq
xohlagan U to‘plam uchun [U] = [A N U] tengligining o‘rinli bo‘lishini
isbotlang.

9. Normal fazoning yopiq gism to‘plami normal bo‘lishini isbotlang.

10. Yakkalangan nuqtalarga ega bo‘lmagan 77 - fazoning hamma
erida zich bo‘lgan qism fazosi ham yakkalangan nuqtalarga ega
bo‘lmasligini isbotlang.

11. Regulyar bo‘lmagan sanoqli xausdorf fazoga misol keltiring.
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5.2. Topologik fazolarda kompaktlik

X topologik fazo bo‘lib, Y uning biror gism fazosi bo‘lsin. Ochiq

to‘plamlarning {G, : a € A} sistemasi uchun ¥ C |J G, bo‘lsa, u
acA
holda bu sistema Y to‘plamning ochiq goplamasi deb ataladi.

Agar ochiq qoplama chekli elementlardan iborat bo‘lsa, u holda u
chekli ochiq qoplama deyiladi.

Agar topologik fazoning ixtiyoriy ochiq qoplamasidan chekli gism qo-
plama ajratib olish mumkin bo‘lsa, u holda bu topologik fazo kompaktli
deyiladi.

T, aksiomasini qanoatlantiruvchi kompaktli topologik fazoni kompakt
deb ataymiz.

M to‘plamning gism to‘plamlaridan iborat {A} sistemadan xohla-
gancha olingan chekli sondagi to‘plamlarning kesishmasi bo‘sh
bo‘lmasa, u holda {A} sistema markazlashgan deb ataladi.

Agar X topologik fazoning har bir cheksiz qism to‘plami kamida bir
limit nugtaga ega bo‘lsa, u holda bu fazo sanoqli-kompaktli deyiladi.

Masalalar

5.2.1. Ixtiyoriy [a, b] kesma kompakt to‘plamdir.

Yechimi. [a, b] kesmaning intervallar bilan qoplamasidan chekli qo-
plama ajratib olish mumkinligini ko‘rsatish etarlidir.

Aytaylik, # = {I,} intervallar sistemasi uchun [a, b] C |J I, bo‘lsin.

C' orqali [a, b] kesmaning shunday z nuqtalarini belgilaymizki, bunda

la, x] kesma .# sistemaning chekli intervallari bilan qoplangan bo‘lsin.
C bo‘sh bo‘lmagan to‘plamdir. Hagqigatan, a soni biror I, intervalga
tegishliligidan, [a, a] C I,, yami a € C.

xo = sup C bo'lsin. Shunday I, = (2, ") € F mavjudki, 2’ < xy <
2. Aniq quyi chegara ta’rifidan shunday = € C' mavjudki ’ < z < xy.
la, z] kesma # sistemaning chekli intervallari bilan qoplangani uchun
la, z¢] ham bu sistemaning chekli intervallari bilan qoplanadi. Bundan
xg € C.

Agar zy < b desak, u holda (¢, ") oraliqda C' to‘plamning nug-
tasi topiladi, bu esa xy ning aniq quyi chegara ekenligiga ziddir. Hosil
bo‘lgan ziddiyatdan xy = b kelib chiqadi, ya'ni [a, x] kesmani .# siste-
maning chekli intervallari bilan qoplash mumkin.

5.2.2. X topologik fazo kompaktli bo‘lishi uchun un-
ing yopiq to‘plamlardan iborat har bir markazlashgan sis-
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temasining kesishmast bo‘sh bo‘lmasligi zarur va etarli ekan-
ligine 1sbotlang.

Yechimi. Zaruligi. X kompakt topologik fazoning biror yopiq
to'plamlaridan iborat markazlashgan {F,} sistemasi berilgan bo‘lsin.
Go = X \ F, to‘plamlardan iborat {G,} sistemaga tegishli chekli
sondagi G1, G, . ..,G, to‘plamlar uchun

UGFU(X\GO:X\DFZ-

n
tengligidan va {F,} sistemaning markazlashgan ekanligidan, (J G; #
i=1
X ekanligi kelib chiqadi, ya'ni {G,} sistemaning hech bir chekli gismi
X fazo uchun qoplama bo‘la olmaydi. U holda X kompaktli bo‘lgani
uchun, {G,} sistemaning o‘zi ham X fazoning qoplamasi emas, ya'ni

UG, # X. Bundan

U(X\Fa):X\ﬂFa#X

(0%

Bemak, (| F,, # 0 ekanligi kelib chigadi.

Etarliligi. X topologik fazoning biror {G,} ochiq qoplamasi berilgan
bo'lsin. F, = X \ G, yopiq to‘plamlarning {F,} sistemasi uchun

(Fo=[)(X\Ga) =X\ JGa=0.

Masala sharti bo‘yicha, X fazodagi yopiq to‘plamlarning xohlagan
markazlashgan sistemasi bo‘sh bo‘lmagan kesishmaga ega. Shu sababli
{F,} sistema markazlashgan bo‘la olmaydi. U holda bu sistemada ke-
sishmasi bo‘sh bo‘lgan chekli sondagi Fi, Fs, ..., F}, to‘plamlar mavjud.

Bundan
XzX\(ﬂFk> UX\Fk UGk

k=1
Demak, xohlagan {G,} ochiq qoplamadan chekli qoplama ajratib olish
mumkin ekan, ya'ni X kompaktli.

5.2.3. Kompaktls X topologik fazoning xohlagan cheksiz
gism to‘plami kamida bir limit nugtaga ega bo‘lishint isbot-
lang.

Yechimi. Aksinchasini faraz gilamiz, ya’ni bironta ham limit nuq-
taga ega bo‘lmagan cheksiz M C X to‘plam mavjud bo‘lsin. U
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holda M to‘plamidan bitta ham limit nuqtaga ega bo‘lmagan sanoqli
M; = {x1,x9,...} to‘plam ajratib olish mumkin. Natijada yopiq
M, = {xn, Tpi1, ...} to'plamlar kesishmasi bo‘sh bo‘lgan markazlash-
gan sistema hosil etadi. Bu X fazoning kompaktli bo‘lishiga zid, ya'ni
farazimiz noto‘g‘ri.

5.2.4. Kompaktli X toplogik fazoning xohlagan yopiq F
gism to‘plami kompaktlt bo‘lishint isbotlang.

Yechimi. F' gism fazoning yopiq gism to‘plamlaridan iborat xohla-
gan {F,} markazlashgan sistemani olamiz. Bu sistemaga tegishli har
bir F,, to‘plam X fazosida yopiq bo‘ladi. X kompaktli bo‘lganligidan,
NF, # (. Demak, 5.2.2-misol bo‘yicha, F' kompaktli bo‘ladi.

: 5.2.5. Kompaktning yopiq gism to‘plami kompakt bo ‘lishini
isbotlang.

Yechimi. 5.1.28-misolda Hausdorf fazoning xohlagan qism fazozi
Hausdorf bo‘lishi, 5.2.4-misolda esa, kompaktli topologik fazoning yopiq
gism to‘plamining kompaktli bo‘lishi ko‘rsatilgan. Natijada kompakt-
ning yopiq qism to‘plami kompakt bo‘lishi kelib chiqadi.

5.2.6. X Hausdorf fazoning xohlagan kompakt K qism
to‘plamt yopiq bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. X Hausdorf fazo bo‘lgani uchun, xohlagan » € K
va xohlagan y ¢ K nuqtalarning o‘zaro kesishmaydigan U, va %
atroflari topiladi. {U, : x € K} sistema K uchun ochiq qoplama
bo‘ladi. K kompakt bo‘lgani uchun {U, : x € K} qoplamaning chekli
Uz, Usy, ..., Uy, qism qoplamasi mavjud. Bu gism qoplamadagi hech
bir to‘plam bilan y nuqtaning

V,=vVonveEn. . Ny
atrofi kesishmaydi, ya'ni
V,Nn (U, JU,U...uU,, ) =0.

K cU,uUU,U...UU, munosabati o'rinli bo‘lgani uchun y ¢ [K].
Bundan K to‘plamning yopiq ekanligi kelib chiqadi.

5.2.7. Har bir kompakt normal fazo bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. A va B to‘plamlar K kompaktning o‘zaro kesishmaydi-
gan yopiq qism to‘plamlari bo‘lsin. 5.2.5-misoldan A va B to‘plamlar
kompakt ekanligi kelib chigadi. 5.2.6-misoldan A to‘plam va har bir
y € B nuqtaning o‘zaro kesishmaydigan U, va V} atroflarining mavjud
ekanligi kelib chiqadi. Demak, K kompakt regulyar fazo bo‘lar ekan. B
to'plamning {V,, : y € B} ochiq qoplamasidan chekli {V,,, V,,,...,V,, }
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gism qoplama ajratib olamiz. U holda
AcUps=U, N0, N...NT,,,

BCVg=V,UV,U...UV,

va
UAHVB:@

munosabatlar o‘rinli. Demak, K kompakt normal fazo bo‘ladi.

5.2.8. Kompaktli fazoning uzluksiz akslantirishdagi obrazi
kompaktli fazo bo‘lishint isbotlang.

Yechimi. X kompaktli topologik fazo, f esa X ni biror Y topologik
fazoga uzluksiz akslantirish bo‘lsin.  f(X) fazoning xohlagan {V,}
ochiq qoplamasini qaraymiz. f akslantirish uzluksiz bo‘lganligi sababli
f~YV,) to‘plamlar ochiq bo‘lib, {f~(V,)} sistema X fazoning ochiq
goplamasi bo‘ladi. X fazo kompaktli bo‘lgani uchun chekli

{7 ), 1), - RV}

gism goplama mavjud bo‘ladi, ya'ni X C kU f~1(V4). Bundan

X)Cf(}Qfl( ) Uf (Vi) =U

Demak, f (X) fazo kompaktli.

5.2.9. X kompaktni Y Hausdorf fazosiga o‘zaro bir qiy-
matli uzluksiz ¢ akslantirish gomeomorfizm bo‘lishint isbot-
lang.

Yechimi. X fazosidan xohlagan yopiq F' to‘plamini olamiz. F
kompakt (5.2.5-misolga qarang) bo‘lgani uchun, G = ¢(F) to‘plam
(5.2.8-misolga garang) kompakt bo‘ladi. Natijada 5.2.6-misol bo‘yicha
G to‘plam yopiq. Demak, ¢! akslantirishda xohlagan yopiq F' C X
to‘plamning proobrazi yopiq. Bundan ¢! akslantirishning uzluksiz
ekanligi, Demak, ¢ ning gomeomorfizm ekanligi kelib chiqadi.

5.2.10. Quyidagr shartlarning o‘zaro ekvivalent ekanligini
isbotlang:

1) X fazosining har bir sanoqli ochiq qoplamasi chekli qism
goplamaga ega;

1) X fazosining yopiq qism to‘plamlaridan iborat har bir
sanoqlt markazlashgan sistemasi bo‘sh bo‘lmagan kesishmaga
ega.
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Yechimi. i) shart o‘rinli bo‘lib, yopiq to‘plamlarning sanoqli {F,}
markazlashgan sistemasi berilgan bo‘lsin. Agar (| F, = 0 deb faraz

n=1

qilsak, u holda
{G,: G,=X\FE,}

ochiq to‘plamlar sistemasi X fazosi uchun ochiq qoplama bo‘ladi.
Haqiqatan,

UG =x\F)=x\(F=X

i) shart bo‘yicha {G,,} qoplamaning chekli G,,,, G,,,...,G,, qism qo-
plamasi mavjud. U holda

k

k k
ﬂFni:ﬂX\Gm — U

1=1

| |
=

Bu {F,} sistemaning markazlashgan ekanligiga zid.

Endi ii) shart o‘rinli bo‘lib, X topologik fazoning sanoqli {G,,} ochiq
qoplamasi berilgan bo‘lsin. F,, = X \ G, yopiq to‘plamlarning {F},}
sistemasi uchun

Masala sharti bo‘yicha, X fazosidagi yopiq to‘plamlarning xohla-
gan sanoqli markazlashgan sistemasi bo‘sh bo‘lmagan kesishmaga ega.
Shu sababli {F),} sistema markazlashgan bo‘la olmaydi. U holda
bu sistemada kesishmasi bo‘sh bo‘lgan chekli sondagi Fi, F5, ..., F),
to‘plamlar mavjud. Bundan

m m

X=X\ (ﬂFk> =JX\F) = UGk
k=1 k=1

Demak, {G,} ochiq qoplamadan chekli qoplama ajratib olish mumkin

ekan, ya'ni i) shart o‘rinli.

5.2.11. X topologik fazo sanoqli-kompakt bo‘lishi uchun
yoprq qism to‘plamlardan iborat har bir sanoqli markazlash-
gan sistemast bo‘sh bo‘lmagan kesishmaga ega bo‘lishi zarur
va etarli ekanligini 1sbotlang.

Yechimi. Zarurligi. Sanoqli-kompakt X fazoning yopiq
to‘plamlaridan iborat sanoqli {F,} markazlashgan sistema berilgan
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bo‘lsin. ®,, = () F) bo‘lsin. {F,,} markazlashgan sistema bo‘ganligidan

k=1
va yopiq to‘plamlarning kesishmasi yopiq bo‘lganligidan, har bir &,
to‘plam bo‘sh bo‘lmagan yopiq to‘plam bo‘ladi. Shu bilan birga,

P11 ODPyD...DP,D ...

munosabat, Demak, (| ®, = [ F, tengligi o‘rinli. Natijada quyidagi
n

ikki hol bo‘lishi mumkin:

1 — hol. Biror ny natural sonidan boshlab
b, =P =...

tengliklari o‘rinli. U holda
() @0 = 4, # 0.

n>1

2 — hol. @, to‘plamlar orasida cheksiz sondagi o‘zaro har xil
to‘plamlar mavjud. Bu holda barcha &, lar o‘zaro har xil bo‘lgan
holni qarash etarli. z, € ®, \ ®,.; nugtalardan iborat {z,} ketma-
ketlik X fazoning cheksiz gism to‘plami bo‘ladi. X sanoqli-kompakt
bo‘lganligidan, {x,} ketma-ketlik kamida bitta xy limit nuqtaga ega.
T, Tnit, ... nuqtalar @, to‘plamiga tegishli bo‘lganligidan, xy nuqgta @,
uchun ham limit nuqta bo‘ladi, ®,, to‘plamning yopiqligidan zy € P,,.
Bundan zy € (®,, yani () ®, # 0.

Etarliligi esg 5.2.2 va 5.172.10—misollardan kelib chiqadi.

5.2.12. Metrik fazodan olingan E to‘plamning kompakt
bo‘lisht uchun uning sanoqli-kompakt bo‘lishi zarur va etarls.

Yechimi. Zarurligi. E to‘plam kompakt bo‘lsin. F to‘plamdan
ixtiyoriy {x,} ketma-ketlikni olamiz. Bu ketma-ketlikning birorta ham
qismiy ketma-ketligi £ da yaqinlashuvchi emas deb faraz qilaylik. U
holda E to‘plamning har bir z elementi berilgan ketma-ketlikning fagat
chekli hadlarinigina o‘z ichiga oluvchi V(z) atrofga ega bo‘ladi. Bu
atroflar £ uchun ochiq qoplama hosil giladi. E kompakt bo‘lgani uchun
chekli sondagi z1, 2o, ..., 21 € E elementlar mavjud bo‘lib,

ECV(z)UV(zn)U...UV(z)

munosabat o‘rinli bo‘ladi. Ammo bu munosabatning o‘rinli bo‘lishi
mumkin emas, sababi V(z1) U V(22) U ... U V(z;) to'plamlarga {z,}
ketma-ketligining fagat chekli sondagi hadlari tegishli, £’ to‘plamga esa
barcha hadlari tegishli. Bu ziddiyatdan farazimizning noto‘g‘ri ekanligi
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kelib chiqadi. U holda E dan olingan ixtiyoriy ketma-ketlik £ da yaqin-
lashuvchi qgismiy ketma-ketlikka ega ekan. Bundan esa E to‘plamning
sanoqli-kompakt ekanligi kelib chiqadi.

Etarliligi. E sanoqli-kompakt to‘plam bo‘lsin. Faraz qilaylik £ kom-
pakt bo‘lmasin. U holda E to‘plamdan chekli gqism qoplama ajratib
olish mumkin bo‘lmagan {G,} ochiq qoplamasi mavjud bo‘ladi. Nolga
intiluvchi kamayuvchi {e,} sonli ketma-ketlik olamiz. E uchun chekli
e-to‘r tuzib (Hausdorf teoremasi bo‘yicha chekli e-to‘r tuzish mumkin),
bu to‘rning har bir elementi atrofida radiusi €; bo‘lgan shar hosil
gilamiz. Sanoqli-kompakt to‘plamning yopiq qgism to‘plami sanoqli-
kompakt bo‘lgani uchun hosil qgilingan har bir shar yopilmasining E
to‘plam bilan kesishmasi sanoqli-kompakt bo‘ladi. Bu kesishmalardan
hosil bo‘lgan to‘plamlarning diametrlari 2¢; sonidan katta emas. Nati-
jada E to‘plam diametrlari 2e; sonidan katta bo‘'lmagan chekli sondagi
sanoqli-kompakt to‘plamlarning birlashmasi ko‘rinishida ifodalanadi.
Farazimiz bo‘yicha {G,} sistemaning chekli gism qoplamasi mavjud
emas. U holda birlashmadagi sanoqli-kompaktlarning hech biri ham
chekli ochiq qoplamaga ega emas. Bu sanoqli-kompaktni E; orqali bel-
gilaymiz.

Endi F; to‘plam uchun chekli e5-to‘r tuzamiz va bu to‘rning har
bir elementi atrofida radiusi €9 ga teng shar hosil qilib, £ to‘plamni,
yuqoridagiday qilib, diametlari 2e5 sonidan katta bo‘lmagan chekli
sondagi sanoqli-kompaktlarning birlashmasi ko‘rinishida ifodalaymiz.
Bu birlashmadagi {G,} sistemaning chekli sondagi to‘plamlari bilan
goplanmaydigan kompakt to‘plamni Es orqgali belgilaymiz.

Bu jarayonni cheksiz davom ettirsak sanoqli-kompaktlarning ka-
mayuvchi

EDE DEyD ...

ketma-ketligiga ega bo‘lamiz. Bu ketma-ketlikdagi hech bir sanoqli-
kompakt {G,} sistemaning chekli sondagi to‘plamlari bilan qoplan-
maydi va diamF, — 0. £ element bu kompaktlarga tegishli umumiy
nugta bo‘lsin (5.2.10-misolga qarang). £ € E bo‘lgani uchun {G,} sis-
temaga tegishli G,, to'plam topilib, £ € G, bo‘ladi va 2¢,, < d bo‘lsin.
U holda E,, C G,,. Bu farazimizga zid. Demak, E to‘plam kompakt.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. Sanoqli bazaga ega topologik fazoning xohlagan ochiq qoplamasi
sanoqli gqism qoplamaga ega ekanligini isbotlang .
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2. Kompaktli topologik fazoda aniqlangan ixtiyoriy uzluksiz sonli
funksiya shu fazoda chegaralangan bo‘lib, o‘zining aniq quyi va aniq
yuqori chegarasiga ega bo‘lishini isbotlang.

3. Ti-fazo sanoqli kompakt bo‘lishi uchun uning nuqtalaridan iborat
xohlagan ketma-ketlik kamida bir limit nuqtaga ega bo‘lishi zarur va
etarli ekanligini isbotlang.

4. Sanoqli bazaga ega topologik fazoda kompakt va sanoqli kompak-
tlikning o‘zaro teng kuchli ekanligini isbotlang.

5. Sanoqli-kompaktli topologik fazoning xohlagan yopiq qism
to‘plami sanoqli-kompaktli fazo bo‘lishini isbotlang.

6. [0,1) yarim intervalning kompakt emasligini ko‘rsating.

7. s barcha haqiqiy sonlar ketma-ketliklar fazosida

{z = (2n) : x| <1}

to‘plamning kompaktligini ko‘rsating.
8. Agar topologik fazoda aniqlangan har bir uzluksiz funksiya
chegaralangan bo‘lsa, u holda bu topologik fazo kompakt bo‘ladimi?
9. Kantor to‘plaminig kompakt ekanligini ko‘rsating.

5.3. Chiziqli topologik fazolar

E to'plam quyidagi shartlarni qanoatlantirsa, u holda E chiziql
topologik fazo deyiladi:

a) E chiziqli fazo;

b) E topologik fazo;

¢) E da qo‘shish va songa ko‘paytirish amallari uzluksiz.

Qo‘shish va songa ko‘paytirish amallarinig uzluksizligi quyidagini
anglatadi:

1) agar zp = xo + yo bo‘lsa, u holda zy nuqtaning ixtiyoriy U atrofi
uchun xy va yp nuqtalarning mos ravishda V' va W atroflari topilib,
ixtiyoriy x € V,y € W nuqtalar uchun x 4+ y € U sharti bajariladi;

2) agar yp = Aoz bo‘lsa, u holda yy nuqtaning ixtiyoriy U atrofi
uchun zy nugtaning V' atrofi va £ > 0 soni topilib, ixtiyoriy x € V' va
A — Xo| < € lar uchun Az € U sharti bajariladi.

E chiziqli topologik fazo va A C E bo‘lsin .

Agar Vo € A, Va, |a] < 1 uchun ax € A bo‘lsa, u holda A mu-
vozanatlashgan to‘plam deyiladi.

Agar Vo € E uchun shunday o > 0 topilib, "'z € A bo‘lsa, u holda
A yutuvchi to‘plam deyiladi.
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Agar Vz,y € A, Va, B, |a| +|5] < 1 uchun ax + By € A bo'lsa, u
holda A absolyut gavariq to‘plam deyiladi.

Agar nolning har bir U atrofi uchun shunday Ay > 0 soni topilib,
barcha A > )y uchun A C AU munosabati bajarilsa, u holda A chegar-
alangan to‘plam deyiladi.

Chiziqli topologik fazoning ixtiyoriy bo‘sh bo‘lmagan ochiq to‘plami
bo‘sh bo‘lmagan qavariq ochiq gism to‘plamga ega bo‘sa, u holda bu
fazo lokal gavariq deyiladi.

Chiziqli fazolarda topologiya kiritishning asosiy usullaridan biri bu
yarim normalar sistemasi orqali aniglangan topologiyadir.

FE chiziqli fazo va & = {p,|pa : £ — R, @ € A} yarim normalar
sistemasi bo‘lsin.

Ushbu
U(p17 P2, s Pn, 6) - {ZU SO pz(x) < g, 1 :]_7_?7,},

bunda pi, po, -+ ,pn € &, € > 0, to'plamlar sistemasi F fazo nolining
atroflarini tashkil etadi.

Agar har bir z € F, x # 0, uchun shunday p,, € A topilib, p,(x) # 0
bo‘lsa, u holda & yarim normalar sistemasi ajratuvchi deyiladi.

E chiziqli fazo, & yarim normalar sistemasi va M C FE bo‘lsin. Agar
p € & uchun shunday ¢, soni topilib, barcha x € M uchun p(z) < ¢,
tengsizligi bajarilsa, M to‘plam p yarim norma bo‘yicha chegaralangan
deyiladi.

Masalalar

5.3.1. Chiziqli topologik fazoning U ochiq to‘plami qavariq
bo‘lishi uchun U + U = 2U tengligt bajarilish: zarur va etar-
ladir.

Yechimi. U ochiq qavariq to‘plam bo‘lsin. U + U = 2U ekanligini
ko‘rsatamiz.

z € U+ U bo'lsa, u holda z,y € U nuqtalar topilib, z = x 4+ y tenligi
o‘rinli. U qavariq bo‘lganligidan, %(:c + y) € U. Bundan

1 1
=2 = — 2U.
z (2x+2y)€ ,

yani U+ U C 2U.
Endi z € 2U bo‘lsa, u holda z = 2z, x € U. Bundan z = x+x € U+U,
ya'ni 2U C U + U. Demak, U + U = 2U.
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Endi U + U = 2U bo'lsin. x,y € U nugtalarni olamiz. U holda
x4y € U+U. U+U = 2U ekanligidan, z+y € 2U. Bundan %(w—i—y) cU.
Bundan

m m
— 1——>6U;
T ( oY

bu erda 0 < 2@71 < 1. Endi U ochiq to‘plam ekanligidan, ixtiyoriy 0 <
t < 1 uchun tx + (1 —t)y € U, ya'ni U qavariq to‘plam.

5.3.2. A absolyut qavariq to‘plam bo‘lishi uchun uning mu-
vozanatlashgan va gavariqligt zarur va etarlidir.

Yechimi. Absolyut qavariq to‘plamning muvozanatlashgan va
gavarigligi bevosita ta’rifdan kelib chiqadi.

Aksincha A muvozanatlashgan va qavariq, =, y € A va |a| 4+ || < 1
bo‘lsin. Agar a@ = 0 yoki 8 = 0 bo‘lsa, u holda az + Sy € A ekanligi
ravshan.

a # 0, B # 0 deylik. U holda A muvozanatlashgan ekanligidan,

gweApéeA.

| I&l
Endi A ning qavariqligi va

of 4]
=1
ol + 18] ol + 18

tengligidan

) o o 18 8
o+ By = (ol 151 (!a\ Tl Tl +|5|W) €4

5.3.3. Chaziqli topologik fazoda T;-aksioma bajarilishini
ko‘rsating.

Yechimi. Aniqlik uchun z = 0 nuqtani va bu nuqtani o‘z ichiga ol-
magan F yopiq to‘plamning o‘zaro kesishmaydigan atroflari mavjudlig-
ini ko‘rsatamiz.

U = E\ F bo'lsin. Ayirish amalinig uzluksizligidan nolning W atrofi
to‘pilib, W — W € U munosabati bajariladi.

(W] C U ekanligini ko‘rsatamiz. y € [W] bo‘lsin. U holda y nuqtan-
ing ixtiyoriy atrofi, jumladan y 4+ W atrofi W to‘plam bilan keshishadi,
yani z € (y + W) N W nuqta mavjud. U holda z — y € W. Bundan

y=z—(2—y)eW -W CU,

ya'ni [W] C U.
Endi W va E \ [W] ochiq to‘plamlar 0 nuqta va F' to‘plamlarning
o‘zaro keshishmaydigan atroflari bo‘ladi.
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5.3.4. s barcha haqiqiy sonlar ketma-ketligi fazosida

Pal((z1)) = |2al, (1) € 5, (5.1)

n € N, yartm mnormalar sistemst ajratuvcht ekanligini
ko‘rsating.

Yechimi. Aytaylik, x = (z) € s, x # 0 bo‘lsin. U holda shunday
n € N topilib, x, # 0. Demak, p,(x) = |x,| # 0, ya'ni, {p,} yarim
normalar sistemsi ajratuvchi bo‘ladi.

5.3.5. s fazoda (5.1) formula orqali aniglangan topologiya

o

p(x0): () = D AT (#n), (yn) €5 (5:2)

— 21 + |z, — Yl

metrika orqali aniqlangan topologiya bilan ustma-ust
tushishinit ko‘rsating.
Yechimi. Aytaylik,

U(p17p27"' y Pns 6) = {.TE S pz(x) <€,7::17_7’L}

yarim normalar hosil etgan nolning atrofi bo‘lsin. U holda har bir 1 <
i < n uchun |z;| < e. Bundan (5.2) ga asosan, p(0,x) < &, ya’ni x nuqta
p metrika bo‘yicha nolning e-atrofiga tegishlidir.

Aytaylik, x nuqta p metrika bo‘yicha nolning e-atrofiga tegishli, ya’ni
p(0,z) < & bo'lsin. € > 5 bolgan n sonini olamiz. U holda

S U(ph P2, Pn, 5)'

Demak, bu topologiyalar ustma-ust tushadi.

5.3.6. FE chiziqli fazo va & yarim normalar sistemasi
bo‘lsin. M C FE to‘plam chegaralangan bo‘lishi uchun bu
to‘plam har bir p € & yarim norma bo‘yicha chegaralangan
bo‘lishi zarur va etarls.

Yechimi. Zarurligi. M C E to‘plam chegaralangan bo‘lsin. Har bir
p € & uchun

Up,1)={re E:p(x) <1}

ochiq to‘plamni qaraylik.

M to‘plami chegaralangan ekanligidan, shunday Ay > 0 soni topilib,
barcha A > Xy uchun M C AU(p, 1) munosabati bajariladi. Demak,
barcha x € M uchun p(x) < Ay tengsizligi bajariladi.

Etarliligi. Endi M to‘plam har bir p € & yarim norma bo‘yicha
chegaralangan bo‘lsin, ya'ni har bir p € & uchun shunday ¢, soni top-
ilib, barcha € M uchun p(x) < ¢, tengsizligi bajariladi.
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U nolning biror atrofi bo‘lsin. U holda sunday p1, po, -+ ,pn € &2,
e > 0, topilib,
U(ph D2, yPn, 6) - U

bajariladi. Ay = e 'max{c,,, -+, ¢, } bo'lsin. U holda har bir x € M
uchun p;(x) < ¢,, ekanligidan, p;(z) < Aoe kelib chiqadi. Demak, = €
MU (p1, pa, -+ 5 pns €), ya'ni M C \gU.

5.3.7. C(0,1) — (0,1) intervalda aniglangan barcha haqiqiy
uzluksiz funksiyalar fazosi bo‘lsin. C(0,1) fazoda f funksiya
atroflarit sistemast

V(f,e) ={g€C0,1):|f(t) —g(t)| <&, Vi€ (0,1)}

ko‘rinishdagi to‘plamlardan iborat bo‘lsin. Bwu topologiyada
go‘shish amali uzluksiz bo‘lib, songa ko‘paytirish amali uzluk-
stz emasligini ko‘rsating.

Yechimi. Aytaylik, g,h € C(0,1), f =g+ h bo'lsin.

V(g,e)+ V(h,e) C V(f,2¢)

ekanligini ko‘rsatamiz.
g1 € V(g,e), hy € V(h,e), fi = g1+ hy bo'lsin. U holda Vt € (0,1)
uchun |g(t) — g1(t)| < € va |h(t) — hi(t)| < € tensizliklar o‘rinli. Bundan

[f(t) = A0 = lg(t) — g1(t) + h(t) — I (t)] <

< lg(t) = g1 ()] + [A(t) = (1) < 2,

yvani fi € V(f,2¢). Demak, C(0,1) fazoda qo‘shish amali uzluksiz
bo‘ladi.

Faraz qilaylik songa ko‘paytirish amali ham uzluksiz bo‘lsin. f(t) =
% funksiyasini olaylik. U holda shunday § > 0 soni topilib, |A] < &
tensizligini qanoatlantiruvchi barcha A\ € R sonlari uchun

AV (f,0) CcV(0,1)
J

munosabati bajariladi. Bundan \ = 5 uchun

)
— 1

yani Vt € (0,1) uchun

- <t
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tensizligi bajariladi. Bundan 6 < 0. Bu esa 6 > 0 ekanligiga zid. Hosil
bo‘lgan ziddiyatdan C(0,1) fazoda songa ko‘paytirish amali uzluksiz
emasligi kelib chiqadi.

5.3.8. LY(Q, 3, 1) — (2,3, 1) o‘lchovli fazoda aniqlangan bar-
cha haqiqiy o‘lcovly funksiyalar fazosida

Ule,6) ={f € L'(Q,2,p) : A€ D, u(Q\ A) <9, [fxal <e}

to‘plamlarni qaraylik, bunda c > 0, 6 > 0. Quyidagilarni isbot-
lang:

1) \U(g,0) = U(|\|g, ), bunda X\ # 0;

2) Ule,d) +Ul(e,6) C U(2¢,26);

3) ({U(e,d) : >0, >0} ={0}.

Yechimi. 1) Faraz qilaylik f € AU(g,6), A # 0. U holda shunday
g € U(e,0) topilib, f = \g. Endi g € U(g, ) bo‘lganligidan,

JAeX, = u(Q\ A) <9, |gxa| <e.

Bundan
|fxal = |Agxal < |Ae.

Demak, f € U(|\|g, ).
Endi f € U(]A|g,d) bo‘lsin. U holda

JAE€X, p(Q\A) <6, |fxal <[Ale.

Bundan ’%XA’ < e. Demak, {XA € Ul(e,)), yani f € AU (e, 0).
2) f,g € U(e,6) bo'lsin. U holda shunday A, B € ¥ mavjud bo‘lib,

PN\ A) <9, [fxal <e

va
w(Q\ B) <6, [gxs| < e.

C' = AN B bo‘lsin. U holda

p(QNC) =p(Q\ (AN B)) = pw(2\A)U(Q\B)) <
< u(Q\A)+ u(Q\ B) <8+ 6 =26,

ya'ni

p(Q\ C) < 24.

|f +aglxe < |fxel +lgxel <[ fxal +lgxs| <e+e=2¢,
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ya'ni
|f+ glxe < 2e.
Demak, f+ g € U(2¢,20), ya'ni U(e,d) + U(e,0) C U(2¢, 20).
3) Aytaylik, barcha ¢ > 0,6 > 0 uchun f € U(e,d) bo‘lsin. Faraz
qilaylik, f # 0. U holda shunday A > 0 soni topilib,

E={teQ:[f(t)] = A}

to‘plami musbat o‘lchovga ega bo‘ladi, hamda xg|f| > Axe.
Endi § < p(F) shartni qanoatlantiruvchi § > 0 sonini olaylik. Faraz

qilaylik, f € U (% 5) . U holda

A
FJA €L, = uQ\A) <0, [fxal < 3
Quyidagi
Xelf| = AxE,
A
| fxal < 5

tengsizliklardan FN A = () kelib chiqadi. Demak, E C Q\ A va u(E) <
p(Q\ A) <6, yani u(E) < 6. Buesa 0 < u(FE) tengsizligiga zid. Hosil
bo‘lgan ziddiyatdan f = 0 ekanligi kelib chiqadi. Demak, ({U(¢,?) :
e>0,d>0}={0}.

5.3.9. Agar A, € ¥ va x4, — 0 bo‘lsa, u holda (A,) — 0
ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. Aytaylik, A4, € X va xa, 5 0 bolsin. Ixtiyoriy § > 0,
0 < € < 1 sonlarini olaylik. x4, ., 0 bo‘lganligidan, shunday ny
nomeri topilib, barcha n > ny nomerlari uchun x4, € U(e, ) bajariladi.
Bundan Vn > ny uchun shunday B, € X topilib,

<e<l.

n(\ Bn) <9, [xa.x8,
Bundan x4, xp, =0, ya'ni A, N B, = (. Demak, A, C Q\ B, va
M(An) < M(Q \ Bn) <9,

yani pu(A,) — 0.
5.3.10. Agar p(Q) < +oo bo‘lsa, L'(Q, %, u) fazoda o‘lchov
bo‘yicha yaqinlashish topologiyast

O - 9]
9= [ Ty gt 0

Q
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metrika hosil etgan topologiya bilan wustma-ust tushishini
ko‘rsating.

Yechimi. Aytaylik, e > 0 va f € U(g,e) bo‘lsin. U holda shunday
A € Y to‘plam topilib,

P\ A) <e, |fxal<e

Bundan
1.0 = [ 2 -
SR RO
W) ol
= [ a0+ [ o <
O\A A
< [ 100 + [ edut) = n(@\ )+ () < 2+ 2l 4),
O\A A
ya'ni

p(f;0) < e(l+pu(9)).

Demak, U(e,e) C B(0,r), bu erda r = (1 + u(Q2)).
Endi ixtiyoriy €, d > 0 sonlar uchun shunday r > 0 topilib,

B(0,7) C U(e, 6)

ekanligini ko‘rsatamiz.
de

1z bo‘lsin.

A={teQ:|f(t) <e}

to‘plamni olamiz. U holda f € B(0,r) uchun

r> o0 = | MO > / Oy >

T+ [F(D)] ]
Q O\A
) g
> du(t) = n(Q2\ A :
> [ () = @\ A
o\A
Bundan . 5 .
R e )

e l+e ¢
yvani pu(2\ A) < 0. Hamda |fxa| < €. Demak, f € U(e,§). Bundan
B(0,7) C U(e,d) munosabatga ega bo‘lamiz.
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5.3.11. FE chiziqli topologik fazo. A C E chegaralangan
bo‘lishi uchun iztiyoriy {v,} C A va A\, — 0, {\,} C R uchun
Ay, — 0 bajarilishi zarur va etarli.

Yechimi. Zarurligi. {z,} € A, {\} € R, A\, — 0 bo'lsin. V
nolning muvozonatlashtirilgan atrofi bo‘lsa, u holda shunday A > 0
topilib, A C AV. Jumladan, z, € AV, n € N. Endi |\,| < % bo‘lgan n
lar uchun A\,x, € \,\V C V, ya’ni \,z,, — 0.

Etarliligi. Faraz qilaylik, A chegaralanmagan to‘plam. U holda nol-
ning shunday V atrofi topilib, barcha A uchun A\ AV # 0. A =1,2, ...
giymatlarida

T, € A\nV,n=1,2,..

nugtalarini olamiz. {z,} C A, £ — 0 dan 1z, — 0. Lekin bu barcha n
lar uchun %ajn ¢ V ekanligiga ziddir.
5.3.12. Agar A wva B to‘plamlar chegaralangan bo‘lsa, u
holda
A+B=A{z:z=y+z2,y€ A 2€ B}

to‘plam ham chegaralanganligini ko‘rsating.

Yechimi. {z,} C A+ B, {\,} C R, A\, — 0 bo‘lsin. U holda har
bir n € N uchun y,, € A, z, € B topilib, x, = y, + z,. A va B chegar-
alanganligidan, 5.3.11-misolga ko‘ra \,y, — 0 va \,z, — 0. Bundan
ATy = A\Yn + Az — 0. Yana 5.3.11-misoldan A + B chegaralan-
gandir.

5.3.13. FE chiziqlt topologik fazo, A C FE gqavariq, mu-
vozanatlashgan, yutuvchi to‘plam bo‘lsin. E fazoda

pa(z) =inf{t > 0: e A}

funksionalni qaraylik. Bu funksional Minkovskiy funksionali
deyiladi va u quyidagt xossalarga ega:
a) pa(az) = |alpa(r);
b) pa(z +y) < pa(z) +pay).
Yechimi. a) Avval a > 0 holni qaraymiz.
palar) =inf{t >0:t 'ar € A} =inf{at >0:t 'v € A} =

=ainf{t >0:t v € A} = |a|pa(z).

Endi pa(—z) = pa(x) tengligini ko‘rsatamiz. A muvozanatlashgan
to‘plam ekanligidan, A = —A. Bundan

pa(—z) =inf{t >0:t ' (-r) € Ay =inf{t >0:t v € —A} =
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=inf{t >0:t 'z € A} = pa(2).
Endi a < 0 holni garaymiz.

pa(az) = pa((—a)(—2)) = —apa(—z) = —apa(z) = |a[pa(2).
b) Aytaylik, pa(z) < s, pa(y) < t va u = s+t bo'lsin. U holda
stz € A, t~ 'z € A va A ning qavariqligidan,

t
ulz+y) = Z(s‘lzﬁL) + E(t_ly) € A.

Bundan p4(z +vy) < u, ya'ni pa(z +y) < pa(z) + pa(y).
5.3.14. R" fazoda

V:{x€R|$z’§a’ZJZ:]‘7_n}7

bunda a; > 0,7 = 1,n, to‘plamning Minkovskiy funksionalini
toping.
Yechimi. z = (z;) € R"” bo‘lsin. U holda

tlreV ety <a,1<i<n e

] . |2 .
St > , 1 <1< n, & t>max 1< <n,.
a; a;
Demak,
tlxeV @thaX{‘xi‘ : 1§i§n}.
Q;
Bundan 21
_ -1 _ L
py(z) =sup{t >0:¢ a:EV}—lrgag;l .
Demalk,
|i]

pv(z) = max o

5.3.15. X Hausdorf chiziqli topologik fazost bo‘lsin. X
normalangan bo‘lishi uchun bu fazoda nolning chegaralangan
gavariq V atrofining mavjudligi zarur va etarlidir.

Yechimi. Zarurligi. X normalangan fazo bo‘lsa, u holda uning
birlik shari V' = {z € X : ||z|| < 1} nolning chegaralangan qavariq
atrofi bo‘ladi.

Etarliligi. Aytaylik, V' nolning chegaralangan qavariq atrofi bo‘lsin.
V' ning o‘rniga [V] N (=[V]) ni olib, biz V' ni absolyut qavariq deb
olishimiz mumkin. Har bir z € X uchun

||z = pv(z)
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deylik, bunda py — V' ning Minkovskiy funksionali.

x € X uchun ||z|| = 0 ekanligidan, = = 0 kelib chigishini ko‘rsatamiz.
X Hausdorf fazosi ekanligidan, nolning shunday U atrofi topilib, = ¢
U o‘rinli bo‘ladi. V' chegaralangan ekanligidan, shunday A > 0 soni
mavjudki, V' C AU. U holda Az ¢ V. Bundan

1 1
= = —py(Az) > —
ya'ni ||z|| # 0. Demak, || - || funksiya X fazoda norma bo‘ladi.

Endi bu norma hosil etgan topologiya X ning asl topologiyasi bi-
lan ustma-ust tushushini ko‘rsatamiz. Aytaylik, U nolning biror atrofi
bo‘lsin. V' ning chegaralanganligidan, A > 0 topilib, AV C U. Bundan

(VA >0}

sistema nolning atroflari sistemasi ekanligini ko‘rsatadi. Bu esa ikkala
topologiya’'ning ayniyligini anglatadi.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. Agar A va B qavariq to‘plamlar bo‘lsa, u holda ixtiyoriy «, 3
sonlari uchun oA + B qavariq to‘plam ekanligini ko‘rsating.

2. M + pA = (A + p)A tengligi har doim o‘rinlimi?

3. Agar A\, u > 0 va A qavariq to‘plam bo‘lsa, u holda AA + pA =
(A + p)A ekanligini isbotlang.

4. Agar A va B muvozanatlashgan to‘plamlar bo‘lsa, u holda A+ B
muvozanatlashgan to‘plam ekanligini ko‘rsating.

5. Agar A va B yopiq to‘plamlar bo‘lsa, u holda A + B ham yopiq
to‘plam bo‘ladimi?

6. Agar A yopiq to'plam va B kompakt to‘plam bo‘lsa, u holda
A + B ham yopiq to‘plam ekanligini isbotlang.

7. R? da markazi koordinatalar boshida bo‘lgan doira uchun
Minkovskiy funksionalini toping.

8. R? da markazi koordinatalar boshida va tomonlari koordinata-
lar o‘qlariga parallel bo‘lgan kvadrat uchun Minkovskiy funksionalini
toping.

9. R? da markazi koordinatalar boshida va diagonallari koordinata-
lar o‘glarida yotgan kvadrat uchun Minkovskiy funksionalini toping.

10. Chiziqli topologik fazoda chekli sondagi chegaralangan
to‘plamlarning birlashamsi ham chegaralangan ekanligini ko‘rsating.

11. Chiziqli topologik fazoda qavariq to‘plamning ichi ham gavariq
ekanligini ko‘rsating.
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12. Diskret topologiyali chiziqli fazo chiziqli topologik fazo tashkil
etmasligini ko‘rsating.

13. Agar A va B kompakt to‘plamlar bo‘lsa, u holda A+ B kompakt
to‘plam ekanligini ko‘rsating.

14. Chiziqli topologik fazoda quyidagi to‘plamlarning chegaralangan
ekanligini ko‘rsating:

a) bir nuqtali to‘plam;

b) chekli to‘plam;

¢) yaqinlashuvchi ketma-ketlik;

d) kompakt to‘plam.



VI BOB
Chiziqli operatorlar

6.1. Chiziqli operatorlar

Agar X va Y chiziqli fazolar bo‘lsa, u holda A : X — Y akslan-
tirishga operator deyiladi. Agar bu operatorning aniqlanish sohasiga
tegishli ixtiyoriy x,y elementlar va ixtiyoriy «, 3 sonlari uchun

Alavz + fy) = aA(x) + G A(y)

tengligi o‘rinli bo‘lsa, u holda A chiziqli operator deb ataladi. A opera-
torning aniqglanish va giymatlar sohalarini mos ravishda D(A) va R(A)
ko‘rinishlarda belgilaymiz.

X va Y normalangan fazolar, A : X — Y chiziqli operator bo‘lsin.
Agar ixtiyoriy € > 0 soni uchun shunday § > 0 soni topilib, ||z1—xs| <
tengsizligini qanoatlantiruvchi barcha zy, x5 € D(A) elementlar uchun
|Azy — Axs|| < e tengsizligi o‘rinli bo‘lsa, u holda A operatori uzluksiz
deyiladi.

Agar A : X — Y chiziqli operatori X fazosining har bir chegar-
alangan to‘plamini Y fazosining chegaralangan to‘plamiga akslantirsa,
u holda A chegaralangan operator deb ataladi.

X va Y normalangan fazolar va A : X — Y chiziqli operator bo‘lsin.
Agar shunday C' > 0 soni topilib, barcha = € D(A) elementlar uchun
|Az|| < C||x|| tengsizligi bajarilsa, u holda A operatori chegaralan-
gan bo‘ladi. Bu tengsizlikni qanoatlantiruvchi sonlar to‘plamining quyi
chegarasi A operatorning normasi deb ataladi, ya’ni

|A|| =inf{C > 0:Vx € D(A), ||Az|| < C||z||}.
Masalalar

6.1.1. X wva Y chiziqli fazolar va A : X — Y chiziqli ope-
rator bo‘lsin. Agar A operatorning aniqglanish sohasiga te-
gishli x1,xo,...,x, elementlar chiziqli bog‘liq bo‘lsa, u holda
Axq, Axo, ..., Az, elementlar ham chiziqli bog‘liq ekanligini is-
botlang.
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Yechimi. x,x9,...,x, elementlar chiziqli bog‘liq bo‘lganligidan,
kamida bittasi noldan farqli aq, as, ..., «,, sonlari topilib,

a1r1 +avxo + ...+ ayxr, =0

tengligi o‘rinli bo‘ladi. Chiziqli operatorning noldagi giymati nol
bo‘lganligidan, A(aix; + ... + ayz,) = 0 tengligini yoza olamiz.
Demak, ajAzy + ... + asAxy = 0 tengligi, aq,...,q, sonlarning
hech bo‘lmaganda bittasi noldan farqli bo‘lganda o‘rinli. Bundan
Axq, Axo, . .., Az, elementlarning chiziqli bog‘liq ekanligi kelib chigadi.

6.1.2. X va Y chiziqli fazolar bo‘lib, A: X — Y chiziqli op-
eratorning aniqglanish sohasiga tegishli x1,x,,...,x, element-
lar chiziqgli erkli bo‘lsa, u holda Az, Axs,..., Az, elementlar
ham chiziqli erkli bo‘ladimi?

Yechimi. Umuman aytganda, =i, zo, ..., x, elementlar chiziqli erkli
bo‘lsada, Az, Az, ..., Az, elementlar chiziqli bog'liq bo‘lishi mumkin.
Masalan, A operatorning yadrosi ker A noldan farqli bo‘lib, uning
noldan farqli  elementi uchun * = ajz1 + asxs + ... + a,x, teng-
ligi o‘rinli bo‘lsin. x # 0 bo‘lganligidan, aq, ..., a, sonlarning kamida
bittasi noldan farqli. Shu bilan birga,

a1 Az +aArs+ ...+ Az, = Aloqz + asxe+. ..+ apz,) = Az = 0.

Bundan Axq, Az, ..., Ax, elementlarning chiziqli bog‘liq ekanligi kelib
chigadi.

6.1.3. X wa Y chiziqli fazolar va A : X — Y chiziqli oper-
atorining aniqlanish sohasi D(A) bo‘lsin. Har bir G C D(A)
qavariq to‘plam uchun A(G) to‘plam qavariq bo‘lishini isbot-
lang.

Yechimi. A(G) to‘plamiga tegishli ixtiyoriy 1 va y, nuqtalarini
olamiz. U holda G to‘plamida shunday z; va x nuqtalari mavjud
bo'lib, 11 = Az va yo = Axs tengliklari o‘rinli bo‘ladi. Bundan [0, 1]
segmentiga tegishli xohlagan o soni uchun

ay; + (1 — @)ys = alz; + (1 — a)Azy = A(azy + (1 — a)x9).
G to‘plami qavariq bo‘lganligidan, ax; + (1 — a)zg € G. Shu sababli
ayr + (1 —a)yz € A(G),

ya'ni A(G) to‘plami qavariq.

6.1.4. X wva Y chiziqli fazolar va A : X — Y chiziqli ope-
rator bo‘lsin. Agar B C R(A) to‘plami qavariq bo‘lsa, G =
{x € D(A): Ax € B} to‘plami qavariq bo‘ladimi?
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Yechimi. G to‘plamidan xohlagan z; va xo nuqtalrini olamiz. B
to‘plami qavariq bo‘lganligidan, barcha a € [0, 1] sonlari uchun

Alaxy + (1 — a)zy) = aAx; + (1 — a)Azy € B,

ya'ni ar; + (1 — a)xs € G. Bundan G to‘plamining qavariq ekanligi
kelib chigadi.

6.1.5. X chizigli fazosida ikki | - |1 va || - |2 ekviva-
lent normalar berilgan bo‘lib, A : X — X chiziqli operator
bo‘lsin. Agar A operator berilgan normalarning biri bo‘yicha
chegaralangan bo‘lsa, u holda u ikkinchi norma bo‘yicha ham
chegaralangan ekanligini isbotlang.

Yechimi. Berilgan operator || - ||; norma bo‘yicha chegaralangan
bo‘lsin. || - [|; va || - |2 normalar ekvivalent bo‘lganligi sababli shunday
a > 0, 8 > 0 sonlar topilib, xohlagan z € X uchun

allzfly < lzfla < Bllelh

munosabati o‘rinli. Shu bilan birga, A operator || - ||; norma bo‘yicha
chegaralangan bo‘lgani uchun shunday o‘zgarmas C' soni topilib,

lAz][y < Cllfh

tengsizligi o‘rinli bo‘ladi. Natijada,
BC
1Azl < Bl Azl < BClzlly < —||z[l2.

Demak, A operator || - ||o norma bo‘yicha ham chegaralangan.
6.1.6. X va Y normalangan fazolar, A: X — Y chegaralan-
gan chiziqli operator bo‘lib, D(A) = X bo‘lsin. U holda

|z
= sup 1221
rzeX, r#£0 ||$H

tengligint isbotlang.
Yechimi. o = sup ||Az|| ko‘rinishida belgilash kiritamiz. A opera-
(| <1

tor chiziqli bo‘lganligidan,

A
a = sup ||Azx| =sup | Az]
o<1 e20 ]

tengligi o‘rinli bo‘ladi. Shu sababli xohlagan = uchun

[ Az]
<«
]
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ya'ni
[Az]] < af]lz].
A operatorning normasi ||Az|| < Cllz|| tengsizligini qanoatlantiruvchi
C' sonlarning eng kichigi bo‘lishidan ||A|| < « tengsizligini yoza olamiz.
Shu bilan birga, aniq yuqori chegara tarifi bo‘yicha xohlagan £ > 0
soni uchun shunday x. # 0 elementi topilib,

< IAz|

- |

—e<

yoki
(= &)|ae]| < [[Aze]| < Clla|

munosabatlari o‘rinli. Oxirgi qo‘sh tengsizlikdan a@ — ¢ < C tengsi-
zligini yoza olamiz va € > 0 sonining ixtiyoriyligidan, o < || A]| teng-
sizligiga ega bo‘lamiz. Natijada, ||A|| = « tengligining o‘rinli ekanligi
kelib chiqadi.

6.1.7. Quyida berilgan operatorlarning chiziqli, chegar-

alangan ekanligini ko‘rsating va normalarin: toping:
t

a) A:C[0,1] — C|0,1], bunda Ax(t) = f (s)ds;

b) A:C[-1,1] — C|0,1], bunda Ax(t) = x(t);
c) A:C[0,1] — C[0,1], bunda Az(t) = t*z(0);
d) A:C[0,1] — C[0,1], bunda Az(t) = x(t*);
e) A:Cla,b] — Cla,b], bunda Az(t) = x(t);
f) A:C'a,b) — Cla.b], bunda Ax(t) = 4.

Yechimi. a)

Ao+ 89) = [ (aa(s) + By(s)) ds =
=a [ z(s)ds+ 0 | y(s)ds = aAx + [Ay.
Jroves)

Demak, A chiziqli operator. Endi bu operatorning chegaralangan ekan-
ligini ko‘rsatamiz.

t t t

Ax|| = ds|| =
Ja] = [ () ds| = ma
0

=R
o\
8
@
oY
(V)
VAN
=
Q0
"
—
B
S
o
V)
A
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t t
< ma X/ s)|ds = max/Haszs— ||| max}/ds: ||z ||-
te0,1
0 0

Demak, [|Az|| < ||z||. Bu tengsizlikdan A operatorning chegaralangan
ekanligi ko‘rinadi.

Shu bilan birga, | Al = sup ||Az(t)|| < 1vax(s) =1 uchun Az(l) =

tel0,1]

1 bo‘lganligidan, ||A|| = 1 tengligining o‘rinli ekanligi kelib chiqadi.

b)

Alax + By) = ax(t) + By(t) = aAzx + SAy.

Bundan A operatorning chiziqli ekanligi kelib chigadi.

Chegaralangan ekanligini quyidagicha ko‘rsatamiz:

IAzllcon = le(®llcoy = max|e()] < max (2t)] = 2t) o1

Shu bilan birga, [0, 1] segmentda x(t) = 1 funksiya uchun ||Az(t)|| =1
bo‘lganligidan,
[A]l = sup [[Az(t)]] =1

lf=1

tengligiga ega bo‘lamiz.
c¢) Berilgan operatorning chiziqli ekanligini ko‘rsatamiz:

Alax(t) + By(t)) = t*(ax(0) + By(0)) =
= at’z(0) + Bt?y(0) = aAz(t) + BAy(t).
Endi chegaralangan ekanligini ko‘rsatamiz:
[Az ()] = [22(0)]| = [=(0)][|£?] =

= |z(0 )Itlgl[guf]t2 |2(0)] <trg[g>1< [z (t)] = [|=(2)]].

z (0) = 1 bo‘lgan funksiya uchun ||Az(0)|| = 1 bo‘lganligidan, ||A| =1
tengligiga ega bo‘lamiz.

d) A(ax(t) + By(t)) = az(t?) + By(t?) = aAz(t) + SAy(t). Demak,
A operator chizigli. [0, 1] segmentda

max |z(t)| = max |z (¢?)]
tengligi o‘rinli bo‘lganligidan,

[Az(@®)]| = ll=()]] = max j2(t)] = max |z(t)] = =]
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Demak, ||Az|| = ||z||. Bu tenglikdan A operatorning chegaralangan va
normasining birga teng ekanligi kelib chiqadi.
e) Berilgan operatorning chiziqli ekanligini ko‘rsatamiz:

Alax(t) + By(t)) = ax(t) + Py(t) = aAz(t) + BAy(t) .

Endi chegaralangan ekanligini ko‘rsatamiz:

[Az®)llcas = llz®)llcay = max z(t)] <

< max{lz™(t)] : k = 0,1} = [|2(t)[lo1(as-
tefa,b)
Demak, berilgan operator chegaralangan, Shu bilan birga, [a,b] seg-
mentda x(t) = 1 funksiya uchun ||Az| = 1 bo‘lganligidan, ||A| = 1
tengligiga ega bo‘lamiz.

)

= a— + f— = aAx(t) + SAy(1).
/ /
= = Im < m 1 .
Az (t)||clan = 12" ()] clap te[% ()] < te[%b]’%?ékgl 2 (®) || cjap

Demak, berilgan operator chiziqli va chegaralangan. Shu bilan birga,
z(t) = S’ funksiya uchun
€

1Az ()l et = 12/ (Ol cap) = 1

bo‘lganligidan, ||A|| = 1 tengligiga ega bo‘lamiz.
6.1.8. Shunday X normalangan fazoga va shunday A,B
chegaralangan chiziqli operatorlarga misol keltiringks,

AB +# BA

munosabat o‘rinli bo‘lsin.
Yechimi. X = R? bo‘lib,

12 2 1
() ()
2 3 3 4

bolsa,AB:<2 1>vaBA:(1 O)boladl,yamAB#

BA. X chekli o‘lchamli bo‘lganligidan, A va B operatorlar uzluksiz, shu
sababli chegaralangan.
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6.1.9. Noldan farqli A, B chegaralangan chiziqli operator-
lari uchun R(A) N R(B) =0 munosabati o‘rinli bo‘lsa, A va B
operatorlarining chiziqli erkli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Faraz qilaylik, A va B operatorlar chizigli bog‘liq bo‘lsin.
U holda shunday « # 0 soni mavjud bo‘lib, A = aB tengligi o‘rinli
bo‘ladi. B # 0 bo‘lganligidan, Bx # 0 bo‘ladigan x € X nuqta topiladi.
y = Bx bo‘lsin. U holda

Ala'z) =a Az = a'aBz = y.

Natijada, y € R(A) N R(B). Bu masala shartiga zid. Demak, A va B
operatorlar chiziqli erkli.

6.1.10. X normalangan fazoni Y normalangan fazoga ak-
slantiruvchi A chiziqli operatorning uzluksiz bo‘lishi uchun
uning chegaralanganligt zarur va etarli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Zarurligi. A uzluksiz chiziqli operator bo‘lsin.

Co = sup ||A(z)|| < o0
lzf<1

ekanligini ko‘rsatishimiz kerak. Agar Cy = oo bo‘lsa, u holda shunday
{zn} C X, ||z,]| =1 ketma-ketligi topilib,

An = HA(xn)H — 0

bo‘ladi. ¥, = A, 'z, ketma-ketligini qaraylik. y, — 0 ekanligi ravshan.
U holda A uzluksiz bo‘lganligidan, A(y,) — 0 kelib chigadi. Biroq

Al = (A )] = 1A@_ )

[AG)Il
Bu ziddiyatdan A operatorning chegaralangan ekanligi kelib chigadi.
Etarliligi. A operator chegaralangan bo‘lsin. U holda shunday C'
soni mavjud bo‘lib, xohlagan x € X uchun

lA@)] < Cll=]]

tengsizligi bajariladi. Bundan xohlagan ¢ > 0 soni uchun § = & deb
olsak, u holda ||z|| < § bo‘lganda ||A(x)|| < € tengsizligi o‘rinli bo‘ladi.
Bundan A operatorning 0 nuqtada, Demak, X da uzluksiz ekanligi kelib
chiqadi.

6.1.11. X normalangan fazo, A chegaralangan chiziqli op-
erator va N, =ker A*, k=0,1,..., bo‘lsa, u holda

NCNcC...N.C...
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munosabatini isbotlang.
Yechimi. Agar x; € ker A bo‘lsa, u holda Ax; = 0. Shu sababli

A’xy = AAx; = A0 =0,
ya'ni £ € Ny. Agar 9 € Ny bo‘lsa, u holda A%z5 = 0. Shu sababli
Adxe = AA%z, = 0.
Shunday davom ettirsak,
NoCN,C...CN, C...

munosabatga ega bo‘lamiz.
6.1.12. Cla,b] fazosida

flo) = [ ea(oyi

funksionali berilgan, bunda ¢(t) uzluksiz funksiya. Bu funk-
stonalning normasi

b
11 = [ teoia

soniga tengligini ko‘rsating.
Yechimi. = € Ca, b] uchun

b

U@W=/MW@£S/W@WW¢§

a

a<t<b

b b
;/MMmmmwm:mwﬂwM@
ya'ni
b
HMg/mww.

Endi ixtiyoriy € > 0 sonini olib, [a, b] segmentni

a=ty<t1<...<t,=0b
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nuqtalar orgali shunday n bo‘laklarga bo‘lamizki, natijada har bir
[tr, try1] segmentda ¢ funksiya'ning tebranishi € > 0 sonidan kichik
bo‘lsin. Barcha bo‘laklarni ikki guruhga ajratamiz. Birinchi guruhga
¢ funksiya’ning qiymatlari ishoralari har bir bo‘lakda o‘zgarmaydigan

/

barcha of,09,...,0, segmentlarni (¢ funksiya qiymatlari ishorasi

bu segmentlarning biridan ikkinchisiga o‘tganda o‘zgarishi mumkin),
ikkinchi guruhga qolgan barcha of, o7, ... 0']/3/ segmentlarni kiritamiz.
Natijada ¢ uzluksiz va unmg qiymatlari o} (k = 1,p) segmentda har
xil ishorali bo‘lganligidan, o} segmentda ¢ funksiya’ning qiymati nolga

teng bo‘ladigan nuqta toplladl. Shunga ko‘ra

le()] <e (teoy, k=1p)

tengsizligiga ega bo‘lamiz.
Endi Cla, b] fazosidan Z(t) funksiya'ni quyidagicha aniqlaymiz:

Z(t)=signp(t) (teoj,j=1r).

[a,b] segmentning boshqa nuqtalarida Z(¢) funksiya'ni chiziqli deb
olamiz. Bunda, agar a (yoki b) ikkinchi guruhga tegishli segmentning
uchi bo‘lsa, u holda Z(a) = 0 (mos ravishda Z(b) = 0) tengligi o‘rinli
deb hisoblaymiz. f(Z) miqdorni quyidagicha yozamiz:

Natijada o7, i =1,r segmentlarda ¢(t)Z(t) = [p(t)| bo‘lganligidan, va
Z/ i‘dt<2/ dt<2/\¢ )t
k=1 ol k=1 o

tengsizligidan (bunda [a,b] segmentda |Z(¢)] < 1 ekanligidan, foyda-
landik)

/ |dt—22/\gp |dt>/\<p )|dt — 2e(b — a).

kl//
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Endi ||Z|| < 1 bo‘lganligidan,

HESE /w )|dt — 2¢(b— a).

U holda ¢ — 0 bo‘lganda || f|| > f |o(t)|dt tengsizligiga ega bo‘lamiz.

b
um:/wmw

tengligining o‘rinli ekanligi kelib chigadi.
6.1.13. Cla,b] fazosida

Natijada

b

Az(s) = /k(s,t)x(t)dt

a

operatori berilgan, bunda k(s,t) uzluksiz funksiya. Bu oper-
atorning uzluksiz chiziqli ekanligini ko‘rsating va normasini
toping.

Yechimi. Dastlab chiziqli ekanligini ko‘rsatamiz.

Afoz(s) + By(s /k £+ By(t))dt

b b
=« / k(s,t)x(t)dt + ﬁ/k(s, ty(t)dt = aAx(s) + SAy(s).

a

Endi uzluksizligini ko‘rsatamiz:

<s<b <s<b

| Az = max|/ (s, (1) dt] < max/|/<:(s,t)Hx(t)|dt§

< < =
_mw/W@Mg%mww_wmgg/m@Mﬁ Mz,

a<s<b

bunda M = max f |k(s,t)|dt. Demak, berilgan operator chegaralangan,

a<s<b’,

Demak, uzluksiz. Shu bilan birga, ||A]| < M tengsizligiga ega bo‘lamiz.
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b
[ |k(s,t)|dt integral [a,b] segmentda s argument bo‘yicha uzluksiz

funksiya bo‘lganligidan, shunday sy € [a, b] nugta mavjud bo‘lib,

b
M:/|k(so,t)|dt

tengligi o‘rinli bo‘ladi. Cfa, b] fazosida aniqlangan
b

o) = [ Kso.) a(tyi

a

funksionalni qaraylik. 6.1.12-misoldan

b
171 :/|k<50,t>\dt

tengligi o‘rinlidir.
Uzluksiz chiziqli funksional normasining tarifi bo‘yicha

If]] = sup [f(z)]

] <1

bo‘lganligidan, xohlagan € > 0 soni uchun shunday z. € Cla,b], ||z.|| <
1 funksiya topilib,

b
F@) > f] - e = / (s, £)]dt — & = M — .

Natijada
b
A1 2 1 Av.] > [ koo, D00t = flo) = M~
Endi € > 0 ixtiyoriy son bo‘lganligidan, ||A|| > M tengsizligiga ega
bo‘lamiz.

Yuqorida ||A|| < M tengsizligining o‘rinli ekanligini ko‘rgan edik.
Demak, [|A|| = M, ya'ni

b
41 = mas / (s, )]t
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6.1.14. X wva Y mormalangan fazolar bolib, A : X — Y wa
B : X — Y operatorlari chegaralangan bo‘lsa, u holda A + B
operatori ham chegaralangan ekanligini va ||A+B| < ||A||+| B||
tengsizligr o‘rinli ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. Xohlagan x element uchun

I(A+ B)x|| = [[Ax + Bz| < [|Az| + [| Bz|| <
< [[Al [l + 1Bl Izl = CLA[ + [[B]]) l=]
Bu tengsizliklardan A + B operatorning chegaralangan ekanligi va
|A+ Bl < ||A|| + || B]| tengsizligi kelib chiqadi.

6.1.15. X, Y va Z normalangan fazolar bo‘lib, A : X — Y
va B :Y — Z operatorlari chegaralangan bo‘lsa, u holda AB
operatori ham chegaralangan ekanligini va |AB| < |A]|B]|
tengsizligr o‘rinli ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. Xohlagan x € X elementi uchun

[(AB)(@)[| = [|B(Az)|| < [ B | Az[| < [[ B | All [|=]|

Bu tengsizlikdan AB operatorning chegaralangan ekanligi va ||AB|| <
| A|||| B]| tengsizligi kelib chiqadi.

6.1.16. A chiziqgli operatoriga teskari A~' operatori chiziqli
bo‘ladz.

Yechimi. Birinchi navbatda A operator obrazi R(A) to‘plamining,
ya'ni D(A™!) to‘plamining chiziqli fazo ekanini ko‘rsatamiz.

Y1, y2 € R(A) bo'lsin. A7 (aqy; + aoyp) = a1 A7y + as A7 lys teng-
ligining o‘rinli ekanligini ko‘rsatishimiz kerak. Aytaylik, Az, = 1y va
Axo = yo bo‘lsin. A operatorining chiziqli ekanligidan,

Alarzy + aora) = a1yr + aye (6.1)

tengligini yoza olamiz. Teskari operator ta'rifidan: A7ly; =
x1, A 'ys = x9. Bu tengliklarning ikki tomonini mos ravishda a; va aw
sonlariga ko‘paytirib o‘zaro qo‘shsak,

ozlA’lyl + &2A71y2 = 1T + T2

tengligiga ega bo‘lamiz.
Ikkinchi tomondan, (6.1) ifoda va teskari operator tarifidan

a1x1 + aowy = A7 (aqyr + asye)
tengligini yoza olamiz, Demak,

Ail(Oé1y1 + aoyp) = 041Aily1 + 042147192-
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6.1.17. E Banax fazosida zich bo‘lgan M to‘plami berilgan
bo‘lsin. U holda noldan farqli ixtiyoriy y € E elementns

y=mtyt..tynt ..,

bunda yi. € M, ||lyr|| < 3||y||/2%, ko‘rinishida qatorga yoyish
mumkin ekanligint i1sbotlang.
Yechimi. y; elementlarni ketma-ket tuzamiz: y; elementni

ly =yl < [yl /2 (6.2)

tengsizlikni qanoatlantiradigan etib saylab olish mumkin, chunki M
to‘plami F to‘plamida zich bo‘lganligidan, (6.2) tengsizlik bilan aniglan-
gan radiusi ||y|| /2 va markazi y nuqtada bo‘lgan sharda M to‘plamning
elementi topiladi. y» € M elementni

ly — w1 — el < lyll/4

tengsizlik o‘rinli bo‘ladigan, y3 elementni

ly — v —vo — u3l| < lyll/8

tengsizligi o‘rinli boladigan, umuman vy, elementni

ly —y1 —yo — - —uall < |lyll/2"

tengsizlikni qanoatlantiradan etib saylab olamiz. Natijada n — oo da
ly = il — 0,
k=1

n
ya'ni Yy qator y elementga yaqinlashuvchidir. Endi y; elementlarin-
k=1
ing normalarini baholaymiz:

g2l = Nl =y +yll < llya —yll =+ llyll < 3yl /2,

g2l =Ml + v —y+y—wl < lly =y — vl + lly — vl <3yl /4.
Ushbu jarayonni davom ettirsak,
[yl =llyn + 1+ Frr—y+y—y— - =y <

<ly—=wi—-=wll+lly—9v1 = =yl < 3|yll/2"



§6.1.Chiziqli operatorlar 209

6.1.18. (Teskari operator haqida Banax teoremasi). X va
Y Banax fazolar: bo‘lib, A : X — Y chegaralangan chiziqli
operatori berilgan fazolarni o‘zaro bir qiymatli akslantirsa,
u holda teskari A~ operatori chegaralangan ekanligini isbot-
lang.

Yechimi. Y fazosida ||A7ly|| < k|y|| tengsizligini qanoatlantiruvchi
barcha y elementlardan iborat M to‘plamni qaraylik. Y fazosining har
bir elementi biror M} to‘plamiga tegishli bo‘ladi, ya'ni

Y = G M.
k=1

3.1.11-misolda ko‘rilgan Ber teoremasi bo‘yicha M} to‘plamlarning
kamida bittasi, Aytaylik, M, to‘plami biror B sharda zich bo‘ladi. B
sharidan markazi M, to‘plamida bo‘lgan P shar qatlamini olamiz: P
qatlam ( < ||z—wo|| < « tengsizlikni qanoatlantiruvchi z elementlardan
iborat, bunda 0 < 8 < a, wyy € M,.

P qatlamni markazi koordinatalar boshida boladigan etib ko‘chirsak,

Po={z:0<p8<|z] <a}

shar qatlamiga ega bo‘lamiz.
Biror My to‘plamining F, da zich ekanligini ko‘rsatamiz. z € PN M,
bo‘lsin, u holda z — yy € Fy va

IA™ (= = yo)ll < [JA™ 2]l + [|A™ ol <

< n(llzll + llyoll) < n(llz = yoll + 2[lyoll) =

2 |lyo
=l = ol (1+ 2L <l (042l /)

A7z = yo) || < nllz = woll (1 + 21|yl /). (6.3)

n(1 + 2 ||yol| /5) soni z ga bog'liq emas. N = 1+ n[l + 2 ||yl /5]
bo‘lsin, u holda (6.3) dan z — yg € My bo‘ladi, M,, to‘plamining P da
zich ekanligidan, esa My to‘plamining Fj da zich ekanligi kelib chiqadi.

Y to‘plamidan noldan farqli biror y elementini olaylik. 3 < |[Ay|| < «
tengsizlik o‘rinli bo‘ladigan A sonni saylab olishimiz mumkin, ya'ni Ay €
Py. My to‘plami P,y shar qatlamda zich bo‘lganligidan, \y elementga
yaqinlashuvchi y;, € My ketma-ketlikni tuza olamiz. U holda {A 1y}
ketma-ketligi ¢y elmentga yaqinlashadi. Agar y; € My o‘rinli bo‘lsa, u
holda har bir A # 0 uchun A 'y, € My munosabati o‘rinli; natijada
My to‘plami Y \ {0} to‘plamda zich, Demak, Y da zich bo‘ladi.
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Noldan farqli y € Y elementni qaraylik; 6.1.17-misolda uni My
to‘plamining elementlaridan iborat qatorga yoyish mumkin ekanligi
ko‘rsatilgan:

y=my+yp+...+ty+...,

bunda [|yx[| < [lyl| /2".
X fazoda y; elementlarining proobrazlaridan tuzilgan qatorni qaray-
lik, ya'ni 25, = A 1y,

il = A7 || < N llyell < 3N [ly]| /2"

tengsizligidan {z\} qatorning biror x elementga yaqinlashuvchi ekanligi
kelib chiqadi. Shu bilan birga,

(0.9] o0
1
Iz < D llzell < 3N |yl Zﬁ = 3Nyl
k=1 k=1
> x, qatorning yaqinlashuvchi va A operatorining uzluksizligidan,
n=1
Av =Axi + Ao+ =y1+yp+-- =y

tengligiga ega bo‘lamiz, bundan x = A~!y. Shu bilan birga,
1A ]| = [Jzl| < 3Nlyl]

tengsizligi va bu ifodaning har bir y # 0 uchun o‘rinli ekanligini hisobga
olsak, u holda A~! operatori chegaralangan bo‘ladi.

6.1.19. X Banax fazosini Y mormalangan fazoga akslan-
tiruvchi uzluksiz chiziqli operatorlarning {A,} ketma-ketligi
ushbu

sup || An(z)|] < 400 (z € X) (6.4)

tengsizlikni qanoatlantirsa (ya’ni har bir r € X nugqtada
chegaralangan bo‘lsa), u holda shunday chekli M soni mavjud
bo‘lib, Vn uchun

| Anl] < M

tengsizligr o‘rinli ekanligini isbotlang.
Yechimi. A chiziqli operatorning B[z, d] shardagi giymatlarining
chegarasi ma’lum bo‘lsin:

|A(@)|] < B (2 € Blxo,0]).

U holda B
<2



§6.1.Chiziqli operatorlar 211

Hagigatan, normasi birdan kichik ixtiyoriy z’ nuqta olsak, quyidagiga
ega bo‘lamiz:
x = x9+ 02’ € Blxo, 4]

Natijada,
1A(@)I = [|A(z0) + dA(2")|| < B.

U holda

1A@) = SIAG = 5l1AG) + AGF) — Az)]| <

2B

| =

< %(HA(I‘O) + 0A()]] + [[A(zo)l]) <

bundan esa ||A|| < % tengsizligi kelib chiqadi.
Endi ||A,|| < M (Vn € N) tengsizligini isbotlash uchun teskarisini

faraz qilaylik, yani {||A,||} ketma-ketlik chegaralanmagan bo‘lsin.
Ushbu

p(x) = sup || An(2)]]

funksionalni qaraylik. Bu funksional har bir Bz, §] sharda chegaralan-
magan, chunki p(z) < B bo‘lganda, ixtiyoriy n € N uchun ||A,|| < %
tengsizligi o‘rinli bo‘lar edi.

Natilada, har bir B[z, d] sharda ixtiyoriy & € N uchun p(z) > k
tengsizligi o‘rinli bo‘ladigan = € X nuqta topiladi. U holda

Ey={r € X :p(x) > k}

to‘plami X fazoda zich bo‘ladi. Shu bilan birga, bu to‘plam ochiqdir.
Haqgiqatan, Ej to‘plamdan ixtiyoriy xy nuqta olsak, ya'ni p(xg) > k
bo‘lsa, u holda biror ny € N uchun ||A4,,|| > k tengsizligi o‘rinli
bo‘ladi. ||A,,(zo)|| akslantirishning uzluksizligidan esa zy nuqtaga etar-
licha yaqin = nuqtalar uchun ||A,,(x)|| > k tengsizligi bajariladi. Nati-
jada E} to‘plamning ochiq ekanligi kelib chiqadi.

3.1.18-misolda ko‘rganimizdek, X fazoda ochiq va zich Ej

o oo

to‘plamlarning [\ Ej kesishmasi zich bo‘ladi. Demak, () Ex # 0.
k=1 k=1

zo € () Ex bo'lsin, u holda
k=1

sup || A (z0)]] = 0.

Bu farazimizga ziddir.
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6.1.20. X Banax fazosida berilgan uzluksiz chiziqli oper-
atorlarning {A,} ketma-ketligi X fazoning har bir nuqtasida
A operatoriga yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda A operator ham
uzluksiz bo‘lib, ushbu

JA[] < lim, o |[Aq] (6.5)

tengsizligr bajarilishini isbotlang.
Yechimi. A operatorining chiziqli ekanligi quyida yaqqol ko‘rinadi:

Alaz + fy) = lim A(ax + fy) =

=« lim A,(x)+ 8 lim A,(y) = aA(z) + BA(y).
Endi uzluksiz ekanligini ko‘rsatamiz.

Tim |4, (2)]| = [ A@)]] < 00

bo‘lganligidan,
sup || A, (z)]] < oo

tengsizligi, natijada, 6.1.19-misoldan, {||A4,||} ketma-ketlikning chegar-
alangan ekanligi kelib chiqadi. U holda

1A@@)[] = Tim [[A,(2)]] < T, oo |[An|[[[z]]-

Natijada, A operatorning uzluksiz va (6.5) tengsizlikning o‘rinli ekanligi
kelib chiqadi.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. H Hilbert fazosi va A : H — H chegaralangan chiziqli operator
uchun D(A) = H bo‘lsa, u holda

Ax,y
1Al = sup (A, y)|
x#£0,y£0 HSUHH:UH

tengligini isbotlang.
2. Quyidagi operatorlarning chegaralangan chiziqli ekanligini
ko‘rsating va normasini toping.

a) A: Lof0,1] — Lo[0,1],  Ax(t)

1

t [ a(s)ds;
0
t

b) A: Le]0,1] — Ly[0,1],  Ax(t) = [ x(s)ds;
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c) A: HY0,1] — L»[0,1], Az (t) = x(t);

d) A: H'0,1] — H![0,1], Ax(t) = tx(t).

3. X va Y normalangan fazolar bo‘lib, X chekli o‘lchamli bo‘lsin.
Aniqglanish sohasi X fazosidan iborat bo‘lgan har bir A : X — Y chiziqli
operatorning chegaralangan ekanligini va ||Az|| = ||A||||z|| tenglikni
qanoatlantiruvchi x € X, x # 0 nugtaning mavjud ekanligini isbotlang.

4. A: X — Y chegaralangan chiziqli operatorning yadrosi X fazo-
ning qism fazosi bo‘lishini isbotlang.

5. X va Y normalangan fazolar bo‘lib, A : X — Y yadrosi X
fazoning yopiq qism fazosi bo‘lgan chiziqli operator bo‘lsin. Bundan A
operatorning chegaralangan ekanligi kelib chiqadimi?

6. {e,, n € N} sistema H Hilbert fazosining ortonormal bazisi bo‘lib,
A € R (n € N) bo'lsin. Agar {\,} ketma-ketligi chegaralangan bo‘lsa,
u holda

Ae, = M\e,  (n€N)

tengligi chegaralangan chiziqli A : H — H operatorini aniglab, D (A) =
H va ||A]| = sup |\,| tengliklarining o‘rinli bo‘lishini isbotlang.

7. Qanday ¢(t) funksiyalar uchun

Ax(t) = o(t)x(t)

operatori C0, 1] fazoda chegaralangan bo‘ladi?
8. Qanday ¢(t) funksiyalar uchun

Az(t) = @(t)x(t)

operatori 150, 1] fazoda chegaralangan bo‘ladi?
9. Qanday « sonlari uchun

Ax(t) = x(t%)
operatori C|0, 1] fazoda chegaralnagan bo‘ladi?

10. C10,1] fazoda

operatorining normasini toping.
11. L]0, 1] fazoda

operatorining normasini toping.
12. (0, 1] fazoda

operatorining normasini toping.
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6.2. Uzluksiz chiziqli funksionallar

Bizga FE chiziqli topologik fazosi berilgan bo‘lsin. Agar har bir x € E
elementga biror f(x) (haqiqiy yoki kompleks) son mos qo‘yilgan bo‘lsa,
u holda F fazosida funksional aniglangan deyiladi. Bu funksional
uchun

fle+y) = f(x)+ fly), x,y € E (additivlik)

va
flax) =af(x), (re€E; aeR yoki a e C) (birjinslilik)

tengliklari o‘rinli bo‘lsa, u holda u chiziqli funksional deb ataladi.

E fazosiga tegishli £y nuqta olinganda, xohlagan £ > 0 soni uchun x
nuqgtaning shunday U atrofi mavjud bo‘lib, bu atrofdan olingan barcha
x nuqtalar uchun

[f(z) = flzo)| <e (6.6)
tengsizligi o‘rinli bo‘lsa, u holda f funksional xy nuqtada uzluksiz dey-
iladi.

Agar f funksional E fazosining har bir nuqtasida uzluksiz bo‘lsa, u
holda u F fazosida uzluksiz deyiladi.

Agar shunday o‘zgarmas soni mavjud bo‘lib, barcha = € F element-
lar uchun

[f(2)] < O] (6.7)

tengsizligi o‘rinli bo‘lsa, u holda f funksional E fazosida chegaralangan
deyiladi.

Normalangan fazoda funksionalning normas: uchun quyidagi teng-
liklar o‘rinli:

flx
171 = sup LN o @) = sup [f(@)]
x#0 HxH Hx||§1 ||x||:1
Masalalar

6.2.1. Agar f funksional E chiziqli topologik fazoning biror
r nuqgtasitda uzluksiz bo‘lsa, u holda u F fazosida uzluksiz
bo‘lishini isbotlang.

Yechimi. F fazosidan xohlagan y element va xohlagan € > 0 sonini
olib,  nuqtaning (6.6) shartni qanoatlantiruvchi U atrofini olaylik. U —
x to‘plami 0 ning atrofi bo‘lganligidan, V' = U + (y — z) to‘plami y
nuqgtaning atrofi bo‘ladi. Bu atrofdan xohlagan z nuqtani olamiz. U
holda

fG) = fWl=1fz—y+z—2)=fz—y+x) - f(2)
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tengligidan va z — y + x elementning U to‘plamiga tegishli ekanligidan,

1f(2) = fly)l <e

tengsizligining o‘rinli ekanligi kelib chigadi. Demak, V' to‘plami y uchun
(6.6) shartni qanoatlantiradi.

6.2.2. f funksionalning E fazosida uzluksiz bo‘lishi uchun
f funksional nol nuqtaning biror atrofida chegaralanganligi
zarur va etarli ekanligint isbotlang.

Yechimi. Zarurligi. f funksional 0 nugtada uzluksiz bo‘lsa, u holda
xohlagan ¢ > 0 son uchun 0 nugtaning |f(x)| < e tengsizlik o‘rinli
bo‘ladigan atrofi topiladi.

Etarliligi. 0 nuqtaning U atrofida f funksional chegaralangan bo‘lsin.
U holda shunday C' soni mavjud bo‘lib, U atrofdan olingan xohlagan x
element uchun |f(z)| < C tengsizligi o‘rinli bo‘ladi. Natijada xohlagan
e > 0 soni uchun 0 nuqtaning £U atrofida |f(z)| < € tengsizligi o‘rinli
bo‘ladi.

6.2.3. R? fazosida aniglangan z = azr + by funksionali R
maydonida chiziqli bo‘ladima?

Yechimi. z = f(t) bo‘lsin, bunda ¢t = (x,y). Xohlagan t; = (z1,y1)
va ty = (2, y2) nuqtalar uchun

flaty + Bty) = alawy + Bra) + blays + Bya) =

= a(azxy + by1) + Blarz + bys) = af(t1) + Bf(t2).
Demak, berilgan funksional haqiqiy sonlar maydonida chiziqli bo‘lar
ekan.
6.2.4. C|0,1] fazosida berilgan quyidagi funksionallarni ad-
ditivlikka tekshiring:
a) F(f)=[f(3)l;
b) F(f) = max f(t);

0<t<1
c) F(f) = f(Q)+1G) + 13)
Yechimi. a) C|0, 1] fazodan f(
ayalarni olamiz. U holda

) =1vag(5) = —1bo‘lgan funksi-

DO|—
DNO|—

F(f+9)=l(f + (I = 1) + o) =1 =11 =0,

F(f)+ Flg) = 17l +lo;)l =1+1 =2
Bundan

F(f)+ F(g) # F(f +9).
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Demak, bu funksional additiv emas.
b) C[0, 1] fazodan f(t) = t? va g(t) = 1 — t* funksiayalarni olamiz.
U holda

F(f+g) = max (f(t) +g(t)) = max (* + 1 —t*) =1,

0<t<1 0<t<l1
F(f) + F(g) = max f(t) + max g(t) =

= max t*+ max (1 —t*)=1+1=2.

0<t<1 0<t<1
Bundan
F(f)+ F(g) # F(f +9).

Demak, bu funksional additiv emas.

c)
F(f+g9)=(f+9) (%) +(f+9) (%) +(f+9g) G) =

()11 Q) o2 o () 3) o

Demak, bu funksional additiv.
6.2.5. Xohlagan additiv funksional uchun

F(0) =0, F(—z)=—F(x)

tengliklarining o‘rinli ekanligini ko‘rsating.
Yechimi.

F(0)=F@+0)=F0)+ F(0) =2F(0),
ya'ni F(6) = 0.
0=F@)=F(x—z)=F(x)+ F(—x).

Natijada F(—z) = —F(x).

6.2.6. Xohlagan additiv funksional uchun f(\x) = A\f(z)
tengligining o‘rinli ekanligint ko‘rsating, bunda )\ ratsional
son.

Yechimi. n natural soni uchun

f(nz) = f(@+x—t... +z)=f(z) +f(x)v-|—...—|—f(x2: nf(x).

n n
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Natijada, A =2 (m,n € N) bo‘lganda

f()\x)=f<%a:):f %x+%x+...+%x =mf<%x) —

(1) <21 () -2

A < 0 bo‘lganda 6.2.5-misolda qaralgan f(—z) = —f(x) tengligidan
foydalanamiz, ya'ni f(Az) = f(—(=\x)) = —f(=Xx) = —(=\) f(x) =
Af(x).

6.2.7. f funksional X normalangan fazoda uzluksiz bo‘lsa,
u holda har bir v € X element uchun |f(z)| < ||f] - |||l tengsi-
zligining o‘rinli bo‘lishini 1sbotlang.

Yechimi. x # 0 bo‘lganda ﬁ element birlik sharga tegishli bo‘ladi.
Shu sababli

8l (2] < sw 1@ = 11,

|| l2]|<1

ya'ni

[f (@) < LfIlll.
x = 0 bo‘lganda |f(x)| < ||f||/|z] tengsizlikning ikki tomoni ham nol
bo‘ladi.

6.2.8. X mnormalangan fazoda berilgan f funksionalning
uzluksiz bo‘lishi uchun, uning chegaralangan bo‘lishi zarur
va etarli ekanligini isbotlang.

Yechimi. Zarurligi. f funksional uzluksiz bo‘lsin. Cy = sup |f(z)]

z||=1
miqdorning chekli ekanligini ko‘rsatamiz. Aksincha faraz qilgrﬂliz, ya'ni
Cy = oo bo‘lsin. U holda shunday {z,} C X, ||z,| = 1 ketma-ketligi
topilib, A, = | f(x,)| — oo bo‘ladi. {z/} (2!, = X\ 1z,) ketma-ketligini
qaraymiz. ||z,|| = 1 bo‘lganligidan, {x]} ketma-ketligi nolga yaqin-
lashuvchi bo‘ladi. f funksional uzluksiz bo‘lganligidan, f(x]) — 0
bo‘lishi kerak. Biroq

o=l =L L
el = |1 (52)] = ol = 5on =1

Bu ziddiyatdan farazimiz noto‘g‘ri ekanligi ko‘rinadi. Demak, Cy =
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X fazosidan noldan farqli xohlagan z element olamiz. 2/ = ﬁ

elementining normasi birga teng bo‘lganligidan, |f(z)| < Cj tengsizligi
o‘rinli, shu sababli
1

]

X
(el

Natijada |f(z)| < Cpllz||. Demak, f funksional chegaralangan.
Etarliligi. f chegaralangan funksional o‘rinli bo‘lsin. Xohlagan ¢ > 0
soni uchun § = & sonini olsak, ||z|| < ¢ bo‘lganda

@) = || = 110 < o

€
c
Natijada f funksional nol nugtada, Demak, X fazosida uzluksiz bo‘ladi.

6.2.9. X normalangan fazosida uzluksiz chiziqli f funk-
stonali berilgan bo‘lsin. Cy = ||f| soni |f(z)| < C||z|| tengsi-
zlikni ganoatlantiradigan sonlarning eng kichigt ekanligini
isbotlang.

Yechimi. |z| = 1 bo‘lganda |f(x)| < C tengsizligi o‘'rinli. Cy =
sup |f(x)| bo‘lganligidan, Cy < C.

f(2)] < Cllz| < Cs§=C

=c&.

Ikkinchi tomondan Cy soni |f(x)| < Cyl|z|| tengsizlikni qanoatlanti-
radi.
6.2.10. Cla,b] fazosida aniglangan

n

f(x) =) cralty)

k=1
funksionalning chiziqli, uzluksiz ekanligini i1sbotlang va nor-
masini toping, bunda ty,ts,...,t, € [a,b]; ¢z €R (k=1,n).
Yechimi. Dastlab chiziqli ekanligini ko‘rsatamiz:

n

flazy + Bra) =Y cplam(te) + Bas(ty)] =

k=1

=a ) cai(ty) + B8 cura(ty) = af (x1) + Bf (22).
k=1 k=1

Uzluksiz ekanligini ko‘rsatish uchun uning chegaralangan ekanligini
ko‘rsatamiz:

n

Z ckx(tk)

k=1

()] = <D ledlla(ty)] <

k=1
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n

n
< f&f}%ﬁ |z(t)] Z k] = Z ekl ||,
’ k=1

k=1

yami [ f]| < Z [k

Endi [a, b] Segmentlda quyidagicha z(t) bo‘lakli-chizigli funksiya’ni
aniqlaymiz: Z(t) funksiya ti,to,...,t, nuqtalarda Z(tx) = sign ¢ qiy-
matlarni qabul qiladi, [tg,tre1] segmentlarda chiziqli, [a,t1] va [t,, 0]
segmentlarda o‘zgarmas. Bu funksiya'ning giymatlari to‘plami [—1, 1]
kesmasida joylashgan. Shu sababli

|7 = max [#(6)] < 1.
t€(a,b]

Natijada
If1l = sup [f(x)] = |f(2)] =

[lf|<1

n n n
=) i) =) lersignee| = |el.
k=1 k=1 k=1

Demak, |[f]| = Z k-

6.2.11. /o fazoszda aniqlangan

Z§k+§k+1 — (6, 6,..))

funksionalning chiziqli, uzluksiz ekanligini isbotlang va nor-
masini toping.

Yechimi. Xohlagan © = (&,&,...), ¥y = (w1,ws,...) elementlari va
a, 3 € R sonlari uchun

i (& + Bwr) + (ki1 + Bwpsr)

flax + By) = ok -
k=1
—a ) Sti 62 AL af(e) + 65 ()
k=1

Demak, f chiziqli.
Endi birlik sharda chegaralangan ekanligini ko‘rsatamiz.
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bo‘lganda >~ & = 1—¢} tengligini yoza olamiz. |&| < 1 bo‘lganligidan,
k=2
|&1] = sinwy belgilashini kirita olamiz. Natijada

k + fkﬂ £ = 3
r)| = =5 + Z ﬁ&cﬂ <
k=1
\51
T Z 2k+1 (€] <
Zgl?:ﬂ =
k=1

1 3
= Esinwg—k %coswo = sin (wo—l- g) <1

1 3 3
To=\|=-—=,—,...
0 27227237

nuqgtasini qaraylik. Bu nuqta ¢, fazoga tegishli. Haqiqatan,

RSO

Endi

Shu bilan birga,

funksionalning C[0,1] fazosida chiziqli ekanligini ko‘rsating
va uning normasint toping.
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Yechimi. Funksionalning chiziqli ekanligini ko‘rsatamiz:

Flay + 8z) =

S
|

m@+ﬁ@@»m~i/my+ﬁ@uwmz

N

1 1

—a /y(:c)dm—/y(:z:)d:c 4+ /z(:z:)d:r:—/z(x)dm _

0 0
= aF(y) + fF(2).
Endi uzluksiz ekanligini aniqglaylik. Ixtiyoriy y(z) € C0, 1] uchun:

(SIS

=
N[ =

2

3 1 3 1

\mw/ !ﬁ yao| < | [wyan| + | [ o) o] <

1

2

</me+jwmw<

0
2

1

N[ =

< [ max |y(x)|dr+ [ max |y(x)|de =

0<z<i i1<a<1
0 2
1
= max |y(z |/dx+max|y )|/da::
0<z<i <2<l
3
1 1
= 5 max [y(z)| + 5 max |y(z)] <
0<z<l l<p<i

<1mmhmﬂ+1nmdM)%—mthH=HM-

— 2 0<z<1 2 0<r<1 0<z<1

Bu munosabat funksionalning chegaralangan, Demak, uzluksiz ekanlig-
ini ko‘rsatadi.

Biz ||F|| < 1 ekanligini aniqladik. Endi ||F|| = 1 tenglikni isbot-
laymiz. Buning uchun {y,} funksiyalar ketma-ketligini [|y,|| = 1 va
lim F(y,) = 1 tengliklarni qanoatlantiradigan etib tuzaylik. vy, (z)

n—oo
sifatida grafigi 8-rasmda ko‘rsatilgan funksiya'ni olamiz.
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L

=T
in

8-rasm
Bu rasmdan ko‘rinib turganidek, F(y,) = 1 — % (shtrixlangan
figuraning yuzasi), Shu bilan birga, |ly,|| = 1. lim F(y,) = 1

bo‘lganligidan, ||F'|| = 1 tengligi kelib chiqadi.
6.2.13 Cla,b] fazostida har bir funksionalni

Fww:/pwqux (6.8)

ko‘rinishinda ifodalash mumkin emas ekanligini ko‘rsating,
bunda p(x) — [a,b] segmentda uzluksiz funksiya.

Yechimi. Oddiylik uchun a = —1, b =1 bo‘lsin. C[—1,1] fazosida
d(y) = y(0) funksionalni qaraylik. Uni (6.8) ko‘rinishda yozish mumkin
deb olaylik, ya'ni [—1, 1] da uzluksiz f funksiya'ni topish mumkin bo‘lib,
har bir y(x) € C'[—1, 1] uchun ¢ funksionalning giymati

) = [ s (6.9)

formula bilan hisoblash mumkin bo‘lsin.
Grafigi 9-rasmda ko‘rsatilgan y,(x) funksiya’ni qaraymiz.
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VA
1
[:] |-
-1 i 1 1 X
Fl L
9-rasm

S

1
n

< / (@)1 (@)]der < / ()| de < AN

n

~1 1

munosabatidan va n — oo da 2‘7|zf I — 0 ekanligidan, biror
n = N uchun 2H7{|| < % tengsizligini yoza olamiz. Natijada,
1

[ uv(@)f(x)dz| < .

-1

Shu bilan birga, d(yy) = yn(0) = 1, bundan y = yy bo‘lganda
(6.9) formuladan

fl yN(x)f(x)da:' = 1 tengligiga kelamiz. Bu ziddiyat
farazimiz no‘tog‘riielkanligini ko‘rsatadi.

6.2.14. Absolyut yaginlashuvchi i A qator va [a,b] seg-
mentidan olingan xohlagan {x;} ket'rﬁzal-k:etligi berilgan bo‘lsa,
Cla,b] fazosida

F(y) = Z Ary(zr)
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funksionalining chiziqli, uzluksiz ekanligini isbotlang va nor-
masini toping.
Yechimi. Dastlab chiziqli ekanligini ko‘rsatamiz:

Flags + By2) = Y Aslow (i) + Byalan)] =
k=1

= a Y Ayr(ze) + 8 Mya(wr) = aF (1) + BF (y2).

k=1 k=1
Uzluksiz ekanligini ko‘rsatish uchun uning chegaralangan ekanligini
ko‘rsatamiz:

Z)\ky Tk) SZ My ()]
=1 =1

< =
nax ly(z)]| Z Ak = [y Z Ak

> Ak qator absolyut yaqinlashuvchi bo‘lganligidan, F(y) funksional
k=1

chegaralangan. Shu bilan birga, || F|| < > |k
k=1
Endi ||F|| = ) |\ tengligining o‘rinli ekanligini ko‘rsatamiz.
k=1

Xohlagan € > 0 uchun shunday m soni topilib, >  |A\¢| < € tengsizligi
k=m+1
o‘rinli bo‘ladi. C|a, b] fazosida |y(x)| < 1 tengsizlikni va 1 < k < m

bo‘lganda y(xy) = sign Ap tengliklarni qanoatlantiruvchi funksiya’ni
ym(x) orqali belgilaymiz. Natijada,

F(Qm) = Z /\kym(xk> -
k=1
ZZAnyk + Z Aey(xr) =
=1

3

= k=m+1
= Ml + Z Aey ().
k=1 k=m+1

ly(z)| < 1 bo‘lganligidan,
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U holda . o
Flym) = 3N =2 30 - 2
k=1 k=1
Demalk,
D =28 < Flym) <D 1M
k=1 k=1

@)
Endi € > 0 soni ixtiyoriyligidan ||F|| = >_ |Ax| tengligini yoza olamiz.
k=1

6.2.15. H:ilbert fazosida wuzluksiz chiziqli funktsonalning
umumziy ko‘rinishini toping.
Yechimi. Hilbert fazosidan xohlagan x, nuqtasini tayinlab,

f(x) = (x, x) (6.10)

funksionalini qaraymiz. Ixtiyoriy «, 3 sonlari va x,y elementlar uchun
flax + By) = (ox + By, xo) =

- Oé<'i1775l:0> + ﬁ<yyx0> - Oéf(.f) + Bf(y)a
ya'ni f chiziqli funksional. Koshi — Bunyakovskiy tengsizligi bo‘yicha:

[f (@) = Kz, zo)] < ][]0l (6.11)

Demak, f uzluksiz.

Endi Hilbert fazosida aniglangan har bir uzluksiz chiziqli funksional
(6.10) ko‘rinishga ega bo‘lishini ko‘rsatamiz. Boshqacha aytqanda,
Hilbert fazosida aniglangan xohlagan uzluksiz chiziqli f funksionali
uchun (6.11) tenglikni qanoatlantiruvchi yagona xy nuqtasining mavjud
ekanligini isbotlaymiz.

Hy orqali {z € H : f(x) = 0} to‘plamini belgilaymiz. f chiziqli va
uzluksiz bo‘lganligidan, bu to‘plam yopiq qgism fazo bo‘ladi. Haqgiqatan,
x = nh_)rgo Tp, T, € Hy,n=1,2,... bo‘lganda

f(@) = J(lm 2,) = lim f(z,) =0,

ya'ni x € H,.
Agar Hy = H bo'‘lsa, x sifatida nol elementini olish mumkin. H, #
H bo‘lgan holni qaraylik. H \ Hy to‘plamidan biror gy, element olib, uni

=y +vy" (v € Hy, y'LHp)

ko‘rinishida yozamiz (4.3.12-misolga qarang). y” # 0 va f(y”) # 0
bo‘lganligidan, f(y"”) = 1 tengligi o‘rinli deb olish mumkin. Xohlagan
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/

r € H elementni olib f(z) = « belgilash kiritamiz. 2z’ = =z — ay”
elementi uchun

f@)=f@)—af(y’)=a-a=0

bo‘lganligidan, ' € Hy munosabatga ega bo‘lamiz. U holda

(x,y") =" +ay", y") = (& y") + o (y",v") = a(y", y").

Natijada
y//
@) =a={ngtor)

i

Demak, x sifatida <,y—,,> elementini olish mumkin.

Endi yagona ekanligini ko‘rsatamiz. Agar barcha x € H elementlar
uchun (x,z) = (z,x)) tengligi o‘rinli bo‘lsa, u holda (z,zy — x() = 0
bo‘ladi. Natijada xy — 2, L H. Bu faqat zy = x{, bo‘lganda o‘rinli.

6.2.16. £ normalangan fazoda noldan farqli uzluksiz chiz-
iqli f funksionali va M = {x € E: f(x) =1} to‘plami berilgan
bo‘lsin. U holda

1
= inf ||z|

I aen
tengligint 1sbotlang.
Yechimi. Xohlagan x € E element uchun |f(z)| < ||f] [|z] teng-
sizligi o‘rinli bo‘lganligidan, x € M elementi uchun 1 < ||f||||z]|, ya'ni
<

1

AT < ||z|| tengsizligini yoza olamiz. Shu sababli H—}H inf ||z||.

zeM
|1l = sup |f(x)| bo‘lganligidan, xohlagan £ > 0 soni uchun shunday

Jzf<1
Y- elementi topilib,

[fQe)l > (I =) llell (IfI>e)
tengsizligi o‘rinli bo‘ladi. f(yTe) nuqgtani x. orqali belgilaymiz. U holda
9
1 : 1 o
x: € M va ||z:|| < 77— Demak, inf ||z|| < 77— tengsizligi ham
€ Mvafjacl] <z Demak, Juf lll] < p— tenesivlie
o‘rinli. Bu tengsizlikda ¢ ixtiyoriy bo‘lganligidan, inf ||| < HTlH teng-

sizligini yoza olamiz. Yuqorida m < mf ||| tengsmhgmmg o‘rinli

ekanligi ko‘rsatilgan edi. Natijada, m
ir

6.2.17. F", n € N fazoda har bir
shunday a = (a;) € " topilib,

ZLL‘?CLZ, ) e F"

- mf B

hzzquz funksional f uchun
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bo‘lishint ko‘rsating, bunda F =R yok: C.
Yechimi. Aytaylik, {eq,...,e,} sistema F" fazoning bazisi va f :
F" — T chizigli funksional bo‘lsin. Agar z = (x;) € R" bo‘lsa, u holda

n
Ir — E Ti€;,
=1

va f ning chiziqli ekanligidan,
flz) = zif(e).
i=1

Demak, f funksional {ej,...,e,} bazisdagi qiymatlari orqali to‘la
aniglanadi. f(e;) = a; deb belgilaylik. U holda

flx) = Z Tia;.
i=1

6.2.18. L,[0, 7] fazoda

f(z) = /x(t) sintdt, x € Lo[0, 7]
0

funsionalning normasini toping.
Yechimi. = € Ls[0, 7] uchun

s 2 s

f@))?=| [ a)sintdt | < [ |a(t)|*dt | sin®tdt =
/ [rote]

™

— ol [ sin?tat = o],
0

yani || f]| < /5. Endi z(t) = \/%sint da f(z) = \/g bo‘lganligidan,

171l = /%

6.2.19. C[0, 7| fazoda

™

f(x) = /.r(t) costdt, x € Lo[0, ]

0

funsionalning normasint toping.
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Yechimi. = € C[0, 7] uchun

f(2)] = |/x(t)sintdt\ < |\:1:H/sintdt:2|\x||,
0 0

ya'ni |[f]|| < 2. Endi z(t) = 1 da f(z) = 2 bo‘lganligidan, ||f|| = 2.
Mustaqil ish uchun masalalar

1 - 10 - misollarda C10, 1] fazodagi funksionallarni chiziqli, uzluksi-

zlikka tekshiring va normasini toping:
1

1. f(x) = Of:(:(t) sin t dt;
2. f(z) = =(3);
3. f(z) = [x(t)sign(t — 3) dt;

0
4. f0) = | VEa(e?)
5. J() = [ Vix(t)ds;

6. f(z) J
Tﬂ@Z%M;

8. f(x) Zoflfﬁ(t)\dt,
9. f(z) = max z(t);
10. f(x) = Ofla:2(t) dt.

11. ¢y fazoda quyidagi funksionallarning normasini toping, x =
(T1,...,Tp,...) € Co:

a) f(z) = CUTll;

b) f(z) = Tk,
k=1

c) flx)= > %Mk,
k=1
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6.3. Qo‘shma fazolar

E fazosida aniqlangan f; va fy chiziqli funksionallarning yig‘indisi
deb

f@) = filz) + fo(z), v€E
ko‘rinishida aniglangan f funksionalga aytiladi va f; + fo ko‘rinishida
belgilanadi.
f chiziqli funksionalning « songa ko ‘paytmasi deb

g(z) =af(x), z€F

ko‘rinishida aniglangan g funksionalga aytamiz va af ko‘rinishida bel-
gilaymiz.

Chiziqli funksionallarning yig‘indisi va songa ko‘paytmasi chiziqli
funksional bo‘lishi ravshan. Shu bilan birga, FE chiziqli topologik
fazosida aniglangan barcha uzluksiz chiziqli funksionallar to‘plami
qo‘shish va songa ko‘paytirish amallariga nisbatan chiziqli fazo bo‘lishini
tekshirish qiyin emas. Bu chiziqli fazo E fazoga qo‘shma fazo deyiladi
va E* ko‘rinishida belgilanadi.

Masalalar

6.3.1. E normalangan fazoning (E*, | -||) qo‘shma fazosi
to‘la ekanligini i1sbotlang.

Yechimi. FE* fazosida {f,} fundamental ketma-ketligi berilgan
bo‘lsin. U holda har bir € > 0 soni uchun shunday n. soni topilib,
n,m > n. bo‘lganda ||f, — f|| < € tengsizligi o‘rinli. Demak, ixtiyoriy
x € E uchun

() = fun(@)] = [(fo = ) ()] < [ for = fonll - Nl < elle]],

ya'ni {f,(x)} ketma-ketligi yaginlashuvchi. Bu ketma-ketlikning limi-
tini f(x) orqali belgilaymiz. f(x) funksional chiziglidir:

flaz + By) = lim f,(ax + By) =

= lim (afu(@) + 5fu(y)) = af(z) + Bf(y).

Endi f(z) funksionalning uzluksiz ekanligini ko‘rsatamiz.

|fn(x) _ fm(x)‘ < 5H$||

tengsizligida m — oo bo‘lganda limitga o‘tamiz:

F(@) = ful@)] = lim [fule) = fulo)] < la].
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Bundan f — f,, funksionalning chegaralangan ekanligi kelib chiqadi. U
holda f = f,+(f— f,) funksional ham chegaralangan, Demak, uzluksiz.
Shu bilan birga, barcha n > n. sonlari uchun || f — f,|| < ¢ tengsizligi
o‘rinli, ya'ni lim f,, = f.

6.3.2. A;;rooR” fazosida norma

[|2]] = max |z
1<k<n

formula bilan aniqlansa, u holda uning qo‘shma fazosida
norma .
1711 = "SI (6.12)
i=1
kabi aniglanishini ko‘rsating.
Yechimi. =z = (x1,...,2z,) € R", f = (f1,...,fn) € R" = (R")*
bo‘lsin. U holda

n n
z)| = |szfz‘ < Z | fillzi| <
i=1 i=1
n
< 30U s ol = S
1=

i=1
ya'ni

@) < Nzl ) 1l (6.13)

1=1

Koordinatalari x; = sign(f;), ¢ = 1,n bo‘lgan x nuqtani olaylik. U

holda .
Z|fz Zf181gﬂ fz Zle'z— ;
=1

ya'ni
pAARINlE (6.14)
i=1
Endi (6.13) va (6.14) tengsizliklardan, (6.12) tenglik kelib chiqadi.
6.3.3. Agar R" fazosida norma

n
]l =) |ail
1=1

formula bilan aniqlansa, u holda uning qo‘shma fazosida
norma

£l = max [fj] (6.15)

1<k<n
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kabi: aniqlanishint ko‘rsating.
Yechimi. z = (z1,...,2,) € R", f = (f1,...,fn) € R* = (R")*
bo‘lsin. U holda

n n
)| = |Zx1fz‘ < Z | fillzi| <
i=1 i=1

1<k<n 1<k<n

n
<3 Jar] max [fel = [J2]] max |,
=1

ya'ni
7)) < llall x|l (6.16)

Aytaylik, max |fx| = |fj] bo'lsin. Koordinatalari x; = (signf;) d;;,
i=1,n bo‘lga;l T nuqtani olaylik. U holda

121]?2{ ‘fk| = fj Zfz Slgnfz ij = Zflxz =
ya'ni
max |f| > || f]]. (6.17)

1<k<n

Endi (6.16) va (6.17) tengsizliklardan, (6.15) tenglik kelib chiqadi.
6.3.4. Agar R? fazosida norma

]| = la1| + /23 + 23

formula bilan aniqglansa, u holda uning gqo‘shma fazosida
norma

/1l = max{|fil, \/ f7 + f3} (6.18)

kabi aniqglanishint ko‘rsating.
Yechimi. = = (z1,79,73) € R3, = (fi.fo. f3) € RS = (RS)*
bo‘lsin. U holda

3
D) =1 wifil < |Allwd] + |faxz + faxs| <
1=1

< |fllerl /73 + 13/a3 + a3 < max{| Al /72 + B a1+ a3 + 23),
ya'ni

[ (@) < [lof| max{| ], \/ /T + f3} (6.19)
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Agar f = 0 bo‘lsa, u holda (6.18) tenglik ravshan. Aks holda,
qyuidagi hollarni qaraymiz.

a) \/fE+ f2 > |fi|. Koordinatalari

B fo _ f3
VR R VR R

r1=0,x

bo‘lgan x nuqta olaylik.
U holda

IKMZhV%%§+ﬁ7%%E:Mﬁ+ﬁ,
ya'ni
| f1] = max{|fi],/ /7 + £33} (6.20)
b) /[ + f2 <|fi|. Koordinatalari

l'l:l,xg:o,l‘gzo

bo‘lgan x nuqta olaylik.
U holda

[f ()| = |fil,
ya'ni
L fIl = max{| f1].\/ f7 + f3}. (6.21)

Endi (6.19) (6.20) va (6.21) tengsizliklardan, (6.18) tenglik kelib
chiqadi.

6.3.5. ¢ fazoning qo‘shma fazosi {1 fazosiga izomorf ekan-
ligint ko‘rsating.

Yechimi. c fazosida quyidagi vektorlarni aniqlaymiz:

eo=(1,1,...,1,..)),

er=(0,0,...,0,1,0,...), keN.
k—1

Natijada har bir z = (,) € ¢ elementni

k
x = Epep + /}1_{1010 nz:; (& — &) en

ko‘rinishda yozish mumkin, bunda &, = lim &,.
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Aytaylik, f € ¢* bo‘lsin. U holda

k
f(z) = &f(eo) + lim Z (60 — &) f(en)

= oo + lim Z = &0) T

bunda ng = f(eg) va n, = f(e,), n € N.

Endi f(x) sonini boshqa ko‘rinishda ham yozish mumkin ekanlig-
ini ko‘rsatamiz. Buning uchun ¢, sonlarni sn = signn, ko‘rinishda
aniqlaymiz. Har bir m € N sonini tayinlab, z™ = (§,) € ¢ nuqtani
quyidagicha saylab olamlz n < m bo‘lganda fn = e,, n > m bo‘lganda
€, = 0. U holda ||z(™]| < 1. Natijada

= Il < II£I-
n=1

0
m € N ning ixtiyoriyligidan, >  |n,| < +oo kelib chiqadi, ya'ni (n,) €
n=1

oo

(1. Demak, har bir z = (,) € c elementi uchun » &,n, qator absolyut
n=1

yaqinlashuvchi va

n=1

Demak, agar f € ¢* bo‘lsa, u holda ixtiyoriy z = (§,) € ¢ uchun (6.22)
o‘rinli, bunda & = lim &,, 1y = const va (n,) € ¢;. Yuqoridadek,

m € N sonini tayinlab x,, = (§,) € ¢ nuqtani saylab olamiz: n < m
bo‘lganda &, = €,, n > m bo‘ganda &, = gy = signny (e, sonlari
yuqorida aniglandi). U holda ||z,,|| < 1, { = lim &, = ¢ va

n—oo

= [nol +Z!77n| + €0 Z -

n=m+1

Bundan

IfII'= sup [f(z)] = [f(zm)]

[l]|<1

va m — oo da

ol > mal < 1I£11-
n=1
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Har bir y = (,) € ¢; element (6.22) formula yordamida c¢ fazosida
biror uzluksiz chiziqli f funksionalni aniglaydi, Shu bilan birga,

00
LA = Tmol + > mal.
n=1

Demak, c¢* = /5.

6.3.6. /1 fazoning qo‘shma fazosi m fazosiga izomorf ekan-
ligine ko‘rsating.

Yechimi. & = (£1,&,--- ,&,,--+) € m bo‘lsa, u holda

flw) =) wi&, o= (z) € b (6.23)

formula ¢, fazoda chiziqli funksionalni aniglaydi.
f ning uzluksizligi

[f(2)] < sup &k Y [@il = 1€l lml 1] ]e,
1=1

ya'ni
A < [1E]m (6.24)

tensizligidan kelib chigadi.

Endi ¢, fazoda har bir uzluksiz chiziqli funksional (6.23) ko‘inishda
ekanligini isbotlaymiz.

¢ fazosida quyidagi vektorlarni qaraylik:

e, =(0,0,...,0,1,0,..), neN.
~1

U holda z = (z,,) € ¢; elementni

00
r — E €I;e;
1=1

n
ko‘rinishda yozish mumkin va ™ = 3~ z,e; uchun
i=1

e =l = 3wl — 0.

j=n+1
f € 47 bo‘lsin. U holda

flx)=f <Z iUz'Gi) =f <1}LIEOZ$ZGZ> —
=1 i=1
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i=1 1=1 1=1

bunda
& = f(ei), 1 € N.
&l = [f(ea)| < [If]]
dan (&) € m. Demak,
[1€]lm = sup [&x] < [I£] (6.25)

(6.24) va (6.25) dan ||f]| = ||€|| kelib chiqadi, ya'ni ¢ = m.

6.3.7. m* fazoning {1 fazoga izomorf emasligini ko‘rsating.

Yechimi. Ravshanki, ¢ yaginlashuvchi ketma-ketliklar fazosi m ning
qism fazosidir. ¢ qism fazoda

f(z) = nll_}IrOlo T, T = (x,) € C (6.26)

ifoda chegaralangan chiziqli funksionalni aniqlaydi.

rg = (1,1,...,1,...) € cnuqtada f(z9) = 1 dan ||f|| = 1 kelib chiqadi.
Xan-Banax teoremasidan bu funksionalni normasini saqlagan holda m
fazosiga davom ettirish mumkin.

Faraz qilaylik, bu funksional ¢; fazo elementi orqali aniglansin, ya’ni

shunday & = (&,) € ¢; topilib,

fl@) =Y xn&n, (x,) € m. (6.27)

e, = (0,...,0,1,0,...), n € N elementlarni qaraylik. (6.27) dan f(e,) =
0, n € N kelib chiqadi.
Ikkinchi tomondan, (6.27) ga ko‘ra

f(en) = fna n € N.
Bundan &, = 0, n € N. (6.27) dan esa
f(z) =0,V em.

Demak, f = 0. Bu esa || f|| = 1 ekanligiga zid. Hosil bo‘lgan ziddiyat-
dan, m* fazoning ¢, fazoga izomort emasligini kelib chiqadi.
6.3.8. Cla, b] fazoning refleksiv emasligini isbotlang.
Yechimi. Teskarisini faraz qilaylik. U holda chekli variatsiyali
funksiyalar fazosi V' da aniqlangan har bir uzluksiz chiziqli F(f) funk-
sional Cla, b] fazosidagi biror z(t) funksiya orqali aniglanishi kerak,
ya'ni
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Demak,

b

Fo(f) = / £(t) df (1),

a

bunda f(t) — Cla;b]* da f(z) funksionalga mos keluvchi chekli variat-
siyali funksiya.
Quyidagi funksionalni qaraylik:

Fo(f) = f(to+0) = f(to—=0)  (to € [a,b]).

Bu funksionalning chiziqli ekanligi ravshan, uzluksizligi quyidagi baho-
lashdan kelib chiqadi:

[Fo(F)] < £ (o +0) = flto — 0) < VI(f) = IIfII
Bundan tashqari Fy(f) # 0, shuning uchun [a b] da uzluksiz xy(t) #

0 funksiya mavjud bo‘lib, Fy(f f zo(t) df (t) tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Endi f f zo(s) ds funksiya’'ni qaraylik. Bu funksiya [a,b] da
uzluksiz bo lganhgldan, Fy(fo) = 0. Biroq ikkinchi tomondan,

b b

Fi(f) = [ao)ar®) = [ ab(e)de >0,

a a

Bu ziddiyatdan Cla, b] fazoning refleksiv emasligi ko‘rinadi.

6.3.9. L0, 1)* = {0} ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. Faraz qilaylik, f € L°0, 1)*, f # 0 mavjud bo‘lsin.
Yarim intervallarning xarakteristik funksiyalari chiziqli kombinasiyalari
L°(0, 1) fazoda zich bo‘lganligidan, shunday A; C [0, 1] yarim interval

topilib, f(xa,) = d1 # 0 o‘rinlidir. A; ni teng ikkita dizyunkt A}, Af
yarim intervallarga ajrataylik. xa, = xa; + xa7 bo‘lganligidan,

fxar) + f(xar) = f(xa,) #0

kelib chiqadi. Bundan f(xa;) # 0 yoki f(xar) # 0. Bu sonlarning
noldan farqlisiga mos keluvchi yarim intervalni Ay deb belgilaylik, ya'ni

f(xa,) =62 # 0, bunda p(Az) < 1/2.

Bu jarayonni davom ettirib,
a) p(An) < 1/2%
b) f(xa,) =0, #0

shartlarni qanoatlantiruvchi {A,,} yarim intervallarga ega bo‘lamiz.
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Endi z, = 6, xa, deylik. U holda u(A,) < 1/2" dan {x,} ketma-
ketlik o‘lchov bo‘yicha nolga intiladi, ya'ni x, - 0. f ning uzluksizligi-
dan, f(z,) — 0.

Lekin

f(xn) = f(éngAn) = 5,;15n = 1.

Hosil bo‘lgan ziddiyatdan f = 0, yani L°(0, 1)* = {0} ekanligini kelib
chiqadi.

6.3.10. E normalangan fazo va xo € E bo‘lsin. U holda
shunday f € F* mavjudks,

1Al =1

va
f(z0) = |||
tengliklar: o‘rinlidar.
Yechimi. zj elementning chiziqli qobigi .Z(x) da

fawo) = alfzoll

formula bilan aniqlangan funksionalni qaraylik.

| (awo)| = |af|zol|] = [lawol]

dan va normaning bir-jinsli qavariq funksionalligidan, Xan — Banax

teoremasiga asosan, bu funksionalni E fazosigacha davom ettiramiz.
U holda

1Al=1
va
f (o) = |0l

tengliklari o‘rinlidir.
6.3.11. F normalangan fazo va xy € E bo‘lsin. U holda

bao(f) = (o), [ € E

orqali aniglangan funksional E* da chegaralangan ekanligini
ko‘rsating.
Yechimi. fi, fo € E*, a1, as € R uchun

VYry( f1 + g fa) = (aifi + aafa)(x0) =
= ay f1(20) + aafa(z0) = 1the, (f1) + athe, (f2)-
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Bundan ,, chizigli funksional. Endi
[¢a0 ()] = 1f (@) | < [1£]]]]zoll

ekanligidan, 1,, chegaralangan funksional va ||¢,,|| < ||zo]|.
6.3.12. E normalangan fazo bo‘lsin. U holda

r€FE —, € B

orqalt aniqlangan  akslantirish izometriya ekanligin:
ko‘rsating.

Yechimi. 6.3.10-misoldan har bir x € E uchun ||, || < ||zo|| teng-
sizligi o‘rinli.

6.3.10-misolga asosan, har bir x € E uchun shunday f € E* topi-
ladiki, |f(x)| = || f||||z||- Bundan

5] = sup LS 1,
WA
ya'ni [|¢]| > ||e||. Demak,
146]] = Il

6.3.13. X Banazx fazosi, f, € X*, n € N va wxtiyoriy v € X
uchun

lim (z, f,,) = (x, f)

tengligr o‘rinly bo‘lsin. U holda f € X* bo‘lishint isbotlang.
Yechimi. 6.1.20-misolda A, operatorini f, funksional bilan al-
mashtirsak, misolning yechimi kelib chigadi.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. ¢y fazoning refleksiv emasligini ko‘rsating.
2. (; fazoning refleksiv emasligini ko‘rsating.

3. (, fazoning {, fazoga izomorf ekanligini ko‘rsating, bunda 1 < p <

oo,l—l—lzl.

4. Agar f chiziqli funksional ¢y C m fazoda chegaralangan bo‘lsa,
u holda bu funksionalni normasini saqlab, m fazosiga yagona usulda
davom ettirish mumkinligini isborlang.

5. Agar X cheksiz o‘lchamli normalangan fazo bo‘lsa, u holda X*
fazo ham cheksiz o‘lchamli ekanligini isbotlang.

6. X Banax fazosi bo‘lsin. Har bir M C X to‘plam uchun

M ={fe X" |f(z)| <1,Yze M



§6.4. Kuchsiz topologiya va kuchsiz yaqinlashish 239

to‘plamning yopiq va qavariq ekanligini ko‘rsating.

7. X va'Y normalangan fazolar, Z = X @Y ularning to‘g‘ri yig‘indisi
bo‘lsin. U holda Z fazodagi har bir uzluksiz chiziqli funksional f yagona
usulda

f((z,y)) = h(z) + g(y)

ko‘rinishda tasvirlanishini isbotlang, bunda h € X*, g € Y*.

8. X Banax fazosi bo‘lsin. Agar X* separabel bo‘lsa, u holda X
ham separabel ekanligini ko‘rsating.

9. X separabel bo‘lib, X* separabel bo‘lmagan X Banax fazosiga
misol keltiring.

10. Qo‘shma fazosi ¢ fazosiga izomorf bo‘lgan Banax fazosi mavjud
emasligini ko‘rsating.

11. X Banax fazosi bo‘lsin. Ixtiyoriy chiziqli erkli {x,} C X ketma-
ketligi uchun shunday {f,} C X* ketma-ketligi mavjud bo‘lib,

[fall =1 va  fi(z;) = dy

o‘rinlidir.

6.4. Kuchsiz topologiya va kuchsiz yaqinlashish

E' chiziqli topologik fazosida aniglangan barcha uzluksiz funksion-
allar to‘plamidan chekli sondagi fi, fo,..., f, funksionallarni olamiz.
Agar £ musbat son bo‘lsa, u holda

{z: |filx)|<e, 1=1,2,...,n} (6.27)

to‘plami E fazosida ochiq bo‘ladi. Shu bilan birga, bunday to‘plamlar
nol nuqtasini o‘z ichiga oladi. Shuning uchun u nol nuqtaning biror
atrofi. Bunday atroflar sistemasi nol nuqta atroflarining aniglovchi sis-
temasi bo‘ladi. F fazoda (6.27) ko‘rinishdagi to‘plamlar sistemasi hosil
etgan topologiya kuchsiz topologiya deyiladi.

Kuchsiz topologiya bo‘yicha yaqinlashishga kuzsiz yaqinlashish dey-
iladi. (6.27) ko‘rinishdagi to‘plamlar aniqlanishidan, {z,} C F ketma-
ketligi z € E elementiga yaqinlashishi quyidagiga teng kuchlidir:

f(xn) — f(x), fe Ll

Kuchsiz yaqinlashish z,, — x kabi belgilanadi.
E* fazodagi normaga mos keluvchi topologiyaga shu fazodagi kuchli
topologiya deyiladi.
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E chiziqli topologik fazosida x1, xs, ..., x, nugtalarni olamiz. ¢ > 0
bo‘lsin.
{feFE: |f(x)|<e, i=1,2,...,n} (6.28)

to‘plami E* fazosida ochiq bo‘ladi. Bu atroflar sistemasi nol nuqta
atroflarining aniqlovchi sistemasi bo‘ladi. E* fazoda (6.28) ko‘rinishdagi
to‘plamlar sistaemasi hosil etgan topologiya *-kuchsiz topologiya deyi-
ladi.

*_Kuchsiz topologiya bo‘yicha yaqinlashishga *-kuzsiz yagqinlashish
deyiladi. (6.28) ko‘rinishdagi to‘plamlar aniqlanishidan, {f,} C E*
ketma-ketligi f € E* funksionaliga yaqinlashishi quyidagiga teng kuch-
lidir:

folz) — f(x), x € E.

*-Kuchsiz yaqinlashish f;, v, f kabi belgilanadi.
Masalalar

6.4.1. E Banax fazosida {x,} ketma-ketlik kuchli yaqin-
lashuvcht bo‘lsa, u holda bu ketma-ketlikning kuchsiz yaqin-
lashuvcht ekanligint ko‘rsating.

Yechimi. Aytaylik, {x,} ketma-ketlik x elementga kuchli yaqin-
lashsin, yani ||z, — z|| — 0. Ixtiyoriy f € E* uchun

[f(@n) = f(@)] = |f(zn — 2)| < [[fll|zn — 2] =0

ekanligidan, f(z,) — f(z). Bundan z, — z.

6.4.2. E* fazosida {f,} ketma-ketlik kuchli yaqinlashuvchi
bo‘lsa, u holda bu ketma-ketlikning *-kuchsiz yaginlashuvchi
ekanligint ko‘rsating.

Yechimi. Aytaylik, {f,} ketma-ketlik f funksionalga kuchli yaqin-
lashsin, ya'ni || f, — f|| — 0. Ixtiyoriy x € F uchun

[fu(x) = f(@)] = |(fo = @) < N[l fo = fI] =0

ekanligidan, f,(z) — f(x). Bundan f, BCN f.

6.4.3. FE chiziqli topologik fazoda kuchsiz yaqinlashishga
quyidagicha ta’rif berish mumkin ekanligint isbotlang: x
nuqtast va {x,} ketma-ketligi berilganda har bir p € E* funk-
stonal uchun {p(z,)} ketma-ketligi p(xy) soniga yaqinlashu-
vchi bo‘lsa, u holda {x,} ketma-ketligi x, nuqtaga kuchsiz
yaqinlashuvchi deyilads.
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Yechimi. Oddiylik uchun zy = 0 va har bir ¢ € E* uchun ¢(z,) — 0
bo‘lsin. Nol nuqtaning ixtiyoriy

U=A{x:|piz)<e, i=1,..,k}

kushsiz atrofini olaylik. U holda har bir ¢ > 0 soni uchun shunday
n; (1 = 1,2,...,k) soni topilib, n > n; bo‘lganda |y;(z)| < & o‘rinli
bo‘ladi. n. = maxn; deb olsak, n > n. bo‘lganda z, € U ni yoza
olamiz.

Teskarisi, agar nol nuqtaning har bir kuchsiz U atrofi uchun shunday
ng soni topilib, n > ng bo‘lganda x, € U o‘rinli bo‘lsa, u holda n — oo
da har bir ¢ € E* uchun ¢(x,) — 0 ekanligi ko‘rinadi.

6.4.4. Normalangan fazoda berilgan har bir {r,} kushsiz
yaqinlashuvchi ketma-ketlikning chegaralangan ekanligini is-
botlang.

Yechimi. E* fazosida

Apn ={f : |f(zp)| <k}, E,n=1,2, ... (6.29)

to‘plamlarini qaraylik.
Tayinlangan z,, da f o‘zgaruvchidan olingan (f, x,) funksiya uzluksiz
bo‘lganligidan, (6.29) to‘plamlari yopiq bo‘ladi. Yopiq to‘plamlarning
oo
kesishmasi yopiq bo‘lganligidan, Ay = () Ak, to‘plami ham yopiq

n=1

bo‘ladi. {x,} ketma-ketligi kushsiz yaqinlashuvchi bo‘lganligidan, har
bir f € E* uchun f(z,) sonli ketma-ketligi yaqinlashuvchi, Demak,
chegaralangan. Boshqacha aytganda, E* fazosidan olingan ixtiyoriy f
element Aj to‘plamlarining bittasiga tegishli bo‘ladi. Shuning uchun

k=1

tengligini yoza olamiz. E* fazosi to'liq bo‘lganligidan, Ber teoremasi
(3.1.11-misolga qarang) bo‘yicha Aj to‘plamlarning bittasi, Aytaylik,
A,, to'plami biror B|fy, €] sharda zich bo‘ladi. A,, yopiq bo‘lganligidan,
Blfo, €] € A, o‘rinli. Natijada {z,} ketma-ketlik B[fy, ] sharida,
Demak, E* fazosida har bir sharda chegaralangan bo‘ladi. Jumladan,
birlik sharda ham chegaralangan. Boshqacha aytganda, {z,} ketma-
ketlik hadlari E** fazo elementlari sifatida chegaralangan. E C E**
munosabatidan {x,} ketma-ketlikning E fazosida ham chegaralangan
ekanligi kelib chiqadi.

6.4.5. F normalangan fazoda {z,} ketma-ketligi va v € E
element berilgan bo‘lib, quyidagr 1kki shart o‘rinli bo‘lsin:
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1) {||z,||} ketma-ketligi biror M soni bilan chegaralangan;

2) E* fazosida zich bo‘lgan biror A to‘plamdan olingan har
bir f uchun f(x,) — f(x).

U holda {z,} ketma-ketligining © nuqtaga yaqinlashuvchi
ekanint isbotlang.

Yechimi. ¢ = a1 f; + asfo + ... + arfr, f1, fo, ..., fr € A bo‘lsa, u
holda ikkinchi shartdan:

o(xy) = (o fi +aofo+ ... + apfi)(x,) =

= Oélfl(xn) + 052f2(xn) + ..+ akfk(xn) -
— arfi () + aofo () + ... + apfi () = ¢ (x) .

Endi E* fazodan ixtiyoriy ¢ element olaylik. {y,} orqali element-
lari A to‘plam elementlarining chiziqli kombinasiyalaridan iborat va ¢
elementga yaqinlashuvchi ketma-ketlikni belgilaymiz. ¢(z,) — ()
orinli ekanligini ko‘rsatishimiz kerak. M sonini ||x,|| < M, n =
1,2, ..., |lz|| £ M o‘rinli bo‘ladigan etib saylab olaylik.

wr — @ bo‘lganligidan, har bir ¢ > 0 soni uchun shunday k. soni
topilib, £ > k. bo‘lganda || — k|| < € tengsizligi o‘rinli boladi. Bundan

[p(mn) — p(2)] = |o(zn) — or(Tn) + @r(Tn) — wr(z) + @r(T) — P(z)] <

< Jp(@n) — @r(n)| + |on(zn) — or(@)] + [pr(x) — @(z)] <
<eM +eM + |or(x,) — @r(z)].

Shart boyicha pi(z,) — @r(z) bo‘lganligidan, har bir ¢ € E* uchun
o(rn) — @(r) — 0 ekanligi kelib chiqadi.

6.4.6. Chekli o‘lchamli R" evklid fazosida har bir kuch-
stz yaqinlashuvcht ketma-ketlikning kushli yaqinlashuvchi
ekanint isbotlang.

Yechimi. Aytaylik, {e, es, ..., e, } sistema R" daga biror ortonormal
bazis bo‘lib, {z;} ketma-ketlik R” da x elementga kushsiz yaqinlashu-
vchi bo‘lsin.

Ty = xg)el + e+ ac,({men,

bo‘lsin. U holda

..............................
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ya'ni {z)} ketma-ketlik z elementga koordinata bo‘yicha yaqinlashu-
vchi. Natijada,

n 1/2
|z — ]| = (Z () — :c@)?) 0,

1=1

ya'ni {z}} ketma-ketlik = ga kushli yaqginlashuvchi bo‘ladi.

6.4.7. C|0,2n] fazosida kuchli va kuchsiz yaqinlashishlar
o‘zaro teng kuchlimi?

Yechimi. C|0,2r] fazosida

2m
1
an(x) = ;/x(t) cosntdt, mn &N
0

formula orqali aniglangan uzluksiz chiziqli funksionallar ketma-ketligini
qaraylik.

Matematik analiz kursidan ma’lumki, [0,27] kesmada uzluksiz
bo‘lgan har bir x(¢) funksiya uchun uning Fure qatoriga yoyilmasi
koeffitsientlaridan tuzilgan {a,(z)} ketma-ketlik nolga yaqinlashuvchi
bo‘ladi (lim a,(z) = 0), ya'ni {a,(z)} funksionallar ketma-ketligi nol
funksiongl_g};o kuchsiz yaginlashuvchi bo‘ladi.

Shu bilan birga, a,(x) funksionallarni

2m t
1
an(x) = ;/x(t)d /cos nu du
0 0

ko‘rinishda yozish mumkin, bundan tashqgari

t 2T

X{ar] /COS nu du :/|cos nu | du,
te|0,27
0 0
ya'ni
1 2m | 1 %Qﬂ'
|an|| = —/]cosnt]dt = —Z / | cosnt|dt =
™) T S
n—1 2m

1 4
:—Z/|cosz|dz:—, (n € N).
nm T
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Demak, C|0,2n] fazosida qaralayotgan uzluksiz chiziqli funksion-
allarning {a,(x)} ketma-ketligi kuchsiz yaqinlashuvchi bo‘lib, kushli
yaqinlashuvchi emas.

6.4.8. C(Cla,b] fazoda sin(nt) ketma-ketligi kuchsiz yagqin-
lashuvchi bo‘ladimi?

Yechimi. z,(t) = sinnt ketma-ketlik hadlarida

f(x,) =z, (g) = sin n2_7r

ko‘rinishida aniglangan f funksionalni qaraylik.

{f(z)} ={1,0, =1,0,1,..}

bo‘lganligidan, bu ketma-ketlik yaqinlashuvchi emas. Demak, {z,}
ketma-ketlili kuchsiz yaqinlashuvchi emas.

6.4.9. (Shur teoremasi) (1 fazoda berilgan ketma-ketlikning
kuchsiz yaqinlashuvchiligidan, uning norma bo‘yicha yaqin-
lashuvcht bo‘lishi kelib chiqishini isbotlang.

Yechimi. ¢; fazosida {y,} ketma-ketligi yy nuqtaga kuchsiz yaqin-
lashuvchi bo‘lsin. U holda {z, : z, = y, — yo} ketma-ketligi 0 nuqtaga
kuchsiz yaqginlashuvchi bo‘ladi. Biz ||z,|| — 0 bo‘lishini ko‘rsatishimiz
kerak. Teskarisini faraz qilaylik. Ushbu

lim ||z, || =1 >0

munosabatni qanoatlantiruvchi ||z, || qism ketma-ketligi mavjud

AH ko‘rinishdagi elementlar

Hxnm
bilan almashtirib, nolga kuchsiz yaqinlashuvchi va har bir hadi normasi

1 ga teng ketma-ketlikga ega bo‘lamiz.
Demak, berilgan {z,} ketma-ketlik quyidagi shartlarni qanoatlanti-
radi deyishimiz mumkin:

bo‘lsin. Zarur bo‘lsa z,  elementlarni

2y — 0 (6.30)

va

|za|l =1 (n=1,2,...) (6.31)
bo‘lsin. Endi f; funksionalni quyidagicha aniglaymiz:
fi () =& (k=1,2,..).

(6.30) munosabatdan {fx(x,) : n = 1,2,...} ketma-ketlikning nolga
yaqinlashuvchi ekanligi, ya'ni

£ 0 (k=12,.) (6.32)

n—oo
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bo‘lishi kelib chiqadi. n; = 1 bo‘lsin. U holda

\g

= [lzn I = 1.

Natijada
> Je
k=1

tengsizlikni qanoatlantiruvchi p; > 0 soni mavjud bo‘ladi.
Aytaylik, quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi

Il=n1 <ny <..<nj

va
O=p0<p1<...<pj

butun sonlari tanlangan bo‘lsin:

Z‘g,ﬁ"s) <i (s=1,2,....7) (6.33)
k=1
va
5 1
3 ‘,i”“ >7 0 (=12). (6.34)
k=ps_1+1

U holda (6.33) munosabatga ko‘ra shunday n;;; > n; soni topiladiki,
natijada ushbu

Dj ( ) 1

j+1 -
>l <
k=1

tengsizligi o‘rinli bo‘ladi. Bu tengsizlik va (6.33) munosabatdan:

Z ‘gnﬁl Z ’§ nj41)

U holda quyidagi tengsizlikni qanoatlantiruvchi p;;; > p; nomerini tan-
lash mumkin:

3

n]+1
> > T
+1

k=P;

Pj+1

Z )5 njt1)

k=p;+1

Shu taxlitda fikrlashni davom ettirsak, (6.33) va (6.34) tengsizliklar
h’ar bir s = 1, 2, ... uchun o‘rinli bo‘ladigan ikkita 1 < n; < no < ... va

Z
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0=p) <p1 <..<p;<..butun sonlar ketma-ketliklarning mavjud
ekanligini ko‘rsatadi. Ushbu

M = signﬁl(cns) (ps—1 <k <ps; k,s=1,2,..)

ko‘rinishda belgilash kiritamiz. {n;} € ¢ bo‘lganligidan, ¢ fazosida
quyidagicha fy funksionalni qaraymiz:

) = anfk (z = {&1).
K1

fo(zy,) kattalikni quyidan baholaymiz. |n;| < 1 ekanligini e’tiborga
olsak,

[ fol

Ps Ps—1
> 3T mg™ | = ™| - Z gy

k:psfl"'l k=1 _ps 1
Ds Ps—1
R Ut B S Z 6| =
k=ps_1+1 k=1 k=ps+1
)
=2 Z |§an — llzn.ll-
k=ps_1+1

Demak, (6.31) va (6.34) bo‘yicha

1
fo(zn,) > )
tengsizligini yoza olamiz. Bu esa ||z, || = 1 shartiga zid. Demak,

[|n]] — 0.

6.4.10. H Hilbert fazosi, {z,} C H. Agar {x,} ketma-ketlik
rg € H nuqtaga kuchsiz yaqinlashib, ||z,|| — ||xo|| bo‘lsa, u
holda {x,} ketma-ketlik x, ga kuchli yaginlashishini ko‘sating.

Yechimi. {z,} ketma-ketlik g € H nuqtaga kuchsiz yaqinlashishi-
dan, har bir y € H uchun

(T, y) = (20,)

o‘rinlidir. ||z,|| — ||zo|| bo‘lganligidan,

(Tp, Tp) — (0, T0)-
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Bundan
Hxn - $0H2 = <SUn — Lo, Tp — 330> =

= (T, Tn) + (T0, x0) — (T, T0) — (Tn, Tg) =

= [(Tn, n) — (T, 20)] — [(Tn, To) — (T0, 20)] — 0,

yani ||z, — zo|| — 0.

6.4.11. {5 fazo birlik sferasining kuchsiz yaqinlashish
ma’nosida yopig‘int toping.

Yechimi. /¢, fazo birlik sharidan ixtiyoriy xy = (aq, o, ..., ay, ...)

nuqta olib, ushbu
r1 = (a1,4/1 —a3,0,0,...),

To = (041, a9,

Ty, = (1, ..., i,

1—zn:a§,o,o,...)
=1

ketma-ketlikni qaraymiz. Bu ketma-ketlikning barcha hadlari birlik
sferaga tegishli va xy nuqtaga kuchsiz yaqinlashadi. Demak, ¢ fazo
birlik sferasining kuchsiz yaqginlashish ma’nosida yopig'i birlik shardan
iborat.

6.4.12. H Hilbert fazosi, x,, x,y,, y € H bo‘lsin. Agar

T, — T VG Yy, A, y bo‘lsa, u holda

(Tn; Yn) — (2, y)

ekanligint ko‘rsating.
Yechimi. Quyidagini yozaylik:

<$na yn> - <xn — Ly Yn — y>+

(T — ,y) + (T, Yn — Y)-
T, — x ekanligidan, ||z,|| < M, ||z|| £ M, bunda M > 0. Bundan

(20 — 2,90 — )| < |len — |||y — yl] < 2M ||y, —y|| — 0,

(z, yn — )| < M|y, —yl| — 0,
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va
[{zn — 2, y)| — 0.

Demalk,
<xn7 yn> - <£IZ, y>

6.4.13. {5 da chegaralangan ketma-ketlik koordinatalar
bo‘yicha yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda bu ketma-ketlik kuch-
stz yaqinlashuvchi bo‘lads.

Yechimi. /¢, fazoda chegaralangan {x;} ketma-ketlik = elementiga
kuchsiz yaqginlashuvchi bo‘lishi uchun

(4)

(T, €;) = xki — 2D =(z, ¢), i=1,2,..,

bu erda e; = (1, 0,...), e = (0, 1, 0,....),... bajarilishi etarlidir.

Haqgigatan, e; elementlarning chizigli kombinatsiyasi ¢ fazoda zich.

Demak, ¢y da {z}} chegaralangan ketma-ketlik kuchsiz yaqinlashu-
vshiligi, ushbu vektorning x,(f) koordinatalar bo‘yicha sonli ketma-
ketliklarning har bir « = 1,2, ... uchun yaqinlashuvchi ekanligiga teng
kuchli.

6.4.14. /5 fazoda kuchsiz yaqinlashish kuchli yaqginlashish
bilan ustma-ust tushadimi?

Yechimi. /¢ fazoda ey, eo,..., e,,... ketma-ketliklar nolga kuchsiz
yaqinlashishini ko‘rsatamiz.

{5 da ixtiyoriy chiziqli f funksionalni skalyar ko‘paytma ko‘rinishida
yozamiz: f(x) = (z,a), x € {5 tayinlangan vektor. Bundan f(e,) = a,
va a, — 0, n — oo, u holda

lim f(e,) = 0.
llen|| = 1 dan {e,} ketma-ketligi nolga kuchli yaqginlashuvchi emas.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. CJ0,1] fazosida kuchsiz yaqinlashuvchi bo‘lib, norma bo‘yicha
uzoqlashuvchi ketma-ketlikka misol keltiring.

2. Ixtiyoriy Hilbert fazosi kuchsiz topologiyada to‘la bo‘ladimi?

3. fu(t) =sint, t € [—m, ] funksional ketma-ketlik Ly[—m, 7] kuch-
siz. yaqinlashuvchi bo‘lib, norma bo‘yicha uzoqlashuvchi ekanligini is-
botlang.

4. X Banax fazosi, {z,} C X, ||z,|| < 1. Agar z, — 2 bo'lsa, u
holda ||z|| < 1 ekanligini ko‘rsating.
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5. H Hilbert fazosi, zn, , yn, y € H bo'lsin. Agar z, — = va
Yn — y bo‘lsa, u holda

(T, Yn) — (2, 9)

o‘rinlimi?

6. {z,} C C|0,1] ketma-ketligi [0,1] ning har bir nuqtasida
yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda bu ketma-ketlik kuchsiz yaqginlashuvchi
bo‘ladimi?

7. Cla,b] fazoda cos(nt) ketma-ketligi kuchsiz yaqinlashuvchi
bo‘ladimi?

8. C|0, 1] fazosi kuchsiz to‘la bo‘ladimi?

9. Aytaylik, {x,} H Hilbert fazosida ortogonal sistema bo‘lsin.
Quyidagi tasdiglarning o‘zaro teng kuchli ekanligini ko‘rsating:

a) > x, qator yaqinlashuvchi;

n=1

(0.9]
b) > z, qator kuchsiz yaginlashuvchi;
n=1

o0
c) Y ||z gator yaqinlashuvchi.

10?_1]3anax fazosidagi kuchsiz yaqinlashuvchi ketma-ketlik kuchsiz
fundamentalligini ko‘rsating.

11. /5 fazoning birlik shari kuchsiz topologiyada kompakt ekanligini
isbotlang.



VII BOB
Chiziqli operatorlar fazosi

7.1. Chiziqli operatorlar fazosi

X normalangan fazoni Y normalangan fazoga akslantiruvchi barcha
chegaralangan chiziqli operatorlar to‘plamini B(X,Y) kabi belgilaymiz.
Agar X =Y bo'‘lsa, u holda B(X) kabi belgilanadi.

T,S € B(X,Y) operatorlar uchun ularning yig‘indisi 7'+ S deb

(T+S)(z)=T(x)+ S(x),zr€ X

formula orqali aniqlangan operatorga aytiladi.
T € B(X,Y) operatori va A € C soni ko‘paytmasi AT deb

(AT (x) = \T(x), z € X

formula orqali aniglangan operatorga aytiladi. Ravshanki, 7'+ S, \T'
operatorlar ham chiziqli operatorlar bo‘ladi.

Uzluksiz chizigli operatorlarning yig‘indisi va uzluksiz chiziqli op-
eratorning songa ko‘paytmasi, uzluksiz operator bo‘lishi normalangan
fazolarda amallarning uzluksizligidan kelib chiqadi. Demak, B(X,Y)
chiziqli fazo bo‘ladi.

Eslatib o‘tamiz, T' € B(X,Y) operator normasi

1Tl = sup{|[T(2)] - 2 € X, [|2|| < 1}

formula orqali aniglanadi.

Qo‘shish, songa ko‘paytirish va normaga nisbatan B(X,Y’) nor-
malangan fazo bo‘ladi.

H Hilbert fazosi bo‘lsin. B(H) fazoda har bir xz,y € X uchun

A€ B(H) — [(A(z),y)] (7.1)

formula yarim normani aniglaydi. (7.1) korinishdagi yarim normalar
B(H) fazoda hosil etgan lokal qavariq topologiyaga kuchsiz topologiya
(w-topologiya) deyiladi. Bu topologiyada yaqinlashishga kuchsiz yaqin-
lashish deyiladi va u A, — A kabi belgilanadi. Kuchsiz topologiya
ta’rifidan,

A, = A o lim (A, (2),y) = (A(z),y), Yo,y H

n—oo
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ekanligi bevosita ko‘rinadi.
B(H) fazoda har bir x € X uchun

A€ B(H) — ||A(x)|| (7.2)

formula yarim normani aniqlaydi. (7.2) korinishdagi yarim normalar
B(H) fazoda hosil etgan lokal qavariq topologiyaga kuchli topologiya
(s-topologiya) deyiladi.
Bu topologiyada yaqginlashishga kuchli yaqginlashish deyiladi va u
A, - A kabi belgilanadi. Kuchli topologiya ta'rifidan,
A, A & lim A,(z) = Az), Vo, e H

n—oo

ekanligi bevosita ko‘rinadi.
B(H) fazoda
A€ B(H)— ||A]| (7.3)

formula normani aniqlaydi. (7.3) korinishdagi norma B(H ) fazoda hosil
etgan lokal qavariq topologiyaga tekis topologiya (r-topologiya) deyiladi.

Bu topologiyada yaqginlashishga tekis yaqinlashish deyiladi va u
A, = A kabi belgilanadi. Tekis topologiya ta’rifidan,

A, = A < lim||4,—A||—0

ekanligi bevosita ko‘rinadi.

Aytaylik, L biror H Hilbert fazosinig qism fazosi bo‘lsin. H = L& L+
tengligidan har bir x € H vektori yagona ravishda x = y+ 2z ko‘rinishda
yoziladi, bunda y € L, z € L*+. P : H — H operatori har bir x € H
vektoriga uning L qism fazosiga proeksiyasi bo‘lgan y vektorini mos
qo‘ysin. Bu chiziqli operator L qism fazoga proektor deyiladi.

Py, P, proektorlar uchun P; P, = 0 bo‘lsa, P, va P, proektorlar or-
togonal deyiladi va P; L P, kabi yoziladi.

Masalalar

7.1.1. Agar X normalangan fazo, Y esa Banax fazosi
bo‘lsa, u holda B(X,Y) Banax fazosi ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. Aytaylik, {7} },en — B(X,Y) fazosining xohlagan fun-
damental ketma-ketligi bo‘lsin. U holda ixtiyoriy € > 0 soni uchun
shunday n. soni topilib, barcha n, m > n. sonlar uchun

T — Tl < e
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tengsizligi o‘rinli bo‘ladi. Natijada, X fazosining xohlagan x nuqtasi
uchun
1T () = To()[| < ([T = Tallllzll < ell]],
ya'ni
[T () — T ()| < el (7.4)
tengsizligiga ega bo‘lamiz. Bundan {7, (x)} ketma-ketlikning Y fazoda

fundamental ekanligi kelib chiqadi. Y to‘la bo‘lganligidan, {7},(x)} bu
fazoda yaqinlashuvchi bo‘ladi. Aytaylik,

lim T, (z) = T(x)

n—oo

bo‘lsin. Har bir z1, 29 € X, A\, A2 € C uchun

T()\liL'l + )\23)’2) = nhrgo Tn(>\1$1 + )\21‘2) =

= lim (>\1Tn($1) -+ >\2T(3§'2)) = )\1T(I’1) + )\QT(JZQ)

Demak, T' chiziqli operator bo‘ladi.
Endi (7.4) tengsizligida m — oo bo‘yicha limitga o‘tsak,

1T () = To(z)|| < ell]]

tengsizligiga ega bo‘lamiz. Natijada, T — T, operatorning B(X,Y") fa-
zosiga tegishli ekanligi kelib chiqadi. U holda T' = (T—1,,)+1,, operatori
ham B(X,Y) fazosiga tegishli. Shu bilan birga,

1T (z) = Ta(x)[| < el|]]

ekanligidan, |7 —T,,|| < € tengsizligiga ega bo‘lamiz. Shu sababli T, —
T. Demak, B(X,Y’) Banax fazosi bo‘ladi.
7.1.2. F" fazoni F" fazoga akslantiruvchi chiziqli operator-
larning umumay ko‘rinishini toping, bunda F = R yok: C.
Yechimi. Aytaylik, {ej,...,e,} sistema F" fazoning bazisi,
{f1, -, fm} esa F™ fazoning bazisi va A : F" — F"™ chiziqli operator
bo‘lsin. Agar z = (z;) € R” bo‘lsa, u holda

n
xr = E SCjej
Jj=1

va A operatorning chiziqli ekanligidan,

Az) = Z z;A(e;).
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Demak, A operatori {ey,...,e,} bazisdagi qiymatlari orqali to‘liq
aniqlanadi. Har bir A(e;) vektorning { fi, ..., fi} bazisi bo‘'yicha

m

Aley) = aif;

1=1

yoyilmasini olamiz. Bundan

= Z Z:amfu

Jj=1

ya'ni
n

m
v) =3 > aytifi
i=1 j=1

Demak, A operatori (aj;) matrisa orqali to‘liq aniglanadi.
Bunda x = (z1, ..., z,) vektor qiymati quyidagicha topiladi:

e
D a1

ailr a2 ... Qip T 1=1

a1 G2 ... Q2 o X9 - Zazz‘ﬂﬁi

aml am2 .. amn xn n

\Zamifﬁz‘)
7.1.3. R" fazosida ||z|| = max |z;| normast garalib, A : R" —
1<k<n

R" operatori {a;;}1<ij<n matrisa bilan aniqlansa, u holda

|A]] = max Z |aj] (7.5)

1<i<n
ekanligint ko‘rsating.

Yechimi. © = (21, -+ ,z,) € R", y = A(x),y = (y1,- -+ , yn) bo'lsin.
U holda har bir 7 € 1,n uchun

n
Yi = E QijLy.
J=1
Demak,

n n
il = 1) asai] < laijllzy| <
j=1 j=1
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n
<> aij] max |wi| = [[]] Z |aijl;
j=1 =1

ya'ni
lyll <[]l Y lail. (7.6)
j=1

n
Faraz qilaylik, max > |aij| ifoda maksimumga i = 4y da erishsin.
Stsn 321

Koordinatalari z; = sign(a;, ;) bo‘lgan x nuqtani olaylik. U holda y =
A(z) uchun

n n n
1@%2 il = D laigl = > iz = yip = lyio] < lyll;
=== j=1 j=1
.
ya'ni i
53%2 |aij] <[yl (7.7)
<isn

Endi (7.6) va (7.7) tengsizliklardan, (7.5) tenglik kelib chiqadi.
7.1.4. F Banaz fazosti va T € B(FE) bo‘lsin. Agar ||T|| <1
bo‘lsa, u holda (I —T)™' € B(F) va
(I-T)'=>"1"
n=0
ekanliginit ko‘rsating.

Yechimi. z € E bo'lsin. ||T|| < 1 bo‘lganligidan, S, = > T*

uchun m > n da

[15m(z) = Su(@)[| = || ZTm(fv) - ZTk(f)
= || Z THa) < Y ITH@)]| < (Z |T|k> [lzf] <

k=n-+1 k=n—+1 k=n+1

HTH”+1
TN ) Ml = Tzl = 0.
(Z I
Demak, {S,(z)} ketma-ketligi F fazoda fundamental, y = A(z) =

lim S, (x) deylik. U holda

n—oo
7]+

14() = Su@l| < 1=y

||
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n+1
ekanligidan, A — S, € B(F). Endi ||A — S,|| < J‘T‘—hm ekanligidan,

n — oo bo‘lganda, " T* = A kelib chiqadi.
k=0
Endi A = (I —T)! ekanligini ko‘rsatamiz. Har bir # € E uchun

(I =T)A)(x) = (I =T) lim S5, (z) =

= lim (I = T)(IT+ T+ T* + ... +T")(z) =
= lim (I — 7" (z) = lim (z — 7" (z)).
Endi ||T" Y (2)|] < ||T||""Y|z|] — O ekanligidan, lim 7""(z) — 0,
Bundan ((/ —T)A)(x) = z. Xuddi shunday, (A({ —T))(x) = z. Demak,
A=(I-T).

7.1.5. FE Banax fazosida aniglangan A, B chegaralangan
chiziqli operatorlar uchun

(A+B)"= A"+ B*

tenglik o‘rinli ekanligini ko‘rsating.
Yechimi. z € E,g € E* bolsin. U holda

(A+ B)"(g), ) = (9, Alx) + B(x)) = (g9, A()) + (9, B(x)) =

= (A%(g), ) + (B'(g),2) = (A"(9) + B"(9), 2,
ya'ni
((A+ B)"(9),x) = (A%(9) + B*(9), 7).
Bu tenglik barcha x € F/ uchun o‘rinli ekanligidan,

(A+ B)*(g9) = A*(g) + B*(9),

ya'ni
(A+ B)" = A"+ B".

7.1.6. &Y Banax fazosida aniqlangan A chegaralangan chiz-
iqlt operator va \ € C soni uchun

(AA)* = NA*

tenglik o‘rinli ekanligini ko‘sating.
Yechimi. z € E,g € E* bolsin. U holda

(AA) (9), 2) = (9, MA(2)) = Mg, A=) =
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= MA(g),z) = (A" (g). ),
ya'ni
(A4)*(g),z) = (AA"(g), 2).

Bu tenglik barcha x € E/ uchun o‘rinli ekanligidan,

(AA)*(g) = AA*(g),

ya'ni B
(M) = NA™
7.1.7. E,F Banax fazolari va A : E — F chegaralangan
chiziqli operator bo‘lsa, u holda ||A*|| = ||A|| tenglik o‘rinli

ekanligini ko‘sating.
Yechimi. z € E, g € F* bo'lsin. U holda

[(A%(9), z)| = g, A())| < [lgll[|A)[| < [lgll[|A[ll]=]]
ya'ni
[(A*(g), z)] < lgl[I|All]|]]-

Demak, |[A*(g)]| < [lgll[[A]l, yami |[A*]] < HAHA
Endi z € E va A(z) # 0 bo'lsin. yy = (z) deylik. U holda

1A ()]
|lyo|| = 1. 6.3.10-misoldan shunday g € F* mavjud bo'lib, ||g|| = 1 va

g(yo) = 1, ya'ni (g, A(z)) = ||A(x))||. Bundan

[1A@)[ = (g, A(z)) = (A"(9), 2) <
< [[A% ] < [TA gl = AT }]]],

vani [|A(z)|] < [|A*]|[|2||. Demak, [[A[| < [|A*]| va [|A|] = [|A"]].
7.1.8. Har bir n € N uchun A, : {, — {5 operatori

Ay (x) = (9,@,...,5—”,0,0, ) r= (&) €l

n n n

formula bilan aniqlansa, u holda {A,} ketma-ketlikning nol
operatoriga tekis yaqinlashishini ko‘rsating.
Yechimi. x € /5 uchun

e.¢]

1
[|An(@)]* = ZI&!Q 2Z\§k\2=@\lfcl\2

k=1
ekanligidan,

1A < L 0.
n
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Bundan {4, } ketma-ketlik nol operatoriga tekis yaqinlashadi.
7.1.9. Har bir n € N uchun A, : C[0,1] — C]0,1] operatori

(An(2))(t) = ¢"(1 = t)x(t), t € [0, 1]

formula bilan aniqlansa, u holda {A,} ketma-ketlikning nol
operatoriga tekis yaqinlashishini ko‘rsating.
Yechimi. z € C[0, 1] uchun

[[An(@)[] = mau [t(1 = )z (t)] <

nn
< t"(1—t = .
< max [¢7(1 = 1)} (nH)nHHJJH

n'" n "
Al <——— = 0.
! H_(n—|—1)"+1 (n—|—1> n+l

Bundan {A,,} ketma-ketlik nol operatoriga tekis yaqinlashadi.
7.1.10. Har bir n € N uchun A, : (o, — {5 operatori

An(ﬂf) = (51,52, ...,§n,0,0, ), Tr = (fk> - 62

formula bilan aniqglansa, u holda {A,} ketma-ketlikning birlik
operatoriga kuchli yaqinlashib, tekis yaqinlashuvchi emaslig-
int ko‘rsating.

Yechimi. z = (&) € ¢y uchun

[|An (@) — 2] = Z!fk\2—>0

k=n+1

Bundan

ekanligidan,
A, 1.

Endi har bir n € N uchun e,,1 = (0,...,0,1,0...) € {5 vektorini olsak,
——
u holda ||e,+1]|| = 1. Bundan

|An(en+1) = eniall = |10 — ensaf| = 1.
Demak,
1An = Il[ = sup |[An(z) = 2| = [[An(ens1) = enn]| =1

[lz[]<1

bo‘lganligidan, {A,} ketma-ketligi birlik operatoriga tekis yaqinlashu-
vchi emas.
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7.1.11. Har bir n € N uchun A, : ¢, — {5 operatori

An(x) = (0,0, vy Enat, Enao, ) , T = (gk) € Uy

formula bilan aniglansa, u holda A, - 0 ekanligini
ko‘rsating.
Yechimi. = = (&) € ¢y uchun

HAH(I)H2 - H (0707 -'-7€n+1a£n+27 ) H - Z |£/<:|2
k=n-+1
= (&) € fy ekanligidan, > [&]* < oo, bundan Y |&]* — 0.
k=1 k=n+1
Demalk,
1 An(2)]]* = Z [€k* — 0,
k=n+1

ya'ni A, — 0.

7.1.12. Har bir n € N uchun A, : ¢y — {5 operatori

An(:zs) = (0,0, ...,51,62, ), T = (fk) < 62

formula bilan aniglansa, uw holda A, —— 0 ekanligini
ko‘rsating.
Yechimi. = = (&), y = (tx) € {2 uchun

o0 o (0. ¢]
= Gtk < G >t
k=1 k=1 k=1

r = (&) € ¢y ekanligidan, i €17 < oo, bundan nh_)rgo i &n|? — 0.
Demalk, = =
(An(2),y) = 0,
ya'ni A, — 0.
7.1.13. Har bir n € N uchun A, : C[0,1] — C|0,1] operatori
t++
(An())(t) = n / o(s)ds, t € [0, 1]
t

formula bilan aniqglansa, u holda {A,} ketma-ketlikning birlik
operatoriga kuchli yaqinlashib, tekis yaqinlashuvchi: emaslig-
int ko‘rsating.
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Yechimi. = € C[0, 1] uchun ® boshlang‘ich funksiya bo‘lsa, u holda

t++ .

1 P(t+) —D(t
v [ et = ool = R i =),
¢ n
ya'ni
Ap(z) — .

Bundan {A,,} ketma-ketlikning birlik operatoriga kuchli yaqginlashadi
Endi x,(t) = "1, n > 2 bo‘lsin. U holda

|2,]] = max [t"! = max ¢" 1 =1,
0<t<l 0<t<1
yani ||z,|| = 1.
Endi
t++
_ _ t+1 _
() = ul| = s o [ 57 ds = 5771 = e 5775 s

t

1 ! n n—1
t+—) —t" =t =
n

— Imax
0<t<1

—1 1
NN Uity P IR S >
0<t<l 2n? n?
n(n —2 1 ma |72 = n(n—1) > 1
on 0<t<1 2n? 4

Demak,

| An = 1] = sup [|An(z) — 2| = [|An(zn) — 2a]| 2

|z|]<1

N

Bundan {A,} ketma-ketligi birlik operatoriga tekis yaqinlashuvchi
emas.

7.1.14. » € C[0,1] bo‘lsin. T, : L*[0,1] — L*0,1] operatori

T,(f)(t) = o) f(t), f € L*0,1]

Jormula bilan aniglanadi. T} = T, tengligini isbotlang.
Yechimi. Har bir f, g € L?[0,1] uchun

. THg)) = (Tu(f), ) = / (1) (D)5 (1) dt =
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_ / Ft)e(Dg(t) dt = (f.Fg) = (f, Tp(9)).

ya'ni
(f;T5(9)) = (. T(9))-

Bundan T (g) = T;:(g), yani T;; = T5.
7.1.15. H Hilbert fazosi va T € B(H) bo‘lsin. U holda

ker T* = R(T)™*

tengligint isbotlang.

Yechimi. Aytaylik, x € ker T* bo‘lsin, ya'ni T*(x) = 0. Ixtiyoriy
z € R(T)* nuqtani olaylik. U holda shunday y € H topiladiki, T'(y) =
z. Bundan

(z,2) = (T'(y), x) = (y, T"(x)) = (y,0) = 0,

ya'ni ixtiyoriy z € R(T) uchun (z,z) = 0. Demak, x € R(T)*, ya'ni
ker T C R(T)*.

Endi z € R(T)* bo'lsin, ya'ni ixtiyoriy y € H uchun (z,T(y)) = 0.

Bundan

(T"(2), 9)
yani T%(z) L y. Bundan T%(z)
R(T)*.

7.1.16. P: H — H proektor chegaralangan operator bo‘lib,
P #0 bo‘lganda ||P|| =1 ekanligini isbotlang.

Yechimi. P : H — H biror L qism fazoga proektor va + € H
bo‘lsin. U holda = y+z, bunday € L, z € L*. Pifagor teoremasidan,
lell2 = Ilyl2 + 12112, yani |lyl] < [Jz]l. Bundan [|P(x)]] = llyl] < [[2],
yani ||P|| < 1.

Agar P # 0 bo‘lsa, u holda 0 # = € L uchun ||P(x)|| = ||z||. Bundan
1Pl = 1.

7.1.17. P € B(H) proektor bo‘lishi uchun P> = P* = P
bajarilisht zarur va etarls.

Yechimi. P : H — H biror L qgism fazoga proektor va x € H
bo‘lsin. U holda # =y + 2, bunday € L, z € L*.

(=, T(y)) =0,
0, ya'ni z € kerT™. Demak, ker 1™ =

ya'ni P? = P. Bundan ||P(2)|| = |lyl| < [Ja]], ya'ni [|P]| < L.
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Endi 2y = y1 + 21, y1 € L, z1 € L* bo‘lsin. U holda
(z, P*(11)) = (P(x),21) = (y,y1 + 21) = (Y, 1) + (¥, 21) =

= (W) = (W) + (z,m1) = (Y + 2,21) = (z, P(21)),
vani (z, P*(x1)) = (z, P(x1)). Bundan P* = P.
Aksincha, P? = P* = P bo'lsin. L = {P(z) : x € H} yopiq qism
fazodir. Haqgiqatan, z,, € L, x,, — x bo‘lsa, u holda

r = lim x, = lim P(z,) = P(z),

yami x € L. P operatorining L qism fazoga proektor ekanligin
ko‘rsatamiz. = = P(z) + (I — P)(z), P(x) € L bo‘lganligidan,
(I — P)(x) € L* ekanligini ko‘rsatish etarli. y € L vektori uchun

(I = P)(x),y) = (I = P)(x), Py)) =

= (P*((I = P)(2)),y) = (P((I = P)(x)),y) = (0,y) =0,
yani (I — P)(x) € L*.
7.1.18. & : B(X,Y) =R, ®(A) = ||A|| akslantirishning uzluk-
stz ekanligini isbotlang.
Yechimi. Xohlagan ¢ > 0 son olaylik. Agar B(X,Y) fazosiga te-
gishli A, A” operatorlar uchun [|[A" — A”|| < & bo‘lsa, u holda

[D(AT) = ©(A")[ = Al = [A"]I[I < [|A" = A" < e.

Bundan berilgan akslantirishning B(X,Y’) da uzluksiz ekanligi kelib
chiqadi.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. Har bir z = (x1, 29, ..., Tp, ...) € {5 uchun
T(z) = (0,2x1, 9, 223, x4, ...)

deylik. U holda

a) har bir € ¢y uchun T'(x) € ¢5 ekanligini ko‘rsating;

b) T : {5 — {5 chegaralangan operator ekanligini ko‘rsating;

¢) ||T|| normasini toping;

d) har bir x € f5 uchun T'(z)? ni toping;

e) ||T?|| ni ||T]|* bilan taqqoslang.

2. X chiziqli fazo va A : X — X chiziqli operator uchun shunday
A, Ao, -+, Ay € Csonlari topilib, T+ M A+ A+ -4+, A" = 0 bo'lsa,
u holda A~! mavjud ekanligini ko‘rsating.
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3. P va (Q proektorlar bo‘lsin. P — () proektor bo‘lishi uchun PQ) =
QP = @ tengligi bajarilishi zarur va etarliligini isbotlang.

4. P va @) proektorlar bo‘lsin. P+ @) proektor bo‘lishi uchun PQ) =
QP = 0 tengligi bajarilishi zarur va etarliligini isbotlang.

5. P va @ proektorlar bo‘lsin. Agar P() = QP bo‘lsa, u holda
P+ @ — PQ proektor ekanligini isbotlang.

6. X Banax fazosi bo‘lsin. T'S — ST = I tengligini qanoatlantiruvchi
T,S € B(X) mavjud emasligini ko‘rsating.

7. X Banax fazosi bo‘lsin. Agar T € B(X) izometriya bo‘lsa, u
holda T™ izometriya ekanligini korsating.

8. X Banax fazosi bo'lsin. ||AB|| < ||A||||B]| tengsizlikni qanoat-
lantiruvchi A, B € B(X) operatorlarga misol keltiring.

9. Agar P va ) Hilbert fazosidagi proektorlar bo‘lsa, ||P — Q|| < 1
ekanligini isbotlang.

10. X Banax fazosi, A, B esa Y Banax fazosi gism fazolari bo‘lib,
Y = A®B. Uholda B(X,Y) = B(X, A)®B(X, B) ekanligini isbotlang,.

7.2. Chiziqli operatorlar spektri

FE Banax fazosi, T € B(F) va A € C bo'lsin. U holda A\] — T
operatorning yadrosi uchun quyidagi hollar o‘rinli:

a) agar AI —T operatorning yadrosi noldan farqli bo‘lsa, ya'ni T'(x) =
Az tenglama noldan farqli xy yechimga ega bo‘lsa, u holda A soni T'
operatorining zos soni, xy vektori esa xos vektor: deyiladi.

A — T operatorning yadrosi nol bo‘lsa, u holda (Al — 7)~! mavjud
va bu hol ikkitaga ajraladi:

b) (A — T)~! operatori aniqlangan, lekin chegaralanmagan;

c¢) (M —T)~! operatorining aniqlanish sohasi butun F fazosiga teng.
Bu holda teskari operator haqgida Banax teoremasidan, (Al — 7)™t op-
eratori chegaralangandir.

Agar A € C uchun a) yoki b) shartlar bajarilsa, yani A\I — T teskari
chegaralangan operator mavjud bo‘lmasa, u holda A € C soni T opera-
torining spektriga tegishli deyiladi. Spektr sp(7T") kabi belgilanadi.

Agar A € C uchun c) shatri bajarilsa, yami A\l — T teskari chegar-
alangan operator mavjud bo‘lsa, u holda A € C soni T operatorining
resolventasiga tegishli deyiladi. Resolventa res(T") kabi belgilanadi.
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Masalalar

7.2.1. F Banax fazost va 'l : E — E chegaralangan chiziqli
operator bo‘lsa, u holda

sp(T) C{A e C: Al < [T}

ekanligint ko‘rsating.
Yechimi. Aytaylik, |A\| > ||T|| bo‘lsin.

T
M-T=xI-%
(1=3)

T<1
A

tensizliklardan va 7.1.4-misoldan (A — T)~! € B(E) ekanligi kelib
chigadi. Bundan A € res(T"). Demak,

sp(T) Cc{Ae C: |\ <||T||}.

7.2.2. E Banax fazost va T : E — E chegaralangan chiz-
iqli operator bo‘lsa, u holda sp(T) yopiq to‘plam ekanligini
isbotlang.

Yechimi. res(T) = C\ sp(T) to‘plamning ochiq to‘plam ekanligini
isbotlash etarli. Aytaylik, A € res(T) va [ — | < |[(AM —T)7!|| bo‘lsin.

E=NN =T) | =1 =N|[M-T)""| <1
tensizlikdan va
El—T =N —T)I+ (=N =T)]

munosabatdan £ € res(T) kelib chiqadi. Demak, res(T") to‘plamning
har bir A nuqtasi o‘zining ||[(Al — T)7!|| atrofi bilan birga res(T)
to‘plamga tegishli bo‘ladi. Bundan res(T") ochiq to‘plamdir.

7.2.3. E Banax fazost va T : E — E chegaralangan chiz-
iqli operator bo‘lsa, u holda sp(T) bo‘sh bo‘lmagan kompakt
to‘plam ekanligint ko‘rsating.

Yechimi. 7.2.1-misoldan sp(T) chegaralangan to‘plam, 7.2.2-
misolga ko‘ra C da yopiq to‘plam. Demak, sp(T) kompakt to‘plam
bo‘ladi.

Endi sp(T') to‘plamning bo‘sh emasligini ko‘rsatamiz.



264 VII. Chiziqli operatorlar fazosi

Faraz qilaylik, sp(T) = 0, ya'ni res(T) = C bo‘lsin. U holda |A| >

|T|| uchun
_ 1 ( HTH)_1
Al

s =17 =5 -5

1T
32 3|

bo‘lganligidan,
Jim [|(A=T)7'| =0

kelib chigadi. U holda har bir f € E* uchun f((A — T)~1) = 0 o‘rinli.
Xan — Banax teoremasidan (Al — T)~! = 0. Hosil bo‘lgan ziddiyatdan
sp(T) # 0 ekanligi kelib chiqadi.

7.2.4. Agar A:C? — C? operatori

A(z,y) = (v + 2y, 2z — y)

formula orgali aniglansa, u holda bu operatorning xros son-
larin: toping.
Yechimi. A operatori ikki o‘lchovli fazoda aniglangan va uning

L1 :
matritsasi ( 9 _1 ) . Operator xos sonlar unga mos matritsa xos son-

1—A 2
det( 9 —1—)\)_0

tenglama ildizlaridan iborat. Bundan A\*> — 5 = 0, ya'ni A = ++/5.
7.2.5. T : ly — {5 chegaralangan chiziqli operatori

lariga teng bo‘lib, u

T($) - (0,&71,%’2,1’3, )7 Tr = (1171,.%'275173, ) - 62

formula bilan aniglanad:.
a) T operator normasini toping;
b) T operatorining ros soni mavjud emasligini isbotlang.
Yechimi. a) Har bir x = (x1,29,23,...) € {y uchun T'(x) =
(0, 1, z9, x3, ...) ekanligidan,

1T (@) = VO + Jaa? + Jwaf? + |25 + ... = ||]],

ya'ni ||T(z)|| = ||x||. Bundan ||T|| = 1.

b) Faraz qilaylik, A € C soni T operatorning xos soni bo‘lsin. U
holda noldan farqli z = (x1,x9, x3,...) € ¢y vektori topilib, T'(z) = Az
tengligi, ya'ni

(0,1, T2, x3, ...) = (Ax1, AT, Ax3, Ay, ...)
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tengligi bajariladi. Bundan Ax;y = 0 va ¢ > 1 bo‘lganda \x; = x;_;.

Agar A = 0 bo‘lsa, A\x; = x;_1 tengligidan 1 = 29 = 23 = ... = 0
kelib chigadi. Agar A\ # 0 bo‘lsa, Axy = 0 va Ax; = z;_1 tengliklardan
r1 = 9 = x3 = ... = 0 kelib chiqadi, ya'ni x = 0. Bu esa x # 0

ekanligiga zid. Demak, farazimiz noto‘g‘ri va T' operatorining xos soni
mavjud emas.
7.2.6. A:(C[0,1] — C|0,1] chiziqli operatori

(Ax)(t) = /x(s) ds, x= € C0,1]
0

formula bilan aniglanadi. Uning spektrini toping.
Yechimi. A" operator darajasini bo‘laklab integrallash orqali

topamiz:
t

ﬁ /(t — 5)" 1a(s) ds.

Bundan ||A"|| < 41)' Demak,

(-
(k) =

bo‘lganligidan, A operatori spektral radiusi

r(A) = lim [|A"||* = 0.

n—oo

(A")(t) =

Demak, sp(A) = {0}.
7.2.7. Agar A, B € B(FE) bo‘lsa,

sp(AB) U {0} = sp(BA) U {0}

tengligini isbotlang.
Yechimi. Aytaylik, A ¢ sp(AB) U {0} bo‘lsin. U holda shunday
C' € B(F) mavjud bo'lib,

C(M — AB) = (M — BA)C =1.
Bundan
(I + BCA)(M — BA) = (M — BA)(I + BCA) = \I.

Demak,
1
X(I +CBA)™' = A — BA.
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Bundan A ¢ sp(BA) U {0}.
7.2.8. C|0, 1] fazoda erkli o‘zgaruvchiga ko ‘paytirish opera-
tori berilgan: Ax(t) =tx(t), x € C[0, 1]. A ning spektrini toping.
Yechimi.

(M — A)x(t) = (A —t)x(t)
bo‘lganligidan, |A| > 1 uchun

(A= A)a(t) = s (h),

ya'ni (Al — A)~! chegaralangan operator bo‘ladi.

Al < 1da (M — A)7! chegaralanmagan operator. Bundan sp(A) =
[0, 1].

7.2.9. A chegaralangan chiziqli operator. o,3 € res(A)
uchun

Ra — R@ = (Oé — ﬁ)RﬁRa

tengligini 1sbotlang.
Yechimi.

A—al =A-pl+(f—a)l

tengligidan
R'=Ry'+ (68— a)l.

Bu tenglikni chapdan Rz ga ko'paytirsak, u holda
RsR,' =1+ (8- a)Rg.

Oxirgi tenglikni o‘'ngdan R, ga ko‘paytirsak, u holda
Rs =R, + (8 — a)RsR,.

7.2.10. Agar A:(C[0,1] — C|0,1] operatori

Az(t) = / st (t) dt

kabi aniqlansa, uning noldan farqli xos sonlarini toping.
Yechimi. \ # 0 operatorning xos soni bo‘lsin. U holda biror z # 0
uchun Ax(t) = A\z(t). Bundan

/1327536(3) ds = Ax(t).
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1

Agar ¢ = [ s*x(s)ds deb belgilasak, u holda
0

Bundan

Ya'ni A = 21[ kelib chiqadi.
7.2.11. A:C[0,1] — C|0,1] operatori

Ax(t) = z(0) + tz(1)

formula bilan aniglansa, u holda uning spektrini toping.
Yechimi. Avval operatorning xos sonlarini topamiz:

2(0) + tz(1) = Az (t). (7.8)

Bundan
z(t) = a+ pt
ko‘rinishga ega. Bu ifodani (7.8) ga qo‘ysak, u holda

a+ (a+ )= a+ A5t t € [0,1].
Endi 1 va t funksiyalarning chiziqli erkli ekanligidan,

{(1—)\)a:0,
a+(1—X)pF=0.

x(t) noldan farqli xos vektor. Demak, « va 3 lar bir vaqtda nol bo‘la
olmaydi. Bundan A = 1 xos son ekanligi kelib chiqadi.

A = 0 ham xos son ekanini ko‘rsatamiz. Bu esa noldan farqli z(0) =
z(1) = 0 bo‘lgan har bir funksiya

Az(t) =0

tenglamani qanoatlantiradi, ya'ni A = 0 soni xos sondir.
Endi har bir A # 0,1 soni A operatorning resolventasiga tegishli
ekanligini ko‘rsatamiz.

y(t) € C[0, 1] uchun

(Az)(t) = Az(t) = y(t) (7.9)
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tenglamani qaraymiz. ¢ = 0 va ¢t = 1 giymatlarda

y(1) y(0)
10 =7 *W =73~ a7

Bu qiymatlarni (7.9) ga qo‘ysak,

o y() y(0) ty(1) ty(0)
() === YT Y= VR (B VA

Bundan A # 0, 1 sonlari A — Al operatoriga teskari operator

» y(t)  y(0) ty(1) ty(0)
(A=AD)""y)(t) = - h +/\(1_)\) Jr)\(1_)\) B (1 —N)2

kabi aniqlanadi va chegaralangandir.
Demak, A operator spektri A = 0, 1 sonlardan iborat.
7.2.12. A:(C[0,1] — C|0,1] operatori

Az(t) = x(—t)

formula bilan aniqlansa, u holda uning ros sonlarini toping.
Yechimi. A operatorining xos sonlari

Az = Mz, z(—t) = Ax(t) (7.10)

tenglama noldan farqli z(¢) yechimga ega barcha A sonlardan iboratdir.
Ravshanki, A = 1 bo‘lsa, u holda har bir juft funksiya, A = —1
bo‘lsa, u holda har bir toq funksiya (7.10) tenglama yechimi bo‘ladi,
ya'ni A = £1 opertatorning xos sonlaridir.
A operatorining +1 dan boshqga xos sonlari mavjud emasligini
ko‘rsatamiz.
Faraz qilaylik, Ay # =1 uchun z((¢) funksiya (7.10) ning yechimi
bo‘lsin, ya'ni
l‘o(—t) = )\QZL‘Q(t), t e [O, 1] (711)

Bu tenglikda ¢ ni —t ga almashtirsak, u holda

xo(t) = Nozo(—t), t € [0, 1]. (7.12)
Endi (7.11) va (7.12) tengliklardan,

zo(t) = Nawo(t), t € [0, 1].

A2 # 1 bo‘lganligidan, 2o = 0, ya'ni A # %1 bo‘lgan sonlar operatorning
xos sonlari bo‘la olmaydi. Demak, xos sonlar A = 41 dan iborat.
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7.2.13. A: C[—n,n] — C[—mn,n] operatori

™

(Ax)(t) = /sin(t + s)x(s)ds

—T

formula bilan aniglansa, u holda uning noldan farqli xos son-
larint toping.
Yechimi. )\ # 0 soni operatorning xos soni bo‘lishi uchun

™

/sin(t + s)x(s) ds = \z(t)

—T

tenglama noldan farqli z(¢) yechimga ega bo‘lishi kerak. Bundan

sint/cos sx(s)ds — cost/sin sx(s)ds = \x(t), (7.13)
ya'ni
x(t) = asint 4+ [ cost.
Bu tenglikni (7.13) ga qo‘ysak, u holda
Aasint + A\ cost = masint 4+ w3 cos't.

sint va cost funksiyalarning chiziqli erkli ekanligidan,

a\ — fr =0,
am — A =0.

x(t) # 0 dan a # 0 yoki 3 # 0. Bundan
A =T, dg=—7
operatorning noldan farqli xos sonlaridir.
Mustaqil ish uchun masalalar

1. {cn}nen kompleks sonlar ketma-ketligi bo‘lsin. Agar T : {5 — (o
operator

T(SC) - (Clx17625€2,03$3, ), Tr = (561,562,1?3, ) € ly

formula bilan aniglansa, u holda
a) T chegaralangan chiziqli operator ekanligini ko‘rsating va uning
normasini toping;
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b) operator spektri sp(T') = {¢, : n € N} ga tengligini isbotlang.
2. F Banax fazosi va T' € B(FE) bo‘lsin.

(M —=T)MN +T) = NT-T?

ayniyat yordamida sp(T?) = {\? : A € sp(T)} ekanligini isbotlang.
3. T : ly — {5 chegaralangan operator

T(x) =(0,21,0,23,0,...), x=(x1,29,x3,...) € {y

formula bilan aniqlanadi.
a) 0 soni T operatorning xos soni ekanligini ko‘rsating;
b) T? ni toping va bu orqali sp(T) = {0} ekanligini ko‘rsating.
4. T : 5 — {5 chegaralangan chiziqli operatori

T(z)=(0,0,29,23,...), x=(x1,%2,23,...) € lo

formula bilan aniqglanadi.

a) T operator normasini toping;

b) T operatorining xos soni mavjud emasligini isbotlang.

5. T € B(X) operatori uchun 7% = 0 bo‘lsa, bu operatorning noldan
farqli xos sonlari mavjudmi?

6. A:C|—mn, 7| — C|—m, 7| operatori

™

(Az)(t) = /cos(t + s)z(s) ds
formula bilan aniglansa, u holda uning noldan farqli xos sonlarini top-
ing.
7. A: C|0,7] — C|0, ] operatori

™

(Az)(t) = /cos(t — s)x(s)ds
0
formula bilan aniqlansa, u holda uning noldan farqli xos sonlarini top-
ing.
8. Agar A : CJ0,1] — C0, 1] operatori
1

Ax(t) = /sztzx(s) ds
0
kabi aniglansa, uning noldan farqli xos sonlarini toping.
9. T € B(X) bolsin. Agar A € sp(T) bo‘lsa, u holda A" € sp(T")
ekanligini ko‘rsating.
10. T € B(X) bo'lsin. Agar T-! € B(X) va A € sp(T) bo'lsa, u
holda A™! € sp(T~ ') ekanligini ko‘rsating.
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7.3. Kompakt operatorlar

Oldingi bo‘limlarda ko‘rganimizdek, chekli o‘lchamli fazolarda chiz-
iqli operatorlar matritsalar orqali to‘liq aniqlanadi. Lekin cheksiz
o‘lchamli fazolarda chegaralangan chiziqli operatorlarni har doim ham
bunday tafsiflash mumkin emas. Chekli o‘lchamli fazolardagi oper-
atorlar sinfiga yaqin bo‘lgan operatorlar bu kompakt operatorlardir.
Kompakt operatorlar funksional analizning juda ko‘p tadbiglarida
qo‘llaniladi, asosiy navbatda, integral tenglamalar nazariyasida keng
qo‘llaniladi.

Ta’rif. Agar X Banax fazosidagi chiziqli operator har bir chegar-
alangan to‘plamni nisbiy kompakt to‘plamga akslantirsa, u holda A
kompakt operator deyiladi.

Chekli o‘lchamli fazolarda har bir chiziqli operator kompakt opera-
tordir. Chunki bu fazolarda chiziqli operator chegaralangan to‘plamni
chegaralangan to‘plamga akslantiradi va har bir chegaralangan to‘plam
nisbiy kompaktdir.

Agar X Banax fazosidagi A chiziqli operatorning qgiymatlari to‘plami
R(A) chekli o‘lchamli bo‘lsa, u holda A chekli o‘lchamli operator deyi-
ladi.

Masalalar

7.3.1. Agar A kompakt operator, B chegaralangan operator
bo‘lsa, u holda AB va BA ham kompakt operator bo‘lad:i.

Yechimi. Aytaylik, S C X chegaralangan to‘plam bo‘lsin. A kom-
pakt ekanligidan, A(S) nisbiy kompakt to‘plamdir. Nisbiy kompakt
to‘plamning uzluksiz akslantirishdagi obrazi nisbiy kompaktligi va B
operatorining uzluksizligidan, (AB)(S) = B(A(S)) to‘plam ham nisbiy
kompaktdir. Demak, AB kompakt operator bo‘ladi. Xuddi shunday
BA kompakt ekanligi kelib chiqadi.

7.3.2. Agar {A,} Banaz fazosidagi kompakt operatorlar
ketma-ketligi A operatoriga norma bo‘yicha yaqinlashsa, u
holda A kompakt operator bo‘lads.

Yechimi. A operatorining kompaktligini isbotlash uchun X fa-
zosidagi ixtiyoriy {x,} chegaralangan ketma-ketlik olinganda, {Ax,}
ning yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketligi mavjudligini ko‘rsatamiz.

Aj kompakt operator bo‘lganligidan, { A;x,, } ning yaqinlashuvchi qis-
miy ketma-ketligi mavjud. Aytaylik,

P U O
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shunday qismiy ketma-ketlikki, {Ale)} yaqinlashuvchi. Endi {Agxg)}
ketma-ketlikni qaraylik. Bu ketma-ketlikdan ham yaqinlashuvchi qis-
miy ketma-ketlik ajratish mumkin. Aytaylik,

@ L0 e
shunday qismiy ketma-ketlikki, {Agxg)} yaqinlashuvchi. Shu tarzda
mulohaza yuritib,

3) .3 3)

T Ty e Ty

qismiy ketma-ketlikka ega bo‘lamizki, {Agxﬁf’)} yaqginlashuvchi. Bu
jarayonni davom ettiramiz va diagonal ketma-ketlikni qaraylik:

xgl),xg),...,x%”),....

Har bir Ay,...,A,,... operatorlar bu ketma-ketlikni yaqinlashuvchi
ketma-ketliklarga o‘tkazadi.

Endi {Ax;n) } ham yaqinlashuvchi ekanligini ko‘rsatamiz. X to‘la
bo‘lganligidan, bu ketma-ketlikning fundamentalligini ko‘rsatish etarli.
Quyidagi o‘rinli:

[ Az — Az(V|| < [| Az — A (V]| +

[ Agy) — A |+ | Ay — Az,
Aytaylik, ||z,|| < C bo‘lsin. Oldin shunday & sonini olamizki,

A—A
| Wl < o4 30

bo‘lsin. Endi shunday ng sonini olamizki, n, m > ng sonlari uchun

bo‘lsin ({Akx%n)} yaqinlashuvchi ekanligidan, bunday son mavjud).
Bundan
Az™ — Az < 0= 0= ==
Demak, {qu(ln)} fundamental, bundan esa A kompakt operator bo‘ladi.
7.3.3. Cheksiz o‘lchamli X Banax fazosida birlik operator
kompakt operator emasligint ko‘rsating.
Yechimi. Faraz qilaylik, cheksiz o‘lchamli X Banax fazosida birlik
operator kompakt operator bo‘lsin. U holda X fazoning birlik shari
kompakt to‘plam bo‘ladi. Lekin cheksiz o‘lchamli fazoda uning birlik
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shari kompakt to‘plam emas. Demak, cheksiz o‘lchamli Banax fazosida
birlik operator kompakt operator emas ekan.

7.3.4. Cheksiz o‘lchamli X Banax fazosida kompakt op-
eratorning chegaralangan teskari operatori mavjud emas.

Yechimi. Faraz qilaylik, cheksiz o‘lchamli X Banax fazosida T" kom-
pakt operatorning chegaralangan teskari operatori 7! mavjud bo‘lsin.
U holda 7.3.1-misoldan I = T7T~! kompakt operator bo‘ladi. Lekin
7.3.3-misolga ko‘ra I kompakt operator emas. Hosil bo‘lgan ziddiyat-
dan, cheksiz o‘lchamli Banax fazosida kompakt operatorning chegar-
alangan teskari operatori mavjud emas kelib chiqadi.

7.3.5. X Banazx fazosida chegaralangan chekli o‘lchaml:
operatorning kompakt operator bo‘lishini ko‘rsating.

Yechimi. Aytaylik, A : X — X chegaralangan chekli o‘lchamli
operator bo‘lsin. U holda

{A() : ||| < 1}

chekli o‘lchamli R(A) fazoda chegaralangan to‘plam. 3.2.10-misoldagi
Boltsano — Veyershtrass teoremasidan, bu to‘plam nisbiy kompaktdir.
Demak, A kompakt operator.

7.3.6. H Hilbert fazost va A : H — H kompakt operator
bo‘lsa, u holda T = I — A operatori qiymatlari sohasi R(T)
yopiq ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. Aytaylik, y, € R(T) va y, — y € H bo‘'lsin. U holda
shunday z,, € H vektori topilib,

Yo = T(xn) = 2 — T(20) (7.14)

tengligi bajariladi. Har bir x,, vektoridan uning ker T" qism fazoga proe-
siyasini ayirib, x, vektorini ker 7' ga ortogonal etib olish mumkin. Endi
{z,} ketma-ketlikning chegaralangan ekanligini ko‘rsatamiz. Faraz qi-
laylik, {x,} ketma-ketlik chegaralanmagan bo‘lsin. U holda qismiy
ketma-ketlikka o‘tib, ||z,|| — oo deb olish mumkin. Endi (7.14) teng-

likdan
Tn A( n ) 0. (7.15)

]| ]|

A operatori kompakt ekanligidan, yana qismiy ketma-ketlikka o‘tib,
{A <_‘ |§n| ‘> } yaqinlashuvchi deb olishimiz mumkin. U holda {Hi—nu}

ketma-ketlik ham birlik normali biror z € H vektoriga yaqinlashadi.
(7.15) formuladan, T'(z) = 0, yami z € kerT. Endi z,, L kerT ekan-
ligidan, z L kerT. Demak, z € ker T+ va z € kerT. Bundan z = 0.
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Bu esa ||z|| = 1 tengligiga zid. Hosil bo‘lgan ziddiyatdan, {z,} ketma-
ketlikning chegaralangan ekanligi kelib chigadi.

Yana qismiy ketma-ketlikka o‘tib, {A(x,)} yaqinlashuvchi deb ol-
ishimiz mumkin. U holda (7.14) dan {x,} yaginlashuvchi bo‘ladi. Ay-
taylik, x = lim z,, bo‘lsin. Yana (7.14) tenlikdan y = T(z) kelib

n—oo

chigadi. Bundan y € R(T), ya'ni R(T') yopiq gism fazo.

7.3.7. Hilbert fazosidagi o‘z-o‘ziga qo‘shma operatorning
barcha xos qiymatlar:i haqiqiydir.

Yechimi. A = A* va A(z) = Az,  # 0 bo‘lsin. U holda

Mz, z) = Az, z) = (A(z),x) =

— (0, A"(2)) = (&, A(2)) = (2, A} = Nz, 2),

yani Mz, z) = Mz, x), yoki A||z||> = N||z||>. Endi ||z]| # 0 ekanligidan,
A =\, ya'ni A haqigiy son.

7.3.8. O‘z-0‘ziga qo‘shma operatorning har xil xos giymat-
lariga mos xos vektorlari ortogonaldir.

Yechimi. A o‘z-o'ziga qo‘shma operator, A # u bu operatorning xos
giymatlari bo‘lsin. x,y mos ravishda A, ;4 sonlarga mos xos vektorlar,
ya'ni A(x) = Az, A(y) = py bo‘lsin. U holda

Mz, y) = (Az,y) = (A(x),y) = (z, A™(y)) =

= (z, A(y)) = (v, py) = 1w, y) = piz,y),

yani (A — p)(z,y) = 0. Bundan (z,y) =0, ya'ni z L y.
7.3.9. 5 fazosida T operatori quyidagi

T((20)22,) = <0 o 22 x1>

27 n—1

formula orqali aniqglanadi. U holda
a) T operatorning kompakt ekanligini ko ‘rsating;
b) T operatorinig birorta xos soni yoqligini ko‘rsating.
Yechimi. a) x € ly vay = T(z),y = (y1,%2,Ys,...) bo'lsin. Har

bir x = (21,9, 23,...) € {5 uchun T'(x) = (O,xl,%,--- ,%,---)

ekanligidan, y, = %,n > 1. Agar HmH < 1 bo‘lsa, u holda

|z,| < 1,n € N. Bundan |y,| = \x” 1\ < 1,n > 1. Demak, y
nuqta asosiy parallelepipedda joylashgan va a8081y parallelepipedning
kompaktligidan birlik shar obrazi nisbiy kompakt bo‘ladi. Bundan T
kompakt operator.
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b) Faraz qilaylik, A € C soni T operatorning xos soni bo‘lsin. U
holda noldan farqli z = (21, 29, x3,...) € ¢y vektori topilib, T'(z) = Az
tengligi, ya'ni

<0’ 1, @7 . ol - > = (Ax1, Awo, A3, ATy, ...)

2 ‘n—1
tengligi bajariladi. Bundan Axqy = 0 va: > 1 bo‘lganda Az; = ﬁxi_l.
Agar A = 0 bo‘lsa, \x; = %xi_l tengligidan 1 = 2o = 23 = ... =0
kelib chiqadi. Agar A # 0 bo‘lsa, Az; = 0 va \x; = i—%xi_l tenglik-
lardan x1 = x9 = x3 = ... = 0 kelib chiqadi, ya'ni x = 0. Buesa z # 0

ekanligiga zid. Demak, farazimiz noto‘g‘ri va T' operatorining xos soni

mavjud emas.
7.3.10. A: [5[0,1] — L»[0,1] operatori
1

(Azx)(t) = /st(l — st)x(s) ds
0
formula orqali aniglansa, u holda A kompakt operatori ekan-
ligine isbotlang.
Yechimi. A operatorini quyidagi shaklda ifodalaymiz:
1

(Az)(t) = t / sx(s) ds — /1 a(s) ds = tey — £y,

0

1 1
bunda ¢ f sz(s)ds, cs f s?x( . Bundan A chekli o‘lchamli

operator va demak kompakt operator bo‘ladi.

7.3.11. Hilbert fazosidagi har bir kompakt operator chekl:
o‘lchamli operatorlar ketma-ketligining tekis limit: ekanligini
isbotlang.

Yechimi. Faraz qilaylik, {\,} ketma-ketlik A kompakt operatorin-
ing modullari bo‘yicha kamayish tartibida yozilgan xos sonlari, {e,, } xos
vektorlardan iborat ortonormal bazis bo‘lsin. U holda har bir z € H

uchun o
= Z An{x, en)e
n=1

tengligi o‘rinlidir. Har bir m € N uchun

= Zm: Az, en)e
n=1
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operatorini aniglaymiz. Bunda A,, chekli o‘lchamli operatorlardir. Endi
xr € H uchun

1A(z) = A ()| = (A(z) — Ay (2 — Ap(z
<Z)\xenen,oo n(T,en)e >

Z Z (x,en)en, \i(x, ep)er) =

n=m+1 k=m+1

=Y Onlreen ddreden) = 3 Pl en) P < [Pl
n=m+1 n=m+1
Bundan

I|A — Ayl < |Am| — 0.

7.3.12. H Hilbert fazosi, {e,} bu fazoda ortonormal bazis,
{\.} nolga monoton kamayuvchi sonlar ketma-ketligi bo‘lsin.
Har bir x € H uchun

oo

A(z) = Z AT, €n)en.

n=1

A chegaralangan operator va har bir )\, uning xos sonlari
ekanligint ko‘rsating.
Yechimi. z € H uchun

[A(@))]]* = (A(z), A(x))

I
—
E
>~
5
Q)
2
)
N
E
>~
S
\.H
[
2
Q)
3
~_
I

=D Na e <A [ en)” = M|,
n=1 n=1

ya'ni
A < Adf]].

Endi z = e; vektori uchun

[A(e)|* = (Aler), Aler)) =

- <Z )\n<617€n>€n7ZAn<elaen>en> = (Aren, Mer) = Aflled]]?,
n=1 n=1

ya'ni

[[ACe)l] = Adlleal]-
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Bundan
JA|] = A1

= Z >\i<€m> 6i>ei = \nén
i=1

ekanligidan, har bir A, operatorning xos sonidir.
7.3.13. A:(C[0,1] — C[0,1] operatori

= /K(s,t)x(t) dt
0

formula orqali aniglansa, u holda A kompakt operatori ekan-
ligint isbotlang.
Yechimi. M = sup |K(s,t)| bo'lsin. U holda {(s,t) : 0 < s,t <

0<s,t<1

1} to‘plamning kompaktligidan, K(s,t) funksiya bu kvadratda tekis
uzluksiz bo‘ladi, ya’ni Ve > 0 uchun 46 > 0 topilib,

Endi

|31 —82‘ + ‘tl—t2| <0

bo‘lganda
|K(81, tl) — K(SQ, t2)| < £
tengsizligi bajariladi. Bundan
1

MM—MMFi/MMﬁ—K@ﬁn@ﬁg
0

1
< [1KGs1t) = K(sa,t)l0)]dt < [ ljol]de = el o
0 0
ya'ni

[y(s1) — y(s2)| < ellz]l. (7.16)

(7.16) tensizlikdan y(s) funksiya'ning uzluksizligi kelib chiqadi, ya'ni
y € C0,1].

Endi F = {z : 2 € C]0,1]} chegaralangan to‘plam bo‘lsa, u holda
(7.16) tengsizlikdan {A(x) : x € F'} to‘plamning tekis darajali uzluksi-
zligi kelib chigadi.

Agar ||z|| < ¢ bo‘lsa, u holda

1

loll = sup [o(s) / (s, Dll(t)] dt < M]Ja]|,
0



278 VII. Chiziqli operatorlar fazosi

ya'ni
lyll < Me.

Demak, A operatori har bir chegaralangan to‘plamini tekis chegaralan-
gan va tekis darajali uzluksiz to‘plamga, ya'ni nisbiy kompakt to‘plamga
o‘tkazadi. Bundan A operatori kompakt bo‘ladi.

7.3.14. A: Ly[0,7] — C[0, 7| operatori

™

(Ax)(t) = /sin(t + s)x(s) ds

0

formula orqali aniglansa, u holda A kompakt operatori ekan-
ligine 1sbotlang.
Yechimi. = € L]0, 7] va ||z|| < 1 bo‘lsin. U holda

a)

s ™

|A(x)(t)] = /sin(t—l—s)x(s) ds| < /sinQ(t—i—s) ds /|x(s)|2ds:
0

0 0

™

< /1d$ 2] < V.

0

ya'ni [A(x)(1)] < V7.
b)

|A(z)(t1) — A(z)(t2)] = /[sin(t1 + 5) —sin(ty + s)]z(s) ds| =
0

™

t1 —t 1+t
=2 /sin 12 2 cos(s + 1—5 2Va(s)ds| =

0

™

)2 ds / 2(s) 2 ds <

0

11 — 1o

1 +1
< /[sin 5 cos(s + Lreh
0

< |ty — to| /T,
vani [A(z)(t1) — A(z)(t2)| < [t — to| /7.
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Bundan A operatori Ls[0, 7] fazo birlik sharini tekis chegaralangan
va tekis darajali uzluksiz to‘plamga o‘tkazadi. Demak, A kompakt op-
erator bo‘ladi.

7.3.15. Agar T : H — H ermit kompakt operatori bo‘lsa,
u holda +||T|| sonlardan kamida bittasi T operatorining xos
sonlart ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. 7 = 0 operatori uchun ravshan bo‘lganligidan, T # 0
holni qaraymiz. 7" ermit operatori bo‘lganligidan,

1Tl = sup [{T'(x), )]

tenligi o‘rinli. Bundan H fazoda shunday {x,} ketma-ketlik mavjud
bo'lib, ||z,]| = 1 va n — oo da (T'(x,),x,)| — ||T||- Yana T ermit
operatori bo‘lganligidan,

(T(@n), ) = (@n, T"n) = (@0, T(an)) = (T (a), 20),
ya'ni (T'(z,), x,) haqiqiy son. Qismiy ketma-ketlikka almashtirib,
(T'(zn), xn) — A,
bunda A = ||T'|| yoki A\ = —||T'|| deb olamiz. U holda
T (z,) — Axp||? = (T(2) — Az, T() — Azy) =
= IT(za)[I* = 2MT (za), 20) + N[Jan][* <
< TP llzall® = 2MT (@), @) + N |zl * =
= 2\% — 2M(T(2), Tn),
ya'ni
0 < ||T(zn) — Azp| 2| < 20% — 20M(T(2,), ,) — O.

Bundan
T(xz,) — Az, — 0.

Endi T operatorining kompaktligidan, {z,} ketma-ketlikning shun-
day {x, } qismiy ketma-ketmaligi mavjud bo‘lib, {T'(z,,)} ketma-ketlik
yaqinlashuvchi bo'ladi. T'(x, ) — y bo'lsin. U holda Az, — y va
NI (zy,,) — T'(y). Bundan T'(y) = Ay. Nihoyat

Iyl = lim {[Azn, || = A] = [|T]] # 0

ekanligidan, A soni 7" operatorining xos soni bo‘ladi.
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7.3.16. Agar A:C[0,1] — C|0,1] operatori
Ax(t) = tx(t)

kabt aniglansa, u holda A kompakt operator bo‘ladimai?
Yechimi. C|0, 1] fazoda quyidagi funksiyalarni qaraylik:

0, agar t € |0, % + 2n1+1>7
a(t) = 27— 2" — 1, agart € [§+ ke L4+ 2),
L agar t € [2 + o, 1]

U holda ||z,|| =1 vat, = %+2Ln uchun z,(t,) = 1, x,,(t,) =0, n > m.

Bundan 1
| Az, — Az || > [thzn(tn) — thxm(t,)] > 3

ya'ni

||Ax,, — Azp,|| >

N| —

Bundan {Az,} ketma-ketlikning birorta ham qismiy ketma-ketligi
yaqginlashuvchi emas. Demak, A kompakt operator emas.
7.3.17. Agar A:(C[0,1] — C|0,1] operatori

Az(t) = (%)

kabi aniqlansa, u holda A kompakt operator bo‘ladimi?
Yechimi. =z, va t, lar oldingi masaladagi funksiya va nuqtalar

bo‘lsin. Har bir n uchun y, = z,(v/t) deylik. U holda
Ay — Aym|| = ‘xn(tn) — o (ty)| > 1,

ya'ni
||Az, — Axp,|| > 1.

Demak, A kompakt operator emas.
7.3.18. Agar A:C[0,1] — C|0,1] operatori

Az(t) = jetsx(s) ds

kabi aniqlansa, u holda A kompakt operator bo‘ladimi?
Yechimi. z, € C[0,1], ||z,|| =1 bo‘lsin. U holda

1 1
Az, (t) = /etsxn(s) ds = et/esxn(s) ds.
0 0
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Agar
1
a, = /esxn(s) ds
0

deb belgilasak, u holda

1
la,| = |/esxn(s) ds| <e,
0

ya'ni {a,} chegaralangan sonli ketma-ketlik. Demak, uning yaqinlashu-
vchi qismiy ketma-ketligi mavjud. U holda

Az, (t) = aye’

ham yaqinlashuvchi gismiy ketma-ketligiga ega. Demak, A kompakt
operator ekan.
7.3.19. Agar A:(C[0,1] — C|0,1] operatori

Ax(t) = z(0) + tz(1)

kabi aniqglansa, u holda A kompakt operator bo‘ladimi?
Yechimi. z,, € C[0,1], ||x,|| =1 bo'lsin. Agar

deb belgilasak, u holda
lan| <1, [by] <1,

vani {a,}, {b,} chegaralangan sonli ketma-ketliklar. Demak,
{an,}, {bn, } yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketliklar mavjud. U holda

Az, (t) = ay, + thy,

ham C]0, 1] da norma bo‘yicha yaqinlashuvchi bo‘ladi. Bundan A kom-
pakt operator ekan.

Mustaqil ish uchun masalalar

1. A:C[0,1] — C]0, 1] operatori

(Af)(t) = / K(t,)f(s)ds+ 3 gn() (1)
0 k=1
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formula orqali aniglansa, bunda K(t,s) — 0 < ¢, s < 1 kvadratda uzluk-
siz, pi(t) € C[0,1], tx € [0,1], k = 1,n. A kompakt operatori ekanligini
isbotlang.

2. Hilbert fazosidagi har bir chegaralangan chiziqli operator kom-
pakt operatorlar ketma-ketligining kuchli limiti ekanligini isbotlang.

3. H Hilbert fazosi, {en}neN ortonormal bazisi va A : H — H

chegaralangan operator. Agar Z | A(e,)||? qator yaginlashuvchi bo‘lsa,

u holda A kompakt operator ekanhgml isbotlang.

4. Kompakt operator giymatlar sohasi separabelligini isbotlang.

5. H Hilbert fazosi, {e,} ey ortonormal bazisi va A : H — H
kompakt operatori bo‘lsa, u holda ||A(e,)|| — 0 ekanligini isbotlang.

6. Har bir A : /5 — ¢ chegaralangan chiziqli operatori kompakt
ekanligini isbotlang.

7. A:C|0,1] — C0,1] operatori

—jK(t,s)f(s)ds

formula orqali aniglansa, bunda K(t,s) — 0 < t,s < 1 kvadratda uzluk-
siz, u holda A chegaralangan teskari operatorga ega bo‘lisihi mumkinmi?

8 - 12 misollarda A : C[0, 1] — C'[0, 1] kompakt operator bo‘ladimi?
t

8. Ax(t) = [ x(s)ds;

0

1
9. Ax(t) = [x(s)|t — s| " ds;
0

10. Ax(t) = Oflx(s)(t — s)"tds;
11. Ax(t) = Ofl:c(s)(t — 5)"*ds;

12. Az(t) = [ z(s)tan(|t — s|7Y/2) ds.
0
13. H Hilbert fazosi va A : H — H kompakt operator bo‘lsin. Agar

T, — x bo‘lsa, u holda ||Ax, — Az|| — 0 ekanligini isbotlang.

14. H Hilbert fazosi va A : H — H kompakt operator bo‘lsin.
Agar {e,} C H ortonormal sistema bo‘lsa, u holda Ae,, — 0 ekanligini
isbotlang.
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7.4. Integral operatorlar va tenglamalar

Agar funksional tenglamada noma’lum funksiya integral ishorasi os-
tida qatnashsa, u holda bu tenglama integral tenglama deb ataladi. In-
tegral tenglamadagi ifoda noma’lum funksiyaga nisbatan chiziqli bo‘lsa,
u holda tenglama chiziqli integral tenglama deb ataladi. Endi chiziqli
integral tenglamalarning ahamiyatli sinflaridan birini qaraymiz:

b
S(t) = A / K(t,5)f(s)ds + f(1) (7.17)

ko‘rinishidagi tenglama II-tur Fredholm integral tenglamasi deyiladi.
Bunda ¢(t) noma’lum funksiya, f(t) va K(t,s) berilgan funksiyalar, A
sonli parametr. K (¢, s) funksiyasi 0 < ¢, s < 1 kvadratda aniglangan va
u integral tenglamaning yadrosi deb ataladi. Agar K (¢, s) funksiyasi

b b
//K(t,s)dsdt<oo

shartini qanoatlantirsa, u Hilbert — Shmaidt yadrosi deb ataladi.

/K(t, s)f(s)ds = f(t) (7.18)

tenglamasi I-tur Fredholm tenglamasi deyiladi. Agar K (t,s) funksiyasi
s > t qiymatlarda K(t,s) = 0 tengligini qanoatlantirsa, u holda (7.17)
va (7.18) tenglamalar mos

(1) = A / K(t5)f(s)ds + f(¢), (7.19)

/K(t, s)f(s)ds = f(t) (7.20)

ko‘rinishlarga keladi. Bunday tenglamalar I va II Volterra tenglamalar:
deb ataladi.

Agar yuqoridagi tenglamalarda K (t,s) = K(s,t) bo‘lsa, u holda ular
simmetrik integral tenglamalar deyiladi.
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Integral tenglama yadrosi

n

K(t,s)=>_ai(t)bi(s)

i=1
ko‘rinishda bo‘lsa, u holda u aynigan yadro deyiladi. Faraz qilaylik,
(7.17) tenglama aynigan yadroga ega bo‘lsin. U holda

b
)\Zaz / )f(s)ds + f(t) (7.21)

tenglamasiga ega bo‘lamiz. Bu tenglama yechimi ¢ = ¢(t) funksiyasi
bo‘lsin. Agar

b
¢ = /gp(s)bi(s) ds, i=1,n

deb belgilasak, u holda (7.21) tenglamanging yechimi quyidagi
ko‘rinishga keladi:

=)+ A zn: ¢ia;i(t). (7.22)

Bu tenglikni b;(t),7 = 1,n funksiyasiga ko‘paytirib, [a,b] segmentda ¢
o‘zgaruvchisi bo‘yicha integrallaymiz:

/ /f +Azcj/aj ci=1n. (7.23)

Tenglikning o‘'ng tomonidagi integrallar o‘zgarmas sonlar bo‘lib, ularni
quyidagicha belgilaymiz:

U holda (7.23) tenglama

C;, — )\ Z kijcj fl, = , (724)
j=1
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ko‘rinishga keladi. Bu tenglamalar sistemasining ¢, co, - - - , ¢, yechim-
larini (7.22) ga qoyib, (7.21) integral tenglama yechimiga ega bo‘lamiz.
Agar (7.24) tenglamalar sistemasi yechimga ega bo‘lmasa, u holda
(7.21) integral tenglama ham yechimga ega bo‘lmaydi.

Integral tenglamalarni yechimini ketma-ket yaqginlashtirish usuli bi-
lan topish mumkin. Faraz qilaylik, M = max |K(t,s)| bo‘lsin. Agar

a<t,s<b
1

|A| < (=) bo‘lsa, u holda (7.21) tenglama echimi uchun

p(t) = lim (1)

n—oo

tengligi bajariladi, bunda

Oni1(t) = )\/K(t,s)cpn(s) ds+ f(t),n=0,1,2,--- . (7.25)

@o(t) funksiyasi sifatida [a, b] segmentda uzluksiz ixtiyoriy funksiya’ni
olish mumkin.

Agar (7.17), (7.18), (7.19) va (7.20) tenglamalarda f(¢) = 0 bo'lsa,
u holda bir jinsli integral tenglama, aksincha, f(t) # 0 bo‘lsa, bir jinsli
bo‘lmagan integral tenglamalar deyiladi. Xususiy holda,

t

() = / (f_(ss))a ds, (0<a <1, f(0)=0)

tenglama Abel tenglamasi deyiladi.
Masalalar

7.4.1. Agar A Hilbert — Shmaidt operatorining yadrosi
K(s,t) bo‘lsa, u holda A* qo‘shma operatori K(t,s) yadroli
Hzilbert — Shmadt operatori ekanligini ko‘rsating.

Yechimi. f,g € Lyla,b] bo‘lsin. U holda

b

<f,A*g>=<Af,g>=/ /K(s,t)f(t)dt g(s)ds =

—/b/bK(s,t)f(t)@dtds—/b /bK(s,t)@ds f(t)dt =
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=/bf(t) /bK(S,t)g(S) ds dt:/bf(s) /bK(t, s)g(t)dt % ds,
ya’ma a b b a :
<f,A*g>=/f(s) /K(t,s)g(t) dt % ds
Bundan

Demak, A* qo‘shma operatori K (¢, s) yadroli Hilbert — Shmidt operatori
bo‘ladi.
7.4.2. Cla,b] fazosida

AF) = [ K(t.9)f(5)ds + o0

operatorning biror darajast qisqartirib akslantirish ekanligini
ko‘rsating.
Yechimi. f,g € Cla,b] bo'lsin. U holda

IAﬂﬂ—AmwhﬂMl/Kﬁﬁﬂﬂﬂ—gwﬂ% <

< [A[M(t — a) max |f(s) — g(s)],

a<s<b
bunda M = max |K(t,s)|. Bundan
a<t,s<b
t — 2
425(0) — A9(0)] < AP L,
bunda m = max |f(s) —g(s)|. Umnuman,
t — a)”
47 5(0) - Ag(n)] < A ar
Demak,
t _ n
apar =9

n!
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tengsizlikni qanoatlantiradigan n soni uchun A" qgisqartirib akslantirish
bo‘ladi.

7.4.3.
1

o(t) = 2/(1 +ts)p(s) ds + 12
0
aynigan yadroli tenglamani yeching.
Yechimi. Berilgan tenglamani
1
o(t) = / ds+2t/sgp ) ds + t*
0 0

ko‘rinishda yozib,
1

= /gp(s) ds

0

cy = /1590(5) ds

0
deb belgilasak, u holda ¢(t) = 2c; + 2cot + t2.
Endi ¢; va ¢s noma’lumlarni topamiz:

va

1 1
1
:/sﬁ(t)dt:/(201+202t+t2)dt:201—|—02—|-§,
0 0

ya'ni c; + ¢y = —%. Xuddi shunday

1 1
2 1
/tgo = /(201t + 2e9t% + t3) dt = c; + 562 + 7
0 0
ya'ni ¢; — 302 = i Demak, biz quyidagi chiziqli tenglamalar sis-
temasiga ega bo‘ldik:
{ c1 + CQ —%
1
3= 21
Bu tenglama echimlari: ¢; = —ﬁ, Ccy = _1_6' U holda integral tenglama
yechimi
1 13
plt) =t — <t —

3 24
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funksiyasi bo‘ladi.
7.4.4.

o(t) = [ sintcossp(s)ds +sint

o\
NE

aynigan yadroli tenglamani yeching.
Yechimi. Berilgan tenglamani

@(t) =sint | cossp(s)ds+sint

(e
[SIE

ko‘rinishda yozib,

c= [ cossp(s)ds

o\
(SE]

deb belgilasak, u holda (t) = (1 4 ¢) sint.
Endi ¢ noma’lumni topamiz:

o[
o[

_1+c

c:/gp(t)dt:/(1+c)costsintg0(t)dt 5

0 0

ya'ni ¢ = % Bundan ¢ = 1. U holda integral tenglama yechimi
@(t) = 2sint

funksiyasi bo‘ladi.
7.4.5.

™

o(t) = /sintcos sp(s)ds +sint
0
aynigan yadroli tenglamani yeching.
Yechimi. Berilgan tenglamani
o(t) = sint/cos sp(s)ds +sint
0

ko‘rinishda yozib,

™

c:/cossgp(s) ds

0
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deb belgilasak, u holda ¢(t) = (1 + ¢) sint.
Endi ¢ noma’lumni topamiz:

s s

c:/go(t)dt:/(1—|—c)costsintg0(t)dt:(),

0 0

ya'ni ¢ = 0. U holda integral tenglama yechimi
@(t) = sint

funksiyasi bo‘ladi.
7.4.6.

1
1 3t
o(t) = §/tsg0(s) ds + i
0

tenglamant ketma-ket yaqinlashtirish usuli yordamida yech-

ing.

Yechimi. ¢y(t) = 0 deb olib, (7.25) formula bo‘yicha quyidagilarga

ega bo‘lamiz:

t 3 3t 3t 1
gpg(t):—/s—sder—:—(lJr—),

2 4 4 4 6
0
/ 3 1 3 3 1 1
t S t t
= [ s+ ) ds+ > =2 (14 = + —
eolt) =5 [ 550+ s+ 5 =T+ g+ )
0
3t 1 1 9t 1
) = (14164 — +-- ~ -2,
U holda
(1) = lim ¢,(t) = lim %(1 — i)
A e T N
ya'ni p(t) = ?—t
7.4.7.
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II-tur Volterra tenglamasini yeching.
Yechimi. Berilgan tenglama yechimini quyidagi

funksional

<P0(t)a (pl(t)v T

t

:t+/k

0

Bundan

o(t) = po(t) + p1(t) + -+ on(t) +---

gator ko‘rinishida izlaymiz.
,on(t), -+ funksiyalarni aniqlaylik:

gp(t) = 900@) + (,01(15) + .o+ (pn(t) + ...

t

t
dS—i—/ s)ds+-- -l—/
0

0
po(t) =t,
p1(t) = /(s —t)sds = —%,
0
! 83 5
orlt) = [(s= (-5 ds =1

No‘malum

(7.26)

s)ds+--

Bu tengliklarni (7.26) qatorga qoyib, berilgan integral tenglamaning
yechimiga ega bo‘lamiz:

Bt
go(t)—t—g-i-g—ﬁ‘l‘

Bundan ¢(t) = sint.
7.4.8. C0, 1] fazoda

f(s) = )\/cos (s —1t)f(t)dt
0

integral tenglama )\ parametrning qanday qiymatlarida
noldan farqli yechimga ega bo‘ladi?
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Yechimi. cos(a — 3) = cosacos 3 + sin asin § dan

jus

f(s) = Acoss/costf(t) dt+)\sin3/sintf(t) dt. (7.27)

0 0

NI

Demak, bu tenglama yechimlari
f(t) = Aacost + bsint)

shaklga ega. Bu ifodani (7.27) ga qo‘ysak,

a= A\ [ cost(acost+ bsint)dt,

o\
NE

b=\

o
NIE

sint(acost 4 bsint) dt
tengliklarga ega bo‘lamiz. Bundan
ar b
(L2
¢ <4+2>’

a brw
or(2)

sistemaga ega bo‘lamiz. Bu sistema va bundan integral tenglama ham,

4
42

A

giymatda noldan farqli yechimga ega bo‘ladi.
7.4.9. C|0,7] fazosidagi

™

Azx(t) = /cos(t + s)z(s) ds

0

operatorining xros sonlarini toping.
Yechimi. )\ operatorning xos soni bo‘lsin. U holda

s

/cos(t + s)z(s) ds = Az(t),

0
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bunda z(t) funksiyasi A ga mos xos vektor. Bundan

cost/cossa:(s) ds — sint/sinsx(s) ds = \z(t), (7.28)
0 0
ya'ni
x(t) = 1 cost + cosint, (7.29)
bunda W 77
= /cossx(s) ds, co = /sinsx(s) ds.
0 0

(7.29) formuladagi x(t) ni (7.28) ga qo‘ysak, u holda
A(cicost + eosint) = /[cos t cos s — sintsin s|(c¢q cost + cosint) ds.

0

Endi

™

™ i
T , . T
cos’sds =—, | cosssinsds =0, [ sin’sds = —
2 2
0 0

0

tengliklaridan,

. m m .

A(cicost + cysint) = 015 cost — 025 sin t.

cost va sint funksiyalarning chiziqli erkli ekanligidan,

T T

)\Cl = 561, )\CQ = —562.

(7.28) dagi x(t) xos vektor bo‘lsa, u holda u noldan farqli, ya'ni ¢; # 0
yoki ¢y # 0. Bundan

operatorning xos sonlaridir.
7.4.10. C0, 3] fazosidagi

Az(t) = [ cos(t + s)x(s) ds

o
IE]

operatorining xros sonlarini toping.
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Yechimi. \ operatorning xos soni bo‘lsin. 7.4.9-misoldagidek, z(t)
xo0s vektor uchun
x(t) = ¢y cost + cosint,

bunda

sin sx(s) ds

o
NIE]

5
= /cossa:(s) ds, co =
0

va

A(cicost + cosint) = [ [costcoss — sintsin s|(cy cost + cosint) ds.

o
IE]

Endi

1
/COS sds /sm sds-z, /cosssinsds:—
4 2

0

tengliklarldan,

. m C1 . C2 m™ .
A(cpcost + cysint) = 1y cost — Esmtqt Ecost — oy sin t.

cost va sint funksiyalarning chiziqli erkli ekanligidan,

{ %Cl + %CQ = )\Cl,

—%Cl - %Cg = )\CQ.
Bu sistemadan,

w2 1 w2 1

P L VA

! 16 4 7 16 4

operatorning xos sonlaridir.
7.4.11. Integral tenglamani yeching:

1
/ — s*tH)a(s)ds = 12
0

Yechimi. Bu tenglama yechimini
z(t) = co + 1t + eot”

ko‘rinishda izlaymiz. Bu ifodani tenglamaga qo‘ysak, u holda
1 1
cotet+eti =t / s(co+c15+cps?) ds —t* / s (co+c15+cps?) ds + 12
0 0
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Bundan

C C C
%+cw+@ﬁ—t( +2 -+4)+ﬂ<r+ﬁ+~i+§).

2 3 3 4
Demak,
Co = 07
_a, e
C1 = 3 + 47
1 C2
=14+ —+ =
Co + 1 + 5
Bundan
_0 _ 60 160
=L AT 2Ty
ya'ni, tenglama yechimi:
60 160 ,
t) = —t+ —t°.
) =13t 13

Mustaqil ish uchun masalalar

1 — 4 misollarda II-tur Fredholm aynigan yadroli integral
tenglamalarni yeching:
1

1. o(t) =2 [(1+ 3ts)p(s)ds + t2.

2. p(t) =2 [ cosscostp(s)ds + 1.
0

3. p(t) =3 [(1+sintsins)p(s)ds +t.
0

4. o(t )\f1+t+s) (s)ds +t.

5—8 masalalarda tenglamalarni ketma-ket yaqinlashish usuli bilan

yeching:

1 t_l—e
5. o(t) = 70fg0(5)d5—|—e — 5.

1 1—e
6. p(t) = goftsgo(s) ds + ==

1

7. o(t) = %Ofsap(s)ds + %et — %tet — %
8. o(t ftsgo ds—l—smt—%

9 —-12 masalalarda Volterra tenglamalarini yeching:

= Oftgo(s)ds-l— L.
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10.

11.

12.

p(t

p(t

p(t

t
[(s—t)p(s)ds + 1.
0

t
4fs—t s)ds +t.

t
[(6t — 65 + 5)p(s) ds + 6t + 29.
0
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