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Аннотация 

Қўлланма комплекс ўзгарувчили функциялар назарияси фанидан 

мустақ ил ишларни бажариш учун мўлжалланган бўлиб, шу фаннинг 

ўқ ув дастури асосида тузилган ва ўқ ув адабиёти Давлат таълим 

стандартининг бакалавр мутахассислиги “Математика” ва “Механика” 

йўналишларига мос келади. 

Қўлланма комплекс сонлар ва комплекс аргументли функциялар, 

элементар функциялар ва улар ёрдамида бажариладиган конформ 

акслантиришлар, комплекс аргументли функциянинг интеграли ва 

чегирмалар назарияси мавзуларини ўз ичига олади. Қўлланмада 3 та 

мустақ ил иш, 1092 та мисол ва масалалар келтирилган булиб, улардан 

52 та мисол ва масалалар батафсил ечими билан келтирилган. 
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Сўз боши 
Ўзбекистон Республикасининг Таълим тўғ рисидаги Қонуни ва 

Кадрлар тайёрлаш Миллий дастури талабларини амалга оширишда 

Ўзбекистон Миллий Университети механика-математика факультети 

математик анализ кафедраси жамоаси масъулиятини ҳ ис этган ҳ олда 

илмий-тадқ иқ от ишлари ва илмий педагогик кадрлар тайёрлаш 

самарадорлигини ошириш мақ садларини кўзлаб ўз олдига қ атор 

вазифаларни белгилади. 

Илм-фан жадал тараққ ий этаётган, замонавий ахборот-

коммуникация тизимлари воситалари кенг жорий этилаётган жамиятда 

турли фан соҳ аларида билимларнинг тез янгиланиб бориши, таълим 

олувчилар олдига уларни жадал эгаллаш билан бир каторда, мунтазам 

ва мустақ ил равишда билим излаш вазифасини кўймокда. 

Бу вазифани ҳ ал қ илиш мақ садида ўқ ув режаларига математик ва 

комплекс анализ фанларидан лаборатория ҳ амда мустақ ил таълим олиш 

киритилди. Ўз навбатида ўқ ув дастурларида режага мос равишда 

ўзгартиришлар амалга оширилди. 

Ҳозирги вақ тда математик ва комплекс анализнинг услублари фан, 

техника ва иктисодиётнинг турли-туман масалаларини ҳ ал қ илишда 

кенг қ ўлланилмоқ да. Халқ  хўжалигининг барча соҳ аларида 

компьютерларнинг ва математик усулларнинг ялпи қ ўлланилиши 

муноабати билан бу усулларнинг аҳ амияти янада ортди. 

Юқ орида қ айд этиб белгиланган вазифалар бажарилишининг 

исботи сифатида юзага келган ушбу қ ўлланма комплекс ўзгарувчили 

функциялар назарияси фанидан мустақ ил ишларни бажаришга 

мўлжалланган бўлиб, ўқ ув адабиети Давлат таълим стандартининг 

бакалавр мутахассислиги “Математика” ва “Механика” йуналишларига 

мос келади. 

Қулланма уч параграфдан иборат бўлиб уларда “Комплекс сонлар 

ва комплекс аргументли функциялар”, “Элементар функциялар ва улар 

ёрдамида бажариладиган конформ акслантиришлар” ва “Комплекс 

аргументли функциянинг интеграли ва чегирмалар назарияси’’ 

мавзулари бўйича 3 та мустақ ил иш тавсия этилган. Ҳар бир мустақ ил 

ишни беришдан аввал шу мустақ ил ишни бажариш учун лозим 

бўладиган асосий тушунча ва теоремалар келтирилган. Сунг 21 та 

вариантдан иборат бўлган вазифа мустақ ил ечиш учун тавсия қ илинган. 

Талабанинг мавзуларни ўзлаштиришини ҳ амда ишни бажаришини 

енгиллаштириш мақ садида ҳ ар бир параграфнинг охирида 1 та 

вариантдаги (21-вариант) барча мисол ва масалалар тўлиқ  ечиб 

кўрсатилган. 
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Қўлланмани ёзишда муаллифлар томонидан мавзуларнинг оддий 

ва содда тилда, тушунарли ва равон баён этилишига ҳ аракат қ илинди. 

Шу муносабат билан муаллифлар қ ўлланма талабаларда билим олишга 

интилиш ҳ исси, мустақ ил фикрлаш малакаларининг шаклланишига 

хизмат қ илади деб умид билдирадилар ҳ амда у талабаларга комплекс 

ўзгарувчили функциялар назарияси фанининг айтиб ўтилган мавзулари 

бўйича билимларини оширишда ёрдам беради деб ишонадилар. 
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1-§.  1-МУСТАҚИЛ ИШ 

КОМПЛЕКС СОНЛАР ВА КОМПЛЕКС АРГУМЕНТЛИ 

ФУНКЦИЯЛАР 

Комплекс сонлар ва улар устида амаллар. 

Комплекс соннинг геометрик тасвири. 

Комплекс соннинг тригонометрик ва кўрсаткичли кўринишлари.    

Комплекс текисликда соҳ а ва эгри чизиқ .  

Стереографик проекция. 

Комплекс аргументли функциялар, уларнинг лимити, узлуксизлиги.  

Функциянинг дифференциалланувчилиги. Коши-Риман шартлари. 

Гармоник  функциялар.   

Ҳосила модули ва аргументининг геометрик маъноси. Конформ 

акслантиришлар. 

-А- 

АСОСИЙ ТУШУНЧА ВА ТЕОРЕМАЛАР 

1
0
. Комплекс сонлар ва улар устида амаллар. 

Маълумки, комплекс сон 

iyxz                         (1) 

кўринишда ифодаланади, бунда  x    ва y  лар ҳ ақ иқ ий сонлар i эса  

( 12 i ) мавҳ ум бирликдир. 

 Одатда x  ҳ ақ иқ ий сонга z  комплекс соннинг ҳ ақ иқ ий қ исми, y  

ҳ ақ иқ ий сонга эса z  комплекс соннинг мавҳ ум қ исми  дейилади ва  

zx Re ,           zy Im  

каби белгиланади.  

Агар (1) да 0y  бўлса, xixz  0  бўлиб, z ҳ ақ иқий x сонга 

тенг бўлади. Агар (1) да  x=0  булса , z=0+iy=iy булиб, z соф мавҳ ум сон 

бўлади. (1) да x=0 ,y=0 бўлса, z комплекс сон  0 га тенг бўлади. 

Иккита 
111

iyxz   ва 
222

iyxz   комплекс сонлар берилган 

бўлиб,
2121

, yyxx   бўлса, унда 
1

z  ва 
2

z  комплекс сонлар бир бирига 

тенг дейилади. Агар  
2121

  , yyxx   бўлса, y ҳ олда 
2

z  комплекс сон 
1

z  

га қ ўшма комплекс сон дейилади ва 
1

z  каби белгиланади. 
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Демак, iyxz   бўлса, iyxiyxz   бўлади. Масалан, 

iz
3

1
2   комплекс соннинг қ ўшмаси  iz

3

1
2   бўлади. 

Айтайлик, иккита 
111

iyxz   ва 
222

iyxz   комплекс сонлар 

берилган бўлсин. Улар устидаги арифметик амаллар қ уйидаги қ оидалар 

асосида аниқ ланади. 

1) );()(:
212121

yyixxzz   

2) );()(:
2121212121

xyyxiyyxxzz   

3) ;:
2

2

2

2

2121

2

2

2

2

2121

2

1

yx

yxxy
i

yx

yyxx

z

z









  

4) 
n

n zzzz  . 

Изоҳ . 
21

zz   кўпайтма ))((
2211

iyxiyx   ифодани ҳ адма-ҳ ад 

кўпайтиришдан ҳ осил бўлишини кўриш қ ийин эмас: 

2

1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

( )( )

( ) ( ).

z z x iy x iy x x x iy iy x i y y

x x y y i x y y x

        

   
 

22

11

2

1

iyx

iyx

z

z




  нисбатни ҳ исоблашда касрнинг сурат ва махражини 

222
iyxz   га кўпайтирилади: 

2

2

2

2

2121

2

2

2

2

2121

2222

2211

22

11

2

1

))((

))((

yx

yxxy
i

yx

yyxx

iyxiyx

iyxiyx

iyx

iyx

z

z



















 . 

2
0
. Комплекс соннинг геометрик тасвири.    

Текисликда, Oxy Декарт координатлар системасида iyxz   

комплекс сон координатлари x ва y булган M(x,y) нуқ тани ифодалайди 

(1-чизма). 

 

                                 У 

                                 у               M(x,y) 

                                           r 

                                                       

                               о                х                Х  

1-чизма. 
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Шу M(x,y) нуқ та iyxz   комплекс соннинг геометрик тасвири 

дейилади. Демак, ҳ ар бир комплекс сон текисликда битта нуқ тани 

ифодалайди. Аксинча, текисликдаги ҳ ар бир нуқ та ҳ ақ иқ ий қ исми шу 

нуқ танинг абсциссасига, мавҳ ум қ исми эса ординатасига тенг бўлган 

комплекс сонни ифодалайди. 

Шундай қ илиб, текисликнинг барча нуқ талари тўплами билан 

барча комплекс сонлар тўплами орасида ўзаро бир қ ийматли мослик 

мавжуд. Бунда барча ҳ ақ иқ ий сонларнинг геометрик тасвири 

абсциссалар ўқ ини, барча соф мавҳ ум сонларнинг геометрик тасвири 

((0,0) нуктадан фарқ ли) эса ординаталар ўқ ини ифодалайди. Шунинг 

учун абсциссалар ўқ ини  ҳ ақ иқ ий ўқ , ординаталар ўқ ини эса   мавҳ ум ўқ   

дейилади. Оxy текисликни эса комплекс текислик  дейилади ва С ҳ арфи 

билан белгиланади. 

1-чизмадаги ОМ  векторга М(x,y) нуқ танинг радиус вектори  

дейилиб, бу векторнинг узунлиги r га iyxz   комплекс соннинг модули  

дейилади ва z  каби белгиланади. ОМ  вектор билан Ox ҳ ақ иқий ўқ нинг 

мусбат йуналиши орасидаги   бурчак z  комплекс соннинг аргументи  

дейилади ва zarg  каби белгиланади.  

Агар iyxz   комплекс сон берилган бўлса унинг модули ва 

аргументи қ уйидаги тенгликлар ёрдамида ҳ исобланади: 

22 yxzr  ;                        (2) 

























булсаyxагар
x

y
arctg

булсаxагар
x

y
arctg

булсаyxагар
x

y
arctg

z

,0,0,2

0,

,0,0,

arg         (3) 

1-чизмадан 

r

y

r

x
 sin  ,cos  

эканлигини ҳ осил қ иламиз ва бундан  

(riyxz  )sincos  i                  (4) 
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ифодага эга бўламиз. Бу ифода z  комплекс соннинг тригонометрик 

ифодаси (шакли)  дейилади. 

ie  sincos i                               (5) 

тенглик Эйлер формуласи  дейилади. Бундан  

 irez  

комплекс соннинг кўрсаткичли кўриниши келиб чиқ ади. 

1-Теорема. Иккита  
21

  zваz  комплекс сон кўпайтмасининг модули 

шу комплекс сонлар модулларининг кўпайтмасига тенг: 

                          .
2121

zzzz     

Иккита комплекс сон купайтмасининг аргументи шу комплекс сонлар 

аргументларининг йиғ индисига тенг.      

2-Теорема. Ушбу 

)( argarg , Nnznzzz nnn   

тенгликлар ўринлидир. 

3-Теорема. Иккита комплекс сон нисбати 
2

1

z

z
 учун 

21

2

1

2

1

2

1 argargarg ,
.

zz
z

z

z

z

z

z
  

тенгликлар ўринли. 

Изоҳ . Комплекс сонлар аргументларига доир келтирилган 

тенгликларда комплекс сон аргументи шу сонга мос радиус векторнинг 

текисликдаги ҳ олати маъносида тушунилади. 

(4)–муносабат  ва 2-теоремадан nz  учун  

  )sin(cos)sin(cos  ninrirz nnn                   (6) 

Муавр формуласи келиб чиқ ади. 

3
0
. Комплекс текисликда соҳ а ва эгри чизиқ . 

Айтайлик, 

)(txx  ,     )(tyy   

функциялар  ,   да    R,   аниқ ланган ва узлуксиз булсин. Унда 

iyxz   

комплекс сон ҳ ақ киқ ий ўзгарувчи t  га боғ лиқ  бўлиб, 
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)()()( tiytxtzz   

ҳ ақ иқ ий аргументли комплекс қ ийматли функцияга эга бўламиз. 

Равшанки, t  ўзгарувчи  ,  да ўзгарганда )(tz  функциянинг 

қ ийматлари C да ўзгариб, бирор эгри чизиқ ни ташкил этади. Шу 

сабабли 

)(tzz            )(  t  

функцияга эгри чизиқ нинг параметрик тенгламаси дейилади. 

Агар )(tzz   да   ,,
21

tt  учун 
21

tt   бўлишидан )()(
21

tztz   

бўлиши келиб чиқ са, у ҳ олда )(tzz   эгри чизиқ  содда чизиқ   дейилади. 

Агар  )()(  zz  бўлса, )(tzz   эгри чизик  ёпик чизиқ  дейилади. 

Комплекс текислик C да бирор 
0

z  нукта ҳ амда 0  сон олайлик. 

1-Таъриф. Ушбу 

 
0

: zzCz  

тўплам 
0

z  нуқ танинг   атрофи  дейилади ва ),(
0
zU  каби 

белгиланади: 

}:{),(
00

 zzCzzU . 

Равшанки, ).(
0
zU  атроф маркази 

0
z  нуқ тада, радиуси    бўлган 

очиқ  доира бўлади. 

C да бирор  D   тўплам берилган бўлсин ( CD  ). Агар Dz 
0

 

нуқ танинг ),(
0
 zU  атрофи мавжуд бўлиб, DzU ),(

0
 бўлса, у ҳ олда 

0
z  нуқ та D  тўпламнинг ички нуқ таси дейилади. 

2-Таъриф. Агар D тўпламининг ҳ ар бир нуқ таси унинг ички 

нуқ таси бўлса, у ҳ олда D очиқ  тўплам дейилади. 

 C да бирор F тўплам берилган бўлсин ( CF  )  

3-Таъриф. Агар Cz 
0

 нуктанинг ихтиёрий ),(
0
zU  атрофида F 

тўпламнинг 
0

z  нуқ тадан фарқ ли камида битта нуқ таси бўлса, 
0

z  

нуқ та F тўпламнинг  лимит нуқ таси дейилади. 

4- Таъриф. Агар F тўпламнинг барча лимит нуқ талари шу 

тўпламга тегишли бўлса, F  ёпик тўплам дейилади. 

5-Таъриф. Агар D тўпламнинг ихтиёрий 
21

, zz  нуқ тарларини D 

тўпламда тўлиқ  ётувчи бирорта узлуксиз   эгри чизиқ  ёрдамида 

бирлаштириш мумкин бўлса, у ҳ олда D боғ ламли тўплам дейилади. 
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6-Таъриф. Агар )( CDD   тўплам очиқ  ҳ амда боғ ламли тўплам 

бўлса, бундай тўплам соҳ а деб аталади. 

D соҳ анинг ўзига тегишли бўлмаган лимит нуқ таларидан ташкил 

топган тўплам  D соҳ анинг чегараси дейилади ва D  каби  белгиланади. 

Ушбу 

DD   

тўплам  D  каби белгиланади. Демак, DDD : .  

Агар D соҳ анинг чегараси D  боғ ламли тўплам бўлса, D бир 

боғ ламли, акс ҳ олда эса кўп боғ ламли соҳ а дейилади. 

D соҳ а чегараси D  нинг  боғ ламли компонентлари сонига қ араб 

D соҳ ани бир боғ ламли, икки боғ ламли, n боғ ламли соҳ а деб атаймиз. 

Соҳ а чегарасининг мусбат йуналиши деб шундай йўналишни 

қ абул қ иламизки, кузатувчи бу йўналиш бўйлаб ҳ аракат қ илганда соҳ а 

унга нисбатан ҳ ар доим чапда жойлашган бўлади. 

Масалан, 2-чизмада  а) бир боғ ламли, б) икки боғ ламли, в) уч 

боғ ламли соҳ алар тасвирланган бўлиб, соҳ а чегараларининг мусбат 

йўналишлари стрелкалар билан кўрсатилган. 

 

 

 

 

             

 

 

4
0
. Стереографик проекция. 

3R  фазода ),,(   Декарт координаталар системасини олайлик. 

Бу фазода   

   2223 :,, RS  

сферани қ араймиз. Фараз қ илайлик   ва   ўқ лар мос равишда x ва y 

ўқ лари билан устма-уст тушсин (3-чизма). 
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Равшанки, қ аралаётган S сфера Oxy текислигига координата 

бошида уринади. Комплекс текисликда 
000

iyxz   нуқ та олиб, бу 

нуқ тани сферанинг Р нуқ таси билан тўғ ри чизиқ  кесмаси ёрдамида 

бирлаштирамиз. Натижада, бу туғ ри чизиқ  сферани ),,(
000

М  

нуқ тада кесади. Демак, комплекс текисликдаги ҳ ар бир нуқ та  S 

сферадаги бирор нуқ та билан ифодаланади, ва аксинча, S сферадаги ҳ ар 

бир нуқ тага (Р нуқ тадан бошқ а) комплекс текисликда ягона нуқ та мос 

келади. 

Шундай қ илиб, Sғ {P} тўплам билан комплекс текислик ўртасида 

ўзаро бир қ ийматли мослик ўрнатилди. Одатда бу мослик комплекс 

текисликнинг стереографик проекцияси  дейилади. 

Агар 
0

z  нуқ та   га интилса, бу 
0

z  нуқ тага S сферада мос келувчи 

нуқ танинг Р га яқ инлашишини кўриш қ ийин эмас. Бу ҳ ол Р нуқ тага 

комплекс текисликда z  нуқ тани мос қ ўйиш табиийлигини 

кўрсатади. Демак, комплекс текислигидаги ягона z  нукта S сферада 

Р нуқ та билан ифодаланади. Комплекс текислик чексиз узоқ лашган 

нукта z  билан биргаликда кенгайтирилган комплекс теккислик деб 

аталади ва С  каби белгиланади. S сферадаги ),,( М   ва комплекс 

текисликдаги iyxz   нукта орасидаги мослик қ уйидаги формулалар 

ёрдамида аниқ ланади: 

;
1

,
1

,
1

2

2

22
z

z

z

y

z

x








                   (7) 

.
1

  ,
1 







 yx                              (8) 

Бу тенгликлардан фойдаланиб, сферик масофа тушунчасини 

киратамиз. Айтайлик, Сzz 
21

,  нукталар берилган булсин, 21ваzz  

нукталар орасидаги сферик масофа деганда, уларнинг Риман сфераси S 
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даги образлари орасидаги масофа тушунилади ва у ),(
21

zz  каби 

белгиланади. (7) ва (8) – тенгликлар ёрдамида ушбу формулаларни 

келтириб чиқ ариш қ ийин эмас. 

2

2

2

1

12

21

11
),(

zz

zz
zz




       );;(

21
 zz      (9) 

.

1

1
),(

2
z

z



         (10) 

5
0
. Комплекс аргументли функциялар. 

Комплекс сонлар текислиги  C да бирор  E тўплам берилган 

булсин ( CE  ). 

1-Таъриф. Агар  E тўпламдаги ҳ ар бир z комплекс сонга  f қ оида 

ёки қ онунга кўра битта w   комплекс сон мос қ ўйилган бўлса, E 

тўпламда функция берилган (аниқ ланган) деб аталади ва у 

wzf :          ёки       )(zfw   

каби белгиланади. 

Бунда E тўплам функциянинг  аниқ ланиш тўплами, z эркли 

ўзгарувчи ёки функция аргументи, w  эса z узгарувчининг функцияси  

дейилади. 

Айтайлик )(zfw   функция бирор  E (EC) тўпламда берилган 

бўлсин. Бу функцияни 

ivuiyxfw  )(       ),( RyRx   

кўринишда ҳ ам ёзиш мумкин. Бу эса E  тўпламда икки ўзгарувчили 

иккита  












),(

),,(

yxvv

yxuu

 

функцияларнинг аниқ ланишига олиб келади. Бундан битта комплекс 

ўзгарувчили  )(zfw   функциянинг берилиши иккита икки ўзгарувчили 

ҳ ақ иқ ий функциялар                                   












),(

),,(

yxvv

yxuu

 

берилишига эквивалент булиши келиб чикди. 
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)(zfw   функция EC тўпламда берилган бўлиб, z  ўзгарувчи E 

тўпламда ўзгарганда функциянинг  мос қ ийматларидан иборат тўплам 

}:)({ EzzfF   

бўлсин. Бу тўпламга функциянинг қийматлари тўплами дейилади. 

EC тўпламда )(zfw   функциянинг берилиши Оxy комплекс 

текислигидаги Е тўпламни (тўплам нуқ таларини)  Ouv комплекс 

текислигидаги F тўпламга (тўплам нуқ таларига) акс эттиришдан иборат. 

Шу сабабли )(zfw   ни Е тўпламни F тўпламга акслантириш  

дейилади.  

)(zfw   функция Е тўпламда  (EC) берилган бўлиб, F эса шу 

функция қ ийматларидан иборат тўплам бўлсин 

}:)({ EzzfF  . 

Сўнгра F тўпламда ўз навбатида бирор )(w  функция берилган 

бўлсин. Натижада  E тўпламдан олинган ҳ ар бир z  га F тўпламда битта 

):( wzfw   сон ва  F тўпламдан олинган бундай  w   сонга битта 

):(  w  сон )( C  мос қ ўйилади. Демак,  Е  тўпламдан олинган 

ҳ ар бир z  га битта   сон мос қ ўйилиб, ))(( zf   функция ҳ осил 

бўлади. Бундай функция  мураккаб функция дейилади. 

)(zfw   функция  Е  тўпламда берилган бўлиб,  F тўплам эса шу 

функция қ ийматларидан иборат тўплам бўлсин. F тўпламдан олинган 

ҳ ар бир w  комплекс сонга  Е  тўпламда фақ ат битта z сонни мос 

қ ўядиган функцияга  )(zfw   функцияга нисбатан тескари функция 

дейилади ва у  )(1 wfz    каби белгиланади. 

2-Таъриф. Агар аргумент z нинг  Е  тўпламдан олинган ихтиерий  

1
z  ва 

2
z  қ ийматлари учун 

21
zz   бўлишидан )()(

21
zfzf   бўлиши келиб 

чиқ са, )(zf  функция  Е  тўпламда бир япроқ ли (ёки бир варақ ли) 

функция деб аталади. 

Мисол. 
32

1
)(




z
zf  функцияни }

2

3
;:{  zCzE  доирада 

бир япроқ лиликка текширинг. 

Фараз қ илайлик, 
21

z ,z Е  лар учун )()(
21

zfzf  , яъни  

32

1

32

1

21



 zz

 бўлсин . )(.3232
2121

zfzzzz   функция  

Е тўпламда бир япроқ ли.  
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Фараз қ илайлик )(zfw   функция  ЕС  тўпламда берилган 

бўлиб, 
0

z  нуқ та шу Е тўпламнинг лимит нуқ таси бўлсин. 

3-Таъриф. Агар 0  сон учун  0),(
0

 z  сон топилсаки, 

аргумент z нинг 
0

0 zz    тенгсизликни қ аноатлантирувчи барча 

z Е қ ийматларида  Azf )(  тенгсизлик бажарилса, у ҳ олда А 

комплекс сон )(zf  функциянинг 
0

zz   даги лимити деб аталади ва  

Azf
zz




)(lim
0

 

каби белгиланади. 

),(),()( yxivyxuzf   функциянинг лимитини ҳ исоблаш ),( yxu  

ва ),( yxv  ларнинг лимитларини ҳ исоблашга келтирилиши мумкин. 

1-Теорема. )(zfw   функция )(
0000

iyxzzz   да  iА  

лимитга эга  ( Azf
zz




)(lim
0

) бўлиши учун 






),(lim
0

0

yxu

yy
xx

,  




),(lim
0

0

yxv

yy
xx

 

бўлиши зарур ва етарли. 

Айтайлик )(zfw   функция ЕС тўпламда берилган бўлиб, 
0

z  

нуқ та шу Е тўпламнинг ўзига тегишли бўлган лимит нуқ таси бўлсин. 

4-Таъриф. Агар 0  учун 0),(
0

 z  сон топилсаки, 

аргумент z нинг 
0

zz  тенгсизликни қ аноатлатирувчи барча Еz  

қ ийматларида  

 )()(
0

zfzf  

 тенгсизлик бажарилса у ҳ олда )(zf  функция 0z нуктада узлуксиз деб 

аталади. 

(Равшанки ,бу холда   )()(
0lim

0

zfzf
zz




 булади) 

Одатда 
0

zz   айирма функция аргументининг орттирмаси 

дейилади, уни z  каби белгиланади: 
0

zzz  , )()(
0

zfzf  айирма 

эса функция орттирмаси дейилиб уни f каби белгиланади: 

)()(
0

zfzff  . 

Шу тушунчалардан фойдаланиб, z0 нуқ тадаги функция 

узлуксизлиги 4-таърифини қ уйидагича ҳ ам айтиш мумкин: 
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Агар 

0lim
0




f
z

 

бўлса, )(zf  функция  
0

z нуқ тада узлуксиз  дейилади. 

5-Таъриф. Агар )(zf  функция  Е тўпламнинг ҳ ар бир нуқ тасида 

узлуксиз бўлса, у ҳ олда )(zf  функция Е тўпламда узлуксиз дейилади. 

2-Теорема. ),().()( yxivyxuzf   функциянинг  
000

iyxz   

нуқ тада узлуксиз бўлиши учун ),( yxuu   ҳ амда ),( yxvv   

функцияларнинг ),(
00

yx  нуҳ тада узлуксиз бўлиши зарур ва етарли.   

)(zfw   функция CE   тўпламда берилган бўлсин.  

6-Таъриф. Агар 0  сон учун 0)(   сон топилсаки, Е 

тўпламнинг  "' zz  тенгсизликни қ аноатлантирувчи ихтиёрий 

Ezz "' ,   нуқ таларида 

 )''()'( zfzf  

тенгсизлик бажарилса, )(zf  функция E  тўпламда текис узлуксиз 

дейилади. 

3-Теорема. (Кантор теоремаси). Агар )(zf  функция чегараланган 

ёпиқ  тўпламда узлуксиз бўлса, функция шу тўпламда текис узлуксиз 

бўлади. 

6
0
. Функциянинг дифференциалланувчилиги. Коши-Риман 

шартлари.   

 Бирор  СЕ   соҳ ада )(zfw   функция берилган бўлсин. 

Ихтиерий Ez 
0

 нуқ та олиб, унга шундай z  орттирма берайликки, 

Ezz 
0

 бўлсин. Натижада, )(zf  функция ҳ ам 
0

z  нуктада 

)()()(
000

zfzzfzfw   

орттирмасига эга бўлади. 

1-Таъриф. Агар 0z  да  
z

w




 нисбатнинг лимити 

z

zfzzf

z
z
w

z 










)()(
limlim 00

00
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мавжуд ва чекли бўлса, бу лимит комплекс ўзгарувчили )(zf  

функциянинг 
0

z  нуқ тадаги ҳ осиласи деб аталади ва )('
0

zf  каби 

белгиланади: 

z

zfzzf
zf

z 






)()(
lim)(' 00

0
0

                  (11) 

Фараз қ илайлик, ).().()( yxivyxuzf   функция 
000

iyxz   

( Cz 
0

) нуқ танинг бирор атрофида аниқ ланган бўлсин. 

2-Таъриф. Агар ),( yxu  ва ),( yxv  функциялар yx,  

ўзгарувчиларнинг функцияси сифатида ),(
00

yx  нуқ тада 

дифференциалланувчи бўлса, )(zf  функция 
0

z  нуқ тада ҳ ақ иқий анализ 

маъносида дифференциалланувчи дейилади. 

Бу ҳ олда ),(),(
0000

yxidvyxdu   ифода  )(zf  функциянинг  
0

z  

нуқ тадаги дифференциали дейилади: 

idvdudf  . 

Теорема.  ),(),()( yxivyxuzf    функциянинг  
0

z   нуқ тада  )(' 0zf  

ҳ осилага эга бўлиши учун бу функциянинг ),(
000

yxz  нуқ тада ҳ ақ иқ ий 

анализ маъносида дифференциалланувчи бўлиб, 































x

v

y

u

y

v

x

u

                     (12) 

 шартларнинг бажарилиши зарур ва етарли.  

Одатда (12) шартлар Коши-Риман шартлари дейилади. 

Комплекс анализда ушбу  idydxdz  ,  idydxzd  , 

)(
2

1

y

f
i

x

f

z

f














                )(

2

1

y

f
i

x

f

z

f














 

белгилашлар ёрдамида  ),(),()( yxivyxuzf   функциянинг  тўла 

дифференциали   idvdudf  , zd
z

f
dz

z

f
df









  

кўринишда қ улай ифодаланади. 
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Юқ орида келтирилган (12) – Коши-Риман шартлари 

0




z

f
                      (13) 

тенгликка эквивалент бўлади. 

Агар )(zfw     функция 
0

z  нуқ тада ҳ осилага эга бўлса, бу нуқ тада 

0




z

f
 бўлиб, f  нинг ҳ осиласи 

z

f
zf




)('

0
, дифференциали эса  

dzzfdz
z

f
df )('

0





  

кўринишда бўлади. Комплекс анализда ҳ осилага эга бўлган функциялар 

С – дифференциалланувчи функциялар дейилади. 

Амалиетда функцияларни С-ифференциалланувчиликка 

текширишда Коши-Риман шартларидан фойдаланилади. 

Кутб координатлар системасида 

)sin,cos()sin,cos(),(),()(  ivuyxivyxuzf  

функция учун Коши-Риман шартлари  




































uv

vu

1

1

                           (14) 

кўринишда бўлади. 

Фараз қ илайлик, )(zfw   функция бирор CE   соҳ ада берилган 

бўлсин. 

3-Таъриф. Агар )(zf  функция Cz 
0

 нуқ танинг бирор ),(
0
zU  

атрофида С-дифференциалланувчи бўлса, у ҳ олда )(zf  функция 
0

z  

нуқ тада голоморф функция дейилади. 

4-Таъриф. Агар )(zf  функция Е соҳ анинг ҳ ар бир нуқ тасида 

голоморф бўлса, функция  Е соҳ ада голоморф дейилади. 

Одатда  Е  соҳ ада голоморф функциялар синфи )(EО  каби 

белгиланади. 
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5-Таъриф. Агар )
1

()(
z

fzg   функция 0z  нуқ тада голоморф 

бўлса, )(zf  функция ""  нуқ тада голоморф  дейилади. 

6-Таъриф. Агар )(zf  функция Cz 
0

 нуқ тада голоморф бўлса, 

)(zf  функция 
0

z  нуқ тада  антиголоморф дейилади. 

7
0
. Гармоник функциялар. 

Фараз қ илайлик, 2R  фазодаги )( 2REE   соҳ ада ),( yxFF   

функция берилган бўлиб, у шу соҳ ада иккинчи тартибли 
2

2 ),(

x

yxF




,  

2

2 ),(

y

yxF




 

узлуксиз хусусий ҳ осилаларга эга бўлсин. 

Таъриф. Агар  Е соҳ анинг ҳ ар бир нуқ тасида  

0
2

2

2

2











y

F

x

F
                        (15) 

тенглик бажарилса, ),( yxFF   функция  Е  соҳ ада гармоник функция 

дейилади. 

(15) – тенгламани Лаплас тенгламаси дейилади. Бу тенглама ушбу 

2

2

2

2

yx 







  

Лаплас оператори ёрдамида 0F   шаклда ҳ ам ёзилади. Лаплас 

оператори учун                   

zzy
i

xy

i

xyx 

















































2

2

2

2

2

4  

бўлишини эътиборга олсак, унда (15) - тенгликни  

0
2






zz

F
                      (16) 

шаклда ёзиш мумкинлигини кўрамиз. 

Теорема. СЕ   соҳ ада голоморф бўлган ҳ ар қ андай )(zf  

функциянинг ҳ ақ иқий ва мавҳ ум қ исмлари ),( yxu  ва ),( yxv  функциялар 

шу соҳ ада гармоник бўладилар. 
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Эслатма. Ихтиерий иккита ),( yxu  ва ),( yxv  гармоник 

функциялар учун   y)iv(x,y)u(x, )( zf  функциянинг голоморф 

бўлиши шарт эмас. f  нинг голоморф бўлиши учун u  ва v  лар Коши-

Риман шартлари орқ али боғ ланган бўлишлари лозим. Бундай ҳ олда u  ва 

v  гармоник функциялар қ ўшма гармоник функциялар дейилади. 

Бир боғ ламли СЕ   соҳ ада ),()( yxuzu   гармоник функция 

бўлиб, Ez 
0

 тайинланган нуқ та бўлсин. У ҳ олда 












z

z

dy
x

u
dx

y

u
zv

0

)(              (17) 

иккинчи тур эгри чизиқ ли интеграл )(zu  функцияга қ ўшма гармоник 

функция )(zv  ни аниқ лайди. 

8
0
. Ҳосила модули ва аргументининг геометрик маъноси. 

Конформ акслантиришлар. 

Фараз қ илайлик, )(zfw   функция бирор CE   соҳ ада берилган 

бўлсин. Уни )(z  текисликнинг нуқ таларини )(w  текислик нуқ таларига 

акслантириш деб қ араймиз. Айтайлик, )(zfw   функция Ez 
0

 нуқ тада 

)('
0

zf   )0)('(
0
zf  ҳ осилага эга бўлсин. Унда )(zfw   акслантириш 

ёрдамида rzz 
0

 айлана, чексиз кичик миқ дор )(
0

zzо   эътиборга 

олинмаса  

rzfww  )('
00

 

айланага аксланади. Агар 1)('
0
zf  бўлса, унда rzz 

0
 айлана 

сиқ илади, 1)('
0

zf  бўлганда эса айлана чўзилади. 

Демак, функция ҳ осиласининг модули )(zfw   акслантиришда 

«чўзилиш коэффициентини» билдирар экан. 

Энди )(zfw   акслантириш 
0

z  нуқ тадан ўтувчи   силлиқ  

чизиқ ни )(w  текисликдаги Г  чизиққ а акслантирсин. Бу ҳ олда функция 

ҳ осиласининг аргументи )(zfw   акслантиришда   чизиқ ни қ андай 

бурчакка буришини билдиради. 

0)('
0
zf  бўлган ҳ олда )(

0
z  нуқ тадан ўтувчи икки 

1
  ва 

2
  эгри 

чизиқ лар орасидаги бурчак   бўлса, )(zfw   акслантиришда бу 

чизиқ ларнинг акслари 
1

Г  ва 
2

Г  лар орасидаги бурчак ҳ ам   га тенг 

бўлади. 
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Айтайлик, )(zfw   функция СЕ   соҳ ада берилган бўлиб, 

Ez 
0

 бўлсин. 

1-Таъриф. Агар )(zfw   акслантириш  

1) маркази 
0

z  нуқ тада бўлган чексиз кичик айланани чексиз кичик 

айланага ўтказиш хоссасига, 

2) 
0

z  нуқ тадан ўтувчи ҳ ар қ андай иккита чизиқ  орасидаги 

бурчакнинг миқ дорини ҳ ам, йуналишини ҳ ам сақ лаш хосссасига эга 

бўлса, )(zfw   акслантириш 
0

z  нуқ тада конформ акслантириш деб 

аталади. 

Агар бу таърифдги 2-шартда бурилиш бурчагининг миқ дори 

ўзгармай, йуналиши қ арама-қ аршисига ўзгарса, бундай акслантириш II-

тур конформ акслантириш дейилади. 

2-Таъриф. Агар СЕ   соҳ ада аниқ ланган )(zfw   акслантириш 

учун  

1) )(zfw   функция Е  соҳ ада бир япроқ ли функция, 

2) Е  соҳ анинг ҳ ар бир нуқ тасида конформ бўлса, берилган 

акслантириш Е соҳ ада конформ акслантириш деб аталади. 

Конформ акслантиришлар қ уйидаги хоссаларга эга: 

1) Конформ акслантиришга тескари бўлган акслантириш ҳ ам 

конформ акслантириш бўлади. 

2) Чекли сондаги конформ акслантиришларнинг суперпозицияси яна 

конформ акслантириш бўлади. 

Теорема. Агар )(zfw   акслантириш СЕ   соҳ ада бир япроқ ли 

бўлиб, 0)(' zf  бўлса, у ҳ олда акслантириш шу соҳ ада конформ бўлади. 

Назорат саволлари. 

1. Комплекс сонлар устида амаллар. 

2. Комплекс сонни геометрик тасвирлаш. 

3. Комплекс соннинг модули ва аргументини ҳ исоблаш. 

4. Комплекс соннинг тригонометрик ва кўрсаткичли кўринишлари. 

5. Муавр формуласи. 

6. Комплекс текисликда эгри чизиқ  тушунчаси. 

7. Комплекс текисликда соҳ а тушунчаси. 

8. Бир боғ ламли ва кўп боғ ламли соҳ алар. 

9. Стереографик проекция. 

10. Сферик масофа тушунчаси. 
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11. Комплекс аргументли функция, мураккаб ва тескари    функция 

тушунчалари. 

12. Бир япроқ ли функция таърифи ва унга мисоллар. 

13. Комплекс аргументли функциянинг лимити ва узлуксизлиги. 

14. Ҳакикий анализ маъносида дифференциалланувчилик таърифи. 

15. С–дифференциалланувчилик таърифи. 

16. Голоморф функциялар. 

17. Гармоник функциялар. 

18. Голоморф ва гармоник функциялар орасидаги боғ ланиш. 

19. Қўшма гармоник функциялар ва уларни топиш. 

20. Ҳосила модулининг геометрик маъноси. 

21. Ҳосила аргументининг геометрик маъноси. 

22. Нуқ тада ва соҳ ада конформ акслантиришлар.   

 

- В - 

МУСТАҚИЛ ЕЧИШ УЧУН МИСОЛ ВА МАСАЛАЛАР 

1-Масала. Қуйидаги z 1  ва z 2  комплекс сонларнинг йиғ индиси, 

айирмаси, кўпайтмаси, нисбати ҳ амда 
2

1

1

z
z   ни топинг: 

1.1 iz  2
1

,               iz  2
2

. 

1.2. iz 21
1

 ,             21
2

iz  . 

1.3. iz 32
1

 ,                iz 32
2

 .  

1.4 32
1

iz  ,              32
2

iz  . 

1.5. iz 43
1

 ,               iz 43
2

 . 

1.6. iz 25
1

 ,               iz 25
2

 . 

1.7. 32
1

iz  ,             23
2

iz  . 

1.8. 321 iz  ,                23
2

iz  . 

1.9. 32
1

iz  ,           23
2

iz  . 

1.10. iz 43
1

 ,              iz 34
2

 .  

1.11. iz 43
1

 ,              iz 34
2

 .  
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1.12. iz 51
1

 ,             iz 51
2

 .  

1.13. iz 52
1

 ,            iz 52
2

 . 

1.14. iz 52
1

 ,             iz 25
2

 . 

1.15. iz 52
1

 ,             iz 25
2

 . 

1.16. iz 53
1

 ,             iz 53
2

 . 

1.17. iz 53
1

 ,           iz 53
2

 . 

1.18. iz 35
1

 ,           iz 35
2

 . 

1.19. iz 53
1

 ,             iz 53
2

 . 

1.20. iz 35
1

 ,             iz 35
2

 . 

1.21. 23
1

iz  ,         23
2

iz  . 

2-Масала. Амалларни бажаринг, ҳ осил бўлган комплекс 

сонларнинг модули ва аргументини топиб, уларни комплекс текисликда 

тасвирланг. 

2.1. 36 )1()33( ii  . 2.2. 44 )1()33( ii  . 

2.3. 46 )33()33( ii  . 2.4. 63 )33()33( ii  . 

2.5. 35 )33()33( ii  . 2.6. 64 )33()33( ii  . 

2.7. 53 )1()33( ii  . 2.8. 54 )1()33( ii  . 

2.9. 54 )1()33( ii  . 2.10. 53 )1()33( ii  . 

2.11. 36 )1()
3

3
1( ii  . 2.12. 44 )1()

3

3
1( ii  . 

2.13. 46 )1()
3

3
1( ii  . 2.14. 63 )1()

3

3
1( ii  . 

2.15. 35 )1()
3

3
1( ii  . 2.16. 64 )1()

3

3
1( ii  . 

2.17. 53 )31()1( ii  . 2.18. 54 )31()1( ii  . 

2.19. 54 )31()1( ii  . 2.20. 53 )31()1( ii  . 

2.21. 83 )31()1( ii  .  

3-Масала. Қуйидаги тенгсизликларни қ аноатлан-тирувчи барча 

нуқ талар тўпламини комплекс текислик  С  да тасвирланг.   
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3.1. 3321  iz . 3.2. 211  iz . 

3.3. 211  iz . 3.4. 211  iz . 

3.5. 3431  iz . 3.6. 3431  iz . 

3.7. 2211  iz . 3.8. 3211  iz . 

3.9. 221  iz . 3.10. 321  iz . 

3.11. 221  iz . 3.12. 3321  iz . 

3.13. 3312  iz . 3.14. 3312  iz . 

3.15. 3312  iz . 3.16. 3312  iz . 

3.17. 332  iz . 3.18. 332  iz . 

3.19. 332  z . 3.20. 332  iz . 

3.21. 3321  iz .  

4-Масала. Қуйидаги тенгсизликлар системасини 

қ аноатлантирувчи нуқ талар тўпламини С текисликда тасвирланг. 

4.1.  












.Im)(Re

,Re2)(Im

2

2

zz

zz

                   4.2.  












.3ImRe

,Re)(Im 2

zz

zz

 

4.3.  













.2

,Re)(Im 2

z

zz

                     4.4.  

















2
arg

4

,Re)(Im 2

z

zz

 

4.5.  













.1

,Re)(Im 2

z

zz

                     4.6.    












.4ImRe

,Im)(Re 2

zz

zz

 

4.7.  













.1

,Im)(Re 2

iz

zz

                     4.8.    













.11

,Im)(Re 2

z

zz

  

4.9.  















z

zz

arg
3

,Im)(Re 2

                     4.10.    













.1

,11

iz

z
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4.11.












.
2

arg
4

,11


z

z

                         4.12.    












3
arg

4

,2


z

iz

 

 

4.13. 












.2

,1ImRe

z

zz

                    4.14.   
















2
arg

3

,3ImRe

z

zz

 

4.15.     

















.31

2
arg

4

z

z

                  4.16.    













.Re)(Im

,31

2 zz

z

 

4.17.    













.Im)(Re

,31

2 zz

z

                  4.18.    












0Im

,21

z

z

 

4.19.    












.0Re

,21

z

z

                       4.20.     












.ReIm

,21

zz

z

 

4.21.    














4
arg0

,1ImRe

z

zz

      

5-Масала. Қуйидаги тенглама айлананинг тенгламаси эканлигини 

исботланг ва бу айлана марказининг координаталари ҳ амда радиусини 

топинг. 

5.1. 01)1()1(
2

 ziziz .    

5.2. 06)41()41(
2

 ziziz . 

5.3. 011)32()32(
2

 ziziz . 

5.4. 012)23()23(
2

 ziziz . 

5.5. 020)34()34(
2

 ziziz . 

5.6. 09)42()42(
2

 ziziz . 
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5.7. 021)54()54(
2

 ziziz . 

5.8. 016)4()4(
2

 ziziz .  

5.9. 09)3()3(
2

 ziziz . 

5.10. 024)44()44(
2

 ziziz . 

5.11. 025)51()51(
2

 ziziz .     

5.12. 025)5()5(
2

 ziziz . 

5.13. 028)52()52(
2

 ziziz . 

5.14. 028)25()25(2  ziziz . 

5.15. 025)53()53(2  ziziz . 

5.16. 025)35()35(2  ziziz . 

5.17. 025)45()45(2  ziziz . 

5.18. 07)22()22(2  ziziz . 

5.19. 016)33()33(2  ziziz . 

5.20. 028)44()44(2  ziziz . 

5.21. 021)34()34(2  ziziz . 

 6-Масала. C комплекс текислигидаги z нуқ танинг S Риман 

сферасидаги образини топинг. 

6.1. i1 . 6.2. i1 . 6.3. i2 . 

6.4. 12 i . 6.5. i2 . 6.6. i 2 . 

6.7. i22 . 6.8. i22 . 6.9. i3 . 

6.10. i3 . 6.11. i1 . 6.12. i31 . 

6.13. i31 . 6.14. i23 . 6.15. i23 . 

6.16. i32 . 6.17. i32 . 6.18. i32 . 

6.19. i32 . 6.20. i33 . 
6.21. 

2

1 i
. 
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7-Масала. Ҳисобланг. 

7.1.  


n

k
k

n

k

0

).
4

sin(
2

1
lim                     7.2.   



n

k
k

n

k

0

).
3

sin(
2

1
lim  

7.3.   


n

k
k

n

k

0

).
3

cos(
2

1
lim                   7.4.   



n

k
k

k

n

k

0

).
4

cos(
3

2
lim    

7.5. 


n

k
k

k

n

k

0

).
4

sin(
3

2
lim                      7.6.   



n

k
k

k

n

k

0

).
3

cos(
3

2
lim    

7.7.  


n

k
k

k

n

k

0

).
3

sin(
3

2
lim                     7.8.   



n

k
k

k

n

k

0

).
6

cos(
3

2
lim  

7.9.   


n

k
k

k

n

k

0

).
6

sin(
3

2
lim                    7.10.  



n

k
k

n

k

0

).
3

cos(
3

1
lim  

 7.11. 


n

k
k

n

k

0

).
3

sin(
3

1
lim                   7.12.  



n

k
k

n

k

0

).
4

cos(
3

1
lim    

7.13.  


n

k
k

n

k

0

).
4

sin(
3

1
lim                   7.14. 



n

k
k

n

k

0

).
6

cos(
3

1
lim    

7.15. 


n

k
k

n

k

0

).
6

sin(
3

1
lim                    7.16.  



n

k
k

n

k

0

).
3

cos(
4

1
lim  

7.17. 


n

k
k

n

k

0

).
3

sin(
4

1
lim                    7.18.  



n

k
k

n

k

0

).
4

cos(
4

1
lim  

7.19.  


n

k
k

n

k

0

).
4

sin(
4

1
lim                   7.20.  



n

k
k

k

n

k

0

).
4

cos(
4

3
lim  

7.21. 


n

k
k

n

k

0

).
4

cos(
2

1
lim  

8-Масала. Қуйидаги функциялар аниқ лаган эгри чизиқ ларни 

топинг. 

8.1. 
2ittz          )0(  t . 

8.2. 
22 ittz        )0(  t . 

8.3. 
22titz        )0(  t . 

8.4. 
t

i
tz          )0(  t . 



 28 

8.5. 
t

i
tz             )0(  t . 

8.6. 
t

i
tz  2          )0(  t . 

8.7. 
t

i
tz

2
          )0(  t . 

8.8. 
424 ittz         )(  t . 

8.9. 

4

2

16

t
itz        )(  t . 

8.10. 
429 ittz        )(  t . 

8.11. 
tiez 2Re         )

4
0(


 t . 

8.12. 
tiez 3Re          )

6
0(


 t . 

8.13. 
tiez 2Im          )

4
0(


 t . 

8.14. 
tiez 3Im          )

6
0(


 t . 

8.15. tz 2               )30(  t . 

8.16. itz  2          )52(  t . 

8.17. itz 3            )21(  t . 

8.18. tiiiz )]2()23[(2            )10(  t . 

8.19. tiiiz )]23()45[(23        )10(  t . 

8.20. tiiiz )]23()44[(23        )10(  t . 

8.21. tiiiz )]1()32[(1            )10(  t . 

9-Масала. Қуйидаги )(zf  функцияларни берилган соҳ аларда бир 

япроқ ликка текширинг. 

9.1. ;)( 2zzf               }0{Re  zE   

9.2. ;)( 2zzf               }0{Im  zE . 

9.3. ;)( 3zzf             }
2

arg0{


 zE . 
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9.4. ;)( 2zzf             }1{  zE . 

9.5. ;)( 2zzf             }
2

3
arg0,1{


 zzE . 

9.6. ;)( 2zzf             }2{  zE . 

9.7. );
1

(
2

1
)(

z
zzf      }1{  zE . 

9.8. );
2

(
2

1
)(

z
zzf      }2{  zE . 

9.9. );
2

(
2

1
)(

z
zzf      }0{Im  zE . 

9.10. );
2

(
2

1
)(

z
zzf     }0{Re  zE . 

9.11. );
2

(
2

1
)(

z
zzf     }

2

3
arg

2
{





 zE . 

9.12. ;
3

1
)(




z
zf        }3{  zE . 

9.13. ;
3

1
)(




z
zf         }3{  zE . 

9.14. ;
4

1
)(




z
zf         }4{  zE . 

9.15. ;
3

1
)(




z
zf         }3{Re  zE . 

9.16. ;
1

)(
iz

zf


          }1{Re  zE . 

9.17. );2sin2(cos)( 2 yiyezf x    }0{Im  zE . 

9.18. );2sin2(cos)( 2 yiyezf x    }Im0{  zE . 

9.19. );2sin2(cos)( 2 yiyezf x     }1{  zE . 

9.20. );2sin2(cos)( 2 yiyezf x      }
2

1
Re0{  zE . 

9.21. )
1

(
2

1
)(

z
zzf  ;                  }2{  zE . 

10-Масала. Берилган функцияларни узлуксизликка текширинг. 
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10.1. 
1

1
)(

2 


z
zf .                           10.2. 

))(1(

1
)(

izz
zf


 .     

10.3. 
))(1(

1
)(

izz
zf


 .                   10.4. 

))(2(

1
)(

izz
zf


 . 

10.5. 
4

1
)(

2 


z
zf .                          10.6. 

))(2(

1
)(

izz
zf


 . 

10.7. 
)1)(2(

1
)(




zz
zf .                   10.8. 

)1)(2(

1
)(




zz
zf . 

10.9. 
))(2(

1
)(

izz
zf


 .                   10.10. 

))(2(

1
)(

izz
zf


 . 

10.11. 
))(2(

)(
izz

z
zf


 .                  10.12. 

))(2(
)(

izz

z
zf


 . 

10.13. 
))(12(

1
)(

izz
zf


 .                 10.14. 

))(12(

1
)(

izz

z
zf


 .    

10.15. 
))(12(

1
)(

izz
zf


 .                 10.16. 

))(12(

1
)(

izz
zf


 . 

10.17. 
)1)(2(

)(



ziz

z
zf .                 10.18. 

)1)(2(
)(




ziz

z
zf . 

10.19. 
)1)(2(

)(



ziz

z
zf .                 10.20. 

)1)(3(
)(




ziz

z
zf .     

10.21. 
1

1
)(

2 


z
zf   

11-Масала. Функция ҳ осиласини таъриф ёрдамида ҳ исобланг. 

11.1. 
iz

zf



1

)(    )( iz  .          11.2. 
1

1
)(




z
zf    )1( z . 

11.3. 
1

1
)(




z
zf    )1( z .           11.4. 

iz
zf




1
)(    )( iz  .     

11.5. 
12

1
)(




z
zf    )

2

1
( z .         11.6. 

12

1
)(




z
zf    )

2

1
( z . 

11.7. 
iz

zf



2

1
)(    )

2
(

i
z  .         11.8. 

iz
zf




2

1
)(    )

2
(

i
z  . 

11.9. 2)( zzf  .                          11.10.  3)( zzf  . 
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11.11. zzzf 2)( 2  .                  11.12. 1)( 3  zzzf . 

11.13. 231)( zzf  .                   11.14. 22)( zzzf  . 

11.15. 13)(  zzf .                   11.16. 32)(  zzf . 

11.17. 
z

zf
1

)(     )0( z .             11.18. 5
2

)( 
z

zf . 

11.19. 
3

2
)(

z
zf  .                       11.20. )sin(cos)( yiyezf x  . 

11.21. 
2

1
)(




z
zf    )2( z . 

12-Масала. Куйидаги функцияларни С-дифферен-

циалланувчанликка текширинг  

12.1. zzf Re)(  .                         12.2. zzzf Re)( 2 . 

12.3. 2)(Re)( zzf  .                      12.4. zzzf Im)( 2 . 

12.5. 2Re)( zzf  .                        12.6. 2)(Re)( zzzf  . 

12.7. zzzf Im][Re)( 2  .               12.8. zzzf Re][Im)( 2  . 

12.9. )Im(Re)( zzzzf  .             12.10. 2Im)( zzf  . 

12.11. 
2

)( zzf  .                          12.12. 
2

)( zzf  . 

12.13. zzzf Re)(  .                      12.14. zzzf Im)(  . 

12.15. zzf Im)(  .                        12.16. zzf )( . 

12.17. zzf )( .                           12.18. )(2)( 22 yxixyzf  .  

12.19. )(2)( 22 yxixyzf  .           12.20. )(2)( 22 yxixyzf  . 

12.21. zzzf Im)(  . 

 13-Масала. Берилган функцияларни голоморфликка текширинг.  

13.1. )()( byaxiyxzf  .         13.2. ibxyyxzf  22)( . 

13.3. 
2222

)(
yx

ay
i

yx

x
zf





 .       13.4. )(2)( byaxiyxzf  . 

13.5. )()( byaxiyxzf  .         13.6. )()( yaxiyxzf  . 

13.7. ixyyxazf 2)()( 22  .         13.8. ibxyayxzf  22)( .  
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13.9. )()( ayxiyxzf  .          13.10. 
2222

)(
yx

y
i

yx

ax
zf





 . 

13.11. ibxyayxzf  22)( .          13.12.  )()( bxayiyxzf  . 

1313. iaxyyxzf  22)( .            13.14.   icybyaxzf )( . 

13.15.  )()( cybxiyaxzf  .      13.16..  xyiayxzf 2)( 22  .     

13.17.
2222

)(
yx

by
i

yx

ax
zf





 .       13.18. )(2)( cybxiyxzf  . 

13.19. )()( cybxiaxzf  .           13.20. )()( cybxiyaxzf  . 

13.21. )()( cybxiayxzf  . 

14-Масала. 
0

z   нуқ тадан чиқ увчи  )arg(
0

zz  нур бўлсин. 

Қуйидаги мисоллардаги акслантиришлар учун 
0

z  нуқ тадаги чўзилиш 

коэффиценти )(R  ва бурилиш бурчаги )(  ни топинг. 

14.1. izzw 
0

2 , .           14.2. 1,
0

2  zzw . 

14.3. 02
0
 zzzw .         14.4. 

4
,

0

2 i
zzw  . 

14.5. izzw  1,
0

2 .             14.6. izzw  1,
0

2 .  

14.7. izzw 
0

3 , .                 14.8. 
4

, 0

3 i
zzw  . 

14.9 1,2
0

2  zzzw .            14.10. izzzw 
0

2 ,2 . 

14.11 . 0);2sin2(cos
0

2  zyyew x . 

14.12 . 0);2sin2(cos
0

2  zyiyew x . 

14.13 . 1,
1

1
0





 z

z

z
w .              14.14. iz

iz

iz
w 




 1,

1

)1(
0

. 

14.15. iz
iz

iz
w 




 2,

2

2
0

.      14.16. iz
iz

iz
w 2,

2

2
0





 . 

14.17. 2,
2

2
0





 z

z

z
w .           14.18. 2,

2

2
0





 z

z

z
w . 

14.19. iz
iz

iz
w 2,

2

2
0





 .         14.20. iz

iz

iz
w 




 1,

1

1
0

. 

14.21. iz
iz

iz
w 






0
, . 
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 15-Масала. Қуйида берилган ),( yxu  гармоник функцияларга 

кўрсатилган соҳ аларда қ ўшма гармоник бўлган ),( yxv  функцияларни 

топинг ва улар ёрдамида голоморф ),(),()( yxivyxuzf   функцияни 

қ уринг. 

15.1. CExyyxu  4),( .       15.2. CEyxyxu    ,532),( . 

15.3. }0{,
)(3

2
),(

22





 zE

yx

yx
yxu .  

15.4. CExyyxyxu  4)(2),( 22 . 

15.5. CExyyxyxu  ,2),( 22 . 

15.6. }0{,
)(2

2
),(

22





 zE

yx

yx
yxu . 

15.7. CExyxyxu  ,),( 22 . 

15.8. CExyyxyxu  ,6)(3),( 22 . 

15.9. CEyxyxu  ,12),( . 

15.10 }0{,),(
22




 zE
yx

x
yxu . 

15.11. }0{,
)(4

),(
22





 zE

yx

yx
yxu . 

15.12. CExyxyyxu  ,2),( 22 . 

15.13. CExyxyxu  ,3),( 22 . 

15.14. CEyxyxu  ,54),( . 

15.15. CExyyxu  ,1),( . 

15.16. }0{,
2

),(
22





 zE

yx

yx
yxu . 

15.17. CExyxyxu  ,62),( 23 . 

15.18. CExyyxyxu  ,),( 22 . 

15.19. CEyxyxu  ,142),( . 

15.20. CExyxyyxu  ,4),( 22 . 

15.21. CEyxyxu  ,1)(2),( 22 .  
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16-Масала. Қуйидаги функцияларнинг конформлик соҳ алари 

топилсин. 

16.1. 
z

zzf
1

)(  .                    16.2. 
1

12
)(






z

z
zf . 

16.3. 1)( 2  zzf .                   16.4. 1)( 2  zzf . 

16.5. 12)( 2  zzzf .              16.6. zzzf 2)( 2  . 

16.7.   1)( 3  zzf .                 16.8.   1)( 3  zzf .            

16.9.   zzzf 3)( 3                  16.10.   zzzf 3)( 3  . 

16.11. 
12

3
)(






z

z
zf                   16.12.  

52

4
)(






z

z
zf . 

16.13. )sin(cos)( yyezf x  .      16.14. )2sin2(cos)( 2 yiyezf x  . 

16.15. )sin(cos)( yyezf x   .     16.16. )2sin2(cos)( 2 yiyezf x   .  

16.17. )
1

(
2

1
)(

z
zzf  .              16.18    )

1
(

2

1
)(

z
zzf  . 

16.19. zzzf 63)( 2                 16.20. 8)( 3  zzf . 

16.21. zzzf 84)( 2  . 

- С - 

НАМУНАВИЙ ВАРИАНТ ЕЧИМИ. 

Намунавий вариант сифатида 21-вариантни олиб, ундаги мисол ва 

масалаларнинг ечимларини намуна сифатида келтирамиз. 

1.21-Масала. Қуйидаги 

2323
21

izваiz   

комплекс сонларнинг йиғ индиси, айирмаси, кўпайтмаси, нисбати ҳ амда 

2

1

1

z
z   ни топинг.  

.32)22()33()23()23(
21

 iiizz  

.22)22()33()23()23(
21

iiiizz   

523)2()3()23()23( 222

21
 iiiizz . 
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.
5

62

5

1

5

62)23(

23

22323

)2()3(

)23()23(

23

23 2

22

1

i
i

ii

i

ii

i

i

z

z






















.
5

26

5

36

5

2

5

3
23

23

23
23

23

1
23

1

2

1

iii

i
i

i
i

z
z












 

2.21-Масала. Амалларни бажаринг, ҳ осил бўлган комплекс 

соннинг модули ва аргументини топинг, уни комплекс текисликда 

тасвирланг 83 )31()1( ii  . 

Олдин 311
21

izваiz   сонларнинг модули ва 

аргументини (2) ва (3) – формулалардан фойдаланиб топиб, сўнг уларни 

тригонометрик шаклда ёзамиз ва Муавр формуласидан фойдаланамиз: 

).1(2)
2

2

2

2
(22)

4
sin

4
cos(22

)
4

21
sin

4

21
(cos22)1()

4

7
sin

4

7
(cos

.2
4

7
2

4
2arg

.2)1(11

33

1

11

22

11

iii

iizi

z
y

x
arctgz

ziz

































).31(128)
2

3

2

1
(256)

3

2
sin

3

2
(cos256

)
3

8
sin

3

8
(cos2)31()

3
sin

3
(cos2

31
3

3arg,2)3(131

888

2

22

22

22

iii

iizi

izarctgzziz
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Демак, 

).13(256)31(256)]31()31[(256

)31)(1(256)31()1( 8

2

3

1

83





ii

iizziiz

 

Бу комплекс сон текисликда ))13(256),31(256( M  нуқ тани 

ифодалайди (4-чизма)  

 

3.21-Масала. Қуйидаги 3321  iz  тенгсизликни 

қ аноатлантирувчи барча нуқ талар тўпламини С комплекс текисликда 

тасвирланг. 

22 )3()2()3()2(3232  yxyixiiyxiz  

бўлгани учун берилган 3321  iz  тўплам 

9)3()2(1 22  yx  

халқ адан иборат бўлади. Бу маркази (2;-3) нуқ тада радиуслари 1 ва 3 га 

тенг бўлган концентрик айланалар орасидаги нуқ талар ва радиуси 3 га 

тенг айлана нуқ таларини ўз ичига олган халқ адир (5-чизма)                
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4.21-Масала. Қуйидаги  














4
arg0

,1ImRe

z

zz

 

тенгсизликлар системасини қ аноатлантирувчи нуқ талар тўпламини С 

текисликда тасвирланг. 




























xy

yx

zва

yz

xz

0

1

4
arg0

Im

,Re

    

Бу тўплам 6-чизмада тасвирланган  

 

5.21-Масала. Ушбу  

021)34()34(
2

 ziziz  

тенглама айлананинг тенгламаси эканлигини исботланг ва бу айлана 

марказининг координатлари ҳ амда радиусини топинг.  
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.2)3()4(    4)3()4(

216821)()34())(34(

21)34()34(0

22222

2222

2

22


























yxyx

yxyxiyxiiyxiyx

ziziz

yxz

iyxz

iyxz



Бу 

маркази (-4,-3) нуқ тада ва радиуси 2 га тенг бўлган айлананинг 

тенгламаси  

6.21-Масала. С комплекс текислигидаги 
2

1 i
z


  нуқ танинг S 

Риман сферасидаги образини топинг. 

   Бу масалани ечишда (7)- формулалардан фойдаланамиз. 

1.
2

1

2

1
,

2

2
,

2

2

2

2

2

2

2

1



 zyxi

i
z   Бу ердан (7)- 

формулага кура 
2

1

1
;

4

2

1
;

4

2

1
2

2

22











z

z

z

y

z

x
 

эканлигини топамиз. Демак, берилган нуқ танинг Риман сферасидаги 

образи )
2

1
;

4

2
;

4

2
(  экан  

7.21-Масала. Ҳисобланг.  .
4

cos
2

1
lim

0






n

k
kn

k
 

Берилган лимитни ҳ исоблаш учун олдин     

 
 










n

k

n

k
k

k
i

kn

ek
i

k
z

0 0

4

2
)

4
sin

4
(cos

2

1
 



 39 

кетма-кетликнинг лимитини топамиз:              

.

2
1

1
))1

4
sin

4
cos

((

2
1

2
1

lim)
2

(lim
2

limlim

4

0 0

4

4

4

44



 

































  

i

n

k

n

k

in

i

n

in

n

k

i

nk

k
i

n
n

n

e

n
i

n

e

e

e

ee
z

 

Бундан   

.
225

24

)2()24(

)24(4

224

4
Re

)
4

sin
4

(cos2

2
Re

2

2
Re

2
1

1
ReRelim

4
cos

2

1
lim

22

0
44






































i

iee

z
kn

k
iin

nkn

 8.21-Масала. Қуйидаги  

)10()}]1()32[()1(  ttiiiz  

функция аниқ лаган эгри чизиқ ни топинг. 

)21(1

)21(1)]1()32[()1()()()(

tit

tiitiiitytxtz




 

тенгликдан, берилган чизиқ нинг параметрик тенгламаси. 












10        ,21)(

,1)(

ttty

ttx

   

эканлигини, бу ердан эса 

21    ,121)1(221  xxtty  

эканлигини топамиз. Демак, берилган чизиқ  7-чизмада тасвирланган 

А(1;1) нуқ тадан В(2;3) нуқ тага қ араб йўналган АВ кесмадан иборат 

экан  
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9.21-Масала. )
1

(
2

1
)(

z
zzf   функцияни }2{  zE  соҳ ада бир 

япроқ ликка текширинг. 

Бу масалани ечишда 5
0
 пунктдаги 2-таърифдан фойдаланамиз. 

Фараз қ илайлик Ezz ,,
21

 лар учун ,)()(
21

zfzf   яъни 

)
1

(
2

1
)

1
(

2

1

2

2

1

1
z

z
z

z   бўлсин  


 0
)1)((

21

2112

zz

zzzz
  

Берилган функциянинг Е тўпламда бир япроқ ли бўлиши учун шу 

тўпламнинг  

1
21
zz  

тенгликни қ аноатлантирувчи 
21

, zz  нуқ таларни ўзида сақ ламаслиги 

зарур ва етарли. Лекин, 

)(.1,
2121

zfzzваEizEiz   

функция  Е соҳ ада бир япроқ ли бўлмайди  

10.21-Масала. 
1

1
)(

2 

z

zf  функцияни узлуксизликка текширинг. 

izzz  101 22  нуқ талар функциянинг узилиш 

нуқ талари. Қолган барча нуқ таларда функциянинг узлуксиз эканлигини 

кўрсатамиз. },{\ iiCz   учун  

)1(]1)[(

)12(

1

1

1)(

1
)()()(

2222 










zzz

zz

zzz
zfzzfzf  

бўлиб, бу тенгликдан 0)(lim
0




zf
z

 эканлиги келиб чиқ ади.Бу эса 

1

1
)(

2 


z
zf  функциянинг },{\ iiCz   нуқ тада узлуксиз эканлигини 

англатади  
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11.21-Масала. )2(
2

1
)( 


 z

z
zf  функциянинг ҳ осиласи 

таъриф ёрдамида ҳ исоблансин. 

}2{\  Cz  учун (11)-формуладан фойдаланиб топамиз: 

.
)2(

1

)2)(2(

1
lim

2

1

2

1

lim
)()(

lim:)('

20

00
























zzzz

z

zzz

z

zfzzf
zf

z

zz

 

12.21-Масала. zzzf Im)(   функцияни С–дифферен-

циалланувчанликка текширинг.    

Бу масалани 6
0 
пунктда келтирилган теоремадан фойдаланиб ечамиз.  

.),(,),()(Im)( 22 yyxvxyyxuiyxyyiyxzzzf   

Бу функциялар 2),( Ryx   нуқ тада ҳ ақ иқ ий анализ маъносида 

дифференциалланувчи. Энди бу функциялар учун Коши-Риман 

шартларини текширамиз. Ушбу y
y

v

x

v
x

y

u
y

x

u
2;0;; 



















 

тенгликлардан 































x

v

y

u

y

v

x

u

   

Коши-Риман шартлари фақ ат (0,0) нуқ тадаги бажарилиши келиб 

чиқ ади. Демак, zzzf Im)(   функция фақ ат 0z  нуқ тада С–

дифференциалланувчи  

 13.21-Масала. )()( cybxiayxzf   функцияни голоморфликка 

текширинг. 

 cybxyxvayxyxucybxiayxzf  ),(,),()()(  

функциялар 2R  да ҳ ақ иқ ий анализ маъносида дифференциалланувчи. Бу 

функциялар учун Коши-Риман шартларини текширамиз. 

c
y

v
b

x

v
a

y

u

x

u




















;;;1      ва 
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1

1














































cваab

ab

c

x

v

y

u

y

v

x

u

 

шартлар бажарилса, )(zf  функция  С да голоморф булади ва 

zaiyaxiayxzf )1()()(   тенглик бажарилади  

14.21-Масала. Фараз қ илайлик i  нуқ тадан чиқ увчи 

 )arg( iz  нур бўлсин. 
iz

iz
w




  акслантириш учун i  нуқ тадаги 

чўзилиш коэффициенти )(R  ва бурилиш бурчаги )(  ни топинг. 

  }{\ iCz
iz

iz
w 




  учун .

2
)('

)(

2
)'()('

2

i
iw

iz

i

iz

iz
zw 







   

Демак,  


2

3
)

2
arg()('arg)(    

2

1

2
)(')(




i
iwва

i
iwR  

15.21-Масала. Берилган 1)(2),( 22  yxyxu  гармоник 

функцияга Еқ С соҳ ада қ ўшма гармоник бўлган ),( yxv  функцияни 

топинг ва улар ёрдамида голоморф ),(),()( yxivyxuzf   функцияни 

қ уринг. 

  ),( yxv  функция ),( yxu  функцияга қ ўшма гармоник функция бўлгани 

учун улар Коши-Риман шартларини бажариши керак: 

cxyyxvcconsty

yxyxx
x

u
yx

y

v

yxyyydxyxv

x
x

u

y

v

y
y

u

x

v





























































4),(.)(

0)('4)('44)('4

)(4)(4),(

4

4

қ ўшма гармоник функция. 

.121)(2)4(1)(2)( 2222 icziciyxcxyiyxivuzf 

 16.21-Масала. Қуйидаги  

zzzf 84)( 2   
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функциянинг конформлик соҳ аси топилсин. 

Бу масалани 8
0
 пунктдаги теоремадан фойдаланиб ечамиз. 

.10)1(8)'84()(' 2  zzzzzf  

Функцияни бир япроқ ликка текширамиз. Фараз қ илайлик, )()(
21

zfzf   

бўлсин. 

 0)2)((48484
21212

2

21

2

1
zzzzzzzz  

Берилган функциянинг  Е  тўпламда бир япроқ ли бўлиши учун шу 

тўпламнинг  

2
21
 zz                         (18) 

тенгликни қ аноатлантирувчи 
21

, zz  нуқ таларни ўзида сақ ламаслиги 

зарур ва етарли. 

Шундай қ илиб, zzzf 84)( 2   функция 1z  нуқ тани ва (18)–

тенгликни қ аноатлантирувчи нуқ таларни ўзида сақ ламайдиган ихтиерий 

СЕ   соҳ ада конформ бўлар экан  



 44 

2-§.  2-МУСТАҚИЛ ИШ  

ЭЛЕМЕНТАР ФУНКЦИЯЛАР ВА УЛАР ЁРДАМИДА 
БАЖ АРИЛАДИГАН  КОНФОРМ  АКСЛАНТИРИШЛАР 

Риман теоремаси. 
Сощанинг сақ ланиш принципи. 

Чизи=ли функция. 

Каср чизи=ли функция. 

Даражали функция. 

Ж уковский функцияси. 

Кырсаткичли функция. 

Тригонометрик  функциялар. 

Кып =ийматли функциялар. 

Симметрия принципи. 

- А - 

АСОСИЙ  ТУШУНЧА ВА ТЕОРЕМАЛАР 

Конформ акслантиришлар назариясида асосан =уйидаги икки 
масала ырганилади: 

 1-масала. С комплекс текисликдаги бирор Е сощада 

(ЕС) )(zfw   акслантириш берилган щолда сощанинг аксини, 

яъни )(Ew  ни топиш. 

2-масала. Иккита ихтиёрий 
wz

CFСЕ   сощалар берилган 

щолда Е сощани F сощага аксалантирувчи конформ )(zfw   

акслантиришни топиш. 
Бу масалаларни щал =илишда =уйидаги тасди=лардан фойдаланилади. 

1-Теорема. (Риман теоремаси). Агар Е ва F лар мос 

равишда кенгайтирилган комплекс текислик 
z

С  щамда 
w

C  

лардан олинган ва чегараси 2 та нуктадан кам былмаган бир 
бо\ламли сощалар былса, Е сощани F сощага конформ 

акслантирувчи )(zfw   функция мавжуд. 

2-Теорема. (сощанинг сакланиш принципи). Агар )(zf  

функция Е сощада  голоморф былиб, constzf )(  былса , )(Ef  щам 

соща былади. 

Амалиётда кыпинча берилган Е сощани ызидан соддаро= 
былган сощага, масалан бирлик  доира ёки ю=ори ярим 
текисликка конформ акслантириш масаласини ечиш талаб 
=илинади. Бу масалани щал =илишда биз комплекс аргументли 
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элементар функциялар синфини, биринчи навбатда уларнинг 
геометрик  хоссаларини татбик  =илиш услубларини 
ырганишимиз зарур. 

10. Чизикли функция 

1-Таъриф. Ушбу 

)0,,(  aCbabazw             (1) 

кыринишдаги функция  чизи=ли функция (акслантириш) деб 
аталади. 

Чизи=ли функция 
z

С комплекс текисликни 
w

C  комплекс 

текисликка конформ акслантиради. 

Чизи=ли функциянинг хусусий щолларини =араймиз: 

1) Айтайлик , 

)( Cbbzw   

былсин. Бу функция параллел кычиришни амалга оширади. 

2) Айтайлик , 

)( Rzеw i    

былсин. Бу функция 
z

С  текисликдаги хар бир z  нуктани 

координата боши атрофида соат стрелкасига тескари 
йуналишда   бурчакка буришни амалга оширади. 

Масалан, 

zeziizw
i










2)
2

sin
2

(cos  

функция координата боши атрофида 090 га, 

zw   

эса 1800 га буришни амалга оширади. 

3) Айтайлик , 

)0(  kkzw  

былсин. Бу функция берилган сощани унга ыхшаш сощага чузиб 
( 1к  да) ёки си=иб ( 1к  да) акслантиради. 

Умуман , 

),( Cbabazw   

функция ёрдамида бажариладиган акслантириш 
z

C  

текисликдаги сощани «чызиш», бирор бурчакка буриш щамда 
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параллел кучиришни амалга оширади. Амалиётда бу 
функциянинг шу хоссаларидан фойдаланилади. 

Фараз килайлик , )(zfw   функция С текисликдаги бирор 

Е сощада берилган былсин. 

2-Таъриф. Агар Ea   нуктада  

aaf )(  

тенглик бажарилса, у щолда az   ну=та )(zfw   

акслантиришнинг =ыз\алмас ну=таси дейилади. 

bаzw   чизи=ли акслантириш 1a  былганда иккита  

a

b
zz




1
,

21
 

=ызгалмас ну=таларга эга. 

Агар 1а  былса, z  шу чизи=ли акслантиришнинг 
каррали =ызгалмас ну=таси былади. 

20. Каср чизи=ли функция. 

1-Таъриф. Ушбу 

)  ,  ,  ,( Cdcba
dcz

baz
w 




         (2) 

кыринишдаги функция каср-чизи=ли функция (каср-чизи=ли 
акслантириш) деб аталади. 

Бу таърифда 0bcad  деб =араймиз, акс щолда 
d

b

c

a
  

былиб,w  функция ызгармасга айланади. 

Каср чизи=ли функция кенгайтирилган 
z

С  комплекс 

текисликни кенгайтирилган 
w

C  комплекс текисликка конформ 

акслантиради. 

Каср чизи=ли акслантиришлар =атор хоссаларга эга. 
1-Хосса. Каср чизи=ли акслантиришларнинг суперпозицияси яна каср чизи=ли акслантириш былади; 

каср чизи=ли акслантиришга тескари былган акслантириш щам каср чизи=ли былади. 

2-Хосса. Ихтиерий каср чизи=ли акслантириш 
z

С  даги 

айлана ёки ты\ри чизи=ни 
w

C  даги айлана ёки тыгри чизи==а 

акслантиради. 

Бу хоссани каср чизи=ли акслантиришнинг доиравийлик 
хоссаси дейилади (тыгри чизи= одатда радиуси чексизга тенг 
былган айлана деб =аралади). 
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Изощ. Каср чизи=ли функция ёрдамида айлана айланага 
ёки ты\ри чизи==а аксланишини ани=лаш учун функциянинг 

махражини нолга айлантирувчи 
c

d
z   ну=танинг =аралаётган 

айланага тегишли ёки тегишли эмаслигини ани=лаш кифоядир. 

Масалан, 

3

1




z
w  

акслантириш }2  :{ zz  айланани айланага, }3  :{ zz  

айланани эса ты\ри чизи==а ытказади. 

Текисликдаги   тыгри чизи==а нисбатан симметрик  

ну=талар тушунчаси ы=увчига элементар математикадан 
маълум. Энди бу тушунчани айланага нисбатан келтирайлик . 

2-Таъриф. Агар 
1

z  ва *

1
z  ну=талар учи  

}:{
0

RzzCz   

айлана марказида былган битта нурда ётиб, улардан айлана 
марказигача былган масофалар купайтмаси   айлана 

радиусининг квадратига тенг былса, яъни 













2

010

*

1

0101
),arg()arg(

Rzzzz

zzzz

 

тенгликлар ыринли былса, 
1

z  ва *

1
z  ну=талар С комплекс 

текисликдаги   айланага нисбатан симметрик ну=талар 

дейилади. 

Агар 
1

z  ва *

1
z  нукталар   айланага нисбатан симметрик  

ну=талар былса,у холда  

01

2

01
zz

R
zz




            (3) 

былади. 

3-Хосса. Щар кандай каср чизикли акслантириш 
натижасида )(z текисликдаги   айлана ёки ты\ри чизи==а 

нисбатан симметрик былган 
1

z  ва *

1
z  нукталарнинг акси )(w  

текисликда  айлананинг акси былган )(w  айлана ёки ты\ри 
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чизи==а нисбатан симметрик былган 
1

w  ва *

1
w  ну=талардан 

иборат былади. 

Бу хосса каср-чизи=ли акслантиришда 
симметрикликнинг са=ланиш хоссаси  дейилади. 

4-Хосса. )(z  текисликда берилган щар хил 
321

,, zzz  

нукталарни )(w  текисликда берилган щар хил 
321

,, www  

ну=таларга акслантирувчи каср чизи=ли функция мавжуд ва у 
ягонадир. 

Бу акслантириш ушбу  

13

23

2

1

13

23

2

1

zz

zz

zz

zz

ww

ww

ww

ww



















              (4) 

муносабатдан топилади. (4)–муносабатга ангармоник нисбат 
деб аталади. 

5-Хосса. Ушбу 

0Im, 



  a

az

az
ew i            (5) 

каср чизи=ли функция ю=ори ярим текислик }0{Im z  ни бирлик 

доира }1{ w  га акслантиради, бунда   -ихтиёрий ща=и=ий 

сон. 

6-Хосса. Ушбу  

1,
1





  a

za

az
ew i            (6) 

каср чизи=ли функция )(z  текисликдаги бирлик доира }1{ z  ни 

)(w  текисликдаги бирлик доира }1{ w  га акслантиради, бунда 

  -ихтиерий ща=и=ий сон. 

30. Даражали функция. 

Таъриф. Ушбу  

)`1,(  nNnzw n           (7) 

кыринишдаги функция даражали функция дейилади. 

Даражали функция С да голоморф ва бу функция 
ёрдамида бажариладиган акслантириш }0{\Cz  ну=тада 

конформ былади: 
1'  nnzw  щосила }0{\C  да нолдан фар=лидир. 

Агар   ii ewrez ,  дейилса , 
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n

r n ,

                    (8) 

эканлигини кырамиз. Бу тенгликлардан nzw   функция 

аргументи  га тенг былган, 0 ну=тадан чи=увчи   нурни, 

аргументи n  га тенг былган L  нурга акслантиришини кырамиз 

(8-чизма). 

 

 

Агарда биз (z) текислигида орасидаги бурчаги 
n

2
 дан 

кичик  былган координата бошидан чи=увчи иккита нур билан 

чегараланган D сощани =арасак , nzw  функциянинг бу сощада 

бир япро=ли эканлигини кырамиз. 

Масалан, nzw  функция 

1,...,1,0,
)1(2

arg
2







nk
n

k
z

n

k
 

сощанинг щар бирида бир япро=ли, демак , конформ былиб, 

уларнинг щар бирини (w) текслигидаги ),0[\\ 


CRC  сощага 

акслантиради. 

Амалиётда nzw   функциясидан бурчакли сохаларни 

узидан соддарок  сощаларга акслантиришда фойдаланилади. 

40. Ж уковский функцияси. 

Таъриф. Ушбу  
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)
1

(
2

1

z
zw               (9) 

функция Жуковский функцияси деб аталади. 

Бу функция 0z  ва z   нукталардан таш=ари бутун 
текисликда голоморф функциядир. 

Ж уковский функциясининг щосиласи )
1

1(
2

1
'

2z
w   

былиб,{1;-1} ну=талардан таш=арида 0'w  дир. )
1

(
2

1

z
zw   

функция ёрдамидаги акслантириш {1;-1} ну=талардан 

таш=арида (  zz ,0  нукталарда щам) конформдир. 

(9)–функция бирор СЕ   сощада бир япро=ли былиши 
учун бу соща ушбу  

1
21
zz             (10) 

муносабатни каноатлантирувчи 
1

z  ва 
2

z  нукталарга эга 

былмаслиги зарур ва етарли. 

Бундай соща сифатида }1:{  zCzU  ёки 

}1:{*  zCzU  сощаларни олиш мумкин. Ж уковский 

функцияси бу сощаларнинг щар бирини [-1; 1] кесманинг 
таш=арисига конформ акслантиради. 

Агар Ж уковский функциясида 

ivuwrez i   ,  

дейилса, унда  

)
1

(
2

1   ii e
r

reivu  

былиб, 

















sin)
1

(
2

1

.cos)
1

(
2

1

r
rv

r
ru

                  (11) 

былади. (11) дан (9)-акслантириш учун =уйидагилар келиб 
чикади. 
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1) )(z  текисликдаги }1,:{  rrzCz  айлана )(w  

текисликдаги фокуслари (-1; 0) ва (1; 0) ну=таларда, ярим 
ы=лари 




















r
rb

r
ra

1

2

1
  ,

1

2

1
 

былган эллипсга аксланади. 

2) (z) текисликдаги }1  ,:{  rrzCz  айлана )(w  

текисликдаги фокуслари (-1; 0) ва (1; 0) нукталарда, ярим 
ы=лари 


















 r

r
b

r
ra

1

2

1
  ,

1

2

1
 

былган эллипсга аксланади. 

3) )(z  текисликдаги }0arg:{  zCz  нур )(w  текисликдаги 

}0arg:{  wCw  нурга, }arg:{  zCz  нур эса }arg:{  wCw  

нурга аксланади. 

4) )(z  текисликдаги }
2

arg:{


 zCz  щамда }
2

3
arg:{


 zCz  

нурларнинг щар бири )(w  текисликдаги }0Re:{  wCw  ты\ри 

чизи==а аксланади. 

5) )(z  текисликдаги  

}
2

3
,

2
,0;arg:{





 zCz  

нур )(w  текисликдаги ушбу 

1
sincos 2

2

2

2




vu
 

гиперболанинг мос «шохчасига» аксланади. 

50. 
ze  функцияси. 

Таъриф. Ушбу  

)()1(: lim Cz
n

z
e n

n

z 


 

функция кырсаткичли функция дейилади. 

Агар iyxz    десак , 

)sin(cos yiyee xz               (12) 
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тенглик  ыринли. 

Кырсаткичли zew   функция =уйидаги хоссаларга эга: 

1) ze  функция С комплекс текисликда голоморф ва унинг 
щосиласи  

zz ee )'(  

былади. 

2) ze  функция учун  

),(
21

2121 CzCzeee
zzzz


  

былади. 

3) ze  функция даврий былиб, унинг асосий даври i2  
булади: 

ziz ee 2  

4) Cz  учун 0)'( ze  булиб, zew   функция ёрдамидаги 

акслантириш С текисликнинг щар бир ну=тасида конформ 
акслантириш былади. 

(12)–тенгликка кыра, yeee zxz  arg,  былиб, zew   

функция )(z  текисликдаги }{
0

xx   ты\ри чизи=ни }{ 0x
ew   

айланага, }{ 0yy   тугри чизикни эса }{arg 0yw   нурга 

акслантиради. 
zew   функция ,}2Im{

00
 yzyП

k
сощада 

бир япро=ли былади (бу ерда Ry 
0

 былган ихтиерий ну=та). 

Ж умладан,
zew   функция ушбу  

,...2,1,0,})1(2Im2:{  kkzkzП
k

 

сощаларнинг щар бирини )(w  текисликдаги 


RC \  га конформ 

акслантиради. Худди шунга ыхшаш 
zew   функция 

}Im0:{  zz  йылакни ю=ори ярим текисликка конформ 

акслантиради. 

60. Тригонометрик  функциялар. 

(12)-тенгликда 0x  десак , 












 yiye

yiye

iy

iy

sincos

sincos

 

тенгликларга эга былиб,бундан 
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i

ee
y

ee
y

iyiyiyiy

2
sin,

2
cos

 



            (13) 

ифодаларни щосил =иламиз (13)-формулалар ихтиёрий 
ща=и=ий сон учун ыринли былиб, улардан биз 

zwzw sin,cos   

функцияларни ани=лашда фойдаланамиз. 

Таъриф. Ушбу  











































iziz

iziz

iziz

iziz

iziziziz

ee

eei

z

z
ctgz

eei

ee

z

z
tgz

i

ee
z

ee
z

)(

sin

cos

,
)(cos

sin

,
2

sin,
2

cos

                (14) 

тенгликлар ёрдамида ани=ланган функцияларга комплекс 
аргументли тригонометрик функциялар деб аталади. 

Тригонометрик  функцияларнинг асосий хоссаларини 
келтирамиз. 

1) zcos  ва zsin  функциялар С комплекс текисликда 

голоморф ва уларнинг щосилалари 

zz

zz

cos)'(sin

,sin)'(cos





 

былади. 

2) tgz функция  












 ...,2,1,0,
2

; kkzCz

 

тыпламда, ctgz функция эса  

 ...,2,1,0,,;  kkzCz  

тыпламда голоморф былади. 
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3) sinz, tgz, ctgz функциялар то=, cosz эса жуфт функция 
былади. 

4) Триногометрик  функциялар даврий былиб, cosz ва  sinz 

нинг даври 2π га, tgz ва ctgz нинг даври π га тенгдир.  

5) Щакикий ызгарувчили тригонометрик  функциялар 
орасидаги муносабатларни ифодаловчи формулаларнинг 
кыпчилиги комплекс ызгарувчили былган щолда щам ыринли 
былади.  

Изощ. Комплекс аргументли cosz ва sinz функцияларнинг 
ща=и=ий аргументли cosz ва sinz функциялардан фар=ли 
томони шундаки, улар чегараланган былиши шарт эмас. 

Масалан w=cos z  функциянинг комплекс текслик  С да 
чегаранланмаганлигини кырсатайлик ,   

Маълумки, 

2
cos

iziz ee
z


 . 

Бу тенгликда z=iy деб оламиз. Унда  

22
)cos(

)()( yyiyiiyi eeee
iy









 

былади. Равшанки,  




 2
lim

yy

y

ee
 

Бу эса w=cosz функциянинг С да чегараланмаганлигини 
билдиради  

6) Ушбу 

cos(iz)=chz ,                       i sinz=-shz , 

cosz=ch(iz),                       sinz=-ish(iz) 

муносабатлар ыринли, бунда 

2

zz ee
zch


 ,   

2

zz ee
zsh


 .           (15) 

Одатда, (15)-функциялар гиперболик функциялар дейилади. 

7) Тригонометрик  функциялар ёрдамида бажариладиган 
акслантиришлар бир нечта бизга маълум акслантиришларнинг 
композицияси натижасидан иборат былади.  

Мисол. Ушбу 



 55 

zw sin  

функция ёрдамида бажариладиган акслантириш )(z  

текислигидаги  

}0Im,
2

Re
2

:{ 





 zzCzD  

сощани (ярим йылакни) )(w  текисликдаги =андай сощага 

акслантиради? 

Берилган zw sin  функция ёрдамида бажариладиган 
акслантириш бизга маълум былган 

i

w
wewizw

w 2

321
,, 1   

акслантиришлар композициясидан иборат былиб,  

)
1

(
2

1
sin

3

3
w

wzw   

былади. Бинобарин, бу акслантиришларни, кетма-кет 
бажариш натижасида zw sin  учун )(Dw  топилади: 

1) D соха izw 
1

 акслантириш натижада  

}
2

Im
2

,0Re:{
1111





 wwCwD  

сощага ытади. 

2) 
1

D  соща 1

2

w
ew   акслантириш натижасида 

}
2

arg
2

,1:{
2222





 wwCwD  

ярим доирага ытади. 

3) 
2

D  соща 
i

w
w 2

3
  акслантириш натижасида  

}2arg,1:{
3333

 wwCwD  

сощага ытади. 

4) 
3

D  соха )
1

(
2

1
sin

3

3
w

wzw   акслантириш натижасида 

}0Im:{)(  wCwDw  

сощага ытади. 



 56 

Демак , zw sin  акслантириш )(z  такисликдаги 

}0Im,
2

Re
2

:{ 





 zzCzD  

сощани )(w  текисликдаги  

}0Im:{)(  wCwDw  

ю=ори ярим текисликка акслантирар экан. 

Олинган функциялар D сощани =айси йыл билан )(Dw  

сощага акслантириши 9-чизмада кырсатилган  

 

 

 

70. Кып =ийматли функциялар. 

Комплекс аргументли функциялар назариясида голоморф 
функцияга тескари былган функцияни ырганиш масаласи щам 
мущим ыринда туради. Аксарият щолларда бундай функциялар 
бир =ийматли былмай, аргументнинг битта =ийматига бир 
нечта (баъзи щолда чексиз кып) комплекс сон мос =ыйилади. 
Бундай функцияларни =атъий математик  асосда бериш йылида 
комплекс анализга Риман сиртлари термини киритилади. Биз 
бу ерда энг содда кып =ийматли функцияларни =араш билан 
кифояланамиз. 

а) )2( сонбутунnzw n   функцияси. 

1-Таъриф. Ушбу 



 57 

zwn                     (16) 

тенгламанинг ечимларига z  комплекс соннинг n-даражали 

илдизлари дейилади ва n zw   каби белгиланади. 

(16)–тенгламанинг ечимлари илдиз чи=ариш учун Муавр 
формуласига кыра  

Zk
n

k
i

n

k
rerz n

i
n

k

nn 








  ,)
2

sin
2

(cos
2

      (17) 

тенглик  ёрдамида топилади. Бу ечимлар к  нинг )1(,.....,2,1,0 n  

=ийматларида бир-биридан фар= =илиб, к-нинг бош=а 

=ийматларида эса улар такрорланади. Шунинг учун щам n z  n- 
та =ийматли былиб, бу =ийматлар  

)1(,  ,2,1,0,
,

2arg






nkez
i

n

kz

n                   (18) 

дир. 

n zw   нинг функционал хоссаларини ырганишда 
=уйидаги содда, лекин мущим теоремадан фойдаланилади. 

Теорема. (Тескари функциянинг конформлиги ща=идаги 

теорема). Фараз =илайлик, )(zfw   функция )(z  текисликдаги D 

сощани )(w  текисликдаги G сощага конформ акслантирувчи 

функция былсин. У щолда бу функцияга тескари былган 

)(1 wfz   функция G ни D га конформ акслантиради. 

Ы=увчига nwz   функциянинг бир япро=ли быладиган 

сощалари 30-пунктдан маълум: 
nwz   функция ушбу щар бир  

),1(,...,2,1,0,}
)1(2

arg
2

{ 





 nk
n

k
w

n

k
D

k
 

сощада бир япро=ли былиб, бу сощани у 


 RCG \  сощага 

конформ акслантиради. 0k  десак  nwz   функция      

}
2

arg0{
0

n
wD


  

сощани G га конформ акслантиради. Келтирилган теоремага 

кыра бу акслантиришнинг тескариси 
0

DниG  га конформ 

акслантиради. Бу тескари функция (18) даги  

n

z
i

n ez
arg
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га мос келиб, бу бир =ийматли функцияга n z  кып =ийматли 

функциянинг 0-тармо\и дейилади ва у 
0

)(n z  каби 

белгиланади. Худди шундай 
nwz   функция  

}
2

2arg
2

{
1

n
z

n
D





  

сощани щам G га конформ акслантиради. Бу функциянинг 

тескариси 
1

DниG  га акслантириб, унга n z  нинг 1-тармо\и 

дейилади ва у 
1

)(n z  каби белгиланади. Бу жараённи давом 

эттириб, n z  кып =ийматли функциядан n та бир =ийматли 

тармо=лар 
110

),...()(,)(
n

nnn zzz  ларни ажрата оламиз. Бу щар бир 

),1,...(1,0,)(  nkz
k

n  тармо= G да бир =ийматли ва уни 
k

D  

сощага конформ акслантиради. 

Мисол. 


 RCD \  сощани бирлик  доирага конформ 

акслантиринг. 

0
)( z  тармо=нинг хоссасига кыра 

01
)( zw   функция D 

ни ю=ори ярим текисликка конформ акслантиради. (5)-

формулага кыра 
iw

iw
w






1

1  каср чизи=ли функция ю=ори ярим 

текисликни бирлик  доирага акслантиради. Демак  
iz

iz
w






0

0

)(

)(
 

функция 


RC \  ни бирлик  доирага конформ акслантиради  

n zw   кып =ийматли функцияда 
110

)(,...,)(,)(
n

nnn zzz  бир 

=ийматли функцияларнинг щосил =илиниши кып =ийматли 
функциялардан тармо= ажратиш дейилиб, бу ерда биз тармо= 
ажратишнинг битта услубини бердик . Бу тармо=лардан одатда 

0
)(n zw   тармо= кып ишлатилади. Амалиётда бу 

функциялардан бурчак  сощаларни кичрайтириш (си=иш) учун 
фойдаланилади. 

Баъзи бир масалаларни ечишда кып =ийматли n zw   
функциянинг бир =ийматли тармо=ларини берилган шартларга 
=араб щам ажратишга ту\ри келади. Масалан, 2n  былганда, 

икки =ийматли zw   функциянинг иккита бир =ийматли 

10
)(  )( wваw  тармо=ларини =уйидагича щам ажратиш мумкин: 

)11(1,)(
0

 ёкиizw  
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ва 

)11(1,)(
1

 ёкиizw  

0
)(w  тармо= 


RC \  ни ю=ори ярим текисликка, 

1
)(w  тармо= эса 


RC \  ни =уйи ярим текисликка конформ акслантиради.  

б)  w=Lnz  функцияси. 

2-Таъриф. Ушбу 

zew                 (19) 

тенгламанинг ечимлари z комплекс соннинг логарифми  
дейилади ва Lnzw   каби белгиланади.  

(19)–тенгламани ечиш учун  irezниz  кыринишда, 

ivuwэсаниw   шаклда ифодалаймиз: 

  iivu ree . 

Бунда  iivu eere ,  тенгликларга эга былиб,ечим 

Zkkvru  ,2,ln   эканлигини кырамиз. Демак , 

ZkkzizLnzw  ,)2(argln         (20) 

былиб, Lnz  функция кып =ийматлидир. 

we  функция 

ZkkwkCwП
k

   },)1(2Im2:{  

сощаларда бир япро=ли ва бу сощаларнинг щар бирини 


RC \  га 

конформ акслантиришини биламиз. Тескари функциянинг 
конформлиги ща=идаги теоремадан фойдалансак , биз Lnzw   
функциясидан чексиз кып тармо=лар 

ZkkzizLnzw
k

 ,)2(argln)(  

ни ажратиш мумкин эканлигини щосил =иламиз. Бу щар бир 

тармо= 


 RCG \  да голоморф былиб, уни 
k

П  йылакка конформ 

акслантиради. 

Келишувга кыра zLnz ln)(
0
  деб белгиланади ва бу 

функцияга Lnz функциянинг бош тармо\и  дейилади. 

Мисол. iz 
0

 ну=тани 
2

5
0

i
w


  ну=тага ытказадиган 

логарифмнинг бир =ийматли тармо\и ёрдамида  

]}0,(:{  zzD  
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сощанинг аксини топинг. 

Lnz  функциянинг  

,...2,1,0,2ln)(  kikzLnzw
k

 

тармо=ларидан =айси бирини танлашимиз кераклигини  

2

5
)(

i
iw


  

шартдан ани=лаймиз: 

ikiikiiiiki
i






2

2
2argln2ln

2

5
. 

Бу ердан к=1 эканлигини топамиз. Демак ,Lnz  нинг керакли 
тармо\и 

izLnzw  2ln)(
1

 

экан. zw ln
1
  функция ёрдамида D  сощанинг   

}Im:{
11

 ww  

йылакка аксланишини текшириш =ийин эмас. iww  2
1

 

функция ёрдамида эса йылак  

}3Im:{  ww  

йылакка аксланади  

в) Комплекс сонни комплекс даражага кытариш. 

Lnzw   функциясидан фойдаланиб, ихтиерий 0z  ва а 
комплекс сонлар учун таърифга кыра  

)]2(arg[ln 


kzizaaLnza eez               (21) 

деб =абул =илинади. 

Масалан, 

Zkeeeei
kkii

kiiiiiLnii 









,

2
2

)2
2

(
)]2(arg[ln

. 

Демак , ii  нинг чексиз кып =ийматлари мавж уд былиб, уларнинг 
щаммаси ща=и=ий сонлардир. 

(21)–муносабат ердамида биз ихтиерий комплекс сон 
учун  

azw   
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функциясини ырганишимиз мумкин. Амалиетда а - щакикий 

сон былган щол кып =ылланилиб, azw   функция бурчак  
сощаларни конформ акслантиришда фойдалидир. 

г) Тескари тригонометрик  функциялар. 

Комплекс ызгарувчили функциялар назариясида тескари 
функция тушунчаси ща=и=ий ызгарувчили функциялар 
синфидаги каби киритилади. 

Масалан, 

zArcw cos  

функция wz cos  тенгламани =аноатлантирувчи барча w 
ларнинг =ийматлари тыпламидан иборат, яъни zcos  функцияга 
тескари функциядир. 

ArcctgzArctgzzArc ,,sin  

ва бош=а функциялар щам шунга ыхшаш ани=ланади. 

Таърифдан фойдаланиб  

)1(cos 2  zziLnzArc               (22) 

тенгликнинг ыринли эканлигини кырсатиш =ийин эмас. Бу ерда 
илдизнинг барча =ийматлари олинади. 

(22)-тенгликдан кыриниб турибдики, логарифмик  
функция каби zArccos  функция щам бир =ийматли эмас. 

zArccos  функциянинг бош =иймати zw arccos  деб олинади ва 
ушбу  

)1ln(arccos 2  zzizw                     (23) 

тенглик  ёрдамида ани=ланади. 

zArcw cos  функция 

}0Im:{ zz  

ю=ори ярим текисликда чексиз кып =ийматли былиб, (22)–
тенгликдан фойдаланиб унинг бир =ийматли тармо=ларини 
ажратиш мумкин. Улар  

,...2,1,0))1(()cos( 2  kzzLnizArc
kk

 

тенглик  ёрдамида ани=ланади. Масалан, к=0 былса, 

)1ln(arccos)cos( 2

0
 zzizzArc  

функция 
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}0Im:{ zz  

сощани 

}0Im,Re0:{  zww  

ярим йылакка конформ акслантиради. 

 

8
0
. Симметрия принципи. 

Бир соҳ ани иккинчи соҳ ага конформ акслантиришда симметрия 

принципидан кенг фойдаланилади. 

Фараз қ илайлик, )(
1

zf  функция 
1

D  соҳ ада ( CD 
1

) берилган 

ҳ амда шу соҳ ада конформ бўлсин. Бунда 
1D  соҳ анинг чегараси 

1
D  нинг 

бирор қ исми )(
1

D  айлана ёйи ёки тўғ ри чизиқ  кесмасидан иборат. 

Бу )(1 zf  акслантириш 
1

D  соҳ ани 
1

G  соҳ ага,   чизиқ ни Г чизиққа (Г - 

айлана ёйи ёки туғ ри чизиқ  кесмаси) акслантирсин: 

).(

)(

1

,111





fГ

DfG

 

1
D  соҳ анинг   ёйга нисбатан симметрик бўлган соҳ аси 12 , GD  соҳ анинг 

Г ёйга нисбати симметрик бўлган соҳ аси эса 2G  бўлсин. )(
2

zf  

функцияни 
2

D  соҳ ада шундай аниқ лаймизки, унинг қ ийматлари )(
1

zf  

функциянинг 
1

G  даги қ ийматларига Г ёйга нисбатан симметрик бўлган 

қ ийматларни қ абул қ илсин. У ҳ олда )(
2

zf  функция гаGниD
22

, ушбу       





















22

21

11

,)(

,,)()(

,,)(

Dzzf

zzfzf

Dzzf

w  

функция эса 
21

DD   соҳ ани 
21

GГG    соҳ ага конформ 

акслантиради (10-чизма). 
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Одатда, юқ оридаги тасдиқ   симметрия принципи ёки Риман–

Шварц теоремаси деб аталади.  

Эслатма. Агар   ва Г лар ҳ ақ иқ ий ўқ даги кесмалар бўлса, у ҳ олда 

)(
2

zf  функция ушбу  

)()(
12

zfzf   

тенглик ёрдамида аниқ ланади. 

Мисол. Ушбу 

]};[],1;1[:{ iizzCzD   

соҳ ани юкори ярим текислик  

}0Im:{  wCw  

ка конформ акслантирувчи )(zww   функцияни топинг (11-чизма).     

 

Қуйидаги  

]}1,0[,0Im:{
1

 zzCzD  

соҳ ада  

2

1
zw   

функцияни қ араймиз. Равшанки, бу акслантириш 
1

D  соҳ ада конформ 

бўлади. 



 64 

Энди 
1

D  соҳ ани юқ ори ярим текисликка акслантирамиз. Бу 

қ уйидаги  

iww

ww

zw







1,

,1

23

12

2

1

               (24) 

 акслантиришларни кетма-кет бажариш натижасида содир бўлади. ((24)–

акслантиришларнинг бажарилиш жараёни 12-чизмада тасвирланган): 

 

Шундай қ илиб, 1D  соҳ а ушбу  

izwww  1,11 2

123
 

функция ёрдамида  

}0Im:{
331
 wCwG  

юқ ори ярим текисликка конформ аксланар экан. Энди симметрия 

принципидан фойдаланиб, D соҳ ани  

izw  1,12

3
 

функция ёрдамида  

]}2,2[:{
33

 wCwG  

соҳ ага конформ акслантирамиз. Бу соҳ ани юқ ори ярим текислик  

}0Im:{  wCw  

ка конформ акслантириш қ уйидаги  
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iww

w

w
w








1,

,
2

2

4

3

3

4

 

акслантиришларни кетма-кет бажарилиши натижасида амалга 

оширилади. 

Демак, ]};[],1;1[:{ iizzCzD   соҳ ани юқ ори ярим 

текислик }0Im:{  wCw ка конформ акслантирувчи функция 

i
z

z

w

w
ww 









 1,

12

21

2

2
2

2

3

3

4
 

бўлади    

9
0
. Асосий элементар функциялар ёрдамида бажариладиган 

конформ акслантиришлар. 
Биз бу пунктда амалиётда кўп учрайдиган асосий элементар функциялар ва улар ёрдамида 

бажариладиган конформ акслантиришларни бир жойга жамлаб чизмалардан фойдаланган ҳ олда 

келтирамиз.  

I. Каср- чизиқ ли функция. 

1) Ангармоник нисбат. 

Берилган 
z

Czzz 
321

,,  нуқ таларни мос равишда  wCwww 321 ,,  

нуқ таларга акслантирувчи каср–чизиқ ли функция ушбу  

13

23

2

1

13

23

2

1

zz

zz

zz

zz

ww

ww

ww

ww



















 

ангармоник нисбатдан  топилади. 

2)  0Im:0Im, 



  zzDваa

az

az
ew i

 

бўлса,  1:)(  wwDw  бўлади (13-чизма). 
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 1:1,
1

)3 



  zzDваa

za

az
ew i

 

бўлса,  1:)(  wwDw  бўлади (14-чизма). 

 

 

 

II. Даражали функция ва унга тескари бўлган функциялар. 

1) 


 RCDwбулсаzzDваzw \)(,}0Im:{2  бўлади (15-чизма). 

 
 

2) 
 RCDwбулсаzzDваzw \)(,}0Im:{2    бўлади (16-

чизма). 

 

3) }0Im:{)(,}arg0:0{ 


 wwDwбулса
n

zDваzw n  

бўлади (17-чизма). 
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4) 





 RCDwбулса

n
zDваzw n \)(,}

2
arg0:0{   бўлади 

(18-чизма). 

 

5) ,1,...1,0,
)1(2

arg
2








 




 nk
n

k
z

n

k
Dваzw n бўлса, 


 RCDw \)(  бўлади (19-чизма). 

 

 6) 


 RCDваizwекиzw \)1,()(
0

ва  бўлса, 

}0Im:{)(  wwDw  ва )1,()(
1

izwекиzw   бўлса, 

}0Im:{)(  wwDw  бўлади  (20-чизма). 
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7) 


 RCDваnkzw
k

n \1,...1,0,)(  бўлса, 

}
)1(2

arg
2

:{)(
n

k
w

n

k
wDw





  бўлади (21-чизма). 

 

III. Жуковский функцияси ва унга тескари функция. 

1) ]}1;1[:{)(}1:{)
1

(
2

1
 wwDwбулсаzzDва

z
zw  бўлади 

(22-чизма). 

2) ]}1;1[:{)(}1:{)
1

(
2

1
 wwDwбулсаzzDва

z
zw  бўлади 

(22- чизма). 
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3) ]}1;1[:{))((1;12  zzDваwекиizzw  бўлса, 

}1:{)(  wwDw  бўлади (23-чизма). 

4) ]}1;1[:{)0)((1;12  zzDваwекиizzw  бўлса, 

}1:{)(  wwDw  бўлади (23-чизма). 

 
Кўрсатгичли ва логарифмик функциялар. 

1) 


 RCDwбулсаzzDваew z \)(}2Im0:{  бўлади (24-

чизма). 
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2) }0Im:{)(}Im0:{  wwDwбулсаzzDваew z   бўлади 

(25-чизма). 
 

 

3) }2,Im0:{  hhzzDваew z  бўлса, 

}arg0:{)( hwwDw   бўлади (26-чизма). 

 

4) ,...)2,1,0})1(2Im2:{  kkzkzDваew z  бўлса, 


 RCDw \)(  бўлади (27-чизма). 
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5) }2Im0:{)(\ln)(
0




wwDwбулсаRCDваzLnzw  

бўлади (28- чизма). 

 

6) })1(2Im2:{)(,\)( 


kwkwDwбулсаRCDваLnzw
k

 

,...)2,1,0( k  бўлади (29-чизма). 

 

29-чизма. 
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V. Тригонометрик ва тескари тригонометрик функциялар. 

1) 














 0Im,
2

Re
2

:sin zzzDваzw  бўлса, 

 0Im:)(  wwDw   бўлади (30-чизма). 

 

2)  0Im,0Re:cos  zzzDваzw  бўлса,  

 0Im:)(  wwDw  бўлади (31-чизма). 

 

3)  0Re,Im0:  zzzDваchzw  бўлса, 

 0Im:)(  wwDw  бўлади (32-чизма). 

 

4) }
4

Re
4

:{





 zzDваtgzw  бўлса, }1:{)(  wwDw  бўлади 

(33- чизма). 
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5) }0Im:{arccos)cos(
0

 zzDваzzArcw  бўлса, 

}0Im,Re0:{)(  wwwDw
i

 бўлади (34-чизма). 

 

6)  }0Im:{
2

)0(,cos 


 zzDваwzArcw  бўлса, 

}0Im,0Re:{)(  zwwDw  бўлади (35- чизма). 

 

Назорат саволлари. 

1. Конформ акслантиришлар назариясининг асосий масалалари. 

2. Риман теоремаси. 

3. Соҳ анинг сақ ланиш принципи. 

4. Чизиқ ли функция ва унинг хоссалари. 
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5. Каср-чизиқ ли акслантиришнинг доиравийлик хоссаси. 

6. Каср-чизиқ ли акслантиришда симметрикликнинг сақ ланиш хоссаси. 

7. Ангармоник нисбат. 

8. Юқ ори ярим текисликни бирлик доирага акслантирувчи каср-

чизиқ ли функциянинг умумий кўриниши. 

9. Бирлик доирани бирлик доирага акслантирувчи каср-чизиқ ли 

функциянинг умумий кўриниши. 

10. Даражали функция ва унинг хоссалари. 

11. Жуковский функцияси ва унинг хоссалари. 

12. Курсаткичли функция ва унинг хоссалари. 

13. Тригонометрик функциялар ва уларнинг хоссалари. 

14. Даражали функцияга тескари бўлган )2( сонбутунnzw n    

функцияси. 

15. zLnw    функцияси. 

16. Комплекс сонни комплекс даражага кўтариш. 

17. Тескари тригонометрик функциялар. 

18. Симметрия принципи. 
 

- В - 

МУСТАҚИЛ ЕЧИШ УЧУН МИСОЛ ВА МАСАЛАЛАР 

1-Масала. Берилган D cоҳ анинг )(zfw   чизиқ ли функция 

ёрдамидаги аксини топинг. 

1.1. izwzD 21},21{  .       1.2. izwizD 21},2{  . 

1.3. izwzD 21},21{  .       1.4. izwizD 21},2{  . 

1.5. izwzD 21},21{  .       1.6. izwizD 21},2{  . 

1.7. izwzD 21},21{  .       1.8. izwizD  1},2{ . 

1.9. iizwzD  1},21{ .     1.10. iizwizD  1},2{ .  

1.11. iizwzD  1},21{ .   1.12. iizwizD  1},2{ . 

1.13. iizwzD  1},21{ .   1.14. iizwizD  1},2{ . 

1.15. iizwzD  1},21{ .   1.16. iizwizD  1},2{ . 

1.17. iizwzD  1},21{ .   1.18. iizwizD  1},2{ . 
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1.19. iizwzD  1},21{ .   1.20. iizwizD  1},2{ . 

1.21. iizwizD  1},21{ . 

2-Масала. Берилган 
0

z  нуқ тани қ ўзғ алмас қ олдириб, 
1

z  нуқ тани 

1
w  нуқ тага ўтказадиган чизиқ ли акслантиришни топинг. 

2.1. .,,1
110

iwiziz   

2.2. .,,1
110

iwiziz   

2.3. .,2,1
110

iwiziz   

2.4. .,1,1
110

iwiziz   

2.5. .,1,1
110

iwiziz   

2.6. .,2,1
110

iwiziz   

2.7. .1,2,1
110

iwiziz   

2.8. .1,2,1
110

iwiziz   

2.9. .1,2,1
110

iwiziz   

2.10. .1,2,1
110

iwiziz   

2.11. .2,2,1
110

iwiziz   

2.12. .2,2,1
110

iwiziz   

2.13.  .2,21,1
110

iwiziz   

2.14.  .2,21,1
110

iwiziz   

2.15.  .2,21,1
110

iwiziz   

2.16.  .2,21,1
110

iwiziz   

2.17.  .,21,1
110

iwiziz   

2.18.  .,21,1
110

iwiziz   

2.19.  .,21,1
110

iwiziz   

2.20.   .,21,1
110

iwiziz   

2.21.  .,,21
110

iwiziz   

3-Масала. қ уйидаги акслантиришлар учун чекли қ ўзғ алмас нуқ та 

0
z  (агар у мавжуд бўлса), бурилиш бурчаги    ва чузилиш 

коэффициенти  к-ни топинг. Акслантиришни )( 00 zzzw   каноник 

кўринишига келтиринг. 
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3.1. izw 21 .       3.2. izw 21 .        3.3. izw 21 . 

3.4. izw 21 .       3.5. izw  2 .         3.6. izw  2 . 

3.7. izw  2 .        3.8. izw  2 .         3.9. izw 22 . 

3.10. izw 22 .     3.11. izw 212  .     3.12. izw 212  . 

3.13. izw 212  .    3.14. izw 212  .     3.15. izw  22 . 

3.16. izw  22 .     3.17. izw  22 .      3.18. izw  22 . 

3.19. izw  12 .      3.20. izw  12 .      3.21. izw 312  . 

4-Масала. Берилган D доирани G доирага акслантирувчи чизиқ ли 

функцияни топинг. 

4.1. }4{},21{  iwGizD . 

4.2. }4{},21{  iwGizD . 

4.3. }4{},21{  iwGizD . 

4.4. }4{},21{  iwGizD . 

4.5. }3{},21{  iwGzD . 

4.6. }31{},2{  wGizD . 

4.7. }3{},21{  iwGzD . 

4.8. }31{},2{  wGizD . 

4.9. }4{},3{  iwGizD . 

4.10. }4{},31{  iwGzD . 

4.11. }3{},41{  iwGizD . 

4.12. }2{},41{  iwGizD . 

4.13. }2{},41{  iwGizD . 

4.14. }5{},41{  iwGizD . 

4.15. }2{},41{  iwGzD . 

 4.16. }2{},4{  iwGizD . 

4.17. }2{},41{  iwGzD . 

4.18. }21{},4{  wGizD . 

4.19. }3{},4{  iwGizD . 
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4.20. }21{},41{  wGzD . 

4.21. }42{},2{  wGizD . 

5-Масала. Берилган  D соҳ анинг каср-чизиқ ли )(zfw   

акслантириш ёрдамида аксини топинг.  

5.1. 
iz

z
wzD






1
},1{ .  

5.2. 
z

wyxD
1

},0,0{  .  

5.3. 
1

},1{





z

iz
wzD .  

5.4. 
z

iz
wzD


 },1{Im .  

5.5. 
2

1
},2Re0{




z
wzD .   

5.6. 
z

wzD
1

},
2

arg
4

{ 





 .  

5.7. 
iz

iz
wzzD




 },21,1{ . 

5.8. 
iz

iz
wzzD




 },21,1{ . 

5.9. 
3

2
},21{




z

iz
wzD . 

5.10. 
2

1
},21{






z

z
wzD .  

5.11. 
62

1
},31{






z

z
wzD . 

5.12. 
iz

z
wzD




1
},1{Re . 

5.13. 
2

},1{Re



z

z
wzD . 

5.14. 
iz

iz
wzD






1

3
},1{Re . 

5.15. 
z

z
wzzD






1

1
},0Im,1{ . 
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5.16. 
z

wzizD
1

}1Im,1{  . 

5.17.
2

1
},21{




z
wzD . 

5.18. 
iz

iz
wyxD




 },0,0{ . 

5.19. 
iz

iz
wzzD






2

2
},0Im,1{ .   

5.20. 
1

},arg
4

3
{







z

z
wzD .  

5.21. 
z

z
wzD

1
},1Re0{


 . 

 6-Масала. +уйидаги шартларни қ аноатлантирувчи каср-чизиқ ли 

)(zw  акслантиришни топинг.  

 6.1. iiwww  )(,1)0(,1)1( . 

 6.2.  )
4

3

4

5
(,2)2(,

2

1
)

2

1
( iwww . 

 6.3. 0)2(,2)1(,2)0(  iwiiww . 

 6.4. iwiiww 2)0(,1)22(,0)4(  . 

 6.5. 3)2(,2)(,0)0(  iwiww . 

 6.6. iwiww 2)3(,)2(,0)0(  . 

 6.7. iiwiww 3)3(,)1(,0)1(  . 

 6.8. iwiww 4)3(,1)(,1)0(  . 

 6.9. 0)(,2)(,2)(  iwiwiw . 

 6.10. iwiwiw 3)0(,)2(,)2(  . 

 6.11. 2)(,4)(,2)(  iwiwiw . 

 6.12. iwiwiw  )2(,)4(,)2( . 

 6.13. iiwiiww  1)1(,)2(,1)0( . 

 6.14. iwiwiw  1)1(,)(,1)( . 

 6.15. iiwwiw  )1(,)1(,1)( . 

 6.16. iiwiww  )(,)(,1)( . 
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 6.17. iwww  )1(,)(,1)0( . 

 6.18. iiwww  )(,1)(,1)1( . 

 6.19. iwww
4

3

4

5
)(,2)2(,

2

1
)

2

1
(  . 

 6.20.  )(,1)2(,0)2( wiiww .  

 6.21. 1)1(,)(,)1(  iwiwiw . 

 7-Масала. D соҳ ани G соҳ ага акслантирувчи ва қ уйидаги 

шартларни қ аноатлантирувчи каср-чизиқ ли )(zw  функцияни топинг. 

7.1. 
2

)('arg,)(},0{Im},0{Im


 iwiiwwGzD . 

7.2. 
2

)2('arg,2)2(},0{Im},0{Im


 iwiiwwGzD . 

7.3. 
2

)('arg,)(},0{Im},0{Im


 iwiiwwGzD . 

7.4. 
2

)2('arg,2)2(},0{Im},0{Im


 iwiiwwGzD . 

7.5. 0)
4

1
('arg,0)

4

1
(},1{},1{  wwwGzD . 

7.6. 0)
2

1
('arg,0)

2

1
(},1{},1{  wwwGzD . 

7.7. 
2

)
4

('arg,0)
4

(},1{},1{



i

w
i

wwGzD . 

7.8. 
2

)
2

('arg,0)
2

(},1{},1{



i

w
i

wwGzD . 

7.9. 
2

)1('arg,2)1(},4{},2{


 wwwGzD . 

7.10. 0)
2

('arg,0)
2

(},2{},1{ 
i

w
i

wwGzD . 

7.11. 0)0('arg,
4

1
)0(},11{},1{  wwwGzD . 

7.12. 0)('arg,0)(},1{},0{Im  iwiwwGzD . 

7.13. 0)('arg,0)(},2{},0{Im  iwiwwGzD . 
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7.14. 
2

)1('arg,0)1(},1{},0{Im


 iwiwwGzD . 

7.15. 
2

)21('arg,0)21(},1{},0{Im


 iwiwwGzD . 

7.16. 1)('arg,0)(},11{},0{Im  iwiwwGzD . 

7.17. 0)(,2)2(},Re{Im},12{  iwiwwwGizD . 

7.18. 
2

)('arg,)(},0{Im},0{Im


 iwiiwwGzD . 

7.19. 0)2('arg,)2(},0{Im},0{Im  iwiiwwGzD . 

7.20. 
2

)0('arg,1)0(},0{Re},3{


 wwwGzD . 

7.21. 
2

)0('arg,1)0(},0{Re},2{


 wwwGzD . 

 8-Масала. +уйидаги D тўпламнинг берилган акслантириш 

ёрдамидаги аксини топинг. 

 8.1. 2}2{Re zwzD  . 

 8.2. 2}3{Im zwzD  . 

 8.3. 4}
3

{arg zwzD 


 . 

 8.4. 2}
3

2
arg

3
,2{ zwzzD 





 . 

 8.5. 2}1{Im zwzD  . 

 8.6. 2}1{Re zwzD  . 

 8.7. 2}arg
2

,2{ zwzzD 


 . 

 8.8. 2}
2

3
arg

4

5
,2{ zwzzD 





 . 

 8.9. 2}0{Im zwzD  . 

 8.10. 2}1{Re zwzD  . 

 8.11. 2}
4

3
arg

4
,4{ zwzzD 





 . 
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 8.12. 2}0Re,3{ zwzzD  . 

 8.13. 3}
4

arg,2{ zwzzD 


 . 

 8.14.   4}1,0,
4

arg{ zwzzD 


 . 

 8.15. 4}
2

arg
4

,4{ zwzzD 





 . 

 8.16. 2}
2

3
arg,1{ zwzzD 


 . 

 8.17. 2)},1[,0{Re zwzzD  . 

 8.18. 2]}2,(,0{Im zwzzD  . 

 8.19. 6}
3

arg,2{ zwzzD 


 . 

 8.20. 4}
4

arg,3{ zwzzD 


 . 

8.21. 6}
3

arg
6

,2{ zwzzD 





 . 

 9-Масала. Жуковский функциясидан фойдаланиб қ уйидаги 

тўпламларнинг аксини топинг. 

 9.1. 
4

3
arg

4
,

2

1 



 zz . 

 9.2. 
4

5
arg

4

3
,2





 zz . 

 9.3. ),2[,2  zz . 

 9.4. ]0;
2

1
[,

2

1
 zz . 

 9.5. ),[,
4

3
arg

4






iizz . 

 9.6. ]4,0[,
4

3
arg

4
izz 





. 

 9.7. ]0;1[,1  zz . 
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 9.8. ];
2

[0Im,1 i
i

zzz  . 

 9.9. ]
2

arg0,
2

1 
 zz . 

 9.10. 
4

7
arg

4

5
,

2

1 



 zz . 

 9.11. 
2

arg0,2


 zz . 

 9.12. 
4

7
arg

4

5
,2





 zz . 

 9.13. 0Im,0Re  zz . 

 9.14. 0Im,0Re  zz . 

 9.15. 0Im,
2

1
 zz . 

 9.16. 0Im,
2

1
 zz . 

 9.17. 0Im,2  zz . 

 9.18. 0Im,2  zz . 

 9.19. 0Im,21  zz . 

 9.20. 0Re0Im,2
2

1
 zzz . 

 9.21. }arg
4

3
,

4
arg0,1{,0Im 


 zzzzz . 

 10-Масала. +уйидаги тўпламларнинг 
ze  акслантириш ёрдамидаги 

аксини топинг. 

 10.1. 0Im,Re0  zz . 

 10.2. 0Im,0Re  zz . 

 10.3. 


 zz Im
2

,0Re . 

 10.4. 0Im
2

,0Re 


 zz . 

 10.5.  zz Im0,2Re1 . 
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 10.6. 
2

3
Im

2
3Re2





 zz . 

 10.7. 
2

Im0,0Re


 zz . 

 10.8. 0Im
2

,0Re 


 zz . 

 10.9. 
2

3
Im

2





z . 

 10.10. 0Re,Im0  zz . 

 10.11. 
4

Im
4





 z . 

 10.12. 0Re,
4

Im
4







 zz . 

 10.13. 0Re,
4

Im
4







 zz . 

 10.14. 1Re2Im  zz . 

 10.15.  2ReImRe zzz . 

 10.16. zz Re2Im  . 

 10.17. 1ReIm  zz . 

 10.18. 2ReIm  zz . 

 10.19. 3ReIm  zz . 

 10.20. 


 zz Im
2

,4Re1 . 

10.21.  2Im,2Re0 zz . 

 11-Масала. +уйидаги D тўпламнинг берилган )(zfw    

акслантириш ёрдамидаги аксини топинг. 

 11.1. zwzD cos,}2{Re  .  

 11.2. zwzD cos,}2{Im  .   

 11.3. zwzzD cos,}0Im,
2

Re0{ 


 . 

 11.4. zwzzD cos,}0Im,0Re{  . 
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 11.5. zwzzD cos,}0Im,
2

Re
2

{ 





 . 

 11.6. zwzD cos,}0Re{  .   

 11.7. zwzzD cos,}
2

Im
2

,Re0{ 





 . 

 11.8. zwzD sin,}2{Re  . 

 11.9. zwzD sin,}2{Im  . 

 11.10. zwzzD sin,}0Im,
2

Re0{ 


 . 

 11.11. zwzzD sin,}0Im,0Re{  . 

 11.12. zwzzD sin,}0Im,
2

Re
2

{ 





 . 

 11.13. zwzD sin,}0Re{  . 

 11.14. zwzzD sin,}
2

Im
2

,Re0{ 





 . 

 11.15. tgzwzD 


 ,}
4

Re0{ . 

 11.16. tgzwzD  ,}0Re{ . 

 11.17. ctgzwzD 


 ,}
4

Re0{ . 

 11.18. ztgwzzD  ,}0Im,1Re0{ .     

 11.19. zwzzD sin,}0Im,Re0{  .   

 11.20. tgzwzD 


 ,}0Re
4

{ . 

 11.21. zwzzD sin,}0Im,
2

Re
2

{ 





 . 

 12-Масала. Берилган D соҳ ани }0{Im  wG  юқ ори ярим 

текисликка конформ акслантирувчи бирорта )(zw  функцияни топинг. 

 12.1. }0Im,1{  zzD . 

 12.2. }0Im,1{  zzD .   

 12.3. }0Re,1{  zzD . 
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 12.4. }0Re,1{  zzD . 

 12.5. )},1[,Im{  zzD . 

 12.6. }22,11{  zzD . 

 12.7. }11,22{  zzD . 

 12.8. }0Re,11{  zzD . 

 12.9. }0Re,11{  zzD . 

 12.10. }22,1{  izizD . 

 12.11. }22,1{  izizD . 

 12.12. }22,11{  zzD . 

 12.13. }22,11{  zzD . 

 12.14. }0Im,1Re0{  zzD . 

 12.15. }0Im,0Re1{  zzD . 

 12.16. }
2

Im
2

,0{Re





 zzD . 

 12.17. }
2

Im
2

,0{Re





 zzD . 

 12.18. }22,11,0{Re  zzzD . 

 12.19. }22,11,0{Re  zzzD . 

 12.20. }1,0Im,0{Re  izzzD . 

 12.21. }Im,0{Re  zzD . 

  

13-Масала. +уйидаги тенгламаларни ечинг. 

13.1. iz  25
.          13.2. iz 14

.        13.3. 223  iz . 

13.4. izz  12
.      13.5. 242  iz .      13.6. 0325 z . 

13.7. 0813 z .        13.7. 015 z .        13.9. 0124  zz . 

13.10. 017 z .        13.11. 342  iz .     13.12. iz 18
.   

13.13. iz 2
.            13.14. 12  iz .        13.15. 013 z . 

13.16. 014 z .        13.17. iz 223  .      13.18. 03  iz . 
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13.19. 086 z .        13.20 342  iz .       13.21. iz 345  . 

14-Масала. zw   функциянинг қ уйида берилган шартни 

қ аноатлантирувчи бир қ ийматли тармоғ и ёрдамида D соҳ анинг аксини 

топинг. 

14.1. 11,}0{Re  zD . 

14.2. izD  1,}0{Re . 

14.3. 24,]}2,({  zD . 

14.4. izD 24,)},2[{  . 

14.5. 
2

1

2
,}0Im,1{

ii
zzD


 . 

14.6. 
2

1

2
,}0Im,1{

ii
zzD


 . 

14.7. izzD 





 1},
4

5
arg

4

3
,1{ . 

14.8. izD 





 1,}
4

5
arg

4

3
,1{ .  

14.9. izzD  1,}1Re2){(Im 2 . 

14.10. izzD  1,}1Re2)Im{( 2 . 

 14.11. 
2

1
,}0{Im

i
izD


 .    

14.12. 
2

1
,}0{Im

i
izD


 . 

14.13. 11    ,)},2[{  iizD . 

14.14. 11     ,)}2,[{  iizD . 

14.15. izD  1     ,)},1[{ . 

14.16. 11     ,}0Re,1{  zzD . 

14.17. 11     ,}0Re,1{  zzD . 

14.18. 11     ,}0Re,4{  zzD . 

14.19. 11     ,}0Re,4{  zzD . 
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14.20. 11     ,}1,0{Re  zzD . 

14.21. izzzD  1    ,}4Re4)(Im,0{Im 2 . 
 

15-Масала. Қуйидаги соҳ аларни }0{Im w  юқ ори ярим 

текисликка конформ акслантирувчи бирорта )(zw  функцияни топинг. 

15.1. ].2,0[,0Im izz   

15.2. ].0,2[,0Re  zz  

15.3. 
2

3
arg0,2


 zz . 

15.4. 
2

3
arg0,2


 zz . 

15.5. 22,2  izz .  

15.6. 22,2  izz . 

15.7. ]3,2[z .   

15.8. ]2,2[ iiz  . 

15.9. )},2[]2,{( z . 

15.10. )},[],{(  iiiiz . 

15.11. }
4

arg0,1{,0Im


 zzzz .  

15.12. }arg
4

3
,1{,0Im 


 zzzz . 

15.13. 1Re2)(Im,0Im 2  zzz . 

15.14. 21,21  zz .   

15.15. 21,21  zz .   

 15.16. 2,0Im  izz . 

15.17. }arg0,1{  zzz . 

15.18. ).,[,
4

3
arg

4






iizz  

15.19. ).,2[,0Im iizz   
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15.20. ].1,(,0Re  zz  

15.21. ].0,[,}arg0,1{ izzzz   

 16-Масала. Қуйидаги соҳ аларни }0{Im w  юқ ори ярим 

текисликка конформ акслантирувчи бирорта )(zw  функцияни топинг. 

16.1. ]2,2[ iiz  . 

16.2. )},4[]2;{ z . 

16.3. ]}2,1[]1,2{[,1  zz . 

16.4. ]2,(,1  zz . 

16.5. ]}4,1[]2,4{[,4  zz . 

16.6. }arg
2

,1{,0Im 


 zzzz .    

16.7. ]
2

,0[,0Im,1
i

zzz  .    

16.8. }
4

1
0,

4
{arg,

2
arg0,1 





 zzzzz . 

16.9. }2,
4

{arg,
2

arg0,1 





 zzzzz . 

16.10. }
2

arg
4

,2{,0Im,0Re





 zzzzz . 

16.11. ]3;2[,4)(Im)(Re4 22 iizzz  . 

16.12. }arg
2

,1{,2arg
2







zzzz .   

16.13. }.
2

3
arg

2
,1{),,0[





 zzzz  

16.14. }
4

3
arg

4
,1{,0Im





 zzzz . 

16.15. ),0[,Im  zz . 

16.16. )},[]0,{(,Im  zz .     

16.17. ]0,[,Im izz  . 

16.18. ]},0[]
2

2
,{[,Im iizz 


 . 
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16.19. ],0[,0Im,1Re1 izzz  . 

 16.20. ).,[,0Im,1Re1  iizzz  

16.21. ].2;2[,22,22  ziziz  

17-Масала. Қуйидаги ифодаларнинг барча қ ийматларини топинг. 

17.1. 5Ln .                 17.2. )1(Ln .       17.3. Lni .   

17.4. )
2

2

2

2
ln( i .      17.5. iln .            17.6.  ).31( iLn    

17.7. ii
)

2

1
(


.              17.8. i)1( .           17.9. ii  1)43( . 

17.10. 
i

2 .                  17.11. ii)( .          17.12. ii  1)
2

1
( . 

17.13. 1sinArc .           17.14. 
2

1
cosArc .    17.15. 2cosArc . 

17.16. iArccos .          17.17. 1Arcctg .       17.18. )21( iArcctg  . 

17.19. 
3

4
sin

i
Arc .       17.20. 

4

3
cos

i
Arc .     17.21. 2sinArc . 

18-Масала. Қуйидаги соҳ аларнинг Lnzw   функциянинг 

қ ўйилган шартни қ аноатлантирувчи бир қ ийматли тармоғ и ёрдамидаги 

аксини топинг. 

18.1. 
2

)(},0{Im
i

iwzD


 .   

18.2. 
2

)(},0{Im
i

iwzD


 .   

18.3. iwzD  4)1(,]}0,({ .  

18.4. 
2

)(,]}0,({
i

iwzD


 .  

18.5. iwzD  4)1(,)},0[{ . 

18.6. 
2

)(,)},0[{
i

iwzD


 . 

18.7. 
2

5
)(,)},0[{

i
iwzD


 . 
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18.8. 
2

5
)(,]}0,({

i
iwzD


 .  

18.9. iiwzD  )(,)},0[{ . 

18.10. iwzD  )1(,]}0,({ . 

18.11. 
2

)(,)},0[{
i

iwzD


 . 

18.12. 
2

)(,]}0,({
i

iwzD


 . 

18.13. 
2

)(,)},0[{
i

iwzD


 . 

18.14. 
2

)(,]}0,({
i

iwzD


 . 

18.15. 
3

10
)

2

31
(,)},0[{

ii
wzD





 . 

18.16. 
3

10
)

2

31
(,]}0,({

ii
wzD





 . 

18.17. iwzD  )1(,)},0[{ . 

18.18. iwzD  )1(,]}0,({ . 

18.19. 
2

3
)0(,}0Im,1{

i
iiwzzD


 . 

18.20. iwzzD  )01(]},1,0[,1{ . 

18.21. 
2

)()},,1[],0,({
i

iwzzD


 . 

 19-Масала.  Симметрия принципидан фойдаланиб, }1{  zD  

бирлик доиранинг берилган функция ёрдамидаги аксини топинг. 

19.1. 
20 220 )1( z

z
w


 .            19.2. 

19 219 )1( z

z
w


 .    

19.3. 
18 218 )1( z

z
w


 .            19.4. 

17 217 )1( z

z
w


 . 

19.5. 
16 216 )1( z

z
w


 .            19.6. 

15 215 )1( z

z
w


 . 
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19.7. 
14 214 )1( z

z
w


 .            19.8. 

13 213 )1( z

z
w


 . 

19.9. 
12 212 )1( z

z
w


 .            19.10. 

11 211)1( z

z
w


 .  

19.11. 
10 210 )1( z

z
w


 .          19.12. 

9 29 )1( z

z
w


 . 

19.13. 
8 28 )1( z

z
w


 .           19.14.  

7 27 )1( z

z
w


 . 

19.15. 
6 26 )1( z

z
w


 .           19.16. 

5 25 )1( z

z
w


 . 

19.17. 
4 24 )1( z

z
w


 .           19.18. 

3 23 )1( z

z
w


 . 

19.19. 
21 221)1( z

z
w


 .          19.20. 

22 222 )1( z

z
w


 .   

19.21. 
n nz

z
w

2)1( 
 . 

20-Масала. Симметрия принципидан фойдаланиб, берилган 

соҳ аларни }0{Im w  юқ ори ярим текисликка конформ акслантирувчи 

бирорта функцияни топинг. 

20.1. ],[],2,1[ iizz  . 

20.2. ],[],1;2[ iizz  .  

20.3. ]2,[],1,1[ iizz  . 

20.4. ],2[],1,1[ iizz  . 

20.5. ]0;[],1,1[ izz  . 

20.6. ],0[],1,1[ izz  . 

20.7. ],[],1,0[ iizz  . 

20.8. ],[],0,1[ iizz  . 

20.9. ]2;[],;2[],1;2[,1 iiziizzz  . 

20.10. ]};[]2;1{[,2 iizz  . 
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20.11. ]}2;[];2[]2;1{[,1 iiiizz  . 

20.12. ]};[]1;2{[,2 iizz  . 

20.13. ]}2;[]2;1[]1;2{[,1 iizz  . 

20.14. ]}2;[]1;1{[,2 iizz  .    

20.15. ]};2[]2,1[]1;2{[,1 iizz  .  

20.16. ]},2[]1,1{[,2 iizz  .  

20.17. }2Im,
2

1
{Re,1Re0  zzzz . 

20.18. ]2,0[],2,2[ izz  . 

20.19. }Im2,
2

1
{Re,0Re1  zzzz . 

20.20. ]2,2[],2,0[ iizz  .    

20.21. }Im2,
2

1
{Re,1Re0  zzzz .   

- С - 

НАМУНАВИЙ ВАРИАНТ ЕЧИМИ.  

1.21-Масала. Берилган }21{  izD  соҳ анинг iizw  1   

функция ёрдамидаги аксини топинг. 

 iizw  1 тенгламани z га нисбатан ечамиз: 

Diwiwiiwiiwiziiwz  22)2(211

доиранинг акси }22{)(  iwDwG  доира экан. (36-чизма)  
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2.21-Масала. Берилган iz 21
0

   нуқ тани қ ўзғ алмас қ олдириб, 

iz 
1

 нуқ тани iw 
1

 нуқ тага ўткизадиган чизиқ ли акслантиришни 

топинг. 

Маълумки, чизиқ ли акслантиришнинг умумий кўриниши 

bazw  . Бу ердаги Cba ,  номаълумларни масала шартидан 

фойдаланиб топамиз: 

.31,2

.

,21)21(

ibia

ibai

ibia














 

Демак, iziw 31)2(   

3.21-Масала. +уйидаги izw 312   учун чекли қ ўзгалмас нуқ та 

0
z  (агар у мавжуд бўлса), бурилиш бурчаги   ва чўзилиш 

коэффициенти k ни топинг. Акслантиришни )(
00

zzzw   каноник 

кўринишга келтиринг. 

+узгалмас нуқ тани 
00

)( zzw   тенгликдан фойдаланиб топамиз: 

).31(231312

31231312
00000

iziiz

zizzwizziz





 

Демак,  ).31(231 iziw   Бу ердан  

)31(231;2,0,31
0

iziwkiz   натижага келамиз  

4.21-Масала. Берилган }2{  izD  доирани }42{  wG  

доирага акслантирувчи чизиқ ли функцияни топинг.  

  Ушбу izw 
1

 функцияни қ арайлик. Бу функция берилган D 

доирани )(
1

w  текисликда маркази координата бошида бўлган 2
1
w  

доирага акслантиради. Энди 22
212
 wwваww  

акслантиришлардан кетма-кет фойдалансак берилган доира G доирага 

аксланади (37-чизма). 
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Демак , )1(222)(2222
12

izizwww    

5.21-Масала. Берилган }1Re0{  zD  соҳ анинг 
z

z
w

1
  

акслантириш ёрдамидаги аксини топинг. 

Бу масалани ечиш учун соҳ анинг сақ ланиш принципи ва каср-

чизиқ ли акслатиришнинг доиравийлик принципидан фойдаланамиз. 

)(DwG   десак, )( DwD   бўлади.  

}0{Re}.1{Re}0{Re  zzzzD  ва )0(w  бўлгани 

учун }0{Re z  тўғ ри чизиқ нинг акси тўғ ри чизиқ  бўлади. Уни топиш 

учун }0{Re
21

 zizваiz  нуқ таларни олиб, уларнинг 

образларини топамиз: 






 .1

1
)(,1

1
)( i

i

i
iwi

i

i
iw  Бу 

нуқ талардан ўтувчи туғ ри чизиқ  .1Re w  1Re z  туғ ри чизиқ нинг 

акси эса айлана бўлади, чунки бу чизиқ нинг устида 
z

z
w

1
   

функцияни   га айлантирадиган нуқ та йўқ . Уни топиш учун  
z

z
w

1
  

тенгламадан z ни топамиз: 

222222 )1()1(

1

)1(

)1(

1

1

1

1

1

1

vu

v
i

vu

u

vu

ivu

ivuivuw
z



























  

Бу ердан ва  1Re z  дан 

2

1

2

1

4

1
)

2

1
(1)1(1

)1(

1 2222

22





 wvuuvu

vu

u

Демак, }
2

1

2

1
,1{Re}

2

1

2

1
{}1{Re  wwGwwG  (38-

чизма).   
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6.21-Масала. Қуйидаги 1)1(,)(,)1(  iwiwiw  

шартларни қ аноатлантирувчи каср-чизиқ ли )(zw  акслантиришни 

топинг.  

Бу масалани ечиш учун ушбу  

13

23

2

1

13

23

2

1

zz

zz

zz

zz

ww

ww

ww

ww



















 

ангармоник нисбатдан фойдаланамиз. Бизнинг ҳ олда 

1,,1,,1
321321
 wwiwваizizz . 

2
w  бўлгани 

учун ангармоник нисбат қ уйидаги 

13

23

2

1

13

1

zz

zz

zz

zz

ww

ww














 

кўринишга келади. Бу ердан  

11

11

1 













i

ii

iz

z

i

iw
 

ва  
)(5

36)21(

iz

izi
w




   эканлигини топамиз  

 7.21-Масала. }2(  zD  соҳ ани }0{Re  wG  соҳ ага 

акслантирувчи ва 
2

)0(arg,1)0( 1 
 ww  шартларни қ аноатлантирувчи 

каср-чизиқ ли )(zw  функцияни топинг. 

Аввал (5)-формуладан фойдаланиб G ни D га конформ 

акслантирувчи каср-чизиқ ли функциянинг умумий кўринишини топиб 

оламиз. Бунинг учун ушбу 
2

1

1

21
2, zzва

az

az
eziwz i 




   

акслантиришларни кетма-кет бажариш етарли эканлигини кўриш қ ийин 

эмас. 

Демак, 

aiw

aiw
e

az

az
ezz ii









  222

1

1

2
. 

Бу тенгламани w га нисбатан ечиб, D ни G га акслантирувчи 

функциянинг умумий кўриниши 










i

i

ez

aeza
iw

2

2
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эканлигини ҳ осил қ иламиз. Бу ердаги   ваa  номаълумларни берилган 

шартлардан фойдаланиб топамиз: 




























i

i

i

i

i

i

ez

ez

ez

ieiz
iwiaai

e

ae
iw

2

2

2

2
1

2

2
1)0(  

2
)0('arg


w  шартдан   ни топамиз: 

.
2

sin
2

cos

22

1
arg)

)2(

4
arg()0('arg

2

02

iiee

eez

e
w

i
i

izi

i































 

Демак,  

iz

iz
w

2

2




  

функция масала шартини қ аноатлантирувчи функция бўлар экан  

8.21-Масала. Қуйидаги }
3

arg
6

,2{





 zzD  тўпламнинг 

6zw   функция ёрдамидаги аксини топинг. 

Агар   ii ewваrez  десак, унда 
6zw   дан  66 ваr  

эканлиги келиб чиқ ади. Унда }2arg,64{)(  wwDwG  

бўлади  
 

9.21-Масала. Жуковский функциясидан фойдаланиб ушбу 

}arg
4

3
,

4
arg0,1{,0{Im 


 zzzzzD  тўпламнинг 

аксини топинг. 

Бу масалани ечиш учун биринчи навбатда D соҳ анинг чизмасини 

чизиб оламиз (39-чизма) ва (11)-формулалардан фойдаланамиз. 
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                                    39-чизма. 

















sin)
1

(
2

1

,cos)
1

(
2

1

r
rv

r
ru

                (11) 

Маълумки соҳ анинг сақ ланиш принципига кўра GDw  )(  бўлади. 

Агар 

}
4

3
,1{}

4
0,1{],0,(),,0[

4321






 rваr де

сак, 
4321
D  бўлади ва (11)–формулалардан фойдалансак,  

]1,
2

2
[)(]1,

2

2
[)(],1,()(),,1[)(

4321
 wваwww  

эканлигини топамиз. 

 ).,
2

2
[]

2

2
,()()()()(

4321
 wwwwG  

Демак, )},
2

2
[],

2

2
,({)(  wwDwG   

10.21-Масала. Қуйидаги }2Im,2Re0{  zzD  

тўпламнинг 
zew   акслантириш ёрдамидаги аксини топинг. 

Агар  iewваiyxz  десак , 












y

e x

                 (*) 

системани ҳ осил қ иламиз. Унда D соҳ ада  

 2,20 ee  

бўлади. Шуларни эътиборга олиб топамиз: 

}2arg,1{)( 2  wewDw  

D ҳ амда )(Dw  тупламлар 40-чизмада тасвирланган  
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 11.21-Масала. Қуйидаги }0Im,
2

Re
2

{ 





 zzD  соҳ анинг 

zw sin  функция ёрдамидаги аксини топинг. 

Бу масаланинг ечими 6
0
-пунктда келтирилган  

12.21-Масала. Ушбу }Im,0{Re  zzD  соҳ ани 

}0{Im  zG  юқ ори ярим текисликка конформ  акслантирувчи бирорта 

)(zw  функцияни топинг. 

Бу типдаги масалаларни 9
0
-пунктда келтирилган 

акслантиришлардан фойдаланиб ечиш мақ садга мувофиқ дир. Биз V 

даги 1)-акслантиришдан фойдаланамиз. Керакли акслантиришни топиш 

учун 
2

1

21
sin,

2
, ww

w
wizw   акслантиришларни бажариш кифоя 

(41-чизма). 

 

Демак,  
2222

sin
2

sinsin
2222

1

2

z
ish

ee
i

i

eeizw
ww

zziz
i

iz
i











 

13.21-Масала. Қуйидаги iz 345    тенгламани ечинг. 
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4,3,2,1,0,
5

4

3
)12(

sin
5

4

3
)12(

cos5

5

2)34arg(
sin

5

2)34arg(
cos34

343434

5

5

555































 







k

arctgk

i

arctgk

ki
i

ki
i

iziziz

 14.21-Масала. zw   функциянинг i1  шартни 

қ аноатлантирувчи бир қ ийматли тармоғ и ёрдамида  

}4Re4)(Im,0{Im 2  zzzD  

соҳ анинг аксини топинг.  

 Аввал D соҳ анинг чизмасини чизиб оламиз (42-чизма).  

 

Кейин   ii ewrez ,  деб,  

)1,0()
2

2
sin

2

2
(cos 





 k

k
i

k
rw  

тенглик ва i
k

i
k







 )
2

2
sin

2

2
(cos11  шартдан kқ 0 

эканлигини топамиз. 

Демак, 

2)
2

sin
2

(cos









i

erirzw  экан 

















.2

,r

  (*) 

муносабатлардан фойдаланиб, D соҳ анинг чегараси D  нинг образи G  

ни топамиз: 
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}1,{]1,(
1

 r  ва }0,44{ 2

2
 yxy  десак, 

21
D  бўлади. }1,

2
{)(

1



w  эканлигини туғ ридан 

туғ ри (*)  муносабатдан келиб чиқ ади. Энди )(
2
w  топамиз: 














uvy

vux

iyxivuzwzw

2

)(

22

22          (**) 

(**) ва   

.0,10)1)(1(

01444444

22

222222222





uvuv

vuvuvuvuxy

   

Демак, 

}0Re,1{Im}1,
2

{arg

)()(}0,1{)(
212








wwww

wwGuvw

 

Бу ердан ва мисол шартидан }1Im,0{Re  wwG  эканлигини ҳ осил 

қ иламиз (43-чизма)  

 

 

15.21-Масала. Қуйидаги 

]}0,[,}arg0,1{{ izzzzD   

соҳ ани }0{Im  wG  юқ ори ярим текисликка конформ акслантирувчи 

бирорта  )(zw  функцияни топинг. 

Масала шартини қ аноатлантирувчи конформ акслантиришни 

қ уйидаги акслантиришларни кетма-кет бажариш ёрдамида топамиз: 
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iww

wwww
w

w
www

z

z
w














1,

,
3

1
,,

1

1
,,

1

1

5

45

2

34

2

2

3
3

2

121

 

Олинган функциялар D соҳ ани қ айси йўл билан G соҳ ага акслантириши 

44-чизмада кўрсатилган. 

 

Демак, масала шартини қ аноатлантирувчи функция 

i

zz

zz

w

w

w

w
wwww




















1,
3

1
]

)1()1(

)1()1(
[

3

1
)

1

1
(

3

1
)

1

1
(

3

1

3

1

2

3

2

3

2

3

2

3

2

2

3

2

1

3

2

12

2

22

345

 

экан  

16.21-Масала. Қуйидаги  

]}2,2[,22,22{  zizizD  
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соҳ ани }0{Im  wG  юқ ори ярим текисликка  конформ акслантирувчи 

бирорта )(zw  функцияни топинг. 

Масала шартини қ аноатлантирувчи конформ акслантиришни 

топиш учун қ уйидаги акслантиришларни кетма-кет бажариш кифоя (45-

чизма): 

.1,,,,4,
1

4

3

2

3

2

43121
2 iww

we

we
wewww

z
w

w











 

 

Демак, .1,
4

2

4

2

3

2

3

2

4
i

ee

ee

we

we
ww

z

z

























 

17.21-Масала. Қуйидаги 2sinArc  ифоданинг барча қ ийматларини 

топинг. 

Бу типдаги масалаларни ечишда исботлаш қ ийин бўлмаган 

қ уйидаги тенгликлардан фойдаланилади. 

).1(cos)2

).1(sin)1

2

2





zziLnzArc

zziLnizArc
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iz

iz
Ln

i
Arcctgz

iz

iz
Ln

izi

zi
LnArctgz
















2
)4

.
1

1

2

1

2

1
)3

 

Бу тенгликларда илдизнинг барча қ ийматлари олинган. Биз 1)-тенглик 

ва (20)- формуладан фойдаланамиз: 

.,)32ln(
2

)14(

)32ln(2
2

]2
2

)32[ln(

)32()122(2sin 2

Zki
k

ikikii

iiLniLniArc















 

18.21-Масала. Куйидаги )},1[,]0,({  zzD  соҳ анинг Lnzw   

функциянинг  
2

)(
i

iw


  шартни қ аноатлантирувчи бир қ ийматли тармоғ и 

ёрдамидаги аксини топинг. 

   Lnz  функциянинг  

,...2,1,0,2ln)(  kikzLnzw
k

 

тармокларидан кайси бирини танлашимиз кераклигини 
2

)(
i

iw


  

шартдан аниқ лаймиз: 

ikiikiiiiki
i







2
2

2argln2ln
2

 

Бу ердан kқ 0, эканлигини топамиз. Демак, Lnz  нинг керакли тармоғ и 

zLnzw ln)(
0
  экан. zw ln  акслантириш ёрдамида D соҳ анинг 

аксини топиш учун  irezваivuw  десак, 












v

ru ,ln

  (*) 

эканлигини кўрамиз. Агар ),1[]0,(
21

 lваl  десак,  
21

llD   

бўлади. (*) тенгликка кўра 
12

}0,0{)( lваuvlw   нурнинг 

юқ ори қ ирғ оғ и }{ v  туғ ри чизиққ а, пастки қ ирғ оғ и эса }{ v  туғ ри 
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чизиққ а аксланади. Демак, )},0[,Im{  wwG  экан. (46-

чизма)   

 

19.21-Масала. Симметрия принципидан фойдаланиб , }1{  zD  

бирлик доиранинг 
n nz

z
w

2)1( 
  функция ёрдамидаги аксини топинг.       

D бирлик доирани учлари 0z  нуқ тада ва кенглиги 
n

2
 га тенг 

бўлган  nDDDD
n 1210

,...,,,


-та секторга ажратамиз. Равшанки, 

}1,arg:{
0







 z
n

z
n

CzD  

деб олиш мумкин. Сунг берилган w  функцияни қ уйидагича ёзиб 

оламиз:                                                              

.

1)
1

(
2

1
[2

1

1
2

1

12)1(
22















n

n

n

n

n
nn

n

n n

z
z

z
z

zz

z

z

z
w  

Агар 
3

423

1

121
2

1
1,)

1
(

2

1
,

w
wваww

w
wwzw n   дейилса, унда w  

функция ушбу 
04

)(n ww   кўринишга келади. Бу акслантиришлардан 

фойдаланиб, 
0

D  нинг акси 

)},
4

1
[,arg:{

0








n
w

n
w

n
CwG  

бўлишини топамиз (47-чизма). 
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Шу мулоҳ аза асосида, симметрия принципини n марта қ ўллаш 

натижасида  
n nz

z
w

2)1( 
  функция бирлик доира }1:{  zCzD  ни 

n -та 1,0,}
4

1
,

2
{arg 


 nkw

n

k
w

n
 нурлар бўйига қ ирқ илган )(w  

текисликка акслантиришини топамиз  

20.21-Масала. Симметрия принципидан фойдаланиб  

}}Im2,
2

1
{Re,1Re0{  zzzzD  

соҳ ани }0{Im w  юқ ори ярим текисликка конформ акслантирувчи 

бирорта функцияни топинг. 

  Қуйидаги }
2

1
Re0{

1
 zD  соҳ ани қ араймиз. Бу соҳ а  

2

3121
,2,

w
ewwwizw                (25) 

акслантиришларни бирин-кетин бажариш натижасида 

}0(Im
31
 wG  

юқ ори ярим текисликка конформ аксланади. (25)-акслантиришларнинг 

бажарилиши жараёни 48-чизмада тасвирланган. 
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Симметрия принципидан фойдаланиб, берилган соҳ а 
izww

eeew 
 22

3
12  функция ёрдамида ),[{ 4

3
 ewG  соҳ ага 

конформ аксланишини топамиз. Бу G соҳ а  

iwwваeww   1,
4

4

34
 

акслантиришлар ёрдамида }0{Im w  юқ ори ярим текисликка 

аксланади. 

Демак, берилган соҳ ани юқ ори ярим текисликка конформ 

акслантирувчи функция ушбу 

,1,42

4
ieeww iz    

кўринишда бўлади  
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3-§.  3-МУСТАҚИЛ  ИШ 

КОМПЛЕКС АРГУМЕНТЛИ ФУНКЦИЯНИНГ ИНТЕГРАЛИ ВА 

ЧЕГИРМАЛАР НАЗАРИЯСИ 

Комплекс аргументли функциянинг интеграли тушунчаси. 

Кошининг интеграл теоремаси. 

Кошининг интеграл формуласи. 

Даражали қ аторлар. 

Голоморф функцияларнинг хоссалари. 

Лоран қ атори. 

Функциянинг яккаланган махсус нуқ талари. 

Чегирмалар ва уларни ҳ исоблаш. 

Интегрални чегирмалар ёрдамида ҳ исоблаш. 

- А - 

АСОСИЙ ТУШУНЧА ВА ТЕОРЕМАЛАР. 

1
0
. Интеграл тушунчаси. 

Комплекс текислик С  да тўғ риланувчи 


 АВ  эгри чизиқ  

берилган бўлсин. Бу эгри чизиқ ни А дан В га қ араб 
n

zzz ,...,,
10

  нуқ талар 

ёрдамида n та 
n
 ,...,,

21
 ёйларга ажратамиз (49-чизма). 

 

k
  ёйларнинг ),...,2,1( nk   узунликларини 

k
nk

k
lваl




1
max  деб 

белгилаймиз. 

Айтайлик,   эгри чизиқ да )(zf  функция берилган бўлсин. 
kk
  

нуқ та олиб, қ уйидаги 
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)()(
1

1




  kk

n

k
k

zzf            (1) 

интеграл   йигиндини тузамиз. 

Таъриф. Агар 0  да )(zf  функциянинг интеграл йигиндиси   

эгри чизиқ нинг бўлиниш усулига ҳ амда k  даги 
k

  нуқ танинг танлаб 

олинишига боғ лиқ  бўлмаган ҳ олда чекли лимитга эга бўлса, бу лимит 

)(zf  функциянинг   эгри чизиқ  бўйича интеграли деб аталади ва  




dzzf )(                             (2) 

каби белгиланади.  

Демак, 










n

k
kkk

zzfdzzf
1

1
0

)()(lim:)( .             (3) 

Агар ivuyxivyxuzfiyxz  ),(),()(,  дейилса, унда ушбу 




 udyvdxivdyudxdzzf :)(              (4) 

тенглик ҳ осил бўлади. 

1-Теорема. )(zf  функциянинг    эгри чизиқ  бўйича интеграли 




dzzf )(  

нинг мавжуд бўлиши учун қ уйидаги     




 udyvdxваvdyudx  

эгри чизиқ ли интегралларнинг мавжуд бўлиши зарур ва етарли. 

Хусусан, )(zf  функция узлуксиз бўлса унинг интеграли мавжуд 

булади. 

2-Теорема. Агар )(zf  функция   эгри чизиқ да берилган ва 

узлуксиз,   эгри чизиқ  ушбу  

)()(  ttzz  

тенглама билан берилган бўлиб , 0)(' tz  бўлса, у ҳ олда  

dttztzfdzzf )('])([)(  




                (5) 

бўлади.  
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Бу формуладан комплекс аргументли функция 
интегралини ҳ исоблашда фойдаланилади. 

Мисол. Ушбу 

 


ndzazI n

n
()( бутун сон) 

интегрални ҳ исобланг, бунда }0,:{  azCz  айланадан 

иборат (йўналиш соат стрелкасининг йуналишига қ арама-қ арши 

олинган). 

    айлананинг тенгламасини куйидаги  

)20()(  teatzz it  

кўринишида ёзиб оламиз. Унда 

dteieaddz itit  )(  

бўлиб, (5)-формулага кўра 









2

0

)1(1)( dteidzazI nitnn

n
 

бўлади. Агар 1n  бўлса, 

0
)1(

2

0

)1(

1
2

0

)1(1 


 









ni

e
idteiI

nit

nnitn

n
 

бўлади. Агар 1n  бўлса 







2

0

1
2 idtiI  

бўлади. Демак, 


 











az

nn

булсаnагарi

булсаnагар

dzazdzaz

1,2

1,0

)()(  

2
0
. Кошининг интеграл теоремаси. 

Комплекс ўзгарувчили функциялар назариясида фундаментал 

теоремалардан бири Кошининг интеграл теоремасидир. 

1-Теорема. (Кошининг интеграл теоремаси) Фараз қ илайлик, )(zf  

функция комплекс текислик С даги бир боғ ламли D соҳ ада голоморф 

бўлсин. У ҳ олда ихтиерий тўғ риланувчи ёпиқ  эгри чизиқ   D  учун  

0)( 


dzzf  
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бўлади. 

Юқ орида, 1
0
-пунктда биз кўрдикки 

az
zf




1
)(  функциясидан 

 az:  айлана буйича олинган интеграл i2  га тенг. Бу мисолда 

)(zf  функция }{\ aC  да голоморф бўлиб,бу соҳ а бир боғ ламли эмас. 

Шунинг учун ҳ ам 0)( 


dzzf  бўлди. Демак, 1-теоремадаги D соҳ анинг 

бир боғ ламли бўлиши муҳ им шарт экан. 

2-Теорема. CD   соҳ а бир боғ ламли, чегараси тўғ риланувчи 

чизиқ дан иборат бўлган соҳ а бўлиб, )(zf  функция D да голоморф, D  да 

узлуксиз )()()(( DCDОzf   бўлсин. У ҳ олда 





D

dzzf 0)(  

бўлади. 

3-Теорема. (Кўп боғ ламли соҳ а учун Коши теоремаси) Фараз 

қ илайлик, CD   соҳ а чегараси 
n

Г  ,...,
1

 тўғ риланувчи чизиқ лардан 

ташкил топган кўп боғ ламли соҳ а бўлсин (50-чизма). 

Агар )()()( DCDОzf   бўлса , у ҳ олда  


 


nГD

dzzfdzzf
...1

0)()(  

тенглик ўринлидир.  

Бу тенгликни қ уйидагича ҳ ам ёзиш мумкин  
 


n

kГ k

dzzfdzzf
1

)()(         

(6) 

         

50-чизма. 
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Натижа. Фараз қ илайлик, CD   бир боғ ламли соҳ а бўлиб, 
21

,  

чизиқ ларнинг ҳ ар бири ( DD 
21

, ) боши 
0

z  ва охири 
1

z  нуқ тада 

бўлган чизиқ лар бўлсин (51-чизма). Агар )()( DОzf   бўлса, у ҳ олда   





21

)()( dzzfdzzf                 (7) 

бўлади. 

 

51-чизма. 

(7)-тенглик, қ аралаётган интегралнинг 0z  ва 1z  нуқ таларигагина 

боғ лиқ  бўлиб, интеграллаш йўлига боғ лиқ  бўлмаслигини билдиради. 

Шуни эътиборга олиб, (7)-интегрални 


1

0

)(
z

z

dzzf               (8) 

каби белгилаш ҳ ам мумкин. 

1-Мисол. Ушбу 


i

dzz
2

2

2  

интегрални ҳ исобланг. 

Равшанки, )()( 2 CОzzf  . Бинобарин, берилган  интеграл 

izz  2,2
10

 нуқ таларни бирлаштирувчи йўлга боғ лиқ  бўлмайди. 

Шундан фойдаланиб интеграллаш чизиғ и   сифатида   

}10,2:{  yxCiyxz  

тўғ ри чизиқ  кесмасини оламиз  (52-чизма) 
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52-чизма 

Бу   чизиқ да 

idydziyz  ,2  

бўлишидан фойдаланиб топамиз: 

.
3

11
2)

3
24(

)44()2(

1

0

3

2

1

0

2
1

0

22
2

2

2

i
y

iyyi

dyyiyiidyiydzzdzz
i



 




 

2-Мисол. Ушбу 

)0(
2

1

 z
z

dz
 

интегралнинг қ иймати 1
0
z  ва 2

1
z  нуқ таларни бирлаштирувчи йўлга 

боғ лиқ  бўладими (йўл координата бошидан ўтмайди деб фараз 

қ илинади)? 

  Равшанки,  

z
zf

1
)(   

функция }0{\CD   соҳ ада голоморф. Айни пайтда бу бир боғ ламли 

соҳ а эмас. Демак, Кошининг интеграл теоремасидан фойдаланиб 

бўлмайди. 1
0
z  ва 2

0
z  нуқ таларни бирлаштирувчи иккита 

1
  ҳ амда 

2
  чизиқ ларни  

12

1

}1:{

},0,21:{





zCz

yxCiyxz

 

деб оламиз  (53- чизма). 
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53-чизма. 

1
  чизиқ да dxdzxz  ,  бўлиб, 

2lnln 2

1

2

1

2

1 1

 


x
x

dx

z

dz

z

dz
 

1z  айланада   diedzez ii ),20(  бўлиб, 

  




 0

2

11

2

1

2ln22
12

i
x

dx
d

e

ie

z

dz

z

dz

z

dz

z

dz
i

i

z

 

бўлади. Демак, берилган интеграл интеграллаш йўлига боғ лиқ  экан  

Агар (8)-интегралда 
0

z  нуқ тани тайинлаб, 
1

z  ни эса z  ўзгарувчи 

сифатида қ аралса, (8)-интеграл z  ўзгарувчининг функцияси бўлади: 


z

z

dzzfzF
0

)()( . 

4-Теорема. Агар )(zf  функция бир боғ ламли CD   соҳ ада 

голоморф бўлса, у ҳ олда )(zF  функция ҳ ам D  соҳ ада голоморф бўлиб,  

)()()(' DzzfzF   

бўлади. 

Бу теоремадан кўринадики, бир боғ ламли соҳ ада голоморф функция 

)(zf  нинг бошланғ ич функцияси мавжуддир. 

5-Теорема. Агар )(zФ  функция CD   соҳ ада )(zf  нинг 

бошланғ ич функцияси бўлса, у ҳ олда 

z

z

z

z

zФzФzФdzzf
0

0

)()()()(
0
               (9) 
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формула (Ньютон-Лейбниц формуласи) ўринли бўлади, бунда 
0

z  ва z  

нуқ талар D соҳ ага тегишли ихтиерий нуқ талар. 

 3
0
. Кошининг интеграл формуласи. 

Комплекс текислик С да чегараси тўғ риланувчи чизиқ  бўлган 

чегараланган D соҳ ани қ арайлик. Кузатувчи бу соҳ а чегараси D  

бўйлаб ҳ аракат қ илганда соҳ а ҳ ар доим чап томонда қ олсин. 

1-Теорема. Агар )()()( DCDОzf    бўлса, у ҳ олда 



















 булсаDzагар

булсаDzагарzf

d
z

f

i D ,0

),(
)(

2

1
         (10) 

тенглик ўринли бўлади.  

Одатда (10)-формула Кошининг интеграл формуласи дейилади. Бу 

формула )(zf  нинг Dz  нуқ тадаги қ ийматини чегарадаги қ ийматлар билан 

боғ лайдиган формуладир. 

1-Мисол. Ушбу 


  42z

dz
 

интегрални ҳ исобланг, бунда   эгри чизиқ  С текисликнинг i2  

нуқ таларидан ўтмайдиган ихтиерий ёпик чизиқ . 

 Фараз қ илайлик,   ёпиқ  чизиқ  билан чегараланган тўплам D  

бўлсин. 

а)  Di 2  бўлсин. Бу ҳ олда  

)(
4

1
)(

2
DО

z
z 


  

бўлиб, Кошининг интеграл теоремасига кўра 

0
4

)(
2




 
 z

dz
dzz  

бўлади. 

б) DiDi  2;2  бўлсин. Бу ҳ олда, аввало интеграл остидаги 

функцияни 

iz

iz

izizz 2

2

1

)2)(2(

1

4

1
2 
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кўринишида ёзиб оламиз. Унда 

ia
iz

zf 2,
2

1
)( 


  

лар учун 1-теореманинг шартлари бажарилганлиги сабабли (10)-

формулага кўра 

222

2
)2(2

2

)(

42














 ii

i
ifidz

iz

zf

z

dz
 

бўлади.  

в) DiDi  2,2  бўлсин. Бунда юқ оридаги б) ҳ олдагига ўхшаш 

мулоҳ оза юритиш билан топамиз: 

 
 












 22

1
2

2

2

1

4
22 iz

iz
i

iz

iz

z

dz
. 

г) ,2 Di  Di 2  бўлсин. Бу ҳ олда, аввал интеграл остидаги 

функцияни  cодда касрларга ажратамиз: 

).
2

1

2

1
(

4

1

)2)(2(

1

4

1
2 iziziizizz 










 

У ҳ олда 

  
  

















0)11(2

4

1

224

1

42
i

iiz

dz

iz

dz

iz

dz
 

бўлишини топамиз  

 (10)-формуладаги 







 D

d
z

f

i

)(

2

1
 интегралга Коши интеграли 

дейилади. Коши интегралида D  контур соҳ а чегараси бўлиб, )(f  

функция D  соҳ ада голоморфдир. Энди, фараз қ илайлик, С текисликда 

ихтиерий тўғ риланувчи Г контур ва Г да аниқ ланган ҳ амда узлуксиз 

)(f  функция берилган бўлсин. У ҳ олда ушбу 

 







Г

d
z

f

i
zF

)(

2

1
)(  

интегралга Коши типидаги интеграл дейилади. 

2-Теорема. Коши типидаги интеграл Сғ Г соҳ ада )(zF  

функциясини аниқ лаб, бу функция ушбу хоссаларга эгадир: 

а)  )(zF  функция  Сғ Г да голоморф, 
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б)  0)(lim 


zF
z

,     

в)  )(zF   функциянинг исталган тартибли ҳ осиласи )()( zF n  

мавжуд ва  

 








Г

n

n d
z

f

i

n
zF

1

)(

)(

)(

2

!
)(  

тенглик ўринли. 

Натижа. Голоморф функция исталган тартибли ҳ осилага эгадир. 

Ҳақ иқ атан ҳ ам, голоморф функцияни Коши интеграли ёрдамида 

ифодалаш мумкин. Коши интегралининг исталган тартибли ҳ осиласи 

мавжудлигидан берилган функция ҳ ам исталган тартибли ҳ осилага эга: 














D
n

n d
z

f

i

n
zf

1

)(

)(

)(

2

!
)(                     (11) 

2-Мисол. Ушбу 


 

dz
z

e z

4

2

)3(
 

интегрални ҳ исобланг, бунда  чизиқ  С текисликдаги 3z  нуқ тани ўз 

ичига оладиган ихтиерий ёпик контур. 

     контур билан чегараланган соҳ ани D деб белгилаймиз. 

Равшанки, zezf 2)(   функция ва D  соҳ а учун 2-теореманинг шартлари 

бажарилади. Унда (11)-формуладан фойдаланиб топамиз: 

                   

.
3

8
2

6

2

)3('''
!3

2

)3(

)(

)3(

6

63

44

2

e

i
e

i

f
i

dz
z

zf
dz

z

e z






















 

 4
0
. Даражали қ аторлар. 

 Ушбу  







0

10
...)(...)()(

n

n

n

n

n
azcazccazc            (12) 

 қ аторга  даражали қ атор дейилади (бунда ,...,...,
10 n

ccc  ҳ амда а-

комплекс сонлар). 
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Агар (12)-қ аторда  az  дейилса, у (12) қ атор 





0n

n

n
a  

кўринишдаги даражали қ аторга келади. Бинобарин, шу кўринишдаги 

қ аторларни ўрганиш биз учун етарли бўлади. 

1-Теорема. (Абель теоремаси) Агар  







0

2

210
......

n

n

n

n

n
zczczcczc                     (13) 

даражали қ атор z  нинг  )0(
00
 zzz  қ ийматида яқ инланувчи бўлса, у 

ҳ олда қ атор 

}:{
0

zzCz   

доирада  абсолют яқ инланувчи бўлади. Агар (13)-қ атор z  нинг 
1

zz   

қ ийматида  узоқ лашувчи бўлса, у ҳ олда қ атор 

}:{
1

zzCz   

тўпламда  узоқ ланувчи бўлади. 

Даражали қ аторнинг яқ инлашиш соҳ аси  

}:{ rzCz   

доирадан иборат бўлиб, қ аторнинг яқ инлашиш радиуси r  ушбу 

n
n

n
c

r




lim

1
                 (14) 

Коши-Адамар формуласидан топилади. 

(13)-даражали қ атор ўзининг яқ инлашиш соҳ асига тегишли бўлган 

ихтиерий   

rzCz  },:{  

ёпиқ  доирада текис яқ инлашувчи бўлади. 

Функцияларни даражали қ аторларга ёйиш қ аторлар назариясидаги 

муҳ им масалалардан ҳ исобланади. Бу масала қ уйидаги теорема 

ёрдамида ҳ ал этилади. 

2-Теорема. Агар )(zf  функция CD   соҳ ада голоморф бўлса, у 

ҳ олда D  соҳ адаги ихтиерий  

)(}:{ DarazCzU   

доирада )( DU   уни даражали қ аторга ёйиш мумкин: 
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0

)()(
n

n

n
azczf .                                 (15) 

Бу ерда 
n

c -коэффициентлар 

...)2,1,0(,0,
)(

)(

2

1

!

)(
1

)(




 



nrdz

az

zf

in

af
c

az
n

n

n
      (16) 

 формулалар ёрдамида ҳ исобланади. 

Одатда, коэффициентлари (16)-тенгликлар ёрдамида 

аниқ ланадиган (15)-қ аторга Тейлор қ атори дейилади. 

Амалиётда кўпчилик масалаларни ҳ ал қ илишда элементар 

функцияларнинг Тейлор қ аторига ёйилмаларидан фойдаланилади: 

1)  .1
1

1

0









zz
z n

n  

2)  .
!0

Cz
n

z
e

n

n

z 




 

3)  .,
)!12(

)1(sin
1

12

1 Cz
n

z
z

n

n

n 









  

4)  .,
)!2(

)1(cos
0

2

Cz
n

z
z

n

n

n 




 

5)  .,
)!12(1

12

Cz
n

z
shz

n

n











 

6)  .,
)!2(0

2

Cz
n

z
chz

n

n






 

7)  .1,
!

)1)...(1(
1)1(

1




 




 zz
n

n
z

n

n  

8)  .1,)1()1ln(
1

1  




 z
n

z
z

n

n

n  

3-Теорема. Айтайлик, }:{ razCzU  доира берилган 

бўлиб, )(max)()( zfMваUОzf
Uz 

  бўлсин. У ҳ олда )(zf  

функциянинг а нуқ та атрофидаги Тейлор қ атори 

n

n
n

azczf )()(
0






 

коэффициентлари учун ушбу  
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,...)2,1,0(  n
r

M
c

nn
                (17) 

Коши тенгсизликлари ўринли бўлади. 

 5
0
. Голоморф функцияларнинг хоссалари. 

1-Теорема. Агар )(zf  функция D соҳ ада голоморф бўлса, у ҳ олда 

Nn  учун )()( zf n  мавжуд ва у D соҳ ада голоморф бўлади. 

2-Теорема. (Лиувилль теоремаси) Агар )(zf  функция бутун 

текислик С да голоморф бўлиб, чегараланган ))(( Mzf   бўлса, у ҳ олда 

constzf )(  бўлади. 

Фараз қ илайлик, )(zf  функция бирор Ca  нуқ танинг атрофида 

голоморф бўлсин. Агар 0)( af  бўлса, а сони )(zf  функциянинг ноли 

дейилади. Агар 0)(...)(')( )1(   afafaf n  бўлиб, 0)()( af n  бўлса, 

а сони  )(zf  функциянинг n-тартибли ёки  n каррали ноли дейилади. 

Хусусан, 1n  да а оддий ноль дейилади. 

Агар )(zf  функция z  да голоморф бўлиб, 0)( f  бўлса,   

нуқ та функция ноли дейилади. Функциянинг бундай нолининг тартиби 

)
1

()(
z

fzg   

функциянинг 0z  нуқ тадаги ноли тартиби билан аниқ ланади. 

3-Теорема. Агар )(zf  функция Cazf  )0)((  нуқ танинг 

атрофида голоморф бўлиб, а сон функциянинг n–тартибли ноли бўлса, 

)()()( zazzf n  

тенглик ўринли бўлади, бунда )(z  функция а нуқ танинг атрофида 

голоморф ва .0)(  a  

4-Теорема. (ягоналик теоремаси) Айтайлик, )(zf  ва )(zg  

функциялар CD   соҳ ада голоморф бўлиб, камида битта лимит 

нуқ тага эга бўлган DE   тўпламда  )()( zgzf   бўлсин. У ҳ олда барча 

Dz  лар учун )()( zgzf   бўлади. 

5-Теорема. (модулнинг максимум принципи)  Агар  )(zf  функция 

CD   соҳ ада голоморф бўлиб, унинг модули f  бирорта ички Dz 
0

 

нуқ тада (локал) максимумга эришса, у ҳ олда  constzf )(  бўлади. 

6
0
. Лоран қ атори. 
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Ушбу  

...)(...)()(

1
...

)(

1

)(

1
...

2

210

11)1(















n

n

nnnn

azcazcazcc

az
c

az
c

az
c

 

ифода Лоран қ атори дейилади ва  







n

n

n
azc )(  

каби белгиланади. Лоран қ атори  







0

)(
n

n

n
azc                  (18) 

ва 







1

)(
n

n

n
azc                  (19) 

қ аторлар йиғ индиси сифатида ифодаланади. (18)-каторга Лоран 

қ аторининг тўғ ри қ исми, (19) га эса бош қ исми дейилади. 

(18)–даражали қ аторнинг яқ инлашиш радиуси  

n
n

n
c

R




lim

1
                     (20) 

формула ёрдамида топилиб, унинг яқ инлашиш соҳ аси 

}:{ RazCz   

бўлади. (19)-қ аторнинг яқ инлашиш радиуси 

n
n

n
cr



 lim                    (21) 

формула ёрдамида топилади ва унинг яқ инлашиш соҳ аси     

}:{ razCz   

бўлади. Берилган Лоран қ аторининг яқ инлашиш соҳ аси 

}:{ RazrCz   

халқ адан иборат бўлади.  

Теорема. Агар )(zf  функция }{ RazrU   халқ ада голоморф 

бўлса, у шу халқ ада Лоран қ аторига ёйилади: 
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n

n

n
azc )(                       (22) 

Қаторнинг коэффициентлари ушбу 

,...)2,1,0(
)(

)(

2

1
1




 



ndz

az

zf

i
c

az
nn

     (23) 

формулалар ёрдамида топилади ( )Rr  . 

 Лоран қ аторини яқ инлашиш соҳ асида ҳ адлаб дифференциаллаш ва 

интеграллаш мумкин. 

 7
0
. Функциянинг яккаланган махсус нуқ талари. 

 Бирор )(zf  функцияни қ арайлик. Бу функция учун а нуқ тада )( Ca  

голоморфлик шарти бажарилмаса а нуқ та )(zf  функциянинг  махсус 

нуқ таси дейилади.  

 Таъриф. Агар а махсус нуқ танинг шундай 

}0:{)(  azCzaU


 

ўйилган атрофи топилсаки, )(zf  функция )(aU


 да голоморф бўлса, а 

нуқ та )(zf  функциянинг яккаланган махсус нуқ таси дейилади. 

  Фараз қ илайлик, а нуқ та )(zf  функциянинг яккаланган махсус 

нуқ таси бўлсин. 

 1) Агар  

Azf
az




)(lim  

(А-чекли сон) бўлса, а нуқ та )(zf  функциянинг бартараф қ илинадиган 

махсус нуқ таси дейилади. 

 2) Агар 




)(lim zf
az

 

бўлса, а нуқ та  )(zf  функциянинг қ утб нуқ таси  дейилади. 

 3) Агар az   да )(zf  функциянинг лимити мавжуд бўлмаса, а 

нуқ та )(zf  функциянинг ўта махсус нуқ таси дейилади. 

 Эслатма. А нуқ та )(zf  функциянинг бартараф қ илинадиган махсус 

нуқ таси бўлса, 

)(lim)( zfaf
az

  

деб олиниши натижасида махсуслик бартараф этилади. 
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Агар а нуқ та )(zf  функциянинг қ утб нуқ таси бўлса, у ҳ олда шу нуқ та 

)(

1

zf
 функциянинг ноли бўлади. 

)(

1

zf
 функция нолининг тартибига 

)(zf  функция қ утбининг тартиби дейилади. 

 Энди функциянинг махсус нуқ талари билан унинг Лоран қ атори 

орасидаги боғ ланишини ифодалайдиган тасдиқ ларни келтирамиз. 

1-Теорема. )(zf  функциянинг яккаланган махсус а нуқ таси унинг 

бартараф қ илиш мумкин бўлган махсус нуқ таси бўлиши учун )(zf  

функциянинг а нуқ та атрофида Лоран қ аторига ёйилмасида бош 

қ исмининг бўлмаслиги, яъни  







0

)()(
n

n

n
azczf  

бўлиши зарур ва етарли. 

 2-Теорема. )(zf  функциянинг яккаланган а нуқ таси унинг қ утб 

нуқ таси бўлиши учун )(zf  функциянинг а нуқ та атрофида Лоран 

қ аторига ёйилмасида бош қ исм таркибида чекли сондаги нолдан 

фарқ ли ҳ адларнинг бўлиши, яъни  

)0()()(  




mazczf
mn

n

n
 

 бўлиши зарур ва етарли. 

 3-Теорема. )(zf  функциянинг яккаланган махсус а нуқ таси унинг 

ўта махсус нуқ таси бўлиши учун )(zf  функциянинг а нуқ та атрофида 

Лоран қ аторига ёйилмасида бош қ исм таркибида чексиз кўп сондаги 

нолдан фарқ ли ҳ адларнинг бўлиши зарур ва етарли. 

 8
0
. Чегирмалар ва уларни ҳ исоблаш.  

 Фараз кқ лайлик, )(zf  функция }0{  az  да голоморф бўлиб, 

а нуқ та бу функциянинг яккаланган махсус нуқ таси бўлсин.  

 1-Таъриф. Ушбу 

)0()(
2

1





az

dzzf
i

 

интеграл )(zf  функциянинг а  нуқ тадаги чегирмаси дейилади ва 

)(zfres
az

 каби белгиланади: 




 


az
az

dzzf
i

zfres )(
2

1
)( .  
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 Равшанки, )(zf  функция а нуқ тада голоморф бўлса, 0)( 


zfres
az

 

бўлади.  

 Айтайлик, )(zf  функция }{  zr  да голоморф бўлсин. 

 2-Таъриф. Ушбу 

)()(
2

1
rdzzf

i z




 


 

интеграл )(zf  функциянинг z  нуқ тадаги чегирмаси  дейилади ва  

)(zfres
z 

 каби белгиланади: 




 


z
z

dzzf
i

zfres )(
2

1
)( . 

 1-Теорема. Агар )(zf  функция }0{ raz   халқ ада Лоран 

қ атори 







n

n

n
azczf )()(  

га ёйилган бўлса, у ҳ олда  

1
)(




 czfres
az

                    (24) 

бўлади. Агар  )(zf  функция  }{  zr  халқ ада Лоран қ атори  







n

n

n
zczf )(  

га ёйилган бўлса, у ҳ олда 

1
)(




 czfres
z

           (25)  

 2-Теорема. (Чегирмаларнинг йигиндиси ҳ ақ идаги теорема). Агар 

)(zf  функция },...,,{\
21 n

aaaC  тўпламда голоморф бўлса, у ҳ олда  







n

k
zaz

zfreszfres
k1

0)()(           (26) 

бўлади.  

 Энди функция чегирмаларини ҳ исоблашда фойдаланадиган 

формулаларни келтирамиз.  

1) Агар az    нуқ та )(zf  функциянинг биринчи тартибли қ утб 

нуқ таси бўлса, 

)()(lim)( zfazzfres
azaz




         (27) 
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бўлади. 

2) Агар 
)(

)(
)(

z

z
zf




  учун )()( zваz   функциялар а нуқ тага 

голоморф бўлиб, 0)(',0)(  aa  бўлса , у ҳ олда  

)('

)(
)(

a

a
zfres

az 





                      (28) 

бўлади. 

3) Агар az   нуқ та )(zf  функциянинг n-тартибли қ утб нуқ таси 

бўлса, 

1

1 )]()[(
lim

)!1(

1
)(













n

nn

azaz dz

zfazd

n
zfres           (29) 

бўлади. 

4) Агар z  нуқ тада  )(zf  функция голоморф бўлса, 

)]()([lim)( zffzzfres
zz




                   (30) 

бўлади. 

5) Агар )
1

()(
z

zf   бўлиб, )(z  функция 0z  нуқ тада голоморф бўлса, 

)0(')( 


zfres
z

                         (31) 

бўлади.  

 9
0
. Интегралларни чегирмалар ёрдамида ҳ исоблаш. 

 Чегирмалар ёрдамида турли интегралларни ҳ исоблаш мумкин. 

Бунда қ уйидаги теорема муҳ им роль ўйнайди. 

 Теорема (Коши теоремаси). Фараз қ илайлик , 

1) )(zf  функция },...,{\
21 n

aaaD  соҳ ада голоморф 

),,...,,,(
21

DaaaCD
n
  

2) )(zf   функция соҳ анинг чегарасигача аниқ ланган ва },...,{\
21 n

aaaD  да 

узлуксиз, 

3)  D  - тўғ риланувчи ёпиқ  контур бўлсин. У ҳ олда  

 
 




D

n

k
az

zfresidzzf
k1

)(2)(          (32) 

формула ўринлидир. 
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Изоҳ . (32)-формула D  бўлган ҳ ол учун ҳ ам ўринлидир. Фақ ат 

бу ҳ олда z  ни )(zf  учун махсус нуқ та деб ҳ исоблаш ҳ амда D  

чизиқ  ориентациясини соат стрелкаси йўналишида олиш кифоядир. 
Юқ орида келтирилган Коши теоремасидан амалиётда ёпик  контур бў йича 

олинган интегралларни ҳ исоблашда фойдаланилади. 

10
0
. Аниқ  интегралларни чегирмалар ёрдамида ҳ исоблаш. 

Аниқ  интегралларни ҳ ам чегирмалар ёрдамида ҳ исоблаш 
мумкин. Бунда аниқ  интеграл комплекс ў згарувчили функциянинг 
контур бў йича олинган интегралига келтирилиб ҳ исобланади. 

а) 
2

0

)sin,(cos dxxxR  кў ринишдаги интегралларни ҳ исоблаш. 

Ушбу   





2

0

)sin,(cos dxxxRI                 (33) 

интеграл берилган бўлиб, уни ҳ исоблаш талаб этилсин, бунда 

xваxxxR sincos)sin,(cos   ларнинг рационал функцияси ва у ]2,0[   да 

узлуксиз.  

Эйлер формуласига кўра 

i

ee
x

ee
x

ixixixix

2
sin,

2
cos

 



  

бўлишини эътиборга олиб, сунг 

ixez   

деб белгилаш киритсак, унда 

dz
iz

dx
z

z
i

x
z

zx

zCzzx

1
),

1
(

2

1
sin,)

1
(

2

1
cos

},1:{]2,0[





 

бўлиб, берилган (33)-интеграл қ уйидагича  







1

2

0

)(
~

)sin,(cos
z

dzzRdxxxRI  

бўлади, бунда 

)).
1

(
2

1
),

1
(

2

1
(

1
)(

~

z
z

iz
zR

iz
zR   

Ҳосил бў лган интеграл олдинги пунктдаги (32)-формула 
ёрдамида ҳ исобланади. 
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 б) Хосмас интегралларни ҳ исоблаш.  

 Чегирмалар назариясидан фойдаланиб хосмас 
интегралларни ҳ ам ҳ исоблаш мумкин. Бу куйидаги теоремага 
асосланган. 

 Теорема. )(zf  функция }0Im:{  zCz  соҳ анинг чекли сондаги 

махсус нуқ таларидан ташқ ари барча нуқ таларида голоморф бўлиб, 

унинг чегарасида узлуксиз бўлсин. Агар  







r

zrzdzzf
r

r
})arg0,{(0)(lim      (34) 

бўлса, у ҳ олда 




dxxf )(  яқ инлашувчи бўлиб,  

 






0Im

)(2)(
k

kz
zz

zfresidxxf                          (35) 

бў лади.  

 Бу теоремадаги (34)-шартнинг бажарилишини 
кў рсатишда  қ уйидаги леммалардан фойданилади. 

1-Лемма (Жордан леммаси). Агар 

0)(maxlim 


zfr
rzr

                         (36) 

бўлса, 







r

dzzf
r

0)(lim                              (37) 

бў лади. 

2-Лемма.(Жордан леммаси). Агар  

0)(maxlim 


zf
rzr

                           (38) 

бўлса, у ҳ олда 0  учун 









r

dzezf zi

r
0)(lim                         (39) 

бў лади. 

Энди  






 dxxRe xi )(  

кў ринишдаги хосмас интегралларни қ арайлик . 
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Агар 0)(maxlim 


zR
zr

 бўлса, у ҳ олда бу интегралга 2-леммани ва 

юқ оридаги теоремани қ ўллаш натижасида қ уйидаги формулаларни 

ҳ осил қ иламиз: 

 


 












0Im

)]([Im2cos)(
k kz zz

zi zReresxdxxR ,       (40) 

 


 












0Im

)]([Re2sin)(
k kz zz

zi zReresxdxxR ,        (41) 

Мисол.  Ушбу 




 
dx

xx

x

22

sin
2

 

интегрални ҳ исобланг. 

)(zf  функция деб 

)]1([)]1([22
)(

2 iziz

e

zz

e
zf

iziz





  

ни оламиз. Бу функциянинг 2та iz 1
1

  ва  iz 1
2

 қ утб нуқ талари 

бўлиб, улардан }0{Im1
1

 ziz  бўлади. 

22

1
)(

2 


zz
zR  функция учун  z  да 

2

1
~)(

z
zR  бўлганидан 

2-лемма шартининг бажарилиши таъминланади. Унда (41)-формулага 

кўра 










)](Re[2
22

sin

1
2

zfresdx
xx

x

zz
 

бў лади.  

(27)-формуладан фойдаланиб )(
1

zfres
zz

 ни ҳ исоблаймиз: 

).1cos1(sin
22

)]1([
)]1([)]1([

lim)(

1)1(

11

i
e

i

e

iz
iziz

e
zfres

ii

iz

izzz





















 

Демак, 

.1sin)1cos1(sin
2

Re2
22

sin 1

1

2



















 ei

e
dx

xx

x
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Назорат саволлари. 

1. Комплекс аргументли функция интегралининг таърифи. 

2. Интеграл мавжуд бўлишининг зарурий ва етарли шартлари. 

3. Кошининг интеграл теоремаси. 

4. Кўп боғ ламли соҳ а учун Коши теоремаси. 

5. Комплекс аргументли функция интегралининг интеграллаш 

йўлига боғ лиқ  бўлмаслиги. 

6. Ньютон–Лейбниц формуласи. 

7. Кошининг интеграл формуласи. 

8. Коши интеграли ва Коши типидаги интеграл. 

9. Даражали қ аторлар ва уларнинг хоссалари. 

10. Элементар функцияларнинг даражали қ аторга ёйилмалари. 

11. Лиувилль теоремаси. 

12. Голоморф функциянинг ноллари. 

13. Ягоналик теоремаси. 

14. Модулнинг максимум принципи. 

15. Лоран қ аторлари ва уларнинг хоссалари. 

16. Функциянинг яккаланган махсус нуқ талари. 

17. Яккаланган махсус нуқ талар ва Лоран қ атори орасидаги 

боғ ланиш. 

18. Чегирманинг таърифи ва чегирма билан Лоран қ аторининг 

коэффициентлари орасидаги боғ ланиш. 

19. Чегирмаларнинг йиғ индиси ҳ ақ идаги теорема. 

20. Чегирмаларни ҳ исоблаш формулалари. 

21. Комплекс аргументли функциялардан ёпик контур бўйича 

олинган интегралларни чегирмалар ёрдамида ҳ исоблаш. 

22. 
2

0

)sin,(cos dxxxR  кўринишидаги интегралларни ҳ исоблаш. 

23. 




dxxf )(   кўринишидаги интегралларни ҳ исоблаш. 

24. Жордан леммалари. 
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25. 




xdxxR cos)(   кўринишидаги интегралларни ҳ исоблаш. 

26. 




xdxxR sin)(  кўринишидаги интегралларни ҳ исоблаш. 

- В - 

МУСТА+ИЛ ЕЧИШ УЧУН МИСОЛ ВА МАСАЛАЛАР 

 1-Масала. Боши )( Caa   охири )( Cbb   нуқ тада бўлган   тўғ ри 

чизиқ  кесмаси бўйига қ уйидаги интегралларни таъриф ёрдамада 

ҳ исобланг. 

1.1.  


 .1,1,)13( ibiadzz  

1.2.  


 .21,1,)( ibiadziz   

1.3.  


 .,1,)( ibiadziz     

1.4.  


 .1,1,)3( ibiadziz   

1.5.  


 .1,2,)3( ibiadziz  

1.6.  


 .1,2,)2( ibiadziz  

1.7.  


 .1,2,)2( ibiadziz  

1.8.  


 .1,2,)2( ibadzz  

1.9.  


 .1,2,)2( ibadzz  

1.10.  


 .1,2,)13( ibadzz  

1.11.  


 .1,2,)23( ibadzz  

1.12.  


 .,1,)3( ibiadzz  

1.13.  


 .,1,)3( ibiadzz  

1.14.  


 .,1,)3( ibiadziz  
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1.15.  


 .,1,)3( ibiadziz  

1.16.  


 .,1,)32( ibiadzz  

1.17.  


 .,1,)32( ibiadzz  

1.18.  


 .,1,)32( ibiadziz  

1.19.  


 .,1,)32( ibiadziz  

1.20.  


 .2,2,)3( ibiadziz   

1.21.  


 .,22,)12( ibiadzz  

2-Масала. +уйидаги интегралларни берилган 
0

z  ва 
1

z  нуқ таларни 

туташтирувчи   тўғ ри чизиқ  бўйича ҳ исобланг. 

 2.1.  


 .32,1,)(
10

2 izizdziyx  

2.2.  


 .43,22,)(
10

22 izizdziyx  

2.3.  


 .32,1,)(
10

2 izizdziyx  

2.4.  


 .43,22,)(
10

2 izizdziyx      

2.5.  


 .32,1,)(
10

22 izizdziyx  

2.6.  


 .43,22,)(
10

22 izizdziyx     

2.7.  


 .32,1,
10

izizzdz   

2.8.  


 .43,22,)(
10

22 izizdziyx  

2.9.  


 .32,1,
10

izizdzz  

2.10.  


 .43,22,
10

izizdzz  
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2.11.  


 .23,1,)(
10

22 izizdziyx   

2.12.  


 .34,22,)(
10

22 izizdziyx  

2.13.  


 .23,1,)(
10

2 izizdziyx  

2.14.  


 .34,22,)(
10

22 izizdziyx  

2.15.  


 .23,1,)(
10

2 izizdziyx  

2.16.  


 .43,21,)(
10

2 izizdziyx  

2.17.  


 .23,1,)(
10

22 izizdziyx  

2.18.  


 .43,21,)(
10

2 izizdziyx    

2.19. 


 .23,1,
10

izizzdz    

 2.20.  


 .43,21,)(
10

2 izizdziyx  

2.21.  


 .32,1,)(
10

22 izizdziyx  

3-Масала. 54-чизмада тасвирланган   чизиқ  бўйича олинган 

қ уйидаги интегралларни ҳ исобланг. 

 

 

 

 

 

 

54-чизма 

3.1.  


.dz
z

z
                           3.2.   




.

2
dz

z

zz
   

3.3.  



.

2
dz

z

zz
                     3.4.  




.

3
dz

z

zz
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3.5.  



.

3
dz

z

zz
                     3.6.  




.

23
dz

z

zz
 

3.7.  



.

32
dz

z

zz
                    3.8.  




.

3
dz

z

zz
 

3.9.  



.

32
dz

z

zz
                   3.10.  





.
65

dz
z

zz  

3.11.  



.

56
dz

z

zz
                 3.12.  




.

54
dz

z

zz
   

3.13.  



.

54
dz

z

zz
                 3.14.  




.

45
dz

z

zz
                 3.15.  





.

45
dz

z

z
                   3.16.  




.

87
dz

z

zz
            

3.17.  



.

87
dz

z

zz
                  3.18.  




.

58
dz

z

zz
  

3.19.  



.

76
dz

z

zz
                  3.20.  




.

76
dz

z

zz
    

3.21.  



.

67
dz

z

zz
      

4-Масала. Агар ,20,sin,cos:  ttbytax  эллипс бўлса, 

қ уйидаги интеграллар ҳ исоблансин. 

4.1.  


 3,2, baydz .            4.2.  


 3,2, bazdz .     

4.3.  


 3,2, badzz .            4.4.  


 3,2,)2( badziyx .       

4.5. 


 3,2,)( badziyx .      4.6. 


 2,3,2 badzx .           

4.7. 


 2,3,2 badzy .           4.8. 


 2,3,)( 2 badziyx . 

4.9. 


 2,3,)( 2 badziyx .    4.10. 


 2,3,)2( badzyix . 

4.11. 


 2,3,)2( badziyx .  4.12.  


 3,2,)2( badzyix . 
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4.13. 


 2,3,)3( badziyx .  4.14.  


 2,3,)3( badzyix . 

4.15. 


 3,2,)3( badziyx .  4.16.  


 3,2,)3( badzyix . 

4.17. 


 2,3,)23( badziyx .    4.18. 


 2,3,)32( badziyx . 

4.19. 


 3,2,)23( badziyx .    4.20.  


 3,2,)32( badziyx . 

4.21. 


 2,3,)34( badziyx . 

5-Масала. +уйидаги интегралларни ҳ исобланг. 

5.1. 




i

zdz
3

3

.                5.2. 
i

i

dzz
2

2 .             5.3. 
i

zdz
1

1

.   

5.4. 
 i

i

zdz
31

3

.                5.5. 
i

zdz
3

3

.               5.6. 




i

i

zdz
21

2

.       

5.7. 




i

dzz
21

2

2 .               5.8. 
i

zdz
2

2

.              5.9. 
i

dzz
2

2

2 . 

5.10. 




i

i

zdz
2

21

.               5.11. 




i

i

dzz
2

1

2 .           5.12. 




i

zdz
32

2

. 

5.13. 




i

i

zdz
22

21

.              5.14. 




i

i

dzz
22

21

2 .           5.15. 




i

i

zdz
1

2

.    

5.16. 




i

i

zdz
1

2

.              5.17. 




i

i

zdz
3

23

.             5.18. 




i

i

dzz
3

23

2 . 

5.19. 




i

i

zdz
4

3

.              5.20. 




i

i

dzz
4

3

2 .            5.21. 




i

i

dzz
1

2

2 . 

6-Масала. Кошининг интеграл формуласидан фойдаланиб 

қ уйидаги интегралларни ҳ исобланг. 

6.1. 
 31 ))(3)(1(z

z

izzz

dze
.           6.2. 

 31 ))(3)(3(z

z

izzz

dze
.    

6.3. 
 21

2 )2)(1(

sin

z

dz
izz

z
.            6.4. 

 21 )2)(2)(1(z

z

dz
izzz

e
. 

6.5. 
 5,2

2 )65)(3(

sin

z

dz
zziz

z
.      6.6. 

 21 )2)(2)((z

z

dz
izziz

e
.       
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6.7. 
 2 )3)(1)((

cos

z

dz
zziz

z
.         6.8. 

 3 )4)()(2(

sin

z

dz
izizz

z
.     

6.9. 
 5,2

2 )13)(3(z

z

zziz

dze
.          6.10. 

 2 )2)(2(iz

z

dz
izizz

e
. 

6.11. 
 2 )3)(2)((

sin
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. 
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e
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e
. 

7-Масала. Кошининг интеграл формуласидан фойдаланиб 

қ уйидаги интегралларни ҳ исобланг. 

7.1. 
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7.13. 
 



2
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3
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8-Масала. +уйидаги мисолларда берилган )(zf  функцияни az   

нуқ танинг атрофида Лоран қ аторига ёйинг ва қ аторнинг яқ инлашиш 

соҳ асини топинг. 
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8.10. .0,
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1
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2
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izz
zf 


  

9-Масала. +уйидаги мисолларда )(zf  функцияни кўрсатилган 

халқ ада Лоран қ аторига ёйинг. 
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9.21. }120{,
23

32
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 zV

zz

z
zf . 

10-Масала. +уйидаги функцияларнинг барча махсус нуқ таларини 

топинг, уларнинг характерини аниқ ланг ва функцияларни z  нуқ тада 

текширинг (қ утблар учун уларнинг тартибини кўрсатинг). 
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z
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e
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2 
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z
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2
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2
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z

e
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 . 
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1
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10.19.   
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zzz

z
zf .   10.20.   izezf 3

2
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10.21.   
)cos2(

1
)(

3 zz
zf


 .  

11-Масала. +уйидаги функцияларнинг барча махсус 

нуқ таларидаги  ва z   нуқ тадаги чегирмаларини ҳ исобланг (бунда 

z  нуқ та махсус нуқ таларнинг лимит нуқ таси бўлмаган ҳ ол 

қ аралсин). 
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11.1. 
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sin
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z
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2

sin
)(

2 


 . 
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z
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z

z
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2

1
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z
zzf .  

11.11. 
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sin
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z

z
zf .               11.12. 
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cos
)(
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zf . 

11.13. 
)1(

1
)(
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 .              11.14. 

z
zzf

1
sin)( 3  .  

11.15. 
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sin
)(

22 
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z
zf .             11.16. 

zz

z
zf




2

sin
)( .   

11.17. 
)(

)(
22

2

izz

e
zf

z


 .            11.18. zezzf

1

3)(  . 

11.19. 

zz

ctgz
zf

4

)(
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 .               11.20. 
2

1
sin)( 2




z
zzf .   

11.21 
)9(

)(
22 


zz

e
zf

z

. 

12-Масала. +уйидаги интегралларни чегирмалар ёрдамида 

ҳ исобланг. 

12.1. 
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3 )1(z

z

zz

dze
.                   12.2. 
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2 )4)(2()1(

1
sin

z
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zzzz
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12.3. 
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2

2
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dzz
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1

3
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z
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12.5. 
 4

4

3

2z z

dzz
.                       12.6. dz

z

zz
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2
4
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1
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12.7. 






1
2

1
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z
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1

z
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z
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z
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12.15. 
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1

z
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.     12.16. 
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22 )3()2(

1

z

dz
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. 

12.17. 
 



5,1
23 )()2(

52

z

dz
iziz

z
.     12.18. 

 5,11
32 )2()2(

1

z

dz
izzz

. 

12.19. 
 11

42 )1()1(

1

z

dz
zz

.      12.20. 
 



2
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z

dz
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z
.  

12.21. 
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1

z

dz
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. 

13-Масала. +уйидаги интегралларни ҳ исобланг. 

13.1. 






D
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z

z
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1
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13.2. 



D
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13.7. 



D

z
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e
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12 24
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1
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3
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3
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13.14. 
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z
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13.15. 



D

zDdz
zz

z
}

2
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D
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z
z }2{,

1
cos . 

13.21. 



D
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z

z
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1
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14-Масала. +уйидаги аниқ  интегралларни чегирмалар ёрдамида 

ҳ исобланг. 

14.1. 




2

0
22 )sin2( x

dx
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2

0
22 )cos23( x

dx
. 

14.3. 




2
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2

0 cos24 x

dx
. 
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15-Масала. +уйидаги чегараси чексиз бўлган интегралларни 

чегирмалар ёрдамида ҳ исобланг. 

15.1. 
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15.5. 
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16-Масала. +уйидаги интегралларни Жордан леммаларидан 

фойдаланиб ҳ исобланг. 
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16.11. 
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- С - 

НАМУНАВИЙ ВАРИАНТ ЕЧИМИ. 

1.21-Масала. Боши ia 22   охири ib   нуқ тада бўлган тўғ ри 

чизиқ  кесмаси бўйича қ уйидаги  




 dzz )12(  

интегрални таъриф ёрдамида ҳ исобланг. 

  чизиқ ни а дан b га қ араб 
n

zzz ,...,
10

 нуқ талар ёрдамида 

n
таn  ,...,,

21
 ёйларга ажратамиз. 

kk
  нуқ та олиб, қ уйидаги 
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интеграл йиғ индини тузамиз . Унда таърифга кўра  
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бўлади. )(12)(  Czzf  бўлгани учун (42)-лимит мавжуд ва бу 

лимитнинг қ иймати   нинг бўлиниш усулига ва 
k  нуқ таларнинг 

танланишига боғ лик эмас. 
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Демак,  

idzz 71lim)12(
0





 

2.21-Масала. +уйидаги 


 dziyx )( 22  интегрални 

iziz 32,1
10

  нуқ таларни туташтирувчи   тўғ ри чизиқ  бўйича 

ҳ исобланг. 
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Биринчи навбатда   тўғ ри чизиқ нинг тенгламасини топамиз. 

21,12:  xxy  эканлигини кўриш қ ийин эмас. 

 

 

 

 

 

         

 

                                                 

55-чизма. 

Бу тенглама, idydxdziyxz  ,  ва   да dxdy 2  эканлигидан 

фойдаланиб, берилган интегрални ҳ исоблаймиз: 

 

 

  









  

2

1

2

1

22

2

1

2

1

222222

222222

.9
3

19
)146()287(

])12(2[]2)12([)(

)()()()(

idxxxidxxx

dxxxidxxxdxydyxi

dyydxxidydxiyxdziyx

 

3.21-Масала. 54-чизмада тасвирланган   чизиқ  бўйича олинган 

қ уйдаги  





dz

z

zz 67
 

интегрални ҳ исобланг. 

  Агар 

}0Im,2:{},22,0:{
21

 zzCzxyCiyxz  деб 

белгиланса, унда 
21
  бўлиб, интегралнинг хоссасига кўра 

 
 









1 2

676767
dz

z

zz
dz

z

zz
dz

z

zz
 

бўлади. Бу тенгликнинг ўнг томонидаги интегралларни алоҳ ида-алоҳ ида 

ҳ исоблаймиз: 
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ee

deeidie
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ee

diedzez

ez

dz
z

zz

dxdx
x

xx
dz

z

zz

 

Демак, 







3

56

3

100
52

67
dz

z

zz
 

 4.21-Масала. Агар  20,sin2,cos3: ttytx  эллипс 

бўлса қ уйидаги  




 dziyx )34(  

интеграл ҳ исоблансин. 

  Бу интегрални (5) формуладан фойдаланиб ҳ исоблаймиз: 

.cos2sin3)(sin2cos3)()()( 1 tittztittyitxtzz   

Унда (5)–формулага кўра  
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ii

ttitdttit

dt
tt

it

dtttitt

dttittitdziyx


































 

623

)]2sin
2

7
(2cos4[3)]2cos71(2sin8[3

)]
2

2cos1
6

2

2cos1
8(2sin8[3

)]sin6cos8(cossin16[3

)cos2sin3()sin6cos12()34(

2

0

2

0

2

0

2

0

22

2

0

 

 5-21-Масала. +уйидаги  

 
1

2

2






i

i

dzz  

 интегрални ҳ исобланг. 

 Бу мисол 2
0
-пунктда келтирилган 1-мисолга ўхшаш ечилади.  

 )()( 2 CОzzf  Интегралнинг қ иймати iziz  1,2
10

 

нуқ таларни бирлаштирувчи йўлга боғ лиқ  бўлмайди. Шундан 

фойдаланиб интеграллаш чизиғ и   сифатида 

}12,1:{  xyCiyxz  

тўғ ри чизиқ  кесмасини оламиз (56-чизма).  

 

Бу   чизиқ да dxdzixz  ,  бўлишидан фойдаланиб топамиз.                 
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1

2

1

2

2

3

2

1

2

1

2

222

3)
3

()12(

)(

ixix
x

dxixx

dxixdzzdzz
i

i

 

 6.21-Масала. Кошининг интеграл формуласидан фойдаланиб 

қ уйидаги  


 52

2 )6)(4(

2

z

z

zzz

dze
 

интегрални ҳ исобланг. 

 52 z  айлана билан чегараланган соҳ ани D  деб 

белгилаймиз (57-чизма). 

 

)4)(6()6)(4(
)(

22

2 





zzz

e

zzz

e
zF

zz

  деб белгиласак, 

60
21
 zваz  нуқ талар .4,

3
DzD   Шу фактдан фойдаланиб 

)(zF  функцияни ушбу  

z

zf

z

zf

zzz

e
zF

z )(

6

)(
)

1

6

1
(

)4(6
)(

2










  

кўринишида ифодалаб оламиз, бунда ).(
)4(6

)(

2

DО
z

e
zf

z




  

Кошининг интеграл формуласидан фойдаланиб топамиз: 
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).
2

1

5
(

6

)
24

1

60
(2)]0()6([2

)(

6

)(
)(

)6)(4(

36

52

36

52 52 52
2
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ei

e
iffidz

z

zf

dz
z

zf
dzzF

zzz

dze

z

z z z

z

 

 7.21-Масала. Кошининг интеграл формуласидан фойдаланиб 

кқ йидаги  

dz
zzz

z

z


 



2
3 )3()1(

1
 

интегрални ҳ исобланг. 

 1,0
10
 zz  нуқ талар }2:{  zCz  айлана билан 

чегараланган }2:{  zCz  доирага тегишли бўлиб, 3
2
z  нуқ та эса шу 

доирага тегишли эмас. 10
10
 zваz  нуқ таларни }2:{  zCz  

доирага тегишли ва узаро кесишмайдиган 
21
 ва  ёпиқ  чизиқ лар 

билан ўраймиз. Бу 
21

,   чизиқ лар ҳ амда }2:{  zCz  айлана билан 

чегараланган уч боғ ламли соҳ ани D  билан белгилаймиз.(58-чизма). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Берилган интеграл остидаги 

)3()1(

1
)(

3 




zzz

z
zF  

функция D  соҳ ада голоморф бўлади. 2
0
-пунктда келтирилган кўп 

боғ ламли соҳ а учун Коши теоремасидан фойдаланиб топамиз:  
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2

21

1 2

)()()(
z

IIdzzFdzzFdzzF  

Агар 

 
  




1 1
)3()1(

1
)(

31
dz

zzz

z
dzzFI  

интегралда 

)3()1(

1
)(

3 




zz

z
zf  

дейилиб, (10)-формуладан фойдаланилса 





1

3

2

3

1
2)0(2

)(
1

iifidz
z

zf
I  

бўлиши келиб чиқ ади. 

Энди 

 
  




2 2
)3()1(

1
)(

32
dz

zzz

z
dzzFI  

интегралда 

)3(

1
)(






zz

z
z  

деб ва (11)-формуладан фойдаланиб топамиз:     
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(
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)((()1(
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dz
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Шундай килиб, 











2

213 33

2

)3()1(

1

z

i
iiIIdz

zzz

z
 

бўлади  

8.21-Масала. +уйидаги  

23

1
)(

2 


izz
zf  

функцияни ia 2  нуқ танинг атрофида Лоран қ аторига ёйинг  ва 

қ аторнинг яқ инлашиш соҳ асини топинг. 

   Олдин  )(zf  функцияни 

))(2(

1
)(

iziz
zf


  

кўринишда тасвирлаймиз. Сўнг уни содда касрларга  ёйиб, чексиз 

камаювчи геометрик прогрессия йиғ индиси формуласидан  

фойдалансак, 




































0

)
2

()1(
22

1

1

22))(2(

1
)(

n

nn

i

iz

iz

i

i

iz

iz

i

iz

i

iz

i

iziz
zf

 

Лоран қ атори ҳ осил бўлади ва бу қ атор }120{  iz   соҳ ада 

яқ инлашади   

9.21-Масала. +уйидаги 
23

32
)(

2 




zz

z
zf  функцияни 

}120{  zV  халқ ада Лоран қ аторига ёйинг. 


































0

2

)2()1(
2

1

)2(1

1

2

1

1

1

2

1

)1)(2(

32

23

32
)(

n

nn z
zzz

zzzz

z

zz

z
zf

 

Ҳосил бў лган Лоран қ атори берилган }120{  zV  халқ ада  

яқ инлашади.  
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10.21-масала. +уйидаги 
)cos2(

1
)(

3 zz
zf


  функциянинг барча 

махсус нуқ таларини топинг, уларнинг характерини аниқ ланг ва 

функцияларни z  нуқ тада текширинг (қ утблар учун уларнинг 

тартибини кўрсатинг. 

)(zf  функциянинг қ утб нуқ таларини топиш учун 

)cos2(
)(

1
)( 3 zz

zf
z   функциянинг нолларини топамиз. 0z  

нуқ та )(z  функциянинг 3-тартибли ноли бўлгани учун таърифга 

кўра )(zf  функциянинг 3-тартибли қ утб нуқ таси бўлади. )(z  

функциянинг бошқ а нолларини 0cos2  z  ёки 2cos z  тенгламани 

ечиб топамиз. Бу тенгламани 2-параграфдаги формулалардан 

фойдаланиб ечамиз: 

).32ln(2

]2)32[ln()122(2cos 2





ik

ikiiLnArcz

 

Бу нуқ талар )(z  функция учун 1-тартибли ноль бўлгани учун )(zf  

функция учун 1-тартибли қ утб нуқ та бўлади. 

z  нуқ та )(zf  функциянинг яккаланган махсус нуқ таси 

бўлмайди, чунки у қ утб нуқ талар учун лимит нуқ та бўлади.  

Шундай килиб,  

0z   -  3-тартибли қ утб; 

,...2,1,0),32ln(2  kikz
k

 - 1-тартибли қ утблар; 

z  - қ утбларнинг лимит нуқ таси бўлар экан    

11.21-масала. +уйидаги 
)9(

)(
22 


zz

e
zf

z

  функциянинг барча 

махсус нуқ таларидаги ва z  нуқ тадаги чегирмаларни ҳ исобланг. 

  Берилган функцияни 

)3)(3()9(
)(

222 izizz

e

zz

e
zf

zz





  

кўринишда ёзиб, унинг махсус нуқ талари: iaia 3,3
21

  - биринчи 

тартибли қ утб нуқ талар, 0
3
a  - иккинчи тартибли қ утб нуқ та ва z  - 

ўта махсус нуқ та бўлишини аниқ лаймиз. )(   ва   )(
21

zfreszfres
azaz 

 ларни 

ҳ исоблашда (27)-формуладан фойдаланамиз: 
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),3cos3(sin
54

1

69

1

)3(
lim)()3()(

3

2331

i
i

e

izz

e
zfizreszfres

i

z

izizaz












 

).3cos3(sin
54

1
)()3()(

32

izfizreszfres
izaz




 

(29)–формулага кўра  )(
3

zfres
az

 ни ҳ исоблаймиз: 

.
9

1

)9(

)92(
lim

)
9

(lim)]([lim)(

22

2

0

1

20

2

03
















z

zze

z

e
zfz

dz

d
zfres

z

z

z

zzaz

 

)(zfres
z 

 ни ҳ исоблашда эса 8
0
-пуктдаги 2-теорема (чегирмаларнинг 

йиғ индиси ҳ ақ идаги теорема)дан фойдаланса бўлади: 







3

1

).33(sin
27

1
)()(

k
azz

zfreszfres
k

  

12.21-Масала. +уйидаги  


 2

5 )1)(3(

1

z

dz
zz

 

интегрални чегирмалар ёрдамида ҳ исобланг. 

  (32)-формулага кўра 
)1)(3(

1
)(

5 


zz
zf  учун 

 
 




2

5

1
3

)]()([2)(2)(
z k

zzaz
zfreszfresizfresidzzf

k

 

бўлади. Бу тенгликнинг ўнг томонидаги чегирмаларни ҳ исоблаймиз: 

242

1

1

1
lim)()3(lim)(

5333





 z
zfzzfres

zzz
 

Агар  

)
1

1)(
3

1(

11

)1)(3(

1
)(

5

65

zz

zzz
zf
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эканини эътиборга олсак, унда z  нуқ та )(zf  функциянинг 6-

тартибли ноли бўлишини аниқ лаймиз. Бу функциянинг Лоран қ атори 

....
1

)(
8

8

7

7

6
 

z

c

z

c

z
zf  

бўлиб, 0
1



c   бўлади. Демак, 

0)( 


zfres
z

. 

Шундай килиб, 







2
5

.
121

)0
242

1
(2

)1)(3(

1

z

i
idz

zz
  

13.31-Масала. +уйидаги 





D

zDdz
z

z
}3{,

1
sin  

интегрални ҳ исобланг. 

1
sin)(




z

z
zf  деб, сўнг (32)-формуладан фойдаланиб топамиз: 







D
z

zfresidzzf )(2)(  

Энди )(zf  функциянинг z  нуқ тадаги чегирмасини (30)-формулага 

кўра ҳ исоблаймиз: 

 

.1cos

)1(2

1

)1(2

1
sin

)1(2

12
cos

)1(2

2
lim

2

1
1

sin
2

1
1

cos2lim

)
1

sin1(sinlim)]()([lim)(





















































z

z

z

z

z

z

z

z

z

z

z

z

z
zzffzzfres

z

z

zzz

 

Демак, 





D

idz
z

z
.1cos2

1
sin  

14.21-Масала. +уйидаги 
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0
2

2

sin2

cos
dx

x

x
 

аниқ  интегрални чегирмалар ёрдамида ҳ исобланг. 

  Бу интегралда ze ix 2  алмаштиришни бажарсак, 

},1:{],0[  zCzzx   

,
2

1
dz

iz
dx   

,
2

)
1

(
2

1
1

2

2cos1
cos2 z

z
x

x






  

2

)
1

(
2

1
1

2

2cos1
sin 2 z

z
x

x






  

бўлиб, 



 























1
2

2

0 1
2

2

16

)1(1

2

1

2

)
1

(
2

1
1

2

2

)
1

(
2

1
1

1

2

1

sin2

cos

z

z

dz
zz

z

zi

dz

z
z

z
z

zix

xdx

 

тенглик ўринлидир. 

Интеграл остидаги 

)]223([)]223([

)1(

)16(

)1(
)(

2

2

2











zzz

z

zzz

z
zf  

функциянинг 223,223,0
210

 zzz  махсус нукталари 

бўлиб, улардан 223    0
10

 zваz  лар }1{ z  соҳ ага тегишли 

бўлган қ утб нуқ таларидир. 

Коши теоремасини ((32)-формулани) қ ўллаб, топамиз: 
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2

1
1(2

]
24

)1223(
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1
1[2]

)1(1

1
[2)]()([2)(

2

21

2

1

1

1 21
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i

i
zz

z
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izfreszfresidzzf
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zzz

 

Демак, 

).
2

1
1(

sin2

cos

0
2

2







dx
x

x
 

15.21-Масала. +уйидаги чегараси чексиз бўлган 





0

2
)(

)1(
Nn

x

dx
n

 

интегрални чегирмалар ёрдамида ҳ исобланг. 

  Аввало берилган интегрални 

 
 

 


0
22 )1(2

1

)1( nn x

dx

x

dx
 

кўринишда ёзиб оламиз. 

Энди 

nnn izizz
zf

)()(

1

)1(

1
)(

2 



  

десак, бу функция 

izдаzCz  }0Im:{  

 махсус нуқ тага, n  -тартибли қ утбга эга. 

Равшанки, 




})arg0,{(0)(maxlim zrzzfr
r

r r

    

Жорданнинг 1-леммасига кўра 





r

dzzf
r

0)(lim  бўлади. Унда 10
0
-

пунктдаги теоремага кўра 










)(2
)1( 2

zfresi
x

dx

izn
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бўлади. 

(29)-формуладан фойдаланиб топамиз: 

.
2

1

!)!22(

!)!32(
]

)(

1
[lim

)!1(

1

)()[(
)!1(

1
lim)(

1

1

1

1

in

n

izdz

d

n

zfiz
dz

d

n
zfres

nn

n

iz

n

n

n
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Натижада 

















 !)!22(

!)!32(

!)!22(

!)!32(

2

1
2

)1( 2 n

n

n

n

i
i

x

dx
n

 

бўлиб, берилган интеграл учун  


 







0
2 2!)!22(

!)!32(

)1( n

n

x

dx
n

 

бўлишини топамиз   

16.21-Масала. +уйидаги 




 


dx

xx

xx

22

2sin)1(
2

 

интегрални Жордан леммаларидан фойдаланиб ҳ исобланг. 

  Бу масалани ечиш учун Жорданнинг 2-леммаси ва (41)-

формуладан фойдаланамиз. )(zf  функция деб 

)]1([)]1([

)1(

22

)1(
)(

2

2

2

iziz

ez

zz

ez
zf

iziz









  

функцияни оламиз. Бу функциянинг 2та izваiz  11
21

 қ утб 

нуқ талари бўлиб, улардан }0{Im1
1

 ziz  бўлади. 

22

1
)(

2 




zz

z
zR  функция учун z  да 

z
zR

1
)(   бўлганидан 

Жорданнинг 2-леммаси шартининг бажарилиши таъминланади ва 

леммага кўра  

 
 




r r

dzzfdzezR
r

iz

r
0)(lim)(lim 2  

тенглик бажарилади, бунда }arg0,{  zrz
r

.  

Унда (41)-формулага кўра 
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 )](Re[2
22

2sin)1(

1
2

zfresdx
xx

xx

zz









  

бўлади. (27)-формуладан фойдаланиб )(
1

zfres
zz

 ни ҳ исоблаймиз: 

).2sin2(cos
22)(

)1(

))((

)1(
)(lim)()(lim)(

222

21

2

1

21

2

11

1

111

i
e

i

ie

zz

ez

zzzz

ez
zzzfzzzfres

iiz
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zzzzzz

























 

Демак, 

.2cos)]2sin2(cos
2

Re[2
22

2sin)1( 2

2

2
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e
dx

xx
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