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Uchinchi nashriga s zboshi |

Mazkur darslikning ikkinchi nashri chigganiga ham 10 vyil)
b Idi. Bu vaqt oraligida Respublikamiz hayotida, aynigsa;
gish— qitish sohasida tub zganshlar sodir b Idi. Shulardanf
eng muhimlari oliy ta'lfmning ikki bosqichli tizimga, tishidirj
Bu esa z navbatida qitiladigan predmetlarning dasturlarini
gayta k nb chiqgishni taqozo qgiladr |

Boshqga predmetlar singari matematik analiz kursini ham

gayta "taftish" qilish zarurati paydo b Idi. Ikkinchi tomondan,
gitish metodikasidagi zamonaviy yangi texnologiyalar—
gitishning intensiv usullari ham bu masalani dolzarb qilib
g ydi.

Shu sabablarga k ra mualliflar oldingi "Matematik analiz"
darsligi zaminida "Matematik analiz asoslari" bakalavrlar uchun
bir muncha ixcham darslik yaratishni z oldilariga vazifa qilib
g Yydilar.

Darslikda t plamlar nazariyasining elementlari, haqiqiy
sonlar nazariyasining elementlari, funksiya tushunchasi, bir

zgaruvchili funksiya (shu jumladan ketma—Kketlik) va uning

lirniti, uzluksizligi, bunday funksiyalarning xossalri batafsil
bayon gilingan. Shuningdek, bir  zgaruvchili funksiyalarning
differensial va integral hisoblari hamda shu hisoblarning ba'zi
tadbiglari keltirilgan. An'anaga k ra mazkur darslikning birinchi
tomi sonli gatorlar mavzusi bilan yakunlanadi.

Shuni aytish kerakki, dasrlik mavjud dastur asosida
yozilgan. Har bir bob oxirida ham nazariy, ham amaliy
ahamiyatga ega b Igan mashqglar Kkeltirilgan. Darslikni

zlashtirish davomida kitobxon shu mashglarni ham yecha
borishi lozim. Kitobda matematik belgilardan keng foydalanish
bilan bir gatorda tasdiglar isbotining boshlanganligi "<" belgi,
tugaganligi esa "+" belgi orgali ifodalangan.

Kitob g lyozmasini sinchiklab qgib, uni ilmiy va metodik
jihatdan yaxshilanishiga z hissalarini g shganlari uchun
professorlar ~ Sh.Alimov, R. anix jayev va dotsent
B.Shoimqulovliarga  mualliflar  tashakkur izhor giladilar.
Shuningdek, darslikni  nashrga tayyorlashda qatnashgan
A.Eshqgobilov, J.Xurramova, A.Xusanboyev va NUsmonovalarga
innatdorchilik bildiradilar.

Mualiflar.



| BOB ?

T PLAM HAQIDA. TUSHUNCHA

Ushbu bobda matematika fanining barcha tarmoglarida
keng g llaniiadigan t plam tushunchasi hagida bazi
malumotlar beriladi.

I~8. T plam. T plarnlar ustida amallar

1°. T plam tushunchasi. T plam tushunchasi
matematikaning boshlang'ich tushunchalaridan biri b lib, u
misollar yordamida tushuntiriladi. Masalan, shkafdagi kitoblar,
barcha t g'ri kasrlar, quyosh sistemasidagi sayyoralar, berilgan
nugtadan tuvchi t g'ri chiziglar t plami hagida gapirish
mumkin. T plamni tashkil etgan narsalar (predmetlar) uning
elementlari deb ataladi.

Odatda, t plamlar bosh harflar bilan, uning elementlari esa
kichik harflar bilan belgilanadi. Masalan, AB,C... larni t plam,
ahc,... ianj esat plam elementi deyish mumkin.

Agar A 't plamning elementi , b Isa, a&A yoki Asa kabi
yoziladi va "a element A t plamga tegishli" deb qiladi. Aks
holda aeA yoki azA deb yoziladi va "a element A t plamga
tegishli emas" deb qiladi. Masalan, A={246810 b Isa 6eA,
7<£Aboladi.

Chekli sondagi elementlardan tashkil topgan t plam chekli
t plam deb ataladi. Masalan, yuqgorida keltirilgan t plamlardan
shkafdagi kitoblar chekli t plamni tashkil etadi.

Matematikada k pincha chekli b Imagan t plamlarni —
cheksiz toplamlarni garashga t gri keladi, Masalan, barcha
t g'ri kasrlar, barcha natural sonlar, berilgan nuqtadan tuvchi
barchat g'ri chiziglar t plami cheksiz t plamlarga misol b la
oladi. Barcha natural sonlardan iborat t plam /V harfi bilan
belgilanadi va vV = {123...«.} yoki N = {n:n = 1,2,3,...} kabi yozladi.
Yana bir misol sifatida B ={X:x?-5x+6=0} t plamni keltiraylik. Bu
t plam x*-5x + 6 = 0 tenglama ildizlaridan tashkil topgan.

Yuqorida biz t plam uning barcha elementlari uchun
xarakterli b Igan xususiyatni, goidani keltirish bilan berilishini,
shuningdek, uning barcha elementlarini bevosita k rsatish bilan



berilishini ko'rdik. Ayrim vaqtlarda to'plam qanday xarakterl
xususivatga ega bo'lgan elementlardan tashkil topganligy ma'lum
bo'tsa ham, bunday xususiyatll elementlar mavjud bo'lmasligi
wmumkin. Masalan, 4 to'plam wm+.=» tenglamaning (#ve V. me &,
n<m) natural sonlar to'plamidagi ildizisridan lashkil topgan
devilsa, bu—fo'plamning bitta ham elementi yo'qligi ma'lum
bo'ladi. Bunga sabab, berilgan tenglamaning natural sonlar
toplamida iklizga ega emasligidir. Bundan korinadiki,
elementga ega bolmagan toplamlamni ham korishga togTi
keladi.

Bitta ham elementga ega bo'lmagan to'plam bo'sh to'plam
deyilad! va € kab belgilanadi.

Shuni takidlash lozimki, to'plamni aniglashda uni tashkil
etgan elementlar orasida aynan bir—biriga tenqg bo'lgan .
elementlar to'plamning elementi sifatida faqat bir martagina
olinadi, Masalan, & toplam ¥ -3x+2=0 ienglamaning
ildizlaridan  iborat  bolsin.  Bu  tenglamaning  ildizlari
x, =1 x, =l.x =-2 bollib, ulardan tuzilgan 5 to'plam deganda biz
1 va — 2 elementlardan tuzilgan 8=1{,-2} toplamni tushunamiz.

Ko'pincha to'plamlar, ular chekli voki cheksiz bo'lishidan
qat'iy nazar, simvolik ravishda tekislikda biror shakl, masalan,
doirachalar bilan tasvirlanadi, Bu esa to'plamlar ustida bajarilgan
amallarni  tasavvur gilishda, ular orasidagi munosabatlarni

" otgamishda ancha qulaylik tug'diradi. (1 --chizma }.
. Agar B toplamning har bir elementi 4 to'plamning ham
elementi bo'lsa, 2 toplam 4 toplamning qismi yoki gismiy
toplami (to'plam osti) deb ataladi va Bc 4 kabi belgilanadi (2~
chizmaj. Masalan, 5=:24.68, 4={1,2,3.456,78} bo'lsin. Bunda
I c 4 ekanligini ko'rish giyin emas.
Bo'sh to'plam © har gqanday 4 to'plamning qismi (qismiy
- to'plami} deb hisoblanadi. Biror 4 to'plam berilgan bo’lsin. Bu
- ;to'plamning barcha gismiy te'plamilaridan iborat to'plamni F(4)
, kabi belgilaymiz. Ravshanki,
_. . @ e F(A}, AeF,
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Fid) to'plamm  elementlarining o'zi to'plamdir. )
Masalan, A4=01,2}, 4={1,2,3} to'plam uchuri
ma={{11{2}{1.2}.63}, '
rony={{13.4{2} {3}.{1,2},{1,3},{2.3},{1,2,3},4} boladi.

l-ta'rif. Ayar 4< B, Bc 4 bolsa, 4 va 5 teng to'plamlar
deyiladi. Bu hol 4=2 kabi yoziladi. Masalan, 4 toplam &=
korinishdaqgli sonlardan iborat ho'lsin, bunda k=0,%1,+£2,... ya'ni
A=f{ara=krk=0%l.), B toplam esa siax=0 lenglamaning
yechimlaridan iborat bo'lsin, ya'ni B={x:sinx=0}. Agar sinx=8
tenglamaning barcha yechimiari x=kxk=021%2,.. formula bilan
yozilishini hisobga olsak, 4=5 bolishini ko'ramiz.

20, To'plamlar ustida amallar. Biz quyida to'plamlar ustida
bajariladigan amallarni keltiramiz.

T A T ANB

3—chizma. 4-chizma.
2—tatif. 1 va 5 to'plamlaming barcha elementilaridan
tashkil topgan ¢ to'plam 4 va p to'plamlaming yigindisi deb
ataladi. 4 wva B to'plamlamning vyigindisi C=4v8 kabi
belgilanadi (3 - chizma). :
Masalan, 4={2,468}, 5={1,2,34}, E={2,468. .},



p={1,3,57. ..} bolsa, unda vularning vyigindilari quyidagi
to'plamlardan’ iborat bo'lladi. AuB={123458. EFup={123._}=4A,
AUE={2365 .}

Yugerida keltirilgan 2—tarifdan: 4ui=4 Auf=5w.4 kelib
chigadi, shuningdek, agar 4 < ¢ bo'lsa, unda 4w & =5 boladi.

3-ta'rif. 4 va 5 toplamlaming barcha umumiy
eiementlaridan tashkil topgan © to'plam 4 va g to'piamlarning
. ko'paytmasi deyiladi. 4 va # to'plamlarning ko'paytmasi
D=AnB kabi belgilanadi. (4~ chizma). Masalan, 4={2,4,6,8]},
p={1,234} bolsa, ularning ko'paytmasi A4~E={24} toplam

" boladi. 3—tatifdan bevosita Adrd=A AnB=BnA kelib

chigadi, shuningdek, agar 4< 5 bo'lsa, unda 4~#=4 boladi

Agar 4~B=6 bolsa 4 va B kesishmaydigan to'plamlar
deyiladi. Masalan, Fw {246, 1F ={35.} to'plamlar
kesishmaydigan to plamlar boladi, chunki £nF=¢ .

Biz to'plamlarning yig'indisi xamda ko'paytmasi ta'riflarini
jkki to'plamga nisbatan keltirdik. Agar 4.4,..4, toplamlar
herilgan bo'isa, ularning vyig'indisi 4uAd,v..w4,  hamda
ko'paytmasi 4 ~4,~.n4, yuqoridagiga o'xshash ta'rifianadi.

4-ta'rif. 4 to'plamning 5 to'plamga tegishli bolmagan
barcha elementlaridan tuzilgan £ to'plam 4 toplamdan 5
to'plamning ayirmasi deb ataladi. 4 dan £ ning ayirmasi 4\s=x
kabi  belgilanadi  (5—chizma). Masalan,  4={1,2,3,4,5}.

5={3,6,9,12} bolsa, .\5={1,24,5} va 8\4={6,9,12} boladi.
: Agar 4 to'plam § to'plamning gismti (ya'ni 4« $) bo'lsa,
ushbu $\4 ayirma 4 to'plamni § ga to'ldiruvchi to'plam deb
ataladi va C 4 kabi voziladk
CA=5%4.

5-ta'rif. 4 toplamning # to'plamga tegishli
" bo'lmagan  barcha elementlaridan va £ to'plamning 4
- to'plamga tegishli bo'lmagan barcha elementlaridan
* tuzilgan to'plam 4 va 5  to'plamlarning simmetrik ayirmasi
" deb ataladi. Simmetrik ayirma 4Af kabi belgilanadi (6—
:» chizma),



AlB
5=chizma o §—chizma
Ta'rifga ko'ra
AAB= (1Y B)w (B A).
Masalan. agar 4=1{1.23456}. B ={4.56789 bo'lsa bu to plamlaming
simmetrik avirmasi 4AB = 12,3789 bo'ladi. R
Ikki 4 va B to'plam berilgan bo'lsin. Birinchi elementi 4 to'plamga,
itkkinchi elementi £ to'plamga tegishli bo'lgan tartiblangan (a.8)
Jufthiklarni qaraylik: ae 4, beB.
6-ta'rif. Barcha (a5 ko'rinishdagi jufthiklardan mzilgan to'plam 4
va & to plamlarning Dekart ko paytmasi deb ataladi. To plamlarning
Dekart ko paytmasi 4x 8 kabi belgilanadi. Odatda x4 wo'plam 4° deb
belgilanadi: ax4 = 4° Bunda (+.6) va (b.e) jufiliklar 4% 8 to'plaming
turli elementiari hisoblanadi.
Masalan, A= {12}, 8 = {2.3) to'plamtar  uchun
AxB={(L2),(13), 2,2).(2,3)}, Bx4={(2,1),(2,2).3.1),(3,2)} bo'ladi.
Yugorida to'plamlarni va ular ustida bajanlgan amallami tasvirlash
uchun ishlatilgan shakllar Eyler-Viyen diagrammalari deb ataladi (1-6-
chizmalar).
1.imisol. 4,2.C to'plamlar vchun (4UB)nC =(4nC)u(BnL)
tenglikning o'rinli bo'lishi isbotlansin. o
dAyiaylk, ec(AuBI~C bo'lsin. Unda acf{AuBlacC bo'ladi
aed aeC bolganda aednC bo'lib, ae(AnCyu(B~C) ashB, acl

bo'lganda ae BnC bo'lib, yana ac{dnCyu(B8nC) bo'ladi. - oirde
Demak,
(AVUBINCT(ANCIABNC) _ D
" bo'ladi.

Aytaylik, ae(dnC)UBAC) bo'lsin. Unda aednC bo'lganda
aedaeC bo'lib, ae{duBYnC, aeBnC bO.lgal'lda aeB.aeC bo'lb,
vana ze{4dwBnC bo'ladi e e

Demak,
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(AACPHBACIS{ AV EINC Y ?
bo'ladi. (L.1) va (1.2) muonosabatlardan {Aua)ﬁ(“ =AM P ABACY
bolishi ketth chigadi. > B ‘

1.2.misol. 4 va g to'plamlarda ushbu ' !
(A\BYIB=4
tenglikning o rinti bo'lishi uchun % c .4 bo'listu zarar va vetarli ekanligi
isbotlansin.
dAytayhk (A\BoBfca bo'lsing Qo'shiluvchilarming har  biri
vig'indining gismi bo'lishtdan, 8 < 4 ekanligint topamiz.

Ayiayhk, Ac B bo'lsin. Unda (418uBcd bo'lib, (4 BywB=4
. bo’ladi »

3°. Universal to'plam. Yuqorida kiritilgan amallar ixtiyoriy
10 plamlar uchun, to'planvarning tabiatiga hech qanday shart go ymasdan
ta'riftandi. Ammo bunday " umumiviik " ba'zan konkret hollarda
ma'noning yo'qolishiga olib kelishi ham mumkin, Masalan, 4 to'plam
" sifatida 2,4.6,8,10 sonlar to'plamini: 4 = {2,46.8)0}, 5 to'plam sifatida
quyosh sistemasidagi sayvoralar ta'plamini olsak, ulaming yig'indisi va
ko'paytmasi formal aytila- obnsa ham, muayyan g'ayritabiivlikka olib
kelishi ravshan. Bunday ma'nosizlik hollarin: istisno qilish uchun, odatda
barcha amallar biror universal to'plam deb ataluvchi to'plamning gismiy
to'plamlari ustida bajariladi deb hisoblanadi. Bu universal to'plam &7 voki
£ bilan belgilanadi. Macalan, yugorida Kelfirilgan sonh misollarda
universal to'plam sifatida nataral sonlar to'plami ¢ =¥ =23} olinishi
mumkin. Eyler-Viyen diagrammalari uchun esa ¢ sifatida tekislikning
nugialasi to plami olinishi mmmkin.

Matematk analiz kursi davomida, universal to'plam silatida
asosan haqlqu sonliar to plami (qarang 2-bob, 4-§) garaladi,

4", To'plamni bo’'laklash. Biror 4 to'plam berilgan bo'lib,
AAy, A to'plamlar wuning qismiy to'plamlari bo'lsin:  Aca
(k=12..n)

Agar { 4,4,..4} qismiy to'plamlar sistemasi uchun:

1Y 4udu.ud =4,

2) A nA=0 (keiki=12 . n)
shartlar bajariisa, {.4.4,, Aﬂ} sistema 4 da bo'laklash bajargan volu A
-~ to'plam  4.4,..4, - to'plamlarga  bo'laklanpan doyiladi. Bo'zan
{4.4,.4%F ni A dagi bo'laklash, 4 larini ¢ss Lo laklashning
elementlari deyiladi. Ikkala shart birgalikda . dagi hat Mt clement



o inklashning bitta va fagat bitta elementiga tepishll bo'lishini
comualaydi.
Tabiiyki, bitta 4 to plamda turli bo'laklashlar bajarilgan bo'lish
mirmhin, :
1.3-  misol. 41={12),4,={3.4),,=15.6}  to'plamiar
| 112345.6) to'plamda bo'laklash bajarishi ko'rsatilsin.
T'o plamlar yig indisi ta'rifidan foydalanib topamiz:
Ay Ao Ady={E 2 of3.430{5,6}={1.23 4,56}~ 4.
I plamlar ko'paytmasi ta'rifiga ko'ra
Aya-={1,20u13.4)=¢, 4na,={3,4}0(5.61=0,
A rnd={1,2 u{5,6}=0
ho' ladi.
Shunday gitib, { 4,45, 4} sistema uchun 1),2) shartlar bajartladi
va demak, u 4 dagi bo'laklash bo'ladl

2-§. To'plamiarni tagqoslash

Odatda, ko pincha turli to’plamlarni taqgoslashga, ya'ni ularni
clementlarining migdori bo' yicha solishtirishga to'g'ri keladi. :

Agar 4 va B lar chekli to'plamlar bo'lsa. u holda ularning
cjementlarini bevosita sanash bilan elementlar soni yoki bir-biriga ¢
lengligini yoki 4 to'plamning elementlari sonl B to’ plamning
clementlari sonidan ko'p yoki kam ekanini aniglash mumkin.

Agar 4 va B to'plamiar cheksiz to plamiar bo'lsa, unda bu
to'plamiarning elementlarini, ravshanki, sanash yo'li bilan tagqoslab
bo tmaydi. Ammo, bu to plamlarni ularnmg elementlarini bir-biriga
mos qo'yish yo'li bilan taggoslash mumkin. '

Agar 4 to plamning bitta har bir elementiga B to'plamning bitta
clementi shunday mos gqo'yilsaki, bunda 3 ning clementiga mos .
keltirilgan 4 ning eleruenti yagona bo'lsa, 4 va 3 1o’ plam elementlar
orasida o zaro bir qiymatli moslik o' matilgan deyiladi. .

7-ta'rif. Agar 4 va B to'plam clementlari orasida o'zaro bir
giymatli moslik o'rnatish mumkin bo'lsa, ular bir-biriga ekvivalent. .
o' plamlar deb ataladi.

Ekvivaleni 4 va 8 to'plamlar 4~5 kabi belgilanadi. Masalan,
to'g'ri burchakli 4 8¢ uchburchak (445C) bertlgan bo'lsin. (7-
chizma}. -



AT—e—2 o
7- chizma.

Bu ucf'lburchakning gipotenuzasi 44 ning huqtalaridan iborat
to'plamnj £ deb 4~ katetni tashkif etgan nuqtalar to'plaminj esa £
deb olaylik. By ¢ va £ to‘plzlmlzu'ning clementiari orasida 0'zaro bir
qiymatli moslik o rnatish mumkip. £ 1o plamda olingan har bir B
huqtaga shu nugtadan 4 ¢ 2a tushiriigan perpendikularning asosi o ni
Mos qo'yvamizy va aksincha. Ry €sa £ wvg £ to’plam elementlar;
orasida o'zaro bir giymatli maosik mavjud ekanligini ko'rsatad],
Demak, ta'rifga binoan, £~ & bo'ladi.

Shuningdek, A=4L234,50], B={246810,)7, Nafl23 a0

RS Y

. i1 i . . .

r-\f’::I,—{.:-,...,—-,..} to plamlar berl!gan bo'lsa, unda A~8 va oy
I

-
ekanini ko' ramiy. Ekvivalentlik tushunchasi to'plamlarni sinflargz aj-
ratish imkonini beryd; Masalan, quyidagi (o' plamiar berilgan bolsip -

A 2{2,4,6,8,10,12}. 8=11,2}, c={10,1 1y, D=¢ 13,579,111, iy
Bu to'plamiar orasida 4 v p to'plamlar, 5 vy o' plamiar
ekvivalent; A~D. 8~C. Banda g va o to’plamlar bitta ¢ clementii
to’plamlar sinfiga kirsa, 5 va C 10 plamiar esg boshga 2 elemenii
to plamlar sinfiga kiradj, Ammo g to'plam 4,5,¢.p l'n‘plmnlurning
birontasiga ham ekvivalent emas, 1] bir clementli o plamni tashi il
ctadi,

Natural sonlar to’plami berilgan bo'lsin, (2111 o planiga
ekvivalent bo'lgan to'plamlarga misoflar keltiray(ik;

i [

T b, e —
] 17

A = 2468 AL h e 2n
A= U357 20 Lo w2
- 8-ta’rif. Natura sonlar to'lami 2a ekvivalen by fuan har
qanday to'plam sanoqli to" plam deb ataladi.
Natural  goplar o' plami 2a  ekvivaleng Do'lgan  barchg
o plamiar sanoqli to’plamiar sinfini tashkil ejadi.

A e i
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Quvidags ikki. ¥y={1,23. . n..}, ¥"={246.. 2In..} (o' plam
h.-ulgun bo'isin. Bunda v“c N ckanligi ravshan. Ammo vugorida
v N ekanliging ta'kidlagan edik. Demak. ¥ "N, N T~N .

']0 plamning gismt o'ziga ekvivalent bo hsh: fagat cheksiz
kr plamlargagina xosdir.

Bix yuqorida misol tarigasida keltrgan 10 plamlarimiz aseosan
chekli 1o plambar voki sanoqit to plamlar edi. Tabiiyki, cheksiz, ammo
ginogh bo'lmagan to'plamlar bormi?, - degan savol tg'iladi.
Bunday to' plamtar mavjud (garalsin, [i]}.

Ekvivalent to plamlar sinfining migdoriy xarakteristikasi sifatida
10 plamning quvvaii tushunchasi kiritnladi. Chekl to plamla:r uchun
guvvat to' plam clementlarining senidan iboratdir.

3-§. Matemetik belgilar

To'plam tushunchasi bilan tanishishda biz ba'zi bir matematik
beigitarni ishlatdik. Masatan, "4 two'plamning elementi o" voki "a
clemem 4 to'plamga tegishli” deyilganda o 4 deb tegishlilik belgis1

“e* ni ishlatdik. Shuningdek, <" yoki ,,o" belg bir to plam ikkinchi
1o plamning gismi bo'lganida go'lanilgan edi.

Matematikada ba'zi hollarda yozuvni gisqartirish magsadida tez-tez
uchraydigan so'z va so'z birikmalari o'rpiga maxsus belgilar
1shlatiladi,

"Agar ... bo'lsa, u holda .., bo'ladi " iborasi ==> mnplikatsiya belgisi
orqall vorziladi.

Masalan, 4,8 va ¢ to'plamlar berilgan bo'lsin. "Agar Ack, BcC
bo'lsa, u holda A< C bo'ladi” iborasini quyidagicha ifodalash mumkin:
ACBR, BCC =D acC. ’

Ikki ekvivalent tasdiglar ekvivalentlik belgisi < orgali voziladi
Masalan, (4\Byo(pV\4)=0 & (AWBNANE)=0

"Har ganday", "ixtiyoriy", "barchasi uchun" so’zlari o'rniga . %"’
umumiviik kvanton belgisidan foydalanilad'i.

 "Mavijudki", "topiladiki" so’zlari o’'miga ,,3” mavjudlik kvantori
belgisi 1shiathladi. Masalan: '

1} “Ixtiyoriy » hamda m natural sonlar yig'indisi vana naturaf
sonlar bo'ladi” iborasinl VmeN, VmenN DHm+m)e N kabi yozish
mumkin,

2) “Ikki 4 va B to plamlar ko' pavtmasi bo'sh emas’ degan
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iborani tb20 yokt Ja: ve 4, «= 5 kabi tlodatash mumkin.

Shundav qilib. «,¢,.5,7>,<2.%¥.3 matematik belgilarni ko'rib
o'tihk. Biz uwlardan qulay kelvanda, foydalanib boramiz,
Matematik  belgilarning  sshlatilish  mazmuni  quyidagi  jadvalda
ilodalangan:

o Matematik | Matématik belgilarning ishlatilish mazmuani -

|
. _belgilar |
El T I'Tpg'i";_ﬂlilili"i:}?a'féi's;imu'”éféfﬁ'é'iii' i to'pplamning |
[ __jelementi bolsa o<1 Kabi youladh.
2. c |Teglsh11 emaslik belgisi. 5 element &
|5 to'plamning elementi bo'lmasa, »8 kabi
i ifodalanadt, -
{3. c 1 qgism belgisi. « toplam 5 to'plamning qismi
oo |bolisa, u 4c £ kabi yoziladi. B ]
4. y rUmumlyllh kvantori belgist. “Har qanday", ;
; | ixtiyoriy”, "barchasi uchun” so'zlari va so'z !
______ B | birikmalari o'mida ishlatiladi. i.
5. 3. }Ma\i]_uﬁl'i{ kvantori belgisi. Ma'{?j“ﬁ'&'ﬁi‘fm_w“ I
: o topiladiki”, o'tnida l?l‘!it!l?;‘iilw L -
6. = ' Implikatsiya belgisi. "Agar ... bo'lsa, u holda ..
L . | boladi” iborasi o'mida ishlatitadi. _
7. —— | Ekvivalentlik belgusi. S

4-§. Matematik induksiya metodi

Har bir fanni egallash undags turli-tuman  faktlarni, asosiy
gonuniyatlarni bilib olish bilan birga shu fandagi tadbig qilish
metodlarini ¢’ zlashtitishni ham tagozo giladi. Qadimiy va navgiron
matematika fanida ham u o rganadigan obyektlami gonuatyatlarni

“ochuvchi gator metodlar varatilgan. Ularning ba'zilari muayvan
masalalar uchun maxsuns varatilgan bo’lsa, ayrimiari wmmmmatematik
ahamiyaiga egadir. '

Ana shunday umumiy xarakterdagi metodlarni mukammal egallash
ntatematika fani sohasida yaxshi mutaxassis bo'lishning, uning itchki
sitlarini angiab yetishiing zarurty shartidir.

Matematik induksiya metodi matematikaning turli-tuman, hatto bir-

qdnndan juda olis sohalanda muvaffagivat bilan keng qo'ltaniladigan
metoddir. Avvalo, bu metod o zining juda sodda bo'lgan g ovasi bilan
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v'liborga sazovor, tkkinchidan, bu metod isbodanayotgan gipotezaning
vohi leoremaning aniq bayonini keltirishda ma'lum “topog onlik”ni
telub ctishi bilan ham xarakterlidir.

Mitematik induksiya  elementar  niatematikaning  barcha
suhalaridagina emas, balki hozirgi zamondviy matematikaning turli
bo'limlarida  ham - yangi-yangi faktlarni isbot gilishning muhim
mnlidir. '

1", Deduktiv va induktiv fikrlash. Odatda, biror jarayon yoki
voyea to'grisida fikr yuritishning ikki formasi larg gilinadi: dedukiiy
tikytash va indukov fikelash,

eduksiya-fikrlashning  umumiy tasdiglardan xususiy tasdiglarga |
vtish  formasidir (deduksiya so'zi mantigiy xulosani  bildiradi).
Misollar ko raylik, '

l.4-misol. Bir va o'zidan boshga bo’luvchilarga ega bo'lgan
sonlar murakkab sonlar to plamini tashkil ctadi. (A} .

9 soni | va 9 dan boshga 3 ga bo'linadi. (BY ¢
Demak, ¢ soni — murakkab son (C)
I.5-misol. Barcha to'rtburchaklar ko pburchaklar oilasiga
tegishli. {A)
ABCD _ trapetsiya-to rtburchak.
(B)

Demak, + 5 ¢ p» trapetsiya ko pburchaklar oflasiga tegishli. (C)
Har ikkala misolda ham (A) umumiy tasdigdan (B} tasdig yordamida -
(C} xususiy tasdiq hosil gilinadi.
Induksiya-tikrlashning xususiy tasdiglardan  umumiy tasdiglarga
o"tish formasidir.

1.6-misol. 140 soni § ga bo’linadi, (A).w
Demak, Nol bilan tugaydigan barcha sonlar 3 ga bo'linadi. (B} -
1.7-misol. 140 soni 5 ga bo'linadi, (A)
175 soni 5 ga bo’linadi _ (B}
- 425 soni 5 ga bo'linadi ) -
- Demak, barcha uch honali sonlar 5 ga bo’linadi. ' (D)

- 1.6-misolda (A) hususiy tasdigdan (B) umumiy tasdiq. hosil
gilinadi. {B) tasdiq to’g’ridir.
1.7-misolda (A) (B) (C) husuvsiy tasdiglardan (D) umumiy tasdig
hosil gilindi. Lekin {D) tasdig noto’g’ridir.
* Tadgiqotchi biror faktni isbotlashdan avval, turli mulohazalar
yordamida bu faktning borligini fahmlashi, uni isbotlashga kirishishdan
avval esa ishotlash g oyalarini anglab yetishi kerak bo'ladi.
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Deduksiya va induksi_va b'ir-bir_'ini to Idiruych, ﬂkr.‘ash: formalan’dir.
Hagiqatag ham, isbotlanigh; kerak bo‘lgan lasdiqlar (gipoleza!ar}
kuzatishlarga asoslangan holda indukliv Yo'l bilay hosj] -_qil;’nadr’,
S0'ngry py tasdiqning o ¢riligj isbotlashning biror deduktiy metodj
Yordamiga ko'rsa(i!ad_i. _ . ' : :

hlduksiya tetod) fizika. kimyo , boshqa tabiiy f‘anlarda,
shuniugdek, Malemarikyd, ham keng 90 Hanijagd; Yani by megod
Yordamidy turlj Matemaygj) tasdigiay (gipotezalar) hosil gilinad;. Bungs
misollar keIrirayUk: _ S
-8~migo}. 2 SOnining ke_tm-aﬁ:Hk-e.t-.,:.-'z kelgan - Uchta
g darajasining_ ¥Yig'indisin, qaravlijj. :

Baja'rilgq_n_larga asoslanih ushbu._-:-: gjpotezéhi\_.,_. aytish
Mumkin: 5 Sonning Xtiyoriy Uchta. ketma — ey . kelgan
darajasining Yig'indisi 7 ga karralidjr-,:-r.ya'm_' "¥7€ N . uchup o

) Xususiy hollar cheksiz "kop . bo'lgani Uchun 474
. induksiyam’ go'llash imkoniyatiga_.ega emasmiz, Xususiy
hoﬂarga asoslanip - c.hi'qar-ilgan tasdiq €sa. xato bo'lishj

.;'mumkin. ; : I . . B TN oy
Indukslya Yordamida biror 4, JiPoteza bayop etilgan
bolib,  py mulohazanmg ixtiyony hatural gep P hun




sangra aytilgan tasdigni »=+4 uchun rost bo'lsin deb faraz
ilib, uning rostligl e=4 +1 uchun isbotlanadi. Shundan song,
1 tasdiq barcha n (ne s lar uchun ishotlangan hisoblanadi.

Bularga asosan, agar A(m) tasdiq »=1 da rost bo'lsa, u
navbatdagi s=1+1=2 son uchun ham rost bo'ladi. Tasdigning
» 2 uchun rostligidan uning s=2+1=3 uchun rostligi kelib
vhigadi. '

Bundan esa tasdigning, o'z navbatida, » =4 uchun
rostligi kelib chigadi va hokazo. Shu yo'sinda, ixtiyony &
natural songacha yetib boramiz. Demak, At tasdiq ixtiyoriy
»# uchun orinlidir.

Aytilganlarni umumlashtirib, ushbyu umumiy prinsipni
ifodalaylik:

1. n=1 da 4(m mulohazaning rostiigi tekshiriiadi:

9 n=i da 4¢) mulohaza rost bo'lsin deb faraz qilib,
. w=k+l uchun 4¢n mulohazaning rostligi, va'mi Atk)= Ak +1)
isbotlanadi. Shundan song, A(:) mulohaza barcha » lar uchun
rost deb xulosa gilinadi. :

1.9—misol. Yugoridagi prinsipga asoslanib, ixtiyorly n
natural son uchun ushbu tenglikni isbotlang:

1+2+3+.,,+;n=’i(”—'*-—jl2

Bu yerda va bundan keyingi misoldagi tasdigni .4(» deb
helgilaymiz.

1. n=1 be'lganda 1=-!-(-i-:—1), demak A1) to'g’ri

2. Ixtiyoriy # natural son uchun k) ning to'g'riligidan
Ak+1) ning kelib chigishini isbotiaymiz.
kG +1)
=
to'g'ri bo'lsin. Yugoridagi munosabatdan foydalansak:

1+2+3+._.+k+(»‘c+1)=-’E-(wk—;—h--!la!-(k+1)=gkJr—l).['o{-}gj;—!-)m:rﬂ

142+3+. . +k=

hosil bo'ladi, bu esa Az+1) ning o'zidir.
Bu esa, tasdigning barcha » lar uchun oTinli bolishini
bildiradi.
. Matematik induksiva prinsipiga asoslangan isbotlar
isbotlashning matematik induksiya metodi deyiladi.
Matematik induksiya metodiga asoslanib biror tasdigni
isbotlashda yuqorida ko'rsatilgan ! va 2 punktlarning har



. birinj lekshirigh Agar Llarday
birortasinj hisobga Olmasak, ¢ to'qri bo‘lmay
qolishij Inumkin,

Mashgqiar.

._ 1.4. Ushby DA&(DDH(C}
. _ L5 [ va [ (barcha buyiyn

uchun [Tjm) [ ') 3t
1.6. A0 to’plamiay uchun

4 D 6) (7 = LR o) (3 LMD = 34T botish; |

L7 Agar LM bo'lsa
1.8, Qavarig J ko'pb
topgan to'plamning element]

D tenglik isbotlangip

sonlardan iborat to‘plamj lar

Plamlar topilsin.

M bolishi Isbotlansin,
urchalk diagonaf!aridan tashkij

arl seni .5 (3) ga feng bo'lishj
isbotlansiy. -

L9, Elementiar soni 7 ta bo'lgan 1o
qismiy to'pl

pidmning barcha
amlaridan tuzilgan to‘plamm’ng elementlay; sonj 2"
9a teng bo'lighj isbotlansip

L.10. Sonjar oqida n
* tasvirlar topilsin,

1.11. Ixtiyoriy #eN uchun n(nz+5J
: isboilang.

va z to‘plamlaming geometrik

ifoda 6 ga karral; ekaninj

bo'linishin; isboﬂang.

1.14, Quyidagi Koshi tep
manfiy bo'lmag

sonlarning o'r¢q

yig’indjmng i1 ga

gsizligini isbotlang: Ixtiyorjy n ta
sonlarning o'ria alifmetigi  gpy,

A ql,az,...,_a,‘

mas, ya'ni
ﬂd—&t_‘_‘_‘_ﬁa._é o &
I
Bu tengsiztik G=a, =g bo'lganda Va faqat ghy holdaging
tenglikka aylanadi.
i
e LT
%
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Haqum son[dr Hagiqiy soniar to phml va . ifdaiiod
tning xossalari :

Son tushunchasi uzoq o tmishdan ma'lum. Odamlar sanash
inqazosi bilan dasttab 1, 2, 3, ... -natural sonlami qo'flaganiar. So'ngra
manfiy son, ratsional son wva, nihoyat, hagiqiy son tushunchalari
kiritilgan va o'rganilgan. Albatta, bu tushunchalar kitobxonga o'rta
maktab matematika kursidan, litsey va kollejlardan ma'lum. Shuning
uchun ham guyida (shu bobmang 1-§ ida) ratsional sonlar
10 plamlarining muhim xossafari gisqagina bayon etilgan. Hagiqgiv son ¢
tushunchasiga kelganda shuni aytish  kerakki, wuning kintilishi -
matematik analiz uchun qanoatlanatli darajada emas. Shu sababga
ko'ra quyida (shu bobning 2-5§ larida) haqigiy son tushunchasini -
Dedekind bo'yicha kiritamiz va haqigly sonlar to'plamining .
xossalarini batafsil o' rganamiz. '

1-§. Ratsional sonlar to’plami va uning xossalari 4 :

1°. Ratsional sonlar. Ushbu qisqarmaydigan
r=£. peZneN kasr koTinishida tasvirlanadigan har bir son
n Ty

ratsicnal son deyiladi. Barcha ratsional sonlar to'plamini ¢ deb '
belgilaymiz:

O:{r:r:_,peZ:nE:’V}_

Ravshanki,
NcZcQ. . _

Ratsional sonlar to'plamida go sh1sh {r+sreQ.seQ)”
ayirish (r-s;reQ.se ), ko'paytinsh (» s;reQ.5€0)] hamda
bolish ({r:sire¢.,se@.s=0} amallari, shuningdek ratsional
sonning darajasi (r";r e Q.r e Z ), ratsional sondan olingan ildiz
(47:reQ,ne N) amallar Kiritilgan ‘bo'lib, amallarning ma'lum
xossalari o'rinli bo'ladi.

2. Ratsional sonlar to'plamining tarti‘blanganligi.-
Ratsional sonlar to'plami ¢ dan olingan ixtiyoriy ratsional r.s,7
sonlar uchun quyidagi ikki tasdiqg orinli bo'ladi:

1}. r=sr>sr<s munosabatlardan bittasi va faqat bittasi
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o'rinli,

2}, resswi tengsizliklardan <t tengsizhkning o'rinli
bolishi kelib chigadi. _

Bu hol ratsional sonlar to'plami o ning tartiblanganligi |
xossasini ifodalaydi.

3%, Ratsional sonlar to'plamining zichligi. Faraz gilayhk,

re{. e va r</ bolsin. U holda -?-'-:--’r-eg va r<"‘-:5<: bo'ladi,

+

s . . + ! .
" Bu esa r wva ¢ ratsichal sonlar orasida -r-;-— ratsional son bor

+ ekanligini ko'rsatadi. -{g—(— sonit 5 bilan belgilab, r va s sonlar

. orasida joylashgan 21 hamda s va ¢ oresida joylashgan *.

ratsional sonlar borligini ko'raroiz:
PE s rtt 5+

< < ~

2

Bu jarayonai istalgancha davom ettirish yo'li bilan ixtiyorty
¥ va ! raisional sonlar crasida cheksiz ko'p raisional sonlay
borligi amdglanadi. Mana shu xossa ratsional sonlar to'plami ¢
ning zichligi xossasi deyiladi.

Faraz agilavlik, 4 ratsional sonlardan tuzlgan biror to'plam
bao'lsin: 4=

1—-ta'rif. Agar shunday » € 4 topilsaki, v¥re4 uchun

<

o<

r < r” tengsizlik bajarilsa, ¥~ ratsional son A to'plamning eng
katta elementi deyiladi.
2—ta'rif. Agar shunday ». € 4 topilsaki, ¥red uchun » z r,
tengsizlik bajarilsa, ». ratsional son 4 to'plamning eng kichik
elementi deyiladi.
4%, Ratsional sonlarni geometrik tasvirlash. Sonlar o'qi va
f bu ogda © nugtani olaylik. Bu 0O nugtani nol sonining
"1 geometiik tasviri deb qaraymiz.
3 Natural va butun sonlami geometrik tasvirlash o'quvchiga
4 ma'lum. Ixtiyoriy ratsional sonni geometrik tasvirlashdan avval
birlik kesma (masshtab birligi} ning » {»=N) gismini topishni
4.ayvith o'tamiz,
Bir kateti birlik kesma or ikkinchi kateti birlik kesmani »
marta go'yishdan hosil bolgan OF kesmadan iborat, opy to'gi
burchakli uchburchakni qaraylik {8 --chizma}. Bu 0¥ ning o#

T



tomonidagi  1,2.3,.., P sonlarni  tasvirlovchi  nugtalar
FooF, . F,., bo'lsin. Natijada orf Lkatetda bir—hbiriga teng
bollgan » ta or £/, .+ & kesmalar hosil boladi.

S S LRI

"\\
ox_\_\

o E1]\\\ :
0 F. F F
8 ~ chizma - .

Endi oF katetdagi F,,F,... F,, nugtalardan FE
gipotenuzaga parallel to'gri chiziqlar otkazamiz. Bu togri
chiziqlarning ©F kateti bilan kesishgan nuqtalari £, £,... £

E|
E

I |

bollsin. Ravshanki, bu nugtalar 0F da ofF | E5,.. E, E
kesmalarm hosil qiladi. Demak, OF birik kesma » ta
OF | E,E,... £E,,5 kesmalarga ajraldi. Fales teoremasiga ko'ra

bu kesmalar bir —hbiriga teng bo'ladi. Demak, 0FE, kesma 0OF

kesmaning 1 qismiga teng.
i

Masshtab kesma OF ning ! qismi bolgan Of, kesmani ©
M

nugtadan boshlab ong va chap tomonlarga go'yamiz. Bu
kesmaning bir uchi ¢ nuqtada bolib, ikkinchi uchi esa o'ng
tomondagt nurda A¢,, chap tomondagi nurda esa M
nuqtalarni belgilaylik. Endi }va L sonlarga A7, va M,

i H - -

nuqtalarni mos qo'yamiz. OF, kesmani 0 nugtadan uning ong va
chap tomonlaridagi nurga ketma—ket m marta goyish

natijasida ~ hamda -7 ratsional sonlarni geometrik tasvirlovchi
n H

M, va M , nugtalarni topamiz. Shu yol bilan sonlar o'qida

a

r="c0 sonni geometrik tasvirlovchi nugta topiladi. Masalan,
i

.~ ushbu i—eQ sonni tasvirlovchi puqtam topish uchun awval

masshtab birligini ¢ nugtadan o'ng tomonga bir marta
* joylashtirib, a7, nuqta topiladi. So'ngra bu Af, nuqtadan boshlab
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masshtab birligining L dismint qo'yib. j sonni. geomeirik

ifodalovchi 47, nugtani topamiz.

%hunday gilib, ratsional sonlar o plamldan olingan ixtiyoriy
r="" (meZneN) songa to'gri chizigda bitta i/. nuqiz mos
i

kelads.

Bundan keyin qulaylik uchun re<0 songa to'gti chizigda
mos keladigan nugtani 4/, kabi belgilamasdan 7 pugta deb
olaveramiz. Ratsional songa mos keladigan to'gti chizigdagi
nudqta ratsional nugta ham deb ataladi.

59, Ratsional somlar to'plamini kengaytirish zaruriyati.
Biz avvalgi bandda har bir ratsional songa to'g'ri chizigda bitta
nugta (ratsional nuqta) mos go'yilishint kortib o'tdik. Ammo
togri chizigda shunday nugtalar borki, ular birorta ham
ratsional songa mos go'yilgan bo'lmaydi. Shuni ko'rsataylik.

Tomom bir birlikka teng bolgan 045C kvadratni garaylik
(9 —chizma}.

A
0 [ g
9 —chizma
“Bu kvadratnmg diagonali OF r ning uzunligi J2 ga teng.
- 'Sirkulning uchini ¢ nuqtaga qo'yib, radiusi 05 ga teng bollgan
. aylana chizaylik. Bu aylana 04 tomon joylashgan to'gri chizigmni
D nugtada kesadi.
04<0B bolgani uchun » pugta 4 nuqtadan ongda
joylashgan bo'ladi. Ravshanki, 0B=0D=+2 demak, » nugtaga 2
“son mos keladi. V2 esa ratsional son emas. Bu guyidagl
- teoremada isbotlanadi.
. 1—teorema. Ratsional sondar toplami ¢ da kvadratl 2 ga
teng bo’lgan ratsional son mavjud emas.

20
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4 Teskarisint faraz gilaylik, yani ¢ toplamda shunday

(isqarmaydigan . (peZwneN) kasr koTinishda vorziladigan

£

1 '_.’

lenglik orinli bolsin. Yuqorldaql tenglikni guydagicha
p=2n

yozib olamiz. Bundan p juft son ekanligi ko'rinadi. Demak,

p=2m meZ. Natijacla

¥

1atsional son borki, bu

w=2nr
hosil bo'ladi. Bu esa » sonning ham juft ekaniigini ko'rsatadi.
Demak, yugoridagi farazdan p va » sonlar juft sonligi kelib

chigadi. Binobarin, ular uchun 2 vmumiy ko'paytuvchi. Bu esa £
H

sonming gisqarmaydigan kasr ekaniga zid »

Shunday gilib, to'gni chizigda olingan har bir nugqtaga ¢
{o'plamda unga mos keladigan ratsicnal sen mavjud bo’lavermas
ekan. :

Ayni paytda

_ xP-2=0 )
tenglama ham ratsicnal sonlar to'plami ¢ da vechimga ega
bo'lmaydi. Bundan ratsional sonlar to'plamini kengaytirish
zarurati kelib chigadi. Demak, ratsional sonlar toplamiga yangi
tipdagi sonlarni go'shib, uni shunday kengavtirish kerakki, bir
tomondan, sonlaming bu kengaytirilgan to'plamida x*-2=0
tenglamani yechish va shu kabi ko'pgina masalalarni hal qilish
mumkin bo'lsin, ikkinchi tomondan esa, ratsional sonlar .
to'plamining barcha xossalari sonlarning  kengaytirilgan
to'plamida ham o'rinli bo'lsin.

Ratsional sonlar to'plamini  kengaytirishda bir—biriga
ekvivalent bolgan bir nechta usullar maviud {Koshi usuli,
Kantor usuli, Veyershtrass usuli hamda Dedekind usull} Biz
quytda Dedekind usulini keltiramiz. _

2—3§. Ratsional sconlar to'plamida kesim

19, -Kesim. Iratsional son tatifi. ¢ to'plamda ba}ahlgaﬁ
kesim tushunchasi bilan tanishaylik. S S



5—ta’rif. Ratsional sonilar toplami o shunday 4 va '
to'plamiarga ajratilsaki, bunda o o

1), d=0, 4 =0,

2}, Awd =0,

3 Vee A Va'e A" axa’ )
shartlar qancatlantirilsa, 4 va 4' to'plamlar ¢ to'plamda kesim
bajaradi deb aytiladi. Bunda 4 to'plar kesimning quyi sinfi, .4’
esa yugori sinfi deyiladi.

Masalan: 1}. 5 va undan kichik bolgan barcha ratsional
sonlardan iborat to'plam 4, 5 dan katta bo’lgan barcha ratsional
sonlar to'plami A" bolsint 4={rreQr<s;, 4" ={r:reQ,r>5}
Bu 4 va A" toplamlar uchun 5 taTifdayi uchchala shartuing
- bajarilishini korish qgiyin emas Demak, bunday tuzilgan 4 va
- 4" toplamlar ¢ da kesim bajaradi.

2). s toplam deb 1 va 2 ratsional sonlar ocrasidagi barcha
ratsional sonlaydan iborat bo'lgan B={r:re.t<r<2} to'plamni, &
toplam deb 1 va undan kichik bollgan barcha ratsional sonlar
hamda 2 va undan katta bo'lgan barcha ratsional sonlardan
iborat '

. B'=ireQrstiulrireQazy
toplamni olaylik. Ravshanki, B«4,##¢ hamda Bus =0, ammo
# toplamdan olingan har bir ratsional son 5 to'plamdan
olingan istalgan ratsional sondan har doim kichik bo'lmaganligi
sababll, bunday tuzilgan 8 va 5 to'plamiar ¢ to'plamda kesim
bajarmaydi (kesim ta'rifidagi uchinchi shart bajarilmaydi).

3). Ushbu C={rireQr<,C'=frre¢l<r<5 to'plamlarni
olaylik. Bunda C=¢,C’'#d bolib, ¢ to'plamning har bir elementi
¢’ to’plamning istalgan elementidan kichikdir. Ammo CuC'=Q
bolgani uchun bu ¢ va ¢’ to'plamlar ¢ da kesim bajarmaydi
(kesim ta'rifidagi ikkinchi shart bajarilmaydi}.

2.1—misol. Avytaylik 7,0 bolib, 4= rrefrent wva
A'={r.reQ,# >r} bolsin. Bu toplamlar ¢ da kesim bajarilishini
ko'rsatilsin, '

4Olingan 7, €Q son 4 to'plamga tegishli. Binobarin 49,
Endi .

reQ, r+le @ va Fy+tl>y,

bolishidan # +le 4" ekanligi kelib chiqadi. Demak, 4 =8



. ervalizew ol e d e alop oo
Ravshanki, .tod ={r:ireQ.r<rdufirinethr>nt =0 Bu kesim
taiilining ikkinchi  sharti  bajarilishini  ko'rsatadi.  Agar
Vine 4,%a'e A" bolsa, undan azr,.« =r yanl afr, <4 ekam
kolib chigadi. Demak, @ <@’ va kesim ta'rifining 3— sharti ham
bajariladi. Shunday qilib, 4 va 4' toplamlar ¢ da kesim
hajaradi.m» S '

Odatda bu kesimm

Fo = (A A !) :
kabi ham belgilanadi. Bu kesimning quyi sinfi 4 toplamda
{uning elementlari orasida) eng katta element mavjud bolib, u
fs ekanligi ravshandir. Ammo kesimning yugornt sinfi A’
to'plamda esa {uning elementlari orasida] eng kichik element
maviud emas.

4, = (4.4 Kesimning yugori sinfi 4’ elementlari orasida
ing kichigi mavjud bolsin deb faraz qilamiz. Uni r* .deb
belgilaylik: »* < A'. Kesim taTifiga kora # <r" bolladi. Ratsional
sonlar to'plami zich to'plam ho'lgani uchun shunday / ratsional
son maviudki, 5 <f<r’ boladi. 4 ning tuzilishiga binoan
lopilgan I uchun ¢ € 4" bo'lishi kerak. Demak, 4’ da r° dan

kichik bolgan / son mavjud. Vaholanki, biz #" ni 4' ning eng
kichik elementi deb olgan edik.»

Bunday kesimlarni quyi sinfi yopiq, yuqor sinfi ochiq
kesimlar va #, sonni esa .4 toplamni yopuvchi element deb
ataladi {10(a) -~ chizmaj.

A

fe A
a
) A T A
a
A o A
8 .
10 —chizma

£33 “ié;z-mis_ol. Ushbu: B={r reQ.r<n} va B ={rreQrany"



to'plamliar ¢ da kesim bajarishi ko'rsatilsin. -

AYuqgorida  keltirilgan 2.1 —misoldagidek  ko'rsatish
mumkinki, ¢ da bu » va »' to'plamlar (%, 5 kesim bajariladi.»

Bu holda (#. 81 kesimning quyl sinfi 2 to'plamda {uning
elementlari crasida) eng katta element mavjud emas, kesimning
yugori sinft & to'plamning elementlari orasida eng kichik
element mavjud, 5 quyl sinf ochiq, yugori sinf & esa yopig
bolib, r, ratsional son esa B to'plamni yopuvchi element
bo'ladi. (10{6} —chizma}.

2.3~misol. Kubi 2 dan kichik bolgan barcha ratsional
sonlardan iborat toplam ¢, kubi 2 dan katta bolgan barcha
ratsional sonlardan iborat to'plam ' bolsin: Kubi 2 ga teng
bolgan ratsional sen mavjud emasligi | —tecremadagidek isbot
etiladi

C=f{r:reQ.r' <2}, C={rreQ+ >2

Bu ¢ va (" to'plamlar ¢ da kesim bajarish ko'rsatilsin,

4C va C' to'plamlar tuzilishidan kesim ta'rifidagi barcha |
shartlarining bajarilishini topamiz.

Bu misoldagi (0,09 kesimda, kesimning guyi sinfi ¢
to'plam elementlari orasida eng katta element, shuningdek
yugort sinfi ¢’ toplam elementlar orasida eng kichik element
maviud emasligini ko'rsatamiz. € toplamdan r, sonni
{r, € A,r, >} olib, uning yordamida ushbu :

2-v) _p?
}«1:;'0+.__._.2__._i_y____. (O{H?;____fg‘_____{]]
3ry +3r,+1 Ir, £33, + 1 )
ratsional sonni hosil gilamiz. Bu » ratsional sonning kubi 2 dan |
kichik bo'ladi: »' <2, Haqiqatdan ham,

2-7 .‘ 3 2-x 2
Pl T e I et P
3rp 43, +1 3r, 43k, +1

2o 2-n Y 2.1
e B R et B AN b Se e RS
3ry + 3 +1 Jr) + 3 +1 3r) 43 +1

27, 21y 3 2w 5
R L B PR PR SO
T3 43, +1] Gre 3%

+ 3y - o =
3r, 43, +1 3k +3r +1

Demak, 7, <# €C va'ni r, ¢« C sondan katta bollgan r, ratsional
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w0 ham ¢ to'plamga tegishli boladi.

Shunday qilib, ixtiyorly r, € ¢ ratsional son benlganda
ham, kamida bitta shunday r, ratsional son topilar ekanki, u
it >r va # € Buesa ¢ to'plamning elementlari orasida eng

kattasi mavjud #masligini ko'rsatadk.
Endi (C.«*y kesimning yugori® sinfi ¢’ toplamning
clementlan orasida eng kichigi mavjud emasligini isbotlaymiz.

t =il ! 1 : ‘3
roeC' (r/ > 1) bolsin. Demak, 75 < 2.

Ushbu :
[}
It : =2
;-’:;;_L:E 0«2l
' 3 3n,?

ratsional sonni qaraylik. Bu #’ ratsional sonning kubi 2 dan
katta bo'ladi: »* = 2. Hagigatan ham,

ki T
X - 13 LA -
£o=2 no—2 r—2
5’3: J"IZ:”_‘} . :r{:J;B z %) rﬂ’ +3] = PE] rﬂr_
: 3r,c 37 3r°

.

X 2 E
-
S s - -2 =2
: 3x,°

- Demak, r<gec’ yani €C’ sondan kichik bolgan »/
ratsional son ham ¢ to'plamga tegishli bo'ladi.
" Shunday gqilib, ixtiyoriy # €C' ratsional son berilganda
ham kamida bitta, shunday ' ratsional son topilar ekanki, u
nw<r, va eC' Buesa to‘plamnina;:f elementlari orasida eng

kichigi mavjud emasligini anglatadi.p
Shunday qilib, ko'rsatilayotgan misolda (C.C") Kkesim
uchun quyi sinf ¢ ham, yuqori sinf ¢’ ham ochiq bo'lib, € va ¢’
to'plamlarning  yopuvchi elementlari mavjud emas (10(s} —
chizma). R
2.4—misol. Ratsional sonlar to'plami ¢ da ham quyi sinf — D
to'plamining elementlari orasida eng kattasi, ham yuqori sinf—
' to'plamining elementlari orasida eng kichigi bo'lgan (D.D")
kesim mavjud emasligi isbotlansin.

4Faraz qilaylik, ¢ toplamda shunday (£.D’) kesim
mavjud bo'lsinki, ¢,soni [ to'plamning eng katta elementi, a;
‘esa D' to'plamning eng kichik elementi bolsin. U holda kesim

. )



ta'rifiga kova @, < a, tengsizlik orinli bo'ladi.
Ravshanki,

1
ay +uy
dy < — < g

-
e

'
it + aa

£
Bunda 5 ratsional son 1 to'plamga tegishli emas,

chunki ¢, son 5 toplamning eng katta elementi va

!

: Ca,+ay ) a, +ap ) i )
&5 TS Shuningdek, 3 ratsional son 5 to'plamiga
_bam tegishli emas, chunki @, son p’ to’plamning eng kichik
g . a, ta, ‘ aq + &g .
elementi va ——2—‘(%. Demak, T ratsional son o

toplamga ham, o' foplamga ham tegishli bo'imaydi. Bu esa
kesim ta'rifiga ziddir. Shunday qilib, bir vaqtda guyi sinfida eng
katta elemant, yuqori sinfida esa eng kichik element bo'lgan
kesim mavjud emas.»

Ratsional sonlar to'plami ¢ da bajarilgan kesim ta'rifi va
kesimga keltinlgan miscllardan quyidagi =xulosani  keltirib
chigarish mumkin. ¢ to'plamda bajarilgan (4.4} kesim faqat
uch turli bo'lishi mumkin: :

1). Kesimning quyi sinfi 4 da eng katta element (r,
ratsional son) -mavjud, kesimning yuqor sinfi 4 da esa eng
kichik element mavjud emas. Bunda r, ratsional son quyi sinf
yopuvchi elementi bo'ladi.

2). Kesimning quyi sinfi 4 de eng katta element mavjud
emas, kesimning yugorni sinfi 4 da esa kichik element (7,

ratsional son) mavjud. Bunda r; ratsional son yugori sinf 4
ning yopuvchi elementi bo'ladi.

3). Kesimping quvi sinfi 4 da eng katta element mavjud
emas, kesimning yugorn sinfi 4 da eng kichik element mavjud
emas. Bunda quyl sinf 4 da, yugori sinf 4 da yopuvchi {
elementlar mavjud emas. _

Birinchi va ikkinchi tur kesmlarda ularning quyi voki
yugori sinflari yopiq bo'lib, yopuvchi elementlami bir sinfdan
ikkinchi sinfga o'tkazib, har doim bir turdagi kesmga — quyi
sinfi ochig, yugori sinfi esa yopig bolgan kesimga keitirish
mumkin. Biz bundan buyon birinchi va ikkinchi tur kesimlar




viniga bir tur kesimni, quvi sinfda ~ng katta elemenl mavjud
Iwylmagan (ochig sinf], yugori sinfda esa eng kichik element
mavjud  bolgan (voplq sinf) kesimnl garaymiz. Bunday
kesimlarni ratsional kesim deb ataymiz.

Ixtiyoriy re@ ratsional son uchun ¢ lo'plamda har deim.
t-1..47% kesim bajarilishi mumkinki, bu kesim ratsional kesim
hotadi, bunda . toplam ochiq sinf, 4 to'plam vyopiq sinf,
yopuvchi element » sonning o'zi boladi. Demak, ¢ to'plamda
otingan har bir ratsional songa ¢ da bajatilgan ratsional kesim
mos keladi.

Aksincha, ¢ to'plamda (4.4 kesimm bajarilgan bo'lib,
kesimning quyl sinfi 4 ochiq, yuqori sinfi ° yoplq hamda
yopuvchi element » bo’lsa, bu kesim » rafsional sonni
ilodalaydi.

Demak, ¢ da bajarilgan har bir ratsional kesim bitta
taisional sonni aniglaydi.

Shunday qilib, ¢ to'plam, @lelnentlarl bilan ¢ to'plamda
bajarilgan ratsional kesimlar to plarmnlng elementlari o'zare bir
qivmatli mesltikda bo'ladi.

Ratsional sonlar to'plamm ¢ da bajarilgan uchinchi tar
kesim quyi sinf ham, yuqgori sinf ham ochiq bolgan kesim
irratsional kesim deyiladi.

6—tarif. Ratsional sonlar toplami ¢ da bajarilgan -
irratsional kesim irratsional sonni aniglaydi deyiladi.

Irratsional sonlar to'plamini U harf bilan belgilaylik.

: 3—§. Hagiqgiy sonlar. Hagiqiy sonlar to'plamining
tartiblanganlik va zichlik xossalari.

Ratsional sonlar to'plammi ¢ da bajarilgan kesim faqgat ikki
tur — ratsional yoki irratsional sonni aniqlashini biz yugerida -
ko'rdik. ’

7—ta'rif. Ratsional hamda irratsional sonlar umumiy nom °
bilan hagigfy sonlar deb ataladr. :

Barcha haqiqiy sonlar to'plami # harfi bilan belgilanadi. *
Ta'rifga ko'ta, R=0wU . Rk -—lotincha Realis— "haqiqiy” degan *
ma'noni anglatuvchi so'zning bosh harfi.

Shunday gilib, ratsional sonlar to'plami ¢ ni haqgiqgiy sonlar
to'plami & gacha kengaytirildi. .



1Y, Hagqigiy sonlar to'plamining tartiblanganligi. Avval
haqiqiy  sonlar  to'plamida = tenglik, katta wva  kichik
“tushunchalarini kiritamiz.

Aytaylik, ¥ va v haqiqiy sonlar berllgan bolsin xeR veR
Ma'lumki, bar bir hagigiy son ratsional sondar to'plami ¢ da
bajarilgan kesim bilan aniglanadi. Binobarin, ¥ va » larni
aniglovchi (4.47) va (4, B Kesimlar berilgan:

x={4.4Y, y={(8.8"
Bu kesimlarning quyl sinflari 4,5 lar uchun yoki 4=5 (bu
. holda, albatfa, 4’=5 boladi), yoki 4+5 (bu holda 4 =85)
munosabatlardan biri oTinli bo'ladi.

Agar 4=8 bolsa, (4.4 va (3. 8" Kkesimlar bir—biriga
teng devyiladi: (44)=¢(88). Bu holda ular aniqlangan » wva
y haqgiqiy sonlar ham bir—biriga teng deyiladi: x = ».

Endi 4= 5 bolsin. Unda shunday » € 4 botki, £ ¢ 8 bo'lladi,
yoki shunday » B borki, » ¢4 boladi. Birinchi holda 4ednp
ekanligi kelib chiqadi. Kesimning ta'rifiga kora, bu holda 5<
- boladi. Ikkinchi holda esa » eB~4" ekanligidan 4=5 keiib
chigadi.

Shunday gilib, 4=8 bolganda yo A«5 yoki Bc4 bolar
ekan.

Agar AcB bolsa, (A,4") kesim (B,B") kesimdan kichik
deyiladi. Bu holda x haqigiy son y haqigiy sondan kichik deb
ataladi: x<y.

Agar 4-B8 bolsa, (4.4") kesim (B,B") kesimdan katta
deyiladi. Bu holda » haeqigiy son y haqiqiy sondan katta
deyiladi: x> y.

Shunday qilib, ixtiyoriy ikki x va y hagiqiy sonlar berilgan
bo'lsa, unda

x=y, x<y, x>%¥
munosabatlardan bittasi va faqat bittasi o'rinli boladi.

Endi xe R,ve R,z R sonlar uchun ushbu x<y, ¥<z
tensizliklardan x < z tengsizlik kelib chigishni isbotlaymiz
x, ¥,z sonlarni aniqlovchi kesimlar

x=(A4,4"),y=(B.B"),z=(0,0"
bo'lsin.

Aytaylik, x <y va Yy <z bollsin. Ta'rifga asosan

x<y=>Adc B yv<z= Bl

oH




bo'ladi. Ravshankd,
AcB.Bct‘-:;»,-lcC.
Bundan x <> bolishi kelib chigadi.

}  toplamning bunday xususiyvatga ega bolishi uning
tartiblanganligind fodalaydt. :

24, Haqiqiy sonlar to plamining zichligi. Faraz gilaylik.
ce R,ye R va x<y bolsin. U holda shunday 7 ratsional son
mavjudki, shu son uchun ushbuv x<Z<y tengsizliklar o'rinki
bo'ladi. Shum ishotlaylik.

e to'plamda bajarilgan (A1) (B, B kesimlar x Vva ¥
sonlarni aniqlansin: x = (4,40, ¥ = (B.B"). U holda x<¥ dan
1B kelib chigadi. Demak. B to plamda shunday ratsional son
el mavjudki, % ¢4 boladi. »eB. Unda red boladi va demak,
X tensizlik o'rinli bo'ladi. Tkkinchi tomondai, y=(8.B"%. neB.B
to plamning elementlan orasida engd vattasi mavjud emashigl
sababli, shunday Latsional son F€B mavijudki, 7 <r VA 7<)
poladi. Natijada x<r<r<) tengsiziiklarga ega bo'lamiz. Bundan
esa x<r<y ekanligini ko ramiz. Shu usul bilan veRveR va x>%¥
polganda ham XPEZY munosabatlarni -qanoatlantiruvcm
ratsional son ¥ mavjud ekanligi ko 'rsatiladi. Shunday qilib,
ixtiyoriy ikkita bir — biriga tengd bo'lmagan haqiqty sonlar orasida
kamida bitta haqiqiy son mavijud. Bundan esa ular orasida
cheksiz kop haqigiy son mavjudligi kelib chigadi.
to plamming bunday xususivatiga €ga bo'lishi uning zich to plam
ekanini ifodalaydi :

4~§. Hagigiy sonlar td‘plamning to ligligi.
Pedekind teoremasi

: Agar haqiqly sonlar toplami R da ham bajarilgan kesim
tushunchasi kiritilsa, ratsional sonlar toplami €. da sodir
bo'lganidek, R ni ham kengaytirish zarurati sodir boladimi yoki
yo'qmi degan tabiiy savol tug'iladi. Quyida biz punday holat
bolmasligini, ya'ni R da bajarilgan har ganday kesim. fagat
birinchi tur kesim bo lishini ko Tsatamiz. Odatda bu Xossa
haqiqiy sonlar toplami R ning to liqlik xossasi deyiladi.
Dastavval, R da _bajmilg’an kesim rushunchasi bilan tanishaylik.

g—ta'rif. Hagiqly sonlar to'plami "R _ghunday £ va &
_to plamlarga ajratilsaki, upnda™ ¢ B IR L
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Ve, ¥y e ' = x<x’
shartlar bajarilsa, £ va &’ to'plamlar r toplamda kesim bajaradi
devyiladi va (£.£") kabi belgilanadi (5 --ta'rifga garang).

Avvalgidek, £ to'plam kesimning quyr sinfi, £ to'plam esa’
kesimning yugori sinfi deyiladi. -

Masalan, ushbu

E={x:xeRxgx,}, E'={x:xeRx>x} (x, el)
to'plamlar 8 da (£ &% kesim bajaradi. Bu kesimning quyi sinfi
£ da eny katta element {y 5, ga teng) bo'lib, yugon sinfi £ da
eng kichik element bolmaydi.

Ushbu

F={x:xeRx<x}, F'={x:xeRx2x,} (x,eR)
to'plamlar ham & da (F.F") kesimini bajaradi. Bu kesimning
quyi sinti ¥ da eng katta element bo'lmasdan, yugor sinfi 7' da
eng kichik element {y x, ga teng) bo'ladi.

2.5-misol. Haqgigiy sonlar to'plami & da quyi sinf —
to'plamning elemenilari orasida eng katta, yugori sinf-— ¢
to'plamning elementlari orasida eng kichik element bor beo'lgan
(¢," kesim mavjud emasligi isbotlansin.

4 (3.G" kesim & da bajarilgan kesim bolib, unda G ning
eng katta elementi x, va ¢’ ning eng kichik elementi y, bo'lsin.
Kesim ta'rifiga kora, x,<y, boladi. r toplamning zichlik
xossasiga binocan shunday »<& son mavjudki, x, <w<y, boladi.
Kevingt tengsizliklardan korinadiki, » son G ga tegishli emas,
chunki ¥, son G da eng katta element va X, <tt, Shuningdek,

g“‘

<y, va v, son G’ to'plamning eng kichik elementi ekanidan v |
sonning ¢’ ga teqishli emasligi kelib chigadi. Shunday qilib,
veR son ¢ va G toplamlarning birortasiga ham tegishii

", bo'lmaydi. Bundan ¢ va G’ to'plamlar & da kesim bajarilmasligi
.. kelib chiqadi. Bu esa yugoridagi farazga zid. »

Demak, 7 to'plamda bir vagtda quyi hamda yugort sinflari
yopig bo'lgan kesim mavjud emas.

2—teorema (Dedekind teoremasi). Haqgigiy sonlar to'plami
# da bajarilgan har ganday (E.E" kesim uchun fagat quyidagi
ikki holdan biri bo'lishi mumkin:

i



a). Kesimning quyi sirfi—& da eng katta elementi mavjud,
yrgori sinf — i’ da esa eng kichik eleirent iavjud emas:

b). Kesimning quyl sinfi —F da eng katta element inavjud
cinas, yugori sinf —g da esa eng kichik element mavjud.

4 Faraz qilaylik, & da biror (£ £ kesim bajanlgan bolsin
’ to'plamning barcha ratsional sonlari toplamini 4, £
io'plamning barcha ratsional sonlari to'plamini A deylik.
ltavshanki, 1 cEAcE. Bu tuzilgan 4 va A’ to'plamlar ¢ da
A4y  kesim bajarishini kotsatamiz. Avvalo 4 va A
(o'plamlarning bo'sh emasligini isbotlaylik.

E »9¢ bolgani uchun 3x, e R.x € E. Agar x, ratsional son
bolsa, x,€4 bolib, 4=49 boladi. Agar X, irratsional son bolsa,
laTifiga kora u ¢ to'plamdagi ikkinchi tur kesim bilan
aniglanadi, Demak, x, =(A4,,B,). Bunda 4, =0 bo'lgani sababli,
dreQ, r,eA, boladi, Ammo 5<% va ¥, €# bolganida esa
r,ed ekani kelib chiqadi. Demak, A4 =6 xuddi shuningdek,
406 ekani bam korsatiladi,  R=£UF dan va 4.4
to'plamlarning tuzilishiga kota Aw4'=0 bo'ladi.

(£.£" kesim Rr da bajarilgen kesimligidan va dcf.AcE
dan mos ravishda 4 va & to'plamlarga tegishli » sa «
elementlar uchun a<a’ tengsizlik orinli. Demak, (4, 4" kesim. Bu
kesim biror haqgigly « sonni {ratsional yoki irratsional sannij
aniqlaydi: e=(4, A% a=R. Kesimning 2) shartiga kora « son yoki
£ to'plamga, yoki £’ toplamga tegishli boladl. «ef bo'lsin.
Endi « son £ to'plam elementlar orasida eng kattasi ekanini
isbotlaymiz. Teskarisini faraz gilaylik, ya'ni a son toplam E
elementlari orasida eng kattasi bo'lmasin. Unda 3xe£.<x
boladi. Hagigiy sonlar to'plami zichligiga kora shunday r
ratsional son mavjudki, «<r<x tengsizliklar o'rinli bo'ladi. Ushbu
xef Vva r<x munocsabatlardan re £ Vva demak, red4 kelib
chigadi. Ammo a=(4.4) kesimning quyi sinfi — 4 to'plamdagt -
son bu (4,47 kesim aniglagan sondan katta bo'lishi mumkin
emas. Bu ziddiyatlik. Demak, « son £ to'plam elementlan
orasida eng kattasi bo'ladi.

Shunga o'xshash mulohaza bilan «ef’ bolganda « son £
to'plam elementlari orasida eng kichigi ekani ko'rsatiladi. »

Dedekind teoremasiga ko'ra haqigiy sonlar to'plami & da
bajarilgan har ganday (E.£) kesim uchun ikki hol bo'ladi. -

Ty



Bunda + vyoki #° sinflarning yvopuvchi elementlarini biridan
ikkinchisiga o'tkazish voli bilan bitta holga, kesimni bir tur
kesimga keltirish mumkin. Biz » da bajarilgan har ganday kesim
(£, da Kesimning quyi sinfi © da eng kaita element yo'q,
yugori smf £' da esa eng kichik element bor bo'lgan kesim deb
qaraymiz. Bu esa Dedekind teoremasini guyidagicha ham
ifodalash mumkinliging ko'rsatada.

3—teorema. # da bajariigan har qanday (4.5 kesim
yagona haqgiqly sonnt aniglaydi. '

~ Vaef son yordamida har doim & da a=(k£E) kesim bajarish
- mumkinki, bunda haqiqly son « kesimning yuqori sinft £ ga
. tegishit bollib, uning eng kichik elementi bo'ladt. Aksincha, &
da (£,%" kesim bajariigan bolsin. 2—teoremaga va yugoridagi
kelishuvimizga ko'ra bu kesimning yuqoii sinfi £’ da eng kichik
elernent mavjud bo'lib, kesim shu sonnt ifodataydi.

Demak, haqigiy sonlar fo'plami R shu to'plamda bajarilgan ¥
" kesimlar to'plami bilan o'zaro bir giymatli moslikda bo’ladi. ks

5-8. Sonli to'plamtaming chegaralari

1%, Sonli to'plamlar. Flementlari haqigiy sonlardan iborat
bo'lgan to'plam sonh to'plam deyiladi. Matematik analiz kursida
asosan sonli to'plamlar garalads:

Masalan,

A={0]1 o B=ixixe R x" - x=0)

o

!
27
shuningdek
_ N Z.,0,

lar sonli to'plamlar bo'ladi.

Kurs davomida har doimm uchrab furadigan sonli
to'plamlarni keltiramiz.

Ikki acR.bck son berilgan bo'llib, 2<# bo'lsin. Ushbu

fx1xe R, x5 58}
to'plam segment deb ataladi va u {«.%] kabi belgilanadi:
fa.bl={x xcRa<sx<h}

Bunda 4 va » sonlar |a.8] segmentning chegaraviy nuqgtalari yoki
chegaralari deviladi.

Ushbu

R

{x . xe R.a < x < b}




o plam interval deyiladi va 1 (u by kabi belgilanadi:
fa.b) = fx:x € R.oa < ¥ < b3
tyuyidagh
Py % € R.oa < x<hi. [x:1 ¥ & R.a < X5 B
jo’plamlar yarim segment deyiladl va ular mos ravishda ja.b) va
(b kabi belgilanadi: : o
fa.B)={5:% e R.a & x < By, ta.hl= fx:x € R.oa<xsb}
Keyingi mulohazalarda asosan sonli to'plamlar bilan ish
ko'tiladi. Shuning uchun bundan keyin E "sonli toplam” deyish
o'rniga qisqacha "to'plam” sozini yoki Ec# belgilashni
ishlatamiz.
20 To'plamning anig yugori va anig quyl chegaralari.
Biror Eck toplam perilgan boisin.
o—ta'rif. Agar shunday M son mavijud polsaki, vxek uchun
c<m  tengsizlik bajarilsa, £ to'plam yugoridan chegaralangan
_deyiladi, M son esa £ ning yugori chegarasi deyiladi.
Bu ta'Tifm qisgacha, quyidagicha aytsa boladi, agar
JM € R, Vx € E xsM
bolsa, £ toplam yugoridan chegaralangail deyiladi, i soR asa
£ .ning yuqori chegarasi deyiladi.
g 10—ta'rif. Agar _
M & R,3x,¢€ E 1% 7 M
bolsa, E toplam yugoridan chegaralanmagan deyiladi.
i1—ta'rif. Agar
Im e R,Vx € E:-xzm
polsa, £ toplam quyidan chegaralanganl deyiladi, m son esa £
ning quyi chegarast devyiladi.
12—ta'rif. Agar
VmeR,oneE:,\;n <
pbo'lsa, E toplam quyidan chegaralanmagalt deyiladi.
13-ta'rif. Agar EcR to'plam ham guyidan, ham yugoridan
chegaralangan pbolsa, £ toplam chegaralangan deyiladi.
Masalan,

to'plam chegaralangan,
N o= §1.2,3..%

" {¢'plam quyidan chegaralangan yugornidan chegaralanmagat
F:{x:xeR\.x<0}

b



 shunday haqiqiy & son mavjudki, vxe £ uchun x<M tengsizlik

to'plam esa quyidan chagaralanmagan yuqondan chegaralangan

to'plam ho'ladi.
A= {n:ne N, ,H }
noo+

2.6-misol. Ushbu
to'plamning chegaralanganligi ko'rsatilsin.
4 Ravshanki, vre¥ da

H

=0
no o+l
bo'ladi. Demak, 4 to'plam quyidan chegaralangan.
Agar
Os(n—-1)=n’-20+1=22usn’ +1 = <L

Y172
bolishini e'tiborga olsak, unda 4 to'plamning vyuqgoridan {
chegaralanganligini topamiz. »

Yugoerida kelitirilgan ta'rif va misolardan konnadiki, agar
5 to'plam yuqoridan chegaralangan bo'lsa, uning -yugori
chegarasi cheksiz ko'p boladi. Bu tasdiq s sondan katta bo'lgan
har qanday haqiqiy sonh E to'plamning vugor chegarasi bo'la
olishidan kelib chigadt.

Shuningdek, agar £ to'plam quyidan chegaralangan bo'lsa,
uning quyi chegarasi ham cheksiz ko'p bo'ladi. Bu esa w sondan
kichik bolgan bhar ganday haqiqiy son E to'plamning quyi
chegarasi bo'la olishidan kelib chigadi.

4—~teorema. Har ganday yugoridan chegaralangan foplam
uchun uning yuqgori chegaralari orasida eng kichigi mavjud.

4 £ toplam yuqoridan chegaralangan bo'lsin, ya'ni

* oTrinli.

E ning elementlari orasida eng kattasi mavjud bo'lsin. Uni
%, deb olaylik. Demak, vx<£ uchun x < x; bo'lib, bu esa x, son
£ nihg yugori chegaralari qatorida bo'lishini ko'rsatadi. Ammo £
. to'plamning yugon chegarasi bolmish har qanday & son x;
sondan kichik bo'lmaydi, ya'ni », <¢¢ chunki x, ¢£. Bu esa x, son
 E ning yugon chegaralari orasida eng kichigi ekanligini
- bildiradi. Bu holda teorema isbot bo'ldi,

Endi £ to'plam elementlari orasida eng kattasi mavjud
bolmagan helni garaymiz. £ ning yugorn chegaralaridan iborat
to'plam 5 bolsin. Bu ¥’ toplamga tegishli bolmagan barcha

4
i

ud



haqgigiy sonlardan iborat to'pl\amni i+ deylik. Ravshanki, rc#. F
va # toplamlar # da (#.#") kesim bajaradi. £c# va &
yuqoridan chegaralanganligidan F =0,/ #¢ ekani kelib chigadi,
shuningdek, / wva # larning tuzilishidan esa FoF'+R va
VieF ¥x'eF'=»v<x' boladi. Dedekind teoremasiga kora bu
/. 7" Kestin biror = haqiqiy sonni aniglaydi: « = (7,7}, Bu «
son tabiiyki, / to'plamning va demak, £c# bolganidan £
to'plamning ham yuqori chegarasidir, yani «eF' shu bilan
birga u /' to plamning elementlari crasida eng kichigi. »

14~ta’rif. Yuqoridan chegaralangan £ toplamning yugorn
chegaralarining eng kichigt £ ning anig yuqon rhegaraw deb
ataladi. U sup/’ kabi belgilanadi.

Bu lotincha supremum “eng yugor® degan mamoni
anglatuvchi so'zdan olingan.

5—teorema. Har ganday quyidan chegaralangan to’plam
‘uchun uning guy! chegaralari orasida eng kattasi mavjud.

Bu teorema yugoridagi 4 —teorema kabi isbotlanadi. Uning
isbotini o'quvchiga havola gilamiz. :

15-ta'rif. Quyidan chegaralangan £ to'plamning quyl
chegaralarining eng kattasi £ ning aniq quyz' chegarast deb
ataladi. UJ inr £ kabi b@lqllanadl

Bu lotincha infimum "eng guyi" degan ma'noni ang]atuvchl
so'zdan olingan.

Yugorida keitirilgan  teoremalardan, har  ganday
chegaralangan & to'plamning aniq yugori va anig qguyl
chegaralari-mavjug bolib, _ '

wmf E <sup E
bolishi kelib chigadi. :

Endi to'plamning aniq vyuqori hamda aniq quyi
chegaralarining muhim xoessasini keltiramiz. .

Aytaylik, F<R to'plam uchun

a=sup F (ac k)
bo’lsin. U holda:

1} vxe & da x<a,

2} v#>0 son olinganda ham, shunday r'< £ son topiladiki,

x'»a-—-& boladi

<4 To'plamning anig yugor chegarasi tatifidan vre#
uchun s=. bo'ladi '

a=sp £ bolsa ham 2) —shart ‘bajarilmasin deb -faraz

g :



gilaylik. Unda, shunday s»0 topiladi, ¥se£ uchun = a - »
bolib, a=swp £ boladi. Natijada vse-+» ma'nosiz tengsizlikka, k
ya'ni ziddiyatga kelamiz Demak, 2} ~shart orinli bo'ladi.

Isbotlash mumkinki, agar £<® va veR uchun 1j—, 2y~
shartlar bajarilsa, l
a =sup K : :
bo'ladi. S II
Avtaylik, £cr to'plam uchun !
b=iof E the R) i

bo'lsin. U holda.
1} vaeE da xz»
2) ve»0 son olinganda ham shunday x'«# son topiladiki,
"< b+ ¢ boladi
Bu tasdiq yugoridagi kabi isbotlanadi. Isbotlash mumbkinki,
agar £cf va bel uchun 1j—, 2) — shartlar bajarilsa
b=l £

- bo'ladi.

. lo'plamning aniq yuqori hamda anig quyi chegaralari topilsin.

2. 7—misol. Ushbu

2
B:{n:neN, IHM}
no o+ 4

4 vre)N da +

1

e ot BB rm

—=]

nl +4 _J‘::
boladi. Demak, 5 to'plam chegaralangan. Yuqorida keltirilgan <}
teoremalarga kora bu to'plamning aniq chegaralari maviud
bo'ladt. Ayni paytda:

4
1) vneN uchun - <i
r+4 :
2] ¥e>0 son olinganda #,eN ni ' !
., =[ PI e:;}
R

deb olinsa, unda »>», da

P
)

»1-z
2t + 4
boladi. Demak,
sup 4 =1
Xuddi shunga o'xshash
inf B=0" o Lk
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' botishi ko'rsatiladi. »

Haqiqiy sonlar to'plami k tarkibiga -« va += simvollarni
yee R uchum x»-x Va r<+w Xususiyat bilan qo'shib, R to'plamni
hrosil gilamiz: : .

. E=RU{+(‘C}LJ{—-CC}‘ )

Bu simvollaming kiritilishi chegaralanmagan to'plamlarning
anig yuqorn va anig quyi chegaralarini kiritish imkonini beradi.

Agar E yugoridan chegaralanmagan bolsa, sup F =400,
quyidan chegaralanmagan bolsa, inf £ = -« deb olinadi.
Demak, shu kelishuvimizga ko'ra . '

sup ¥ =sup{i,2,3,..] =+4x, inf{x xg K, x<0l=-m
bo'lady.

6—§. Haqigiy sonlar ustida amallar

19. Haqiqiy sonlar yig'indisi. Ikki « va g haqiqiy sonlar
berilgan bolisin. Bu sonlar ratsional sonlar toplami ¢ da
bajarilgan ushbu a=(4, 4%, A=(8 B} kesimlar bilan aniqlansin.
Kesimlarning quyi sinflari 4 va B to'plamlardan mos ravishda o
va & somlarini olib, ularning yigindisi ¢=«+# ni tuzamiz.” Bunday
vig'indilardan iborat to'plamni o bilan:
C={ciceQec=a+bacdbeB), song 0.C toplamni esa ¢’ bilan
(C'=0 ) belgilavmiz. Tuzilishiga ko'ra g=Cu",

Endi ¢ va ¢ toplamlar ¢ da ¢C.C') kesim bajarishini
ko'rsatamiz. « = (4,4, p=¢(BEF) lar ¢ da bajarilgan kesimlar
bo'lgani uchun

Az0, 420 A0A =Qac A a'c 4 =ma<yg’,
shuningdek,

: B0 B +@BUB =0, beB, FeB'=hbh<b,
bo'lib, undan avvale =6 ekani kelib chigadi. So'ngra har doim
a+b<a' +1 bolgani uchun C to'plam yugoridan chegaralangan
bolib, sy ¢ =, mavjuddir. Ammo 4 va p to'plam elementlart
orasida eng kattasi mavjud bolmagani uchun a+bey, (acd,b¢B)
boladi, Unda a«'+b'zy, (¢cd'#cB), bolib, a'+5'C. Bundan
d+le0iC=C., Demak, <'=2¢ shuningdek, c¢za+beC va
ce¢'=a"+¥ e @ ekaniga ishonch hosil gilamiz.

Shunday qilib, ¢ va ¢ toplamiar ¢ da (C.C") Kkesim
bajaradi.

t6~ta'rif. (<.C" kesim bilan aniqlanadigan y hadqigiy son



i va g hagiqiy sconlarning yigindisi deb ataladi. Yigindi o+
}(«abi belgilanadi.
Endi haqigiy scnlarni qo'shish amalining ba'zi xossalarini
keltiramiz. Faraz qilaylik, @c k. fsR JecR bolsin. U holda
_ gquyidagi tengliklar o'rini:
) aep=pra;
2] A+ B i f=a - {f+8
3) . Nol soni uchun
' x+0=0+a=a
Biz ulardan binning, masalan, 3} ning isbotini keltiramiz.
4 Ma'lumki, 0 soni ¢ toplamda (¢ .2 ) kesim bilan
- aniglanadi:
O_=frirel,r<0),Q, ={rreQ rz=01,
0=(0..0.}
.@cR son esa «={4,4") Kesim bilan aniglansin. Ta'rifga ko'ra :
o +0=(C,C" bo'lib, bunda
' C={a+rjoesAd,raf }

Ammo aeR, red. bolganda «+r<a munosabat o'rinli

Shuning uchun ¢ c 4 bo'ladi. Bundan
a+dsa "]
ekani kelib chigadi.

4 to'plamdan ixtiyonty « sonni olamiz. 4 da eng katia
element mavjud Dbolmagani uchun a<q  tengsizhikni
ganocatlantiradigan <4 son mavjud. Unda a=q +{a-a)
tenglikdan »=« -4, <6 bolishini hisobga olib, 4 to'plamning har
bir elementini  az+» {ag A,re@) ko'rinishda  vyozish .
mumkinligini aniglaymiz. Bu esa

 Acia+riacdrei=C
yani 4cC ekanini ko'rsatadi. Demak, _
) asa+l "} .
" Endi ) va () muncsabatlardan o+=a tenglikka ega bo'lamiz. »

29, Haqiqgiy sonlar ustida bajariladigan keyingi amallar:

- avirish, ko'paytirish, bolish, darajaga ko'tarish, ildiz chigarish
amallari, shuningdek, haqigiy sonlarni geometrik tasvirlashlarni
mazkur bobning oxirida mashq tarzida bayon etamiz.

1




? §. Haqigiy sonning absolut giyinati va uning
xossalari

Ma'lumki, xe R sonning absolut (mutloq) = giymati
quyidagicha aniglanadi: R
I [x, ager x20 bo'lsa

1
llagiqiy sonmng absolut ¢iyinati xossalarini kKeltiramiz.

19, x e R som uchun

[ f2 00 fx|= |- xh > s fvf-x s |x]
munosabatlar o'rinli. Bu munosabatlar sonning ahsolut qwmau
la'rifidan kelib chigadi.

29 Agar xe R son |x|< ¢ (a>0) tengsizlikni qanoatlantirsa,
bunday x son — a < x < a tengsizliklammi ham qanoallantiradi
va aksincha. Boshgacha gilib aytganda yuqoridagi tengsizliklar
ekvivalenl tengsizliklardir:

‘ xf<a o —a<x<u

—x, agar x<{ bo'lsu

4|xl< ¢ tengsizlik o'rinli bolsinc xe R.|x|<a. 19—
xossaga kora - [x|s v £ |« bo'lishidan hamda g« -]y
tengsizlikdan  topamiz: -a<-x|zxs|sj=e. Bundan esa .
-a<x<ga ekani kelib chigadi.

Endi ~a<x<ea¢ tengsizliklar o'1inii  bolsin: xe R,
— T K =l

Agar x 2 6 balsa, Jx]=x bolib, jx|<a boladi. Agar x<o
bo'lsa, =-x bo'lib, —x<a bo'lganidan esa jx|< 4 ekanini topamiz.
Demak, —«<x<a bho'lganda har doin [x[« ¢ bo'ladi. »

Bu xossa quyidag.'i'ﬂ:x:.re R,]x[{a}” va {x:xeR-a<y<a)
haqiqiy sonlay 1o plamlarining bir—biriga tengligini ifodalaydi.

30, Agar xe R sonlar |<. tengsizlikni ganoallantirsa,
bunday x o .
sonlar -axx=a tengsizliklarni ham ganoatlantiradi va aksincha,
va'ni f;r g -asx=a,

Bu xossa 2~ xossa kabi isbotlanadi.

49 1kki xe R va ye R hagiqily son vigindisining absolut
giymati bu sonlar ahsolul giymatlarining vigindisidan katta
emas, yani [v+ y]< [«f+ |v] .

4 Agar x+y=0 bollsa v + v = |x + y} bo'lib, x =[x}, vy



tengsizliklarni hisobga olgan holda
I'c + }#i—— X + ¥ £ IA}-F ]y!
bo'lishini topamiz. Agar x+y<9 ho’lsa, unda
fr+ i = ~(x+ =~x+ (-1 <+ bo'ladi, »
Bu munosabat go’shiluvchilar soni ikkitadan katta bo’ Igan
holda ham o'rinli bo’ldai: o o
PR T NE N T T P2 S O E N L
30 xe R, ye R sonlar uchun
e vl frde byl
tengsizlik o'rinli.
4Ravshanki, s=(r-y+». Unda 4%—xossaga binoan
=fx-m+yl<h -+l bo'lib, bu tengsizlikdan by = vz |xf- |y}
ho'lishi kelib chigadi. »
69, xe R, ve R sonlar uchun

e rl= el by

tenglik o'ripli.
Bu tenglik sonning absolut giymati ta'rifidan kelib chlqadl
7). xe R, ye R, v = 0 sonlar uchun

LAl
N
tenglik o'rinki.
« %a: deb olaylik. Bundan x=:z bo'lishini topamiz,
Ammo 6%~ ossaga ko'ra =]/ va bundan [:[:!ﬁ[ ienglik
v

kelib chigadi. »

8-§. Iiratsional sonni tagribiy hisoblash

. Biror ¢ irratsional son berilgan bo'lib, u ¢ to'plamda bajarilgan-;' :

kesim bilan aniglangan bo’lsin: «=(4, 4. Butun sonlar to'plami.
. Z ratsionel sonlar to'plamining gismi

ko
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sonlar  to'plami 2 raisional sonlar to'plamining (ismi
bolganligidan ketma—ket kelgan o, va a,+1 butun sonlar
lopiladiki, ushbu o, <a<a,+1 tengsizliklar oTinli bo'ladi. Bu
holda r,=e, son o irratsional sonni "kami” ,‘bilan, rama, ] eSa
"ortig'i” bilan taqribiy ifodalaydi. ’
T Endi
1 2 G
ay,q, ¥ — 2, +—, ..a, +—.a, +1

3] 10 19
sonlarni olamiz. a, <@ <a,+! bolgani uchun bu sonlar ora51da
ketma —ket kelgan shunday ikkita :

gy + 8 g 4 O 1
LT R 1)
sonlar topiladiki, ushbu
a, a 1
a0+——- < <ao+———-+-—~—
10 10 10
tengsizliklar orinli bo'ladi, bunda « son 0, 1, 2, ..., 9 sonlardan
hiridir. Quyidagi
f=d, 4L =a,,a
L il [O o I

1 1
= -I--——+——-- 4=
T 0 M T g

sonlar « sonni mos ravishda "kami” hamda "ortigi™ bilan ILO=0,1

aniglikda taqribiy ifedalaydi. So'ngra

4 e,
TRRARTIRTE

& 2 a 9 a 1

e

a, + +-—-—"2—,,,,, By F =+ —— ., +
16 10 16 16° o 10
sonlarni olamiz. Agar ushbu

a, +

tengsizliklar orinli ekanini e'tiborga olsak, u holda yuqondagl
sonlar orasida shunday ketma — ket kelgan ikkita

4 a4 a +f_l_+ai+1

1071687 10 je? .
sontar topiladiki, ular uchun ushbu

B A PN .. Wt
"o 107 P 10’ -
teng‘smhklar oninli boladi, bunda «, son 0, 1, 2, ..., 9 sonlardan

biridir. Quyidaqi
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sk

romay 4 £ . thy. 0,

— L — oy .

R [V O
o, !

n=a +-&+»—_ij~ tom =@, A8, ey

: jo 108 10 ST i

sonlar « sonml mos ravishda “kami” hamda “ortigi” bilan

_é.,. =001 aniglikda tagribiy ifodalaydi.
Bu jarayonni davom ettita bomb » ta gadamdan keyin
shunday ikkita

9 + 4 + '
O, . 0 =iy & "
a: 8, 0 s
" n 1 1T
+a‘ N a, a, +1
a aa‘“.-a .f__-__—_a —_— ——
a7y i
i 1a

sonlar topiladiki, ular uchun ushbu

a, a, a, a oy a, +1
a0+__+.._.3_+__‘+-—-;<a {ag+—--+——-1—+,..+ -
o 10 10 io 1o 10

tengsizliklar orinli bo'ladi, bunda «,.a,.., ¢, sonlarning har
biri 0, 1, 2, ... .9 sonlardan biriga tengdir.
Quyidagt

) ¢
F,Sag,aa..a,, B, = ay.ad,... 4, + .]0"

soplarning har bin & imratsional sonni -1% aniqlikda taqubiy

ifodalaydi.
Shunday qilib, yuqoridagi munosabatdan ko'rinadiki, » ni
yetarlicha katta gilib olish hisobiga « sonni istalgancha

aniglikda 7, va 7, ratsional sonlar (o'nli kasrtar} yordamida

taqribty hisoblash mumkin: o =~ r,, ~ ¢/, Yuqoridagi 7, va *
ratsional sonlarni mos ravishda "kami” hamda “ortig'i" bilan «
sonning o'nli yaginlashuvchilari deb ataladi.

Mashqlar.
2.8. Ma'lumki, gisqarmaydigan »= L pezZneN) kasr
. n

ko'rinishida tasvirlanadigan har bir son ratsional son deyilar edi.
Shuningdek; cheksiz  daviiy onli  kasr  ko'rinishida

. tasvirlanadigan har bir son ham ratsional son deviladi. Bu

ta'riflarning ekvivalentligi isbotlansin.
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M= 1'-; e N 141" }r:'.-i- I-ZL_ELL
n
lo'plam cheqdralanganhkka tekshirilsin.
2.10. Ushbu 1gz2.1w,3 sonlamning ratsmnal SOn emashgl

isbotlansin.

2.11. Ushbu 1++2+.+» (»>1) sonning ratsional son
rmasligi isbotlansin.
2.12. Ushbu _
A :{r:reQ,rEO}u {r:reQ,r}O,rZ (2}r
A=breQ.ur>0rt> 2}
to'plamlarning ¢ da kesim bajarishi va 4 to'plamda eng katta,
4 to'plamda eng kichik element mavjud emasligi ko'rsatilsin.
2.13. Agar £cR toplam chegaraiangan balib, £ cE bolsa,
mf £<inf E, <sup B, <sup E
{engsizliklarning ba;anhshz Isbotlansm
2.14, Ay’[ay‘llk : :
A={rre@Q}), 4" ={"r"e(}
to'plamlar ¢ -da (4,4 kesim bajarib, u o bhagiqiy sonni
aniglasin:

o =(A4,A4)
Ushbu _ : :
—A = e A} A ={~-Fire 4}
toplamlar ¢ da kesim bajarishi ko'satilsin. (Bu kesim
aniglangan son « soniga garama-—qarshi son deyiladi va u —a
kabi belgilanadi, garalsin, {1 ], 2—bob).

2.15. «. £ haqiqly sonlar (4.4%, (BB} kesimlar bilan
aniglansin:

a=(4,.4"), p=(BB) (2z( pfz0)

Ushbu

= {r:re Q.r <« O}U {r-t:re Awv20te Btz 0}, Cl=ONC
toplamlar ¢ 'da kesim bajarishi ko'rsatilsin. {Bu kesim
aniglangan son « va g haqiqiy sonlar ko'paytmasi deyiladi va u
a- A kabi belgilanadi, qaralsin, {1], 2—bob).

2.18. Aytaylik, a>0 haqiqiy son ¢ da bajaiilgan (4,4
kesim bilan aniglangan bo'lsin. Ushbu

' Cz{r:reQ,r<0}u{0}ul-1—:rE.4’}, O =00C
L7 ]

: .



toplamiar ¢ da kesim bajarishi ko'rsatilsin.  (Bu  kesim -
aniqlangan son « haqiqiy songa nisbatan teskari son deviladi va
u i kabi belgilanadi, garalsin, {1], 2-—bob}.

2.17. Haqiqiy sonning butun darajasi, hagiqiy sondan |
olingan ildiz hamda haqiqly sonning ratsional darajast ta'riflard ;
keltirilsin, S

2.18. Aytaylik, « « R,« >1 va j musbat hagigiy son ¢ d
bajarilgan (B, 5" kesim bilan aniglangan sonlar bo'lsin. Ushbu

E={x:xeRx=0}wia’ bebh)

E'=R\E -
toplamlar £ da kesim bajarishi ko'rsatilsin. (Bu kesim
aniqlangan son o haqiqiy sonning — g darajasi deyiladi va u
o # kabi belgilanadi qaralsin, {1}, 2—bob) f

2.19. Aytaylil, x€ R, ye R bolsin. Ushbu
o p(x,¥y)={x -yl

- migdor ¥ va p nuqtalar orasidagi masofa deyiladi. Mascfa
quyidagi : . ) o
e, 0320, p{x,3)=0 = x=y

2) plx,yy=p(y.x}
3} pi{x.p)20,p(x,2)+ plz,¥) (zeR)
xossalarga ega ekantligi isbotlansin.

2.20. +2 son taqribiy hisoblansin.

2.21. 7 irratsional sonning geometrik tasviri topilsin.

2.22. Hagqigiy sonlarning geometrik tasvirlari topilsin.
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A st g .. o HIBOB - <
Funksiya

.. Punksiya matematik analizning asosiy tushunchasi.

_ Tabiatda, texnikada va fanning f{urli sohalarida
uchraydigan ko'pgina jarayonlar funksiya tushunchasi bilan
boglig (bu jarayonlarning matematik modellari funksivalar
bilan ifodalanadi). Binobarin, bu jarayonlar bilan bog'lig
masalalarni organish va vyechish funksivalarni o'rganishni
lacgozo etadi

1-§. Funksiya tushunchasi

I9. O'zgaruvchi va o'zgarmas miqdorlar. Biz tabiatni
kuzatish va o'rganish jarayonida uzunlik, yuz, hajm, vaqt,
l[emperatura, massa kabi migderlarga duch kelamiz. Konkret
sharoitda bu miqdorlar ba'zan turli giymatlarni gabul qilsa, .
ba'zan bir xil givmalga teng bo'ladi. Masalan, agar
auditoriyvadagl telabalarga aylana chizish taklif etilsa, unda
talaba turli kattalikdagi radius bilan aylana chizganini
koramiz. Bunda aylana radiusi turli giymatlarni gabul qgilgani
uchun o'zgaruvchi migder bo'ladi.

Ma'lumki, har ganday aylana uvzunligi S ning uning

diametri 2, ga nisbati 29- 0'zZgarmas son 7 =314.. ga tengdir.
. r

Shunday qilib, ikki xil o'zgaruvchi hamda o'zgarmas
migdorlar bo'ladi. Odatda o'zgaruvchi x, y, r,.. harflar orqgali
helgilanadi. :

Agar o'zgaruvchining gqabul giladigan qgiymatlaridan
luzilgan to’plam ma'lum bo’lsa, ozgaruvchi berilgan deb
hisoblanadi. O'zgarmas migdorni tham ¢'zgaruvchi deb qarash
mumkin. Bunda o'zgaruvchining gabul qgiladigan givmatlaridan
tashkil topgan to plam bittagina elementdan iborat bo’ladi.

Matematikada bir necha o'zgaruvehi migdorlar hamda bu
o'zgaruvchi  migdorlar  orasidagi  boglanishlar  o'rganiladi.
Aylana. radiusi » ham, aylana uzunligi ham o'zgaruvchi miqdor
bo'lib, §=27 munosabat bu o'zgaruvchilar § orasidagi
boglanishni ifedalaydi. Bu erda r - erkli ravishda o'zgaradigan
o'zgaruvchi bo'lib, § esa unga boglig, erksiz o'zgaruvchidir,
Aylana radiusi 4={r:iref0zr<w} to'plamdagi giymatlarni qabul
qilsa, aylana



uzunligi § ning qiymatlari r ga boglig bolgan holda
R =iy s R0 s s <o} toplamni tashkil etadi.

Shunday qilib, ikki xil: erkli hamda erksiz ozgaruvchilar
bo'lar ekan.

2Y. Funksiya tatifi. » va v lar hagiqiy sonlarning biror
to'plamlari (¥ cR.Y < R) bolib, x va y» o'zgaruvchilar mos
ravishda shu to'plamlarda o'zgarsin: vc X, ver :

1—ta'rif. Agar X toplamdagi har bir x songa biror 5 k
goidaga ko'ra v to'plamdan bitta y son mos go'yilgan bollsa, ¥ §
to'plamda funksiya berilgan deb aytiladi, ._

Ba'zan funksiva X to'plamda berilgan deyish o'rniga §
funksiya to’plamda aniglangan deb ham yuritiladi. Funksiya

fix— y yoki ¥ = f{(x)
kabi belgilanadi.

Bunda x funksivaning aniglanish to'plami (sohasi), ¥ esa
funksiyaning ozgarish fo'plami {sohasi} deb ataladi, X erkli
ozguruvchi yoki funksivaning arqumenti, v erksiz ozgaruvchi
yoki ¥ o'zgaravchining funksiyasi deyiladi,

. Funksiyaga misollar keltiramiz:
1), X = (=0 40 ), F = (0,40) bo’lsin, 'f qoida sifatida
fix—> yp=x"+1
ni olaylik. Bu holda, ravshanki, har bir xe¥ uchun bitta x*+1
topiladi va x’+1e¢y bolladi. Demak, ¥ da v=x°+1 funksiva
aniqlangan‘

2} Y=z va f-har bir hagigiy » songa uning butun

gismi | ] ni mos qo'yuvchi goida bollsin. Demak,
Fix— [x] yoki y = [x]
funksiyaga ega bo'lamiz.
3].- Har bir ratsional songa 1 ni, har bir tratsional songa 0

ni mos qo'yish natijasida funksiya hosil boladi. Bu Dirixle

funksivasi deviladi va D(x) kabi belgilanadi:
{1_. agar x ratsional son bo'lsa
D{x)=
0, agar x irratsional son bo'isa
Funksiva ta'rifida X.¥ to'plamlarming hamda s goidaning
berilishi muhimdir. Ko'pincha, amaliyotda funksiyaning
aniqlanish schasi ¥ ham shu’ qcidaga koTa, yamni funksxonal
bog’lanishning xarakteriga ko'ra topiladi.
Masalan , ushbu

4¢€.



R
._.,__.-—-‘—'_'-'_.
' P = Sx+ b

funksiyaning aniqlanish sohasi, tabiivkl ¥ =2, x=3 nugtalarni
o'z ichiga olmasligi kerak.

Ushbu

{f{x) cxe X } .
(o'plam funksiyaning giymatlari to'plami deyiladi va- ¥, kabi
belgilanadi - .
Y, = {f(x):xe.-\'}
Ravshanki,
Y, < ¥

Keltirilgan 1 —misolda ¥, = L4, 2 —misolda ¥, = Z . 3 —misolda
esa ¥, = {01} boladi. :

Biror x toplamda y= fixy funksiya aniglangan polsin.
x, €4 ga mos keluvchi y, migdor y=fix) funksiyaning X=.
nugtadagi xususiy. giymati deb ataladi va u FE) =% kabi
belgilanadi, Masalan, 2 —yisolda x,=7 bolganda ¥, =[r]=3
boladi. '

Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasini olamiz.
Tekislikning (x f{x) nugtalaridan iborat ushbu

{(x,f(x})}—-: {(x, fixy x<€ Y.f(x)e Y}

to'plam y=f(x) funkstyaning grafigi deb ataladi. Ravshanki,
= Fopye Xx¥ boladi. Masalan, y=x fupksivani X =[-L1}
to'plamda garaylik. Bu funksiyaning grafigl 11 - chizmada
fodalangan. Bunda Xx¥ to plam shtrixlar bilan ko'rsatilgan
kvadratni bildiradi. '

Y1

11— ci)izma‘
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3%, Funksiyaning berilish usullari. Funksiya ta'rifidagi har
bir » ga bitia y m mos qo'vadigan goida yoki gqonun furli usulda -
berilishi mumkin. Biz ulami gisgacha garab o'tamiz.

Ko'pincha « va 3 o'zgaruvchilar orasidagi boglanish
formulalar yordamida ifodalanadi. Bunda argument x ning har
bir giymatiga mos keladigan ;- funksivaning giymatint » ustida
turli amallar— go'shish, avirish, ko'paytirish, bolish, darajaga
ko'tarish, ildiz chigarish, logarifmlash va hk. amallami bajarish
- natijasida topiladi. Odatda bunday usu} funk51yan1ng analitik
: usulda berilishi deyiladi.

Misollar keltiraylik:
1}. = va y o'zgaruvchilar ushbu

v=l-x
formula yordamida boglangan bollsin. Bu funksiyaning
aniglanish sochasi X ={x xeR-l2xrsti={-tl] to'plamdan iborat.
Bunda har bir x ga mos keladigan » ning giymati avvalo x m
kvadratga ko'tarish, songra uni 1 dan ayirish va bu ayirmadan
kvadrat ildiz chigarish kabi amallami bajarish natijasida topiladi.
2], x va p o'zgaruvchilar orasidagi boglanish quyidagi
formulalar yordamlda berilgan bo'lsin:

y=fln= {
_ 1, agor x <0 bo'lsa

Bu funksiyaning aniglanish sohasi x=gv§} balib, uning

givinatlari sobasi r = {11} to'plamdan iborat. Odatda bu funksiya
¥ = sigix

kabi belgilanadi. Bunda sign lotincha signum so'zidan ohngan
bo'lib, "belgi”, "ishora” degan ma'noni anglatadi.

Bu y=signx funksivaning x=¢ nugtadegi giymati nolga teng

deb gabul qﬂsak u R to’plamda amqlangan bo'ladi. {i2—
chizma).

L. agar x>0 ho'lsa
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-1

¥

12 — chizma.

Ba'zi hollarda x(x € X} va ¥y e?) ozgaruvchilar orasidagi
boglanish formulalar yordamida berilmasdan jadval orqali .
berilgan bolishi mumkin. Masalan, kun davomida havo
haroratini kuzatganimizda, ¢, vagqtda havo harorati 7. vaqtda
havo harorati 7, va hk. bolsin. Natijada quyidagi jadvalga -
kelamiz:

Vaqt, t ta £ £ Te ty

Harorat, T T, T T, T, T,

Bu jadval t vaqt bilan harorati T orasidagi funksional
bog'lanishni ifodalaydi, bunda t argument, T esa funksiya
bo'ladi. Bog'lanishning bunday berilishi, jadval usulida berilishi
deb ataladi.

X0y tekisligida shunday L chiziq berilgan bo'lsinki, ox
oqida joylashgan nuqtalardan shu o'qga o'tkazilgan
perpendikular bu L chizigni fagat bitta nugtada kesib o'tsin.

ox o'qidagi bunday nugtalardan iborat to'plamni ¥ orqali
belgilaylik. ¥ to'plamdan ixtiyoriy x» ni olib, bu nugtadan ox
o'giga perpendikular o'tkazamiz. Bu perpendikularning L -
chiziq bilan kesishgan nugqtasining ordinatasini y . bilan
elgilaymiz va olingan x ga bu y ni mos qo'yamiz. Natijada x
to'plamdan olingan har bir x ga yuqorida ko'rsatilgan goidaga
ko'ra bitta v mos qo'yilib, funksiya hosil bo'ladi. Bunda x va »
o'zgaruvchilar orasida bog 1an1sh L chiziq yordamida berilgan
bo'ladi (13—



T

e
4
¢

i,

bo'ladi (13- chizmaj.
Odatda s ning bunday bernlisht uning grafik uwsuldo
berilishi deb ataladi.
YJL

y _______

>

|
|
|
|
|
|
|
0 X X

13 —<chizma. o

Shunday qilib, biz funksiyaning analitik, jadval, grafik
usuliarda berilishini ko'rib o'tdik. x va y o'zgaruvchilar orasidagi
funksional bog'lanish yuqoridagi uchta usul bilangina benlib
qolmasdan, boshqgacha, fagatgina iboralar bilan ham berilichi
mumkKin. Masalan, har bir natural n songe uning bo'luvchilar
sonini mos qoyaylik. Bu mositkni ¢ orqali belgilaymiz.
Xususan,

(1) =1,0(2) = 2,0(3) =2 00(4) 3.p(5y=2..,9(12)=6

Qdatda bu funksiya Eyler funksiyasi deyiladi.

Matematik analiz kursida asosan analitik usulda berilgan
funksiyalar organiladi.

¥ to'plamda »=j/(x} funksiya amqlangan bo'lsin. Agar bu

" funksiya giymatlandan tuzilgan

# I
funksiyaning chegaralanganligi ko’ rsatllsm.

-1}={f{}l6’f} : '
to'plam yugoridan (quyidan) chegaralangan bolsa, f(x) funksxya
x  to'plamda yugoridan (quyidanj chegaralangan deb ataladi,
aks holda esa funksiya yugoridan (quyidan} chegaralanmagan
deyiladi. Agar f(») funksiyva ¥ to'plamda ham yuqoridan, ham
quyidan chegaralangan bo'lsa, funksiva chegaralangan deylladl

3.1—misol. Ushbu

fix )_ _l_fi ' -\;.1";_}
Loalisps




4 Bu funksiva R=(-=«) da aniqlangan bolib, v.er da
flxy>0 bo'ladi. Demalk, berilgan funksiya quyidan
chegaralangan.

Ravshanki,

d-x"V20=lyxt 22y =

,
o<l
1+x 2

1+x 1 X’ 1 3

tnda, vx< R uchun
ﬂ”zl+x‘ BT I+E:‘E

bolishini topamiz. Demak, berilgan funksiya yugoridan ham
chegaralangan. &

X toplamda aniqlangan ikki s hamda p(x} funksiyalarni
qaraylik.

Agar vxe X da f{x)=g(x) bo'lsa, bu funksiyalar 1 to'plamida
Lir biriga teng funksiyalar deyiladi.

¥ to'plamda anigqlangan F(x)=f(x)+e(x) funksiva f{x) va
p(x) funksiyalarning yigindisidan iborat. Tkki funksiya ayirmasi,
ko'paytmasi va nisbati ham shunga o'xshash ta'riflanadi.

4%, Juft va toq funksiyalar. Agar wex uchun —xex bolsa X
lo'plam O nuqtaga nisbatan simmetrik to'plam deyiladi.

© nugtaga nisbatan simmetrik bollgan x to'plamda y= 7(x)
funksiva aniqlangan bo'lsin, Agar vre ¥ uchun

J{=xy= J{x)
bollsa, f(x} juft funksiya deb ataladi. Agar vxe ¥ uchun
Fl-xy=~7{x)

bo'llsa, flx) toq funksiya deb ataladi. Masalan,
¥ =cos x, ¥ = |x|
funkstyalar uchun
o0s{ —x) = c0s X,|- & = [x]
bo’lgani sababli ular juft funksiyalardir.
Ushbu
y=sinx,y=x°
funksiya uchun
sin{ ~x) = —sin x,(-x)° = -x*
beo'lgani sababli ular toq funksiyalardir.

Shuni ta'kidlash lozimki, funksiyva har deim juft yoki toq
funksiya bo'lavermaydi. Bunday funksiyalarga .
fix)=x* - x,¢{x)=sinx—cosx lar misal bo’ la o}ach Bu funksiyalar juft
ham emas, tog ham emas.
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_ Juft funksivaning grafigi ordinata o'qiga nisbatan simmetrik
joylashgandir. Hagiqatan, bunday funksiyalar uchun (x /(x))
nuqta funksiya grafigida yotgan bo'lsa, (-x/{x) nugta ham shu

grafikda joylashgan bo'ladi (14 - chizmaj.

Y

’ i i
r."l_ [ l

f i

! |

i !

L | ]

X 5] X X
14 — chizma

Tog funksiyaning grafigi koordinata boshiga nisbatan
simmetrik joylashadi. Haqigatdan, bu funksiya grafigida (x f(xp
nuqta bilan birga har doim (-x.-/(x)) nuqta yotadi.

5¢. Davriy funksiyalar. Aytaylik, s(x) funksiya
to'plamda berilgan va 7<& bolib, 720 bo'lsin.

2—tarif. Agar

YaohR

1) vxex da r-Tex,
2) flx+T)= f(x) (3.1)
bollsa, f(x) davriy funisiya, T somi esa funksiyaning davri
deyiladi. :
Agar j(x) davity funksiya bo'lib, uning davii 7 ga (=0
. teng bolsa, 47 (k=11#243.) KkoTinishdagi soniar ham shu
funksiyaning davri boladi. s(x) funksivaning musbat davrlari
to'plamini A/ deb belgiaylik. Agar
¥, =inf A
ham f(x) funksiyaning davri, ya'ni 7,0 bo'lsa, u eng kichik
musbat davr (asosiy davr) deviladi. Eng kichik musbat davr
mavjud bolishi ham mumkin, mavjud bolmasligi ham mumkin.
Misollar qaraylik. lj. fix)=sinx funksiva davriv funksiva.
Uning davrlari to'plami {2m:k=#132..} bo'lib, eng kichik musbat -
davri 7, =2z bo'ladi.
YL 2 flxy={x funksiyani qaraylik, bunda {x} - qaralayotgan x

x+TeX

52



ning kasr gismii {r}=x-|x] bu davriy Hnksiyadir. Uning
davrlari toplami {m:.m =1%2..} bolib, eng kichik musbat
davri 7, =1 bo’ladi. '
3). rixy=C bolsin, bunda ' =c¢onst. Bu holda eng kichik
inusbat davr mavjud emas. : :
4j. Dirixle funksiyasi
1, agar x ratsional son bolsa,
{1(x) =
0, agar x irratsional son bo'lsa
ni qaraylik. Aytaylik, 7 —biror ratsional son (T #0) bollsin,
U holda
ratsional son, agar X raisional son bo'lsa
x+T=
irratsional son, agar x irratsional son bo'lsa

bo'ladi. Pemak,
1, agar X ratsional son bc'lsa,
D(X+T)::
0, agar » irratsional son bo'lsa

Shunday qilib, ¥v» uchun 7' ratsional son bo'lganda
D(x+T)=D(x) (*)

bo'ladi. Demak, Dirixle funksiyasi davriy funksiya, ixtiyoriy 7 =0

ratsional son bu funksivaning davri.

Endi biror r irratsional sonni olaylik. Unda vx uchun (3.1}
munocsabat orinli bolmaydi, chunki x ratsional son bolganda
x+7 irratsional son bo'lib, o@x)=1, D{x+Ty=0. Demak
irratsional sonlar Dirixle funksiyasi uchun davr emas. Binobarin,
Dirixle funksivasining davrlari to'plami 0{0} dan iborat. Eng
kichik musbat davr esa mavjud emas—barcha musbat ratsional
sonlar to'plamining infimumi nol bo'lib, u Q{03 ga teqgishli emas.

$°. Monoton funksiya. Teskari funksiva. Murakkab
funksiya. Faraz qilaylik, six) funksiya ¥ cr to'plamda berilgan
ho'lsin.

3~ta'rif. Agar vx, e X, ¥x,e X uchun

X <X ﬁf(xl}éf(x?)
bo'lsa, j(x) funksiyva ¥ to'plamda o'suvchi,

X, <X = f{x) < fx;)
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bo]sa Fxy funksiya & to'plamda gat'iy o quvchr deyﬂadl
4—ta'rif. Agar vx e, ¥y, eX uchun
: x, <x, = fix)e f(x)
bolsa sty funksiva A to'plamda kamayuvehi, -
X <Xy = f(x5)> flx,) '
bo'lsa, f(x) funksiya ¥ to'plamda gat'iy kamayuvchi deylladl
- O'suvchi hamda  kamayuvchi funksivalar monoton
funksiyalar deb ataladi.
3.2-misol. /fixy=x' funksiya ¥ =# da qatliy o'suvchi bo'lishi
ko'rsatilsin.
4 Darhagigat, ¥y, eR, vx cR nhuqtalar olib, » <x, bolsin
deb qaraylik.
‘ U holda
Sl @) =a] = x =, —x ) x5 = (% -x»[(xz +%x1)*+§xf}>n
bo'lib,
S(x)> fix)
bo'ladi. Demak,
X, <Xy = flx )< fx;)
bo'lishi topildi.»
‘ X cr to'plamda y=/(x) funksiya aniglangan bollib, ¥, esa
funksiya giymatlaridan iborat to'plam bolsin: ¥, = {f{x):xeX}.
. Endi Y, toplamdan olingan har bir y ga X toplamdan fagat
s bitta {f(x)=y bolgan) x ni mos go'shish mumkin bolsin. Bu
+ holda ¥, to'plamdan olingan har bir y ga ¥ toplamda bitta x
v mos gqo'yilishini ifodalaydigan funksiyaga Kelamiz. Odatda, bu
; funksiva y = f(x} ga nisbatan teskari funksiyva deyiladi va u
x= 7y} kabi belgilanadi. Demak, »=;77"() shunday funksiyaki,
L PO =)= bolladi,
i Agar x=s7(y) funksiva v=f{(x) ga nisbatan teskari funksiva
bo'lsa, y=f(x) funksiva x=7"'{y) ga nisbatan teskari bo'ladi.
Shuning uchun ham v=f(x), x=7"'(») funksiyalar o'zaro teskari
funksiyalar deyiladi.
Ravshanki, quyidagi
SN =y, SISy =x

xossalar oTinli. :
Masalan,  f(x)=2x+1 funksivaning {0,1} oraligdagi

wa




givmatlari {1,3] oraligni tashkil etadi va [1,3] oraligda
aniglangan x=j"’(v):-¥2_1 funksiya berilgan v=2x~1 funksivaga

nisbatan teskari funksiva bo’ladi.
Endi murakkab funksiya tushunchasi bllan tanishamiz.

y=/{x) funksiva v schada aniglangan bolib, ¥, esa
funksiya giymatlaridan iborat to'plam bo'lsin: ¥, ={/{x):xe.X}.
Songra Y, to'plamda o'z navbatida biror z=@() funksiya

berilgan bo'lsin. Natijada ) to’plamdan olingan har bir x ga ¥,
to'plamdan bitta »/:x—) son va ¥, to'plamdan olingan bunday
v songa bitta z{p: ¥ -z} son nios go'yiladi:
x—{ syt sy

Demak, ¥ to'plamdan olingan har bir x ga bitta z son mos
go'yiladi.
: Odatda, bunday holda f va ¢ funksiyalaming murakkab
funksiyasi berilgan deyiladi va u z = @{f(x)) kabi belgilanadi.

Masalan, z=+x+1 funksiyani qaraylik. Bu funksiya z=4fy,
y=x+1 funksivalar yordamida hosil bolgan. y=x+1 funksiva
R =(-w0+0) da aniqlangan bo'lib, z=y funksiya esa y>0 ya'ni

x+120 da mavjud boladi. Demak, z=+vx +} murakkab funksiya
ushbu X ={x:xe R, x=-1} to'plamda aniqlangan.

2—4§. Elementar funksiyalar

Ma'lumki, o'rta maktab matematika kursida elementar
funksiyalar va ulaming ba'zi bir xossalari o'rganiladi.

Funksiya —matematik analizda o'rganiladigan asosiy obyekt
bo'lgani uchun biz ushbu paragrafda elementar funksiyalarga
toxtalamiz.

Elementar funksiyalar sinfi asosan erkli o'zgaruvchi x
(xeRy hamda o'zgarmas sonlar ustida go'shish, ayirish,
ko'paytirish, bo'lish, darajaga ko'tarish hamda logarifmlash
amallarini bajarish natijasida hosil boladi. Bu hosil bo'lgan
ifodalarming mavjudligi 2-bobda qarab o'tilgan . haqgiqiy
sonlarning yig'indisi, ayirmasi, ko'paytmasi, nisbati, shuningdek,
haqigiy sonning haqigiy darajasi, hagigiy son logarifmining
mavjudligidan kelib chigadi.
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1%, Butun va kasr ratsional funksivalar. Ushbu

-

. v=ax"+ax” . ra, x+a,

ko'rinishdagi funksiya (bunda re¥ va g,.4y,....q,,.4, —0'zgarmas '
sonlar] butun ratsional funksiya deb ataladi. Butun ratsional
funksiva ko'pxad deb ham vuritiladi. Butun ratsional funksiyaf
R=(-w+) da aniglangan. Xususan, y=ex+# chizigli funkstya
va v=oax'+bv+c  kvadrat uchhadlar butun ratsional
funksivalardir. Ma'lumki, chiziqli funksivaning grafigi tekislikda
to'g'ri chizigni, kvadrat uchhadning graligi esa parabolani
tfodalaydi. Kvadrat uchhad grafigining holati @  koeffitsient
hamda diskrminant d=b"-4ac ning ishoralariga bog'lig bo'tadi.
15— chizma parabolaning tekislikda turlicha joylanish holatlari
ko'rsatilgan. .

) __ N |
?% 8 4 X - Anf
4<J o \ 48
: ! N #sf I Ay
#t T ‘ g<ff {;‘l \j// £
7 L .
? [ 655 4 X
i =4 i . : ﬂc‘ﬁ

i 7
15— chizma.

- Ikki butun ratsional funksiyaning nisbatidan tuzilgan

oapxt a x4+ +a, x+a,
re= Box™ b x4+ b, x4+ b,
funksiya kasr ratsional funksiya deb ataladi. Kasr ratsional
funksiyva
x=R\{x xeRbyx” +bx"™" 4 _+b_x+h, =0}
to'plamda, ya'ni maxrajni nolga aylantiruvchi nugtalardan farqh
bollgan barcha hadqiqiy sonlardan iborat to plamda aniqlangan.

t ax+d . ,
Xususan, y=- va y=--— lar kasr ratsional funksiyalar
X £, )

x4+
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P

bholadi. G _
Ma'lumki, y:l funksiva grafigi teng yonl giperboladan
X N .
iberat (17 —chizma). C A
. ot
it

|

.

0i X

17 — chizma,
2%, Darajali funksiya. Ushbu
y = x.{d

korinisndey fuaksiya derajall idatsiya Jeh atelzdi, bunda -
ixtiyorly o'zgarmas hagigiy son. Darajali funksiyaning aniglanish
sohasi # ga bogliq. # butun son bolganda ratsional funksiyaga
ega bo'lamiz.

Agar # ratsional, masalan u= ‘>0 bolsa, = juft bolganda

L .

x* = x* funksiyaimng aniglanish schast & =[+x}, tog bolganda
esa funksiyaning aniqlanish sohasi R=(-eot®) oraliqdan iborat
bo'ladi. #  irratsional bolganda x>0 deb olinadi. Darajali
funksivaning grafigi #>90 bo’lganda har doim tekislikning (0.0)
hamda (1,1) nugtalaridan o'tadi (18 — chizma). _

S,



\ o4 !:2
y?* iﬁ 1 vt
U B '
: O<a<tl . a>1
|
0 1T X
1
0 X
18 — ¢hizma. 19 —chizma.

Darajali funksiyva »=x“ ushbu (0,») oraligda g>0
bo'lganda o'suvchi, # <0 bo'lganda esa kamayuvchi bo'ladi.

3% Ko'rsatkichli funksiya. Ushbu

y=a

ko'rinishdag: funksiye koTsatkichli funksiva deb ataladi. bunda
a»0 va az!. KoTrsatquchli funksivaning aniglanisn sohasi K
to'plamdan iborat bolib, funksiva givmatlarli esa har doim
musbat boladi. Bu funksiyaning grafigi ©r o'gidan yugorida
joylashgan va doim tekislikning (0,1) nuqtasidan o'tadi. (19--
chizma)

49 Logarifmik funksiya. Ushbu

y=log,x

ko'rinishdagi funksiva logarifmik funksiya deb ataladi, bunda
2>8 va a»1. Logarifmik funksiys 7=@Q+9 intervalda anialengan.
Bu funksiyaning grafigi OF o'gini ong icmonida joylashgan va
deoim teldsiikning (1,0) nugtasidan o'tadi {20 — chizmaj. .




CIT0 1

20 - chizma. 21 —chizma.
59 Trigonometrik funksiyalar. OF tekislikda, markazi

koordinatalar boshida, radiust 1 ga teng bolgan £y’ =1

- aylanani olaylik. {21 —chizma). Bu aylapaning <(10) nugtasidan

unga CF urinma o'tkazamiz. Keordinata boshidan chiggan va
¢t oqg bilan « burchak tashkil etgan ¢/ nur aylanani A
nugtada, P urinmani 8 nugtada kesadt, Bu 4 wva &
nugtalaming koordinatalari mos ravishda (¢, ¥, ). (1, y,) bolsim,
Ravshanki, 4 va B nugtalarning ormni x burchakka boglig.
Demak, har bir xe R son uchun ¢ o'q bilan x burchak tashkil
etadigan ¢/ nur o'tkazilsa, bu nurning aylana va urimmalari bilan
kesishgan nuqtalrining koordinatalari ¢y, ), lar X ga bogliq.
Har bir » ga shu koordinatalarini mos qo'vaylik.

fx - 1,
@wix =V,
x>y,

Odatda, @¢:x— ¥, ga sinx,f x—t ga cvosxdx—y, ga gx
funksiya deb ataladi:
y, =smx, ¥, =Igx, [=COSX .
Bunda j, =smx, {=cosx funksiyalar » da aniglangan 2z davili
funksiyalar bo'lib, ular uchun ¥xe R da
~igsinxsl,  ~lgcosxs1
tengsizliklar o'rinli bo'iadi.

1

¥, = fgx funksiva X=R\i.\-:xeR,xz(lkﬂ)i—;i,k:(l,’_rl,.‘}



to'plamda aniglangan.’

) ---j:!x TN g

e E T [§= 7y

SRR

22— chizma.
cigx ,sec x, 008 ecx  funksiyalar sinx.cos x va rgx funksivalar orgali
guyidagicha aniglangan:
vigx = — sECr= —-L , CDEecy = —l—-
tgx cos X $in x
Ushbu sinx,cos ¥, 7gx va etgx funksiyalarning grafiklari 22—
chizmalarda tasvirlangan.
6". Giperbolik funksiyalar. Ushbu y=¢" ko'rsatkichli
funksiya yordamida tuzlgan quyidagi
ex__e--x PR
2 ' 2 e’ +e ' et -e "
funksiyalar giperbolik {mos ravishda giperbolik sinus, giperbolik
kosinus, giperbolik tangens, giperbolik kotangens) funksiyalar
deb ataladi va ular shx  chx thy cthx  kabi belgilanadi:

1 I

e’ —e”F e’ + e’

il

x -x x ¥ x -X x -1
e’ —¢ e +e e —¢ g te
chx = thys ———  cthe =<
el e e’ —¢

shx =

shx ,chx thx  funksivalar & da, ofhx funksiva esa X =R1{0}

to'plamda aniqlangan.
Giperbolik  funksiyalar orasida ham trigonometrik

[




hmksi}ralar. orasidagi boglanishga oxshash munosabatiar
inavjud, Masalan,

L}
chx 5

7%, Teskari trigonometrik funksiyalar. ‘Na'lumki, y=sinx
tunksiva # da aniglangan bo’lib, uning giymatlar {ye R:~1<y<l}

dx = P e = i{g— sh2xy = 2shxchx

teptamni tashkil etadi. Agar biz argument x ning xeA’=[~§-,¥g—|
weginentdagt  gitymatlarini | garasak, py=sinx  funksiyaning
yiymatlari ham ¥ =[-11] segmentda o'zgarib, bunda ,&'={—-§,§]

lo'plamning elementlari ¥ ={-11] to'plamning elementlari bilan
«'varo bir giymatli moslikda bo'ladi. Bu hol y=sinx funksiyaga
nisbatan teskari funksiyani garash imkonini beradi. y=smx
lunksiyaga teskari funksiya y=arcsinx kabl belgilanadi. Demak,
~v=aresinx funksiyva & ={-11] to'plamda aniglanagn bolib,
o’ zgarish sohasi v = "'§=§'I to'plamni tashkil etadi.

Xnddi shunga o'xshash, y=cosx y=tgx y=clgx funksiyalarga
nisbatan teskari bollgan funksiyalar ham teskari trigonometrik
tunksiyatar deyilib, ular maos ravishda
W= ATeCod XY = arofgy Yy = arecigy kabi belgilanadi,

y=arceosx  funksiva X =[-11] da aniglangan beolib, uning
givmatlart Y ={0,z] to'plamdan iborat. v=arclgy y=arccg
funksiyalar ®* da aniglangan. Bu funksiyalarning o'zgarish

sohalari mos ravishda (L 2 .2) va (0,7) to'plamlardan iborat.

23~ chmmalarda teskari trigonometrik funksivalarning
grafiklari tasvirlangan.

f ; d f; i _ [
; | } P ; /
VARV E ;
! “,‘ . i 1 , ' b
-‘.é:r, #x1 F N TR L ™o
2 ‘ H ! . .
: o b i i
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d).
23 — chizma.

Endi funksiya tushunchasiga doir ba'zi misolamni
keltitamaz. : :
3.3—misol. Ushbn

. Sy =T - x

funksiyaning aniglanish sohasi topilsin.

<4Ravshanki, ¥xeR uchun
[x}<x

bo’ladi. Demak Jlx)-x ifoda mamoga ega bo'lishi uchun
2 : [x}=x vami x=%k (ke Z)
bo'lishi kerak. Berilgan funksiyaning amqlamsh sohast X=2
boladi.»
3.4—misol. Ushbu

Fx=xe
X

funksiyaning (0.+wc) oraligdagi qiymatlari orasida eng kichigi
topilsin.
4 Berilgan Iunksiya uchun

f(r}*r+‘l ) (2D t2x _x-D° L, fd)=2

X X x




bo'lib  ¥re 04wy da f()22 boladi, Demak, /r(xy=x+ -
X

funksivaning (0.+0 ) dagi eng kichik qiymau 2 ga teng. »
3.5— misol. Ushbu
Froy=log (x++/x® +1) {a>0.a=])
funksivaning toq funksiyva ekanini ko'rsatilsin.
«4 Bu funksiya R = (-« .+x} da aniqglangan. Beriigan
funksivaning -x nuqtadagi giymatini topamiz:

Flexy=log,(~x+ 5" +1)=log, ——rm =

s-log, (x+Vx +hH=-f(x)

Demak, fix) tog funksiva. »
> 3.6-misol. Ushbu

J{x1=asin(bx + ¢}, a,5.¢ ~ o'zgarmas sonlar (5«0)

funksivaning davri topilsin.
4 Davriy funksiva ta'rifidan ifodalanib,
asm b(x+ 71+ )= asm hx +¢)

deymiz. Unda

2 sin ézz-cos( bx + ¢+ %) =0

bo'lib,
sip — =0
2
bo'ladi. Keyingl tenglikdan topamiz:
T bk
'_g_ =k va'ni 7 = T ko= 21,2
Topilgan 7 ning giymatlari orasida eng kichik musbati
T ix
"
bo'ladi. »
3.7-misol. Agar
. ]
S =-
- x

bo'lsa, [/ /{x)) topilsin. :

<« Ravshanki, s funksiva .V =(-«Duw{l+c} to'plamda
aniqlangan. )

Murakkab funksiva tushunchasidan foydalanib topamiz’
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Fifny=

1= {(x} ) - ! x

I !
T- fE/00) L -

S =

Bu funksiya (-« 03w (0w (l,+x) to'plamda aniqglangan. »

3—4§. Natural argumentli funksiyalar
(Sonlar ketma—ketligi)

Faraz qilaylik, s(x) funksiya ¥ ={1,2,3, ,n..} to'plamda
aniglangan be'lsin. Bu holda funksiyaning argumenti natural son
bo'ladi. Shuning uchun funksivani natural argumentli funksiya
deyiladi va /(m kabi yoziladi.

Bu funksiyaning giymatlati

x, = f(n} (n=123,.)
dan tashkil topgan ushbu
X, Xy, Xy, X (3.2)

to'plam sonlar ketma—ketligli deyiladi, to'plamning elementlari

esa ketma — ketlikining hadlari deyiladi.
Odatda, (3.2) sonlar ketma —ketligi uning umumiy hadi

x, (» —hadi) orgali belgilanadi. Masalan,

I 1 1 I

x, = — =, -, -,
H 2°3 ]
x, =nb 2030 ont

X, =" g9, g e
X, = (=" =111, (-D",..,
x,=1:1.L1.. 1.
lar sonlar ketma — ketliklari bo'ladi.
Shuni ta'kidlash lozimki, x , sonlar ketma—ketlikning

(n =123, hadlari soni cheksiz bo’'lgan holda bu ketma-
ketlikning barcha hadlaridan tuzilgan to'plam cheksiz yoki
11

chekli to'plam bo'lishi mumkin. Masalan, 1,-]2—,3,._,, —... ketma—
L

ketlik hadlaridan tuzilgan {1}5‘;} to'plam cheksiz, 1, 1,1, —

1,... ketma—ketlikning hadlaridan tuzilgan {—1,1} to'plam esa




chekli to'plaindis.
Chegaralangantik, monotaonlik ta'niflar] - sonlar ketma -
ketligi B '
X Xa . Xy X
nchun quyidagicha ifedalanadi: i
5~ta'rif. Agax .
IM e R.Yne N x, =M
1engsizlik bajarilsa, {3.2} ketma — ketlik yugoridan
chegaralangan, .
dme R,vne N x zm
tengsizlik bajarilsa, (3.2) ketma—ketlik quyidan chegaralangan
deviladti.
6—ta'rif. Agar (3.2} ketma-—kellik ham qguyidan, ham
yugoridan chegaralanagn bo'lsa, u chegaralangan deyiladi.
3.8~misol. Ushbu
(-1"n+10

X, = —famm (n=123_.)
Wr® 4 :

ketma —ketlikning chegaralanaganhigi isbotlansin.

<+ Ravshanii,
l-Drn +10] < j(-1)"n|+10 = » +10,
Jnt+lsn
Unda
e !( 1)"::4 m[_ n+10 10
| Jut +1 [ n I3
ya'ni
“1lgx, €11 (ne N)
bo'ladi. »
F-ta'rif. Agar Yw € N uchun i
' X, <X,
tengsizlik bajarilsa, (3.2] ketma— ketlik o'suvehi,
x” < X o

tengsizlik bajarilsa, (3.2} ketma-- ketlik gat'iy o'suvchi deylladL
8—ta'rif. Agar Vo e N uchun .

xn = xn#‘.

tengsizlik bajarilsa, (3.2) ketma--ketlik kamayuvchi,




X > X

7 LR
tengsizlik bajarilsa, (3.2) ketma*kmhk qat'ly kamayuvchx {
deyiladi. kL
O'suvchi va kamayuvchi ketma—ketliklar umumiy nom §
bilan monoton ketma — ketliklar deyiladi- '
3.9—misol. Ushbu

ooy (=123
ta

ketma - ketlikning kamayuvehi ekani isbotlansin.
< Berilgan ketma —ketlikning

' ]
x,= (e )" xy m (e )
# n+1
hadlarini olib,
x!’]
xn+l

nisbatni garaymiz. Uni quyidagicha yozib olamiz:

1 2+ . .
X, _ (1+;) _ (n+1)° 2_ n {1 1 l' 7
X0 (I+~—l——»)”+2 n{+2) n+l nn+2) ) - n+l
n+l -

Bernulli tengsizligiga (ushbu (}+@)” 21+an (2 > ~1) tengsizlik
Bernulli tengsizligi deyiladi. (garalsin, [1], 2 —bob }) asosan

H+ 2
(1+.___HH__I J 21.+(r;+2)——-——--—-—1 =1+}-

_ nin + 2) r(n+ 2) n
~ bo'lishini hisobga olsak natijada ¥n € N uchun
x,
2+ =)y ———=1 ‘i >
AR )n+1 yam E, £ Faer
" be'lishini topamiz.m S e

Avytaylik, ikki
X, XX, Xap, X,

Yo ¥ Vo Vars Vauo,
ketma —ketliklar berilgan bo'lsin. Quyidagi .
Xyt VX, Ve, Xyt Ve X+ VoL
XL = M Xy = Vo Xy — Vo X0 = Voo,
X, oV Xy Vg, Xy Vasen X, V.., et



x, x., x,  x
: ] meren g PR, O, win=l2, )

y|~y.2 Y R

ketma —ketliklar mos ravishda x , va y , - ketma—ketliklarning -
yig'indisi, ayirmasi, ko'paytmasi va nisbatan deyiladi va ular .

x.-r + _V T xn - yn‘. xu N yn E] ." kabi belgﬂanadl
Masalan,
1 L . H - 1
¥, = - i 4 ST
P i H
ketma — ketliklar uchun
X 2 n-1 x, 1
kn+yn:]'$ ] yn‘_'_—l yn= T E (H#’])
no onr oy, -1
bo'ladi. -
. Mashglar.
3.10. Ushbu T y _
a) f(0 =l_gnc2 bilan @{x) = 21g|x|, _ N

e

b) fix)=Ilgx’ bilan @(x)=2lgx,
: g f{x)=arcsin x bilan gx)=accosvl-x* (0 £ x<1)
funk51yalar bir —biriga aynan tengmi? _ &
3.11. Agar y(x) funksiva (0.1) intervalda aniqlagan bo'lsa, '

£, fsin 0, £ o), f(M

funksiyalarning aniqglanish sohalari topilsin.

3.12, Agar . .
0. agar [ £1 ba'lsa 5t~ agar |5]< 2 bo'lsa
flx}= (x)= .
1, agar jxi>l be'lsa =L agar ]xl) 2 bio'lsa

bo'lsa, f(@(x)) topilsin. :

3.13. 0 nuqtaga nisbatan sirnmetrik bo'lgan X <R to’plamda
aniglangan har ganday funksiya juft va toq funksiyalar yig'indisi
ko'rinishida ifodalanishi isbotlansin.

3.14. Agar y=/(x) juft funksiva, x = @{f)esa tog funksiya
bo'lsa, u holda y = f({)) ning toq funksiya bo'lishi isbotlansin.

3.15. Ikki toq funksiya ko'paytmasining juft funksiya
bo'lishi isbotlansin.

3.16. Agar f(» va g(x) funksiyalar X <R to'plamda o'suvchi
bo'lib, " =censr bo'lsa, u holda
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a] fio+C o'suvchi funksiya, _
h) Cf¢x), ¢ >0 o'suvchi, <0 da kamayuvchi,
g) f{x1+ g(x)o'suvchi funksiya

bo'lishi isbotlansin.

3.1%. Ushbu |
%, = (1 + <y (7 =1.2,3..)
ketma —ketlikning of;uvchi beo'lishi isbotlansin.
3.18. Ushbu
x, =+ 'Ty' (n=123,)

) ¥
ketma —ketlikning yuqoridan chegaralanganligi isbotlansin.
3.19. Ushbu _
x,=%n o (n=12.3,4.0)
ketma — ketlik uchun

_ .
l<a/n < (+ :
n<ths =)

tengsizlikning bajarilishi isbotlansin. _

3.20. Tomonlari a4 wva b bo'lgan (@>0b>0 to'g'ri
to'rtburchak shaklidagi tunuka plastinkaning uchlaridan tomoni
* ga teng kvadratlar kesib

. 24 — chizma
' So'ng chizmada ko'rsatilgan punktir chiziglar bo'ylab bukib
idish hosil gilingan. Ravshanki, bu idishning hajmi x ga bog’lig
be'ladi. Shu bog'lanishni ifedalovchi funksiyani topilsin.
3.21, Ushbu f{x)=x(x+1)Xx+2Xx+3) funksiyaning eng
. kichik giymati topilsin.




IV BOB
Funksiya limiti

Funksiya limiti (limitga o'tish amali) matematik analizning
dastlabki muhim tushunchalaridan. Ayni paytda u keyinroq
kiritiladigan asosiy tushunchalar uchun zamin bo'lib hizmat
giladi.

Funksiya limiti nazariyasini dastlab sodda hol—sonlar
ketma —ketligi {natural argumentli funksiya) uchun o’rganamiz.

1~§. Sonlar ketma—ketligi limiti

10, Sontar ketma-Kketligi limiti ta'rifi. Biror
X, XL Xy, Xy X, {(4.1)

-ketma —Kketlik hamda biror o e R son berilgan bo'lsin.

1—ta'rif. Agar Y& > 0 olinganida ham natural son », &N
mavijud bo'lsaki, »>», tengsizlikni ganocatlantiruvchi barcha
natural sonlar uchun
. -al<z 4.2}
tengsizlik bajarilsa, « son x, ketma—ketlikning Iimiti deb
ataladi.

Limit uchun

hm x, =a, yoki lim x, =@, yoki row daz —»a

belgllashlardan fo‘ydalamladl
Bu ta'rifni quyidagicha ifodalash mumkm

Ve»0 3n, =n,(e)e N,Va>n,:lx, ~al<e.

Ma'lumki, jx, - e|< # tengsizlik a-¢<x, <a+e tengsizlik —
larga ekvivalentdir. :

Odatda, (a~¢,a+¢) interval, va'ni

U (y={x:xeRa-s<x<a+e¢}
to'plam o nuqtaning atrofi (£ —atrofi} deyiladi. _

Keltirilgan ta'rifdan (4.1} ketma—kethk hadlari uchun {4.2)
tengsizlikning bajarilishi shu hadlarning ¢ nugtaning € —atroft
U, (a) to'plamga tegishliligi kelib chigadi.

Demak, (4.1) ketma—ketlik limitini quyidagicha ham

X

&9




ta'riflash mumkin. _ .
2—ta'rif. Agar « nugtaning  ixtivonty 7. (a)atrofi

olinganida ham X, ketma—ketlikning biror hadidan keyingi

barcha hadlari shu atrofga tegishli bo'lsa, ¢ son X, ketma—

ketlikning limiti deb ataladi.
Shum ta'kidlash lezimki, ketma—ketlik limiti ta' rlfidag1 g
ixtiyoriy musbat son bo'lib, natural son n, esa shu £ ga va

" qaralayotgan ketma— ketlikka bog'liq ravishda topiladi.

1 11 1
4.1-misol. x, = —'1.—.—... —.. ketma—ketlikning limiti 0
" 2°37 " &
ga teng bo'lishini ko'rsating. -
« Ixfiyorly -musbat £ sonni olaylik. Shu £ ga ko'ra

1
n, =1 —|+1 ni topamiz. U holda barcha # > », sanlar uchun
& @

1 1 1

_0|=""‘<~—'—=—“’ < £ T P
noon, .[1]4"1
5

.1
munosabat o'rinli. Demak, ta'rifga ko'ra m 5= O.»

1

4.2—misol. Ushbu x, ={-1":-1L1L-1..,(-1)",. . ketina—
ketlikning limiti mavjud emasligini ko'rsating.
4 YaeR sonni olaylik. Agar «=1 bo'lib, uning (lez.1+¢)

. atroft (0 <¢£ <1) olinsa, ketma —ketlikning biror hadidan boshlab
keyingi barcha hadlari shu atrofi tegishli bo'lmaydi

{-1¢ (1+5,1+2)). Binobarin, a=1 ketma—ketlikning limiti emas.

. Xuddi shunday vaziyat Ya<R uchun yuz beradi.

"

natijada #>n, lar uchun

Demak, beriigan ketma —ketlik limitga ega emas. »
4.3—misel. Ushbu 0,3: 0,33 0,333:.., 0.33..3, ... keitma-—

“ketlikning limiti l— ga teng bo'lishini ko'rsating.

4 ¥Yeg>0 son olib, |0,33_.,3—;—l ni garaymiz. Ravshanki,

1 33,3 1 9% .9-10" -
033.3-== ——= 210 = ! , |0.33..3 =
3 1000 3 310" 3107 3

Endi £>0 ga ko'ra shunday #, € N son topish kerakki,

1 . e -
T < tengsizlik orinli bo'lsin.

o]




Keyingi tengsizlik #>-lg(32) bo'lganda o'rinli bo'lishi
ravshan. Demak, biz «, sifatida [~ lg(3¢)] sonui olishimiz etarli.
Bu esa gqaralayotgan ketma—Xketlik limitining % ga teng
bo'lishini ko'rsatadi. »
29, Cheksiz kichik miqdoriar.
3-tarif. Agar X, ketma-ketlikning limiti nolga teng
bo'isa, X, o'zgaruvchi cheksiz kichik miqdor deb ataladi,

tegishli x, esa cheksiz kichik ketma—ketlik deyiladi.

Ketma—ketlik limiti ta'rifida #=0 deb olinadigan bo'lsa,
unda barcha natural »3>n, sonlar uchun (4.2) tengsizlik
Ix, ~a|=|x,]<s tengsizlikka keladi. Demak, cheksiz kichik
migqdor o'zgaruvchi migdor bo'lib, u o'zgarish jarayonida
absolut giymatli bo'yicha avvaldan berilgan har ganday kichik
mushat ¢ sondan kichik bo'ladi.

Masalan, «x, =; ketma —keilik cheksiz kichik migdor

holadi.
4.4—misol. Ushhu

X =-l-;; (ae R, |a|>1)
o

ketma —ketlik cheksiz kichik miqdor ekanligi isbotlansin.
4 la|=t+5 deylik. Unda dJ=l¢|-1>0 bo'ladi Bernulli
tengsizligiga ko'ra
(+a) 21+ nd »>no
bo'lib, ¥ie Nuchun

bo’ladi. Demak,

tengsizlik, barcha

bo'lganda o'rinli. Agar

1)



" deyilsa, ¥r>nuchun

— |«
a L]
bo'ladi. Demak,
| lm — =0,
LI -4 a
|
¥, = —— ketma— ketlik cheksiz kichik migdor. »
o .
4.5—misol. Ushbu
x,=a” (ae R.aj< 1)

~ ketma — ketlik cheksiz kichik migdor ekani isbotlansin.

4 Agar a# 0 bo'lganda LR deyilsa, u helda [p|>1 va
a
. an = _1_ b 3 H .
57 Do lib,
lim a” = lim —— =0
. e L
bo'ladi. »
Aytavlik, x :
XXy Xy X, N
ketma —ketlik va « son (aeR) berilgan bo'lsin. -
1-teorema. a son x, ketma—ketlikning limiti bo'lishi uchun
X, =x, -a (n=1,2,3,.)

ketma—ketlikning cheksiz kichik migdor bo'lishi zarur va yetarll.,
« Zaruxligi. Faraz qilaylik,

lm x, = a
H—» @

bo'lsin. Limit ta'rifiga binoan
Ye>0,3n,e N.Vr>n, |x, —a|<s

Agar x,~a =a, deyilsa, unda |o ,|< ¢ bo'lib,

lim e, =0
bo'ladi.
Yetarliligi. Avtaylik, «, = x, - a bo'lib,
fim ¢, =20

bo'lsin. Yana limit ta'rifiga ko'ra

”
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Ye>0,3n, e N, ¥n>n, ja,lee

bo'ladi. Unda |x, ~ al< ¢ bo'lib,

im x, =« ; e
bo'ladi. »
Masalan,
wo= L (o =1.2.3.)
n
ketma —ketlik uchun
v =14 im =0
" e omon
ho'tganligi sababli
+
) n o+l o
Ho=om #H

bo'ladi. .
" Endi cheksiz kichik migdorlar hagida ba'zi tasdiglarni
keltiramiz.

1-lemma. Chekli sondagi cheksiz kichik migdorlar yvig'indisi
cheksiz kichik miqgdor bo'ladi.

« Aytaviik, «, va 5, :

(>SN S S - S

I "8 i> ﬁ R ﬁ 3 e ig n -
cheksiz kichik migdorlar bo'lsin:
lm ¢, =0, lim f#, 6 =

r

Unda
B . £ . . &
Y e > O,E—,E!n,,e- N.,¥n>n, o, < 5
£
Va)O%—Hn;'eN Yau>n: !;5 _:E_

bo ladi. Agar n, = mex{ ng,nJ} deyilsa, Vn>n0 uchun

&
]a"|<_2_a ?: .

bollibl

=g

& &
R N R A

tengs1zhk bajariladi. Bundan
lm (¢ , + f,)=0

7o
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lim (@, + f,)=0

bo'lishi kelib chigadi. Agar ¥, ham cheksiz kichik migdée
bo'lsa, "

o, + B, +ry,={a,+8,)+7,
ning cheksiz kichik migdor bo'lishi yuqoridagidek ko'rsatiladi,
>

2-lemma. Chegaralangan ketma-—ketlik bilan cheksiz

kichik miqdor ko'paytmasi cheksiz kichik migdor bo'ladi.
« Aytaylik, x, chegaralangan ketma—ketlik, «, esa cheksiz ]
kichik migdor bo'lsin: '
AM e R M >0,Vne N,ox,js M,
Ve o> O,L,E!n“ e N .¥no>an,ila,l< £

M M
Bu muncsabatlardan

jr e l=Ix 1o .|« M .

[
bo'lishi kelib chigadi. Demak,
im G, )= 0 .
3% Cheksiz katta migdorlar. Biror

X, 0 X0 X 00 Xy e X e
ketma —ketlik berilgan bo'lsin.
4—ta'rif. Agar har qganday musbat ¥ son berilganda ham

shunday »,e N son topiisaki, barcha »>», lar uchun
|x,|> ™

tengsizlik o'rinli bo'lsa, x, o'zgaruvchi cheksiz katta migddr
deb ataladi, tegishli x, ketma--ketlik cheksiz katta ketma—
ketlik deyiladi.

Demak, cheksiz kaftta migdor o'zgaruvchi migdor bo'lib, u
o'zgarish jarayonida absolut giymati bo'yicha avvaldan berilgan
har ganday musbat sondan katta bo'ladi.

Ravshanki, cheksiz katta migdorlar chekli limitga ega emas. l
Qulaylik nuqtai nazaridan cheksiz katta miqdotlarning limiti |
cheksiz yoki cheksiz katta migdorlar cheksizga intiladi deb l
olinadi va

n

lim X, = 0 VOkl X, & ®

kabi yoziladi. d
Agar
VM >0,3In,e N.VYn>n,:x, >M

I

4



bnox, = oo kab}yozzlam
Agar : _ \
YM >0 3n, e N, vuno>ng x, <M

’

ho'lsa, », ketma —ketlikning limiti -« deb olinadi va
i x, = —eo Kkabi yoziladi.

hasalan, X, ={-N'ny, =-nz,=n ketma — ketliklarning
lirmiti mos ravishda «; -w; +« bo'ladi
5~ta'vif. Chekli limitga ega bo'lgan ketma-Kketlik
yuginfashuveli ketma—kellik deyiladi.
6—tarif. Agar ketma—ketlikning limiti cheksiz yoki hmiti
mavjud bo'lmasa, u uzoglashavchi ketma—ketiik deyiladi.
B+l

MMasalan, X, = - ketma—ketlik  vaginlashuvchy,
#

w1 ) Co e
Y, =(-D"+ oz, = ketma — ketliklar esa uzoglashuvchi bo'ladi.

2—-§. Yaginlashuvchi ketma—ketliklarning xessalari

Yagintashuvchi ketma - ketliklar qater xossalarga ega.
1-xossa. Agar «, Kketma-—ketlik vaginlashuvchi va

im x, = a bo'lib, a>p (u<q) bo'lsa, u holda ketma —ketlikning

H o

biror hadidan keyingi barcha hadiari ham , sondan katta { q
sondan kichik} bo'ladi. '

4 x, -z bolib, a>p bo'lsin, £>0 sonni uning ixtiyoriyligidan
foydalanib, s<a-p tengsizlikni ganocatlantiradigan gilib olaylik.

Ketma —ketlikning chekli « limitga ega ekanligidan ve>0
son uchun, jumladan t<s<e-p vuchun, shunday s, €V son topish
mumkinki, #>n, = |x, —dl<e¢r —s<x, -a<e bo'ladi. Natijada
n=n, tengsizlikni ganoatlantiravechi barcha natural sonlar uchun
-g<x,~a va s<a-p tengsizliklar o'rini bo'lib, undan x >p
bo'lishi  kelib  chigadi. (s<q hol wuchun =xossa xuddi
yuqoridagidek isbot etiladij »

Bu xossadan quyidagi natija kelib chigadi.

I—-natija. Agar »  ketma—ketlik vyaginlashuvchi va
bm x, = a bo'lib, a>0 (a<0) bo'lsa, u holda ketna —~ketlikning -

"
A

biror hadidan keyingi barcha hadlari musbat (manfiy} bo'ladi.




2-xossa. Agar r, ketma—ketlik yaqinlashuvchi bo'isa,
chegaralangan bo'ladi.

- Jljil_fl_l x, = a bo'lsin. Ta'rifga ko'ra v =0 beriiganda ham
shunday n,eN son topiladiki, i, tengsizlikni
qanoatlantiruvchi barcha patural sonlar uchun lv, - «|< »
bo'ladi, va'ni x, ketma-—ketlikning (», + 1) —hadidan boshiab

 keyingi barcha hadlari uchun «¢-s<x,<a+g tengsizliklar
_ bajariladi. Demak, x ketma — ketlik oshib borsa,

X-¥y,.... %, hadlari a-£<x, <a+¢ tengsizliklamni ganoatlantirmasligi
mumkin. Agar
P N N P N P T P
_ sonlarning eng kattasini &/ deb olsak, u holda berilgan ketma--
ketlikning barcha hadlari
' lx,|< M (n =1.2,3_)
tengsizlikni qancatiantiradi. Bu esa =,  ketma - ketlikning
chegaralanganligini bildiradi. »
1—eslatma. Sonlar ketma—Kketiikning chegaralanganligidan
uning yaqginlashuvchi bo'lishi har doim kelib chigavermaydi.
Masalan, X, =(=1y =11 -1, (-1)" .. ketma — ketlik
chegaralangan. Ayni vaqgtda uning limiti mavjud emasligi
yuqorida ko'rsatilgan edi.
3-xossa. Agar x, ketma—ketlik yaqinlashuvchi bo'lsa, uning
limiti yagonadir. '
4 Teskarisini faraz qilaylik. », ketma--ketlik ikkita » va »
(a = b) limitlarga ega bo'lsin:
lim x, =4 lim x, =25 (a=b)
Limit ta'rifiga ko'ra
Ve >0,3n,e N, ¥n>n :!xn - a,-c g,
Ve »0,9n,e N .Van>n, |x,-Fb|<e,
bo'ladi. Agar », va », natural sonlarning Kattasini n, desak,
¥a=n, da

|x, —al<e, |x,-bi<e

bo'hb,

Ix —a|+lx“ —b[< 2z _

bo'ladi. Ravshanki,

U8
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]a - h| = |c:: -—x, +x, - b! = l"'» - al + |‘C” - bI

Demak: J¢ - b[< 25 . £»6 ning ixfivorivligida o = & bo'lishi
kebb chigadim _

1-xossa. Yaqginlashuvchi ketma —ketliklar ustida arifmetik
amallar.

2—teorema. Agar x, va y, ketma—ketlikiar yaginlashuvchi
nilsa, x, + vy, ketina—ketlik ham yaginlashuvehi va

hm{ x, +y,)=lmx, £lim v,

lonnuda o'rinli bo'ladi

4 bm x = a Im y, =4 bolsin 1|-teoremaga muvofiq
v, =a+a,, v, =a+ 8, bo'ladi, bunda «,, #, lar cheksiz kichik
miqdoerlar. U holda x, £ », uchun quyidagi

x, £y, ={axb)y+(a, £ f y=axtb+y,
tenglikka kelamiz, bunda y, =«, + £, cheksiz kichik miqdor.
Bundan esa, yana o'sha 1 —teoremaga muvofiq
hm{ x, £ p Y=axh=Nlm x_ +lim y,

bo'lishi kelib chigadiw

Bu teorema ikki yaqinlashuvchi ketma —ketlik yig'indisining
limiti bu ketma—ketliklar Iimitlarining yig'indisiga teng degan
goidani ifodalaydi.

Isbot etilgan teorema go'shiluvchilarning soni ikkitadan ortig
{chekli) bo'lgan holda ham o'rinli bo'lishini ko'rsatish mumkin.

3—teorema. Agar x, va y, ketma—ketiiklar yaginlashuvchi
ho'lsa x, v, ketma—ketlik ham yaginlashuvchi va

hm{ x,-y,}=1lm x, -lim y,

formula o'rinli bo'ladi. ' '

4 lm x, =a, lim p, =% bolsinn U holda »,=a+e,,
v,=a+#,, o va g, lar cheksiz kichik migdorlar. Unda

x, ¥, =ta+ra Wb+ fry=ab +(af, +ba, +a, [
bo'ladi. Cheksiz  kichik miqdorlar hagidagi 1— wva 2-—
lemmalarga asosan &, =afl, +be, +a fi, ketma—ketlik cheksiz
kichik migdor bo'ladi. Demak,
x,y,=ab + 8,
bo’lib, bundan - L
: bl x, oy, )= ab =lm x, -lim y,

ekani kelib chiqadi.» T

(S
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Bu teorema ikkita yaqginlashuvchi ketma - ketlik |
ko'paytmasining  limiti  bu  ketma —ketliklar  limitlarining
ko'paytmasiga teng bo'lishini ifodalaydi.

Xususan, agar x, ketma—kethk yaginlasbuvchi bo'lsa, unda
him x; = (im x,}" bo'ladi.

Agar «, ketma-ketlik vaginlashuvchi bo'lsa, unda ¢ =conu

uchun ', ketma — ketlik ham'  vadginlashuvchi va
m{ Cx ) =€ im x, formula o'rinli bo'ladi.
A-teorema. Agar x, va y, ketma—ketfiklar yaginlashuvchi
bo'lib, wae N uchun y, 20 va lim v, 24 ho'lsa, 2o ketma—ketlik
: Ya
_ham yaginlashuvchi hamda
im X = l_lm X,
Yy, hmoy,

formula o'rinfi bo'ladi.
4 lim x, =g lim y,=5 bolsinn U holda x,-a+a,,

"

v, =5+ f, bunda «,f, cheksiz kichik migdorlar. Shuni
e'tiborga olib topamiz:
x a o+,

H -

B 1

o

2% 2. (b, - :

v, B b A, b bbap e
Cheksiz kichik migdorlar hagidagi 1— va 2— lemmalarga

e o . . 1

b - ' —_—

asosan #fa, —afi, cheksiz kichik migder bo'lib, TR esa
chegaralangan (chunki 5 — chekli, g —0] migdeor bo'lgani

uchun 7, = (ha, ~af,) cheksiz kichik migdor bo'ladi.

1
b+ f.)
Demak,

Buridan
x, a lm x,
¥, b ltm
munosabatiar o'rinli ekani kelib chigadim
Shunday qulib, yaqinlashuvchi ketma—ketliklar nisbatining
limiti ularning lmitlari nisbatiga teng (bunda mahraj noldan

farqli bo'lishi lozim}.

TP
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2—eslatma. Ikki x, wva »p ketma—ketlikning yig'indisi,
ayirmasi, ko'paytmasi va nisbatidan lborat bo'lgan ketma—
ketlikning vyaginlashuvchi bo'lishidan bu » va , ketma-—
ketliklarning har biri yaqginlashuvchi bo'lishi har doim XKelib

chigavermaydi. Masalan, x,=+n+t-+n-1 ketma—ketlik
: 2
3 3 i - [ [T e ——
vaqinlashuvchi, chunki lm(+n+1~+n-1)=1lm Tnsledat

ammo s+l va Jn-1 ketma-ketliklarming vaginlashuvchi
cmasligi ravshan.

Ravshanki, 1.4+ ketma—ketlik vaqiniashuvchi {uning limiti 1
Fil

ga teng). Lekin ! ketma—ketlik yaqginlashuvchi, » ketma—
L

ketlik esa yaginlashuvchi emas.

5~xossa. Tenglik hamda tengsizliklarda limitga o'tish.
Ketma—ketliklar limitining mavjudligini ko'rsatish va limijti
mavjud bo'lgan ketma-—ketliklarning limitlarni  topish kabi
masalalarni hal gilishda tenglik hamda tengsizliklarda limitga
o'tish goidalar tez —tez go'lanilib turadi. Biz ularni keltiramiz.

1). », va », ketma—Kketliklar vaginlashuvchi bo'lib, lmx, =4,
tim y, =5 bo'lsin. Agar vne ¥ uchun x, = v, bo'lsa, u holda a=»
bo’ladi.

Bu goida  vyaginlashuvchi  ketma—ketlik  limitining
yagonaligidan kelib chigadi.

2). x, va y, ketma—ketliklar yaginlashuvchi bo’lib, mx, =a,
limy, =6 bo'lsin. Agar ¥reN uchun x, <y, {x zy,) bolsa u
holda a<# (a>8) bo'ladi. .

4 Teskarisini faraz qgilaylik, va'ni keltiriigan shartlar bajarilsa
ham >4 bo'lsin. a>c>b tengsizliklarni gqanoatlantiruvchi « sonni
olaylik. Demak, lim x, = 2 va a«>c¢. Yaginlashuvchi ketma—
ketliklarning 1 —xossasiga (shu bobning 3—§ ige garang} ko'ra
shunday s, e~ mavjudki, barcha »>», lar uchun x,>¢ bo’ladi.
Shuningdek, lim y, =4, »<c. Yana o'sha xossaga muvofig
shunday »; e ¥ mavjudki, barcha #>#n, lar uchun y <c bo'ladi
Agar n= max{ n,,n,} deyilsa, unda barcha n > n, lar uchun bir
vaqtda x, > ¢ hamda <>y, tengsizliklar o'rinli bo'lib, undan
X, =y, bo'lishi’ kelib chigadi. Bu esa x, Sy,

b



n = 1.2.3. tengsizlikka ziddir. Demak, g </ bo'ladi.
¥Xuddi shunga o'xshash. lim x, = 4, lim y, =4 hamda wneN
‘uchun = 2y bo'lishidan . a5 tengsizlik kelib chigishi
ko'rsatiladi.e
3-eslatma. x, va », ketma-—ketliklar yaqginlashuvchi bo'lib,
lim x, =a, lim ¥, =4 bolsin. ' ; .
Barcha » =1,2,3,.. lar uchun x, <y, qat'ly tengsizliklarming
bajarilishidan «<# tengsizlik hamma vagt kelhb chigavermaydi.

Masalan, - +,1  ketma—ketliklar yaqinlashuvchi" Bu
" .

ketma —ketliklarda wrer  uchun ~%< % bo'lsa  ham
fim( - ;17-) ~ lim %: ¢ bo'ladi.

2—natija. Agar x, ketma—ketlik yaqinlashuvchi ba'lib, vne ¥
uchun x 2¢ (x, z¢) bo'lsa, u holda limx, =¢ (limx, z¢) bo'ladi
(bunda  o'zgarmas son].

Bu natijaning isboti yuqoridagi 2j da y,=¢, # =1,2,3,.. deb
olinishidan kelib chigadi.
+ 3). x, -va z, ketma—ketliklar vyaqinlashuvchi bo'lib,
limx, =limz, =a bo'lsin. Agar ¥ee¥ uchun x, <y, <z, bo'lsa, u
holda y, ketma —ketlik ham yaqinfashuvchi va lim y, =a bo'ladi

4Ketma—ketlikning lmiti ta'rifiga asosan ve»0 berilganda
ham shunday »,e¢# topiladiki, barcha =»>», lar uchun
fx, ~al<s yoki a-e<x,<a+e tengsidiklar o'rinki bo'ladi
Shuningdek, o'sha #>¢ olinganida ham shunday »; e & topiladiki,
barcha #>n; lar uchun |z, -a]<s yoki a-g<z,<a+e
tengsizliklar o'rinli bo'ladi. Endi no = max{ n,,n,;} deylik. Unda
"> bo'lganda bir vaqtda a-e<x,<a+s, a-s<z,<a+¢
tengsizliklar o'rinki bo'ladi. Amme shartga ko'ra vxze¥ uchun
x, <y, s z, tengsizliklar o'rinli. Shuning uchun »>#, bo'lganda
a-g<x, Sy, sz, <at+e van a-g<y <a+g bo'lishi kelib
chigadi. Bu esa », ketma-—ketlikning vaqinlashuvchiligini va
limy, =« ekanligini ko'rsatadi»

4.6—misol. Ushbu

80




ketma — ketlikning limiti topilsin.

« Bu ketma — ketlik uchun

. J<W{'I+,\}H_)z (4.3)
bo'ladi {garalsin. 3 —bob, 3.19 —mashqj.

Ravshanki,

T I3
. . 1 , 1
lm 1=%lm|]+ — =|ln |} + — =]
. w[ J;J {w( T J]

(4.3) munosabatdan, » s« da limitga o'tish bilan

im &/'n =1

H— &

bo'lishni topamiz.m

4.7-misol. Ushbu x, =n-¥»* -»n* ketma—ketlikning limitini
toping.

4 Berilgan ketma - ketlikning umimiy hadi x, ni quyidagicha
yozib olamiz: : :

x”:n—'«";’n3—n?= .
(n-~Nn*-n?)n®+ nind - n? o+ '\/613 -1 B
nt+nifnt —n? +3f(n’ ~n?)?

i
1+3\/1—1_+3J(1—1—)’
i n

Bundan esa

limx, =lm{r~-4r*-p")=lim

1 =
' i+3\/1—l-1~‘j{1—-1—-)2
L "
B 1
]im[l+31’l—l+31'(l-l)2:|
ko I3

1
"3
bo‘lishi kelib chigadi» '
3—§. Sonlar ketma~—ketligi limitining mavjudligi
hagida teoremalar

Ketma—ketlikning qachon chekli limitga ega bo'lishi
haqidagi masala limitlar nazariyasining muhim masalalaridan
biri, Ushbu paragrafda, avval monoton ketma —ketlikning limiti
haqida, so'ng ixtiyoriy ketma --ketlikning limitga ega bo'lishini
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ifodalaydigan teoremalarni keltiramiz.

1%. Monoton ketma—ketlikning limiti hagida teoremalar.

S5—teorema. Agar x, ketma-—ketltk o'suvchi bo'lib, yuqoridan
chegaralangan bo'lsa, u chekll Hmitga ega: agar x, ketma—ketlik
yugoridan chegarfanmagan bo'lsa, u holda ketma—ketiikning
limiti +« bo'ladi,

< Avvalo, x,  ketma—ketlik o'suvwchi va vyuqoridan
chegaralangan bo'lgan holni garaymiz. Ketina—ketlik yuqoridan
chegaralanganligi uchun shunday i+ son mavjudki, veeN son
uchun x, <& tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bu esa ketma —ketlikning
barcha hadlaridan tuzilgan (v} to'plamning yugoridan
chegaralanganligi ifodalaydi. Unda to'plamning aniq yugon
chegarasi haqidagi 3 -—teoremaga asosan bu to'plam uchun
supf{x,} mavjud bo'ladi. Biz uni « bilan belgilaylik: sup{x,}=a .
Endi @ son x, ketma—ketlikning limiti bo'lishini ko'rsatamiz.

Anig vuqori chegaraning ta'rifiga ko'ra, birinchidan, ix,}
to'plamning har bir elementi uchun x, <a tengsizligi o'rinli
bo'lsa, ikkinchidan, ve>0 olinganda ham ketma—ketlikning
shunday x,  hadi topiladiki, bu bad wuchun x, >a-¢
tengsizlik o'rinli bo'ladi. '-

Demak,
a—x, 20, Ve N
supix j=a=
a-x, <&
Qaralayotgan x, ketma— ketlik o'suvchi. Demak,
N>R X, 2, . Shu sababli nyu, bo'lganda

Usa~-x,sa-x, <¢ tengsizlik bajariladi. Shunday qilib, ve>0
olinganda ham shunday »,eN son topiladiki, #>#n, bo'lganda
x, - a|l< ¢ tengsizlik bajariladi. Bu esa @ son x, ketmma-—
ketlikning limiti ekanini ko'rsatadi.

Endi «, ketrna—ketlik o'suvchi bo'lib, vyuqoridan

chegaralanmagan bo'lsin. Unda har qanday katta musbat 4 son
olinganda ham x,  ketma—ketlikning shunday x, hadi

L]

topiladiki, ¥, > 4 bo'ladi. Ammo barcha »>#n, lar uchun

Hy

x, 2 x,. tengsizlik o'rinli bo'lgani sababli x, >4 tengsizlik ham




bajariladl. Bu esa lim x, = += bo'lishini bildiradim

Quyidagi tecorema ham xuddi yugoridagi teoremaga o'xshash
isbotlanadi. ;

6—teorema. Agar x, ketma—ketlik kamayuvchi bo'lib, quyidan
chegaralangan bo'lsa, u chekii limitga ega: agar x, ketina—ketlik
gquyldan chegaralanmagan bo'fsa, v holda kelma--ketlikning
lmiti = bo'ladi.

1 .
4.8~misol. Ushbu x, = -— ketma— ketlikning limitini toping.
Ft

<Avvalo, bu ketma—ketlik limitining mavjudligini
ko'rsatamiz.
Ravshanki,

X opst

RS 1 n" ( n J
S m+ D™ an (n+l)"_x" n+ )

-Bundan barcha »z1 lar uchun x,,, < x, tengaiz¥kning o'rinli
ekani kelib chiqadi. Bu esa berilgan ketma—ketlik kainayuvchi
ekanini ko'rsatadi. Ketma—ketlikning har bir hadi musbat,
¥, >0,n=12.,. Demak u quyidan chegaralangan. Shunday

gilib, =x, = ”' ketma —ketlik Xkamayuvchi  va  guyidan
H
chegaralangan. 5—teoremaga ko'ra bu keima-ketlik chekli
limitga ega. Biz uni @ bilan belgilaylik:
§

lim n_; = a
n
Ravshanki, ¢z0. Bernulli tengsizligidan foydalanib topamiz:
{l—l—l—J 21—5—11-’—:2.
I I
. Bundan esa (7 + 1}" 2 2»" kelth ~higadi. U hoida
'Y”_.x”+I;_;‘Jr"—.xn_._.{i."_.:x _(_n...+_]}..”____ﬁ.:'..‘12
(n+1" " (n+ )" |

. in" ~n" _ x.n"

"+ ()"
bo'lib, natijada quyidagi x, 2 2x,, tengsizlikka kelamiz. Bu
tengsizlikda limitga o'tamiz: limx, 22kmx,. Undan az2« va 220 ni
hisobga olsak, «a=0 ekani kelib chigadi. Demak,

Al

!
lim —— =0 »
F

L3



4.9—misol. Quyidagi

Ja  a + Sa »\/a + Ja + x/?
\ﬁ: + \/a + ‘\/a +_ + a

\.__._.____.Y.-._-. —_— —

{a>0 }ketmd — ketlikning hmmm toping.
<Bu ketma —ketlikning » —hadi

\/a + \/a + .. Q

T e e ma e e me—

]

' deyilsa,

X, = e+ K nzl )
bo'lib, undan x ketma—ketlikmng o'savchi va vyugoridan
chegaralanganligi matematik induksiya usuli yordamida

ko'rsatiladi: Ravshanki,
< a ++Ja = X,

¥ndi ¥ —nomer uchun x, , <x, tengsizlik bajarilsin devyilsa, (7}
munosabatdan

= Jotx, < Jatx =x,,
tengsizlik kelib chiqadi. Demak, vned uchun x, < x_,, beo'ladi.
Shuningdek, (") dan foydalanib vreN uchun
‘< 1+ 1+ 4a
: ? 2

ishotlanadi. Monoton ketma—ketlikning limiti haqidagi 5-—
teoremaga ko'ra berilgan ketma—ketlik chekli limitga ega. Biz
uni vy bilan belgilaylik; fimx, -y so'ngra x]=a+zx,, tenglikda
hadlab limitga o'tish amalini bajarib topamiz: lim x? = +lim x,
voki y’=a+y. Natijada y ni topish uchun kvadrat tenglamaga
kelamiz. Bu kvadrat tenglamaning ildizlarini yozamiz:

1+ 1+ da _1-lvda

= 2 ' ya 2
Ketma-~ketlikning  hadlann  musbat  bo'lgani  uchun

y =t ”’_4’3‘1 son ketma-- ketlikning limiti bo'ladi. Demak,

I e T MES (2N

He




Xususan uéhbu | ,
NN \/%_4- —\f_ \/3 + -\!'3 \f_: .....
\/? + \/—+ no+ T

ketma — ketlik yaqinlashuvchi va uning limiti

J13
+2 .23 ga

teng.

Monoton ketma - ketlikning limiti hagidagi teoremalarning
matematik analiz kursida garaladigan ba'zi masalalarga taibig
etilishini garab o'tamiz.

L 13

2% ¢ soni. Quyidagi «x, = (l + -—] !

1

(1 + -:—J],[l 4 éj@ + ;—J [1 + i—) (4.4) |

‘ketma—Kketlik berilgan bo'lsin. Bu  ketma—Keflik limitining
mavjudligini  ko'rsatamiz. Berilgan (4.4) ketma—ketlik bilan
birga ushbu
y = (1 + l) (n=1,2,3,.)
r
ketma—ketlikni ham qaraymiz. Bu ketma—ketlik kamayuvchi
ekanligi 3—bob, 3—§ da ko'rsatilgan.

F
hadi musbat bo'lgani uchun uw quyidan chegaralangandir.

Shunday gilib  y, = [ {+ —l-) ketma'— ketlik kamayuvchi va

i

Tkkinchi tomondan, v, - [: . —) " ketma—Kketlikning har bir

quyidan chegaralangandir. 6 —teoremaga ko'ra bu yp, ketma-—.

ketlik limitga ega.
y,,:[l+l] =x"(l+—l—)
f H

Agar
tenglikning kelib chigishini va’

t lik X, =y,

englikdan x, =y, P

tim }MT|=1 ekanini e'tiborga olsak, unda lmx;=limy, ga ega
; :

bo'lamiz. Bu esa (4.4} ketma—ketlik limitining mavjudligini-

ko'rsatadi. ’ a '

g Dy

1



7—ta'ris. Retilgan =, [i +l\ ketma —ketlikning limiti ¢~ soni

ﬂ)
deb ataladi:
hum {] + -lv] =g
mea iy

Bunda ¢ Ilotincha exponentis "ko'rsaiish, ke'rsatgich, namoyish
qilish” s¢'zining dastlabki harfini ifodalaydi

3!, Ichma—ich joylashgan segmentlar prinsipi.

F—teorem. v lkkita x, va y, ketma—ketiik berilgan bo'lsin.j
Agar

1). =, o'suvchi, y, kanayuvchi ketma—ketlik,

2} Wne N lar uchun x, <y,

3} tm{y,-x,)=0 bo'lsa, x va y  kelma—ketliklar
yvaginlashuvchi va bm x, =Ym y_ tenglik o'rinli bo'ladi.

4 »  ketma—ketlik o'suvchi, y  ketma—ketlik esa
kamayuvchi hamda har bir ey uchun z, <y, tengsizlik o'rinli
bo'lganidan, veeN uchun x sy, y, zx tengsizliklar bajariladi.
Bu esa x», Kketma-—ketlik yugoridan, » ketma—ketlik esa
quyidan chegaralanganligini  bildiradi. Monoton  ketma -~
ketlikning limiti hagidag teoremalarga asosan x, va y, kptma—
ketliklar vq'nicshuv7ld bo'ladi. Sauning uchun

iy, —x,)=km y, —bimx,
bo'lib, teoremaning uchinchi shartidan esa
imy, -hmx =0 lmx, =lim p,
bo’lishi kelibs chiqadi. »

Ma'lumki, {x:xe R,asxs 4} to'plam {¢,b] segment deb atalar
adi. Agar {a,.57c[a.b] be'lsa, [a,.8! segment lao.b)
segmentning ichiga joylashgan deyiladi.

Agar

i la, b ) a8, 0. {a
segmentlar ketma —ketligi quyidagi

[a,.h ]2 |la,.b, 12 la. bl . ola,. b, 1> .
muncsabatda bo'lsa, bu segmentlar ichma—ich joylashgan
segmentlar keuna — Ketligi deyiladi.

3—natija. Agar ichma —ich jovlashgan

by b L Bay byl lay, by)e la,.0, 1.
segmentlar ketmt.éketligi uchun lim(s, -a,)=0 bo'lsa, u holda

b, ]

"2

-1




a, va b, ketma—ketliklar bitta limitga ega hamda bu lirit
barcha segmentlarga tegishli bo'lgan yagona nugta bo'ladi.

Ala, b L Leg-bg) ba, . b, o icpma—ich joylashgan
seqgmentlar ketma — ketligi bo'lib, ;

Im (b, —a,1=0

bo'lsin. Bunda @, ketma—ketlik o'suvchi, 4, esa kamayuvchi
ketma—ketliklardir va barcha ne ¥ lar uchun 4,<b, bo'ladi.
Demak, &, va b, ketma—ketliklar 5 va 6—teoremalarning
barcha shartlanini ganoatlantiradi, bu teoremalarga ko'ra 4, va
b, ketma — ketliklar yaginlashuvehi va

lim g, = hm &,

bo'ladi.
Endi lim e, =lmé& =c¢ deb belgilah, ¢ nugta barcha
fa,,b,] n=123,. segmentlarga tegishli bo'lgan yaqona

nugta ekanini Kko'rsatamiz. &, Ketma—ketlik o'suvchi va
lim @, = ¢  bo'lganidan a,sc¢, n=12,3,. shuningdek,
b, ketma —ketlik kamayuvchi va lim &, =¢ bo'lganidan esa
b,z¢, mn=12.73,. bo'lishi kelib chigqadi. Demak, a, £c<h
n =123, bo'lb, ¢ nugta barcha segmentlarga tegishhi:
cela,.b,), n=1273,. Agar shu ¢ npuqtadan farqli va
segmentlarning barchasiga tegishhi ¢'.c'e[a,.8,). (1=123.)
nugta ham mavjud deb garaladigan bo'lsa, unda
b, ~a,z |c-—c’f> 0

bo’lib, bu munocsabat fim(s, —a,)=0 shartga zid bo'ladi. Demak,
c=c.»

Kellirilgan natija ichma —ich joylasﬁgan segmentlar' prinsipi
deb yuritiladi.

4", Qismiy ketma—ketliklar. Bolsano—Veyershtrass lemmasi

Biror X,!x,.%¥,,x,,. x,.. ketma—ketlik berilgan
bo'lsin. Bu ketma—ketlikning biror » nomerli x, hadini olamiz.
. So'ngra nomeri », dan katta bo'lgan », nomerli x; hadini olamiz.
Shu usul bilan x, , x, ¥a hokazo hadlarni olish mumkin. Natijada



nomerlari A, <n, <, < . <# <.. iengsizhkiarni gancatlantira —
digan hadlar tanlangan bo'ladi. Bu hadlar ushbu
Ly woa X e X, .o Ry <, << <) (4.5)
ketma — kpthkm tashkil etadi.
Odatda {4.5} ketma~ketlik « ketma-—ketlikning gismiy

ketma—keﬂigi deb ataladi va x, kabi belgilanadi. Ba'zida x

ketma —ketlikdan », ketma —ketlik ajratilgan devyiladi.
Qismiy ketma—ketlikming tuzilishidan ravshanki, £+« da »,
ham cheksiziikka intiladi:
Masalan. 1). quyidadg
1,3.5.7,.., 2n - 1.
2 .4 .6 ,8 ., 2 m oL
1.4.9 .16 .., » 1
ketma — ketliklar natural sonlar ketma—ketligi 1.2.3,.. ning
gismiy ketma — ketliklari bo'ladi:

2}. Ushbu
LA 1
10 "0 "7 w7
ketma — ketlik
' b X

ST e
ketma -~ ketlikning qismiy ketma —ketligidir:.
3). Quyidagi
L-10,-1,.. (=1)”
_ ketma —ketlikdan, masalan. ushbu
: 1,1 .,1 ., |
_ S PN DR DU
" gismiy ketma - ketlikiamni ajratish mumkin.
Ketma—ketlik limiti bilan uning dqismiy ketma—keftliklari
- limitl orasidagi munosabatni quyidagi teorema ifodalaydi.
8~teorema. Agar x, ketma—ketlik limitga [chekli, yoki +<o,
‘yoki -« } ega bo'lsa, uning har gqanday gismiy ketma—ket!zgt ham
shu limitga ega bo'ladl.

« limx, =a bo'lsin, x, ketma —ketlikning biror
X, I X, ,x X, 5o X L

#y L Ayl oy Ay

gismiy ketma—ketligini olaylik.

L]



Limit ta'rifiga ko'ra vs>0 olinganida ham, shunday w,e¥N
son mavijudki, barcha n>n, lar uchun |x, - ¢|< ¢ bo'ladi. ko=
: da #, -+« bo'lishidan shunday med son topiladiki. », >4,
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Demak, barcha #4>m lar uchun
|x,, - a|< ¢ tengsizlik bajariladi. Bu esa lmx, =a limitning
. o'rinli ekanim ifodalaydi. Xuddi shuningdek, imx, =+ec(-x)

bolganida ham x, ketma-—ketlikning har ganday gqismiy
ketma - ketligi '+ « (-« ) ga intilishi ko'rsatiladi. »

4~eslatma. Ketma —ketlik gismiy ketma —ketliklarining limit
mavjud bo'lishidan berilgan ketma—ketlikning limiti mavjud
bo'lishi har doim ham kelib chigavermaydi. Masalan:

T,~1.d,~1,., (~-1)"'..
ketma — keilikning ushbu
1,10, 1.,
~1,-1,=1,, =1,
gismiy ketma— ketliklari limitga ega (ular mos ravishda 1 va — 1
larga tengj. Ammo berilgan (-1)""' ketma—ketlik limitga ega
emas.

Demak, berilgan ketma--ketlik limitga ega bo'lmasa ham
uning gismiy ketma —ketliklari limitga ega beo'lishi mumkin
ekan.

B8—tarif. x ketma-—ketlikning gismiy ketma—ketligi limiti
berilgan ketma —ketlikning gismiy Jimiti deb ataladi.

3—lemma. (Bolsano—Veyershtrass lemmasi}. Agar =z,
chegaralangan bo'lsa, bu ketma-ketlikdan shunday qismiy
ketma - ketlik ajratish mumkinki, u yaqinlashuvchi bo'ladi.

4 x, keima-ketlik chegaralangan bo'lsin. Demak, ketma-—

ketlikning barcha hadlari biror [a, 5] segmentga tegishli bo'ladi.

[«.?] segmentni teng ikki qgismga ajratib, [“’a;bJ va

[a + b
2
 kKetlikning barcha hadlari {«,b] da bo'lgani sababli, uning
a+ bj] va |'a +h b:!
2 L 2 7
segmentiaming kamida bittasiga tegishli boladi. Endi «x,
ketma—ketlikning cheksiz ko'p sondagi hadlari bo'lgan

,b] segmentlarni hosil’ gilamiz. Berilgan ketma-—

cheksiz ko'p sondagi hadlari [a,

3



o

segmentni, ya'ni [a. g ; b—] yoki {a f b .h} ni {agar ikkalasida

ham ketma—ketlikning cheksiz ko'p sondagi hadlari bo'lsa,
ulardan ixtiyoriy birni) [a,.,] deb belgilaymiz. Ravshanki,

b —
(a,.5,] ning uzunligi —2'5 bo'ladi. Yugqoridagiga o'xshash,
{a,,b,] segmentni teng ikki gqismga ajratib, {al.i"—;—b-‘—} va

b . o .
{3'—-;—-'—75,} segmentlarni hosil gilamiz va bu segmentlardan x,

ketma — ketlikning cheksiz sondagi hadlari bo'lganini [a,.5,]
deb clamiz. Ravshanki, [a,.5,] segmenining uzunligi b;f
bo'ladi.
Bu jarayonni davom ettirish natijasida ushbu
(g, b, ) 0a,. bl (a0,
segmentlar ketma — ketligi hosil bo'ladi. Tuzilishiga ko'ra har bir
fa,. byl m=123.. segmentda x, ketma — ketlikning cheksiz
ko'p sondagi hadlari bo'ladi. ‘
Ravshanki,

fa,.b )2 la. 6,12 ola,.b, 12

[a,,b,) segmentning uzunligi b, - = bzn,(a bo'lib, k—= da

nolga intiladi. Ichma—ich joylashgan segmentlar prinsipiga
ko'ra a, va b, ketma--ketliklar umumiy (bitta} chekli limitga
ega:
lim a, =lm &, =¢

Endi », ketma—ketlikning [a,.6,} dagi birorta hadini olaylik.
U » —had bo'lsim: x, €{a,,b,] so'ngra, x, ning (a,.5,} dagi
birorta hadini olaylik. U »,— had bolsix <%, € [a,,b,]
garalayotgan segmentlarning  har birida ketma-—ketlikning
cheksiz ko'p hadlari bo'lganiigi uchun, ravshanki, »,>n dilib
olishimiz mumkin.

Xuddi shuningdek, x, ning [a,.b,} dagi x,, x, hadlaridan
keyin keladigan birorta ¥, hadini (n, < 1, < ny) olamiz. Bu
jarayonni davom ettirib, & — gqadamda, [a,,b,] segmentdagi x,

g

90



ketma—ketlikning .~ ¥, . x, .x, ... ¥,  lardan kevin
keladigan hadlaridan biri x, ni olamiz va hk. Natijada
ketma ~ ketlik hadlaridan tashkil topgan ushbu

X x X, n X v By e, ang < <R, <L)

gismiy ketma —Kketlik hosil be'ladi. gismiy ¥, ketma — ketlikning
hadlari uchun
4, <x, =b,
tengsizliklar o'rinli bo'lils, unda 4 >« da
Im x, =c¢
ba'lishi kelib chigadi. » :
5—eslatma. Keltirilgan temmada ketma — ketlikning
chegaralangan bo'lishi muhim shartdir. Shu shart bajarilmasa,
lemmaning xulosasi o'rinkti bo'Imasdan golishi mumkin. Masalan,
- chegaralanmagan ushbu
1,2.3..... n..
natural sonlar keima—ketlikning har ganday gismiy ketma-—
ketligi ham ++ ga intiladi.
5%. Koshi teoremasi (yagqinlashish mezoni). Biror x, ketma—
ketlik berilgan bo'lsin.
g—ta'rif. Agar ve>0 olinganda ham shunday x,eN son

mavjud bo'lsaki, barcha » > #, va barcha m > », lar uchun
Jx, - x,.|< ¢ (4.6)
tengsizlik bajarilsa, x, fundamental ketma—ketiik deb ataladi.
n

4.10-misol. =x_ = . Bu ketma--ketlik wuchun (4.6}
" ;

shartning bajarilishi ko'rsatilsin.
« Haqiqatan,

_p on m ' B4 m ] |
1ﬂ+l m+l|' A mo o
Agar ve>0¢ songa ko'ra natural », sonni
2
a,o=r— i+l
L)

deb olsak, u holda barcha » > », va barcha m > », lar uchun

’xn - xm|

& et — < &
Hy L

bo’lishini topamiz. Demak, berilgan ketma — ketlik

|x - x m

1]



hundamentaldir. »
4.11—misol. Quyidagi
1 ! !
X, =14+ —% —4  +—
2 3 H :
ketma —ketlikning fundamental ketma —keflik emasligi
ko'rsatilsin:
+ Ravshanki,

11+ —[-—,I + —l—+ ~l-
o2 2 3

ketma —ketlik uchun har gqanday »>1 olganimizda ham
! 1 l 1 l
+ L
m+l w2 2m 2m 2
bo'lishi kelib chiqadi. Bu hol berilgan ketma —ketlikning
fundamental emasligini ko'rsatadi. »

9—teorema. {Koshi teoremasi). Ketma—ketlik yaqinlashuvchi

bo'lishi nchun u fundamental bo'lishi zarur va yetarli.
4 Zarurligi. », ketma—Xketlik yaginlashuvchi bo'lib, limx, =a

]xgm - xm]:-' :

bo'lsin. Limit ta'rifiga muvofiq, vz >0 berilganda ham ‘; ga ko'ra
shunday #,e¥ son topiladiki, barcha »=>#s, sonlar uchun
|*, — < £ tengsizlik o'rinli bo'ladi. Demak, ixtivoriy a=>n, va
m > n, sonlar uchun

[«

P =1xn —d+a—-x, Slx” —a]+|xm —0|<6‘

Bu esa x, fundamenta! ketma— ketlik ekanini ko'rsatadi.
Yetarliligi. », fundamental ketma—ketlik bo'lsin. Demak,
¥s>0 uchun shunday »,¢ N son topiladiki, n>wn,, m>n, lar
uchun |x, - x_ |« ¢ tengsizlik o'rinli. Bu tengsizlikda » son (u,
dan katta) ixtivoriy bo'lishini qoldirib, » natural sonning », dan
katta biror tayin giymatini olib, yuqoridagi tengsizlikni guyidagi
X, —£<X, <X, +¢&
ko'rinishda vyozib olamiz. Demak., #>#n, da x ketma-—
ketlikning », hadlan (x, - ¢.x, +¢) intervaida tegishli bo'lib,
undan ketma —ketlikning chegaralanganligi  kelib  chigadi
Bolsano— Veyershtrass lemnmasiga ko'ra x, keima—kethkdan

ki

chekli songa intiluvchi x, qismiy ketma-—ketlik ajratish
mumkin. Bu gismiy keima--ketlik limitini « bilan belgilaylik:




f{_ijn Y, =& [Endi &« son x, kelna—ketlikning limiti ekanini

ko'rsatamiz. Darhaqigat, bir tomoudan v, **¢ bo'lgani uchun
Ve >0 ga ko'ra shunday 4, & son topiladiki, # >k, lar uchun

X, - a‘ < « tengsizhk bajariladi.
ikkinchi tomondan, m=» bo'lganda [r - X, ‘ < & tengsizlik

haru bajariladi. Yuqoridagi tengsizliklarga ko'ra

+

- P I
.\N a‘\-a

lx, ~a|= ‘x” X, kX, - a‘ﬂ_i l,-".n —-x,
bo'lishi kelib chiqadi. Bu esa lin x, =« ekanini ko'rsatadim
Isbot etilgan teorema Koshi teoremasi yoki yaqunlashish
mezoni (knteriysi) deb vyuritiladi. Bu teorema muhim nazariy
ahamivatga ega.
6%. Ketma—ketlikning yugori va quyi limitlari
Avtaylik, x, :
L S N T
ketma—ketlik berilgan bo'tib, x,
X s Xy s X s X,
berilgan ketma —ketlikning . qi;;nliy ketma --ketliklari bo'lsin.
Ma'lumki, ¥, ketma-—ketlikning limiti x, ning gqismiy limiti
deyilar edi.
10~ta'rif. », ketma—ketlik qismiy limitlarning eng kattasi x,
ketma —ketlikning yugori Iimit{ deyiladi. U
' lim x,
kab belgilanadi.
x, ketma-Kketlik gismiy limitlarning eng kichigi berilgan
ketma —ketlikning quyi limit deyiladi. U :
- lim x,
kabi belgilanadi.
Masalan, ushbu x, : )
1,2,3.1,2,3.1,2.3,.

ketma — ketlikning yugori limiti

lim x, = 3
quyl limiti ésa
o lim x " =



bo’ladi.

4--§. Funksiyaning limiti

Biz yugorida natural argumenili funksiya--sonlar ketma - |
ketligi va uning limitim o'rgandik. Endi arqumenti haqiqiy son
bo'lgan funksiva lmitini garaymiz. Avvale sonli to'plamning
limiti nugtasi tushunchasi bilan tamshamiz. '

1%, To'plamning limiti nugtasi. Ma'lumki,

Uay={x:xeRa-e<x<a+s}
to'plam ¢ nugtaning atrofi ( s — atrofi} deb atalar edi. Shunga
0'xshash ushbu
Ula)y={x:xe Ra<x<a+e}
- to'plam ¢ nuqtaning o'ng atrofi.
U la)y={x:xeRa-e<x<a}
to'plam ¢ nugtaning chap atrofi, _
U (w)={x:xe R |x|>c},
U (+c)={x:xe R.x>c¢}
U{-x)={x:xe Rk x<—c} \
to'plamlar esa mos ravishda «, += va -« “nuqta” larning atrofi |
deb ataladi. Yugorida keltirilgan s va ¢ lar ixtivoriy musbat
haqigiy sonlar.

X biror sonli to'plam, @ biror nugta bo'lsin.

11—ta'tif. Agar ¢ nugdtaning har bir atrofida x to'plamning
¢ dan farqli kamida bitta nuqtasi bo'lsa,
ya'ni

Ve>0,3xe X, x2a. |x~al<e
bo'lsa, o nugta ¥ to'plamning Jimit nuqgtasi deyiladi. Misollar
garaylik. .

1). Ushbu [01]={x:xe RO <x<1} to'plamning har bir 4
nuqtasi shu to'plamning limit nugqtasi bo'ladi:

2). Ushbu # = {1.2.3.} t{o'plam hmit nugtaga ega emas

3). Ushbu (0D)={x:xeR0<x<]1} to'plamning har bir
nugtasi shu to'plamning limit nuqtasi bo'ladi va vyana
x = 0,x =1 nuqgtalar ham (0.1} uchun limit nuqgtalardir.

4} F -{0.]1] segment hamda 2 sonidan iborat to'plam bo'lsin,

o



va'mi [ ={0L1]w {2}, Bu to'plam uchun x=2 limit nugta emas. .
Agar @ nugta . to'plammng limit nugtasi bo'lsa, A to'plan}
nuqtalaridan @ ga inttluvchi x,(x, € X . x, = a.n=12.)"
ketma —ketlik tuzish mumkin.
4 To'plamning lireit nuctasi ta'rifiga binoan:
£ =1 wchun Ix, e X . x = a; [.'c, - a|< 1,

i .
¢ = vehun E]xze)(exz-#azl\:l—-al< 7
1 1
£=— uchun Ax, € X ,x, # a:|x, ~a|< =,
3 : ) ’ 3
£ =" yuchwun Ix_ e X ,x, ¢ a l‘c»“a‘ﬁ-—-
n n

bo'ladi. Natijada, x, ketma— ketlik hosil bo'lib, ¥re ¥ uchun

bx —a|€—~—

L

bo'ladi. Bundan
hm x, = a

bo'lishi kelib chigadi. »

Bu keltirilgan mulohazalardan ko'rinadiki, bunday ketma-—
ketliklarni ko'plab tuzish mumkin.

12—ta'rif. Agar « nuqtaning har bir o'ng (chap} atrofida
X to'plamning @ dan fargli kamida bitta nugtaci bo'lsa, & nugta
X ning o'ng {chap) limit nuqgtasi deb ataladi.

13~ta'rif. Agar har bir U/ (=) atrofida x to'’plamning kamida "
bitta nuqtasi bo’lsa, « “nuqta” ¥ to'plamning {{mit nugtasi
deyiladi.

+ . ~0 "puqta” larning limit nugta bo'lishi ham yugoridagi
singari ta'riflanadi. _

Masalan, +« ‘“nuqta" w~ =¢1,2.3. to'plamning  limit <
nuqtasi bo'ladi.

2%, Funksiya limitining ta'rifi. ¥ c® to’plam berilgan bo'lib,
@ nuqta uning limit nuqgtasi bo'lsin. Bu to'plamda f(x) funksiya:
aniqlangan deylik. Modomiki, & nugta X ning limit nugtasi
ekan, & to'plamning nugtalaridan & ga intiluvchi turli
(x,e X, x, #=a,n=1.2,3) ketma — ketliklar tuzish



mumkin: lm x, =g Ravshanki, «x,€X (s =123, shuning
uchun bu nugtalarda ham /(x) funksiya aniglangan. Natijada
(x ) ketma—kethk bilan birga f{x,1:

SO Sl ) Sl b, fx, 0
sonlar ketma —ketligiga ham ega bo'lamiz.

14—ta'tif. Agar x to'plamning nuqtalaridan tuzilgan, ¢ ga
intiluvchi har ganday «x,{x, = a.» = 1,2,3..) ketma—ketlik
~ olganimizda ham mos f(x,) ketma—ketlik hamma vaqt yagona
b (chekli yoki cheksizj limitga intilsa, shu & ga [f(x)
funksivaning « nugtadogi limiti deb ataladi. Funksiya limiti
lim f{x)=25 kabi belgilanadi.

Funksiya limitiga benlgan bu ta'rif Geyne ta'nfi deb ataladi.

Ba'zan » ni f(x) ning x-» + dagi limiti deyiladi va

x—>a da f(x)—> b
kabt belgilanadi.

Keltirilgan ta'rifning ushbu muhim tomoniga o'guvchining
e'tiborini  jalb qilaylik: ¢ ga intiluvchi har qanday
x,(x, = a.n =1,2,3,) ketma—ketlik uchun x, —»a da fix)
ketma —ketlikning limiti olingan x, ketma—ketlikka bog'lig
bo'lmasligi kerak.

4.12-misol. Ushbu

fix)= -
1+x

funksiyaning x-»0 dagi limiti 1 ga teng ekanini ko'rsating.
< Nolga intiluvchi ixtiyoriy x, ketma ~ketlik olaylik: tim x, =0.
U holda funksiyva giymatlaridan iborat ketma —ketlik

fx,) = —

T+ x?
bo'ladi. Ravshanki, », -0 da

i

lim f(x,)=1lm ] =1
I+ x)

Demak, ta'nifga ko'ra

. . 1
b /0=l =1



4.13-misol. Quyidagi

1
J(x}=sm - Txe0

funksivaning r—0 dagi limiti 'mavjud emasligi ko'rsatilsin.
. - L S 2
4 Haqgiqatan, nolga intiluvchi ikkita turli v, Sl hr
v 2

"= (dn+lix

F{x))=sin

ketma — ketlikni olaylik. Bunda

4’”“1;{ =1, f(+") = sin 4n +1

r=l,
bo'lib,

lim/f(x)=~1 lim f(x }=1
bo'ladi.

1 . L
Bu esa sin v funksiyaning x—0¢ da limiti mavjud emasligini

ko'rsatadi. »
Funksiya limitini boshgacha ham ta'riflash mumkin.

15~ta'rif. Agar ¥s>0 son uchun shunday >0 son topilsaki,
argument X ning 0O<|x-al<d§ tengsizlikni ganoatlantiruvchi

barcha giymatlarida [f(x) - bl < ¢ tengsizlik bajarilsa, b son f(x)
funksivaning @ nuqgtadagi limiii deb ataladi.
16—ta'rif. Agar ve>0 son uchun shunday &>¢ son topilsaki,
argument X ning O<Jx-4|<§ tengsiztikning ganoatlantiruvchi
barcha qiymatlarida |/f(x)|>& (f(9>aflx<-5) bo'lsa, f(x)
funksiyaning ¢ nugtadagi imit « (+00 ;~x } deyiladi.
Funksiya limitiga berilgan bu ta'rif Koshi ta'rifi deb ataladi.

4.14—misol. Ushbu f(x) =~

- ;5 funksiyaning x-»5 dagi limiti

Xz -
ilﬁ bo'lishini isbot eting.
4 v=>0 son olaylik. Bu ¢ ga ko'ra 4 ni 5'—-% deb olsak, u
holda ¢ <[x-5}<# bo'lganda
x-5 1| tlx-s|_ k-3 s
x?-25 10| 10 |x+ 5|7 10006[x~5) 10 -6
tengsiziik bajariladi. Bundan, ta'rifga ko'ra

< &




. . - I‘_i_xp‘ fixy= l,i.Ts'
~ kelib chigadi.» _ _
4.15—misol. Ushbu f(x)= XJ:T funksiya uchun r—1 da fixy)—=
bo'lishini ko'rsating.
4 ¥e>0 son uchun ¢ =:i- deb olinss, u holda 0 <|x-1< &
tengsizlikning bajarilishidan

lf(x)}=l 1

x -1

&

tengsizlik kelib chigadi. Demak, Im =

=0y - |

3. Funksiyaning bir tomonli limitlari. ¥ biror hagiqiy
sonlar to'plarni bo'lib, ¢ uning o'ng (chap) limit nuqtasi bo'lsin.
Bu to'plamda f{x) funksiya aniqglangan deylik.

t17—tarif. (Geyne). Agar x to'plamning nuqtalaridan tuzilgan
va har bir hadi ¢ dan katta {(kichik} bo'lib, & ga intiluvchi har
ganday x, ketma—ketlik olganimizda ham mos f(x,) ketma—
ketlik hamma vaqt yagona &ga intilsa, shu bdni f(x)
funksiyaning @ nugtadagi o'ng (chap) limiti deb ataladi.

18—ta'rif. (Koshi). Agar ve»0 son uchun shunday >0 son
topilsaki, argument  Xning a<x<a+d (a-d<x<a)
tengsizliklarni qganocatlantiruvchi barcha givmatlarida
[f{x}-bl<s tengsizlik bajarilsa, » son [f(x) funksiyaning
a nugtadagi o'ng {chap} limiti deb ataladi.

Funksiyaning o'ng (chap) imiti quyidagicha belgilanadi:
lim f(x)=5 yoki fla+0)=b (Jim J{x)=b yoki f(a—-0)=b)
Agar 2=0 bo'lsa, x-0+0 {x-0-0} o'rniga x—+0 (x—-0j deb-
yoziladi.

Funksiyaning o'ng va chap limitlari, uning bir tomonii
limitlari deyiladi.

4.16--misol. Ushbu

S =

x|
funksiyaning o'ng va chap limitlari topilsin.

« Har bin nolga intiluvchi ikkita

{(x={)



/x> O{x! > O,n': 1.2.3..),

L

) ixl > xl < 0,0 =123
ketma — ketiikni olaylik. Bu ketma — ketliklar uchun
j'(x,’,)z%’=l—>ll f{x:)=_—”—:7=—1—>—1
bo'ladi. Demak, -
", S =tim Za 1 lim g0 = lim ﬂ “1p

II = -0

Endi x>~ da funksiya limiti tushunchasini keltiramiz.

X to'plam berilgan bo'lib, © (+% ;-2 ) uning limit “nugta"
si bo'lsin. Bu to'plamda f{x) funksiya aniylangan deylik.

17-tarif. (Geyne). Agar x to’plamning nuqtalaridan tuzilgan
har qanday cheksiz katta (musbat cheksiz katta: manfiy cheksiz
kattaj x, ketma—kethk olganimizde ham mos f(x,) ketma—
ketik hamma vagqt vagona & ga intilsa, shu & ni f(x)
funksiyaning x—ew(x— +, x— —0) dagi limiti deb ataladi.

i8—-ta'rif. {Koshi). Agar v=>0 son uchun shunday 6>0 son
topilsaki, argument X ning [x>d(x>d:x<-5) tengsizlikni
ganocatlantiravehi barcha giymatlarida |/(¥)-b|<¢ tengsizlik
bajarilsa, 4 son /(x) funksivaning x-»o(x— +o,x > —-») dagi limiti
deb ataladi. Funksiya limiti

lim f(x)=F (lim f(x)=b;lim f(x)}=b)

kabi begilanadi.

4.17—misol. Ushbu

=1 (4.7)

tenglikni isbotlang.
<« Ushbu '

S x < x < gx (04x<%) .

tengsizliklar o'rinli. Bu maktab matematikasidan ma'lum, sinx>0
bo'lgani uchun bu tengsiziiklarni

x 1
<

sin x  cos Xx
ko'rinishda vozilishi mumkin, Undan

b <

29



) sin ¥
y<j-

<= eosx _ (4.8)
N X *

tengsizliklar kelib chigadi. '

Biz {4.8) tengsizliklarni ixtiyoriy xe€ (0. g—) uchun isbot qildi_k,

S X

. tx=ty  va cosx  funksiyalarning juftligidan bu

tengsizliklarning barcha xE(*%E-“W} uchun to'g'riligini

topamiz. Shu bilan birga o< |x]< i;— da

L2 X X
1-cos x=2sin’ 3 = 2|-2—l = !x] tengsizlikning e'rinli  bo'lishini
e'tiborga olsak, yugoridagi (4.8) tengsizliklar gquyidagi
0 <t - < xl
X
ko'rinishga kelishini topamiz.
Agar ve>0 son berilganda ham $>0 deb £ va ’:2: sonlarning

kichigi olinsa, argument X ning 0O<k{<& tengsiziiklarni
ganoatiantiruvchi barcha giymatlarida
sin X sin x

I- -1

< &

x x
tengsizlik o'rinti bo'ladi. Bu esa funksiva limitining Koshi
ta'rifiga ko'ra (4.7) limitning to'g’riligini anglatadi. »
4.18—misol. Quyidagi
lim (1 + }—}" =e 14.9)

roa x

tenglikni isbotlang (bunda ¢ =2.71 .. }

<« Buning uchun +« ga intiluvchi ixtiyoriy x, ketma-—
ketlikni olaylik. Bu holda barcha £=123.. lar uchun x, >1 deb
garash mumkin. Har bir x, ning butun gismini #, orgali
belgilab, ushbu ({x,]=#n, (h=L2_) +w ga intiluvchi
#,, ", ... Ay, natural sonlar ketma — ketligini hosil gilamiz.

Ma'lumki,

. !
m{(i+ —)" =e
H

R
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Bu .munosabatd.an -
lim (14— =

B P ”,(-
ekani kelib chigadi. o _ 4
Endi ushbu
(¥;]=n, = n, s x, <n, +1=

1 1 1 ] ]

o — = 1+ — <1+--—Sl+—]-

n, +1 X, o, n, +1 X, "y
munosabatlar o'rinli bo'lishini e'tiborga olib, topamiz:

] Hy ] X 1 L
1+ <|l+— < |1+ — (4.10)
n, +1 X, n,
Biroq

' e tl -t
, 1 . 1 1
Slim f 1+ = lim 1+ 1+ =e,
I nk+l y = ;’;#4-] h'k‘{-l
| meel 1 : ] '
lim []+—-J = lim [[H—] [1+——J]ze
Ay = ”, b iy Hy

limitlar o'rinli bo'lgani uchun (4.10) tengsizliklarda (bunda
¥, -+ | limitga o'tsak, izlangan (4.9) limit kelib chiqadi.

=

Endi -« ga intiluvchi ixtivoriy x, ketma-—ketlikni olaylik.

Bunda %, <-1 (=12.) deb qarash mumkin. Agar y, =-x, deb
belgilasak, unda y, »+» va », >1 k=12, bo'ladi.
Ravshanki,

i =Ky i ¥
xk . })k y# - ] 'vk - 1 T e
Undan e
i i e
lim (nl—] = lim {}+—-1—J {n L ] —e
X, e X, ¥y r Y, - ] y* -1

Shunday qilib, -« ga intiluvchi har ganday », ketma—ketlik

olinganda ham /{(xj=(1+ %)" funksiya qiymatlaridan tuzilgan

f(xk)=[]+—-l—~]
X

&

ketma—ketlik - hamma vaqt e limitga ega ekam isbotlanadi

1401



_Funksiya limitining Geyne ta'rifiga ko'ra SBLISEETE DR

lim [] + LJ = ¢
L4 x‘

limit ham o'rinli bo'ladi. »

4%, Cheksiz kichik hamda cheksiz katta funksiyalar. Faraz
qilayiik, «(x} va A funksiyalar ¥ <r to'plamda berilgan bo'lib,
a shu to'plamning limit nuqgtasi bo'lsin,

19—ta'rif. Agar

Iim ¢(x)=0

bo'lsa, a(x) funksiva x-»« da cheksiz kichik funksiya dayiladi.
Masalan, x—0 da a@(x)=sn x funksiva cheksiz kichik funksiva
bo'ladi.
Aytavlik, fix) funksiya & to'plamda berilgan bo'lib,
lm, /()= b
bo'lsin. U holda
alxy=f(x}-b
funksiya x-»a da cheksiz kichik funksiva bo'ladi.
4 Hagiqatan ham, funksiya limiti ta'riflariga ko'ra
m f(x)=b= jfe)-bl<e = lu(x)<e = lim & (x) =0
bo'ladi.
Demak, bu holda

fix)=b+a(x)
" bo'ladi. »
' 20—ta'rif. Agar
lim B(x) = e
. bo'lsa, Ax) funksiva x—ae da cheksiz katta funksiya deyiladi.
Masalan, x—0 da (= —I_- funksiya cheksiz katta funksiva bo'ladi.

5-§. Chekli limitga ega bo'lgan funksivalarning
xossalari

Chekli limitga ega bo'lgan funksivalar ham vaqinlashuvchi
ketma —ketliklar singari gator xossalarga ega. Ularning isbotlari
ham yaginlashuvehi ketma —ketliklarning mos xossalari ishotlan |
kabidir. '

1%, Tengsizlik belgisi bilan ifodalanadigan xossalar. ¥ <R

102




to'plam berilgan bo'lib, ¢ esa uning limit nuqtasi bo'lsin. Bu
to'plamda ;ix) funksiya aniglangan.

1). Agar ushbu lim /(x) =5 limit mavjud bolib, b>p ()
bo'lsa, « ning vyetarli kichik atrofidan olingan x (x*g) ning
qivmatlarida fix>p (fix)<g bo'ladi. '

Agar ushbu lml F(x)=»b limit mavjud bo'lib, >0 h<0) bo'lua,
a ning yetarli kichik atrofidan olingan x (x=#0) ning giymatlarida
Jix)=0  {(fixi<0) bo'ladi.

2). Agar ushbu lim f(x) limit mavjud bo'lsa, @ ning etarli
kichik atrofidan olingan » (y=«) ning givmatlarida s(x) funksiya
chegaralangan bo'ladi.

6—eslatma. Funksiyva chegaralanganligidan uning chekli
limitga ega bo'lishi har doim ham kelib chigavermaydi. Masalan,

f(x)zs'm}— funksiya chegaralangan, ammo x—¢ da bu funksiva
X

limitga ega emas.

X to'plamda f£(x) va f,(x) funksiyalar aniglangan bo'lib,
d esa X ning limit nuqtasi bo'lsin.

3}. Agar argument » ning & nugtaning biror U s(a) atrofidan
olingan barcha giymatlarida _

Silx)y = 1 {x)
tengsizlik o'minli bo'lib, 119 Six), 131:{1« f:1(x) limitlar mavjud
bo'lsa, u holda
lim f,(x}<lm f,(x)

‘tengsizlik o'rinli bo'ladi.

4). Agar argument x ning & nugtaning biror [}J(CT) atrofida
olingan barcha giymatlarida.

Si(x) < fxys fr(x)
tengsizlik o'rinli bo'lsa va [jTaﬁ(‘r)' 139,, S2(x) limitlar mavjud
bo'lib,
im f{x)=bm f,(x)=15
bo'lsa, u holda
lim f(x)=4

bo'ladi.

AR



~limit topilsin.

. 4.18-misol. Ushbu

.

, . 1 .
4 Ravshanki, bir tomondan «xcws — funksiya uchun
X

hm v - cos i— - {(x =0}
X :

5

; . S .
- Jef = xcos oS |x| tengsizliklar bajariladi, ikkinchi tomondan,

i, (-} = i <] = 0

. ; : : ' ; O ! -
. Demak, yugoridagi 4) — xossaga ko'ra lim xcos —=10 . »

X

20, Chekli limitga ega bo'lgan funksivalar ustida arifmetik

ammalar. v to'plam berilgan bo'lib, ¢ uning limit nudgtasi

1. bo'lsin. Bu to'plamda yix) va g(x) funksivalar aniqlangan.

1). Agar x—»a da f(x) va gix) funksiyalar limitga ega bo'lsa,
flayt g(xy funksiya ham funksiya ham limitga ega va
tm (f(x)ig(x)): im /(x) % lim g(x)
tenglik o nnh .
2} Agar x—e da fix) va g{x) funksiyalar limitga ega bo lsa,
F(z)-glx) funksiya ham limitga ega va
lim (f(x) . g(x)): hm f{x) hm g (x)
tenglik o'tinli.
4—natija. Agar x—>a da f(x) funksiva limitga ega bo'lsa, unda
i (xy funksiya ham limitga eqga va
@a(fef(x)p klim f(x) (k = consf)
tenglik o'rinli.
3). Agar x—a da fix) va g(x) funksiyalar limitga ega bo'lib,
lim g{x)# ¢ bo'lsa, f—g"% funksiya ham limitga ega va
k4T g x

Fx) '_ lim f(x)

X4

xsa g(x) Hm g(x)

tenglik o'rinli.

7—eslatma. 1). Yugorida keltirilgan 1— wva 22— xossalar
qgo'shiluvchilar, ko'paytuvchilar soni ixtiyoriy chekli bo'lgan
holda ham o'rinli.

_2). x—a da f(xy va g(x funksiyalarning yig'indisi,




ko'paytmasi va nisbatidan iborat bo'igan funksiyalarning limitiga

oga bo'lishidan bu funksiyalarning har birining limitga ega

ho'lishi doim kelib chigavermaydi. = Masalan,

F{xy=1 - sin ] Lg(x) = sin 1 funksivalar vig'indisi i+ g(x =)
¥ X

bo'lib, x-+0 da f(x)+g(x)‘—-bl bo'ladi. Ammo x—=0 da ji va gx)
funksiyalarning har biri limitga ega emas.
4.19—misol. Quyidagi
x+xt4+ x4+ +x" —nm

Hin
¥l v -1

limitni hisoblang.
4 Sodda alimashtinshlar yordamida topamiz:
x+x ext e ax"—n tim (x=D+* -+ +(x" -1

lim =
a = =1 . = _r,..l
i (- +{x+D+(x"+x+D+ + """+ x" + +x+D] _
Lok x -1
=l+2+3+_._+nz-}1’32-t]—).
Demak,

L ox4 x4 x4+ x"=1 mn+ )

Limy = 2

Xl x =1 - 2 _

6—§. Funksiva limitining mavjudligi haqgida teoremalar

1%, Monoton funksiya limitining mavjudligi. + to'plam
- berilgan bo'lib, @ [chekli yoki = ] esa shu to'plamning limit
nuqtasi va barcha xex lar uchun x<« bo'lsin. Bu x to'plamda
J(x) funksiya aniglangan.
10~teorema. ;v funksiya x to'plamda o'suvchi bo'lib, u
_yugoridan chegaralangan bo'lsa, funksiya o nugtada chekli
limitga ega, yugoridan chegaralanmagan bo'lsa, uning limiti +=
bo'ladi, '

X to'plain benlgan ho'lib, & (chekli voki -« ) esa shu
to'plamning limit nugtasi va barcha xeX lar uchun xze¢ bo'lsin.
Bu y to'plamda s(x) funksiya aniglangan. :

li—teorema. Agur f(x) funksiya x {to'plamda kamayuvchi
bo'lib, u quyidan chegaralangan bo'lsa, f(xy funksiya « nugtada

5 chekli imitga ega, quyidan chegaralanmagan beo'lsa, uning Hmiti



-x bo'ladi.

Bu tecremalar monoton keﬁtma ketlikning limiti maV}udlqu
hagidagi teoremalar kabi isbotlanadi.

2", Koshi teoremasi. Endi funksiya limitining mavjudligi
haqidagi umumiy teoremani keltiramiz.

vk to'plam berilgan bo'lib, ¢ uning limit nuagtasi bo'lsin.
Bu to'plamda fixvy funksiya berilgan.

21~ta'rif. Agar ve=0 son uchun shunday &-0 son topilsaki,
argument s ning 0<lk'-g<d  O<ik'-u<s  tengsizliklarni
ganoatlantiruvchi ixtiveriy ' va x* qiymatlarida

|[F(x" = f(xD)< e

tengsizlik o'rinki beo'lsa, () funksiya uchun o nugtada Koshi
sharti bajariladi deyiladi.

4.20—misol. Ushbu f{x)=x sini— funksiyva uchun x=0 nugtada
Koshi shartining bajarilishini ko'rsating.

« Hagigatan, ve>0 son olib, 5 ni a‘=§ deb garalsa, u holda
x Imng

0<pfum=p1<§,0<p"mm=

xni < f’_
2

tengsizliklarini ganoatlantiruvchi ixtivoriy x',x* giymatlari uchun
quyidagiga ega bo'lamiz:

1/

Bu berilgan funksiya uchun x=¢ nuqtada Koshi sharti
bajartlishini ko'rsatadi. »

ftxy  funksiya uchun @ nuqtada  Koshi  shartining
bajarilmasligi quyidagini anglatadi:

vé>0 son olganimizda ham shunday >0 wva 0<|¢-d<3,
0<lx’-d <5 tengsizliklarni qanocatlantiruvchl x".x" (x'e X, x"e X)
giymatlar topiladiki,

< +

o1 o1
= [&" gin— - x'sin —
X X

1 o1
x"sin—]+{x'sin —| £ Ix"
x X

£ (x") - f(xD)]2 ¢
bo'ladi.
Masalan,

Fixy=cos L
x

funksiva uchun  x=0 nuqgtada Koshi. sharti bajarilmaydi.

o
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Hagigatan vs> ¢ olganimizda ham ¢=t va
?-' e o ' T Fl } B
. v

Y R T

nugtalar uchun (”" -‘-*I;;*-I}bo’lganda [¢l<d, |x"<J bo'lishi

¢
ravshan,
|7 (x") = fixf=eos( 2k + )z —cos 27[=2>¢

bo'ladi.

12-teorema.{Koshi). s(x) funksiya « nugtada chekli jimitga
ega bo'lishi uchun bu funksiya uchun a nugtada Koshi
shartining bajarilishi zarur va yetaril.

< Zarurligi. x—« da f(» funksiya chekli limitga ega bo'lib,

i f(s) =5 bo'lsin. Funksiya limiti ta'rifiga ko'ra ve>0 son
-olinganda ham ‘; ga asosan shunday ¢>0 son topiladiki,

argument x ning 0<|x—a|<o tengsizliklamni qanoatlantiruvchi
givmatlarida '

|fx) - b)< %
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Xususan, ushbu
0 <« IJ:'—a]<5 = |f(x" - bl< %—
0<!x"—al<5 = [f(x") - b= %—
munosabatlar o'rinli. Bundan
f(x) = F|s|fxy - b+ ]f (5" - bl<s
tengsizlikning o'rinli bo'lishi kelib chigadi. Bu esa f(x) funksiya
uchun a nuqtada Koshi sharti bajartlishini ko'rsatadi
Yetarliligi. s(x) funksiya uchun a nuqtada Koshi sharti
bajarilsin, ya'ni vs>0 son olinganda ham shunday &>0 son
topiladiki, x ning 0O<p'-q¢<s, 0<"-d<s,  tengsizliklarni
ganoatlantiruvchi ixtiyoriy s+, x" qiymatlarida |/ (x) - f(x"]< s
tengsizlik o'rinli. Bu holda ;i{x) funksiva x—« da chekli limitga
ega bo'lishini ko'rsatamiz. :
g nugta Y to'plamning limit nugtasi. Shuning uchun
to'plamning nuqtalaridan x, (x,#a#»n=125.) ketma—ketlik

v



tuzish mumkinki, my, =« bo'ladi. ketma— ketlik limiti ta'rifiga .
ke'ra, yuqorida olingan #>6 son uchun shunday »,en son
topiladiki, barcha »#>5, lar uchun 0=« [x I a] < & v
0<|r,., —oal< 8, tengsizliklar o'rinli bo'ladi. Bu tengsizliklarming
bajarilishidan esa, shartga ko'ra
| f(xpem) = fix, )< e

beo'ladi.  Demak, fix,y fundamental ketma-—ketlik. U
yvaqginlashuvchi. Biz  f(x,) ketma—ketlik limitini » bilan
belgilaylik, hm f(x,}=6. Endi x to'plamning nuqtalaridan

tuzilgan va @ ga intiluvchi ixtiyoriy X, ketma —ketlik
x\ > a.x, fa(n=123.) olinganda ham  s(x;} funksiya
qiymatlaridan tuzilgan y(x)) mos ketma—ketlik ham o'sha # ga
intilishini ko'rsatamiz.

Faraz qilaylik, x, = a.{x, # a2 =12..) da fi)»¢
bo'lsin. ¥, va X, ketma—ketliklar hadlaridan ushbu

f L3

X, X[, X, Xy, Xy, X, X Xy
ketma —ketlikni tuzayhik. Ravshanki, bu ketma—ketlik o ga
intiladi. U holda
FO FOD TG £, F(), J(s £5,0 F () (4.11)
ketma—ketlik fundamental bo'lib, chekli limitga ega., Bu limitni
»+ bilan belgilaylik. Agar f(x,) va f(x,) ketma—Xketliklarning
har biri (4.11) ketma—ketlikning qismiy ketma—ketliklari
ekanini e'tiborga olsak, u holda f{(x,})—> 6", [f(x)-o¥&
bo'lishini topamiz.

Demak,

b* =b=25%"

Shunday gilib, y(» funksiva uchun « nuqtada Koshi sharti
bajarilishidan v to'plam nuqtalaridan tuzilgan va @ ga intiluvehi
har qanday x, (! # a,n=1,2,3,.) ketma—ketlik olinganda
ham mos f(x,) ketma—ketlik bitta songa intilishini topdik. Bu
esa funksiya limitining Geyne ta'rifiga ko'ra s(») funksiva
4 nugtadan chekli limitga ega bo'lishini bildiradi. »

8—-eslatma. Koshi sharti va Koshi teoremasi x—a+0, x—a—0
bo'lgan hollarda ham yuqoridagiga o'xshash ifodalanadi va isbot
etiladi.
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7-§. Funksiyalamni taqgoslash

¥ to'plamda f(x) va g(1 funksiyalar aniglangan bo'lsin. Biror
a nuqtaning ;(@)c X atrofida f(x) va g(vy funksiyalaini
taqqoslash masalasini garayiniz.

22—taTif. Agar s(x) va u(x) funksiyalar uchun shunday &>0
va (>0 sonlar topilsaki, barcha x</,(«) lar uchun

[/ ex))s g (e {4.12)
tengsizlik bajarilsa, x—ae da s funksiva «(x) Tfunksiyaga
nisbatan chegaralangan deyiladi va f{(x)=O(gi(x) Kkabi
belgilanadi.

Shuni ta'kidlash lozimki, bu ta'rifidagi x-az belgi
qaralayotgan {4.12} munosabatning @ nugtaning biror atrofida
. o'rinli bo'lishini ifodalaydi. '

Masalan, x-»0 da x®=0(x) bo'ladi. Haqiqatan, ixtiyoriy
xet/ () lar uchun, ya'ni wre(-1)) lar uchun |¢j<lx tengsizlik
bajariladi.

Agar sf(r) funksiya a nugtaning biror atrofida chegaralangan
bo'lsa, » x—e da f(x)y=0¢) kabi vyoziadi Masaian,
Fl)=+ 07 funksiva x=0 nugta atrofida chegaralangan {chunki
lxl_l‘fln(l +x)* =e )

Shuning uchun 1+ x)* =¢(1) deb yozish mumkin,

. 23—ta'rif. Agar x—e¢ da f(xy va g(»y funksiyalar uchun
Fx)=0Lg(xy va g{x)=0(f(x)ymunosabatlar orinli bo'lsa, x—a
da six) va g(x) funksiyalar bir xil tartibli funksiyalar deb ataladi.

Masaian, fixi=x, g(x)=2x+xsinx bo'lsin. Ravshanki, x—0 da
|xl < |2x + X sin x{£ BIxI
tengsizliklar o'rinli. Bu esa
x=0(2x +3sn x}), 2x+xsinx=0(x)
~ bo'lishini  bildiradi. Demak, x—0 da f(x)=x, g(x)=2c + xsinx
funksiyalar bir xil tartibli funksiyalar bo'ladi. '
Yuqorida kelitirilgan ta'riflardan, v—« da

1.6 L]



Sy = O [0 = OUG L) = fi1x) = OLL(x),
L= 000N Fi0) = O ((xdy = fitx) /(=0 fux) F(x,
F =000 Lt =00 {xD= S {x)+ fL{xy =00 1)
kabi munosabattarning o'rinli bo'lishini ko'rsatish qiyin emas.
13—teorema. Agar f(x) va gx) (xza da fix)=0, gn=0}
funkstyalar uchun ushbu

Hm "—(-—)- =(
e g{x)
limit mavjud va 0<|C|<» bollsa, x—a da fix va gx) bir il

tartibli funksiyalar bo'ladi.

« Ushbu
m .[.gf_) =
x>0 g{x)
limit mavjud va © < || < « bo'lsin. U holda
FAC) RPN glx) 1
P + 7 (x) oG +7,(x)

bo'ladi, bunda r(x) va 7,(») f{unksiyalar cheksiz kichik -
funksiyalar lim y,(x)= 0. limy,(x)=0,. Demak, @ nuqtaning yetarli
kichik atrofi v/, (a) da »(x) va y,(x) funksiyalar chegaralangan
bo'iadi. U holda barcha xel/ (@) lar uchun

o<k (o))< k (k = const )
tengsizliklar o'rinti bo'lib, £ EI; va ff E 1 funksiyalar uchun
f( x) Z{x) 1 : ,
- =+ k :
e AL R TS e

‘tengsizliklarga kelamiz. Demak,
- [r(of< dol+ blg ],

o=y o Jiroo

Bu esa
S =00g), g =00/(x)
ekanini bildiradi. »
24—ta'rif. Agar x>« da 7(x) va g(x) funksiyalar (xz. da
2(xy= 0} uchun

e



bo'lsa, v—a Sy va g lar ekvwa.-’enf ﬁznf{gzyalar deb ataladi.
Ekvivalent {unksiyalay
J{xy~ g{x)
kabi belgilanadi.
Masalan, x—¢ da jix)=x, gixy=sin¢ funksiyalar ekvivalent
funksiyalar: x.-sinx.
Agar x—a Ga [f(x)~ g{x), g(x)~ s(x) bo'lsa, v holda x—a da
F(x)- s(x) bo'ladi. Darheqiqgat, x-»« da f{x)- g{x) bundan
1,3‘2 {{E:% =lx > 2 da gix)~ s(x), bundan lm}: s((x)}
kelib chigadi, ulardan
lim L85 o i L)y B2
X oo s(x) Ta @ g{t) x-—)a‘g(x)
limitga ega bo'lamiz. Demak, f(x) ~ s(x)
25~taril. Agar fix) va gix) cheksiz kichik unksiyalar uchun
SUxy = a(x) g (x)
tengltik o'rinli bo'lib, bunda fm o (x) =0 bo'lsa, x—a da 70
funksiya g{+) ga nisbatan yugori tartibli cheksiz kichik funksiya
deb ataladi. U

f(‘r) = olg{x))
kabi beaigilanai

Agar s(x) funksiva a nuutamng biror atrofida cheksiz kichik
funksiya {(va'mi x—a da fix-0 } bo'lsa, u f(x)=o(l) kabi
voziladi. '

Ravshanki, agar x—«¢ da f(vy va g funksiyalar uchun
f(x)y=o(g(x)) tenglik o'rinli bo'lsa, u holda bu funksiyalar uchun
f(x)=0(g(x)) tenglik ham o'rinli bo'ladi.

Yugorida kelitirilgan ta'riflardan foydalanib “katta 0" va
“kichik " orasidagi bog'lanishlarni ifodalaydigan quyidagi
raunosabatiarni keltirib chigarish mumkia:

Ay =000, f(x) =20 f,(x1) = fi{x) = o([;(x)),

S V= 00 f, (), fo(x) = OCL(x) = /(%) = o( S5 (),

SUxY =0 (N, () = o(g(x)) = fi(x3 ) Ex) =o(f{x)g(x))
"Katla 0" va "kichik " ishtirok etgan tdhgliklarming oddiy
ma'nodagt tengliklar emasligini ta'kidlaymiz.



Masalal, e Gz Alay=elgix)) frlxy=aly
munssabatlesdan /= 7.0 aeb wfusa chiqarish xato be'lad!:
Endi “kiciik o’ va ekvivalentix — belgilari bilan bog'lar
funksivalar orasidagi munosabatlarni ifodalaydigan teoren
keltiramiz.
14—-teorema. x—a do f(x) va glv funksiyalar (x=a da fix
gixy=0} ekvivalent bo'lishi uchun
glx)y- fx)=o(g(xpy,
yoki
S(x) = g(x) = o(f(x))
tenglikning o'rirli bo'lishi zarur va etarli. -
4 Zarurligi. s—s¢ da fix) va g funksiyala.r ekviva

bo'lsin. f{x)~ z2(x). U hclaa ta'rifga ko'ra lim J;Ex)} =1 bo
undan
’ l{ ". _ ._,.J‘:
hl‘\ll—j--—JI 1) g, - I )_ =0
-‘-""i\ SnX ) x—=a ‘g(x)

kelib chigadi. Demak, g(x)~ f{x)=o(g(x)).
Yetarliligi. x—»a da g(x)- f(x) = o{g(x)) bo'lsin. U he
x->a da
S(x) _ gy = f(x) _ o(g(x)
g(x) g(x) g(x)

tim (1 f(”J i 225D g

1-

bo'lib, undan

J:—>..!\ g x E ¥} ‘:_7{_1,)
keiib chigadi. Bu esa l}ﬁmﬂ%ﬁ—;ﬂ va'ni f(x)}~ g(x) ekal

ko'rsatadie
‘5—natija. Agar, x—a da f{x} va g(v) funksiyalir uchun
e 5 oo
e fixy
be'lsa, u holda ushbu
g(x) ~¢f (x)
va
gix)=¢f (x)+ O(f(’f))
munosabatlar o'rinli bo'ladi.
< Shartga ko'ra



gix)

. Lim -

= =0
o ¥ a j{r)
bundan :
hm £y
o of (x)
kelib chiqgadi. Demak, g(x) ~ o rx}. _
Yugorida iskot etilgan 14— teoremaga asosan

of (x)= g{xy=olcf{(x)) = o f{x)} ko'rinishda vyozish mumkin,
undan

. g{xy=c¢ (x)+olg1x}
ekani kelib chigadi. »

Endi funksiyalarning ekvivalentligioa asoslangan hamda
funksiyalarning limitini  hisoblashda tez—tez foydalanib
turiladigan tecre.nani kaltitemiz.

15~teoreme. Accr r—a da f{x)~ £} va g{x)~ g{x) bo'lib,
ushbu

. B xre g (x)
. e o Sx) ,
limét mavjud bo'lsa, u kolda lim 2 (%) limit ham mavjud va

im J{x) = lim Ji(x)
xva g(x) e g(x)
tenglik o'rinli bo'ladi.
«4 Shartga ko'ra x—a da f(x)~ fi(x), g(x)~g(x). U holda
ushbu
filxy= filx)+ o fi(x}),
g(x) = g(x)+olg(x)
tengliklar o’rinh bo‘ladi. Natijada

Pt g ST 2 Coen



' ._f}{x)[l + 9‘-{“..(-*”]
iy L0 <y AL ARG
R4S, lgj(x)+o(g|(x,_ © g,(x)(1+9(<‘*’l_(-“_))_]

’ : g‘.(-r)

.

= lim 12 kim S0y S
o g (x) ey o(g(x) ame g, (x)
" £.(x)
bolishi k=lib chigadi. »
Funksiyalarni ularga exvio £4% 0n s yaer D <1 xashtirish
natijasida ko'pgina funksiyalarning limitlari sodaa hiscblanadi.
a.2i ~misnl. Jshibu

cos v —0CCs 2x

lim 5

LA x
Hmitnt hisoblang.
-4 Ravshanki,

2 si 3x . x
_ cosx—cos2x . UMy
lim ; = hm -
x—0 x =0 x
Endi x—0 da
. 3x 3x N T
Co§in — = 4 ofx), S0 —==+o(x
| 3 (x) 75 (x)
munosabatlarni e'tiborga olib topamiz:
. 3x 1
2 sin 22X sin ~ (—3-x+0(x))("x+0(x))
lim ——2—2 = 2 lim 2 =
x=— 1 X x>0 X

-3—x: +o(x”)

. 3
= 2 Hm ———————— = .
x—+ 0 x
Demak,
.. GOS8 X — COS 2x 3
-.‘.m _‘—"_2_'__'_ = — "
=0 x 2

"o

9-eslatma. Biz 1—banc:a '¢7, we T " 2e zilar bilan
bea'langan fucksiz,«ini o'rgardik. Banda o chekli deb gqaraldi.
@ = o bo'lgan holda ham  yugeidagides ‘ushuncha  va
teoremalar ta'riflanadi va o’rganiladi.

Mashglar.
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4.22, Sonlar - - ketma —ketligi limatlari ta'tiflarining
ekvivalentligi isbotlansin.

4.23. Sonlar ketma-—ketligining chegaralanmaganligi ta'rifi
kelitirilsin. Chegaralanmagan ketma—ketlik cheksiz  katta
migdor bo'ladimi?

4.24. Ushbu

x, = (:[l;% sin( ﬁ-’;—) (n=123.)

ketma - ketlikning cheksiz kichik migdor ekani isbotlansin.
_ i 4.25. Ushbu

11

n+l

(n =123,
# : 3
ketma —ketlikning cheksiz katta miqdor ekani isbotlansin.
4.26. Agar X, va y, ketma—Xketliklar limitga ega bo’lmasa,
X,+y,, x,¥, ketma—ketliklar limitga ega bo'lishi mumkinmi?
4.27. Agar

X, :lg% +lg%+..,+lg

im x, =0, lmy =0

H—r R0

X
bo'lsa, ‘}'}"— ketma - ketlikning limiti to'g'risida nima deyish

mumkin? {Odatda, uni g ko'rinishdagi anigmaslik deyiladi.)

4.28. Agar
hm x = limy, =x

H-a ' n—wm

x
bo'lsa, —* ketma —ketlikning limiti to'g'risida nima dey_i&}h

mumkin? {Odatda, uni = ko'rinishidagi anigmaslik deyiladi).

4.20. Agar
limx, =0, limy, = _
bo'lsa, x,y, ketma-—ketlikning limiti to'g'risida nima deyish
mumkin? {Odatda, uni 0.« ko'rinishidagi anigmaslik deyiladi).
- 4.30, Agar

lim x, = 400 (.0)

oy

hm y, = -0 (4)

e



bo'lsa, ¥, + ¥, ketma-—ketlikning limitt to'g'risida nima deyish
mumkinki? (Odatda, uni =-= ko'rinishdagi anigmaslik
deyiladij. '

4.31. ¢ sonining irratsional son ekani isbotlansin,

4.32. e soni taqribiy hiscblansin.

4.33. Ushbu
lim (l + L} = et
N o= 7
limit isbotlansin.

4.34. Agar ichma-—ich joylashgan segmentlar prinsipida
barcha segmentlar mos intervallarga aylantirilsa, prinsip o'rinli
bo'ladimi?

4.35. Har ganday sonlar ketma —ketligining yugori va quyi
~ limiti mavjud bo'lishi isbotlansin.

4.36. To'plamning limit nugtasi ham to'plamga tegishhi
bo'ladimi?

4.37. fixy funksiya ¢ nugtada 4 limitga ega bo’lishi uchun
uning shu nugtada o'ng va chap limitlari mavjud bo'lib,

fla+ 0= fla-0)=b
tengliklar o'rinli bo'lishi zarur va yetarli bo'lishi isbotlansin.
4.38. Ushbu
e f(x)=+0 , hWm f{x)=-~0  lim f(x}=+o

lim f(x)= -
limitlarning ta'riflari kelitirilsin.
4.39. Funksiya limiti Koshi va Geyne ta'riflanning
- ekvivalentligi isbotlansin, '
4.40. Ushbu

limit hisoblansin.
4.41. Agax

bo’lsa
f{x)=lim 7 (x)

topilsin.



4.42. x>0 da

al fixy=¢ . glx)=100 +x ;

3 1
b) feo=20 go=
x In x
™ ) v .
e, v)p J¥)=s ———— g(x)=x

2+ sin -
N X
funksiyalarning bir xil tartibli bo'lishi isbotlansin.

i,
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VvV BOB
Funksiyaning uzluksizligi -

Funksivaning uzluksizligi matematik analizning muhim
tushunchalaridan bo'lib, u funksiya limiti tushunchasi bilan
bevosita bog'langan.

1-§. Funksiya uzluksizligi ta'rifi

1. Funksiyaning nuqtada uzluksizligi. ¥ c® to'plamda
St aniglangan bo'lib, acx esa X to'plamning limit nugtasi
bo'lsin.

-1—ta'rif. Agar

lim /(x) = f(a) (5.1
bo'lsa, f(x) funksiya a nugfada uzluksiz deb ataladi. Masalan:
1}, fxoy=x* +x+1 funksiya Va e R nuqtada uzluksiz, chunki
EiTaf(x)= lxi_Ll"‘lﬁ(J:2 +x+=a’+a+1=f(a)
2). Ushbu funksiya
1, agar x=0 bo'lsa,
J(x) = (signx)” =
0, agar x=0 bo'lsa
uchun vae R da
bm f(x) =1
bo'ladi. Ammo 7(0)=0 bo'lgani uchun
hm f(x) # £(0)
Demak, f(x)=(signx)’ funksiva a=0 nuqtada uzluksiz ermas,
boshga hamma « = ¢ nuqtalarda esa uzluksizdir,

Funksiya limitning Geyne va Koshi ta'riflardan foydalanib, .}
funksiyaning a nuqtada uzluksizligini quyidagicha ham
ta'riflash mumkin. -

2—taTif (Geyne). Agar ¥ cR to'plamning elementlaridan
tuzilgan va «ga intiluvchi har ganday »x, ketma-ketlik
olinganda ham funksiya gqiymatlaridan tuzilgan mos fix,)
ketma —ketllk hamma vaqgt (s ga intilsa, 7 funksiya «
nugtada uzluksiz deb ataladi.

3—tarif (Koshi). Agar ve>6 son uchun shunday 4>¢ son




topilsaki, tunksiya argumenti x ning |x. -a|< s tengsizlikni
gqanoatlantivuvchi barcha giymatlarida
jf(.r)—f_((r)icz L
tengsizlik bajarilsa, ya'ni
Te0, 3820, Ve X U (ay: }f(x)~- f{a)<e
bo'lsa, f(x} funksiya ¢ nuqtada uzluksiz deb ataladi.
5.1—misol. Ushbu s(x)= Jx¥# funksiyaning x=5 nuqtada
uzluksiz bo'lishini ko'rsating.
< vz>» son olib, bu « songa ko'ra 5>0 sonni é= 3¢ deb
qaralsa, u holda |x - s{<é bo'lganda
] ! |Jr - S[ ]x - 5! g
|f(")_f(5)1=j x+d _3|= Jrxra a3 < 3 <§_
bo'ladi. Bu esa yugoridagi ta'rifga ko'ra, f(x)=/x+4 funksiyaning
x=35 nuegtada uzluksiz bo'lishini bildiradi. »
Koshi ta'rifidagi |x-al<s wva f; (x)— f{a)!{ £ tengsmhkla.r
mos ravishda

=&

xelig(a) va fixyelU (S (a)

ko'rinishda ham yozilishi mumkin ekanligini hisobga olsak, atrof
tushunchasi yordamida funksiyaning uzl1k5121191n1 quy;daglcha
ham ta'riflash mumkin.

4—ta'rif. Agar

Ye >0, 385>0, Vxel (a): fix)elU _ (f(a)) -

bo'lsa, fx) funksiva a nugtada uzluksiz deylladl

5.2~misol. Ushbu :
x, agar xratsional son be'lsa, ..
fixny=

-x, agar x irratsional son bo'lsa

funksiya x =0 nuqtada uzluksiz bo'lishi ke'rsatilsin.

< Haqigatan, ¥e>0 son uchun #>0 sonni 5=z deb olinsa, u
holda Vx e U/ ;(0) lar uchun f(x) e /_(0) kelib chiqadi. »

Ravshanki, (5.1} o'rinli bo‘lsa, ushbu Jim [/(x) - fa)] =0
limit ham o'rinli bo'ladi. Qdatda x-a ayirma argument
orttirmasi, f(x)- f(a) ayiima esa funksivaning o« nugtadagi
orttirmasi deviladi. Ular mos ravishda Ax va Ay (yvoki afj Kabi
belgilanadi:

Ax=x—a, Av=Af = f(x)~ f{a)

418



Bu tepgliklardan foydalanib yozamiz:

Y=g+ A, W= fla+ )~ fla)
Natijada {31} munosabat
lin . Ay =10

Ax =

ko'rinishga ega bo'ladi. Demak, stx) funksiyaning ¢ nugtada
uzluksizligi bu npugtada argumentning cheksiz  Kichik
orttirmasiga funksiyaning ham cheksiz kichik ortfirmasi mos
kelishi sifatida ham ta'riflanishi mumkin.

5.3—miscl. y=snx va y=cosx funksiyalarning Ve R nuqtada
uzluksiz bo'lishini ko'rsatilsin,

<« VaeR nugta olib, unga Ax orttirma beraylik. Natijada
y=sinx funksiya ham ushbu

Ay =sin(a + Ax) - sin a
orttirmaga eqga bo'lib, - 7 < Ax <7 bo'lganda
lay] = lsin( @ + Ax) - sin af = [2sin 45cos( g + £8)]

tengsizlikka ega bo'lamiz. Bundan lm Ay =0 bo'lishi  kelib

chiqgadi. Demak, y=sinx funksiva a ¢ R nuqgtada uzluksiz. Xuddi
shunga o‘xshash y=cosx funksiyaning ham Va e R da uzluksiz
bo'lishi ko'rsatiladi. »

2%, Funksiyaning bir tomonli uzluksizligi. ¥ <r to'plamda
7{xy funksiya aniglangan bo'lib, a e X' esa x to'plamning o'ng
(chap) limit nuqtasi bo'lsin,

5—ta'rif. Agar x—-a+0 (x—a-0) da fx) funksiyaning o'ng
(chapj limiti mavjud va

fla+0)= lim 00 = f(a), (f(a=0)= lim f(x)= f{a)

bo'lsa, f(x) funksiva « nuqfada o'ngdan (chapdan) uziuksiz
deyiladi. '
Masalan. Ushbu

——, agar x=9{
127
fix)y=
0,
agar x=0

funksiya uchun
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Ilm f(r)— hm w—t-——z 0= f(ﬂ)
142¢

1 _=1= £(0)5

L+27 :
bo'lganligi sababli, berilgan funksiva »=0 nuqtada o'ngdan
uzluksiz bo'lib, chapdan esa uziuksiz emas.

Yugorida keltirilgan ta'riflardan ko'rinadiki, agar s
funksiya ¢ nugiada ham o'ngdan, ham chapdan bir vaqtda
uziuksiz bo'lsa, funksiya shu nuqtada uzluksiz bo’ladi.

6—taTif. Agar f(x) funksiya xcR to'plamning har bir
nuqtasida uztuksiz bo'lsa, funksiva x to'plamda uzluksiz deb
ataladi.

Masalan, s(x) funksiva (.4} intervalning har bir nuqgtasida
uzluksiz ba'lsa, funksiya shu intervalda uzluksiz deb ataladi.

/txy funksiva Ja,5] segmentda berilgan bo'lsin, Agar bu
funksiya (a.#) da uzluksiz bo'lsa, hamda « nuqtada o'ngdan, »
nugtada chapdan uzluksiz bolsa funksiva [«.4] segmentda
uzluksiz deb ataladi.

5.4—misol. Ushbu f(x=¥r funksiyaning R to'plamda uzluksiz
ho'lishini ko'rsating. _

4 Avval Vae R\{0} nugiada mazkur funksiyaning -
uzluksizligini ko'rsatamiz. ve»0 son olib, bu songa ko'ra §>0

Lim f(x) = lim,

sonni & = %{/a_fs deb garaylik. Natijada |« - 4| < bo'lganda

S0y = flad)= W - Va| =y b~ el =
=l e e e e
[x - a vaa‘

§\/'_‘+'3\/a"!+33\/— 12\[_

tengsizlik kelib chigadi. Demak, funksiyva Yae RY{0} nugtada
uzluksiz.
Endi a=0 bo lgan holda, vz >0 songa ko'ra § sonni §=¢° deb
olib, lx - al= |x] < 4 bo'lganda
£y~ f(0)]=

tengsizlikka ega bo'lamiz. Bu esa berilgan funksiyaning z=0
nugtada uzluksiz bo'lishini ifodalaydi. Demak, berigan funksiya

\/;‘435:19
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R to'plamda uzluksiz. »
2—§. Funksiyaning uzilishi. Uzilishning tarlari

fivy funkstya A cg to'plamda aniqlanagan bo'lib, gg X
nuqta & to'plam limit nugtasi bo'lsin. '

7-ta'rif. Agar x—« da ftx) funksiyaning limiti mavjud, chekli
bo'lib, fim f(x}=&» f(a) yoki lim f(x}=cw (+0i-2) bo'lsa yoki
funksivaning limiti mavjud bo'lmasa, f(xj funksiva « nuqtada
uzilishga ega deyiladi.

Funksiyaning e nugiada uzilishga ega ho'ladigan hollarini

alchida garab o'tamiz.
1%, x—»a da f(x) funksiyaning limiti manud chekli bo'llb u

f(a) ga teng bo'lmasin:
hm f(x)=»5# f(a) * (b—chekli son}
Bu holda, ushbu '

fix), agar r=q bo'lsa,

fr(x) =

&, agar x=a bo'lsa

funksiva a nuqtada uzluksiz bo'ladi:
im f*(x)=1m f(x)=b=f" (a)

Shunday qlhb, berilgan funkswamlzmng bitta & nugtadagi
givmatini o'zgartirib (f(«) o'rniga » olibj ¢ nuqtada uzluksiz
funksivaga ega bé'lamiz. Shuning uchun, bu holda Fx) funk51ya
bartaraf gilish mumkin bo'lgan umhshga ega deyﬂadl

Masalan, ushbu

x*, agar x=#0

Axy= _ _
1, agar x=0 _

funksiya uchun Ijglo:f(x) =0+ f(0) munosabat o'rinli. Demak, bu

funksiya x=0 nugqtada bartaraf gilish mumkin bo'lgan uzilishga
aga {25 — chizma).
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@1

—

5 . %

25— chizma

2%, Endi x—e da s(x) funksiyaning limiti mavjud emas
deylik. Bu holat, avvalo, r—a da f(») funksiyaning o'nig va chap
limitlari mavjud va chekli bo'lib, f{a-0)= f(a +0) bo'lganda ro'y
beradi. Shu helda funksiva o nuqtada birinchi tur uzilishga ega
deyiladi va fla+0)-f(2-0} ayirma funksivaning ¢ nugtadagl
sakrashi deyiladi. x—a da f{x) ning limiti mavjud bo'lmaydigan
boshqa hamma hollarda funksiya «¢ tfuqtada ikkinchi tur
uzilishga ega deyiladi. :

Masalan, 1) nshbu

——~, agar x=0 bo'lsa
1+2° :

fx=

0, agar x=0 bo'lsa

ftinksiya uchun
S B

S5

lim f(x)=0, lm f(x)=1

LT



NA g

0 X
26 —chizma
Y.Ii

r-_»
) r-*i
.
JAT 723 X
=

L .

Z27-chizma

Demak, berilgan funksiya x=0 nugtada birinchi tur uzilishiga
ega.
- Uning 0 nugtadaqi sakrashi —1 ga teng (26 - rhlzma]
2). Quyidagi
Sfxy=[x]
funksiya x»=p {p — butun son} nuqtada birinchi tur uzilishga
ega, chunki (27 —chizma): ' :

Ilirgof(xj* llm {x]-— -1
Jm f () = 1_‘,”},”[3‘]‘ P

3}). Ushby
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!I sm < agar x>0
fixy=

_—x.agar ] ;
funksiya x=0 puqtada ikkinchi tur uzilishga ega, chunki x—+0 da
Six)=sin L funksiyaning limiti mavjud emas. :

4). Dirixle funkstyasi

1, agar » irratsional son bo'lsa,
4 Di{xy =
0. agar x ratsional son bo'lsa

# to'plamning har bir o nugtada ikkinchi tur uzilishge ega, chunki
x-»q da 2{x} funksivaning o'ng limiti hamn, chap lirniti ham
mavijud emas.

5). Ushbu

»-, agarx >0 bo'lsa
fix)=

x, agar x <0 bo'lsa
funksiya uchun
lim 7 (x}=+», limf{x)=0
bo'lib, bu funksiya x=0 nuqtada .Ikkll‘lc:h_l tur umllshga ega bo'ladi
(28 — chizmaj.
YAL

28 —chizma
6]. Ushbu s(x)=rgx funksiyaning x—-g— nugtadagi o'ng va chap

himitlan

{25



lsm e = —= 11m fgx = =
o "

bo'ladl. Demak, /{x)=zx funksiya x=-§ nuqgtada ikkinchi tur

uzilishgs ega.
3Y. Endi x». da

e

boladi. Bu holda ham j(x) funksiya « nugtada ikkinchi tur
uzilishga ega deyiladi,
Masalan, ushbu
Fz)exlem), £(0)=0
funksiyaning »—0 dagi ¥miti +=» dir (bu holda
L1 o
]}]Q:li?:*—:o, ]-f].r_r'}?=+00]
Demak, berilgan funksiva x=0¢ nugtada ikkinchi tur uzlishga
aga. _
Shunday qilib, 7(x) funksiva «eX nuqtada
1. uziuksiz bo'ladi yoki,
2. bartaraf qilish mumkin bo'lgan yoki birinchi tur nzlishga
ega bo'ladi, yoki
3. ikkinchi tur uzilishga ega bo'ladi.
1—eslatma. Agar «<Y nugta xto'plamning bir tomonli
(va'mi o'ng yoki chap] limit nugtasi bo'lsa, yuqoridagidek
funksiyaning bu nuqtada uzlishi {o'ngdan yoki chapdan uzilishi}

© ta'rifi keltiriladi,

2—eslatma. s(x) funksiya x to’plamda uzluksiz bo'lib,
ackX nugta ¥ to'plamning limit nuqtasi bo'lsin. Bu holda
funksivaning < nugtadagi giymati aniqlanmagan bo'lsa ham
x—»a da f(x) ning limiti mavjud va chekli, ya'ni Im f(x)=b
{¢ — chekli somnj bo'lishi mumkin., Bu limit munosabatdan
foydalanib X u{e to'plamda wuzluksiz bo'lgan funksiya -tuzish
mumkin. Haqiqatan, agar

f{x), agar x e X bo'lsa,
I Hx)=

b, agar x=q bo'lsa.
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deb olinsa, natijada x i to'plamda uzluksiz 7~ (x) funkéiyei
hosil bo'ladi.

Masalan, =“m—" funksiya (—oc ,0}w (0,4 ) da aniqlangan
x
va uzliuksiz. Mla'lumki,
fim 22 =
r—=0 X

Bu munosabatdan fovdalanib tuzilgan ushbu

me agal x=0 bo'lsa
x
Six)=

1, agar x=0 bo'lsa
funksiya & da uzluksiz bo'ladi.
3—§. Mounoton funksiyaning uzluksizligi va uzilishi.

Fix} funksiva ¥ oraligda aniglangan bo'lsin.

1—-teorema. Agar f(x) funksiya x oraligda monoton bo'lsa,
u shu oraligning istalgan nugqtasida yo uzluksiz bo’ladi, yoki
faqat birinchi tur uzilishga ega bo'ladi. '

4 f(x} funksiya x oraligda o'suvchi bo’lsin. x ning
shunday o nugqtasini olaylikki, biror ¢>¢ uchun (a-d,a+8jcX
bo'lsin. Shartga ko'ra vre(a~d,4) uchun fix)= f{a) va ¥xe{aa+7)
uchun 7ix)z f(a) bo'ladi. Demak, s(x) funksiva (a-&,a) da
yuqoridan, {a,a + &)da quyidan chegaralangandir. Monoton
funksiya limiti hagidagi teoremaga asosan

I f(x) = fla=0)< fa) )

J fix)= fla+0)2 fla),  (**)
bo'ladi. Agar f(e-01=fla+0)=fi{a) bo'lsa, funksiva o« nugtada
uzluksiz bo'ladi. Agar fla-0)<f{a+0y bo'lsa, shu nugtada
funksiva birinchi tur uzilishga ega bo'ladr.

Agar o nugta ¥ oraligning chetki nuqtasi bo'lsa, yuqoridagi
kelishuvimizga ko'ra, bu npugtadagi bir tomonli limitning
mavjudligini ko'rsatish kifoya.

Ravshanki, ;(»3 funksiva x oraligda kamayuvchi bo'lgan
holda ham mulohazalarimiz xuddi yugeridagidek bo'ladi. »



Endi monoton funksiyaning wuzluksiz bo'lishi haqidayi -
tecremani keltiramiz. :

2-teorema. Agar sy funksiya x oraligda monoton bo'lib,
uning giymatlari to'plami Y, ={/(x):x& X} biror oraligden
thorat bo'lsa, u holda bu funksiya ¥ da uziuksiz bo'ladi.

4 Aniglik uchun s funksiva ¥ da o'suvchi bo'isin, Faraz
gilaylhk, /() {funksiva teoremaning shartlarini qanocatlantirsa
ham, u biror ¢ € X nugtada uziuksiz bo'lmasin. U holda 1— -
teoremaga ko'ra u birinchi tur uzilishga ega bo'ladi. Ya'ni

Jla-0)< fla+0)

bo'ladi (agar e nugia x oraligning chetki nugiasi bo'lsa, (7)
yoki ("] tengsizlik o'rinli bo'ladi). Natijada "

x<a, bO'IZa, f(x)= fla-0)

x>a, ba'lsa, f(x)z fla+) 1
bo'lib, sixy funksiva (f(a~0), f(a+0)) intervaldagi s{s dan hoshga
givinallarni hech bir xe X da gabul gila clmaydi. Bu esa 7(»
ning qiymatlari to'plami r, biror oraligdan iborat ekanligiga
ziddir. Demak, Funksiva ¢ nugqtada birinchi tur urzilishga ega
bo'la ohnaydi. »

4—-§. Uzluksiz funksiyalayr ustida arifmetik amallar.
Murakkab funksiyaning uzlaksizligi

¢ 1% Uzluksiz  funksiyalarning vyig'indisi, ayirmasi,
. ko'paytmasi va nisbatining uzluksizligi.
. 3—teorema. Agar f(=x} va gx) funksiyalar X <R to'plamda
aniglangan bo'lib, warning har biri @€ X nugtada uzluksiz
bo'lsa,
o . [ . .
fx)tglx),  flx)-g(x) o (gx)#0, Vxe X }
funksiyalar hamn shu nugtade uzluksiz bo'ladi.
' 4 Bu teoremaning isboti limitga ega bo'lgan funksiyalar
ustida arifimetik amallar haqidagi teoremalardan bevosita kelib
chigadi. Masalan, ikkita uzluksiz funksiva ko'paytmasi yana
uzhaksiz funksiva bo'lishini ko'rsataylik. f(x) va g(x) funksivalar
a nuqgiada uzluksiz bo'lsin:

lm f(x)= f(a), lm g(x)=gla).
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U holda
1ril]1"(f{-‘€)g(xl) = ‘\.i‘f‘a _f'(x)-iiina g(xy=f(a)gia)

bo'lib, undan fix) g(xy funksivamng a nuqtada uzluksiz beo’lishi
kelib chigadi. » '

3—eslatma. Ikkita funksiya yig'indisi, ayirmasi, ko'pavtmasi
va nisbati uzluksiz bo'lishidan bu funksiyalarning har birining
uzluksiz bo'lishi kelib chigavermaydi.

Masalan, Quyidagi /(x)=x va

cos -, agar x=0 bo'lsa,

glx}=
0, agar x=0 bo'lsa

funksiyalar ko'paytmasidan tuzilgan @(x)=xcost funksiya R da
- uziuksiz bo'lgan holda g(x) funksiya r=0 nugtada uzluksiz
emas.

Yuqorida  kelitirilgan  tecrema  go'shiluvchilar  hamda
keo'paytuvchilar soni ixtiyorly chekli bo'lgan holda ham o'rinli
bo'lishini ko'rsatish qiyin emas.

Endi teoremamng qo'llanilishiga misollar keltiraylik.

1) v = ca=const ne N funksiva r da uzluksiz.

-« Ravshanki, fixy=x funksiya & da uzluksiz. Agar berilgan

funksiyani

y=ax”" =a-x-x+,. %

e
]

ko'rinishda ifodalash mumkinligini e'tiborga olsak, 3-
teoremaga ko'ra y=mx" funksivaning & da uzluksizligi kelib
chigadi. »
Keltirilgan misol va 3-—teoremadan bufun va kasr ratsional
funksiyalar _
Px)y=ayx" +ax" "+ . . +a, ,x+a,,
g x" +ax" 4+ . +a _x+a,

o= .

box™ + b x" +. b, _x+b,
(ap. @y, a,. by, by, . b, o'zgarmas sonlar, rneN.meN) o'z
aniqlanish to'plamlarida uziuksiz bo'lishi kelib chigadi.
2). y=wx.y=agr, y=secx y=cos ccx funksiyalar o'z aniglanish
sohalarida  uzluksiz. Hagiqatan, bu funksiyalar uziuksiz




funksivalarning nisbati orqali ifodalanadi.
2%, Murakkab funksivaning uzluksizligi. r= /(x) funksiya v

to'plamda, - = ¢y funksiva esa ¥ to'plamda aniglangan bo'lib,

ular yordamida - =(/(x); murakkab funksiya tuzilgan bo'lsin (4 —
bobning 1 — § iga garangj.

d—teorema. Agar y=jixy funksiya ae X nugtada, == p(y)
funksiva esa a nuglaga mos kelgan v, = stey nugteda uzinksiz
bo'lsa, z=e¢(f(x)) murakkab funksiya « nugtada uzluksiz bo'ladi.

< y=rxyfunksiya ¢ € A nugtada, :=g(y) funksiya esa mos
v, = f{a) nugtada uzluksiz bo'lsin.

Ta'rifga ko'ra

Ves0.30 >0 v-p <o fery)-e(y)f<e,
v >0.36 >0 x—al<df(x)- fla)|<o
bo'lib,
Ve » 0,35 >0 x-al<d|p(/x)-e(fla)]<s,
bo'ladi. Demak, -=¢(/(x) funksiya « nuqgtada uzluksiz. »

Misollar gqaraylik. 1) y=o (a>1) & to'plamda o'suvchi
funksiva. Har bir y>0 da x=log,» ning mavjud bo'lishidan
berilgan funksiyaning giymatlari ¥ ={a" :xe R} = (0,+0) oraligni
tashkil etishi kelib chiqadi. Demak, y=a" funksiya » da uzluksiz.

2). y=tog,x {e>1}) Bu funksiva x =(0,+x) oraliqda o'suvchi.
Uning gqiymatlari ¥ ={og  x:xe(0,+x)}=R ni to'ldiradi, chunki
har bir yeR uchun x=«" mavjud. Demak, y=iog x {a>1)
funksiya, (0.+ ) da uzluksiz.

Yuqorida keltirilgan ko'rsatgichli va logarifimik
funksiyalarning ¢<a<i1 bo'lganda uzluksiz ekanligi ham 2-—
teoremadan kelib chigadi. __

3). y=x {x>0) darajali funksiyani garaylik. Bu funksiyani

y=x“=a*""  (450a21)
ko'rinishda ifodalash mumkin. Agar sxleg, x funksiya (0.+x) da,
a” funksiya esa r da uzluksiz ekanini e'tiborga clsak, u holda
murakkab funksiyaning uzluksizligi haqidagi teoremaga
asoslanib  y=x" funksivaning (0.+x) da uzluksiz bo'lishini
topamiz.

5—§. Limitlarni hisoblashda funksiyaning uzluksizligidan
foydalanish




y=fix) funksiya i c ® to'plamda aniglangan bo'lib, a . nuqgta
4 ning limit nugtasi beo’lsin. - =p(y) furksiya esa rcg
to'plamda aniglangan. Bu funksivalar vordamida z=g(/x)
murakkab funksiva tuziigan bo'lsin.

Agar Zigjf(r)r-yn mavjud bo'lib, 2 = p(yy funksiya », nugiada
uzluksiz bo'lsa, u holda Iig;n w( f{x)} maviud va

lim @ (f(x) = @ip,)
tenglik o'rinli bo'ladi.

Aytaylik xoa da rivy—y, va @y funksiya ,, nugtada
uzluksiz, ya'ni y—y, da o(y)— ¢f(y,} bo'lsin. U holda murakkab
funksiyening limiti hagidagi teoremaga asosan {qaralsin, {t},
4-—bcb] x—a da w(rxy funksiya limitga ega va

Chm () = lim e(y)=e(r,)

tengliklar o'rninli. Bu tengliklardan uzluksiz funksiyalar uchun
funksiya ishotasi ostida limitga o'tish goidasi kelib chigadi:

im @ f(x) = @ f{x}
Xususan, fix}=x bo'lsa,

Hm ¢ (x) = ¢{lim x) = @(a)

5.5—misol. Quyvidagi '

n{gu(u,ux)* (e R, pu=0)
limitni hisoblang.

4 Biz buni lim (1 + zx)¥ = lim ((1+ 4#x)™)* ko'rinishda
yozib olamiz. Ravshanki, x—0¢ da y=,x—% bo'ladi. Bundan
quyvidagini lopamiz:

m (1 + 20)®% = [1m 0w ¥ ] = e
bm (1 + px)™)" = | lm (3 + ) | o=t
Shu miscldan foydalanib, lim (I + Z)" limitni ham hisoblash
Moo »
mumkin. Bundan xek, x=¢. Ravshanki, ZeR da va nowo da
i

Z-y5 0. Shuning uchun
141 .
-

im (1+ 253" = Hm (1 + v) ) = (Iim (1+ p)")* = ¢
EE 173 ¥ o= 0 ¥ b
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3.6~misel. Quyidagi limitlarmi hisoblang.
log {1+ x) _

Ca) lim log ,¢  {birinchi muhim limit,
S A " \
a>0,a#=1)
. -1 . ; , ..
b} lim . =Ina(ikkinchi muhim limit, a > 0,a # 1)
) DX x
vj Eiﬂﬁ {0+ xj L a {uchunchi muhim fimit).

<« Bu munosabatlarni isbotlashda logarifmik, ko'rsatkichli va
darajali funksiyalarning unzluksizligidan foydalanamiz.
DParhagigat, :

.. a} holda
Thim log , (A% x) _ im log (1 + x)% =log  ¢hm (1 + x);') =log , ¢
ERR) x x>0 xoafl
b) holda esa «* -1=¢ deb x—0 da ¢+-»0 bo'lishini e'tiborga clib
fopamiz:
fim = = lim - - —sha
X X =0 1o + = O,
BT g timasny
_in{l+n

Nihoyat v] holda (+x*-1=r deb, so'ngra ks va x—0 da
X

¢ >0 bo'lishini hisobga olsalk,

W+ Qi)

8D T i
Il +1) In(i+x) x

-l x Kl g ¥l
kelib chigadi. :
5. 7-misel. Ikkita j(x) va g(x) funksiya ¥ <R to'plamda
anigqlangan va f(x)>0. ¢ nhugta ¥ to'plamning limit nugtasi
bo'lsin. o

Agar _

i f(x)=5h (p>0), lmgi{x)=c
lmitiar o'rinli bo'lsa,
o i (£ ()5 = b*

.bo'lishi isbotlansin,

« Hagigatan, (f(x})* funksiyani

(f(x))gix} - eg{x).‘nf{x} .

ko'rinishda ifodalab, so'ngra ko'rsatkichli hamda logarifmik
funksiyalarming uzluksizligidan foydalanib, quyidagini topamiz:
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(elxin fix) lim g(xiin lim fEx)
SOW o g i, —

e (f{xn* ™ = hm e

e,.[,..a, — eluh' - /;' . s
Odatda (f(x))***" funksiva darajali —ko'rsatkichli funksiva deb
ataladi.
Darajali —ko'rsatkichli ( /(x)*" funksiya quyidagi
S 1) ln f(x) =1 i_im g(x)=a;
2p lim f(x}=0. im g(x} =0
3) M f(x) = 40 lim g{x} =0
‘hollarda avval {4—bob, mashqlar} o'tganimizga o'xshash,
aniqmasliklarni ifodalaydi. x—a da (f(x)*"" funksiya 1) holda
1“ 2) holda ¢* 3) holda =* ko'rinishdagi anigmasliklar. deyiladi.
5.8=misol. Ushbu i

. at + hTN
hm | o (a>0,b>0)

x -3 0 2

A

limitai hisoblang.

-'-"'l ¥ bx : s . E I3 I3 - 4 .
- (L: ] ifoda x—»0 da 17 ko'rinishdagi anigmaslikdan

iborat. Uni ochish uchun limit ishorast ostidagl funksiyanm qulay
ko'rinishda yozib olib, keyin limitga o'tamiz:

o i 1 . 2 T
Cfawh L et -1+h -1 L a =1 +b" =] Jaa
lim| ——— | =lim| ——————— ]| =limq[ |+ e =
ot 2 1ol 2 A-3b 2
B ST
=l]im(l+a -—I;b _{]a S ,.l] . (“um; \)(_b
A=

Demak, x—t da berilgan funksiyaning limiti Ja5 ga teng. »

6~§. Uzluksiz funksiyalaming xossalari

Biz ushbu paragrafda miqtada hamda oraliqgda uziuksiz
- ho'lgan funksiyalarning xossalarini o'rganamiz.

1. Nuqtada uzluksiz bo'lgan funksiyaning xossalari {lokal
xossalar). s(r) funksiva VcRrR io'planida aniglangan,



xpe X0 x) 6 X8 >0) bolib, 7 funksiva ¥, nugqtada
uzluksiz bo'lsin: S

i f(x) = f{x,)

Chekli limitga ega bo'lgan funksiyalarning xossalaridan (3--
bobning 4—§ iga qaralsinj foydalanib, x, nuqgtada uzluksiz
bo'lgan funksivalarning ham quyidagl xossalarini ayta olamiz:

1). Agar fix) funksiya x, nugtada uzluksiz bo'lsa, u holda x,
nugtaning etarli kichik atrofida funksiya chegaralangan bo'ladi.

2). Agar f(x) funksiya x, nugtada uzluksiz va s(x)=0 bo'lsa,
u holda, x, nugtaning yetarli kichik atrofidan olingan barcha x
nuqtalarda funksiva qiymatlarining ishorasi f(r,) ning ishorasi
kabi bo'ladi.

1—natija. Agar f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz bo'lib, bu
nugtaning yetarli kichik atrofidan olingan x nuqtalarda uning
giymatlari musbat ham manfiy ishorali bo'laversa, funksivaning
x, nugtadagi giymati nolga teng bo'ladi.

3). Agar sixy funksiya x, nugtada uzluksiz bo’lsa, u holda
¥e>0 uchun  x, nuqtaning shunday vetarli kichik atrofi
topiladiki, bu atrofdan olingan ixtiyoriy x,x" uchun
7= F(x"| <= bo'ladi. '

« Hagigatan, fixy funksiya x, nuqtada uzluksiz
bo'lganligidan ve>0 son clinganda ham, % ga ko'ra shunday
>0 son topiladiki, |r - x,|< ¢ tengsizlikni ganoatlantiradigan
barcha x lar uchun |f(x}—f(xu)i{~§~ tengsizlik bajariladi. x,

nuqtaning yetarli kichik atrofidan olingan x',x" nugtalar uchun
ham
. f - # 3
CS RN IEN RN S R B
tengsizliklar o'rinli bo'lib, undan |f(x}- f(x"]<e tengsiziik kelib
chigadi.
Funksiyaning nuqgta atrofidagi xossalari uning lokal xossalari
deviladi.
2Y. Segmentda uzluksiz bo'lgan funksiyalarning xossalari
{global xossalar). Avtaylik, s(x) funksiva



la.b|l=lc:xe R a<x<bh}
segmentda anigqlangan bo'lsin.

S—teorema. (Bolsano— Koshining buinchi, teoremasi). Agar
S fanksiva o, k| segmentda uzluksiz bo'lib deqmentning chetkt -
nugtalarida har xil Ishorali qiymatlarga ega bo'lsa, u holda
shunday o (a<c<#p) nugta topiladiki, o nugtada funksiya nolga
avianadi:

fe)=10

Bu teorema geometrik miqtayi nazardan, uzluksiz egri chizig
Q¥ o'gining hir tomonidan ikkinchi tomoniga o'tishda uni
albatta kesib o'tishni ifodalaydi (29 —chizma).

-3
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29 — chizma.
: « j(x) funksiva {s,5] da uzluksiz bo'lib, f{a)<0, f(6)>0 bo'lsin,
{rixy>0, 7 <0 bo'lgan hol ham shunga o'xshash qaralishi

mumkin). [a,5] segmentning a—? nugtasini olib, bu nugtada

/(x) funksiyaning
giymatini qgaraymiz. Agar f(fz—'b—'):fj bo'lsa, c=-‘;-'32j deb olinib,

unda f{c)=0 va demak, teorema isbot etilgan bo'ladi. Agar
f(f-l;f)acﬂ bo'lsa, [a,‘%‘fi],[-‘—’i—f’—,bJ segmentlardan chetki
nuqtalarida  f(x) funksiya turli ishorali gqiymatga ega
bo'ladiganini olib, uni (a5} orqali belgilaymiz. Demak,
fay=0 >0 bo'lib, (a,.#] segmentning uzunligi esa

o . a1+i
2

b «a,=f’-%— bo'ladl. So'ng [4,.4,] segmentning nuqtasi'ni'

olib, bu nuqtada /(x) ning giymatini garaymiz. Agar e +ﬁb‘) o
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4*h deb olinib, unda JHey=0 va bu holda teorema

bo'lsa, =" -
2

isbot bo'ladi. Agar ;™ :--h‘--)#o bo'lsa, {._.;1_ i ; ol ][f—' ; by _b‘]

segmenilardan chetki nuqtalarida s(x) funksiya turli ishorali
_giymatga ega bo'ladiganini olib, uni {a,.#,] deymiz. Bu holda
b—a
_ S
bo'ladi. Bu jarayonni davom ettiraveramiz. Natijada vo chekli
sondagi gadamdan keyin segmentlamning o'rtalarini ifodalovehij
nugta sifatida shunday « nugtaga kelamizki, u nuqtada funksiya
nolga aylanadi, demak teorema isbot bo'ladi, yoki jarayon
cheksiz davom etib, ichma —ich joylashgan
{a, b Lta,, 0, L. [a,.b, 1.

segmentlar ketma—ketligi hosil bo'ladi. Bu ketma — ketlikning
wnumiy hadi ja,.6,1 da fiey<0,5¢h)>0 bo'lib, [a,.5,] ning

Fle <8 ik =0 va Ju,.b,] Seghentning uzunhgi 4, -o,

uzluksiziigi 5, - a, =-’-72—;--“- =0 (n->w da) bo'ladi.

Ichma —ich joylashgan segmentlar prinsipiga asosan shunday
nugta maviudk:
lima, =limb, =¢ (¢ e (a,b))
f(xy funksiyaning («.5] da wuzluksiz bo'lishidan foydalanib,
topamiz:
a,»c= fla )= fley va fla,<0= f{c)<l,
b, >c= f(b)—> f(e) va f{b,)>0= f(c)20,
Keyingi tengsizliklardan esa f{c)=0 bo'lishi kelib chigadi. »
Ishot etilgan teorema ko'pgina tatbiglarga ega, jumladan u
ayrim tenglamalar yechimining mavjudligini ko'rsatish va ularni
taqribly yechish imkonini beradi. Masalan,
sinx —y+1=0 (5.2)
tenglamani qaraylik. Ravshanki, f(x}=smx-x+1 p da uzluksiz.
Jumladan, bu funksiya [0, »] segmentda ham uzluksiz bo'lib,
segmenining chetki nuqtalarida: /(0)=1>0, f(z)=-z +1<0
5—teoremaga asosan /(x) funksiva [0,»] oraliqning hech
bo'lmaganda bitta nuqtasida nolga aylanadi, yva'ni berilgan (5.2)
tenglamaning {0.~ ] oraligda yechimi mavjud. (0,#) segmentni

-[0,1’2--]' va [%__7{] segmentlarga ajratib, 1%,;:] ning chetki
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T e
nuqtalarida  r(3) = 2 - 2-» 6. s(r3 < 0 bolishini topamiz.
o -

Demak, {5.2i tenglamaning yechimi | = 7 | o}aliqda yotadi. Bu

jarayonni  davom  eftiraverish  natijasida smx—-x+1=0
tenglamaning taqribiy yechimi keraklt aniqlikda topilishi
mumkin.

6~teorema. (Bolsano—Koshining ikkinchi teoremasi}l. Agar
fxy  funksiya {u.p) segimentda uzluksiz bo'lib, uning chetki
nugtalarida j(a)=A. f(p)= 8 givmatllarge ega va A=5 bo'lsa, A
va B orasida har ganday ¢ son olinganda ham « bilan b orasida
{kamida bitta) shunday . nugta topiladiki, :

f(e)=C

be'ladi.

< Aniglik uchun 4«8 bo'lsin. Ixtiyoniy Ce(4.8) olaylk

. Yordamchi (x)= f(x)~C funksiya tuzamiz Ravshanki, bu

funksiva segmentda wuzluksiz va bu segmentning chetk
nugtalarida g(a)=4-C<0 @h)=B-C»D qiymatlami gabul qiladi. U
hoida Bolsano—Xoshining birinchi tecremasiga ko'ra « bilan 5
orasida shunday ¢ nuqgta topiladiki, o(cj=0 va'ni jie)=C bo'ladi.
»

2—natija. Agar f(x) funksiya biror x oraligda (yvopigq yoki
achiq, chekli yoki cheksiz) uziuksiz bo'lsa, u holda funksiyaning
barcha giymatlari to'plami biror v oraligdan iborat bo'ladi.

4 V={f(x):xeX} to'plamning aniq quyi chegarasi » aniq
yugori chegarast A bo'lsim

m = inf YY,M = sup ¥
Az k=X

Bunda m va M lar chekli son yoki » bo'lishi mumkin. Anig
chegaralarping ta'rifiga binoan, vx<x uchun =g f(x) s bo'ladi.
Endi yix funksiva giymattari to'plami (=, A7) intervalda tashkil -
etishini ko'rsatamiz. Bu intervalda ixtivoriy ¢ somni olaylik:
m<C<i. U holda shunday 4 va 8 sonlar topiladiki,
mzd<C B M .

bo'ladi, Bu 4 va B sonlarni 4= f(a),B= f(hy deb garash
mumkin (¢ X . 6e X) Isbotlangan teoremaga asosan « bilan 4
orasida shunday ¢ son mavjudki, fic)=¢ bo'ladi. Olingan ¢ son
im.af) intervaldagi ixtivoriy son bo'lganidan, bu intervaldagi
barcha givinatlarni s(x) funksiyva gabul gilishi kelib chigadi. »

7—teorema. (Veyershirassning birinchi teoremasi). Agar
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J{x) funksiya [a.#] segmentda uzluksiz bo'lsa, funksiva shu
segmentda thpgaralangan bo'ladi.
« Teskarisini faraz qilayiik, va'ni {+.4] da uzluksiz bo'lgan
_ f{x} funksiya unda chegaralanmagan bo'lsin. U holda {«.5] da
shunday x, nugqta topiladiki, shu nuqta uchun |7/{« >n (n=12.)
~ tengsizlik o'minll bo'ladi.  x, ketma—ketlikdan Bolsano-
Veyershirass lemmasiga asosan yadinlashuvchi gismiy
ketma —ketlik ajratish mumkin: x —x.xefas] s(x} funksiya
" [.8] da uzluksiz. Unda f{x, }— /(%) bo'ladi. Bu esa |f(x,)|>» ya'ni
f(x)—= deb gilgan farazimizga ziddir. Demak, funksiya [«.5] da
chegaralangan. »

4~—eslatma. Ke]tirilgén teorema shartidagi oraligning
segment bo'lishi muhimdir. Bu shart bajarilmasa, teorema o'rinli

bo'lmasdan golishi mumkin. Masalan, __f{x)r—l funksiva (0.1)

oraligda uzluksiz bo'lsa ham, shu oraliqda chega.ralanmagan_
_ 5—eslatma. Funksiyaning biror oraliqda chegaralangan
bo'lishidan, uning shu oraligda uzluksiz bo'lishi har deim ham
kelib chigavermaydi. Masalan, Dirixle funksiyasi i3{x}
- chegaralangan he'lsa ham u uzluksiz emas.
‘ 8—teorema. (Veyershtrassning ikkinchi teoremasi). Agar
f(xy funksiya [z.6] segmentda uzluksiz bo'lsa, funksiya shu
segmentda o'zining anig yuqort hamda aniq quyi chegaralariga
erishadi, ya'm [+.»] da shunday x va x, nuqtalar topiladiki,
7{x)=sup{r{x}. f(xz)=j€1[1f1{-f(x)},
el zgfah

tengliklar o'rinli bo'ladi.

4 Veyershtrassning birinchi teoremasiga ko'ra 7(x) funksiya
[5] da chegaralangan. Modomiki, {/{x):xefat]] to'plam
chegaralangan ekan, unda bu to'plamning anig yugeri hamda
aniq guyi chegaralari maviud.
Biz ularni

sup{/{(x)j=», il['!f]{f(-‘f)}:”?r
aefad] welad

orgali belgiiaylik.

Endi [a.¢] segmentda s(x) funksiya ¥ va = qgiymatlarm
gabul giladigan nugtalar mavjudligini ko'rsatamiz. Teskarisini
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faraz. gilaylik, va'ni s{») [unkSIya {u.f} segmentda ozmmg aniq
yugori chagarasi A/ ga erishmasin. U holda vxe[w.s] lar uchun
f(xy<ar tengsizlik o'rinli bo'ladi. Quyidagl :
1
w(x)zﬂ'!«f(x)

tunksivani qaraylik. Ravshanki, bu funksiya [«5] segmentda
uzluksiz. Veyershtrassning birinchi  teoremasiga ko'ra  g{x)
funksiya f[e,b] da chegaralangan. Demak, vxefas] lar uchun
ushbu

o{r}= ﬁ(_ (a:mm'r._a“;-ﬂ)
tengsizlik a'rinli. Bundan
Flx)sM —é
-bo'lishi kelib chigadi. Bu esa a7 =sup{/{(x}} ekani zid. Demak, f(x)
funksiya [«4] seQrﬁentda a'zining éniq vuqori chegarasiga
erishadi, ya'ni [a.5] da shunday » nuqta mavjudki,

ria)=sup{s(x)}

safa )

bo'ladi. Huddi shunga o'xshash ;(x) funksiya [a#] segmentda
o'zining anig quyi chegarasiga erishish ko'rsatiladi. »

6—eslatma. Agar f(x) funksiya ochiq oraligda (intervalda)
uzluksiz bo'lsa, funksiya shu oraligda o'zining aniq chegaralariga
erishmastigi mumkin. Masalan, f{x}=»' funksiyva (0.1} intervalda
uzluksiz. Bu funksiya uchun  supx®=iintx*=0 bo'ladi. Ammo
funksiya o'zining swp va inf (iymatlariga (0.1) intervalda
erishmaydi.

Odatda funksiyaning biror oraligdagi xossalari uning global
xossalari deb ataladi.

O9—teorema. (teskari funksiyaning mavjudligi). Agar /(x}
funksiya & oraliqda aniqlangan, uziuksiz va qat'iy o'suvchi
{qat'iy kamayuvchi} bo'lsa, bu funksiva giymatlaridan iborat
Y={s{x):xex} oraligda teskari y'(y) funksiya mavjud bo'lib, u
uzluksiz va gat'iy o'suvchi {qat'iy kamayuvchi) bo'ladi.

« 7(x) funksiya v oraligda uzluksiz bo'lgani uchun uning
qumat!arl I oralign tutash to'ldiradi. Demak, har bir y,ef
uchun v da shunday =x topiladiki, 7{x}=3, bo'ladi. Bunday
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y,e} ga mos keladigan x nugta ¥ da yagona bo'ladi.
Haqigatan ham. agar v oraliqda ., dan katta vyoki kichik
ho'lgan x nugta olinadigan bo'lsa. f{x} funksiva o'suvchi
bo'lgani uchun 7{x}=) bam ,, dan katta yoki kichik bo'ladi.
Shunday qilib, ' oraligdan olingan har bir y ga ' da unga mos
keladigan yagona shunday » topiladiki, s(x)=» bo'ladi. Demak,
v oraliqda teskari x=/7(y} funksiva mavjud. Endi x=;"'(y}
funksiyaning 1+ da qat'ty o'suvchi bo'lishini, va'ni
HEY. v eF,y <y, bo'lganda X < tengsizlik o'rinli
Ax=/"{3)x=7(5)) bo'lishini ko'rsatamiz. Teskarisini faraz
qilaylik: y <y, bo'lganda x>, bo'lsin. U holda y=/{x) funksiya
X da gat'ty o'suvchiligidan s{x)>/(x} va'ni y =» bo’ladi. Bu
esa j <y, deb olinishiga ziddir. Demak, x=7"(y} funksiva ;' da
gat'ty o'suvchi.

Nihoyat, monoton funksivaning uzluksizligi haqidagi
teoremaga ko'ra, x=/"{y} funksiya v oraliqda uzluksiz bo'ladi.

y=/{x) funksiya ¥ da kamayuvchi bo'lganda ham teorema
yugoridagidek isbotlanadi. »

7—§. Funksiyaning tekis uzlnksizligi.
Kanfor teoremasi

y=/{x) funksiyva x to'plamda aniqlangan beo'lib, x,¢ ¥
nuqtada uzluksiz bo'lsin. Funksiva uzluksizligi ta'rifiga ko'ra,
.ve>0 son uchun shunday &,>0 son topiladiki, [r-x]<4d,
'tehgsizlik o'rinli be'hshidan |fix)~ fix)l«<s tengsizlikni o'rinli
bolishi kelib chigadi. Bu ta'rifdagi 4, son avval ta'kidlab
o'tganimizdek » ga bog'liq: & =4,(s. Aytaylik f(xy funksiva x
ning x; (x, # x,) nuqtasida ham uzluksiz bo'lsin. Yana ta'rifga
ko'ra, vz>0 son uchun shunday &, > 0 son topiladiki, |x-x,]< 4,
dan [/{x)- 7(x,) < ¢ kelib chigadi.

flxy funksiyvanming x=¥,,x=x  nugtalarida uzuksizligi
ta'rifidagi ¢>0 son bir hil beo'lgan holda ham unga mos
keladigan 5, va ¢, sonlar, umuman, turlicha bo'ladi, yani.
funksiva bir necha nugtalarda uzluksiz bo'lganda, uvzluksizhik
ta'rifidagi #>0 son fagat =-0 gagina bog'lig bo'lmasdan,
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qaralayolgan nugtaga ham bog'liq bo'ladi. Shuni ham aylish
kerakki, agar #&=min{d,.s+ deb olinsa, bu #£-0 son x, va x
nugtalarga baravar yarayveradi, chunki - x| <a dan [x- xf<d,
va jr-xf<o dan {x-xj<d, kelib chigadi. Misollar qaraylik:

1) fixy=x* funksiva {0, l] segmentda uzluksiz, jumladan
ae {01! nuqtada uzluksizdir. Ta'rifga ko'ra, wr>0 son uchun
§=Ju'+£-a deb olinsa, [x - a|< 4 bo'lganda

]j'(x) - _f(a}l = Ix"P —a’ | =lv - a][\' —-a+ 2a|'-< Gid + 2a) =

= (Va’® +s —a)? +(\/;.&;-;—-a)-2a < &

2 € {01} nuqtaga ham bog'liq ekan. Biroq,

= . - - R - L £
d=min & = min{va® +¢ —u)= mi —=—=
ak 1 az[0.1] .||'a2 + £ b

as{fl i+l +e

deb olinsa, |x-«|l<s dan |x- «]< & kelib chigadi. Shu sababli bu

#>6 son {0,1] segmentning barcha nudqtalariga to'g'si keladi.

Shunday  gilib, rfixy)=x* funksiva [0,1] segmentning
nugtalarida uzluksiz bo'lishi ta'rifidagi s>¢ son #>0 son bilan
birga garalayotgan nugtalarga bog’lig bo'lsa ham, shunday §>0
topiladiki, u [0,1] segmentning barcha nugtalariga yaraydi,
boshgacha qilib aytganda, shu 5-0 son fagat = gagina bog'lig
bo'lib, garalayotgan nugtalarga bog'lig emas.

2) f(.t):—]- funksiya (0,1} oraligda uzluksiz, jumiadan « e (0.1}

2
nugtada uzluksizdir. Ta'tifga ko'ra ¥e>0 son uchun 5=i-9‘3— deb
+aE

olinsa, |x - «j< 5 bo'lganda

I’ZIx"a[{_L sal 1

(- fl@)]= F WL
X i

ax g 1 +ae £
a -~

bo'ladt. Demak, ¢ ning tanlanish ¢>0 bilan birga ae (0,1

nuqtaga bog'liq. Birog, bu holda 4 ning «=(0.1] bo'yicha

minimumi ’-
2

=

& = min § = min
az{0,1] az(0 ] ] + ag

Bu esa f(n=> funksiva {0,1] oraligning nuqtalarida uzluksiz
X
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bo'lishi ta'nfidagi »#>0 son » son bilan birga qaralayotgan
nugtalarga bog'lig va (0,1] ocraligning barcha nugtalariga
yvaraydigan §>0 son mavjud emasligini ko'rsatadi.

8~ta'rif. Agar v¢>0 son uchun shunday »>0 son topilsaki, ¥
to'plamning lx’ - x" < ¢ tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyvorly
¥ va ¥ (x'e X x“e X)) nugtalarida '

|7 (x =~ fxf<e

tengsizlik bajarilsa, s(x) funksiva ¥ to'plamda tekis uzluksiz deb
ataladi.

7y funksiyaning tekis wzluksiziik ta'rifidagi §-0 son e20
songagina bog'lig bo'ladi.

5.9~misel. Ushbu

fix)=8x

funkstyaning X ={1,2] segmentda tekis uzluksizligi ko'rsatilsin.

4 Ye>0 uchun §=0 sonni §=3z deb olsak, u -hclda
Vx'e[L2],Vx" & [L2] lar uchun |s"- x]< ¢ tengsizlik bajarilganda

oy be = x| gl-"ﬂ_""lqléxE
"C x' x4 U+ Vi 3 3

bo'ladi. Demak, p = Vx funksiva [1,2] oraligda tekis uzlukuz
5.10—misel. Quyidagi

J{x)=sin L
x
funksiya x =(0.1) intervalda tekis uzluksiz emasligi ko'rsatilsin.
<« Hagiqgatan ham, >0 sonni, masalan, 5:—12- deb olib,

x", x" € (0,1} nuqtalar sifatida
. 1 . 2
x =n—;,x :m(Zn—f-l)?r (ne M)
qaralsa, u holda |+" - x| ayirma uchun
1
nr{2Zn+1)
ni topamiz. Endi ¢ ni {» nl katta qilib olish hisobiga) har qanchﬁ
kichik gilib olish mumkin bo'lsa ham

[/ (x"y = £ =

bo'ladi. Demak, berilgan funksiva (0.1) da tekis uziuksiz emas. »
10—teorema. (Kantor teoremasi}. Agar f(x) funksiya [a.b)

{xsr _ xul =

Ldelida

: . 1
SIn s — s n?r|=1>s :‘2_

T4z



seqgmentda uzluksiz bo'lsq, funksiya shu segmentda tekis uzluksiz
bo'lad!,

4 f(xy fupksiya i« »; segmentda uzluksiz bo'lsin. Faraz
gilaylik, funksiyva shu segmentda tekis uzluksiz bo’imasin.
Demak, bu holda biror ¢>0 son va ixtiyorty Kichik #>¢ son
achun je. b} segmentda shunday +~ va »° nugtalar topiladiki,
|x"- xj< 4 tengsizlik bajarilsa ham

f(xy = fxnlz e
tengsizlik orinli bo'ladi, -

Nolga intiluvchi mushat - sonlar ketma — ketligini
16,1:6.0,.6,,..6,.. olaylik (8, »0,8, >0m=123,.).
Farazimizga ko'ra, vyugornidagi ¢>0 son va ixtiyorty
&, »0.(n=123_ son uchun ja,t] segmentda shunday x, va x
(n=123,.) nugtalar  topiladiki, ular uchun  quyidagi
munosabatlar o'rinli bo'ladi:

ey — xjt< d = {F(x) - f(x)fz e,
[x7 ~ xif< &, = [rixly - flxb)z &,

“xt ketma-ketlik chegaralangan. Bu  ketma—ketlikdan
Bolsano— Veyershirass lemunasiga ko'ra chekli songa intiluwchi

gismiy X', ketma—ketlik ajratish mumkin:

x;k X (¥, € la,b])
U holda -
Ix:-x:{‘<5", 4 0

bo'lganidan ¥, ketma-ketlik ham ¥, ga intiladi: ¥, —> X,
ftxy funksivaning [«.5) da uzluksiz bo'lishidan:

JG) = [, S, )= f{x)
- bo'lib, ulardan esa '

Fx )= fx, )= 0

kelib chiqadi. Bu esa wse¥ uchun lf(x)~ f(x)|zs deyilgan
- yugoridagi tasdiqga zid. » '
fix) funksiya & to'plamda aniglangan bo'lsin,
9—ta'rif. Quyidag
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it

sup{/i2)} —inf ¢ /1)) _
ayiima iy funksivaning Y (to'plamdagi tebranish deb avtiladi
va » orqali belgilanadi: :

' w=al S N)=sup! f{x)) - inl“‘_ ffexn
A A v
/(x) funksiyaning .\ to'plamdagi tebranishi quyidagi
@ = sup {|f(x") - f£xD)

Vot X

ko'rinishda ham ta'riflanish mumkin.

Kantor teoremasidan muhim natija kelib chigadi.
3—natija. Agar s funksiya {«.6] segmentda uzluksiz bo'lsa,

-u holda ve»0 son uchun shunday 6>0 son topiladiki, (a8

segmentni uzuniiklari 4 dan Kkichik bo'laklarga ajratilganda
funksivaning har bir bo'lakdagi tebranishi » dan kichik be'ladi.

4 f(x) funksiva [e.s] segmentda wuzluksiz bo’lsin. Kantor
teoremasiga ko'ra bu funksiva [4,4] da tekis uzluksiz bo'ladi.

Tekis nzluksizlik ta'rifiga ko'ra ¥e»0 uchun shunday >0
topiladiki, |x'-x"|<é shartni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy
x'efa,bl,x"ela,b] lar uchun |f(x)- f(x")]<+ bo'ladi. End:
shu & ni olib, |«,#] segmentni diametri 5 bo'lgan ixtivory
P={x,,x.%,..x) bo'laklashni olamiz. U holda, ravshanki,
vx'afx,.x,., ] ¥x"€[x,,x,,,] nugtalar uchun {x"- x|<5 va demak,
If(x") = f(x7]< ¢ bo'ladi. Bundan, ixttyoriy bo'lakcha lx,.x,,,]
uchun

o= sp  Jf(x)- fxD]<s
AL PRI |
bo'ladi,
Mashgqlar.
5.11. Ushbu _ .
Fx) = xlg(x) = M, @ (x) = x12

funksiyalarning aniqlanish sohalarida uzluksizligi isbotlansin.
512, Agar j(x) funksiya R da uzluksiz bo'lsa, |fix)
funksiyaning ham & da uzluksiz bo'lishi isbotlansin.
5.13. Ushbu
0, agar » ratsional son bo'lsa,
Flxk=

x' -1, agar x irratsional son

ba'lsa '
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funksiyaninng Rr: to'plamning fagat «=-f x=! nuqlalarida
uzluksiz bo'lishi isbotlansin. : o
5.14. Ushbu _ &
fix) = .':t'gﬁ'[xa Yyt N --Ia.gbl}{
tunksiyaning uzilish nuqtalari topilib, turh anigiansin.
5.15. Agar j(xy funksiva ¢ nuqtada uzluksiz, z(+) funksiya
shu nuqgtada uzilishga ega bo'lsa, fix)+g{x) funksiyaning a
nugtada uzilishga ega bo'lishi ko'rsatilsin.
5.16, Agar » to'plamda uzluksiz bo'lgan fix) funksiya uchun

vxeR\(0: da

br ()] < [#] i
tengsizlik bajarilsa, f(0)=0 bo'lishi ko'rsatilsin. .. Co

5.17. Ushibu. e
m n?(4x - "Yx)=1nx BRI

lenglik isbotlansin. _ _
3.18. Ushbu -
J{x)=lim (x - Darcgr il

funksiya uzluksizlikka tekshirilsin.
5.19. Ushbu

~x*+1, agar -l=sx<q
f(x): 0, agar x=90
¥ -1, agar O<x<i

funksiva {-1,1] da o'zining eng katta va eng Kichik
giymatlariga erishadimi?
5.20. Ushbu
Jix)y=sm x
funksiyaning (-=+=) da tekis uzluksiz bo'lishi ko'rsatilsin.
5.21. Agar s(x) funksiva [0.+) da uzluksiz bo'lib, wit

lim  f(x)

chekli bo'lsa, s ning- (0.+x) da tekis wuzluksiz bo’lishi
ko'rsatilsin, :
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Vi BOB ' ' '
Funksivaning hosilasi va differensiali

Funksiyaning  hosilasi  va  differensiali  tushunchalari
maiematik analizning fundamental tushunchalarnidandir.

Biz ushbu bobda funksiva hosilasi va differensiali
tushunchalari bilan tanishamiz, funksivalarning hosilast va
differesialini hisoblashni, shuningdek, differensial hiscbning
asosiy teoremalarini o'rganamiz, '

1—§&. Funksivaning hosilasi

1%. Funksiya hosilasining taTifi. Faraz qilaylik, y=r(x) .|
funksiya (a.#y intervalda benlgan, x, e(a.b)(x, + Ax)e(a,b)
bo'lsin. '

Ma'lumka,

Ay = [-\f(‘cu) = f(xn + Ax) -~ _}r(-‘:o)
funksiya ortiirmasi muayyan funksiva va x, nugtalarda ar qga
bog'liq bo'ladi.

1—-ta'rif. Agar

Ay = tim Flx, + Ax)— f{x,)

A0 Ay  Ax-o Ax _
mavjud va chekli bo'lsa, bu limit s(x) funksiyaning x, nugtadagi
hosilasi deb ataladi. Funksiyaning x, nuqtadagi hosilasi odatda, ;

dy

S'(xe) yoki Yooy, yOKi 7 iex,
" belgilar yordamida yoziladi.
Demalk, :
. T Ay _ . S +Ax) - f{xy)
S Gxo) = b 25 = B o

Bunda x,+Ar=x deb olaylik, unda Ax=x-x, va s~0 da x—»x,

bo'lib, natijada
Lim éi = lim f(xo +Ax) - ftxlo} = Hm fix)~ f(xu.)

Ar— 0 Ay Ax=s 0 Ax Xy x—Xx,

bo'ladi. Demak, /() funksivaning x, nuqgtadagi hosilasi x—x, da

1dd




fix) = flxg)

) r— X,
nisbatping luniti sifatida ham ta'riflanish mumkin: .
o . x) - X,
,,! (xu )= fim _{.Q.__.&Q {61]
£ X - xy

Ravshanki, s(x) funksiva (e.#) intervalning har bir x nugtasida:

hosilaga ega bo'lsa, bu hosila v o'zgaruvchining funksiyasi:

bo'ladi. :
Misollar qaraylik.

a) fix}=C=const funksiya uchun, ay=0

bo'lib, y»'=0 bo'ladyi,
b} f{xy=x funksiva uchun ay=Ax
lim Ay lim Ax _ l
) axa0 Ay axesd Ax :
bo'lib, »'=1 bo'ladi, .
vj f@=| funksiya uchun, x, =0 nuqtada ay=|x
bo'lib,
lim Ay litm 1A ]
Axs0 Ay ax-» 0 Ay
limit mavjud bo'lmaydi. Demak, bu funksiya x,=0 nuqtada
hosilaga ega emas.
6.1-misol. s(x)=¢" funksiyaning x=1 nuqtadagi hosilasim
toping.
« Funksiya hosilasining (6.1} ta'rifidan foydalanib, topamiz.

x 1+l £
. —-e . e —e et -1
Yl oy = lim = lim = e lim

x=l oy =] [ETi] ¢ ] {

—elne=e.

Demak, (¢"),  =ep _
6.2—misol. f(x)=hx (x>0) funksivaning ixtiyorty x>0 -
nuqtadagi hosilasini hisoblang. '
<Berilgan funksiyaning x nugqtadaqgi orttirmasi

Ay:ln(x+Ax)r!nx:ln(l+é£), (x>0}
X .
ba'lib, '
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I

(garalsin 5 —bob). Unda lim av 1 limit o'rinli bo'tadi. Del‘nai{,
X e

Ay U (1 + ~-}'-\:) . nCx + :}i) N
Ar | Arx e
bo'ladi. Ma'lumki

LeipEes

) A X
B ol x + 215 = ]
S sl X

A
el oy

{hx)'= -I—_P

6.3-misol. f(x)=cosx funksivaning ixtiyoriy re R nuﬁ]tadagi
hosilasini hisoblang.
«Bu funksiya uchun

. Ax . Ax
Ay =cos{ x + Ax) —cos x = —2sm{ x + —xw)sm —2—
bo'lib,
- $in Ax
. A ’ . . Ax . ; ES .
lim nd A lim sin{ x + —3) - lim 2 .= - sin x
ax =0 Ay Ik 2 Ax— A_{\_'-C.

bo'ladi, Demak, (cosx) =—sinx (¥YxeR1M o
6.4—misol. fx)=+x (x»0) funksiyaning vxe (0,+0) nuqtadagi
hosilasini toping.
« Bu funksiyaning hosilasi, x o'zgaruvchining ushbu
«}x—i—Ax—ﬂ_lim 1 1
Ax . 20 Ay ¥ Ax +x 2x

PR l
so= lim
J Ax-ad)

funksiyasi bo'ladi»
2—ta'rif. Agar

lim 2% = fim S(xo ¥ Bx) = [ (x0)
Arel Ay Ax 40 Ax

im A g ,f(-"o+f’—\x)_f(xo)]
Ax -0 Ax Ax-s -l A.‘C

mavjud va chekli bo'lsa, bu limit f(x) funksiyaning v, nugtadagi
o'ng {chap) hosilasi deb ataladi. Funksiyaning x, nuqtadagi o'ng
(chapj hositasi fx, +0)  (f(x, -0n kabt belgilanadi.

Odatda funksiyaning o'ng va chap hosilalaii bir tomonli
hosilalar deb ataladi.
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Ay

Masalan, Sy =[x funksiya uchun -\]j_Tm T\r- =1
. Ay , . ; ;
lim —==-1 bo'ladi. Demak, /(x=|x funksiyaning x=0

ax-0 Ny
nugtadagt o'ng hosilasi 1 ga, chap hosilasi — | ga teng.

1—eslatma. Agar Ar-0 da :;—J: nishatning limiti aniq ishorali

cheksiz bo'lsa, unl ham /tx) funksivaning x, nugqtadagi hosilasi
deb vuritiladi. Bunday holda s(» funksiyaning x, nuqtadag
hosilasi +« (yoki -« } ga teng deyiladi.

20, Hosilaning geometrik va mexanik mamolari.

a) Hosilaning geometrik ma'mosi. /(x) funksiya (2.8
intervalda uzluksiz bo'lib, x, c(a.t) nugtada sx,) hosilaga ega
bo'lsin:

Flixy) = ]11‘1] Sxy +Ax)— f(x,)
Ax

fix) funk51yan1ng graf1g1 biror © chizign ifodalasin deylik
(30 —chizmaj.

Endi I chizigga uning a7 ,(x,.f(x,) nuqtasida . urinma
o'tkazish masalasini garaymiz. :

A4

4

o 7 X, X, HAX X
- 30 — chizma. o
I chizigda &, nugtadan fargli Ar(x, + Av, 7(x, + A)) nugtani olib,
bu nugtalar orgali ¢ kesuvchi o'tkazamiz. ¢ Kesuvchining ox
o'qi bilan tashkil etgan burchakni ¢ bilan belgilaylik. Ravshankl
¢ burchak ax ga bog'lig bo'ladi: g=g(Ax).
tE.




Agar ¢ kesuvchining v nugia ' chizig bo'vlab i/, ga
intilgandagi f{ya'mi w-.0 dagij limit holai mavjud bo'lsa,
kesuvchining bu limit holati ' chizigga &/, nugtada o'tkeazilgan
urinma deb ataladi. Urinma —to'g'n chizigdan iborat.

Ma'tumki, A/, nuqgtadan o'tuvchi to'g'ri chiziq i/, nuqtaning
koordinatalari hamda bu chizigning burchak koeffitsienti orqali
to'lig aniglanadi.

fix) funksiya grafigiga s, nugiada o'tkazilgan urinmaning
mavjud bo'lishi uchun

lim o{Axy=«a

Ax =0
limithing mavjudligini ko'rsatish yetarli, bunda « urinmaning
0X o'q bilan tashkil etgan burchagi. aMAd, P dan o
: . o
g p(ax) = 2P MP _ Ay _ Filx, + Ax) f(xn)' :
M, F  Ax Ax

undan esa
PACTRE I ACTY)

Ax
bo'lishini topamiz. w=arcgt  funksiyaning uzluksizligidan
foyda.iansak,

@ {Ax) = arclg

Shm op(Ax) = hm ,arelg S (xy + AX) = [ (%) =
Ax-h Ax

= arclg {:lim S Cxo & Ax) f(x(,)] = arctg f'(x,)

Ax=s 0 Ax

bo'lishi kelib chiqadi. Demak, lim ¢(Ax) mavjud va

.

= him qo(_’\x)— arctg J'(x,)

Ax—

Ke}i’lngl tenghkdan
Flix)=tga
bo'lishini topamiz. Shunday qilib, r(x) funksiya x, «(a.5) nuqtada
7(x,) hosilaga ega bo'lsa, bu funksiya grafigiga M (x,./(x,)
nugtada o'tkazilgan urinma mavjud. Funksiyaning ¥,
nuqgtasidagi hosilasi  f(x,) esa bu urinmaning burchak
koeffitsientini ifodalaydi. Urinmaning tenglamasi esa ushbu
= fxp)+ 10 )x — x,)

ko'rinishda ba'ladi.

b} Hosilaning mexanik ma™osi. Moeddiy nugtaning harakati
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s=/tn qoida bilan ifodalangan bo'isin, bunda ¢ vaqt, s shu vaqt
ichida o'tilgan vyo'l {masofa}. Bu qonun  bo'yicha harakat
¢qilayotgan nugtaning ¢, momentdagi oniy tezligini topish
masalasini qarayhk. : [ . :

¢+ vaqtning ;, giymati bilan birga ¢, +ar (Ar>0) giymatini ham
olib, bu nuqtalarda <= /() ning giymatlarini topamiz. Moddiy
nugta v vagt ichida : .

\o= e, A0 - flr,)

masofani o'tadi va uning [ro,ro+Ar] segm_entdagi o'rtacha
tezligi .

' f(f+A£)~f(f)
: A - At
bo'ladi. ar—0¢ da : nisbatning limiti mcdchy nuqtanmg fa

momentdagi oniy tezligi v ni lfodalaych
T I, f(r + At) - f(ro_)___.
: a0 Ay 80 AL B
Hosila ta'rifiga ko'ra

i LU 280 = JUsd ooy
RERENIl A‘r

Demak, s=7( funksiyaning ; nuqtadagi hosilasi mexanik
nuqtayi nazardan :=f(r} gqonun bilan harakat gilayotgan moddiy
nugtaning «, momentdagi oniy tezligini bildiradi.

3% Funksiyaning uzluksiz bo'lishi bilan uning hosilaga ega
bo'lishi orasidagi bog'lanish. 7(x) funksiva (a5} intervalda
aniqlangan bo'lib, x, e(a,4) nugtada chekli £} hosilaga ega
bo'lsin:

Jxg +Ax)— fix,)

f(x)—hmé—Zl

ax=0 Ay Az—»ﬂ Ax
Ushbu :
Ay : o
rx—T—f(r“) _ (6.2)

migdor ar ga bog'lig va Ax—0 da nolga intiladi.
{6.2) tenglikdan topamiz: _
Ay =[x, ) A +ofx : {6.3)
Odatda {6.3) formula funksiya orttlrmaslmng formulasi deb -
ataladi. Bu iormulddan
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hm Ay = Iim (S, Y Ax + gAY =07
e ol

kelib c:hlqadl : P U R e S o

Shunday gilib, f(x) funksiya x, ety nuqgtada chekli fx,)
hosilaga ega bo'lsa, funksiya shu nugtada uzluksiz bo'ladi.
 2-eslatma. Funksiyaning biror nugtada uzluksiziigidan uning
shu. nugtada. chekli hosilaga ega ho'lishi. har doim  kelib
chigavermaydi.

Masalan, p=|d funk51ya e 0 nu,qtada uzlukslz ammo 1 shu
nuqtuda hosilaga ega emas : :

2 § Teskan funkswanmg hosnlasn Murakkab funkswamng
T hOSlla‘il _

R LS Teskan funkslyanmg hosnlasn f{x) funkmya : (a,b)
intervalda aniqlangan bo'lib, bu. funk51ya teskari funksiyaning
mavjudligi haqgidagi teoremaning (qaralsin 5—beob} barcha
shartlarini gqanocatlantirsin... :
t—teorema. [(x) funks&ya (cz_b} dcz uz}uks.‘:z ya qat'ly o'suvchi
{gat'iy kamayuvchi} bo'lsin. Agar f(x) funksiya x,e(ab) nugtada
fix)=0 hosilaga ega bo'lsu, bu funksiyaga teskari x=j"(y)
- funkstya x, nugtada mos bo'lgan y, .- {y, = flx,)} nugilada
- hosilaga ega va

S7ON, f( 3

- tenglik o'rinli.
< 7(xy funksiya x,, e(a, nugtada fx,)#0 hosilaga ega bo’ lsm
{6.3) formuladan foydalanib topamiz: '
J@) = f{x)= Fx ) — )+t —x,) (te(a.b)y . (6.4}
bunda r»x, da a=e(®—0. Endi fixy funksivaning : nuqgtadagi
giymatini s(n=z deb belgilaymiz. Unda i=7"(z) shuningdek,

Xy = f"{y )y bo'ladi. Natijada (6.4} tenglik ushbu
ftro)(f“ (2) - f"’{yo))+a(f'1(z))(f (@~ f U’o))~
—(f (2y- 1 Ufo\)(f (xp) + o (S (zj}) '

ko nmshda keladi. Keymgl tenghkdan esa o S
' RGO ASON _ t
LA T C O fr(xo)"'a(fq(z» _:::;';-:!:':--.‘...'.":. i
S Loniinege oo b e -
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keiib-chigadi. z -y, da limitga o'tib topamiz:

el _ el
TR S ' T N
, Rite Z-y sen Ml val S EY i)
Demak, :
n 1i11'l f_l(z)”.{.](yﬂ.‘ - I

Haed 27 My )‘“()"o}
Hosila ta'nifiga ko'ra
. : 1 o,
: llmf (Z) f (}U) :(J{I_I(.y))'ys}{-' s
Lz
bo'lib, bundan
- : w1
¢ (.V)),;:y,, R
tenglikning o'rinli ekani kelib chiqadi. »
2¢, Murakkab funksiyaning hosilasi. »=/{x) funksiva {«h)

’ intervalda, y=F{) funksiya esa (¢, &) intervalda aniqlangan bo'lib,

bu funksiyalar yordamida y=F(f(x)=9x; muiakkab funksiva
tuzilgan bo'lsin {bunda, albatta, xe(ad) da w«=j7(yel ¢y bo'lishi
talab qgilinadi). _

2-teorema. Agar u=f() funksiya x e(ab) nugtadae ['(x,)
hosilaga ega bo'lib, p=rF@w) funksiya esa x, nugtaga mos =,
(x, = f{x,) nuqgtada F'(u,) hosilaga ega bo'lsa, u holda murakkab
funksiva ¢(x)=F(f(x) ham x, nugtada hosilaga ega va

Pxg )= (Ff W ey, =F'(u5) - f1(x) (6.3)

formula o'rinli.

. = f(x) funksiva x,e{s,b) nuglada, y=F@) funksiya esa mos
4, (4, =f(x,)) nuqtada hosilaga ega bo'lsin. (6.3} formuladan
foydalanib topamiz: :

f(f) - f(xo) :f’(xo)(f _xo) + o)1 "-“o)s : ' {6.6)
F(8)~ Fluyy = F'uy (s — o)+ BsKs 1), ©7
bunda '
Iim e (¢) =0, 3131 Bis)=0.

Murakkab funksiva ¢(x=#(/(x) ning x, nuqtadaqi orttil*r;iﬁé'»i
ey~p(x,) NI yugoridagi {6.6) va (6.7) munosabatiardan
foydalanib, quyidagicha yozish mumkin:
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@Y — @ty = FOMO) = 10y = F i W (e - )+
S e N BUSUNCS Y ) = F T ) R O = x Y+
# F g b = X))+ BTN @) = [ ).
Endi bu tenglikning har ikki tomonini ¢-x, ga bo'lib, so'ngra
t =, da limiiga o'tamiz: - '
iy 24— lxy)

; = F g ) S {x, )+ F e, ) hm e iy +
R - [

0 TR
+lm A S0 - im M
ALY Xy 0
Bundan (-, da a()-— 0,{3(_{(; - 0 ekanini e'tiborga olsak,

" {6.5) fermuia kelib chigadi. »

3—§. Hosila hisobiashning sodda goidalari.
Elementar funksiyalarning hosilalari :
E Biz wushbu paragrafda ikki funksiya yig'indisi, ayirmasi,
ko'paytmasi  va nisbatining hosilalarini  topish goidalarini
keltiramiz. So'ngra elementar funksiyalarning hosilalarini

I hisoblaymiz.

Jtxy va g(x) funksiyalar (e.4) intervalda aniglangan bo'lsin.
1%, 1kki funksiya yig'indisi hamda ayirmasining hosilasi,
Agar sixy va g(x) funksiyalarning har biri xe{a.# nuqtada ()

.va g'(xy hosilalarga ega bo'lsa, u helda fix)£2(x) funksiya ham x

nuqtada hosilaga ega va
Sy gx) = /(x)x g'(x) (5.8)
formula o'rinli.
« Hagigatan ham, f(x) va g(x) funksivalar xs(ab nuqtada
7'(x} va g(x) hosilalarga ega bo'lsin:
j-r(x) = hm /‘{ ) f{x)_= g’(x) = Yim g{t) - g(-r)=

=3 I - x 1=k 1—-x

N Endi rr(x)= f(x)x g(x) deb belgilab, topamiz:

Fin-Feg  f-/(), gh-glx)

- f—x i-x r-x
- B tenghkda :—x da hmit o'tsak, quyidagiga ega bo'lamiz:
Fiay = lim 2SS g SO T +lim g -glx) _
{—x o t-x o f-x
=7 (x)tg (x).
_1.54




Pu esa [(6.8) formulani isbotlaydi. »

20, Tkki funksiya ko'paytmasining hosilasi. Agar /ix} va gx)
Innksiyvalarning har birt xe(ek nugtada 7'(x) va g'(x) hostlalarga
rga bo'lsa, u holda /vy g(x) funksiva ham r nugtada hosilaga
rja va i
(fe(x) = fig(x) + fog' (o) (6.9
formula o'rindi.

<« pix)= f(x) gix) deb belgilab, #2727 pishatni quyidagi
F—u
Pl - el S-S0 g(x)+ Q(I) g(x) FL0.
f—x . f—x - X

ko'rinishda yozib olamiz. Bu tenglikda :—x da lhmitga o'tib,
topamiz: : :

03y = tim £ [ N) jm“(f)H g(r)ﬂ'g—@./'(ﬂ]:
e ex i f-x

= £()-lim f“ f“) +lim /(1) lim (I g{0
i-rx X ._“

=g{x) /" (r]+j(x} (x).
Bu esa (6.9} formulani isbotlaydi. »
3. Ikki funksiya nisbatining hosilasi. Agar s va g
funksiyalarning har biri xe(s 4 nugtada 7(x) va g'(x) hosilalarga
I

- Ji; funksiya ham x nuqtada

ega bo'lib, g(x)20¢ bo'lsa, u holda (
2y

hosilaga ega va

(g(x}] Co {6.10)

g7 (x)
formula o'rinli.
<4 {(6.10} formulani isbolashdan avval funksiyva hosilasi

ta'rifidan foydalanib —-(]—) (g{xy= 0 funksiyaning rxe(a.# nugtadagi
gix . .

hosilasini hisoblaymiz:

, LI S { €O ¥ £ Co)
[_I_._} = im ._._,._._g U} g_.g\_)_ = him -____.mg U)- (El__ =
gix) F—x I —x
.. lim L“._(.f_).;_(_.f_)_.lim - . gQ(x.) B
. gixl - -x o g t) g(x) .
Pemak, o
i‘“‘i:. i Eoe . dseLdREEEQ ey 7 e ey IFEEN ;? .
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- va

! g'x) N
Ll e T o { ) 1.
; {E{in] PPN [g()\):ei] . {6 11}
* Endi 6.9 va [6 11) folmu]alardan foydalamb topamiz:

’

FACIA N L e [IJ
(ng [() )) A A H b

_ L) ft\)g'(r) A (r)g_f_r)__j(x)g (o)
g(x) g(x) £ (x)
Bu (6.10) formulaning o'rinli ekanini isbotlaydi. »
_ 1-natija. 1) Yuqorida kelitrilgan {6.8) va (6.9) formulalar
yordamida qeo'shiluvchilar hamda ko'payuvchilar soni ixtiyoriy
chekli bo‘lgan holda ham tegishl formulalarni isbotlash mumkin.
2) 6.9} formuladan g(x}= ¢,¢ = const bo'lganda

(f (x)) =¢f'(x)
formula kelib chigadi. Bundan o'zgarmas sonni  hosila
. ishorasidan tashqariga chigarish mumkinligi kelib chigadi.

4%, Elementar funksiyalarning hosilalari. Funksiva hosilasi j
ta'nifidan foydalanib, elementar funksiyalarning hosilalarini
topamiz.

1} y=x* (x>0; darajali funksivaning hosilasi. Bu funksiya
. uchun guyidagiga egamiz:

Ay =({x+ Ax)" - x" = {[1+~A—x] —-1}
x
]:[I-i—éi) -l] [l+é~‘£] _1 . _..-!’_'-._.
é\l * | sl X .

Ax Ax ﬁ_{

X

Ma'lumki, tim Pexy -1 a (garalsin 5 —bob) unda
EET) x

. o
(]+_f_l_;_c_] -1 (l+£} -1
Fi| X a . X _,H—lh

Ay a-l
bm —= lm x*" >l = "7 i = px
fxs0 Ax AEod Ax Azt Ax

X X

bo'ladi.
Demak, (x*)=w""'. Umnmuman, bu formula y=x* funksiyaning
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aniglanish sohamdagl 1xt1vor1y x uchun, 0 ‘rinlidir. Xususan p=-1
bo'lganda o : R PR

[ ! 1 -' - _|_2 vz 0

: v ) x . S
2) v=a' (¢x0a=1) ko'rsatkichli funkswanmq hosilasi. Bu

junksiya uchun quyldagiga egamiz: '

. [T X Ay
Ay =a —a (a” - 1) o
va _ ..
i j—&l_ f’:x_(_f! Ax _]_) F
L ’ A{_\.\? .f).\.\: ’
. t e . . it
Ma'lumki, lim il S {garalsin 3 —bob}. Unda '
s x
. Ay . R S | a1 .
lim — = Lim «a -=ga" lim — =a"lna. .
Ax0 Ay Axs) Ax Ayl Ax .
bo'ladi.
Demak,

yr =((}‘" )r =a*lna
Xususan, (™) =e",

3} yv=log, x (¢>00=ix>0) logarifmik funksiyaning hosilasi.
Bu funksiya uchun quyidagiga egamiz:

Ay =log (x+Ax)y-log x=log L]+_\i) -
va
A ~——lﬂg (I + —A—{J = —log [] + '—l;]"ﬁ' _
Ax Ax L X X X

log a(]'—s— X}

b R H

Ma'lumki fim =log, ¢ {qaralsin 5—bob). Unda .,

X

o Ax f; 1

him A lirn 1 log [] + m)i) - log , e L

Azt Ay Ax=0 x x “ :
bo'ladi. faaie .
Demak, , . ) Lk snih A e

v=(log, x)y= —!{}g(f e. _
ATy I

Xususan,

CdemiedY s didad
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T
{Inxy=—

X
4) Trigonometrik funksivalarning hosilalari. Ushbu y=sinx

funksiya uchun quyidagiga egamiz:

. . LA AX
Ay = sim{ x + Av) -8 x = 2sin -—;—cos( X+ —-2}—)
va
Ay Ax osin &
——=c¢os{ ¥+ —) ———
Ax ¥ 2 ) Ax
2
Keyingl tenglikda ar -0 da limitga o'tib topamiz:
: . Ay Ax an AX :
lim 2X = fim cos{ x + ——) lim i = cos X,
Aread Ay Ax— ) Ax i) Ax
2

Demalk,
=(sinx) = cos X .
Shunga o'hshash {6— bobmng 1~§ ga garang) (cosx) =-sinx
~ formula ham isbotlanadi.

Endi y=gc funksiyaning hosilasini =3 pisbatning
Coxx

hosilast formulasidan foydalanib topamiz:

’

- (tgr = [s'm x] (sin x) cos x —sin x(vos ¥)’ _cos’ x+ sin’x 1
Cos ¥ cos? ¥ cost x| wosx
Demak,
' I .
(ng) = S
Cos™ x
Huddi shunga o'hshash quyidagi formulalar ham isbotlanadi:
. , i , sin x CO8 X
(crgx) = — — > L(sec x) = {cos eex) = - ——
sin cos? sin® x

5} Teskari trigonometrik funks;yalamlng hosilalari. Teskari
funksiyaning hosilasini fopish qgoidasidan foydalanib, teskayi
- trigonometrik  funksiyalarning hosilalarini  hisoblaymiz. Ushbu
y=aresinx  funksivani olaylik. Bu funksiya x=siny funkstyaga

teskari bo'lib, uni (- ;5’25) intervalda qarasak,

V={arcsinx) = ,1 - = : = - ! s = 10
(sinp)  cosy  fl-siny J1-¥

kelib chigadi. Demak,
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SR e (aresin -t‘)'=~:f“—'7 t-laxly  ap tiFd
- :

Xuddi shunga o'xshash quyidagi formulalar, ham isbotlérgatl;li:‘ '

{areoos v) = — ! = =t <xc) X
| — xz [ 4L .
. ! . ;oo
Chade {arelge Y o= oo (arcefge ) = - —wies
P+ ox- ’ 1+x

6). Giperbolik funksiyalarning hosilalari. Endi giperbolik
funksiyalarning - hosilalarini  hisoblaymiz. Bunda  hosila
hisoblashdagt sodda qoidalardan va ko'rsatkichli funksiya
hosilasi  formulasidan  foydalanamiz. Sodda  hisoblashlar
yvordamida y= s uchun topamiz:

' R D ERRC IR UL SN .
y' =(shx) —I_E(e -] -JE(e -;;} —E(e +e  y=chx .-1.
Shunga o'xshash quyidagi formulalar ham isbotlanadi:

(chx ) = shx, (the)' = *‘!5““ - A{cthxy = -
o X
4%. Hosilalar jadvali. Biz ushbu bandda elementar funksiyalar
hosilalari uchun topilgan formulalarni jamtab, ularni jadval
sifatida keltiramiz
1} (") =™ (x>0
2} @ Y=atlna (gx0a=l

1
) x#0
shix (x=0)

3}). (log, x}':llogo ¢ (x=0a>0a=l}
X

-
Xususi;m, wdd 18! CoEe e teedyeRin
=1 gsop 70T FR
4). (sinx) =cosx .
5. {eosx) =~sinx Chsbec T e
6). (o= (xxlekzEk=021.)
COsT X 2 .
& H. (ugx) =- —}? (x2kx k=0%].) e
s X 3
8). (aresin x)' = —= -l_—.::_-: (~l<x<ly ‘¥ .
vi-x? '
9. [MCCO&I):=*T—_1—-T;T {(-l<x<]) b A :!‘r PR ST
Vi-xt -



10). (arcigy )’=-l———1—__"'__. . _
|t e englaRg BB DY

11). tarccrce) = — ——
12). (shxy = chx

13). (chey =shx

14), ey = o

Chzx . o . . }qii} AT
15j. (crhx)':—_—l.z_ o o oo ib
shx T
* 6.5-misol. Agar a>0.a#Lx=20 bo'lss, y

. i
¢ Ug_,alxi) xina

bo'lisht isbotlansin. B .
< Aytaylik, x>0 be'lsin. Unda lx]= x bo'lib, ':, dpeonx s rpeud

(og,, x)' = L
xna : b
bo'ladi. S A
Aytaylik, x<0 bo’lsin. Unda {x=-x bo'lib,
log ,|x] =tog,(-x)
bo'ladi. Murakkab funksivaning hosilasini topish goidasiga ko'ra
1 i

l —~x ) = ~)=
(log, ()Y (-x)lna{ 2 xlne

by il

bo'ladi. »

6.6—misol. Agar wx) va »x) funksiyalar hosilaga ega bo'lib,
u(x)>0 bo'lsa, ) .
y =)™
funksiyaning hosilasi topilsin,

<« Ravshanki,

In y =vix)nwu(x)

Murakkab funksiyaning hoesilasi va ko'paytmaning. homlas;
uchun tegishli formulalardan foydalanib topamiz:

.“—-y' = vi{x)louix)+ 1’()()—_1_“’(’:):

oy w(x) _ __
IO TTTEI PR LR S 5
)
g (X)) (v (X)'lnu{x)+----£(f—;‘:: (X)),

160

e ek, -



6.7-misol. Ushbu _
5 Sx)y=x (x) = x" 0
funk51yalarn1ng hosilalari topllsm ) i '
4 (0.12) formulaga ko'ra
f{))-(x]—x(lnx+l)
bo'ladi. Ravshanki,

plx)= 2" = x/

yvana (8.12} formulaga ko'ra
p'(x) = (x"Y = p(x)In x- f (x)+ fxyx /o
bo'lib,

Py =x"Imx-x"Unx+D+x*x" =

= "V N xInx(n x+ D)+ 1)
bo'ladi.»
6.8—misol Ushbu

. 1 .
x'sin— , agar x=0 bo'lsa,
x

Sixy=
' 0, agar x=¢ bo'lsa

| funksiyvaning hosilasi topilsin.
< Aytaylik, x=0 bo'lsin. Unda

f(x)=2xsin LI cosl(—--]T) = 2xsin I cosd

: X X X X X
bo'ladi. :

Aytaylik, x=0 bo'lsin. Bu holda hosila tarifidan foydalanib

. toparmiz:

Ax? sin 3?— 1 ol )
0y = i ————EE =l Axsin —— = 0, .
f{ ) 1‘1‘0 Ax Ax— 0 Ax o
Demak, N 1
2xsinl~—cas~i—. agar x=0 bo'lsa, ng'hd{f!'- .
x X
Fix)= ' :
0, agar x=0 bo'lsa o ‘ 1A
bo'ladi. » . :

[T

Iﬁﬁbi:‘il Saelo cleals

ISt




¢

4-§. Funksivaning differensjyali

10, Fanksiyvaning differensiallanuvchi bo'lishi
tushunchasi. r(x) funksiya («#) intervalda aniqlangan,
welwh), x+are(ws) bo'lsin. U holda f(x) funksiya ham x
nugtada Ay=y(x,+ax)~s{x,) ortirmaga ega ho'ladi.

3—ta'rif. Agar f(x) funksiyaning s s(o4) nugtadagi
ortirmasi Ay ni

Ay = Adx+ adx (6.13)
ko'rinishda ifodalash mumkin beo'lsa, s(x} funksiya x nugtada
differensiallanuvchi deb ataladi, bunda 4-ar bog'liq bo'lmagan
o'zgarmas, ¢ esa ar ga bog'lig va ar—0 da a=a{a)->0

Agar Ax—-0 da '

- Ax = a{ Ar) Ax = of Ax}
ekanini e'tiborga olsak, u helda yuqoridagi (6.13) ifoda ushbu
By = A+ 0f &)
ko'rinishni oladi. Funksiya orttirmasi uchun (6.13} formulada
A-ax ifoda orttimmaning bosh gismi deb yuritiladi.

3—teorema. Jix} funksiyaning xe(a.b) nugtada
differensiallanuvchi bo'lishi uchun uning shu nugtada chekli
hosilaga ega bo'lishi zarur va etarli,

«Zarurligi. s(x) funksiya xe(a.b) nuqtada differensial —
lanuvchi bo'lsin: Unda

ayzA-Ax+0(Ax],é£=A+O—(-éx—z
Ax Ax
bo'lib,

bo'ladi. Demak,
fx)=4
Yetarliligi. s(x} funksiva xe(a.?) nuqtada chekh )
hosilaga ega bo'lsin:

Ax)— .
£=lim = lim "{"—KE"M .
Agar x

deb olsak, undan

1+




Ay f(ah W+ ey
ekanini topamiz. Bu tenglikdagi . migdor Ar ga bog'lig va
ax—0 da a-—0. Demak, (v} funksiya xe(«r} nuqtada
differensiallanuvchi beo'lib, 4= s(v) bo'ladi»

Isbot etilgan teorema s(+) funksianing xe{a.s} nugtada
chekli s'{x) hosilaga ega bo'lishi bilan uning shu nugtada
differensiallanuvchi be'lishi ekvivalent ekanini ko'rsatadi.

2%, Funksiya differensiali va uning geometrik ma‘'nosi.
S(x) funksiva re{«.5} nuqtada differensiallanuvchi be'lsin:

Ap= Afv+0{ \x)
bunda 4= /f{x) bo'ladi. Bu tenglikda funksiya orttirmasi &y ikki
go'shiluvchi: argument orttirmast i ga nisbatan chiziglid-ac
hamda A+ ga nisbatan yugori tartibli (ar->0) cheksiz kichik
miqdorlar yig'indisidan iborat ekani ko'nnadi.

4—ta'rif. f(x} funksiya orttirmasi &y ning Ar ga nisbatan
chizigli bosh qgismi 4-ar=/(x)ax berlgan f{x) funksiyaning x
nuqtadagi differensiali deb ataladi. Funksiyaning differensiali &
. yoki 4{x) kabi belgilanadi: &y=df(x)=4-ar= f"(x}ax. Endl re(ab)
nuqgtada differensiallanuvchi bo'lgan f(x) furksiyaning grahgi
31 —chizmada ko'rsatilgan chizigni ifodalasin deylik.

YJL | B{
L
/D
F 4 C
B
7 X TTREAY X

31 — chizma.
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Bu chizigning (x f{x)).(r+Ax 7 {x+\}) nuqtalarini mos ravishda ~
va £ bilan belgilaylik. Unda /¢ =280 =y bo'ladi. s{x} funksiya
crefuf) nugtada differensiallanuvchi bo'lgani uchun u « nugtada
chekli s'{x) hostlaga ega. Demak, f{v) funksiva grafigiga uning
F{e/{x)) nuqtasida o'tkazilgan £ urinma mavjud va bu
urinmaning burchak koeffitsienti wa = /{x). Shu /& urinmaning
B° bilan kesishgan nuqgtasini o bilan belgilaylik. Ravshanki,
Atn? dan %:fgw va undan OC=we-F = f{r}-av ekani kelib
chiqadi. :
Demak, /(x} funksiyaning « nugtadagi differensiali
4= f(x)ax  funksiya grafigiga F(x/(x)} nugiada o'tkazilgan
urinma oritirmast ¢ ni (DC =dy) ifodalaydi. Xususan, f{x)=x
bo'lganda bu funksiyaning differensiali
dy=f[x)Av =\
bho'lib,
el == Ax : '
bo'ladi. Bu hol £(x) funksivaning x nuqtadagi differenstalini
quyidagi
dy = j"(' de = v'dx {614}
ko'rinishda ifodalash mumkin ekanini anglatadi.

Endi funksiya differensialining (6.14) ifodasidan foydalamb
elementar funksiyalarning differensiallari jadvalini keltiramiz:

1) a’(x“)zpﬁ"'dx {x=0); §
2} d(a"):a" ads  (a>0,a#1) o |
3 e x)zémga.ea& i 1\_.___ o ]
4) d(sinx)=cosxex \ _ !
3) d{cosx)=-snxds : i 5 B SN N o

6} d(rgx)z_l-,—dx [x=%+kﬂ'_k=t’},il,._) - .I

X

) d{ctgx)= -——-——-dx (x#hm k=041 )
x

B) d{arcsinyy= L

,a"x. (—l<x<l]

I~x
TEE ORERK. aretan
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Y

radianlarda berilgan. Demak, «n 29 = 0.4xax (10~ ¢ aniqlikda), *'™*
Yuqoridagi (6,16} formula ~, =9 bo'lganda ushbu R
) s O+ 10 o
ko'rinishni  oladi,. Bu formula (1« x}-**.ﬁ‘?;, et Ind )+ x), sine v
funksivalar uchun guyidagicha bo'ladi: i
i1+ 31" = 1+ px,

. B ,ac.".
,\/—H;zpﬁ;—x, S heod

et o= |+ o,

Int 1 + v) = x,
fn x = X,

fox = Xx.

5—§. Yuqgori tartibli hosila va differensiatlar
-

1". Funksiyalarning yugqori tartibli hosilalari. /(x) funksiva
(4.5 intervalda aniglangan bo'lib, uning har bir x nugtasida 7
hesilaga ega bo'lsin. Ravshanki, fx) hosila x o'zgaruvchining
* funksivasi beo'ladi. Bu () hosila ham o'z navbatida biror
x, eta.?) da hosilaga ega bo'lishi mumkin.

S—tarif. Agar y(x) funksiva (a4 intervalning har bir xe<iaf)
nuqtasida ;'(») hosilaga ega bo'lib, bu ;%) funksiva x,e(«a5)
nugtada hosilaga ega bo'lsa, u f(x) funksiyaning x, nugtadagi
ikkinchi hosilasi deb ataladi. Funksiyaning ikkinchi tartibli

L “ d? ) ) . , o
hosilast »y... ./ {‘t”}’}"?)i belgilarning biri orqali yoziladi.
x =X
~ fx} funksiyaning uchinchi, to'rtinchir va hk. tartibdagi
hosilalari xuddi shunga o'xshash ta'riflanadi. Umuman, f(x)
tunksiya (a.#) intervalning har bir xe(a b) nugtasida (»-1)~tartibii
" hosillaga ega bo'lsin. Bu /%% funksivaning x, e(z4)
nuqtadagi hosilasi (agar u mavjud beo'lsaj fix)- funksiyaning =,
nugtadagi n-tartibli  hostlasi deb ataladi va
L) iy . d':?_‘p
¥ -‘r—r.._-'f (.\0)7 —dx" .
sty funkstyaning f%x)./"x).. hosilalari uning yugori tartibli
hosilalari deyiladi. '

larning biri- orqgali belgilanadi. Odatda

ief



Shunday qilib, f(x} funksivening »reias da »-tartibh
hosilasining mavjudligt bu funksiyaning shu nuqta atrofida 1-—,
2—., .., (n—-1)-tartibli hosilalari mavjudligini tagozo etadi. Ammo
bu hosilalarning mavjudligidan s -tartibli  hosila mavjudligi,
umuman aviganda, kelib chiqavermaydi. Masalan, y:fj{l
funksivaning hosilasi ;' =u! bo'lib, bu funksiva »=0 da hosilaga
ega emas, ya'mi berilgan funksiyaning r=¢ da birinchi tartibli
hosilasi mavjud, ikkinchi tartibli hestlast esa mavjud einas.

Misollar garaymiz,

1) y=x* bo'lsin (x>0 va.xeR} . Bu funksiyaning hosilalarini
ketma —ket hisoblaymiz:

y=

Y =) = Y = -

Y= = (el = DY = - D - Dt
Berilgan funksiyaning »-tartibli hosilasi uchun ushbu

O = gl = 1 = 2 - e+ Dpxt” (6.17)
formulaning o'rinli  bo'lishini  matematik induksiyva usali
yordamida ko'rsatish giyin emas. Ma'lumki, »=1 da
yom et
bo'ladi. Endi (6.17) formula n=t da o'ninli, ya'ni
v = (=D (-4 Dt

bo'lsin deb, uning »=k+1 da o'mnli bo'lishim ko'rsatamiz.
Ta'rifga ko'ra %" =(»'y . Demak .

Y = MY = (e - K = 2) (kR aY =

= f{pt =g = 2)opt e+ 1 pe = ey ™
Bu esa {6.17} formulaning n=k+! da ham o'nnli bo'lishini
bildiradi. Demak, (6.17) formula ixtivoriy »e ¥ uchun o'rinh.

(6.17) da p ixtiyoriy hagigiy son. Xususan, u=-1 bo'lsin,

Unda y=> funksiyaning »-tartibli hosilasi
- X

(1) -nt

r4l
x

({;)‘"’ e (I2) () (6.18)

bo'ladi.
2) y=lax {x>0) funksivaning »-tartibli hosilasini topamiz. Bu

funksiyaning hosilasi y’=-]— bo'lishidan hamda (6.18} formuladan
o

R
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formula kelib chigadi. Demak,

{Inx)}"" = (;'-J_E{T_—ﬂ . (xx0)
X :
3} y=a' (a>0.aw)) bo'lsin. Bu funksivaning hosilalarini
ketma — ket hisoblaymiz:
¥=a"lna

y'=(a"may=0""a,
yWe(a'InTay=a"In' 0

Bu munos&batlarga qarab y=« funksivaning =»-tartibli hosilasi
uchun ushbu

iny o, ¥ »
y2g'in"a
formulani yozamiz. Uning to'g'riligi yana matematik induksiya
usuli vordamida osongina isbotlanadi. Demak,
(@Y =a" " a

Xususan, vne N uchun ()" ="

4}. y=siny bo'lsin. Ma'lumki, bu funksiya uchun ' =cosx. Biz
uni quyidagi :

v =(sin x)" =cos x = sinf x +~72£)

ko'rinishda yozib olamiz. So'ngra y=simx funksivaning keyingi
tartibli hosilalarini hisoblaymiz:

»' =(cosx) = ~sinx = sin{x + 2%),
¥ ={-smnx) = ~cosx = sta{x+ 3-;—),

v = (—cosx) “smr~'>m(x+4£)
Bu ifodalardan esa y=sinx funksﬂyamng = tambll h0511a51 uchun
ym~sln(1‘+~'?5) ot
formula kehb chigadi. Uning to'g'riligi vyana matematik
induksiya usuli bilan isbotlanadi. Demak,
Gin O™ =sin{ x+n f;i')‘

Xuddi shunga o'xshash
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{eos x)™ = cos x + n=>).

29 Sodda qoidalar, :(x) va (<) funksiyalar (o2 intervalda
aniqlangan bo’lib, ular r<(s# nugiada =-tartibli ¢ ooy g
hosilalarga ega bo'lsin. Buni quyidagicha tushinish lozim: 7(x). va
gty funksiyalar x nugtani o'z ichiga olgan («, /¢ (e.#) 1ntervalda
Sorroo st hamda ¢ngtgb " hosilalarga ega  bo'lib,

¥ nuqtada esa f"' g™ hosilaga ega. U holda -
B 1 (g aen™ =¢f “xn e =comsi
R 2} R gy = Ny g ) o o
3 L/E0eN® = £ e+ L5 g+ CF £ g ot
_ + C:J..t:...i:(x)glﬂ(x}+ L+ f(.\')gl"}(x} _"\i'hji'.{'-'-'.?.i ey
bo'ladi, bunda '
mu—1in~k+1)

T T v sROV Rt
" it . S M VO
. . Wt Lo NIIFRIYMG
6.9—misol. Ushbu ' ’
2r+3 s
Hy= e APEXED Y
funksiyvaning «--tartiblt hosilasi topilsin. gl o R iD
4 berilgan funksivani quyidagicha : _ fpebaving Mo
. 9 ! :
= e
R :
yozib olamiz. So'ng ' RS SR T a3 8
Cae®y Py (-1 bl dditied
(x+a} —{x+ a)y™! '

formuladan foydalanib topamiz:

{ 2x+3 " _ TN a9
] ] - (x _ 2)»11 (x~ 3)u+1 ' i
_ 3%. Murakkab funksiyaning yugqori tartibli hosilalari. « = 7(x)
4 & funksiva (e.& intervalda, y=#@) funksiya esa (¢,4) intervalda
it aniglangan bo'lib, ular yordamida y=#(/{x) murakkab funksiya
o tuzilgan bo'lsin. u= f(x) funksiva se{a b nugtada tkkinchi tartibhi
. Lo p=Fly funksiva esa mos s(u=f(xp nugtada ikkinchi tartibli
F*(u) hosilaga ega bo'lsin. Tkkinchi tartibli hosila ta'rifiga ko'ra
' Y= EC = [F Y
bo'ladi. Murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash formulasi
nsr ¢ (6.5) dan bhamda ko'paytmaning hosilasini hisoblash formulasi
(6.9) dan faoydalanib topamiz:

x1-5x+6

¥
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LT = T A Sl = [0l f1in s
HOSGN L) = F e Sy S+ F Oy M =
LRSS ) e,
Demak,

PR = SN0+ FL)- i x).

Xuddi shunga o'xshash u=/(x) funksiva rs(ab) nuqtada /x) va
v Muy funksiva esa mos a@e=;{x» nugtada F"u) hosilaga ega
ho'lsa, murakkab ) =#£(/x) funksiys ham re(a b nuqtada 3—
lartibli hosilaga ega bo'ladi. Bu hosila quyidagicha hisoblanadi:

VORI OT =((FGUENT =[F NS+ FI ey fx] =

s FTFC) SR+ FIOAON- 2000 S0+ FrO ey /a0 S+

HECFY f7 = ETF ) (0 P+ 3FU £ f1 )+ FIU0 S0

Shu yo'l bilan murakkab funksiva y=#(7(x)) ning istalgan
tartibli hosilalan ham hisoblanishi mumkin.

4%, Funksiyaning yuqori tardibli differensiallasi

Faraz qilaylik, /sy funksiva re(«b nugtada ikkinchi
taibl r7(x) hosilaga ega bo'lsin.

6 +5'rif. /() funksiya differensiali dvning re(s,b) nugtadagi
differensian  funksiyaning tkkinchi tartibli  differensiali  deb
ataladi. Funksly-ming ikkinchi tartibli differensiali #°/(x) yoki
#'y kabi belgitanaas,

y=dd)  yoki o fix)= ().
Endi differensiallash qoie.qidan foydalanib topamiz: -
_ 4’y =d(dv)=d(V'dx) = dxac’y = di- vdx = v {dxy
Demak,
diy =yt : (6.19)
bunda
dx’ = dvdx = (dx)’
Kuddi yuqoridagiga o'xshash xe(a$ nuqtada funksiyaning
3 — tartibli differensiali ta'riflanadi:
_ A’y =d(d®y) = d(y e’ y= AP d(y") = y"dY’
bunda &’ =)}, Umuman funksivaning (#-1)-tartibli differensiali
«»my dan olingan differenstal  jx) funksiyaning xe(a )
nugtadagi »~tartibli differensiali deb ataladi va u 4y yoki 4° £(x)
kabi belgilanadi: _
d'y=did""yy yoki " f{)=dd" i
Bu holda funksiyaning n-tartibli differensiali uling . _tartiblj

Y

e .



hosilasi orqali quyidagi - ¢ o ’ R

L)

d"y = "

ko'ntnishda ifodalanadi. Uning to'g'riligini matematik mdukswa
usuli yordamida ishotlash muamkin.
fix) va givy funksiyalar (2.5 intervalda anigiangan bo'ltb, ular
xelw by nugtada »-tartibli differensialga ega bo'lsin. U holda
ushbu
1) d" (- fixh) =cd” Fx).¢ = const S
2) AU gy =d () £ d g lxk o
3 Ao =d" g0+ Crd Tl () dglxd+ .+ £ 00d g
" formulalar o'rindi ho'ladi.

Endi mutakkab funksiya y<F(/() ning differensialini
hisoblaymiz. Ma'lumki, y=F(f(x))=¢(x) funksiyaning differensiali .
dy = g'(x)dy = (F(x)dx PO
FUEW =R 1) '
- bo'lib, u i
dv=d(F(x)) = F'(f () f(x)dx = '/ ()df () (6.20)  pomw)
ko'rinishga ega ho'ladi. h '

Demak, funksiya murakkab bo'lgan holda ham funksiya
differensiali funksiva hosilasi #/(y¢x) bilan (bu holda argument
Fix bo'ladi) argument Sy ning differensiall 40
ko'paytmasidan iborat ekanligini ko'ramiz. Odatda bu xossani
differensial formasining invariantligi deyiladi. Bunda (6.14}
formuladagi 4 argument » ming ixtiyoriy orttirmasi ax ni
(Av=dxy bildiradi, (6.20) formuladagi «#(x) esa x o'zgaruvchiga
bog'ligq be'ladi.

Endi p=#/(fix)) murakkab funksiyaning ikkinchi tartibli
differensialini hisoblaymiz. Ta'rifga ko'ra

dry=d N (FU)=adde (f ) '
bo'ladi. Differensiallash goidasidan foydalanib topamiz: L
Ay = dUF(F (N df Gy = dUF( (CoDdf (0 + F(F ) - d(f () = RS
=P )+ Fa) dif_(x): L
bunda ¢ (0 =d(x)- agf(r) (@ ON*,
‘Demak,
d'y=d*(F(f(x)= FU(X))df“(rHF(f(v» & f(x} {6.24)

Bu (6.21) formula bilan (6.19) formulani taggoslab,
ikkinchi  tartibli  differensiallar differensial formasining
invariantligi xossasiga ega emasligini ko'ramiz.

r=F(f(x»  funksivaning wuchinchi wva hokazo tartibhi
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differensiallani yugoridagidek birin —ketin hisoblanadi. #~¢
6—4§. Differensial hisobning asosiy teoremalari

Ushbu paragrafda differensial hisobning asosiy teoremalarini
keltiramiz. Bu teorematar kelgusida, ayoigsa funksiyalarni
tekshirishda muhim rol o'ynaydi. :

4~teorema (Ferma feoremasi). s(x) funksiya biror Xc?®
oraligde aniqlangan va bu oraligning ichki « nugtasida o'zining
eng katta {eng kichik) giymatiga erishsin. Agar bu nugtada
funksiya chekli f'(c) hosilaga ega bo'isa, u holda

Jer=0
bo'ladi. :

% /(x} funksiya ¢ nugtada eng katta givimatga ega, va'mi
VaeX da fi<f(oy tengsizlik o'rinli, shu bilan birga bu ¢
nuqtada chekli () hosila maviud bo'lsin. Ravshanki

ey =lim In= 1), fim 2890S SR Sy
SR 'y Taerh x—¢ R
Ayni paytda

()= L4 [ S0,

i el =4, lim
s—ie+l X = L R R x =
bo'ladi,
Yugoridagi munosabatlardan
Fey=0

okani kelib chigadi, »

Shunga o'zshash, funksiva ¢ nuqtada eng kichik giymatga
oga va bu nugtada chekli s/} hosilaga ega bo'lganda ham
') 0 bao'lishi ke'rsatiladi. »  {garalsin 32~ chizma)

Y A
TN
ne 3%
#c) i
L0 c X
32 —chizma. ¥

Coqibiiwbsidl T



S~teorema. (Roll tecriemasi). /ix} funksiva [«#] segmentda
uzinksiz, fiay=f(by beo'lsin. Agar bua funksiva (.4 Iintervaldo
- chekli hostlaga ega bo'lsq, U holda shunday ¢ ia<c<hy nugta
topiladiki,

fey=0
bo'ladi.

4 - fixy funksiya (a4 segmentda uzluksiz. Demak,
Veyershirassning birinchi teoremasiga {5—bob, 7—3§) ko'ra bu
oraligda funksiva o'zining eng kaita giymati & va eng kichik
giymati » ga erishadi. :

1) m=ts bo'lsin. Bunda fix)=const xe{ab) bo'ladi. Ravshanki,

bu holda wee(a by uchun f¢=0 bo'ladi.

2) m<ds bho'lsin. Bu holda jfloy=f) bo'lgani uchun ;s(x)

funksiya o'zining eng katta qiyvmati », eng kichik giymati
m larning kamida bittasiga a4 segmentning ichki <
(a<e¢<b) nugtasida erishadi. Ferma teoremasiga asosan bu
nugtada
fie)=9
- bo'ladi. »

6—teorema. (Lagranj teoremasi). f(x) funksiya [ab]
segmentda uzluksiz bo'lsin. Agar bu funksiya (ub intervalda
chekli o hositlage ega bo'lsa, u holda shunday ¢ (a<e<h)
nugta topiladiki, bu nugtada

ro=-8o e, (6.22)
bo'ladi. o '
4 7o funksiva ja.h) segmentda uzluksiz bo'lib, uning ichki
nugtalarida chekli s(» hosilaga ega bo'lsin. Bu funksiva
yordamida quyidagi

Fixy= f{x)- fla)+

funksiyani tuzaylik. Ravshanki, bu funksiya {a4] segmentda
uzlaksiz bo'lib, (o, s)intervalda esa

a).

[B)= 1@
h—a

F'(_,c):f’(x)_i’_(bifﬁ;ﬂ
b—a
hosilaga ega.. Flx) funksivaning x=¢ va x=6 nugtalardagi
giymattarini hisoblaymiz: F(e)=F5)=0 Demak, F(x) funksiya Roll
teoremasining barcha shartlarini ganoatlantiradi. U holda « va ¢
orasida shunday c¢ (a<c<b) nugta to_piladiki, F{e)=0 bo'ladi.
Shunday ilib, : '
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= F{cy= f"ic) - ﬂh)uﬂd)
b

va bundan {6.22} formula kelib chigadi. » {garalsin 33—
chizma} ;

v}
[ [l » » B
AZ ~NB C
e Ir /f
o o ¢ b X
h 33-chizma.

R F-teovema. (Koshi teoremasi). fix) va g(x) funksiyalar [ah)
segmentda uzluksiz bo'lsin. Agar bu funksiyalar (2,8 intervalda
chekll /(x) va g'(x) hosilalarga ega bo'lib, wxe{a.b) uchun g'(x)=0
bo'isa, u holda shunday ¢ (u<c<b)y nugteda topiladiki,
f{b_)—f(a)zf:(C)‘ ' (6.23)
g(b)—glay g'(c)
lenglik o'rinli bo'ladi.
< (6.23} tenglik ma'noga ega bo'lishi uchun g(p)# g(w)
bo'lishi kerak. Bu esa teoremadagi g'x)#0, (xe(ab)} shartdan
kolib chiqadi. Hagiqatan ham, agar gd)=g(e) bo'lib qoladigan
bo'lsa, u holda g(x) funksiva Roll tecremasining barcha
shartlarini ganocatlantirib, biror ce(s,#) nugtada {bunday nuqta
Roll teoremasiga ko'ra topiladi) g'c)=0 bo'lib goladi. Bu esa
Vre(a by da g'(x)=0 shartga ziddir. Demak, g2 = el
Endi r(x) va g(x) funksiyalar yordamida quyidagi
nw=ﬂﬂ—ﬂm»§%ig%mn—mm-
{upksiyani tuzaylik. Bu funksiya {a.5] segmentda uzluksiz bo'lib,
ta, 4 Intervalda

ARSI RO
sty —gia &

hosilaga ega. So'ngra F(x) funksivaning r=ax=# nugtalardagi
tyivinatlarimi hisoblaymiz: Fa)=Fih)=0. Demak, £  funksiya

.6  segmentda Roll teoremasining barcha shartlarini

Fi(x)= 1{x)
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5

- gqancatlantiradi. Shuning uchun s va & lar orasida shlmday €

(we=p) toplladiki, #c=0 bo'ladi. Shunday qilib,
. Fib)~ [ gl
O=F'{vi= g O A LA xh iy
(vy=f{(x) TS g'tx) b

va unday §6.23) tenghkning o'rinli ekani kelib chigadi. »
Xususan, g{v)=x bo'lganda Koshi tecoremasidan Lagranj
teoremasi kelib chigadi.

7=~§. Teylor formulasi
1%, Funksiyani yaginlashtirish haqida. Ma'lumki, funksiya

matematik analiz o'rganiladigan asosiy tushuncha. Ko'pgina
masalalar esa funksiyani hisoblash (berilgan nuqtada giymatini

topish) hilan bog'liq. Funksiyaning murakkab bo'lishi bunday -
hisoblashlarda katta giyinchiliklar tug'dizadi. Natijada nogulay

va murakkab funksivani o'ziga qaraganda sedda va hisoblashga
gqulay bo'lgan funksiva bilan yaginlashtirish — taqribiy ifodalash
masalasi yuzaga keladi. Bu masalani hal gilishda ko'p heollarda
Tevylor formulasidan foydalaniladi.

Shuni aytish kerakki, xususiy holda bunday masala bilan
funksiya orttinmasi ) ni uning differensiali 4 bilan taqribiy
ifodalash (Av~dy) }jarayonida tamshgan edik. Ma'lumki, 7o
funksiya x, =(a,6) da differensiallanuvchi bo'lsa, un quyidaqi

f(x)‘f(xo)+fr(xn](x_xa)+o(x‘xu)

ko'rinishda yozish mumkin. Bu esa y nugtaning etarli kichik

atrofidagi » nuqtalarda s(») funksiya ushbu
Plx)= flxy+ I dx ~ %)
chizigh funksiya (birinchi darajali ko'phad) bilan taqribiy
ifodalanishini ko'rsatadi. :
2%, Ko'phad uchun Teylor formulasi. Ushbu
Pixy=a,+a(x—x)+a,(x—x) +..+a,(x-x) {6.24)
{bunda a,,4,4,...0, Va x, o'zgarmas hadqigiy sonlar, nen)

AL ko'phadni  garaylik. Bu ko'phadni ketma-—-ket » marta
-+ differensiallab topamiz:

Plxy=a, + 2a,(x — %)+ 3a, (%~ 5, ) + .+ na, (x- 1,0,
Prxy=2a, +3-2a,{x = x )+ ..+ nln - Da, (x—x,)""?
Plxy=3-2a, +. . +nn-Dn-a (x-x) ", 6.25)

P,f”'(x) =n(n-1){n-2).24a,

A & {3

_'.in

g
e



Bu [6.24) va (6.25) tengliklarda r=x, deb olinsa, unda berilgan
Pixy ko'phad va uning hosilalari /9y (k=1t2..m ning x,
nuqtadagi giymatlari topiladi: v
Pixy=a,,
Pi(x,) = lla,.
Plix)=2a, P
I L P xy)=nta
Uldrdan
dy =17 (x0)>
Pixy) o
a, = " —=
a, :P“E;ﬁ)’ ' I ot )
a = P;M(xn)l i _;r
" nt i
kelib Chlq&dl
Shunday qilib, 7 (x) ko'phadning koeffitsientlari ko’phad va
aning hosilalarining x, nuqtadagi giymatlari orqali ifodalanadi.
hoeffitstentlarning bu giymatlarini (6.24) ga qo‘ysak, unda
L =L(x, )+~-n-l——°-)-(x Xg} b P{fgl-ﬁ(xfxo)* {6.26)
ho'lady I
(6.26} formula ko'phad uchun Teylor formulasi deb ataladi.
39, Ixtiyoriy funksiya uchun Teylor formulasi. 7(x) funksiya
toby dntervalda  aniglangan  bo'lib, u  x,e(e4) nugtada
t5 " S 0x,) hosilalarga ega beo'lsin. Funksiyaning nugtadagi
hentlalaridan foydatanib, quyidagi
P 8 m B (5) S, )+ff--—(—‘l-)(x AL +fm( e —x,

ka'phadni tuzaylik.
Ayar qainlayotgan /(x) funksiya - darajali ko' phad bo'lsa,

HHeh vuganida (2 -bandda) aytilganga ko'ra
_ Fy= P
LR

23]
l”' A )"'!( “) Xy) { E‘D)“(" %) + "+£’;({fﬂ(x“m)w

oy



Ciixxlale s} segmentda gqaraymiz. F¢y funksiyaning (6.28)
" ifodasidan uming [x,_x} segmentda uzluksiz bo'lishini ko'rish
" giyin emas. Bu fumksiya (x,.x} intervalda hosilaga ham ega.

fheila g

bo'ladi.
Agar f(x funksiva ko' phad bo'lmasa, mvshankl
_ Fixy@ P Aged v
bo'lib, ular orasida farq yuzaga keladi. Biz uni k,ﬁ?@%lﬁﬁh
beigilaylik: : Wi

EREY S I

R Axy= [{x}~ £ {1x)
Natijada ushbu Tipay
' Axy= P+ R, (x)
ya'ni

=+ L e T ey e ey e r ©.27)

formulaga kelarmz Bu (6. 2?] formula s¢x) funksiya uchun Teylor
formtiasi deb ataladi. R, (x) esa Teylor fonuulasining qoldiq hadi

deyiladi.
f(xy funksiyaning £ {/:x) ko'phad bilan taqribiy f(x)=7r (/:9

" ifodalashida Teylor formulasidan keng foydalaniladi. Bunda |

goldiq had & (x) ni baholash mulim. Bu masalani hal qilish
uchun s{x) funksiyaga "og'irrogq” shart go'yishga to'g'n kelads,

fixy funksiya (ab) intervalda aniglangan bo'lib, u sha
intervalda uzluksiz f'(x). 7). £*'tx) hosilalarga ega bo'lsin
degan edik. Endi (o5 intervalda bu funksivaning (n+1)-tartibli
7y hosilasi ham mavjud bo'lsin deymiz. (a#) Intervalda
argument x ning ixtiyvorty giymatini tayinlab quyidagi

(x1
F@= 00 1= L0 0o L0 e IOy (6.28)

yordamchi funkswam tuzamxz Vi uni [x,.xjc(a by fyoki

Hagigatan ham,
C FWe-fm- [f LD (- - f(n} [‘f gﬂ)-{-\"f)“il%g(xﬁ)}"_

EAMMG) A uet fw” an g’
o AT = ( "3
{ - (x~1)" - ( l)'( 5 x~f0" T
Demak, - IPITY #fapigs
(H+1)
==Ly (6.29)

Endi [x,,x] segmentda uzluksiz va (x,. :\) intervalda chekli {nolga

17¢



leng bo'lmagan} hositaga ega bo'lgan biror ofr) funksiyani
laylik,
#uy va gn funksiyalarga |r, s} segmentda Koshi teoremasini
(o' ltanib topamiz. i
A=) Flo ' (6.30)
P -l wle) .
hirndda,
X, <e<x {c=x,+B(x-x,)10=<H <)
Yugoridagi (6.28) funksiyva uchun
Fixy=90 F{(x,)= R, (x}
{engliklarga egamiz. Endi (6.29}) tenglikdan /= da

£leen
Fey=-L 80 g

herlishini e'tiborga olsak, unda {6. 30) tenglikdan
e -elx) 1" ‘U(C ) (6.31)

g.o{c) |
(¢ =x, +x-x,) formula kelib chiqadi.

Shunday gilib, Teylor formulasining goldiq hadi uchun (6.31)
formula topildi. Bu holda f(x) funksiyaning Teylor formulasi
quyidagi

R x)=

" =2
v F pey e e ey L ey L ey
_ (Jr+
+ (O(T) F(DE)_CQ . J_f__”Lcl x—e)t
@{c} !
{c=x, +Blx—x, )0 <8 <1) {6.32)

ko'rinishda yoziladi.

Teylor formulasidan kengroq foydalanish maqsadida. uning
rfoldiq hadining turk ko'rinishlarini keltiramiz.

t). Koshi ko'rinishdagi goldig hadli Teylor formulasi.
Yuqorida qaralgan ¢ funksiya sifatida @(n=x-r funksiyani
oluylik. Ravshanki, bu funksiya ({x,.x}c(« b)segmentda uzluksiz,
(v,.v) intervalda esa chekli ¢(n=-1 hosilaga ega. Bu funksiya
uchun @i} =0,¢(x,)=x~-x, bo'ladi, Natijada ({6.31) formula
ryidagi

[Z% 1) £ 1
fm.rr-f‘— emef emy = ’{—(——-lm D= ro)f%i)(x wY-6F

(0<@<l)
ke'rinishnt oladi. Qoldiqg hadnmg bu ifodasini {6.32) ga qo'yib
lopamiz: _

e



[T
LYY xo).;+. et

" fxy=f {x )+ ig—'\i‘l‘(x —x bt —C-{-\—Q}- (x— g T o
. I'. ., N ¥ ] e . ¥l tﬁg?}} i
by A () {x=%) -6 :
n! .
Bu 1633 formula /) mnksiyaning Toshl ko'rinishdagi gotdiq
hadh Teylor foymulast deb ataladi.
2). Lagran} ko'rinishid.agi qoldiq hadli Teylor formulasl.
Endt (,a(l')-—'(xfi)"" funksiyani_ olaylik. Bu funksiva ham ]rmx.]c:(u,b)
segmentda uziuksiz, (xy-%) intervalda esa chekli qa'(ﬂ=—(n+1){x-— n
hosilaga €92 Bu funkstyd uchun
-'P[X\=U,f.0(xd:(-\"Xu)"” N .
(p'(c‘)-—-—(M+T)(.\‘—-c)”,(f.'=.vc0 yB{x xu),i‘rdﬁé‘l] 'r_ ]
bo'ladi. U holda yuqoridagi (6.31) formula ushbu J
(e _ _ nal An ¥ 1) Lo
f l‘(c)ﬂ (x Xn__)_u_______ = -_'(____)_EE'_.} (x- xu);m 4 1

RAR=T T (x-€) :(_;1-;f)u Tor el
ko rinishnt oladi. Qoldiqg hadning bY ifodasim {6.32) 92 qo'yie,
topamiz: 3
fixy= g}t ‘{—%—E) (x- X '—J(—S-;-P-'—{:c— ) ot 3{-— —g}-'l)—{_r- ) ¥

fetie) | ! | | (634
SR =)

Bu formula Fix} funksiyaming La shidagi goldid
hadi Teylor formulast geb ataladi.

\= nulast qoldid hadining b ko'rinishi codda bo'lib, 1
| (6.34) iormuladagi navbatda keladigan hadni eslatadl. Fagat
. punda funksiyaning (n +1)—tattib1i hosilasining o nuqtadaqi
t giymall o'rniga bu posilaning ¢ (o= g + O3~ XeD nugtada gimatl

olinadi.
: ko'rinishidagi q
T Eormulasin‘mg Pea
Fix) funksiyaga
! engillashtirish" mumkin.
F1€3) funksiya x, &4a:P) y F.;’J(xo)c:(a._b
lalarga €98 bho U hosila esd %
ITREN da ushbu

Frpe SO ™ (x) hos!
7luksiz po'lsin. B funksiya

gran) ko Tint

for fotmulasi‘ fx)
diq hadini
arini

oldid hadh Tey
ko' rinishidagl qgol

no
qo'yilgan sh

pisbatan

chiqarishaa
) atrofida

nugtada U
PEY: {x— x0)+d-—-—-—r"{"b‘(“) {(x— RY+ -t if-i—,(—.\—") (k=% +
B " (6.35)



(bunda ¢ son x, bilan ¢ orasidaj formula o'vinli.. 7
Hagigatan ham, vugoridagi (6.34) formulada » ni »-1 ga
almashtirsak, u holda {6.34) formuladan {6.33) kelib chigadi.
Ravshanki, x—x da ¢—3s, bo'ladi. /“'(x) esa », nugtada
uzluksiz. Demak,
lim ey = limj“”(c) FM )

¥y

U holda
S (fo
Al
tenglik o'rinli bo'lib, llm a(x)=10 bo ladi.

+o (0

Agar x—x, da aefxfr-x,)" =of{x~-x,)") bo'lishini e'tiborga olsak
natijada (6.35) fmmu[amnq goldiq hadi uchun ushbu

i) o L) .
T ey = LB g ot 2 (6.36)
{formulani topamiz. Endi {(6.35) va (6.36) formulalardan
fr= sy D e L0y W LB ey
Fol{x —x0)")

formulaga kelib chigadi. Bu formula ;(x) funksiyaning Peano
ko'rinishidayi qoldiq hadli Teylor formulasi deb ataladi.

Demak, x—x, da {6.37} formulaning goldig hadi nolga intilib,
u (6.37) formulada o'zidan oldin keladigan har bir hadga
gqaraganda yuqori tartibli cheksiz kichik migdor bo'ladi.

Shunday qilib, biz yuqorida f(x) funksiya Teylor formulasi
qgoldiq hadining turli ko'rinishlarini keltirdik. Yechilayotgan
masalaning talabiga garab u yoki bu ko'rinishdagi goldig hadli
Teylor formulasidan foydalaniladi. Masalan, biror x, nuqgta
atrofidagi x (x=x,} nugtalarda fix) funksivaning qiymatlarini
Llaqribiy hisoblash kerak bo'lsa, Koshi yoki Lagranj ko'rinishidaqi
qoldiq hadli Teylor formulalaridan foydalangan ma'qul, xr—»x, da
qoldig hadi nolga intilish tartibinigina bilish lozim bo’lsa yoki x,
nuqta atrofida funksiyaning bosh qismini ajratish kerak bo'lsa, u
holda Peano ko'rinishdagi qoldiq hadli Teylor formulasidan
loydalanish magsadga muvofig bo'ladi.

4%, Makloren formulasi. f(x) funk51yan1ng (6.2%) Teylor
formulasida x, =0 deb olinsa, ushbu :



furrmwf”” ST f;m”+nu) 6.38)

;formuld hosil bo ladl Bu holda goldig had -, (xy guyidagicha:

aj I[Loshi ko'rinishida: l; (1-8) f" " (Bey=r, (x}

b) Lagran] ko'rinishida: » (x) = ‘_:l—)t N,

v] Peano ko'rinishida: » (x)=o(x")
{0<#<i} yozilishi mumkin.
Yuqgoridagi (6.38} formula s{x) funksivaning Makioren
formulasi deb ataladi. :
Ushbu
Flx)= f(0)+f(0) rf_"(fnf +...+—-——-~——'ff”+”(6x) X0
2 (n+1)

. (0<f<) Lagran) Kko'rinishidagi qoldiy hadli Makloren
formulasini garaylik. Bu formulaning qoldiq hadini baholaymiz.
Faraz qaraylik, shunday i/ son mavjud bo'lsinki, arqument x
ning «, =¢ nugta atrofidagi giymatlarida hamda »c ¥ ning barcha
giyvmatlarida

| relsae
tengsizlik bajarilsin. U holda ushbu M
N e a | .
I, (x)| = N .o R ] ! A

4 (1 + 1)t |_ n+1) '
tengsizlikka ega bo'lamiz. » ning har bir tavin giymatida - ¥
(i} ’ b
P ‘

e (114 1)

limit o'rfinli bo'lishini e’tiborga olsak, u holda » ning etarli katta
giymatlarida -, () yetarli kichik bo'lishini ko'ramiz. Demak, =, =¢
nugta atrofida s(xy funksiyani

PO PTAL S (0) f;EO) . f‘"’r(n) o
! .
ko'phad bilan almashtmsh mumkin. Natijada ushbu N
Jlx}= fl0) +- S (0) f;(f)) PR f{"}‘(OJ x7 ‘ '?. .
: F

taqribiy formula kelib chlqadl
5%. Flementar funksiyalar uchur Makloren formulasi. 1),
Jin=¢ Dbo'lsin. Bu funksiva wuchun "= va fl0)=1,
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U holda =
x x \'“ .
—-}+-~-!-——+ —+‘ X
| LI e ()

Py Lin= 23 0)
bl uning geldig hadi esa Lagranj ko'rinishida q'lwldaglcha

voriladi: _
el
——— ™ (odety

rolay= e
[ e* bo'lishini e'tiborga olsak,

Har bir sef-ae] (a=0) da |

Mokl

unda S
. a i
b0l = I

nal
¢’ ifoda va demak,
{r+ 1)

tengsizlik kelib chiqadi va n—» da
funksiva wuchun

r{x3 ham nolga intiladi. Natijada fiy=e

(quyidagl
x &
fald T
! nt
x=1.

taqribiy formulaga ega bo'lamiz. Bu formuladan, xususan,
bw'lganda, - sonini tagribiy hisoblash imkonini beradigan ushbu
et =r1+L+1— 1

w2 1

formula hosil bo'ladi. Bu holda Jr, (1)< o ”1
2). fx)=sinx bo'lsin. Ma'lumki, bu funksiyvaning »-tartibli
= sin x + 72+ ﬁj formula o'rinli. -

hostlasi
Rawvshanki, 7(0=0 va

uchun )= (sin ) =

l’ 0, agar n— juft bo'lsa _

) — ey

S0y =sin ; 1[
(-1, agar » — toq bo'lsa.

funksiyaning Makloren formulasi » tog son

Jixy=sinx
ho'lganda
: X X x'_' -%-- "
R T L= ———+r(x]
ko'rinishda vozitadi. Bu formulaning qoldlq hadi Lagramj

k.o'rinishda quyidagicha yoziladi:



L2

Foix) = -{T:-_}g)!sin(&t +Nfz2_+?:) B<d<t
Ravshanki, vxe[-aal (a>0) da
,rﬁ P _.:-“_‘-
(n +20
ko'lib, #—« da {‘1;)1 ifoda va demak, ;".,(x'). ham nolga intiladi.
4 |
Shunday qilib, » — tog son bo'lganda ushbu
.3 F v [ "
S XM ox - Sk s g (1) 7 Z
KN 3t 7 !

_tagribiy hisoblash formulasiga egamiz, T
© 3], fixy=cosx bo'lsin. Bu funksiyaning » —tartibli hosilasi

~uchun  /®(x) = (cos x}“”:cns{x+n-%-) formulaga egamiz. Ravshanki,

- =1 va .
: 0, agar » — tog son bo'lsa,

b = n_{r——
T =cos 5
(_1)5' agar H— ]Llft son bo'lsa

Jix)=cosx funksiyaning Makloren formulasi qumdaglcha yoziladi.
xox % x"

LOSJ\"I—?‘F‘ET——ET +(*|)2' o

{bunda »— juft son}, uming goldig hadi Lagranj ko'rinishida

quyidagicha yoziladi:

+F, (1)

N

Fo(x}= ud COS(9x+n-?2i+ﬂ') 0=<&<h

(n+2)
Demak, .
\,2 1:4 xﬁ n
COS X 71— o b = e +(1)
2 4! 6! n*

4. fixy=mil+x) bo'lsin. Ma'lumki, bu funksiyaning » —tartlbh-
hosilasi uchun ushbu . o 5
( l)N -1 (?’! l)

Sy = (In( T+ ™ 15y

formula o'rinli. Rawshanki, f(0)=0 e (-1 (DL _Shuni
e'tiborga olib, berilgan funksiyaning Makloren fonnulas:m
yozamiz: :

i



o T O T P S ST T

In{1+\)-x-—-:?-+~3-~—zr+ CHE (-1 --;:—i—r(x:) [638)

Bu formulaning goldiq hadi -,(x) ni bdhplashda uning Lagranj
hamda Koshi ko'rinishlaridan foydalanamiz.

a) 0srsl bo'lsin. Bu holda {6.38) formulaning Lagran)
ko'rinishidagi .. | T S

=D"x" . .

',.(x).fmw f<fcly

qoldiq hadini olib, uning uchun quyidagi
1" el
= L

(e + 01 4&:)" .
bahoga ega bo'lamiz. '

TaEl

ko' nmshldagl e
(1 f, )”

¥, (x} (-1« nel (( {)x)nf . (0(9 <1) {6 39}
yoldig hadini olamlz {6.39} tenglikni qu)ndaglcha yozamlz
: L 1 6 xm—!
. r’f.(-x)'_(."]} [l+_6'x]- 1+6,x

o'zgaruveli x ning —ga<x<0 (O<a<l) givmatlarida
1-8
1+8,x
tengsizlik o'rinli bo'lishini hisobga olib, topamiz:

( l) [ 6 )”‘ xaﬂl I(l xrn-l I( a)nl
1-a

1+6,x) 1485 |1 +6,
Demak, In(+x) funksiva uchun quyidagi

K 3 4
X

S AN R
Il +x)=x 2+3 4+...+( 1)
laqribiy hisoblash formulasi hosil bo'ladi. -

5. jio={+x* bo'lsin, . bunda =z=<k. Bu funk51yan1ng n -
tartibli  hosilasi uchun ") ((f+r) ¥ = oo —1).. (a—n+1)(1+x)“
formulaga egamiz. - Ravshanki, f(0)=1 = /"(0)=a(z-1).(a~n+l).
Ji=d+x*  funksiyaning Makloren formulasi quyidagicha

Yoziladi:
(]+x)“-—1+1 +E(~a;—:-1~] R aa ). ’fra 230D + 7 (0,

oldi hadr(x) #sa ushbu_
quldig F

<1

F, (x)l

qoe



Ky = 2l gy _’(ar.--.;wI)(I‘HM(,__,,_J'
i
KosIu ko’ rmrshida Yoziladj Engj <1 bo Iga
I /} (\)Ilzrz{! “d

i a-
; =-2),..(I= —)/(Hm; /
S/a(i - i

i
; _._h) {1 -

H_)/(I'-r—fir)’ et
da nolga mtﬂad;
Xusu&an, “=# bo'lsq, v holdq L) =0 bor 1ip,
(I+4J Hf+wx+ ”(” Qx'+.. + ! ’?(”h
1 2 at
om; orm lsiga- kelamiz. .
undayqlf by Y holda g shby

T+ ey =) EHQ(‘Z‘—Dx - +""(Q“U (a=

"!
Yuqorjda Slementyy
formufalan'ni keltjrdik

ushbu

_____ U (,’?“P?‘F”

funkg; Yalarnjp,
formulalamin

(7 | pmeg
"-—-—-—__.+ . ;..\‘f S..

Mdkloren
oldig hadlar As0san
Ishidg Yozib, $0'ngra ularn;j bahola.di Elleptay
nmg M’dklor . form Mulalarjg, Ularpjp qoldig
hadlan’m’ bos qa ke Mishlarq, ham YOZIsh my, kin, I\-Iasalan}
elemenrar t’unksryalam ing Peang O'rinj Ishda; qoldig hadi;
’Iakloren formuldlan quyjdagichay ziladj, (x>
. T x” ”
1 e :I-!-E+3}—-+,._.+;—!-+o(,r )
. X
2 Mmoo §T+t‘i?hh-' (- I) py +0(Jr)
{bund, # = tog sony,
- < 'K'J 14 1 ] ;
3) cos 2f+ZTH?' “ (=1 ‘H]-f—o(x)
{bund, = juf son}, . :
4) In(I+x) -}+~'—3v;._ ; SRS CFHLE r"i;—-‘-i—()(t”)
S} (14 ) =139 “e-p

e, +rz[rz-l) (tx-n+1)

- "

1B

ag




Mashqgia;. Wi

_ ViF ey
6.10. Ushpy Gy - i

o dgar fatsional sop bo'lsin,
F{x)=

x', agar y irTatsiona] 50N bo'lsa,
hmksiyaning x

lasi topilsin.

) hosﬂaga e

Yaning o ng hosilas; Sx, 10
S -0) Jar maviud 4 Tix +0)=f’(xo~0,1=/'(x )
bo'lishj isbotlansiy 2} Agar Six) funksiya % Nuqtada ¢ g hosily
& FA A chap hosila Mz, -0 larga 2ga ho'lih Fix, +0)= £y -y
bo'lsa, y holda spy, nugtada funksiyaning 7x) hosilas; mavjud
Va fix,)= T+ 0)= S~ 0) bo'lishj Isbotlansip
6.12. i, tomoni; hamda cheksjy hosﬂalaming geomelrik
ma’nolayj keht;rﬂsm
3. Ushby
0, agar y-g bo'lsa,
S fid = --l-, agar -J'——s:rsi bo'lsa,
;. " L2 el
==, agar ~;st=;~+=} bo'lsa
funksiyam‘n =0 nuqtads differensiajlanuvchi
Ishotlansin

ba'lish
8 x=q4 nugtada hosilaga ega

Slxy+ o{x) Fx) g, JS(x)

olz) (P=0)
funksiyajar shu  nugtaq, hosilaga €92 bo'ladimj? Misoliar
keltiritsip,
6.15. Ushhy,
Lt & =
belgilashda chap tomondagi Hodanj kagy deb qarash mMumkinm;jz
6.16. Agar 7ex) vy #x) funksiyalar ¥&la.b) nuqtada 2 —~tartib}
T )" hosilalarga €ga bo'lsg,
Ttx) g(x)
funksiyanin 7 —tartibli hosilagin; fopish formulag; keltirih
Chlgarilsin (Odatda by formula Leybnis formulag; deyilady),
6.17. erma, Rgojl, granj teore



ma'noga ega? - _
6.18. Ushbu sl

al fixy= -~ L b} fixi=t Gl
Wl x—4

funksiyalarning Makloren formulalari yozilsin.
6.19. Asimptotik formulalardan foydalanib, ushbu

4
. x
gl_r}r;(cus X4 ~—2—-)

Lheiny- 2}

(. limit topilsin.
6.20. Ushbu
f{x}:é}d’ x=0 da
funksiya x=0¢ da uchinchi tartibli hosilaga egami? 4" chi?

Foorr e Cn

it

Ft
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VI1 BOB’
Differensial hisobning ba'zi bir tatbiglari T
Ushbu  bobda funksiyaning hosilalati yordamida uning
o'zgarish  xarakteri  [{oraligda o'zgarmas giymatni  saglasihy,
o'suvchi yoki kamayuvchi bo'lishi, maksimum va minmum
tiymatlari], shuningdek funksiys grafigini tekshitish {funksiya
Jjrafigining qavarig yoki botiglige, burilish nuqgtalarini aniglashj
kabi masalalar o'rganiladi,

1—§. Funksiyaning o'zgarib borishi

1", Funksiyaning o'zgarmas giymatni saqlashl £ty funksiya
(r.hy intervalda aniglangan bo'lsin.

1-teorema. f(x} funksiya (aby intervalda chekli '(x) hosilaga
ega bo'lsin, Bu funksiva (a.8) intervalda o'zgarmas bo'lishi nchun
shu intervalda

FHx)=0
bo'lishi zarur va yetarli.

4 Zarurligi. Shartga ko'ra 7 funksiva (o4 intervalda
wzgarmas, yva'ni  f(x)=c.c=consr . Ravshanki, bu holda (a#)
intervalda /(=0 bo'ladi.

Yetarliligi. Shartga ko'ra f(x) funksiya (a.# intervalda chekli
fx) hosilaga ega va 7(x)=6¢. Endi (a8 Intervalda istalgan x va
tayinlangan =x, nugtalarni olib, [x.x] vyoki ([xx,] segmentni
qaraylik: {x,.x]c(a#), {xx,]c(ab) Lagranj teoremasiga (6 —bobdagi
7 —teoremaga garangj ko'ra x, bilan » nuqtalar orasida shunday
" e{ce(x,,«n nugta mavjudki, {/(x)=0 bo'lishini hisobga olgan
holda)

f(.r)—-f(xo)=f'(c‘}(A'wxD)=:0 {?1]
tenglik o'rinli bo'ladi. {7.1)  tenglikdan esa (= f{x,) kelib
chigadi Bu j(x) funksivaning («# intervalda o'zgarmas ekanini
anglatadi. »

t-natija. Agar fix) va gix) funkstyalar (w.#) intervaida chekli
J1¥ va g'(x) hosilalarga ega bo'lib, shu intervalda

. Ixr=giian '
tenglik o'rinli bo'lsa, u holda f{x) bilan g(x funk51yalar {et, B}

intervalda bir biridan o'zgarmas songa farq giladi: - . . . - ..

i%e



Fley=glxy+1 (€ = comn)
< Haqigatan ham, o
Fxi= f(x)-gto) : {7.2)
deb, (o m da
Fhxoy= f{xi-g'ia=n
bo'lishini topamiz. Isbot etilgan tecremaga ko'ra F(x=C bo'ladi.
{#.2) munosabatdan f(x)= g(x}+C ekant kehb chiqadi. »

2%, Funksivaning monoton bolishi. s(x} funksiya (a.5)
intervalda aniqlangan bo'lsin.

2—teorema. s(x) funksiya (a.b intervalde chekli /'(xy hosilaga
ega bo'lsin. Bu funksiya shu intervalda o'suvchi {kamayuvchij
bo'lishi uchun (a.#) intervalda

Fxyz0 ((xys
tengsizlik o'rinii bo'lishi zarur va yetarli.

4 Zamrligi. Shartga ko'ra /() funksiya (e.¢) da chekll f{x)
hosilaga ega bo'lib, u (a#) intervalda o'suvchi (kamayuvchi}.
vxe(ab) nugtani olib, u bilan birga (+ave(ws) nugtani ham
garaymiz. U holda |

Mxe0 da fle) g fles Ao (FIX)2 flas A
av<0 da Flez fixdan)  (FOS Flor axh -
munosabatlar o'rinli bo'ladi va bu munosabatlardan har dmm

[Gen - [0, rz‘s@ﬂ:m{ﬂ] 23
Ax - L Ax : '
tengsizlik kelib chigadi.
Ma'tamki,
tim L (”%‘—f—(x—) = /() (74)

{7.3) va (7.4} munosabatlardan {4-—bobning 4—¢ iga qarang)
intervalning barcha nugtalarida

f{x=z0 (J{x)=0)
tengsizlik o'rinli bo'lishini topamiz.

Yetarliligi. Shartga ko'ra s(x} funksiva (a4 intervalda chekh
/i) hosilaga ega bo'lib, shu intervalda /'¢3z0 (/)<
tengsizlik o'rinli.

vre(ah) Va (xr+Ade(a,d), Ax>0 nugtalarni olaylik. Bu holda
fx,x+Axic (b} bo'lib, [xr+ar] segmentda s(r) funksiya Lagranj
teoremasining barcha shartlarini  ganocatlantiradi. Lagran)
teoremasige muvofig x va x+ar nugtalar orasida shunday
elx < ¢ < x+ Ax) nugta maviudki, ushbu



Jx+A = f{x)= (eAr
tenglik o'rinli bo'ladi. C :
{demak,
vy )= f{xpz0 (v Ay~ s ' :
Bundan s{») funkstyaning (a.# intervaldéd o'suvchi (kama)ruvchl] ]
bo'lishi kelib chigadi. » :

2—§. Funksiyvaning ekstremum qiymatlari
'''' j(r) funksiya (o) intervalda berilgan bo'lib, x, «(a, 2 va
_ Uslxgd=(x,—8.%, + 5y (a.h) '
_l"bo lsin.
b 1 tarif. Agar Vxe(’ s{x,} uchun
S /(x) (fixyz2 f{z -
bo'lsa, #(x) funksiva x, nugtada lokal maksimumga (lokal
minimumga) ega deyiladi. f{x,) giymat ;(») funksiyaning U,(x,)
dagt lokal maksimumi {lokal minimumi) deyiladi.
2—-ta'rif. Agar Yxel(x)V{x3=17(x,) uchun
Ty < fiz) x> [0
- bo'lsa, fix) funksiya x, nugtada qat’iy lokal maksimumga (qat'iy
lokal minimumgaj ega deyiadi, s(x,) givmat f(x) funksiyaning
U (x,y dagl gat'iy maksimumi (minimumi} deyiladi.

Yuqoridagi ta'riflardagi x, nuqta r(») funksiyaga mos ravishda
maksimum {minimum), gat'iy makslmum {qat'iy minimam)
qivmat beradigan nuqgta deb ataladi.

Funksiyaning U, {x,) dagi maksimum (minimum) giymatlari

Flxgd= max {f(x)3 (flxg)= min {f(x}})
kabi belgilanadi. Bunda mex {min} lotincha maximum (minimum)
so'zidan olingan bo'lib, eng katta {eng kichik) degan ma'noni
anglatadi.

Funksiyaning maksimum va minimum umumiy nom bilan
uning ekstremumi deb ataladi.

Masalan, f()=+vl-x* funksiya x=0 nuqtada mak51mumga

lIShﬁdl Chunki ¥xel, ()< (-Ll) (>0 uchun f(x)<f(0) vya'ni
F=I-x < {0y =1
bao'ladi.

Funksiva hosilalari yordamida uning ekstremunlari hamda

hmkswaga ekstremumn qiymat beriladigan nuqgtalar topiladi..
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1}. Ekstremuinning zaruriy sharti. /(x) funksiva xe(am
nugtada maksimum (minimum) ga erishsin. Ta'rifga ko'ra
viell ix,) da fx)z f(x) {flv)2 (v bo'ladi.

3—teorema. Agar f(x) funksiya x, e(e.p) nugtada chekli f'(s,)
hkosilaga ega bo'lsa, n holda '

) =0 .
ho'ladi. C

< Bu teoremaning isboti Ferma teoremasini qo'llash bilan
kelib chigadi. »

Birogq, /i) funksiva uchun biror « ¢asy nuqtada chekli
hosilasi mavjud va ;Y’)=¢ bo'lishidan uning " nuqtada
ekstrernumga  ega bo'lishi har doim kelib chigavernmaydi.
Masalan six)=»' funksiyva uchun f{n=3 va r=0 nuqtada
Sth=9 bo'lsa ham v x=0 nugtada ekstremumga ega emas {bu
funksiya qai'iy o'suvchi ekanligi bizga ma'lum}.

Demak,  vugoridagi teorema  funksiya eksiremumga
erishishning zarurly shartini ifodalaydi.

Odatda funksiya hosilasini nolga aylantiradigan nudqtalar
tunksiyaning statsionar (turg'un, kritik} nuqtalari deb ham
ataladi.

Biz f(x)=}x| funksiyaning x=0 nuqtada (6—bob, 1—§) hosilasi
mavjud emasligini ko'rgan edik. Bu funksiya x=0 nuqtada
minimumga ega bo’lishi ravshandir. Demak, funksiya hosilaga
ega bo'lmagan nuqgtalarda ham ekstremumaga erishish mumkin.

Shunday qilib, 7¢x) funksivaga ekstremum giymat beriladigan
nugtalarni:

Funksivaning statsionar nugtalar, funksiyvaning hosilasi
mavjud bo'lmagan nugtalari orasidan izlash kerak ekan. Odatda
bunday nuqta funksiya ekstremumga sinaladigan nuqta deb
ataladi.

2}. Ekstremumning yetarh sharflari. s funksiya =«
nuqtada uzluksiz be'lib,

U,y =(x, = 8.x, + &)\ {x,)  (53-0)

“da chekli sx hosilaga ega bo'lsin.

a) Agar
Wy € (x, ~ 5. x) uchun (=9 ;
Wre(x,, 5, +8) uchun f{x<0 _ J R
bo'lsa, ya'ni /(x) hosila x, nuqtadan o'tishda o'z ishorasini “+"

bR &3




3

dan * " ga o'zgartirsa. ((x) funksiya‘x, nuqtada maksimumga
ega bo'ladi.
4 Haqigatan ham, ¢x,-4.x) da f funksivaning gat'iy
a'suvehi va E
. Ij:n . Flxy= fix,)
bo'lishidan, wve(x, -4.5,) da
Jixy< fxd
tengsizlik kelib chigadi.
Shuningdek (x,.x, +4) da jix) funk51yamng gat' 1y kamayuvchl
va
‘ Jim 7 = fx,)
bo'lishidan ¥xe(x,.x, +§) da .
) i< flxy)
hxo'lishini topamiz.
Demak, wrel (x,) uchun
Fixy< fix,}
bo'lib, r(xy funksiva x, nuqtada maksimumga ega ho'ladi, »
b) Agar .
¥re{x,—d.x,) uchun fx)<0 :
¥x e (x,.x, +4) uchun />0 -
bo’lsa, ya ni /(x hosila 4, nugtadan o'tishda o'z ishorasini “ -
dan “+" ga o'zgartirsa, f(x) funksiya », nugqtada minimumga ega
bo'ladi.
4 Haqgiqatan ham, (x,-d.x) da f{x) funksivaning qat'iy
kamayuvchi va

7]

Jim 7= fx)
bo'lishidan, ¥re(x, ~4d,x,) da
A > Flx)
tengstzlik kelib chiqadi.
Shumngds-k (x,.x,+ 6} da f(x} funksivaning qgat'ty o suv::ln va
llm f(z) f(xﬂ) :
ho'lishidan, vYreix,. x, +38) da
Flay= 1)
bo'lishini topamiz.
Demak, vael!,ix,) uchun

JOy> flx) el i



bao'lib, /1x funksiya x nugqtada minimumga ega bo'lla_cli', >
vj Agar '

Yrel(x, —4.x, uchun /x>0

Vrelx,.x, +d) uchun (x>0
yoki

Vi a{x, - d.x,t uchun F{y<o

Yxe(x,.x,+4) uchun /x) <o}
tengsizliklar o'rinlt bo'lsa, va'ni f(x) hosila x, nugtani o'tishda
o'z ishorasini o'zgartirmasa, u holda s{x) funksiya x, nuqtada
ekstremumga ega bo'lmaydi.

Shunday qilib, ekstremumga sanalayotgan nuglani o'tishda
funksiva hosilasi ishorasining o'zgarishi uning ekstremumga
erishishning yetarli shartidir.

FA-misol.  f(x)~(x+3"¥x-1)’ funksiyaning ekstremumini
toping.

« Benlgan funksiyaning hosilasini topamiz:

7= B (7.5)

Ravshanki, hosila _\20, xr=-3 nuqtalarda nolga aylanadi, x=1
nuqgtada esa chekll hosila mavjud emas. Demak, funksivaga
ekstrenum beradigan nugtalarni =0, x=-3, x=1 nugtalar

x—1

- orasidan izlash kerak.

Avval x=0 nuqtani olaylik. Bu nuqtaning (—é,-}z} atrofini olib,
- hosila uchun (7.5} ifodani e'tiborga olsak,

Vxe{—-l—,(}) uchun <0

x e (G, ) uchun fixy>0

bo'lishini topamiz. Demak, f’u) hosila x=0 nugtani Dushda o'z
ishorasini “+" dan "—" ga o'zgartiradi. Ravshanki, berilgan
funksiva x=0 nuqtada urzluksiz. Demak, berilgan funksiyva x=¢
nuqtada maksimumga ega va uning maksimum giymati £(0)=9.
Endi x=-3 nuqtani garaylik. Bu nuqtaning (—%.—-j:-) atrofin
olib, {¥.3j dan foydalansak,

v,re(—;—m uchun f(x)<0 S

i i

et

Vrg (-3 3.) uchun /(x>0 X
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ho'lishini topamiz. Demak, r(xy hosila v=-3 nugtani o'tishda o'z
ishorasini "—" dan "+"” ga o'zgartitadi. Berilgan funksiya x=-3
nuqtada uzluksiz, demak, u x=-3 nugtada mimmumga ega va
uning mimimum «iymati /¢-3)=0. Nihoyat %=1 nuqtada berilgan
funksiva minimumga ega bo'lishi yuqoridagidek ko'rsatiladi. »
39, Funksiya ekstremumini topishda uning yuqori tartibli
hosilalaridan foydalanish.
rixt funksiva x, e{ed nuqtada ;¢ ../ hosilalarga ega
bo'lib, kivor #22 son uchun
Flagy= )= o= 2P0 =0, Magren (7.6}
bo'lsin.
aj Agar a-juft son, ya'ni n=2m (mc#) bo'lib,
Fe )= S ) <0
bo'lsa, f{x) funksiya x, nuqtada maksimumga,
. PR CN LY S CAEL
bo'lsa, f(x} funksiva x, nuqtada minimumga ega bo'ladi.
« Hagigatan ham, 7(x) funksiya uchun ushbu o
f(x)—f(xo)+f—(- )(l X )k '{{ ( )(\ —-x, ¥ .
[0
o i (Aoi-i— a'(x)( %)

’Tevlor formulasndan yuqoridagi {7.6] shartlarni e‘tihorga olb

s '1opamlz '

T = A —3--’—’?1:—‘5” )

bunda x-x, da «n-—0. Key1ng1 tenglikni quyidagicha yozb
olamiz:

S fay= Lo (l")”m( o (7.7)

fPx#0 va x—ox, da o:(x)—)() bo'lgani sababli, «x ning x, ga
yetarli yaqin giymatlarida (xeU,(x,) lar uchun) “(x)+e(0) ning'
ishorasi *(x,) ning ishorasi kabt bo'ladi. .

Ravshanki, »=2m bo'lganda (x-x,) =(x-x,)"" >0 bo'lib, xel, (xo),;.-
da f()-fix,) ayirmaning ishorasi s*(x,) ning ishorasi bilan bir xil
bo'ladi. Demak, s"'(x,) <0 bo'lganda wrelU,(x,) uchun f(x-fix)<0
va'ni fiy<fi,) bo'lib, s funksiya x, nuqtada maksimumga ega
bo'ladi. f*(x,)>0 bo'lganda esa, viel/(x,) uchun g x>0
va'mi f(x)»f(x,) bo'lib, 7(x) funksiya x, nuqtada minimumg'a ega
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I('rbl,’) lad] > o A w R e L
b) Agar r-toq son, ya'ni n=2m+] (me N} bolsa j(x) funksiya
X nugtada ekstremumga ega bo'lmaydi,
4 Hacgigatan,

Wre(x, —d.x,) uchun {x-x,0" >0

Yee{x, 1, +8) uchun (x-x3" <o
tengsizliklar o'rinli bo'lib. x, nuqtaning ) atrefida (- x,)" .
ning ishorast saglanmaydi. Bu holda (7.7} dan ko'rinadiki, r*(x,)
ning ishorasi har ganday bo'lganda ham fix-f{y) ayirmaning
ishorasi o'zgaradi. Bu esa », nugtada ekstremum yo'gligini
anglatadi. w

7.2—misol. fixy=¢* +¢” +2c0sx  funksiyani  eksiremumga -
tekshinng.

< Bu funksiva uchun ((x)=+"-¢" -2sinx bo'lib, u x=0 nugtada
nolga aylanadi. Demak, x=0 statsionar nugta. Berilgan
funksivaning vyuqori tartibli hosilalarini topib, ularmng x=0
nugtadagi qiymatiarini hisoblaymiz:

Flixy=e" +&" - 2cosx, FHn=0
fM(xy=e" —e +28inx,  fU0) =0
S xy=e +e +2e0sx,, [SNh=d

Juft tartibli hosila r=0 nugtada noldan farqli bo'lib, u musbat
bo'lgani uchun berilgap funksiya x=0 nugtada minimumga ega
bo'ladi. Shu nuqtada funksiya qiymatini hisoblaymiz: s0)=4 »

Yuqorida keltirilgan goidadan, xususan, »=2 bo'lganda
guyidagi natija kelib chigadi.

Z—natija. Agar x, mugta f(x3 funksiyaning statsionar nuqtasi
bo’lib, <0 bo'lganda,  f(x)  funksiva x, nuqtada
maksimumga, f%x,}>¢ bo'lganda s(x) funksiyva x, nuqtada
minimumga ega bo'ladi.

4%, Funksiyaning eng katta va eng kichik giymatlari. Biz
avvalgi bandlarda funksiyaning ekstremumlarini o'rgandik wva
‘funksiya biror oraligda bir necha maksimum va minimumlarga .
; ega bo'lisht mumkinligini aytib o'tdik.

. End: {funksivaning eng katta va eng kichik qiymatiarini topish
" masalasini gqaraymiz.

' f(xy funksiva ja.b) segmentda aniqlangan va uzluksiz bo'lsin,
" Veyershtrassning ikkinchi teoremasiga ko'ra (5—bobdagi 8-
¥ teoremaga dqarang) funksivaning [a.5] da eng katta hamda eng




kichik giymatlari maviud bo'ladi va bu qiymatlarga |oaf
segmenining nugtalarida erishiladi. Funksiyaning eng katta
givmati quyidagicha topiladi:

1} stx) funksiyvaning (.5 intervaldagi, maksimum giymatlari
topiladi. Funksiyvaning hamma maksimum giymatlaridan iborat
to'plam {max s(x); bo'lsin.

2) Funksiyaning jz6} segmentning chegaralaridagi, ya'mi
x=g x=F nugtalardagi  fe) va (5 qlymatlari hiscblanadi.
So'ngra {max({x)} to'plamning barcha elementlari bilan 7t va
7(» lar taqgoslanadi. Bu giymatiar ichida eng kattasi 70
funksivaning |« 3] segmentdagi eng katta givmati bo'ladi.

Shunga o'xshash funksiyaning eng kichik qivmati topiladi:

1) 7 funksiyaning (a.2) intervaldagi barcha minimum
giymatlari topilib, ulardan {mn f(+)} to'plam tuziladi. '

2) |+#] segmentning chegaralari x=ox=4 nugtalarda /(e °
funksiyaning f(=, fi%) giymaitlari hisoblanadi. _

{min f(x)} to'plamning barcha elementlari hamda 7, fi5)
giymatlari ichida eng kichigi fix; funksiyaning 5] segmentdagi
eng kichik giymati bo'ladi.

7.3—misol. Ushbu s(x)=sin(x*} funksiyaning |—.J?r",%\5}?1 .

segmentda eng katta va eng kichik giymatlarini toping.
« Funksiva hosilasini nolga tenglab,
Sy =2xcos(x =1

tenglamani garaymiz. Uni yechib x=0, x=-.\/§,xa\/§ lar

statsionar nugta ekanini topamiz. Berilgan funksiyaning ikkinchi
tartibli hosilasini hisoblaymiz:

Fr{x) = Zeos(x" ) — 4x7 sin{x7)
Bu hosilaning statsionar nugtalardagi giymatlarini topamiz:

Fr0)=2 > U,f"(\/-;g-‘) = ~27 <0, f(~ 325) =27 <0
Bundan s(xy=sin(x*y funksiya x=¢ nuqtada minimumga, x= \j? va

x= —J:z:: nugtalarda esa maksimumga erishishi kelib chigadi.

Funksiyaning statsionar nugtalardagi giymatlari

Fi0y = o,f(~\/z:) = !.-f(\/;;:) =1



prpd

BY1ib, uning EEBN L
fi-dry= . f(~ J?)————J_-. ' ::3

bo'ladi. Bu giymatlarni taqqoslab. fta=snix’) funksiyaning
l—\:"}f,-;—u‘s—rrl segmentdagi eng kaftta giymati 1 ga, eng kichik

: : J2
giymati esa - X

- teng bo'lishini topamiz. &

3—4§. Punksiyaning qavariqligi va botigligi

7(x) funksiya (.5 intervalda aniglangan bo'lib, bu intervaldan
olingan x, efa. by x, e{a,b) nugtalar uchun x <x, bo'lsin. Ravshanki,
(x5, ) (aby.

Endi j{x) funksiya grafigida 4(x,, f{x)} Bix,, f{x,)) nuqtalarni
olayhk Ma'lumki, bu dqx, f{x)3% B(x,, f(x, ) nuqtalardan o'tuvchi

o'g'ri chiziq tenglamasi quyidagi h

_yoSm) _xon :
Fle )=~ flx) =, -x R
ko'rinishga ega bo'ladi. Um g ol 2
p= S fy T ().

PR :

kabl yozib olib, qulaylik uchun bu tenglamamng o'ng tomonini

{(x) orqali belgilaylik: :
f(X)-~—-~fer>+ ! ffv)

2 X 2
Demak, p=ix) tenglama A(x1 Jixn va Bix,.f(x,)) nuqtalardan
o'tuvchi to'g'ri chizigni ifodalaydi.
3—ta'rif. Agar har ganday (x,x,)c(ab) olinganda ham
¥xe(x,x,) uchun .

Sayshay (Fy<dxp _
tengsizlik o'rinli bo'lsa, /(x) funksiva (a$ Intervalda botiq
(gat'iy botiq) funksiva deb ataladi.

Botnq funksiya grafigi (34— chizma) 4 va 5 nugtalardan
o’tuvchi i(x) vatardan pastda joylashgan bo ladl

A :



\/ 4 Y '
¥y =) B
A v =1
0 X 0 X
a a
34— chizma.

4~tarif. Agar har ganday x,.r)c(e.by olinganda ham
vxe(x,.x,) uchun
. Fixyz ix) (F{x)y > Kl
tengsizlik o'rinlh bo'lsa, s(x} funksiva (a.#) intervalda gavarig
{qat'iy gavarig} funksiya deb ataladi.
Qavariq funksiva grafigi (34~ chizma) 4 va 5 nuqgtalardan
o'tuvchi /(x) vatardan yugorida joylashgan bo'ladi.
Funksiyaning hosilasi yordamida uning botiqligi hamda
gavarigligini tekshirish mumkin. .
f{x) funksiya {a6) intervalda aniglangan bo'lib, bu intervalda
chekli s{x) hosilaga ega bo'lsin.
4-teorema. ;(x) funksiya {a.») intervalda botiq {gat'iy botiq)
bo'lishi uchun uning s hosilasi (a4 da o'suvchi (gat'iy
o'suvchi) bo'lishi zarur va yetarli.
4 Zaruiligi. 7(x) funksiya (a5 da botiq bo'lsin. Demak,
x, e{a.byx, (4,5}, x <x, bo'lganda vxe(x,x,) uchun S

Fs 275 poy+ 200 £,
x] A"z - x,

Iz -
xa -
bo'ladi. Bundan

(3, — X3+ (x, = )+ - x ) () 2 0.
bo'lishi kelib chiqadi. Keyingt tengsizlikda x, - =(x, ~x)+{x-x)
deb quyidagini topamiz:

f(x)_f{xdgf(xz)"f(f_z {?8}

- X, =X

Shu (7?.8) tengsizlikda avval x—x da so'ng r—x da limitga
o'tsak, u holda

f‘(»\‘ )=1|m f\(x)_.'f(xl)ﬂ“m f(xz}_f(x)= f(x'z)___{‘gvx]_)

] X—x e X, =X X, —X,

hRis



ega bo'lishi uchun
| 19

tim

[

lxmlildrmnq o'rinli bo' hshl zarur va vetarl,
« Zarurligi. 7f(xy funksiyva grafigi y=4x+5» og'ma asimptotaga
ega bo'lsin. Og'ma asimptota ta'rifiga ko'ra
Fixy=kx+ b+ ()
beo'lib, bunda x—+= da w0 -0 bo'ladi. U holda quyldag'.larga
egamiz:

Itm( (xy—kx}=5

PACS)

ln‘n e -— lim k+—+
e x PRy x T ¥

Iir_n (fi{x)-kx)= ]im {(h+a(xN="5H
~ Yetarliligi. Ushbu
lim —— =k, lim {f(x)~fx)1=0

T
limitlar o'rinli bo'lsin. U holda, _
lim (f(x)—kx) =4, dan fix)—ix-b=a(x)—0 kelib chiqadi. Demak,

Brbralx) [ B ““‘)] r

" x—+e da
Flxy=kx+d+alx)
"~ bo'lib, lim er(xy =0 bo'ladi. Bu esa y=#f:x+45 to'g'ri chiziq funksiva

gmflgmmg og'ma asimptotasi ekamm bildiradi. »

7.6—misol. Ushbu fixy= E—«-)—- funksiva  gratigining

asimptotalari topilsin.
4 Bu funksiva uchun

s
k= lim 232 = fim —x—l) «1 dermak, t=1;

b= lim (£ (x)~ke) = lim [( "‘Jl), -x]= 2 demak, £=2.
PR zebun] 30— .

Shunday qilib, benlgan funksiva grafigining og'ma asimpiotasi
y=x+2 to'g'ni chizigdan iborat. »

4—§. Funksiyalarni tekshirish. Grafiklarni yasash .

Biz ushbu bobning o'tgan paragraflarida funksiyalarning
o'zgarish xarakterini hosilalar yordamida o'rgandik. Bu hol
funksivalarni vyaggol tasavwur etfishda, shuningdek, funksiva



grafigint aniqroq yvasashda go'l keladi.
Funksiyalarni tekshirish wva ularning grafiklarini vasashm

quyidagi sxema bo'yicha olib borish magsadga mutoflqdlr

1. Funksiyaning aniqlanish sohasini topish;

2. Funksivani uzluksizlikka tekshirish wva uzﬂlsh nuqtalanm
topish;

3. Funksivaning juft, tog hamda davriyligini aniqlash;

4. Funksivani monotonlikka tekshirish; '

5. Funkstyani ekstremumga tekshirish;

6. Funksiva grafigining gavariq hamda botighgini anlqlash
eqilish nuqtalarini topish;

7. Funksiya grafigining asimptotalarini topish; :

8. Funksivaning haqiqgiy ildizlarini {agar ular manu\l bo lsa),
shuningdek argqument ~ ning bir nechta xarakterli
givmatlarida funksiyaning giymatlarini yasash.

7.7-misel. Ushbu

2t -1
re=

+1

funksivani tekshinng va grafigini yasang.
4 Berilgan funksiva R=(-«+x) da aniglangan va uzluksiz. Bu

funksiva uchun fi-x)=700 tenglik o'nnli. Demak, ri»} juft
funksiva (uning grafigi 0r o'qiga nisbatan simmetrik bo'ladi),
uni [L+o) ctaligda tekshirish vetarli.

Funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibh hosilalarini topamiz:

» dx oo 35
7 (-“)=-;'-—;“*;', S (X)—'a;::'ﬁg"

Funksivaning birinchi tartibli hosilasi [0,+«) oraligda mavjud
va x=0 nugtada nolga avlanadi. Shu x=0 nuqtada ikkinchi
tartibli hositani hisoblaymiz: f'@0j=4>¢. Bundan berilgan s(x)
funksiya x=0 da minimumga ega va [0,+=) da minf(x)=-1 bo'ladi,
Endi x>0 da sfix>0 bo'lganidan berilgan funksiyaning {0.+=)
oraligda o’suvchiligini topamiz. So’ngTa ushbu
Jix) x* -1 1

= lim &= lim
s Y eyt 4l x

= i (/(x) — k) = Jim -‘_*_:. =1

limitlarga ko'ra y=1 gorizontal to'g'rni chizig 7 (x) funksiva
grafigining asimptotasi ekaniga va >
i -2

{x —l-————-vl:-——-—(@
Jix 1 x* 1

Ry



tengsizlikka ko'ra funksiva grafigi  asimptotadan pastda
jovlashgan bo'lishiga ishonch hosid gilamiz.

[~

Funksivening ikkinchi tartibli hosilast [0.+0) oraligning r=

1

W

(23]

nugtasida nolga avlanadi. Ravshanki, o<x<—% da /(x>0

R

%{x-(-i—cn da f'txy<6. Demak, soo funksiva (o_.;%) intervaida
A

botiq, (—%,4—@) intervalda qavariq bo’ladi. x:—%—. nugta funksiya
grafigining egilish nuqgtasidan iborat. Berilgan funksiyaning
grafigi 35— chizmada tasvirlangan. »

YJ\

N
X

35 — chizma.

9—§. Anigmasliklarni ochish. Lopital qoidalari

Biz funksiyalaming Himitint o'rganish  jarayenida
%,i,o,m,w_w,_oﬁ,mn,;w ko'rinishdagi aniqmasliklarni ochish bilan
shug'ullangan edik. Tegishli funksiyalamning hosilalari mavjud
bo'lganda, berilgan anigmastiklarni ochish masalasi birmuncha

vengillashadi. Odatda hosilalardan foydalanib antgmasliklarni

ochish Lopital goidalari deb ataladi.
19, % ko'rinishdagi anigmaslik. Ma'lumki, v —»o da f(x}-0,
Six)

2{xy-»0 bo'lsa, X mnishat g ko'rinishdagi  anigmaslikni -

2(x)
ifodalaydi. Ko'pincha x—»« da f%’% nisbatning limitini topishga

1, T




£
20
nisbatlar limitlarning tengligint quyidagi teorema ko'rsatadi.
8—teorema. (.4 intervalda vzluksiz _f&'(x) va gixy funksivalar
uchiin ushbu shartlar bajarilgan bo'lsin:
1) fim f(x)=0, Hmg(n =0

garaganda nisbatning -~ limitini topish oson bo'ladi. Bu

2} {a. b) da chekll j'(x)y va g'(» hosllalar mavind va g'tx)=0

U ho]da
Ilm'f(—x) lim :{-{—ﬂ
: 59 g(x) e g(x)
tenglik o'rinli bo'ladi. R
< Agar
Cfla)=0, gla)=0 (7.13)
deb olinsa, 1
fim f{x}= 0= f(a). bmg(x)=0=gla)
bo'lib, fixy va gix} funksiyalar [42) oraligda uzluksiz bo'ladi.
vre(a by nugta olib, [¢.x] segmentda f(x) va g(x) funksiyalami
garaymiz. Koshi teoremasiga ko'ta ¢ hilan x ora51da shunday ¢
{a<c<x) nuqta topiladiki, ushbu
f-fla) 19
gxy-glay  g'(e)
tenglik o'rinli bo'ladi. Bu tenglikdan esa {7.13) ga ko'ra

f _ 1 _ *
glx)y g
bo'kishi kelib chigqadi. Ravshanki, x—« da c— 4. Demak,
m"f(i—hmf(c) >

= g(E)  eoe glle)
7.8—-misol. Ushbu
lim & —in(r+ )
2l arcsin x
limitni hisoblang.
< Bu holda
L fim = e —In{x+e), g(x) = artsin x
bo'lib, ular uchun 8 —teoremaning barcha shartlari bajariladi.
Hagqigatan ham, - - S
1) fim 7(x) ='@0(¢»2*' — In(x + €)= 0,lin g(x) = lim arcsin x = 0.
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2 f=2 -
X+

3i hm e ;— hm[(?t

bo'tadi. U holda 8 —teoremaga ko'ra
it Gt ST A GO S

=0 aresin x =t 2'{x) e

bo'lagi. »

Lapital goidalarini ifodalovchi keyingi teoremalarni isbotsiz
_keltiramiz.

9—teorema. (c.+x) intervalda aniglangan jx) va g(xy funksiya
uchun ushbu shartlar bajariigan bo'lsin;

1) fim fx)=0. lim g(x)=0;

2} (cAwy da chekdi f(xy va g'(x) hosilalar mavijud va g'(xn#0.

3} tm L& ;hk (k chekli yoki cheksiz). U holda

seve g'lx
o T £
A T T

tenglik o'rinli bo'ladi.
© 7.9~ misel. Ushbu

hm —_ﬁ_
e Jareree’ - @
limitni hiscblang.

1

4 Bu yerda s(x)=e” -1, g(x)=2aregx’ —» bo'lib, ular uchun 9~ _

teoremaning barcha shartlari bajariladi, jumladan

, 2 5 4
f@=-e FE=ry
bo'lib,
[}
'{m:{.__.._.z( - 3) ! _l__j._i,_=_1 ]+Ji =--_].
- 'S I L™ d4x smse Py 2
bo'ladi, 9 --teoremaga ko'ra
' !_
f{x) -1 !

lim 2= = lim e — e = - S
Sove gy} s Zarcrex - 2

20, E ko'rinishdagi anigmaslik. Ma'lumki, s—« da f(x) -,

¥ e bo'la, E‘; nisbat  ©  ko'rinishdagi  aniqmaslikni
gl o

{fotlalaydl, Bunday anigmasbikni ochishda ham 0 va  gx)

i

oy



funkstyalarning hostlalaridan foydalanish mumkin.

10—teorema, (a5 intervalda fix) va g(t) funksiyalar uchn
ushbu shartior bajarilgan bo'lsin:

1) l_:_g:f(r;_:r 1!!}?5{)5) w; .

2} (ab) intervalda chekli 7, gtx) hosilalar mavjud va
gr(x) = [} ’

3 litn f(( ; kfk cheka YOKI cheksiz). U holda

K f(} = lim PASTI
s g{x} ""*g(rJ
tenglik o'rinli bo'ladi.
11—teorema. (¢ +«) intervalda FU va glx funkmya}ar uchun

ushbu shurtiar bajarilgan bo'lsin:

1) Yim fx)=o, lim g{x)=o

2} (cq4w) intervalda chekld (x),g'x) hosilalar maviud va
gix) =0 .

3) tim L :J-k (k chekli yoki cheksiz].

I7 holda

% . Boshaa ko'cinishdagi anigmasliklar. Ma'lumk tm £ =0,

img(x)=e bo'lganda /() g(x) ifoda 0. ko'rinishdagi aniqmastik

bo'lib, uni quyidagi
Fage) = L8 29

gn 7

- kabi yozish orqall ~ vyoki ;; ko'rinishdagi anigmaslikka keltlnsh

mumkin,
Shuningdek, lim 7(x) = +w, lim g(x) =+ bo'lganda fix)~z(x) ifoda
. m-« ko'rinishdagi anigmaslik bo'lib, uni ham quyidagi '
. 1 1

f(x) g( ) = jg(_x)__f%f)_

7 g
kabi o'zgartirish natijasida % ko'rinishdagi aniqmaslikka keltirish
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synumkin,

Shunday gilib. funksiva hosilalari yordamida 0. hamda « -
ko'rinishdagi  anigmasliklarni  ochishda, ularni g— yoki :i
ko'rinishdagi aniqgmaslikka keltirib, so'ng yuqondagl, teoremalar
go'llaniladi.

Ma'lumki, x>« da s(x) funksiya f, 0 va « ga, g(x) funksiya
esa mos ravishda =, 0 va 0 ga intilganda

(feoy?
darajali — ko'rsatkichii ifoda 1.0° <" ko'rinishdagi anigmasliklar
edi. Bu ko'rinishdagi anigmasliklamni ochish uchun avval
y= (s logarifmlanadi: Iny=g(x)lnf(x) x—a da g{x).lnf(x} ifoda
4-e0 ko'rinishdagi anigmaslikni ifodalaydi. Aytaylik,
im(g(x)in flx))=b
(tchelkli yoki cheksizj bo'lsin. Unda

lim y = limf £ = lim o810 = g
I =T I rd

bo'ladi.

1-eslatma. Agar s(x) va g(xy funksivalaming s va g'(x)
hosilalari ham f(x) va g(x lar singari yuqorida Kkeltirilgan
teoremalarning barcha shartlarini ganoatlantirsa, u holda
7(x) hmf-”:—x2 = ]imLﬂE]l
gy g0 g
tengiiklar o'rinli bo'ladi, ya'ni bu holda Lopital qoidasini takror
go'llash mumkin bo'ladi.

7.10—misol. Ushba  4ny &

tim( >

lim ——

limitni hisoblang.
« Ravshanki, x->0 da p=¢(>57 ifoda 1”7 ko'rinishdagi
X

anigmaslik. Sodda hisohlashlar yordamida topamiz:

I g s X Xoosx—sinx
l!.miny—hm £ =lim ES 3, 4 X = .
Pt x z0 (x )’ 230 2x
. xcosx—sinx 1. {xcosx-— f>mx] 1, xginx 1
=~hm—~—=-—lx e e e L e =
PR at F 1 (x y P . T G
Demalk,
o iy A1
T Gk P o



Mashglar. :
7.11. (a5 da chekli /i) hosilaga ega bo'lgan f(x) funksiva
&) da qgat'ty o'suvchi {qat'iy kamayuvchi} bollsg,
fxy=0 ()<}
bo'ladimi? Misol keltiring. ,
7.12. Hosilasi nolga teng bo'lgan nugtada funksiya
ekstremumga erishish shartmi?
7.13. Ushbu

faxy=cosmix {x=0)
funksivaning o'suvchi hamda kamayuvchi bo'ladigan oraliqlarni
topilsin.
7.14. Ushbu

- fixy=chy+cosx
funksiya ekstremumga tekshirilsin.
7.15. Ushbu
Flxy=xsinzix
funksiya [©0)} dagi cheksiz sondagi nugtalarda maksimumga,
cheksiz sondagi nugtalarda minimumga erishish ko'rsatilsin.

7.16. Berilgan shar ichiga yon sirti eng katta bo'ladigan

silindr joylashtirilsin.
7.17. Ushbu
Fxy= (x=3)'e
funksiyaning [-14] dagi eng katta va eng kichik giymati topilsin,
7.18. Ushbu

tunkalyamng gavariq, botiq bo' ladlgan oraliqlari hamda egilish

nugtalar topilsin.
7.19. Ushbu

Sll .I

floy=
2 + sln x .
funksiya to'liq tekshirilsin, grafigi chizilsin.

7.20. lLopital qoidalaridan foydalanib, ushbu. _l_imitlér.

hisoblansin:
a) tim > (@>0,8>0)
g
bj Iim(-]—?--—crgzx)
10 gt

v} limisinx)®
=l

2
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Vill BOB
Anigmas integral

Ma'lumki, harakatdagi nuqtaning tezligini topish, shuningdek,
egri chiziqqa urinma o'tkazish kabi masalalar (6—bobning 1—¥§
iga garang) funksiyani differensiallash tushunchasiga olib kelgan
edi.

Nugtaning har bir vaqt momentidagi tezligi ma'lune bo'lganda
uning harakat qonunini topish, egri chizigni uning har bir
nugtalaridagi urinmalariga ko'ra aniglash kabi masalalar ham ko'p
uchraydi. Bunday masalalar yugorida eslatib o'tilgan masalalarga
teskari bo'lib, ular funksiyani integrallash tushunchasiga olib
keladi,

1-§. Anigmas integral tushunchasi

1. Anigmas integral ta'rifi. Faraz gilaylik, six) funksiva (a.?)
intervalda (bu interval chekli yoki cheksiz be'lishi mumkinj
aniqlangan  bo'lib, F(xy funksiya esa shu intervalda
differensiallanuvchi bo'lsin.

1-ta'rif. Agar vxe(ab) da

Fl(xy= f(x) yoki dF(x)= fix)dx
bo'lsa, F(x) funksiya (a5 da f(x) ning boshlang’'ich funksiyasi
deyiladi.
' Masalan,
1) fiz)=x* funksiyaning R=(—wo+o) dagi boshlang’ich funksiyasi

. F(x;=_;.xf bo'ladi, chunki

Fiiy= [%-r] “x = /()

2) fxy=- _;: funksiyaning (-i,i) intervﬁldagi boshlang'ich
vi-x? o
funksivasi F(x)=+1-+* bo'ladi, chunki

Fi{xy= (\fl x }~

= f{x}
\.I~x

Aytaylik, 7(x) funksiva {sb}da ahiglangan bo'lib, F(x) funksiya
. shu segmentda differensiallanuvchi bo'lsin.
2—ta'rif. Agar :

A,



Fliai= fix) (xe{a.b)
bo'lib,
Fla+0)= fla) F{o-0=j{b)
bo'lsa, Fix) funksiva labs) da j(x) ning boshlang'ich funksiyasi
deyiladi,
8.1i—misol. Ushbu

1, agar x>0,
filx)= 0. agar x=9,
—1, agar x<0

funksiva (-11) intervaida boshlang’ich funksiyaga ega emasligi
ko'rsatilsin.
4 Teskarisini faraz gilaylik. Bitor F(x) funksiya (-ih da f(z)
ning boshlang'ich funksiyasi bo'lsin: (-11) da
Fix) = f(x)
Lagran) teoremasiga ko'ra [0,x] da {(0<x<l)
F{x)-F=F'{chx= f{chx=x {O<c<x}
bo'ladi. Keyingi tenglikdan topamiz -
F0) = f(r) Feo)
x
Bu esa F+0y=F(0)= f0)=0 bo 11sh1gd zid. »
1-eslatma. Keyinchalik, #(x) funksiya f(x) ning boshlang'ich
funksiyasi bo'ladigan oraligni ko'rsatib o'tirmaymiz. Oralig
sifatida f(x) ning aniqlanish cralig'i X ko'zda tutiladi va ¥
sifatida
fa,b).(a, 8),(a, b} [, 8), (oo, af. {~0, a),
{B.4<0), {b+oe), (—ow, 10}
lar olinishi mumkin.
t—teorema. Agor f(x) funksiya x oraligda uzlukszz bo'lsa,
F(xy shu oraligda har doim boshiang'ich funksiyaga ega bo'ladi.
Bu teoremaning isboti 9 —bobda keltiriladi.
F(x) va () funksivalarning har biri f(x) funkmya uchun
boshlang'ich funksiya bo'lsin:
Fiim)y=F(x), P(x)=f{x)
Demak, 7'{x)=@x). Bundan 7 —bobdagi I—nan}aga ko'ra
Fxy=day+ C {C =const)

tenglik kelib chiqadi.
Demak, rix) funk.-ﬂyamng barcha boshlang ich funksiyalari

b ]




bir —biridan o‘zgarmas songa farq giladi va istalgan boshlang’ich
funksivast ushbu ko'rninishda ifodalanadi: £{x)+C (¢ = ot}

3—taTif. f(v) funksiya boshlang'ich funksiyalarning umumiy
Hodasl Fn+C {C=cnst) shu s(x) funksiyaning anigmas integrali
deb ataladi va :

| 7

kabi belgilanadi. Bunda j—intervalda belgisi, f(ry integral
ostidagi funksiya, 7(«)é esa integral ostidaqgi ifoda deyiladi.

Demak,

J £ xyax=Fx)+ C.
Masalan,
{2 ai=Fvc o
2 :

bo'ladi, chunki hosila olish sodda goidalariga ko'ra

—2-—+ | =27
In2

2°. Anigmas integralning sodda xossalari

1} f(x) funksiya anigqmas integrali j f{x)c ming -differensiali”

fx)dx ga teng:
dU FOodc)= Fx)de .
4 Haqgigatan ham, #(x) funksiya s(» ning boshlang'ich
hunksivasi bo'lsin: #(x)= f(x). U holda ‘
| fooan=Fxy+C
bo'ladi. Keyingi tenglikdan topamiz:
[ 7(x¥dx }= dF(x)+ C)= dF(x) = F'(x)do = f(x)dsP
Bu xossa avval differnsial belgisi 4, so'ngra integral belgisi j
kelib, ular yonma—yon turganda o‘zarc bir—birini yo'gotishni
ko'rsatadi. :
2). Funksiya differensialining anigmas integrali shu funksiva
bilan o'zgarmas son vig'indisiga teng:
[ dFx}=F(x)+C
4 F(x) funksiva f(x) ning biror boshlang'ich funksiyasi
bo'lsin: £'{x)= £(x). U holda '
j Fixrds=Fx)+C
_tenglik o'rinli be'ladi. Tkkinchi tomondan,
[f‘(x)dmj’ﬁ”(x)dﬁ [dF(x) '

Fa R4
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Oxirgi tkki terglik 2). — xossani isbot etadi. »

Yugorida keltinlganlardan, differensiallash (funksiyaning
hostlasini hiscoblash) hamda integrallash (funksiyaning anigqmas
integralini hisoblash) amallari o'zaro teskari amallar ekanligi
kelib chiqadi.

Ayni paytda funk51ya hosilasi hisoblanganda natija bitta
funksiya bo'lsa, uning anigmas integrali hisobianganda esa natija
cheksiz ko'p funksiva (ular bir—hiridan o'zgarmas songa farq
qiladl] bo'ladi. Anigmas integral deb yuritilishining boisi ham
shu.

3. Integrallashning sodda qoidalari. 1) Agar s(x) funksiya
boshlang'ich funksivaga ega bo'lsa, u holda &y (4 o zgarmas
son} ham boshlang'ich funksiyaga ega va =0 da

[ Conde = k] £ {8.2)
formula o'rinli bo'ladi.

4 s(x} funksivaning boshlang'ich funk51ya51 Fixy bo'lsin. U
holda Fix)= ftx) va If(x)afr Fix)+C bo'lib, 1
k[ fixydes= kR (x)+Cy= b (x) + 40 8.3

bo'ladi, bunda ¢ —ixtiyoriy o'zgarmas son. Ushbu
(F () = A (x) = b (%)

tenglik o'rinli bo'lishidan  #(x) funksivaning boshlang'ich
funksiyasi +F(x) ekanini topamiz. Demak,

ka(x)dx=kF(x)+C1 ' (8.4)
bunda ¢, ixtiyvony o'zgarmas son. Endi {8.3) va (8.4)
munosabatlardan ¢ va ¢, o'zqgarmas sonlarning ixtiyoriyligi
hamda k=0 bo' llshidan (8.2) formulaning orinli ekani kelib
chigadi. » :

Shunga o'xshash mtegr&lnmg quyidagi xossasi isbotlanadi:

3) Agar f(x) va g(») funksivalar boshlang'ich funksiyalarga ega
bo‘lsa, r(x}+ g(xy ham boshlang'ich funksiyaga ega va
. [0+ glepde= jf(x)mfg(rya’a {8.5)
formula o'rinli.

Odatda bu xossa integralning additivik xossasi deyiladi.

2—eslatma. Yugorida keltirilgan (8.2) va {8.5) tengliklarni
hamda kelgusida uchraydigan shunga o'xshash tengliklarni o'ng
va chap tomonlaridagi ifodalar orasidagi ayirma o'zgarmas songa
barobarligi ma'nosidagi (o'zgaimas son aniqligidan} tengliklar
deb garaladi.

215



4%,  FElementar funksiyalarning anigmas integrallar.
Boshlang'ich funksiyva ta'rifidan hamda elementar funksivalar
hosilalari jadvalidan (6-bobning 3 —§ iga garang) foydalanib
elementar funkstyalar anigmas integrallar jadvalini keltiramiz
 (har bir formula integral ostidagl funksiyaning aniglanish

sohasida garaladij;
. i} Ide=C'=comt;

2} Jldx=jdx=x+C;
i X ‘
3) jx dr-‘“+1+c (b
4) Jl&=J£=In|x§+C (rz0);

7.
S} [tde= [E o mang+C
}Jm Tl

&) j = de= j‘rm—arcs}n;w-c:

7 ja‘dx=--—-+C; (a>0)
na

8) Isinxdxz—-msx+(.’;

93 foosxdx'smx+C'

10} I———dx I

11} IGOS X ILOS X
12) [ shoxae=chac + C:

13} Jc'hxa‘xn sk 2
l .
14) I;}F;dxu-—cl‘hx+c;

- =—crgx+
sin®

=g+

H
1) f ch'x

8.2-misol. Ushbu [(+vx)*# integralni hisoblang.

4 Bu integralni hisoblash uchun avval (8.2}, (8.5
formulalarni, so'ngra jadvalni go'llaymiz: '

j(l+J£_}ur=j(1+21f£+x)dx=jldx+ ZI.\'%dx-i-J.xdx:x-k;—x% +%‘z'+c. »
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2—-3. Integraliash usullari

1%, O'zgaruvchilarni almashtirib integrallash usuli. Ushbu
jlf'{x)cfx anigmas integralni hisoblash 1alab etilgan bo'lsin. Bunda
/txy funksiya biror X =(u, 5) intervalda anidlangan va

J )= ple(0) 2'(x) (8.6}
ko'rinishda vozilishi mumkin deylik.

Agar ¢) funksiya 7=(,r,) intervalda boshlang'ich funksiya
By ga ega bo'lib, g(ry funksiya X =(a# intervalda (bunda
gixreT) differensiallanuvchi bo'lsa, u holda

[ 70 = [t gtxng (rids = Dlgx) +C (8.7
formula o'rinli.

< Haqigatan, [®(g(x))] = ®(g(x})- £(x) = glx(x)g (x). »

Odatda integralni bunday usul bilan hisoblash o'zgaruvchini
almashtirish usuli bilan integrallash deb ataladi.

O'zgaruvchilarni  almashtirish usulining muhim tomoni
o'zgaruvchilarni juda ko'p usul bilan almashtirish imkoniyati
bo'lgan holda ular ichidan integralni sodda va hisoblash uchun

qulay holga keltiradiganini tanlab olishdan iborat.

8.3-misol. j'—fdx
X

{a=vonsfy Ni hisoblang.

a!
4 Berilgan integralda o'zgaruvchi » ni x*+o' =t Kabi
almashtiramiz. Bunda 2xdx=dr bo'lib, [{8 6) va {8.7) larga garang)
f-—xdx --j*_q f(f+C=—Ir|{x +a*)+C»

X +a
8.4-misol. je™*sinxdx ni hisoblang.
4 Bu integralda cosx=r almashtirishni bajaramiz. Natijada
—~sinxde=dr bo'lib,
je““ sin xdx:-je'dr:w' +C=—™" +C

be'ladi. »

2t Bo'laklab integrallash -usuli. kki wv=ux) va v=wx
funksiva (ab) intervalda uzluksiz «(x) va v{x hosilalarga ega
bo'lsin. Ma'lumki, {6 —bobning 4 —§ ga garangj . :

A x) - ¥(x)) = () x) + v(x)du x)
Bu tenglikdan
a{x}- d(x) = {a(x) x)) — vix)dux). o (8.8)
bo'lishi kelib chiqadi. S
Endi {8.8) tenglikni integrallab topamiz:
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fu(x)dvu)— j(d(u( (X - Iv{x)du = g xv(x)- I\l U
Shunday qilib, quyidagi
- [utydvixy = u(xwin - Iv(x)du _ (8.9)
formuiaga kelamiz. Bu (89) formula bo'laklab integrallash
formulasi deviladi. '

Bo'laklab  integrallash  formulasidan foydalanish uchun
integral ostidagi ifodani w#(x) hamda s lar ko'paytmasi
ko'rinishda yozib olinadi, bunda albatta vx) hamda wWx)du
ifodalarning integrallarini oson hisoblana olinishi Jozimligini
e’tiborda tutish kerak. :

8.5—-misol. [inxix ni hisoblang. -

4 Integral ostidagi Inxdx 1iodam u= inxdv dr lar ko'paytmasi
deb olamiz. U holdg du_--dx,u=x bo'ladi. Bo'laklab inteqgrallash
X ) .

. formulasidan foydalanib, topamiz:

I}nxdx—xlnx jx~&=xlnx—x+(f =xln§+C. >

8.6~misol. J,=f—2 . (n=123.) ni hisoblang.
(" +a'y :
< Bu intervalda
R e dv=d dy:—-n__zl.’f...dx_‘_—__vz_r
. (x +a’y (x* + 2 )"
bo"ladi. (8.9} formuladan foydalanib topamiz:
JRtI 2545‘72 +2ﬂ[ z . 7
(x*+a’y (xf +aty™

(8.10)

“Bu tenglikning o'ng fomonidagi j >+ & ni

(2 1a+1

2

I T x: +1“*‘r=j 7 : ZNdx—-alj T dxz Al
{(x +a’)* {(x +a’y {(x"+a’)
ko'rinishda yozsak, unda (8.10) munosabat ushbu
— 4+ 2n-J, = 2ra S,
" (x +aty
ko'rinishni olad1 Keylngl tenglikdan esa quyxdagl
P X oL m-1 1
Znat (2 ta’y" m g "
rekurrent formula kelib chigadi.
Ravshanki, »n=1 bo'lganda

(8.11)

Hi]

218 i



. .
JI = j ?;J_'x = _l M= .l arcty . +
X +u o |+(_-.~_)4_ e P

bo'ladi. :
»z2 bo’lganda, mos J, integrallar (8.11) rekurrent formula
yordamida topiladi. Masalan:
1 x 1 1 x {
L= = ——— s — e J 'f'—dﬁ‘f +C »
: j(xz‘i-az)z 24t .rz-i-01+2u2 2at a2 TR

3—¢. Ratsional funksiyalarni integrallash

Ushbu paragrafda ratsional funksiyalami integrallash bilan
shug'ullanamiz. Bunirg uchun avval algebra kursidan biz uchun
2arur bo'lgan ma'lumotlarni keltiramiz.

1. Ko'phad va uning ildizlari hagida. Biror

Plxy=a, +ax+ax’ +. . +ax" (8.12)
ko'phad berilgan bo’lsin, bunda a,.a,,4,....a, 0O'zgarmas haqiqiy
sonlar, a,20,ncN esa ko'phadning dara}am

Ma'lumki, biror ¢<R son uchun Px)=0 bo'lsa, « son ()
ko'phadning ildizi deb ataladi. U holda Bezu teoremasiga ko'ra
Pix) rx-a ga qoldigsiz bo'linib, u quyidagi o

Plx)={x - a)Q(x}
ko'rinishda ifodalanadi, bunda @Q(x)-(»n-1}~darajali ko'phad.

Agar (8.12) ko'phad (x-a)' (ke¥N) ga qoldigsiz bo'linsa, « son
(8.12} ko'phadning # Kkarrali ildizi bo’ladi. Bu holda ~A(x)
ko'phadni ushbu

Pxy=(x-a)* - R(x)
ko'rinishda ifodalash mumkin, bunda R(0-(n-k~ darajali
ko'phad.

Agar z=a+if kompleks son P(x) ko'phadning ildizi bo'lsa, u
holda z=a-~ig kompleks son ham bu ko'phadning ildizi bo’ladi.
Shuningdek, r=a+ig son P(x) ning & karrali ildizi bo'lsa, z=«-if
son ham bu ko'phadning % karrali ildizi bo'ladL .

Demak, P(x) ko'phad =« +:g kompleks ildizga ega bo'lganda
uning ifodasi (x-z) ko'paytuvchi bilan birga x-: ko'paytuvchi
ham qatnashadi. Bunday holda P& ko'phadning ifodast
quyidagi *

(x-V)(x—') qx—{a+ifla—{a~-if)l=x8 -2ax+a’' + F =x"+px+g



tp=—2e.qg=a’ + A%}

kvadrat uchhad ko'paytuvchi bo'lib goladi.

Faraz qilaylik,

. Plxy=a, +ax+tax’ +.+ax

ko'phad berilgan bo'lib, «,.«,..¢, lar uning mos ravishda
Ay Ay by Karrall haqiaqiy ildiziarl, z.z,,..z;, =z =4, +ir, (F=L2..3)
lar esa ko'phadning mos ravishda j.y,...r karmalli kopleks
ildizlari bo'lsin. Bu ko'phadni uning ildizlariga ko'ra
ko'paytuvchilarga ajratish hagidagi ushbu teoremani isbotsiz
keltiramiz.

2—-teorema. Har gqanday »- darojali
Ply=a;, +ax+ax +. . +ax"
ko'phad (a,.a,.a,...a, 0'zgarmas hagigiy sonlar, . =0 ) ushbu

Pay=fx—a) (x—a ) (X -2, )" (¥ + px 4 g Y (5F + ppyrs o )i + px+q)

ko'rinishda ifodalanadi, bunda '
A A, v+ A +2Uy oty )R

bo'lib, x*+px+q,=0 (j=L2...5) tenglamalar hagiqly iddizga ega
emas.

20, Sodda kasrlar. To'g’xi kastrlarni sodda kasrlar orgali

ifodalash. Ushbu
4 Bx +
(x-a)" "{x*+ px+4)"

ko'rinishdagi kasrlar sodda kasrlar deb ataladi, bunda 4,B,C
hamda «,p,q lar o'zgarmas sonlar, x*+px+gq kvadrat uchhad esa
haqiqiy ildizga ega emas.

Ma'lumki, quyidagi

FP{x)=a, +alac+az:cz +..+ax

L]

m=125..) (8.13)

va
Qixy=b, + br+b,x* +..+bx"
ko'phadlarning  {a,.a,a,. .a,,b,.b.b,,..b,  O'Zgarmas  sonlar, .
ne N,ve N} nisbati _
Plx) _ g +axtax+.4ax
D) by +byx+ byt .t b X
kasr ratsional funksiya deyiladi, n<v bo'lganda esa u to'g'rt kasr
deb ataladi.
. Har gqanday to'g'ti kasr (8.13} sodda Kkastlar orqali
ifodalanadi. Buni isbotlashdan avval, ikkita lemmani Keltiramiz.
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1-lemma. Agar :JEI; to'g'ri kasr mahrapdagl O(x) ko' phad

ushbu :
Q(x) = (x -y ¢, (x) (meN)
ko'rinishda bo'lib, ¢,(x) ko'phad esa x-« ga beo'linmasa, u holda
berilgan to'g'xi kasr quyidagi
Plx) _ A, A A P
_ —_ - o + . + —
06) (x-a)”  (x-a)”” X Q.(X)
ke'rinishda ifodalanishi mumkin, bunda 4,.4,...4, ¢©'zZgarmas

haqiqiy sonlar, £ (s ko'phad.

-« ;xi to'g'r kasrni quyidagi ke'rinishda yozib olamiz.
PO PR A, PE-40) (8.14)

O x-a)"Qx) (-a)y  (x-a)"Qx)
Ravshanki, {8.14) munosabatlardagi p(x)- 4,¢,(x) ayirma 4, songa
bog'liq. Bu sonni shunday tanlab olamizki, natijada P(x)- 4,0 (x)
ko'phad x-« ga bo'linsin. Buning uchun
Pla)y-A,0,(a}=0
tenglik o'rinli bo'lishi kerak. Demak,
4 =L
" Ql(a)
deb olinsa, u holda P(xy- 4, 0,(x) ko'phad »-« ga bo'linadi.
Shunday qilib,
Plxy~ A4,0,(x)=(x-a} F,(x)
bo'ladi, bunda 7 (x) — ko'phad.
Natijada (8.14) munesabat quyidagi
Po__ A, 50 (8.15)
Qxy -y (x~ay'Qx)
ko'rinishga keladi, bunda 4, son yugoridagidek aniglanadi. -
Endi

B LA E3)-4,,00)
(x—ay""Qxy (x-a)f"" (x-aYT Q)
tenglikning o'ng tomonidagl 4, , sonni shunday tanlab olamizki,
P (xy- A4, .0 (x) ko'phad x-« ga bo'linsin. Buning uchun :
F@)- A, QO (a)=0
" tenglik o'rinli bo'lishi kerak. Demak,
. _Pm(a]
. Am—l - Q.(a)
.deb olinsa, u holda ¢, {x)-4,.,0,) kophad x-a ga bo'linadi

[:%.T &




Shunday qilib, L s avre
Poxy=A xy=(x—a) P I(x) {8 16)
be’ladi, bunda £, (11— ko' phad‘
(B.15] va (8.16) munosabatlardan topamiz:
Pxy A A

T S =1 (8.17)
Ax) (x—a)  x-a) (- a)" (6

Xuddi shunga o'xshash har gal i)(( ; kasrni  ifodalovchi
tenglikning o'ng tomonidagi oxin ]nadidan. yuqoridagidek
A

gismini ajratib topamiz:

(x-~ay
Prs® __ Awe o Tea (8.18)
=00 (e kG, .
va h.k.
Fyx) A, B&

A,  (8.19)
F-a)Q(x) x-a G‘(x)

(8.17}, (8.18}, (8.19) tengliklardan
Plxy 4, A A A
= el +ot Ll o
Ox) (- (x—a) - O(x)
bo'lishi kelib chigadi. » )
2—lemma. Agar é}—w to'g'r kasy maxrajidagi Q(x) ko'phad
Qxy=(x* + px+ ) Qi)
ko'rinishga ega bo'lib (x*+ px+4¢ kvadrat uchhad haqiqgiy ildizga
ega emas), ¢(x) ko'phad x*+px+g ga bo'linmasa, u holda
benlgan to'g'ni kasr quyidagi ko'rinishda ifodalanishi mumkin:
Plxy_ Bx+C, + B, x+C | . 4 Bx+C, . Bi{x)

Q0 (J.C +px+q} (P rpergy " xPaprrg Q(x)
bunda B,.B,,.8,.C,.C,...C, o'zZgarmas sonlar, P (x) ko'phad.
- g%; to'g'ri kasrni quyidagicha yozib olamiz
x
Py F(x) _ Bx+C, . Plx)—{B x+C 10 (x)

Q) (¢ +px+g)" Q) (FHpxrg) @ preg) Q(n)
Bu tenglikdangi
PEy=(8,5-C,)2,(x) {8.20)
ko'phad B, va ¢, somnlarga bog'lig. Endi 5, va ¢, sonlarn
shunday tanlab olish mumkinligini ko'rsatamizki, natijada (8.20}
ko'phad *+pr+gq ga bo'linsin. Avvalo P@) va (O
ko'phadlaming har birini x*+pm+4 kvadrat uchhadga bo'lib

g



topamiz:

\I’(.t') — RO+ qa,x+ A
AV prt g Xty . (8.21)
O . ax+hy . ’
< =S¢+ <
T prtg Sy prtg
bunda R(x, va Sx) —ko'pkada.. O hoida
Pl — B x-t" Y i- R
P BriC000), PE e O
X pxte X4 px g X +pxte
4 - I;
= R(5)— (B.x4 CAS(x) + wx+h (%x»ﬁ- C, Nayx+ ) .
X+ pr+g
=R(x)-(BarC, )0 {0+ Ba +-(£J “Epat o - o)A 3ge k-
X Fpyoeg

bo'ladi. Bu {englikdan ko'rinac’ki, i) -(8,x-7 )0 ) hed
x*+ px+y ¢a he'linishi uchun » ning barcha <jiymaatlarida -
(a,+ 8 pa, —C o, — B bx+B gqa,+85 -C b =10,
ya'ni '
B la,p—6,)-C.a,+a,=0

B, ga,~C.a,+5 =0, (8.22) .
bo'lishi kerak. B va ¢, larga nisbatan (8.22) sistemaning
determinanti

0= az.p'bzamaz 20
g,  —b
be'ladi, Buni isbotlaymiz, Teskarisini faraz qilaylik, ya'ni
D=~bla,p~b,)+a;q=0 {8.23)

bo'lsin.

Agar a,=0 bo'lsa, unda 5, =0 bo'lib, natijada (8.21) dan ¢ (x)
ko'phad x*+pr+q ga bo'linishi kelib chiqadi. Bu esa ¢ x
ko'phad x'+px+g¢ ga bo'linmaydi, deb olinishiga ziddir. Demak,
a, 0. Bu holda {8.23) tenglikdan ushbu

(o) -2

ko'rinishga ega bo'lib, bk haqigiy son  x*+px+g=0
ia

F

- tenglar.aning Ceia LObsddTIFuramie Buo sl e pres bvadrat

uchhad hagigiy ilaizga ega v, o) chimishe¢a zidais
Demak, (8.22' sistemaning detetainanti nclaan fargli «kan. U
holda, bu sistemadan yagona 8, va (¢, sonlar topiladi.” Bu
sonlarni {8.20) ga go'ysak, natijada Pix)-(5,x-C,)2,(x) ko'phad

Hy



x*+ px+y ga bo'linib, 22 kasr esa ushbu
£}

_P( r! _ £ x) - B x + t . £ (x_] L (8.24]
Ox) (' + pr+ g Q(x) (27 + pr+ ~1) (xF+ pxt g)” Q(x)
- ko'rinishga keladi, bunda 2,(xj- ko'phad.

Xuddi shu yvo'l bilar

— Al e B el . Bt (8.25)
(x' 4 zy ¥ gy '(} RES (x +px+ q) x° +px+ gy 2Q!(x)
S S OO % & A7 SO (231 M {8.26)
(' + prag) O (x +P»+€]’) (! "'PJH”I; z_l(_x)
va h.k '
AW, BaeC R oy S

{x? +px+q)Q{x) g Q(I)
bo'lishi topilad:.
.24}, (8.25), (8.26}, {8.27) tengl!k‘ardan
Fixy u‘x+(‘ . Box+C | Bx+C,  Axn

e T ¥

Gix) (x +p+g) (P4 pre q) T +;9::;IF Uy i)
bo'lishi keiis chigadi. - _
3—teorema. Har ganday to'g'ri kasr sodda kasrlar yig'indisi
orgali ifodalanadi. :

« g‘; to'y'ri kasr bo'lsin. g0 esa n-darajali ko'p had bo'lib,
X

Qo= tr=a) (rmay)™ e @) (6 pr g )™

AT ppx g (T gt g )
bo'lsin, bunda

a kay Foodkn F2Am v m A m) =0

bo'lib, x*+px+q, (j=12..0 kvadrat uchhadlar haqiqiy ildizga
egd emas.
gix] ta'g'rl kasrni quyidagi _
Py Plny o LR
Ox) (x-al)"‘(x-at}”’,..(x—a‘, Yo+ pa )t prrg ) .
ko'rinishda yozib, bu tenglikning o'ng tomoniga 1 --lemmaning A
bir necha marta (s, +n,+..+n, marta) go'llanib topamiz: '

“p2a



My Al A, A

e i ST —
thxy {x-a) (\ @) Koy X )"
i i e .\ A

U S PO RN R U +1 ! o+ -

Gorr ) X ity ey (k- (8.28)
N I,“' P(x)

R QI( )

bunda

QY= (x*+ px+g )" (C+ px+g)™ (X px+ )"

Endi 2W kasrga Z2-—lemmani bir necha marta qo'llab,

e ey
topamiz;
Al H(x) _
D) (X )™ (- sz Y gt gy
O S S iy SR L=
COd ) X p }'(i) Xt pxtq
Blx+l BlxrCos B+ (8.29)
) -3 1 i o+

+ 5
@t prr g (& g X4 pxtg
BYx+Cy B xq ¥ By
+ ] A y R 1
(« +pxegYt (X + preg)? X+ pxt g,
(8.28} va (8.29} munosabatlardan teoremaning ishati kelily
chiqgadi. »
Yugorida isbotlangan teoremadagi o'zgarmas  sonlarni
toshqacha--nolhaum  Fooffitsicutlar usub deb  atalgan  usa'

biles raa tupish c:nurkiy 3ur la % to'g'ri kasr noma'lum
. Hax

koeffitsientlari bo'lgan sodda kasrlarga yoyilib, so'ng tenglikning
o'ng tomonidagi sodda kasrlar yig'indisi umumiy maxrajga
keltinladi.

Naaada
Plx, P
Qm 2(x)
tenglik hosil bo'ladi va undan barcha » lar uchun o'rinli bo'lgan
Pixy=Ri{x)

“tenglik kelib chigadi. Bu tenglikning har ikki tomonidagi x ning
bir xil darajalari oldida turgan koeffitsientlarni tenglashtlnb
sistema hosil gilinadi.



b

2'1-(-:-‘----_ to'g'n kasrni sodda kasrlarga ajrating.
T =3x+ b

4 Bu kasrning maxraji ' -5x+6=(r-3)x -2} bo'lganl uchun

8.7 -misecl

' teoremaga ko'ra

bo'ladi. Uni
2x - A B _Ax-2+8(x-3)

e i — [

¥ 5xa6 x-3 ko2 (k- 2)x-13)
ko'rinishda yozib, ushbu
2x-l=Alx—2)+ B(x-3) Yoki 2x~1=(A+ Blx—(24+38)
tenglikka kelamiz. Ikki ko'phadning tengligidan foydalanib, 4
va B larga nisbatan ushbu
A+ EB=2
{2A+ =1
sistemaga kelamiz. (8.30) dan 4= 58=-3 ba' ladl Shunday qilib,

berilgan to'g'ri kasr sodda kasrlar orqali quyidagicha
ifodalanadi:

(8.30)

3 -5%46 x-3 x-2
39, Sodda kasrlamni integrallash. Sodda kasrlaming anigmas
integrallarini hisoblaymiz.

1}, -~ sodda kasrning anigmas integrali:
- !
l'__‘)_‘}_ d(x Lf) 1 — o £
1T ad AJ lnix :1+ )
2). ri_ﬁ (m>1) sodda kasmmg anigmas integrali ham tez
X =T .
hisoblanadi:
Ak d(x“;{l ey d = A
_ j& —a)” I& ay It @ alem u—aﬁ‘+
3). Bx+C__ sodda kasrning (bunda »*+ px+¢ kvadrat uchhad
1, +px+q
hagigiy ildizga ega emas} integrali | L BEY 4 ni hisoblash
XT 4 prty

ichun avvel kasrning maxrajida turgan »'+pr+g - kvadrat
uchhadni ushbu : -
: . P Pl e
X"t pxyg=iny oy g -t
P+ =i 2} 5

ko'rnishda yvozib clamiz. U helda

Py




L lf +£. ifi— '
A j— “ JX -y . ..Y+(.
X prbg LN

, :
bholadi, bunda & =g- -{:E—. Bu integralda . »+ ; = almashtirishni
Lajaramiz: o - '
Br+ dolf Fp ot dit v a’
e e O e e S
s prtyg +ef 27 et et
{

B N

3 ; =—'B-’h1(r2 +a=)+(C“§$)—lamSi+Cl =
2 a 1+ (hy? 2 2 a a
i
F
x+t
:%In(x:+px+q)+ ZCTB{ arcty 22 +C,.
QJ;-_ £._ g~ £_
4 4
Lemak,
| Bx+C B 2C - B, oS
J“—_“— ==In(x® + px+ g} + L4 arclg 2 +C).
aprrg 2 yig-p’ P’
: g-£
. 4
bunda ¢, ixtiyeriy o'zgammas.
4j. ; _._’E’ﬁ_" < . (1) sodda kasrning integral
{x + e+ gyt
Jo=[tC e ni hisoblash uchun  3)  —holdagidek
(x" + pr+g)”

o'zgaruvchinl  almashtiramiz: x+32?-=s Natijada gquyidagiga ega

bo'lamiz:
i} Br+{C—-2%)
m:j 2 }3-\ -'-_C, J»d‘:u Bx+C 2 d‘ = r z J: =
{x*+ px+g) ((x+£)z+q_%_)_.u {r+a?)
(s’ -Hz) Bp P 1 . Bp af
= j _[ = T (U jm
(e +aty it +a) 2 l-m (t"+a) {(fF+at)y"

Bu munosabatdaqi [(—Zf-ﬁ—,—)? integral ushbu bobning 2—4§ ida
“{fta

keltirilgan integral bo'lib, u rekurrent formula orgali hisoblanadi.

49, Ratsional funksiyalarni integrallash. Ma'lumki, ratsional

funksiya ikkita r(x) va Ofx) butun ratsionai funksiyalar



nisbatidan iborat:

)
.f((-\)“r;){ }
Agar é}’% noto'g'si kasr bo'lsa, uning butun qismini ajratib,
X

butun ratsional funksiya hamda to'g'si  kasr  vig'indisi
ko'rinishida quyidagicha ifodalab olinadi: :

‘C(_,x_)_ = Rx) + ful(r).
QxR
U holda -
[ 7= jo“}n—jRuﬁk+j§%%. - {8.31)

bo'ladi.

(8.31) munosabatdagi j R(x)dx integral butun ratsional funksiva

fko'phad) ning integrali bo'lib, u oson hisoblanadi.

To'g'ri kasrni integrallash uchun avval bu kasrmi 3~
teoremadan foydalanib, sodda kasrlar orgali ifodalab olinadi,
so'ngra ularni 3~ bandda ko'rsatilgandek integrallanadi.

8.8-misol. - ni hisoblang.
po

<4 Integral ostidagi _JL- kasrni sodda kasrlarga ajratamiz: -

N U ~ A B G
-1 (A—I)(x+l)(x +1) x=1 x+! x4l L
Bu tenglikni quyidagicha vozib olamiz: VR
U AR DT+ D+ Bl T + 1)+ (Cx 4 DY 1)
PO (r—Dix+ 1 113 T
7 holda
L= Al + B + D+ Bl = Dix? +D+{Cx+ Dix* -1
ya'ni

P=(A+ B+ + (A= B+ D1 +{A+ B-Clx+(A-B~D)

- bo'ladi. Natijada 4,8,C.0 larni topish uchun

A+ 8+ =0,
A~B+D=0, )
A+ B~C =0 -
A-B -0 =]

smtemaga kelamiz. Bu sistemani echib,
! ]

,1=.___B=_.,__(,=(3,D=..H
4 4 2



I’ lishini topami. Demak, _
L II _J _II | th I . RS
e R A A Y | g
ho'ib, ' .
RN SR T W
H o1 44y 238 +l 3 gx+1] 2

-
r =

bo'ladi, »
4~§. Ba'zi irrasional fanksiyalami integyrallash

Ikki » va » o'zgaruvchilar berilgan bo'lib, bu o'zgaruvchilar
yordamida
u'v! (i=012..,7=012_)
ko'paytmalarni tuzamiz. Bu ko'paytmalardan tuzilgan ushbu
Plrvi=ay, +apu+ crmv+amzt2 + v gy +
+. +au+a ¥+ .+ m>'+a1

L l}'l =11

funksiya v va v 07garuvchllarmng ko'phadi deb ataladi bunda-
Qs Tigs Boyerins gy, O ZArMaAs haqiqgiy sonlar {koeffitsientlar).
P(u.vy hamda Qqvv) lar « va v o'zgaruvchilarning ko'phadlar

bo'lsin. Ushbu %Y. (0(u.v)=0) nisbat » va v o'zgaruvchilarning

O, v)
ratsional funksiyasi deb ataladi va u R(w,v) orqali belgilanadi:
i CA V) Y e
Rin, ) Do v (O, vi=0) {
Endi » va v ozgaruvclularmng har biri o'z navbatida bitta »
o'zgaruvchining ¥
' u=p{x}
v=g{x)

funksiyalai bo'lsin. U heolda R(.,v) funksiya exy va #x
funksiyalarning ratsional funksiyasi bholadi. Masalan, ushbu

x— va —]+1

)_ A

7 i+ BJ; -1

funkslya #=+x,v=¥x>~1 larning ratsional funksiyasidir, chunki,
at = 2wl

A{n,vy= _uh+v

Xususan, g¢(x) va ¢ larning har bin x o zgaruvchmmg ratslonal
funksiyalari bo'lsa, u holda ushbu

R, vy = R(@(x), $(5P = R(x)
funksiya shu x o'zgaruvchining ratsicnal funksiyasi bo'ladi

bt



. L CTRa A
Hagigatan, » o'zgaruvchimng ratsional funksiyalaridan iborat
#xy va ¢x) lar ustida qo'shish, avinsh, ko'paytirish, hamda
bo'lish amallart bajarilsa, natijada x ning vyana ratsional
funksiyasi hosil bo'ladi.

1%, R(x y(x) ko'rinishdagi fonksiyalami integrallash. Ushbu

jR(x JES) {8.32}
integralni garaylik, bunda R(xp(xpn funksiva x va xx) ldrmng
ratsional funksivasidir.

Agar y(x) funksiva r ning ratsional funksiyasi bo'lsa, ushbu

IR( € Pt
integral rtatsional funksiyaning integrall bo'ladi. Bunday
-inteqgrallar 3 —§ da batatsil o'rganildi.

Agar y(xy funksiva x o'zgaruvchining ratsional funksiyasi
bo'lmasa, u holda ravshanki, #&x 1{x) ham x» ¢'zgaruvchimng
ratsional  funksiyast . bo'lmaydi. Bu holda » o'zgaruvchin
almashtirish vordamida #¢x, w(x)) ni
ratsional funksivaga keltirish masalast kelib chigadi Agar biz
shunday x=g( almashtirish topsakki, natijada x= e w{x)= v(@)
lar ¢ ning ratsional funksiyalari bo'lsa, (bunda x'=¢v) ham
ratsional funksiya bo'ladi}, u holda

fRCx y(xde = [R(@). plalt))-9' (D4
- bo'lib, jR(x, »(xidy integralni hiscblash ushbu

f ROt oty -yt
ratsional funksiyaning integralini hisoblashga keltiriladi.
Endi »(» funksiyvaning ba'zi bir konkret ko'rinishga ega
bo'lgan hollatini garaymiz:
. 1). {8.32) integralda

[
ylx}= d:xx:d
bo'lsin, bunda abcd o'zgarnmas sonlar, #e¥. Bu holda (8.32)
integral quyidagi e
jR(x,an?ff.g)(zx (8.33)

ko'rinishni oladi. Bunda «.5.c 4 sonlardan tuzilgan determinant -
noldan fargli, yva'mi ~
a. b
. d

s I B R PO 5
deb qaraymiz. Agar

20y



a.h

=10

jo. o
' . . . ¢ + b
Liy'lsa, » va & sonlar 4 sonlarga proporsional beo'lib, -‘?—x-{f-g
) o8+
nisbat « ga bog'lig bo'lmaydi va R(xg\/f’\—"f!) funksiya x
cx + o

o'zgaruvchining ratsicnal funksiyasi bo'lib, goladi. Bu holda
(8.33) integral 3—§ da o'rganilgan integralga keladi. Shunday
qilib, kevingi mulohazalarda a=0 deymiz,

(8.33) integralda

_ Jaxtd
B \..II ox + o
almashtirish bajaramiz. Natijada
. ax + b \‘_dt"—b ~ ()
“Vexrd I -
- FIEN
dx = @'(£)dr = m ot
(a~ct”)

bo'hb, (8.33) integral ushbu

ax+b b . (ad — byt

dar” —
xo* = . ! = N oy
[ RO == [ R, 00 (el = [ Ry ey
ko'rinishni oladi.

Demak, garalayotgan :
ax+ b :
e g g
. integralni  hisoblash  ushbu R(df" b yledzben ratsional

a-at”’ (a—ct"y

*"" funksiyaning integralini hisoblashga keladi.

8.9—misol. Ushbu

[ lrx dr
\{]-x 1-x

integral hisoblansin.
« Bu integralni hisoblash uchun

_ Jlrx
] - ".'Il - X
deb clamiz. U holda
t =1 41t
X == H z
7 +1 (r* +1)

bo'lib,



il b
s

LA
bo'ladi. thl]ada berilgan integral uchun topamiz:
ay e 1k N+ ""l"-!:'_t' .
j“_ N zj'f-i-:i- =2t - 2aretr +C = 2\, " —25-” ety +C >
Quyidagi :
ax+h . o ax+h ax+h .
[ BNt ¥t ¥ e (8.34)
ox +d cx+d cx+d

integral'ni qaraylik. Agar s .r..r raisional sonlarni umuomiy =
maxrajga keltirib, {8.34} mteqralda

“Verd
almashtirish  bajarilsa, natijada {8.34) integralni - hisoblash
ratstonal funksiyani integrallashga keladi.

8.10-misol. Ushbu

[

i+ 4%
integralni hisoblandg.

< Bu integralda ¢=%x almashtirish bajaramiz. Natijada
=15 dx = 60°d!
‘bo'lib, berilgan integral uchun topamiz:
3 T 2
Iﬁ%{[;:ﬁf%?qu((’z —t+ 1)—-{--}:-;)(:: 36(%— 5‘2—+£-‘ f+ M+ =

;6(15" -l’{-"r +8x - ln‘Jx+1|)+< = 2% = 3% + 6% —blnl\|r+1|+(f.

2} (8.32) mtegralda y=y(xj=vax’ +br+c bo'lsin, bunda ab¢
o'zgarmas sonlar bo'lib, ax' +bx+c kvadrat uchhad teng ildiziarga
ega emas. (8.32) integral quyidagi

jR(x Vax® by +c)dx (D) {8.35)

ko'rinishda cladi.

Quyida keltiriladigan uchta almashtirish yordamlda (8.35)
integral ratsional funksiya integraliga keltiriladi.

a) «>0 bo'lsin. Bu holda (8.35} integral

1= ax +iaxt s bxte {8.36)
(yoki f=-ax+Jaxr +bxic) _
almashtirish natijasida ratsional funksiyani integrallashga keladi.

Cam

...........




Ii’( IRS ‘vx+c)a§r~
NS +e‘=r+cvr- EJ:—H +F~r+r;~}")

Pl
I {Z\ﬂawh 2far + 8 (”‘J:Hb)
b) c>9 bo'isin. Bu holda (8.35) integral _
PSP P S (8.37)
X

{yoki ¢= i( Jox thxtc+.e))
almashtirish yordamida rasional funksivan integrallashga keladi.
2J_r 2 Jor! 4bf+u\/— Aot tbtades)
a-—it -2y
v} ax® +hr+eo kvadrat mhhad har xil x, va x, hagiqgiy ildizlarga
cga bo'lsin. Ma'lumki, x, va x, ildizlar orqali a® +#x+¢ kvadrat
uchhadni

JR(\ ax’® +:‘"x+c)u’r jR(

axt +bx+c=a(e— > o= x,)

ko rinishda ifodalash mumkin. Bu holda (8.35) mtegral ushbu

= L ax® +hxte (8.38)

xX—-x,
almashtirish bilan ushbu
IR(I Jax® +h\+c)afxm_"R( an, 50 a(x ) 2a(x X;er
—u T ea @ —ay

ko'rinshga keladi. Bu leng]kang o'ng tomonidagi integral
ostidagi funksiya r o'zgaruvchining ratsional funksiyasidir.

Odatda (8.36), (8.37) wva (8.38} almashtirishlar . Eyler
almashtirishlari deb ataladi.

8.11-misol. { ————..— & integralni hiscblang.

X+ \J’r + r+l

4 Bu integral uchun («=1) Eylerming birinchi almashtirishini

{{8.36} ga qarang) bajaramiz:
N =i

I holda

2
‘= ' -1 ﬁ f? +r+l,dx:21 +r+ld!

Y (t+26?°
bo'lib, berilgan mtegral uchun

z
[ U gyttt
x+xt x4 i1+ 26)°

bo'ladi. Endi



el 2 3 3

g+ 200 1 1+ - d+200
ba'lishini e'tiborga olib, topamiz:

ool e DD e
x+xt Hat] 2 2 1+2c
““““““““ 3 e 3 1 g
—2!n]x+ x* +r+1——1n[]+21+2\x x4+ --~————-——_—;.__—_,-+(_
2 2 oo Wl vx 4l

2%. Binomial differensiallarni integrallash. Ushbu
) X"+ bt Y .

differensial ifoda binomial differensial deb ataladi, bunda a#
o'zgarmas sonlar m »n, p ratsional sonlar.

Ushbu

. Ix"‘ {a+hx" )" dr {8.37)
integralni hisoblash m,» p ratsional sonlarga bog'lig. Mashhur
s matematigi P.L. Chebishev ko'rsatganki, (8.37) iniegral
quyidagi uchta

1) p butun son,

2} il butun son,
M

3} —”%1 +p butun son,

. holdagina ratsional funksiyalarning integrali crqal ifodalanadi,
1) z-butun son bo'lsin. Bu holda m» va » ratsional sonlar

tya'ni kasrlarj maxrajining eng kichik umumiy bo'luvchisini 3

orgaii belgilab, (8.37) integralda x=¢ almashtinsh bajarilsa,

integral ostidagi funksiya ratsioanl funksivaga aylanib, (8.37)

+ integral ratsional funksiyaning integraliga keltiriladi.

2) m:l-—butun son bo'lsin. Avval (8.37) integralda

L

x=r"
almashtirish bajaramiz. Natijada (8.37) integral quyidagi 3
fxr (a+bx")f’¢x~_j(a+ bey” T " (8.38)
ko'rinishni oladi. Qisgalik uchun . B
o+l - o
=l a1

n
deb belgilaymiz. Bu holda p kasr sonning maxrajlm s blla.n
belgilab, {8.38) integralda R

1 1
z={a+hi ;:(a+bx");
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+hinashtirish bajarilsa, natijada integral ostidagi ifoda ratsional
tunksivaga aylanib, vana {8.37) integral ratsional funksiva
intisgralini hisoblashga keltiriladi.

3) p+y butun son bo'lsin. Yuqoridagi (8.33] integralni
juyidagicha yozib olamiz:
J{i+hf) ridr = J‘(a”ﬂ} M dr

Agar kevingi integralda

almashtirish bajanilsa, (8.37) integral ratsional funksiyaning
integraliga keladi. o

8.12—misol. Ushbu

Jx
j(l + 34{;)“' dx

integral hiscblansin.

< Bu integralni (8.37) integral bilan taggoslab, p=-2 (butun
son) ekanligini aniqlaymiz. Yugorida garalgan 1) holga ko'ra
x=¢* (r=9x) almashtirish bajarib topamiz:

Jx ¢
dr=6 d
I(Hﬂ)z J(1+r*)= ‘
Bu tenglikning o'ng tomonidagi integral ostidagi funksivani
! ="' -21"+3-4- 51 +~——]-——~—
1+ £l Ry
ko'rinishda yozish mumkin ekanini e'tihorga olsak, u holda

8

‘
I(_‘E:‘Wd = —5-—-2?+3f-4arctgt +J‘(r'-‘::-l—)""
bo'ladi. Oxirgi integral shu bobning 2—§ ida keltirilgan (8.17)
rekurrent munosabat yordamida osongina hiscbalnadi.
ar 1 ] 1
J'_2 e = et —aretgr + C
(e +1 2 rf+1 2

Natijada quyidagiga ega bo'lamiz:

E
!_"..__cﬁ:_;.ﬁ__z_;’ +3£—Zarcrgr+-l-- \—-l--+(.7
d+r*% 5 i 2 2 4l

Demak, +=%x ekanini e'tiborga olib, uzul —kesil yozamiz:
Jx

— +(»
a+¥0t

dx—gvx ~ x4 188 ~ 21arcrgv‘x +3 Vx
\.'(_+1
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xebx

8.t3—misol. | --=. integralni hisoblang.
v+ x ,
r ! .
-« Bu integralni | 2% =fxi+c%) & ko'rinishda  yorib,
\."1+5\,“.r3
mel. n=§,p: ; bo'lishini topamiz Bu holda "% 23 be'lib,
I #

£={] rxiy
almashtirishni bajaramiz. Unda

2 3 1
texi=dfxsg" -1 va dx=—§(rl -1y} 2edr

beo'lib, berilgan integral uchun ushbu

o b E] 3
jx(l+x3} *dx=3j({2 »—1)2r"a’£=357—-6%-+r3 + =Vl x?,

ifoda topiladi. »
3—§. Trigonometrik funksivalarni integrallash

Yuqgoridagidek, R(sinxcosx) orgali sinx va cosr larning ratsional
funksiyasini belgilaylik. Bunday ifodaning
JR(sin x, 008 X {6.39)
integralning garaylik. : CA
Agar (8.39} integralda

f=rg_§- (~x <x<1m)

almashtirish bajarilsa, u holda (8.39) integral ostidagi Rsinz cosx)
ifoda + o'zgaruvchining* ratsional funksiyasiga aylanib, (8.39)

integralni hisoblash rafsional funksiya integralini hisoblashga
keladi.

Dathagiqat, quyidagi

X
2g -
, ) 2t
sinx=— = T :
teggtn 1FY
2
X
Twrg® <
cosx= ._2=.]__'£ v
|+fg2 x I+1°
2 L
dr
x=2aretgt . dv = 3
1+ ¢




#iinowabatlarni e'tiborga olsak, u holda (8.39) integral quyidagi
}-R(sin ,t,cusx]uiJr:ffr{ ¥ l_'r ] gc_ﬁ)
1+¢° l+: T+¢°

ko'rinishga keladi. Ravshanki,

¥ 1-7 2
Rl S
[l+r2 1+r2} P+

tunksiya r o’'zgaruvchining ratsional funksiyasi. Demak, {8.39)
integralni hisoblash ratsional funksiva integralini hisoblashga
leertadi.

8.14—misol. j+—~~— integralni hisoblang.
imx

- Bu integralda r=fg% almashtirish bajarib topamiz:

ax i 2dt ot
VOGRS, S e O | [FEOU
j’3»+.~;jnx I o Tar J‘3r3-:~2:‘+3
117
di+ ) d{r+1) = r+l
d 2 2 3 V2 3
2!2 n 7r+1=§ ] 8:5 — Z\f - -—arm‘gSz—-+(‘
I+ L 4 7
! (+oy 43 (r+ ) +( N2
_ 3 "9
Demak,
. X
dx JZ 3.{g2+|

— —-arclg - =S+ >
Iisinx 2 242

Shuni ta'kidlash lozimly, ]’ R(sin x,cosx)de  integralda f:rg-';

almashtirish universal almashtirish bo'lib, u {8.39) integralni har
doim ratsional funksiva integraliga keltirsada ko‘pincha bu
almashtirish murakkab hisoblashlarga olib keladi.

Ayrim hollarda trigonometrik funksiyalarni integrallashda
f=igxs=sinx.¢=cosx almashtirishlar qulay bo'ladi.

8.t5—misol. % integral hisoblansin.
oS X

« Agar bu integralda r=:g-§- universal almashtirish bajarilsa,

u holda
" 243
I da_ _2 (l-H,-)—d!
. cos’ x (-5
bo'ladi. Bireq garalayotgan integralda = almashtirish
bajarilsa, u holda
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J';.L;‘_jf._=J(I+sg’.--)d:gx=j(i+r2)dr
s &

be'lib, undan

d (:l . J_'
[ P e
cos? x 3 3
bo'lishini topamiz. p

Mashgqlar
8.16. Ushpy
f(x) = xfﬁ'_-@(x’)—"— ei"‘lx (JCER)

funksiyalaming (~0.4+) dagi boshlang'ich funksiyal
8.7 Ushby

ari topilsin,

_____ &
(x~a)b-r)
. integral hisoblangin.
8.18. Ushby
Je‘“ cOs frodde
integral hisoblansin.
8.19, Quyidagi
1 jz_z__-fgi?:lngx-rv'xziazl+C {a>0)
D [ i s e (e>0)

3) j‘/;z_zh:;;dr: g va®-x?y %ia:csin Lic
3
SR AGET S R T
tengliklar isbotlansin,
8.20. Ushbhy

I 5in 4x
$in® x+ ot
integral hisoblansin,

S A
Byl
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IX BOB

P Anig integral

l'unksivaning anig integrali matematik analizning muhim
hi-hunchalaridan biri.

‘Tablatda, texnikada va fanning turli sohalarida uchraydigan
ko'pyina masalalar {shaklning vyuzi, egri chizigning uzunligi, -
bajarilgan ish migdori, inersiya momenti, jismning hajmi va hk.
ln1ni topish masalalarij aniq integral yordamida hal etiladi.

Ushbu bobda funksiyaning anig integrali nazarivasini
batafsil bayon etamiz. '

1—§. Aniq integral tushunchasi

1°. [a.#] ni bo'laklash. Biror |s.3}c R segment berilgan bo'lsin.
Uning ushbu
gy =X, Ak AR, <L<x <x, =b
munosabatda bo'lgan chekli sondagi ixtiyoriy x,.x,x,.%,..x
nuqtalari sistemasini olaylik. Agar 4 =[x_.x], i=L2,..n deb
belgilasak, u holda ravshanki, '
1) 4,04, w04, =la. b
2) A, A, =00k j=12..n)

Mazkur  kursning 1—bobidagi to'plamni  bo'laklash
tushunchasi ta'rifiga bincan ¢4,.4,...4,) sistema |as da
bo'laklash bajargan bo'ladi, va aksincha, agar bizga |«.4)
segmentning biror chekli ¢B_5,,...B,} bo'lakiashi berilgan bo‘lsa, u
ushbu '

A=Y, <y <)y <<y, =h
munosabatda bo'lgan chekli sondagi y,.y,.r....».,.», nugtalar
sistemasini aniqlaydi. Binobarin, biz to'plamni bo'laklash-ta‘rifiga
ekvivalent bo'lgan quyidagi ta'rifni kirita olamiz.

1-ta'rif. {«.#] segmentning ushbu

d=X, <X, X, <X, <x, =h
munesabat bo'lgan ixtiyoriy chekli sondagi x.x,,x,..x,.7,
nugtalari sistemasi |e.b) segmentda bo'laklash bajaradi deyiladi.
U .
P={x,. %, )

kabi belgilanadi.
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Har bir », (k=0( .7 nugta bo'laklashning bo'luvchi nuqgtasi,
vl tk=0le-1) segment esa P bo'laklashning oraligh

deyiladi.
P bo'laklash oraliglari uzunligi Ax, =x,, ~x, (k=0LlL..n~1) eng
. kattasi, ya'ni ushbu

A, =mat{Ax, p=maxd A LA LAY, Y

migdor r bo'laklashning diameiri deb ataladi. jz.4) segment
berilgan holda bu segmentni turli usullar bilan istalgan sondagi
bo'laklashlarni tuzish mumkin ekan. Bu bo'laklashlardan iborat
to'plamni # bilan belgilaymiz: F={p}

2%, Integral vyigindi. jo5 segmenida f(x) funksiya
aniqlangan bo'lsin. Shu segmentni

P=ixyx.x. x5 eF

bo'laklashi va bu bo'laklashning har bir [x.x.,] (t=0L..,2-1) ‘
oralig'ida ixtiyorly ¢, (¢, elx,.x.,,) nugta olamiz. Berlgan
funksivaning ¢, nugtadagi gqivmati (&) ni Ax,=x,, -x, ga
ko'paytirib, quyidaqgl vig'indini tuzamiz:

n-1
o= fi&) A, + FIE) M+ + (&0 + + (S, Dax = Zf(é:()m&-
Py
2—ta'rif. Ushbu _
U=;ﬂéMn 9.1)
vt

yig'indi f(» funksiyaning integral yig'indisi deb ataladi.
Masalan, 1) f(x)=x funksiyaning {5 segmentdagi integral
yig'indisi '

A=l

ﬂ@»n=§§mk

k=
bo'ladi, bunda
X 24, 8x,, {k=01..2-1

-3) Dirixti funksiyasi
. 1,agar xe[a bj ratsional son bo'lsa,
Dixy=
0, agar rela#] irratsional son bo'lsa.

ning integral yig'indisi quyidagi



h-u, agar barcha &, ratsional son bo'lsa, |

]

£

IXE A = o - !

-

[

0, agar barcha ¢, irratsional son bo’lsa "

ko'rinishga ega bo'ladi.

Ravshanki, s(n funksivaning integral yig'indisi « a} s
hunksivaga, b) |25 segmentni bo'laklash usuliga v} har bir
|%.x,.,] segmenidan olingan ¢, nuqtalarga beg'liq bo'ladi.

3. Aniq integral ta'rifi. s(o funksiva .6 segmentda
aniglangan bo'lsin. {«.5] segmmentning shunday

P.E..P.. 9.2
(' e F.m=12..) bo'laklashlarning garaymizki, ularming mos
diametrlaridan tashkil topgan
Ap Ap s Ap s Pp e
ketma —Ketlik nolga intilsin: 1, -0, o

Bunday 7, rn=12..) bo'laklashlarga . nisbatan f(x)
funksiyaning integral yig'indilarini tuzamiz. Natijada |05 ®
segmentni (9.2) beo'laklashlarga mos f(x; funksivaning integral
yig'indilari giymatlaridan iborat quyidagi

LT = PO - RPN 4
ketma — ketlik hosil bo'ladi. Ravshanki, bu ketma — ketlikning ?
har bir hadi ¢, nuqtalarga bog'ligdir.

3—tahif. Agar a5 segmentni har ganday {9.2) bo'lakiashlar
ketina—ketligi (.} olinganda ham unga mos integral vig'indi
giymatlaridan iborat {s,} ketma-—ketlik ¢, nugqtalarning tanlab-*
olinishiga bog'lig bo'lmagan ravishda hamma vaqt bitta 7 songa
intilsa, bu 7 son « yig'indining A, -0 dagi fimit! deb ataladi. U

lim o = lim gf ()%,
kabi belgilanadi.

Yig'indi limitini quyidagicha ham ta'riflash mumkin.

4—ta'rif. Agar ve>0 son olinganda ham shunday s>0 son
topilsaki, ({¢,6] segmentm diametri i, <é bo'lgan har ganday r
bo'laklash uchun tuzilgan » vig'indi ixtivoriy &, nugtalarda

lo~J|<e
tengsizlikni qanoatlantirsa, / son o yig'indining 2, -0 dagi

0o



limiti deb ataladi.

5—ta'nif. Agar i, -0 da /iy funksivaning integral yig'indisi
{9.1) chekli lunitga ega bo'lsa, u holda i) funksiya .|
segmentda integrallanuvchi deyiladi, « yig'indining chekli limiti
J esa — f{x) funksivaning |.?] segmentdaqgi anig integrali deb
ataladi. Funksiyaning aniq integral

&

[ i)

kabi belgilanadi.
Demal,

b a1l
[rivds = lim 5 £ (€05,
a P ket

Bunda « son integralning quyi chegarasi, 54 son esa integralning
yugori cheqgarasi, (¢6] segment inegrallash oralig'i deb ataladi.

Agar A, -0 da yig'indining lmiti mavjud bo'lmasa yoki uning
limiti cheksiz bo'lsa, u holda f(» funksiva [as] segmenida
integrallanmaydi deyiladi.

9.1-misol. j(x)=C=cont funksiyaning [«.5] segroetndagi
integrali hisoblansin.

« [2,5] segmentni ixtiyorly

P=ixg %%} {a=x, <x, <..<x_ =)
be'laklashni  olib, s(=c funksivaning integral yig'indisini
topamiz:
s -1
o= C-Ay, =C% & =Cl(g —x,) %0 — % )+ +(x, ~x, )] =

F=tp Rel)
=Clx, ~x)=Clb-a).
Rawvshanki,
lim o = tim C(b - ) =C(b~a)
Demak, _
ICdx=C'{b ~a)»

Xususan, f{x)=! bo'lganda quyidagiga egamiz:

Ildx-—-idx:b—a.

9.2—-misel. Ushbu f(x)=x funksivaning [«#] segmentdagi
integrali hisoblansin.
<« Ma'lumki, {o.#] segmentda f(x)=x funksiyaning integral

:f 3



vity'indisi

n-l
F= Zg’,{ \x
o v
bao'lib, bunda Ax, =x,,-x va !
X, 5, 2x,
Bu tengsizhikni o, >0 ga ko'paytirib topamlz
X -Ax, S8, -Ax 2w, - Ax (A=01_. n~-1)
Kevingi tengsizliklardan esa
A-1 B-1 a-k
Doxbv, £ SAx S Y 5, A
=0 =0 i

lengsizliklar kelib chigadi.
Demak,

a=l -1
Zx Av, S E ) ox AN,
Lall Bl

Endi Zx Ax, va Zx,, ,Ax, yig'indilarni quyidagicha o'zgartirib

yozﬂa olamlz

1 . 1 & 1 .
Z'\ Ay Z*J(rn; X :EZ(-’:ETI‘“I:I-)“EZ(XM _xe)z=5(-’:§_x§)" )
+a0 e

Fri
1 -1 2 _L,! | 3
-- 3 M= Axk
: 2% eIt
Agar x,, =x, + 4x, ekamm e'tiborga olsak, u holda
;"..-. 2 i
Zx“lf\x Z(rﬁax)m = x}L\x +ZM.= b 2“ +52m‘j
fo
Demak,
T_ .t a1 : Ak
b —a _iZAx: cocize 1 A,
. 2 2 =0 Z 2 E=i
Bu munosabatdan
& -a’

(F == e
-

L

l -1
PR

"tengsizlik kelib chigadi. So'ngra —Z—Zi\xf uchun

XY
li <A, — E&A}S——i
2}0 ‘-kaﬂ

(bunda 2, =|11§x{Axé}} bo'lishidan 4, —»¢ da

—Zm —0

bo'lishini topamiz.
Demak,

rr
-
RS




Bu esa ta'rifga ko'ra

ekanligini bildiradi. »
9.3—misol. .4 segmentda Dirixie funksiyasi uchun anig
integral mavjud emasligini ko'rsatilsin.
« Dirixle funksiyasi IXx} uchun integral yvig'indi quyidagicha
bo'lishini ko'rgan edik:
5 -, agar barcha ¢, raisional son bo'lsa,

G. agar barcha ¢, irratsional son bo'lsa.

Ravshanki 2, -0 da - yig'indi limitga ega emas. Demak, Dirixle
funksiyasi [« 5) segmentda integrallanmaydi. »
Odatda, yugorida keltirilgan aniq integral Riman integrali,
integral yig'indi Riman vig'indisi deyiladi.
1—eslatma.  Agar jix funksiva  la¥| segmentda
chegaralanmagan bo'lsa, u shu segmentda infegrallanmaydi.
; 4%. Darbu yigindilari. r(x) funlsiya (a.5) oraliqda aniglangan
bo'lib, shu oraliqda chegaratangan bo'lsin:
ma flxn<M, xefabi
{a.8] craligni biror
Pe{x, x,. .x} ek
(a=x,<x, <.<x =t bo'laklashni olaylik. Bu funksivaning anig
chegaralari
my =mil flxd, xex,, v,
M, =supf f{x)}). x & [x;.5,,,)
mavjud (2—hob, 6~ §).
: Ravshanki, ixtiyoriy & <lx,,.x,,,) uchun
m, S (3 SM, (9.3}
bo'ladi. Endi m», va A, sonlarni [x,,»,,1 oraligning uzunllgl
Av, =x,, ~x,  (k=01..r-0)ga ko'paytitib quyidagi

Fitpag

P
Z WL AR, = m AN R AY) R e A, e+, A

A

w=1
DML A, = M A, F A A+ A M LR M, A,
k=0 B

ELE1



.

yig'indilarni tuzamiz.
8-=ta'rif. Ushbu

=im,m. \—Vﬁf t\x,
]
vig'indilatr mos ravishda Darbumng guyi hamda yuqgori

yig'indilari deb ataladi.
Darbu vig'indilari, funkf,lyaqa hamda F bo’lakliashga bog’ llq

s=sp) S =S5F)
va har doim
(IS SUP)
ho'ladi,
(9.3] tengsizliklarni Ax, ga ko'paytirib topamiz:
m,Ax, S (2, ), S M, x (k=01 ,n-1

Kevingi tengsizliklardan esa

n-1

Zm;’\x \Z/(ff)\xr ZM Ax

F=0
lpnqsmhklar kelib Chlqadl Demak
s(p)sa=S(F)
Shunday qilib, f0o funksiyaning integral yig'indist har domm
uning Darbu yig'indilari orasida bo'lar ekan.

(9.3) munosabatdan yana bitta xulosa chigarish mumkin: ¢
nugtani tantab olish hisobiga r(,) mni =, shuningdek, M,
qiymatlarga har gancha yaqin keltirish mumkin. Bundan esa
Darbuning quyi va yuqori yig'indilari berilgan bo'laklash uchun
integral yig'indining mos ravishda aniq quyi hamda aniq yugori
chegaralari bo'lishi kelib chigadi:

&= i?kf{a},S = S:]p{f:‘}

Aniq chegaralar xossalaridan foydalanib topamiz:

mSm, M, LM (k=01...r 1)
Natijada
a-l n-l
SPY=Y mAx, 2 ) Ax, = m(b-a)
L=l o=
’ =1 Aol N
S(.P):;M'H‘_\.x# éﬁa‘g,&xi =M (b~ a) 5
bo'ladi. ¥
Ravshanki,

ﬂz.lmcr=b—a

- Demak, vP¢F uchun quyidagi

iR



mth—u) £ s{PYS SV S MR- ) (9.43 _
tengsizliklar o'rinli bo'ladi. Bu esa Darbu yig'indilarining
chegaralanganligini bildiradi.

5%, Aniq integralning boshqacha ta'rifi. s¢v) funksiya [« 4]
oraliqda aniglangan bo'lib, u shu oraligda chegaralangan bo'lsin
|...#] oraligni bo'laklashlar to'plami £={" ning har bir 1 #
bo'laklashi uchun six funksivaning Darbu vig'indilari «(£),.5(7)
ni tuzib,

WP ISCPY
to'plamiarm qaraymiz. Bu to'plamlar (9.4} ga ko'ra
chegaralangan bo'ladi.

7—ta'rif. {«{(P)} to'plamning aniq yugori chegarasi /{x)
funksiyaning {5} oraligdagi quyi integraii deb ataladi. U

i=ff(x)cir

kabi belgilanadi.
{$(P)y to'plamning aniq gquyi chegarast f(x) funksiyaning (« 4|
oraligdagi yuqori integrali deb ataladi. U

J={ flxax
kabi belgilanadi. Demak,

= [ £ Gode = supts(Pyy,
&

= | Feodr = iS5 (P

8—ta'rif. Agar f{x) funksiyaning [« 5] oraligdagi quyi hamda
yugori integrallari bir —biriga teng bo'lsa, f(x) funksiva {a 5|
oraligda integrallanuvchi deyiladi, ularning umumiy giymati

J =jf(x)a’x= If(x)dr |
7(x) funksiva [q 5] omhqdagz amq mtegmh deyiladi. Agar '
j Fl)dc+ ] F ()

bo'lsa, fix) funksiva jab) orahqda integrallanmaydi deyiladl
Demak,

§ 7= o= s



2—§. Aniq integralning mavjudiigi

t' Durbu vyig'indilarning xossalari. Faraz qilaylik, 7={r}
L' phinn o #) oraligning barcha bo'laklashlaridan iborat to'plam
bu'lun. Agar 7 e# bo'laklashning har bir bo'luvchi nuqtasi £ eF
ho'laklashning ham bo'luvchi nugtasi bo'lsa, 7, bo'laklash £ ni
miynshliradi deyiladi va 7 <, kabi belgilanadi.

Aytaylik, 7(x) funksiva {«5] oraligda chegaralangan bo'lib,
e va PeF bo'laklashlari nchun Darbu yig'indilari

SR S(B ) (7, 1 S (P
L' lsin.
1). Agar F, <P, bo'lsa, u holda
AP SN S(P)28R)

bo'ladi.
2). vheF, ¥R eF uchun
H{EIE5(R)
bo'ladi.
3). Darbu yig'indilarida tuzilgan
(P2 (5P (PeF}

to'plam uchun
supijg}’)} 5inf{i£P}}
va'ni
: J<F
ho'ladi. _
4;. Dtivoriy #>0 olinganda ham cshunday s5>0 topiladiki,
diametri 1, <5 bo'lgan [+.5] oraligning £ bo’laklashlari uchun
S(P) < inf{S{PY} + &,
s(Py>sap{s(P)) -
ya'ni
S(P) <7+ e, s(P)>J-¢

- bo'ladi,

Bu xossalardan birining masalan 2} — ning isbotini keltiramiz.
4 Aytaylik, A va P, lar [« 4] oraligqning ixtiyorty bo'laklashlari
bo'lsin. Bu  bo'laklashlarning barcha bo'luvchi  nugtalan

- yordamida (a4 ning yvangi P bo'laklashini hosil qilamiz.

Ravshanki,
PcPFcf
bo'iadi. P bo'laklash uchun tuzilgan Darbu yig’indilari s{Py va
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S(P) lar uchun 1) - xossaga ko'ra
HEIE SPLEP)YS P
(P2 H{PLE(FIS SR

- bo'lib, ulardan
AP VEHPIZEFPIESER)
ya'ni
() =5(R)
bo'lishi kelib chigadi. »

Bu xossa [a#h] oraligni bo'laklashlar uchun tuzilgan guwi
vig'indilar to'plami {(s(°3 ning har bir elementi yugorida
vig'indilar to'plami (S(/; ning istalgan elementidan katta
emasligini bildiradi. {Qolgan xossalarining isboti [1] ning 9—
bobidan garaisin).

2°. Aniq integralning mavjudligi. Aytaylik, fir) funksiva ja.5|
oraligda chegaralangan bo'lsin.

I—teorema. r(x) funksiya {a6} oraligda integrallanuvchi
bo'lishi uchun ve>0 olinganda ham shunday &>0 son topilib,
(o8] oraligni diametri 4, <& bo'lgan har ganday P bo'laklashi
uchun Darbu yig'indilari

S{P)-s{M =&
tengsizlikni gqanoatlantirishi zarar va yetarhi,

<4 Zarurligi. f{x} funksiya [s5] oraligda integrallanuvchi
bo'lsin. Ta'rifga ko'ra /=7 =7 bo'ladi, bunda

/= sup{s(P)},J =nf{S ()}
ve>0 olinganda ham shunday 5>¢ son topiladiki, [ 4]
oraligning diametri 1,<# bo'lgan har ganday # bo'laklashida
Darbu vyig'indileari uchun 1%® — dagi 4) =xossaga ko'ra
S -7 <§4\—.;(P)<§ tengsizliklar o'tinli bo'lib, undan S(P)-«(Py<e
tengsiziik kelib chigadi.

4 Yetarliligi. vz>0 olinganda ham shunday 5>0 son topilib,
[+.8] oraligni diametii 1, <6 bo'lgan har ganday £ bo'laklashida
Darbu yig'indilari uchun

' SPy-s(Py<e
. tengsizik  o'rinli  bo'lsin.  y(x) funksiya {ab] oraligda
* chegaralanganligi uchun uning quyi hamda yuqori integrallari
I =sup{s(P)},J = inf{S(P)
maviud va 19 dagi 3) —xossaga ko'ra /sJ tengsizlik o'rinli
" bo'ladi. Ravshanki,
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S PV ST SN
I munosabatdan
' 057 ~J S S0 - oF)

hoe'fishind topamiz. Demak; ve»>0 son uchun og/-J<e bo'lib,
uhclan 7= bo'lishi kelib chigadi. Bl esa floy funksivaning | A
oraliqda integrallanmuvchi ekanligini bildiradi. »

Agar avvalgidek vy  funksivaning  {x,.x,,] (f=0L.,a~})
oraligdagi tebranishini », orqali belgilasak, u holda

SPY-stP) = Z(w -, b, = ‘?”amx

ho'lib, yugorida keltirilgan teorema quy;dagncha ifodalanadi,
Z—teorema. [{x) funksiya |ab| oraligda integralianuvchi
ho'lishi uchun ve >0 son olinganda ham shunday &>0 son tepilib,
l.&} oraligni diametri i, <4 bo'lgan har qanday p bo'lakiashdg
§ e, <o (9.5)

kap
tengsiziikning bajarilishi zarr va yefarii.
Ravshanki, (9.5} munosabatni quyidagi

him ‘_‘co ¢, =0
A(P—‘llﬁ-‘ * t

ko'rinishda bam yozish mumkin.
3~ §. Integrallanuvchi funksivalar sinfi

Ushbu paragrafda amniq integralning mavjudligi haqidagi
teoremadan foydalanib, ba'zi funksiyalarning sinfi
integrallanuvchi bo'lishini ko'rsatamiz,

stx) funksiya [a,5] oraligda aniglangan bo'lsin.

3~teorema. Agar f(xy funksiva (a.8] oraligda uzluksiz bo'lsa, u

shu oraligda integralianuvchi bo'ladi.

< /(x) funksiva [ap] oraliqgda uzluksiz bo'lsin.
Veyershtrassning  birinchi  teoremasiga  (5—bobdagi 7—
teotemaga qarang) ko'ra funksiva {«.#] da chegaralangan.
Ikkinchi tomondan, Kantor toeremasining (5—bobdagi 10-~
teoremaga garang) 3--natijaga ko'ra ve>¢ olinganda ham
shunday §>0 son topiladiki, |a.5} oraligni wzluklari s dan kichik
bo'lgan bo'laklarga ajratilganda funksivaning har bir bo'lakdagi
tebranishi uchun o, <¢ tengsizlik o'rinli bo'ladi. Demak, [q5
craligni diametri 2, <¢ bo'lgan har qanday 7 bo'laklashda



W a-1
S(Py= 5= m M, < £, N\, = £l - )
¥ 4 Yadl ST
bo'lib, undan
1|m lm Ax, =0

kelib chigadi, Demak, /() funks:yd je. 8] da mtpgrallanuvchl »
4—teorema. Agar () funksiya |a# oraligda chegaralangan
va monhoton ba'lsa, funkstya shu oraligda integrallanuvchi bo'ladi.
4 sf(x) funksiya (a2} da chegaralangan va shu oraligda,
aytaylik, o'suvchi bo'lsin. vz >0 sonni olib, unga ko'ra §>9 sonni
quyidagicha tanlaylik: '
’ £
: R f(a)
" So'ngra |o,5 oraligni diametri 1, <5 bo'lgan P bo'laklashi uchun
Darbu yig'indila:i 3(P) va s{/ ni tuzamiz. U holda

S(PYy-s(P Ax, = " ), £ i + 1=
(Py-s(P}= Zf* Z[fu IRAEY) ﬂb) T )2;17( ¥ Fx) =

L)~ FOa)+ F )= Fim)+et Flx) = f(x, )] =

f(b) f{ )
— —— e {f (b
=T - f( )(f( x )= [z = f(h) f( )(f{) fay=¢
Demak, f(x) funksiva la.4] oraligda integralianuvchi. »
Chegaralangan hamda kamayuvchi funksiyaning

integrallanuvchi bo'lishi ham xuddi shunga o'xshash isbotlanadi.

S—teorema. Agar f(x) funksiya [a#] oraliqda chegaralangan
va bu oraligning chekli sondagi nugtalarida nzulishgo ega bo'iib,
golgan barcha nugtalarida uzluksiz bo'lsa, funkstya shu oraligda
integrallanuvchi bo'ladi.

4 j() funksiva |[a4] da chegaralangan bo'lib, shu
oraligning fagat bitta x* (#*¢[oF) nugtasida uzilishga ega,
golgan barcha nugtalarida uzluksiz bo'lsin.

ve >0 son olib, »* nuqtaning

Ué.(x*)={x:xeﬁ,x*4€"<x<x*+€}
atrofini tuzamiz Bu atrof [«.6] oraligni -
U 0" e b (x¥) =lex* ~g)u{x* +e, b)

gismlarga ajratadi.

Shartga ko'ra, s(x) funksiya [a.x*-z] va [x*+¢#] oraliglarning
har birida uzluksiz. Bu orahqlammg har biriga alohida Kantor
teoremasining  natijasini [5 bobdagi 33— nau]am qdrang}




no'llanamiz. U holda olingan v» >0 son uchun shunday 4 >t va
3, ¢ sonlar topiladiki, '
Ju.x*—r] da ax, <4, dan o, <=,
|=*+2. 6] da Ar, <4, dan @, < . o
tengsizliklar o'rinli ekani kelib chiqadl. Agar ¢=min{é, 46} deb
olsak, u holda ikkala oraliq uchun bir vaqtda
ax, <A dam w, <x
lengsizlikning o'rinli ekam kelib chiqgadi.
Endi yugoridagi v+>»0 songa ko'ra §>0 sonm s<s deb
olaylik.
[a.#} oraligni diametri i, <4 bo'lgan beo'laklashlari uchun ix)
funksiyaning Darbu vig'indilarini tuzib, quyidagi
SRy sy =) @, A, (3.6}
=0

ayirmani garaymiz. (9.6} vyig'indining har bir hadida [x,.x i
th=0l, ..r~1) oraligning uzunligi 4Ax, qatnashadi. Bu - (g5
oraliglarning  »* nugtaning (%) atrofidan  tashqarida
joylashganiga, vya'ni [x.x ]l (x*)1=0 munosabat o'rink
bo'ladiganiga mos keladigan ({9.6) yig'indining hadlaridan
tuzilgan yig'indi

Z'a)i_:ﬁl}.
bo'lsin. (9.6) yig'indining golgan barcha hadlaridan tashkil
topgan vig'indi

Z"mkﬂ‘x#

Fs

bo'lsin, bunda jx.x,)cU.*)  yoKi [x.x,In{x*-c)=0  yoki
Ix,, x,. I {x*+£32 0 bo'ladi.
Natijada (9.6) yig'indi ikki gismga ajraladi:
RZ‘.'(O}AXA_ ﬁZ'ma Ay, +Z“ an At 9.9) :
Endi  bu vig'indilarni  baholaymiz.  Yuqoridagi (9.6)
munosabatdan foydalanib, topamiz:
Sw ey <Y - A, sgimi = alb - a) (9.8}
Ikkinchi yig'indi uchun "
Y @, i, sz Q- Ax, =2 Z Ax,

bo'lishini topdlmz bunda Q- f(x}) funk51yan1ng [a 5] orahqdagl
tebranishi. :




Agar ¢/ (» atrofda butunlay joylashgan |._vc2',x;..,]] oraliglari
uzunliklarining vig'indisi 2~ dan kichikligini hamda x*-+ va
«*+z nugtalarni o'z ichiga olgan |«,.x | oraliglar ikkita bo'lib,

utarning uzunliklari yig'indisi ham 2 (chunki < p] dan kichik
be'lishini e'tiborga olsak, u holda

> tAx, <ds (9.9
bo'ladi. Natijacia 9.7], {9.8) va {9.9) munosabatlardan
iw}z.\g <gh—ai+d el=¢ |[{b-a)+40)
ekani kelib chiqadi. Demak.
Jiiloxi‘a)é Ax, =0

Bu f(x) funksiyaning jo 5] da }htegrallanuvchj bo'lishini bildiradi.

f(xy funksiya [ab} oraliqning chekli sondagi nugtalarida
uzilishga ega bo'lib, golgan barcha nuqtalarida uzluksiz ho'lsa,

uning {a.4] da interallanuvchi bo'lishi yugoridagidek isbot
etiladi. »

2—eslatma. f(x) funksiya |q8 oraligda integrallanuvchi
bo'lsin. Biz

z L]
| Fxdx == e
hamda

[ reoyde=0
tengliklar o'rinli deb kelishib olamiz.

4—§. Aniq integralming xossalaci

Endi s(x) funksiya aniq integralining xossalarini o’rganamiz.
- 1—xossa. Agar f(x) funksiva [a4] oraligda integrallanuvchi
bo'lsa, v istalgan je #clab] oraligda ham integrallanuvchi
bo'ladi.

A /(x) funksiya {5} da integrallanuvchi bo'lsin, U holda 1—
iecremaga keo'ra ¥e>0 olinganda ham shunday 4=0 son
topiladiki, |« 5] oraliqni diametri 4i,<é bo‘lgan har ganday
P={x,.%...x,} bo'laklash uchun

L8P sPy<e {9.10)
tengsmllk ba]arlladl
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/ bo'laklashning bo'luvchi nugtalari v,.x...x  qatoriga «
hamda # nuqtalarni qo'shib, (.4} oraligni yangi  bo'laklashni
hosil  gilamiz.  Ravshanki, 7r<#  be'ladi.. U holda™ Darbu
vig'indilarining xossasiga ko'ra (ushbu bobning 4--§, 2-—
bhandiga garang}

SV SR SR S 80P {9.11)
tengsiziiklar o'rinli bo'ladi. {9.10) va {9.11) munosabatlardan
StRh-s(Py<s 9.12)

be'lishi kelib chigadi.
j2. 21 oraligqdagi F, bo'laklashning bo'luvchi nugtalarini {o g
oraligning biror P, bo'laklashning bo'luvehi nuqtalart sifatida
qaraymiz. Bu 7, bo'laklash uchun (ix) funksivaning Darbu
yig'indilari «7).5(#) bo'lsin, U holda '
S(R Y= siPy= 3 (M, —m 5%,

fo &)
SR Y= s(BY= YA — i, AR,

{@.4]

vig'indilarm taggoslab,
SR )= s(P S SR -5(7)
bo'lishini topamiz. Natijada {9.12) munosabatni e'tiborga olsak
S(Py—s(F g
kelib chigadi. Bundan 1-teoremaga ko'ra six) funksiyaning
|«. 4] oraiiqda integrallanuvchi ekani kelib chiqadi. »
2—xo0ssa. Agar () funksiva la¢] hamda [-#} oraliglarda

integrallanuvchi bo'lsa, u holda funksiya [a#] oraligda ham
integrallanuvchi bo'ladi va ushbu

a

[ vt = | Feoaie+ f e

I3

formula o'rinti. _
4 /(x) funksiya [4,¢] hamda [¢. #} oraliglarda integrallanuvchi

bo'lsin (a<c<#). U holda Ve>0 olinganda ham 'g songa ko'ra

shunday 4,>¢ son topiladiki, {qc¢] oraligni diametri 31, <4,
bo'lgan har gqanday P, bo'laklashida Darbu yig'indilari uchun

P Y= £
SR)-stRy< 5
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Shuningdek, o'sha % songa ko'ra

shunday 4,>0 son topiladiki, je.b] craligm diametnt i, <3,
bo'lgan har ganday P, bo'laklashida Darbu yig'indilan uchun
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S(I’__'}-—.k[}’,}<§

“tengsiziik o'rinli bo'ladi. Endi 4 =min{s,.4,0 deb, |ap oraligni
diametni i, <s bo'lgan ixtiyony »p, bo'laklashni olaylik. Bu
bo'laklashning bo'luvchi nugtalan gatoriga ¢ (s<c<k) nugtam
ham go'shib, {«.5] craligni yangi # bo'laklashni hoesil gilamiz. Bu
bo’laklash uchun Darbu vig'indilari S(P)sP) bo’lsin.  {ac]
oraligdagi » bo'laklashning bo'luvehi nugtalarini shu  {a.e)
craligni hiror P/ bo'laklashning bo'luvchi nugtalari {e,# oraligni
 birer p; bo'laklashning bo'luvchi nugialar sifatida garaymiz. Bu

 bo'laklashlar uchun Darbu vig‘indilanini tuzamiz:

SR, s(PLSUP), s(P))
- Ravshanki, bu yig'indilar uchun mos ravishda yugoridagi
(9.13}, (9.14} tengsizliklar o'rinli bo'ladi:

e e £
SUF)= 5B < 3

S(P))- $(P)) < ;
Ikkinchi tomondan,
' S(Py=S(FY+S5(F)).
] [Py = o Py + 5(B])
bo'lib, natijada
S(P)— S(P) = [S(B) ~ P +[S(PL) - (P ) < ‘;- + % =g

" bo'lishi kelib chiqadi. Demak, ¥e>0 olinganda ham shunday
>0 son topiladiki, 1e5} oraligni diametri 1, <5 bo'lgan har
qganday » bo'laklashida Darbu yig'indilari uchun

S(AY=s(Pl<sE :
bo'ladi. Bu esa |-—teoremaga ko'ra s(x) funksiyaning |a5
oraligda integrallanuvchi ekanini ko‘rsatadi.

Yuqgoridagi P bo'laklash uchun  s(x) funksiyaning (a9
oraligdagi integral vyig'indilarini tuzib, ularni mos ravishda
. quyidagi

[gif(f;)m;.: ‘Zlf(sﬂ Yax, . ‘Z]f(é} Jarx,.
ko'rinishda belgilasak, u holda
Izﬂf'(s”.-)flxk=[,‘):]f(§x-)i\x; +{§f{§e)Av» (9.15)
bo'ladi.  7(x) funksiya jac|. 8] hamda jat] oraliglarda
integrallanuvchi bo'lgani uchun T :
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lim 3 7(¢.y4x, =f F(x)e,
AR =
lim, Z £, )0, = I £y,

Y, zﬂb )i, ff(r)dx,

lengliklarga egamiz. (9. 15} tengllkdan A. =0 da izlangan formula
kelib chigadi.

Endi ¢ nuqgta {«.4) oraligdan tashqaridan yotsin, ya'ni ¢ nugta
sca<h yokl a<k<e tengsizlikni ganoatlantirsine Agar c<a<b
bo'lsa, u holda |a.#)<|e.b} bo'lgani uchun 1 --xossaga ko'ra f(x)
funksiya [454] da integrallanuvchi he'lib, yugorida isbot
etilganiga asosan

[fmdx jﬂx)dx+ Jﬂx)dx
formula o'rinli bo' ladl Bundan esa, 2 —eslatimnadan foydalanib
j fydr=— J Flxdr+ If(x)atr - j Jx)de+ j J(x)de

bo'lshini topamlz
Xuddi shunga o'xshash, a<é<c bo'lganda ham s¢) funk51ya

{a.6] da integrallanuvchi bo'lishi va teglshll formulaning o'rinli
ekani ko'rsatiladi. »

3—xossa. Agar f(x) funksiva |a.s] oraligda integrallanuvchi
bo'lsa, u holda ¢(x) (c=consfy ham shu oraligda integrallanuvchi
bo'ladi va ushbu

j of (x)dx zci Flx)dyx.

formula orinli.
4 f(x) funksiva a5} orahqda 1ntegrallanuvch1 bo'lsin. Demak,

lim o= lim Zf@a)mc j Fx)eke
Endi ¢f(x) funksiyaning mos integral yig'indisini yozamiz:
o= S o) oy
U holda Q__D
o= Safteony =S fG s =eo
Bundan i, -0 da quyitiﬂagi H
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j:ll‘lo o= !m.l‘1 orr = chrz)ﬂO’ = cj F{xhde
tenglik kelib chigadi. Bu izlangan formulaning o'rinli ekanim
anglatadi. »

4—xo0ssa. Agar fix) funksiya (a6 da integrallanuvchi va

fx)zd>0 bo'lsa, u holda f{l“) funksiya ham shu oraliqda
X

integrallanuvchi bo'ladi.

4 7{x) funksiya [a,5) da integrallanuvchi bo'lsin. Demak, ve>0
olinganda ham d*s ga ko'ra shunday os>0 topiladiki, |z}
oraliqni diametri i, <é bo'lgan har qanday # bo'laklash uchun

’S(P)-s(!’}:E(M, —m, yix, c;f‘s

bo'ladi. Bunda
M, =sup{f(x)}, xE[xnx}q]
m, =mf{ f(x}}. xelx,x,].

ftxyzd >0 bo'lganligini e'tiborga olib, ?(l—) funkstya uchun
X
3
Mk‘ = suP{_ffx_}}’ xXe [xj L ]

. 1
m, * = inf{ }:a'}‘} xefx,, 2,1

mavjud bo'lishini aniqlaymiz. Ravshanki,
1 [
g e [ SR
Me ", g M,
bo'ladi. Natijada
S(P]-'S(P}=E(M *om YIAX :i(—l-——L)ﬁx =n_‘ KL__m,"_Qx <
Pt * * * ko oy M, * e MM, *

SZ,IT:E:é(Mx -m)hx, <£
bo'ladi. Bu esa ?:—}- funksiyaning {s.4] da integrallanuvchi
. X
ekanini bildiradi. »
5—xossa. Agar f(»» va g(» funksivalar (.5 oraligda

integrallanuvchi bo'lsa, u holda f(x)tg(x) funksiva. ham shu
oraligda integrallanuvchi bo'ladi va ushbu

& 3 &
(1700 £ glade= f rode £ [ glryede
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fosmula o'rninli bo'ladi.

4 /vy va g(y) funksivalar |« oraligda integrallanuvchi
borisin. Demak,

#1 5
JITodl = }:Togo.‘f (& YAx, = _I!f.{‘]dx

1=l £
fima, = fim 3 (5, ), = j glx)de

Endi  fix)tg(x) funksiyaning |a.4] oraligdagi mos integral
vig'indisini yozamiz:

o= SR ENA =3 F(E8 £ S 5818 =0, 20,
Fel i =0
Bundan 2, -0 da quyidagiga egamiz:
]

limeo=lima + ET‘}:}I = If(x)dwjg{x}dc

Ap sl Ap—D
Bu izlangan formulaning o'rinli ekanini anglatadi. »
6—xossa. Agar f(x) va g(xn funksiyalar [a5] oraligda
integrallanuvchi bo'lsa, u holda f(x g(x) funksiya ham shu
oraligda integrallanuvchi bo'ladi,
4 f(x} va g(x) funksiyalar ja5 oraligda integrallanuvchi
bo'lsin. U holda integralning mavjudligi hagidagi teoremaga
ko'ra

lim (S, ()= 1,(P))= fim, Z‘M’ ~m, )ax, =0, (9.16)
. . -1
fim (S, (P)=s,(P) = fim 3, M, ~m, )5, = 0. {9.1%)

Avval barcha xs[e2] lar uchun s(x}20,g(x)20 deb qaraylik. U
holda vxe(x,,x,,) uchun
0<m, < f(X)SM,
0<my S g(x)S M,
tengsizliklar o'rinli bo'lib, undan quyidagi
D<mm, < fixig(x)SAM A
tengsizlik kelib chigadi.
Ravshanki, [x,,x,,] ¢t=0L..r-1) oraliqda f(x) g(x) funksiyaning
quyidagi anig chegaralari
my =inf{ f(x)g(x)},
M} =sup{ f(x)g(x)}
mavjud bo'lib, ular uchun
mym, Smb <M SM M,

tengsizliklar orinli bo'ladi. U holda quyidagi



Ml —ml MM —mom = MM, =)+ m (A~ mL),
M=sup{fiarzaf.. M =sup{gx)tzif;
aaTLh

FETRE

tengsizliklarni e'tiborga olib {/(x; va gy funksiyalar [q.4] da
chegaralanganligi uchun A/ <« A’'<« bo'ladi), topamiz:

S (Py=s,(P)= i(M: —m] 3, sM'E(M, -m, A, +ME(M; -m})Ax,
Endi (9.16) va (9.17) munosabailardan foydalansak, u holda
quyidagi

ln‘n(S (Py-1, {P))—hm Z(M°-m,,)/\x =0

tenglik kellb chigadi. Demalk, f(x} g(x) funksiva (a.t] oraligda
integrallanuvchi.

Endi fix) va gz funksiyalar ixtiyoriy integrallanuvchi
funksiyalar bo'lsin. Bir tomondan vxe[a,5] lar uchun '

: HAx)-int{f(x}}= f(x)-m2z0,
glx) —infig(x)}=g(x)-m" 20,
tengsizliklar o'rinli. Ikkinchi tomondan,

SRRy = f(x)— m]lg{x) - m')+ mg(x)+ m'f(x}-mem’ deb vyoza olamiz.
Yugorida isbot etilganiga hamda 4 —xossaning natijasiga (1--
natijasiga gqarang) ko'ra, f{x)g(x) funksiya [s5] oraligda
integrallanuvchi bo'ladi. »

4} —va 5) —xossalardan quyidagi natija kelib chigadi.
1-natija. Agar f(x)g(x) funksiyalar [«.5) da integrallanuvchi
va g(x)zd>0 bo'lsa, u holda }{% funksiya ham |a4,4] oraliqda

integrallanuvchi bo'ladi.
7—xossa. Agar s(x) funksiya [+ 5] oraliqda integrallanuvchi
bo'lib, vxe[a,5] lar uchun f(x)>0 bo'lsa u holda

j F(Ndxez 0 (a<h)

bo'ladi.
« Ta'rifga ko'ra ushbu

!im F= lim Ef(g',)ﬂx*
limit mavjud. Modomiki, Vxela bl lar uchun f¢x)z0 ekan, unda

o= Ef(é YAx, 20
va
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hmZ )8, 20

ho'ladl. Demak,
) L]

[rixndez0m

2—-natija. Agar () va gl funksivalar |ah) oraligda
mtegrallanuvehi bo'lib, vrela b lar uchun s <g(x) tengsizlik
u'1indt bo'lsa, u holda ushbu

J e { gtoar
tengsizlik ham o'rinli bo'ladi.
4 Hagigatan ham, f(x) Vva g{») funksiyalar (a4 da
integrallanuvchi bo'lganidan g(x)— f{xy20 funksiyvaning

integrallanuvchiligi 4 - xossadan kelib chiqadi. 6 —xossaga ko'ra
bu holda

flg(x) - feoldez0

tengsizlik  kelib chigadi. Bundan izlangan tengsizlikka ega
ho'lamiz. »

3-natija. {Koshi—Bunyakovskiy tengsizligi). Agar s(x) va
() funksiyalar (a.4] oraliqda integrallanuvchi bo'lsa, u holda
(yuqoridagi xossalarga ko'ra) ushbu j)-eg(x) [« - ixtiyoriy
o'zgarmas) funksiya hamn [q4] oraliqda integrallanuvchi bo'ladi
Vil

.}
(/@) - ag() 20

tengsizlik o'rinli.
Demak, ixtiyoriy o'zgarmas a son uchun

o Ig (x)dbe - 2a[ T()g(x)d + [ 720

tengsizlik o'rinli. Bu tengs}zhkmng chap tomomdagl ifoda « ga
nisbatan kvadrat uchhad bo'lib, u = ning barcha haqiqiy
givmatlarida manfiy emas. Demak, bu kvadrat uchhadning
diskriminanti musbat emas, ya'ni

5 T s )

[jfu)_g(x)dx] - gt (a5 0
Natijada quyidagi



I_[ Jxiginiud S\H fz('r)‘t"vﬁxz(.v)dr
-l' M v

tengsizlikka kelamiz. Bu tengsizlik Koshi - Bunyakovskiy
tengsizligl deb ataladi. -

8~-xossa. Agar /(x) funksiya j.#] oraligda integrallanuvchi
bo'lsa, u holda jf(x) funksiya ham shu oraligda integrallanuvchi
bo'ladi va

< fIf (ol

tengsizlik o'rinli bo'ladi.

4 ;{x) funksiva {45} oraliqda integrallanuvchi bo‘lsin. U holda
ve>0 olinganda ham shunday 5>0¢ son topiladiki, |a.5} oraliqni
diametri 4,<é bo’lgan har gqanday P=ix.r. .5} bo'laklash
uchun '

-1
- SR~ HPY= Y @ Ax, <6
k=0

bo'ladi, bunda - fx) funksiyaning r,.x ,| oraliqdagi

tebranishi.
Ravshanki, vx'e|a.b], ¥x"e|eb] laT uchun quyidagi

R =17 el < | A = )
tengsizlik o'rinli bo'lib, undan
supl 7 (") - [ (x")] = soplf (=) - 7{x*Y
tengsizlik kelib chiqadi. Demak, ,zw. bunda o —|/(x)|
funksiyaning |r,,x,,,} dagi tebranishi. Natijada

h-l _ -1
S (PY= 5, (P) = Z; W, Ax, £ g @ Ax, <5

bo'ladi. Bundan |/(x) funksiyaning {s,4] oraligda integrallanuvchi
bo'lishi kelib chigadi.

f(x) hamnda |f(x) funksiyalarning {4 oraliqdagi integral
vig'indilarini yozamiz:

a=) f(&) A,

.
.

a = Y| 1(&)] A,

&=

=

U holda

n-l Lt
lol=lZ S ax ]2 R0l =,
k=0 £=20
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bo'ladi va 2, —»v da limitga o'tib izlangan tengsizlikning o'rinli
rkaniga ishonch hosil gilamiz. »

5—§. O'rta giymat hagidagi teoremalar

fixy funksiya ja.b] oraligda aniqglangan va chegaralangan

bo'lsin. U holda )a.5] oraligda
m=inl{ (), M =sup{f{x)}
mavjud va vrelas] uchun
ms f(=M (9.18)

tengsizliklar o'rinh bo'ladi.

6—teorema. Agar fix) funksiya |a.b oraligda integrallanuvchi
bo'lsa, u holda shunday o'zgarmas p (msup<is) son mavjudki,
ushbu

frixide=ptb- )

tenglik o'rinli bo'ladi.
4 (9.18) tengsizliklardan foydalanib topamiz:

‘dersif(x)dxsiMa&
Bundan ’ ’ ﬂ
m(b— a}sif(x)aﬁ: SM(b-a)
Bu tengsizliklarni 4-a>0 songu;a bo'lamiz:

[ resa

mx i <M

b-a
Agar

yz.ﬁ,._...,-.q...
b—a
deb olsak, u holda izlangan tenglik kelib chiqadi. »
4—natija. Agar s(x) funksiya jab] oraligda uzluksiz bao'lsa, u

holda bu oraliqda shunday ¢ (cefa.4)) nuqta topiladiki,
[ feoac= fiexb~a

tenglik o'rinli bo'ladi.
7-teorema. Agar 7(x) va g{x) funksiyalar [a.b] oraligda

A



integrallanuvchi bo'lib, vy funksiya shu oraliqgda o'z ishorasini
o'zgartirmasa, u holda shunday o'zgarmas u (m<p<i) SoR
mavjudki,

[ rxie e uf gads (9.19)
tenglik o'rinit bo'ladi. )

4 Aniq integralning 5--xossasiga asosan f(x) g(x) funksiya
[2.4] oraligda integrallanuvchi bo'ladi. Endi g(x) funksiva fu.5|
oraligda manfiy bo'lmasin, ya'ni vxe[a.#] lar uchun g{x)z0 bo'lsin
deylik. UJ holda =< sz tengsizhiklarni g¢(x) ga ko'paytinb,
so'ngra hosil bo'lgan ushbu

mg(x) < f(x)g(x) < Mg(x)
tengsizliklarni |a,#) oraligda integrallab topamiz:
m{ g(x)d 5 | fi)gt)ds M [ glnya. {9.20)
Ikki holni qaraylik:
E)
a) jg(x)dx=0 beo'lsin. U holda

&
fregnac=0

bo'lib, bunda # deb (ms s M) tengsizliklarni
ganoatlantiruvchi ixtiyorny sonni olish mumkin.

b
b} j g{xydr> o bo'lsin. Bu holda {9.20} tengsizliklardan

| Fogtna

ms =M
f e
bo'lishi kelib chiqadi. Agar

I}
[ rengtod

a

p=ig
fetaax

deb olsak, unda
J rimgtods = uf g(xdx

bo’ladi.
[«.5] oraligda gix)<o bo'lganda {9.19) formula xuddi shunga



Mglik o' rinlt bo'ladi.
Bu amtljuning isboti {9.19} tenglikka asoslanadi.

8~4¢. Chegaralari o'zgaruvchi bo'lgan aniq integrallar

fio lunksiva [a.b] oraligda integrallaimvchi bo'lsin. U holda
#hb) tntegralning 1) —xossasiga ko'ra f(x funksiyva istalgan
@ ¥)¢ bkl (u-x<p oraligda ham integrallanuvchi bo'ldi.
Ravshuink),

]f(r)df -
inteyrul + ga bog'lig. Uni Fix) deb belgilaymiz:
Fixy= },f(r it

Cndi sy funksivaga ko'ra Fixy funksiyaning xossalarini
{uztuksizligl, differensiallanuvchi bo'lishini) o'rganamiz.

B-tcorema. Agar jix) funksiya [e.b6] oraligda integrallanuvchi
Iw'ise, vy funksiya shu oraligda uziuksiz bo'ladi.

4 /i» funksiya integrallanuvchi ho'lgani  uchun
smpt i) A <= bo'ladi. vxe[ab) nuqta olib, unga shunday ax-o
atitinna beraylikki, (r+Avefas]) bo'lsinn U holda Fin
iunksiyaning orttirmasi uchun gquyidagiga ega bo'lamiz:

AF(xy= Fx + Ax) - Fx)= jf(r}dx - {rindr= ' j\‘f(r}d:
Anlyg integralning 7) — xossasidan foydalanib, topamiz:

|AF () =r [ 7wt

[Tt [Ty
s [lrwldr sy far=u - ax

Pemak, '
|AF(x)| < M - Ax
Hundan esa
\l,ifﬂ.. AF(x)Y=0

timit kelib chiqadi. Ax<0 bo'lganda ham xuddi yugoridagiga
u'xshash lim AF(x)=0 bo'lishi ko'rsatiladi. Bu esa Fix)
funksiyaning re(a.6) nuqtada uzluksizligini bildiradi. »

9—teorema. Agar fix} funksiya [a.b] oraligda
integrallanuvchi bo'lib, x, e[a.b] nugtada uzluksiz bo'lsa, u holda
+ixy funksiya x, nugtada differensiglanuvchi bo'ladi va
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limit kelib chigadi. Aac<0¢ bo'lganda ham xuddi yuqoridagiga
o'xshash JimaM”FU be'lishi  ko'rsatiladi.  Bu  esa ~(x)
funksivaning reia ] nuqgtada uzluksizligini bildiradi. »
9—teorema. Agar = f(x) funksiya |, B} oraligda
integrallanuvchi bo'lib, x, ela.b] nugtada uzhiksiz bo'lsa, u heolda
#(xy funkslya x, nugtada differensiallanuvchi bo'ladi va
Filxg)= flx,)
4 F(x) funksiyaning x, nuqtadaqgi orttirmask:
ap wir
AF(x)= [ 7ndt (Ax>0)
ni olib, quyidagi
AR
(x‘)‘ - f( n)
ayirmani garaymiz. Aniq mtegralnmg xossalaridan foydalanib
topamiz:
AF(x )

g *dr

- fx )*—[ | rndi - f(x)j ]-B‘;x'f(}‘u)—f(xu))dt.

Bu munosabatdan

‘AF(xn ERY.A

— f(xy) S—- I |F(ty= fixy et (9-21}

tengsizlik kellb chigadi.

Shartga ko'ra f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz. Ta'rifga
asosan, ve>0 olinganda ham shunday 4>¢ son topiladiki,
lr-x,|<é bo'lganda {f(x) - fix,))<e bo'ladi. Agar Ax<4 deb olsak, u
holda vielx,.x, + Ax} uchun

HOES{ES 23
bo'ladi. Natijada (9.21) tengsizlik quyidagi

sy+dz

Al (x,)
. 1“‘3}""}‘(%}4“— Idf-
ko'rinishga keladi. Demalk,
"A%l - f(xo)l <&
Bundan
Jim é—F—Q}—~ =f(x,)
ya'ni

F'ix, +0)= f(x,) _
tengiik kelib chigadi. Yuqoridagidek, iar<v bo'lganda
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. AF(x,) )
Jim s 8= )
. ya'nt
Fi(xy =)= f(x,)
Isngiik ham o'rinli bo'lishi ko'rsatiladi. »

Agar vy funksiya [|a.b] oraligda integrallanuvchi bo'lib, x=4
va -+ nuqtalarda uzluksiz (bunda funksiyaning x=s da
a'nydan, xr=# da esa chapdan uzluksizligi tushuniladi) bo'lsa, u
holda

Fla+0)=fla+0), F'b-0)=f(0-0)
bo'hishi yugoridagiga o'xshash ko'rsatiladi.

¢—natija. s funksiya {ab) oraligda uzluksiz bo'lsa, u holda
vir|eh] uchun

Fi(xy= /(x)
ho'ladi.

Demak, F(x) funksiya s(x) ning [«4f dagi boshlang'ich
funksiyasi.

Endi quyi chegarasi o'zgaruvchi bo'lgan aniq integralni
gataymiz. f(x} funksiya {g hsjoraligda integrallanuvchi bo'lsin. U
holda bu funksiya [x.5}c|a b (a<x< b oraligda ham
integrallanuvchi va bu integral » ga boqg'lig bo'ladi. Uni

| #0) = iyt
deb belgilaymiz. Aniq integral xossasidan foydalanib topamiz:
& x &
j Jind = j St + j [0t = Flx)+ #x). (a<x<h)

Bundan esa
]
#x)= | FOar~Fx)

bo'lishi kelib chigadi. Bu tenglik, #(x)funksiyaning xossalarini
/(xy hamda #(x) funksivalarning xossalari orqali o'rganish
mumkinligini ko'rsatadi. Jumladan, agar () funksiya (a4
oraligda uzluksiz bo'lsa, u holda

C ) =)

bo'ladi. Haqiqatan ham, bu holda jf{r)dr mavjud va u chekli son,

#(xy funksiya esa yugorida keltirilgan teoremaga ko'ra (a5 va
7'tx) hosilaga ega bo'lib,

258%



b {

7-§. Anig ihtegtallami hisoblash

Integral mavzusining asosiy masalalaridan biri funksiva
integralining mavjudligi bo'lsa, ikkinchisi funksiva integralini
hisoblashdir.

19, Nyuton—Leybnis formulasi. Ushbu bandda,
funksiyalarning aniqg integrallarini  hisoblashda  keng
qo'llanadigan formulani keltiramiz.

-Ma'lumki, fixy funksiva {«$] oraliqda uzluksiz bo'lsa, u
holda '

Fxy= [raar

funksiva shu oraliqda f(xy funksiyaning boshlang'ich funksiyasi
bo'ladi. Bu bir tomondan.

Ikkinchi tomondan, s funksiyaning ixtiyorily boshlang'ich
funksiyasl ¢(x) berilgan boshlang'ich funksiya F¢xy dan ixtiyoriy
o'zgarmas go'shiluvchiga farg giladi, ya'ni

$0= [fd+C
bo'ladi. Bu tenglikdan, avval x=e deb,

#a)=C (9.22)
so'ngra x=4 deb, :

HH) = J:[fu)d: +C {9.23)

tengliklarini topamiz. (9.22) wva (9.23) tengliklardan ixtiyoriy
boshlang'ich funksiya #xr uchun ushbu

[Fixndx = ¢16) - gta) (9.24)

formula kelib chigadi. Bu (9.24) formula Nyuton— Leybnis
formulasi deb ataladi.

Odatda, (9.24) tenglikning o'ng tomonidagi ¢4} -¢a) avirma
¢(x)| kabi yoziladi:

p&Y - iy =g( o,
Demalk,

_[./'(x]dr = p(x)[]

Masalan,
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Demak,
7 (ot = gy,

Masalan,

2¥, O'rgaruvchilarni almashtlrish usuli. f(x) funksiya |5}
oroligda aniglangan wva wuzluksiz bo'lsin.  Ravshanki, J' Six)dx

tmavjud bo'ladi.

Faraz qilaylik, aniq integralda o zgamvchl x ushbu x=n
lormula bilan almashtirilgan bo’lib, bunda quyidagi shartlar
bajarilgan bo'lsin:

aj ¢ funksiya biror |a, g) oraligda aniglangan va uzluksiz, :
o'zgaruvchi  (e,p) oraliqgda o'zgarganda o funksivaning
diymatlari |a, 5] oraligda chigmaydi:

b) pa)=a.p(B)=>

v} o funksiva i« p] oraligda uzluksiz ¢(n hosilaga ega. U
holda

P g
{ /e = | Fgrngya (9.25)

tenglik o'nnli bo'ladi.

4 f(x) funksiyaning [a.5] oraligda boshlang'ich funksiyasi ¢x)
uchun {9.24) formula o'rinli.

la,p) oraligda &) funksiyani gqaraylik. Bu funksiyva (a./4)
oraligda uzluksiz va

(Plp(e1)) = F'(p(1)) - p'(2).
Keyingi tenglikdan ¢'(x)= 7(x) ekanini e'tiborga olib topamiz:
(Bl = gl - ().

Bu esa ¢ funksiya [« g] da [f(g{) funksiyaning
boshlang’ich funksiyasi bo'lishini bildiradi. Nyuton —Leybnis
formulasiga ko'ra, ‘

s ;
]f (e (¢ )de = K@(B)) — dlp(ax)
Demak,
g
J @@ tdr = i6) - ¢a) (9.26)

Shunday qgilib, (9.24) va (9.26) munosabatiardan (9.25) tenglik
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kelib chiqadi. »

9.4 —misol. Quyidagi
integralni o'zgaruvchini almashtirish usuli bilan hisoblang.

4 Bu integralda x=sin: almashtirishni bajaramiz. U holda
{9.25) formulaga ko'ra topamiz

I\H xtde= IJl—_xm [eostdt = jcm tdt = j[ + = cm2r]dr ( —l4 sm2r)‘ =£,

4

3, Bo'laklab integral]ash usuh #xryva wWx) funkswalarning

har biri [44] oraligda uzluksiz «.'x) va »(x} hosilalarga ega
bo'lsin. U holda

) L]
j w(R)av(x) = [0V - [ v)duix) (9.27)

formula o'rinli.
< Ravshanki,
(X)) = 1) + 1(x'(x)
Demak, w(x)Wxy funksiya (e oraligda «'(x(x)+e(x)v(o
funksiyaning boshlang’ich funksiyasi bo'lib, Nyuton —Leybnis -
formulasiga ko'ra

]lu () + (V' (0))dx = ((x))]
bo'ladi. Aniq integ;al xossasidan foydalanib topamiz:
fummrae futowta = (e,
Bu tenglikdan esa‘r {9.45) fon:lula kelib chigadi. »

(9.27) formula fu(md(s) integralni hisoblashni  fv(odis)
integraini hisoblashg; olib keladi. Bunda #(x) hamda a‘b;x) larmi
shunday tanlash lozimki, j’v[x)du{x) integral imkoniyat boricha
sodda hisoblansin. )

9.5-misol. ih’nxdx integralni hisoblang.

4 Agar u(x)=hxdv=dc deb olinsa. u holda
dn =" dﬁr wWx)=x

13



bo'tib, 19.27) formulaga ko'ra topamiz,

E 1
jln xefx={xln x)!: - Ix-t—dx=(xln x){:-}-— x: =2l2-1p
1 1 x '

9.6—misol. s, zjsin" xdx integralni hisoblang, bunda »=012...

Bu integral, xususan »=0,n=1 bo'lganda oscngina hisoblanadi:

r

}n=i'¢c=;;-. J, = [sin xde=1
a o

»z1bo'lganda berilgan imegralni

=

J, —i‘i(t‘l xdy = Ism’”xd(—l.osx)

ko'rinishda vyozib, unga bo' laklab integratlash formulasini
qo'llaymiz. Natijada

x

g = (—sin™ :r(::}s:c)l2 +(n-0

D ey b2 | B

T

sin™? xcos” xdx = {n - )] sin"* x(1~sin’ e =
[

x

I
={n— l)j sin™? xefe ~ (n~1)
1]

o e | M

sin” xde = (n-1)J__, —in-1)J,

bo'lib, undan ushbu
J 32:-1.1 .
n
rekurrent formuia kelib chiqadi. Bu formula yordamida berilgan
integralni »=23,.. bo'lganda ketma—ket hisoblash mumkin. Biz
guyida » juft va tog bo'lganda berilgan integralning qiymatini
keltiramiz: :
n=2m-juft son bo'lganda
2m-1 2m=3 $ 31, Qm-DI « {9.28)

S Ui it SR Jy= =,
Zm Im~2 6 4 2 (2mt 2

Sy =t Am2 642, CGmt (9.29)
2m+l 2m-1 7 5 3 {2m+ D
Bunda = simvol m dan katta bo'lmagan va u bilan bir xil
juftlikka ega bo'lgan natural sonlerning ko'paytmasini bildiradi.
Shunday qilib,




(2m= 1)_"' . agar n=2m juit bo'lsa,
{23!

i’

jsin " xde=

b

fi”ﬂ'_ agar n=2m+j tog bo'lsa.
("m + l)"

4% WVallis formulasi. Yuqgorida keltinigan 9.6 —misoldan
foydalanib, » sonini ifedalovchi formulani Keltiramiz. Ravshanki,
0<x<% bo'lganda

sin™ ! x<sn® x<sin® " x (=12

tengsizliklar o'rinli. Bu tengsizliklarni [u,f] oraligda integrallab

x 2

sm""mﬁm]sm’" xdr<‘[q|n’" ! xdv

S Syt | N

so'ngra (9.28}, (9.29) formulalardan foydalamb topamiz:
(M _@n-t m (2n-2)0
(Za+DU- (2Zm) 2 (2n-DH

et v 2 [ Tt
- —
{Zr-1h 2n+t 2 | {2p=-1M n

tengsizliliklar kelib chigqadi. Ammo bu . tengsizliklarning
chekkalarida turgan ifodalar ayirmasi

@ Vo [ oo femge ) v 1 1
@2a-01| 22 {@r-D0f 2e+ed T[@u-D0] 2040 20 T2 2
bo'lib, » -« da nolga intilgani nchun ushbu

x_. [ om T om
2 | @D 2641

Bundan

formula o'rinli bo'ladi. Demak,

LT e T SO . (9.30)
2 1 335 2n-1 2n+l

Bu (8.30) formula Vallis formulasi deyiladi.
8-§. Aniq integrallarni taqribiy hisoblash

Biz vugqorida integral ostidagi funksiyaning boshlang'ich
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lunksiyasi ma'lum bo'lsa, aniq integralni Nyuton— Leybnis
lormulasi yordamida hisoblash mumkinligini ko'rdik. Ammo
boshlang'ich funksiyani topish masalasi doim osongina hal
bo'lavermaydi. Agar integral ostidagi funksiya murakkab bo'lsa,
tegishli aniq integralni hisoblashning tagnbiy usullarini qo'liash
luzim. Bu usuilar integral ostidagi six) funksiyani uni tagribiy
itodalovchi ko'phad bilan almashtirishga (/¢ = #,(xy) asoslanadi.

1%, To'g'ri tortburchaklar formulasi. s(x funksiva |ab)
vraligda uzluksiz bo'lib, uning

if(x}dr
integralini hisoblash talab etil;in. Avvalo vxeja.b| uchun
£ ("5 = coms
deb olib, quyidag'i

a+bh

jf(x)ctv 1G5 a) (9:31)

formulani hosﬂ gilamiz.
Y 4

A~

l
!
t
i
i
]
}

o e
x

0 a ath

36— chizma.
Bu taqnbiy formula (36 —chizma) f(x)20 bo'lganda a4Br egri
chiziqli trapetsiyaning yuzini «4'8% to'g’ri to'rtburchak yuzi bilan
almashtirilishint ko'rsatadi. {9.31) formulaning aniqligini oshirish
magsadida [q,5] oraligni a=x,.x,.x,,..x, =¢ nuqtalar yordamida =
ta teng bo'lakka bo'lib, har bir {r,,x.] bo'lakda (9.31) formula
go'laniladi. U holda

ey

[ fxyd = 00 "'*‘xx,..»m—Tf(x)
bo'ladi, bunda

mn



h- +x B—
X, =d+k - . X, = ---\—'-’--~1+(A+[) “
2 2w

X =¥ — (k=012 .n-1

Natl]ada quyidagiga ega bo'lamiz:

f rode= { peous+ | reodes +T;(r)dx+ . j frode= 222 i)

A

+3-;-i’;‘(},’)+...+—n--f(x.,)+...+—;~_f‘(x‘,,)=—--n-—(_f(x{,)+f(x,)+_..+f(x,'_|;n
Shunday qilib, j fxiée  integralni  hisoblash uchun quyidagi
tagribiy
8 beg . — — T e bealh | —
jf(x)dvz7-~(.f(xo)+ﬂx.)+---+ Fx)++ [l )= —-n—z,f(x-,) {9.32)
ks

formulaga kelamiz.
(9.32) formula to'g'ri to'rthburchaklar formulasi deb ataladi.
Odatda, taqnibiy formula chigarilganda, albatta uni
qo'lanilganda yo'l qo'viladigan =xatolikni aniglash (yoki
baxolash) tagazo etiladi. Buning natijasida tagribiy formulalar
o'zaro tagqoslanadi.
(9.32) formulaning xatoligi ushbu

2 heagll | .-
R, = [ fxydx =7 f(x,)
LT

ayirma bilan ifodalanadi. Uni bahelaymiz. Buning uchun /(x)
funksiya [q.¢] oraligda uzluksiz f"(x) hosilaga ega bo'lsin deb

qaraymiz.
Aniq inlegralning xossalaridan foydalanib, ®, ni quyidagi
)-ij(x)dx ZJf(xaafx Zjif(x) Fx)jds

ko'rinishda yonsh mumkm‘ Tevylor formulasi
S0 = )= [ Xs = 3+ 2 (G )= %)

dan foydalanaylik, bunda ¢, son r va x, sonlari orasida bo'ladi.
Natijada

n=1 el

Ro=3 [/ K-+ 2 f’(é Nx=x,)* Yoo =

k=0 g

=t Sl

S )j(m )ah+—jfu W=,y )= 23 {7y e

;nd,

oz



hierladi
()'rla qiymat haqgidagi 6 —teoremaning 5 — natijasiga ko'ra

Ay

. 3
If( Ke-x, Vo= £ }I(\—\ }clr—(Jlé-X;—?—fo,-.’)—

_(h- *
{20 '3— f LA
(;’i-* E l’t< r-‘(;-:l I}
bo'ladi. Shunday qilib, &, uchun quyidagi
LS S IR PR
itlodaga kelamiz. Ravshanki, ushbu
—Zf & %)= F O AT I I E e A )

i

(L relablk=002 -1 migdor /" ning [ab] oraligdagi eng
kichik = hamda eng katta & giymatlari orasida bo'ladi:

1t O
| £ ;éf (&M
/vy funksiya [a.h) oraligda uzluksiz. Bolsano— Koshining

ikkinchi teoremasiga ko'ra (5—bobdagi 9~ tecremaga garang),
(w.by intervalda shunday ¢ nuqta topiladiki,

TAOEES WAL (& €(ab)
bo'ladi. Natijada R, ushbu

_(-a)
=2 o
ko'rinishni oladi. Demak
j fixyde="t Zf( ARt ") — 1) (9.32)

Shunday qlhb. EX | orahqda 1kk1ncl11 tartibli uzluksiz hosilaga

ega bo'lgan s(x) funksiyaning j f(x)}& integralni (9.32) to'g'ri

to'rtburchaklar formulasi yordamida tfaqribiy hisoblansa, bu
taqribiy hisoblash xatoligi quyidagi
R=CD g (Eeab)
formula bilan ifodalanadi.
2V, Trapetsivalar formulasi. s(x) funksiva {24 oraliqda
uzluksiz bo'lsin. vxela.4] uchun



SRy S ) - thy (9.33)

fixy= b= w b=t

deb olib, jf(_\‘)dx integralni taqribiy ifodalovchi ushbu

i;‘(x)d\'x j[ﬂb} fla) ’_’J_{.E“)_“_"f;(b_)}ﬁ - f(“!;i[hl (b~ u) {9.34)
formulani hosil gilamiz. (9.33) munosabatdagi

f)- 1@ B @)= afh)

h—a b-a

ifoda  (a flads(h. /(b)) nuqtalardan o'tuvchi to'g'ri chizig
nugtlasining ordinatasini ifodalaydi. (9.34) tagribiy formula
Jix)20 (¥xejeb]) bo'lganda (37—chizmma) 4Bk egri chizigli
trapetsiyaning yuzini a4Bb trapetswa yuzi bilan almashtirilishini
ifodalaydi.

—
-

0 a b X
37 —chizma.
Endi {9.34) formulaning aniqligini oshirish magsadida (4]
oraliqni a=x,,x,,x,...x, =& nuqtalar yordamida » ta teng bo'lakka

bo'lib, har bir [x,xr,,) bo'lakda six) funksiyaning J]'df(x)abc

integraliga nisbatan (9.34) formulani qo'laymiz. U holda
Iﬂ b = f(x;)+f(X_m)

_'_)( I' 1= I‘
bo'lib, natijada ushbu

HE P



j,.f(n].r‘\—Jf(A)J1+If{r]:/t+ + Jj(a)dx+ + I.f{x)uh ® _}((_‘\_cg.];_;;(__j‘{.‘;(_\'l T
1, uzf{‘ v ot EASAN l+f(x D e, ox, )k
o filx, .
- {‘--g—):;'&)-'-)+f(-\‘.)+f(r=)+..-+f(x,,..)}
len mulaiga kelamiz, Demak,
[ rniaiem 22 [“"“’;f‘* b 100+ L) ¥k [, ,)] (9.35)

W {9.35) formula trapetsiyalar formulasi deb ataladi.
/(v funksiya [a.s] oraligda 7*(x) hosilaga ega bo'lib, u shu
ualiqda uzluksiz bo'lsin. U holda

fr ar=t22 "[“‘“”‘“u( ATT(CAS +ﬂx,,)] ————— L e Eetaby (9.35)

Im']adl,
3. Parabelalar {Simpson) formulasi. Bu holda [4.5] oraligda

uzluksiz f(x) funksiyaning j /(dc integralini taqribiy hisoblash

a+b a+b

uchun sy funksivani (u, f(a), (___ 7 »  hamda (5 F(5n

nugtalardan  o’tuvchi y=4x® +Bx+C parabola nuqtasining

ordinatasi bilan almashtiramiz. Berilgan (a, f(a). (9—+—b- £ -——)) va

(k. Sibn  nuqtalar orqgali parabola otkazish mumkm Bunday
parabola yagona bo'ladi. Haqiqatan ham, y=Ax®+8r+( parabola
yugorida aytilgan nugtalar orgali o'tgani uchun ushbu

Aa® + Ba+C = fla),

a+b a+ b " a+h

A(f-ﬂ)us( SIHC= S {9.36)

Ab‘+Bb+C f(b)
tengliklar o'rinli bo'ladi. Bu sistemaning koeffitsientlaridan
tuzilgan

a’, a, 1

[ a+ b Jz a+ b . (a -5):
2 R

b, b, 1

determinant har doim noldan farqgli (chunki «=%). Demak, (9.36)

)



sistema yagona echimga ega. Bu hol (u, _f'(m]_(‘-ﬁ;{j, ;'(_5’;—-"’)) hamda :

(h. /{7y  nugtalardan yagona y=dAr'+8x+  parabnla o'tishini
bildiradi.

Endi j(Ax + Br+ () integralni berilgan Jf(r)dr integralning
tagribiy qumatl deb quyidagi
jf(x)air: j(Axl + Br + )

formulani hosil qilamiz. Bu taqribiy formuladagi [(4x® +Bx+C)ax

integralm hisoblaymiz:

&

L} X"i“ xz N bs -a’ bz __az
I{Ax’+Bx+C)dx=A—~i +Bs +Cx[a=A—3~--+B—»~2-——+C'{b—a)=
b—a z i a+b
= m—|2,4(b +batal )+1B(b—a}+6C]——-~~——[(Aa +Ba+(‘)+4{A(-—)
+B(-—-——)+(*)+(Ab’ + Bh+CY= —*—lf( )+4f(———)+f(b)]

Shunday qilib, I F{x integralni taqribiy hisoblash uchun ushbu

[ rae= 22 @+ 4720 4 o) (9.3}

formulaga kelamiz.

Bu (9.37) formula /(x)z0 bo'lganda 38 — chizmada ko'rsatilgan
aAlBt eqgri chizigli trapetsiya yuzini a4#Bb egn chizigli trapetsiya
yuz bilan almashtirilishini ifodalaydi.

Y A

|
I
|
I
i

o aib b X

38 —chizma.
{9.37%) formulaning aniqligini oshirish uchun [. 4} oraligni




D T T T S PR § p

Oy oxy SX, €L X, X, <X, C X, Sa,,  Sx, )

tiiglalor yordamida 2» ta teng bo'lakka bo'lib, har bir {x,.x,, ]

th-01 _n-1y oralig bo'yicha olingan integralga (9.37} formulani
(i’ lanamiz. U holda |x,,.x,,,] oralig uchun

Milar

| faydew

ik

b~ .
=)+ 4 () S () (=01~

lurmulaga egamiz.
Natijada aniq integralning xossasidan foydalanib, quyidagi
udaga ega bo'lamiz:

iﬂ.r)dm’: T f(x]«_:!x+Tf{x)dx+,,,+ T Flx)dr=
o ES S Tou-d

Xoerzg Xy

i

1 b, 4 400, ) flxg,,00]=

= PR A TGN ) 4701 S b (S )+

h—
)+ Pl = @)+ SO+ () fi) ot fG )
TS+ fx Y+t f(x, )
Shunday qilib, #(x) funksiyaning aniq integralini taqribiy
ilodalaydigan quyidagi

[ Fexren 2217 4 S50, D AT S5 b S

+ 20 f0x)+ flx )+ flx, )
formulaga kelamiz. Bu formula parabolalar {yoki Simpson)
formulasi deb ataladi.

Faraz qaraylik, f(x funksiya [s,4] oraligda uzluksiz ;(x)
hosilaga ega bo'lsin.

U holda

fr(xpae=

(9.38)

b—

6: WG+ F, D+ 4 )+ £+t flx, N+

(CRl A7)

+20(x,)+ flx 3+ 4 f(xp, M) - 28807°

bo'ladi, bunda fe(a.5).
Biz vyuqorida i Flxdx  integralni tagribiy hisoblash uchun

to'g'ri to'rtburchaklar, trapetsiyalar hamda Simpson formulalarini
keltirdik. Bu tagribiy formulalarning hatoliklarini tagqoslab,

7



Simpson formulasining aniqlik darajasi to'g'ri to'rtbwichaklar
hamda trapetsiyalar formulalarining anigligige garaganda yugorni
ekanligini ko'ramiz.
9.7=misol. Ushbu
je < e
]
integral to'g'rt to'rtbuichaklar, {irapetsivalar va Simpson
formulalari yordamida taqrbiy hisoblaymiz.
< [0ljoraligni 5 ta teng bo'lakka bo'lamiz. Bo'linish nuqtalari
3 =0,x%=02x, =04 x;, =L6.x, =08 x, =10
bo'lib, bu nuqgtalarda f(x)=e’  funksiyaning giymatlan
quyidagicha bo'ladi:
Flx, )= 1,00006
S(x,) = 0.96079 ,
fix, )= 085214
F{xy) = 0,6976%
Flx,)=0.52729 .
F(x,)= 036788 .
Har bir bo'lakning o'rtasini  ifodalovchi  nuqtaning
koordinatalari x, =0lLx, =03, x, =05 x, =075, =09 bo'lib, bu

nuqtalardagi funksiyaning giymatlan _q‘uyidagicha bo'ladi:
Fix, ) =0,99005

Slxy)=0.91393
T

f(x,)=0,77680 ,
:

Fex,)=0,61263

F(x,)=0.44486 |

a) To'g'n to'rtburchaklar formulasi ({9.32) garang) bo'yicha

Ie T %{0.99(}05 + 0971393 + 077680 +0.61263 + 0,44486) =

]

= %3._74027 = 074805,

b] Trapetsiyalar formulasi {{9.35) garang} bo'yicha




boOLORI0 + 1L 30T7ER

)
ju' Yy x {\;_ ) T 096079 £ 065214 4 0.69768 + 0.52729) =
. s 2
= ; (0.68399 + 3,03790) = :172134 0.74437 -
' o1
IR i< - = 0,006

R 2‘1 150
v) Simpson formulasi {{9.38) garang) bo'yicha

)

je il  [(LOG00D + 036788 + 4(0.99005 + 0. 91393 + 0,77680 +
(1]

+

0,61263 + 0 44486) + 20.96079 + 0,85214 + 0.69768 + 0.52729)} =
!
=5 (136788 44374027 4 2.3,03790) = %Zi (1.36788 + 6,07580 + 14.9610%) =

= (L, 74682
-1

5 =070
T 28805

"

Taqgribty formulalar vyordamida hisoblab, topiigan J e ik

[}
integralniag giymating uning
1
fer dx = 0.744085 .

qiymati bilan taqqoslab, Simpson formulasi yordamida topilgan
integralning taqribiy qiymati aniqroq ekanligini ko'ramiz. »

Mashqlar
9.8. Ushbu
fixy=x (xelabl)
funksiyaning yuqori harada quyi integrailari topilsin.

9.9. Aytaylik, s(x) funksiva (a5 da chegaralangan bo'lib, A
va £, lar [a.4] oraligning bo'laklashlani bo'lsin. Agar A ¢, bo'lsa,
ushbu

W{PSs(FP ) SR 28(R)
tengsizliklar isbotlansin.
9.10. Aniq integral ta'riflarining ekvivalentligi isbotlansin.
9.11. Agar vrela.b] uchun jix)<g(y) bo'lsa,
S (PYSS (P)s, () S 5, (P}
bo'lishi isbotlansin. '
9.12. Ushbu

g




J s -l. agar xe(Ql}
flxy= 3

L 0, agar =0
unkslyeang (0l da integreifanvive™i bo'lisbl te'rsatilsin
A3, Jihea
2

: J15 cos? xde

J
integral baholansin,
9.14. Ushbu
11« 1
o it
tengsizliklar isbotlansin.
9.15. Ushbu
i____dx
o (x— 4y

integraloa Mrutom-- Leybriya formulasini go'lash mumkinmi?
316 Jshta

j 7(sinx)de= j F{cos x)}dx
) 0 [
tenglik isbotlansin, bunda £(») funksiya [0.1] da uzluksiz.
9.i7. Aniq integral tushunchasidan foydalanib,

At
fin) ——

L ]

141 =

limit topilsin. .

9.18. Trapetsiyalar formulasining xatoligi topilsin.

9.19. Agar /() funksiva [¢4] segmentda ikkinchi tartibli
uzluksiz s*(x) hosilaga ega bo'lsa,

lim n[! £ — %; f{%) - iﬂ)‘z_ﬂ_‘ll

bo'lishi ishotlansin.
9,20. Ushba

Ly
Fix)e { s | al
siﬁ I

fanksiyeaung woesilasi topilsin.

e



X BOB
Aniq integralning ba'zi tatbiqlari

Matematika, fizika, mexanika hamda fan va texnikaning
boshga sohalarida uchraydigan ko'pgina masalalarni yechish
ma'lum funksiyalarning integrallarini hiscblashga keltiriladi.

Ushbu bobda egri chiziq yoyining uzunligi, egri chiziqli
frapesiyaning yuzi, ozgaruvchi kuchning bajargan ishi hamda
massaga ega bolgan egn chiziqning inergiya momenti anig
integrallar orgali hisoblanishi ko'rsatiladi.

1—-§. Yoy uzunligi va uning aniq integral orqali ifodalanishi

f(x} funksiya [a.6] oraligda aniqlangan ixtiyoriy uzluksiz
funksiya bo'lsin. Bu funksiya grafigi [«.5] oraliqda egri chiziq
yoyini tasvirlasin. Uni 45 deb belgilaymiz. [e.4] oraligning
ixtiyoriy

P={x0,x1_,_..,x“} (a=x0<xl<..‘<x~=b]
bo'laklashini olib, be'luvchi » (+#=0,12.,2) nuqtalar orqali oy
o'ziga parallel to'g’'n chiziqlar o'tkazamiz. Bu to'g'n
chiziglarning 4B yoy bilan kesishgan nugtalari
A(x. f(x)) (k=002..n 4=44,=8) boladi. 48 vyoydagi bu
nugtalarni bir—biri bilan to'g'ri chiziq kesmalart yordamida
birlashtirib, [ siniq chizigni hosil gilamiz. . yoyga chizilgan
siniq chiziq deb ataladi. Bu siniq chiziq perimetri

L= :Z:J(x&u X )1l +1:f{xk+] }"' f(x;- )]1

bo'ladi. _

Ravshanki, siniq chiziq perimetri . gqaralayotgan f(x)
funksiyaga bog'liq bo'lishi bilan birga [«.5] oraligni bo'laklashga
ham bog'liq bo'ladi: Z=£(F}.

Agar £ va 7, lar [«.b] oraligni ikkita bo'laklash bo'lib, £c?,
bo'lsa, u holda bu bo'laklashlarga mos 45 yoyga chizilgan siniq
chiziglar perimetriari uchun

L (R)sL, ()
tengsizlik o'rinli bo'ladi.
Demak, P bo'laklashning bo'luvchi nugqtalari senini orttinib

2B



borilsa, AB yoyga chizilgan mos siniq chiziglar perimetrlari ham
ortib boradi.

P b laklashning diametri X, nolga intila borganda, Ah
yoyiga chizilgan bu b laklashga mos siniq chizig shu AB yoyga
borgan sari yaginlasha boradi, siniq chizig perimetri esa AB
yoyning uzunligini borgan sari aniqroq ifodalay boradi, deb
garash tabiiydir.

1-ta'rif. Agar AB yoyiga chizilgan ([a,b] oraligni har ganday
P b laklashga mos) sinig chiziq perimetri

N->0 da chekli Iimitgz;l ega b Isa, AB yoy uzunlikka ega deb
ataladi va shu

X -*0
limit AB yoyning uzunligi deyiladi.

Endi yoy wuzunligining aniq integra orgali ganday
ifodalanishini k rsatamiz.

f(x) funksiya [ab] oraligda uzluksiz hamda uzluksiz /'(*)
hosilaga ega b Isin. Bu funksiyaning [a,b] oraliqdagi grafigi AB
yoyni tasvirlasin, deylik. [a,b] oraliqdaixtiyoriy

N={*0*. .. X,} (a=Xo<X,<...<X,=»i)
b laklashni olib, AB yoyiga chizilgan unga mos siniq chizigni
hosil gilamiz. Bu siniq chizigning perimetrini yozamiz:

Har bir [x,X.;] oraligda f(x) funksiyaga Lagranj teoremasini
g llanamiz:

()~ 109) = (7,)(-) unrnrM)
Demak,

bunda x<r.<xy. Keyingi tenglikning ng tomonidagi yig'indi
J+f%(x) funksiyaning integral vyigindisini eslatadi. Uning
integral yig'indidan fargi shuki, integral yig'indida 4e[” X]
nugta ixtiyoriy b Igan holda, yuqoridagi yig'indida esa r; nuqta
[XXw] oraligdagi tayin nugtadir. Ammo A[\+f*x) funksiya



integrallanuvchi bo'lganligi  (chunki, shartga ko'ra, f/(x}
uzluksiz) sababii & =, deb olish mumkin.
Demak,

lime, (M) =limZ ie 77 ax = i3 7 0e
tenglik kelib cthadl, Demak AB voy uzunlikka ega va bu yoy
uzunligi quyldagl
L-j 14+ 77 (x)dx (10.1)

formula yordamida hisoblanadi.
10.1-misol. [-aa] {2>0) oraligda ushbu

)

zanjir chiziq yoyning uzunligini toping.
< Avval f(x) funksiyaning hosilasini hisoblab, fi+/(x) ni

tipamiz:
f‘(x}=%[e5~e'3J
l+f'2(x)‘-‘l+i-[e§ —e_i] = [eid—e_

Jl+ f‘z{x)=-12-(e‘%+eh:_'} »
Endi (10.1) formulaga ko'ra zamjir chizig yoyining [-aa}
oraligdagi yoyi uzunligini hisoblaymiz:

L= i‘—;—(e§+e_i]aﬁ‘=—g—[ei__e'i‘][ W(e__:]
Quyidagi ) ’

x=9(1) <%
{yw(r), (a<t<p) (10.2)

tenglamalar sistemasi orqali ifodalangan egri chizigni garaymiz
(bu holda egri chiziq paremetrik holda berilgan deyilib, (10.2)
sistema egri chizigning paremetnk tenglamalar deyiladij. Bunda
ot} wl) lar [«,p4] oraligda uzluksiz funksiyalar bo'lib,
o'zgaruvchi paremetrning [«, 5] oraligdagi ixtiyorty ikkita turli s
va t, (4#t) qiymatga mos keladigan {10.2) chizigdagi
,4'1[x|__yl), A:(xzr%') nuqtalar (x1=¢(ri}-‘ )I = (fz M = W(fz}) ham

& lw

Fo
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turlicha bo‘lsin. Bundan tashqari, parametr ( ning ; va
giymatlariga mos keladigan (10.2) chiziqdagi A (x.»). A.(x.5.)
nuqgtalarni <+, bo'lganda, 4, nuqta 4 nuqtadan keyin keladi

deb qaraladi. Shu bilan eqri chiziqda yo'nalish o'rnatiladi. "
) Faraz gilaylik, ¢=«, 1= p giymatlarga (10.2) chizigda .1 va &
nugtalar mos kelsin. Bu chizigning 45 yoyln uzunligi aniq
integral orqah qanday ifodalanishini ko'rsatamiz.

Avval yuqoridagidek 45 yoyning uzunligini aniqlaymiz.
[« 8] oraligni ixtiyoriy
Plo,t, o} (a=q<q <. <, =p)
bo'laklashni olib, bu bo'laklashning bo'luwchi 1 (k=0.L..n)
nugtalariga mos kelgan AB yoydagi
A=A (s )(x =e(y). n=v{,)) nuqtalami bir—biri bilan to'g'ri
chiziq kesmalari yordamida birlashtiib, AB yoyga chizilgan
siniq chizigni topamiz. Bu siniq chizigning perimetri quyidagi
L= § \j[w(‘hl)' ‘P(:r )]2 + [W(’m )-wle, )]2
: (10.3}
formula bilan ifodalanadi. Ravshanki, L «{t} w{s) funksiyalarga
hamda [«,p] oraliqni bo'laklashga bog'lig: L=L,(P)
Yuqornidagidek, 4, >0 da siniq chiziq perimetri L =L, (P)

chekli limitga ega, ya'ni

lim L P)y=1

bo'lsa, AB yoy uzunlikka ega deyiladi, bu limit / esa AB
yoyning uzunligi deyiladi.

Aytaylik, ¢t} va ¥(1) funksiyalar {«8] oraliqda uzluksiz ¢t}
va v(t} hosilalarga ega bo'lsin. Har bir [kt {k=01..0-1)
oraligda ¢t} hamda w(t) funksiyalariga Langranj teoremasini
go'llab topamiz: '

oltn)- q(tk) =9 (5 Xt - t) (10.4)
Wit )- q’[ik)“"!"(&x‘m"tt) (10.9)
bunda 1 € [‘ur‘ml B, € [tl:s tm] N

Bu (10.4j, (10.5) munosabatlardan foydalanib, (10.3j sinig

chizigq perimetrini quyidagicha yozamiz: '

al

LW(P)ZIS J‘P"(ftxfm-h)l"-w"(f";ii:;;.--'z): =Z J‘?"d(rt)"'wq(a{»)’mk
¥l
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bunca r. [tk-‘t |]- B e ['k.- [ |l
Bu holda ham, yuqoridagi
Yo (vt
tunksiyaning integral yig'indisini eslatadi’ Fargi & eii.1,.,]
1xtiyoriy nuqta bo'lgan hoida, n va 9 lar shu lt. .,] oraliqdaqi
tayin nugtaligidir.
Modomiki,
Yo {th+ wi(t)

lunksiya [e.p] da uzluksiz, binobarin integrallanuvchi ekan, unda

R AT Oy S N AT Dy P i e

ho'ladi.
Demak,

f _—
fim Loy (Py= [ Vo' (0)+ (1)t
Bu esa AB yoyning uzunlikka ega bo'lishini va uning vzunligi
uchun
il
1= Jole)+ e (10.6)

formula o'rinli ekanini bildiradi.
Xususan, agar (10.2} sistema ushbu

x=glt}=1t
{y=w{f)’ lesess)

ko'rinishda bo'lsa, bu sistema yv=yix) (2 <x <b) ko'rinishni oladi.
AByoyning uzunligi uchun

I e oo T g v

formulaga ega bo'lamiz. Bu (10.1) formulaning o'zidir.
10.2—misol. Ushbu

X =rtCcost.
[ersim {0<ust<p<in) (10_7)
chizighing uzunligini toping.
- [o.8] oraliqda x=gft)=rcost, y=ylt)=rsint (r>0)

funksiyalar uzluksiz hosilalarga ega. (10.7} sistema markazi
koordinata boshida, radiusi r ga teng bo'lgan aylana yoyini
ifodalaydi. Uning uzunligim {10.6} formula yordamida topamiz:
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1 T TR [ - r
I=]‘\,ffircns) +(rsint} dt==f\jr"@inz!+c-.)s!t}lt=rfdl=r(|3—u). >
Yuqoridagi (10.2) sistema bilan ifodalangan AB yoyni
qaraylix. Bu yoyda parametrning ' {(@<1<f) giymatiga mos
keladigan nuqtani € deylik. Ravshanki, AC yoyning uzunligi t
ga bog'liq bo'lib, u (10.6) formulaga ko'ra [»Y oraliqda

S =5()=4C = | o )+
ko'rinishda ifodalanadi. Bu yuqori chegarasi o'zgaruvchi bo'lgan
aniq integraldir. Uning hosilasi (9 —bobning 9 § iga qarang):
)= v 0
Keyingi tenglikni kvadratga ko'tarib, so'ngra har ikki
tomonini 4 ga ko'paytirsak, natijada
S = ¢ (1007 +y{t)de?

ds? = dx® +dy'
munosabat hosil bo'ladi. Bu munosabat yoy differensialining
kvadratini ifodalaydi.
Endi tekislikda qutb koordinatalarda berilgan egri chiziq
yoyi uzunligining ham aniq integral orqali ifodasini ko'rsatamiz.
Faraz qgilaylik, egri chiziq qutb koordinata sistemasida
quyidagi

ya'ni

r=g(0) (az0<p) (10.8}
funksiya bilan berilgan bo'lsin, bunda z(f) funksiya [2.p] oraliqda
uzluksiz g(6} hosilaga ega bo'lsin deylik. Biz (10.8) ko'rinishda
berilgan egri chiziq tenglamasini quyidagi
x = g(B) cos & '
{y=g(9)sm9 (<0<p)
parametrik ko'rinishda ifodalab, (10.6) formuladan foydalanamiz:

z=w[g(e)cuse]"+[g(e)sine]"de=
—I‘ﬂ; (B)cost—g()sind +[g'(B)sind+g(6)cost] do= j,)g"(9)+g (8)as

Demak

= [ FE)s oK (10.9)




10.3—misol. Ushbu
r=a-B {4 = ¢ons, 05(1_5 o)
ogri chizig {Arximed spirali] yoyining uzunligi topilsin.
4 Yugqoridagi (10.9) formulaga ko'ra hisoblaymiz:

1= [ a7 07 0= o] 0t = o] 207+ Ll 7|
o "

1]
= -g»[mfhu’ +Infex+i+a®)|»

2—§. Tekis shaklning yuzi va uning aniq integral orqali
- ifodalanishi

Ma'lumki, tekislikda yopiq siniq chiziq bilan chegaralangan
ko'pburchak yuzaga ega. Uning yuzi uchburchak yuzalari
yig'indisi sifatida topiladi.

Endi tekishkda biror chegaralangan (2) shakini garaylik.
(39-chizma)

1 1

!

39-chizma.

Bu (0) shaklning ichiga (A} ko'pburchaklar, so'ngra (Q)
shaklni o'z ichiga olgan (B] ko'pburchaklarni chizamiz. (A}
ko'rburchaklarning yuzini S, bilan, (B) ko'pburchaklarning
yuzini s, bilan belgilaylik. Natijada (¢) shakliga ichki chizilgan
ko'pburchak yuzlaridan iborat {5,} to'plam, (¢) shaklini o'z
ichiga olgan ko'pburchak yuzlaridan iborat {§,} to’plamlar hosil
bo'ladi. {s,} to'plam vyuqotidan, {5} to'plam quyidagi
chegaralangan. Demak, suwis,}=Q infls,}=& mavjud va QsQ

2—ta'rif. Agar 0=0 bo'lsa, (@) shakl yuzga ega deyiladi va




0=0=0 miqdor (Q) shakining yuzi deyladi. Derlil

Q= SupiS, }= inf{s,} hamda boshidagi six) funksiya [ab] oralig
uzliksiz bo'lib, vxefab] s(x) funksiya [s,b] oraliqda uzluk#
bo'lib, ¥x<[a,b] uchun f{x}=0 bo'lsin. .

Yuqoridan f(x) funksiva grafigi, yon tomonlardd
x=a, x=b vertikal chiziqlar hamda pastdan 0OX abssissa o'
bilan chegaralangan shaklni, ya'mi aaBb egri chizig
trapetsiyani garaylik. (40-chizma) '
4

o a b
40-chizma.
fa.b] oraligqning ixtiyoriy
P =X %, 0X, } (a=x,<x <..<x =b)

bo'laklashi uchun har bir [x., x,.] k= O,I,,,,,n 1) oralig'ida

inf {f{x}}=m,, Sup{f(x)} =M,

(relr,x.,] k=012 .n-1}
mavjud bo'ladi.

Quyidagi
Sa . m,AX, . HZ, M, Ax,
k=0 ol

yig'indilarni tuzamiz. Bu yig'indilarning birinchisi aABb egri |
chiziqli trapetsiyaning ichiga chizilgan ko'pburchakning yuzini
{40 —chizmada bu yuz shtrixlangan], ikkinchisi esa aABb egri |
chizigli trapesiyani o'z ichiga olgan ko'pburchakning yuzini
ifodalaydi.

Ravshanki, bu ko'pburchaklar, demak, ularning yuzlari |
ham s(x) funksiyaga hamda [a.b] oraligni bo'laklashga bog'liq 1
bo'ladi:

3,=3, (P)- 5, =Su(P)
‘fa,b] oraligda turli bo'laklashlar olinsa, ularga nisbatan aABb |
egri chizigli trapetsiyaning ichiga chizilgan hamda bu egri |
chizigli trapesiyani o'z ichiga olgan turli ko'pburchaklar |
yasaladl Natijada bu ko'pburchak yuzlaridan iborat quyidagi
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to'plamlar hosil bo'ladi. Bunda < (#)}. to'plam yuqoridan, 15 (PY
w'plam  esa quyidan chegaralangan bo'ladi. Demak, bu
io'plamlarning ;
Supls (P} int{8,(P)
nniq chegaralari mavjud.
Shartga ko'ra f(x) funksiya [a,b] oraligda uzluksiz. U holda

Kantor tecremasining natijasiga asosan vz»0 son olinganda .

songa ko'ra shunday 8>¢ son topiladiki, [s.b] oraligni diametsi
», <& bo'lgan har qanday P bo'laklash uchun har bir [, x.a]
oraliqda funksiyaning tebranishi

bo'ladi. Unda
. int {So(P}}-Supls, (P} < 5, (P}~ Sn(]-’]=:z;; M, Ax, _:,Z: m, Ax, =:§ M, -m, Jax, <

g ¥t £
I'I:-Haé ﬂXk =E~_—a{b—a)=a

Demak, [a,b] oraligni diametri 1, <& bo'lgan har qanday
bo'laklash olinganda ham bu bo'laklashga mos aaBb egri chizigli
trapesivaning ichiga chizilgan hamda bu trapesiyani o'z ichiga
olgan ko'pburchak yuzlari uchun har doim

0 < inf {8, (P )} SI.lp{Sa[P)} <t
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bundan esa .
inf {5, (P)= Sup S, (P) (10.10)
tenglik kelib chiqadi.
{10.10) tenglik aABb egri chizigli trapetsiyaning yuzaga
ega bo'lishini bildiradi.

Endi yuqorida o'rganilgan s,(P) §,(P) yig'indilarni Darbu
vig'indilari (9 —bobdagi 5 —ta'rifga qarang)j bilan tagqoslab, s,(P)
hamda s,(P) yig'indilar s(x) funskiyaning f[.b] oraligda mos
ravishda Darbuning quyi hamda vuqori vyig'indilari ekanini
topamiz. Shuning uchun (9 -bobdagi 6 —ta'rifga asosanj ushbu

SupfS,(P)}. inf {S,(P)}
migdorlar f{x) funksiyaning quyi hamda yugori integrallari
bo'ladi: ' '

Sup{SA{P)}=:[ F{xydx, inr{sB(P)}=] f(xydx

Yugqorida isbotlangan {10.10) munosabatga ko'ra
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+

} fix)dx _w,_{ I(vidx

tenglik o'rninli ekani ko'rinadi. Demak

jr(x}dx jt(\)dx jr(x}dx
Demak, aaBb egri chlmqll trapet51yamng yuzi
Q_v..Jf(x)dX {10.11)

bo'ladi.
10.4—misol. Quyidagi
y=0, y——x x=[ x=3
chiziglar bilan chegaralangan shaklning yuzini topmg (41~
chizma)
4 (10.11) formuladan foydalanib, topamiz:
1 27_1_13
2= j o= f[_ 6 6 3
Agar tekislikda (Q) shakl quyidagi
y=£(x), y=f,{x) x=2 x=h
chiziqlar bilan chegaralangan shaklni ifodalasa (42—
chizma)(bunda f(x) va f,(x) funksiyalar [s.h] oraliqda uzluksiz

bo'lib, bu oraligda f(x)z0, f.(x)290, f,(x2f)) u holda bu
shakining yuzi uchun ushbu

Q= (- 6o = (), 6ok (10.42)
formula o'rir;li bo'l&c‘ii‘
'} ﬂ )

? ar st

§ 452,023

. //ﬂ" Do,

s&\\

41—~chlzma. ~ 42~chizma. 43-chizma.
10.5—-misol. Ushbu /(x)=.Zpx, ;;(x)=;_Px= (p>0) chiziglar bilan

QINI"
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chegaralangan shaklning yuzin toping. (43— chizma)

< [zlangan yuz »=Jipv va y=2lpx’(p>0} parabolalar bilan
rhegaralangan. Shu parabolalar (0, 0} va (2p.2p) nugtalarda
kesishadi. Demak, izlangan yuza x‘-=0,x=2:p va y=J1pr, y~‘=-2]—p—.r"

chiziglar bilan chegaralangan shaklning yuzi. Shuning uchun
{10.12} formuladan foydalanib topamiz:
O= f[ﬁ—-z—]’;xz] dxﬂ[%@x‘—g;:ln =§p1‘ >

t—eslatma. Yugoridagi (10,12 ) formula a5} oraligda f(x)20
ho'lganda 48 egri chiziqli trapetsiyaning yuzini ifodalashini
ko'rdik. Agar f(x) funksiya [o#} orliqda uzluksiz bo'lib, unda
ishora saqlamasa, (10,11} formuladagi integral egn chizigh
trapetsiyalar yuzlarining yig'indisi iborat bo'ladi. Bunda ox
o'qining yugoridagi yuz musbat ishora bo'lsa, oOx o'gining
pastidagi yuz esa manfiy ishora bilan olinadi.

2—eslatma. Tekis shaklning yuzini quyidagicha ham ta'riflash
mumkin. Tekislikda (@) shaki berilgan (39 —chizmaga garang).
4,} shu shakl ichiga chizilgan ko'pburchaklar ketma— ketligi.
{,} esa ¢ shakli o'z ichiga olgan ko'pburchaklar ketma —ketli
bo'lsm. 4, hamda B, ko'pburchaklar yuzlari mos ravishda §,
va $p bo'lib, ulardan tuzilgan ketma—ketliklar esa {5, | hamda
{s5 } bo'lsin. Agar n»« da {5, | hamda {55 } ketma—ketliklar
chekli limitga ega bo'lib, tim S, = tim S5 tenglik o'rinli bo'lsa,

n—ya H -yt
) shakl yuzga ega deyiladi, ushbu
Q= lim S, = fm Sp
n—ye a0
miqdor ¢ shakl yuzi deb ataladi.

Qutb koordinata sistemasida ushbu p = p(6){a <9< p) funksiya
lasvirlagan AB yoy hamda 04 va 0B radius vektorlar bilan
rhegaralangan shakl — egqri chiziqli sektorni garaylik. Bunda
pi#) funksiya [a.g] oraligda uzluksiz hamda vés{e.f] uchun
P20,
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44 —=chizma.

Bu c4p sektor yuzga ega bo'lib, uning yuzi
0=1 1046 o

bo'ladi.
10.6—misol. Ushbu
=8 =afl-cosd) {a=const, 028<2m
funksiya grafigi bilan chegaralangan shakining yuzini toping.

4 Bu funksiya kardiodani ifodalaydi. Ma'lumki , kardioda
— radiusi ¢ ga teng bo'lgan aylananing shu radiusli ikkinchi
qo'zg'almas aylana  bo'yvlab  harakatga  (sirg’anmasdan
yumalashi) natijasida birinchi aylana ixtiyoriy nuqiasining
chizgan chizig'idir. {44 — chizma).

Kardioida qutb o'giga mnisbatan simmetrik bo'lgani
sababli yugqori yarim tekislikdagi shaklning yuzini topib,
so'ngra uni ikkiga ko'paytirsak, izlanayotgan wyuz Kkelib
chigadi.

¢ o'zgaruvchi [0,7] oraligda o'zgarganda p radius — vektor
kardicidaning vyugoti vyarim tekislikdagi gismini chizadi.
Shuning uchun

1%, % ]f3 1 '
=2-— | = Ja (l-cosP)y dB =a” || =~ 2¢0s6 + —cos 28 | 48 =
Q=25 fpr6rde = Ja'-cos6) 12770 ]

11 1

K 3 L ——
=a {59—;$1n5+2‘ Z-Sme

S
, 2
3_ 2

Demak, Q=§-fm »

3~-§ Aylanma sirtning yuzi va uning aniqg integral orqali
ifodalanishi

_f{;:) fu-hksiya fa, #] oraligda uzluksiz bo'libh, wrxe[a$) uchun
Six)z 0 bo'lsin. Shu funksiya grafiginining e, fia) va Bib #i6)
nuqtalar orgasidagi bo'lagini 48 yoy deb yuritamiz. Shu 48

r.T.T.1



yoym 2V o'gl atrofida aylantirishdan hosil bo'lgan sirt aylanma
sitt deb ataladi. (45— chizmaj.

——— ——
e

1
!
!

-

45—chizma.
Bu sirtning yuzini aniglab, uning aniq integral orqali
tlodalanishini ko'rsatamiz. (¢, 3] oraligni ixtiyoriy
P, xpenr,) (@=x, <x...<x,=b)
bo'laklashni olaylik. P bo'laklashning har bir k=01,
bo'luvchi nuqtalarnt orqali Or o'qiga parallel to'g'ri chiziglar
o'tkazib, ularning 48 yoyi  bilan kesishgan nuktalaming
Akxg, Sl bilan belgilaylik. Bu A (xg, flxe))
k =0L....m% Ay = 4, A, =B) nuqtalami o'zaro to'g'ri chiziq kesmalari
bilan birlashtirib, 48 yoyiga I! siniq chizig chizamiz.
AB yoyining OX o'qi atrofida aylantirish bilan birga siniq
chizigni ham shu o'q atrofida aylantiramiz. Natijada kesik konus
sirtlardan tashkil topgan sirt hosil bo'ladi. Bu sirtning yuzi ushbu

g= :g; 27 f(x,)-;l’!rf{xhl)‘/(xm -x%) +[f(xm)_f(xr)]2 -

=21 :_Zlf(x})-;f(xh )\!(xhl _xt)l"'[f(xh:)“f(k})r (10,13)

formula bilan ifodalanadi.

P bo'laklashning diametri i, -0 da 48 yoyiga chizilgan T
sinig chiziq peremetri L (shu bobning {—§ da ko'rsatilganiga
ko'ra ) 4B yoyi uzunligiga intiladi.

Buni e'tiborga olib, i, »6 da I siniq chizigni O¥ o'qi atrofida
aylantirishdan hosil bo'lgan {kesik konus sirtlaridan tashkil
topgan) sirtning yuzi s ning limitini biz izlayotgan aylanma
sirtning yuzi deb garash tabiiy. '

Endi aylanma sirt yuzining aniq integral orqgali ifodalash
magsadida qaralayotgan f(x) funksiyani (s, 5] oraliqda uzluksiz
f'ix) liosilaga ega bo'lsin deb qaraymiz. Avval f(x) funksiya [a. 3}
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craligda uzluksiz bo'lgani uchun |x;. x| oraligda ham uzluksiz
bo'lib, unda shunday 2, nuqgta topiladiki.

1) F_’ Ceat) FEey  frelxe xpel

tenglik o'rinli bo'ladi. Bu bir tomondan. Ikkinchi tomondan,
lLagranj teoremasiga ko'ra [x;.x,,] oraligda shunday r.nugqta
topiladiki, :
Sl = gy =S Mg =%l 7o €%, X ]

tenglik ham o'rinli bo'ladi. Natijada (10.13] munosabat ushbu

ml T 2 2 7
q=28 T I8 ) yrpay —xg ) 4 [ N — )" =
k=0

n-} T
=21 3 f(éy) 1+ A (rp) by (Mg = Xy ~ 23 )
k=0 .

ko'rinishni oladi.
Bu holda ham yugoridagi ylg ‘indi
Fente 1)
funksivaning integral yig'indisini eslatadi. Fargi, #, <{x.,x,}
ixtiyorty nuqta bo’lgan holda, ¢, va r, lar shu {x,,x..;] oraliqdagi
tayin nugtalarligidir.
Modomiki,

Fani+ )

funksiya {a, 5] da nzluksiz, bincharin mtegralanuvcm ekan
lim 3 Ty 0~ im S ) I Fom) -0, = j FO) I+ () a
- I A o a

bo'ladi.
Demak, aylanma sirtning yuzi

0= 2;:{ F 1+ £ (x) e (10,14)
bo'ladi.
10.7—misol. [0,a] (2>0) oraligda
y=§[ei+e-ij {10.15)

zanjir chizigni Ox o'qi atrofida aylantirishdan hosil bo'lgan
aylanma sirtning vuzini toping.
<Avvalo {10.15) funksiyaning hosilasini hisoblaymiz:

. if =
f{-ﬂ=:}-[e“-—a "}

294



So'ngra, {10,14) formuladan foydalanib, izlanayotgan aylanma
sirtning yuzini topamiz:

- 1 2
22z 1z -z gaif 1 -E
=2r]l—|e 4o | Jld—|et e T [dr="—"F|te"+e 2| dx =
e e e e
22 2% xala ¥ @ o wat
eiH24y sl=—|oefalr-ze ¢ = (efheT44)
_ 22 20 ), '

4—§. O'zgaruvchi kuchning bajargan ishi va uning anig
integral orgali ifodalanishi

Faraz qilaylik, biror jism 0¥ o'qi bo'ylab # kuch ta'sirt ostida
harakat qilayotgan bo'lsin. Bunda £~ kuch jismning ©x o'gidagi
holatiga beg'liq, va'mi F=F(x) va uning yo'nalishi harakat
vo'palishi bilan ustma—ust tushsin, deylik. Bu kuch ta'sirida
jismni « nugtadan # nuqtaga o'tkazish uchun bajarilgan ishni
topish masalasi yuzaga keladi. Ma'lumki F=F(x) kuch [a#]
oraligda F(x)=c=const bo'lsa, jismni « nuqtadan snuqtaga
o'tkazish uchun bajarilgan ish A=C(-4) flrmula bilan
ifodalanadi.

F(xy kuch {ab] oraligda » o'zgaruvchining ixtiyoriy uzluksiz
funksiyasi bo'lsin. U holda {s,8] oraligni ixtiyoriy

Palegxnx,} (a=x,<x..<x,=b)

orlig'ida ixtiyonriy &, (& elxy,x,,LEk=01..,»-1) nuqta olamiz.

Agar har bir [x,nalk=0L...#2-1) oraligda jismga ta'sir
etayotgan F(x) kuchni o'zgarmas va F(¢,) ga teng deb olsak, u
holda [x;,x ) oralig'ida bajarilgan ish taxminan F{(£)-(x,, -x,)
formula bilan, [ %) oraligda bajarilgan ish esa, taxminan

n-l1 n~l
A=Y F(E) ., —x)= Y F&)nx, (10,16)
=0 FL)

formula bilan ifodalanadi.
F=F(x} kach ta'sirida jismni « nuqtadan ¢ nuqtaga o'tkazish
uchun bajarilgan ishni ifodalovchi (10. 16) formula taqribidir.

Rééshanki; ”ilF(fk)Axk yvig'indini F=F(x) funksiyaga bog'lig
k=0

bo'lishi bilan birga v [a?] oraligni bo'laklashga hamda har bir
[x;.x;.1] oraligda olingan ¢, nuqtalarga bog'liqg.
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Endi r bo'laklashning diametri ., nolga intila borsin. U 7§

ilolda yugoridagi yig'indining qiymati biz izlayotgan ish
migdorini tobora anigroq ifodalaydi. Demak, 4,-0 da
yuqoridagi yig'indining chekli limitini bajarilgan ish deb avtlsh
tabiiydir.

Agar i, -0 da (10,16} yig'indi |2.5] oraligni bo'laklash usuliga
hamda £, nugtani tanlab olishga bog'liq bo'lmagan holda chekli
A -songa intilsa; bu 4 son o'zgaruvchi F(t) kuchning
*[a,b]oraliqdagi bajargan ishi deb ataladx Demak ,° C

A= lim ZF(‘fk)Mk
Ay =0 =0
Yuqoridagi {10,16) yig'indi F(x} funksiyaning [(s#) oraligdagi
integral yig'indisi ekanini paygash qiyin emas. Qaralayotgan
Fix) funksiva {a#] oraligda uzluksiz bo'lgani uchun u shu
“oraligda integrallanuvchi bo'ladi Demak
fim | TF@:{}M;: Iﬂ"'(x)air

'

Shunday qilib, o zgamvchl F(x kuchmng [«4] oraliqdagi
bajargan ishi
’ 5
A= _{ F (x)dx
o
formula bilan ifodalanadi.
10.8-misol. Vintsimon prujinaning bir uchi
mustahkamlangan, ikkinchi uchiga esa F=F(») kuch ta'sir etib,
prujina gisilgan deylik (46 — chizina).

46 —chizma.
Agar prujinaning gisilishi unga ta'sir etayotgan F(x) kuchga
proporsional .bo‘lsa, prujinani «  birlikka qisish uchun Fx
kuchning bajarilgan ishini toping.
4Agar F(x) kuch ta'sirida pru]mamng qisilish miqdorini x
orqgali belgilasak, u holda _

Fix)=kx

e

E




bo'ludi, bunda & - proporsionallik koeffitsienti (qisilish
kacititsienti). Yuqoridagi formuladan foydalanib bajarilgan ishni
hisoblaymiz:

A:Tkxdx:kvﬁ(zékfiP .
o 2 2 H

Lr

5—4§. Inersiva momenti

Mexanikada inersiva momenti tushunchasi muhim bo'lib, u
masalalar yechishda ko'p qo'llaniladi. Tekislikda m massaga ega
ho'lgan 4 moddiy nugta berilgan bo’lib, bu nugtadan biror ¢
v'qqacha (yoki 0 nuqtagacha) bo'lgan mascfa r ga teng bo'lsin.

Ma'lumki, ushbu J=mr? miqdor 4 moddiy nuqianing ¢ o'qni
() nuqtaga) nisbatan inersiva momenti deb ataladi.

Masalan, tekislikdagi » massaga ega bo'lgan 4= 4(r,y) moddiy
suqtaning  koordinata o'qlariga  hamda koordinata boshiga
nishatan inersiya momentlari mos ravishda

Jx=rr_u?‘ Jy=my2, J0=m(x2+y2)
jormulalar bilan ifodalanadi.

Endi tekislikda har birl mos ravishda mg,m,,..,m, | massaga ega
bo'lgan dg,4)....4,y moddiy nugtalar sistermasi berilgan bo'lsin.
Bbu sistemaning biror ¢ o'gga (0 nuqtaga )} nisbatan inersiya
moment har bir nuqtaning shu ¢ o'qga {0 nuqtaga) nisbatan

-l . .
inersiya momentlari vig'indisi J, = T m? sifatida ta'riflanadi,
y ¥iq Ry

bunda » miqgdor 4, nugtadan ¢ o'ggacha {0 nugtagacha} bo'lgan
rmasofa.

Masalan, tekislikda har biri mos ravishda mg,m...,m,.,massaga
cga bo'lgan  dglxg.vp)  Afxy v A, (5, 1.y, ymoddiy nugtalar
sistemasining koordinata o'glariga hamda koordinata boshiga
nisbatan inersiya momentlari mos ravishda

J.i-") = Hij mk-'f;f‘ J{,.-”) z Hil b‘f;(,va . S = nf mk(xf + yf)
k=0 : k=0 h=0
formula bilan ifodalanadi.
Biror y=j7(x) egri chizig yoyi bo'yicha massa tarqatilgan
ho'lsin. Bu massala egri chiziq yoyining koordinata o'qglari hamda
koordinata boshiga nishatan inersiva momentini
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aniglaymiz. '

Jftxy funksiya [« 6] oraligda uvzluksiz hamda uzluksiz £%
hosilaga ega bo'lsin. Bu funksiya grafigi 48 voyini tasvirlasid
deylik. 48 yoyi bo'yicha zichligi o'zgarmas va 1 ga teng bo’ lgai

massa tarqatilgan. Ravshanki, bu holda massa yoy uzuuligigt
teng va {10,1) formulaga ko'ra

L] -
= [+ £ o

bo'ladi.
[, b} oraligni ixtiyoriy
Potfe,xx,) la=x,<x...<x, =8
bo'laklashni  olaylik. Bu bo'laklash  «8 voyni A (x. f{x)
(h=0%.,n~% 4 = 4 4, =8 nugtalar bilan » ta 4,4, bo'lakk
ajratadi. Bunda 4, 4;,; bo'lakning massasi (10,1) formulaga ko'ra
topiladi: '

:f TR (h=042,..0-1

O'rta qgiymat haqgidagi teoremaga asosan  shunday
&€y elxg ., D nugta topiladiki,

le+f' =i+ /R Ay,
bo'ladi, bunda Ay, =x, -x.

Yugoridagi muncsabatlarga muvofiq (£, /(& n  (k=0L...2-1

moddiy nuqtaning koordinata o'glariga hamda koordinata
boshiga nisbatan inersiya momentlari mos ravishda

’“ —‘swm;; §1 \[[+J' (WA,
So= £, = FE W+ G A,
S s E M, < (€4 LEWE G

formula bilan, (&, /(N (& .S Mt (€, ) moddiy nugqtalar
sistemasining merslya momentlari esa mos rav1shda

Z‘Cnxll“' (e )iut

= ZJ*(;; )Jl+f"‘°(f* Ay, . (1017

k=t

-l

Jclmm Z‘w ¥ 18D “‘){ ('Ex]"'“

[

formulalar bilan ifodalahadi.
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I'lndr P bo'laklashning diametri 4, nolga intila borsin. Unda
har bir 4,4, yoyning uzunligi bham nolga intila borib, 4.4;,,
yoyi rsa nuqgtaga aylana boradi. Bu hol tabiiy ravishda 4,0 da
(10.17) formulalar bilan ifodalangan J{® /¢ /8" yig'indilarning
bimitini massaga ega bo'lgan moddiy egri chiziq yoyining
koordinata o'qlari hamda koordinata boshiga nisbatan inersiya
momenti deb qarashga olib keladi.

4,0 da J9,7M s yig'indilaming limiti moddiy egri chizig
yoyining Koordinata o'glariga hamda koordinata boshiga
msbatan inersiva momenti deb ataladi va ular mos ravishda
1,.4,.J, kabi belgilanadi.

Demak,
a-i
J, = lim J 1" = lim mYy £l )M
o et

a=1
J,=lim /3 = lim Zf’(&;) 14 (&),

Jo = lim J3¥ = lim = Y@+ reoN G
(10.17) munosabatdagi yig'ndilarni (4, 5] oraligda mos ravishda
quyidagi

W 7700, P 100, (4 W ()
funksiyalarning integral yig'indilani ekanligini paygash giyin
emas. Shartga ko'ra f(») funksiya (25 da uzluksiz hamda
uzluksiz  f(x) hosilaga eqa. Shuning uchun yugoridagi
funksiyalar [4 5] da integrallanuvchi. Demak,

n~1 & T
fim 5 Efyt+ FHgM =[xl S

/Ip —Sop=0

n-t b e
Jdm T e S =1 W1 + 72 0) s,
p—-bo = a

n-1 — b -
Jim T 2N G0 = 0+ Fromlis 2@ e
o k= a
Natijada ushbu
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5o, -
o= I.r2 \H +f'2(.‘() dx,

a

] —
Sy =[x £ 0 dr, ;
b —
| Jy =[P+ PRl £ 0 ax
i‘ormula.larga ega bo'lamiz.
Mashgqlar

10.9. Ushbu
yi=2pr
parabolaning (0,0} va (x,y) nugtalari orasidaqgl yoyining uzunligi

——— ﬂ k4 T
L=-2—Jy_’+p2+£ln-—-———y+ rre
2p 2 14

ga teng bo'lishi isbotlansin.
10.10. Parametrik ko'rinishda (x=¢(), y=e(t) te{a, #1) berilgan
egri chizig yoyining uzunligi

S —
L= [Noline (1) de
o
bo'lishi isbotlansin.
10.11. Ushbu
2 2
jc——y—=l,x=c {c>a)

Py

at b
chiziglar bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin.
10.12. Radiusi - bo'lgan (+>0) shar sirtining yuz topilsin.

300



X1 BOB
Sonli gatorlar

Biz mazkur bobda, sonli qalorlami,; ularming yaginlashishi,
uroglashishi, yaqinlashish alomatlari hamda vyaginlashuvchi
yalorlarning xossalarini o'rganamiz.

1—-§. Asosiy tushunchalar

Ushbu
ay.do, 03,00, {11.1)
hagiqiy sonlar ketma— Kketligi berilgan bo'lsin.
1—ta'rif. Quyidagi

Gy +asrazrota, +o (11.2)

foda gator [senli qator) deb ataladi. Uni Ea,, kabi belgilanadi:
n=]

%aﬂ =aqptaytaztFag o
n=i

(11.1) Ketma—kethikning a.e,a;...a,... elementlari gatorning
hadlari deyiladi, 4, esa qatorning umumiy (s —chi] hadi
devyiladi, {11.2) gatorning hadlaridan quyidagi

A =a,

A, =a+a,

A, =a,+a, +q,

A=at+a+..+a,

yig'indilarni tuzamiz. Ular gatorning gismiy yig'indilari deyiladi.
Demak, (11.2) gator berilgan holda har- doim bu gatorning
gismiy vig'indilaridan iborat ushbu 4,:
A],Az,fb,.,.,/’iﬂ,.“
sonlar ketma — ketligini hosil gilish mumkin.
2-ta'rif. Agar x> da (11.2) gatorning gismiy
yig'indilaridan iborat 4, ketma—ketlik chekli limitga ega, ya'ni
hm 4, = A (A= R

bo'lsa, gator yaqinlas}tuvchf deviladi.
Bu limitning giymati 4 son {11.2) gatorning yig'indisi

s




deviladi va quyidagicha yoziladi:
A=a, ta, ¥+ va + . *——“Zux

3-ta'rif. Agar rx-oe da (11.2) qgatorning qismiy
vig'indilatida iborat 4, ketma--ketlikning limiti cheksiz bo'lsa
yoki bu limit mavjud bo'lmasa, u holda (112} gator
uzoglashuvehi deyiladi. Masalan:

1) Ushbu
1 1 1
LI L
1-2 2.3 (h=1n
qator yaginlashuvchi, chunki

] 1 ! 1Y f1 17
R B S E o L ER [Py
1.2 2.3 {n-1n 2) k2 3

1+

lim A, =2
EEY
2) Quyidagi
#2434 n+ ..
gqater uzoglashuvchi, chunki
o An=l+2+3+..,+n=f~(-£2j——ﬂ
bo'lib,
lim 4, =
B
3) Quyidagi
I=1+1-1+...

gator ham uzoglashuvchi, chunki
0, agar n jult son bo'lsa
A =1-l¢. + (== .
) i. agar n tog son bu’lsa

bo'lib, 4, ketma—ketlik limitga ega emas. -

11.1 misol. Geometrik progressiva a,aq...aq"”'.. hadlaridan
tuzilgan

q+aq+aq2+..,_.+aq"_l+., o ]
gatorni yaqginlashuvchilikka tekshirilsin. Odatda bu gqator
geometrik qator deyiladi.
"« Ravshanki,
1 f}*aq"

Ap=aragrag’ + rag"l="TH o (gel)

T Agdrtgl <1 bo'lsa

“w




tim A, = .4
LIRS ]-—q

bo'ladi. Demak, bu helda geometrik gator yaqinlashuvchi va
uning yig'indisi i-‘ff---- songa teng.
-y :
Agar ¢=>1 bo'lsa, lim .J,=« bo'lib, gator uzoqlashuvchi

bo'ladi.

Agar ¢=1 bolsa, n-s=x da 4,=s->« bo’lib, gator
uzoglashuvchi, ¢<-1 bo’lganda esa 4, ketma—ketlik limitga ega
emas. Demak, bu holda ham gator uzoglashuvchi bo'ladi.

Shunday qilib, geometrik qator |{g9j<1 bo'lganda
vaginlashuvchi, |¢}>1 va "¢=+1 bo'lganda uzoglashuvchi bo'ladi.
>

11.2—misol. Quyidagi

1+%+§.+...+£+.,. {11.3)
gatorni uzoqiashuvchi bo'lishi korsatilsin. Bu gator garmonik
gator deb ataladi.

4 (11.2) qatorning birinchi 2* ta (ke ~) hadidan tuzilgan

Aqy =]+1+1+-I-‘+__,+~~l--~+,..+—~"——-
2 3 4 260 4 2
gismiy yvig'indisini olib, uni quyidagicha yozib olamiz.
ANATAWANE I IRA A,

A, :[I+EJ+(§+ZJ+(§+3+5+E)+[§ +-“-E+,.A+I]g]+...+

1 1 ]
S et St v et S el B
(2"'"+1 25142 2‘)

Endi ushbu
l+l>l+_’.=l,
3 47 4 4 2
A T S S N O OO I
B i e e Y- R R
S 6 78 % 8 &8 8 & 2
1 11 1 1 1
—_ At —t =R —=
9 16 16 16 16 2
[ —
B A
211 28,2 2% 2k 2 2 22

tengsizliklami e'tiborga olsak, unda
i
A P+k-=
2k > 2

ans



tengsizlikning o'rinli bo'lisht kelib chiqadi. Ravshanki. .15
ketma—ketlik o'suvchi va m . == Shundoy gilib, garmonik ¢

qator uzoglashuvchi. »
11.3 misel. Ushbu
111 a1
I—E+--3- —;+.._+(—I) s (11.4j
gatorni yaqinlashuvchiligi, yig'indisi ln2 ga tengligi ko'rsatilsin.
4 Bu gqatorning gismiy yig'indisini yozamiz.

2 3
Ma'lumki,
2 3 4 H
M+ x) = x— =t ek (=D Ty (2)
2 3 7t
bunda 6<xz1 uchun
1
by {0 € e
) n+l

tengsizlik o'rinli {6 bob, 7—§ ning 6— bandidiga qarang).
Yuqoridagi formulada x=1 deb topamiz.
In2= A4, +r, ()

natijada ushbu

1
A, =[5 ——
M, —ln 2=, (D < —
tengsizlikka kelamiz. Unda
lim 4, =InZ
W

kelib chiqadi. Demak. (11,4} qator yaqinlashuvchi va uning
yig'indisi n2 ga teng.» .
Aytaylik i

Sa, =ata+.ta,+o

qator berilgan bo'lsin. Bu qgatorning dastlabki mta hadimi
tashlash natijasida hosil bo'lgan ushbu

FTOIPR (11.5)

n=m+l

gator ia, qatorning (= — chi hadidan keyingij qoldig'i deyiladi.



2—§. Yaginlashuvchi gatorning xossalari
Koshi teoremasi

1. Yaginlashuvchi gatorning xossalari. Biror
i‘a,,=a1+‘:3+.._.+an+._._ (11.2)
n=l
qator berilgan bo'lsin. Agar qator yaginlashuvehi bo'lsa, u
ma’lum xossalarga ega bo'ladi.
1—xossa. Agar (11.2} gator vaginlashuvchi bo'isa, uning
1stalgan (11.3) goldig'lt ham vaqginlashuvchi bo'ladi va aksincha.
4 (11.2) gator berilgan bo'lsin. Biror m natural soni
layinlab, (11.5) gatorning (qismini vig'indisini 4, bilan
belgilayhik.
Ak Fldpp) T2t dy, g
Ravshanki,
A =4, ~A, A, =A,+4._, {n>m)
{11.6)
bunda 4, =4,+a,+. .+a, bo'ladi.
111.2) gator yaqginiashuvchi bo'lsin. Ta'rifga ko'ra
kii_n;nm Aper = A {A— chekli son)

boladi. 4 -+« da {11.6) tenglikda limitga o'tib topamiz:

lim A =A— A4,
LR

Bu esa (11.5}) gatorning yaginlashuvchi ekanini bildiradi.
Endi {11.5) gator yaginlashuvchi bo'lsin. U holda ta'rifga
ko'ra.
lim 4, = A4 {A —chekli sonj

& -y
bo'ladi. (11.6) tenglikda » -« da limitga o'tsak, u holda
lim A4, =A.+ 4,

ks
bo'lishi kelib chigadi. Bu esa {11.2} qatorning yaginlashuvchi
ekanini bildiradi. »

Shunday qilib, gatorning dastlabki chekli sondagi hadlarini
tashlab yuborish yoki qatorning boshiga chekli sondagi yangi
hadlarni go'shish uning yaginlashuvchidagi xarakterga ta'sir
gilmaydi.

1—natija. Agar {11.2} gqator yaqinlashuvchi bo'lsa, uning
qoidig’i

Fin T gy T iga to Tt dgug T

suh




m — = da nolga intiladi.
< Haqigatan ham (11.2) gator yaginlashuvehi bo'lib, uning
yig'indisi 4 be'lsin. u holda

A =‘A»¢ +r.or, =001,
bo'lib,
lim ry, =4 ~4=0
B 0
bo'ladi. »

2—xossa. Agar (11.2} gqator yaqginlashuvchi bo'lib, uning
vig'indisi 4 ga teng bo'lsa, u holda '
Eca,, =cay +cay +..tea, .. (11.7n
n=1
gator ham yaginlashuvchi va uning yig'indisi <1 ga teng bo'ladi
c#0 — » ga bog'liq bo'lmagan o'zgarmas sonj.
< (11.2) qatorning qismiy vig'indisi 4} bilan belgilasak  u
holda
A =ca +ea, +.+ea, =cla +a, +..+a)=cd,
bo'lib, undan
lim A4y, =c4

bo'lishi kelib chigqadi. Bu esa {11.7} gatorning vaginlashuvchi
bo'lishini va uning yig'indisi 4 ga teng ekanini bildiradi. »
Bu xossa yaqginlashuvchi qatoslarda ushbu
clayrar+...Fa,+.y=ca tcay +.Foa, t.
munosabatning o'rinli bo'lishini ifodalaydi.
3—xossa. Agar

o
Ya,=aqtay+ota, to.,
n=]

o0
Shy=b b+ b

a=1
qatorlar yaginlashuvchi bo'lib, ularning yig'indisi mos ravishda
A va B ga teng bo'lsa, u holda

i(.zu+bu)=(al+b,)+(ag+bz)+,..+(aﬂ+b")+.,. (11.8)
el

qator ham vaginlashuvchi va uning yig'indisi 4+B ga teng
bo'ladi.

- Ean va Eb,, qatorlar yaginlashuvchi. Demak, bu
=1 =]

qatorlarning gismiy vig'indilani (4, va B, lar) uchun lim 4,.=4

H =

4 e i N B =



chm B, =5 tengliklar o'rinli (11.8) gatorning gismiy vig'indilan

", bilan belgilab topamiz:
Costa vy riu, +hyr (e, b y={atu + o da )+ (b +b+  vh =4 + B
Bundan '
hm¢’ =4+ B
kevingi tenglikdan xossaning isboti kelib chigadi. »

)

2—-natija. Agar §a,, va }'_ib,, gatorlar yaginlashuvchi bo'lsa,
u holda " "
i(c a,+18,)
qator ham yaqinlashuvchi va "

Z(aan +ib)= cZaE + be,,
tenglik o'rinli bo'ladi (bunda c/-» ga bog'lik bo'lmagan
o'zgarmas sonlar)
4—xo0ssa. Agar {11.2} qator vyaginlashuvchi bo'lsa, bu
gatorning umumiy hadi g,, »->= da nolga intiladi.
4 (11.2} gator yaqinlashuvchi bo'lsin, ya'ni tm 4,=.4 [ A~

chekli son). Agar )
Iy = An - An—l
ho'lishini e'tiborga olsak, u holda limitlar xossalariga ko'ra

lim a, = lim {4, -4, D=A-A=0
00 H—x

bo'lishini topamiz. » :

Eslatma. Qatorning umumiy hadi #-~ da nolga
intilishdan uning vaqinlashuvchi bo'lishi har doim kelib
chigavermaydi.

Masalan. Garmonik gator §1 ning umumiy hadi a,,=1-

n=) " "
bo'lib, u » -+« da nolga intiladi, ammo bu gator uzoglashuvchi.

Yugorida keltirilgan  4-xossa gator yaginlashishning
zaruriy shartini ifodalaydi.

2%, Koshi teoremasi. Aytaylik,

Ya,=my+ag+. Fa,+..
nz=l
gator berilgan bo'lib,
Ay =aptar+. +ay,

Wy



uning «ismiy yig'indisi bo'lsin.

¥

I—teorema. <, qatorning yoginlashuvi bo'fishi uchun

nel
vex0 olinganda ham shunday nye x topilib,  vn=n, va m=123_
lar uchuan
Mygm = Tl = idael + g + ot Qg < €

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarll.

4 Bu teoremaning isboti 3—~bob, da keltinlgan Koshi
teoremasidan kelib chiqadi. »

Bu teorema muhim nazariy ahamiyatga ega bo'lib, undan
amally masalalarni hal etishda foydalanish qiyin bo'ladi.

3-§. Musbat gatorlar

1°. Musbat gatorlarning yaginlashuvchi bo'lishi sharti.
Biror {11.2) gator beriigan bo'lsin.

ian=a|+az+..,+a,‘+.., (11.2)

Agar o, 20(n-= 123,..) bo'lsa, u holda (11.2) gator musbat
holda gator yoki, gisqacha, musbat gator deb ataladi.

2—-teorema. Ushbu Ea,, musbat qator yaginlashuvchi

n=l
bo'lishi uchun uning gismiy yig'indilari ketma— ketligi yugoridan
chegaralangan bo'lishi zarur va yetarhi.
- Zarurligi. §a,, gator yaqinlashuvchi bo'lsin: lm 4,=4

n=1 B30
{A—chekli sonj. U holda 4, ketma—ketlik yaqinlashuvchi
binobarin chegaralangan, jumladan u yugoridan chegaralangan
bo'ladi.

Yetarliligi. Ean gatorning ¢ismiy vyig'indilari ketma--
=}

ketligi 4, yuqorida chegaralangan bo'lsin.

Shu gatorning har bir hadi manfiy bo'lmagani uchun

A =dp+ay 24,

tengsizlik o'nnli. 4, ketma— ketlik o'suvchi. Shuning uchun 3 —
bobdagi 7—teoremaga ko'ra 4, ketma—ketlik chekli limitga
ega:

3R



hm 1=l Bu esa o, qatorning yaginlashuvchi ekanini

T Aol

bildiradi. » .
11.4 misol. Ushbu .

v l— =l+—! +ml—-+ +—I o

win® 2% ax i
qatormi  {uni umumlashgan garmonik gator deyiladi} &>1
bo'lganda yaginiashuvchi ekanligi ko'rsatilsin.
« Ravshanki qismiy yig'indilardan tuzilgan
A =i+ —]--+ --!—+ S A
2(! 3&’ o

ketma—ketlik o'suvchi. Demak 4, <4,,,; (r=12..) Ayni paytda

11 ] 1] 1 1
BRI B T O it B I el T U ] B S enll R K
2% 3% (2n+ D% 2% 3* 2am”® (2n+p”

2 2 1
S e & ———= —= Ay
g%t gn (2}7)“ a1
bo'ladi.

Oxirgi ikki munosabatdan ushbu

1
Aﬂ <1+ ‘2_11--1 /'f"

tengsizlik kelib chigadi. Bundan «>1 bo'lganda
a-]
Ay < I+

(n=12..)

tengsiziik hosil bo'ladi. Bu esa 4, ketma—ketlikning yuqoridan
chegaralanganligini bildiradi. 2--teoremaga ko'ra berilgan qator
yaqin —lashuvchidir. »

3—natija. Musbat gatorming qismiy vig'indilaridan iborat
ketma—ketlik yuqoridan chegaralnmagan bo'lsa, gator
uzoglashuvchi bo'ladi.

20, Musbat gatorlarni taqgoslash haqgida teoremalar.
Ma'lum mushat gatorning  yaginlashuvchanligi yoki
uzoqlashuvchiligini bilgan holda, hadlan bu gator hadlari bilan
biror munosabatda bo'lgan (tagqgoslangan} ikkinchi musbat
qatorning yaqinlashuvchiligi yoki uzoglashuvchiligini aniglash
mumkin. Ular quyidagi teoremalar bilan ifodalanadi. :

Tkkita musbat Ean va Eb,, qator berilgan bo'lsin.

a=] n=)

3—teorema. » ning biror syn, =t gqiymatidan boshlab



Larcha wzn, lar uchun
- A %y {11.9)

tengsizlik o'rinli bo'lsin.  Agar a) i_-”n galor yaqinlashuvchi

noa

bo'lsa, ;fan gator ham yaginlashuvchi bo'ladi. b} Ea,, gator
m=] ==

uzogiashuvchi bo'lsa. Eb,, gater hain uzoglashuvehi bo'ladi.

.y
«Ushbu bobning 2—§ 1ida ayitib o'tdikki, gatomning

yaginlashuvchi (uzoglashuvchi) bo'lishiga uning chekli sondagi
dastiabki hadlarining ta'siri bo'lmaydi. Shu sababli {11.9)
tengsizhk », =t dan boshlab o'rinli bo’lsin, deb garash mumkin.
Demak, a,s5, (m=12..)engsizlik o'rinli. U holda berilgan
gatorlarning qismiy vig'indilan

A, =g taz o ta,

B, =ty +thy+ .+ 5,
-uchun ushbu

A, B, (=12 (11.10)

tengsizlik ham o'rinli bo'ladi.

Avval %bn gator yaqinlashuvchi bo'lsin. U holda 2-—
n=1

teoremaga ko'ra B, Xketma—ketlik yugoridan chegaralangan
bo'ladi: B, =M (n=123..)

Bundan {11.10} tengsizlikka asosan 4, sM (r=123,.)
tengsizlik ham o'rinli ekani kelib chigadi. Demak, 4, ketma—
ketlik ham yugoridan chegaralangan. Yana o'sha 2— teoremaga
ko'ra §a,, gatorning vaqinlashuvchi bo'lishi kelib chiqadi.

n=1

Endi %a” qator uzoqlashuvchi  bo'lsin. U holda 4,

n=l
ketma—ketlik yugoridan chegaralanmagan. (11.10} tengsizlikka
asosan B, ketma-—Kketlik ham yugoridan chegaralanmagan

bo'ladi. Bundan esa 4, qatorning uzoglashuvchi bo'lishi kelib
=1
chigadi. » '
11.5—misol. Quyidagi

. . X 4 )
SN —— +SIN—7 +SM o+ RN+
1 ra 3 " .

M1



gator yaginlashuvchiligini tekshiring.
4 Bu qgator hadlan uchun

0 < sm T

Aot

tengsizlik o'rinli bo'lishini ko'rsatish qivin emas. Demak,

{n;:!,z.. J

berilgan gatorning har bir hadi yaqintashuvchi S lz gatorning

—
nolh

mos hadidan kichik. 3-—tecoremaga asosan berilgan gqator
yvaginlashuvchi »
4—teorema. Ushbu
lim 22 =g W<k $oo)

He w0 Dy

limit mavjud bo'lsin. Agar: a} k<» va §b,, qgator yaginlashuvchi

n=|

bo'lsa, u holda 'Ea,, qgator ham yaginlashuvchi bo'ladi: b} k>0 va

=

" o
Y6, qator uzoglashuvchi bo'lsa, u holda Ta, qator wuan
n=1 a=1

uzoqlashuvchi bo'ladi.

< a) k<= bo'lib, T4, qator yaginlashuvchi bo'lsin. Limit
n=]
ta'rifiga ko'ra, ve>0 son olinganda ham shunday »,e¥son
topiladiki, barcha r>nglar uchun
2n - ki <
n I
ya'ni
(k—e) b, <a, <(k+E) b, {11.11)
tengsizliklar o'rinli bo'ladi.
Shartga ko'ra Eb,, gator yaqinlashuvchi. Shuning uchun

=1

E(k+s)b,, gator ham vyaginlashuvchi. U holda ({11.11)

n=1
tengsizlikdan va 3 -teoremadan §a,, gatorning yaginlashuvchi
n=1
bo'lishi kelib chiqadi.
b} k>0 bo'lib. Ebn qator uzoglashuvchi bo'lsin. Agar

n=)

a5



t<ky <k olsak, u holda tim “2=¢ lmit o'rinli ekanidan va # .
e fiy
bo'tishidan. shunday », < ¥ son topiladiki, #>», bo'lganda ;f”-:-lq
bl
tengsizhk o'rinli bo'ladi. Demak »:>#, bo'lganda 5, ‘:E] dyy
[

tengsizlik bajanladi. Bundan 3-—-teoremaga asosan Y.,
: L

qatorning uzoglashuvchi bo'lishi kelib chigadi.»
4-natija. Agar ushbu

. [4]
lim % =4
L Loy bﬂ

limit o'rinh bo'lib, ¢<k<x bo'lsa, u holda ()i_'a,, va Eb,, gatorlar
n\ n=1
bir vaqtda yaginlashuvchi, yoki bir vagtda uzoglashuvchi bo'ladi.
11.6 misel. Ushbu

L |

T —

n=l -
n

gatorni yaginlashuvchilikka tekshiring.

4 Bu gatorni garmonik gator ! bilan tagqoslaymiz. Bu
n=1 N
ikki gator umumiy hadlarni nisbatining hmitini topamiz:
}

= =}

1r
n "

TS S L S
A L L as L Pl F ] n\f’??
n n R
Demak, 4 —natijaga ko'ra berilgan gator uzoglashuvchi bo'ladi »
S—teorema. neN ning biror ny giymatidan boshlab barcha
n>ng lar nchun
Gt Ban {11.12}

Ip by,

tengsizlik o'rinli bo'lsin. U holda a) Eb,, gator yaginlashuvchi

=1

be'lsa, Ean gqator ham yaqinlashuvchi bo'ladi: b) Ea,, gator

n=1 f=l

uzoglashuvehi bo'lsa, Ehn gator hamn uzoglashivehi bo'ladi.

n=1

a1



<  Avval aytganimizdek (11.12] tengsizlik »=-12..
qiymatlarda bajariladi deb hisoblash mumkin. Shunday gitib,

il o sl -
o < . ] ;1,2_.... )
tengsizlik a'rnli deb qaraymiz. Unda quyidagi
2 L:.-.‘ _,_..;-"-sfﬁ-' .....:'.’« tengsizlik kelib chiqadi. Bundan ushbu
I -1 ! n 1 .
a,,g;_lh,, (11.13}

tengsizlikka ega bo'lamiz

Agar Th, gator yaginlashuvchi bo'lsa, unda ¥ i, gator

=

nol nzl

ham yaqginlashuvchi bo'ladi. Unda (11.13) tengsizlik va 3—

teoremga asosan §a,, gatorning vyagqintashuvchi bo'lishi kelib
A=} )

chiqadi.

{11.12) tengsizlik o'rinli  bo'lganda %L;a,, gatorning

i

=l
uzoglashuvchi bo'lishidan ;fh,, gatorning ham uzoglashuvchiligi
n=1

kelib chigishi shunga o'xshpsh isbotlanadiw

3%, Musbat qatorlar uchun yaginlashuvchilik alomatlari.
Biz yugorida musbat gatorlarni taqqoslash teoremalarni keltirdik.
Garchi bu teoremalar yordamida tekshiriladigan gator hadiarni
ikkinchi gator hadlari bilan taggoslab, garalayotgan gatorning
yaginlashuvchiligi yoki uzoglashuvchiligi masalasi hal bo'lsa
ham taggqoslash teoremalan ma'lum noqulayliklarga ega. Bunday
nogulayliklaridan biri berilgan gator bilan taqgoslanadigan
gatorni tanlab olishning umumiy goidast yo'gligidir.

Berilgan gatorni geometrik hamda umumlashgan garmonik
gatorlar bilan tagqgoslab, gatorning vyaginlashuvchiligi yoki
uzoglashuvchiligini ifodalaydigan alomatlarni keltiramiz:

a) Koshi alomati. Musbat gator %a,, berilgan bo'lsin. Agar
n=l
neN ning biror ayin, 21) giymatlariden boshlab barcha rza,
givmatlari uchun
Ja, sg<1 (ya, 21)

tengsizlik o'rinli bo'lsa, . §a,, gator yaginlashuvchi

n=1

T




(uzoglashuvchij bo'ladil

4Avval Y., qator uchun r2n, bolganda o, £g<1

el
tengsizlik o'rinli bo'lsin. Bu tengsizik ushbu «, <4" tengsizlikka
ekvivalenidir. 3--teoremaga ko'ra i_::un qator yvagqnlashuvchi
: e
bo'ladi.
Agar barcha nzm, lar uchun | >iya‘'ni «, =1 tengsizlik
o'rinli bo'lsa, u holda berilgan gatorning har bir hadi

nzoglashuvchi *:

”n

1 qatorning mos hadidan kichik bo'lmaydi.

1

=)
Yana o'sha 3-teoremaga ko'ra, Ta, gator uzoglashuvchi

n=1
bo'ladi. »
Amally masalalarni  hal gilishda ko'pincha, Koshi
alomatining quyidagi limit ko'rinishidan foydalaniladi.
Agar ushbu

limya, =k

B

limit maviud bo'lsa, u holda Y, gqator k<1 bollganda

yaqinlashuvehi, k1 bo'lganda esa lizoqlashuvchi bo'ladi.

11.7—-misol Quyidagi l+(§-]+[§]1+[i]a+ +[-r—‘—+-—!-]n +
) ’ yidey 3f s 1) L
gatorning yaqinlashuvchiligi ko'rsatilsin.
Berilgan qator uchun

— n+1 Y n+l . 1
. 1{‘) EETIS U A A
bo'ladi.
Demak,  Koshi alomatiga ko'ra  berilgan  qator
yaginlashuvchi.
b) Dalamber alomati. Agar #e¥ ning biror o, (n, 21

_qiymatidan boshlab barcha a2 n, giymatlari uchun

-a—"—‘-!-.‘Sq‘:] [-a—i'-izl]
a'l a'\

tengsizlik  o'rinli  bo'lsa, ian gator  vadqinlashuvchi

{uzoqlashuvchi) bo'ladi.



4 Berilgan in qator bilan birga yaqinlashuvchi

Zq":q+q’+q3+,..+q"+._. (Bey<ty
ni 1

a

geometrik qatorni qarayiik. Ushbu “*l<y<1 tengsizlikni

L]
nal

A <y = 9

a q°

ko'rinishda yozib, so'ngra tagqoslash 5—teoremani go'llaymiz.

Shu teoremaga ko'ra 3¢ qatorning yaginlashuvchiligidan Yo

(jatorning yaqinlashuvchiligi kelib chigadi. ™ >1 bo'lganda ia"
a, n1

qatorning uzoglashuvchi bo'lishi ravshan»
Dalamber alomatini ham limit ko'rinishida ifodalash
mumkin. Agar ushbu
lim 2222 = g
L=
limit mavjud bo'lsa, u holda d <1 bo'lganda qator yaginlashuvchi,
d »1 bo'lganda esa qator uzoqglashuvchi bo ladi.
11.8—misol. Ushbu

gator yaqinlashuvchiligini tekshiring.
«4Bu qator uchun quyidagilarga egamiz:

=_r3_! e . (n+l)T ” i

a, A Y A
" a,  (n+1) nt [l+l]

L]

limitga o'tib topamiz:
an-ﬂ
lim 4 = —
= a, e

Dalamber alomatiga ko'ra berilgan gator vaginlashuvchi»
v} Raabe alomati. Ushbu i"‘- musbat qator berilgan

bo'lsin. Agar »e¥ ning biror n, (n,z}) giymatidan boshlab
barcha nzn, giymatlar uchuyn

LG AL (e B



tengsizlik o'rini  bo'lsa, E_a qator . yaginlashuvchi

{uzeglashuvchij bo'ladi.
< Avval n2n, lar uchun n{l—;?-"*'-J:zrr»t tengsizlik bajarilsin,
. &,
deylik. Bu tengsizlikni quyidagi

i [
R
A a (11.14)
ko'rinishda yozib. so'ng r>u>] tengsizlikni ganoatlantiradigan
« son olamiz. Ma'lumki,
EE
n

PT] T =0
I
(5—bobning 6 —§ iga qarang}. Tanlanishiga ko'ra «<r bo'lgant
uchun shunday » ¢N son topiladiki, barcha n>n\ lar uchun
e
__.H._E-]HI.___ <r

i)
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Undan ushbu
(1_!_] S (11.15)

n 14

tengsizlik kelib chiqadi. Endi maxf,n,}=#i, deb olsak, barcha
n >0, lar uchun {11.14) va {11.15) tengsizliklardan

t fy_ 1Y
o s(r .J (11.16)
tengsizlikka ega bo'lamiz. Agar {11.16) tengsizlikni ushbu
}
Rou ___E__
a4
(n—1¥

ko'rinishda yozsak, unda berilgan qator hadlan bilan i:__l&_

umumlashgan garmonik qator hadlari orasida (11.12)
ko'rinishdagi munosabat borligini payqaymiz. Ma'lumki, «>1 da

umumlashgan garmoenik gqator vyaginlashuvchi. Demak, 5-—
teoremaga ko'ra berilgan gator vaginlashuvchi be'ladi.
Endi barcha n zn, lar uchun

314



n(]- B ']51
a,

tengsizlik o'rinli bo'lsin. Undan ;

|
Bt <
an ]- —

{n-1)
tengsizlik kelib chigadi. - Shuning uchun 5--teoremaga asosan

Z-’- garmonik gatorning uzoglashuvchi bo'lishidan berilgan

qatorning uzoglashuvchi ekani kelib chigadi.
Bu alomatni ham quyidagicha limit ko'rinishda ifodalash
mumkin. Agar ushbu

a

1'"3.“{ —-gﬂ]=g {1 = const)
Jimit o'rinli beo'lsa, e>! bo'lganda qator yaqginlashuvchi, g<1
bo'lganda esa qater uzoglashuvchi bo'ladi.
11.8~misol. Quyidagi
1. 131 1351 13571
T I i
2 242 2463 246%4
qatorni yaginlashuvchilikga tekshiring.
+4 Bu gator uchun
n(l-—fi“—')=n(l—{2n+l)”-—-l—-—‘ @t m, 3;17—3» , limn(l.—-‘-z-”—t'—)=§->l
a, @r+2M 1+n -0 17 20" +4r+2 e da, 2
bo'ladi. Demak, Raabe alomatiga ko'ra berilgan qator
yaqinlashuvchi. »

g} Intergal alomat (Koshining integral alomatij. Ushbu

(2n-1p 1
+.,+W-;

a, musbat gator berilgan bo'lsin.

n

1

n=

Faraz qilaylik, [ts»] orligda aniglangan, uzluksiz,
o'smaydigan hamda manfiy bo'lmagan f(x} funksiya uchun
t{n)=a, (n=12.} bo'lsin. U holda berilgan qator quyidagi

Z_a_ = Zf{n) ,-'
ko'rinishni oladi. Ravshanki, n<x<n+1 bo'lganda
f{n)2 f{x}z tln+1)
va'ni a, 2t(x)zs,, tengsizliklar o'rinli. Keyingi tengsizliklami
[».n+1] oraliq bo'yicha integrallab topamiz:

(e



el

A, = jt‘(.\'}dxéan (11.17)

Endi berilgan gator bilan birga ushbu

w ntl

> [tlx)dx (11.18)
qatorni ham qaraylik. Bu gatorning gismiy yig'indisini yozamiz:
i j f(x)dx = 'Tf{x)dx {11.19)

h=1 i .

Faraz qilaylik, t(x} funksiya L+~ oraliqda Fx} boshlang'ich }

funksiyaga ega bo'lsin (F(0=1(x)) [i+«] oraliqda {x)>0 bo'lgani

uchun F(x) funksiya shu oraliqda o'suvchi bo'ladi. Fx} funksiyani

vugori chegarasi o'zgaruvchi bo'lgan aniq integral ko'rinishda
yozish mumlan:

F{x)= j’r(:)dt, Fl)=0
Natijada (11.19j tenglik ushbu
i JECyax = Fn+1)

ko'rinishga keladi. Dema_k. {11.18} qatorning qismiy yig'indisi
Fin+1) ga teng.

Agar n—>o da Fn+l) chekli songa intilsa, shu qalor
vaginlashuvchi bo'ladi. Unda (11.17) tengsizlik hamda 5-—
teoremaga ko'ra qaralayotgan qator ham yaginlashuvchi bo'ladi.
n—w da Fx)-»» bo'lsa, berilgan gator wzoqlashuvchi bo'ladi.

Shunday qilib, quyidagi integral alomatiga (Koshi

alomatiga} kelamiz:
Agar f(x) funksiya [L+<] oraliqda aniqlangan, uzluksiz va
o'smaydigan bo'lib, F(x} shu funksiya uchun boshlang'ich
funksiva va ia“ gator uchun f{n)=a, {n=12.) bo'lsa, u holda
berilgan qator lim Fx)=A limit chekli bo'lganda yaqinlashuvchi,
cheksiz bo'lganda uzoglashuvchi bo'ladi.

11.10~misol. Quyidagi in—ln umumlashgan garmonik gator
yvaqinlashuvchilikka tekshirilsin.

- f{x)=—£— (a>¢) deb olaylik. Ravshanki, bu funksiya [1,+w]
X

da uzluksiz, kamayuvchi hamda shu oraligda manfiy emas. Shu

ng




bilan birga x=n bo'lganda I{x)- '_, Ravshanki,

I T
Filx)= J!{r}d.- I dr—l'-a| . u{r"-'_]}

Bundan quyidagi natija kehb chigadi:

] L)
i 7 (x} = i — [ 1;"]={u~1’ agar  a>1 bo'lsu
s o | emgx

¥ w, apar ar<l ber'Iva
Agar a=1i bO'lSﬁ. x> m da
gon _F1
Fix) 2!;(11 =lnx —w
ho'ladi.
Demak, integral alomatiga ko'ra berilgan gqator o>
bo'lganda yaqinlashuvchi, « <1 bo'lganda uzoglashuvchi bo'ladi.
»

4-§. Ixtiyoriy hadli gatorlar
1. Qatorning absolyut va shartli yaginlashuvchiligi.
Bctiyorly
Za =a 4, Foha, e

gator berilgan bo' lsm Bu gator hadlarining absolyut
qiymatlaridan quyidagi

‘Z;]ani =la,j+la, i+ a4
gatorhi tuzamiz.

G—teorema. Agar i|ani gator yaginlashuvchi bo'lse, u holda

ia, gator ham yaginlashuvchi bo'ladi.

Ushbu teoremaning isboti yugoridagi 1 —teoremadan
osongina kelib chigadi.

4-ta'rif. Agar Z]a| gator yaginlashuvchi bo'lsa, Za qator

absolyut yaginiashu w:hf deviladi.
S5—ta'rif. Agar Za" qator yaginlashuvchi bo'lib, i|a,| gator

uzoglashuvchi bo'lsa, Za gator shartli yaginlashuvehi deyiladi.




x _\‘—_\-“ M s i_ri«:l Festdag
{1-1 E]Fhmrl-—\ } ‘l, g trf)] her fe
Demak, ~ < da benlgan qgator absdlyut yvaginlashuvchi bo'ladi.
ix »1 bo' lganda esa qatorning xarakteri to'g'risida Dalamber
alomati biror xulosa bermmaydi. Ammo |x>1 be'lgan holda n >0
da gatorning umumiy holda nolga intitmaganligi sababli {uning
hniti § ga tengj qator uzoglashuvchidir»

2Y. Hadlarning ishoralari navbat bilan o'zgarib keladigan
qatorlar. Leybnis teoremasi. Biz quyida ixtiyoriy gatorlarning
bitta muhim holini qaraymiz.

Ushbu

c,-cz+ca-c‘+.,,+{-—l)'_lc“+,.. . {1120}
qatorni garaylik, bunda ¢, >¢ m=123.)
Odatda bunday gator hadlarining ishoralari navbat bilan

o'zgarib keladigan qator deb ataladi.
Quyidagi

gatorlar hadlarining ishoralari navbat bilan o'zgarib keladigan
qatorlardir. -
7~teorema. {Leybnis teoremasi). Agar {11.20) gatorda
Con <6, (n=12..} {11.21)
tengsiziliklar o'rinli bo'lib,
lime, =0 {11.22}

bo'lsa, (11.20) qator yaginlashuvchi bo'ladi.
< Bertlgan (11.20) qatorning 2m (me¥N)} ta hadidan iborat
ushbu
A =g -G 40, ~C,+.. 46, ,~C
gismiy vig'indisini olaylik. Ravshanki,
Azfmn = Az... +(C‘Zm+l = z)
Teoremaning shartiga ke'ra «,, ., <c,,,, bo'lib, natijada
Ay ™ Ay
tengsizlikka kelamiz. Bu esa A,, ketma—Xketlikning o'suveld
ekanligini bildiradi, s
Endi A,, ni quyidagicha yozamiz:
A =4 —{e, —4,) =g, =6 )= = (€ 5 —Cru ) = Uiy

2m-1 T

Azd



Ravshanki, (1t.21) ga ko'ra

¢, -6, =0, L T
Shuning uchun A, <¢, tengsizlik o'rinli. Demak, A, ketma-—
kethk vuqoridan chegaralangan. Shunday qgilib, a,, ketma--
ketlik o'suvchi va yuqoridan chegatalangan. Demak, bu ketma ~-
ketlik chekli limitga ega:

i A, = A [A--chekii son) (11.23)

_Endi (11.20} gatorning 2zm-1 (meN) ta tog sondagi hadidan
iborat ushbu
A2m--l
gismiy yig'indisini olaylik.
Ravshanki,

il S M PR +"'+02n|—1

ey T A In * CEm
Bundan {11.22) va (11.23} larga asosan topamiz:
.,I.i_r,n.,Alﬂ' 4= ‘E.i_q}» (A +oy l=A
Shunday gilib, {11.20) gatorning gismiy yig'indilardan iborat
ketma —ketlik chekli limitga ega ekanini ko'rsatdik. Demak,
{11.20} gator vaginlashuvchi. »
Masalan, yuqorida ko'rsatilgan ushbu

gator uchun teorema barcha shartlarining bajarilishini ko'rsatish
givin emas. Leybnis teoremasiga ko'ra Dberilgan qator
yaginlashuvchi bo'ladi.

5~§. Yaginlashuvchi qatorlarning xossalari

Biz ushbu paragrafda yaqinlashuvchi qatorlarda hadlarni
guruhlash, absolyut yaqginlashuvchi qatorlarda esa hadlaming
o'rnini almashtirish kabi xossalarga to'xtalamiz. -

1%, Guruhlash xossasi. Biror ian qator berilgan bo'lsin. Bu

gator hadlarini gquruhlab, quyidagi gatorni tuzamiz:
la, +a, + .._+an__)+(a_\_+, +a, ,t.ta, J+ . {11.24)
bunda a,.n,.. (s, <n, <. lar natural sonlar ketma — ketligining
biror a, gismiy ketma — ketligi bo'lib, k 5« da n, — .
Agar iau gator yaqinlashuvchi bo’lib, uning ‘yig'indisi

asonga teng bo'lsa, u holda bu gatorning hadlarini




quruhlashdan hosil bo'lgan (11.24) gator ham vaginlashuvchi va
uning yig'indisi ham A songa teng bo’ladi.

< Ta'riiga ko'ra berllgan qatorning A, gismiy yig'indisi
uchun lim A, = A (A-—chekh sonj limit onnli. Endi {11.24)

qatomlng qlsmly y]g ‘indisini yozamiz:

oA, =l ra+ba, J+Hla) ta, +ota, )+ "'("n, +1‘+a§“;,_+..,+u,=_')
Bu qlsmly yig'l 1ndllardan tuzilgan
‘4r: AIT h ,-

ketma -- ketlikni qa.rayllk Ravshdnkl bu a, ketma—ketlikning
qismiy ketma—ketligidir. U holda 3—bobdagi 12-tecremaga
ko'ra, A, ketma—ketlik yaqmlashuvchl va unmg limiti ham A

ga teng bo'ladi.
limaA, = A !

Pt

Bu esa {11.24) qatorning yaqmlashuvchl bo’ llshlm va uning
. yig'indisi A ga teng ekanini bildiradi.’ )

2% O'rin almashtirish xossasi, b{tlyoriy ‘Za qator ben’lgan

' Za._=a‘.+a,+,.,+a,.‘+.,_ _ : {11.25)

CLIY

qatorni hosil gilamiz. Bu (11.29) qatorning har bir a. hadi ia,

qatorning tayin bir a, hadining aynan ¢'zZidir.
Agar ia. qator absolyut yaqinlashuvcbi bo'lib, vig'indisi A

songa t_eng' bo'lsa, u holda bu qator hadlarining o'rinlarimi
ixtiyoriy ravishda almashtirishdan hosil bo'lgan (11.25) qator
yaginlashuwvchi bo'lad1 va uning yig'indisi ham A songa teng
bo'ladi.
" 4 Bu xossani ia ‘qator musbat hamda ixtiyoriy hadli

f#al

bo'lgan-holari uchun alohida 1sbotlaymlz :

1} Berilgan gator musbat gator be'lib, u yaqmlashuvchl va
yig'indisi ‘A songa teny bo'lsin. Ta'rifga ko'ra- imA =A A
o'suvchi ketma —ketlik: bo'lgamidan A, <A tengsizlik o'rinli
bo' ladl Endl (11 25} qatommg '

AL ha,+az+ tay
gismiy ylg 1nd131m qarayl\ik, Bunda o' =g,.q" =, ar=a, .

Cses



Ravshanki, A. o'suvchi. Agar n=maxin.r,.n! deb olsak, d
holda Awsa, tengsizlik ham o'rinli bo'ladl. Shuning uchu
Avza  tengsizlik o'rinli. Shunday gilib, A, ketma-—ketli
o'suvchi va yugoridan chegaralangan. Demak, u chekli linitga
ega:

ji_m/ﬂ_ =4 va A'sA
Agar »a, qatorni {11.25) gator hadlarining o'rinlarini
n E

almashtirishdan hosil bo'lgan qator deb qaraydigan bo'lsak,
unda yugorida keltirilgan mu.obazaga ascslanib, ([11.25) |
gatorning  yaginlashuvchi va- yig'indisi A" songa teng
bo'lishidan berilgan qatorning bam yaginlashuvchiligini va
uning vig'indisi A uchun Az 4 iengsizlik o'tinli bo'lishini
lopamiz. Yugerida A'sa  ekani ko'rsatilgan edi. Shu ikki
tengsizlikdan A =a" bo'lishi kelib chigadi

2} Sa ixtiyoriy hadli qator ho'lib, u absolut
yaqinlashuvchi va yig'indisi A songa teng bo'isin. Shu gator
hadlarining o'tinlarini  almashtirishdan hoesil bo'lgan Z"
qatomi garaylik. Modomiki, Za gator absolul vaginlashuvchi
ekan, unda E!anj qalor vaginlashuvchi bo'ladi. Bu musbat gator

bo'lganligi sababli 1) holda isbotlanganiga ko'ra i|a’n] qator

ham vyaqinlashuvehi  bo'ladi. Shuning  uchun j:af,_ gqator
yaqinlashuvchidir. ”

Endi ‘ia; gator yig'indisining ham A songe teng ekanini
ko'rsatamiz. ia“ gatorning musbat isherali va mnolga teng
Lared

bo'lgan a,a .. hadlaridan ia,n hamda manfiy ishorali a,.a,...

|

hadlarining absolut qumatlaridan ilai qatorlarni tuzamiz.
m=|

Qulaylik uchun g, =5, |a, |=c, deb belgilasak, ushbu

a

b, = b, +hos s b+

[
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No =g, 40, b+

qatorlar hosil bo'ladi. Shartga ko'ra 3 4] gator yaginiashuvchi.

-
O

Demak, bu gatorning
A=+, n=123.
qismiy vyig'indilaridan tuzilgan A, ketma—ketlik yugoridan
chegaralangan, ya'ni vre v da
Ay A A" —o'zgarmas son {11.26)
tengsizlik o'rinli. Endi i“n gatorning gismiy yig'indisini a, bilan
belgilab topamiz: ,
A=Y, :ihl—ici=Bk—Cm (11.27)
bunda n=t+m bo'lib, k-a, qisiniy yig'indida Za gatorning

musbat Ishorasi, m esa uning manfiy ishorasi hddlarmlng SOIL

Biz epg muhim, n->= va m-—+»« holni garash bilan
chegaralanamiz.
Ravshanki,
B, <A, €, €A% {11.28)

{11.26) wva {11.28) munosabatlardan Zb ic gatorlarning

gismiy vyig'indilari B, va ¢, yuqoridan chegf:.ralangan]lgl kelib
chigadi. 2—teoremaga ko'ra Zb;—: Zcm gatorlar yaginlashuvchi
bo'ladi. Bu gatorlarning yig'indﬂariniﬂ mos ravishda B va ¢ bilan
belgilaylik:

limB, =B (B—chekli son), limC, =C (C—chekli son).

Endi (11.27) tenglikda limitga o'tsak, quyidagiga ega bo’lamiz:
lim &, = lim(B, -C,)=limB, - lm C, = B~C

Bu esa Y a, qatorning yaginlashuvchi va uning yig'indisi A
w=l
uchun a = n-c¢ formula o'rinli ekanini anglatadi.

Beri.lgan gator hadlarining o'rinlan almashtirilganda ihk
k=1

va i( qatorlar hadlarining ham o'rinlari almashadi va 1I—

holga asosan bu gatorlar yig'indilari mos ravishda B va C ga
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teng bo'lib golaveradi. Demak, A =B-C tenglikka ko'ra }:a

gatorning yig'indisi ham A songa teng bo'ladi. »

Absolyut yagqinlashuvchi bo'lmagan gatorlar hadlarining
o'rinlarini almashtirishdan hosii bo'lgan qatorlar haqida quyidagi
teorema o'rinli. Biz bu teoremani isbotsiz keltiramiz,

8—-teorema. {Riman teoremasi). Agar Za“ gator shartli

yaginlfashuvchi bo'lsa, u holda har gqanday A {chekii yoki cheksiz)
olinganda ham bernilgan qator hadlarining o'rinlarini shunday
almashtirish mumkinki, hosil bo'lgan gqatorning vig'indisi xuddi {
shu A ga teng bo'ladi.
Mashqglar
11.12. Agar

ian {a, 20, n=1423.)

qator yaqinlashuvc};j bo'lsa,

gaterning ham yaqinlashuvchi bo'lishi isbotlansin.
11.13. Koshi teoremasidan foydalanib, ushbu
s 5ina
- 2
gatorning yaginlashuvchi bo'tishi isbotlansin.
11.14. Ushbu
iah‘n

qator vaqinlashuvchilikka tekshirilsin.
11.15. Agar
ia. (a, 20, n=123.)

gator uchun
a) fimgfa, =)

b} lim 2t oy

keltinng.

zé



11.16. Ushbu -
ET- "-j_l
n:-l(-_ [}[‘J n

qator yagintashuvchilikka tekshirilsin.

-
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Mundarija

1--bob. To'plam haqida tushuncha.
i—§. To'plam. To'plam ustida gmallar.
2—§. To'plamlarni taqqoslash.
3~—§. Matematik belgilar.
4 - §. Matematik induksiya usuli,
Mashqlar.

2—bob. Haqiqiy sonlar to'plami va uning xossalari

1 —%. Ratsional sonlar to'plami va uning xossalari.
2--§. Ratsional sonlar to'piamida kesim.

3—%. Haqiqiy sonlar. Haqigiy sonlar to'plamining
tartiblanganlik va zichlik xossalari.

4 —§. Haqiqiy sonlar to'plamining to'liqligi. Dedekind
teoremasi.

5—4§. Sonli to’plamlarning chegaralari.

6 — §. Haqiqgiy sonlar ustida amallar.

7—4§. Haqigiy sonning absolyut qiymatli va uning
xossalari.

8 -- §. Trratsional sonni tarkibiy hisoblash.

Mashdqlar

3 —bob. Funksiya.

1 —3§. Funksiya tushunchasi.

2—§. Elementar funksiyalar.

3—§. Natural argumentli funksiyalar. (Sonlar ketma—
ketligi).

Mashglar

4—bob. Funksiya limiti.

1 —§. Sonlar ketma —ketligi limiti.

2—4§. Yaginlashuvchi ketma— ketiiklarning xossalari.
3—4%. Sonlar ketma-—ketligi limitining mavjudligi
haqida teoremalar.

4—§. Funksiva limiti.

5—§. Chekli limitga ega bo'lgan funksiyalarning
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xossalari.

6—§. Funksiva  limitining mavjudlhigi  haqida
tearemalar. :

7~ §. Funksiyalarni taggoslash.

Mashqlar

5 —beb. Funksiyaning uzluksizlig:.

1 — §. Funksiya uzluksizligi ta'rifi.

2—§. Funksiyaning uzilishi. Uzlishning turlari.

3—4§. Monoton funksivaning uzluksizligi va uzilishi.

4 - §. Uziuksiz funksiyalar ustida arifmetik amallar.
Murakkab funksiyaning uzluksizligi.

5—-%. Limitlarnj hisoblashda funksiyaning
uzluksizligidan foydalanish.

6 — §. Uzluksiz funksivalarning xossalari.

7—§. Funksiyaning tekis uzluksizligi. Kantor
teoremasi.

Mashgqlar.

6 —bob. Funksivaning hosila va differensiali.

1 - §. Funksiyaning hosilasi.

2--§.Teskari  funksivaning  hosilasi. Murakkab
funksiyaning hosilasi.

.3—§. Hosila hisoblashning sodda qoidalari. Elementar
funksiyaning hosilalart.

4—§. Funksiyaning differensiali.

5—§. Yuqori tartibli hosila va differenstallari.

6 — §. Differensial hisobning asosiy teoremalari.

¥ —§. Teylor formulasi. l
Mashqlar.

7 —bob. Differensial hisobning ba'zi bir tatbiqlari.

1 —$%. Funksiyaning o'zgarib borishi.

2—§. Funksiyaning ekstremum giymatlari.

3-§. Funksiyaning qavarigligi va botiqgligi.

4 - §. Funksiyalarni tekshirish. Grafiklarni yasash.
5-—3%. Anigmasliklarni ochish. Lopital goidalari.
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Mashqlar -
8 —bob. Anigmas intagral.

1 —§. Anigmas integral tushunchasi.

2 —$. Integrallash usullart.

3 —4§. Ratsional funksiyalarni integrallash.

4--§. Ba'zi irratsional funksiyalarni integrallash.
5—§. Trigonometrik funksivalarni integrallash.
Mashgqglar.

9 ~bob. Aniq integral.

[

. Aniq integral ta'rifiari.

. Aniq integralning mavjudligi.

. Integrallanuvchi funksiyalar sinfi.

. Aniq integral xossalari.

O'rta giymat haqidagi teoremalar.

. Chegaralari o'zgaruvchi bo'lgan anig inteyrallar.
. Aniq integrallarni hisoblash.

. Aniq integrallarni taqribiv hisoblash.

Mashglar.
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10 —-bob. Aniq integralning ba'zi bir tadbiqglari.

1-§ Yoy uzunligi va uning aniq integral orqali
ifodalanishi.

2—§. Tekis shaklning yuzi va uning aniq integral
orqgali ifodalanishi.

3—§. Aylanma sirtning yuzi va uning aniq integral
orgali ifodalanishi.

4—§%. O'zgaruvchi kuchning bajargan ishi va uning
aniq integral orgal ifodalanishi.

3—§. Inersiva momenti.

Mashqlar
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i1 —bob. Sonhi gatorlar.

1 —§. Asosiy tushunchalar.

2—8§&. Yaginlashuvchi gqatorning xossalari. Kkoshi
teoremasi.

3—§. Musbat qatorlar.

4—§. Ixtiyoriy hadli gatorlar.

5-§. Yaqinlashuvchi gatorlarning xossalari.

Mashgqlar.

«Matematik analiz asoslari» 2-gismining mundarijasi.

12—bob. Ko'p o'zgaruvchili funksivalar, ularning limiti,
uzluksizligi.

. R” fazo va uning to'plamlari.

Rr™ fazoda ketma —ketlik va uning limiti.

. Kao'p o'zgaruvchili funksiya va uning limiti.

. Ko'p o'zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi.

—§. Uzluksiz funksiyalarning xossalari.

6—-%  Ko'p o'zgaruvchili  funksiyaning  tekis
urzluksizligi. Kantor tecremasi.

Mashgqlar.
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13—-bob. Ko'p o'zgaruvchili funksivaning hosila va
differensiyallari. '

1~§. Ko'p o'zgaruvchili funksiyaning xususiy

xosilalari.

2—3. Ko'p o'zgaruvchili =~ funksiyalarning
differensiyal —lanuvchiligi

3—§. Yo'nalish bo'yicha hosila.

4--§. Ko'p o'zgaruvchili murakkab funksiyalarning
differensiyallanuvchiligi. Murakkab funksiyaning
hosilasi.

5—4§. Ko'p o'zgaruvchili funksiyaning differensiyali.

6—98. Ko'p o'zgaruvchili funksiyaning yuqori tartibli
hosilasi va differensiallari.
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7 — 4§ O'rta giymat hagida {eorema. - et

8—¢  Ko'p o'zgaruvchih  funksivaning  Teyl

formulasi.

9—~§. Ko'p o'zgaruvchili funksivaning skslimnum
giymatlart, Ekstremumning eaturty sharhi

10 - §. Funksiya ekstremumining yelarli shapti.

11--¢ Oshkormas funksivalar.

Mashglar,

14~ bob. Funksional ketina — ketliklar va qatoitar

1 —§. Funksional ketma— ketliklar,

2-§. Funksional qatorlar,

3—¢. Tekis yaqginlashuvchi funksional ketma  kethik
va gatorning xossalori.

4 —§. Darajali gatorlar.

5—4§. Darajali gatorlarning xossalari.

6 —$. Teylor gatori.

Mashglar.

15 —bob. Xosmas integrallar.

1 —§. Cheksiz oraliqg bo'yicha xosmas integrallar.

2—4§. Chegaralanmagan funksiyaning Xosmas
integrallari.

3—4§. Muhim misollar.

Mashgqlar.

16 —bob. Parametrga bog'liq integrallar.

1—-4%. Limit funksiya. Tekis vyaginlashish. Limit
funksiyaning uzluksizligi.

2--§. Parametrga bog'liq integraltar.

3—§%  Parametrga bog'lig xosmas integrallar.
Integralning tekis yaginlashishi.

4 —§. Tekis vaginlashuvcht parametrga beg'liq xosmas
integrallarning xossalari.

5 —§. Evler integrallari.

Mashqlar.
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{7 —bob. Karrall integraliar

1 — 4. Tekis shaklning yuzi hamda fazodagi jismning:
hajmi haqidagi ba'zt ma'lumotlar. i

2--4§. Ikki karrall integral ta'riflart.

3—§. Ikki karrali integrallning mavjudligi.

4 - §. Integrallanuvchi funksiyalar sinfi.

5—¢§. Ikki karrali integralning xossalari.

6 — §. Ikki karrali integrallarni hiscblash.

7—§. Ikki karrali integrallarda o'zgaruvchilarm
aimashtirish.

8 — §. Ikki karrali integralni tagribiy hisoblash.

9 —§. Ikki karrali integralni ba'zi bir tatbiglari.

i0—§. Uch karrali integral.

Mashglar.

18 —bob. Egri chiziqli integrallar.

1 —4§. Birinchi tur egri chizigli integraliar,

2—4§. Tkkinchi tur egri chizigli integrallar.

3—§. Grin formulasi va uning tatbiqglari.

4 —§. Birinchi va ikkinchi tur egn chizigli integrallar
orasidagi bog’lanish.

Mashglar,

18 —bob. Sirt integrallan.

1 —§. Birinchi tur sirt integrallari.
2-3§. Ikkinchi tur sirt integrallari.
3 — §. Stoks formulasi.

4 —§. Ostrogradskiy formulasi.
Mashglar.

20 —bob. Furye gatorlari.

1 —§. Ba'zi muhim tushunchalar.

2—3§. Furye gatorning ta'rifi.

3—§. Lemmalar. Dirixle integrali.

4—§. Furye gatorning yagqinlashuvchiligi.

5—3%. Qismiy vig'indining bir ekstremal xossalari.
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Bessel tengsizligi.

6—-§. Yaqinlashuvchi Furye qator vig'indisining
funksicnal xossalari.

7—4§. Funksiyalarni trigonometrik ko'phad bilan

yaginlashtirish.

§--§. O'rtacha yaqginlashish. Turye gatorning o'rtacha
yaginlashishi.

9--3§. Funksivalarning ortogonal sistemast.
Umumlashgan Furye gatori.

Mashglar.
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