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SO‘ZBOSHI
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| bob. DETERMINANTLAR, MATRITSALAR
VA CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMALARI

1- §. Determinantlar

1°. Ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar. To‘rtta sondan
tuzilgan

A= Vv
a2 *2
jadval ikkinchi tartibli kvadrat matritsa, ax2 - son esa bu

matritsaning determinanti yoki ikkinchi tartibli determinant deyiladi.
U quyidagicha belgilanadi:

detA =W\ = = afb2-a 2\, (1)

bu yerda: av a2 bv b2 — determinantning elementlari; ulardan
av bxva a2 bz a2va 2572 av b2va a2 bYlar, mos ravishda,
birinchi va ikkinchi satrlar, birinchi va ikkinchi ustunlar; bosh va
yordamchi diagonallar elementlari deyiladi. Satr va ustunlar
determinantning qatorlari ham deb aytiladi.Matritsalar hagqida
to‘ligrog ma’lumot 3- § da beriladi.

5 7
1-misol. 6 13 determinantni hisoblang.
> =5-13-6-7 =65-42 =23. M
6 13

Determinantning xossalaridan foydalanish uni hisoblashni
osonlashtiradi.

Determinantning xossalari:

1. Satrlami mos ustunlar bilan almashtirilsa, determinantning
giymati o‘zgarmaydi.



2. Ikkita parallel gator o‘rinlari o°‘zaro almashtirilsa, determinant-
ning faqgat ishorasi o°‘zgaradi.

3. Biror gator elementlarining umumiy ko‘paytuvchisini determi-
nant belgisidan tashgariga chigarish mumkin.

4. Determinantning biror gatori elementlarini noldan fargli songa
ko‘paytirib, unga parallel boshga gatoming mos elementlariga
go‘shilsa, determinantning giymati o‘zgarmaydi.

5. Quyidagi hollarda determinant nolga teng:

— biror qgatori nollardan iborat bo'lsa;

— ikkita palallel gatori bir xil bo‘lsa;

— ikkita parallel gatori elementlari proporsional bo‘lsa.

Bu xossalar istalgan tartibli determinant uchun ham o rinlidir.

14 1998
2- misol. Determinantni hisoblang: 5 3996

4 1998 = 2-1998 2 1 10 1998 = 19980. M
-2 3996 -1 2
Ushbu
4 bi ciN
A= n @
a, bl c,

ko‘rinishdagi jadval uchinchi tartibli kvadrat matritsa afiZz3+
+a2l + aZafc2 - adl - axcZb- ablc3 son bu matritsaning deter-
minanti yoki uchinchi tartibli determinant deyiladi. U quyidagicha
belgilanadi:

4 h d
detA =\A\ = @ q-agre tmB
& h
a3\ ANC., (2)

Uchinchi tartibli determinant, ko‘pincha, quyidagicha hisob-
lanadi: (2) dagi musbat va manfiy qo‘shiluvchilar 1-rasmda

5



(+) )
l-rasm.
ko‘rsatilgani kabi uchtadan elementlarni ko‘paytirib hosil
qilinadi:
3-misol. Dcterminantni hisoblang:

2 4 1
-1 3 -2 18-24-2-9 +8+12=3. <«
3 2 3

Uchinchi tartibli determinant berilgan elementining minori deb,
shu element turgan satr va ustunni o‘chirishdan hosil bo‘lgan
ikkinchi tartibli determinantga aytiladi. Shu clementning algebraik
todiruvchisi deb uning (-1)* soniga ko‘paytirilgan minoriga aytiladi.
Bu yerda kK — berilgan element turgan satr va ustun tartib
ragamlarining yig‘indisi. Uchinchi tartibli determinantni

11 12 «3
A= 1 ~p ~3 (3)

°b\ °32
ko‘rinishda yozsak, a, eliementning minori M.,, algebraik

toidiruvchisi A..deb belgilanadi: Al} =(-1)UIMu
Agar / +j juft son bo‘lsa, o.. elementjuft o‘rinda, aks holda toq

ocainda turibdi deyiladi. Juft o‘rindagi element uchun A.. = M.,
tog o‘rindagi element uchun Aij = — Mi‘j" Masalan,
— - «21 «23 - «12 «13
A -_ 8 = x * = I| =
«31 «33 «22 «23

Determinantning yana bir muhim xossasini keltiramiz.
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6. Determinant o‘zining istalgan gatori elementlari bilan ularga
mos algebraik to‘ldiruvchilar ko‘paytmalarining yig‘indisiga teng.
Masalan, (3) determinantning birinchi satr elementlari bo'yicha
yoyilmasi: A=0%Au + &2AI2 +

Determinant biror gatori elementlari bilan unga parallel boshga
gator elementlari algebraik toidiruvchilari ko‘paytmalarining
yig‘indisi esa nolga teng. Masalan, (3) determinant uchun

A = auAn + al?2AlI2 + alAI3 = an A3+ a22A 2B + aPAB = 0.

Uchinchi tartibli determinantning birinchi satr elementlari
bo‘yicha yoyilmasi quyidagicha yoziladi:

4 k d X . o A
} @ = 0\An+ ZMD+ clA I3= Zame

6> 4k
4 k4

4-misol. Determinantni birinchi ustun elemenlari bo‘yicha
yoyish yordamida hisoblang:

3 4 15
2 25 12
0 2 1
4 b 25 12 4 15 4 15
2 25 12 =3- - 2- +0-
2 1 2 1 25 12
0 2 1

=3(25- 24)- 2(4- 30)=3+52=55 M

5-misol. Tenglanani yeching:

X X +1 x 1
=0.» (x +1) =(x +1)(x +4)=0
-4 X+ 1 -4 1

1) x+1=0, X ——;

2) x+4=0, X =-4, «4 Javobi: —4; —1.



2°. //-tartibli determinantlar. Quyidagi

a1l 2 an
AL @ . ad
«l «2 - am

ko‘rinishdagi n2 ta sondan iborat jadval n-tartibli kvadrat matritsa
deyiladi. Bu matritsaning determinanti yoki n -tartibli determinant deb,

«lL «@2 - «n

A:«21 2 o N

al a2 am

kabi belgilanuvchi songa aytiladi.

Determinantning yuqorida keltirilgan barcha xossalari n-
tartibli determinant uchun ham o‘rinlidir. w-tartibli determinantni
hisoblashda quyidagi usullar qo‘llaniladi.

Tartibni pasaytirish (yoki yoyish) usuli. Bu usulda deter-
minant biror gatoming elementlari bo‘yicha yoyiladi. Odatda,
yoyishdan oldin bu gatoming faqgat bitta noldan farqgli elementi
goldiriladi.

1-misol. Determinantni hisoblang:

4 5 12 8
-8 2 -7 -10
2 1 3 3
0 4 -3 2
> Uchinchi satmi (-2) ga ko‘paytirib, 1- satrga, 4 ga

ko‘paytirib, 2- satrga go‘shamiz va hosil bo‘lgan determinantni
1-ustun elementlari bo‘yicha yoyamiz:
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0 2 1 6 2 1 6 1
p=0 % 5 2=50 6 5 22226 5 1
2 1 3 4 -3 2 4 -3 1
0 4 -3 2
16 1
—4-5 -1 0 =4 = 4(--45 + 3) = -168. «4
s o o 39

Uchburcha/cli ko rinishga keltirish usuli. Bu usulda determinant
diagonallaridan binning bir tomonidagi barcha elementlar nollar
boigan ko‘rinishga keltiriladi.

2-misol. Determinantni hisoblang:

1 1
-1 2
D =
1 -1
1 1

*» Birinchi satmi golgan barcha satrlardan ayirib quyidagini
hosil gilamiz:

1 1 1 1

= (22 )" 8 <
0 0 -2 2
0 0 0 -2

Rekurrent munosabatlar usuli. Bu usul berilgan determinantni
xuddi shu shakldagi quyi tartibli determinantlar yordamida ifodalash
mumkin bo‘lganida go‘llaniladi.

3-misol. Ushbu beshinchi tartibli Vandermond determinantini
hisoblang:



1 1

al a2 a3 @A a5
D«= < a] 4
a\ a2 a\l al\
*1 al at a

Ikkinchi va uchinchi tartibli Vandcrmond determinantlari

= fl2

7), = a =(ak»al)(a,-a*LLl -an

. a;, a

dan ko‘rinadiki, D5 ham a.-a (5>/>y >1) ko‘rinishdagi
barcha ayirmalarning ko‘paytmasiga teng bo‘ladi:

Ds=(<h~ax)(ab-ax)(a3-a2)(ad-ax)(ad- a2)(ad- ad)(as- a"x
x(as-a2)(a5-a})(a5-a,). "

Shu usulda n-tartibli Vandermond determinantini ham hisoblash
mumkin (mustaqil bajarib ko‘ring!).

Mustaqil bajarish uchun mashqlar

1.1. Determinantni hisoblang:

1 4 a+b a-b cos a -sin a
1) ) ; 3) .
-5 2 a-»b a-+b sin a cosa
3 cosa sin a \X + 6 9
4) ; 5) , 6 K :
6 4 sin P cos p i X +6

10



12. Tenglamani yecliing:

4 1-2x1
2x -1 3 -0 2
3x-4 2 3 5+x
cos8x - Sinb5x sin 4x COS3X
3) sin 8x C0S 5x =04 - cos4x sin 3Xx
3x  6x -9 _8\_ ix -1 6—5
5 1 x-2 9L o x+1 7

1.3. Determinantni hisoblang:

1 2 3 0 x 0
a+x X X
3) X b + X X 5
X X c + X
a2 +1 ap ay 1 1 X
4) ap p2 +i py : 5 1 1 x2
ay Py vy2 fl x2 X 1
1.4. Tenglamani yeching:
Xx+1 1 2
X X +1
6 x 1 =0; 2)
x+4 2 0 4ox+d



3)

1.5. Tcngsizlikni yeching:

1.6. Ayniyatni isbotlang:

3)

1
Yy

X2 V2

1.7. Determinantni hisoblang:
-1 1 0

1 2

-1

’ ”
) 3 .1 2 3°

3

1 5

© ~ O A

1

2
2
6
2

w N 2w



0O b ¢ d
b o d C
5) d O b
d ¢ b O

1.8. «-tartibli determinantni uchburchakli ko‘rinishga keltirish
usuli bilan hisoblang:

1 2 3 n 3 2 2 2

-1 0 3 n 2 3 2 2
1) -1 -2 O .. n; 2 2 2 3 2
-1 -2 -3 .. 0 2 2 2 3

1.9. n-tartibli determinantni rekurrent munosabatlar usuli bilan
hisoblang:

0o 1 1 2 1 0 .. 0
1 & O 1 2 0
) 1 0 0; 2 0 1 2 0
1 0 0 .e 0O 0 O 2

2- 8. n noma’lumli n ta chizigli tenglama sistemasini yechish.
Kramer goidasi

n noma’lumli n ta chiziqli tenglama sistemasi berilgan bo‘lsin:

OIXX X + anrx 2 + eee+ a\nx n = by,

+ A2X2 + e + a2NX N ="2>
................................................... (1)

an\X\ + an2X2 + " + amXn ~ bn.
13



Bu sistema kamida bitta yechimga cga boisa, birgalikdagi sistema,
yechimga ega bo'Imasa, birgalikdamas sistema deyiladi. Birgalikdagi
sistema yagona yechimga ega {aniq sistema) yoki cheksiz ko‘p
yechimga ega (anigmas sistema) bo‘lishi mumkin. Quyidagi
detcrminantlarni tuzamiz:

Y> 4n t an -
A= el 42 <mn . h P -
= > Al =
4,1 ar? am bn 4,2 am
op .. K
2l L - b2
an2 - K

Bu yerda sistema determinant A (1) dagi noma’lumlaming
koeffitsiyentlaridan, Ak(km=\,n\ esa Ada k- ustunni ozod hadlar

ustuni bilan almashtirishdan hosil bo ‘ladi.
Agar A* 0 bo‘lsa, (1) sistema birgalikda va yagona yechimga
ega, ya’ni aniq sistema bo‘ladi. Bu yechim

A 2 _
X’l il *? = f> X __ﬂ (2)

formulalar bilan topiladi. Sistemani yechishning bu usuli Kramer
goidasi deyiladi.
1- misol. Tenglamalar sistemasini yeching:
2x - 3y =1,
3x +4y = 10.

» A, A, A2determinantlami hisoblaymiz:

2 -3
A= =8+9=17,
3 4
1-3 2 1
A = =4+30=34 A = =17.
1 10 4 2 3 10

14



A?:. 0 bo‘lgani uchun sistema birgalikda va yagona yechimga ega
(aniq sistema). Bu yechimni topamiz:

Javobi: (2 ; 1). »
2- misol. Tcnglamalar sistemasini yeching:
3Xx -y +2z =3,

-2X +y + 3z =3,
X -3y +4z =-1.

3 -1 2
» O=-2 1 3=12-3+12-2+27-8=38. 4 *0.
1 -3 4

Sistema yagona yechimga ega. Yechimni Kramer formulalari
yordamida topamiz:

3-12
=3 1 3=12+3-18+2+27+ 12 = 38;
1 -1 4
3 3 2 3 -1 3
A2=-2 3 3=76; A3=-2 1 3
1 -1 4 1 -3 -1
y- A 38 v _n2_ 76 N . n3 38 _
A 38 A 38 A 38

Javobi: (1, 2, 1).

Agar sistema determinanti A= 0 bo‘lib:

A, = A2= .. = An = 0 bo‘lsa, (1) sistema cheksiz ko‘p
yechimlarga ega (anigmas sistema);
A, , A2,... , Anlardan birortasi noldan farqli bo‘lsa, sistema

yechimga ega emas (birgalikdamas sistema).
Ushbu bir jinsli

15



anxi+xoo + ep 4 * =0,

adX\ + spxot+ . op A =0,

41¥1 T 42%2 + w+ 4 A =0

sistema A¢p 0 da yagona X, = x2 = ... = xn= 0 nol (trivial)
yechimga ega, A = 0 bo‘lganida esa noldan fargli (notrivicit) cheksiz
ko‘p yechimlarga ega. Birjinsli sistemalami tekshirish va yechish
istalgan algebraik tenglamalar sistemalarini yechishga bag‘ishlangan
bobda qgaraladi.

Mustaqil bajarish uchun mashgqglar

2.1. Tenglamalar sisitemasini yeching:

3x -4y =1
D ox - 7y =-8;

2ax - 3by =0,
3) 3ax - 6by = ab\
X -y =3,
5) y
-2X +2y =\;

2X, +3x2 =1,
2) 3X, +5x2 =3

3x1+x2=4,

4
) 2X, +4x2 =1

X =2y +1,

6

y =--0,5.

2

2.2. Tenglamalar sistemasini yeching:

2X +y =5,
1) X +3z =16,
5y -z =10;

2X -y +3z =9,
3) 3x -5y +z =-4,
4x -7y +7 =05

3X, +2X2+x3=05
2) 2Xl ~x2+x3=6,
X1+5x2=-3;

X -y -27 =6,
4) 2Jc +3>» —/" =16,
5x +2y +z - 16;

16



4X) +4x 2+ 5x3+5x4 - o,
Hx +2y +3z =15,

2XX+ 3x2- x4 =10,
5) 5x -3y +2z =15, 6)
Xj +x2 5x3=-10,
10x - lly + 5r = 36;
3x2+2x3=1

R*j -x 2+3x3+ 2x4 =4,
3jc, + 3x2+ 3x3+ 2x4 =6,
3X, -X2-X3- 2x4 =6,
3xl -x2+3x3-x 4=6.

7)

3- §. Matritsalar

1°. Matritsa tushunchasi. Matritsalar ustida chizigli amallar.
m ta satr va n ta ustundan iborat

°2l &2 <n
Hmh., (=1L.m; j=1n

Qm\  anp mn j

ko‘rinishdagi jadval (m*ri)-oichovli to§ ri burchakli matritsa yoki
{TY-n)-matritsa deyiladi.

Fagat nollardan iborat bo‘lgan matritsa nol-matritsa deyiladi
va u ko‘pincha Q harfi bilan belgilanadi..

m —n bo‘lsa, A matritsa n-tartibli kvadrat matritsa deyiladi.
Kvadrat matritsaning determinanti noldan fargli, ya’ni det A ¢ 0
bo‘lsa, u xosmas (maxsusmas), deiA = 0 da esa Xx0S (maxsus)
matritsa deyiladi. Kvadrat matritsa uchun diagonal, skalar, birlik
(u ko'pincha E harfi bilan belgilanadi) matritsa tushunchalari
mavjud, ulami 3-tartibli matritsa misolida keltiramiz:

2- Chiagyjorto, il srHTTy ofem 17
mwd‘lsh L » DPI
ZT /o 9A 1L

C*rw * oy



4 j 0o 0> fl 0 (r "l
0 ~» 0 2 0 a 0:- £=20 1 0
0 0 3By 0 0 a 0

A matritsada satrlami mos ustunlar bilan almashtirishdan ho-
sil bo‘lgan AT matritsa A ga transponirlangan matritsa deyiladi.
Agar A = ATbo‘lsa, A — simmetrik matritsa deyiladi. Matritsa
bitta satrdan iborat bo‘lsa satr-matritsa, bitta ustundan iborat bo‘lsa
ustun-matritsa yoki vektor ham deyiladi. Ustun-matritsaning trans-1
ponirlangani satr-matritsa bo'ladi va, aksincha.

Mos elementlari teng bo‘lgan bir xil o‘lchamli matritsalar
teng matritsalar deyiladi. Bir xil o‘lchamli matritsalarni qo‘shish
(ayirish) mumkin. Buning uchun ulaming mos (bir xil o‘rindagi)
elementlarini qo‘shish (ayirish) kerak. Istalgan matritsani songa
ko‘paytirish mumkin. Buning uchun ulaming mos (bir xil
o‘rindagi) elementlarini qo‘shish (ayirish) kerak.

Istalgan matritsani songa ko‘paytirish mumkin. Buning uchun
uning barcha elementlarini shu songa ko‘paytirish kerak.

l-misol. A= & 2 3% p._ -2t matritsalar

7

berilgan. C = 3A + 2B va CTmatritsalarni toping.
4 2 3" -1 1 21

» C =3 + 2
\O 1 2/ \ 2 3 -4
3 6 , -2 4 n 8 13N
,0 3 -8 9 -2
1 4N
Ct= 8 9
13 2

Agar A matritsaning satrlar soni B matritsaning ustunlar soniga
teng bo‘lsa, A ni B ga ko‘paytirish mumkin: (wx”)-o‘lchamli

18



A — (ap matritsani (&x«,)-o‘lchamli B — (btj)) matritsaga
ko‘paytirishdan (/wxW-oichamli C = (c..) =AB matritsa hosil
bo‘ladi. Ko‘paytirish «satmi ustunga» qoidasi bo‘yicha quyidagicha
bajariladi: C = (cjj) matritsaning ctj elementi A ning /-satr
elementlarini B ning y'-ustuni mos elementlariga ko‘paytirib
go‘shishdan hosil bo‘ladi:

ctf =aiAj +anby +- +aitbkj, (i=hm; j =\,n).

Matritsalarni ko‘paytirish amali uchun o‘rin almashtirish
(kommutativlik) gonuni o‘rinli emas: A B @BA.

Matritsalarni ko ‘paytirish amalining xossalari:

1) A(CB) = (AB)C; 2) (A + B)C —AC + BC ;

3) (XA)B = LLAB); 4) AE = EA = A;

5) AQ = QA = Q; 6) (AB)' = ATA";

7) det(AB) = delL4 -detB.

2-misol.

matritsalar berilgan. AB va BA matritsalarni toping.
» «Satmi ustunga» goidasi bo‘yicha ko‘paytiramiz:

1 2A(z 3 0"
AB = 0 1
2 -1
10
((-2)+21 13 +2-2 1-0+2-(-1)

0 o(-2)+11 0-3+1-2 0 -0+1-(-1)
3 "(~2)+ 0-1 1-3+0-2 1-0 +0- (-1)

ri 7 -2
1 2 -1
-2 3 0
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(3x2)-matritsani (2><3)-matritsaga ko ‘paytirib, 3 tartibli kvadrat
matritsa hosil qgildik. BA matritsani hisoblab ko‘ramiz:

v
2 3 o
sA = 01
\ -1,
PRy

r-2+0+0 -4+3+0" 22—

Vl+0-1 2+2-O/ 10 4]

Demak, AB * BA. M
3-misol. j{A) matritsaviy ko‘phadning A matritsaga bog-‘liq

giymatini toping:

f(A) = A2 —5A +6E; A =

)
PR, Vool
» f(A)= A2- 5A +6E = -5- "
13 1 3
N oon ~ -2-3N 10 -5s_'6 0"

+6-
O L 2+3 -1+9, 5 15 0 §

"3 5> '10 -5n % 0
5 8§ 5 15 0 ¢
Vv / \ Yy

\ y

'3-10+6 -5-10+0' -1 -15s
5 -5+0 8-15 +6 0 -1
-1 -15x
Javobi: f (A) =
0 -1

2°. Teskari matritsa. Chizigli tenglamalar sistemasini matritsa
usuli bilan yechish. Agar A xosmas kvadrat matritsa (ya’ni A =
= deL4 * 0) bo‘lsa, u holda shunday A~l matritsa mavjudki, uning

uchun
A-A'1=Adm =E

tenglik o‘rinli bo‘ladi, bu yerda E — birlik matritsa. A"1matritsa A
ga teskari matritsa deyiladi. Teskari matritsaning xossalari:
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X** A~"qdalll n-

X (A-)' =(AT)'\ 4 (Avf-A=A (AV)T =detA E,

-4 bnatritsa det A determinant elementlarining algebraik

lo‘lctiruvchilaridan tuzilgan matritsa boiib, A ga biriktirilgan
matritsa deyiladi. Oxirgi xossadan

«11 a,
Voki A= B 2 <tn bo‘lsa,
anl a,,?2 ann
M1 A1 Anl
A~| = A2 722 n2 ()
det™4
4 , An nn

Bu — teskari matritsani topish formulasidir.
Ushbu n noma’lumli n ta chizigli tenglama sistemasini qaraylik:
gufji + xr+ - +°i.x. =*>
+- +«r.*. =K (2)

Sistema noma’lumlarining koeffitsiyentlaridan tuzilgan matritsa
yu”orida yozilgan A matritsadan iborat. Yana

[ L\
b.
B = X =
V n/

usitun-matritsalami kiritsak, (2) sistemani
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(3x2)-matritsani (2><3)-matritsaga ko ‘paytirib, 3 tartibli kvadrat
matritsa hosil qildik. BA matritsani hisoblab ko‘ramiz:

"\ 2)
-2 3 0
B A= 0 1
12_1‘]10
Sl

f-2+0+0 -4+3+0 '-2 -P

1+0-1 2+2-0

\ y 1° 4]

Demak, AB ®BA. M
3-misol. f{A) matritsaviy ko‘phadning A matritsaga bog'liq
giymatini toping:

f(A) = A2 —5A + 6E; A _2 -

_ 2 1 '
> f(A) =A2-5A +6E are -l 2
13,1 3

1 N AKX 5 a5 19 5. 16 ON
+6- ) +
149, \5 15, ,0 6

-5’ 10 -5 '6 o'

5 15 0 6

8, Yy
r3-10+6 -5-10+0 -1 -15>
5-5+0 8-15+6 0o -1
- -15
Javobi: f (A) = .

2°. Teskari matritsa. Chiziqli tenglamalar sistemasini matritsa
usuli bilan yechish. Agar A xosmas kvadrat matritsa (ya’ni A =
= detA ¢ 0) bo‘lsa, u holda shunday A~l matritsa mavjudki, uning
uchun
A-A4 =AT-A=E
tenglik O ‘rinli bo'ladi, bu yerda E — birlik matritsa. A-1 matritsa A
ga teskari matritsa deyiladi. Teskari matritsaning xossalari:
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1 detyl'l 2. (AB)~I =B 1A%

3 (A'D1- (AT)\ 4 (Avf WA =A (AV)T=detA oE,

Av matritsa det A determinant elementlarining algebraik
io‘ldiruvchilaridan tuzilgan matritsa bo‘lib, A ga biriktirilgan
matritsa deyiladi. Oxirgi xossadan

12 an
yoki A=tz P @ poisa,
anl  «12 Amn
An A, . A
A » . AL (1)
det™4
nx .. Ay

Bu — teskari matritsani topish formulasidir.
Ushbu n noma’lumli n ta chizigli tenglama sistemasini garaylik:

“Ux 1+ +- +<2,A =K
oil*, +“Nn  +- + . = *2, (2)

.V IH A t-"+V | =%,

Sistema noma’lumlarming koeffitsiyentlaridan tuzilgan matritsa
yuqorida yozilgan A matritsadan iborat. Yana

ustun-matritsalarni kiritsak, (2) sistemani
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<j*/j-matritsani (2x3)-matritsaga ko ‘paytirib, 3 tartibli kvadr]
matritsa hosil gildik. BA matritsani hisoblab ko‘ramiz:

(\ Is
-2 3 0>
BA = 0 1
1 2-1 0
v Oy

-2 +0+0 -4 +3+00 R

V1+O-1 2+2-0, A0 4/

Demak, AB ®BA.
3-misol. f{A) matritsaviy ko‘phadning A matritsaga bog'liq
giymatini toping:

'2
f(A) = A2- 5A +6E; A =

v1 3/
2 - (2 - -
» f(A) =A2-5A +6E = ( n_5f2 r
3 1 / 1
1 04 4-1 -2-3W 10 -5
+6- +

0 1 2+3 -1+9y \5 15
'3 -b\ 10 -5' N 6 0
5 8 5 15 0 6
3-10 +6 -5-10+0 -1 -15
5 -5+0 8-15 +6 0o -1

1 -15

Javobi: / (A)=
(A) 0 -1

2°. Teskari matritsa. Chizigli tenglamalar sistemasini matritsa

usuli bilan yechish. Agar A xosmas kvadrat matritsa (ya’ni [ =
= detA ¢ 0) bo‘lsa, u holda shunday A~I matritsa mavjudki, uning

uchun
A-A~1=A~1-A =E fl
tenglik o ‘rinli bo‘ladi, bu yerda E — birlik matritsa. A-1 matritsa A
ga teskari matritsa deyiladi. Teskari matritsaning xossalari:
20



lm****em&!'m 2 (AB)"=B-'" A-".

3 {A-)T=(AT)~\ A. (M1 TA=A-(0*ANN E

Av matritsa det A determinant elementlarining algebraik
io‘ldiruvchilaridan tuzilgan matritsa bo‘lib, A ga biriktirilgan
matritsa deyiladi. Oxirgi xossadan

(h  «2 °Im
yoki A = 22 an  bo‘lsa,
afin
n 21 ft1
_ N2 A2 n2 (1)
det A
it - A

Bu — teskari matritsani topish formulasidir.
Ushbu n noma’lumli n ta chizigli tenglama sistemasini qaraylik:

0.1%1 + <1222 e+ A =7*»
a,,*, +anx1l+...+a”x, =62 (2)

« 4 A + - +V . =%ee
Sistema noma’lumlarining koeffitsiyentlaridan tuzilgan matritsa
yuqgorida yozilgan /1 matritsadan iborat. Yana

*2

fM r* |1
. L xb

K I X »,
ustun-matritsalami kiritsak, (2) sistemani

2\



AX=B J

matritsaviy tenglama shaklida yozish mumkin. A xosmas matritsal
ya’ni deL4 ¢ 0 bodsa, A 'l mavjud va bu tenglamani chapdan A~I\
ga ko'paytirib,

X =A~Xe+ B I
ni olamiz. Bu (2) sistema yechimining matritsaviy yozuvidir.
Chizigli tenglamalar sistemasini yechishning bu usuli matritsa
usuli deyiladi.

4-misol. Tenglamalar sistemasini matritsa usuli bilan yeching:]

3*l - 2x 2+ x3 =6,
XX+ 2X2- x3=2,
3X, -X2+x3=17.

» Ay B, X matritsalarni tuzamiz va det A ni hisoblaymiz:

'3 -2 P '6> el b
A=1 2 -1 i B=2, X =X25>
SR V7 X')
3 2 1
detyt=1 2 -1 =6+6—1—6—3+2—4
3 -1 ]

det,4 ®0 bo'lgani uchun A — xosmas matritsa va A 1 mavjud. Uni
(1) formula bo‘yicha topamiz:

An = =2-1 =1A2=- = .4
1 1 3 1
1 2 -2 1
4 3= =-7: NN = - = :L
3 -1 -1 1
_2 _
A2 ~ = -3;
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=0; 732 -

3 -2 o
A33=1 5 44 ‘
-7 -3 4
6+2+\0 A '/8" "2 N
-4 O4-2~4,, -24 +0+ 28 “14—1
-42-6 +56/ \8> \2/

-7 -3 8
4
l2/\
X 2 1 <x1=2; x2=

2

Javobi: (2; 1; 2). ~

a 2 /N o\ | |

\/3 4 B = matritsalar berilgan. X4=5

/

matritsaviy tenglamani yeching.

> = X-N-yM = X=B-A-~l.

(1) formuladan foydalansak:

X =B A /1=B- ‘41 35 4 -2
detA A2 An 5 9, 31
r3 n
'35|'4—2A‘1%H 2 2
_ 7
A A
|3 P
L, _ 2 2
Javobi: X = 3
2 2
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Mustaqil bajarish uchun mashqglar
3.1. Matritsalar ustida amallami bajaring:

2 1 -1 1 2 1
A = B =
1) 0 1 -1 2 0-2

bo‘lsa, 3A + 4B ni toping;
'3 -2N "3 4"
DW= gy O 5
\° 2
bo‘lsa, AB, BA, &cl{AB) va det(H4)lami toping.
3.2. Amallami bajaring:
*2 3" (9 -64
) 4 -6 "6 -4
-28 93 (7 3
2 7 5 38 126, 2 1

"1 1 24
3 13 1
41 1
12 1 ON,
0 2 11 2
H 1-2 2 1 1
2.1 2-1 -1,
i
5 (2 -3 ’
5)
5
V. /
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(0 | ] 1 -P '4>
11 2 2
3 4 /
2 3P
. 2
3 2
\ /N
y <l' V
3) Q h np ° X2 'y
B H C3,
Iﬂ Pn
(Ae ).
9) 0 q -

3.3. /(1) matritsiaviy ko‘phadning A matritsaga bog‘lig giymatini
toping.

1 3N

1) f (x)=x2+5 /1=
2 0

) | (*)=x2-3x+1 A=
'‘Tr;r; -1 3y, .
3.4." 4X - Z?tenglamadan x, y, z lami’toping, bunda:

2 -3 on ‘-1 N Ax N
) A=0 -2 2. s 0 ,TI = y
5 0 2
\ V3 <
o 2 P < b\ e
2) A= .2 1 0> 5= -4 i(,
3 0 -5
4 4 \ %
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4- §. Matritsaning rangi. Elementar almashtirishlar

Ushbu

<« «2 7
A=Ed @ - <n =K)> (/=1Im; J =X\
W, <2 ¢ am

to‘g‘ri burchakli matritsa berilgan bo‘lsin. Bu martitsada gandaydii
K ta satr va K ta ustunni ajratamiz (k<m, k<ri). A matritsaning bu
satrlar va ustunlaming kesishgan o‘rinlarida turgan elementlaridai
tuzilgan /c-tartibli determinant A matritsaning k-tartibli minor

deyiladi. A matritsaning barcha minorlari soni C* «C* ga tengj
bunda:

k - m' Ck

— nl
m k\(m-n)\” ' k\\n-k)\ .

matritsaning noldan farqli barcha minorlarini garaymizl

A matritsaning rangi deb uning noldan fargli minorlarining eng
katta tartibiga aytiladi. Nol matritsaning rangi nolga teng deb gabul
gilinadi. Matritsadagi tartibi matritsaning rangiga teng noldan fargli
har gqanday minor bazis minor deyiladi. A matritsaning rangi
r(A) yoki rang(>4) kabi belgilanadi. Agar r(A) =r(B) bo‘lsa, A
va B ekvivalent matritsalar deyiladi va A -B kabi yoziladi.

Matritsaning rangini hisoblashda, juda ko‘p determinantlami
hisoblab o‘tirmaslik uchun, elementar almashtirishlardan foyda-
laniladi. Matritsaning elementar almashtirishlari deb quyidagilafl
aytiladi:

1) barcha satrlami mos ustunlar bilan yoki ustunlami mos
satrlar bilan almashtirish;

2) satrlar (ustunlar) o‘rinlarini almashtirish;

3) barcha elementlari nollardan iborat satmi (ustunni) o‘chirsh;

4) satmi noldan fargli songa ko ‘paytirish;

5) bir satming (ustunning) elementlariga boshga satming
(ustunning) elementlarini noldan fargli songa ko‘paytirib qo‘shish.

26



Elementar almashtirishlar natijasida matritsaning rangi o‘zgar-
maydi, ya’ni ekvivalent matritsalar hosil bo‘ladi.

1-misol. Matritsaning rangini aniglang:

1 2 3 4
2 4 6 8
3 6 9 12

> Berilgan matritsada satrlar elementlari proporsional
bo‘lganligi uchun barcha ikkinchi va uchinchi tartibli minorlar
nolga teng. Birinchi tartibli minorlar, ya’ni elementlarning o‘zi,

noldan fargli bo‘lganligi uchun bu matritsaning rangi 1gateng. M
2-misol. Matritsaning rangini va bazis minorlarini toping:

'3 5
1 2 3
1 3 5
3 5 7™ '4 8 12N 'l 2 3'
1 2 371 2 3 71 2 3
¥ 3 5 1 3 5> \1 3 5/
0 0o 2 34
1 2 3
— 3 3)

\/13:

Bu yerda quyidagi elementar almashtirishlami bajardik: birinchi
satr elementlariga uchinchi satr elementlarini qo'shdik; birinchi
satming hosil bo‘lgan elementlarini 4 ga bo‘ldik; birinchi satrga
ikkinchi satr elementlarini —1 ga ko‘paytirib qo‘shdik; hosil bo‘lgan
nollardan iborat birinchi satmi o‘chirdik. Oxirgi matritsaning rangi,
demak, berilgan matritsaning ham rangi 2 ga teng, chunki,

masalan. =3-2 =1*0.

Qolgan bazis minorlar:
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3- misol. Matritsaning rangini toping:
1 2 1 3 4

A=3 4 2 6 8
1 2 1 3 4
\'

Berilgam matritsada ketma-ket elementar almashtirishlar
bajaramiz:

1T 2 13 40 2 1 3 4N
5 4 2 6 8 3 4 2 6 8
\1 2 13 4/ \0 0O 0 O Oy
(\ 2 4 > Vv
1 2
10 0
Ko'rinib turibdiki, r(A) = 2, chunki *0. <4

4- misol. Matritsaning rangini va bazis minorlarini toping:

0O 2 -4
-1 -4 5
A= 3 1 7
0 5 -10
2 3 0

/

> Ketma-ket elementar almashtirishlar bajarib, quyidagilami
olamiz:

"0 2 -4 fl 4 -5 1 4
1 -4 5 2 3 0 0 -5 10
3 1 7 3 1 7 ~0 -11 22
0 5-10 0 5 -10 0 5 -10
23 0, 0 2 -4, 0 2 -4,
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f\ 4 -5' fl 0 O"
0 1 -2 0 1 0
0 1 -2 0 0 0
0 1 -2 0 0 0
0 1 -2 0 0 0

4 Yy 4 y
Oxirgi matritsaning rangi, demak, berilgan matritsaning ham
rangi ikkiga teng: r (A) = 2.

Bazis minor bitta:
0 1

Mustaqil bajarish uchun mashqlar
4.1. Matritsaning rangini aniqlang va bazis minorlarini toping:

0 0 0 3)

1) A 0O 0 0 ©
0 0 0 u

0 2 0
2) 1 0 2
0 4 0

4.2. Matritsaning rangini aniqglang:

2 -1 2 4N 1 2 3 &
) 4 -2 1 7 5 2 3 1 6,
2 -1 1 8 2 3 2

"25 31 17 43"
/5 94 53 132
75 94 54 134
25 32 20 48

3 1 -2 3 -4 5 4

47 67 35 201  155' 1 1 4

5 26 98 23 -294 86 . 0 4 10 1
I 6) 1

16 -428 1 1284 52, 717 3

2 2 4 3
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Mustaqil bajarish uchun berilgan mashqglarning javoblari

1-8. 1.1. 1) 18 2) 4ab. 3) 1. 4) 2. 5) cos(a +fi). 6) x*+ \2x. 1.2. 1) 2. 2) -1,7.
3) o s nezZ. 4) Z_J' neZ. 5) 1, 3. 6) -5; 5 13. 1) 0. 2) 0.
3) abc + (ab + be + ac)x. 4) a2+/32+y2+1 5) (x2—x)2 1.4. 1) 2; —6,5.
2) -1; -5. 3)xe R. 15 1) x>4.2)-6 <*<-4. 1.7. 1) 0. 2) 48. 3) 223.
4) (be —c*N2. 5) (E +c+*)(A +c—</). 1*8. 1) al. 2) 2/j+I.
1.9. 1) +i + o+ 2) n+ L

2-8.2.1. 1) (3 2). 2) (-4; 3). 3) (-b; - j 2). 4) (-1,5: -0,5). 5) 0. 6) cheksiz

ko‘p yechimga ega. 2.2. 1) (1; 3; 5). 2) (2; —; 1). 3) 0. 4) (3; 1, ). 5) (2; —4;
1).6) (1;-1; 2;-2).7) (2; 0; 0; 0).

2 11 1

3-§.3.1. 1 2) AB = S 2N g, 29 6 deUAB) = 70;
31D 8 318y " 15 20, 31 -4 !
v J 4 /
10 6 5n
'0 o1 '2 o'
det(&4) = 70. 3.2. 1) 0 e 2) 0 3 3) 8 1 6
0 \>0 \ y 9 8 10
0 > 6 axxi + blx 2+cix)
5 _ . .
4) * 5) (12). 6) ) 7 g) OiX. * biXt+Cixy
-2 25 Py ax. +b)x 2+cX)
v 3y \)35y
9 ~ ML g5 gy 1200 3N 5y -3 20 gy phy= s 2= 1
N T N VS Y
2)-x=3;,>=2;r=1
1
4-§ 4.1. 1) r(N1)= 2, bazis minor: o 2) r(A) =2; bazis
minorlar: =~ o C o N

4.2. 1) 2.2)3.3) 2. 4)3.5) 2. 6) 2.
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Il bob. VEKTORLAR ALGEBRASI

1- 8. Vektorlar va ular ustida chizigli amallar. Vektorning
fazodagi to‘g‘ri burchakli koordinatalari

1°. Vektorlar va ular ustida chizigli amallar. Fan va texnikada
uchraydigan miqdorlami (kattaliklami), asosan, ikki turga ajratish
mumkin: skalar va vektor migdorlar. Skalar migdor 0‘z son qiymati
bilan to‘la aniglanadi. Vektor miqgdor esa kattaligi(moduli)dan
tashgari yo‘nalishi bilan ham aniqglanadi. Masalan, uzunlik, yuz,
hajm, zichlik, massa, temperatura va h.k.lar skalar miqdorlar;
tezlik, tezlanish, kuch, kuch momenti, elektr (magnit) maydon
kuchlanganligi kabi migdorlar esa vektor migdorlardir. Vektor
migdorlami o‘rganish uchun vektorlardan foydalaniladi.

Vektor (anigqrog‘i geometrik vektor) deb yo‘nalgan kesmaga
aytiladi. Vektor boshi va oxmnl ko‘rsatgan holda yoki bitta harf
bilan belgilanadi. Masalan, AB yoki a vektor (2- rasm). Bunda A
nuqta vektorning boshi, B nuqta esa oxiri deyiladi. AB =a
vektorning uzunligi uning moduli (yoki absolut giymati) deyilib,
AB =AB =fl = |[fllkabi belgilanadi. Boshi va oxiri ustma-ust
tushuvchi vektor nol vektor deyilib, 0 kabi belgilanadi. Uning
moduli nolga teng, yo‘nalishi aniglanmagan. AB va BA o‘zaro
garama-garshi vektorlar deyiladi:

BA =-AB, AB +BA= 0.

Bir to‘g‘ri chizigda yoki o'zaro parallel to‘g‘ri chiziglarda
yotuvchi vektorlar kollinear vektorlar deyilib,ova b ning
kollinearligi a\\ b kabi ko‘rsatiladi. Nol vektor har ganday vektorga
kollinear deb hisoblanadi. Kollinear vektorlar bir xil yoki garama-
garshi yo‘nalgan boflishi mumkin.
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2-rasm. 3- rasm. 4- rasm.

<va b vektorlar teng modulga ega, kollinear va bir xil
yo'nalgan bo‘lsa, ular oZzero teng vektorlar deyilib,a=b kabi
yoziladi. Bu ta’rifdan vektomi fazoda (tekislikda) ofz-ofiga parallel

ko“chirish mumkin ekanligi kelib chigadi.

Bitta tekislikda yoki o°‘zaro parallel tekisliklarda yotuvchi
vektorlar komplanar vektorlar deyiladi. 0 £z-0‘ziga parallel ko‘chirib,
kollinear vektorlami bitta to‘g‘ri chiziqga, komplanar vektorlami
bitta tekislakka joylashtirish mumkin. Shuning uchun ikki vektorga
parallelogramm vyoki uchburchak qurish uchun ular kollinear
boflmasligi, uch vektorga parallelepiped yoki piramida qurish uchun
ular komplanar bo‘Imasligi kerak.

Vektorlami qo'shish, ayirish va songa ko‘paytirish amallari
vektorlar ustida chizigli amallar deyiladi. Vektorlami go‘shish uchun
parallelogramm qoidasi (3- rasm) yoki uchburchak goidasidan (4-
rasm) foydalaniladi. Keyingi usul yordamida ikkitadan ko
vektorlami ham qofhish mumkin, bu holda qo‘shish usuli
kopburchaklar goidasi ham deyiladi (4- rasm). Vektorlami qo#fhish
quyidagi xossalarga ega:

1l a+0=a 2 a+b-b +a
3. at(b+c)=(a+b)+c. 4. a+(-a) =6.

Kuchlami ifodalovchi vektorlarning yigfindisi shu kuchlaming
teng ta’sir etuvchisidan iborat vektorga teng.
a vektordan bvektorning ayirmasi deb, bvektor bilan yigfindisi

a vektomi beradigan c=a-b vektorga aytiladi (3-rasm):
c +b =a. c vektor kamayuvchi a vektor tomonga garab yofialgan
bodishini unutmaslik kerak.



a vektorning A songa ko paytmasi deb moduli |A [4]| ga teng,

yo‘nalishi esa 4> 0 bo‘lsa, a bilan bir xil, A< 0 bo‘lganida a ga
garama-garshi bo‘lgan vektorga aytiJadi. Bektomi songa ko'paytirish
amali quyidagi xossalarga ega:

*

1. a+0=0¢%a=6.

2. A(a+b) =4da + Xb.

3. +do)a =\a +XJb.
4. Al(A2a) =N2(Nia).

P

Moduli (uzunligi) 1ga teng vektor birlik vektor deyiladi. a vektor
bo ylab yo‘nalgan birlik vektor, ko‘pincha, tf°kabi belgilanib, u
a = pr munosabatdan topiladi.

Agar b vektorning Ox o°‘gi bilan tashkil etgan burchagi (p

bo‘lsa, uning bu o‘gga proeksiyasi: pr® b = b cos(p formula bilan
topiladi (41-bet, 10- rasmga q.).
Quyidagi xossa o‘rinli: p r +£% = prx a+ pr* b .

1-misol. ABCD parallelogrammda AB =pa, AD - b deb
belgilangan. M nuqta parallelogramm diagonallarining kesishish

nugtasi. MA, MB, MC, MD Ilami tfva b orgali ifodalang.
» Vektorlar yig‘indisi va ayirmasi ta’rifiga asosan 5- rasmdan:

AB =DC =fl,AD =BC =b,
AC - AB +BC =a+b, DB =a-b,
I =-i AC=-\(AB +BC) = +1 = +7);

X =W =7(1-4); ¥C=irC=i(0 +%);

MD =iBD =-"DB =-Uo-b) =*(b-a). M

3—Chizigli algebra va analitik geometriyadan 33
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5- rasm.

6- rasm.
2-misol. NIBC ucburchakda AB tomon N va P nuqtalar bilan
uchta teng qismga bodingan: AN = NP= PB. Agar CA =a, CB =b
vektorlar berilgan bo‘lsa, CN vektomi toping.

A ABC uchburchakni va berilgan vektorlami shaklda tasviiiaymiz
(6- rasm). AB - b - a bo‘lganidan:

AN:yb-a); CN =CA +AN :a+\J(b - a) =\a +§b. <

2°. Bazis. Nugtaning va vektorning koordinatalari. Fazoda
istalgan tartiblangan uchta ev e2, e3 nokomplanar vektorlar
bazis deyiladi. Har qanday a vektor ular orgali yagona ravishda
ifodalanadi: a = + X 22 + XTEr.

Bunda xv x2 x3 sonlar vektorning (BT &2 e3) bazisdagi
koordinatalari deyiladi. Tekislikda istalgan ikkita (€5 e2) nokollinear
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vektor bazis deyiladi va tekislikdagi istalgan a vektomi yagona
ravishda a = XA + x"e2 deb yozish mumkin. To‘g‘ri chiziqda (son
o‘gida) istalgan noldan fargli & vektor bazis deyiladi va har
ganday<? vektomi a =xe deb yozish mumkin.

a, b, c d vektorlar sistemasi chizigli bog1iq deyiladi,
agar kamida biri noldan fargli k, m, n, | sonlar topish mumkin
bo‘lib, ular uchun

ka+mb+nc+ ..+1d=0

tenglik bajarilsa. Bu tenglik fagat k=m =n—... =0 bo‘lganda
bajarilsa, chizigli erkli sistema deyiladi. Vektorlar sistemasi chizigli
bog‘liq bo‘lsa, ulardan birini qolganlari orqgali chizigli ifodalash
mumkin, masalan, /*0 bo‘lsa: d =pa+qgb +... +gc.

Bu holda d vektor a, b, ...,c vektorlaming chizigli kombinat-
siyasi (yoki a, b, ...,c lar orqali yoyilmasi) deyiladi.

Agar &, €2 &3lar o‘zaro perpendikular birlik vektorlar
bo‘lsa, (&, &2 &,) bazis to'g'ri burchakli bazis deyilib, bu holda
ular uchun éx=T1, e2=j, & =k belgilashlar ishlatiladi:

a=xj +Xjj +xIK. (1)

Umumiy O nuqtaga ega, o‘zaro pedendikular Ox, Oy, Oz
koordinata o‘glari va M nuqta berilgan boisin (7- rasm).

r = OM vektor M nuqgtaning radius-vektori, uning o‘glardagi
proyeksiyalari

pror = OMXx =X,
MOr=0My =y, (2)
prozr =OMz =z

esa M nuqtaning yoki r vektorning

to‘g‘ri burchakli koordinatalari . y
deyiladi. Ular orgali radius-vektor

r {x; y, z} kabi yoziladi. Koordinata *

O‘glarining birlik vektorlari i,j,k 7- rasm.
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5- rasm.

6- rasm.
2-misol. ABC ucburchakda AB tomon N va P nugqtalar bilan
uchta teng qismga boingan: AN= NP= PB. Agar CA =a, CB =D
vektorlar berilgan bo‘lsa, CN vektomi toping.

» ABC uchburchakni va berilgan vektorlami shaklda tasvirlaymiz
(6- rasm). AB =b - a bo‘lganidan:

AN=\(b-a)\ W =CA+AN =a+#(b-a)= +'' M

2°. Bazis. Nugtaning va vektorning koordinatalari. Fazoda
istalgan tartiblangan uchta &Y €2, ér nokomplanar vektorlar
bazis deyiladi. Har ganday a vektor ular orqgali yagona ravishda
ifodalanadi: a =x)éx+x22 +xré3

Bunda x{ xv x3 sonlar vektorning (elt €2, €3) bazisdagi
koordinatalari deyiladi. Tekislikda istalgan ikkita (e,, €2 nokollinear
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vektor bazis deyiladi va tekislikdagi istalgan a vektomi yagona
ravishda 5 = XA + *222 deb yozish mumkin. To‘g‘ri chiziqda (son
o‘gida) istalgan noldan fargli e vektor bazis deyiladi va har
gandayfl vektomi a-xé& deb yozish mumkin.

a, b, ¢ .., d vektorlar sistemasi chizigli bogTiq deyiladi,
agar kamida biri noldan fargli k, m, n, | sonlar topish mumkin
bo‘lib, ular uchun

ka +mb +nc+ .. +1d=0

tenglik bajarilsa. Bu tenglik fagat k =m =n =... =0 bo‘lganda
bajarilsa, chizigli erkli sistema deyiladi. Vektorlar sistemasi chizigli
bog‘liq bo‘lsa, ulardan birini qolganlari orqgali chizigli ifodalash
mumkin, masalan, bl 0 bo‘lsa: d =pa+qgb+...+gc.

Bu holda d vektor fl, b, ...,c vektorlaming chizigli kombinat-
siyasi (yoki fl, b, ...,c lar orqali yoyilmasi) deyiladi.

Agar ej, €2 é&2lar o‘zaro pedendikular birlik vektorlar
bo‘lsa, (ev €2 <?) bazis tof Ti burchakli bazis deyilib, bu holda
ular uchun =7, e2=j, ér=k belgilashlar ishlatiladi:

a=Xj +x3 +XIK. (1)

Umumiy O nuqtaga ega, o‘zaro perpendikular Ox, Oy, Oz
koordinata o‘glari va M nuqta berilgan bo‘lsin (7- rasm).

r - OM vektor M nuqtaning radius-vektori, uning o‘glardagi
proyeksiyalari

OXF =OMx =X,
prOyr=0 My =y, (2)
VIOzr =OMz =12

esa M nuqgtaning yoki r vektorning

to‘g‘ri burchakli koordinatalari y
deyiladi. Ular orqali radius-vektor

r {x; y; z} kabi yoziladi. Koordinata x

o‘glarining birlik vektorlari 1,j,k /- rasm.
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lar ortlar deyilib, ular orqali
radius-vektor r =xi +yj +zk
ko‘rinishda ifodalanadi. Radius
vektorning moduli (uzunligi)

=ll=yix*+y*+z  (3)
formula orqali, yo‘nalishi esa

X 8- rasm. cosa = -, cosf3=j ,
cosy = j

yo haltiruvchi kosinuslar yordamida aniglanadi, bunda cosar +
+ cosZ? + cosz2Y =1.
Boshi A{xv yv zt) nugtada va oxiri B(x2 yv z) nugtada bo‘lgan
u =~AB vektor uchun (8- rasm):
X+AB =12, n=AB =r2- =AB{x1- y2- yx\ z2- 2%
yoki
n=AB = (x2- xqi+(y2- yjj + (22~ 29k\ (g,

M=un =AB = AB =y(x2-x )2+ (y2- yX2+ (z2- z¢\ L

cosa = ) Cosy

AB AB AB

PTMAB =x2-xX% PpT"AB =y2-y A pr*AB =22~7ZX (8)

3-misol. Uchta ex(l; 0; 0), e2(I; 1 0), e3l; 1, 1) nokompla-
nar vektorlar berilgan. a =-27- k vektorning («,, €2, e,J bazisdagi
koordinatalarini toping va fl ni shu bazis bo‘yicha yoying.

» Istalgan vektomi bazis bo‘yicha yoyish mumkin bo‘lganidan:

a =xYex+ x2e2 + xred
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-2/ - K=X,1 0; 0)+x2+(; I; 0) + x3+(1; 1; 1);
Xp 0; 0)+ (x2 x2; 0)+(x3 x3x3)=(-2; 0; -1);
bundan:

X, + X1+ x3- —2, x2+ x3= 0, x3= —1.

Demak, a=-2e, +er- e3 °

4-misol. N1/(3; —4; 5) nugtani yasang, uning radius-vektori
modulini va yo‘nalishini aniglang.

N M(3; -4; 5) nugtani yasaymiz (9-rasm) va (1) — (3)
formulalarga ko‘ra radius-vektorini yozamiz, moduli va yo‘nalishini
topamiz:

r=0M =3/- 4y +5k =r(3; - 4; 5);

r=V32+W)2+5r=5]

9- rasm.
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lar ortlar deyilib, ular orqali

radius-vektor r =xi +yj+zk
W= AB ko‘rinishda ifodalanadi. Radius

vektorning moduli (uzunligi)

r= =yjx2+y2+z2 (3)
formula orgali, yo‘nalishi esa

8- rasm. cos a =

yo haltiruvchi kosinuslar yordamida aniglanadi, bunda cosa +
+ cos2? + cos27 =1.

Boshi A(xv yv z) nuqtada va oxiri B(x2 y2 z) nuqtada boMgan
n =AB vektor uchun (8- rasm):

n+AB=72;, u=AB =r2-rl =AB{x2-xI; y2-y,; Z22- Z}

yoki
n=AB = (x2- Xxi +(y2- yX)j +\z2- z0k; ©)
u- n =AB=AB (6)
X2 —X,
cosa = 1 , cosp =———, cosy =———
AB AB AB

prrAB =x2-x1, prOyAB =y2-y x, px"AB =z2-Zv (81

3-misol. Uchta ~(1; 0; 0), e2l 1;0), e3(; 1, 1) nokompla-
nar vektorlar berilgan. a =-~2i - k vektorning e2>e3) bazisdagj
koordinatalarini toping va a ni shu bazis bo‘yicha yoying.

» Istalgan vektomi bazis bo‘yicha yoyish mumkin bo'lganidan:



27- K =X (10 0)++2ul; 1, 0) + 4-, m(1; 1 1);

(*; 0; 0)+(x2 X,; 0)+(X,; X,;X,)=(-2; O -1);
bundan:

Xl +x1+ x3=-2, X2+ x3=0, x3— 1L

X, +X, +X, =-2, X,=-1,

Demak, a=~2el+e2-¢e3

4-misol. M(3; —4; 5) nuqtani yasang, uning radius-vektori
modulini va yo‘nalishini aniglang.

N Af3; -4; 5) nugtani yasaymiz (9-rasm) va (1) — (3)
formulalarga ko‘ra radius-vektorini yozamiz, moduli va yo‘nalishim
topamiz:

r=0M =3/- 4y + bk = /3; - 4; 5);
r- No +(-4)2+52=5j2-

-4

0 _Y _ 4
P T T2

M 3;-4;5)

9 -rasm.
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lar ortlar deyilib, ular orqali

radius-vektor r =xi +yj+zk
-AB ko‘rinishda ifodalanadi. Radius

vektorning moduli (uzunligi)

r-|rf=ylx2+yl+z1 (3)
formula orqali, yo‘nalishi esa

8- rasm cosa — * cosF} =L
r Z
cos Y —]j

yo'naltiruvchi kosinuslar yordamida aniglanadi, bunda cosa +
+ c0s23+ cos2Y =1.
Boshi A(xr yv zt) nugtada va oxiri B(x2 y2 z) nugtada bo‘lgan
u =AB vektor uchun (8- rasm):
rn+AB =12, u=AB =r2-rl =AB{x2-xX\ y2-y X ZzZa-Zx
yoKki
u=AB =(x2- xXi+(y2- yx)j +(z2- zXk; LLI

K

M=u =AB = AB =52 - *i)2+ (y2- YX? + (22 - 2xf\

COS&ZXZ- x, COSﬂ:ﬂ-ﬂ COSy:_/\_
AB ’ AB 1 AB

PTox"B =x2-x X prOvAB =y2-yl; Tx0OAB =z2~2V (O

3-misol. Uchta ex(l; 0; 0), e,(l; 1 0), e3(; 1, 1) nokompla-
nar vektorlar berilgan. a =-27- k vektorning (eX €2, e3) bazisdagi
koordinatalarini toping va fl ni shu bazis bo‘yicha yoying.

» Istalgan vektomi bazis bo‘yicha yoyish mumkin bo‘lganidan:



1 -2i-k =X, (L 0; 0)+.r, (L L 0)+x,(1; 1 1)

tel 0; 0)+ (x,; X,; 0)+ (3 n,;a-3)=(-2; 0; -1);

x1+x 1+ x3= -2, X2+ x3= 0,

Demak, a=-2ex+e2- e3

4-misol. M(3; —4; 5) nugtani yasang, uning radius-vektori
modulini va yo‘nalishini aniglang.

N M(3; -4; 5) nuqgtani yasaymiz (9- rasm) va (1) — (3)
foimulalarga ko‘ra radius-vektorini yozamiz, moduli va yo‘nalishini
topamiz:

r=0M=3i-4j +5k =r(3; - 4; 5);

r- 47 +(-4)2+ 52 =5y/2i

A/(3;-4;5)

9- rasm.
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COSY =- = —F =n=-

Radius-vektorning Ox, Qy, Or koordinata o‘glari bilan tashjjl
etgan burchaklari:

3
a = arccos jj=;ft = arccos

5-misol. Parallelogrammning uchta uchi: A(l; —2; 3), 5(3; 2; |
va C(6; 4; 4) berilgan. To‘rtinchi D uchini va BD diagonalining
uzunligini toping.

> Parallelogrammning xossasiga ko‘ra AD va BC tomonlar
parallel va teng. Bunda D(x; y; z) desak,

AD = BC; AD{xn 1,y +2;z - 3}=BC{6- 3;4- 2;4- 1},

x-1=3 X =4;
Yy+2=2;, y=0
Z-3=3 7 =6.

kelib chigadi. Demak, Z)(4; O; 6).

BD diagonalning uzunligi ~BD{4 —3; 0—2; 6 —1} = BD {l;
—2; 5} vektorning uzunligiga teng bo‘lganligidan:

BD = BD =712+ (-2)2+ 52 BD =n/30. A

Mustaqil bajarish uchun mashqlar

1.1. Vektor tengliklaming to‘g‘riligini analitik va geometrik usullarda
isbotlang:

|‘jé4£azﬂb_ 835_ e,
1.2.AD, BE va CF lar ABC uchburchakning medianalari.
AD +BE +CF =0 tenglikning bajarilishini isbotlang.
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1.3. ABC uchburchakda AP kesma BAC burchakning bissektrisasi,
p nuqta BC tomonda yotadi. Agar AB =b, AC =c bo‘lsa,
AP ni toping.

14.AB-a +2b, BC=-4a-b, CD=-5a-3b bo‘lsa, ABCD
ning trapetsiya ekanini isbotlang.

15. QA=a, OB =Db, OC =c nokomplanar vektorlarga yasalgan
parallelepipedning a+b-c, a-b+c, a-b-c va
b-a-c vektor-diagonallarini yasang.

1.6. Uchta nokomplanar m, n, p birlik vektorlar uchun
(m,A n)=30° (n,Ap)=60° bo‘lsa, um=m+2n-3p
vektorni yasang va uning modulini toping.

Ko frsatma: in, 2n va -3+ larga yasalgan sinig chizigda m ni
(~3p) bilan kesishguncha davom ettiring.

1.7. OACB to‘g‘ri to‘rtburchaknung OA va OB tomonlari bo‘ylab
1 va j birlik vektorlar go‘yilgan. Agar OA—3, OB—4, M va
N nugtalar BC va AC kesmalarning o‘rtalari bo‘lsa, OA, AC,
CB, OC, OM, ON, MN vektorlamijvaj orqali ifoda-
lang

1.8. OACB teng yonli trapetsiyada LBOA —60°, OB—BC — CA —2,
M va N nuqgtalar BC va AC tomonlarning o‘rtalari. AC,
L1, ON, ~MN vektorlami OA va OB bo‘ylab go‘yilgan
m va n birlik vektorlar yordamida ifodalang.

1.9. Tekislikda 40; -2), B(4; 2) va C(4; -2) nugqtalar berilgan.
Koordinatalar boshida OA, OB va OC kuchlar go‘yilgan.
Ulaming OM teng ta’sir etuvchisini yasang, uning koordinata
o‘glariga proyeksiyalarini va kattaligini toping. OA, OB, OC
va OM vektorlami koordinata o‘glari birlik vektorlari 7 va J
orgali ifodalang.

1-10.OABCDE muntazam oltiburchakning tomoni 3 ga teng.

OA, AB, BC laming birlik vektorlarini m, n, p deb, ular
orasidagi bog‘lanishni toping. OB, EO, OD va DA lami
w, fl va p orgali ifodalang.
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1.11.

1.12.

1.13.

1.14.

1.15.

1.16.

1.17.

1.18.

M{2, 3, —6) nuqgtani yasang, uning radius-vektori uzunligini
va yo‘nalishini aniglang.

r=0OM =6i-6k vektomi yasang, uning uzunligini va
yo‘nalishini aniglang.

A(-1, 0, 1) va B{1, -6, 4) nuqtalar berilgan. AB =wu
vektomi, uning koordinata o‘glaridagi proyeksiyalarini
yasang, uzunligini va yo‘nalishini aniglang.

Koordinata o‘glari bilan teng o ‘tkir burchaklar tashkil etuvchi
va moduli a=2"3 gateng bo‘lgan a vektomi toping.
J va k ortlar bilan 60° va 120° li burchaklar tashkil etgan va

=5>/2 bo'lgan x vektomi toping.

OA=2/+3] va OB =-2i+4j vektorlarga parallelogramm
yasang va uning diagonallari uzunliklarini toping.

a=4/- Sj+2yf5k vektor yo‘nalishidagi birlik vektomi
toping.
A(a; 0; 0), B{0; 0; 2a) va C(a; 0; a) nuqtalar berilgan. OC
va ~AB vektorlami yasang va uzunliklarini toping.

2- 8. Ikki vektorning skalar ko(paytmasi

Ikki vektorning skalar ko paytmasi deb shu vektorlar modul-
lari bilan ular orasidagi burchak kosinusining ko‘paytmasiga
aytiladi:

a b =ammos( (1)

Skalar ko‘paytmani yana (fl, ), ab kabi ham belgilash

iliumkin.
Skalar ko‘paytmaning xossalari:
1 a-b = b-a.
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2. a(b +c*=ab +a-c

3. Aea b =X la by

5ab=0 <= alb, <9=vy.

Koordinata o‘glarining birlik vektorlari — ortlaming skalar
ko‘paytmalari:

J.J=y.J=KkxK =1 I ] =j -k =1-ic =0.

b mcos(p = prjb bo‘lganidan (10- rasm)

a va b vektorlar to‘g‘ri burchakli bazisdagi koordinatalari
bilan berilgan bo‘lsa, ya’ni 5{n"; a\ 47}, bA &} bo‘lsa,
u holda skalar ko‘paytma quyidagiga teng bo‘ladi:

ab =06 +o/ + dby.

Ikkita a va b vektor orasidagi burchakni topish formulasi:

cos a, b

ab

yoki

Ikki vektoming perpendikularlik sharti:

am =0 vyoki a mx+a2eb2+a3-b3=0.

Ikki vektoming kollinearlik sharti:
a
10- rasm.
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F kuchning moddiy nuqgtani S vektor bo‘yicha ko‘chirishda
bajargan ishi quyidagicha hisoblanadi:

A=F S.
1-misol. a=2i+] va b=-2j] +k vektorlarga yasalgan
parallelogrammning diagonallari orasidagi burchakni toping.
» Diagonallar c=a+b=2i-j +k va d=a-b=2+3j-k

vektorlar bo‘lganligi uchun ular orasidagi burchak quyidagicha
topiladi:

cos cd
Cd  "22+(-1)2+127 2 2+32+ (-1);
0 A -
. =0 c, d =90° A
n/6-n/

2- misol. Uchlari A(1; 2; -4), B(4; 2; 0) va C(-3; 2; -1)
nuqtalarda boigan uchburchakning perimetrini va burchaklarini
toping.

, AC , ZB = BA, BC

v
1
w

ZC = CA, CB =180°-(ZA +ZB)

ekanligidan foydalanamiz. U holda AB =AB{3;0;4}, AC-
=AC {-4; 0; 3},
BC =BC{-7;0;, 1}, BA =BA{-3;0; - 4},
C5=C4{4; 0; -3}, cB=cB{7; O0; 1}

AB mVI9+16=5 AC =>JI6+9 =5 BC =V49+ 1=5"2.

COSZ/l = *B-AC - 3-(-4)+0-0+43 1 -0 7/ = 90°

55
nnsp -9 JE - -3-(-7)+0-0-4-(-1) 2% = L: —45
A44C 5552 25"2  \2
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Unda ZC =180° - (90° + 45°) = 45°. Uchburchakning perimetri:
P=AB +AC+ BC =5+5+5>/2; P=5(2+V2). "

A N

_ o M- a n o .
=5 ¢, b =60° va p, ¢ =60° it =a+b-c vektomi
Vv J \ /

N u=a+b+(-c), yani n vektor a, A va -c vektorlar
yig‘indisidan iborat, uni shakldagidek yasaymiz (11- rasm).
a
Rasmdan ko‘rinadiki, a, -¢ =120°. wu ning modulini
n- J1? formula bo‘yicha topamiz
n - +b-cj = +b +(-c)J =
- yla+b2+c2+2a-b-2b-c-2a-c =
Ja2+b2+c2+2-a b ecos 60°- =V2-b K *cos60' - 2 *a *C *cos 120'

AQ +4+25+2e3e2 et - 202050) - 2M3e5¢(-i) = /49 =T;

n=-"1.

11- rasm.
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2.1

2.2.

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

2.9.

2.10.

2.11.

212.

Mustaqil bajarish uchun mashqlar

a, bvektorlar uchun a=2, b=3, la, £j= bo‘lsa,
quyidagilami toping.

1) am; 2) (2a+4/;)-(n+26); 3) (a+£)\
n=/-/vab=-1+2]- 2k vektorlar orasidagi burchakni
toping.

c=3, </=5Dbo‘lsa,a ning ganday giymatlarida ¢ +ad va
c - ad vektorlar perpendikular bo‘ladi?

_ . -»
a=gj+2e2 va b =5e,-4¢e2 vektorlar o‘zaro perpendikular
= >

bo‘lsa, e, va e2 birlik vektorlar orasidagi burchakni toping.

a*(4, -2; -4) va ™ (6; -3; 2)vektorlar berilgan. Quyida-
- -» f -y-> >
gilami toping: 1) fi, *; 2) 20,-302 fl+2fl2 ; 3)
2 - — 4 A >

o,-0. : 4) 2flj-fl.; 5) prflj; 6) prol,

V a Oj
11(2; 2) va Z%5; -2) nugqtalar berilgan. Abssissalar o‘gida
shunday P nuqtani topingki, ZAPB -y bo‘lsin.

Uchlari A(2; -1; 3), B(1, 1; 1) va C(0; 0; 5) nugtalarda
bo‘lgan uchburchakning burchaklarini toping.

Tekislikda uchlari 0(0; 0), A(2a; 0) va B(a; —a) nuqgtalarda
bo‘lgan uchburchak berilgan. OB tomon va OM mediana
orasidagi burchakni toping.

a- 3/ +4) va b =4/ - 5j +3k vektorlar berilgan. prJbva

prga ni toping.
Ifodani hisoblang: (2/ +3j~j +(3] - kK"K +{ij +£)(/' - ]

fl=2n/2, b-4, ~l, £) =135 bo‘lsa, (fl-£) ni toping.
m va n birlik vektorlarva m, n =30° bo‘sa, (m+nf ni

toping.
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2.13.

2.14.

2.15.

2.16.

2.17.

2.18.

2.19.

2.20.

Mwva h birlik vektorlarva m, n =60° bollsa, a =2m +n

va b =m- 24 vektorlarga yasalgan parallelogramm

diagonallari uzunliklarini toping.

ABCD parallelogrammning A(2; 1; 3), 2?(5; 2; -1), C(-3;
3, —3) uchlari berilgan. AC va BD diagonallari orasidagi
burchakning kosinusini toping.

Kvadratning uchidan shu uch yotmagan tomonlar o‘rtalari
orgali to‘g‘ri chiziglar o‘tkazilgan. Shu to‘g‘ri chiziglar
orasidagi burchakni toping.

Uchlari A(-3; 5; 6), B(L, -5; 7), C8; -3; -1) va 4 4; 7, -2)
nugtalarda bo‘lgan to‘rtburchakning kvadrat ckanligini isbollang.

Moddiy nuqgtani F =/ +2j +k kuch ta’sirida A(—\; 2; 0)
nugtadan B(2; 1; 3) nuqtaga ko‘chirishda bajarilgan ishni
toping.
Harakatdagi nuqta ko‘chishining koordinata o‘glaridagi
proyeksiyalari Sx=2m, Sy-\m, Sz=—2m va ta’sir etayotgan
kuchning proyeksiyalari Fr= 5N, Fv=4N, F = 3N bo‘lsa,
F kuchning ishini va F kuch bilan S ko‘chish orasidagi
burchakni toping.
Tomonlari 6 sm va 4 sm bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchakning
uchidan garama-qarshi tomonlarni teng ikkiga bo‘luvchi
to‘g‘ri chiziglar o‘tkazilgan. Shu to‘g‘ri chiziglar orasidagi
burchakni toping.

Kubning uchiga shu uchdan chigib, kub yoqlarining
diagonallari bo‘ylab yo‘nalgan va kattaliklari 1, 2 va 3 ga
teng kuchlar qo‘yilgan. Shu kuchlar teng ta’sir etuvchisining
kattaligini toping.

3- §. lkki vektoming vektor ko‘paytmasi

avektoming b vektorga vektor ko paytmasi deb quyidagicha
aniglanuvchi ¢ vektorga aytiladi:

1) ¢ ning moduli (uzunligi) son giymati bo‘yicha a va b ga
yasalgan parallelogrammning yuziga teng;
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12- rasm.

2) cla, clb;

3) a, b va c oag bogiamni tashkil giladi, ya’ni cning uchidan
garalganda a dan b ga garab eng qisga burilish soat strelkasi
yo‘nalishiga garama-garshi bo‘ladi. Agar bu eng qgisqga burilish soat
strelkasi yo‘nalishida bo‘lsa a, b, ¢ lar chap bogiamni tashkil
giladi deyiladi. Vektor ko‘paytma axb yoki a, b kabi
belgilanadi. Vektor ko‘paytma quyidagi xossalarga ega:

laxb=-bxa;

2 ax[E +c*=axb +axc;

3. axa=q0

4 a\\b = axb =0

Ortlaming vektor ko‘paytmalari:

I xI =) xj =kxic =0;

I X =Kk;
Jxk =T;
] XI =-k;
icx] =-F,
kx f =j,
IXic =-j.

a=g. +aj +ajc va b= +bj +bjc vektorlaming vektor
ko'paytmasi



[ J K
dxb =a; ¢ pax
N bt b>
formula bilan hisoblanadi.
a va b vektorlarga yasalgan parallelogrammning yuzi:
S = \axb\
uchburchakning yuzi:

axb

formulalar bilan hisoblanadi.

A nuqtaga qofilgan F kuchning O nuqtaga nisbatan M

momenti M=Fxao, yoki M =OAX F formula bilan hisob-
lanadi:

M =0AXF =-F xOA =F xAO.

1- misol. a=3/- 2] +K va b=4/+5j- K vektorlaming
vektor ko‘paytmasini toping.

I K

» dxb =3 -2 1 =2/ +4j +150+8~-5/ +3 =
4 5-1
=-3/ +7] +23k.

dxb =-3/ +7] +2bk. M

2 -misol. Uchlari A(2; 1; 0), J5(I; 3; 4) va C(3; -2; 1) nuqgtalarda
bo‘lgan uchburchakning yuzini toping.

»  ABC uchburchakni a =AB, b = AC vektorlarga yasalgan
uchburchak deb garasak, uning yuzini
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formula bilan topish mumkin. Unda AB {—1; 2; 4}, AC {1, —3; 1}
| j K

ABxAC=-1 2 4 =2/ +4/ +3k - 2k +12/ +] = J
1-3 11

- 14/ +5j +k.

SABC* j|l4/r +5/ +A'|WIVI96 + 25 + | = "2 y pirl

$abc = 2 V222 kv. birl.

3-rnisol. A(3; —2; 1) nugtaga qo‘yilgan F =i f 2J -3k
kuchning 0(2; —1; 0) nuqgtaga nisbatan momentini toping.

> Kuch momentini hisoblash formulasiga ko‘ra: M =OAXF
Masala shartiga ko ‘ra

OA=@B-2) +(-2+D)y +@Q-0k=/-j +k; F=7+2]-K

boiganidan

M =0OAxF =1 -1 1
2 -3

=3/ +) +2k +K -21 +3 =z +4y +3&

M =i +4/ + 3fc.

Mustaqil bajarish uchun mashglar

3.1.5=2/+3y +4/lc va b=-/ +j - Kk vektorlarning vektor
ko‘paytmasini toping.

3.2. Uchlari >4(1; 1; 1), B{2; 3; 4) va C(4; 3; 2) nuqgtalarda bo‘lgan
uchburchakning yuzini toping.

3.3. Uchlari >4(1; —1; 2), B(5; —6; 2) va C(I; 3; —1) nuqtalarda
bo‘lgan uchburchakning BD balandligini toping.

3.4. Ifodani soddalashtiring:
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) /x(7+ £)-yx (/| +£)+icx\i +j +
2 (a+E+c)xc+(a+ft+cjxft+[b- c)x a
3) (2fl + ft)x(c-ft)+(ft +c)x(fl + ft);

4) 22Te(7TxKj+3y (I x*)+4* (/] xy).

35 (fl- b)x [a+ft)= 2.(ax ftj ayniyatni isbotlang va uning
geometrik mazmunini tushuntiring.

o f, A" -

3.6. == 4f|,, <<2/ ~y bo‘lsa, b =(a +3")x
X (3a, - fl2) vektorning modulini toping.

Ifl = & =5 ra,'Aﬁn:j bo'lsa, c =a - 2b vad =3a+2b
K /
vektorlarga yasalgan parallelogrammning yuzini toping.

3.8. a-i+j +2kva E=2/+]j +«k vektorlarga perpendikular
birlik vektomi toping.

39. fl+E+c=0Dbo'lsa, axb =bxc =cxabo‘lishini isbotlang
va uning geometrik ma’nosini tushuntiring.

3.10. fl{3; -1; 2}va ft{l; 2; -1} vektorlar berilgan.c =
=(la +ftjxft va d =[la - ftjx (2a + Ej vektorlami toping.

3.11. a,{4; -2;-3}va an0; 1 3} vektorlarga perpendikular
bo‘lgan x vektor j ort bilan musbat burchak tashkil giladi
va |jc| = 26. Shu x vektorning koordinatalarini toping.

3.12. A(4; —2; 3) nugtaga qo‘yilgan F =2 -4y +5A kuchning
0(3; 2; —1) nugtaga nisbatan momentini toping.

3.13. ?,{2; -1; -3}, F2{3; 2; -1} va {-4; 1; 3} kuchlar
A(—1; 4; 2) nuqtaga qo‘yilgan. Shu kuchlar teng ta’sir
etuvchisining 0(2; 3; —1) nugtaga nisbatan momentining
miqdori va yo‘naltiruvchi kosinuslarini toping.
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3.14.a=kK-j\ab -i+ j +k vektorlarga yasalgan parallelo-
grammning yuzini toping.

3.15. >4(1; -2; 8), 0; 0; 4) va C(6; 2; 0) nuqgtalar berilgan. AB
va /1C vektorlarga yasalgan parallelogrammning yuzini va B
uchidan tushirilgan balandligini toping.

4- 8. Uch vektoming aralash ko‘paytmasi

Ikki a va b vektor vektor ko‘paytmasining uchinchi vektorga
skalar ko‘paytmasi uch vektoming aralash ko paytmasi deyiladi.
Aralash ko‘paytma abc = (axb”™-c kabi belgilanadi. Aralash
ko‘paytma quyidagi xossalaiga ega:

1 (axb) -c =-(axc) ® =-(c xb) m.

2. Aralash ko‘paytmaning istalgan ikkita ko‘paytuchisi kollinear
bo‘lsa, aralash ko‘paytma nolga teng.

3. Skalar va vektor ko‘paytirish belgilarining o ‘rinlari almash-
tirilsa, aralash ko‘paytma o°‘zgarmaydi:

abc =a -(b xc) =(axb) -c.

4. a, b, c lar komplanar bo‘lsa, abc =0 bo‘ladi. Bu uch
vektoming komplanarlak sharti ham deyiladi. Noldan fargli vektorlar

uchun abc =0 bo‘lsa, bu vektorlar komplanar bo‘lib, ulardan
birini golganlari orgali ifodalash mumkin.

Agar a,b va c vektorlar koordinatalari bilan berilgan, ya’ni:

a-ai +aj +ak, b=bi +bj +bk, c=cj +cj +cK
bo‘lsa, aralash ko‘paytma quidagicha hisoblanadi:
°\ 2 a
abc = b\ b2 b:

Cl c2 C3
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13- rasm.

Bir tekislikda yotmagan uchta a, b va ¢ vektorlarga qurilgan
parallelepiped va piramidaning hajmlari (13-rasm)

=* “be; Vplr= £ j abc

formulalar bilan topiladi, bu yerdaa, b, ¢ vektorlar o‘ng
bog‘lamni tashkil etsa, «+» ishora, aks holda «» ishora olinadi.
1-misol. a =3/ +4/, b =-3j +K, ¢ =2) + 5k vektorlarga

yasalgan parallelepipedning hajmini toping, (fl, b, c)uchlik o‘ng
bog‘lamni hosil giladimi yoki chap bog‘lamnimi, aniglang.

3 4 0
» abc =0 -3 1=-45-6 =-51; abc =-51.
0 2 5

abc <0, demak, a,b,c uchlik chap bog‘lamni tashkil etadi. Unda

=+abc =-(-51) =51; ~=51 kub birl. <4
2-  misol. Uchlari A{1; 1; 1), B(2; 0; 2), C(2; 2; 2) va A3; 4; -3)
nuqtalarda bo‘lgan tetraedming heymini va h = DE balandligini toping.
> Qaralayotgan tetraedrni uning bitta, masalan, A uchidan
chiquvchi uchta a=AB, F=y4C, c¢ =AD vektordan hosil
bo‘lgan piramida deyish mumkin.
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a=AB{1- 11} b=AC{L 1 1}, c =AD {2;3; - 4};

1 -1 1
abc=1 1 1 =-4-2+3-2-3-4=-12,
2 3-4

U holda
=t~abc =+i(-12) =—g(—32) =2, V~ml kub birl.

Tetraedr asosi ABC uchburchak, balandligi h = DE bo‘lgan
uchburchakli piramida bolganidan

'Vpirzlo'%ﬂﬂc 'H; H ) §Fpir ) 06

AZ?C uchburchak a=AB va i =/IC vektorlarga yasalgan
uchburchak bo‘lgani uchun

/I 'y K
1 -1 1 -i+j+k+k-i-j=-2i+2k
1 1 1

wsc | AXb =4 eV("2)2+22= 2

U holda h = _3n/2; h =3n/2.
ol

Mustaqil bajarish uchun mashgqlar

4.1. a=i+j +4k, b-i-j va c¢=3/- 3y +4£f vektorlami
yasang. Bu vektorlaming komplanar ekanligini ko ‘rsating va
ular orasidagi chiziqli bog‘lanishni toping.

4.2. A(2; -1; -2), 5(1; 2; 1), C(2; 3; 0) va A 2; 3; 8) nugtalaming
bitta tekislikda yotishini ko ‘rsating.

4.3. Uchlari A(2; 0; 0), 5(0; 3; 0), C(0; 0; 6) va D(2; 3; 8)
nugtalarda bo'lgan piramidani yasang, uning hajmini va ABC
yoqqa tushirilgan balandligini toping.
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4.4. a, b, cvektorlar o‘ng bog‘lamni tashkil etadi, o‘zaro
perpendikularva [fll =4, b =2, ¢ =3. abc ni toping.

4.5. {1, -1; 3p «{-2; 2; I} va a}{3; -2; 5} Dboflsa

aralash ko‘paytmani toping.

46. OA=3/+4y, OB=-3) +k, OC=2) +5k Dbofsa,045C
tetraedming hajmini toping.

47. a=-1+3j+2k, b=2i-3)]-4k, c=-3i+12y +6& vek-
torlaming komplanar ekanini ko‘rsating. ¢ vektomi fl va i
vektorlar orgali chizigli ifodalang.

4.8. Uchlari 0(0; 0; 0), A(5; 2; 0), 0(1; 2; 4) nugtalarda bo‘lgan
piramidani yasang. Uning hajmini, ABC yog‘ining yuzini va
bu yoqga tushirilgan balandligini toping.

4.9. Koordinata burchaklarining bissektrisalari bo‘ylab yo‘nalgan
va uzunliklari 2 ga teng OA, OB va OC vektorlarga
yasalgan tetraedming hajmini toping.

4.10a=i+] +mkKk, b=i+]j+(m+2)k va c=1i-] +mk

vektorlar m ning hech bir giymatida komplanar bo‘la
olmasligini ko ‘rsating.

Mustaqil bajarish uchun berilgan mashqglarning javoblari

1-§. 1.3. 1.6. yjs+2-j3.1.8. ON =3m +n\ 1.9. pr* OM = §;

&YyOM =-%AC =2(n -m); OM=2n +m; OM = 2-717.1.10. m +n =p;

OB =3(m+n); BC =3(n-m); OE=3m-n); OD=32n-m); W =
=6(m - n). L11.r=7; arccos1; arccosl; arccos(-*. 112 6>/2; 45" 907

135°.
1.15.

1.13. 7; arccosy; arccosf-y); arccos™. 1.14. a=2i+2j +2k.
X=tb~i+- | = j 5;V4l.117.|7 -ij +"jk.l.18. >I2a;j5a.
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2-8.21.1)-3; 2) 54; 3) 7. 2.2. 135°. 2.3. £3/5. 2.4. /3. 2.5. 1) 22; 2) -200;
3) 41; 4) VI05; 5) 11/3; 6) 22/7. 2.6. />,(1; 0) va /A6; 0). 2.7. 90e; 45°; 45°.
2.8. arccosM 2.9 2.10.0.2.11.40. 2.12.2+Nn - 2.13. V7; TrIs.
2.14. 2.15. arccos 0,8. 2.17.4. 2.18. 80; arccos”. 2.19. arcccx>(0,26n/16)

2.20. 5.

3-8.3.1. -7/ - 2j +5k. 3.2. 2V6. 3.3. 5. 3.4. I)2(fc-1); 2) 2(fI'xft);
3)5xc; 4) 3.3.6.k0n/5. 3.7.100>/2. 3.8. iﬁ/(]’fr -3/ + E,). 3.10. {-6, 10, 14}
{-12, 20, 28}.3.11.{-6:-24;8J.3.12. -4F +3/ +4/1, 3.13. "66;
COS* =A5; COSM =- A ; CO8Y='A - 3-14-7 - 3.15.14V5, jp .

4-8. 41 c=a+2b. 43. F= 14, H= VI4.44. 24. 45. -7. 46. 8,5.

47. c=5a+b. 48. K=14;, H = 4.9.
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Il bob. ISTALGAN CHIZIQLI ALGEBRAIK TENGLAMALAR
SISTEMALARINI YECHISH

1- §. Arifmetik vektorlar

n ta haqiqiy sonning tartiblangan to‘plami haqiqiy arifmetik
vektor deyiladi. U x = (x,,x2,...,xn) kabi belgilanib, xI,x2,...,xn

lar arifmetik vektoming komponentalari deyiladi. Arifmetik vektorlar
uchun qo'shish va songa ko'paytirish amallari kiritiladi.

go‘shish: agar * = (xXix2,...,xn), y = (yi,y2,...,y,)bo ‘Isa,

X +y = (X1+yux2+y2..xn+yn).
songa ko ‘paytirish: agar kK haqiqiy son bo‘lsa,
kx = (foe,, kx2, ...kx,,).

Bu kabi qo‘shish va songa ko‘paytirish amallari aniglangan
arifmetik vektorlar to‘plami arifmetik vektorlarfazosi deyiladi. Biz
n komponentali arifmetik vektorlar fazosini garaymiz. U R1ldeb
belgilanadi. Agar hech bo‘lmaganda bittasi noldan farqli

k”, ..., km sonlar uchun

KN + + ..+ kmxkm- 0, (0(0, 0, ... ,0) — nol vektor)

o‘rinli bo‘lsa, u holda (xI,x2,...,xn) arifmetik vektorlar sistemasi

chizigli boglig, aks holda chiziqgli erkli deyiladi.
Q arifmetik vektorlaming biror to‘plami bo‘lsin. B - (ev ev
e J vektorlar sistemasi Q da bazis deyiladi, agar quyidagilar
bajarilsa:

1) ev e2, ..., emlar Q ga tegishli va chiziqli erkli;
2) Q dagi istalgan x vektor uchun shunday sonlar
mavjudki,
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X=%*X,+ KX2+ ...+ KTXT. (O

(1) ifoda x vektorning B bazis bo‘yicha yoyilmasi, x,, xv ..., Xm

sonlar esa x ning B bazisdagi koordinatalari deyiladi. Qc R bo‘lsa,
m son Q vektorlar sistemasining rangi deyiladi. Butun R fazoning
rangi n ga teng va u fazoning o'lchami deyiladi. Rndagi istalgan
vektorni biror (e,, ev ..., en) bazis bo‘yicha yoyish mumkin:

X =e,Xx1l+c2x2+ ... +ellxlIl

Demak, Rn da istalgan x vektorga uning biror bazisidagi
koordinatalaridan iborat ustun-matritsani mos qo‘yish mumkin.
Ko‘pincha bazis sifatida ushbu

A=(10,0,.., 0),
e2=(0, I, 0,..., 0),

e.=(0, 0,0,.., 1)

kanonik bazisdan foydalaniladi. Vektorning komponentalari uning
koordinatalari bilan fagat kanonik bazisdagina bir xil bo‘ladi.

Arifmetik vektorlami qo‘shish va songa ko‘paytirish amallari
chizigli amallar deyilib, ulami koordinata shaklida quyidagicha
yozish mumkin:

1) zm=xm+ym <> Zm=Xm+Ym;
2) Y T=K-XT <> Ym=K -Xm, m=1,2,...,N.
1-misol.4 = (1;2;-3; 2), al=(4;1,3:-2), ad= (5; - 7; 0;2)

arifmetik vektorlarning chizigli kombinatsiyasidan iborat

b = 4tfj - 3aZ + 5a3 arifmetik vektomi toping.

» =4 (1; 2; -3; 2)-3-(4; 1, 3; -2)+
+5-(5; -7; 0; 2)=(4-12 ©25;8-3-35;
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-12-9 +0; 8+6+10)=(17; -30; -21; 24);
>=(17; -30; -21; 24).
2- misol. Arifmetik vektorlaming chizigli bog‘liq yoki chizigli
erkli ekanini ko‘rsating. =(-1; 2; 3), x2=(2;5; 6).
» kMx+ kN =0 < (-AN 2AN 3AN + (2> 5AN, 6X>) = 0
<> (-1, + 2AN, 2 + BAN, 3K + 6fc,) = 0;

AL +1k2=0, Ai = 2k2,
2N, + 5A2 = 0, <> mkx=-2,5A2, Aj=0, k2=0.
34, + 6A, = 0, k, = -2k,.

ya’ni AjX + kX2 = 0 tenglik fagat A = A*= 0 dagina o'rinli. Demak,
X, va x2 arifmetik vektorlar chizigli erkli ekan.

3-misol. e, =(1; 1 1 1), e2=(0; L L 1), e, =(0; 0; 1, 1),
e4 = (0; 0; 0; 1) vektorlaming R 4da bazis tashkil etishini ko‘rsating
vax = (5; 4; 3; 2) vektoming shu bazisdagi koordinatalarini toping.

> Oldin (e, e., ev e4) sistemaning chiziqli erkli ekanini

ko‘rsatamiz:
klel+ k22+ kwev+ kkd=0 » (fcjk2k3;k4)+

+(0; k2; k3, kd) + (0; 0; k2; A3 k4)+ (0; 0; 0; k3; k4) +
+(0; 0; 0; A4) =0(0; 0; 0; 0) «

K=o,

k\ + k2 =0,

kx+ k2+ k3 =0,
kx+ k2+ k3+kd=0

<> kx=k2=k3=k4=0.

Endi n. = (5; 4; 3; 2) vektoming bu bazisdagi koordinatalarini
topamiz:
X = eA*+ eX2+ ew + edkd > (5;4; 3;2) = (0 xx XL xX) +
+(0; x2;x2;x2)+ (0; 0; *3; x3)+ (0; 0; 0; x4) = 0 «>
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<jc, =5 X, +x2=4 <> x, +x2+x3=3,x, +x2+x3+x4=2 ~
<X, =5, x2=-1, x3=-1,x4=-1.

Yoki

X =5ei-e2-e3-ed <= x =
-1

Arifmetik vektorlar sistemasining chizigli bog‘liq yoki erkli
ekanini tekshirishda matritsalardan ham foydalanish mumkin.
Chunki (lwxw)-matritsaning satrlarini (ustunlarini) Rn (Rn) ga
tegishli arifmetik vektorlar sistemasi deb garash mumkin.

Teorema (bazis minor haqgida). Matritsaning rangi uning satrlari
(ustunlari) sistemasining rangiga teng. Bunda bazis minomi 0z
ichiga oluvchi satrlar (ustunlar) sistemasi barcha satrlar (ustunlar)
sistemasi uchun bazisni tashkil etadi.

4 -misol. 0 =(2;-3;1), a3a=(@3;-1;5), a,=(1;-5;-3)
arifmetik vektorlar sistemasining chiziqli bog‘lig yoki chiziqli erkli
ekanini aniglang. Uning rangini va biriorta bazisini toping.

> Ustunlari a,, 02, a3 vektorlaming koordinatalaridan iborat

A matritsani tuzamiz:

2 3 P
A=(al flj A= -3 -1 -5
1 5 -3

r (A) = 2 ekanini ko‘rish ogoh. Bazis minor haqgidagi teoremaga
ko ‘ra, sistema chizigli bog‘lig va uning rangi ham ikkiga teng. Noldan
fargli istalgan 2- tartibli minomi, masalan,

ni bazis deb hisoblash mumkin. Bundan va berilgan sistemaning
bazisi ekani kelib chigadi. »
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1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

[Ylustaqil bajarish uchun mashqlar

a, =4, L 3;-2), a2=(1;2;-3; 2), e3=(16; 9; 1;-3),
aA= (0; 1, 2; 3), adb= (1;-1; 15; 0) arifmetik vektorlar berilgan.
Quyidagi chizigli kombinatsiyalarni toping:

1) 3a, + 5a, - flj;

2) a +2" - fl4- 2ab;

3) 201+4p3-2ab.

1.1-mashqgda berilgan arifmetik vektorlar uchun tenglamadan
X vektomi toping:

1) 2x +a, - 2" - as= 0;
2) flj- 3a5+x + B=0;
3) 2(fli- x)+5(d+x)=0.

Berilgan arifmetik vektorlarining chizigli bog‘lig yoki chiziqli
erkli ekanini aniglang:

1) x,=(3; L 5), x2=(6; -3; 1)
2) x,=(; 2; 3; 0), x2=(2; 4; 6; 0);

3) x1=(2 -3; 1), x2=(3; -1; 5), x3- (L -4; 3);
*-(1; L L L 1), e2=(0% 1% 1L 1),e=(00; 0 L L 1)
e4=(0; 0; 0; L 1), edb=(0; 0; 0; 0; 1)arifmetik vek-

torlar sisitemasining R 5fazoda bazis tashkil etishini ko'rsating.

Vektorlar sistemasining chizigli bog‘lig yoki chizigli erkli
ekanini matritsalar yordamida aniglang:

= (i, i i), - (- -,
*3=(1 -1, L -1), *4=(; L -1; -1)
Vektorlar sistemasining rangini matritsalar yordamida toping:
qg =(1;-1% 0; 0), =(0; 13- 1 0), ad3=( 0 - L
ad=(0; 0; 0; 1), a5=(3; -5 2;- 3).
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1.7. Kk ning m vektor av av advektorlar orqali chiziqli ifodalanadigan
barcha giymatlarini matritsalardan foydalanib toping:

D0, =(2; 35), a2=(3;7;8), ad=(L;- 6;1), x = (7;-2;Kk);

2) a,=(3,2;5), a2=(2;4;7), a, =(56;k), x=(1;3;5).
1.8. Vektorlar sistemasining rangini va birorta bazisini toping:

=G 2, -3 1), a2=(@4 1L -2 3),
3=l L -5 -2), ad=(@3 4, -1 2).
2- 8. Istalgan chizigli tenglamalar sistemasi

n noma’lumli m ta chizigli tenglamalar sistemasi

apg +ap* +- +ap, =AM
apg +apg +- +apg =K

(1)
amXy + GIg*a + e + 4nPoy = by,
berilgan bo‘lsin. Quyidagi matritsalarni kiritamiz:
4 i % - O V
*21 *0 - «2, *9
A = = = ’ B =
n *112 - (#ny A
4 i 12 - %
A 2l «2 <m K
x*,
«2 anm "
A — sistema matritsasi, A — sistemaning kengaytirilgan
matritsasi deyiladi.
(1) sistemani matritsaviy ko'rinishda
AX=B
kabi yozish mumkin. ®
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Agar B =0 bo‘lsa, sistema birjinsli, aks holda hirjinslimas
deyiladi. Kamida bitta yechimga ega sistema birgalikdagi sistema,
yechimga ega bo‘Imagan sistema esa birgalikda bo ‘lmagan sistema
deb ataladi. Bir xil yechimlar to‘plamiga ega bo‘lgan sistemalar
o‘zaro ekvivalent deyiladi.

Kroneker — Kapelli teoremasi. (1) sistemaning birgalikda
bo'lishi uchun sistema matritsasining rangi kengaytirilgan
matritsaning rangiga teng bo‘lishi, y’ani

r(A) =r(A) (3)

bo'lishi zarur va yetarlidir.

Sistemaning yechimini quyidagi tartibda topish mumKin:
r{A)=r[Aj=r deylik, r <min (m,n). Bazis minor matritsa-
ning dastlabki r ta satr va ustunlarida joylashgan desa bo‘ladi
(aks holda elemantar almashtirishlar yordamida shu shaklga keltirish
mumkin). (1) sistemaning dastlabki r ta tenglamasini goldirib,
gisqgartirilgan sistema yozamiz:

A]'I+"+a,ﬂ.+ +"'+a.ﬂ.

ag T --tag it et a g =K

apg toetag tardH Y o tapg S

Bu (1) sistemaga ekvivalentdir. xi> *2> x3> > lami bazis

nomalumlar, qolgan Xa+1,..., X, lami ozod nomalumlar deb olib,
bazis noma’lumlarga nisbatan sistema hosil gilamiz:

finXi +...+ ;4 = v alfr "*r+l“ e
OyXi +. .+ aZxr=&"_o .- <A
.ag t- apg =V ~ar -aj-

Bu sistemaning determinanti noldan farqgli (chunki bazis minor),
sistema yagona yechimga ega va bu yechimni, masalan, Kramer
usuli bilan topish mumkin. Ozod noma’lumlaming har bir

61



1.7. K ning x vektor av av a, vektorlar orqali chizigli ifodalanadigan
barcha giymatlarini matritsalardan foydalanib toping:

Da =(2;3,5), a2=(3;7;8), a =(1,-6;1), * =(7;- 2

2) a, =(3:2;5), a,=(2;4;7), a, =(5;6;*), * =(1,3;5).
1.8. Vektorlar sistemasining rangini va birorta bazisini toping:

a, =(5; 2; -3; 1), o, =(4 L -2; 3)

a3=({1 1 -1 -2), od=(3 4, -1, 2).

2- 8. Istalgan chizigli tenglamalar sistemasi

nnoma’lumli m ta chizigli tenglamalar sistemasi

anxl + alXx2+..+Y . =K
Uyx, +a g +..+apg =A

M+ *«2*2 + - + Fmi*a = fin

berilgan bo‘lsin. Quyidagi matritsalarni kiritamiz:

4 ol O " fA'l
A = 2 2 oA " = 2 , B =
*@ ot Mns A
*. *12 *1»
A — "ﬂ *22 *2n
i Ao ™ m
/1 — sistema matritsasi, A — sistemaning kengaytirilgan

matritsasi deyiladi.
(1) sistemani matritsaviy ko‘rinishda

AX=B
(2)

kabi yozish mumkin.
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Agar B= 0 bo‘lsa, sistema birjinsli, aks holda birjinslimas
deyiladi. Kamida bitta yechimga ega sistema birgalikdagi sistema,
yechimga ega bo‘lmagan sistema esa birgalikda bo 1magan sistema
deb ataladi. Bir xil yechimlar to‘plamiga ega bo‘lgan sistemalar
o‘zaro ekvivalent deyiladi.

Kroneker — Kapclli teoremasi. (1) sistemaning birgalikda
bo‘lishi uchun sistema matritsasining rangi kcngaytirilgan
matritsaning rangiga teng bo‘lishi, y’ani

r(A)=r(A) (3)

bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Sistemaning yechimini quyidagi tartibda topish mumkin:
r(n) =r(n) =r deylik, r <min(m,n). Bazis minor matritsa-
ning dastlabki r ta satr va ustunlarida joylashgan desa bo'ladi
(aks holda elemantar almashtirishlar yordamida shu shaklga keltirish
mumkin). (1) sistemaning dastlabki r ta tenglamasini qoldirib,
gisqgartirilgan sistema yozamiz:

ag + ..+ alxr+ fl+lxr+l + ... + a,)xn =
apg +..+apg +orrrl + ..+ adxn = A,

................................................................ (4)
agp +..+tap + " Hxrtl + ...+ anxn = br,
Bu (1) sistemaga ekvivalentdir. x2> x3> —Xxr lami bazis
nomalumlar, golgan xrH,..., xn lami ozod nomalumlar deb olib,

bazis noma’lumlarga nisbatan sistema hosil gilamiz:

anxx+ ..+aXxr=\ -alr- *r+l-... - anxn,
4 <h\X\ + - +°2rXr = b2~ <hr ~ Xr+l- - “ <hnXxn>
aflxx+...+anxr =br- an- *#l-... - anxH

Bu sistemaning determinant noldan fargli (chunki bazis minor),
sistema yagona yechimga ega va bu yechimni, masalan, Kramer
usuli bilan topish mumkin. Ozod noma’lumlaming har bir
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*r»=C,, *,,=C2, Xn =Cn_,

giymatiari to‘plami uchun (1) sistcmaning yechimini

(x(ct; c2; C,r) >

X (c,; cZ C,_,) =

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu (1) sistemaning umumiy yechimi

deyiladi.
1- misol. Sistemaning birgalikdaligini tekshiring va birgalikda

bo‘lsa, uning umumiy yechimini toping:

2X -y +z7 =-2,
X +2y +3z - -1,
X - - 2N = 3.
> Sistema asosiy va kcngaytirilgan matritsalarining ranglarini
topamiz:
r2 -1 1 > (0 -1 0 N
1 2 3 ~ 5 2 5
1 -3 - 2 / \ 5 -3 -5 /
O '1 0 o ‘1 >
2 0 * 1 2 9
-1 -3 0 -1 -3
r (A) = 2;
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A = 1 2 -1 1 5 O
1 -3 - 3 1 -5 4
@) 1 0 0/l
(0
-5 3 o — 3 1 0
1 5 —5 —2 4 \'2 = l 4/
NA)w 3.

r(N)*r(/4) . Sistema birgalikda cmas. 4

2- misol. Sistemaning birgalikdaligini tekshiring va birgalikda
bo‘lsa, umumiy yechimini toping:

2XX+ 7.X2+ 3X3+ X4 = 6,
3X, +5x2+2x3+ 2x4 =4,
OXX+ 4x2 + X3+ 7.x4= 2.

2 3 0 0 0 1.
> 1 = 1 -9 -4
| 17 5 <45 20 7
0 0 0 0 1>
1 1 2 1
5 5 5 7 S 7,
«('0 =1

r (™) =/*(")5r = 2, sistema birgalikda. Bazis minor deb

ni olsak, xv. — bazis noma’lumlar; xv x4 — ozod noma’lumlar
bo‘lib, gisqaririlgan sistema

2x| + 7x2= 6 - 3x3- x4,
3X, +5x> =4 - 2x3- 2x4
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bo‘ladi. x3 =—c, x4=c2desak, bazis noma’lumlarga nisbataifl

sistemaning yechimi:

X, =i°-iEL + £i
1 1 I It ’ i i 11-
Sistemaning umumiy yechimi:
2 ool 93.
1 I T
10 5r, , @2
X(c,;c2)= 11 1

oK \ /2 a > 10 59 | "2« /»
yoki qr(r,- ¢2)= -a +n~T0r; IT~-TT M’ ¢ V'

Mustaqil bajarish uchun mashglar

2.1. Sistemaning birgalikdaligini tckshiring va umumiy yechimin”

toping:

X - V3v = 1],
1) 2)

>/3x - 3y =V3; X - nf3y - 5;

3X - 2y - +* - 3>

X +2y -4z =1, 2X-3y+£+5/:'3’
3) \2x+y-5z=-1, 4) jx +2y -4t =~3,

x -7 =-2; X -y -4z +9/ = 22;

2Xj + X2 - x3- 3x4 =2, f3x, - 5*2+ 2x3+ 4x4=2,

7x, = 3, 6) J7x, - 4x2+x3+3x4=5

4x +*3°
5ar, + 7x2 - 4X3- 6x4=3;

5) 2xj-3x,+x4=1,
2X, +3x2- 4x3- 2x4 = 3;
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9X, - 3x2+ 5*3 + bx 4 = 4,
7) *6X, - 2x2 + 3x3+4x4 =15,
3*1 - x2+ 3x3+ 14x4 = -8;

3X, + 2*%2 + 2*3 + 2x4 = 2,
2X, + 3X2+ 2x3+ 5x4 = 3,
8) 9x, +Xx2+ 4n; - 5x4= 1,
2X, + 2X2+ 3Xx3+ 4x4 =5,
7X, +x2+ 6x3-x4=17;

X, + 3x2+ 5x3+ 7x4+ 9xb=1,
9) X, - 2X2+ 3x3- 4x4 +bxb= 2,
2Xj+ 1\x2+ 12x3+ 25x4+ 22x5= 4:
3n: + 20 = 4,

X-4y =-1,

7x + 10y = 12,

5x + 6y = 8,

3n- 16y = -5,

10)

2.2. Sistemaning birgalikdaligini tekshiring va parametming
giymatlariga bog‘lig umumiy yechimni toping:

5*j " 3X2+ 2x3+ 4x4=3, Ax, + "2 + Xj + x4 =1,
4%j- 2x2+3*3 + 7xd=1 L+A2+ X +x4=1
Dlgy, - 6x2- *3- 5x4=9, 2 x +x +AG+xd=1
7%j . 3%2+ Tx3+ 17x4 = A, X, + X, + X3+ Ax4 = 1.
5~ Chiziqgli algebra va analitik geometriyadan 65
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3- 8. Birjinsli chizigli tenglamalar sistemasi
Ushbu

\ I* +a,X2+ ... +amwn=0,
adxl+anx, + ..+ a,mn=0,

n.n+a.J1 +- +0,,A =0

yoki matritsaviy shaklda AX = 0 bir jinsli sistema har doim biigalikdal
va trivial yechim deb ataluvchi 40; O; ...; 0) nol yechimga ega.l
Sistema notrivial yechimga ham ega bo‘lishi uchun r(A)< n bo‘lishij
zarur va yetarli.. m = n hoi uchun bu A =0 boiishi kcrakliginil
bildiradi.

(1) sistemaning umumiy yechimi X{xxcv ..., ¢); ..., xr(cv ..., C),
cr+p ..., cn_rY ustun-vektor bo‘lsin. Bundan cp ¢2 ..., cn rlarga
navbati bilan bittasiga 1, golganlariga 0 giymatlar berib hosil]
gilinadigan Ev Ev ..., En_r ustun-vektorlar sistemasi (1)
sistemaning fundamental yechimlar sistemasi deyiladi. Umumiy
yechimni

X =clE, + .. +c, rBnr I

ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda cv ¢2 ..., cn r — ixtiyoriy
0 ‘zgarmas sondar.

Bir jinsli sistema yechimlarining har qanday chizigli kombinatsiyasi
ham yana uning yechimi bo‘ladi.

Bir jinslimas A X= B sistemaning umumiy yechimini unga mos
bir jinsli AX = 0 sistemaning umumiy yechimi bilan bir jinslimas
sistemaning biror xususiy yechimining yig‘indisi ko‘rinishida yozish
(topish) mumkin:

X = X0+ cxEx+... + cn kKEnk,
bu yerda, XQ— bir jinslimas sistemaning biror yechimi.

1- misol. Sistemaning fundamental yechimlar sistemasini va
umumiy yechimini toping:
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3x, + X2- 8x3+ 2x4 + Xb=0Q
2XX- 2x2- 3x3- 7x4+ 2x5= 0O
XY+ 11X2- 12x3+ 34x4- 5x5= 0O,
X, - OX2+ 2x3- 16x4 + 3x5= O,

"3 1 -8 2 r
2 -2 -3 -7 2
A = ->
1 1 -12 34 5
N -5 2 -16 3y
0 0 0 2 1
8 -4 -31 -7 2
-
-32 16 124 34 -5
16 -8 -62 -16 3
0 r
1 2
-» :> Xm ==
-4 -5
2 3
Qisqartirilgan sistemani quyidagicha olamiz:
3xt+x2=8x3- 2x4- x5,
2XX- 2x2- 3X3+ 7x4- 2Xs.
*3=C,, x4=c2 c3 deb umumiy yechimni topamiz

-19c, - 3c2+ 4c.
8
-7c, + 25¢c2 - 4c,
8
X(<\; b; cj)=
G
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Umuiy yechimdan fundamental yecliimlar sistemasim topamij

-19/18A r-3/8"
-71/8 25/8
Ex=X{1 0; 0) 1 ., E2=X(0; 1, 0)= 0
0 1
\ 0 / >
1/2
1/2
E,=X{0; 0; 1= 0
0
1

Bu fundamental yechimlar sistemasi yordamida umumiy
yechimni

X (c,; c2\ ¢3) =c,£, + c2E2+ crEr

ko‘rinishda yozish mumkin. #
2- misol. a parametming sistema notrivial yechimlarga ega
bo‘ladigan giymatlarini va unga mos yechimlami toping:

aX|l +3x2+2x3=0;
axi - x2+x}=0;
8x, + X2+ 4x3= 0.

» Sistema matritsasi

Noma’lumlar soni tenglamalar soniga teng bo‘lganligi uchun
bu sistema determenanti 0 ga teng bo‘lganda notrivial yechimga ega

bo ‘ladi:
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a2 3 2
A=4a -1 1 =0; -4a2+24+ 2a+16- a2- 12a = 0;
8 1 4

-5a2- 10a+40=0; a, =-4, a, =2
-4 bo‘lganida:
16*! + 3x2+ 2x3 =0,
“AXX- X2+ x3=0,

8, +Xx, +4x, =0.

Bazis minor sifatida M2 = ni olsak, gisqartirilgan sis-

temam
4N + 302 = - 2x},
2xx-x1=-x3

shaklda yozish mumkin. x3= ¢ ni ozod noma’lum deb

X =(-3J> 0; Ci)=o0kE;

umumiy yechimni olamiz, Ex= 7; 0; 1j = clEl- bu yerda fun-

damental yechimlar sistemasi.
a2 = 2 bo‘lgan holda

4% + 3x2+2x3=0,
2X X- X2+ x3=0,
8X, +x2+4x3=0

sistemani hosil gilamiz. x3= c, ni erkli noma’lum deb olsak, bu
sistemaning umumiy yechimi

X=(-jCc1L 0, ch)=ckEl

bo‘ladi, bu yerda Ex=(-j; 0; 1) — fundamental yechimlar
sistemasi.
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3- misol. Bir jinslimas sistemaning yechimini unga mos bir
jinsli sistemaning fundamental yechimlari sistemasidan foydalanib

toping:
2Xt +x2- X 3+x4 =1 I
X\ - #+x3- 2x3=0,
3Xx, +3x2- 3x3+4x4=2, j
4x, +Sx2- 5x3+ Ix4=4.

» Sistema matritsasi va kengaytirilgan matritsasini tuzamiz:

2 1 -1 1 2 1 -1 1 ] 1
1-1 1 -2 Ao Ll 1 -2 | o0
3 3 3 47 3 3 3 4 2
\4 0 0 7 4 5 -5 7 3,

r (A) - r [A)- 2, shuning uchun berilgan sistema birgalikda.
va x2ni bazis noma’lumlar desak,

2X +X =1 - 2x3-x4
Xl - X =-x3+ 2xa

qisqartirilgan sistemani hosil gilamiz. Buning birorta, masalan,
x3= jod= 0 dagi yechimini topamiz:

2Xj +x2=1 i j
\xI-xi=0 ~ Xz=3> x*=3-
Unda JI0=*"; 0; oj bir jinslimas sistemaning
yechimi bo‘ladi. Berilgan sistemaga mos
2% + x2- x3+xd4=1,
X\ ~X2+x3- 2x3=0,

3x, + 3x2- 3x3+ 4xd =2,
4Xj + 5jcj - 5x3+ Ix4 =4

70



bir jinsli sistemaning umumiy yechimini topamiz. Qisqgartirilgan
sistema:

2X X+ x2=x3- x4,
X, - X2- -X3+ 2x4,

x3- cp x4= c2ozod noma’lumlar orgali ifodalanuvchi

umumiy yechimga ega. Fundamental yechimlar sistemasi:
E, =X (1;0)=(; 1, ft 0T, E2=X(0;1)=(1; -f; 01

U holda birjinsli sistemaning umumiy yechimi X =c /[ + c2E2.

Berilgan bir jinslimas sistemaning umumiy yechimi esa

X = X0+ clEl +
bo'ladi. 4
Mustaqil bajarish uchun mashqlar

3.1. Bir jinsli sistemaning umumiy yechimini va fundamental
yechimlar sistemasini toping:

XX+ - X3=0, Xj- 2x2- 3Xj =0,
1) 2X, +9x, - 3x3=0. -2x1 +4x2 + 6x3= 0.
3x, +2*2 + x3=0, 2Xj - 3X] +4xj =0,
3) 2Xj +5Xj+3x3=0, g)  Xi+X] +X3=0,
3x, +4x, +2x3=0. 3Xj - 2x2 + 2x3 = 0.

X, + 2X] + 4x3- 3x4 =0,
3Xj + 6X3+ 6X3- 4x4 =0,
4x, + 5xj - 2xj + 3x4 =0,
3X, +8x2+ 24Xj - 19x4 =10

5)
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2X, - 4x2 +5x3+3x4=0,
3X, - 6X2+ 43+ 2x4 = Q

6)
4x, - 8x2+ 17x3+ 1\x4d= O

3.2. 4 parametming sistema notrivial yechimJarga ega bo‘ladigl
giymatlarini va bu yechimlami toping:

2X, + X, +3x} =0,
4x, - g+ 7x3= 0,

X, + 0*2 + 2*3 = 0.

3.3. Birjinslimas sistemani yechimining mos bir jinsli sistemaning
fundamental yechimlar sistemasidan foydalanib toping:

2x, + - x3- x4+ xb=1,
xx- Xj + x3+ x4- 2x5=0,

@) 3X, + 3"2 - 3Xj - 3x4+ 4x5= 2, i
4x, + 5Xj - 5x3- 5x4+ 7x5= 3.

X, - Xj+X3- x4+ x5- x6=1,
2) 2X, - 2X] + 2x3+ x4- x5+ x6=1

X+ 2Xj + 3x] + 4x4+ 5xs = 0,
3) Xj - 2Xr - 3x3- 4x4- 5x5= 2,
2x2 + 3x3+ 4x4 + 5xs = -1.

Mustaqil bajarish uchun berilgan mashqlarning javoblari

1- 8. 1.1.1) (1; 4, -7, 7); 2) (4; 6; -35; -1). 3) (70; 40; -20; -16). 1.2.1) (-1/2;
1, 3;3).2)-17; -13; 41, 5). 3) (-8/5; -7/3; -16/3; -11/3). 1.3. 1) chizigli erkli.
2) chizigli bog'liq. 3) chizigli erkli. 1.5. 1) chizigli erkli. 1.6. 3. 1.7. 1) k - 15.
2) k*12. 1.8. r =3; (a2 n3 a4. 2.1. 1) 1 +V3¢c, 1+¢c, c)T. 2) sistema
birgalikda emas.
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2-8.21. 1) (I +V3c,; c,j .2) sistema birgalikdaemas. 3) (—1+ 2c,; 1+ c,; c,)T.
4H (L 3 =2, 9T. 5 (|- + \c2 1+|c,-1c2 c,c2)T.6) sistema

birgalikda emas. 7) (c,, —13 + 3c¢,, —, 0)T. 8) y tyec. y+tyc,

9) sistema birgalikda emas. 10) sistema birgalikda. r(A) =

r(AY) —2. x —1; yl j- 2.2. 1) X* 0 da sistema birgalikda emas; A= 0 bo‘lsa,

X = —A - —/{, P A A 2 (A—DA+3) *0 da

X=XT‘1 111;" A=lIda A* " " @ Q" >c3)T5A= -3 da
sistema birgalikda emas.

3-8.3.1. 1) OBV Ex= (3, 1, 5)T. 2) B+ cJEy Et= (2, 1, O)T, E = (3, 0, VT.
3) sistema fagat trivial yechimga ega. 4) cx&v £,= (4, 1, —5)T. 5) clEl+ c ",
£=(8, 4ii 1, )1, BE——7, 5, 0, )T. 6) £m£+cEY £,= (1, 0, T
4-<0, 15 -7)1.3X a=-1,X=cfl, Et= (-J.j.1) «3.3.1) "+~ +
CJS,¥, CHE3 [t 0, 0, o) ,£;=(0,1420, W=(, 10, 1, L

* = (I- -f. if- 2)IT~"N-c,E, + WE, + ¢c,E3+ CE,

X= *x"x @) E=(I, 1,000 0T, E= (=40, 10, 0,0)T,

WL, 0,0, 1, 1, 0)1, E=(0, 0 O -1, 0, )1 3) m+cf +c +cH

X<r\1, -L 0 O o} , E]I=(, -L 1,0, 0T, E=(0, -2, 0, 1, 0)\

£3= 0, 0 0 I
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IV bob. TEKISLIKDA ANALITIK GEOMETRIYA

1- §. Tekislikda koordinatalar metodi

Agar tekislikda:
1) har birida musbat yo‘nalish tanlab olingan ikkita o'zaro

perpendikular to‘g‘ri chizig, ya’ni koordinata o‘glari ko‘rsatilgan
bo‘lsa (o‘glardan birinchisi abssissalar o qi, ikkinchisi ordinatalar
o‘gqi, o‘gqlaming kesishgan nuqtasi 0(0;0) koordinatalar boshi
deyiladi);

2) uzunliklami o‘lcha>h uchun chizigli birlik ko‘rsatilgan
bo‘lsa, u holda tekislikda to*g*ri burchak/i dekart koordinatalari
sistemasi berilgan deyiladi.

Tekislikning ixtiyoriy nugtasi M ning to‘g‘ri burchakli dekart
koordinatalari deb x vay sonlaming tartiblangan (x; y) juftiga aytiladi,
bu yerda x — shu M nugtaning abssissalar o‘giga proyeksiyasining
koordinatasi, y esa ordinatalar o'giga proyeksiyasining koordinatasi.
M nuqta koordinatalari bilan birga M(x; y) ko‘rinishda yoziladi.

1°. Ikkita nugta orasidagi masofa. Tekislikda ikkita A{xv y) va
B(x2 y2 nuqgta orasidagi masofa

d=\AB\=fo0i-*)2+ (y2-yt)2

formula bilan hisoblanadi.
1- misol. A(~2; 4) va B(2; 1) nuqtalar orasidagi masofani toping.
\AB\=7(2+2)J+ (1- 4)r=n/16+9 =n/25=5. *
2°. Kesmani berilgan nisbatda bo‘lish. Tekislikda uchlari A(x{\ y{)
va B{x{;y) nuqgtalarda bo'lgan AB kesm ani'w- = ¢ nisbatda boluvchi

N(x; y) nugtaning koordinatalari

Y X. _ Y+ Y2 (D
A4 1+



formulalar bo‘yicha topiladi. Agar /V nuqta AB kesmani teng ikkiga
bo'lsa, A= 1 bo‘lib, (1) formulalar

- U VAL % )

ko‘rinishda boiadi. (2) — kesmaning o rtasini topish formulalari
ham deyiladi.

2-  misol. >4(1; 4) va B(4; -14) nugqtalar bilan chegaralangan
kesma C(xa ) va D(xd, yD nuqtalar orgali uchta teng bo ‘lakka
bo‘lingan. C va D nugtalarning AI£<oordinatalarini toping.

fe- C nugta AB kesmani A = co T Z—nisbatda bo‘ladi. Binobarin,
(1) formulaga ko‘ra:

l+r 4+T( 14
xc = —1“ =2>Yc = — (‘I' )
2

Shunday qilib, C(2; -2).

) nuqta Afi kesmanid =* =] =2 nisbatda bo‘ladi. Bu yerdan

. 1424 . _A+2(-14)_ q
D“ 1+2" “ 3> N —eemm- N2 8¢

Demak, D (3; - 8). «4

3°. Uchburchak va ko‘pburchakning yuzi. Uchlari >4(x,; vy,),
5x2y2, C(x3y2, ..., Ax(yl nugtalarda bo‘lgan ko ‘pburchak-
ning yuzi quyidagi formula yordamida hisoblanadi:

5=tjx N +*2>>2+,,,+X”y”

2V xryr *\Y\ (3)

Xususiy holda, (3) formuladan uchlari A(xv y~t B(x2, y2 va
C(x3 y3 nuqtalarda bo‘lgan uchburchak yuzini hisoblash
formulasini yozish mumkin:

X2y2 3 3

+ +

Q&3 1 (4)
Bu yerda ishora yuzning musbat ekaniga garab tanlanadi.

SJNABC = = 2 X



1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

1.11.

1.12.

1.13.

1.14.

Mustaqil bajarish uchun mashqglar

A(2; 3), B(5; 3), C(0; 3), 2)(-3; 0), E(-2; I) nuqtalarl
yasang.

Uchlari /1(3; 0), 5(2; 3), C(@; 5), D{-2; 1), £(-2;-3)
nuqtalarda bo‘lgan bcshburchakni yasang.

A(—2; —3) va B(0; —2) nuqtalarga abssissalar 0°qgiga,j
ordinatalar o‘giga va koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik]
bo‘lgan nuqtalami toping.

Tomoni 2 birlikka teng boigan kvadratning diagonallari j
koordinata o‘glarida yotadi. Uning uchlarining koordinatalarmjl
toping.

Agar: 1) A (4; -3), B(-11; -4); 2)A(2; 4), B(-2; 1) bo'lsa,]
Ava B nugtalar orasidagi masofani toping.

A(0; 1), B(3; 3) va C(—4; 2) nugtagacha bo‘lgan masofasi;
10 ga teng bo‘lgan M nuqgtaning koordinatalarini hisoblang.
Ordinatalar o‘gigacha va M{1; 3) nugtagacha bo‘lgan masofasi ]

13 ga teng bo‘lgan A nuqtani toping.
Uchlari: 1) A(4;2), B(2;-6); 2) A(-2; 0), B(6; -2)
nugtalarda bo‘lgan AB kesmani ~ nisbatda boiuvchi nuqta- j

ning koordinatalarini toping.

Uchlari 1) A (-4;2), B(6;4), 2) >40;—1), 5(6:-3)
nuqgtalarda bo‘lgan AB kesma o'rtasining koordinatalarini i
toping.

Uchlari A(-4; 2), B(6; 4), C(-4; —1) nuqtalarda bo‘lgan |
uchburchakning medianalari uzunligini toping.

AB kesmaning uchlaridan biri A(5; —4) nuqtada, o‘rtasi esa j
C(0; —3) nugtada joylashgan. Kesma ikkinchi uchiningl
koordinatalarini toping.

ABCD parallelogrammning ikkita uchi A(—6; -5), B(2; 3) va !
diagonallarining kesishish nugtasi M(3; 1) berilgan. Cva D
uchlarining koordinatalarini toping.

Koordinata o‘qlaridan va berilgan A(4; —2) nuqtadan teng
uzoglashgan nuqgtani toping.

Shunday M nugqgtani topingki, undan abssissalar o‘gigacha
va A (—2; 4) nuqtagacha bo‘lgan masofa 10 ga teng bo‘Isin.
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I 15. Uchlari 4, -3; 8) va 5(1; ~2) nugtalarda bo‘lgan AB kesmada
abssissasi -1 bo‘lgan Cnuqgtani toping.

116. A(4; —2) va B(7; 4) nuqgtalami tutashtiruvchi kesmada
ordinatasi 2 bo‘lgan Cnugqtani toping.

1.17. Uchlari ,4(2; 0), 5(5; 3) va C(2; 6) nugtalarda bo‘lgan
uchburchakning yuzini toping.

1.18. A(1, 1), B(-1; 7) va C(0; 4) nuqtalar bitta to‘g‘ri chizigda
yotishini isbotlang.

1.19. >4(1; 2) va 5(4; 4) nugtalar berilgan. Absissalar o‘gida shunday
C nuqgtani topingki, natijada AABC ning yuzi 5 kvadrat birlikka
teng bo‘lsin.

1.20. Uchlari A(3; 1), 5(4; 6), C(6; 3) va D(5; -2) nuqtalarda
bo‘lgan to ‘rtburchakning yuzini toping.

2- 8. To‘g‘richiziq tenglamalari

1°. To‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasi. To‘g"ri
chizigning burchak koejfilsiyentli tenglamasi deb, y= kx + b
ko‘rinishdagi tenglamaga aytiladi, bu yerda b — boshlang'ich ordi-
nata, to‘g‘ri chizigning ordinatalar o‘gidan ajratgan kesmasi; K —
to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyenti deb ataladiva to‘g‘ri cliiziq
abssissalar offji bilan hosil giladigan a burchakning tangensiga teng,
ya’ni k= tg a (14- rasm).

Agar b —0 bo‘lsa, y = kxtenglama koordinatalar boshidan
o'tuvchi to‘gai chiziq tenglamasi bofadi.

1-  misol. Koordinatalar boshidan o‘tuvchi va Oy o‘gi bilan 60°
burchak tashkil etuvchi to‘g‘r chizigning tenglamasini tuzing.

14- rasm.



A Qaralayotgan to‘g‘ri chiziq koordinatalar boshidan o tganligi
uchun tcnglamasini y = kx ko‘rinishda qidiramiz. Burchak
koeffitsiycnt k= tga = tg60° = V3 bo‘lgani uchuny - y[bx tenglal
mani hosil gilamiz. M

2- misol. Boshlang‘ich ordinatasi b= 3, Ox o‘gga og‘ish burchagi
a = 30° bo‘lgan to‘g‘ri chizigni yasang va tcnglamasini tuzing.

> Oy o‘gqdan b —3 birlik ajratib, bu yerdan Ox ofjga parallel
yordamchi to‘g‘ri chiziq o‘tkazamiz (chizmada shlrixlangan) va

bu chiziq bilan 30° burchak tashkil qgilib, Oy o‘q bilan b = 3 birlikda
kcsishuvchi to‘g‘ri chizigni yasaymiz (15- rasm). Bu esa lalab

gilingan to‘g‘ri chiziqgdir.

To‘g‘ri chizigning tenglamasini yozish uchun b=3 va
K - tg30° = ~i= ckanligidan foydalanamiz. U holday - kx + b
tenglamaga ko‘ra y izlangan to‘g‘ri chizigning
tenglamasidir. M

2°. To‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi. To‘g‘ri chizigning
umumiy tenglamasi deb quyidagi tenglamaga aytiladi:

Ax + By+ C= 0, J

bu yerda: A, B, C — o‘zgarmas koeflitsiyentlar.

Xususiy hollari:

1) C = 0 bolganda, Ax+ By = 0 yokiy - kx, Kk = -A/B,
ya’ni koordinatalar boshidan o4uvchi to‘g‘ri chizig tenglamasi;
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2) B= 0 bo‘lganda Ax+ C= 0yokix - a,a - -C/A, ya’ni oy
O‘giga parallel bo‘lgan to‘g‘ri chizig tenglamasi;

3) A= 0 boflganda By + C=0yoki.y=Db, b= -C/B, ya’ni
Ox o‘gqa parallel boflgan tofyfri chizig tenglamasi;

4) B- O C=0bo‘lganda Ax=0yoki x = 0, ya’ni Oy o‘qning
tenglamasi;

5 A= 0, C= 0 bo‘lganda By = 0 yokiy = 0, ya’ni Ox
o‘qining tenglamasi hosil bo#fadi.

3- misol. To‘g*ri chiziq 2x + ly — 1= 0 umumiy tenglamasi
bilan berilgan bo‘lsa, uning burchak koeffitsiyentli y - kx+ b
tenglamasini hosil qilib, k va b parametrlarini toping.

N Toffi chizigning umumiy tenglamasini y o‘zgarvchini x
o'zgaruvchiga nisbatan yechib olamiz: y = —2/3 x + 1/3, bu esa
berilgan toffi chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasi bo‘lib,
undan Kk = -3/2, b = 1/3 ekanligini aniglaymiz. <4

3°. To‘g‘ri chizigning koordinata o'glaridagi kesmalari bo‘yicha
tenglamasi. Tofy#&i chizigning koordinata 0 ylaridagi kesmalari
boyicha tenglamasi deb,

£ £ =1

a b
kofinishdagi tenglamaga aytiladi, bu yerda a va b — tofy‘ri
chizigning Ox va Oy offjlar bilan kesishish nuqtalaming mos
ravishda abssissasi va ordinatasi, ya’ni tof‘ri chizigning koordinata
o‘glaridan ajratgan kesmalarining ma’lum ishora bilan olingan
miqdorlari.

16- asm.



4- misol.j - j =1 tenglama bilan berilgan to‘g‘ri chizigh

yasang.
N Tenglamani quyidagicha yozib olamiz: y j =1,bu
yerdan a —2, b = —3. Ordinatalar o‘gida ordinatasi —3 bo‘lgan

abssissalar o‘qida abssissasi 2 bo‘lgan nuqtalarni belgilaymi2
Ulardan o ‘tuvchi to‘g‘ri chizigni yasaymiz (16- rasm.). Bu esa talab
gilingan to‘g‘ri chiziq bo‘ladi. 4

4°. Berilgan nuqtadan berilgan yo‘nalish bo‘yicha o ‘tadigan
to‘g‘ri chizig tenglamasi. M(xQ ~0) nuqta orgali o‘tadigan va K
burchak koeffitsiyentiga ega boigan tofy‘ri chizigning tenglamasi
ushbu ko‘rinishga ega:

Y~ Y= k (x-x0) (D
(1) tenglama tekislikning bitta nugtasidan o tuvchi to'gii chiziglar
dastasi tenglamasi deb ham yuritiladi.
5- misol. (2; —3) nuqtadan o‘tib, Ox o‘gi bilan 45° burchak
tashkil giluvchi to‘g‘ri chizig tcnglamasini tuzing.
» lzlanayotgan to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyenti Kk =
tg 45° = 1ga teng. Shu sababli (1) tcnglamadan foydalanib topamiz:;

y+ 3= 1¢(x—2) yokix—y —5=10.% I
5°. Ikki nugtadan o ‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi. Berilgan
y¥ va M2Ax2; y2 nuqgtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq
tenglamasi ushbu ko‘rinishga ega:
**p y-y\ ‘A
x2~x\ Y2-W\' LL|
(2) tenglama ikki nugtadan o ‘tuvchi tog ¥i chizig tenglamasi
deyiladi.
6- misol. A(2; 3) va B(\; —1) nuqtalardan o ‘tuvchi to‘g‘ri chiziq
tenglamasini tuzing.
» (2) tenglamadan foydalanamiz:
X-2 y-3 , . X-2 y-3
T=2 =~ 3 yokl = |
bu yerdan 4jc—y —5=0. "
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Mustaqil bajarish uchun mashqlar

Koordinatalar boshidan o ‘tuvchi va Ox o‘qi bilan:

1) 30°; 2) 45°; 3) 120°%

4) 135°, 5) arctg 2; 6) arctg (-3)

burchak tashkil etuvchi to‘g‘ri chiziglaming tenglamalarini tuzing.

2.2. Quyidagi to‘g‘ri chiziglar Ox o‘qi bilan ganday burchak tashkil
etishini aniglang.

DY ="yx> 2)y = ->/3x;
3) y = 4x; 3); 4) y = -3x.

2.3. Boshlang‘ich ordinatasi b = 3, Ox o‘giga og‘ish burchagi
1) a= 45° 2) a = 60° 3) a = 135°
bo‘lgan to‘g‘ri chiziglami yasang va tenglamalarini tuzing.

2.4. Boshlang‘ich ordinatasi b = —2, Ox o‘qgiga og‘ish burchagi
Ja =n/6;2)a=n/3;3)a= 120°
bo‘lgan to‘g‘ri chiziglami yasang va tenglamalarini tuzing.

2.5. Abssissalar o‘qi bilan 45° burchak tashkil qilib, M (2; 3)
nuqgta orgali o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing hamda
k\a b paramctrlarini aniglang.

2.6. Quyidagi berilgan to‘g‘ri chizig tenglamalarini burchak
koeffitsiyentli tenglamaga Kkeltiring va har birida k va b
parametrlami aniglang:

1) 2x - 3y = 6; 2) 2x + 3y = 0;
3) 2y = -4; 4) 3x + 6 =0,
5) x/3 + yl4=1.

2.7. To‘g‘ri chiziglami yasang:

1) 3x + 2y = 6; 2) 2x + 3y = 0;
3) 4y —2 = 0; 4) 3- x =0.

2.8. To‘g‘ri chiziq tenglamalarini kesmalar bo‘yicha tenglamasiga
keltiring va yasang.

1) 3x + 4y = 12; 2) 3x - 4y = 12;
3) 2x — 3y = 6.

2.9. Koordinata o‘qlari va 2x —5™ + 20 = 0 to‘g‘ri chiziq bilan

chegaralangan uchburchakning yuzini toping.
Chizigli algebra va analilik geomeuiyadan 81

masalalar yechish



2.10. (2; 3) nugtadan o‘tuvchi va koordinata burchagidan yuzi 12 kv
birlikga teng bo‘lgan uchburchak ajratuvchi to‘g‘ri chiziq
tenglamasini tuzing.

2.11. Rombning diagonallari 8 va 3 birlikka teng. Rombning katta
diagonalini Ox 0‘q uchun, kichkina diagonalini Oy o‘q uchun
gabul qilib, romb tomonlarining tenglamalarini yozing.

2.12. (—2; 5) nuqgtadan o‘tib Ox o‘g bilan: 1) 30°; 2) 45°; 3) 60°;
4) 135°; 5) 0° burchaklar tashkil giluvchi to‘g‘ri chiziglar
tenglamalarini tuzing.

2.13. (—3; 6) nuqgtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglar dastasidanj
koordinata o‘glarining musbat yarimo'qlaridan teng kesmalar
ajratadiganining tenglamasini yozing.

2.14. 1) A(4; -1) vaB(-2;-9); 2) C(0; 2)va D(-2; 4); 3) E(-2; 1)
va F{—4; 0) nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglar tenglama-
larini yozing.

2.15. Uchlari A(—L; 3), B{4; —2), C(0; —5) nuqgtalarda boflgan
uchburchak tomonlarining tenglamalarini tuzing.

2.16. A(2; 8) nuqtada hamda uchlari M(6; —5) va N{—=2; 1)
nuqtalarda bo‘lgan MN kesmaning o ‘rtasidan o ‘tuvchi to‘gri
chizig tenglamasini tuzing.

2.17. A(6; 2) va B(—3; 8) nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chizigning
koordinata o‘glaridan ajratgan kesmalarini toping.

3- 8. Ikki to‘g‘ri chizigq orasidagi burchak

Tenglamalariy = kf + b{vay = kjc + b2 bilan berilgan ikkita
tofgai chiziq orasidagi < burchakning tangensi

9a>=% \ K2 (1)

formula bo‘yicha hisoblanadi, bunda « + » ishora o ‘tkir burchakka,
«—» ishora esa o'tmas burchakka mos keladi.

(1) formuladan ikki to‘gfi chizigning

— parallellik: k{ —k2

— perpendikularlik: kx2—1
shartlarini olish mumkin. Ikki to‘g‘ri chizig umumiy Afx + By +
+ C =0va Ax + B¥ + C2= 0 tenglamalari bilan berilgan
bo‘lsa, ular orasidagi (p burchakning tangensi



o, BB
0P =+ Apoin R (2)

formula bo‘yicha hisoblanadi. (2) formuladan to‘g‘ri chiziqlaming
— parallellik: AJA2 = BJB2
— perpendikularlik: A{A2 + BX82- 0
shartlarini olish mumkin.
1-  misol. x —3y+ 5=0 va 2x+ 4y —7 = 0 to‘g‘ri chiziqglar
orasidagi o'tkir burchakni toping.
» 1, = 1 B{= =3, A, = 2, B2=4 bo‘lganligi uchun

- h tgip= 1, <p= 45°.
2-  misol. =2x—3, »= 1/2 x + 1to‘g‘ri chiziglar orasidagi

o‘tkir burchakni toping.
~ kx= 2, k2= 1/2 bo‘lganligi uchun

Mustagil bajarish uchun mashglar

3.1. Quyidagi tofyfi chiziqlar orasidagi o‘tkir burchakni toping:

1) 5x-.y+7 = 0; 2x-3j>+1=0;
2) 2x+ .y=0; y=3x+4;

3) 3x+2y =0; 6x+ 3y +9=0;
4) 3x—4y = 6; 8x + 6y = 11,

3.2. Quyidagi tenglamalar bilan berilgan to‘g‘ri chiziglar orasidan o‘zaro
parallel va perpendikular boflganlarini ajrating: 3x—2y + 7 =0,
6x—4y—7/=0, 6x + 4y + 4=0, 2x + 3y—1=0

3.3. A(2; 3) nugtadan o‘tuvchi va2x —y —2 tofyri chiziqga 1) parallel;
2) perpendikular boflgan to££i chiziglar tenglamlarini yozing.

3.4. Tomonlarining tenglamalari mos ravishdax +2y = 0,x + 4y=6,
x —4y—06 = 0 boflgan uchburchakning ichki burchaklami toping.
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3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

3.10.

3.11.

3.12.

3.13.

3.14.

Koordinata boshidan o‘tuvchi vay = 4 —2x tenglama bilan |
berilgan to‘g‘ri chiziq bilan 45° burchak ostida kesishuvchi
to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

Uchlari /4(0; 7), 5(6;-1), C(2; 1) nugqtalarda bo‘lgan|
uchburchakning burchaklarini toping.

Uchlari A(-4; 2), 5(2; —5), C(5; 0) nuqtalarda bo‘lganl
uchburchakning 5 uchidan tushirilgan balandligi tengla-
masini tuzing.

Parallelogrammning x—>+ 1=0 va 2x+3y—6=0Q
tomonlarini hamda uning uchlaridan biri C(7; 1) ni bilgan |
holda qolgan ikkita tomonining tenglamasini tuzing.
Parallelogrammning uchta uchi A(—1; 3), 5(4; 6), C(2; —5) I
berilgan. Uning tomonlari tenglamalarini tuzing.

M(—L; 7) va N(3; —1) nuqtalarini tutashtiruvchi kesmal
o ‘rtasiga o ‘tkazilgan pegendikulaming tenglamasini tuzing. 1
Rombning ikkita garama-garshi M(—3; 2), ™7, —6) uchlari!
ma’lum. Rombning diagonallari tenglamasini tuzing.

A(3; 4) nugtadan 2x + 5y + 3 = 0 to‘g‘ri chiziqqga tushirilgan|
perpendikulaming asosini toping.

Kvadratning garama-garshi uchlari 5(—2; 2) va 40; —3) |
nuqtalarda. Kvadrat tomonlarining tenglamalarini tuzing. j
Teng yonli to‘g‘ri burchakli ABC uchburchakda o‘tkirl
burchak uchi A(1; 3) va garshi tomondagi katet tenglamasi |
2x—y + 4 = 0 Dberilgan. Uchburchakning golgan ikkita 1
tomoni tenglamalarini tuzing.

4- 8. To‘g‘ri chizigning normal tenglamasi

1°. Nugtadan to‘g‘ri chiziggacha
bo4gan masofa. To‘g‘ri chizigning normal
tenglamasi deb

X cos/? + y sinfl3 —p —O0 0)1

ko‘rinishdagi tenglamaga aytiladi. Bu yerda
p — koordinata boshidan to‘g‘ri chizigga
tushirilgan perpendikular (normal) ning
uzunligi; /3 — bu normalning Ox o‘giga
17- rasm. og‘ish burchagi (17-rasm.). Agar to‘g‘ri
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chiziqg umumiy Ax+ By + C = 0 tenglamasi bilan berilgan bo‘lsa,
uning tenglamasini normal ko‘rinishdagi tenglamaga keltirish uchun
tenglamaning har bir hadi normallovchi ko‘paytuv-

chi M =+ 7—... Sa ko'paytiriladi. Normallovchi ko‘paytuvchining
'la2+B2

ishorasi ozod had C ning ishorasiga garama-qgarshi qilib olinadi.
Berilgan (x0; p0) nuqgtadan to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan masofa
d =\xQcosp +y0sinP - p\ (2)

yoki
d = Uxp+ayp+a

formulalar bilan hisoblanadi.

1- misol. Umumiy tenglamasi x + y —3 = 0 bilan berilgan
to‘g‘ri chizigning normal tenglamasini yozing.

» Normallovchi ko‘paytuvchini tuzamiz:

470 P
berilgan tenglamani M =  — normallovchi ko'paytuvchiga
ko‘paytiramiz:
X+ y— = 0vyokix cos 45° by sin 45° =

3
bu yerdap = 45° p = A

2- misol. Normal uzunligip = 2, normalning Gx; 0‘qga og‘ish
burchagi 135° bo‘lgan to‘g‘ri chizigni yasang va tenglamasini yozing.

N To‘gri burchakli dekart koordinatalari sistemasini quramiz.
Koordinatalar boshidan ikki birlik uzunlikka ega bo‘lgan va Ox o‘qi
bilan 135° burchak tashkil etuvchi normalni yasaymiz. Bu normal-
ning uchidan unga perpendikular qilib to‘g‘ri chiziq yasaymiz
(18- rasm). Yasalgan to‘g‘ri chizig talab gilingan to‘g‘ri chizigni
beradi. »
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To‘g‘ri chzigning tengla-
masini yozish uchun esa /3=]
=135° p = 2 ekanligini!
e’tiborga olsak, x cosl35° +
+y sinl35° —2 = 0 — normal]
ko‘rinishdagi yoki

+ 2=0, 1

X-y +2V2=0
— umumiy ko‘rinishdagi tengla-
masini yozish mumkin. »
3- misol. A(2; —3) nugtadan 2x —3y —1 = 0 to‘g‘ri chiziggacha
bo‘lgan masofani toping.
» (3) formuladan foydalanamiz:
_[2-2-3(-3)-I| = |4+9-I| _ 12, 2

yj22+(-3)2 Nod o TT3

Mustaqil bajarish uchun mashglar

4.1. To‘g‘ni chiziq tenglamalarini normal ko‘rinishga keltiring:
1) 3x—4y—20=0; 2) x -y - 1=0;

)X +y + 1=0;4)y=2x + 5

4.2. Normal uzunligip = 3, normalning Ox o‘giga og‘ish burchagi:
1) 45°; 2) 225°; 3) 315° bo‘lgan to‘g‘ri chizigni yasang va
uining tenglamasini yozing.

4.3. A(2; 3), B(3; 2) va C(0; 1) nuqgtalardan 3x + 4y—10=10
to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan masofalami toping. Nugqtalar va
to‘g‘ri chizigni yasang.

4.4. 0 ‘zaro parallel 2x—3y= 6, 4x—63>=25 to‘g‘ri chiziglar
orasidagi masofani toping.

4.5. Koordinatalar boshidan a =y/5 birlik masofadan o‘tuvchiy —
=kx + 5 to‘g'ri chiziq tenglamasidagi K parametmi toping.

4.6. 4x—3y = 0to‘g‘ri chizigdan d = 4 birlik masofada yotuvchi
nugtalaming geometrik o‘mi tenglamasini tuzing.



N 8x— 15" = 0 to‘g‘ri chizigga parallel bo‘lib /4(4;—2) nuqta-
dan d= 4 birlik masofadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tengla-
masini  tuzing.

49g# 2x- y =4 togri chizigga nisbatan 2x + y =4 to‘gri chizig-
dan ikki barobar uzoqda joylashgan nuqgtalaming geometrik
o‘mi tenglamasini tuzing.

4.9. Uchlari A(-3;0), B{2;5), C(3;2) nugtalarda bo‘lgan
uchburchakning /iZ) balandligini aniglang.

4.10. /4(2; 4) nugtadan o‘tuvchi va koordinatalar boshidan 2 birlik
uzoqglikdan o‘tadigan to‘g*ri chizig tenglamasini tuzing.

4.11. Air-4; -3), B(-5; 0), C(5; 6), A1; 0) nuqtalar trapetsiya-
ning uchlari bo'lisliini tekshiring va uning balandligini toping.

4.12. Koordinatalar boshidan o‘tuvchi to‘g‘ri chizig A(2; 2) va
B(4; 0) nuqtalardan bir xil masofadan o‘ishi ma’lum
bo‘lsa, bu masofani toping.

5-8. Ikkinchi tartibli chiziglar. Aylana

Ikkinchi tartibli chiziq deb tenglamasi x va y o‘zgaruvchilarga
nisbatan ikkinchi tartibli algebraik tenglama bo‘lgan cliiziqga aytiladi.
Uning tenlaniasi, umumiy holda,

Ax2+2Bxy + Cy2 +2Dx +2Ey+ F =0

ko‘rinishda yoziladi. Xususiy hollarda , bu tenglama aylana, ellips,
giperbola, parabolani, biror nuqgtani ifodalashi yoki hech ganday
geometrik shaklni ifodalamasligi ham mumkin.

Aylana deb berilgan nuqgtadan (markazdan) teng uzoglikda
yotuvchi nuqtalaming geometrik o‘midan iborat chiziqga aytiladi.
Markazi C(a; b) nugtada va radiusi rbo ‘lgan aylana tenglamasi

(x-a)2+ (y-b)2=r2 n

ko‘rinishiga ega. Bu aylananing kanonik tenglamasidir.
Aylananing umumiy tenglamasi deb

Ax2+ Ay2+ 2Dx + 2Ey + F=0 ,2)
ko'rinishidagi tenglamaga aytiladi.
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1- misol. Markazi C(2; 3)!
nuqglada bo‘lgan, r= 4 radiusjj
aylana tenglamasini tuzing va
uni yasang.

A Masaia shartiga ko‘ra:
a=2b=3r=4

Bu giymatlarni (1)
tenglamaga go‘yib aylananingj
(x - 2)2+ (y - 3)2= 16 tengJ
lamasni hosil gilamiz. Ayla-
nani yasash uchun to‘g‘ri

burchakli dekart koordina-]

talar sistemasini qurib, bu sistemada aylana markazining o‘mini;
aniglaymiz. Markazdan 4 birlik radius bilan aylanani yasaymiz]
(19- rasm). ~

2- misol. Umumiy tenglamasi bilan berilgan aylana markazi
ning koordinatalarini va r radiusni toping:

9x2+9y2+36x-18y +20=0.

> Berilgan tenglamani 9 ga hadlab bo‘lamiz va o‘zgaruvchilan
alohida guruhlaymiz: .

(x, +4*)+(y, -2y)i*-=0. J
Qavsdagi ifodalami tofla kvadratga to‘ldiramiz:

(X + 2)2- 4 + (y-1)2-1 + 20/50 = 0
yoki (x+2Y + (y- 12= (5/3)2 !

Shunday qilib, berilgan aylana markazi C (-2;l) nuqgtada bo4ib,
radiusi r = 5/3.

Mustaqil bajarish uchun mashglar

5.1. Markazi C nuqtada bo‘lgan va radiusi r berilgan quyidagi
aylanalaming tenglamalarini tuzing va yasang:
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53

5.4.

9.5.

5.6.

5.7.

5.8.

5.9.

C(4;-7), r=52) C-(-3;3), r=1,3 C(-1; 0),r
->/5; 4) C(—L 0), r= 3

. Markazi C(-5; 7) nuqtada, radiusi 10 ga teng aylana

n/(—11; 15) nuqtadan o‘tadimi?

Markazi C(12; —5) nuqtada bo‘lgan va koordinatalar boshidan
o‘tuvchi aylana tenglamasini tuzing.

Diametrli M(2; -7) va N (-4; 3) nuqtalarda bo‘lgan aylana
tenglamasini tuzing.

Diametri 12x + 5>— 60 = 0 to‘g‘ri chizigning koordinata
o'qlari orasidagi kesmasidan iborat bo‘lgan aylana tenglamasini
tuzing.

Ox o‘qga koordinatalar boshida urinuvchi va Oy o‘qini
(0; 10) nugtada kesib o‘tuvchi aylana tenglamasini tuzing.
A(3; -1) va B(—4; 8) nuqtalardan o‘tuvchi, r — 13 radiusli
aylana tenglamasini tuzing.

Koordinatalar o‘giga urinuvchi va M(—\ —4) nuqtadan
o0 ‘tuvchi aylana tenglamasini tuzing.

Uchlari A(—2; 9), B(-4; 5), C(5; 8) nuqtalarda bo‘lgan
uchburchakka tashqi chizilgan aylana tenglamasini tuzing.

5.10.1/(—8; —10), N(—L; 7) nuqtalardan o‘tuvchi aylana

5.11.

5.12.

5.13.

5.14.

5.15.

5.16.

ordinatalar o‘giga urinadi. Uning tenglamasini tuzing.
Quyidagi aylanalaming markazi C ning koordinatalarini va
radiusi r ni toping:

)x2 + y2- Sx + 12y -29 = 0;

2) X2+ y2- bx- 4y - 17 = 0.

Quyidagi aylanalaming koordinata o'glari bilan kesishish
nuqtalarini toping:

) x2+y2—4x + 4y + 3= 0;

2) x2+y2+ b6x + 11y + 10 = 0.

xl+y2+ 6x —14y —6=0va x2+y2—24x+ 2y —51 = 0
aylanalar markazlari orasidagi masofani toping.

X —y + 1= 0tofyri chizigning x2+ y 2—4x + \by —5=10
aylana bilan kesishish nuqtalarini toping.

Markazi C(8; 6) nugtada bo‘lgan va 5x—12”= 46 toq"ri
chizigga urinadigan aylana tenglamasini tuzing.
xl+y2—2x+ 2y —23 = 0 aylananing A(4; —5) nuqtasiga
o0‘tkazilgan urinma tenglamasini tuzing.
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6- §. Ellips

Ellips deb fokuslar deb ataluvchi ikkita tayinlangan nuqtagachal
bo‘lgan masofalari yig'indisi o‘zgarmas (2a) bo‘lib, fokuslarj
orasidagi masofa (2c) dan katta boflgan nuqtalaming geometriki
0‘miga aytiladi. Fokuslari Fxva F2nuqtalar Ox o‘gida joylashgan,
koordinata o‘glariga nisbatan simmetrik ellipsning kanonik (sodda)
tenglamasi (20- rasm)

(1)

ko‘rinishda bo‘ladi.
Ellipsning o‘z simmetriya o'qlari (koorinata o‘qglari) bilan
kesishish nuqtalari Al va A2, 5, va B2ellipsning uchlari deyiladi.
= 2a —Kkatta 0‘g, 5/, = 2b — kichik o0‘q, jumladan, a —]
katta yarim o‘q, b — kichik yarim o‘q deb aytiladi. F,(—; 0),
F2 (c; 0) fokus nuqtalarining koordinatalarini topishda

a2- b2=c?2 (2)

tenglikdan foydalaniladi, bu yerda ¢ — fokus nugtalar orasidagi
masofaning yarmi. Fokus nuqtalar orasidagi 2c masofaning katta
2a 0°‘qqa nisbati ellipsning ekssentrisiteti deb yuritiladi. Ekssentrisitet

£=2 (3)

formula bilan hisoblanadi. Ravshanki, e < 1

20- rasm.
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B
21- rasm.

Agar koordinata o‘glariga nisbatan simmetrik ellipsning
fokuslari Oy o‘gida yotadigan bo‘lsa (21- rasm), u holda b > a
boladi va B)B 2= 2b — katta 0‘q, AXA2 = 2a kichik o*‘q bo‘ladi.
Bunday ellipsning ekssentrisiteti

(4)

formula bilan hisoblanadi, bu yerda ¢l = b2—a2

Ellipsning ixtiyoriy M(X, y) nugtasidan fokuslargacha masofalari
ellipsninig fokal radiuslari deyiladi. FI va F2— fokuslargacha bolgan
fokal radiuslami mos ravishda rxva r2orgali belgilasak, ular quyidagi
formulalar yordamida hisoblanadi.

ry=\a —ey\, r=\a + ex\ (5)

1- misol. Ix2+ 25y1— 225 = 0 ellipsning uchlarini, o‘glarini,
fokuslarini va ekssentrisitetini toping hamda ellipsni yasang.

~  Berilgan tenglamani (1) ko‘rinishidagi kanonik ko‘rinishga
keltiramiz, buning uchun ozod hadni o‘ng tomonga odkazamiz va
tenglamaning barcha hadlarini unga bo‘lamiz. Natijada

25+9 :|¥,ok| % +432:|.
11



22- rasm.

Hosil gilingan tenglikdan a = 5, b = 3 ni aniglaymiz. Bu yerdai
ellipsning o‘glari 2a — 10, 2b = 6, uchlarining koordinatalari esa
AX - 5; 0), ~(5; 0), 5,0; -3), 5AZ0; 3). 1

Nihoyat, c =Vf2~b2=V5 —32=4 bDbo'lganligi uchun
fokuslari /*(-4; 0), FA4; 2) nuqtalarda joylashgan ekan. Ellipsningj
ekssentrisiteti esa £=4/5 =0,8.

Ellipsni yasash uchun to‘g‘ri burchakli dekart koordinata-
lari sistemasida ellipsning uchlarini aniglaymiz va bu nuqtalar
orqali sillig egri chiziq yordamida ellipsning shaklini yasaymiz
(22-rasm). ~

Mustaqil bajarish uchun mashglar

6.1. Ellipslaming uchlari koordinatalarini, o‘qglarini, fokuslarinl
toping hamda ellipsni yasang:
1) 16*2 + 25y 2=400; \
2) 4jc2 + 9y 2=36;
3) 16x2 + 9y 2= 144;
4) 25*2+ 9y 2= 900.

6.2. Fokuslari Ox o‘gda bo‘lib, yarim o'glari 4 va>/5 ga teng
ellipsning tenglamasini tuzing.

6.3. Ellipsning katta yarim o‘qi a = 4 bo‘lib, M ~2; 3
nuqtadan o‘tadi. Ellipsning kanonik tenglamasini tuzing.

6.4. Kichik yarim o‘qi 24 ga teng va fokuslaridan bin A(—5;0)
nugtada bo'lgan ellipsning kanonik tenglamasini tuzing.
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*5.

6.6.

5.7.

6.8.

6.9.

6.10.

6.11.

6.12.

6.13.

Ellipsning fokuslari orasidagi masofa 30 ga, Ox o‘gida yotuvchi
katta 0‘qi 34 ga teng. Ellipsning kanonik tenglamasini tuzing
va uning ckssentrisitetini toping.
Ellipsning fokuslaridan biri A{6;0) nuqtada va ekssentri-
sitctif \ bo‘lsa, uning kanonik tenglamasini tuzing.
Fokuslari Ox o‘gida bo‘lgan ellipsning yarim o‘glari yig‘indisi
8 ga, fokuslari orasidagi masofa esa 8 ga teng bo‘lsa, uning
tenglamasini tuzing.
Fokuslari Ox o‘gida bo‘lgan ellips A/(V3; >/6] va 7v(3; >/2j
nuqtalardan o‘tadi. Ellipsning kanonik tenglamasini tuzing.
N/6; 4) va N(8; 3) nugqgtalardan o‘tuvchi ellipsning
fokuslari Ox o‘gida yotadi. Ellipsning kanonik tenglamasini
tuzing.
2x2 + 4>>2= 8 ellips fokuslarining koordinatalari, ekssentri-

siteti va M("mm LLI nuqtasining fokal radiuslarini toping.

Koordinata o‘glariga nisbatan simmetrik ellipsning fokuslari Ox
o‘gida joylashgan bo‘lib, ekssentrisiteti e = 3/4. Ellipsning
A/(—4; >/27) nugtasidan fokuslarigacha bo‘lgan masofalami
toping.

Ellips fokuslarining biridan katta o‘qi uchlarigacha bo‘lgan
masofalari mos ravishda 1va 5. Ellipsning kanonik tenglamasini
tuzing.

Yer shari fokuslaridan birida Quyosh turgan ellips bo‘yicha
harakat giladi. Agar Yeming Quyoshdan eng uzoglashgan
masofasi 152,5 million kilometr, eng yaqginlashgan masofasi
147,5 million kilometr bo‘lsa, Yer orbitasining katta o‘qi va
ekssentrisitetini toping.

7- 8. Giperbola

Fokuslar deb ataluvchi berilgan ikki nuqtagacha masofalari
ayirmasining absolut qiymati o‘zgarmas (2a) bo‘lgan va fokuslar
orasidagi masofa (2c) dan kichik bo‘lgan nugtalaming geometrik

o‘rni

giperbola deb ataladi. Koordinata o‘glariga nisbatan simmetrik
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bo‘lgan, fokuslari 0>
o‘gida joylashgan (23,
rasm) giperbolaning
kanonik sodda tenglamasfl
quyidagi ko‘rinishga egan

-~ (3

n,(-a; 0) va 0)
nugtalar gipcrbolaning
uchlari orasidagi 2a
masofa — gipcrbolaning haqiqiy o‘qi, B{(0; —b), A,(0; h) nuqtalar
orasidagi 2b masofa giperbolaning mavhum o qi deb yuritiladi.
Koordinatalar boshidan fokus nuqgtagacha bo‘lgan masofa

23- rasm.

= yjb2+ a (2)

formula yordamida hisoblanadi.
Gipcrbolaning ekssentrisiteti deb, fokuslar orasidagi masofaning
uning haqiqgiy o‘qiga nisbatiga aytiladi:

°Ta (3)
Ravshanki, e > 1.
Giperbola ikkita asimptotaga ega, ulaming tenglamalari
b b
Y=~aX'yY =—aX ()
Giperbolaning M(x; y) nuqtasidan Fxva F2 fokuslarigacha

bo‘lgan / va r: masofalar fokal radiuslari deb atalib, quyidagicha
topiladi.

n=ex +al r2=lex —al (5)

1- misol. 16x2—9y2— 144 = 0 gipcrbolaning o‘glarini, uchla-
rini, ekssentrisitetini toping, asimptotalarining tenglamalarini
yozing hamda yasang.

Ozod hadni o‘ng tomonga o ‘tkazamiz va berilgan tengla-
maning barcha hadlarini unga bo‘lamiz. Natijada gipcrbolaning
kanonik tenglamasini hosil gilamiz:



£-fJ =lyoki §2-44 = I.

Buyerda a = 3, 6 = 4 yoki hagigiy o‘qi 2a = 6, mavhum o‘qi 2b = 8
ekan. Uchlari /!,(—3; 0) va /~(3; 0) va .5,(0; —4), 4,(0; 4) nuqgtalarda.

(2) formulaga asosan ¢ =nfa2+b2 =n/9+16 =5 bo‘lgani uchun,

giperbolaning fokuslari F,(—5; 0) va FZ5; 0) nuqtalarda bo‘ladi.
Giperbolaning ekssentrisitcti esa (3) formulaga aso-
sane = c/a, £= 5/3. Nihoyat, giperbola asimptotalari tenglama-
lari (4) formulaga ko‘ray = —4/3 jc,y = 4/3x boiadi.

Yasash uchun to‘g‘ri burchakli dekart koordinatalar sistemasini
quramiz va bu sistemada dastlab asimptotalami yasaymiz. Shundan
keyin giperbola uchlari va fokuslarini aniqlab, sillig chizig bilan
giperbolaning grafigini yasaymiz (24- rasm). »

Mustaqil bajarish uchun mashqlar

7.1.Giperbolalar uchlarining koordinatalarini, o‘qlarini, fokus-
larini, ekssentrisitetini toping va yasang:
1) 4x2- 5y2 = 100;
2) 9x2 - 4y* - 144 = 0;
3) 9x2- 16y 2- 144 = 0;
4) 9x2- ly2- 252 = 0.
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7.2. Giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing, agar:

7.3.

7.4,

7.5.

7.6.

7.7.

7.8.

7.9.

1) fokuslari orasidagi masofa 10, uchlari orasidagi masofa 8
bo‘lsa;

2) hagiqgiy yarim o‘gi  2>/5 va ekssentrisiteti e =~ 2 bo‘lsa.
M(6; —2>/2 ) nuqgtadan o4uvchi, mavhum yarim o‘qi |
bolgan giperbola koordinata 0‘glariga nisbatan simmetrik.
Giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing va M nugtadan
fokuslargacha bo‘lgan masofani toping.

Koordinata o°‘glariga nisbatan simmetrik bo‘lgan giperbolaning
fokuslari Ox o‘gida joylashgan. Giperbolaning fokuslaridan
bitta uchigacha bo‘lgan masofalar 1 va 9 ga tengligini bilgaH
holda uning tenglamasini tuzing.

Gipcrbolaning yarim o‘glari yig‘indisi 17 ga, ekssentrisiteti
13/12 ga teng. Giperbolaning kanonik tenglasimani tuzing va

fokuslarini aniglang.
Giperbolaning ekssentrisiteti /3 ga teng, fokuslari (—6; 0)

va (6; 0) nuqtalarda joylashgan. Giperbolaning kanonik tengla-
masini tuzing va asimptotalarining tcnglamalarini yozing.3
Asimptotalari® =x|jc boflgan giperbolaning M(6;V 2l
nuqtadan o‘tishi ma’lum. Giperbolaning kanonik tenglama-
sini tuzing.

Fokuslaridan biri (—10; 0) nuqgtada bo‘lgan va y -+ \x

asimptotalarga ega giperbolaning kanonik tenglamasml tuzmg

X~
Ekssentrisiteti 1,2 ga teng giperbola 54 + X" =1 ellips bllan
umumiy fokuslarga ega. Giperbolaning kanonik tenglamasini

tuzing.

>
7.10. Giperbola 389 + 255 = A ellipsning fokuslaridan 0‘tishi ma’-

lum, fokuslari esa bu ellipsning uchlarida joylashgan.
Giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing.

7.11. Agar giperbola yarim £ ° nisbati b/a = 3/2 va bu

giperbolada yotgan nugta ma’lum bo‘lsa,
fokuslari Ox o‘gda yotuvchi giperbolaning kanonik tengla-

masini tuzing.



¥Yj2. Uchlari (—2; 0) va (2; 0) nuqgtalarda bo‘lgan giperbolaning
N/(2>/5; 1] nugtasidan fokuslarigacha bo‘lgan masofalami
toping.

ya3. x2—9y* —36 giperbolaning x + 5y = 0 to‘g‘ri chiziqg bilan
kesishish nuqtalaridan fokuslarigacha bo‘lgan masofalarni
toping.

8-8. Parabola

Fokus deb ataluvchi berilgan nuqtadan va direktrisa deb ataluvchi
berilgan to‘g‘ri chizigdan baravar uzoglashgan nuqtalarning
geometrik o‘mi parabola deyiladi.

Ox o‘giga nisbatan simmetrik bo‘lib, uchi koordinatalar
boshida, fokusiF (y>°) nuqtada bo‘lgan parabolaning kanonik
tenglamasi (25- rasm)

y 2= 2px (1)

ko‘rinishda bo‘ladi. Parabolaning direktrisasi x =- ~ tenglama bilan
ifodalanadi. Ixtiyoriy M(x;y) nugtasidan fokusgacha bo‘lgan masofa —
fokal radiusi r = x +y formula yordamida aniglanadi.
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Oy o‘giga nisbatan simmetrik bo‘lib, uchi koordinatalar
boshida, fokusi F (0>-yj nuqtada bo‘lgan parabolaning kanonik

tenglamasi (26- rasm)
X2= 2py 2

kofrinishda bo‘ladi. Parabolaning direkrisasi y = -y , tenglama bilani

ifodalanadi. Ixtiyoriy M(x; y) nugtadan fokusigacha bo‘lgan masofa

—fokal radiusi r =y +y formula yordamida aniglanadi.

1- misol. y 2=4x parabola fokusi koordinatalarini aniglang va
direktrisa tenglamasini tuzing.

» Parabola tenglamasining berilishiga ko‘ra 2p = 4, yoki y = 1.
Shunday qilib, F(I; 0) — nuqgta parabola fokusi, x + 1= 0 to‘g‘ri
chizig uning direktrisasi bo‘ladi. »

2- misol. Uchi koordinatalar boshida va fokusi / ’(O, —10) nuqtada]

bo‘lgan parabolaning tenglamasini tuzing.

~ Parabolaning fokusi Oy o‘gida, uchi esa koordinatalar boshida]
yotadi, shu sababli va fokus nugtasining abssissasi manfiy son
bo‘lganligi uchun bu parabolaning tenglamasini n1? = —2py ko'rinishdaj
izlash kerak. Parabola uchidan fokusgacha bo‘lgan masofay = 10
bo'lgani uchun p = 20, 2p = 40 bo‘ladi. U holda parabola tenglamasil
x2 = —40_y2ko‘rinishda bo‘ladi. »

26- rasm.
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8.3.

8.4.

8.5.

8.6.

8.7.

8.8.

8.9.

Mustaqil bajarish uchun mashqglar

. Parabolalaming fokusi koordinatalarini toping va direktrisa

tcnglamalarini yozing.

1) y *= 8*; 2) y 2= —12x;

3) x2= 10k 4) x2= —16y.

Uchi koordinatalar boshida va fokusi:

1) F(0; 2); 2) F(0; -2);

3) F(0; -5); 4) F(-3,5; 0).

nuqtalarda bo‘lgan parabola tenglamasini tuzing.

Uchi koordinatalar boshida va fokusi Ox o‘gda bo‘lgan
parabolaning uchidan fokusigacha bo‘lgan masofa 12 ga teng.
Parabola tenglamasini tuzing.

Fokusi Oy o‘gda bolgan parabola 0(0; 0), >1(6; —2) nuqtalardan
o‘tadi. Parabola tenglamasini tuzing va fokusining koordinata-
larini aniglang.

Uchi koordinatalar boshida bo‘lgan va Ox o‘qgiga nisbatan
simmetrik parabolaning direktrisasi

2Xx- 5=0

to‘g‘ri chiziqdan iborat. Parabola tenglamasini tuzing va uning
fokusini aniglang.

HO; 2) nuqtadan vay =4 to‘g‘ri chizigdan bir xil masofada
yotgan nuqtalaming geometrik o‘mi tenglamasini tuzing.
Tenglamalar bilan berilgan parabolalami yasang:

1) y 2= 8x;

2) ] 2= -8x;
3) x2= 4y;
4) x2= 1-4y;

Fokusi absssisalar o‘gida va uchi koordinatalar boshida
joylashgan parabolaning M(1; 2) nuqtasidan fokusgacha
bo‘lgan masofani toping.

Tenglamasi

>P= 6X

bo‘lgan parabolaning shunday nugtasini topingki, bu nuqtaga
mos keluvchi fokal radiusi uzunligi 4,5 bo‘lsin.
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9-8. Dekart koordinatalar sistemasini almashtirish.
Qutb koordinatalar sistemasi

1°. Dekart koordinatalar sistemasini almashtirish. Nuqtaningi
bir sistemadagi koordinatalari bilan shu nuqtaning boshga
sistemadagi koordinatalari orasidagi bog‘lanishni garaymiz.

a) koordinatalar boshi ko ‘thirilib, koordinata o ‘glari eski
o glarga parallel boigan hoi. xOy koordinatalar sistemasi va
unda(a; b) nuqta fiksirlangan tayinlangan bo‘lsin. Berilgan xOy
koordinatalar sistemasining boshini (a; b) nugtaga ko‘chirib,
koordinata o ‘glarini eski o‘glarga parallel gilib quramiz. Yangi
qurilgan XOY koordinatalar sistemasidagi ixtiyoriy (X; Y
nuqtaning eski xOy koordinatalar sistemasidagi (X; y) nuqtasi
koordinatalari orasidagi munosabat

X =a+X X =X - a,
y =b+Y ¥Y°M Y =y -b (D

formula orqali ifodalanadi.

x-22,

1- misol. Koordinatalar boshini ko‘chirish yordamida — 7 -
+ =1 ko‘rinishdagi berilgan chiziq tenglamasini soddalash-

tiring. Eski va yangi koordinata sistemalarida chizigni yasang.
X =x -2

* Y =y +1
0) ni (2; 1) nugtaga ko‘chirib, so‘ngra bu nuqtadan eski koordinata

m munosabatga ko‘ra eski koordinatalar boshi (0;

o‘glariga parallel o‘glar yasaymiz va yangi koordinatalar XOY

sistemasini hosil gilamiz. Yangi sistemaga nisbatan berilgan chiziq
v?2 2
tenglamasi — - = g 1 ko'rinishni oladi. Bu ellipsning kanonik
tenglamasidir. *
Ellipsning grafigini yangi sistemaga nisbatan yasaymiz (27- rasm).
b) koordinatalar boshini o zgartirmay, koordinata oflarini a
burchakka burilgan hoi.
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27- rasm.

xOy koordinatalar sistemasi (0; 0) koordinatalar boshini
siljitmasdan, Ox o‘gini a burchakka burib, yangi XOY sistemani
hosil gilaylik. Eski sistemadagi ixtiyoriy (x; y) nuqgtaning yangi
sistemadagi (X; Y) nuqtasi koordinatalari orasidagi munosabat

X =X cosa - Ysina,

(2)

y =X sina +Ycosa

ko‘rinishda bo‘ladi.

2-  misol. Chiziq x 2—y 2ko‘rinishdagi tenglama bilan berilgan.
Koordinatalar sistemasini shunday almashtirish kerakki, yangi
sistemada bu tenglama X -Y =2 ko‘rinishda bo‘lsin (28- rasm).

A Koordinatalar boshini siljitmasdan, sistemani a = 45°
burchakka buramiz. Yuqorida keltirilgan formulaga muvofiq,

X =X co0s (-45°) -Y sin (-45°),
y =X sin(-45°) - Y cos (-45°)
yoki x =~ (X +7),y ="j-(Y -X)-, topilgan x vay ning bu
ifodalarini berilgan tenglamaga qo‘yib, so‘ngra ixchamlasak,
quyidagi tenglikni hosil gilamiz:
XeY=2.M

2°. Qutb koordinatalari sistemasi. Tekislikda biror / son o‘gini,
ya’ni sanoq boshiga, musbat yo‘nalish va masshtab birligiga ega
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bo‘lgan to‘g‘ri chizigni garay-
Y miz (29- rasm). Bu o‘gni qutb
0 qi, uning O sanoq boshini esa |

qutb deb ataymiz.
M tekislikdagi qutbdan bosh-
T qga biror nuqta bo‘lsin. Bu nugta
va qutb orgali /, o‘gni o ‘tkazamia
Iva [, o‘glar orasidagi <p bur-
chak —qutb burchagi, M
X nugtadan qutbgacha bo'lgan
masofa OM = r esa nuqtaning
28- rasm. qutb radiusi deyiladi. (30-rasm).
$ va r lar nuqtaning qutb

koordinatalari deyiladi va M((p; r)shaklda yoziladi.

Qutb koordinatalar sistemasida chiziq tenglamasini garayot-
ganda <p\a. r istalgan musbat va manfiy giymatlami gabul qgilishi
mumKkin.

Bunda manfiy burchaklar soat strelkasi yo‘nalishi bo‘ylab
hisoblanadi, manfiy qutb radiusi esa garalayotgan nur bo‘ylab
emas, balki qutbdan davomida olinadi.

Agar O qutbni dekart koordinatalar boshi, 01 qutb ofgini
esaOx abssissalar o‘gi deb qabul qilsak (30-rasm), unda M
nugtaning (x;y) dekart koordinatalari bilan (g r) qutb
koordinatari orasidagi bog‘lanishlami topish mumkin:

X =rcose , y =rsm( (3)
tggp=j yoki @=arctgZ. ™)
29- rasm.
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30- rasm.

Eslatma: (4) formula orqali topilgan tg¥ giymatga, masalan,
0<®d<2n shartda pning ikkita giymati mos keladi. Ulardan (3)
tenglikni ganoatlantiradiganini olish kerak.

1- misol. Qutb koordinatalar sistemasida A 2" B -2],
c(-y;3))(-£;-3), £(0;-3) nuqgtalami yasang.

Qutb O dan chiqgib, qutb o‘qgi bilan (p=j burchak tashkil
etuvchi /, numi o ‘tkazamiz. A (T'/1) nuqta bu nur bo‘ylab qutbdan
2 birlik masofadagi, B ;-2 jnugta esa numing qutb davomi bofylab
qutbdan3 birlikmasofadayotadi.£ (0; —3), j; —3j
nugtalar ham shu kabi yasaladi. Fagat bu narsa(p=-j =-60° burchak

manfiy boTganligi uchun u soat strelkasi, ya’ni manfiy yo‘nalish bo‘ylab
olinadi (31-rasm). "

2- misol. Qutb koordinatalari sistemasidar =~ tenglama
bilan berilgan chizigni chizing va bu chizigning tenglamasini dekart

koordinatalarida yozing.
N < ga giymatlar berib, r ning unga mos qiymatlarini
hisoblaymiz:
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31- rasm.

2° ' -cos i-o 2, M2(r; 2);
7 H - 1
4 1'005"' 'ﬁ- 2+>/2 VI (T y U tl
L, L2 2 2
P= T omosa [f1 2
2 4
e 2 =1,172; M5(*:  1,172)]
1-cos— 2+72
4 .,
- _I3jﬂ 2 2 34
> = r -
1-co¥) 10 6T
I .
A S ] 6,8281]
co3 o 232
(p =N - 2 2 —2 —

m lcos2t 11 O

Topilgan giymatlarga mos nuqtalami 1- misoldagi kabi yasaymiz
Ulami tutashtirsak, berilgan tenglamaga mos chizigni hosil gilamiz
Ko‘rinib turibdiki, u paraboladan iborat (32- rasm).



32- rasm.

Endi chizigning berilgan tenglamasini dekart koordinatalarida
yozamiz, buning uchun (3) va (4) formulalardan foydalanamiz:

X%+y ?, COS®h = Z—= __=*:::_
Bulami chizig tcnglamasiga qo ‘ysak:

= — + = —
' 1-cos?»”’ ) X2 yl , * ’

(YIX2+y2- XxAx2+y2=2yjx2+y2\
yjx2+y2- x =2, IX2+Yy2=2+X;

X2+ 2=4+4xX +jc2;y2=4(x + 1).

Bu uchi (—1; 0) nuqtada bo‘lib, abssissalar o‘qiga nisbatan
simmetrik parabolaning tenglamasidir. 4

Mustaqil bajarish uchun mashqlar

9.1. A(5; 5), B(2; -3), C(-2; 3) nuqgtalar berilgan. Koordinata
o‘glari yo‘nalishlari o‘zgarmay golib, koordinatalar boshi:
1) A nugqtagacha; 2) B nuqtagacha; 3) C nuqtagacha
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ko‘chirilgan. A, B, C nuqtalarning koordinatalarini yangi!
sistemaga nisbatan aniglang.

9.2. Koordinata o‘glari a = 30° ga burilgan bo‘lib, yangi koordinata-

9.3.

9.4.

9.5.

9.6.

lar sistemasidagi: 1) A(\; 1); 2) B (n/3; 2); 3)C(0; 2>/3n
nugtaning koordinatalarini eski sistemaga nisbatan aniqlang.
Koordinatalar boshini ko‘chirish yordamida quyidagi chiziq

tenglamalarini soddalashtiring va eski, yangi koordinatal
sistemalami hamda chizigni yasang:

1) -~ +~ # =1 2) N+ = I
3) = 4) fcDL-(j,+1)2=1; J
5 x2+4y2-6x +8y =3; 6)y 2- Sy =4x. L1

Koordinatalar boshini siljitmasdan, koordinata o‘qglarini
a —45°ga burish yordamida quyidagi chiziglar tenglamasini
soddalashtiring:

1) 5x2- 6xy +5y2 =32, 1

2) 3x2- 10xy +3y2- 32 =0. I
Tenglamasi qutb koordinatalar sistemasida berilgan chizigni:
a) yasang; b) chizig tenglamasini dekart koordinatalar
sistemasida yozing:

r=S 7 ; 2) r =2flsinp; 1
3) r =«(1+ cosip); 4) r'xjzn > J
5) 4-5cosp’ 6) 1-cosp

Tenglamasi dekart koordinatalari sistemasida berilgan chiziq
tenglamasini qutb koordinatalarda yozing.

1) x2+y2=az; 2) X2-y2=az
3) x2+y2=ax,; 4) x2+y2=ay,
5 (x2+y2f =a2(x2-y2); 6) y =X.
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Mustaqil bajarish uchun berilgan mashqglaming javoblari

1-§. 1.4. (-1; 0), (0; 1), (1; 0), (O; -1). 1.5. 17. 1.6. (13; -2), (13; 8).
18. d (4;"i)- 2>(t; _t)- i-9-1]) Ife 3), 2>(3; -2). 1.1O0. V4l, 0,51/3,
0 5v449. 1-11. (-5; -2). 1.12. C(12; 7), 44; -1). 1.13. (2; -2). 1.14. (-10; 10),
6, K. 115 C (-1; 3). 1.16. C(6; 2). 1.17. 9. 1.19. C(3; 0), C(-7; 0). 1.20. 13.

2-8. 21. 1)Y=~ X> 2)y=x, 3)y=-j3x, 4)y =-x, 5B)y =2x,
6)y=-3x. 22. 1) 30° 2) 120° 3) arctg4, 4) arctg(-3). 2.3. \)y=x+3,
2)y=>[3x +3, 3)y =-x +3. 2.4. 1)Yy=~r=X-~2- 2)Y=>WUx-2.

ryy=-n>x-2. 2.5.y =x +1, k=\,b =I. 2.6. \)y=~"x+2,
KN, b=2.2)y=-%x, k=-\, b=03)>=-2, k=0 6=-24)x=-2,
*=00, £=05) =-|x +4, *=-1, 6=4.2X1)j+t =1-2)t +" =1

Ji.+-L=1 29.20.210.3x + 2y- 12=0. 211. 3x +4y-12 =0, 3x+ 4j_+
+12=0, 3x—4y+ 12=0, 3x —4y—12=0. 2.12. 1) Y=7fx+~/F"
2)y=x+7.3)y =n3x+203+5. 4)*"=—x + 3.5)y=5. 213.y=-x + 3.
214. D4x—3y—19=02)y=—x +23) ¥Y=\x +2. 215 014dx + y-2 =0,
AC: 8x+ >+ 5=0, BC: 3x-4y- 20=0.216.5x+ 2y-6 =0.217.a=9,b =6.

3-8. 3.1. Darctgy. 2)arctg i. 3)arctg £.4) arctg 33. hr=2x- 1
2) Y="x +4. 34 arctg ~,a - arctgj , arctg”™ .3.5.y=3X, ¥ =] x-3.6.45¢
45°, N°.3.7.9x-2y—28=0.3.8.Xx -y - 6=0.2x+ 3y-17=0.3.9. 3x-5y + 18=0,
3x-5y—28=0, lIx +3y—29=0, lIx + 3y + 2=0. 3.10. x-2.y +5 = 0.
i, 5x- 4y—8=10.3.12. (3;-1). 313.y =2,y =5 x=-5,x=-2 3.14. x+ 2y -
—5=0,x—3y +8=0.

4-84.1. 1) |x -iy -4 =0. 2)f x-*y-% =0.3)-fx -fy -
-~ :0.4):75x +;‘V§y-v5 =0. 4.2. 1)>/2x +>/2y-6 :0.232) >lbc+j2y +

+6=0. 3) 1 x-& Y -6 =0. 43. 16; 1,4; 1,2; 4.4. 4.5 fe=+2.
4.6. 4x—3y—20=0, 4x—3y + 20=0.4.7. 8x- 15>+ 6 =0, 8x-15y- 130=0.
48. 2x—3y—4 =0, 6x—y —12=0.4.9. nre. 4.10. 3x-4y + 10= 0. 4.11. n/10.
4.12. 2>/2.

5-8. 5.1 1) (x-4)2+ (y+ 7)2=25.2) (x+ 3)2+ (y- 3)2=1 3) (x+ )2+y2="5,
4 (x+1f =952 otadi. 53.(x-12)2+ (y+5)2= 169, 54. (x+1)2+ +(y+2)2= 34.
55 (x - 0 +(y - 6)2=169. 56. M+ (y —62= 25. 57. (x+ 9"+ (y+4)2= 169. 58.

X+2y+ (y +2"=4.5.9.(pc-2f+ (y-6)2=255.10. (x+5)2+ (y-2f = 25,
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511. 1) C(4;-6),r =9.2) C(-3;-2)r=n/>K 512. ) (@G- 1), (@ - n
(1; 0), (3, 0). 2) (0; -1), (0; -10). 5.13. 17. 5.14. (-1; 0), (-6; -5). 5.15. (x-8)4
4 (y ~ 6)2=36. 5.16. 3x—4y—32= 0.

6-8. 6.1. 1) (5; 0), (0; +4), (3;0). 2) (£3; 0), (0; x2), (£N1;10H
3) (#3; 0), (0; x4), (0; £77). 4) (+6; 0), (0; £10), (0; £8).6.2.-"J]

® b 64£ +£=1.6.5. £ * £ - L
+W =16-7-" +T =|-«e Tr< =-69-49 +8§ =>«'0- (W, U
**T> A ’ «.M. *1-11, m=5.6.12. £ +£ =1 6.13.
0=150, e =jj- 1
7-8. 7.1. 1) (35 0), 2a=10 26=44 (+31;, O, £= 2)(x4;0),]
20,=8, 2*= 12, (b/ffl;»),*--£¢ 3) (£ 4;0),2a=8 2=6, (x 5 0)f£ =| |
N (£277;0), 1a =4-37, 2b =12, (£8;0),e =~.7.2.1)"-£ =12) il j=1|
7-3'M T =1 r=2n » % =1.75. =1,(x13;0)/1

76.£-£-1. }-*& e 77.N 4 =178 £-£ =179 £-£-1.
7.10. NT1-711. # -~ =1 712. n=3, r,=7.713. r,=6+"

5n/10

8-88.1. 1)02;0),x+2=0;2) 4-6; 0),x-6=0;3) 40; 5),y+
+5=0; 4) O0; -8),y -8=0. 8.2. 1)x2=8y, 2) x2= -8y, 3) xr=-20y,!
4)y 2= -14x.8.3..y2= 48x,.y2= -48x 8.4. i?= -18y, [0; -4,5). 8.5.x2= —10y. 8.6.
*2= -4y + 12,88.r=Z 8.9. M(3; +3"2).

9-8.9.1. 1) A(0;0),B(-3;-8),C(-7;-2). 2) A(3; 8),B (0; 0), C (-4; 6).
3) A(r. 2), B{4 6), C(0; 0).9.2.1) o ; 2) (i; W
3) US; 45). 9.3. 1) 2 ) A~ =1/3) £ - d |
4)E--T2=1;5)"2+4Y2=16; 6) [2-41 =16. 9.4. 1) ;T +4T 2=8;
2)-X2+4Y2=8.9.5.1)x =a;2)x2+/ =20y;3)x2+y2= =a(X+"x2+y2); ]
4) $Ix2+y2=9+4x; 5) 4"x2+y2=9+5%x; 6) y2=9+6x. 96. 1) r=p; 1
2) T :-.choszz(p; 3) r =acosy, 4) r=acos<p;

5) r=ayjcos2p; 6) cos<p - sin<p=0.
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V bob. FAZODA ANALITIK GEOMETRIYA
1- 8. Tekislik. Tekislikka doir asosiy masalalar

Bu paragrafda tekislikka doir asosiy masalalar garaladi. Asosiy
formulalar keltiriladi.
1°. Tekislikning umumiy tenglamasi

Ax+ By+Cz+ D =0 0)
ko‘rinishda bo‘lib, u:
1) D=0 da
Ax+By+Cz=0 ®
ko‘rinishni oladi (33- rasm). Bu koordinata boshidan o ‘tadigan
tekislik tenglamasi;
2) C=0 da
Ax+By+D=0 (3)

33- rasm. 34- rasm.
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ko‘rinishni oladi (34- rasm). Bu 0?

ZiL _ -
o‘giga parallel bo‘lgan tekislifl
tenglamasi;

3) B=0 da (4)

Ax +Cz+D -0

ko‘rinishni oladi. Bu Oy o'giga
parallel tekislik tenglamasi;

4) A = 0 da tekislik 5)
By +Cz +D =0

tenglamaga ega bo‘lib, u Ox o‘giga
35- rasm. parallel bo‘ladi.

Umuman olganda, tckislikning
umumiy tenglamasida koordinatalardan qaysi biri gatnashmasa”
tekislik o‘sha koordinata o‘giga paralleldir. Agar (3), (4), (5)
tenglamalarda D = 0 bo‘lsa, u holda tenglamalar

Ax + By =0, (6)
Ax +Cz =0, (7)
By+Cz=0 (8)

ko‘rinishni oladi. (6) tenglama Oz o‘qidan o‘tuvchi tekislik
tenglamasi (35- rasm), (7) tenglama Oy o‘gidan o‘tuvchi tekislik
tenglamasi, (8) tenglama Ox o‘gidan o‘tuvchi tekislik tenglamasidir.
Agar (1) tenglamada A =0 va B=0 bo‘lsa, u holda tenglamasi
Cz+D =0 bo'lgan tekislik Oz o‘giga perpendikular va Oxy
tekislikka parallel bo‘ladi.

Yuqoridagidek, By + D =0 tenglama Oxz tekislikka parallel
tekislikni, Ax + D =0 tenglama esa Oyz tekislikka parallel tekislikni
aniglaydi.

Nihoyat, (1) tenglamada uchta koeffitsiyent nolga teng bo‘lsa,
masalan, B=0O, C=0, D=0, bo‘lsa, Ax=0 yoki x=0
tenglama koordinatalar boshidan o‘tkazilgan Oyz koordinata
tekisligini aniglaydi. Shuningdek, By =0 yoki y = 0 tenglama
Oxz koordinata tekisligini, Cz—0 yoki z—0 tenglama esa Oxy
tekislikni aniglaydi.
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2°. Tekislikning normal tenglamasi
X cosa+ycosp +zcosy-p =0 (9)

Ico‘rinishda bo‘ladi, bu ycrda a, /3va y — mos ravishda koordinata
o‘glari bilan koordinatalar boshidan tekislikka o ‘tkazilgan perpendi-
jeular — normal orasidagi burchaklar, p — bu pcrpendikulaming
(normalning) uzunligi (36- rasm).

36- rasm.

3°. Tekislik tenglamasini normal tenglamaga Kkeltirish.
Ax+By + Cz+ D =0 tekislikning umumiy tenglamsi bo‘lsin,
Ushbu

N -+ VFTFTF

son normallovchi ko paytuvchi deyiladi. Bu yerda ishora (1)
tenglamadagi ozod had ishorasiga teskari gilib olinadi. Tekislikning
umumiy tenglmasini (9) ko'rinishidagi normal holga keltirish
uchun uning ikkala tomonini normallashtiruvchi ko'paytuvchiga
ko‘paytirish lozim.

4°, Tekislikning koordinata o‘glaridan ajratgan kesmalari
bo‘yicha tenglamasi



1

ko'rinishda bo‘ladi, bu ycrda a, b va ¢ — tekislikning koordinata
o‘qlaridan ajratgan kesmalari giymatlari.

Tekislikning (1) umumiy tenglamasini (11) ko‘rinishga
keltirish mumkin. Buning uchun D ni tenglikning o‘gg tomoniga

A B
0‘tkazib, ikkala tomonini D ga bo lamiz: zr*x +-d " + =*
va a=--, b s C= o deb olamiz. Natijada (11) hosil
bo‘ladi.

5°. Berilgan nuqta orqali o‘tuvchi va berilgan normal vektorga
ega tekislik tenglamasi

AXx-x0+B(y-yQ+C(z-~z0 =0 (12)
ko‘rinishda bo‘lib, bu yerda M(xQ yQ z0) tekislikning berilgan

nuqtasi, N tekislikka perpendikular vektor. (12)

tenglamada A, B va C kocffitsiyentlarga har xil qiymatlar berib,
M(x0; y0; Z9) nuqtadan o'tuvchi turli xil tekisliklami hosil

gilamiz. N {A ,B\C} tekislikning normal vektori deyiladi.

6°. Ikki tekislik orasidagi burchak. Ikki tekislik
Ax +By +Cjz+j0=0, AX +B" +CZ +D2=0

tenglamalar bilan, yoki N\{AI\ Bx; CJ, bIr{A2; B2; CZ} ni
hisobga olgan holda

-* - -*

Ni, r +2=0, N2rj+A =0

\ J \
tenglamalar bilan berilgan bo‘lsin, bu yerda {A:;BXCX}]
N 2{A2;B2\C2} lar mos ravishda berilgan tekisliklarga perpen-
dukular vektorlardir (37- rasm). Bu tekisliklar tashkil etuvchi
Ikki yogli burchaklardan ixtiyoriy birini pdeb belgilaymiz. Nx va
N 2 vektorlar orasidagi burchakni O bilan belgilaymiz. U holda
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0, va B burchaklar, geometrik tushun-
chalarga asosan, (p= 0 yoki <p=n —0
tenglik bilan bog‘lanadi, shuningdek,
cos(p =c0SO yoki cos<p=cos(a - 0)=

=-c0s0. Bu yerdan cos@=z%cos9,
ya'ni

37- rasm.

N\-N2
cosB =%

Nom N2

Bu tenglik yordamida tenglamasi vektor shaklda berilgan
tekisliklar orasidagi burchakni topamiz.

Umumiy tenglamalari AX + By +Cx +Dx=0 va AX +

+B%d +CZ +D2=0 bilan berilgan tekisliklar orasidagi bur-
chak

NyN2
cos(pp== (y - 4

formula bilan hisoblanadi. Bu yerda Ni {AY,i215C,} va

"2 {A2,B2,C2} — tekisliklarga o‘tkazilgan normal vektorlar.
Ikki tekislikning perpendikularlik sharti:



7e. Nugtadan tekislikkacha boMgan masofa. M (x0; yO\

nugtadan Ax +By+ Cz+D =0 tekislikkacha bo‘lgan masofa (38-
rasm)
N \AX0+By0+Czo+D\

.MO(xq; y0; zQ 24 240 2 (14)
a

formula bilan hisoblanadi.
8°. Tekislikka doir masala-
larni yechishda uch noma’lumli
ikkita bir jinsli tenglama siste-
38- rasm. masi

\'x +hby +c,z=0,
flix +hpy+cz =0

ni yechish tez-tez uchrab turadi. Bu kabi sistemalami yechish 111
bobda garalgan edi. Uning yechimi formulasini keltiramiz:

hi _cl _<h \
X- ), Yy = k,z= 15
y b °2 2 # (15)

bu yerda k —ixtiyoriy son hamda determinantlaming hech
boimaganda bittasi noldan farqli.

9°. Berilgan uch nuqtadan o‘tuvchi tekislik tenglamasi.
Berilgan 1/,(X,; YA zX), Mr{x» y2; z2)va M3(x3, yr; z3 nuqta-
lardan o‘tuvchi tekislik tenglamasi

X-x, y-yx z-Zx\

Xr-x, y2-y, z,-z, =0 (16)
*3-*1 ¥3~-Wn - I
ko‘rinishda bo‘ladi.
1-  misol. 2; 3;2) va M2{1\ 1, 0) nuqgtalardan o‘tuvchi va

Ox o‘giga parallel bo‘lgan tekislik tenglamasini yozing.
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» Ox o‘giga parallel bo‘lgan tekislik tenglamasi By + Cz+ D =0
oi olamiz. Agar tekislik berilgan nuqtadan o‘tsa, u holda uning
koordinatalari tekislik tenglamasini ganoatlantiradi. J1/, va M2
nugtalaming koordinatalarini tekislik tenglamasiga go ‘ysak,

-3B+2C+D =0,
B+D=0

tenglamalar sistemasi hosil bo‘ladi. B, C va D koeffitsiyentlami
aniglash uchun, uch noma’lumli ikkita bir jinsli tenglama
sistemasiga ega boidik. Bu tenglamalar koeflitsiyentlari yordamida

-3 2 T
1 0 1
matritsani tuzamiz. 8°-bandda garalgan formuladan foydalanib,
- -3 2
2 1-A', C:1 3 « D= 3
0 1 1 1 1 0

B=2k, C =4k, D =-2k lami topamiz. B, Cva D ning topilgan
giymatlarini tekislik tenglamasiga qo‘yib, 1ky +4kz - 2£ =0 yoki
y +2z - 1= 0 ni hosil gilamiz. Bu tekislik tenglamasi. M

2- misol. 2x +.y-z +6 =0 tekislik koordinata o‘glarini ganday
birliklarda kesib o ‘tadi?

» Masalani ikki usul bilan yechamiz.
| usul. Ma’lumki, Ox o‘gida yotuvchi nuqtaning y va r

koordinatalari nolga teng. Tekislik tenglamasida y =0, z =0 desak,
2x +6 =0 bo‘lib, bundan x =-3 . Bu tekislikning Ox o‘qgidan
kesib o‘tuvchi kesmasi miqdori (birligi).

Xuddi shunday, jt=0, z- 0 desak, y +6=0 yoki y =-6
kesma o‘gidan kesgan bo'lagi (birligi), x =0, =0 desak,
"+6=0, z=6 kesma Oz offjidan kesgan bo'lagi (birligi).

I'l usul. Tekislik tenglamasidagi ozod hadni tenglikning o‘ng
lomoniga o‘tkazamiz: 2x +y - z =-6. Tenglikning har ikkala
tomonini — 6 ga bo‘lamiz. =1 Bu yerdan a=-3,
b=-6, c- 6 kelib chigadi. »
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3-  misol. 5x +7y - 34z +5=0 tekislik tenglamasini norma
ko‘rinishga keltiring.

> Tekislik tenglamasini normal ko‘rinishga keltirish uchun (10)
formula yordamida normallashtiruvchi ko‘paytuvchini topamiz.
Qaralayotgan hoi uchun ko‘paytuvchining minus ishorasi olinadi.
Berilgan tenglamada/1=5, B=7, C=-34. Demak,

N =-
\/5j +72+(-34)2 -11530

Endi berigan tenglamani shu songa ko‘paytiramiz. Natijada
tenglama ushbu ko‘rinishni oladi:

5 7 , 34 5 n
>120 120  >/I6 Y120

4- misol. Koordinatalar boshidan 15*- IOy +6z- 190=0

tekislikka tushirilgan perpendikular uzunligini va bu perpendikular
bilan koordinata o‘glari orasidagi burchaklami toping.

AN Tekislik tenglamasini normal ko‘rinishga keltiramiz. (10)
formula bilan N = — normallashtiruvchi ko‘paytuvchini topamiz.
Berilgan tekislik tenglamasining ikki tomonini — ga ko‘paytirib,
tekislikning normal ko‘rinishdagi tenglamasini olamiz:

buyerda P =10, cosa =1i|, cos/3 =-jj| cosy = Bu tengKk-
larning o‘ng tomonidagi oddiy kasrlarni o‘nli kasrga aylantirib,
a, P, y laming giymatini topamiz:

cosa =0,7894, a =37°10/,

cosfE =0,5263, p =58°44', M .
cosy =0,3157, y =71*24.

5-misol. Af(5;l;-1) nuqtadan x-2y-2z +4=0
tekislikkacha bo'lgan masofani toping.



A Nugtadan tekislikkacha bo‘lgan masofa (14) formula bilan
topiladi. Buyerda A =1, B=-2, C=-2, x0=5y0=1 " =-1,.
Bu giymatlami (14) ga go ‘ysak,

— 1-5+(-2)I+(-2)(-1)+4
VI2+(-2)2+(-2)2

hosil bo‘ladi.
6- misol. J1/(2; 3; - 1) nugtadan 2x —3y + 5z—4 = 0 tekis-
likka parallel tekislik o‘tkazing.

& M nuqtadan o‘tuvchi tekislik tenglamasini (12) formulaga
asosan yozamiz:

A(x-2)+B(y-3)+C(z+1=0.

Ikki tekislikning parallellik shartiga ko‘ra, A =2k, B = 3k,
C=5k bo‘ladi. Bularni oxirgi tenglikka qo‘ysak,
2k{x - 2)- 3k(y- 3)+5k(z+1) =0 vyoki 2x- 3y+5z2+10=0
kelib chigadi. Bu izlanayotgan tekislik tenglamasi.

Masalani boshga usul bilan ham yechish mumkin. Parallel
tekisliklar bir-biridan fagat ozod hadlari bilan farq gilishi mumkin.
Shunga asosan, berilgan tekislikka parallel tekisliklar oilasi
2x - 3y +5*+ D =0 ko‘rinishda bo‘ladi.

Bu tenglamaga M nuqtaning koordinatalarini go‘yamiz va D
ning giymatini topamiz: 2-2-3-3 +5-(-1)+ D=0 = 2)=10,bu
giymatni oxirgi tenglikka qo'yib, 2x - 3y +5z +10=0 tenglamani
olamiz. A

7-misol. N/,(-1, -2; O)va M2(L 1 2) nuqtalardan o‘ta-
diganjc + 2~ +2z-4 =0 tekislikka perpendikular bo‘lgan tekislik
tenglamasini yozing.

> Berligan nuqtadan otib, berilgan normal vektorga ega tekislik

tenglamasi (12) ko‘rinishda bo‘ladi. (12) formuladagi x0, y0, 2
lar o‘miga J1/, nuqtaning koordinatalarini qo‘yib quyidagini
olamiz:
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Ax+ 1By+2 Iz 0 36= a

Xuddi shunday, bu tekislik M2nuqgtadan ham o‘tadi, u holda bu
nugtaning koordinatalari tekislik tenglamasini ganoatlantiradi: >

A+D)+B(\+2)+C(2- 0)=0 9
bundan

2A +3B +2C =0. 4

Izlanayotgan tekislik berilgan tekislikka pedendikular bo‘lishi
kerak. Shuning uchun ikki tekislikning perpendikularlik shartiga

asosan,

I-A +2-B+2-C =0 j

bo‘ladi. Oxirgi ikki tenglikni birlashtirib, uch noma’lumli ikkita
bir jinsli tenglama sistemasini hosil gilamiz:

[2A + 3B +2C =0, >

A +2B +2C =0, ]

Bu sistemani (15) formula bilan yechib, A =2k, B =-2k,
C -k lami topamiz. A, B va C laming giymatini (*) ga qo‘yib va K
ga qisqartirib 2(x +1) - 2(y +2) +z =0 ni hosil gilamiz. Buni
soddalashtirsak, izlanayotgan tekislik tenglamasi kelib chigadi:
2X -2y +7-2 =0. <4

_ 5X - 3y+4z-4=0,
8-misol. 3* 4y 27+5=0 te"s ar orasidagi otkir bur-

chakni toping.
AN Ikki tekislik orasidagi o‘tkir burchak (13) formula bilan
topiladi. Birinchi tenglamadan Ax=5, Bx= -3, Cx- 4. Ikkinchi

tenglamadan A2 =3, B2=-4,C2=-2,

15+12-8 19
CSp=W ~ ; °0<P=LU ; cos9 =0,49; 9 =6004"
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o o- misol. MA1; -1; 2), M2(2; 1, 2)va ML 1, 4) nuqtalardan
04 uvchi tekislik tenglamasini yozing.

A lzlanayotgan tekislik tenglamasi (16) formulaga asosan:

X-1 y+1 z-2 Xx-1 y+1 z-2
2-1 1+1 2-2 =0 Yyoki 1 2 0 =0
1-1 1+1 4-2 0 2 2

Determinantni hisoblaymiz: 4(x -1) +2(z- 2)- 2(y +1) = 0. Bu
yerdan 4x - 2y +2”- 10=0 yoki 2x-y +z-5 =0. Bu izlangan
tekislik tenglamasi.

Mustaqil bajarish uchun mashqlar

1.1, MA2; I;-2)va M2(-7; -2; 1) nuqgtalardan o‘tuvchi va.Oy
0‘giga parallel bo‘lgan tekislik tenglamasini tuzing.

1.2. M(l; 2;- 4) nugtadan o‘tuvchi va xQOy tekislikka parallel
bo‘lgan tekislik tenglamasini tuzing.

1.3. M{3;7;-1) nugta orgali o‘tuvchi va xOz o‘qgiga perpendikular
bo‘lgan tekislik tenglamasini tuzing.

1.4. M(2;- 3;4) nuqtadan o‘tuvchi va xOz tekislikka parallel
bo‘lgan tekislik tenglamasini toping.

1.5. M(0; -2; 3)nugtadan va Ox o‘gidan o‘tuvchi tekislik
tenglamasini yozing. Tekislikni yasang.

1.6. M(2;- 4;3)nugtadan va Oz o‘gidan o‘tuvchi tekislik tengla-
masini yozing. Tekislikni yasang.

1.7. Oxva Oy o'qlaridan a va c birlikda kesib o‘tuvchi hamda Oy
0°‘giga parallel bo‘lgan tekislik tenglamasini yozing. Tekislikni
yasang.

1.8. M(-2; 4;- 4)nuqtadan va Oz o‘gidan o‘tuvchi tekislik
tenglamasini yozing.

1.9. M(2; -5; 4)nugtadan va Oy o'gidan o‘tuvclii tekislik
tenglamasini yozing.

1.10. x - 10y + 2z - 12 = Otekislikning koordinata o‘qlaridan kesib
o‘tgan kesmalarini toping.
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1.11. 2x +3y - 42 +24 =0 tekislik tenglamasini o‘glardan
ajratgan kesmalar bo‘yicha tenglamasiga keltiring.

1.12. 3x - Ay + 5z - 24 = Otekislik tenglamasini o‘glardan ajratgan
kesmalar bo‘yicha tenglamasiga keltiring.

1.13. 2x +9y - 6z +33 =0 tekislik tenglamasini normal ko‘ri-
nishga keltiring.

1.14. Tekislik tenglamalarini normal ko‘rinishga keltiring:
1) 2x - 9y +6z2 - 22 =0; I

2) IOx +2y -11z +60 =0; L
3) 6x-6y-7z+33=0. "B

1.15. 3x - 4y +5” - 14 = Otekislik tenglamasini normal ko'ri nishga
keltiring.

1.16. Koordinatalar boshidan 5x -y +3z +12=0 tekislikka
perpendikular tushirilgan. Bu perpendikulaming uzunligini
va uning koordinata o‘qglari bilan tashkil gilgan burchaklarini
toping.

1.17. M0(2; 3;-1) nugtadan 7x - 6y - 6z +42 =0 tekislikkacha
bo‘lgan masofani toping.

1.18. M 2; - 4; 2)nuqgtadan 2x +1ly +10z -10 =0 tekislik-
kacha bo‘lgan masofani toping.

1.19. A(3; 4;-1) nuqtadan 3x +4y - 5=0 tekislikkacha bo‘lgan
masofani toping.

1.20. 5x +3y —4M +15=0, 152 +9y-127-5 =0parallel
tekisliklar orasidagi masofani toping.

Ko Trsatma: Birinchi tekislikdan ixiiyoriy nuqgtani, masalan,
(-3; 0; 0)ni olib, bu nugtadan ikkinchi tekislikkacha boY-
gan masofa topiladi.

1.21. ftx ~ +67- 14=0, I
2x - 3y +6z +28 =0 parallel tekisliklar orasidagi maso-

fani toping.



[4x +3y - 52 -8=Q

\ 22, j4AX +3y _5" +]2 - o ParaHd tekisliklar orasidagi maso-

fani toping.

123. x -2y +2z -5 =0 tekislikka parallel bo‘lib, undan 2 birlik
uzoglikda joylashgan tekislik tenglamasini yozing.

124. Al(-4; -1; 2) nuqta orgali o‘tib, 3x+4j>-z2-8 =0 tekis-
likka parallel bo‘lgan tekislik tenglamasini tuzing.

125 (2; 5; - 1) nuqta orqgali otib, x + 3y-4z+5 =0 tekislikka
parallel bo‘lgan tekislik tenglamasini tuzing.

1.26. (1, -3; 2)nugtaorqgali otib, 7x-4y+z~4 =0 tekislikka
parallel bo‘lgan tekislik tenglamasini tuzing.

1.27. Mj(1; 2; 3)va A/1X(-2; -1; 3) nuqtalar orgali o‘tib, x +4vy -
-2z +5 =0 tekislikka petpendikular bo‘lgan tekislik tengla-
masini tuzing.

1.28. M{-1, 2; - 3)va™L 4, - 5 nuqtalardan o‘ib, 3x + 5y -
-6z + 1=0 tekislikka perpendikular bo‘lgan tekislik teng-
lamasini yozing.

1.29. (-1; -1; 2) nugtadan o‘tib, x-2y +z-4 =0 va
X+2y-2z+4 =0 tekisliklarga perpendikular bo‘lgan
tekislik tenglamasini yozing.

1.30.(0; 0; a) nuqtadan o‘tib, x-y-z- 0 va 2.y=x
tekisliklarga pemendikular bo‘lgan tekislik tenglamasini
yozing.

1.31.5x - 3y +5"+5=0 va x-2.y+3z-5 =0 tekisliklar
orasidagi burchakni toping.

1.32. Berilgan tekisliklar orasidagi burchakni toping:

1) 4x - 5y +3z -1 =0 va X-4y -7 +9=0;
2) 3x -y +2z +15=0 va 5Xx +9y - 3z -1 = 0;
3) 6x +2y -4z +17=0 va Ox +3y - 62 -4 =0.

1.33. Alj(L 2;-1),M 2(-1; 0; 4), M3(-2; -1; 1)nuqtalardan o ‘tuv-
chi tekislik tenglamasini tuzing.

1.34. Mi(L, - 3;4), M2{0; - 2; - 1), M+u{l, 1,-1) nuqtalardan
o‘tuvchi tekislik tenglamasini tuzing.



1.35. A/,(1;-2;-1/2), M2(2; 1 43), M3I0; -1; -i) nug”
lardan o‘tuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

1.36. ML 3; 0), J1/2(4; - 1, 2), Af3(3; 0; 1) nuqtalardan o‘tuv.
chi teksilikdan N(4; 3; 0) nuqtagacha bo‘lgan masofani
toping.

2- 8. Fazodagi to‘g‘ri chiziq.
Fazodagi to‘g‘ri chizigga doir asosiy masalalar

Bu paragrafda fazodagi to‘g‘ri chizigga doir asosiy formulalar
va misol-masalalar keltirilgan.
1°. To‘g‘ri chizigning kanonik tenglamalari.

A(a; b;c) nugtadan o‘tuvchi va p{m, n, p} vektorga per-
pendikular bo‘lgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzamiz. B(X; y; 2)
to‘g‘ri chizigda yotuvchi ixtiyoriy nugta bo‘lsin, u holda AB va o

vektorlaming AB P parallellik shartiga asosan

x-a _y-b _z-c
m n P (D

tenglamalami hosil gilamiz. Bu tenglamalar tog Ti chizigning
kanonik tenglamalari deyiladi. p{m, n, p} vektor to‘g‘ri
chizining yo haltiruvchi vektori deyiladi. m, n va p — to‘g*ri
chizigning yo haltiruvchi koeffitsiyenllari yo'naltiruvchi vektoming
Ox, Oy, Oz koordinata o‘qlaridagi proyeksiyalari hisoblanadi.
Agar a, ftvzy — to‘g‘ri chiziq bilan mos ravishda Ox, Oy, Oz
koordinata o‘glari orasidagi burchaklar bo‘lsa, u holda

cosa =+ - - -0 _. cosp =2 X
YifiZ+n®+p? VP +n 247
2
COSF = +  —oP-- — (2)
yJm2+n2+p
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ugtadi. cosa, cosp va cosy lar to‘g‘ri chizigning yobaltiruvchi
Icosinuslciri deyiladi. m, n va p yo‘naltiruvchi koeffitsiyentlami to‘g‘ri
chizigQa parallel bo‘lgan vektorning koordinata o‘glaridagi
proyeksiyalari deb garash mumkin. m, n va p lar bir vagtda nolga
teng boMmaydi. (1) tenglamalami

Xx-a _ y-b _ z~c
cosa CcosP  cosy (3)

ko'rinishda ham yozish mumkin.
2°. To‘g‘ri chizigning parametrik tenglamasi (1) nisbatning
har birini / parametrga tenglashtirib hosil gilinadi:

X =mt+a, y=nt+b, z=pt+c, (4)

bu yerda t — parametr.
3°. To‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi. Ikkita kesishuvchi

tekislik

A (A -n
Nitr +A =0 va N2, r +A =0
| J \ Yy

tenglamalari bilan berilgan bo‘lsin, bu yerda Ni{Ai, Bl, Q};
Ni{A2, B2, C2}; r{x, vy, z}

U holda
N
Ni, r
4 3
N2 r

tenglamalar sistemasini ikki tekislikning kesishish chizig‘idan
iborat to‘g‘ri chiziq tenglamasi deb garash mumkin. Bu tenglamalar
sistemasi fazodagi to{ ¥i chizigning vektor shaklida berilgan umumiy
tenglamasi deb ataladi. Koordinatalaridan foydalanib ushbuni hosil

gilamiz:
AxX +By +Cx + A =0,

_ (5)
AX +B% +C2+ D2 =0.
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Bu yerda Alt Bu C, kocffitsiyentlar A2, B2, C2 koefTiH;
siyentlar bilan proporsional emas. (5) — qaralayotgan to‘g‘ri chiziq
ikkita tekislikning kesishish chizig‘i ekanini bildiradi.

4°, 1kki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak. Fazoda ikki to§ ¥i chiziq
orasidagi burchak deb, bu to‘g‘ri chiglarga parallel bo‘lgan
yo‘naltiruvchi vektorlari orasidagi burchakka aytiladi.

Ikki to‘g‘ri chiziq quyidagi tenglamalari bilan berilgan bo'lsin:

r=/+2,1 (/),
bu yerda r{x\y\ z}, ri{xi\yt;i,}, n,;/>,}va
r=r2+s2 (12, (11)
bu yerda r{x; vy; *}, r2{x2;y2; z2}, s2{m2, n2, p2}. A

(/,) va (/2 to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchakni (p bilan, ulaming
S\ va s2 yo‘naltimvchi vektorlari orasidagi burchakni B bilan
belgilaymiz. Unda

——»
SyS2

COS0 =
-
sl &2

ip—B yoki —a —O0 bo'lganidan cos(p =xcoss . Bularga asosan,

[\

SyS2
cos(p- £ kelib chigadi. Agar to‘g‘ri chiziglar

X~Xi _Y-Yl z-zl
m n . (1)

X~X2 _ Y-Y2 _ Z-72
m | i (1)
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jcanonik tenglamalari bilan berilgan bo‘lsa, u holda bu to‘g°ri
gjyziqlar orasidagi burchak

COS(p:i ttl WA+ N\+p D\ /(yé)

yfm2+n2+p2"rlni2+r??+pi2

formula bilan aniglanadi.
5°. Fazodagi ikki to‘g‘ri chizigning parallellik va perpendikuiarlik
shartlari. Ushbu

*-*0 _y->>0 Z-Zq
m n p *

*j = 2-Zi A

ny ry Py

tenglamalar bilan berilgan to‘g‘ri chiziglaming parallellik sharti:

1n =+ =JL; (8)
mx  «! Pi

perpendikuiarlik sharti:
mm, + nlij + =0 (9)
bo‘ladi.
6°. Berilgan ikki nuqtadan o‘tuvch to‘g‘ri chizig tenglamasi.

Berilgan ikki A (xX\yxX\ Z\) va B(x2; y2; z2)nuqtalardan o‘tuvchi
to‘g‘ri chiziqg tenglamasi
*-*p o y-y\ z-zi /10y
X2-XxX Y2-¥Y1 2-71

ko'rinishda yoziladi.

® To‘g‘ri chizigning proeksiyalar bo‘yicha tenglamasi. (5)
tenglamalar sistemasida bir maria y ni, ikkinchi maria x ni yo‘qotib,
to‘g‘ri chizigning proyeksiyalar bo *yicha tenglamasini hosil gilamiz:

X-mz+a, y=nz+b. (11)

(11) tenglamalarni kanonik shaklda
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ko‘rinishda yozish mumkin.

1- misol. =~ ~ to‘g‘ri chizig bilan koordinata o'glajj
orasidagi burchakni toping.

> W=4 n=-3, p =121ami (2) formuladagi o‘miga qo‘yib

topamiz:

4 .
cos<* =x-7= = =4 'f'T yoki
>/16+9+144 13

CoSa = i, COS {t ’:gl' —,C0Sy = _1—.

To‘g‘ri chizigning koordinata o ‘glari bilan tashkil etgan o ‘tkir
burchaklari a = 72°55\ft =76°20")y = 22°22' bo'ladi. »
2- m/so/. Ikki to‘g‘ri chizig orasidagi o ‘tkir burchakni toping:

Xx-2 _y-1_1z-3 x-1 _ >+2 1+l
3 ~ -1~ 2 A 2 4 -2

A Ikki to‘gri chiziq orasidagi burchak (9) formula bilan topiladi.
Buyerdam=3, n--1, 0=2valm=2 n=4, p=-2

COS<p=+ m - 3_'2JS\$'|) 4+2§/—221 ______ _— -2
>[32+(-1)2+224/ 22+42+(-2)2 Vi4 >/24 ° 1

cos<p = + 2—/I§7: =P 0,1091.
N

Masalaning shartiga asosan o‘tkir burchakni topish kerak,
shuning uchun cos<p ning musbat giymatini olamiz:

cos<p=0,1091 yoki < =88°44"'»
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Mustaqil bajarish uchun mashqglar

21- | 4 = =*T"2) N ="-f-=1T t0‘g’ri chiziglarning
yo‘naltiriuvchi kosinuslarini toping.

ri. >4(1,—5; 3) nugqtadan o‘tuvchi va koordinata o‘qglari bilan mos
ravishda 60°, 45°, 120° burchaklar tashkil giluvchi tof‘ri
chiziq tenglamasini tuzing.

2.3. To‘g‘ri chiziglar umumiy tenglamalari bilan berilgan. Bu to‘g‘ri
chiziglar uchun kanonik tenglama va to‘g‘ri chizigning

proyeksiyalar tenglamasini yozing:
2Xx -y +2z- 3=0,

D<x +2y-2~1 =0,

X +2y —3z—-b =0,
2) 2X -y +z+2=0;

2.4. A(4; 3; 0) nugtadan o‘tuvchi va p{-1 1 1} vektorga parallel
to‘g‘ri chizig tenglamasini yozing. To‘g‘ri chizigning yOz
tekislikdagi izini toping.

25. jt=4, y =3 tog‘ri chizigni yasang va uning yo‘naltiruvchi
vektorlarini toping.

2.6. 1)y =3, z-2; 2) y=2, z=x+1 3) x =4 7=y
to‘g‘ri chiziglami yasang va ularning yo‘naltiruvchi
vektorlarini aniglang.

2.7. To‘g‘ri chizig umumiy tenglamasining kanonik ko‘rinishga
keltiring:

2X - 3y +2z- 9=0,
X-2y +z+3=0.
2.8. b5x ~6y +2z-9 =0, 10°‘g‘ri chizigning yo‘naltimvchi

y—13—0 _ o _
kosinuslarini toping.

2.9. MO0(2; 0; -3)nugtadan o‘tuvchi va g{2; -3; 5) vektorga;
1) A A to‘g‘ri chizigga; 2) Ox o‘qiga;
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3Xx-y+2z-7=Q
3) Oz o“giga; 4) \x +3y -2z-3 =0 t0<g‘ri chiziqqa;

5 x==2+/, y=2/, r=1-2
to‘g‘ri chizigga parallel bo‘lgan to‘g‘ri chizigning kanonik
tenglamasini yozing.
2.10. A(2;-5; 3) nugtadan o‘tuvchi va:
1) Or o‘qiga parallel;

2) x-1 _ y_-62 = %@ to‘g‘ri chiziqqa parallel;
2x -y +32-1 =0, 0

3) 15x +4j;_£_7-0 t0‘gri chizigga parallel to‘g‘ri chiziq

tenglamasini yozing.
2.11. Quyidagi to‘g‘ri chiziglaming kesishishini tekshiring:
I\ _Y-1_r-5. X-6 _y+\ _z.
2 1 4’ 3 -2 r
A4x+ 1+ 1=0, 3x+.y-1+4 =0,
X-2y+3=0va y +2z -8 =0.

2.12. A(2; 3; D) nuqtadan A A to‘g‘ri chizigqa

0 ‘tkazilgan perpen-dikular tenglamasini yozing.
213, X-2 y+3 z-4
1 " 2 “
izining koordinatalarini toping,
214, x-1 _y+2 75 va X _y-3 _  x+l

burchakni toping.

to‘g‘ri chizigning koordinata tekislik laridagi

2.15. Quyida berilgan to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchakni toping:
2X+3y-4z+5=0,

LLL X-y +z=0 Va fl
X-y +2z~4 =0,
2X +y -z - 5=0;

128



X-y +Z-4=0,
2) 2x+y-2z +5=0 va

X+y+z-4=0,
2X +3y-z2-6=0;

o4 f3x-4j)-2z =0,
2n.+y-2z=0 va

4* +y - 62 - 4 =0,
y-3"+2=0.

2.16. /A(3; -1; 4) nugtadan o ‘tuvchi va Oz o‘giga parallel bo‘lgan
to‘g‘ri chiziq tenglamasini yozing.

2.17. 14(1; -1; 2) nugtadan o‘tuvchi va M p = to‘g‘ri

chiziqqa parallel bo‘lgan to‘g‘ri chizig tenglamasini yozing.
2.18. A(-1 2; 3)va B(2; 6; -2) nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq
tenglmasini yozing.
2.19. A(2; - 1 3) va B(2; 3; 3) nugtalardan ofiuvchi to‘g‘ri chizigni
yasang va uning tenglmamasini yozing.
2.20. A(4; -3; 1) nugtadan chiqib, v(2; 3; 1) tezlik bilan
harakatlanuvchi nuqta trayektoriyasi tenglamasini yozing.
2.21. Berilgan MI va M2nuqgtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq
tenglamasini yozing:
D A3A -2; 1), M23; L -1);
2) 3;-1; 0), M2(%; 0; -3)
2.22. 1) (-2; L -1) nuqtadan otib p{1 -2; 3} vektorga parallel
boigan,;

2) y4(3;-1;4) va 5(1; L 2)nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri
chizigning parametrik tenglamasini yozing.

9- Chizigli algebra va analitik geomeiriyadan J29
masalalar yechish



" | 1

2.23. x=2z-1 Y- -2z+1 to‘g‘ri chiziqg bilan koordinataiar
boshi va (1; -1; -1) nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglar
orasidagi burchakni toping.

2.24. J =y =y to‘gri chizig bilan x =z+1 y=1- Z to‘gHi
chizigning perpendikular ekanligini isbotlang.

2.25. (-4; 3; 0) nuqgtadan o‘tuvchi va

(x-2y +z =0, fl
{2x +y -z =0 A
to‘g‘ri chiziqga parallel tog‘ri chizig tenglamasini yozing.

2.26. (2; - 3; 4) nuqtadan o‘tib, Oz o‘giga perpendikular bo‘lgan
to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

2.27. N(2; -1; 3) nuqgtadan

X+l y+2  z-1
3 4 5~

to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan masofani toping.
Ko'rsatma. A(-1 —2; 1) nuqta toQ Ti chizigda yotadi,

p{3; 4, 5} toYTi chizigning yo nhaltiruvchi vektori. U holda,
nugtadan tog ¥i chiziggacha ho 1igan masofa

d- Pyl ginel- W~ - 113 Fﬂl

formula bilan topiladi.
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3- 8. Fazoda to‘g‘ri chizig va tekislik

Bu paragrafda tekislik va to‘g‘ri chiziq orasidagi munosabatlarga
doir asosiy formulalar keltiriladi, misol-masalalar garaladi.

- -b z~ L
1°, e oe to‘g‘ri chiziq bilan Ax +By+ Cz+D =0

m n p

tekislik orasidagi o‘tkir burchak

sin | = A m+Bn+Cp (l)
'‘JA~ +B~+C2-yjm2+n2+p~
formula bilan topiladi.
To Y Ti chiziq va tekislikning parallellik sharti:
Am +Bn+Cp =0. (2)
To § i chizig va tekislikning perpendikularlik sharti:

A =2.=£
m n p (3)
Ax+By +Cz+D =0,

AX, + By, +&, +A = O to ‘g ‘ri Chizi<|dan ° ‘“tuvchi
tekisliklar dastasining tenglamasi

2°. Berilgan

Ax+By+Cz+p +A(/4x+B)y+Cx +pbx) =0 W

ko‘rinishda bo‘ladi, bu yerda A4 — ixtiyoriy haqiqgiy son.
3°. To‘g‘ri chiziq bilan tekislikning kesishish nuqgtasi. To‘g‘ri
chizigning parametrik tenglamasi x =mt+a, y =nt+hb,
z =pt +c lami tekislikning umumiy tenglamasidagi x, y, z lar
o‘rniga qo‘yib, Ax +By+ Cz +p =0 dan tOning giymatini, so‘ngra
X0, y0i zQlami topamiz. Bu esa to‘g‘ri chiziq bilan tekislikning
kesishish nuqgtasi bo‘ladi.
4°, Ikki to‘g‘ri chizigning bir tekislikda yotish sharti:
a-a, b-1 c¢-qg
m p =0. (5)
m. Pi
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X+y +z- 4=0,
2x -y +4z2+5=0

1- misol. to‘gri chiziq bilan
X+y +3z-1 =0
tekislik orasidagi burchakni toping.

A To'g'ri chiziqg tenglamasini kanonik ko‘rinishga keltirmasdan
ham to‘g‘ri chiziqg bilan tekislik orasidagi burchakni topish mumkin,
Buning uchun to‘g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi kosinuslarini topish
yetarli.

To‘g‘ri chiziq tenglamasining koeffsiyentlaridan

O i | 4

2-14
matritsani tuzib, t= 1desak, 1- § dagi (15) formula yordamida
1 1 11 1 1

= _5’ n= :_2’ p_
1 4 4 2 2 -1

-3

lami topamiz. Tekislik tenglamasidan A= 1, B= 1, C=3ni topib,
(1) formula yordamida o‘tkir burchakni topamiz:
-6

sm(p= = 0,2935, = 1/°04"'."
(p >ATn/38 nl418 (p

3X+v-4z+5=0, , , .
to‘gn

2- misol. M(L -1; 2) nugtadan va-
X-y +2z-1 =0 I

chizigdan ofiuvchi tekislik tenglamasini yozing.
A Berilgan to‘g‘ri chiziqdan o‘tuvchi tekisliklar dastasining
tenglamasi (4) formulaga asosan quyidagicha bo‘ladi:

3x+y +-4z+5+A(c-y +z- 1)=0.

Bu tekisliklar dastasidan M(ZL -1; 2) nuqtadan o‘tuvchi
tekislikni ajratib olish talab gilinadi. Agar tekislik bu nuqgtadan
0‘tsa, u holda bu nugtaning koordinatalari tekislik tenglamasini
ganoatlantiradi. Tcnglamaga J1/ nugtaning koordinatalarini gqo‘yib,
A ning giymatini topamiz:



5A-1 =0 4A=1/5.

X ning giymatini tekislik teglamasiga qo'yib, ushbu tenglamani
topamiz:

gc+2y-91+12 =0. 4

[3x -y +z- 5=0,
X+2y-z +2=0

3- misol. to g n chizigdan o tib,

X-1 _y+2 _ 221

to‘g‘ri chizigga parallel bo‘lgan tekislik tenglamasini yozing.
A Birinchi to‘g‘ri chizigdan o‘tuvchi tekisliklar dastasining
tenglamasi

3x-y +z~5+X (x+2y-z2+2)=0
yoki
B+X)x+(2A- Dy +(1- X)z- 5+24=0.

Bu tekisliklar dastasidan ikkinchi to‘g‘ri chiziqgga parallel bo‘lgan
tekislik tenglamasini ajratib olamiz, buning uchun to‘g‘ri chiziq
va tekislikning parallellik sharti (2) bajarilishi kerak. (*) tenglikdan
A=3+4, B=2/-1, C=1-4. Ikkinchi to‘g‘ri chiziq
tenglamasidan m =-1, n=2, p =2. U holdato‘g‘ri chizig va
tekislikning parallelik shartiga asosan:

B+A)e(-1) +(24-1) -2+ (1- A)*2=0
yoKi

-3-A+4A4-2+2-24=0, HA=3.

Aning bu giymatini (*) ga gqo'yib, 6x+ 5y-2z + \ =0 tenglamani
hosil gilamiz. »
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3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

3.10.

Mustaqil bajarish uchun mashqglar

to‘g‘ri chiziq bilan 2x +y - z +4 =0 tekislik
orasidagi burchakni toping.
y =3x-1, 2z =-3x +2to‘g‘ri chizig bilan 2x +y +z-4 =0
tekislik orasidagi burchakni toping.
—- = to‘g‘ri chizig bilan 2x +y —z = 0 tekislik®
ning parallelligini, = =N to‘g‘ri chizigning bu
tekislikda yotishini ko‘rsating.
P(l; 2;-1) nugtadan o‘tuvchi va " —= =-"N togn
chizigga perendikular bo‘lgan tekislik tenglamasini yozing.
(—% 2;,—3) nugqtadan o‘tuvchi va x =2, y-z- 1 to‘g’i
chiziqga perendikular bo‘lgan tekislik tenglamasini yozing.}

X -4y +5z-1=0,

P(2;-4;-2) nuqtadan o'tuvchi va 2X +y +3=0 |

to‘g‘ri chizigga perpendikular bo‘lgan tekislik tenglamasini

yozing.

(2; 1, 6) nuqtadan o‘tuvchi va x-4y +5z =0 tekislikka
perpendikular bo‘lgan to‘g‘ri chizig tenglamasini yozing va
uning yo‘naltiruvchi kosinuslarini aniglang.

(1; - 1, 2) nugtadan o‘tuvchi va 3x-y - 5z2- 8 =0 tekislikka
perendikular bo‘lgan to‘g‘ri chizig tenglamasini yozing.

=ill to‘g‘ri chizig bilan x+y-2z-4 =0

tekislikning kesishish nuqgtasini toping.

Kesishish nugtasini toping:

1) =M~ =1 to‘g‘ri chiziq bilan 3x- 3y+2z-5=0
tekislikning;

2) 10‘g<n chiziq bilan x +2y - 42 +1=0
tekislikning;

3) to‘g‘ri chizig bilan 3x-y +2z-5 =0

tekislikning.



311. (2; -1; 3) nuqtadan o‘tuvchiva x +3y - 4z - 13 = 0 tekislikka
perpendikular bo‘lgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini yozing.

3.12. (3; 4; 0) nuqtadan va &~ ="r = t0‘g‘ri chizigdan
o‘tuvchi tekislik tenglamasini yozing.

313. to‘gri chizigdan o‘tuvchi va 2x+ 3y—z” 4 =0
tekislikka perpendikular bo‘lgan tekislik tenglamasini yozing.

3 |4# =Z= va "y =~"y~~| parallel to‘g‘ri chiziglar
orgali o‘tuvchi tekislik tenglamasini yozing.

3.15. 2x +y - 3z + 1= 0 tekislik bilan
x-3 _y-5  z+1 X-5 y-3_ z+4
1 -5 2 2 2 -6
to‘g‘ri chiziglaming kesishish nuqtalaridan o‘tuvchi to‘g‘ri

chiziq tenglamasini tuzing.

3.16. A ning ganday giymatida Ax +3y-5z+ 1| =0 tekislik bilan

to‘g‘ri chiziq parallel bo‘ladi?

3.17. A va B ning ganday qiymatida Ax +By +6z - 7 =0 tekislik
bilan = = t0‘8‘ri chiziq o‘zaro perpendikular
bo‘ladi?

3.18. (3;-2; 4) nugtadan 5x + 3y - Iz + 1=0 tekislikka perpen-
dikular o‘tkazing.

3.19. Koordinatalar boshidan i Toat to‘g‘ri chizigqa

perpendikular o'tkazing.

X-y+3z-1 =0,
3.20. M(2; -1; 0) nuqtadan va |2x+y-z +2=0 t0<gn

chiziqgdan o‘tuvchi tekislik tenglamasini tuzing.
3.21. (1, 1, —2) nugtadan va | to‘g‘ri chizigdan

o‘tuvchi tekislik tenglamasini tuzing.
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3.22. = =f to‘g‘ri chizigdan o‘tib, 3x- y+2r-2=0

tekislikka perpendikular bo‘lgan tekislik tenglamasi

yozing.
g g Tx+2av+3n-5=0, g N chizigdan o tib,
X+y+z-4=0
X-y +2z +\ =0, 1
2Xx+y-3r+4 =0 chiziqqga parallel bo‘lgan tekislik

tenglamasini yozing.

3.24. to‘g‘ri chizigdan o'tib, Xx+4y-
-3M+7 =0 tekislikka perpendikular bo‘lgan tekislik
tenglamasini yozing.

- + - -
3.25. X-2y+3r-1=0 to‘g‘ri chizigdan o‘tib, 2x + 2y —
X-y +r+5=0

Z+ 5=0 tekislikka perpendikular bo‘lgan tekislik
tenglamasini yozing.

3.26. | va ~ = —i parallel to‘g‘ri chizig-
lardan o‘tuvchi tekislik tenglamasini yozing.

3.27. =j va parallel to‘gai chiziglardan
o‘tuvchi tekislik tenglamasini yozing.

3.28. | = to‘g‘ri chizigning x-y - 3r+8 =0
tekislikdagi proyeksiyasini toping.

3.29. ) = ="va A =-"parallel to‘gri chiziglardan

o'tuvchi tekislik tenglamasini yozing.



270. M =) =-3 va ~y" ="4” = /2" parallel to‘g‘ri chiziglardan

va P{4; -3; 1) nuqtadan o‘tuvchi tekislik tenglamasini
yozing.
ﬁSzﬁz r-1

- - * je e i
331. -Xy:)-) =Y+ - -Zy2 tocgtn chiziqdan o tib,

to‘g‘ri chizigqga parallel bo‘lgan tekislik tenglamasini yozing.

3.32. ~ =f to oJr chizigdan o‘tib, x+y-r+15 =0

tekislikka parallel bo‘lgan tekislik tenglamasini yozing.
n |

3.33. /47; 9; 7) nuqtadan | to‘g‘ri chiziggacha

boigan masofani toping.

4- §. lkkinchi tartibli sirtlar

Bu paragrafda ikkinchi tartibli sirtlar tenglamalari bayon
gilinadi, ular yordamida misol-masalalar yechish garaladi.

Koordinatalari F(x, y, z) =0 ko'rinishdagi tenglamani
ganoatlantiradigan nugtalaming geometrik o‘mi sirt deb ataladi. Agar
bu tenglama z ga nisbatan yechilsa, u holda sirt tenglamasi
Z=1/(x, y) ko‘rinishda bo‘ladi. Sirt tenglamasida har doim ham
uchala o‘zgaruvchi bir vaqtda gatnashavermasligi ham mumkin.

1°. Sferik sirt. Markaz deb ataluvchi nugtadan bir xil uzoglikda

joylashgan nuqtalaming geometrik o‘mi sfera deb ataladi. Sferaning
kanonik (sodda) tenglamasi:

(x-aj2+(y-b)2+(z-c)2=R2 (1)

ko‘rinishda bo‘ladi, bu yerda a, b, ¢ — sfera markazining
koordinatalari, R — uning radiusi.
Sferaning markazi koordinatalar boshida bo‘lsa, uning tenglmasi

X2+y2+22 =R2 (2)
ko'rinishda bo‘ladi.
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Sferaning umumiy tenglamasi:

Ax2+Ay2+ Az2+2Bx+2Cy+2Dz+E =0, M~ 0). B

1- misol. x2+y2+z~- x+2y +1=0 tenglama bilan berilgar
sferaning markazi koordinatalarini va radiusini toping.

A Berilgan tenglamani, X, y, z o‘zgaruvchilarga nisbatan to'la
kvadrat ajratib, sferaning kanonik ko‘rinishdagi tenglamasiga
keltiramiz:

X = X+t)-1 +(y2+2y+1)-1 +22+1=0

yoki

Bu yerdan Kko‘rinadiki, sferaning markazi C(1/2; —; 0)
nuqtada, radiusi R =1/2 gateng. »

2- misol. Markazi nugtada C(1; 1, -1) va radiusi R = 8 ga teng
bo‘lgan sfera tenglamasini yozing.

> (1) formulada a=1 b-1 c¢c=-1 vaR=8Dbo‘lsa, sfer:
tenglamasi

(x-1)2+(y- D2+ (r+1)2=064 VvV M

yoki Xx2+y2+122- 2x - +2r - 61 =0 ko‘iinishda bo‘ladi. 4

(x-3)2+(y+2)2+(r - 1)2 =100,

3- misol. 2X -2y - 7 +9 =0 aylana markazi

ning koordinatalari va radiusini toping.

> Sfera markazi C(3; —2; 1) nuqgtadan tekislikka perpendikular
0 ‘tkazamiz, uning tenglamasi

X-3 _y+2 _r-l
2 2 -1 *)
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ko‘rinishda boiadi. Tekislikning normal vektorini pcrpcndikulaming
yo‘naltiruvchi vektori deb gabul gilish mumkin.

Endi (*) to‘g‘ri chiziq bilan 2x-2y-z+9 =0 tekislikning
kesishish nuqtasi koordinatalarini topamiz. Bu nuqta koordinatalari
sfera bilan berilgan tekislikning kesishishidan hosil bo‘lgan aylana
markazining koordinatalari bo‘ladi. To‘g*ri chizig tcnglamasini

X =2t+3, y=-2t-2, z=-t+1

paramctrik shaklda yozib, tekislik tenglamasidagi x, y, z lar o‘miga
ularning / orgali giymatini qo‘ysak,

2(2t +3) - 2(-21- 2)- H +1)+9=0,

ya’ni /= —2 ni olamiz. Bunga asosan aylana markazining
koordinatalari

Xx=2(-2)+3=-1, y=-2(-2)-2 =2, z=-(-2)+1=3
yoki Cfrl; 2; 3) bo‘ladi.

Endi sfera markazi C(3; - 2; 1) nuqtadan 2x -2y - z+9=0
tekislikkacha bo‘lgan masofani topamiz:

d _ |2-3-2(-2)-1+9] _ 18 6
NA+4+T 3

Aylana radiusi r ushbu r2 =R2- d2 tenglikdan topiladi, bu yerda
R —sfera radiusi. Shunday qilib, r2 = 100- 36 = 64, yani R= 8. %

2°. Silindrik sirt. Yasovchi deb ataluvchi to‘g‘ri chizigning
yo'naltiruvchi deb ataluvchi biror egri chizig bo‘ylab berilgan
yo‘nalishga parallell holda harakatlanishidan hosil bo‘lgan sirt
silindrik sirt deyiladi.

Yasovchi Oz o‘giga parallel, yo‘naltiruvchi chizig esa xOy
tekislikda yotadigan va

F{x;y) =0

tenglama bilan aniglanadigan holni garaymiz (39- rasm). Sirtning
yasovchisida ixtiyoriy A(X; y; z) nugta olamiz, uning birinchi ikkita
koordinatasi B(x; y; 0) nuqgta koordinatalari bilan bir xil bo‘ladi.
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39- rasm.

Shu sababli silindrik sirtning A(x; y; z) nuqtasining koordinalari
yo‘naltiruvchi chiziqg tenglamasi F(x; y) =0 ni ganoatlantiradi.
Demak, bu tenglama yasovchilari Oz o‘giga parallel bo‘lgan silindrik
sirtning tenglamasidir. Shunday qilib, z koordinatani o0‘z ichiga
olmagan F(x; y) - 0 tenglama fazoda yasovchilari Oz o‘giga parallel
va yo'naltiruvchisi xOy tekislikda o‘sha tenglama bilan aniglanadigan

silindrik sirtni ifodalaydi.
Shunga o*xshash, x koordinatani 0°‘z ichiga olmagan

F(y; 2) =0
tenglama va y koordinatani oz ichiga olmagan
F(x; z) =0

tenglama yasovchilari mos ravishda Ox va Oy o'qlarga parallel
bo'lgan silindrik sirtlarni aniglaydi.
1- misol. x2+y2 =R2 tenglama ganday sirtni aniglaydi?

A Berilgan tenglama bilan aniglanadigan sirt silindrik sirt bo‘lib,
u doiraviy silindr deb ataladi. Uning yasovchilari Oz o‘qgiga parallel,
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xOy tekislikdagi yo*naltiruvchisi esa radiusi R va markazi koordinatalar
boshida bo‘lgan x2 +y2 = R2 aylana tenglamasidir. »

3°. Fazoda chizig. lkkita sirtning kesishishi fazoda chizigni
ifodalaydi. Agar bu sirtlaming tenglamalari F(x\'y; z) =0 va
l*](*; y; z) - 0 bo‘lsa, u holda bu ikki tenglama sistemasi

F(lel Z) :O1
Fi(x,y,z) =0

fazodagi chizigning tenglamasi bo‘ladi. Shunday qilib, bu
tenglamalar sistemasini ganoatlantiruvchi nuqtalaming geometrik
o‘rni chizig bo‘ladi.

X2+y2+(z- 7)2= 16, _ _

1- misol. ' 16 tenglamalar sistemasi
ganday chizigni ifodalaydi?

A Birinchi tenglik sferani, ikkinchi tenglik xOy  tekislikka parallel
bo‘lgan tekislikni ifodalaydi. Berilgan sferani berilgan tekislik bilan
kesilganda aylana hosil bo‘ladi. Dcmak, masalada garalayotgan chiziq
Z —6 tekislikda yotuvchi aylanadan iborat ekan.

Bu aylana tenglamasini tuzamiz. z = 6 qiymatrti birinchi tenglikka
go'yib ushbuni hosil gilamiz:

X2 +y2+(6-7)2= 16, X2+y2+1=16.
Z=6
Natijada
X2 +y2 =15,
z = 6.

Birinchi tenglik o‘qi Oz o‘gidan iborat bo'lgan doiraviy
silindrdan, ikkinchisi xOy tekislikka pagallel tekislikdan iborat. Bu
sistemaning birinchi tenglamasi x +y =15 shu xOy tekislikdagi

aylana tenglamasi bo‘ladi. »
4°. Aylanish sirtlari. yOz tekislikdagi F(y, z) =0 tenglama bilan
berilgan L chizigni garaylik. Bu chizigning Oy o‘gi atrofida
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aylanishidan hosil bo‘lgan sirtning tenglamasini topamiz. Bu sirtda
ixtiyoriy M(x; y; z) nuqtani olamiz va u orgali aylanish o‘giga
peendikular tekislik o‘tkazamiz. Kesimda markazi aylanish
o‘qidagi N (0; y; 0) nuqtada bolgan aylana hosil bo‘ladi. Bu aylana
radiusi v*2+ z2 ga teng. Lekin, ikkinchi tomondan, bu radius
berilgan L chizig M](0; y; z) nuqtasi applikatasining absolut

giymatiga teng. Demak, berilgan tenglamada

Y=y, Z =%\Ix2+122 3 H

(J1/ nugtaning koordinatalari) deb, izlanayotgan aylanish sirtning
ushbu +Jx2+z2) =0 tenglamasini hosil gilamiz.

Shunday qilib, L chizigning Oy o‘qgi atrofida aylanishidan hosil
bo‘lgan sirt tenglamasini olish uchun bu chizig tenglamasida z ni
tyjx2+z2 8a almashtirish kerak. Shunga o°‘xshash qoida
chiziglaming boshqga koordinata o‘glari atrofida aylanishidan hosil
bo‘lgan sirtlar uchun ham o‘rinlidir.

Aylanish sirtlari tenglamalarini quyidagi jadvalda keltiramiz:

Chizig tenglamasi Aylanish o'qi Aylanish sirti tenglamasi
F(X, y) =0, Ox F(X’ ‘]y2+ 22) =0 J |
z =0. Oy F(-Jx2+z2,y) =0 1
F(X, Z) =0, Ox F(X, 7r + r2) =0 ]

=0. o _
J=0 : F(ylx2+y2,z) = o j
F(x, 2) =0, Oy F(y, -Ix2+z2)=0 .1
Z=o Oz F(Ix2+y2,2)=0 i
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5°. Konussimon (konik) sirtlar. Konussimon sirt deb, konusning
uchi deb ataladigan berilgan nuqtadan o‘tuvchi va konusning

yopaltiruvchisi deb ataladigan berilgan chizigni kcsuvchi barcha
to‘g‘ri chiziglardan tashkil topgan sirtga aytiladi. Konussimon sirt
tashkil etadigan to‘g‘ri chiziglaming har biri konusning yasovchisi

deb ataladi.
Konussimon sirtning uchi koordinatalar boshida, yasovchisi

f(x; y) =0 esa z =h tekislikda bo‘lsin. U holda yasovchi tenglamasi
ushbu ko‘rinishda bo‘ladi: — =— =\, bu yerda (x0; yQ h)
yo‘naltiruvchi nuqta. Bu yerdan xO0va ni topib, F{x\'y) =0
tenglikka gqo‘ysak, uchi koordinatalar boshida bo‘lgan konussimon

sirt tengamasini olamiz:
(3)

Agar konusning uchi (a; b\ c) nuqtada bo‘lsa, u holda uning
tenglamasi ushbu ko‘rinishda boiadi:

(4)

(3) tenglama x, y va z o‘zgaruvchiga nisbatan bir jinsli, (4)
tenglamaesa x-a, y-b, z-c o‘zgaruvchiga nisbatan bir jinsli.
Tcnglamaning bir jinsliligidan uning konussimon sirt ekanligini
bilish mumKkin.
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Mustaqil bajarish uchun mashqglar

4.1. Markazi koordinatalar boshida bo‘lgan va radiusi R = 5 bo‘lgan
sfera teglamasini tuzing.

4.2. Markazi C (-1; 2; - 3) nuqtada va radiusi /?= 3 ga bo‘lgan sfcia
tenglamasini tuzing.

4.3. Markazi C (-1, -2; -4) nuqtada va radiusi R =6 bo‘lgan sfera

tenglamasini tuzing.

4.4.x2+y2+z22- 6x+8;' + 10"+ 25 =0 sfera markazining koordi-
natalarini va radiusini toping.

4.5.4x2+4y2 +4z22- 4x + 12y - 16z +1 = 0 sfera markazining
koordinatalarini va radiusini toping.

4.6. x2+y2+z2+x-y+z =0 sfera markazining koordinatalarini
va radiusini toping.

4.7. Tenglamasi bilan berilgan sferaning markazi koordinatalarini
va radiusini toping:

D (x+D2+(y +2)2+e =25 I
2) X2+y2+22-4*+6y+22+2=0; '
3)2x2+2y2+222+4y-3z +2 =0; LLL
4) x2+y2+ 122 =2xX; 5) x2+y2+2z2=4z- 3.

4.8. Agar M (4; -1; - 3) va 7V(0; 3;- 1) nuqtalar sferaning birorta

diamctrining oxirlari bo‘lsa, uning tenglamasini tuzing.
r 2 A j n
49.Ix +Y +Z =100, aylananing markazi koordinatalari va
2Xx+2y-z =18
radiusini toping.

4.10. :rz + E% = 1 tenglama ganday sirtni aniglaydi?
4.11. y2 =2px tenglama ganday sirtni aniglaydi?

4.12. |c\)/2- - = tenglama ganday sirtni aniqlaydi?
4.13. Quyidagi tenglamalar ganday sirtni aniqlaydi:
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4.14.

5 7
Quyida berilgan tenglamalar ganday sirtni ifodalashini

aniglang va ulami yasang:

1) x2+y2=4

3) x2-y2=1 4) y2 =2px\

5) z2 = y; 6) z+-\V2=0;

7) X2+y2 =2y, 8) n2+r =0;
9) x2-22=0; 10) y2 =xy.

4.15. x2+y2+z2- 2ax = Osferaga tashqi chizilgan va yasovchilari:
1) Ox o‘giga, 2) Oy o‘giga, 3) Oz o‘giga parallel bo‘lgan
silindrik sirt tenglamasini yozing.

4.16. Yo‘naltiruvchisi y2 = 4jc, z - 0 va yasovchisi p{1 1, 1}
vektorga parallel bo‘lgan silindrik sirt tenglamasini yozing.

4.17. Yo‘naMmvchisi x2 +z2 = 4x, z = 0 vayasovchisi p{l; 2; 3}
vektorga parallel bo‘lgan silindrik sirt tenglamasini yozing.

4.18. y2 =4x, z =0,Z =4, x =4 sirtlar bilan chegaralangan
jismni yasang va x =4 tekislikda yotuvchi yog'ining diagonali
tenglamasini yozing.

Z=5
ifodalaydi?
y? =

4.20. ' _ 3 tenglamalar sistemasi ganday chizigni ifoda-
laydi?
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4.21.

4.22.

4.23.

4.24.

4.25.

4.26.

4.27.

4.28.

4.29.

4.30.

4.31.

4.32.

=g tenglamalar sistemasi bilan ganday chizigni

aniglasa boMadi?

x2 +y2 = J12 aylana Ox o‘qgi atrofida aylanadi.Aylanish sirti
tenglamasini yozing.

X =z to‘g‘ri chizig Oz o‘gi atrofida aylanadi. Aylanish sirti
tenglamasini yozing.

y =z to‘g‘ri chiziqg Oy o‘qi atrofida aylanadi. Aylanish sirti
tenglamasini yozing.

y =3x to‘g‘ri chizigning Ox o0°qi atrofida aylanishdan hosil
bo‘lgan aylanish sirti tenglamasini yozing.

z =x2,y =0 chizigning: 1) Ox o‘qgi atrofida; 2) Oz o‘qi
atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan sirt tenglamalarini yozing.

Bu sirtlami yasang.
g% +§L:i ellipsning: 1) Ox o‘qi atrofida; 2) Oy o‘qi atrofida
aylanishidan hosil bo‘lgan aylanish sirti tenglamasini yozing.

x4 *i =1 ellipsning: 1) Ox o‘qi atrofida; 2) Oz o‘qi atrofida
<r c

aylanishidan hosil bo‘lgan sirt tenglamasini yozing.

)éi iCIZ = | giperbolaning: 1) Ox o°qi atrofida; 2) Oz o'gi

atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan sirt tenglamasini yozing.

y1l=2pz parabola Oz ofji atrofida aylanadi. Aylanish sirti

tenglamasini yozing.
y2 =x parabolaning Ox o‘gi atrofida aylanishidan hosil
bo‘lgan sirt tenglamasini yozing.
Yo‘naltiruvchisi x2+y2=a2, z =c bo'lib, uchi koordina-
talar boshida bo‘lgan konussimon sirt tenglamasini yozing.
Sirt tasvirini yasang.
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4.33. Uchi /4(0; - a\ 0) nuqgtada va yo‘naltiruvchisi x2 =2py, z =h
boigan konussimon sirt tenglamasini yozing. Sirt tasvirini
yasang.

4.34. Yo'naltiruvchisi z - a tekislikda boigan x2+(y - a)2-
-z2 =0 konusning uchini toping va uni yasang.

4.35. Yo‘naltiruvchisi z = h tekislikda boigan x2 =2yz konus-
ning uchini toping va uni yasang.

4.36. Uchi 0(0; 0; 0) nuqtada, yo‘naltiruvchisi x2+ (y- 6)2 +
+z2 =25, y =3 boigan konussimon sirt tenglamasini
yozing va sirtni chizing.

4.37. Uchi C(0;-a;0) nuqgtada, yo‘naltiruvchisi x2+y2+
+z2 =25, y =3 boigan konussimon sirt tenglamasini
yozing va sirtni chizing.

4.38. z2 =xy konus bilan x +y = 2a tekislikning kesishish chizigi
ellips ekanligini ko‘rsating va uning yarim o‘qglarini toping.

5- 8. Asosiy ikkinchi tartibli sirtlar tenglamalarining
kanonik shakli

Asosiy ikkinchi tartibli sirtlar tenglamalarining kanonik
shakllarini garaymiz. Bu sirtlaming xususiyati shundaki, koordinata
o‘glari ular uchun simmetriya o‘glari boiadi, ulaming uchi yoki
simmetriya markazi esa koordinatalar boshi bilan ustma-ust
tushadi.

1°. Ellipsoid. Kanonik tenglamasi

ko‘rinishda boigan ikkinchi tartibli sirt ellipsoid deb ataladi, bu
yerda a, b, c¢ — berilgan o'zgarmas musbat sonlar bo‘lib, ular
ellipsoidning yarim o ‘glari deb ataladi. Agar a, b, c¢ sonlar
orasida tenglari bo'lmasa, ellipsoid uch yoqli ellipsoid deb ataladi.
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Agar a, b, c sonlar orasida gandaydir ikkitasi o‘zaro teng bo‘lsa,
u holda aylanish ellipsoidiga ega bo‘lamiz. Ellipsoidningz =0, y = 0,
X —0, ya’ni xOy, xOz yOz koordinata tekisliklari bilan kesimlari
ellipslardan iborat (40- rasm).
2°. Bir pallali giperboloid. Kanonik tenglamasi
24y 1

bo‘lgan sirt bir pallali giperboloid deb ataladi, bu yerda a, b, ¢ —

berilgan musbat sonlar.
Giperboloidning koordinata tekisliklari bilan kesishishi natijasida
quyidagi chiziglar hosil boiadi (41- rasm):
2 2

1) xOy(z = 0)tekislik bilan: ?:F + or — 1 ellips;

X2 72
- -]-

2) xOz(y =0) tekislik bilan: = 1 giperbola;
e L X2 22 i
3) yOz{x = 0) tekislik bilan: ~ - 1 giperbola.

Berilgan giperboloidning Oxy koordinata tekisligiga parallel z —h
tekislik bilan kesimida ellips hosil boiadi. a= b da birpallali
aylanma giperboloid hosil boiadi:
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41- mr>m
X2+y?2 -1

3°. Ikki pallali giperboloid. Kan mik tenglamasi

X2 v2
-1

bo‘lgan ikkinchi tartibli sirt ikki pc llali giperboloid deb ataladi, bu
yerda 1, b, ¢ — berilgan o‘zgaimas musbat sonlar.

Ikki pallali giperboloid x /1 tekislik bilan kesishmaydi.
Giperboloid bilan xOz va yOz ijpki sliklar kesishuvidan, mos
ravishda,

_ r _
T, p=lvay =1

gipeibolalar hosil bo‘ladi (42- rasm) a= b da ikkipallali aylanma
giperboloid hosil bo‘ladi:
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42- rasm.

X4y z
=-1.
C
4°. lkkinchi tartibli konus. Kanonik
tenglamasi

+ =0

bo‘lgan ikkinchi tartibli sirt konus deb
ataladi. Bu konusning uchi koordinatalar
boshida joylashgan bo‘lib, u uchining ikki
tomonida joylashgan ikki gismdan iborat
bo‘ladi. Bu konusning yo‘naltiruvchilaridan
biri (43- rasm)

X y_
=l +1?r~ e
Z=C

ellipsdan iborat bo‘ladi.

43- rasm.

5°. Elliptik paraboloid. Kanonik
tenglamasi

bo‘lgan ikkinchi tartibli sirt elliptik
paraboloid deb ataladi, bu yerda p va g
bir xil ishorali berilgan sonlar. (Masalan
p >0, q>0). Buning o‘qi Oz o‘gidan
iborat. Xuddi shunday,

2p 29 Y
elliptik paraboloidning o‘gi Oy o‘qi;
=X
2q 2p
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elliptik paraboloidning o‘gqi Ox o‘qi
boiadi.

Elliptik paraboloidning kanonik
tenglamasida:
X =0 boisa, y1 =29z parabola;

y =0 boisa, x2=2pz parabola,

X2 v2
z =h Dbo‘lsa, 2ph+2gh =i clliPs

hosil boiadi.
p =qgboisa,z =K h>0 tekislik-

dagi kesimi markazi Oz o‘gidan iborat

boigan aylanadan iborat boiadi (44- rasm).
6°. Giperbolik paraboloid. Kanonik tenglamasi

44- rasm.

boigan ikkinchi tartibli sirt giperbolik paraboloid deb ataladi, bu
yerda p va q bir xil ishorali berilgan sonlar. (Masalan p >0, q>0.)
Giperbolik paraboloidning y = 0 tekislik bilan kesimida (45-

rasm)

45- rasm.
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=21, X2 =2pz,\.

P A :
y =0 yoki >=0
X = 0 tekislik bilan kesimida
X2 2
3'2;] :ZZ, i Y :_ZqZ,
X =0 Y x =0

parabolalar hosil bo‘ladi.
Giperbolik paraboloidning z —h tekislik bilan kesimida

— - A =2r. +--Y- =21
oki
Z=h y f hOI

chiziqglar hosil bo‘ladi.

Agar h >0 bo‘lsa, u holda markazi (0; O; h) nugtada va haqiqiy
0°‘gi Ox o‘giga parallel bo‘lgan giperbola hosil bo‘ladi. h —0 bo‘lsa,
kesimda giperbolik paraboloidning to‘g‘ri chizigli yasovchisi deb
ataluvchi to‘g‘ri chiziglar hosil bo‘ladi:

E2o¥=0 — +£=0
P 4 4i :
z=0 Z=0

yoki
JIL-J1 =0 + Y =
p TIA " oyp 44
z =0 Z=0.

Agar h< 0 bo‘lsa, kesimda haqgiqgiy o‘qi Oy oayiga parallel
bo'lgan giperbola hosil bo‘ladi. Giperbolik paraboloidning yOz
tekislikka parallel kesimini topamiz.

X = h tekislik bilan kesimida



—uchi

127

o

nugtada, simmetriya o‘gi Oz o‘qiga parallel

boigan parabola hosil boiadi. Parabolaning tarmogqlari pastga
yo'nalgan.

Qolgan tekisliklarga parallel kesimlari ham xuddi shunday

parabolalar boiadi.

5.1.

5.2.

5.3.

5.4

5.5

Mustaqil bajarish uchun mashglar

éil +-S/ =1 y =0 ellipsning o‘qi atrofida aylanishidan hosil
bo‘lgan sirt tenglamasini yozing.

%S -~szt=h Y=6 chizigning: 1) Oz o‘gi atrofida; 2) Ox
0‘qi atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan sirt tenglamasini yozing.

Sirtni yasang.
2

2 2
Zc(y +>Lj 'hi =1 giperboloid bilan koordinata tekisliklari-
ning va z —2, jc= 3 tekisliklaming kesishish chiziglarini
toping.
. Quyidagilar ganday sirt tenglamalari:
1) *24 zi = -
) p_z1=_

V2 V2 72

2)t -t +t -1=0;
3)-x2+£ +" =0;

4)z =-(x2+y2);5)z=1-x4y2?

. Quyidagi tenglamalar ganday sirtni ifodalaydi:

1) 2x2 - 5y2-8 =0;
2) 4x2- Sy2+16z2 =0;
3) 8jc2-Ay2+24z2-48 =0;
4) y2 = 6jc- 4;
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5 2x2-y2-122=0;
6) 3x2 + 522 = Hz; I

7) x2+4y2-8 =0 "L
8) z2- 4x = 0; |
9) 2x2-3r12 =-12y; vJ
10) 4x2 - \2y2- 622 = 127 fl

5.6. Sirtni yasang:
1) x2+y2-z22=4 fl
2) X2-y2+r +4=0.

2 2 2
57 illé +Z4_-£36 =1 giperboloidni yasang va uning (4; 1; -3)

nuqtadan o‘tuvchi yasovchisini toping.
5.8. Sirtni yasang:

O W + jlI = |

5.9. x2-y2=4z sirtni yasang va uning (3; 1 2) nuqtadan
0‘tuvchi yasovchisini toping.

5.10. Har bir nugtasidan x = a tekislikkacha bo‘lgan masofaning
F(a; 0; 0) nuqtagacha bo‘lgan masofaga nisbati 2 ga teng
bo‘lgan nuqtalaming geometrik o‘mi tenglamasini yozing.
Sirtni yasang.

5.11. F(-a; 0; 0) nuqtadan va x = a tekislikdan bir xil uzoqglikda
joylashgan nuqtalaming geometrik o‘mi tenglamasini

yozing. Sirtni yasang.

J2 2 2
5.12. +L.+L.=1 ellipsoidning eng katta doiraviy kesimini

toping.
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Mustaqil bajarish uchun berilgan mashqglarning javoblari

1-§. 1.1. Xx+3z+4=0. 12. z+4=0. 13. x-y =0. 14.y +3=0.
15 3y +2x =0. 16. 2X +y = 0. 17. { +f =1 18 2x +y =0. 109.
2x-7- 0. 110. a=12, bT/, c=-6 L11. dg+qr+f*1- 112,

f+£ + 1.13. ->*-’y+*7-3=0. 114 1} 2x _
-riy Hiz- 2= V-Ix-Tsy+\z- 3=0-3 "Tx+w>+nr-3=0
115,

1016* P=~S' C0Sa=-~V35"
cosfi= , cosy=--“L. 117.d=4. 118 rf=2 119 d=4. 120

J=3*1. 1.21. j =6. 1.22. d=2>f2. 1.23. x-2y +2r=1 Xx-2.y +
2z=-1. 1.24.3x+4y -1 +18=0.1.25.x+3y-4*-21 =0. 1.26. 7x-4y +
+r-21=0. 1.27. 2x- 2y - 3*+11=0. 1.28. x-3y-2* +1=0. 1.29. 2x +
+3y+4?=3. 1.30. 2x + y+r = 4. 1.31.cos?) =0,9046; <=25*14". 1.32.
1) <p=arccos0,7. 2) 1. 3) 11. 1.33. x-y+1=0. 1.34. 15 _

55>-4%-14 =0, 1.35. 5x-3y-4z-1=0. 1.36. d = Js.
2-8§. 2.1. 1) a=73*240=64*37", y=31*1". 2) cos«=il,

cos/3=JL, cosYy=§. 22. x-1=N =-(r-3). 23. 1) 1r=~ =

:-F19 - kanonik, {Z)Z( + zi; 17::8 proyeksiya. > |
12
2) ?(;L* X =~ - kanonik x-2-1=0 proyeksiya.
: : ' 7z-5y+12=0.
24. x* =

Nn=*x_ 25 P{0; 0 1} 26. 1) p.f. 2) p+f+*
p=y+* 27.f =) =fp- 28. cosa=A, cos/3=1, cosy=1. 20

n x-2 Y M3 04 *2 'y Z+3 o4 x-2 > £+3 4 x-2 'y 143
2 -2~ 5 ' ” 5 2 T -1 "0 0 ; 0 ~0 f
X-2 y_ r+3' * " 9xQ X-2 _ >+5 _ £-3 . X-2 _ >+5 _ r-3
I ~2 477" 210. 1) vy4+5=0 } 4" 6" 9 A A1 M7 IT*

U

2.11. 1) kesishadi. 2) kesishadi. 2.12. “3*=75~-=*j"s 2.13. (1, -5; 0),

0; 10J, (o; -7; -4). 2.14. cos<P=~- 2.15. 1) cos<p=0,9445;
®=19*11*2) cosy =ii; 3) cos? =-~.2.16. x-3 =0, y+I1=0. 217. » =
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3 2 ¢ 218 3 -7 2.19. »=24°5". 2.20. t vaqgt o ‘tgandan
so'ng M nuqtasining koordinatalari x =4+ 21, y=-3 +2t, z=1—
pl—3 =2 371 M) =2~ 9 XB=y+l T 29
1) x=~2+t y=1-2t, z= -1 +3t. 2) x~ 1+/, y=1-1t z=2+]
2.23. cos<p=—_. 2.24. p =N{xN2=i =3j =5kyo haltiruvchi vektorlar.

A=~ =1,2.27. 0,3V38. I
3- 8.3.1.qgi=24°5". 3.2.sin0 = 3.4.x-3™ +4r +9=0.3.5.y+
+r+1=0.3.6.5x-10y-92z-68 =0.3.7. ~ =7 .=£1*, cosa=%--L,

008/3 =+ XK’ COSr=x72"' 38 ITN=ZT =£T- 3.9. (-2; 0; 3). 3.10.
1) Toy i chiziq va tekislik parallel. 2) Kesishish nugtasi aniglanmagan. To'g'ri

chiziq tekislikda yotmaydi. 3.11. 312. x -2y + +Z+5=0.
3.13. 8x-5y+r-11 =0 3.14. x+2y-2z=I. 3.15.~ —=
3.16. A=Ll-- 3-17. /1=4, 5 =-8. 3.18. =N =N -

3.19. 4x +5y - 2z =0. 3.20. X -7y +17r- 9=0. 3.21. 2x+ .K-r1-5 =0.
322, 4x +2>-5r=0. 3.23. 7x-4y +72+49=0. 3.24. lIx-17y-
-192 +10=0. 3.25. 4x - 3y +272+26=0. 3.26. 19*-14y +z +23=0.
3.27. 4x+13y-*-5=0. 3.28. ~ =2"1=". 3.29. 17x- 133> 16z
10=0. 3.30. 16x-27~+147-159=0. 3.31. 23x - 16n+ HOr -153 =0.
3.32. x+y-r+3 =0. 3.33. d =>/22

4-8.4.1. x2+y2+722=25 4.2. X2+y2+r2+2x-4"+e6r +5="°-
4.3. x'+y2+r2+2n:+47+8r-15=0. 4.4. C(3;-4; -5), NN =5 45-

w || r), n=|.4.6. c(-i; £ 4),n =|. 471)a-1;-2-°1
2) C(2; -3; -1), N=4.5 Cc(©; -1; 3), N=|.4)C(1; 0; 3;), A=4
5)C(0; 0; 2), 1=14.8.~2) + ~If +(z+2f =9°49- C(4: 4 " '4

N=8. 4.15. 1) x2+y2=2ax. 2) x2+r2=2nx. 3) y2+r2="2 4* jj
(3;;-2r)2=12(3x-r). 4.17. (x-1)2+(y-r)2=4(x-r). 4-77]
X=4,zxy=2. 4.22. x2+y2+z2=R2 (Sfera).4.23. *2+:K.]|
-r2=0 (Jfoliw). 4-24. x2+Y¥Y2-1r2=0.4.25. y2+r2-9x2=0. 4.2 X
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Z=X2+y2 2) 4P 7¢é =16y2 4.27. 1) + = 2> 4'28

|)E25 +é4 " = 1 {Aylanma ellipsoid). 2) *Zd 2

4.29. 1) - F--31 {Mbl pallali giperboloid). 2) 0o -

-i]-sl. (Bir pallali giperboloid). 4.30. z=a{x1+y2), jj~ a- 4.31.
& (Bir p gip ) 2{ 1ty ), J]

2
+}:/ = 1- {Aylanma ellipsoid).
2 2

X =y 2+z2 {Aylanma paraboloid). 4.32. * . 4.33. hx2=
=2pz \h (h +a)-az~\. 4.34. A(0; a; 0), z =a, x2+{y - a)2=a2

4.36. 9(x2+122) =\6y2- 4.37. x2+z2=1z{y +a). 4.38. Oxva Oy o glami
Oz o0'qi atrofida 45° ga burib, 2 f=x2-y 2sirt va x =ayj2 tekislik tenglamasini
olamizmBu yerda kesim: yarim ofqglari a2 va a lardan iborat bo ‘lgan ellips:

5 85 1.x71+2+4 =1. 52. 1) * ym- -5=1 (bir pallali giperboloid)
al < a c
2) ?L-~y t*- = 1 (Ikki pallali giperboloid). 5.10. Ej +Y [- =1 5.11.
a C a

X=~"r- 512° 9x =#I3z.
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