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Kirish

Funksional analiz - matematik analiz, geometriya va chiziqli algebraning
g‘oya va usullarini cheksiz o‘lchamli fazolar uchun umumlashtiruvchi fan hisob-
lanadi. Hozirgi kunda funksional analizning g‘oya, konsepsiya, usul va tushun-
chalari matematikaning barcha sohalari tomonidan tan olingan. So‘nggi yil-
larda differensial tenglamalar, hisoblash usullari, matematik dasturlashning
talab va ehtiyojlariga javoban funksional analizning yangi chizigli bo‘lmagan
tarmog'i paydo bo‘ldi. Zamonaviy matematikaning bu yo‘nalishi amaliyotchi-
lar va muhandislarning o‘sib kelayotgan ehtiyojlarining bir gqismini qondiradi.

Ushbu darslik Funksional analiz va integral tenglamalar fanidan namu-
naviy ishchi dasturga moslab tuzilgan. Darslik universitetlarning mexanika
va matematika bakalavriyat yo‘nalishlari bo‘yicha ta’lim olayotgan talabalari
uchun mo‘ljallab yozilgan.

Darslikning asosiy magsadi bo‘lg‘usi mutaxassislarni funksional analizning
asosiy tushunchalari va usullari bilan tanishtirish, funksional analizning asosiy
boblari bo‘yicha nazariy bilimlarini shakllantirish, masalalar yechishda malaka
va ko‘nikmalar hosil qilish, hamda ularda integral tenglamalar bilan ishlash
mahoratini paydo qilishdan iborat.

Darslikni o‘qish jarayonida talabalar o‘zlarining matematik analiz, chizigli
algebra va geometriyadan olgan bilimlarini to‘ldiradilar, hamda ularni funk-
sional fazolarga moslab qo‘llaydilar, ya’ni mustahkamlaydilar. Talabalar chi-
zigli funksional va operator tushunchalari bilan tanishadilar va ularning asosiy
xossalarini o‘rganadilar. Cheksiz o‘lchamli funksional fazolarni o‘rganish jara-
yonida o‘quvchilar funksional analizning kuchli va nozik usullarini tushunishga
biroz giynaladilar, lekin tushunib yetganlaridan keyin o‘zlarida ilmga undovchi
qandaydir ichki kuch sezadilar. Bu kuch ta’siri ularda cheksiz o‘lchamli fazo-

larda har qanday fundamental ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lavermasligi va
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birlik sharning kompakt bo‘lmasligini tushunib yetganlarida namoyon bo‘ladi.

Ushbu darslik O‘zMU va SamDUda Funksional analiz hamda Funksional
analiz va integral tenglamalar fanidan ma’ruza va amaliy mashg‘ulotlar olib
boruvchi professor-o‘gituvchilarning ko‘p yillik ish tajribalari asosida yozilgan.

Darslik 9 bob va 40 paragrafdan iborat. Har bir paragraf uchun ta’rif, teo-
rema, lemma va formulalar alohida nomerlangan. Masalan, 2.3-teorema bu
2-paragrafdagi 3-nomerli teorema degani. (1.8) belgilash esa 1-paragrafdagi
8-raqamli formula ekanligini anglatadi. A — belgisi teorema, lemma yoki tas-
diq isboti tugaganligini bildiradi. Har paragraf oxirida mustaqil ishlash uchun
savol va topshiriglar berilgan.

Ushbu darslikda keltirilgan nazariy ma’lumotlar fan bo‘yicha namunaviy
va ishchi dasturda ko‘rsatilgan mavzularni to‘liq qamraydi va u professor-
o‘gituvchilarga o‘zlarining ma’ruza matnlarini tuzishda yordam beradi. Unda
tipik misollar namuna sifatida yechib ko‘rsatilgan. Har paragraf oxirida kelti-
rilgan mustaqil ishlash uchun savol va topshiriglarni yechib o‘rgangan talabalar
o‘zlarida yetarli darajada bilim va ko‘nikmalar hosil qiladi. Tajribalarimiz-
dan kelib chiqib aytishimiz mumkinki, bu kitob yosh mutaxassislarga funksio-
nal analiz va integral tenglamalar fanidan mashg‘ulotlar olib borishida katta
yordam beradi. Darslik matematik tahlil va matematik fizika mutaxassisligi
bo‘yicha ta’lim olayotgan magistrantlar va aspirantlar uchun ham foydalidir.

Mualliflar darslikni yaxshilashda bergan foydali maslahatlari uchun taqriz-
chilar B.S. Zokirov, [.A. Ikromov, Q.Q. Mo‘minovlarga, mas’ul muharrir M.E.
Muminov, matnni tahrir gilish uchun bergan yordamlari uchun B.E. Davranov
va [.N. Bozorovlarga o‘z minnatdorchiliklarini bildiradi. Darslik birinchi mar-
ta chop qilinayotgani uchun xato va kamchiliklar bo‘lishi mumkin. Xato va
kamchiliklar to‘g'risidagi fikrlaringizni jabdullaev@mail.ru elektron adresiga

jo‘natishlaringizni so‘raymiz.



I bob. To‘plamlar nazariyasining elementlari

Bu bob to‘plamlar nazariyasining elementlariga bag‘ishlangan bo‘lib, u besh
paragrafdan iborat. 1-paragrafda to‘plamlar va ular ustida amallar keltirilgan.
Bu amallarning sodda xossalari o‘'rganilgan. Ikkilik munosabatlari isbotlangan.
2-paragraf akslantirishlar va to‘plamlarni sinflarga ajratishga bag‘ishlangan.
Akslantirishda to‘plamlar birlashmasining (kesishmasining) asli ular aslilari
birlashmasiga (kesishmasiga) tengligi haqidagi teorema isbotlangan. Xuddi
shunday to‘plamlar birlashmasining tasviri ular tasvirlari birlashmasiga teng-
ligi isbotlangan. To‘plamlar kesishmasi uchun bu xil tasdiq o‘rinli bo‘lmasligiga
misol keltirilgan. To‘plamlarni sinflarga ajratish bilan akslantirishlar o‘rtasidagi
bog'lanish ochib berilgan. 3-paragrafda sanoqli to‘plamlar va ularning asosiy
xossalari o‘rganilgan. Chekli yoki sanoqli sondagi sanoqli to‘plamlarning bir-
lashmasi yana sanoqli bo‘lishi isbotlangan. Sanoqli to‘plamlarga ko plab misol-
lar keltirilgan. 4-paragrafda haqiqiy sonlar to‘plamining sanoqsizligi ko‘rsatilib,
kontinuum quvvatli to‘plamlarning ayrim xossalari o‘rganilgan. To‘plamlar
ekvivalentligi haqidagi asosiy teoremalardan biri Kantor-Bernshteyn teore-
masi isbotlangan. Oxirgi 5-paragraf to‘plamlar sistemalariga bag‘ishlangan.
To‘plamlar halqasi, to‘plamlar yarim halqasi ta’rifi, misollar keltirilgan, ular-
ning ayrim xossalari isbotlangan. o— algebra va 60— algebra tushunchalari
kiritilib, bu tushunchalarning teng kuchli ekanligi ko‘rsatilgan. Har paragraf
oxirida mustaqil ishlash uchun savol va topshiriglar berilgan. Bu bob kelgusi

boblarga tayyorlov vazifasini o‘taydi.
1-§. To‘plamlar ustida amallar

Matematikada juda xilma-xil to‘plamlarga duch kelamiz. Haqiqiy sonlar
to‘plami, tekislikdagi ko‘pburchaklar to‘plami, ratsional koeffitsiyentli ko‘phad-

lar to‘plami va hokazo. To‘plam tushunchasi matematikada tayanch tushun-
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chalardan bo‘lib, unga ta’rif berilmaydi. "To‘plam" so‘zining sinonimlari sifati-
da "ob’ektlar majmuasi" yoki "elementlar jamlanmasi" so‘z birikmalaridan

foydalaniladi.

To‘plamlar nazariyasi hozirgi zamon matematikasida juda muhim o‘ringa

ega. Biz uning ayrim xossalarini o‘rganish bilan cheklanamiz.
y

To‘plamlarni lotin alifbosining bosh harflari A, B, ..., ularning element-
larini esa kichik - a,b, ... harflar bilan belgilaymiz. a element A to‘plamga
tegishli iborasi a € A shaklda yoziladi. a ¢ A yozuv esa a element A
to‘plamga tegishli emasligini bildiradi. Agar A to‘plamning barcha element-
lari B to‘plamning ham elementlari bo‘lsa, u holda A to‘plam B to‘plamning
qismi deb ataladi va A C B ko‘rinishda yoziladi. Masalan, natural sonlar
to‘plami haqiqiy sonlar to‘plamining gismi bo‘ladi. A va B to‘plamlar bir xil
elementlardan tashkil topgan bo‘lsa, ular teng to‘plamlar deyiladi va A = B
shaklda belgilanadi. Ko‘pincha, to‘plamlarning tengligini isbotlashda A C B
va B C A munosabatlarning bajarilishi ko‘rsatiladi (|1] ga qarang). Ba’zida
birorta ham elementi mavjud bo‘lmagan to‘plamlarni garashga to‘g'ri keladi.
Masalan, 2 + 1 = 0 tenglamaning haqiqiy yechimlari to‘plami, 2 < z < 2
qo‘sh tengsizlikni qanoatlantiruvchi haqiqiy sonlar to‘plami va hokazo. Bun-
day to‘plamlar uchun maxsus bo‘sh to‘plam nomi berilgan va uni belgalash-
da 0 simvoldan foydalaniladi. Ma’lumki, har qanday to‘plam bo‘sh to‘plamni
o‘zida saqlaydi va har qanday to‘plam o‘zining qismi sifatida qaralishi mumkin.
To‘plamlarning bo‘sh to‘plamdan va o‘zidan farqli barcha qism to ‘plamlari xos

qism to ‘plamlar deyiladi.

1.1. To‘plamlar ustida amallar. Ixtiyoriy A va B to‘plamlar berilgan
bo‘lsin. Agar C' to‘plam faqatgina A va B to‘plam elementlaridan iborat
bo‘lsa, u holda C' to‘plam A va B to‘plamlarning yig‘indisi yoki birlashmasi
deyiladi va C'= AU B shaklda belgilanadi (1.1-chizma).
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Ixtiyoriy (chekli yoki cheksiz) sondagi A, to‘plamlarning yig'indisi ham
shunga o‘xshash aniglanadi: A, to‘plamlarning kamida biriga tegishli bo‘lgan
barcha elementlar to'plami bu to‘plamlarning yig‘indisi deyiladi va bu muno-
sabat LdJAa shaklda belgilanadi.

Endi A va B to‘plamlar kesishmasini ta’riflaymiz. A va B to‘plamlarning
umumiy elementlaridan tashkil topgan to‘plam ularning kesishmasi deyiladi

(1.2-chizma) va AN B shaklda belgilanadi.

1.1-chizma 1.2-chizma

Ixtiyoriy (chekli yoki cheksiz) sondagi to‘plamlarning kesishmasi — () A,
deb, A, to‘plamlarning barchasiga tegishli bo‘lgan elementlar to‘plami t?lshu—
niladi.

To‘plamlar yig‘indisi va kesishmasi aniglanishiga ko‘ra kommutativ va as-

sotsiativdir, ya'ni
AUB=BUA, (AUB)UC=AU((BUCQC),
ANB=BnNA, (AnB)NnC=An(BNO).
Bundan tashqari, ular o‘zaro distributivlik qonunlari bilan bog‘langan
(AUB)NC=(ANnC)u(BNC), (1.1)

(ANB)UC = (AUC)N (BUC). (1.2)

Biz (1.1) va (1.2) tengliklarning isboti murakkab bo‘lmaganligi uchun ularni

o‘quvchiga havola gilamiz.



Endi A va B to‘plamlar ayirmasini ta’riflaymiz. A va B to‘plamlar ayir-
masi deb A to‘plamning B to‘plamga tegishli bo‘lmagan barcha elementla-
ridan iborat to‘plamga aytiladi va A\ B shaklda belgilanadi (1.3-chizma).

Ba’zan (masalan o‘lchovlar nazariyasida), A va B to‘plamlarning sim-
metrik ayirmasi tushunchasini kiritish maqgsadga muvofiq bo‘ladi. A\B va
B\ A to‘plamlarning birlashmasidan iborat to‘plamga A va B to‘plamlarning
simmetrik ayirmasi deyiladi va AAB shaklda belgilanadi, ya'ni AAB =
(A\B) U (B\A) (1.4-chizma).

Ko'p hollarda qandaydir universal E to‘plamning gism to‘plamlari qarala-
di. Masalan, F tekislik, A tekislikdagi biror to‘plam bo‘lsin. Bu holda E\A
ayirma A to‘plamning to‘ldiruvchi to‘plami deyiladi va A" yoki C' A shaklda
belgilanadi (1.5-chizmaga qarang).

1.3-chizma 1.4-chizma 1.5-chizma

To‘plamlar nazariyasi va uning tadbiglarida muhim o‘rin tutadigan ikkilik
prinsipt deb nomlanuvchi quyidagi ikki munosabatni keltiramiz:

1.1. Yigindining to‘ldiruvchise to‘ldiruvchilar kesishmasiga teng:

B\ Aa = (B\Aa). (13)
1.2. Kesishmaning to‘ldiruvchisi to ‘ldiruvchilar yigindisiga teng:

B\ Ao = | J(E\A,). (1.4)

Tkkilik prinsipi shundan iboratki ixtiyoriy tenglikdan, agar bu tenglik qan-

daydir universal E to'plamning qism to‘plamlari ustida bo‘lsa, ikkinchi ikkilik
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tenglikka o‘tish mimkin, buning uchun barcha qaralayotgan to‘plamlar ular-
ning to‘ldiruvchilari bilan, to‘plamlar kesishmasi-birlashma bilan, birlashmasi
- kesishma bilan almashtiriladi.

Biz (1.3) tenglikning isbotini keltiramiz. (1.4) tenglik shunga o‘xshash is-
botlanadi.

Isbot. x € E\|JA, ixtiyoriy element bo‘lsin. U holda z € E va = ¢
U Aa boladi. Bundgn ixtiyoriy o uchun z ning A, to‘plamga tegishli emasligi-
gaa kelamiz. Demak, x element A, to‘plamlarning to‘ldiruvchilarida yotadi.
Shunday qilib, ixtiyorly « uchun z € E\A, munosabat o‘rinli, bundan biz
r € ((F\A,) ga ega bo‘lamiz. Bu esa

2\ A € N(E\A) (15)

munosabatni keltirib chiqaradi. Endi teskari munosabatni isbotlaymiz. Agar
r € ((E\A,) bo‘lsa, u holda barcha « larda = € E\A, bo‘ladi va x
element A, to‘plamlarning birortasiga ham tegishli bo‘lmaydi, bu esa = ¢

U A, ekanligini bildiradi. Demak, =z € E\ |J A, ekan. Bundan biz

E\|J 4. o ((B\Aa) (1.6)
munosabatga kelamiz. (1.5), (1.6) munosabatlar (1.3) tenglikni isbotlaydi. A
Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriglar
1. AAB = (AU B)\(ANB) tenglikni isbotlang.
2. (E\A)A(FE\B) = AAB tenglikni isbotlang, bu yerda A C E, B C E.
3. (AUB)A(CUD) C (AAC) U (BAD) munosabatni isbotlang.
4. A wva B to‘plamlar uchun A C BU (AAB) munosabatni isbotlang.

5. Agar Ay va Ay to‘plamlar kesishmasa, BN By C (A1ABy)U(AsABs)

munosabatni isbotlang.
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2-§. Akslantirishlar. To‘plamlarni sinflarga ajratish

2.1. Funksiya tushunchasini umumlashtirish. Ma’lumki, matematik
analizda funksiya tushunchasi quyidagicha ta’riflanadi: X sonlar o‘qidagi biror
to‘plam bo‘lsin. Agar har bir x € X songa f qoida bo‘yicha aniq bir y son
mos qo'yilgan bo‘lsa, u holda X to‘plamda f funksiya aniglangan deyiladi
va y = f(z) shaklda yoziladi. Bunda X to‘plam [ funksiyaning aniqlanish
sohasi deyiladi, bu funksiya qabul giladigan barcha giymatlardan tashkil top-
gan E(f) to'plam f funksiyaning qiymatlar sohasi deyiladi, ya'ni E(f) =
{y:y=[f(z), veX}.

Agar sonli to‘plamlar o‘rnida ixtiyoriy to‘plamlar qaralsa, u holda funksiya
tushunchasining umumlashmasi, ya'ni akslantirish ta’rifiga kelamiz. Bizga ix-
tiyoriy X va Y to‘plamlar berilgan bo‘lsin. Agar har bir z € X elementga
biror f qoida bo‘yicha Y to‘plamdan yagona y element mos qo‘yilsa, u holda
X to‘plamda aniglangan Y to'plamdan qgiymatlar qabul qgiluvchi f akslan-
tirish berilgan deyiladi. Bundan keyin biz ixtiyoriy tabiatli to‘plamlar bilan ish
ko‘ramiz (shu jumladan sonli to‘plamlar bilan ham), shuning uchun ko‘pgina
hollarda funksiya termini o‘rniga akslantirish atamasini ishlatamiz.

X to‘plamda aniglangan va Y to‘plamdan giymatlar qabul giluvchi f aks-
lantirish uchun f : X — Y belgilashdan foydalaniladi. Biz asosan quyidagi
belgilashlardan foydalanamiz. N — natural sonlar to‘plami, Z — butun son-
lar to‘plami, Q — ratsional sonlar to‘plami, R — haqiqiy sonlar to‘plami,
C — kompleks sonlar to‘plami, R, = [0, o0), Z, = {0}|UN hamda R”
sifatida n o‘lchamli arifmetik Evklid fazo belgilanadi.

Endi f: X — Y akslantirishga misollar keltiramiz. Quyida, 2.1-2.6 misol-
larda keltirilgan akslantirishlarning giymatlar sohalarini toping.

2.1-misol.

[P R=R, f(z)=|z|.
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2.2. g:R— R, g(z)=2[z]. Buyerda [z] belgi  ning butun gismi.

2.3. Dirixle funksiyasi ©® :R — R,

1, agar x €

D) = garee@ (2.1)
0, agar x € R\Q

2.4. Riman funksiyasi R: R — R,

m .
, agar x = — — qisqarmas kasr, m € Z, n € N

agar x € R\Q.

1
R(z) =4 n (2.2)
0,
2.5. Ortogonal proyeksiyalash funksiyasi P: R?> — R, P(z,y) =x.
2.6. Sferik akslantirish S :R* — R, S(zy, 79, 23) = 2} + 23 + 3.
Yechish. 2.1-misolda keltirilgan f : R — R akslantirishning giymatlar
sohasi E(f) = [0,00) dan iborat. Chunki barcha x € R lar uchun |z| > 0
va ixtiyorly y € [0,00) uchun f(y) =y tenglik o‘rinli.
2.2-misoldagi g : R — R, g¢g(z) =2 [z] akslantirishning giymatlar sohasi,
aniglanishiga ko‘ra E(g) =2-Z:={...,-2,0,2,...,2n,...} dan iborat.
Dirixle funksiyasi ® : R — R ning qiymatlar sohasi ikki nuqgtali to‘plamdan
iborat, yani E(D) = {0;1}.

Riman funksiyasi R : R — R ning giymatlar sohasi,
11 1

ER)=4q0; ;== ...5—; ... p.

() { BIE L }

Ortogonal proyeksiyalash funksiyasi P : R? — R, P(z,y) = x ning
qiymatlar sohasi, F(P) =R dan iborat.

Sferik akslantirish S : R? — R, S(x1, 29, 73) = 23 + 23 + 23 ning qiy-
matlar sohasi, £(S) =R, dan iborat. A
Endi f : X — Y akslantirish uchun quyidagi tushunchalarni kirita-

miz. Har bir @ € X uchun unga mos qo‘yilgan b = f(a) € Y element

a elementning f akslantirishdagi tasviri yoki aksi deyiladi. Umuman, X
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to‘plamning biror A qismi berilgan bo‘lsa, A to‘plam barcha elementlari-
ning Y dagi tasvirlaridan iborat to‘plam A to‘plamning f akslantirishdagi
tasviri yoki aksi deyiladi va f(A) simvol bilan belgilanadi. Endi b € Y ix-
tiyoriy element bo‘lsin. X to‘plamning b ga akslanuvchi barcha elementla-
ridan iborat qismi b elementning f akslantirishdagi asli deyiladi va f~1(b)
simvol bilan belgilanadi. f~1(b) to‘plam f(z) = b tenglama ildizlaridan ibo-
rat. O‘z navbatida har bir B C Y to‘plam uchun X ning B ga akslanuvchi
(o‘tuvchi) gismi B to‘plamning f akslantirishdagi asli deyiladi va f~'(B) =
{x € X : f(z) € B} shaklda belgilanadi. Umuman olganda, Y to‘plam sifati-
da f akslantirishning giymatlar sohasini o‘zida saqlovchi to‘plam qaraladi.
Agar barcha b € B lar uchun ularning f~1(b) aslilari bo‘sh bo‘lsa, u holda
B to‘plamning asli ham bo‘sh to‘plam bo‘ladi.

2.7. 2.1-2.2-misollarda keltirilgan akslantirishlarda A = [0, 3) to‘plamning
tasviri va B = (1, 4) to‘plamning aslini toping.

Yechish. f akslantirish [0,00) da ayniy akslantirish f(z) = = bo‘lganligi
uchun f([0, 3)) = [0, 3) bo‘ladi. g(x) = 0, x € [0,1) va xuddi shun-
day g(z) = 2, ¢ € [1,2); g(x) = 4, x € [2,3) ekanligidan ¢([0, 3)) =
{0; 2;4} ni olamiz. Endi B = (1,4) to‘plamning f akslantirishdagi aslini
topamiz. Buning uchun {z € R: |z| € (1,4)} yoki 1 < |z| < 4 qo‘sh teng-
sizlikni qanoatlantiruvchi haqiqiy sonlar to‘plamini topamiz. Bu qo‘sh teng-
sizlikning yechimi (—4, —1)(J(1, 4) to‘plamdan iborat. Demak, f~1(B) =
(—4, —1)UJ(1, 4) . Xuddi shunday ¢ *(B) = {z € R:2[z] € (1,4)} to‘plam
esa 1 <2[z] <4 < 0,5 < [z] <2 qo'sh tengsizlikning yechimlaridan ibo-
rat. Sonning butun gismi ta’rifiga ko‘ra ¢~1(B) = [1, 2). A

2.8. 2.3 va 2.4-misollarda keltirilgan akslantirishlarda A = R\Q to‘plam-
ning tasviri va B = (1,00) to‘plamning aslini toping.

Yechish. © va R akslantirishlar R\Q to‘plamning barcha elementlariga,
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nolni mos qo‘yadi, shuning uchun ®(R\Q) = R(R\Q) = {0}. Dirixle va

Riman funksiyalarining 1 dan katta giymatlari mavjud emas, shuning uchun
D'B)={zcR:D@)>1}=RYB)={rcR:R@)>1}=0. A

Quyidagi tushunchalarni kiritamiz. Aniglanish sohasi X bo‘lgan f: X —
Y akslantirishda f(X) = Y tenglik bajarilsa, f akslantirish X to‘plamni
Y to‘plamning wustiga yoki syuryektiv akslantirish deyiladi. Umumiy holda,
yani f(X) CY bolsa, u holda f akslantirish X to‘plamni Y to‘plamning
ichiga akslantirade deyiladi.

Agar f : X — Y akslantirishda X dan olingan har xil z; va 9 ele-
mentlarga har xil y; = f(z1) va yo = f(x2) tasvirlar mos kelsa, u holda f
inyektiv akslantirish yoki inyeksiya deyiladi. Bir vaqtda ham syuryektiv ham
inyektiv bo‘lgan f : X — Y akslantirish biyeksiya yoki biyektiv akslantirish
deyiladi.

2.9. f:R—=R, f(x) =ax+b, a+# 0 akslantirishning biyeksiya ekan-
ligini isbotlang.

Isbot. Chizigli f: R — R akslantirishning biyeksiya ekanligini ko‘rsatish
uchun ixtiyoriy ¢ € R da ax+0 = ¢ tenglamaning yagona yechimga ega ekan-
ligini ko‘rsatish yetarli. Yechimning mavjudligi f : R — R akslantirishning
syuryektivligini, yechimning yagonaligi esa uning inyektivligini ta’'minlaydi.

¢t dir. A
a

2.10. Agar f : X — Y biyektiv akslantirish bo‘lsa, u holda ixtiyoriy

AC X uchun f: A— B (B = f(A)) ham biyeksiya bo‘lishini isbotlang.

Bu tenglamaning yechimi yagona bo‘lib u z =

Isbot. f(A) = B dan uning syuryektiv akslantirish ekanligi kelib chigadi,
inyektivligi esa f : X — Y ning inyektivligidan kelib chiqadi. A
2.1-teorema. Ikki to‘plam birlashmasining asli ular aslhilarining birlash-

masiga teng, ya ni

fAuB) = fH(A)UfY(B). (2.3)
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Isbot. Aytaylik, x € f~1(AUB) ixtiyoriy element bo‘lsin. U holda f(z) €
AUB, yani f(z) € A yoki f(z) € B. Bu holda z element f~!(A) yoki
f~Y(B) to‘plamlarning kamida biriga tegishli bo‘ladi, yami = € f~'(A4) U
f~YB). Bundan f1(AUB) c f~1(A)U f~1(B) munosabat kelib chigadi.
Endi teskari munosabatni ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik, z € f~1{(A)Uf~Y(B) ix-
tiyoriy element bo‘lsin, u holda x element f~!(A) yoki f~(B) to‘plamlarning
kamida biriga tegishli bo‘ladi, yani f(x) A yoki B to‘plamlarning kamida
biriga tegishli, shunday ekan, f(z) € AU B. Bu yerdan z € f~!(AU B)
ekanligi va natijada f~1(A)U f~Y(B) C f~}(AUB) munosabat kelib chiqadi.
Demak, (2.3) tenglik o‘rinli. A

Quyida biz yana shunga o‘xshash ikkita teorema keltiramiz. Uchala teo-
remaning isbot sxemasi ikki C' va D to‘plamlarning tengligini ko‘rsatishda
foydalaniladigan C' C D va D C C munosabatlarga asoslangan.

2.2-teorema. [kki to‘plam kesishmasining asli ular aslilarining kesish-

masiga teng, ya ni

fHANB) = fH(A) N fY(B). (2.4)

Isbot. x € f~1(A N B) ixtiyoriy element bo‘lsin, u holda f(z) € AN B,
yani f(z) € A va f(z) € B, shunday ekan, = € f1(A) va =z € f1(B),
yamni x € f~1(A)N f~1(B). Demak, f1(ANB)c f1(A)n fB).

Endi z € f~Y(A) N f~1(B) bo'lsin, u holda z € f71(A) va z € f~1(B).
Bundan f(x) € A va f(z) € B ga yoki f(z) € AN B ga ega bo‘lamiz. De-
mak, x € f~H(ANB). Buyerdan f~1{(A)Nf~1(B) C f~1(ANB) munosabat
kelib chiqadi. Bu munosabatlar (2.4) tenglikni isbotlaydi. A

2.1 va 2.2-teoremalarning tasdiqglari ixtiyoriy (chekli yoki cheksiz) sondagi

to'plamlar birlashmasi va kesishmasi uchun ham o‘rinli, ya'ni
! (U Aa> =J 4, £ (ﬂ Aa> =)/ "(Ad).
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2.3-teorema. [kki to‘plam birlashmasining tasvirs ular tasvirlarining bir-

lashmasiga teng
fLAUB) = f(A) U f(B). (2.5)

Isbot. y € f(AU B) ixtiyoriy element bo‘lsin, u holda y = f(z) bo‘lib,
element A va B to‘plamlardan aqalli biriga tegishli bo‘ladi. Shunday ekan,
y € f(A)U f(B). Buyerdan f(AUB) C f(A)U f(B).

Endi teskari munosabatni ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik, y € f(A) U f(B)
ixtiyoriy element bo‘lsin. U holda y = f(x) bo‘lib, = element A va B
to‘plamlardan aqalli biriga tegishli bo‘ladi, yani x € AU B. Bundan, y =
f(z) € f(AU B) va demak, f(A)U f(B) C f(AU B). Bu munosabatlardan
(2.5) tenglik kelib chiqadi. A

2.3-teorema tasdig‘i ham ixtiyoriy (chekli yoki cheksiz) sondagi to‘plamlar
uchun o‘rinli bo‘ladi, yani f(|J Aa) = f(As) tenglik o‘rinli.

2.1-eslatma. Umuman olgznda, ikkiato‘plam kesishmasining aksi ular ak-
silarining kesishmasiga teng emas. Bunga quyidagi misolda ishonch hosil qgila-
miz.

2.11. 2.5-misolda keltirilgan ortogonal proyeksiyalash akslantirishi
Pz,y) =z va A={(z,y):0<2z<1, y=0}, B={(z,y):0< 2z <
1, y =1} to‘plamlar berilgan. P(AN B) = P(A)N P(B) tenglik to‘g‘rimi?

Yechish. A va B to‘plamlar o‘zaro kesishmaydi, yani AN B = () Am-
mo ularning P akslantirishdagi tasvirlari ustma-ust tushadi, ya'ni P(A) =
0, 1], P(B) =10, 1] va P(A)(P(B)=[0, 1]. Ammo P(ANB)=10.

2.2. To‘plamlarni sinflarga ajratish. Ekvivalentlik munosabatlari.
Ko'pgina masalalarda berilgan to‘plamni elementlarining ba’zi bir belgilari-
ga qarab o‘zaro kesishmaydigan gism to‘plamlarga ajratiladi. Masalan, fazoni
markazi koordinata boshida va radiusi r bo‘lgan har xil sferalarga ajratish

mumkin. Bu sferalar o‘zaro kesishmaydi. Yoki bir shahar aholisini bir yilda
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tug‘ilganlik belgisiga ko‘ra qism to‘plamlarga ajratish mumkin. Bunday misol-
larning har biri to ‘plamni o ‘zaro kesishmaydigan sinflarga ajratish deyiladi.

To‘plamlarni o‘zaro kesishmaydigan sinflarga ajratish belgilari har xil bo‘li-
shi mumkin. Ammo bu belgilar ixtiyoriy emas. Masalan, tekislikda ikki a va
b nuqgtalar orasidagi masofa 1 dan kichik bo‘lsa, ularni bitta sinfga kiritsak,
bu belgi tekislikni o‘zaro kesishmaydigan sinflarga ajratmaydi, chunki a va
b nuqgtalar orasidagi masofa 1 dan kichik, b va ¢ nuqgtalar orasidagi masofa
ham 1 dan kichik bo‘lib, a va ¢ nuqtalar orasidagi masofa 1 dan katta bo‘lishi
mumkin. Ko‘rinyaptiki, a va b nuqtalar bir sinfda, b va ¢ ham bir sinfda. U
holda bir sinfga orasidagi masofa 1 dan katta bo‘lgan a va ¢ nuqtalar tegishli
bo‘ladi. Hosil qgilingan xulosa sinflarning tashkil gilinishiga zid, ya'ni tekislik
bu belgi yordamida o‘zaro kesishmaydigan sinflarga ajralmaydi.

Endi to‘plam elementlari qanday shartlarni qanoatlantiruvchi belgilar yor-
damida o‘zaro kesishmaydigan sinflarga ajralishini qarab chiqamiz.

Biror M to‘plam va uning o‘zini-o‘ziga dekart ko‘paytmasi M x M berilgan
bo'lsin va K C M x M qism to‘pam bo‘lsin. Agar (a,b) € K bo‘lsa, a

element b element bilan ¢ munosabatda deyiladi va a ~ b shaklda belgilanadi.
i

2.1-ta’rif. Agar M to‘plam elementlari orasidagi © munosabat quyidagi
shartlarni ganoatlantirsa, unga ekvivalentlik munosabat: deyiladi:

1. Iztiyoriy a € M element uchun a~b (refleksivlik);
¢
2. Agar a~b bo‘lsa, u holda b~a (simmetriklik);

2 2
3. Agar a~b va b~c bolsa, u holda a~c (tranzitivlik).
2 2 2

2.4-teorema. M to‘plamda kiritilgan © munosabat M ni o‘zaro ke-
sishmaydigan sinflarga ajratishi uchun uning ekvivalentlik munosabati bo ‘lishi
zarur va yetarli.

Isbot. Zaruriyligi. Agar M da kiritilgan ¢ munosabat uni o‘zaro kesish-

maydigan sinflarga ajratsa, a~0b dan a va b ning bir sinfga tegishliligi kelib
¥
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chigadi. U holda a~a va b~ a ekanligi kelib chiqadi. Agar a~b va b~c
o ¢ ¢ ¢

bo‘lsa, a,b va c lar bir sinfga tegishli bo‘ladi, ya’ni a ~ c¢. Demak, bu muno-
sabat refleksiv, simmetrik va tranzitiv bo‘ladi. ’

Yetarliligi. M to‘plam elementlari orasida biror ¢ ekvivalentlik munos-
abati o‘rnatilgan bo‘lsin. K, orqali a element bilan ¢ munosabatda bo‘lgan
elementlar to‘plamini belgilasak, refleksivlikka ko‘'ra a ~a dan a € K, bo‘ladi.
Agar K, va K, sinflarni olsak, ular yoki teng yoki (pKa N K, = 0 bo‘ladi.
Haqiqatan ham, ¢ € K, N K desak, c~a va c~b bo‘ladi. Simmetriklik

¥ ¥

xossasiga ko'ra a ~ ¢ u holda tranzitivlik xossasiga ko‘'ra
¥

a~b. (2.6)
¢

Endi x — K, sinfdan olingan ixtiyoriy element bo‘lsin, ya'ni x ~a, u holda
(2.6) va tranzitivlik xossasiga ko‘ra z ~b, ya'ni x € K. Demalf, K, C K,.
Xuddi shunday ko‘rsatish mumkinki, wa sinfning ixtiyoriy vy elementi K,
sinfga ham qarashli bo‘ladi. Shunday qilib, agar ikki K, va Kj; sinflar hech
bo‘lmaganda bitta umumiy elementga ega bo‘lsa, ular ustma-ust tushadi. A

To‘plamni sinflarga ajratish tushunchasi akslantirish tushunchasi bilan uz-
viy bog‘liq. Aytaylik, A to‘plamni B to‘plamga akslantiruvchi f akslantirish
berilgan bo‘lsin. A to‘plamda aniqlangan f akslantirishda, B to‘plamda
tasvirlari ustma-ust tushuvchi elementlarni bir sinfga yig‘sak, ya'ni har bir
b€ B uchun {z € A: f(x) = b} to'plamni bir sinf desak, natijada A ni sinf-
larga ajratishga ega bo‘lamiz. Teskarisi, A ixtiyoriy to‘plam va uning biror bir
sinflarga ajralishini qaraylik. B orqali A to‘plam ajralgan sinflar to‘plamini
belgilaymiz. Har bir a € A elementga o‘zi tegishli bo‘lgan sinfni ( B to‘plam
elementini) mos qo‘yish bilan A ni B ga akslantirishga ega bo‘lamiz.

2.12. Ortogonal proyeksiyalash akslantirishi P : R? — R, P(z,y) = z
ni qaraymiz. Bunda OX o‘qidagi har bir @ € R nuqtaning asli P~ 1(a) =
{(a,y) :y € R}, OX o‘qiga perpendikulyar bo‘lgan vertikal chiziqdan ibo-
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rat. Shunday ekan, P proyeksiyalash akslantirishiga tekislikni parallel to‘gri
chiziglardan iborat sinflarga ajratish mos keladi.

2.13. Uch o‘lchamli R? fazoni uning koordinatalar boshidan bir xil uzoq-
likda joylashgan nuqtalarini bir sinfga yig‘ish bilan sinflarga ajratamiz. Har
bir sinf markazi koordinatalar boshida bo‘lgan r > 0 radiusli sferadan iborat
bo‘ladi. Demak, R?® fazoni konsentrik sferalarga ajratishga bu fazoni [0, 0o)
yarim o‘qqa akslantiruvchi S : R3 — Ry, S(z) = 2} + 23 + 23 sferik akslan-
tirish mos keladi.

2.14. Butun gismlari bir xil haqiqiy sonlarni bir sinfga to‘plash yo‘li bilan
haqiqiy sonlar to‘plamini sinflarga ajratish mumkin. Bu sinflarga ajratishga

g(x) = [z] (2.2-misolga qarang) akslantirish mos keladi.
Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. Agar a wva b haqiqiy sonlarning kasr qismlare teng bo‘lsa, ularni ¢

munosabatda deymiz. Bu munosabat ekvivalentlik munosabati bo ‘ladimi?

2. f:R—=R, f(x) = 0,5 [z] funksiya berilgan. Agar A = |0, 8],
B = (2, 3) bolsa, f(A) va f~Y(B) larni toping.

3. f:X — 1[5 20], f(z)=2a®>+1 funksiya berilgan. X to‘plam ganday

tanlansa, f— ustiga (syuryektiv) akslantirish bo‘ladi?

4. f:X — 0, 0o), f(z)=2*+1 funksiya berilgan. X to‘plam qanday

tanlansa, f— inyektiv akslantirish bo‘ladi?
5. f:[0, 7] = [-1,1], f(z) =cosz, g:[0, 7] — [0, 1], g(z)=sinz,
@0, 51— [0, 1), (z) =sinz,v: [0, 3] = [0,10], W) =a"+1,

akslantirishlar ichidan inyektiv, syuryektiv va biyektivlarini ajrating.
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3-§. Ekvivalent to‘plamlar

3.1. Chekli va cheksiz to‘plamlar. Chekli dona elementdan iborat
to‘plamga chekli to‘plam deyiladi, aks holda to‘plam cheksiz deyiladi. Har xil
to‘plamlarni kuzatish jarayonida biror usul bilan berilgan to‘plam elementlari
sonini hech bo‘lmaganda taxminan aytish mumkin. Masalan, ko‘pyoq uchlari
sonini, ma’lum sondan oshmaydigan tub sonlar sonini, yer yuzidagi barcha suv
molekulalari sonini aniq yoki taxminan aytish mumkin. Bu to‘plamlarning har
biri, aniq bo‘lmasada, cheklita elementga ega. Ikkinchi tomondan element-
lari soni chekli bo‘lmagan to‘plamlar ham mavjud. Masalan, natural sonlar
to‘plami, to‘g'ri chizigdagi nuqtalar to‘plami, tekislikdagi doiralar to‘plami,
ratsional koeffitsiyentli barcha ko‘phadlar to‘plami va hokazolar cheksiz to‘p-
lamlarga misol bo‘ladi. Bunda, cheksiz to‘plam deganda, bu to‘plamdan bitta,
ikkita, uchta va hokazo marta elementlarni olgandan keyin ham elementlari
tugamaydigan to‘plam tushuniladi.

Ikki chekli to‘plam elementlari sonining tengligi, yoki biridagi elementlar
soni ikkinchisidan ko‘pligini sanash bilan taqqoslash mumkin. Quyidagicha
savol tug‘iladi, ikki cheksiz to‘plam elementlarini biror usul bilan taqqoslash
mumkinmi? Boshqacha aytganda, tekislikdagi doiralar, sonlar o‘qidagi rat-
sional sonlar, [0, 1] da aniglangan uzluksiz funksiyalar yoki fazodagi to‘gri
chiziglardan iborat to‘plamlardan qaysi birining elementlari ko'p degan savol
ma’'noga egami?

Ikki chekli to‘plam elementlari sonini taqqoslash usullari bilan tanishamiz.
Birinchi usul, ular elementlarini sanash yo‘li bilan taqqoslashdir. Ikkinchi usul,
bu to‘plamlar o‘rtasida biyektiv moslik o‘rnatish yo‘li bilan tagqoslashdir.

Ravshanki, ikki chekli to‘plam o‘rtasida biyektiv moslik o‘rnatish uchun,
ulardagi elementlar soni teng bo‘lishi zarur va yetarlidir. Masalan, oliygohdagi

biror guruh talabalari soni va auditoriyadagi stullar soni tengligini tekshirish
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uchun, ularni sanamasdan, har bir talabani aniq bir stulga o‘tqazish kifoya
bo‘ladi. Agar har bir talabaga joy yetarli bo‘lib, birorta ham ortigcha bo‘sh
stul qolmasa, ya'ni talabalar to‘plami va stullar to‘plami o‘rtasida biyektiv
moslik o‘rnatilsa, bu to‘plamlardagi elementlar soni teng bo‘ladi.

Ta’kidlash lozimki, agar birinchi tagqoslash usuli faqat chekli to‘plamlar
uchun yaroqli bo‘lsa, ikkinchi taqqoslash usuli cheksiz to‘plamlar uchun ham
o‘rinli bo‘ladi.

3.2. Sanoqli to‘plamlar. Cheksiz to‘plamlar ichida eng soddasi sanoqli
to‘plam deb ataluvchilaridir.

3.1-ta’rif. Agar M to‘plam bilan natural sonlar to‘plami o‘rtasida biyek-
tiv moshk o‘rnatish mumkin bo‘lsa, M ga sanoqli to‘plam deyiladi. Boshqacha
ta’riflasak, agar M to‘plam elementlarini natural sonlar vositasida aq,as, . ..,
Gy, ... cheksiz ketma-ketlik ko ‘rinishida nomerlab chigish mumkin bo‘lsa, M
ga sanoqli to‘plam deyilads.

Endi sanoqli to‘plamlarga misollar keltiramiz.

3.1. Butun sonlar to‘plami Z va natural sonlar to‘plami N o‘rtasida
biyektiv moslik o‘rnating.

Yechish. Biyektiv moslikni quyidagi usul bilan o‘rnatish mumkin.

2n + 1, agar n >0
fiZ—N, f(n)= !

—2n, agar n <0

ning biyektiv akslantirish ekanligi 2.9-2.10 misollardan kelib chigadi. Demak,
butun sonlar to‘plami sanoqli ekan. A
3.2. Barcha juft natural sonlar to‘plami va natural sonlar to‘plami o‘rtasida
biyektiv moslik o‘rnating.
Yechish. Biyektiv moslikni f(2n) = n qoida bo‘yicha o‘rnatish mumkin.
Quyida biz uncha oddiy bo‘lmagan, lekin muhim misolni gqaraymiz.

3.3. Ratsional sonlar to‘plamining sanoqli ekanligini isbotlang.
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Isbot. Har bir ratsional son yagona usulda

oz:g, ped, ge N

qisqarmas kasr ko‘rinishida yoziladi. Ushbu ratsional son uchun |p| + ¢ uning
balandligi deyiladi. Ravshanki, berilgan balandlikka ega bo‘lgan ratsional son-

0
lar cheklita. Masalan, 1 balandlikka fagat 0 = 7 som ega, 2 balandlikka faqat
1 —1 2 1 2 1

1= i va —1 = T sonlar ega, 3 balandlikka esa 2 = T3 T 71 va, —5
sonlari ega va hokazo. Barcha ratsional sonlarni ularning balandliklari o‘sib
borishi tartibida nomerlaymiz, ya’'ni dastlab balandligi 1 ga teng son, keyin
balandligi 2 ga teng sonlar, undan keyin balandligi 3 ga teng sonlar yoziladi
va hokazo. Bu tartiblashda har bir ratsional son aniq bir nomerga ega bo‘ladi,
ya'ni natural sonlar to‘plami va ratsional sonlar to‘plami o‘rtasida o‘zaro bir
giymatli moslik o‘rnatiladi. Bu yerdan ratsional sonlar to‘plamining sanoqli
ekanligi kelib chiqadi. A

Sanoqli to‘plamlarning ba’zi umumiy xossalarini keltiramiz.

3.1-xo0ssa. Sanoqli to ‘plamning ixtiyoriy qism to‘plami chekli yoki sanog-
lidir.

Isbot. Aytaylik A sanoqli to‘plam, B esa uning qgism to‘plami bo‘lsin,
yvani A= {ai,as,...,a,,...}. A ning B ga tegishli elementlari a,,,a,,, ...
lar bo‘lsin. Agar nq,no,... sonlar ichida eng kattasi mavjud bo‘lsa, u holda
B chekli to‘plam bo‘ladi, aks holda sanoqli to‘plam bo‘ladi, chunki uning
elementlari natural sonlar bilan nomerlangan. A

3.2-xo0ssa. Chekli yoki sanoqlita sanoqli to ‘plamlar birlashmasi yana sanoqli
to‘plamdir.

Isbot. Aytaylik A;, As, ... sanoqli to‘plamlar bo‘lsin. Bu to‘plamlarni o‘zaro
kesishmasin deb talab gilamiz. Talabimiz o‘rinli, chunki aks holda Ay, A2\ Ay,
As\(A; U Ag), A\(A1 U Ay U A3),... to'plamlar o‘zaro kesishmaydi, har

biri ko‘pi bilan sanoqli elementga ega va bu to‘plamlar yig‘indisi Aj, Ao, ...
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to‘plamlar yig‘indisiga teng. Qaralayotgan Ap, Ao, ... to‘plamlarning hamma
elementlarini quyidagi cheksiz jadval ko‘rinishida yozamiz:

Bu yerda birinchi satrda Ay to‘plam elementlari joylashgan, ikkinchi satr-
da A, to'plam elementlari joylashgan va hokazo. Endi jadvalning barcha el-
ementlarini diagonal bo‘yicha nomerlab chiqamiz, ya’'ni birinchi element deb
a11 ni, ikkinchi element deb a1 ni, uchinchi element deb as; ni, to‘rtinchi
element deb ag; ni, beshinchi element deb a9 ni, oltinchi element deb a3
ni va hokazo, ya'ni quyida strelka bilan ko‘rsatilgan tartibda harakat qilib,

nomerlab chigamiz:

Umuman olganda a,,, element (m+1)-(n+1) dan oshmagan nomerga ega

bo‘ladi. Ravshanki, bu qoida bo‘yicha tartiblashda

A:UAn

n=1

to'plamning har bir elementi aniq bir nomerga ega bo‘ladi. Demak, jadval
ko‘rinishida tasvirlangan A to‘plam va natural sonlar to‘plami o‘rtasida o‘zaro
bir giymatli moslikni ko‘rsatilgan usulda o‘rnatish mumkin. A

3.3-xo0ssa. Har qanday cheksiz to‘plam sanoqli gism to‘plamga eqga.

Isbot. Aytaylik, M cheksiz to‘plam bo‘lsin. Undan ixtiyoriy a; elementni
tanlaymiz. M cheksiz to‘plam bo‘lgani uchun unda a; dan farqli as elementni
tanlash mumkin, undan keyin a; va as dan farqli as elementni tanlaymiz, M
cheksiz to‘plam bo‘lgani uchun bu jarayonni cheksiz davom ettirish mumkin.

M cheksiz to'plam bo‘lganligi uchun har bir element tanlanganidan keyin
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unda cheksiz ko‘p element qoladi. Natijada A = {a1,as,...,a,,...} sanoqli
qism to‘plamga ega bo‘lamiz. A

Bundan, sanoqli to‘plamlar cheksiz to‘plamlar ichida eng minimali bo‘ladi
deb aytish mumkin.

3.3. Ekvivalent to‘plamlar. U yoki bu cheksiz to‘plamlarni natural son-
lar to‘plami bilan taqqoslash natijasida sanoqli to‘plam tushunchasiga keldik.
To‘plamlarni nafagat natural sonlar to‘plami bilan taqqoslash mumkin, balki
ixtiyoriy ikki to‘plamni ular o‘rtasida o‘zaro bir giymatli moslik (biyeksiya)
o‘rnatish bilan tagqoslash mumkin.

3.2-ta’rif. Sanoqli bo‘lmagan cheksiz to‘plam sanogsiz to‘plam deyiladi.

3.3-ta’rif. Agar A wva B to‘plamlar o‘rtasida biyektiv moslik o‘rnatish
mumkin bo‘lsa, u holda ular ekvivalent to‘plamlar deyiladi va A ~ B shaklida
belgilanads.

To‘plamlarning ekvivalentligi tushunchasini ham chekli to‘plamlar, ham
cheksiz to‘plamlar uchun qo‘llash mumkin. Ikkita chekli to‘plam ekvivalent
bo‘lishi uchun ularning elementlari soni teng bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Endi sanoqli to‘plam tushunchasini boshqacha ta’riflash mumkin: agar to‘p-
lam natural sonlar to‘plamiga ekvivalent bo‘lsa, u sanoqli to‘plam deyiladi.
Ishonch hosil qilish giyin emaski, agar ikkita to‘plam uchunchi to‘plamga ek-
vivalent bo‘lsa, ularning o‘zlari ham ekvivalentdir, xususan, ixtiyoriy ikkita
sanoqli to‘plamlar ekvivalentdir.

3.4. Ixtiyoriy ikkita [a, b] va [c, d] kesmalardagi nugtalar to‘plamlari ek-
vivalentligini isbotlang. Bu yerda a < b, ¢ < d deb faraz qgilinadi.

Isbot. [a, b] va [c, d| kesmalar o‘rtasidagi biyektiv moslik 3.1-chizmadan
ham ko‘rinib turibdi. Bu to‘plamlar o‘rtasida biyektiv moslikni

©:la, b —c, d], x)= Z:CCL(:I:—CL) +c

orqali o‘rnatish mumkin. ¢ ning biyektiv moslik ekanligi 2.9, 2.10-misollardan
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kelib chigadi.

3.1-chizma

3.5. Sonlar o‘qi R va (0, 1) interval ekvivalent to‘plamlardir. Bu to‘plamlar

o‘rtasida biyektiv moslikni

1 1
y = —arctgr + =
7 2

funksiya yordamida o‘rnatish mumkin.

Cheksiz to‘plamlarga oid misollarni o‘rganish jarayonida ko‘rdikki, ba’zida
cheksiz to‘plamlar o‘zining biror xos qism to‘plamiga ekvivalent bo‘ladi. Masa-
lan, butun sonlar to‘plami va natural sonlar to‘plami ekvivalent, sonlar o‘qi
esa (0, 1) intervalga ekvivalent.

Bu holat faqgat cheksiz to‘plamlarga xosdir. Haqiqatan, 3.2-banddagi 3.3-

xossada ko‘rilgan cheksiz M to‘plam va uning {ai, as, ..., a,,...} = A sanoqli
gismini qaraylik. Bu A to'plamni A; = {ay,as,...,a2,-1,...} va Ay =
{as,ayq, ..., a9,, ...} qism to‘plamlarga ajratamiz.

3.6. M va M\A, to‘plamlarni ekvivalent ekanligini isbotlang.

Isbot. A va A; to‘plamlar sanoqgli bo‘lgani uchun, ular ekvivalentdir.
Shuning uchun ular o‘rtasida ¢ : A — A; biyektiv moslik mavjud. Bu
moslikni undan keyin A J(M\A) = M va A;|J(M\A) = M\ Ay to'plam-
larga quyidagicha davom ettirish mumkin, ya'ni M\ A to‘plamning har bir
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elementiga o‘zi mos qo‘yiladi, ya’ni
G M M\ Ay () = o(z), agar v € A |
x, agar x € M\A
Shunday qilib, M va M\As to‘plamlar o‘rtasida biyektiv moslik o‘rnatildi.
Lekin M va M\Ay to‘plamlar teng emas, ammo ular ekvivalent. A
Natijada biz quyidagi tasdiqga ega bo‘lamiz.
3.1-tasdiq. Iztiyoriy cheksiz to‘plam o‘zining biror zos qism to ‘plamiga

ekvivalent bo‘lads.
Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. O‘zbekistondagi barcha talabalar to ‘plami sanoglimi?
2. Barcha ratsional sonlar to‘plami sanoglimi?

3. Ayirmasi chekli, keshishmasi sanoqli bo‘lgan A va B sanoqli to‘plam-

larga masol keltiring.

4. Simmetrik ayirmasi sanogli, kesishmasi chekli bo‘lgan A va B sanogli

to ‘plamlarga misol keltiring.

5. A wva B sonli to‘plamlarning arifmetik yig‘indisi deganda
C ={{c:c=a+b,ac A be B} toplam tushuniladi. Agar A va B
to‘plamlar sanoqli bo‘lsa, ularning arifmetik yig‘indisi ham sanoqli bo ‘li-

shini 1sbotlang?
6. sinx = 0,5 tenglamaning barcha haqiqiy ildizlari to ‘plami sanoglimi?

7. Barcha ratsional koeffitsiyentli ko ‘phadlar to ‘plami sanoqli ekanligini is-

botlanyg.

8. Agar & son biror ratsional koeffitsiyentli ko‘phadning ildizi bo‘lsa, &
algebraik son deb ataladi. Algebraik sonlar to‘plamining sanoqli ekanliging

1sbotlang.
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9. Agar A to‘plam B ga, B to‘plam C ga ekvivalent bo‘lsa, u holda A

to‘plam C' ga ekvivalent bo ‘lishini isbotlang.

10. To‘plamlar o‘rtasida kiritilgan ekvivalentlik munosabati refleksiv, sim-

metrik va tranzitiv bo ‘lishini isbotlang.
4- 8. Haqiqiy sonlar to‘plamining sanoqsizligi

Oldingi paragraflarda sanoqli to‘plamlarga misollar qaradik va cheksiz to‘p-
lamlarning ayrim xossalari bilan tanishdik. Quyidagi savol paydo bo‘lishi tabi-
iydir: umuman olganda sanoqli bo‘lmagan cheksiz to‘plamlar mavjudmi? Bu
savolga ijobiy javob quyidagi teoremada keltirilgan.

4.1-teorema. [0, 1] kesmadagi hagigiy sonlar to‘plami sanogsizdir.

Isbot. Faraz qilaylik, [0, 1] kesmada yotuvchi (barcha yoki ba'zi bir)
haqiqly sonlardan tuzilgan {aq,as,...,a,,...} = A sanogli to‘plam berilgan
bo‘lsin. U holda

a) — O, a11a12a13 ... A1y - - -
a9 = O, a91a9220923 . ..AaA%y - . .,

as = O, a31a320a33...0a3p - ..,

ap =0, p1a432a03 - .- Qppy « - - (4.1)

Bu yerda a;; — a; sonning k—chi o‘nli ragami. Endi 0 va 9 raqamlarga
teng bo‘lmagan b1,bs,...,b,,... raqamlar ketma-ketligini quyidagi usulda
tanlaymiz: b, raqam aq; ga teng emas, by ragam ass ga teng emas, b3
raqam agz ga teng emas va b, ragam a,, ga teng emas va hokazo. Tan-
langan b1, bo, ..., by,,... ragamlar yordamida [0, 1] ga tegishli bo‘lgan [ =
0,010203...0, ... kasrni aniqlaymiz. Aniqlanishiga ko‘ra, 3 son aq,as,...,

ap, ... kasrlarning birortasiga ham teng emas, chunki 3 kasr a; kasrdan ver-

guldan keyingi birinchi ragami bilan, ay dan verguldan keyingi ikkinchi ragami
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bilan va hokazo a, dan verguldan keyingi n raqami bilan farq giladi. Shun-
day qilib, [0, 1] kesma elementlaridan tashkil topgan hech bir sanoqli to‘plam
[0, 1] ni to‘liq qoplay olmaydi. A

4.1-ta’rif. [0, 1] kesma va unga ekvivalent bo‘lgan to‘plamlar kontinuum
quuvatl to ‘plamlar deyilads.

Shunday qilib, [0, 1] kesma sanogsiz bo‘lgan to‘plamga misol bo‘ladi. En-
di [0, 1] kesmaga ekvivalent bo‘lgan, yani kontinuum quvvatli to‘plamlarga
misollar keltiramiz.

4.1-misol. [0, 1] kesmava (0, 1) intervalning ekvivalent to‘plamlar ekan-
ligini isbotlang.

Isbot. Buning uchun (0, 1) dan A = {ay,a9,...,a,,...} sanoqli qism
to‘plamni ajratamiz va undan foydalanib, A; = {0, 1, a1,as,...,a,,...} C

[0, 1] to‘plamni quramiz. Ushbu
p:[0, 1] = (0, 1), @)=z zel0, \4

p(0) = a1, (1) = as, @(an) = ansz, n>1
akslantirish [0, 1] va (0, 1) to‘plamlar o‘rtasida biyektiv moslik o‘rnatadi.

4.2. 3.4-misolga asosan [0, 1] kesma ixtiyoriy [a, b] kesmaga va (a, b)
intervalga ekvivalent bo‘ladi, ya'ni [a, b] va (a, b) to‘plamlar ham sanoq-
sizdir.

4.3. 3.5 va 4.1-misollardan sonlar o‘gidagi barcha nuqtalar to‘plami [0, 1]
kesmaga ekvivalent ekanligi kelib chigadi.

4.4. Tekislikdagi barcha nuqtalar to‘plami, sfera sirtidagi nugtalar to‘plami,
uch o‘lchamli fazodagi nuqgtalar to‘plami, sfera ichidagi nuqtalar to‘plami va
hokazo to‘plamlarga misol keltirish mumkinki, ularning har biri [0, 1] ga ek-
vivalentdir.

4.5. Tekislikdagi hamma to‘g‘ri chiziglar to‘plami [0, 1] kesmaga ekviva-
lentdir.
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4.6. Bir yoki bir nechta o‘zgaruvchining uzluksiz tunksiyalari to‘plami ham
[0, 1] ga ekvivalentdir.

Sonlar o‘qida murakkabroq kontinuum quvvatli to‘plamga misol qaraymiz.
Qaralayotgan bu to‘plam Kantor to‘plami, yoki Kantor mukammal to ‘plam:
nomi bilan taniqli.

4.7. Kantor to‘plamini kontinuum quvvatli ekanligini ko‘rsating.

Yechish. Kantor to‘plami quyidagicha quriladi. £ = [0, 1] bo‘lsin. Un-
dan (%, ; = K intervalni chigarib tashlaymiz, qolgan yopiq to‘plamni Fj
bilan belgilaymiz. Keyin F} dan (é, g) va, (g, S) intervallarni chigarib
tashlaymiz, ularning birlashmasini K orqali, qolgan yopiq to‘plamni, ya'ni

v = o] U5 3] U5 5] U5
to'plamni F, bilan (4.1-chizma) belgilaymiz. Bu to‘rtta kesmaning har biri
teng 3 gismga bo‘linib, o‘rtadagi uzunligi 37 teng bo‘lgan interval chiqarib

tashlanadi. Chigarib tashlangan

EAUEHUEIUED) o

to'plamni K3 bilan F,\K3 ni esa F3 bilan (4.1-chizma) belgilaymiz. Bu
jarayonni cheksiz davom ettirib, yopiq to‘plamlarning kamayuvchi F;, ketma-
ketligini hosil gilamiz. Agar N
K=()F,

n=1
deb belgilasak, K yopiq to‘plam bo‘ladi. U [0, 1] kesmadan sanoqli sondagi
Kq, Ko, ... K,,... intervallarni chigarib tashlash natijasida hosil bo‘ladi. Hosil
bo‘lgan K to‘plam Kantor to‘plami deyiladi.

Endi K to‘plamning strukturasini o‘rganamiz. Ravshanki, [0, 1] kesmadan

chiqarib tashlangan intervallarning oxirlari bo‘lgan

1 2 1 2 7 8
o, 2 2 2L 4.
07 Y 37 37 97 97 97 97 ( 3)
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nuqtalar K ga tegishli bo‘ladi. Biroq K to‘plam faqat shu nugtalardan iborat
emas. [0, 1] kesmadagi K ga tegishli bo‘lgan nuqtalarni quyidagicha xarak-
terlash mumkin. Buning uchun [0, 1] kesmadagi har bir  ni uchlik sistemada
yozamiz:

053] a9 as (7%
_ a2 s Iy
TT 3 T T 3n

bu yerda a, sonlar 0, 1 va 2 raqgamlardan birini gabul qilishi mumkin. O‘nli
kasrlar holidagidek bu yerda ham ba’zi sonlarni ikki xil ko‘rinishda yozish

mumkin. Masalan,

1—1+0+— +0+- —0+2+ —%2+
3 3 32 3n 3 32 3n

4.1-chizma

Endi K to'plamga tegishli sonlarning uchlik sistemadagi yoyilmasi hagida

1 2
fikr yuritamiz. Ravshanki, 33 intervaldagi sonlarning uchlik sistemadagi
: : . (1 2 7 8\ .
yoyilmasida a; son albatta 1 ga teng bo‘ladi, 99 va, 99 inter-
vallarga tegishli sonlarning uchlik sistemadagi yoyilmasida ao son albatta 1

. _ ( 1 2 7 8 19 20
ga teng bo‘ladi. Xuddi shunga o‘xshash (2—7, 2—7> : (2—7, ﬁ) : (2—7, 2—7>
25 26\ . N : o
va | 50 o intervallarga tegishli sonlar uchun ularning uchlik sistemada-
gi yoyilmalarida as son albatta 1 ga teng bo‘ladi va hokazo. Shunday qilib,

ixtiyoriy x € [0, 1]\ K son uchun uning uchlik sistemadagi yoyilmasida qat-
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nashuvchi ay, as,...a,,... sonlarning kamida bittasi 1 ga teng. Aytilgan mu-
lohazalardan quyidagi xulosa kelib chiqadi: K to‘plamga kamida bir usul bi-
lan uchlik kasr ko‘rinishida tasvirlanuvchi shunday = € [0, 1] sonlar kiradiki,
ularga mos aq, as, ... ay,, ... ketma-ketlikda 1 raqami biror marta ham uchra-

maydi. Shunday qilib, har bir x € K uchun
ai, ag,...0p,. .. (4.4)

ketma-ketlikni mos qo‘yish mumkin, bu yerda a, ragam 0 yoki 2 ni qabul
giladi. Bunday ketma-ketliklar to‘plami kontinuum quvvatli to‘plamni tashkil

giladi. Bunga ishonch hosil qilish uchun har bir (4.4) ketma-ketlikka
bi, ba, ... by, . (4.5)

ketma-ketlikni shunday mos qo‘yamizki, agar a, = 0 bo‘lsa, b, = 0 bo‘ladi,
agar a, = 2 bo‘lsa, b, = 1 bo‘ladi. Har bir (4.5) ketma-ketlikni, [0, 1]
kesmadagi biror x sonning ikkilik kasr yozuvi deb qarash mumkin. Shunday
qilib, K to‘plamni [0, 1] ga biyektiv akslantirishni olamiz. Bu yerdan K
ning kontinuum quvvatli to‘plam ekanligi kelib chiqadi. (4.3) ketma-ketlikdagi
sonlar to‘plami sanoqli bo‘lgani uchun, ular K ni to‘la qoplamaydi. A

Biz ko‘rsatdikki, K kontinuum quvvatga ega, yani [0, 1] kesma bilan
K to‘plam o‘rtasida biyektiv moslik mavjud. Bundan tashqari Kantorning
mukammal to‘plami bir qator ajoyib xossalarga ega. Masalan:

1) Kantor to‘plamining o‘lchovi nolga teng (6.3-misolga qarang).

2) Kantor to‘plamining yakkalangan nuqgtalari mavjud emas.

3) Kantor to‘plamining ichki nugtalari mavjud emas.

4) Kantor to‘plami [0, 1] kesmaning hech yerida zich emas.
Bu xossalarni mustaqil isbotlashni o‘quvchiga havola qgilamiz.

Endi to‘plamlar nazariyasidagi asosiy teoremalardan biri Kantor —Bern-

shteyn teoremasini isbotlaymiz.
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4.2-teorema (Kantor-Bernshteyn). Iztiyoriy A va B cheksiz to‘plamlar
berilgan bo‘lsin. Agar A to‘plamni B to‘plamning By gism to‘plamiga biyek-
tiv akslantiruvchi f akslantirish va B to‘plamni A to‘plamning Ay qism
to ‘plamiga biyektiv akslantiruvchit g akslantirish mavjud bo‘lsa, v holda A wva

B to‘plamlar ekvivalentdir.

Isbot. Umumiylikni chegaralamasdan, A va B to‘plamlar kesishmaydi
deb faraz qilishimiz mumkin. Ixtiyoriy * = x9 € A elementni olamiz va
{z,} ketma-ketlikni quyidagicha aniqlaymiz. Agar B to‘plamda g(x) = xg
shartni qanoatlantiruvchi = element mavjud bo‘lsa, uni z; deb belgilaymiz.
Agar A to‘plamda f(z) = x; tenglikni qanoatlantiruvchi z element mavjud
bo‘lsa, uni x5 deb belgilaymiz. Aytaylik x,, element aniglangan bo‘lsin. Agar
n juft bo‘lsa, u holda x,1 orqali B dagi shunday elementni tanlaymizki (agar
bunday element mavjud bo‘lsa), x, = g(z,+1) shart bajarilsin, agar n toq
bo‘lsa, x,+1—A dagi shunday elementki (agar u mavjud bo‘lsa), f(z,41) = @,

shart bajarilsin. Bu yerda ikki holat sodir bo‘lishi mumkin.

1. Biror n da ko‘rsatilgan shartlarni qanoatlantiruvchi x, 1 element mav-

jud bo‘lmaydi. Bu holda n nomer z elementning tartib soni deyiladi.

2. Cheksiz {z,} ketma-ketlikka ega bo‘lamiz. Bu holda z elementning
tartibi cheksiz deyiladi.

Endi A to‘plamni uchta to‘plamga ajratamiz. Juft tartibli elementlardan
tashkil bo‘lgan gism to‘plamni Ag orqali, toq tartibli elementlardan tashkil
bo‘lgan gism to'plamni Ao orqali va cheksiz tartibli elementlardan tashkil
bo‘lgan gism to‘plamni A; orqali belgilaymiz. B to‘plamni ham xuddi shun-
day Bg, Bo va By qismlarga ajratamiz. Tushunish qiyin emaski, f akslan-
tirish A ni Bo ga va A; ni B; ga akslantiradi, g~! akslantirish esa Agp
ni Bp ga akslantiradi. Shunday qilib, Ax U A; da f ga teng va Ap da ¢!
ga teng ¢ akslantirish A to‘plamni B to‘plamga biyektiv akslantiradi. A
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4.1 To‘plam quvvati tushunchasi. Agar ikkita chekli to‘plam ekviva-
lent bo‘lsa, ularning elementlari soni teng bo‘ladi. Agar A va B to‘plamlar
ekvivalent bo‘lsa, u holda ular bir xil quvvatga ega deyiladi. Shunday qilib,
quvvat ixtiyoriy ikki ekvivalent to‘plamlar uchun umumiylik xususiyatidir.
Chekli to‘plamlar uchun quvvat tushunchasi odatdagi to‘plam elementlari soni
tushunchasi bilan ustma-ust tushadi. Natural sonlar to‘plami va unga ekviva-
lent to‘plam quvvati uchun Ry (alef nol deb o‘giladi) belgi ishlatiladi. [0, 1]
kesmadagi barcha haqiqiy sonlar to‘plamiga ekvivalent to'plamlar haqgida, ular
kontinuum quvvat ga ega deb gapiradilar. Bu quvvat uchun ¢ yoki N simvol
ishlatiladi. Ny va ¢ orasida quvvat mavjudmi degan savol juda chuqur muam-
mo hisoblanadi. Analizda uchraydigan cheksiz to‘plamlarning deyarli barchasi

yoki Ng, yoki ¢ quvvatga ega.
Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. Sonlar o‘qidagi oxirlari ratsional bo‘lgan barcha intervallar to‘plamining

sanoqli ekanligini isbotlang.

2. Tekislikdagr ratsional koordinatali nugtalar to‘plamining sanoqli ekanli-

gini isbotlang.

3. Iztiyoriy cheksiz M wva sanoqli A to‘plamlar uchun MUA ~ M muno-

sabatni isbotlang.

4. Ikkita har xil cheksiz o‘nli kasrle yoyilmalarga ega bo‘lgan sonlar to‘p-

lamining sanoqli ekanligini isbotlang.
5. Barcha irratsional sonlar to‘plamining sanogsiz ekanligini isbotlang.

6. Barcha irratsional sonlar to‘plamining kontinuum quuvatga ega ekanli-

gini isbotlang.
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7. Koordinata boshidan o‘tuvchi barcha to‘gri chiziglar to‘plami [0, 1]

to‘plamga ekvivalentma?

5-§. To‘plamlar sistemalari

5.1. To‘plamlar halqasi. Elementlari to‘plamlardan iborat to‘plam to ‘p-
lamlar sistemasi deyiladi. Biz asosan oldindan berilgan X to‘plamning qism
to‘plamlaridan iborat sistemalarni qaraymiz. To‘plamlar sistemalarini belgi-
lash uchun biz gotik alifbosining bosh harflaridan foydalanamiz. Bizni asosan
to‘plamlar ustidagi ba’zi amallarga nisbatan yopiq bo‘lgan sistemalar qiziqti-
radi.

5.1-ta’rif. Agar & to‘plamlar sistemasi simmetrik ayirma va kesishma
amallariga nisbatan yopiq, ya’ni ixtiyoriy A, B € & to‘plamlar uchun
AAB € & va ANB € G bo'lsa, u holda & to‘plamlar sistemasiga halga
deyilads.

To‘plamlar halqasi quyidagi xossalarga ega.

5.1-xo0ssa. Agar G to‘plamlar sistemasi halga bo ‘lsa, u holda & birlashma
va ayirma amallariga nisbatan ham yopiq bo‘lads.

Isbot. Ixtiyoriy A, B to‘plamlar uchun AU B = (AAB)A(AN B) va
A\B = AA(A N B) tengliklar o‘rinli. Bu tengliklardan hamda & sistema
halqa ekanligidan AU B € & va A\B € & munosabatlar kelib chiqadi.
Demak, halga birlashma va ayirma amallariga nisbatan ham yopiq sistema
bo‘lar ekan. A

5.2-xo0ssa. Agar & to‘plamlar sistemasi halga bo‘lsa, u holda & chekli
sondagi birlashma va kesishma amallariga nisbatan ham yopiq bo ‘lads.

Isbot. Agar & to‘plamlar sistemasi halqa bo‘lsa, u holda, 5.1-xossaga ko'ra

S sistema o‘zining Ay va Ay to‘plamlari bilan birgalikda ularning birlashmasi
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va kesishmasini ham saqlaydi. Chekli induktiv gadamdan keyin & sistema

ko‘rinishdagi ixtiyoriy chekli yig‘indi va kesishmani ham o‘zida saqglashi kelib
chiqadi. Ushbu A\A = ) tenglik ko‘rsatadiki, har qanday halqa o‘zida bo‘sh
to'plamni saqlaydi. Fagat bo‘sh to‘plamdan iborat sistema mumkin bo‘lgan
halqalar ichida eng minimali bo‘ladi. A

Agar G to‘plamlar sistemasida shunday E € & to‘plam mavjud bo‘lib,
ixtiyoriy A € & uchun AN E = A bo‘lsa, E to‘plam & sistemaning bir-
ik element: yoki biri deyiladi. Sistemaning biri deganda shu sistemadagi
maksimal to‘plam tushuniladi. Hamma sistemalar ham maksimal to‘plamga
ega bo‘lavermaydi. Masalan, natural sonlar to‘plamining barcha chekli gism
to'plamlaridan iborat sistemasida maksimal to‘plam mavjud emas.

5.2-ta’rif. Birlik elementga ega bo‘lgan to‘plamlar halqasi algebra deyiladi.

5.1-misol. Ixtiyoriy A to‘plam uchun uning barcha gism to‘plamlaridan
tuzilgan A(A)— sistema, biri £ = A bo‘lgan algebra bo‘ladi.

5.2. Ixtiyoriy A to‘plam uchun uning barcha chekli gism to‘plamlaridan
uzilgan sistema halga bo‘ladi. Bu halqa algebra bo‘lishi uchun A chekli to‘plam
bo‘lishi zarur va yetarli.

5.3. Ixtiyoriy bo‘'shmas A to‘plam uchun A va () to‘plamlardan uzilgan
{A, 0} sistema, biri E = A bo‘lgan algebra bo‘ladi.

5.4. Sonlar o‘qidagi barcha chegaralangan to‘plamlar sistemasi halga bo‘ladi,
ammo algebra bo‘lmaydi.

5.1-teorema. Iztiyoriy {R.} halgalar istemasi uchun ularning kesishmasi
R =) Ra vana halga boladi.

Isl?ot. A, B € R = ()R, bolsin, u holda ixtiyoriy a da A, B € R,
bo‘ladi. R, halqa bo‘lga%ligi uchun AAB € R,, AN B € R,. U holda
AAB € R va AN B € *A. A
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5.2-teorema. Irtiyoriy bo‘shmas & to‘plamlar istemast uchun & ni ozi-
da saqlovchi va & ni saqlovchi barcha R halgalarda saqlanuvchi yagona
M (&) minimal halga mavjud.

Isbot. Dastlab X = [(J A to‘plamni uzamiz. Ma'lumki, X to‘plam-
ning barcha gism to‘plamflaer?dan tuzilgan A (X) sistema algebra bo‘ladi,
ya'ni xususiy holda halga bo‘ladi va & ni o‘zida saqlaydi. Demak, & ni
saqlovchi kamida bitta halqa mavjud ekan. Endi & ni o‘zida saqlovchi ham-
ma R halqalar sistemasini ) bilan belgilaymiz. Isbotlangan 5.1-teoremaga
kora B = [] R sistema halqa bo‘ladi va & ni o‘zida saqlaydi. Ravshanki,
izlanayotgari? Es?stema B ga teng. Hagiqatan ham, & ni o‘zida saqlovchi ixti-
yorly R* halgani garasak, kesishma 9R*(24(X) ham ) sistemadagi halqa
bo‘ladi, demak B C R*. Shunday ekan, B hagigatan ham, minimallik ta-
labini qanoatlantiradi. Bu halqa & sistema ustidagi minimal halqa deyiladi

yoki & dan hosil qilingan minimal halqa deyiladi va 9t (&) simvol bilan
belgilanadi. A

5.2. To‘plamlar yarim halgasi. Ko‘pgina masalalarda, masalan, o‘lchov-
lar azariyasida halqa tushunchasi bilan birgalikda unga nisbatan umumiyroq
bo‘lgan to‘plamlar yarim halqasi tushunchasi ham muhim ahamiyatga ega.

5.3-ta’rif. Agar & to‘plamlar sistemasi quyidagi shartlarni qanoatlantir-
sa, unga yarim halga deyiladi:

a) & bo'sh to‘plamni saqlaydi;

b) & to‘plamlar kesishmasi amaliga nisbatan yopiq, ya'ni A,B € &
munosabatdan AN B € & munosabat kelib chigadi;

c) Ae 6, A € G va Ay C A ckanligidan & sistemaning o‘zaro ke-
sishmaydigan As, ..., A, cheklita elementlari mavjud bo‘lib, A\A, = LTJ Ay
tasvir o‘rinli bo‘lads. =

Agar A to‘plam o‘zaro kesishmaydigan Aq, Asg, ..., A, to‘plamlar birlash-
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masidan iborat bo‘lsa, bu birlashma A to‘plamning chekli yoyilmasi deyiladi.

Ixtiyoriy & to‘plamlar halqasi yarim halqa bo‘ladi, chunki A va A;(A; C
A) to‘plamlar & ga tegishli bo‘lsa, u holda As = A\A; € & bo'lib, A =
Aj U Ay chekli yoyilma, o‘rinli bo‘ladi. Demak, har qanday halga yarim halqa
bo‘lar ekan. Quyida biz shunday yarim halgaga misol keltiramizki, u halqga
bo‘la olmaydi.

5.5. Sonlar o‘qidagi barcha [a, b) yarim ochiq intervallar sistemasi — &
yarim halga bo‘lishini isbotlang.

Isbot. & bo‘sh [a, a) = 0 to‘plamni saqlaydi. & to‘plamlar kesishmasi
amaliga nisbatan yopiq, ya'ni [a,b), [c¢,d) € & munosabatdan [a, b) (¢, d) €
S munosabat (5.1-chizma) kelib chiqadi. [a, b) € &, [a1, b1) € & va [ay, b)) C
la, b) ekanligidan [a, b)\[a1, b1) = [a, a1) |J[b1, b) tasvir o‘rinli hamda [a, a;)
va [b1, b) lar & ga (5.2-chizma) qarashli. Demak, & yarim halga bo‘ladi. A

5.1-chizma

5.6. 5.5-misolda keltirilgan sistemaning halqga bo‘la olmasligini isbotlang.
Isbot. Buning uchun & sistemaning to‘plamlar simmetrik ayirmasi ama-
liga nisbatan yopiq emasligini ko‘rsatish yetarli. & sistemadan olingan A =
[0, 5) va B=1[1, 3) to‘plamlarning simmetrik ayirmasini qaraymiz. Bu hol-
da AAB =10, 1)[3, 5) (5.2-chizma) bo‘lib, u & sistemaga qarashli emas.
Demak, G sistema halga bo‘la olmaydi. A

5.2-chizma

Endi yarim halgalarning ayrim xossalari bilan tanishib chiqamiz.
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5.1-lemma. & yarim halgadan A to‘plam va o ‘zaro kesishmaydigan Ay,
Ag, ... A, to‘plamlar olingan bo‘lib, ularning har biri A to‘plamda saglansin.
U holda Ay, As, ..., A, to‘plamlarni A,q,...,As € & to‘plamlar bilan A
to ‘plamning chekli yoyilmasiga qadar to‘ldirish mumkin, ya'ni A = LSJ Ag.

Isbot. Lemmani matematik induksiya metodi bilan isbotlaymizl?:;“b =1
bo‘lganda tasdigning to‘g‘ri ekanligi yarim halqa ta’rifidan bevosita kelib chiqa-
di. Faraz qilaylik, bu tasdiq n = m uchun ham to‘g‘ri bolsin. Endi n =
m—+1 ta Ay, Ao, ..., Ay to'plamni qaraymiz, ular lemma shartlarini ganoat-

lantirsin. Farazimizga ko‘ra, n =m da
A=A UAU...UA,UBU...UB, (5.1)

tasvir o'rinli. Bu yerda By, ..., B, to'plamlar & yarim halqaga qarashli. (5.1)
tenglikdan A,,4+1 C By U By U ... B, ekanligi kelib chiqadi. Agar B, =
Ant1N By, ¢ =1,2,...,p desak, u holda A1 = Bj1UBy U...UDBy
tenglik o'rinli. Aniqlanishiga ko‘ra By C B, bo‘ladi. Yarim halqa ta'rifiga
ko'ra By\B,1 to'plamni o‘zaro kesishmaydigan By, ..., By, € & to‘plamlar-
ning chekli yoyilmasiga yoyish mumkin, yani By\By = Bgp U ---U By, .
Ravshanki, (5.1)tenglikka ko‘ra quyidagi

A=A UAU---UA,UA, 1 U 61<"j2qu)
q=1 \j=

chekli yoyilma o‘rinli bo‘ladi. Shunday qilib, n = m + 1 bo‘lganda lemma
tasdig’i to‘g'ri ekanligi isbotlandi. Shunday ekan, ixtiyoriy n da lemma tasdig‘i
o‘rinli. A

5.2-lemma. G yarim halgadan olingan har qanday cheklita Ay, As, ..., A,
to‘plamlar sistemasi uchun & da shunday o‘zaro kesishmaydigan cheklita
Bi,...,B; to‘plamlar sistemasi mavjudki, har bir Ay to‘plam By,...,B;
to‘plamlardan ba’zilart yordamida

Av=J B., My c{1,2,...t}
seMy,
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yig ‘indi ko ‘rinishida tasvirlanadi.

Isbot. Bu lemmani ham matematik induksiya metodi bilan isbotlaymiz.
Agar n = 1 bo‘lsa, lemma isboti ko‘rinib turibdi, chunki bu holda ¢ =
1, By = A;. Faraz qilaylik, lemma tasdigi n = m bo‘lganda o‘rinli bo‘lsin.
Endi lemma tasdig'ining n = m-+1 uchun to‘g‘riligini ko‘rsatamiz. & dan ix-
tiyoriy ravishda Ay, As, ..., A, Apaq to‘plamlarni olamiz. Farazimizga ko‘ra,
shunday cheklita o‘zaro kesishmaydigan By,..., By to'plamlar mavjudki,

Ay, Ay, Ay, to'plamlar uchun

Av=|J B,y ke{1,2,....m}
sE My

chekli yoyilmalar o‘rinli va My C {1,2,...,t}. Endi
lezAm+1mBS, 86{1,2,,t}

belgilashlarni kiritamiz. 5.1-lemmaga ko‘ra quyidagi chekli yoyilma o‘rinli

q
Am_|_1:BHUBHU...UBHUUBI/D, BZ/)G 6, p:1,2,q (52)
p=1

Yarim halqga ta'rifiga ko'ra esa
332351UBSQU...UBSfS, steg,

chekli yoyilmalar o‘rinli. U holda k£ =1,2,...,m, bo‘lganda

[s
A= UBy

seM;, j=1

chekli yoyilmalar o‘rinli va
By, By, 1<s<t, 1<j<f, 1<p<gq

to‘plamlar o‘zaro kesishmaydi. Shunday qilib, B, B]’9 to‘plamlar sistemasi

Ay, ..., An, Ayl to'plamlar uchun lemma shartlarini qanoatlantiradi. A
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5.3. Yarim halgadan hosil qilingan halqa. 5.1-bandda ko‘rdikki, ix-
tiyoriy & sistema uchun uni o‘zida saqlovchi yagona minimal halga mavjud.
Ammo ixtiyoriy & sistema uchun (&) ni & bo'yicha hosil gilish ancha
murakkabdir. Agar & sistema yarim halga bo‘lsa, 9¥(&) ni hosil qilish to‘liq
sharhlanishi mumkin. Ya'ni quyidagi teorema o‘rinli.

5.3-teorema. Agar & yarim halqa bo‘lsa, u holda 9M(S) minimal halga
Ay, to‘plamlar (Ax, € &) bo‘yicha A = LTJ Ay chekli yoyilmaga ega bo‘lgan
A to‘plamlarning X sistemasi bilan ustrlr%{ust tushads.

Isbot. Dastlab X sistemaning halqa ekanligini ko‘rsatamiz. Agar A va B
lar X ga tegishli bo‘lgan ixtiyoriy elementlar bo‘lsa, u holda quyidagi chekli

yoyilmalar o‘rinli

A:OAZ, B:OBj, A €6, B; 6.

i=1 j=1
S yarim halqa bo‘lganligi uchun Cj; = A;(B; € 6. 5.1-lemmaga ko‘ra

quyidagi chekli yoyilmalar ham o‘rinli

Ai:UCijUU Diy; Bj:UCwUUE (5.3)

bu yerda D, Ej € 6. Hosil qgilingan (5.3) tengliklardan AN B va AAB
to‘plamlarning chekli yoyilmalarga egaligi, ya'ni
ANB=lJc, AaB= (U U D,.k) U (UU Eﬂ>
i=1j=1 i=1k=1 j=11=1

va demak, ANB va AAB larning X ga tegishli ekanligi kelib chiqadi. Demak,
X sistema halga ekan va u & ni o'zida saqlaydi. Agar 9(S) sistema &
ni o‘zida saqlovchi minimal halga bo‘lsa, u holda ixtiyoriy A € X to‘plam
A= 6 Ay, A; € G chekli yoyilmaga ega va 9(S) chekli yig‘indiga nisbatan
yopiqk:blo‘lgani uchun A € M(S) bo'ladi, ya'ni X C M(S) . Demak, X =
M(S). A
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5.4. o - algebralar. Har xil masalalarda, xususan o‘lchovlar nazari-
yasida, sanoqlita to‘plamlar kesishmasi va yig‘indisini qarashga to‘g‘ri keladi.
Shuning uchun, to‘plamlar halqasi tushunchasidan tashqari, quyidagi tushun-
chalarni ham garash magsadga muvofiqdir.

5.4-ta’rif. Agar & to‘plamlar halqasi undan olingan iztiyoriy Aj, Ao,

. Ap, ... to‘plamlar ketma-ketligi bilan birgalikda ularning yig‘indisi A =
Ej A, ni ham o‘zida saqlasa, v holda & sistemaga o - halga deyiladi.
n:15.5-ta’rif. Agar & to‘plamlar halgasi undan olingan iztiyoriy Aj, As,
. Ap, ... to‘plamlar ketma-ketligi bilan birgalikda ularning kesishmasi B =
ﬁ A, ni ham o‘zida saqlasa, u holda & sistemaga 6 - halga deyiladi.
n:15.6-ta’rif. Birlik elementli o - halga o - algebra deyiladi. Birlik elementl

0 - halga esa O - algebra deyiladsi.
Shuni ta’kidlash lozimki,

U Ay = E\N(E\A), N A, =E\U(E\A,)

ikkilik munosobatlaridan o - algebra va ¢ - algebra tushunchalarining ust-
ma-ust tushishi kelib chiqadi.

A cheksiz to‘plamning barcha qism to‘plamlari sistemasi A(A), o - algeb-
ra bo‘ladi. Agar biror & sistema berilgan bo‘lsa, doim uni saqglovchi o -
algebra mavjud. Hagigatan ham, agar X = |J A desak, X ning barcha
qism to‘plamlaridan tuzilgan 2A(X) sistema & flieccs)‘zida saglovchi o - algebra
bo‘ladi. Agar B — & ni o‘zida saqlovchi biror o - algebra va )N( uning biri
bo‘lsa, u holda ixtiyoriy A € & to‘plam A C )} munosabatga bo‘ysunadi, va

shunday ekan, X = |J A C X. Agar G ni saqlovchi B — o - algebraning
Ac6

biri X uchun X = X munosabat bajarilsa, bu o - algebra (& ga nisbatan)
keltirilmaydigan o- algebra deyiladi.
5.4-teorema. Iztiyoriy bo‘shmas & to‘plamlar sistemasi uchun (bu sis-

temaga nisbatan) keltirilmaydigan shunday B(&) — o - algebra mavjudki, bu
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o - algebra & ni saqglaydi S ni saqlovchi barcha o - algebralarda saglanads.

Bu teorema isboti ham birinchi bandda keltirilgan 5.2-teoremaning isbotiga

o‘xshash olib boriladi. 5.4-teoremada keltirilgan o - algebra & sistema ustiga

qurilgan minimal o - algebra deyiladi.

Misol sifatida sonlar o‘qidagi barcha [a, b] kesmalar va [a, b), (a, b] yarim

intervallar va (a, b) intervallardan tashkil topgan & yarim halqani qarasak,

u holda & ustida qurilgan minimal o - algebrani B(&) bilan belgilaymiz.

Bu o - algebra elementlari Borel to‘plamlar: yoki Borel tipidagi to‘plamlar

deyiladi.
Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar
1. o wva 6 — halgalarga misollar keltiring.
2. Halganing birlik elementi (biri) ga ta’rif bering.
3. Sonlar o‘gidagi barcha ochiq va yopiq to‘plamlar sistemasi yarim halga

(halga) tashkil qiladimi?

Sonlar o‘qidagi barcha chegaralangan to‘plamlar sistemasi halqa (yarim

halqa) tashkil giladimi?

Sonlar o‘qidagi barcha chekli to‘plamlar sistemasi halqa (yarim halqa)

tashkil qiladimi?

Sonlar o‘qidan olingan barcha [a, b] kesmalar va [a, b), (a, b] yarim
intervallar va (a, b) intervallar sistemasi yarim halga bo‘lishini isbot-

lang. Bu sistemaning halga bo‘la olmasligini ko ‘rsating.

Tekislikdagi barcha yarim ochiq {(x,y) :a <x <b,c<y <d} to‘gri
to ‘rtburchaklar sistemasi yarim halqa bo ‘lishini isbotlang. Bu sistemaning

simmetrik ayirma amaliga nisbatan yopiq emasligini ko ‘rsating.
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IT bob. O‘lchovli to‘plamlar

Bu bob uch paragrafdan iborat. Dastlabki 6-paragrafda tekislikdagi to‘plam-
ning Lebeg o‘lchovi tushunchasi kiritilgan. O‘lchov tushunchasi bu — kesma-
ning uzunligi, tekislikdagi shaklning yuzasi, fazodagi jismning hajmi kabi tu-
shunchalarning umumlashmasi natijasida paydo bo‘lgan. Bu paragrafda Lebeg
ma’nosida o‘lchovli to‘plamlar sinfi Jordan ma’nosida o‘lchovli to‘plamlar sin-
fidan kengroq ekanligi ta’kidlangan va Lebeg ma’nosida o‘lchovli bo‘lgan, am-
mo Jordan ma’nosida o‘lchovli bo‘lmagan to‘plamga misol keltirilgan. Lebeg
o‘lchovining yarim additivlik, additivlik, sanoqli additivlik va uzluksizlik xos-
salari (6.6, 6.8-6.9 teoremalar) isbotlangan. Birlik kvadratdagi o‘lchovli to'p-
lamlar sistemasi o — algebra tashkil qilishi ko‘rsatilgan. Bu paragrafning ay-
rim to‘ldirishlar bandida tekislikda berilgan A to‘plamning Lebeg ma’nosida
o‘lchovli bo‘lishligi ta’riflangan. Umumlashtirishlar bandida esa Lebeg-Stiltes
o‘lchovlari berilgan. Paragrafning oxirgi bandida sonlar o‘qida Lebeg ma’nosida
o‘lchovsiz to‘plamga misol keltirilgan. Absolyut uzluksiz, singulyar uzluksiz va
diskret o‘lchovlarga ta'rif berilgan hamda ularga misollar keltirilgan.

7-paragrafda o‘lchovning umumiy ta'’rifi keltirilgan. Yarim halqada beril-
gan o‘lchovni yarim halgadan hosil bo‘lgan minimal halgaga davom ettirish
va davomning yagonaligi (7.1-teorema) isbotlangan. Additiv va o — addi-
tiv o‘lchovlarning umumiy xossalari keltirilgan. Additiv, ammo o — additiv
bo‘lmagan o‘lchovga misol keltirilgan.

Bobning oxirgi, 8-paragrafida yarim halgada berilgan o‘lchovni Lebeg bo‘yi-
cha davom ettirish masalasi qaralgan. Bu yerda ham 6-paragrafdagiga o‘xshash
o‘lchovning yarim additivlik, additivlik, sanoqli additivlik va uzluksizlik xos-
salari isbotlangan. Birlik elementli &,,, yarim halqada o — additiv m o‘lchov
berilgan bo‘lsa, bu o‘lchovning Lebeg bo‘yicha davomi —u ham o — additiv

o‘lchov bo‘lishi isbotlangan.

44



6-§. Tekislikdagi to‘plamning o‘lchovi

Biz bu paragrafda tekislikda Lebeg ma’nosida o‘lchovli to‘plam ta’rifini
beramiz va o‘lchovli to'plamlarning asosiy xossalarini isbotlaymiz.
6.1. Elementar to‘plam o‘lchovi. Aytaylik a,b,c va d lar ixtiyoriy

sonlar bo‘lsin. Tekislikda
a<zx<b a<z<b a<zx<b a<z<b

va

c<y<d, c<y<d, c<y<d, c<y<d

tengsizliklarning istalgan bir jufti bilan aniglangan to‘plamlar sistemasi beril-
gan bo‘lsin. Bu to‘plamlarni to‘g‘ri to‘rtburchaklar deb ataymiz.

Bizga a < x < b, ¢ < y < d, tengsizliklar bilan aniglangan to‘g‘ri
to‘rtburchak berilgan bo‘lsin. Agar a < b, ¢ < d bo‘lsa, u chegaralari o‘ziga
qarashli bo‘lgan to‘g'ri to'rtburchakni, agar a = b va ¢ < d yoki a < b va
¢ = d bo‘lsa kesmani, agar a = b, ¢ = d bo‘lsa nuqtani va agar a > b
yoki ¢ > d bo‘lsa, bo‘sh to‘plamni aniqglaydi. Ochiq a < x < b, c <y < d
to‘g'ri to‘rtburchak a, b, ¢ va d larga bog‘liq ravishda chegarasi o‘ziga qarash-
li bo‘lmagan to‘g'ri to'rtburchak yoki bo‘sh to‘plam bo‘ladi. Yarim ochiq to‘g‘ri
to‘rtburchaklarning har biri bir, ikki yoki uch tomonsiz to‘rtburchaklarni,
ochiq, yarim ochiq oraliglarni aniglaydi.

S deb tekislikdagi barcha to‘g'ri to‘rtburchaklar sistemasini belgilaymiz.

6.1-lemma. Tekislikdagi barcha to‘q‘ri to ‘rtburchaklar sistemasi S yarim
halqa tashkil qilads.

Isbot. a, b, ¢ va d sonlari bilan aniqlanuvchi ochiq to‘g‘ri to‘rtburchak
a = b bo‘lganda bo‘sh to‘plamni aniglaydi, demak ) € & Ikki to‘g'ri to‘rtbur-
chakning kesishmasi to‘g'ri to‘rtburchakdir (6.1-chizma), ya'ni P, P, € &
dan P, N P, € G ekanligi kelib chiqadi. Faraz qilaylik P = P to'gTi
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to‘rtburchak P = P, p,¢,q, to'g'ri to‘rtburchakni o‘zida saqglasin. U holda
a<a <0 <b, c¢c<c<d <d
munosabatlar o‘rinli. P\ P, ayirmani quyidagicha tasvirlash mumkin.
P\P,=P,UP;UP;UP;5,
bu yerda (6.2-chizmaga qarang)
Py = Pugyeds P35 = Pajpdrd;, P = Boypedy, P5 = Paypyee;-

Demak, tekislikdagi barcha to‘g'ri to‘rtburchaklar sistemasi & yarim halqa
tashkil gilar ekan.

6.1-chizma 6.2-chizma

6.1-ta’rif. G yarim halgadan olingan va a, b, ¢, d sonlari bilan aniglan-
gan (yopiq, ochiq yoki yarim ochiq) P = Puyq to‘g‘ri to‘rtburchak uchun
m(P) = (b —a)(d — ¢) sonni mos qo‘yamiz, agar P bo‘sh to‘plam bo‘lsa
m(P) =0 deymiz va m : S — R to‘plam funksiyasini o‘lchov deymiz.

Shunday qilib, & dagi har bir P to'gri to‘rtburchakka uning o‘lchovi
m(P) = (b—a)(d—c) son mos qo‘yildi. Bu moslik quyidagi shartlarni qanoat-
lantiradi:

1) m(P) - manfiy bo‘'lmagan haqiqiy son.
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2) m: 6 — R to‘plam funksiyasi additiv, ya'ni agar

P:OPk, Pi(\P=0, i#k P Pe®
k=1

bo‘lsa, u holda quyidagi tenglik o‘rinli m(P) = > m(P) .
k=1

6.3-chizma 6.4-chizma

Magsadimiz 1) va 2) xossalarni saglagan holda m o‘lchovni barcha to‘g'ri
to‘rtburchaklar sistemasi & dan kengroq bo‘lgan sinfga davom ettirishdan
iborat. Shu magsadda 9°(&) bilan & yarim halga ustiga qurilgan minimal
halgani belgilaymiz.

6.2-ta’rif. M(S) halga elementlari elementar to‘plam deyiladi.

5.3-teoremaga ko‘ra ixtiyoriy A € 9MM(S) to'plam chekli sondagi o‘zaro
kesishmaydigan to‘g'ri to‘rtburchaklarning yig‘indisi shaklida ifodalanadi va
aksincha.

5b.1-xossa va halga ta’rifiga ko‘ra quyidagi tasdiq o‘rinli.

6.1-lemma. [kki elementar to‘plamning birlashmasi, kesishmasi, ayirmasi
va simmetrik ayirmasi yana elementar to‘plam bo‘lads.

Endi 9M(6) halqadagi to‘plamlarning, ya’'ni elementar to‘plamlarning o‘l-

chovi tushunchasini kiritamiz.
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n

6.3-ta’rif. Har bir A= |J P. € M(S) elementar to‘plamga
k=1

m/(A) =Y m(P)

sonni mos qo‘yuvchi m’ : M(S) — R moslikni aniglaymiz. m'(A) miqdorni
A to‘plammning o‘lchovi deb ataymiz.

Elementar to‘plamlar sistemasi 9(S) da aniglangan m’ funksiyaning qiy-
mati A elementar to‘plamni chekli sondagi to‘g‘ri to‘rtburchaklar yig‘indisiga
yoyish usulidan bog‘liq emasligini ko‘rsatamiz. Aytaylik, { P, k =1,2,...,m}
va {Qj, j =1,2,...,n} larning har biri o‘zaro kesishmaydigan to‘g'ri to‘rt-

burchaklar sistemalari bo‘lib, (6.3 va 6.4-chizmaga qarang)

m n
A= LJ.F%:: LJ(Qj
k=1 j=1
tenglik o‘rinli bo‘lsin. U holda ikkita P va @; to'g'ri to‘rtburchaklarning
kesishmasi P, N Q; to‘g'ri to‘rtburchak ekanligidan A to‘plam o‘zaro kesish-
maydigan P, N Q); to‘g'ri tortburchaklar yig'indisi shaklida, ya’ni

Iy

k=1

(P[] Q)

1

n

ko‘rinishda tasvirlanadi va

k=1 j=1
m'(A)=>"m(Q) =) Y m(PnQ;
j=1 j=1 k=1

tengliklar o‘rinli. Oxirgi tengliklar ko‘rsatadiki, A elementar to'plamning o‘l-
chovi m/(A) uning to‘g‘ri to‘rtburchaklar yig‘indisi shaklida tasvirlanish usu-
lidan bog‘liq emas ekan, ya'ni elementar to‘plam o‘lchovi m’ ning aniqglanishi

korrekt ekan.
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1. Agar A € M(S) to'plam to'g'ri to‘rtburchak bo‘lsa, u holda m/(A) =
m(A) bo‘ladi.
2. Agar A € 9M(S) to‘plam chekli sondagi o‘zaro kesishmaydigan A;, As,

.., A, elementar to‘plamlarning yig‘indisi shaklida tasvirlansa, ya'ni A =
n

U Ar u holda
k=1

m/(A) =) m/(Ay) (6.1)

Sk

tenglik o‘rinli. Haqiqatan ham, A € 9M(S) bo‘lganligi uchun A, = |J Py,
j=1

bu yerda {Fy;} - o‘zaro kesishmaydigan to‘g‘ri to‘rtburchaklar sistemasi. U

holda

n Sk n Sk

A=JU Py va m(A)=)_> mPy)=>_ m(4).
k=1

k=1j=1 k=1 j=1
(6.1) tenglik m’ o‘lchovning additivlik zossasini ifodalaydi.
6.1-teorema. Agar A € M(S) va {A,} — elementar to‘plamlarning
chekli yoki sanoqli sistemasi bo‘lib, A C |J A, bo‘lsa,

m' (A) <> m'(A,) (6.2)

tengsizlik o‘rinli bo‘lads.
Isbot. Ixtiyoriy € > 0 va A elementar to‘plam uchun

ml (A) 2 m'(4) - - (6.3)

tengsizlikni qanoatlantiruvchi va A to‘plamda saqlanuvchi yopiq A elementar
4b—a+d—rc)
£ )

Har bir elementar A, to‘plam uchun ochiq an D A, elementar to'plam

to‘plam mavjud (6.5-chizmaga qarang, n >

mavjudki (6.6-chizmaga qarang)

(6.4)



tengsizlik bajariladi. A va ;fn to‘plamlarning tanlanishiga ko'ra A C Ugn
n

munosabat o‘rinli bo‘ladi.

6.5-chizma 6.6-chizma

Ochiq to‘plamlar sistemasi {An} dan Geyne-Borel lemmasiga ko‘ra A ni
qoplovchi chekli sondagi an, gm, e gns to‘plamlarni ajratish mumkin. A

to'plam chekli sondagi to‘g‘ri to‘rtburchaklar bilan qoplangani uchun
m' (4) < Zm' <Zn> (6.5)
i=1

tengsizlik o‘rinli. (6.3) va (6.5) hamda (6.4) lardan

1=1 n=1
+ <§:m'(An)+§: - -I-E:im’(An)-l—s
2" n=1 n=1 2n+1 2 n=1

ni hosil gilamiz va € > 0 ning ixtiyoriyligidan (6.2) tengsizlikning isboti kelib
chigadi. A
6.1-teorema tasdig‘idagi (6.2) tengsizlik, m’ o‘lchovning yarim additivlik
rossast deyiladi.
m’ o‘lchovning yarim additivlik xossasidan uning o - additivlik xossasi

kelib chigadi, ya'ni quyidagi teorema o‘rinli.
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6.2-teorema. A clementar to‘plam sanoqli sondagi o ‘zaro kesishmaydigan
Ay, Ag, oo Ay, ... elementar to‘plamlarning yig‘indisidan iborat, ya'ni A =
(0. 9]

A, bo'lsin. U holda quyidagi tenglik o‘rinli
—1

n—=

m/(A) =) m(4,). (6.6)

Isbot. m’ o‘lchovning chekli additivlik xossasiga ko‘ra, ixtiyoriy N € N

uchun N N
m'(A) > m/ (U An> = Zm'(An)

tengsizlik o‘rinli. Agar N — oo da limitga o‘tsak,
m'(A) =) m'(A,)
n=1

bo‘ladi. 6.1-teoremaga ko‘ra

o

m'(A) <> m/(Ay).

n=1

Oxirgi ikki munosabatdan (6.6) tenglik kelib chigadi. A

6.2. Tekislikdagi to‘plamlarning Lebeg o‘lchovi. Geometriya va klas-
sik analizda uchraydigan to‘plamlar faqatgina elementar to‘plamlardan iborat
bo‘lmaydi. Shu sababli o‘lchov tushunchasini, uning xossalarini saqlagan hol-
da elementar to‘plamlar sistemasi 9(S) dan kengroq to‘plamlar sistemasi
uchun aniqlashga harakat qilamiz.

Lebeg o‘lchovi nazariyasini bayon qilish jarayonida bizga nafaqgat chek-
li, balki cheksiz sondagi to‘g‘ri to‘rtburchaklar birlashmalarini ham qarashga
to‘g'ri keladi. Bunda birdaniga cheksiz o‘lchovli to‘plamlarga duch kelmaslik
uchun, dastlab F = {(z,y) : 0 <z <1, 0 <y < 1} birlik kvadratda
saqlanuvchi to‘plamlar bilan chegaralanamiz.

6.4-ta’rif. Iztiyoriy A C E to‘plam uchun

*(A) = inf P 6.7
A = inf, SR (6.7)
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son A to‘plamning tashqi o‘lchovi deyiladi. Bu yerda aniq quyi chegara A
to ‘plamni qoplovchi to‘g‘ri to ‘rtburchaklarning barcha chekli yoki sanoqli sis-
temalari bo ‘yicha olinadi.

6.1-eslatma. Agar A— elementar to‘plam bo‘lsa, u holda p*(A) = m/(A).
Haqgiqatan ham, A—elementar to‘plam P, P, ..., P, to‘g'ri to‘rtburchak-

larning birlashmasi ko‘rinishida tasvirlansin, u holda

p(A) <> m(Py) =m/(A), (6.8)
k=1

{P:} to‘g'ri to'rtburchaklar sistemasi A to‘plamni qoplaydi, shuning uchun
(6.8) o‘rinli.

Ikkinchi tomondan, {@Q;} sistema A to‘plamni qoplovchi chekli yoki sanoqli
sondagi ixtiyoriy to‘g’ri to‘rtburchaklar sistemasi bo‘lsa, 6.1-teoremaga ko‘ra

m/(A) <> m(Qj) kelib chiqadi. Shuning uchun
J

m'(A) < inf Y m(@y) = (A). (6.9)

Demak, (6.8) va (6.9) lardan m/(A) = p*(A) tenglikka ega bo‘lamiz. Shunday
qilib, M(S) da m’ va p* o'lchovlar ustma-ust tushar ekan. A

6.3-teorema. Agar chekli yoki sanoqli sondagi {A,} to‘plamlar sistemasi

uchun A C|J A, bo‘lsa, u holda
H(A) <Y (A

tengsizlik o‘rinli. Xususan, agar A C B bo‘lsa, p*(A) < u*(B) bo‘ladi.
Isbot. Ixtiyoriy € > 0 va har bir A, uchun tashqi o‘lchov ta’rifiga ko‘ra

to'g‘ri to‘rtburchaklarning shunday chekli yoki sanoqli {P,} sistemasi mavjud-

ki,



bo‘ladi. U holda quyidagilar o‘rinli:

AcUPuw va w(A) <D Y m(Pu) <) u(A) +e
n k n k n

e > (0 sonning ixtiyoriyligidan teoremaning isboti kelib chigadi. A

Ma’lumki, elementar to‘plamlar sistemasi (&) da m’ va p* lar ustma-
ust tushadi. Demak, 6.1-teorema 6.3-teoremaning xususiy holini ifodalaydi.

6.5-ta’rif. Bizga A C E to‘plam berilgan bo‘lsin. Agar iztiyoriy € > 0
uchun shunday B C E elementar to‘plam mavjud bo‘lib, p*(AAB) < ¢
tengsizlik bajarilsa, v holda A Lebeq ma’nosida o‘lchovli to‘plam deyiladi.
Agar A Lebeg ma’nosida o‘lchovli to‘plam bo‘lsa, uning o‘lchovi deb tashgqi
o‘lchovini qabul qilamiz.

M(E) bilan E ning barcha o‘lchovli gism to‘plamlaridan tashkil topgan
sistemani belgilaymiz. g bilan p* to‘plam funksiyasining U(E) dagi gismini
belgilaymiz, ya'ni ixtiyoriy A € U(E) uchun u(A) = p*(A). Aniglanish
sohasi U(E) bo‘lgan p to'plam funksiyasi Lebeg o‘lchovi deyiladi. Shunday
qilib, o‘lchovli to‘plamlar sistemasi U(E) va unda Lebeg o‘lchovi p aniglandi.

Bizning asosiy maqsadimiz o‘lchovli to‘plamlar sistemasi U(E) ni chek-
li yoki sanoqli sondagi to‘plamlarning birlashmasi va kesishmasiga nisbatan
yopiqligini ko‘rsatishdan, ya'ni U(E) ning o algebra tashkil qilishini isbot-
lashdan iborat.

6.2-eslatma. Agar (6.7) tenglikda aniq quyi chegara A to‘plamni qop-
lovchi barcha elementar to‘plamlar bo‘yicha olinsa, A to‘plamning Jordan

ma’nosidagi tashqi o‘lchovi hosil bo‘ladi, u j*(A) bilan belgilanadi, ya'ni
A= if > m(B).
AC Q P k=1
Ushbu j,(A) = 1—7*(EF\A) miqdor A to‘plamning Jordan ma’nosidagi ichki
o‘lchovi deyiladi. Agar j*(A) = j.(A) bo‘lsa, u holda A Jordan ma’nosida

o‘lchovli to‘plam deyiladi.
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Shuni ta’kidlash joizki, agar A Jordan ma’'nosida o‘lchovli to‘plam bo‘lsa,
u Lebeg ma’nosida ham o‘lchovli to‘plam bo‘ladi va bu o‘lchovlar o‘zaro teng
bo‘ladi.

Hozir biz Lebeg ma’nosida o‘lchovli, ammo Jordan ma’nosida o‘lchovli
bo‘lmagan to‘plamga misol keltiramiz.

6.1-misol. A C E birlik kvadratdagi barcha ratsional koordinatali nuqta-
lar to‘plami bo‘lsin. Uning Lebeg ma’nosida o‘lchovli, ammo Jordan ma’nosida
o‘lchovli emasligini isbotlang.

Isbot. A va E\A to'plamlar £ da zich bo‘lganligi uchun
(A =1, J(E\A) =1

tengliklar o‘rinli. Bu yerdan j,(A) =0 va j*(A) # j«(A). Demak, A to‘plam
Jordan ma'nosida o‘lchovli emas. Ma’lumki, A sanoqli to‘plam (3.3-misolga

qarang), shuning uchun uning elementlarini (zz, y), ¥ € N ko‘rinishda nomer

lab chiqgish mumkin. Shunday ekan,

AZUPk, Pro={(z,y) o <z <, yp <y <yt
k=1

Ikkinchi tomondan ixtiyoriy & € N uchun m(P;) = 0. Bu yerdan p*(A) =0
ekanligi kelib chiqadi. Shuni ta’kidlash lozimki, tashqi o‘lchovi nolga teng
bo‘lgan har qanday to‘plam o‘lchovli to‘plamdir. Buning uchun elementar

to'plam sifatida B = () ni olish yetarli:
p(AAB) = pu*(AAD) = p*(A) =0 < e.

Demak, A Lebeg ma’nosida o‘lchovli to‘plam. Shunday qilib, A Lebeg ma’no-
sida o‘lchovli bo‘lgan, lekin Jordan ma’nosida o‘lchovli bo‘lmagan to‘plamga

misol bo‘ladi. A

6.4-teorema. O°lchovli to‘plamning to‘ldiruvchisi o ‘lchovlidir.
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Isbot. Teoremaning tasdig'i elementar to'plamning to‘ldiruvchisi elementar

to‘plam ekanligidan va,
AAB = (E\A)A(E\B)

tenglikdan (1-§ dagi 2-topshiriqqa qarang) kelib chiqadi. A
6.5-teorema. O‘Ilchovli to‘plamlar sistemasi U(E) halga bo‘ladi.

Isbot. Teoremani isbotlash uchun o‘lchovli to‘plamlarning kesishmasi va
simmetrik ayirmasi yana o‘lchovli to‘plam ekanligini ko‘rsatish yetarli. Ay, Ao
o‘lchovli to‘plamlar bo‘lsin. 6.5-ta’rifga ko‘ra, ixtiyoriy € > 0 son uchun shun-
day By € M(S) va By € M(S) elementar to'plamlar mavjud bo‘lib, quyida-

gi tengsizliklar bajariladi

,u*(AlABl) < -, ILL*(AQABQ) <

DO ™
DO ™

U holda (A1NAy)A(B1NBs) C (A1AB;)U(A3AB;) munosabatdan va tashqi

o‘lchovning yarim additivlik xossasidan
M*((Al N AQ)A(Bl N BQ)) < /L*(AlABl) + ILL*(AQABQ) <e€

ga ega bo‘lamiz. By N By ning elementar to‘plam ekanligidan Ay N Ay ning
o‘lchovli to‘plam ekanligi kelib chiqadi.

Ikki to‘plam simmetrik ayirmasining o‘lchovli ekanligi
(A1AA)A(B1ABy) = (A1AB1)A(AsABy) C (A1ABy) U (A3ABs)

munosabatdan hamda p* o‘lchovning yarim additivlik xossasidan kelib chiga-
di. A

Agar o‘lchovli to‘plamlar sistemasi U(E) da birlik element mavjud bo‘lsa,
u algebra tashkil qiladi. $(F) da F = {(z,y): 0<2z <1, 0<y<1}
to‘plam birlik element shartlarini qanoatlantiradi. Demak, o‘lchovli to‘plamlar

sistemasi U(F) algebra tashkil giladi.
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6.5-teorema va 5.1-5.2 xossalardan quyidagi tasdiglar kelib chiqadi.

6.1-natija. Ikki o ‘lchovli to ‘plamning birlashmasi va ayirmasi yana o ‘lchovli
to ‘plamdar.

6.2-natija. Chekli sondagi o‘lchovli to‘plamlarning birlashmasi va kesish-
mast yana o ‘lchovli to‘plamdir.

6.6-teorema (O‘lchovning additivlik xossasi). Agar Ay, As, ..., A, lar
o‘zaro kesishmaydigan o‘lchovli to‘plamlar bo‘lsa, u holda
o (U Ak) = n(Ap)

k=1

tenglik o ‘rinli.

Teoremani isbotlashda quyidagi lemmadan foydalaniladi.

6.2-lemma. Iztiyoriy A va B to‘plamlar uchun
| (A) — p*(B)| < ' (AAB)

tengsizlik o ‘rinl.

Isbot. A C BU (AAB) bo‘lgani uchun 6.3-teoremaga ko‘ra
§(A) < 1 (B) + ' (AAB).

Bu yerdan p*(A) > p*(B) hol uchun lemmaning isboti kelib chiqadi. Xuddi
shunday, B C AU (AAB) munosabatdan

W*(B) < 1" (A) + p* (AAB)
ni olamiz. Yuqoridagi iki tengsizlikdan
1 (A) - 1(B)] < 5 (AAB). A

6.6-teoremaning isboti. Teoremaning isbotida biz elementar to‘plamlar
uchun o‘rinli bo‘lgan p*(B) = m/(B), B € M(S) tenglikdan aytmasdan

foydalanib ketamiz. Teoremani n = 2 uchun isbotlash yetarli. Bizga A; va A,
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o‘zaro kesishmaydigan o‘lchovli to‘plamlar berilgan bo‘lsin. 6.5-ta’rifga ko‘ra

ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday B; va By elementar to‘plamlar mavjudki,
/L*(AlABl) < g, ,LL*(AQABQ) < £

tengsizliklar bajariladi. A = A1 U Ay va B = By U By deymiz. 6.1-natijaga
ko‘ra A to‘plam o‘lchovli. A; va Ay to‘plamlar o‘zaro kesishmaganligi uchun
Bi N By C (A1AB;y) U (A2AB;) munosabat o‘rinli (1-§ dagi 5-topshiriqqa
garang). Bu munosabatdan va 6.3-teoremadan m/(B; N By) < 2¢ tengsizlik

kelib chiqadi. 6.2-lemmaga ko‘ra,

WA — e < pf(By) = m!(By) < p*(Ar) + € (6.10)
o

p(Az) —e < p*(By) =m/(By) < p*(Az) + €
Endi m’ o‘lchovning additivlik xossasiga hamda (6.10) ga ko‘ra,
m/'(B) = m/(By) +m/(Bs) —m/(By N By) > p*(Ay) + p*(As) — 4e. (6.11)
Quyidagi tengsizlik o‘rinli
pw(A) > m'(B) — p*(AAB) > m/(B) — 2e > p* (A1) + 1" (Ay) — 6e.

Birinchi tengsizlik 6.2-lemmadan, ikkinchi tengsizlik
AAB C(A1AB)| (A A By)

munosabatdan, uchinchi tengsizlik (6.11) dan kelib chiqadi. € > 0 sonining
ixtiyoriyligidan
WA = 0t (A)) + ()
ni hosil gilamiz. Teskari tengsizlik
W) < (A + et (As)
esa A C A;UAy munosabatdan hamda 6.3-teoremadan kelib chigadi. Demalk,
W (A) = i (Ar) + ' (Ao)

57



tenglik o‘rinli. Ay, Ay va A to‘plamlar o‘lchovli bo‘lganligi uchun p* ni pu
bilan almashtirish mumkin, ya'ni u(A) = u(Ar) + p(As). A
6.3-natija. Iztiyoriy A C E o‘lchovli to‘plam uchun

1 (B\A) = 1 - p(A) (6.12)

tenglik o ‘rinli.

Isbot. A va E\A to‘plamlar o‘zaro kesishmaydi va

p(A) + (ENA) = p(E) = 1

Bu yerdan (6.12) tenglik kelib chiqadi. A
6.7-teorema. Sanoqli sondagi o‘lchovli to‘plamlarning birlashmasi va ke-
sishmast yana o‘lchovli to‘plamdir.

Isbot. Ay, Ay, ..., A,,...— o‘lchovli to‘plamlarning sanoqli sistemasi bo*-

lib, A= |J A, bo‘lsin. Quyidagi belgilashlarni kiritamiz
n=1
n—1
Ap=4Ay, A=A\ A4 n>2
k=1

o
Ravshanki, A = |J A/, hamda A/, to'plamlar juft-jufti bilan o‘zaro kesish-
n=1
maydi. 6.1 va 6.2-natijalarga ko‘ra, A/ to‘plamlar o‘lchovli.
6.6-teoremadan hamda tashqi o‘lchovning yarim additivlik xossasidan ix-

tiyoriy chekli n € N uchun quyidagiga ega bo‘lamiz
(U 4) -3 w <.
k=1 k=1

o
Shuning uchun Y p (A}) qator yaqinlashadi. Demak, ixtiyoriy € > 0 son
n=1

uchun shunday ng mavjudki,

SonA) <5 (6.13)



no
tengsizlik bajariladi. C' = [J A!, to‘plam o‘lchovli to‘plamlarning chekli yi-
n=1
g‘indisi sifatida o‘lchovli bo‘lgani uchun, shunday B elementar to‘plam mavjud-
ki

)

W (CAB) < (6.14)

N ™

tengsizlik bajariladi. U holda

AABccnu3U<LJA>

n>ngo

munosabatdan va tashqi o‘lchovning yarim additivlik xossasidan hamda (6.13)

va (6.14) lardan foydalansak,

(AABquCABHL<LL4>< +_:

n>ngo
kelib chigadi. Demak, A o‘lchovli to‘plam ekan.

O‘lchovli to‘plamlarning to‘ldiruvchisi o‘lchovli ekanligidan hamda

tenglikdan sanoqli sondagi o‘lchovli to‘plamlarning kesishmasi ham o‘lchovli
ekanligi kelib chiqadi. A
6.4-natija. O‘lchovli to‘plamlar sistemasi UW(E), o algebra tashkil giladi.
Natijaning isboti 6.7-teoremadan hamda U(FE) sistemada E = [0, 1] X
[0, 1] ning birlik element ekanligidan kelib chigadi.
6.7-teorema 6.2-natijaning umumlashmasi hisoblanadi. 6.6-teoremaning
umumlashmasi quyidagicha.
6.8-teorema (O‘lchovning o— additivlik zossasi). Agar {A,} — o‘zaro

kesishmaydigan o‘lchovli to‘plamlar ketma-ketligi uchun

A:UAn

n=1
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bo‘lsa, u holda quyidagi tenglik o ‘rinl

p(A) = p(An). (6.15)

k
Isbot. Ixtiyoriy £k € N da |J A, C A. 6.6 va 6.3-teoremalarga ko‘ra

n=1
k k
" (U An) = u(An) < p(A).
n=1 n=1
Agar k — oo da limitga otsak,
> n(An) < u(4) (6.16)
n=1

tengsizlikka ega bo‘lamiz. O‘lchovning yarim additivlik xossasiga ko‘ra,

WA <3 1A (6.17)
n=1
(6.16) va (6.17) dan (6.15) tenglik kelib chiqadi. A

Yuqorida keltirilgan teorema o‘lchovning sanoqli additivlik yoki o— addi-
tivlik xossasi deyiladi. O‘lchovning o— additivlik xossasidan uning uzluksizlik
xossasi kelib chiqadi.

6.9-teorema (O‘lchovning uzluksizlik zossasi). Agar o‘lchovli to‘plamlar-
ning A1 D Ay D ... D A, D ...ketma-ketligi uchun A = ﬁ A, boilsa, u
holda "~

u(A) = Tim p(A,).

Isbot. A = ) to‘plam bo‘lgan holni garash yetarli, chunki umumiy hol
A, ni A,\A bilan almashtirish natijasida A = holga keltiriladi. Quyidagi

Ar = (A1\As) U (A2\A3) U (A3\A,) U . ..

Va
An = (AN\AN11) U (Anv1\Ang2) U (Anvgo\Anyg3) U ...
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tengliklar o‘rinli va qo‘shiluvchi to‘plamlar juft-jufti bilan o‘zaro kesishmaydi.

O‘lchovning o— additivlik xossasiga ko‘ra

A = p(A\An), (6.18)
p(Ay) = D (A\Au) (6.19)
n=N

(6.18) qator yaqginlashuvchi bo‘lgani uchun uning qoldig‘i (6.19) N — oo da
nolga intiladi. Shunday qilib,

lim u(Ay) = 0. A

N—oo

6.5-natija. Agar A1 C Ay C ... C A, C ... o‘lchovli to‘plamlar ketma-
ketligi uchun A= |J A, bo‘lsa, u holda
n=1

p(A) = lim pu(Ay).

n—oo

Natijani isbotlash uchun A,, to‘plamlardan ularning to‘ldiruvchilariga o‘tish
va 6.9-teoremadan foydalanish yetarli.

6.3. Ayrim to‘ldirishlar. Biz yuqorida faqat birlik kvadrat
E={(zy):0<z<1, 0<y<1} da saglanuvchi to‘plamlarni qaradik.
Bu cheklashdan xalos bo‘lish mumkin. Ma’lumki, R? ni juft-jufti bilan o‘zaro

kesishmaydigan
Emp=A,y): m<z<m+1l, n<y<n+1}

(m, n—butun sonlar) kvadratlar yig'indisi ko‘rinishida tasvirlash mumkin:

6.6-ta’rif. Agar istalgan m, n butun sonlar uchun A,, = AN E,,

to‘plamlar o‘lchovli bo‘lsa, u holda A to‘plam o‘lchovli deyiladi. Agar A
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to‘plam o‘lchovli bo‘lsa,

plA) = 3 plAn) (6.20)

m,nez
qator yig‘indisi A to‘plammning Lebeg o‘lchovi deyilads.

Agar (6.20) qator yig‘indisi chekli bo‘lsa, A chekli o‘lchovli to‘plam deyila-
di. Aks holda A cheksiz o‘lchovli to‘plam deyiladi. Shuning uchun g o‘lchov
cheksiz gqiymat ham gabul gilishi mumkin. O‘lchov va o‘lchovli to‘plamlarning
yuqorida o‘rnatilgan barcha xossalari bu hol uchun ham o‘rinli bo‘ladi. Biroq
6.9-teoremada (6.18) qator yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun p(A;) < +oo shart-
ni qo‘shishimiz kerak bo‘ladi. Takidlash lozimki, sanoqlita chekli o‘lchovli
to'plamlar yig'indisi cheksiz o‘lchovga ega bo‘lishi mumkin. Tekislikdagi bar-
cha o‘lchovli to‘plamlar sinfini L(R?) bilan belgilaymiz.

Bu paragrafda tekislikdagi to‘plamlar uchun Lebeg o‘lchovining qurilish
usulini bayon qildik. Sonlar o‘qi R dagi va uch o‘lchamli R?® fazodagi to‘p-
lamlar uchun ham Lebeg o‘lchovi shunga o‘xshash usulda quriladi. Masalan
sonlar o‘qida o‘lchov dastlab (a, b) intervallar, [a, b] kesmalar va [a, D),
(a, b] yarim intervallardan tashkil bo‘lgan &; yarim halqada, ularning uzun-
ligi sifatida aniglanib, keyin &7 ni saqglovchi minimal halqaga davom ettirila-
di. Undan keyin esa tekislikdagiga o‘xshash usulda Lebeg ma’nosida o‘lchovli
to‘plamlardan iborat o algebragacha davom ettiriladi. Aynan shunga o‘xshash
usulda Lebeg o‘lchovini istalgan n— olchamli Evklid fazosida ham qurish
mumkin. Tekislikda Lebeg ma’nosida o‘lchovli to‘plamlarni kiritish jarayoni-
da odatdagi yuza ta'rifidan kelib chiqdik. Shunga o‘xshash bir o‘lchamli holda
Lebeg o‘lchovining kiritilishi interval (kesma, yarim interval) uzunligi tushun-
chasiga asoslanadi.

6.4. Ayrim umumlashtirishlar. Umuman olganda o‘lchov tushunchasini
boshqacha usulda, ya’ni umumiyroq usulda kiritish mumkin. Bu umumiyroq

usulni sonlar o‘qidagi to‘plamlar uchun amalga oshiramiz.

62



Bizga sonlar o‘qida aniglangan kamaymaydigan o‘'ngdan uzluksiz F' funk-
siya berilgan bo‘lsin. Interval, kesma va yarim intervallarga F' funksiya yor-
damida quyidagi sonlarni mos qo‘yamiz:

m((a,b)) = F(b—0) = F(a), m([a,b]) = F(b) = F(a - 0),

m ((a,b)) = F(b) — F(a), m([a,b)) =F({b—0)— F(a—0).
Ravshanki, bu usulda aniglangan m interval (kesma va yarim interval) funk-
siyasi manfiymas va additiv. Yarim halqada kiritilgan bu o‘lchovga yuqorida-
gidek mulohazalarni qo‘llab, qandaydir pp(-) o‘lchovni qurishimiz mumkin.
Bunda pp oflchovga nisbatan o‘lchovli bo‘lgan to‘plamlarning Uy sistemasi
sanoqgli yig‘indi va sanoqli kesishmaga nisbatan yopiq bo‘ladi, pur o‘lchov
esa o— additiv bo‘ladi. Umuman olganda, pp o‘lchovga nisbatan o‘lchovli
to‘plamlar sinfi F' funksiyaning tanlanishiga bog‘liq. Ammo R da o‘ngdan
uzluksis, kamaymaydigan istalgan F' funksiya uchun ochiq va yopiq to‘plamlar,
shuningdek, ularning istalgan sanoqli yig‘indi va sanoqli kesishmalari o‘lchovli
to‘plamlar bo‘ladi. U yoki bu kamaymaydigan o‘ngdan uzluksiz F' funksiya
vositasida qurilgan pp o‘lchov Lebeg-Stiltes o‘lchovi deyiladi.

Bizga Lebeg o‘lchovi p va Lebeg-Stiltes o‘lchovi pupr berilgan bo‘lsin.

6.7-ta’rif. Agar p(A) =0 ekanligidan pp(A) = 0 kelib chigsa, pp ab-
solyut uzluksiz o‘lchov deyiladi. Agar pp o‘lchov chekli yoki sanogli qiymat
qabul qiluvchi F funksiya yordamida aniglansa, pp diskret o‘lchov deb ata-
ladi. Agar pp o‘lchovda istalgan bir nuqgtali to‘plam 0 o‘lchovga ega bo‘lsa
va Lebeg o‘lchovi nolga teng bo‘lgan biror A to‘plam uchun pup(R\A) = 0
bo‘lsa, u holda pp singulyar o‘lchov deyilads.

Ko‘rsatish mumkinki, istalgan o‘lchov absolyut uzluksiz, diskret va singul-
yar o‘lchovlar yig‘indisi ko‘rinishida tasvirlanadi va bu tasvir yagonadir.

6.5. O‘lchovsiz to‘plamning mavjudligi. Biz ko‘rsatdikki, Lebeg ma’-
nosida o‘lchovli bo‘lgan to‘plamlar sinfi yetarlicha keng. Tabiiy ravishda Lebeg
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ma’nosida o‘lchovsiz to'plam mavjudmi? - degan savol paydo bo‘ladi. Bu savol
ijjobiy yechilishini ko‘rsatamiz. O‘lchovsiz to‘plamni qurishni sonlar o‘qida amal-
ga oshiramiz.

6.2-misol. Chegaralangan o‘lchovsiz to‘plamga misol keltiring.

Yechish. Buning uchun [—1, 1] kesmaning nuqtalari orasida ekvivalentlik
tushunchasini kiritamiz: agar x va y ning ayirmasi x —y ratsional son bo‘lsa,
ular ekvivalent deyiladi. Bu munosabat ekvivalentlik munosabati bo‘ladi. Shu-
ning uchun [—1, 1] kesma o‘zaro ekvivalent bo‘lgan elementlardan iborat
K(x), x €[-1, 1] sinflarga ajraladi. Bunda turli sinflar o‘zaro kesishmaydi.
Shunday qilib [—1, 1] kesma o‘zaro kesishmaydigan K(z), = € [—1, 1] sinf-
larga ajraldi. Endi bu sinflarning har biridan bittadan element tanlab olib, bu
tanlab olingan elementlar to‘plamini A bilan belgilaymiz.

Bu A to‘plamning o‘lchovsiz ekanligini isbotlaymiz. [—1, 1] kesmadagi

barcha ratsional sonlar to‘plamini nomerlab chigamiz:
7”():0, r1, To,...

Ar bilan A to‘plamni 7, songa siljitishdan hosil bo‘lgan to‘plamni belgi-
laymiz, yani Ay = A+ry, = {y:y=x+r,, v € A}. Xususan Ay = A,
Ap to'plam A to‘plamdan rj ga siljitish orqali hosil gilingani uchun ular bir
vaqtda yo o‘lchovli, yo o‘lchovsiz to‘plamlar bo‘ladi. Faraz qilaylik, A o‘lchovli
to‘plam bo‘lsin. U holda uni r; ga siljitishdan hosil bo‘lgan A; to‘plam ham
o‘lchovli bo‘ladi va u(Ax) = u(A) tenglik o‘rinli. Ravshanki,

[—1, 1] C U Ag.
k=0

Bundan, o‘lchovning yarim additivlik xossasiga asosan

2= p([=1, 1) < u(lJ Ar) = 1(A) + p(A) + -+ p(A) + -
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Bu yerdan pu(A) > 0 ekanligi kelib chigadi. Tkkinchi tomondan, ixtiyoriy
ke {0,1,2,...} uchun A, C [-2, 2]. Bundan

[j Ak C [—2
k=0

va A to‘plamlar o‘zaro kesishmaydi. O‘lchovning o— additivlik xossasiga

asosall

4=p([-2, 2]) > p(|J Ar) = n(A) + p(A) + -+ p(A) + -
k=0

Bu yerdan pu(A) = 0 ekanligi kelib chigadi. Bu qarama-qarshilik A to‘plam-
ning o‘lchovsiz ekanligini isbotlaydi. A

6.3. 4.7-misolda keltirilgan Kantor to‘plami K ning Lebeg o‘lchovi nolga
teng ekanligini isbotlang.

Isbot. Kantor to'plami K ning o‘lchovi nolga tengligi p([0, 1\K) =1
tenglikdan kelib chiqgadi. Barcha chiqgarib tashlangan intervallar uzunliklari

yig'indisi

(0, 1]\K)M<UKn>ZM(Kn) LR S

n=1

Demak, p(K)=0. A

6.4. Hozir biz qurilishi Kantor to‘plami K bilan bog‘liq bo‘lgan Kan-
torning zinapoya funksiyasini (6.7-chizma) keltiramiz. Kantorning zinapoya
funksiyasini K bilan belgilaymiz va uni R da quyidagicha aniglaymiz. K(z) =
0, z € (—00,0] va R(z) =1, = € [1,00). Endi [0, 1]\K da quyidagicha

1 2
aniglaymiz. K; = (5’ §> to‘plam va uning chegarasida (6.7-chizmaga qarang)

1 1 2
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Ky = KoKy = <— U ( —) to‘plam va uning chegaralarida
1 c 1 2
—, agar T —
47 g 97 9 Y
3 . c 7 8
- ar T - =1.
TR 99
6.7-chizma

Endi

-Us= (5 5)U( ) UG SV 5)

to'plam va uning chegaralarida

2k — 1 —
R(Jﬁ): 93 ,TEng, k:1727374'

2n—1
Xuddi shunday K, = J K, to‘plamning k — qo‘shni intervali va uning

k=1
chegarasida

2k — 1 —
A(r) = ST €Ky, k=1,2,3,...,2" L.
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Shunday qilib, K,, to‘plamlar va ularning chegaralarida £ funksiya aniglandi.
Bu f)ol K, =10, 1]\K to‘plam [0, 1] kesmada zich. Endi zq € K soni K
funksiya aniglanmagan biror nugta bo‘lsin, u holda

R(xg) = sup {ﬁ(a:) <z, TE U Kn}

n=1
deymiz. Hosil gilingan funksiya Kantorning zinapoya funksiyasi deyiladi. Kan-
torning zinapoya funksiyasi R da uzluksiz, monoton kamaymaydigan funksiya
bo‘ladi. Xususan R(0) =0, £K(1)=1.
6.5. F(z) = 2z + 1 funksiya yordamida qurilgan pp— Lebeg-Stiltes
o‘lchovi absolyut uzluksiz o‘lchov bo‘ladi. Bu o‘lchov bo‘yicha A = (1, 5]
to‘plamning o‘lchovini toping.

Yechish. Ta'rifga ko‘ra
pur(A)=F0GB)-F(1)=2-5+41—-(2-1+1)=11-3=8. A

6.6. F'(x) = [z] funksiya yordamida qurilgan pp— Lebeg-Stiltes o‘lchovi
diskret o‘lchov bo‘ladi. Isbotlang.

Isbot. Chunki F(x) = [z] funksiya monoton kamaymaydigan o‘ngdan
uzluksiz funksiya bo‘lib, uning giymatlar to‘plami butun sonlar to‘plami Z
dan iborat. Butun sonlar to‘plami esa sanoqli to‘plamdir. A

6.7. 6.6-misolda keltirilgan pp— Lebeg-Stiltes o‘lchov bo‘yicha
A= (1, 5]U{7; 8} to‘plamning o‘lchovini toping.

Yechish. Hosil qgilingan pr— Lebeg-Stiltes o‘lchovi bo‘yicha ixtiyoriy n €
Z nugtaning o‘lchovi birga teng. Chunki {n} = [n, n] tenglik o‘rinli bo‘lgani

uchun, ta'rifga ko‘ra
pr ([n, n]) = F(n) = F(n-0)=n—(n—1)=1.

Demak, pup({7; 8}) =2. Endi B = (1, 5] to‘plamning o‘lchovini topamiz.



Berilgan A to‘plam o‘zaro kesishmaydigan B va {7; 8} to‘plamlarning bir-

lashmasidan iborat. O‘lchovning additivlik xossasiga ko‘ra

pr(A) = pr(B) + pr({7; 8}) =4+2=6. A

6.8. F(z) = R(z), buyerda K(x) Kantorning zinapoya funksiyasi. F(x) =
R(x) yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes o‘lchovi pp singulyar o‘lchov ekanli-
gini isbotlang.

Isbot. pp— Lebeg-Stiltes o‘lchovi bo‘yicha ixtiyoriy a € R nuqtaning
o‘lchovi nolga teng. Chunki {a} = [a, a] tenglik o‘rinli bo‘lgani uchun, ta’rif-
ga ko‘ra hamda R(x) ning uzluksizligidan pp([a, a]) = R(a) — R(a —0) = 0.

Bundan tashqari A = (—oo, 0)J(1, oo) to‘plamning o‘lchovi ham nolga

teng. Hagigatan ham, o‘lchovning additivlik xossasiga ko‘ra

pr(A) = pr((—00, 0)) + pur((1, 00)) =
= R(0) — lim RK(a)+ lim K(a) — K(1) = 0. (6.21)
6.3-misolda ko‘rsatildiki, u(K)=0. Agar pur(R\K) = 0 ekanligi ko‘rsatilsa,
pr olchovning singulyar o‘lchov ekanligi kelib chiqadi. Endi pp(R\K) ni
hisoblaymiz. O‘lchovning additivlik xossasi va (6.21) tenglikka ko‘ra

pr(R\K) = pp((—00, 0)) + ur((1, 00)) + pp((0, INK) = pr([0, TNK).

Dastlab, K,, n € N to‘plamlar uchun pp(K,) =0 ekanligini ko‘rsatamiz.

oo (53) 1 (G-0)- 1) 3o

Biz bu yerda K funksiyaning uzluksizligidan foydalandik. Xuddi shunday

e () 0 () -
5 (5-0) =2 () 5 (5-0) -2 () -»
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tenglik o‘rinli. pp(K,) =0, n > 3 tengliklar ham shunga o‘xshash ko‘rsati-
ladi. Endi Lebeg-Stiltes o‘lchovi pp ning o— additivlik xossasidan foydalansak

NF([OJ 1] \K) = KF (U Kn) = Z HE (Kn) =0

ekanligini olamiz. Shunday qilib, hosil gilingan Lebeg-Stiltes o‘lchovi pp(-)

singulyar o‘lchov ekan. A
Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. pup— 6.8-misolda keltirilgan Lebeg-Stiltes o‘lchovi bo‘lsin. pup(K) =1
ekanligini isbotlang. Bu yerda K— Kantor to‘plama.

2. up— 6.8-misolda keltirilgan Lebeg-Stiltes o‘lchovi, A esa K ni saqlovchi
iztiyoriy to‘plam bo‘lsin. pp(A) =1 tenglikni isbotlang.

3. FElementar to‘plamlar sistemasida aniglangan m' o‘lchovning additivlik

rossasini 1sbotlang.

4. 6.4-teoremani p o‘lchov uchun isbotlang. Bu zossa Lebeg o‘lchovining

yarim additivlik xossasi deyilads.

5. F(x) =x funksiya yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes o‘lchovi absolyut

wzluksiz o‘lchov bo‘ladimi?

6. F(x) = 2[x] + 1 funksiya yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes o‘lchovi

diskret o‘lchov bo ladimi?
7. Singulyar Lebeg-Stiltes o‘lchoviga misol keltiring.

8. Lebeg ma’nosida o‘lchovli va [0, 1] kesmaga qarashli to‘plamlar sis-

temasi o — algebra tashkil qiladimi? Javobni asoslang.
9. Tekislikdagi A = {(z,y) : 0 <2 <1,0<y <z} toplam elementar
to‘plam bo ‘ladimi? Uning o ‘lchovini toping.
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7-5. O‘lchovning umumiy tushunchasi

Bu paragrafda biz o‘lchovning umumiy ta'rifini beramiz. O‘lchovni yarim
halqadan halgaga davom ettiramiz hamda uning additivlik va o— additivlik
xossalarini isbotlaymiz. Tekislikda to‘g‘ri to‘rtburchaklar o‘lchovi tushunchasi-
ga tayangan holda uni kengroq to‘plamlar sinfiga yoyish natijasida o‘lchovni
qurdik. Bunda (jarayonda) to‘g'ri to‘rtburchaklar o‘lchovidan elementar to‘p-
lamlar o‘lchoviga o‘tishda to‘g'ri to‘rtburchaklar sistemasining yarim halqga
ekanligi va yuzaning manfiymas va additiv bo‘lishi muhim rol o‘ynadi. Bun-
dan tashqari, tekislikdagi o‘lchov Lebeg davomining o— additivligi ham
muhimdir.

Aytilganlarga ko‘ra 6-§ da tekislikdagi to‘plamlar uchun amalga oshirilgan
konstruksiyani yetarlicha umumiy abstrakt talgin gilish mumkin. Keyingi ikki
paragraflar shu masalaga bag‘ishlanadi.

7.1-ta’rif. Agar p to‘plam funksiyasi quyidagi shartlarni ganoatlantirsa:

1) p funksiyaning aniglanish sohasi &, yarim halga bo‘lsa;

2) p funksiyaning giymatlar sohasi haqiqiy va manfiymas bo ‘lsa;

3) p additiv bo‘lsa, ya'ni ixtiyoriy A € &,  to‘plamning o ‘zaro kesish-

maydigan Ay, As, As, ..., A, € &, to‘plamlar bo‘yicha

A= 4

k=1

chekli yoyilmasi uchun
u(A) = (A

k=1

tenglik o‘rinli bo‘lsa, p: &, — R ga o‘lchov deyilads.
Eslatma. ) = 0 U0 yoyilmadan u(0) = 2u(0), yani u(d) = 0 tenglik

kelib chigadi.

7.1. O‘lchovni yarim halqadan undan hosil bo‘lgan minimal halqa-

ga davom ettirish. Tekislikdagi to‘plamlar Lebeg o‘lchovini aniglash uchun
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dastlabki qadam, bu o‘lchovni to‘g‘ri to‘rtburchaklar sistemasi (yarim halqa)
dan elementar to‘plamlar sistemasi (undan hosil gilingan minimal halqa) ga
davom ettirish bo‘ldi. Hozir biz bu konstruksiyaga o‘xshash abstrakt konstruk-
siyani garaymiz.

7.2-ta’rif. Agar m o‘lchovning aniglanish sohasi S, ikkinchi p o‘lchov-
ning aniglanish sohasi &, da saqlansa (S,, C &, ) va ixtiyoriy A € &,
to ‘plam uchun

pu(A) =m(A)

tenglik o ‘rinli bo‘lsa, u holda p o‘lchov m o‘lchovning davomi deyiladi.

7.1-teorema. Aniqlanish sohasi S, yarim halga bo ‘lgan har bir m o‘lchov

uchun aniglanish sohasi M(S,,) (S, ni ozida saqlovchi minimal halqa)

bo‘lgan yagona m' davom mavjud.

Isbot. Har bir A € M(S,,) to‘plam uchun
A=|JBr, Bi€6G,, B:NB =0, k#lL (7.1)
k=1
ko‘rinishdagi yoyilma mavjud. U holda A ga
m/(A) =) m(By) (7.2)
k=1

sonni mos qo‘yuvchi va M(S,,) da aniglangan m' to'plam funksiyasi o‘lchov
bo‘ladi. Hagiqatan ham, (7.2) tenglik bilan aniglangan m/(A) miqdor (7.1)

yoyilmaning tanlanishiga bog'liq emas, chunki ixtiyoriy ikkita
n T
A=JB;=|]JC;, Bi€6&, Cc6,
i=1 j=1

yoyilmalarni qarasak, B;NC; kesishmalar &,, ga tegishli bo‘lganligi uchun
m o‘lchovning additivligidan foydalanib,

Y om(Bi) =Y > m(BNC)) =Y m(C)

i=1 i=1 j=1 j=1

71



tengliklarga ega bo‘lamiz.

Ravshanki, (7.2) tenglik bilan aniglangan m’(A) funksiya manfiymas va
additiv bo‘ladi. Shunday qilib, m o‘lchovning 9%(&,,) ga davomi m’' ning
mavjudligi isbotlandi.

Endi bu o‘lchovning yagonaligini isbotlaymiz. Ixtiyoriy A € M(S,,) to‘p-

lamni va uning biror

A=|JBi, BinB =0, k#1, B.€ 6,
k=1

yoyilmasini olaylik. U holda m o‘lchovning 99%(&,,) da aniglangan ixtiyoriy

m davomi uchun

m(A) =Y m(By) =Y m(By)=m'(A)
k=1 k=1
tenglikni olamiz, ya'ni m o‘lchov m’ o‘lchov bilan ustma-ust tushadi. A

O‘lchovning manfiymaslik va additivlik xossalaridan quyidagi muhim xos-
salar kelib chiqadi.

7.2-teorema. Biror G,, halgada aniglangan m o‘lchov va &,, ga tegishli
A, Ay, Ag, ..., A, to‘plamlar berilgan bo‘lsin. U holda:

I. Agar k61 A, CA va AyNA =0, k#1 bolsa, quyidagi tengsizlik

bajariladi

> m(Ag) < m(A).
k=1

II. Agar |J Ar D A bo'lsa, quyidagi tengsizlik bajariladi
k=1

> m(Ap) = m(A).
k=1

Xususan, agar A, B € &, va A C B bo‘lsa,m(A) < m(B) boladi.
Isbot. G,, ga tegishli va o‘zaro kesishmaydigan Ay, Ao, ..., A, to‘plam-

lar berilgan bo‘lib, ularning barchasi A € G,, to‘plamda saqlansin. U holda
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m o‘lchovning additivligiga ko‘ra

Bundan, m(A\ |J Ax) > 0 bo‘lganligi uchun I - xossaning isbotiga ega
k=1
bo‘lamiz.

Endi ixtiyoriy A, As € G,,, to‘plamlar uchun
m(Al U AQ) = m(Al) + m(AQ) — m(A1 N Ag) S m(Al) + m(AQ)

tenglik o‘rinli ekanligidan foydalansak, bu yerdan chekli induktiv qadamdan

so‘ng
m (U Ak> <> m(Ap) (7.3)

tengsizlikni olamiz. Nihoyat, o‘lchovning additivlik xossasiga ko‘ra

s {)» () (1)

yoki (7.3) tengsizlikka ko‘ra
m(A) <Y m(Ag). A

Hozir biz halqada aniglangan o‘lchovlar uchun I va II xossalarni isbotladik.
Agar yarim halqada aniglangan o‘lchovni garasak, uning halqadagi davomi
uchun I va II xossalar o‘rinli bo‘lganligidan, bu davomning yarim halqadagi
gismi uchun ham I va IT xossalar o‘rinli bo‘lib qoladi.

7.3-ta’rif. Agar G,, sistemada aniglangan m o‘lchov va ixtiyoriy o‘zaro
kesishmaydigan sanoqlita Ay, Ao, ..., A,, ... € &, to‘plamlar uchun
kfj A=A € 6, bo‘lganda quyidagi tenglik o ‘rinli bo‘lsa

—1

oo

m(A) =) m(Ay),

k=1



u holda m o‘lchov sanogli additiv yoki o— additiv o‘lchov deyilada.

6-§ da tekislikdagi to‘plamlar uchun kiritilgan m o‘lchov o— additiv (6.8-
teorema) o‘lchovga misol bo‘ladi. Boshqacha tabiatli o— additiv o‘lchovga,
misol keltiramiz.

7.1-misol. Bizga ixtiyoriy sanoqli X = {1, xa,..., Ty, ...} to'plam beril-

gan bo‘lsin. p, > 0 sonlarni shunday tanlaymizki,

> pn=1
n=1

bo‘lsin. Har bir A C X to'plamga
m(A) =Y pn (7.4)
z,€A
sonni mos qo‘yamiz. Aniglanishiga ko‘ra, m(A) to‘plam funksiyasi o‘lchov
bo‘ladi va X ning barcha gism to‘plamlari o‘lchovli bo‘ladi. Bundan tashqari,
m(X) = 1.

Endi X ning o‘zaro kesishmaydigan sanoqlita ixtiyoriy Aq,..., A,,... gism
to‘plamlarini olaylik va Ej A = A Dbo'lsin. Aniqlanishiga ko‘ra, m(A)
uchun (7.4) tenglik o‘rinlf:vla tenglik o‘ng tomonidagi qator absolyut yaqin-
lashuvchi bo‘lgani uchun

A=Y =3 m=3 m,)
zp€A n=1 €A, n=1
tengliklar o‘rinli, ya'ni m o‘lchov o— additiv bo‘ladi.

Endi additiv bo‘lib, ammo o— additiv bo‘lmagan o‘lchovga misol qaraymiz.

7.2-misol. [0, 1] kesmadagi barcha ratsional sonlar to‘plamini X bilan
belgilaymiz. &,, orqali X ning (a, b) interval, [a, b] kesma va [a, b), (a, b]
yarim intervallar bilan kesishmalaridan iborat to‘plamlar sistemasini belgi-

laymiz. Ko‘rsatish mumkinki, &,, yarim halqa bo‘ladi. Agar

Aw =X 5) (a8, Na. b, e, )
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desak, har bir A, to‘plamga
m(Awp) =b—a

sonni mos qo‘yish mumkin. Bu to‘plam funksiyasi m additiv o‘lchov bo‘ladi,
ammo o— additiv bo‘lmaydi. Chunki [0, 1] kesmadagi barcha ratsional son-
lar to‘plami sanoqli, ya'ni X = {ry, ro,...,7r,,...} tenglik o‘rinli. Birinchi-
dan App = X ([0, 1] to‘plam uchun m(Ap;) =1 bo‘ladi, ikkinchi tomondan
Ag = fj A,, o‘zaro kesishmaydigan sanoqlita nol o'lchovli A,, = X (\[rp, 4]

n=1
to‘plamlarning yig‘indisidan iborat bo‘ladi, ya'ni

m(Ag) =1# Y m(A,) =0.

7 va 8-§larda qaralayorgan o‘lchovlarni o— additiv o‘lchovlar deb hisob-
laymiz.

7.3-teorema. Agar S, yarim halqada aniglangan m o‘lchov o— addi-
tiv bo‘lsa, u holda bu o‘lchovning M(S,,) (S, ni o‘zida saqlovchi minimal
halqa) halqaga davomi p ham o— additiv o‘lchov bo‘ladi.

Isbot. A € M(S,,) to‘plam va o‘zaro kesishmaydigan B, € M(S,,),
n € N to‘plamlar berilgan bo‘lib, A = Ej Bj. tenglik bajarilsin. U holda 5.3-

k=1
teoremaga ko‘ra, &,, da o‘zaro kesishmaydigan cheklita {4, j =1,2,... 1}

to‘plamlar va o‘zaro kesishmaydigan {B,s, s =1,2,...,l,} to‘plamlar sis-
I I

temalari mavjud bo'lib, A = |J A, ,va B, = |J Bns, n € N chekli yoyil-
7=1 s=1

malar o‘rinli bo‘ladi.

Endi Cps; = Bns()A; belgilashlarni kiritamiz. Tuzilishiga ko'ra, Cg;
oo Iy l
to‘plamlar o‘zaro kesishmaydi va A; = |J |J Cns; va Bps = |J Chs; yoyil-
n=1 s=1 J=1
malar o‘rinli bo‘ladi. &,, da aniqlangan m o‘lchovning o— additivligidan

oo I, l
m(A;) = > m(Chy)  va m(By) = Z m(Chsj)  (7.5)



tengliklarga ega bo‘lamiz. Ikkinchi timondan 9(S,,,) da berilgan p o‘lchovning

aniglanishiga ko‘ra,

n(A) = Zm(Aj) va  u(B,) = Zm(Bm) (7.6)

U holda (7.5), (7.6) formulalardan

ln In

M(A) z; Zzzm nsy Z Zm nsy

7=1 n=1 s=1 n=1 s=1 j=1

oo I, 00
=Y > m(By)= > m(B

n=1 s=1
tengliklar zanjirini olamiz. Bu tengliklar zanjirida gatnashayotgan barcha qa-

torlar absolyut yaqginlashuvchi, shuning uchun

= Zm(B

tenglikning o‘rinli ekanligiga ega bo‘lamiz. A
Ko‘rsatildiki, agar yarim halqada o— additiv o‘lchov aniglangan bo‘lsa, u
holda uning halgaga davomi ham o— additiv o‘lchov bo‘ladi, shuning uchun,
boshidan o‘lchovni biror halqada aniglangan deb qarash mumkin.
7.4-teorema. Biror & halgada o— additiv m o‘lchov berilgan bo‘lib, A
va Ay, Ao, ..., Ay, ... to‘plamlar & ga tegishli bo‘lsin. U holda:

Iy. Agar J Ax CA wva i #j da A;(A; =0 bo‘lsa, u holda
k=1

tengsizlik o ‘rinli;

I1, (sanoqli yarim additivlik). Agar A C |J Ar bo‘lsa, u holda
k_



tengsizlik o ‘rinli.
Isbot. Agar A to‘plamlar o‘zaro kesishmasa va A to‘plamda saglansa, u

holda 7.2-teoremaning [ tasdig‘iga ko‘ra har bir n € N da
> m(Ag) < m(A)
k=1

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerdan n — oo da limitga o‘tsak [, tasdiq
isbotiga ega bo‘lamiz.

Endi /1, tasdigni isbotlaymiz. & halqa bo‘lgani uchun

n—1
B, = (A [V A\ Ar
k=1
to‘plamlar & ga tegishli bo‘ladi. Tuzilishiga ko‘ra

A= G Bk, B, C An
k=1

va B, to'plamlar juft-jufti bilan o‘zaro kesishmaydi, shuning uchun

7.1-eslatma. Ko'rinib turibdiki, teoremaning [, tasdig'i o‘rinli bo‘lishi
qaralayotgan o‘lchovning o— additivligiga bog‘liq emas, shuning uchun ixti-
yoriy additiv o‘lchov uchun ham bu tasdiq o‘rinli bo‘ladi. Aksincha, 11, tas-
digda o‘lchovning o— additivlik xossasi muhim ahamiyatga egadir. Hagigatan
ham, yuqorida garalgan 7.2-misolda o— additiv bo‘lmagan o‘lchovda, o‘lchovi
1 ga teng X to'plam o‘lchovlari 0 ga teng bir nuqtali to‘plamlar yig‘indisida
saqlanadi, ammo /[, tasdiq bajarilmaydi. Bundan tashqari shunga ishonch
hosil qilish mumkinki, 77, xossa umuman olganda o— additivlik xossasiga
teng kuchli. Hagigatan ham, & yarim halgada aniqlangan biror p o‘lchov
berilgan bo‘lsin. Aj, As, ..., A,, ... sanoqli sondagi to‘plamlar & dan olin-

0
gan bo'lib, Ay, Ao, ..., Ay, ... to'plamlar o‘zaro kesishmasin va A = |J Ay
k=1
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tenglik bajarilsin. U holda har qanday o‘lchov I, xossaga ega bo‘lganligi
sababli

S n(A) < p(A)

tengsizlik bajariladi. Bundan tashqari, agar p o‘lchov 1, xossaga ham ega

bo‘lsa, u holda (chunki Ay lar A ni qoplaydi)

tenglik o‘rinli. Demak, o‘lchovning sanoqli yarim additivligi uning o— addi-

tivligini ta’minlar ekan.
Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. [0, 1] kesmadagi barcha irratsional sonlar to‘plamini X bilan belgi-
laymiz. S, orqali X ning (a, b) interval, [a, b] kesma va |a, D),
(a, b] yarim intervallar bilan kesishmalaridan hosil bo‘lgan to‘plamlar
sistemasini belgilaymiz. Agar Aqy = X ((a, b) (N[a, 0], N(a, b], N[a, b))
desak, har bir Ay to‘plamga m(Ag) = b —a sonni mos qo‘yamiz. Bu

to ‘plam funksiyasi m o— additiv o‘lchov bo ‘ladimi?

2. Har bir A C R to‘plamga

1
m(A) = ) o
neN A
sonni mos qo‘yamiz. m to‘plam funksiyasi o‘lchov bo ‘lishini ko ‘rsating.
A= (—o00, 0) va B=11, 4] to‘plamlarning o‘lchovlarini toping.

3. 2-misolda aniglangan m o‘lchov o— additiv o‘lchov bo‘ladimi?
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8-§. Of‘lchovning Lebeg bo‘yicha davomi

8.1. Birli (birlik elementli) yarim halgada aniglangan o‘lchovning
Lebeg bo‘yicha davomi. Agar &,, yarim halqada aniglangan m o‘lchov
additivlik xossasiga ega bo‘lib, ammo o— additiv bo‘lmasa, u holda m ning
S,, dan 9M(S,,) ga davomi bilan o‘lchovni davom ettirish jarayoni tugaydi,
yani m o‘lchovni 9(&,,) dan kengroq sinfga davom ettirib bo‘lmaydi. Agar
S,, da aniglangan m o‘lchov o—additiv bo‘lsa, u holda m ni &,, dan
M(S,,) ga nisbatan kengroq bo‘lgan va qandaydir ma’noda maksimal sinf-
ga davom ettirish mumkin. Buni Lebeg bo‘yicha davom ettirish yordamida
amalga, oshirish mumkin. Bu bandda birli yarim halgada berilgan o‘lchovni
Lebeg bo‘yicha davom ettirish masalasini qaraymiz, umumiy holni esa kelgusi
bandda qaraymiz.

Bizga biror &,, birli yarim halqada aniglangan o— additiv m o‘lchov beril-
gan bo‘lsin va F/ to‘plam &,, yarim halganing biri bo‘lsin. £ ning barcha
qism to‘plamlaridan tashkil topgan 2A(E) sistemada tashqi o‘lchov deb ataluv-
chi p* funksiyani quyidagicha aniqlaymiz.

8.1-ta’rif. Iztiyoriy A C E to‘plam uchun

p'(A) =inf Y m(B,) (8.1)

son A to‘plamning tashqi o‘lchovi deb ataladi. Bu yerda aniq quyi chegara
A to‘plamni qoplovchi barcha chekli yoki sanoqli {B,}, B, € &, to‘plamlar
sistemast bo ‘yicha olinadi.

8.1-teorema (Sanoqli yarim additivlik). Agar A va sanoglita Ay, As, ...,
An, ... to‘plamlar uchun A C fj A, bo‘lsa, u holda quyidagi tengsizlik

n=1
o‘rinl



Bu teorema tasdig‘ining isboti 6.3-teorema tasdig'i isbotiga (aynan) o‘xshash
amalga oshiriladi.
8.2-ta’rif. Agar A C E to‘plam wva istalgan € > 0 uchun shunday B €
M(S,,) to‘plam mavjud bo lib,
P (AAB) < e

tengsizlik bajarilsa, A (Lebeg bo ‘yicha) o‘lchovli to ‘plam deyilads.

Faqat o‘lchovli to‘plamlar sinfida aniglangan p* funksiya Lebeg o‘lchovi
deb ataladi va u p harfi bilan belgilanadi. Ravshanki, &,, va IM(S,,) dan
olingan to‘plamlar o‘lchovli bo‘ladi. Bunda, agar A € &,, va B € IM(&,,)
bo‘lsa, u holda

u(A) = m(4),  p(B) = m!(B).

Agar A olchovli to‘plam va p*(AAB) < e tengsizlikni qanoatlantiruvchi

B € M(G,,) to‘plam berilgan bo‘lsa,

AAB = (E\A)A(FE\B)
tenglikdan A ning to‘ldiruvchi to‘plami F\ A ning ham o‘lchovli ekanligi kelib
chiqadi.

8.2-teorema. O‘lchovli to‘plamlar sistemasi YU(E) halqa bo‘ladi.

Isbot. Ixtiyoriy A; va As to‘plamlar uchun

A1 N Ay = A\ (A1\Ag) (8.2)
va
AL U Ay = E\[(E\Ay) N (E\A)] (8.3)
tengliklar o‘rinli bo‘lgani uchun quyidagini isbotlash yetarli. Agar A; € U(F),
Ay € U(E) bo'lsa, u holda A = A;\Ay € U(E) bo'ladi, ya'ni o‘lchovli
to‘plamlarning ayirmasi o‘lchovlidir. Hagiqatan ham, A; va A, o‘lchovli to‘p-

lamlar uchun shunday B; € M(S,,) va By € M(S,,) to‘plamlar mavjudki,
W (AAB)) < % va 1 (AsABy) < %
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tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. B = B\ By € M(S,,) bo‘lganligi uchun
(Al\AQ)A(Bl\BQ) C (AlABl) U (AQABQ)

munosabatdan foydalanib, p*(AAB) < € tengsizlikni olamiz. Demak, A1\ Ay €
U(FE) u holda (8.2) va (8.3) munosabatlardan A; () A2 € U(E) va A |J As €
MU(F) ekanligini olamiz. A; va As to‘plamlarning simmetrik ayirmasining
o‘lchovli ekanligi
A1AAy = (A1\As) U (As\Ay)

tenglikdan kelib chigadi. A

8.1-eslatma. G,, ning birlik elementi - E olchovli to‘plamlar sistemasi
U(F) uchun ham birlik eliment bo‘ladi, shuning uchun o‘lchovli to‘plamlar
sistemasi U(F) algebra tashkil giladi.

8.3-teorema. O‘lchovli to‘plamlar sistemasi M E) da aniglangan p to‘p-
lam funksiyasi addituvdir.

Bu teoremaning isboti 6.6-teorema isbotini so‘zma-so‘z takrorlash bilan
amalga, oshiriladi.

8.4-teorema. O°‘lchovli to‘plamlar sistemasi M E) da aniglangan p to‘p-
lam funksiyasi o— addituvdir.

Isbot. O‘lchovli to‘plamlar sistemasi LU(E) dan olingan A va juft-jufti
bilan o‘zaro kesishmaydigan Ay, As, ..., A,, ... to‘plamlar uchun A = fj A,

n=1
bo‘lsin. 8.1- teoremaga ko‘ra,

A< ) = p(A) < uA) (8.4)

n=1

tengsizlik o‘rinli. 8.3-teoremaga ko‘ra, har bir n da
(A) = U Ap) = ZM Ay) (8.5)

tengsizlikni olamiz. (8.5) da n — oo da hmltga o‘tib,

A) > p(Ay) (8.6)
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ga ega bo‘'lamiz. (8.5) va (8.6) lardan teorema tasdig‘i kelib chiqgadi. A
8.5-teorema. Lebeg bo‘yicha o‘lchovli bo‘lgan barcha to‘plamlar sestemasi
MW(E), E birlik elimentli o— algebradir.
Isbot. 6.7-teorema isbotini so‘zma-so‘z takrorlash yordamida sanoqlita
Ay, Agy oAy, € U(E) to'plamlar uchun A = Ejl A, € U(F) ekanligini

isbotlash mumkin. Ikkinchi tomondan,
n=1 n=1

tenglikka ko‘ra, ﬁ A, € Y(F) ekanligiga ishonch hosil gilamiz. A
Tekislikdagi tg‘:pllamlarning Lebeg o‘lchovi xossalariga o‘xshash, o‘'lchovning
o— additivlik xossasidan uning uzluksizlik xossasi kelib chiqadi.
Ya'ni, Ay D Ay D ... D A, D... olchovli to‘plamlar ketma-ketligi uchun
A= ﬁl A, bo'lsa, u holda
u(A) = Tim p(A,)

n—oo

bo‘ladi. Xuddi shuningdek, agar biror o‘lchovli to‘plamlarning A; C Ay C
... C A, C... ketma-ketligi uchun A= |J A, bo‘lsa, u holda

n=1

u(A) = lim pu(Ay,)

tenglik o‘rinli.

Shunday qilib, biz ko‘rsatdikki, agar birlik elimentli &,, yarim halqada
o—addituv m oflchov berilgan bo‘lsa, bu o‘lchovni Lebeg bo‘yicha davom
ettirish natijasida $(F), o—algebrada aniglangan o— addituv p o‘lchov
hosil bo‘ladi.

8.3-ta’rif. O‘lchovli to‘plamlar sestemasi U(E) da aniglangan va U(E)
da tashqi o‘lchov p* bilan ustma-ust tushuvchi p = L(m) funksiya m o'l-

chovning Lebeqg davomi deyilads.
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8.2. Birlik elementga ega bo‘lmagan yarim halqada berilgan o‘l-
chovni davom ettirish. Agar m o‘lchov birlik elimentga ega bo‘lmagan G,,
yarim halqada aniglangan bo‘lsa, u holda avvalgi banddagi o‘lchovni Lebeg
bo‘yicha davom ettirish jarayonida ba’zi o‘zgarishlar sodir bo‘ladi. Aniqrog‘i,
1" tashqi o‘lchov chekli Zm( ») yig'indiga ega bo‘lgan UB € 6,, qop-
lamasi mavjud bo‘lgan A to'plamlar uchun aniglanadi. To’ plam o‘lchovliligi
ta’rifi o‘zgarishsiz qoladi. 8.2-8.4-teoremalar va 8.3-ta’rif o‘z kuchini saqglab
qoladi. Yarim halqada birlik elementning mavjudligidan 8.2-teorema isbotida
foydalanilgan. Umumiy holda ham 8.2-teoremani isbotlash mumkin. Buning
uchun A;, As € (F) dan Ay J Ay € U(F) kelib chiqishini birlik elementga
bog‘ligsiz ravishda ko‘rsatish kerak. Bu tasdiq

(Al U AQ)A(Bl U BQ) C (AlABl> U (AQABQ)

munosabatdan kelib chiqadi. &,, yarim halqada birlik element mavjud bo‘l-
magan holda 8.5-teorema quyidagi teoremaga almashtiriladi.

8.6-teorema. Istalgan boshlang‘ich m o‘lchov uchun Lebeg bo ‘yicha o‘l-
chovli to‘plamlar sistemasi M(E) d— halga bo‘ladi. Sanoqli sondagi o‘lchovli
Ay, Ag, oo Ay, ... to‘plamlar birlashmasi bo‘lgan A = fj A, to‘plamning

n=1
n
o‘lchovli bo ‘lishi uchun u (U Ak> miqdorning n ga bog‘ligsiz o‘zgarmas
bilan chegaralangan bo lishi zarur va yetarli.
Isbot. Yetarliligi. O‘lchovli to‘plamlarning Aq, As, ..., A,, ... sanoqli sis-

temasi berilgan bo‘lib,

sup,u(UAk>K<oo

n>1 h—1

bo‘lsin. Yangi
A=Ay, Ay = A)\Ay, Ay = A\(Ar A, AL = AN\ (A
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o‘lchovli to‘plamlar ketma-ketligini tuzamiz. Tuzilishiga ko‘ra, A}, A5, ...,

n
Al ... to'plamlar o‘zaro kesishmaydi. Bundan tashqari, istalgan n da |J A},
k=1

n
= |J Ai tenglik o‘rinli. Bundan tashqari
=1

SUp fs (U Ak> = sup 4 (U Ak> —supz,uA' SZ
k=1 k=1 k=1 k=1

shart bajariladi. Demak, istalgan € > 0 son uchun shunday n € N mavjudki,
(0.} o0 c
A ] < L) < =
(U )< 30 <
tengsizlik o‘rinli bo'ladi. C'= |J A} to‘plam o‘lchovli bo‘lgani uchun, shun-
k=1

day B € G,, to‘plam mavjud bo‘lib, u*(CAB) < % tengsizlik bajariladi.

AABC (CAB)U( G A;)

k=n+1

munosabatdan foydalansak, p*(AAB) < e tengsizlikni olamiz. Demak, A
o‘lchovli to‘plam ekan.

Zaruriyligi. Aytaylik sanoqglita Ay, Ao, ..., Ay, ... o‘lchovli to‘plamlar uchun
A= fjl A, to‘plam o‘lchovli bo‘lsin va p(A) chekli bo‘lsin. U holda istal-

n n

gan n € N uchun |J Ay C A munosabatdan va |J Ax o‘lchovli to‘plam
k=1 k=1

bo‘lgani uchun

m (U Ak> <A = sup 1 (U Ak> < pu(A) < oo. A

k=1
8.1-natija. O‘lchovli to‘plamlar sinfi W E) va A € U(E) to‘plam beril-

gan bo‘lsin. A to‘plamning barcha B € MU(FE) qism to‘plamlaridan tuzilgan
B(U(A)) sistema o— algebra bo‘ladi.

Masalan, agar {(R) sonlar o‘qidagi Lebeg ma’nosida o‘lchovli to‘plamlar
sinfi va A = [a, b] ixtitoriy kesma bo‘lsa, u holda [a, b] kesmada saqlanuvchi

o‘lchovli to'plamlar sistemasi o— algebra tashkil giladi.
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Lebeg o‘lchovining yana bir xossasini keltiramiz.

8.4-ta’rif. Agar u(A) =0 va A" C A bo‘lishidan A" ning o‘lchovli ekan-
ligi kelib chigsa, @ o‘lchov to‘la deyilads.

Ta'rifda keltirilgan A’ to‘plam uchun p(A’) =0 bo‘ladi.

Qiyinchiliksiz isbotlash mumkinki, ixtiyoriy o‘lchovning Lebeg davomi to‘la
bo‘ladi. Hagiqatan ham, A" C A, pu(A) = u*(A) = 0 bo'lsa, u(4A’) =0
bo‘ladi va 0 € &, ni olsak, p*(A'AD) = p*(A’) = 0 boladi, yani A’
to‘plamning o‘lchovli ekanligi kelib chiqadi.

Umuman olganda o— algebrada aniqlangan har qanday o— additiv o‘l-
chovni to‘la o‘lchovgacha davom ettirish mumkin. Buning uchun nol o‘lchovli

to‘plamning ixtiyoriy gismiga nolni mos qo‘yish kifoya qiladi.
Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriglar

1. X =100, 1\Q bo'lsin. &, orqali X ning |a, b) yarim intervallar bilan
kesishmalaridan hosil bo‘lgan to‘plamlar sistemasini belgilaymiz. Bu sistema-
ning yarim halga ekanligini ko ‘rsating.

2. I-topshiriqda aniglangan &, yarim halqganing har bir Agm = X N [a, b)
to ‘plamiga m(Aq) = b—a sonni mos qo ‘yamiz. Bu to‘plam funksiyasi o‘lchov
bo ‘lishini ko ‘rsating.

3. 2-topshiriqda aniglangan m : &,, — R o‘lchovning Lebeg bo ‘yicha davo-
mint toping. Uni sonlar o‘qidagi Lebeg o‘lchovi bilan ustma-ust tushishini

ko ‘rsating.
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IIT bob. O‘lchovli funksiyalar

Bu bob ikki paragrafdan iborat. Dastlabki 9-paragraf o‘lchovli funksiyalar
xossalarini tekshirishga bag‘ishlangan. O‘lchovli funksiyalar Lebeg integrali
tushunchasini kiritishda asosiy manba hisoblanadi. Bu yerda o‘lchovli funksiya-
lar ta’riflanib, ularning asosiy xossalari isbotlangan. Jumladan, o‘lchovli funk-
siyalar to‘plamining arifmetik amallarga nisbatan yopiqligi (9.1-teorema) ko‘r-
satilgan. Yana, agar {f,} o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi har bir x € F
nuqtada f(z) ga yaginlashsa, u holda limitik funksiya f ning o‘lchovli bo‘lishi
(9.2-teorema) isbotlangan.

Bobning oxirgi, 10-paragrafida ekvivalent funksiyalarga ta'rif berilib, ularga
misollar keltirilgan. Ekvivalent funksiyalarning biri o‘lchovli bo‘lsa, ikkinchisi
ham o‘lchovli bo‘lishi isbotlangan. Bundan tashqari o‘lchovli funksiyalar ketma-
ketliklarining nuqtali, deyarli va o‘lchov bo‘yicha yaqinlashishlari ta’riflanib,
ular orasidagi bog‘lanishlar yoritilgan. Ma’lumki, tekis yaginlashishdan nuqg-
tali yaginlashish, nuqgtali yaginlashishdan esa deyarli yaqginlashish kelib chiqa-
di. Deyarli yaqginlashishdan o‘lchov bo‘yicha yaqginlashish kelib chiqgishi isbot-
langan. O‘lchov bo‘yicha yaqinlashishdan deyarli yaqinlashish kelib chiqadi-
mi degan savolga ijobiy javob yo‘q ekan. O‘lchov bo‘yicha nol funksiyaga
yaqinlashuvchi, lekin nolga biror nuqtada ham yaqinlasmaydigan funksiyalar
ketma-ketligiga misol (10.5-misol) keltirilgan. Ammo o‘lchov bo‘yicha yaqin-
lashuvchi ketma-ketlikdan deyarli yaqginlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratish
mumkinligi (10.5-teorema) ko‘rsatilgan. Tekis yaqinlashish va deyarli yaqin-
lashish orasidagi bog‘lanishni ifodalovchi Yegorov teoremasi (10.3-teorema) is-
botlangan. O‘lchovli funksiyaning uzluksiz funksiyaga qaysidir ma'noda yaqin
bo‘lishi haqgidagi Luzin teoremasi (10.6-teorema), ya'ni funksiya o‘lchovli bo‘li-

shining kriteriysi keltirilgan.
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9-3. O‘Ichovli funksiyalar va ular ustida amallar

Bu paragrafda uzluksiz funksiyaga gaysidir ma’noda yaqin bo‘lgan (Luzin
teoremasiga qarang) o‘lchovli funksiya tushunchasiga ta’rif beramiz. O‘lchovli
funksiyalar Lebeg integrali tushunchasini kiritishda asosiy manba hisoblanadi.

Bizga E C R(E C R?) Lebeg ma'nosida o‘lchovli to‘plam va unda aniqlan-
gan haqiqiy giymatli f funksiya berilgan bo‘lsin.

9.1-ta’rif. Agar iztiyoriy ¢ € R uchun {x € E : f(x) <c} == E(f < ¢
to‘plam o‘lchovli bo‘lsa, f funksiya E to‘plamda o‘lchovli deyiladi.

9.1-misol. f: F — R, f(z) = a = const funksiyaning o‘lchovli ekan-
ligini ko‘rsating.

Yechish. Ixtiyoriy ¢ € R uchun

E, agar c¢>a,
E(f<c)={zxeE: f(zx)<c}=
0, agar c<a

tenglik o‘rinli. F va (0 to‘plamlar o‘lchovli. Demak, ixtiyoriy ¢ € R uchun
E(f < ¢) to‘plam o‘lchovli ekan. Ta'rifga ko‘ra, f(x) = a funksiya F da
o‘lchovli funksiya bo‘ladi.

9.1-teorema. Agar f wva g funksiyalar E to‘plamda o‘lchovli bo‘lsa, u
holda ularning yig‘indist f+ g, ayirmasi f— g va ko‘paytmasi f-g o‘lchovli
bo‘ladi. Agar barcha x € E lar uchun g(x) # 0 bo‘lsa, u holda f/g funksiya
ham E da o‘lchovli bo‘lads.

Teoremani isbotlashda quyidagi lemmalardan foydalanamiz.

9.1-lemma. Agar f funksiya E to‘plamda o‘lchovli bo‘lsa, u holda ixti-

yoriy a, b € R lar uchun quyidag: to ‘plamlarning har biri o ‘lchovli bo‘lads:

1) E(f za); 2) Ela<f<b); 3) E(f=a); 4) E(f<a); 35)E(f>a)

Isbot. Faraz qilaylik, f oflchovli funksiya bo‘lsin, u holda ta’rifga ko‘ra,
ixtiyorly @ € R uchun E(f < a) to‘plam o‘lchovli bo‘ladi.
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1) E(f > a) = F\E(f < a) tenglikdan, hamda o‘lchovli to‘plamning
to‘ldiruvchisi o‘lchovli ekanligidan E(f > a) to‘plamning o‘lchovli ekanligi
kelib chiqadi.

2) E(la < f<b)=FE(f>a)E(f <b) tenglikdan, hamda o‘lchovli
to‘plamlar kesishmasi o‘lchovli ekanligidan E(a < f < b) to‘plamning o‘lchovli
ekanligi kelib chigadi.

3) E(f = a) to'plamning o‘lchovli ekanligini ko‘rsatamiz:
E(f—a)—ﬁE a<f<a+l
N N n=1 B n .

Buyerda E <a <f<a+ %) to‘plam 2) ko‘rinishdagi to‘plam bo‘lgani uchun
u - o'lchovli. O‘lchovli to‘plamlarning sanoqli sondagi kesishmasi (6.7-teorema)
o‘lchovli bo‘lganligi uchun E(f = a) to‘plam o‘lchovli bo‘ladi.

4) E(f < a) to'plamning o‘lchovli ekanligi ta’rifdan, 3) dan hamda E(f <
a) = E(f <a)|JE(f = a) tenglikdan kelib chigadi.

5) E(f > a) = E\E(f < a) tenglikdan hamda to‘ldiruvchi to‘plamning
o‘lchovliligi (6.4-teorema) dan kelib chiqadi. A

9.2-lemma. Agar iztiyoriy a, b € R lar uchun 9.1-lemmadagi 1), 2), 4),
5) ko‘rinishdagi to‘plamlarning birortasi o‘lchovli bo‘lsa, u holda f funksiya
E to‘plamda o‘lchovli bo ‘lads.

Isbot. Biz faqat 1) ko‘rinishdagi to‘plamning o‘lchovli ekanligidan f ning
o‘lchovli ekanligini keltirib chiqaramiz. Qolgan tasdiglarning isbotini o‘quvchi-
ga mustaqil isbotlashni tavsiya qgilamiz. Faraz qilaylik, E(f > a) to‘plam ix-
tiyoriy a € R uchun o‘lchovli bo‘lsin. U holda uning to‘ldiruvchi to‘plami
E(f < a) ham o‘lchovli bo‘ladi. 9.1-ta’rifga asosan f o‘lchovli funksiya
bo‘ladi. A

9.3-lemma. Agar f va g lar E da o‘lchovli funksiyalar bo‘lsa, u holda
{reE: f(x)>glx)} =E(f>g) toplam o‘lchovli bo‘ladi.
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Isbot. Ratsional sonlar to‘plami @ sanoqli bo‘lganligi uchun uning ele-
mentlarini nomerlab chiqamiz, yami Q = {ry,7r9,...,7%,...} va quyidagi

tenglikni isbotlaymiz:
E(f>g)={zecE: f(x)>g(x)} =

= U ({2 7@ >rd ez g@) <ri}). 9.1)

Faraz qilaylik, xg € {z € E: f(z) > g(z)} yani f(z9) > g(xo) bo'lsin, u
holda ratsional sonlarning zichlik xossasiga ko‘ra shunday r; € Q mavjudki,

f(xg) > rr > g(xy) munosabat o‘rinli bo‘ladi. Demak,

g € {x: f(x) > rk}m{x cg(x) <71}

Bundan

Ty € [_j ({xf(:v) > i} ﬂ {z:g(x) <rk}) =A

ekanligi, bundan esa E(f > g) C A kelib chiqadi. Endi teskari A C E(f > g)

munosabatni ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik,

xo € [_OJ ({a:f(x) > 7} ﬂ {z:g(x) <rk}>

ixtiyoriy nuqta bo‘lsin, u holda =z, birlashmadagi to‘plamlarning hech bo‘l-
maganda bittasiga tegishli bo‘ladi, ya'ni shunday k& € N mavjudki, xy €
{z: f(z)>rr} N{x: g(x) <ry}.Demak, bir vagtda f(zg) > ri va g(xg) <
rr. bo‘ladi. Bundan f(z¢) > g(xo) ekanligi, yani xy € {x € E: f(x) > g(x)}
ekanligi kelib chiqadi. Bundan A C E(f > ¢) ni olamiz.

Biz (9.1) tenglikni isbotladik. 9.3-lemmaning isboti (9.1) tenglikdan, ham-
da olchovli to‘plamlarning sanoqli birlashmasi (6.7-teorema) yana o‘lchovli
ekanligidan kelib chigadi. A

9.1-teoremaning isboti. Teoremani bir necha qgismlarga ajratib isbot-

laymiz.
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1) agar f— oflchovli funksiya bo‘lsa, u holda ixtiyoriy & € R uchun
k- f va f+ k funksiyalar ham o‘lchovli bo‘ladi. Hagiqatan ham, (k # 0
deb hisoblaymiz £ = 0 bo‘lganda %k - f ning o‘lchovli bo‘lishi 9.1-misolda
ko‘rsatildi)

E(f <%%), agar k>0,

{reFE:kf(x)<c}= (<) ag (9.2)
E(f>%.), agar k<O.

(9.2) tenglikning o‘ng tomonidagi to‘plamlarning har biri o‘lchovli bo‘lgani

uchun k- f funksiya o‘lchovli bo‘ladi. f + k funksiyaning o‘lchovliligi
{reE:flx)+k<ct={zxeFE: flx)<c—k}

tenglikdan kelib chigadi.
2) Agar f va g lar E da o‘lchovli funksiyalar bo‘lsa, u holda 9.3-lemmaga
ko‘ra

{reE: f(z)+g(@) >ct={recE: fz)>c—g(z)}

to‘plam ixtiyoriy ¢ € R da o‘lchovli bo‘ladi. Demak, 9.2-lemmaga ko‘ra f+g
o‘lchovli funksiya bo‘ladi.

3) 1) va 2) dan kelib chiqadiki, f+ (—1)g o‘lchovli funksiya bo‘ladi.

4) Agar f o‘lchovli bo‘lsa, u holda |f| va f? lar ham o‘lchovli funksiyalar

bo‘ladi. Hagigatan ham,

E, agar ¢ <0
E(|f]>¢) = (9.3)
E(f<—)UE(f>c), agar ¢>0.
(9.3) tenglikning o‘ng tomonidagi to‘plamlar ixtiyoriy ¢ € R da o‘lchovli

bo‘lganligi uchun |f| o‘lchovli funksiya bo‘ladi.

E, agar c<0
E(f*>c) = g (9.4)

E(|f| > v/¢), agar ¢>0.
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| f| funksiyaning o‘lchovli ekanligidan, (9.4) tenglikning o‘ng tomonidagi to‘p-
lamlarning ixtiyoriy ¢ € R da o‘lchovli ekanligi kelib chigadi. Demak, f?
o‘lchovli funksiya bo‘ladi.

5) O‘lchovli funksiyalarning ko‘paytmasi o‘lchovli ekanligi quyidagi

(f+9)°—(f—9)]

o ]

f.g:

ayniyatdan, hamda 1), 2), 3) va 4) xossalardan kelib chiqadi.
1
6) Agar g olchovli bo'lib, g(z) # 0, Vx € E bo‘lsa, u holda — ning
g
o‘lchovli bo‘lishi

(

1
E(g<0)JUE(g>-), agar ¢>0
1 1 ¢
El-<c|=q E{-<g<0), agar c<0,
c

| E(9<0), agar c=0

1
tenglikdan kelib chigadi. Demak, — — o‘lchovli funksiya. 5-xossaga ko‘ra,
g

f(z)- ﬁ funksiya ham o‘lchovli bo‘ladi, bunda g(z) # 0. A

Shunday qilib, biz o‘lchovli funksiyalar to‘plamining arifmetik amallarga
nisbatan yopiqligini ko‘rsatdik.

Analizdan ma’lum bo‘lgan tekis va nuqtali yaqinlashish ta’riflarini kelti-
ramiz. E o‘lchovli to‘plamda f funksiya va {f,} o‘lchovli funksiyalar ketma-
ketligi berilgan bo‘lsin.

9.2-ta’rif. Agar ixtiyoriy € > 0 uchun shunday ng > 0 mavjud bo ‘b,
barcha n > ng va x € E larda |f,(z) — f(z)] < e bo‘lsa, u holda {f,} funk-
siyalar ketma-ketligi E to‘plamda f funksiyaga tekis yaginlashadi deyilads.

9.3-ta’rif. Agar har bir x € E da T}Lnolo fu(z) = f(x) bolsa, u holda {f,}
funksiyalar ketma-ketligi f ga nuqtali yaginlashadi deyiladsi.

Quyidagi teorema o‘lchovli funksiyalar to‘plamining limitga o‘tish (nugtali

yaqinlashish) amaliga nisbatan ham yopiqligini ifodalaydi.
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9.2-teorema. Agar {f,} o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi har bir x € E
da f(z) ga yaqinlashsa, u holda limitik funksiya f o‘lchovli bo‘ladi.
Isbot. Shartga ko‘ra, ixtiyoriy € E uchun lim f,(z) = f(x) o‘rinli.

xS o

B(f<o)={o: f@) <t = U N {x:fm(x)<c—%} (9.5)

k=1n=1m>n
tenglik 2] da isbotlangan. Teoremaning isboti (9.5) tenglikdan kelib chiqadi,
chunki, sanoqli sondagi o‘lchovli to'plamlarning birlashmasi va kesishmasi (6.7-
teoremaga qarang) yana o‘lchovli to‘plamdir. A
Bu paragrafni quyidagi misol bilan yakunlaymiz.
9.2-misol. Agar f: E — R o‘lchovli funksiya bo‘lsa, u holda f funksiya
E ning ixtiyoriy o‘lchovli A gismida ham o‘lchovli funksiya bo‘lishini ko‘rsating.

Yechish. Hagigatan ham, ixtiyoriy ¢ € R uchun
{reA: flx)<c}=E(f<c)nA

tenglik o‘rinli. E(f < ¢) va A to‘plamlar o‘lchovli bo‘lganligi uchun ular-
ning kesishmasi bo‘lgan {xr € A: f(x) < ¢} to'plam ham olchovli bo‘ladi.
9.1-ta’rifga ko‘ra, f funksiya A da o‘lchovli bo‘ladi.

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar
1. O‘lchovli bo‘lmagan funksiyaga misol keltiring.

2. O‘lchovli bo ‘lmagan, lekin moduli o‘lchovli bo ‘lgan funksiyaga misol kelti-

Ting.
3. (9.5) tenglikni isbotlang.

4. 9.1-lemmada keltirilgan 2), 4) va 5) ko ‘rinishdagi to ‘plamlarning o‘lchovli

ekanligidan f ning o‘lchovli ekanligini keltirib chigaring.

5. Shunday f wva g funksiyalarga misol keltiringki, ularning yig‘andisi

o‘lchovli bo‘lsin, lekin ayirmasi o‘lchovli bo ‘lmasin.
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6. Shunday f va g funksiyalarga misol keltiringki, ularning ko ‘paytmasi

o‘lchovli bo‘lsin, lekin yigindisi o‘lchovli bo‘lmasin.

7. Dirizle funksiyasi ® ning [0, 3] to‘plamda o‘lchovli ekanligini ta’rif
yordamida ko ‘rsating. ® funksiya (2.1) tenglik bilan aniglanads.

8. Agar f funksiya E to‘plamda o‘lchovli bo‘lsa, u holda h(z) = [f(z)]
ning o ‘lchovli ekanligini isbotlang. Bu yerda [x] bilan x ning butun qismi

belgilangan.
10-§. O‘lchovli funksiyalar ketma-ketliklarining yaqinlashishlari

Bu paragrafda biz ekvivalent funksiyalar, ularning ayrim xossalari va o‘l-
chovli funksiyalar ketma-ketliklarining turli yaginlashishlari orasidagi bog‘la-
nishlarni o‘rganamiz.

10.1-ta’rif. E o‘lchovli to‘plamda aniglangan [ va g funksiyalar uchun
p{xe E: f(x)#g(x)}) =0 bolsa, f va g lar ekvivalent funksiyalar de-
yiladi va f ~ g shaklda belgilanadsi.

10.1-misol. Dirixle funksiyasi ® ((2.1) ga qarang), Riman funksiyasi R
((2.2) ga qarang) nol funksiya #(x) = 0 hamda bir I(x) = 1 funksiyalar
orasidan o‘zaro ekvivalent funksiyalarni toping.

Yechish. Ma’lumki, Q sanoqli to'plam, shuning uchun p(Q) = 0. Lebeg
o‘lchovi to‘la o‘lchov (8.4-ta’rif), shunday ekan, ixtiyoriy A C Q uchun p(A) =

0. Endi bu funksiyalarni ekvivalentlikka tekshiramiz:
{z:D(2) #0(2)} =Q, {z:%R(z) #6(z)} =Q,
{z: D) #R(2)} CQ {z:D(x) # I(x)} = R\Q.

Bu yerdan quyidagi tengliklarni hosil gilamiz:

iz D(a) £ 02)}) = u({z : Rla) # 0(2)}) = n ({Q}) = 0,
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pz: D) #R@)}) =0, p{z:D(x) #(x)}) = p({R\Q}) # 0.
Demak, ® ~ 0, D ~R, R ~0 boladi. I bilan ® ekvivalent emas.

10.2-ta’rif. Agar biror zossa E to‘plamning nol o ‘lchovli gism to‘plamidan
boshga barcha nugtalarida bajarilsa, bu xossa E to‘plamda deyarli bajariladi
deyilads.

Agar ikkita funksiya deyarli teng bo‘lsa, ular ekvivalentdir.

10.2-misol. Aytaylik, £ = A;|JAs va A;()Az = 0 bo'lsin. Agar f :
A1 — R va fy: Ay — R funksiyalar o‘lchovli bo‘lsa, u holda

fi(z), agar x € A4
f(z) =
fo(z), agar x € A

E' da o‘lchovli funksiya bo‘lishini isbotlang.
Isbot. Ixtiyoriy c € R da

{reE:fx)<ct={xe A : filr)<ctU{x € Ay: fo(x) < c}

to‘plam o‘lchovli. Demak, f funksiya F da o‘lchovli. A
10.3-misol. Nol o‘lchovli A to‘plamda aniglangan ixtiyoriy f : A — R
funksiyaning o‘lchovli bo‘lishini isbotlang.
Isbot. Lebeg o‘lchovi to‘la o‘lchov (8.4-ta’rif) bo‘lganligi uchun o‘lchovi

nolga teng bo‘lgan to‘plamning ixtiyoriy qismi
{reA: flx)<c}CA

o‘lchovli, shuning uchun f funksiya A da o‘lchovli funksiya bo‘ladi. A

10.1-teorema. Agar [ funksiya E o‘lchovli to‘plamda aniqlangan bo ‘lib,
o‘lchovli g : E — R funksiyaga ekvivalent bo‘lsa, u holda f ham E da
o‘lchovli funksiya bo ‘ladsi.

Isbot. Faraz qilaylik, g— o‘lchovli va f ~ g bo‘lsin, ya'ni

A={z: f(@)=g(@)}, E\A={r:f(@)#g(@)}. n(E\A)=0.
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10.2 va 10.3-misollarga ko‘ra,

f(x), agar z € E\A
fx) =
g(z), agar xr € A

E da olchovli funksiya bo‘ladi. A
10.1. Deyarli yaqinlashish.
10.3-ta’rif. Agar E to‘plamda aniglangan {f,} funksiyalar ketma-ket-
ligining [ funksiyaga yaginlashmaydigan nuqtalari to‘plamining o ‘lchovi nol
bo‘lsa, u holda {f.} funksiyalar ketma-ketligi E to‘plamda f funksiyaga

deyarli yaqinlashadr deyiladi, ya'ni

lim f,(x) = f(x)

n—oo

tenglik E dagi deyarli barcha x lar uchun o‘rinli, yoki

A= {a:: lim f,(z) = f(a:)}, u(E\A) = 0.

10.4-misol. f,(z) =cos"z, FE =][0, 2n] funksiyalar ketma-ketligining
nol funksiyaga deyarli yaqinlashishini isbotlang.

Isbot. Ma’'lumki, barcha z € (0,27)\ {w} larda |cosz| < 1 tengsizlik
o‘rinli hamda cos0 = cos2m = 1, cosm = —1 ekanligini hisobga olsak,

quyidagini olamiz
)

0, agar x € (0, 2m)\ {7},

lim f,(z) = lim (cosx)" = ¢ mavjudemas ==,
n—oo n—oo

1, agar z € {0, 2n}.
\

Agar A = {x : lim f,(x) = 0} = F\ {0; 7; 27} deb belgilasak, u holda

p(B\A) = ({0 7 27}) = 0
bo‘ladi. Ta’rifga asosan, f,(x) = cos” z funksiyalar ketma-ketligi £ = [0, 27]
to‘plamda 6(x) = 0 funksiyaga deyarli yaqinlashadi. A
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10.2-teorema. Agar E to‘plamda {f,} o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi
f ga deyarli yaginlashsa, u holda limitik funksiya f ham o‘lchovlidir.

Isbot. A = {:c ; nll_}I{)lO folz) = f(a:)} bo‘lsin. U holda teorema shartiga
kora, pu(E\A) = 0 bo‘ladi. A to‘plamda {f,} funksiyalar ketma-ketligi
f ga nugtali yaginlashadi. 9.2-teoremaga ko‘ra, f funksiya A to‘plamda
o‘lchovlidir. 10.3-misolga ko‘ra nol o‘lchovli to‘plamda aniglangan ixtiyoriy
funksiya o‘lchovli, shuning uchun f funksiya F\A da o‘lchovli bo‘ladi. 10.2-
misolga ko‘ra, f funksiya birlashma A|J(E\A) = F to‘plamda ham o‘lchov-
lidir. A

Ma’lumki, tekis yaqginlashishdan nuqgtali yaginlashish, nuqtali yaqinlashish-
dan esa deyarli yaqinlashish kelib chigadi. Quyidagi implikatsiyalar o‘rinli:

Yegorov teoremasi deyarli yaqinlashish bilan tekis yaqginlashish orasidagi
bog‘lanishni ifodalaydi.

10.3-teorema (Yegorov). E chekli o‘lchovli to‘plamda {f,} funksiyalar
ketma-ketligi f ga deyarli yaginlashsin. U holda ixtiyoriy 0 > 0 wuchun shun-
day Es C E to‘plam mavjudki, uning uchun quyidagilar o ‘rinli:

1) p(E\Es) <4,

2) E5 to‘plamda {f,} funksiyalar ketma-ketligi f ga tekis yaginlashadi.

Isbot. 10.2-teoremaga ko‘ra, f o‘lchovli funksiya bo‘ladi. Aytaylik,

By =z Ifilz) = fl@)] <1/m}
i>n

bo'lsin. E]" to‘plamlar barcha n va m uchun o‘lchovli bo‘ladi. E]* to‘plam

tayinlangan n va m da barcha ¢ > n lar uchun |f;(x) — f(z)| < 1/m
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tengsizlikni qanoatlantiruvchi x lar to‘plamidan iborat. Endi
o
E" =] E)
n=1
bo‘lsin. Aniqlanishiga ko‘ra E)" to‘plamlar har bir m da
El'CcEyC---CE'"C---

munosabatni qanoatlantiradi. O‘lchovning uzluksizlik xossasiga ko‘ra,
lim p(E") = p(E™) yoki har bir m va d > 0 uchun shunday ng(m)
n—oo

mavjudki,

0<u(E™) - pu (Egg(m)) — (Em\Eg;(m)) < 2% (10.1)

Endi .
Bs= () By
m=1

bo‘lsin. Ko‘rsatamizki, Es to‘plam teorema shartlarini qanoatlantiradi. Dast-
lab Es to'plamda {f,} ketma-ketlikning f ga tekis yaqginlashishini ko‘rsatamiz.
Aytaylik, = € FEj5 bo‘lsin. U holda ixtiyoriy m uchun barcha i > ng(m)
nomerlarda |f;(x) — f(z)| < 1/m tengsizlik bajariladi. Bundan Ej to‘plamda
{f.} ketma-ketlikning f ga tekis yaqinlashishi kelib chiqadi.

Endi F\Ej to‘plam o‘lchovini baholaymiz. Barcha m lar uchun pu(E\E™)
= 0. Hagigatan ham, agar xy € E\E™ bo‘lsa, u holda yetarlicha katta i lar
uchun |f;(xg) — f(xo)| > 1/m bo‘ladi, ya'ni {f,(z¢)} ketma-ketlik f(xo) ga
yaqinlashmaydi. Demak, E\E™ C F\A munosabat o‘rinli. Bu yerda

A={a: lim f,(x) = f(2)}.

Bundan, u(E\E™) < u(E\A) = 0 ga kelamiz. Bu o'z navbatida pu(E\E™) =
0 ga olib keladi. Bu yerdan va (10.1) dan kelib chiqadiki,

J

POENE () = E"\EL () < om
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bo‘ladi. Shuning uchun quyidagi tengsizlik o‘rinli

n(E\Es) = p (E\ M Eﬁ(m)) =

= p (U (E\Egz(m))> < ZM(E\E%(m)) < Z 2% = 0. A

m=1

10.2. O‘lchov bo‘yicha yaqinlashish. Bizga E to‘plamda aniglangan
{fn} o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi va f o‘lchovli funksiya berilgan bo‘lsin.
10.4-ta’rif. Agar ixtiyoriy 6 > 0 uchun

lim po({z € B [fu(z) = f(2)] 2 6}) =0

tenglik bajarilsa, w holda {f,} funksiyalar ketma-ketligi E to‘plamda f funk-
siyaga o‘lchov bo‘yicha yaqinlashadi deyilads.

Deyarli yaginlashishdan o‘lchov bo‘yicha yaqinlashish kelib chigadi. Quyida-
gi teorema shu haqda.

10.4-teorema. Agar {f,} o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi E (u(E) <
o0) to‘plamda [ funksiyaga deyarli yaginlashsa, u holda {f,} ketma-ketlik
E to‘plamda f ga o‘lchov bo‘yicha ham yaginlashadi.

Isbot. 10.2-teoremaga ko‘ra, limitik funksiya f o‘lchovli bo‘ladi.

A= {x: lim f,(z) :f(x)}

n—oo

bo‘lsin. Teorema shartiga ko‘ra, u(E\A) = 0 bo‘ladi. Berilgan § > 0 son

uchun quyidagi belgilashlarni kiritamiz.
Ep(0) = {x : | fr(z) = f(2)] = 6},

R.(6) = | J Eu(6), M= (") Ru(6).
k=n n=1

O‘lchovli to‘plamlarning xossalaridan foydalanib, ko‘rsatish mumkinki, yuqori-

da kiritilgan barcha to‘plamlar o‘lchovli bo‘ladi. Ravshanki,

Ri(6) D Re(0) D+~ Ry(0) D -+ -
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O‘lchovning uzluksizlik xossasidan

lim (R, (5)) = p(M) (10.2)

n—oo

tenglik kelib chigadi. Ko‘rsatamizki, M C F\ A bo‘ladi. Hagiqatan ham, zy €
A bo‘lsin, ya'ni
lim f, (o) = f (z0) .

n—oo

Limit ta'rifiga ko‘ra, berilgan 4 > 0 son uchun shunday n mavjudki,

| fi(z0) — f(z0)| <0

tengsizlik barcha k& > n lar uchun o‘rinli, ya'ni zy ¢ R,(9), shunday ekan,
rg ¢ M. Bundan A C E\M = M C E\A. O‘lchovning yarim additivlik
xossasidan

p(M) < p(ENA) =0 = u(M)=0.

Demak, (10.2) dan lim p(R,(9)) = 0. E,(0) C R,(6) munosabatdan va

o‘lchovning yarim additivlik xossasidan

n—0o0

ekanligi kelib chigadi. Bu esa teoremani isbotlaydi. A
O‘lchov bo‘yicha yaqginlashishdan deyarli yaginlashish kelib chiqadimi de-
gan savol tug‘iladi. Umuman olganda o‘lchov bo‘yicha yaqginlashishdan deyarli
yaqginlashish kelib chigmas ekan. Quyidagi misol bu fikrning to‘griligini tas-
diglaydi.
10.5-misol. Har bir ¥ € N uchun F = (0, 1] yarim intervalda ffk), fQ(k),
. f,gk) funksiyalarni quyidagicha aniglaymiz

i—1< <z'
x
- =

0, agar z € (0, 1]\ (

1, agar ,

-1
k Y

| .

|
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Bu funksiyalarni tartib bilan nomerlab, {g,} (g1 = fl(l), gy = f2(1), g3 =
f2(2), gy = fél), ... ) ketma-ketlikni hosil gilamiz. {g,} ketma-ketlikning £
da nol funksiyaga o‘lchov bo‘yicha yaqinlashishini va biror nuqtada ham nolga
yaqginlashmasligini isbotlang.

Isbot. Har bir n € N uchun shunday k& va 7 sonlar jufti topiladiki,
fi(k)(x) = gn(x) tenglik bajariladi va n cheksizga intilishi bilan & ham chek-

sizga intiladi. Ixtiyoriy 0 > 0 uchun

p{z:[gn(e)] =

0}) =
el )=

tengsizlik o‘rinli. Bu yerdan hm ,LL( (lgn] > 6)) = 0 ni olamiz. Demak,

10.4-ta’rifga ko‘ra, {g,} ketma—kethk E da nol funksiyaga o‘lchov bo‘yicha
vaginlashadi. Endi {g,} ketma-ketlikni E da nol funksiyaga deyarli yaqin-
lashmasligini ko‘rsatamiz. Ixtiyoriy zo € (0, 1] nuqtani olamiz. Shunday k,

va i, (k1 <k <---<k,<---) sonlar jufti topiladiki,

Tg € —in_l Z—n
0 k. 'k,

bo‘ladi. Bu yerdan quyidagini olamiz:

lim ) (w0) = 1 # 0.

n—oo

Ya'ni, {g,} ketma-ketlik biror nuqtada ham nolga yaqinlashmaydi. A
10.5-teorema. Agar {f,} o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi E to‘plamda
f ga o‘lchov bo‘yicha yaginlashsa, u holda undan f ga deyarli yaqinlashuvchi
qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin.
Isbot. Biz musbat va nolga intiluvchi €1, €9, ..., €,, ... ketma-ketlikni va
M15725 - - Ty - - - Musbat sonlarni 9y +mn2+ ... +n, + ... qator yaqginlashuv-

chi bo‘ladigan qilib tanlaymiz. Indekslar ketma-ketligi ny < ny < ... larni
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quyidagicha tanlaymiz: n; indeksni shunday tanlaymizki,

p{z | fo(@) = f@)] 2 e1}) <m

tengsizlik bajarilsin. Bu tengsizlikni qanoatlantiruvchi n; mavjudligi {f,}
ketma-ketlikning f ga o‘lchov bo‘yicha yaqinlashuvchi ekanligidan kelib chiqa-

di. Endi ne > n; indeks shunday tanlanadiki,

p{z s | fo(z) = f(2)] 2 e2}) <o

tengsizlik bajarilsin. Umuman nj; > nj_; indeks shunday tanlanadiki,

p{a: | fo (@) = f(2)] = er}) <

tengsizlik bajarilsin. Tanlangan {f,, } ketma-ketlikning f ga deyarli yaqin-

lashuvchi ekanligini ko‘rsatamiz. Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

R@:U'{g;; | fo(@) = f(2)] =&} va R=()R.

i=1
Tanlanishiga ko'ra, Ry D Ry D ... D R, D .... Oflchovning uzluksizlik

xossasiga ko‘ra, lim p(R,) = p(R). Ikkinchi tomondan, ravshanki,

—u(u{x: [ Ful@) = f(z) m}) <

<Zﬂ o) = f@) 2 a}) <D

tengsizlik o‘rinli. So ngei qator yaqginlashuvchi qatorning qoldig‘i bo‘lganligi
uchun lim p(R,) = 0. Demak, u(R) = lim u(R;) = 0. Endi ixtiyorly = €

n—oo

F\ R uchun khm fr.(x) = f(x) ni ko'rsatish qoldi. Faraz qilaylik, o € F\R,

yani xg ¢ R bo'lsin. U holda shunday iy mavjudki, =y ¢ R;,. Bu shuni

anglatadiki, barcha k > 4y lar uchun z¢ ¢ {z : |f,.(x) — f(z)| > ex} ya'ni
[fre(0) — f(0)] < -
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Shartga ko‘ra e — 0, shuning uchun khng frn (o) = f(x0). A

Quyidagi teorema uzluksiz va o‘lchovli funksiyalar o‘rtasidagi muhim bog'‘la-
nishni ifodalaydi.

10.6-teorema (Luzin). [a, b] kesmada aniglangan f funksiya o‘lchovli
bo ‘lishi uchun ixtiyoriy € > 0 son uchun [a, b] da uzluksiz bo‘lgan shun-
day ¢ funksiya mavjud bo‘lib, u({z € [a, b] : f(x) # p(x)}) < e tengsizlik
bajarilishi zarur va yetarl.

10.1-natija. [a, b] kesmada uzluksiz funksiya o‘lchovlidir.

10.6-misol. [0, 7] kesmada aniqlangan

sinz, x €0, 71]\Q
flz) =
cos?(sinx), =€ Q
funksiya o‘lchovli bo‘ladimi?

Yechish. 10.1-natijaga ko‘ra, uzluksiz ¢(z) =sinz, z € [0, w| funksiya

o‘lchovli bo‘ladi. Luzin teoremasi va
p{z: f@) # e(@)}) = (0, (@) =0<e
tengsizlikdan f funksiyaning [0, 7] kesmada o‘lchovli ekanligi kelib chiqadi.
Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. Agar f: E — R o‘lchovli funksiya va A C E— o‘lchovli to‘plam bo‘lsa,
u holda f funksiyaning A to‘plamda o‘lchovli bo ‘lishini isbotlang.

[\

Agar f wva g funksiyalar E to‘plamda o‘lchovli bo‘lsa, u holda

ho(a) = min{f(x), g(@)} va  hi(e) = max{f(z), g()} funksiya-

larning o‘lchovli bo‘lishini isbotlang.
3. Agar f~g va g~ ¢ bo‘lsa, u holda f ~ ¢ ekanligini isbotlang.

4. 10.5-misolda keltirilgan {g,} ketma-ketlikdan nolga deyarli yaqinlashuv-
chi qismiy ketma-ketlik ajrating.
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10.

10.4-misol uchun Yegorov teoremasi shartlarini qanoatlantiruvchi Ej

to‘plamni 6 = 1073 uchun quring.

Dirizle va Riman funksiyalari uchun Luzin teoremasining shartlari-
ni qanoatlantiruvche uzluksiz ¢ funksiyani toping. ® wva R larning

aniqlanishini (2.1) va (2.2) - lardan garang.

f funksiyaga har bir nugtada yaginlashuvchi, lekin tekis yaginlashmay-
digan f, funksiyalar ketma-ketligiga misol keltiring.

. folz) =2", x €0, 1] funksional ketma-ketlikning limitik funksiyasini
toping.
folz) = 2", x € [—1, 1] funksional ketma-ketlik Dirizle yoki Riman

funksiyalariga deyarli yaginlashadima?

Deyarli yaqinlashuvchi funksional ketma-ketlikning limitik funksiyasi yago-

na bo‘ladimi? Agar yagona bo‘lmasa, bu haqda o‘z fikringizni ayting.
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IV bob. Lebeg integrali

Riman integrali odatda uzluksiz funksiyalar yoki uzilish nuqgtalari juda ko‘p
bo‘lmagan funksiyalar uchun kiritiladi. Riman integrali avval [a, b] kesmada,
keyin esa [a, b] X [c, d] to'g'ri to‘rtburchakda va hokazo kiritiladi. Lebeg inte-
grali esa ixtiyoriy tabiatli to‘plamlarda bir xilda kiritiladi. Hattoki, aniglanish
sohasining hamma yerida uzilishga ega bo‘lgan funksiyalar uchun ham Lebeg
integralini aniqlash mumkin.

Lebeg integralining Riman integralidan asosiy farqlaridan biri shundaki, u
funksiyaning aniglanish sohasi bo‘lgan [a, b] kesmani bo‘laklarga bo‘layot-
ganda argument giymatlarining yaqinligini emas, balki funksiya qiymatlari-
ning yaqinligini hisobga oladi. Keyinchalik biz ko‘ramizki, Lebeg integrali
Riman integraliga qaraganda katta imkoniyatlarga ega bo‘ladi. Avval sodda
funksiyalar uchun Lebeg integrali ta'riflanadi, keyin Lebeg integrali ixtiyoriy
o‘lchovli funksiyalar sinfi uchun aniqglanadi.

Bu bob 11-14 §§lardan iborat. 11-§ da sodda funksiyalar uchun Lebeg inte-
grali kiritilgan, uning A, B va C' xossalari isbotlangan. 12-§ da chekli o‘lchovli
to‘plamda aniglangan o‘lchovli funksiyalar uchun Lebeg integralining umumiy
ta'rifi berilgan. Lebeg integralining asosiy xossalari (I-VIII) keltirilgan. Bu xos-
salar Riman integrali xossalari bilan solishtirilgan. IV, VI, VII, va VIII xossalar
faqat Lebeg integrali uchun xos ekanligi ta’kidlanib, bu xossalar Riman integ-
rali uchun to‘g‘ri emasligiga misollar keltirilgan. Bundan tashqari Lebeg integ-
ralining absolyut uzluksizlik va o— additivlik xossalari isbotlangan. Lebeg in-
tegralining o — additivlik xossasiga ma’lum ma’noda teskari teorema keltirilib
isbotlangan. Manfiymas fumksiyalar uchun Chebishev tengsizligi isbotlangan.
Chebishev tengsizligidan foydalanib, manfiymas funksiyaning integrali nolga
tengligidan uning o‘zi nolga ekvivalent ekanligi keltirib chiqarilgan. 13-§ in-

tegral belgisi ostida limitga o‘tish alomatlariga bag‘ishlangan. Lebeg, Levi
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va Fatu teoremalari o'z isbotlarini topgan. Oxirgi 14-§ da cheksiz o‘lchovli
to‘plam bo‘yicha olingan Lebeg integraliga ta'rif berilgan, Lebeg va Riman
integrallarini taqqoslash hagidagi teorema isbotlangan. Lebeg ma’nosida in-
tegrallanuvchi, lekin Riman ma’nosida integrallanuvchi bo‘lmagan funksiyaga

misol keltirilgan.
11-§. Sodda funksiyalar uchun Lebeg integrali

Biz 11-13-8§ larda o‘lchovli E yoki A to‘plamda aniqlangan, o‘lchovli f
funksiyani qaraymiz va p(FE) < +oo deb faraz gilamiz.

11.1-ta’rif. Agar f : E — R o‘lchovli bo‘lib, uning qiymatlari to ‘plami
ko ‘pi bilan sanoqli bo‘lsa, v holda f sodda funksiya deyilads.

11.1-teorema. Ko ‘pi bilan sanoqlita har zil yi,yo, ..., Yn, ... qiymatiarni

qabul giluvchi f funksiya o‘lchovli bo‘lishi uchun

={zeE: f(z) =y}

to ‘plamlarning o ‘lchovl bo ‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. Zaruriyligi. f funksiya E to‘plamda o‘lchovli bo‘lsa, A, to‘plam-
larning o‘lchovli ekanligi 9.1-lemmadan kelib chigadi.

Yetarliligi. A, to’plamlarning har biri o‘lchovli ekanligidan f funksiyaning
o‘lchovli ekanligini keltirib chigaramiz.

E(f<c) = UA

yn<c
tenglikdan va o‘lchovli to’plamlarning chekli yoki sanoqli birlashmasi o‘lchovli
ekanligidan f ning F da o‘lchovli funksiya ekanligi kelib chigadi. A

11.1-misol. Agar f : E — R o‘lchovli funksiya bo‘lsa, u holda g(x) =
[f(x)] funksiya E da sodda funksiya bo‘lishini isbotlang. Bu yerda [a] belgi

a sonining butun qismini bildiradi.
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Isbot. g funksiya faqatgina butun giymatlar qabul giladi. Shuning uchun
uning giymatlar to‘plami kopi bilan sanoqlidir. Endi uning o‘lchovli ekanligini

ko‘rsatamiz. Hagigatan ham, ixtiyoriy n € Z uchun
{rel:g(x)=n}t={zeE:n< f(x)<n+1}

tenglik o‘rinli. 9.1-lemmaga ko‘ra F(n < f < n+ 1) to‘plam olchovli. 11.1-
teoremaga ko‘ra g funksiya E da o‘lchovli funksiya bo‘ladi. 11.1-ta’rifga ko‘ra,
g sodda funksiya bo‘ladi. A

11.2-misol. Sodda funksiyaning songa ko‘paytmasi yana sodda funksiya
bo‘lishini ko‘rsating. Sodda funksiyalar yig‘indisi yana sodda funksiya bo‘lishini
isbotlang.

Isbot. Sodda funksiyaning songa ko‘paytmasi yana sodda funksiya bo‘lishi
bevosita ta'rifdan kelib chiqadi. Sodda funksiyalar yig‘indisining yana sodda
funksiya bo‘lishi esa, o‘lchovli funksiyalar yig‘indisining yana o‘lchovli funksiya
ekanligidan (9.1-teorema) hamda chekli yoki sanoqli sonli to’plamlarning arif-
metik yig‘indisi (3-§ dagi 5-topshiriq) yana chekli yoki sanoqli to‘plam ekan-
ligidan kelib chigadi. A

11.2-teorema (O ‘lchovlilik mezoni). f: E — R funksiya o‘lchovli bo lishi
uchun unga tekis yaqinlashuvchi sodda funksiyalar ketma-ketligining mavjud
bo ‘lishi zarur va yetarl.

Isbot. Yetarliligi 9.2-teoremadan kelib chiqadi.

Zaruriyligi. f—o‘lchovli funksiya bo‘lsin. Unga tekis yaqinlashuvchi {f,}
sodda funksiyalar ketma-ketligining mavjudligini ko‘rsatamiz. 11.1-11.2 mi-

sollarga ko‘ra, har bir n € N uchun

oty = 2T 111
sodda funksiya bo‘ladi. Bundan tashqari
£(@) — f(z)| = ‘f(x) B [nf(x)]| _ |nf(z) - [nf(:c)]| _{nf@} _1
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tengsizlik o‘rinli. Demak, f*“ ketma-ketlik f ga tekis yaqinlashadi. A

Dastlab cheklita y1, 9, ..., ¥y, qiymatlarni qabul giluvchi f: A — R sod-
da funksiya uchun Lebeg integrali tushunchasini kelritamiz. Ixtiyoriy k €
{1,2,...,n} uchun

Ar={x € A: f(z) =y} (11.2)

belgilash olamiz.

11.2-ta’rif. Bizga vy1,y2,...,Yn qiymatlarni qabul qiluvchi f : A — R
sodda funksiya berilgan bo‘lsin. U holda

> yen(Ar)
k=1

yigindi f sodda funksiyaning A to‘plam bo‘yicha olingan Lebeg integrali de-
yiladi va quyidagicha belgilanad:

[ 5@ =S e

Endi bizga sanoqlita y1, ¥, ..., Yn, ... giymatlarni gabul giluvchi f: A — R
sodda funksiya berilgan bo‘lsin. f funksiya uchun quyidagi formal

> ki Ap) (11.3)
k=1

qatorni qaraymiz, bu yerda Ay lar (11.2) tenglik bilan aniqlanadi.

11.3-ta’rif. Agar (11.3) qator absolyut yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda f
sodda funksiya A to‘plamda Lebeg ma’nosida integrallanuvchi deyiladi. (11.3)
qatorning yig‘indisi f funksiyadan A to‘plam bo ‘yicha olingan Lebeg integrali
deyiladi va quyidagicha belgilanadi

/A Fadp =" yui(Ay).

Bu ta’rifda v, larning har xilligi talab qilingan. Lekin g, larning har xil-
ligini talab gilmasdan ham sodda funksiyalar uchun Lebeg integrali ta’rifini

keltirish mumkin. Bu quyidagi lemma, yordamida amalga oshiriladi.
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11.1-lemma. A=JBy, Bi(\Bj =10, i#j wva har bir By to‘plamda
k
f funksiya faqat bitta ¢ giymat gabul qilsin. f sodda funksiya A to‘plamda

integrallanuvchi bo ‘lishi uchun

> yin(By) (11.4)
p

qatorning absolyut yaqinlashuvchi bo ‘lishi zarur va yetarlidir.

Isbot. Osongina ko‘rish mumkinki, har bir

A, ={x € A: f(x) =y}

to'plam c; =y, bo‘ladigan Bj to’plamlarning birlashmasidan iborat, ya’'ni

A, = U B..

Ck=Yn

Shuning uchun

ZynN(An) = Zyn Z w(Br) = ZCkM(Bk).

Ck=Yn k

O‘lchovning manfiymasligidan

Dyl nlAn) =D lyal D u(Br) =D lel u(Br)
n n k

Ck=Yn
ya’'ni

Yovan(A)  va Y cu(By)

k
qatorlar bir vaqtda absolyut yaqinlashadi yoki uzoqlashadi. Sodda funksiyalar

uchun Lebeg integralining ba’zi xossalarini isbotlaymiz.
A) Additivlik zossasi. Agar f va g sodda funksiyalar A to‘plamda integ-
rallanuvchi bo‘lsa, u holda f + g sodda funksiya ham A to‘plamda integral-

lanuvchi va quyidagi tenglik o ‘rinl

[+ gtadn = [ f@au [ gt
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Isbot. f 4+ g ning sodda funksiya bo‘lishi 11.2-misolda isbotlangan. In-
tegrallanuvchi f sodda funksiya f; qiymatni A; C A to'plamda, g sodda
funksiya esa g; qiymatni B; C A to‘plamda qgabul qilsin. U holda

/A o =3 (), /A o(e)dy = zjjngBj)

qatorlar absolyut yaginlashuvchi bo‘ladi. O‘lchovning o— additivlik xossasiga

ko‘'ra, quyidagi tengliklar o‘rinli
p(A) = w(Ai()By),  w(B;) =Y n(Ai[)B):
j i
U holda quyidagi musbat hadli qatorlar
ZZ|fi|'M(AimBj)a ZZ\gj|‘M(AiﬂBj)
i i
yaqginlashuvchi bo‘ladi. Demak,
Z Z(fi + g;) (A ﬂ Bj)
g

qator absolyut yaqinlashuvchi. Bundan f + ¢ sodda funksiyaning integral-

lanuvchi ekanligi kelib chiqadi. 11.1-lemmaga ko‘ra,

/A[f(x) + g(z)ldp = Z Z(fi + g;) (A ﬂBj) = Zfi ZM(Az‘ ﬂBj)+
+Zgj ZM(Ai B)) = Zfi (A + Zng(Bj) =

_ /A F(@)dp+ /A g(z)dp. A

B) Agar [ sodda funksiya A to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa, u holda
intiyoriy kK € R o‘zgarmas uchun k- f funksiya ham A to‘plamda integral-

lanuvchy va quiyidagi tenglik o‘rinl

[k s@au=k [ pwdn
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Isbot. Sodda funksiya integrali ta'rifiga ko‘ra
[ k@ =Yk ) =63 fnA) = [ f@an A

C) A to‘plamda chegaralangan f sodda funksiya integrallanwvchidir. Agar
A da |f(x)| < M bo'lsa, u holda quyidagi tengsizlik o ‘rinli

/Af(x)du‘ < M- p(A).

Isbot. Sodda funksiya integrali ta'rifidan

/ f(x)du' = |3 fnt4)

Bu paragrafni quyidagi sodda funksiyaning Lebeg integralini hisoblash bilan

< Z |fil 1(As) < MZM(Ai) = Mu(A). A

yakunlaymiz.
11.3-misol. A = (0, 1] da f funksiyani quyidagicha aniqlaymiz:

1 1
f(x) =n, agar :CEAn:<2—n, F]’ n € N.

f sodda funksiya A = (0, 1] to‘plamda Lebeg ma’nosida integrallanuvchimi?

Agar integrallanuvchi bo‘lsa, uning integralini hisoblang.

Yechish. Ma’lumki,
UA.=0,1,  A()An=0 n#m.
n=1

va A, = {zv € A: f(x) =n} tenglik o‘rinli. Sodda funksiyalar uchun Lebeg

integrali ta'rifiga ko'ra,
d m-2m (11.5)
n=1

gator yaginlashuvchi bo‘lsa, f sodda funksiya A = (0, 1] da integrallanuvchi
bo‘ladi. Bu holda musbat hadli qatorlarni taqqoslash hagidagi Dalamber alo-
matidan foydalanish qulay.

1 2" 1
lim 2 = g 222 2 o)
n—oo @y, n—oo 20Tl 2
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Demak, (11.5) qator yaginlashuvchi. Bu yerdan f sodda funksiyaning A da
Lebeg ma’nosida integrallanuvchi ekanligi kelib chiqadi. Endi (11.5) qator

yig'indisini hisoblaymiz. Uning qismiy yig‘indisi .5,, uchun

2 3 4 n
SnZQSn_Snzl - - - “ .. -
tot gt T

ST AU O (S Y (-
2 4 8 7 oon) 2 2 4 4)

n n n—1 n—1+1+1+ n 1 n
on—1 on—1 on o 2 4 on—1 on’

Bu tenglikda n — oo da limitga o‘tib, (b, = o1 cheksiz kamayuvchi geo-
metrik progressiya yig‘indisidan foydalaniladi)

11— 5
f(z)dp = lim S, = lim ((1—2")> ~lim =2

0,1] Nn—00 n—00 L n—oo 2N

2

ekanligini olamiz.

Matematik analiz kursidan ma’lumki ([4] ga qarang) f funksiya Riman
ma’'nosida integrallanuvchi bo‘lishi uchun, uning chegaralangan bo‘lishi zarur.
Chegaralanmagan funksiyalar uchun Riman integrali xosmas integral ma’no-
sida ta'riflanadi. 11.1-misolda qaralgan f funksiya (0, 1] da chegaralanma-
gan. Lebeg integrali ta'rifida funksiyaning chegaralangan bo‘lishi muhim emas,
ya'ni chegaralangan va chegaralanmagan funksiyalar uchun Lebeg integrali bir

xilda ta’riflanadi.
Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. f(x) =[z], = €0, 5) = A ning sodda funksiya ekanligini ko ‘rsating

va uning A to‘plam bo‘yicha olingan integralini hisoblang.
2. Sodda funksiyalar ko ‘paytmasi yana sodda funksiya bo ‘lishini isbotlang.

3. Dirizle funksiyasini A = [0, 3] to‘plamda sodda funksiya ekanligini

ta’rif yordamida ko ‘rsating. Uning integralini hisoblang.
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4. Riman funksiyasining A = 1[0, 1] to‘plamda sodda funksiya ekanligini

ta’rif yordamida ko‘rsating. Uning integralini hisoblang.
12-§. Lebeg integralining xossalari

Bu paragrafda Lebeg integralining asosiy xossalari o‘rganiladi. Biz doim
chekli o‘lchovli A (u(A) < +00) to‘plam va unda aniglangan f o‘lchovli
funksiyani qaraymiz.

12.1-ta’rif. Agar A to‘plamda f funksiyaga tekis yaginlashuvchi, inte-
grallanuvchi sodda funksiyalarning {f,} ketma-ketligi mavjud bo‘lsa, f funk-

siya A to‘plamda Lebeg ma’nosida integrallanuvchi deyiladi va uning integrali

i [ fu(o)dn = [ fa)dn (12,1
no0 A A
tenglik bilan aniqlanads.

Bu ta'rif korrekt, ya'ni kamchiliklardan holi bo‘lishi uchun quyidagi shartlar
bajarilishi kerak:

1) Har qanday tekis yaginlashuvchi va A to‘plamda integrallanuvchi sodda
funksiyalar ketma-ketligi uchun (12.1) limit mavjud bo‘lishi kerak.

2) Berilgan f funksiya uchun (12.1) limit {f,} ketma-ketlikning tanla-
nishiga bog‘liq emas.

3) Agar f funksiya sodda funksiya bo‘lsa, bu ta'rif sodda funksiyalar uchun
berilgan 11.2-ta’rif bilan usma-ust tushishi kerak.

1-3 shartlarning bajarilishini ko‘rsatamiz.

1) Sodda funksiyalar uchun integralning A, B va C' xossalaridan

/Afn(x)d:u_/Afm(x)d:u‘ S
f1(A) - Sup | fu(z) = fin(2)]

[ Gate) = st | <
A

tengsizlik kelib chiqadi. Bu esa (12.1) limitning mavjudligini isbotlaydi.
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2) (12.1) limitning {f,} ketma-ketlikning tanlanishiga bog‘liq emasligini
isbotlaymiz. Faraz qilaylik, f ga tekis yaginlashuvchi ikkita {f,} va {f.}
ketma-ketliklar uchun (12.1) limit har xil giymatlar qabul qilsin. U holda
f1s f1s fos fos o ooy fur f1, - - - ketma-ketlik f ga tekis yaqinlashadi, lekin bu ketma-
ketlik uchun (12.1) limit mavjud emas. Bu esa hozirgina isbotlangan 1) shartga
zid.

3) shartni isbotlash uchun ixtiyoriy n da f,(xz) = f(z) deb olish yetarli.

Endi 12.1-ta’rifga teng kuchli bo‘lgan quyidagi ta’rifni keltiramiz.

12.2-ta’rif. Agar har bir n € N uchun (11.1) tenglik bilan aniglanuvchi
fPut sodda funksiya integrallanuvchi bo‘lsa, u holda f funksiya A to‘plamda

Lebeg ma’nosida integrallanuvchy deyiladi va uning integrali

/ﬂ@m:nm ) d
A A

n—oo

12.1. Lebeg integralining asosiy xossalari.

I. f(x) =1, x € A sodda funksiya integrallanuvchi va

/Al-dMZM(A)-

II. Bir jinslilik zossasi. Agar [ funksiya A to‘plamda integrallanuvchi
bo‘lsa, u holda ixtiyoriy k € R o‘zgarmas uchun k - f funksiya ham A

to‘plamda integrallanuvchi va quyidagr tenglik o ‘rinl

[k s@au=k [ pn

Isbot. Bu xossaning isboti sodda funksiyalar uchun Lebeg integralining B
xossasidan limitga o‘tish natijasida, o'zgarmasni limit belgisi ostidan chiqarish
mumkin degan qoidadan kelib chiqadi. Ya'ni, agar {f,} integrallanuvchi sod-
da funksiyalar ketma-ketligi f funksiyaga tekis yaqginlashsa, u holda {k - f,,}
integrallanuvchi sodda funksiyalar ketma-ketligi k- f funksiyaga tekis yaqin-

lashadi. Demak, k- f funksiya integrallanuvchi va

l/kf@WM:hm k- fu(e)dp = k- lim h@ﬂuzk/f@Wﬂ
A A n—oo J 4 A

n—oo
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tenglik o‘rinli. A

III. Additivlik zossasi. Agar f va g funksiyalar A to‘plamda integralla-
nuvchi bo‘lsa, u holda f + g funksiya ham A to‘plamda integrallanuvchi va
quiidagi tenglik o ‘rinli

/A[f(l’)‘Fg(le)]d,u:/Af(a:)dqu/Ag(:U)du.

Isbot. Agar {f,} integrallanuvchi sodda funksiyalar ketma-ketligi f funk-
sivaga, {gn} integrallanuvchi sodda funksiyalar ketma-ketligi ¢ funksiya-
ga tekis yaqinlashsa, u holda {f, + ¢,} integrallanuvchi sodda funksiyalar
ketma-ketligi f + ¢ funksiyaga tekis yaqginlashadi. Demak, f + g funksiya

integrallanuvchi va sodda funksiyalar uchun integralning A xossasiga ko‘ra

/A (@) + g@)]dp = Tim | [fale) + gu(@)]dp =

n—oo A

—tin [ @) det fim [ gu@)au= [ f@dns [ g
n=00 J4 n=o0 J4 A A
tenglik o‘rinli. A

Shuningdek quyidagi tenglik o‘rinli

/Af(a:) dp = : f(x) dp+ ) f(x)du, A= AUAy, ANAy =0. (12.2)

IV. A to‘plamda chegaralangan f funksiya integrallanuvchidir.

Isbot. Agar f funksiya A to‘plamda chegaralangan bo‘lsa, u holda (11.1)
tenglik bilan aniglanuvchi f°“* sodda funksiya ixtiyoriy n € N da cheklita
qiymat qabul giladi. Demak, 11.2-ta’rifea ko‘'ra f** sodda funksiya integral-
lanuvchi. 12.2-ta’rifga ko‘'ra f ham integrallanuvchi. A

V. Agar f(x) >0, © € A funksiya integrallanuvchi bo‘lsa, u holda

Lf@ﬂuzﬁ

Isbot. Bu xossa Lebeg integralining monotonlik zossasi deyiladi. Uning

isboti sodda funksiyalar uchun to‘g'ridan-to‘g‘ri ta'rifdan kelib chiqadi. Agar
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f manfiymas funksiya bo‘lsa, u holda unga tekis yaqinlashuvchi f sodda

funksiyalar ketma-ketligi ham manfiymas. Bundan

/Affi“t(a:) dp = l/[nf(g;)] du > 0.

n.Ja
Bu yerdan n — oo da limitga o‘tib, V xossaning isbotiga ega bo‘lamiz. A
Integralning monotonlik xossasidan quyidagi tasdiq kelib chiqadi. Agar
f(z) > g(z) bo'lsa, u holda

/Af(x)duZ/Ag(w)dM

tengsizlik o‘rinli. Shuningdek, agar m < f(x) < M, = € A bo‘lsa, u holda

mp(A) < /A F(x)dp < M u(A)

tengsizliklar o‘rinli.

VI. Agar pu(A) =0 bo'lsa, u holda ixtiyoriy f: A — R uchun

/Af(a:)d,u = 0.

V1. Agar f ~ g (ya’'ni deyarli barcha x € A lar uchun f(x) = g(z))
bo ‘lib, ulardan biri integrallanuvchi bo‘lsa, uw holda ikkinchisi ham integral-

lanuvchi va quyidagi tenglik o ‘rinli

/Af(x)dMI/Ag(ﬂ?)dﬂ-

Bu tasdiglar Lebeg integralining ta'rifidan bevosita kelib chigadi.

VII. Agar ¢ funksiya A to‘plamda integrallanuvchi bo‘lib, deyarli barcha
x € A lar uchun |f(x)] < p(x) bo'lsa, u holda f funksiya ham A to‘plamda
integrallanuvchi bo ‘lads.

Isbot. Haqiqatan ham, agar f va ¢ sodda funksiyalar bo‘lsa, u holda
A to‘plamdan o‘lchovi nol bo‘lgan A; = {z € A: |f(x)| > ¢(x)} to'plamni
chigarib tashlab, qolgan A’ to‘plamda |f(x)| < ¢(z) tengsizlikni hosil qi-

lamiz. A" to‘plamni chekli yoki sanoqli sondagi A/ to’plamlarning birlashmasi
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ko‘rinishida shunday tasvirlaymizki, har bir A/ to‘plamda f va ¢ funksiyalar

o‘zgarmas bo‘lsin, ya'ni

f@)=an, ¢(x)=b, z€A,.

Shartga ko‘ra |a,| < b, tengsizlik bajariladi. ¢ funksiya integrallanuvchi

bo‘lganligi uchun hamda (12.2) va VI xossadan foydalanib

> anl i (AL) < b (A]) =
n=1 n=1

/,w(x)du://w(w)du+[llw(x)duzqu(x)du

ni olamiz. Shuning uchun f ham integrallanuvchi va

> anp (A})

n

~ [ U@l dus [ e

Endi umumiy holni qaraymiz.

‘/Q f(x)du‘:z ' A/f(x)dﬂ‘::

<3 laul e (A) =

nf ()]

n

f (@) =

sodda funksiya ixtiyoriy n € N da
frut(z)| < (2)+1, z€A

tengsizlikni qanoatlantiradi. Demak, f2“(z) sodda funksiya integrallanuvchi.
12.2-ta’rifga ko‘ra f funksiya ham integrallanuvchi. A
VIIL. Quyidagi integrallar bir vaqtda mavjud yoki mavjud emas:

h= [ f@de, 1= [ 17@)lda

Isbot. VII xossadan foydalanib, ko‘rsatish mumkinki, /o ning mavjudligi-

dan I; ning mavjudligi kelib chiqadi. Teskari tasdiq f sodda funksiya bo‘lganda
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bevosita ta’rifdan kelib chigadi. Umumiy holni qaraymiz. f funksiya A da
integrallanuvchi bo‘lgani uchun, unga tekis yaqinlashuvchi {f,,} integrallanuv-

chi, sodda funksiyalar ketma-ketligi mavjud. U holda

f @) = [fa()]] < [f(2) = ful2)]

tengsizlikka ko‘ra, {|f.|} - integrallanuvchi, sodda funksiyalar ketma-ketligi
|f| funksiyaga tekis yaqinlashadi. Shunday ekan, ta’rifga ko‘ra, I integral
mavjud. A
Lebeg ma’nosida integrallanuvchi funksiya Riman ma’nosida integrallanuv-
chi bo‘lishi shart emas.
12.1-misol. Dirixle funksiyasini [0, 2] kesmada Lebeg va Riman ma’nola-
rida integrallanuvchanlikka tekshiring.

Yechish. ® sodda funksiya bo‘lib, uning Lebeg integrali
[ 2@ =1 (0,211Q)+0-u(l0,2)Q) =0
0,2

Dirixle funksiyasi [0, 2] kesmada Riman ma’nosida integrallanuvchi emas.
Buni ko‘rsatish uchun [0, 2] kesmani teng n bo‘lakka 0 = zyp < 27 <
To < ... < x,1 < T, = 2 nuqtalar yordamida bo‘lamiz. Ma’lumki, Dirixle
funksiyasining [rx_1, ;] bo‘lakchadagi aniq yuqori chegarasi M) barcha
k € {1,2,...,n} uchun 1 ga teng, Dirixle funksiyasining bu bo‘lakchadagi

aniq quyi chegarasi my esa 0 ga teng. Bu bo‘linishga mos Darbu yig‘indilarini

gqaraymiz:
2 < 2 2 2 <
Q== My==>1=2 w,==) mp==-» 0=0.
L gyt L gt
Bu yerdan,

lim Q, =2, limw, =0

tengliklarga kelamiz. Demak, Dirixle funksiyasi [0, 2] kesmada Riman ma’no-

sida integrallanuvchi emas. A
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IV, VI, VII va VIII xossalar Lebeg integrali uchun xos. Bu xossalar Riman
integrali uchun o‘rinli emas. Hozir bularga misollar keltiramiz.

12.2-masala. IV va VI xossalar Riman integrali uchun o‘rinli emasligiga
misol keltiring.

Yechish. [0, 2] kesmada Dirixle funksiyasini qaraymiz. U chegaralangan
va o'lchovli, demak IV xossaga ko‘ra u Lebeg ma’nosida integrallanuvchi, lekin
Riman ma’nosida integrallanuvchi emas (12.1-misolga qarang). [0, 2] kesma-
da Dirixle ® va nol #(z) = 0 funksiyalarni qaraymiz. Ular [0, 2] kesmada

deyarli teng, shuning uchun VI-xossaga ko‘ra

/ D (z)du :/ O(x)dp = 0.
[0,2] [0,2]

Lekin nol funksiya Riman ma’nosida integrallanuvchi, Dirixle funksiyasi
esa Riman ma’nosida integrallanuvchi emas (12.1-misolga qarang). A

Lebeg integralining VII va VIII xossalari ham Riman integrali uchun o‘rinli
emas. Bunga quyidagi misolda ishonch hosil gilish mumkin.

12.3-misol. Quyidagi funksiyalarni qaraymiz:

1, agar x € Q,
—1, agar z € R\Q.

Barcha = € [0, 2] lar uchun |f(z)| < ¢(x) tengsizlik o‘rinli. Lekin f
funksiya [0, 2] kesmada Riman ma’nosida integrallanuvchi emas. Bu tasdiq
® ning Riman ma’nosida integrallanuvchi emasligiga o‘xshash isbotlanadi.
Demak, VII xossa Riman integrali uchun o‘rinli emas.

f funksiya [0, 2] to‘plamda Riman ma’nosida integrallanuvchi emas, am-
mo |f(z)| =1 funksiya esa integrallanuvchi. Demak, VIII xossa Riman integ-
rali uchun o‘rinli emas. A

12.2. Lebeg integralining o— additivlik va absolyut uzluksizlik

xossalari. Yuqorida biz Lebeg integralining xossalarini tayinlangan A to‘plam
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bo‘yicha keltirdik. Endi

A= [ ra)dn

ifodani o‘lchovli to‘plamlar sistemasi $(F) da aniglangan, A to‘plamning

funksiyasi sifatida qarab, Lebeg integralining ayrim xossalarini isbotlaymiz.
12.1-teorema (Lebeqg integralining o— additivlik zossasi). O‘lchovli A to‘p-

lam o ‘zaro kesishmaydigan A, As, ..., Ap,... olchovli to’plamlarning bir-

lashmasidan iborat bo‘lsin, ya ni

A=J A A4 =0 i#]
n=1

va [ funksiya A to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsin. U holda har bir A,

to ‘plam bo ‘yicha [ funksiyaning integrali mavjud,

iﬁjmw

qator absolyut yaqinlashadi va quiidagr tenglik o‘rinli

IRCUS > / e (12.3)

Isbot. Avvalo teoremani yi,v2,...,¥Yn,... giymatlarni qabul qiluvchi f

sodda funksiya uchun isbotlaymiz. Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

={z € A: f(z)=u},
Bnk:{xEAn:f(x):yk}:BkﬂAm Bk:UBnk

f funksiya integrallanuvchi bo‘lgani uchun > yru(Bx) qator absolyut yaqin-
k
lashuvchi bo‘ladi. U holda

[ 1@ =3l B = S (B =
k=1 k=1 n=1

= Z ZykM(Bnk) = Z Zyku nk) Z/ f(z (12.4)
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To‘plam o‘lchovi manfiymas bo‘lgani uchun (12.4) tengliklar zanjiridagi barcha
qatorlar absolyut yaginlashuvchi bo‘ladi.

Endi f funksiya A to‘plamda integrallanuvchi bo‘lgan ixtiyoriy funksiya
bo‘lsin. U holda ixtiyoriy € > 0 son uchun A da integrallanuvchi shunday
g sodda funksiya mavjudki, barcha = € A larda |f(x)— g(x)| < € yoki
|f(x)| < |g(z)] + ¢ tengsizlik bajariladi. Yuqorida isbotlanganiga ko‘ra ¢

uchun
[ stwran = i IRCZ (125

tenglik o‘rinli va ¢ har bir A, da integrallanuvchi hamda (12.5) qator ab-
solyut yaqginlashuvchi. g ning A, to‘plamlarda integrallanuvchi ekanligidan
va |f(x)| < |g(x)|+¢ tengsizlikdan f ning ham har bir A, to‘plamda integ-
rallanuvchi ekanligi kelib chigadi hamda

ni /Anf(fv)du— /Ang(fc)du' <

33 / 190 = ool < 3 en(An) = enl ),

Bu esa (12.5) bilan birgalikda

nf; IR

qatorning absolyut yaginlashuvchi ekanligiga va quyidagi bahoga olib keladi:

nf; [ s [ s

niO;/An f(x)dp — niO;/An g(x)du + /Ag(x)du — Af(x)du
nf:l /Anf(ﬂf)du— /Ang(x)du‘ -

Bu yerda € > 0 ixtiyoriy bo‘lganligi uchun (12.3) tenglik o‘rinli. A

[ s@au- [ g(x)du‘ < 2u(A)
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12.1-natija. Agar f funksiya A to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa, u holda
f funksiya A to‘plamning ixtiyoriy o‘lchovli A" gismida ham integrallanuvchi
bo ‘lad;.

Endi ma’lum ma’noda 12.1-teoremaga teskari hisoblanuvchi quyidagi teo-
remani keltiramiz.

12.2-teorema. O‘lchovli A to‘plam o‘zaro kesishmaydigan A, As, . ..,

A, ... oflchovli to’plamlarning birlashmasidan iborat bo‘lsin, ya'ni
A=A, A(A;=0, i#]
n=1

Har bir A, to‘plamda f funksiya integrallanuvchi va

> [ Ira)ldu (12.6)

qator yaginlashuvchi bo lsin. U holda [ funksiya A to‘plamda integrallanuvchi
va (12.3) tenglik o‘rinli bo ‘ladi.

Isbot. Teoremani isbotlash uchun f funksiyaning A to‘plamda integral-
lanuvchi ekanligini ko‘rsatish yetarli. (12.3) tenglik 12.1-teoremadan kelib chiqa-
di. Avvalo isbotni B; to‘plamlarda f; qiymatlarni qabul qiluvchi f sodda

funksiya uchun keltiramiz Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:
Bi={z € A: f(x)=fi}, Au=A.NB.
U holda quyidagilar o‘rinli
UAu=B v [ 5@l =31 ()

(12.6) qatorning yaqinlashuvchiligidan

D2 il ul(Aw)

qatorning yaqinlashuvchiligi kelib chiqadi. Yaqinlashuvchi musbat hadli qator
hadlarining o‘rinlarini ixtiyoriy tartibda almashtirish mumkin. Shuning uchun
ZZ | fil 1(Ani) = Z | fil ZM(Am') = Z | fil u(B:)
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tenglik o‘rinli. Oxirgi gqatorning yaqginlashuvchiligi

/Af(ﬂf)dﬂ = Z fin(B;)

integralning mavjudligini bildiradi.
Umumiy holda ixtiyoriy € > 0 son va f funksiya uchun shunday ¢ sodda

funksiya mavjudki, barcha x € A uchun

|f(z) —g(z)| <e (12.7)

tengsizlik o‘rinli. U holda VII xossaga ko‘ra, har bir A,, to‘plamda ¢ funksiya-

ning integrali mavjud va

/ 9()] dp < / (@) dpt+ ep(A)
A, A,

tengsizlik o‘rinli. (12.6) qatorning yaqinlashuvchi ekanligidan, hamda,

tenglikdan

S /A 9(2)] dp

qatorning yaqginlashuvchi ekanligi kelib chigadi. Bundan ¢ sodda funksiyaning
A da integrallanuvchi ekanligi, (12.7) tengsizlikdan esa f funksiyaning A
to'plamda integrallanuvchi ekanligi kelib chigadi. A

12.3-teorema (Chebishev tengsizligi). A o‘lchovli to‘plamda manfiymas

@ funksiya va ¢ > 0 son berilgan bo‘lsin. U holda quyidagi tengsizlik o ‘rinli

p({r e A:p(a) > ) < - /A o(x)dp.

Cc

Isbot. Aytaylik, A, ={z € A: p(x) > ¢} bo'lsin. (12.2) va V xossadan

(6]

/Acp(w)du=/A ¢($)du+[4\Ac¢(x)du2 /ACsO(:C)duz ¢ p(Ac)
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ni olamiz. Bu yerdan

tengsizlik kelib chigadi. A

[ Ir@ldn =0
A
bo‘lsa, u holda deyarli barcha x € A uchun f(x) =0 boladi.

12.2-natija. Agar

Isbot. Chebishev tengsizligiga ko‘ra ixtiyoriy m uchun

w({reais@rz 1 }) <o [ 1@l au=o

munosabatga egamiz. Bundan tashqgari

e o) 20 = {oeai @)z |

tenglik o‘rinli. O‘lchovning yarim additivlik xossasiga ko‘ra,

p({r € A f(2) £0) <nfjlu({xeA: oz 1}) o

ga ega bo‘lamiz. Bu esa natijani isbotlaydi. A

12.4-teorema (Lebeg integralining absolyut uzluksizlik zossasi). Agar f
funksiya A (u(A) < 00) to‘plamda integrallanuvchi bo lsa, u holda iztiyoriy
e > 0 son uchun shunday 6 > 0 son mavjudki, w(D) < & tengsizlikni

qanoatlantiruvchi har ganday D C A to‘plam uchun

/Df(x)du‘ <e

tengsizlik o‘rinli.
Isbot. Agar f funksiya A to‘plamda M soni bilan chegaralangan bo‘lsa,

teoremani isbotlash uchun 6 = % deb olish yetarli, chunki

/f(x)du <M-uD)<M-§=M-= ==
5 M
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Endi f ixtiyoriy o‘lchovli va integrallanuvchi funksiya bo‘lsin. Quyidagi bel-
gilashlarni kiritamiz:

N
Ap={zeA:n<|f(x)| <n+1}, BN:UAn, Cy = A\By.
n=0

U holda 12.1-teoremaga ko‘ra,

/A|f<x>\ i = E_%/A (@) dp

tenglik o‘rinli. Berilgan € > 0 son uchun N ni shunday tanlaymizki,

S /A £(2)] de = /C ) du <

n=N+1

tengsizlik bajarilsin va 0 < § < bo‘lsin. Agar u(D) < 0 bo‘lsa, u

holda

2(N + 1)

/Df(x)dﬂ' S/D‘f(x”duz/DOBN‘f(x)MM—'—/DmCN|f($)‘d’uS

g(N+1)u(D)+/ f@)dp< (N+1)———+- <. A

£
Cn 2AN+1) 2

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1
1. Agar [ integrallanuvchi funksiya bo‘lsa, u holda f,(x) = ﬁ[nf(x)] sodda
funksiyaning integrallanuvchi bo‘lishini isbotlang. Bu yerda [x] belgi x

sonning butun qismini bildirads.

2. Lebeg integralining VIII xossasi Riman integrali uchun o ‘rinlime? 12.53-

miusoldan foydalanib javobingizni asoslang.

3. Agar f funksiya A to‘plamda chegaralanmagan bo‘lsa, v Lebeg ma’nosi-
da integrallanuvchi bo ‘lishi mumkinmi? 11.1-misol yordamida tushunti-
ring.
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4. f(x) = [22°] funksiyaning A = [0, 2] to‘plam bo‘yicha olingan Lebeg

integraling hisoblang.
13-§. Lebeg integrali belgisi ostida limitga o‘tish

Integral belgisi ostida limitga o‘tish yoki qatorlarni hadma-had integral-
lash masalasi ko‘plab muammolarni yechishda uchraydi. Integral belgisi osti-
da limitga o‘tishning yetarli shartlaridan biri berilgan ketma-ketlikning tekis
yaqinlishish shartidir.

13.1-teorema (Lebeg). Agar {f.} ketma-ketlik A to‘plamning har bir
nuqtasida f funksiyaga yaginlashsa va barcha n € N lar uchun |f,(z)] <
o(x) tengsizlik bajarilib, ¢ funksiya A to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa, u
holda limitik funksiya f ham A da integrallanuvchi bo‘ladi va

i [ uahdn = [ floydn

Isbot. Teorema shartidan limitik funksiya f uchun |f(z)| < ¢(x) teng-
sizlikning bajarilishi kelib chigadi. Lebeg integralining VII xossasiga ko‘ra, f
integrallanuvchi funksiya bo‘ladi. Endi € > 0 ixtiyoriy son bo‘lsin. Lebeg in-
tegralining absolyut uzluksizlik xossasiga (12.4-teorema) ko‘ra, shunday § > 0

son mavjudki, agar u(B) < d bo‘lsa, u holda

/Bgo(x)du < Z (13.1)

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. 10.3-Yegorov teoremasiga ko‘ra, B to‘plamni shun-
day tanlash mumkinki, {f,} ketma-ketlik C' = A\ B to‘plamda f funksiyaga
tekis yaginlashadi. Demak, shunday N mavjudki, ixtiyoriy n > N lar va ix-

tiyoriy x € C' uchun

[f(z) = fu(2)| < (13.2)

tengsizlik bajariladi. U holda
[F@W—AEMW:LUm—R@MHZJMW—LEMW
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bo‘ladi. Endi
[f@)] <), |fal@)] < @(z)
ckanligidan hamda (13.1) va (13.2) lardan

[ s w!/ntw /v ~ @+ [ 1@ des

+ [ 1@l < g uC) + 45 = A

13.1-natija. Agar |f.(z)] < M = const va lim f,(z) = f(x) bo‘lsa, u

n—oo

holda integral belgisi ostida limitga o ‘tish mumkin, ya’'ni

lim fn )duzfAf(fL‘)du

n—00

13.1-eslatma. Nol o‘lchovli to‘plamda funksiyaning qiymatini o‘zgartirish
integral giymatiga (VI xossa) ta’sir gilmaydi, shuning uchun 13.1-teoremada
{fn} ketma-ketlikning f funksiyaga deyarli yaqinlashishini va |f(z)| < ¢(x)
tengsizlikning ham deyarli barcha x lar uchun bajarilishini talab qilish yetarli.

13.2-teorema (Levi). A to‘plamda monoton

file) < folz) <o < fulw) <o)

integrallanuvchi {f,} funksiyalar ketma-ketligi berilgan bo‘lib, barcha n € N
lar uchun

| fuwyin < K
tengsizlik bajarilsin. U holda A ;‘plamnmg deyarli hamma yerida nh—{go fulz) =
f(x) chekli limit mavjud hamda f funksiya A da integrallanuvchi va integral

belgisi ostida limitga o‘tish mumkin, ya’ni

lim fn )duzfAf(af)du

n—oo

Isbot. Faraz gilaylik, fl(a:) > 0 bo‘lsin. Umumiy hol f,(z) = f.(z)—fi()
almashtirish yordamida fi(x) > 0 holga keltiriladi.

n—oo

Q:{xeA: limfn(m)zoo}
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to‘plamni qaraymiz. Agar biz Q) = ={xecA: f,(r)>r} to'plamni kirit-
sak, u holda quyidagi tenglik o‘rinli bo‘ladi:

0 o0

Chebishev tengsizligiga (12.3-teorema) ko‘ra,

u(Q) /fn p< X

Har bir tayinlangan r da QY) C Qg) C...C ng) C ... munosabat o‘rinli.

O‘lchovning uzluksizlik xossasiga ko‘ra,

K
p (Q(”) = lim 2 () < —
n—00 7“
Har bir r uchun Q c Q) ekanligidan p(Q) < — ekanligi kelib chiqadi va r
r

ixtiyoriy bo‘lgani uchun p(€2) =0 bo‘ladi.

Shu bilan monoton {f,(x)} ketma-ketlik deyarli barcha = € A larda
chekli f(z) limitga ega ekanligi kelib chiqadi. Endi f*!(z) = [f(z)], A, =
{zeA: ff(2)=r} ={zeAd:r<flx)<r+1}, r =0,1,... deb ola-
miz. Agar f* funksiyaning A to‘plamda integrallanuvchi ekanligini ko‘rsat-
sak, u holda o(x) = f*(x) + 1 funksiya ham A to‘plamda integrallanuvchi
bo‘ladi va 13.1-teoremadan 13.2-teoremaning tasdigi kelib chiqadi.

Endi f** funksiyaning A to‘plamda integrallanuvchi ekanligini ko‘rsatamiz.

= |J A, deymiz. B da f, va f funksiyalar chegaralangan va har doim

r=0
fP(z) < f(z) bo‘lgani uchun 13.1-natijaga ko‘ra

/fb“%x)dus / f)dn=tim [ @) dp< K
B, B,

n—oo

Ikkinchi tomondan,

/B i) dp =Y ru(A,) < K.
s r=0
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Bu yig‘indining chegaralanganligi

Z ru(Ayr)

r=0
qatorning yaqinlashuvchiligini bildiradi. Demak,

oo

[ 1@ dn =3 ).
A r=0
Shunday qilib, f** ning A da integrallanuvchi ekanligi isbotlandi. A

Teoremani monoton o‘smaydigan ketma-ketliklar uchun ham isbotlash mum-
kin.
13.2-natija. Agar ,(x) >0 bolib,

;/A%(w)dﬂ < +00

bo‘lsa, u holda A to‘plamning deyarli barcha nugtalarida

> bn(x)

n=1

qator yaqinlashadi va gatorni hadlab integrallash mumkin, ya’'ni

/ (f} waz)) = fj [ vt

tenglik o ‘rinli.
13.3-teorema (Fatu). Agar manfiymas, o‘lchovli {f,} funksiyalar ketma
- ketligi A to‘plamning deyarli barcha nuqtalarida f funksiyaga yaginlashsa

va
| fwdn< &
A
bo‘lsa, u holda f funksiya A to‘plamda integrallanuvchi va
| twyin< &
A
tengsizlik o ‘rinl.
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Isbot. ¢, (z) = gf fr(x) deb belgilaymiz. ¢, o‘lchovli, chunki

{erpale) <) =|Jfe: fula) <} .

k>n

Bundan tashqgari 0 < ¢,(z) < f.(x) bo‘lgani uchun ¢, integrallanuvchi va

/As@n(fc) dMS/Afn(af)dus K.

Nihoyat, ¢1(z) < @o(x) < -+ < @p(x) < --- deyarli barcha x lar uchun

lim () = f(z).

n—oo
Shuning uchun 13.2-teoremani {¢, } ketma-ketlikka qo‘llab, 13.3-teoremaning
isbotiga ega bo‘lamiz. A
Lebeg va Riman integrallari orasidagi quyidagi bog‘lanishni isbotlaymiz.

13.4-teorema. Agar [a, b] kesmada

/f

Riman integrali mavjud bo‘lsa, u holda f funksiya [a, b] kesmada Lebeg

ma 'nosida ham integrallanuvchi bo‘ladi va
b
0 [ swin= ) [ s

Isbot. [a, b] kesmani

tenglik o ‘rinli.

k
rp=a+—(b-a), ke{0,1,...,2"}

nuqtalar yordamida 2" ta bo‘lakka bo‘lamiz. Bu bo‘linishga mos
on on
b—a b—a
= on ZMnka Wp = on Zmnka
k=1 k=1

Darbu yig‘indilarini qaraymiz, bu yerda M, — f funksiyaning [z 1, ]

kesmadagi aniq yuqori chegarasi, m,,; esa shu kesmadagi aniq quyi chegarasi.

Riman integralining ta'rifiga ko‘ra,

I = lim ©,, = lim w,
n—oo n—oo
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chekli limit mavjud. Har bir n € N da £, va Jn sodda funksiyalarni quyida-
gicha aniqlaymiz:
fa(z) = My, agar o € [z3_1, z), ke{1,2,...,2"},  f.(b)
fa(®) = M, agar x € (131, 1), ke€{1,2,...,2"},  fu(b) = f(b).
Sodda funksiya integrali ta'rifiga ko'ra,

I
~
/N

o
N——

; E(ZU) d,u = (),

[a.,0]

bfn( )d:u:wn

[a,b]
tengliklar o‘rinli. {ﬁ} ketma-ketlik o‘smaydigan ketma-ketlik, ya'ni

fi(z) > folw) > fol@) =

| \/

{ Jn } esa kamaymaydigan ketma-ketlik, ya’ni

fiz) < folz) <

| /\

fu(z) <

bo‘lgani uchun, deyarli hamma yerda

lim fo(z) = f(z) > f(z), lim f(2) = f(2) < f(2)

n—oo n—oeo ——

chekli limitlar mavjud. 13.2-Levi teoremasiga ko‘ra

f(x)du = hm Q,=1=lim w, —/[ ) f(x)dp.

[Cl7 b} n—oo

Shuning uchun

[ i@ = s = [ () = 1) =
Bundan, deyarli hamma yerda f(z) — f(z) = 0 ekanligi kelib chigadi, ya'ni

f(x) = f(z) = f(z). Demak,

f(x)dp = 1. A
[a,0]

Bu xossadan foydalanib, Lebeg integralini hisoblash qulaydir.

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar
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1. Parametr a ning qanday qiymatlarida

fn(x) = ma

a:.Oé

x €0, 1]

ketma-ketlik integral belgisi ostida limitga o ‘tish haqidagi Lebeg teoremasi

shartlarini qanoatlantirada.

2. Quyidagi {gn} ketma-ketlik integral belgisi ostida limitga o ‘tish hagidagi
Lewvi teoremasi shartlarini ganoatlantiradimi?
3
nr?
€TrT) =
gn(7) nax?+ 1’

x €0, 1].

3. Fatu teoremasi shartlari bajarilganda

i [ fu(a)ds = /A f()dp

n—oo

tenglik o‘rinlimi? O‘rinli bo ‘lmasa, misol keltiring.

4. 13.4-teorema isbotida |a, b] kesma nima sababdan 2" ta teng gismga
bo ‘linganini tushuntiring. Agar [a, b] kesma n ta teng gismga bo ‘linga-
nida f, ketma-ketlik o‘smaydigan, Ju ketma-ketlik esa kamaymaydigan

bo ‘masligi mumkin edi. Bunga misol keltiring.

5. [0, 1] kesmada f(x) = 2% funksiya uchun f,, fn sodda funksiyalarni

quring.
14-§. Cheksiz o‘lchovli to‘plam bo‘yicha olingan Lebeg integrali

Shu paytgacha biz faqat chekli o‘lchovli (u(A) < +00) to‘plamlarda Lebeg
integrali va uning xossalarini o‘rgandik. Lekin ko'plab masalalarni yechishda
cheksiz o‘lchovli to‘plamda berilgan funksiyaning integralini qarashga to‘gri
keladi. Masalan, R = (—o00,00) da berilgan funksiyaning Lebeg integralini
qarashga to‘g'ri keladi. Biz sanoqli sondagi chekli o‘lchovli X, to’plamlar-
ning birlashmasi ko‘rinishida tasvirlanishi mumkin bo‘lgan hol bilan chega-

ralanamiz.
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14.1-ta’rif. Agar X to‘plamda 1 o‘lchov berilgan bo‘lib, X to‘plamni
sanoqli sondagi chekli o ‘lchovli to’plamlarning birlashmasi ko ‘rinishida tasvir-
lash mumkin bo‘lsa, v holda X da i o‘lchov o— chekli o‘lchov deyiladi.

o — chekli o‘lchovlarga sonlar o‘qidagi va tekislikdagi Lebeg o‘lchovlari mi-
sol bo‘la oladi.

o— chekli bo‘lmagan o‘lchovga misol sifatida sonlar o‘qidagi g o‘lchovni
quyidagicha aniglaymiz. Har bir nuqtaning o‘lchovini bir deb olamiz, ya’ni
p{x} = 1. U holda R ning barcha qism to‘plamlari o‘lchovli bo‘ladi. Agar
A C R to‘plam chekli bo‘lsa, uning o‘lchovi chekli, qolgan hammasi cheksiz
o‘lchovli to'plamlar bo‘ladi.

14.2-ta’rif. X to‘plamni goplovchi ketma-ketlik deb, har ganday mono-
ton o‘suvchi (X, C Xpi1){Xn} ketma-ketlikka aytiladiki, u quyidagi ikkita

shartni qanoatlantiradi:
) X=X 2 pX,)<oo, VneN.
n=1

14.3-ta’rif. X to‘plamda o— chekli v o‘lchov va X da aniqlangan man-
fiymas [ funksiya berilgan bo‘lsin. Agar f funksiya ixtiyoriy chekli o‘lchovli
A C X to‘plamda integrallanuvchi bo‘lib, biror qoplovchi {X,} ketma-ketlik

uchun

lim f(x)du

n—oo X
n

limit mavjud bo‘lsa, u holda f funksiya X to‘plamda integrallanuvchi deyiladi

va bu limait

[ =t [ fa)n

n—oo

f dan X to‘plam bo‘yicha olingan Lebeg integrali deyilads.
Endi f ixtiyoriy funksiya bo‘lsin. Uni ikkita manfiymas funksiyalar ayir-
masi shaklida tasvirlaymiz, yami f(z) = f.(x) — f_(x), bu yerda
flx)| + f(x flx)] — f(x
f+(g;):|()‘2 (z) I()\2 (z)

>0, f.(x)= > 0. (14.1)
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14.4-ta’rif. Agar f, va f_ manfiymas funksiyalar X to‘plamda integral-
lanuvchi bo‘lsa, u holda [ funksiya X to‘plamda integrallanuvchi deyiladi va

/X f()dp = /X Fi () dp — /X I (@)dp.

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriglar

1. F(x) =2x+1, x € R, up esa F— funksiya yordamida qurilgan Lebeg-

Stiltes o‘lchovi bo‘lsin. pp o‘lchov o— chekli o‘lchov bo‘ladimi?

1
2. f(x) = W, r € A=][1,00) funksiya A to‘plamda integrallanuvchi-

ma?
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V bob. Lebegning anigmas integrali va uni differensiallash

Bu bobda biz sonlar o‘qida aniqlangan funksiyalarning Lebeg integrali-
ni qaraymiz, va bu integralni tayinlangan f da to'plam funksiyasi sifatida
o‘rganamiz.

Agar f funksiya X C R oflchovli to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa, u
holda integral

/Af(fc) dy

barcha o‘lchovli A C X lar uchun mavjud va u tayinlangan f da o‘lchovli
to‘plam funksiyasi bo‘ladi. Bu integral Lebegning anigmas integrali deyila-
di. X sonlar o‘qgidagi oraliq bo‘lishi ham mumkin. Bu holda A to‘plam X
dagi kesmadan iborat bo‘lsa, yuqoridagi integral kesma chetki nuqtalarining
funksiyasi bo‘ladi. Bu holda A kesma chap chetini tayinlab,
- f(t)dp

integralning xossalarini o‘rganamiz. Bu masala bizni sonlar o‘qida aniqlangan
funksiyalarning ba’zi muhim sinflarini qarashga olib keladi. Matematik analiz
kursidan ma’lumki |4], differensiallash va integrallash amallari orasida quyida-
gi bog‘lanish mavjud. Agar f— uzluksiz funksiya, F'— uzluksiz hosilaga ega
funksiya bo‘lsa, quyidagi tengliklar o‘rinli.

o [ s =g V1)
b

/ F'(t)dt = F(b) — F(a). (V.2)

a

Quyidagicha savollar tug‘iladi:

1. Lebeg ma’nosida integrallanuvchi funksiyalar uchun (V.1) tenglik o‘rinlimi?

2. Qanday funksiyalar sinfi uchun (V.2) tenglik o‘rinli?
Quyidagi uch paragraf shu savollarga javob berishga bag‘ishlangan.
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15-§. Monoton funksiyalar

Lebeg integrali
®(z) = ]f(t)du (15.1)

[a,x

ning xossalarini o‘rganishni quyidagi sodda va muhim faktdan boshlaymiz.
Agar f manfiymas funksiya bo‘lsa, u holda ® monoton kamaymaydigan
funksiya bo‘ladi. Har qanday integrallanuvchi f funksiya ikkita manfiymas

f+ va f_ integrallanuvchi funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlanadi

f@) = fi(z) = f-(2),

bu yerda fi va f_ lar (14.1) tenglik bilan aniqlanadi.

Shuning uchun (15.1) integral ikkita monoton kamaymaydigan funksiyalar-
ning ayirmasi shaklida ifodalanadi. Shu sababli yuqori chegarasi o‘zgaruvchi
bo‘lgan (15.1) integralni o‘rganish, monoton funksiyalarning xossalarini tek-
shirish masalasiga kelar ekan. Monoton funksiyalar bir qator muhim xossalarga
ega. Quyida biz ularni bayon qilamiz.

Avvalo ba’zi kerakli tushunchalarni keltiramiz. h o‘zgaruvchi miqdorning
haqiqiy musbat (manfiy) sonli giymatlar qabul qilib nolga intilishini h —
0+ (h — 0—) shaklda belgilaymiz.

Haqiqiy sonlar to‘plami R da aniglangan f funksiya va zy € R nuqta
berilgan bo‘lsin. Agar

A, S(@o+h) - (lim f(@o+ )

limit mavjud bo‘lsa, bu limitga f funksiyaning x¢ nuqtadagi o‘ng (chap) li-
miti deyiladi va f(z¢+0) (f(zo—0)) ko‘rinishda belgilanadi. Agar f funksiya-

ning xy nuqtadagi o‘ng (chap) limiti mavjud bo‘lib,

f(zo+0) = f(xo) (f(x0) = f(z0—0))
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tenglik o'rinli bo‘lsa, f funksiya z¢ nuqtada o‘ngdan (chapdan) uzluksiz de-
yiladi. Agar f funksiyaning xy nuqtada o‘ng va chap limitlari mavjud bo‘lib,

f(zo+0) = f(z0) = f(r0—0)

tenglik o‘rinli bo‘lsa, f funksiya x¢ nuqtada uzluksiz deyiladi. Agarda

f(zo—0) # f(xo+0)

bo‘lsa, f funksiya xy nuqtada birinchi tur uzilishga ega deyiladi, xo nuqta

esa f funksiyaning birinchi tur uzilish nugtasi deyiladi.

f(xo+0) = f(zo —0)

qiymatga f funksiyaning xy nuqtadagi sakrashi deyiladi.

Agar f funksiyaning z, nuqtadagi o'ng va chap limitlaridan birortasi
mavjud bo‘lmasa yoki birortasi cheksizga aylansa, bu nuqta f funksiyaning
ikkinchi tur uzilish nugtasi deyiladi.

15.1-ta’rif. [a, b] kesmada aniglangan [ funksiya shu kesmadan olingan

har ganday x1,xs lar uchun x1 < xs bo‘lganda

flx1) < f(x2) (f(21) = f(22))

tengsizlikni ganoatlantirsa, f funksiya [a, b] kesmada kamaymaydigan
(0‘smaymaydigan) funksiya deyiladi.
15.2-ta’rif. [a, b] kesmada aniglangan f funksiya shu kesmadan olingan

har qanday x1,xo lar uchun x1 < xs bo‘lganda

flz1) < fla2) (f(z1) > f(x2)) (15.2)

tengsizlikni qanoatlantirsa, f funksiya [a, b] kesmada o‘suvchi (kamayuv-
chi) funksiya deyiladi.
Umuman, gisqalik uchun monoton funksiya deyilganda, 15.1 va 15.2-ta’rif-

larda keltirilgan funksiyalar tushuniladi.
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Endi monoton funksiyalarning asosiy xossalarini keltiramiz.

1. [a, b] kesmada aniglangan har qanday monoton funksiya shu kesmada
chegaralangan, o‘lchovli va integrallanuvchi funksiyadir.

Isbot. Bu xossa isbotini kamaymaydigan funksiyalar uchun keltiramiz.

Hagigatan ham, kamaymaydigan funksiya ta’rifiga ko‘ra
fla) < f(z) < f(b), Vz € [a, b]. (15.3)

Har qanday o‘zgarmas ¢ son uchun E(f <c¢)={xz: f(z) <c} to‘plam yo
kesma, yo yarim interval (yo bo‘sh to‘plam) bo‘ladi. Faraz qilaylik, f(z) < ¢
tengsizlikni gqanoatlantiruvchi nuqtalar mavjud bo‘lsin va d bu to‘plamning
aniq yuqori chegarasi bo‘lsin. U holda E(f < ¢) to‘plam yoki [a, d] kesma
yoki [a, d) yarim interval bo‘ladi, bu to‘plamlar o‘lchovli. Demak, f o‘lchovli
funksiya bo‘ladi. f ning integrallanuvchiligi uning chegaralanganligidan (IV
xossaga qarang) kelib chiqadi.

2. Monoton funksiya fagat birinchi tur uzilish nugtalarga ega bo ‘lishi mum-
kin.

Isbot. Faraz qgilaylik, f kamaymaydigan funksiya, xy € [a, b] ixtiyo-
riy nuqta va {z,} C [a, b], x, < o, ®, — xp nuqtalar ketma-ketligi
bo‘lsin. U holda {f(x,)} ketma-ketlik ham quyidan, ham yuqoridan chega-
ralangan bo‘ladi (masalan f(a) va f(b) qiymatlar bilan). Shunday ekan,
{f(x,)} ketma-ketlik kamida bitta limitik nuqtaga ega. Agar {x,} ketma-
ketlikni tartibini almashtirish yordamida z, ga o‘sib yaginlashuvchi { }
ketma-ketlikka almashtirsak, {f(z!)} monoton ketma-ketlik bo‘ladi. Uning
chegaralanganligidan {f(z/)} ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘ladi. Bu limitni
f(xzg—0) deb belgilaymiz. Yaqginlashuvchi {f(z])} ketma-ketlikning o‘rinla-
rini almashtirishdan hosil bo‘lgan {f(x,)} ketma-ketlik ham f(zo —0) ga
yaqinlashadi. Hosil bo‘lgan f(xy — 0) limit {x,} ketma-ketlikning tanla-

nishiga bog‘liq emas. Haqgiqatan ham, agar ikkinchi {y,}, v, < zo, ¥, — ¢
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ketma-ketlik uchun

lim f(yn) = A # f(x0 = 0)
desak, u holda {x,} va {y,} ketma-ketliklarni birlashtirishdan hosil bo‘lgan
{z,} ketma-ketlik uchun {f(z,)} ketma-ketlik yaginlashuvchi emas. Bu esa
yuqorida olingan ixtiyoriy z,, — x¢(x, < x¢) ketma-ketlik uchun {f(z,)}

ketma-ketlik yaginlashadi degan xulosaga zid. Demalk,

lim f(z,) = lim f(ya) = f(zo —0).

Bu f(z9—0) miqdor f funksiyaning xy nuqtadagi chap limiti bo‘ladi. Shun-
ga o'xshash f(zp+ 0) o‘ng limitning mavjudligi ko‘rsatiladi. A

3. Monoton funksiyaning uzilish nugtalar: ko ‘pi bilan sanoqlidir.

Isbot. [a, b] da monoton f funksiyaning ixtiyoriy chekli sondagi sakrash-
larining yig‘indisi |f(b) — f(a)| dan oshmaydi. Har bir natural n uchun
sakrashi 1/n dan katta bo‘lgan uzilish nuqtalari soni cheklidir. Barcha n lar
bo‘yicha yig‘ib, sakrashlar soni chekli yoki sanoqli ekanligiga kelamiz. A

Faraz qilaylik, f kamaymaydigan, chapdan uzluksiz funksiya bo‘lsin. Bu

funksiyaning uzilish nuqtalarini x1, 2o, ..., x,,... orqali va funksiyaning bu
nuqtalarga mos sakrashlarini hq, he, ..., hy,... orqali belgilaymiz.
H(x) = Z b,
T, <X

orqali aniqlangan funksiya f funksiyaning sakrash funksiyasi deyiladi. Bu

funksiya chapdan uzluksiz, kamaymaydigan funksiyadir.

shaklda aniglangan funksiya uzluksiz, kamaymaydigan funksiya bo‘ladi (mus-
taqil isbotlang). Natijada biz quyidagi xossaga ega bo‘lamiz.
4. Chapdan (o‘ngdan) uzluksiz bo‘lgan har ganday monoton funksiyani

yagona usul bilan uzluksiz monoton funksiya va chapdan (o‘ngdan) uzluksiz
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bo ‘lgan sakrash funksiyasi yigindist shaklida tasvirlash mumkin. Ya ni

f(z) = p(z) + H(z).

Monoton funksiyalar ichida eng soddasi bu sakrash funksiyalaridir. Ular quyi-
dagicha quriladi. Bizga [a, 0] da chekli yoki sanoqli sondagi x1, 2, ..., 2y, ...
nuqtalar berilgan bo‘lib, ularga musbat hq, ho, ..., h,, ... sonlar mos qo‘yilgan
bo‘lsin. [a, b] kesmada H funksiyani quyidagicha aniglaymiz
H(z) =) hn.
T <

Ravshanki, H kamaymaydigan funksiya bo‘ladi. Bundan tashqari u chapdan
uzluksiz va uning uzilish nuqtalari xy,xs,...,x,,... lardan iborat, hamda
r, nuqtadagi sakrashi h, ga teng. Sakrash funksiyalari ichida eng soddasi,
zinapoyasimon funksiyadir. Bu funksiya quyidagicha quriladi. Uning uzilish
nuqtalari o‘'suvchi r; < x9 < .-+ < x, < --- ketma-ketlik nuqgtalaridan
iborat. Misol sifatida f(z) = [z] , bu yerda [x] miqdor x ning butun qismi,
funksiyani keltirish mumkin.

Endi monoton funksiyaning hosilasi haqidagi masalaga qaytamiz.

15.1-teorema (Lebeg). [a, b] kesmada aniglangan har ganday monoton
f funksiya shu kesmaning deyarli hamma yerida chekli hosilaga ega.

15.1-natija. Sakrashlar funksiyasi deyarli hamma yerda chekli hosilaga
ega va bu hosila nolga teng.

Endi yuqori chegarasi o‘zgaruvchi bo‘lgan integraldan hosila mavjudligi
haqidagi masalani qaraymiz. Ma'lumki, integral [ ¢ () dt istalgan integral-
lanuvchi funksiya uchun ikkita monoton kamaymaydigan funksiyalar ayirmasi
shaklida tasvirlanadi. 15.1-teoremadan quyidagi natija kelib chiqadi.

15.2-teorema. Istalgan integrallanuvchi @  funksiya uwchun

d x
dx /,

p(t)dt (15.4)
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hosila deyarli barcha x lar uchun mavjud.

Isbot. ¢ funksiyani ikkita manfiymas

o, (z) = |90(56)|2+ 90(1:)7 o (z) = Igo(:z:)|2— o(z)

funksiyalarning ayirmasi shaklida tasvirlaymiz. Natijada

/; p(t)dt = / 4 (t)dt — / p_(t)dt (15.5)

integral ikkita monoton kamaymaydigan funksiyalar ayirmasi shaklida tasvir-
lanadi. Monoton funksiyaning differensiallanuvchanligi haqidagi 15.1-teorema-
ga ko'ra, (15.5) ifodaning deyarli barcha = larda chekli hosilasi mavjud. A
Ta’kidlash joizki, biz faqat (15.4) hosilaning mavjudligini ko‘rsatdik, lekin

d [

o | edt=p(z)

tenglik qanday ¢ lar uchun to‘g'riligini quyida muhokama qilamiz.
Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. Ikki monoton funksiyaning yig‘indisi monoton funksiya bo ‘ladimi?
2. Monoton funksiyalar ko ‘paytmasi monoton funksiya bo ‘ladimi?.

3. Agar f funksiya [a, b] da o‘suvchi funksiya bo‘lib, f(a) = A, f(b) =B
va g : [A, Bl — R monoton funksiya bo‘lsa, u holda g(f(x)) funksiya

la, b] da monoton bo ‘ladimi?
4. Zinapoyasimon bo ‘lmagan sakrash funksiyasiga misol keltiring.

5. [0, 1] kesmadagi barcha ratsional nuqtalarni xi,za, ..., Ty, ... orqali
belgilab chiqamiz va f funksiyani [0,1] da quyidagicha aniqlaymiz

fa =3 o

Tp <X

U zinapoyasimon funksiya bo ‘ladimi?
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16-§. O‘zgarishi chegaralangan funksiyalar

Yuqori chegarasi o‘zgaruvchi bo‘lgan Lebeg integralini differensiallash masa-
lasi, bizni monoton funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlash mumkin bo‘lgan
funksiyalar sinfini qarashga olib keldi. Bu paragrafda biz bu sinf funksiyalariga
boshqgacha ta’rif beramiz va ularning ayrim xossalarini isbotlaymiz.

16.1-ta’rif. Bizga [a, b] kesmada aniglangan [ funksiya berilgan bo ‘lsin.

Agar biz [a, b] kesmani
a=2)0 <1< <Tp1<Tp=>

nugtalar bilan iztiyoriy n  gismga bo‘lganimizda x;(i = 1,2,...,n) nuqta-

larni tanlab olishga bog‘liq bo ‘Imagan va ushbu

D 1 f(zn) = flar-r)| < C (16.1)
h=1

tengsizlikni ganoatlantiruvchi o' zgarmas C son mavjud bo‘lsa, u holda f
funksiya [a, b] kesmada o‘zgarishi chegaralangan funksiya deyiladi.

Har qanday monoton funksiya [a, b] kesmada o‘zgarishi chegaralangan va
(16.1) yig‘indining chap tomoni bo‘linishdan bog‘liq emas va u |f(b) — f(a)|
ga teng.

16.2-ta’rif. Bizga [a, b] kesmada o‘zgarishi chegaralangan f  funksiya
berilgan bo‘lsin. (16.1) yig‘indilarning barcha chekli bo ‘linishlar bo ‘yicha olin-
gan aniq yuqori chegarasi f funksiyaning [a, b] kesmadagi to‘la o ‘zgarishi
(to‘la variatsiyasi) deyiladi va V? [f] bilan belgilanadi, ya ni

Ve[l =sup D 1f () = f (i) | (16.2)
Tir =1
Endi o‘zgarishi chegaralangan funksiyalarning ba’zi xossalarini keltiramiz.

1. Iztiyoriy k € R son uchun quyidagi tenglik o‘rinli

Vo [k f] = |k VY f] -
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Tenglikning isboti bevosita ta'rifdan kelib chiqadi.
2. Agar [ wa g o‘zgarishi chegaralangan funksiyalar bo’lsa, u holda ular-

ning yig indist ham o ‘zgarishi chegaralangan bo’ladi va
VI + gl < VLA + V) (16.3)
tengsizlik o ‘rinli.
Isbot. [a, b] kesmaning ixtiyoriy
a=20< 1< < Tp1<T,=2>b

bo‘linishi uchun

n n

> @) 4+ g(xi) = f(ria) — glzi)| < Y1) = flai)|+

i=1 =1

+ Z l9(z:) — g2i1)|

tengsizlik o‘rinli. Aniq yuqori chegaralar uchun ma’lum bo‘lgan sup(A+ B) <
sup A + sup B tengsizlikdan foydalansak, 2-xossa isbotiga ega bo‘lamiz. A
3. Ixtiyoriy c € (a, b) wuchun quyidagi tenglik o ‘rinli

VoL = VElFL+ V2L (16.4)

Isbot. Oldin [a, b] kesmaning shunday bo‘linishlarini qaraymizki, ¢ bo‘li-

nish nuqgtalaridan biri bo‘lsin, masalan x, = ¢, u holda

1) = fan) = 217w — Fla)l+
+ 30 @) = flai)| < Vil + VI (16.5)

Endi [a, b] kesmaning ixtiyoriy bo‘linishlarini qaraymiz. Agar biz bu bo‘linish

nuqtalariga yana bir ¢ nuqgtani qo‘shsak, u holda
Z | f(xi) = f(zi-1)]
i=1

142



yig'indining qiymati kamaymaydi. Demak, (16.5) tengsizlik [a, b] kesmaning

ixtiyoriy bo‘linishi uchun to‘g'ri, shuning uchun
VL] < VLT + V2L (16.6)

Ikkinchi tomondan har qanday € > 0 uchun [a, ¢] va [c, b] kesmalarning

shunday {x’} va {x;’} bo‘linishlari mavjudki

gnf zM>VWH—— }jﬁ”— (@] )] > V-5

tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Bu ikki bo‘linishni birlashtirib, [a, b] kesmaning

shunday {z;} bo‘linishiga ega bo‘lamizki, uning uchun

Z |f(zr) — flzr-1)| =
k=1
D @) = F@iDl+ @) = f@T)] > Vil + VIS -

Bu tengsizlik ixtiyoriy € > 0 uchun o‘rinli, shuning uchun
VoL 2 VLT + V2L (16.7)

(16.6) va (16.7) lardan (16.4) tenglik kelib chiqadi. A
Ixtiyoriy o‘zgarishi chegaralangan funksiyaning [a, b] kesmadagi to‘la o'z
garishi manfiymas bo‘lganligi uchun 3-xossadan quyidagi xossa kelib chigadi.
4. v(x) = VF[f] monoton kamaymaydigan funksiya.
5. Agar [ funksiya x* nuqtada chapdan uzluksiz bo‘lsa, u holda

v(a) = Vi /]

ham z* € (a, b] nuqtada chapdan uzluksiz bo ladi.
Isbot. Bizga ixtiyoriy € > 0 berilgan bo‘lsin. Endi 6 > 0 ni shunday

tanlaymizki,
. €
@)= f@)] <
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tengsizlik ixtiyoriy x € (z* — §, *] uchun o‘rinli bo‘lsin. Endi

a=x0< 11 < - <Tp=2a"

bo‘linishni shunday tanlaymizki,

n

VE A=D1 ) = f e | < 5

k=1

bo‘lsin va biz x, — x,_1 < d deb faraz qilishimiz mumkin. Bundan

[ f (@) = ] (wan) ] < 5

tengsizlikka ega bo‘lamiz. Natijada

V(] - | f(zk) = flap-1)| <e
ga ega bo‘lamiz. Bu tengsizlik o'z navbatida

Vi Ll = Vit [f < e

a

tengsizlikni keltirib chiqaradi, ya'ni v (z*)—v (z,—1) < € o‘rinli. Biz bilamizki,
v kamaymaydigan funksiya, shuning uchun barcha = € (z,,—1, z*) lar uchun
v(z*) —v(x) < e tengsizlik orinli. Bu esa v funksiyaning z* nuqtada
chapdan uzluksiz ekanligini bildiradi. A

Xuddi shunday ko‘rsatish mumkinki, agar f funksiya z* nuqtada o‘ngdan
uzluksiz bo‘lsa, u holda v ham z* nuqtada o‘ngdan uzluksiz bo‘ladi. Demak,
agarda [ funksiya biror zy nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda v ham shu
nuqgtada uzluksiz bo‘ladi.

Faraz qilaylik, f : [a,b] — R o‘zgarishi chegaralangan ixtiyoriy funksiya,
v(x) esauning [a, x] kesmadagi to‘la o‘zgarishi bolsin. ¢ (z) = v (z)— f (x)
funksiyani qaraymiz.

16.1-lemma. ¢ : [a,b] — R monoton kamaymaydigan funksiyadir.
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Isbot. Faraz qilaylik, 2’ < 2", 2/, 2" € [a, b] ixtiyorly nuqtalar bo‘lsin,

u holda
p(a") = p(a’) = (") —v(@)] = [f(=") = f(&)]. (16.8)
Ma’lumki,
(@) = (@) < VE[f] = v(@") = o).

Shuning uchun (16.8) ning o‘ng tomoni manfiymas, demak uning chap tomoni
ham manfiymas. Bu esa ¢ ning [a, b] da monoton kamaymaydigan funksiya
ekanligini bildiradi. f(z) = v(z) — ¢(x) bo‘lganligi uchun, biz quyidagi tas-
diqqa keldik.

16.1-teorema. Har qanday o ‘zgarishi chegaralangan funksiyani ikkita mo-
noton kamaymaydigan funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlash mumkin.

Teskari tasdiq doimo o‘rinli, ya’ni ikkita monoton funksiyalar ayirmasi
shaklida tasvirlangan har qanday funksiya o‘zgarishi chegaralangandir. Shu-
ning uchun ikkita monoton funksiya ayirmasi shaklida tasvirlanuvchi barcha
funksiyalar to‘plami o‘zgarishi chegralangan funksiyalar sinfi bilan ustma-ust
tushar ekan.

16.1 va 15.1-teoremalardan quyidagi tasdiq kelib chiqadi.

16.2-teorema. [a, b] kesmada aniqlangan o‘zgarishi chegaralangan har
qanday funksiya deyarli hamma yerda chekli hosilaga ega.

Biz sakrashlar funksiyasini quyidagicha umumlashtirishimiz mumkin. Bizga
chekli yoki sanoqli a < 1 < 29 < ... < xy < b nuqgtalar berilgan bo‘lsin.
Har bir z; ga ikkita gp va hjp sonlarni mos qo‘yamiz va

> (gal + [hal) < 00

n=1

bo‘lsin deb talab gilamiz. Bundan tashqari, agar 1 = a bo‘lsa, g1 = 0 va

ry =0b bo'lsa, hy =0 deymiz.

H@z)=> git Y hn (16.9)



(16.9) ko‘rinishdagi har qanday funksiyani biz sakrashlar funksiyasi deb atay-
miz. H funksiyaning [a, b] dagi to‘la o‘zgarishi

> (gal + |hul)

n

ga teng. Agar ¢, va h, sonlardan birortasi noldan farqli bo‘lsa, u holda =z,

nuqta H funksiyaning uzilish nuqgtasi bo‘ladi, hamda
H(x,)—H(z,—0)=g9,, H(z,+0)—H (x,)=h,

tengliklar o‘rinli. Quyidagi tasdiq o‘rinli.

16.3-teorema. [a, b] kesmada o‘zgarishi chegaralangan har qanday f
funksiyant uzluksiz funksiya ¢ va sakrashlar funksiyasi H lar yig‘indisi ko ‘ri-
nishida tasvirlash mumkin va bu tasvir yagonadir.

Isbot. Hagiqatan ham, f funksiyaniikkita monoton kamaymaydigan funk-

siyalar ayirmasi shaklida tasvirlaymiz

Keyin ular yordamida sakrashlar funksiyasi H va uzluksiz funksiya ¢ ni

quramiz. Masalan, v funksiya uchun (z,, uzilish nuqtalari)
v(xy) —v(r, —0) =g, v(r,+0)—v(z,)=nh,

deymiz va H, funksiyani quyidagicha aniglaymiz:

H,(z) = Z gn + Z h,.

Tp<x Ty <X

Uzluksiz funksiya sifatida ¢, (x) = v(z) — H,(x) ni olamiz. Xuddi shunday ¢
funksiya uchun ham H, va ¢, larni aniqlaymiz. Natijada f funksiya uchun

quyidagiga ega bo‘lamiz

f(x) = Hy(x) = Hy(x) + pu(2) — @(2).

Bu yerda Hy(z) = H,(z) — Hy(x) sakrash funksiyasi ¢r(x) = pu(z) — @4(x)
uzluksiz funksiya bo‘ladi. A
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Mustagqil ishlash uchun savol va topshiriglar

1. Agar f funksiya |a, b] kesmada chegaralangan hosilaga ega bo‘lsa, f

ning |a, bl kesmada o‘zgarishi chegaralangan bo ‘lishini isbotlang.

2. [0, 1] kesmada aniglangan uzluksiz

0, agar x =10
fla) = ,
r-sinT, agar x € (0,1]
funksiyaning [0, 1] kesmadagi to‘la o‘zgarishi Vi'[f] = oo ekanligini

wsbotlanyg.

3. Agar f funksiya [a, b] da Lipshits shartini ganoatlantirsa, u holda f

ning |a, bl da o‘zgarishi chegaralangan bo‘lishini isbotlang.
17-5. Absolyut uzluksiz funksiyalar

17.1. Lebegning anigmas integralidan hosila. 15— § da ko‘rsatdikki,

rdu= [ Fa) at
0w L (t)

Lebeg integrali x ning funksiyasi sifatida deyarli hamma yerda chekli hosilaga
ega. Lekin bu hosilani integral ostidagi funksiya bilan bog‘lanishini tekshir-
madik. Quyidagi tasdiq o‘rinli.

17.1-teorema. [a, b] kesmada integrallanuvchi har qanday [ funksiya

uchun deyarli barcha x € |a, b] larda

d
e AR

la,
tenglik o ‘rinli.
Bu teoremani isbotlashda biz quyidagi ta’rifdan ham foydalanamiz.
17.1-ta’rif. Agar z¢ € [a, b] nugta uchun shunday & (xg < & < b)
nuqta mavjud bo‘lib, g(xg) < g(&) bo‘lsa, u holda xy nuqta g funksiyaning

o‘ngdan ko‘rinmaydigan nuqtasi deyiladsi.
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17.1-teorema isboti. Har bir x € [a, 0] ga
®(z) = [ }f(f)d/ut
sonni mos qo'yuvchi @ : [a, b] — R funksiyani qaraymiz. 15.2-teoremaga
ko‘ra, bu funksiya deyarli hamma yerda chekli hosilaga ega. Dastlab, deyarli
hamma yerda
flz) = ¥'(z) (17.1)
tengsizlik bajarilishini ko‘rsatamiz. E orqali f(x) < @' (x) tengsizlikni
qanoatlantiruvchi nuqtalar to‘plamini belgilaymiz. Agar biror x nugtada
f(z) < @' (x) tengsizlik bajarilsa, u holda shunday «, § € Q ratsional sonlar
mavjud bo‘lib,

flz)<a<p<®(z) (17.2)

tengsizlik bajariladi. Har bir o, 5 € Q (a < ) sonlar juftiga
Ep={x€la, b]:f(x)<a<p<d(x)}
to'plamni mos qo‘yamiz. U holda

E={z:f(z) <®@)}= | Eas
{8}
tenglikni yozish mumkin. (17.1) tengsizlikni isbotlash uchun har bir («, )
juftlik uchun p (E,3) = 0 ni ko‘rsatish yetarli. U holda E,z to‘plamlar ko‘pi
bilan sanoqli ekanligidan pu(E) = 0 kelib chiqadi. Lebeg integralining ab-
solyut uzluksizlik xossasiga (12.4-teorema) ko‘ra ixtiyoriy € > 0 uchun shun-

day 0 > 0 mavjudki, C C [a, b], u(C) < 6 to‘plam uchun
[ #t)dul < e
c
tengsizlik bajariladi. O‘lchovli to‘plam ta'rifiga ko‘ra,

E.s CGCla, b va p(G) < pu(Eap)+9
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shartni qanoatlantiruvchi G ochiq to‘plam mavjud. Endi pu(E,3) =0 teng-
likni isbotlash uchun [a, b] da g(x) = ®(x) — fx funksiyani aniglaymiz.
®(x) ning aniqlanishiga ko‘ra, ¢ : [a, b] — R uzluksiz funksiya bo‘ladi.

Bu g(x) = ®(x) — fz funksiyaning barcha o‘ngdan ko‘rinmaydigan nug-
talari to‘plamini E orqali belgilaymiz. U holda ixtiyoriy xp € E uchun
shunday & (xy < £ < b) nuqta mavjud bo‘lib, g(xg) < g(§) bo‘ladi. Agar
0 < e < g(€) —g(xy) desak, g ning uzluksizligiga ko‘ra, shunday § > 0
mavjudki, barcha x € (zg — 0,29 + 0) lar uchun |g(z) — g(xp)| < € yo-
ki g(z) < g(xo) + e < g(§) bo‘ladi. Shunday ekan (xg — d, 29 + 0) C E,
yani zy F ning ichki nuqgtasi bo‘ladi. Demak FE faqat ichki nugtalardan
iborat, ya'ni £ ochiq to'plam ekan. Sonlar o‘qidagi ochiq to‘plamlar struk-
turasi haqidagi teoremaga ko‘ra, chekli yoki sanoqli sondagi {(ax, bx)} o‘zaro

kesishmaydigan intervallar mavjud bo‘lib,
E = LkJ (ak, bk)
yoyilma o‘rinli. Ko‘rsatish mumkinki, ixtiyoriy £ da

glax) < g(by) (17.3)

tengsizlik o‘rinli. Haqgiqatan ham, agar teskarisini faraz qilsak, ya’ni

g(ar) > g(by) (17.4)

desak, u holda (ay, by) intervalda z( ichki nugta mavjud bo'lib, g(xy) >
g(br) bo‘ladi. x* orqali (ag, bx) intervaldagi g(z) = g(xg) tenglikni qanoat-
lantiruvchi eng o‘ng nuqtani belgilaymiz. x* € (ay, by) C E bo‘lgani uchun
shunday £ > * mavjudki, g(z*) < ¢g(§) bo‘ladi. g ning uzluksizligi va z*
ning tanlanishiga ko‘ra, & & (ay,by). Ikkinchi tomondan, & > by bo‘lishi
mumkin emas, chunki g(§) > g(z*) > g(by) dan by € E bo'lar edi. Bu zid-
diyat ko‘rsatadiki, (17.4) tengsizlik bajarilmaydi, ya'ni (17.3) tengsizlik o‘rinli.
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Endi olingan natijadan p(E.3) = 0 tenglikni isbotlashda foydalanamiz.
Agar z € E,3 bo'lsa, u holda x ga yetarlicha yaqin bo‘lgan ixtiyoriy £ > x

lar uchun

> f (17.5)
tengsizlik yoki
O(&) — B¢ > B(x) — P

tengsizlik bajariladi. Bundan z ning ®(x) — Sz funksiya uchun o‘ngdan
ko‘rinmaydigan nuqta ekanligi kelib chigadi. O‘ngdan ko‘rinmaydigan nuqtalar
to'plami ochiq to‘plam bo‘lgani uchun z ning biror (z — 6, z +460) C G
atrofidagi barcha nuqtalar o‘ngdan ko‘rinmaydigan nuqtalar bo‘ladi. Shuning
uchun g(zr) = ®(z) — fx funksiyaning G dagi o‘ngdan ko‘rinmaydigan
nuqtalari to'plami qandaydir S ochiq to‘plamdan iborat bo‘ladi, ya'ni E,3 C
S C G. Bundan tashqari,

S - U(a’kh bk:)
k
va har bir k£ da
Cp(bk) —ﬂ . bk Z CID(ak) — ﬁ - A

tengsizlik o‘rinli. U holda

(I)(bk) — CID(ak) Z ﬁ(bk — ak)

yoki
by,

f(t)dt > B (by — a).
Shunga o‘xshash tengsizlikil;rni S ni tashkil giluvchi barcha (ay,by) inter-
vallar bo‘yicha yig‘ib,

[ sttt = ou(s), (17.6)

tengsizlikni olamiz. Bu tengsizlik bilan bir vaqtda

/Sf(t)dt:/Eaﬂf(t)dHL\wa(t)dt<
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<ap(Eag) te<a-u(S)+e+a o (17.7)

tengsizlik o‘rinli. Chunki p(S) < u(G) < u(Eup) +0, p(S\Eap) < va

/ f(t)dt < e.
S\Eup
(17.6) va (17.7) tengsizliklarni taqqoslab,

ap(S) e+ lald = 6 u(S)

tengsizlikka ega bo‘lamiz. Bundan
€+ |alé

HiS) < ——,

tengsizlik kelib chiqadi.

Shunday qilib, E,3 to‘plamning o‘lchovi istalgan sondan kichik bo‘lgan
ochiq to‘plam bilan qoplash mumkin. Bundan pu(E,3) = 0 ekanligi kelib
chiqadi. Demak,

pla: flz) <@(z)} =0.
Shuning uchun deyarli hamma yerda f(x) > ®'(z) tengsizlik o‘rinli. Endi
f(x) ni —f(z) bilan almashtirsak, deyarli hamma yerda

f) 2=V (@) = )< (). (17.8)

(17.1) va (17.8)dan f(x) = &' (x) deyarli barcha x lar uchun o‘rinli ekanligi
kelib chigadi. Shunday qilib,

d
= () = — t)d
F@=2@=g [ o
tenglik deyarli barcha x lar uchun o‘rinli. A

Bobning boshida qo‘yilgan ikkita savoldan birinchisiga biz javob berdik.
Endi ikkinchi savolga o‘tamiz, ya'ni uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar

uchun o‘rinli bo‘lgan Nyuton-Leybnits formulasini
F(z) = F(a) + / F(8) dt (17.9)
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Lebeg integrali uchun qanday umumlashtirish mumkin? Ya'ni (17.9) tenglik
qanday funksiyalar sinfi uchun o‘rinli? Biz deyarli barcha nuqgtalarda chek-
li hosilasi mavjud bo‘lgan funksiyalar sinfi bilan chegaralanamiz. Ma’lumki
(16.2-teorema), o‘zgarishi chegaralangan funksiya deyarli hamma yerda chek-
li hosilaga ega. Tkkkinchi tomondan, (17.9) tenglikning o'ng tomoni o‘zgarishi
chegaralangan funksiya. Shuning uchun (17.9) tenglik o‘zgarishi chegaralangan
funksiyalar sinfidan kattaroq to‘plamda o‘rinli bo‘lishi mumkin emas. Har qan-
day o‘zgarishi chegaralangan funksiya ikkita monoton kamayuvchi funksiyalar
ayirmasi ko‘rinishida tasvirlanadi. Shuning uchun monoton funksiyalar uchun
(17.9) tenglik o‘rinlimi degan savolni qo‘yamiz.

Umuman olganda ixtiyoriy monoton funksiya uchun (17.9) tenglik o‘rinli
emas. Lekin quyidagi tasdiq o‘rinli.

17.2-teorema. Monoton kamaymaydigan f funksiyaning hosilasi integ-

rallanuvchi va quyidagi tengsizlik o ‘rinli:

b
[ rwasio-s@. (17.10)
Isbot. Hosila ta'rifiga ko‘ra, f ning z nuqtadagi hosilasi

f(“hz_f(x) = () (17.11)

nisbatning A — 0 dagi limitidir. f ning monotonligidan uning integral-
lanuvchanligi kelib chiqadi. Demak, har bir ¢, integrallanuvchidir. Shuning
uchun (17.11) tenglikni integrallash mumkin:

/GQOh ) dx = — /fZL’—l—h dx——/f

f funksiyani (b,00) ga f(b) deb davom ettirib bu integralni quyidagicha

yozish mumkini

b 1 [Uth 1 b
/GQOh(af)d:C:E/Hh f(:c)da:—ﬁ/a f(z) do =
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1 b+h
- f

1 a+h
n ), (x) dx—%/a f (x) dx.

Bu tenglikdan h — 0 da limitga o‘tamiz. Integral belgisi ostida limitga o‘tish

haqgidagi Fatu teoremasiga ko‘ra,

b b
| e <tim [ o) do= 1) - fla+0) < 10 - @)

tengsizlik o‘rinli. Bu yerda gat’iy tengsizlik o‘rinli bo‘ladigan monoton funksiya-

ga misol keltirish mumkin:

0, agar = € [0, 0,5]
flz) =
1, agar x € (0,5, 1].

Deyarli hamma yerda f’(z) =0 ekanligdan
1
0:/ O-de< f(1))—f(0)=1
0

ni olamiz. Biror monoton uzluksiz funksiya uchun

/x f(z)de < f(x)— f(a) (17.12)

tengsizlikning barcha = € (a, b) lar uchun bajarilishini ko‘rsatish qiziq masa-

ladir. Kantorning zinapoya funksiyasi & (6.4-misol) uchun

/0 " R (2)dr < A(z) — £0) = K(z)

tengsizlik barcha = € (0, 1) larda o‘rinli bo‘ladi. Mustaqil isbotlang.
17.2. Absolyut uzluksiz funksiyalar. Shuni ta’kidlash lozimki, f mono-
ton funksiya bo‘lgan holda

b
/ £ dt = £ () f (a)

tenglikdan (a, b] yarim intervaldagi ixtiyoriy x uchun

| ra=r@- (17.13)
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tenglik bajarilishi kelib chiqadi. Endi (17.13) tenglik o‘rinli bo‘ladigan funk-
siyalar sinfini tavsiflash uchun quyidagi ta’rifni keltiramiz.

17.2-ta’rif. Bizga [a, b] kesmada aniglangan [ funksiya berilgan bo ‘lsin.
Agar ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday 6 > 0 mavjud bo‘lib, soni chek-
li va har ikkisi o ‘zaro kesishmaydigan har ganday {(ag, by)}i_, intervallar
sistemasi uchun

n n

U ay, bk a b], Z(bk — ak) <0

k=1 k=1

shartlar bajarilganda

n

D 1) = flan) <€ (17.14)

k=1

tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, v holda f funksiya [a, b] kesmada absolyut uzluksiz
deyiladi.

17.2-ta’rifda n = 1 desak tekis uzluksiz funksiya ta’rifiga kelamiz. Ya'ni,
har qanday absolyut uzluksiz funksiya tekis uzluksizdir.

Endi absolyut uzluksiz funksiyalarning ayrim xossalarini keltiramiz.

1. Absolyut uzluksiz funksiya ta’rifidagr "soni chekli” jumlani "soni chekli
yoki sanogli” jumla bilan almashtirish mumkin.

Isbot. Haqiqgatan ham, ixtiyoriy € > 0 uchun shunday 6 > 0 mavjud
bo‘lib, [a, b] dan olingan har qanday o‘zaro kesishmaydigan va uzunliklari
yig'indisi 0 dan kichik bo‘lgan ixtiyoriy {(ax, bg)},_; chekli intervallar sis-

temasi uchun

Z |f bk ak | <e€ (17.15)

tengsizlik bajariladi. Endi [a, b] dan olingan sanoqli sondagi o‘zaro kesish-
maydigan va uzunliklarining yigindisi 0 dan kichik bo‘lgan {(ak, bx)}re;

intervallar sistemasi berilgan bo‘lsin. U holda ixtiyoriy n € N uchun (17.15)
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tengsizlik o‘rinli. (17.15) tengsizlikda n — oo da limitga o‘tib,

D1 bw) = fan)| <e
k=1

tengsizlikni olamiz. A
2. Har qanday absolyut uzluksiz funksiya o‘zgarishi chegaralangandir.

Isbot. Funksiya absolyut uzluksiz bo‘lgani uchun quyidagilar o‘rinli:

n

Ve >0, 46 = 5(6) > 0, V{(ak,bk)}zzl, Z(bk — ak) <0
k=1

bo‘lganda

n

Do) = fla)| < e

k=1
tengsizlik bajariladi. [a, b] kesmani uzunligi 6 dan oshmaydigan [z, Zj41]

bo‘lakchalarga bo‘lamiz

n—1

la, b] = U [Tk, gl

k=0
u holda ixtiyoriy [zg, wxi1], (zpr1—zk < d) uchun Vi [f] < e tengsizlik

o‘rinli. Shuning uchun

n

VII=) Vi [fl<n-e

k=1

3. Absolyut uzluksiz funksiyalar yig‘indisi, ayirmasi yana absolyut uzluksiz
funksiyadir. Absolyut uzluksiz funksiyaning songa ko ‘paytmasi yana absolyut
uzluksiz funksiyadir.

3-xossaning isboti bevosita ta’rifdan kelib chigadi.

4. Har qanday absolyut uzluksiz funksiyani ikkita monoton kamaymaydigan
absolyut uzluksiz funksiyalar ayirmast shaklida tasvirlash mumkin.

Isbot. f absolyut uzluksiz funksiya bo‘lgani uchun u o‘zgarishi chegara-

langan funksiyadir. Shuning uchun quyidagi tasvirlar o‘rinli

fla)=v@)—¢@), v@)=V'lfl, ¢@)=v()-f(2).
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f ning absolyut uzluksizligidan v ning absolyut uzluksizligi kelib chiqadi.
3-xossaga ko‘ra ¢ ham absolyut uzluksiz funksiya bo‘ladi. A
Quyidagi ikkita teorema absolyut uzluksiz funksiya va Lebegning anigmas
integrali orasidagi muhim bog'lanishni ifodalaydi.
17.3-teorema. Agar f funksiya |a, b] kesmada integrallanuvchi bolsa,

u holda

funksiya [a, b] da absolyut uzluksiz bo ‘ladi.
Isbot. {(ax,br)}; C [a, b] o‘zaro kesishmaydigan va uzunliklarining yig‘indisi

0 > 0 oshmaydigan ixtiyoriy intervallar sistemasi bo‘lsin. U holda

A EIAIEDS / 0 dﬂ‘ <
k=1 p=1 | 7 lakbx]
<Z/kbk t) |dy = /,CUI Ly @l <e

Oxirgi tenglik Lebeg integralining absolyut uzluksizlik xossasi (12.4-teorema)
dan kelib chigadi. A

17.4-teorema (Lebeg). F' — [a, b] da absolyut uzluksiz funksiya bo ‘lsin.
U holda F' (x) = f(x) funksiya [a, b] da integrallanuvchi va iztiyoriy x €
la, b] da quyidagi tenglik o ‘rinli

- f (@) dp=F(x) = F(a) .

17.4-teorema isbotida quyidagi lemmadan foydaliniladi.

17.1-lemma. Agar f— kamaymaydigan absolyut uzluksiz funksiya bo ‘lib,
f'(x) =0 tenglik deyarli barcha x lar uchun o‘rinli bo‘lsa, u holda f (z) =
const.

17.4-teoremaning isboti. Teoremani f(¢) > 0 bo‘lgan holda isbotlash
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yetarli. Bu holda F'(z) kamaymaydigan funksiya bo‘ladi.
O (z)=F(z)— f(t)du (17.16)
[a, 2]
funksiyani qaraymiz. ¢ ham kamaymaydigan funksiya. Haqiqatan ham, 2’ <
2" bo'lsin, u holda
d(2") — d(2) :F(l’,/)—F($/)—/ f(t) du>0.
[1./’ :Z:N]
So‘nggi tengsizlik 17.2-teoremadan kelib chiqadi. F' (z) va
[ ]f (t) dp
lar absolyut uzluksiz funksiyalar bo‘lganligi uchun ® ham absolyut uzluksiz
funksiya bo‘ladi. Bundan tashqari, deyarli barcha z lar uchun @' (z) = 0.
Bobning boshida qo‘yilgan 1-savolga javob berganda
L =), @@ = 1@ - [ f@an=0
dx [a, x] o= ’ - dx [a, z] B=
tengliklarni ko‘rsatgan edik. 17.1-lemmaga ko‘ra, ® (x) = const. Ikkinchi

tomondan

®(a) = F(a) - f(t)dt = F(a)

tenglik o‘rinli. Demak, (17.16) ko‘ra,
F(x) = F(a) + f(t)dp

tenglik o‘rinli. A
17.3. Xulosa. 16.3-teoremaga ko‘ra, ixtiyoriy o‘zgarishi chegaralangan
funksiyani uzluksiz o‘zgarishi chegaralangan funksiya ¢ va sakrashlar funk-
siyasi H ning yig‘indisi ko‘rinishida tasvirlash mumkin, ya'ni f (x) = ¢ (z)+
Endi uzluksiz, lekin absolyut uzluksiz bo‘lmagan va o‘zgarishi chegaralan-

gan ¢ funksiyani qaraymiz. Uning uchun deyarli hamma z larda chekli ¢'(x)
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hosila mavjud.
¢ = [ o0

belgilash kiritamiz. U holda x () = ¢ (x) — 9 () uzluksiz o‘zgarishi chega-

ralangan funksiya bo‘ladi va deyarli barcha x lar uchun

a [
— = - — t)dt = 0.
P @ =d@ - [ 0

17.3-ta’rif. Agar uzluksiz va o ‘zgarmasdan farqli o ‘zgarishi chegaralangan
[ funksiyaning hosilasi deyarli barcha x larda nolga aylansa, u singulyar
funksiya deyilads.

Shunday qilib, biz quyidagi tasdiqqa keldik. Har qanday o‘zgarishi chega-

ralangan f funksiya uchta funksiya yig‘indisi ko‘rinishida tasvirlanadi,

flz) = H(z) +(x) + x(2), (17.17)

bu yerda H sakrashlar funksiyasi, x singulyar funksiya, 1) absolyut uzluksiz
funksiya.

Bu funksiyalar f funksiya yordamida o‘zgarmas qo‘shiluvchi aniqligida
bir giymatli aniglanadi. Agar bu funksiyalardan ixtiyoriy ikkitasini x = a
nugtada nolga teng deb aniqlasak, u holda (17.17) yoyilma yagonadir. Uni

differensiallab, deyarli barcha x lar uchun

f' (@) =4 (x) (17.18)

tenglikka ega bo‘lamiz. (17.18) tenglikni integrallab,

]f'(t) dp = ]w'(t) dt = ¢ ()

[a, z [a,z

tenglikka kelamiz. Demak, o‘zgarishi chegaralangan f funksiyaning hosilasi
integrallanganda uning faqat absolyut uzluksiz qismi tiklanar ekan, f ning
sakrashlar funksiyasi H , singulyar qismi Y izsiz yo‘qoladi.

17.1-misol. Kantorning zinapoya funksiyasini [0, 1] kesmada absolyut

uzluksizlikka tekshiring.
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Yechish. 6.3-misolda ko‘rsatildiki, Kantor to‘plami K ning Lebeg o‘lchovi
nolga teng. Lebeg olchovi ta'rifiga ko'ra, ixtiyoriy 6 > 0 uchun shunday,
o‘zaro kesishmaydigan {(ax, by)}7_; invervallar sistemasi mavjudki, quyida-
gilar bajariladi:

n

LnJ ak, bk Z(bk — ak) < 0. (17.19)

k=1

Ikkinchi tomondan, 6.7-misolda ko‘rsatildiki ((6.16)-tenglikka qarang),
ps((0, INK) =0 va pg([0, 1]) = R(1) — R(0) = L.

Bu yerda pg Kantorning zinapoya funksiyasi yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes
o‘lchovi. Bu tenglikdan kelib chiqadiki, pg(K) = 1. Endi o‘lchovning yarim
additivlik xossasidan hamda (17.19) dan foydalansak, quyidagiga ega bo‘lamiz:

D (R(be) — R(ar)) = ps (U(ak,bk)> > pg(K) = 1.

k=1 k=1
Demak, Kantorning zinapoya funksiyasi & absolyut uzluksiz funksiya ta’rifini

qanoatlantirmaydi. & absolyut uzluksiz funksiya emas. A
Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. Agar [ funksiya la, b] kesmada Lipshits shartini ganoatlantirsa, u hol-

da [ ning [a, b] kesmada absolyut uzluksiz bo ‘lishini isbotlang.

2. [a, b] kesmada aniglangan uzluksiz hosilaga ega bo‘lgan f funksiyaning

[a, b] kesmadagi absolyut uzluksiz bo ‘lishini isbotlang.

3. Agar [ funksiya |a, b] da absolyut uzluksiz funksiya bo‘lsa, uning tekis

uzluksiz bo ‘lishini i1sbotlang.

4. [a, b] kesmada tekis uzluksiz, lekin absolyut uzluksiz bo Imagan funksiya-

ga masol keltiring.
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18-§. Lebeg-Stiltes integrali

18.1. Lebeg-Stiltes o‘lchovlari. Lebeg-Stiltes o‘lchovlarini kiritishdan
avval Lebeg o‘lchovini aniqlash jarayonini eslaymiz. Sonlar o‘gidagi [a, 0]
kesmalar, (a, b) intervallar va [a, b), (a, b] yarim intervallar sistemasidan
tashkil topgan yarim halqani &; bilan belgilaymiz; tekislikdagi tomonlari
koordinata o‘qlariga parallel to‘g‘ri to‘ptburchaklar (6.1-bandga qarang) sis-
temasidan tashkil bo‘lgan yarim halqani G9 orqali belgilaymiz; tekislikdagiga
o‘xshash uch o‘lchamli fazodagi girralari koordinata o‘qlariga parallel to‘gri
parallelepipedlar sistemasidan tashkil bo‘lgan yarim halgani &3 orqali bel-
gilaymiz. Lebeg o‘lchovini aniqlash (har uchchala holda ham mos ravishda)
S, dagi uzunlik, G, dagi yuza, &3 dagi hajm tushunchalariga asoslanib ki-
ritilgan o‘lchovlarni dastlab yarim halgani saglovchi minimal halgaga davom
ettirish va keyin yanada kengroq bo‘lgan Lebeg bo‘yicha o‘lchovli to’plamlar-
ning o— algebrasiga yoyish usuli bilan amalga oshirilgan edi. Bunda barcha
ochiq va yopiq to‘plamlar, ularning chekli va sanoqli birlashmalari va kesish-
malari, bu birlashma va kesishmalarga to‘ldiruvchi to‘plamlar albatta o‘lchovli
to'plamlar bo‘ladi. Bunday usul bilan aniqlangan Lebeg o‘lchovi sanoqli addi-
tivlik va uzluksizlik xossalariga ega.

Yana sonlar o‘qiga va &; yarim halqaga qaytamiz. Sonlar o‘qida beril-
gan F(z) =z funksiya yordamida &; da aniglangan uzunlik tushunchasini

(o‘lchovni) quyidagicha ifodalash mumkin:
m((a, b)) =b—a = F(b) — F(a) = F(b—0) — F(a),
m([a, b)) =b—a = F(b) — F(a) = F(b) — F(a—0),

m((a, b)) =b—a = F(b) — F(a) = F(b) — F(a),

m(la, b)) =b—a = F(b) — F(a) = F(b—0) — F(a—0).



Bu usuldan &; da o‘lchovlar aniqglash uchun foydalanishimiz mumkin. Bizga
sonlar o‘gida aniglangan kamaymaydigan, o‘ngdan uzluksis F' funksiya beril-
gan bo‘lsin. Har bir [a, b], (a, b), (a, b], [a, b) ko‘rinishdagi oraliglarga F
funksiya yordamida mos ravishda
m((a, b)) = F(b—0) — F(a), m((a, b)) = F(b) — F(a), (18.1)

m([a, b)) = F(b) — F(a—0), m(la,b)=F(b-0)—F(a—0). (18.2)
manfiymas sonlarni mos qo‘yamiz. Ishonch hosil qilish mumkinki, (18.1) -
(18.2) tengliklar bilan aniqlangan oraliglar (kesma, interval va yarim inter-
val) funksiyasi manfiymas va additivdir. Yarim halqada kiritilgan bu o‘lchovga
6 — § da amalga oshirilgan mulohazalarni qo‘llab, qandaydir pug(-) o‘lchovni
qurishimiz mumkin. Sonlar o‘qidagi ppr o‘lchovga nisbatan o‘lchovli bo‘lgan
to’plamlarning B(S;, F') sistemasi sanoqli yig‘indi va sanoqli keshishmaga
nisbatan yopiq bo‘ladi, up o‘lchov esa o0— additiv bo‘ladi. Umuman olganda,
pr o‘lchovga nisbatan o‘lchovli to‘plamlar sinfi ' funksiyaning tanlanishiga
bog'lig. Ammo R da o‘ngdan uzluksiz kamaymaydigan F' funksiya ganday
tanlanmasin ochiq va yopiq to‘plamlar, shuningdek, ularning barcha chekli va
sanoqli birlashma va kesishmalari, ularga to‘ldiruvchi to‘plamlar (yani Borel
to‘plamlari) o‘lchovli to‘plamlar bo‘ladi.

Sonlar o‘qida aniglangan bunday pr o‘lchov F' funksiyaning tanlanishiga
bog‘liq holda ba’zi hususiyatlarga ega bo‘ladi.

Hozir pur o‘lchovning ba’zi bir sinflari bilan tanishamiz. Bizga Lebeg o‘lchovi
i va Lebeg-Stiltes o‘lchovi pp berilgan bo‘lsin.

18.1-ta’rif. Agar Lebeg o‘chovi nolga teng bo‘lgan ixtiyoriy A to‘plam
uchun pp(A) = 0 bo'lsa, u holda pp (Lebeg o‘choviga nisbatan) absolyut
uzluksiz o‘lchov deyilad;.

18.2-ta’rif. Agar pp o‘lchov uchun chekli yoki sanogli A to‘plam mavjud
bo‘lib, A bilan kesishmaydigan iztiyoriy B to‘plam uchun pp(B) = 0
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bo‘lsa (bu holat chekli yoki sanoqli qgiymat qabul qiluvchi F funksiyalar uchun
o‘rinli), u holda pr diskret o‘lchov deb ataladi.

18.3-ta’rif. Agar pp o‘lchovda istalgan bir nuqtali to‘plam nol o‘lchovga
ega bo‘lsa va Lebeg o‘lchovi nolga teng bo‘lgan biror A to‘plam mavjud bo ‘lib,
pr (R\A) =0 bolsa, u holda pp singulyar o‘lchov deyiladi.

Endi biror [a, b] (—o0 < a < b < o00) kesmada aniglangan kamay-
maydigan, o‘ngdan uzluksis F' funksiyani olamiz. [a, b] kesmada saglanuv-
chi har bir [a, §] kesmalar, (o, §) intervallar va (a, ], o, §) yarim
intervallar sistemasidan tashkil bo‘lgan &; yarim halqada F' funksiya orqali
(18.1)-(18.2) tengliklar yordamida m o‘lchovni aniglaymiz. Keyin m o‘lchovni
S: dan olchovni davom ettirishning Lebeg usulidan foydalanib, kengroq
B(S1,F) o— algebraga davom ettiramiz. Bu o— algebra [a, b] kesma-
da saqlanuvchi barcha ochiq va yopiq to‘plamlarni, ularning barcha chekli
va sanoqli birlashma va kesishmlarini, bu yig‘indi va kesishmalarning to‘ldi-
ruvchilarini (demak, [a, b] kesmada saqlanuvchi Borel to‘plamlarini) o‘zida
saqlaydi.

18.4-ta’rif. Sonlar o‘gida yoki |a, b] kesmada berilgan kamaymaydigan,
o‘ngdan uzluksiz F funksiya vositasida yugorida aytilgan usulda qurilgan pp
o‘lchov Lebeg-Stiltes o‘lchovi deb atalads.

Ko‘rsatish mumkinki, istalgan o‘lchov absolyut uzluksiz, diskret va singul-
yar o‘lchovlar yig‘indisi ko‘rinishida tasvirlanadi va bu tasvir yagonadir.

18.2. Lebeg-Stiltes integrali. [a, b] kesmada aniglangan va kamay-
maydigan, o‘'ngdan uzluksiz F' funksiya yordamida hosil qilingan pur Lebeg-
Stiltes o‘lchovi berilgan bo‘lsin. Bu o‘lchov bo‘yicha [a, b] kesmada Lebeg
ma’nosida integrallanuvchi funksiyalar sinfini qaraymiz va har bir funksiyaga

uning

b
/ F(x)dur
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Lebeg integralini mos qo‘yamiz. pupr o‘lchov bo‘yicha aniglangan bu integral

Lebeg-Stiltes integrali deb ataladi va uning uchun
b
| raiar)

Lebeg-Stiltes integralining ba’zi xususiy hollarini qaraymiz.

belgilashdan foydalaniladi.

[. Bizga [a, b] kesmada aniglangan, o‘ngdan uzluksiz, kamaymay-digan
sakrashlar funksiyasi F' berilgan bo‘lsin. U holda pur diskret o‘lchov bo‘ladi.
Agar x; € [a, b] nugtalar F' ning uzilish nuqtalari va h; sonlar F funksiya-

ning x; nuqtadagi sakrashi bo‘lsa, u holda

[ rware

integral Y f(x;)h; yig'indiga teng bo‘ladi.
1. Agar F' funksiya [a, b] kesmada aniglangan kamaymaydigan absolyut

/de

Lebeg-Stiltes integrali f(z)F’(x) funksiyaning odatdagi

/a F@)F' (@) da

Lebeg integraliga teng bo‘ladi, ya'ni

/ F(2)dF (x / F@)F' (2 (18.3)

Integralning o— additivlik xossasiga ko‘ra, (18.3) tenglikni up olchov

uzluksiz bo‘lsa, u holda

bo‘yicha integrallanuvchi sodda funksiyalar uchun ham umumlashtirish mum-
kin. Bizga f funksiyaga tekis yaqinlashuvchi, integrallanuvchi {f,} sod-
da funksiyalar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin. Umumiylikni chegaralamasdan
{fn} ketma-ketlikni kamaymaydigan deb hisoblashimiz mumkin. U holda
{fu(z)F'(x)} -kamaymaydigan ketma-ketlik deyarli hamma yerda f(z)F’(x)
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funksiyaga yaqinlashadi. Demak, {f, - F'} ketma-ketlik 13.2-teorema (Levi

teoremasi) shartlarini qanoatlantiradi.

/ fa(z)dF (2 / fa(z (18.4)

tenglikda n — oo limitga o‘tib,

/f )dF (x /f V' (z (18.5)

tenglikni hosil gilamiz.

Agar ' kamaymaydigan funksiya sakrashlar funksiyasi va absolyut uzluk-
siz funksiyalar yig‘indisidan iborat bo‘lsa, u holda ixtiyoriy f integrallanuvchi
(pp o'lchov bo‘yicha) funksiya uchun uning Lebeg-Stiltes integrali qator (yo-
ki chekli yig'indi) va odatdagi Lebeg integralini hisoblashga keltiriladi. Agar
F' kamaymaydigan funksiya singulyar komponentani ham saqlasa, yuqoridagi
tasdigni aytish mumkin emas.

Lebeg-Stiltes integrali tushunchasini F' kamaymaydigan funksiya bo‘lgan
holdan ® o‘zgarishi chegaralangan funksiya bo‘lgan holga umumlashtirish
mumkin. Aytaylik, [a, b] kesmada o‘zgarishi chegaralangan ® funksiya beril-
gan bo‘lib, v esa uning [a, =] kesmadagi to‘la o‘zgarishi bo‘lsin. 15 —§ da
olingan natijalarga ko‘ra, v(x), [a, b] da kamaymaydigan, o‘ngdan uzluksiz
funksiya bo‘ladi. Bundan tashqari ¢ = v — ® funksiya ham kamaymaydigan,
o‘ngdan uzluksiz funksiya bo‘ladi. Ya'ni ® funksiya ikkita monoton kamay-
maydigan funksiyalar ayirmasi ® = v — g ko‘rinishda tasvirlanadi.

Agar f funksiya uchun

/abf(x)dv(:zs) va /abf(a:)dg(x)dx

Lebeg-Stiltes integrallari mavjud bo‘lsa, u holda f funksiyaning ® funksiya
bo‘yicha Lebeg-Stiltes integrali

/fdcb /fdv /fdg



tenglik yordamida aniqlanadi.
Aytaylik, ® o‘zgarishi chegaralangan funksiya yana boshqa usulda W va
h kamaymaydigan funksiyalarning ® = W — h ayirmasi ko‘rinishida tasvir-

lansin. Agar fab f(x)d®(z) Lebeg-Stiltes integrali mavjud bo‘lsa, u holda

f(x)dv(z f(x)dg(z)dr = f(x)dW (z f(z)dh(x
[ o~ [ [ s - [ s

tenglik o‘rinli. Mustaqil isbotlang.
Xulosa. f funksiyaning ® o‘zgarishi chegaralangan funksiya bo‘yicha
Lebeg-Stiltes integralini hisoblash uchun ® funksiyaning ikki kamaymaydigan

funksiyalar ayirmasi ko‘rinishidagi istalgan tasviridan foydalanish mumkin.

/000 27dF (z)

Lebeg-Stiltes integralini hisoblang. Bu yerda A = [0, oco) yarim o‘q, F(z) =

18.1-misol. Quyidagi

[z] funksiya esa x ning butun qismiga teng.
Yechish. Ma’lumki, F(z) = [z] funksiya yordamida hosil gilingan pp
o‘lchov diskret o‘lchov bo‘ladi. I ga ko‘ra,

9]

/ 2"dF(x) = > 27" (F(n) — F(n—0))

0 n=0

tenglik o‘rinli. Agar F(n) — F(n — 0) = 1 tenglikni e’tiborga olsak, so‘nggi
1

qator yig‘indisini hisoblash mumkin. Bu qator by = 1 va maxraji ¢ = D)

bo‘lgan cheksiz kamayuvchi geometrik progressiyaning yig‘indisini ifodalaydi.

Demak,
| rrar@ =3 2
0 n=0
18.2-misol. Quyidagi Lebeg-Stiltes integralini hisoblang.
3
/ (x + 1)dF(z).
0

Bu yerda A = [0, 3] kesma, F(z) = z*+ 3.
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Yechish. Ma’lumki, F(z) = 2%+ 3 funksiya yordamida hosil qilingan pp

o‘lchov absolyut uzluksiz o‘lchov bo‘ladi. IT ga ko‘ra

/03(:13 )P (z) = /Og(x +1) - 2 da

tenglik o‘rinli. So‘nggi integral jadval integrali bo‘lib uning giymati 20 ga
teng. Demalk,

3
/ (x + 1)dF(z) = 20.
0
Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. Lebeg-Stiltes o‘lchovi qanday bo ‘lganda f; f(x)dF(x) Lebeg-Stiltes integ-
ralini hisoblash masalasi, ma’lum qator yig‘indisini hisoblashga keltirila-

di.

2. F  funksiya qanday shartni ganoatlantirganda fabf(:c)dF(a:) Lebeg-
Stiltes integralini hisoblash masalasi, odatdagi Lebeg integralini hisoblash-

ga keltirilads.

3. fol R(x)dF(x) Lebeg-Stiltes integralini hisoblang. Bu yerda F(x) = 2x+
1.

4. fol R(x)dF(x) Lebeg-Stiltes integralini hisoblang. Bu yerda F(x) =
3z] + 2.
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VI bob. Metrik fazolar

Bu bob metrik fazolar va undagi asosiy tushunchalarni bayon qilishga bag‘ish-
langan bo‘lib, 4 (19-22) paragrafdan iborat.

19-paragrafda metrik fazo ta’riflanib, ularga ko‘plab misollar keltirilgan. R"
to‘plamda har xil metrikalar kiritilgan. Metrikaning uchburchak tengsizligini
isbotlashda Koshi-Bunyakovskiy, Minkovskiy va Gyolder tengsizliklaridan foy-
dalanilgan. O‘z navbatida bu tengsizliklar ham o‘z isbotlarini topgan. Koshi-
Bunyakovskiy, Minkovskiy va Gyolder tengsizliklarining integral formasi ham
keltirilgan. Bundan tashqari gomeomort va izomort metrik fazolar ta’riflanib,
ularga misollar keltirilgan.

20-paragraf esa metrik fazolarda yaqinlashish va undagi ochiq va yopiq
to‘plamlarning xossalariga bag‘ishlangan. Ochiq va yopiq to‘plamlarni ta’riflash
uchun biz yordamchi tushunchalar - urinish nuqtasi, limitik nuqta, yakkalan-
gan nuqta va ichki nuqta ta’riflarini berganmiz. Keyin yopiq va ochiq to‘plam-
larning xossalari isbotlangan. Jumladan metrik fazoda to‘plam ochiq (yopiq)
bo‘lishining yetarli va zarur shartlari keltirilgan. Yaqinlashuvchi ketma-ketlik
ta’riflanib, unga misollar keltirilgan. Metrik fazoning hamma yerida zich va
hech yerda zichmas to‘plamlar ta'riflanib, ularga misollar qaralgan. R™, RJ,
Cla, b], Cyla, b], ¢y fazolarning separabel metrik fazolar bo‘lishi ko‘rsatilgan.
Separabel bo‘lmagan metrik fazoga misol keltirilgan. Sonlar o‘qidagi ochiq
to‘plamlarning strukturasi berilgan.

21-paragraf to‘la metrik fazolarga bag‘ishlangan. Yaqginlashuvchi va funda-
mental ketma-ketliklar orasidagi bog‘lanish ochib berilgan. R", R}, R . /o,
C'la, b], metrik fazolarning to‘laligi isbotlangan. Cs[a, b] ning to‘la bo‘lmagan
metrik fazo ekanligi isbotlangan. Metrik fazoning to‘la bo‘lishini ta’minlovchi
ichma-ich joylashgan yopiq sharlar hagidagi teorema hamda Ber teoremasi is-

botlangan. Har qanday metrik fazoni to‘ldirish mumkinligi haqidagi teorema
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isboti bilan berilgan. Metrik fazolarda kompakt va nisbiy kompakt to‘plam
tushunchalari berilgan. Asosiy funksional fazolar Cfa, b] va ¢, da kompakt
(nisbiy kompakt) lik kriteriylari keltirilib, isbotlangan. Kompakt (nisbiy kom-
pakt) va kompakt bo‘lmagan (nisbiy kompakt bo‘lmagan) to‘plamlarga mis-
ollar keltirilgan.

22-paragraf gisuvchi akslantirishlar prinsipi va uning tadbiqglariga bag‘ish-
langan. To‘la metrik fazolarda har ganday qisuvchi akslantirishning yagona
qo‘zg‘almas nuqtasi mavjudligi isbotlangan. Qisuvchi akslantirishlar prinsi-
pining R"™ metrik fazodagi algebraik tenglamalar sistemasiga tadbig‘i bayon
qilingan. Bundan tashqari chiziqli va chizigli bo‘lmagan integral tenglamalarni
yechishda qisuvchi akslantirishlar prinsipidan qanday foydalanish mumkinligi

bayon qilingan.

19-§. Metrik fazolar va ularga misollar

Analizdagi eng muhim amallardan biri bu limitga o‘tish amalidir. Bu amal-
ning asosida sonlar o‘gida ikki nuqta orasidagi masofa tushunchasi yotadi.
Analizda kiritilgan ko‘pgina fundamental tushunchalar sonlar o‘qining algeb-
raik xususiyatlariga bog‘liq emas. Haqiqiy sonlar hagidagi tasavvurimizni to‘p-
lam ma’nosida umumlashtirib, metrik fazo tushunchasiga kelamiz. Metrik fazo
tushunchasi hozirgi zamon matematikasida muhim o‘rinni egallaydi.

19.1-ta’rif. Bo‘shmas X to‘plamning iztiyoriy x va y elementlar juftiga
aniq bir p(x,y) son mos qo‘yilgan bo‘lib, bu moslik
1) p(z,y) 20, Ve,ye X, plz,y)=0 <+ x=y,

2) p(z,y) = p(y,x) (simmetriklik aksiomasi),
3) plz,2) < p(x,y) + ply, 2) (uchburchak aksiomasi)
shartlarni ganoatlantirsa, p ga X dagi masofa yoki metrika deb ataladi.

(X, p) juftlik metrik fazo deyiladi.
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Odatda metrik fazo, ya'ni (X, p) juftlik bitta X harfi bilan belgilanadi.
Agar X to‘plamda py, pa, ..., p, metrikalar aniglangan bo‘lsa, u holda (X, p1),
(X, p2), ..., (X, pn) metrik fazolar mos ravishda Xi, Xs,..., X, harflari bi-
lan belgilanadi.

19.2-ta’rif. Agar shunday C1 >0 va Cy > 0 sonlar mavjud bo‘lib barcha

x,y € X lar uchun

Cipi(z, y) < p2(z, y) < Copr(2, y)

tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, p1 va py lar ekvivalent metrikalar deyilads.
Endi metrik fazoga bir nechta misollar keltiramiz.
19.1-misol. X qandaydir bo‘shmas to‘plam bo‘lsin va har bir x, y ele-

mentlar juftiga

0, agar x =y,

ple, y) =

1, agar z #y
qonuniyat bo‘yicha son mos qo‘yilsin. Ravshanki, p akslantirish metrika ak-
siomalarini qanoatlantiradi. Bu metrika diskret metrika deyiladi. Hosil bo‘lgan
metrik fazo yakkalangan nuqtalar fazosi deyiladi.

19.2. R— haqiqiy sonlar to‘plami p(z, y) = | — y| masofa bo‘yicha metrik

tazo tashkil giladi va bu metrik fazo ham R harfi bilan belgilanadi.

19.3. Ixtiyoriy n ta x1, x9,...,x, haqiqiy sonlarning tartiblangan x =

(21, 9, ...,2,) guruhlaridan tashkil topgan to‘plamda har bir = va y lar

jufti (z,y) ga

n

ply) = | D (@ —w)? (19.1)

k=1
manfiymas sonni mos qo‘yuvchi p akslantirish masofa shartlarini qanoatlanti-
radi. Hosil bo‘lgan metrik fazo n— o‘lchamli arifmetik Evklid fazo deyiladi.
Endi (19.1) formula bilan aniqlangan p moslik metrika aksiomalarini qanoat-

lantirishini ko‘rsatamiz:
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1) Barcha z,y € R" lar uchun p(z,y) ning manfiymasligi (19.1) tenglikdan
hamda haqiqiy sonning kvadrati manfiymasligidan kelib chiqadi.

n

plo.y) =D (@=u) =0 < > (me—y) =0

k=1 k=1
tenglikdan barcha k = 1,2,...n larda x; = y; yani x = y kelib chiqadi.
Agar x = y bo'lsa, u holda (19.1) dan p(z,y) = 0 ekanligi kelib chigadi.
Demak, 1-aksioma bajariladi.

2) (a —b)* = (b—a)® ayniyatdan

n

plry) = | D (e —u)’ = (ye — )" = p (y, )

3

ni olamiz. Bu esa 2-aksiomaning bajarilishini bildiradi. Endi 3-aksiomaning ba-

jarilishini ko‘rsatamiz. Ixtiyoriy uchta z = (1, za, ..., 2,), ¥y = (Y1,---,Yn)
z = (21, 22, . .., zp) nugtalar uchun uchburchak aksiomasi
n n n
D (k=2 <\ D @ =)+ | D (e — )’ (19.2)
k=1 k=1 k=1

ko‘rinishda bo‘ladi. Agar ar = xp — yx, br = yr — 2z belgilashlarni kiritsak,

x — 2, = ay + by bo‘ladi va (19.2) tengsizlik

Z (ak + bk)Q < Z ai + Z 512{ (19.3)
k=1 k=1 k=1
ko‘rinishni oladi. Ushbu
2
(Sowne) =3t Yt 533 (s
k=1 k=1 k=1 =1 j=1
ayniyatni e’tiborga olsak,
S ag- b < D ad | v (19.4)
k=1 k=1 k=1
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tengsizlikka ega bo‘lamiz. (19.4) Koshi — Bunyakouvskiy tengsizligi deb ataladi.
U holda biz

n n n n
Z(ak —|—bk)2 = Za%—i—QZakbk—i—Zbi <
k=1 k=1 k=1 k=1
2
n n n n
<Y ai+2 Zai- b%—i—Zb%:
k=1 =1 k=1 k=1

munosabatga ega bo‘lamiz. Bu munosabatdan (19.3) tengsizlik bevosita kelib
chiqadi. Demak, uchburchak aksiomasi o‘rinli ekan. Hosil bo‘lgan metrik fazo
R™ simvol bilan belgilanadi.

19.4. Yana n—ta haqiqiy sonlarning tartiblangan (xi1, zo,...,2,) = x

guruhlaridan tashkil topgan to‘plamni qaraymiz va unda masofani

pr(x,y) = |k =yl (19.5)
k=1

formula vositasida aniglaymiz. Hosil bo‘lgan metrik fazo R} simvol bilan bel-
gilanadi. Bu moslik metrikaning 1-3-aksiomalarini qanoatlantirishini o‘quvchi
mustaqil tekshirib ko‘rishi mumkin.

19.5. Yuqoridagi 19.3 va 19.4-misollarda keltirilgan to‘plamda elementlar

orasidagi masofani

Poo(T, y) = max |z, — yi| (19.6)

1<k<n

formula bilan aniglaymiz. Metrika aksiomalarining bajarilishi oson tekshirila-
di. Hosil bo‘lgan metrik fazo R, simvol bilan belgilanadi.
19.6. [a, b] kesmada aniqlangan va uzluksiz funksiyalardan tashkil topgan

to‘plamni Cfa, b] bilan belgilaymiz. Bu to‘plamda

p(2,y) = max [z(t) —y(t)| (19.7)

a<t<b
akslantirish metrika aksiomalarini qanoatlantiradi. Masofaning 1-3 aksiomalari

bevosita tekshiriladi (o‘quvchiga mustaqil tekshirish uchun tavsiya etiladi). Bu
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metrik fazo analizda muhim ahamiyatga ega bo‘lib, u ham to‘plam kabi Cla, b]
bilan belgilanadi.
19.7. Haqiqiy sonlardan tuzilgan va

o0
E T3 < 00
k=1

shartni qanoatlantiruvchi barcha x = (z1, x2, ..., Ty, ...) ketma-ketliklardan

tashkil topgan to‘plamni ¢ bilan belgilaymiz. Bu to‘plamda masofa

o0
ply) = | D (r—u)’ (19.8)
k=1
formula bilan aniglanadi. Har bir z, y € {5 elementlar uchun
(0.9] o0
doap<oo, ) pp<oo
k=1 k=1
shartlar bajarilgani uchun va (), + y;)° < 2 (22 4+ y) tengsizlikdan

0
E xk - yk
k=1

qatorning yaqinlashuvchiligi kelib chiqadi. Endi (19.8) formula bilan aniglan-
gan p moslikning metrika aksiomalarini qanoatlantirishini ko‘rsatamiz. Rav-

shanki, 1 va 2-aksiomalar bajariladi. Uchburchak aksiomasi esa

WE
M8

(e —2)" < | D (@e— ) + Yk — zk)° (19.9)
k=1

k=1 k:1

ko‘rinishga ega. Yuqorida zikr etilganlarga ko'ra (19.9) tengsizlikdagi qator-
larning hammasi yaqinlashadi. Tkkinchi tomondan esa 19.3-misolda isbotlan-

ganiga ko‘ra har bir n da

n n

> (o — ) < (ze — yr)* + (g — 21)°

k=1 k=1 k=1

3
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tengsizlik o‘rinli. Oxirgi tengsizlikda n — oo da limitga o‘tsak, (19.9) tengsiz-
likning to‘g‘riligi isbotlanadi, ya’ni uchburchak aksiomasi o‘rinli.

19.8. [a, b] kesmada aniglangan va uzluksiz barcha haqiqiy qiymatli funk-

b
P2 (w)\// (z () —y(t)dt

formula yordamida masofa aniqlash mumkin. Hosil bo‘lgan metrik fazo Cs[a, b

siyalar to‘plamida

simvol bilan belgilanadi va uzluksiz funksiyalarning o ‘rtacha kvadratik metrika-
i fazosi deb ataladi. Ravshanki, ps moslik metrikaning 1 va 2-aksiomalarini
qanoatlantiradi. Uchburchak aksiomasining bajarilishi Koshi — Bunyakovskiy-

ning ushbu

(/jw(t)-y(t)dt)

integral tengsizligidan foydalanib isbotlanadi. Koshi — Bunyakovskiy tengsizli-

2

< /be () dt - /by2 (t) dt (19.10)

gi esa osongina tekshirish mumkin bo‘lgan

b 2

/fc(t)y(t) dt | = /b932 (t) dt /bzf (t) dt—%/b/b[ﬂf(S)y(t)—y(S)w(t)Pdsdt

ayniyatdan kelib chiqadi.
19.9. Yana [a, b] kesmada aniglangan uzluksiz haqiqiy qiymatli funksiyalar

to‘plamini qaraymiz. Bu to‘plamda ushbu

b
pley)= [ |20 -yl a (19.11)

formula bilan aniglangan akslantirish metrika shartlarini anoatlantiradi. Hosil
bo‘lgan metrik fazo Ci[a, b] simvol bilan belgilanadi. p; akslantirish metrika-
ning 1-3 aksiomalarini ganoatlantirishini tekshirish o‘quvchiga mustaqil mashq

sifatida tavsiya qilinadi.
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19.10. Barcha chegaralangan z = (x1, za, ..., ., ...) haqiqly sonlar ketma-
ketliklaridan tashkil topgan to‘plamni qaraymiz. Bu to‘plamdagi har bir = va
v =(y1, Y2, -- -, Yn,-..) elementlar juftiga

p(r,y) = sup |z — yl (19.12)

1<k<co

sonni mos qo‘yuvchi p akslantirish masofa aniqlaydi. Hosil bo‘lgan metrik fazo
m harfi bilan belgilanadi. O‘quvchi uchun 1-3 aksiomalarning bajarilishini
tekshirish qiyin emas.

19.11. n—ta haqiqiy sonlarning tartiblangan guruhlaridan iborat R" to‘p-

lamda har bir p > 1 son uchun

pp (x,y) = (Z |z — yk;|p> ” (19.13)
k=1

formula bilan aniglangan p, moslik masofa aniqglaydi va hosil bo‘lgan metrik
fazo R} simvol bilan belgilanadi. Bu misolda ham 1— va 2— aksiomalar-
ning bajarilishini tekshirish qiyin emas. Shuning uchun 3— aksiomaning ba-
jarilishini tekshirish yetarli. Qaralayotgan to‘plamdan ixtiyoriy uchta = =
(21, T2y -y xn)y Y= (Y1, Y2, -+, Yn), 2= (21, 22, ..., 2,) nuqtalarni olib
ap = T — Yk, br = yr — 2 belgilashlarni kiritsak, x; — 2 = ax + b bo‘ladi

va natijada p, (z, z) < p, (z,y) + pp (y, 2) uchburchak tengsizligi

<Z|ak—|—bkp) < <Zak|”> + (Zbﬂp) (19.14)
k=1 k=1 k=1

ko‘rinishni oladi. Hosil bo‘lgan (19.14) tengsizlik Minkouvskiy tengsizligi deb
ataladi. Agar p = 1 bo‘lsa, Minkovskiy tengsizligining bajarilishi ko‘rinib
turibdi (chunki, yig‘indining moduli modullar yig‘indisidan oshmaydi), shu-
ning uchun p > 1 deb hisoblaymiz. Minkovskiy tengsizligining isboti Gyolder

tengsizligi deb nomlanuvchi

Z|ak'bk\ < (Zakp>
k=1 k=1
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tengsizlikka asoslangan. Bu yerda p > 1 va ¢ > 1 sonlar

1 1
—a =1 (19.16)
p q
shart bilan bog‘langan. (19.16) dan quyidagi tengliklar kelib chiqadi
P a
p—1 g—1

Ta’kidlash lozimki, (19.15) tengsizlik a = (a1, ag, ..., a,) va b= (b1, ba, ..., by)
nuqtalar uchun bajarilsa, u ixtiyoriy A va p sonlarda Aa = (a1, Aag, ..., Aay)

va b = (uby, uba, . .., ub,) nuqgtalar uchun ham bajariladi va aksincha. Ya'ni
(19.15) bir jinsli tengsizlikdir. Shunday ekan, (19.15) tenksizlikni

STla =" [bl" =1 (19.17)
k=1 k=1

shartni qanoatlantiruvchi a va b € R"™ nuqgtalar uchun isbotlash yetarli. U
y

holda (19.15) tengsizlik (19.17) shart bajarilganda

D lag- by <1 (19.18)
k=1

ko‘rinishni oladi. (19.17) shartda (19.18) tengsizlikni isbotlash uchun (¢, n)
tekislikda n = 771 (€ > 0) yoki € =771 (> 0) tenglamalar bilan aniglan-
gan egri chiziqli (19.1-chizma) trapetsiya yuzini hisoblaymiz. Chizmadan ko'-
rinib turibdiki, musbat a va b sonlarni qanday tanlamaylik, ab < S7 4+ 59

tengsizlik o‘rinli. S7 va Se yuzalarni hisoblaymiz:

a ap b bq
Sy = / e = —, Sy = / n?ldn = —.
0 p 0 q

19.1-chizma
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Shunday qilib, quyidagi sonli tengsizlik o‘rinli:
ab < a_p + g.
p q

Agar a ni ar ga, b ni b; ga almashtirib va k£ ni 1 dan n gacha o‘zgartirib
yig'indi tuzsak, (19.16) va (19.17) shartlar bajarilganda (19.18) tengsizlik hosil
bo‘ladi. Shunday qilib, (19.18) tengsizlik isbotlandi. Shunday ekan, umumiy
(19.15) tengsizlik ham isbotlandi.

Agar p = 2 bo‘lsa, (19.15) Gyolder tengsizligidan (19.4) Koshi — Bun-
yakovskiy tengsizligi kelib chiqadi.

Endi Minkovskiy tengsizligining isbotiga o‘tamiz. Buning uchun
-1 -1
(lal +16)" = (lal + [61)" " |a] + (Jal + [o])" " [0]

ayniyatdan foydalanamiz. Bu ayniyatda |a| ni |ax| ga, [b] ni |bx| ga al-
mashtirib va k£ ni 1 dan n gacha o‘zgartirib yig‘indi tuzsak, quyidagi ayni-

yatga ega bo‘lamiz:

n n

> (awl +10ul)" =D (lawl + 106l Tarl + D (larl + [0e))' bl

k=1 k=1 k=1
Tenglikning o'ng tomonidagi har ikkala yig‘indiga ham Gyolder tengsizligini
qo‘llasak va (p — 1) ¢ = p ekanligini e’tiborga olsak, quyidagi tengsizlikka ega

bo‘lamiz:
Z<|ak+|bk>ps( <|ak+|bk>p)- [Zaw - Zlbklp]
k=1 k=1 k=1 k=1

Bu tengsizlikning har ikkala tomonini

(Zaak n |bk>p)q

k=1
ga bo'lib, isbotlanishi kerak bo‘lgan (19.14) Minkovskiy tengsizligiga ega bo‘-

lamiz. Shunday qilib, uchburchak aksiomasi o‘rinli ekan.
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Agar bu misolda p = 2 desak, p, metrika 19.3-misoldagi metrikaga va
agar p = 1 desak, 19.4-misoldagi metrikaga aylanadi. Ko‘rsatish mumkinki,

19.5-misolda kiritilgan

P (T,y) = 11;1]?;% | Tk — Yk

metrika p, metrikaning p — oo dagi limitik holati boladi, yani

oo (T, y) = 1i —uel” | - 19.19
Poo (T, Y) pl_{go (Z|$k yk) ( )

k=1
19.12. Hadlari

00
Z‘ﬂ’;k‘p<00, p21
k=1

shartni qanoatlantiruvchi barcha = = (1, za, ..., z,, . ..) haqiqiy sonlar ketma-

ketliklaridan iborat va ikki nuqgtasi orasidagi masota

p(x.y) = (Z | p — yk;|p> p (19.20)
k=1

formula bilan aniglangan to‘plamni qaraymiz. Bu to‘plamni ¢, deb belgi-

laymiz. Ixtiyorly x,y € ¢, lar uchun har bir n da

<Z|£Ck —ykp)p < <Zxkp>p + (Z|ykp)p (19.21)
k=1

Minkovskiy tengsizligi o‘rinli bo‘lgani va

oo 0
Z\xk\p<00; Z|yk|p<00
k=1 k=1

shartlar bajarilgani uchun (19.21) da n — oo da limitga o‘tsak,

1 1 1
(Sta-nr) < (Siar) + (L)
k=1 k=1 k=1

ga ega bo‘lamiz. Bundan ixtiyorly z,y € ¢, lar uchun (19.20) qatorning

yaqinlashishiga ega bo‘lamiz. (19.20) tenglik bilan aniglangan p akslantirish
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metrikaning 1 va 2-aksiomalarini qanoatlantirishi ko‘rinib turibdi. Uchburchak
aksiomasi (19.14) Minkovskiy tengsizligidan foydalanib isbotlanadi.
Endi biz p > 1 shartda Minkovskiy va Gyolder tengsizliklarining integral

formasini beramiz.

/\x(t)er(t)]pdt < /\x(t)|pdt + /\y(t)\pdt . (19.22)

Bu Minkouvskiy tengsizligi deb ataladi. Minkovskiy tengsizligi, ya'ni (19.22)
tengsizlik [a, b] kesmada p (p > 1) — chi darajasi bilan Lebeg ma’nosida in-

tegrallanuvchi ixtiyoriy x va gy funksiyalar uchun o‘rinli.

/ 0w oldr< / 2 (¢ \pdt) ( / (@ !th) (19.23

tengsizlik  Gyolder tengsizligi deb ataladi. Bu yerda p > 1 va ¢ > 1 bo'lib,
ular (19.16) tenglikni qanoatlantiradi. Gyolder tengsizligi [a, b] kesmada
p (p > 1) — chi darajasi bilan Lebeg ma’nosida integrallanuvchi = va ¢ (¢ > 1)
chi darajasi bilan integrallanuvchi ixtiyoriy y funksiyalar uchun o‘rinli. (19.10)
tengsizlik Koshi-Bunyakovskiy tengsizligining integral formasidir.

Endi V bobda xossalari o‘rganilgan o‘zgarishi chegaralangan va absolyut
uzluksiz funksiyalar to‘plamini qaraymiz.

19.13. Berilgan [a, b] kesmada aniglangan va o‘zgarishi chegaralangan

funksiyalar to‘plamida ikki nuqta orasidagi masofani
ple,y) =z (a) —y(a) [+ V) [z —y] (19.24)

formula bilan aniglaymiz. Bu yerda V?[f]— o‘zgarishi chegaralangan f funksi-
yaning [a, b] kesmadagi to‘la o‘zgarishi (variatsiyasi). (19.24) tenglik bilan
aniglangan p akslantirishning metrika aksiomalarini qanoatlantirishi funksiya
to'la o‘zgarishining xossalaridan kelib chiqadi.

Masalan, uchburchak tengsizligi p(z,2) < p(z,y) + p(y,2) da z(t) —
y(t) =@ (t) va y(t) — 2z (t) =1 (t) belgilashlar olsak, u quyidagi ko‘rinishni
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oladi

[0 (@) + ¢ (a) [+ Vi lp+ 9] < [ (a)| + |9 (a) | + V7 [o] + V7' [¥].

Bu esa |a + b| < |a| + |b] tengsizlikdan va o‘zgarishi chegaralangan funksiya-
larning

Vol + 4] < VPl + VY[Y]

xossasidan kelib chigadi. Hosil gilingan metrik fazo o‘zgarishi chegaralangan
funksiyalar fazosi deyiladi va V]a, b] orqali belgilanadi.

19.14. Berilgan [a, b] kesmada aniglangan va absolyut uzluksiz funksiyalar
to‘plamini qaraymiz. Bu to‘plamda ham ikki x va y nuqtalar orasidagi masofa
p(x,y), (19.24) tenglik bilan aniglanadi. Hosil gilingan metrik fazo absolyut
uzluksiz funksiyalar fazosi deb ataladi va AC|[a, b] orqali belgilanadi.

19.1-eslatma. (X, p) metrik fazo va M uning ixtiyoriy qgism to‘plami
bo‘lsin. U holda X da aniqlangan p masofa, uning gismi bo‘lgan M da ham
masofa aniglaydi. Shuning uchun (M, p) metrik fazo bo‘ladi. (M, p) metrik
fazo (X, p) metrik fazoning gism fazosi deb ataladi.

19.1. Metrik fazolarni uzluksiz akslantirishlar

X = (X, p) va' Y = (Y,d) —metrik fazolar, f esa X ni Y ga akslantirish
bo‘lsin. Shunday qilib, har bir = € X elementga yagona y = f(x) € Y
element mos qo‘yilgan bo‘lsin.

19.3-ta’rif. Agar iztiyoriy € > 0 uchun shunday 6 > 0 mavjud bo‘lib,

p(x, xg) < 0 shartni ganoatlantiruvchi barcha x € X nugtalar uchun

d(f(x), f(zo)) <e

tengsizlik o ‘rinli bo‘lsa, u holda f akslantirish xy € X nuqtada uzluksiz deyi-
ladi. Agar [ akslantirish X ning hamma nuqtalarida uzluksiz bo‘lsa, u holda

f ni X da uzluksiz deb ataymiz.
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Agar X va Y lar sonli to‘plamlar bo‘lsa, ya'ni x— son, f— sonli funksiya
bo‘lsa, u holda akslantirishning uzluksizlik ta’rifi matematik analizdan ma’lum
bo‘lgan funksiyaning uzluksizligi ta’rifiga aylanadi.

Ta’kidlash lozimki, agar X metrik fazodagi p masofani X x X metrik
fazoni Ry = [0, co) metrik fazoga akslantirish deb qarasak, p— uzluksiz ak-
slantirish bo‘ladi. Buyerda X x X = {(z,y) : =,y € X} to‘plamda (x1,z5)

va (Yy1,y2) juftliklar orasidagi masofa

d((r1,22), (y1,92)) = p(z1,91) + p (22, Y2)

formula yordamida aniqlanadi. Endi p akslantirishning uzluksizligini ko‘rsa-
tamiz. Ixtiyorly (xg,y0) € X X X nuqtani olamiz va mahkamlaymiz. Keyin
ixtiyoriy (z,y) € X x X nuqta olib, metrikaning uchburchak aksiomasidan

foydalanamiz:
P (3779) S P(SU,ZEO) + P (I()a y) S P (Z',Z’()) + p('ranO) + P (y())y) )

p (2o, y0) < p (w0, 7) + p(z,y) + p (Y, %0) -

Bu ikki tengsizlikdan

o (2, y) — p(T0,90) | < p(z,70) + p (Y0,V)

ga kelamiz. Agar

d((z,y), (xo,90)) = p(z,20) + p(y,10) <€

desak, u holda |p (z,y) — p (o, y0) | < € bo'ladi, ya'ni p uzluksiz akslantirish
ekan.

Agar f : X — Y akslantirish X va Y metrik fazolar o‘rtasida o‘zaro
bir qiymatli moslik o‘rnatsa, u holda Y ni X ga akslantiruvchi z = f~1 (y)
teskari akslantirish mavjud bo‘ladi. Agar f o‘zaro bir giymatli moslik bo‘lib,

f va f~! akslantirishlar uzluksiz bo‘lsa, u holda f gomeomorf akslantirish
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yoki gomeomorfizm deb ataladi, X va Y fazolar esa gomeomorf fazolar deb
ataladi. Gomeomorf metrik fazolarga R va (—1, 1) intervallarni misol sifatida
qarash mumkin. Bu holda gomeomorfizmni y = %arctgx formula yordamida
o‘rnatish mumkin.

Agar X = (X, p) va Y = (Y,d) metrik fazolar o‘rtasida o‘zaro bir
qiymatli moslik o‘rnatuvchi f akslantirish ixtiyoriy x1,2o € X lar uchun
p(x1,29) = d(f (1), f (x2)) shartni qanoatlantirsa, f akslantirish izometriya
deyiladi, X va Y fazolar esa izometrik fazolar deb ataladi.

X va Y metrik fazolarning izometrikligi, ular elementlari orasidagi metrik
bog‘lanishlar bir xil bo‘lib, fagatgina ular elementlarining tabiatiga ko‘ra bir -
biridan farq qilinishini bildiradi. Ular orasidagi bu farq metrik fazolar nuqtai
nazaridan muhim emas. Bundan keyin o‘zaro izometrik fazolarni aynan bitta

fazo deb qaraymiz.
Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. Gyolder va Minkovskiy tengsizliklarini integral formada yozing.

2. (19.5) tenglik bilan aniglangan py : R" xR™ — Ry akslantirish metrika-

ning 1-3 shartlarini qanoatlantirishini ko ‘rsating.

3. (19.7) tenglik bilan aniglangan p : Cla, b] x Cla, b] — Ry akslantirish

metrikaning 1-3 shartlarini ganoatlantirishine isbotlang.

4. (19.11) tenglik bilan aniglangan p; : Cla, b]x Cla, b] — R, akslantirish

metrikaning 1-3 shartlarini ganoatlantirishing isbotlang.

5. (19.12) tenglik bilan aniglangan p:m x m — Ry akslantirsh metrika-

ning 1 —3 shartlarint ganoatlantirishini isbotlang.

o

. (19.19) tenglikni isbotlang.
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7. (19.24) tenglik bilan aniglangan p: Via, bl xV]a, b] — Ry akslantirish

metrikaning 1 — 3  shartlarini ganoatlantirishing isbotlang.

8. Quyidagi tasdiglarni isbotlang:
1) Agar 1 <p < q bolsa, £, to‘plam £, to‘plamning qismi bo‘ladi.

2) Absolyut uzluksiz funksiyalar fazosi AC[a, b] o‘zgarishi chegaralan-

gan funksiyalar fazosi V]a, b] ning gism fazosi bo‘ladsi.

9. R" fazoda kiritilgan wxtiyoriy p1 va ps metrikalarni ekvivalent ekanligini
isbotlang. Xususan (19.1) va (19.13) tengliklar bilan aniglangan p va

Pps D = 1 metrikalarni ekvivalent ekanligini isbotlang.
20-§. Metrik fazolarda yaqinlashish

Biz bu paragrafda metrik fazoning asosiy tushunchalarini keltirib, ochiq va
yopiq to‘plamlarning xossalarini o‘rganamiz.

20.1-ta’rif. X metrik fazoda xo € X nugta va r > 0 son berilgan bo ‘lsin.
p(x,x9) < r shartni ganoatlantiruvchi barcha x € X elementlar to‘plami
markazi xo nuqtada, radiusi v bo‘lgan ochiq shar deyiladi va v B (zo,7)
orqali belgilanadi. Berilgan o € X va r > 0 da p(x,z9) < r shartni ganoat-
lantiruvechi barcha x € X elementlar to‘plami Blxg,r| orqali belgilanadi va
u markazi xo nugtada, radiusi v bo‘lgan yopiq shar deyilads.

Metrik fazolar nazariyasida markazi xy nuqtada va radiusi € > 0 bo‘lgan
B (z,€) ochiq shar xy nuqtaning e— atrofi deyiladi va u O () ko‘rinishda
belgilanadi.

20.1-misol. Shunday metrik fazoga va undagi ikkita B (x1,71), B (x2,12)
sharlarga misol keltiringki, 1 < ro va B (x1,71) D B (29,72) bo'lsin.

Yechish. Faraz qilaylik, X = R, va p(z,y) = |r —y| bo'lsin. Agar

B(1,5) = {z €0, o0): |r—1| <5} deb markazi 1 nuqtada va radiusi 5
ga teng sharni, hamda B(3,4) = {x € [0, c0) : |x — 3| < 4} deb markazi 3
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nuqtada va radiusi 4 ga teng bo‘lgan ochiq sharlarni olsak, u holda r =5 >
ry =4, ammo [0, 6) = B(1,5) C B(3,4) =10, 7).

20.2-ta’rif. Agar X metrik fazoning M qism to‘plami uchun uni o‘zida
saqlovchi shar mavjud bo‘lsa, M chegaralangan to‘plam deyilads.

20.3-ta’rif. X metrik fazo, M uning qism to‘plami va x € X bo'lsin.
Agar iztiyoriy € > 0 uchun O-(x)(\M # 0 munosabat bajarilsa, x nugta
M ning urinish nuqtasi deyiladi. M ning barcha urinish nuqtalaridan iborat
to‘plam M ning yopig‘i deyiladi va [M] yoki M bilan belgilanadi.

Shunday qilib, biz metrik fazo gism to‘plamlari uchun ulardan ularning
yopig‘iga o‘tish amalini anigladik. To‘plam yopig‘i amali quyidagi xossalarga
ega.
20.1-teorema. Ushbu tasdiglar o‘rinli:

) M C[M];

) [[M]] = [M];

3) agar My C My bo‘lsa, u holda [My] C [Ms];
4) [MyUMs] = [My] U [Mo].

1

[\

Isbot. M to‘plamning har bir nuqtasi uning uchun urinish nuqtasi bo‘lishi
bevosita ta’rifdan kelib chiqadi, shuning uchun M C [M].

Endi ikkinchi tasdiq isbotiga o‘tamiz. Birinchi tasdiqqa ko‘ra [M] C [[M]].
Endi =z € [[M]] ixtiyoriy nugta bo‘lsin. U holda ixtiyoriy € > 0 uchun
O o (x) [M] # 0, ya'ni shunday y € [M] mavjudki, p(z,y) < g Shunga
oxshash, O (y) (VM # (. Ya'ni shunday z € M mavjud bo'lib, p(y, z) <
g bo‘ladi. U holda uchburchak aksiomasiga ko‘ra

£ 3
p(.QT,Z) Sp(xay)—’_p(yaz) <§+§:€

bo‘ladi, ya'ni O. () (VM # (. Bundan x € [M] ekanligi kelib chiqadi. Shun-
day ekan, [[M]] C [M]. Demak, [[M]] = [M].

Uchinchi tasdigning isboti. [M;] to‘plamning ixtiyoriy x nuqtasini olamiz.
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U holda ixtiyoriy € > 0 uchun O. (z)(M; # 0. Bundan O. (z)(\ My # 0
ekanligi kelib chiqadi. Demak, x nugta M, to‘plamning urinish nuqgtasi, ya'ni
x € [Ms] ekan. Bundan [M;] C [M,].

Nihoyat, to‘rtinchi tasdiq isbotiga o‘tamiz. Agar x € [Mi|J Ms] bo'lsa,
u holda ixtiyoriy € > 0 uchun O. (z) () (M1 |J M) # 0 bo‘ladi. Bundan,
O:(x)My # 0 yoki O.(z)(\ My # 0 tengsizliklardan kamida bittasi
bajariladi. U holda = € [M;] yoki « € [My], bundan x € [M;]{J[Ma]
ekan. Ya'ni [M;|JM,] C [Mi]J[M,]. Ikkinchi tomondan, M; C My |J M,
va My C M;|JMs bo‘lgani uchun, 3-tasdiqqa ko‘ra [Mi] C [M;|J Mo
va [Ms] C [M;y|JMs] . Shunday ekan, [M;]|J[Ms] C [M;|J Ms]. Demak,
My U[Mo] = [My U M) - A

20.4-ta’rif. X metrik fazo va M uning xos qism to‘plami bo‘lsin. Agar
x € X ning ixtiyoriy O- (x) atrofi M ning cheksiz ko‘p elementlarini saqlasa,
u holda x € X nugta M to‘plamning limitik nugtast deyiladi.

M ning barcha limitik nuqtalari to‘plami M’ bilan belgilanadi. Agar M =
M’ bo'lsa M ga mukammal to‘plam deyiladi.

To‘plamning limitik nugtasi shu to‘plamga tegishli bo‘lishi ham, bo‘lmasligi
ham mumkin.

20.2. Agar Q ratsional sonlar to‘plami bo‘lsa, u holda R ning har bir
nuqtasi Q uchun limitik nuqta bo‘ladi.

20.5-ta’rif. Agar M to‘plamga tegishli x nugta uchun shunday € > 0
mavjud bo‘lib, O-(x) (M = {x} bo‘lsa, u holda x nugta M to‘plamning
yakkalangan (yolg‘iz) nuqgtasi deyiladi.

O‘quvchi mustaqil isbotlashi mumkin bo‘lgan quyidagi tasdiglar o‘rinli.
M to‘plamning istalgan urinish nuqtasi shu to‘plamning limitik nuqtasi, yoki
yakkalangan nuqtasi bo‘ladi. Bu yerdan xulosa sifatida kelib chiqadiki, [M]
to'plam uch turdagi nuqtalardan tashkil topadi:
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1) M to‘plamning yakkalangan nuqtalari,
2) M ga tegishli bo‘lgan, M ning limitik nuqtalari,
3) M ga tegishli bo‘lmagan M ning limitik nuqtalari.

Bu xulosalardan kelib chiqadiki, M dan uning yopig‘i [M] ga o‘tish uchun,
M ga uning limitik nuqgtalarini qo‘shib olish bilan amalga oshiriladi, ya'ni
M]=MUM'.

20.1. Metrik fazolarda yaqginlashish

20.6-ta’rif. X metrik fazoda x1, xo,..., T, ... nuqtalar ketma-ketlig
va x nugta berilgan bo‘lsin. Agar ixtiyoriy € > 0 uchun shunday ng nomer
mavjud bo‘lib, barcha n > ng lar uchun x, nuqta x ning O (x) atrofi-
ga tegishly bo‘lsa, u holda bu ketma-ketlik x nugtaga yaqginlashadi deyilada.
Agar {x,} ketma-ketlik x nuqtaga yaginlashsa, u holda x nugta {z,} ketma-
ketlikning limiti deyilads.

Bu ta’rifni quyidagicha ham ifodalash mumkin. Agar

lim p (z,,2) =0

n—00
munosabat bajarilsa, {z,} ketma-ketlik x nuqtaga yaginlashadi deyiladi.

Yaqinlashuvchi ketma-ketlik ta’rifidan quyidagi ikki xulosa bevosita kelib
chiqadi:
1) hech qanday ketma-ketlik ikkita har xil limitga ega emas;
2) agar {z,} ketma-ketlik = nuqtaga yaginlashsa, u holda uning ixtiyoriy
qismiy ketma-ketligi ham x nuqtaga yaqginlashadi.

20.2-teorema. Biror x nugta M to‘plamning urinish nugtasi bo lishi
uchun M da x ga yaginlashuvchi {x,} ketma-ketlikning mavjud bo Tlishi
zarur va yetarl.

Isbot. Zaruriyligi. * nuqta M to‘plamning urinish nuqtasi bo‘lsin. U hol-
da ixtiyoriy n natural son uchun O, (v) atrofda kamida bitta x, € M

element mavjud. Bu z, nuqtalardan tuzilgan {x,} C M ketma-ketlik x
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nuqtaga yaqinlashadi.

Yetarliligi. Agar {x,} C M ketma-ketlik = nuqtaga yaqinlashsa, ixtiyoriy
e > 0 uchun shunday ny nomer mavjud bo‘lib, n > ngy bo‘lganda x,, € O. ()
bo‘ladi, yani O. (z) (M # (. Demak, x nuqta M ning urinish nuqtasi
bo‘ladi. A

Agar x — M to‘plamning limitik nuqtasi bo‘lsa, u holda x,, € Oy, (z) (| M
nuqtalarni har xil qilib tanlash mumkin, chunki O, ,, (z) (] M — cheksiz to‘plam.
Shunday qilib, z nuqta M to‘plam uchun limitik nugta bo‘lishi uchun M da
x ga yaqinlashuvchi har xil nugtalardan tashkil topgan {z,} ketma-ketlikning

mavjud bo‘lishi zarur va yetarli.

X metrik fazoni Y metrik fazoga akslantiruvchi f akslantirish uzluksizligi
tushunchasini quyidagicha ham ta’riflash mumkin. Bizga f: X — Y akslan-
tirish va xgp € X nuqgta berilgan bo‘lsin. Agar zy nuqtaga yaginlashuvchi
ixtiyorly {x,} ketma-ketlik uchun unga mos keluvchi {y, = f (z,)} ketma-
ketlik yo = f (xg) nuqtaga yaqinlashsa, f: X — Y akslantirish xq nuqtada
uzluksiz deyiladi. 19-§ da keltirilgan 19.2-ta’rif bilan bu ta’rifning teng kuchli

ekanligini isbotlashni o‘quvchiga qoldiramiz.
20.2. Zich to‘plamlar

20.7-ta’rif. X metrik fazoning ikkita A va B qism to‘plamlari berilgan
bo‘lsin. Agar B C [A] bo‘lsa, u holda A to‘plam B to‘plamda zich deyiladi.
Xususan, agar [A] = X bo'lsa, A to‘plam hamma yerda zich (X da zich)
deyiladi. Agar A to‘plam birorta ham sharda zich bo‘lmasa (ya’ni har bir
B C X sharda A to‘plam bilan umumiy elementga ega bo‘lmagan B’ shar
saglansa), u holda A hech yerda zichmas to‘plam deyilads.

20.3-misol. Q - ratsional sonlar to‘plami R da zich to‘plamdir.

20.4. Natural sonlar to‘plami N haqiqiy sonlar metrik fazosi R ning hech

yerida zichmas to‘plamdir.
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Endi hamma yerda zich sanoqli gism to‘plamga ega bo‘lgan metrik tazo-
larga misollar qaraymiz. Odatda hamma yerda zich sanoqli gism to'plamga

ega bo‘lgan metrik fazolar separabel metrik fazolar deyiladi.

20.5. 19.1-misolda keltirilgan diskret fazo, hamma yerda zich sanoqli gism
to‘plamni fazoning elementlari sanoqli bo‘lgan holda va faqat shu holda saqlay-
di. Chunki, bu fazoda ixtiyorty M uchun [M] = M tenglik o‘rinli. Shuning
uchun diskret fazo separabel bo‘lishi uchun uning sanoqli bo‘lishi zarur va

yetarli.

20.6. Haqiqiy sonlar to‘plami R separabel metrik fazodir, chunki ratsional

sonlar to‘plami QQ sanoqli va u R ning hamma yerida zich.

20.7. R", R}, R}, va R} (1 < p < oo) metrik fazolarning hammasi-
da ratsional koordinatali nuqtalar to‘plami sanoqli va hamma yerda zichdir.

Shuning uchun R", R R va Rg, p > 1 lar separabel metrik fazolardir.

20.8. Cla, b], Cila, b] va Csa, b] metrik fazolarda ratsional koeffit-
siyentli ko‘phadlar to‘plami sanoqli va hamma yerda zichdir. Shunday ekan,

ular separabel metrik fazolardir.

20.9. {5 fazoda hadlari ratsional sonlar bo‘lib, ulardan cheklitasi noldan
farqli bo‘lgan ketma-ketliklar to‘plami sanoqli bo‘ladi va u ¢ ning hamma

yerida zich. Demak, fo— separabel metrik fazo.

20.10. Yuqoridagi metrik fazolardan farqli o‘'laroq m separabel bo‘lmagan
metrik fazoga misol bo‘ladi. Buni isbotlash uchun hadlari 0 va 1 lardan ibo-
rat barcha mumkin bo‘lgan ketma-ketliklar to‘plamini ® bilan belgilaymiz.
® C m va ikkita ixtiyoriy x,y € ® ketma-ketliklar kamida biror hadi bilan
farq qilgani uchun p(z,y) =1 . Ma'lumki, ®— sanoqsiz (kontinuum quvvatli)
to'plam. ® ning elementlarini markaz qilib, radiusi % ga teng ochiq sharlarni
olamiz. Bu sharlar o‘zaro kesishmaydi. Agar biror M C m to‘plam hamma

yerda zich bo‘lsa, har bir sharda M ning kamida bitta elementi yotadi. Shar-
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lar soni ® dagi elementlar soniga teng. M dagi elementlar soni esa sharlar
sonidan, shuning uchun, ® dagi elementlar sonidan kam emas. Shunday ekan,
M —sanoqgsiz to‘plam. Demak, m ning hamma yerida zich sanoqli to‘plam
mavjud emas ekan.

20.11. ¢,, p > 1 va ¢y fazolarda hadlari ratsional sonlar bo‘lib, ulardan
cheklitasi noldan farqli bo‘lgan ketma-ketliklar to‘plami sanoqli bo‘ladi va u
¢, va cyp fazolarning hamma yerida zich. Demak, ¢, va ¢y separabel metrik
fazolar bo‘ladi.

20.3. Ochiq va yopiq to‘plamlar

20.8-ta’rif. X metrik fazodagi M to‘plam uchun M = [M] tenglik
bajarilsa, M ga yopiq to‘plam deyiladi. Boshqgacha aytganda, agar to‘plam
o ‘zining barcha limitik nugtalaring saqlasa, u yopiq to‘plam deyilads.

Ta’kidlash lozimki, 20.1-teoremaga ko‘ra M to‘plamning yopig‘i [M]— yopiq
to‘plamdir, hamda [M] to‘plam M ni o‘zida saqlovchi minimal yopiq to‘plamdir.

20.12-misol. Har qanday metrik fazoda yopiq shar yopiq to‘plam bo‘ladi.
Xususan, Cla, b] fazoda ixtiyoriy C' > 0 uchun |f (z)| < C' shartni qanoat-
lantiruvchi funksiyalar to‘plami yopiq to‘plam bo‘ladi.

20.13. Cla, b] fazoda |f (z)| < C (ochiq shar) shartni qanoatlantiruvchi
funksiyalar to‘plami yopiq emas, uning yopigi |f (z)| < C shartni qanoat-
lantiruvchi funksiyalar to‘plamidan iborat.

20.14. Har qanday X metrik fazoda X va () to‘plamlar yopiq to‘plamlardir.

20.15. Har qanday metrik fazoda chekli to‘plam yopiqdir.

20.3-teorema. Iztiyoriy sondagi yopiq to‘plamlar kesishmasi va chekl
sondagi yopiq to ‘plamlar yigindisi yopiqdir.

Isbot. Ixtiyoriy sondagi F|, yopiq to‘plamlarning

F:ﬂm

kesishmasini garaymiz. F' to‘plamning ixtiyoriy = limitik nuqtasini olaylik. U
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holda x ning ixtiyorly O. (x) atrofida F ning cheksiz ko‘p elementi mavjud.
Shunday ekan, O. (x) da har bir F, ning cheksiz ko‘p elementi mavjud. Bu
ko‘rsatadiki, x nuqgta har bir F,, uchun limitik nuqta bo‘ladi va F|, lar yopiq

bo‘lgani uchun har bir a da x € F, . Bundan
reF=()F,

ekanligi kelib chigadi, ya'ni F' yopiq to‘plam.
Endi F'— cheklita yopiq to‘plamlar yig‘indisi, ya'ni

F = O Fy,
k=1
va x ¢ F bo'lsin. U holda = ¢ Fy, k = 1,2,...,n, ya'ni x nuqta Fj
uchun limitik nugta bo‘la olmaydi. Shuning uchun x ning O, (), O, (z), ...,
O., (x) atroflari mavjudki, O, (x) da F} ning ko‘'pi bilan cheklita elementi

bo‘lishi mumkin. Agar

€ = min &
1<k<n

desak, O.(x) atrofda har bir Fj to‘plam elementlari soni cheklitadan ko'p
emas. U holda O.(x) atrofda F = CJ F}. to‘plam elementlarining soni ham
cheklitadan ko‘p emas. Shuning uchllfrzllx nugta F uchun limitik nuqta bo‘la
olmaydi. Ya’'ni F' ning barcha limitik nuqtalari o‘zida saglanadi. Demak, F'—
yopiq to‘plam. A

20.9-ta’rif. Agar x € M nuqgta uchun shunday ¢ > 0 mavjud bo‘lib,
O.(x) atrof M da to‘liq saqlansa (O.(x) C M), u holda x nugta M to‘plam-
ning ichki nuqtasi deyiladi. Faqat ichki nuqtalardan tashkil topgan to‘plam
ochiq to‘plam deyiladi. M ning barcha ichki nugtalaridan iborat to‘plam ]\04
bilan belgilanads.

20.16-misol. R sonlar o‘qida ixtiyoriy (a,b) interval ochiq to‘plamdir.
Hagigatan ham, agar = € (a,b) desak, ¢ = min{zx — a, b — z} son uchun

O.(z) C (a,b).
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20.17. Cla, b] fazodagi g funksiyani olib, tayinlaymiz va G orqali f(t) <
g(t), t € [a, b] shartni qanoatlantiruvchi funksiyalar to‘plamini belgilaymiz.
U holda G ochiq to‘plam bo‘ladi.

20.4-teorema. M to‘plam ochiq bo‘lishi uchun uning butun fazogacha
to‘ldiruvchisi X\M yopiq bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. Zaruriyligi. M ochiq to‘plam bo‘lsin. U holda M dan olingan har
bir & nuqta o‘zining biror O (x) atrofi bilan M ga tegishli bo‘ladi, ya'ni
O. (z) V(X \ M) = 0. Shuning uchun X\M ga tegishli bo‘lmagan nuqta
X\M uchun urinish nuqtasi bo‘la olmaydi, ya'ni X\M— yopiq to‘plam.

Yetarliligi. X\ M yopiq to‘plam bo‘lsin. U holda uning o‘ziga tegishli bo‘l-
magan urinish nuqtasi yo‘q, ya’ni har bir x uchun shunday O.(x) atrof
mavjud bo‘lib, O. (z) C M bo‘ladi. Demak, M ochiq to‘plam. A

20.18. Bo‘sh to‘plam va X fazo yopiq to‘plamlardir. Ular biri-ikkinchisining
to‘ldiruvchisi bo‘lgani uchun 20.4-teoremaga ko‘ra () va X lar ochiq to‘plamlar
ham bo‘ladi.

Ikkilik prinsiplari hamda 20.3 va 20.4-teoremalar natijasi sifatida quyidagi
teoremani keltiramiz.

20.5-teorema. Irtiyoriy sondagi ochiq to ‘plamlar yigendisi va chekli son-
dagi ochiq to‘plamlar kesishmasi yana ochiq to ‘plamdir.

20.4. Sonlar o‘qidagi ochiq va yopiq to‘plamlar

Ixtiyoriy metrik fazoda, hattoki Evklid fazosida ham, ochiq va yopiq to‘p-
lamlar strukturasi, umuman olganda, juda murakkab. Ammo, bir o‘lchamli
Evklid fazosida, ya'ni sonlar o‘qida barcha ochiq to‘plamlarni (shu jumladan
yopiq to‘plamlarni) tavsiflash qiyin emas. Sonlar o‘gidagi ochiq to‘plamlar
tavsifi quyidagi teorema orqali ifodalanadi.

20.6-teorema. Sonlar o‘qidagi ixtiyoriy ochiq to‘plam chekli yoki sanoqli

sondagi o ‘zaro kesishmaydigan intervallar yig‘indisi ko ‘rinishida tasvirlanads.
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Isbot. Sonlar o‘qidagi G ochiq to‘plamni qaraymiz. G to‘plam elementlari
orasida ekvivalentlik munosabatini kiritamiz. Agar x,y € G nugtalar uchun
shunday (a, ) interval mavjud bo'lib, z,y € (a,3) C G bo'lsa, z ~ y
deymiz. Ravshanki, bu munosabat refleksiv va simmetrikdir. Bundan tashqari
x ~ 1y va y ~ z bo‘lgani uchun shunday (a,3) va (7,d) intervallar mavjud
bo‘lib, x,y € (o, 3) C G va y,z € (7,0) C G bo‘ladi. Bundan v <y < 3 va
(a, B) (7, 0) # 0 larga ko'ra (o, ) ()(7,0) C G bo'lishi kelib chiqadi. Agar
a = min{a,v}, b = max{3,d} desak, x,z € (a,b) = (o, ) J(7,9) C G
bo‘ladi. Shunday ekan, x ~ z ekanligi, ya'ni kiritilgan munosabatning tranzi-
tivligi kelib chigadi. Shuning uchun, G o‘zaro kesishmaydigan I, bir-biri bilan
ekvivalent nugtalarning sinflariga ajraladi, yami G = J. I;. Har bir I, ning
interval ekanligini ko‘rsatamiz. a = inf I., b = sup I belgilashlarni kirita-
miz. I, ning tuzilishiga ko‘ra a ¢ I, va b ¢ I,. U holda I, C (a, b). Ikkinchi
tomondan, agar x <y, x,y € I, desak, I ning tuzilishiga ko‘ra (z,y) C I, .
Bundan tashqari ¢ dan o‘ng tomonda va a ga istalgancha yaqin, b dan chap
tomonda va b ga ixtiyoriy yaqinlikda I, ning elementlari mavjud. Shuning
uchun, chetlari (a,b) ga tegishli ixtiyoriy (a’,0’) interval I, da saqlanadi.
Bundan I, = (a,b) tenglik kelib chigadi. Bunday kesishmaydigan I, interval-
lar soni ko‘pi bilan sanoqli, chunki har bir I, interval kamida bitta ratsional
nuqtani saglaydi. Shuning uchun intervallar soni ratsional nuqtalar sonidan

ko'p emas. A

Yopiq to‘plamlar ochiq to‘plamlarning to‘ldiruvchi to‘plami bo‘lgani uchun,
ixtiyoriy yopiq to‘plam sonlar o‘qidan chekli yoki sanoqlita o‘zaro kesishmay-

digan intervallarni chigarib tashlashdan hosil bo‘ladi.

20.19. R da sodda yopiq to‘plamlarga misol sifatida kesmalar, alohida

nuqtalar va chekli shunday to‘plamlar yig‘indisini qarash mumkin.

20.20. Murakkabroq yopiq to‘plamga misol sifatida Kantor to‘plam: ni
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keltirish mumkin. Kantor to‘plamining qurilishi va kontinuum quvvatli ekanligi
4.7-misolda keltirilgan. Uning o‘lchovi nol ekanligi 6.3-misolda ko‘rsatilgan.
U kontinuum quvvatli, nol o‘lchovli to‘plam. Kantor to‘plamining quyidagi
xossalarini isbotlang.

1) Kantor to‘plamining yakkalangan nuqtalari mavjud emas.

2) Kantor to‘plamining ichki nuqtalari mavjud emas, ya’ni [O( = 0.

3) Kantor to‘plami mukammal to‘plam, yami K = K'.

4) Kantor to‘plami [0, 1] kesmaning hech yerida zich emas.

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqglar

1. M= {:13 eR?: 2?4+ 23 < 1} to ‘plamni R? metrik fazoda ochiq to ‘plam

bo ‘lishini isbotlang.

2. M = {:1: eRZ:1<ai+23< 4} to ‘plamni R? metrik fazoda yopig

to‘plam bo ‘lishini isbotlang.
3. Ratsional sonlar to‘plami Q ning yopig‘ini toping.
4. Q ni R ning hamma yerida zich ekanligini isbotlang.

5. DButun sonlar to‘plami Z ni R ning hech yerida zich emasligini isbot-

lang.
6. Q ning barcha yakkalangan nugtalari to‘plamini toping.
7. Z mning barcha yakkalangan nugtalari to‘plamini toping.
8. R\Q ning barcha limitik nugtalari to‘plamini toping.
9. To‘plam yopig‘ining xrossalarini keltiring.

10. Sanogli sondagi ochiq to ‘plamlarning kesishmasi ochiq to‘plam bo‘lmas-

ligiga misol keltiring.
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11. Sanoqli sondagi yopiq to ‘plamlarning birlashmasi yopiq to ‘plam bo ‘Imas-

ligiga misol keltiring.

12. Kantor to‘plami [0, 1] kesmada zichmi? K to‘plam [0, 1] kesmadagi

biror (a,b) intervalda zich bo‘la oladimi?

13. Kantor to‘plamining Lebeg ma nosida o‘lchovli ekanligini ko ‘rsating.

Uning o‘lchovini toping.
14. Kantor to‘plamining barcha yakkalangan nugtalars to ‘plamini toping.
15. Diskret metrik fazoda ixtiyoriy M uchun M = [M] tenglikni isbotlang.
21-§. To‘la metrik fazolar

Matematik analizdan ma’lumki, har qanday fundamental sonli ketma-ketlik
yaqinlashuvchidir. Bu tasdiq sonlar o‘qining to‘laligini ifodalaydi. Quyida ko‘r-
satiladiki, ixtiyoriy metrik fazoda har ganday fundamental ketma-ketlik yaqin-
lashuvchi (21.8-misolga qarang) bo‘lavermaydi.

21.1-ta’rif. Agar iztiyoriy € > 0 wuchun shunday N natural son mavjud
bo lib, barcha n > N. va m > N. nomerlar uchun p(x,,z,) < & tengsizlik
bajarilsa, u holda {x,} fundamental ketma-ketlik deyiladi.

Uchburchak aksiomasidan bevosita kelib chiqadiki, har ganday yaqinla-
shuvchi ketma-ketlik fundamentaldir. Hagiqatan ham, agar {x,} ketma-ketlik
x ga yaqinlashsa, ixtiyoriy € > 0 uchun shunday N. son mavjudki, barcha
n > N nomerlarda p(z,,z) < €/2 tengsizlik bajariladi. U holda ixtiyoriy

n > N, va m > N, nomerlar uchun

£ €
p (T, Tm) < pan,x) + p(z,20) < ;T3 <e

Demak, {z,} fundamental ketma-ketlik ekan.
21.2-ta’rif. Agar X metrik fazoda ixtiyoriy fundamental ketma-ketlik yaqgin-
lashuvchi bo‘lsa, u holda X to‘la metrik fazo deyiladi.
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21.1-misol. Yakkalangan nuqtalar fazosida faqatgina statsionar (ya’ni biror
nomerdan boshlab hamma nomerlarda birgina nuqta takrorlanadigan) ketma-
ketliklar fundamental va shuning uchun yaginlashadi, ya'ni bu fazo to‘la.

21.2. R— fazoning to‘laligi matematik analiz [4] kursidan ma’lum.

21.3. R" to‘la metrik fazodir. Isbotlang.

Isbot. Faraz qilaylik, =) = (x&p),x;p),...,x%p)) — R”" dagi ixtiyoriy
fundamental ketma-ketlik bo‘lsin. U holda har bir € > 0 uchun shunday N

nomer mavjud bo‘lib, barcha p > N. va ¢ > N. nomerlar uchun

" 2
p(z?), (@) = Z <x§€p) — x,?)) <e. (21.1)
k=1

Natijada har bir £ € {1,2,...,n} uchun {ngp)} ketma-ketlik barcha p > .

va, ¢ > N, nomerlar uchun ‘x,(f) —x;q)

ya'ni {x,(ﬂp)} 1 fundamental sonli ketma-ketlikdir va R fazo to‘la bo‘lganligi
p:

< ¢ tengsizlikni qanoatlantiradi,

uchun u yaqginlashuvchi bo‘ladi. Uning limitini

2, = lim x]ip), ke{l,2,...,n}

p—0o0

orqali belgilaymiz. U holda, (21.1) tengsizlikda p > N. deb ¢ — oo da limitga

o‘tsak

k=1

tengsizlikka ega bo‘lamiz. Bundan

lim #®) = (21, 29,...,2,) = . A
p—00

21.4.-21.5. Ry, va R} fazolarning to‘laligi ham shunga o‘xshash isbot-
lanadi.

21.6. Cla, b] fazo to‘la metrik fazodir. Isbotlang.
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Isbot. {z,} C Cla, b] ixtiyoriy fundamental ketma-ketlik bo‘lsin. U hol-

da har bir € > 0 uchun shunday N. mavjudki, n,m > N. bo‘lganda

P (Tp, ) = max |x, (t) —x, ()| < e (21.2)

a<t<b
tengsizlik bajariladi. Bu esa {x,} funksional ketma-ketlikning [a, b] kesmada
tekis yaqinlashish shartidir. Shuning uchun {z,} ketma-ketlik [a, b] kesmada
aniglangan biror x uzluksiz funksiyaga tekis yaqginlashadi. Agar (21.2) teng-

sizlikda n > N, bo‘lganda m — oo da limitga o‘tsak,

— — <
p(xn, z) =max |, (t) —z(t)| <€

tengsizlik kelib chiqadi, yani {z,} ketma-ketlik Cfa, b] fazo metrikasida x
funksiyaga yaqginlashadi. A
21.7. {5 to'la metrik fazodir. Isbotlang.
Isbot. {2} C ¢, ixtiyoriy fundamental ketma-ketlik bo‘lsin. U holda har

bir € > 0 uchun shunday N. mavjudki, n,m > N. bo‘lganda

s 2
P (m(”), x(m)) = Z (:U](Cn) — y::,im)> <e€ (21.3)
k=1
tengsizlik bajariladi, bu yerda x™ = (:Ugn),:cgn), . ,x,(fn), . > (21.3) dan
kelib chiqadiki, ixtiyoriy &£ natural son uchun ‘ x,(gn) — x](fm) ‘ < € bo‘ladi, ya'ni

har bir k£ da x,(:) haqiqiy sonlar ketma-ketligi fundamentaldir va shuning

uchun u yaqginlashadi. Aytaylik,

x = lim x,gn), k=12 ...

n—00
bo‘lsin. Endi x bilan yuqoridagi zj, limitlar orqali tuzilgan (x1, o, ..., Tk, .. .)
ketma-ketlikni belgilaymiz.
Quyidagilarni ko‘rsatishimiz kerak:
a) koo 73 < 00, yani x € ly;
=1
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b) lim p (z, x(”)) = 0.

n—oo

(21.3) tengsizlikka asosan har bir belgilangan N natural son uchun

N 2
S (o))’ <

k=1
tengsizlik o‘rinli. Bu tengsizlikning chap tomonidagi yig‘indida cheklita qo‘shi-

luvchi bo‘lgani uchun n > N, ni tayinlab, m — oo da limitga o‘tsak,

N 2
Z <$§€n) - xk) < e

k=1
tengsizlikka kelamiz. Bu tengsizlik barcha N larda o‘rinli, shuning uchun
N — oo da limitga o‘tsak,
x, —xp) <c¢ (21.4)
k=1

tengsizlikka ega bo‘lamiz.

MO CTD)
k=1 k=1

qatorlar yaqinlashuvchi bo‘lgani va

St 3 (el ) <23 () 423 (o)
k=1 k=1 k=1 k=1
munosabatdan .
> i
k=1

qatorning yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqadi, yani a) tasdiq isbotlandi.
(21.4) tengsizlikda € > 0 ixtiyoriy son bo‘lgani uchun

s 2
lim p (x, x(”)) = lim \ Z (:Ek — :c,i”)> =0
k=1

tenglik o‘rinli bo‘ladi, ya’ni ¢ fazo metrikasida (™ — z. b) tasdiq ham isbot

bo‘ldi. A
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21.8. Cy[—1, 1] metrik fazo to‘'la emas. Isbotlang.

Isbot. Buning uchun Cy|—1, 1] fazoda uzluksiz funksiyalarning

-1, xzel[-1, —1/n],
fol@)=4 nx, z€(-1/n, 1/n),
I, z€ll/n, 1]

21.1-chizma

ketma-ketligini qaraymiz. Bu ketma-ketlik Cy[—1, 1] fazoda fundamentaldir,
chunki barcha = € [—1, 1] lar uchun |f, () — f,, (x)| < 1 ekanligini hisobga
olsak va n < m desak,

1 l/n 2

p2(fn,fm):/ (fn(x)—fm(a:))Qdafg/ lde = — — 0, n — oo.

~1 —~1/n n
Biroq {f.} ketma-ketlik Cy[—1, 1] fazodagi birorta ham funksiyaga yaqin-
lashmaydi. Haqiqatan ham, f € Cs[—1, 1] ixtiyoriy funksiya va

-1, agar x € [-1, 0),

plr) =
1, agar x € [0, 1]

nol nugtada uzilishga ega funksiya bo‘lsin. Ko‘rinib turibdiki,

(

0, ze[-1, —=1/n]U[1/n, 1],
fo(®)—@(x) =4 nz+1, z€(~1/n, 0),
nr—1, x€][0, 1/n).

\
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Bundan tashqari barcha x € [—1, 1] lar uchun |f, (x) — ¢ ()| < 1. Shuning

uchun
1 1/n
/(fn(x) —gD(:E))Qd:E = / (fn (x) —gp(x))de < % — 0, n— .
-1 -1/n

(21.5)
Agar Minkovskiy tengsizligidan foydalansak ((19.22) ga qarang),

U (f(w)—w(w))zdfcr <

1

1
2 2

<[[ vw-nera] <[ w-cwra) e

1
tengsizlikka kelamiz. Endi quyidagi

/_ (F () — o (@) dz > 0 (21.7)

1
tengsizlikni isbotlaymiz. Uning isbotini ikki holga ajratamiz.
1) Faraz qilaylik, f(0) < 0 bo‘lsin, u holda f ning uzluksizligiga ko‘ra
shunday 07 > 0 mavjudki, barcha z € [0, 1] lar uchun f(z) < 1/2 bo‘ladi.

Bundan
f@) =g @)">1/4, z €0, &) (21.8)
tengsizlik kelib chiqadi. (21.8) tengsizlikni [0, d1] kesma bo‘yicha integrallab,

1 5
/ (f () — ¢ () dz > /0 (f (x) — ¢ (z))" dz > %

1

tengsizlikka kelamiz.
2) Agar biz f(0) > 0 deb faraz qilsak, u holda shunday dy > 0 mavjudki,
barcha © € [—dy, 0) lar uchun |f (z) — ¢ (x)| > 1/2 bo‘ladi. Bundan

[ G@-p@raz [ 1@-e@ias2

1 —52
Demak, (21.7) tengsizlik isbot bo‘ldi. (21.6) tengsizlikdan

1
2

[ -nere] >

1
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-/ () so(x>>2dxr -1/ (@) - o)l L)

1 1
ni olamiz. (21.5), (21.7) va (21.9) lardan

ot = | [ @ (x»?dxr

1
ning nolga yaqinlasha olmasligi kelib chigadi, ya'ni { f,} ketma-ketlik Co[—1, 1]
dagi birorta ham funksiyaga yaginlasha olmaydi. A

21.9. 4,, p>1 va m, c, ¢ fazolar to'la metrik fazolardir.

21.1. Ichma-ich joylashgan sharlar hagidagi teorema

Ma’lumki, analizda ichma-ich joylashgan kesmalar haqgidagi lemma keng
qo‘llaniladi. Metrik fazolar nazariyasida esa ichma-ich joylashgan yopiq shar-
lar hagidagi teorema deb ataluvchi quyidagi teorema shunga o‘xshash muhim
ahamiyatga ega.

21.1-teorema. X metrik fazo to‘la bo ‘lishi uchun undagi ixtiyoriy ichma-
ich joylashgan va radiuslars nolga intiluvchi yopiq sharlar ketma-ketligining
kesishmasi bo‘sh bo‘lmasligi zarur va yetarlidir.

Isbot. Zaruriyligi. X to‘la metrik fazo bo‘lsin va By, Bs, B3, ... - ichma-
ich joylashgan yopiq sharlar ketma-ketligi bo‘lib, ularning radiuslari ketma-
ketligi nolga intilsin. B,, sharning markazi x, nuqtada va radiusi r, bo‘lsin.
Barcha m > n lar uchun p(z,,x,) < r, va n — oo da r, — 0 bo‘lgani
uchun, sharlarning markazlari ketma-ketligi {x,} fundamentaldir. X to‘la

metrik fazo bo‘lgani uchun lim x, mavjud. Aytaylik,
n—oo

lim z, =«
n—oo

bo‘lsin. Har bir n da barcha m > n lar uchun x,, € B,,. Shunday ekan, har

bir n da x nuqta B, shar uchun urinish nuqtasi bo‘ladi. Barcha n larda B,
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yopiq bo‘lgani uchun x € B,,. U holda
x € ﬂ B, = ﬂ B, # 0.
n=1 n=1

Yetarliligi. X da ixtiyoriy {x,} fundamental ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. U

holda bu ketma-ketlik uchun shunday n; nomer topiladiki, barcha n > ny lar-
1

da p(zp, xn,) < 5 tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Markazi z,, nuqtada va radiusi 1

ga teng B yopiq sharni olamiz. Keyin ns > n; nomerni shunday tanlaymiz-

1
ki, barcha n > ny larda p(z,,x,,) < 2 tengsizlik bajarilsin. Markazi x,,

nuqtada va radiusi 5 % teng By yopiq sharni olamiz. Tanlanishiga ko‘ra,

1
By C By, i =1, rg = 3 Endi n3 > ny nomerni shunday tanlaymizki,
barcha n > ng larda p(x,,x,,) < 3 tengsizlik bajarilsin. Agar shu usulda
Ty, Tny, - - - Ty, Nuqtalar tanlangan bo‘lsa, u holda w,,,, nuqtani shunday
1

tanlaymizki, ngi1 > ng va barcha n > ngy; larda p(:z:n,xnk+1) < SR

bo‘lsin. Yuqoridagidek markazi x,,,, da va radiusi o5 82 teng bo‘lgan yopiq
sharni Bjyy1 orqali belgilaymiz. Sharlarni bunday qurish jarayonini davom

ettira borib, ichma-ich joylashgan yopiq sharlar ketma-ketligini hosil gilamiz
1

= F}’ k — oo da nolga inti-

va ularning radiuslari ketma-ketligi {rk

o0 (0.9]
ladi. Teorema shartiga ko‘ra, (| B, # 0 va = € () B, bo‘lsin. Bu sharlar
n=1 n=1
ketma-ketligi umumiy nuqtaga ega va bu nuqtani x deb belgilaymiz. Bj shar-
lar ketma-ketligining qurilishiga ko‘ra x nuqta {z,, } ketma-ketlikning limiti
bo‘ladi. {z,} fundamental ketma-ketlikning {z,, } qismiy ketma-ketligi x
nuqgtaga yaqinlashgani uchun, {z,} ham z nuqtaga yaqinlashadi. Shunday
qilib, z = lim «,,. A
n—oo
21.2-teorema (Ber teoremasi). To‘la metrik fazoni hech yerda zich bol-

magan sanoqli sondagi to‘plamlar yigindisi ko‘rinishida tasvirlash mumkin

emas.
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Isbot. Teskaridan faraz qilaylik,

X:UMn

n=1

bo‘lsin, bu yerda M, larning har biri hech yerda zich bo‘lmagan to‘plamlar.
Radiusi 1 ga teng biror By yopiq sharni olamiz. Farazimizga ko‘ra M; to‘plam
By da zichmas. Shuning uchun radiusi %dan kichik shunday yopiq By C By
shar mavjudki, B;(\M; = 0. Hech yerda zichmas M, to‘plam B; shar-
da ham zichmas, shunday ekan, radiusi % dan kichik shunday By, C B
yopiq shar mavjudki, By () My = () va hokazo. Jarayonni shu usulda cheksiz
davom ettirib, yopiq sharlarning shunday ichma-ich joylashgan {B,} ketma-
ketligini hosil gilamizki, ularning radiuslari ketma-ketligi nolga intiladi. 21.1-

teoremaga ko'ra (| B, # (0. Faraz qilaylik, = € () B, bo‘lsin. B,, sharlar-

o0
ning tuzilishiga ko‘ra ixtiyoriy n da x ¢ M,, shunday ekan, = ¢ |J M,

n=1

yani X # |J M, . Bu farazimizga zid. A

n=1

21.2. Metrik fazolarni to‘ldirish

Agar R metrik fazo to‘'la bo‘lmasa, uni biror usul bilan (aslini olganda
yagona usul bilan) biror to‘la metrik fazo ichiga joylashtirishimiz mumkin.

21.3-ta’rif. Agar: 1) R metrik fazo R* to‘la metrik fazoning qism fazosi
bo‘lsa; 2) R to‘plam R* ning hamma yerida zich, ya'ni [R] = R* bo‘lsa, u
holda R* metrik fazo R metrik fazoning to‘ldirmasi deyilads.

21.3-teorema. Har bir R metrik fazo to‘ldirmaga ega va bu to‘ldirma
fazo R ning nuqtalarini qo‘zg‘almas holda qoldiruvchi izometriya aniqligida
yagonadir.

Isbot. Dastlab to‘ldirma fazoning yagonaligini isbotlaymiz. R* va R**
lar R ning ikkita to‘ldirma fazolari bo‘lib, p; va ps mos ravishda ulardagi

masofalar bo‘lsin. Ta’rifga ko‘ra, har bir * € R* uchun shunday {z,} C R
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ketma-ketlik mavjud bo‘lib, {z,} — 2* bo‘ladi. U holda

miinrgoo P (xn; xm) = miinnlm P1 (xn; xm) = miinnioo P2 (xna xm) =0

munosabatga ko‘ra, {x,} ketma-ketlik R, R* va R** fazolarda fundamental
ketma-ketlik bo‘ladi. Shuning uchun, yagona z** € R** mavjud bo'lib, {z,} —
. Bu ™ nuqta {x,} ketma-ketlikning tanlanishiga bog‘liq emas. Chunki,

agar {z,} — x* va {y,} — ¥ bo'lsa,

Tr, agar n =2k — 1,
Zn =
Yr, agar n = 2k

ketma-ketlik ham x* ga yaginlashadi. Tuzilishiga ko‘ra, {z,} — fundamental
va uning {z} qismiy ketma-ketligi z** nuqtaga yaqinlashadi. U holda {z,}
ning o‘zi ham z** ga yaqinlashadi va shunday ekan, {y,} qgismiy ketma-ketlik
ham z** ga yaqinlashadi. Ko‘rsatilgan yo‘l har bir z* € R* uchun yagona z**
ni mos qo‘yadi. R* va R™ o‘rtasida ¢(z*) = 2™ moslikni o‘rnatamiz. Agar
xr € R bolsa, r € R* va x € R*™ bo‘ladi, hamda =z, = x statsionar ketma-
ketlik z elementga R* va R* fazolarda yaqinlashadi.

Shuning uchun, ixtiyoriy « € R uchun ¢(x) = x. Bu usulda aniglangan ¢
moslik R* ni R™ ga o‘zaro bir qiymatli akslantiradi. Endi ¢ ning izometriya
ekanligini ko‘rsatamiz. Aytaylik, {z,} — z*, " € R* va {z,} — o™, =™ €
R* va {y.} — v*, v € R* va {y,} — vy, y™ € R™ bo'lsin. U holda

metrikaning uzluksizlik xossasiga ko‘ra
p1(z"y*) = lim py (@, y,) = lim p (2, yn)
n—oo n—oo

va

o (x**’y**) — lim p, (xn’ yn) = r}l—{gop (513n, yn) .

n—oo

Bundan

*
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Demak, R* ni R*™ ga o‘zaro bir giymatli akslantiruvchi ¢ moslik mavjud
bo‘lib, u quyidagi shartlarni qanoatlantiradi:
1) barcha x € R lar uchun ¢(x) = z;
2) agar ¥ < *, y* < y* bo'lsa, u holda p; (z*,y*) = p2 (2™ ,y™).
To‘ldirma fazoning yagonaligi isbotlandi.

Endi to‘ldirma fazoning mavjudligini isbotlaymiz. R ixtiyoriy metrik fazo

bo‘lsin. R dan olingan {x,} va {z,} fundamental ketma-ketliklar

lim p (z,,2),) =0

n—oo

shartni qanoatlantirsa, ular ekvivalent deb ataladi va {z,} ~ {z,} ko‘rinishda
yoziladi. Tekshirish qiyin emaski, fundamental ketma-ketliklar o‘rtasida kiri-
tilgan bu munosabat refleksiv, simmetrik va tranzitivdir.

Bundan kelib chiqadiki, R ning elementlaridan tuzilgan barcha funda-
mental ketma-ketliklar to‘plami har biri o‘zaro ekvivalent ketma-ketliklardan
tashkil bo‘lgan va kesishmaydigan sinflarga ajraladi. Endi R* fazoni aniglaymiz.
R* ning elementlari sifatida yuqorida aniglangan o‘zaro ekvivalent funda-
mental ketma-ketliklardan iborat sinflarni qabul gilamiz va unda masofani
quyidagicha aniqlaymiz. * va y* shunday sinflardan ikkitasi bo‘lsin. Bu sinf-
larning har biridan ixtiyoriy ravishda bittadan vakil tanlaymiz, yani {x,} €
z* va {y,} € y* fundamental ketma-ketliklarni olamiz. =* va y* orasidagi

masofani

lim p (2, yn) - (21.10)

o (e y") = lim
usulda aniqlaymiz. Masofani bu usulda aniglash nugsonlardan xoli ekanligini
ko‘rsatamiz, ya'ni (21.10) limit mavjud, hamda {z,} € z* va {y,} € y*
vakillarning tanlanishiga bog'liq emas.

Ushbu

| (Znsyn) = 0 (@ms ym) | < p (T Tma) + 0 (Y Yim) (21.11)
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tengsizlik ko‘rsatadiki, agar {z,} va {y,} lar fundamental ketma-ketliklar

bo‘lsa, ixtiyoriy € > 0 uchun shunday n va m lar mavjudki,

‘p(xnayn) - p(xmaym) ‘ <€

tengsizlik bajariladi. U holda ¢, = p(z,,y,) sonli ketma-ketlik Koshi kri-
teriysini qanoatlantiradi va shunday ekan, {c,} chekli limitga ega.

Bu limit {z,} € z* va {y,} € y* larning tanlanishiga bog'liq emas.
Haqiqatan ham, {z,} € 2*, {z.} € 2* va {y,} € v*, {y,} € y* bo'lsin.
{z,} ~{z,} va {y,} ~ {y,} bo‘lgani uchun

n—oo

lim p (a:n,x;l> =0 va limp (yn,y;t) =0
bo‘ladi. U holda

’p (TnyYn) — p (ar;, y;) ‘ <p <a:n x;) +p (yn y;)

tengsizlikdan

Tim p(zn,yn) = lim p (7, 9,)
tenglik kelib chiqadi.

Endi R* da (21.10) formula bilan aniqlangan p* akslantirish metrika ak-
siomalarini qanoatlantirishini ko‘rsatamiz. Ishonch hosil gilish qiyin emaski, 1-
va 2-aksiomalar bajariladi. Endi uchburchak aksiomasining bajarilishini tek-
shiramiz. Berilgan R fazoda uchburchak aksiomasi bajarilgani uchun ixtiyoriy,

{z,} € 2* va {y,} € y* va {z,} € z* fundamental ketma-ketliklar uchun,

barcha n larda
p (xn, Zn) <p (xm yn) +p (ynv Zn)

tengsizlik o‘rinli. Bu tengsizlikda n — oo da limitga o‘tib,

lim p(x,,2,) < lim p (2, y,) + Hm p (Y, 2n)
n—oo

n—oo n—oo
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tengsizlikni olamiz, ya'ni

R metrik fazoni R* ning qism fazosi sifatida qarash mumbkinligini ko‘rsatamiz.
Har bir x € R ga {x, = z} statsionar ketma-ketlik va unga ekvivalent

fundamental ketma-ketliklardan tashkil bo‘lgan sinfni mos qo‘yamiz. Bu sinf

x ga yaqinlashuvchi {x,} C R ketma-ketliklardan iborat. Tuzilishiga ko‘ra

bu sinf bo‘sh emas. Shu bilan birgalikda, agar x, y € R uchun z = lim x,

n—oo

va y = lim y, bo‘lsa, u holda

n—oo

p(x,y) = lim p(zn,ys).

n—oo

Chunki, (21.11) ko‘ra,

| p(z,y) = p(Tn,yn) | < p(x,20) + p (Y, Yn) -

Shunday ekan, har bir x € R ga unga yaqginlashuvchi fundamental ketma-
ketliklar sinfi * ni mos qo‘yish bilan R ni R* ning ichiga izometrik ak-
slantiramiz. Bundan keyin R va uning R* dagi aksini farq qilmay R ni R*
ning qism fazosi deb garash mumkin. Navbat R metrik fazoning R* ning
hamma yerida zich ekanligini ko‘rsatishga keldi. Ixtiyoriy #* € R* element va
ixtiyoriy € > 0 sonni olamiz. x* sinfdan vakil tanlaymiz, yani {z,} funda-
mental ketma-ketlikni olamiz.

Endi N nomerni shunday tanlaymizki, n > N va m > N bo‘lganda
p(zp, ) < e bolsin. U holda n > N da

P (Tn, %) = lim p(z,, ;) <e.

m—0o0
ya'ni z* ning ixtiyoriy €— atrofi R ning nuqtasini saglaydi. Shunday qilib,
R ning R* dagi yopig‘i R* ga teng.
Endi R* ning to‘laligini isbotlash qoldi. Dastlab shuni ta’kidlash lozimki,

R* ning tuzilishiga ko‘ra, R dan olingan ixtiyoriy fundamental ketma-ketlik
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shu ketma-ketlikni saglovchi z* € R* elementga yaqginlashadi. R fazo R* da
zich bo‘lgani uchun R* dan olingan nuqtalarning ixtiyoriy x7j,25,...,2, ...
fundamental ketma-ketligi uchun R da shunday x1,xs, ..., x,,... fundamen-

tal ketma-ketlik topiladiki,

lim p* (z,, ;) = 0.

n—oo
Buning uchun har bir n da x, € R nuqtani p* (z,,x}) < 1/n shart bo‘yicha
tanlash yetarli. Tanlangan {z,} ketma-ketlik R da fundamental va R* ning
aniglanishiga ko‘ra, biror * € R* ga yaqginlashadi. U holda

p"(x*,xy,) < pt (27, 2,) + p" (2, 77,)

tengsizlikka ko‘ra,
lim p* (2", x;) = 0,
n—oo
yani {z!} ketma-ketlik x* ga yaqinlashadi. A
21.10-misol. X deb ratsional sonlar to‘plamini belgilasak, u to‘la bo‘'lmagan
metrik fazo bo‘ladi. Uning to‘ldirmasi X*—haqiqiy sonlardan iborat metrik
fazo bo‘ladi. Csla, b] to‘la bo‘lmagan metrik fazo bo‘ladi. Uning to‘ldirmasi
Lyla, b] fazodir (26-§ ning 26.18-misoliga qarang).
21.3. Metrik fazolarda kompakt to‘plamlar
Matematik analiz faniga qat’iy asos solishda va uning rivojida Bolsano-
Veyershtrass teoremasi va Geyne-Borel lemmalari fundamental ahamiyatga
ega. Bolsano-Veyershtrass teoremasiga ko‘ra sonlar o‘qidagi istalgan chegara-
langan cheksiz to‘plam kamida bitta limitik nuqtaga ega. Geyne-Borel lem-
masiga ko'ra sonlar o‘qidagi [a, b] kesmaning ixtiyoriy ochiq qoplamasidan
chekli qism qoplama ajratib olish mumkin.
Sonlar o‘qidagi chegaralangan cheksiz to‘plamlar va kesmalarning bu xos-
salarini metrik fazolarda umumlashtirish magsadida biz kompaktlik tushun-

chasiga kelamiz.
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Kompakt to‘plamlar tushunchasi metrik fazolardagi asosiy tushunchalardan
biri hisoblanadi. Kompakt to‘plamlar kompakt operatorlarni ta’riflashda va

ularni tekshirishda qo‘llaniladi.

Bizga X metrik fazo berilgan bo‘lsin. M va A, to‘plamlar X ning qism
to‘plamlari bo‘lsin. {Ay} to‘plamlar sistemasi {A,} to‘plamlar sistemasining
qismi bo‘lsin.

21.4-ta’rif. Agar M C |J Aa bo‘lsa, {An} to‘plamlar sistemasi M to‘p-
lamning qoplamasi deyiladi.aAgar {An} C {AL} qism sistema uchun M C
U Aw bo‘lsa, u holda {Ay} sistema M ning gism qoplamasi deyiladi. Xusu-
sz/y holda, X =|J Ay bo'lsa, u holda {An} to‘plamlar sistemasi X fazoning
qoplamasi deyilaogli.

21.5-ta’rif. Agar K C X to‘plamning istalgan ochiq qoplamasidan chekli
qism qoplama ajratish mumkin bo‘lsa, v holda K kompakt to‘plam deyiladsi.
Agar X fazoning istalgan ochiq qoplamasidan chekli qism qoplama ajratish

mumkin bo‘lsa, u holda X kompakt metrik fazo deyilads.

Quyida ko‘rsatamizki, sonlar o‘qida [a, b] kesma kompakt to‘plam bo‘lishi
bilan bir qatorda R"™ va C" fazolarda istalgan chegaralangan yopiq to'plam
kompakt to‘plam bo‘ladi. Aksincha, sonlar o‘qi, R” va C" fazolar kompakt

bo‘lmagan metrik fazolarga misol bo‘ladi.
Endi 21.5-ta’rifga ekvivalent bo‘lgan quyidagi ta’rifni keltiramiz.
21.6-ta’rif. Agar K to‘plamdan olingan iztiyoriy {x,} ketma-ketlikdan

K da yagqinlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin bo‘lsa, K ga kom-
pakt to‘plam deyiladsi.

21.7-ta’rif. Agar M to‘plamning yopig‘i [M] kompakt to‘plam bo‘lsa, yoki
ixtiyorty {x,} C M ketma-ketlikdan X da yaginlashuvchi qismiy ketma-
ketlik ajratish mumkin bo‘lsa, M ga nisbiy kompakt to‘plam deyilads.

Endi biz R" yoki C" fazolardagi to‘plamlarning kompaktlik kriteriysini
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beramiz. Quyida @ bilan (0,0,...,0) € R" nuqta belgilangan.
21.4-teorema. R™ (C") metrik fazodagi K to‘plam kompakt bo ‘lishi uchun,
uning chegaralangan va yopiq bo‘lishi zarur va yetarlidir.
Isbot. Yetarliligi. Chegaralangan va yopiq K C R" to‘plam berilgan
bo‘lsin. K chegaralangan to‘plam bo‘lganligi uchun u biror B [f,r| sharda

saglanadi, ya'ni ixtiyoriy € K uchun

n

> el < (21.12)

k=1

p(z,0) =

Endi K to‘plamdan ixtiyoriy z® = (Clﬁgp), x;p), e ,x%p)> ketma-ketlik olamiz.
{x®} ketma-ketlik hadlari ham (21.12) tengsizlikni qanoatlantiradi. Bundan

esa, {Slfgp)} , {x;p)} ey {x%p)} sonli ketma-ketliklarning chega-
p=1 p=1 p=1
(p)

ralangan ekanligi kelib chiqadi. Bolsano-Veyershtrass teoremasiga ko‘ra {x1

(pry)

ketma-ketlikdan biror xﬁo) songa yaqinlashuvchi {xl } qismiy ketma-

ketlik ajratish mumkin. Chegaralangan {:cgpkl)} ketma-ketlikdan Bolsano-

Veyershtrass teoremasiga ko'ra biror xgo) songa yaqinlashuvchi x§pk2> qis-

miy ketma-ketlik ajratish mumkin. Bu holda ham {xgp@)} qismiy ketma-

ketlik xgo) songa yaqinlashuvchi bo‘ladi. Xuddi shu yo‘l bilan n-chi qadamda

(Pro_y)

chegaralangan {xn } ketma-ketlikdan Bolsano-Veyershtrass teoremasi-

ga ko‘ra biror 35510) songa yaqinlashuvchi {:Uq(lp ’“”)} qismiy ketma-ketlik ajratish

mumkin. Natijada hosil bo‘lgan { g Prn) = (xgpk"), :cép’“"), e :z:q(zp’“")) } ketma-
ketlik 2 = ((1:(10), xéo), e %(10)) elementga yaqginlashadi. K yopiq to‘plam
bo‘lganligi uchun z(® € K bo‘ladi. 21.6-ta’rifga ko‘ra K kompakt to‘plam
bo‘ladi.

Zarurwyligi. Bizga R™ metrik fazodagi K kompakt to‘plam berilgan bo‘lsin.
R" fazoning {B (0, n)} ~, ochiq qoplamasini olamiz. Tabiiyki, {B (0, n)} -,
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ochiq sharlar sistemasi K to‘plamni ham qoplaydi. K kompakt to‘plam
bo‘lganligi uchun shunday chekli {B (6, ni)}izl qgism sistema mavjudki, u ham
K to‘plamni qoplaydi. Agar biz ni, ne,...,n; sonlarning eng kattasini ngy bi-
lan belgilasak, B (6, ny) ochiq shar K ni saglaydi. Bu esa K to‘plamning
chegaralangan ekanligini bildiradi.

Endi K ning yopiqligini isbotlaymiz. Teskarisidan faraz qilaylik, ya'ni K
yopiq bo‘lmasin. U holda R™\ K to‘plamda K ning hech bo‘lmaganda bit-
ta limitik nuqtasi mavjud. Uni 2 bilan belgilaymiz. Limitik nuqta ta’rifiga
kora x° ga yaginlashuvchi {z;} C K, ketma-ketlik mavjud. K kompakt
to‘plam bo‘lganligi uchun {z;} ketma-ketlikdan K da yaqinlashuvchi {zy,}
qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. {z;} ketma-ketlik 2° € R"\K ele-
mentga yaqginlashganligi uchun uning ixtiyoriy gismiy ketma-ketligi, jumladan
{x},} qismiy ketma-ketlik ham 2° ga yaqinlashadi. Bundan 2° € K ekanligi
kelib chigadi. Bu qarama-qarshilik K ning yopiq to‘plam ekanligini isbotlaydi.
A

21.1-natija. R" (C") metrik fazodagi K to‘plam nisbiy kompakt bo ‘lishi
uchun, uning chegaralangan bo‘lishi zarur va yetarlidir.

21.2-natija. R} (CZ) ,p > 1 metrik fazodagi K to‘plam nisbiy kompakt
bo ‘lishi uchun, uning chegaralangan bo ‘lishi zarur va yetarlidir.

Metrik fazolarda nisbiy kompaktlik tushunchasi to‘la chegaralanganlik tu-
shunchasi bilan ustma-ust tushadi. Shu maqsadda to‘la chegaralangan to‘plam
tushunchasini beramiz. Bizga (X, p) metrik fazodan olingan A, M to‘plamlar

va € > 0 son berilgan bo‘lsin.

21.8-ta’rif. Agar ixtiyoriy x € M wuchun shunday a € A mavjud bo lib,
p(z,a) < e tengsizlik bajarilsa, A to‘plam M to‘plam uchun € to‘r deyiladi.

A to'plam M ning gismi bo‘lishi shart emas, umuman A (M = () bo‘lishi

ham mumbkin.
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21.9-ta’rif. Agar iztiyoriy € > 0 son uchun M to‘plamning chekli €
to‘ri mavjud bo‘lsa, M ga to‘la chegaralangan to‘plam deyilads.

Har ganday to‘la chegaralangan to‘plam chegaralangan bo‘ladi, lekin teskarisi
o‘rinli emas.

21.5-teorema. (X, p) to‘la metrik fazodagi M to‘plam nisbiy kompakt
bo ‘lishi uchun, uning to‘la chegaralangan bo ‘lishi zarur va yetarlidir [1].

Asosiy funksional fazolardan biri Cfa, 0] fazodir. Bu fazodagi to‘plamning
kompaktlik kriteriysini keltiramiz. Paragrat so‘ngida ¢,, p > 1 fazodagi
to'plamlarning kompaktlik kriteriysini beramiz.

F C Cla, b] funksiyalar oilasi berilgan bo‘lsin.

21.10-ta’rif. Agar shunday C > 0 mavjud bo‘lib, iztiyoriy ¢ € F wa
barcha x € [a, b] lar uchun |p(x)| < C tengsizlik bajarilsa, u holda F
funksiyalar oilasi tekis chegaralangan deyilads.

21.11-ta’rif. Agar ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday 6 > 0 son mavjud
bo'lib, |x1 — 9| < 0 tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy 1, xo € |a, b

hamda barcha ¢ € F lar uchun

¢ (71) — @ (22)| <€

tengsizlik bajarilsa, F' funksiyalar oilasi tekis darajada uzluksiz deyiladi.

21.6-teorema (Arsela teoremasi). M C C'la, b] to‘plam nisbiy kompakt
bo ‘lishi uchun uning tekis chegaralangan va tekis darajada uzluksiz bo‘lishi
yetarl va zarurdir.

Isbot. Zaruriyligi. M C Cla, b]— ixtiyoriy nisbiy kompakt to‘plam bo‘lsin.
Cla, b] to‘la metrik fazo bo‘lgani uchun 21.5-teoremaga ko‘ra, ixtiyoriy ¢ da
M ning chekli {¢1,p2,...,pr} elementdan iborat £/3— to‘ri mavjud. Har
bir ; funksiya [a, b] kesmada uzluksiz bo‘lganligi uchun u chegaralangandir,
ya’'ni

max |¢; ()| < K;, i=1,2,... k.

z€[a, b]
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K = max K; —i—% belgilash kiritamiz. %— to‘r ta'rifiga ko‘ra, har bir p € M

1<i<k
uchun birorta ¢; da

Wl M

p(e i) = max | (z) = @i (7) | <
tengsizlik bajariladi. Bu yerdan kelib chiqadiki, har bir « € [a, b] uchun
£ £
@) <) |+ S <Kt s <K

Shunday qilib, M to‘plam funksiyalar oilasi sifatida tekis chegaralangan ekan.
Kantor teoremasiga ko‘ra har bir ¢; funksiya [a, b] kesmada tekis uzluksiz
bo‘ladi. Demak, ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday 9; > 0 mavjud bo‘lib,

|21 — 22| < §; bo‘lganda

€
i (21) — i (22) | < 5
tengsizlik bajariladi. Aytaylik, 6 = 1121131C d; bo'lsin. Ixtiyoriy ¢ € M uchun g;

funksiyani shunday tanlaymizki, p (¢, ;) < g bo‘lsin. U holda |z — x9| < §
shart bajarilganda

[ (21) — @ (22) | <

< | (21) = @i (z1) [+ i (21) — @i (22) [+] 0i (22) — p (22) | < T

3 3 3
o‘rinli. Bundan M ning tekis darajada uzluksizligi kelib chigadi.

Yetarliligi. Funksiyalarning M C Cla, b] oilasi tekis chegaralangan va
tekis darajada uzluksiz bo‘lsin. Agar biz, ixtiyoriy ¢ > 0 son uchun M
ning chekli ¢ to‘ri mavjud ekanligini ko‘rsatsak, 21.5-teoremaga ko‘ra M
ning nisbiy kompakt to‘plam ekanligi kelib chiqadi. Hamma ¢ € M va
barcha = € [a, b] uchun |¢(x)| < K bo'lsin. Ixtiyoriy ¢ > 0 uchun
0 > 0 ni shunday tanlaymizki, barcha ¢ € M lar uchun |z — 2o < §

bo‘lganda | (z1) — @ (z2) | < % shart bajarilsin. Koordinatalar sistemasi-

ning OX o‘qidagi [a, b] kesmani
a=xp <1 <x2<...<x,=0
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nuqtalar bilan uzunliklari 6 > 0 dan kichik oraliglarga bo‘lamiz va bu nuqtalar
orqali OY o‘qiga parallel (vertikal) to‘g‘ri chiziglar o‘tkazamiz. Keyin OY
o‘qidagi [—K, K| kesmani

—K=y<y<yp<...<yp=K

nuqtalar bilan uzunliklari % dan kichik oraliglarga bo‘lamiz va bu bo‘linish
nuqtalari orqali OX o‘qiga parallel (gorizontal) to‘g‘ri chiziglar o‘tkazamiz.
Shunday qilib, [a, b] x [-K, K] to‘g'ri to‘rtburchak gorizontal tomoni ¢ dan
kichik va vertikal tomoni % dan kichik yacheykalarga ajraladi. Har bir ¢ € M
funksiyaga uchlari (xg,y;) nugtalarda bo‘lgan va har bir x; nuqtada ¢(xy)
dan % dan kichik chetlangan 1 siniq chiziqni mos qo‘yamiz (bunday siniq
chiziq mavjud).
Bu ¢(x) siniq chizigning tanlanishiga ko‘ra

o (zx) — ¢ (k) | < 27 o (Trr1) = ¥ (Tp41) | < %; o (1) — @ (Tp41)| < =

bo‘lgani uchun

3e

’ (0 ($k) — ($k+1) | < g

tengsizlik bajariladi. Tuzilishiga ko‘ra ¢ funksiya [y, xri1] kesmada chizigli
bo‘lganligi sababli, barcha = € [xg, xg11] lar uchun

3¢

0 (@) — v (@)] <

Endi x — [a, b] kesmaning ixtiyorly nuqtasi va x; esa x ga chapdan eng

yaqgin bo‘linish nugtasi bo‘lsin. U holda

[ (x) = ()| <[ (x) =@ (@) |+l e (@r) =¥ (@) [+ ¢ (@) - (@) <e.

Shunday ekan, yuqorida ko‘rsatilgan usulda qurilgan barcha ¢ siniq chiziglar
to'plami chekli va u M to‘plam uchun € to‘r bo‘ladi. 21.5-teoremaga ko‘ra

M nisbiy kompakt to‘plam bo‘ladi. A
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21.11-misol. Cla, b] fazoda

F:{y(s):/bK(s,t)x(t) dt, xEB[O,l]} (21.13)
funksiyalar oilasini nisbiy kompaktlikka tekshiring. Bu yerda B0, 1] to‘plam
Cla, b] fazodagi markazi nol nugtada radiusi 1 ga teng bo‘lgan yopiq shar.
K(s,t)— la, b] X [a, b] kvadratda aniglangan uzluksiz funksiya.

Yechish. Arsela teoremasiga ko‘ra F' funksiyalar oilasining tekis chega-
ralangan va tekis darajada uzluksiz ekanligini ko‘rsatish yetarli. K(s,t) funk-
siya [a, b] X [a, b] kvadratda uzluksiz bo‘lganligi uchun u chegaralangan, ya'ni
shunday C' > 0 son mavjudki, barcha s, t € [a, b] lar uchun |K(s,t)| < C
tengsizlik o‘rinli. « € B[0, 1] shartdan max |z (t)| < 1 ekanligi kelib chiqa-

a<t<b
di. Endi F' funksiyalar oilasining tekis chegaralangan ekanligini ko‘rsatamiz:

b
1y (s)] = / K (s.1) 2 (t) dt

Bu tengsizlik F' funksiyalar oilasining tekis chegaralangan ekanligini isbotlay-

b
g/\K@¢n¢uwhﬁgc-y@—ay

di. Endi F' funksiyalar oilasining tekis darajada uzluksiz ekanligini ko‘rsatamiz:

/bK(sl,t):c(t) dt—/bK(SQ,t)x(t) dt| <

|y (s1) —y(s2)| =

g/”K@bﬂ—K@%ﬂthﬂ|ﬁggd-w—@.
So‘nggi munos(;bat |s1 — so| < & tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha s1, so €
[a, ] va barcha x € BJ0,1] lar uchun o‘'rinli. Demak, F' funksiyalar oilasi
tekis darajada uzluksiz ekan. Shunday qilib, Arsela teoremasiga ko‘ra (21.13)
tenglik bilan aniglangan F' funksiyalar oilasi nisbiy kompakt to‘plam bo‘ladi.
A
Endi tekis chegaralangan, lekin tekis darajada uzluksiz bo‘lmagan ® funksi-

yalar oilasiga misol keltiramiz.

21.12. C|0, 1] fazoda

@:{xAQ

2at
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funksiyalar oilasini nisbiy kompaktlikka tekshiring.
Yechish. Arsela teoremasiga ko‘ra (21.14) tenglik bilan aniqlangan & funksi-
yalar oilasining tekis chegaralangan va tekis darajada uzluksiz ekanligini tek-
shirishimiz kerak. (1 — a t)* = 1—2a t+a?t® > 0 tengsizlikdan |z, (t)] <1
ekanligi kelib chigadi. Demak, ® funksiyalar oilasi tekis chegaralangan ekan.
Tekis darajada uzluksiz emas degan tushunchani ta’riflaymiz.

Agar biror € > 0 son va ixtiyoriy 0 > 0 uchun shunday z, € ¢ va

shunday 1, t2 € [0, 1] lar mavjud bo‘lib |#; — to| < § tengsizlik bajarilganda

| Za (1) = 7a (t2) | 2 €

tengsizlik bajarilsa, ® funksiyalar oilasi tekis darajada uzluksiz emas deyiladi.

1 1 1
Endi € = 5 va 0 > 0— ixtiyoriy son bo‘lsin. Agar o > 5 va t1=—, t9=0
o
1
bo‘lsa, u holda |t — t2] = — < § bo‘ladi, ammo
o
20 %
To(tl) — 2o (te) | =—>=—=1>¢
70 (1) = 1) = T

tengsizlik o‘rinli. Demak, ® funksiyalar oilasi tekis darajada uzluksiz emas
ekan. Shunday qilib, (21.14) tenglik bilan aniqlangan ® funksiyalar oilasi nis-
biy kompakt to‘plam emas ekan. A

Arsela teoremasining umumlashmasi quyidagicha. Cy;y bilan M to‘plamni
N to‘plamga akslantiruvchi barcha uzluksiz akslantirishlar to‘plamini belgi-
laymiz. Bu yerda M va N lar kompakt to'plamlar.

21.7-teorema (Arsela teoremasining umumlashmasi). D C Cyy to‘plam
nisbiy kompakt bo lisht uchun D ning tekis darajada uzluksiz bo‘lishi zarur va
yetarli.

Endi ¢,, p > 1 fazoda to'plamning nisbiy kompaktlik kriteriysini beramiz.

21.8-teorema. K C ¢, to‘plam nisbiy kompakt bo ‘lishi uchun uning chega-

ralangan va € > 0 son qanday bo‘lmasin, shunday ng nomer mavjud bo lib,
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iztiyoriy m > ng va barcha € = (&1, &, ..., &, . ..) € K lar uchun

o0

> gl <e

j=n+1
shartning bajarilishi zarur va yetarls.
Isbot. Zaruriyligi. Bizga nisbiy kompakt K C ¢, to‘plam berilgan bo‘lsin.
U holda u to‘la chegaralangan bo‘lgani uchun, chegaralangan ham bo‘ladi.
Endi ikkinchi shartning bajarilishini ko‘rsatamiz.
Biror 1 > 0 sonni olamiz va K uchun chekli n—to'r {z1, xo,..., zx} ni
quramiz. Har bir z € K uchun n— to‘rga tegishli x; elementni shunday tan-
laymizki, p, (x,x;) <n bo'lsin. Har bir = (&1, &,...,&,,...) € {, element

uchun S,z = (&1, &,...,8,,0,0,...) va Ryx = (0,0,...,& 11, &nioy---)
belgilashlarni kiritamiz. U holda x va ¢ = (0, 0,...,0, ...) elementlar uchun

Pp (Rnxa 0) = Pp (.17, Snx) < Pp (%, xz)“‘ﬂp (.TU,', Snx) < Pp (33, xz)+pp (Snxu Snx) +

+pp (Rnxi,0) < 2p, (z,25) + pp (Ruzi, 0) < 2n+ pp (Ryzi,0) .

Aniqlanishiga ko‘ra, har bir belgilangan = element uchun

lim p, (R,z,0) = lim ( Z |§j|p> = 0.

j=n+1
Shuning uchun, shunday ny nomer mavjudki, n > ng bo‘lganda barcha
i =1,2,...,k lar uchun p,(R,z;,0) < n bo'ladi. Shunday ekan, n > nyg
bo‘lganda
pp (Rpz,0) < 3n.

€
Agar ixtiyoriy € > 0 uchun n = 3 desak,

po (Bu,0) = (Zw) <e yoki ) gl <<

j=n+1 j=n+1
bo‘ladi.

215



Yetarliligi. Chegaralangan K C ¢, to'plam uchun ¢ > 0 son qanday
bo‘lmasin, shunday ng nomer mavjud bo‘lib, ixtiyoriy n > ng va x =
(51, 52, RN ,fn, .. ) € K larda

(0.9]
> gl <er
J=n+1
tengsizlik bajarilsin. Ixtiyoriy € > 0 uchun K to‘plamning chekli e— to'ri
mavjudligini ko‘rsatamiz. Berilgan € > 0 uchun ny nomerni shunday tan-

laymizki, barcha x € K larda

[e'e] P e
= (3 ) <
j=no+1
tengsizlik bajarilsin. K,, = {S,,x: x € K} to‘plamni qaraymiz. Har bir
r € K da p,(Rpx,0) < pp(z,0) orinli va K chegaralangan to‘plam

bo‘lganligi sababli K, ham chegaralangan to‘plamdir.
Har bir S,,x = (&1, &2,...,&0,,0, 0,...) € K,,, nuqtaga (&1, &a,...,&n,) €

R}? nuqtani mos qo‘yish bilan K, to‘plamni

Eﬂo = { (517 527--'75710) : (fla €27---7€n0707 07) c Kno} CRZO

to‘plamga izometrik mos qo‘yamiz. K,, chegaralangan to‘plam bo‘lganligi
sababli E,, to'plam RJ¢ da chegaralangan bo‘ladi. U holda 21.2-natijaga
ko‘ra F,, nisbiy kompakt to‘plam bo‘ladi. Demak, unga izomort bo‘lgan K,,
to'plam ham nisbiy kompaktdir. Shunday ekan, K, to'plam uchun chek-
i {z1, z9,..., xx} elementli g to‘r mavjud. Bu to‘plam K uchun e to‘r
bo‘ladi. Haqiqatan ham, ixtiyoriy # € K uchun S,,x € K,, va shunday

x; € {x1, Ta,..., xx} element mavjud bo'lib,

£
pp (Sn0x7 1.2) < 5

bo‘ladi. U holda

Pp (557 xl) = Pp (33, SnOSC) + Pp (Snox7 :CZ) -
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e €
= pp (R, 0) + pp (Spex, ) < ;tg=¢

Demak, 21.5-teoremaga ko‘ra K nisbiy kompakt to‘plam bo‘ladi. A

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. 21.8-misolda keltirilgan f, ketma-ketlikni C1[—1, 1] fazoda fundamen-

tallikka tekshiring. U yaqinlashuvchi bo ‘ladimi?
2. To'la va to‘la bo‘lmagan metrik fazolarga misollar keltiring.

3. R metrik fazoda B, = 1—%, 1> ichma-ich joylashgan sharlar
ketma-ketligini garaymiz. Ularning radiuslar: ketma-ketligining nolga in-
tilishint ko ‘rsating. B, sharlar ketma-ketligining kesishmasi bo‘sh ekan-
ligini 1sbotlang. B, sharlar ketma-ketligi uchun 21.1-teorema shartlar

bajariladimi?
4. Cla, b], Cila, b] va Csla, b] metrik fazolarni to‘lalikka tekshiring.

5. Cla, bl va ¢y metrik fazolarda birlik sharning nisbiy kompakt to‘plam
emasligini i1sbotlang.

1 1
6. R metrik fazoda A, = (—, l1——), n €N sistema M = (0, 1)
n n
to‘plam uchun qoplama bo‘lishini ko‘rsating. {A,} qoplamadan M ni
qoplovchi chekli qism qoplama ajratish mumkinmi? M kompakt to ‘plam

bo ‘ladimi?

22-§. Qisuvchi akslantirishlar prinsipi va uning tadbiqlari

Berilgan shartlarda tenglama yechimining mavjudligi va yagonaligi bilan
bog‘liq masalalarni mos metrik fazolardagi biror akslantirishning qo‘zg‘almas
nuqtasi mavjudligi va yagonaligi haqidagi masala ko‘rinishida ifodalash mum-

kin. Qo‘zg‘almas nuqta mavjudligi va yagonaligi belgilari ichida eng sodda va
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shu bilan birga juda muhim belgi - bu qisuvchi akslantirishlar prinsipi deb
nomlanuvchi belgidir.

22.1-ta’rif. X metrik fazo va uni o‘zini-o‘ziga akslantiruvchi A akslan-
tirish berilgan bo‘lsin. Agar shunday o € (0, 1) son mavjud bolib, barcha

x, y € X nugtalar uchun
p(Az, Ay) < ap(z,y) (22.1)

tengsizlik bajarilsa, A qisuvchi akslantirish deyiladi.
Har bir gisuvchi akslantirish uzluksizdir. Hagiqatan ham, agar z,, — x

(p(zp,x) — 0) bo‘lsa, u holda
0 < p(Ax,, Az) < ap(wy,, ©)

bo‘lgani uchun T}Lralop(Axn, Az) =0 bo'ladi.

Agar A : X — X akslantirish uchun shunday x € X nuqta mavjud
bo‘lib, Ax = =z tenglik bajarilsa, x nuqta A akslantirishning qo ‘zg‘almas
nuqtast deyiladi.

22.1-teorema (Qisuvchi akslantirishlar prinsipi). To‘la metrik fazoda anig-
langan har qanday qisuvchi akslantirish yagona qo ‘zg‘almas nuqtaga ega.

Isbot. X metrik fazodan ixtiyoriy xy nuqtaniolamiz. Keyin x; = Axg, 9 =
Axy = Az, 23 = Axy = Adxg,..., x, = Az, = A"xp,... nuqtalar

ketma-ketligini garaymiz. Ixtiyoriy n < m natural sonlar uchun
p(Tn, Tm) = p(A"zo, A" x0) < a"p (20, Typon) <

< " (p (x07 xl) + P (.Il, x2) + ot P (xm—n—la xm—n)) <
1

<a"p(zg, 1) (l+a+a’+--+a™ ") <a” 1 p (zo, x1)

tengsizlik o‘rinli. o € (0, 1) bo‘lgani uchun

lim a"(1 - a) p(zg,21) = 0.

n—oo
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Shuning uchun {z,} ketma-ketlik fundamentaldir. X to‘la metrik fazo va

{z,} fundamental ketma-ketlik bo‘lgani uchun u yaqinlashuvchi. Aytaylik,

lim z, =z
n—oo

bo‘lsin. U holda A akslantirishning uzluksizligiga ko‘ra

Ar = A lim z, = lim Az, = lim z,,; = .
n—oo n—oo n—oo

Shunday qilib, A akslantirish uchun qo‘zg‘almas nuqta mavjud ekan. Uning

yagonaligini isbotlaymiz. Agar

desak, (22.1) tengsizlikka ko‘ra

p(z,y)=p(Az, Ay) <ap(z,y).

Bundan « € (0, 1) bo‘lgani uchun

ya'ni x =y bo'lishi kelib chiqadi. Qo‘zg‘almas nuqta yagona ekan. A
22.1. Qisuvchi akslantirishlar prinsipining tadbiqlari
Qisuvchi akslantirishlar prinsipini har xil tipdagi tenglamalar yechimlari
mavjudligi va yagonaligi haqidagi teoremalarni isbotlashda qo‘llash mumkin.
Qisuvchi akslantirishlar prinsipi Ax = x tenglama yechimi mavjudligi va ya-
gonaligini isbotlash uchungina go‘llanib golmay, bu tenglama yechimini topish
usulini ham beradi.
Qisuvchi akslantirishlar prinsipining tadbig‘iga doir misollar qaraymiz.

22.1-misol. R" fazoni o‘zini-o‘ziga akslantiruvchi va
n
(AZC)Z = Zaijxj —l-bz, 1= 1,2,... ,n
j=1
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formulalar orqali aniglangan A akslantirishning qisuvchilik shartlarini toping.

Yechish. Qanday shartlarda A qisuvchi akslantirish bo‘ladi? Bu savolga
javob fazoda ganday metrika berilishiga bog‘liq. Biz quyida uch xil variantni
garaymiz:

a) R fazo, yani p(x,y) = max |z; —y;| bo'lsin.
1<i<n

n

/ /!
@ij (%‘ - %‘)

Jj=1

p(y',y") = max |y; — ¢/ | = max <

1<i<n 1<i<n

< maXZ\aU\ |2/ — 2| <
1<i<n

< Z e [ — | = Z -

Bu yerdan kehb chiqadiki, A qisuvchi akslantirish bo lishi uchun

max Z laij] =a <1 (22.2)

1<i<n

shartning bajarilishi yetarli. Shuning uchun R% fazoda (22.2) shartni A aks-
lantirishning qisuvchilik sharti sifatida qabul gilamiz.

b) R} fazo, ya'ni p(z,y) = > |x; — y;| bo‘lsin. U holda
i=1

n
=D lyi—vl=)
1=1 ]

n n n n
NI =z(z|aij|) o~ ] <

i=1 j=1 j=1 \i=1
- <1I£lja<}%zaw|> 2’93 _ZU - (f?fiﬁzmwo ")
j
Bu yerdan ko‘rinadiki, A akslantirish uchun gisuvchilik sharti R} fazoda
1121;12;2 laij] =a <1 (22.3)
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ko‘rinishga ega.

c) R" fazo, ya'ni

bo‘lsin. U holda

n n n 2
2
PPy =Y -yl = (Z ai; (2 l’ﬁ'))
i=1 i=1 \j=1
n n n 2
.S (zw) (a] )
i=1 \j=1 j=1
n n
S <ZZ|CL@]|2> pQ (Z'/,I'//) .
=1 =1

Yuqorida keltirilgan tenglik va tengsizliklarga ko‘ra R" fazoda A akslantirish-

ning qisuvchilik sharti

zn: Zn: lay]” <a <1 (22.4)

j=1 i=1
ko‘rinishga ega.

Shunday qilib, agar (22.2) - (22.4) shartlardan birortasi bajarilsa, u holda
)

yagona x = (x1, Ta,..., T;) nugta mavjud bo‘lib,

3

,I'Z:E aijxj—l—bi, 2':1,2,...,n
j=1

bo‘ladi. Bundan tashgari bu nuqtada ketma-ket yaginlashishlar quyidagi ko ri-

nishga ega
o =Y eyl b, o® = (o 2 a) k=123
j=1

Bu yerda z(0) = (:eﬁ‘”, xéo), ceey x%0)> sifatida R" dagi ixtiyoriy nugtani qabul
qilish mumkin.

Qaralayotgan y = Ax akslantirish gisuvchi bo‘lishi uchun (22.2)-(22.4)
shartlarning ixtiyoriy birining bajarilishi yetarli. Isbotlash mumkinki, (22.2)
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va (22.3) shartlar mos ravishda RZ, va R} fazolarda y = Ax akslantirish
gisuvchi bo‘lishi uchun zarur ham bo‘ladi.

Ta’kidlash lozimki, (22.2) - (22.4) shartlarning birortasi ham ketma-ket
yaqinlashishlar usulining tadbig‘i uchun zarur emas.

Agar |a;| < n™! bo'lsa, u holda (22.2) - (22.4) shartlarning hammasi
bajariladi va ketma-ket yaqinlashishlar usulini qo‘llash mumkin.

Agar |a;;| > n~! bo'lsa, u holda (22.2) - (22.4) shartlarning birortasi ham
bajarilmaydi.

22.2. Qisuvchi akslantirishlar prinsipining
integral tenglamalarga tadbiqi

Fredholm tenglamasi. Qisuvchi akslantirishlar prinsipini ushbu

b
ﬂ@zh/lﬂ%wfwwy+ﬂ@ (22.5)

ikkinchi tur Fredholm integral tenglamasi yechimining mavjudligi va yago-
naligini isbotlash uchun qo‘llaymiz. Bu yerda K integral tenglama yadrosi,
¢— berilgan funksiya, f— izlanayotgan (noma’lum) funksiya, A\ esa haqiqiy
parametr.

Ko‘rsatamizki, qgisuvchi akslantirishlar prinsipini A parametrning yetar-
licha kichik giymatlarida qo‘llash mumkin.

Faraz gilamiz, K(z,y) — [a, b]X]a, b] kvadratda uzluksiz funksiya bo‘lsin.
Shunday ekan, musbat M son mavjud bo‘lib, barcha x, y € [a, b] uchun
|K(z,y)| < M tengsizlik bajariladi. To‘la Cla, b] fazoni o‘zini-o‘ziga

b
ola) =2 [ Kw) S dy + ol (22.6)

formula vositasida akslantiruvchi g = Af akslantirish berilgan bo‘lsin. U

holda

p(91,92) = max |g; (z) — g2 (¥) [ < [A| M (b—a) - max |fi(z) — f2(2)]
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yoki
p(Afi, Af2) < A M (b—a)-p(fi, f2)-

Shunday ekan,
1

M- (b—a)
bo‘lganda A qisuvchi akslantirish bo‘ladi. Qisuvchi akslantirishlar prinsipiga

Al < (22.7)

asoslanib xulosa qilamizki, (22.7) shartni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy A da
(22.5) Fredholm tenglamasi yagona uzluksiz yechimga ega.

Bu yechimga intiluvchi ketma-ket yaqinlashishlar fo, fi, ..., fa, --.

b
fM@ZA/lﬂ%whA@My+ﬂ@

ko‘rinishga ega, bu yerda fy sifatida ixtiyoriy uzluksiz funksiyani olish mumkin.

Chiziqglimas integral tenglamalar. Qisuvchi akslantirishlar prinsipining

F@) =2 [ Ko 50) dy+ o(0)

ko‘rinishdagi chiziglimas integral tenglamalarga tadbiqini qaraymiz. Bu yer-
da K va ¢ funksiyalar uzluksiz bo‘lib, bundan tashqari K o‘zining 3 - chi
funksional argumenti bo‘yicha Lipshits shartini qanoatlantirsin, ya'ni shunday

L > 0 mavjud bo‘lib,
|K (2, y;21) — K(2,y; 22)[ < L |21 — 2o

tengsizlik barcha x,y € [a, b] va 21, 2o lar uchun o‘rinli bo‘lsin. Bu holda

Cla, b] fazoni o‘zini-o‘ziga

ole) = A [ Kleys f) dy+ (o)

formula vositasida akslantiruvchi ¢ = Af akslantirish uchun

max [ g1 () — g2 (2) | < [A] L (b—a) - max [ fi (z) — f>(2)]

a<z<b
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tengsizlik o‘rinli bo‘ladi, bu yerda ¢, = Af;, ¢2 = Afs. Shunday ekan,

1

AN < —F7——
] L-(b—a)
shartda A akslantirish gisuvchi bo‘ladi.

Volterra tenglamasi. Endi Volterra tipidagi

fa)=x [ K (e, y) fy) dy + o) (22.8)

tenglamani qaraymiz. Agar y > = da K(z,y) = 0 desak, (22.8) Volterra
tenglamasi (22.5) ko‘rinishdagi ikkinchi tur Fredholm tenglamasiga keladi.

Biroq Fredholm integral tenglamasi holida biz A parametrning kichik qiy-
matlari bilan chegaralanishga majburmiz. Volterra tenglamasi holida qisuvchi
akslantirishlar prinsipi (va ketma-ket yaqinlashishlar usuli) ni A ning barcha
giymatlarida qo‘llash mumkin. Aniqrog‘i, qisuvchi akslantirishlar prinsipining
quyidagi umumlashmasi o‘rinli.

22.2-teorema. X to'‘la metrik fazoni o‘zini-o ‘ziga akslantiruvchi A uzluk-
siz akslantirish uchun biror n da B = A" — qisuvchi akslantirish bo‘lsin. U
holda Ax = x tenglama yagona yechimga ega bo ‘ladi.

Isbot. z € X nuqta B akslantirishning qo‘zg‘almas nuqtasi bo‘lsin, ya’ni
Bx = x. U holda B qisuvchi akslantirishga ketma-ket yaqinlashishlar usulini
qo‘llasak,

Ar = ABx = ABFy = AA gy = A"y — A" Ay =

— B*Ax = B*2y — 2z, k — .

Chunki ixtiyoriy x¢ € X, xususiy holda zg = Az uchun, Bz, B%x, ...,

BFzg, ... ketma-ketlik = qo‘zg‘almas nuqtaga yaqinlashadi. Shunday ekan,
Ax = x. Bu x nuqta yagona, chunki A uchun qo‘zg‘almas bo‘lgan x nuqta
B = A" uchun ham qo‘zg‘almas nuqtadir, B esa yagona qo‘zg‘almas nuqtaga

ega. A
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22.2. ('[a, b] fazoni o‘zini-o‘ziga akslantiruvchi va

(An@ =x [ K, y) f(y) dy + o(a) (22.9)

formula bilan aniglangan A akslantirishning biror darajasi gisuvchi ekanligini
ko‘rsating.
Yechish. [a, b] kesmada uzluksiz bo‘lgan f; va fo funksiyalarni olamiz.
U holda
| (Af1) (z) = (Afo) (@) | = [ A ] }ff K(z,y) (fily) — fo()) d3/| <
<AL M(z — a) - max | fi(x) — o) |

Bu yerda M = max | K (x,y)|. Olingan tengsizlikdan kelib chiqadiki,

a<z,y<b

a)?

(A1) (@) = (A%fe) () | = | A" M2 (SE_T -max | fi(x) — fa(z) | .

a<x<b
Umuman,

(A1) (@) (AF) @) | = A3 E D e (i) — o) | =

a<x<b

n

:|>\\H'M"'(:C7,L_—!a)'ﬂ(f1,f2)-

Ixtiyoriy A uchun n nomerni shunday tanlash mumkinki,

(b= a)"
n!

tengsizlik bajariladi. U holda B = A" akslantirish qgisuvchi bo‘ladi. A

A" M- <1

Shuning uchun, yuqoridagi tasdiqqa asosan (22.8) Volterra tenglamasi har
qanday A da yagona yechimga ega.

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar
1. Qusuvchi akslantirish prinsipining umumlashmasini ayting.

2. R™ fazoni o‘zini-o‘ziga akslantiriuvchi y = Ax + b akslantirishning

qisuvchilik shartlaring toping.

3. Cla, b] fazoda (22.9) tenglik bilan aniglangan akslantirishning gisuvchi-

ik shartlarine keltiring.
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VII bob. Chiziqli fazolar

Bu bobda biz chiziqli fazolar, chizigli normalangan fazolar, Evklid fazolari
va Hilbert fazolarining xossalarini o‘rganamiz. Bu bob 6 (23-28) paragrafdan
iborat.

23-§ da chiziqli fazo ta’riflanib, ularga ko‘plab misollar keltirilgan. Chiziqli
fazo o‘lchami ta’riflanib, chekli va cheksiz o‘lchamli chiziqli fazolarga misollar
keltirilgan. Chiziqli fazoning qism fazosi va faktor fazosi tushunchalari bayon
qilingan. Faktor fazoda elementlarni qo‘shish va songa ko‘paytirish amallari
kiritilgan va faktor fazoning chiziqli fazo tashkil qilishi ko‘rsatilgan. 24-§ da
chizigli funksionallar, ularning xossalari gqarab chiqgilgan. Chizigli funksional-
ning geometrik ma’nosi ochib berilgan. Chiziqli funksionallar va gipertekislik-
lar o‘rtasida biyektiv moslik o‘rnatilgan. 25-§ qavariq to‘plamlar va qavariq
funksionallarning xossalarini tahlil qilishga bag‘ishlangan. Qavariq jism va
qavariq funksionallar orasidagi bog‘lanish ochib berilgan. Chiziqli funksion-
alni davom ettirish haqidagi Xan-Banax teoremasi va Xan-Banax teoremasin-
ing kompleks varianti isbotlangan. Chiziqli normalangan fazolar mavzusi 26-§
da keltirilgan. Bu paragrafda chiziqli normalangan fazolarga ko‘plab misollar
qaralgan. Normalangan fazolardagi tushunchalar metrik fazolardagi tushun-
chalar bilan taqgqoslangan. Normalangan fazoning qism fazosi va faktor fa-
zosiga misollar qaralgan. Navbatdagi 27-§ Evklid fazolariga bag‘ishlangan.
Evklid fazolarining xarakteristik xossalari ochib berilgan. Koshi-Bunyakovskiy
tengsizligi, Bessel tengsizligi, Parseval tengliklari isbotlangan. Nomdor teore-
malar - Riss-Fisher, Shmidtning ortogonallashtirish jarayoni haqidagi teore-
malar isboti bilan berilgan. Ortogonal, ortonormal sistemalarga misollar qa-
ralgan. Separabel Evklid fazolarida to‘la ortonormal sistema va yopiq ortonor-
mal sistemalarning ekvivalentligi isbotlangan. Normalangan fazo Evklid fazo

bo‘lishining zarur va yetarli sharti keltirilgan.
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Oxirgi 28-§ Hilbert fazolariga bag‘ishlangan. Barcha separabel Hilbert fa-
zolari o‘zaro izomorfligi isbotlangan. Hilbert fazolarining gism fazosi, gism fa-
zoning ortogonal to‘ldiruvchisi, ortogonal gism fazolarning to'g‘ri yig‘indilari
qaralgan. Xuddi shunday Hilbert fazolarining to‘g‘ri yig‘indilari ta’riflangan.
Paragraf so‘ngida haqiqiy va kompleks Evklid fazolaridagi skalyar ko‘paytma-
lardagi tafovutlar tahlil gilingan.

23-§. Chiziqli fazolar va ularga misollar

Chiziqli fazo tushunchasi matematikada asosiy tayanch tushunchalardan
hisoblanadi. Yuqoridagi belgilashlarga amal qgilgan holda C bilan kompleks
sonlar, R bilan haqiqiy sonlar to‘plamini belgilaymiz.

23.1-ta’rif. Agar elementlari x, y, z,... bo‘lgan L to‘plamda quyidagi
ikki amal aniglangan bo‘lsa:

L Ixtiyoriy ikkita x, y € L elementlarga ularning vyig‘indisi deb ataluv-
chi aniq bir x + y € L element mos qo‘yilgan bo‘lib, ixtiyoriy x, y, 2 € L
elementlar uchun
1) v+ y=y+ax (kommutativlik),

2) v+ (y+2) = (v +y) + 2 (assotsiativlik),
3) L da shunday 0 element mavjud bo‘lib, x + 0 = x (nolning mavjudligi),
4) shunday —x € L element mavjud bo‘lib, x4+ ( — x) = 0 (qarama-qarshi
elementning mavjudligi) aksiomalar bajarilsa;

II. ixtiyoriy x € L element va iztiyoriy o son (o € R yoki a € C)
uchun x elementning o songa ko ‘paytmasi deb ataluvchi aniq bir ax € L
element mos qo‘yilgan bo‘lib, ixtiyoriy v,y € L wa ixtiyoriy o, B sonlar
uchun
5) a(fz) = (af),

6) 1-z=uz,
7 (a+p)z=az+ Pz,
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8) a(r+vy) =az+ ay aksiomalar bajarilsa, u holda L to‘plamga chizigli
fazo yoki vektor fazo deyiladi.

Ta’rifda kiritilgan I va II amallar mos ravishda yig‘indi va songa ko‘paytirish
amallari deyiladi. Ta'rifda foydalanilgan sonlar zahirasiga (haqiqiy sonlar R
yoki kompleks sonlar C) bog'liq holda chiziqli fazo haqiqiy yoki kompleks
chizigli fazo deyiladi.

Chiziqli fazolarga misollar keltiramiz.

23.1-misol. L = R haqiqiy sonlar to‘plami odatdagi qo‘shish va ko‘payti-
rish amallariga nisbatan haqiqiy chizigli fazo tashkil qiladi. L = C kompleks
sonlar to‘plami ham kompleks sonlarni qo‘shish va ko‘paytirish amallariga nis-
batan kompleks chiziqli fazo tashkil giladi.

23.2. L=R"={x = (z1,29,...,2,), x; ER, i=1,2,...,n}. Bu yer-
da elementlarni qo‘shish va songa ko'paytirish amallari quyidagicha aniglana-

di. Ixtiyorly = = (1, ®o,..., x,) va y = (y1,%2,---,Yn) € R" lar uchun
r+y=(@1+y, T2t Y2y TntYn), (23.1)

ar=(ary, axs, ..., ax,). (23.2)

R"—to‘plam (23.1) va (23.2) tengliklar bilan aniglangan qo‘shish va songa
ko‘paytirish amallariga nisbatan haqiqiy chiziqli fazo tashkil giladi va u n— o /-
chamli haqiqiy chizigl fazo deyiladi.

23.3. L=C"={z2=(z1,22,---,2n), 2k €C, k=1,2,...,n}. Bu yer-
da ham elementlarni qo‘shish va songa ko‘paytirish amallari (23.1) va (23.2)
tengliklar ko‘rinishida aniglanadi. C"— to‘plam kompleks chizigli fazo bo‘ladi
va u n— o'‘lchamli kompleks chiziqli fazo deyiladi.

23.4. L = Cla, b] — [a, b] kesmada aniglangan uzluksiz funksiyalar
to‘plami. Funksiyalarni qo‘shish va funksiyani songa ko‘paytirish amallari mos

ravishda
(f+9)(z) = f(z)+g(z) (23.3)
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va,
(af) (x) =af(z) (23.4)
ko‘rinishda aniglanadi. (23.3) va (23.4) tengliklar bilan aniglangan qo‘shish va

songa ko‘paytirish amallari chizigli fazoning 1-8 aksiomalarini qanoatlantiradi.
Demak, Cla, b] to‘plam chizigli fazo tashkil giladi.

23.5. ly = {x = (T1, Toy ...y Tpy.o.) i 2, |” < oo} — kvadrati bilan
jamlanuvchi ketma-ketliklar to‘plami. Bu yerg?elementlami qo‘shish va songa
ko'paytirish amallari quyidagicha aniglanadi:

r4+y=(r1+y, xot+ Yo ooy Tt Yny---) , (23.5)

ar = a(ry, T, ..., Ty, .. .) = (X1, a9, ..., QXy,...), a € C. (23.6)
Yigiindi = +y € fy ekanligi |a + b|*> < 2|al* + 2|b|*> tengsizlikdan ke-
lib chiqadi. (23.5) va (23.6) tengliklar bilan aniglangan qo‘shish va songa
ko'paytirish amallari chiziqli fazoning 1-8 aksiomalarini qanoatlantiradi. De-
mak, ¢ to‘plam kompleks chiziqli fazo bo‘ladi.

23.6. co = {x = (x1,29,...,2p,...) : nh_)rg@ x, = 0 }— nolga yaqinlashuv-
chi ketma-ketliklar to'plami. Bu to‘plamda ham qo‘shish va songa ko'paytirish
amallari (23.5) va (23.6) tengliklar ko‘rinishida aniqlanadi va ular chizigli
fazoning 1-8 aksiomalarini qanoatlantiradi. Demak, ¢y to‘plam chiziqli fazo
bo‘ladi.

23.7. ¢ = {x = (T1, To, ..., Tpyo.) nll_%o T, = a} - yaginlashuvchi
ketma-ketliklar to‘plami. Bu to‘plam ham 23.5-misolda kiritilgan qo‘shish va
songa ko‘paytirish amallariga nisbatan chiziqli fazo tashkil giladi.

23.8. L = m— barcha chegaralangan ketma-ketliklar to‘plami. Bu to‘plam
ham 23.5-misolda kiritilgan qo‘shish va songa ko‘paytirish amallariga nisbatan
chiziqli fazo tashkil giladi.

Endi IV va V bobda xossalari o‘rganilgan Lebeg ma’nosida integrallanuvchi

funksiyalar va o‘zgarishi chegaralangan funksiyalar to‘plamini qaraymiz.
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23.9. Berilgan [a, b] kesmada Lebeg ma’nosida integrallanuvchi funksiya-
lar to‘plamini Li[a, b] bilan belgilaymiz. Bu to‘plamda elementlarni qo‘shish
va elementni songa ko‘paytirish amallari (23.3) va (23.4) tengliklar bilan anig-
lanadi. Li[a, b] to‘plam funksiyalarni qo‘shish va songa ko‘paytirish amal-
lariga nisbatan yopiq. Chunki, integrallanuvchi f va g funksiyalar yig'indisi

f + ¢ ham integrallanuvchi va

/ FW+g®) du= | f@) du+/ g (t) dp
[a, b] [a, b] [a, b]

tenglik o‘rinli. Xuddi shunday integrallanuvchi funksiyaning songa ko paytmasi
yana integrallanuvchi funksiyadir. Funksiyalarni qo‘shish va songa ko‘paytirish
amallari esa chiziqli fazo aksiomalarini qanoatlantiradi. Demak, L [a, b] to'p-
lam chiziqli fazo bo‘ladi.

23.10. Berilgan [a, b] kesmada p (p > 1)— darajasi bilan Lebeg ma’nosida
integrallanuvchi funksiyalar to‘plamini [:p [a, b] bilan belgilaymiz. Bu to‘plam-
da ham qo‘shish va songa ko'paytirish amallari (23.3) va (23.4) tengliklar
bilan aniqlanadi va f)p[a, bl to‘plam chiziqli fazo tashkil qiladi. Yig'indi
f+g € Lya, b] ekanligi Minkovskiy tengsizligi

</[a ’ e Vydu) E </[a b | f(?) |pdﬂ); T </[a b | 9(t) |pdﬂ>;

dan kelib chigadi.

23.11. Berilgan [a, b] kesmada aniqlangan va o‘zgarishi chegaralangan
funksiyalar to‘plamini V'[a, b] bilan belgilaymiz. Bu to‘plamda ham funksiya-
larni qo‘shish va songa ko‘paytirish amallari 23.4-misoldagidek kiritiladi. Is-
honch hosil gilish mumkinki, V]a, 0] to‘plam funksiyalarni qo‘shish va songa
ko‘paytirish amallariga nisbatan chiziqli fazo tashkil qiladi. Hosil qilingan fazo
0 ‘zgarishi chegaralangan funksiyalar fazosi deyiladi va bu fazo Vla, b] bilan

belgilanadi.
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23.2-ta’rif. Bizga L va L* chiziqli fazolar berilgan bo‘lsin. Agar bu fa-

zolar o‘rtasida o‘zaro bir giymatli moslik o‘rnatish mumkin bo ‘lib,
rex va ye—y, (r,yel, %, y"€L")

ekanligidan x© +y < x* + y* va ar < az*, (o —iztiyoriy son) ekanligi
kelib chigsa, u holda L va L* chiziqli fazolar o‘zaro izomorf fazolar deyiladi.
Izomorf fazolarni aynan bitta fazoning har xil ko‘rinishi deb qarash mumkin.
23.3-ta’rif. Agar L chiziqli fazoning x1, xs,..., x, elementlar sistemasi
uchun hech bo‘lmaganda birortasi noldan fargli bo‘lgan ay, as, ..., a, sonlar
mavjud bo ‘Tib,

a1r1 + asxo + -+ + apT, = 0 (237)

tenglik bajarilsa, u holda x1, o, ..., x, elementlar sistemasi chizigli bog‘langan

deyiladi. Aks holda, ya’'ni (23.7) tenglikdan
ag=ay= -+ =a, =70

ekanligi kelib chigsa, x1, xo,..., x, elementlar sistemasi chizigli bog‘lanma-
gan yoku chiziglh erkli deyilada.

Agar x1, x93, ..., Ty, ... cheksiz elementlar sistemasining ixtiyoriy chek-
li qism sistemasi chiziqli erkli bo‘lsa, u holda {x,} ~, sistema chizigli erkli
deyiladi.

23.4-ta’rif. Agar L chizigli fazoda n elementli chiziqli erkli sistema
mavjud bo‘lib, bu fazoning iztiyoriy n + 1 ta elementdan iborat sistemasi
chizigli bog‘langan bo‘lsa, u holda L n— o‘lchamli chiziqli fazo deyiladi va
dim L = n kabi yoziladi. n o‘lchamli L chiziqli fazoning ixtiyoriy n ta ele-
mentdan iborat chiziqli erkli sistemasi shu fazoning bazisi deyilads.

23.5-ta’rif. Agar L chizigli fazoda ixtiyoriy n € N uchun n elementli
chizigli erkli sistema mavjud bo‘lsa, v holda L cheksiz o‘lchamli chiziqli fazo

deyiladi va dim L = oo ko ‘rinishda yozilads.

231



R™ va C" fazolar n o‘lchamli chiziqli fazolardir. L = Cl[a, b] fazodan
boshlab 23.4-23.11 misollarda keltirilgan barcha fazolar cheksiz o‘lchamli fa-

zolardir. Masalan, ¢y fazoda

{e,=1(0,...,0,1,0,...)}, (23.8)
sistema cheksiz chiziqli erkli sistemaga misol bo‘ladi.
23.1. Chiziqli fazoning qism fazosi

Bizga L chiziqli fazoning bo‘sh bo‘lmagan L’ gism to‘plami berilgan bo‘lsin.

23.6-ta’rif. Agar L' ning o‘zi L da kiritilgan amallarga nisbatan chizigli
fazoni tashkil qilsa, u holda L' to‘plam L ning qism fazosi deyiladi.

Boshqacha qilib aytganda, agar ixtiyorly =,y € L’ va a, b € C(R) sonlar
uchun ax + by € L' bo'lsa, L' ga gism fazo deyiladi.

Har qanday L chiziqli fazoning fagat nol elementdan iborat {0} qism
fazosi bor. Ikkinchi tomondan, ixtiyoriy L chiziqli fazoni o‘zining qism fazosi
sifatida qarash mumkin.

23.7-ta’rif. L chiziqli fazodan farqli va hech bo‘lmaganda bitta nolmas
elementni saqlovchi qism fazo xos qism fazo deyiladsi.

23.12-misol. ¢, C ¢y C ¢ C m fazolarning har biri o‘zidan keyingilari
uchun xos qism fazo bo‘ladi.

23.13. Endi [a, b] kesmada p(p > 1)— darajasi bilan integrallanuvchi
funksiyalar fazosi L, [a, b] ni qaraymiz. Bu fazoning nolga ekvivalent funksiya-
laridan tashkil topgan qgism to‘plamni sz(,o) la, b] ko‘rinishda belgilaymiz. Ma’-
lumki, nolga ekvivalent funksiyalar yig‘indisi yana nolga ekvivalent bo‘lgan
funksiya bo‘ladi. Nolga ekvivalent funksiyaning songa ko‘paytmasi ham nolga
ekvivalent funksiya bo‘ladi. Demak, ZN);E,O) [a, D] to‘plam L, [a, b] fazoning xos
qism fazosi bo‘ladi.

23.14. O‘zgarishi chegaralangan funksiyalar fazosi V[a, b] ni qaraymiz.

Ma’lumki, [a, b] kesmada absolyut uzluksiz funksiyalar to‘plami V[a, b] ning
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qism to‘plami bo‘ladi. Absolyut uzluksiz funksiyalar to‘plami funksiyalarni
qo‘shish (23.3) va songa ko‘paytirish (23.4) amallariga nisbatan yopiq to‘plam.
Shuning uchun u Vla, b] fazoning qism fazosi bo‘ladi va u ACJa, b] bilan
belgilanadi.

23.15. Vla, b] fazoda f(a) = 0 shartni qanoatlantiruvchi funksiyalar
to‘plamini qaraymiz. Bu to‘plam funksiyalarni qo‘shish va songa ko‘paytirish
amallariga nisbatan yopiq to‘plamdir. Shuning uchun u V|a, b] fazoning gism
fazosi bo‘ladi va u Vyla, b] bilan belgilanadi.

23.16. Yana o‘zgarishi chegaralangan funksiyalar fazosi V[a, b] ni qaray-
miz. Ma'lumki, [a, b] kesmada monoton funksiyalar to‘plami V[a, b] ning
gism to‘plami bo‘ladi. Ammo ikki monoton funksiyaning yig‘indisi har doim
monoton funksiya bo‘lavermaydi. Bunga quyidagi misolda ishonch hosil qilish
mumkin. z(t) =t>+1, y(t) = —2t funksiyalarning har biri [0, 2] kesmada
monoton funksiya bo‘ladi, ammo ularning yig‘indisi x(¢) + y(t) = (t — 1)?
funksiya [0, 2] kesmada monoton emas. Demak, [a, b] kesmada monoton
funksiyalar to‘plami V[a, b] fazoning qism fazosi bo‘la olmaydi. Demak, chi-
zigli fazoning har qanday qgism to‘plami gism fazo tashkil gilavermas ekan.

Bizga L fazoning bo‘sh bo‘lmagan {z;} qgism to‘plami berilgan bo‘lsin. U
holda L chiziqli fazoda {x;} sistemani o‘zida saqlovchi minimal gism fazo
mavjud.

Haqgiqatan ham, {z;} sistemani saqlovchi hech bo‘lmaganda bitta qgism
fazo mavjud, bu L ning o‘zi.

Ixtiyoriy sondagi qism fazolarning kesishmasi yana qism fazo bo‘ladi. Haqiqa-

tan ham, agar
L =)L
i
bo‘lib x,y € L* bo‘lsa, u holda ta’rifga ko‘ra ixtiyoriy ¢ uchun x,y € L;
bo‘ladi. L; qism fazo bo‘lganligi uchun ax 4+ Sy € L; munosabat barcha
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a, (3 sonlar uchun o‘rinli. Demak, ax + fy € L* bo‘ladi.

Endi {z;} sistemani saglovchi L ning barcha qism fazolarini olamiz va
ularning kesishmasini qaraymiz hamda uni L ({z;}) orqali belgilaymiz. L ({x;})
qism fazo {x;} sistemani saglovchi minimal gism fazo bo‘ladi. Bu L ({z;})
minimal qism fazo {z;} sistemadan hosil bo‘lgan qism fazo yoki {z;} siste-
maning chiziqli qobig‘i deyiladi.

23.2. Chiziqli fazoning faktor fazosi

Bizga L chiziqli fazo va uning L’ xos qgism fazosi berilgan bo‘lsin. L ning

elementlari orasida quyidagicha munosabat o‘rnatish mumkin.

23.8-ta’rif. Agar x,y € L elementlar uchun x—y ayirma L' ga tegishli

bo‘lsa, x va y ekvivalent elementlar deyiladi.

Fazo elementlari orasida o‘rnatilgan bu munosabat refleksivlik, simmetrik-
lik va tranzitivlik xossalariga ega. Hagiqatan ham, = — z € L’ (refleksivlik);
r—y €Ll dan y—x = —(r—y) € L' (simmetriklik); r—y € L', y—z € L/
dan z—z = (z—y)+(y—z) € L' (tranzitivlik). Shuning uchun bu munosabat
L ni o‘zaro kesishmaydigan sinflarga ajratadi va har bir sinf o‘zaro ekviva-
lent elementlardan tashkil topgan. Bu sinflar qo ‘shni sinflar deyiladi. Barcha
qo‘shni sinflar to‘plami L chizigli fazoning L’ gism fazo bo‘yicha faktor fazosi
deyiladi va L/L’' ko‘rinishda belgilanadi.

Tabiiyki, har qanday faktor fazoda yig‘indi va songa ko'paytirish amallari
kiritiladi.

Aytaylik, £& va n lar L/L’" dan olingan ixtiyoriy qo‘shni sinflar bo‘lsin.
Bu sinflarning har biridan bittadan vakil tanlaymiz, masalan x € &, y € n.
¢ va n sinflarning yig‘indisi sifatida x + y elementni saqlovchi ¢ sinf qa-
bul qilinadi. & qo‘shni sinfning « songa ko‘paytmasi sifatida o x elementni
saqlovchi sinf qabul qgilinadi. Natija © € &, y € n vakillarning tanlanishiga

bog‘liq emas, chunki, qandaydir boshqa z’ € &, ¥’ € n vakillarni olsak ham
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(x+y)— @' +y)= (z—2)+ (y—7v') € L' bolgani uchun =’ + ¢y € ¢
bo‘ladi. Bevosita tekshirish shuni ko‘rsatadiki, L /L' da aniglangan qo‘shish va
songa ko‘paytirish amallari chizigli fazo ta’rifidagi aksiomalarni gqanoatlanti-
radi (buni mustaqil tekshirib ko‘rishni o‘quvchiga tavsiya qilamiz). Boshqacha
aytganda, L/L’ faktor fazo chiziqli fazo tashkil qiladi.

Shunday qilib, har bir L/L’' faktor fazo unda yuqorida ko‘rsatilgan usul-
da kiritilgan yig‘indi va songa ko‘paytirish amallariga nisbatan chiziqli fazo
tashkil giladi. Shuni ta’kidlash joizki, har qanday faktor fazoda L’ qism fazo
L/L' faktor fazoning nol elementi bo‘ladi. Ma’lumki, L’ gism fazoning ele-
mentlari o‘zaro ekvivalent va L' qism fazo L chizigli fazoning nol elementini
saglaydi. Shuning uchun £ va L’ qo‘shni sinflarning yig‘indisi = + 6 = =«
(z €&, 6 e L) elementni saqlovchi qo‘shni sinfga, ya'ni £ ga teng.

23.17. Faktor fazoga misolni tushunish nisbatan osonroq bo‘lgan R? fa-
zodan boshlaymiz. L = R? fazoning L' = {(331, T9) €ER?: 29 = O} X0 qism
fazosini qaraymiz va L/L’ faktor fazoning elementlarini, ya'ni qo‘shni sinf-
larning tavsifini beramiz. Ma’'lumki, x —y = (x1 — y1, 29 — y2) € L’ bo'lishi
uchun zs = yo bo'lishi zarur va yetarli. Demak, L/L’' faktor fazoning ele-
mentlari (qo‘shni sinflar) O 1 o‘qiga parallel bo‘lgan to‘g‘ri chiziglardan ibo-
rat. Masalan, (a, b) € R? nuqtani o‘zida saqlovchi € qo‘shni sinf O z1 o‘qiga

parallel bo‘'lgan 9 = b to‘g'ri chizigdan (23.1 a-chizma) iborat.

23.1-chizma

Xuddi shunday, (1,2) va (2,3) nuqtalarni saglovchi qo‘shni sinflar yig‘indisi
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(3,5) nuqtani saqlovchi zo = 5 to‘g'ri chizigdan iborat. (1,2) € £ qo‘shni
sinfning 3 ga ko‘paytmasi (3,6) nuqgtani saqlovchi zo = 6 to‘g‘ri chizigdan
(23.1 b-chizma) iborat.

23.18. Ma’lumki (23.9-23.10 misollarga qarang), [a, b] kesmada p(p >
1)—darajasi bilan Lebeg ma'nosida integrallanuvchi funksiyalar to‘plami chi-
ziqli fazo tashkil giladi va u ip [a, b] bilan belgilanadi. Bu fazoning nolga ek-
vivalent funksiyalaridan tashkil topgan qism fazosini Eg la,b] (23.13-misolga
qarang) ko‘rinishda belgilaymiz. Endi f}p [a, b] chiziqli fazoning Eg [a,b] qism
fazo bo‘yicha faktor fazosini qaraymiz va bu faktor fazoni L, [a, b] bilan belgi-
laymiz. Bu fazo [a, b] kesmada aniqlangan va p— darajasi bilan Lebeg ma no-
sida integrallanuvchi ekvivalent funksiyalar fazosi deyiladi.

Agar L — n olchamli chizigli fazo va L’ uning k(0 < k < n) o‘lchamli
gism fazosi bo‘lsa, u holda L/L’ faktor fazo n — k o‘lchamli bo‘ladi.

Bu tasdiqni isbotlaymiz. Aytaylik, x1, 2o, ..., x; elementlar sistemasi L'
da bazis bo‘lsin. Bu sistemani zp.q, Tgio, ..., T, € L elementlar bilan L
fazo bazisigacha to‘ldiramiz. Bu xyy1, Tkio, ..., T, elementlar bir-biri bilan
ekvivalent emas, aks holda x1, xo, ... , 2k, Tpi1, Tro,... , T, sistema chiziqli
bog‘langan bo‘lar edi. Shuning uchun xy,1, g9, ..., ¥, elementlar har xil
qo‘shni sinflarga tegishli bo‘ladi. & orqali xy;, @ € {1, 2,...,n—k} element
tegishli bo‘lgan sinfni belgilaymiz.

Endi &, &, ..., &k elementlar sistemasining L/L’ da bazis bo‘lishini
isbotlaymiz. Ixtiyorly & € L/L' qo‘shni sinfni olaylik va = € £ bo‘lsin. U
holda

T =or +axy+ -0+ opTy 4 B Trp + B2 Tpg2 + -0+ By,

yoyilma o‘rinli bo‘ladi. £ + L' = £ (har qanday L/L’ faktor fazoda L' gism

fazo L/L' faktor fazoning nol elementi bo‘ladi, ya'ni # = L) bo‘lgani uchun
=1 — a1y —agwy — -0 — apTy
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element & qo‘shni sinfga tegishli va

=01 xp 4 Boxpre+ 0+ Buogn

yoyilma, o‘rinli bo‘ladi. Bundan

E=01&+ 56+ - 4 Bk

tenglik kelib chiqadi. Har qanday (51,02, ... ,0n—k) # 0 da

BrTps1 + Botpso+ o + Bogan & L

bo‘lgani uchun &, &, ..., &, chizigli bog'lanmagan sistema bo‘ladi. Shun-
day qilib, &, &, ..., &—k sistema chizigli erkli va har bir £€ € L/L" sinf
&1, &9, oo, &g sinflarning chizigli kombinatsiyasidan iborat bo‘lganligi uchun
&1, &, ..., &k sistemaning bazis ekanligiga kelamiz. Demak, L/L’ fazo n—
k olchamli chiziqli fazo ekan.

23.9-ta’rif. L/L' faktor fazoning o‘lchami L' qism fazoning koo ‘lchami
deyilads.

Agar L' gism fazo chekli n koo‘lchamga ega bo‘lsa, u holda L da shun-
day xi, To, ... ,x, elementlarni tanlash mumkinki, ixtiyoriy « € L element
r = aqxr1 + asxe + -+ + a,r, +y ko‘rinishda bir qiymatli ifodalanadi,
bu yerda ai,as,...,q, sonlar, y € L'. Haqiqatan ham, L/L’ faktor fazo
n—o‘lchamli bo‘lsin. Bu faktor fazoda &, &, ..., &, bazisni tanlaymiz va
har bir &, sinfdan bittadan =z vakil olamiz. Endi x € L ixtiyoriy element

bo‘lsin va € esa z ni saglovchi L/L' dagi qo‘shni sinf bo‘lsin. U holda

§=a1 &1+ o+ -+ .

Ta'rifga ko‘ra £ sinfdagi har bir element, xususiy holda, x element z, zo, ...,
T, elementlarning

oarxry +oagxo+ - + g,
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chiziqli kombinatsiyasidan L’ dan olingan elementgagina farq giladi, ya'ni
T=ar + st o fanz,t+y, yel
Bu tasvirning yagonaligini ko‘rsatamiz. Aytaylik
N / / P /
rT=o1r1+ 00+ - o, +y, Yy €L
tasvir ham o‘rinli bo‘lsin. U holda
0= (a1 —ay)zr+ (a2 —ay)xa+ -+ + (ap — a))T +y — Y

tenglikka kelamiz. Bundan oy = o}, cw =a5, ..., ap, =, y=1v'.

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. Chiziqli fazoga misollar keltiring.
2. Chizigli bog‘langan (chizigli bog‘lanmagan) sistema ta’rifini bering.
3. Chizigli fazo o‘lchami ta’rifini bering.

4. [—1, 1] kesmada aniqlangan uzluksiz va juft (toq) funksiyalar to ‘plamini
Ct[—1, 1] (C~[-1, 1]) bilan belgilaymiz. CT[—1, 1] (C~[-1, 1]) to‘plam

C[—1, 1] chizigli fazoning gism fazosi bo lishini isbotlang.
5. [Nq(go) [a,b] qism fazoning o‘lchamini toping.
6. L,[a,b] faktor fazoning o‘lchamini toping.
24-§ . Chiziqli funksionallar

Bu paragraf chiziqli funksionallar, ularning ayrim xossalariga bag‘ishlangan.
24.1-ta’rif. L chiziqli fazoda aniglangan f sonli funksiya funksional de-
yiladi. Agar barcha x,y € L lar uchun

fla+y)=f(x)+f(y)
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bo‘lsa, f additiv funksional deyilad:.
24.2-ta’rif. Agar itiyoriy x € L va barcha o € C lar uchun

flox) = of (x)
bo‘lsa, f bir jinsli funksional deyiladi. Agar iztiyoriy x € L va barcha o € C
sonlar uchun
floax)=af(x)
bo‘lsa, u holda kompleks chiziqli fazoda aniglangan f funksional go‘shma bir
ginsl deyiladi, bu yerda & soni o ga qo‘shma kompleks son.
24.3-ta’rif. Additiv va bir jinsli funksional chizigli funksional deyilads.
Additiv va qo‘shma bir jinsli funksional qo‘shma chizigli (yoki antichizigli)
funksional deyiladi.
Chiziqli funksionallarga misollar keltiramiz.
24.1-misol. R" — n o‘lchamli vektor fazo va a = (ay, as,...,a,) € R"

tayin bir element bo‘lsin. U holda

n

f:R" =R, f(fE):Zaﬁi

i=1
moslik R" da chiziqli funksional bo‘ladi.

n
u(z) = Z aj Zp
k=1

tenglik bilan aniglanuvchi u : C" — C akslantirish qo‘shma chizigli funksio-
nalni aniqglaydi.

24.2. Quyidagi I va I* : Cfa, b] — C funksionallar

b b
I(x) = / x(t) dt, I'(x) = / x(t) dt
Cla, b] fazodagi chizigli va qo‘shma chiziqli funksionalga misol bo‘ladi.
24.3. yy € Cla, b] berilgan element bo‘lsin. Har bir z € Cla, b] funksi-
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sonni mos qo‘yamiz. Bu funksionalning chiziqliligi integrallash amalining asosiy

xossalaridan kelib chiqadi.

funksional C'a, b] fazoda qo‘shma chiziqli funksional bo‘ladi.
24.4. (5 tazoda chiziqli funksionalga misol keltiramiz. k— tayin bir natural

son bo‘lsin. ¢y dagi har bir x = (z1, x2,... , Tk, ...) uchun

fe(x) = 2y

deymiz. Bu funksionalning chiziqgliligi ko‘rinib turibdi.
24.1. Chiziqli funksionalning geometrik ma’nosi
Bizga L chiziqli fazoda aniqlangan, nolmas f chiziqli funksional berilgan
bo‘lsin. Bu f funksional uchun f(x) = 0 shartni qanoatlantiruvchi barcha
r € L nuqtalar to‘plami uning yadrosi deyiladi va Ker f = {x € L :
f(x) = 0} ko‘rinishda belgilanadi. Ker f to‘plam L ning qism fazosi bo‘ladi.

Haqgiqatan ham, agar x,y € Ker f bo‘lsa, u holda ixtiyoriy a, b sonlar uchun

flaz+by)=af(x)+bf(y)=0

tenglik o‘rinli.

Ker f qism fazoning koo‘lchami birga teng. Haqgiqatan ham, Ker f ga
qarashli bo‘lmagan, yani f(zg) # 0 bo‘ladigan qandaydir zp elementni
olamiz. Bunday element mavjud, chunki f(z) # 0 (aynan nolga teng emas).
Umumiylikni chegaralamasdan hisoblashimiz mumkinki, f(z¢) =1 (aks hol-
da biz x¢/f(x¢) ni olgan bolar edik, chunki f(x¢/f(x¢)) = 1). Ixtiyorly x

element uchun y = x — x¢ - f (z) desak, u holda

fy) =[x ==z f(x) =0,

ya'ni y € Ker f. Qaralayotgan = element x = axg+y, y € Ker f ko‘rinish-

da tasvirlanadi va bu tasvir yagonadir. Hagiqatan ham,
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r=axo+y, ycKerf va z=dxo+vy, vy cKerf
bo‘lsin. U holda (a—a’) xg = ¢ —y tenglik o‘rinli. Agar a = a' bo‘lsa, y = ¢/
ekanligi ko‘rinib turibdi. Agar a — a’ # 0 bo‘lsa, u holda

_ Y-y
a—a

X € Ker f

ekanligi kelib chiqadi. Bu esa xy ¢ Ker f shartga zid. Bu qarama-qarshilik
tasdigni isbotlaydi. A

Bu yerdan kelib chiqadiki, ikkita x; va xo elementlar Ker f qism fazo
bo‘yicha bitta qo‘shni sinfda yotishi uchun f(x;) = f(x9) shartning bajarilishi

zarur va yetarli. Haqiqatan ham,

1= f(21) zo+y1, 11 € Kerf, xo=f(x2) 20+ v2, y2 € Kerf

tenglikdan

r1— 29 = (f (v1) — [ (22)) 2o+ (1 — v2)
tenglik kelib chiqadi. Bu yerdan kelib chiqadiki, 1 — x9 € Ker f bo‘lishi
uchun f (z1) — f (z2) = 0 bo‘lishi zarur va yetarli.

Ker f qism fazo bo‘yicha har qanday £ sinf o'zining ixtiyoriy vakili bilan
bir giymatli aniglanadi. Bunday vakil sifatida axy ko‘rinishdagi elementni
olish mumkin. Bu yerdan ko‘rinadiki, L/Ker f qism fazoning o‘lchami birga
teng ekan, ya'ni Ker f ning koo‘lchami birga teng.

Chiziqli funksionalning yadrosi Ker f o‘zida nolga aylanadigan funksio-
nalni o‘zgarmas ko‘paytuvchi anigligida bir qiymatli aniglaydi.

Haqgiqatan ham, f va g funksionallar yadrolari teng bo‘lsin, ya'ni Ker f =
Kerg. U holda f uchun zy € L elementni shunday tanlaymizki, f(x¢) =1
bo‘lsin. Ko‘rsatamizki, g(zg) # 0. Ixtiyoriy = € L uchun

r=f(z) voty, y€ Kerf va g(z)=f(z) g(xo)+g(y)=f () g(x0)

tengliklarga egamiz. Agar g(xy) = 0 bo‘lsa, g(x) = 0 bo'lar edi. g(x) =
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g(xo) f(z) tenglikdan f va ¢ funksionallarning proporsional ekanligi kelib
chiqadi.

Koo‘lchami birga teng bo‘lgan ixtiyoriy L' qism fazo berilgan bo‘lsin. U
holda shunday f chiziqli funksional mavjudki, Ker f = L’ bo‘ladi. Buning
uchun L' gism fazoda yotmaydigan ixtiyoriy zp € L elementni olamiz va
ixtiyoriy x € L elementni x = axo+y, y € L' ko‘rinishda yozamiz. Bunday
yoyilma yagona. f(x) = a tenglik yordamida aniglanuvchi chiziqli funksio-
nalning yadrosi Ker f = L' bo‘ladi.

L chiziqli fazoda koo‘lchami birga teng bo‘lgan qandaydir L' qism fa-
70 berilgan bo‘lsin. U holda L fazoning L' qism fazo bo‘yicha har qan-
day qo‘shni sinfi L’ gism fazoga parallel bo‘lgan gipertekislik deyiladi (xusu-
san, L' qism fazoning o‘zi 6 elementni saqlovchi, ya’'ni koordinata boshidan
o‘tuvchi gipertekislik hisoblanadi). Boshqacha aytganda, L’ gism fazoga paral-
lel bo‘lgan M’ gipertekislik - bu L’ qism fazoni qandaydir z¢ € L vektorga
parallel ko‘chirishdan paydo bo‘ladigan to‘plam, ya’ni

M=L+zy={y: y=x+mz, v€L}.

Ko‘rinib turibdiki, agar xy € L’ bo‘lsa, M’ = L' bo‘ladi, agarda zo ¢ L'
bo‘lsa, u holda M’ # L’.

Agar f — L chiziqli fazoda aniqlangan chiziqli funksional bo‘lsa, My =
{z € L : f(zr) = 1} toplam Ker f qism fazoga parallel gipertekislik
bo‘ladi. Hagiqatan ham, f(xg) = 1 bo‘ladigan zy elementni tanlab, ixtiyo-
riy elementni x = axg+vy, y € Ker f ko‘rinishda yozishimiz mumkin.

Ikkinchi tomondan, agar M’ —koo‘lchami birga teng bo‘lgan L' gism fa-
zoga parallel va koordinata boshidan o‘tmaydigan gipertekislik bo‘lsa, u holda

shunday yagona f chiziqli funksional mavjudki,



bo‘ladi. Haqiqatan ham, M’ = L' +xy, x9 € L bo‘lsin. U holda har qanday
x € L element yagona ravishda © = axog+y, y € L’ ko‘rinishda tasvirlanadi.
f(x) = a tenglik yordamida aniqlanadigan chiziqli funksional izlanayotgan
funksional bo‘ladi. Uning yagonaligi quyidagidan kelib chiqadi:

Agar x € M’ da g(z) = 1 bo‘lsa, u holda y € L' da g(y) = 0 bo‘ladi.
Bundan

glazo +y) =a= flazy+y)

tenglik kelib chiqadi.

Shunday qilib, L chiziqli fazoda aniglangan noldan farqli barcha chiziqli
funksionallar bilan koordinata boshidan o‘tmaydigan L dagi barcha giperte-
kisliklar o‘rtasida o‘zaro bir gqiymatli moslik o‘rnatildi.

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

[Y

. Chiziqly funksionalning geometrik ma nosini tushuntiring.
2. Cla,b] fazoda gipertekislikka misol keltiring.

3. Cla,b] fazoda f(x) = z(b) chizigli funksionalni qaraymiz. Cla,b] fa-
zoda M = {fe€Cla,bl : f(z)=1} to‘plam gipertekislik bo ladimi?

4. f: Vl]a, b] — R, f(x) = x(a) chizigli funksionalning yadrosini to-
ping. Ker f = Vyla,b] tenglik to‘g‘rimi?

ot

f:C[-1, 1] = R va

f(:c):/_lx(t) dt

1

funksionalning chizigle ekanligini ko‘rsating. Toq funksiyalar to ‘plams
C -1, 1] ={x e C[-1, 1]: z(—t)=—a(t) } uchun C7[—1, 1]
C Ker f munosabat to‘g‘rimi?
6. f:R>— R, f(x) =2 chizigli funksionalning yadrosini toping. Bu
fazoda {56 eR®: f(x) = 1} gipertekislikni chizmada tasvirlang.
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25-8. Qavariq to‘plamlar va gavariq funksionallar
L - haqiqiy chizigli fazo, x va y uning ikki nuqgtasi bo‘lsin. U holda
ax+(1—a)y, Q€ [07 1]

ko‘rinishdagi barcha elementlar to‘plami x va y nuqgtalarni tutashtiruvchi

kesma deyiladi va u [z, y] bilan belgilanadi, ya'ni
z,y]={azx+(1—-a)y: aecl0,1]}.

25.1-ta’rif. Agar M C L to‘plam o‘zining ixtiyoriy x,y € M nugtala-
ring tutashtiruvchi [x,y] kesmani ham o‘zida saqlasa, M ga qavariq to‘plam
deyilads.

25.2-ta’rif. Agar biror x € E nuqta va ixtiyoriy y € L uchun shunday
e =¢(y) > 0 son mavjud bolib, barcha t, |t| < e larda x +ty € E muno-
sabat bajarilsa, x € E nugta E C L to‘plamning yadrosiga qarashli deyilads.
E C L to‘plamning yadrosi — J(E) bilan belgilanadi, ya ni

JIE)={zeFE: JyeL, Ve=¢€(y) >0, VteR, |t| <e,z+1ty € E}.

25.3-ta’rif. Yadrosi bo‘sh bo ‘lmagan qavariq to ‘plam qavariq jism deyiladi.
25.1-misol. R? fazoda kub, shar, tetrayedr, tekislikda to‘g‘ri to‘rtburchak,

doira, uchburchak gavariq jism bo‘ladi. ¢y fazodagi

B[O,l]_{xeﬁgz an2<1}
n=1

birlik shar qavariq jism bo‘ladi.
25.2. R? da to‘g'ri chiziq (kesma) qavariq to‘plam bo‘ladi, lekin qavariq
jism bo‘lmaydi. Chunki, uning yadrosi bo‘sh to‘plam (mustaqil isbotlang).
Agar M qavariq to‘plam bo‘lsa, u holda uning yadrosi J(M) ham qavariq
to'plamdir. Haqgiqatan ham,
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r,y€ J(M) vaz=arx+(1—a)y, acl0, 1]
bo‘lsin. U holda ixtiyoriy @ € L uchun shunday e; > 0, €9 > 0 sonlar
mavjudki, |t1] < €1, |t2] < &2 shartni qanoatlantiruvchi barcha ¢y, to
larda = +t1a va y + toa elementlar M to‘plamda yotadi. Bundan kelib chi-

qadiki, barcha |t| < e, € = min (e1,£9) larda
a(z+ta)+(1—-a) (y+ta) =azt+(l—a)y+atat+(l—a)ta = z+ta € M,

yani z € J(M).

25.1-teorema. Istalgan sondagi qavariq to‘plamlarning kesishmasi yana
qavariq to ‘plamdir.

Isbot. Faraz qilaylik,

M = ﬂ M,
a

bo‘lib, barcha M, lar qavariq to‘plamlar bo‘lsin, x va y lar M ning ikki ix-
tiyoriy nuqtasi bo‘lsin. U holda = va y nuqtalarni tutashtiruvchi [z, y] kesma
M, larning har biriga garashli va demak, M ga ham garashli. Shunday qilib,
M haqgiqatan ham qavariq to‘plam ekan. A

Shuni eslatib o‘tamizki, qavariq jismlarning kesishmasi yana qavariq jism
bo‘lavermaydi. Bunga quyidagi misolda ishonch hosil gilish mumkin.

25.3. Tekislikdagi P={(z,y): 0<2 <1, 0<y<1}va@=

{(z,y): 0<z<1, 1<y<2} qavariq jismlarning kesishmasi
PNnQ={(zr,y): 0<z<1, y=1}

kesmadan iborat bo‘lib, u qavariq jism emas (25.2-misolga qarang).

Qavariq to‘plam tushunchasi gavariq funksional tushunchasi bilan uzviy
bog'liq.

25.4-ta’rif. Agar L haqiqiy chizigli fazoda aniqlangan manfiymas p funk-
sional
p+y) <plx)+ply), Veyel,
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2) plaxz) = ap(z), Ya >0 va Yx € L shartlarni qanoatlantirsa, p ga
qavariq funksional deyilads.

Biz bu yerda p(z) miqdorni chekli deb faraz gilmaymiz, ya'ni ayrim = € L
lar uchun p(z) = oo bo'lishi mumkin. Agar barcha =z € L lar uchun p(z)
chekli bo‘lsa, p chekli funksional deyiladi.

25.4-misol. p: Cla, b] - R va

p(z) = / (1) d

akslantirishning chekli qavariq funksional ekanligini isbotlang.
Isbot. Integralning monotonlik xossasidan, ixtiyoriy z € C[a, b] uchun
p(z) > 0 ekanligi kelib chiqadi. Endi bizga Cf[a, b] fazoning ixtiyoriy x va y

elementlari berilgan bo‘lsin. U holda

b b b
p<x+y>:/ |w<t>+y<t>|dts/ \x<t>|dt+/ y(0)] dt = p(2) + p(y)

tengsizlik o‘rinli. Xuddi shunday ixtiyoriy x va a > 0 uchun

b b
p(am:/ (1)) dt = a/ 2(t)] dt = ap (2)

tenglik o‘rinli. Demak, p qavariq funksional ekan. Uning chekli qavariq funk-
sional ekanligi p(z) < (b —a) max |z ()| tengsizlikdan kelib chiqadi. A
25.5. ¢ : Cla, b)) — R va ¢q(x) = V! [z] akslantirish chekli bo‘lmagan
qavariq funksional bo‘lishini isbotlang.
Isbot. ¢ funksionalning manfiymasligi va qavariq funksional ta’rifidagi
1-2 shartlarning bajarilishi funksiya to‘la o‘zgarishi xossalaridan kelib chigadi.
O‘zgarishi chegaralangan funksiyalar mavzusidan ma’lumki, C[0, 1] fazoning
xo (t) = t sin(1/t), x0(0) =0 elementi uchun gq(zo) = V![x] = +00 tenglik
o‘rinli. Demak, ¢ chekli bo‘lmagan qavariq funksionalga misol bo‘ladi. A
Endi qavariq to‘plamlar bilan qavariq funksionallar orasidagi bog‘lanishni

garaymiz.
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25.2-teorema. Agar p: L — R, qavariq funksional va k > 0 bo‘lsa, u
holda
E={zeLl:px)<k}

qavariq to‘plam bo‘ladi. Agar p funksional chekli bo‘lsa, u holda E to‘plam

yadrosi nol elementni saqlaydigan,
J(E)={z€eL :p(x)<k}

yadroli qavariq jism bo‘lads.

Isbot. Agar z,y € E va a+ (=1, «a, >0 bo'lsa, u holda

plax+By) <plaz)+p(By) =ap(x)+Bp(y) <ka+kB =k,

yani F — qavariq to‘plam. Endi p chekli funksional, p(z) < k, ¢t > 0 va
y € L bo‘lsin. U holda

plxEty) <p(z)+tp(Ly)

Agar p(—y) = p(y) = 0 bo‘lsa, u holda ixtiyoriy ¢ uchun z+ty € FE bo‘ladi.
Agar p(—y), p(y) sonlardan hech bo‘'lmaganda birortasi noldan farqli bo‘lsa,

u holda
k—p(z)
max (p (y) ,p (—y))
shartda x £ty € E bo‘ladi. Qavariq funksionalning 6 nuqtadagi qiymati

t <

nolga teng bo‘lgani uchun 6 € J(FE). A

Endi & = 1 holni qaraymiz. U holda har qanday chekli p qavariq funk-
sional L da 6 € J(FE) bo‘'ladigan yagona F={x € L : p(z) <1} qavariq
jismni aniqlaydi. Aksincha, F —yadrosi nol elementni saqlaydigan qavariq

jism bo‘lsin. U holda har bir x € L ga
pE(x):inf{r>O: EGE}
r

sonni mos qo‘yuvchi akslantirish qavariq funksional bo‘ladi (mustaqil isbot-

lang). Bu funksional E qavariq jism uchun Minkovskiy funksionali deyiladi.
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25.5-ta’rif. L haqiqiy chizigli fazo va Ly uning biror qism fazosi bo ‘lsin.
Lo qism fazoda fo chizigli funksional va L fazoda f chizigli funksional beril-
gan bo‘lsin. Agar iztiyoriy x € Ly uchun f(x) = fo(x) tenglik bajarilsa, f
chiziqly funksional fy funksionalning L fazoga davomi deyiladi.

Funksionalning davomi bir gqiymatli emas. Funksionalning ixtiyoriy davomi
magsadga muvofiq emas. Odatda funksionalni qandaydir shartni saqlab qolgan
holda davom ettirish talab qgilinadi.

25.3-teorema  (Xan—Banax). Aytaylik, p — L haqiqiy chizigli fazoda
aniqlangan qavariq funksional va Ly — L ming qism fazosi bo‘lsin. Agar Lg

da aniqlangan fo chizigli funksional

fo(z) <p(z), xel (25.1)

shartni qanoatlantirsa, u holda fy ni L da aniglangan va L da (25.1) shartni
qanoatlantiruvche f chizigli funksionalgacha davom ettirish mumkin.

Isbot. Ly # L bo‘lgan holda fy chiziqli funksionalni Ly dan kengroq
bolgan LY qism fazogacha (25.1) shartni saqlagan holda chizigli davom et-
tirish mumkinligini ko‘rsatamiz. Ly ga qarashli bo‘lmagan ixtiyoriy z € L
elementni olamiz. LM bilan Ly va z elementlardan tashkil topgan gism fa-

zoni belgilaymiz. LY quyidagicha ko‘rinishdagi elementlardan tashkil topgan
{tz+z, teR, z € Ly} =LY,

Agar f; funksional fy ning LY qgism fazogacha chizigli davomi bo‘lsa, u
holda
filtz4+z)=fi(tz)+ fi(x)=tfi(2)+ fo(x),

yoki f1(z) = ¢ deb olsak,

filtz+2x)=tc+ fo(z)
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tenglik o‘rinli bo‘ladi. Endi ¢ ni shunday tanlaymizki, f; funksional (25.1)

shartni ganoatlantirsin, ya’ni
filtz4+z)=tc+ fo(x) <p(tz+ ) (25.2)

tengsizlik bajarilsin. Agar t > 0 bo‘lsa, (25.2) shart quyidagi shartga teng
kuchli:

e er(+3) mesn(+3) -5 ()

t <0 bo'lsa,

cen(Z)2a(-+-2) e ez n(=D) -4 (3)

Bu ikkala shartni qanoatlantiruvchi ¢ son har doim mavjudligini ko‘rsatamiz.

Ly qism fazodan olingan ixtiyoriy 1 va 1" elementlar uchun

~fo)+rW'+2)>~foy) —p(=y —2) (25.3)

tengsizlik o‘rinli. Hagigatan ham, bu tengsizlik quyidagi tengsizlikdan bevosita
kelib chiqadi:

fo)—fHW) =W —v)<p@' —y) =

=p((W'+2)+ (Y —2) <pW'+2)+p(~y —2).
Endi
c’ = inf (- fo") + oy +2), ¢ =sup(—foly) —p(—y — 2))
y/
deb olamiz. (25.3) tengsizlik ixtiyoriy 3’ va y” lar uchun o‘rinli bo‘lganidan
" > ¢ ekanligi kelib chigadi. Agar ¢ sonini ¢’ > ¢ > ¢ qo'sh tengsizlikni

qanoatlantiradigan qilib tanlasak, u holda

filtz+x)=tc+ fo(x)
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formula bilan anigqlangan f; funksional chiziqli va (25.1) shartni qanoatlanti-
radi.
Shunday qilib, biz fy funksionalni L gism fazodan undan kengroq bo‘lgan
LY gism fazogacha (25.1) shartni saqlagan holda chizigli davom ettirdik.
Agar L chizigli fazoda sanoqlita 1, x9, ..., T,,... elementlar sistemasi
mavjud bo‘lib, bu sistemani saqlovchi L ({x;}) minimal gism fazo L ning

o‘ziga teng bo‘lsa, u holda fy funksionalni
LW ={Ly, 21}, LW ={LW a,},...

kengayib boruvchi qism fazolarda yuqoridagidek aniqlab, fy funksionalni L
fazogacha (25.1) shartni saglagan holda davom ettirish mumkin.

Agar chizigli qobig'i L ga teng bo‘ladigan sanoqli sistema mavjud bo‘lmasa,
u holda teoremaning isboti Sorn lemmasi yordamida nihoyasiga etkaziladi (|1]
ga qarang). A

25.6. L = C[—1, 1] uzluksiz funksiyalar fazosi va uning qism fazosi Ly =
{z € C|-1, 1] : suppz C [0, 1]} ni qaraymiz. Ly qism fazoda fy chizigli
funksionalni quyidagicha aniglaymiz:

fo(sv)=/_ () dt. e Lo

1
L = C[—1, 1] chiziqli fazoda f va p funksionallarni quyidagicha aniglaymiz:

f(x):/_ x(t)yo(t)dt+/0 x(t) dt, p(r)=2max |z(t)|, x€lL

1 —-1<t<1

Quyidagicha savollar qo‘yamiz.

1) fo funksional (25.1) tengsizlikni qanoatlantiradimi?

2) f funksional fj funksionalning L fazogacha davomi bo‘ladimi?

3) yo € C[—1, 0] qanday tanlanganda f funksional Xan-Banax teoremasi-

ning shartlarini qanoatlantiradi?
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Yechish. fj funksional (25.1) tengsizlikni qanoatlantiradi. Hagiqatan ham,

folx) = (1) [dt =2 max |z (t)|=p(z), v c Lo

—1<t<1 —1<t<1

)I—l\
&
=
QL
~
(VAN
=
Q
"
B

Agar x € Ly, bolsa u holda
0
[ e v -0
-1
bo‘ladi. Shuning uchun, barcha yy € C|—1, 0] larda f (z) = fo(z), = € Ly
tenglik o‘rinli. Demak, barcha yy lar uchun f funksional f; funksionalning

L fazogacha davomi bo‘ladi. Nihoyat,

—1<¢<0 0<t<1

0 1
f(z) < max |x(t)] /_1 lyo ()| dt + i max |z (t)| dt <

<2 max |z(t)|=p(x), v €L

—1<t<1

tengsizlik,

0
/ ()| dt=e<1
1

shartni qanoatlantiruvchi barcha yy € C[—1,0] larda o‘rinli. Demak, ¢ €
[0, 1] bo‘lsa, Xan-Banax teoremasining shartlari bajariladi. Shunday qilib f;
funksionalni (25.1) shartni saqlagan holda cheksiz ko‘p usul bilan L fazogacha
davom ettirish mumkin ekan.

Endi Xan-Banax teoremasining kompleks variantini isbot gilamiz.

25.6-ta’rif. L — kompleks chizigli fazo va unda aniglangan manfiymas p
funksional berilgan bo‘lsin. Agar ixtiyoriy x,y € L va iztiyoriy o € C uchun
px+y) <px)+p(y) va plax)=|al p(x) shartlar bajarilsa, v holda p
qavariq funksional deyiladi.

25.4-teorema (Xan-Banax). p — L kompleks chizigli fazoda aniglangan

qavariq funksional, fy esa Lo qism fazoda aniglangan bo‘lib,

[ fo(2)| <p(z), =€l
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shartni ganoatlantiruvchi chizigli funksional bo‘lsin. U holda butun L da aniq-

langan va

fx)=fo(x), Vo€l |f(x)|<p(z), Veel

shartlarni ganoatlantiruvchi f chizigli funksional mavjud.
Isbot. L va Ly fazolarni haqiqiy chiziqli fazo sifatida qarab, mos ravishda
Lgr va Lyg bilan belgilaymiz. Tushunarliki, p funksional Lr da aniglangan

qavariq funksional bo‘ladi, for (x) = Refy (z) esa

| for (z)| < p(z), 2 € Lor(= L)

shartni, bundan esa for (x) < p(x) shartni qanoatlantiruvchi Lor dagi
haqiqiy chizigli funksional bo‘ladi. 25.3-teoremaga ko‘ra, Lr da aniglangan

va

fr(x) <p(z), xeLlp(=L),
fr(x) = for (), =€ Lor (= L)
shartni qanoatlantiruvchi fr chizigli funksional mavjud. Tushunarliki,
—fr(z) = fr(—z) <p(-z) =p(z).

Demak,
[fr(z)| <p(x), x€Llr(=L) (25.4)

Endi f funksionalni L da quyidagicha aniqlaymiz
f(x)=fr(x)—1fgr(ix).

Murakkab bo‘lmagan hisoblashlar yordamida ko‘rsatish mumkinki, f — L

kompleks chiziqli fazoda aniqlangan chiziqli funksional bo‘ladi hamda

f(x)=fo(z), Vx € Ly, Ref (z) = fr(x), Vz e L.
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Ixtiyoriy # € L uchun |f (z)| < p(z) ekanligini ko‘rsatsak, teorema is-
bot bo‘ladi. Teskaridan faraz gilamiz. Biror xy € L uchun |f (zo) | > p (o)
bo‘lsin. f (xg) kompleks sonni f (z9) = pe'?, p > 0 ko‘rinishda yozamiz va

Yo = e %z, deb olamiz. U holda

fr(yo) = Ref (yo) = Re [e " f (z0)] = p > p(z0) = p (o) -

Bu esa (25.4) shartga zid. A

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. Vola, b] qism fazoda aniglangan fo(x) = x(b) funksional uchun f :
Via, b] = R, f(x) = ax(a)+z(b) funksional uning davomi bo‘ladimi?
p(z) = |z(a)] + |x(b)|, z € Vl]a,b] funksional qavarigmi? Parametr
a € R ming ganday qiymatlarida bu funksionallar uchun 25.3-teorema

shartlari bajariladi?
2. Yadrosi bo‘sh to‘plam bo‘lgan qavarig to‘plamga misol keltiring.

3. R? fazoda qavariq va qavariq bo‘lmagan funksionalga misol keltiring.

Bu fazoda pi(z) = 22 + 25 va po(x) = /2?2 + a3 funksionallarni
qavariqlikka tekshiring.

4. 25.6-misolda keltirilgan fo va [ funksionallarning chizigli ekanliging

ko ‘rsating.

5. 25.6-musolda keltirilgan p akslantirishning chekli qavariq funksional ekan-

ligint ko ‘rsating.

6. Berilgan E = {x € Cla, bl : max |z (t)| < 1} qavariq jismga mos

a<t<b
Minkovskiy funksionalini quring.

7. p: R? = R, p(x) = |21 + 22| funksionalning chekli qavariq funksio-
nal ekanligini ko ‘rsating. Unga mos E = {SIZ ceR?: plx) < 1} qavariq

jismni R? fazoda chizib ko‘rsating.
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26- §. Chiziqli normalangan fazolar

Chiziqli fazolarda elementlarning bir-biriga yaqinligi degan tushuncha yo‘q.
Ko‘plab amaliy masalalarni hal gilishda elementlarni qo‘shish va ularni songa
ko‘paytirish amallaridan tashqari, elementlar orasidagi masofa, ularning yaqin-
ligi tushunchasini kiritishga zarurat to‘g‘iladi. Bu bizni normalangan chiziqli
fazo tushunchasiga olib keladi. Normalangan fazolar nazariyasi S.Banax va
boshqa matematiklar tomonidan rivojlantirilgan.

26.1-ta’rif. L chizigli fazo va unda aniglangan p funksional berilgan
bo‘lsin. Agar p quyidagi uchta shartni ganoatlantirsa, unga norma deyiladi:

1) p(x) >0, Ve e L; pz)=0<xz=10,

2) plaz) = |a| p(z), Ya € C, Vz € L;

3) plz +y) < plx) +ply), Vo, yel.

26.2-ta’rif. Norma kiritilgan L chiziqli fazo chiziglt normalangan fazo
deyiladi va x € L elementning normasi ||z|| orqali belgilanadi.

Agar L — normalangan fazoda z,y € L elementlar jufti uchun

p(r,y) = |z —yl

sonni mos qo‘ysak, p funksional metrikaning 1-3 aksiomalarini qanoatlantiradi
(19.1-ta’rifga qarang). Metrika aksiomalarining bajarilishi normaning 1-3 shart-
laridan bevosita kelib chiqgadi. Demak, har qanday chizigli normalangan fazoni
metrik fazo sifatida garash mumkin. Metrik fazolarda o‘rinli bo‘lgan barcha
tasdiglar (ma’lumotlar) chizigli normalangan fazolarda ham o‘rinli.

X chiziqli normalangan fazoda {x,} ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.

26.3-ta’rif. Biror x € X wa iztiyoriy € > 0 uchun shunday ny = ny(e) >
0 mauvjud bo‘lib, barcha n > ng larda ||z, — || < € tengsizlik bajarilsa, {x,}
ketma-ketlik x € X elementga yaqinlashadi deyilads.

26.4-ta’rif. Agar iztiyoriy € > 0 son uchun shunday ny = no(e) > 0
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mavjud bolib, barcha n > ny va p € N larda ||xn1p — 20| < € tengsizlik
bajarilsa, {x,} ketma-ketlik fundamental deyiladi.

26.3 va 26.4 ta'riflarni 20.6 va 21.1 ta’riflar bilan taqqoslang.

26.5-ta’rif. Agar X chizigli normalangan fazodagi iztiyoriy {x,} funda-
mental ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda X to‘la normalangan fazo
yoki Banax fazosi deyiladsi.

Bu ta’rifni quyidagicha aytish mumkin: agar (X, p), p(z,y) = ||z — ||
metrik fazo to‘la bo‘lsa, u holda X to‘la normalangan fazo deyiladi.

Chiziqli normalangan fazolarga misollar keltiramiz.

26.1-misol. L = R —hagqiqiy sonlar to‘plami. Agar ixtiyoriy x € R soni
uchun ||z|| = |x| sonni mos qo‘ysak, R normalangan fazoga aylanadi.

26.2. L = C kompleks sonlar to‘plami. Bu yerda ham norma yuqoridagidek
kiritiladi: ||z]| = |z].

26.3. L =R" — n olchamli haqiqiy chiziqli fazo. Bu fazoda

. "\
> _ai Iwb(Zw) - lalle = max Jai], @ € R
k=1 k=1 -

funksionallar norma shartlarini qanoatlantiradi. R" chizigli fazoda ||e]|, nor-

ma kiritilgan bo‘lsa, uni R}, agar [|e||  norma kiritilgan bolsa, uni RY, deb
belgilaymiz (19.3-19.5, 19.11-misollar bilan taqqoslang).
26.4. L =C" — n o‘lchamli kompleks chiziqli fazo. Bu fazoda

121l =

funksional norma shartlarini qanoatlantiradi.
26.5. Cla, b] — la, b] kesmada aniglangan uzluksiz funksiyalar fazosi.

Bu fazoda f € Cla, b] elementning normasi (19.6-misol bilan taqqoslang)

Il = max [f ()],

a<z<b
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tenglik bilan aniglanadi. Xuddi 26.3-misoldagidek C'la, b] chiziqli fazoda nor-

ma
b
11, = / £ ()] de

formula vositasida kiritilgan bo‘lsa, uni Ci[a, b] (19.9-misol), agar norma

11 = \/ IR

tenglik orqali kiritilgan bo‘lsa uni Cyla, b] (19.8-misolga qarang) deb belgi-

laymiz.
Quyida biz chiziqli fazo va unda kiritilgan normalarni beramiz.

26.6. /y fazoda z elementning normasi quyidagicha kiritiladi:

26.7. ¢y, ¢, m fazolarda x elementning normasi quyidagicha kiritiladi:
]l = S [Zn] -
Uy, co, ¢ va m fazolarning aniglanishi 23.5-23.8 misollarda keltirilgan.
26.8. M|a, b] —bilan [a, b] kesmada aniglangan barcha chegaralangan
funksiyalar to‘plamini belgilaymiz. Bu to‘plam odatdagi funksiyalarni qo‘shish
(23.3)va songa ko‘paytirish ((23.4)ga qarang)amallariga nisbatan chiziqli fazo
tashkil giladi. Bu fazoda aniglangan
p(x) = sup |x(t)], z€ Mla, b (26.1)
a<t<b
funksional norma shartlarini qanoatlantiradi va Mla, b] chizigli normalangan
fazo bo‘ladi.
26.9. C[a, b]— bilan [a, b] kesmada aniqlangan n marta uzluksiz diffe-
rensiallanuvchi funksiyalar to‘plamini belgilaymiz. C™[a, b] to‘plam odatda-

gi funksiyalarni qo‘shish va songa ko‘paytirish amallariga nisbatan chiziqli fazo
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tashkil giladi. Bu fazoda aniglangan

n

_ (k)
p(z) grglggb!x(t)lJrk m) (t)

.z e CMa, b] (26.2)

funksional normaning 1-3 shartlarini qanoatlantiradi.
26.10. [a, b] kesmada aniglangan o‘zgarishi chegaralangan funksiyalar fa-

zosi Va, b] (23.11-misolga qarang) ni qaraymiz. Bu fazoda
p: Via, 0] =R, p(z) = [z(a)] + V. [2] (26.3)

funksional norma aksiomalarini qanoatlantiradi va Vl[a, b] chizigli norma-
langan fazo bo‘ladi.

Endi Banax fazolariga misollar keltiramiz.

26.11. R", R}, Cla, b], £,, p>1, ¢, ¢y fazolarni to'lalikka tekshiring.

Yechish. To‘la metrik fazolar (21-paragraf) mavzusidan ma’lumki R", RY,
Cla, b], £,, p > 1, ¢, ¢ lar (21.3-21.7 misollarga qarang) to‘la metrik
fazolar edi. Shuning uchun ular to‘la normalangan fazolar, ya'ni Banax fazolari
bo‘ladi. A

26.12. Csfa, b] to‘la bo‘lmagan (21.8-misolga qarang) metrik fazo edi.
Shuning uchun Cs[a, b] to‘la bo‘lmagan normalangan fazoga misol bo‘ladi.

26.1. Normalangan fazoning qism fazosi

Biz yuqorida chiziqli fazoning qism fazosi tushunchasini kiritgan edik, ya'ni
agar ixtiyoriy x,y € Ly elementlar va ixtiyoriy «, 3 sonlar uchun az+pgy €
Lo bo‘lsa, bo‘sh bo‘'lmagan Ly C L qism to‘plam, gism fazo deyilar edi.

Normalangan fazolarda yopiq qism fazolar, ya'ni barcha limitik nuqtalarini
o‘zida saqlovchi qism fazolar muhim ahamiyatga ega. Chekli o‘lchamli nor-
malangan fazolarda har qanday qism fazo yopiqdir. Cheksiz o‘lchamli nor-
malangan fazolarda qism fazolar doim yopiq bo‘lavermaydi. Quyida keltiri-

ladigan misol fikrimizni tasdiglaydi.
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26.13. Uzluksiz funksiyalar fazosi C|[a, b] dagi barcha ko‘phadlar to‘plami

qism fazo tashkil giladi, lekin u yopiq emas. Bunga ishonch hosil gilish uchun

2 L

ko‘phadlar ketma-ketligini qaraymiz. Ravshanki, {P,} fundamental ketma-
ketlik bo‘lib, uning limiti z(t) = €' ga teng. x(t) = €' funksiya esa ko‘phad
emas.

Normalangan fazolarda asosan yopiq chizigli gism fazolarni qaraymiz. Shu-
ning uchun 23-§da kiritilgan qism fazo atamasiga o‘zgartirish kiritish tabiiydir.

26.6-ta’rif. Agar L normalangan fazoning Ly C L qism to‘plamida ix-
tiyoriy x,y € Lo elementlar va ixtiyoriy o, 3 sonlar uchun ax + By € Ly
bo‘lsa Lo chizigli ko ‘pxillilik deyiladi. Agar Ly C L qism to‘plam yopiq chi-
ziqly ko ‘pxillilik bo‘lsa, Lo qism to‘plam L ning qism fazosi deyiladi.

26.14. Uzluksiz funksiyalar fazosi C[—1, 1] dagi barcha toq funksiyalar
to'plami C~[—1, 1] (23-§ning 4-chi topshirigiga qarang) chiziqli ko‘pxillilik
tashkil qiladi va u yopiq. Hagiqatan ham, {z,} toq funksiyalar ketma-ketligi
biror € C[—1,1] elementga yaqginlashsin. U holda

x(—t) = lim x, (—t) = lim (-, (t)) = — lim x, (t) = —z ().

26.15. [a, b] kesmada aniglangan va x(a) = 0 shartni qanoatlantiruvchi
o‘zgarishi chegaralangan funksiyalar to‘plamini Vjla, b] bilan belgilaymiz.
Ma’lumki, Vpla, b] to‘plam Vla, b] fazoning (23.15-misolga qarang) qism
fazosi, ya'ni yopiq chiziqgli ko‘pxillilik bo‘ladi. Bu fazoda ham x elementning
normasi (26.3) tenglik bilan aniqlanadi. (26.3) tenglik Vyla, b] fazoda quyidagi
ko‘rinishga ega bo‘ladi:

]| = V7 [2] (26.4)

va u norma aksiomalarini qanoatlantiradi. Demak, Vjla, b] to‘plam chizigli

normalangan fazo bo‘ladi.
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26.16. [a, b] kesmada aniqlangan va x(a) = 0 shartni qanoatlantiruvchi
absolyut uzluksiz funksiyalar to‘plamini ACy|a, b] bilan belgilaymiz. Ma’lum-
ki, ACyla, b] to'plam Vyla, b] fazoning (26.15-misolga qarang) gism fazosi
bo‘ladi. Shuning uchun bu fazoda ham z elementning normasi (26.4) tenglik
bilan aniglanadi va ACj[a, b] to‘plam chizigli normalangan fazo hosil giladi.

26.2. Normalangan fazoning faktor fazosi

Bizga L normalangan fazo va uning Lo C L qism fazosi berilgan bo‘lsin.

P = L/Ly faktor fazoni qaraymiz va unda normani quyidagicha aniglaymiz.

Har bir £ € P qo‘shni sinfga
1€l = inf [z ] (26.5)
ref

sonni mos qo‘ysak, bu funksional norma aksiomalarini qanoatlantiradi. De-
mak, L/Lg faktor fazo ham normalangan fazo bo‘lar ekan.

Agar L to‘la normalangan fazo bo‘lsa, L/Ly faktor fazo ham (26.5) nor-
maga nisbatan to‘la fazo bo‘ladi [1].

26.17-misol. Faktor fazoga misol keltirishni tushunish nisbatan osonroq
bo‘lgan R? fazodan boshlaymiz. L = R3 fazoning xos qism fazosi L' =
{(z1,29,23) € R®: 23 =0} ni qaraymiz va L/L’ faktor fazoning element-

larini, ya’ni qo‘shni sinflarning tavsifini beramiz. Ma’lumki,
r—y= (21— 22, 22 — Yo, T3 —y3) € L'

bo‘lishi uchun x3 = y3 bo‘lishi zarur va yetarli. Demak, L/L’" faktor fazoning
elementlari Oxixy tekislikka parallel bo‘lgan tekisliklardan iborat. Masalan,
(a, b, ¢) € R? nuqtani o‘zida saqlovchi & qo‘shni sinf Oxy29 tekisligiga paral-

lel bo‘lgan x3 = c tekislikdan iborat. Bu faktor fazoda & elementning normasi

p(§) =inf\/a? + 23+ 23 = inf /23 + 23+ 23 = |z3]
reé r1,02€R

tenglik bilan aniqlanadi. Bu faktor fazoning o‘lchami 1 ga teng va u to‘la

normalangan fazo.
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26.18. Ly[a, b] faktor fazoni (23.18-misolga qarang) qaraymiz. Agar L,|a, b
dan olingan har bir ¢ qo‘shni sinfga uning ixtiyoriy f € & vakili yordamida

aniglanuvchi va vakilning tanlanishiga bog‘liq bo‘lmagan

il =t ([ 15600 dt); = 1) (26.6)

sonni mos qo‘ysak, bu funksional norma shartlarini qanoatlantiradi. Demak,
L,la, b], p > 1 chizigli normalangan fazo bo‘ladi. Bu fazo [a, b] kesmada
aniglangan va p — chi darajasi bilan Lebeg ma’nosida integrallanuvchi ekwvi-
valent funksiyalar fazosi deyiladi. Barcha p > 1 larda Ly[a, b] fazo to‘la
normalangan fazo, ya'ni Banax fazosi bo‘ladi [1].

26.19. O‘zgarishi chegaralangan funksiyalar fazosi V']a, b] ni (26.10-misol-
ga qarang) qaraymiz. Unda o‘zgarmas funksiyalardan iborat L' = {z €
Via, b] : z(t) = const} bir o‘lchamli gism fazoni olamiz. Endi V]a, b]
chiziqli fazoning L' qism fazo bo‘yicha faktor fazosini qaraymiz. Faktor fazo
ta'rifiga ko'ra x,y € Vl]a, b] elementlar bitta qo‘shni sinfda yotishi uchun
x(t) —y(t) = const bo'lishi zarur va yetarli. Boshqacha aytganda y € V{a, 0]
element x elementni saqlovchi £ qo‘shni sinfda yotishi uchun y(t) = z(t) —
C', C = const ko‘rinishda tasvirlanishi zarur va yetarli. Ma’lumki, har qan-

day faktor fazoda & elementning normasi quyidagicha aniqlanadi:
= inf = inf — Pl — : 26.
€]l = infly| inf (Jo(a) = Cl+V;[x = C]) (26.7)

O‘zgarishi chegaralangan funksiyalar xossalaridan ma’lumki, istalgan C' o'z-
garmas uchun

Vile = C = V,/[a]

tenglik o‘rinli. |z(a) — C| ning aniq quyi chegarasi esa nolga teng. Bulardan
foydalanib, (26.7) ni quyidagicha yozish mumkin:
l€) = VIl z €€ va a(a) =0. (26.8)
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Shunday qilib & qo‘shni sinfga, shu sinfning a nuqtada nolga aylanuvchi
x elementini mos qo‘yish bilan Va, b]/L' faktor fazo va Vpla, b] (26.15-
misolga qarang) fazolar o‘rtasida izomorfizm o‘rnatiladi. Demak, Vla, b]/L’
va Vyla, b] fazolar o‘zaro izomorf ekan.

26.20. 25.6-misolda keltirilgan
Lo={x€C]-1,1] : suppx C [0, 1]}

qism fazoni qaraymiz. Ly yopiq qism fazo bo‘ladi (mustaqil isbotlang).

C[—1, 1]/ Ly faktor fazoda & elementning normasi quyidagicha aniglanadi:

— inf — 26.
€l =inf max |o(t)] = max [2(0)]. (26.9)

C[—1, 1] Banax fazosi bo‘lganligi uchun, C[—1, 1]/L faktor fazo ham Ba-
nax fazosi bo‘ladi.

26.21. Shuni ta’kidlash lozimki, L,[a,b], p > 1 fazolar to‘la normalan-
gan fazolar, ya'ni Banax fazolari bo‘ladi. Ma’lumki, har qanday normalangan
fazoni metrik fazo sifatida qarash mumkin. Agar biz Cyla, b], p > 1 to'la
bo‘lmagan metrik fazoni to‘ldirsak, uning to‘ldirmasi L,[a, b], p > 1 fazo
bo‘ladi.

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriglar
1. R", R}, Cla, b], €, ¢, cy fazolarda norma qanday kiritiladi?

2. L =1R? fazoning L' = {(xl, 1) ER? 119 = O} T0s qism fazosi bo ‘yicha
L/L" faktor fazoning elementlarini tavsiflang. (2,3) nuqtani saglovchi
qo‘shni sinfning normasini toping. x5 = 3 to‘qri chiziq L/L' faktor
fazoning elementi bo ‘ladimi?

3. Mla, b] fazoda (26.1) tenglik bilan aniglangan p : M[a, b] — R funk-
stonalning norma shartlarini ganoatlantirishini ko ‘rsating.

4. Vlia, b] fazo Mla, b] fazoning qism fazosi bo‘ladimi?
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5. CWla, b] fazoda (26.2) tenglik bilan aniglangan p : C™[a, b] — R

funksionalning norma shartlarini qanoatlantirishini ko ‘rsating.
6. C™la, b] fazo Cla, b] fazoning qism fazosi bo‘ladimi?

7. CWla, b], Ci[a, b] va Cyla, bl normalangan fazolarning qaysilari

to‘la?

8. 21-§ ning 21.8-misolida keltirilgan {f,} ketma-ketlikni Cy[—1, 1] fa-
zoda fundamentallikka tekshiring. U yaqinlashuvchi bo‘ladimi? 21.8 mu-
soldan foydalaning.

9. Mila, b] chizigli normalangan fazoda har ganday fundamental ketma-

ketlik yaqinlashuvchimi?

10. Vla, b] chizigli normalangan fazo to‘la normalangan fazo bo‘ladimi?
27-%. Evklid fazolari

Chiziqli fazolarda norma kiritishning sinalgan usullaridan biri, unda skalyar
ko‘paytma, kiritishdir.

27.1-ta’rif. Bizga L haqiqiy chizigli fazo berilgan bo‘lsin. Agar L X L
dekart ko ‘paytmada aniqlangan p funksional quyidagi to ‘rtta shartni qanoat-
lantirsa, unga skalyar ko ‘paytma deyiladi:

1) p(x,z) >0, Ve L; p(x,z)=0<=z=0;

2) p(z,y) = ply,x), Vo,yeL;
3) plax, y) =ap(z, y), YaeR, Vz,y e L;

p(

4)

27.2-ta’rif. Skalyar ko ‘paytma kiritilgan chiziqli fazo Evklid fazosi deyiladi

T+ 22, y) = p(x1,y) + p(x2,y), Va1, 22, y € L.

va x, y elementlarning skalyar ko ‘paytmasi (x,y) orqali belgilanads.

Evklid fazosida z elementning normasi

]l = v/ (2, ) (27.1)
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formula orqali aniglanadi. Bu funksional norma aksiomalarini qanoatlantiradi.
Skalyar ko‘paytmaning 1-4 shartlaridan normaning 1-2 shartlari bevosita kelib
chigadi. Uchburchak aksiomasining bajarilishi Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi
deb ataluvchi quyidagi

(@) < =] - [yl (27.2)

tengsizlikdan kelib chiqadi.
Endi (27.2) tengsizlikni, ya'ni Koshi-Bunyakovskiy tengsizligini isbotlaymiz.

A € R ning barcha giymatlarida nomanfiy bo‘lgan kvadrat uchhadni qaraymiz:
d(N) = Az +y Ao +y) =N (z,2) +2) (2,9) + (y.9) =
=Nz [+ 2\ (z,9) + [y
Bu kvadrat uchhadning diskriminanti musbat emas, ya'ni
D = 4[(z,y)]" =4 «|* - ylI* < 0.
Bundan

2 2 2 .

[z, y)]” < l=lI"-llylI” yami [(z,9)] < [lz]] - [lyll-
Endi (27.1) norma uchun uchburchak aksiomasining bajarilishini ko‘rsatamiz:

lz+yl’ = (z+y.x+y) = (r,2) +2(2.9) + (y.9) <

2 2 2
<lz"+2 -yl +vl” =zl +I1yl)
Bundan ||z +y| < ||z + ||y]| tengsizlik kelib chigadi.

Shuni ta’kidlaymizki, Evklid fazosida yig‘indi, songa ko‘paytirish va skalyar
ko‘paytma amallari uzluksizdir, ya’'ni agar x, — , y, — y (norma bo‘yicha

yaqinlashish ma’'nosida), a, — « (sonli ketma-ketlik sifatida) bo‘lsa, u holda
Tn+Yn = T+Y, by —ax,  (TpYa) — (2,9).
Bu tasdiglarning isboti quyidagicha:

(@0 +yn) = (@ +y) | = [[ (20 = 2) + (o = y) || <
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<Nazw—z |+ |yn—yll =0, n— oo
|z, —ax|| = || apxn —ax, +ax, —azx| <|| (a—a,) x|+
+lla(zn—2) | =la—a| |zl +|a| [[2zn -2 =0, n—o0;
(s yn) = (2, 9) | = [ (@0, Yn) = (@, 90) + (2,90) — (2,9) | < | (@0 — 2, 90) | +
+ @y =y [ <l@a—x| - Nyl + 2]l Nl =yl =0, n— o0.

Evklid fazolarida nafaqat vektorning normasini (ya’'ni uzunligini), balki vek-
torlar orasidagi burchak tushunchasini ham kiritish mumkin. Noldan farqli x

va y vektorlar orasidagi ¢ burchakning kosinusi

(z,y)
2|l - [lyll

formula bilan aniglanadi. Koshi-Bunyakovskiy tengsizligiga ko‘ra (27.3) ning

Cos p = (27.3)

o'ng tomoni moduli bo‘yicha birdan oshmaydi va demak (27.3) formula haqi-
qatan ham, nolmas x va y vektorlar orasidagi ¢, 0 < ¢ <7 burchakni bir
gqiymatli aniglaydi.

Agar (z,y) = 0 bo‘lsa, u holda = va y wvektorlar ortogonal deyiladi va
xly shaklda yoziladi.

27.3-ta’rif. Agar iztiyoriy o # 8 da (v, x3) =0 bo‘lsa, u holda nolmas
{zo} vektorlar sistemasiga ortogonal sistema deyiladi. Agar bu holda har bir
elementning normasi birga teng bo‘lsa, {xy} ortogonal normalangan sistema,
qisqacha ortonormal sistema deyiladi.

Agar {z,} vektorlar ortogonal sistemani tashkil gilsa, u holda {z,} chi-

ziqli bog'lanmagan bo‘ladi. Hagigatan ham,
arxry+asre+ - oy, =10

bo‘lsin. Bu tenglikning ikkala qismini x; ga skalyar ko‘paytirib, quyidagiga

ega bo‘lamiz

(i, oy + g+ -+ FanT,) =ai(x, x;))=0, i=1,2,...,n
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(x;, x;) # 0 bo‘lgani uchun, barcha ¢ € {1,2,...,n} larda a; = 0 bo‘ladi.
27.4-ta’rif. Agar {x,} sistemani o‘zida saglovchi minimal yopiq qism fazo
E fazoning o ‘ziga teng bo‘lsa, u holda {x,} sistema to‘la deyiladi.
27.5-ta’rif. Agar {x,} ortonormal sistema to‘la bo‘lsa, u holda bu sistema
E fazodagi ortonormal (ortogonal normalangan) bazis deyiladi.

Ravshanki, agar {z,} ortogonal sistema bo‘lsa, u holda

1
{ HxaH 'xa}
ortonormal sistema bo‘ladi.
27.1-misol. R" = {z = (21, 29,...,2,), ©; € R} — n o'lchamli Evklid

fazosi. Bu fazoda skalyar ko'paytma quyidagicha kiritiladi

n
= E LilYi-
i=1

Bu fazoda {e; = (0,...,0,1,0,...,0)}}_; vektorlar sistemasi ortonormal
N—_———

bazisni tashkil qgiladi.
27.2. Kvadrati bilan jamlanuvchi ketma-ketliklar fazosi, ya’'ni 5 ni qaraymiz.

Bu fazoda skalyar ko‘paytma quyidagicha kiritiladi

o
= E LilYi.
i=1

¢y fazoda ortonormal bazis sifatida (23.8) tenglik bilan aniglanuvchi {e,}>°,
vektorlar sistemasini olish mumbkin.

27.3. (Cya, b] fazoda skalyar ko‘paytma quyidagicha kiritiladi

(f.9) / r (27.4)

Bu fazoda ortogonal (normalanmagan) bazisga

1 2rnt o 2mnt
—, cos——, sin ,
2 b—a b—a

n=12...

funksiyalardan tashkil topgan trigonometrik sistema misol bo‘ladi.
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27.4. Lsla, b] fazoda ham f va g elementlarning skalyar ko‘paytmasi
(27.4) tenglik bilan aniglanadi.

27.6-ta’rif. Agar E FEvklid fazosining hamma yerida zich bo‘lgan sanoqli
to ‘plam mavjud bo‘lsa, E separabel Evklid fazosi deyiladi.

Yuqorida keltirilgan R™, ¢y, Csla, b] va Lsla, b fazolar (19.3-19.6 misol-
larga qarang) separabel Evklid fazolariga misol bo‘ladi. Har qanday separabel
Evklid fazosidagi ixtiyoriy ortonormal sistema ko‘pi bilan sanoqlidir. Mustaqil
isbotlang.

27.1-teorema (Ortogonallashtirish jarayoni). Bizga E Evklid fazosida
chizigle bog‘lanmagan

fis fo, oo fny e (27.5)

elementlar sistemasi berilgan bo‘lsin. U holda E Evklid fazosida quyidagi

shartlarni ganoatlantiruvchi

P1, P25 -y Py - (27.6)

sistema mavjud:
1) (27.6) ortonormal sistema.
2) Har bir ¢, element fi, fa, ..., fn elementlarning chizigli kombinatsiya-

sitdan iborat, ya’'ni

¢n:an1f1+an2f2+ R annfn; ann>0;

3) har bir f, element

fn:bn1¢1+ bn2¢2+ +bnn¢na bnn>0

ko ‘rinishda tasvirlanadsi.

4) (27.6) sistemaning har bir elementi 1-3 shartlar bilan bir giymatli aniglana-
di.
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Isbot. ¢; element a1 fi ko‘rinishda izlanadi va aqq

(91, ¢1) = a% (fi. fi) =1

shartdan aniglanadi. Bu yerdan

1 1

= > 0.
(fi, f1) A
Ko‘rinib turibdiki, ¢; bir giymatli aniqlanadi. Faraz qilaylik, 1-3 shartlarni

ail =

ganoatlantiruvchi ¢, k € {1,2,...,n—1} elementlar qurilgan bo‘lsin. Ushbu

'an — fn - (fn; ¢1> le - (fna ¢2) ¢2 - (fm ¢n—1) ¢n—1

elementni kiritamiz. Ko‘rsatish mumkinki, agar £ € {1, 2,..., n — 1} bo‘lsa,
(¥n, @) = 0 bo‘ladi. (¢, ¥,) = 0 tenglik (27.5) sistemaning chiziqli erkli
ekanligiga zid, shuning uchun (¢, ¥,) > 0. Endi

Un
(tn, ¥n)

deymiz. 1), vektorning qurilishiga ko‘ra u fi, fo, ..., f, vektorlarning chi-

On =

ziqli kombinatsiyasi va demak, ¢, ham ularning chiziqli kombinatsiyasi, ya'ni

1
Gn = anifi+anafo+ -+ + apnfn, buyerda ap, = —F———>0.

V (¥n; )

Bundan tashqari (¢, ¢n) =1, (¢n, ¢r) =0, (k<n) va

fn — bnl Cbl + bn2¢2+ R bnn¢n; bnn = a;rlb =V (wm'@bn) > Oa

ya'ni ¢, teorema shartlarini qanoatlantiradi. A
(27.5) sistemadan 1-3 shartlarni qanoatlantiruvchi (27.6) sistemaga o‘tish
ortogonallashtirish jarayoni deyiladi. Ko'rinib turibdiki, (27.5) va (27.6) sis-
temalardan hosil bo‘lgan gism fazolar ustma-ust tushadi. Bundan kelib chiqadi-
ki, bu sistemalar bir vagtda to‘la yoki to‘la emas.
27.1-natija. Har ganday separabel Evklid fazosida sanoqli ortonormal bazis

mavjud.
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Isbot. {¢,} C E Evklid fazosining hamma yerida zich sanoqli to‘plam
bo‘lsin. Undan chizigli bog‘langan elementlarni chiqarib tashlab, qolgan {f,}
sistemaga ortogonallashtirish jarayonini qo‘llab, ortonormal bazisni hosil gila-
miz. A

27.1. Bessel tengsizligi. Yopiq ortogonal sistema
Bizga n —o‘lchamli £ Evklid fazosi va uning eq, es, ..., e, ortonormal

bazisi berilgan bo‘lsin. U holda ixtiyoriy x € E elementni

n

r = Z Cr€k (27.7)

k=1
yoyilma ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda ¢ = (x,ex), k€ {1,2,...,n}.
Bu yoyilmani cheksiz o‘lchamli Evklid fazolari uchun qanday umumlashtirish

mumkinligini ko‘rib chiqamiz. Bizga E Evklid fazosining

G1, P2y ooy Py - (27.8)

ortonormal sistemasi va f € F ixtiyoriy elementi berilgan bo‘lsin. f element-
ga
Ck:(f,¢k), k:1,2,...,n,... (279)

sonlar ketma-ketligini mos qo‘yamiz va c¢; sonlar f elementning koordinata-

lari yoki {¢,} sistemadagi Furye koeffitsiyentlari deyiladi.

oo

Z Cr Pk (27.10)

k=1
formal qator esa f elementning {¢,} ortonormal sistema bo‘yicha Furye
qatori deyiladi.
Quyidagicha savol tug'iladi. (27.10) qator yaqinlashuvchimi? Ya'ni qator-
ning qismiy yig‘indilari ketma-ketligi

n

ch‘gbk:fn

k=1
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biror elementga yaqinlashadimi? Agar {f,} ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘lsa,
u holda (27.10) qatorning yig‘indisi f ga teng bo‘ladimi?

Bu savollarga javob berish uchun quyidagi masalani qaraymiz. Berilgan n
natural son uchun ay, k£ € {1,2,...,n} koeffitsiyentlarni shunday tanlash

kerakki, f va
Sp =Y oy (27.11)
k=1

yig'indi orasidagi || f — S,|| masofa minimal bo‘lsin. Bu masofa kvadratini

hisoblaymiz. (27.8) ortonormal sistema bo‘lgani uchun

If = Sall* = (f—zoékqbk, f—Zakq§k> =
k=1 k=1
=(f, f)— (fazak¢k> - (Z@k¢k,f) + (Z&k¢kvzaj¢j> =
k=1 k=1 k=1 j=1

=(f.1) =2 ar (fron)+> of=
k=1

k=1

n n n n
=IFIF =22 janeet D okt =) d=
k=1 k=1 k=1
n

k=1

=1 AP+ (o — )’ =D ch
k=1 k=1
Bu ifoda barcha k € {1,2,...,n} larda

ap = Ck (2712)

bo‘lgan holda minimumga erishadi. Bu holda

n

Lf = Sull* = 1IFI1* = D ek (27.13)

k=1
Biz isbotladikki, (27.11) ko‘rinishdagi yig'indilar ichida f elementdan Furye

qatorining
n

fnzzckgbk

k=1
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qismiy yig‘indisi eng kam chetlanar ekan.

Bu tasdigning geometrik ma’nosi shundan iboratki,

f=> andn
P

vektor ¢1, @9, ..., ¢, vektorlarning barcha chizigli kombinatsiyalariga orto-
gonal, ya’ni f — S, element ¢1, ¢, ..., ¢, vektorlardan hosil bo‘lgan gism
fazoga ortogonal bo‘lishi uchun (27.12) shartning bajarilishi zarur va yetarlidir.

| f = Sa|l* > 0 bolgani uchun (27.13) tenglikka ko‘ra

n

2
> a <P
k=1

Bu tengsizlik ixtiyoriy n € N uchun o‘rinli, shunday ekan,

2
D

00
k=1

qator yaqinlashuvchi va
0

> < |fIP (27.14)

k=1
So‘nggi (27.14) tengsizlik Bessel tengsizligi deyiladi.

27.7-ta’rif. Agar iztiyoriy f € E uchun

ST o) =111 (27.15)

k=1
tenglik o ‘rinli bo‘lsa, {¢n} ortonormal sistema yopiq sistema deyiladi. (27.15)
tenglik Parseval tengligi deyilads.

(27.13) tenglikdan kelib chigadiki, {¢,} ortonormal sistemaning yopiq bo‘lishi

uchun, har bir f € F da

o0

>k dn

k=1
Furye qatorining qismiy yig‘indilar ketma-ketligi f elementga yaqinlashishi
zarur.
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27.2-teorema. Separabel Evklid fazosida har qanday to‘la ortonormal sis-
tema yopiq va aksincha.

Isbot. E dan olingan ixtiyoriy {¢,} to‘la ortonormal sistemani qaraymiz.
Istalgan f € E uchun ¢, = (f, ¢x), k= 1,2,....n,... Furye koeffit-
siyentlarini olamji\?. {¢n} sistema to‘la bo‘lgani uchun ixtiyoriy € > 0 songa

ko‘'ra, shunday > ay ¢y chekli yigindi mavjud bo‘lib,

k=1
N 2
Hf ST [
k=1
tengsizlik bajariladi. U holda n > N bo‘lganda
n N N 2 N 2
LAP=D " <1 FIP=D a= ‘ F=> adr| <||f=) agi| <=
k=1 k=1 k=1 k=1

Olingan bu munosabatlardan

0
IFIF =)
k=1

Parseval tengligi kelib chiqadi, ya'ni {¢,} sistema yopiq ekan.
Endi {¢,} — E dan olingan ixtiyoriy yopiq ortonormal sistema bo‘lsin.
o0

f € FE vektor ganday bo‘lmasin, uning Furye qatori Y cx ¢x ning qismiy
k=1
yig'indilar ketma-ketligi f elementga yaqinlashadi, chunki

n 2 n
f=> crdn = lim <||f|2202> = 0.
b1

k=1
Shuning uchun {¢,} — sistemaning barcha chekli kombinatsiyalari to‘plami

lim
n—oo

F ning hamma yerida zich bo‘ladi. Ya'ni {¢,} to‘la ortonormal sistema

bo‘ladi. A
27.23. Cy[—m, | separabel Evklid fazosida { ¢, (t) = 7 /2sinnt} 22,

sistema ortonormal bo‘ladimi? Agar {¢,} ortonormal sistema bo‘lsa, u to‘lami?
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Yechish. Ma’lumki, {7r smnt} trigonometrik sistema ortogonaldir.

Endi (¢,, ¢,) =1 tenglikni tekshiramiz.

1 i .. 9 1 g 1
(¢n, Cbn)—;/ sin ntdt—%/_ﬁ(l—cos2nt) dt—2—(27r—0)—1.

o s

Demak, {¢,} ortonormal sistema ekan. Endi uni to‘lalikka tekshiramiz. 27.2-
teoremaga ko‘ra {¢,} sistema to‘la bo‘lishi uchun uning yopiq bo‘lishi zarur
va yetarlidir. fo(t) = 1 € Cy]—m, ] uchun Parseval tengligi bajarilishi-
ni tekshiramiz. fp ning Furye koeffitsiyentlarini hisoblaymiz. Ma’lumki, toq
funksiyaning [—a, a] kesma bo‘yicha olingan integrali nolga teng. Shuning
uchun istalgan n € N da

™

= (fo, ¢on) = \/_ g sinntdt = 0.

Bundan

2 = | folP >0=>) ¢

n=1
tengsizlik kelib chiqadi. Parseval tengligi bajarilmayapti, shuning uchun {¢,}
sistema yopiq emas, demak, u to‘la bo‘lmagan ortonormal sistema ekan.
27.2. To‘la Evklidla Evklid fazolari. Riss-Fisher teoremasi
Bizni asosan to‘la Evklid fazolari qizigtiradi.

27.8-ta’rif. £ Evklid fazosi ||x| = \/(z, ) normaga nisbatan to‘la bo‘lsa,
u to‘la Evklid fazosi deyilads.

27.6-misol. Csa, b] to'la bo'lmagan separabel Evklid fazosi bo‘ladi (21.8-
misolga qarang).

27.7. {3 va Lofa, b] to'la separabel Evklid fazolariga misol bo‘ladi (21.7
va 26.18-misollarga qarang).

E —to‘la separabel Evklid fazosi va {¢,} undagi ortonormal sistema (to‘la

bo‘lishi shart emas) bo‘lsin. Bessel tengsizligidan kelib chiqadiki, ¢;, o, ..., ¢p, ...
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sonlar biror f elementning Furye koeffitsiyentlari bo‘lishi uchun

j;ici (27.16)

n=1
qatorning yaqinlashishi zarur.
To‘la Evklid fazolarida bu shart yetarli ham ekan.
27.3-teorema (Riss-Fisher). {¢,} — E to‘la Evklid fazosidagi iztiyoriy
ortonormal sistema va ¢y, Co, ..., Cp, ... sonlar shunday bo‘lsinki, (27.16) qa-

tor yaqinlashsin. U holda shunday f € E element mavjudki,

e.¢]

=), k=12 ..., va > ca=(f=IfF

n=1
tengliklar o ‘rinli bo‘lad;.
Isbot. E to‘la Evklid fazosida {f,} ketma-ketlikni quyidagicha aniqglay-

miz:
n

fn = ch¢k

k=1
(27.16) qator yaginlashuvchi bo‘lgani uchun ixtiyoriy € > 0 son uchun shun-
day n(e) > 0 mavjudki, barcha n > n(e) va p € N larda

n—+p

an—l—p_anQZ ch+1¢n+1+ +Cn+p¢n+p“2: Z C%<52
k=n+1

tengsizlik o‘rinli, ya'ni {f,} — fundamental ketma-ketlik. F ning to‘laligiga
kora {f.} ketma-ketlik biror f € E elementga yaqinlashadi. Istalgan i € N

uchun
(f, i) = (fus @) + (f = fus i), (27.17)

tenglik o‘rinli. (27.17) ning o‘ng tomonidagi birinchi qo‘shiluvchi n > ¢ da ¢;

ga teng, ikkinchi qo‘shiluvchi esa n — oo da nolga intiladi, chunki

((f = fos @) <N = full - N 0ill = 1 f = full = 0, n— 0.
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(27.17) tenglikning chap tomoni n ga bog‘liq emas, shuning uchun n — oo

da limitga o‘tsak,

(f7 ¢’L) = G-
f ning aniqlanishiga ko‘ra,
Hf—an2 = (f— ch‘¢k7 f‘Z@c@c) = (f7f) —Zcz — 0, n — oo.
k=1 k=1 k=1
Shuning uchun
Z =N =1/17 A

Ortogonal sistemaning to° lahgl haqgida quyidagi teoremani isbotlaymiz.
27.4-teorema. To‘la separabel Evklid fazosidagi {¢,} ortonormal sistema
to‘la bo‘lishi uchun, E da {¢,} sistemaning barcha elementlariga ortogonal
bo ‘lgan nolmas elementning mavjud bo ‘Imaslgi zarur va yetarls.
Isbot. Zaruriyligi. Faraz qilaylik, {¢,} to‘la sistema bo‘lsin, u holda 27.2-
teoremaga ko‘ra u yopiq ham bo‘ladi. Agar f element {¢,} sistemaning bar-
cha elementlariga ortogonal bo‘lsa, u holda uning barcha Furye koeffitsiyentlari

nolga teng, ya'ni ¢, = 0 bo‘ladi. U holda Parseval tengligiga ko‘ra,

(0. 9]

(f, /)= =0

k=1
yani f=86.
Yetarliligi. Teskarisini faraz qilaylik, {¢,} to‘la bo‘lmagan sistema bo‘lsin,

0

yani £ da shunday g # 6 element mavjud bo‘lib, (g, g) > >_ ¢2, bu yerda
k=1

ct = (g,0¢r) tengsizlik bajarilsin. Riss-Fisher teoremasiga asosan, shunday

f € E element mavjudki,

oo

(f, o) =ce. (LH)=>

k=1
tengliklar o‘rinli. Bu holda f — g element barcha ¢, larga ortogonal bo‘ladi.

oo

(f, )= ¢ <(99

k=1
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tengsizlikdan f — g # 0 ekanligi kelib chiqadi. A
27.8-misol. L,[—m, 7] Evklid fazosida {¢, (t) = 7~ "/2cosnt} >, orto-
normal sistema to‘la bo‘ladimi?

Yechish. {v,} larning barchasiga ortogonal bo‘lgan fy(t) = 1 nolmas
element mavjud. Shuning uchun, 27.4-teoremaga ko‘ra {1} sistema to‘la
emas.

27.3. Evklid fazolarining xarakteristik xossalari

Quyidagicha savolni qaraymiz. £ — normalangan fazo bo‘lsin. £ da aniglan-
gan norma qanday qo‘shimcha shartlarni qanoatlantirsa, F Evklid fazosi
ham bo‘ladi? Boshqacha aytganda, qanday shartlarda norma orqali unga mos
skalyar ko‘paytma kiritish mumkin?

27.5-teorema. E normalangan fazo Evklid fazosi bo ‘lishi uchun, iztiyoriy

ikkita f, g € E elementlar uchun
Lf+glP+1f =gl =21 F1P+2llgl (27.18)

tenglik bajarilishi zarur va yetarl.

Isbot. Zaruriyligi. f 4+ g va f — ¢ tomonlari f va g vektorlardan ibo-
rat parallelogramm diagonallaridir. (27.18) tenglik Evklid fazosidagi parallel-
ogrammning ma’lum xossasini ifodalaydi, ya’ni parallelogramm diagonallari

kvadratlarining yig‘indisi barcha tomonlar kvadratlarining yig‘indisiga ten:

If+alP+1f—glP=(f+af+9+(f—g.f—9) =
=2(f,f)+2(g,9) =2 fI” +2|l9l” -

Yetarliligi. E normalangan fazoda normaning (27.18) ayniyatidan foy-
dalanib, E da skalyar ko‘paytma kiritish mumkinligini ko‘rsatish kifoya. Ix-
tiyoriy f, g € E elementlar uchun

(F.o) =2 (17 +9l> =117 ~olf) (27.19)
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deymiz. Ko‘rsatish mumkinki, agar (27.18) tenglik bajarilsa, (27.19) tenglik
yordamida aniqlangan funksional skalyar ko‘paytma shartlarini qanoatlantira-
di. A

27.9-misol. R} — n o‘lchamli vektor fazoni qaraymiz. Bu fazoda x ele-

mentning normasi quyidagicha aniglanadi (26.3-misolga qarang):

Joll, = <Z|)

k=1
Qanday p > 1 larda R} normalangan fazo Evklid fazosi bo‘ladi?
Yechish. R} dan f = (1,1,0,...,0) va g = (1,-1,0,...,0) vektor-

larni olamiz. U holda
f+9=1(20,0,...,0), f—9g=1(0,2,0,...,0).
Endi (27.18) tenglikning bajarilishini tekshirib ko‘ramiz:

_ 1/p _ _ _ _ — ol/
1 f+al,=@)"=2 | f—-dgl,=2 [1ll,=1gl,=2"7,
22492 =2.22P 4 9.9%r 92 =29%r,

So‘nggi tenglik faqat p = 2 da o'rinli. Demak, faqat p =2 da R} normalan-
gan fazo Evklid fazosi ham bo‘ladi.
27.10. C|0, 7/2] fazoni qaraymiz. Ma’lumki, bu fazoda f elementning

normasi quyidagicha aniglanadi

If1l = max [f(#)]. (27.20)

0<t<r/2
Bu fazo Evklid fazosi bo‘ladimi?
Yechish. C[0, 7/2] fazodan f(t) = cost, ¢g(t) = sint elementlarni
olamiz. U holda || f| = |l g] =1,

|

+§:\/§,

| f+g| = max |cost+sint| =
0<t<m/2
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| f—gl| = max |cost—sint| = 1.
0<t<m/2

Endi (27.18) tenglikning bajarilishini tekshiramiz:
24 1=214+1), 344

Demak, C|0, 7/2] fazo Evklid fazosi bo‘la olmaydi. Boshqacha aytganda (27.20)
tenglik bilan aniglanuvchi normani biror bir skalyar ko‘paytma yordamida
berish mumkin emas. A

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriglar

1. Shunday funksionalga misol keltiringki, skalyar ko‘paytmaning 1-sharti

bajarilmasin.

2. Skalyar ko‘paytmaning 1-sharti bajarilib, 2-4 shartlari bajarilmaydigan

funksionalga misol keltiring.

3. To‘la va to‘la bo‘lmagan Evklid fazolariga misollar keltiring. ¢y va Cy[—1, 1]
fazolarni tahlil qiling.

4. R? fazoda v = (1,1,1), y = (1,1,0) 2 = (1,0, 0) wvektorlarni

ortogonallashtiring.
5. Csla, b] fazoda ortonormal sistemaga misol keltiring.

6. Cs]—1, 1] fazoda f(x) =1 va g(x) = x vektorlar orasidagi burchakni
toping. Uni funksiya grafiklari orasidagi burchak bilan tagqoslang.

7. {f.(t) =cos(nmx)} >, sistemani Co[—1, 1] fazoda ortogonallikka

tekshiring. U ortonormal sistema bo ‘ladimi?

8. {gn(t)=sin(nmz)} 22, sistema Lo[—1, 1] fazoda yopiq sistema bo‘la-
dimi?
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9. Lo[—1, 1] Evklid fazosida f(x) =1 va g(zx) = x vektorlarning
{f.(x)=cos(nmx)},neN

ortonormal sistemadagi Furye koeffitsiyentlarini toping.

10. Lo[—1, 1] separabel Evklid fazosida
27V f.(x)=cos(nmx), g,(z)=sin(nwz),neN
ortonormal sistema to‘la bo‘ladimi?

11. £, chizigli normalangan fazo p > 1 ning qanday qiymatlarida Evklid

fazosi bo‘ladi.

12. Lyla, b, p>1 chizigli normalangan fazo p ning qanday giymatlarida
Evklid fazosi bo‘ladi.

28-§. Hilbert fazolari

To‘la Evklid fazolarini qarashda davom etamiz. Bizni faqat cheksiz o‘lchamli
Evklid fazolari gizigtiradi, chunki chekli o‘lchamli Evklid fazolari R" fazoga
izomorfdir.

28.1-ta’rif. Cheksiz o‘lchamli to‘la Evklid fazosi Hilbert fazosi deyilad:.

Shunday qilib, ixtiyoriy tabiatli f, g, ©,... elementlarning H to‘plami
Hilbert fazosi bo‘lsa, u quyidagi uchta shartni qanoatlantiradi:

1) H — Evklid fazosi, ya'ni skalyar ko'paytma kiritilgan chizigli fazo;

2) p(z,y) = v/(z — y,x — y) metrika ma’nosida H — to‘la fazo;

3) H fazo - cheksiz o‘lchamli, ya’ni unda cheksiz elementli chizigli erkli
sistema mavjud.

Odatda separabel Hilbert fazolari qaraladi, ya'ni H ning hamma yerida
zich bo‘lgan sanoqli to‘plam mavjud.

Bundan keyin biz faqat separabel Hilbert fazolarini qaraymiz.
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28.1-misol. Cyla, b] Evklid fazosi to‘la emas (21.8 - misolga qarang),
shuning uchun Csla, b] Hilbert fazosi bo‘la olmaydi.

28.2. 05 va Lsla, b] lar cheksiz o‘lchamli to‘la separabel Evklid fazolaridir
(27.7-misolga qarang). Shuning uchun ular Hilbert fazolari bo‘ladi.

28.2-ta’rif. Agar E wva E* Evklid fazolari o‘rtasida o‘zaro bir qiymatli

moslik o ‘rnatish mumkin bo‘lib,

*

t—at, y—y, wyek o,y ek
ekanligidan
r4+y < 2 +y, Arxe At ova  (z,y) = (2, y")

munosabatlar kelib chigsa, E va E* lar izomorf fazolar deyiladi.
Boshqacha aytganda, Evklid fazolarining izomorfligi shundan iboratki, bu
fazolar o‘rtasida o‘zaro bir gqiymatli moslik mavjud bo‘lib, bu moslik shu fazo-
lardagi chizigli amallarni va ulardagi skalyar ko‘paytmani saqlaydi.
Ma’lumki, n — o‘lchamli ixtiyoriy ikkita Evklid fazosi o‘zaro izomortdir.
Cheksiz o‘lchamli Evklid fazolari o‘zaro izomort bo‘lishi shart emas. Masalan
(5 va Csla, b] fazolar izomorf emas, chunki ¢5 to‘la, Csla, b] esa to‘la emas.
Quyidagi teorema o‘rinli.
28.1-teorema. Iztiyoriy ikkita separabel Hilbert fazosi o ‘zaro izomorfdir.
Isbot. Ixtiyoriy H Hilbert fazosini /5 fazoga izomorfligini ko‘rsatamiz.
Agar shuni ko‘rsatsak, teorema isbot bo‘lgan bo‘ladi. H Hilbert fazosidan
ixtiyoriy {¢,} to‘la ortonormal sistemani olamiz va f € H elementga uning
Furye koeffitsiyentlari bo‘lgan ¢y, co, ..., ¢, ... ketma-ketlikni mos qo‘yamiz.

Bessel tengsizligiga ko'ra,

o0
Y < oo

n=1

Shuning uchun ¢ = (cq, ¢o,..., Cy,...) ketma-ketlik ¢y fazoning elementi

bo‘ladi. Teskarisi, Riss-Fisher teoremasiga ko‘ra, ¢y fazoning ixtiyoriy ¢ =
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(c1, ¢2y..., Cpn,...) elementiga (ketma-ketligiga) H fazoning yagona f ele-
menti mos keladi va uning Furye koeffitsiyentlari bo‘lib, c1, co,..., ¢, ...

sonlar xizmat qiladi. O‘rnatilgan bu moslik o‘zaro bir giymatlidir. Agar
fec=(c,co. .., Cpy..n) va, g d=(dy, dy ..., dy, ...)
bo‘lsa, u holda
fHge—ctd=(aa+d,cotdo...,ch+dy, ...)

va

af — ac= (acy, acy, ..., acy, ...).

Nihoyat, Parseval tengligidan

:icndn: (c,d
n=1

ekanligi kelib chigadi. Hagiqatan ham,

=Y, (g9=>d& (28.1)
n=1 n=1

va

(f+g fra)=1)+2(f9)+ (99 =

:Z (¢ +dy) icimicndﬁidi.
n=1 n=1 n=1

n=1

Bu yerdan va (28.1) dan

(o)
= E CTL dn =
n=1

Shunday qilib, biz o‘rnatgan moslik izomorfizm ekan, ya'ni bu moslik chiziqli
amallarni va skalyar ko'paytmani saqlaydi. A

Isbotlangan teoremadan shunday xulosa kelib chiqadiki, izomorfizm aniqligi-
da fagat fo Hilbert fazosi mavjud ekan. Boshqacha aytganda, ¢y fazo H

Hilbert fazosining koordinat ko ‘rinish: desak bo‘ladi.
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H Hilbert fazosining qism fazosi deganda yopiq qism fazoni tushunamiz.
Hilbert fazosining qism fazolariga misollar keltiramiz.

28.3-misol. h € H —ixtiyoriy element bo‘lsin. A ga ortogonal bo‘lgan
barcha f € H elementlar to‘plami qism fazo tashkil giladi.

28.4. (5 fazoda 11 = xo shartni ganoatlantiruvchi elementlar to‘plami
qism fazo tashkil qgiladi.

28.5. {5 fazoning M ={x € ly: v = (21,0, 23, 0, x5,...,%2,41, 0,...)}
to‘plami uning qism fazosi bo‘ladi.

Hilbert fazosining har qanday qism fazosi yo chekli o‘lchamli Evklid fazosi
bo‘ladi, yo uning o‘zi Hilbert fazosini tashkil giladi.

28.6. Ly[—1, 1] Hilbert fazosida toq funksiyalardan iborat L, [—1, 1] =
{f € Ly|—1,1] : f(—t) = —f(t)} to'plam gism fazo tashkil qiladi.

28.7. Lo[—1, 1] separabel Hilbert fazosida quyidagi to‘plam L, [—1, 1] =
{f € Lo[—1, 1] : suppf C [—1, 0]} qism fazo tashkil qgiladi.

Agar H Hilbert fazosi separabel bo‘lsa, uning ixtiyoriy qismi ham separabel
bo‘ladi. Bu quyidagi lemmadan kelib chiqadi.

28.1-lemma. E separabel Evklid fazosining har qanday E' gismi yana
separabeldir.

Hilbert fazosining qism fazolari ayrim maxsus xossalarga egaki, ixtiyoriy
normalangan fazoning qism fazolari bu xossalarga ega emas. Bu xossalar Hilbert
fazosida kiritilgan skalyar ko'paytma va unga mos ortogonallik tushunchasiga
asoslangan.

H separabel Hilbert fazosining M qism fazosi berilgan bo‘lsin. Bu qism
fazoning hamma yerida zich bo‘lgan sanoqli sistema olamiz va unga ortogo-
nallashtirish jarayonini qo‘llab, quyidagi teoremaga ega bo‘lamiz.

28.2-teorema. H separabel Hilbert fazosining ixtiyoriy M qism fazosida

shunday {¢n} ortonormal sistema mavjudki, uning chizigli qobig‘ining yopig‘i
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M ga teng.
Bizga H Hilbert fazosining M qism fazosi berilgan bo‘lsin. Barcha f € M
elementlarga ortogonal bo‘lgan ¢ € H elementlar to‘plamini M+ = H S M

orqali belgilaymiz, ya’'ni
={g9€H: (f,9)=0, VfeM}

M+ ham H ning qism fazosi ekanligini isbotlaymiz. Bu to‘plamning qo‘shish

va songa ko‘paytirish amallariga nisbatan yopiqligini ko‘rsatamiz. Agar g1, g» €

M+ bo‘lsa, u holda

(g1 + aage, f) = aa(gr, f) + az(ge, f) = 0.

Endi M+ to‘plamning yopiqligini ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik, {g,} € M+
elementlar ketma-ketligi ¢ € H elementga yaqinlashsin. U holda skalyar
ko‘paytmaning uzluksizligiga ko‘ra, istalgan f € M uchun

(9. f) = lim (ga, f) = 0.

Demak, g € M~ yami M+ yopiq qism fazo bo‘lar ekan. M~ qism fazo M
qism fazoning ortogonal to‘ldiruvchisi deyiladi.
Bizga H Hilbert fazosi va uning M; va M, qism fazolari berilgan bo‘lsin.
28.3-ta’rif. Agar barcha fi € My va fo € My lar uchun (f1, fo) =0
bo‘lsa, u holda My va My qism fazolar ortogonal qism fazolar deyilads.
28.3-teorema. Agar M — H Hilbert fazosining yopiq gism fazosi bo‘lsa,
u holda iztiyoriy f € H element yagona usul bilan f = h + h' yig‘indiga
yoyiladi, bu yerda h € M, h € M*.
Isbot. Avvalo, bu yoyilmaning mavjudligini isbotlaymiz. Buning uchun M

da {¢,} to‘la ortonormal sistema olamiz va

h = ch(bna Cn fa ¢n)
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deymiz. Bessel tengsizligiga ko‘ra,

00
2

> c

n=1

gator yaqginlashuvchi bo‘lgani uchun h € M. Endi ' = f — h deb olamiz.
Ko‘rinib turibdiki, ixtiyoriy n € N uchun

(h/7 ¢n) = (f7 ¢n) - (h7 an) =Cnp — Cp = O

Ixtiyoriy & € M element uchun

§= Z A Pn va (h,7 6) - Z Qn (hla ¢n) =0,
n=1 n=1

yani h' € M+,

Endi yoyilmaning yagonaligini isbotlaymiz. Faraz gilaylik, boshqa bir f =
hi+hy, hy € M, hj € M+ yoyilma mavjud bo‘lsin. U holda ixtiyoriy n € N
uchun

(h1, ¢n) = (f Pn) = ca
Bu yerdan kelib chiqadiki hy = h, hj ="' A
28.1-natija. M C H qism fazoning ortogonal to‘ldiruvchisining ortogonal
to‘ldiruvchisi M ning o‘ziga teng, ya'ni (]\4L)L =M.

Shunday qilib, H fazoning o‘zaro to‘ldiruvchi qism fazolari haqida fikr
yuritish mumkin. Agar M va M~ ikkita shunday bir-birini to‘ldiruvchi gism
fazolar va {¢,}, {¢' } — mos ravishda M va M+ dagi to‘la ortonormal
sistema bo‘lsa, u holda {¢,} va {¢)} sistemalarning birlashmasi butun H
fazoda to‘la ortonormal sistema bo‘ladi.

28.2-natija. H fazodagi har ganday ortonormal sistemani to‘la sistema-
gacha to‘ldirish mumkin.

Agar {¢,} sistema chekli bo‘lsa, u holda bu sistemaga kiruvchi elementlar
soni {¢,} sistemadan hosil qilingan M qism fazoning o‘lchamiga va M+

qism fazoning koo‘lchamiga teng. Shunday qilib, quyidagiga egamiz.
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28.3-natija. n o‘lchamli qism fazoning ortogonal to‘ldiruvchisi n koo l-
chamga ega va aksincha.
28.4-ta’rif. Bizga H Hilbert fazosi va uning o‘zaro ortogonal My va Mo

qism fazolari berilgan bo‘lsin. Agar ixtiyoriy f € H element
J=hi+hy, hy€ My, hye€ M

ko ‘rinishda tasvirlansa, u holda H fazo o‘zaro ortogonal My wva Ms qism

fazolarning to‘q‘ri yigindisiga yoyiladi deyiladi va
H = M; ® M,

ko ‘rinishda yoziladi.

To‘g'ri yig‘indini chekli yoki sanoqli sondagi gism fazolar uchun ham umum-
lashtirish mumkin. Agar quyidagi shartlar bajarilsa H o‘zining My, M, ...,
M, ... qism fazolarining to‘qg‘ri yig‘indisiga yoyilgan deyiladi:

a) M; qism fazolar juft-jufti bilan o‘zaro ortogonal, ya'ni M; dagi ixtiyoriy
vektor M} dagi barcha vektorlarga ortogonal, i # k ;
b) ixtiyorly f € H element

f=hi+ho+ -+ +hp,+ -+, h,eM, n=1, 2, ... (28.2)

ko‘rinishda tasvirlanadi, agar qo‘shiluvchilar soni cheksiz bo‘lsa,
(0.¢]
2
D Ml
n=1

gator yaqinlashuvchi bo‘ladi. Bu holda H = Y  ®M,, ko‘rinishda yoziladi.

n=1
Osongina ko‘rsatish mumkinki, agar f uchun (28.2) yoyilma mavjud bo‘lsa,

u yagona va quyidagi tenglik o‘rinli:

LAIF =D ha |
n=1
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Qism fazolarning to‘g‘ri yig‘indisi bilan bir qatorda chekli yoki sanoqli
sondagi Hilbert fazolarining to‘g‘ri yig‘indisi hagida ham gapirish mumkin.
Agar H; va H, lar ixtiyoriy Hilbert fazolari bo‘lsa, u holda ularning to‘g‘ri
yig'indisi H = Hy & Hs quyidagicha aniqlanadi. H fazoning elementlari
barcha (hi, he), hi € Hy, hy € Hs juftliklardan iborat. H = H; @ H fa-
zoda qo‘shish, songa ko‘paytirish va skalyar ko‘paytma amallari quyidagicha

aniqlanadi:
(hb h2) + ( /17 h/2) - (hl + hllv ha + h/2) ) hlv hll < Hla h27 h/2 < HQ?
Oz(hl, ]’LQ) = (Oéhl, Oéhg), hl - Hl, hQ - HQ, S C,
((h17 hQ) ) (hlla h/Q)) - (h17 hll)Hl + (h27h,2)H2 ) h17 hll € Hy, h27h/2 € Hs.
Chekli sondagi H,, Ho, ..., H, Hilbert fazolarining to‘g‘ri yig‘indisi ham
xuddi shunday aniglanadi.
Sanoqli sondagi Hq, Ho,..., H,,... Hilbert fazolarining to‘g‘ri yig‘indisi

n=1

quyidagicha aniglanadi

H_{h_(hl,hg,...,hn,...), h, € H,, Zhn||2<oo}.

n=1

H fazoda skalyar ko‘paytma quyidagicha kiritiladi

oo

(hyg) = (hurgn), b=l o) 9= (91 Gns---) s ony G € Ho.

n=1

28.8. 28.6-misolda keltirilgan L, [—1, 1] (toq funksiyalar to‘plami) qism
fazoning ortogonal to‘ldiruvchisini toping.

Yechish. Ly[—1,1] = {f € Ly[-1, 1] : f(—t) = f(¢)} juft funksiyalar-
dan iborat to‘plam Ls| — 1, 1] fazoning qism fazosi bo‘ladi va ular o‘zaro

ortogonal, ya'ni Ly [—1, 1] L L [—1, 1]. Haqigatan ham,
1
(f_7f+) = / f_ (t) ) f+ (t) dt = 07 vf_ € L2_[_17 1]7 Vf+ € L;[_L 1]
-1
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Bu yerdan (L;[—1, 1])L D L3[-1, 1] va (L;[-1, 1])L C Ly[—1, 1] munosa-
batlar kelib chigadi. Bulardan esa (L [—1, 1])L = L3 [-1, 1] tenglikni olamiz.
28.1. Kompleks Evklid fazolari

Haqiqiy Evklid fazolari bilan bir qatorda kompleks Evklid fazolari ham qa-
raladi (ya'ni skalyar ko‘paytma kiritilgan kompleks chiziqgli fazo). Lekin haqi-
qiy Evklid fazolaridagi skalyar ko‘paytmaning 1-4 aksiomalari kompleks Evk-
lid fazolari uchun bir vaqtda bajarilmaydi. Haqiqiy Evklid fazolarida skalyar
ko‘paytmaning 1-4 aksiomalari quyidagicha edi:

1) (¢,2) >0, Ve e E; (z,2)=0<= 2 =290,

2) (x,y)= (y,2), Vz,y€E,

3) Az, y) =Nz, y), VAER, Vo,y€ E,

(1

4)

Biz 2 va 3 dan quyidagiga ega bo‘lamiz

+ x2, ¥) = (21,Y) + (T2,¥), V1, 22, y € E.

Az, Az) =X(z, d2) =X\, z) =\ (2,2).

Agar A\ kompleks son bo‘lsa, u holda A = ¢ bo‘lganda, (iz,ix) = —(z,x),
ya'ni x va ix vektorlarning skalyar ko‘paytmasi bir vaqtda musbat bo‘la ol-
maydi, bu esa l-shartga zid, ya'ni kompleks chiziqli fazolar holida 1, 2 va
3-shartlar bir vaqtda bajarilishi mumkin emas. Demak, kompleks chiziqli fa-
zolarda skalyar ko‘paytmaning shartlarini biroz o‘zgartirish kerak.

Kompleks chizigli fazoda skalyar ko‘paytmaning shartlarini keltiramiz:

1) (z,2) >0, Ve e F;, (z,2)=0<=x=190,

2) (z,y) = (y,x), Va,y€E,

3) (A\z,y) = Az, y), Y eC, Va,yeE,

4) (z1+ 32, y) = (21,9) + (22,y), Vo, 2, y € E.

2 va 3 dan (z,\y) = \(z,y) kelib chigadi. Haqiqatan ham,

(z,Ay) =y, 2) = Ay 2) =X (y,z) =X (z,y).
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28.9-misol. £ = C"— kompleks chiziqli fazo. Bu fazoda skalyar ko'paytma,
quyidagicha kiritiladi:

n
k=1

28.10. /5 = {x = (z1,...,Tp,...), T, €C: > \xn]2 < oo} kompleks
n=1

chiziqli fazo. Bu fazoda skalyar ko‘paytma quyidagicﬁa kiritiladi:

00
k=1

28.11. E = C[a, b] —[a, b] kesmada aniqlangan kompleks qiymatli uzluk-

siz funksiyalar fazosi. Bu fazoda skalyar ko‘paytma quyidagicha kiritiladi:

(f.9) = / £ () g dt (28.3)

28.12. F = Lsla, b]— [a, b] kesmada aniqlangan kompleks giymatli va
kvadrati bilan integrallanuvchi ekvivalent funksiyalar sinfi. Bu fazoda ham f
va ¢ elementlarning skalyar ko‘paytmasi (28.3) tenglik bilan aniglanadi.

Kompleks Evklid fazolarida ham elementning normasi xuddi haqiqiy Evklid
fazolari holidagidek

[f =~ F) yoki ]l = /(2 2)

formula bilan aniglanadi.

Kompleks Evklid fazolarida ikki vektor orasidagi burchak tushunchasi kiri-
tilmaydi, lekin vektorlarning ortogonallik tushunchasi saglanib qoladi. Ya’ni,
agar (z,y) =0 bo‘lsa, u holda = va y vektorlar o‘zaro ortogonal deyiladi.

28.5-ta’rif. Agar

1, agar n=m
(¢n; ¢m) -
0, agar n#m.
bo‘lsa, nolmas {p,} C E sistema ortogonal normalangan sistema deyiladi.
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Xuddi haqiqiy Evklid fazolaridagi kabi, ¢, = (f, ¢,), n € N sonlar f € F
vektorning {¢,} ortonormal sistemadagi Furye koeffitsiyentlari deyiladi.

00
> Cnbn
n=1

qator f vektorning {¢,} sistemadagi Furye qatori deyiladi. Bu yerda ham

Bessel tengsizligi o‘rinli:

00
D el <IIFI2
n=1

Kompleks Evklid fazolari holida ham Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi o'z ku-
chini saqlaydi:
[yl <[lzl-[yl.
28.6-ta’rif. Cheksiz o‘lchamli to‘la kompleks Evklid fazost kompleks Hilbert
fazosi deyiladi.
Kompleks Hilbert fazolari uchun ham izomorfizm haqgidagi teorema o‘rinli.
28.4-teorema. Barcha separabel kompleks Hilbert fazolari o ‘zaro izomorfdir.
28.13. /, va Lsla, b] lar separabel kompleks Hilbert fazolariga misol bo‘ladi.
28.14. Ly[—m, 7] separabel kompleks Hilbert fazosida

emt

Qpn@) = \/%7

sistema to‘la ortonormal sistema bo‘ladi. Mustaqil isbotlang.

n €z

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar
1. Hilbert fazolariga misollar keltiring. {o fazo Hilbert fazosi bo‘ladimi?
2. Separabel bo‘lmagan Evklid fazosiga misol keltiring.

3. m— chegaralangan ketma-ketliklar fazosida

(0.9]

(ZU, y) = Z %xnyn

n=1

funksional skalyar ko ‘paytma shartlarini qanoatlantiradimi? m separabel

Evklid fazosi bo‘ladimi?
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. Uy fazoni ikkita ortogonal qism fazolarning to‘qri yig‘indisi shaklida yoz-
ng.

. Lo[—1, 1] Hilbert fazosida Ly [—1,1] ={f € Lo[-1,1]: f(—1t) = f(¢)}
Juft funksiyalar to‘plami qism fazo bo‘lishini ko ‘rsating. Uning ortogonal
to‘ldiruvchisini toping.

. 28.7-misolda keltirilgan Ly [—1, 1] gism fazoning ortogonal to‘ldiruvchisini

toping.

Hilbert fazolarining to‘q‘ri yigindisida skalyar ko ‘paytma ganday kiriti-
ladi?

. Uy va Lo[—1, 1] Hilbert fazolarining to‘q‘ri yig‘indisida skalyar ko ‘paytma
qanday kiritiladi?

Quyidagi ((x, f),(y,9)) = chnyn+ff g (x) dz, 2,y € L,
f,g € Ly[—1,1] funkszonal 52 D Lg[ 1, 1] Hilbert fazosida skalyar

ko ‘paytma bo ladimi?
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VIII bob. Chiziqli operatorlar

Bu bob 6 paragrafdan (29-34-8§ lardan) iborat bo‘lib, unda chiziqli opera-
torlar va chiziqli funksionallarning asosiy xossalari o‘rganiladi. 29-§ chiziqli
uzluksiz operatorlar xossalariga bag‘ishlangan bo‘lib, unda chiziqli operator-
larning asosiy xossalari isbotlangan. Chiziqli operatorlarning aniglanish sohasi,
gqiymatlar sohasi va yadrolari ta’riflanib, misollarda tushuntirilgan. Chiziqg-
li operatorlar uchun uzluksizlik va chegaralanganlik ekvivalent tushunchalar
ekanligi isbotlangan. X chizigli normalangan fazoni Y chizigli normalangan
fazoga akslantiruvchi chizigli uzluksiz operatorlar to‘plami— L(X,Y) chi-
ziqli normalangan fazo bo‘lishi ko‘rsatilgan. 30-§ da normalangan fazolarda
chiziqli uzluksiz funksionallarning ayrim xossalari qaralgan. Chizigli uzluk-
siz funksionalning normasini saqlagan holda butun fazogacha davom ettirish
mumkinligi haqidagi Xan-Banax teoremasi isbotlangan. Asosiy funksional fa-
zolarda (¢,, Cla,b], Lyla, b]) chizigli uzluksiz funksionallarning umumiy
ko‘rinishidan foydalanib, asosiy funksional fazolarga qo‘shma fazolar izomor-
fizm aniqligida topilgan. 31-§ chiziqli uzluksiz operatorlar fazosining xossalari-
ga bag'ishlangan. Unda chizigli operatorlar ketma-ketligining tekis (norma
bo‘yicha), kuchli (nuqtali) va kuchsiz yaqinlashishlari ta’riflanib, misollarda
tahlil qilingan. Agar Y to‘la normalangan fazo bo‘lsa, u holda L(X,Y’) chi-
zigli normalangan fazoning Banax fazosi bo‘lishi isbotlangan. X = C[—1, 1],
Y = (Cy]—1, 1] bo‘lgan holda L(X,Y) ning to‘la bo‘lmagan chizigli nor-
malangan fazo bo‘lishi isbotlangan. Bundan tashqari Banax-Shteynxaus teo-
remasi (tekis chegaralanganlik prinsipi) isbotlangan va uning yordamida X
va Y lar Banax fazolari bo‘lgan holda chizigli uzluksiz operatorlar fazosi
L(X,Y) — ning kuchli yaginlashishga nisbatan ham to‘la bo‘lishi ko‘rsatilgan.
32-§ teskari operatorlar, ularning asosiy xossalariga bag‘ishlangan. Bu para-

grafda chiziqli operator teskarilanuvchan bo‘lishining zaruriy va yetarli shart-
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lari keltirilgan. Shuningdek chegaralangan teskari operator mavjud bo‘lishining
yetarli, zaruriy va yetarli shartlari keltiriladi. Keltirilgan teorema shartlarin-
ing bajarilishiga doir misollar qaralgan. Navbatdagi 33-§ da Banax va Hilbert
fazolarida berilgan operatorlarning qo‘shmalari ta’'riflanib, ularning asosiy xos-
salari bayon qilingan. Hilbert fazolari 5 va Ls[a, b] larda ko‘paytirish ope-
ratorining o‘z-o‘ziga qo‘shmalik kriteriysi berilgan. Lo[a, b] fazoda K(z,vy)
yadro bilan aniglanuvchi integral operatorning o‘z-o‘ziga qo‘shmalik shartlari
keltirilgan. So‘nggi 34-§ da chiziqli operatorlarning spektri klassifikatsiya qili-
nib, ularga doir misollar qaralgan. Chiziqli uzluksiz operatorning spektri bo‘sh
bo‘lmagan yopiq to‘plam ekanligi isbotlangan. Muhim spektr, qoldiq spektr va
chizigli operatorning xos giymatlarini topishga doir misollar qaralgan. Spek-
tri kompleks sonlar to‘plami C bilan ustma-ust tushuvchi chizigli operatorga

misol keltirilgan.
29-§. Chiziqli uzluksiz operatorlar

Biz asosan chiziqli operatorlarni qaraymiz. Chiziqli operatorlarning aniqla-
nish sohasi va qiymatlar to‘plami chizigli normalangan fazolarning qism fa-
zolari bo‘ladi. Shunday qilib, bizga X wva Y chizigli normalangan fazolar
berilgan bo‘lsin.

29.1-ta’rif. X fazodan olingan har bir x elementga Y fazoning yagona

y elementini mos qo ‘yuvchi
Ar=y (x€ X, yeY)

akslantirish operator deyilads.
Umuman A operator X ning hamma yerida aniqlangan bo‘lishi shart
emas. Bu holda Ax mavjud va Ax € Y bo‘lgan barcha x € X lar to‘plami

A operatorning aniqlanish sohasi deyiladi va D(A) bilan belgilanadi, ya’ni:

D(A)={r € X: Ar mavjud va AzreY}
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Odatda D(A) ning chizigli ko‘pxillilik (26.6-ta’rifga qarang) bo‘lishi talab
gilinadi, ya'ni agar =,y € D (A) bo‘lsa, u holda ixtiyoriy «, 3 € C lar uchun
ax+ By e D(A) bo'lladi.

29.2-ta’rif. Agar iztiyoriy x,y € D (A) elementlar va ixtiyoriy o, € C
sonlar uchun ax + By € D (A) bo'lib,

Alaz+py)=aAz+ 3 Ay

tenglik o ‘rinli bo‘lsa, A ga chizigli operator deyiladsi.

29.3-ta’rif. Bizga A : X — Y operator va xy € D (A) nugta berilgan
bo‘lsin. Agar yy = Axg € Y ning ixtiyoriy V atrofi uchun, xoy nuqtaning
shunday U atrofi mavjud bo ‘lib, ixtiyoriy © € U (D (A) lar uchun Ax € V
bo‘lsa, A operator x = xg nugtada uzluksiz deyiladi.

29.3-ta’rifga teng kuchli quyidagi ta’riflarni keltiramiz.

29.4-ta’rif. Agar iztiyoriy € > 0 uchun shunday 6 = § () > 0 mavjud
bo'lib, ||x — xo|| < § tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x € D (A) lar

uchun

HAI — A.CL’()H <€

tengsizlik bajarilsa, A operator x = xy nugtada uzluksiz deyilads.
29.5-ta’rif. Agar x¢ nuqtaga yaqinlashuochi ixtiyoriy {x,} C D(A) ketma-
ketlik uchun nh_)rg@ |Ax, — Axgl| =0 bo‘lsa, u holda A operator xy nugtada
uzluksiz deyiladi. Agar A operator ixtiyoriy * € D (A) nuqtada uzluksiz
bo‘lsa, A uzluksiz operator deyiladi.
29.6-ta’rif. Ax = 0 tenglikni qanoatlantiruvchi barcha x € D(A) lar
to‘plami A operatorning yadrosi deyiladi va v KerA bilan belgilanads.
29.7-ta’rif. Biror x € D(A) uchun y = Ax bajariladigan y € Y lar

to‘plami A operatorning qiymatlar sohasi yoki tasviri deyiladi va v ImA

yoki R(A) bilan belgilanadi.
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Matematik simvollar yordamida operator yadrosi va qiymatlar sohasini

quyidagicha yozish mumkin:
KerA={xeD(A): Az =10},

R(A):=ImA={yeY: birorze D(A) uchun y= Az }.

Chiziqli operatorning giymatlar sohasi va yadrosi chizigli ko‘pxillilik bo‘ladi.
Agar D(A) = X bo‘lib, A uzluksiz operator bo‘lsa, u holda KerA yopiq
qism fazo bo‘ladi, yami KerA = [KerA]. A operator uzluksiz bo‘lgan holda
ham ImA CY yopiq gism fazo bo‘lmasligi mumkin.

Chiziqli operatorlarga misollar

29.1-misol. X —ixtiyoriy chizigli normalangan fazo bo‘lsin.
Ix=x, ve€ X

akslantirish birlik operator deyiladi. Uni chiziqlilik va uzluksizlikka tekshiring.
Yechish. Bu operatorning chiziqliligi va uzluksizligi quyidagi tengliklardan
bevosita kelib chigadi:

Haz+By)=ax+By=alx+Bly, |I(x—x)| =]z —.

Qo‘shimcha qilib aytishimiz mumkinki, uning aniglanish sohasi, giymatlar so-

hasi va yadrosi uchun quyidagilar o‘rinli:
D(I)=X, R()=X, Kerl=1{0}.
29.2. X va Y ixtiyoriy chizigli normalangan fazolar bo‘lsin.
O:X—-Y, O6z=0

operator nol operator deyiladi. Uni chiziqlilik va uzluksizlikka tekshiring.
Yechish. Nol operatorning chiziqliligi va uzluksizligi bevosita ta’rifdan

kelib chigadi. Uning aniqlanish sohasi, qiymatlar sohasi va yadrosi uchun
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quyidagilar o‘rinli:
D(©O) =X, R(©O©)={0}, Ker(0) =X.

29.3. Aniqlanish sohasi D(A) = CW[a, b] C Cla, b] bo'lgan va Cla, b]

fazoni o‘zini-o‘ziga akslantiruvchi
A: Cla,t) = Cla, B, (Af) (z) = f' (2)

operatorni qaraymiz. Bu operator differensiallash operator: deyiladi. Uni chizig-
lilik va uzluksizlikka tekshiring.

Yechish. Uning chiziqli ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun ixtiyoriy
fig € D(A) elementlarning chiziqli kombinatsiyasi bo‘lgan a f + Gg ele-

mentga A operatorning ta’sirini qaraymiz:
(Aaf +Bg) (2) = (af (x) + 59 () =

=a f'(x) + By (x) = a (Af) () + 5 (Ag) (z).
Biz bu yerda yig‘indining hosilasi hosilalar yig‘indisiga tengligidan, hamda
o‘zgarmas sonni hosila belgisi ostidan chiqarish munkinligidan foydalandik.
Demak, A operator chizigli ekan. Uni nol nugtada uzluksizlikka tekshiramiz.
Ma'lumki, A0 =6, buyerda — C'[a, b] fazoning nol elementi, ya'ni 0 (x) =
0. Endi nolga yaqinlashuvchi f,, € D (A) ketma-ketlikni tanlaymiz. Umumiy-
likni buzmagan holda a =0, b =1 deymiz.

anrl n+1

fo@) =7 i ull = lim max

1
= lim = 0.
n—oon + 1

T
n—+1

Ikkinchi tomondan,

(Afn) () =2", lim ||Af, — A0 | = lim max |[z"|= lim 1 =1#0.

n—oo 0<x<1 n—o00
Demak, A operator nol nuqgtada uzluksiz emas ekan. 29.2-teoremaga ko‘ra
differensiallash operatori aniglanish sohasining barcha nuqtalarida uzilishga

ega.
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Uning giymatlar sohasi va yadrosi uchun quyidagilar o‘rinli:
R(A) = Cla, b], KerA = {const}.

29.4. Endi Cla, b] fazoni o‘zini-o‘ziga akslantiruvchi B operatorni quyi-

dagicha aniqlaymiz:

— /bK(:c,t) f(t) dt (29.1)

Bu operator integral operator deyiladi. Bu yerda K(z,y) funksiya [a, b] X

[a, b] — kvadratda aniglangan, uzluksiz. K(z,y) integral operatorning o ‘zagi

(yadrosi) deyiladi. B operatorni chiziqlilik va uzluksizlikka tekshiring.
Yechish. Ma'lumki, ixtiyoriy f € Cla, b] uchun K(z,t)f(t) funksiya x

va t ning uzluksiz funksiyasidir. Matematik analiz kursidan ma’lumki,

/bK(a:,t)f(t) dt

integral parametr x € [a,b] ning uzluksiz funksiyasi bo‘ladi. Bulardan B
operatorning aniqlanish sohasi D(B) uchun D(B) = Cla, b] tenglik o‘rinli
ekanligi kelib chiqadi. Integral operatorning chiziqli ekanligi integrallash ama-
lining chiziqlilik xossasidan kelib chiqadi, ya'ni ixtiyorly f, g € Cla, b] va
a, 8 € C lar uchun

(B (af + B9) ./z(xt (of (£) + By (1)) dt

b b
Z@/iﬂ%ﬂﬂﬂﬁ+ﬂ/lﬂ%ﬂﬂﬂﬁzauﬁﬂ@+ﬁ@m@)

tengliklar o‘rinli. Endi integral operator B ning uzluksiz ekanligini ko‘rsatamiz.
fo € Cla, b] ixtiyoriy tayinlangan element va {f,} C C|a, b] unga yaqin-
lashuvchi ixtiyoriy ketma-ketlik bo‘lsin. U holda

| Bf, — Bfy]| = max

a<z<b

/K:ct (fa (£) — fo ()t




a<z<b a<z<b

< max [ £ () = fol0)] ma /Ithdﬂ— M= foll- (292

Bu yerda

C' ning chekli ekanligi [a, b] kesmada uzluksiz funksiyaning chegaralangan

ekanligidan kelib chigadi. Agar (29.2) tengsizlikda n — oo da limitga o‘tsak,
lim || Bfy = Bfoll < C- lim || fo, = fol| =0
ekanligini olamiz. Agar || Bf, — Bfo|| > 0 tengsizlikni hisobga olsak,
L || Bf, — B foll 0.

Shunday qilib, B integral operator ixtiyoriy nugtada uzluksiz ekan.

B integral operatorning qiymatlar sohasi va yadrosi integral operator-
ning o‘zagi — K(x,y) funksiyaning berilishiga bog‘liq. Masalan, K(z,t) =1
bo‘lsa, B operatorning qiymatlar sohasi Im B o‘zgarmas funksiyalardan ibo-
rat, ya'ni Im B = {f € Cla,b] : f(t) = const}, uning yadrosi KerB o‘zgar-

masga ortogonal funksiyalardan iborat, ya'ni

b
KerB={feCla, - / Ft)dt =0},

29.8-ta’rif. Bizga X normalangan fazoning M to‘plama berilgan bo ‘lsin.
Agar shunday C > 0 son mavjud bo‘lib, barcha © € M wuchun ||z|| < C
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, M to‘plam chegaralangan deyilads.

29.9-ta’rif. X fazoni Y fazoga akslantiruvchi A chizigli operator beril-
gan bo‘lsin. Agar A ning aniglanish sohasi D(A) = X bo‘lib, har qan-
day chegaralangan to‘plamni yana chegaralangan to‘plamga akslantirsa, A
ga chegaralangan operator deyilads.

Chiziqli operatorning chegaralanganligini tekshirish uchun quyidagi ta’rif

qulaydir.
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29.10-ta’rif. A : X — Y chizigli operator bo‘lsin. Agar shunday C > 0
son mauvjud bo‘lib, ixtiyoriy x € D (A) uchun

[Azl} < C-flz] (29.3)

tengsizlik bajarilsa, A chegaralangan operator deyiladi.

29.11-ta’rif. (29.3) tengsizlikni qanoatlantiruvchi C' sonlar to‘plamining
aniq quyi chegarasi A operatorning normasi deyiladi va u || A|| bilan belgi-
lanadi, ya'ni

IA| = inf C.

Bu ta'rifdan ixtiyoriy z € D (A) uchun [[Ax| < ||A] - ||z || tengsizlik
o‘rinli ekanligi kelib chiqadi.
29.1-teorema. X normalangan fazoni Y normalangan fazoga akslan-

tiruvchi chizigli chegaralangan A operatorning normasi | A || uchun

Ax
4l = sup Az =sup 1271 (20.4
=1 e20 |||
tenglik o ‘rinli.
Isbot. Quyidagicha belgilash kiritamiz
Az
a = sup
w0 ||z
A chizigli operator bo‘lgani uchun
A
= sup [Az] = sup AiH = sup ||Az| .
w20 ||Z]] 0 ] =
Ixtiyoriy  # 0 uchun
|Az] _
[zl —
Demak, ixtiyoriy x € X uchun ||Az| < a || z|. Bundan esa
1Al <a. (29.5)
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Aniq yuqori chegara ta'rifiga ko‘ra, ixtiyoriy € > 0 son uchun, shunday z. # 6

element mavjudki,
| Az
oz |

tengsizlik bajariladi. Bu yerdan ¢ > 0 ixtiyoriy bo‘lgani uchun,

a — <

<[lAl

a < ||A|. (29.6)

(29.5) va (29.6) lardan || A|| = « tenglik kelib chigadi. A
29.1-tasdiq. Chizigli chegaralangan A operator uchun

sup || Az| = sup || Ax|]

[Jf|=1 lz]|<1
tenglik o ‘rinli.

29.1-tasdigni mustaqil isbotlang.

X chiziqli normalangan fazoni Y chiziqli normalangan fazoga akslantiruv-
chi chiziqli chegaralangan operatorlar to‘plamini L(X, Y) bilan belgilaymiz.
Xususan, X =Y bo‘lsa L(X, X) = L(X).

29.1-natija. Iztiyoriy A€ L(X,Y) wva x € D(A), |z||=1 uchun

| Az][ < [|A] (29.7)

tengsizlik o ‘rinli.

(29.7) tengsizlikning isboti (29.4) tengsizlikdan kelib chiqadi.

29.12-ta’rif. A : X — Y wa B : X — Y chizigli operatorlarning
yig‘indisi deb, © € D(A) N D(B) elementga y = Ax + Bx € Y elementni
mos qo‘yuvchi C = A+ B operatorga aytiladi.

Ravshanki, C' chiziqli operator bo‘ladi. Agar A, B € L(X,Y) bo‘lsa, u

holda C' ham chegaralangan operator bo‘ladi va
IC=1A+Bl <A+ 1B (29.8)
tengsizlik o‘rinli. Hagigatan ham,
|Cz || = | Az + Bz < [|Az || + || Bx[| <
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< Al F 1B - [l ] < (AT + (1B D) [l ]

Bu yerdan (29.8) tengsizlik kelib chiqadi.
29.13-ta’rif. A chizigli operatorning o songa ko ‘paytmasi x elementga

aAzx elementni mos qo ‘yuvchi operator sifatida aniglanadi, ya'ni
(aA)(x) = aAx.

29.14-ta’rif. A: X — Y wva B :Y — Z chizigli operatorlar berilgan
bo‘lib, R(A) C D(B) bo‘lsin. B va A operatorlarning ko ‘paytmasi deganda,
har bir x € D(A) ga Z fazoning z = B(Az) elementini mos qo‘yuvchi
C =BA: X — Z operator tushuniladi.

Agar A va B lar chiziqli chegaralangan operatorlar bo‘lsa, u holda C' ham

chiziqli chegaralangan operator bo‘ladi va
ICI < [IB]l - [|A] (29.9)
tengsizlik o‘rinli. Hagigatan ham,
|Cz |, = 1B(Az) |z < IB - [[Az [y < IB-[[A]l- [l ]y

Bu yerdan (29.9) tengsizlik kelib chiqadi.

Operatorlarni qo‘shish va ko‘paytirish assotsiativdir. Qo‘shish amali kom-
mutativ, lekin ko‘paytirish amali kommutativ emas.

Agar X va Y lar chizigli normalangan fazolar bo‘lsa, L(X, Y) ham chi-
ziqli normalangan fazo bo‘ladi, ya'ni p: L(X, V) — R,

funksional normaning 1-3 - shartlarini qanoatlantiradi.

29.2-teorema. X normalangan fazoni Y normalangan fazoga akslanti-
ruvchi A : X — 'Y chizigli operator berilgan bo‘lsin. U holda quyidagi tas-
diglar teng kuchli:
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1) A operator biror xy nugtada uzluksiz;

2) A operator uzluksiz;

3) A operator chegaralangan.

Isbot. 1) = 2). Chizigli A operatorning biror zy nuqtada uzluksiz ekan-
ligidan uning ixtiyoriy nuqtada uzluksiz ekanligini keltirib chiqaramiz.

A operator xy nuqtada uzluksiz bo‘lganligi uchun, xy ga intiluvchi ix-
tiyoriy {z0} ketma-ketlik uchun Az — Azg. Ixtiyoriy 2/ € D(A) nug-
ta uchun, x/, — 2/ ekanligidan Az/ — Az’ kelib chigishini ko‘rsatamiz.

y, =, — 2’ + xy — xy deymiz. U holda

lim Ay, = lim A (2], — 2’ +x¢) = lim (Ax), — Az’ + Axg) = Ax.

n—oo n—oo n—oo

Bu esa

lim Az, = Ax’

n—00
ekanligini bildiradi. Demak, A operator ixtiyoriy 2’ nuqtada uzluksiz.

2) = 3). A operatorning uzluksiz ekanligidan uning chegaralanganligi ke-
lib chigishini ko‘rsatamiz. Teskaridan faraz gilaylik, A chizigli operator uzluk-
siz bo‘lsin, lekin chegaralangan bo‘lmasin, ya'ni ixtiyoriy C' > 0 son uchun

shunday z. € D(A) element mavjud bo‘lib,
[Aze || = Clz.|]

bo'lsin. Agar C' = n € N desak, ixtiyoriy n € N uchun shunday x, € D(A)
mavjudki, ||Ax, || > n ||z, | tengsizlik bajariladi. Quyidagi

X

fn_

ozl
ketma-ketlikni qaraymiz. Ko‘rinib turibdiki, &, — 6, ya’ni

L

||5n—eu=H

1 1
IZ |zn]| = =—0, n— oo
n

nllzallfl iz
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Ikkinchi tomondan,

1= )|

7 [|2]

1

n |z |

1
- Az, > 1.
]l

Bu garama-qarshilik A operatorning chegaralangan ekanligini ko‘rsatadi.

3) = 1). A chiziqli chegaralangan operatorning biror nuqgtada uzluk-
sizligini ko‘rsatamiz. Ta'rifga ko‘ra, shunday C' > 0 son mavjudki, ixtiyoriy
x € D(A) uchun

1Az Iy < Cllz ][y

tengsizlik bajariladi. Faraz qgilaylik, {z,} — = ga yaqinlashuvchi ixtiyoriy

ketma-ketlik bo‘lsin, u holda Ax,, — Az ekanligini ko‘rsatamiz:
|Az, — Ax|| = ||A(z, —2) || < C ||z, — x| — 0, n— 0

ya'ni nh_)r{)lo |Ax, — Az|| = 0. A
29.2-natija. A chizigli operator chegaralangan bo ‘lishi uchun uning uzluk-
siz bo‘lisht zarur va yetarl.

29.5-misol. Birlik va nol operatorlarning (29.1 va 29.2-misollar) chegara-
langan ekanligini ko‘rsatib, ularning normasini hisoblang.

Yechish. Birlik operatorning chegaralangan ekanligini ko‘rsatib, normasini
hisoblaymiz. Ixtiyorly z € E uchun ||Iz|| = ||| tenglik o‘rinli. Ta’rifga
ko'ra, I chegaralangan va uning normasi 1 ga teng. Endi nol operatorning
chegaralangan ekanligini ko‘rsatib, uning normasini topamiz. Istalgan * € E
uchun [|©z || = [|¢] = 0 tenglik o‘rinli. Bundan [|©] = 0 ekanligi kelib
chigadi. Nol operator L(X, Y) chizigli normalangan fazoning nol elementi
bo‘ladi.

29.6. 29.3-misolda keltirilgan A : Cla, b] — C|a, b] differensiallash ope-
ratorining chegaralanmagan ekanligini ko‘rsating.

Yechish. Buning uchun A akslantirishda D(A) = CW[0, 1] fazodagi

birlik shar B[f, 1] ning tasviri chegaralanmagan to‘plam ekanligini ko‘rsatish
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yetarli. Birlik shar B[f, 1] da yotuvchi {f,} ketma-ketlikni quyidagicha tan-

laymiz:
falw) = 2", |l fall = max "] = 1.
U holda
N _ Y
(Afa) (@) =n-2""" | Afy]] = max |n- 2" =n.
Bundan
lim ||Af, | = o

ekanligi kelib chigadi. Demak, differensiallash operatori chegaralanmagan ope-
rator ekan.

29.7. 29.4-misolda keltirilgan B : Cla, b] — Cla, b] integral operator-
ning chegaralangan ekanligini ko‘rsating.

Yechish. 29.4-misolda B operatorning uzluksiz ekanligi ko‘rsatilgan edi.
29.2-natijaga ko‘ra, u chegaralangan bo‘ladi.

29.8. C[—1, 1] fazoda z ga ko‘paytirish operatorini, ya'ni
B: C[-1, 1] = C[-1, 1], (Bf)(z)=xf(x) (29.10)

operatorni qaraymiz. Uning chegaralangan ekanligini ko‘rsatib, normasini to-
ping.

Yechish. B operatorning chiziqli ekanligi oson tekshiriladi. Uzluksiz funk-
siyalarning ko‘paytmasi uzluksiz ekanligidan B operatorning aniglanish sohasi
D(B) = C[—1, 1] ekanligi kelib chigadi. Endi B operatorning chegaralangan

ekanligini ko‘rsatamiz.

IBf [l = max |z f(z)] < max |z|- max |f(z)]=1-]f]

—1<z<1 —1<z<1 —1<z<1
Bu tengsizlikdan B operatorning chegaralangan ekanligi va ||B || < 1 kelib

chigadi. Ikkinchi tomondan, agar fy(z) = 1 desak, u holda

1B fo
—1
I1fo

(B fo)(x) =z, [|B fol =1, [[B]l =
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ni olamiz. Yuqoridagilardan ||B|| =1 kelib chiqadi.

Xuddi shunday ko‘rsatish mumkinki, Ly[—1, 1] Hilbert fazosida ham (29.10)
tenglik bilan aniglangan B operator chiziqli chegaralangan bo‘lib, normasi 1
ga teng bo‘ladi.

29.9. Endi /5 fazoda ko'paytirish operatorini, ya'ni

A:ly — Uy, (Ax), = ayzy,, supla,| =a < o (29.11)

n>1

operatorni qaraymiz. Uning chegaralangan ekanligini ko‘rsatib, normasini to-

ping.
Yechish. Ixtiyoriy x € f5 uchun Az € {5 ekanligini ko‘rsatamiz:
o0 o0 o0
DAY =) laga|* < Sup janl® > lwal” = a® [l |* (29.12)
n=1 n=1 n= n=1

Bu munosabatlardan D(A) = ¢5 ekanligini olamiz. Endi uning chiziqli ekan-

ligini ko‘rsatamiz. A operatorning aniglanishiga ko‘ra

(A(@x + 5y))n = CLn(Oél'n + ﬁyn) = ATy + anﬁyn = @(Ax)n + 5(Ay)n

Demak, A chizigli operator ekan. Uning chegaralangan ekanligi (29.12) teng-
sizlikdan kelib chiqadi. Bundan tashqari (29.12) tengsizlikdan ||A|| < a ekan-
ligi ham kelib chiqadi. A operatorning normasi ||A| = a ekanligini isbot-
laymiz. Buning uchun /¢y fazoda {e,},—; ortonormal sistemani ((23.8) ga
qarang) olamiz. A operatorning aniqlanishiga ko‘ra, ixtiyoriy n € N uchun

Ae,, = ape, tenglik o‘rinli. Bundan va (29.7) dan
[A[l = [[Aenll = llanenll = lan] - [len]l = [an]
munosabat kelib chiqadi. Bu tengsizlik ixtiyoriy n € N da o‘rinli bo‘lgani
uchun
|A]| > sup|a,| = a (29.13)
n>1

ni olamiz. Demak, ||A|| = a tenglik isbotlandi. A

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

303



1. Lo[—1, 1] Hilbert fazosida (29.10) tenglik bilan aniglangan B ko ‘paytirish
operatorining chiziqli chegaralangan ekanligini ko ‘rsatib, uning normasi-

ni toping.

2. Lsla, b] Hilbert fazosida (29.1) tenglik bilan aniglangan B integral ope-

ratorning chizigli chegaralangan ekanligini ko ‘rsating.

3. Lo|—m, | Hilbert fazosida (29.1) tenglik bilan aniglangan B integral
operatorning o zagi K(x,t) = cos(x —t) bo‘lgan holda, uning yadrosi

KerB wva giymatlar sohasi R(B) ni tavsiflang.
4. 29.3 va 29.8-misollarda keltirilgan operatorlar y ig‘indisini toping.

5. Integral operator

1
A Cl-1, = CL 1), (Af)(w) = [ (1) f(0)dy
-1
va 29.8-misolda keltirilgan x ga ko ‘paytirish operatori B larning ko ‘paytmasini

toping. AB = BA tenglik to‘qg‘rimi?

6. Agar A, B € L(X,Y) bo‘lsa, u holda | ||A|| = ||B||| < ||A— B|| teng-

sizlikni 1sbotlang.

7. Aytaylik, X chizigli normalangan fazo bo‘lsin. p: X — R, p(x) = ||z||

akslantirishning uzluksizliging isbotlang.
30-§. Normalangan fazolarda chiziqli funksionallar

Ma’lumki, chizigli funksional va uning nollari 24-§ da o‘rganilgan edi. 25-§
da esa L qism fazoda aniqlangan fy chizigli funksionalni p gavariq funksio-
nalga bo ‘ysungan holda butun L fazogacha chizigli davom ettirish mumkinli-

gi hagidagi Xan-Banax teoremasi isbotlangan edi. Biz bu paragrafda chiziqli
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funksionalning normasini saqlagan holda uni butun L fazogacha davom et-
tirish mumkinligi hagidagi Xan-Banax teoremasini isbotlaymiz, hamda funk-
sional fazolarda chizigli uzluksiz funksionallarning umumiy ko‘rinishidan foy-
dalanib, asosiy funksional fazolarga qo‘shma fazolarni izomorfizm aniqligida
topamiz.

30.1. Chiziqli funksionallar

Agar operatorning qgiymatlari sonlardan iborat bo‘lsa, bunday operator
funksional deyiladi (24.1-ta’rifga qarang). Agar X chiziqli fazoda aniqlangan
f funksional uchun quyidagi shartlar bajarilsa
1) f(zy +x2) = f(z1) + f(22), V1,29 € X ; additivlik,

2) f(Ax) =Af(z), Vxe X, VAeC, (yoki R), bir jinslilik
f ea chizigli funksional (24.2, 24.3-ta’riflarga qarang) deyiladi.

30.1-ta’rif. Agar ixtiyoriy € > 0 uchun shunday 6 = d(e) > 0 mavjud
bo'lib, ||z — zol| < & tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x € D(f) lar
uchun |f(x) — f(xo)| < € tengsizlik bajarilsa, f funksional x = x¢ nugtada
uzluksiz deyiladi. Agar f funksional iztiyoriy x € D(f) nuqtada uzluksiz
bo'lsa, f wuzluksiz funksional deyilads.

30.1-ta’rifga teng kuchli bo‘lgan quyidagi ta’rifni keltiramiz.

30.2-ta’rif. Agar xy nugtaga yaqinlashuvchi iztiyoriy x, ketma-ketlik uchun
7}1_{{)10 |f(xn) — f(xo)] = 0 bo‘lsa, u holda f funksional xo nugtada uzluksiz
deyilads.

C — kompleks sonlar to‘plami (R — haqiqiy sonlar to‘plami) Banax fazosi
bo‘lganligi uchun 29-§ da chiziqli operatorlar uchun o‘rnatilgan teorema va
tasdiglar chiziqli funksionallar uchun ham o‘rinli bo‘ladi.

30.1-teorema. X chizigli normalangan fazoda aniglangan chizigli funk-

stonal biror xo € X nugtada uzluksiz bo‘lsa, u holda bu chiziqli funksional

butun X fazoda uzluksiz.
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30.2-teorema. X chiziqli normalangan fazoda aniqlangan chizigli f funk-
stonal uzluksiz bo‘lishi uchun uning chegaralangan bo ‘lishi zarur va yetarls.

Xuddi chizigli operatorlardagidek |f(z)| < M ||z| tengsizlikni qanoat-
lantiruvchi M sonlarning aniq quyi chegarasi f funksionalning normasi deyi-

ladi va || f]| bilan belgilanadi. Shunday qilib,

[F@)] <A Nl

Bundan tashqari, chizigli chegaralangan funksionalning normasi ||f|| uchun

quyidagi tenglik o‘rinli:

I£11= s 1) = s /(@) (30.1)

=1 0 |1zl

30.3-teorema (Xan-Banaz). E kompleks chizigli normalangan fazo, Ey —

E ning qism fazosi va fy — FEoy da aniglangan chizigli uzluksiz funksional
bo‘lsin. U holda fy ni normasini saqlagan holda E da aniglangan f chizigli

funksionalgacha davom ettirish mumkin, ya’ni

f(@) = folx), v € Ey va |[flg=I/follg

shartlarni ganoatlantiruvchi f . E — C chizigli funksional mavjud.

Isbot. Aytaylik, || fo||z, = K bo‘lsin. Norma aksiomalaridan bevosita kelib
chigadiki, barcha = € FE larda p(r) = K ||z| tenglik bilan aniglanuvchi
akslantirish qavariq funksional bo‘ladi. Bundan tashqari ixtiyoriy =z € FEj

uchun
| fo() | < I follg, - llzll = K - [|z|| = p(x)

tengsizlik o‘rinli. Shunday ekan, fy 25.3-teorema shartlarini qanoatlantiradi.
U holda E da aniglangan shunday f chizigli funksional mavjudki, quyidagilar
bajariladi:

f(@) = fo(x), Vo e Ey, |f(x)]| <plx)=I[fol-l=ll, vzek.
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Bu yerdan f ning chegaralanganligi va || f || < || fol|l tengsizlik kelib chigadi.

Ikkinchi tomondan,

f@l o @

1 fllp= sup > — | foll, -
B s el = aeimogo ] &
Dewmak, || £ 11z = |l foll g, - A

30.1-natija. X chizigli normalangan fazo va xoy # 0 undagi iztiyoriy bel-
gilangan element bo‘lsin. U holda butun X da aniglangan shunday f chiziqli

funksional mavjudks,
[l =1, f(zo) = [0l (30.2)

tengliklar o ‘rinli bo‘lad;.
Isbot. f funksionalni bir o‘lchamli Xy = {ax} qism fazoda quyidagicha

aniglaymiz: fo(axg) = a||zo]| . Ko'rinib turibdiki,

f(@o) = llzoll, Lfo(x)[ = ol lzoll =z, == aw

Bu yerdan || follz, = 1. fo funksionalni butun X gacha chizigli davom etti-
ramiz. Hosil bo‘lgan funksional (30.2) shartlarni qanoatlantiruvchi funksional
bo‘ladi. A

Endi chizigli funksionalning davomiga doir misol qaraymiz.

30.1-misol. L = C[—1, 1] uzluksiz funksiyalar fazosi va uning L, =
{f € C[-1, 1] : suppf C [0, 1]} qism fazosini qaraymiz. Ly qism fazoda f
chizigli funksionalni quyidagicha aniqlaymiz:

1
fo(x) = /lx(t)dt, x € Ly.

fo funksionalni normasini saqlagan holda davom ettiring.

Yechish. f; funksionalning normasini hisoblaymiz. Agar = € Ly bo‘lsa,

u holda
0
/ z(t)dt =0
1
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bo‘ladi. Shuning uchun

M|ﬂ/ ﬁ}

Demak,

1 1
[ st < paxle] [ =1l

[ foll < 1.

Endi || fol| > 1 tengsizlikni ko‘rsatamiz. Buning uchun C[—1, 1] fazoda

uzluksiz funksiyalarning

;

0, tel[-1, 0]
za(t) = nt, te (0, 1),
1, tell 1]

\

ketma-ketligini garaymiz. Bu ketma-ketlik uchun quyidagilar o‘rinli:

xn € Lo, ||zn]] =1, VneN,

/len(t)dt' > [ dt =1— % (30.3)

n

‘fO(wn)‘ -

(30.3) tengsizlikda n lar bo‘yicha aniq yuqori chegara olsak,

| foll > Suplfo(xn)l = sup{l — l} —1

n>1 n

tengsizlikka ega bo‘lamiz. Bu ikkala tengsizlikdan || fy|| = 1 tenglikni olamiz.
25.6-misoldagi kabi C[—1, 1] chiziqli fazoda ¢,, y € Vo[—1, 0] funksionalni
quyidagicha aniglaymiz:

gy(x) = / ix(t)y(t)dt + /0 e(dt, zel. (30.4)
Ma’lumki, istalgan y € Vy[—1, 0] uchun g, funksional f; funksionalning
C[—1, 1] fazogacha davomi bo‘ladi. g, funksional uchun Xan-Banax teore-
masining tasdig'i o‘rinlimi? Boshqacha aytganda || fo|| = || 94| tenglik ganday
y € Vo[—1, 0] lar uchun o‘rinli? Cfa, b] fazodagi chizigli uzluksiz funksional-
ning umumiy ko’rinishi haqidagi Riss - 30.4-teorema, hamda (30.19) tenglik-
dan foydalansak, (30.4) ko‘rinishdagi davomlar ichida yagona ¢y funksional
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fo funksionalning normasini saqlagan holda L = C[—1, 1] fazogacha davo-
mi bo‘ladi. 25.6-misolda fy funksionalni (25.1) shartni saglagan holda cheksiz

ko'p (kontinuum) usul bilan L fazogacha davom ettirish mumkin edi.
30.2. Qo‘shma fazolar

Chiziqli funksionallarning umumiy ko‘rinishidan foydalanib, qo‘shma fazoni

ayrim hollarda izomorfizm aniqligida topish mumkin.

30.3-ta’rif. X normalangan fazoda aniqlangan, chizigli uzluksiz funksio-
nallar fazosi X ga qo‘shma fazo deyiladi va X™* bilan belgilanadi, ya'ni X* =
L(X, C).

Bundan keyingi 31-§ da ya’ni chiziqli uzluksiz operatorlar fazosi mavzusi-
da biz Y to‘la fazo bo‘lgan holda L(X, Y') fazoning Banax fazosi bo‘lishini
isbotlaymiz. Shunga ko‘ra (31.1-natijaga qarang) X chizigli normalangan fa-
zoga qo‘shma bo‘lgan X* = L(X, C) fazo Banax fazosi boladi. Chunki,
kompleks sonlar to‘plami C = Y to‘la normalangan fazo. Qo‘shma fazo-
larni o‘rganishni eng sodda holdan, yani X fazo n o‘lchamli (haqiqiy yoki

compleks) chizigli fazo bo‘lgan holdan boshlaymiz.

30.2-misol. X n o‘lchamli (haqiqiy yoki compleks) chizigli fazo bo‘lsin.
Bu fazoda biror eq, es, ..., e, bazisni tanlaymiz. U holda har bir x € X vektor

yagona ravishda,
T = ijej (30.5)
j=1

ko‘rinishda tasvirlanadi. Agar f —X da aniglangan chiziqli funksional bo‘lsa,

u holda ravshanki,
flx) =) z;f(e;) (30.6)
j=1

bo‘ladi. Shunday ekan, chizigli funksional o‘zining ey, es, ..., e, bazis vektor-

lardagi giymatlari bilan bir giymatli aniglanadi. Bundan tashqari bu qiymat-
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larni ixtiyoriy berish mumkin. Ushbu g1, g9, ..., g, funksionallarni

0, agar i # j,
gi(ej) = T
1, agar 1 =7

deb aniqlaymiz. Ko‘rsatish mumkinki, bu funksionallar chizigli bog‘lanmagan.
Agar z € X element (30.5) ko‘rinishda bo‘lsa, u holda g;(z) = x; tenglik
bajariladi. Shuning uchun (30.6) formulani

f(z) = Zgi(:c)f(ei)

ko‘rinishda yozish mumkin. Shunday qilib ¢, g0, ..., g, funksionallar X* fa-
zoda bazis tashkil gilar ekan, yani X* ham n o‘lchamli fazodir. X* dagi
g1, 92, -..,9, bazis X dagi ey, e, ..., e, bazisga ikkilamchi bazis deyiladi.
X fazoda aniglangan har xil normalar X* fazoda har xil normalarni
keltirib chiqaradi. Hozir biz X va X* fazolarda bir-biriga mos keluvchi nor-
malarga misol keltiramiz.
a) Yuqoridagi n —olchamli X va X* fazolarni qaraymiz. Har bir x € X

uchun (30.5) o‘rinli bo‘lib, x ning normasi

1
n 2
2
[z = (Zwil )
=1

formula bilan aniglangan bo‘lsin. U holda ixtiyoriy f € X* uchun

D firm < (D w1
i=1 ' -

tengsizlikka ega bo‘lamiz, bu yerda f; =

n
vp=) Ii-e
1=1
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desak,

SOIAF Nl

Bundan

va [ fll =

normalar bir-biriga mos normalar juftligi ekan.

b) Endi X fazodagi har bir € X element uchun uning normasi

1
n p
|z, = (Zw) , l<p<oo

i=1
formula bilan aniglangan bo‘lsin. Bu normaga mos X™* fazodagi normani
aniglash uchun Gyolder tengsizligidan ((19.15) formulaga qarang) foydalanamiz.
U holda har bir f € X* chiziqli funksional va ixtiyoriy x € X uchun

:U:in-ei va, f(I):Zf(ez>g(ZL‘):Zfl$Z
i=1 i=1 i=1

desak, Gyolder tengsizligiga asosan

Zfz‘l’z’ < (Zfz‘|q> (sz‘p> —<Z|fz’q> [ I,
i=1 i=1 i=1 i=1

tengsizlik barcha x € X lar uchun o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda

[ f(z) | =

1 1
l<p<oo, 1<qg<oo, —+4+-=1 (30.7)
P g

Agar xy € X elementning koordinatalarini

zi=f 177, ie{1,2,...,n}
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ko‘rinishda tanlasak (agar f; =0 bo‘lsa, x; = 0 deb olinadi), u holda

xlflzﬁ‘fl|q_2flz|fl|q207 iE{l, 27 ,TL}
va
q — LP P
wi fi= 1L =T = (16177) = il
tengliklar o‘rinli bo‘ladi. Chunki

1 1
A — . q_1: .| p—1 _1:—.
"ZUZ‘ |f7/‘ |fl| b q p—l

U holda z; - f; = | fi|? va x; - f = |;|" tengliklarga ko‘ra

in'fi Z%fz(Z%fz) <szfz> =
i=1 i=1 i=1

1=1

Demak, f funksionalning normasi uchun quyidagi tenglik o‘rinli

171, = (Zf )

Shunday qilib, X va X* fazolarda mos normalar juftligi

[f(zp)| =

1
q

[z, = (Zw p) ol = <Z|f¢ q) (30.8)
i=1 i=1

ko‘rinishda bo‘lar ekan. Bu yerda p va ¢ sonlar (30.7) munosabatni qanoat-
lantiradi.
c) X fazodagi har bir x € X uchun (30.5) tasvir o‘rinli bo‘'lib, x ning

normasi
n
B
i=1

formula bilan aniglangan bo‘lsin. Ixtiyoriy f € X™* chizigli funksional va

barcha x € X larda
f(x):Zfixz’, fi=f(e), ie{l,2,...,n}
i=1
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tenglik o‘rinli bo‘lgani uchun

n n
7@) = 31wl < pax | £l (Zm) = max [ £ | o),

i=1 i=1
ya'ni
< il
1/ < max | fil
Faraz qilaylik, biror ig € {1, 2, ..., n} uchun | f;, | = max | il bo‘lsin. Agar
<i<n

zo=[0,0,...,0,1,0,....0
—_———

desak, || zoll, = 1 va

| f(z0) | = ‘fio|:112?§};‘fi‘ = lfg%\fﬂ | ol

tengliklar o‘rinli bo‘ladi. Bundan

If 1= max | fi
tenglikka ega bo‘lamiz. So‘nggi normani biz |- ||, bilan belgilaymiz. Mate-

matik analizdan ma’lumki, ((19.19) ga qarang)

Jim [, = lim (21’ > = max | z;| = || 2|
Shunday qilib, X va X™* chekli n —o‘lchamli fazolarda

lally =) lail, 1flle= max]|fil (30.9)
1=1

1<i<n

lar bir-biriga mos keluvchi normalar juftligini hosil giladi. Agar biz (30.7)
munosabatni saqlagan holda ¢ — oo da limitga o‘tsak, p = 1 va ¢ = o
ni olamiz. Demak, (30.9) normalar juftligi (30.8) normalar juftligining limitik
holati ekan.

d) Endi n — o‘lchamli X fazoda norma

2 = max |
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formula vositasida aniqlangan bo‘lsin. Ixtiyoriy f € X™* chizigli funksional
uchun f; = f(e;), i€{1,2,...,n} (ey, es, ...,e, lar X fazoning bazisi)
desak, barcha x € X lar uchun

n
= Z fixi
i=1
tenglik va

n
I—Z\fz zi| < max |z - (Z;fz-)lrga}fz 1o s
1=

tengsizlik o‘rinli. Ikkinchi tomondan
xfz(ﬂ, LY
LAl [l |l

2; -(im)wu@

n

I Flli=) 1 fil

i=1
tenglikka ega bo‘lamiz. Demak, X va X* fazolarda

element uchun

| fy) |

’L:

U holda

Il = sl 170 =214 (30.10)

normalar bir-biriga mos keluvchi normalar juftligi bo‘ladi. (30.10) tenglik (30.8)
tenglikning p — oo dagi limitik holatiga mos keladi.
30.3. Endi ¢, fazoni qaraymiz. Ma’lumki, bu fazo

n

Z\xi\p<oo

1=1

shartni qanoatlantiruvchi barcha = = {x,} ketma-ketliklardan iborat va unda

n ;
ol - (z)
=1
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tenglik bilan aniqlanadi. Agar biz ¢ > 1 sonni (30.7) munosabatdan aniqlasak,
u holda £} fazo £, fazoga izomorf bo‘ladi. Buni isbotlash uchun ¢, fazoning

ixtiyorly f = {f.} elementi yordamida ¢, fazoda

F@) =" fo-an (30.11)

chiziqli funksionalni aniqlaymiz. Dastlab (30.11) tenglikning o‘ng tomonidagi
qatorning absolyut yaqginlashuvchi ekanligini ko‘rsatamiz. Ma’lumki, ixtiyoriy

n natural son uchun

Z | fizi| < (Z | i q>
i=1

1=1

Q=

(Z% |p>p < (Z'fz |q>q lz], (30.12)

o‘rinli. Birinchi tengsizlikni yozishda biz Gyolder tengsizligidan ((19.15) for-
mulaga qarang) foydalandik. Bu yerdan (30.11) tenglikning o‘'ng tomonida-
gi qatorning absolyut yaqinlashuvchiligi hamda f funksional uchun quyidagi

munosabatlar kelib chiqadi:

F@| =S sl <l el [F] <is,.
=1

~

Demak, (30.11) tenglik bilan aniglangan f funksional chiziqli va uzluksiz.

Agar zy € £, elementning hadlarini
xl:ﬁ |fi|q_27 (S {17 2, ..., OO}

(agar f; =0 bo'lsa, x; = 0 deb olinadi) ko‘rinishda tanlasak, 30.1-misolning
b) bandidagidek quyidagilarga ega bo‘lamiz:

i fi=fil">0, z fi=|x" >0, ie{l,2,..., 00}.
Biz xy € ¢, va f ={fi} € ¢, ekanligini hisobga olsak,
\f(xf” = \Z%M = Zl'z‘fz‘ = (Z xifi) (Z%ﬂ) =

i=1 i=1 i=1 i=1
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Q=

(Z svﬂ) = [1Fllq [l

1=1

Ko‘rsatish mumkinki, ¢, fazodagi ixtiyoriy f chiziqli uzluksiz funksional (30.11)

Demak,
| 7]l =171,

ko‘rinishda tasvirlanadi.

Shunday qilib £ va £, p~t 4 ¢! =1 fazolarning izomorfligi isbotlandi.
Xususan, p = 2 da ¢5 = ¢, kelib chiqadi. Shuning uchun ¢, fazo o‘z-o‘ziga
go‘shma fazo deyiladi. Xuddi shunday ko‘rsatish mumkinki, ixtiyoriy Hilbert
fazosining qo‘shmasi ham o‘ziga izomort bo‘ladi.

30.4. Endi ¢; fazoning qo‘shmasini topamiz. 30.2-misolning ¢) bandidagi-
ga o‘xshash mulohazalar qgilib ko‘rsatish mumkinki, ¢; fazoning qo‘shmasi
l~ = m —chegaralangan ketma-ketliklar fazosiga izomorfdir, ya'ni ¢; = m.

Quyidagi tasdiglarni o‘quvchiga mustaqil isbotlash uchun qoldiramiz:
C>}< == 61, CE; = 61.

Bu tengliklarni izomorfizm aniqligida tushunish kerak.

30.5. Endi X = Cla, b] fazoga qo‘shma fazoni izomorfizm anigligida
topamiz. Ma'lumki, [a, b] kesmada aniglangan va t = a nuqtada nolga
aylanuvchi o‘zgarishi chegaralangan funksiyalar fazosi Vgla, b] orqali belgi-
lanadi (26.15-misolga qarang). Ko‘rsatish mumkinki, bu to‘plam funksiyalarni
qo‘shish va ularni songa ko‘paytirish amallariga nisbatan chiziqli fazo tashkil
qiladi. Bu fazoda o elementning normasi || z || = V,? [2] tenglik bilan aniglana-
di. Bu yerda V;? [z] o‘zgarishi chegaralangan z funksiyaning [a, b] kesmadagi
to‘'la o‘zgarishi. Ko‘rsatamizki, (Cla, b))* = Wla, b].

Biz M|a, b] —bilan [a, b] kesmada aniglangan barcha chegaralangan funk-

siyalar to‘plamini belgilaymiz. Bu to‘plam odatdagi funksiyalarni qo‘shish va
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songa ko'paytirish amallariga nisbatan chiziqli fazo tashkil qiladi (26.8-misolga
qarang). Bu fazoda x elementning normasi
||| = sup [=(?)]
a<t<b

tenglik bilan aniglanadi. Har bir = € Cla, b] funksiya chegaralangan va

t)| = t
sup x(t)| = max | #(1)|

tenglik o‘rinli bo‘lgani uchun Cfa, b] fazoni M]Ja, b] fazoning qism fazosi
sifatida qarash mumkin. Endi f € C*[a, b] ixtiyoriy chizigli uzluksiz funksio-
nal bo‘lsin. Normalangan fazolarda Xan-Banax teoremasiga (30.3-teoremaga
qarang) ko‘ra, f € C*[a, b] funksionalni normasini saqlagan holda butun
Mla, b] fazoga davom ettirish mumkin. F' deb f funksionalning Cla, b]
dan Mla, b] ga davomini belgilaymiz.

Endi
or(6) = 1, agar a <& <,
0, agar t<&<b
t € |a, b] funksiyalar oilasini qaraymiz. Ravshanki, ixtiyoriy t € [a, b] uchun
ot € Mla, b]. F funksionalning ¢, € Mla, b] elementdagi qiymatini w(t)
deb belgilaymiz, ya'ni u(t) = F(p¢), t € [a, b]. Natijada [a, b] kesma-

da u funksiya aniqglandi. Bu funksiyaning o‘zgarishi chegaralangan ekanligini

isbotlaymiz. Buning uchun [a, 0] kesmani ixtiyoriy chekli sondagi
a=ty<t1 <ta<- - <tp1 <t,=b (30.13)

nuqtalar bilan bo‘lakchalarga ajratamiz. (30.13) bo‘linishga mos

> lulte) = ulty-)

yig‘indini qaraymiz. Agar

ap = sign [u(ty) —u(te-1)], k=1,2,...,n
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belgilashlarni kiritsak, u holda

n n

2. | ulte) —ute)l = 22 an [ulty) — ultr)] =
k=1 k=1
- kZ:l Qg ‘F(Cptk) - F(Sotkq)‘ = F Lz:l Ok ((ptk - 90751@1)] :
F ChlZlqh funksionalning chegaralanganligi va || F'|| = || f || dan
ZW te) —u(te2)| < ]l - ‘Z o (1, — P1y) H =11l
k=1 k=1

tenglik kelib chigadi. So‘nggi tenglik

n

Z Qg (SOtk - SOt,H)

k=1

n

> an(nl) - %kl(f))‘ =1

k=1

= sup
¢€la, b]

tenglikka asoslangan. Shunday qilib, (30.13) ko‘rinishdagi ixtiyoriy bo‘linishda

S Jult) — ulte )] < I £
k=1
tengsizlik o‘rinli. Bundan kelib chiqadiki, u € V[a, ] va
Vo] < £ (30.14)

x € Cla, b] — ixtiyoriy element bo‘lsin. Har bir nnatural son uchun [a, b

kesmani

b—a

a=ty<ti<ta<---<th1<t,=0b, tpy=0a+

nuqtalar yordamida n ta teng bo‘lakka ajratamiz va

n

(1) =Y x(t) [ (t) — ¢, (1) (30.16)

k=1
pog‘onasimon funksiyani quramiz. U holda F(y,) quyidagi formula bo‘yicha

aniqlanadi:
n

Flyn) =Y a(ty) [u(te) — ulte1)].

k=1
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Bu ¥, funksiyalarning aniglanishidan ko‘rinib turibdiki, y,(a) = z(a) va
agar ty_1 < t < tg bo'lsa y,(t) = =(tx), k =1,2,..., n. Kantor teo-
remasiga ko'ra, = funksiya [a, b] kesmada tekis uzluksiz funksiya bo‘ladi.
Demak, € > 0 uchun shunday ¢ > 0 mavjud bo‘lib, |t —t'| < ¢ tengsizlikni

qanoatlantiruvchi barcha ¢, t' € [a, 0] lar uchun |z(t) — x(t')| < € tengsizlik

bajariladi. Shunday ekan, n yetarlicha katta bo‘lganda < ¢ bo‘lgani
uchun

t) — t)| = t) — x(t <
tgﬁlf() Yn(t) | %?ﬁme?,}iﬁk]'x() w(ty)| <e

tengsizlik bajariladi. Bu yerdan {y,} ketma-ketlikning z funksiyaga [a, 0]
kesmada tekis yaqinlashishi kelib chiqadi. F' uzluksiz funksional bo‘lganligi

uchun

lim F(y,) = F(x).

n—oo

Ikkinchi tomondan [a, b] da uzluksiz = va [a, b] da o‘zgarishi chegaralan-

gan u funksiyalar uchun )
/ 2() du?)

Riman-Stiltes integrali mavjudligi va (30.16) yig‘indi uning (30.15) bo‘linish
bo‘yicha integral yig‘indisi bo‘lganligi sababli

n—odo n—oo

Fz) = lim Fly) = lim S a(te) [ult) — ulty )] = / () dut).
Ammo, x € Cla, b] bo‘lgani uchun F(x) = f(x), yani

f(:c):/ x(t) du(t) (30.17)

tenglik o‘rinli. Shunday qilib ixtiyoriy = € Cla, b] uchun f(x) (30.17) formu-
la bo‘yicha aniglanadi. Riman-Stiltes integrallari uchun o‘rta qiymat haqidagi

teoremaga ko‘ra ixtiyoriy « € Cla, b] uchun

t€(a, b

b
| F(x)| = \ [ =0 du<t>| < max |2(0)| V[l < V'] |2 |
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tengsizlikni olamiz. Bundan

LI <V [u] (30.18)
tengsizlik kelib chiqadi. Endi (30.14) va (30.18) tengsizliklarni tagqoslab,

£ 1= Ve [u] (30.19)

tenglikka ega bo‘lamiz. Olingan natijalardan tashqari yana shuni ta’kidlash
lozimki, ¢,(t) = 0 va F(0) = 0 bo‘lgani uchun u(a) = F(p,) = 0 shart
o‘rinli.

Endi f funksional uchun olingan natijalarni jamlab, quyidagi F.Riss teo-
remasini keltiramiz.

30.4-teorema. Cla, b| fazoda berilgan iztiyoriy f chizigli uzluksiz funk-
sional uchun shu [ funksional bo‘yicha aniglanuvchi shunday v € Vy [a, b]
0 ‘zgarishi chegaralangan funksiya mavjudki, barcha x € Cla, b] larda (30.17)
va (30.19) tengliklar o ‘rinli.

Ko‘rsatish mumkinki [1], har bir o‘zgarishi chegaralangan u € Vjla, b]
funksiya (30.17) tenglik yordamida yagona f € C*[a, b] funksionalni aniglay-
di. Shuning uchun, C*[a, b] dagi chizigli funksionallar bilan Vj [a, b] o‘zgarishi
chegaralangan funksiyalar fazosining elementlari o‘rtasida o‘zaro bir qiymatli
moslik mavjud. Bundan tashqari || f|| = |[u|| bo‘lgani uchun, bu moslik
izomorfdir, ya'ni C*[a, b] = V) a, b].

30.6. Berilgan [a, b] kesmada p(p > 1) — darajasi bilan Lebeg ma’nosida
integrallanuvchi funksiyalar sinfini Ly[a, b] bilan belgilaymiz (26.15-misolga
qarang). Ma’lumki, L,[a, b] to‘'la normalangan fazo, ya’'ni Banax fazosidir.

Endi p > 1 uchun (30.7) munosabatni ganoatlantiruvchi ¢ sonni olamiz.
Isbotlamasdan quyidagi tasdiqni keltiramiz. Har bir f € L;[a, b] funksional

uchun yagona y € Lgyfa, b] element mavjud bo‘lib, ixtiyoriy = € Ly[a, b
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larda
o) = / 2(8) y(t) dt (30.20)

tenglik bajariladi va aksincha, y € Ly[a, b] uchun (30.20) formula Lj[a, b] ga
tegishli biror funksionalni aniglaydi. Bundan tashqari (30.20) formula L;[a, b]
va L,[a, b] fazolar o‘rtasida izometrik moslik o‘rnatadi. Shuning uchun
Lila, bl va Lgla, b] fazolar o‘zaro izomorfdir, yani Ly[a, b] = Lgla, b].
Xususan, p = 2 da Li[a, b] = Lo[a, b]. Shuning uchun Ls[a, b] o‘z-0‘ziga
qo‘shma fazo deyiladi.

30.7. Hilbert fazosida chizigli funksionalning umumiy ko‘rinishi quyidagicha
f(x) = (x, y), yani ixtiyoriy f chizigli uzluksiz funksionalga shu fazoning
yagona y elementi mos keladi, shuning uchun Hilbert fazosi o‘z-o‘ziga qo‘shma
fazo hisoblanadi. Xuddi shu sababli, n o‘lchamli Evklid fazosi ham o‘z-o‘ziga
qo‘shma fazo bo‘ladi.

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. fo: co — C, fo(x) = x1 chizigli funksionalni normasini saqlagan

holda c fazoga chizigli davom ettiring.

2. Chizigli funksional davomi yagonami? Javobni asoslang.

3. f:C501] — G50 1], f(x)==x(0) funksionalni chizigli chegaralangan-
likka tekshiring.

4. FEvklid fazolarida chiziqli funksionalning umumay ko ‘rinishi ganday bo ‘ladi?

5. Uzluksiz funksiyalar fazosi C[—1, 1] dagi barcha toq funksiyalar to‘plami
C~[—1, 1] = Ly (26.14-misolga qarang) qism fazo tashkil giladi. Ly qism
fazoda fo chizigli funksionalni quyidagicha aniglaymiz:

1
fo([l?) = / tSU(t) dt, x € Ly.
~1
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fo funksionalni normasini saqlagan holda C[—1, 1] gacha davom etti-

Ting.
6. 01, Uy va €y, p>1 fazolarga go‘shma fazolarni toping.
7. co, c va m fazolarga qo‘shma fazolarni toping.
8. Cla, b] fazoga qo‘shma fazoni toping.
9. Lsla, b] fazoga qo‘shma fazoni toping.

10. H Hilbert fazosiga qo‘shma fazoni toping.
31-§. Chiziqli uzluksiz operatorlar fazosi

Mazkur paragrafda biz chizigli uzluksiz (chegaralangan) operatorlar fazosi
L(X,Y) ning to‘laligi hagidagi teoremani isbotlaymiz. Operatorlar ketma-
ketligining kuchsiz, kuchli (nuqtali) va tekis (norma bo‘yicha) yaqinlashish
ta'riflarini beramiz. Ularni misollarda tahlil gilamiz.

31.1-ta’rif. Agar {A,} C L(X,Y) operatorlar ketma-ketligi uchun shun-
day A € L(X,Y) operator mavjud bo lib, nh_}rgo | An — Al =0 bo‘lsa, {A,}
operatorlar ketma-ketligi A operatorga norma bo ‘yicha yoki tekis yaqginlashadi
deyiladi va A, —— A shaklda belgilanadi.

31.2-ta’rif. Agar iztiyoriy © € X wuchun nh_)rglo | Apx — Az|| = 0 bo'lsa,
{A,} operatorlar ketma-ketligi A operatorga kuchli yoki nuqtali yaqinlashadi
deyiladi va A, —— A shaklda belgilanadi.

31.3-ta’rif. Agar iztiyoriy f € Y* va barcha x € X lar uchun lim f(A,x)
= f(Ax) bo‘lsa, {A,} operatorlar ketma-ketligi A operatorga kuchsiz yoki
kuchsiz ma’noda (An — A) yaqginlashuvchi deyiladi.

31.3-ta’rif Hilbert fazosida quyidagicha bo‘ladi.
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31.4-ta’rif. Agar ixtiyoriy x,y € H wuchun nlgglo(A”x’ y) = (Az, y)
bo‘lsa, {A,} operatorlar ketma-ketligi A operatorga kuchsiz yaginlashuvchi
deyilads.

31.1-misol. A, : {5 — ¥ly, A,x=1(0,0,..., 0,21, 20, 23,...)
operatorlar ketma- ketligining kuchli va kuchs?z ma 'noda nol operatorga yaqin-
lashishini tekshiring.

Yechish. /5 Hilbert fazosi bo‘lganligi uchun A, : ¢s — {5 operatorlar
ketma-ketligining kuchsiz ma’noda nol operatorga yaqinlashishini 31.4-ta’rifdan

foydalanib tekshiramiz. Ixtiyorly y = (y1, 42, ...) € f5 uchun

o
E Tk Yn+k
k=1

munosabat o‘rinli. y € ¢» bo‘lganligi uchun
o0
2 2
Tyl = lue|* < 0.
k=1

Shunday ekan yaqinlashuvchi qatorning qoldig‘i

o0
> lwl

k=n-+1

2

<[zl > lwl* (LD

k=n+1

[(Auz, y) = (Oz, y) "=

n — oo da nolga intiladi. Bundan (31.1) ga ko‘ra, ixtiyoriy x, y € ¢y larda
| (Apx, y) — (©x, y)| ning n — oo da nolga intilishi kelib chigadi. Demak,
{A,} operatorlar ketma-ketligi nol operator © ga kuchsiz ma'noda yaqin-
lashar ekan. {A,} operatorlar ketma-ketligi nol operatorga kuchli ma’noda

yaqginlashmaydi, chunki
lim || A,z — Oz || = lim ||z || = ||z # 0. A

31.2. Quyida berilgan P,, @, € L({3) operatorlar ketma-ketligining kuch-

li va tekis ma’noda birlik va nol operatorlarga yaqinlashishini teksiring.

Pnlfg—>€2, Pn.I:(ﬂTl,Ig,...,LCn,O,...,O,...),
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Qn =1 - Pny Qngj = (07 .50, Ln+1ly Tn+2, Tn+t3, - - ) .

Yechish. Ixtiyoriy x € ¢ uchun

o0
| Qnz H2 = Z | $n+k|2 — 0, n — oo.
k=1

Chunki z € ¢y, ya'ni
oo
o] = |af* < oo
k=1

Shunday ekan, oxirgi qatorning qoldig‘i

oo

>zl

k=1
n — oo da nolga intiladi. Demak, {@,} operatorlar ketma-ketligi nol ope-
ratorga kuchli ma’noda yaqinlashar ekan. Bundan {P, = I — Q,} operator-
lar ketma-ketligining birlik operator I ga kuchli ma’noda yaqinlashishi kelib
chiqadi. Endi {Q,} operatorlar ketma-ketligi nol operatorga tekis ma’noda

yaqginlashadimi yoki yo‘qmi, shuni tekshiramiz.

2 2 2
I Qual? = |l <2
k=1
Bundan
1Qnll <1 (31.2)

ekanligini olamiz. Ikkinchi tomondan, @,e,.1 = €,4+1. Bundan

(31.2) va (31.3) dan ixtiyoriy n € N uchun || @Q,|| =1 ga kelamiz. Demak,
(), operatorlar ketma-ketligi nol operatorga tekis (norma bo‘yicha) yaqinlash-
maydi. Bu yerdan {P,} operatorlar ketma-ketligi birlik operator I ga tekis
yaqginlashmasligi kelib chiqgadi.

31.3. Ly[—1/2, 1/2] Hilbert fazosini o‘zini-o‘ziga akslantiruvchi va
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formula bilan aniglanuvchi A, operatorlar ketma-ketligining nol operatorga
tekis yaqginlashishini tekshiring.
Yechish. Ixtiyoriy f € Ly[—1/2, 1/2 ] uchun
1/2
WMfW:/’\wﬂmﬁﬁs

~1/2

1
max |x2”|/ D)t <= fI. (31.4)
1/2 2

—1/2<a:<1/2

1
Bundan |[|A4,| < 7 tengsizlikni olamiz. Agar biz 0 < || A,|| ekanligini

hisobga olib, n — oo da limitga o‘tsak,
lim || A, — 6] =0.

Shunday ekan, A, operatorlar ketma-ketligi nol operatorga tekis yaginlashadi.

Yuqorida kuchsiz yaqginlasuvchi operatorlar ketma-ketligi kuchli ma’noda
yaginlashmasligiga (31.1-misol) va kuchli ma’noda yaqinlashuvchi operatorlar
ketma-ketligi norma bo‘yicha yaqginlashmasligiga (31.2-misol) misol keltirildi.

Quyida biz tekis yaqinlashuvchi operatorlar ketma-ketligining kuchli ma’noda
ham yaqginlashuvchi bo‘lishini va kuchli ma’noda yaqginlashuvchi operatorlar
ketma-ketligining kuchsiz ma’noda ham yaqginlashuvchi bo‘lishini isbotlaymiz.

31.1-lemma. Agar {A,} C L(X,Y) operatorlar ketma-ketligi biror A €
L(X,Y) operatorga tekis yaginlashsa, u holda {A,} operatorlar ketma-ketligi
A operatorga kuchli ma’noda ham yagqinlashuvchi bo ‘ladi.

Isbot. Lemma shartiga ko‘ra || A, — A|| — 0, n — oo. U holda ixtiyoriy
x € X uchun

| Az — Azl < | Ao — Al - |||

sonli tengsizlikka ega bo‘lamiz. Matematik analizdan ma’lumki, tengsizliklarda

limitga o‘tish mumkin. Bunga ko‘ra,
0< lim ||A,x — Az|| < lim || A, — A - ||z | = 0.
n—oo n—oo
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Demak, {A,} operatorlar ketma-ketligi A operatorga kuchli manoda ham
yaqinlashar ekan. A
Shunga o‘xshash quyidagi tasdiqni, bevosita ta'rifdan foydalanib isbotlash
mumkKkin.
31.2-lemma. Agar {A,} C L(X,Y) operatorlar ketma-ketligi biror A €
L(X,Y) operatorga kuchli ma’noda yaqinlashsa, u holda {A,} operatorlar
ketma-ketligi A operatorga kuchsiz ma’noda ham yaginlashuvchi bo‘lads.

Isbot. Lemma shartiga ko‘ra, ixtiyoriy z € X uchun
nh_)rrolo | Apz — Azx|| = 0.
U holda ixtiyoriy x € X va f € Y* uchun
0 <[ f(Anz) — f(A2) | = | f(Apz — Az)| < || Ay — Az|| - || f ]
sonli tengsizlikka ega bo‘lamiz. Bu tengsizlikda n — oo da limitga o‘tib,

0< lim | f(Anz) — f(Az) [ < lim [ Ape — Az - [[ f|| =0

n—o0

munosabatni olamiz. Demak, {A,,} operatorlar ketma-ketligi kuchsiz ma’noda
A operatorga yaqginlashar ekan. A
31.1-teorema. Agar Y to‘la fazo bo‘lsa, u holda L(X,Y") fazo ham to‘la,
ya'ni Banax fazosi bo‘lads.
Isbot. {A,} C L(X,Y) ixtiyoriy fundamental ketma-ketlik bo‘lsin, ya’ni

n, m — oo da || A, — Al — 0. U holda ixtiyoriy z € X uchun
I Az = Apzl| < || An = Anll - [ ]| = 0, 7, m — oo.

Shuning uchun har bir x € X da {A,z} C Y ketma-ketlik fundamentaldir. Y
to'la fazo bo‘lgani uchun {A,z} ketma-ketlik biror y € Y elementga yaqin-
lashadi. Demak, har bir =z € X ga {A,x} ketma-ketlikning limiti bo‘lgan
yagona y € Y element mos qo‘yilyapti. Bu moslikni A : X — Y orqali
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belgilaymiz:

Ar = lim A,z =y.

n—oo

Endi A € L(X, Y) ekanligini ko‘rsatamiz. Chiziqliligi:

A (ozlxl + Oégxg) = 7”}1—>nolo An (alﬂfl + 042562) = nh—%lo (An&lxl + Anozgxg) =

= lim Anafl + o lim Anxg = 1Y1 + QaYyg = alA.CCl + OéQAxQ.
n—00 n—00

Endi A ning chegaralangan ekanligini ko‘rsatamiz. Shartga ko‘ra,
| A, — Apll — 0, n, m — oo.
Demak, (29-8§ning 6-topshirig‘iga qarang)
[ Anll = [[ Al ] < | A — Apll — 0, n, m — oo.

Bundan {||A,||} sonli ketma-ketlikning fundamentalligi kelib chiqadi. Haqiqiy
sonlar fazosi R to‘la bo‘lganligi uchun, {||A,||} sonli ketma-ketlik yaginlashuv-
chidir, yaginlashuvchi ketma-ketlik esa chegaralangan bo‘ladi. Ya'ni shunday
K > 0 son mavjudki, ixtiyoriy n € N uchun ||A,|| < K tengsizlik bajariladi.

Norma ta’rifidan

[Anzl| < [Anll - 12 (] < K- 2]

Bundan esa

|Az|| = H lim Az ) — lim || Az || <K - z].

Bu yerda biz normaning uzluksizligidan foydalandik. Endi {A,} ketma-ketlikni
chizigli operatorlar fazosi L(X, Y) da A ga yaqinlashishini ko‘rsatamiz.
Ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday ny son mavjudki, barcha n > ng, p €

N va ||z <1 lar uchun

| Appr — Apz|| < e
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tengsizlik bajariladi. Agar so‘nggi tengsizlikda p — oo da limitga o‘tsak va
normaning uzluksizligidan foydalansak, ixtiyoriy n > ng va [|z| < 1 lar

uchun

| Az — Ayz|| < e

tengsizlikka ega bo‘lamiz. Shuning uchun ixtiyoriy n > ng da

|A— Al = sup ||Az — Ayz|| <e

=<1

Demak, L(X, Y) fazodagi norma ma’nosida 7}1_)n010 |A — A,|| = 0. Shunday
qilib, L(X, Y) to‘la fazo ekan. A

31.1-natija. X chizigli normalangan fazoga qo‘shma bo‘lgan X* = L(X, C)
fazo Banax fazosidir.

Isbot. Kompleks sonlar to‘plami C to‘la fazo, shuning uchun 31.1-teoremaga
ko‘ra, L(X, C) Banax fazosi bo‘ladi. A

31.4-misol. L (Cs[a, b], C|a, b]) fazoni to‘lalikka tekshiring.

Yechish. Y = Cla, b] to‘la fazo bo‘lganligi uchun 31.1-teoremaga ko‘ra,
L (Csla, b, Cla, b)) to‘la fazo, ya’ni Banax fazosi bo‘ladi. A

31.5. L (CJa, b], Csla, b]) fazo uchun 31.1-teorema sharti bajariladimi? U
to‘lami?

Yechish. Y = Csla, b] fazo to‘la bo‘lmagan (21.8 -misolga qarang) nor-
malangan fazo bo‘lganligi uchun 31.1-teorema sharti bajarilmaydi. Shuning
uchun biz L (Cla, b], Csla, b]) fazoni to‘la fazo deya olmaymiz. Aniglik uchun
a = —1, b = 1 deymiz va L (C|a, b], Csla, b]) fazoning to‘la emasligini
ko‘rsatamiz. Buning uchun Cs[—1, 1] fazoning to‘la emasligini ko‘rsatishda

qo‘llanilgan (21.8-misol va 21.1-chizmaga qarang) uzluksiz funksiyalarning

4

-1, ze[-1, —1/n],
fulz) =< nx, z € (-1, —1/n) (31.5)
1, z€[l/n, 1]

\
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ketma-ketligidan foydalanib, A, € L(C[-1, 1], C3[—1, 1]), n € N operator-

lar ketma-ketligini quyidagicha quramiz:

(Anf) (x) = fu(x) f(2). (31.6)

A, operatorning chiziqli va uzluksizligi oson tekshiriladi. {A,} operator-
lar ketma-ketligining L (C[—1, 1], Co[—1, 1]) fazoda fundamental ekanligini
ko‘rsatamiz. Buning uchun || A, — A, || normani hisoblaymiz:

| An = Awll = sup || Anf — A fll =
!

= sup \// [fu(@) = fou (@[] f(2) | daz. (31.7)
1 1<1
(31.7) va || f|| = max | f(z)| <1 ekanligidan foydalansak,

—1<z<1

| An — m|<\// [ fo(2 @) de = || fo = fulloys . (318)

tengsizlikni olamiz. {f,} ketma-ketlikning Cy[—1, 1] fazoda fundamentalligi
21.8-misolda isbotlangan. (31.8) dan hamda {f,,} ketma-ketlikning fundamen-
talligidan {A,} operatorlar ketma-ketligining fundamentalligi kelib chiqadi.
Lekin {A,} operatorlar ketma-ketligi L (C[—1, 1], Cy[—1, 1]) fazoda yaqin-
lashuvchi emas. Teskaridan faraz qilaylik, { A, } operatorlar ketma-ketligi biror
Ae L(C[-1, 1], Cy]—1, 1]) operatorga yaqinlashsin. U holda ixtiyoriy f &
Cla, b] uchun nh_)nolo | Anf — Af|| = 0 tenglik o‘rinli. Ikkinchi tomondan fj =
1 uchun

(AnfO) (x) = fn($)> n €N

tenglik o‘rinli va (Afy) () = go(x) deylik. 21.8-misolda {f,} ketma-ketlikning
birorta ham uzluksiz funksiyaga Cy[—1, 1] fazo normasida yaqinlasha olmasli-
gi ko‘rsatilgan edi, jumladan { A, fo = f.} ketma-ketlik gy = Afy funksiya-
ga ham yaqinlasha olmaydi. Bu qarama-qarshilik { A,} operatorlar ketma-
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ketligining yaqginlashuvchi emasligini bildiradi. Demak, L (C[—1, 1], Cy[—1, 1])
to'la bo‘lmagan normalangan fazo ekan. A

Banax-Shteynxaus teoremasi yordamida ko‘rsatish mumkinki, agar X va
Y lar Banax fazolari bo‘lsa, u holda L(X, Y') fazo kuchli yaqinlashishga nis-
batan ham to‘la bo‘ladi.

31.2-teorema (Banaz-Shteynzaus yoki tekis chegaralanganlik prinsipi).
Agar chizigli uzluksiz operatorlarning {A,} ketma-ketligi X Banax fazosi-
ning har bir nugtasida chegaralangan (ya’ni har bir v € X wuchun shunday

M, >0 mavjud bo‘lib, ixtiyoriy n € N uchun
| Al < M, (31.9)

tengsizlik o‘rinli) bo‘lsa, u holda bu operatorlarning normalaridan tuzilgan
{I|Anll} sonli ketma-ketlik ham chegaralangan bo‘ladi.
Isbot. Avvalo (31.9) shart bajarilganda shunday

Blag, o] ={x € X : ||x —agl| < 1o}

yopiq shar mavjud bo‘lib, bu sharda {A,x} ~, ketma-ketlik chegaralangan
bo‘lishini (ya'ni shunday My > 0 son mavjud bo‘lib, ixtiyotiy = € B [ag, 7]
va barcha n € N larda ||A,z|| < M, tengsizlik bajarilishini) ko‘rsatamiz.
Teskaridan faraz qilaylik, yani {A,z} ~, ketma-ketlik birorta ham yopiq
sharda chegaralangan bo‘lmasin. Ixtiyorly B [zg, €o] shar olamiz. {A,z} ",
ketma-ketlik B [z, £9/2] sharda chegaralanmagan bo‘lgani uchun shunday
x1 € B lxo, €0/2] element va n; nomer mavjudki, {A,,z1} > 1 bo'ladi. A,,
operatorning uzluksizligidan bu tengsizlik B [z1, 1] C B [xg, €9/2] sharda
ham bajariladi. B [x1, €1/2] sharda {A,x},_, ketma-ketlik chegaralanma-
gan bo‘lgani uchun shunday xs € B [x1, £1/2] element va ny nomer mavjud-
ki, {A,,xa} > 2 shart bajariladi. A,, ning uzluksizligidan bu tengsizlik
Bz, e9] C Blxy, €1/2] sharda ham bajariladi va hokazo k —chi qadam-

da B xg_1, €x—1] sharning x; nuqtasida {A,, zr} > k shart bajariladi. A,
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ning uzluksizligidan bu tengsizlik B [z, ex] C B [xg_1, €x—1/2] sharda ham

bajariladi. Demak, ichma-ich joylashgan va radiuslari nolga intiluvchi
B[xo, 60] DB[.%'l, 81] Do DB[l‘k, Sk] IDIRIE

yopiq sharlar ketma-ketligining barchasiga qarashli bo‘lgan T € B [xy, €]
element mavjud va barcha k € N larda | A, 7| > k tengsizlik bajarila-
di. Bu esa (31.9) ga zid. Shunday qilib, {A,z} ~, ketma-ketlik chegaralan-
gan bo‘ladigan B [ag, 7¢] yopiq shar mavjud. Ixtiyorly = € B, 1] uchun
' = ror + ap nuqta B lag, o] sharda yotadi. Shuning uchun, ixtiyoriy n da

|A,2'|| < My. Endi z = ry' (2" — ag) tenglikdan foydalansak,

1 1
nAwuzﬂAn(4'—an}:—HAmtn%%ns
7o 7o
1 , 1 1
< L (1Al + 1l Avaol)) < L (Mo + 1| Avaol)) < L (Mo + May) = M.
To To To
U holda
[ Ayl = sup || Avel < M. A
|z |I<1

31.3-teorema. Agar X va Y lar Banax fazolari bolsa, u holda L(X, Y)
operatorlar fazosi kuchli yaqinlashishga nisbatan to‘ladir.

Isbot. Istalgan © € X da {A,z} ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘lgani
uchun, har bir x € X da nh_)lgo Apx mavjud va biz Ar = 1}1_)120 Ayx =y
tenglik bilan aniqlanuvchi A operatorga ega bo‘lamiz. Bu operatorning chi-
ziqliligi 31.1-teorema isbotida keltirilgan. Endi uning chegaralangan ekanligini
ko‘rsatamiz. Har bir x € X da {A,z} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lgani

uchun, u chegaralangandir. Banax-Shteynxaus teoremasiga ko'ra, ixtiyoriy

n €N da || A,|| < M o‘rinli. Bundan

| Az = H lim A,z

= lim | Ayl < M-z
n—oo

Demak, || A| < M. A
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31.6-misol. 31.2-misolda keltirilgan
P, ity — 1y, Pyx=(x1, T2 ...,%,,0,...,0,...)

operatorlar ketma-ketligi Banax-Shteynxaus teoremasi shartlarini qanoatlanti-
radimi?

Yechish. P, : {5 — {5 operatorlar ketma-ketligi Banax-Shteynxaus teo-
remasi shartlarini qanoatlantiradi. Haqgiqatan ham, X = 0y, va Y = /(5 —
lar Banax fazolari. P, ning chegaralangan ekanligi oson tekshiriladi. Har bir

x € 5 nugtada {P,x} chegaralangan ekanligi

2 2
[Pz |l = | D lawl” < (| D ol = =]l = M,
k=1 k=1
munosabatdan kelib chiqadi. A

31.7. L (¢3) fazo kuchli yaginlashishga nisbatan to‘la fazo bo‘ladimi?
Yechish., X =Y = /5 lar to‘la fazolar bo‘lganligi uchun 31.3-teoremaga
ko‘ra L (¢5) fazo kuchli yaginlashishga nisbatan to‘la fazo bo‘ladi. A

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. Operatorlar ketma-ketligining kuchsiz, kuchli va tekis yaqinlashishlaring

ta’riflang.

[\

Kuchli yaginlashuvcha, lekin tekis yaqinlashmaydigan operatorlar ketma-

ketligiga misol keltiring (31.2-misolga garang).

3. Kuchsiz yaginlashuvchi, lekin kuchli yaqinlashmaydigan operatorlar ketma-

ketligiga misol keltiring (31.1-misolga garang).

4. L (6y) fazo kuchli yaginlashishga nisbatan to‘la fazo bo‘ladimi? 31.3-

teoremadan foydalaning.
5. 81.2-misolda keltirilgan @, : €y — {

an = (07 SR 07 Tn+1y Lnt2y Tnt3y - - )
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operatorlar ketma-ketligi Banax-Shteynzaus teoremasi shartlarini qanoat-

lantiradimi?

6. A, : Ly|—m, 7| = Lo[—m, 7],

™

(Af) (&) = [ cosnw cosny F(y) dy

operatorlar ketma-ketligini nol operatorga kuchli va kuchsiz ma’noda yagin-

lashishga tekshiring.

7. {A,} C L(C[-1, 1] — Lo[—1, 1]) operatorlar ketma-ketligini quyidagicha
aniglaymaiz:

(Anf) () = fulz) f(2)

Bu yerda f, lar (31.5) tenglik bilan aniglanadi. A, operatorlar ketma-
ketligining limitini toping. Limitik operatorga A, operatorlar ketma-

ketligi gaysi ma’noda (tekis, kuchli, kuchsiz) yaqinlashadi?

8. L(Cila, b)) fazo 31.1-teorema shartlarini qanoatlantiradimi?
32-§. Teskari operatorlar

Bizga X ni Y ga akslantiruvchi A operator berilgan bo‘lsin. D(A) —
uning aniqlanish sohasi, ImA esa uning giymatlar sohasi bo‘lsin.

32.1-ta’rif. Agar iztiyoriy y € ImA wuchun Ax = y tenglama yagona
yechimga ega bo‘lsa, u holda A teskarilanuvchan operator deyiladi.

Agar A teskarilanuvchan operator bo‘lsa, u holda ixtiyoriy y € ImA ga
Az =y tenglamaning yechimi bo‘lgan yagona x € D(A) element mos keladi.
Bu moslikni o‘rnatuvchi operator A operatorga teskari operator deyiladi va

A~ bilan belgilanadi, hamda

A Y - X, DAY =ImA, ImA™' = D(A).
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Bundan tashqari teskari operatorning aniglanishidan
Al Ar =2, z€ D(A), AA'y=y, yeDAY (32.1)

tengliklar kelib chiqadi.

Endi A akslantirish X ni o‘zini-o‘ziga akslantiruvchi chizigli operator
bo‘lsin. Agar B € L(X, X) = L(X) operator uchun BA = I bo‘lsa, u hol-
da B operator A operatorga chap teskari operator deyiladi. Xuddi shunday,
AC =1 tenglik bajarilsa, C' operator A ga o‘ng teskari operator deyiladi.

32.1-tasdiq. Agar A operator uchun ham chap teskari, ham o‘ng teskari
operatorlar mavjud bo‘lsa, v holda ular o‘zaro teng.

Isbot. A uchun B chap teskari, C' o‘ng teskari operatorlar bo‘lsin, u
holda

B =Bl =B(AC) = (BA)C =1C=C. A

32.1-misol. A : ly — by, Ax = (0, x1, T2, ..., Xy 1, ...) Operatorga
chap teskari operatorni toping. A o‘ngga siljitish operatori deyiladi.
Yechish. B : /5 — {5 bilan chapga siljitish operatorini belgilaymiz:

Bx = (x9, T3, ..., Tpi1, - --) -
Endi BA operatorning x € ¢ elementga ta’sirini qaraymiz.
BAx = B(Az) = B(0, 1, 2, ..., Zp_1, ...) = (T1, T2, ..., Tp, ...) = l2.

Demak, B operator A uchun chap teskari operator ekan.

32.2. 32.1-misolda keltirilgan A : {5 — {5 operatorga o‘ng teskari operator
mavjudmi?

Yechish. Faraz qilaylik, A ga o‘ng teskari operator mavjud bo‘lsin. Uni
C' : ly — {5 orqali belgilaymiz. 32.1-tasdiqqa ko‘ra (32.1-misolga qarang)
B = C bo'ladi, ya'ni

Cx = (x9, T3, ..., Tpil, ---) -
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Endi AC' operatorning = € {5 elementga ta’sirini qaraymiz.
ACx = A(Cz) = A(x9, 23, ..., Tpat, --.) = (0, 29, ... xp, ...) # T

Demak, C' operator A uchun o‘ng teskari operator emas ekan. Bundan A
uchun o‘ng teskari operatorning mavjud emasligi kelib chigadi.

32.2-tasdiq. Agar A uchun bir vagtda ham o ‘ng teskari, ham chap teskari
operatorlar mavjud bo‘lsa, u holda A teskarilanuvchan operator bo‘ladi va
A~V = B = C tenglik o‘rinli.

32.2 tasdigning isboti 32.1-tasdiq va (32.1) tenglikdan kelib chiqadi.

32.1-teorema. A chizigli operatorga teskari bo‘lgan A~' operator ham
chiziglidir.

Isbot. Shuni aytib o‘tish kerakki, ImA = D(A™!) chiziqli ko‘pxillilikdir.
Shunday ekan ixtiyoriy aq, ao sonlar va ixtiyoriy yi, yo € ImA elementlar

uchun

A (a1y1 + asyp) = ar A7y + Ay, (32.2)

tenglikning to‘g‘ri ekanligini ko‘rsatish yetarli. Axy = y; va Axy = yo deymiz.

A chizigli bo‘lgani uchun
A (041 T + Qo .IQ) = 1Y1 + aYs. (323)

Teskari operator ta'rifiga ko'ra, 1 = A7y, 29 = A lyy. Bu tengliklarni

mos ravishda oy va g sonlarga ko‘paytirib qo‘shsak,
o171 + ag e = ap ATy + ap Ay
Ikkinchi tomondan, (32.3) dan va teskari operatorning ta'rifidan
a1 71+ arxy = A (anyr + agyp)

tenglik kelib chiqadi. Oxirgi ikki tenglikdan (32.2) tenglikni olamiz. A
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32.2-teorema (Teskari operator haqida Banax teoremasi). A operator X
Banax fazosini Y Banaz fazosiga biyektiv akslantiruvchi chiziqli chegaralan-
gan operator bo‘lsin. U holda A~' operator mavjud va chegaralangan.

Teoremani isbotlashdan oldin quyidagi lemmani isbotlaymiz.

32.1-lemma. M to‘plam X Banax fazosining hamma yerida zich bo ‘lsin.

U holda 1xtiyoriy nolmas y € X elementni

qatorga yoyish mumkin. Bu yerda yr. € M, |yl <3-27%-||y||, k€ N.
Isbot. 1, ¥, ... elementlarni ketma-ket quramiz. M to‘plam X Banax

fazosining hamma yerida zich bo‘lgani uchun, shunday y; € M mavjudki,

ly |

Hy_ylﬂﬁT

bo‘ladi. yo € M elementni shunday tanlaymizki,

lyl

Hy_yl—y2||§T

bo‘lsin. Endi y3 € M elementni shunday tanlaymizki,

Y
Hy—yl—yrysHSH—SH

bajarilsin. Umuman v, € M elementni shunday tanlaymizki,

Lyl
2n

ly—vyi—ye—ys— - —unll <

bo‘lsin. Bunday tanlash mumkin, chunki M to‘plam X ning hamma yerida

zich. y, € M elementlarning tanlanishiga ko‘ra

lim
n—oQ

=0,

n
Y- Zyk
k=1

ya'ni



qator yaqginlashadi va uning yig‘indisi y ga teng. Endi y, € M elementlarning

normalarini baholaymiz:

|yl 3
Hyl\|=lly1—y+y|\SHyl—y||+||yHST+HyIIS§HyH,
lv2ll=llve+uy —y+y—wnll <llyat+y —yll + 1y —wnl <

lyll |yl _ 3yl
< <
- 4 + 2 - 227
va nihoyat
”ynH:||yn+yn71+"'+y1_y_‘_y_yl_"'_yn—lHS
S|‘yn+yn—1+"‘+y1_y|‘+Hy_y1_"'_yn—1||S
Myl iyl 3yl A

omn on—1 — omn
32.2-teoremaning isboti. A biyektiv akslantirish bo‘lganligi uchun A~!
operator mavjud va D(A™1) =Y . Endi Y fazoda

My={yeY:|Ay| <kllyl}, k=12 .

to‘plamlarni qaraymiz. Y fazoning ixtiyoriy elementi M} to‘plamlarning biror-

tasida yotadi. Shuning uchun

Y = [j M.
k=1

Ber teoremasiga ko‘ra, M} to‘plamlarning birortasi qandaydir B C Y sharda
zich bo‘ladi. Faraz qilaylik, M,, to‘plam B sharda zich bo‘lsin. B shar ichida

sharsimon P qatlam olamiz, ya'ni
P={zeB:8<|[z-wll<a}, 0<B<a, y € M,.
P qatlamni markazi nolda bo‘ladigan qilib parallel ko‘chiramiz va,

Po={z:Y:p<|z| <a}
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sharsimon qatlamga ega bo‘lamiz. Birorta ny € N uchun M, to'plam F, da
zich bo‘lishini ko‘rsatamiz. Agar z € P N M, bo‘lsa, u holda z — yy € Py
bo‘ladi. Bundan tashqari

1A7 G =)l < A7+ [ (DA g0l = [ A7 + [} A o[ <

<nllzll+nllyoll =7z =0+ woll + lwll) <7z =woll + 21l wll) =

2
=z =l (14 2 <o (142000 o

) miqdor z ga bog'liq emas va biz

nwﬂﬁ1n0+2%wﬂ

deb olamiz. U holda (32.4) ga ko‘ra, z —yg € M, bo‘ladi. M, to‘plamning

2wl
&

Ma’lumki, n <1 +

P qatlamda zich ekanligidan M,y to‘plamning F, qatlamda zich ekanligi
kelib chiqadi. Endi Y dan ixtiyoriy nolmas y element olamiz. Shunday A
son mavjudki, 5 < || Ay || < a tengsizlik o‘rinli, ya'ni Ay € Py bo‘ladi. My
to'plam Fy qatlamda zich bo‘lgani uchun Ay ga yaqinlashuvchi y, € My
ketma-ketlik qurish mumkin. U holda yx/A — y. Ravshanki, y; € M, bo‘lsa,
u holda ixtiyoriy A # 0 uchun % € M, bo‘ladi. Shunday qilib, M,y to‘plam
Y/ {0} da zich va demak, Y ning o‘zida ham zich.

Endi ixtiyoriy nolmas y € Y elementni olamiz va 32.1-lemmaga ko‘ra M,

to'plamning elementlari orqali qatorga yoyamiz:
y=yity eyt <3270yl kel

X fazoda x, = A 'y, elementlardan tuzilgan gatorni qaraymiz:

Zxk:$1+ﬁlﬁ2+"'+xn+"':ZAilyk' (325)
k=1 =

Bu qator qandaydir x € X elementga yaqinlashadi, chunki

Lyl

lill =1 A7 gell < mo llwwll < 3no™
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va

[z =

00 00 0 1
Dol < DNl < 3nollyll Y- o = 3oyl
k=1 k=1 k=1

(32.5) qatorning yaqinlashuvchiligidan va A ning uzluksizligidan

Ar=A (Jl_}f{)loixk) = nh_)rgoA (ixk> = iAxk = iyk = 1.
k=1 k=1 k=1

k=1

Bu yerdan x = A~!y ekanligi kelib chiqadi. Bundan tashqari
fA Y| =Nzl < 3nolly -

Bu yerdan || A7 || < 3-ng tengsizlik kelib chigadi. Shunday qilib, A™! ope-
ratorning chegaralangan ekanligi isbotlandi. A

Berilgan operatorga teskari operatorning mavjudligini ko‘rsatish birmuncha
osonroq, lekin teskari operatorni topish masalasi murakkab masaladir. Shuning
uchun teskari operatorni topishni soddaroq holdan, ya’ni qaralayotgan fazo
o‘lchami chekli bo‘lgan holdan boshlaymiz.

32.3. A:R> - R3 Az = (z1, 12 + 71, x3) operatorga teskari operator
mavjudmi? Agar mavjud bo‘lsa, uni toping.

Yechish. Berilgan A operatorga teskari operator mavjud bo‘lishi uchun,
ixtiyorly y € ImA = R3 da Az = y tenglama yagona yechimga ega bo‘lishi
kerak. Endi Axr = y tenglikdan  ni topamiz:

Az =y <= (1, ®o + 21, 23) = (Y1, Y2, U3) -

Bundan ) )
T =11 ry =
§ T1+To=1yYs <= § Ta=1YyYs— 11
T3 = Y3 xr3 = Y3
\ \
ya'ni

(21, T2, 13) = (Y1, Y2 — Y1, Y3) = A~ 'y.
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Shunday qilib, A operatorga teskari operator mavjud bo‘lib u
A1 R SR Alr = (21, T3 — 21, T3)

ko‘rinishga ega. 32.1-teoremaga ko‘ra, u chizigli operator bo‘ladi. A

32.4. 32.3 misolda qaralgan A : R3> — R3? operator teskari operatorlar
hagida Banax teoremasi shartlarini qanoatlantiradimi?

Yechish. X = R? va Y = R? lar Banax fazolari bo‘lganligi uchun A
akslantirishning biyeksiya ekanligini ko‘rsatish yetarli. R® fazodan ixtiyoriy
ikkita turli © = (x1, x2, v3) va y = (y1, Y2, y3) elementlarni olamiz va
Ax # Ay ekanligini ko‘rsatamiz. Teskaridan faraz qgilaylik, Az — Ay = 0
bo‘lsin. So‘nggi tenglikdan = = y ekanligiga kelamiz. Bu qarama-qarshilik A
akslantirishning inyektiv ekanligini ko‘rsatadi. 32.3-misolda ixtiyoriy y € R3
uchun Az = y tenglama yagona yechimga ega ekanligi ko‘rsatilgan edi. Bu
esa A akslantirishning syuryektiv ekanligini ko‘rsatadi. Demak, A biyektiv
akslantirish ekan. A

32.1. Teskari operatorlar haqida ba’zi teoremalar

Biz bu bandda operator teskarilanuvchan bo‘lishining zaruriy va yetar-
li shartini keltiramiz. Shuningdek teskari operator mavjud va chegaralangan
bo‘lishining yetarli, zarur va yetarli shartlarini keltiramiz.

32.3-teorema. A : X — Y chizigli operator teskarilanuvchan bo‘lishi
uchun Ax = 0 tenglama fagat x =60 yechimga ega bo ‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. Zaruriyligi. A teskarilanuvchan bo‘lsin. U holda Ax = 6 tenglama
yagona yechimga ega bo‘ladi. A chizigli bo‘lgani uchun bu yechim x = 6
bo‘ladi.

Yetarliligi. Ax = 0 tenglama faqat nol yechimga ega bo‘lsin, u holda ix-
tiyorty y € ImA uchun Ax = y tenglama yagona yechimga ega bo‘ladi.
Teskarisini faraz qilaylik, biror y € ImA uchun yechim ikkita bo‘lsin, ya’ni

Azy = y, Axzs = y. U holda A(x; — x2) = 6 bo‘ladi. Shartga ko‘ra,
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r1 — r9 = 0. Bundan x1 = x». A

32.4-teorema. X chizigli normalangan fazoni Y chiziqli normalangan
fazoga akslantiruvchi chizigli A operator berilgan bo‘lsin. ImA da chega-
ralangan A~' operator mavjud bo‘lishi uchun, shunday m > 0 son mavjud

bo lib, ixtiyoriy x € D(A) lar uchun
[ Azl = m|lz| (32.6)

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarls.

Isbot. Zaruriyligi. A~! mavjud va chegaralangan bo‘lsin, ya'ni
-1 1 -1
1Ay < —llyll, vyeD(A™),

U holda
[ Az = [yl =m| Ay || =m]z].

Demak, (32.6) shart o‘rinli.

Yetarliligi. (32.6) shartdan A operatorning o‘zaro bir qiymatli ekanligi ke-
lib chiqadi. Teskarisini faraz qilaylik, (32.6) shart bajarilsinu A o‘zaro bir
qiymatli akslantirish bo‘lmasin. U holda shunday z1, xo € D(A), x1 # 9
elementlar mavjudki,

Ary =y, Axy=uy.

Bundan A(x; — x2) = 0 ekanligi kelib chiqadi. (32.6) tengsizlikka ko‘ra,
0 <mllzy — x| <[ A(z1 —22)]| = 0.

Bu yerdan z; = x5 qarama-qarshilikka kelamiz. Demak, A — o‘zaro bir qiy-
matli akslantirish ekan. Shuning uchun, teskari A~! operator mavjud. En-
di A™! operatorning chegaralangan ekanligini ko‘rsatamiz. (32.6) tengsizlikka
ko‘ra,

1
lzll < — [ Az ]
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Ixtiyoriy y = Ax € ImA uchun

1
A7y < — iyl
m

Bu yerdan A~! operatorning chegaralangan ekanligi hamda,

<~
m
tengsizlik kelib chigadi. A

Endi 32.3 va 32.4-teorema shartlarining bajarilishiga doir misollar qaraymiz.

32.5-misol. C[0, 1] fazoda x ga ko‘paytirish operatorini, ya'ni
B:Co, 1]—=clo, 1], (Bf)(z) =1 f(z)

operatorni (29.8-misolga qarang) qaraymiz. Bu operator 32.3-teorema shart-
larini qanoatlantiradimi? B teskarilanuvchan operator bo‘ladimi?

Yechish. B operatorning chiziqli ekanligi oson tekshiriladi. Endi Bf =0
tenglamani, yami z f(r) = 0 tenglamani qaraymiz. Bu tenglama C|0, 1]
fazoda fagat f(x) = 0 yechimga ega. B operator 32.3-teorema shartlarini
ganoatlantiradi. Demak, B — teskarilanuvchan operator, yani B ga teskari
operator mavjud.

32.6. 32.5-misolda qaralgan x ga ko'paytirish operatori (B f)(z) = = f(z),
f € [0, 1], 32.4-teorema shartlarini qanoatlantiradimi?

Yechish. Ma’lumki, B — chiziqli operator. B operator uchun 32.4-teore-
maning (32.6) sharti bajarilmasligini ko‘rsatamiz. Buning uchun C[0, 1] fazo-

da har bir elementining normasi 1 bo‘lgan (32.1-chizma) {g,} ketma-ketlikni

32.1-chizma
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1 —nx, agar z €0, 1/n]
gn(x) =
0, agar x € [1/n, 1]

gqaraymiz. Endi || B g, || normani hisoblaymiz:

1
J— — — N 2 e
| Bgull = pax |(Bgn)(@)] = max |z gn(0)] = max |z —na®|= 7= lgall.
[stalgan m > 0 son uchun shunday ny natural son mavjudki, — < m
no

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerdan kelib chiqadiki,

1
Bag,ll=—1og.l < nll
I Bgall = - llgall <m |l gul

Demak, B operator uchun (32.6) tengsizlikni qanoatlantiruvchi m > 0 son
mavjud emas. 32.5-misolda ko‘rsatildiki, B ga teskari operator mavjud, lekin
32.4-teoremaning sharti bajarilmaganligi uchun, B ga teskari operator chega-
ralanmagan bo‘ladi. A

32.7. Endi Ls[—1, 1] Hilbert fazosini o‘zini-o‘ziga akslantiruvchi
A Lo[—1, 1] = Lo[-1, 1], (Af)(2) = (2* + 1) f(x)

operatorni qaraymiz. A operator 32.4-teorema shartlarini qanoatlantiradimi?
A ga chegaralangan teskari operator mavjudmi?

Yechish. A operatorning chiziqli ekanligi oson tekshiriladi. Endi A ope-
rator uchun 32.4-teoremaning (32.6) sharti bajarilishini ko‘rsatamiz. Buning

uchun || Af || normani quyidan baholaymiz.

1 1
ja7 1= [ @40 s o= [ (s s =] )

Biz bu yerda ‘IEQ + 1‘ > 1 tengsizlikdan hamda integralning monotonlik xos-
salaridan foydalandik. So‘nggi tengsizlikdan || Af || > || f| tengsizlik kelib
chiqadi. Bu yerda m > 0 son sifatida (0, 1] dagi ixtiyoriy sonni olish mumkin.

32.4-teorema tasdig‘idan foydalansak, A ga chegaralangan teskari operator
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mavjudligi hamda H A_1H < 1 tengsizlik kelib chiqadi. Aslida H A_lH =1
tenglik o‘rinli. A

32.5-teorema. X — Banaz fazosi va A € L(X). Agar ||A] < ¢ <1
bo‘lsa, u holda I — A operator uchun chegaralangan teskari operator mavjud.

Isbot. L(X) fazoda quyidagi formal qatorni qaraymiz:
T+A+A 4 A e (32.7)

Ma'lumki, || A%|| < || A[°. Xuddi shuningdek, || A"[| < || A||". U holda (32.7)

qatorning
n
Sp=T+) A
k=1
gismiy yig‘indilari ketma-ketligi Koshi shartini qanoatlantiradi, ya'ni
H Sner . SnH — H An—i—l +An—|—1 _{__.__i_An—&-pH S
S;qn+l +_qn+2+_____|__qn+p N 07 n — oo.

(32.7) qatorning qismiy yig‘indilari ketma-ketligi S,, — fundamental ekan,
L(X) := L(X, X) to‘la bo‘lgani (31.1-teoremaga qarang) uchun

S, — S € L(X).
Shunday qilib,
I+) Ab=3
k=1

Bundan tashqari

S(I— A) = lim S,(I — A) =

n—oo

= lim (I+A+A2+---+A”—A—A2—---_A”H):

n—oo

= lim (I —A"") =1.

n—o0

Xuddi shunday ko‘rsatish mumkinki, (/—A)S = I. Demak, S operator —A

operator uchun teskari operator ekan. S operatorning normasi

- n - n 1
HS”SZ”A ”SZC] :1—_(]-
n=0 n=0
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Demak, S = (I — A)~! operator chegaralangan va uning normasi

1
_ . -1
Isi=llo -7 < —

tengsizlikni qanoatlantiradi. A
32.1-natija. X — Banaz fazosi va A € L(X) bo‘lib, || Al < q <1 bo‘lsa,
u holda I 4+ A perator uchun chegaralangan teskari operator mavjud.

Natijaning isboti 32.5-teoremadan kelib chigadi va
I+A) P =T—A+A— -+ (=1)"A" 4 --.

tenglik o‘rinli.

32.2-lemma. Agar A, B € L(X) bo‘lib, A~', B™t € L(X) bo‘lsa, u
holda AB operatorga chegaralangan teskari operator mavjud va (AB)™! =
B71A7Y tenglik o ‘rinli.

Lemmaning isboti ABB'A™! = I, B'A'AB = I tengliklardan
hamda 32.2-tasdiqdan kelib chiqadi.

32.6-teorema. A € L(X) operatorga chegaralangan teskari operator mavjud

bo‘lsin. Agar A" : X — X operatorning normasi

1
FA=]

tengsizlikni qanoatlantirsa, uw holda B = A — A’ operatorga chegaralangan

A <

teskari operator mavjud.
Isbot. B operatorni quyidagicha yozib olamiz: A — A’ = A(] — A71A").

Endi A~'A’ operatorning normasini baholaymiz:
A < A7 A <1

32.5-teoremaga ko‘'ra, I — A7 A’ operatorga chegaralangan teskari operator
mavjud. U holda 32.2-lemmaga ko‘ra, A(I — A~tA’) operator ham teskari-

lanuvchan bo‘ladi, hamda
B = (1—Aa7a) A |87 < | (1 - A) | AT
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munosabatlar o‘rinli. A

32.8-misol. Parametr A € R ning qanday qiymatlarida
(1= A)f(@) = f(0) = [ cosasing f(y)dy, 1 € Lol
operatorga 32.5-teoremani va uning 32.1-natijasini qo‘llash mumkin?
Yechish. A € L(Ly|—m, 7]) ekanligini tekshiramiz. Shu maqgsadda ixtiy-

orly f, g € Lo|—m, 7] elementlarni va ixtiyoriy «, [ € C sonlarni olamiz va

A operatorning af 4+ (3¢ elementga ta’sirini qaraymiz:

s

(A(af +Bg)) (z) = / cosx sin y (af + Bg)(y)dy =

—T

= cu/_ﬂ cosx sin y f(y) dy+ﬂ/_7T cosz sin y g(y) d(y) =
= a(Af)(z) + B(Ag)(2).

Biz bu yerda integralning additivlik va bir jinslilik xossalaridan foydalandik.

Endi A operatorning chegaralangan ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun

2

|Af]| norma kvadratini baholaymiz:
/ cosz siny f(y)dy| dx =

larie= | [

:/ COSQQIdZU-‘/ siny f(y) dy

-7

2

(32.8)

Endi Koshi-Bunyakovskiy — [(f, g¢)| < || f]| - ||lg || tengsizligidan hamda
2 1 .9 1
cos” a = 5(1 + cos2x), sin“x = 5(1 — cos 2x)
ayniyatlardan va cos 2z ning 1 ga ortogonalligidan foydalansak, (32.8) dan
JAFIP <= |1 £ 1P (32.9)

tengsizlik kelib chiqadi. (32.9) dan

lAfII<ml[fll = [Al <= (32.10)
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tengsizlikka ega bo‘lamiz. Ikkinchi tomondan fy(z) = sinx desak, u holda

(Afo)(x) = mcosx va | foll =7, [|Afoll =7l foll boladi. Ma’lumki,

[Afoll
Al = =7
1 foll
va (32.10) dan foydalansak, || A| = 7 tenglikka ega bo‘lamiz. Bu yerdan
1
barcha A € (——, — ] lar uchun ||[AA|| < 1 tengsizlikning bajarilishi
now

kelib chiqadi. Demak, 32.5-teorema va uning natijasiga ko‘'ra, barcha A €

1 1
<——, —) larda I — X\ A operatorga teskari operator mavjud va chegaralan-
T m

gan. 32.5-teorema shartlarining bajarilishi I —\ A operatorga teskari operator
1 1

mavjud va chegaralangan bo‘lishini ta’minlaydi. Lekin A ¢ (——, —) ekan-
T T

ligidan I — A\ A operatorga chegaralangan teskari operator mavjud emas degan

xulosa kelib chigmaydi. A
Navbatdagi misolimiz bu fikrimizni tasdiglaydi.
1 1
32.9. Parametr A ning \ € (——, —) qiymatlarida
T T

(1-\A)f (2) =f(a:)—k/7r coswsiny f (y) dy, f € Lo |-, 7

—T

operatorga 32.5-teoremani qo‘llab, unga teskari operatorni toping.

1 1
Yechish. 32.8-misolda \ € (——, —) giymatlar uchun I — A A opera-
T

7
torga teskari operator mavjudligi ko‘rsatilgan edi. Bu misolga 32.5-teoremani
qo‘llashimiz uchun A operatorning darajalarini hisoblashimiz kerak. Dastlab
A operator kvadratini hisoblaymiz:

(A%f) (z) = A </7r coszsiny f () dy) _

—T

= / cos xsint (/ costsiny f (y) dy> dt. (32.11)

s -7

(32.11) tenglikda t bo‘yicha integralni hisoblash mumkin. Agar biz

/ costsintdt =0

-7
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tenglikni hisobga olsak, A% =0 ga ega bo‘lamiz. Bu tenglikdan barcha n > 2
larda A" = 0 ekanligi kelib chigadi. Natijada biz, S =T+ A= (I —XA)""

ga ega bo‘lamiz. Hagigatan ham,
(I—=XA) (T+XA) =T +XA- XA VA =]

va
(T4+XNA) (I —=XNA) =T - ANA+XNA-NA =1

tengliklar o‘rinli. Isbot jarayonidan ma’lum bo‘ldiki, barcha A € R larda
I — \ A operatorga teskari operator mavjud va chegaralangan bo‘ladi.

32.10. Parametr A € R ning qanday giymatlarida
1

(Bf)(a:):(1+:c2)f(a:)—>\/ vy f) dy, € La[-1, 1] (32.12)

-1
operatorga 32.6-teoremani qo‘llash mumkin?

Yechish. B operatorni A—\ A" ko‘rinishda yozib olamiz. A € L (Ly[—1, 1])
operator sifatida (32.7-misolga qarang)

(Af) (z) = (2* + 1) f (x) . f € Lo [-1, 1]

ni, A" € L (Ls[—1, 1]) operator sifatida esa

(A'f) (x) = / vy f(y) dy, f € Lo[-1, 1]

1
ni olamiz. 32.7-misolda A operatorning teskarisi mavjud va H A_IH = 1 ekan-
ligi ko'rsatilgan edi. 32.6-teoremani (32.12) tenglik bilan aniqlangan B =

A — N A" operatorga qo‘llashimiz uchun

1
R
| A=

tengsizlik o‘rinli bo‘ladigan A ning barcha giymatlarini topishimiz kerak. Shu

IAA| < (32.13)

magqsadda A’ operatorning normasini topamiz. Buning uchun || A’ f || norma

kvadratini baholaymiz:

1
jasiP= |

2

1
/_:cyf(y)dy dx =

1
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1 1 2 9
= [ e [ vrwal <(3) s e

Biz bu yerda Koshi-Bunyakovskiy tengsizligidan hamda

1
/ :L'2dx:g
1 3

tenglikdan foydalandik. (32.14) dan

A < (32.15)

Wl N

tengsizlik kelib chiqadi. Tkkinchi tomondan fy (x) = = desak, u holda

2 2 2 2
(A" fo) () = 3 %=3 fo(z) va [[A'fo] = 3 1 foll, [ foll = 3
bo‘ladi. Ma’lumki,
| A foll 2
A > _2 (32.16
E )

2
(32.15) va (32.16) lardan || A"|| = 3 tenglikka ega bo‘lamiz. Bu yerdan bar-

3 3
cha \ € (—5, 5) lar uchun (32.13) ning, yani ||AA"|| < 1 tengsizlikning
3

3
bajarilishi kelib chiqadi. 32.6-teoremaga ko‘ra, barcha A\ € (—5, §> larda

B operatorga teskari operator mavjud va chegaralangan. 32.8-misoldagidek,

272
mavjud emas degan xulosa kelib chigmaydi. A

3 3
A ¢ ( —) ekanligidan B operatorga chegaralangan teskari operator

32.11. Quyidagi operatorning teskarilanuvchan emasligini ko‘rsating
A:C[0, 1] —=C0, 1], (Af)(2) = f(0) z+ f(1) 22 (32.17)

Yechish. Ma’lumki, chiziqli operator teskarilanuvchan bo‘lishi uchun Af =
0 tenglama faqat f(z) =0 yechimga ega bo‘lishi zarur va yetarli. (32.17) for-
mula bilan berilgan A operator uchun fjy(z) = = (1 — ) funksiyani olsak,

fo(0) = fo (1) =0 bo‘lgani uchun

(Afo) (x) = fo(0) z+ fo (1) 2* = 0.
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Demak, Af =0 tenglama nolmas f; yechimga ega, 32.3-teoremaga ko‘ra, A

operator teskarilanuvchan emas. A

1.

10.

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

Teskarilanuvchan operator ta’rifini keltiring.
Chiziqli operatorga teskari operator har doim chizigli bo ‘ladimai?

Chiziqly chegaralangan operatorga teskari operator mavjud bo‘lsa, u chi-
ziqli chegaralangan bo ‘ladimi? Misollarda tushuntiring. 32.5, 32.6-misol-

larga qarang.

A chizigli operatorning yadrosi KerA nolmas elementni saqlasa, u

holda A ga teskari operator mavjud bo ‘lishi mumbkinmsi?
32.10-misoldagi B operatorga teskari operatorni toping.

32.5-misolda keltirilgan B operatorga teskari operatorni toping. B~!
operatorning aniglanish sohasini toping. D(B™1) = C'[0,1] tenglik to‘g*
rimi? Agar bu tenglik to‘q‘ri bo‘Imasa, D(B™) to‘plam C'[0,1] fazoning

hamma yerida zichmai?

Ko paytirish operatori A : by — by, (Ax), = ayz, ning teskarilanuv-

chan bo‘lishining zarur va yetarli shartini toping.

Ko ‘paytirish operatori A : by — by, (Ax), = ayx, ga chegaralangan

teskari operator mavjud bo ‘lishining zarur va yetarl shartini toping.

Ko paytirish operatori A : ly — by, (Ax), =n"'z, ga teskari opera-

torni toping. U chegaralangan operator bo‘ladimi?

Ko ‘paytirish operatori A : Lo[—1,1] — Lo[-1, 1], (Af)(z) =

(] f(x) ga teskari operator mavjudmi? Bu operatorning yadrosini to-
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ping. dim KerA = oo tenglik to‘grimi? Bu yerda [x] deb x sonining

butun qismi belgilangan.
33-§. Qo‘shma operatorlar

Bu paragrafda biz Banax va Hilbert fazolarida aniqlangan operatorlarga
go‘shma operatorlarni qaraymiz va ularning ayrim xossalarini o‘rganamiz.
33.1. Banax fazosida qo‘shma operatorlar
X chizigli normalangan fazoni Y chiziqli normalangan fazoga akslantiruv-

chi chiziqli uzluksiz A operator berilgan bo‘lsin, ya’ni
A: X =Y, y=AzeY, DA =X

Bizga ixtiyoriy g : Y — C chiziqli chegaralangan funksional berilgan
bo‘lsin. Bu funksionalning y = Az elementga ta’sirini qaraymiz g¢(y) =
g(Ax). Osongina ko‘rsatish mumkinki, g(Ax) funksional X da aniqlangan
biror chizigli f funksionalni aniglaydi. Shunday qilib,

g(Az) = f(x). (33.1)

Endi (33.1) tenglik bilan aniglangan f funksionalning chiziqli ekanligini ko‘r-

satamiz:
flarxy + agrs) = g(A(arxy + aore)) = gla1 Axy + o Axs) =

= a19(Axy) + asg(Axs) = ay f(x1) + aof (x9). (33.2)

(33.2) tenglik barcha x1, 9 € X vaixtiyoriy ai, as € C lar uchun o‘rinli. De-
mak, f chizigli funksional ekan. Endi uning chegaralangan ekanligini (uzluk-

sizligini) ko‘rsatamiz. Ixtiyoriy = € X uchun

[f(@)] = [g(Az)[ < [lgll - | Azl < [lgll - [ All- [ =]

tengsizlik o‘rinli. Bu yerdan f funksionalning chegaralanganligi kelib chiqadi.
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Agar f funksionalning x nuqtadagi qiymatini (f,z) deb belgilasak, u
holda

(f,z) = (g, Az). (33.3)

33.1-ta’rif. Bizga X, Y — chizigli normalangan fazolar va A : X — Y

chiziqli chegaralangan operator berilgan bo‘lsin. Agar biror A* : Y* — X*

operator va barcha x € X, g € Y™ lar uchun
(97 A:U) - (A*ga :L‘)

tenglik o‘rinli bo‘lsa, A* operator A ga qo‘shma operator deyiladi.

Demak, har bir ¢ € Y* funksionalga (33.3) tenglik bilan aniglanuvchi
f € X* funksionalni mos qo‘yuvchi A* : Y* — X* operator A operatorga
qo ‘shma operator deyiladi.

Qo‘shma, operatorlar quyidagi xossalarga ega:
1. A* operator chiziqli.
2. (A+ B)" = A* + B*.
3. Ixtiyoriy k£ son uchun (kA)* = kA"
4. Agar A uzluksiz bo‘lsa, u holda A* ham uzluksiz bo‘ladi.

Aniqrog'i, quyidagi tasdiq o‘rinli.

33.1-teorema. Agar A € L(X,Y) bo‘lsa, u holda A* € L(Y*, X*) bo‘ladi
va ||A*]| = ||A|| tenglik o‘rinli.

Isbot. Funksional hamda operator normasining xossalariga ko‘ra,
(A9, )| = (g, Ax)| < lgll Az || < Al gl 1=

Bu yerdan
[A%gll < [[Al [lg]

tengsizlikka ega bo‘lamiz. Demak,

A < [l A] (33.4)
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Endi x € X, Axz # 0 shartni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy element bo‘lsin, gy =
Ax

[ Az ||
30.1-natijasiga ko‘ra, shunday ¢ : Y — C funksional mavjudki, ||g| =1 va

€ Y deymiz. Ko‘rinib turibdiki, |lyo|| = 1. Xan-Banax teoremasining

d(yo) = |lyoll = 1, ya'ni

Ax 1
o =5 (i) = Tazpeca =

Bu yerdan,
9(Az) = [[Az |

tenglikka ega bo‘lamiz. U holda
[Az]| = g(Ax) = | (A"g)(x) | < [[Agll Nl || < A Mgl ]l = [A™] [l ]

munosabatdan

Al <A™ (33.5)

tengsizlikni olamiz. (33.4) va (33.5) munosabatlardan
A= 1A

tenglik kelib chiqadi. A
33.2. Hilbert fazosida qo‘shma operatorlar
Ma’lumki, Hilbert fazosiga qo‘shma fazo uning o‘ziga izomorf, ya'ni H =
H* (tenglik izomorfizm ma’nosida). Shuning uchun Hilbert fazolarida qo‘shma
operatorlar xossalarini o‘rganish ancha qulay.
33.2-ta’rif. H Hilbert fazosi va A € L(H) operator berilgan bolsin.

Agar biror A* : H — H operator va ixtiyoriy x,y € H lar uchun

(Az,y) = (z, A%y)

tenglik o‘rinli bo‘lsa, A* operator A ga qo‘shma operator deyiladi.
Bu ta'rif Banax fazosidagi qo‘shma operatorning ta’rifidan biroz farq qgiladi,

ya'ni bu yerda (kA)* = kA* (3-xossaga qarang) tenglik o‘rinli.
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Hilbert fazosi holida A va A* operatorlar aynan bitta fazoda aniglangani
uchun, ba'zan A = A* tenglik ham o‘rinli bo‘lishi mumkin.

33.3-ta’rif. Agar A = A* bo‘lsa, ya’'ni ixtiyoriy x,y € H uchun

(Az,y) = (x, Ay)

tenglik o‘rinli bo‘lsa, A operator o‘z-o‘ziga qo‘shma operator deyiladi.
33.4-ta’rif. Bizga A : H — H chizigli operator va Hy C H qism fazo
berilgan bo‘lsin. Agar ixtiyoriy x € Hy uchun Ax € Hy bo‘lsa, u holda Hy
qism fazo A operatorga nisbatan invariant gism fazo deyiladi.
33.1-lemma. Bizga A : H — H chizigli operator va Hy C H qism
fazo berilgan bo‘lsin. Agar Hy qism fazo A operatorga nisbatan invariant
bo‘lsa, u holda uning ortogonal to‘ldiruvchisi bo‘lgan Hy C H qism fazo A*
operatorga nisbatan invariant bo‘ladi.
Isbot. Haqgiqatan ham, agar y € Hy- bo‘lsa, u holda ixtiyoriy = € Hj
uchun (A*y,z) = (y, Ax) = 0, chunki Az € Hy. Demak, A*y € Hy . A
Xususiy holda, agar A = A* bo‘lsa, u holda A(Hy) C Hy ekanligidan
A(Hg") C Hy" ekanligi kelib chigadi.
Hilbert fazosida qo‘shma operatorlar quyidagi xossalarga ega:
33.2-lemma. Agar A, B € L(H) bo‘lsa, u holda
1) (A + BB)" = aA* + 3B,
2) (AB)* = B* A",
3) (A")* = A tengliklar o‘rinli.
Isbot. Birinchi tenglikni isbotlaymiz:

(@A + BB)x,y) = («¢Azx + BBz, y) = a(Ax,y) + B(Bx,y) =

= a(z, A"y) + B(z, B'y) = (z,0A"y) + (2, 4B"y) = (z,([@A" + BB")y).
Bundan (aA + 3B)* = aA* + 8B* tenglik kelib chiqadi.
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2) ni isbotlaymiz:
((AB):U?y) - (A(B.I),y) - (vaA*y) - ([IZ, B*A*y)

Bundan (AB)* = B*A* tenglik kelib chiqadi.
3) ning isboti bevosita qo‘shma operator ta’rifidan kelib chiqadi. A
Endi operatorlarning Banax va Hilbert qo‘’shmalarini topishga doir misollar
garaymiz.
33.1-misol. X =Y = {; va T o‘ngga siljitish operatori bo‘lsin (32.1-

misolga qarang), ya'ni
sz(O,xl,xg,ﬂjg,...,xn_l,...), x €l

bo‘lsin. T' ga qo‘shma T™ operatorni toping.
Yechish. X = /1 va Y = {; lar Banax fazolari bo‘lganligi uchun 7T
operatorning Banax qo‘shmasini topamiz. Ma’lumki, T" € L({;) operatorning

Banax qo‘shmasi barcha = € ¢; va f € ({1)* lar uchun

(T"f)(x) = f(T'x) (33.6)
tenglikni qanoatlantiruvchi va (¢1)* fazoni (¢1)* fazoga akslantiruvchi oper-

atordan iborat. Bizga ma’lumki, (¢1)* = m, boshqacha aytganda har qanday
f € (¢1)* uchun shunday yagona y € m mavjudki,

f(x)zzxkyka y= 1,92 Yn---), YEM (33.7)
k=1

tenglik barcha x € ¢; lar uchun o‘rinli bo‘ladi. Xuddi shuningdek, shunday

¢ € m mavjudki,
(T f) () =D aley (=(0C - 1Cny-- ) EM (33.8)
k=1

tenglik barcha x € ¢; lar uchun bajariladi. (33.7) va (33.8) tengliklarni hisobga,
olsak, berilgan operator uchun (33.6) shart quyidagi ko‘rinishga keladi:

Zkak = Z Th—1Yr = Z TEYk+1- (33.9)
=1 F—2 =1
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Bu tenglik barcha lar uchun bajariladi. Xususiy holda, (23.8) tenglik bilan
aniglanuvchi {e; = (0,...,1,0....)},k € N elementlar uchun (33.9) tenglik

Gk =Yk, k=1,2,....m, ...

aylanadi. Shunday qilib, T : m — m operator

T*y:T*(ylvy27"'7yn)"') - (y2;y3;---;yn+17--')7 yem

formula bilan aniglanar ekan.

33.1-teoremaga ko‘ra, T € L(X,Y) ekanligidan T* € L(Y*, X*) ekan-
ligi kelib chiqadi va ||T']| = ||7|| tenglik bajariladi. Qaralayotgan misolda
33.1-teoremaning o‘rinli ekanligini tekshirib ko‘ramiz. 1™ operatorning chiz-
iqli ekanligi uning aniglanishidan ko‘rinib turibdi. ||T'|] = ||T*|| tenglik baja-

rilishini ko‘rsatamiz. Haqgigatan ham,

T[] = sup [|[Tz|[ = sup Z x| =1,

z)l=1 z]l=1 %=
[T = sup [|[T"y|| = sup |yr| = 1.
lyl[=1 2<|yx|<o0

33.2. ¢y fazoda ko‘paytirish operatorini, ya'ni (29.9-misolga qarang)
A:ly — by, (Ax), = apx,, supla,| =a < o0 (33.10)

operatorni qaraymiz. Unga qo‘shma operatorni toping.

Yechish. X =Y = /¢, Hilbert fazolari bo‘lganligi uchun A ga Hilbert
ma’nosidagi qo‘shma operatorni topamiz. A operatorning chizigli va chega-
ralanganligi 29.9-misolda ko‘rsatilgan. A ga qo‘shma operatorni topish uchun

(Azx,y) skalyar ko‘paytmani qaraymiz. ¢5 fazodagi skalyar ko‘paytmadan foy-

dalansak,
o0 o0 o
(Az,y) =Y (Ax)plk = > apuife = Y wrgye = (v, A"y)
k=1 k=1 k=1
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Bundan

A" iy — Uy, (Az), =G, Ty,

ni olamiz. Bu yerdan A ning qo‘shmasi o‘ziga teng bo‘lishi uchun a,, n € N
sonlarning haqiqiy bo‘lishi zarur va yetarlidir degan xulosaga kelamiz. A
33.3. Lofa, b] kompleks Hilbert fazosida, u(x) funksiyaga ko‘paytirish

operatorini, ya'ni

(Af) (@) = u(z)f(x), [ € Laa, O]

operatorni qaraymiz. Bu yerda u chegaralangan va o‘lchovli funksiya. A ga
qo‘shma operatorni toping.

Yechish. X =Y = Ls[a, b] Hilbert fazolari bo‘lganligi uchun A ga
Hilbert ma’nosidagi qo‘shma operatorni topamiz. u funksiyaning chegara-
langan va o‘lchovli ekanligidan A operatorning aniglanish sohasi D(A) =
Lola, b] ekanligi va A ning chegaralangan ekanligi kelib chiqadi. Ta'rifga

ko'ra, A operatorning qo‘shmasi hamma f,g € Lo[a, b] lar uchun

(Af,g) = (f, A%g) (33.11)

tenglikni qanoatlantiruvchi A* € L(Lsla, b]) operatordan iborat. Agar biz
Lola, b] fazodagi skalyar ko‘paytmadan foydalansak, (33.11) tenglikni quyida-
gicha yozishimiz mumkin:

b L b
(Af,g) = / (Af)(@)g@) dz = / u(x) f(2)9(@) de =

:/ F(@)a(@)g(x) do = (f, A%q).

Bu tenglikdan

(A*g)(z) = u(z) g(x), g € Lola, b]
ekanligi kelib chigadi. Bu yerdan A = A* bo‘lishi uchun, deyarli barcha x €

[a, b] larda u(z) € R bo‘lishi zarur va yetarlidir.
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33.4. Endi Ls[a,b] Hilbert fazosida K(x,y) yadro bilan aniglanuvchi in-

tegral operatorni, ya'ni

/ K(x,y)f(y)dy, f € Lofa,b] (33.12)

operatorni qaraymiz. Bu yerda K — [a, b] X [a, b] kvadratda aniglangan che-
garalangan va o‘lchovli funksiya. A operatorga qo‘shma operatorni toping.

Yechish. K funksiyaning chegaralangan va o‘lchovli ekanligidan, uning
Lo([a, b] X [a, b]) fazoga qarashli ekanligi kelib chiqadi. Fubini teoremasidan
(37.1-teorema) foydalanib, quyidagiga ega bo‘lamiz:

(Af,g9) = b bKﬂsy y)dy ¢ g(x) do = K(z,y)f(y)dy g(x)
[/ = //

(z,y) g(z)dz p f(y)dy =

dr =

v

=

Bu yerdan

/ Ky dy (33.13)

tenglik kelib chiqadi. Xususan, (33.12) ko‘rinishdagi A operator Lsa,b] fa-

zoda 0‘z-0‘ziga qo‘shma bo‘lishi uchun, deyarli barcha z, y € [a, b] lar uchun

K(z,y) = K(y, z) (33.14)
tenglikning bajarilishi yetarli va zarurdir.
Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. Banaz fazosida operatorning qo‘shmasi ganday ta’riflanadi?

2. Hilbert fazosida operatorning qo ‘shmasi qanday ta’riflanadi?
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10.

11.

Yugoridagi ta’riflarda qanday farq bor? Javobni xossalarda tushuntiring.

O‘z-0‘ziga qo ‘'shma va o°z-o0‘ziga qo‘shma bo‘lmagan operatorlarga mi-

sollar keltiring.

Hilbert fazosida birlik operatorga qo‘shma operatorni toping. U oz-0‘ziga

qo ‘shma bo ‘ladimi?

Chizigle chegaralangan operatorga qo‘shma operator har doim chiziqli

chegaralangan bo ‘ladimi?

A ly — by, Az = (a1, a9%9,. .., 45Ty, ...) operatorga qo‘shma

operatorni toping. Bu yerda a, € C, n € N. 33.2-misoldan foydalaning.

A:ly — by, Ax = (0,a121,0,a3x3...,0, a2, 1T2,1,...) operatorga

qo ‘shma operatorni toping. Bu yerda a, € C, n € N.

B : L5[0, 1] — L5]0, 1], (Bf)(z) = u(z)f(x) operatorga qo‘shma

operatorni toping. Bu yerda u : [a,b] — C wuzluksiz funksiya.

O‘z-0ziga qo‘shma A, B : Ls[0, 1] — Ls[0, 1] operatorlar berilgan:

(Af)(@) = 2f(x).  (Bf)(z) = / vy f(y)dy

AB wva BA operatorlarni toping. Ular o‘z-o‘ziga qo‘shma bo ‘ladimi?

A Ly|—1, 1] — Lo|—1, 1] operator berilgan:

1
AN@ = [ @+ i) f)dy
Uning imvariant qism fazolarini toping. Juft funksiyalardan iborat

Li[-1,1] = {f € Lo[-1,1] : f(—x) = f(x)} qism fazo A operator

uchun invariant gism fazo bo‘ladimi?
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34-§. Chiziqli operatorning spektri va rezolventasi

Operatorlar nazariyasida spektr tushunchasi eng muhim tushunchalardan
biridir. Chiziqli operator spektrini o‘rganish matematik fizika uchun muhimdir.
Masalan, kvant mexanikasida sistema Hamiltoniani - bu Hilbert fazosidagi o‘z-
o‘ziga qo‘shma operatordir, uning spektrini o‘rganish sistema fizik xususiyat-
larini o‘rganish uchun muhimdir. Spektr tushunchasini dastlab chekli o‘lchamli
fazolardagi chiziqli operatorlar uchun eslatamiz.

Faraz qilaylik, A : C" — C" chizigli operator berilgan bo‘lsin. Agar biror
A € C son uchun

Axr =z

tenglama nolmas = € C" yechimga ega bo‘lsa, u holda A son A operator-
ning ros qiymat: deyiladi, unga mos keluvchi nolmas x yechim esazos vektor
deyiladi. Ma’lumki, har bir A : C* — C" chizigli operatorga {a;;} — n xn
matritsa mos keladi va aksincha. Chiziqli algebra kursidan ma’lumki, agar A
son A operatorning xos qiymati bo‘lsa, det(A— AI) = 0 bo‘ladi va aksincha.
n X n matritsa determinanti det(A — AI), parametr A ning n— darajali
ko‘phadi bo‘ladi va det(A — AI) = 0 tenglama ko‘pi bilan n ta ildizga ega,
yani A:C" — C" chizigli operator ko‘pi bilan n ta xos qiymatga ega. Agar
A son A operatorning xos giymati bo‘lsa A — Al ga teskari operator mavjud
emas va aksincha. Agar A son A operator uchun xos giymat bo‘lmasa, ya'ni
det(A— A1) # 0 bo‘lsa, u holda A — Al ga teskari operator mavjud va u C"
fazoning hamma, yerida aniqlangan bo‘ladi.

34.1-teorema. A :C" — C" chizigli operator chegaralangandir.

Isbot. C" fazoda eq,es,...,e, ortonormal bazisni tanlaymiz. U holda

har bir x € C" vektor yagona usulda

n
Tr = E €T; €
1=1
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ko‘rinishda tasvirlanadi. Agar A operator C" da aniglangan chiziqli operator

bo‘lsa, u holda
Ar = Z x; Ae;
i=1

bo‘ladi. Shunday ekan, chiziqli operator o‘zining eq,eo, ..., e, bazis vektor-
lardagi giymatlari bilan bir giymatli aniglanadi. Endi Az ning normasini ba-

holaymiz:

e <3 fal e < (z )
=1 =1

Bu yerda

N

(znAem) < M-
=1

M= (Z |Aei|2)%.

i=1
Demak, chekli o‘lchamli fazoda aniqlangan har qanday chiziqli operator chega-

ralangan bo‘lar ekan. A

Yuqorida aytilganlarning natijasi sifatida shuni ta’kidlash lozimki, chek-
li o‘lchamli fazolardagi chiziqli operatorlar uchun quyidagi ikki holat sodir
bo‘lishi mumkin:

1) A son uchun Axr = Az tenglama nolmas yechimga ega, ya'ni A son
A operator uchun xos giymat, bu holda A — Al ga teskari operator mavjud
emas;

2) A son uchun C" fazoning hamma yerida aniglangan (A—AI)~! operator
mavjud va demak, chegaralangan.

Chekli o‘lchamli fazolarda chizigli operatorning xos qgiymatlari to‘plami
operatorning spektri deyiladi. Agar A € C son A operator uchun xos giymat
bo‘lmasa, u A operatorning regulyar nuqtas: deyiladi. Umuman aytganda,
chekli o‘lchamli fazolarda spektr termini kam ishlatiladi.

Agar A operator cheksiz o‘lchamli X fazoda berilgan bo‘lsa, u holda
yuqorida keltirilgan 1 va 2 holatlardan farqli bo‘lgan uchinchi holat ham
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bo‘ladi, ya'ni:
3) (A=XI)~! operator mavjud, yani Az = Az tenglama fagat nol yechim-

ga ega, lekin (A — AI)~! operator X ning hamma yerida aniqlanmagan yoki

Im (A=) # X.

34.1-ta’rif. Agar A € C son uchun A — X\ ga teskari operator mavjud
bo‘lib, u X mning hamma yerida aniglangan bo‘lsa, X soni A operatorning

requlyar nuqtasi deyilads,
Ry(A) = (A= AI)™!

operator esa A operatorning A nuqtadagi rezolventasi deyiladi. Barcha regul-
yar nugtalar to‘plami p(A) orqali belgilanads.

34.2-ta’rif. A operatorning requlyar bo‘lmagan barcha nugtalari to‘plami
A operatorning spektri deyiladi va u o(A) orqali belgilanadsi.

34.3-ta’rif. Agar biror A € C son uchun (A—X)x =0 tenglama nolmas
(x # 0) yechimga ega bo‘lsa, X son A operatorning ros qiymati deyiladi,
nolmas yechim x esa ros vektor deyiladi.

Ko‘rinib turibdiki, barcha xos giymatlar to‘plami spektrda yotadi, chunki
A xos giymat bo‘lsa, A — Al operatorning teskarisi mavjud emas.

Spektr quyidagi gismlarga ajratiladi.

34.4-ta’rif. a) Barcha zos giymatlar to‘plami A operatorning nuqtali spek-
tri deyiladi va o,,(A) bilan belgilanadi.

b) Agar X zos qiymat bo‘lmasa va Im(A — X)) # X, ya'ni A— X ope-

ratorning qiymatlar sohasi X ning hamma yerida zich emas. Bunday X\ lar
to‘plami A operatorning qoldiq spektri deyiladi va o4(A) bilan belgilanadi.
Endi o‘z-o'ziga qo‘shma operatorlar uchun muhim spektr ta’rifini kelti-

ramiz.
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34.5-ta’rif. Agar biror X\ € o(A) son uchun nolga kuchsiz yaqinlashuvchi
fn € H birlik vektorlar ketma-ketligi mavjud bo ‘lib

lim [[(A = AD)ful =0

bo‘lsa, u holda \ son A = A* operatorning muhim spektriga qarashli deyiladi.
A operatorning muhim spektri cess(A) bilan belgilanadsi.

Operatorning nuqtali va qoldiq spektrlari o‘zaro kesishmaydi. Nuqtali va
muhim spektrlar o‘zaro kesishishi mumbkin.

34.2-teorema. Agar A € L(X) va |\ > ||A]| bo‘lsa, u holda X regulyar
nuqta bo‘lads.

Isbot. A — A\I operatorni quyidagicha yozib olamiz:

AN = M- %A). (34.1)

Teorema shartidan —A operatorning normasi 1 dan kichik ekanligi kelib

A

chiqadi, shuning uchun 32.5-teoremaga ko‘ra, [ — %A operatorning chega-
ralangan teskarisi mavjud. Bundan va (34.1) tenglikdan A — A\l operatorning
teskarisi mavjud va chegaralangan ekanligi kelib chiqadi. A
Shunday qilib, chegaralangan A : X — X operatorning spektri markazi
koordinatalar boshida va radiusi ||A|| ga teng yopiq doirada saglanar ekan.
34.3-teorema. Agar A € L(X) bo‘lsa, u holda o(A) yopiq to‘plamdir.
Isbot. Operatorning spektri o(A) regulyar nugtalar to‘plamining to‘ldiruv-
chi to‘plami bo‘lgani uchun, p(A) ning ochiq to‘plam ekanligini ko‘rsatish
yetarli. Endi A € p(A) ixtiyoriy nugta bo‘lsin, yami A — Al operatorning
teskarisi mavjud va chegaralangan bo‘lsin. U holda 32.6-teoremaga ko‘ra, bar-
cha 9, 60 < (H(A — A])*lH )71 lar uchun A — Al — §I operatorning ham
chegaralangan teskarisi mavjud. Demak, A € p(A) nugta o‘zining ¢ = (|(A
—AI)7Y )™t > 0 atrofi bilan p(A) ga qarashli ekan. Bu esa A nuqtaning
p(A) to‘plam uchun ichki nuqta ekanligini bildiradi. A ning ixtiyoriyligidan
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p(A) ning ochiq to‘plam ekanligi kelib chigadi. Demak, 20.4-teoremaga ko‘ra
og(A) = C\p(A) yopiq to‘plam. A

Quyidagi tasdiqni isbotsiz keltiramiaz.

34.4-teorema. A € L(H) o0‘z-0‘ziga qo‘shma operator bo‘lsin: U holda:

(a) 0401(A) — bo‘sh to‘plam.

(b) o(A) to‘plam R ning gismi, ya'ni o(A) C R.

(¢c) A operatorning har zil zos giymatlariga mos keluvchi xos vektorlari
o0 ‘zaro ortogonaldir.

34.1-misol. Ls[a,b] Hilbert fazosida erkin o‘zgaruvchi = ga ko‘paytirish

operatori (33.3-misolga qarang), ya'ni
A Lyla,b] — Lsfa,b], (Af)(z)=zf(z)

operatorni qaraymiz. Uning nuqtali, qoldiq va muhim spektrini toping.

Yechish. 33.3-misol natijasiga va u(z) = x = T = u(z) tenglikka ko‘ra,

A = A*. 34.4-teoremaning (a) tasdig‘iga ko‘ra, og(A) = 0. Ma'lumki,

(Af)(x) = Af(x) yami (z—A)f(z)=0 (34.2)

tenglama ixtiyoriy A € C' uchun yagona nol yechimga ega. Demak, A op-
erator xos giymatlarga ega emas, yani o,,(A) = 0. (34.2) tenglama faqat
nol yechimga ega ekanligidan 32.3-teoremaga ko‘ra, (A — M) f(z) = g(x)
tenglamaning ixtiyoriy g € I'm A da yagona yechimga ega ekanligi kelib chiga-

di. Ko‘rsatish mumkinki A — Al operatorga teskari operator
(A= A)"g(2) = (x = N)g(x) (34.3)

formula bilan aniglanadi. Agar A ¢ [a,b] bo‘lsa, u holda x — A # 0, natijada,
(A — XI)~! operator Ls[a,b] fazoning hamma yerida aniglangan va Banax
teoremasiga ko‘ra, u chegaralangan bo‘ladi. Demak, A & [a, b] regulyar nuqta,

yani o(A) C [a, b]. Lekin (34.3) formula bilan aniglangan teskari operator
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A € [a,b] bo‘lganda Lsla,b] fazoning hamma yerida aniglanmagan. Demak,
[a,b] C 0(A). Bulardan, o0(A) = [a,b]. Endi A operatorning spektridagi ix-
tiyoriy nuqta uning muhim spektriga garashli ekanligini ko‘rsatamiz. Ixtiyoriy

A € [a,b) uchun

1 1
n(n+1), agar v € A, = A+ ——, A+ —),
fo(z) = n+1 n
0, agar x € la, b]\A,
deymiz. Ma’lum nomerdan boshlab A + — < b bo‘ladi va bunday nomer-
n
lar uchun ||f,]| = 1 tenglik o‘rinli. Bundan tashqari har xil n va m lar-

da A, An = 0 bo‘lgani uchun (f,, frn) = 0 tenglik o‘rinli, yani {f,}
ortonormal sistema ekan. Ma'lumki, ixtiyoriy ortonormal sistema nolga kuch-
siz ma’noda yaqinlashadi, shuning uchun {f,} ketma-ketlik ham nolga kuchsiz

ma’noda yaqinlashadi. Endi ||(A — AI)f,|| norma kvadratini hisoblaymiz:

Ao
3n?+3n+1
2 2
A= ADLIP = n(n+1) [ (=N = T 0n — o
M

n+1

Demak, ta'rifga ko‘ra, A\ € [a, b) son A operatorning muhim spektriga
qarashli ekan. A = b nuqtani A operatorning muhim spektriga qarashli
bo‘lishini o‘quvchiga mustaqil isbotlash uchun qoldiramiz. Shunday qilib, A
operatorning spektri fagat muhim spektrdan iborat bo‘lib, u [a, b] kesma

bilan ustma-ust tushadi. Xulosa
Ogl(A) = 0pp(A) =0,  0es5(A) = a(A) = [a, b]. A
34.2. 34.1-misolda qaralgan A operatorni C|a, b] Banax fazosida, ya'ni
A:Cla, b] = Cla, b], Af(z)=2xf(x)

operatorni qaraymiz. Uning nuqtali va qoldiq spektrini toping.

Yechish. Ma’lumki, ((34.2) ga qarang) (Af)(x) = Af(z) ya'ni
(x =N f(x)=0, feCla,b (34.4)
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tenglama ixtiyoriy A € C' uchun yagona nol yechimga ega. Demak, A op-
erator xos glymatlarga ega emas, yani o,,(A) = . (34.4) tenglama faqat
nol yechimga ega ekanligidan 32.3-teoremaga ko'ra (A — M) f(z) = g(x)
tenglamaning ixtiyorly g € ImA da yagona yechimga ega ekanligi kelib
chigadi. Demak, A — AI operatorga teskari operator mavjud va u (34.3) for-
mula bilan aniqlanadi. Xuddi 34.1-misoldagi kabi ko‘rsatishimiz mumkinki,
o(A) = [a, b] tenglik o‘rinli. Hagiqatan ham, agar A & [a, b] bo‘lsa, u holda
(34.3) ning o‘ng tomoni ixtiyoriy g € Cla, b] da uzluksiz funksiya bo‘ladai,
ya'ni D((A — M)~1) = Cla, b] va teskari operatorlar haqidagi Banax teore-
masiga ko'ra, (A — XI)~! operator chegaralangan bo‘ladi, demak A\ regulyar
nuqta, ya'ni o(A) C [a, b]. Agar A € [a, b] bo'lsa, u holda (34.3) formu-
la bilan aniglangan (A — M)™! operator Cla, b] fazoning hamma yerida
aniglanmagan, bundan [a,b] C o(A). Bulardan, o(A) = [a, b] ekanligi kelib
chigadi. Endi 0(A) = 04(A) ekanligini ko‘rsatamiz. Ixtiyoriy A € [a, b]
uchun A — AI operatorning giymatlar sohasi
Im(A— ) = {g € Cla, ] : g(x) = (z — N f(z)}

Cla, b] fazoda zich emas. Haqgiqatan ham, I'm(A—AI) chizigli ko‘pxillilikdagi
ixtiyoriy ¢ uchun g(\) = 0 shart bajariladi. Agar biz fo(x) = 1 desak, u
holda ixtiyoriy g € Im(A — AI) uchun

lo = oll = max lo(w) ~ )] 2 93) ~ VI =1

tengsizlik o‘rinli. Demak, Im(A — M) chizigli ko‘pxillilikdan fy(z) = 1
elementga yaqinlashuvchi ketma-ketlik ajratish mumkin emas. Qoldiq spek-
tr ta'rifiga ko'ra, ixtiyoriy A € [a, b] uchun A € o,(A) munosabat o‘rinli.
Bundan o(A) C o4(A) kelib chigadi. Teskari munosabat o(A) D 040(A)
doim o‘rinli. Demak, 0(A) = 04u(A) = [a, b]. A

34.1 va 34.2-misollarda bir xil qonuniyat bo‘yicha ta’sir qiluvchi A ope-
rator har xil Lsf[a, b] va Cla, b] fazolarda qaralgan. Har ikki holda ham
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A operatorning spektri [a, b] kesma bilan ustma-ust tushgan, lekin spektr-
ning gismlarida (strukturasida) o‘zgarish bo‘ldi. Birinchi holda (34.1-misolda)
04i(A) = 0 edi, ikkinchi holda oy, (A) = [a, b].

34.3. Endi /5 Hilbert fazosida ko‘paytirish operatorini, ya’ni

A:ly — by, Ax = (a111, a2%2,a3T3, . .., ATy, - . .) (34.5)

operatorni qaraymiz (29.9, 33.2-misollarga qarang). Uning xos qiymatlarini va
spektrini toping.

Yechish. sup |a,| = a < oo bo‘lgan holda, A ning chegaralangan ekanligi
29.9-misolda lgoz‘i"satilgan. Bundan tashqari ||A|| = sup |a,| = a tenglik isbot-
langan edi. Ax = Ax tenglama A\ = a, bo‘lgandflen = (0,...,0,1,0,...)
nolmas yechimga ega. Demak, a,, n € N sonlar A operatorning xos qiymat-

lari bo‘lar ekan. Agar birorta ham n € N da A # a,, bo‘lsa, u holda (A —\I)

operator teskarilanuvchan bo‘ladi va

(A—)J)‘lx:—(Awl -2 L) (34.6)

—CL1’>\—CL27 /\—an’
Bulardan {ai,a9,...,a,,...} = 0pp(A) tenglik kelib chiqadi. Ma’lumki, xos
qiymatlar operatorning spektriga qarashli bo‘ladi, shuning uchun

{ai,a9,...,ay,...} Co(A).

Tkkinchi tomondan chegaralangan operatorning spektri yopiq to‘plamdir, de-

mak o,,(A) to‘plamning yopig‘i [0,,(A)] uchun

{ar,a9,..., an,...} = [opp(A)] C o(A) (34.7)

munosabat o‘rinli. Agar A & [0,,(A4)] bo'lsa, u holda (34.6) tenglik bilan
aniglangan (A — MI)~! operator £y fazoning hamma yerida aniqlangan va
chegaralangan bo‘ladi. Bundan C\[o,,(A)] C p(A) ekanligi kelib chiqadi.

Bu yerdan
o(4) C [o(A)] (34.5)



(34.7) va (34.8) munosabatlardan o(A) = [o,,(A4)] ga kelamiz. Ko‘rsatamizki,
{a,} ketma-ketlikning barcha limitik nuqtalari A operatorning muhim spek-
triga qarashli bo‘ladi. Buning uchun limitik nuqta A ga yaqinlashuvchi {a,, }
qismiy ketma-ketlikni qaraymiz. U holda

1A = AD)en || = [[(an, = Nenll = lan, = Al = 0,k — oo.

{en, } ketma-ketlik ortonormal sistema bo‘lganligi uchun nolga kuchsiz ma’noda
yaqinlashadi. Demak, A son A operatorning muhim spektriga qarashli ekan.
A

34.4. Quyidagicha savol qo‘yamiz. ¢ Hilbert fazosida shunday A : ¢35 — /5
chiziqli operatorga misol keltiringki, uning spektri oldindan berilgan M C C
yopiq to‘plam bilan ustma-ust tushsin.

Yechish. Kompleks sonlar to‘plami C separabel metrik fazo bo‘lgani uchun,
uning hamma yerida zich sanoqli D to‘plam mavjud. U holda M (| D to‘plam
sanoqli va M ning hamma yerida zich bo‘ladi. Endi M (| D to‘plam element-
larini {ay, as,...,an,...} nomerlab chiqamiz va 34.3-misolda qaralgan, (34.5)
tenglik bilan aniglanuvchi A operatorni qaraymiz. 34.3-misolda ko‘rsatilgani-

dek

o(A) = [opp(A)] =MD = M. A

Bu yerda, biz M = C deb olishimiz ham mumkin. Demak, spektri butun kom-
pleks sonlar to‘plami C bilan ustma-ust tushuvchi chizigli operator mavjud
ekan. Bu holda ta’rifga ko‘ra, p(A) = () bo‘ladi. Shuni ta’kidlaymizki, agar
M c C yopiq to‘plam chegaralangan bo‘lsa, u holda spektri M bilan ustma-

ust tushuvchi A operator ham chegaralangan bo‘ladi va aksincha.
Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. Cheklr o‘lchamli fazolarda operatorning spektri faqat chekli sondagi xos

qiymatlardan tborat ekanligini ko ‘rsating.
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2. A: Ls]0,1] — L0, 1], (Af)(z) = u(x)f(x) operatorning spektrini
toping. Bu yerda u : [a, b — C— wuzluksiz funksiya.

3. Lo[—m, 7| fazoda integral operatorning xos qiymatlarini toping:
o0 1 7'('
(Af)(x) = Z Q—n/sin nx sinny f(y)dy.
n=1 S

4. Birlik operatorning spektrini toping.

5. A Lo-1, 1] — Lol-1, 1], (Af)) = f(x) - _f11<1 + o) f(y)dy

operatorning xos qiymatlarini toping.

6. Yuqorida keltirilgan A : Lo[—1, 1] — Lo[—1, 1] operatorning X\ nug-

tadagi rezolventasini toping.

T. 1, P2, 03 lar A chizigli operatorning A1, \o, A3 xos qiymatlariga mos
keluvchi zos vektorlari bo‘lsin. @1, @2, w3 larning chizigli erkli (chizigli

bog lanmagan) ekanligini isbotlang.
8. Spektri birlik doiradan iborat bo‘lgan operatorga misol keltiring.

9. Spektri O to‘plamdan iborat bo‘lgan chizigli operator mavjudmi? Mavjud

bo ‘Isa misol keltiring.

10. 34.1-misolda X = b nuqtani A operatorning muhim spektriga qarashli

ekanligini isbotlang.
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IX bob. Kompakt operatorlar va integral tenglamalar

Chizigli operatorning spektri va rezolventasi mavzusida (34-§ ga qarang)
ko‘rsatildiki, chekli o‘lchamli fazolarda aniqlangan A chizigli operatorning
spektri chekli sondagi xos qiymatlardan iborat. Chekli o‘lchamli fazolarda
aniglangan chiziqli operatorlardan farqli o‘laroq, cheksiz o‘lchamli fazolardagi
ixtiyoriy chiziqli operatorning spektrini to‘la o‘rganish ancha qiyin masaladir.
Lekin ba’zi bir sinf operatorlarining spektrini biz to‘laroq o‘rganishimiz mum-
kin. Operatorlarning bunday sinfi kompakt operatorlar deb nomlangan. Bu
sinf operatorlari o‘zining xossalari bo‘yicha chekli o‘lchamli operatorlarga o‘x-
shab ketadi va ularning spektri yetarlicha aniq izohlanadi. Shunday qilib bu
bob kompakt operatorlar, ularning muhim sinfi integral operatorlar va integral
tenglamalarni yechish usullariga bag‘ishlangan.

Bu bob 6 paragrafdan (35-40-8§ lardan) iborat bo‘lib, unda biz kompakt
operatorlar va integral tenglamalarning asosiy xossalarini o‘rganamiz.35-36-88§
lar kompakt operatorlarning asosiy xossalariga bag‘ishlangan bo‘lib, unda Ba-
nax va Hilbert fazolaridagi kompakt operatorlarning muhim xossalari ochib
berilgan. 35- § da chekli o‘lchamli fazolardagi chiziqli operatorlarning kom-
paktligi va chekli o‘lchamli operatorlarning kompaktligi ko‘rsatilgan. Cheksiz
o‘lchamli fazolarda birlik operatorning kompakt emasligi ko‘rsatilgan. 36- § da
esa kompakt operatorning asosiy xossalari isbotlangan. Jumladan, X DBa-
nax fazosini Y Banax fazosiga akslantiruvchi kompakt operatorlar to‘plami
—K(X,Y) ning to‘la normlangan fazo bo‘lishi isbotlangan. Kompakt ope-
ratorga qo‘shma operatorning kompaktligi isbotlangan. Agar {A,} kompakt
operatorlar ketma-ketligi A operatorga norma bo‘yicha yaqginlashsa, u ho-
da limitik operator A ning kompaktligi ko‘rsatilgan. Paragraf oxirida Ba-
nax fazolarida aniqlangan kompakt operatorlar xossalari Hilbert fazosidagi

o‘z-o‘ziga qo‘shma kompakt operatorlarga taallugli bo‘lgan ayrim faktlar bi-
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lan to‘ldirilgan. Xususan, bunday operatorlar uchun chiziqli algebra kursidan
ma’'lum bo‘lgan matritsalarni diagonal ko‘rinishga keltirish haqidagi teorema-

ga o‘xshash Hilbert-Shmidt teoremasi isbotlangan.

37-38-88 larda kompakt operator xossalari integral tenglamalarga tadbiq
qilinadi. IT tur Fredholm integral tenglamasi yechimining mavjudlik masalasi,
T kompakt operator uchun 1 soni xos giymat bo‘lish yoki bo‘lmaslik masalasi
bilan bog‘lanadi. Agar 1 soni T' kompakt operatorning xos giymati bo‘lmasa,
u = f+Tu integral tenglama istalgan f uchun yagona yechimga ega bo‘ladi.
Agar 1 soni T kompakt operatorning xos giymati bo‘lsa, u holda u = f +
Tu tenglama yechimga ega bo‘lishi uchun f funksiya bir jinsli ¢ = T™g
tenglamaning barcha yechimlariga ortogonal bo‘lishi zarur va yetarli ekanligi
isbotlanadi. Bundan tashqari v = Tu va g = T™"g bir jinsli tenglamalarning
chiziqli bog‘lanmagan yechimlari soni chekli va o‘zaro teng ekanligi isbotlanadi.

Bu tasdiglar Fredholmning fundamental teoremalari nomi bilan mashhurdir.

Fredholm integral tenglamasining ((39.3) ga qarang) yechimlari uch xil

metod yordamida va uch xil formada beriladi. Bular:

1) Ketma-ket o‘rniga qo‘yish usuli bo‘lib, bu usul Neyman (Nuemann),
Volterra (Volterra), Liuvill (Liouville)lar tomonidan rivojlantirilgan. Bu usul-
da u yechim A\ parametrning darajali qatori shaklida ifodalanadi va A\ para-
metr darajasi oldidagi koeffitsiyentlar x ning funksiyasidan iborat. Bu darajali
qator A parametrning absolyut qiymati biror chekli sondan kichik bo‘lgandagi
barcha giymatlarida yaqginlashadi |7], [10].

2) Ikkinchi metod Fredholmga tegishli bo‘lib, u yechim A parametr dara-
jalaridan iborat ikkita qatorning nisbati shaklida ifodalanadi. Suratdagi qator
koeffitsiyentlari x ga bog'liq bo‘lib, maxrajdagi qator koeffitsiyentlari esa x
ga bog'liq emas. Har ikkala qatorlarning yaqinlashish radiuslari cheksiz bo‘ladi
[10].
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3) Uchinchi metod Hilbert va Shmidt (Schmidt) lar tomonidan ishlab chiqil-
gan bolib, u yechim (37.6) integral operatorning xos funksiyalari (funda-
mental funksiyalari) va f(x) ning chizigli kombinatsiyasi shaklida ifodalanadi
[1],7]. 37 va 38-paragraflarda Hilbert-Shmidt metodi bilan misollar yechib
ko‘rsatilgan.

39-paragrafda A parametrli ikkinchi tur Fredholm integral tenglamalari
yechimlari xossalari o‘rganilib, ular integral operatorlar qatnashgan integral
tenglamalarni yechishga qo‘llaniladi. Chiziqli integral tenglamalarni yechish-
ning yuqorida bayon qilingan birinchi usuli keltiriladi va u misollarga tadbiq
gilinadi. Bu paragrafda Cla, b] fazoda A\ parametrli ikkinchi tur Fredholm
integral tenglamalarini yechish usullari bilan shug‘ullanamiz. Dastlab Fred-
holm va Volterra tipidagi integral tenglamalar uchun ketma-ket o‘rniga qo‘yish
usulini bayon gilamiz. Keyin esa A parametrli ikkinchi tur Fredholm integral
tenglamalarini ketma-ket yaqginlashishlar usuli bilan yechamiz.

40-paragrafda esa integral tenglamalarni Fredholm tomonidan berilgan ye-

chish usulini batafsilroq bayon gilamiz.
35-§. Kompakt operatorlar

Dastlab normalangan fazodagi kompakt, nisbiy kompakt to‘plamlarga ta’rif
beramiz. Chunki kompakt operatorlar shu tushunchalar asosida ta’riflanadi.
Biz normalangan fazolarda kompaktlik kriteriylarini ham keltiramiz. Keyin
esa asosiy tushuncha kompakt operatorga ta’rif beramiz va unga misollar kelti-
ramiz.

Banax fazosida kompakt operatorlar. Bizga X — Banax fazosi va
M C X to‘plam berilgan bo‘lsin. Agar M to‘plamdan olingan ixtiyoriy {z,}
ketma-ketlikdan M da yaqginlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin
bo‘lsa, M ga kompakt to‘plam deyiladi (21.6-ta’rifga qarang). Agar N to‘plam-
ning yopig‘i [N] kompakt to‘plam bo‘lsa, u holda N nisbiy kompakt to ‘plam
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deyiladi (21.7-ta’rifga qarang). To‘plam nisbiy kompakt bo‘lishi uchun uning
to‘la chegaralangan bo‘lishi zarur va yetarli (21.5-teoremaga qarang). Chekli
o‘lchamli fazolarda to‘plam kompakt bo‘lishi uchun (21.4-teoremaga qarang)
uning chegaralangan va yopiq bo‘lishi zarur va yetarlidir. Asosiy funksional
fazolardan biri Cla, b] fazodir. Bu fazodagi to‘plamning nisbiy kompaktlik
kriteriysi Arsela teoremasi (21.6-teoremaga qarang) yordamida bayon qilin-
gan. £,, p > 1 fazoda to‘plam nisbiy kompakt bo‘lishining zarur va yetarli

shartlari 21.8-teoremada keltirilgan.

Chekli o‘lchamli fazolarda aniglangan chiziqli operatorlardan farqli o‘laroq,
cheksiz o‘lchamli fazolardagi ixtiyoriy chiziqli operatorning spektrini to‘la o‘r-
ganish ancha qiyin masaladir. Lekin kompakt operatorlarning spektrini to‘la-
roq o‘rganish mumkin. Kompakt operatorlar xossalariga ko‘ra chekli o‘lchamli
operatorlarga o‘xshab ketadi va ularning spektri yetarlicha aniq tavsiflanadi.
Bundan tashqari, kompakt operatorlar ko‘plab tatbiglarga ega, masalan in-
tegral tenglamalar nazariyasida. Bu nazariyaning bir gismini biz keyingi 37 —

40 - paragraflarda keltiramiz.

35.1-ta’rif. Agar A € L(X, Y) va dim ImA < oo bo‘lsa, u holda A ga
chekli o‘lchamli operator deyiladi. Agar dim ImA =n bo‘lsa, u holda A ga

n o‘lchamli operator deyiladi.

35.2-ta’rif. Bizga A: X — 'Y operator berilgan bo‘lsin. Agar A operator
X dagi har qanday chegaralangan to‘plamni Y dagi nisbiy kompakt to ‘plamga

akslantirsa, u holda A kompakt operator yoki to‘la uzluksiz operator deyilads.

Chekli o‘lchamli fazolarda to‘plam kompakt bo‘lishi uchun (21.4-teorema)
uning chegaralangan va yopiq bo‘lishi yetarli va zarurdir. Demak, chekli o‘lcham-
li fazodagi har qanday chegaralangan to‘plam nisbiy kompaktdir va aksincha
(21.1-natijaga qarang).

35.1-teorema. A : C" — C" chizigli operator kompaktdir.
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Isbot. C" fazoda aniqlangan chiziqli A operatorning chegaralanganligi
34.1-teoremada isbotlangan edi. A chegaralangan operator bo‘lganligi uchun,
har qanday chegaralangan to‘plamni yana chegaralangan to‘plamga o‘tkazadi.
Har ganday chegaralangan to‘plam esa chekli o‘lchamli fazoda nisbiy kompakt-

dir. Demak, A : C" — C" chiziqli operator kompaktdir. A

35.2-teorema. A € L(X,Y), dimImA < oo bo‘lsin. U holda A
kompakt operator bo‘lad;.

Isbot. A chegaralangan operator bo‘lganligi uchun ixtiyoriy chegaralangan
M to‘plamni yana chegaralangan A(M) to‘plamga akslantiradi. Ma’lumki,
A(M) C ImA va dim ImA < oo bo‘lgani uchun A(M) nisbiy kompaktdir.
Demak, A — kompakt operator. A

35.1-misol. C" Evklid fazosidagi Ix = x birlik operatorni kompaktlikka

tekshiring.

Yechish. Birlik operatorning chiziqliligi 29.1-misolda ko‘rsatilgan. 35.1-

teoremaga ko‘ra [x =z, x € C" birlik operator kompakt bo‘ladi. A

Cheksiz o‘lchamli fazolarda kompaktlik talabi uzluksizlik talabidan ancha
kuchliroq hisoblanadi. Hozir biz uzluksiz, lekin kompakt bo‘lmagan operatorga

misol keltiramiz.

35.2. H Hilbert fazosidagi Iz = x birlik operatorning kompakt emasligini

ko‘rsating.

Yechish. Birlik operatorning uzluksizligi uning chegaralangan ekanligidan
kelib chiqadi (29.1-misolga qarang). Endi uning kompakt emasligini ko‘rsatamiz.
H dagi Blf, 1] :== {¢p € H: | ¢| <1} birlik yopiq sharni qaraymiz. Bu
to‘plam chegaralangan to‘plam bo‘ladi, uning I akslantirishdagi tasviri (aksi)
o‘ziga teng. Lekin birlik shar nisbiy kompakt emas. Buni isbotlash uchun H

da ixtiyoriy {¢,} ortonormal sistemani olamiz. Ma'lumki, ixtiyoriy n € N
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uchun ¢, € B[0, 1]. Agar n # m bo‘lsa, u holda

60 — dmll? = (Gn — Gy Do — D) = Gy Fn) + (Gmy ) = 2.

Bu yerdan ko‘rinadiki {¢,} ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi gismiy ketma-
ketlik ajratish mumkin emas. Demak, birlik shar Bl[f, 1] nisbiy kompakt
to‘plam emas ekan. Bu o'z navbatida birlik operatorning kompakt emasligini
bildiradi. A

Cheksiz o‘lchamli Banax fazolarida birlik sharning nisbiy kompakt to‘plam
emasligi quyidagi lemmadan kelib chigadi.

35.1-lemma. X — chiziqli normalangan fazo va x1, T2, ..., xTpn,... lar
X dagi chiziqly erkli sistema bo‘lsin. X,, bilan x1, zo, ..., x, elementlarning

chiziqli qobigedan tashkil topgan qism fazoni belgilaymiz. U holda quyidagi

shartlarni ganoatlantiruvchi yyi, yo, - .., Yn, - .. vektorlar mavjud:
: 1
D gl =1 2) yn € Xos 3) pyn, Xn1) = inf |y —af] > 2.
rzeX,_1 2
Isbot. Lemma shartiga ko'ra x1, z9, ..., Ty, ... elementlar sistemasi chi-

ziqli erkli. Shuning uchun, z,, ¢ X,,_1 va X, _1 ning yopiq chiziqli ko‘pxillilik
ekanligidan p(x,, X,-1) = a > 0 bo‘ladi. Shunday z* € X,_; element
mavjudki ||z* — z,|| < 2a bo‘ladi. U holda

a<p(z,—z X,-1).

Natijada

T —x,

S P

vektor 1-3 shartlarni qanoatlantiruvchi vekror bo‘ladi. y; vektor sifatida 1/ ||z1]|
vektorni olish yetarli. A
Bu lemmadan foydalanib, cheksiz o‘lchamli Banax fazosidagi yopiq birlik

sharda yotuvchi shunday {y,} ketma-ketlik qurish mumkinki, ||y, — y,|| >
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1/2, n # m shart bajariladi. Bunday ketma-ketlik o‘zida birorta ham yaqin-
lashuvchi qgismiy ketma-ketlikni saglamaydi. Demak, cheksiz o‘lchamli Banax
fazosidagi birlik shar nisbiy kompakt to‘plam emas. Bu yerdan quyidagi natija
kelib chiqadi.

35.1-natija. Agar X — cheksiz o‘lchamli Banaz fazosi bo‘lsa, u holda I :
X — X, Ix =z operator kompakt emas.

35.3-ta’rif. X, Y — Banaz fazolari bo‘lsin. Agar A : X — Y chizigli
operator X fazodagi birlik sharni Y fazodagi nisbiy kompakt to‘plamga aks-
lantirsa, A ga kompakt operator deyilads.

35.3-ta’rifga teng kuchli bo‘lgan quyidagi ta’rifni keltiramiz.

35.4-ta’rif. Bizga A € L(X, Y) (X, Y — Banazx fazolari) operator va
iztiyorty {x,} C X chegaralangan ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Agar {Ax,}
ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratish mumbkin bo‘lsa, u
holda A ga kompakt operator deyiladi.

35.3-misol. Berilgan har bir n € N uchun

Ay ly — by, Apr = (g, agTa, ..., 0Ty, 0,0,...)

operatorning kompaktligini ko‘rsating.
Yechish. A, operatorning kompakt ekanligini ko‘rsatishda 35.2-teoremadan
foydalanamiz. Chunki A,, chegaralangan operator va dim ImA, = n < oo.

Hagigatan ham,

n n
[Auz ) = far - 2f* < max [ag|*- Y |opl* < max [agl” - || 2]
" 1<k<n 1 1<k<n

Demak, A, chegaralangan va uning normasi uchun

<
J4all < max Ja

tengsizlik o‘rinli. A,, operatorning qiymatlar sohasi ImA,, esa {e1,es,...,€,}

vektorlar sistemasidan hosil bo‘lgan gism fazo bilan ustma-ust tushadi. Shu-
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ning uchun dim ImA, = n. 35.2-teoremaga ko‘ra, A, kompakt operator
bo‘ladi. A

35.4. Ly[—m, w], p > 1 fazoda quyidagi integral operatorning kompakt-
ligini ko‘rsating.

Ane - | " cos(e — y) f(y) dy.

—T

p

Yechish. Dastlab A operatorning chegaralangan ekanligini ko‘rsatamiz.
[ coste =) 1) dy| do <

lare= [\
S/_Z{/_ZICOS(w—y)Iq dy}z dx/_ilf(y)lpdy-

Bu yerda biz Gyolder tengsizligidan foydalandik. p va ¢ lar (19.16) shart

bilan bog‘langan. Agar |cos(z — y)| < 1 tengsizlikni e’tiborga olsak,
[AfIF <2m-@m)d | fIF = [Afl <2m-[|f

ga ega bo‘lamiz. Bundan || A || < 27 ekanligi kelib chiqadi.

Agar biz cos(x —y) = cosx cosy + sinz siny ayniyatdan foydalansak,

(Af)(z) :cosa:/cosyf(y)dersinx/sinyf(y)dyzozcostrﬁsinx

tenglikka ega bo‘lamiz. Bu yerda

Oz=/_ cosy f(y) dy, ﬁ=/_ siny f(y) dy.

Demak, ixtiyoriy ¢ = Af element cosz va sinz larning chizigli kombinat-
siyasi shaklida tasvirlanadi. Bundan dim ImA = 2 ekanligi kelib chiqadi.
Demak, 35.2-teoremaga ko‘ra A operator kompakt bo‘ladi. A

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriglar

1. C" wa {5 fazolarda birlik shar nisbiy kompakt to ‘plam bo ladimi?

377



2. 4, fazoda Az = (z1,2x9,423,0,...) operatorning o‘lchamini toping.

3. Uy fazodagi birlik sharning A : by — by, Ax = (:Ul, 27 1xy,37125.0, .. )

akslantirishdagi tasvirining nisbiy kompakt to‘plam bo‘lishini ko ‘rsating.

4. Chekli o‘lchamli operatorlarga misollar keltiring.
36-§. Kompakt operatorlarning asosiy xossalari

Bu paragrafda biz kompakt operatorlar to‘plamini chiziqli normalangan fa-
7o tashkil qilishini ko‘rsatamiz. Agar X Banax fazosini Y Banax fazosiga
akslantiruvchi barcha kompakt operatorlar to‘plamini K (X, Y) orqali belgi-
laymiz va uni Banax fazosi bo‘lishini isbotlaymiz.

36.1-lemma. Agar Y Banaz fazosi bo‘lsa, K(X,Y) to‘plam L(X, Y)
chiziqli normalangan fazoda chizigl ko ‘pxillilik bo lads.

Isbot. Lemmani isbotlash uchun kompakt operatorlarning yig‘indisi va
songa ko‘paytmasi yana kompakt operator bo‘lishini ko‘rsatish yetarli. Faraz
gilaylik, A, B € K(X,Y) va {z,} C X ixtiyoriy chegaralangan ketma-ketlik
bo'lsin. {(A+ B)z,} C Y ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi qgismiy ketma-
ketlik ajratish mumkinligini ko‘rsatamiz. A kompakt operator bo‘lgani uchun
{Az,} ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi {Az,, } qismiy ketma-ketlik ajratish
mumkin. B kompakt operator bo‘lgani uchun {Bx,, } ketma-ketlikdan yaqin-
lashuvchi {Bxy, | qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. Demak, {(A+B),, }
ketma-ketlik yaqginlashuvchi bo‘ladi. Bundan A + B operatorning kompakt
ekanligi kelib chigadi (35.4-ta’rifga qarang). Kompakt operatorning songa ko'-
paytmasi yana kompakt operator bo‘lishi shunga o‘xshash ko‘rsatiladi. A

Endi K (X, Y) qism fazoning yopiqligini isbotlaymiz.

36.1-teorema. Agar Y Banaz fazosi bo‘lsa, u holda K(X,Y) ham Ba-

naz fazosi bo‘ladi.
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Isbot. Faraz qilaylik, {A4,} C K(X,Y) ixtiyorly fundamental ketma-
ketlik bo‘lsin. A,, € K(X, Y) ekanligidan A, € L(X, Y ekanligi kelib chiqa-
di. L(X,Y) fazoning to‘laligidan (31.1-teoremaga qarang) {A,} fundamen-
tal ketma-ketlikning biror A € L(X, Y) operatorga yaqinlashishi kelib chiqa-
di. Endi limitik operator A ning kompaktligini isbotlaymiz. Buning uchun
chegaralangan {x,} C X ketma-ketlik qanday bo‘lmasin, {Az,} C Y ketma-
ketlikdan yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratish mumkinligini ko‘rsatish
kifoya.

Ay kompakt operator bo‘lganligi uchun {A;z,} ketma-ketlikdan yaqin-

lashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin.
:1:51), xél), . ,:1:7(11), . (36.1)

qismiy ketma-ketlik shunday bo‘lsinki, {Aleﬁ} ketma-ketlik yaginlashuv-
chi bo‘lsin. Endi {Agzc?(@l)} ketma-ketlikni qaraymiz. As kompakt operator
bo‘lganligi uchun shunday {xg)} C {:U,(ll)} qismiy ketma-ketlik ajratish
mumkinki, {Agx,ﬁ?)} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘ladi. Bu holda {A1x£,2>}
ketma-ketlik ham yaqinlashuvchi bo‘ladi. Yuqoridagidek mulohaza yurgizib,

:cﬁf) } ketma-ketlikdan shunday {x%g)} qismiy ketma-ketlik ajratish mumbkin-

ki, bunda {Alx,(f’)}, {Aga:g)’)}, {Aga:g?)} ketma-ketliklar yaginlashuvchi bo‘-

ladi. Bu jarayonni cheksiz davom ettiramiz va
xgl), x?), N R (36.2)

diagonal ketma-ketlikni olamiz. Bu ketma-ketlikni Ay, Ao, ..., A,, ... ope-
ratorlar yaginlashuvchi ketma-ketliklarga o‘tkazadi. (36.2) ketma-ketlikni A
operator ham yaqinlashuvchi ketma-ketlikka o‘tkazishini ko‘rsatamiz. Y Ba-
nax fazosi bo‘lganligi uchun {Ax%n)} ketma-ketlikning fundamental ekanligini

ko‘rsatish kifoya:

HA:::S{‘) — Amﬁ,’f‘)” = HAxSL”) — Az + Apr™ — Aptm) 4 Apa () — Aa:%”)H <
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S HAngln) — Akl’%n)

+ HAW;") — Aka:gb”)H + HAW%T) — Angﬂ?)” . (36.3)

{9:,(1”)} C X ketma-ketlik chegaralangan bo‘lganligi uchun, shunday C' > 0
(n)

Tn

mavjudki, ixtiyoriy n € N da < C bo‘ladi. Ixtiyoriy € > 0 son uchun
k € N sonni shunday tanlaymizki,

€

tengsizlik bajarilsin. Shunday ng soni mavjudki, barcha n, m > ny lar uchun
(n) (m)|| < <
HAkxn — AkZEm H < g
Bu shartlar bajarilganda (36.3) dan quyidagiga ega bo‘lamiz
HAmEL”) — A:J:%”)H <—C+i4+-0C=c.

3C 3 3C

Demak, n, m — oo da HA:L‘%H) —Aw%n)’

— 0. Bu esa {Ax%n)} ketma-
ketlikning fundamental ekanligini ko‘rsatadi. Y to‘la fazo bo‘lganligi uchun u
yaqinlashuvchi. Demak, A — kompakt operator. A

36.1-natija. Agar {A,} C K(X,Y) (Y— Banazx fazosi) ketma-ketlik
A operatorga norma bo‘yicha yaqinlashsa, u holda A ham kompakt operator
bo lads.

Natijaning isboti 36.1-teoremaning isbotidan bevosita kelib chigadi.

36.2-teorema. Agar A € K(X) va B € L(X) (X— Banax fazosi)
bo‘lsa, u holda AB wva BA operatorlar ham kompakt operatorlar bo‘ladi.

Isbot. Agar M C X to‘plam chegaralangan bo‘lsa, u holda B(M) ham
chegaralangan to‘plam bo‘ladi. A kompakt operator bo‘lgani uchun A(B(M))
to‘plam — nisbiy kompakt to‘plamdir. Bu esa AB operatorning kompakt ekan-
ligini isbotlaydi.

Endi BA operatorning kompaktligini ko‘rsatamiz. Buning uchun chega-
ralangan {z,} C X ketma-ketlik qanday bo‘lmasin, {BAz,} C X ketma-

ketlikdan yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratish mumkinligini ko‘rsatish
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yetarli. A kompakt operator bo‘lgani uchun {Az,} ketma-ketlikdan yaqin-
lashuvchi {Az,, } qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. B operator uzluksiz
bo‘lgani uchun {BAx,, } ketma-ketlik ham yaqinlashuvchi bo‘ladi. Demak,
BA kompakt operator ekan. A

36.2-natija. X cheksiz o‘lchamli Banax fazosi bo‘lsin. U holda A €
K(X) operatorning chegaralangan teskarisi mavjud emas.

Isbot. Teskaridan faraz qilaylik, yami A~! mavjud va chegaralangan bo‘l-
sin. U holda I = A~'A birlik operator cheksiz o‘lchamli X Banax fazosida
kompakt bo‘lar edi, bu esa 35.1-natijaga zid. Bu qarama-qarshilik natijani
isbotlaydi. A

36.3-teorema. Kompakt operatorga qo‘shma operator kompaktdir.

Isbot. Bizga X Banax fazosini o‘zini-o‘ziga akslantiruvchi A kompakt
operator berilgan bo‘lsin. A ga qo‘shma bo‘lgan A* operator X* dagi har
qanday chegaralangan to‘plamni nisbiy kompakt to‘plamga akslantirishini ko‘r-
satamiz. Normalangan fazodagi har qanday chegaralangan to‘plam gandaydir
sharda saqlanadi, shuning uchun A* operator X* dagi birlik shar S* ni (35.3-
ta'rifga qarang) nisbiy kompakt to‘plamga o‘tkazishini ko‘rsatish yetarli.

X* dagi uzluksiz funksionallarni X fazoda emas, faqgat kompakt W—
to‘plamda aniglangan funksional sifatida garaymiz. Bu yerda S to‘plam X
dagi birlik shar. Bu holda S* dagi funksionallarga mos keluvchi funksiyalar
to'plami ® tekis chegaralangan va tekis darajada uzluksiz bo‘ladi. Hagiqatan
ham, agar ||¢]| <1 bo‘lsa, u holda

sup [p(x)| = sup [p(z)| < [[¢ | -sup || Az| < || Al
z€A(S) z€A(S) zes

[p(@) =) | < llell- Iz =yl < [lz =yl

Arsela teoremasiga ko‘ra, ® to‘plam C [A(S)} fazoda nisbiy kompakt to‘plam
bo‘ladi. Uzluksiz funksiyalar fazosi C {A(S)} dagi @ to‘plam X* fazodagi
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A*(S*) to‘plamga izometrik bo‘ladi. Hagiqatan ham, agar g1, go € S* bo‘lsa,
u holda

|A*g1 — A*go|| = sup |(A*g1 — A*go, z)| = sup (g1 — g2, Ax)| =

reS zes

= sup (g1 — 92, 2)| = p(g1, 92)-
z€A(S)

® nisbiy kompakt to‘plam bo‘lganligi uchun u to‘la chegaralangan bo‘ladi. O‘z
navbatida, unga izometrik bo‘lgan A*(S*) to‘plam ham to‘'la chegaralangan
bo‘ladi. Demak, A*(S*) - nisbiy kompakt to‘plam. A

36.4-teorema. X Banazr fazosida A kompakt operator va ixtiyoriy p > 0
son berilgan bo‘lsin. A operatorning absolyut qiymati bo‘yicha p dan katta
bo‘lgan xos qiymatlariga mos keluvchi chizigli erkli xos vektorlarining soni
cheklidir.

Isbot. Avvalo shuni ta’kidlaymizki, A operatorning nolmas A\ xos qiymati-
ga mos keluvchi xos vektorlaridan tashkil topgan X, invariant gism fazo chek-
li o'lchamli bo‘ladi. Hagiqatan ham, agar X, = Ker(A — AI) qism fazoning
o‘lchami cheksiz bo‘lganda edi, u holda A operator X) qism fazoda va demak,
butun X da kompakt bo‘lmas edi. Shu sababli, teoremaning isbotini yakun-
lash uchun, agar {\,} — kompakt A operatorning nolmas, har xil xos qiymat-
larining ixtiyoriy ketma-ketligi bo‘lsa, u holda A, — 0 ekanligini ko‘rsatish
yetarli. O‘z navbatida A ! ketma-ketlik chegaralangan bo‘ladigan har xil A,
xos giymatlarning cheksiz ketma-ketligi mavjud emasligini ko‘rsatish yetarli.

Faraz qilaylik, bunday ketma-ketlik mavjud bo‘lsin va x, vektor A, xos
giymatga mos keluvchi xos vektor bo‘lsin. Ma’lumki, x1,z9,...,2,,... vek-
torlar chizigli erkli bo‘ladi. X, bilan x1,x9,...,x, vektorlarning chizigli qo-

big‘ini belgilaymiz, ya'ni X,, to‘plam

n
Y= Z ATk
k=1

ko‘rinishdagi elementlardan tashkil topgan. Har bir y € X,, uchun quyidagiga
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egamiz,

n

1A zn: Oék:)\k: L 1 /\k:

- — = LT — T = (0] — — | Xk.

Y X, Y kLk X\, k k k
k=1 k=1 k=1

Bu yerdan ko‘rinadiki,

1
— —Ay e X,_1.
Y X, y 1

Endi {y,} ketma-ketlikni shunday tanlaymizki,

, 1
Doyn€Xny 2) llynll =15 3) pyn, Xn1) = Ig}f_l [y — 2| > B

shartlar bajarilsin (bunday ketma-ketlikning mavjudligi 35.1-lemmada isbot-
langan). Agar {)\;1} ketma-ketlik chegaralangan bo‘lsa, u holda {)\leyn}
ketma-ketlik X da chegaralangan bo‘ladi. Lekin shu bilan birga, {A(X,'y,)}
ketma-ketlik o‘zida birorta ham yaqinlashuvchi gismiy ketma-ketlikni saqla-

maydi. Haqgiqatan ham, ixtiyoriy n > m da

Yn Ym 1 Ym 1
ZZ ) — = = — S il > _
1) ()] = o (o gy a (32))] 25

Chunki
1 Ym
n— —Ay, + Al — ) € X,,_1.
Y X, Yn + ( )\m) 1
Hosil gilingan gqarama-qarshilik teoremani isbotlaydi. A

36.1-misol. ¢; Banax fazosida

1 1
Al — 0, Az = (xl, —SUQ,...,—ZUn,...)
2 n

operatorni qaraymiz. Uning kompaktligini ko‘rsating.
Yechish. Agar biz A operatorga tekis yaqginlashuvchi kompakt operator-
lar ketma-ketligi mavjud ekanligini ko‘rsatsak, u holda 36.1-natijaga ko‘ra, A

kompakt operator bo‘ladi. A, operatorlarni quyidagicha tanlaymiz:

1 1
A, b — 0, Ax = (:131, —xg,...,—xn,0,0,..).
2 n
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A, operatorlarning chiziqliligi oson tekshiriladi. Ularning chegaralangan ekan-

ligini ko‘rsatamiz.

Azl = )

1<k<n

1

< Z i < [z

1<k<oo

Bu yerdan [|A,| < 1 tengsizlik kelib chiqadi. 35.3-misolda ko‘rsatilganidek
dim ImA, = n tenglik o‘rinli. Demak, A, chegaralangan va n — o‘lchamli
operator. 35.2-teoremaga ko‘ra, A, kompakt operator. Bundan tashqari A,

operatorlar ketma-ketligi A operatorga tekis yaqinlashadi. Haqiqatan ham,

1 1 1
A—A)x| = —xp| < < — .
la-agl= 3 o)< = T i< oolel

n+1<k<oco n+1<k<oo

Bu yerdan
1
|A- A <———0, n—-o0
1+n

ekanligini olamiz. 36.1-natijaga ko‘ra, A kompakt operator bo‘ladi. A

Hilbert fazolarida kompakt operatorlar. Yuqorida biz Banax fazosida
aniglangan kompakt operatorlar hagida so‘z yuritdik va ularning ba’zi xos-
salarini isbotladik. Hozir biz bu ma’lumotlarni Hilbert fazosidagi kompakt
operatorlarga taallugli bo‘lgan ayrim faktlar bilan to‘ldiramiz.

Bizga H Hilbert fazosi, uning x nuqtasi hamda {x,} C H ketma-ketligi
berilgan bo‘lsin.

36.1-ta’rif. Agar iztiyoriy yv € H uchun nh_)n;)lo(xn, y) = (z,y) bolsa,
{z,} ketma-ketlik = ga kuchsiz yoki kuchsiz ma’noda yaginlashuvchi deyiladi
va x, — x shaklda belgilanadi.

36.2-ta’rif. Agar gl_)ngo |z — z|| = 0 bolsa, {x,} ketma-ketlik x ga kuch-
It ma’noda yaqinlashuvchi deyiladi va x, — x shaklda belgilanads.

Endi H Hilbert fazosida kuchsiz ma’nodagi nisbiy kompakt to‘plam ta’rifini
beramiz.

36.3-ta’rif. Agar M C H to‘plamning ixtiyoriy {x,} ketma-ketligidan
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kuchsiz ma’noda yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin bo‘lsa,

M ga kuchsiz ma’nodagi kompakt to‘plam deyiladi.
Quyidagi tasdigni isbotsiz keltiramiz.
36.5-teorema. M C H to‘plam kuchsiz ma’noda kompakt bo ‘lishi uchun

uning chegaralangan bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Biz har qanday chegaralangan to‘plamni nisbiy kompakt to‘plamga akslan-
tiruvchi A operatorni kompakt operator deb atadik. 36.5-teoremaga ko‘ra H
dagi hamma chegaralangan to‘plamlar (va faqat ular) - kuchsiz kompakt. De-
mak, Hilbert fazosidagi kompakt operatorlarni har qanday kuchsiz kompakt
to‘plamni nisbiy kompakt to‘plamga o‘tkazuvchi operator sifatida aniqlash
mumkin. Va nihoyat, ayrim hollarda Hilbert fazosidagi operatorlarning kom-
paktligini tekshirishda quyidagi ta'rif qulay.

36.4-ta’rif. Agar H Hilbert fazosida aniglangan A operator har qan-
day kuchsiz yaqinlashuvchi ketma-ketlikni kuchli yaginlashuvchi ketma-ketlikka
akslantirsa, v holda A kompakt operator deyiladi.

Haqgigatan ham, bu shart bajarilgan bo‘lsin va M C H chegaralangan
to‘plam bo‘lsin. M to‘plamning har qanday cheksiz qism to‘plami o‘zida kuch-
siz yaqginlashuvchi ketma-ketlikni saqlaydi. Agar bu ketma-ketlik A operator
ta’sirida kuchli yaginlashuvchi ketma-ketlikka o‘tkazilsa, u holda A(M) — nis-

biy kompakt.

Aksincha, A —kompakt operator va {x,} ketma-ketlik x elementga kuch-
siz ma’'noda yaqginlashsin. U holda {Az,} ketma-ketlik o‘zida kuchli yaqin-
lashuvchi qismiy ketma-ketlikni saqlaydi. Shu bilan birga { Az, } ketma-ketlik,
A ning uzluksizligiga ko‘ra, Ax ga kuchsiz yaqinlashadi. Bu yerdan kelib
chiqadiki, {Ax,} ketma-ketlik bittadan ortiq limitik nuqtaga ega emas. De-
mak, {Ax,} yaqinlashuvchi ketma-ketlik.

Endi biz o‘z-o‘ziga qo‘shma bo‘lgan kompakt operatorlarni batafsilroq o‘r-
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ganamiz. Xususan, bunday operatorlar uchun chiziqli algebra kursidan ma’lum
bo‘lgan matritsalarni diagonal ko‘rinishga keltirish hagidagi teoremaga o‘xshash
Hilbert-Shmidt teoremasini isbotlaymiz. Avval quyidagi ikkita tasdiqni isbot-
laymiz.

36.2-lemma. H kompleks Hilbert fazosidagi o‘z-o0‘ziga qo‘shma bo‘lgan
chegaralangan A operatorning barcha xos qiymatlari haqiqiydir.

Isbot. Hagiqatan ham, Ax = Az tenglama = # 6 yechimga ega bo‘lsin.
U holda

Mz, 2) = (\z, 2) = (Ax, ) = (v, Az) = (v, A\z) = Nz, 7).

Bu yerdan A = . A
36.3-lemma. Oz-0ziga qo‘shma chegaralangan operatorning har xil zos
qiymatlariga mos keluvchi xos vektorlary o‘zaro ortogonaldir.

Isbot. Hagiqatan ham, agar Az = Axr, Ay = py, hamda A\ — pu # 0
bo‘lsa, u holda

Mz, y) = (Az, y) = (z, Ay) = (z, py) = p(x, y).

Bu yerdan (A — ) (z, y) =0, ya'ni (x, y) = 0. Demak, z_ly. A
Endi quyidagi fundamental teoremani isbotlaymiz.
36.6-teorema (Hilbert-Shmidt). H Hilbert fazosida kompakt, o‘z-o‘ziga
qo ‘shma, chizigli A operator berilgan bo‘lib, {\,} - uning barcha nolmas zos
qiymatlary ketma-ketligi bo‘lsin. U holda H fazoda shu ros qiymatlarga mos
keluvchi xos vektorlardan iborat shunday {¢,} ortonormal sistema mavjudki,

har bir & € H element yagona usulda
E=> g +¢
k

ko ‘rinishda tasvirlanadi, bu yerda & wvektor AE =0 shartni qanoatlantiradi.
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Bu holda
AL =) Mcrdr
2

Agar nolmas xos qiymatlar soni cheksiz bo‘lsa, u holda

lim A\, = 0.

n—oo
Bu asosiy teoremani isbotlash uchun bizga quyidagi yordamchi tasdiglar
kerak bo‘ladi.
36.4-lemma. A kompakt operator va {&,} ketma-ketlik & elementga

kuchsiz yaqinlashsin, v holda

Isbot. Ixtiyoriy n natural son uchun

Ikkinchi tomondan,

[(A&n, &) — (AL, &)| = (A& — AL &) < (16l - [ A& — )l

va

[(AE, &) — (A, )] = |(AE & = &) = (6, A7 (& = ) < €11 A (& = I -

Ma’lumki, || &, || sonlar ketma-ketligi chegaralangan va

Tim (A (& = I + 147 (&0 = 1) =0,

bo‘lganligi uchun, n — oo da

(A, &) — (AL, €)| — 0. A

36.5-lemma. A — 0z-0ziga qo ‘shma chegaralangan operator va (A€, &) =
Q (&) bolsin. Agar |Q (§)| funksional birlik sharning & nuqtasida maksi-
mumga erishsa, u holda (&y,() =0 ekanligidan

(A&o, ¢) = (&0, A¢) =0
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tengliklar kelib chiqada.
Isbot. Ravshanki, ixtiyorly £ € H uchun Q (&) = (A&, &) € R. Agar
|Q ()| funksional birlik sharning &, nuqtasida maksimumga erishsa, u holda

|&]| = 1. Hagiqatan ham, agar ||| < 1 bo‘lsa, u holda

o () =1 (4 () e - o 46 61> @)

Bu munosabat |Q ()| ning maksimal giymat ekanligiga zid. Endi ( € H

vektor & ga ortogonal bo‘lgan ixtiyoriy element bo‘lsin. Bu element yordami-
da & elementni quyidagicha quramiz

§o +ag

w o fic>

Bu yerda a —ixtiyoriy kompleks son. [|y|| = 1 ekanligidan ||&|| = 1 kelib

chiqadi.

1 2
= 0 Rea (A&, a
Q) = e Q6 + 2Rea (460, )+ o Q(0)

bo‘lgani uchun, yetarlicha kichik a larda

Q (&) = Q (&) + 2 Rea (A&, ¢) + O(a’).

Oxirgi tenglikdan ko‘rinib turibdiki, agar (A&, () # 0 bo‘lsa, a ni shunday
tanlash mumkinki, |Q (§)| > |Q ()| tengsizlik bajariladi. Bu esa |Q (&)|
maksimal giymat ekanligiga zid. A

36.6-lemma. Agar A— o‘z-0'ziga qo‘shma chegaralangan operator bo'lib,
(AL, &)| = |Q (&)| funksional birlik sharning & nugtasida maksimumga erish-
sa, u holda biror A soni uchun Afy — Ay tenglik o‘rinli

Isbot. 36.5-lemmaga ko‘ra, & vektorga ortogonal bo‘lgan

o ={6€H (&€ =0}

gism fazo A operatorga nisbatan invariant bo‘ladi. A—o‘z-o‘ziga qo‘shma

operator bo‘lganligi uchun Mg~ qism fazoga ortogonal bo‘lgan, bir o‘lchamli
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My={¢{ € H: {=a} qismfazo ham A ganisbatan (33.1-lemmaga qarang)
invariant bo‘ladi. Bir o‘lchamli fazoda har qanday chiziqli operator songa
ko‘paytirish operatoridir. Demak, A&y = Ay tenglik o‘rinli. A
36.6-teoremaning isboti. Biz ¢, elementlarni ularga mos keluvchi xos
gqiymatlarning absolyut giymatlari kamayib borishi tartibida induksiya bo‘yi-

cha quramiz:

Al = ol 2o 2 ] =

¢1 elementni qurish uchun |Q (€)| = |(AE, €)| funksionalni qaraymiz va uni

birlik sharda maksimumga erishishini isbotlaymiz.

Sl = Sup ‘(Agvg)‘

l1€ll<1

va 1,6, ... — ketma-ketlik uchun, [|&,]| <1 va

lim [(A&,,&,)| = S

n—oo

bo‘lsin. Birlik shar H da kuchsiz kompakt bo‘lganligi uchun {&,} dan biror
¢ elementga kuchsiz yaginlashuvchi qgismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. Bu

holda ||¢|| <1 va 36.4-lemmaga ko‘ra

Biz ( elementni ¢; deb qabul gilamiz. 36.5-lemma isbotiga ko‘ra ||(|| =
|o1|| = 1. Bu holda 36.6-lemmaga ko‘ra A¢; = A1, bu yerdan |A\i| =
(A1, 1) = S1- Endi A1, Ao, ..., A, x0s gqiymatlarga mos keluvchi ¢q, ¢, . . .,
¢n xo0s vektorlar qurilgan bo‘lsin. |Q(&)| = [(A, €)| funksionalni

My =He M ({d}y)

qism fazoda qaraymiz. M qism fazo A operatorga nisbatan invariant (chunki

M ({¢x};_,) invariant va A o‘z-o‘ziga qo‘shma operator). |(AE, £)| funksional
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¢ni1 € M da maksimumga erishsin. 36.6-lemmaga ko'ra u A operatorning
xos vektori bo‘ladi, ya'ni Ag,i1 = Ap1Gnit.

Bu yerda quyidagi ikki hol bo‘lishi mumkin.

i) Chekli qadamdan so‘ng, biz shunday M qism fazoga ega bo‘lamizki,
bu fazoning barcha & elementlarida (A, &) = 0 bo‘ladi.

i) Ixtiyoriy n € N uchun M, qism fazoda (A, €) # 0.

Birinchi holda 36.6-lemmadan kelib chiqadiki, A operator M. qism fazoni
nolga o‘tkazadi, yani M qism fazo A\ = 0 xos giymatga mos keluvchi xos
vektorlardan iborat. Bu holda qurilgan {¢,} vektorlar sistemasi chekli sondagi
elementdan iborat.

Ikkinchi holda xos vektorlarning {¢,} ketma-ketligi hosil bo‘lib, ularning
har biri uchun A, # 0. Bu holda A\, — 0 ekanligini ko‘rsatamiz. {¢,,} ketma-
ketlik (har qanday ortonormal sistema kabi) nolga kuchsiz yaqinlashadi, chunki

ixtiyorly f € H uchun uning Furye koeflitsiyentlari ¢, = (f, ¢,,) uchun

00

2 2
Sl <
n=1

munosabat o‘rinli. Qator yaqinlashishining zaruriy shartidan lim (f, ¢,) =0
ekanligi kelib chiqadi. A operatorning kompaktligidan A¢,, = \,¢, ketma-
ketlik nolga kuchli ma’noda yaqinlashadi, ya’ni

lim ||A¢,|| = lim |A\,| =0.
Quyidagicha belgilash kiritamiz

M*=Ho M{¢)2,) ﬂML

Faraz qilaylik, M+ bo‘sh bo‘lmasin. Agar & € M+ va £ # 0 bo‘lsa, u holda

ixtiyoriy n € N uchun

(A, )] < [\l - I€]17.
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Bu yerdan limitga o‘tsak,

(AE,€) = 0.
36.6-lemmani M+ gism fazo uchun qo‘llab, A¢ = 0 ga ega bo‘lamiz, ya'ni
KerA = M*. {¢,} sistemaning qurilishidan ko‘rinib turibdiki, ixtiyoriy & €
H =M ® M+ vektor

=D ap+, &eM" =KerA,
k
ko‘rinishda tasvirlanadi. Bu yerdan
Af = Z )\kck¢k A
k

Endi H da kompakt operatorlarga misollar keltiramiz.

36.2. (, Hilbert fazosida {a,} ga ko'paytirish operatorini, ya'ni
A:ly — by, Ax = (a1x1, a9, . . ., ApTy, . . .)
operatorni qaraymiz. A € K({3) bo‘lishi uchun

lim a, =0 (36.4)

n—o0
shartning bajarilishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

Isbot. Yetarliligi. (36.4) shart bajarilsin. Agar biz A operatorga tekis
yaqginlashuvchi kompakt operatorlar ketma-ketligi mavjud ekanligini ko‘rsata
olsak, u holda 36.1-natijaga ko‘ra, A kompakt operator bo‘ladi. A,, operator-

larni quyidagicha quramiz:
Ay i ly — by, Apz = (aymy, asme, . . ., 4pxy,, 0,0, .. .) .

35.3-misolga ko‘ra, har bir n € N da A, operatorlar kompakt. Bundan
tashqari A, operatorlar ketma-ketligi A operatorga tekis yaqinlashadi. Haqi-

qatan ham, 29.9-misolga ko‘ra

IA—=Au]l = sup |ax|.

n<k<oo
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Bundan va (36.4) shartdan
lim ||A—A,|| = lim sup |ax| =0.
n—00 N0 pck<oo

Demak, 36.1-natijaga ko‘ra, A kompakt operator bo‘ladi.

Zaruriyligi. Faraz qilaylik, A kompakt operator bo‘lsin. U holda nolga
kuchsiz yaqinlashuvchi ixtiyoriy {z,} C ¢ ketma-ketlik uchun Az, ketma-
ketlik nolga kuchli yaginlashuvchi bo‘ladi. Nolga kuchsiz yaqginlashuvchi ketma-
ketlik sifatida ¢y fazodagi ortonormal bazis {e,} -, ni ((23.8) ga qarang)
olamiz. 34.3-misolga ko‘ra, Ae, = aye, tenglik o‘rinli. {Ae,} ketma-ketlik-

ning nolga yaqinlashishidan

lim ||Ae,|| = lim ||aye,| = lim |a,]|||e,|| = lim |a,| =0
ni olamiz. Demak, (36.4) shart bajariladi. A

36.3. 35.4-misolda garalgan integral operatorni, ya'ni
(AN@ = [ coste =) f)dy. 1 € Lol
operatorni qaraymiz. A operator Hilbert-Shmidt teoremasi shartlarini qanoat-
lantiradimi?

Yechish. A operatorning kompaktligi 35.4-misolda ko‘rsatilgan edi. 33.4-
misolda Ls|a, b] fazoda K (x, y) yadroli integral operatorning qo‘shmasi topi-
lib, integral operatorning o‘z-o‘ziga qo‘shma bo‘lishining zarur va yetarli sharti
(33.14) ko‘rinishda bo‘lishi keltirilgan edi. Qaralayotgan A operator uchun
(33.14) shartning bajarilishini tekshiramiz.

Bizning holimizda K (z, y) = cos(z — y) bo‘lgani uchun

K(z,y) = cos(x —y) = cos(y —x) = cos(y — x) = K(y, x)

tenglik o‘rinli. Demak, A = A*. Shunday qilib, A operator Hilbert-Shmidt

teoremasi shartlarini qanoatlantiradi. A
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36.4. 36.3-misolda qaralgan A operatorning xos qiymat va xos funksiya-
larini toping.

Yechish. Xos giymatga nisbatan tenglama Af = Af, ya’ni

s
[ coste =) 1) dy = 21(@)

tenglamani qaraymiz. Bu tenglamani quyidagicha ham yozish mumkin.
AM(x) = cos:c/ cosy f(y) dy+sinx/ siny f(y) dy =

= acosz + Bsinz. (36.5)

™

Bu yerda W W
a= [ syt dy. o= [ sny . (360)

Ikki holni alohida qarz:ymiz: ) A=0, ii) \# 07.T
i) Bu holda acosx + fBsinx = 0 ga ega bo‘lamiz. ui(z) = cosx va

v1(x) = sinz elementlar chizigli bog‘lanmagan, shuning uchun « = § = 0.

Demak, (36.6) ga ko‘ra,

/ cosy f(y) dy =0, / siny f(y) dy =0 (36.7)

—T —T

bo‘ladi. (36.7) shartni qanoatlantiruvchi elementlar to‘plami A operatorning
yadrosini tashkil giladi. Boshqacha aytganda, (36.7) shartni qanoatlantiruvchi
elementlar to‘plami ui(z) = cosx va vi(x) = sinx elementlarga ortogonal

qism fazo. Bu gism fazoda

1 1 > I =
ors {un(x) = ﬁcos naz}nQ, {vn(x) = ﬁsmnx}nQ
sistema ortonormal bazis bo‘ladi. Demak, dim KerA = oo. Shunday ekan
A =0 soni A operator uchun cheksiz karrali xos giymat bo‘ladi.
Endi A # 0 bo‘lsin, ya'ni ii) holni qaraymiz. (36.5) dan foydalansak, Af =
Af tenglamaning yechimi f uchun quyidagi ko‘rinishni olamiz:

f(z) = % cos x + § sin . (36.8)
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Bu yerda o va (8 koeffitsiyentlar noma’lumlar, chunki ular izlanayotgan f
funksiyaning integrali orqali ifodalangan. Agar biz f ning (36.8) ifodasini
(36.6) ga qo‘ysak, o va [ noma’lumlarga nisbatan quyidagi tenglamalar sis-

temasiga ega bo‘lamiz:

a:_fﬁcosy [%cosy—l—gsiny] dy:%
i o 8 B
B—j;rsmy [)\cosy+>\81ny] dy = -

Bu tenglama fagatgina A = m da nolmas yechimga ega. Bu holda « va 3 lar

sifatida ixtiyoriy sonni olish munkin. (36.8) ga ko‘ra
f(z) =Cicosz + Cysinx (36.9)

element A = 7 xos qiymatga mos keluvchi xos funksiya bo‘ladi. Demak, A —
ml operatorning yadrosi ikki o‘lchamli qism fazo ekan. Bundan A = 7 xos
gqiymatning karraligi 2 ga teng ekanligi kelib chiqadi. A
Agar biz 36.3-misolda qaralgan A operatorga Hilbert-Shmidt teoremasini
qo‘llasak, \y = o =7 va A\, =0, n > 3 ekanligini hosil gilamiz.
Kompakt operatorlarning muhim sinfi sifatida Lso[a, b] fazodagi integral
operatorlarni qarash mumkin.

36.5. Har bir « € Ly[a, b] elementga

b
(Ax)(s) = / K(s,t) x(t) dt

formula bo‘yicha ta’sir qiluvchi A operatorni kompaktlikka tekshiring. Bu yer-
da K (-, -) integral operatorning yadrosi, u [a, b] X [a, b] da uzluksiz funksiya.

Ko‘rsatma. A operator uchun 37-§ dagi 37.2-teorema shartlari bajarili-
shini ko‘rsating.

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. L[0, 1] — fazoda chekli o‘lchamli operatorga misol keltiring.
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A H — H o‘%oziga qo‘shma, chegaralangan operator. m va M
sonlar (Ax, x) funksionalning birlik shardagi aniq quyi va aniq yuqori

chegaralari bo‘lsin. o(A) C [m, M| munosabatni isbotlang.

O‘z-oziga qo‘shma, chegaralangan A operator uchun m, M € o(A)

mumnosabatni isbotlang.

Shunday o‘z-oziga qo‘shma, chegaralangan A operatorga misol keltir-

ingki, o(A) N (m, M) =10 bolsin.
O‘z-0ziga qo‘shma, chegaralangan A : H — H operator uchun

sup |(Az, z)| = 51 = || A]

lz]|=1
tenglikni isbotlang.
u — [0, 1] kesmada uzluksiz funksiya. Lo[0, 1] fazoda (Af)(x) =
u(zx) f(x) tenglik bilan aniglangan A operatorga qo‘shma operatorni

toping. Natijani u(x) = cosx + isinx bo‘lgan holda tekshirib ko ‘ring.

Lo[—m, 7] Hilbert fazoda aniglangan

(AN)(w) = [ (U +coszcosy) fy) dy

-7

operatorning o ‘z-oziga qo ‘shma va kompakt ekanligini ko ‘rsating. |(Ax, x)| =
|Q(x)| funksionalning birlik shardagi aniq yuqori chegarasini toping. A

operatorning noldan farqli xos qiymatlari sonini toping.

Lo[—m, 7] Hilbert fazoda berilgan

(Af)(x) = % i 2% /7T cosnzcosny f(y) dy
n=1 -

operatorning o‘z-oziga qo ‘shma ekanligini ko ‘rsating. Kompaktlikka tek-
shiring. Noldan fargli xos qiymatlarini toping. Ularga mos xos funksiya-
larning {¢,} sistemasini quring. Bu operatorga Hilbert-Shmidt teore-

masini qo‘llang va M+ gism fazoning tavsifini bering.
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37-§. Chiziqli integral tenglamalar

Funksional fazoda (masalan, C[a, b], Ls|a, b], Csla, b] ) tenglama beril-
gan bo‘lib, noma’lum element funksiyadan iborat bo‘lsa, bunday tenglama
funksional tenglama deyiladi. Agar funksional tenglamada noma’lum funksiya

integral ostida bo‘lsa, u holda tenglama integral tenglama deyiladi. Masalan,

— [ K 0) gtot). 1 a

tenglama ¢ ga nisbatan integral tenglamadir, bu yerda K(s, t), g(s, t) —
berilgan funksiyalar.

Integral tenglamadagi ifoda noma’lum funksiyaga nisbatan chizigli bo‘lgan
holda tenglama chiziqli integral tenglama deyiladi. Quyidagi tenglamalar chi-

ziqli integral tenglamalarga misol bo‘ladi:

/Kst b di + f(s) = (37.1)

/Kst B dt + f(s). (37.2)

Bu yerda ¢ noma’lum funksiya, K(s, t)va f(s) ma’lum funksiyalar. (37.1)
va (37.2) tenglamalar mos ravishda birinchi va ikkinchi tur Fredholm tengla-
malari deyiladi.

Xususan, K(s, t) funksiya ¢ > s qiymatlar uchun K(s, t) = 0 shartni

ganoatlantirsa, u holda (37.1) va (37.2) tenglamalar mos ravishda

/Kst D dt + f(s) = (37.3)

/Kst £ di + f(s) (37.4)

ko‘rinishlarga ega bo‘ladi. Bunday tenglamalar birinchi va ikkinchi tur Volter-
ra tenglamalar: deyiladi. Volterra tenglamalari Fredholm tenglamalarining
xususiy holi bo‘lsada, ular alohida o‘rganiladi, chunki Volterra tenglamalari

o‘ziga xo0s bo‘lgan xossalarga ega.
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Agar (37.1)-(37.4) tenglamalarda f funksiya nolga teng bo‘lsa, bu tengla-
malar bir jinsli deyiladi.

37.1-misol. Quyidagi

f(s) = /O S (;b_(tz)adt, 0<a<1, f(0)=0)

tenglama ¢ noma’lumga nisbatan Abel tenglamasi deyiladi. Bu tenglama Vol-
terra tenglamalarining xususiy holi bo‘lib, 1823 yilda N. Abel tomonidan qa-

ralgan, uning yechimi

o(t) = sinom/o (f’(s)ds

T t—s)l-a
ko‘rinishga ega.

Biz bu yerda faqat ikkinchi tur Fredholm tenglamasini qaraymiz. Lola, b]
kompleks Hilbert fazosida ikkinchi tur Fredholm tenglamasini, ya'ni (37.2)
tenglamani olamiz. Bu tenglamada f ma’lum, ¢ noma’lum funksiyalar bo‘lib,
ular Lo[a, b] fazoning elementlari deb faraz gilinadi.

(37.2) tenglamaning yadrosi deb nomlanuvchi K (s, t) funksiyadan quyida-

gilarni talab gilamiz, u — o‘lchovli va

b b
/ / K (s, 1)|? dsdt < oo (37.5)

shartni qanoatlantirsin, ya'ni K (s, t) kvadrati bilan integrallanuvchi funksiya.

Ls[a, b] fazoda aniglangan

(T6)(s) = / K(s, t) $(t) dt (37.6)

operatorni qaraymiz. Bu operator K yadroli Fredholm operator: deyiladi.
(37.2) tenglamani o‘rganish shu operatorning xossalarini tekshirishga kelti-
riladi.

Navbatdagi teoremalarni isbotlashda biz integrallash tartibini almashtirish
haqgidagi Fubini teoremasining natijasidan foydalanamiz. Fubini teoremasi nati-

jasining quyidagi bayoni biz uchun qulaydir.
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37.1-teorema (Fubini). Agar |K(z, y)|* funksiya [a, b] X [a, b] kvadratda
integrallanuvchi bo‘lsa, w holda deyarli barcha x € [a, b] (y € [a, b]) larda

b

[ 15 )l / K, y)? d

a
integral mavjud va quyidagilar o‘rinli

b b b

//bK(x, y)|2 dxd;y:/d:c/b|K(x, y)|2 dyz/dy/b|K(x, y)|2 .

37.2-teorema. Agar K(x, y) yadro (37.5) shartni ganoatlantirsa, u holda
Lola, b] fazoda (37.6) tenglik bilan aniglanuvchi T' operator kompakt va uning

normast uchun quyidagi tengsizlik o ‘rinl

1T < \// / K (s, £)|? dsdt. (37.7)

Isbot. Avvalo shuni ta’kidlaymizki, Fubini teoremasi va (37.5) shartga

ko‘ra, deyarli barcha s lar uchun

b
[t o d

integral mavjud. Boshqacha aytganda, K(s, t) funksiya ¢ ning funksiyasi
sifatida deyarli barcha s larda Lsla, b] fazoga qarashli. Kvadrati bilan in-
tegrallanuvchi funksiyalarning ko‘paytmasi integrallanuvchi bo‘lgani uchun,
(37.6) ning o'ng tomonidagi integral deyarli barcha s lar uchun mavjud, ya’'ni
Y(s) = (T'¢)(s) funksiya deyarli hamma yerda aniglangan. ¥ € Lsla, 0]
ekanligini ko‘rsatamiz. Koshi-Bunyakovskiy tengsizligiga ko‘ra, deyarli barcha
s lar uchun

2
<

b
(s)P = / K (s, £) $(t) dt

b b b
< [IKG 0 dt [ o de= ol [ 15 0f at
39
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tengsizlikni olamiz. Oxirgi ifodani @ dan b gacha s bo‘yicha integrallab va
|K (s, t)|° dan takroriy integralni ikki karrali integralga almashtirib, quyidagi

tengsizlikka ega bo‘lamiz

b b b
ITo|? = / (s)Pds < [[9]] / / K (s, t) dtds.

Bu yerdan [¢(s)|? ning integrallanuvchanligi va (37.7) tengsizlik kelib chiqadi.
Endi T operatorning kompaktligini ko‘rsatish qoldi. {v,,} sistema Ls|a, b]
fazoda to‘la ortonormal sistema bo‘lsin. U holda {,,(s) ¥, ()} ko‘paytmalar
sistemasi Lo([a, b] X [a, b]) fazoda to‘la ortonormal sistemani tashkil qiladi

va demak,

m=1 n=1

yoyilma o‘rinli. Endi

N N
— Z Z amnwm )

m=1 n=1
yadroga mos Fredholm operatorini 7 bilan belgilaymiz. Bu operator kom-
pakt, chunki u chegaralangan va Ls[a, b] fazoni chekli N— o‘lchamli gism

fazoga akslantiradi. Hagigatan ham, ixtiyoriy ¢ € Lo[a, b] uchun

(Two) ( /KNst (t)dt =

N N b N N
— Z Zamnzpm(s) / f(O),(t) dt = Z U (S) Zamnbna

m=1 n=1
bu yerda b, f f(t) ¥, (t) dt. Demak, Ty operator Ls[a, b] fazoni 1,9, . ..
Yy funksiyalarning Chlzlqh qobig‘i bo‘lgan N— o‘lchamli gism fazoga aks-
lantiradi. Ky(s, t) funksiya K(s, t) funksiyaning {t,,(s) ¥,(t)} sistema
bo‘yicha Furye qatorining gismiy yig‘indisidan iborat. Shuning uchun, N —

oo da

b b
//IK(S, t) — Kn(s, t)|* dsdt — 0.
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Endi (37.7) tengsizlikni T — T operatorga qo‘llasak,

b rb

Shunday qilib, {Tx} kompakt operatorlar ketma-ketligi norma bo‘yicha T
operatorga yaqginlashadi. Kompakt operatorlarning asosiy xossalari mavzusida-
gi 36.1-natijaga asosan T ham kompakt operator bo‘ladi. A

Eslatmalar.

1. 37.2-teoremaning isboti davomida biz shu narsani o‘rnatdikki, har qan-
day Fredholm operatori chekli o‘lchamli operatorlarning norma bo‘yicha limi-
tidir.

2. Ty, Th —(37.6) ko‘rinishdagi ikkita operator va K, Ky —ularga mos
keluvchi yadrolar bo‘lsin. Agar barcha ¢ € Lsla, b] lar uchun Tip = Tho
bo‘lsa, u holda deyarli hamma yerda K;i(s,t) = Ks(s, t). Hagiqatan ham,
agar barcha ¢ € Ls[a, b] lar uchun

(Ti6 — Too)(s) = / (K1 (5,1) — K(s,1)) 6(t)dt = 0

bo‘lsa, deyarli barcha s € [a, b] larda

b
/ 1K1 (s, 1) — Ky(s,t)[>dt = 0

va demak,

b rb
\|K1—K2H2:/ / |1 (s,t) — Ky(s,t)|*dsdt = 0.

Bu yerdan bizning tasdig‘imiz K;(s,t) = Ks(s,t) kelib chigadi. Ma’lumki,
Lo ([a, 6]2) fazoda ekvivalent funksiyalar bitta element sifatida qaraladi, shu-
ning uchun aytish mumkinki, integral operatorlar bilan yadrolar o‘rtasidagi
moslik o‘zaro bir giymatlidir.

37.3-teorema. T — K(s,t) yadro bilan aniqlanuvchi Fredholm opera-

tori bo‘lsin. U holda unga qo‘shma bo‘lgan T operator K(t,s) yadro bilan

aniqlanadi.
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Isbot. Fubini teoremasidan foydalanib, quyidagiga ega bo‘lamiz:

(Tf.g) = u/{/szt d% ds—/p/l(st dtg(s)ds =
:1E{ZfK@“ﬂ5“}f“ 0/ {/pKts }@_4fT*)

Bu yerdan )
:/PK@@m@ﬁ

tenglik, ya’'ni teoremaning tasdig‘i kelib chiqadi. A

Xususan, (37.6) ko‘rinishdagi T" operator Lo[a, b] fazoda o‘z-0‘ziga qo‘shma,
ya'ni T =T bo‘lishi uchun ((33.14) ga garang)

K(s,t)=K(t,s) (37.8)

shartning bajarilishi yetarli va zarurdir. Haqiqly Hilbert fazosi (va demak
haqiqiy K yadro) qaraladigan holda o‘z-o‘ziga qo‘shmalik sharti bo‘lib, K (s, t)
= K (t, s) tenglik xizmat qiladi. (37.8) shartni qanoatlantiruvchi yadrolar sim-
metrik yadrolar deyiladi.

Hilbert-Shidt usuli. Endi (37.8) shartni qanoatlantiruvchi yadroli integ-

ral tenglamani o‘rganamiz. Yuqorida aytilganidek, bu holda

:/wK@JM@Mt

0‘z-o‘ziga qo‘shma kompakt operator. Demak, bu operatorga Hilbert-Shmidt

teoremasini qo‘llash mumkin. (37.2) tenglamani gisqacha

p=To+ [ (37.9)

ko‘rinishda yozamiz. Hilbert-Shmidt teoremasiga asosan, 7' operator uchun
{A\n} xos giymatlarga mos keluvchi xos funksiyalarning shunday {1} ortonor-

mal sistemasi mavjudki, ixtiyoriy & € Lsla, b] element yagona usul bilan
=D ahn+¢, ¢ €KerT,
n=1
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ko‘rinishda ifodalanadi. Shunday qilib,
F=> bapu+f, feKerT, (37.10)
n=1
deymiz va (37.9) tenglamaning yechimini

6=z +¢, ¢ €KerT, (37.11)
n=1
ko‘rinishda izlaymiz. (37.10), (37.11) yoyilmalarni (37.9) ga qo‘yib,

D by + ¢ =D wadathn + D bathy + [
n=1 n=1 n=1

tenglamaga kelamiz, ya'ni
Z(l - )\n)xnwn + ¢/ = Z bn'@Dn + f/-
n=1 n=1

Bunday yoyilma yagona bo‘lganligi sababli
¢ =f, z(l=X)=by, n=123.. ..

Agar )\, # 1 bo‘lsa, u holda x, = b,(1 — \,)"t va A\, =1 bolsa, b, = 0.

Ko‘rinib turibdiki, A, =1 holda b, = 0 shart (37.9) tenglamaning yechim-
ga ega bo‘lishi uchun yetarli va zarurdir. Bunday A, = 1 uchun z,— ixtiyoriy.
Shu bilan quyidagi teorema isbotlandi.

37.4-teorema. Agar 1 soni T operator uchun xos qiymat bo‘lmasa, u
holda (37.9) tenglama ixtiyoriy f wuchun yagona yechimga ega. Agar 1 soni
T operator uchun xos qiymat bo‘lsa, u holda (37.9) tenglama yechimga ega
bo‘lishi uchun f funksiya 1 somiga mos keluvchi barcha xos funksiyalarga
ortogonal bo‘lishi yetarli va zarurdir. Bu holda (37.9) tenglama yechimlarining

soni cheksizdir.

37.2. Lo[—m, 7] Hilbert fazosida

u(z) A /W(l + cosz cosy)u(y)dy + f(z) := (Thu)(x) + f(z) (37.12)

:ﬁ .
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integral tenglama berilgan. Parametr A € R ning qanday giymatlarida 7’
uchun bir soni xos giymat bo‘ladi?

Yechish. Qaralayotgan integral tenglamaning yadrosi

K(z,y) = —(1+ coszcosy)

21

haqiqiy giymatli va simmetriklik shartini qanoatlantiradi, yani
K(z,y) = K(y,z) <= 1T\ ="T).
Endi xos giymat uchun tenglama T\u = u ni qaraymiz, ya'ni:

—/ y)dy +o- — coST /W cosyu(y)dy = u(x). (37.13)

—T

Agar biz (37.13) da

o= / u(y)dy wva (= / cos yu(y)dy (37.14)
belgilashlarni kiritsak, u holda u(x) uchun quyidagi ifodani olamiz:
A A
u(z) = oot 27?6 COS . (37.15)

(37.15) ni (37.14) ga qo‘yib,
/ dy = 2m, / cosydy = 0, / cos? ydy = m (37.16)

-7 -7 -7
tengliklardan foydalansak, o va (3 larga nisbatan quyidagi tenglamalar sis-

temasini olamiz:

oz—f(%oz—l— ﬁcosy)dy—oz)\

B = fcosy (%Q—I— 15 cosy> dy:EB.

Bu tenglamalar sistemasi nolmas yechimga ega bo‘lishi uchun uning determi-
nanti A(A) ning nol bo‘lishi zarur va yetarlidir, ya'ni

A(N) = (1— )1 - %) ~ 0. (37.17)
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(37.17) dan A =1 yoki A =2 larni olamiz. Demak, A parametrning A\; =1
va Ao = 2 qiymatlarida T} uchun 1 soni xos giymat bo‘ladi. Endi Tiu =
u va Thu = u tenglamalarni yechamiz. Yuqorida bayon qilinganlardan bu
tenglamalarning yechimlari mos ravishda w(z) = C' va us(x) = C - cosx
(C = const) ekanliklari kelib chiqadi.

37.3. 37.2-misolda qaralgan (37.12) integral tenglamaga A ¢ {1; 2} bo‘lgan
holda 37.4-teoremani qo‘llang va (37.12) integral tenglamani yeching.

Yechish. Agar A ¢ {1; 2} bo‘lsa, u holda T) operator uchun bir xos
qiymat emas, 37.4-teoremaga ko‘ra, (37.12) integral tenglama istalgan f €
Ly|—m, w] da yagona yechimga ega. (37.14) belgilashdan foydalansak, (37.12)

tenglamani quyidagicha yozishimiz mumkin:

A A
= — — ) 1
u(z) = f(x) + 277a+ 2#5 COS T (37.18)
(37.18) ni (37.14) ga qo‘yib, (37.16) tengliklardan foydalansak, a va 3 larga

nisbatan quyidagi tenglamalar sistemasini olamiz:

o= J SWiy+an

” A
8= [ cosyfly)dy+3B.
Bu sistema A ¢ {1; 2} da yagona yechimga ega va
1 ™
a=1— ] [y)dy,

3= %_fﬂ cos y f(y)dy

a va (3 larning bu gqiymatlarini (37.18) ga qo‘yib, (37.12) tenglamaning yechi-

mini olamiz:
v

u(x) = f(x) 2 T /f dy+— )\cosa:/cos y f(y)dy. (37.19)

—T

37.4. 37.2-misolda qaralgan tenglamani A = 1 bo‘lgan holda, ya'ni
1 ™
u(zr) = 2—/ (14 cosxcosy)u(y)dy + f(x) (37.20)
T —T
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tenglamani yeching.

Yechish. Agar A\ = 1 bo‘lsa, u holda T’ operator uchun bir xos qgiymat
bo‘ladi. 37.4-teoremaga ko‘ra, (37.20) tenglama yechimga ega bo‘lishi uchun
f funksiya Tiu = u tenglamaning barcha yechimlariga, ya'ni u(x) = const
ga (37.2-misolga qarang) ortogonal bo‘lishi zarur va yetarli. Demak, (37.20)

tenglama yechimga ega bo‘lishi uchun

/_F f(y)dy =0 (37.21)

shartning bajarilishi zarur va yetarli. Agar biz (37.14) belgilashdan foydalansak,
(37.20) tenglamani quyidagicha yozishimiz mumkin:

u(z) = f(x) + %oz + %ﬁ COS . (37.22)

(37.22) ni (37.14) ga qo'yib, (37.16) va (37.21) tengliklardan foydalansak, «

va [ larga nisbatan quyidagi tenglamalar sistemasini olamiz:

o= q,
B=2[" cosyf(y)dy.

Bu yerdan ko‘rinib turibdiki, « sifatida ixtiyoriy sonni olish mumkin. Bu
qiymatlarni (37.22) ga qo‘yib, (37.20) tenglamaning umumiy yechimini hosil
qilamiz:

u(z) = f(z) + - /7T cosx cosy f(y)dy + C.

—T

Bu yerda C'— ixtiyoriy o‘zgarmas son.

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriglar
1. Lo[—m, 7| Hilbert fazosida

(o) =~ [ " cos(e — y)uly)dy

™ —T
integral operator normasini 37.2-teoremadan foydalanib baholang.
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37.3-teoremadan foydalanib, Lo|—m, 7| fazoda
(Au)(z) = / (cosz siny + i sinx cos y )u(y)dy

integral operatorga qo ‘shma operatorni toping.

Lo[—m, w| Hilbert fazosida quyidagi integral tenglamani yeching:
s

u(xr) =sinz +/ cos x sin yu(y)dy.

-7

Parametr A € R ning qanday qiymatlarida

u(z) = f(x) + )\/_7r (2 + cosx cosy)u(y)dy

integral tenglama ixtiyoriy f € Lo|—m, w] da yagona yechimga ega
boladi?
Lo[—7, w| Hilbert fazosida
1 s
u(z) = f(z) + —/ cos x cos yu(y)dy
-7
integral tenglama berilgan. Tenglama yechimga ega bo‘ladigan [ lar to‘p-
lamini tavsiflang. Bu to‘plam qism fazo tashkil giladimi? Agar u qism fazo

tashkil qilsa, uning o‘lchamini toping.
38-§. Fredholm teoremalari

Bu yerda ham yuqorida ko‘rilgan

¢o=Td+ f (38.1)

tenglamani o‘rganishni davom ettiramiz. Navbatdagi mulohazalarda 1" ope-

ratorning integral ko‘rinishi emas, balki fagat uning kompaktligi muhim rol

o‘ynaydi. Shuning uchun H Hilbert fazosida birorta 7' kompakt operatorni
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olib, (38.1) ko‘rinishdagi tenglamani o‘rganamiz. Buning uchun A =1 — T
operatorni kiritgan holda (38.1) tenglamani

Ap = f (38.2)
ko‘rinishda yozamiz. (38.2) tenglama bilan bir qatorda bir jinsli bo‘lgan

Ap, =10 (38.3)
tenglamani va bularga qo‘shma bo‘lgan

A =g (38.2%)

A%y, =0 (38.3%)

tenglamalarni qaraymiz. Bu yerda A* operator A operatorga qo‘shma, ya’ni
A= -T)"=1-T*.
Quyida isbotlanadigan teoremalar Fredholm teoremalari deb nomlanib, shu
to‘rt tenglamaning yechimlari orasidagi bog‘lanishlarni ifodalaydi.
38.1-teorema. (38.2) tenglama yechimga ega bo‘lishi uchun f wvektor
(38.3* ) tenglamaning har bir yechimiga ortogonal bo‘lishi zarur va yetarli.
Isbot. KerA va ImA lar A operatorning mos ravishda yadrosi va qiy-

matlari sohasi, ya'ni
KerA={rx e H: Ax = 0},

ImA={y=Ax:x € H} = A(H)

ekanligini eslatamiz. Ma’lumki, A uzluksiz bo‘lgani uchun KerA to'plam H
ning yopiq qism fazosi bo‘ladi. /mA ham H ning yopiq gism fazosi ekanligini
isbotlaymiz. {y,} C ImA ketma-ketlik biror y € H elementga yaqinlashuv-
chi bo‘lsin deb faraz qilaylik. Demalk,

Yn = Az, =z, — Tx, — Yy (384)
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shartni qanoatlantiruvchi {x,} ketma-ketlik mavjud. z, vektorlarni KerA
fazoga ortogonal deb hisoblash mumkin, aks holda x, ning o‘rniga z/ =
rn, — prx, vektorlarni olish mumkin; bu yerda prz, element x, vektorning
KerA qism fazoga proyeksiyasi. Bundan tashqari, {x,} ketma-ketlik chega-
ralangandir. Aks holda ||z,| — oo deb hisoblash mumkin, demak, (38.4) ga

asosal

T -77( T ) I g (38.5)

| lzall ) llzall

munosabat o‘rinli.

Tkkinchi tomondan {z, ||z,|| "'} ketma-ketlik birlik sharga tegishli bo‘lgani
va T kompakt operator ekanligi tufayli biror {z,, } qismiy ketma-ketlik uchun
T (xnk H:z:nkH_l) ketma-ketlik biror z elementga yaqinlashuvchi bo‘ladi. Bun-
dan (38.5) ga asosan {HxnkHl -xnk} ketma-ketlik ham shu z elementga

=1),

yaginlashuvchi bo‘ladi. Ravshanki, [|z|| =1, (chunki HHan_l - Ty
Az=2—-Tz=

= lim HmnkH_l Ly, — lim (Hxnkl‘_l xnk) = lim A <HxnkH_1 mnk) =0,
k—oo k—o0 k—o0

ya'ni z € KerA. Ammo har bir x,, element KerA ga ortogonal edi, demak,
z1 KerA. Bu ikki munosabatdan z = 6 kelib chigadi. Bu || z || = 1 tenglikka
zid. Bu ziddiyat {x,} ketma-ketlikning chegaralangan ekanligini ko‘rsatadi.
T operator kompakt bo‘lgani uchun {7T'z,} ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi
bo‘lgan {T'z,,} qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. (38.4) ga asosan {x,,}
ketma-ketlik ham yaginlashuvchi bo‘ladi. Bu limitni x bilan belgilasak, u
holda
y = lim Az, = lim Az, = A(lim z,,) = Ax.

n—00 1—00 1—00

Bu yerdan y € ImA ekanligi kelib chiqadi. Demak, Im A yopiqdir. 36.3-
teoremaga asosan, 1™ operator ham 7' bilan bir qatorda kompakt bo‘lgani

sababli, ImA* ham H ning yopiq gism fazosi bo‘ladi.
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Endi biz quyidagi munosabatlarni isbotlaymiz:
KerA® ImA" = H, (38.6)

KerA*@® ImA=H. (38.7)

Ravshanki, KerA va ImA* o‘zaro ortogonal gism fazolardir. Hagiqatan,

ixtiyoriy h € Ker A va x € H uchun
(h, A*z) = (Ah,z) = (0,x) = 0.

Malumki, ImA* ga ortogonal har qanday gism fazo (I'mA*)* ning gismidir.
Shunday ekan, KerA C (ImA*)*. Agar biz (ImA*)t C KerA ekanligini
ko‘rsatsak, (38.6) tenglik isbot bo‘lgan bo‘ladi. Faraz gilaylik, z vektor ImA*

ga ortogonal bo‘lgan ixtiyoriy element bo‘lsin, u holda barcha x € H uchun
(Az,z) = (2, A"x) = 0.

Demak, Az = 0, yani 2z € KerA. Bundan (ImA*)* C KerA ekanligi
kelib chiqadi.

Xuddi shunday, KerA* = (ImA)* tenglikni ko‘rsatib, (38.7) tenglikning
isbotiga ega bo‘lamiz. (38.7) tenglikdan 38.1-teorema bevosita kelib chiqadi,
ya'ni f € ImA bo‘lishi uchun f1KerA* bo‘lishi yetarli va zarurdir. A

Har bir k& natural son uchun H” orqali ImA* fazoni belgilaymiz, xususan

H' = Im A. H* ning tuzilishidan ravshanki, A(H*) = H*'! va
H>H'DH*D -

38.1-teoremani isbotlash davomida ko‘rsatilganidek, har bir H* yopiqdir.
38.1-lemma. Shunday jo natural son mavjudki, barcha k > jo uchun
H*' = H* tenglik o‘rinli.
Isbot. Teskaridan faraz qilaylik, hamma HF¥ fazolar har xil bo‘lsin. Bu

holda shunday {z} ortonormal sistema mavjudki, z; € H* va x; L H* L.
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Demak, ixtiyoriy [,k (I > k) sonlar uchun
Ty — Txy = —x + (1) + Az — Axy).
Bu yerda z; + Az, — Az; € H**! bo‘lgani uchun
1T — Tagl|* = |zl + | 21+ Az — Am||* > 1,

yani {Tz)} ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi gqismiy ketma-ketlik ajratish mumkin

emas. Bu esa T' operatorning kompaktligiga zid. A
38.2-teorema (Fredholm alternativasi). Yo (38.2) tenglama ixtiyoriy f €

H wuchun yagona yechimga ega, yo (38.3) tenglamaning noldan fargli yechimi

mavjud.

Isbot. Agar KerA = {6} bo'lsa (yani (38.3) tenglama noldan farqli
yechimga ega bo‘lmasa), u holda A o‘zaro bir giymatli akslantirishdir. Shuning
uchun, agar H' = ImA # H deb faraz qilsak, u holda H? # H',... H'! +£
H* munosabatlar ixtiyoriy k& uchun o‘rinlidir. Bu esa 38.1-lemmaga zid. De-
mak, ImA = H, ya'ni (38.2) tenglama ixtiyoriy f uchun yagona yechimga
ega.

Agar (38.2) tenglama ixtiyoriy f uchun yagona yechimga ega bo‘lsa, u hol-
da Im A = H va (38.7) munosabatga asosan Ker A* = {#}. Bu tenglikdan
yuqoridagidek I'm A* = H munosabat kelib chiqadi. Endi (38.6) munosabat-
dan foydalansak, KerA = {6}, ya'ni (38.3) tenglama faqat nol yechimga ega
ekanligi kelib chigadi. A

38.3-teorema. (38.3) wva (38.3) tenglamalarning chizigli erkli bo‘lgan

yechimlars soni chekli va o‘zaro tengdir. Boshqgacha qilib aytganda,
dim KerA = dim KerA* < oo.

Isbot. KerA fazoning o‘lchami cheksiz deb faraz qilaylik. Bu holda KerA

da cheksiz elementli {z,} ortonormal sistema mavjud. z, € KerA, yani
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Ax, = x, — Tx, = 0 bo‘lgani sababli, x,, = Tx,. Demak,
|Tzn — Tan| =[x, — 2l = \/57 n # m.

Bu yerdan kelib chiqadiki, {7z, } ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi gismiy ket-
ma-ketlik ajratish mumkin emas. Bu esa T' ning kompaktligiga zid. Shunday
qilib, dim KerA < oo ekan. Xuddi shunday dim KerA* < oo ekanligi isbot-
lanadi. Faraz qilaylik,

dim KerA =pu, dimKerA* =v
bo‘lib, 1 < v bo‘lsin. Endi KerA va KerA* fazolardan mos ravishda

{01, 02, u} C Ker A wa {1, ¢, b} C Ker A7

ortonormal basizlarni tanlab olamiz va
I
Sx = Ax + Z(a:, ®;);
j=1

operatorni qaraymiz. S operator A operatorga chekli o‘lchamli operatorni
qo‘shish natijasida hosil bo‘lganligi sababli, S operator uchun ham yuqorida
A uchun isbotlangan barcha tasdiglar o‘rinli. Bu operator uchun Sz = 0
tenglama faqat nol yechimga ega. Haqgiqatan ham,

W
Sz =Ax+ Y () =0 (38.8)

j=1

I
bo‘lsin, u holda (38.7) munosabatga asosan Azl > (x, ¢;)1;. Bu yerdan va
j=1

(38.8) tenglikdan
1

Ar =0 wa Z(a:, b)) =0 (38.9)

j=1
ga ega bo‘lamiz. {11,v9,...,1,} sistemaning ortogonalligidan (chiziqli erkliligi-
dan) hamda (38.9) dan barcha j € {1,2,..., u} larda

(I, qb]) =0
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tengliklarni olamiz. Shunday qilib, bir tomondan = € KerA, ya'ni x vektor
{¢p1, P2, ..., ¢u} vektorlarning chizigli kombinatsiyasidir, ikkinchi tomondan,
x bu vektorlarga ortogonal. Bundan = = 6. Demak, KerS = {0}. 38.2-

teoremani S operatorga qo‘llagan holda f = 1,1 deb olsak,

1
Ay + (1. 815 = s
j=1

tenglama biror y yechimga ega bo‘ladi. Bu tenglikning ikkala gismini t,41
vektorga skalyar ko‘paytirsak, 0 = 1 ziddiyat hosil bo‘ladi (chunki ImA1l KerA*
va Ay € ImA, 1,11 € KerA*). Demak, p < v farazimiz ziddiyatga olib
keldi, ya'ni g > v ekan. Xuddi shunday, A operator o‘rniga A* operator
olinsa, u < v tengsizlik isbotlanadi. Demak, u = v. A

Yuqoridagi teoremalarda biz T'—I operatorga teskari operatorning mavjud-
lik shartlarini ko‘rdik. Ravshanki, 38.1-38.3-teoremalar T'— AI (X # 0) ope-
ratorlar uchun ham o‘rinlidir. Fredholm teoremalaridan quyidagi natija kelib
chiqadi.

38.1-natija. Kompakt operatorning spektridan olingan ixtiyoriy noldan
farqli son bu operator uchun chekli karrali xos qiymatdir.

Isbot. Faraz qilaylik, nolmas A € o(T) bo‘lsin. U holda 38.2-teoremani
T'—\I operator uchun go‘llab (T'—\I) f = 0 tenglama noldan farqli yechimga
ega ekanligiga kelamiz. Bu yerdan A # 0 soni T operatorning xos giymati
ekanligi kelib chiqadi. 38.3-teoremaga ko‘ra dim Ker (T'— A) = n < co. Bu
esa A soni 1" operatorning n — karrali xos giymati ekanligini bildiradi. A

Misol sifatida ajralgan yadroli integral tenglamalarni qaraymiz.

o(s) = / K (s, )6(t)dt + f(s). (38.10)

Fredholm integral tenglamasining yadrosi
K(s,t) =Y Pi(s)Qi(t) (38.11)
i=1
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ko‘rinishga ega bo‘lsa, u holda K(s, t) ajralgan yadro deyiladi. Bu yerda
P;, Q; funksiyalar Ls|a, b] fazodan olingan. Ravshanki, Py, P, ..., P, funksi-

yalarni chizigli erkli deb hisoblash mumkin, aks holda K (s, t) yadroni chizigli
erkli bo‘lgan Py, Ps, ..., P, (i < n) lar orqali ifodalash mumkin. (38.11) teng-
likdan foydalanib, (38.10) tenglamani quyidagi ko‘rinishga keltiramiz:

§jP /i@z (1)t + (s).

Agar biz
/Qz dt—qZ,ZE{l,Q,... }
belgilashlarni kiritsak, u holda (38.10) tenglama

= Zn: ¢ P;(s) + f(s) (38.12)
i=1
ko‘rinishga keladi. ¢ funksiyaning bu ifodasini berilgan integral tenglamaga
qo‘ysak,
zn:QiPi(3> ZP / Qi(t [qu )| dt+ f(s),
i=1
ya'ni ) i :
Z ¢ Pi(s) = Z P;(s) Z aijqj + b (38.13)
i=1 i=1 j=1

ko‘rinishdagi tenglikka kelamiz. Bu yerda

/@ tub—/@

Endi P;(s) funksiyalar chizigli erkli ekanligini hisobga olsak, (38.13) munosa-
batdan quyidagi tengliklar kelib chigadi:

n

g =) ayg+b,i€{l,2.. . n} (38.14)
j=1

Agar biz bu chizigli tenglamalar sistemasini ¢; larga nisbatan yechsak, u holda

(38.12) tenglikdan ¢(s) funksiya ham topiladi. Shunday qilib, ajralgan yadroli
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integral tenglamani yechish masalasi (38.14) chiziqli tenglamalar sistemasini
yechish masalasiga teng kuchli. Bunday tenglamalar yechimlarining xossalari
bizga chizigli algebra kursidan ma’lum.

Yuqgorida bayon qilingan Fredholm teoremalarini chekli o‘lchamli fazolarda
quyidagicha bayon qilish mumkin.

38.4-teorema. Axr =y,

A:(aij)7i7j€{1727"'7n}7 x:(xlw"axn): y:(ylaayn>

chiziqli tenglamalar sistemasi yechimga ega bo‘lishi uchun y wvektor qo‘shma
bir insh
A= (4" = (a5))

tenglamaning barcha yechimlariga ortogonal bo‘lishi yetarli va zarurdir.

38.5-teorema. Agar A matritsaning determinanti noldan farqli bo‘lsa,
u holda Ax = y tenglama ixtiyoriy y uchun yagona yechimga ega. Agar
A matritsaning determinanti nolga teng bo‘lsa, u holda bir jinsli Ax = 6
tenglama noldan farqli yechimga ega.

38.6-teorema. A = (a;;) va A" = (@;;) matritsalarning ranglari o‘zaro
teng. Xuddi shunday bir jinsli Ax = 0 va A*z = 0 sistemalarning chizigl
erkly yechimlari soni ham o‘zaro teng.

Ko'rinib turibdiki, ajralgan yadroli Fredholm tenglamalari uchun Fredholm-
ning 38.1-38.3 teoremalari yuqoridagi 38.4-38.6 teoremalardan kelib chiqadi.

38.1-misol. T operatorni Ls[—m, 7] fazoda quyidagicha aniglaymiz

(Tf)(x) = /W(l + cosx cosy + 3sinzsiny) f(y)dy. (38.15)

—T

Bu operatorni o‘z-o‘ziga qo‘shma va kompaktlikka tekshiring, uning xos qiy-
mat va xos funksiyalarini toping.
Yechish. Qaralayotgan operatorning yadrosi
K(z,y) =1+ coszcosy + 3sinzsiny
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haqiqiy qiymatli va (37.8) shartni qanoatlantiradi. Demak, T' o‘z-o‘ziga qo‘sh-
ma operator ekan. Integral operator 7' ning yadrosi (37.5) shartni qanoat-
lantiradi, shuning uchun 37.2-teoremaga ko‘ra T' kompakt operator bo‘ladi.
Endi T' operatorning xos giymatlarini topamiz. Buning uchun xos giymatga

nisbatan tenglama yozamiz:

Tf=z2f < /W(l + coszcosy + 3sinzsiny) f(y)dy = zf(z).

Bundan
zf(x) :/f(y)dy+cos;z:/cosyf(y)dy+3Sinx/sinyf(y)dy (38.16)

tenglikka kelamiz.

i) Agar (38.16) tenglikda z = 0 bo‘lsa, u holda 1, cosz, sinz funksi-
yalarning chiziqgli erkli ekanligidan quyidagi

| swdy=o. [ cosyray=o. [ smyseiay—o  (817)
tengliklarga ega bo‘lamiz. (38.17) tengliklar f funksiyaning 1, cosz, sinx
elementlarga ortogonal ekanligini bildiradi. Ma'lumki Ls|—m; 7| fazoda bu
elementlarga ortogonal bo‘lgan cheksiz ko'p chiziqli erkli elementlar mavjud,
bular:

{cosnz, sinnz}’,.

Demak, T'f = 0- f tenglama cheksiz ko'p chizigli erkli yechimlarga ega ekan.
Bu esa o'z navbatida z = 0 soni T" operator uchun cheksiz karrali xos qiymat
ekanligini bildiradi.

ii) Agar (38.16) tenglikda z # 0 bo‘lsa, u holda xos funksiya f uchun
quyidagi ko‘rinishni olamiz

1
f(z) = —[a+ bcosx + 3csin z]. (38.18)
z
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Bu yerda

a:/_ f(y)dy, b:/_ cosy f(y)dy, c:/_ sinyf(y)dy.  (38.19)

f ning (38.18) ifodasini (38.19) ga qo‘yib, a, b, ¢ larga nisbatan quyidagi

tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz:

( 17 2
a=— f[a+bcosy—|—3>csiny]dy:ﬂ,
z 2y z
17 , b
4 bz; fcosy[a+bcosy+308my]dy=?, (38.20)
1T 3
c=— fsiny[a+bcosy+308my]dy:ﬂ.
\ z 2y z

Biz bu yerda {1, cosz, cos2z, sinzx} funksiyalar sistemasining ortogonal

ekanligidan hamda

1 1
cos’y = 5[1 + cos2y], sin’y = 5[1 — cos 2y]

ayniyatlardan foydalandik. (38.20) tenglamalar sistemasi nolmas yechimga ega

bo‘lishi uchun, uning determinanti

o= ()09 (-%)

nolga teng bo‘lishi zarur va yetarli.

Agar z = 27 bo‘lsa, u holda A(z) = 0 bo‘ladi. Bu holda (38.20) dan
b= c =0 va a—ixtiyoriy son ekanligini olamiz. Endi (38.18) dan xos funksiya
f(x) = C = const bo'lishiga kelamiz.

Agar z = 7 bo‘lsa, u holda A(z) = 0 bo‘ladi. Bu holda (38.20) dan
a =c =0 va b— ixtiyoriy son bo‘ladi. (38.18) dan esa xos funksiya uchun
f(xz) = C - cosx ko'rinishni olamiz.

Xuddi shunday z = 37 xo0s giymatga mos keluvchi xos funksiya f(z) =
C sinz ekanligini olamiz.

Shunday qilib, biz (38.15) formula bilan aniqlangan T operatorning o‘z-

o‘ziga qo‘shma ekanligini ko‘rsatib, uning barcha xos qiymatlari va xos funksi-
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yalarini topdik. z = 0 cheksiz karrali xos qiymat, qolgan mw, 27 va 37 sonlar
bir karrali xos qiymatlar ekan.
38.2. T operator (38.15) tenglik bilan aniglangan bo‘lsin. Parametr A € C
ning gqanday giymatlarida
Tf—Af=g (38.21)

tenglama ixtiyoriy g € Lo [—m, 7| da yagona yechimga ega bo‘ladi?
Yechish. A =T — A1 operatorga 38.1-teoremani qo‘llaymiz. 38.1-misol-
dan ma’lumki, A € C\ {m;2m;37} bo'lsa Ker A* = Ker (T — XI) = {0}.
Demak, barcha A € C\{m;2m;37r} larda (38.21) tenglama ixtiyoriy g €
Lo [—m, ] da yagona yechimga ega. Agar A =7 (A =27, A = 3m) bo'lsa, u
holda (38.21) tenglama yechimga ega bo‘lishi uchun g € Lo [—m, 7| funksiya
Tu —mu =0 (Tu—27u =0, Tu— 3mu = 0) tenglamaning yechimi
u(z) = C cosz (u(x) = C, wu(z) = C sinzx) funksiyaga ortogonal bo‘lishi
zarur va yetarlidir. A

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. Ajralgan yadroli integral tenglamaga misollar keltiring.

2. Lsla, b] fazoda

b
u(e) = f(z) + A / (@ yp(tyu(t)dt

integral tenglamani yeching. Bunda ¢ va ¥ funksiyalar uzluksiz bo‘lib,

(p, ) =0 shartni qatoatlantiradi.

3. Parametr X € R ning qanday qiymatlarida
u(x) = sin xA/ (cosxcost — sinxsint)u(t)dt
tenglama yagona yechimga ega? Qanday qiymatlarda tenglama yechimga

ega emas? Qanday qiymatlarda tenglama cheksiz ko‘p yechimga ega?
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4. A: Lo[—7, w] — Lo[—m, m] operator yadrosining o‘lchamini toping:

(Au)(z) = u(z) — l/7r (% + cos(x — t)) u(t)dt.

s
-7

39-§. Ketma-ket o‘rniga qo‘yish va ketma-ket yaqinlashishlar usuli

Ushbu paragrafda Cfa, b] fazoda berilgan Fredholm operatori

(Tu)(x) = /bK(:z:,t) u(t)dt, (39.1)
ni, Volterra tipidagi integral operatorni, ya'ni
(Vu)(z) = /33 K(x,t)u(t)dt, (39.2)
operatorni va ular bilan bog‘liq ((37.2) va (37.4) ga qarang)
u(z) = f(x) + /\/bK(x,t)u(t)dt, (39.3)
u(z) = f(x) + )\/x K(x,t)u(t)dt (39.4)

integral tenglamalarni qaraymiz. Butun 39-paragraf davomida f dan uzluk-
sizlik, K dan esa uzluksizlik va simmetriklik shartlarini talab gilamiz, ya’ni:

A) K(z,t) = K(t,z) # 0 va K € C([a, b] X [a, b]) haqiqly giymatli
funksiya;

B) f € Cla, b] haqiqly qiymatli funksiya.

Faraz qilaylik, Fredholm tipidagi integral operatorning p # 0 nuqtadagi

rezolventasini topish talab qilingan bo‘lsin, ya’ni

(T = phu(z) = pr) < / Kz, ) u(t)dt — pu(z) = ()

tenglamani, yoki bu yerda A = pu~! va f(x) = —u~to(x) deb olsak, u holda

b
u(zr) = )\/ K(x,t)u(t)dt + f(x)
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tenglamani ya'ni (39.3) ko‘rinishdagi tenglamani yechish masalasi qo‘yiladi.

Biz ushbu paragrafda Cla, b] fazoda A parametrli ikkinchi tur Fredholm
integral tenglamalarini yechish usullari bilan shug‘ullanamiz. Dastlab Fred-
holm va Volterra tipidagi integral tenglamalar uchun ketma-ket o‘rniga qo‘yish
usulini bayon gilamiz. Keyin esa A parametrli ikkinchi tur Fredholm integral
tenglamalarini ketma-ket yaqinlashishlar usuli bilan yechamiz. 40-paragratda
esa integral tenglamalarni Fredholm tomonidan berilgan yechish usulini batafsil
bayon gilamiz.

Dastlab integrallash chegaralari o‘zgarmas bo‘lgan hol, ya'ni Fredholm ti-
pidagi operatorlar qatnashgan (39.3) tenglamani qaraymiz.

Qayd etish joizki, agar (39.3) tenglamaning biror uzluksiz u(x) yechimi
mavjud bo‘lsa, u holda K(x, t) uzluksiz funksiya ekanligidan f(z) funksiya-
ning ham uzluksiz ekanligi kelib chiqadi. Shuning uchun biz B) shartni kiritdik.

Yadroni iteratsiyalash. Ma’lumki, (39.3) tenglik bilan aniqlangan T
operator — Fredholm operatori, K(xz,t) esa Fredholm operatorining yadrosi

deyiladi. Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

Ki(z,t) = K(x,t),

b
Ks(w,t) = [, K(x,5)Ki(s,t)ds, > (39.5)

Ko, t) = [P K(x,8) Ky 1(s,t)ds.

/

Bu ko‘rinishda qurilgan K;, K, ..., K, funksiyalarga K(z, t) yadroni ite-
ratsiyalari deyiladi. Tekshirish qiyin emaski, K, (x, t) iteratsiya 7" integral
operatorning yadrosi bo‘ladi.

(39.5) formulani ketma-ket qo‘llab, K, uchun quyidagi ifodani olamiz:

b b
Kp(x,t) = / > / K(x,s1)K(s1,89) K(sp_1,t)dsp_1---ds;. (39.6)
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(39.6) formulaga asosan quyidagi munosabat o‘rinli

Kooy(2,t) = / K, ) (5. )ds. (39.7)

39.1. Ketma-ket o‘rniga qo‘yish usuli. Endi (39.3) tenglamaning o'ng

tomonidagi u(t) funksiyaning o‘rniga uning

u(t) = f(t) + A /b K(t, tl)u(tl)dtl (398)

ifodasini qo‘yib, quyidagini hosil gilamiz:

uw(z) = f(x) + /\/ K(z, t)[f(t) + /\/ K(t,t1)u(ty)dt,)dt =

— f(2) + A / K (o) f(0)dE 4 N / K (o) / K6ty yult)didi —
= f(z) + XT f)(@) + X (T?u)(z).

Bu tenglamaning o‘ng tomonidagi u ning o‘rniga, uning (39.8) ifodasini qo‘-

yamiz:

b
u(x) = f(z) + )\/ K(x,t)f(t)dt+

+)\2 /b K(I’, t) /b K(t, tl)[f(tl) + A /bK(tl,tQ)U(tQ)dtQ]dtldt =
= f(@) + (T f)(@) + X(Tf) () + X (T u) ().

Bu yerda biz yadroni iteratsiyalash formulalaridan foydalandik. Ushbu jara-
yonni davom ettirib, n —o‘rniga qo‘yishdan keyin, biz quyidagi tenglamani

olamiz
u(@) = f(x) + MT f)(@) + -+ XTI f) (@) + AT ) (). (39.9)
Shunday qilib, biz quyidagi cheksiz qatorni o‘rganish masalasiga kelamiz:

f(@) + MNT f)@) + (T ) (@) 4+ -+ N(T"f)(x) +--- . (39.10)
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Bizning farazimizga asosan bu qatorning har bir hadi [a, 0] kesmada uzluksiz
funksiyadan iborat. Demak, agar bu qator [a, b] kesmada tekis yaginlashuvchi
bo‘lsa, u holda uning yig‘indisi biror uzluksiz funksiyani aniqglaydi.

K(x,t) va f(x) funksiyalar mos ravishda [a, b] X [a, b] kvadrat va [a, b]
kesmada uzluksiz bo‘lganligi uchun Veyershtrass teoremasiga ko‘ra quyidagilar
o‘rinli:

K (2,t)] < M,Y(z, t) € [a, b] x [a, 0], |f(z)| < M, Vo€ [a, b]. (39.11)

(39.10) qatorning n + 1 —chi hadidan iborat bo‘lgan A"(T™ f)(z) ifodani

quyidagicha yozib olamiz:

/Kwt/Kttl /Kn27n1f(n1)dtn1 dtldt

(39.11) ga asosan A"(T™ f ni quyidagicha baholash mumkin
AT f)(x)] < |A]" MM (b—a)" (39.12)

Umumiy hadi (39.12) ko‘rinishdagi bahoga ega bo‘lgan qator yaqginlashuvchi
bo‘lishi uchun

INM(b—a) <1

shartning bajarilishi yetarli. Demak, (39.10) qator A parametrning

1

AN <o

(39.13)

tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.
Agar (39.3) tenglama biror u(z) uzluksiz yechimga ega bo‘lsa, u holda u

(39.9) tenglamani ham qanoatlantiradi. « ning [a, b] kesmada uzluksizligidan
lu(z)| < M,, Yz ¢€la, b (39.14)
tengsizlik kelib chigadi. U holda
LT L) ()] < JAPHEM, M (b — a) .
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Agar (39.13) tengsizlik bajariladi deb faraz etsak, u holda

lim A" (T ) (z) = 0.

n—oo

Agar biz (39.9) da n — oo da limitga o‘tsak
w(z) = f(x) + MT () + NX(T?f)(x) + - + N(T"f)(z) + -

tenglikni hosil qilamiz. Demak, biz har bir n da (39.9) tenglamani qanoat-
lantiruvchi w(z) funksiya (39.10) ko‘rinishdagi qator shaklida tasvirlanishiga
ishonch hosil qildik.

Bevosita o‘rniga qo‘yish yordamida ko‘rsatish mumkinki, (39.10) qator yi-
g'indisi bo‘lgan u(z) funksiya (39.3) tenglamani qanoatlantiradi. Buning uchun
(39.10) gatorning yig'indisini w(z) bilan belgilab, bu tenglikning ikkala qis-
mini AK(z, t) ga ko‘paytirib va hosil bo‘lgan tekis yaqinlashuvchi gatorni
hadlab integrallaymiz. U holda biz quyidagilarni hosil gilamiz:

)\/bK(x,t)u(t)dt:)\/bK(x,t)[f(t)+)\/bK(t,t1)f(t1)dt1+---]dt:

b b b
— ) / K (z,t) f(t)dt4+-\2 / K(x,1) / K(t, ) f(t)dtydt+ - = ulz)—f(2).

Demak, hagigatan ham (39.10) qatorning yig‘indisi u(z), (39.3) tenglamani
gqanoatlantirar ekan. Shunday qilib, quyidagi teorema isbot qgilindi.

39.1-teorema. Agar A) va B) shartlar hamda (39.13) tengsizlik bajaril-
sa, (39.3) integral tenglamaning yagona uzluksiz yechimi mavjud. Bu yechim
la, b] da absolyut va tekis yaqinlashuvchi (39.10) qator yig*indisi bilan ustma-
ust tushads.

Ushbu ,
() = f(z) + / Kz, )u(t)dt (39.15)
tenglama (39.3) tenglamaning A = 1 bo‘lgan xususiy holidan iborat. Ush-

bu holda ham biz yuqorida keltirgan mulohazalarimiz hech bir o‘zgarishsiz

takrorlanadi.
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Qayd etish joizki, (39.3) integral tenglama (39.13) tengsizlik bajarilmasa
ham uzluksiz yechimga ega bo‘lishi mumkin. Bunga quyidagi misolda ishonch
hosil qgilish mumkin.

r 1

u(r) = 53 + /o (x + t)u(t)dt

integral tenglama uchun |A|M(b—a) = 2 > 1 bo'lib, tenglama u(x) = =
ko‘rinishdagi uzluksiz yechimga ega.

Volterra tipidagi integral tenglamalar. Endi biz Volterra tipidagi ope-
ratorlarning rezolventasini topish masalasini qaraymiz. Quyida keltirilgan tas-
diglardan shu narsa kelib chigadiki, Volterra operatorining rezolventasi noldan
farqli barcha nuqtalarda mavjud va chegaralangan bo‘lar ekan.

(39.4) Volterra tenglamasining o‘'ng tamoniga wu(t) funksiyaning ifodasini

ketma-ket qo‘yib, quyidagini hosil qilamiz:
u(@) = f(@) + AV (@) + -+ NV (@) + V) (). (39.16)

Umumiy hadi A"(V"f)(z) bo‘lgan
F@) + AV @)+ V) (@) + -+ A"V ) () + - - (39.17)

funksional qatorni qaraymiz. (39.11) tengsizlik bajarilganda (39.17) qatorning

umumiy hadini quyidagicha baholash mumkin:

(b—a)"

——a)g WanMn :
n!

@) < At

(a <z <b).

Umumiy hadi
(b—a)"
n!

A" M M"
bo‘lgan musbat hadli qator A, M, va M larning barcha qiymatlarida yaqin-
lashadi. Shuning uchun (39.17) funksional qator absolyut va tekis yaqginlashadi.

Agar (39.4) integral tenglama biror uzluksiz u(z) yechimga ega bo‘lsa, u

holda bu yechim (39.16) tenglamani ham qanoatlantiradi. (39.16) ning so‘nggi
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qo‘shiluvchisi A" (V" ly)(z) uchun quyidagi baho (z € [a, b]) o‘rinli:
(I _ a)n—i—l < ‘/\‘n+1MuMn+1 (b _ a)n—’—l.
(n+1)! (n+1)!

Bundan quyidagi limitik munosabatni olamiz:

‘)\nJrl(anrlu)(x)‘ S ‘/\‘nJrlMu Mn+1

lim A" (V") (2z) = 0.

(39.16) da m — oo da limitga o‘tib, biz (39.4) tenglamani qanoatlantiruv-
chi u(x) funksiya (39.17) qator ko‘rinishida ifodalanishini hosil gilamiz. Xud-
di yuqorida ko‘rsatilgani kabi, (39.17) qator yig‘indisi u(z) funksiya (39.4)
tenglamani qanoatlantirishini isbotlash mumkin. Demak, biz quyidagi tasdiqni
isbotladik.

39.2-teorema. Agar A) va B) shartlar bajarilsa, u holda barcha X lar
uchun (39.4) integral tenglama yagona uzluksiz yechimga ega. Bu yechim [a, b]
da absolyut va tekis yaqinlashuvchi (39.17) qator ko ‘rinishida ifodalanadi.

Bu yerda olingan natijalarni o‘zgarishsiz ravishda

u(zr) = f(x) + /I K(x,t)u(t)dt
tenglamaga A = 1 deb tadbiq etish mumkin.

39.2. Ketma-ket yaqinlashishlar usuli. Shuni qayd etish joizki, ketma-
ket yaqinlashishlar usuli yuqorida bayon qilingan ketma-ket o‘rniga qo‘yish
usulidan farq qiladi. Ketma-ket yaginlashishlar usulida Cfa, b] dan ixtiyoriy
uo funksiyani olamiz va uni (39.3) tenglama o‘ng tomonidagi u(¢) ning o‘rniga
qo‘yib \

u(x) = f(x) + )\/ K(z,t) uo(t)dt
ni olamiz. Hosil gilingan wuy(x) funksiyaaham A) va B) shartlarga ko‘ra [a, 0]
kesmada uzluksiz funksiya bo‘ladi. (39.3) tenglama o‘ng tomonidagi w(t) ning

o‘rniga uq(f) ni qo‘yib
b
us(z) = f(x) + )\/ K (x,t)uy(t)dt
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ni hosil gilamiz. Bu jarayonni davom ettirish natijasida biz

uo(x), ui(x), uz(x), -, up(x), -

funksiyalar ketma-ketligini hosil gilamiz. Agar biz (39.1) Fredholm operatori
ko‘rinishidan foydalansak, u holda yuqoridagi ketma-ketlikning hadlari mos

ravishda quyidagi tengliklar bilan aniglanishi kelib chiqadi:

ui(z) = (@) + AT u) ()

\

1 () = (@) + AT o) ()
() = F(2) + MNT 1) ().

Bu tengliklardan wu,(x) uchun quyidagini hosil qgilamiz

J

un(x) = f(@) + MT f)(@) + X(T?f) (@) + -+ N (T f)(@) + Ral).
Bu yerda
Ry(x) = A"(T" up)(z).
up(z) funksiyaning uzluksizligidan R, (z) uchun quyidagi bahoga ega bo‘lamiz:

[Bn ()] < A" Moy M (0 — a)".

Bu yerdan, (39.13) tengsizlik bajarilgan holda quyidagi limitik munosabat
kelib chiqadi:
lim R,(z) = 0.

n—oo

(39.10) qator (39.13) shartda absolyut va tekis yaginlashadi. Shuning uchun
n ning ortishi bilan w,(z) ketma-ketlik (39.10) qator yig‘indisi bo‘lgan u(x)
funksiyaga tekis yaqinlashadi, ya’ni

Ushbu jarayonda hosil gilinayotgan har bir w,(z) funksiya tanlangan ug(z)
funksiyaga bog‘liq bolib, lekin w(x)— limitik funksiya ug(z) funksiyaning tan-

lanishidan bog‘liq emas.
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Endi biz yechimni yagonaligini isbotlaymiz. Faraz qilamiz, yana bitta v(z) #
u(z) yechim mavjud bo‘lsin. ug(x) sifatida shu v(z) funksiyani o‘zini olamiz,
yani ug(x) = v(z). U holda ravshanki, har bir w,(z) funksiya v(x) bilan
ustma-ust tushadi va o‘z navbatida ularning limiti yana v(x) funksiyadan
iborat bo‘ladi. Yuqorida ta’kidlaganimizdek, u,(z) larning limiti u(x), uo(z)
ning tanlanishidan bog'liq emas. Bu esa u(x) = v(x) ekanligini anglatadi. Bu
zidlik qaralayotgan tenglama yechimining yagonaligini isbotlaydi.

Fredholm tenglamasining Volterra tomonidan berilgan yechimi.

39.1-ta’rif. Agar M(b— a) <1 shart bajarilsa, ushbu
—(Ki(z,t) + Ko(z,t) + - -+ Kp(x,t) +--+) (39.18)

qator absolyut va tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi. Uning yig‘indisi k(x, t) funk-
siya K(x, t) yadroning o‘zaro to‘ldiruvchi funksiyasi deb ataladsi.
Bu yerda K,(x,t) lar (39.5) tenglik bilan aniglanadi.

O‘zaro to‘ldiruvchi funksiya k(x, t) quyidagi tengliklarni qanoatlantiradi:
b b
K(x,t) + k(z,t) :/ K(x,s)k(s,t)ds :/ k(z,s)K(s,t)ds. (39.19)
Haqgiqatan ham,

—K(z,t) — k(z,t) = /b Ki(z,s)[Ki(s,t) + -+ K 1(s,t) + -+ |ds =

= /b[Kl(x, )+ -+ Kpq(x,s)+ - [Ki(s,t)ds.
Bu tengliklardagiakvadrat qavs ichidagi ifodalar (39.18) ga asosan mos ravishda
—k(s, t) va —k(z, s) ga teng bo‘lib, bu (39.19) ni isbotlaydi.
Fredholm tenglamasi, ya'ni (39.3) tenglamaning A = 1 bo‘lgan holda
Volterra tomonidan berilgan yechish usulini bayon gilamiz.
Faraz qilaylik, k(z,t) funksiya K(zx, t) yardroning o‘zaro to‘ldiruvchi

funksiyasi, u(z) esa (39.15) tenglamaning uzluksiz yechimi bo‘lsin, ya’ni
b
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Bu tenglikning ikkala qismini k(x, t)— o‘zaro to‘ldiruvchi funksiyaga ko‘paytirib,

t o‘zgaruvchi bo‘yicha [a, b] kesmada integrallaymiz:

/ bu(t)k(x,t)dt: / bk(;c,t) F(t)dt + / b / bk(x,t)K(t,tl)dtu(tl)dtl -

b b
:/ k(x,t)f(t)dt+/ K (2, t1) + k(z, t1)] u(ty)dt.

Bu yerda biz (39.19) munosabatdan foydalandik. Oxirgi tenglikdan esa

b b
/ k(x,t) f(£) dt + / K(z,t)u(t)dt =0 (39.20)

ni olamiz. (39.15) ga asosan

b
/ K(x,t)u(t)dt = u(x) — f(x)

bo‘lib, uni (39.20) ga qo‘yib, quyidagi ifodani olamiz:

w(w) = f(z) — / k(. £ F(£)dt. (39.21)

Shunday qilib, agar (39.15) integral tenglama biror uzluksiz yechimga ega
bo‘lsa, u yagona bo‘ladi va (39.21) tenglik bilan ifodalanadi. Demak, biz
quyidagi tasdiqni isbotladik.
39.3-teorema. A), B) va M(b — a) < 1 shartlar bajarilsin, (39.15)
tenglama yagona uzluksiz yechimga ega va u (39.21) formula bilan ifodalanadi.
Integral tenglamalarni yechishga doir misollar. Endi biz integral
tenglamalarni yuqorida keltirilgan usullar bilan yechishga doir misollar kelti-
ramiz.

39.1-misol. Quyidagi
u(z) =1+ )\/ u(t)dt (39.22)
0

integral tenglamani ketma-ket o‘rniga qo‘yish usuli bilan yeching.
Yechish. Bu Volterra tipidagi integral tenglama, 39.2-teoremaga ko‘ra u

barcha A larda yagona yechimga ega. Bu integral tenglama uchun ketma-ket
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o‘rniga qo‘yish usulini qo‘llash mumkin. Bu misolda f(z) = 1. Endi (V"f)(x)

=/0xf(t)dt=/0xdt:a:,
f tl dtldt dt dt; = tdt =
/ / [ fan=[

larni hisoblaymiz:

Xuddi shunday (V3 ni hisoblash mumkin.
23
/dy/dt/ds-/dy/tdt —dy—3
va hokazo
n :Ijn
Vi) = 2
Shunday qilib, qaralayotga (39.22) integral tenglama yechimi quyidagi ko‘rinishga
ega ckan
A\x)? Ax)"
u(x):1+)\x+(;) ++(nx') +oe= e (39.23)

Osongina ko‘rsatish mumkinki, u(r) = e** funksiya istalgan A uchun (39.22)
tenglamani qanoatlantiradi.

Endi (39.22) integral tenglamani ketma-ket yaqinlashishlar usuli bilan yecha-
miz. Ravshanki, dastlabki wug yaqinlashish sifatida biz ixtiyoriy funksiyani
tanlashimiz mumkin. ug(x) = 0 deb olamiz. U holda (39.22) tenglamaning
o‘'ng tomonidagi u(t) o‘rniga uy ni qo‘yib birinchi yaqinlashish w;(z) uchun
ui(xr) = 1 ni olamiz. Endi u(t) o‘rniga wy(t) ni qo‘ysak, 2-chi yaqinlashish
ug(x) = 1+ Az ni olamiz. Shu kabi

X X 1
u3(x):1—|—)\/0 ug(t)dtzlJr)\/O (14 M)dt = 14 Az + 2%

Bu jarayonni davom ettirib n + 1 —qadamda

1
(n—1)!
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ni hosil gilamiz. Bu tenglikda n — oo da limitga o‘tib

lim w,(z) = ™
n—oo

(39.22) integral tenglama yechimini olamiz.

Demak, barcha A € R lar uchun (39.22) integral tenglamaga ketma-ket
yaqinlashishlar usulini qo‘llash mumkin va hosil bo‘lgan {u,(x)} ketma-ketlik
(39.22) integral tenglama yechimi bo‘lgan u(z) = e** ga yaqinlashadi.

39.2-misol. Quyidagi

b
u(z) = f(x) + )\/ () (t)u(t)dt (39.24)

integral tenglamani yeching. Bunda ¢ va 9 funksiyalar uzluksiz bo‘lib

/ " o(yo(t)dt = 0 (39.25)

shartni qatoatlantiradi.
Yechish. (39.24) integral tenglamani ketma-ket o‘rniga qo‘yish usuli bilan

yechamiz. Buning uchun

b
ult) = £(t) + A / o(£)(s)u(s)ds

ni (39.24) ning o'ng tomonidagi u(t) o‘rniga qo‘yamiz:

) = fla) £ [ o) {f(t) - [ bso(tw(s)u(s)ds} at

= 1)+ 20(@) [ VOs0a R { bso(tw(t)dt} [ vty

Agar (39.25) shartdan foydalansak w(z) uchun quyidagi ifodani olamiz

b
u(e) = 1) + Mo(o) [ w0700t (39.26)

Bu tenglikning o‘ng tomoni wu(z) ga bog‘liq emas, keyingi o‘rniga qo‘yishlar
yana (39.26) tenglikka olib keladi. Demak, ixtiyoriy A € R uchun (39.24)

integral tenglamaning yechimi (39.26) ko‘rinishda bo‘lar ekan.
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Endi (39.24) integral tenglamani ketma-ket yaqinlashishlar usulidan foy-
dalanib yechamiz. Boshlang‘ich yaqinlashish sifatida ug(x) = f(x) ni olamiz.
U holda birinchi yaqginlashish

b
wle) = 1)+ Ao(a) [ wOs @t (390.27)
bo‘ladi. wi(z) ni (39.24) ning o‘ng tomoniga qo‘yib us(x) uchun quyidagini

olamiz

nle) = 1)+ 2e(w) [0 Lo oeto) [ bws)f(s)ds} it -

= 1@+ 30 [ vosar o) [ oo [osas

' ' ' (39.28)

Ortogonallik sharti bo‘lgan (39.25) dan foydalanib, (39.28) dan ug(z) = uy(z)

ga kelamiz. Xuddi shunday w,(z) = u1(z), n > 3 tenglikka kelamiz. Demak,

biz (39.24) integral tenglamaga ketma-ket yaqinlashishlar usulini qo‘llab, biz
ikkinchi hadidan boshlab o‘zgarma bo‘lgan

b
w(2) = Flx) + Xela) [ (00
funksional ketma-ketlikka ega bo‘ldik. Bundan

lim u,(z) = u (z).

Demak, istalgan A € R da (39.24) tenglama yagona yechimga ega va u
(39.27) tenglik bilan ifodalanadi.

Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar
1. Fredholm tipidagi integral tenglamaning umumay ko ‘rinishini yozing.
2. Volterra tipidagi integral tenglamaning umumiy ko ‘rinishini yozing.

3. C|—m, 7| fazoda
u(zx) = sin:z:Jr)\/ cos x cost u(t)dt

—T

integral tenglamani ketma-ket o ‘rniga qo ‘yish usuli bilan yeching.
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4. Cl—m, 7| fazoda

u(x) = sinx 4+ )\/ sinxsintu(t) dt

-7

integral tenglamani ketma-ket yaqinlashish usuli bilan yeching.

5. Parametr A € R ning qanday qiymatlarida

u(z) =sinx + >\/ (cosxcost — sinx sin t)u(t)dt

—T

integral tenglama uchun (39.13) tengsizlik bajarilads.
40-§. Integral tenglamalarni Fredholm usuli bilan yechish

Biz bu paragrafda (39.3) integral tenglamaning Fredholm tomonidan beril-
gan yechish usulini bayon qilamiz. Butun 40-paragraf davomida f dan kvadrati
bilan integrallanuvchanlik shartini, K dan esa 39-§ dagi A) shartning bajari-
lishini talab qilamiz. Bu shartda 37.2-teoremaga ko‘ra (39.1) tenglik bilan
aniqlangan T operator Ls[a, b] fazoda o‘z-o‘ziga qo‘shma, chegaralangan va
kompakt bo‘ladi.

Endi Fredholm tomonidan berilgan yechish usulida muhim o‘rin tutadigan

Fredholm determinanti A(X) va Fredholm minorini D(x,t; \) ni keltiramiz:

AN =1+ i(—m% Ay, (40.1)

K(ti,t1) K(ty,t9) --- K(t1,t,)

b b1 K(ta, t1) K(ta, ta) - - K(to, ty
An:/ / _(2 % _(2 2 (2. ! Vatrdty - at,
K(tp,t1) K(ty,ta) - K(ty, tn)
o )\n—|—1
D(x,t;A) = AK (z,t) + Y _(=1)" ——Ba(,1), (40.2)
n=1 ’



K(x,t) K(z,t1) -+ K(z,t,)

/b.“/b K(ti,t) K(t,th) -+ K(t1, t,)

By (z,t) = dty - dty.

K(t, t) K(t,t1) -+ K (b, ta)

Bu funksiyalarga K(z, y) yadro orqali qurilgan (39.3) integral tenglamaga
mos Fredholm determinanti va minori deyiladi. Keyinchalik (39.3) integral
tenglamaning yechimini topish jarayonida muhim ahamiyatga ega bo‘ladigan

Fredholmning 2 ta fundamental munosabatini keltirib utamiz:

D(z,t;\) — MK (x,t)A(N) = )\/bK(s,t)D(x, s; A)ds, (40.3)

D(z,t;\) — MK (z,t)A(N) = )\/b K(x,s)D(s,t; \)ds. (40.4)

(39.3) integral tenglamaning Fredholm tomonidan berilgan yechimi Fredholm
determinanti va minori bilan uzviy bog‘liq. Ushbu qatorlarning yaqinlashishi-
ni, ularning umumiy hadlarini biror yo‘l bilan baholash orqali ko‘rsatiladi.
Buning uchun biz quyidagi Adamar teoremasidan foydalanamiz.

40.1-teorema (Adamar). Ushbu

bll bl? : bln
B— b21 b22 : b2n
bnl bn2 e bnn

algebraik determinantning har bir by hadi haqiqiy bo ‘lib,
bi| <M, i=1,....,n, k=1,....n

tengsizlikni qanoatlantirsin, u holda |B| < M™~/n" tengsizlik o ‘rinli.

Adamar teoremasi quyidagi lemma yordamida isbotlanadi.
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40.1-lemma. Agar

ajp ai2--- Qin

g1 @22 - QA2
A=

Apl Gp2° - Gpp

algebraik determinantning har bir a;;. hadi haqgiqiy bo ‘lib
n
el <1 k=1,....n
i=1

tengsizlikni ganoatlantirsa, |A| <1 tengsizlik o ‘rinli.

Bu lemmaning isbotini keltirmaymiz, lekin n = 2 va n = 3 bo‘lgan
hollardagi geometrik talginini beramiz. Tekislikda bir uchi koordinata boshi
0(0,0) da qolgan uchlari P(x1,y1), Ps(xe,y2) hamda Ps(xs3,ys) nuqtalar-
da bo‘lgan parallelogrammning yuzini topish masalasi qo‘yilgan bo‘lsin. Bu

parallelogrammning yuzi

1 U1

S=|4, A=

T2 Yo

formula bilan hisoblanadi. Agar OP; va OP, vektorlar uzunliklari birga
teng, yani a2 + 35 = 23 + y5 = 1 bo‘lsa, u holda bu parallelogrammning
yuzi 1 dan oshmaydi. Xuddi shunday uch o‘lchamli fazoda OP;(x1,y1, 21),
OPy(x9,Y2,29) va OPs(x3,ys,23) vektorlar yordamida hosil qilingan paral-
lelepipedning hajmi

T Yy <~
V:|A\, A= T2 Y2 T2

X3 Y3 <3

formula yordamida hisoblanadi. Malumkim birlik |OP)| = 2? + y? + 22 =
1, 1 =1,2,3 vektorlar yordamida qurilgan parallelepipedning hajmi birdan
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oshmaydi. Hajm 1 ga teng bo‘lishi uchun vektorlarning ortogonal bo‘lishi
zarur va yetarlidir.

40.1-teoremaning isboti. Quyidagi belgilashni kiritamiz:

b+ b5 4+ bE =5, i=1,2,...,n.

Quyidagi ikkita hol bo‘lishi mumkin.

1-hol. s; lardan bir yoki bir nechtasi nolga teng, masalan s; = 0. U holda
barcha £ =1,2,...,n lar uchun b;; = 0 bo‘lib, bundan esa determinantning
bitta satr elementlari nol bo‘lganligi uchun bu determinant nolga tengligini,
ya'ni B = 0 ni olamiz. Bu holda teorema tasdig‘i bajariladi.

2-hol. s; lardan birortasi ham nolga teng emas. U holda ixtiyoriy ¢ =
1,2,...,n uchun s; > 0 orinli. Endi B determinantni quyidagicha tasvir-

laymiz:

bll

B =./s189---5,

NG

bnl

b12

NG

bn2

bln

V/S1

bnn
Vo

Uning har bir satr elementlari uchun

ba 2+ biz 2+ L T
\/3_1' \/S_z \/8—Z - Ty Sy ey

tenglik o‘rinli, ya’ni 40.1-lemma shartlari bajariladi. Bundan esa

|B| < \/s152- -+ sy,

tengsizlikning o‘rinli ekanligini olamiz. Teorema shartiga asosan |bj| < M

bo‘lgani uchun s; < nM? bo‘lib, bundan kerakli
|1B| < M"v/n"

tengsizlikni olamiz. A
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Ushbu teoremadan foydalanib K(x,t) yadro |K(z,t)] < M tengsizlikni
qanoatlantirsa, unga mos (40.1) qator bilan aniglanuvchi A(A) Fredholm de-
terminanti A parametrning barcha qiymatlarida yaqinlashuvchi bo‘ladi. Agar
biz (40.1) ni darajali qator sifatida qarasak, uning yaqinlashish radiusi R =
oo bo‘ladi. Bundan A()\) funksiyaning kompleks tekislikda analitik funksiya
ekanligi kelib chiqadi. Xuddi shunday (40.2) qator bilan aniglanuvchi D(x,t; \)
Fredholm minori ham A parametrning barcha giymatlarida va har bir (x,y) €
[a, b] X [a, b] da absolyut, [a, b] X [a, b] da tekis yaqginlashuvchi bo‘ladi. De-
mak, uning yig‘indisi bo‘lgan D(z,t; \) funksiya (z, t) bo‘yicha uzluksiz va
A parametrning analitik funksiyasi bo‘ladi.

(39.3) integral tenglamaning Fredholm tomonidan berilgan yechimi quyida-
gi 40.2, 40.4 va 40.5-teoremalarda o‘z ifodasini topgan.

40.2-teorema. A) shart bajarilsin va A(X) # 0 bo‘lsin. U holda ixtiyoriy
f € Lola, b] da (39.3) integral tenglama

u(z) = f(x) + ﬁ/a D(x,t; \) f(t)dt (40.5)

formula bilan ifodalanuvchi yagona yechimga ega.
Isbot. Faraz qilaylik, (39.3) tenglama wu(x) yechimga ega bo‘lsin. Uni

quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz

b
u(t) = f(t) + )\/ K(t,s)u(s)ds. (40.6)
(40.6) tenglikni ikkala qgismini D(z,¢; \) ko‘paytirib t— o‘zgaruvchi bo‘yicha

a dan b gacha integrallab, natijada

/b D(z,t; \)u(t)dt =

= /b D(x,t; \) f(t) dt + A /b /bD(x,t; MK (t, s)u(s)dsdt (40.7)

tenglikni hosil qilamiz. Ikki karrali integral ostidagi ifoda t va s lar bo‘yicha

integrallanuvchi bo‘lganligi uchun, Fubini teoremasiga (37.1-teoremaga qarang)
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ko‘ra, unda integrallash tartibini o‘zgartirish mumkin. Uni quyidagicha yoza-

llbu@){Ablbkxus)DCauA)M}ck. (40.8)

(40.3) Fredholm fundamental munosabatiga ko‘ra (40.8) ni quyidagicha yozish

miz

mumkin
/ {D(z,s;\) — XA\ K(z,s)} u(s)ds.

Bu tenglikka ko‘ra (40.7) tenglama ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi

/ D(z,t; ) u(t) dt =
a b

b b
:/D(x,t;)\)f(t)dt—l—/D(a:,s;)\)u(s)ds—)\A()\)/K(x,s)u(s)ds.

a

/ab D(z,t; M) u(t) dt = /ab D(x, s; \u(s)ds

ayniyatni hisobga olsak oxirgi tenglikdan quyidagini olamiz:

b
)\/ K(z,t)u( /D:z:,t,/\ t)dt.

A fab K(z,t)u(t)dt ning bu ifodasini (39 3) ga qo’yib

1@0:ﬂ@+zallD@¢Aﬁ@ﬁ

ni olamiz. Demak, (39.3) tenglamaning ixtiyoriy yechimi (40.5) ko‘rinishga ega

Agar biz

ekan. Bu 40.2-teoremani isbotlaydi. A
Bu teoremadan natija sifatida aytish mumkinki, agar A(A) # 0 bo'lsa,
(39.3) integral tenglamaga mos bir jinsli integral tenglama fagat nol yechimga
ega bo‘ladi.
40.1. Bir jinsli tenglamaning yechimi. Endi (39.3) integral tengla-

maga mos bir jinsli tenglamani, ya’'ni

;m:A/%q%mmmt (40.9)



tenglamani qaraymiz. Quyidagi tasdiq o‘rinli.
40.3-teorema. Agar A(Xo) = 0 wva D(xz,t;Ng) aynan nol funksiya
bo ‘lmasa, u holda shunday ty € [a, b] mavjudki, D(x,to; Xo) funksiya

u(z) = N\o /bK(as,t)u(t)dt (40.10)

tenglamaning aynan nolga teng bo‘Imagan uzluksiz yechimi bo ‘ladi.
Isbot. (40.10) integral tenglamaning yechimini topish uchun barcha A
larda o‘rinli bo‘lgan Fredholmning (40.4) fundamental munosabatidan foy-

dalanamiz. Teorema shartida (40.4) munosabat
b
D(x,t; \g) = )\0/ K(z,s)D(s,t; \g)ds (40.11)

ko‘rinishni oladi. Teorema shartiga ko‘ra ¢y € [a, b] ni shunday tanlash
mumkunki, D(x,%; Ag) aynan nolga teng bo‘lmagan funksiya bo‘ladi. (40.11)
munosabat barcha t € [a, b] larda, xususan, t = ¢y, bo‘lganda ham o‘rinli,
ya'ni

b
D(Qf,ﬁog/\o) = )\0/ K(I,S)D(S,to;)\o)d&

Bu esa D(z,tp; \g) funksiya (40.10) integral tenglamaning yechimi ekanligini
anglatadi. Yuqorida keltirilgan Adamar teoremasidan ko‘rinadiki, D(z,t;\)
funksiya barcha z,t € [a, b] larda tekis yaqinlashuvchi va hadlari uzluksiz
funksiyalardan iborat qator yig‘indisi sifatida uzluksizdir. A

40.1-ta’rif. Agar biror A = Ao uchun A(Xg) = 0 bo‘lsa, Ny ga K(z,t)
yadroning zarakteristik soni deyiladi. (40.10) tenglamaning nolmas yechimi
esa K(x,t) yadroning X\o zarakteristik songa mos fundamental funksiyasi
deyilads.

Agar N\o— K(z, t) yadroning xarakteristik soni bo‘lsa, u holda u = 1/Xg
soni (39.1) tenglik bilan aniglangan T" operatorning xos qiymati bo‘ladi. K (z,1)

yadroning fundamental funksiyalari, T operatorning xos funksiyalari bo‘ladi.
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40.3-teoremada D(z,t; Ag) aynan nolga teng emas shartini A’'(A\g) # 0
shart bilan almashtirish mumkin. Buning ucnun biz barcha A larda o’rinli

bo‘lgan quyidagi tenglikdan (|10] ga qarang) foydalanamiz
b
/ D(z, z; N)dz = =X A'(N). (40.12)

Faraz qilaylik, A(Ag) = 0 va A’(Xg) # 0 bo‘lsin. Ma’lumki ((40.1) ga qarang),
A(0) =1 shuning uchun Xy # 0. Agar biz (40.12) formulada A = A¢ desak,
uning o‘ng tomoni noldan farqli bo‘ladi, shunday ekan uning chap tomoni
ham nolmas bo‘ladi. Bundan D(z, x; A¢) aynan nolga teng emasligi va o'z
navbatida D(x, t; \g) ning ham aynan nolga teng emasligi kelib chiqadi.
Agar A(Ng) = 0 bilan birgalikda D(z, t; Ag) = 0 bo‘lsa, u holda (40.10)
bir jinsli tenglamaning nolmas yechimlarini topish uchun yuqor: tartibli mi-
norlarni qarashga to‘g‘ri keladi. Yuqori tartibli minorlarni kiritish uchun biz

quyidagi belgilashlardan foydalanamiz:

K(Sl,tl) K(Sl,tz) K(Sl,tn)

K S1, §2,...,8p _ K(Sg,tl) K(Sg,tg) K(Sg,tn) (4013)

K(sn,t1) K(sp,ta) -+ K(sp,tn)

va,
T1, To, ..., T
Bn 1 2 p _
Y, Y2, -5 Yp
b b i, oo Ty tl, ..t
:/ K| PRI . (40.14)
a a Y1, 7yp7t17 7tn

Xususan n =0 da

L1, T2y..-,Tp X1, L2,.-.,Tp

By (40.15)

Yty Y2, - -5 Yp Y, Y2, -, Yp
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U holda A(X) ning p— tartibli minori quyidagicha aniglanadi

Ti, Ty, Ty, A > APt Ti, Ta, ..., T
p | I SNy, | T ] =
n!
y17y27"'7yp7>\ n=0 Y, Y2, - -5 Yp
— Dyl N (0.16)

Xususiy hol p =1 da Di(z,y; \) = D(x,y; A). Ta’kidlash joizki, agar biror
i # j uchun x; = x; bo‘lsa, u holda (40.13) tenglik bilan aniglangan

T, Tay ..., Tp

Y, Y2, - Yp
determinantning ¢— chi va, j— chi satrlari bir xil bo‘ladi va natijada

T, B Tp | _ 0
Y, Y25 -5 Yp

bo‘ladi. Bundan D,(z,y; A\) = 0 ekanligi kelib chiqadi. Xuddi shunday biror
i # j uchun y; = y; bo'lsa ham D,(x,y; ) = 0 bo‘ladi. Agar (40.13) tenglik
bilan aniglangan

T, Tay ..., Tp

Yi, Y25 -5 Yp
determinantda a; bilan x; ning o‘rnini almashtirsak (40.13) determinantda
i— chi va j— chi satrlarning o‘rni almashadi, bu esa (40.13) determinantning
ishorasini o‘zgartiradi. Bu xossa p — tartibli minor Dy(z,y; A\) uchun ham
o‘rinli, ya'ni agar biz p — tartibli minor

N L1, T2, ..., Tp, A = Dyl \)
YLy Y25+ -5 Ypy A

da ((40.16) formulaga qarang) z; bilan z; ni o‘rnini almashtirsak, p — tartibli

minor Dy(x,y; A) ning faqat ishorasi almashadi.

Fredholmning umumlashgan fundamental munosabatlari quyidagilar:
N L1, T2, ..., Tp, A _
Yt Y2,-- -5 Yp, A
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p
X1y ooy L1y Tatdy oy Tpy A
=Y )" AK (w0 D[ R
a=1 Yty -5 Yp—1, Yg+1, - - - 7yp7)\
b L1y ooy Ta1s Loy Tatls - - s Tpy A
A / K(t,ys) D dt.  (40.17)
a Yty -5, Yp—1, t) Ysg+1y - - -, yp7 A
T1, Ty ..y Tp, A
y17y27'-'7yp7>\
p
Ty ooy L1y Tatly -« Tpy A
Z OH—ﬁ)\K .I'O”y/g) D 1 a—1, Lo+l D .
6=1 Yty -5 Yg—1,Yp4+15 - - - yp7)\

b Tl oo Toely by Tatls . oy Tpy A
A / Ko, t)D| ™ b et PO d (40.18)
a Yty -5 Yp-15 Yp, Yp4+1,- -+, ypa)‘

Yugqorida keltirilgan (40.12) munosabat quyidagi umumiy munosabatning xu-

susiy holidir

b b
T1, T2, ..., Tp, A (
/--~/D dor -z, = (—1PAPAD (). (40.19)

T1, T2, ..., Tp, A

(40.17)-(40.19) tengliklarning isboti [10] da keltirilgan. Faraz qilaylik, A soni
A(A) = 0 tenglamaning ildizi bo‘lsin. Ma’lumki, A(0) = 1 shuning uchun
Ao # 0. A(N) analitik funksiya bo‘lganligi uchun Ay uning chekli r karrali

noli bo‘ladi, ya'ni
AX) =0, AX)=0, ..., AUDN) =0, AP #£0.

Agar biz (40.19) formulada A = XAy va p = r desak, u holda (40.19) ning
o'ng tomoni nolmas bo‘ladi. Demak, uning chap tomoni ham nolmas, bu esa
o'z navbatida p— tartibli D,(z,z;\g) minorning aynan nolmas ekanligini
keltirib chiqaradi. Bu yerdan D,(z,y;A¢) ning aynan nol funksiya emasligi
kelib chigadi. Agar A\g soni A(A) funksiyaning r karrali noli bo‘lsa, u holda
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shunday ¢ < r natural son mavjudki, quyidagilar bajariladi:
A()\O) :07 D(xaya)\()) EOa-"a Dq—1<xay; )\O) =0

bo‘lib, Dy(x,y; A\o) aynan nolmas bo‘ladi.

40.2-ta’rif. Yuqorida aniglangan q soniga \g xarakteristik sonning kar-
raligi deyilads.

Shuni ta’kidlaymizki, simmetrik yadrolar uchun ¢ = r tenglik o‘rinli. Xusu-
san bizning holimizda ham ¢ = r bo‘ladi.

D,(z,y; Ag) aynan nolmas funksiya bo‘lganligi uchun shunday x; = =i,
Ty = Thy...,Tqg = Ty, Y1 = Y1, Y2 = Yy,---,¥Yg = Y, nuqtalar mavjud
bo‘lib,

5 T, Ty ooy Ty Ao L0
Yis Yoy -+ s Ygs A0

bo‘ladi. Endi Fredholmning (40.18) umumlashgan fundamental munosabatida

A=X, pP=gqva

/

_ / _ / _ _ / _
T1 =127, oy Ta-1=2Ta 1, Ta=1=T, Tatl = Taip,---5 Lq = Ty,

YI=Y1 s Yol = Yo 1 Yo = Yn» Yatl = Yoi1r- - Yq = Yo

desak, quyidagi tenglikka ega bo‘lamiz

5 TYy ooy Ty 1y Ty Tgiqy e Ty A _
yi? et y(l)g—lay/om y(/x+17"'7y(/]7 )‘
b ! / / !
Xy, oo, x gt X .., T Ao
— o ][ Kz, t)D [ ™ ot ot ‘ dt.  (40.20)

ylla s 7y,ﬁ_17 y/ﬁa y,ﬁ+17 SR y(lp )‘0

(40.20) tenglikning ikkala gismini noldan farqli bo‘lgan

o /
x17x27"'7xq7>\0 P
D = D,(z',y"; \o)

yi? yéu 7y£]7>\0
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bo‘lamiz va,

/ !/ /
XYy ooy Ty 1y Ty Xy gy T

D ;7)\0
yia < 7y/ﬁf17 y,ﬁa y/ﬁJrl?' . '7yéa>\0

Dq(ajly y/7 )\0)

Yalx,Ng) = (40.21)

belgilash kiritib, barcha o =1, 2,..., ¢ larda quyidagiga ega bo‘lamiz

b
YalT, \o) = )\0/ K(x,t)pa(t, No) dt. (40.22)

(40.22) tenglik @1(z, Ao), w2(x, Ao), - - ., @q(x, Ao) lar bir jinsli (40.10) tengla-
maning yechimlari ekanligini bildiradi. Bu yechimlar uzluksiz va (40.21) ga

ko‘ra
pulhh) =4 9 el (40.23)
0, agar o= (.
40.1-lemma. Bir jinsli (40.10) tenglamaning yechimlari sistemasi
©1(x, No), pa(z,X0)s ..y @g(x, o) chizigli erklidir.

Isbot. Faraz qilaylik,
Cl Spl(xa )‘0) =+ CQ @2(:57 )‘0) + -+ Cq @Q(x7 )‘0) =0
tenglik biror C, Cs,...,C, sonlar uchun o‘rinli bo‘lsin. So‘nggi tenglikda
xr =z}, desak, (40.23) ga ko'ra C, =0, a =1, 2, ...,q ga ega bo‘lamiz. A

Ma’lumki bir jinsli tenglama yechimlari yig‘indisi va songa ko‘paytmasi

yana yechim bo‘ladi. Shuning uchun
u(x) = Cri(x, o) + Copa(w, o) + -+ + Cqpg(x, M) (40.24)

funksiya ixtiyoriy Ci, Cs, ..., C, sonlar uchun (40.10) bir jinsli tenglamaning
yechimi bo‘ladi. Endi (40.10) bir jinsli tenglamaning ixtiyoriy yechimi (40.24)
ko‘rinishga ega ekanligini ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik, v(x) bir jinsli (40.10)

tenglamaning biror yechimi bo‘lsin, ya’'ni

o() = X / Kt ) o(s)ds = 0 (40.25)
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bo‘lsin. U holda ixtiyoriy H(x, t) uzluksiz funksiya uchun quyidagi ayniyat

o‘rinli
b b
/ {v(t)H(:z:,t) — )\0/ K(t,s)v(s)H(x,t) ds} dt = 0. (40.26)
(40.25) dan (40.26) ni ayirib, quyidagiga ega bo‘lamiz
b
v(x) = )\0/ N(z,t)v(t)dt, (40.27)
bu yerda,
b
AN (x,t) = MK (z,t) — H(x,t) + )\0/ K(s,t) H(zx,s)ds.

Endi Fredholmning (40.17) umumlashgan fundamental munosabatida A =
Ao, p=q+1 va 2441 =, Yg+1 =y desak va x; bilan x; ning o’'rni almash-

ganda D,(z,y; Ag) ning ishorasi almashinishini hisobga olsak, quyidagiga ega

bo‘lamiz
T, X1, ..., LTy A L1y ooy Ly e vy Ty A
T = MK @y D[ R
yayla"'aym)\() yla"wyﬁr"ayqa)\o
q
X1y Ta1y Ty Tails- -y Tgy A
- > NK@ayD | e R
a=1 Yty -5 Ya—-1, Yoy Ya+1s--+5Yqs >\0
b Ty T1, oy Ty Ao
+)\0/ K(s,y) D ds. (40.28)
a S, Y1y - - -5 Ygs >\0
(40.28) tenglikda
_ ! _ ! !
Iy =Ty, ..., ,Z'q—$q, y_tn Yyr = Yy, ---:yq_yq

almashtirish qilamiz, hamda (40.28) tenglikning ikkala qismini noldan farqli
bo‘lgan
A A D\
D b v = D, (2,45 M)
yi? yéa cee 7y£]7 )\0
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ga bo‘lamiz va,

b T, Ty T A
Y, yiv "'7y£]7 A0
H = 40.29
(2.9) R (10.29)
belgilash kiritib quyidagiga ega bo‘lamiz:
Z)\()K gOa s )\0)
b
= MK (z,t) — H(x,t) + )\o/ K(s,t) H(x,s)ds. (40.30)

(40.30) tenglikning o'ng tomoni AN (z, t) ga teng. (40.26) aytiyat ixtiyoriy
H(z, t) uzluksiz funksiya uchun o‘rinli edi. Shuning uchun biz uni (40.29)
tenglik bilan aniqlangan H(x, t) bilan almashtiramiz. Natijada

)\()N 33 t Z)\O gpa Z, /\0)

tenglikni olamiz. A\gN(z, t) ning bu ifodasini (40.27) tenglikning o‘ng tomoni-

ga qo'yib,
q b
— 0 > alwda) [ (el oty
a=1 a

tenglikka ega bo‘lamiz. Bundan v(z) ning (40.24) ko‘rinishda tasvirlanishi ke-
lib chiqadi. Shunday qilib, biz Fredholmning ikkinchi fundamental teoremasini
isbotladik.

40.4-teorema. Agar A = Xy soni K(z, t) yadroning q karrali zarakteris-
tik soni bo‘lsa, u holda (40.10) bir jinsli tenglama q ta chizigli bog’lanmagan
YalT, No), =1, 2,...,q yechimlarga ega bo‘ladi va izriyoriy u(x) yechim
ularning chizigli kombinatsiyasi ko ‘rinishida tasvirlanadi, ya’'ni u(zx) yechim
uchun (40.24) tenglik o’rinli.

Bu chizigli bog'lanmagan ¢, (x, Ag), & = 1, 2,...,q yechimlar sistemasi

(40.21) tenglik bilan aniqlanadi.
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40.2. Bir jinslimas tenglamaning umumiy yechimi. Hozir biz bir
jinslimas (39.3) integral tenglamaning umumiy yechimini beramiz. Agar A(\)
# 0 bo‘lsa, (39.3) integral tenglama yagona yechimga ega va u (40.5) tenglik
bilan aniglanadi. Endi (39.3) bir jinslimas integral tenglamani A(A) = 0 hol-
da yechishga harakat gilamiz. 38.1-teoremaga ko‘ra (39.3) tenglama yechimga
ega bo‘lishi uchun f € Lyla, b] funksiya (40.9) bir jinsli tenglamaga qo‘shma
tenglamaning barcha yechimlariga ortogonal bo‘lishi zarur va yetarli. Biz sim-
metrik yadrolarni ((37.8) shartga qarang), yami 7" = T* holni qarayapmiz.
Bu holda (40.9) bir jinsli tenglamaga qo‘shma tenglama (40.9) tenglamaning
o‘zidan iborat. Faraz qilaylik, A\ = A¢ soni K(x, t) yadroning ¢ karrali
xarakteristik soni bo‘lsin, u holda (40.10) bir jinsli tenglama ¢ ta chizigli
bog'lanmagan ¢, (x, \g), a =1, 2,...,q yechimlarga ega bo‘ladi. Bu holda
(39.3) tenglama yechimga ega bo‘lishi uchun f € Ls[a, b] funksiya (40.10)
bir jinsli tenglamaning barcha yechimlariga ortogonal bo‘lishi zarur va yetarli,
ya'ni

b
/ f(@) palz, Xo)dr =0, a=1,2,...,q (40.31)

Faraz qilaylik, (40.31) shartlar bajarilgan bo‘lsin, u holda 38.1-teoremaga ko‘ra
(39.3) tenglama yechimga ega bo‘ladi. Bu teorema yechimning mavjudligini
beradi xalos. Yechimni topish esa oson masala emas. Hozir biz yechimni top-
ishning Fredholm tomonidan berilgan usulini bayon qilamiz. Faraz qilaylik,

(40.31) shartlar bajarilgan bo‘lsin. U holda

2‘1: MK (2, x) /bf(t) Vo (t, No)dt = 0 (40.32)

ayniyatga ega bo‘lamiz. \g K (z,z)) = A\ K(z),, x) ifoda t ga bog'liq bo‘lma-

ganligi uchun uni integral tagiga kiritish mumkin, ya’ni

/b {zq: MK (2, 1) pat, )\0)} f(t)dt = 0. (40.33)
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(40.30) dan hamda K (z,t) = K (¢, x) shartdan foydalanib (bu holda H(x,t) =
H(t,z) bo‘ladi) (40.33) ni quyidagicha yozish mumkin

b
OE)\O/ K(x,t)f(t)dt — /Ha:t t) dt+

Iy / ) { / K(z.s) H(s, 1) ds} dt. (40.34)

So‘nggi qo‘shiluvchi

Ao//f H(s,t)dsdt

ni quyidagicha ham yozish mumkin: bunda ¢ va s larni joyini almashtirib

)\0//]” H(t,s)dtds
)\O/th{/Hts }dt.

Bu ifodani (40.34) ga qo’yib va birinchi va oxirgi hadlarni birlashtirib quyida-

yoki

giga kelamiz:

b b b
0= / K(x.t)d £t) + / H(t,5)f(s)ds b dt — / H(x 4)f(t)dt. (40.35)
Agar biz .
+/ H(t,s
yoki ,
up(z) — f(x) :/ H(x,s) f(s)ds (40.36)

desak, u holda (40.35) quyidagi ko‘rinishga keladi:

up(z) = f(x) + )\0/ K(x,s) up(s)ds.

Shunday qilib, (40.31) shartlar bajarilganda (39.3) tenglamaning A = Ao da
hech bo‘lmaganda bitta (40.36) tenglik bilan aniglanuvchi wg(x) yechimi mav-
jud. Endi (39.3) tenglamaning barcha yechimlarini topamiz. Faraz qilaylik,
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(39.3) tenglama A = Xy da wy(z) dan fargli u(x) yechimga ham ega bo'lsin.
U holda u(z) — ug(x) (40.10) bir jinsli tenglamaning yechimi bo‘ladi. 40.4-

teoremaga ko‘ra
u(x) —up(x) = Crp1(x, M) + Capa(w, Ao) + -+ + Cyipg(x, Ao).

Bu yerda C}, Oy, ..., C, ixtiyoriy o‘zgarmaslar. Ma’lumki, bir jinslimas teng-
lamaning umumiy yechimi, uning biror xususiy yechimi bilan bir jinsli tengla-
maning umumiy yechimi yig’indisidan iborat. Shunga ko‘ra (39.3) tenglama-

ning A = Ay dagi umumiy yechimi
b
u(e) = f(o)+ [ H(w0) ) dt+

+C1 p1(x, Xo) + Copa(w, Ag) + -+ + Cy g, Ao) (40.37)

bo‘ladi. Shunday qilib biz Fredholmning uchinchi fundamental teoremasini
isbotladik.

40.5-teorema. Agar A = Ay soni K(x,t) yodroning q karrali xarakte-
ristik soni bo‘lsa, u holda (39.3) tenglama umuman olganda yechimlarga ega
emas. Bu tenglama yechimga ega bo lishi uchun (40.31) shartlarning bajarili-
shi zarur va yetarli. Agar (40.31) shartlar bajarilsa, u holda (39.3) tenglama
cheksiz ko‘p yechimlarga ega bo‘lib, ular (40.37) formula bilan aniglanadi.
(40.37) da Cy, Csy, ..., Cy iztiyoriy o‘zgarmaslar, pq(x,No), o =1,2,...,q
lar (40.21) formula bilan, H(x,t) funksiya (40.29) tenglik bilan aniglanadi.

Integral tenglamalarni yechishga doir misollar. Endi biz integral
tenglamalarni Fredholm usuli bilan yechishga doir misollar gqaraymiz.

40.1-misol. Lo[—7, 7] fazoda

u(z) = f(z)+ A /j(l + cos z cos y)u(y)dy

integral tenglamaga mos Fredholm determinanti va Fredholm minorini toping.
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Yechish. Bu integral tenglamaning yadrosi K (z,y) = 14 cosx cosy haqi-
qly giymatli va simmetriklik shartini qanoatlantiradi, ya'ni K(x,y) = K(y, ).
Endi (40.1) formula yordamida A,,, n € N koeffitsiyentlarni hisoblaymiz:

Alz/ K(x,x)dx:/ (1+ cos’x)dx = 27 + 7 = 3.

Xuddi shunday As koeffitsiyent hisoblanadi:
™ ™ K(r,r) K(x,
hm [(ao (] KD K |
- Jeml K(y, @) K(y,y)

= / d;c/ [(1+ cos®z) (1 + cos®y) — (1 + cosz cos y)*] dy =

:/ dx/ (cos2x+cos2y—2008xcosy) dy = 2r° + 27° — 0 = 4x.

Intrgral tenglama yadrosining rangi 2 bo‘lganligi uchun, barcha n > 3 larda

A, = 0 bo‘ladi. Shuning uchun determinant A(\) quyidagiga teng bo‘ladi:
1 1
A(N) = 1—)\A1+§)\2A2 = 1—37TA+§A2.47T2 = (rA—1)(2rA—1). (40.38)

Integral tenglama yadrosining rangi 2 bo‘lganligi uchun, barcha n > 2 larda

Bp(z,t) = 0 tenglik o'rinli. Bj(z,t) uchun esa quyidagi

[T K(x,t) K(x,t) B
Bl(x’t)_/_ﬂ K(ti,t) K(t1,t1) =

= (27 4+ 7) (1 4+ cosx cos t) — 2w — wcosx cos t = 7 + 27w cos T cos t.
tenglik o’rinli. Shunday qilib D(x,¢; \) uchun quyidagiga ega bo‘lamiz:
D(z,t;\) = NK(2,t) — A By(x,t) = A(1 4 cos x cos t)—

— M (74 2mcos x cos t) = A1 —7A) + A (1 —27\) cos x cost. (40.39)

40.2-misol. K(z,y) = 1 4 coszcosy yadroning xarakteristik sonlari va

fundamental funksiyalarini toping.
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Yechish. Yadroning xarakteristik sonlari bu A(A) ning nollaridir. 40.1-
misolda K(z,y) = 1 4 cosxcosy yadroga mos Fredholm determinanti to-
pilgan. Uning nollari ((40.38) ga qarang) A\; = 7' va Ay = (27)"' lardir.
Demak, ular K(x, y) yadroning xarakteristik sonlari bo‘ladi. Bu A; va Ay
nuqtalarda birinchi tartibli minor D(x,; \) noldan farqli bo‘lganligi uchun
bu xarakteristik sonlarning karraliklari birga teng, ya’ni bir jinsli tenglamaning
yechimlari to‘plami bir o‘lchamli chizigli fazodir. (40.39) ga ko‘ra bu xarakte-

ristik sonlarga mos keluvchi fundamental funksiyalar quyidagicha bo‘ladi:

1 1
90(a77>\1) - D($707>\1) — _; COS , w('x7)\2) - D(I‘ O )\2) 47'['

40.3-misol. Lo[—7, 7] fazoda

™

u(zr) =sinx + A / (1 + cosx cosy)u(y)dy. (40.40)

—T

Bir jinslimas integral tenglamani A = A\; = 7! bo‘lganda 40.5-teoremadan
foydalanib yeching.

Yechish. Qaralayotgan integral tenglama yechimga ega bo‘lishi uchun ozod
had f(x) =sin « (40.40) ga mos bir jinsli tenglamaning barcha yechimlariga
ortogonal bo‘lishi zarur va yetarlidir. (40.40) ga mos bir jinsli tenglamaning
umumiy yechimi 40.2-misol va 40.4-teoremaga ko‘ra Cy(x, A1) ko‘rinishda

bo‘ladi. Bu holda ortogonallik sharti bajariladi. Haqgiqatan ham,

C’/f o(x, A1) d:E—C’/ smx(—lcosx)dx—O
T

Endi (40.40) tenglamaning umumiy yechimini topish uchun biz (40.29) tenglik
bilan aniglanuvchi H(x,t) funksiyani qurishimiz kerak. Buning uchun esa
bizga (40.16) tenglik bilan aniglanuvchi ikkinchi tartibli minor Ds(x,t; A1)
kerak bo‘ladi. Integral tenglama yadrosining rangi 2 bo‘lganligi uchun, barcha

n > 1 larda

X1, T2

By

Il
o

t1, 1o
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ayniyat o’rinli. Bundan (40.16) ga ko‘ra

X1, To, A
D 1,425 N1 _ )\%BO
t17 t27)\1 tl) tQ

X1, T2

tenglikka kelamiz. Murakkab bo‘lmagan hisoblashlar shuni ko‘rsatadiki

X1, T2
By =
tl) t?

= COS X1 COS T1 + COS Ty COS T9 — COS T COS 9 — COS Ty COS 17
tenglik o’rinli. Natijada biz

$1,$2,>\1

tl) t27)\1
=2
=T (Cos T1 cos t] + cos T9 cos ty — COS X1 COS tg — COS Xy COS tl)

tenglikni olamiz. U holda H(x,t) quyidagiga teng bo‘ladi:

I’,O, )\1
t, 0,)\1 1
(x,t) D{0.0:0) - (cos x cos t+ cos & — cos t)

Endi (40.36) yordamida xususiy yechim wug(x) ni topamiz:
up(z) = f(x) + /7r H(x,s) f(s)ds =sin z + 0 = sin z.
40.5-teoremaga ko‘ra umumiy yechim
u(x) = up(z) + C p(x,\1) =sin z + C cos x.
Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. (39.3) integral tenglamaga mos Fredholm determinanti va minori ganday

aniqlanadi.
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N

u(z) =sinz+ X ["_(2coszcost—sinzsint)u(t)dt integral tenglamaga

mos Fredholm determinantini toping.

u(xz) = sinz + A [" (3coswcost — Ssinasint)u(t)dt integral tengla-

maga mos Fredholm minorini toping.

K(z,t) = cosxcost — 2sinxsint yadroning zarakteristik sonlari va

ularga mos fundamental funksiyalarini toping.
Quyidagi

1 ™
u(zx) = sinx + — / (cosx cost — sinx sint)u(t)dt
7

—T

integral tenglama umumay yechimaini 40.5-teoremadan foydalanib toping.

. Agar K(z, t) yadro (38.11) ko ‘rinishda (rangi n bo‘lgan ajralgan yadro)

bo‘lsa, barcha k > n larda Agyr =0, Bg(x,t) =0 bo‘lishini isbotlang.
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To‘plamlar kesishmasi - 9

To‘plamlar ayirmasi - 10

To‘plamlar simmetrik ayirmasi -10
To'plam yopig‘i - 183

To‘plam quvvati - 34

To‘plamning akslantirishdagi asli - 14
To‘plamning akslantirishdagi tasviri yo-
ki aksi - 14

To'plamning urinish nuqtasi - 183
To‘plamning limitik nuqtasi - 184
To‘plamning ichki nuqgtasi - 189
To'plamning yakkalangan nuqtasi - 184
Tola variatsiya - 141

To‘ldiruvchi to‘plam - 10
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Toldiruvchi to‘plamning o‘lchovli
bo‘lishi - 58

Uzluksiz operator - 292

Variatsiya - 141

Vektor - 228

Vektor fazo - 228

Vektorlar ortogonalligi - 264
Volterra integral tenglamasi - 401
Yegorov teoremasi - 96

Yopiq to‘plamlarning birlashmasi

va kesishmasi haqidagi teorema -188
Yopiq to‘plam - 188

Zich to‘plam - 186

O‘lchovning additivlik xossasi -56,81
O‘lchovli to‘plamlar sistemasining hal-
qa tashkil gilishi - 55,80

O‘lchovli to‘plamlar sistemasining o —
algebra tashkil qilishi - 59,82
O‘lchovning additivligi - 56,81
O‘lchovning ¢ — additivligi - 59,81
O‘lchovning uzluksizligi - 60
O‘lchovli to‘plam -53

O‘lchovni davom ettirish - 71

m’ o‘lchovning yarim additivligi - 49

m’ o‘lchovning o — additivligi - 51

O‘lchov bo‘yicha yaqginlashish ketma-
ketlikda deyarli yaginlashishdan qis-
miy ketma-ketlik ajratish mumkinligi
- 100

Chebishev tengsizligi - 122
Chegaralangan to‘plam - 183
Chegaralangan operator - 303

Chekli to‘plam -21

Cheksiz to‘plam - 21

Chekli olchamli operator - 373
Chiziqli fazo - 227-228

Chizigli funksional - 2391

Chiziqli qobiq - 234

Chiziqli operator - 292

Chiziqli ko‘pxillilik - 292-258

Chiziqli bog'langanlik - 236

Chiziqli fazo bazisi -231

Chiziqli operator - 299

O‘lchovli funksiyalar to‘plamining arifme-

tik amallarga nisbatan yopiqligi - 87
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