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Beshinchi bobda topologik fazolarda kategoriya tushunchasi,
kovtuiant funktorlar, normal funktorlar keltiriladi. Ehtimollik o‘lchovli
ftMlktnming ba’zi geometrik va topologik xossalari o°‘rganiladi. Shuning-
ol bu bobda gomotopik guruh funktorlari, gomotopik guruh funktor-
I'Hiniit}. kontravariant funktor ekanligi hamda ularning ba’zi tatbiglari ham
imilrliftai.

Oltinchi bob topologik sirtlar va ko‘pxilliklar deb ataladi. Topo-
luglk ko‘pxilliklarning triangulyasiyasi, sirtlaming yoyilmasi tushunchasi
ImIlb, yoyilmalaming klassiflkatsiyasi yoritiladi. Topologik akslantirish-
lur yordamida sirtlarda “yelimlash” amali aniglanadi. Proektiv tekislik va
ftfdtktiv fazolaming Eyler xarakteristikasi keltiriladi. Ko*‘pburchak (mun-
NUInOlarning turlari keltiriladi. Miyobius varag‘i, oriyentirlangan va
flflyenlirlanmagan sirtlaming topologik klassiflkatsiyasi keltiriladi. Trian-
mUlyftftiyasi berilgan sirtlarda yiriklashtirish, maydalashtirish va ixcham-
hi'ilHit i.sli amallari aniglanadi.

Ycttinchi bobda umumiy topologiyaning, anigrog‘i, algebraik topo-
logiynning fizikadagi ba’zi tatbiglari beriladi. Moddalarning turli tartib-
Ilitgitii strukturasida kondensirlangan holatlarni o4ganishda va topologik
liilglii qilishda, tekshirishda strukturada u yoki bu defektlarning barga-
furllgl hosil boMadigan zaruriyat yuzaga keladi. Bu defektlarga kristallarda
lIhinkatsiya (kristallik tartibining buzilishi), suyuq kristallarda diskli-
mBlllya (moddalar yo‘nalish maydonining uzluksizligi buzilishi), vixrlar -

HYiiiinalar, He3, He4 suyugliklarda o‘ta oguvchanlik va ferromagnetik
(Hntidn boshga bargaror (mustahkam) geometrik konfiguratsiyalar kiradi.
Nwimliklarda hosil bo‘ladigan fizik jarayonlami topologiyaning gomo-
InHk guruhlari nuqtai nazaridan garash, nematiklarda bargarorlik holatlari
k~'rl!) chigiladi.

So'nggi, sakkizinchi bobda chiziq tushunchasini ta’riflashga bo‘lgan
bir'/l urinishlar, Peano chiziglari, Kantoming mukammal toglami, Jordan
IMiroiYiasi va va’da chizig‘i keltiriladi, Seipinslqy gilami va Mengerning
Universal chizigM bayoni beriladi, Urison chiziglari ta’riflanadi. 0 ‘lcham
Vi o'lchovlar farglanadi, so'ngra eng kichik o‘lchamli sirtlar - fraktallar
In't llliinadi.

Shuni ta’kidlaymizki, risolada keng adabiyotlar ro‘yxati keltirilib,
lint bit bob uchun tavsiya etilayotgan adabiyotdar ro‘yxati alohida ajratib
Imrllgiin.
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Qo‘llanma pedagogika institutlari va universitetlarining yuqori kurs
talabalari, bitiruv malakaviy va kurs ishlari yozayotgan talabalar, geo*
metriya-topologiya yomalishida o‘qgiyotgan magistr va aspirantlar, akade”
mik litsey hamda kollej o‘gituvchilari, oliy o‘quv yurtlarining mazkur
yo‘nalishda dars berayotgan professor-o‘gituvchilari uchun moMjallangan. |

Mazkur risola topologiya fani yosnalishida o‘zbek tilida yaratilgan
dastlabki qgo‘llanmadir. Shu sababli ba’zi atamalar 0‘z O‘rnida to‘g‘ri
go‘llanilmagan bodishi mumkin. Aytmogchimizki, go‘llanma ayrim juz’iy
kamchiliklardan xoli emas. Bu nugsonlarni bartaraf etishga bel bog‘lagan
hamkasblarga oldindan chuqur minnatdorchiligimizni bildiramiz.

Risolaning yaratilishiga bevosita hissa qohgan, gimmatli fikr va
maslahatlarini  bergan fizika-matematika fanlari doktori, professor
R.B. Beshimovga, qo‘lyozmani o‘qib, mazmunan boyitishda xizmatlari
singgan fizika-matematika fanlari nomzodlari, dotsentlar G. Jabborov va
D. Davletovlarga, go‘lyozmani tahrir gilishda yordamini ayamagan K.
Qo‘chgorov hamda dotsent O. Rahmatullayevlarga ofz samimiy minnat-
dorchiligimizni izhor gilamamiz.
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| bob. TOPOLOGIK FAZO VA UZLUKSIZ
AKSLANTIRISHLAR

Hii bobda topologiyaning asosiy obyektlafi va topologik fazo ta’rifi
Ntfllildi, topologik fazoning asosiy tushunchalaridan biri bodmish topo-
Itlglk itkslantirishlar moliiyati yoritiladi. Topologik fazolarni solishtirish,
In |ilniiula turli topologiyalar mavjudligi, ocliiq va yopiq akslantirishlar,
fIPOlogik fazoda fazoostilar haqgida, faktor fazo va ulaming odainlari,
(yitkl umumlashgan ketma-ketlik) limiti, topologik fazo predmeti, topo-
ik lazodagi asosiy invariantlar, to‘plamda topologiyani Kkiritishning
ImV1 yoMlari, topologik fazo bazasi va uning mohiyati, metrik fazo ta’rifi
kultinimli va metrik fazolarda ham topologiyaning kiritilishi hagida gap
Kunx»|| Topologiyadagi inisial, final va indutsirlangan (sug‘orilgan) topo-
Id|lvnhn xususida fikr yuritiladi. Qisgasi, bu bobda topologiya va topo-
lii]jiks 1a/olarning asosiy tushunchalari o‘rganiladi.

I.1e§, Topologiya haqgida

Ko'pgina matematik tushunchalar, ba’zida butun bir matematik
|IH<ii lyiilar vujudga kelishi bilan matematikadan tashqarida bir gancha
s 1 duvomida o‘z tatbig‘ini topmaydi. Jumbogli kompleks sonlar tarixi
s\ yaqgol misol bo‘ladi: ushbu sonlar bir necha yuz yillar mobaynida
Imninja sohalarda qo‘llanilmay, keyinchalik fizika va mexanikaga Kirib
knlili Shunga o‘xshab, matematikaning asosiy bo‘g‘ini bo‘Imish geo-
Hinli Iss# ftmini oladigan bo‘lsak, bu sohada noevklid (Lobachevskiy) geo-
IMNIIVIMIing asosiy obyektlari —Lobachevskiy tekisligi va fazosi (Loba-
PIfVitMy tekisligi modeli) ham bir necha o‘n yillar davomida oz tatbig‘ini
luf-Meen

Nhunga o‘xshash sohalardan yana biri Evklid geometriyasi, Loba-
* lim*dv gcometriyasi, zamonamiz geometriyasi, qolaversa, zamonaviy
pNHIMMetikaning  bir  bo‘limi, hosilasi bo‘lgan topologiya fanidir.
IH|Ni|ogiya so‘zining lug‘aviy ma’nosi yunoncha 1ot0C —joy (ofin),
fM'r*  qonun so‘zlaridan iborat.

| opologiya atamasini birinchi bo‘lib Listing go‘llagan. Topologiya -
UMllpnuUlkaning nisbatan “yosh” va muhim bo‘limlaridan biridir. Topo-
ptylvu (inti geometriya va matematik analiz fanlarining gator fundamental
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faktlarini (tushunchalarini) umumiy nuqgtai nazardan qayta ko‘rib chiqish!
natijasida paydo bo'ldi.

Topologiya fan sifatida ilk marta XIX asrning oxirlarida buyuk
fransuz matematigi Anri Puankare ishlarida shakllana boshlagan. 1
topologiyani “analysis situs” (lotinchadan tarjimasi —joy (o'rin) geoA
metriyasi) tahlili deb nomlaydi. Bu atamani esa, matematikaga birinchlj
bo‘lib Riman olib kirgan. Keyinchalik bu atamalar bir so‘z bilan topoA
logiya deb atala boshlandi.

A. Puankare topologiya to‘g‘risida shunday degan edi: *“0 Zzintga\
keladigan bo‘sak, oldinnta-ketin kirib chiggan turfayo Uar meni uanalysis |
situs” totnon boshlab keldi”

Bu o‘rinda mashhur fransuz matematigi Andre Veylning topologiya!
xususida aytgan quyidagi sofzlari ham e’tiborga loyiqdir: “Har bir mateA
matikning galbini zabt etish ustida topologiya farishtasi bilan mavhum\
algebra shaytoni kurash olib boradu Bu orgali, birinchidan, topoloA
giyaning ajoyib jozibasi va goaltigi namoyon boilsa, ikkinchidanA
barcha zamonaviy matematikaning g ‘aroyib birikishi topologiya val
algebraga eltishi ifoda etiladi”.

Hozirgi zamon fanlarining rivojlanishida topologiyaning fizika, bio-1
logiya, ximiya va binobarin, geografiya fanlaridagi tatbig‘i qo‘llanil-j
moqda. Topologiyaning sehrli olamiga kirish mashaqgatlidir. Shu sabablil
topologiya fanining tushuncha, ta’rif va ma’lumotlarini puxta ofzlashtirisb ]
muhim. Oddiy topologik tushunchalar bizni o‘rab turgan olamga nazar |
tashlaganda paydo bo4a boshlaydi. Oez-ozidan tushunarliki, figuralarning 1
geometrik xossalariga figura o‘lchamlari, ularning joylashishi, burchak-J
larining ko@inishi va hokazolar kiradi.

Bu geometrik xususiyatlardan tashgari, yana nimadir nazarimizdan 1
chetda qolayotgandek tuyuladi. Masalan, geometrik chiziglarning yopiql
yoki yopig emasligi, figuralaming “teshikli” yoki aeshiksiz”, cho‘ziluv-1
chan yoki cho'ziluvchan emasligi, geometrik figuralaming zanjirsimonligi |
yoki yo‘qligi, bog‘lamli chiziglarning bog'ichli boflishi yoki bo‘Imasligi, |
figuralami yirtmasdan cho4ish yoki cho‘zish mumkin emasligi kabi I
xossalarini inobatga oladigan bo4sak, Evklid geometriyasidan sal tash-g
gariga chigishga tosgtri keladi. Aynan shu o4ganish natijasida va shu kabi |
geometrik figuralaming xossalarini o‘rganuvchi topologiya fani elementrJ
lari kirib kela boshladi.

14



KIRISH

Topologiya fani umumiylik nugtai nazaridan geometriya va
HtMIrinalik analiz fanlarining asosiy tushunchalarini gayta ko‘rib chiqgish
tMIIHNida vujudga kelgan. Topologiya fani matematikaning deyarli yosh,
[lliln muhim qismidir. Topologiyaga quyidagicha ta’rif berish mumkin:
IMMloulya - matematikaning geometrik bo‘limi bo‘lib, uzluksizlikni

giluvchi, ya’ni uzluksiz akslantirishlarni o'rganuvchi sohasi
Miohlanadi. Qisgacha qilib aytganda, funksiyaning uzluksizligi tushun-

ko‘ra, metrik fazo va topologik fazolar hamda ularning uzluksiz
|k«Inntlrishlarni anglatadi. Geometrik nuqtai nazardan ikki sonning
tyhnwwi moduli uni sonlar o‘qi R da nuqgtalar orasidagi masofadan iborat
Mk uHa bildiradi.

1906-yilda fransuz matematigi M. Freshe fanga metrik fazo tushun-
MvunH Kiritganidan so‘ng ixtiyoriy tabiatli to‘plamda ikki nuqta orasidagi
BIlltlttni malum shartlar asosida aniglash imkoni tug‘ildi.

Akslantirish f :X ~>Y ning biror nuqtadagi uzluksizlik shartini

filitvllk, bunda nugtaning yetarli “yagin” nugtalari obrazning yetarli
nW|in‘ nugtalariga o‘tadi. Bu fikrni geometrik tasawur nugtai nazardan
IfUhilnymi/: X metrik fazo xQ nugtasining (xususiy holda R - to‘g‘ri

* atrofi OE(x0) deb fazoning x0 nuqtadan £>0 dan katta
bmitHtman uzoglikda yotgan nuqgtalari tofplamini bildiradi, ya’ni
P#(*») Ix:P(xIxo0) < (to‘gai chizigda x0 nugtaning e atrofi
m L e*** **) intervaldaniborat).

Akslantirishning xQ nugtasidagi uzluksizligi quyidagi ko™rmishni
mUIi  Ixtiyorty £>0 son uchun shunday <5>0 topilib, xg OE(x0)
[H)i|nllitl uchun / (x)e Osf(x0) oainli bo‘laveradi.

llu csn, f:X-+Y akslantirish x0 nugtada uzluksiz boiishi, x0

yetarli “zich” atrofidagi nuqtalari obrazi f(x0) nugtaning

ITHAIIl **/.Ich" atrofidagi nuqtalariga akslanadi demakdir.

Hindan ko‘rinadiki, akslantirishning nugtadagi uzluksizligini
*ni»l nh uchun nugtalar orasidagi masofa yetarli emas, balki nugtaning
m 00 liwhimchasidan foydalanish ma’qul bo‘ladi.

|g14-yilda nemis matematigi F. Xausdorf o‘zining “To‘plamlar
MNIth\a a kilobida birinchi bo‘lib nugtaning atrofi tushunchasini aksio-
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malashtirib, topologik (atroflar orgali aniglangan) fazoning ta’rifini ifoda-
lab berdi. Keyinchalik topologik fazolarning nisbatan soddaroq ta’riflari
keltirildi.

Shuxxi jiddiy ta’kidlashimiz kerakki, metrik fazolar tabiiy ravishda
topologik fazoni tashkil giladi. Topologik fazolarga uzluksiz akslan-
tirishlarning mavjud boUishi uchun tabiiy muhit sifatida garalib, uning
asosida topologiyaning umumiy topologiya deb ataluvchi bir tarmog‘i
vujudga keldi va bargaror rivojlanib bormoqda. Topologiyaning boshga
tarmoqlaridan fargli odarog umumiy geometrik topologiya uning umumiy
va softopologik xossalarini o‘rganadi.

Xususiy holda differensial va bo”akli-chizigli (kusochno-lineynaya)
topologiya differensiallanuvclii ko*pxilliklar va poliedrlar (umumlashgan
koqyoqliklar)ning, algebraik va gomotopik topologiya esa, algebraning
topologiyada qo‘llanishiga asoslanadi. Shuni ta’kidlash kerakki, oxirgi
paytlarda gomologiya va gomotopik topologiyalarda topologiyaning juda
muhim umumiy topologik fazolar sinflari o'rganilmoqgdaki, algebraik
topologiya bilan umumiy topologiya orasidagi chegarani aniglash ma’lum
murakkablik tug‘dirmoqda. Uzluksiz akslantirishlar xususiyatini oaganish,
0'z navbatida, bu akslantirishlami aniglash va giymatlari sohalari bo4mish
topologik fazolami o'rganishga olib keladi.

Topologik fazolami uzluksiz akslantirishlar orasida topologik aks-
lantirishlar (gomeomorf) deb ataluvchi gomeomorfizmlar maxsus o‘rin
tutadi. Bu akslantirishlar topologiyada shunday muhim o'rinni egallaydiki,
chunonchi, o'zaro bir giymatli affin akslantirishlar afifln geometriyada
ganday ahamiyat kasb etsa, ular ham topologiyada shunday ahamiyat kasb
etadi. Masalan, X va Y lar metrik fazolar bodsa, f: X ->Y akslanti-

rishning gomeomorfizm ekanligi X fazoning shakl va o'lchovlari Y
fazoga ham bir xilda odadi, X fazoda hech ganday “uzilish” va hech
ganday nugtalarni *“yelimlash” ro'y bermasa, Y fazoda ham xuddi
shunday bo'ladi.

Masalan, N3 kesmani ixtiyoriy kesmaga va uni yarim aylana

{{x,y):x2+y2=\y >0} ga topologik akslantirish mumkin, (0,1) inter-
valni esa, butun R to@ai chizigga gomeomorf akslantirish mumkin. Bu
jarayonda [0,2n-) vyarim intervalning ¢ nuqtasiga R2 tekislikning
I {(p)- (cos™?, sin§?) nugtasini mos qo‘yuvchi birlik aylana S ning nug-
tasini olsak, bu akslantirish bir giymatli va bir tomonga uzluksiz, f~I
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rthnluntlrtah esa, (1,0)e S nugtada uzilishga ega (/ akslantirish [0,21:)
Hflni inkMvalning O nugtasini “uzoq” to‘plam [n,2n) ga ayelimlamogqchi”).

Topologik akslantirishlar bizga jo ‘n topologik invariantlami ta’rif-
Imli Mt aniglashda god keladi. Bu invariantlar topologik akslantirishda 0z
Himilllyulini  o‘zgartirmaydi. Topologik invariantlarga misol tarigasida
IHHIlogik fazoning quwvvati tushunchasini, topologik fazolarning sal-
HLLLIINt. fazoning bir yoki bir necha boUakdan iborat bo‘lishini, ya’ni
|m|u'lintili yoki bog‘lamsiz ekanligini, topologik chegaralanganlik xos-
Utllll (kompaktliligini), fazolarning “o‘lchovlari soni”’ni (fazoning o‘l-
ilwmi) keltirish mumkin. Metrik, affin va proektiv geometriyalarga o6-
limli. lopologiya ham ko‘p hollarda matematikaning topologik invariant-
Imini o'rganuvchi bo‘limi deb yuritiladi.

IJmumiy topologiyada ko‘p o‘rganilayotgan, yetarlicha geometrik va
ggMly topologik invariantlardan biri fazolarning “o‘lchovlari soni”’dir. Bu
[MIm muhim invariantlardan biridir. Biz geometriyada to‘gai chizig,

MtUlik, R fazo va uning gism fazolari o‘lchamlarini vektor fazoning
ehltigll crkin vektorlari soni orgali aniglagan edik. Topologiyada esa,
h'li ImmIMming uchta: dim, ind va Ind invariantlari bilantanishamiz.

(Vlehamlar nazariyasining eng mashhur nazariyotchi va asoschilari
IHHlii ilunyoning uch mashhur matematigi: A. Puankare, A. Lebeg va
| Iinucrlar alohida e’tirof etiladi.

191 I-yilgacha hech ganday odchamlar nazariyasi, hattoki ulaming
Ia'i IlhinUhi ham mavjud emas edi. Shu jumladan, o‘lchamlar nazariyasi
li)ininHIyu(iing o‘rganish sohasi ekanligi ham ma’lum emasdi. Lekin
WKkiwmIm nazariyasi to4lamlar nazariyasining o'rganish obyekti emasligi
HM1 Q11 Wn faktni to‘plamlar nazariyasi asoschisi G. Kantor 1890-yilda

i 1 chi/ig nuqgtalari to‘plami bilan tekislikning nuqgtalari to‘plami

h HiMihi o‘zaro bir gqiymatli moslikni o4natib, asoslagan edi.

lIti yo‘nalishda 1911-yilda Brauer ajoyib natijaga, ya’ni Rn va Rm
(M*'0 Iwklid fazolarining gomeomorf emasligini aniqlashga erishdi. Bu

{ihliil I*bo(lashda Brauer o‘lchamlar nazariyasiga asoslanmadi, chunki bu
htttto odchamning tarifi ham yo‘q edi.

1712-yilda filosofik jurnalda A. Puankarening bir magolasi e’lon

«lihn.ll vn 1 0‘z maqolasida o4chamning ta’rifini keltirmasa ham, 0‘lcham-

InVillga induktiv yondashish kerakligini yetarlicha yoritib berdi.

| UMni maqolada u topologik fazoni yetarlicha “kichik” odchamli gism
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J1. Puankare nugtai nazariga ko'ra, topologiya shunday fanki, u
|[K)mctrik figuralaming sifatiy xossalarini fagat uch o‘lchamli fazoda
+mils, balki undan yuqori o‘lchamli fazolarda ham o‘rganishga yordam
iumli. Geometrik figuralaming sifatiy xossalari deganda, masalan, sferani
ffy.Ina qobiq bilan goplangan deb faraz qilib, uni yetarlicha sigishni yoki
yttiirlicha uzmasdan cho‘zishni tushunish mumkin. Sferani bunday
lulijusida hosil gilingan har xil geometrik figuralar ozaro gomeomorf
iloyiladi. Figuralaming sifatiy xossalari bu figuraga o‘zaro gomeomorf
bo'lgan barcha geometrik figuralarga tegishli bo‘ladi. Bunday xossalar bir
KOY bilan topologik xossalar deb ataladi.

Yuqoridagi misoldan ko‘rinadiki, sferaning topologik xususiyati
lining bir butunligi va bog‘lamli ekanligidadir. Sferani chuqurrog o‘rga-
tlllhga, masalan, sfera bilan shar yoki doiraning harakati natijasida gome-
nitiorfligini ko‘rsatishga harakat gilsak, uning boshga xususiyatlari ayon
boMadi. Aslida bunday gomeomorfizm bodishi mumkin emas. Masalan,
vulcybol to‘pi bilan velosiped kamerasi ocaro topologik har xildir.
Ko'rgazmali tasawurlardan ma’lum bo‘ladiki, doiraviy halga doiraga
gomeomorf emas. Chunonchi, figuralar teshiklari soni ham figuraning
lopologik xususiyatidir. Evklid tekisligi R2 dagi markazi O nugtada

nuliusi bo‘lgan va r bo‘lgan aylanani S| bilan belgilaylik (1.1.1-rasm).

I.LI-rasm

U holda JMS! tofplam ikkita o‘zaro bir-birini to4diruvchi (5*1 ga
nisbatan) ochig A va B toglamlarga ajraladi, ya’ni Au B=R2\SI. Sl ga

uisbatan™4 —chkarisi, B esa, tashqgarisi desak, S| aylanaA\aB to‘plamlar
o‘rtasida chegara —tociq vazifasini o4amoqda. A to‘plamning ixtiyoriy

a< A nugtasi bilan B toglamning ixtiyoriy be B nuqgtasi orasida S|
liylana bilan kesishmaydigan sodda uzluksiz yod mavjudmi?
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To@ri chiziqdagi [0;1] kesmaning tekislikdagi gomeomorf obrazi
(aksi) sodda uzluksiz yo4 deb ataladi. Yuqoridagi savolning javobi:
“yo‘q”. Hagigatan ham, agar p(x,y) bilan R2 Evklid tekisligida ikki

nugta orasidagi masofani belgilasak, y(t) :[0;1] -> R yo‘l bo‘lsa, bu yerda
y(0)=a va y(Y)=b. U holda f(t)= p (y ("*),0) funksiya ham y(t)
uzluksiz bo‘lgani uchun uzluksizdir va /(0) <r; /(1) >r . Funksiyaning
xossalariga ko‘ra, /(0)= p(”~(0),0)=p(a,0)< r, yani ae Al
f(1) =p(y(1),0) =p(b,0)>r, ya’ni be B. Funksiyaning uzluksizligi-
dan shunday tO nuqta topiladiki, bu nugtada / funksiyaning giymati r ga
teng bodadi. Bundan esa, y(tQsSI. Demak, y([0,lIfynS]* 0. Ma’lum

bo'ladiki, A va B to‘plamlarni tutashtiruvchi .Sl bilan kesishmaydigan

uzluksiz yod mavjud emas ekan. Agar S' ning gomeomorf obrazini G
orqali belgilasak, bunday chiziq yopiq sodda chiziq deb yuritiladi.

Shunday savol tug‘iladi: R2\G to'plam o‘zaro kesishmaydigan,
chegaralari G dan iborat bo‘lgan ochig toglamlarga ajraladimi? Topolo-
giyaning chuqurroq tushunchalaridan foydalanib, Jordon bu savolga “ha”
javobini beradi. Jordon teoremasi hagida risolamizning oxirgi boblaridan
birida atroflicha to‘xtalamiz.

Topologiyaning geometrik xususiyatlarga boy muhim yo'nalishlari-
dan yana biri go‘zg@lmas nuqtalar nazariyasidir. Qo‘zgalmas nugqtalar
nazariyasi algebra va matematik analiz fanlarining asosiy masalalari bilan
chambarchas bogfligdir. Algebra va matematik analizda f(x) =0 (1) teng-
lamaning yechimlari mavjudmi degan savolga duch kelamiz. Bu yerda
f(x) koghad yoki boshga biror funksiya (1) tenglamaga ekvivalent.

f(x) +x=x (2)

Agar F(x) =f(x) +x deb belgilash kiritsak, ekvivalent F(x) =x (3)
tenglamaga ega boMamiz. Bu (3) tenglamaning yechimlari F akslan-
tirishning gozgalmas nuqtasi deyiladi. Ushbu akslantirish birorta yopiq
(Evklid fazosida), albatta, chegaralangan to‘plamda garalsa, go‘zg‘almas
nugta mavjudligining mazmunli alomatlari hamda isbotlari bor.

Hozirgi kunga kelib topologiya matematik tadgigotlarning mustah-
kam quroliga aylandi, uning tili esa, universal ahamiyat kasb etmoqda.
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Topologiyaning fizikada, mexanikada va boshga fanlarda kompleks qo‘lla-
nishi fakt boMib goldi. Fizikada ba’zi real holatlarni bayon gilishni topo-
logiyasiz hal qilib bo‘Imaydi. Teskari holatlar ham uchrab turadi, ya’ni
li/ikadagi ba’zi muammolar topologiyaning rivojlanishiga ta’sir etmoqda.

1.2-8. Metrik fazolar

Matematikaning ko‘p goMlaniladigan tushunchalaridan biri metrik
fazo tushunchasidir. Bu tushuncha matematikaga birinchi bor fransuz
matematigi M. Freshe tomonidan 1906-yilda kiritildi.

Metrik fazo - bu biror bo‘sh bo‘lmagan to‘plamdagi ikki element
(nugta) orasidagi masofani aniglash ma’lum demakdir. Bu ikki nuqgta ora-
sidagi masofani aniglash amali ma’lum bir shartlami (aksiomalarni) gano-
allantirishi shart bofiladi. Bu shartlar masofa (yoki metrika) aksiomalari
deb yuritiladi. Metrik fazo matematikaning deyarli barcha sohalariga tatbiq
etiladi. Qolaversa, barcha fanlarda ham turli-tuman ko‘rinishda ishlatiladi.
| azoda (to‘plamda) ikki nugta orasidagi masofa ma’lum boMsa, nuqta-
larning o‘zaro “yaqin”ligini, nugta va to‘plamning, qolaversa, ikkita to‘p-
lam (figura) “yaqin”ligini aniglasa bo‘ladi. Bu esa, fazoning, figuralaming
lurli geometrik xossalarini o‘rganishda muhim ahamiyatga egadir.

Bo‘sh boMmagan X to‘plam va R haqiqgiy sonlar toGlami berilgan
bolVsin.

1.2.1.-ta5i£ Agar quyidagi shartlar O‘rinli bo‘lsa, p :Xx X ->R
aks-lantirish X to'plamda metrika deyiladi:

(pi). Vx,ye X,p(x,y) >0;

(p2). p(x,y) =0<=>x=y;

(p3). p(x,y) =p(yX\Vx,ye X (simmetriklikaksiomasi);

(p4). p(x,y)+p(y,2) >p(x,z) X/x9,ze X (uchburchak aksiomasi).

Agar X to‘plam va p akslantirish metrika tashkil gilsa, ular birga-
likda metrik fazo deyiladi va (X,p) ko”inishda yoziladi. Metrikani
(X, p) metrik fazoda ikki element yoki ikki nugta orasidagi masofa deb

lushuniladi.
1.2.2-misol. X to‘plam sifatida Rl —sonlar to‘g‘ri chizigi yoki X
haqigiy sonlar to‘plami RI ni olsak hamda ixtiyoriy x va y sonlar

uchun p(x,y)=\x-y \ desak, uholda, ma’lumki, bu p metrikaninghamma
aksiomalarini ganoatlantiradi. Demak, (J?1|jc—v|) metrik fazo tashkil
giladi.



1.2.3-misol. Rn - ko‘p o‘lchovli sonlar fazosi. X sifatida
{x=(x],..,xn):xie R\i =l,n}  ko‘rinishdagi to‘plamni olaylik. Bu
to‘plamning ikki x va y elementlari orasidagi metrikani (masofani)

p(X>Y) ~YAYW AN ~Y>2+- + -y S formula bilan aniglay-

miz, bu yerda x = X,y =(Yyye.,ym”™ X,

Ma’lumki, bu p metrika tashkil giladi. Bu fazo n o@chovli sonlar
fazosi deb yuritiladi va Rn ko‘rinishda belgilanadi.

Xususiy holda, agar n- 2 bo‘lsa, R2 da Evklid tekisligidagi metrika

P(x5 " =yj(9 yMN2+ (x2ary2)2, n-b bo‘lsa, R3 da Evklid fazosidagi

metrika p(x,y) = 9(x1- j)2+ (x2- *2)2+ - ~3)2 ko‘rinishlarda bo‘ladi.
1.2.4-izoh. Bu X to‘plamda ko‘p hollarda metrika p{xy)-
m;e1x|m,- u | ko‘rinishda ham aniqglanadi.

1.2.5-misol. I —fazo. X toglam sifatida x = (xp...,xu...) ko‘ri-

@
nishdagi haqigiy sonlardan tashkil topgan, V] X, |p<+co shartni ganoat-
H

lantiruvchi barcha sonli ketma-ketliklar to‘plamini olaylik. Bu yerda p >1
shartni ganoatlantiruvchi tayin son. Bu to‘plamda ikki x va y elementlar

I
orasidagi masofa (metrika)ni p(x,y) =(*Ti\xxl-y }p}p koainishda aniglay-
=

miz, bu yerda xpE R,\fi= 1q0 . Tekshirib, ishonch hosil gilish mumkinki,
bu (X, p) metrik fazo bo'ladi. Bu fazo Ip ko@inishda belgilanadi. Agar

p =2 bo‘lsa, 12 fazo ko‘p hollarda Gilbert fazosi deb yuritiladi.

1.2.6-misol. Diskret metrik fazo. Faraz gilaylik, X boch bo‘Imagan
ixtiyoriy to‘plam bo‘lsin. X to‘plamda ikki element: x va y orasidagi

metrika (masofa)ni quyidagicha aniglaymiz:

I 0,agar x=y,

p(x.y) =\

l,agar x&y/.



Bu p(x,y) metrika tashkil giladi va diskret metrika deyiladi. (X, p)
liizo diskret metrik fazo deb yuritiladi.

Shuni aytish kerakki, bu ko‘rinishda fazoni metrikalashtirish doim
ham mazmunli bo‘lavermaydi. Shu sababli doimo fazoni diskret bo‘Ima-
gan metrika bilan ta’minlash mazmunliroq bo*ladi va ko‘p o‘rganiladi.

1.2.7-izoh. Agar A to‘plam (X,p) metrik fazoning ixtiyoriy bo‘sh
hoMmagan to‘plamostisi bo‘lsa, A to‘plamning ixtiyoriy jc va x2
elementlari uchun bu ikki element orasidagi masofani (metrikani)
[A(x1,x2) =p(xI,x2) deb olsak, u holda A to‘plamostida metrika bo‘ladi.
Hu metrika p A indutsirlangan metrika deb yuritiladi. (A, pA) metrik fazo
esa, (X, p) metrik fazoning fazoostisi deb yuritiladi. Agar A va B
tolplamlar (X, p) ning bo‘sh bo‘Imagan tolamostilari bo‘lsa, bu A va

Il to‘plamlar orasidagi masofa sifatida p(A, B):ing‘p(x,y) son gabul
jeB

gilingandir. Xususiy holda p(x0y4)=infp(x0,jt) soni x0 nugtadan A to‘p-

lamgacha bo4gan masofa deb ataladi. Xullas, M to‘plamning diametri
ilcb diamM = sup p(x,y) songaaytiladi. Buyerda M c I .

X,yeM
Nihoyat, agar diamM <o o‘rinli bo‘lsa, M to‘plam chegaralangan
lo‘plam deyiladi. Metrik fazolarga doir misollar ba’zi hollarda matematik
nnalizga doir masalalarni hal gilishda yuzaga chigmoqda.
1.2.6-misol. [0,1] kesmada uzluksiz bo‘lgan barcha funksiyalar to“p-

lamini olaylik. Bu to'plam C[01] ko‘rinishda belgilanadi. Agar x(t\y(t)
limksiyalar C[01] ning ixtiyoriy uzluksiz fonksiyalari bo‘lsa, ular orasidagi
masofani  p(x,y) = ]rcre}gﬁ |x(t)- y(t)| shaklda aniglaymiz. Matematik

nnaliz kurslaridan ham ma’lumki, bu p funksiya C{0l] da metrika tashkil
giladi. C[0I] uzluksiz funksiyalar fazosi deb ataladi.

1.3-8. Topologik fazolar

Ixtiyoriy  “tabiatli”  bo‘sh  bo‘lmagan X toplam  va
[Ua:Uac:X,aG A} sistema (shu X to‘plamning to‘plamostilardan

1.ishkil topgan) berilgan bo'lsin.
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1.3.1-ta’rif. Agar T sistema (toGlamostilar oilasi) quyidagi:

1) 0,XeT;

2) T sistemaning ixtiyoriy sondagi elementlarining birlashmasi T ga
tegishli bo‘lsa, ya’ni V A'c: A uchun a?él‘[[ua er;al€ Al;Uagt ;

3) T sistemaning ixtiyoriy chekli sondagi elementlari kesishmasi T ga
tegishli bo‘lsa, ya’ni A, i=1%6 [S\IU gt U er shartlarni gano-
atlantirsa, r sistema X to‘plamdagi topologiya, (X; r) juftlik esa, birga-
likda topologik fazo deyiladi. (X; r) topologik fazo tashkil gilsa, T sis-
temaning elementlari ochiq to‘plamlar deb ataladi. Bu ta’rifdagi 1—3-shart-
lar topologiyaning yoki topologik fazoning aksiomalari deb yuritiladi.
Ta’rifdan ma’lumki, X to'plam ganday bo‘lishidan gat’i nazar, topologik
fazodagi ochiq to'plamlar turlicha boiishi mumkin ekan. Ko hollarda,
agar (X;t) topologik fazo bo‘lsa, T sistema topologik struktura, X to‘p-
lam esa, (X; r) topologik fazoning yoki topologiyaning ifodalovchisi -
eltuvchisi deb ataladi.

1.3.2-misol. Ikki a va b elementlardan iborat X toglam berilgan

deylik. T sistema sifatida bo4h to‘plam, X tolamning o‘zini va {a} dan
tashkil topgan to‘plamlar oilasini olamiz, ya’ni T={0;{a, *};{a}}.Bu T

sistema ta’rifdagi 1-3-shartlami ganoatlantirishi ravshan. Demak, (X; )
juftlik topologik fazodir. Bu fazo topologik sodda qurilganiga garamasdan,
muhim va giziqarli jihatlarga ega bo‘lganligi uchun maxsus notn bilan
“bogdamli ikki nugta” deb yuritiladi.

1.3.2-misolda, agar r ni |0 :{a; ko‘rinishida olsak ham,

T sistema topologiya tashkil giladi.

Yugoridagi misollardan ko ‘rinadiki, ixtiyoriy bo&h bo‘lmagan to‘p-
lamga doimo turlicha topologiya kiritish, ya’ni aniglash imkoni mavjuddir.
Topologiyalaming aniglanishidan ma’lum bo‘lmoqdaki, ulardagi ochiq
todplamlar ham turlicha bodishi (topologiyaga garab) mumkin ekan. Ya’ni,
bir topologik strukturaga nisbatan ochiq bo‘lgan to‘plam ikkinchi struk-
turaga nisbatan ochiqg bo‘Imasligi mumkin.

1.3.3-misol. X ixtiyoriy, albatta, bo‘sh bo‘lmagan to‘plam deylik.

to={0; X} to‘planmani (sistemani) olamiz. Bevosita tekshirib ko4ish
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mumkinki, (X;r0) juftlik topologik fazo tashkil giladi. Ya’ni, ta’rifdagi
1-3-shartlar ofinli. Bu topologik fazo trivial yoki antidisret topologik fazo
deb yuritiladi.

1.3.4-misoL Ixtiyoriy cheksiz X to‘plam berilgan bo‘lsin. To‘plam-
ostilar oilasi T sifatida 0,X va shunday Uaa X tofplamostilarni
olamizki, X \Ua to‘plam chekli to‘plamdan iborat bofsin, ya’ni
z={C;X Ua:X\Ua=CUa chekli, as A}. Bu yerda CUa bilan Ua
to'plamostining X gacha bodgan tofAdiruvchisi X —Ua kabi belgilanadi.
Toglamlar ustida bajariladigan amallardan ma’lumki, bu T to‘plamlar
oilasi ham topologiya tashkil giladi. Bu topologik fazo Zarisskiy fazosi deb
ataladi.

Eslatma: bu yerda 0 o‘sh to‘plamosti ham chekli tofplam hisob-
lanadi.

1.3.5-misol. X o‘plam sifatida sonlar o‘qini, ya’ni hagiqiy sonlar
to‘plami —RI ni olaylik. RI dagi topologiya esa, quyidagi tofplamostilar
oilasidan tashkil topsin. Bo‘sh tofplam 0 , ixtiyoriy intervallar va ularning
L= lg(aa;ba) ko'rinishdagi birlashmasi. Ya’ni,

T={0;(a,/>); A, R(aa,ba)£z R}

Haqigiy o‘zgaruvchilarning funksiyalar nazariyasi kursidan ma’lum-
ki, bu r sistema ham topologiya ta’rifidagi 1-3-aksiomalarni ganoat-
lantiradi. Bunday aniglangan topologiya to‘g‘ri chizigdagi tabiiy topolo-
yiya deb yuritiladi.

1.3.6-misol. X to‘plam sifatida R2 Evklid tekisligini olaylik. Ochiq
to‘plam sifatida R2 ning ixtiyoriy nugtasi va markazi shu nugtada boclgan
radiusi yetarlicha kichik bo'lgan ochiq doiralarni, bofh to‘plamni garasak,
bu barcha ochiq tofplamlar oilasi topologiya tashkil giladi.

1.3.7-misol. Bofsh boflmagan ixtiyoriy X to'plam berilgan bo‘lsin.
Topologiya sifatida X tofplamning jami to‘plamostilarini olaylik, ya’ni
\1J:UczX 9 U - ixtiyoriyto'plamosti}. Bu topologik struktura ham X da
topologiya tashkil giladi. Bu topologiya r1 topologiya deb gabul gilingan.
Bu (X911) topologik fazo diskret topologik fazo deyiladi.
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1.4-8. Topologik fazolarni solishtirish

Yugoridagi topologik fazo ta’rifidan, keltirilgan misollardan ko‘ri-
nadiki, bir elementdan ortig bo'lgan ixtiyoriy to'plamda turlicha topologik
strukturalarni aniglash mumkin ekan.

1.4.1-ta’rif. X to‘plamda r va t 1ltopologiyalar aniglangan bodsin.
Agar T ning ixtiyoriy U elementi uchun ue r ekanligidan meT'
ekanligi kelib chigsa, T topologiya r' topologiyadan kuchsizroq (ojizroq)
deyiladi. Bu holda r' topologiya T topologiyadan kuchlirog (0zg4n, may-
daroq) deyiladi.

Yugoridagi ta’rif va misollardan koainadiki, bo‘sh bo‘lmagan X
to“‘plamdagi ixtiyoriy T topologiya uchun TO<T < munosabat o‘rinlidir.

Bu yerda r0 topologiya X fazodagi antidiskret, rx esa, diskret topo-
logiyalardir.

Agar T va t' topologiyalaming har biri ozida ikkinchisining biror
gism to‘plamlarini saqglasa, taggoslanmaydigan topologiya deyiladi. Bu
yerda r0Otopologiya X fazodagi antidiskret, zx esa, diskret topologilardir.

Ma’lum bo‘ladiki? X toglamda aniglangan LLI< r2 munosabat barcha

topologiyalar toglamida gisman tartiblangan munosabatlar strukturasini
hosil giladi. Lekin bu tartib munosabatlar to‘plami chizigli tartiblangan
emas, ya’ni ixtiyoriy ikki topologiyani doimo tagqoslab bodavermaydi.
1.3.6-misolda aniglangan X to'plamdagi rx topologiya diskret yoki mak-
simal topologiya deb yuritiladi.

X to'plamda aniglangan r0O topologiya (1.3.2-misol) trivial yoki
minimal topologiya deb ataladi.

Topologiyalar orasida yugorida keltirilgan gisman tartiblangan mu-
nosabatlar to‘plamida eng kichik element —trivial topologiya va eng katta
element —diskret topologiyalar bor ekan. Boshgacha aytganda, bu gisman
tartiblanganlik munosabati quyidan va yugoridan chegaralangandir.

(X; t) topologik fazodagi ochiqg to‘plam tushunchasi bilan yopiq
to'plamtushunchasi birgalikda keladi. Ya’ni, Ue r bodsa, u holda X\U

—yopiq va aksincha, agar F yopiq to‘plam bo‘lsa, u holda X \ F ochiq
to ‘plamdir.
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To‘plamlar nazariyasidagi amallarning ikkilik tamoyiliga (prinsipiga)
ko‘ra, agar X dagi barcha yopiq tofplamlar jamlanmasini F ={Fa :ae A}
deb olsak, bujamlanma quyidagi shartlarni ganoatlantiradi:

FI) X;0e{Fa:aGA}=F;

FT) {Fa:ae A} ning ixtiyoriy sondagi elementlari kesishmasi ham
{Fa:ae A} gategishlidir.

Bu xossalar (X ;r) topologik fazoda yopiq to‘plamlarning tofiq
xarakteristikasi bofla oladi.

1.4.2-mashqg. [a, 6] kesma R1 da aniglangan (1.3.4-misoldagi)
topologiyada yopig toglamdir. R2 dagi yopig doira yopiq to‘plamdir
(1.3.5-misoldagi topologiya).

1.4.3-misol. Sonlar o‘qi R1 da Z butun sonlar tofplamini olsak, bu
lofplam yopiq toGlam tashkil giladi. Chunki uning tofldiruvchisi RINZ ni

D(--/?,0) va [J(0,+w) tofplamlar birlashmasi kofrinishida yozishimiz
n=\

mumkin. Rl da Kkiritilgan topologiyaga (1.3.4-misol) kofia, bu

birlashmalarning har bir elementi ochiq tofplamdan iborat Ikkala

birlashmaning birlashmasi ham ochiq to'plamdir. Demak, Rz\Z to‘plam
ochiq tocplamdir. U holda Z yopiqdir.

1.4.4-misol. Tekislikdagi ixtiyoriy ikkinchi tartibli chiziq yopiq
tocplamdir. Bu jumlaning tofgyfiligini isbotlash uchun, agar ikkinchi
tartibli chizigni y deb belgilasak, u holda R 2\y tofplam ochiq tofplam
ckanligini ko‘rsatishimiz yetarli bo‘ladi. Tekislikda y chiziq ellips, para-
bola, giperbola, ikkita parallel tofyfi chiziq yoki ikkita kesishuvchi tof‘ri
chiziglardan biri bo‘lishi mumkin. Agar ixtiyoriy x0e R2\'y ni olsak, bu
nugta ikkinchi tartibli chiziq y ga tegishli emas. Agar y yugoridagi chi-
ziglardan birortasi, masalan, ellips bo@sa, u holda x0 nuqgta yoki ellips
“Ichida” yoxud “tashgarisida” yotadi. Sunday vaziyatda x0 nuqta ofz
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ichiga olgan shunday kichik r radiusli ochiq doira topiladiki, bu doira vy,

chiziq bilan kesishmaydi. Bu esa, R2\y ning ochiqg tolam ekanligidir.
Agar y chiziq ikkinchi tartibli chiziglaming boshga birortasi bodsa ham,
shunday yo‘l tutiladi.

1.5-8. Topologik fazo bazasi va old bazasi

Birorta bo‘sh bo‘lmagan X to‘plamda ma’lum bir r topologiyani
Kiritish uchun uning barcha ochiq to'plamlarini koasatish doimo ham shart
boiavermaydi. Buning uchun uning biron-bir ochiq to4lamlari jam-
lanmasini ko'rsatish yetarlidir. Ochiq toglamlar jamlanmasi ma’lum bir
xossalarga ega bo‘ladi. Bu xossalar shu T topologiyaning bazasini
aniglaydi.

1.5.1-ta’rif Agar X fazoning ixtiyoriy bo‘sh bo‘lmagan U ochiq
to‘plami p jamlanmaga tegishli bo‘lgan elementlarning birlashmasidan
iborat bo‘lsa, (X, r) topologik fazoning ochiq to”lamlaridan tashkil
topgan bu P to'plamlar jamlanmasi r topologiyaning bazasi yoki fazo-
ning bazasi deyiladi.

Ta’rifdan ma’lum bo‘ladiki, har bir (X,t) fazo bazaga ega.

Ma’lumki, barcha ochig tofplamlardan tashkil topgan jamlanma uning
bazasini tashkil giladi.

1.5.2-ta’rif. Agar x0 nuqgtaning shunday U atrofi topilganda, bu
atrof bilan M to'plamning kesishmasi fagat x0 nugtadan iborat, yani
UnM ={x0} bo'lsa, X topologik fazoning x0 nuqtasi M to'plamosti-
sining yakkalangan nuqtasi deyiladi.

(X, t) topologik fazo va x0e X uning nugtasi bofisin.

1.5.3-ta’rif. Birorta x0 nugtaning (X,t) fazodagi atrofi deb shunday
A(x) <X to‘plamostiga aytiladiki, u quyidagi ikki shartni ganoatlantiradi:

1) xe A(X);

2) shunday U et topiladiki, xe U czA(x).

Bu ta’rifdan ko‘rinadiki, (X,t) topologik fazoning ixtiyoriy jo
nuqtasi uchun X to'plamning o‘zi atrofboda oladi.
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Birorta nuqtaning barcha atroflaridan tashkil topgan to'plamlar oila-
kelsak, bu oila quyidagi xossalarga egadir:
1) ixtiyoriy sondagi elementlarining birlashmasi yana X ning atro-
Ihliin iborat bo‘ladi;
2) ixtiyoriy chekli sondagi elementlarining kesishmasi yana x ning
llruli boMedi;
3) x nugtaning birorta atrofini 0‘zida saglagan ixtiyoriy to‘plam x
nugtaning atrofi bo‘ladi.
Shuni ta’kidlashimiz kerakki, X fazo birorta nuqgtasining ochiq atrofi
() ihu nugtani o‘zida saglagan ixtiyoriy ochiq to‘plamga aytiladi.
1.5.4-teorema. (X, t) topologik fazoda A to‘plam (A~0) ochiq

lil'pliini bo‘lishi uchun mazkur A to4lam har bir nugtasining atrofini 0°zi-
oli Niiglashi zarur va yetarlidir.

Topologik fazo bazasi ta’rifidan va nugtaning atrofi tushunchasidan
hwve bo‘ladiki, fazoning barcha yakkalangan nugtalari (agar shunday nug-
|y mavjud bo‘lsa) baza elementlari safiga kirar ekan.

1.5.5-teorema. (X, r) topologik fazoning ochiq to'plamlaridan tash-

Kl topgan p jamlanma fazoning bazasi bo‘lishi uchun ixtiyoriy xe X
IHIgtaning atrofi U uchun shunday Ve P topilib, xe VczU shart baja-

flitohi zarur va yetarlidir.

Bu teoremadan maTum bo‘ladiki, topologik fazo bazasi quyidagi ikki
JiV\Nica ega:

1°. p jamlanmaga tegishli barcha elementlaming birlashmasi butun
\ lii/odan iborat.

2°. P jamlanmaning ixtiyoriy ikki elementi U, V va ixtiyoriy

/In F uchun shunday We P topiladiki, xe Wa U nV shart o'rinli
ho'ladi.

Shunday qilib, bu ikki xossadan ko‘rinadiki? birorta p ochiq to‘p-
lifinlar sistemasi P, X fazoning bazasi bo'lishi uchun yuqgoridagi ikki xos-
[npa ega bo‘lishi zarur ekan. Bu ikki xossa X to‘plamdagi topologiyaning
iIMY/iisini toMa xarakterlaydi. Demak, baza orgali ham topologiyani Kiritish
mumkin ekan.

1.5.6-teorema. Bo‘sh bo‘lmagan X toglamda yuqoridagi ikki 1°—
P»lhttrtlami ganoatlantiruvchi p to'plamlar sistemasi aniglangan bo‘lsin.
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U holda X todlamda shunday yagona T topologiya mavjud bo‘ladiki, bu
T topologiya uchun p sistema baza bo‘ladi.

Mabodo birorta X to‘plamning to‘plamostilari sistemasi V -{Va :}
berilgan va agar bu sistema elementlari uchun X =\jvad VaGV, \aczX

shart ofrinli bo‘lsa, V sistema X to‘plamning goplamasi deyiladi.

Agar goplamaning elementlari ochig tofplamlardan tashkil topgan
bo'lsa, u goplama ochiqg qoplama deb yuritiladi.

Agarda {Sa} to‘plamostilar sistemasi X to'plamning ixtiyoriy qop-
lamasi bodsa, tabiiy savol tug‘iladi: ganday shart bajarilsa, to‘plamning
ixtiyoriy qoplamasiga ko‘ra X to'plamda biron-bir topologiyani aniglash
mumkinmi? Bu savolga quyidagi teoremajavob beradi.

1.5.7-teorema. {Sa} sistema X fazoning qoplamasi bo‘lsin.
{V =SV :k- ixtiyoriy chekli to'plant) jamlanma tabiiy topologiya vujud-

aek

ga keltiradi va Vv sistema T topologiyaning bazasini tashkil giladi.
Demak, X to‘plamning goplamasi {Sa} ushbu toglamda topologiya

tashkil gilar ekan. Bu topologiyada F(fl5a) ko‘rinishdagi barcha mumkin

aek

bo'lgan birlashmalar va bo‘sh to'plam ochiq to ‘plamlar sinfini tashkil giladi.

1.5.8-ta’rif. (X, t) topologik fazoning ochiqg to‘plamlaridan tashkil
topgan v ={Wa} sistemaning ixtiyoriy sondagi chekli elementlari kesish-
masi r topologiya bazasini tashkil gilsa, u topologik fazoning old bazasi
deyiladi.

Bu ta’rifdan ko‘rinadiki, topologiyaning ixtiyoriy bazasi old baza
bo‘la oladi. Lekin buning teskarisi har doim ham o'rinli emas.

1.5.9-misol. Endi X =RI to‘g‘ri chiziq yoki haqgigiy sonlar to‘plami
bo‘lsin. Sa={x:x<a;ae R} va ={x:x>P; Pe R} to‘plamlar
sistemasini olaylik. Bu to4lamlar sistemasi sonlar chizig‘i Rl dagi tabiiy
topologiyaning old bazasini tashkil giladi.

1.5.10-misol. Rn —n o‘lchamli vektor fazo bo‘lsin. Bu Rn fazoda
topologiyaning bazasi sifatida B ={Vab} ko'rinishdagi elementlardan

tashkil topgan Vah= {xe Rn:at<£i<hi% -1,n} sistemani olamiz, bu yerda
- vektorning koordinatasi x = a=(ala2;...;an);
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b=(bl;b2;...;bn) lar R™ dagi ixtiyoriy vektorlar, bunda at <bf bo‘lsa, Rn
fazodagi Vab koainishdagi to‘plamlar Rn ning ochiq parallelipipedi deb
yuritiladi.

1.6-8. Topologik fazoda to‘plamlararo amallar

Topologik fazoda yopiq togplam, yakkalangan nugta tushunchalari
aniglangandan keyin bu tushunchalar bilan bevosita bogdiq bo‘lgan
to‘plamning teginish nugtasi, to‘plamning yopig‘i va to‘plam ichi hamda
ichki nugtalari tushunchalarini ham bilish lozim bo“ladi.

1.6.1-ta’rif. (X,r) topologik fazoning x0e X nuqtasi berilgan bo‘lib,
agar bu nugtaning ixtiyoriy U atrofi M to‘plamning birorta nugtasini
0‘zida saglasa, ya’ni M a X bo‘lsa, u holda x0 nugta M
tofplamning teginish nuqtasi deyiladi.

Topologik fazoda M to'plamning barcha teginish nugtasidan tashkil
topgan to'plam uning yopig‘i deb ataladi va M ko‘rinishda belgilanadi.
To‘plamning o°‘zidan yopig‘i to ‘plamga odish amali toGlamning topologik
yopigani olish amali deb yuritiladi. Ta’rifdan ko‘rinadiki, to‘plamning
yopigd uning o‘zini 0‘z ichiga oladi: 0 ning yopig‘i o0‘ziga teng; butun
X ning yopigM fazoning o‘ziga teng. Shuningdek, agar M a N bo‘lsa, u

holda M ¢ N bo‘ladi. Bu esa, mazkur amalning monotonlik xarakterga
ega ekanligini ko‘rsatadi. Yana shuni ta’kidlash lozimki, bu amal

idemponentdir, ya’ni M =M o‘rinli bo‘ladi.

1.6.2-teorema. Fazoning M to‘plamostisi yopig bo@ishi uchun u
oxzining yopig‘iga teng bo‘lishi zarur va yetarlidir.

1.6.3-natija. Fazoning ixtiyoriy M to‘plamostisi yopig‘i M bu
fazoda yopiq to ‘plamdir.

Shuni ta’kidlash kerakki, to‘plam ybpig‘ini olish amali quyidagi
xossalarga ega:

1°. AlY/IxU...U4 = A A2u ...u An

2°.A =1
3. Ac: A
4-. 0 =0
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1.6.4-ta’rif. Agar xQning ixtiyoriy atrofida M to‘plamning X0 dan
fargli elementi bo‘lsa, X fazoning x0 nuqtasi M a X to‘plamning limit
nugtasi deyiladi, ya’ni C/(x0)n M\ {0} 0 .

Bu ta’rifdan ko‘rinadiki, to‘plamning limit nuqtasi uning teginish
nugtasi bo‘lishi mumkin, lekin teginish nuqgtasi yoki yakkalangan nugta
doimo ham limit nugtasi bo‘lavermaydi. Shuni ta’kidlash mumkinki,

M \M ning har bir nugtasi M to‘plam uchun limit nuqta bo‘ladi. To‘p-
lamning yopig‘ini oladigan boMsak, bu to‘plam teginish, limit va yakka-
langan nugtalardan tashkil topgan ekan. To*plamning barcha limit nuqta-
laridan tashkil topgan to‘plamni uning hosila tofplami deb belgilanadi va

M ning hosila to‘plami M ko‘rinishda ifodalanadi. Hosila to‘plam ta’ri-

fidan ma’lumki, M 'cM o‘rinli va M to‘plam yopig bo4ishi uchun
Mla M Dbo‘lishi zarur va yetarlidir.

1.6.5-ta’rit Agar X fazoning M to‘plami o‘z-o&ining hosila to‘p-
lami bilan ustma-ust tushsa, mukammal to‘plam deyiladi, ya’ni M1 =M.

Bu ta’rifdan ma’lum bo‘ladiki, mukammal to‘plam, bir tomondan,
yopiq to ‘plam, ikkinchi tomondan, yakkalangan nuqgtalarga ega emas ekan.
Mukammal to‘plamga misol sifatida to‘g‘ri chiziqda ixtiyoriy kesma,
tekislikda yopiq doirani olishimiz mumkin. Yana shuni ta’kidlash mum-
kinki, fazoda yopiq to‘plamlarning ixtiyoriy birlashmasi har doim ham
yopiq bo‘lavermaydi. Ba’zi hollarda yopiq to‘plamlar birlashmasi ham
yopig bo‘lishi mumkin.

1.6.6-ta’rif Agar X to‘plamning to‘plamostilaridan tashkil topgan
S ={Jj. :ie3} jamlanma berilgan boMsa, X ning ixtiyoriy jd nuqtasi
shunday UO atrofga ega bo‘lsaki, bu atrof jamlanmaning chekli sondagi
elementlari bilan kesishsa, u holda bu jamlanma lokal chekli deyiladi,
ya’ni (/on ~0, ie Al |[/TM<oo.

1.6.7-teorema. X topologik fazoning ixtiyoriy lokal chekli jamlan-

masi S = (4 3} uchun uAf =wu Ai munosabat (tenglik) o‘rinli.
ie3
Teoremadan quyidagi xulosani chigarish mumkin.
1.6.8-xulosa. Yopiqg to‘plamlaming lokal chekli jamlanmasi -

birlashmasi yopiq to ‘plamdir.

28



Agar to‘plamning yopig‘ini olish amalini CIM =M bilan belgilasak
va bu amalni birorta bo‘sh bo‘lmagan X to'plamda qo‘llasak, shu to-
lamda topologiya aniglashning yana bir usuli kelib chigadi. Bu usul, ya’ni
to‘plamning yopig@ni olish amali buyuk polyak topologi K. Kuratovskiy
tomonidan yaratilgan.

1.6.9-teorema. (Topologiyani Kuratovskiy operatori orgali kiritish).

Ixtiyoriy X to‘plamda goUlaniladigan ixtiyoriy Kuratovskiy ope-
ratori CI shu to'plamda ma’lum bir T topologiyaga asos soladi, aynan
r={&/} ning har bir U elementi uchun CI(X\U) =X \U tenglik orinli

va ixtiyorty M ¢ | to‘plamosti uchun M =clIM tenglik ocrinli bo‘ladi.

1.6.10-misol. Ixtiyoriy sanogsiz X to@lam berilgan bo‘lsin. X
toplamda CE£ to‘plamning yopig‘i amalini quyidagicha aniglaymiz:
ixtiyoriy sanoglidan katta bo‘lmagan M to'plam uchun CI(M) =M , agar
M sanogsiz bo‘lsa, CI(M) =X deb olamiz. Tekshirib ko‘rish ko‘rsata-
diki, bunday aniglangan amal tolplamning yopig‘ini olishning hamma
shartlarini ganoatlantirishini ko‘rsatadi. Ya’ni:

1) CI(MVN) =Ct(M)u CI(N);

2) MaCIl(M);

3) CI(CI{M))=CI(M);

4) CI1(0) =0 shartlar o‘rinlidir.

Bu misolda X to‘plamda yopiq to‘plam sifatida fagat va fagat
Ct(M) =M tenglikni ganoatlantiruvchi to‘plamlami e’lon qgilsak. Bu X
da ma’lum bir topologiyani aniglaydi.

1.6.11-ta’rif. X topologik fazoning x0 nuqgtasi uchun xQnugtaning
shunday ochiq atrofi U0 topilsaki va bu atroftoia MO0 toglamda yotsa, u
1 fazoning M to@lamostisining ichki nuqtasi deyiladi, ya’ni U0Oa M
ho‘lsa, M tolamning barcha ichki nugtalari tashkil topgan to‘plam M
ning ichi deyiladi va intM ko‘rinishida belgilanadi. Ta’rifdan va oldingi
keltirilgan faktlardan ko‘rinadiki, M toglam ochiqg to‘plam bo‘lishi
nchun intM —M tenglik yoki u o‘zining ichiga teng bo‘lishi zarur va

yetarlidir.

Yana shuni aytish mumkinki, M to‘plamning ichi ochiq tocplam va
IntM —bu M da yotgan ochiq toglamlarning birlashmasidan iboratdir.
Todlamning ichi int quyidagi xossalarga ega:

29



1) agar M czN bo‘lsa; intM ¢ int AT (monotonligi);

2) int(intM) = intM (idemponent);

3) int((MniV) =intMnintiV.

1.6.12-misol. Sonlar o‘qi RI topologiyasiga ko‘ra, intQ =0 va
int(i?!\ Q) =0, buyerda Q - ratsional sonlar to‘plami.

X topologik fazoning ixtiyoriy M to'plamostisi uchun:

X\M =int(X\M)

X \intM = (X\ M) tengliklar o‘rinlidir.

1.6.13-ta’rit X topologik fazoning x0 nugtasi uchun x0 nugta uning
ixtiyoriy ochig U atrofini ham, M ning elementlarini ham uning tofldi-
ruvchisi CM-X —M ning elementlarini o&ida saglasa, x0 nuqta
M ¢ X to‘plami uchun chegaraviy nuqgta deyiladi, ya’ni UcaM®0 va
UnX\M @0 . Boshgacha aytganda, x0 nugta M va X\M to‘plamlar

uchun teginish nuqgtasi bo‘lgan tagdirda, u chegaraviy nuqta deyiladi.
Tofplamning barcha chegaraviy nugtalaridan tashkil topgan to‘plam uning

chegarasi deyiladi va FrM ko‘rinishda belgilanadi.

Demak, M ning chegarasi FrM uchun AM —MenCM tenglik
o'rinli ekan. Chegara uchun quyidagi tenglik o‘rinlidir:

FrM =M\ intM = (M\M) u (M\intM) =(M\M) 1 (Mn CM

1.6.14-teorema. X topologik fazoning M toglami ochiq boiishi
uchun u o'zining chegarasi bilan kesishmasligi zarur va yetarlidir. M
tofplam yopiq bo'lishi uchun esa, u 0‘zida chegarasini to‘la saglashi zarur

va yetarlidir.

1.6.15-misol. Sonlar o‘gi R1 dagi topologiyani olsak, FrQ =RI va
Fr(RI\Q) = R1tengliklar o‘rinlidir.

Ammo FfR1=0, R(FQ)=FRRI=0. Agar M a X bodib, M ning
fagat o‘ziga tegishli bo‘lgan chegaraviy nugtalarini olsak, bu nugtalar

to'plami M ning cheti deb yuritiladi. Bunda MnCM =M \intM oin-
lidir. Demak, birorta to'plamning cheti uning ichki nugtalarini 0‘z ichiga
olmas ekan. Ya’ni, toglamning cheti ichki nugtasiz ekan.
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Ba’zi bir masalalarda figuralaming topologik xossalarini o‘rganishda
maxsus ochiq (yopiq) to‘plamlar sinfidan foydalanishga to4y‘ri keladi.

1.6.16-ta’rif. Agar X topologik fazoning AczX tolamostisi, 0z
yopigdning ichiga (ichining yopig4ga) teng bo4sa, kanonik ochiq (kano-
nik yopiq) deyiladi. Ya’ni, agar A - intA bo4sa, A kanonik ochiq deyila-
di, agar A- \W\A bo4sa, A kanonik yopiq deyiladi. Kanonik ochiq va
kanonik yopiq todlamlarga tekislikda ochiqg va yopiq doiralami misol
keltirish mumkin.

To4lamning kanonik yopig4ni olish amalini C t bilan, to'plamning
kanonik ichini olish amalini int* bilan belgilasak, bu maxsus aniallar bilan
lo'plamning yopig‘i va ichini olish amallari orasida quyidagicha bog4a-
nish mavjud:

Int™ A - IntA;

ctA- IntA.

Ko4 hollarda kanonik ichini olish amali int* A to4lamning kanonik
yudrosini aniglash amali deb ham yuritiladi. To4lamning ichini topish
Int A esa, uning yadrosini aniglashdir.

Ma’lumki, Ac: A, n holda intA czint*A . Ya’ni, ochig yadro doimo
kiinonik yadroda yotadi. Demak, barcha ochiq toGlamlar o‘zining kanonik
yadrosida yotar ekan. Bundan ko4inadiki, intAa A munosabat o'rinli. U

holda C£(A)aA. Ya’ni, to'plamning kanonik yopig'i uning yopig4da
yoladi. Demak, barcha yopiq toglamlar o4ida kanonik yopig4ni saglar ekan.

1.7-8. Uziuksiz akslantirishlar

Uzluksiz akslantirishlar topologiyaning eng asosiy va ko4 qo4lani-
ladigan tushunchalaridan biri hisoblanadi.
X va Y lar har xil topologik fazolar deylik.

1.7.1-ta’rif. Agar fA\X~>Y akslantirishda, yQ=f (x0) obrazning
ixtiyorlty V atrofi uchun x0 nugtaning shunday U atrofi topilsa va u
t\U) ¢ K ni ganoatlantirsa, u holda / akslantirish X topologik fazo-
ning jde X nugtasida uzluksiz deyiladi.

Bu ta’rifdan ko'rinadiki, y0 nuqgta atrofining proobrazi x0 nugta
uchun atrofbo4a oladi.
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Agar f : X ->Y akslantirish X fazoning har bir nugtasida uzluksiz
bo‘lsa, / akslantirish X fazoda uzluksiz deyiladi.

Uzluksiz akslantirishga trivial misol sifatida ix:X —X ayniy aks-
lantirishni olish mumkin. Bu akslantirish X ning har bir x nugtasiga yana
shu i(x) = x nugtasini mos go‘yadi.

Bundan ko‘rinadiki, u har bir nugtada uzluksizdir.

1.7.2-mlsol. Agar sin:RI->RI ni olsak, ya’ni har bir xe R ga
sinx ni mos go‘ysak, bu akslantirish uzluksizdir.

1.7.3-misoL Agar arctg:R|->(---7|2-_;+%)J akslantirishni olsak, bu
akslantirish uzluksiz va biektiv akslantirishdir. Bunga teskari akslantirish
tg :(—f;1 72%-»I? ham uzluksizdir.

Uzluksiz akslantirishlar quyidagi asosiy xossaga ega bo@ib, bu xossa
ulami toda tavsiflaydi.
1.7.4-teorema. f: X~ >Y akslantirish uzluksiz bo‘lishi uchun Y dagi

ixtiyoriy ochig VczY to'plamning / _1(F) proobrazi (asli) X fazoda ochiq

to‘plam bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Bizga ma’lumki, ochiq toglamlarning to4diruvchisi yopig bo‘lgan-
ligidan va uzluksiz akslantirishlar ta’rifidan quyidagini tasdiglash mumkin.

1.7.5-teorema. f:X->Y akslantirish uzluksiz bo‘lishi uchun Y
fazodagi ixtiyoriy yopig to‘plamning proobrazi X fazoda yopiq bo‘lishi
zarur va yetarlidir.

Uzluksiz akslantirishga misol sifatida quyidagini aytishimiz mumkin:
ixtiyoriy f:X->Y akslantirishda X fazo diskret fazo bo4sa, yoki Y
antidiskret fazo bo‘lsa, bu akslantirish doimo uzluksiz bo‘ladi.

Bulardan xulosa gilib aytishimiz mumkinki, f: X ->Y ning uzluksiz
bo‘lishi bu fazolardagi topologiyalarga bog‘liq ekan. Masalan, bir X to‘p-
lamda ikki xil topologiyani olsak, u holda ix:X->Y ayniy akslantirish
doimo uzluksiz bo‘lavermaydi.

Uzluksiz akslantirishlarning oddiy, biroq muhim xossalaridan biri

shuki, bir necha uzluksiz akslantirishlarning kompozitsiyasi yana uzluksiz
akslantirishdan iborat bo*ladi.
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1.7.6-teorema. Agar f: X~>Y va g:Y->Z uzluksiz akslantirish-
lar bo‘lsa, u holda ularning kompozitsiyasi h- gof:X ->Z uzluksiz
bo‘ladi.

1.8-8. Ochiq va yopiq akslantirishlar

Topologiyaning ko‘pgina masalalarini bayon gilishda ochiq va yopiq
akslantirishlar sinfi juda muhim ahamiyatga egadir.

1.8.1-ta’rif. Agar uzluksiz f\ X ->Y akslantirishda, X dagi har bir
ochiqg to‘plamning (mos ravishda yopiqg to'plamning) aksi Y to‘plamda
ochig (mos ravishda yopiq) to‘plam bodsa, ochiq (mos ravishda yopiq)
akslantirish deyiladi.

Bir vagtda ham ochiq, ham yopiq akslantirishga misol sifatida
ix: X->X ayniy akslantirishni olsak, ix:A->X shaklidagi joylash-
lirishda doimo ochiq to‘plamning aksi ochig, yopiq to ‘plamning aksi yopiq
to‘plamdir, bunda Ac X .

Ochiq akslantirishlarning muhim sinfi sifatida ochiq to‘plamlarda
aniglangan kompleks ozgaruvchili golomorf funksiyalar sinfini ko‘rsatish
mumkin. Bundan tashgari, topologik guruhda aniglangan gomeomor-
lizmlar ham mavjuddir.

1.8.2-misol. Ixtiyoriy / :[a,b]->RI uzluksiz akslantirishni olsak, bu
akslantirish doimo yopiq akslantirish bo‘ladi. Lekin u doimo ochiq aks-
lantirish bodavermaydi.

1.8.3-misol. P :R2 R proeksiyalashni olsak, bu akslantirish
p(xI;x2) = ¥ formula bilan aniglanadi va ochiq akslantirish bo*ladi. Ya’ni,

markazi (x,,x2) nugtada bo‘lgan ochiq doira proeksiyasi markazi xx da

bo‘lgan intervaldan iboratdir. Agar R2 da x{x2-1 giperbolani olsak, bu
Aiperbola yopig toglamdir.

Yopiq to‘plamlarga misol keltirganda tekislikdagi ixtiyoriy ikkinchi
tartibli chiziq yopiq to‘plam ekanligini ta’kidlagan edik. Bu to‘plamlardan
ba’zilarining proeksiyasi J?1\ {0} dan iborat bo‘lib, bu yopigq to‘plam
cmas. Demak, bu akslantirish yopiq akslantirish emas.

1.8.4-misol. Agar f:R I~>RI uzluksiz funksiyani f(x) = 1/(1+x2)

formula bilan aniglasak, bu uzluksiz akslantirish bodib, ochig ham, yopiq
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ham emasdir. Shundan /(!'?) =(0;1] to‘plam R] da ochig ham, yopiq
ham emasligi ma’lum bo@adi.

1.8.5-teorema. Uzluksiz f: X ->Y akslantirish ochiq bo‘lishi uchun
X fazoda ixtiyoriy x0 nuqgtaning U atrofi aksi (obrazi) yo=f(x0) nugta
uchun Y fazoda ochiqg atrofboiishi zarur va yetarlidir.

Ochig va yopiq akslantirishlar ta’rifidan quyidagini keltirishimiz
mumekin.

1.8.6-teorema. Ochiqg (yopiq) akslantirishlar kompozitsiyasi ochiq
(yopiq) akslantirish bo‘ladi.

Akslantirishning yopiqg bo‘lishi uchun quyidagi fakt ham o‘rinlidir.

1.8.7-teorema. f: X -+Y akslantirish yopig boMishi uchun ixtiyoriy
AaX tofplam uchun f(A)=f (A) shartning bajarilishi zarur va
yetarlidir.

1.9-§. Gomeomorfizm

Topologiya fanida gomeomorf akslantirish tushunchasi muhim
o‘rinlardan birini egallaydi. Gomeomorf akslantirish topologik struktu-
ralarni farglashsiz o‘rganishni tavsiya etadi. Bu akslantirish natijasida
topologiyaning fundamental masalasi - gaysi topologik strukturalar o‘zaro
izomorf ekanligi aniglanadi.

1.9.1-ta’rif Agar / va / 1 lar bir vagtda o6&aro uzluksiz bo‘lsa,
f: X —Y biektiv akslantirish gomeomorf akslantirish yoki gomeo-
morfizm (ba’zi hollarda topologik akslantirish) deyiladi.

Topologik fazo X bilan topologik fazo Y lar orasida kamida bitta
gomeomorf (topologik) f: X ->Y akslantirish mavjud bo@sa, birinchisi

ikkinchisiga gomeomorf yoki topologik ekvivalent deyiladi. Topologik
ekvivalent yoki gomeomorf fazolar X &Y yoki XtopY Kko'rinishda
belgilanadi.

Gomeomorfizmga idx:X —X ayniy akslantirishni trivial misol

qgilib keltirsa bo‘ladi. Shuning bilan birga, tekshirib ko‘rish mumkinki,
to‘g‘ri chizigda aniglangan ixtiyoriy monoton fiinksiya ham gomeomorf
akslantirish bo4adi.

34



1.9.2-misol. Rn fazoda radiusi 1 ga teng bo‘lgan B ochiq sharni
olsak, f\Rn->B akslantirishni /(x) =x/(I+|x|) formula bilan anig-

n

lasak, bu yerda x = (xv x2, x n)e Rn\|f#ff X%. Bu akslantirish biek-
A

tivdir. Teskari akslantirish f~1:B~Rnesa, / 1(g)=n:/(1-||x||) formula
bilan aniglanadi. / va f~I lar uzluksizdir. Shu sababli / - gomeomor-

fizm.
Agar X topologik fazo Y topologik fazoning birorta to ‘plamostisiga
gomeomorf bo‘lsa, ya’ni / :X ->Y0czY gomeomorfizm bo‘lsa? u holda

X fazo Y fazoga topologikjoylashgan yoki X fazo Y fazoda topologik
yotadi yoxud Y fazo X fazoni o‘zida saglaydi, deyiladi. Bunday gome-
omorfizmjoylash yoki joylashtirish deyiladi.

Topologik fazolarning gomeomorf akslantirishlarda o‘zgarmay qola-
iligan xossalari ularning topologik xossalari deb yuritiladi. Shu sababli
topologiyani shunday akslantirishlarda fazoning topologik xossalarini
o'rganuvchi fandir, desak ham bo“ladi.

1.9.3-teorema. f: X —Y ochiq (mos ravishda yopiq) biektiv aks-

Inntirish gomeomorfizmdir.
1.9.4-natija. f:X->Y biektiv akslantirish gomeomorfizm bo‘lishi
uchun / (A) =f (A) bodishi zarur va yetarlidir.

Shuni aytib odish kerakki, gomeomorfizmni ikki fazo orasidagi
munosabat sifatida garasak, gomeomorfizm munosabati ekvivalentlik mu-
nosabatidir.

Gomeomorfizm tushunchasidan kengroq bodgan lokal gomeomor-
fl/m tushunchasini ham bilish talab etiladi.

1.9.5-ta’rif. Agarda ixtiyoriy x va y —f{x) juftlik uchun shunday

l1(x) va V(y) atroflar topilib, / :U(x) ~>V(y) gomeomorfizm bo4sa, bu
| :X -»Y akslantirish lokal gomeomorfizm deyiladi.

19.6-misol. / :R*\{0}—R1\ {0} akslantirishni / (x) =x2 formula
hiInu olsak, u lokal gomeomorfizmni tashkil giladi.
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1.10-8. Topologik tip, topologik invariantlar va topologiyaning
predmeti

Yuqorida ta’kidlab o‘tdikki, topologik gomeomorfizm munosabati
fazolar orasida ekvivalent munosabatni tashkil giladi. Ekvivalent muno-j
sabat barcha topologik fazolar jamlanmasini o0‘zaro kesishmaydigan
sinflarga ajratadi, bu sinflar topologik ekvivalent sinflarning topologik tipi
deb yuritiladi. Bir ekvivalentlik sinfiga garashli barcha topologik fazolar
bir xil topologik tipga ega deyiladi. Bir topologik tipga tegishli fazolarning
topologik xossalari shu ekvivalentlik sinfining topologik xossasi yoki shu
tipning topologik invarianti deb yuritiladi. Boshgacha aytganda, o‘zaro
gomeomorf bo‘lgan topologik fazolar bir xil topologik xossaga yoki
invariantga ega. Ya’ni, X va Y topologik fazolar gomeomorfbo‘lsa, ular
bir xil topologik invariantga ega bo“ladi.

f :X—=Y va /e vXI->YI akslantirishlar berilgan bo‘lsin, bu aks-
lantirishlar topologik ekvivalent deyiladi. Agar shunday (p:X =Xx va

W/ :Y =Yl gomeomorfizmlar mavjud bo‘lib, ular uchun quyidagi diagram-
ma kommutativ bo‘lsa,

/
X->Y

h'l Xlj/

ff
XIr*Yl

orinli, ya’ni f 1=y/ofo<p~x o‘rinli bo‘lsa, u holda, agar / f:X =Y
akslantirishga topologik ekvivalent boMgan akslantirish ham shu xossaga
egabo‘lsa, f :X ->Y akslantirishning xossasi topologik xossa deyiladi.

Ushbu ta’rifdan va keltirilgan tushunchalardan ko‘rinadiki, akslan-
tirishning uzluksizligi, ochiq yoki yopiqgligi uning topologik xossasiga
kiradi. Masalan, / :Rn—Rn akslantirishning chizigli yoki differensial-
lanuvchi bo‘lishi topologik xossaga ega emas.

Yugoridagilardan anglashiladiki, topologiya fani topologik fazo va
ulami topologik va uzluksiz akslantirishlardagi topologik xossalarini o‘r-
ganuvchi fandir.
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|.M-8. Indutsirlangan topologiya va fazoosti

Ixtiyoriy topologik X fazodagi T topologiya uning birorta to‘p-
IniiMWtisida tabiiy ravishda ganday to‘la ma’lum topologiyani (indut-
J«ImkKiin) aniqglaydi? (X; r) topologik fazoda AczX bo‘sh bo‘lmagan
I*l|yoriy to‘plamostisini olamiz. Quyidagi xA={Un A=UA:£/e t} to‘p-
knilnr oilasini garaylik. Tekshirib ko‘rish mumkinki, sistema J1 to‘p-
kmi In topologik strukturaning (topologik fazo barcha aksiomalarining)
iIMrtlorini ganoatlantiradi. Bu to‘plamlar oilasi rA fazoning to‘plami * da

In[Miloniyani tashkil giladi. (A ,ta) topologik fazo (X ;r) topologik fazo-
mHftK lii/oostisi deb yuritiladi. t A topologiya esa, indutsirlangan topologiya
tirli Hinludi. Boshgacha aytganda, (X; r) fazodagi T topologiya A to‘p-

Uiniiisligu singdirilgan (nasliy o‘tgan yoki r topologiya bilan sug‘orilgan)
deb ham atashimiz mumkin. Mabodo B to‘plam A to‘p-

mftUHtiaida ikkita - rB va rA indutsirlangan topologiyalar vujudga keladi.

hilhlrib, amin bo‘lish mumkinki, bu indutsirlangan topologiyalar ustma-
M luahadi. Bundan kofinadiki, B da indutsirlangan topologiya o°‘zini
mimmb olgan fazoostiga bog‘liq emas. Bu esa, topologiyani indutsirlash
| F'Wh/llivlik xossasiga ega ekanligidan dalolatdir.
1.11.1-teorema. A to‘plamning to‘plamostisi 4 fazoda yopig tom-
tom ho‘lishi uchun bu to‘plam X topologik fazoda birorta yopiq to‘plam
hlhm /I to'plamning kesishmasidan iborat bo‘lishi zarur va yetarlidir.
Ayluylik, A to‘plam X ning fazoostisi va Ba A bo‘lsin. Agar
tl lo'plnm X fazoda ochiqto‘plam bo‘lsa, albatta, u A fazoda ham ochiq
fclI'plnm bo‘ladi. Buningaksi doim hamo‘rinli bo‘lavermaydi.
1.11.2-misol. R2 fazoda “chegarasiz” doirani olaylik. Bu to‘plam
| n*/l yolgu/i fazoda ochiq to‘plam bo‘ladi. Biroq R3 fazoda ochiqg to‘plam
hn Inolmaydi, hatto bu to‘plamning R3 da birorta ichki nugtasi ham mav-
filil emus.
1.11.3-ta’rif. Agar X topologik fazoning A va B to‘plamlari uchun

i\H 0 va ArnB-0 shart o‘rinli bo‘lsa, bu to‘plamlar X fazoda
Itt/inhifik ayri (ajratilgan) yoki X fazoda ayri deyiladi.
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Isbotlash mumkinki, agar U w V lar X fazoning ixtiyoriy ochiq
(yokiyopiq)toplamostilari bo'lsa, uholda A=U\V va B=V\U lax X
fazoning ayri togplamlari bo'ladi.

1.11.4-ta’rif. Agar topologik fazoning biror bir xossasi uning ixtiyo-
riy fazoostisida ham o4inli bo‘lsa, u holda bu xossa nasliy xossa deyiladi.

(X; t) topologik fazo va YczX bodsin. Ma’lum bodadiki,
ry={F:FcC/n7:f/le t} sistema Y to‘plamostida topologiya tashkil
gilar ekan. Bu topologiyani ko4 hollarda X ning Y dagi nasliy topolo-
giyasi deb ham yuritiladi.

[: X ~»Z akslantirish (X; r) va (Z, 0) topologik fazolar orasidagi
uzluksiz akslantirish bodsin. Agar 7c J fazoosti bodsa, u holda
[ Y -»Z akslantirishni olsak, bu akslantirish / ning Y fazoostidagi
torayishi (yoki y bilan ehegaralanishi) deyiladi va f\Y ko4inishda
belgilanadi.

1.11.5-teorema. f\y:Y -»Z akslantirish uzluksizdir.

Shuni ta’kidlash mumkinki, agar A;B czX topologik fazoning yopiq
to'plamostilari bodib, X = A\j B o&inli bo4sa, u holda / :X ->Y uzluk-
siz bodishi uchun f\AA—Y va f\B:B->Y laming uzluksiz bo4ishi

zarur va yetarlidir,
1.12-8. Faktor topologiya va faktor fazo

Bo‘sh bodmagan X todlamda ekvivalent munosabat R aniglangan
bo'lsin. Bu holda X to4lam o4aro kesishmaydigan ekvivalent sinflarga

ajraladi. {Aa} —barcha ekvivalent sinflar to4lami bo'lsin. Bu togplamni

XI1R={AA ko‘rinishda belgilaymiz, bu yerda R —ekvivalent munosa-

batidir.

1.12.1-ta’rif. XIR todplam X to'plamning R ekvivalentlik muno-
sabati hosil gilgan yoki aniglagan faktor toglami deyiladi.

Faraz qgilaylik, (X, r) topologik fazo va bu X tojlamda R ekvi-
valentlik munosabati berilgan bo4sin. U holda X ning XIR faktor
togplamida tabiiy ravishda topologiyani quyidagicha aniglashimiz mum-
kin. Tc{4un} (bu yerda V todplam [a ning elementlaridan tashkil
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topgan) ochiq to‘plam fagat va fagat, agar ularningbirlashmasi |g,£l, an’

to‘plam sifatida (X, r) fazoda ochiqto‘plam bo@sa ochiq, agar nlacny
to‘plam (X, r) fazoda ochiq tofplam boMsagina V a{/[ a} tofplamosti
ochig bofladi. Bu ochiqg tofplamlarga bo‘sh 0 tofplamni ham Kkiritamiz.
Bu oddiy aniglangan ochiqg to'plamlar jamlanmasi X/R tofplamda topo-
logiya tashkil giladi va bu topologiya faktor topologiya deb atalib, rR
ko‘rinishda belgilanadi, ya’ni (X/R rR) topologik fazo faktor fazo deb
yuritiladi.

Faktor topologiyaning aniglanishi har bir xe X elementga R muno-
sabat natijasida shu riugtaga ekvivalent boflgan A x sinfni mos qo'yuvchi
K :X —X |R akslantirishning mavjud bo‘lishi bilan ma’lum bofadi. Bu
akslantirish proeksiyalash, ya’ni X fazoning X\R ga proeksiyasi deb
yuritiladi.

Demak, VaX\R to'plam ochig tofplam bofishi uchun n~I(V)
to‘plam X da ochiq tofpblam bo‘lishi zarur va yetarlidir. Bundan ko‘ri-
nadiki, n :(X,t)—={X/R&R) proeksiya uzluksiz akslantirishdan iborat

ekan.
Shuni ta’kidlash mumkinki, X/R fazoda n akslantirish uzluksiz

boMadigan boshga topologiyalar ham aniglanishi mumkin. Bu zR topo-
logiyani tavsiflovchi quyidagi teorema o‘rinlidir.
1.12.2-teorema. X/R topologik fazoda keltirilgan rR topologiya n

proeksiyalash uzluksiz bo'ladigan topologiyalarning eng kuchlisidir.
1.12.3-misol. X tofplam sifatida abed tofgfi tofitburchakni olaylik

(1.12.1-rasm). Bu tofplamda ekvivalentlik munosabati R ni quyidagicha

aniglaymiz: ixtiyoriy xe X uchun x~ x va x~y fagat va fagat xe ab,

ye cd va x,y bo'lgan nugtalar X ning bitta gorizontal kesmasiga
tegishli boisin. Ya’ni, xy tofgfii chizig kesmasi ad kesmaga parallel

bodsin. Bundan hamda yugoridagi rasmlardan kofinadiki, X/R
topologik fazo va bu silindr gomeomorfdir (1.12.2-rasm).
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1.12.1-rasm 1.12. 2-rasm

Haqgigatan ham, silindrdagi topologiyaning bazasini ikki o'lchamli
“disk“lar (tekislikda markazi biror nugtada bodgan ma’lum radiusli ochiq
doiralar) tashkil giladi. Ular R3 fazodagi sharlar bilan silindming kesish-
masidan iboratdir (1.12.3-rasm).

1.12.3-rasm

Agar silindrni ab to‘g@i chiziq bo6yicha kessak va to‘g‘ri to‘rt-
burchakka yoysak, u holda “disklar* to&‘ri to4tburchakdagi topologiya
bazasiga aylanadi. ab ni kesgan “disklar” ikkita o'zaro bir-birini
toidiruvchi va to‘g‘ri to‘rtburchakning garama-garshi tomonlarida
(1.12.4-rasm) yotgan segmentlarga ajraladi. Bundan ko'rinadiki, X /R
fazodagi topologiyaning bazasini tuzish uchun o°‘zaro bir-birini
to‘ldiruvchi segmentlarni girqish chizig‘i bo6yicha yelimlash zarur ekan..

a

1.12.4-rasm
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1.12.4-misol. Endi X to4lam sifatida yana a,b,c,d to4tburchakni
olaylik va ekvivalentlik munosabati R ni quyidagicha aniglaylik. Ixtiyoriy

R R
xe X uchun jc—c va x—y faqat va fagat xe (a,b), ye (cd) bodsin va
X,y nuqgtalar X ning markazi 0 nuqgtaga nisbatan (garama-garshi)
eimmetrik bo4sin (1.12.5-rasm).

1.12.5-rasm

Bu ekvivalentlik munosabati natijasida hosil bodgan geometrik
obyekt Miyobius varag'i deb yuritiladi. Bu sirt bir varag gog'ozni rasm-
dugidek qilib yelimlash natijasida hosil gilingan, desak ham bo‘ladi. Bu
litktor fazo, ya’ni Miyobius varag‘ining bir necha ajoyib xossalari mavjud
bo‘lib, ular risola davomida ko'plab uchraydi. Masalan, bu sirt bir chetga
ega bo‘lgan yoaltirilmaydigan (yosalmaydigan) sirt bo4adi. 1.12.6-rasm-
da bu topologik fazoning ba’zi bir ochiq to4lamlari keltirilgan.

1.12.6-rasm

Bu fazoda ab va cd tomonlarda yotgan segmentlar markaziy
«immetrik nuqtalar bo'yicha yelimlanadi. Keyingi misolda X to4lam
nlfatida shu a,b,c,d to4y4i to4tburchakni olib yelimlash jarayonini
tluyidagicha o4kazsak (1.12.7-rasm), natijada, tor ballon deb ataluvchi ikki
o'lchamli sirtga ega bo4amiz.

1.12. 7-rasrn
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a,b,c,d varagda ab va cd tomonlari bir umumiy gorizontalda
yotgan nugtalar bo‘yicha va bir vagtning ofida a9 va 6,c yotgan
tomonlarni bir umumiy vertikal nuqgtalar bo‘yicha yelimlab yopishtiramiz.
Busirtning R3 Evklid fazosidagi koainistii 1.12.8-rasmdagi singari bo'ladi.

1.12.8-rasm hi2. 9-rasm

Yelimlash natijasida hosil boflgan ushbu figurani (geometrik
obyektni) faktor topologiyasi bo‘yieha garasak, torga gomeomorf ekanligi
ma’lum bofladi. Bu fazoning ba’zi bir ochiq tofplamlari 1.12.9-rasmda

keltirilgan.
Geometriya fanida, golaversa, topologiyada yelimlash natijasida hosil

bo‘ladigan (geometrik obyekt) yana bir sirt —bu RP2 proektiv tekislikdir.
Proektiv tekislik ham geometrik obyekt (flgura) sifatida uch o‘Ichamli

Evklid fazosi R3 dayotadi.
Agar X tofplam sifatida yana a,b,c,d toffy‘ri tofitburchak olib,

oldingilari kabi bd va ac tomonlarining markazga nisbatan diametrial
garama-garshi nugtalarini yelimlasak (1.12.10-rasm), yangi sirt hosil
bofladi. Bu yelimlash natijasida hosil boflgan faktor fazo proektiv tekislik

deyiladi va RP2 ko'rinishda belgilanadi.

Shuni ta’kidlash mumkinki, a,b,c,d tofyfi tofitburchak chegarasi
a,bd,c boflgan doiraga gomeomorfdir. Shu sababli proektiv tekislikni
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doira chegarasidagi diametrial garama-garshi nuqgtalarni yelimlashdan
iborat bo‘lgan figura sifatida ham keltirish mumkin (1.12.11-rasm).
d

1.12.11-rasm

Proektiv tekislik bazasining ba’zi bir elementlari (ochiq to'plamlari)
12-rasmda keltirilgan. Bu yerda elementlar to‘g‘ri to‘rtburchak chegara-
Nining ham vertikal, ham gorizontal yoqglarining diametrial garama-garshi

migtalari yelimlangandir.
V

1.12.12-rasm

Faktor fazo hosil qgilinishiga yana bir muhim misol keltiramiz.
) ¢ X —topologik fazoning to‘plamostisi bo‘lsin. Y to‘plamning barcha
liK|talarini o‘zaro ekvivalent (ya’ni bitta nugta) va xe X\Y nugtalarni
Mi, o'ziga ekvivalent deb ataymiz.

Natijada hosil bo‘lganfaktor fazoni X \Y ko@inishda belgilaymiz.

n:X ->X1Y proeksiya esa, Y to‘plamni nuqgtaga yelimlash deyi-
ludi. Masalan, SI- [0;1]/{ 0;1} aylana [0;1] kesma uchlarining faktor fazo-
ildli. X va X x topologik fazolar berilgan boMsin. R va RI lar bu topo-

lugik fazolardagi ekvivalentliklar bo@sin. / :X -> X1 akslantirishni gk

R R
imndn, x~y dan kelib chigsa, / akslantirish ekvivalentlikni

mujhiydi deyiladi.
Bu / akslantirish X/R va XI/RI faktor fazolar orasida tabiiy
Ifculimtirishni vujudga keltiradi, ya’ni, agar {da} X dagi ekvivalentlik



sinfi va xe [ a ixtiyoriy element bo4sa, u holda f(x) ni o‘zida saglovchi
{4\ | ekvivalentlik sinfini olsak, aniglanishiga ko‘ra, / (Aa)- A4 & oainli

bo‘ladi. Bu akslantirishni f : X/R->XIRI bilan belgilaymiz va u faktor
akslantirish deb yuritiladi. Natijada, quyidagi diagramma hosil bo4adi:

1.12.3.Teorema. Agar f: X -> X | uzluksiz akslantirish ekvivalent-

likni saglasa, u holda unga mos f :XI1R -> X 11RI faktor akslantirish uz-
luksizdir.

1.13-8. Initsial va final topologiya

Topologiya fanida topologik fazo to‘plamostisida berilgan biron-bir
topologiyani butun fazoga davomlashtirish (kengaytirish) masalasi ham
mavjuddir. Boshgacha aytganda, X to'plamning to'plamostilari topo-
logiyada aniglangan bodsa, bu topologiyalami barcha aniglangan topo-
logiyalar bilan moslashtirgan holda butun X to'plamga kengaytirish
mumkinmi yoki yb‘gmi degan masalalar kofriladi. Somgra birorta

| :X->Y akslantirish berilgan bo4sava Y to‘plamda biron-bir a topo-

logiya aniglangan bo4sa, <x topologiyaning proobrazi (asli) ganday hol-|
larda X to4lamda topologiya tashkil giladi? Bu punktda biz shu ikki]
savolgajavob berishning ikki umumiy usuli ustida to‘xtalamiz.

Aytaylik, X ixtiyoriy to4olam bodsin (albatta, X ® 0\ bundaj

{{ya9ra):de A}. Topologik fazolarning ixtiyoriy sinfi va har bir ae Al
uchun fa 'X->Ya akslantirish aniglangan bodsin. fa akslantirish natija-
sidagi Ta topologiyalarning proobrazini aa bilan belgilaymiz. X to4*

lamda topologiyaning old bazasi sifatida oa sistema elementlarining bir-

lashmasini olamiz. Bu birlashma, ma’lumki, biror-bir topologiyaga old
baza bodadi, lekin birlashma har doim ham baza bo4a olmaydi. X to4p
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lamdagi topologiyani a bilan belgilaymiz, bu topologiyaga {fa :ae A)
akslantirishlar va {Sa :ae A} topologiyalar sistemasi hosil gilgan initsial
topologiya deyiladi.

Tushunish giyin emaski, a initsial topologiya berilgan fa akslanti-
rishlaming har biri uzluksiz bo‘ladigan <m (X toglamda) topologiyalar
ichida eng kuchsiz (bo‘shroq) topologiyadir. Ta’rifdan ko ‘rinadiki, initsial
topologiya bu —topologiyalar proobrazi tushunchasining umumiysi ekan.

Endi ixtiyoriy bo‘sh bo‘lmagan X toglam, {(Yara);ae A} topo-

logik fazolar sistemasi va har bir ae A uchun ga :Ya—X akslantirish
berilgan bo‘lsin. X to‘plamda har bir shunday U c X to‘plam uchun
g~I(U) to‘plam Ya da ochiqgbo'lgan barcha to‘plamlarning a sistemasini

olaylik. Demak, a sistemaning elementlari shunday ekanki, ularning pro-
obrazlari ochiq to'plamlardir.

Tekshirib koaish mumkinki, cr sistema X to‘plamda topologiya
tashkil giladi (ya’ni, topologiyaning barcha aksiomalarini ganoatlantiradi).
u yangi cr topologiya X to‘plamdagi final topologiya deyiladi. Bu
topologiya {ga :ae A} akslantirishlar sistemasi orgali aniglangan topo-

logiya deb ataladi. Demak, < final topologiya X fazoda ga akslantirish
uzluksiz bodadigan topologiyalar orasida eng kuchlisi ekan.

Ta’rifdan ko'rinadiki, faktor-topologiya va topologiyalar yig‘indisi
kabi muhim tushunchalar final topologiyaga misol bo‘lar ekan.

1.14-8. Yo(naltirilganlik filtri va uning limiti

Ma’lumki, matematika fanining ko‘pgina asosiy bo‘limlari (naza-
riyalari) ketma-ketliklar va ularning limiti tushunchasiga asoslangandir.
Kctma-ketliklar va ularning limiti go‘llanma boshida hagigiy sonlar to ‘pla-
inida ko‘rildi, keyinchalik ixtiyoriy metrik fazolarga umumlashtirildi. Bu
esa, matematikaning ko‘pgina bo'lim va tatbiglarida oz aksini topdi.
Masalan, funksiyaning limiti va hokazolarida chuqur go4lanildi.

Ketma-ketliklar nazariyasining birgina funksiyalarda qgo‘llanilishini
liilsobga olsak, agar fazo birinchi sanoqglilik aksiomasini ganoatlantirmasa,
Hozirda funksiya limiti to“g‘risida gap ham bo‘lishi mumkin emas edi, Shu
Ittbabli yanada umumiy topologik fazolar sinflarini oladigan bodsak,
kolma-Kketliklar va uning limiti tushunchasini kengaytirishga to‘g@i keladi.
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Shu matematik ehtiyojlar tufayli Mur, Smit va Shatunovskiylar tomonidan
umumlashtirilgan ketma-ketliklar nazariyasi — umumiy yo‘nalishlari va
limiti nazariyasi yaratildi.

XX asming 30-yillarida fransuz matematigi Kartan tomonidan prin-
sipial yangi tushunehalar - filtr, ultrafiltr va uning limiti orgali umumiy
yaginlashishlar nazariyasi yaratildi va bir gancha muhim natijalar olindi.
Keyinchalik bu universal yaginlashishlar nazariyasiga aylanib ketdi.

1.14.1-ta’ril Agar gisman old tartiblangan to‘plam S to‘plamning

ixtiyorly Sx va S2 elementlari uchun shunday Sle S topilsa va S]>
hamda S| >S2 o‘rinli bo‘lsa, u holda u 0°‘ngga filtrlangan yoki o‘sish bo*-
yicha tartiblangan yoxud yo‘naltirilgan deyiladi. Yo*‘naltirilgan to'plamga
natural sonlar to‘plami N ni eng oddiy misol gilib olish mumkin.

X topologik fazoning x0e X nugqtasini olaylik. fi  bilan x0 nug-
tani ozida saglovchi U(x0) barcha atroflar sistemasini ko‘raylik. Tushu-
nish osonki, bu sistema, teskari ichma-ich joylashish bo‘yicha tartib-
langan (ya’ni U<V, agar U z>V bo‘lsa) bo‘lib, yo‘naltirilgan o‘lcham
tashkil giladi. Hagigatan ham, ixtiyoriy UI9U2e Q>q uchun U -U Ir\U2
to‘plam Ux dan ham, U2 dan ham keyin turadi.

1.14.2-ta’rit Yosnaltirilgan toplamda aniglangan ixtiyoriy / :S-+X
akslantirish umumlashgan ketma-ketlik deyiladi. Bunda S to‘plam /
yotaltirmaning aniglanish sohasi, / (S) to‘plam esa, giymatlari sohasidir.

Demak, X to'plamdagi ixtiyoriy ketma-ketlikning aniglanish sohasi N
natural sonlar toglami bo‘lgan X to‘plamdagi yo‘nalganlik ekan.
Ko‘p hoilarda f: S —X akslantirishda fs ning se S ga mos qiy-

matini xs bilan belgilab, / yo‘naltirilganlik {xs:se S} ko‘rinishda bel-

gilanadi.
1.14.3-misol. Aytaylik, Q) yo‘naltirilgan to‘plam X fazodagi x0

nugtani o‘z ichiga olgan barcha atroflar to‘plami bo‘lsin. Agar har bir
Ue to‘plamdan bitta xu nugtani tanlab olib, {xu:ue Qoo} ni hosil

gilsak, X to‘plamda aniglangan {xu:Ue Clx} yomalganlikka ega
boiamiz.
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1.14.4-ta’rif. Agar shunday sOg S topilsaki, S>S0 lar uchun fse A
orinli bo‘lsa, f'.S-~X yo‘naltirilganlik (yomaltirma) X to‘plamning
Al: X to'plamostisida, birorta joyidan boshlab (keyin) yotadi yoki A a X
to‘plamostida deyarli yotadi, deyiladi.

Agar har bir s% S uchun shunday S2> St topilsa va uning uchun

fs e A o‘rinli bo'lsa, / yo‘nalganlik A to‘plamda dam-badam yotadi,
deyiladi.
Agar f:S->X vyo'nalganlik A da dam-badam yotsa, u holda /

yo'nalganlik X\ A to'plamda deyarli yotmaydi, balki buning teskarisidir:
Igar / yo'nalganlik X\A da deyarli yotsa, A tofplamda dam-badam

yotmaydi.

1.14.5-ta’rif. Agar X topologik fazoda berilgan f: S —= X yo‘nal-
gonlik, x0 nugtaning ixtiyoriy atrofida deyarli yotsa, ya’ni, x0 nugtaning
Ixtiyoriy U a X atrofi uchun shunday xve S topilsa va har bir S >SU
uchun fse U o‘rinli bodsa, x0e X nugtaga yaginlashadi. Bunda x0 nugta
J'"\S-*X yohalganlikning limiti deyiladi va I\émf - X0 ko‘rinishda
bclgilanadi.

Yo'nalganlik ta’rifidan keyin ta’kidlandiki, X topologik fazodagi
Ixtiyoriy xn:ne N ketma-ketlikni f: N ->X yo‘nalganlik deb atash
mumkin. Bu yerda / (n) = xn deyish yetarli boMadi. Bu holat teskarisining
liitin o ‘rinli ekanligiga undaydi.

1.14.6-ta’rif. Agar bo‘sh bo‘lmagan, E to‘plamning to'plamosti-
Inridan tashkil topgan F sistema quyidagi shartlarni ganoatlantirsa, u (maj-
imm) E to‘plamda filtrlanuvchi to‘plam deyiladi:

(Fl): agar B to‘plam / sistemaning A to4lamini 0°z ichiga olsa, u
holda Be f ;

(F2): chekli sondagi / sistemaning elementlari kesishmasi ham f ga
tegishli;

(F3): boshtofplam / sistemaga tegishli emas.

Bu shartlarni ganoatlantiruvchi F sistemaning o‘zi E to‘plamda
HItr deyiladi.
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1.14.7-misoL X topologik fazoda tayin bo&h bo4dmagan AczX;
to'plamning barcha atroflari to'plamlaridan tashkil topgan sistemani garab
chigamiz. Bu sistema filtr tashkil giladi.

1.14.8-misol. x0 nugta X topologik fazoning ixtiyoriy nugtasi bo‘l-

sinva F sistema X fazoda filtr tashkil gilsin. U holda, agar x0 nugtaning
ixtiyoriy atrofi F ga tegishli bo4sa, F filtr x0 nugtaga yaqginlashadi, xO
nugta F ning limiti deyiladi. Agar F* bilan x0 nugtani o ichiga olgan

barcha atroflar sistemasini olsak, x0 nuqta F ning limiti bo4adi.

I bob yuzasidan foydalanishga tavsiya etilayotgan
adabiyotlar sharhi

Umumiy topologiyaning sistematik ilk sodda kurslarini 2-3, 5,
10-11, 20-21, 26-27, 48, 51, 53-54, 58-59, 73-74, 87, 92, 105,
108 ragamlar bilan berilgan kitoblardan; uning qizigarli, mazmunli,
ommabop bayonlarini esa 21, 32, 43, 70-71, 81, 95 ragamlar bilan
berilgan kitoblardan; topologiyaning asosiy konstruktiv qurilmalarini 1, 4,
10, 14, 47, 66 - 68, 80 ragamlar bilan berilgan kitoblardan; metrik fazolar
va ularning asosiy topologik va geometrik xossalari hagidagi
ma’lumotlarni 6-7, 9, 11, 13, 17-18, 22-23, 28, 51, 53, 58-59, 82, 91-92,.
105 ragamlar bilan berilgan kitoblardan; kompakt, bikompakt fazolarning
barcha xossalarini 3, 10, 26, 21, 92, 87, 105, 108 ragamlar bilan berilganj
kitoblardan va mazkur bob bo‘yicha masala-mashqglarni 11, 13, 21, 51, 53,
54, 92, 105 ragamlar bilan berilgan kitoblardan go&himcha o‘rganish
mumekin.

Kirish gismi, analitik geometriya, chiziqli algebra, proektiv geo-J
metriya, noevklid geometriyalar va geometriyadagi yasashga doir ma’lu-J
motlami 15, 18, 6, 8, 21, 38, 39, 41, 44, 42, 60, 52, 55, 69, 72, 79, 84]
106 ragamlar bilan berilgan kitoblardan olsa bo4adi.

Umumiy topologiyaning asosiy tushunchalari, topologik fazolardaj
muhim amallar, ularning go‘llanilishiga doir sodda mashglar 10, 13, 1JJ
105 ragamlar bilan berilgan kitoblarda keltirilgan.
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I bob. TOPOLOGIK FAZODAGI AMALLAR VA
TOPOLOGIK FAZONING AJRIMLILIK AKSIOMALARI

Mazkur bobda umumiy topologiyaning (nazariyasinmg) asosiy amal-
luri: deport kodaytma (to44i ko‘paytma), diagnostik kodaytma, cheksiz
IOndagi  fazolarning tixonov ko4haytmasi tushunchalari bayon etiladi.
Topologik fazolar ko4dikki, undagi ochiqg togplamlarning sifatiga bog4iq
ekan. Shu sababli topologik fazolarni farglash uchun ajrimlilik aksiomalari
Kirililadi. Bu aksiomalar yordamida topologik fazolarning ganchalik turli-
luman, sermazmun ekanligi ko‘rsatiladi. Topologik fazolarning kengayt-
nwisi tushunchasi berilib, lokal bikompakt fazolarda minimal kengaytma -
Aleksandrov kengaytmasi bayon etildi.

Parakompakt fazolar, bog4amli, chizigli bog‘lamli, diadik bikom-
pikt va final bikompakt fazolar oaganilib, uning sodda xossalari kelti-
rlladi. Shuningdek, topologik fazolarning juda muhim sinfi sanogli bazali
va sanogli salmoqga ega bodgan fazolar sinfining tasnifi beriladi. Sepa-
ritbel fazolarning ma’lum bir topologik xossalari bayon etiladi.

2.1-8. Topologik fazolar ko‘paytmasi

Ma’lumki, (X,y) kofinishda tartiblangan juliliklar majmuasi ikki
V va Y to‘plamlarning tofig‘ri ko‘paytmasi X x Y deb atalar edi. Bu yerda
m X va ys Y. Albatta, bu holatda ixtiyoriy sondagi to4lamlarning
to‘g4i ko'paytmasini ham aniglash mumkin. Bunday ko'paytmaning

| Xa elementlari (xa\ as A, xae Xa ko‘inishda boiadi. Boshgacha
He A

nytganda, J~J Xa ning (x) =x elementidagi X:A-» UXa’)@’\Xa

a are A

ko‘rinishidagi xe X funksiyalaridan iboratdir.

Agar A={1 , 2 , chekli n elementli to'plamdan iborat bo4sa, u
holda X}-X2-X3-.*Xn kodaytma ko hollarda X DrRICMX3X...,...XXW
ko'rinishda ham belgilanadi. Uning elementlari tartiblangan (x,, x2, xi, x n)

yl"matodlamdan iborat bo4ib, bu yerda xie X., i=1,n.

Bizga X va Y topologik fazolar berilgan bo4sin. XxY to44i
ko'paytmada topologiyani quyidagicha aniglaymiz: bazaning elementlari
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{UaxVp} ko‘rinishdagi barcha sistemalardan iborat bo‘lib, bu yerda

{Ua} va|\W| sistemalar mos ravishda X va Y fazolardagi topologiya-

larning bazalaridir.

{UaxW} baza orgali aniglangan topologiya X xY fazodagi ko‘payt-
mariing topologiyasi deyiladi. Boshgacha aytganda, X xY ko‘paytmadagi
topologiyaning bazasini X va Y lardagi topologiyalar bazalarining ko*-
paytmasi tashkil giladi.

2.1.1-misol. Ma’lumki, R2 tekislik Rl va RI to‘g‘ri chiziglaming
to‘g‘ri ko‘paytmasi bo‘lib, u R2=RIx RI ko‘rinishda yoziladi. R2 fazo-
dagi topologiya bazasini esa, V*xF* ko‘rinishdagi to&y‘ri to ‘rtburchaklar

tashkil giladi, bu yerda Va va \p —aochiq intervallardir (2.1.1-rasm).

2.1.1-rasm

Quyidagi proeksiyalarni ko ‘raylik.
Px:XxyY X; (X)y)—>x

P2:XXY->Y; (x,y) ..
2.1.2-teorema. Agar X va Y topologik fazolar bo‘lib, XxY ko*
paytmada topologiya aniglangan bo‘lsa, u holda p, va p2 akslantirishlar

uzluksizdir. Topologik ko‘paytma X xY da esa, px va p2 proeksiyalar

uzluksiz bo‘ladigan topologiyalarning eng kuchsizidir.

Endi ixtiyoriy (yoki cheksiz) sondagi to plamlarning to‘g‘ri kKo ‘payt-
masi MXa ni ko‘rib chigaylik. Bu yerda har bir ae A uchun Xa ko‘payt
tuvchi, A to‘plamning quvvati esa, cheksiz bo‘lishi ham mumkin. Har bir
a€A uchun Xa topologik fazo bo‘lsin. MXa ko‘paytmada shunday
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kuchsiz topologiya aniglaymizki, bu topologiyada har bir Pa :MXa -» Xa
proeksiya ore A, uzluksiz bo‘lsin. Bu yerda Pa proeksiya har bitta
X -(xa) x=(xa) (ae Aey\Xa) nugtaga shu nugtaning cr o4indagi
koordinatasi x  ni mos qo4yadi. Bu topologiya ko4haytmadagi topo-

logiya yoki Tixonov topologiyasi deb yuritiladi.

Kodaytmada topologiyani bunday aniglashni birinchi bo‘lib
AN. Tixonov taklif etgan. Mazkur topologiyaning bayoni xususida to4-
tulsak, bu yerda uning oldbazasi tavsifini keltirish nisbatan yengilroq
ckanligi ma’lum bo‘ladi. Bu oldbaza quyidagicha aniglanadi: barcha

it =Ix:x(a0)d U] ko'rinishdagi todplamlar MXa ko'paytmaning
U‘plamostilaridir, bu yerda a0 indeks A ning, Ua) esa, Xuy topologik fazo
huzasining ixtiyoriy elementidir.

Aniglanishiga ko4a, aytish mumkinki, Ba tenglik ofin-
lldir. Bundan ko4inadiki, tayin aOs A indeks uchun {Ba} sistema NMXa
kodaytmadagi P  proeksiya uzluksiz bo‘ladigan eng kuchsiz topolo-
giyani tashkil gilar ekan. Boshgacha aytganda, har bir UaQ ochiq to4lam
X,,n topologik fazoning bazasi elementi bo4sa, tayin a0 uchun Bao old-
biza elementlari quwati Xa topologik fazoning bazasi elementlari quv-
vuliga tengdir. Ikkinchi tomondan, tayin har bir a0e A indeksga mos Ba
dement uchun BaR—Ua xTIXa ,cre A\{a0) deb, ikkinchi ko4paytmani
X* bilan belgilab, bu ko‘paytma ko‘rinishidagi to'plamostini a0 yo*-
l«kcha deb atasak, Ba element U ning a0 yodakcha koaytmasiga

long ekan. Endi [Ba :gcg A] todlamlar (yodakchalar) oilasini Tixonov
Inpologiyasining oldbazasi deb e’lon gilamiz.
Natijada MXa kodaytma har bir a6GA uchun hamma Pa

proeksiyalar uzluksiz bodadigan eng kuchsiz topologiya bazasiga ega
bo'lamiz.
Tixonov topologiyasi oldbazasining aniglanishiga ko4a, [MXa

ko'pnytmada Tixonov topologiyasi bazasi elementlari U ~ P~*(Uai) n P~x
ol



(Ua2)n....nP;\Ua ) ko‘inishdagi to‘plamlardan iborat. Bu yerda
al,a2,...,am —ixtiyoriy chekli elementlar nabori afe A,i =I,nUa esa,
Xa_topologiya bazasining ixtiyoriy elementi. Yugorida keltirilgan teng-]

liklar va xulosalardan ushbu tenglikni isbotlash mumkin. Quyidagi tenglik
o‘rinlidir: agar a * a 19....,an bo‘lsa, PaJi(Uai)nP~2(Ua2) n m

*.-n%\U)=nU .. bo‘ladi, bu yerda Ua =Xa. Boshgacha aytganda,]
a&A

bazaning ochiq to‘plami quyidagi yig‘ma furiksiyadan iboratdir:
{Xi*(«)eUariml,..} xxCa)6  n..n{x:x(a,@U,}

Ta’kidlash lozimki, ko‘paytmani ko‘paytmaning topologiyasi deb
olamiz.
2.1.3-teorema. Ixtiyoriy aOe A uchun PaQ:MXa -* Xa proeksiya

uzluksiz va ochiq akslantirishdir.

2.2-8. Topologik fazolarda akslantirishlarning diagonal va to‘g‘ri
koGoaytmasi

Bizga fa:X->Ya, as A akslantirishlar berilgan bo4sin. Bu yerda
| va ixtiyoriy, as A lar bo‘sh bo‘lmagan to‘plamlardir. Boshgacha
aytganda, {Ya :ae A} ixtiyoriy to‘plamlar oilasi va har bir ae A uchun*
fa :X~%Ya akslantirish aniglangan bo‘lib, bunda X tayin bo‘sh bo‘l-
magan to'plamdir. Bu holda {/e :aei} akslantirishlar oilasi (jam-

lanmasi) kanonik ravishda quyidagicha aniglangan ma’lum bir akslan-
tirishni vujudga keltiradi.
2.2.1-ta’rif. {fa:ae A] akslantirishlar oilasining diagonal ko-

paytmasi deb / : X —NYa, /(x) ={fa(jc):ae Aj formula bilan

aeA

aniglangan akslantirishga aytiladi va Afa = f ko‘rinishda belgilanadi. Bu:
yerda har bir ae A uchun fa akslantirish / diagonal akslantirishning
komponentasi deyiladi.
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Shuni aytish mumkinki, ixtiyoriy g :X -» I‘Iag/'f akslantirishni biror-

In nkslantirishlar oilasining diagonal ko‘paytmasi sifatida garash mumkin.
I Ingigatan ham, har bir a0e A uchun A -Puwog:X-*Y desak, bu yerda
I\ :llYa-»Y proeksiyani giyinchiliksiz gabul gilishimiz mumkinki, Afa
diagonal ko4aytma berilgan g akslantirish bilan ustma-ust tushadi.

2.2.2-ta’rif. Agar X ning ixtiyoriy har xil ikki elementi uchun
nhunday a0 indeks topilsa va uning uchun saxiy&fa (x2) 6°rinli boflsa,
| fu:ae A) akslantirishlar oilasi X to4plamning elementlarini farglaydi
deyiladi.

Bu ta’rifdan ravshanki, yuqoridagi fa akslantirishlardan loagal bit-

litsi inektiv akslantirish bo@sa, bu akslantirishlar oilasi X tofplam ele-
mcntlarini farglar ekan.

2.2.3-teorema. Agar {fa A} oila X ning elementlarini farg-
litsu, u holda ularning diagonal ko4paytmasi f =Afa:X -+MYa inek-
a a

llvdir v a/—joylashtirishdan iborat.
Shuni ta’kidlash mumkinki, agar diagonal akslantirish inektiv bo4sa,

hii nkslantirishlar oilasi {fa :ae A} X ning elementlarini farglaydi.
2.2.4-teorema. Agar diagonal ko‘paytma / :éefg ochig akslan-

(Irish bo4sa, u holda uning har bir komponentasi fa ham ochiq akslan-
lIrishdlir.
2.2.5-teorema. Diagonal ko'paytma f =éfa uzluksiz bodishi

a

Uchun har bir a's A uchun fa uzluksiz bodishi zarur va yetarlidir.

Duch kelishimiz mumkin bo4gan yana bir fa\Xa -~Ya akslan-
lIrishlar oilasini olaylik, bu yerda ae A uchun Xa va Ya lar topologik
li’x)lar bodsin. Tabiiyki, llfa:l11Xa->IlYa akslantirishni ixtiyoriy
n [IXa nugtaga ye MNMya nugtani y = (ya)=(fa(x)) formula bilan mos
qo‘yamiz, akslantirishlar sistemasi bu akslantirish fa ning to4yri
ko'paytmasi deb yuritiladi. Agar A={12,......,«} bo@sa, akslantirishlar
ko'paytmasi fvf2.f3~.,fn ko4 hollarda / m~x/2x/3x...x/n: X}x X 2x X 3x

, Xncz™ Y}xY2xY3...Yn ko4inishdabelgilanadi.
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2.2.6-teorema. Akslantirishlarning ko‘paytmasi Ilfa uzluksiz bo‘li-
shi uchun har bir ae A uchun fa uzluksiz bo‘lishi zarur va yetarlidir.

2.3-8. Topologikyig‘indi

Topologik fazolar oilasi [Xa:ae A] berilgan bo‘lsin. Bu topolo-

gik fazolarning birlashmasi ~ Xa ni olaylik. Ushbu birlashmadan iborat

aeA

bo‘lgan to‘plamning har bir elementi Xa da a = A topologiyaga egadir.

[J Xa birlashmada ochig to‘plam deb shunday to‘plamostilarni olamizki,
aeA

bu to‘plamostining har bir W, \X,, §JJ| Xa* akslajntirishdagi asli ochiq

asA

to‘plamdan iborat bo‘lib, bu yerda fie A. Shunga o*xshab, agar ixtiyoriy
aeA uchun in~I(B)c: Xa yopiq to‘plam bo‘lsa, B<zLl »>x* NuH

aeA

to‘plamdir. Bu ikkala hoi o‘zaro teng kuchlidir.

Shuni ta’kidlash joizki, ochiqg yoki yopiq to‘plamning UXa birlash-
malarda bunday e’lon qilinishi UXy da topologiyani tashkil giladi. Hosil
bo‘lgan topologik fazoga topologik fazolarning yig‘indisi (summasi):
deyiladi va [J Xa ko‘rinishida belgilanadi.

aeA

Bizga ma’lumki, har bir ae A uchun in : X 2~ \\  Xa ayniy:

aeA

akslantirish yoki joylashtirish aniglangan. Topologik yig‘indi X =u * M

aeA

da ochig to‘plamning aniglanishiga ko‘ra, agar har bir ae A uchun]
t/P\Xa to‘plam Xada ochig bo‘lsa, u holda U to‘plam yig‘indi x\

fazoda ochiq bo‘ladi. Agar indekslar to‘plami A chekli to‘plam bo‘lsal
yig‘indi fazo XI ko‘rinishda belgilanadi.

belgisi topologik birlashma yoki topologik yig ‘indmi bildiradi.
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2.4-8. Bog‘lamli topologik fazolar

Bog‘lamli topologik fazolar topologiyaning asosiy va muhim tu-
shunchalaridan biridir. Bu tushuncha ba’zi manbalarda tutash fazolar
sifatida ham keltirilgan.

2.4.1-ta’rif Agar X to‘plamni o‘zining bo‘sh bo‘lmagan ikkita
o'zaro kesishmaydigan ochiq to@lamostilari birlashmasi ko‘rinishida
ifodalash mumkin bo@masa, X topologik fazo bog‘lamli topologik fazo
deyiladi. Ya’ni, X*U{vU2 UlInU2=6, Ux&6, n2d6 B —bho‘sh
to‘plam, Ux U2 ochiq to‘plamlardir.

Ta’rifdan bevosita ma’lumki, bog‘lamli X fazoda X va B dan
boshga ochiq va yopiq to‘plamlar bo‘lmasligi zarur va yetarlidir. Bog6é
lamli bo‘lmagan fazoga misol sifatida elementi bittadan ortiq bo‘lgan
ixtiyoriy diskret fazoni keltirish mumkin.

Bog‘lamli fazoga ixtiyoriy bir nugtali topologik fazolar misol bo4a

oladi.
2.4.2-misol. X to‘plam hagiqgiy sonlar to'plami bodsin. Bu to‘p-

lamda topologiyani, ya’ni ochiq to ‘plamlami quyidagicha aniglaymiz:
r={{e}u{S}u{-00;x}:xe (X,t) fazoda ixtiyoriy toplam

bog'lamli bodadi.
Bujumlani isbotlash uchun ixtiyoriy S czX to‘plamni olamiz. Faraz

glluylik, F to'plam S ning bofh bo‘lmagan ochig va yopiq to'plamostisi
Iwlsin. Bu holda F to‘plamni F-Uc\S =Cc\S koeinishda ifodalash
mumkin. Bu yerda U toglam X da ochiq, S tofplam esa, X da yopiq
tn’plamdir. Ya’ni, U=(-<o,b), beR, C=[a,00), ae R, F=Ur\S=Cr\S
tengliklar o'rmii.

Yugoridagilar o‘rinli boflganligi sababli ixtiyoriy xe S uchun xZb
\a x>a lar ham ofrinli bofladi.

Agar shunday x>b topilsa, u holda CnS & UnS. Shunga o‘x-
llytb, shunday xZa topilsa, u holda Ur\S&Cr~S. Shunday qilib,

[</(£) va F=S. Bu S tofplamning bogfAamli ekanligini anglatadi.

IH'inak, bu topologiyada ixtiyoriy Sa X bogMamli ekan. Endi shu haqi-
Iy nonlar toplami R da T topologiyani quyidagicha aniglaymiz.
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Agar ixtiyoriy se S uchun shunday t >S topilsa va [S,?) =S bo‘l-

sagina, Sex dir. Bu topologiya bilan aniglangan fazoda yagona bog4amli
bo‘sh boimagan togplam fagat nuqtadan iboratdir. Bu jumlani isbotlash
uchun X da ixtiyoriy bo4h bo4magan bogMamli T to‘plamostini olaylik

va T nugta T gategishli bo‘lsin. Ma’lumki, [x,x+e) to'plam ixtiyoriy 8
>0 uchun X fazoda ham ochig, ham yopiq togplamdir. U holda
[X5¢+s)nr —kesishma ham ochiq, ham yopiq to‘plam bo4adi. T ning

bogdamli ekanligidanva [x ,x + ¢ ' 20 shartdan ko4inadiki, ixtiyoriy
B>0 uchun [x,x+£r)nl =8 o4inli bo‘ladi. Bu esa, T toflamning fagat

M={x} shartidagina bo‘lishini ko‘rsatadi. Demak, bu fazoda fagat bir

nugtadan iborat bo‘lgan to4lamlargina bog4amli togplam bod4ar ekan.
2.4.3-teorema. X topologik fazo bog4amli bodishi uchun uni ikki
ayri bosh bo4magan togplamlar birlashmasi sifatida ifodalash mumkin
bodmasligi zarur va yetarlidir.
Zarurligi. X bog4amli bo4sin va X = A%j B bodib, A va B lar
bosh bo‘lmagan ayri todlamlar bo‘lsin. U holda, bir tomondan anigki,

CB <«zCB = A ; ikkinchi tomondan, Ar\B =8 . Ma’lumki, Aa CB, shu

sababli A= CB. Shunga o'xshab, amin bo4amizki, B=CA. Bundan
ko4inadiki, yopiq to4lamlarning toddiruvchi toglamlari bo4ganligi
sababli A ham, B ham ochiq to4lamlardir. Bu X ning bog4amli ekan-
ligiga ziddir.

Yetarliligl Faraz gilaylik, X bog‘lamsiz bo‘Isin. U holda X=F x
Fx yopiq, F2 yopig, FI*0,F2&0 va FxnF2=0, bundan ko4inadiki,
Fx va F2 todlamlar ayri todlamlardir, chunki bu tolamlar uchun
FxnF2=FxnF2, AnF2=FnF2, FxnF2=0 va AnF2=0 teng-
liklar o4inlidir.

2.4.4-teorema. [a,e] kesma bog4amlidir.

Isboti. Buning aksini faraz gilamiz, ya’ni [a,el kesma bog4amli

bodmasin. U holda [a,e] kesmani ikkita bo4sh bo'lmagan kesishmaydigan

ochig todlamlar birlashmasi sifatida ifodalash mumkin. Ya’ni,
X=UNV, lI/®s dV, Ur\V=6. U va V lar ochiq to‘plamlar.
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Aytaylik, ae U . Shuni aytish kerakki, U va V to‘plamlar \a,e\ da
yopiqdir, chunki [a,B] kesmaning o‘zi RI da yopiq bo‘lganligi sababli
®d={ume U :uZVixtiyoriy ve V uchun} F tocplam bo‘sh emas, chunki
ae ®@. Agar 7=supp F bo‘lsa, U yopiqto‘plam bo‘lgani uchun rjeU.
i) son yuqgori chegara bo‘lganligi sababli ixtiyoriy s >0 uchun
(?1-e,rje s)nV @& . Bundan ko‘rinadiki, A nugta uchun V tegish nug-

tasidir. Ya’ni, 7je V, V ning yopiq ekanligidan jleV .BurjeUnV~"O0O
hi bildiradi. Bu ziddiyat [a78] ning yopiq ekanligini isbotlaydi. Demak,
[ff.e] kesma bog‘lamli ekan.

Eslatma. Keltirilgan 2.2.4-teoremadan va 2.4.2-misoldan ma’lum
boMmogdaki, fazoning yoki fazoostining bog‘lamli bo‘lishi yoki bo‘Imas-
llgi unda garalayotgan topologiyaga bogdiq ekan.

2.4.5-teorema. Evklid fazosi Rn da ixtiyoriy gavariq to‘plam bog*-
lumlidir.

Ishot. Aytaylik, T c Rn to‘plam gavariq bo‘lsin, ya’ni ixtiyoriy
iitac T, a®s nuqtalar uchun [a,e\aT o‘rinli.

Buning aksini faraz gilamiz, ya’ni T=Uwn V, U,V bo‘sh bo‘lma-
mim OChigto‘plamlarhamda UnV =6.

X =\a,b\ to‘plamni olaylik, bu yerda aeU va be V.

Endi Ux=Ur\X va VX=Vn i toglamlami ko‘raylik. Bu to‘p-
lilinlar bo‘sh bo‘Imagan kesishmaydigan to ‘plamlardan iborat. Ular uchun

Ux'uVvx tenglik o‘rinlidir. Bu esa, X =[a,6] kesmaning bog‘lam-
lIhfij’a ziddir.

Evklid fazosi Rn da quyidagi to‘plamlami olamiz.

O M o)={xe Rn -P(x,x0)<r]

[ O M 0)={*6 Rn-p(x,x0)<r)

ANXo) “ ochig shar, Or(x0) —yopiqg shar deyiladi, ba’zida ular
pw ravishda ochiq (yopiq) “disk” deb ham yuritiladi. Yuqoridagi teore-
HiMan bevosita quyidagilar kelib chigadi.

2.4.6-natija. Rn fazova Ar{jd), Ar(x0) disklar bog‘lamlidir.
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2.4.7-teorema. Uzluksiz akslantirishlarda bogiamlilik saglanadi.
Ya’ni, uzluksiz akslantirishda bogiamli fazo aksi (obrazi) bogiamli
boiadi.

Ishot. f:X~>Y uzluksiz akslantirish berilgan bodsin. X bog*-
lamli fazo bodsin. Biz bu yerda / akslantirishni syurektiv deb olishimiz

mumkin, ya’ni ixtiyoriy ye ¥ nuqgta uchun f~I(y)~0 . Agar U to‘plam
Y ning ochiq va yopiq to‘plami boisa, u holda f~xU) to‘plam X ning
ochiqg va yopiq to‘plami boiadi. Bu holda f~I(U)=9 yoki f~1(U)=Xy
qolaversa, U =6 yoki U =U bo‘lishi mumkin. Bu Y fazoning bogfamli

ekanligini ko'rsatadi.
Endi /(f) = (cos2flt; sin2nt)e Sl czR2 formula orgali aniglangan

/ :[0,1] -> SI akslantirishni olaylik, bu yerda S1—aylana. Bu akslantirish

syurektiv va uzluksizdir. Bundan ko ‘rinadiki, aylana S| bogiamlidir.

2.4.8-natija. Agar X va U gomeomorftopologik fazolar boisa, X
fazo bogdamli boiishi uchun U ning bog'lamli boiishi zarur va yetar-
lidir.

2.4.9-teorema. Agar X topologik fazo ixtiyoriy ikki nuqgtasini tu-
tashtiruvchi nugtalarni o‘zida saglagan bogiamli to‘plamostiga ega boisa,
X bogiamli boiadi.

Ishot. Buning teskarisini olaylik, ya’ni X topologik fazo bogiamli
boimasin. U holda X fazoni o&aro umumiy nuqtaga ega boimagan ikki
boiinmas ochiqto‘plamlar birlashmasi ko ‘rinishida yozishimiz mumkin.

Demak, X =UuVoU*6*VIoUNV =6, U, V - ochiq to‘plam-
lar. Aytaylik, UOeU va Woe V boisin. LciX to‘plam U0 va VA
nuqgtalarni o&ida saglovchi bogiamli togplam boisin. Quyidagi to ‘plam-
larni olaylik: U~UnL va M=Vr\L. Bu to‘plamlar bocsh emas va
L da ochik to‘plamlardir. Ularning birlashmasi Uxu Vk- L dan iboratdir.
Lekin Uxn Vx=8 O‘rinli. Bu L ning bogiamli ekanligiga ziddir.

Bogiamli to'plamlar uchun quyidagilarni isbotlash giyin emas.

2.4.10-teorema.
1) agar A va B to'plamlar X ning bogiamli to'plamlari boiib

AcnB O o‘rinli boisa, AuB birlashmabogiamli boiadi;
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2) agar A, B, S to'plamlar X ning bog'lamli to‘plamostilari
bo'lib, ArnB®s va Br\Cdp 3 ofinli bo‘lsa, birlashma AuBuC
liogiamli bo‘ladi.

Fazoning bog‘lamli bo‘lishining umumiyroq Kriteriysini keltiramiz.

2.4.11-teorema. X fazoningbog‘lamli to‘plamostilari oilasi {A™:ae J)
berilgan bo‘lib, bu oilaning ixtiyoriy ikki element! o‘zaro ayri bo‘Imasa,
I (JAa to‘plam X fazoda bog‘lamlidir.

a

Isbot. Buning aksini faraz gilamiz, ya’ni' C=C,u C2 C,nC 2-8,
f,C 2to'plamlar bo‘sh emas va S da yopiq to ‘plamlardir.

Aa to‘plamlarning bog‘lamli ekanligidan har bir Aa to‘plam
yoki S2 ning gismi bo‘ladi. SI yoki S2 laming bo‘sh to‘plam emasligidan
thunday Aa,Aai“{Aa:a”j) topiladiki, Aa>cCp Aar ciC2. C, va
( laming yopiq C da yopiq ekanligidan, .Au, va i|L to‘plamlarning
(” dagi yopig‘i mos ravishda Cx va C2 da yotadi,

Bu quyidagilarga ekvivalentdir:

in.nCcCj, Aa2nC czC2. Bu yerda Aa, va Aa lar A va
A, lurning X dagi yopig‘idir. Shu sababli quyidagi ikki tenglikka ega
ho'lamiz.

(AdnC)nAai=6, Adn (A2nC) =G. Lekin,
|  (4~~C)n at)=Aain(CnAai)=AinAA

I AINCA2Nn Q=(A,"Qn~"r=4"r"A2-

Bundan A, nA,, -0,A, n X =6 ofinlidir. Bu )X va A, to‘p-
liHiilnming ayri ekanligini bildiradi. Bu ziddiyat teorema o‘rinli ekanligini
ko'rsatadi.

Bogiamli fazolarning maxsus chizigli bogiamli sinfi ham mavjud.
Viuloridagi teorema shu chizigli bogiamli fazolar sinfi shartlarini ganoat-

hintiradi.
2.4.12-ta’rif *5:[04]*X, 5(0)=a, S(l)~b shartlarni ganoatlan-
liruvchi uzluksiz S akslantirish X topologik fazoning a va b nugtalarini
[lihishliruvchi yoi deyiladi.
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Bu ta’rifdan kofrinadiki, [0,l] kesmaning S akslantirishdagi obrazi
a va b nugtalarni tutashtiruvchi bogiamli tofplam ekan.

2.4.13-ta’rif. Agar X topologik fazoning ixtiyoriy ikki nugtasini
yoi orgali tutashtirish mumkin boisa, X fazo chizigli bogiamli fazo
deyiladi.

Ta’rifdan maium boiadiki, ixtiyoriy chizigli bogiamli fazo boggj
lamlidir. Lekin buning aksi doimo ham ofinli boiavermaydi. Bunga
quyidagi ikki misolni keltiramiz.

2.4.14-misoL Tekislikda, ya’ni R2 fazoda quyidagi tofplamostini
kofaylik:

. i
Jsrf n (r:- 0),(:-1,|) ot (0.0);

bu yerda A(0,0), Al(1,0), An(—0), Bn(—1) tekislik nugtalardir, TA9AN,
n n

[An,B  kesmalar, (0,1) interval(2.4.1-rasm).

CMijp By
M

AfQft} 1/3 m
2.4.1-rasm

Bu X tofplam bogfamli boiadi. Lekin chizigli bogiamli emas,r
chunki £(0,1) nugtani X ning boshga nugtalari bilan yoi orgali tutash-
tirish mumkin emas.
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2.4.14-misol. R2 tekislikda M to4lam sifatida ordinatalar o‘qgida
Uchlari "4(0,-1) va 5(0,1) nuqgtada boigan [A,B] kesma va

y -sin—0<x<2n-) fimksiya grafigi Grf dan (2.4.2-rasm) tashkil
X
topgan todlamni olaylik.

2.4.2-rasm

Bu M todlam bogiamli toglamni tashkil giladi, lekin chizigli
bog‘lamli boimaydi. Chunki \A,B] kesma nugtalari bilan M ning
boshga nugtalarini tutashtiruvchi yoi mavjud emas. Hagigatan ham, M
lolplain [A,B] kesma va Tf grafikdan iborat, ya’ni M =[A,BJuFf. Ff

JiruQkni olsak, bu bogiamli toplamdir. [A,B] kesmaning har bir nugtasi
M to‘piam uchun tegish nugta boimoqda, ya’ni ixtiyoriy 0(xOe s) atrofi
bilan M va Ff ning kesishmasi bo4h emas. Demak, F =Ff~"A ,B)-M.

MI xulosaga ko4a, M to‘plam bogiamli to‘plamdir.

Bogiamli toglamlarning (fazolarning) to4y4i ko4aytmasi va Tixonov
ko'paytmalarining bogiamli boiishi hagidagi jumlalarni keltiramiz.

2.4.15-teorema. Bogiamli fazolarning ko‘paytmasi XxY
bogiamli fazodir.

2.4.16-teorema. Ixtiyoriy sondagi bogiamli fazolarning Tixonov

luVpaytmasi \\ X a bog4amli fazo boiadi.
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2.5-8. Topologik fazoda ajrimlilik aksiomalari.
0; WU T2; T3; T3; TA—fazolar

2

I va Il boblarda keltirilgan misol va mashglardan ma’lumki, shunday
“yomon tuzilgan” topologik fazolar mavjudki, alohida olingan nuqgta yopiq
tofplamosti boimasligi mumkin, chekli tofplam limit nugtaga ega boiishi
mumkin, bitta yaginlashuvchi nuqgtalar ketma-ketligi ikkita har xil nug-
talarga yoki fazoning har bir nuqgtasiga yaginlashishi mumkin. Bunday
hollar klassik tahlil (analiz) nuqgtai nazaridan aynigan vaziyatlarning
(situatsiyalarning) uchrab turishidan, topologik fazo ta’rifi asosidagi 1°-4°
aksiomalarning juda umumiy ekanligidan darak beradi. Shu tufayli
fazolarning juda umumiy boigan xossalari ajratiladi. Shulardan kelib chig-
gan holda, topologik fazoning aksiomalariga turli xarakterdagi chegaralar
gofyish magsadga muvofigdir. Bu xildagi talablarga birinchi va ikkinchi
sanoglilik aksiomalari va ajrimlilik aksiomalarini kiritsa boiadi. Natijada,
bunday topologik fazolar matematikaning turli boflim va tatbiglarida juda
keng goilaniladi. Uchrayotgan turli matematik muammolarda topologik
fazolar gofshimcha xususiyatlarga ega boflmoqda.

2.5.1-ta’rit Agar X topologik fazoning ixtiyoriy ikki turli nuqtasi
uchun kamida birining ikkinchisini ofz ichiga olmaydigan atrofi mavjud
boisa, TQfazo yoki Kolmogorovfazosi deyiladi.

Agar bu ta’rifda har ikkala ixtiyoriy nugtalar birorta atrofga ega
boiib, biri ikkinchisini ofida saglamasa, ma’lum boiadiki, bunday
fazolar sinfi nisbatan tordir.

Bu fazolar sinfi 7| fazo yoki erishilgan, istilo gilingan yoki egallan-

gan fazo deb ataladi. Ta’rifdan ko&inadiki, ixtiyoriy T} fazo X da ixtiyo-

riy bir nugtali tofplam yopiq tofplamdir va buning teskarisi ham ofinlidir.
Yana shuni isbot gilish mumkinki, agar x0 nugta birorta M tofplamning

limit nugtasi boflsa, u holda x0 nugtaning ixtiyoriy atrofi M ning cheksiz
ko turli nugtalarini o'zida saglaydi.

Hagigatan ham, X0 nugtaning shunday U atrofi topilsa vau M ning
Xpx2,  xn chekli nugtalarini ofida saglasa, u holda X fazo X} bof-
ganligi sababli Xi ning shunday Ui atroflari topiladiki, ular x( nugta-
lardan boshqgasini oz ichiga olmaydi.
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Endi t/=pjE/- to'plamni ko‘raylik. Ma’lumki, U to‘plam x0
H

inaltaning atrofi bo‘adi. Bu to‘plam M ning x0 nuqgtadan boshga
niK|(alarini 0‘zida saglamaydi. Bundan ko‘rinadiki, x0nuqta M ning limit
nugtasi emas. Bu ziddiyat ta’rifning o ‘rinli ekanligini ko ‘rsatadi.

Kolmogorov fazosiga misol sifatida bog‘lamli *“go‘sh nuqgtani”
kcltirisp mumkin. Bu fazo erishilgan fazo bo‘la olmaydi. Kolmogorov
Info.siga trivial topologiyali ixtiyoriy fazolar ham kiradi.

2.5.2-misol. Hagiqgiy sonlar to‘plami R1 ni olaylik. Bu hagiqiy
lo‘g‘ri chiziqda topologiya bazasi sifatida aZxZ + oo nurlarni olamiz. Bu

k<*rinishdagi nurlar bazaning shartlarini ganoatlantiradi. Bunday baza R
di lopologiya tashkil giladi. Bu topologik R1 fazo T0 fazo aksiomasini

ijinioatlantiradi, lekin Tx fazo bo‘la olmaydi. Agar turli ikki xLx2e RI

luigigiy sonlarni olsak, ravshanki, bir vagtda ikkinchisini o‘zida sagla-

initydigan jo va x2 nuqtalaming birorta atrofi topilmaydi. Demak, bunday
injiologiyali RI fazo Kolmogorov fazosi bo‘ladi.

2.5.3-ta’rif. Agar X topologik fazoning ixtiyoriy ikki har xil nug-

in'ii 0“zaro kesishmaydigan atroflarga ega bo‘lsa, u T2 fazo yoki Xausdorf
fmosi (yoki Xausdorftopologiyali fazo) deyiladi.

Ma’lumki, ixtiyoriy Xausdorf fazosi Tx fazo bo‘ladi, lekin buning

ItjNKkarisi doimo ham o'rinli emas. Ta’rifdan yana shuni anglash mumkinki,
I/l»uing Xausdorf fazosi bo‘lishi nasliy xususiyatga ega, ya’ni uning
Kliyoriy fazoostisi ham Xausdorof fazosiniki bo‘lishidir. Xausdorf
Li/nsining yana bir muhim xossasi — bu fazoda ixtiyoriy ketma-ketlikning
limiti yagona boiadi. xn ketma-ketlik limitining ikki x1 va x2 nuqtalari

Im'lib, ux va u2 ularning o‘zaro kesishmaydigan atroflari deylik. Ketma-

hilik limitining ta’rifiga ko‘ra, bu atroflarning biri ketma-ketlikning

olickli elementlarini o‘zida saqlaydi. Bu ta’rifning shartiga ziddir.
Xausdorf fazolariga misol sifatida ixtiyoriy metrik fazoni olish

iIMiinikin. Zariskiy topologiyasini olsak, bu topologiya ham Tt fazo bo‘ladi,
ikm /] fazo boiolmaydi.
2.5.4-misol. To‘g‘ri chizigda [0,1] kesmani olaylik. Bu to‘plamda

t'liig to‘plam sifatida bo‘sh to‘plam, [0,1] kesmaning o‘zi va [0,]1]
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kesmadan sanoglidan ko‘p bodmagan nugtalarni chiqgarib taslilashdan hosil
boigan tofplamlami garaylik.

Agar hosil boigan topologik fazoning ixtiyoriy ikki turli nugtalarini
olsak, bu nugtalar ikkinchisini o‘zida saglamaydigan atrofga egadir. Bu
fazoning erishilgan 2 fazo ekanligini ko‘rsatadi. Lekin ikki ixtiyoriy har
xil nuqgtalar o‘zaro kesishmaydigan atroflarga ega emas. Bu fazoning
Xausdorf fazosi emasligidan darak beradi.

2.5.5-ta’rif. Agar X fazoning ixtiyoriy yopiq to‘plami A va
Ixtiyoriy x®A nuqtasi X fazoda shunday ochiq ofzaro kesishmaydigan
atroflarga ega boisa, X topologik fazo T3 topologik fazo deyiladi,

Agar X topologik fazo X bir vaqtda ham Tx fazo, ham T3 fazolar

boisa, u holda u regulyar fazo deyiladi. Bu ta’rifdan ko'rinadiki, regulyar
fazo Xausdorf fazosi boiar ekan. Lekin buning aksi doimo o'rinli emas.

Regulyar fazolarga ixtiyoriy metrik fazolar misol boiadi, xususiy
holda Rn fazo ham regulyar fazodir.

2.5.6-misol. Aytaylik, X barcha haqgiqiy sonlar tofplamidan iborat'
boiib, r topologiya atroflar natijasida aniglangan boisin. Bu topo-
logiyada nol nugtadan boshga barcha nugtalarning atrofi, toff‘ri chiziqdagi
nuqtaning interval ko‘rinishidagi atrofini olamiz. Nol nugtaning atrofi deb
uning to‘g‘ri chiziqdagi interval koainishdagi atrofidan sonlar o‘gining-

[ ;ne nLj nugtalari chigarib tashlangan tofplamlarini olamiz. Ya’ni,
n

u(0) = (a,b)\E-: ne N> ixtiyoriy Oe (a,b)czR
n

Agar A:1—:neN\ tofplamni olsak, A tofplam sonlar ofjida
n

yopiq tofplamlardir. Nol nugta va A tofplam bu yerda ofzaro
kesishmaydigan atroflarga ega boimaydi. Ya’ni, shunday aniq atroflar
mavjud emas. Bu fazoning regulyar fazo emasligini kofisatadi. Lekin bu
fazoda ixtiyoriy ikki har xil nugta ofzaro kesishmaydigan atroflarga ega.
Demak, bu topologik fazo Xausdorffazosi ekan.

Endi elementlari soni ikkitadan ortiq tofplamlardagi trivial topo-
logiyani kofisak, bu fazolar T3 fazoga sodda misol boia oladi, lekin ular

regulyar fazo emas, chunki bunday fazolar 4 fazo emasdir.



Regulyar fazolarning xossalariga keladigan boisak, fazoning regul-
yarligi - bu nasliy xarakterga ega, ya’ni regulyar fazolarning ixtiyoriy
lo'plamostisi ham regulyar boiadi. Bundan xususiy holda kelib chigadiki,
regulyar fazolarning to‘g‘ri koGaytmasi regulyar boisa, uning har bir
ko'paytuvchisi regulyar boiadi. Nihoyat, regulyar fazolar ixtiyoriy oila-
lining Tixonov ko‘paytmasi ham regulyar fazo boiadi. Shuni aytish
mumkinki, regulyar fazodagi faktor-topologiya doimo regulyar fazo
boiavermaydi.

2.5.7-ta’rif. Agar X topologik fazoning ikki A va. B todlam-
titllari uchun butun X fazoda aniglangan shunday haqiqiy giymatli

Uftluksiz funksiya / :X -~[0,I] mavjud boisa va u funksiya uchun barcha

* A /(x)=0 va f(x)=1 barcha xe B shartlarni ganoatlantirsa, u
holda ular X da funksional ayri deyiladi (2.5.1-rasm).

2.5.1-rosm

Ravshanki, A va V toglamlarning X fazoda funksional ayri

'knnligidan ularning shu X fazoda ayri ekanligi kelib chigadi. Hagigatan
N
him, agar A va V lar X fazoda funksional ayri boisa, T r 1 |7|r | va

n " )~V to'plamlar A va V to‘plamlarning o‘zaro kesish-
3

nwiydigan atroflari bo‘ladi.

Shuni ta’kidlash kerakki, shunday Xausdorf, golaversa, regulyar
In/olar borki, bu fazolarda juft ikki nuqta funksional ayri emas. Bunga
inhiib  shunday regulyar fazolar mavjudki, bu fazolarda aniglangan
konslant funksiyadan boshga funksiya mavjud boimaydi.



2.5.8-ta’rif. Agar fazoning ixtiyoriy jd nugtasi va bu nugtani o4ida

saglamaydigan bo4h boimagan F yopiq to‘plam funksional ayri boisa,
X topologik fazo T32 fazo deyiladi.

Agar X topologik fazo bir vagtda ham Tx fazo, ham T3I2 fazb
boisa, uni Tixonov fazosi yoki todkis regulyar (butkul regulyar) fazo
deyiladi. Bu ta’rifdan ko4inadiki, Tixonov fazosi regulyar fazo boiadi.

Har bir metrik fazo, xususiy holda Rn fazo ham, Tixonov fazosij
boiadi.

Tixonov fazolarining xossalaridan biri - bu fazo ham nasliy xusu-
siyatga ega, ya’ni bu fazoning ixtiyoriy to plamostisi ham Tixonov fazosi
boiishidir.

Shuni ta’kidlash mumkinki, har bir egallangan (marraviy), fazo toia
regulyar fazo bodishi uchun ixtiyoriy x0e X nugtasi va uning ixtiyoriy

ochig atrofi U uchun/: X -»[0,I], f(x0)= 0, f(X\U) =1 shartlarni

ganoatlantiruvchi shunday uzluksiz funksiyaning mavjud bo4ishi zarur va
yetarlidir.

Topologik fazolarning muhim sinflaridan yana biri normal topologik
fazolardir.

2.5.9-ta’rif. Agar X fazoning ixtiyoriy ikki bosh boimagan
kesishmaydigan yopiq Fx va F2 todlamlarining o4aro kesishmaydigan
U(FX va U(F2) ochiqg atroflari mavjud bodsa, X topologik fazo T4 fazo
deyiladi.

Agar X topologik fazo bir vagtda ham TY ham T4 fazo bo4sa,
bunday topologik fazolarga normal topologik fazolar deyiladi.

Ta’rifdan ma’lum boiadiki, normal topologik fazolar regulyar
va toia regulyar fazo boiadi. Buning teskarisi o4inli boiavermaydi.
Tx fazolar sinfi ichidagi T3I2 fazolar sinfi T3 fazolar sinfi bilan TA fazolar

sinfi orasidagi oralig sinfdir. Shu sababli belgilashlarda ham butkul
regulyar fazolar sinfi T32 bilan belgilanadi.

Yuqoridagi topologik fazolarga o4shab, normal fazolar sinfi nasliy
Xususiyatga ega emas, ya'ni bu fazolarning ixtiyoriy to'plamostisi normal
fazo boiavermaydi. Normal fazolar sinfida uzluksiz akslantirishlarning bir
oilasi mavjud boiib, bu uzluksiz akslantirishlar oicham nazariyasi va
topologiyaning boshqga deyarli barcha jabhalarida figuralaming geometrik
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uossnlari bilan bogiiqg muammolarida va fimksiyalami davomlashtirish
fwisnlalarini yechishda, fazoning gomologik oichamini aniglashda muhim
ihiimiyatga ega. Bu masalaning asosini Urison teoremasi (Urison lemmasi)
IH\Ml giladi.

2.5.10-Urison lemmasi. Ixtiyoriy normal X fazoning o‘zaro kesish-
Httydigan yopig A va B to‘plamlari uchun shunday uzluksiz / : —[0,l]
hmksiya mavjudki, uning uchun / /A=0,fIB=\ va har bir xe X uchun
iuirtlar o‘rinlidir.

IsboL X normal fazo, A va B lar uning ixtiyoriy yopiq to‘plam-
onlilari va ArnB=8 boisin. Har bir r=K”~n9k=0/4,...,2" ratsional
eonga shunday G(r) ochiq to‘plamni mos go‘yamizki, u quyidagi shart-
liimi ganoatlantirsin:

1) Aa G(0),X\B =G(I);

2)agar rZr boisa, G (r)cG (r).

Yugoridagi shartlarni ganoatlantiruvchi ochiq to‘plamlar sistemasini
n ko'rsatkichga nisbatan induksiya metodi bilan ko‘ramiz.

n- 0 boisin. Bu holda, X fazo normal boiganligi tufayli A va B
Inming U(A) va U(B) kesishmaydigan ochiq atroflari mavjud boiadi.

Ulnmi G(0) = U(A) va G(l) = X\B qilibbelgilaymiz.

k=n- 1 uchun G() ochigto‘plamlar sistemasiqurilganboisin.

Endi n uchun G({) to‘plamni qurishimiz kerak. 2m/2n=m/2m
I>0'lganligi sababli G(r) todlamni r=k!2n n - toq son uchun ko‘ri-
Nhiiniz  yetarli boiadi. Aytaylik, £=2w+1 boisin, u holda
(k 11)/2"=(m4-1)/ 291, (k-1 /2" -m12nd va induksiya shartiga ko‘ra,
(/(k-1/2n)eG(k+1/2n) ifodaga egamiz. Ravshanki, G(k-1/2"),
X G(k+1/2") lar yopiqg va kesishmaydi. X fazoning normalligi tufayli
(I(k-1/2n) ning ochiq atrofi mavjudki, bu ochiq to‘plam X - G(k +1/2n)
hing ochiqg atrofi bilan kesishmaydi. V-G (k!2n) belgilashni kiritamiz.
Anigki, G(k-1/2")cG(k/2"), G(k/2n)czG(k+1/2n) lar orinli, shu
hilnn induksiya tugaydi.
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G(r) to'plamlarning aniglanish sohasini quyidagicha kengaytiramiz:
LWl H agar r>0

boisa.
T M X, agar r<1

Endi 9:X -*[0,1] funksiyani quyidagicha aniglaymiz: agar xg G(0)
boisa p(X)=Q va <Pp(X)=supp{r:xg G(r)If-G(r)j. Bu @ funksiya-
ning uzluksizligini ko'rsatishimiz kerak. Shunga erishish magsadida
ixtiyoriy xOg X nugta va N> 0 uchun x0 nugtaning shunday

| <o onx0) oinli boisin.

atrofini ko‘ramizki?u uchun (p{xQ - *(x)| <
Aytaylik, r0 son k!2” ko‘rinishda boiib, <p(x0)< r0<<p(x0) + (1)

shartni ganoatlantirsin. Belgilaymiz:

holda x0g Un(x0), chunki B Agal
xg UN(x0) boisa, u holda xg G(r0). Shu sababli <p(x)<r0. Bundan

tashqgari, xg X - G(r0- N)a X - Grro— V) ?shu sababli

rQ <(p(x) . Demak, r0-J*iV <" (x)<rO0.
(1) va (2) larni solishtirsak, quyidagi natijaga ega boiamiz:

Bu 9 ning uzluksizligini ko‘rsatadi. Funksiyaning qurilishiga ko‘ra,
va 0<(p(x)<lI.

Bunday qurilgan funksiya Urison funksiyasi deyiladi. Urisonning bu
lemmasi quyidagiga ekvivalentdir.

Normal X fazoning ixtiyoriy kesishmaydigin va bo‘sh boimagan
A va B yopiqto'plamlari uchun shunday qme(x) uzluksiz funksiya mav-

jud boiadiki, u quyidagi shartni ganoatlantiradi: (e(x) A= a ;(pae(x) B~e\J
a<<gmB(X)<B,xg X .Buyerda a,b (a<b) ixtiyoriy hagigiy sonlardir.

Haqgigatan ham, agar (pae(x) Urison funksiyasi boisa, u holda
9aB(X) - (6—a)g>(x) + a izlangan funksiya boiadi.
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2.5.11-teorema. Normal X fazoning ixtiyoriy yopig A to‘plamida
berilgan ixtiyoriy chegaralangan (p:A->R uzluksiz funksiya uchun shun-

ilny ®: X —R uzluksiz funksiya mavjudki, uning uchun quyidagi o‘rinli:

P\A=gh va supp{<E>(xX),xe X) = supp{<p(x),xe A}.

Isbot. lzlanayotgan uzluksiz F{Y funksiyani funksiyalar ketma-
krlligining limiti ko‘rinishida quramiz.
Aytaylik:

@=g> va aO0=supp{|p(>)|:xe n =

boisin

Maiumki, A0 va B0 to'plamlar yopiq va o‘zaro kesishmaydi.
I Jiison lemmasiga koaa, shunday uzluksiz funksiya g0:X —R mavjudki,
n (itvidagi shartlarni ganoatlantiradi:

ayb afar>XGJl bollsaj

[/ 3 agar? XG Bo bo‘lsa\
Endi A to‘plamda <x funksiyani <1(x) = (pO(x)~ g 0(x)
ko‘rinishda aniglaymiz. U holda (px funksiya uzluksiz va
2
supp{ (P¥x)\ :xe A}< ~a0 o'rinli. Shunga o‘xshab, quyidagicha
hflj'ilashlar kiritamiz:
N=Sxi(x)<-|-[,  Fjx:@E(x)<
Endi yana Urison funksiyasi m ni olamiz, u quyidagi shartlarni
i|iinoatlantiradi:

/ _ f afar XGA bodsai
\PO)\<g”™ va gx) =] Yy
yYb5 a°ar - N b°fsalj
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A to‘plamda (®(x), funksiyani (p2(X)=dm(x)- gx(x) ko‘rinishdlj
2
ko‘ramiz va a2=sup("4){|"2(x)|:xe "}<— deb olamiz. Shu yo‘sinda;

A to‘plamda uzluksiz boMgan funksiyalaming o= 9 (2 ..., g0,...
ketma-ketligi va X da uzluksiz g0; gx g2; ..., gn, ... funksiyalar ketmaJ
ketligiga ega bodib, ular quyidagi shartni ganoatlantiradi:

Prn(x) =<P,,(X)-0,,(X), \gn(x)\<”™-;a,,+l<-a,,. M

2
Buyerda an= s\jp{\son(x)\:xe A* /7=0, 1,2,..., bundan |MA(X)|<(—na"%

2 a
|*n(x)|< larga ega bo'lamiz. Oxirgi tengsizliklardan
3 3 nFo

gator X da birorta uzluksiz funksiyaga absolyut va tekis yaginlashuvchi

bo‘ladi. Bu yig‘indini q)(x):i(,)"m(x) bilan belgilaymiz va quyidagi

baholashga ega bo‘lamiz: |p(X)|< /@)(éni3 =a0. Endi xe A Dbo‘lsin, u
7O

holda £,,(*)= £0(x) +...+ #n(x) qismiy yig‘indi (pnH(x) funksiyalaming
qurilishiga ko‘ra 40(x)-<pn(x) ga teng. Lekin (p{x) -> 0, u holda har bir
xe A uchun ®(x) = 90(x) = <p(x). Demak, ®(x) izlangan funksiya ekan. 1

2.5.12-natija. Normal X fazo ning ixtiyoriy yopiqg A to‘plam-1
ostisida berilgan har bir uzluksiz <:A->1n akslantirishni & :X -> /"
akslantirishgacha uzluksiz davomlashtirish mumkin.

2.6-8. Sanogli baza. Separabel fazolar

Ma’lum bir muammolami yechishda topologik fazo bazasi w
topologik fazo ayrim to‘plamostilariga turli shartlar go‘yiladi. Bunin#
natijasida topologik fazolar sinfi kichrayib, torayib boradi. Ba’z
matematik masalalarda separabel fazo, sanoqli bazaga ega bo'lgan fazolar
uchraydi. Shu sababli bu fazolar va ularning TO; Tt; T2; T3; T3; TA

2
fazolari orasidagi bog4igliklami kofrib chigamiz.
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2.6.1-ta’'rif. Agar A—X boisa, X topologik fazoning AczX
lo'plamostisi X fazoda mutloq zich deyiladi, ya’ni A to‘plamning tegish
HUqtalari butun X fazodan iborat. Agar A to‘plam uchun intA =6 teng-
lik o‘rinli boisa, A to‘plam hech gayerda zich (albatta, X ning) bo*-
lolmaydi. Boshgacha aytganda, hech gayerda zich boimagan tofplamlar
hoch ganday ochiq to‘plamda zich emasdir. Hech gayerda zich boimagan
lo'plamlarga tekislikdagi ixtiyoriy to‘g‘ri chiziq, ixtiyoriy ikkinchi tartibli
ehiziglar va ixtiyoriy algebraik chiziglar kiradi. Mutloqg zich to‘plamlarga
lonlar to‘g‘ri chizigida ratsional, irratsional sonlar to‘plami kiradi. Rn
IHzoda esa mutlog zich to‘plamga hamma koordinatalari ratsional sondan
Iborat boigan tocplam kiradi. Shuni ta’kidlash kerakki, agar A to‘plam X
da mutlog zich boisa, u holda A to‘plam albatta X ning barcha
yakkalangan nugtalarini o‘zida saglaydi. Agar X topologik fazo diskret
tn/o boisa, uning yagona mutlog zich to‘plami fazoning o‘zidan iborat
bo'ladi.

2.6.2-ta’rif Agar fazoda sanogli va mutlog zich tofplam mavjud
ho*Isa, u separabel fazo deyiladi.

Separabel fazolarga muhim misol sifatida Rn va C[a,6] fazolarni

kaltirish mumkin. Rn fazoda barcha ratsional koordinatalarga ega boigan
nuqgtalar to'plami, C\a,b] fazoda esa, ratsional koeffitsiyentli ko‘phadlar

Iflnogli va mutloq zich to‘plamlardir.

Separabel boimagan fazoga ixtiyoriy sanogli boimagan to‘plam-
4 diskret fazo misol boiadi.

2.6.3-misol. Ber fazosi. Natural sonlardan tashkil topgan

n.s N ketma-ketliklar to‘plamini M bilan belgi-
lwymiz, ya’ni M ={% =(WLW2,....«A..)Ww/GAT} M to'plamda p
mclrikani quyidagicha aniglaymiz. Har bir %£M uchun p(£,£)=0
doymiz. Ixtiyoriy har xil elementlar uchun

{ (apn2...,»,..)e M, T7i=(mvm2..mkd.)e M, A - koordinatalar
Icng boimaydigan Tx ®nx eng Kkichik indeksdir. Tekshirib ko‘rish

mumkinki, (M,p) metrik fazodir. Bu metrik fazo Ber fazosi deyiladi.

Xususiy holda bu fazo separabel fazoga trivial boimagan misoldir. Endi
hi M to'plamda sanogli va mutlog zich to “plamostini quyidagicha tuzamiz.
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Ixtiyorty Ke N son uchun Bk={(nln2,...1\,...):nte N,
(nx,n2,...,nk\,\,...)& M, nt~ixtiyoriy natural son} ni olaylik.
Ma’lumki, Bk to‘plam ixtiyoriy k& N uchun sanoqli to‘plambo‘ladi. '

Endi B to'plam sifatida Bk larning birlashmasini olamiz.

B= yBk. B to‘plam sanoqli sondagi sanogli toglamlarning birlastw

k
masi bo‘lganligi sababli sanogli to‘plamdir. B to‘plam (M,p) Ber fazoi

sida mutloq zich to‘plamdir. Hagigatan ham, agar £ = .)e M
ixtiyoriy nugta bo@sa, ~ikk=(ml9m2,....... ;mk44,...) qatorlar ketmal

ketligi £ nugtaga (M,p) fazodayaginlashadi. Buyerda %K)e Bk.
Ma’lumki, K o‘rinlidir. Bundan ko‘rinadiki, Af
to‘plamning ixtiyoriy nugtasi B to‘plam uchun teginish nuqtasi ekan,

Demak, B=M .

Biz topologiya bazasi tushunchasi bilan oldinrog tanishgan edik.
Bundan tashgari, yana bir muhim tushuncha — nugtaning atroflari
sistemasining bazasi tushunchasi ham mavjud.

2.6.4-ta’rif. X topologik fazodagi x nuqgtaning atroflari oilasl
5(x) ={F(x)} bo‘lib, agar x nugtaning ixtiyoriy atrofida bu oilaning
birorta elementi yotsa, u holda bu oila x nugtaning atroflari sistemasining

bazasi deyiladi.
Ma’lumki, nuqgtaning barcha ochiq atroflari oilasi shu nugtaniflb

atroflari sistemasining bazasi boiadi.
2.6.5-misol. Ixtiyoriy (X,p) metrik fazo berilgan bo‘lsin. Ixtiyoriy

xe X nuqta uchun B(X)m\IVk(x): Dx/(x)r|] . to‘plamlar oilasini olaylik,
n =

bu yerda m|,vg X :p(x,y)<JU x nugtaning sharsimon

(doirasimon) atrofi deyiladi. B(X) sistema x nugtaning atroflari sis*

temasining bazasi bo‘ladi. Hagigatan ham, jc ning ixtiyoriy atrofiga shu
nuqtaning sharsimon atrofini joylash yoki ichiga chizish mumkin, Xx
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Imcitaning ixtiyoriy sharsimon atrofi DAXx) uchun esa, shunday £ >—, «
K

lonni topish mumkinki, u son uchun WK(xX)c D (x) o&inli bo‘ladi.

l)cmak, B(X) oila x nugtaning atroflari sistemasining bazasi ekan.

2.6.6-misol. Agar X topologik fazoning ixtiyoriy nugtasining
Itroflar sistemasi sanoqli bazaga ega bo‘lsa, ya’ni sanoglidan katta
HoMmagan atroflar bazasiga ega bo‘lsa, birinchi sanoglilik aksiomasini
»|unoatlantiradi, deb hisoblanadi.

Yugorida keltirilgan misoldan va ta’rifdan ko‘rinadiki9 ixtiyoriy
llicirik fazo birinchi sanoglilik aksiomasini ganoatlantirar ekan.

2.6.7-misol. Ixtiyoriy sanogsiz X to‘plamdagi diskret topologiyani
uluylik. Hagigatan ham, ixtiyoriy xe X ni olsak, uning atroflari siste-

Muisining bazasi sifatida biror V={x) atrofni olsa bodadi. Demak, ixti-

yoriy diskret topologiyali sanogsiz fazo birinchi sanoglilik aksiomasini
mnoatlantiradi. Bundan shunday xulosaga kelishimiz mumkinki, har bir
ilinkret va antidiskret fazolar birinchi sanoqlilik aksiomasini ganoatlan-
lIrtdi.

2.6.8-ta’rif. Agar r (X,r) topologiyasi sanoqli bazaga ega bo‘lsa, u
luilila u topologik fazoning ikkinchi sanoglilik aksiomasini ganoatlan-
lirmli, deyiladi.

la’rifdan ko@inadiki, Rn fazo ikkinchi sanoqlilik aksiomasini gano-
IIhmtiradi.

2.6.9-teorema. Ikkinchi sanoglilik aksiomasini ganoatlantiruvchi
LLI O separabel fazodir.

Isbot. X topologik fazo va B-{Vk\ke N] uning sanogli bazasi
| topologiyaning) bo‘lsin. Har bir Vhe B to‘plamdan bittadan ane Vh

fliiticnt tanlab olamiz va ulardan A ={al;a2,......} to@lamni tuzamiz.
I .V, ya’ni A to‘plam X da mutlog zich. Ma’lumki, A=AxuA

Ullglik o‘rinli. Shu sababli X\ A ning ixtiyoriy nugtasi A to‘plam uchun
limit nugta ekanligiyetarlidir. Ixtiyoriy xe X\ A nugtani olaylik va U(x)

unlnj” birorta atrofi bodsin. V sistemaning baza ekanligidan shunday
I\ » B to‘plam topiladiki, uning uchun xg \k va \kc¢ U(x) . Shu sababli

» 1/(X) va ak dx , binobarin, xg Al.
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Yugorida keltirilgan 2.6.7-misoldan ko‘rinadiki, buning aksi o‘rinli
emas. Ya’ni separabel fazolar ikkinchi sanoglilik aksiomasini ganoat-
lantirmaydi. Lekin metrik fazolar uchun teskari jumla ham o ‘rinlidir.

2.6.10-teorema. Ixtiyoriy separabel metrik fazolar ikkinchi sanog-
lilik aksiomasini ganoatlantiradi.

I shot. Faraz qgilaylik, sanogli to‘plam X fazoda
mutloq zich todplam bo‘lsin. X fazo bazasi sifatida quyidagi ochiq

to‘plamlar jamlanmasini olamiz: B=~Vnk=Dy(an):ne N,ke Tvj. Bu

jamlanma X fazo bazasini tashkil etadi. Hagigatan ham, X ning sepa-
rabel ekanligidan ixtiyoriy xe X nuqta va yetarlicha kichik s >0 son

uchun shunday ane A topiladiki, u uchun ane Ds/(x) o‘rinli. Bundan
tashgari, shunday k nomer topiladiki, xeV nka: De(x) (kK ni
s™ <yN % 28/ ghgrtnt gangatkantiradigan qifs clishyetarli).

X fazodagi ixtiyoriy ochiq tofplam ochiq sharlar birlashmasidan
iboratdir. Har bir ochiq shar esa, V ning \hk to‘plamlari birlashmasidir.

Demak, V jamlanma sanoqgli baza ekan.

Quyidagi ikki teoremani isbotsiz keltiramiz.

2.6.11-teorema. (Tixonov) Ixtiyoriy sanogli bazaga ega boflgan
regulyar fazo normaldir.

2.6.12-teorema. Ixtiyoriy metrik fazo normaldir.

Topologik fazoda birinchi va ikkinchi sanoqlilik aksiomalari kiri-
tilgandan keyin bu tushunchalar bilan bevosita bog‘liq fazoning salmog‘i
va fazoning zichligi tushunchalari ham ko‘p foydalaniladi.

2.6.13-ta’rit X topologik fazoda mutlog zich to‘plamlarning eng
kichik quvvatlisi uning zichligi deyiladi va d(X) koainishida belgilanadi.

Ta’rifga ko‘ra, d(X) =min|\A\:A=x |, buyerda |j| bilanto‘plam

quwati (kardinal son) belgilanadi.
Demak, X topologik fazo separabel boUsa, u holda uning zichligi

%0 ga teng ekan. Ya’ni, uning zichligi sanogli to‘plam quwatiga tengdir.
Diskret topologik fazolar uchun esa, d(x) =|x]| o‘rinli ekan. Ixtiyoriy
topologik fazo uchun esa, d(X)< \X\ tengsizlik doimo o‘rinlidir.
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2.6.13-ta’rif. X topologik fazo bazalarining eng kichik quwati X
topologik fazoning salmogi deyiladi va w(X) =min||fi|: 2%} jamlanma X
ning bazasi deb belgilanadi.

Diskret topologik fazolar uchun uning salmogi fazoning quwatiga
teng boiar ekan. Ya’ni, W(X)=|X|. Boshga hollarda T (X)<|X| teng-
sizlik doimo o‘rinlidir.

Quyidagi teoremani isbotsiz keltiramiz.

2.6.14-teorema. Metrik fazolarda d(X) =w(X) tenglik o@inlidir.

Xususiy holda separabel metrik fazo uchun w(X) <KO0 o‘rinlidir.

2.7-8. Kompakt va bikompakt fazolar

Bu paragrafda topologik fazolar sinfining eng muhim gismlaridan
biri bikompakt va kompakt fazolar o‘rganiladi. Bu sinf gqoplamalar tilida
bayon gilinsa-da, abstrakt, lekin qulay xossalarga ega. Bikompakt fazolar
softopologik fazolarning asosiy tushunchalaridan biri hisoblanadi.

2.7.1-ta’rif. (X,r) topologik fazo va U={Ua:Uacl,ae A]
to‘plamlar sistemasi berilgan bodsin. Agar X =U{Ua:aeA} o‘rinli

bo‘lsa, U sistema X ning qoplamasi deyiladi. Agar qoplamaning
elementlari ochiq to‘plamlar bo‘lsa, u goplama ochiq goplama deyiladi.

2.7.2-ta’rif. Agar topologik fazoning ixtiyoriy ochiq goplamasidan
(goplama elementlari ochiq to‘plamlar), chekli goplamaosti ajratib olish
mumkin boisa, bu topologik fazo bikompakt deyiladi.

Xausdorfbikompakt fazolar sinfi bikompaktdir.

Bu ta’rifdan ko‘rinadiki, ixtiyoriy trivial topologik fazo bikompakt
fazo ekan. Ixtiyoriy diskret fazo bikompakt fazo boiishi uchun uning
elementlari chekli boiishi zarur va yetarlidir.

2.7.3-misoL Zarisskiy topologiyasi kiritilgan ixtiyoriy cheksiz X
togplamni olaylik. Bu topologik fazo, ta’kidlandiki, Xausdorf fazosi emas.
Lekin bu fazo bikompakt fazo boiadi. Hagigatan ham, X fazoning

ixtiyoriy £={t/a :ae A} ochig goplamasini olaylik. Bu topologik fazo
xususiyatigaixtiyoriy ae A uchun Ua to‘plamlar cheksizto‘plamlardir.
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Shu sababli shunday a0e A olamizki, U &X va X-Ua =R
to‘plam chekli to‘plamdan iborat. Aytaylik, FQ={xI9x2,....,xn\ boisin,

buyerda |8E X, i=I% S jamlanma goplama boiganligi sababli shunday
UaQUai,....,Ua lar X fazoning chekli goplamasi boiadi. Demak, bu

fazo bikompakt fazo ekan.

2.7.4-ta’rif. Agar topologik fazoning ixtiyoriy sanogli ochiq qop-
lamasidan chekli goplamaostini ajratish mumkin boisa, bu topologik fazo
sanoqli-kompaktli fazo deyiladi.

Sanoqli-kompaktli fazoning quyidagi tavsifmi isbotsiz keltiramiz.

2.7.5-teorema. Topologik Tx fazo sanogli-kompaktli boiishi uchun
uning ixtiyoriy cheksiz to‘plamostisi limit nuqtaga ega boiishi zarur va
yetarlidir.

2.7.6-ta’rif. Agar topologik fazoning ixtiyoriy goplamasidan sanoqgli
goplamaosti ajratib olish mumkin boisa, bunday topologik fazo final-
kompaktli deyiladi.

Bundan kotrinadiki, bikompaktlilik ikkita sanogli-kompaktlilik
hamda final- kompaktliliklarning mantigiy birlashmalaridan iborat ekan.
Bikompaktlilik atamasi ham shundan kelib chiggan.

Shuni ta’kidlashimiz mumkinki, fazoostining nasliy xossaga ega
boiish xususiyati sanogli-kompaktlik, final-kompaktlik va bikompaki-
lilikning yopiq tofplamostilarida O‘rinli boiadi. Quyidagi teoremani
isbotsiz keltiramiz.

2.7.7-teorema. Regulyar va final-kompaktli fazo normaldir.

2.7.8-teorema. Ixtiyoriy bikompakt normaldir.

Isbot 2.7.7-teoremaga asosan, ixtiyoriy bikompaktning regulyar
ekanligini koasatish yetarlidir. Ixtiyoriy xe X va Fa X yopiq

to'plamni olamiz, bu yerda xeF . U holda ixtiyoriy ye F nugta uchun x
va y nugtalarning Ox(y), Oy o'zaro kesishmaydigan atroflari mavjud. Bu

yerda yFr\Oy\yeF| jamlanma F to'plamning goplamasini tashkil
giladi. Ta’kidlaganimizga ko'ra, bikompaktlilik yopig to‘plamlarda
nasliy bo‘lganligi sababli, iFc”~Oy\ye goplamadan chekli

|[fn ... ,Fn goplamaosti ajratib olish mumkin. Endi
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5\ I5|Ox(yf) va OF:\”jOy larni olamiz. Bu to‘plamlar X =\AUn\

/=1 =l 1 n—\
| a u Ml nugta va F toplamning o‘zaro kesishmaydigan atroflari bo‘ladi.

Quyidagi ikki teoremani isbotsiz keltiramiz.

2.7.9-teorema. Ixtiyoriy sanogli-kompaktli metrik fazo sanoqli
I'li/aga ega.

2.7.10-teorema. Ixtiyoriy sanogli-kompaktli metrik fazo bikom-
piikidir.

Bu ikki teorema va yuqorida keltirilganlardan ko‘rinadiki, metrik
In/olarda sanogli-kompaktlik va bikompaktlik bir xil ekan. Shu sababli
bimdan keyin metrik bikompaktlilikni kompakt deb ataymiz.

2.7.11-teorema. Sonlar to‘g‘ri chizig‘i Rl da ixtiyoriy kesma
kompaktdir.

Isbot. To‘gai chizig RI da [0,I] kesmani olaylik va [O] ning
Isliyoriy S U a\aeA” ochiq qoplamasi bodsin, bu yerda ixtiyoriy
0. A uchun Ua czR, Ua - ochiq to‘piamlardir. Endi bu S goplamaning
I Inkli goplamaostisi mavjudligini ko‘rsatamiz, agar S sistemaning yopidq
QJD] kesmani goplovchi chekli sistemaostisi mavjud bo‘lsa Bu holda
10,11 kesmaning xOe m nuqtasini belgilangan deymiz. Barcha belgi-

nugtalar to‘plamini M bilan belgilaymiz.
Ma’lumki, x=0 nuqgta belgilangan nugtadir, ya’ni Oe M . Bu
mrda M ¢9 . Endi 7=supM nuqgtani olaylik. A nugtaning belgilangan

kimligini ko'rsatamiz, ya’ni ije M . Agar r/e Uao bo‘lsa, u holda Uao
Thiy, ochiq to'plam ekanligi tufayli shunday M topiladiki, u uchun
4<r) va [7, 7] kesma butunlay U da yotadi. £ nuqgtaning belgi-
nnan ekanligidan S sistemaning shunday chekli Ua(,Ua,....,ZJa qism
ihlemasi topiladiki, bu gism sistema [0,£] kesmani goplaydi. Shu sababli
W) 9...,Uan gism sistema [0,77] ni goplaydi. Demak, rle i .
lindi biz rj ning [04] kesma ikkinchi uchi bilan ustma-ust
imhishini ko‘rsatishimiz kerak. Faraz qilaylik, 77 1. U holda U
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to‘plamning ochiq ekanligidan shunday r/ e (r/,1) topiladiki, uning uchun
1,77 "c=£/a0. Binobarin, gism sistema UarUa"....,.£/" elementlari bir-1

lashmasi [0,77] ni qoplaydi. Bundan rj e M . Bu esa, A =supM ga ziddir. j

2.7.12-teorema. Bikompakt fazolarning uzluksiz obrazi bikompakt 1
fazodir.
Isbot f: X ->Y uzluksiz akslantirish berilgan boisin. Bu yerda X 1

bikompakt fazo va Y ixtiyoriy fazo. T-\Vi:is j] sistema Y topologik |
fazoning ixtiyoriy ochiq goplamasi boisin. / akslantirishning uzluk-|
sizligiga koGa, *?={f/, =/ -1)"):.re sistema X bikompakt fazoning'!
ochiq goplamasini tashkil giladi. X ning bikompakt ekanligidan S
goplama chekli S qism qoplamani 0‘z ichida saglaydi. S goplamagal
Kiruvchi barcha ochiq to‘plamlarning obrazi chekli gism goplama tashkil j
giladi. Bu goplamani T bilan belgilaymiz. T qoplama T qoplamaningl
qism qoplamasidir. Demak, Y fazo bikompakt fazo ekan.

2.7.13-misol. Agar X birorta bikompakt Y fazoning faktor fazosfl

boisa, uholda X bikompakt fazo boiadi.
Hagigatan ham, X fazo Y ning uzluksiz proeksiyasidan iborat 1

boiadi. Demak, X bikompakt fazo ekan.

2.7.14-misol. X topologik fazo sifatida RI toayfi chizigni olaylik. |
Bu fazoning {(-n,n): ne N] goplamasidan chekli goplamani ajratib boi-J
maydi. Shu sababli RI fazo kompakt fazo emas. Quyidagi ikki teoremani j
isbotsiz keltiramiz.

2.7.15-teorema. Rn fazoning ixtiyoriy yopig va chegaralangaM
toglamostisi kompaktdir.

2.7.16-teorema. Kompakt fazolarning ixtiyoriy sistemasi {Xa:ae A) |
ning Tixonov KoGaytmasi ]~[Xa - X bikompaktdir.

aeA

2.7.17-misol.
a) Sn- sfera; Tn=S1x SIx...x Sl - tor;

b) RPn - proektiv fazo;
d) SnlUp —linza fazosi;

e) /*=[0,1]1x[0,1]x....... x[0,1] -kub;
f) M2 - Miyobius varagi biokompakt fazolardir.



Hagigatan ham, Sn - sfera, I - tor, In - kub, M2 - Miyobius

vnrag‘i yopig va chegaralangan bo‘lganligi uchun kompaktdir. RPn pro-
ekliv fazo esa, Sn ning syurektiv obrazi boigani uchun bikompaktdir.
IJnza fazosi Sn!Up ham Sn ning faktor fazosi bo‘lganligi tufayli bikom-

pnkldir.

2.8-8. Lokal kompakt va parakompakt fazolar

Topologiyada lokal kompakt va parakompakt fazolar alohida o‘rin
t*nllaydi. Chunki, ko'pgina metrik fazolar, metrik bo'lImagan yaxshi
imssalarga ega bo4gan fazolar parakompakt yoki lokal kompakt fazolardir.

2.8.1-ta’rif. Agar har bir xe X nugtaning shunday atrofi topilsa va
n 6 qoplamaning chekli sondagi elementlari bilan kesishsa, X topologik
lii/i)ning 6 qoplamasi lokal chekli deyiladi.

Agar qoplama elementlari ochiq to plamlardan iborat bo4sa, bunday
Ijoplamalarga ochiq goplama deyiladi.

2.8.2-ta’rif. Agar 8 ning har bir elementi SI ning birorta elemen-
liila saglansa, fazoning S qoplamasi SI qoplamasiga ichki chizilgan
lilmoblanadi. Ya’ni, ixtiyoriy UeS uchun shunday U'e 8 mavjudki,
tit U'. Agar 8 goplama SI ga chizilgan bo4sa, 8 > S 1 ko4inishda bel-
mlInnadi.

2.8.3-ta’rif. Agar X topologik fazoning ixtiyoriy ochig qopla-
MHsiga lokal chekli ichki qoplama chizish mumkin bo4sa, u holda
\ fazoga parakompakt deyiladi.

2.8.4-misol. X =RI fazo parakompaktdir. Hagigatan ham, aytaylik,

\ae Aj sistema R1 ning ochiq qoplamasi bo‘lsin. Biz RI ni

[Jlw,w+1] ko4inishida ifodalashimiz mumkin. Har bir [u,n+1]

IkiHmeni  biroz interval (n-s, n+l+s) ga kengaytiramiz. Endi
I (W(n~-s,n+1+£):ae A sistemani olsak, bu sistema [n,n+1]]
k»limaning qoplamasini tashkil qiladi. [nm=1 kesma kompakt
MMganligi uchun bu goplamadan chekli vV, Vn, ...., \kn qoplama ajratib
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olish mumkin. Bunday goplamalarning n bo‘yicha birlashmasi RI ning
lokal chekli goplamasi boiadi va bu goplama [Ua:ae A} qoplamagM
chizilgandir.

2.8.4-ta’rif. Agar X topologik fazoning har bir ge 6 nugtasi
yopigining bikompakt boiadigan atrofi mavjud boisa, bunday fazolarga
lokal bikompakt fazo deyiladi.

Lokal bikompakt fazolarga Rn fazoni ko'rsatishimiz mumkin.

2.8.5-teorema. X lokal bikompakt fazo, X =[JCn va Sn bikom-

pakt boisa, u holda X parakompaktdir.
Ishot. X fazo yugoridagi shartlarni ganoatlantirsin.

Awal matematik induksiya usuli bilan X ni MH M
m=\

Una UnH,Un bikompakt, Un ochiq tofplam kofinishida ifodalashimll/,
mumkin. Ya’ni, X fazo ichma-ich joylashgan ochig tofplamlarnini{
birlashmasi boiib, oldingisining yopigi bikompaktdir.

UQ=0 ni olamiz. Uv ochiq to‘plam deb  bikompaktning yopigi
bikompakt bofladigan atrofini olamiz. Ya’ni, O(CX” Cp OCx bikomJ
pakt Wy = O(Cj) fazoning bikompakti boiganligi tufayli bu shartlar doimo
ofinli bofadi.

Endi UnH ochiq tofplam sifatida Unu Critl bikompaktning shun-

day ochiq atrofi 0 (U nu CH#) ni olamizki, 0 (E/wn C mntl) bikompakt

boisin. Demak, X =1Jt/,; Un Ua- bikompakt, Un- ochig

n=1
tofplamlardir.
Bizga {\Va:aeM) ixtiyoriy ochiqg qoplama berilgan boisin.|

Quyidagi  belgilashlarni  kiritamizz  Dn=Un\U nd  bikompakt
Un+I\U nx ochig tofplam Dn ning atrofi boia oladi. Bu holda

{W”:ae JTj =] n Um\Un2n<M)j sistema Dn bikompaktning

ochig goplamasi boiadi. Bu goplamadan chekli gism



lopliima ajratib olamiz. Bu jarayonni barcha n uchun takrorlasak, nati-
)

kik X fazoning sanoqli Wl  ochig goplamasiga ega boiamiz. Bu
=l n+

bpluma qurilishiga ko‘ra, \Wa :ae M] qoplamaga chizilgan goplamadir.
I hili bu qoplamaning lokal chekli ekanligini ko‘rsatamiz. ddg O nuqta
\ ning ixtiyoriy nugtasi bo‘lsin va nO=m\n{n:xe Un]. Ma’lumki
wulln , u holda x ning shunday O(x) atrofi topiladiki, u uchun
IHx)(zUMa. 0(x)[\U4-2=0 lar o‘rinli bo@adi. Demak, 0(x) to‘plam

llickli sondagi W* toglamlar bilan kesishadi, bu yerda 1<m<Pk,
LLI-2<kin0+1. Bunday to‘plamlar qoplamaning qurilishiga ko‘ra
ihcklidir.

2.8.6-natija. Agar lokal bikompakt fazo sanogli bazaga ega bo‘lsa, u
mlitin u parakompaktdir.

I shot. Hagigatan ham, agar X fazo lokal bikompakt boMsa, u holda
Ini fazo sanogli bazali boUganligi sababli shunday ochiq to‘plamlar

[llicmasi \p ¢\ mavjudki, u sanogli baza bo‘ladi, Ucochiq to‘plamlar va
bikompaktdir. Sanogli bazadan har bir U° ni o'zida saglagan
flementlarini olsak, sanoqgli sistemaga ega bo@amiz va ixtiyoriy /

Min - Mc  bikompaktdir. U holda X =MA™C o‘rinli. X ning

I».inikompaktligi esa, oldingi teoremadan chigadi.
Quyidagi teoremani isbotsiz keltiramiz.
2.8.7-teorema. Har ganday metrik fazo parakompaktdir.

2.9-8. Lokal bikompakt fazolarning Aleksandrov kengaytmasi

Topologik fazolarning, ayniqgsa, regulyar bo@sa, regulyar
In/olarning, qolaversa, metrik fazolarning turli kengaytmalari mavjud. Bu
krngaytmalar fazoni o‘zining hamma yerida zich saqlaydi va kengayt-
ntiulagi topologiya shunday topologiyaki, natijada, fazoning topologiyasi
Indulsirlangan topologiya bilan ustma-ust tushadi. Boshgacha aytganda,
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topologik fazo shunday to4lamlar bilan boyitiladiki, uning fazoostisidugl
topologiya berilgan topologiya bilan sug4rilgan boMadi.

Regulyar va todla regulyar fazoning turli-tuman kengaytmalart
mavjud, ular u yoki bu xossalarga ega bodadi. Masalan, todla regulynf
fazolarning Stoun ~ Chex kengaytmasi mavjud bodib, bu kengaytnw
maksimal kengaytma deb vyuritiladi. Maksimal kengaytma deyilishigi’
asosiy sabab, bu kengaytmadan uning boshga kengaytmalariga uzluksilj
akslantirish mavjud ekanligidir.

Lokal bikompakt fazolarni olsak, bu fazolar bir nuqtali minimul
kengaytmaga ega bodadi. Shuni ta’kidlab o‘tish mumkinki, fagat lokal
bikompakt fazolar bir nuqtali kengaytmalarga egadir. Fazoning kengaytj
malari, aynigsa, bir nuqtali kengaytmalar nazariyasiga P.S. Aleksandrov
tomonidan asos solingan va mazmunli o4ganilgan. Kengaytmalar, asosan,
bikompakt kengaytmalar keng o‘rganilgan. Kengaytmalarning o‘rganilishl
va kiritilishi turli-tuman masalalarni yechishda qo4 kelmoqda.

2.9.1-ta’rif. X topologik fazoning bikompakt kengaytmasi deb
shunday bikompakt bX topologik fazoga aytiladiki, u:

1.1 c bX, X nbXlyani X fazo b{X) da zich toplamdir. u

2. X fazoning topologiyasi b(X) fazodagi indutsirlangan topolo*

giyadan iborat shartlarini ganoatlantiradi.
Topologik fazoning bikompakt kengaytmasiga kengaytirilgan
kompleks sonlar tofplamini klassik misol gilib keltirish mumkin, ya’ni

C =Cu{oo0j, C to'plam, ma’lumki, S2 sferaga gomeomorfdir.

Endi lokal bikompakt Xausdorftopologik fazosi X berilgan bo‘Isin.
Bu fazoni bitta boshga £ nuqta bilan boyitamiz (to'ldiramiz).

Natijada, | =lu{”~} todlamga ega bodamiz. X todplam X
fazoda ochiq to4lamni tashkil giladi. Endi yangi £ nuqgtaning ochiq
atrofini aniqlash yetarli bo'ladi. X fazoda £ nuqgtaning ochiq atrofi deb,
{£UB:B todlam X fazodagi bikompakt} ko‘rinishdagi to4lamgn

aytiladi. Buto'plamlar X fazo nuqtalarining atrofi sifatida mavjud. Yangi
hosil bo4gan fazo bX bilan belgilanadi. Bu b(X) fazo Aleksandrov

bikompaktifikatsiyasi deb vyuritiladi. Hosil bodgan yangi h(X) fazo
quyidagi ajoyib xossalarga ega:
1. X fazo b(X) da zich to4lamdir.
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2. b(X) bikompakt fazodir.

3. b(X) fazo X ning minimal kengaytmasidir, ya’ni b ( X )\ X .

4, b (X)\X to‘plam b(X) fazoda yopiq to‘plamni tashkil giladi va
Imio‘plam o‘simta deb yuritiladi.

5. b(X) yagona bir nugtali kengaytmadir.

6. b(X) fazo Xausdorffazosi boiadi.

7. X fazo b(X) da ochiq to'plamdan iboratdir.

[Sunday kengaytmalar uchun quyidagi teorema o ‘rinlidir.
2.9.2-teorema. Bir nuqtali bikompakt kengaytma b(X) Xausdorf

In/osi boiishi uchun X fazoning lokal bikompakt va Xausdorf fazosi
boiishi zarur va yetarlidir.

2.10-8. Diadik bikompaktlar

Topologik fazolar sinfining muhim va qizigarli gismlaridan biri
ilnulik bikompaktlardir. Diadik bikompaktlar uzluksiz akslantirishlar va
bikompaktlar fazosini chambarchas bogiab turuvchi fazoni tashkil giladi.

Biz haqiqiy o”*garuvchining funksiyalari nazariyasidan Kantorning
mukammal toglamini bilamiz. Endi bizga Kantorning umumlashgan
iliskontinium tushunchasi kerak boiadi.

Da ={0,1}a ikki nuqtali fazoni olaylik, bu yerda indekslar to‘plami
| ixtiyoriy T quvvatga ega boisin, ya’ni \A\~t .

DT bilan I_I D =M {®M}a Tixonov ko‘paytmasini belgilaylik.

aeA a
|Y fazo bikompakt fazo boiadi va DT fazo umumlashgan Kantor
iliskontiniumi deb yuritiladi.

2.10.1-ta’rif. Kantorning umumlashgan diskontiniumi Dr ning
ii/luksiz akslantirishdagi obrazi diadik bikompakt deb ataladi.

Kantorning umumlashgan diskontiniumining ta’riflanishidan ko#fi-
nmliki, bu fazo bikompakt fazo boiar ekan. Bikompakt fazolar uzluksiz
nk ilantirishlarda saqlangani tufayli diadik bikompaktlar ham bikompakt
l.i/o boiadi.

Keyingi boblarda uchratamizki, Kantorning mukammal to‘plamini
|()J] kesmaga uzluksiz akslantirish mumkin. Demak, Kantorning mukam-
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mal to‘plami ham, qolaversa, to‘g4i chizigdagi [0,1] kesma va ixtiyoriy
[a,b] kesma ham diadik bikompakt ekan.
Diadik bikompaktlar hagidagi ba’zi bir faktlami keltiramiz.
2.10.2-teorema. Tixonov kubi [ = [0,1]", ce A, |A r
a
diadik bikompaktdir.

Cheksiz r uchun I kub Dxning uzluksiz obrazi bo‘ladi.

Yuqorida Kkeltirilgan fakt va mulohazalardan ma’lumki, diadll
bikompaktlarning koaytmasi va uzluksiz obrazi yana diadik bikompakl
bo‘ladi. Shuni ham ta’kidlash mumkinki, diadik bikompaktlar haminl
kompaktlarni o&ida saqlovchi ko‘paytma boiib, uzluksiz akslantirishlardi
o‘zgarmaydigan bikompaktlar ichida yopig bo‘lgan eng kichik bikompak)
fazolar sinfidir. Lekin ixtiyoriy bikompakt doimo diadik bikompakl
boMavermaydi. Quyidagi ikki gizig teoremani isbotsiz keltiramiz.

2.10.3-teorema. Ixtiyoriy kompakt Kantor mukammal to‘plaminiii|j
uzluksiz obrazidir.

2.10.4-teorema. Salmog‘i T ga teng boMgan ixtiyoriy bikompakl

DT bikompaktda joylashgan (yotgan) nol oMchovli bikompaktninn
uzluksiz obrazidir.

Il bob yuzasidan foydalanishga tavsiya etilayotgan
adabiyotlar sharhi

Bu bobda keltirilgan topologik fazoda ko‘paytmalar, akslan*j
tirishlarning ko‘paytmalari, topologik fazolarda bogiamlilik, ajrimlilik
aksiomalari, kompakt va bikompakt fazolar, diadik bikompaktlar, sanoqgli
fazolar, separabel fazolar, parakompakt va lokal bikompakt fazolarning
Aleksandrov kengaytmalari va ulaming turli topologik va geometrik
xossalari 3, 5,9- 11, 13,20-23, 48- 51, 70 - 71, 58-59, 53-54, 87, 103,
105 ragamlar bilan berilgan adabiyotlarda toda va kengroq berilgan.
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Il bob. TOPOLOGIK FAZO 0 ‘LCHAMI

Umumiy topologiya fani o‘rganadigan asosiy va o‘ta geometrik-
ipnlogik invariantlar gatoriga topologik fazolar oichami tushunchasi ham
Itmli. Bu invariant totg™ri chizigq, ko‘pburchak, fazo, ko‘pyoqlilar va
*U/.0larning elementar-geometrik oichamlari tushunchasining oichov-
I Nnnini umumlashtiruvchi topologik invariantdir. Bu invariant n—1,2,3,...

lillnrda arifmetik fazo Rn to'plamostilarining topologik xarakteristikasini
Wish uchun ham juda muhimdir.

Masalan, to‘g4i chiziq va kesma, tekislik va kvadrat oichovlari,
t/Qila kub oichamlari biz tasawur gilganimizdek, mos ravishda 1, 2 va 3
Illengdir. Bu invariant yordamida ko p geometrik figuralarga, masalan,
llirK] lushunchasiga umumiy ta’rif beriladi.

Oichamlar nazariyasida asosan (albatta, topologik invariant) uchta
Inv.ik ind, Ind va dim oicham funksiyalari mavjud boiib, buboiimda
Im bilan tanishtirib o‘tiladi.

3.1-8. Nol o‘lchamlf topologik lazolar

3.1.1-ta’rif. Agarda p ning ixtiyoriy U atrofi uchun shunday V

(fll lopilsa va u VczU hamda FrV =0 shartni ganoatlantirsa, X
(pologik fazo pe X nuqtada nol oichamli fazo deyiladi (oichami nol).

3.1.2-ta’rif. Bo&h boimagan X topologik fazo o‘zining har bir
injl.isida nol oichamga ega boisa, nol oichamli fazo deyiladi va
On V O ko”inishda yoziladi.

Agar X topologik fazo, agar har bir nuqtasi bo‘sh to'plamdan iborat
ml/igy ega boisa, nol oichamli boiar ekan.

la’rifdan ko‘rinadiki, fazoning nol oichamli yoki nuqtada nol oi-
t.uiili boiishi xossasi topologik invariantdir.

| ;izoning nol oichamli boiishini quyidagicha ta’riflash ham mum-
lii I'uzoning elementlari bir vaqtda ham ochig, ham yopiq to‘plamlardan
vwnl boisa, fazo nol oichamlidir.

3.1.3-misoL Har bir chekli yoki sanoqli topolgik fazo nol oicham-

Deylik, U ochiq tocplam birorta pe X nuqtaning atrofi boisin. Bu
jiMi p nuqgtaning shunday Or(p) shar atrofi topiladiki, O,.(/?)<=:[/
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o4inlidir. x* x2, x3,.. lar X ning nuqtalari bodsin. Bu holda r. =p(xtj))%
Endi shunday rl son topiladiki, u rl va rl ®rt uchun o4inli bo'lishi zarur,
U holda 0?(p) shar atrofi uchun O x(p) ¢ U va FrO” (p) =0 .

Bu misoldan xususiy holda barcha natural, butun va ratsional sonlar
to ‘plami nol oMchamli ekanligi ko‘rinadi.

3.1.4-teorema. Nol oichamli fazoning bo4h bo4magan har gandttfl
to'plamostisi nol odichamlidir.

Isbot Faraz gilaylik, 1 0cJ, X0®O0 va x0 nugta X0 ning ixtPk

yoriy nuqtasi boMsin. U] to4lam x0 ning ixtiyoriy atrofi bodsin. X0 nuqtl
taning X fazoda shunday U atrofi topiladiki, U n X I =U]I tenglik o‘rinll

bodadi. X ning nol o'lchamli ekanligidan, bir vagtda ham ochiq, halt
yopig shunday V to‘plam topiladiki, x0eV<zU. Vx~V r\XO0 desalt,

x0g Vx va Vx - ochig va yopiqdir. x0e Vxc U |I. Demak, X0 nol o*fl

chamlidir.
3.1.5-misol. Barcha irratsional sonlar to'plami J nol o4chamlidir.
Agar U c:J tofplam r irratsional sonning atrofi bo4sa, shunday

va 12 ratsional sonlar topiladiki, rxva r2 orasida yotgan barcha irratsioiiil
sonlar to‘plami J(r,rx) uchun J(rx2)a U bo‘ladi. Irratsional sonlar fazoi
J da J(rx2)ochiq todplamlar va Fri(rlr2) =0 . Chunki ixtiyoriy irratsio®

nal nuqgta limit bodib, u ham yana shu J(r\r2) ga tegishlidir.

Ikki nol odchamli to4lamlar birlashmasi nol o°‘lchamli bo4ishi shar!
emas. Chunki irratsional va ratsional sonlar birlashmasi nol o‘lchanil|
emas.

Quyidagi teoremani isbotsiz keltiramiz.

3.1.6-teorema. Sanoqli sondagi yopig nol o‘lchamli to‘plamlar bir-
lashmasi nol o4chamlidir.

3.2-8. n o‘lchamli topologik fazolar

Ushbu paragrafda biz, agar aksi aytilmagan bodsa, fazo sifatiiU
sanogli bazaga ega bo4gan metrik fazolarni ko4ib chigamiz. Nuqta atrofffl
deb esa, fagat shu nuqtani saglovchi ochig toplamlarni olarniz.
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I'fizoning nuqtadagi oichamini induksiya bo‘yicha quyidagicha
(Hit|litlymiz:

3.2.1-ta’rit Bo‘sh to‘plam va fagat bo‘sh tocplam - 1 oichamga ega.

Agar x0 nuqgta chegarasi <n- 1 oichamga ega boigan shunday turli
IItik atroflarga ega boisa, topologik fazo X o0°‘zining XO£ X nuqtasida
rithami <n(n>0) ga ega deyiladi.

Topologik fazo, agar o‘zining har bir nuqtasida <n oichamga ega
«*Kiji, uning oichami <n(n> 0) deyiladi va dimX<n ko‘rinishda yozi-
Hli Agar X fazo dim X <n boiib, dim X >n- 1 boisa, dimX =n
byiladi.

Agar dimX >n uchun har ganday ne N o‘rinli boisa, dimX =00
byiladi.

Ravshanki, topologik akslantirishlarda fazoning strukturasi o‘zgar-
Myili. Shu sababli nugtaning atrofi va chegarasida o&garishboimaydi.

Bu ta’rifdan quyidagi xulosalarni chigarishimiz mumkin.

3.2.2-xulosa. Maium boiadiki, fazoning n oichamli (nuqtada n
i hnmli) boiish xususiyati topologik invariant ekan.

3.2.3-xulosa. dimX< n shart X fazoning shunday ochig bazasi
npilih, uning elementlari chegarasi <n- 1 oichamga ega boiishi shartiga
Jvivalentdir.

3.2.4-xulosa. n =0 boiganda, 3.1.1- va 3.2.1-ta’riflar ustma-ust
ihiwiclL

3.2.5-teorema. Agar dimX =n, boisa, n chekli. U holda ixtiyoriy
Me // uchun X fazo m oichamli gismga ega.

Ishot Maiumki, agar dim X>«-l boisa, u holda shunday

V nugta va uning UQO atrofi topiladiki, V ixtiyoriy ochiq atrof uchun

MFczUO va d\vc\FrV>n —1 shartlar oinli. Ikkinchi tomondan,
Inn A <N boiganligidan shunday ochiq VO topiladiki, x0e VO0a UO

m Isin, Bu atrof uchun d\mFrM0<n -\. Demak, V0to‘plamning chegarasi
\' ning shunday to‘plamostisi ekanki, uning oichami n- 1 ga teng ekan.

li/dim xuddi shuning isboti talab gilingan edi.
Mazkur 3.2.5-teorema fagat chekli oichamli fazolar uchun o‘rinlidir.

3.2.6-misql.
a)to‘g‘ri chiziq va interval 1 oichamlidir;
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b) ixtiyoriy ko‘pburchak, aylana, ellips, giperbola va paroboltt
1 olchamga ega;

d) doira, Miyobius varag'i va sfera 2 oichamlidir.

3.2.7-teorema.lIxtiyoriy X0a X uchun dimX0<dimX odainlidir, 1

Isbot. Induksiya metodi bilan isbotlaymiz: n~-\ bo‘lganda teorenw
o‘rinli.

n- 1 uchun teorema sharti o‘rinli bo4sin. X fazo uchun dimX <u
o‘rinli, X0 gism fazo va x0e X O ixtiyoriy nugtasi bo‘lib, U0 to‘plam uning
X 0 dagi atrofi bo‘lsin. U holda X 0 nugtaning X da U atrofi topiladiki, u
uchun UO-U n X 0o‘nnH. dimX<n boiganidan, X fazoda shunday U
ochig to‘plam topiladiki, u uchun x0eVaU, 6\mFrV<ra-l o&inlidir,
V0=V n XQ desak, u holda VM0 to‘plam XO da ochig to'plam wil
x0gV0aUQO. Endi B-FrV va BO=Fr\0 deb belgilasak, bu yerdt

B=V\V,BO=(Fo\V)n XO0.Bu holda, ravshanki, BOaB "'\ X 0. Induksiya
shartiga ko‘ra, dim50< n - 1. Biz aynan shuni isbot gilishimiz lozim edi. j

Quyidagi teoremani isbotsiz keltiramiz.
3.2.8-teorema. X topologik fazoning ixtiyoriy ikki A va B tofpq
lamlari uchun quyidagi tengsizlik oainlidir:

dim(AUB)< dimA+dimB+1

3.2.9-teorema. X va Y topologik fazolar uchun dim(Xx7)<|
dimX +dimY o‘rinlidir.

Isbot Induksiya metodi bilan isbotlaymiz. Agar dimX =-1 \a
dim7=-1 bo‘lsa, teorema o ‘rinli.

Faraz qilaylik, dimX =m, d\mY =n bo'lsin. Induksiyaga ko'ra,!
quyidagi hollar o'rinli:

dimX<m, dim7 <n—\ (1)

dimX <m—4, A\mY<n (2)

Har bir Z=(x,y)G XxY nugta XxY topologik fazoda yetarli kichik
UxV ko‘rinishdagi atrofga ega va bu yerda U to‘plam x ning X fazoJ
dagi, V esa, y ning Y dagi atroflari bodib, ular uchun <MmAHU<m -]

dimFV <n—1 lar o‘rinli bo‘ladi.
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Dekart ko‘paytma va chegaraviy to‘plamlarning xossalariga ko‘ra,

liliir uchun Fr(UxV) =(UxFrV)'u(FrMx V) tenglik o‘rinli. Bu birlash-

mnda UxFrV va FrUxV to‘plamlar yopiq to‘plamlardir. Induktiv
ihnffga va (1), (2) larga ko‘ra, qo‘shiluvchilar oichami <m+n-1 ga
teng. Demak, d\mFr(XxY)<m +n - 1

U holda dim(XxY) <m +n boiadi.

3.3-8. Qo‘zg*‘almas nugta haqida Brauer teoremasi va uning tatbig‘i

Rn fazoning oichami n ga teng boiishini ko‘rsatish uchun bu
Iazoning tuzilishiga chuqurroq e’tibor berish kerak. Buning uchun albatta
kombinator fikrlash jarayoni lozimdir. Brauer teoremasidan dimi?”=w
tenglik oson isbotlanadi va bu teorema ko‘pgina teoremalarni isbotlashda
Ijoflaniladi.

Agar har bir » '\ ..\ haqigiy sonlar sistemasi uchun \ x 0+xIx0+...

IAgja=0 va HAot+Aj+ ..+ A=0 shartlar fagat * = 0,n boiganda
n’rinli boisa, Rn fazoning xQxr ...xk nuqtalar sistemasi chizigli erkin sis-
Inna deyiladi.

Rn fazoning ixtiyoriy m + 1 chizigli erkin aa]9...9am nuqtalari
luTilgan boisin. Rn fazoning x —/1a0+\ci2+ +”mam (1) ko‘rinishidagi
nugtalar tofplami aa]o...,amnugtalarga tortilgan m oichamli simpleks
deyiladi va [aOal..a/s]=T"a koainishda belgilanadi. Bu yerda \ +\ +

F =1vaA>0 i-09n (2).

Bu ta’rifdan ko‘rinadiki, m oichamli simpleks T*
imqgtalarning tartibiga bogiiq emas, u fagat toplamga bog*-
ligdir.

Tm=—a@al%2...,am]c:Rn simpleksni olsak, m dankatta boimagan
va manfiy boimagan har ganday k+ 1 hagigiy sonlar j@@\9.. uchun
al(%9...%jk nugtalar sistemasi ham chizigli erkindir. Bundan doimo K

oichovli T = ahah"-ax simpleks aniglangan boiadi. Har bir shu
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T kofrinishdagi simpleks Tm=[a0av..am] simpleksning K ¢

mmm*
o‘lchovli tomoni (yogi) deyiladi. 0 oflichovli tomoni a0,al9a2...,am

nuqtalar boflib, ular Tm=[a09a]9%2...9am\ simpleksning uchlari deyi-
ladi. Tm= [*oai*™ am] simpleks ham ofziga yoq hisoblanadi. Agar
xe Tm=[aQ..am] bo‘lsa, u holda u nuqta bo‘Mb, bu nuqta uchun (1) va (2)
tengliklar o‘rmlidir. Bu holda A0, \ 9.., Xm sonlar X nugtaning bari-
sentrik koordinatalari deyiladi va (AO(x), "(x), AE(x)) kofinishda

yoziladi.
Bu ta’rifda m=0 boflsa, 0 ofichovli T° =[a0] simpleks —bu nuqta;

m - 1 boflsa, 1 odchovli simpleks 1 «—bu uchlari a0 va a} nug-
talarda bo'lgan kesma; m -2 bo‘lsa, 2 ofichovli simpleks Tl =[«0"k2] —
bu uchlari aQ@al9 va a2 nuqtalarda boflgan uchburchak (albatta, tengtomon-
li); m-b boflsa, 3 o‘lchovli T =[a0a,a2a3] simpleks — bu uchlari

a0,”,a2a3 nuqgtalarda boMgan tetraedrdir. Yopiq simpleks T 1- <warmT

kofinishda belgilanadi va yoqlari bilan birga qaraladi. Ochig simpleks
0
ko‘p hollarda Tm=["*0,",...,~] ko#finishda belgilanadi, bu simpleksga

uning yoqlari kirmaydi.
3.3.1-Brauer teoremasi. Ixtiyoriy n oflchovli yopiq simpleks ?n ni
ofz-ofziga f :T -+T uzluksiz akslantirishda kamida bitta qofzgfalmas

nuqta mavjud, ya’ni shunday xe T" topiladiki, uning uchun /(x) = x
ofinli bofadi.

Isbot Bu teoremaning n =2 boflgan holdagi isbotini keltiramiz.
Tekislikda yoki Rn, n> 2 fazoda uchlari a, v va ¢ nuqtalarda boflgan
uchburchakni T = [a,b,c\ kofinishda belgilaylik. T =[a,b,c] uchburchak-
ning triangulyasiyasi t deb shunday chekli sondagi uchburchaklarning
Ixtiyoriy sistemasiga aytiladiki, bu T sistema quyidagi shartlarni ganoat-
lantirsin:

a) u{t:tg t3 =T ;
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b) r sistemaning ixtiyoriy ikki turli elementi (uchburchagi) umumiy
imglaga ega emas yoki agar umumiy nuqgtaga ega boisa, bu nuqgta har
ikkalasi uchun uch boisin yoxud ular kesma bo‘yicha kesishsa, bu kesma
Imi ikkalasi uchuntomon boisin.

3.3.1-rasm 3.3.2-rasm

3.3.1-rasmdagi uchburchaklar sistemasi [a,b,c] uchburchakning T

Irlungulyaslyasi boia oladi. 3.3.2-rasmdagisi esa, triangulyasiya boia
olmaydi.
[a,i,c] uchburchak triangulyasiyasi r ning oichovlari va kesmalari

*iLilida triangulyasiyadagi uchburchakning uchlari va kesmalarini olish
kerak* a,b va c lar ham triangulyasiya uchlari boiadi, uning [ab], [bd\

m |ca] kesmalarda yotgan kesmalari kesmalaming triangulyasiyasini ifo-
diilaydi.
Teoremani isbotlash uchun quyidagi Shpemer lemmasidan foydala-

namiz.
3.3.2-Lemma (Shpemer lemmasi). [a0,ana2] uchburchakning ixti-

yoriy T triangulyasiyasi berilgan va triangulyasiyaning har bir e uchiga
uchburchak ning f(e) uchi mos go‘yilgan boisin. Bu moslik
/'(tf.)=a,,1=0,1,2 shartni va T trangulyasiyada uchburchak T ning

imnonida yotgan ye uchiga, moslik f(e) =ai yoki f(e) = af shartni gano-
mlantirsm; bu yerda 0< i< j <2. U holda r triangulyasiya uchburchaklari

ui hlariga uchburchak T ning mos kelgan har xil uchlari to‘g‘ri kelgan,
Hiangulyasiyaning uchburchaklari soni toq sondir.
Isbot f:r->T moslik berilgan boisin. Agar bu / moslikda T uch-

IMirchakning ikki a0 va ax uchlari mos qo‘yilgan boisa, r kesmasi bel-

I'ilangan kesma deyiladi. Uchburchakning (triangulyasiyasining) har bir xil
uchiga T uchburchakning har xil uchi mos go‘yilgan boisa, bunday
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uchburchak bir karrali uchburchak deyiladi. T triangulyasiyaning bittadan
karn boimagan belgilangan tomonli bir karrali bo‘lmagan uchburchajjl
ikki karrali uchburchak deyiladi. Ravshanki, triangulyasiyada ikki karrnll

uchburchak ikkita belgilangan tomonga ega.
Endi T triangulyasiyaning bir karrali uchburchaklar sonini a bilan,
T triangulyasiyaning ikki karrali uchburchaklar sonini esa, P bilan bel-

gilaymiz. Lemmani isbotlash uchun a +2p sonning toq ekanligini ko'r-

satishimiz yetarli.
T triangulyasiyaning jami (t\t2) juftliklar sistemasini olamiz, bu

yerda tl — kesmalari, t2 — uchburchaklari boMib, agar yoklI
t27(t2) bodsa, juftlik ((/*),(/2)) juftlikdan fargli hisoblanadi.

Agar tl kesma belgilangan bo‘lib, t2 uchburchakning tomonidan iborat
bo‘lsa, (t\t2) juftlik belgilangan belgili deyiladi. Har bitta bir karrali
uchburchak element sifatida fagat bitta belgilangan juftlikka kiradi, har bir
ikki karrali uchburchak esa, element sifatida ikkita belgilangan juftlikka
kiradi. Shu sababli a+ 2p ifoda hamma belgilangan juftliklar sonidir.
Lemmaning shartiga ko‘ra, r triangulyasiyaning belgilangan kesma-
lari [a”j va [a0a2\ kesmalarda yotmaydi. Shu sababli ular [a0,a] kes-
mada yoki T uchburchakning ichida yotadi (uchlaridan tashgari). Agar
belgilangan kesma [a0,aj kesmada yotsa, u holda bu kesma r trian-

gulyasiyada faqgat bitta uchburchakning tomonidan iborat bo4adi. Shu
vaqtning o‘zida agar belgilangan kesma (uchlarisiz) T uchburchakning
ichida yotsa, u holda bu kesma T triangulyasiyaning ikkita uchburchagi
tomonidan iborat bo'ladi. Shu sababli a +2p =y +25 tenglik o‘nnH, bu

yerda y — T uchburchakning [a0,a,] tomonida yotgan belgilangan kes-

malar sonidir, 8 esa, T uchburchakning ichida yotgan belgilangan kes-
malar sonidir. Shperner lemmasi kesma uchun qgaralganda, 8 —toq sondan
iboratdir. Shu sababli a +2p son ham toq sondir.

Shperner lemmasidan talab gilingan natijalami olish uchun quyida-

gilar kerak.
3.3.3-Lemma (Lebeg lemmasi). X kompaktda shunday yopiq to‘p-

lamlar sistemasi {Fa :ae A} berilgan bo4sin va bu sistema ixiyoriy s >0
uchun X kompaktda shunday Me to@lam topilib, bu KOGbIT ixtiyoriy
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| uchun diamME<E£, bu ME£r\Fa”™ 0 , ae A shartlarni ganoat-
liltilith> u holda f]{Fa :oce A)® 0 .

Isbot Faraz gilaylik, C\{Fa :ae A} =0 o4inli boisin. AE={xe X ::
fI'M ™ =0 ae ALxA} todplamni olaylik. Ya’ni, Oe(x) todplam Fa

lihmiii) hammasi bilan kesishmaydi.
0
Maiumki, a) s >s uchun Agca Ag va intAp<zintAg Ne 61

Uchburchak tengsizligidan ye Osf2(x) dan 0£2(y)c:0£(x) hamoGinli.
Shu sababli,

Shartimizga ko‘ra, ixtiyoriy Xxe X nugta uchun shunday a =a(Xx)
im»mer topiladiki, xeFa, ya'ni xe X\Fa. X\F a ning ochiqg to‘plam ekan-
lljiulunfshunday s >0 topiladiki, Oe(x)<X- Fa.Bundan xe Ae.Demak,

d) X = U{Ae :s >0} tenglik o‘rinlidir.

b) va d) shartlardan X =U{int4 :s >0} ni ham yozishimiz mum-
1in X ning kompakt ekanligidan shunday £1,...,£k lar topiladiki, ular uchun
\ int4 uint4 u...uint4t tenglik o‘nnH; a) xossadan S =mn{sl,,,.,sk}
non uchun X r inMg <zAs ga ega boiamiz.

Agar 0 oM <X va diamM <8 boisa, u holda xQ M uchun

O8x0 o‘rinli. Shu sababli M to ‘plam hamma Fa lami kesmaydi. M
In‘plamning ixtiyoriy ekanligi lemmaning shartiga ziddir.

X metrik fazo berilgan boisin. Agar ixtiyoriy M ¢ |, diamM <ij
lo'plam A sistemaning hamma elementlarini kesmasa (kesishmasa), X
metrik fazoning yopiq to‘plamlar sistemasi A={Fa :ae A} uchun 1 >0

non sistemaning Lebeg soni deyiladi.
Agar ixtiyoriy M c |, diamM<r todlam uchun shunday

n a(M) nomer topilsa va uning uchun M cO a o'rinli boisa, X fazo-
liing ixtiyoriy ochiq qoplamasi co-t][Oa :ae A} uchun r]> son gopla-

numing Lebeg soni deyiladi.



Lebeg lemmasidan quyidagilar kelib chigadi:

a) kompakt fazoda kesishmasi bo‘sh to‘plamdan iborat boigan yopiq
to‘plamlar sistemasi loagal bitta Lebeg soniga ega bofladi;

b) kompaktning ixtiyoriy ochiq goplamasi kamida bitta Lebeg soniga

ega.

Hagigatan ham, co- {Oa} sistema X fazoning ochiq qoplamasi boflsa,
u holda X - Oa =Fa yopiq tofplamdir va ularning kesishmasi bo‘sh to‘p-
lamdir. Isbotlanganiga kofia, {Fa}~X sistemaning Lebeg soni mavjud, bu

son oo goplama uchun ham Lebeg son bo“ladi.
3.3.4-natija. T =[aa2\ uchburchakning, yopiq FI9F2,F3 tofplam-

lar shunday qoplamasi bo'lsinki, ular uchun ate F., /= 0,1 2 wn
0<i<j< 2 o'rinli bo'lsin. U holda nF220 .~

Isbot. Tayinlangan s >0 uchun T =[ala}a2] uchburchakning shun-

day T triangulyasiyasini olamizki, uning elementlarining diametri s dah

katta bo‘lmasin. Bunday t triangulyasiyaga s triangulyasiya deyiladi. Bu
triangulyasiya va T uchburchak orasida quyidagicha / moslik ofinatamii:

r ning ixtiyoriy ye uchiga T uchburchakning shunday fe - ai uchini moi
qo‘yamiz: 1) ee Ft va 2) agar e- dj bo‘lsa, u holda i~ j ; agar ee
0<j<k<2 bo'lsa, u holda yoki i-j, yoki imk. Shartga ko‘ra, bu
boVlishi mumkin bodgan holdir.

Ma’lum bodadiki, Shperner lemmasining 3.3.2-shartlari o'rinli. Hu
holda x triangulyasiyada shunday t=[a,b,c\ uchburchak topiladiki,,

f{a,b,c} ={a0,al%2} ofinli boiadi. Demak, tnFt*0; i-0,1,2 va
p(FnFj) <diamt <r 0<z<j <2. Lebeg lemmasidan va s >0 ning ixtJ
yoriy ekanligidan: FOn Fxn F2®0 .

Brauer teoremasining isboti (davomi). f :I' ->T, T- [atar@?], um
luksiz akslantirish berilgan boclsin. fa bilan T uchburchak LL va an
uchlaridanofiganto‘g‘ri chiziglarni belgilaymiz, bu yerda 0< /<j <2.

dX(x)=p(x,10)Xe R2, 0<i,j%k< 2. W P kP\ funksiyani olaylik,
Shuni aytishimiz kerakki, ¢k ftinksiya £1 tofg#i chiziqga parallel bo£lgaf>
tofyfi chiziglarda doimiy giymatga ega, tofgfii chiziqqa perpendikulyarj
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lo'g‘ri chiziglarda va shu chiziglardan chiqggan nurlarda chizigli funksiya-
tiidir, bu yerda r®j o ko r .

Bu funksiya R2 da uzluksiz boiganligi sababli T da ham uzluksizdir.
Shit tufayli Fk ={xe T :gk(x)- s(/(x))>0}, k- 0,1, 2.

(k{x) va (k{f{x)) funksiyalar uzluksiz bo‘lganligidan Fk to‘plam-
lur yopiq to ‘plamlardir. Ixtiyoriy xe T nuqgta uchun quyidagi:

(@x)p(ala2)+Ne(x)p(azal) +(p"xjpia”) =% (J{x))p(ala2)+(px/(x))
Mrna0) + 2 2(/(x))p(atal tenglikoainli.

Shu sababli,
I \a(x)-t0(/(x))Ip(a,a2) + [adx) -tb, (f(x))\p(a2a0) + [dR(x) - d2(/(x))]
*(<) =0 (%),

Ikkinchi ko”aytuvchilar musbat boiganligi uchun bu (*) yig‘indida
birinchi  ko‘paytuvchilardan  birortasi manfiy emas. Binobarin,

| Fou FakjF2.

Agar x=a0bodsa, u holda (E{Xx)=(2{x)-0 va (*) da oxirgi ikKi
ijo\shiluvchi musbat emas. Binobarin, (pO(x)—"0(/(x))>0 va aOe FO.
Nhunga o ‘xshab, ake Fk=1,2. Agar xe [a”] boMsa, uholda ~0(x)”~0
Mi (*) dagi birinchi go‘shiluvchi musbat emas. Shu sababli golgan ikKi
ijo'shiluvchidan kamida biri manfiy emas va shuning uchun xe Fxu f 2.

Hunclan esa, [alp2\aF I kjF2 va u”rJ, [aCa,]cz/?ui”™. Oldingi
t M-natijaga ko‘ra, shunday nugta Je FOr*Fxr\F2 mavjudki, bu nugta
Mohun (*) tenglikka koaa (k{ ~ ) - 0; x- 0,1 2. Yani,

"MNN~P(f(f 1j$?0<z< | <2.Binobarin, agar L toa ‘i chizig
uchburchak T ni kesib va L| to‘g‘ri chiziglarga parallel bo‘lib, undan

I'ViJu) masofada bo‘lsa, u holda £ va /(£) nugtalar uchta lif to‘g‘ri
IIn/ic]larning har biriga tegishlidir. Ya’ni, bu toa‘ri chiziglarning
KiNti.shishnugtasidan iborat ekan. Demak, /(£) =£ .

X topologik fazo va Ac X ningto‘plamostisi bo“Isin.
Agar [/ (X)-x,xe A bo'lsa, uzluksiz / :X ->A akslantirish

RMriiksiya deyiladi. Bu yerda AaX to‘plam X fazoni retrakti deb
siii itiladi.
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3.3.5-misol. {(x,y)e R3:x2+y2=10<z<1} silindmi olsak, unij
OZ o°‘qga parallel proeksiyalari natijasida asosiga retraksiyalash mumkin, 1

Agar [/ =[#&] kesmani olsak, bu holda bunday retraksiya
/ :[a,b]->S° ={a}u {b} mavjud emas.

Hagigatan ham, agar / :[q,6]-»{a}u{&} mavjud boflsa, f~Xd)=FX\ j
f~xb) =F2 FX F2 lar yopiq to(plamlardir va FJuF 2”[a,b]9 ae Fxva\
be F2. Fxc\F2* 0. Agar Fxn F2=0 boflsa, [a,b] ning bogHamll |

ekanligiga ziddir. Demak, bunday retraksiya mavjud emas.
Agar T -\a@a2\ uchburchakni olsak, T da ham o'zining chegarasll

(konturiga) S =[a0ax]'u\axaZ]u[a2a0]ga retraksiyasi mavjud emas.

Agar shunday f : T uzluksiz akslantirish mavjud desakJ
= FAnia.alJ) to‘plamlar T dayopiq |
va T ni qoplaydi. Ravshanki, axe Fi, i- 0,1,2 va |aJlc »~ u F J
O</<y<2.

3.3.4-natijaga ko‘ra, shunday £e Fxn F2r\ F3 nuqta mavjud. U ]
holda f(£,)e [acal]rn[ala2]n\[aZao} = 0. Bu ziddiyat retraksiya mavjud
emasligini kofsatadi.

3.4-8. Fazoning ind, Ind va dim o‘lchamlari hamda ularning
asosiy xossalari

Biz 3.2-8 da sanoqli bazaga ega boflgan metrik fazolarning diml
ko‘rinishdagi odchami bilan tanishgan edik. Lekin fazolarning ind, Ind M
dim o‘lchamlari ham mavjud. Bu o'lchamlar sanogli bazaga eu
boflmagan metrik fazolar sinfidan tashqarida teng emas. Ya’ni, metrik I
boflmagan X topologik fazo uchun dimX ®indX ®IndX tengsizlikliif 1
ofrinli bofladi. Lekin sanoqli bazali yoki separabel metrik fazolar uchun hill

uchala oMcham ekvivalentdir.
X regulyar fazo va n- manfiy bo‘Imagan butun son berilgan boflsin. |

3.4.1-ta’rif.

11) indX- - 1 faqgat va fagat, X - 0 boflsa;

12) agar ixtiyoriy xe X va uning ixtiyoriy atrofi V uchun shundae
ochig UciX topilsava xeU *V hamda indFJJ<n- 1 o'rinli boUmu#

indX <n;
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13) agar indX<n tengsizlik o‘rinli va indX <n—\ tengsizlik baja-
fjlimisa, iIndX —n ;

14) agar ind<n tengsizlik hech bir n uchun o‘rinli bolmasa,
poA - 0.

lin il) — i4) shartlar har bir X regulyar fazoga indX manfiy
m ‘Inmgan butun sonni yoki 1 yoxud cheksiz son g mos go‘ymoqda.
mnlujacha aytganda, ind funksiya barcha regulyar fazolar oilasini

1,0,1,2,.. +00} to‘plamga akslantiradi. Yana shuni ta’kidlash lo-

HMtki, oichami bir xil boigan fazolar topologik ekvivalentdir. indX son
Btynlvar fazoning Menger-Urison oichami yoki kichik induktiv oichami
jbvihuli. Osongina tekshirib ko‘rish mumkinki, agar X va, Y regulyar
D/ nlar gomeomorfboisa, u holda indX- indY o‘rinlidir.

3.4.2-ta’rif. Xtopologik fazoning E toglami uning PaX va QczX
fc'plnmlarim ayiradi (yoki ajratadi), deyiladi, agar X \E ~ HIuH 2 boiib,
Yl dizyunktva X \E daochigva Pg"HL Q"H 2 boisa.

V topologik fazoning regulyar boiganligi tufayli ta’rifdagi i2)
thatinmg U to‘plamini kuchlirog U czV shart bilan almashtirsak ham
pt'ladi Bu holda indX<n> 0 tengsizlik ixtiyoriy xs X nuqta bilan bu
IH<|lani 0z ichiga olgan ixtiyoriy F yopiq to‘plamni oichami indF<n-1
In> Iran to'plam orgali ajratish mumkin boisa.

Menger-Urison oichami ta’rifidan bevosita aytishimiz mumkin: agar
Jf lii/oning shunday /? bazasi mavjud boisa va indX<n bu fazoning
mHIvoriy Us P elementi uchun F2U <n-1 o4inli boisa.

Topologik fazoning regulyarligi nasliy xossa boiganligi tufayli, agar
[ In/oda ind oicham aniglangan boisa, u holda uning ixtiyoriy fazoostisi

\ da ham indX oicham aniglangan boiadi.

3.4.3-teorema. Regulyar topologik fazoning ixtiyoriy M fazoostisi
Hfrhiin indM <indX o‘rinli.

Ishot Agar indX —1 yoki indX =00 boisa, teorema shartidagi
[lhipi/.lik o‘rinlidir. Yuqoridagi indM<indX tengsizlik indX<n-1
litftiini ganoatlantiruvchi barcha X fazolar uchun isbotlangan boisin. Endi
If ojMilyar fazo va indX - n boisin va ixtiyoriy xs M nuqgtani olaylik. V
b Idam x nuqgtanng M dagi ixtiyoriy atrofi boisin. X da V} ixtiyoriy
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Quyidagi teoremani isbotsiz keltiramiz. Bu teorema ko‘p hollanl*
ta’rif sifatida ham gabul gilinadi.

3.4.9-teorema. Har bir X normal fazo uchun quyidagi ikki shitll
ekvivalentdir:

1) dimX <n;

2) X fazoning ixtiyoriy chekli ochiq goplamasiga karrasi <n bc*
gan chekli ochig qoplama chizish mumkin.

Agar X metrik hamda sanoqli bazaga ega bo‘lgan fazo bodsa, 3.1-8 d*
keltirilgan oMcham dim, 3.2-§ da keltirilgan o4cham dim va 3.4-§ U |
keltirilgan o‘lchamlar ind, Ind va dimlar o‘zaro ekvivalentdir. Ya’ni, |
sanogli bazaga ega bo‘lgan metrik X fazo uchun quyidagi tenglik doittiM
o‘rinli:

dimX = indX WIndX

3.5-8. Rn fazo va uning to‘plamostilari oichami. Chiziq ta’rifl

0 ‘Ichamlar nazariyasi nafaqat geometrik figuralarning, balki H\
Evklid fazosining ixtiyoriy mukammal to ‘plamostilarining odichovlar soi»||
hagida gap yuritishga imkon beradi. Gohida Evklid fazosi Rn ning lo'pJ
lamostilari shunchalik murakkab bo'ladiki, ulami o‘rganib chiqishda gt(M '
metrik tasavvurimiz kog hollarda ojizlik gilib goladi. Oichamlar na/n*
riyasida esa, teskari topologiyadan geometriyaga o4ish jarayoni mavjud
bo‘lib qoldi. Ixtiyoriy topologik fazolarning o‘lchamini geometrik tushlliM
chalar poliedr va n oichovli kublar odchovlari soni yordamida xaruk*;
terlash mumkin. Bunday urinish birinchi marta o‘tgan asrning 20-yillni|
o‘rtalari va oxirlarida rus matematigi P.S. Aleksandrov tomonidan H|
siljish, s akslantirishlar va jiddiy akslantirish haqgidagi teoremalar yordu*
mida amalga oshirildi.

Aleksandrovning s akslantirish hagidagi teoremasi topologik ia/ilt]
larning eng muhim sinfi Evklid fazosi R” dagi barcha tolamostilaminU |
xarakteristikasini Kkeltirib chiqardi. Ma’lum bo‘ldiki, bu to‘plamostli#f 1
barcha chekli-o‘lchovli yoki sanoqli bazaga ega bo4gan metrik fazolaixbiil i
boshga narsa emas ekan.

Jiddiy akslantirishlar hagidagi teoremasi esa, Aleksandrovning gonwfl
logik o‘lchamlar nazariyasini qurishni boshlab berdi va oMchamning algtbj j
raik xarakteristikasini vujudga keltirdi. Metrik fazolar sinfidan chotgfl
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mt!iMuk, keltirilgan uchala oicham ta’rifi o‘zaro ekvivalent emas. Metrik
Waultir sinfidan tashqgarida asosan dim oichami nazariyasi invariantdir.
nni, olchamning topologik fazodagi qoplama ma’nosidagi ta’rifi juda
Di) I kcladi. Shuni ta’kidlashimiz kerakki, metrik fazolar sinfidan tash-

oichamlar nazariyasi yetarlicha mazmunga ega va geometrikroqdir.

3.5.1-misol. Haqiqgiy sonlar o‘qi R yoki aylana S[ ni olaylik. Ular-
IMF* ixtiyoriy X nuqtasi va bu nuqtaning ixtiyoriy V atrofi uchun ularning
Minday U atrofi topiladiki, U czV vachegara FU fagat ikkita nugtadan
boiadi. Ya’ni, ta’rifga ko‘ra, indFrU =0 chegara. U holda indR< 1

bl INdS' <1 ga ega bolamiz. 'mdM<indX va diskret fazolar nol oichamli
pjinligidan IndR >0 tengsizlikni voza olamiz. Shu sababli quyidagi teng-
liU.n oTinlidir:

IndR = Indl L indS]=1
Evklid fazosi Rn yoki Sn sferaning ixtiyoriy x nuqgtasi va uning
bllyoriy V atrofi uchun shunday U atrof topiladiki, U czV va FruU

mMneomorf Sn 1l boiadi. Induksiya orgali ko”aytmasini oson isbotlash
m LHukin: indRn<n, indSn<n va indIn<n tengsizliklar o‘rinli.

I 3.5.2-teorema. Cx va C2 yopiq to'plamlar X fazoning o°‘zaro
~Mclshmaydigiaiit to4plamlari va Ac: X fazoostisi bolib, A\mA<n
I I> 1.in. 1J holda C, va C2 larni ajratuvchi shunday B to‘plam topiladiki,
lalIKhun $\mAc”B<n —\ o‘rinli boiadi.

IsboL Teoremani induksiya metodi bilan isbotlaymiz. Agar n=0
INi'l hi, dimjBpl yoxud dim”~4-0 bolib, teorema o‘rinli.

Ivndi n> 0 boisin. Ma’lumki, to‘plamga chekli sondagi elementlarni
| ijo'ihsak, oicham o°‘zgarmaydi. Shu sababli A to‘plamni A=DUE
HM’timshda ifodalashimiz mumkin, bu yerda dimZ><ji—,dim£<0.

I.Mii*ma shartiga ko‘ra, n- 0 bolganda, CA va C2 larni ayiruvchi

lilinndny B to‘plam topiladiki, Br\E~O0 o‘rinli boiadi. Bundan
| .liczD, dimD<n-1 boiganligi sababli dimAn B<n-1.

3.5.3-teorema. X topologik fazo va BaTX<n-\ boisin. n tadan

va C\ vyopiq to‘plamlar berilgan bolib, ular Ctr\C\=0 9

1< 01 —1 shartni ganoatlantirsin. U holda shunday n ta yopiq A
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to‘plamlar topiladiki, har bir Bt to‘plam C. vaC\ ni ajratadi W
50nS2n ...niin =0 o‘rinlibo'ladi.

Isbot Topologik fazo uchun &\mX<n-\ o‘rinli bo4sin. Oldingl
teoremaga ko‘ra, shunday Bf yopiq to‘plam topiladiki, Bx to~lam (M

vaC\ ni ayiradi va dimBl<n-2 bo‘ladi. Yana shu teoremani dfflllasaH
shunday B2 to‘plam C2 va C\ to‘plamlarni ayiradi va dim” r\B2<n- |
bo‘ladi. Oldingi teoremani qo‘llash natijasida n ta B. yopig toglaml(f
topiladiki, ular Ck va C\ ni ayiradi va dim(BxnB2n...n BKk) < n -7
k=1,2,...,n o‘rinli bodadi. Agar n-k bo‘lsa, dim(5l...n5n0)=-1, bu
esa, fagat 0 to‘plam uchun ocrinlidir. Ya’ni, Bxn B2n ...n Bn=0 .
3.5.4-misol. [ kub berilgan bo‘lsin, fcf-E vklid fazoillj
Ma’lumki, ixtiyoriy xe In uchun x= (x],x2,..,,xn\ x.|<I shart o‘rinlidifj
c] =|xe ' \xi=Ilj; C] In:jc, = -f|.Agar Bj yopiqto'plam CI vd

C\ larni ayirsa, u holda B}nB2n ...n Bn® 0.
Isbot Agar Bt yopiq todpiam Ci va C\ larni ayirsa, u holda ta’rifjfl

koda, X\B.=u,cnmn),C*n"C) c(/° UinXJ)=0 o4inli. J
Ui va U\ lar ' \Bt to4lamda ochiq bo'lgani uchun ular I da hniii
_>

ochig to‘plamdir. Har bir xe | nugta uchun V(x) vektor olamiz. "~(*)
ning i- koordinatasi xp(x, B” dan iborat boiib, agar xe L boM.ie
+p(x,Bj) olinadi; agar xe U) bodlsa, -p(x,5,) olinadi.

Har bir xe ' nuqgta uchun bunday moslikda / (x) deb, x nugtadniwW

boshlab V(x) go'ysak, shu V(x) ninguchini f(x) nuqgta deb olamiz. ;

va [ fazolar gomeomorf bo‘lganligi tufayli Brauer teoremasini qo‘llah
mumkin. Brauer teoremasiga ko4a, bu uzluksiz akslantirishda shundny

ishoralar qonuniyatiga ko4a, har ganday holda ham f(x)e I o‘rinlidlr,

Natijada, / akslantirishga ega bodamiz. Bu akslantirish uzluM
sizdir.
x°e [ nuqgta topiladiki, /(x°)=0 o4inli bo‘ladi.
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Ixtiyoriy | indeks uchun p(x°,5.) =0, bundan x°e5. deyishimiz

mHiitikin. U holda A n52n...nBn®O0 .

fAndi quyidagini isbot gilamiz.

3.5.5-teorema. Ixtiyoriy n uchun dimln>n o&inli.

Isbot Teskarisini faraz gilamiz, ya’ni dim/" <n-\ boflsin. 3.5.3-
|*m*maga ko‘ra, ' kubning turli garama-qgarshi yoqlarini ayiruvchi n ta
»0pid B, to‘plamostilar mavjud bolib, ular Bxc\B2c\...r\BnT& shartni
mtohoallantiradi. Bu esa, 3.5.4-misolda keltirilgan qoidaga ziddir. Demak,
ellni /" >n .

1.5.5-teorema va 3.5.1-misoldan quyidagi o‘rinli.

3.5.6-teorema. Ixtiyoriy n butun son uchun indRn- indSn-

\bull" n tenglik o‘rinlidir.

Sanoqli bazaga ega metrik fazolarda uchala oicham ekvivalent bol-
mhtiilij.i tufayli quyidagi o'rinli.

3.5:7-teorema. Ixtiyoriy n butun son uchun quyidagi tengliklar o'rinli:
| iIm/Rn=indSn=IndIn—
I dimRn- dim5w=diml =n
I IndR" = IndSn—IndIn=n

Maiumki, Tnsimpleks yopig Bn sharga gomeomorf. Shu tufaylit Trt
mhtf <hegarasi S’™1 ga gomeomorfdir. n=2 bolganda yopiq uchburchak

I tekislikdagi yopig doiraga gomeomorfdir. Uchburchakning chega-

H(konturi) [nOnl]ju[a,n2]un[a2a0] S1aylanaga gomeomorfdir. Shu
(litMmihli n-2 boigan holda 3.3-8 da quyidagi teoremaning isboti kelti-

VS.N-teorema. Rn fazoda yopiq Bn shar va Snd uning (n-Y) ol-

tininli chegarasi berilgan boisin. Sn-l sferaning nuqtalarning go‘zg‘al-
Mh <|(tldiradigan hech ganday uzluksiz F :Bn—Snxakslantirish mavjud

LtM Moshgacha aytganda, S sfera Bn sharga retrakt boia olmaydi.
(Quyidagi teorema to ‘plamostining ichki va chegaraviy nugtalarining
‘Ll In/oda invariantiigi haqida Brauer teoremasidir.
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3.5.11-ta’rif. Bir odehamli lokal kompakt chekli dizyunkt yopiq
)og‘lamli to‘plamlarning birlashmasidan iborat bo‘lgan metrik fazolarga
‘hiziq deyiladi.

Tekislikda yotgan chiziglarga silliq chiziq deyiladi. Tekislikda ichki
lugtaga ega bo‘lmagan bog‘lamli yopiq kompakt to'plamlar silliq chiziq
leb ataladi. Bu — chiziqga Kantor tomonidan berilgan xarakteristika yoki
a’rifdir. Chiziqgqa kesma, aylana, giperbola va quyidagi tekislik to‘p-
amostisi misol bo4a oladi.

3.5.1-rasm

Bu chizigni {(x,y)e N2:y=sinfyxe (0,Z]| 172: x=02 1< y<I}

o‘plam sifatida olishimiz mumkin. (3.5.1-rasm)

Ma’lum bo‘lishicha, ixtiyoriy chizigni 13 kubda yotgan Menger
iniversal chizig‘ining birorta qismiga topologik ekvivalent deb olishimiz
tiumkin.

Il bob yuzasidan foydalanishga tavsiya etilayotgan
adabiyotlar sharhi

Topologik fazolardagi indX; IndX hamda dimX oslchamlar, ular-

ing asosiy topologik va geometrik xossalari, nol o'lchamli topologik
Kzolar asosan 5, 9, 34, 44, 58-59, 73-74, 92,103,105, 108 ragamlar bilan
erilgan adabiyotlarda, Rn fazo va uning fazoostilarining algebraik
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o‘lchamlari, oichovlari, gomologik va kombinatorik o‘lchamlari,
qo‘zg‘almas nuqta haqidagi Brauer teoremasi va uning algebraik
topologiya masalalariga tatbig‘i jarayonlari 22 —24, 31, 40, 56, 61 - 65,
85, 88, 95, 100 - 103 ragamlar bilan berilgan adabiyotlarda batafsilroq
yoritilgan.
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IV bob. GOMOTOPIYA VA GOMOLOGIYA

Topologik fazolarning geometrik xossalarini o'rganishda asosiy
topologik usullardan biri algebraik vositalami ishlatishdir. Topologiyada
bu magsadni amalga oshirish uchun qator usullar, topologik fazoga algeb-
niik obyektlar, masalan, gruppalar, halgalar, maydon va algebralar mos
ilo‘yilib o‘rganila boshlandi. Topologiya masalalarini yechishga bunday
Innklorial yondashish mos algebraik masalaga olib keladi. Algebraik
nwi.salalaming “hosila” yechimi ko‘p hollarda topologik masalalar yechi-
niini aniqglash bilan bog@diq bo‘ladi. Algebraik topologiya asosida shu
ko rinishdagi mulohazalar yotadi. Bu yo‘ldagi ilk tushunchalardan biri
topologik fazolarning fundamental gruppalaridir. Fundamental gruppalar-
ilan keyinrogq paydo boMgan umumiyroq tushuncha —gomotopik gruppalar
wu gomologiyadir. Bu bob shu tushunchalarni oGganishga bagéshlanadi.

4.1-8. Uzluksiz akslantirishlar fazosi

X va Y topologik fazolar berilgan bodsin? barcha X fazodan Y
lu/oga uzluksiz akslantirishlar to‘plamini S(X,Y) bilan belgilaymiz.

Yu'ni:
S(X,Y)={f:X -»Y:f - uzluksizvatopologik fazo}.

Ma’lumki, S(X,Y) ning elementlari uzluksiz akslantirishdan iborat

bn lib, bo&hbo ‘lganto ‘plamdir.
Bu to‘plamning hamda X va Y fazolarning ko‘pgina xossalari uzviy
boj7lig. Agar X fazo bir nuqtadan iborat bo‘lsa, u holda S(X,Y)=Y

boiadi.

Agar (Y,p) metrik fazo va X kompakt bo‘lsa, u holda S(X,Y)
in'plain metrikasini go‘yidagicha aniqlasa bo‘ladi:

MW W W T {p{fX{x)f2{x)):x* XfxJ 2z C(X,Y)}.

Ya’ni, (C(X,¥Y)9n) metrik fazodan iborat ekan.

4.1.1-ta’rif. S(X?7) to‘plamda ju metrika orgali aniglanadigan
inpologiya tekis yaqinlashuvchi topologiya deyiladi va T ko‘rinishda
I“-1)"ilanadi.
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£(X,Y)1.0'plarncla quyidagi to‘plamostilarni koGaylik:

foUjfa =fe C(X,Y):f(Xi)e Uidi =1k} |

Bu yerda xl,x2,...,xke X va U],U2,...,Uk lar Y fazoning ochiq
to'plamlaridir. {x"LUN" to‘plamlar tizimi S(X,Y) to‘plamda birorta r
ma’lum topologiyaning old bazasi boiadi. Bu topologiya nuqtalar
bo‘yicha vyaqginlashuvchi topologiya deyiladi. Ko‘pincha bu fa»)
(C(X,Y),rp) ko”inishda ham belgilanadi.

4.1.2-ta’rit Agar X fazoning ixtiyoriy bo‘sh boimagan ochiq Il
to‘plami uchun A jamlanmada shunday element topilsa va bu element U
da yotsa, X topologik fazoning bo‘sh boimagan to‘plamostilari jamlan-
masi A fazoning n seti (turi) deyiladi.

Bikompakt n -to‘rlami olaylik, ya’ni n to‘ming elementlari bikom-

pakt to‘plamdan iborat boisin. X va Y —topologik fazolar boisin,
FczX va VczY, ya’ni X fazodagi F va F fazodagi V to‘plamlar uchun

O(F,V)={g:ge C(X,Y)9g(fOczV} belgilashni kiritamiz. X topologik
fazoning Kk turi 4 uchun B A= {0(F,V):Fe A, V esa, U dagi ixtiyo-
riy ochiq to‘plam} belgilashlar kiritamiz.

S A4 (X,Y) deb old bazasi Wk jamlanmali boigan 5 (X ,[) ning

elementlar to ‘plamini olamiz.
4.1.3-teorema. X bikompakt, A esa, X ning barcha yopiq tokp-

lamostilari sistemasi va Y metrik fazo boisin. U holda SA(X,Y) topo-
logik fazo topologiyasi S(X,Y) toglamdagi tekis yaqginlashuvchi topolo-
giya bilan ustma-ust tushadi.

Isbot. Ta’rifdan ko‘rinadiki, V& jamlanma tekis yaginlashuvchi topo-

logiyaning old bazasi ekanligini isbotlash lozim.
Buning uchun V A sistema elementlarining tekis yaqinlashuvchi
metrikaga nisbatan ochiq to‘plam ekanligini ko4satish kerak.

FaX yopig, UczY ochig to‘plamlar va ge 0(i% f/) boisin. I)
holda g (F) kompakt va g (F)czU,(p(t)-p(t9Y\U) uzluksizdir, bu
yerda te g(F) va bu funksiya g (F) ning nugtalarida musbat giymatlar
gabul giladi. (p(g(F)) to‘plamning kompakt ekanligidan e = inf{(#>g(F)) *
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"DI(F)]Y\U} musbat sondan iborat. Agar g va /re C{x,y) akslantirish

H.isidagi masofada s dan kichik bo‘lsa, u holda ixtiyoriy /e F nuqta va
\iiyoriy y*Y M J nuqgta uchun p(h(t),y)> p(g(t),y)- p(h(t),
y,(1))>s - s = 0. Shu sababli h(t)& U (/) va te F ning ixtiyoriy ekan-
lillidan, /ig O(F,U). Demak, old baza elementlari metrik tekis yaqinla-

nhishga nisbatan ochiqg to‘plam ekan.
Ikkinchi bosgichda V% sistematizim elementlarining ixtiyoriy chekli

kc.ishmasi tekis yaqinlashuvchi topologiyaning bazasi ekanligini ko ‘rsa-
ir.liimiz kerak. g e S(X,Y) va e >0 berilgan bo‘Isin. Ixtiyoriy xe X nuqta

uchun shunday Ox atrofni olamizki, agar u uchun te Ox bo‘lsa, u holda

I'(>;(1),g(x))<y bo‘ladi. {Cbhc:xe X} ochiqg goplamadan {Qxl,Qx2,...,Qxn}

iluplamani ajratib olamiz: Ff={t:te X,p(g(t),g{xJ) < y u} yopig to‘plam

I»n‘ladi.
Ma’lumki, OxiczFi.U holda{FxF2,....,Fn} sistema X ni goplaydi.

r fl {O(f.;0"g(x,)):/ =r«}.
Ixtiyoriy he U va te Ff,i=I,n larni olaylik. Bu holda p(h(t),

>(1)) < p(h(t\g(Xj)) +p(g(X)g{0) <€l +/2 <8 * h funksiya
y. llmksiyaning s atrofida (tekis yaqginlashish metrikasiga nisbatan) yota-
ili he U funksiyaning ixtiyoriy ekanligidan U to'plam toda g ning s
utrofida yotadi. Bundan esa ge U .

CA(X,I) topologik fazo bayoni keltirilganda, bizni ikki chekka
bolat gizigtiradi. X ni Txfazo deb olaylik. X topologik fazoning barcha
bit iuigtadan iborat bo‘lgan jamlanmasini esa R bilan belgilaylik. U holda
\ (X ,F) fazo nugqtalar bogyicha yaginlashuvchi akslantirishlar fazosi
iU*yiladi. Sr(X ,I) fazoning topologiyasi esa, nuqtalar bo‘yicha yagin-
htshish topologiyasi deb yuritiladi.

Ikkinchi chekka holat —A jamlanma X ning barcha yopiq bikom-
piikt u~plamostilaridan iborat boUsin. S(X,Y ) fazodagi topologiya bi-
kompakt ochiqg topologiya deb yuritiladi. S (X ,Y ) fazodagi topologiyani
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T bilan, S(X ,Y) fazoda kompakt ochiq topologiyani J* bilan belgi-

laylik.
Demak, 4.1.3-teoremadan ko‘rinadiki, Y fazo metrik fazo bolganda,

4.2*8. Uzluksiz akslantirishlar fazosida ekvivalentlik. Gomotopiyu

S(X,Y) fazo topologiyasi hagida hech ganday jumla aytilmagan
bo‘lsa, bu fazoda rc topologiya (kompakt ochiq) garalayotgan deb hisob*

laymiz. Ushbu paragrafda biz S (X ,Y ) fazoda ekvivalentlik munosabatinl
aniglaymiz, mazkur munosabatning ba’zi geometrik va algebraik xossasinl
keltiramiz.

4.2.1-ta’rif. Agar shunday F :X[0,1]—Y uzluksiz akslantirish mavjud

bolib, u uchun F(x,0)=/0(x), F(x,l)=/j(x) xe X o'rinli boisa, bu
ikkiga fO va fxe C (X ,Y) uzluksiz akslantirishlar gomotop deyiladi va
| ~fxko‘rinishda yoziladi.

Ko‘p hollarda akslantirish f Ova f x larni bogiovchi gomotopiya deb

ham yuritiladi.
Shunday qilib, agar / o~fx boisa, shunday te[0,1] sonli para-

metrga bogiig boigan ftX -»F akslantirishlar to'plami mavjud ekanki,
bu akslantirishlar uzluksiz ravishda f 0 va f Alarni tutashtirar ekan.

4.2.1-rasm

4.2.1-rasmda o‘zaro gomotop boigan fQva fx akslantirishlar kelti-
rilgan.
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4.2.2-misol. X ixtiyoriy, YczRn qavariq tog@lamosti bo‘lsin.

/< S(X,Y) ixtiyoriy uzluksiz akslantirishlar bo‘lsin. U holda F:XxI~>Y
akslantirish F(xe) =tfi(x) +(I1-t)f0(x) formula bilan aniglansa, F(x,t)
Hbda / 0 va f x lar orasida gomotopiya bo4adi.

4.2.3-teorema. Gomotopiya S(X,Y) to‘plamda ekvivalentlik muno-
liibati bo‘ladi.

Isbot. a) reflekssivlik: / - / sharti F(x,t) =f(x) gomotopiya yor-
ilmnida oanatiladi;

b) simmetriklik: /0 va fy ning gomotopiyasi F(x,t) bo‘lsin. U hol-
iin /;, va fx orasida gomotopiya F(x,t) =F (x,l-t) orgali aniglanadi.
IlUmdaii f 0~

d) laTninejomotopwasi m@s;rayishda F.(x.1)
Im ho‘lsin. Quyidagi formulani garaymiz:

Fj(x, 21); bunda 0 <t <—
H(x,t) = 2
JF2{x,2t - XY\ bxm&—<t< 1
| 2

Bu akslantirish uzluksizdir, chunki H{x,t) akslantirish Xx[0,—] va

\'| -JJiitpiq to‘plami|0aming har bir cggjpdat f altslzdM *a|lum]d,

/1(\\t) akslantirish fx va f2 lar orasida gomotopiyadir. Demak, akslan-
Ilir.Naming gomotop bo‘lishi munosabati(® (X ~)ffw d” ekvivalenl mu-

*t.*sabal ekan.
Gomotop akslantirishlar sinflari gomotopik sinflar deyiladi. Bunda, R
hlinn gomotop munosabatni belgilaymiz S(X,Y)/R. Faktor to‘plam

#( A\K) ko‘rinisfiida belgilanadi. Bu ta”*rifdah maUumli*adiki, L  yr>|
1u'plwn5(X,Y) fazoning chizigli bog‘lig komponentalaridan iborat ekan.
MV,K) fazoda f 2S(X,K) akslantirishga gomotopik boMgan.-.sinf
1f |k()‘rinisKcl) bilgilanadi.



4.2.4-ta’rit Agar shunday ge S(X,Y) akslantirish mavjud bo*lib,
gof ~Ix va fog~\x o‘rinli boisa, fsC (X,Y) akslantirish gomotopik
ekvivalentlik deyiladi.

4.2.5-ta’rif. Agar S(X,Y) fazoda gomotopik ekvivalentlik mavjiul

boisa, X topologik fazo Y topologik fazoga gomotopik ekvivalent yoki
X va Y fazolar bir xil gomotopik tipga ega deyiladi.
Ma’lumki, gomeomorftopologik fazolar bir xil gomotopik tipga cgn;

Haqgigatan ham, agar / :X ->Y gomeomorfizm boisa, teskari aksono-
metriya / _1=g:7-»X niolsak, / va g laruchun gf =Ixva fg =\x lar

o‘rinli. Buesa, X va Y fazolarning gomotopik ekvivalentligidir. Buning
aksi o'rinli emas.

Masalan, n>0 bolganda n oichamli B*aFC sharni olsak, bu shar
Vn va x0e Vn nuqtada bir gomotopik tipga ega. Bu fazolarning gomo-
topik ekvivalent ekanligini ko‘rsatamiz. f:x0->Bnjoylash va g: —»jt,
doimiy akslantirish boisin.

Ma’lumki, gf - Ix0. F:5"[0.1]->5" gomotopiyani F(xJ) =tx+(\-t)
formulasi bilan aniglaymiz. Bu F([x,£] akslantirish fg va ]Jffn:Bn->H*
orasida gomotopiya ekan. Demak, bu Bn fazo {x0} nugtaga gomotopik
ekvivalent ekan. Lekin ular gomeomorfemas.

4.2.6-ta’rif. Agar ayniy \x:X-> X akslantirish doimiy g:X->xQ
X0s X akslantirishga gomotop boisa, X topologik fazo tortiluvchan fazo
deyiladi. Ular orasidagi gomotopiya X ning nugtaga tortilishi (x0 nugta)
deyiladi.

4.2.7-teorema. Fazo tortiluvchan boiishi uchun u bir nugtali fazo-
ning gomotopik tipiga ega boiishi zarur va yetarlidir.

Isbot X tortiluvchan va FXt[0,I]-»X esa, X ning x0e X ga tor-
tilishi boisin. {x0} nugtadan iborat fazoni Q bilan belgilaymiz. (p:X-*I1l
doimiy akslatirish, j :Q ->X —joylash. U holda s} =I1fl. (p esa, Ixwuti
j(p larga gomotopiyadir. Demak, (p gomotopiya I va Q lar orasidajjl

gomotopik ekvivalentlik ekan.
Bunga teskari jumlaning isbotini o‘quvchiga qoldiramiz.
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4.2.8-misol. Silindr va aylana gomotop ekvivalentdir. S silindr va
\fit' «ylanani quyidagicha yozamiz:

S - {(x,j>,2)e R3:xz +y2=1,—<z< 1}

S1- {(x,y,2)€i R3:x2+y2=1,z =0}

1:S]->C joylash akslantirish va r:C->S] akslantirishni r(x,y,z) =
Hi.»,()) formulasi orgali aniglaymiz.

Ma’lumki, r-i =\:S1—=SI. F :Cx[0,I] =C gomotopiya F((x,y,z\
| ~(<4y %,z) formula bilan aniglanadi. Bu F ((x,y,z\t) ifoda i°r va
| S yS orasidagi gomotopiya bo‘ladi.

4.3-8. Yodlarni ko‘paytirish

Ixtiyoriy /:[0,1]-» X uzluksiz akslantirish X fazoda yod deyiladi.
/() - yoMning boshi, /(1) esa, oxiri deyiladi. Boshgacha aytganda, X
p/oda /(0) dan /(1) gacha bo'lgan yo‘l deyiladi. Agar f(t) yo‘l bo‘lsa,
[0 N)=/(/) ham yo‘l bo‘ladi. Agar / va g lar X da yofllar va
/(1) my(0) bo‘lsa, / va g yo‘llarning ko‘paytmasi f* g yo‘l bo‘lib, u
ilhn idagi formula bilan aniglanadi:

f (2/); agar 0<t< Z—bo’lsa;
w W
g(2t- 1); agar —<t<1bo’lsa.

Yofga elementar misol sifatida o‘zgarmas ex:[0.1]  X,ex(t) =X ni
olishimiz mumkin, bu yerda xe X ning birorta nuqtasi tG [0.1] ixtiyoriy
mndir. Boshgacha aytganda, yo‘Ini ma’lum bir vaqt birligi ichida o4ilgan
mnsofa konturi desak, o‘zgarmas yo‘l —bu bir nugtada turish ekan, ya’ni
liiti doim bir nugtada turiladi. Shuni ta’kidlash kerakki, agar/:[ 0.1]-» X

yo‘l bodsa, / ning uzluksizligidan /:[0,1]obrazi X fazoda birorta egri
«hi/.iqdan iboratdir. X fazo Xausdorf fazo bo‘lsa, /([0.1)1 yopig kom-
filiktdir. Yuqorida Kkeltirilgan Peano chizigi, Kantor chizigi, Urison-
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Menger universal chizigi va Serpinskiy gilamlaridan ma’lumki, /([O.l)]
to'plam X topologik fazoda turli-tuman boiishi mumkin ekan.

Agar / :[0.1]-»X vyoi boisa, u holda F(x,t) =f(I~t)x gontih
topiya yoiining o‘zgarmas yoiga £/(0) gomotop ekanligini ko ‘rsatadi.

Shunday holatlardan gochish maqgsadida quyidagi tushunchani kill*
tamiz.

iS.I-taW, A to‘plam X ning gismi, f:X->Y, z—0,1 uzluk?*l|
akslantirishlar boisin. /0 va fx lar A to‘plamga nisbatan (ko‘p hollard*
A ga nisbatan) gomotop deyiladi, qachonki, /0 va f x lar orasida quyidagi
F:XxI-+X mavjud bolib, F(a,t) akslantirish. aeA bolganda / un
bogiig bolmasa. Boshgacha aytganda, ixtiyoriy ae A va te [0,1] uchun
F(a,t) =/ 0(a) Shuni aytish kerakki, ixtiyoriy aeA uchun F(a,t)= f 0(u)%
Yuqoridagi ta’rifda keltirilgan F gomotopiya A ga nisbatan gomotopiyn
deyiladi va f 0~ fx(relA) ko‘rinishida belgilanadi.

4.3.1-rasm 4.3.2-rasm

4.3.1-rasmda X =1 va A={0}czX. Bu yerda F akslantirish A git
nisbatan gomotopiya boiadi.

4.3.2-rasmda X -\ va A={0;1}c X. Y esa, R2 fazoda halga. Bu
yerda lar A ga nisbatan gomotop emas, lekin fQva / lar ab-

solyut ma’noda gomotopdir. Ma’lumki, A® 0 boiganda A ga nisbatan
gomotopiya oddiy ma’nodagi gomotopiya bilan ustma-ust tushadi.
4.3.2-teorema. *S(X,7) fazodagi &(relA) munosabat ekvivalent

munosabatdir.
Isbot Munosabat refleksivdir, chunki F(x,t)=f(x) F va / lar

orasida A ga nisbatan gomotopiyadir.
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Munosabat simmetrikdir. / ~ g(relA) va F uning gomotopiyasi
boisin. G(x,t) =F(x,l-t) ni olsak, bu gomotopiya g~ f(relA) ni gano-
ilinfltiradi Demak, / ~ g(relA) munosabat tranzitivdir. F: f ~g(relA)

w Gig —h(relA) boisin. Quyidagi gomotopiyaniolamiz:

F(x;21); agar 0<t<—bo’lsa;

,G(x, 20 —); agar 2—< t>1boisa.
|

Ma’lumki, H(x%) uzluksiz f va h akslantirishlar orasida A ga
nisbatan gomotopiya tashkil giladi. Demak, / ~ g(relA).

Oldingi bobda topologik fazoda retrakt tushunchasini kiritgan edik.
I ndi esa deformatsiyali retrakt tushunchasi bilan tanishamiz.

4.3.3-ta’rif. Agar shunday r:X ->A retraksiya topilsa va uning
uchun ior—:X->X ofinli boisa, AaX to‘plam X fazoda defor-
mntsiyali retrakt deyiladi. Bu yerda i: A -"X joylashtirishdir.

Boshgacha aytganda, agar shunday F(X,t): Xx /~>X gomotopiya
lopilib, F(x,0) =x barcha xe X uchunva F(X,1): X -> A retraksiyadan
lborat boisa, A to‘plam deformatsiyali retrakt deyiladi. Demak, aylana
Illindrning deformatsiya retrakti ekan. Shuni ta’kidlash kerakki, agar A
lo'plam X ning deformatsiyali retrakti boisa, A va X to(plamlar gomo-
lopik ekvivalentdir.

Akslantirishlarning davomlashtirish masalasi ba’zi bir xususiy hol-
larda yechimga ega. Tolig yechim hali mavjud emas. Masalan, fazo
metrik yoki normal bolganda, bu masala yechimga egadir. Titse-Brauer
lenremalarini oldingi boblarda keltirdik. Bu bobda esa, akslantirishni
davomlashtirish masalasini gomotopiya bilan bogliglikda ofiganamiz.

f:A->Y9AczX akslantirish berilgan boisin. Bu akslantirishni butun

fazoga davomlashtirish mumkinmi, ya’ni A to‘plamdagi F/A:->U
i licklovi berilgan / bilan ustma-ust tushadigan shunday F :X ->U aks-

lantirish mavjudmi? Bu F:X-+V akslantirish f:A-">Y davomlash-
lirish deyiladi.
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4.3.4-teorema. cp:Sn-*Y uzluksiz akslantirish berilgan boisin, IS*
birlik (radiusi 1 ga teng) sfera. U holda quyidagi ikki shart ekvivalentdir:

i) (p akslantirish o‘zgarmas akslantirishga gomotop;

ii) (p akslantirishni butun sharga P ~ ¢ JT 1davomlashtirish mumkin,

Isbot i) =>ii (i) ekanligini ko‘rsataylik, ya’ni /~ C boisin, C 4
o'zgarmas akslantirish, ya’ni S :Sn->P . P - nuqta. Pe Y f va C lar
orasidagi gomotopiya

F:SnxI-*Y boisin. / akslantirishning davomi f ':BnH-"Y nl
quyidagicha aniglaymiz:

Maiumki, /V - f tenglik o‘rinliva f | akslantirish uzluksiz, chunki

cheklovi uzluksizdir.

Endi ii) => 1)) boiishinini ko'ramiz. f :Sn->Y ning davomi
/* Bl ~>Y boisin va y@ Sn. F(x,t):SmxI ->Y akslantirishni quyiilrt*
gicha aniglaymiz:

Maiumki, F(x.0)=f(x);F(x,1)=1'(y0)=Pe Y. Demak, F(xtl)
gomotopiya / v a ¢ o°‘zgarmas akslantirish bogiovchi gomotopiya ekan

4.3.5-ta’rif. Agar / :[0,1]— yoilar {01} / va g w
nisbatan gomotop boisa, o'zaro ekvivalent deyiladi va / ~ g ko rinLshtb]
yoziladi.

/o va f\ yo'llar ekvivalent boisa, u holda shunday F.Ix| >V

uzluksiz akslantirish, uning uchun quyidagi shartlar o‘rinli boisa, mavjlul
boiadi.
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| bo‘ladi (4.3.3-rasm).

433-rasm

Bu holda F :f 0~ f xko&inishida yoziladi.

4.3.2-teoremadan kelib chigadiki, ~ munosabat X topologik fazoda-
|l hurcha yollar to‘plami ~([(LL, X) dagi ekvivalentlik ekan. C([0,\],X) ni

olsak, 4.3.2-teoremadan ma’lum bo‘ladiki, W munosabat S([0,1],X) da
ekvivalentlik ekan. /e C([0,1],X vyo‘lni olsak, / ga ekvivalentyo‘liar
ninlini  [/] bilan belgilaymiz. Ikki ekvivalent yo‘lning ko‘paytmasi
I/iW N /*d ham “orrekt aniglangandir. Demak, [f]e "[O,!]1,2)/-.

4.3.6-lemma. /0,/,, g ~ve C(AX),/0p |[lL N va ~(li*CO)
| " Isir>Agar ~f..g,-g, bo‘lsa, u holda *g, ~f*gt

Isbot."F :fO~fx w G :g”™gl ekvivalentliklarni {0,1}ga nisbatan
In'minlovchi gomotopiya N:Ix | —Xni

lurmula bilan aniglaymiz. Ma’lumki, H(t,s) uzluksizdir va /’(l,.v)-*/,",(])-

fa* go va /1 *Si lar orasidagi {0,1} ga nisbatan gomotopiya N dan
[Ixmitdir (4.3.4-rasm).
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4. 3.4-rasm

Quyidagi lemmani isbotsiz gabul gilamiz.

4.3.7-lemma. f,g,heC(1,X) lar uchun, /(1)=g(0) va g(l) = A0
o‘rinli bo'lsin. U holda (/ *g) *h~/ *(g *h).

Bu lemmadan ko”inadiki, /(1) =g(0)) va g(l)=/*0) yo‘llar sinfl
larining ko ‘paytmasi ([/][gD)[A] =[/])[9][A]) assotsiativlik gonuniga bo‘y-
sunadi. Umumiy holda (/*g)h ®/* (g* h) o'rinlidir. Ma’lumki, har bir
xe X uchun ex:l -» X o'zgarmas yo‘l, sx(t)- x formula orqgali aniglan-

gan.
0 ‘zgarmas yo'lning ekvivalent sinfi ko‘paytmada o'zini chap yoki
o‘ng birlik element sifatida tutadi. Ya’ni, agar / yo‘l x nuqgtada bosh-

lanib, n nuqtadatugasa, [sx][/] =[/] = [/][£*] bo‘ladi.

4.3.8-lemma. Agar /e C(/,X),/(0)=x va /(1)=7 o4inli bo@sa,
ex*f ~f yaf*sy~f bo'ladi.

Isbot Lemmani sx*f ~f shart uchun isbotlaymiz, f *£y ~f ning
isboti shunga o ‘xshashdir.

43.5-rosm
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4.3.5-rasmni ko‘rib chigamiz. F :Ixl-* X gomotopik akslantirishni

mtylilkgicha aniglaymiz:
[x; agar O0<t<(l-s)/2 bo’lsa;
No’s o j 1 ((2t-14-5)/(1+5)), agar (1-s)/2<t<I bo’lsa.

I/ holda F(t,0) =sx*/. F(t,\)=f(t) va F akslantirish {0,1}] ga
Mhftdin gomotopiyadir.

f yo‘l uchun fit) - formula bilan aniglangan yo‘Ini /
lllinfLbelgilaymiz. Ma’lumki, f~ g bo'lishi uchun f ~g boiishi zarur
sn ycMarlidir.

4.3.9-lemma, /e C(/4),/(0)=jc va F(l)=y bo‘lsa, u holda
/| *] ~exva f* f =€y bo‘ladi.

Isbot. /* / ~sx uchun isbotlaymiz, fAf~By shunga o'xshab isbot-

hmmli.
f *f yo‘l quyidagi formula bilan beriladi:

(/* NN M

Biz bu yo‘Ini vaqtning yarmida / bo‘ylab o‘tamiz, vaqtning ikkin-
chi yarmida esa, yoclni / bo‘ylab, teskari yomalishda o@amiz. Birlik

vaglda yoini x dan y gacha va teskari x gacha bosib o‘tish uchun

2 birlik tezlik bilan harakatlanishimiz lozim bo‘ladi. Agar se | da tezlikni
(I-s) ga proporsional almashtirsak, u holda ixtiyoriy s uchun X dan
boshlanib /(2/(1- 5)) ga boruvchi va keyin X ga gaytgan yo'lga ega

bolamiz. S =0 boflganda f* f ga, 5=1 bo‘lganda esa, s X ga ega
bolamiz. Shu sababli F .Ixl -» X akslantirishni quyidagi formula bilan
aniqlaymiz:

f(2t)!1\ —S)\ agar 0</< Ebo’lsa;
L T\
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Ma’lumki, F uzluksiz va

F(t,0)=(f* f)(1),F(t,)m f(Q) =ex(t),

F(0,5)=/(0)=(/*7)O0),F(,s)=/(0)=(/*/)(!) tenglilf
o‘rinli.

Demak, f* f~ s x.

Bu lemmadan ma’lumki, / ning ekvivalentlik sinfi / ekvivalenfl
sinfiga teskarilik vazifasini o‘tamoqda. Ya’ni, X dan boshlanib, y da

bo‘lgan / yo‘luchun [/][/] =[sx],[/1[/] = [«,] °‘rinlidir-
Ta’kidlash mumkinki, agar /e C(I,X) bo‘lsa, uholda /e -CLL L,

4.4-8. Fundamental gruppa (guruh)

4.3-8 da ko'rdikki, S(I,X) fazoda aniglangan yo‘llarning ekvj*
lentlik sinflari (agar {0,1} ga nisbatan gomotop bo‘lsa, yo‘llar ekvivzj;ller_llg

aksiomalar gruppasining deyarli hammasini ganoatlantiradi. Bu to ‘pladl
ya’ni C(I1,X) da muammo shundaki, ko‘paytirish doimo anigqlanmalj

chunki birlik element ma’lum ma’noda “suzadi”. Bu giyinchilikni b
etish uchun yopiq yodlar sinfini ko ‘rib chigamiz.

4.4.1-tarif. Agar / uchun /(0)=/(1) o‘rinli boisa, /e S(I,X) yoj
yopiq deyiladi. Agar /(0) =/(1) boisa, F yoi X fazoning x nuqtasi
dagi yopig yoi deyiladi. LN

Ko‘p adabiyotlarda yopiq yoini ilmoq (petlya) yoki halga debiha
atashadi.

Ta’kidlash lozimki, X ning birorta X nuqtasida x da yopiq ixtiyoji
juft / va g lar uchun f*g aniglangan. S(I,X) topologik fazoning*
nuqtadagi yopiq yollar ekvivalentlik sinfini (X %) bilan belgilayml
Ma’lumki, f(1,x)cC (/,1). 4.3.6-lemmaga ko‘ra, agar [/],[g]ea(X>
bo‘lsa, u holda [/]*[g]e a(X,x) boiadi. 4(X,x) to‘plam X topolcjj
fazoning x nuqgtadagi fundamental gruppasi deyiladi.

4.4.2-teorema. a(XX) togplam C(r,X) fazoda gruppa tash”

qgiladi.
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Ma’lumki, bu to‘plamda * amali aniglanadi, [/],[g]e n (X %)
bodisa, u holda [/],[g]e A(X,x) bodadi. Birlik elementi esa, [sx] dan
Iborat.

Teskari element [[/T 1=[/] tenglik bilan aniglanadi. Amalning
ussotsiativligi 4.3.7-lemmadan kelib chigadi. Buning uchun [(g* h)oh]
yozuvi o‘rniga ko4 hollarda [ / *g*A] yozuvni ishlatamiz.

4.4.3-misoL. Agar X chekli diskret topologik fazo bodsa, 7¢(X,x)=0.
Ya’ni, bu n{X,x) gruppa elementlari [sx] lardan iborat.

4.4.4-teorema. X,ys X . Agar X fazoda x va y larni bog‘lovchi
yo‘l mavjud bodsa, A(X, x) va n{X,y) gruppalar izomorfbo‘ladi.

Isbot X fazoning x va y nugqtalari orasidagi yod4 / bodsin, ya’ni
Jle C(1,X) va /(0) =x va f(l) =y. Agar ge C (/,1) x nugtadagi
yopiq yo4 bo4sa, u holda (/* g)* / y nuqgtada yopiq yo‘l bo'ladi. Shu
Ittbabli, Uf :n(X,x)->n(X,y) akslantirishni uf (g) =[f*g* /] formu-
lesi bilan aniglaymiz. Bu akslantirish gruppalar gomomorfizmi bo‘ladi5
[ehunki  2//[g][A]) = Mg*A] =[7*g*A]l=[/V V *A N =T7*g"]
f[/*A*/]=uf [g\uf [f\ o‘rinlidir. Teskari yo4 / ni, ya’ni y va x lar
©rusidagi yo‘Ini qo‘llab, Uf :a(X,y)-> a(X,x) ni uf (h)-[f*h* f]
fi>rmulasi bilan aniglaymiz. Tekshirish natijasida ufuf [g] =[g\ va
Ufuf [h] =[h] larga ega bo‘lamiz. Demak, uf biektiv akslantirish ekan.

Ihu sababli Uf izomorfbo4adi.

Bu teoremadan bevosita quyidagi natijaga ega bo4amiz.
4.4.5-natija. Agar X fazo chizigli bog4amli bo‘lsa, uning ixtiyoriy
Xvay elementlari uchun 7t(X,x) va n(X,u) gruppalar izomorfbo4adi.

Bu natijada X chizigli fazo bo‘lganligi ahamiyatlidir. X ni bog4
lumli fazoga almashtirib ham bo4dmaydi. Chunki keyingi boiimlarda
litlishamizki, X bog4amli bo4ganida, 7i{X,x) va 7r(X,x) orasida doimo
(yomorfizm o4natib bo‘Imaydi. X chizigli fazo bo4ganida n(X,x) belgi-
lil&hlarda x ni tashlab yuborsak bo4adimi? Bu biroz xavfli, chunki 7t(X,x)
Vi n(X,u) orasida kanonik izomorfizm bod4maydi, sababi x va un lar
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Bunday aniqlangan ko‘paytirish amali korrektdir va shu sababli
An(x"x0) gruppa sturukturasini beradi. Albatta, n-\ boisa, an(X 9y
fundamental gruppaga ega boiamiz. an(X,x0) fundamental gruppa ha*
doim ham abel gruppasi emas, lekin n>2 boiganda, an(X,x0) doiWwO
Abel gruppasidir.

4.5-8. Aylana va ba’zi sirtlarning fundamental gruppasi

Bu paragrafda aylananing fundamental gruppa-
sini hisoblaymiz va uning butun sonlar to'plami Z ga
izomorf ekanligini ko‘rsatamiz. So‘ngra sirtlar tor,

sfera, proektiv RP2 fazolarning fundamental gruppa-
larini aniglaymiz.

Ixtiyoriy /gC (/,S’) yopiq yoini olaylik, bunda
x0e S\f(0)=1 dan iborat boisin. Har bir bunday
/[ g C(I,SDHf(0) =xQ S| yopiqg yolni olsak, aylana-
ni bir necha marta o‘ralgan, deb tushunish mumkin.
Bu o‘ramlar sonini shu yopiq f e C(1,S) yoining darajasi deyishimlj*

45.1-rasm

mumkin, ya’ni x0e S' nugtadan har bir / e C(1,SI) yopiq yoMga birortji
butun son n yoki n mos go‘yilgan desak boiadi. Agar aylanani o‘ragan
yopig yo‘l soat miliga teskari n marta o‘ralgan boisa, bu son n dob
olinadi. Shuni ta’kidlash mumkinki, agar ularning darajalari teng bolsu,
ikki yopiq yoi fagat va fagat ekvivalentdir ({0,I}ga nisbatan gomotop).]

Shunday qilib, har bir n son uchun darajasi n ga teng boigan yopiq yo'r
mavjuddir.

Yopig yoining aniq va qgat’iy ta’rifini keltirish uchun haqigiy sonla)
0‘gi R va e(t) =ent formula bilan aniglangan uzluksiz e : R —SI ni olay”®

lik. Geometrik nugtai nazardan haqiqiy sonlar to4‘ri chizigini spiral shak*
lida tasawur gilamiz, proeksiyani e akslantirish deb olamiz (4.5.1-rasm), |

Bu holda aytishimiz mumkinki, =Z . Fikrimiz shundan iboraU
ki, agar /g C(/,S) uchun /(0)=/(l) =1 o‘rinli boisa, shunday yagoiwi
/ g C(/,5) topiladiki, uning uchun /(0) =0 va ef - f oainli boiadi.
Bu yerda bu / akslantirish / akslantirishning tiklanmasi (podnyatiyl*
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elcyiladi. Demak, /(1) =1, u holda / (1)=e~l(1)=Z . Bu butun son f aks-
lunlirishning darajasi deyiladi.

4.5.1-lemma. Aytaylik, UczSH1} ochiq to‘plam va V=ir\e~\U)czR
luilsin. U holda e~\U) to‘plam F+n={v+«:ve K} ne Z ko‘rinishdagi
uchig to‘plamlaming dizyunkt birlashmasidan iborat bolib, ularning har
hirini e gomeomorftarzda U ga akslantiriladi.

Isbot Aytishimiz mumkinki, U ochiq interval, ya’ni U-{2nit:0<
nst<b<1} a,b sonlar. U holda V=(a,b) va V+n=(a+n,b+ri). Ma’lumki,
f'(//) to‘plam F +w, ne N ko‘rinishdagi ochiq to‘plamlarning dizyunkt
birhishmasidan iborat. Aytaylik, en- e(a+n,bb+n) boisin. Ma’lumki, In
M/luksiz va biektiv. e~xning uzluksizligini tekshirish uchun xe (a+n,b+n)
nugtani olamiz va shunday kichik e >0 olamizki, xeJV=[x-£,x+s]c:W

u’rinli boisin. W kesma kompakt bolgani va Sl Xausdorf bolgani
ucliun en :W -> \n(W) gomeomorfizmni aniglaydi. In(x) nuqgta In(jc)

yoyning oxiri boia olmaydi, chunki unday holda Inl gomeomorfizmda
In( v)\ In(jc) bogiamli to‘plam obrazi boglamsiz W\ {x} to‘plam bo@ishi

mumkin. Shu sababli \n(W) to‘plam In(x) nugtaning S| dagi va U dagi

m;hjq atrofidir va e~l akslantirishning bu to'plamlardagi cheklovi (chek-
Imilishi) gomeomorfizmdir. Demak, e(x) funsiyada nuqtada uzluksiz,

\i (<\-n,bH1) nugtaning ixtiyoriyligidan e~] akslantirish xe b+rij)=U da
n/luksizdir. Shu sababli ex—gomemorfizm.

Shuni ta’kidlash kerakki, 4.5.1-lemma S]\{x} uchun o‘rinli, bu yerda
im S| ning ixtiyoriy natijasidir.

4.5.2-natija. Agar akslantirish f :X-+& syurektiv bolmasa, u holda
/' nolga gomotop boiadi.

Isbot Agar xsf(X) bolmasa, u holda SI1\{x} fazo (0,1) ga gome-
umorfdir. (x =e2™ va S|={e2™:s<t< 1+s}). Bu yerda (0,1) interval

Ini liluvchan fazodir.
4.5.3-teorema. Har bir uzluksiz f e C(I,S) akslantirish uchun uning

llkhimasi fe C(I,R) mavjuddir.
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Vaholanki, agar xog R birorta nuqta bodib, 1(x0)=/(0) bo‘lsa, u hol-
da shunday yagona / tiklama topiladiki, u uchun /( _,0)=xo o‘rinli boMaill
Isbot Aytaylik, ixtiyoriy xg S| uchun Ux uchun shunday ochiq atrof

bo‘Isinki, e~](Ux) todlam R da dizyunkt ochiq to4lamlarning birlash*

masidan iborat bo‘lsin va ularning har birini eUx ga gomeomorf akslan*
tirsin.

{f~1(Ux):xe S} to‘plamni | to4lamning L ochici
goplamasi ko'rinishida yozishimiz mumkin. / kesmaning kompakt ekan-
ligidan uning [0, +£)),(Y2-£2 -snM ko‘rinishdagi chekli gopln-

masi mavjud, bu yerda tx+£i >tM -£iHJ =\n-1. Har bir i-\,n uchim
bir atG —£i+, tt +£t) nuqtani olamiz. Ular uchun 0= a0<Ulc,...,an« |
o‘rinli bo‘lsin. f[anaM] to4lam S| ning Sf ochiq to‘plamida yotih,
bunda e~I(Si) tofplam R ning dizyunkt ochig to'plamostilarining bir*
lashmasidan iborat bo‘lib, ularning har biri e akslantirish natijasida St ua

gomeomorf akslanadi. Endi tiklanmani k - \ bo‘yicha induksiya
yordamida aniglaymiz.

4.5.2-rasm

K =0 bo‘lganda trivialdir. /0(0) = jd va boshqga tanlash yo‘q. Fanu
gilaylik, tiklanma fk:[0,a*] —=R aniqglangan va yagona. Esga olami/Kl,
f([ak9akH]czSk va e~I(Sk) to'plam J)} koainishdagi ochiq
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lo'plamlarrdrig dizyunkt birlashmasi bodib, ular uchun i!'Wj :W}->Sk
akslantirish ixtiyoriy ye J uchun gomeomorfizmdir. Binobarin, fk{ak) W,
bu yerda W g {W{ J} gandaydir element (4.5.2-rasm). [an,a*+] chi-
/ulli bogdiq boiganligi sababli ixtiyoriy fkH davomlashtirish ni
Il ga akslantirishi kerak. Bu yerda £/W; :W} —» Sk cheklovchi gome-
Minorfizm bodgani uchun shunday yagona P:[ak,akH]-">W akslantirish
Inpiladiki, (t mf[ak,aM]) bo'ladi (aslida, p=(p = (£/wylf),
f k#i akslantirishni quyidagicha aniglaymiz:

[ f k{S\agar 0< s <ak, bo‘lsa;
I[P(*S),agar ak <s<ak, bodsa.

Bu akslantirish uzluksiz va tuzilishi bodyicha yagona hamda
h(uk)m P(&K) induksiyaga ko'ra / tiklanmaga ega bo'ldik.

Bu teorema S(I,SI) da yopig yo'lning darajasini ta’riflashda gqo4
kl.idi. le S] nuqtadagi fsC(I,R) yopiqyo‘lbo‘lsin va / g C(LR) uning
VH.ona tiklanmasi boiib, / (0)=0. e~I(/(1))=e~l(1)P Z bo‘lgani uchun
/ (1) —butun son. Shu son / ning darajasi deyiladi.

4.5.4-lemma. Har bir F g C{12,S1) akslantirish Fe C(12R) tiklan-
liliiga ega. Vaholanki, agar x0e R va ~(jc0)= F(0,0) bo‘lsa, u holda shun-
d1VVyagona F tiklanma mavjudki, uning uchun F(0,Q)=x0 o4inli bo4adi.

Isbot. Oldingi teorema isbotidagi mulohazalarni davom ettiramiz. | 2
I viidrat kompakt bo'lganligi tufayli at va b}sonlarni shunday tanlaymizki,

ular quyidagi shartlami ganoatlantirsin:

O=al<at<...<an=1,0=bQ<b]<...<bm=1

F(R}S) e Sis, bu yerda Ris to4y‘ri to4tburchak, i=0,nj =0,m .
Ris={(M)<= 1 2:a f<t< aM;bj <s< bjH} L todlam S| dagi ochiq
lu'plam, u uchun e~I($}.). Bu R dagi ochiq to‘plamlarning dizyunkt birlash-
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masi bolib, ularning har biri e natijasida ga gomeomorfakslanadi. Bu

yerda to4g‘ri to‘rtburchaklardagi ROORQ,...,RMRIOR]L,...,F tiklanma induk*

siya bo‘yicha oldingi teoremaga o‘xshab aniglanadi. Qolgan ba’zi (isbot*
ning) gismlarni tiklash o4juvchiga havola.

45.5-natija. /JJe C(/,S) lar S] ning | nuqtasidagi ekvivalent yo‘/l
lar boisin. Agar f0 va fx tiklanmalari bolib, boisa, u holdii
[f|lp (1) bo‘ladi.

Isbot /0 va fxorasidagi {0,1} ga nisbatan F gomotopiya boisin. 1

F birgiymatli F:12—R gachatiklanmaga eg” bolib, F(0,0)=fQ0)=fQ0), j
F(t,0)=fdt) va F(t,1)~fxt) bolgani uchun F(t,0)=fQ(t) va F(?,)=/,(/)4A
vaholanki, F(t,l) =f x(t)fO(Y) dan fx{\) gacha boigan yol F(\J)M
F(y)=fQ)=fx1). Bundan F(U) o‘zgarmas (doimiy) yoi va / 0(1)=/,(1)/04
Bundan ko‘rinadiki, F yoi fO va fx lar orasidagi {0,1} ga nisbatan go*fl
motopiyadir.

4.5.6-teorema. a7, « Z.

Isbot @:”(jSL!) —Z akslantirishni olamiz va uni <K [/])-deg/|
ko‘rinishda aniglaymiz; bu yerda deg/ degfbelgi / ning darajasini bil-
diradi. Ta’kidlaymizki, deg/=/(1), bu yerda / akslantirish / ningyago*!
na tiklanmasi bolib, /(0)”*0. Oldingi natijaga ko4a, ¢ akslantirish

korrekt aniglangandir.
o Ning gruppalar orasidagi izomorfizm ekanligini ko4satamiz. Oldifl 1
o ning gomomorfizmligini ko'rsataylik.

Aytaylik, Ba(f) akslantirish f ftiklanmaning boshlanishi ae e '(/(0))

bo‘lsin, Dernak, faaea(f)(t)mf:Q”4;a birorta boshlanishi 1 «n

boflgan 14 yo‘tdir. Ma’lumki, la(f* b u yerdaf*/(l)+|B |
Demak, agar bo‘lsa™u holda If*g10)V |
uf=* \ W ) W * ill)- +H(IK) 11

boiadi. Bu yerda b- /(1). Demak, @ —gomomorfizm,
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Endi ¢ akslantirishning syurektiv ekanligini ko‘rsatamiz. ne Z
uchun, aytaylik, g :1->R akslantirish g(t) =nt tenglik bilan aniglansin.
l) holda egl~"S] akslantirish 1 nuqtada yopiq yofl boMadi. Bu yerda ¢
nkslantirish Ig ning tiklanmasi boflgani tufayli uning uchun g(0)=0. U
holda (p([eg])=deg(eg) =g(\) =n. Bu @ ning syurektivligidir. Endi<p
liing in’ektivligini ko‘rsatish uchun (p([f]) =0 deb faraz gilaylik, ya’ni
‘I<*r/=0 ./ ningtiklanmasi / esa, / (0)=/(1)=0 shartlarni ganoatlan-
litttdi. R ningtortiluvchan ekanligidan /» £ (re/{0,1}). Boshgachaaytgan-
iln, shunday F :12-> R akslantirish topiladiki, uning uchun F(0,t) =f(t),
/1(1,0)=0 va F(/,0) =F(Y,1) =0, lekin F(s,t) =(1-s)f(t) boflsa. Ammo
ti :/2~>8l akslantirish quyidagi eF(0,t)-f (/),eF(\t)- leF(t,0)=eF(t, 1)
luirtlarni ganoatlantiradi.

Shu sababli / &s”rel{0,1}). Ya’ni, [/] =le n(Sl:1). Bu @ ning
lik-Klivligini kofisatadi. Demak, <p izomorfizm ekan.

for T=SIxSI bo@ganligi tufayli bu teoremadan bevosita quyidagi
inilija kelib chigadi.
4.5.7-natija. n(T,1) « ZxZ.

Fundamental gruppa texnikasining gotllanilishini quyidagi teoremada
ko‘rishimiz mumkin.

4.5.8-teorema. Ixtiyoriy / :B2->B2 uzluksiz akslantirish qofzgfal-
tiuis nuqtaga ega.

Isbot Bu yerda V2 — tekislikda markazi birorta nugtada boflgan
yopiq shar. Teskari isbot gilamiz, ya’ni ixtiyoriy xe V2 uchun f(x)”"x
n imi bofsin.

Bunday holda (p:V2->V2 akslantirishni quyidagicha aniglaymiz:
) -[ / jbunda [/(x]?) —boshi f(x) va x nuqtadan ofiuv-
iInnur, S'lesa, B2 shar chegarasi —aylanadir (4.5.3-rasm).

L

45.3-rasm
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(0 ning uzluksizligi ravshan. 1:S1-">B2 joylash boisa, <pi L]

ayniy akslantirishdir.
Bu holda quyidagi kommutativ diagrammaga ega boiamiz:

gl Wy
W
B

Bundan quyidagi diagrammaning kommutativligi kelib chigadi:

(V). — -— » n

V2 sharning tortiluvchi boiganligi tufayli 7r(V2,1)=0. U hold*
quyidagi diagrammaga ega boiamiz:

Z — Z |
Wm
V s*| 1
Bunday boiishi esa, mumkin emas. Demak, ixtiyoriy uzluksiz akm
lantirish / :B2—B2 doimo gqof&g-‘almas nuqtaga ega ekan.

4.6-8. Ba’zi bir sirtlarning yuqori tartibli fundamental gruppalari

SN sfera va boshga sirtlarning yuqori tartibli fundamental 7#k(S")

gruppasini hisoblash masalasi zamonaviy algebraik topologiyaning ko*pe
gina boiimlarini rivojlantirishga undaydi. Bu masala, ya’ni yuqori tartibli
fundamental gruppalarni hisoblash oxirigacha tola yechilmagan boisa ham,
ba’zi hollarda turli gizig muammolarni yechishga imkon yaratmoqda. IkKki
holat: k<n vak>n bir-biridan yetarligacha farqlanadi. Birinchi holiltl
yetarlicha elementar boisa ham, uning maxsus metodikasini rivojlantirish

lozim. Snsfera uchun quyidagi natijalami isbotsiz keltiramiz:
n>1 boiganda, nXSn)-n 2{Sn)-...-7cnX{Sn) =0 boiadi va agar
«>1 boisa, Mn(Sn)ttZ boiadi.
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Hi/ n=1 boigan holning isbotini oldingi paragrafda keltirdik. Xusu-

|[h holda yuqgoridagilardan, ko‘rinadiki, Sn sfera o‘zining hech bir nugta-
ii* i loriilmaydi.

Ikkinchi holat ham oxirigacha oeganilmagan, chunki n va n—k son-
liniiii)". ortishi bilan murakkablik ham orta boradi. Bu yerda ba’zi bir ma’-
Imhi boigan quyidagi natijalarni keltiramiz:

[*mil.i, nk(Sn) - 0 tenglikka shubha uyg‘otadi.

Shunday qilib, n - 1,2... bolganda, nn(€l) gruppalar bir y yasovchi-
llk ri kin abel gruppalari bolib, bu yerda yn ayniy idsn:Sn->Sn akslan-
MIthning gomotopik sinfidan iboratdir. Qisqga qilib aytganda, (p:Sn—Sn
iknlmilirishlarning karralari lyn sinfning shunday gomotopik sinflari ekan-
I * ular Sn sferani | marta 0‘z-o‘ziga o‘raydi. Shunda ham, agar s>0
pi'lsa, (p akslantirish natijasida yo‘naltirilganlik saglanadi. Agar £<0
|[m TI'ii, sferaning yo‘naltirilganligi o4garadi.

4.6.1-misol. Rm{ fazoda markazi (0,0,0,...,0) nugtada boigan Sn
lIrtuni olaylik. (p(x19...,xnH) =(-x,,x2,...,x/Hl) tenglik bilan aniglangan

m S" ->Sn akslantirishni olsak, bu (p akslantirish karrasi yn ga teng
[I>‘I}»an gomotopik sinfni aniglaydi.
Oldingi paragraflarda ta’kidlagan edikki, agar fazo xQ nugtaga

totlilnvchi fazo boisa, an(X,xo0)=0 boiadi. Xususiy holda Rn fazo va

mRilagi Vi shar uchun ham quyidagilar o&inli:
nk(Bn) =0;7rk(Bn) =0,7rkRn) =0,n=\2....
Proektiv RPn fazolar uchun quyidagi natija o ‘rinlidir:

[0, agar k>n boisa;
I1Z, agar k =n boisa.

7M(Ne 3) = Z2,72(RP3) =0 va TR(RP3)=Z .
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4.6.2-teorema. B yopiq shaming chegarasi 5% sfera, BiA shargl
retrakt bofla olmaydi.

Isbot Bizga ma’lumki, An(Sn)j=Z va 7m(DnH)-0 . Agar Sn slWn

B ning retrakti bo‘lsa, quyidagi (1) diagramma kommutativ bo‘lar edl,

bu yerda i1:Sn  Brt Snni Bnfl gajoylash akslantirishi, r:F"#— \*
retraksiya.

i
|

Natijada, nn ning xossalariga ko‘ra, (1) kommutativ diagrammadnh

(3) kommutativ diagrammaga ega bo‘lamiz. Demak, r retraksiya mavjud
emas.
Bu teorema yordamida qizig va muhim teoremaga ega bo4amiz.

4.6.3-Brauer teoremasi. Ixtiyoriy / \Bmx—Bmi uzluksiz aksluii*
tirish kamida bitta qo‘zg ‘almas nuqtaga egadir.

Isbot. Teskarisini faraz gilamiz. Har ganday xe EF1 uchun f(x)s x
bodsin. [/(x),x] yarim intervalni [/(x),x] nur sifatida olib5uni S biluil
kesishguncha davom ettiramiz. [/(x),x] nur bilan Sn ning kesishgan mu|«
tasini r(x) orgali belgilaymiz, ya’ni r(x) wSnn [f(x),x] « Natijacln,
r: 274 —=S" ,x —r(x) akslantirishga ega bolamiz. Bu akslantirish uzluk*

siz va id.n :Sn—=>Sn ayniy akslantirishning davomlashtirishidan iboratdir,

Oldingi teoremada koasatildiki, bunday davomlashtirish mavjud emas. '
ziddiyat teoremaning otfirili ekanligini isbotlaydi.

4.6.4-misol. Kompleks sonlarto'plamida birlik aylana f§ ={z:|z= 1} ik,
f(z)~zn formula bilan berilgan akslantirishni olsak, deg f ~ n bo‘ladlJ
Yoki agar / :S — S] lokal gomeomorfizm bo”Isa, u holda bu ixtiyoriy
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n S" uchun f\x) ning elementlari soni uning deg/ ini tashkil giladi.
Ak .lantirishning darajasi deg/ tushunchasi, f\S n*>R"+\ {0} ko‘rinish-
iLij'i uzluksiz akslantirishlarning 5" gacha davomlashtirishlarida keng
I tlhigga ega.

Ma’lumki, Rn\{0} fazo Sn ga gomotopik ekvivalent. Shu sababli

illuming gomotopik gruppalari izomorfdir. Shuning uchun akslantirish dara-
)si / vektor maydonning (yoki aylanish) xarakteristikasi deb yuritiladi

vit Xs(f) kof&rinishida belgilanadi.

4.6.5-lemma. %r(/) =0 boiishi uchun f:Sn->Rn*\{0} akslantirish
[ IT"'1->Rn+ \ {0} davomlashtirishga ega boiishi zarur va yetarlidir.

Bu lemmaning isboti quyidagi izohdan bevosita kelib chigadi: / da-
vomlashtirish /~ 0 gomotopiyani h(xj) =f(t,x)xe SnJs [0,1] kofi-
hishda aniglaydi va aksincha. Bu yerda Sn markazi 0(0,0,...,0) nuqtada

w / =1 boigan sfera.
4.6.6-natija. Agar %n (f)*0 boisa, ixtiyoriy / 2[4 ->J1JH davom-

hshlirish uchun shunday x0e Bn{ nuqta mavjudki, /(x0) =0 boiadi.

Bu natija kof hollarda f(x)= 0 tenglamaning yechimi mavjudligini

ko rsatish uchun ishlatiladi, bu yerda / :Bn~]-> /?aH berilgan akslantirish-
dnn iboratdir.
4.6.7-misol. Algebraning asosiy teoremasi: kompleks ko'phad f(z) =
4 +  kompleks sonlar to‘plamida m ta ildizga ega.
Aniq fazolar uchun ba’zi fundamental gruppalar hisoblanganligini kelti-
rmnjz. Ya’ni, «>3 bolganda, "#ASwW=Z2n>5 bolganda, K3 S)=Z25n>6
bolganda, nmA(Sn) =0\n>1 bolganda, nm5Sn) =0 lar ofinlidir.

4.7-8. Singulyar gomologiya, fazoning n oichamli gomologiyasi
\a xossalari

Gomologiya nazariyasi zamonaviy matematikaning markaziy tushun-
»h.ilaridan biri bolib. uning turli bolimlarida keng qoilaniladi. Gomo-
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logiya ham gomotopik gruppalarga ocxshab, aniglanishi giyin bolgani bilan
ulami hisoblash nisbatan osonroq kechadi.

Gomologiya nazariyasi ancha keng bolgani tufayli uni kichik bir riso-
lada tola bayon gila olmaymiz. Bu yerda uning asosiy g”oyalarini berib,
misol tarigasida fazolarining fundamental gruppalar bilan uzviy bogliqg-
ligini ko ‘rsatamiz.

Gomologiya gruppasi ham topologik invariantdir. Gomologiya grup-
pasini hisoblash (aniglash) nisbatan oson bolganligi tufayli uni tatbig
gilish va o'rganish topologiya va algebraik topologiyada keng gollaniladi.

Gomologiya nazariyasi olchamlar nazariyasi bilan ham chambarchas
bogligdir.

Bizga ma’lumki, RnmH fazoda n olchovli An= {x- (x0,...,a:n)e J?"4l

sipmleks 0 LWl=1 xx>0,z=o0,n} ko'rinishidagi figura bolib,
y0=(0,...,0),~=(0,1,...,...,...,0)...,.,m= (0,0,....0,1) nuqtalar An ning uchlari

deb yuritiladi. Demak, A0 —nuqta, A1—kesma, 02 —uchburchak va /11
—atetraedr (4.7.1-rasm).

-4
W L

4.7.1-rasm

X topologik fazo berilgan bo‘Isin.
4.7.1-ta’rif. Ixtiyoriy /e C(An,X) uzluksiz akslantirishning X fazo-

dagi An ning obrazi n olchovli singulyar simpleks deyiladi.

Bu ta’rifdan ko‘rinadiki, X fazodagi O olchovli simpleks — bu nug-
tadan va 1olchovli simpleksga esa, x nuqtadagi yoldan iborat ekan.

Ta’kidlashimiz mumkinki, singulyar simrleks xususiy xolda 1 olchov-
li simpleks nuqgta bshlishi mumkin.
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Hagigatan ham, agar <p singulyar 1 oichovli simpleks boisa, u holda
I(t) =<p(I-t%) tenglik /g C (/,1) yoini ifodalaydi, bu <p(\0) va (p{vx) lar
orasidagiyoidir. Buning teskarisi, ya’ni /g C (/,1) yoi esa, (pe S(A,X)
bu yerda <p(x0,x,) =/(x ] desak, bir oichovli simpleksni aniglaydi.

4.7.2-ta’rif Quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi ~ m jmfpj ko‘ri-
mshdagi ifoda X fazoda singulyar n oichovli zanjir deb ataladi, bu yerda:

{9j :9js C{AR9X)}

J ~ indekslar to'plami va se Z,{nj:ye J} - sonlar to‘plami va
in ZH :Je J} sonlar to‘plamida ularning fagat chekli gqismi noldan fargli.
\ topologik fazoning barcha singulyar zanjirlari to4plamini Sn(X) deb
belgilaymiz. Ma’lumki, [Mi(n)...c(A,,,it) shartini ganoatlantiradi. Sn(X)
lo‘plamda qo‘shish (yigindi) amalini njipj +mj) @)
ko'rinlshida; nol elementni ~"Ocpj va Wb.w! ga teskari (qarama-garshi)

elemental (-nfij) ko‘rinishda aniglasak, Sn(x) to‘plam go‘shish ama-
i nisbatan abel gruppasini tashkil giladi. Bundan Sn(x) gruppaning asso-
hintivligi va kommutativligi ayon boiadi. Ushbu Sn(x) gruppa ko‘pgina

Hossalarga ega, lekin bu gruppa juda kengdir. Shu sababli Sn(x) gruppaga

birorta ekvivalentlik munosabatini kiritsak, u ekvivalentlik sinflariga ajra-
lih, fundamental gruppa singari ravshanroq strukturaga ega boiadi.
Sn(x) ga chegara operatori tushunchasini kiritamiz. Berilgan <pe S(An, X)

it noichovli simpleks uchun n- 1 oichovli 3y..<pe "XAN 1 X)) simp-
kksni dJp=(x0,x],...,xn]) =(p(x0,X],...,xi_IOxi9...,xn J) formulasi bilan aniq-

Invmiz, bu yerda n=o0,n-1 (4.7.2-rasmga garang).

4.7.2-rasm
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Maiumki, Sn(x) va gruppalardir. Bu gruppalar orasida
di :Sn(x)—=5(x) gomomorfizm aniglanib, unda ¥ niga ifoda /1 n §,<

ifodaga o4adi.
4.7.3-ta’rif. Bu chegara (chegaraviy) operatori df :Sn(x)->Sn {(x)

quyidagi g =p40-p81+12-3 3.+ (-1)"3/=V formula bilan aniglanadi,
7-0

Chegaraviy operator yordamida Sn(x) gruppaning ikkita muhim grup-
paostisini ta’riflash mumkin.

4.7.4-ta’rif. Agar ds = 0 boisa, singulyar n oichovli Se Sn(X)
zanjir n oichovli sikl deyiladi.

X fazodagi barcha n oichovli sikllar to‘plamini Zn(X) bilan belgi-
laymiz.

Agar eeSmi(X) uchun d-pge tenglik o‘rinli boisa, singulyar n oi-
chovli de Sn(X) zanjir n oichovli chegara deyiladi. X fazodagi barcha
chegaralar to'plami Bn(X) bilan belgilanadi. Aniglanishiga va gruppa
xossalariga ko‘ra, bu ikki gruppa uchun quyidagi o‘rinli boiadi:

Zn(X) =kerd:Sn(X)->SmM X )
B,,(X) =im:Snx(X) —Sn (X)

Demak, Zn(X) va V,,(X) lar Sn(x) gruppaning gruppaostilaridir.
Shuni ta’kidlash mumkinki, barcha 0 oichovli zanjirlar 0 oichovli sikl
tashkil giladi, ya'’ni Z0(X)=50(X). Ikkinchi tomondan, barcha n oichov-

li chegara n oichovli sikl boia oladi. Bu quyidagi teoremadan bevosita
kelib chigadi.

4.7.5-teorema. Ixtiyoriy (pe SCA",X) uchun ddp>=0 o'rinli.
Isbot Aytaylik, (pe S(An,X) boisin. ddp ni hisoblaymiz. Ya'ni,
Agar i<j bo‘lsa, dJdJ=d,dj

i=0 j=1 i=0
o'rinli boiadi. Bunga quyidagicha erishamiz:
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Demak,

aeyLS (-)p/y=E: M ffi1 11

i_0 i—0 i—0 i +1

1 Z ((IFT'3A&O0+£ X (-1)+3/,(9>)-0
e | O[3} 0 -

(-ir(*>)=E £ H » » M * E £ <-«™M"«0*oO

7-0 foy+l 70 i-7+1

Bundan ko4inadiki, Wn(X) gruppa Zn(X) ning gruppaostisi ekan.
Demak, ikkala gruppa ham abel gruppasidir. Shu sababli Wn(X) gruppa
/,,(X) gruppaning normal gruppaostisidir. Demak, Zn(X)!Vn{X) faktor

gruppa aniqlangandir.
4.7.6-ta’rif. Zn(X)/Zn(X) faktor gruppa X topologik fazoning n

oMovli gomologik gouppasi deyiladi va Zn{X) ko‘rinishda belgilanadi.
Boshgacha aytganda, Zn(X) elementlari quyidagi: s~Jos-sl<=Vn
(M),s-sIGZn(X), ekvivalentlik munosabati bogicha aniglangan ekviva-

lent sikllar sinfidan iboratdir. Bu holda s va s] sikllar gomologik deyiladi.
4.7.7-lemma. Agar X bir nuqgtali fazo bo‘lsa, u holda Z0O(X)& Z va

/>0 bo'lganda, # A'X) =0.

Isbot Ixtiyoriy «>0 bo‘lganda shunday yagona <p(n)E C(AHAX)
singulyar n o‘lchovli simpleks topiladiki, Sn(X) =Z{k(p{n) :Ke Z} oainli
hoMadi. n> 0 bo4ganda:

<p "y( 1Y3(p(n) ’;/( 1Y5: <p(n) \[0, agar ntoq bo’lsa;

Y (- n)=y(- , n)=
A LLL AP LLL =P I"-ip n>0 juft bo’lsa.

n- 0 bodsa, u holda 37(0) =0 bodadi. Oldingidan quyidagilarga

ega bolamiz:

Sn( X\ agar n togyokin- 0bo’lsa;
M M o agarnjuftvan=>0bo’lsa.
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[ Sn(X), agar n toq boisa;
[0, agar n juftboisa.

Demak,

\ Z, agar n=0 boisa;
10, agar n>0 boisa.

Quyidagi lemmani isbotsiz keltiramiz.

4.7.8-lemma. Agar X bo‘sh boimagan chizigli bogiamli fazo boisa,
u holda i/0(X)«Z boiadi.

Quyidagi teorema va uning natijasini isbotsiz keltiramiz.

4.7.9-teorema. n natural son boisin, u holda

Z, agar K=0,u boisa;
0, agar boshqa Kg AT, K @0, K ¢ n boisa.

4.7.10-natija.

a) agar mao n boisa, Snva Smhar xil gomotopik tipga ega;

b) ixtiyoriy /: 5" —5" uzluksiz akslantirish go‘zg‘almas nuqtaga ega.

Keltirilganlardan maium boiadiki, fazoning n oichovli gomologi-
yasini hisoblash mumkin ekan, lekin biz ta’kidladikki, fazoning n oichamli
fundamental gruppai ko‘p hollarda aniglanmagandir.

IV bob yuzasidan foydalanishga tavsiya etilayotgan
adabiyotlar sharhi

Uzluksiz akslantirishlar, fazodagi topologiyani o”lashtirish va yengil
mashqlarni bajarish uchun 11, 13, 22, 26, 27, 34, 51, 53, 92, 99, 105 ragam-
lar bilan berilgan adabiyotlarga, proektiv va noevklid geometriyalar haqi-
dagi tushunchalar, xossalariga doir maiumotlarni 15-18, 38—39, 44, 52, 72,
106 ragamlar bilan berilgan adabiyotlardan; gomotopik topologiya, algeb-
raik topologiya, gomoliya, komologiya hamda fazolarning fundamental
gruppalariga oid tushunchalarni 12, 21, 75-78, 89-90, 96-98 ragamlar bilan
berilgan adabiyotlardan go'shimcha O‘rganish mumkin.
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V bob. BIKOMPAKTLAR KATEGORIYASIDA
KOVARIANT FUNKTORLAR

1944-yilda S. Eylenberg va S. Makleynlar topologik fazolarning gomo-
logiya va kogomologiya gruppalari nazariyasining aksiomatikasi muam-
mosini yechish jarayonida matematikaga kategoriya va funktorlar tushun-
ctesini kiritishdi. Bu tushunchalar matematikaning boshqga sohalarida ham
o /. tatbigini topa boshladi. Aynigsa, oxirgi paytda topologiyada aniq funk-
lorlarning ma’lum fazolarda geometrik xossalarini o‘rganish va uning tat-
biga yo'nalishi keng rivojlanib bormoqda.

5.1-8. Kategoriya tushunchasi

5.1.1-ta’rif. Agar elementlari obyekt deb ataluvchi OK; sinf beril-
gan bo‘lib, u quyidagi shartlami ganoatlantirsa, * kategoriya berilgan kate-

goriya deyiladi:
1) agar £ ning har bir (A,B) juft obyektlari uchun morfizmlar deb

ataluvchi to‘plami Hom£(A,B) (A dan B ga) berilgan bo‘lsa; bu yerda
HoT£(A,B) ={u :A—Bj morfizmdan iborat deyish mumkin, ko‘p hol-
lardau e Horn*(A,B\ A— B ko‘rinishda yoziladi;

2) G ning ixtiyoriy uchlik (A,B,C) obyekti uchun ju:Hom£(A,B)x
[fom™(B,C)->Hom"(A,C) akslantirish aniglangan bodlsin, bu yerda /n(y,3)
juftlikning aksi (obrazi), we Hom”(A,B), *9% Hom£(B,C), bu /n(y,3)
obraz 30y yoki 3 *y ko‘rinishda belgilanib, y,3 larning kompozitsiyasi

deb ataladi;
3) quyidagicha tasdiq. HoTE (A, B) to‘plamlar va morfizmlar kompo-

/itsiyasi uchun o‘rinli: (d) bu kompozitsiya assotsiativdir, ya’ni ixtiyoriy
morfizmlar uchligi A—2*B—~>C— uchun w{3y)~ (a)3)y o‘rinli;
4) £ ning har bir A obyekti uchun ayniy morfizm deb ataluvchi
\A:A—A morfizm mavjud bo‘ladi, agar uning ixtiyoriy A—L-+B;
A——>C morfizmlari uchun 1AU -U va 31A=3 lar o‘rinli bo‘lsa;
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5) (y) agar £ ning (A, B), (A],B1) juftliklari har xil boiadi, agar
Hom£(A,B) va Hom£(AI,B]) to‘plamlarning kesishmasi bo‘shto ‘plam

boisa.

5.1.2-misoL  set kategoriya. Bu kategoriyaning obyektlari to‘plam-
lardir. Ixtiyoriy ikki A va B to'plamlar uchun Hom£Qws(A,B) sifatida
A ning B ga boigan barcha akslantirishlar to‘plami tushuniladi. (/,g)
kompozitsiya sifatida esa, oddiy (g,f)~"fg akslantirishlar kompozitsi-
yasi f* g tushuniladi.

5.1.3-misoL Top kategoriya. Bu kategoriyaning obyekti topologik fazo-
lardir. Homtop(X,U) =C(X,Y) - barcha uzluksiz akslantirishlar to‘p-
lami, kompozitsiya esa, uzluksiz akslantirishlarning kompozitsiyasi uzluk-
siz boiganligi sababli, uzluksiz akslantirishlarning oddiy kompozitsiya-
sidir.

5.1.4-misol. £ kategoriya. £ kategoriyaning obyekti barcha gruppalar
to‘plami, Hom(A,B) esa, barcha A va B gruppalar orasidagi gomeomor-
fizmlar to‘plamidir. Kompozitsiya sifatida esa, gomeomorfizmlarning sod-
da kompozitsiyasini olish mumkin.

5.1.4-misol. Somp kategoriya. Bu kategoriyaning obyekti barcha bi-
kompaktlar to‘plami, Hom(Comp(X,Y)), barcha X va Y bikompaktlar ora-
sidagi uzluksiz akslantirishlar to ‘plamidir. Kompozitsiya sifatida esa, uzluk-
siz akslantirishlar kompozitsiyasini olamiz.

5.1.5-misoL Agar f morfizmga teskari f leMork(X,Y) mavjud

boisa, feMork(X,Y) morfizmni ekvivalentlik (/:X&Y) deymiz. Bu
yerda Morkbilan kategoriya morfizmlarini belgiladik.

Kategoriya ta’rifidan ko‘rinadiki, ixtiyoriy Xe Obk obyektning ayniy
IXx morfizmi yagonadir.

Yuqgorida keltirilganlardan tashgari, kategoriyalarga muhim misol
sifatida quyidagilarni ko‘rsatishimiz mumkin:

1. Barcha metrik fazolar va ularning uzluksiz akslantirishlari to ‘plami.

2. Barcha chiziqli fazolar va ularning chizigli akslantirishlari to ‘plami.

Shuni ta’kidlash kerakki, yugorida keltirilgan "set, £ , Comp kate-

goriyalarda fagat gomeomorfizm, WE kategoriyada esa, fagat gomeomor-
fizm ekvivalentlik vazifasini o'taydi.
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Barcha chizigli fazolar va ularning chizigli akslantirishlari katego-
riyasida ekvivalentlik vazifasini chiziqli gomeomorfizm o‘taydi. Barcha
metrik fazolar va ularning uzluksiz akslantirishlari kategoriyasida esa, gome-
omorfizm ekvivalentlik rolini o‘taydi.

5.2-8. Funktorlar

Endi birorta kategoriyada aniglangan birlik elementni va morfizmlar
kompozitsiyasini saglovchi maium shartlarni ganoatlantiruvchi akslanti-
rishlarni ko ‘rib chigaylik.

5.2.1-ta’rif. X va B kategoriyalar berilgan boisin. A kategoriyaning
har bir X obyektiga B kategoriyaning F(X) obyektini va A kategoriyaning
liar bir f: X }->X2 morflzmiga B kategoriyaning F (f) :T{XX) —=T(X2)
morfizmini mos keltiruvchi F:A-*B akslantirish berilgan boiib, agar u

I- F(I1x)=1F(x)

2. F(gf)r.mz)F (f)
shartlarni ganoatlantirsa, u holda u kovariant funktor deyiladi.

Bu ta’rifiiing 1) va 2) shartlarini funktoming ko‘rgazmali koi*ini-
shida quyidagicha ifodalash mumkin. A kategoriyada ixtiyoriy kommutativ
tilagramma B kategoriyaning kommutativ diagrammasiga akslanadi:

&

X, R X) H*FE(XN
sf X F(g/)

Agar F:A —B kovariant funktor boisa, A kategoriya F funktor-
ning aniglanish sohasi, B esa, uning o‘zgarish yoki qiymatlari sohasi deyi-
ladi.

5.2.2-misol. G gruppalar kategoriyasini olaylik. Har bir G gruppaga
uning [G,G] kommutanti bo‘yicha olingan G\[G,G] faktor gruppasini mos
qo‘yaylik. G([G,G] faktor gruppa, bizga maiumki, abel gruppasini tashkil
giladi. Har bir / :G —H gomeomorfizmga, / gomeomorfizm orgali vujud-

gakelgan, ?([g])=/([g])/[/(g)] formula bilan aniglangan f:G/[G,G\->
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H/[H,H] gomeomorfizmni mos qo‘yaylik. Natijada, gruppalar kategori-
yasi G ni abel gruppalar kategoriyasi AG ga akslantiruvchi F:G->AU
kovariant funktorga ega boidik. Ko‘p hollarda bu funktor kommutirlangan

funktor deb yuritiladi.
5.2.3-ta’rif. Yuqorida keltirilgan kovariant funktor ta’rifida F funktor

uchun

F(gf)=F(f)*Hg) fl

shartlar o'rinli boisa, F funktor kontravariant funktor deyiladi.

Boshgacha aytganda, kontravariant funktor A kategoriyadagi kommu-
tativ diagrammani B kategoriyadagi kommutativ diagrammaga o'tkazar ekan,
bunda u faqgat strelkalar yofinalishini almashtiradi:

L, . -l RgX) F(X3>

5.2.4.-misol Aytaylik, C(X) ={cp:X -> 1-uzluksiz funksiya} barcha
X fazodagi uzluksiz funksiyalar to‘plami boisin. Ma’lumki, bu to‘plam-
ning ixtiyoriy oe C(X) va”~sC (1) elementlari uchun

(P+</N)="(x)+il1(x), (Spyl(x)= <px)*y/(X)
formulalar yordamida binar amal aniglangan. Bu to‘plamda yuqoridagi
binar amaliga nisbatan birlik element ham mavjud. Shu sababli C(X) fazo
kommutativ halga tashkil giladi. Agar f :X->Y uzluksiz akslantirish
boisa, u holda har bir uzluksiz @:Y-» R akslantirishga (/ °f:X->R
kompozitsiyani mos qo‘ysak, natijada F (f):C(Y) —=C(X) akslantirishga
ega boiamiz. Bu akslantirish halgalar orasidagi gomeomorfizmdan iborat
boiadi. Natijada, har bir X&Ob top obyektga (topologik fazoga) X
fazoda uzluksiz funksiyalar halgasi C(X) ni, har bir f: X-*Y morfizm-
ga (/e Morla(X,Y)) halgaviy gomeomorfizm F(f):C(Y) ->C(X) nimos
keltirdik. Buni tekshirish muammo tug‘dirmaydi, topologik fazolar katego-
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nvasida birlik elementli, kommutativ halgalar kategoriyasiga akslantiruv-
clli kontravariant F funktor mavjud.

Topologik masalalarni hal qgilishda gruppalar nazariyasiga funktor-
Inring go‘llanilishi xususida to‘xtalaylik. Oldingi boblarda akslantirish-
larni davomlashtirish (kengaytirish) masalasi bayon qgilingan edi. Endi shu
masalani quyidagicha yoritamiz. X topologik fazo boisin va Ac J.
I /1—=X tabiiy akslantirish (yoki joylashtirish) boisin, ya’ni har bir
%< A uchun i(a) =a o‘rinlidir. (p:A->Y uzluksiz akslantirish boisin.

(p: X ->Y akslantirish (p ning davomlashtirishi boiishi uchun quyi-
dagi diagramma kommutativ boiishi zarur va yetarlidir.

P\ /[ <P

F funktor (masalan, kovariant funktor) yordamida hosila —algebraik
masalaga ega boiamiz. Quyidagi diagrammada kommutativ boiadigan

/%>) gomeomorfizm mavjudmi?

F(A) FO) k)

F(EV >\ I K@i
F(Y)

Bundan koainadiki, yugoridagi masala yechilsa, keyingi algebraik
masala ham yechiladi. Demak, F<p) gomeomorfizmning mavjud boiishi
4>akslantirishning davomlashtirishi (p mavjudligining zaruriy shartidir.

5.2.5-teorema. F::K{—=K2 ixtiyoriy kovariant yoki kontravariant

lunktor berilgan boisin, U holda F funktor natijasida Kbkategoriyadagi /
ckvivalentlikning~kategoriyadagi obrazi F(f) ekvivalentlik boiadi.

Isbot. F :Kx-» K2 kovariant funktor boisinva / : X =Y K\ katego-
riyadagi ekvivalentlik boisin. Ekvivalentlik ta’rifiga koaa, shunday g\Y-">X
morfizm topiladiki, uning uchun gOf - Ix, f0y =1y o'rinli boiadi. Funk-
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toming ikkita alcsiomasiga ko‘ra, F{g)OF {f)*"F{gQ)

MALWI kK=F(J®Q)=ggj=1 boiadi. -
OW3M BLESYTLLNOK WET@|M I 1p 4 _ELLIn
, Demak, ¥ (/) morfizm, hagigatan ham ekvivalentlik ekan. Ko

variant funktor isboti ham shunga o'xshaydi.
5.2.6-natija. Ixtiyoriy funktor ekvivalent obyekflami ekvivalent obyi”

larga o‘tkazadi.
5.2.7-misol. Oldingi bobda keltirilgan fazoning n oichovli fund?

mental gruppasi nn(x) va X fazoning n o‘lchovli gomologiyasi Hn{x)
olsak, bu nnva Hn lar ham kovariant funktorlar bo*‘ladi.

R2 va R1 fazolarni topologik farglash masalasida oldingi boljj
keltirilgan HO funktorning qo‘llanilishiga to‘xtalaylik.

Teskaridan faraz gilamiz: / -RI-+R2 gomeomorfizm mavjud bo‘I?
U holda, 72\{0} va R2\{0} lar haitt gomeomorfdir.
Ikkinchidan, J?\{ 0} va R2\{0} laming bogiamli komponentalari

ning soni ikkiga teng, shu sababli bunga mos A 0(J1’{0}) erkin abel gruppAl
fagat bitta bog‘lamli komponentaga ega. Yugoridagi 5.1.1-natijaga ko‘ra,
NO funktor gomeomorffazolarni izomorf g gruppalarga o'tkazishi kerala
Lekin, A40(J1°{0}) va //0(i?2{0}) gruppalar izomorfbo‘la olmaydi, chunk!

ularning yasovchilar soni har xildir. Bu ziddiyat R1 va R2 fazolaminl
gomeomorf emasligini ko‘rsatadi.

5.3-8. Normal funktorlar ”

4 =(a,m) kategoriya berilgan boisin, bu yerda a —barcha obyekti
lar va m —barcha morfizmlar jamlanmasi boisin.

Agar obyektlar jamlanmasi cr va har bir [X,T\ jamlanma birof]
to‘plamdan iborat bo‘lsa, 4” kategoriya kichik kategoriya deyiladi. Bu
yerda X dan Y ga boigan barcha morfizmlar oilasini [X,Y] bilanl
belgilaymiz. Agar G =(a,m) kategoriya boisa, uning obyektlar jamlanfl
masi a da, tabiiyki, old tartib mavjuddir, ya’ni biror munosabat refleksiv
va tranzitivdir. Hagigatan ham, 1 < F o [X,Y] ®0 .
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5.3.1-ta’rif Agar quyidagi shartlar o‘rinli ,bo‘lsa, kichik 3=(0,m)
Itegoriya teskari spektr deyiladi: ..

1) a to‘plamdagioldtartibgismantartiblanganbo‘lsa; "

2) gisman tartiblangan cr to‘plam yuqgoriga yo‘nalgan bo'lsa, ya’ni
Ixtiyoriy ikki X,Yeff obyektlar iicfiun shunday Ze a topilsa va uning
Uchun X <2 va Y<Z o‘rinlibo‘lsa;

3) [X, F] to‘plam bitta elementdan ortiq bo ‘Imasa.

Teskari spektrning obyektlari uning elementlari, morfizmlari esa,
proeksiyalari deb yuritiladi. Qulaylik maqgsadida spektrning elementlarini
X bilan belgilab, uni indeksdagi a bo‘yicha birorta gisman tartiblangan
to'plamdan iborat deyishimiz mumkin. Shunda X dan Xa ga proeksiyani

Itp bilan belgilaymiz. Demak, spektrni S ={Xa;a”A} ko‘rinishida belgi-
lasak bo‘lar ekaa Albagtgj bu, yerda a, fie A va P<.a,jtg;JC_t->Xe

deb tushuniladi. Teskari spektrlami ham spektrlar deb ataymiz.
Agarda (albatta, S spektr qaralayotgan kategoriyada) ixtiyoriy,

a,Pe A, P<d, uchun ®p~na =n o'rinli va ixtiyoriy boshga Y obyekt
va npofa =fp xossalariga ega boigan fa\Y-*Xa morfizmlar oilasi uchun
ihunday yagona / :Y->X morfizm topilib, har bir ae A uchun fa =na(f
o'rinli bo'lsa, X obyekt va morfizmlar oilasi m :X->Xa, ae A,S spektav
ning limiti deyiladi. Spektrning limiti X - limS ko‘rinishda belgilanadi.
not morfizmlarga oralovchi proeksiyalar deyiladi.

Biror kategoriyada aniglangan F kovariant funktor va S={Xa\7va}

spektr berilgan bo‘lsin. Aytaylik, F{S) F(Xa):7rf| . Buholda F(S) ham
spektrdan iborat bo‘ladi. Uni oralovchi proeksiyalami n & bilan belgilaymiz.
5.3.2-ta’rif. Agar ixtiyoriy S spektr uchun F(lim S) =lim F(S)

o'rinli bo'lsa, F funktor uzluksiz deyiladi. Boshgacha aytganda, shunday
/ :F(lim5) =limF(S) gomeomorfizm mavjudki, uning uchun

F(cF(na)=K"Of (1)

o'rinli bo‘ladi. (1) tenglikdan ma’lumki, / gomeomorfizm mavjud va u
yagonadir. Bu F (fa) akslantirishlarning limitidan iborat, Ya’ni, agar
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F{nX) larning limiti gomeomorfizm bof@sa, F funktor uzluksizdir. Buning
aksi boisa, funktor Somp kategoriyasida garalayotgan hisoblanadi.
5.3.3-ta’rif. Agar F funktor bir nuqgtali to@lamni yana bir nugtali
to‘plamga o‘tkazsa, funktor nugtani saqlaydi.
Aytaylik, iA:A->X yopiq A todlamni X gaaynan joylashtirish boi-
sin. FX(A) orgali F(iA) akslantirish obrazini belgilaylik. Agar ixtiyoriy
X vauning ixtiyoriy {Aa) to‘plamostilartizimi uchun F(Q ~)=p| Fx(Aq)

o‘rinli boisa, F faktor kesishmalarni saglaydi deyiladi.

Agar, F(f) Fy(A)=Fx(f A) tenglik ixtiyoriy / dslanllii*
rish va ixtiyoriy AczY to‘plam uchun o‘rinli boisa, F funktor proobuy
larni (asUarpi) saqlaydi.

S.3,4ftsknl_ Agar ixtiyoriy o‘zaro bir giymatli / akslantirish (sj

ektiv) LU giymatli%
F ftnktor monomorfniotfraiVishda ~*pimorf Heyil &di; 4 N
T F fLmkt pf"

fopktor deyiladi:
1) F fufiktor nugta Vabo‘sh to‘plamni saglasa;
2) F funktor ke®Hmalffini'saqlasa;
3) F monomorfizmni saglasa;
4) F epimorfizmni saglasa; LLL
5) F uzluksiz boisa;
6) F proobrazlar va bikompaktlaming salmogini saglasa, ya’ni co{X)LL,

T oF(X))<T boisa.

Oxirgi 30-40-yillar mobaynida topologik fazolarning turli kategorl-
yalarida yuqoridagi xossalarga ega boigan normal fonktorlaming geoirwB
rik va topologik xossalari o‘rganib borilmoqda. Normal funktor birortatops

logik fazoda garalsa, bu fazoning ko'pgina geometrik xossalarini u yoki bu
ma’noda o‘zgartirib yuboradi.

5.4-8. Ehtimol oichovli funktorlarva ularning gism funktorlar! J

Ehtimol oichovli funktor bikompakt fazolar kategoriyasida garalsi,
funktor natijasida hosil boigan topologik fazolarning geometrik va boshga
xossalarini o‘rganish katta ahamiyatga egadir. Bu funktorni chekli to‘p-
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Inmlarda garasak, chekli oichamli simplekslarga ega boiamiz. Uning funk-
Inrostilarini oladigan boisak, chekli oichamli fazolarni yana chekli oi-
#hamli fazoga o‘tkazadi va bu funktor fazoning ko‘pgina xossalarini “yax-
ihiroq” xossalarga almashtiradi.

X bikompakt bodsin. Maiumki, har bir C(C(X)) uzluksiz chizig-

li funksionalga (akslantirish) X ning oichovi deyiladi. C(C(X)) fazo ko‘p
Hollarda (C(n:))* ko‘rinishida belgilanadi. (C(x))* barcha uzluksiz funk-
llonallar fazosi deb yuritiladi va bu fazo C(X) fazoga qo‘shma fazodir.

normalangan fazo, bu fazoda norma L/(jo||=sup|LU/(x)||:nee X |

ko‘rinishda aniglanadi, boshgacha aytganda, (C(jg)* fazo Banax fazosidir.

Albatta, barcha uzluksiz funksionallarni oladigan boisak, ular chegara-
liingandir.
Agar X fazodagi barcha chekli regulyar oichoylami M(X) bilan
30Haank* te ” m a s ig a guwllUlLl fazo bilan izo-
rfdlr Sfru sababll M(X) cfe*g belgllashl’\rnl gabui gilanjiz. Blzga

IS te'(I) oy r1; b ovlar nazarlya3|dan4 BV shun-

|arm'£%fy ?d“ﬁéz%{'% Nov ddb fagat jik C ﬁ[fg'@illjhzjluksiz
mUnksionalni tusMmmiz. Ba’zida jdap belgilashni p funksiorlalriing
ifl dagi qiymati deb tushuniladi.

Agar ixtiyorty >0 uchun va fie M(X) oichov uchun u{cp)”™. 0

O*rinli boisa, fi oichov musbat deyiladi va p >0 kabi yoziladi. M(X)
fit/oning barcha musbat oichovlari to‘plami musbat konus deyiladi. Shuni
liytish kerakki, u >0 boiishi uchun ~/(1A) =||/i|| bajarilishi zarur vayetar-

lldir. Hagigatan ham, /1 >0 va boisin. U holda /n(1x-d¢)>0. Bun-
dun y(\x)>u((p) va //(1A) =||*||. Endi esa, /i(1*) = |NI va ¢p>0 boisin.

Aytaylik, Bunda |p||™ L /n(y/)<LW\ = , ya’ni

jN<//(17). Bundan fi(<p) > 0 kelib chigadi.

Agar fie M(X) o‘lchov uchun bl =1 bo‘lsa, y o‘lchov norma-
Inngan deyiladi. Musbat normalangan /n o‘lchov ehtimo! o°‘lchovi deyi-
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ladi. Oldingilardan ko‘rinadiki, fi ofichov ehtimollik o‘lchovi boiishi uchuii
j | =1 boiishi zarur va yetarlidir. Endi M (X) to‘plamda kuchsiz deb
ataluvchi topologiyani kiritamiz. Ya’ni, M (X) to‘plam sonlar o‘gining
ko‘paytmasidan iborat desak, M (X) ni M{i8p:"e(X)J to‘plamningto‘p-
lamostisi deb olishimiz mumkin.

Demak, M (X) fazoto‘la (mutloq) regulyar fazo boiar ekan.

M (x) elementning atroflari bazasini OQu,(p,.,.(pk,s) koainish-
dagi to‘plamlar tashkil giladi. Bu yerda </>eC(X),s>0 va O(ju,(p,..j(pke) =
ke M (x) (fpt)|s,h=ixk}. M(X) fazoning barcha ehtimollik
oichovlaridan tashkil topgan to'plamostisini p(X) bilan belgilaymiz;
Demak, p(X)czM(X).

5.4.1-teorema. Ixtiyoriy X bikompaktuchun p(X) bikompakt.

Isbot Bizga ma’lumki, p(X)czTI{R<p '(pe )} . Eng awvalo,
p{X) ning bu ko‘paytmada yopiq to‘plam ekanligini ko‘satamiz. Agar
JUuMP(X)] bodsa, u holda // funksiya chiziqgli, agar (p*y/s C(X),e>0
bo4sa, u holda shunday P(X) ni olamiz; u%r O(p,<p/,<p+y/

bodsin. U holda [fu(p +Y")-/i(*)--1/(y O H/*(A+vO* Ifi(P + \I) + Ai(") +

Ya’ni, ju(<p+y)=ii(<p)+/u(y/). Shunga otkshab, n{r(p)-r/n{(p) . ||ai||=1,
agar ||$>||<1 va £<0 bo‘lsa, u holda shunday fYLLIP(X) topiladiki,
\M(<p—*(<p)\<€ bodadi. U holda Vu((p)\<\jul(<p\ +e, ya’ni \fi((p)\\<I+s.
Demak, |*(<”")|<1. Shunga o‘xshab, fi(IjM i o'rinli. Demak, ju o‘lchov
normalangan va musbat ekan, ya’ni /ne P (X) . Ikkinchi tomondan, p(X)
to‘plam HMMMO kesnmlarning kogaytmasi P{[-\\(p\\,\d\\: (p<* C(X)\ da
yotmogda. Demak, p (X) bikompakt ekan.

Agar F danol bo‘lgan (F to'plamda giymati nolga teng) ixtiyoriy
(pe C(X) funksiya uchun \<pda=0 o‘rinli boisa, f}, oichov FczX to‘p-

lamda jamlangan deyiladi.
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ju o‘lchovning jamlangan to‘plamlarining eng kichigi uning eltuv-
chisi deyiladi va surr/i ko'rinishda yoziladi.

5.4.2-lemma. Har bir xe X nuqgta uchun shu nugtada jamlangan
yagonaehtimolodchovi 8X mavjud.

Isbot Aytaylik, 8X aytilgan odchov boflsin. U holda Sx(Ix)=1 va
Sx{")-Sx{ipix)\*(p{x). Ikkinchidan, 8x{(p)-(p{x) tenglik bilan anig-
langan Sx o‘lchov ehtimollik o‘Ichovi va u x nugtada jamlangan.

Fazoning x nugtasidajamlangan Sx oichovDirak o'lchovi deyiladi.

5.4.3-lemma. X fazodagi x nugtani Sx Dirak oichoviga o ‘tkazuv-
chi (mos go4yuvchi) 8 :X ->P(X) akslantirish uzluksiz va gomeomor-

fizmdir.
Isbot Bu akslantirishning o‘zaro bir giymatli ekanligi ravshan. Shu

sababli uning uzluksizligini ko‘rsataylik. 8X ning ixtiyoriy 08x atrofida
O(SXPp.~AxE) bazis atrof mavjuddir. Uning Ox atrofi topiladiki, uning

uchun \i<pi{x)-(pi{y))\<s tengsizlik barcha ye Ox va /=I,k larda
o‘rinlidir. U holda S(Ox)czO(Sx,<5....(%,s).

5.4.4-lemma. Ixtiyoriy cheksiz bikompakt X uchun co(X) =eoP(X)
o‘rinli.

Isbot 5.3.3-lemmaga ko‘ra, X fazo 8 akslantirish natijasida P(X) ga
joylashtirilgan. Shu sababli <a(X)<(oP(X) oamlidir, Ikkinchidan, M (X)
fazodagi topologiyani aniglashda <f funksiyalarni C(X) dagi hamma
joydagi zich to‘plamdan olsa bo‘ladi. Bu yerda s ni ham ratsional son

deyish mumkin. Ma’lumki, agar X bikompakt salmog‘i t bo‘lsa, u holda
C(X) fazoda fazoning hamma joyida zich va quvvati r bo‘lgan to‘plam

osti mavjud. Shu sababli cheksiz bikompakt X uchun dC(X)<coX o#&inli.

Aytaylik, f\X -*Y uzluksiz akslantirish bo‘lsin. P(f):P(X)~>P(Y)
akslantirishni (P (f)N9(<’>)) =N{®°f) (1) formula bilan aniglaymiz. P (f)
akslantirish uzluksizdir. Hagigatan ham, /ue P(x) va v-P{f)(p.) bo'lsin.
v nugtaning bazis atrofi V = 0(yQp¥" b(kE) ni olaylik, U=0(ji%pof,
(@ofa.,gkof,s) deylik va P(fXU)ciV ni ko‘rsataylik. Agar /ule U bo‘lsa,
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u holda \W(dpb/)-/n(dpp/)\<e (1) tenglikka ko‘ra bu tengsizlik |(P(f)(Ncl)
(Ri)~v(Pi)\<£ tengsizlikka teng kuchlidir. Bundan P(f)(n)eV ga ega
bo‘lamiz. Bevosita tekshirish mumkinki, P(g°/)= P(g)°P(f) tenglik
ham o@inlidir. Demak, p funktor Comp kategoriyada harakatlanuvcni

kovariant funktor ekan. Quyidagi teoremani isbotsiz keltiramiz.
5.4.5-teorema. p funktor uzluksizdir, ya’ni S ={xa\np,A} spektr

uchun P(limx) *=limP(s) o‘rinli.

5.4.6-teorema. Agar f:X->Y monomorfizm bo‘lsa, u holda
P (f):P(X)-»P(Y) ham monomorfizmdir.

Isbot Agar yr,M2e P{X) ikkita har xil ofichovlar bo‘lsa, u holda
shunday gq>eC(x) funksiya mavjud boiadiki, *((p)” ju2(ip) o'rinli bo‘ladi.
Brauer-Titse-Urison teoremasiga ko‘ra, shunday 'Fg C(7) funksiya topi-
ladiki, uning uchun (p- 4*of o'rinli boiadi. (1) tenglikka ko'ra, P{fyjd)”*Y)"
N (WFo/) =™(<p). Bundan Jo(/) (L)~ jP (/) (Ju2) kelib chigadi.

Eltuvchisi chekli sondagi nuqtalardan iborat boMgan o‘lchov chekli
eltuvchili o'lchov deb tushuniladi. Ya’ni, ju o‘lchov uchun [supp// <aol
Aytaylik, jus P(X) oichovning eltuvchisi suppfi ={xv x2,....,xn} har xil
nuqtalardan iborat boisin. Quyidagi shartlami ganoatlantiruvchi
g C(x) funksiyalarni olaylik:

{1 agar i=] bo’lsa:

[0, agar 1 ®j bo”lsa. )

Aytaylik, fi{<p)). Oichovlarning eltuvchilik ta’riflga ko‘ra, mi
sonlar (2)-shartni ganoatlantiruvchi <p funksiyalarni tanlashga bog'lig emas.
Shu sababli ular mi sonini xi nugtaning /n odchovi deyiladi. (2)-shartni

ganoatlantiruvchi (@ funksiyalarni / Ap{-1 va (p}>0 shartlar ganoatlan-
tiruvchi qilib tanlashimiz mumkin. Shu sababli

ml+m2'\-....+ mn=1va mi >0 (3).
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Endi eltuvchisi {x19....,xn} chekli toplamdaniborat bo4gan ju oichov

X nugtalarining o‘Ichovlari mi lar orgali bir giymatli aniglanishini kof-
satamiz. Ya’ni,

U{<p)=T{p(x¥) +....+m/p(xn)  (4)

Tenglik ko‘rinishi. Dirak oMchovi 8X ning aniglanishiga kofia,
(4)-tenglik

A =mPBxl+m&Sx2+,,..+firSxn (5)

ga aylanadi. Hagigatan ham, ixtiyoriy (p funksiyani

(p=(p{x+<p(x2)(2+ .... +<p{xn¥pn

ko'rinishda ifodalash mumkin, bu yerda ¢}9....%m fuksiyalar (2)-shartni
ganoatlantiradi. U holda

K ¢ * oo HPIM(E )= EDUAH P T L +--+<p (nH

Shunday qilib, quyidagi teorema ham isbotlandi.

5.4.7-teorema. Chekli eltuvchili ofichovlar Dirak oMchovlarining gava-
riq chizigli kombinatsiyasi (5) dan iborat ekan.

Quyidagi teoremani isbotsiz keltiramiz.

5.4.8-teorema. Chekli eltuvchili barcha o‘Ichovilar p (X) tofplamda
zich to‘plamostini tashkil giladi.

5.4.9-teorema. Agar f:X->Y epimorfizm boflsa, u holda P (f):

P(X) = P(Y) ham epimorfizmdir.

Isbot Dastlab P (f) akslantirish natijasida barcha fie P(Y) chekli
7

eltuvchili odchovlar gamrab olinishini ko‘rsatamiz, ya’ni uy =1 miSyr
i=1

Hagigatan ham, /~I(yt) dan bittadan xte f~\y) nuqgtani olsak va
v=£ miSxi O‘lchovni tuzsak, P(/)(v)=/i ofrinli bofladi. Endi 5.4.8-

leoremani qo‘llasak, isbot poyoniga yetadi.
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Agar f: X —Y akslantirish va har bir ae F(X) nugta uchun quyi-
dagi / (suppa) =supp,F(/)<2 (6) o‘rinli bo‘lsa, F funktor eltuvchilami

saglaydi.

5.4.10-teorema. Monomorf F funktor eltuvchini saglashi uchun F
funktor proobrazlarni saglashi zarur va yetarlidir.

Isbot Yetarliligi. Ixtiyoriy A a X yopiqg to‘plam uchun F(A) ni

F{X) dagi tabiiy ravishdagi Fx (A)a F(X) to‘plamostisi sifatida garash
mumkin, ya’ni ia:A—>X ayniy joylashtirishni olsak va F(ia) funktor-
dagi obrazini garasak, F(iAXA)czF(X) o4inli bo‘ladi. Aytaylik, A = suppfl'
boUsin. F(f)(a)& F(f)\FA)"f(/a) o‘rinli, ya’ni suppF(/)(o)c /(suppa)
Y va aksincha, aytaylik, B=suppF(/)(«) bo‘lsin. U holda F proob-
razlarni saglaganligi tufayli quyidagiga ega bo'lamiz:

FQA-"B)* F{jr F(B)idF {/r F(f)(a)3 a

Demak, suppac f~IB .Ya’ni, /(suppa) czB bo‘ladi.

Zarurligi. f  akslantirish f~ x(A') ni A ga o‘tkazganligi tufayli
F(f)(F(f){f~\A)) a F(A) ga ega bo‘lamiz va shu sababli F{f~ (A))c
F(fY F(f){F{f~IA))a F(fy}F(A) bo‘ladi. Demak, F(f)~IFy(A)-
Fx(/ _1(A)) tenglikda zd ni tekshirishda F ning eltuvchini saglashi zarur
bo‘Imadi.

Endi teskari 3 nitekshiramiz. Aytaylik, ae F(fy'F(A) bo‘lsin. U
holda F ning eltuvchini saglashi tufayli /(suppa) cz/1 ga ega bo‘lamizS
Nihoyat, supp(a)crf \A) o‘rinliva ae F(f~'A).

5.4.11-teorema. xe X nuqgta ue P(X) o‘lchovning eltuvchisiga
tegishli bo‘lishi uning ixtiyoriy Ox atrofi uchun u{[Ox\) >0 bo‘lislii
zarur va yetarlidir.

Isbot. Faraz gilaylik, x nugtaning shunday Ox mavjud bo‘lsinki, u
uchun /x([Ox])s4 0 o‘rinli bo‘lsin. Ixtiyoriy shunday <pe C(X) funksiyani

olaylikki, <p(X\@>)=0 boisin. Aytaylik, |[<p|<M>0 bo‘lsin. C(X) fazor
da shunday Te C(X) ni olamizki, u uchun 0 < 1 va U™[0"]) =1
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f.i(ptp)<EM o'rinlidir. U holda \(p\<viif/ va, nihoyat,
Demak, ixtiyoriy s >0 uchun /n(\<p\')<£. Nihoyat, u(\cp|)=0, bundan
esa, - 0 kelib chigadi. Eltuvchining ta’rifiga ko‘ra, supp,u czX\(Ox)

va, nihoyat, ne supp//. Buning aksi, agar > supp™ bo'lsa, X ning Ox
atrofini Oxn suppy ~0 shartni ganoatlantiradigan qilib olib, Urison teore-
masiga ko‘ra shunday y<=C(X) topish mumkinki, xe supp/* nugtalarda

bo‘ladi. U holda /x([Ojc]) < jn((p)= 0. Bu yerda inf{//(0):
e C(X), 0<dp(x)<Lp(x)» 0,xe F}.

Bu teorema bilan bir gatorda quyidagi ham isbotlandi.
5.4.12-teorema. Agar u{P) >0 bo‘lsa, uholda Fn suppuy >0 .

5.4.13-teorema. Ixtiyoriy /e C(X,Y) akslantirish va ixtiyoriy fj.e P(X)
uchun quyidagi o‘rinli: suppP(/)(/x) =/(supp/i).

Isbot. Awal a bo‘lishini tekshiramiz. Aytaylik, <pe C(FJ funksiya
/(supphi) danolgatengboisin. U holda (<pof)(suppfi) =0 bo‘ladi. Demak,
fi(<pof)= 0. Bu holda P(f)(/*)(<f>)=u(do/) =0 hamo#inli.

Endi  Dbo‘lishini tekshiraylik. Aytaylik, ye /(supp ju). Bu holda
5.4.11-teoremaga ko‘ra, ixtiyoriy Ou atrofuchun P(/Xm)(10y1) >0 ni tek-
shirish kerak. Shunday xe suppl nuqgta va shunday Ox atrof olaylikki,
Ne > czOy o'rinlibo'lsin. 5.4.11-teoremaga Koaa, /u(JCoc])>0. Lekin ixti-
yoriy yopig F czX to‘plam uchun quyidagiga ega bo‘lamiz:

fi(F)<P (fXVXAF)) (1)

Hagigatan ham, agar xe F boisa, butengsizlik O<<p <3, (p{x)=0,
xe f(F) lardan 0<(pof<1, <pof(x)=0 lami keltirib chigaradi. Demak,
P(fNe([Oy]) >P (fNe (f[Ox]) >((1) gako‘ra) >M[Ox]) >0 .

5.4.14-teorema. Ehtimollik funktori p normal funktordir.

Isbot Ma’lumki, ehtimollik funktori R nugtani va bo‘sh tolamni
saglaydi, ya’ni p natijasida nugta yana nuqtaga, bo‘sh to‘plam yana bo‘sh
to'plamga o‘tadi. Ushbu paragrafda biz funktoming uzluksizligi (5.4.5-teo-
rema), monomorfligi (5.4.6-teorema), epimorfligi (5.4.9-teorema), cheksiz

biokompaktlarning salmog@ni saglashini (5.4.4-lemma) ko‘rsatdik. Endi
proobrazlami hamda kesishmalami saqlashini ko ‘rsatishimiz lozim. Proob-
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razlami saglashi eltuvchini saglashga ekvivalent boflganligi tufayli (5.4.10-teo-
rema) o‘rinlidir. Kesishmalarni saglashini kofisatsak yetarli bofladi, chunki
p funktor 5.4.13-teoremaga ko‘ra eltuvchini saglaydi. Ma’lumki, p funk-

tor uzluksiz, shu sababli bir juft to‘plamning kesishmasini saqlashini ko‘r-
satishimiz yetarli. Aytaylik, Y]9Y2,czX va /ne P(YX)r\P(Y2) boMsin. Bu

ixtiyoriy (pe C(Yt) funksiya va uning X gacha ixtiyoriy davomlashtirish-

lari <p],<pu lar uchun ju((pl) =u((p1) ofinli. Boshgacha aytganda, agar
<pe C(X) va gx(Yf) =0 boflsa, u holda ju(<p)= 0. Aytaylik, (p(Yxc\Y2)=0
bo‘lsin. Y} to‘plamda @ gava Y2 to'plamdanolgatengbo@dgan \j/":YxKjY2-~R
funksiyani olamiz. Aytaylik, y/ funksiya y/] ning X gacha bo4gan ixtiyo-
riy davomlashtirishi bo‘lsin. ue P(YX bodganligi sababli u((p) =/n(y/) ga
ega bo‘lamiz. Lekin ¥/(Y2) =0 va fie (Y2). Demak, fi{cp)- 0. Binobarin,
[i(<p) =0 va fie P(Xxr\Y2). ningisboti trivialdir.

Biz ehtimollik funktori P :Comp -» Comp bikompaktlar va ulaming
uzluksiz akslantirishlari kategoriyada normal funktor ekanligini ko'rsatdik.
p fiinktoming funktorostilari Ph va Pc lar ham ajoyib geometrik xossa-
larga ega. Qiziggan o'quvchilar boshga exp,expin,A,Au fimktorlar bilan ham
tanishishlari mumkin.

5.5-8. Gomotopik gruppa funktorlari

Oldingi bo'limlarda ta’kidlaganimizdek, ba’zi bir hollarda t(X,Y)
to‘plam gruppa tashkil gilar ekan. Ayrim hollarda bu gruppa abel grup-
pasini tashkil giladi. Shu sababli n(X,Y) gruppa strukturasiga garab topo-
logik fazolar va ularning uzluksiz akslantirishlari kategoriyasida har xil
algebraik funktorlarni kofish mumkin. Algebraik funktorlar turli-tuman
topologik algebraning va umumiy topologiya vazifalarini yechishda qof
keladi. Bunday algebraik funktorlarni ko'rish va tatbiq gilish gomotopik
topologiyaning asosini tashkil giladi. Shuni ta’kidlashimiz lozimki, har bir
Y topologik fazo hamda X x va X 2 topologik fazolar orasidagi / :Xx—=X2

uzluksiz akslantirishga tabiiy aniqlangan quyidagi akslantirish mos kel-
moqda:
Ky(f):ft(X2Y)—=7r(XL,Y).

154



Aniqrog aytadigan bo‘lsak, agar [p]e n(X2Y] bodsa, 7c(X9) fazoda
(gruppada) bu [ ga bir giymatli [qY] mos kelmogda. Shunga o‘xshab,
har bir X topologik fazo va g:YI-3Y2 uzluksiz akslantirishga quyidagi
akslantirishni mos qo‘yishimiz mumkin: 7ix(g) :71(X2Yl)  n(XI9Y2).

Agar [/]e n(XvY2) bodsa, [/] gamos bir giymatli gilib
fazoda (gruppada) \Jg\t n{XI9YJ ni mos qo'yishimiz mumkin.

Bu yerda keltirilgan ikki nx{g) va nY{f) konstruksiyalar korrekt

aniglangandir.
Tayinlangan Y topologik fazo uchun Y ->n{X,Y) moslik kontrava-

riant funktor bodadi. Bu funktor topologik fazolar kategoriyasi Top da

funktor boiadi.
Agar tayin X fazo uchun Y —=#&(X,Y) moslikni olsak, bu moslik topo-

logik fazolar kategoriyasi top da kovariant funktor bo'ladi.

Keltirilgan ikki funktorni oladigan boisak, ikkala funktor ham top
kategoriyadan topologik gruppalar kategoriyasiga o‘tkazuvchi fimktorlar-
dir. Anigrog aytganda, nx{g) va n7(/) fimktorlar Top kategoriyani grup-
palar kategoriyasi 3 ga o‘tkazuvchi ftinktorlardir. Agar n(X,Y) gruppa-
da birorta topologiya keltirilsa, ya’ni n(X,Y) topologik gruppa holatiga
keltirilsa, bu ikki ax(g) va nY(/) funktorlar Top kategoriyada harakat
giladi, deyishimiz mumkin.

X topologik fazoning gomotopik va fundamental gruppalarini olsak,

bu operatsiya ham kovariant (algeraik) funktorni tashkil giladi. Fazoning
gomologik gruppasi H(X) ni oladigan bo‘lsak, bu ham algebraik xarak-

terdagi funktorlarga misol boia oladi. Fazoning fundamental gruppasi,
gomotopik va gomologik gruppasi tushunchalari ba’zi topologik xarakter-
dagi masalalami algebraik usullarda hal gilishda juda qo‘l keladi va ak-
sincha.

Topologik xarakterdagi misollarni yechishda funktoming gruppa-
larda goilanishini ko‘rib chigaylik: A to‘plam X topologik fazoning yopiq
to‘plamostisi bo‘lsin, tabiiy joylashtirish akslantirishini 1:A->X bilan
belgilaylik. Aytaylik, (p:A->Y birorta uzluksiz akslantirish bo'lsin. Bu

¢ akslantirishning davomlashtirishi (p:X —Y mavjud boiishi uchun
quyidagi diagrammaning kommutativ boiishi zarur va yetarlidir.
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Masalan, birorta T funktor (aytaylik, kovariant funktor) yordamida
quyidagi hosila —algebraik masalaga ega boiamiz. Quyidagi diagram-
mada kommutativ boiadigan T(d) gomeomorfizm mavjudmi?

[t

»rTL

Top

Berilgan masalaning yechimi keyingi algebraik masalaning yechimi
borligiga olib keladi. Shunday qilib, T(d) gomeomorfizmning mavjudligi

(p davomlashtirish mavjudligining zaruriy sharti ekan. Masalan, agar T(i)

gomeomorfizm nol boiib, T{<p) noldan fargli boisa, u holda T((p) gome-
omorfizm mavjud boimaydi. Bu holda (p akslantirishning davomlashti-

rishi (p ham mavjud boimaydi, chunki diagrammaning kommutativligi
buziladi.

V bob yuzasidan foydalanishga tavsiya etilayotgan
adabiyotlar sharhi

Kategoriya, funktorlar tushunchalari, ularga doir misollarni 19, 25,
30, 35, 37, 45-46, 83, 86, 107 ragamlar bilan berilgan adabiyotlardan;
kovariant funktorlar, ularning ba’zi geometrik va topologik xossalarini
o‘rganishni 47, 81, 92 ragamlar bilan berilgan adabiyotlardan; gruppalarga
doir maiumotlami 91, 74, 57 ragamlar bilan berilgan adabiyotlardan,
algebraik va gomotopik gruppa funktorlarini 21, 24, 30, 40, 56, 61-68, 81,
83, 85-90, 98, 100-101 ragamlar bilan berilgan adabiyotlardan qocshim-
cha ofib, o‘rganish mumkin. Topologik, metrik va bikompakt fazolarda
akslantirishlarning gozg‘almas nugqtalari va ularning ba’zi geometrik,
topologik xossalari hamda goilanilishi yuzasidan tushunchalar 9, 22-23,
34, 58-59, 70-71, 92, 103, 105, 108 ragamlar bilan berilgan adabiyotlarda
batafsil yoritilgan.
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VI bob. TOPOLOGIK SIRTLAR VA KOTXILLIKLAR

Sirt tushunchasi Evklid tomonidan geometriya faniga olib Kkirilganida
sirtga: “Sirt shuldirki, u uzunlikka va enga ega”, “Sirtning chegaralari
chiziglardir”, “Tekislik shunday sirtki, u ozidagi barcha to‘g‘ri chiziglarga
nisbatan bir xil joylashgandir” deya ta’rif berilgan va gariyb ikki ming yil
davomida turli sirtlar o4ganib kelingan. Keyinchalik sirtlar elementar va
sodda sirtlarga ajratib tadqiqg gilingan. Masalan, kvadrat, yopiq yarim tekis-
lik va tekislik eng sodda sirt deb atalgan. Eng sodda sirtlar vositasida
elementar sirt kiritilgan. Elementar sirt deb sodda sirtlarning birortasiga
gomeomorfboigan figuraga aytilgan. Masalan, elliptik va giperbolik para-
boloidlar va parabolik silindrlar elementar sirtga misol boia oladi, chunki
ularning har biri tekislikning bir gismiga gomeomorfdir.

Yarim sferani chegarasi bilan birga olsak, u ham elementar sirtlarga
misol boia oladi, chunki u yopiq yarim tekislikka gomeomorfdir. Evklid

fazosi R dagi chekli yoki sanogli sondagi elementar sirtlar bilan qoplan-
gan to‘plam (flgura) sirt deb ataladi. Boshgacha aytganda, Evklid fazosi

A dagi birorta figurani chekli yoki sanoqli sondagi elementar sirtlar bilan
goplash mumkin boisa, unga sirt deyiladi. Sfera, ellipsoid, elliptik silindr,
bir pallali va ikki pallali giperboloidlami olsak, ular sirtga misol boia
oladi. Chunki sferani ikkita yarim sfera bilan goplash mumkin: ellipsoid
esa, sferaga gomeomorfdir; elliptik silindmi chekli sondagi silindrik
poloskalar (yoiakchalar) orgali goplash mumkin. Ularning har biri esa,
tekislikka gomeomorfdir; bir pallali giperboloid ikkita yoiakchadan iborat
boiib, ularning har biri tekislikka gomeomorfdir. Oldingi boblarning
birida biz yelimlash amali yoki faktor fazo va faktor akslantirish tushun-

chasi aniglangandan keyin yelimlash orgali R Evklid fazoda ko‘pgina
sirtlami ko‘rishimizga to‘g‘ri kelgan. Shu sirtlarning har birini topologik
sirt sifatida garab, ixtiyoriy biror oichamga ega boigan sirtni olsak,
bunday sirtlar tasnifini bera olamizmi yoki yo‘gmi degan savollarga javob
izlashga urinamiz.

Qattiq jismlar, dengiz toiqinlarining bir ondagi sirti yoki kundalik
hayotda ishlatiladigan piyola, gantel yoki ikki tutgichli jismlar sirtlarini
olsak, ular turli-tumandir. Ushbu sirtlarning umumiy xususiyatlarini anig-
lab, shunga ko‘ra ularni sinflarga ajratishimiz mumkin boiadi.
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6.1-8. Ikki o‘lchamli sirtlarni yelimlash

Bu boiimda tekis figurani yelimlab yopishtirish amali natijasida ho-
sil boiadigan faktor fazosini toiig o4ganamiz. R2 tekislikda P ko‘pbur-
chak olamiz va unda indutsirlangan metrikani ko‘rib chigamiz. Maiumki,
har bir xe P nugtaning doirasimon atrofi mavjud. Bu atrof P ko‘pbur-
chak bilan markazi x nugtada boigan doira kesishmasidan iborat boiadi.
Agar x nuqgta P ko‘pburchakning chegarasiga tegishli boimasa, x ning
yetarli kichik doirasimon atrofi ochiq doiralardir. Agar x nugta P ko‘p-
burchak chegarasiga tegishli boisa, u holda atrofi ochig doiraning chega-
ralovchi radiuslari bilan olingan sektorlardan yoki segmentlardan iborat
boiadi (6 I.I-rasm).

6.1.1-rasm 6.1.2-rasm

Ikkita P va Pl ko‘pburchaklar berilgan boisin va ularning a va al
tomonlarining uzunligi teng boisin. Ko“pburchaklarni a va altomonlari
bo‘yicha yelimlab yopishtiramiz. Bu bilan J1:a->al gomeomorflzmda
obraz va proobrazni (bu ikki nuqgtani bir nuqta deb gabul gilamiz) ekvi-
valent deb olamiz. R ekvivalentlik munosabatida (P u P1)/R faktor fazo

topologiyasi: agar x va x| nuqgtalar kofpburchaklarning ichki nuqgtalari
boisa, ularning ochiqg atrofi bu nugtani o‘z ichiga olgan doiradan iborat
boiadi; agar x va x] nuqgtalar ko4pburchaklarning chegarasiga tegishli,

ya’ni yelimlangan ekvivalent xe a va xle alnugtalardan iborat boisa,.
bu ularning atroflari nuqgtalarni o‘z ichiga olgan yelimlanuvchi sektorlar-,
dan iborat boiadi. 6.1.2-rasmda ko4burchaklarning a va al tomonlarini
yelimlash chizmasi keltirilgaa Shunga o'xshab, ko'pburchakning ikki tomo-
nini yelimlab yopishtirish mumkin bodadi.

Yugorida yelimlash natijasida hosil boigan sirtning faktor fazodagi
topologiyasining bazasi (yoki ochiq to‘plami) ganday bo'lishini ko'rsatdik.
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Endi sirtlarni yelimlashga o6aylik.

a*

6.1.3-rasm 6.1.4-rasm

6.1.3-rasmda berilgan beshburchakning bir xil harflar bilan belgilan-
gan tomonlarini yelimlab yopishtiramiz. Yelimlash tartibi quyidagicha: mos,
ya’ni bir xil harflar bilan belgilangan tomonlar yo‘nalishi strelka bilan
ko‘rsatilgan bo‘lib, yo*naltirilgan mos kesmalarning boshi bilan boshi, oxiri
bilan oxiri yelimlanadi. Harflar tepasidagi -1 ishorasi osha tomonlaming
yo”~alishi mos tushmasligini bildiradi, ya’ni koburchakning cheti
bo‘ylab soat mili yo6alishiga nisbatan strelka (yomalish) teskaridir. Yelim-
lash tartibini bayon gilishda ko‘pburchak tomonlarini aylanib o‘tish soat
mili bo‘ylab olinsa, qulayroq boiadi. Masalan, yugoridagi beshburchakda
yelimlash jarayoni a tomondan boshlansa, uning sxemasi abcTl, b~Ic
ko‘rinishda boiadi. Bu ko@inishdagi yelimlash sxemasi koburchakning
yelimlanadigan tomonlarini toia aniglaydi va yelimlash gonuniyatini gano-
atlantiradi. Shuni ta’kidlash kerakki, yelimlash jarayonida yelimlanadigan
tomonlaming uzunliklari bir xil deb olinadi.

Ishonch hosil gilish mumkinki, bu faktor fazoni boshga usul, yani
topologik ekvivalentlik usuli orgali ham yasashimiz mumkin (6.1.4-rasm):
bu yerda faktor fazo teshigining cheti ¢ chizigdan iborat boigan tor (bal-
lon, kamera)dir. 6.1.5-rasmda shtrixlangan chiziglar orgali yelimlash aa |

va bb~l chiziglari belgilangan. Teshikli tor dasta (ruchka) deb ataladi.

6.1.5-rasm
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6.1.1-misoL Ixtiyoriy uchburchak olamiz va uning gofhni tomon-
larini yelimlashni ko‘rib chigaylik. Agar oriyentatsiya teskari boisa, u
holda yelimlash sxemasi a ax ko‘rinishida (6.1.6-rasm) boiadi. Bu holda
faktor fazo topologik teshikli sferaga ekvivalentdir (6.1.7-rasm).

6.1.6-rasm 6.1.7-rasm

6.1.2-misol. Endi bir xil oriyentatsiyali uchburchakning go*sh tomon-
larini yelimlashni sxema bo‘yicha (6.1.7-rasm) ko&ib chigaylik. Uchbur-
chakni bir umumiy d balandligi bilan koGsatilgan oriyentatsiyali ikkita
to@&i burchakli uchburchak deb olaylik (6.1.8-rasm). Bunday holatda
uchburchaklarni yelimlash tartibi quyidagicha boiadi. Birinchi navbatda
uchburchaklaming gipotenuzalari yelimlanadi, sosgra katetlari d yelim-
lanadi (6.1.9-rasm). Natijada, Myobius varagi hosil boiadi. Buni oldingi
boblarda keltirilgan Miyobius varagi bilan solishtirish mumkin.

Shuni ta’kidlash kerakki, oxirgi hosil boigan faktor fazo birinchi
keltirilgan (6.1.7-rasm) fazoga gomeomorfdir.

6.1.8-rasm 6.1.9-rasm

6.1.3-misol. S2 sferadan halgacha kesib olamiz, yo boimasa, teshik-
li sferaga erkin chetki ¢ chizigi bo‘ylab dasta yoki Myobius varagini
yelimlab yopishtiramiz. Birinchi holda torga ega boiamiz (6.1.10- rasm).
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Ikkinchi holda esa, proektiv tekislik RP2 ga ega bo‘lamiz. Hagigatan
ham, proektiv tekislik (oldingi boiimda keltirilgan) topologik (6.1.10-rasm)
faktor fazoga ekvivalentdir. Buning uchun yuqori “qopgogga” cheti ¢
chizig-dan iborat Myobius varagf ekanligini ko‘rsatish yetarlidir. Bu
figurani ichki aylananing diametrial garama-garshi nugtalari aynanlash-
tirilgan (yelimlangan, ya’ni diametrial garama-garshi ikki nuqgta bir nuqgta
deb hisoblangan) tekis halqga sifatida tasawur qgilib, Myobius varag‘iga olib
keluvchi topologik almashtirishlar (6.1.11-rasm) bajariladi. Yuqoridagi yasash
(sirtlarni ko‘rish) jarayonini quyidagi ikki yo'nalishda rivojlantirish mumkin:

6.1.11-rasm

1)sferada R dona halgacha qirgib, unga R dona dasta yelimlaymiz;
2) sferada g dona halgacha girgib, unga g dona Miyobius varagMni

yelimlab yopishtiramiz.
Shunday qilib, biz ikki qator quyidagi sirtlar ketma-ketligiga ega
bodlamiz:

(i)

Ta’kidlash lozimki, MQva NO sirtlar S2 sferadir. Hosil gilingan bu
sirtlarning ba’zi geometrik xossalarini o'rganamiz va talgin gilamiz. Birin-



chi navbatda, bu sirtlar chekli sondagi gavarig koburchaklarning tomon-
larini yelimlash va keyingi topologik almashtirishlar natijasida hosil qilin-
ganligini anglab olish kerak.

Mr va Nq sirtlar orasida shunday bir bogdiglik borki, ular yagona
bodakdan iborat, ya’ni bu sirtlar o4aro kesishmaydigan ko4burchaklar
guruhiga ajralmaydi. Chunki, bu sirtlarning qurilish jarayoniga e’tibor
bersak, ko‘pburchakning ikki uchini bog4ovchi tomoni bo4yicha yelim-
lashda uchlarini tutashtiruvchi uzluksiz yo4 doim mavjud ekanligini ko4a-
miz. Bu sirtlar chetga ega emas, chunki yelimlashda gatnashayotgan ko4-
burchakning ixtiyoriy chegaraviy tomoni fagat bitta boshga tomon bilan
yelimlanadi. Bundan kelib chigadiki, bu sirtlarning ixtiyoriy nuqtasi ochiq
doiraga gomeomorf atrofga ega. Shu sababli bunday sirtlar (fazolar) ikki
o4chamli ko4xillik deyiladi.

Shuni ta’kidlash lozimki, Mr sirt oriyentirlangan va uni R3 fazoga
o4aro kesishmagan ikki tomonli sirt sifatidajoylashtirish mumkin.
Ng sirt esa, Mr sirtning aksi —oriyentirlanmagan Miyobius varag‘i-

ga o4shab bir tomonli va uni R3 fazoga o'zaro kesishgan sirt sifatida
joylashtirish mumkin emas. Lekin uni R4 fazogajoylashtirish mumkin.
Sirtning oriyentirlanganligi topologik xossa boiganligi tufayli Mr
va Mq sirtlar (g >1) hech gachon gomeomorfbo4a olmaydi.
Har xil ikki Mr va Mq sirtlar (yoki Np va Nq sirtlar) (bunda p*q)

ham hech gachon o4aro gomeomorf bod4a olmaydi (bu ta’kid qurish
jarayonidan kelib chigadi).

Demak, (1) ro4yxat yopiq sirtlarning to4a topologik tasnifidan iborat
bodar ekan.

Agar sferaga R ta dasta va q>1 ta Miyobus varag'i (p +q ta teshik
teshib) yelimlasak, hosil bo4gan sirt sferaga, 2r +q ta Miyobius varag‘i

yelimlangan sirtga topologik ekvivalentdir.
6.2-8. Sirtlarning triangulyasiyasi

Bu bo4imda ikki odchamli yopiq sirtlarni topologik uchburchaklarga
bo4ib, ularning ba’zi geometrik xossalarini ko4ib chigamiz.

Agar X topologik fazoning har bir x nugtasi R2 fazodagi ochiq doi-
raga gomeomorfbo4gan atrofga ega bo‘lsa, X fazo ikki o4chamli ko4xil-
lik deyiladi. Bunday fazolami o4ganishda ularni Evklid fazolaridagi uch-
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burchakka gomeomorf boMadigan elementar bo‘laklarga bo‘lib o‘rganish
qulay bo‘ladi.
6.2.1-ta’rif. Agar TczX bo‘lib, <p:A->T gomeomorf bo‘lsa, u

holda (T99) jufflik X fazodagi topologik uchburchak deyiladi. Bu yerda
Adi?2, A—uchburchak, (p gomeomorfizm “ustiga”, boshgachaaytganda,
@ —syurektiv, ya’ni akslantirish (1) &0, \/y%s T.

Agar >:A-»T gomeomorfizm tayin bo‘lsa, ortiqcha takrorlamaslik

va tushunmovchilik boMmasligi uchun A uchburchakning uchi va tomon-

larini topologik T cz R2 uchburchakning ham uchi va girralari deb gabul
gilamiz. Bir xillik hamda qulay bo‘lishi uchun A uchburchakning tomon-
larini T ning qirralari deymiz. Uchburchakning oriyentatsiyasini aniqlay-
miz va A ning uchlaridan tashkil topgan har xil tartiblangan “uchlikdan”
(uchta uchidan) iborat nugtalar to ‘plami hosil gilamiz,

Agar bir uchlik ikkinchi uchlikdan o‘rin almashtirish natijasida hosil
gilingan bo‘lsa, ikkita uchlik ekvivalent deymiz. Ma’lumki, bu yerda ekvi-
valentlik sinfi ikkitadan iborat bo‘ladi. Agar bu tayin bir ekvivalent sinf-
larining biridan iborat bo‘lsa, A uchburchakni oriyentirlangan deymiz.
Agarda A uchburchak oriyentirlangan bo‘lsa, (T,<p) topologik uchbur-
chak oriyentirlangan deyiladi.

A uchburchakning oriyentatsiyasi ushbu uchburchakning uchlari orga-
li soat millari bo'ylab yoki soat miliga teskari harakatlanish orgali bir
giymatli aniglanadi. Bu o‘tish yo‘nalishi ¢ ning gomeomorfizm yorda-
mida topologik uchburchakda ham uchlaridan o ‘tish yo‘lini aniglaydi. Bun-
ga indutsirlangan gomeomorfizm (p oriyentatsiyasi deyiladi. Uchburchak-
ning oriyentatsiyasi uning girralari oriyentatsiyasini ham aniglaydi. Yuqgo-
ridagidan ko‘rinadiki, shunga o‘xshab n burchak va uning girralari («>3)

oriyentatsiyasini ham aniglash mumkindir.
6.2.2-ta’rif Agar quyidagi shartlar o‘rinli bo‘lsa, X fazoning chekli

sondagi J1={(2”):/=1%} topologik uchburchaklardan tashkil topgan to‘p-
lami ikki o‘lchamli ko‘pxillikning triangulyasiyasi deyiladi:

1) X =iL=11Tf;

2) Ti9Tj=0 yoki TtniTj kesishma Tf va T. larning umumiy
girrasidan yoki umumiy uchidan iborat bo‘lsa, bu yerda Vige {,k},
K ={Tf :i =1k} triangulyasiya.

163



Agar ko‘pxilliklar triangulyasiyaga ega boisa, bunday ko@xilliklar
triangulyasiyali ko‘pxillik deyiladi. Agar K uchburchaklarning ixtiyoriy
ikki uchini qirralaridan tuzilgan yoi orqali tutashtirish mumkin bo‘lsa, u
holda Xbogiamli deyiladi.

6.2.1-rasm

6.2.1-rasmda S2 sfera sakkizta uehburchakdan tashkil topgan trian-
gulyasiyali figuraga misol boiadi.

6.2.3-ta’rif. Bogiamli triangulyasiyali ikki oichamli ko"xLLwiw
yopiq sirt deyiladi.

Ta’rifdan va 6.2.1-rasmdan ko ‘rinadiki, S2 sfera yopiq ikki oichamli
ko‘pxillik ekan. Oldingi boiimda keltirilgan yopiq sirtlar triangulyasiyali
yopiq sirtlarga misol boia oladi. Yopiq sirtlarning topologik xossalari
triangulyasiyasining ko‘rilishi asosida ta’riflanadi. Ularni o‘rganish uchun
tekislikda ularning sxematik yoyilmasini ifodalash lozim. Shuni aytib

0

o‘tish kerakki, 7TczK uchburchaklarning asli (proobrazi) boigan tekis Ar

uchburchaklarni bir tekislikda yotadi va o‘zaro kesishmaydi, deb olish
talab gilinadi. Bunday yoyilmalarni yoki bu tagdimot bayonini keltiraylik.

Koxillikning K triangulyasiyasi berilgan boisin. Aytaylik, ( , (@),
(Tj9<B) lar K ning uchburchaklari va 1jn7~=a ularning umumiy qirrasi
boisin.

ai - (a) va aj —(px(a) lar mos ravishda A7va A} laming qirra-
lari boisin. Demak, yelimlovchi gomeomorfizm |L =c¢pM\aopi &i:a2-» aj
aniglangan.

Shunday qilib, K ning triangulyasiyasini A= ({AH#=1>}) uchbur-

chaklar sistemasiga mos keltiramiz, bu tekislikdagi uchburchaklar siste-
masi mos qirralar juftligi birgalikdagi s® gomeomorfizmlari bilan olinadi.
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K
Agar <~ lar gomeomorflzmda bir-biriga mos tushsa, MA/ birlashmada
=
ikki nugtani ekvivalent deb ataymiz. Bu munosabat ekvivalentlik muno-
sabati boiadi va uni R bilan belgilaymiz.

K
6.2.4-lemma. ((JA/)/1? faktor fazo X sirtga gomeomorfdir.
i=1

IsbotL Ekvivalentlik munosabati ta’rifida keltirilgan <p:A.->7

K
gomeomorfizmlar tabiiy ravishda (cp: MA/)—X syurektiv akslantirishni
A

aniglaydi, bunda har bir xe X nuqgtaning asli px(x) anigq R ekvivalentlik

I
sinfidan iborat boiadi. Faktor akslantirish O (HA/)/R->X uluksiz aks-
LLI

lantirish boiib, ayni paytda biektiv hamdir. Anigki, unga teskari boigan
0 akslantirish ham uzluksiz. Demak, & akslantirish biektiv va ikki to-
monga uzluksiz ekan. Bu esa, gomeomorfizmdir.

6.3-8. Sirtlarning yoyilmasi

Bu boiimda ham A sistemaga o‘xshash X sirtni tagdim etuvchi sxe-
matik K triangulyasiyasi zarur boiadi. Ammo bunda uchburchaklar bilan
birgalikda n burchaklar ham (w>3) ishtirok etishi mumkin.

6.3.1-ta’rif. Agar Q=({Qi},{(py}) sistema uchun quyidagilar oainli
boisa, bu sistema yoyilma tashkil gilgan deyiladi, agar {QJ chekli sondagi
kesishmaydigan tekis ko‘pburchaklardan iborat boiib, {qd7} chekli son-
dagi yelimlovchi gomeomorfizm boiib, ular {QJ ko4burchaklar nabori-

ning juft qirralarini yelimlasa va har bir qirra fagat bitta girra bilan
yelimlansa, bu yelimlashda bitta ko‘pburchakning girrasi ishtirok etsa.

Xususiy holda A= ({AJ,M}) sistema ham yoyilma tashkil gila oladi,

bu A yoyilma X sirtning K triangulyasiyasi bilan bogiiq yoyilmasi deb
yuritiladi.
Ixtiyoriy Q yoyilma berilgan boisin. Bu yoyilmada yoki u Q.

birlashmada (v gomeomorfizmlar aniglangan R ekvivalentlik munosabati

[
orgali hosil boigan Q faktor fazoni qaraylik, ya’ni Q=(uQi)/R. Q
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faktor fazoni yoyilma fazosi deb ataymiz. Maiumki, bu faktor fazo, ya’ni
yoyilma fazosi ikki oichamli ko‘pxillikdir. Bu fazo yetarli mayda ko‘p-
burchak Q. triangulyasiya hosil gilgan triangulyasiyaga ega boiadi. Shu

sababli, agar Q faktor fazo bogiamli boisa, bu fazo yopiq sirt boiadi. Bu
holda Q ga Q sirtning yoyilmasi deyiladi.

Q fazodagi faktor akslantirish bu sirtni boiaklarga, ko‘pburchaklar

aksiga, girralar aksiga (qirra boiaklari), uchlari aksi (uchlari boiaklari) ga
ajratadi; umuman olganda, bu boiaklar uning triangulyasiyasi boimaydi.
6.3.2-rasmda kogburchak orgali tagdim gilingan torning yoyilmasi kelti-
rilgan. Bu rasmdagi strelka va girralar belgilanishi torning yelimlash gonu-
niyatini anglatadi.

6.3.2-rasm

Keyinchalik biz yoyilmadagi ko‘pburchaklar oriyentatsiyasini har bi-
rining ba’zi oriyentatsiyasiga garab kiritamiz. Ko‘pburchak oriyentatsiyasi
mos girralarining oriyentatsiyasini aniglaydi. Ikki girrani yelimlovchi gome-
omorfizm (3 :aj ->a. da at girra gomeomorfizmi <gj orqali indutsirlan-

gan (ai girra oriyentatsiyasidan) oriyentatsiyani oladi: bu oriyentatsiya L

girraning oriyentatsiyasidan farg qilishi mumkin.

Agar hamma ko‘pburchaklaming bir xil oriyentatsiyasida (masalan,
kogburchakning uchlaridan soat millari yomalishida o4ganda girralarni
yelimlovchi gomeomorfizmlar girraning obrazida gilgan oriyentatsiya tes-
kari oriyentatsiyani indutsirlasa, a yoyilma oriyentatsiyalangan deyiladi.
Teskari holda, ya’ni lokal bitta girradagi oriyentatsiya indutsirlagani bilan
bir xil boisa, bunday yoyilma oriyentirlamaydigan deyiladi. Agar yoyil-
masi oriyentirlangan (oriyentirlanmaydigan) boisa, X sirt oriyentirlangan
(oriyentirlanmagan) deyiladi.
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6.4-8. Yoyilma klassifikatsiyasi (tasnifi)

Bu bodimda sirtning yoyilmasi turlari va ularning farglari bilan tani-
shamiz. Oriyentirlangan va oriyentirlanmaydigan sirtlar yoyilmalarining
tasnifmi —klassifikatsiyasini keltiramiz.

6.4.1-ta’rif. Agar yoyilmalarning faktor fazolari o‘zaro gomeomorf

boisa, ikki Q va Q yoyilmalar ekvivalent deyiladi.
Endi yoyilmalar ustida ba’zi bir elementar amallarni bajaramizki, bu-
ning natijasida yoyilmalar o‘ziga ekvivalent yoyilmaga aylanadi.
Boiinmalar (boiaklash). Aytaylik, Q yoyilmada Qi (1>3) n bur-
chak mavjud boisin. Bu kogburchakda birorta d diagonal oikazsak, u
holda Qt ko‘pburchak ikkita Qj va QL1 ko‘pburchaklarga ajraladi. 0/ va

Qf larni ajratib olib, Q yoyilmaning yangi Q yoyilmasini, ya’ni Q, ko‘p-
burchakni ikkita Q\ va Qf lar bilan almashtirib koaamiz. Bu yangi yoyil-

mada yangi ikki girra, d va d" lar d diagonallarining nusxalarini tabiiy
gomeomorfizm aynanlantirish bilan bogiaymiz, eski girralar gomeomor-
fizmini o*zgartirmaymiz. Yangi Q yoyilma oldingi Q yoyilmaning boiin-

masi deyiladi. Ushbu Q va Q yoyilmalar o&aro ekvivalentdir.

Yelimlash, dag4aliashtirish (yiriklashtirish). Bu amal yuqgorida kel-
tirilgan birinchi amalga teskaridir. Q yoyilmaning ikki ko4burchagi Q’ va
Qf bitta ko*pburchak Qi qilib, d va d qirralarning bir gomeomorfizmi
yordamida yelimlanadi.

Qolgan girralarining gomeomorfizmlari (Q\ va Q-1 ko‘pburchaklar-

ning) esa, Qi kogburchakning girralari gomeorfizmlari bilan indutsirlana-
di. Natijada, yoyilmaning ikkita koGburchagi bir ko‘pburchak boiib yirik-
lashadi.

Yumaloglashtirish. Bu amalda biz yoyilmadagi ba’zi ko ‘pburchak-
larning uchlari va girralari sonini yelimlash orgali kamaytirib, yoyilmaning
ekvivalentligini saglab golamiz. Aytaylik, Q yoyilmadagi Qt ko‘pbur-
chakning ikki yonma-yon o°‘zaro teskari oriyentatsiyali girrasi yelimlansin.
Bu girralarni yelimlab, shunday Q yoyilmaga ega boiamizki, bu yoyilma
Qt kogburchakni o4ida saqglaydi, ammo Qi kofpburchakning uchlari soni

Qi nikidan ikkitaga kam va nihoyat, Q yoyilmaning gomeomorfizmlari
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todplami Q iiing gomeomorfizmlari toglamidan bittaga kamdir (6.4.1-
rasm).

6.4.1-rasm

Ta’kidlaymizki, keltirilgan yumaloglashtirish, gaysidir ma’noda ixcham-
lashtirish amali bayoni va 6.4.1-rasmdan ko4inadiki, bu amal ekvivalentlik
sinflarini o4gartirmaydi. Ya’ni, bu amal natijasida yoyilma yana o%iga
ekvivalent yoyilmaga o‘tadi.

Keyingi bayonimizda qulay boiishi uchun har bir yoyilmani maxsus
soz - belgilar tofplami bilan quyidagi qonun asosida taigin gilamiz.

Aytaylik, {{Q},{<pJ} yoyilma berilgan boisin. Yoyilmaning bir
ko'pburchagi uchun maium bir oriyentatsiyani (masalan, aniglik magsa-
dida yoyilmaning hamma ko'pburchaklari uchun uchlaridan o‘tish yosa-
lishi soat mili bo‘yicha deb) tayin gilamiz. Q yoyilmaning koburchaklari
girralarini harflar bilan shunday belgilaymizki, yelimlanmaydigan qgirralar
bir xil harflar bilan, yelimlanadigan girralar esa, har xil xarflar bilan bel-

gilansin. Gomeomorfizmlami (3 orgali, berilayotgan girralarni yelimlash

tartibini rasmdagi strelka orqgali ko4satamiz. Strelkalarning yo‘nalishini
shunday ko'rsatamizki, yelimlanayotgan qirralaming oxiri oxiri bilan,
boshi esa, girraning boshi bilan yelimlansin. Bunda har bir yelimlana-
yotgan qirralar juftligida, qgirrralar bittasining yomalishi ixtiyoriy ravishda
boshqasining yo'nalishini mos ravishda yelimlovchi {4 gomeomorfizmlar

orgali bir giymatli aniglanadi.

Shunday qilib, yoyilmaning barcha ko4burchagining jami qirrasi
shunday oriyentatsiyalanadiki, u boshqga girralar bilan yelimlanadi. Bu yer-
da shunday boiishi mumkinki, ba’zi girralaming oriyentatsiyasi tayinlan-
gan ko4burchakni aylanib o4ishi orqgali berilgan yo'nalishdan farq qilishi
mumkin. Bunday hollarda girraning harfli belgilash ko'rsatkichiga -1 bilan
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go‘shiladi va shunday yoziladi. Oldingi belgilashlarga o‘xshab, bitta Qf
ko‘pburchak girralarini co(Qj) so‘z bilan berilgan yo‘nalishda girralaridan

ketma-ket o4ib belgilaymiz. 0)(Qt) so‘z Q yoyilmadagi Qt ko‘pburchakni
yelimlash sxemasini xarakterlaydi. Barcha ko ‘pburchaklaming so‘zlar to‘p-
lami Q yoyilmani xarakterlaydi.

Asosan, ikkita yoyilma tipi ajratiladi.

6.4.2-ta’rif. Agar yoyilma aa~x yoki albvaxlb”*la2b2a2 ..
ambma~lbm\m> 0 ko‘rinishda soz bilan aniglangan bitta ko ‘pburchakdan

iborat boisa, yoyilmalarning | kanonik tipi deb aytiladi.

6.4.3-ta’rif. Yoyilmaning Il kanonik tipi deb, ....amantm >0
ko‘rinishdagi so‘z bilan ifodalangan bitta ko‘pburchakdan iborat yoyilma-
ga aytiladi.

Endi | va N tipdagi kanonik yoyilmalarning asosiy geometrik xos-
salari, topologiyasi va ganday topologik sirtlar hosil gilishi, oriyentatsiya-
lari ganday boiishi masalalariga to xtalib o ‘tamiz.

1. Yoyilmani yiriklashtirish amalidan maiumki, bu operatsiya yor-
damida X sirtning mos triangulyasiyasi yoyilmadan yoyilmasi bitta ko‘p-
burchakdan iborat boigan yoyilmaga doimo o‘tishi mumkin. Boshgacha
aytganda, yoyilmaga mos kelgan sirtxiing triangulyasiyasini tashkil gilgan
uchburchaklarni yiriklashtirish amali yordamida bitta ko ‘pburchakdan ibo-
rat boigan yoyilmaga doimo erishish mumkin. Shu sababli bundan keyin
fagat shunday yoyilmani olamiz.

2. Agar yoyilmani tashkil gilgan aax dan fargli so‘zning tarkibida
baribir aa~l ko‘rinishdagi birikma boisa, yumaloglashtirish amali yorda-
mida bunday birikmalardan ketma-ket xalos boia borish mumkin. Masa-
lan: a va a-1 girralarining umumiy uchi A dan xalos boiish natijasidagi
yangi yoyilmaning so‘zi oldingi so‘zdan aa~] birikmalarini tashlab yubo-
rishdan iborat boiadi. Eslatamizki, hosil gilinayotgan sirtlar yopiq sirtdir.
Natijada, bir yoki ikki harfdan iborat (aa~lyoki aa) so‘zga yoki harflari
to‘rttadan kam boimagan, tarkibida aa~l birikma gatnashmaydigan so‘zga
ega boimogdamiz. Demak, aa, aa-1 ko‘rinishdagi so‘zlar kanonik
yoyilmani tasnif gilar, izohlar ekan. Keyingi tahlilimizda aa~l ko‘inish-
dagi so‘zdan tashkil topgan yoyilmalar ustida to ‘xtalamiz.
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3. Hosil gilingan a yoyilmadan hamma uchlari ekvivalent boigan
ya’ni ularni faktorizatsiya natijasida yelimlaydigan yoyilmaga oiishimiz
mumkin.

Faraz qgilaylik, Q yoyilmada ekvivalent boimagan uchlar boisin. U
holda Q yoyilmada a girra mavjudki, uning oxirlari A B ekvivalent
emas. Aytaylik, b ikkinchi uchi C dan iborat boigan B uch yonidagi girra
boisin. Ya’ni, bir uchi B, ikkinchi uchi C boigan ko‘pburchakning a girra
yonida tomonidir. A va C uchlami d diagonal bilan tutashtiramiz. Bu holda
b girra bilan yelimlanuvchi b girra AABC ning tashqarisida topiladi. Aks
holda a=b, yoki b =a~l, buA va B uchlarning ekvivalent emasligiga zid-
dir yoki so‘zda aa~l ko‘rinishdagi birikmaning yofgligidir. Endi yoyil-
maga d diagonal bo‘yicha boiaklash amalini tatbig gilamiz, so‘ngra b
girra bo‘yicha yiriklashtiramiz (ya’ni, b qirrani bl girra bilan yelimlab
yopishtiramiz). Hosil boigan R yoyilmada A uchga ekvivalent uchlar
toglami bittaga ko‘payadi, B uchga ekvivalent boigan uchlar to'plami
esa, bittaga kamayadi (6.4.2-rasm).

6.4.2-rasm

Agar shunda ham R1 yoyilmaning sofzida aa"l ko'rinishdagi
birikmalar mavjud boisa, yumaloglashtirish amali yordamida ularni olib
tashlash mumkin. Shuni ta’kidlash kerakki, oxirgi qayta ko‘rish jarayoni B
uchga ekvivalent boigan uchlar to‘plami va A uchga ekvivalent boigan
uchlar to‘plamlari orasidagi ayirma giymatini o'zgartira olmaydi (tekshirib
koaing).

Keyinchalik, agar yana A uchga ekvivalent boimagan uchlar golgan
boisa, to istalgan xossali yoyilmaga erishguncha yuqoridagi gayta koaish
jarayonini toiigq goilaymiz.

Shunday qilib, bundan keyin ko‘rilayotgan yoyilmada hamma uchlar
ekvivalent va uning so‘zi tarkibida aa~x ko'rinishdagi birikmalar yo‘q deb
hisoblashimiz mumkin boiadi.
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4. Yoyilmaning so ‘zi tarkibida gatnashayotgan bir xil harflarni doimo

yonma-yon go'yish mumkin. Hagigatan ham, masalan, a harf bilan a
harf yonma-yon turmasin. Bu holda ko'pburchakda a qirraning boshi
bilan a girra boshini birlashtiruvchi d diagonalni o‘tkazamiz. So‘ngra d
diagonal bo‘yicha boiaklash amalini, keyin esa, a girra bo‘yicha vyirik-
lashtirish amalini qoilaymiz. Natijada, hosil boigan yangi so‘zda a harf-
lar boimaydi, lekin so‘z tarkibida dd ko‘rinishdagi birikma paydo boiadi
(6.4.3-rasm).

6.4.3-rasm

Tekshirib ko‘rish mumkinki, 3-punktda erishgan natijalarimizga putur
yetmadi. Boshga yonma-yon turmagan harflar uchun ham yuqoridagi jara-
yonni goilaymiz. Shuni ta’kidlashimiz mumkinki, ushbu jarayonni qoi-
lash natijasida boshga aa ko‘rinishdagi birikmalarni ajratmadik va oldin-
dan ekvivalent boimagan a qirraga qo‘shni boigan qirra ajratildi.

5. Endi 3- va 4-punktlardagi shartlar bajarildi deb hisoblab, ko‘rsata-
mizki, agar a va a~xharflar so‘z tarkibida yonma-yon turmasa, shunday b

va b'lharflar topiladiki, a,a~I juftlik b,b~I juftlikni ajratadi (6.4.4-rasm).

6.4.4-rasm

Teskaridan qgilaylik. Agar b,b~l kogmishdagi juftlik boimasa, u holda

a va a~l harflar orasida fagat ss ko‘rinishdagi so& birikmasi bor. Bunday
holat yoyilmaning hamma uchlari ekvivalentligiga ziddir, chunki bu holat,
agar a girraning A va B uchlari ekvivalent boimasagina, mavjud boiishi

mumkin (6.4.5-rasm).
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6.4.5-rasm

6. Shunday qilib, yoyilmaning so'zida ikki juftlik —a,a 1va b,b 1la
mavjud va ular bir-birini ajratadi. Endi 3- va 4-punktlardagi shartlarni buz-
magan holda, so‘zning tarkibida kelayotgan a,a 1va b,b~] to‘rtlikni xyx~J}y~x
ko‘rinishdagi birikmaga almashtirish mumkinligini ko'rsatamiz. Eng avva-

lo, a va a-~l qirralar boshlarini x diagonal bilan tutashtiramiz va unga
boMaklash (boiinmalar) amalini qoilaymiz. Keyin esa, b qirra botyicha
yiriklashni qoilaymiz (6.4.6-rasm).

6.4.6-rasm

Hosil boigan ko‘pburchakda * va x~| girralar oxirlarini y diagnol

bilan tutashtiramiz va unga boiaklash, so‘ngra a qirra bo‘yicha yirik-
lashtirish amallarini qoilaymiz (6.4.7-rasm).

6.4.7-rasm

Ateiniii#S;a-1 bbb~ harflari ofrnida xyx~ly~I:
ko‘rinisJid|*ei*"#fdo bo‘ladi.*&|- bu amallardan ss1ko'rinishdagi
‘W birikmalari fiijjudp”~kelsa, yumaloglashtirish amali yordamida ular
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bartaraf gilinadi. Lekin dd 1va cdc \dfl koainishdagi birikmalar ajratil-
maydi. Demak, 3- va 4-punktlarda gilingan gadamlar natijasida 1-6-punkt-

lardagi ko‘rish jarayonida berilgan so™ning tarkibi xyx~ly~l va aa dan
iborat boigan so‘z bilan almasbtirdik. Agar so‘z tarkibida aa birikma
boimasa, bu ltipdagi kanonik yoyilmadir.

7. Agar yoyilmaning so‘zi tarkibida bir vaqtda xyx~¥~Il va aa koai-
nishdagi birikmalar boimasa, bu yoyilma Il kanonik tipdagi so‘zga quyi-
dagicha keltiriladi: a va a qirralaming umumiy uchi bilan y X~ qir-
ralarning umumiy uchini d diagonal orgali tutashtiramiz va d bo‘yi-
cha boiaklash amalini bajaramiz, so”gra d bo6yicha yiriklashtiramiz
(6.4.8-rasm).

X

6.4.8-rasm

Hosil boigan ikki juft x va x, y vay ayri girralami 4-punktdagidek
koaish ishlarini bajarib, ularni zz va cooo ko‘rinishdagi solz birikmalariga

aylantiramiz (6.4.9—6.4.10-rasmlar).

Bu amallardan keyin ham d 19d 1 ayri juftliklar uchrasa, yana
4-punktdagi amallarni qoilab, uni w ko‘rinishdagi so‘z birikmasiga olib
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kelamiz (6.4.10-rasm). Natijada, talab gilingan kanonik ko‘rinishdagi so‘z-
ga ega bo‘lamiz.

Shunday qilib, xyx~ly~l va aa ko‘rinishdagi birikmalar juftliklari
so&zda uchta aa ko‘rinishdagi juftliklar birikmasiga almashar ekan. Bu
jarayonda boshga xyx~ly~] yoki aa ko'rinishdagi so& birikmalari buzil-
maydi. Jarayonni xyx—ly~l ko'rinishdagi so‘z birikmalari toiig yo‘qolib
ketguncha davom ettirish mumkin bo‘ladi.

Natijada, 1—#-punktlardan xulosa giladigan bo‘lsak, quyidagi yoyil-
ma klassifikatsiyasini ifodalovchi teoremani isbotladik.

6.4.4-teorema. Ixtiyoriy oriyentirlangan yoyilma (mos ravishda -
oriyentirlanmagan) I tip kanonik (Il tip kanonik) yoyilmaga ekvivalentdir.

Bu teoremadan shuni e’tirof etish mumkinki, har ganday yopiq sirt
Mr yoki Mg ko4inishdagi (bu yerda r va g lar sirtning jinsi deb yuri-
tiladi) sirtga gomeomorfbo4ar ekan.

6.5-8. Ko‘pburchak va sirtlarning Eyler xarakteristikasi

Bu punktda topologik sirt ko‘pburchak yoki topologik kofpburchak-
larning Eyler xarakteristikasi va muntazam kotpyoqlilarning turlari anigla-
nadi. Oldingi punktdagi teoremadan ma’lum bo‘ldiki, ixtiyoriy yopiq sirt
Mr yoki Ng ga gomeomorf ekan. Bundan koainadiki, Mr va Ngq laming
Eyler xarakteristikasini keltirsak, topologik sirtlar yoki sirtlarning tofla
klassifikatsiyasini keltirgan boMamiz. Shu sababli ba’zi bir sirtlarning turli
ekvivalent ta’riflarini keltirish magsadga muvofiq bofladi.

1 Endi Kleyn butilkasi deb ataluvchi, N2 sirtga ekvivalent bo'lgan
ta’riflarni keltiramiz.
a) toqy‘ri to‘rtburchakning (6.5.1-rasm) tomonlarini aba~*b sxema

bo'yicha yelimlaymiz;

6.5.1-rasm
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b) halganing chetlari —ichki va tashqi aylanalarni yo‘nalishini al-
mashtirgan holda yelimlaymiz. Bunga quyidagicha erishish mumkin: ichki
aylanani birorta diametri bo'yicha bukib, ichki va tashqi aylanalardagi bir
radiusda yotgan x va y nuqgtalar yelimlanadi (6.5.1-rasm);

d) ikkita Miyobius varag'ini cheti —aylanalari bo4yicha yelimlaymiz;

e) halganing chetlari —har bir aylanaga ikkita Miyobius varag'ini
yelimlaymiz.

2. Ma’lumki, proektiv fazo RP1 aylana S{ning diametrial garama-
garshi nugtalarini aynanlantirish natijada hosil gilingandir. Isbotlash mum-
Kinki,

a) Rplfazo S| ga gomeomorfdir;

b) RPIc:RP2;

d) RP2 fazoda RP1 ning shunday Miyobius varag‘iga gomeomorf
bo'ladigan atrofi topiladi.

3. Yopiq gavariq ko‘pburchakka gomeomorfbo@dgan topologik fazo-
lar topologik ko'pburchaklar deyiladi. Bu gomeomorfizmda ko'pburchak
mos uchlarining (tomonlarining) obrazlari topologik ko‘pburchaklarning
uchlari (qgirralari) deb yuritiladi. Umumiylikni buzmaslik magsadida sirt-
ning triangulyasiyasi qirralari bir-biriga yopishgan —qo‘shni topologik
ko‘pburchaklardan tashkil topgandir, deb xulosa qilsa bo‘ladi. Bunga
erishish uchun gavariq ko'pburchakning sirt hosil giladigan (garalayotgan
sirt) tomonlarini avnanlashtirish kerak. Bundan oldin esa, ko‘pburchakni
yetarli mayda ko'pburchaklarga (masalan, uchburchaklarga) bo'lib yubo-
rish lozim bo‘ladi. Endi shunday sirtlarning triangulyasiyalarini ko'ramiz.

Har ganday triangulyasiyalangan P sirt uchun 9%(l )=1-k-\-f
sonni aniqglaymiz. Bu yerda | - triangulyasiyaning uchlari, k- girralari va/
- ko'pburchaklar sonidir. /(/ ) son P sirtning Eyler xarakteristikasi deyi-

ladi. Bu son ajoyib xossaga —triangulyasiyaga bog‘liq emaslik xossasiga
ega. Boshgacha aytganda, topologik invariantdir.

4. Bizga rna’lum, quyidagi sirtlar Eyler xarakteristikasi S2 sfera
uchun 2 ga; tor uchun 0 ga; doira uchun 1 ga; dasta uchun -1 ga va
Miyobius varag'i uchun 0 ga teng boMadi.

Agar Jordan teoremasidan foydalansak, S2sfera uchun x($2) Eyler

xarakteristikasining topologik invariantligini osongina isbotlash mumkin
bo‘ladi.
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Jordan teoremasi. Ixtiyoriy sodda yopiq chizig (aylanaga gome-
omorfbo4gan chiziq) tekislik yoki sferani ikkita chegaralari shu chizigdan
iborat boigan o4aro kesishmaydigan sohalarga ajratadi.

Endi S2ning birorta triangulyasiyasini olaylik. Bitta uch (*) ni tayin
qgilib va girralarni ketma-ket o&hirib, $ ga kelishimiz mumkin. Birinchi
girrani (*) uch bilan yangi uchini tutashtirib, har bir keyingi girra yangi
chizilgan girraning uchidan boshlanishini ta’minlaymiz. Har bir bosqichda
hosil bo‘lgan uchlar soni / ni, girralar soni K ni va qirralardan tashkil
topgan sodda yopiq chizig bilan chegaralangan sohalar sonif ni hisoblab
boramiz. Aytaylik, boshlang4ch holatda I—1, k=09f=1 bo4sm (ya’ni S
cfera (*) uch va uni toddiruvchi sohadan iborat boMsin). Ishonch hosil
qilish mumkinki, I-k+fson bitta yangi qirra qodhish bilan o'zgarmaydi.
Hagigatan ham, agar bu girra yangi uchga borgan boisa, u holda yangi
soha vujudga kelmaydi. Ammo | va K lar 1 taga oshadi. Agar yangi qirra
ikki eski uchlarni tutashtirsa, u holda bu girra girralardan iborat *bodlgan
yoflni yopadi (ya’ni yopiq yo4 hosil bo'ladi) va natijada Jordan teo-
remasiga kofra, yangi soha hosil boMadi. Demak, Kk va/ lar bittaga oshadi,
lekin | o4garmaydi. Oxirgi qirrani tutashtirib, triangulyasiyani toda

tiklaymiz va u holda I-k +f\%%(S2) bodadi. Boshlang'ich holatda
I~k +f -2 tenglik o4inli edi. Demak, %(S2)=2.

5. Pj va P2 sirtlar berilgan bo‘Isin va ularning chetlari Ix va I2lar |
ga gomeomorf bodsin. Bu holda Pi va P2z sirtlarning chetini a :Ix—I2

gomeomorfizm orqgali yelimlangan deb hisoblashimiz mumkin. Aytaylik,
P1KJP2 hosil bo4gan faktor fazo bodsin. Quyidagi formulani isbotlaymiz:

L Syst uy . B BS

P] va P2 sirtlarni shunday triangulyasiyalaymizki, uning chetlari /, va

I2 larda gomeomorf triangulyasiyalar hosil bodsin. S| ning triangulya-

siyasi | uchdan va shunday sondagi girradan iborat bo4sin. Yelimlashdan
keyin uchlar, girralar va ko4burchaklar soni mos ravishda /j+2- IA

kx+k2-1 va f{+f2 larga teng bodib, quyidagi tenglikka ega bo4amiz:
(A+4 en2 04 (/14 12)R Y ~Ks [1)+ (4~2 +]1)*
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(1) formula bu tenglikdan kelib chigadi. Bu formula ba’zi hollarda
sirtlarning Eyler xarakteristikasini hisoblash uchun juda qulaydir. Aytay-
lik, pS2 teshikli sfera boflsin. Agar bu pS2 figuraga gayta R ta doira yelim-

lasak, S2cferaga ega boMamiz. (1) formula x(S2)~ %(p$2) +P tenglikni
keltirib chigaradi.

Oxirgi tenglikdan %(pS2)=2-P ga ega bo'lamiz. Bizga ma’lumki,
(oldingi punktda keltirilgan) Mr sirt pS1sirtga R dona dastani yelimlashdan

hosil bo‘lgan edi. Bu dastalar har birining Eyler xarakteristikasi -1 dan
iborat. (1) formuladan

X{Mr)=2-2P (2)

Shunga o‘xshab, Ng ko&inishdagi sirtlar uchun
X(Ng)=2-q (3)

formulaga ega bo‘lamiz. Ma’lumki, har bir Miyobius varag4ning Eyler
xarakteristikasi 0 ga tengdir.

(2) va (3) tengliklardan kofinadiki, %(MrYYLLPA(Mr2) tenglik fagat
Ri-Rz bo'lganda, x{L\) = *englik esa, fagat g{=q2, boflganda
offinli bo‘ladi. Eyler xarakteristikasining topologik invariant ekanligidan
Mr va Mrx sirtlar P ¢ P] bodganda gomeomorf bofla olmaydi. Shunga

ofxshab, Ng va Nq] sirtlar ham qg”~q] boflganda gomeomorf bo‘la
olmaydi.

6. Eyler xarakteristikasi qavariq kofyoqlilar geometriyasi nazariya-
sida mazmunli va qizig go‘llanishga ega. Qavariqg kogyoqglarning sirtni
chekli sondagi qgavarig ko'pburchaklarni (tomonlarini) aynan akslantirish
yordamida qirralarni yelimlash natijasida hosil bodgan sirt sifatida garash
mumkin. Bu qgavarig kofpyoq uchun quyidagi Eyler xarakteristikasiga ega
boMamiz.

a0-al+a2=2 (4)

Bu yerda a0 - ko‘pyoqning uchlari, - girralari va a2 - yoqlari

sonidir.
Hagigatan ham, ofhgdagi 2 son sferaga gomeomorf bodgan kofpyoq
sirtining Eyler xarakteristikasidan iboratdir.
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Agar har bir uch m ta yogning umumiy uchi bo‘lib, har bir yoq n
burchakdan iborat bo‘lsa, ko‘pyoqli (n,m) tipga ega deyiladi.

Agar n burchaklar muntazam bo4sa, u holda ko‘pyoqli muntazam
deyiladi. Ko”pyoqlining (n,m) tipini bilsak, u holda a0, ajva a2 larni
hisoblash mumkin bo‘ladi. Hagigatan ham, har bir uchda m ta qirra
uchrashadi (kesishadi). Shu sababli a On =2a x har bir yoqgda n girra bor.
Bundan esa, a2 n=2a, (har bir girra ikki uchni birlashtiradi va qirra ikki
yogning tarkibida bo‘ladi).

Demak:

ao _a\ a2 ao~CK\+oc2 2 4mn

mx 2~ nl m~]-21+n~l m~l-21+n~l 2n+2m- mn

Bu tenglik yordamida aO0,al,a2 laming qiymatlari hisoblanadi.
a@@al9a2 laming musbat bo‘lishi haqidagi tabiiy shartning bajarilish
zaruratidan n va butun musbat sonlar uchun quyidagi tengsizlikka ega
bodamiz:

2n+2m-mn>0, bundan (n-2)(m-2)< 4

Tekshirib ko‘rish qiyin emaski, bu oxirgi tengsizlik quyidagi 5 ta
yechimga ega:
{33> {4:3}{3;4} 0 {53}o {35} (5

Elementar geometriyadan ma’lumki, 5 ta muntazam ko ‘pyoqli
mavjud (6.5.2- rasm):

6.5.2-rasm
tetraedr; kub; oktaedr: dodekaedr: ikosaedr.
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Bu ko‘pyoqglarning tiplari (5) yechim bilan bir xil bo‘ladi. Shunday
qilib, biz (n,m) tipdagi ko‘pyoqlilarning to4la klassifikatsiyasini keltirdik.

6.6-8. Sirtlarning Eyler xarakteristikasi va topologik klassifi-
katsiyasi

Bu boflimda oriyentirlangan va oriyentirlanmagan sirtlarning topo-
logik klasifikatsiyasini o'rganamiz. Shu jarayonda ikki oflchamli sirtlar-
ning Eyler xarakteristikasi ham keltiriladi. Oldingi bo'limda isbotlangan
teoremalarning geometrik talginiga e’tibor garatadigan boisak, X sirtning
kanonik yoyilmasi so'zi tarkibida m '1 1 ko‘rinishdagi sofz boflagiga
dasta, a a soxz bo'lagiga esa, X sirtning qolgan qismi cheti bofylab
yelimlangan Miyobius varag'i mos keladi. Shunday qilib, sirtning kanonik
yoyilmasining | yoki Il tipga garashli ekanligi mos ravishda sirtga chekli
sondagi dasta yoki Miyobius varag‘i yelimlanganidan darak beradi.
Bunday yelimlashni S sferaga dastalar va Miyobius varaglarini yelim-
lashdan hosil boflgan figura sifatida tasawur qilish mumkin.

Demak, I tipli kanonik yoyilmali sirt —sbu oriyentirlangan Mr ko‘ri-
nishdagi sirt ekan. Bu yerda r sferaga yelimlangan dastalar sonini ifoda-
laydi (sirtning jinsi deb ham yuritiladi). Agar sirtning kanonik yoyilmasi
Il tipli bo‘lsa, u holda bu sirt oriyentirlanmagan Nqg(q>\) tipdagi sirtdir,
bu yerda q sferaga yelimlangan Miyobius varaglari sonini bildiradi (sirt-
ning jinsi ham deb ataladi).

Ko‘rinib turibdiki, agar S2 sferaga bir vaqgtda r ta dasta va q{q >1) ta
Miyobius varag‘i yelimlansa, hosil boMgan sirt oriyentirlanmagan sirt
bodib, u N 20t tipga ega bo“ladi.

Yoyilmalarning klassifikatsiyasi haqgida keltirilgan teorema ixtiyoriy
yopiqg sirt Mr yoki Nq tipdagi sirtlarga gomeomorf bofladi, deya xulosa

gilishga imkon beradi. Bu xulosa natijasini aniqlashtirish maqgsadida
sirtning Eyler xarakteristikasini ko'rib chigamiz. Ma’lumki, uning Eyler
xarakteristikasi % (X}~aQ a x+a2 dan iborat bodib, bu yerdaX sirtning

yoyilmasidagi (boMaklardagi) a0 uchlar, ax girralar a2 kofpburchaklar-

ning obrazlari sonidir.

Eyler xarakteristikasining bunday aniglanishi oldingi ta’rifni umum-
lashtiradi. Masalan, ko‘pburchakning obrazi topologik \&fpburchak bof-
masdan, balki bitta ko'pburchakning tomonian yelimlangan figura boflishi
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mumkin. Agar X sirt Mr tipga ega va R uning Iy 1.....apJpap™»p

so‘zli kanonik yoyilmasi bo'lsa, u holda, ravshanki, a0=1 va ax=2p,
a2=1x(X)=2-2p.
Agar X sirt Ng tipga ega va Q kanonik yoyilmasi alp2,...,aq so‘zli

bo4sa, uholda a0- 1, ax=q; a2=1va x(Nqg)-2-q.

Agar Q qgaralayotgan X sirtning ixtiyoriy yoyilmasi bo‘lsa, u holda
elementar amallar yordamida u kanonik yoyilmaga keltiriladi. Osongina
ishonch hosil gilish mumkinki, bu elementar amallar %(X) ni o‘zgar-

tirmaydi. Hagigatan ham, bo'laklash amalida ax va a2 sonlar 1 ga oshadi,
a0 esa, o‘zgarmaydi. Yiriklashtirish amalida ax va a2 lar 1 ga kamayadi,
a0 esa, o‘zgarmaydi; yumaloqglashtirishda esa, a0 va ax sonlar 1 ga ka-
mayadi, a2 o&garmaydi. Shu sababliyig‘indi a Q- a x+a2 o‘zgarmaydi.

Yugoridagilarga ko‘ra, quyidagi tnuhim xulosaga kelamiz: sirtning Q
yoyiimasining kanonik yoyilmasi unda bajariladigan elementar almashti-
rishlarga bog‘lig emas. Haqgigatan ham, agar Q yoyilma ikki R va RI
kanonik yoyilmalar kofinishiga keltirilsa, masalan, 1 tipdagi:

aA ai~V ....apbpapbpl va W B |K ...

U holda Q maydalash (boiaklash) bo6yicha hisoblangan Eyler xarak-
teristikasi R va R lar hisoblari natijalari bilan ustma-ust tushishi shartdir
va biz 2-2p-2-2pi tengliklarga ega bo‘lar edik. Bundan R-Px
o‘rinli. Ya’ni, R va Rl laming so‘zlari ustma-ust tushadi.

Shunga o'xshash fikriarni 11 tipga ega boMgan yoyilmalar R va R lar
uchun ham yuritish o‘rinli.

Agar R vyoyilma | tipga, R[ yoyilma esa, Il tipga ega bo‘lsa,
2-2p =2-2q tenglik fagat 2p =q bo‘lganda o'rinli. Yugorida aytilgan
mulohazalar shuni ko'rsatadiki, yoyilma uchun | kanonik tip (R lik) va Il
kanonik tipidagi (q ®2p) yoyilmaga ega bo'Imaydi.

Umumiy xulosa va mulohazalar shunga olib keldiki, elementar almash-
tirishlar yordamida bir vaqtda yoyilmani ham | kanonik tip, ham Il kano-

nik tip ko‘rinishiga olib kelib bo‘lmaydi, chunki elementar amallar yoyil-
maning oriyentatsiyalanganligi (oriyentatsiyalanmaganligi) xossalarini saqg-
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laydi. Shunday qilib, sirtlarning topologik klassifikatsiyasi hagida quyidagi
markaziy teoremaga ega boMdik.

6,6.1-teorema. Agar r va q lar bir vagtda nolga teng bo'lmasa, ixti-
yoriy yopiq sirt Mr yoki Ng tipdagi sirtlarga topologik ekvivalentdir. Mr
va Ng (g >1) tipdagi sirtlar topologik ekvivalent emas; r va q larning har
xil giymatlarida ham Mp{Nq) sirtlar topologik ekvivalent emas.

Quyida ba’zi ma’lum yopiq sirtlarning jinsi va tiplarini keltiramiz:

a) sfera- M0O=NO; %(NO)=j(A/0)=2

b) tor (bir dastalik sfera) - LLU® %(MX=2- 2*1=0

d) krendel (ikki dastalik sfera) —M2; x(M 2) =2~2-2 =-2

e) proektiv tekislikLLUM; X(Np=2-1 -1

f) Kleyn butilkasi - Wfj X(*2)=2-2-0

VI bob yuzasidan foydaianishga tavsiya etilayotgan
adabiyotlar sharhi

Topologik fazolarda faktor topolgogiya amali, fazolarda yelimlash,
iIkki o'lchamli sirtlarni yelimlash amali 9, 11, 14, 2021, 26, 54, 95 ragam-
lar bilan berilgan adabiyotlarda, simpleks va sirtlarning triangulyasiyasi
1, 3-5, 9, 15, 21-22, 34, 48, 70, 73, 92, 105, 108 ragamlar bilan berilgan
adabiyotlarda batafsil bayon etilgan.

Sirtlarning ko‘pyoqlilar va ko‘pxilliklar yoyilmasi tushunchalari 15,
17-18, 20-22, 38, 72, 75-81, 103 ragamlar bilan berilgan adabiyotlarda
tofla yoritib berilgan.

Yoyilmalarning, sirtlarning Eyler va topologik klassifikatsiyalari esa,
2, 5,9, 15-18, 20-23, 34, 38-39 ragamlar bilan berilgan adabiyotlarda
sistematik ravishda keng va to‘la bayon gilingan.
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V1l bob. FIZIKA FANINING BA’ZlI SOHALARIDA
TOPOLOGIYANING TATBIG 1

Topologiya fani tushunchalari ham yaqgin-yaqgingacha matematikadan
tashgarida go4lanilishga ega bo‘lmagan. Topologiyaning vujudga kelishi-
ga e’tibor beradigan bodsak, uni ilk bor A. Puankare vaziyatlar geometri-
yasi fani (analysis situs - joy (o rin) geometriyasi (lotinchadan)) deb, bu
fan figuralarning sifatiy xossalarini nafagat uch o‘lchamli fazoda, balki
undan yuqgori oichamli fazolarda ham oTganadi deb ta’kidlagan edi.
Topologiyajuda gizig fan bodib, uning tushunchalari geometriya va algeb-
rani uzviy bog‘lab, nafagat zamonaviy matematikada differensial tengla-
malarda, balki mexanikada, kompleks analizda, algebraik geometriyada,
funksional analizda, matematik va kvant fizikasida, tagdimotlar nazariya-
sida keng go‘llanila boshlandi. Xattoki, diqqatga sazovarli sonlar naza-
riyasi, kombinatorika va murakkab hisoblashlar nazariyasida boshga koai-
nishlarda qo4lanilmoqda.

Topoloiyaning fizikadagi ayrim qodlanishlarini keltiramiz.

XX asming 70-yillaridan keyin fizika fanining ayrim sohalarida bir
gator masalalar yuzaga chiqdiki, ular bugun oz adekvat yechimini topo-
logiya tilida topmoqda. Bu hoi fizikaning ushbu bo‘limlari faol rivojla-
nishda ekanligidan darak beradi.

Polimerlar fizikasida belkovlar gigant molekulalari va nuklein kislo-
talari bunga misol bo‘lishi mumkin. Molekulaning fazodagi holatini o‘rga-
nishda, chegaralangan topologik atrof-muhitga ega bo‘lImoqgdamiz. Sof ma-
tematik nuqtai nazardan bu uzun yopig molekula yopiq chizigni ifodalaydi.
Bilamizki, bunday chiziglar turli ko”inishdagi bog‘ichli tugun (uzel) lar-
dan iborat bo‘ladi.

Polimerlar biofizikasida uzun molekulalaming o‘zi (harakati) topo-
logik obyekt bogachlarni hosil giladi. Maydon nazariyasida esa, zarralar
konfiguratsiyasi vektor maydonning topologik maxsus xususiyatlari yorda-
mida matematik talgin gilinadi.

Fizikada kondensirlangan holatdagi moddalarning tartiblangan sturuk-
turasi qator defektlarining barqgarorligi topologiya fani bilan bog‘ligligi
ma’lum bo'ldi. Ular gatoriga oddiy va suyuq kristallar, o4a o4kazuvchilar,
oYa odkazuvchan suyugqliklar va ferromagnetiklar kiradi. Shunday suyuq
kristallar defektlari bargarorligining topologik tabiatini keltiramiz. Bunday
kristallar nematik kristal yoki nematik deb yuritiladi.
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Fizikada turli moddalarning tartiblangan sturukturasi kondensir-
langan holatlarini o4ganishda, topologik talgin gilishda va tekshirishda bu
strukturada u yoki bu defektlarning bargarorligi hosil bodadigan zaruriyat
yuzaga keladi.

Bu defektlar kristallarda - dislokatsiya (kristallik strukturasi tarti-
bining buzilishi), suyuq kristallarda - disklinatsiya (molekulalar yo'nalish

maydoni uzluksizligining buzilishi), vixrlar —He3, He4suyugliklarda o4a

oquvchanlik va ferromagnetik yoki boshga bargaror (mustahkam) geomet-
rik konfiguratsiyalardir. Bu bobda shu kabi ayrim hodisalar topologik
asoslarining bayoni keltiriladi.

7.1-8. Vektor maydon. Maxsus nuqta va maxsus chiziglar

Vektor maydon va uning maxsus nuqtasi (maxsus chizigM) tushun-
chalari birinchi bodlib defektlarni matematik bayon qilish jarayonida paydo
bodldi.

Uch odichamli Evklid fazosi R3ning U czR 3 sohasida vektor maydon

deb, odatda, har bir xe U nuqgtaga F(x)g R3,F(x)"0 vektorni mos qo4

yuvchi (bu yerda x nuqgta bilan uning radius vektori x ni ayniylashti-
ramiz) F :U —mR3\ {0} akslantirishga aytiladi. Agar qaralayotgan R3 fazo-
ning U sohasida har bir xe U nuqtadan F(x) vektorni qo4ssak, hosil
bodgan geometrik holat U sohadagi vektor maydon deyiladi. Vektor may-
donni bunday aniglashda F(x) ning x nuqtaga uzluksiz bog4iqligi talab
gilinishi magsadga muvofigdir (ya’ni, F :U —R3\ {0} akslantirish uzluk-

siz bodishi lozim). Ammo bu shart doimo ham bajarilmasligi mumkin,
ya’ni maxsus nuqgta deb ataluvchi nuqgtalarda, maxsus chizig y czU

nugtalarida maydon aniglanmagan yoki F uzilishga ega boiishi mumkin.
Xususiy holda F(x) LLD ham aniglanmagan nuqtaga kiradi.
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Shuni ta’kidlash mumkinki, sohaning har bir x e U nuqtasiga shu

nuqtadan go‘yilgan F(x) vektor mos bodsa, bu F:U —R3\{0} moslikni

o‘zaro bir qiymatli desak ham bo‘ladi. Lekin ayrim hollarda (ba’zi bir
nugtalarida) sohalaridagi shart bajarilmasligi mumkin. Bunday nugtalar

vektor maydonning maxsus nuqtalari deyiladi. Masalan, F(x) uzilishga
ega boUishi mumkin yoki F(x) noi giymatga, ya’ni nol vektor F(x) =0
dan iborat bo‘lishi mumkin. Bunday hollarda maydon xos nuqtali vektor
maydon deyiladi.

Masalan, agar U soha fizik modda bilan ferromagnetik bilan band

(toddirilgan) bo‘lsa, u holda uning nugtalarida magnit momenti M vektor
aniglangan boMadi (tashqi magnit maydoni bo‘lmasa ham). Bu moddaga
xarakterli magnit momenti aniglangan bodadi (agar harorat kritik holatdan
past bodsa ham). Bu jarayonda U sohada hosil bo‘lgan vektor maydon

F(x) =M(x) xos nugtaga va xos chizigga ega bo'lishi mumkin, agar

maxsus nugtaning sodda tiplaridan biri, masalan, maydon quyidagi radius
vektor bilan aniglangan bo"lsa:

X KZZXX = X MG) yoki ~ M(x) _MX)-x
()] |X|

Bu yerda M(x) 0 U sohada aniglangan uzluksiz sonli funksiya,
Oe U; bunda x =0 nugtada maydon aniglangan emas. Bu nugtaga “tipra-

tikan” deyiladi.

Agar har bir aniglangan nuqtasida M (x) vektor R2czR3 fazoostiga
parallel bo‘lsa, u holda M(x)e R2 va ixtiyoriy R2 ga parallel bo‘lgan va
x°eU 2 nuqgtadan o‘tgan MxO0 tekislikning kesishmasi » =[/n T .0 da
M VX0 ->R2 vektor maydon berilgan bo‘lib, vx0 tekis sohaning x° nug-
tasi maxsus nugta bo‘lishi mumkin. I o tekislikni parallel ko'chirishda (x°
nuqgtani o4gartirishi) bu maxsus nugtalar to‘plami bitta maxsus chiziq /

tashkil qgilishi mumkin va bu maxsus chiziglar M vektor maydonning U
sohasidagi maxsus chiziga deyiladi (7.1.2-rasm).
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7.1.2-rasm

I maxsus chiziq |  vektor maydonning uyurmasi (vixri) deyiladi.
Uyurmalar tabiiy ravishda suyuqglik va gazlarning harakati natijasida paydo
bo‘ladi. Ya’ni, muhitning zarrachalari birorta | chiziq atrofida aylanma
harakat hosil giladi.

Odatda, uyurma sifatida | atrofidagi zarralarning aylanma harakati
tushuniladi. | chizig uyurma “oayi” deb yuritiladi. Matematik bayon
gilishda uyurmalar “o‘gini” uyurma bilan aynanlashtirish maqgsadga
muvofiq boiadi.

Bizning bu holatda vektor maydon M rolini muhitdagi x nuqtaning
tezliklar maydoni v(x) o'ynaydi, | esa, v(x) vektor maydonning maxsus
chizigl rolini o4aydi. OYa oquvchan He4 uyurmalarning ochilishi ajoyib

vogea boldi. Ma’lumki, He4 suyuglik absolyut nolga yagin haroratda
o°‘zini ikkita komponentli aralashma sifatida tutadi: normal (zichligi Pn va
tezligi vn) va o‘ta oquvchan (zichligi ps va tezligi vs). Bu yerda
P=Pn+Re

Haroratda toliq zichlik T=0 pn=0,ps~p boiadi. He4 geliyning
o‘ta oquvchan komponentasi uyurma hosil giladi. Hosil gilingan uyurma
sirpanish yopishqoqglik kuchiga garamagan (hisobga olmaganda) holda

ham bargaror (mustahkam) boiadi. Boshqga suyuqglik va gazlarda uyurma
bunday bargarorlikka ega emas.
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7.2-8. Aksiantirish darajasi, topologik va gomotopik invariant-
laming fizik jarayonlardagi talgini

Ferromagnetik va o‘ta oquvchan He4 lar barqarorligi va uyurmalar
ekvivalentlik gonuniyatlarining topologik sabablari hamda xususiyatlarini
o'rganish uchun sodda topologik invariantlarni keltirish zarur.

P2a R3 ikki gMchamli tekislikni tayinlaymiz. y yopig yoi (aylana-
ga gomemorf boMgan) ni olaylik, y all2. Bu yerda y ning nugtalaridan
aylanib o‘tish yo'nalishi, ya’ni oriyentatsiyasi ham aniglangan bo‘Isin.

Aytaylik, f :y->SlaR 2 uzluksiz aksiantirish ham aniq, bu yerda

S| markazi koordinatalar boshida va radiusi birga teng bodgan oriyen-
tatsiyaga ega aylanadir. Qachonki pe y nuqgta belgilangan POg y nuqgta-
dan chizigda oriyentatsiya yo‘nalishi bo‘yicha pOp yo‘lni bosib 0‘sa,
g- f{p) nugta ham S] aylanada (r nuqtaning joylashishiga bog‘liq holda)
oriyentatsiya yo‘nalishi bo‘yicha yoki oriyentatsiya yo‘nalishiga teskari
q0- f(p 0) nugtadan boshlab f(p Op) yo‘Ini bosib o‘tadi.

7.2.2~rasm

Qachonki R nugta y chizigni to‘la bir marta aylanib o‘tsa5q- f(p)
nuqta oxir-oqibat oriyentatsiya yo‘nalishi K+ bo‘ylab S1 ni to‘liq aylanib
o‘tadi va K- oriyentatsiyaga teskari yo‘nalishdagi yo ‘Ini toMiq bosib o‘tadi.
Boshgacha aytganda, PO nuqta y chizigda oriyentatsiya yo‘nalishida toMiq
bir marta y ni aylansa, g =f(p 0) nuqta SI aylanani oriyentatsiya yo ‘na-

lishi Kx bo'yicha oriyentatsiya yofhalishiga teskari K larda to‘liq aylanib
0 ‘tishi mumkin.
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|y —>S" uzluksiz akslantirishda (oriyentatsiyali chiziq y ni S1ga)
K+-K _ shakl / akslantirishning darajasi deyiladi va deg/ ko‘rinishda

belgilanadi. Ta’rifga ko‘ra, K+va K_ lar butun sonlardir, shu sababli
deg/ ham butun son bo‘ladi. Lekin deg/ =0 boiishi ham, deg/<0
yoki deg/ >0 boiishi ham mumkin ekan. Bizning holatda / akslan-

tirish darajasi q radius vektorning oriyentatsiya yo‘nalishi bo‘yicha toliq

buralishini 1 deb, oriyentatsiya yo‘nalishiga teskari toliqg buralishini -1
deb hisoblab, umumiy yigIndidan aniglasa boiadi.

Shuni ta’kidlashimiz mumkinki, akslantirishning daraja tushuncha-
sini f:y->G ko‘rinishidagi uzluksiz akslantirishga ham kengaytirsa boia-

di, bu yerda y va R3laryopiq oriyentirlangan yoliar, y,G chiziglarham

tekislikda olinayotgan boiishi shart emas, lekin ular aylanaga gomeomorf
boisa yetarli. Akslantirishning darajasi tushunchasi kerak bolar ekan, bu
ta’rifda yopiq chizig (aylanaga gomeomorf) tushunchasi ham lozim bol-
moqda.

Yopiqg chiziglar sinfl hagida ham biroz malumot keltiramiz. Uch
oichamli Evklid fazosi R3 da S| aylanaga gomeomorf boigan flguraga
bogVich (uzel) deyiladi. Boglch tushunchasini intuitiv tasavvur qilish
murakkab emas.

Sodda boglchga 7.2.2-rasm misol boia oladi.

7.2.2-rasm

Sodda boimagan boglchga esa quyidagilarning ba’zi birlarini misol

gilib keltirish mumkin:
O eft.

(a) ()

7.2.3-rasm
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Rasmlardan kofinadiki, birga keltirilgan boglar bir-biriga o‘zaro

gomeomorf, lekin intuitsiyamiz ko‘rsatadiki, ularning LU, fazoda joyla-
shishi har xildir. Koainadiki, boglchlar boglarining soni bilan (bir boglch-
dan ko‘plari petlya deb yuritiladi) farq giladi. Masalan, 7.2.3-rasmda (a) va
(b) lar bir boglchli, qolganlari kofp bogachli tugunlardir.

Akslantirishning darajasi deg/ tushunchasi topologik invariantdir

(anigroq qilib aytganda, bu tushuneha gomotopik invariant), ya’ni akslan-
tirishda u uzluksiz gomotoplasak ozgarmaydi. Bu quyidagini anglatadi,
agar / akslantirish / n-> G akslantirishlar oilasiga joylashib (kirib) golsa,

bu yerda Ae [0,]], O0<x<I, fx oila /1 parametrgabogliq boiib, f= f
va g~ fx (#) w Ya [0,1]*y o'zgaruvchiga uzluksiz bogliq boia-
di, u holda bu fx oilaning har bir fx akslantirishi uchun degfx son
Ae [0,1] o‘zgarmas boiadi.

Shunday qilib, / akslantirishni uzluksiz ofzgartirish natijasida uning
(darajasining) yigindi summasini kamaytirib bolmas ekan, ya’ni f(y)
obrazining G ga ofalgan, musbat va manfiy offama boglchlar soni
ofzgarmas ekan. Boshgacha aytganda, K+-K_  o°‘zgarmas boiib
golaveradi.

deg/ darajaning muhim xossalaridan yana biri quyidagichadir, agar
y»yl Q2 lar aylanaga gomeomorf, ma’lum oriyentatsiyaga ega yollar boisa
va | y->y2if:Ti uzluksiz akslantirishlar boiib, deg/ va degg larga
ega boisa, u holda gf '-y->y2 darajasi superpozitsiya / va g akslanti-
rishlar darajalari deg/ hamda degg larning ko'paytmasiga teng boiadi,
ya’ni deg(gf) =deg(g)- deg(g> Mg/.

Buxossa f(y),g(y) obrazlarning y] va y2 chiziglar ofalgan ofiama-
laming oxirgi yiglndisidan foydalangan holda gf(y) obrazning y2 ga
o‘ralgan ofiamlari soni yiglndisini hisoblash yordamida tekshiriladi.

Gomotopiya va gomotop akslantirish oldingi boblarda ham keltirilgan edi.
Bu bobda bizga gomotopiya va akslantirish darajasi deg boshga aspektda,

ma’lum Dbir fizik jarayonga qollanilishida zarur bolmoqda. Biroz tak-
rorlash bolsa-da, bu o‘quvchiga ortiqchalik gilmaydi.
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Har bir / :y-+G akslantirishga unga gomotop bo‘lgan akslantirish-
lar / *:y -> G sinfi [/] ni mos qocyamiz. Bizga ma’lumki, akslantirish-
ning gomotop bo‘lishi [/] sinfda ekvivalentiik munosabatini o‘matadi.
Natijada, C(y,G) to‘plam o‘zaro kesishmaydigan {[/]} sinflarga ajraladi
va bu sinflar gomotopik ekvivalentiik sinflari deb yuritiladi.

Ixtiyoriy f le [/] uchun degf =deg/ o‘rinli bo‘ladi, shu sababli har
bir [/] sinfga uning darajasi deg(/) ni mos qo‘ysak, ya’ni [/]->deg/
moslik o'rnatsak, har bir ekvivalentiik sinfiga butun son deg/ mos qo‘yil-

mogda. Fazoning fundamental gruppasi ko ‘rsatildiki, bu moslik biektivdir.
Shu sababli butun son n=degf , / gomotopik akslantirishlar sinfl [/]

ning topologik invariantidir. Qulaylik uchun ushbu sinfindeksida n nomer-
ni yozsak, maqgsadga muvofiq bo‘ladi. Ya’ni, [f]n. Demak, ixtiyoriy

(pe [f]n uchun d&gy(p=n dir. [/] sinf doimiy aksiantirish f0'-YA>q ga
gomotop bo'lgan aksiantirish to‘plamidan iborat ekan.

7.3-§. Ferromagnetikning magnit maydoni va o‘ta oquvchan
He4 “gaz”ining uyurmalari

OYa oquvchan He4 gazining uyurmasi va ferromagnetikdagi magnit
uyurmasini ko‘rib chigaylik (7.3.1-rasm).

7.3.1-rasm
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Px0 tekislikda oriyentirlangan yopiq y yo‘lni tanlab olaylik va vy

chizigda maxsus nuqgta bo'lmasin, yagona maxsus nugta x0 bu y yo‘lning
ichki sohasida joylashgan boflsin. Aytaylik, y yo‘l aylanaga gomeomorf
bo‘lsin va bu maxsus nuqta atrofidan y chiziq bir marta aylanib o ‘tsin.

Sla R2 aylana oriyentirlangan bo‘lib, uning markazi O nuqtada va radius
1 ga teng bo‘lsin. y chizigning x nuqtalarida garalayotgan M vektor
maydon / :y —»Si akslantirishi aniglanadi, bunda

Mom B m/]

(1) ko‘rinishdagi aksiantirish uchun deg/ ham aniglangan boMadi.
Bu vektor maydonning y atrofida aylanishidan iborat bo‘ladi. Ularni

ko@inishda belgilaymiz.

Endi Px0 tekislikni o‘ziga parallel holda uzluksiz harakat gildirib,
n”j holatga keltiraylik, y kontur ma’lum bir oralig holatda ys (0‘ziga mos
tekislikda) boMib, yx kontur ko‘rinishiga keladi. ylczTlx, bu yerda 0<5<]
va YsoY'Ys# - W- Hamma ys konturlar maxsus chiziqg y o'rab olgan va
berilgan y ga gomeomorf a(s):y ys, bir xil oriyentatsiyalangan va
a(s) gomeomorfizmlar oriyentatsiyani saglaydi (ya’ni, dega:(s)=+1) va
S parametrga uzluksiz bogdig bodib, a(0) =1 :y—y-& ayniy (0‘z-
0°‘ziga) akslantirishdan iborat bo‘ladi. ys konturda garalayotgan M(x)
vektor maydonni a(s):y->ys gomeomorfizm yordamida Fs(x)=
xe y formula bilan aniglangan y konturga “ko&hirish” mumkin. y kon-
turdagi Fs(x) oila (x,s) ga uzluksiz bogMig. Shu sababli F(x)- M(a(\)(x))
va F 0(x) = M(x) vektor maydonlar orasidagi y konturdagi gomotopiya-

dan iboratdir. Akslantirishning darajasi xossasiga ko‘ra, quyidagi o°‘rin-
lidir:

LM, y)=Ne(Fy)i(deg A(1)K(M, T)=K(M,
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Bu yerda oxirgi aylanish M maydonning yx atrofida I tekislik-
dagi aylanishidir. M maydonning ixtiyoriy I1 , tekislikdagi umumiy ayla-
nishi boiib, ferromagnetikdagi | uyurmaning topologik indeksi K (/) uyur-
maning topologik zaryadi deb yuritiladi.

Ferromagnetik uchun, agar u yengil magnitlantiruvchi R2 tekislikka

ega boisa, yuqorida talab gilinayotgan shartlar bajariladi. Bu holda ferro-
magnetikdagi uyurmaning bargarorlik sharti noldan fargli olaroq, daraja

deg/ gayoki aylanish K(M y) ga teng kuchli boiadi.
Endi He4 ning o‘ta oquvchan komponentasini ko‘raylik. He4 ning
absolyut nolga yaqin haroratda hosil boladigan oYa oquvchan suyuglik

gismi (0'Ha oquvchan kondensat holatidagi gismi) xarakteristikasiga kela-
digan bolsak, kvant mexanika tilida kompleks giymatli quyidagi tolginli

funksiyalar ko'rinishida ifodalanadi: y/(x),xe i? . Ular uchun y/(x) 3y/(X)\ é&§)
o‘rinli boiadi. Bu yerda |i// |-kompleks sonning moduli, F esa, tolginli
funksiyalarning fazasi. Shu holatda, agar o‘ta oguvchan kondensat teng
oglrlik holatida (ya’ni, vs=0) boisa, u holda \y/\- ozgarmas (x ga
boglig emas), F —noaniqg konstantadir; agar o‘ta oquvchan kondensat teng
oglrlik holatida boimasa, ya’ni, ys*0 ayniy boisa, u holda |i//1 kons-

tanta boiib, F=F(x) ga boglig funksiyalardan iborat boiadi, xe R3 va
04a oquvchan komponentaning maydon tezligi vs(x)-—gradO formula
m

bilan topiladi, bu yerda h - Plank doimiysi, m —He4 ning atom massa-
sidir.

Aytaylik, U a R3 soha o‘ta oquvchan kondensat bilan egallangan
boisin. vs(x) ®0 shartni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy xe U nugta uchun
F(x) faza aniglangan boiib, bu fazaga R2 da noldan boshlab nur mos

kelib, bu nur tayinlangan yomalishdan soat miliga teskari F(x) burchak
ostida boiadi.

VA(x) =0 shartni ganoatlantiruvchi xeU nugtalar uchun F(x) anig-
langan emas.

Shunday qilib, U sohada birlik d(x) vektordan iborat vektor may-
don vujudga keladi. d :U—S| akslantirish aniglanib, bu vektor nur yo‘na-
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lishida boMadi va giymati mos faza F(x) (nurni hosil gilgan burchagi) ning
giymatiga teng. Bu yerda maxsus nuqtalarda fazaning qiymati aniglan-
magan (yoki fazo aniglanmagan). Agar U sohada yopiq oriyentirlangan

maxsus nugtalarga ega boMmagan yofini tanlab olsak, u holda S] ning
tayinlangan oriyentatsiyasida d:y  S[ aksiantirish uchun uning darajasi

degd aniglangan boMadi. Endi o‘ta oquvchan He4 da £ uyurma chizig‘i-
ga ega bo‘lgan uyurmani ko‘raylik. Agar | da fazaning giymati aniglan-
magan bo‘lsa, u holda d (x) vektor maydonining maxsus nuqgtalaridan
iborat bo‘ladi. y chiziq sifatida | uyurma chizigMni bir marta gamrab
olgan oriyentirlangan yopiqg yof@ni tanlab olaylik. Ferromagnetik uyurmada
bodgani kabi d:y->SI aksiantirish darajasi degJni uyurmaning (bu
yerda oYa oquvchan He4 ning) topologik indeksi (yoki topologik zaryadi)

deb ataymiz. OYa oquvchan He4 da uyurmaning bargarorligi uyurmaning
topologik indeksi noldan fargli ekanligi bilan xarakterlanadi.

7.4-8. Ferromagnetik va o&a oquvchan He4 gaz uyurmalarining
bargarorligi

Ferromagnetik va oYa oquvchan He4 gazlardagi uyurmalarning bar-
garorligi (mustahkamligi) fizika nuqtai nazaridan tashgi ta’sirga gara-
masdan (tashqi ta’sirdan xalos boMmasa ham) kuzatish mumkin bo‘lgan
tabily fizik jarayondir. Matematika fani nuqtai nazaridan bargarorlik ke-
yinroq yana talgin gilinadiki, bunda uyurmaning noldan fargli topologik
indeksga ega boMishi va shu sababli y S aylananing gomotopik xossalari
bilan bogMigligida namoyon boiadi.

Agar M(x) magnit maydon yoki oYa oquvchanlik tezligi v(x) (mos
F(x) fazalik)ni har bir x nuqgtada yetarlicha kichik tekis ofzgartirsak, u
holda yangi hosil bolgan MYx)=M (x) +AM (X), (B9)WX)=vs(x)+ Avs(X)
(fazasi iM(x)=/(x)+Af(x)) giymatlar yetarlicha kichik orttirmalarda oldin-

gisiga gomotop bodadi. Bunday gomotopiyalar, masalan, quyidagicha yozi-
lishi mumkin:

Mx(x) =M (x)+ AOM (x), F x(x) =/(x) + AANX), 0<A<I;
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Bu gomotopiyalar f(x) va d(x) vektor fazolar orasida gomoto-
piyani vujudga keltiradi. Ya’ni, f :A—=Sl, dx\y —=SI akslantirishlar
(/n akslantirishlar 7.3-§ dagi (1) formula bilan aniglanadi) A parametrga
uzluksiz boglig va A4=0 bolganda, /0=/, dO~d boiadi; A=1 bol-

ganda, fxva dx lar mos ravishda Mx(x) va (Vj(x))(x) maydonlargajavob

beradi.
Shu sababli deg/* va dx darajalar A ning o‘zgarishi bilan o4zgar-

maydi. Demak, kichik fizik qo‘zg4lishlarda y konturda daraja o‘zgarmas
ekan. Agar uyurmalarning topologik indeksi deg/ va degd lar noldan
fargli boisa, u holda y chiziqdagi kichik go4gélishdan keyin ham
deg/j £0 yoki degdx®0 boiadi.

Bu fikrlash va tasdiglashlardan quyidagi markaziy jumlaga ega boia-
miz: y egri chizig ofzgartirilgan vektor maydon Mx(x) yoki (vXs(x)
maxsus chizigni tod4a gamrab oladi. Hagigatan ham, y chizigni aylana
bilan almashtib (H»>Q tekislikda yotgan), sodngra uni chegaralab turgan
yopiq doirada D cz ning vektor maydoni Mx yoki (v,)v ning maxsus
nugtalari mavjud emas (uyurma maxsus chizigining D bilan kesishma-
sining izi) deb olib, fx:D -»s] (dx:D S]) kengaytirilgan akslantirish-
ga ega bolamiz. Ya’ni, fx akslantirish y aylanadan doiraga kengayti-
rilgan (davomlashtirilgan). Doiraning deformatsiyasini, ya’ni D doiraning
04 markazi a ga deformatsiyasini ; (x) =a+/1(x-a) 0<A<1l kod4i-
nishda aniglaymiz. Bu esa, fx(dx):y~"S] gomotopiyani /£(x)=f(<px(x))
formula bilan vujudga keltiradi (dx uchun ham shunga o4shab aniqgla-
nadi).

Malumki, A w1 bolganda fx(x) =/,(*); A =0 bolganda esa,
fO(x) =fxa)- o4garmas akslantirish boiadi.

Demak, isbotladikki, agar f x akslantirish D doiraga (va shunga o‘x-
shash dx:y—=Sv uchun) davomlashtirilsa (kengaytirilsa), fx:y->S{ aks-
lantirish doimiy akslantirishga gomotop boiadi.
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Ma’lumki, deg (degdQ) ning giymati o‘zgarmas aksiantirish uchun
nolga teng bo4adi. Gomotopiyada aksiantirish darajasining saglanishi xos-
sasiga koGa degfx- 0 (degdx=0) tenglik o‘rinli bo'ladi. Bu esa, oldingi
chigarilgan deg/J (degdl) lar noldan fargli, degan xulosalarimizga ziddir.

Shunday qilib, vektor maydon Mx(x) yoki d}(x) laming doira ichi-

da (doiraning ichki nuqgtasida) maxsus nugtasi mavjudligiga ishonch xosil
gildik. Doiraning uyurma chiziga | bo‘ylab harakat gildirsak, maxsus

nuqgtalar to‘plamiga ega bodamiz, bu maxsus nugtalar to‘plami M x(x)

yoki (v,)4(x) maydonning uyurma chizig‘i /, ni hosil giladi.

Xulosa qilish mumkinki, kichik flzik qo&g‘alishlar ferromagnetikda
(R2 tekislikda) yoki oYa oquvchan LLEb komponentasining tezliklari
maydonida nolga teng bo4magan topologik indeksli uyurmani yo‘qota
olmas ekan. Aynan shu xulosa uyurmaning bargarorligi deb yuritiladi.

Bunday (kengroq) olganda, undan ham kuchliroq “topologik bargarorlik”
xulosasi:

Har ganday » ax), (v,),,(X) gomotopiyada uyurma saglanar ekan:
kichik bo'lishi shart emas; fx:y->Sx d”iy-~S1 uzluksiz gomoto-

piyalar aniglangan boiishi yetarli.
Topologik indeksi 0 ga teng boigan uyurmalar topologik bargaror
emas. Ya’ni, gomotopiya (deformatsiya) jarayonida buzilib ketishi mumkin.

7.5-8. Topologik tushunchalar va flzik xossalarning bogMigligi

1 Oldingi paragrafda berilgan uyurma tahlilida S| aylana hosil bo‘li-
shining sof fizik sabablari mavjud. Fizikaning ma’lum prinsipiga koaa,
eksperimentlarda kuzatilayotgan moddaning bargaror holatiga lokal mini-
mum energiya mos keladi. Moddaning holatini belgilovchi gonuniyat aso-
sida berilgan maydon (vektor, tenzor va boshga) energiya (quvvat) hisob-
lanadi. Masalan, feiromagnetiklarda energiya vektor maydonining magnit

momenti M (x) orqgali aniglanadi. He4 da esa, to‘lginfunksiyasi y/(x) or-

gali aniglanadi. Moddaning “tug‘ma holati” deb ataluvchi holatlari may-
donning yagona emasligi bilan xarakterlanadi, bu holatda energiya lokal
(mabhalliy) minimum giymatga ega bo‘ladi. Masalan, agar M{x) vektorlar
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aniglangan kristallik o*giga ortogonal (perpendikulyar) bodlsa (ya’ni, birorta
ikki oflchamli R2 tekislikda yotsa), ferromagnetiklarda energiya minimal
giymatga ega bo‘lishi mumkin. Shunda ham \M(x)\ o‘zgarmas modulga
ega va ular ixtiyoriy yo'nalishga ega bo'lishi mumkin, bu aynan “yengil
tekisrog” magnitlangan holatni bildiradi.

Shu singari barcha vektorlar to'plami M (x) ko‘rilayotgan tekislikda

S| aylana hosil giladi. Bu aylananing radiusi \M(x)\~ const dan iborat

bodadi va u ferromagnetikning (magnitlanganlik parametri bo‘yicha) “tug‘ma
sohasining” holati deb ataladi. Agar ferromagnetikning energiyasi fagat

magnitlanganlik moduli \M(x)\= const ga bogdiq bo‘lsa, u holda uning

tugema sohasi ikki o'lchamli S2 sferadan iborat bo‘ladi, bu holat modda-

ning amorf (izotrop) xususiyatiga mos keladi. 0 ta oquvchan He4 holati
ferromagnetik holatdan fargli o‘laroq, u kvant mexanikasi bilan bog‘lig-
dir: o‘ta oquvchan kondensat teng og‘irlikda fazasi F toMqinli funksiya
y/ -\u/ |lexp(e®) ixtiyoriy bo'ladi. \u/\ modul o‘zgarmas, energiya F ga
bog'liq bo‘lmaydi. Shu sababli Ffaza bo‘yicha tugéna va tug‘ma holatlar
sohasi —bu kompleks tekislikda y/ funksiyaning barcha qgabul qilishi
mumkin bo‘lgan qgiymatlari to‘plamidan iborat. Bu esa, 0‘z navbatida,

radiusi \y/\ dan iborat S| aylanadir.

Yuqorida keltirilgan uyurmalarning topologik indeksi f.diy-"~S1
akslantirishning ta’riflanishiga ko‘ra, y chizig ferromagnetik va o4a oquv-

chan He4 ning tug‘ma sohasidagi yengil magnitlanadigan tekis (tekislikda
aylanaga gomeomorf chiziq) yopiq chizigdan iborat. Shunday qilib,
topologik bargaror uyurmaning bu moddalarda mavjud bo'lishi tug‘ma
sohaning topologik xossalari bilan bog‘lig bo‘ladi.

Lekin bu tugana soha sirtda S] chizigdan iborat bo‘!adi.

2. Fizikada shunday tug‘ma sirtlar (sohalar) ham uchraydiki, ular S|
dan farg giladi. Masalan, izotropning ferromagnetik holati ko'rsatmoqdaki,

uning tugama sohasi ikki o‘lchamli S2 sferadan iborat boMadi. Bu holda
ularning topologik bargaror uyurmasining mavjud bo‘lmasligini e’tirof
etish mumkin. Agar D tekislikda ixtiyoriy doira bo4ib, y uning chegarasi

(aylana) bo‘lsa, u holda ixtiyoriy f:y->S2aksiantirish doimiy fQ:y —-»C
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ce S2 akslantirishga gomotop boiadi. Bunday gomotopiyaga quyidagi-

cha erishish mumkin: f(y) chizigning nuqtalarini S2 sfera tayin C nug-

taga meridian bo‘yicha -c¢ (sodda boiishi uchun (-C) nuqta f(y) ob-
razda yotmaydi, deb hisoblasa boiadi) harakat gildirish kerak. Demak,
degfO=deg/ =0.Buyerda D doiratopologik bargaror uyurma chizigl
bilan kesishishi shart emas. Bu fakt (xulosa) tug‘ma soha boigan S2
sferaning topologik xossalari natijasidir. Yuqorida keltirilgan xossalarga
izotrop ferromagnetiklarda yana bir sodda topologik xususiyat mavjud
bolmogda va kuzatilmogdaki, u vektor maydon M{X) ning yakkalangan

maxsus nugqtalaridir.
Bunga “tipratikan” tipidagi nugtalar misol boiadi (bunday nuqtalar
oldingi bolimlarda keltirilgan). Maxsus nugtalarning topologik indeksini

aniglash va qurish uchun S2(x*) sferada oldingi bolimdagiga o‘xshash
| akslantirishni ta’riflash zarur boiadi. Bu yerda sfera yetarlicha s kichik

radiusli va markazi x maxsus nuqtada boiadi. Ya’ni, / :52(x*) —»S2

akslantirish S2 radiusi birga teng boigan sferadir. Bunday akslantirishlar
uchun ham akslantirishning darajasi tushunchasi umumlashtiriiadi va
deg/ ko'rinishda belgilanadi. Akslantirishning sferani sferaga darajasi
konstruksiyasi aylanani aylanaga akslantirish darajasidan ko‘ra murakkab-
roqdir. Birinchidan, sferaning oriyentatsiyasini kiritish zarur boiadi. Oriyen-
tatsiya kiritganda ham urinuvchi tekisliklar oriyentatsiyalanib, yetarli yaqin

nuqtalar bir xil oriyentatsiyaga ega boiishi zarur. Ikkinchidan, / :s2->S2

akslantirishda S2 sferada yotgan f(s2) obraz gatlamlarining algebraik
sonini ta’riflash zarur boiadi. Bunda gatlamga (+1) soni qo‘shiladi, agar

uning oriyentatsiyasi S2 sfera ning oriyentatsiyasi bilan bir xil boisa, (-1)
gp'shiladi, agar teskarisi o'rinli boisa.

Bu jumlani aniqg matematik iboralarda ifodalash birmuncha murakkab
jarayon, chunki sferik sirtlarda akslantirishning darajasini tola talgin
gilishda differensial geometriya tushunchalari ham ishlatiladi. Shu sababli
biz bu paragrafda deg/ ning, qat’iy boimasa ham, ko‘rsatmali holdagi

talginini keltiramiz.
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Aylanalarni akslantirishdagi darajaning xossalari sferani akslantirish-
da ham o‘rinli boiadi. Shu sababli magnit maydoni M(x) boigan ferro-
magnetik va uning maxsus x nuqtasi uchun butun son deg/ aniglangan.
Bu songa maxsus X (yakkalangan) nuqtaning topologik indeksi deyiladi va
u K (x*) ko‘rinishda belgilanadi. Agar s yetarlicha kichik boisa, bu son
£?(&*) sferaning radiusi s >0 ga bogliq emas.

K (x*) sonni fiziklar x maxsus nuqtaning topologik zaryadi deb
atashadi.

Xususiy holda x maxsus nugta “tipratikan” tipidagi nuqta boisa,
X(x*)=+1 ga ega bolamiz. Maxsus nugtaning topologik indeksi K (x)
tushunchasi uyurmalarning maxsus chizigl indeksi N (£ ) ganday vazifani
olagan boisa, oaganishda u ham shunday vazifani olaydi. Agar
K (x*)®0 boisa, maxsus nugta topologik bargarordir. Bunday nugtalar
fizik ko‘rinishga ega va magnit maydoni gomotopiya (deformatsiya)larda
saglanadi. Buning aksi, ya’ni K (x*)=0 boisa, magnit maydonning mos
gomotopiyasida x maxsus nuqta tuzatilishi (yo”otilishi) mumkin, ya’ni
topologik bargaror boimaydi.

O'tgan asrning 70-yillarida He4 ning o‘ta oquvchan fazasining tug‘-
ma sohasi o@ganildi. Bu fazalar ikkita A va B dan iborat boiib, ular
orasidagiyl fazojuda murakkab va qgizigarli ekanligi namoyon boldi.

A fazoning tug‘ma sohasi (el9e29e3,v) to‘rtlik vektorlar to'plami
bilan xarakterlanadi. Bu yerda e19%292 vektorlar R3 fazodagi ortonor-

mallangan tayinlangan oriyentatsiyali vektorlar boiib, v ixtiyoriy birlik
vektor, (el9%2,e3,v) vektorlar aniq fizik ma’noga ega (biz hozir bu hagda
tottalmaymiz). Oriyentirlangan reperlar to‘plamini, *S'0(3)-(3x3) of-
chamli ortogonal matritsialar gruppasi yoki qattiq jism aylanishi gruppasi
bilan aynanlashtirish mumkin boiadi. v vektorlar to‘plami esa, birlik S2
sferadan iborat boiadi.

Demak, A fazoning tug‘malik sohasi S2xSO(3) dekart ko‘paytmadan
iborat boiib, uning olchami 5 ga tengdir. Ma’lum fizik holatlarda (jara-
yonda) v vektor tayin gilinadi, u holda tugfimalik sohasi holati SO(3)
gruppaga Kkeltiriladi. Bunday holatda akslantirish darajasi tushunchasi
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ishla-tilmaydi, lekin nisbatan qiyinroq bo‘lgan gomotopik topologiya
apparati fundamental gruppasi tushunchasi qo‘l keladi.

Fazoning fundamental gruppasi tushunchasi bilan biz oldingi
boblarda tanishdik. Mos tahlillar shuni ko‘rsatmoqdaki, ikki sinf uyurma
mavjud. Birinchisi topologik bargaror, ikkinchisi topologik bargaror
bo'lImagan uyurmalar sinfi. Eksperiment natijasida aylanayotgan idishga A
fazani aralashtirib, barqgaror va bargaror bo‘lmagan uyurmani ham kuzatish
mumkin. Kuzatilayotgan yangi hodisalar orgali uyurma, maxsus chizigsiz
uyurmalar oqgimi, sirtdagi uyurmalar nazariy tushunchalarini kengroq
yoritish mumkin.

7.6-8. Nematik-suyuq kristallarning topologik tabiati

Maxsus nugta va maxsus chiziq (uyurma) tushunchalari suyuq kris-
tallar deb ataluvchi moddalarda ham vujudga keladi. Bu fizik holatlar
XX asrning 70-yillaridan boshlab fiziklar tomonidan intensiv o‘rganil-
mogda. Suyuq kristallar deb atalishining asosiy sabablaridan biri ma’lum
bir haroratda ulaming holati suyugroq modda holatida, boshga holatlarda
esa, kristall holatga yaqgin bo‘ladi. Suyuq kristallarning qator holatida
tartiblangan oddiy suyugliklar bilan tartiblangan gattiq kristall jismlar ora-
sida moddaning “tartib strukturasi” kuzatiladi. Bunday suyuq kristallarning
holatiga giziqish va o‘rganish asosiy sabablar boiib turibdi.

Birinchidan, suyuq kristallar vizual ko‘rish va axborotlarni tezda yet-
kazish texnikasi va qurilmalari ingilobi (displeylar) ni tezlashtirib yubordi.

Ikkinchidan, moddalarning suyuq kristall holati ko4gina biologik
faol sistemalarga, shu jumladan, odam tanasiga ham taalluglidir,

Uchinchidan, suyuq kristallar fizikasi fizikaviy nugtai nazardan juda
murakkab boUib chiqdi.

1. Nematikiar xossalari

Nematik nisbatan sodda tarkibiy tuzilishga ega bo4gan suyuq kristal-
lardan biridir. Nematik kristallar uzunchoqrogq ko‘rinishga ega boMgan
(sterjen sifat) molekulalardan tashkil topgan bo‘lib, bu molekulalar bitta
uzun (uzunasiga) oaq simmetriyaga ega. Ular (molekulalar) oriyentatsion
tartibli xarakterga ega, ya’ni yagin molekulalaming o4y simmetriyalari
deyarli parallel bo‘ladi. Yugori haroratda issiglik harakati molekulalaming
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deyarli parallel joylashuviga halaqgit beradi va shu sababli modda oddiy
suyuqlik ko‘rinishida bo‘ladi (7.6.1-rasm).

7.6.1-rasm

Yetarli past (kritidan past) haroratda (nematiklarda bu harorat Selsiy
bo‘yicha Dbir necha o°‘nlik tartibida o‘sish qgiymati bilan farg qiladi)
suyuglikda yofalish ajrala boshlaydi, yo‘nalish bog/lab (uzunasiga)
molekulalar o‘glari oriyentirlanadi. Shunda oddiy suyuqlik kabi,
molekulalar ogdirlik markazlarining tagsimlanishi nematiklarda ham xaotik
(betartib) koainishda bo‘ladi (7.6.2-rasm).

7.6.2-rasm

Bir-biriga parallel yo‘nalishda bo‘lgan molekulalar 0“glarining uncha
katta bodmagan og‘ishi issiglik tebranishlari bilan bogdiqgdir. Matematik
tilda oriyentatsiyali yo‘nalishning bayon (talqin) qgilinishi direktor deb ata-
luvchi birlik d vektor yordamida amalga oshiriladi. d vektorning bunday
maxsus atalishiga sabab cho‘zinchog molekulalaming oxirlari bir-biridan
farg gilgani bilan ularning joylashuvi (7.6.1-rasm) tartibsizdir. Nematikda

d vektorga teskari yo‘nalishdagi (d v&-d vektorlar) vektor holati fizik
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jihatdan fargsiz. Boshgacha aytganda, d vektorlarni strelka bilan emas,
chizigcha bilan ko‘rsatish yetarli (uning giymatida “ yoki “+” ishora
bodishi shart emas).

Idish devorining va tashqi maydon (masalan, magnit maydoni) ta’siri
tufayli nematik holati doimo birjinsli emas, bir nugtadan ikkinchi nugtaga

ko‘chib turadi. Bu shuni bildiradiki, d vektorning yo‘nalishi asta-sekin bir
nuqtadan ikkinchi nugtaga ko‘chib turadi. d vektorning R3 fazoda tagsim-
lanishi d (birlik vektor) ning vektor maydoni deyiladi.

2, Nematiklardagi disklinatsiya

Quyosh nurlarining (umuman, nurlarning) nematik suyuq kristallarda
tez va kuchli tarqgalishi tufayli ular tutuq yaltiroq emasdek ko‘rinadi. Agar
mikroskop ostida garaydigan boisak, uning tarkibida uzun ingichka ip
suzib yurganini ko‘ramiz. Bu ip nematiklar uchun yot emasligi va mole-
kulalarining maxsus joylashuvi XX asming boshlarida olim va tadgigot-
chilarga ma’lum bod4gan. Shu tufayli ham bunday tipdagi suyuq kristal-
lar (yunoncha neTa so‘zi “ip™ ma’nosini anglatadi) nematik nomi bilan
atalgan.

Hagigatan ham, yo'nalishlar maydonida (direktor d ning) maxsus
chiziglari mavjud bof@ishi mumkin, bu chiziglarda d direktor yo'nalishi

aniglanmagan (uzilishga ega). Bunday d direktor yo'nalishi tagsimlanish-
larini tekis vektor maydonda tasvirlash soddaroq boiadi. Ya’ni, fazodagi

barcha d direktor vektorlar birorta tekislikka parallel boiadi (7.6.3-rasm-
da direktor maydon chiziglar bilan ko‘rsatilgan).
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Maxsus nuqtalar (vektor maydon) tekislikda maxsus nugtalarning in-
deksi bilan xarakterlanadi. Maxsus nugtaning indeksi deb d vektorning
musbat yo*nalishi bo6yicha y yopiq kontur bo‘ylab 5° maxsus nuqtaning

atrofini to"lig aylanib o4ishlari soniga aytiladi va K(x°d) koainishda,

ba’zi adabiyotlarda v bilan belgilanadi. 7.6.3-rasmda maxsus nugta O bilan
belgilangan. Masalan, a rasmga qarasak, 0 maxsus nugtaning indeksiga

1son mos keladi, ya’ni X (0,d) =1yoki v=1;brasmda X (0,d) =-1 yoki
v—1 2; d rasmda K (0,2 ) yoki v=2. Yuqorida ta’kidladikki, d direktor

ishorasi e’tiborga olinmaydi. Shu sababli d vektor maxsus nuqtaning at-
rofi y yopiq chizig bo‘ylab yarim (oborot) aylangan bo‘lishi ham mumkin.

e va/ rasmlarda maxsus nugtaning indeksi mos ravishda K(0,rf) = —

2 -
va K(0,<i)-— bo‘ladi. 7.6.3-rasmga e’tibor bersak, maxsus nugtalar d

yo‘nalishlar maydonida maxsus chiziqg ham tekislikka olib chigadi. Agar

maxsus chizigga yuqoridan emas, yonidan qarasak, u holda d ning
tagsimlanishi 7.6.4-a rasmdagidek ko‘rinadi.

7.6.4-rasm

Angliyalik flzik Frankning taklifiga ko'ra, direktoming yo'nalishlar
maydoni uzilish chizigGga disklinatsiya deb atalgan. Molekulalar orasidagi
0‘zaro harakatda ular parallel bo'lishga intiladi, bunga d direktoming
tagsimlanishi tarkibida maxsus chizigning borligi energetik foydali bo‘l-
maydi. Shu sababli nematiklarda d direktoming tagsimlanishida d ning
tagsimlanishidagi maxsusligini bo‘rttirib olish va bir jinsli tagsimlashga
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kelishtirish magsadida deformatsiya boMishi mumkin. 7.6.4-a rasmdagi
kofinishda disklinatsiya boiishi mumkin. Hagigatan ham 7.6.4-a-d rasm-
da keltirilgan deformatsiya maxsusliklarga ega boimagan bir jinsli tagsirn-

lanishga olib kelishi mumkin ekan. Direktor d maxsus tagsimlanishga va
boshqga ko‘pgina fizik xossalarga ega. Biz ular ustida toftalmadik.

3. Disklinatsiya va topologiya

Direktorlar maydonini analitik ifodalash uchun R3 fazoda har bir yo‘ra-
lishga direktorga parallel boigan d birlik vektorni mos qo‘yamiz. Bu
vektorlarni har bir xe U nugtaga mos go'ysak U czR3 va U soha nema-
tik bilan toidirilgan yoki nematik bilan band boisa, u holda R3 fazoning
U sohasida d(x) vektor maydon vujudga keladi. Direktor maydoni Vektor

maydon d(x) bilan aniglanadi. Lekin uning vektor maydoni d(x) dan
farglanadi. Chunki | d(x) vektorlar bitta va faqgat bitta yo‘nalishga ega.

*d(x) vektorning oxiri R3 fazodagi birlik sferada bir juft markaziy-
simmetrik nuqtalarni ifodalaydi, ularni d(x) nuqgta bilan belgilasak, bu

nuqtalar RP2 proektiv fazoning nuqtalari desa boiadi. Bu proektiv fazoni
S2 sferaning diametrial garama-garshi nuqtalarini yelimlashdan hosil boi-
gan, deb aytish mumkin. Lekin oldingi boblarda ko‘rdikki, RP2 fazoni ya-
rim sferaning diametrial garama-qarshi nuqtalarini yelimlashdan ham hosil
gilsa boiadi.

A

Shunday qilib, direktor maydon d'.U-tRP1 akslantirish orgali toiiq
tavsif (xarakteristika) ga ega boiadi. U soha RP2 proektiv fazodan iborat
edi. Aynan RP2 fazo nematikning tug‘ma holatini ifodalovchi sohadan
iborat, chunki molekulalar o4glarining yotnalishiga birorta fizik chegara
yoffy (boshqga qator suyuq kristallar tipidan fargli oiaroq). Tabiiyki, U
sohada (/Z\I/ akslantirishdan uzluksizlik shartini talab gilish magsadga muvo-
fiq boiadi, lekin bu shartni doim ham talab qilib boiavermaydi. Chunki
U sohaning (vektor maydonga ofkshab) maxsus nugta (maxsus chiziq)
larida bu akslantirish aniglanmagan yoki uzilishga ega boiadi.
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7.6.5-rasm 7.6.6-rasm 7.6.7-rasm

Nematikning nomlanishi va xususiyatidan ma’lumki, maxsus chi-
ziglar uning tarkibida mavjuddir. 7.6.5 va 7.6.6-rasmlardan koainadiki,

nematikning direktor maydoni d(x) bu yerda tekis maydon, ya’ni

d(x)e R2d(x) vektorlar R2 fazodagi vektorlar (fazoga kollinear). Bu yerda

uyurma markazi nugta koainishida keltirilgan. Uyurmaning topologik klas-
sifikatsiyasi oldingi boUimdagi kabi aniglanadi. Maxsus chizigni o‘rab ol-
gan (o ichiga olgan) aylana olamiz va unda direktor maydonni quyi-

dagicha aniglaymiz: d :s'  RP2, bunda [d]e nxRP2) gomotopik sinf,
nx{RP2) fundamental gruppaning strukturasi ravshan, nX(RP2) - Z 2 moduli
ikkiga teng bo‘lgan taqqoslamalar gruppasi. Z2 bu yerda ae Z2 bog‘ich
yasovchi shunday gomotopik sinfki, a ekvator (yarim sfera) ning diamet-
ral garama-garshi yelimlangan nuqgtalari bilan o‘zida saglaydi. a 1=0 doi-
miy bogich (doimiy yo‘l) sinfidir.

Shunday qilib, umumlashgan daraja dega aniglandiki, bu daraja 0
yoki 1 giymatni gabul giladi. Shu sababli ikkita har xil topologik uyur-
malar tipi mavjud ekanki, ulaming biri deggzo qiymatga, ikkinchisi esa,
degd =1 giymatga ega. Birinchisi topologik bargaror emas, ikkinchisi
topologik bargarordir. 7.6.5-rasmda topologik bargaror uyurmaga misol

keltirilgan bo‘lib, uning d bog‘ichi bog'ich-ekvator bilan ustma-ust
tushadi. Shu sababli ham degd =1 bo‘ladi. a bog”~chning gomotopik
sinfi boshqa, boshlari va oxirlari yarim sfera ekvatorida diametrining

oxiridan iborat bo4gan chiziglar ko‘rinishidagi RP2 dagi bog”chlami oz
ichiga oladi (7.6.7-rasm).
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Bu bogichlar uchun d(x) yofhalish RR2 tekislikdan chigadi. Shun-

day boisa ham, ular RP2dagi doimiy bogichga gomotop emas. Bunday

iIkkita bogich ko‘paytmasi 0 sinfga tushadi. O sinf RP2 da doimiy
bogichlar sinfidir. Bu sinfga barcha shunday bogichlar kiradiki, ularning
boshi va oxirlari yarim sferada qo‘zgfalgandir. Masalan, 7.6.6-rasmda
uyurma O sinfli bogichlarni xarakterlaydi. Yuqorida keltirilgan barcha
tasdig va xossalarni bir geometrik holat bilan ifodalash mumkin, ya’ni

belgilangan yOe RP2=Y nuqta uchun nxX{Y,y0) gruppa oxirlari ekvator-

ning diametri boigan bogichlari bilan hisoblanadi. Shu sababli tug‘ma
sohalarning topologik holati izotrop ferromagnetik va nematiklar (mos

ravishda S2 sfera va RP2 proektiv tekislik) har xil boiganligi tufayli har
xil fizik natijalarga: birinchi holda - uyurmalarning kuzatilmasligiga, ikkin-
chi holda —ko#inishli ekanligiga (topologik indeksi degd =1 boigan
uyurmalar) ega boiamiz. Tajribalar nazariya bilan uyg‘unlashgandir.

Shunda ham fiziklar topologik bargaror uyurmalarning “uyurma kuchi” —

deb hisoblashadi. d direktor yo#alishi bogichlardan oftganda,
1/2*(27r) =n burchakka o'zgarar ekan. Agar d(x) ning yo°‘nalishi
N «(2n) burchakka oczgarsa (N butun son), u holda uyurma kuchi N

deyiladi. Bizning Klassifikatsiyada kuchi N boigan uyurma deg2d -0

topologik indeksga egadir va topologik bargaror emas (kuchi =1
boflgan uyurmaga 7.6.6-rasmdagi uyurmani misol qilib keltirish mumkin).

Tajribalar shuni kofisatadiki, LU 1 kuchga ega boigan uyurma
chizigf “tekisroq”, Hyalpayganroq” boiib, uning ko‘rinishini a uyur-
maning ogishi sifatida tasawur gqilish mumkin. Bu holat shuni kof-
satadiki, direktor uyurma chizigf disklinatsiya chizigi yaginidan burilib,
ushbu chizig bogylab (uzunasiga) oriyentirlanadi. Shu sababli uyurmaning
maxsus chizigi yo‘golib ketadi.

Topologiya disklinatsiyaning butun N qgiymati kuchga ega emas-
ligini uqtiradi. Shu uyurma effektining uchinchi oichovga oqib chiqib
ketishining payqgab qolinishi va murakkabroq (ofia) tugfina sohaga ega
boigan moddalar defektini o'rganish (masalan, He3 izotop gaz) rus fizik-
lari G.E. Volovik, V.P. Mineyev, fransuzlar G. Tuluza, T. Klemanlar

204



tomonidan defektlarning topologik tavsifi (xarakteristikasi) ni bayon
gilishda gomotopik topologiyani tatbig qilinishiga olib keldi. Ma’lum
bo‘lishicha, nx gruppaning multiplikativ xossalari uyurmalar bir-biri bilan
almasliinishini (kombinirovat) ta’riflaydi; uyurmalarning bir-biriga qo‘shi-
lib ketishida (bu holat topologik indekslarning go‘shilishini anglatadi) yoki
uyurmaning bir necha uyurmalarga bo@inib (ajralib) ketishida topologik
indeks (zaryad) larning umumiy yig‘indisi o‘zgarmay goladi. Bu konden-
sirlangan holatdagi moddalaming muhim fizik gonunidir.

Nematiklar va shunga ocxshash ferromagnetiklar uchun nuqtali defekt-

lar vujudga kelishi ehtimoli doimo mavjud. Ya’ni, d direktoming yo‘na-
lishlar maydoni uning maxsus nuqgtasidadir. Agar x shunday nuqta bo‘lsa,
u holda uning topologik indeksini (zaryadini) aniglash uchun bu nugtani

S2(x) sfera bilan o‘rab olish (ferromagnetik holatga o'xshab) zarur. Bu
sfera boshga maxsus nugtani o& ichiga olmasligi kerak, shu sababli radi-

usni yetarlicha kichik qilib olinsa, yetarli bodadi va d(x)S2(x*)—RP2
akslantirishni ko‘rib chiqish kerak bod4adi. Bu akslantirishning gomotopik
sinfi [0?]e W2(RP2,y0) boAdib, bu yerda yO=d(x0) x0e -S 2(x*) ningbel-
gilangan nuqtasidir.

Ma’lumki, w2{RP2)= Z erkin abel gruppasi. Bu abel gruppasining
yasovchisi y2:52-> RR2 akslantirishda diametral garama-garshi nuqtalar-

dan hosil bodgan y 2 chizig bo‘ylab odadi. n2(RP2) =Z bo‘lganligi sababli
[d] =ky2 boUadi. Bu yerda Are Z va Ason akslantirishning butun giymatli

darajasi degd deyiladi. Bu daraja £>0 ga bogdig emas va £->0
bodganda x maxsus nugtaning topologik indeksi (zaryadi) K(x*) bo‘ladi.
Shunga o'xshab, ferromagnetiklar uchun ham bundan-da gat’iy N(jc*)=K
ni aniqlasa bo‘ladi. Bu yerda [f]=zky2 bo'lib, y2 chiziq n2(S2) =Z erkin
gruppasining yasovchisidir. Topologik bargaror maxsus nugtalar uchun
K(x*)"0, lekin |K(x*)[>] o‘rinli boMgan nuqtaviy defektlar eksperi-

mentlarda aniglanmaydi (mavjud boMmaydi).
Nematik silindrik kapilyarga solinsa, uning chegarasida direktor kapil-
yar devorida ortoganal holatda ko'zga tashlanadi. Umumiyroq qilib ayt-
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ganda, sirtni (sohani) gamrab olgan modda yangi defektlar sinflarini in-
dutsirlashi (keltirib chigarishi) mumkin, chunki ular tug‘malik sohasi topo-
logiyasini o'zgartirishi mumkin. Nematiklarning boshqga sinflari, masalan,

iIkki o‘glilarini olsak, ular A fazaga ega boigan He3 ning defektlarini
eslatadi. Masalan, He3 ning tug‘ma sohasi SO (3) proektiv RP3 ga gome-
omorfdir. Shu sababli n2(SO(3)<jn:2(RP3) =4 . Bundan ko‘rinadiki, He3
izotopda topologik bargaror nugtali maxsusliklar yofgligi namoyon boiadi.

VI bob yuzasidan foydalanishga tavsiya etilayotgan
adabiyotlar sharhi

Topologiyaning fizikaga tatbigi, ya’ni moddalarning kondensirlan-
gan holati mavzulari 21, 29, 33, 49 ragamlar bilan berilgan adabiyotlarda,
elementar zarralarning fizik holati, topologik girralar bayoni 49, 50, 93
ragamlar bilan berilgan adabiyotlarda, teskari fizik jarayonlarning zamo-
naviy ko@xilliklar topologiyasiga ta’siri 94, 102 ragamlar bilan berilgan
adabiyotlarda, topologiyaning mexanikada qoilanilishi 94, 104 ragamlar
bilan berilgan adabiyotlarda batafsil yoritilgan.
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VIl bob. CHIZIQLAR. 0 ‘LCHAMLAR FRAKTALLAR

Chiziqg tushunchasi geometriyaning eng muhim va asosiy tushun-
chalaridan biridir. Intuitiv nugtai nazardan chiziqqa bir oichovli tuzilmalar
sifatida garash mumkin. Shu sababli ham Evklid chizigni ta’riflashda
“ensiz uzunlikdir” yoki “chizigning chegaralaridagi nuqtalaridir”, deya
tushuntirishga harakat gilgan. Chiziq ta’rifiga javob beruvchi yetarlicha
keng figuralar sinfini ajratish uchun deyarli ikki ming yil davomida
urinishlar amalga oshirilgan. Oldingi boblarda eslatdikki, bu masalaga
P.S. Urison tomonidan uzil-kesil javob berilgan, lekin biz hozir ba’zi
ajoyib xususiyatga ega boigan chiziglar ustida to6ktalib o ‘tamiz.

8.1-8. Kantorning mukammal to*‘plami

R' to‘g‘ri chizigda A=1[0,1] kesmani olaylik. Bu kesmam Zivezi ry

nuqtalar bilan uchta teng boiakka ajratamiz va boiaklami quyidagicha
belgilaymiz:

o\ g g (100 NN

A0 va Ax kesmalarni 1-rang kesmalar deb ataymiz. A kesmaning
markaziy uchdan bir gismi boigan S intervalni “tashlab yuborib” (hisob-
ga olmasdan), golgan AOva A, kesmalarning har birini yana

11 2 2 1/-L 8/ - 8,
2 9 9 32’ /19 32° 19 /32
nugtalar bilan uch boiakka ajratamiz. Markaziy intervallar
o0m M - A 1-rang interval deb ataymiz va ularni AO

va Aj kesma-lardan tashlab yuboramiz-da, quyidagi 2-rang kesmalarni
qoldiramiz:



Qolgan kesmalami teng uch bo'lakka bo‘lish jarayonini davom etti-
ramiz va markaziy intervallarni tashlab yuboramiz. Natijada, to‘g‘ri chizig-
ning to‘plamostisi bo‘Imish S to'plamga ega bo‘lamiz. S to‘plamosti uni
birinchi bodib aniglagan olim G. Kantor sharafiga Kantor to‘plami yoki
Kantor diskontinuumi deb ataladi.

Endi ushbu to ‘pla;mning tuzilishini to‘laroq tasniflaymiz.

Aytaylik, barcha k, 2<k<n, n>3 lar uchun dizyunkt (o‘zaro ke-

sishmaydigan) va uzunliklari j/*k bo‘lgan k-rang Aiigk kesmalar va

(k-1 rang ip=0,-1 p~\2,.,K intervallar qurilgan bo‘lib,
ular quyidagi shartni ganoatlantirsin:

woh-l = Ailsh+0 L 4-1* (0

Ail....4-1° kesma $r~1 (2)

kesmadan chaproqda joylashgan (ya’ni x <y tengsizlik ixtiyoriy
Xg An....440 va ye An.... kX nugtalar uchun o‘rinli). Ixtiyoriy n- 1

rangli AiVdn-\=[a,b\ kesma uchun Ail M0=[a,a+"ra]; 4i "1="+ "

a+/%n”"9 M= +Yun? ashlar kiritamiz.

@®
C,wkl X % ~0,\;pxl, 2,...»}, CLLUf]ICn

n=l

S tofplam Kantor to‘plamidan iboratdir, bu yerda

cn Ane-i.., RN I

U holda C=[0,1]\(E£ ..B,p » 0,1;p =\".n-1,nm
ya’ni S Kantor to‘plami [0,1] kesmadan 8 Interval va Sn....ia, ip=0,1;
P=%.,,.n; Nn=XX%>* ko‘rinishidagi barcha intervallarni tashlab yuborish-
dan tashkil topgandir. Bu S va 8n..Jn intervallar hamda (-00?0), (l,+00)
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intervallar S toglamga qo‘shni deb ataladi. S todplamning qurilishidan u
quyidagi xossalarga ega:

(A): S ga qoshni ixtiyoriy ikki interval orasida S ga go'shni interval
mavjud;

(V): S ning birorta nugtasi ham S ga qo‘shm boigan ikkita interval-
ning oxiri boia olmaydi.

S todlamga qoshni intervallarning oxirlari, ixtiyoriy Cn ga tegishli.
Demak, S ga ham tegishli, ular S ning tomonlari nugtalaridir. Sizga ma’-
lumki, bu to‘plam sanogsiz to‘plam boiib, uning quwati kontinuumga
tengdir, boshgacha aytganda, [0,1] kesmaning yoki Rl to4&i chiziq nug-
talarining soni gancha boisa, S ning nugtalari ham shunchadir.

Kantorning mukammal to‘plami va ikkinchi atamasining diskon-
tinuum deyilishiga asosiy sabab S todlam uzil-kesil bogiamsiz to4lam
ekanligidir. Ya’ni, S ning ixtiyoriy ikki nugtasi orasida S ga qo‘shni
boigan interval mavjud. Boshgacha aytganda, S to4lam o‘zida “tug‘ma”
boimagan kesmalarni saglamaydi.

S to‘plamning yana bir ajoyib xossasi shundaki, S togplam mukam-
mal todlamdir. Ya’ni, S toplam o‘zining hosila toflamiga teng. Bosh-
gacha aytganda, uning barcha nugtalari limit nuqtalardan iboratdir.

8.2-8. Kantor zinapoyasi

Kantorning mukammal to4lami bilan bogiiq bo4gan xossa —bu S
todplamda uzluksiz c(x) funksiya mavjud bodib (Kantorning mukammal

todlamida aniglangan), bu funksiyaning Kantor zinapoyasi deb yuritilishi-
dir. Endi shu fiinksiyani aniglashga kirishamiz.

8.2.1-rasm
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¢ (x) funksiyaning giymati x =0 nuqtada 0 ga; x = I nugtada 1 ga;

8 interval va uning oxirlaridagi nuqtalarida (8.1.1-rasm) —ga; SOinterval

va uni.ng oxirlaridagi nugtalarida iga; w, interval va uning oxirlarida 37)%

ga; 8 j». interval va uning oxirlarida y*n ga; 8 0Q interval va

«—Imarta n-2marta
uning oxirlarida ga; S, 1 interval va uning oxirlarida * ~
n-2marta ’
ga; 8 iMi interval va uning oxirlarida P* ~ ga teng (Intervalning
-\

o‘ngda bo‘lgan soni uchun s(x) funksiya giymati ham kattaroq bo‘lib
boradi) deb olamiz va hokazo. Natijada, s(x) ring ma’lum bir gismi
grafigiga ega bo‘lamiz.

8.2.2-rasm

six) funksiyani C fcvplamda anigladik.. Whbu to‘plam 8 va 8h,,

M=04, k=\,..,nr n=12,.. intervallar va ularning oxirlaridan iborat
bo‘lgan nugtalardan tashkil topgan ((A) xossaga ko‘ra (8.1-8.), s(x) ning
aniglanishi korrektdir). Anigki, s(x) funksiya C to‘plamda monoton
(gat’iy bo‘lmasa ham) o‘suvchi (o*suvchan). Shuningdek, s(x) ning bunday
aniglanishida ixtiyoriy xe C nugta (ikki tomonlama yoki bir tomonlama)
uchun quyidagi shart bajariladi:
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(1) supp{C(V):x>x1 x'e C}=infix'):x1>x;x'e C}

s(x) funksiyaning ikki tomonlama xe C nuqtalardagi giymati (1)
formuladagi sonlarning biriga teng deb aniglaymiz. S to‘plamda C(x)
funksiyaning monotonligi va o‘suvchi ekanligidan bu funksiyaning uzluk-
sizligi kelib chigadi. C(x) ning uzluksizligi va .5(0)=0, S*I”*I lardan
C([0,1]) =[0,1] o‘rinli bo‘ladi. S ga qo'shni intervalda va uning oxirlarida
S(x) ning giymati bir xil bo‘lgani uchun ¢(C) =[0,1] ham o‘rinlidir.

Aytish mumkinki, c¢.C -»[0,1] aksiantirish S to‘plamga (Kantor to“p-
lamiga) qo‘shni boigan intervallaming oxirlarini jufti bilan yelimlashdan
iborat bo‘lmoqda, ya’ni to‘g‘ri chizigdagi Kantor mukammal to ‘plamining
“teshiklarini yamash” amalga oshirilmogda. Funksiyaning S ga qo‘shni

bo‘lgan intervallaming barcha nugtalarida hosilasi nolga teng. Ya’ni,
uning hosilasi deyarli hamma nugtalarda mavjud va 0 ga teng. Ammo,
C(x) funksiya o‘zgarmas emas, S(x) funksiya 0 dan 1 gacha o‘suvchidir.
Chizigning matematik nuqtai nazardan nisbatan gonigarli bo‘lgan
ta’rifi birinchi bo‘lib Kantor tomonidan berilgan (bu ta’rif ko‘proq tekis-
likdagi chiziglarga to‘g‘ri keladi). Topologiyada tekislikdagi bog‘lamli
kompakt to‘plam yassi (tekis) kontinuum deyiladi. Demak, tekislikda
aylana, doira, uchburchak, 8.2.3-rasmdagi figuralar kontinuum bo‘lar ekan.
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Ichki nugtalarga ega bo‘lmagan tekis (yassi) kontinuum Kantor chi-
zigd deyiladi. Har ganday kontinuum ham chizig boMavermaydi. Bosh-
gacha aytganda, Kantor chizig‘iga tegishli bo‘lgan ixtiyoriy nuqtaning
istalgan atrofida chiziqqga tegishli va tegishli bo4dmagan nuqtalar mavjud
bo‘laverar ekan. Doira, bu ma’noda, Kantor chizig'iga misol boda olmaydi.

Yugqoridagi talgin va mulohazalardan aytishimiz mumkinki, Kantor
chizig'i shunday X kontinuumdan iboratki, bu kontinuum tekislikdagi
ochiq to‘plam chegarasidir. Shu nuqgtai nazardan, chizigni “sirt chegarasi”
deb ta’riflash (Evklid chizigga shunday ta’rif bergan) magsadga muvo-
figdek tuyuladi.

8.3-8. Serpinskiy gilami

Kantor tomonidan ta’riflangan chiziglarning tashqi ko‘rinishi elemen-
tar va analitik geometriya kurslarida uchraydigan chiziglarga garaganda
ancha murakkab bo‘lishi mumkin. Misol tarigasida polyak matematigi
8e In8 1y tomonidan keltirilgan, ajoyib xossalarga ega bo'lgan chizigni
olaylik.

8epln3kly gilami deb ataluvchi bu chizig Kantor mukammal to‘pla-
mining ma’lum ma’noda tekislikdagi analogidir. 8ed!n3kly gilami shun-
day ajoyib tekis chiziq (umumiy ma’noda, tekislikdagi figura) va topologik
ma’noda hamma bir o‘lchamli tekis to'plamlarni o‘zida saqlaydi (ya’ni,
hech ganday doirani o‘zida saglamaydi).

3e@Ttb”y gilami quyidagicha koailadi:

Q2 bilan tekislikda birlik {(x,y)e R2:0<x,y<\} kvadratni belgi-
laymiz va bu kvadratni nol rang deb ataymiz. Gorizontal va vertikal
kesmalar bilan bu kvadratni (absissa o'giga parallel va ordinata o'giga
vertikal) 9 ta bir xil 1-rang kvadratlarga bo‘lamiz (bu kvadratning tomoni
uzunligi 1\3 ga teng). Ochiq markaz 1-rang kvadratni tashlab, golgan

yopiq markaz bilan 8 ta 1-rang kvadratning birlashmasini L, bilan bel-
gilaymiz. Qolgan 8 ta yopiqg kvadratning har birini gorizontal va vertikal
kesmalar bilan 9 tadan bir xil (teng) 2-rang boiaklarga (kvadratlarga)
bo'lib (bu boMaklar 2-rang kvadratlar), markaziy ochig kvadratlarni
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tashlab yuboramiz. Qolgan 64 ta 2-rang kvadratlar birlashmasini S2 bilan
belgilaymiz (8.3.1-rasm).

1
*
in 1
L LLI
8.3.1-rasm

Yuqoridagi jarayonni davom ettirib, qolgan har bir n—rang kvad-
ratlarni 9 ta teng (n+1) rang kvadratlarga bodib, har bir markaziy (n+1)

rang kvadratni tashlab, golgan (n+1) rang kvadratlar birlashmasini Sn{
bilan belgilasak, bu yerda n~ 0,1,2,... oxir-ogibat Serpinskiy gilami

1 -, gaegaboiamiz.
A ga eg

Bu S chizigdan iboratdir. Ushbu ajoyib chizig yuqgoridagi barcha
xossalarga ega. Istalgan Kantor chizigini olsak ham, Serpinskiy gilamida
shunday toqlam topiladiki, bu to‘plamga Kantor chizigi gomeomorf
boiadi.

8.4-8. Menger chizigi

Chiziglarning uch oichamli Evklid fazosi R3 dagi umumiy ko6i-
nishlaridan birini keltiramiz. Universal Menger chizigi M birinchi marta
oflchamlar nazariyasi asoschilaridan biri (rus matematigi P.S. Urison bilan
birgalikda) avstriyalik matematik K. Menger tomonidan qurilgan. Bu chiziq
Serpinskiy gilami va Kantor mukammal to'plamining uch oichamli
Evklid fazosidagi analogi hisoblanadi. Universal chiziq deyilishiga sabab,
birinchidan, u chizig; ikkinchidan, bu barcha fazodagi chiziglarni va bir
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o‘lchamli toglai®a™ toP°logik jihatdan o‘zida saglaydi (bir o‘lchamli
to‘plamlarni gomeomor”®j°~lash mumkin).

Menger M ni quraylik. Buning uchun R3 fazoda birlik
Q3={(jc,y,z)e fi3: 0<x9»3z s 1} kubni olamiz va uni o “rangli” tekislik
deb belgilaymiz, no”™ rang kubni paralellar va gorizontallar bilan

(koordinata tekis™*ar™a Parallel tekisliklar bilan) 27 ta teng (bir xil)
kublarga bo‘lamiz* a kubda 20 ta 1-rang yopiq kubni saglab, 7 ta
markaziy kub bi\m umumiy yoqga ega boUmagan, 1-rang kublarni Q3

dan tashlab yubOram’z- 4°lgan flgura tanklarga garshi ishlatiladigan
“tipratikan”ga ot"sta8an Jlsnidir (ya’ni, bu jism uchta oczaro perpen-
dikulyar, o‘rtada payvand qilingan bir xil uzunlikdagi relsdan iborat). Har
bir golgan 1-ranj? kublarni yana koordinata tekisliklariga parallel tekis-
liklar bilan 27 ta ten8 2-rang bo ‘lakka bo‘lamiz va oldingiga o'xshab har
bir 1-rang kubda 20 ta 2-rang kub goldiramiz (bu goldirgan 20 ta 2-rang
kub markaziy 27 ta kub bilan umumiy ikki odchamli yogga ega emas).
Yuqorida bayoni keltirilgan jarayonni davom ettirib, utipratikan”lami
tashlab yuborami2 va ox’¥*°qibat universal Menger chizig‘i M ga ega
bo-lamiz (8.4.1-r*sm)*

8.4.1-rasm

Bu chizigni®™ Yana bir ajoyibligi shundaki, u topologik bir jinsli
toplam (figura)dir- Ya’ni, M chizigning ixtiyoriy ikkita har xil x va 'y
nuqtalari uchun f M topologik aksiantirish mavjudki, /
aksiantirish uchun |1 Y °‘rinli bo‘ladi.
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8.5-8. Peano chiziqglari

Chiziq ta’rifini berishga urinishlardan yana biriga to6xtalaylik. Agar
biz fazoda yetarlicha kichik oflchovlarga (o'lchamlarga) ega boflgan jism
(nuqgtaviy jism) harakat izini (traektoriyasi yoki orbitasini) olsak, bu
nuqtaviy jism harakatining izi ma’lum bir vaqt oralig'ida chizigni
ifodalaydi. Bu iz, ya’ni nugtaning izi chiziqdan iborat boiadi. Bu holatda
vaqtning t momentida jism holati fazoda x =~("),}; = //(*);z =K(*) koor-
dinatalar bofsicha harakatlansa, cpw/ va x fun'ksiyalar bilan bogiiq va
albatta uzluksiz funksiyalar boiadi. Agar harakatlanayotgan nugtaning
(Jismning) holatini ma’lum bir tQ vaqtdan boshlab tx vaqtgacha davom
etish bilan chegaralasak, matematik nuqtai nazardan garaganda [tO,t}\ kes-
mani R3 fazoga uzluksiz akslantirish (x =<p(t),y=y/(t) va z"K(f) for-
mulalar bilan) holatiga tushamiz. Bunday harakatlanayotgan nuqta hola-
tining fazodagi majmuasi (fazodagi traektoriyasi) f/0,"] kesmaning obra-
zidan iborat boMadi.

Chizig ta’rifmi berishga urinilgan bunday tabiiy yondashish yetarli
jiddiy kamchiliklarga egadir. Ma’lum boflishicha, kesmaning uzluksiz
obrazlari, masalan, kvadrat, sfera, shar va boshga ikki oflchamli figuralar,
uch oflchamli va hattoki n oMchamli (n >3) figuralardan iborat bofib,
birortasi ham bizning tasawurimizdagi chiziqga ofxshamaydi. Bu ajoyib
chiziglar birinchi marta italyan matematigi Peano tomonidan aniglangan.
Shu sababli ham kesmaning uzluksiz obrazidan iborat boigan figura
(qisgacha, kesmaning uzluksiz obrazi) Peano sharafiga Peano chiziglari
deb yuritiladi. Quyida misol tarigasida kesmani uchburchakka (tofliq)
uzluksiz akslantirishni koflamiz.

Ushbu lemmani isbotsiz keltiramiz.

8.5.1-lemsna. Aytaylik, Rz tekislikda Aw tofgfi burchakli uchbur-

chak]ar sistemasi berilgan va katetlari koordinata o‘glariga parallel bodib,
Ans A wl, n~12,... va Aw lar gipotenuzasi uzunligi dn nolga intilsa (n

ning ortishi bilan), u holda barcha Jlu uchburchaklar fagat bitta umumiy

nugtaga egadir.
Endi [0,1] kesmani uchlari (Q,0),(1,0)(0,1) nugtalarda boflgan teng
yonli tofgfi burchakli uchburchakka akslantiruvchi uzluksiz akslantirishni
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olamiz. m orgali n=0,1...2a dona uzunligi ¥ n bo'lgan, yig‘indisi (bir-

lashmasi) [0,1] ga teng bo‘luvchi (o‘zaro kesishmasi bir nugtadan ko'p
bo‘lmagan) kesmalar sistemasini belgilaymiz. rn sistemasining kesma-
larini n - rang kesmalar deb ataymiz. Xususiy holda [0,1] kesma nol rang
kesma deyiladi.

n rang kesma [~ 2 *[27N ™ ApHp AN an? umné o‘rtasini
Smt ,piit0A?..2"-1 bilan belgilaymiz. Shunday qilib, SrH,p =(2p+1)/
(2«i=2(2P +y =....). Xususiy holda [0,1]=<60 Har bir «=0,1,2,....

son uchun 2n ta to‘g‘ri burchakli teng yonli o4aro teng (kongruent) raqo-
batdosh n—rang uchburchaklardan, ularning birlashmasi A dan iborat
bo‘ladigan, ularning ixtiyoriy ikkitasi yoki kesishmaydigan, yoki bir nug-
tada kesishsa, bu nuqta ulardan har birining uchi bo‘ladigan, yoki kesma
bo'yicha kesishma bu kesma har birining tomoni bodadigan uchbur-

chaklardan iborat Qn sistemani ko‘ramiz. Keyinchalik teng yonli toay‘ri

burchakli uchburchakning yarmi deganda, gipotenuzaga tushirilgan per-
pendikulyar ajratgan ikkita uchburchakka aytiladi. Aytaylik, OO sistema

bitta A uchburchakdan, | x sistema esa, ikki yarim uchburchaklardan
iborat bodlsm (8.5.1-rasm).

8.5.1-rasm

Faraz qgilaylik, talab gilingan (izlanayotgan) uchburchaklardan (yugo-
ridagi talablarni ganoatlantiruvchi) tashkil topgan Qnx sistema qurilgan
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(tuzilgan) boisin. U holda Qn sistemani Qn { sistemaning barcha yarim

uchburchaklaridan tashkil topgan, deb olishimiz mumkin. S orgali barcha
mumkin boigan rn sistelarmaning barcha kesmalarining hamma uchlari

tofplamini belgilaymiz. Maiumki, [0,1] kesma barcha nuqtalarining to*p-
ko‘rinishda ifodalanishdan iboratdir.
T bilan mumkin boigan barcha Qn sistemaning jami uchburchaklarining

barcha uchlari to‘plamini belgilaymiz. f:S-+T va n=044...
akslantirishni quyidagicha (bunda s(Smt ) obrazni Anitp bilan belgilay-

miz) mosliklar bilan aniglaymiz: /(G) =(3,0); /(2 =(04), /(‘é—): (0;0),

(qSw) - A= 0. Faraz gilaylik, barcha n<k,k >0 uchun:

a) 9n(Tn) ~ n akslantirishlar aniglangan va
b) / akslantirish barcha LLLLLI nugtalarda aniglangan boiib, uning

uchun quyidagilar o‘rinli:
(an):O0 wl uchburchak o‘z gipotunuzasining oxirlari (uchlari)
(fin):f (St ) nugta A™p uchburchakning to‘g‘ri burchagi uchidir.

K*
lardan fagat bittasi juft sondir. Masalan, R juft boisin (P +1 uchun shunga

Endi Srﬁﬁl | |? ,Az-ll;\{ kesmani olaylik. Bu ikki R va P+1 son-
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+1 r
va X qﬁFl nugtalarga ega. / E2k” nugta (pnX shartga ko‘ra, A, ,
uchburchak to‘g‘ri burchagi uchidan iborat. AkHB sifatida A.  ning

LLI
P va /
J

bu yarimtalik uchburchakning gipotenuzasi uchlaridan iborat bo‘lsin.

shunday yarimta uchburchagini olamizki, / P 11 nugtalar

2p +\

/ yeg  hugta sifatida AkH uchburchak to‘g‘ri burchagi uchini

olamiz. Ya’ni, Akp uchburchak gipotenuzasining o‘rtasi. Bundan (an) va

(fin) shartlar bajarilmoqda. Demak, (an) va (4,), n—0,1,2,... shartlarni
ganoatlantiruvchi / va (n akslantirishlami ko‘rish mumkin ekan.
/| akslantirish uchun quyidagi shartlarga osonlikcha erishish mumkin:
a)f(s) =T,;
b) (rd :&HP” Ameg va 8nkr3 912, lar o'rinli boigan p, q lar

uchun teng kuchli: n=0,12,...
akslantirishni butun [0,]] kesmaga davomlashtiramiz.

Aytaylik, se [0,1]\*2 Bu holda ixtiyoriy nuchun S nugtani o°‘zida
saglovchi yagona 8, .. kesma topiladi (mavjud boiadi). Bundan
ravshanki, 8/u1p() n-0,1,2,.. Shu sababli (an) shartga Ko‘ra,
A,/Hﬁ(-) A nHg{s) ham o‘rinli. Lemmaga ko4a, barcha Awli§ uchbur-

chakka tegishli yagona t =F(s) nugqta topiladi. F akslantirishni S to‘p-
lamda / ga teng deb olamiz. Ko‘rsatamizki, tuzilgan (aniglangan)
F:[0,19-»A akslantirish izlangan akslantirish boiadi (rus va boshqga

adabiyotlarda akslantirishlar “Ha  (ustiga) deyiladi. Biz bu yerda ularni
syurektiv akslantirish desak ham boiadi.
ts A\T nugtani olaylik. U holda te AIO-AZR]) sifatida A1) uch-

burchak yarim uchburchaklarining t nuqtani o‘z ichida saglaganini olaylik.
Faraz gilaylik, ARt uchburchaklar uchun n<k,k> LAmpw) id Amoi)3t,

m<k laro‘rinli.
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AKP() uchburchakni qaraylik. te Akp® bo‘lgani uchun, At+l ()
sifatida, t nugtani o‘zida saqlagan Ak () uchburchakning yarimtalik uch-

burchagini doimo olishimiz mumkin. (an) shartdan,

n-0,142,... o‘rinli. « rang kesmalar uzunligi n ning ortishi bilan nolga
yaginlashadi. Shu tufayli yagona Se [0,1] nugta topiladiki, u hamma

Snp{t) larga tegishli bo'ladi. Anigki, F(s)=t. Demak, F([0,1])=A, ya’ni

F aksiantirish syurektiv aksiantirish ekan. Qurilgan akslantirishning uz-
luksizligi giyinchiliksiz tekshiriladi.

Demak, [0,1] kesmaning uzluksiz obrazi uchburchakdan iborat
boMdi. Xulosa qilib aytganda, uchburchak ham Peano chizig‘idan iborat
ekan.

8.6-8. Jordan teoremasi. Va’da chizig4

Geometriyada, golaversa, topologiyada figuraning eng muhim Xxossa-
laridan biri uning yaxlit bir bo‘lakdan yoki, aksincha, bir-biri bilan bogc
lanmagan (umumiy nuqtaga ega bo‘lmagan) bir necha bo‘laklardan iborat
bo‘lishidir. Birinchi holda figura bogdamli (tutash), ikkinchi holatda esa,
bogd4amsiz (targoq) deyiladi. Oldingi boblarda ham ta’kidlandiki, bog6
lamsiz figura —bu bir necha (balki, undan ham ko'proq) bog'lamli bo*
laklardan tashkil topgandir. Shu bog‘lamli gismlar figuraning kom-
ponentalari (maksimal bog‘lamli gismlari) deyiladi. Masalan, yo harfi 3 ta,
I harfi 2 ta, T, X U va O harflari 1 ta komponentaga ega. Figuralarning
komponentalari soni, yassi chizigning o‘z-o&i bilan kesishish nugtalar
soniga invariantdir. Agar figuraning birorta nugtasi uni bittadan ortiq kom-
ponentalarga ajratsa, bunday nuqtaga ajratuvchi nugta deyiladi. Masalan,
8.6.1-rasmda x nugta lemniskatani 2 ta komponentaga ajratadi. Unda
shunday x nugtadan boshga nugta yo‘q.
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8.6.1-rasm

Yugorida keltirilgan yo, X, y, t, va i harflarida ham shunday nuqta
topiladiki, ularni 2 va undan ortiq komponentalarga ajratadi. Bulardan
ma’lum bo‘lmoqgdaki, figuralarda birorta nuqta uni ikkita komponentaga
ajrata olmas ekan. Boshgacha aytganda, figura ajratuvchi nuqtalarga ega
bo‘lavermas ekan (8.6.1-rasm).

Shunday bo‘lishi ham mumkinki, agar birorta figura sohani ikki
komponentaga (ichki va tashqi) ajratgan bo4sa, birorta tayin nugta gaysi
ichki yoki tashqi sohaga tegishli yoki tegishli emasligini ajratish giyin
bo‘Imaydi (8.6.2-rasmdagi R nugtani olaylik).

8.6.2-rasm 8.6.3-rasm

Masalan, 8.6.3-rasmda yopiq sodda siniq chizig keltirilgan bo'lib,
uning tekislikni ganday ichki va boshga boiaklarga ajratishi ayon emas.
a,b,c va d nuqtalar gaysi gismlarga tegishli ekanligini darrov bilib
boflmaydi. Shu ko‘rinishdagi holatlarga quyida keltirilgan Jordan teo-
remasi javob beradi. Aylanaga gomeomorf boflgan yopig chizig sodda
yopiq chiziq deb ataladi (Jordan chizigG ham deyiladi).
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Jordan teoremasi. Ixtiyoriy sodda yopiq chizig tekislikni ikkita
komponentaga ajratadi. Bu komponentalarning biri chegaralangan boiadi.

Jordan teoremasining Jordan ko'pburchaklari uchun isbotini kelti-
ramiz. Agar Jordan chizigi chekli sondagi to‘g‘ri chiziq kesmalaridan
tashkil topgan boisa, u Jordan ko‘pburchagi deyiladi.

Isbot. Aytaylik, Ca R2 tekislikda Jordan ko‘pburchagi boisin,

R2\C ning ikkitadan kam boimagan komponentasi mavjudligini ko rsa-
tishimiz kerak.

Pe R2\C nugtani olaylik. R nugtadan chiggan ixtiyoriy nurai garay-
lik. P(r,p) orgali C ko‘pburchak bilan r nurning quyidagi shartlami

hisobga olib sanalgan kesishishlari sonini belgilaymiz. Agar r nur V
uchdan o‘tsa yoki C ko‘pburchakning butun tomonini o‘zida saglasa, u
holda bu kesishishni 2 marta deb hisoblaymiz. Agar tomonlari V yoki L
bilan go‘shni boiib, r nurdan bir tomonda yotsa, kesishishlar bir marta
hisoblanadi.

8.6.4-rasm
Masalan, 8.6.4-rasmda P(rvp)=\ P(r2p)=1 Pr3p)=\ P{rApY~5,
P(rp)=3, P(r6,p) =3, r nurning r nuqta atrofidagi P(r,p) qgiymati
0'zgarib turadi, lekin P(r,p) ning juft son ekanligi o‘zgarmaydi. Shu
sababli P(r, p) sonning juft yoki togligiga garab, R nugtaning juft yoki
toqligi xossalarini uning juflti deb ataymiz.

Shunday qilib, R2\C to‘plam ikkita juftlik va toglik nuqgtalar to‘p-
lamiga ajraladi va bu to”plamlar mos ravishda” \&Xt bilan belgilanadi.

Maiumki, R2\C =XjU Xtva XjnXt=0 .
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Aytaylik, PeR2\C va p{p,C)-s. Bundan Be(p)cz R2\CBs(P)

todlamning barcha nuqtalarining juftligi R nugtaning juftligi bilan ustma-
ust tushadi. xe Ba(p) nugta uchun uchi R nugtada va x nugtadan o4uvchi
nurni olish kerak. Demak, X} va Xttodlamlar ochiq to‘plamlardir, bu esa,
X\C ning bog‘lamsiz to'plam va ikkitadan kam boimagan komponen-
taga ega ekanligini ko‘rsatadi.

Endi Xj va Xt todplamlarning chizigli bogflamli ekanligini ko4sa-
tamiz. Buni isbotlash uchun S siniq chizigning ixtiyoriy birorta kesmasini
olamiz va uning yaqin atrofida ae R2\C va be R2\C nugtalarni tan-
langan kesmaning turli tomonlarda birinchisini ikkinchisini Xt to*p-

lamdan olamiz. Ya’ni, ae ~ >be Xt. Agar r nugta R2\C ning ixtiyoriy

nugtasi bo‘lsa, u holda, R2\ C da r nugtani C ga yagin birorta nugta bilan
tutashtiruvchi yo4 mavjud (C siniq chizigdagi tanlangan kesmaga yaqin
bodishi shart emas). Shu yofl C sinig chiziq bo‘ylab yagin nuqgtalarga
shunday davom ettiriladiki, bu yofl R2\ C dan qolsin va a va b nugtaga
yetib kelsin. Bunday mulohaza yuritish X} va X{to‘plamlarning chizigli
bog'lamli ekanligini ko'rsatadi. Natijada, bu to'plamlarning bogflarnli
ekanligi kelib chigadi.

Jordan teoremasining ikkinchi shartiga kelsak, chekli sondagi siniq
chiziglarning (kesmalarning) uzunligi chekli R sondan (C siniq chizigni
tashkil gilgan kesmalar uzunliklari yig'indisidan) iborat bo'ladi. C siniq
chizigning ichida yotgan ixtiyoriy R nuqtaning BR(P) atrofini olsak, bu
siniq chiziq S o‘rab turgan soha BR(P) ninggismi bodadi. Demak, bu soha-

larning biri chegaralangan ekan.

Jordan teoremasida keltirilgan sodda Jordan chizig‘i C tekislikda
ikkita sohaning umumiy chegarasidan iborat bo‘Imoqda. Intuitsiyamiz ham
tekislikda chiziq ikkita sohaning chegarasi bo‘ladi, degan faktni tasdig-
laydi. Lekin, aslida, intuitsiyamiz xatolikka olib kelishi mumkin.

Misol. Tekislikda bir vagtda uchta sohaning umumiy chegarasi bocla-
digan chiziq mavjuddir.

Bunday chiziglar mavjudligini birinchi bo‘lib yapon matematigi
K. Yoneyama ta’riflab ko‘rsatgan. Bu misol VVa’da kofilari nomi bilan ham
ataladi.

1917-yilda yapon matematigi tabiatda bunday ko'llar (Va’da) mav-
judligini paygaydi. Faraz qgilaylik, dengiz bilan o'ralgan quruglik (orol)
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bo‘lib, bu orolda ikkita issiq va sovuq suvga ega bo'lgan ko'llar mavjud
bo‘lsin. Dengiz va ko‘llardan quruglikka suv olib kelish uchun kanallar
quriladi. Bu sohani go‘sh halga ko ‘rinishida tasavvur gilamiz (8.6.5-rasm).

&6.5-rasm

Qulaylik uchun bu ko'llardagi suvlarni har xil ko'rinishda tasvir-
laylik. Endi dengiz va ko‘llardan kanal gazib, vaqtning t =0 momentida
dengizdan quruglikka dengiz suvini yetkazib beruvchi har bir nugtalaridan
1 (birlik) dan kam bo‘lImagan masofada odgan kanal gaziymiz. Vaqtning

t:ZE momentida esa, birinchi koMdan uning suvini quruglikka (orolga)
yetkazib beruvchi va quruglikning har bir nuqgtalaridan > dan kam
>

bo‘lmagan masofada o‘tgan kanal gaziymiz. Vaqtning /:4— momentida
esa, ikkinchi koMdan uning suvini quruglikka yetkazib beruvchi qurug-
likning har bir nugtasidan T dan kam bo‘lgan masofada o‘tgan kanal
gaziymiz. Shu jarayonni davom ettirib, vaqtning t= niomentiga

mos suv havzalarining suvini quruglikka yetkazib beruvchi, quruglikning
har bir nugtasidan (VyT dan kam bo‘lmagan masofada o‘tgan ariq
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gaziymiz. Albatta, bu gazilayotgan kanallar o‘zaro kesishmaydi. Ikki koi
0°‘z kanallari bilan uchta ochig bogiamli sohani (to‘plamni) tashkil qildi,
quruglikning golgan gismi bularga umumiy chegara vazifasini o'taydi.

Agar koilarning birini sovuq, ikkinchisini issiq suvli koilar deb
tasawur qilsak, yugorida keltirilgan VVa’da ko‘llari misolida oxir-oqibat
sovug, issig va dengiz suvlari majmuiga (tofrga) ega boiar ekanmiz, lekin
bu suvlar to‘ri hech gayerda birga qocshilib ketmaydi. E’tibor bersangiz,
har bir kanal gazilganidan keyin quruglikning golgan gismi bitta yaxlit
boiakni (bogiamli to‘plam) tashkil giladi. Quruglikning oxirida golgan
gismi “chizig” boiib, bu chizigning har bir nuqtasidan yetarlicha kichik
masofada issiq, sovuq va dengiz suvlari joylashadi.

8.7-8. Urisers chiziglari

Maiumki, Evklid o‘zining “Negizlar” asarida chizigni (egri chizigni)
“ensiz uzunlik” deb ta’riflagan. Biz bu iborani ta’rif sifatida qabul
gilmasak-da, lekin u chizigni ayniy tasawur gilishimizda bir turtki boiishi
mumkin. Oldingi boblarda chizigni to4y‘ri chizig gismlarining gomeomorf
obrazi deb gabul gilishimizga garamay, bu figura Evklid iborasiga doimo
to‘g‘ri kelavermasligini tasdiglash magsadida bir taajjubli tuyulgan misolni
keltiramiz. Bu misoldan va oldingi boblarda keltirilgan maiumotlardan
koGinadiki, chiziq oddiy flguralar safiga kiravermas, ba’zida chiziq yuzasi
ma’lum bir sathni egallab turar ekan.

Endi misolga gaytaylik. Yuzasi 1 gateng boigan kvadrat olib, undan

yuzasi 1 gateng bo‘lgan kresbii olib tesWayn,iz(8.7.1-rasm).
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Natijada, 4 ta kvadrat qoladi, bu kvadratlaming har biri uchun yana
oldingi ishni takrorlaymiz. Olib tashlangan krestlarning izlari 8—ni tashkil

gilsin va hokazo. Shu jarayonni davom ettiramiz. Oxirida hosil boigan
figurani A bilan belgilaymiz. Bu figura AlnA2n..,.nAy kesishmadan

iborat boiadiki, bu yerda An figura n marta bajarilgan ishlardan keyin

(04)
hosil boigan figuradir. Ya’ni, A=C\An. Bu yerda A figura ayrim-ayrim
=1

boiaklarga ajralib ketgan kvadratlardan (tashlab yuborilganlardan golgan
figura) iborat boiadi. Lekin qolgan A figura musbat yuzaga ega boiar

ekan. Hagigatan ham, birinchi bosgichda biz kvadratdan — yuzaga ega
krestni chiqgarib tashladik, keyin J/g, so‘ng va hokazo. U holda

limitda hosil boigan A figuraning yuzasi 1— + ) ga teng
boiadi. Qavsda turgan yigindi geometrik progressiya bo‘yicha hisob-
lansa, — ga teng boiadi. Bundan A figura — yuzaga ega boiar ekan.

Endi shunday sodda chiziq (kesmaga gomeomorf) quramizki, u chizig A
figuraning barcha nuqgtalaridan oisin. Birinchi bosgichda hosil gilingc n
toGtta kvadratni qoplaydigan kirillcha wll” harfi shaklida buklang”

225



yodakcha (8.7.2-a-rasm) yasaylik. Keyin yo‘lakchani toraytirib va yana
buklab, 16 ta ikkinchi bosqichda olib tashlangan kvadrat yuzasicha kamay-
tiramiz (8.7.2-b-rasm).

8.7.2-rasm

0 ‘zidan oldingi figuralaming har biri uning ichida joylashadi va u
bilan birga dastlabki figura ichida yotadi. Binobarin, uning yuzasi 7 dan

kam emas, 0‘zi esa, qing‘ir-giyshiq, egri-bugri ko‘rinishdadir. Bu figuraga
(chiziqga) “ensiz uzunlik” deb bo'Imaydi.

Oldingi boblarda Urison chizig‘ini odchami 1 ga teng bogdamli
kompakt togplam deb ta’riflagan edik. Barcha chiziglarni (giperbola,
to‘gai chizig va hokazo) o‘z ichiga olgan ta’rifni keltiradigan bo'lsak,
Urison chizig‘i ta’rifidagi kompaktlarni lokal kompaktlarga, bog‘lamlikni
chekli sondagi o‘zaro kesishmaydigan bog‘lamli yopig to‘plamlarning
birlashmasiga almashtirish mumkin. Urison chizig‘iga kesma, 8eln3kly
gilami, Menger chizig‘i va Kantor chizig‘i misol boda oladi. Kantor
tomonidan chiziqgqga berilgan ta’rifni fazoga nisbatan joriy qgilishning iloji
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yoay. Masalan, fazoda ichki nugtalarga ega boimagan yassi kontinuum
mavjud (ellipsoid yoki doira). Peano chiziglarini oladigan boisak, ularni
Urison chizigi deb ayta olmaymiz.

8.8-8. Oichamlar va o‘lchovlar

Maiumki, funksional analizda oichovlar nazariyasi, algebra va geo-
metriya fanlarida oichamlar nazariyasi fanlari mavjuddir. Algebrada chi-
zigli fazolarning oichami ko'pincha chiziqli erkin vektorlar maksimal soni
bilan oichanadi. Geomometriyada ham chizigli vektorlar va affin fazolar
gismida chiziqgli erkin vektorlar soni fazoning oichami deb yuritiladi.
Topologiya va algebraik topologiya fanida esa, biz fazoning sof topologik
ind, Ind va dim oichamlari tushunchalari bilan tanishdik.

Fazolarning gomologik va kogomologik oichamlari tushunchalari
ham mavjuddir. Biz adabiyotlarda ishlatayotgan “mera” sofzi ofniga oi-
chov sofini, “razmemost” so‘zi oaniga “oicham” sofzini ishlatib keldik
va shunday davom etamiz. Oichov va oflchamlar tushunchalari orasida
juda yagin bogiiglik mavjud. R oichovli (p>0) oichov metrik fazolar
uchun umumiy holda Xausdorftomonidan aniglangan.

Bu oichov Lebeg ma’nosidagi oichov bilan chambarchas bogiiqgdir.
n oichamli fazo n oichovli oichovga ega, lekin oichovi n ga teng
boigan fazo n oichamga ega boiavermaydi.

Masalan, irratsional sonlar tofplami J (tofg‘ri chizigning birlik kes-
masida), S Kantor mukammal tofplamlarining oflchami 0 ga teng, lekin J
ning (chizigli) oichovi 1 ga, S ning oichovi 0 ga tengdir. Shuni aytish
mumkinki, J topologik ma’noda S da yotadi, J ning topologik obrazi
mavjudki, uning oichovi nolga teng. X metrik fazo boisin, r hagiqiy
nomanfiy son, ya’ni 0<p <oo, berilgan s >0 son, uchun

il
Bu yerda, X = Ixtiyoriy sanoqli sondagi diametrlari
8 dan kichik tofplamostilarga yoyilmasi; 6,(A) to”“plamdagi /1 ning dia-
metri <e dan kichik va [<5(E)]° =0 deymiz, agar R 0 boisa, [<B(E)]° =1
deymiz. Agar aksincha boisa, r daraja ko‘rsulkichidir. Hndi quyidagi sonni
aniqlaymiz:
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LLIX ) 1@40K»LL
Tp(X) sonX fazoning R o‘Ichovli o‘lchovi deyiladi,
0 uchun

mO(X) =0, agarX =0 bo‘lsa;
mO(X)-n, agar \X\=n bo'lsa;
M X) =00, agar |X |[>%0 bo‘lsa, ular o‘rinli boMadi.

Agar p<q bo‘lsa? mp(X)>mq(X).
Hagigatanham, p<qg va mp(X)<oo dan /1 (jr) =0 kelib chigadi.

OMchovning dim oMcham bilan bog‘liglik holatini keltiramiz.

Agar X metrik fazo (sanogli bazaga ega bo‘lgan fazolarni ko‘rgan-
miz) o‘lchami dimX<n,(n<co) bo‘lsa, mn(X)> 0 bo‘ladi. Agar X metrik
fazo uchun mmi(X)=0(0<n<oo) o‘rinli bo'lsa, u holda dimX <n bo‘ladi.

Ixtiyoriy X metrik fazo berilgan boisin. X fazo uchun mp(X)>0

bodadigan r haqiqiy sonlarning eng yuqori chegarasiga X ning Xausdorf
olchami deyiladi, ya’ni D(X)gsup{p:mp(X) > 0}. Bu ta’rifdan va oldingi
o‘Ichov to‘g‘risidagi mulohazalardan ko‘rinadiki, ixtiyoriy metrik fazo
uchun dimX < D(X) o'rinli.

Fazoning Xausdorf o‘lchami D butun son bo'lishi shart emas.
Masalan, Kantorning mukammal to‘plami S ning Xausdorf o4chami

D(C) = | ‘J’ = 0,63093 dan iborat.
g

Xausdorf o'lchami va goplamlar ma’nosidagi oMcham dimlar ora-
sida quyidagi tenglik mavjud. 6\mX ~inflzZ)~1):~ 1} ga X gomeomorf
(topologik).

Shuni aytib o‘tishimiz kerakki, “yaxshi” fazolar uchun Xausdorfoi-
chami D va dim o‘lchamlari bir xil bo‘ladi.

Kompakt fazolarning biz keltirgan to‘rtta o‘lchamdan tashqari
fazoning ko‘pgina geomometrik xossalarini, deformatsiyalarini qo‘llab
o‘rganadigan fazolarning fundamental va sheyp o‘lchamlari ham mavjud.
Bu oMchamlar orasida ham turli munosabatlar o‘rnatilgandir.

228



8.9-8. Fraktallar

Oldingi boblarda o‘lchamlar nazariyasi hagida ba’zi ma’lumotlarga
ega bofldik, asosiy ofichamlar (geometriyada va topologiyada ishlatib keli-
nayotgan) dim, ind va Ind xossalari bilan tanishdik. Lekin, matematika-

da, mexanika va fizikada kofp hollarda shunday tofplamlar (figuralar)
uchrab turadiki, bu tofplamlarning oMchamini o'rganishda oflchamlar
nazariyasi tushunchasi maxsus muhokamaga ega bo‘ladi. Ba’zan fizikada
uchrayotgan jarayonlarda oflchamning tabiiy ravishda bitta emas, bir
necha odcham invariantini aniqlashga tofg‘ri kelmoqda. Ma’lum bir
murakkabroq, qandaydir ma’noda “ekzotik” va patologik holatlarda obyekt
(figura) larning har xil o‘lcham tushunchasi har xil sonlarga olib keladi.
Yaqin-yagingacha yugoridagi holatlar, asosan, amaliyotda kam qo‘llani-
ladigan fazolar sinfi, fizika va boshqga fanlarda uchraydi deb yuritilar edi.
Yaginda aniglandiki (deyarli aniq bo'ldiki), anomal nuqtai nazardan
matematikaning klassik fizika bilan bogfliq sohalarida o@chamlarning,
masalan, differensial tenglamalar nazariyasida (“qiziqarli attraktorlar”) va
boshga obyektlar (figuralar) dagi go‘llanishi uchrab turibdi. Shular sababli
yana o‘lchamlar nazariyasining turli o‘lchamlarini o'rganish va tahlil
gilishga qizigish ortdi. Fraktallar va fraktallar geometriyasi tushunchalari
ishlab chiqildi va o‘rganila boshlandi.

Bizga X kompakt berilgan bo‘lsin. X kompaktni metrik fazo deb
olaylik. Bezikovich isbotladiki, ixtiyoriy X kompakt uchun doimo shunday
D haqigiy son topiladiki, uning m— oMchovli Xausdorf oMchovi m<D
bodganda cheksiz, m> D bo‘lganda, nolga teng. Biz oldin ham keltirgan
edikki, bu o‘lchov Xausdorf o'lchami deyiladi. Koggina adabiyotlarda bu
Xausdorf-Bezikovich oichami deb ham yuritiladi. D - (X) songa X ning

kritik o4chami ham deyiladi. OMchami D >dim bo‘lgan to”*lamlar (figu-
ralar) fraktal deb ataladi. Xususiy holda o‘lchami butun son bodmagan
to‘plamlarga ham fraktallar deyiladi.

Oldingi boiimda ko4satdikki, Kantorning mukammal to‘plami

Ig 2
Xausdorf odchami --Ig--é-:0,6309 bo'lar edi. Shu sababli Kantorning
g
mukammal toglami ham fraktal boMar ekan. Kantor tofplamining tuzilish
jarayonini ozgina ofzgartirib, Xausdorf oflchami oldindan berilgan

Ae (0,1) songa teng bo'ladigan to'plam qurish mumkin bofladi. Bofh
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to‘plam uchun dim” =0 boiib qolaveradi. Serpinskiy gilami ham
fraktalga misol boia oladi. Fraktallar tabiiy ravishda tekislikda kompleks
almashtirishlarda ham paydo boiadi. Fraktallarga misol sifatida
8.9.1-rasmdagi figuralami ham keltirish mumkin.

8.9.1-rasm

V11l bob yuzasidan foydalanishga tavsiya etilayotgan
adabiyotlar sharhi

Kantorning mukammal to'plami 3, 9, 53 ragamlar bilan berilgan
adabiyotlarda, Kantor zinapoyasi 70 ragam bilan berilgan adabiyotda,
Peano chiziglari bayoni 2, 70, 54 ragamlar bilan berilgan adabiyotlarda,
Jordan teoremasi va Va’da chizigi 20, 2, 5, 54, 70 ragamlar bilan berilgan
adabiyotlarda, Serpinskiy gilami va Menger universal chizigi 2, 5, 20, 54,
70 ragamlar bilan berilgan adabiyotlarda, oichamlar 3-4, 19, 34, 70, 105,
108 ragamlar bilan berilgan adabiyotlarda, oichovlar 34, 53, 82 ragamlar
bilan berilgan adabiyotlarda, fraktallar esa, A.T. Fomenkoning 95 ragam
bilan berilgan monografiyasida batafsil yoritilgan.
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