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Педагогика институтларининг математика ва физи- 
ка-матемагика факультетларида Укитиладиган „Мате- 
матикадан амалий машрулотлар' курси узининг тузи- 
лиши ва вазифаси буйича шу факультетларда укити- 
ладиган „Алгебра ва сонлар назарияси", „Математик 
анализ“ ва „Геометрия" курсларидан талабалар олган 
назарий билимларни урта мактаб магематикаси билан 
боглаш, талабаларда масала ва мисоллар ечиш мала
касини такомиллашгириш, ривожлангириш билан бирга 
уларни бевосита Укитувчилик касбига тайёрлашдан хам 
иборагдир. Мазкур кулланма юкорида айтиб ^тилган 
„Математикадан амалий машрулотлар" курси програм* 
маси асосида ёзилган булиб, математиканинг арифме
тика, алгебра, тригонометрия, геометрия булимларини 
камраЗ олган. Унда шунингдек, шу б^лимларга таал- 
луцли булмиш ечилиши мураккаброк булган масалалар 
*ам берилган.

Барча мисол ва масалалар иложи борича типларга 
ажратилиб, ^ар бир типдаги мисол ва масалаларни 
ечиш учун методик курсатмалар берилди. Уйлаймизки, 
Кулланма талабаларнинг математик кобилияти ва мада- 
ниятини шакллантирибгина ^олмай, уларнинг матема
тиканинг асосий курсларидан олган билим ва малака- 
ларини урта мактаб математикаси билан боглаш хамда 
уни такомиллашгиришга ^ам ёрдам беради. У яна ш у
нингдек мисол ва масалалар ечиш методларидан ра- 
ционал фойдаланишга, улар усгида изланишга, мавжуд 
математик билим ва малакаларни унумли татбик ки- 
лишга хам ургатади деган фикрдамиз.

К^лланмани яратишда ундаги темаларга дойр ада- 
биётдан кенг фойдаланилди. Фойдаланилган адабиёт 
руйхати кигоб охирида келтирилган.

Кулланмада куйидаги белгилашлардан фойдала
нилди:

1. N  — натурал сонлар туплами.
2. Z  — бутун сонлар туплами.
3. Q — рационал сонлар туплами.



4. R  — ^акикий сонлар туплами.
5. С — комплекс сонлар туплами.
6. | х | . . . )  — . . .  хосса билан берилган х  сонл** 

туплами.
7. d f  — таърифга кура.
8 Д — конъюнкция белгиси ( Вва“ ).
9. V — дизъюнкция белгиси ( яёки“).

10. V  — умумийлик квантори („ихтиёрий*).
11. 3  — мавжудлик квантори („мавжуд*4).
12. g  (*) | <р (*) — ифода <р(я) куп^ад £ ( х )  к^п^адга 

колдицсиз булинишини билдиради.
13. а \ Ь  ифпда а соннинг b сонга колдицсиз булини- 

шини биллиради.
Кулланманинг I — III бобл?пи \амда „Ечилиши му- 

раккаброк булган масалалар*1 б^лими Т. Р. Толаганов 
томонидан, IV — VII боблари эса Т. Р. Толаганов ва
A. А Норматовлар томонидан биргаликда ёзилган. 

Кулланмани нашрга тайёрлашда берган фойдали
маслахатлари учун Низомий номидаги Тошкент Давлат 
педагогика институти алгебра ва сонлар назарияси ка- 
федрасининг доценти Т. Ёцубов, геометрия кафедраси- 
нинг доценти Р. Юнусметов, математика укитиш ме- 
тодикаси кафедрасининг доценти С. А. Ахмедов ){амда
B. И. Ленин номли Тошкент Давлат университегининг 
математика ^цитиш мегодикаси кафедрасининг доцент- 
лари М. Сахаев, Д. Сагуболдиев ургоцларга миннат- 
дорчилик изхор циламиз.

М уаллиф лар

А



1-§ . Цолдицли ва  цолдицсиз булиш

Урта мактаб математика курсидан маълумки, бутун 
сонлар туплами Z —\... —3, —2, —1, 0, 1, 2, ...} билан 
белгиланади.

Бутун сонларнинг булиниши деганда биз цолдикли 
ва цолдицсиз булишни тушунамиз.

а  ва b бутун сонлар берилган булсин. Агар улар- 
нинг бирини иккинчисига булсак, a — bq-\-r\  0< .г  <Ь 
хосил булади, бу ерда а — б^линувчи, b — булувчи, 
q — булинма, г  — колдик дейилади. Агар г ф  0 булса, 
цолдикли булишга, агар г  =  0  булса, колдиксиз булиш- 
га si а буламиз. 2, 3, 4, 5, 9, 10 га булиниш белгилари 
(аломатлари) мавжуд булиб, улардан масала ёки ми- 
солларни ечишда фойдаланилади.

а сонни q га булганда r t колдик. Ь ни q га бул- 
ганда г а колдик колиб, г, =  г2 булса, у холда а ва b 
сонлар т е н г  к о л д и к л и  сонлар деб аталади.

Бизга a, b £ Z  сонлар берилган булса,

(а +  /7)2 =  а2 +  2ab +  Ь* =  аА2 +  Ь2; А2 =  а-\- 2Ь,
(а +  b y =  аА3 +  68, (а +  b y  =  аЛ4 +  64, . . .

тенгликлардан (а +  Ь)п =  аАп-{- Ьп ни ёза оламиз.
Агар Ь — I булса, ( а \ ) п = аАп + \ ,  

агар я  =  2k, b =  — 1 булса, (а — \)п =  а А я +  1, 
агар /г =  2£ +  1, b =  — I булса, (а  — 1 )я =  а Л я — 1 
ларни *осил киламиз.

1 -теорема. Агар а сон b га цолдицсиз булиниб , 
\ Ь \ > \ а \  булса, у х,олда а  =  0 булади.

2 - теорема, а бутун соннинг b сонга цолдщсиз  
булиниши учун | а |  ! |&| булиши зарур ва етарлидир.

3- теорема. Агар ЩЛЬ, i =  I, п, at £ N  булса, у *ол-
П

da 2  ai\ b булади.
i=i
1- м и с о л .  51У ни 4 га булгандаги колдицни топинг.
Е л и  ш. 5 ' 9 -  (4 +  1)18«=4 Л 1в +  1, демак, колдик 

г  — 1 б^лар экан.

б



2* м и с о л .  (З198 — 717) айирмани 2 га б^лгандаги 
колдицни топинг.

Е ч и ш .  З198-  717= ( 2 + 1 ) ш  -  (6  + 1)17 =  2Л 1М + 1  -
— 6Л 17 — 1 =  2А т  — 6Л 17, бундан колдик г =  0 га тенг 
экаии келиб чицади.

Машцлар
1. Агар айирмада камаювчини п марта камайтирилса, айри- 

лувчини п марта камайтирилса ёки камаювчи ва айирмани п марта 
камайтирилса, айирма кандай узгаришини аникланг.

2. Агар икки сон купайтмасида купаювчини п  марта ортти- 
рилса ёки купайтирувчини k  марта камайтирилса ёки *ар иккала- 
сини бир вактда мос *олда п ва k  марта орттирилса купайтма 
кандай узгаради?

3. Агар колдикли булишда булинувчи ва булувчини п марта 
орттирилса ёки камайтирилса колдик кандай узгаради?

4. Агар колднкли булишда булинма бир неча сонларнинг йи- 
гиндисидан иборат булиб, кУшилувчилардан бирини булувчига( 
каррали сон кадар орттирилса ёки камайтирилса колдик узгармас- 
лигини исботланг.

5. Агар колдикли булишда купайтма п та бутун сон купайт- 
масидан иборат булиб, купайтувчилардан бирини булувчига кар
рали сон кадар орттирилса ёки камайтирилса колдик узгармасли- 
гини исботланг.

6. Берилган булинувчини шундай сонга купайтирингки, булин
ма Узгармасин.

7. Колдикли булишда кандай шарт бажарилганда, а сонни Ь 
ва b +  1 сонларга булганда булинмада бир хил сон досил булади?

8. Агар кетма-кет келган учта натурал сондан уч хонали сон 
тузилган булса, ,уни тескари таргибда ёзиб, сунгра каттасидан 
кичигини айирганда хосил булган сонни 198 га булганда колдикдз 
ноль ^осил булишини исботланг. v

9. Берилган уч хонали сон билан унга тескари тартибда олин- 
ган сон орасидаги фарк 9 га колдиксиз булинишини исботланг.

10. Ихтиёрий био, хил ракамдан ташкил т о т  ан уч хонали сонни 
о / га булганда кол, х ноль булишини исботланг.

11. 3“ о ни 7 га булгандаги колдицни гопинг.
12. 51085 ва 917 сонларининг айирмасини 4 га булганда колдик 

йОлга тенг булишини исботланг.
13. Икки натурал соннииг *ар бирини 3 га булганда биринчи- 

сининг колдири 1, иккинчисиники 2 булса, уларнинг купайтмасини
3 га булганда колдик 2 булишини исботланг.

14. Агар а2, . . . ,  ап ва Ьх, Ь.ъ  . . . .  Ь„ бутун сондарни мос 
долда k  натурал сонга булганда колган колдицлар тенг булса, у 
холда

Ц ф  ва 2 ^ 1  еки ва П 1̂
1=1 1=1 /—1 <—1

сонларни *ам k  га булганда колган колдиклар тенг булишини 
исботланг.

15. Кетма-кет келган ихтиёрий учта натурал соннинг купайт- 
маси 6 га колдиксиз булинишини исботланг.

в



16. Кетма-кет келган ихтиёрий тУртта натурал соннинг купайт- 
маем 24 га ^олдиксиз булинишнни исботланг.

17. п  (л -+• 1) (л -+- 2) (п +  3) 4- 7  сонни 3 га булгандаги колдик
7 ,м* садши 6 га булгандаги колдикка тенг эканини исботланг.

18. Берилган ихтиёрий n £ N  сон учун л4 +  6л3 +  11л2Н-6л сон
24 га колдиксиз булинишини исботланг.

19. Берилган ихтиёрий n £ N  учун л  (л8 — 1) (ла — 5л ■+■ 26) сон 
120 га каррали эканинИ исботланг.

20. Берилган ихтиёрий a, b £ N  сонлар учун ab (a2 +  ft8) (as—b3) 
сон б га колдиксиз булинишини исботланг.

21. Куйндаги сонларни булишдаги колдикни топинг:
а) 15256 hjj, 17 га; б) 6592 ни п  га; в) 7100 +  17100 ни 13 raj

г) i 3 i e _  225.5ib ни З г а  ва 37 га; д) (116 +  |Ш Ш  ни 8 raj 
е) 3333+  1 ни 5 га; ж) 43*3 — 17t7 ни 10 га.

2‘ §* Туб ва мураккаб  сонлар

Т а ъ р и ф .  1) Агар берилган а>1  натурал сон факат 
иккита (бир ва шу соннинг узи) булувчига эга булса, 
у *олда а туб сон дейилади.

2) Агар а >  1 натурал соннинг булувчилари икки- 
тадан оргик булса, а мураккаб сон дейилади.

1 туб сон хам, мураккаб сон Зрй; эмас, чунки унинг 
б^лувчиси битта, у хам булса унинг узи.

Берилган а мураккаб соннинг бирдан фаркли энг 
кичик булувчиси туб сон булиб, у V а  дан катта бу- 
лолмайди. Бундан а мураккаб соннинг туб булувчи- 
ларини излашда фойдйланилади. а  сондан к а т т а б у л -  
маган туб сонлар жаавалини тузиш учун Эратосфен 
галвири  деб аталадиган усул мавжуд б^либ, бу усул 
буйича сонлар кетма-кетлигида бирдан фаркли dx туб 
сон топчлиб, сунгра /?, га каррали булган сонлар учи- 
рилади. Сунгра р2 га каррали б^лганлари учирилади 
ва хоказо; маълум ка дам дан сунг 1 дан а  гача булган

-  натурал сонлар орасида факат туб сонларгина учирил- 
май коладиГ Натижада 1 дан а гача булган барча туб 
сонлар $осил булади.

Хар кандай мураккаб а  сонни а =  /?“• 
шаклда ёзиш мумкинлигини эслатиб утамиз, бу ёзув 
а  соннинг каноник ёйилмаси дейилади. Бу ерда 
а2, . . .  , ап лар ри р 2, . . .  , рп туб сонларнинг а  га 
Кандай (неча) карралик билан кирганлигини билдиради.

Берилган а  соннинг ихтиёрий б^лувчисини куйида- 
ги L == jpf1. . .  р$пп куринишда тасвирлаш мумкин. Бу
ерда Зг лар 0 <  Ц Щ %  
ради.



Масалан, 48 =  24 • 3 куринишида тасвирлаш мумкин, 
48 нинг булувчилари ни ю пиш да эса (1, 2, 3, 4, б, 8 , 12, 
16, 24, 48 ларни ^осил цилиш учун) 24*3 нинг узидан 
фойчаланилади, яъни 2°-3°; 21-30; 22*3°; 21-3‘; 2°*31; 
23-3°; 22 3; 23-3; 24-3°; 24-3 хосил булади.

Агар i ( a \  орцали а натурал соннинг барча турли 
натурал булувчилари сонини, s (а) оркали эса шу бу- 
лувчилар йигиндисини белгиласак, у  холда •с(48)=10, 
s(48) =  124 га тенг булади.

Теорема. Агар а натурал соннинг каноник ёйил-
маси а — р \ ' . .  . р апп булса , у %олда

х (а ) =  (а, +  1) (а2 +  1) ... (ая +  1),

р1,+' ~ I  р>+'~  1s \й) — -----------  ------------—. .  . -----------
Р\ — 1 Рз -  1 Рп — 1

булади.
М и с о л .  21 ва 56 сонлари орасидаги туб сонлар 

жадвали тузилсин.
Е ч и ш .  Бунинг учун 21 дан 56 гача булг )  сонлар 

жадвалини тузиб оламиз. Сунгра 2 га, 3 га, 5 га, 7 га,
11 га, 13 га. 17 га, 19 га, 23 га каррали булган сон- 
ларни учирамиз, яъни:

I ...... „  ̂ ^
Ш  3 7 ,  § Ц  4 6 , 4 1-, Ш  4  3 ,  Щ Щ Ш 4 7 ,  Щ

■ - т  -  .И|
Натижада 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53 туб сонлар ко- 
лади.

Машцлар
22. 2320 ва 2350 сонлар орасида туб сон бор ёки йУклигини

аницланг.
23. Куйидаги сонларни туб купайтувчилар купайтмасн кури- 

нишида тасвирланг:
420, 126, 525, 529, 1514, 1817, 67283,
1224433, 221703, 28303937, 3082607,
138364854. 16304642, 121844682.

24. 218 +  З18 ни туб кУпайтувчиларга ажратинг, унинг каноник 
ёйилмасини тузинг.

25 п нинг барча натурал кийматларида п* +  4  мураккаб сои  
эканини исботланг.

26. Агар 4р* -{- 1 ва 6р* +  1 лар туб сонлар булса, у  *олда р  
туб сонни топииг.



27. Агар р - \ - 10 ва р +  14 лар туб сонлар булса, у *олда р  
туб сониинг кийматини топинг.

28. Агар т  ва п натурал сонларни 3 га булганда колдикда
1 ва 2 \оеил булиб, Ь >  3 булса, у  холла b, ь ц- т , b +  п сонлар 
бир вактда туб сон була олмасли»ини исботланг.

29. Барча 2р - \ - 1 (р  — туб сон) бутун сонлар ичида ягоиа шун- 
дай сон мавжудки, факат угина тулик куб хосил к;идишини кур- 
сатинг.

30. р > 5  туб соннинг квадрати 30 га булинганда колдикда
I ёки 19 *осил булишини курсатинг.

31. Агар р  ва q туб сонлар булиб 3 дан катта булса, у  холла 
pi  _  q* сон 24 I а каррали эканини курсатинг.

32. Агар берилган А  сонни А =  а 2 +  Ьг =  с* d* куринишда 
тасвирлаш мумкин булса, у  холда А  мураккаб сон эканини исбот
ланг. {а, Ь, с, d — бутун сонлар).

33. 235*4-972* ни купайтувчиларга ажратинг.
34. З10 +  З6 + 1  сонни купайтувчилар. а ажратинг.
35. п натурал соннинг шундай кийматини топингки, п, 

п  +  10, п +  14 ва п +  20 сонлар* туб сонлар булсин .
36. Куйидаги сонлар 1) р-j-5 ва Ю. 2) р; р  +  2; ва р +  5;

3) 2я — 1 ва 2п +  1 (бунда п > 2) бир вактда туб сонлар була 
олмаслигини исботланг.

37. Агар р  ва 8р'2 4 -1  туб сонлар булса, у холда 8р* +  2р +  1 
сон хам туб сон эканини исботланг.

3-§ . Эвклид алгоригми. ЭКУБ ва" ЭКУ К ни 
топиш

•
Берилган сонларнинг энг катта умумий булувчиси 

ёки энг кичик умумий булинувчисини топиш масаласи 
бевосита Эвклид алгоритми тушунчаси билан боглщ - 
дир. Берилган а  ва п (а  >  Ь) натурал сонларнинг энг 
катга умумий булувчиси (ЭКУБ) D {a , b) учун Эвклид 
алгоритмидан фойдаланамиз, яъни:

а  =  bqx +  гх 0 <  г, <  Ь\
b =  r {q2 +  r 3, 0  < г 2< г , ;
П  — r2q9 +  г8, 0 <  г ,  <  г 2;

/•„-2 =  f n - Л ц  +  Гп* ° < Га <  Гп - 1? 

r n - i  “  rn Qn+1* г «+1 Тг

Хосил килинган нолдан фаркли а  ва b сонларнинг 
ЭКУБи rK =  D (a , b) дан иборат булади. Агар берилган
а, Ь, с, . . .  , /  сонларнинг ЭКУБ ни топиш талаб цилин- 
са, Эвклид алгоритми ёрдамида: dx =  D ( a ,b ), сунгра 
d 2 =  D (d xc) ва ^оказо, маълум (п — 1) ка дам дан кейин 
d n_ x =  D  (^л_ 2, / )  ^осил булади. Натижада dn_x =



=  D  (a, b, c, . . .  D L) булади. Берилган а ва b сонлар
нинг энг кичик умумий карралиси (ЭКУК) ни К  (а, Ь) 
оркали белгилаймиз.

М и с о л .  2346 ва 646 сонларининг ЭКУБ ва ЭКУК 
ни топинг.

Е ч и ш .  Бунинг учун Эвклид алгоритмини татбиц 
Киламиз, яъни:

2346
1938

68
"68
’О

170 
136 
34 -  
2

238
170
68

2

408
238
170
1

646
408
238

1

646 У
408

1

Демак, охирги нолдан фаркли -колдик 34 булиб, У 
берилган сонларнинг ЭКУБидир. яъни:

34 = D  (2346, 646),

К  (2346, 646) -  — ^  646 -  44574 (ЭКУ К)

булади. Бу мисолни яна туб купайтувчиларга ажратиш 
усули билан зам  ечиш мумкин, яъни:

2346 =  2 • 3 • 17 • 23 
и 6 4 6 - 2 -  1 7 .1 9

D  (2346, 646) =  2 - 1 7  =  34 (ЭКУБ)
АГ(2346, 646) =  2 - 3 * 1 7 - 1 9 -  23 =  44574 (ЭКУК)

*осил кили на ди. Шундай к или б, ^ар икки усулда *ам 
берилган мисол ечилади.

Маигцлар
Куйидаги сонларнинг ЭКУБ ни топинг:

(Ц > 4 2 0 . 126, 525. 39. 67283, 122433,-221703.
40. 549493, 863489. 4 1 .4 7 6 ,1 2 5 8 , 21114.



42. 19074, 13566, 8211. 43. 1073, 3683, 34481.
44. 1012, 1474, 4598. 45. 874, 1518. 20142.
46. 2227, 9911, 952.

Куйидаги сонларнинг ЭКУБ ва' ЭКУК ни топинг:

ь  47. 1403, 1058. 48. 36372', 147220.
49. 10140, 92274. 50. 35574, 192423.
51. 56595, 82467. 52. 24700. 33250.
53. 3640, 14300. 54. 41382, 103818.
55. 3327449, 6314153. 56. 1793/0199, 4345121.

• 57. 48 ва 129 сонларининг булувчилари сони ва булувчилари 
йириндисини топинг.

58. 54, 88, 144 ва 162 сонларининг булувчилари ва булувчилар 
йириндисини топинг.

59. 720 ва 1200 сонларининг булувчилари сонини топинг.
60. Берилган m £ N  сон учун mm+l ва (т +  \)т сонларини 

таедосланг.
61. aQ =  ах т  1, ап+2 =  а л+1 +  сонлар учун 2а я + , ап <  

< ля+2 <  ( ал+ 1 +  яд)г +  Уринли эканини исботланг.
62. Агар а , =  1, ля— ап_ } +  п n £ N  булса, л» 4  2л <  <*я+  

4- ля+1 <  (л ■+■ 2)* эканини исботланг.
63. 1234 ху  сони 8 ва 9 га колдиксиз булинса, у  холда * ва у 

ракамларни топинг ва 1234 к у  ва у 1234 л: ни таккосланг.
64. Агар берилган хур  138 сонни 7 га булганда, 138 хур  сонни

13 га булганда колдикда 6 сони *осил булса ва х \ у З р  8 сонни
11 га булганда колдикда 5 сони *осил булса, у  ва р ракамла- 
рини топинг ва хосил булган сонларнинг энг каттасини ажратинг.

65. Берилган сонларнинг энг катта умумий булувчиси (ЭКУБ) 
ни тоиииг. D  (a, b) — d

а) 1232, 1672; б) 135, 8211; в) 549, 387; г) 12605 , 6494;д) 29719, 
76501; е) 459459, 519203; ж ) 738089, 3082607.

66. Берилган сонларнинг энг кичик, умумий булинувчисини 
топинг:

1) 18, 42; 2) 35, 84; 3) 16, 42, 54;
4) 36, 86, 94; 5) 3640, 14300; 6) 420, 126, 525. .
67. Куйидаги касрларни кискартиринг:

17501 1491 237419 .
4)

1253

11137’ 2247’ * 294817’ 406 1
438875 127936 „ 2227

8)
22243

747843’
2405

'  161919’ 
3587

) 9911’ 23777’



68. Куйидаги сонларнинг ЭКУБ ни топинг:
1) d =  D  (а , Ь)\ т. =  К  (а,Ь).
2) аЬ ва т =- К  (я, Ь).
3) а +  о ва ab\ D  (л, Ь) ■= 1.

69. К^йндагиларни топинг:
D  (л; 2л "|" 1), D  (Юл -j- 9; я  — 1)» D  (Зл +  1* Юл - f  3).

70 Фа цат ва факат jc= -/C (a , Ь) булган холдагина D  ( — ;
а

ва

— ] =  1 булишини исботланг.
Ь]

f a + b
71. Берилган а, b ва с ток сонлар учун D ( a % Ьл с) *=Z) I —-  

а +  с b +  c\
—- —, — — I эканини исботланг.2 2 /

72 Куйидаги системами натурал кийматларда ечинг:

х  +• у  =  150, Г D  (х,  у ) — 45, |  х у  — 8400,
D (  г, у) *=30; 1 дг« у =  11«7; (£ > (* , у ) =  20;

( х I у •= 5 1 9, I х у  — 20,
1 D (х , у) ■= 28; \  /С (*> у) -  Ю.

73. Берилган а, Ь, с мусбат бутун сонлар учун куйидаги
ab cD  (а, А, с)

К (л, с) “ --------------------------------------
D  (a, b) D(a,  с) D (Ь, с)

D (а, Ь) П(а, с) D(b, с) К (а, Ь) К  (а, с) К  (b, с) -  а ^ 2са

муносабатларии исботланг.
74. Берилган а ва Ь натурал сонлар учун D{a, й )=  D  (5л 4- 3ft; 

13а +  8Ь) муносабат уринли эканини исботланг.

75. Агар D  (й, b) =  1 булса, у  холда —■ + — -—  каср кисцар-
а а +  Ь

мае эканини исботланг.

4-§ .  Биринчи дараж али  аницмас 
тенгламаларни ечиш

Берилган каерни занжирли каерга айлантириш ту- 
шунчаси бизга алгебра ва сонлар назарияси фанидан 
маълумдир.

5391- м и с о л .  —  сонини занжирли каерга айланти- 

ринг.
Е ч и ш .  Бунинг учун каср суратини унинг махра- 

жига буламиз, яъни



539 103 
515

103
96

24
4

3
30

Демак. ^ = - 6  +

7
'6
1_3

24

2!  3
2

=  [5; 4, 3, 2, 3].
4+

34-
1

Ж
Агар « сонни занжирли каерга ёйганда [а0? а ч t • • *1 

Р Р
цосил б^либ — , якинлашувчи каср б^лса,

У *олда % а ------
Qk

1
Qk Qfc+i

муносабатнинг уринли эканлигини к^риш мумкин, 
Маълумки, занжирли каернинг шартидан

Pk ^uPk-x +  Pk-%Ро n Л__aoa\ 4- ^
Qo “  °’ Qt =  «I Qk ahQk-1  +  Qk- a

муносабатлар аниклангандир.
М и с о л :  Ц~- =* [3; 3, 1, 9, 2, 2 ,1 ,  2|

773
ii£f.Р6 = — =  сI • • •

Qo 1 Qi 3
/с 0 1 12 3 4  5 6 7
л* .3 3 1 9 2 2 I 2
я* 3 10 13 !1271 267 661 928 2517
Q* 1 3 4 i 39 j 82 203 285 773
# 2517 .  ш <  1 _ 1

773 ’ 39 39 • 82 3198



2517 127эканини хисобга олсак, у 30 л да — «  —  булишини
773 39

кУриш мумкин.
Агар берилган а сонни занжирли каерга ёйишда

а =  |л0; д,, а 3 ct.%, ...]■>■ \л \̂ (#2* Д3)]

натмжа олинса, бу натижада а2 ва аъ ларнинг такрор- 
ланишини курамиз.

2- м и с о л. 142л: -f  82у =  6 тенгламанинг бутун ечим- 
ларини топинг.

Е ч и ш .  D  (142, 82) =  2; 6 : 2  бундан тенглама ечим- 
га эга эканлигини куриш мумкин. Бундан 7 1 л + 4 1 у = 3  
натижани хосил киламиз, сунгра

§ У | |  1, 2, 1, 2, 1, 2].
41

Энди барча якинлашувчи каерларни тузамиз:

J = 2- ^
Qo I  Qi ’ Qa 3 ’ Q3 4 ’ Qi 11*

Р б .^26
Qe “  Ш  Qe “  41*

Якинлашувчи каернинг

Qk — Pk Qft_i =  ( - - l ) ft хоссасига к Ура

26- 4 1 - 7 1  • 1 5 =  ( -  I )6 ёки 71 • ( -  1 5 ) +  4 1 • 2 6 =  1 ни 
Косил киламиз, сунгра иккала томонни 3 га купайти- 
риб 71 • ( — 45) -f-41 - (78) =  3 га кура х 0=  - 4 5 ,  у0=~78 
хусусий ечимларни ^осил киламиз, умумий ечим эса

-V ===== — 4 -f“ 41/, 
_ У =*= 7 — 7U;

*  =  - 4 5 - f  41/,
у  « 7 8 - 7 К ;

бу ерда tQ Z .
3 - м и с о л .  Юк ташувчи ташкилотдан 53 т юкни 

бир катновда ташиб бериш илтимос килинди. Бу таш- 
килот юкни ташиш учун юк кутариш куввати 3,5 ва
4,5 тоннали автомашиналардан ажратди. Ташкилот *ар 
бир тур машинадан нечтадан ажратган?
Е ч и ш .  Юк ташувчи ташкилот машиналарнинг 3,5 т 
лисидан х  та, 4,5 т лисидан эса у та ажратган булсин, 
у холда

3,5л: 4* 4,5у =  53 

тенглама ^осил булади.



35л: +  4 5 у =  530 ёки 7х +  9у =  106. 

■у — [0« Щ 2 . 3]

К 0 :Ч \ 2 3

ak 0 1 3 2

p k 0 1 3 . 7

с * 1 1 4 9

*осил цилинган жадвалдан куриниб турибдики,
3 . 9 _ 4  . 7 =----- 1 = >  7 • 4 — 9 • 3 *= 1 —> 7 • (4 • 106) +
- f  9 • ((— 3) • 106) =  106; *0 =  4 - 106 ,  у0 =  — 3 • 106, 
j c - 4 .  106 +  9/,  у — ( — 3) • 106 — 7/,  / £ Z .
Энди ечимлардан мусбатини ажратамиз:

4 -  106 +  9 / > 0 ,  
- 3 *  1 0 6 - 7 / > 0

/ > - 4 7 1 .

/ < - 4 б | .

t £ Z  экани ^исобга олинса, t i = — 46, t2=* — 47 б^либ, 
учун х ,  =  10, >>! =  4, /2 учун эса х г =  1, у2 ** 11 *о- 

сил булади. Демак, биринчи *ол учун 3,5 т дан Ю та,
4,5 т ли дан эса 4 та, иккинчи *ол учун 1 та ва 11 та 
ажратилган.

Машцлар
Касрларни занжирли касрларга ейинг:

323 , 136 _  - 1 8 7  _  30
1 7 : 279; 78- “i T : Ч  Щ

80. ; 81. 82. 1,23; 83.
5 52 41

Занжирли каерга кура соннинг узини топинг:
84. [2; 1, 3 , 4 , 1, 2 ]. 85. |0: 3, 1, 2, 7 ].
86. [2; 1, 1, 6 , 8] . 87. | - 1 ;  1. 2, 4, 5 ].
88. [0; 1. 4, 3, 2]. 89. [ - 3 ;  1, i, 2).

Куйидаги тенгламаларни Z  да ечинг:

60. 143* +  169у -  5. 91. 237л: +  44у =  1.



92. 275* +  145у -  10. 93 3 *  +  g g  =  5.
94 2 *  +  5у =  7. 95 5 *  +  28у -  59.
96. 12л: +  7у =  41. 97. 4 *  4- 14у =  7.
98 12* - 7 у -  29. 99. 8*  -  13у -  63.

100. 7х -  19у =  23 101 39* -  22у -  10.
102. 122* +  129у =  2. 103. 258* -  172у =  56.
104. 26* +  34у ~  13. 1 i5. 45 * -  37у =  25.
106 70* 4- 33у =  1. 107. 60* — 91у =  2.
108. 440 кг донни ташиш учун 60 ва 80 кг ли цоплар мавжуд. 

Шу доннн ташиш учун *ар бир хил цопдан нечтадан олинган?
109. Кинотеатра тушиш учун 14,9 cvMia 0,3 ва 0,5 с^млик 

билетлардан сотиб олинди. Хар бир хил билетдан нечтадан сотиб 
олйнган?

5-§ .  [х] ва {л:} сонли функциялар

Маълумки, [*] — антъе икснинг аникланиш со^аси 
^акиций R  сонли тупламдан иборат булиб, сон кий- 
мати х  дан катта булмаган бутун сондан иборатдир. 

Масалан, [3, 45] =  3, [5, 55] =  5, J - 3, 99] =  — 4.

- 7 - =  — 8 куринишида изланади.

{*} — функция олиши мумкин булган кийматлар 
со^аси R — ^ацикий сонли туплам {.*}=.*:— [*]=>► 
=>- [л:] -J- {л} = л г ,  яъни: {л;} сони х  сонининг каср 
Кисмидан иборат булади.

1- м и с о л: {3,25} — 3,25 -  [3,25] =  3,25 -  3 =  0,25.

{— 3,25} =  - 3 , 2 5  -  [ - 3 , 2 5 ]  =  - 3 , 2 5 - ( - 4 )  =
=  -  3,25 +  4 =  0,75.

Маълумки, x £ R  учун [ * ] < * <  [ х ] + 1  ёки х — 1<  
< [ * ] < ^ *  билан аникланади. Агар х и x s (;Z  сонлар 
берилган булса, [*, 4 -*г] =  [*,] -}- [х2\; х  учун эса

[“ ] — HII ; т=/= 0 , x £ Z  тенгликлар ^ринлидир.

2- м и  с о  л: \ а х \ = т ,  а ф  0, x £ R  тенгламани ечинг. 
М  нинг таърифига кура, берилган тенгламани а х  =  
» /га  +  « к^ринишда ёзиш мумкин, бунда 0 < ! а < ;1  ва

а Ф  О Щ ш й .  х  =  ^ - ^  булади.
• i Щ й



Машцлар

110; Куйидаги сонларнинг бутун цисмини топинг:

а) . в) ЦК
2

д) [ 8/ 3 0 ] ,  ж) 1 / 1 7 5 + 1 ] ,

б) [2,8], г) [ / 1 3 ] ,  е) [{ /2 0 0  ], Ш 

и) [ 2 -  1*2512].

/ 5 4 2  +  2 
3

111 Агар х, y £ R  б^лса [х-\-у ] >  Ы + |у ]  эканини исботланг.
112 т  нинг кандай цийматида [12 .4 /и ] — 8§ тенглик Уринли 

<булади?

113. Агар 0 £ /?  булиб, О < 0  <  1 булса, [0] +

•каниии исботланг.

114. Агар р >  2 туб сон булса,

■сонларидан бирига тенг булишини исботланг.
а
т

0 4- - =  [20]

р  — 1 р  — 3 
сони -------  ё к и --------

115. Агар а =  mq +  r  булса, у  *олда 

исботланг.

а — г
т булишини

[пх] \пх] 1
116. Агар n h N  булса, ------ < х < ------- -f  — эканини исботланг.

п п п

117. Берилган х,  у £ Z ,  n ^ N  учун 

х + у

< +  У
п 3h8 еки

п
X V

33 — +п п
+  1 эканини исботланг.

118. Тенгламани ечинг: 

1) [хя\ =  2;
3

3) [х] =  — х\

2) [ З х * - х ] - х + \ ; 

4) [х*] -  х.

119
__  п п

.А г а р  x & R ,  1 = \ , п  булса, эканини
1

исботланг.
120. Агар x £ R ,  n £ N  булса, [ п х ] > п [  х] эканини исботланг.

а 2а Г
4 +

4 +[121. A iap  D (a ,  4) =  1 булса, 

эканини исботланг.

122. Агар т =  2, 3, 4, . . .  булса, у  *олда

тенгламани ечинг.
123. Берилган | ах* + Ьх 4- с\ =  

учун  тенглама ечимиыинг мавж удли| шартинц)

2310

т ■н а :

AXBOROT w s t m s  HARKAZ»



ж) {— 4,8} j

з) 1— 0,5}.

125. 600 нинг булувчилари йириндисини топинг.
126. 90 ва 360 сонларининг булувчиларини топинг.
127. S (от) =  2т — 1 шартни цаноатлантирувчи m $ N  чексиз 

эканини исботланг.
128. т(от) ва 5  (от) функциялар учун D (m u ти) =  1 булганда

1 (от, ота) =  т (/и,) t  (теа), 6’ (OTj от2) — 5  (otj) S  (ота) эканини исботланг.
129. Берилган л ва т (/ял) узаро туб сон эканини исботланг.

6 -§ .  Систематик сонлар

Математикада сонларни асосан унли санок система- 
сида караймиз. Лекин унли санок системасидан таш- 
кари санок системалари ^ам мавжуд булиб, улар ус- 
тида алгебраик амалларни бажариш мумкин.

М и с о л .  165 сонини g  =  5 санок системасида ёзинг.

Демак, 165 =  1130> булар экан ёки 11305 =  1 - 58 +  
+  1 - 5 а +  3 - 5 +  0 =  125 +  25 +  15 +  0 = 1 6 5 .

1-м и с о  л. 11306 ва 23136 сонларнинг й и р и н д и с и н и  
топинг.

Ечиш.
,1130*

2313ft
34436

Демак, 1130ь +  23135 — 3443ь булади.
2 - м и с о л .  Берилган систематик касрларни унли 

санок системасидаги каерга утказинг.

а) 2,34; б) 0,046; в) 2,012,.

165 |5_
15 _ 3 3  15 
15 30 _б I 5

“ 15 3 5_ Т
0 1



л ' РЩ Ш ... '  "

в) 2 ,0133 =  2 - h  —  +  —  +  —  =  - - ± Qt _3± g «= -
Ц  % 3* Зз 33 27*

3-м  и с о  л. Берилган касрларни олдий каерга айлан- 
тиринг.

а) 0,0(2)4; б) 0,1(4)7; в) 0, (23)в.
Е ч и ш .

б^ ° - 1^ “ (в̂ ) г ( б - Т о Г ® , !

1 « * ■ * - & - &
Умуман кайси санок системасини ишлатишдан катъи 

назар унли санок системасининг конуниятлари ба- 
жарилишини куряпмиз.

Машцлар
Берилган а  ва b сонларни g  системага утказинг:

130. а =  18536, |  =  430, g щ  7. 137. а =  132*, Ь =  4436, g  -  2,
131. а  -■ 1445, 6 -  650, g  =  3.’ 138. а  =  43216, 6 - 1 3 ,  g  -  8.
132. а  =  853, b -  33, g  =  4. 139. а -  2013, Ь =  65147> g - 5 .
133. а  =  121, 6 =  4731, g  =  8. 140. а  =  136, Ь =  2632, g  -  7.
134. а  -  16537, 6 =  201, g  =  4. 141. а =  101„ 6 -  3542„, g  -  3.
135. а =  3745в, Ь =  40, g  -  6. 142. а  =  111„ Ъ -  35467, g = 4 .
136. л =  15в, 6 =  3&718, g - 10.

Куйида1и унли касрларни аввал берилган санок системасида, 
сунгра унли санок системасидаги оддий каср куринишида ёзинг.
143. 2,1148. 144. 35,137. 145. 2,224в. 146. 3 ,2016. 147. 1,1 (6).
148. 4,2(3)5. 149. 2,1 (2)7. 150. 5,01 (3)„.

Куйидаги касрларни аввал шу санок системасида, сунгра Унля 
санок системасида ёзинг.

т №  4  &  к  ж  » ( а *  (I).-
17\ и  /103 , _  /1 3 , , л , т \  л /6 4 ’— 1 |К7 /---  1 IRQ f — \ 1*0 /--- 1 1ГП I —-  щ- -  (m- -  а  -  (щ- -  (S).*

а  Ы , -
„ /331\

1М - ( « 1 - 162-

Куйидаги амалларни бажаринг:
163. (235)в +  (233)в. 165. (243)5 +  (264),.
164. (221 )3 +  (241;5. 166. (233)* +  (2 Л )3



107. (243)5 • (12),.
108. (35% • (101),.

169. (674), • (15),.

173. (5432 )7 : (62 J,.
174. (4667)8 : (321 )4.

172. (83421), «(834),.

170. (856), • (10)а.

171. (3753 )8« (33)4.

7-§ .  Комбинаторика (бирлашмалар) ва бйном

Комбинаторика — дискрет математиканинг бир б^- 
лими б$глиб, асосан чекли тупламлар устида иш к^-  
ради.

Комбинаторика берилишига кура такрорланадиган 
ва такрорланмайдиган:

1) уринлаштириш;
2) урин алмаштириш;
3) группалаш турларига ажралади.
Маълумки, т та элементдан п тадан олиб тузйлган 

(т > п , /га< я )  такрорланувчи уринлаштиришлар сони 
Вт =  тп га тенг булиб, такрорланмайдиган уринлаш
тиришлар сони эса Апт =  т(т  -  1) . . .  (т — п +  1) га 
тенг булади. (Бу ерда А — arangiment — сузи лотинча 
булиб, уринлаштиришни билдиради.)

1 - м и с о л .  Нолдан фаркли иккита ракам дан нечта 
^ар хил уч хонали сонни ^осил килиш мумкин?

Е ч и ш .  Хар хил уч хонали изланган сонлар сони
В\ — 23 =  8 га тенг булади.

2 - м и с о л .  30 кишилик мажлис учун раис ва секре- 
тарни неча хил усул билан сайлаш мумкин?

Е ч и ш .  Мажлисда 30 киши булса, ундан икки ки- 
шини сайлаш керак. Улардан бири раис, иккинчиси 
секретарь булади. Демак, Лзо =  30-29 =  870 хил усул 
билан.

Агар Апт =  т(т  — \){т  — 2 ) . .  .(/я — я  +  1) берилган 
булса, ундан Апт =  т,АПт1\\ Ат =  т(т  — 1) АПт-я А% —
=  ——  Ат-г, Ат =  —-— А"пХ каби натижаларни *осил 

т—п т—п
КИЛИШ  м ум ки н .



т  та элементдан т  тадан олиб тузилган такрор
ланмайдиган урин алмаштиришлар сони Рт =  т\ га* 
тенг (бу ерда Р  — permutatsia — с^зи лотинча булиб* 
урин алмаштиришни билдиради)

Я3 =  31 =  1 * 2 * 3  =  6; Р 4 =  4 . 3 * 2 - 1  = 2 4 ;

Рт =  тРт - \ ; Рт =  Апт Рт—п'% Апт = Рт
Рт-п

т та элементдан п  тадан олиб тузилган группа- 

лашлар сони Cm =  —-  га тенгдир, яъни
Рп

р п  т (т  — 1)(<я — 2)... (m — п +  1) 
т ~  1 - 2 - 3 . . . л

Группалашнинг асосий хоссаси С пт =» СЦ1~ П дан ибо- 
ратдир, чунки

т р  Р  р  Р  Р Р* п ‘ т—п П ' т—(т—п) т—п т—п

С п _
т —

булади.
3- м и с о л. Берилган Cm +  C«+1 =  Ст+\ тенгликни 

исботланг.
И с б о т и .  Берилган Cm — — ^ — ; Ст+1*=

РпР т—п P n + f m -  п- Ь
эканини ^исобга олсак, у ^олда

С я 4- Ся+1 =  — — ------1- Р/п/71 1 Ш г> г.
P r P m- n  p n+f m- n - t  

Р т /  1 ■ 1 \ Рт(^+ 1)
I Рот_ л С' + ')Рт- п- 1 /

Р тМ * л т +1m+J_____ __  рл+1
Р.Ш + 1)-(Л + 1)

Демак, С" - f  С®+1 =  С“+\ хосил булади.
Бизга /г та элементли Л туплам берилган булси»

т
дейлик Л =  U 5 a ва 5 , П £ / = 0 ;  /, j  — \,т  шарт ба- 

0=1
жарилсин. Л туплам элементларининг сонини N ( 4 ) = / i  
орцали белгиласак, у ^олда унинг цисм т^пламлари



учун Р Щ |  т 4 ;  N (5 2) =  A2; N (£ 3) =  £3 . .  . N (£m) =  
=■ km косил килиб, бундан 6 , +  k2 р  . . .  +  km =  п 
эканлиги келиб читали.

Куриниб турибдики, В t тупламни А  тупламдан С *1
усул билан ажратиш мумкин, у колда цолган п — kx 
элементдан В2 тупламни усул билан ажратиш
мумкин ва к<жазо. Натижада В и В2. . ; .  , В т туплам- 
ларни ажратиш ва к^пайтириш коидасига асосан

/оЛ, f>kt s>kt t f>km eb/l • 0 /2—kv • Ьл—ft,—Л, • • • t-»
Я - S  ft/

/ = i 7
nl ( n  — k! — — ^m_ i )! л!

А»!!(/2—*,)! km\(n — kx — k2 — . . .  —^m_ j )!

косил булади.
Шундай килиб, п  та элементдан Ьи  Ь3, . . .  , Ьт 

элементлари ku  k2, . . .  , k m марта такрорланувчи
т

V ^  =  «ypHH алмаштирувчилар сони N(ft|, 62, . .
i—I

У * - , ,ь .п —г - га тенг булар экан.k\\k^\ • • . kffiI

4* м и с о  л. Шахмат тахтасининг биринчи чизигига 
2  та от, 2 та фил, 2 та рух, Фарзин, Шохни неча хил 
усул билан жойлаштириш мумкин?

Е ч и ш .  Масаланинг шартига кура 4 —2, £2= 2 ,  £3=
=  2, * 4 - 1 ,  — 1,

Демак, N(2, 2. 2, 1, Ц =  2|2| Ш| - 5 0 4 0  хосил 
булади.

Урта мактаб математикасидан маълумки, (а-\-Ь)г =  
=  а* 4 - 2а£ +  />2, (а  +  Ь)ъ =  а 8 -+ 3аЧ  +  3ab2 +  Ьг. Бун-

3 ' '
дан (а +  Ь)* =  ^  С* а2~к Ьк куринишида ёзиш мумкин.

й—о
П

Демак, (а +  £)л =  2  Cknan- k bk экани келиб чикади.
*■"0

Агар бу ерда n — k=* а, £ =  [3 деб а4~Р =  л  эканини
^исобга олиб юкорида келтирилган формулага к^лла-

Й, ■

сак, у колда (а +  6)л =  V  Ckan~kbk =  "V, — —-----X
В  Я *1 (л—Л)1 лf t-и л=0



Ха"~k bk-=. j P  а“ bр куринишдаги формула хосил 6f-
Jmm а> pi 
а, р—о 

О+Р=Я
либ, бу формула биномал коэффициентининг такрорла- 
нувчи урин алмаштириш билан ифодаланган куриниши 
булади. Бу ц о и д а н и  щ  та цушилувчининг /г- даражаси 
учун ^ам ёзиш мумкин:

П

{а +  к + . . . .  +*)■** Щ  ' - г ~ — . а '  Ь[1 . . .  с \
_ aipt . . .  *1

т a, Р, ■ .
« + Р  +  . . + Т = л

Машцлар
179. Юкорида келтирилган мулох;азалар ёрдамида куйидагилар- 

ни ^исобланг:

а) Л{5; г) Bjl ж) £ 5»

б) 4 д)@  * ^
з) Cj0;

в) 4 е) q ; и) с ; 5.
180. Тенгсизликларни текширинг:

4  2C i > l t C i _ #

б) e g - 2 >  efl; д) с ; ; ? - е й  <  10:
в) 5С* <  О**, т, | И  е) 4 +1 , С Д  >  14Р*
181. Куйидагиларни исботланг:

в) с пт +  с« _ ,  + . . . +  c _ t0U  e«Vi -
в) С}, +  2С“ +  . . .  +  пСпп =  л • 2Л_|;

г) с ® + 4 + . . . + с ;  = 1%
д) с ;  +  2 C i + . . . +  (п +  1 )Сп„ =  (л +  2 )2Л- 1.

182. Куйидаги {хп)\ х п =  С4п+5 -  ~  (л £ N) кетма-кет-
Щ я+З

ликда нечта манфий *ад борлигини аницланг.
195 ^  -3

183. Куйидаги кетма-кетлик (л:я); х п^  —  — —  да нечта мус-
4Рп 7Z+1

бат *ад борлигини аницланг.
А\5+4 143

184. щ  =  р—  — ~ТгГ кетма-кетликнинг манфий х;адлари со-
/1 + 2

нини ТОПИНГ.



185. Етти киши неча хил усул билан кассага нарбятга туриши 
мумкин?

186. Иккала раками жуфт сон булган нечта икки хонали сон 
мавжуд?

187. Тенгламаларни ечинг (бу  ерда * £ N ):

а) Г *+1 _  ^2х —-  Cx~ l I3 Ч х + Г 6) A2Ax - \ 79;

в) 3 c j +1 --  2A*x  -  x; r) C2
4

-  — ( 
b

-3. 
*X'

д) 12C i + 4 + 4  =  162; e) A 3л х+1 +  ^ + : -  14(* +  1);

ж) r x - \  лЗ . 
°л +1 J5 л лг+1» 3) <Z+i . c « - e is 5;

и) С2 .^х+ \ A2x =  (A\x ) з +  4jf3j i z c ' U 1 +  P't X - 4 4 ;

л) Рг +з -  Р , _ 5; M) 4 + 3 _  r 3~  °jr+2 +  20.

188. Текиспикда берилган п та нукгадай *ар иккитасиии бир- 
лаштирувчи нечта тугри чизик утказиш мумкин?

189. Берилган 10 та бир хил мукофотни, хар бири \е ч  булма- 
ганда биттадан мукофот оладиган килиб 6 та укувчи орасида не
ча хил усул билан булиш мумкин?

190. Берилган бином ^ V 'x  — ёйилмаси Урта хадининг ко- 

эффициентинн топинг.
f t  г -  1 \П191. Агар бином \ y x - \-—  1 бйилмасининг бешинчи хади х  

га б орлик булмаса, А2п ни хисобланг.

Ж  *
192. Бериаган бином +  —  J ёйилмасида х  катнашмаган

цад коэффициентини топинг.
/ 3 3/-— • 2

193. Агар бином I - ” г У а]  ёйилмасидаги хадлари-

нинг бирида а  нинг дара-каси 7 га тенг булса, шу халнииг сано- 
рини топинг.

194. Агар CL*C^ — 4 t l  булса, бином ( j/ а  + ----- ------
V  а

ёиилмасининг иккинчи ^адини топинг.

I V x Y195. Берилган I ха +  ——  I бином ёйилмаси коэффициентла-

•рининг йириндиси 2U48 га тенг булса, ёйилма учинчи хадининг ко* 
эффициентини топинг.

/ 2 \«
196. Берилган бином — —  j  ёйилмасининг биринчи учта

чади коэффициенгларининг йигиндиси 97 га тенг будса, х 1 дара- 
•жа сацлаган хаднинг коэффициентини топинг.



II Б О Б . АЙНИЙ ШАКЛ АЛМАШТИРИШЛАР. 
АЙНИЯТЛАР ВА ТЕНГСИЗЛИКЛАРНИ ИСБОТЛАШ

1-§. Рационал  ифодалар устида айний 
шакл алмаштириш

Маълумки, математикада турли масалаларни ечиш 
учун ^арфлар билан ифодаланадиган формулалар кел- 
тириб чикарилади ва бу Чо дада катнашаётган амал- 
лариинг кандай кетма-кетликда бажарилиши аниклана- 
ди. Ана шу ифодалар (формулалар) берилишига караб 
рационал. иррационал. трансцендент ифодалар деб ата- 
лади.

1 - т а ъ р и ф .  Рацион 1 л  ифода деб рационал сонлар 
майдонида аникланган х ,  у, г. . . .  узгарувчилар ва шу 
со^адан олинган а, Ь, с . . .  сонлар устида кушиш, айи- 
риш, купайтирищ, булиш (нолга булишдан ташцари) 
амаллари билан богланган алгебраик ифодага айтилади.

Агар Р(х, у. . .  ) рационал ифода Q(x, у, . .  .) ва 
G(x, у. . .  .) ифодаларнинг булинмасидан иборат б^л- 
са, у *олда Р( а, у, . . . )  ифода каср рационал ифода 
дейилади.

Берилган рационал ифолмдаги ^арфларнинг кабул 
Килиш и мумкин булган цийматла-р туплами шу рацио
нал ифоданинг аникланиш со^аси дейилади.

Рационал ифодалар купинча 'j ёки R  майдонларда 
каралади ва шу майдщ иарда соддалаштирилади. Ра
ционал ифодаларнинг соласи аниклаб олингандан кейин 
тегишли шакл алмаштиришлар бажарилади.

2 - т а ъ р и ф .  Берилган
F (x , у, . . . ,  г, а, Ь, . . . ,  с) (1)

рационал ифода каралаётган В  с о а д а
Р{х,  у, . . . ,  г, а, ь, . . с)
G(X, у,  . . ,  гу а, Ь. с) ' '

кискармас рационал каерга айнан тенг булса
=  —, G Ф  oj,  (2) ифода (1) нинг айний шакл алмаш-

тирилган натижаси дейилади.
Рационал ифодаларни айний шакл алмаштиришлар- 

да фойдаланиладиган айрим теоремаларни келтирамиз.
1 - теорема. Икки f (x )  ва ч(х) к$п%ад айнан тенг 

б^лиши учун уларнинг мос %адлари коэффициентла- 
ри тенг булиши зарур ва етарлидир .



2 - теорема. Агар f(x )  куп^ад узаро туб булган  
g (x )  ва <?(х) кущадларнинг х,ар бирига баланса, у 
х,олда f (x )  куп^ад g(x)<?(x) га %ам булинади.

3 - теорема. Агар f ( x )  ва у(х) куп^адларнинг х;ар 
бири g (x )  га цолдицсиз бу линса, у  х,олда у лар нинг 
dUFunducu f(x )  +  <?(х) %ам g (x)  га цолдщсиз були
нади:.

V  / (* ) ,  <р(*), g(x)(; R:{g{x)|f{x)Лg{x)|<?(x))=*^■
==>- £(*)/■(/(*) +  ?(•*)).

4 - теорема. f (x )  — апхп +  . .  . -\-ахх -{ -ай купцадни  
( х  — а) га булишдан х;осил булган цолдиц f(x )  нинг 
х  =  а даги цийматига тенгдир:

К = / ( а ) = - а яал +  Ля_ 1ал- 1 +  . . .  +  я ,а  +  д0.

И с б о т и .  Изланаётган булинма ( я — 1) -  даражали 
к^п^ад булиб, колдик эса даражаси 1 дан кичик куп- 
*ад б^лгани сабабли бу колдик бирор сондан иборат 
булиб колади. Демак, ушбу

f(x ) — Iх  a)(bn—\Xn~ l -f- bn- zx n~2 -f- . . .  H-^o) "Ь К

айниятдаги /(а) колдикнинг киймати *  нинг *амма кий- 
матлари учун бир хилдир.

Энди х  =  а деб /(а) =  К га эга б^ламиз. Теорема 
исбот килинди.

Купинча f(x)  =  апх п +  . . .  + а лх-{-а0 куп^адни 
( х — а) га булишда булинма ва колдик коэффициент- 
ларини куйидагича топилади: изланаётган булинманинг 
булувчига купайтмаси билан /(а) нинг йигиндиси f ix )  
га тенг булиши керак, яъни /(л:) =  (лг — а) ^(дг) й- К* 
Бундан bn^ = a n\ bn- 3 — abn- x=  ап- х . .  ■ ёки &й- ,  =
— b/i- 2  =  ап—t -J- а.Ьп-Г, Ьц—з =  йп—2 -Ь Я&я— 2» • • - К3  
=  я 0 ~Ь ab0 булади. Бу натижани куйидаги жадвал ку
ринишида тасвирлаймиз.

<*п ап - 1 ап—1 • • • Оо |

а Ь . =  а /1—1 п * « - ! "  
=  +  
+  *bn_ t

ЬП - ~ ап-2 +  
+  аЬп-%

• • • К — «о +  *Ь(1

Бу схема Горнер схемаси дейилади.



1-м и с о  л. Ифодани соддалаштиринг:

1 - - Л г  +  1].х  Шх—1 х —2

Е ч и ш .  f(x)  =  ( l  — A V - i _  — - L -  +  1 j  -<=!

x —2 * — 2 — ( t  — 1) +  (л: — !)(.* — 2)
*  ' ( x  — 1)(л: — 2)

[ X { X -  1)(JC — 2) ф О  
x* — 3x  - f  1 

4 = >  jc(a: — 1) ’

a:(a:— 1)(« — 2) = £ 0 .

щ ж - т г л
Демак, f(x) =  x(x — l)

. x ( x —  l ) ( x  — 2) ф  0. 
М и с о л .  Ифодани соддалаштиринг:

df h—r
f(a ,  b, с) = a —b

(a—b) (a—c) (b—c) (6—a) (c—a)(c—b)

Е ч и ш .
д/г / l  \ __ b —c * с—a  * a —bf  (a , b , c) — ;— — ----- - - f  - — —— -  +

4 = v  .

(a—ft) (a —c) (ft—c) (b—a) (c—a) (c— b)

1 _______________1 _  4 ____________ 1 _______________________ -  +  - ______________ 1

4 = > -

a —b a —c b—c b —a с—a с— b*

=  - Ц ------—; а ф Ь \ а ф с \  Ь ф с
{a—b) (a—c) a —b a —c

-ч= > - i T + - i T +  - L  +  r 1 -  +  — +  — ; a —b a - b  b— c b—c c—a c—a  - < = >

а ф  b, а ф с ,  b ф с

2  + Л +  2a —b b— с c—a ’

а ф Ь % а ф с , & с.

дГ
Демак, / (a ,  с) =

2 + Г 1 - +  2a — b b — c c — a

а ф Ь ,  а ф с , b Ф  с.

ВТ



щ
2 - м и с о л  f (x )  =  2хъ — Зх4 +  6х* — 8х* +  3 куп- 

\адни R ва С майдонларда купайтувчиларга ажратинг.
Е ч и ш .  Аввал / (* )  куп^ад R  сонли майдонда раци

онал илдизга эга ёки эга эмаслигини аниклаймиз, бу- 
>нинг учун:

1) озод з^ад б?о =  3 нинг булувчилари ± 1 :  ± 3  дан;
2) бош ^ад коэффициенти аь =  2 нинг булувчилари 

± 1; ± 2  дан иборат эканини хисобга олган холда / (х )
нинг рационал илдизлари туплами ушбу £  =  | — 3;

3 . I , 1 I  3 0) И  I  -— —; —1; — ; 1; — ; о) тупламнинг кисми еки
* л, Z Z )

'узидан иборат эканлигини Горнер схемаси ёрдамида 
.аниклаймиз:

2 - 3 б —8 0 3

1 2 - 1 5 —3 - 3 0

i 2 1 6 3 0

i о 0 6 0 1
2

w

Демак, f(x)  куп^аднинг рационал илдизлар тупла- 
'ми Л =  |1 ,  1 , -----^-J булиб, у В  нинг кием туплам^дан

■ иборат б£лади ( Л С £ ) ,  бундан, R  да: / (* )  =  (л:—1 )2Х
XU2-*:4-l)(*J +  3.); С да: / (* )  =  (х  -  1)а (2х +  1) (х  +  
- И К З )  ( x - i V 3).

3 - м и с о л .  f(x)  =  л4 — X* — х 2 +  2х  — 2 куп^адни R  
■ да купайтувчиларга ажратинг.

Е ч и ш .  1. Группалаш усули буйича купайтувчилар-
• га ажрагамиз: f ( x ) = x i —х 3—x z-j-2x—2 = x 4—х 3 — 2х2-{-

+  2* -  2 =  (*4 - 2хг) -  (* 8 - 2 х )  +  (х * - 2 ) = х 2(х2-  
— 2) -  х ( х 2 -  2) +  (х> - 2 ) =  (л:» -  2)(*2 -  jc +  1 >.

2. Икки алгебраик куп^аднинг тенглиги шартидан
• фойдаланиб купайтувчиларга ажратамиз:

f{x)  =  х А — х 3 — х 2 +  2х — 2 — {х* +  а х  +  Ь)(хг +
+  cx +  d).



^авсларни очиб, сунгра коэффициентларни тенглашти- 
рамиз, натижада

| а +  с ------ 1,
b +  ас +  d  =  —1, 
ad  +  be =  2 , 
bd =  —2

система *осил булиб, бундан а  =  0 , Ь =  — 2, с  =» — 1»
4  =  1 ёки а  = - 1 ,6  =  1, (7 =  0 , =  —2 кийматларни 
-аниклаймиз. Демак,

/(jc) =  -  х 3 -  х2 +  2х  -  2 -  ( х 2 -  2) (х2 -  л  +  1).

4 - ми  с о  л. Ифодани соддалаштиринг:
хЦ у  — Z) +  У3(г — х )  +  z H x  —  y)

/ (* .  У» *) =

Е чи ш . 
/ (* ,  У. 2)

уг(у — 2) -f  г х \ г  — л ) + у * ( у - х ) '  

хЦу — г)  Н- уЦг — х)  + г ^ Х  — У)

-<=>-

Ч = >

уг(у — г) +  г х ( г  — л) +  х у  ( х  — у) 
■х3(у — £) +  у3(г — х )  +  г3(л — у) 

у г  (у — г) +  х у  ( х  -  у) +  г х  (г — л:) ’

У — 2 =  (г х )  (>: — у), 
| И Щ  У Г г > 6 /? 3 | д т ^ у ^ г ^ О }

*3(у — £) +  у3(г  — £) •+ гЗ(л — у) 
- г у ( г —х )  — уг(АГ—у) + х ; ( г —л Н  x y U -у ) '

{ < * ,  У, * >  6 # 3 I # У #  г Ф 0}.
— (х —  у) у -  г)1г — х ){х  +  у 4- г)

Ч=>*

ч = * ( ж -  у)(г — лКг — у;

< л ,  у, I * = £ у = £ г = ^ 0 [
х  +  У +
{ <  У, 2 >  £ /?3 I *  ф  у ^  г  ^  0}. 

Демак, / (л ,  у, г) — *  +  у +  2 .

ч = > -

Машц лар
КУпдадларни купайтувчиларга ажратинг:

1. /U )  -  X* +  х* +  1. 5. 2дг< +  *3 +  4*3 +  JK +  2.
2. /(дг) -  х 1* — 1. 6, х * -  12*з +  4 fa*— 60л.
8. / ( * )  =  jt* +  *< +  1. 7. л5 + л4 +  1.
4. 3** -  +  X.



Симметрии куп.^адларня купайтувчиларга ажратинг:
8. 6л:4 — 11 *3у — 18лг*у3 — 11 лгу3 +  бу4.
9. 2х* — х3у  +  Зхгу* — ху* +  2у4.
10. 2х* +  7* 3у +  9 ^ у *  +  7*уз +  2у4.
11. 2лг4 — х 3у  +  л*у2 — лу3 4- 2у4.
12. 18а4 — 21a3ft -  94аЧ* — 21а63 +  18ft4.
13. Зл4 — 8*3у 4- 14jfay ‘ — Их у* +  Зу4.
14. (*  +  у +  г )8 — х 3 — у3 — z3.
15. ( х  +  у +  *)5 — х 5 — у5 —
16. (ж +  у)(дг +  *)(у +  г) +  луг.

Антисимметрик купдадларни купайтувчиларга ажратинп
17. у222(у2 — z 2) 4  *-*г'(г2 — а 2) +  & у 2(х* — у*).
18. дг(у* — г2) +  у (-2 — х2) +  г (*2 — у2).
19. (ft — c)(ft 4* с)* +  (с — а)(с +  а )2 +  (а — ft)(a +  ft)3.
20. a(b  — с)3 +  d(c  — а )3 +  с(а — ft)3.
21. д (у  +  *)(у3 “  *2) +  у(г  +  *)(г2 -  ж2) +  г(у +  *)(*» -  у*).
22. (у  -  г)ь +  {г -  х)* +  ( х  -  у)».

Агар а 4 - ft 4 - с =  0  булса, куйидаги айниятларнинг уринли экани
ни исбогланг:

23. a*(ft 4- с)а +  ft2(c 4- a)2 4- с\ а  +  ft )2 4- (a2 +  ft* +  с2) (aft 4 - « +  
4- ftc) — 0.
24. a3 4  ft3 4  c3 4- 3(a +  b)(b +  c)(a +  й  -  0.
25. a ‘ +  ft4 4* c4 =  2(a8ft8 4- ft2ca 4  a*c2).
28. 2(a4 4- ft4 4̂  c*) =  (a2 4- ft2 4- c2)2.
27. (x -  a)3 +  (де -  ft)3 +  (*  -  с)3 -f- 3aftc =  *3,

x Ш (a 4  ft 4  c ) »2.
28. a (x  — ft)(лг — c) 4- ft(* — аДл: — с) 4  c(x — a)(x  — b) -f  2(x —

— a)(* — ftj(x — c) — aftc.
x  =■ (a 4- ft +  c) « 2.

Куйидаги ифодаларни соддалаштиринг:

29. - ! ~ a  +  -L ) +  _ L _ / L  +  i - U
( Р 4 - ? ) 8 \ / ,а 98 /  (/>4<?)4 \/>а ?а /

+  — +( /» 4 ?)3 \ P  Ч Г

30. 1 -  1 I 2 x  _  i i  _  8je>
1—x  1+ *  1+jt* l+ x *  l + * 8‘

31 a + b  +  b+C  8 tC
( f t - c ) ( c - a )  (c—a)(a—ft) +  (a—ft)(ft—c) *

' ^  (a \  — ft2)3 ±  (ft8 — C')3 4 . (сз — g2)3 
(a  — ft)3 +  (ft — c)3 +  (с — д)з



33 Ш Л Я -------------- ---------------- ] Л _ * = 1 + * л
\ a lx  +  л 3 л:3 — а* 2 +  аах  — аЩ а а*/*

34 а +  ̂  а8—5 2аа — а(1 — 5 а) — I
' 2а -1  ~  4а* — 4а +  1 ~  8аЗ -  12а* +  6а -~ Г *

/? да келтирилмайдиган куйидаги кущадларни купайтувчиларга 
ажратинг:

35. х* +  27.
36. х* Зх* +  4.
37. (л: +  2)(лг +  3)(*  +  4)(х  +  5) -  24.
38. 27*3 _  27л:2 +  18* -  4.
39. х* +  у*.
40. * ‘ +  4у*.
41. 3* (у  +  г) +  y(3z +  2л:) +  г2 +  2(*2 +  у2)

кУпдадни С майдонца номаълум коэффициентлар ёрдамида купай
тувчиларга ажратинг.

42. а ва b номаълум коэффициентларни топинг:
(*  +  4)(* +  5 )(*  — 3) =  *з +  а х2 +  Ьх -  60.

2-§ .  Иррационал ифодаларни айний шакл 
алмаштириш

Математикада куп учрай'дигап амаллардан бири ил- 
диз чикариш амалидир. Агар берилган алгебраик ифо- 
даларда т^рт арифметик амалдан ташкари илдиз чика
риш амали хам катнашса, бундай ифодалар аррацио- 
нал ифодалар деб аталади. Маълумки, я-  даражаяи 
илдиз чикариш амали манфий булмаган докиций сон
лар туплами R  да узаро бир киймагли аникланади. 
Манфий булмаган a £ R  соннинг /г-дара жали ( / i £N)  
арифметик илдизи деб я-даражаси а  га тенг булган
сонга айтилади ва j/ а  каби белгиланади. Шартга ку

ра {Уа)п =  а, а >  0.
Теорема. Хар цандай манфий, булмаган %ацици,й 

соннинг п- даражали арифметик илдизи ягона ман - 
фий булмаган х,ациций сондир.

Масалан, 1) У 4 =  2, бу ерда арифметик илдиз 2.
2 ) >/ —8 =  —2, бу ерда —2 арифметик илдиз була 

олмайди, чунки бу ^олда &>• 0 шарт бузилади;
3) V7?  =  | х  |, бу ерда арифметик илдиз;

х ,  агар х  >  0 булса,
—х ,  агар х < 0  6yjjca. , \

/ 3 1  s i



Иррационал ифодалар куйидаги хоссаларга эга:

1. Агар Д / > 0 ,  I =  1,я, булса, у холда

Y a y-a2- ••• ' ап e  v'oT* • . . .  • V %

2. Агар « > 0 ,  Ь > 0  булиб, / z £ N  б^лса, у  *олда

 ̂ * » / ? •

3. V<*6R+, п ,  A6N:(S^a)* =  ^5».
4. Va, * £ R+, «(fN :y 'a "* = a £ /T. 
6. va , *6R+, * $ N : a ^ 4  =  ; ^ .  
6. V a£R +, «.
7. V « 6 R #. «. * 6 N : v ^  =  vf5».

8. va . 6£R+, »«, я £ N: j^a >  V b =*■ an > b m.
,  ^  1 1 1  Л.1-м  и с о  л. - j—— 4— - ифоданинг махражини ирра-

/ 7  — / з
ционалликдан куткаринг.

Е ч и ш .  Маълумки, (а  — £) fa8 4- a*b +  ab% 4- Ь3) —
— ак — Ь*. Щунинг учун а  =  >^7, b ==>V3 десак,

V 2  _  К 2  ( 4/ 73 +  УуГГъ 4- У г г д з  -ь { /Т з )

V  7 -  J / 7  | Ш  4/ 3  I (4/T 3  J  4/ 7 ^ 3  +  4/7 ^ Г з +  4/у З )  “

_ 4/1 3 7 2  +  4/ 5 8 8  +  4/ 2 5 2 +  У ш  
4

2- м и с о л .  —-------—-—  ифоданинг махражини
V ^ - V r + V ?

иррационалликдан куткаринг.
Е ч и ш .  Бизга маълумки (х  4- У 4 - г) (ха 4 - уа 4- г2 —

— х у  — yz  — хг)  =» х 3 +  у3 +  г 8 — Зхуг ва и8 — -о8 —
' * 3 —

— (и — •о)(яа 4- яг» 4* я 2) формулаларга асосан х  = - 1/ л ,
у — / £ ,  г  =  т/Т , й = - д 4~г»4- с ,  -у — i/ a b c  деб, куйи- 
дагига эга буламиз:

1. 8/ ~ ч - У р + ^ ~ - У д - 8/ ^ - | ^  _

в +  4 + в  —



8/ а а +  У  Ь * + У  с * - У  a b - \  a t -  j /be  , |  , „
(я +  Ь +  с)3 -  27afrc , ' ** - Т

4 - 1 | $ +  Ь +  с) У abc +  9 \ f  а*# с‘\ .

3- м и с о  л. Агар п > 3  булса, п > а+{/я  +  1 экани
ни исботланг.

И с б о т и .  Бунинг учун 8 -хоссага асосан пп+1 >  
* ( / г - ( -1)л тенгсизликни исботлаш етарли, яъни

Щ *  Ж  1 / ,  . 1 \п
п»*1

< 1  4 -= Н1 + -Чл<1 ilW —(i *
п \  п I п \

+  — ,Л< — < 1;. л / л
Тенгсизлик исбот килинди.
4- м и с о л .  5 =  ] / З а 8с4d 4— —  У 1'Irfic* d — аАс'гХ

а?с ас2

Л И  ифодани соддалаштиринг.

Е ч и ш .  Агар берилган ифодани соддалаштиришда 
унинг аннцланиш со^аси аввалдан берилмаган б^лса.у  
^олда аникланиш со^аси топиб олинади.

булишини ^исобга олсак,

5  =  —  | / 3 a W  +  —  У Ш Я П Г -  а*с2 I /  —  =»
а2с ас* у  ■а*с8

=  - - | а 4сг | | / 3^  + —  ■ 2 \а3с31 [ / 3 d -  —  У"Ы=»
а?с &ой ; | аЧ |

— | а гс 4? | 1р 1 | с | — аг |с 1 /35  —

4а2с К З я ^ а г а р  а > 0 , с > 0  булса,
—4&2<?]/3d, агар а  <  0 , с >  О булса,
—2a?cVSct, агар а > 0 , с <  0 булса,
6 а 2с 1/ ‘3d, агар а  <  0, с <  0 булса.

1 5 - м и с о л .  Функциянинг графигини ясанг:

_  х  / х*—а* -а /  1 — а2/х'г /
^ ~  л (х2 -  И  1 +  л8/аз'



У

7 г J 

1 1

1
•й о Д X -Я 0

1 1—?1

У Е ч и ш .  Бу функция- 
нинг графигиии ясаш 
учун аввал унинг аник- 
ланиш со^аси В ни топиб 
оламиз:

«х* — а 1 >  О Д -т—~7 >
I I  +  щ  

>0/\\х\=£\а\/\аф0)  
5 = ] —оо; — |а| [U]| а |; 

+ ° ° [ *

Энди функциянинг ^нг томонида айний шакл ал- 
маштириш бажариб, уни

1- чизма.

х  V(x* -  я») (х* +  а*)
а х л—-а2

х'л — а3 | а  |
х*+а? \ х \  

х \ а \  X3 — а8 х \ а \  
а | х  | х 2 — а? а  | х  |

к^ринишга келтирамиз. Бунда икки ^ол булиши мум
кин:

х_
X

а) агар а >  0 булса, у *олда
1, агар х  >  а  булса,

—1, агар х < —а  булса;

б) агар а < 0 б^лса, у з^олда

— 1, агар х > — а  булса,
1, агар х < а  булса.

х
Х \

Агар а  =  О булса, функция .маъносини йукотади, 
Энди функциянинг графигини чйзамиз ( 1 - чизма).

Машцлар
t

Куйидаги илдизлардан е аницликда такрибий илдиз чикаринг,

46. У  4 +  У"2£, ® = 0 ,01 .

47. / 5  +  2 У З ,  •  -  0,91.

/ 3  +  V 2

43. 3 /0 ,0 7 , е =  0,01.

44. =  4

46Ж 7 ТГ’ '
48.

/ 3 - / 2
—- > 0,1.



Куйидаги амалларни бажарииг.

81. / М  + 4 / 6 - 3 / 2 1 6  + у  у  у - 3 / 9 3 Г

82. /П б  +  3 /4 5  +  - j - 1 / ^ - у  -  0,7 / 5  -  0,2 К М *

83. (0,6 |/"200 -  5  К 0^02) +  (4,5 / 0£  +  5  у  / 8 0 0 ) .

81 ( т /  т + т / Т Н т ^ - т ’̂ )-
Касрнинг махражини нррационалликдан кутцаринг:

2 К З  1№• со —
J/2 -1- / 3 -|-^ 5  * 4 л г ‘

2  К 30 м  88. —  ■ —--------- . 0У*
/ 5 4 / ь  +  / 7

57’ 3 +  | / ! Г -  У з  * [ /2  у з  -  К 2

Куйидаги функцияларнинг графигини ясаип

У з + Уя + y s f  + 3
_______________ 1_______________

/ 1 0  +  /154-1/ 14+/51 '

К 2 V3 + V 2



66. f ix)
x* — x  — 2 -j- (x  — 1) 1 Ш Щ

дся —f” jc — 2 1 (a  +  1) f n P  — 4 

Куйидаги ифодаларни свддалаштиринг:

(  X У x  *- y V ~ x  — \  2 K 7
67 » j— — V  х у  » (* -y ) +  -—

\  \I x  4- V У J У  x - v V  у

68. I V m  +  —7= = = - )  s (n У  m  4  n Упъп? 4- 1 ).
V mn* 4 - t  /

, и 4  I/  ыа — wa и — /  и3 — \  и / #  — t>2
69. I --------V ------------ r~  — ------: ---------- ;------------f  и >  v.

u — у Щ — к 4  у  aa — v 2 /
4

70. I — +  ‘—  -  I : ( 2 ,  4- 1) +
У у  +  l — У  у  У  у 4-1 4- / у

+  1 /  — -  1 -  1.
У2

а 4- Ь / а  4  & й & \
j/a  4- ' i f  Ш У ab — а У  ab 4-1 /*

72. — И

у * 4  к у / | г  Ш'— * К *У 4- У l a

73 . 1 I Я  ■  1  т ? * 1  -  I/  а —2х  /  \ / х  +  2л: /  -
4

Утл \  ( 1 У т
74. ( у  т{ 1 — т )  4- — —  : -----------— 4  --------- ) 0 <  т  <  1.

У 1 — т  )  \  1  Н -  у  / я  *  т

75
I  ab3 Ча№ а \  д* а?Ь
\ / ( л + ^ “  V{a+b)3 *  Va+ b)

7« | Ш  1 y / |/3c — 1 V ^ + 1-V
' I  * 2 / x ) { ^ x + l  у  х  4  4  
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'2х +  х* г * ~  ) ( 5 - 2^ ); *  =  / з ; 9^.

---------------------------------- ( V - 4 . V - - V  ' ' 3 1

f  / я ) :  * - 64: > - я3' * Б +  г  л * у з ~ ^ < з ^ _

02

№ ОКК"’ Ш
а3 — а — 2Ь ~

01 --------------— ■ а _________/ а3 4- а2 -\. дЬ л3Ь

ь \
+  ~ ~ Л  «  =  23, 6 =  22.

- Р Ч И И

«•• ( | ^ + V « ) 5 ( ^ i ± i -  _  / т ]  { a - / V * ) ~ \  * >  о, 
\ / a - l  j  V V a + 1  f  а +  1

«4 f l f l t t  «  \1  4 , ______

84> I  / Г = 3  '  / — 2 -  / ^ т )  '  Р 4: 1,1 > 2 ‘
Ь — п 

85. -------—
2 +  / п

I  о В
* /я г +  2 /  п 

86. Агар а >  О, b >  О, а2 >  Ь булса,

| Л Г ± 7 * -  s f j g  +  ±  | / " « Г - 1, «L- J

эканини исботланг.

3-§ .  Тенгсизликларни исботлаш

Математикада тенгсизлик тушунчаси куп учрайди1 
ган тушунчалардан биридир. Тенгсизлик R  сонли т^п^ 
ламда каралиб, шу тупламдан олинган сонлар ёки ал



гебраик ифодаларни катта, кич и к ва тенг тушунчала- 
ри Срдамида ботлайди.

Сонли тенгсизликлар куйидаги хоссаларга эга:
1 у а ,  b, R : (а >  b Д  b >  с) = >  (а >  с).
2. V a ,  b, R : ( а >  6) ч— >- ta  +  / r a > 6 - i - /« V  

\J а — t n >  h — т.).
3. V a ,  b, c, d  | j  R : (a >  6 Д  e >  d <=> (a  +  с >

>  I  В  p i
4 v a ,  b, ct d С R: (a > b /\ с < d )  (a — о  

> b  — d).
5. V a ,  e £  R : a  >  & Д с >  0) —> ас >  be.
6. V a ,  <7 £  R : (a  >  b A  с <  0) =>- ас < be
7. V a ,  /?, c, rf £  R+ : (a >  & Д с >  d )  — ► a c > b d .
8 . V « ,  b, c, d £ R + : ia >  b f\  с <  d) — > —  >

c a

1- теорема. Бар н ет  щ еб ат  соннинг урта ариф
метик циймати шу сонларнинг урта геометрик ций-  
матидан кичик э час.

2- теорема. Агао ч та мусбат х ^  х 2, . . х п сон- 
ларнчнг кунайпм аш  бирга тенг булса ,у  %олда

3 - теорема. Иктиёрий берилган  а г>  0 ва Ь, >  0; 
(/ — 1,д) учун

4 - теорема. (Гёльдер тенгсизлиги). Агар р~> 1,

П

-|----- =  1, я  >  0, у >  0 булса, у %олда х у  <

1 - м и с о л. Агар а >  0Г Ф >  0 булса, >  

исботланг. >
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И с б о т и .  Биринчи усул:

а +  b 
~ > У а Ь ,  ЯШИИШш

. а  >  О, b >  О

<===> |  ( a - b & ) * > 4 e f t ,  I ‘-а  - Ь ) '  > . 0 ,

1 а > 0 ,  | > ®  4  ”  I а > ® ,  f  >  0 .

Иккинчи усул: [(а — />)а > ' )  Д «г >  ) Д & > 0 |  < —-> 
Ч = > -1 (а 2 +  ft* -f  2ab >  4ab.) Д « >  О Л & >  0 | < —>- 

чг=> [ а > ©  Д Ь > 0  Д (а  - f - >  4а£| -

[ а > О Д ^ > О Д а  ^ >  2 | /  afr| «ег~>

Учинчи усул: | а |  ва \Ь\ кесмаларни танлаб олиб, 
\а -\- Ь \ кесмага тенг диаметрли айлана чизамиз. Бун
да а ёки b кёсманинг иккинчи учи дан а 4- Ь диаметр- 
га перпендикуляр булиб утган ватарнииг ярми кар 
доим диаметрнинг ярмидан кичик эканини аниклаш 
мумкин ( 2 - чизма). Яъни A C A D  дан: а : А В — А В : Ь = >  
==>- А  В 3 т  ab Щ  А В ^ У а Ь .

CD — гипотенуза, шунинг учун унинг узунлиги шу 
учбурчакнинг ихтиёрий катетидан узун, бундан АО >

\а > 0  Д b > 0  Д  — -  >  V ab\.

>  АВ =>  >  У ад.
2

2- м и с о  л. Агар а 4- 
-\-Ь 4 - с =  1 булса,
V  4а 4- 1 +  V  ЬЬ 4- 1 4-
4- У  4с 4- 1 <  5 эканини 
исботланг.

И с б о т и .  Бу тенгсиз- $ Dликни исботлаш учуй 1 
теоремадан фойдалаиа
миз: V 4 а \ - \ - У 4 Ь + \ - \ -

4- У  4с 4 -1 < 5

^ = r > ( / 4 @ 4 - l 4 - / 4 ^ 4 - l - f  
4- V 4с 4-1 <  Р А



1) <==> (У 4 а  +  \ +  У *Ь +  \ +

+  1/ ¥ Т Т < 4̂  +  4̂ 2 +  4- ^ - 2 Д а  +  ^ +  с =  1) < - ►

№ >  (У 4а  +  1 +  V W + 1  +  | Ш  +  1 < 2д +  2& +  2<? -ь
Н - З Д а  +  Н ^ = 1) ч = >  "1 ф | Й ®  •+■ 1 +

+  к  4с t  1 < 2 f f l  +   ̂+  ^  +  3 A a  +  fe +  c — 1)
•<=> ( j / 4 a + 'l  +  V4& -t- 1 + K 4 c +  1 < 5  Д 

A fl  +  H f  =  l).

Демак, а +  Н с = 1  булганда У  4a +  1 - f  У  4b +  1 -+•
4- У 4c - f  1 <  5 булади.

3 - м и с о л .  Куйидаги тенгсизликни математик ин
дукция мегоди билан исботланг:

1 3 5 2л-1  ^  1
2 4 6 2л /З л  + 1  *

И с б о т и .  я =  1 булганда —■ * • < > - = = - - =  —- тенг-
2 у o n "Ь 1 2

сизлик уринли. Энди берилган тенгсизлик п — k  учун 
Уринли, яъни

ШШтШШ&ШшМ ' (о
2 4 b 2/г УЗЛ +  1

деб, унинг п = k-\- 1 учун уринли эканини курсата- 
миз:

I 3 5 Ш — 1 2/г + 1  <  1 ^21
2 4 6 2 ^  2* +  2 /3 *  +  4 *

р, / ч \ 2Л+ 1  V ЯБунинг учун (1) ни —-j— га купаитирамиз:

1 3 5 2k — 1 2k +  1 ^  1  ̂2k + 1
2 ' 4I 1  ’ * * * 24 ’ 2k +  2 ^  / З Г + I  * 2« +  2'

Энди
1 2k + 1

/3 *  +  1 2k +  2 /  3/г +  4

тенгсизликни исботлаймиз, бунинг учун бу тенгсизлик- 
нинг иккала томонини квадратга к^тариб, сунгра их- 
чамласак,

2k3 +  2 8 #  - f  Ш  - f  4 <  12ft3 +  28A* +  206 +  4



з^осил булади, бу эса булганда уринлидир. Де-
1 3 5 2л - 1  Ш  !мак, ---  • ---- • ---  • . • . • —  f  —J—: о
2  4  6 2л / З я  +  1

Машцлар

87. 2л2 +  Ь2 +  с2 >  2а(Ь +  с).
88. (я +  Ь)(Ь +  с)(я - \ -с )>  8а>с; я >  О, Ь >  0, с >  0.

89 . а  +  b 4- с >  V  ab -|- Vac  4- 1 Щу а > 0, f » 0, с > 0.
90. ab +  Ьс +  ас >  У  аЬс ( У  я +  | / б  +  У  с); я  >  0, й >  0, с >  0.

91. я(1 + 6) -Ь 6(1 +  с) + с (1  +  я> >  Ь V abc; а >  0, ft >  0, с >  0.

/  1 И р ;  /  1 \п
>(1+т ) : л€

83. 2 |^ - 2 ^ < - ^  +  ? = = Т  +  . . . + 7 Т < 2^ -

— 2 J/ т — 1 т < п; т, п б N.
_1_ _3_ _5_ 99 _1_

‘ 2 * 4 * 6 * * *  100 <  12* х г х^ 
«5. Агар х и х3,   * n £R+ булса, у *олда ” + + • • •  +

х п~  1 X
+ ---------+  —  >  л булишини исботланг.

Хп ■ Х\
I Я Ц Г

« 6.

4 Г п V i  1 л —
97. |^ /  П 0-1 >  Л I ai >  0, i  — 1 .«•

Ш . Агар х > — \, 0 <  а <  1 б^лса, ( i Ц  л- f  <  1 4- **  булишини, 
агар ж >  1 ва а <  0 ёки а >  1 б^лса, (1 - f  х)а >  1 +  ах  булишини 
исботланг.
99. Агар я, й £ R/K, m £ Z  (бутун сон) буяга,

1 + т Г + (1 + 1 'Г > 2'”+1
эканини исботланг.

100. Томонлари мос равишда я , Ь, с, d булган ихтиёрий т^ртбур*
я 4- с J +  rf .  .

чакнинг юзи 6  <  —~— • —~— булишини исоотланг.

101. я, b, с£  R ва - 1  <  х  <  1 да | ах'1 4- Ьх +  с | < 1  б^лса, у *ол- 
да |*1  <  1 да | ел3 +  Ьх +  я |  < 2  тенгсизликнинг уринли эканини 
исботланг.



102. Томонлари мос равишда а, Ь, с булган учбурчакнинг юзи S
била н шу у ч бурча к томонлари а2 +  № +  с2 > 4S V  3  муносабатд» 
борлаигаылигини исботланг.
103. Агар а, Ь, с ихтиёрий учбурчакнинг томонлари б^лса, у  хол
ла a \ b  Н- с — а) 4- b \c  +  а — b) +  с \ а  +  Ь — с) <  3abc тенгсизлик- 
нинг уринли эканини исбогланг.

4-§ . Курсаткичли ва логарифмик ифодаларни 
айний шакл алмаштириш

Курсаткичли ва логарифмик ифодаларни шакл ал- 
маштиришда бу ифодаларнинг аникланиш со^аси эъти- 
борга олиниб ^амда курсаткичли ва логарифмик функ- 
цияларнинг хоссаларидан фойдаланиб, берилган ифо
даларни содда куринишга келтирилади.

Т а ъ р и ф .  у  =  ах\ ( а >  0, а ф  1) куринишдаги 
функция курсаткичли функция  дейилади.

Курсаткичли ифодалар куйидаги хоссаларга эга:
1. Агар Щ. а \  х , у  £ R,  а  >  0 булса ах • аУ — ах+У 

булади.
2. Агар ах, ау, х ,  у £ R ,  а > 0  б^лса, ах :аУ =  ах~у 

булади.
3 Агар ах, а >  0, x £ R  булса, 3 y £ R  учун.(а*)у =* 

«= ахУ булади.
4. V * £ R ,  ах, Ьх , а >  О, Ь >  0 учун (ab)x  =  axb* 

булади.
Т а ъ р и ф .  b соннинг а асосга к^ра логарифми деб 

b сонни хосил килиш учун а  сонни кутариш керак бул
ган даража курсаткичига айгилади ва куйидагича бел- 
гиланади: л: =  logab, бунда а  > О, Ь >  0 , а ф  1.

Логарифмик ифодалар куйидаги хоссаларга эга:
U Таърифга кура aXoga b =  b\ а  >  0, b >  0, а ,  Ь ф \ .
2. Агар \ogaN  =  loga &, a. N, k > 0  б^лса, у *олда 

N  =  k  булади.
3. Агар я > 0 ,  у  > 0 ;  а > 0 ,  а ф  1 булса, у холда

logfl (*У) в  1оё« х +  1о&а V булади.
4. Агар jc> О, § >  0, а  >  0, а ф  1 булса, у *олда

1ооа —  =  loga л  -  1о?а у булади.

5. Агар л ' > 0 ;  у  >  0, у ф \ ,  k, булса, у *олда 

l o g /  х» =  у  logy л  =  logyi/a



6 . Агар я, b, с > 0 ,  а ,  с Ф 1 булса, у з^олда 1о а Ь=*
^  Jogс±

7f CArap а , 6 > 0 , а Ф l t т* я ,  булса, у холда

loC * ” = (^ )4log^ -
8. Агар а% Ь > 0, a ,  &=£1 б^лса, у *олда

а ,0*1 ft e  Ш Й

Бу хоссалар ёрдамида курсаткичли ва логарифмик 
ифодаларни айний шакл алмаштиришларга дойр ми- 
соллар келтирамиз.

1- м и с о л .   
loge / o » - l - l o g *  i V a ' - X

F =  -----------------------  g ■ —
loge, (a2 — 1) • log3 / а 3 — 1

/  a
ифодани соддалаштиринг.

Е ч и ш .  Берилган ифоданинг аникланиш соз^аси: 
Л =  {a/a >  1 |.

loga / а а - г  • Iog2_! / а 2-  1 loga /  я2—1 log \ /  а2- 1
р  _____________________ ____________ _ = ----------— —-----------— — —

Joge, (ла — l) log3 loga А 2- 1 loga/ a 3— i
У |

-  1 Og* | К | Ё  -  | j l o g a  i f f  -  1 ).

Демак, F =  у - loge (a* — 1).

2* м и  с о л  Агар M t — cikibn*; — ар' №' ва 
logyv. М, =<Х берилган булса, М% =  ШтШщ М2 =  Ш №* 
сонл'арга к^ра log^ УИ2 ни з^исобланг.

Е ч и ш .  log„ Щ к  ' !°ga ■ ■ -  « б^л-
S7V| logaiV, A  4- qx loga 0

гани учун log. b =  x  десак, -1 — —  m  a бундан: x  =-
Pi+ mm

l. Бундан lo?a ^ =  l  булгани учун lo g /vAf2=k, — apt
П\ -  a<7,
k2 4- 4ВД _  n ^ оси л  ц и л и н ади .
Pi +  Qit
3 м и с о л  Iog9S56 == a булса, log7 14 ни з^исобланг. 
Е ч и ш .  log0S 56 =  =  «; log, 7 =  x\ x  =»



Машцлар
Мисолларни ечинг:

Ц  ' *4 . lc g fc а 4  lo g fe п
104. а -  п  > 0 ,  b • п >  0, Ьп Ф 1 булса, \ogbnan  — i + i 0g */2
ни исботланг,

„XI (Л + 1) log* Л
105. а >  0, Ь >  0, а ф  1, b Ф  1 булса, lo%ban a  =  j “  “ j а 

ни-исботланг.
1 -  lo g j  Ь

106. а  >  0, Ь >  0, а ф  1, 0=^1 б у л с а ,--------------- "а
( lo g a  b + \ogb a- \-1) lo g fl —

ни исботланг.

107. a  >  0, £ >  0, а Ф \ ,  Ь Ф  \ булса,

i  logh a*
[loga Ь +  logfl (b )1 log ab b logq |  =  1

[lo g a b -  lOg ab b)(b2 log6 (loga b) -  1) ,0g e  6 -1  

ни исботланг.

108. loga N  log* N  +  log* N  togc N  +  lo g c N  lo g e  N  =

loga  N  log* N  lo g g N
____ ”  _____ [ОgabcH %

109. l g 2 =  a  га кура 125; 1,25; 0,025; / 0,0125 ни хисобланр.
110. lo g e 2 =  a га кура Iog36 ни дисобланг.

111. I g 64 — а га кура lg  у/ 25 ни *исобланг.
112. lo g 62 =  я га кура log6 9 ни хисобланг.
И З. lo g 3e8 =  a  га кура log3e9 ни дисоблзнг.
114. lg  122,5 == а  ва 1 g  7 =  b га кура Ig 5 ни х;исобланг.
115. l g 3 =  а  ва I g 2 =  6 га кура lo g 56 ни хисоблаж.
116. lo g s 4 — й ва log53 =  6 га кура lo g 2512 ни ^исобланг. ,
117. log4 125 =  а  га кура lg 64 ни лисобланг.

Ифодаларни соддалаштиринг:
I Ш!

118. /* =  ( 2 5 ®  +  45loge7)2 ‘

119. F =  Ж  l°SaV b  +  I  Щ  f t
120. m2 =  a2 — j® деб, lo g a+* m  4  io g a_*  m - 2  lo g fl+* m  lo g a_* m  
ифодани соддалаштиринг.
121. (loga  b 4* log* a -f- l) ( lo g a b — loga6 b) log* a — 1.

122.  (lg 1й V  a lGgioo b) 2 loga* («  +  f e

123. [(lo g jja  4  loga b + 2 )5 — log* a -  lo g a b.



124. Iog22*2+log2.*: • xl°ex̂ °e*x +1) +  — 1о̂ лг4+231̂ |  l02*r
*2

,25. lo g ^ - to g t - s / - ;  Vb , !oga,6- i 2.
logfl6- lo g £ ft 

P  8$
1

126. [6( lo g 6a . lo g fla& -I- 1) +  lo g / " 6 +  I o g ^ ] ? —lo g fl6; f l >  1.

127, l/ Iog„& -I- iogp/г +  2{\ogn p - \ o g npp ) V \ o g nP.

128. M i l l - l )  *(Ь <& t l  +  I ) '  • / 2  log j  «; „ >  I  
\  2 lo g flZ> J \  2 lo g flft /

111 Б О Б .  АЛГЕБРАИК ТЕНГЛАМАЛАР BA 
ТЕНГСИЗЛИКЛАР

9

l - § .  Тенгламалар в а  тенгсизликларнинг 
тенг кучлилиги *

Маълумки, тенглама (тенгсизлик) дейилганда, Р , (х, 
у. . . . ,  z) ва /%(*, у, ... , г) функцияларнинг

Fx{x, у , ... , z )= F 2(x , у ......... г) (1)

тенглиги §Щ > - F2 тенгсизлиги) тушунилади.
( 1) тенгламани (тенгсизликни) дар доим

f  х ,  у, ... , г ) = 0  ( / > 0 )

куринишдаги тенглама (тенгсизлик) билан алмаштириш 
мумкин.

Тенгламани (тенгсизликни) ечиш деб тенгламада 
(тенгсизликда) кагнашаётган у з га р у в чилар н инг тенгла
мани (тенгсизликни) т^гри тенгликка (тенгсизликка) 
айлантирадиган цийматлар тупламини топишга айтила- 
ди. Топилган кийматлар туплами тенгламананг (тенг
сизлик нинг) ечимлар туплами  дейилади.

Масалан, х 2 — 5 x - f -6  =  0 тенгламанинг илдизлар 
туплами А = { 2; 3} дан иборат. х 2 — 5< +  6 >  0 тенгсиз- 
ликнинг ечимлар туплами В = ( — оо; 2jU(3; +  00) дан 
иборат.



Ушбу
/,(*„ х2, ..., JC„)=0 (>0) (2)

в а
/»(*i. *2. ... , хп) = 0 (>0) (3)

куринишдаги тенгламалар (тенгсизликлар) берилган 
<5улиб, улар бирор В  сохада аниклангаи булсин.

Т а ъ р и ф .  Агар В  со^ада (2) тенгламанинг (тенг- 
сизликнинг) ечимлар туплами (3) тенгламанинг (тенг- 
•сизликнинг) ечимлар туплами ва аксинча, (3) тенгла
манинг (тенгсизликнинг) ечимлар туплами (2 ) нинг 
-ечимлар туплами б^лса, у ^олда (2) ва (3) тенглама
лар  (тенгсизликлар) В  сохада тенг кучли(эквивалент)  
тенгламалар (тенгсизликлар)  дейилади.

.Масалан, х2 +  6 =  5х ва х 2 +  6Н— —  =
**+1 х 2 + 1

(х2 +  6 >  5х ва х2 4  6 4- V ■*2 +  1 >  .5#4- V х2 4  1)
тенгламалар (тенгсизликлар) тенг кучлидир, чунки таъ- 
грифнинг шарти каноатл анти ри лад и.

Тенг кучли тенгламалар (тенгсизликлар) куйидаги 
хоссаларга эга:

1. Агар р щ  функция / ;(х )= 0 ., ( f (x)>0)  нинг аник
ланиш сох;асида маънога эга булса, у  з^олда / ( д:) =  О 
( f ( x ) > 0) ва / ( л ; ) 4 £ ( * ) = £ ( * )  ( / (* )  +  £(•*) >  £ (* ))  лар 
эквивалент булади.

2. Агар g(x) функция Д х ) = 0  ( / ( * ) >  0) нинг аник
ланиш со^асида маънога эга булиб, g(x) =/= 0 булса, у 
f p l f l  f(x)g(x) =  О ва f(x)= О (f(x) > 0  ва f(x)g(x) >
>  ОД? (•*) >  0) лар эквивалент булади.

Маищлар
Куйидаги тенгламалар тенг кучлими?

1 . 2х2 —  Зх  — 2 =  0 ва 2х  +  3 =  2 N  да,
"2. 2ха — З х  =  2 ва 2х  -j- 3 =  2 Q да,
•3. х* — 2 =  0  ва х 2 —  4 =  0 Q да.
4. х2 — 2 = 0 ва х* — 4 =  О R да.
-5. х 3 —  2 =  0 ва х* — 4  =  0 С да,

в. Xя -f- - — 2 х =  —  ва х г= 2 х  Q да.
X X

х г — 4
7 .  — -  1 ва х —2 - Я  да.

х  —  2

ч



i  * a - 4
a - -------— — - 4  ва x  — 2  =  — 4 R  да.

X -  2

9‘ ~ x * Z  f  + T  =  Ba 3(*2 ~  2*> +  2 (*2 +  1)=5ЛЯ /? даьлг'+ l  d ол2+ 3
10. JC — 2 - 7  — 2x  ва (л: -  2)2 =  (7 — 2ж)* /? да .
11. 3jc —-1 =  4Х — 2 ва (Зд — I )4 == (4лг — 2)4 R да.

12. Д д )  =  <р(л) ва [/(л:))2 -  [<р(д)12 R  да.
13. / ( д )  =  <р(лс) ва \ f (x)]k =  [<р(«)]А/г £  N. R  да.

14. *+V f ( x )  *=*(*) ва / ( д ) = -  1<р(д)] 'л+1 R  да.

15. л3 — 1 =  0 ва У^д3 — 1 =  О R  да.

16. V t  {к )V  <?(*■) =  0 ва к/(*)<р(«) =-0  7? да.

/.(■*> /i(*> + /*(•*) ЛГл)17.  = --------------------  ва ------- =  — - к  да..
<Pi(<) <?>(-*) +  <ра(х ) »,»Jf) ъ ( х )

Куйидаги тенгсизликлар R  да тенг кучлими? ‘

1 , 1
18. х  >  1 ва х  +  ------- >1  +4 — х  4 —х
19. Зх +  1 >  1 ва О х  +  1) +  х  — 4 >  х  — 3„
20. х  — 3 >  2 ва (х  — 3 )(д  +  I )2 >  2(л  +  1>

21. *  — 3 >  2 ва (х  — 3 ) (х — 1) > 2Г * - 1) -
22. — *а _  5х  4- 6 <  0 ва х* +  5 *  — 6 <  0.
23. х __1 >  0 ва (б*3 + 3 д +  5)(1 — х)  <  0.

24. 2 'х  — Д3 -  3X1 — 4л:) >  0 ва 4д  -  1 >  0 .

25.

26.

1 .  1 — 2(д — 3) л
------- >  2 ва ------------ - >
х - 3  х - 3

д - 3

х - 2

>  2 ва 1 >  2(д  -  3).

27 - 2 _ ^ > 0  ва ( д - 2 ) ( 5 - д ) > 0 .
5 —х

28.
х- 2

* 2(5 — Д)
- > 0  ва (д —2)(5— д > 0 .

29 ------- ------ >  : ! -,ТГ ^  (х  +  б)3 <  ( * + 1)».
(х+5)* (х+1)2

30.
х X

>  7----- - ва д а _  Зх  +  2 >  X3 — З х  + Г .
* а _ З д + 1  '  х*+Зх+2

5 — х  4
31. 5 - ^ > 4 в а — А> — ,



2-§ Бир узгарувчили бу .ун  ва каср рационал 
ченгламалар

Ушбу

апхп +  ап- \хП 1- "̂ ••• "Ь а \х  "Ь aQ—[̂  ( 1)

куринишдаги тенгламалар юцори даражали (бутун  
рационал) тенгламалар  деб аталади, бу ерда а0, 
а х. ... , an ^Q .

Агар (1) тенглама

а0х  -\-а^х *4“ И-  a\X-\-aQ=0 (2)
куринишда булса, бундай тенглама цайтма тенглама  
дейилади.

Юкори даражали тенгламаларни ечишда куллани- 
ладиган айрим теоремаларни келтирамиз.

1-теорема. Агар коэффациентлари бутун сонлар
булган (1) тенглама  —, (р, <7)==1 рационал илдиз-

$
га эга б улса , у %олда р  а0 нинг ва q ап нинг булув
чиси булади.

2-теорема. Агар а сон Р(х) купхаднинг илдизи 
булса , у холда Р(х) куп^ад х —а га цолдицсиз були-  
нади.

Юкорида Р(х)  купхадни купайтувчиларга ажратиш- 
да Горнер схемасидан фойдаланган эдик (II боб, 1-§ 
га каранг). Щунинг учун Горнер схемасига бу ерда 
батафсил тухталмаймиз. Рационал тенгламаларни ечишга 
дойр масалалар келтирамиз.

1 - м и с о л .  Ушбу тенгламани ечинг: х ъ— П х 3 -\- 
+  16 =  0 .

Е ч и ш .
о | лс п f уа — WM -Ь 16 =  0 

л ь -  17л3 4- 16 =  0 < = >  *  '  <=>■
у — х 3

I у  =  х*
у - 1 -<=>
у =  X3

X s =  16
Ч

л 3 =  1

( х —у'Тб) (х2-\-х]/г16 +  V" 162) =  0 
( * - 1)(л:2- Ь х + 1 ) = 0

А — { х  \ х = \ ,  х = — 4 ^ —^, х  — 2 ^ 2 ;2

x  =  V~2{— l±iV~2>)}.



2 - м и с о л .  Ушбу тенгламани ечинг: л 4+ 2 я 8 +5л:а+- 
Н- 4л: — 12=0.

Е ч и ш .  Биринчи усул: Бу тенгламада я„ =  1 ва 
а 0 =  — 12 булгани учун а0 нинг ± 1; + 2; + 3 ;  ± 4 ;  
± 6; + 1 2  булувчилари ни ёзиб оламиз. сунгра Горнер 
схемаси буйича тенгламанинг илдизлар тупламини аник
лаймиз:

J 2 5 4 - 1 2

1 1 4 8 Щ 0

- 2 1 1 6 0

Демак, тенгламанинг илдизлар туплами R  да 11; 2} 

х 1 +  2х* +  5л:2 +  4л:—12— (л — 1 )(л:+2)(л:2 - f  л: +- 6 ) =  0. 
Бундан

л:2 +  х  +  6 =  0 
*  — 1 =  0  

л: +  2 =  0
4 = .v -

X  =
—1 +  / / 2 3

* ~ 1  

л: == — 2
Демак, тенгламанинг илдизлар туплами С да

- 1  ± iV  23
1; - 2; 2 R  да (1; - 2}.

Иккинчи усул (купайтувчиларга ажратиш усули):

л:4 +- 2л3 +- 5л2 +  4л: — 12 =  (л4+ 2 л 3) +  (5х2+ \ 0 х ) -
-  (6л  -+ 12) =  (х  +- 2) (л3 +- 5х  — 6 ) =

=  (л — 1 )(х  +  2 ) (*2 +  л; +  6 ) = 0 .
Бундан, тенгламанинг илдизлар туплами: {1; — 2} 
- 1 ± / / 2 3  |

Учинчи усул (номаълум коэффициентлар киритиш 
усули): Берилган тенгламани л 4+-2х3+-5л:2 +• 4л: — 12 =  

( х * а х b)(x* +  с х d)  куринишда ёзиб олиб, 
кавсларни ечиб чикамиз, сунгра куп^аднинг к^п^адга 
тенглик шартини дисобга олган холда а — 1, b — — 2, 
<7= 1, d =  6 ни аниклаймиз.



3 м и с о л .  Кайтма тенгламани ечинг:

х ь 4- 4 х 4 — З а 3 4  Вхг — 4 *  — 1 = 0 .  (1)
Е ч и ш .  Кайтма тенгламанинг да раж а курсаткичи’ 

тоц сои булса, у холда унинг битта илдизи *ар доим.
1 га тенг булади, яъни

(1) -«=► {х — 1 )(jc4 4  5л:3 4  2л:2 4  5х  4  1 ) =  0.
Энди

л 4 - f  5 х 8 4- 2л:2 - f  Ьх +  1 =  0 (2>

тенгламани ечиш кифоя. Бунинг учун (2) нинг иккала 
томонини х 2 ( х Ф 0) га буламиз.

х к -j- 5х3 4  2х2 4  5 х  - 4 1 = 0  -<=>- 

-<=> л 2 4  5х 4  4 2  4  — 4  - г  =  0 <=>■

. ^ [ х Ч ± ) + 5[Х +  ± у  2- 0 . (3>

л- 4  —  =  /  деб белгиласак, х 2 4  —  =  / 2—2  булади,
X Х '1

буларни (3) га к |йиб, ихчамлайми j: t'1 4  ^  =  О ч=>> 
Ч г:>  / ( /  4  5) =  i t = 0 ,  t 2 =  —  5 .

1. Агар t = — 5 булса, х*-\-5х  4  1 = 0  булиб, ечим
| - 6 ± V j j |  в у л а д и .

2. Агар /==0 булса, л:24 1  =  0 б^либ, ечим { +  /} булади.
( _5 +

Демак, тенгламанинг илдизлар туплами: j l ;  +-/■; — —— J*
4 - м и с о л .  (х* 4  х  4 1 ) 2—З х 2 —■ Зх — 1 — 0 тенгла

мани янги узгарувчи киритиш усули билан ечинг.
Е ч и ш .  (л:2 4  х  4  I )2 — З х2 — Зл: — 1 == 0 ■*=*- 

-<=> (х* 4  л: 4  I )2 -  3(л2 4  х  4  1) 4  2 =  0 ««*■ 
| * а — 3 /  4 - 2  =  0 ,

^ { < = ^ + х + 1 р р  

х * 4  л -f- 1 *= 1 

Р  4 1  +  I f t  2

I л: =  0

ч=>-

X  =

1 - 1,  j * - 2 „ 

t = x z - \ - x ±  1 V ( / = x 24 x 4 l  [

Щ  +  л: =  О 
X s 4  х  —  1 =  О- 

л: =  -  I

- 1  +  1 / 5

Ч = > -<=>-

Х*=



Тенгламанинг илдизлар туплами: 10; — 1; — y ~ j

_ 19— х( , 19 — jc\  0 *5- м и с о л. х  -------  х  — — -  =  84
дг4~1\ х \ )

тенгламани системага келтириш усули билан ечинг.
„  19 — х! . 1 9— х
Е ч и ш .  х -------1 * 4 -

-<=У

V

и

Х +  I \  X +

х у ( х  4 - У) = 8 4 ,
19 — х

У------- — ,
■ *+ 1

X  +  1 Ф  0 .

uv  =  84,
и -\-v — 19,
х у  — и, v  =  х - \-у ,

19 — jc , 1 , лу — ------ Г, Х + 1 =7̂ 0 .
X +  1

=  12 А'У =  7,

х у { х  4- У) =  84,
«*У 4" (■* 4* У) = 1 9 ,

У =  Х+1Ф0.х  + \

и = 7  Д и =  12, 

я=-*у, ® = х  + у ,
19—л: V
лг +1

, х -\-1 =j= 0

и =  ху, V = л - f  у,
19 — л: , i , л

У “ 7 Т Г ’ * + 1 ^ а

х  +  у =  12
А'У =  7 

19 — jc V
у = . х  +  1 =f= О

V

•* +  У == 7 
х у  = *  12

19 — х
ч = >

У -
* + 1

, л + 1 ^ 0

*  +  1

* « = 3 ,  

л: =  4,

jc- 6 - 1 / 2 9 ,
* — 6 4 -К  29.

Демак, берилган тенгламанинг ечимлар туплами:

( 3; ,4) 6 - / 1 9 ,  6-Ы/"2Э}.
6 - м и с о л .  Куйидаги параметрли тенгламани ечинг;

= 2.
X Hr a дг +  & 
jf — Ь х —а 

п  х + а . х-\- b 0Е ч и ш . -------- 1---------=2ч=>-х — Ь х — а

•* = >
х* — аг h х 2 — Ьг =  2 (я  — а)(д: — Ь), ч=>- 

х ф а ,  х ф Ь



2 (а +  Ь)х =  (а+ЬУ\  
х ф а , х ф Ь <—>■

-<=У

л  -}- b ф  О 
г _ «  +  ь
* - — ■ v

х ф а 2, х ф Ь  
а-\- ЬфО  
х  =  ( а  Ь ) :  2 ,
(а -f  6 ) :  2 =£ а,
(а +  6) :  2 ^  Ь 

Ь ф  ±  а,

а  4  ь  — О,
О • jc =  О, ч=>- 
х ф  а, х  ФЬ

V

ч —>» * +  ь V
2

а  =*= — Ь,
О • х  =  О, 

х ф а ,  
х ф Ь  

b =  — а, 
х ф  ±  а,
О • х  =  О.

ч=->-

Ж  а в о б.
1) Агар Ь Ф — а  ва Ь ф а  булса,

2 ) агар Ь ф  — а ва Ь =  а булса, 0 ;
3) агар Ь — — а  б^лса, / ? \ { — а; а}.

Маигцлар
Купайтувчиларга ажратиш усули билан ечинг:

32. х 3 —  Зх  — 2 -  О.
33. * 3 — 19* — 3Q =  0.
34. 2x3 _  x j _  1 »  о.
35. лЗ +  а: _ _2«= 0 .
35. х 3 +  4х2 +  (3* 4 4 =  0.
37. 6х ‘ — 13хз — 27х +  40х — 12 =  0.
38. @ха 4  4х3 =  1 4  12а-'.
39. х* 4  х 3 +  х 2 +  х  +  1 =  0. •
40. ф  4  ф +  х  =  0.
41. х ь — 6л1 4  9х3 — бх2 4  Зх =  0.
42. Зх’ +  Xе 4  Зх4 4  х 3 4  15х +  5  =  0.
43. 8x 7 _  6x 8 — 4х ‘ +  Зх3 4  8х  -  6 =  0.
44. х> 4  2x5 +  4х ' -  36x3 +  32л2 — 72* + 4 8  =  0 .
45. (хз -+ х 3 +  I)2 +  (х3 — х 2 +  I)2 =  2.Н.
46. (к  -  I)3 +  (2х  +  З )3 =  27х3 +  8.

Куйидаги уч *адли тенгламаларни ечинг:

47. х* — 13ха +  36 =  0.
48. 2х* +  йх- +  3 =  0.



49. 36*8 — 13л* +  1 = 0 .
ВО. (*  -  2)в -  1Э(* -  2)3 =  216.

Тенгламаларни С да янги узгарувчи киритиш усули билан ечинг!
61. (* 2 — 2*  -  1)з -  3 * а -  6л: -  13 =  0.
62. (2** — *  +  5)2 +  3( *2 -  л: — 1) -  10 =  0,
53. (*2 -  5 *  4- 7)2 _  (х  —2 )(*  -  3) =  1.
64. (л: -  1 )с(*  +  I ) (*  +  2) =  24.
55. ( х  +  4) (х  + Щ х  +  7) ( х  +  8) -  4.
66. ( х  +  1) ( *  +  2) ( х  -Ъ 3)(х  +  4) =  120.
57. (*  -  2) (*4-1) (х  +  4) (*  +  7) =  19.
58. ( х1 +  х  +  1) (2л:' 4- 2х  — 3) =  — 3(1 — х  — * а).
59. (2*й +  3* — 2)(5 — 6л: — 4л:2) =  — 5(?л:2 +  3*  +  2).

Куиидаги цайгма тенгламаларни С  да ечинг.
64. 2* ‘ +  3 * J — Ах'1 -  3*  Н- 2 — 0.
65. ** 4- 5 я3 +  2*г 4 - 5* 4- 1 =  0.
66. 30** — 17*ч _  228*2 + \7Х +  30 =  0.
67. 2х'  — 9*з 4- 9*  +  2 =  0.
68 *в +  3*5 +  6*‘ +  7*з _j_ б*2 +  зл- +  1 =  о.
69. 9*6 -  18*5 _  73Х4 +  1б4*з _  73л:2 — 18^ ~Ь 9 =  O'.
70. *8 - f  • *« — 10*< +  4*2 - f  1 = 0 .
71. 10*в +  *5 -  47*1 _  47^3 +  *■• _i_ ю <  =  U.
72. 10*в + 19*5 — |9* i _  20*« — 19*3 +  19* +  1 0 - 0 .
73. ** — 2 х ‘ -  23*а +  8*  4- 16 — 0.
74. 2*» — 21*з 4- 74л:2 _  Ю5* 4- 50 =  0.
75. 2*1 — 15 <з -t_ 40 «а _  45*  4- 18 =  0.
76. 27*в _  54 <5 +  2/*« — 18*з 4- 18** — 24* +  8 =  0.
77. 27*8 _  54*5 _  81*' 4- 12о*з +  54*2 -  21 г -  8 =» 0. 

Куиидаги каср рационал тенгламаларни ечин.;

78 12* 4- 1 9 *  -  5  _  108* -  36*2 
6*  — 2 3* 4- 1 "" 4 (9 * 2 -1 )  *

79 х ‘ + 2х t l  * г +  8*  +  ^0 * 24-4* 4-6 * а 4- 6*  4  12
* 4 - 1  * 4 -4  * 4 - 2  * 4 -3

89 * 4 4  _  *  — 3 *4-6
2* з — 8* 4-6  8 — 2*’ “ * ‘4-3*2 — * 4- 3*

61. ;

60.

62. ----------— -----------------
*(лг 4  2) (* 4- 1 )3

21
— * а 4- 4*  =  6.



2 * 4 -5  Ш  ШкЖт
в 1. ----------- г +3*а — За: — 6 8 -2 * »  *3 +  р  -  4 * - 4 ‘

И В  X -  7 У
«2. ------------------ ¥ ----------- 4- --------------------- - =  0.

2л2 — 6*  -  8 64— 4*» х л - л 2-  \Ь х4-16
* — 3 и  п Ш43Q ---------------------------------------------------------- I ------------------------------------------------------------------------- - з  ------------------------------------------------------------

' 2*^+ 2* -  12 х * - 2 х ‘—  9 * + 1 8  Зх2 -  1Ьх +
3 4 — £  к

5 8 4 .--------------------------------------- --------- .
2х2—8 jc ‘ -h 2 :̂? -Ь 8 jc—16 х* — 8

242 X е +  8* х  + 2 ,
85.  - 4 - --------- - +  ------ - =* 1*

48 — 10* -  2х2 *3 — Зх  *  +  8
14 х 2 +  Ах *  + 3  „ I

86.  4- — - —  — ----------  + 3  =  0.
20—6 * — 2*и х* +  5 х  2 — х

263 8 +  *  х 2 4- Зх
72 — 15* — З*2 х  — 3 х 2 — 8*  *

40 3 — х  6 + *  _ .88.  — -------+ ------ - - 2  =  0.
л:2 +  10* +  21 7 +  х  х  -  4

22 * 2+ 8*  7 — х
8 9  .  +  1 = --------------.

х 2 +  7х  — 18 * г+ 9 *  jc — 2
1 12

90.  — -----------.1 12*—7
■*+ ------------

1 +  * ± 2  
* pH

куйидаги параметр пи тенгламаларни ечинг.

4а к - а  1
91 -------- +  -------------- =  ----------.

х2— а* * (*  — а) х2—ах
х  2а 8а?

* — а х  +  а  х* — а2'
ах2 . „ , .

•93. ------ : — -  а * +  1.
* — 1
* +  а х — |  п

‘94. JZ—  + ----------- 2.
* 4 -6  х — a
2 * +  а . 2* +  b п

•95 ---------+ ----------  =  2.
2* - а Ч х - Ь
а х — 1  ̂ Д(*8 +  1)901 7ZT + *+ 1“ НИ ’

92.



no a  , b 0  +  b
a x —1 bx—1 (a  +  b)x  — 1

.00 Щ -------I p l l
a-\-b  — x  b b x  

101 ( 6 - 5 ) * 3 + 3 t a - ( a - 5 ) = » 0 .
102. 1 = 2 _ 2 £ = o - J  

a +  1 x  — 2

103. —- — u 2 3лГ- 2/й

104.

2m x — 2 2 ( * — 2)
2m 8m2 _V4

x  —m x+m x2—m2 
x  2a— 1 2(2a+2)

105 -2^+3 x  2a +  3 ‘
(m — 2)* ,  2 * 4 -m + 1 m + 2

106.  -------- ;-------1 =  --- --------------— + -------■
m —  1 (m  — 1)* m —  1

36 +  4 ,
107. 4(&—1 )2jc+4(6 — 1) + --------  =  0.

. £  a .  1 шш ■*<■*+  2> . 1
n  4 (*  — 2) m (* — 2) m (* — 2)*

109. m  нинг кандай цийматида 2*s —(3/n +  2 )*  +  12 ■» 0 ва 4*а —  
_ ( 9 / n —  2 )*  +  36 =  0 тенгламалар умумий илдизга эга б^лади?
Куйидаги тенгламаларни график усулда ечинг;
110 2х2 — *  — 3 »= 0.
111. 3*а — 6* +  3 *= 0.
112. 5х3 — 4*  +  7 =  0.
113. 5х2 — 16* +  3 — 0.
114. * а +  4*  — 12 =  0.
115. * а — *  — 6 — 0.

3-§. Бир Узгарувчили бутун ва каср рационал 
тенгсизликлар

^ацикий еонли майдонда берилган Р(х)  куп^ад 
учун Р(х)  >  0; Р(х) 0 куринишдаги \амда Р(х)  ва
Q(x) лар учун > 0  ■<—>■ P[x)Q(x)  >  Окуринишда-

Q('X)
ги тенгсизликлар берилган булсин. Бундай куриниш
даги тенгсизли кла рни ечиш учун Р(х)  ёки Q(x) ни к^~ 
пайтувчиларга ажрагамиз, яъни Р(х)  учун

Р (х)  =  а(х — xX 'i-x— x 3)a'. . . .(x—x k),>b(xi-{- 

урин л и булсин. Бу ерда х* p tx  -\r qlt



: * 2 +  A *  +  < 7 i> 0 .  * = ■ ! .  rn б у Ш ,  у  * о л д э ,  

P(x)  >  0 -<=>- а { х -  х х) ° '{ х -  х 2)а\ . .  ( x - x k)ak >  О (1) 

б у л а д и .
Фараз цилайлик, Р(х)  купхадни.>г а д и к и й  илдизла- 

ри х х <  х 2 <  .... <  х к тартибда жойлашган булсин. У 
*олда Р(х)  нинг ишораси (— оо; .дс,); (л:,; х 2), ... (лу,
4- со) ларнинг *ар биридаги купайтувчиларнинг ва а 
нинг ишорасига цараб аникланади. Хусусий л;©лда а , =  
=  а, =  ... =  а%=  1 б^лганда (1) ни цаноатлантирадиган 
•ораликни куйидаги жадвалда куриш мумкин.

( - с»; х,) Ш1 X,) (лу. Хз) •••

X — Xf ■ ЁШ . Ш
\

X — Х-, +

• • • ••••

X— хк -- — —

а > 0, 
к= 2 п

К- , • ^  Г
Т— . +

(Рх)
а > 0,

А-2л-И
— +

а <  0, 
к= Ш — + —

ct < 0, 
k = 2/z -f-1 + — 4-

Шундай килиб, юкори даражали тенгсизликларни 
бу ечиш методи интерваллар методи деб аталиб, на- 
тижани тез аниклаш учун кулайдир.

1- ми с о л. х ь — 2х2 — х  2 >  0 тенгсизликни ечинг.
Е ч и ш .  Р(х) = х 3 — 2л:2 — х  +  2 >  0 <=> Р(х)  =

- ( j c + 1) ( j c - 1) ( j : - 2 ) ^ 0

Р ( х ) ^ =  О

■буладиган кийматлар туплами: {— 1; 1; 2 }.
Энди Р(Х) нинг ишорасини аниклаймиз;



(—со; —О ( - 1; 1) (1: 2) (2. +  оо )

*+1 — + + +

X — 1 — — + +

х - 2 — — — +

Р(Х) — + — +

Демак» берилган тенгсизликни цаноатлантирадиган кий- 
матлар туплами: Л =  (— 1; l ) U ( 2 ;  +  со).

х  ~ ~~ 4 х  ^  2 2- м и с о л .  Н --------- >  -------- тенгсизликни ечинг.х  — 3 дг— 1 
г ' 1 , х  — 4 .  х — 2 __ . . х  — 4 х  — 2 п
Е ч и ш .  И ------- :  > ----- : >-Н-------------------->0<=>-х  — 3 дг — 1 *  — 3 х  — 1

-<=>- -  ~  — - > 0 <—¥ (х  — 1) (*  -  3) (х* —и  +  1)>0. 
(дг—1)(JC— 3) 4 '

( х  — 1) (л: — 3) (х г — 4х  +  1) = 0  буладиган цийматлар; 
х , = 2 - У Щ  х% =  1; х , = 3 ;  * , = . 2 + у Т

Р(х)Энди —-— нинг ишорасини аниклаймиз:
(J(X)

|( — оо; * , ) ( * . ;  * 2) (**; * ) (* з; х*) (*«; + ° ° )

X— Х| — + + + +

X - х 3 — — + + +

х - л 3 — — — + +

X -  x t 4- — — — +

V ( x )

Q ( x )
+ — + — +

у2 — Л v _L |
Д е м а к , ---------- —  >  0 ни цаноатлантирадиган ь^иймат-

( х —2,)(х —1) 
лар туплами:

А  = { — со; 2 —V^3)U(1; 3 ) 0 ( 2 + К З ;  + о о ) .



-+
-/д -а

■ 1 • .  Т "f1 J 1

о а X

r  I + . * 1 '-  .. -#•
-а о а 2а |
- . + ( + -  +

~0l о а 2а х

3- чизма.

3- м и с о л. Ушбу па- 
рамегрли тенгсизликни 
ечинг:

а(а— 1)д:2(х — 2а) X 
X  (а2 -  Ш  X  

Х(х* +  2а2 +  1) >  0 (1)
Еч и ш.  а(а — 1)я2 X

Х ( х  — 2а) (а2 — x l) X
Х (л 2 +  2 а а+  1)>

>  0 -<=уа(д — 1).к2(я  — 2«)(а--л:)  \а - \ -х )>  0. (2)
(2) тенгсизлик чап т©м он и нинг илдизлари {0; — а\ 

Щ 2а\.
1 * о л .  а{а — 1) >  0 -<=>- (а <  0 \/ а >  1), (2)-<=> 

-<=*• х г(х — 2а) (х — а) (х +  а) <  О (3).
а) Агар а <  U булса, у ^олда 2л <  а <  © <  —а  бу

либ, (3) -<—> (х <  2а \/ х < а  < л <  О V 0 <  * <  — л) б$г- 
лади (3, а-чизма).

б) а  > 1 булса, — я < 0 < я < 2а  булиб, (3) -«=->• 
**=► (л <  — a\J а < х <  2а) булади (3, <5 -чизма).

II ^ о л .  d p * - 1)<0 булсин, у ^олда я(л — 1) < 0 ч—>-
4 =v 0 <  а <  1 булиб, (2) ■<=>■ х"(л:—2а)(л:— а)(л; +  #)^> 
> 0  (4) булади, бунда — а < 0 < я < 2 а  булиб, (4)ч=>- 
ч=> ( — а < х  \J 0 < х  <, a \J 2а < х) булади (3, в- 
чизма).

III х  о л. й ( а - 1 ) = 0 - < = > ( а  =  О \ / А = 1 ) .
Бу золда (1) ч=> (2); 0 < 0  булиб, жавоби 0  булади. 

Ж  а в о б:
1) Агар а < 0  —>■ А =  |л |  х  <  2а у  а <  х  <  0 \/0 <  

< Ж< — it i
2J агар © < я <  1 => А =  {х|  — a < x < Q \ J Q < x <  

< a \ J  2 а<  .*};
3) агар л >  I => А  =  {л <  — a\J а < х  < 2а\\
4) агар a  =  0 V л *  1 =>- л £ 0 .
4- м и с © л. куйидаги тенгсизликни ечинг:

тх* — 2{гп — l)x-\-m-\-2  <  0. (1)
Е ч и ш .

Агар /га =  0 =>-2л: +  2 <  0 <->-х<  — 1 *=► А =»
— (Afl л: <  — 1};

2) т ф \ % тх2 — 2(т — 1) я 4- /л  +  2 <®ч=>-



ц = |е  ( ш х г -  2 (т  —  1) *  +  т  + 2  <  0 , 

\  0,  0 = 1  — Ат 

т х 2 — 2[т  —  1)л; +  т  - f  2  <  О,

V

ч = >

V

ч = >

V

I т 4я О , 1 -  4 т <  0, ^
тх2 — 2(ш  — 1 )л  +  /га +  2 <  0 , _  

т Ф О, 1 — Ат >  О 
тх2 — 2(//г — 1 -f- /и +  2 <  О,

т > -  ^
4

/тал:2 — 2(w — 1 )х  + да +  2 <  О,
/г а <  О ^

тх2 — 2(/тг — 1 )х -+ т +  2 <  О,
/ч 1 '<=Ут
О < т <  —

4

/тел:2 — 2(/гг — 1)* +  т -f- 2 <  О,

х  1=  - U - 1  — ]/" 1 —4/тг), 
m

#2=  ~ ( w “~ 1 + К 1 — 4ш), ^

I ^  ^  Oi Hi ^  *2
дах2 -  2(/гс -  1)х +  m +  2 <  О f _  v

-ч=* J ■*<-*«. у  
* , < * 2, 0 < / и < -  1 да< 0

V  i  m < 0 .  V

Ж  а в о  б .

4

■ х
2 »

1) А гар  т < 0  — ► Л  =  {* | — о о < д г < л г 2; * , < * < - } - со};.

2) агар 0< / r c < i - = > - Л =  {* 1^  < х < х 2\\

3) агар т  >  — => . л- g 0 ;

4) агар да =  0 = >  А  «  [х \ х  <  — 1}.



Машцлар
Куиидаги тенгсизликларни ечиш :

116. (* +  2) (х  -  1)2 >  0. 121. —бд:2 -  17* -  5 <  0.
117. (* +  2)(* -  1)а <  0. 122. Щ  -  х  +  3 > ®.

118. > 0 . 123. 3*2 — 6* +  1 > 0 .
(дг—2)2
а  I О

119. —  >  0. 124, 4 л 2 +  2х +  5 <  0. 
(*-§)*

120. 2x3 — 5 * _  12 <0.
Куйидаги функцияларнинг аникланиш со^асини топинг.

125. ](х) =  2У7^ \ - 5
/ 4  - я *

126. /(д:) =  К 16—X2 — 3 ^ х 2— 4.
127. Д * ) -  | / ( 2 - a ) ( 3 , 5 - x) ( a: - 8 ) .

ш - Л ' )  = / и т т , -  ,29- л * )  -  /

,30. / ( , )  -  у Щ  •

(д: — 3 )•( 10 — дс)

131 « - л * ) - 1* г г+  3 *2 — 9д: +  20
Куй-идаги параметрли тенгсизликларии ечинг.

х 2b 4- I
133. ах +  4 > 2 х  +  а*. 137.

дг— 2 (£■—3) (д:—2)’

134. а ( 3 х — 1)> Зд:— 2. 1 3 8 .—— ; -  - ~ +- - >  р
/я 4~ 1 2 ( m — 1) /л — 1

„ i  V  „ ад:— 3 а
1 '35. 3(2а — д:) <  а х  -J- 1. 139. -------— — -— <  а  —■ 1.

х  "* 3 2
(я +  2)д: 2 а х  х — 1 2 * 4 -3

136.  —■ — — < 2 х —1. 140.------- — — — < -------- .а -  1 3 а -  2 3 4

141. а нинг кандай кийматлар тупламида 2д: -}- а 2 +  5 <  0 тенгсиз
лик | х  | <  2 ни каноатлантиради?
142. <г нинг кандай кийматлар тупламида jf <  0 тенгсизлик 
(а 8 4- 2а — 3 )*  4- За3 — а  — 14 <  0 нинг ечими булади?

143. т нинг кандай кийматлар тупламида | д г | < 3  тенгсизлик 
(ОТ3 — 4)* + т — 2 <  0 нинг ечими булади?
144. а нинг кандай кийматлар тупламида | х  | <  1 тенгсизлик

2х + а 4- 9
-----—-----------—- <  0 нинг ечими булади?

яа4-(2—а)д:—2а J
в о



Тенгсизликларни ечинг.
145. x* +  Zax — а > 0 .
146. (/re— 1)х8 — 2 ( т  +  1 ) * 4 - «  — 3 > 0 .
147. х 8 — 8л* <  -  15яа.

2
148. — —2 * — — + т  +  1 > 0 . 

т т
149. 3( я  +  1 )х2 — 6 (л 2 +  а +  1 )х  +  7(аЗ _  1) <  0.
150. 3(£ -  1)х2 —2 (2k — 1)* +  2k -  1 >  0.

1 2
151. х а +  2х  +  1 >  — — — .а Щ
Параметрнинг кандай кийматларида куйидаги тенгсизликларнинг 
ечими R  туплам булади?
152. я х 2 4 - ( я  — 1 )лг — 2 <  0.
153. (6 2 — I)* 2 +  2(& — 1)* +  1 <  0.
154 (т  — 2)х2 — nix — 1 <  0.
155. т. нинг кандай кийматяар т^пламида — 2 <  *  <  1 тенгсизлик 
тх'1—2(т+3)к-\-т < 0  нинг ечими булади?

Тенгсизликни ечинг.
156. ( х  +  2)( i — 1 )(х  -  3 )  >  0.
157. (*  +  3 ) ( *  +  2 ) ( * — 1 ) ( х  — 3 i >  0.
158 5(х 4- 3) ( х  — 2) (х  — 3) <  0.
159. ( х  +  3)(х 4- 2)( х +  1)*(* -  2)(л2 +  Зх +  5) >  0.
160 (х  — 7)•(« +  3)ь{х-2)х*(х  +  5)3 >  0.
161. (х  — 2)3(х +  1)8(х +  3)1(х  — 4)5(х — 8) >  0.
162. (х  — 1 ) (х2 — 1) (х3 — 1)(*4 — 1) <  0.
163. (х  4- 2)(х -  1)5(х  -  2 )(х2 +  Зх  +  5 )  <  0.
164. (*з -  2х2 — 5х  +  6) (х 2 -  х  +  1) >  0.
365. х 3 +  5х2 +  Зх — 9 >  0.
166. х* — 6х,э +  10х2 -  6х  <  0.
167. х* — Зхз +  3*а — Зх +  2 <  0.

Д В  Ш В Я И ш(х—3)(х - 4 )  хз +  1
х 3 — 3 л ( х  — Ш** — #*+1).

169 --------------- — >  0. 174. -------- -------- 2- L- > 0 .
х а +  4х +  3 (хз— 1)
х 2 — 4х +  3 л Xs—2x4-1

■170. —— ------- -- > 0 .  175. ------ ---- >  0.
д« — 7д: +  10 Зх—5—л2

х* — \ п 4л:8 — Ьх —1 л
171' 3 , - 7 - ^ > 0 - 2х* — 5х —3 >
172. Sx ±  7 >0. 177. ( * + '> ( *  +2) (л'+З) > 0  

х 2 — 2х 4- 3 (2х — 1) (х 4- 4)(3 — х ;



л 2 + 2 <  — 5 л дз — б»а 5л: -Н 2
178.  --------------- >  0. 1 8 !) .------------------------------- >  0.

л3— 4 « -I- 4 *< — 3 * 4 - 3 * 4 - 2
* з + 4 Г* + у _ б

179.  — — ------- . <  0.
ж34- 2xi —Ьх—Ь

Параметрли каср рационал тенгсизликларии ечинг.
а п „ х  — а х  — 2а 8

181.   + -------< 0 .  186. -------- — ---------  — -  <  O'.
х — а  * +  а  х — Ш х  — а  3

2 х 1 |  3  1
182.  ---- --------. <  -------. 187. -  т  —  <

х +  а  х8—а* а — х  х  a  * - f 3 a ’

183 аф О .  188 <  й .  
дг— л 2'i i (х —a )* - jc ( r— д )+ л : 7

л а 18 л: -  а  * — ft
184 i - l +  — 3 < ,?Т Г 9- 189- 7 = 1  + 7 = 1  + 2 >

,85. _ Ц .  _  К  < И

4- §. Модуль цатнашган бир узгарувчили 
тенглама ва тенгсизликларии ечиш

Матемагикада ишлатиладиган тушунчалардан бири 
соннинг абсолют циймати (модули) тушунчасидир. 
Соннинг модули тушунчаси математик анализда ёки 
такрибий ^исоблашларда абсолют хагони топишда (тех
ника фанлари мицёсида) куп ишлатилганлиги сабабли 
урта мактаб матемагикасида *ам бу тушунчага т^хтаб 
утилади.

Т а ъ р и ф .  5^аки1<ий а  ва —а  сонларнинг манфий 
булмаган кий мат и га а  соннинг абсолют циНкати (мо
дули)  дейилади ва у \а\  каби белгиланади.

Таърифга кура
а \ =  [а,  агар я > 0 булса,

~ [ —а, агар а  <  0 булса.
Теорема. Н,арама-царши ишорали а ва —а сон

ларнинг модуллари тенгдир: \ а\ = |  —а |.
Юкоридаги муло^азалардан куйидаги натижалар кв- 

либ чикади:
1. V  х, b C , R i { \ x \ = b / \ b ^ Q ) = > ( x  =  ±  Ь).
2. V  х, b £ R :  I х  \ =  \b |— =  ±  Ь.
3. V  х,  b £ R : \х I <  b \ Ь  >  0 = > —  b < х  < Ь .
4. v * ,  b £ R : ( \ x \ > b  / \ Ь > о ) < ~ У ( х > Ь / \  b >  0) V

V  (* <  — £ Л  6 > 0 ) .



Ю кор и да келтирилган тушунчалар асосида модуль 
цатнашган тенгламаларни куриб угайлик.

Т а ъ р и ф .  Агар Цщ, , . ,  гг,  а, щ>. . .  ,<?) ш 0 (1) 
тенгламада узгарувчилар абсолют киймат остида цат- 
«ашса, у холда бундай тенгламалар абсолют циймат- 
ли тенгламалар дейилади.

Масалан, \х  — 2 |  =  3? U 3 +  2*  + 4| =  5;
I Н н  4- 3 | + 14х — 1 1 =  4.

Абсолют кийматли тенгламалар куйидаги турларга 
б^линади.

1 ( ! / ( * »  У. • • •  . а > Ь, . . .  , с ) |  = k ,
г  U > o

/ Шк у* • • • » г » ь» • ■ • * k' V  
\ k  >  о

\ /  /  у» •• • » •  • * » 5=8 
v  U > o .

Тенглама бир узгарувчили булган холда

11 ДА1 =  *' ■*=*■ [(«JC)-*A*>0)V(/(JC)— *Л*>0)].|  k ^  О

1 - м и с о л .  | я  — 2 1 =  1 тенгламани ечинг.
Е ч и ш .  | л: 2 |  =« 1 ч = > -  К* — 2 = l / \ x —- 2 ^ - 0 )  V

V  (Я — 2 =  — 1 / \ х  — 2 <  0) 1 ч = >  1(л: =  3) Д л : > 2 1  V 
V ( *  =  1 Д л : < 2 ) ] = >  Л =  ( . х | х =  1, л: == 3}.

II. / ( \х, а , / ; , . . . ,  г | )  = k .
Хусусий холда куйидаги куринишдаги тенгламани 

^арайлик:
f ( \ax +  b\) =  k * = >  [ / ( — ( а х  4- b)) = k  / \а х  +  Ь ^  0 ]V  

V (/(ал: +  b) =  k Л  а *  +  6 >  0)].
Маълумки, функциянинг жуфтлик хоссасига асосан 

а сон | | | х . ,  а ,  , ё | )  =  k тенгламанинг илдизи б^л- 
са, у холда — а хам шу тенгламанинг илдизи булади. 
Шунинг учун иккала системадан бирини ечиш етарли- 
днр.

2- м и с о л. х* — \х\ = 6  тенгламани ечинг.
Е ч и ш .  1 - у с у л .  х*— \х\ = 6 ч = >  [(х*—х — 6 =  0 Д

Д л : > 0 )  V (л:24- 6 =  Q Л  я  < 9 ) ]  -«==► 1(х3—*  — 6 =  
* = 0 Д л : > 0 = > -  (л; =  3 Д д ;> 0 )  V  (л: =  — 2 Д  л:> 0 ) )  V
V  (*а 4- *  — 6 - 9 Д Л  < 0 = » -  (л  — -  З Д *  <  0) V (*  —



■= 2 Д  х  <  0}) | -«=» [ |л  =  З Д л : > 0 )  V (л  =  - З Д  д : <
<  0)] = >  А  =  {— 3; 3}. '<•:«>'

2 - у с у л .  х 2 -  | х  | =  6 <=-> \ х\2—\ х\  = 6 = >  ( |х |  =  
- 3 V U | ^ - 2 ) = > | J C | — 3; Л  =  {—3; 3}.

III. | f(x, a , b , . . .  , c )  | — <p(x, a ,  b , . . .  ,c) <--=>■

4 = >
11% %  bt . . . 9c) — *[x,  a,  bt . . . , c ) ,  
f[x,  a , . . .  t c ) >  0, V

1 <p(x, a , . . . , c ) > o

V
/ (x ,  <2, . . .  t <?) =  — ©(x, a , . г . ,<?), 
/ (* ,  a , . . .  ,c) < 0 ,  

l f ( * .  a ..........<?)>0.

Бу куринишдаги аралаш системалар тегишли конуни» 
ятлар ёрдамида ^ал килинади.

3- м и с о л. 19 — 3 * |  =  14 — 5х | 4 - 12х  +  5 |  тенглама» 
ни ечинг.

Е ч и ш .  | а  4  ^ I =  I #  14- 1^|  ■<=► ab !> 0 га асосан

[9 — 3*1 =  |4 — 5л:| 4  |2 х  +  5 | -«=► (4—5х)(2х 4 -5 )  > С
*:==>- —2,5 < .  х  <  0,8.

Демак, ечимлар туплами: А =  {к\ — 2,5 х -< 0,8}.
4 - ми с о  л. |9 — Зх | < |  4 — 5 *  | + 1  2-с 4- 5 | тенгсиз

ликни ечинг.
Е ч и ш .  Бу ерда 9 — Зх: =  (4 — 5*) 4 - 2 * 4 - 5  булиб 

ва | a 4 - 6 | < | a |  + | й |  -<=>а '><0 га асосан ( 4 — J5x) X  
Х (2х  +  5) <  0 <=>- ( х <  -  2,5 V л  >  0,8).

Ж а в о б :  х 0  ̂ оо; — у ) и  (у> + ' 00)*

5* м и  с о  л. |х  +  2а |  4 - |  х  — а\ <  З х  тенгсизликни 
ечинг.

Е ч и ш .  Агар а > 0 булса, у холда — 2 а <  а  булади; 
агар а  <  0 булса, у холда а  <  — 2а булади.
|х 4- 2а( 4-| х  — а\ < 3 x 4 —>■ [(х +  2 а > 0 Д х  — я > 0 А  

f \x - \ - 2 a  +  x  — a < . Зх) V  (х 4- 2а  <  О Д х — a >-0 Д 
А — х — 2я 4- х — а  <  Зх) V  ( л 4 2 а > 0 Д л :  — a «< О А 

A x - f 2 a  — x 4 - a <  Зх) V (х +  2а <  О Д х — а < 0 д  
Д х  4- 2a +  х — a >  Зх)] -«=>- [ (х>  — 2 аД х > а  А *>я)V



V ( * < —2 л Л - * > я Л - * > —« ) V ( * >  —2 а Д л < А Д л > с ) \ /
V  (•* <  — 2а / \ х < а  / \ х >  — | j j .

Ж а в # * .  [Агар а < 0  б^лса, у холда * £  |2я; + ° ° ) ,  
агар а=~ О б^лса, у  холда * £ ( 0 ;  + ° ° ) ,  
агар д > 0  б^лса, у холда л:^ (а; +оо) .

Машцлар
Куйидаги тенгламаларни график усулда ечинг.
190. |*  - 2 |  = 3 .
191. | х\ =  х + 2 .
19-2. U 1 -  2 * +  1 
19». | —* +  2 |  -  2* +  1.
194. | 3 < — 4 |  =  — x -f -4 .
_  7* +  4 13 г — 5 1
195. —  ----------— .

196. | V_ J | + | r  — 2 1 — 1.
Ку1и*аги тенг пама ларни ечинг.
197. |*  — 2 1 f  | х —  3 |  +  12* — 8 |  - 9 .
198. | 4* — 1 | — |2 «  -  3 |  +  ) jc — 2 | =* 0.
19J. Г « -  1 | + |  « -1-2| — | х  — 31 — 4.
200. \ х  — I | - 1 * +• 2} -  {2 х - 5 1 +  13 — х  | -  — 3.
201. ЦК *| - 2 | - 1 | —2| - 2 .
202. 12— | 1 - |  *||| -  1.
Куйидаги яараметрли тенгламаларни ечинг.
203. 2 \ х  + а \ - \ х  — 2< Ц -За .  203. к  =  2 |  к  -  а | - 2 1 к - Ч а  [. 

‘2а2
ш - 2°7* +  |

205. | *а -  о* | -  (*  +  За)*. 208. х +  »  ± я
X X

Тенгламаларни график усулда ечинг.
209. х 3 +  2 ,5 1 х  | — 1.5 -  0. 212. | * —3 1 -  (х  — 3)».
210. * 4 6 U |  -»-8=*0. 213. (*  +  1)а - | *  -Ь 3 1.
211. х* -  б | * | + 8  =  0. 21*. | 2х +  3 | -  (2х -  ЗД  
Тенгламаларни ечинг.

215. \ х г — 4 |  -  л* — 4.
216. I - х * +  1 | =  — *3 - f  1.
217. | х г -  Зх -+- 2 1 -  Зх  -  * а — 2.
218. 12*  — * а — 1 | — 2jc — jc8— 1.
219. | — Ж*'— 6 1 -  х* -  5*  +  6.



22). | л:* -  5x -h 6 -  5л -  л* -  6. 
221. | x  - 1 |  =  —| лг| +1.

1 « 3— x* — 2x +  —222. + |  xa -  3* +  4 1  ■ •
4

Куйидаги теигсизликларни график усулда ечинг.
223. 12х -  5 1 <  7. 229. | х  + 2 1 >  | х  |.
224. 13 -  *  | <  4. 230. | х |  >  | I — * I.
225. 13-с — 51 >  10. 231. \2х  +  3 |  >  |4 х  — 3 |.

225. 15 -  л: I >  у .  232. | *  -  11 <  12х -  1 |.

227. \ х  — 2 1 <  2х  — 10. 231. | 2 x - 3 | - | 3 x  +  7 | < 0 .
223. 12х — 1 1 >  х  -  1.
Куйидаги тенгснзликларни аналитик усулда ечинг.
234. 12х +  7 1 -  | ix  -Ь 5 | >  0.
235. 12л +  5 1 — | '6х — 7 1 <  0.
236. | х  — 1 1 +  12х — 6 1 <  3.
237. | х  — 1 | +  | х  -  3 | >  2.
238. | х — \ | + ; |  * 4 * 2 1 — | х — 3 1 > 4 .
239. | х + 2 |  +  | х - | - 1 |  +  | х - 4 | > 9 .
240. \ х — II  — | г  — 2 1 -Н | jc — 3 | - | х - 4 | 4 - | * - 5 | < 3 .

241. j х  + 2 I - I *  - И 1  + | £ | * Й | * - 1 |  f | x  - 2 |  > 2 ,5 .
212. I х г — х  — 6 |  >  3 +  х.
243. | ** - 6 *  + '8  | < 5 х - х * .
244. \Ъх — ла — 6 |  > х *  — 5х +• 6.
245. | л* — Зх 4- 2 1 >  Зх — х 3 — 2.
243. | х* +  6х +  5 1 >  х* — 8* Н- 16.

х а — 5х 4- 4
247. ------ ;-----т----  <  1.Xя — 4

х* — Зх +  2

248- * t w T a  >
>* — | х  I — 6

249.  ---- 4 1 -----> 2 * .х  — 2 (
4 г — 1

250 .  ГГ >  I -V +  1 |.
| X— 1 I

Куйидаги параметрли теигсизликларни ечинг.
3 &

251. \ 2 х +  а \  > —  + \ х  + а\.  254. | х  — а 21 >  2а2.

8а* ч
252. | х  -  За | <  | х  — а | -  2а. 255. | х  +  2а | <  |  j  _  j | g

4a,J
25 i. | x +  2<* I +  | *  -  a  | <  i x .  256. a +  __ 2a"|- 

: 66



5- §. Бир номаълумли иррационал тенгламалар
Алгебраик тенгламанинг яна бир тури иррационал 

тенгламадир.
Т а ъ р и ф .  Агар f(x,  у , . . . ,  г ,  а , Ь. . ва

у(х,  y , . . . , z , д, иррационал функциялар б у л 
са, у  холда / (х,  у , , г, а, Ь, . . . ,  с) =  <р( хл у, . . .  , г,
а ,  Ь, . . .  ,с)  куринишдаги тенглама иррационал тенгла
ма дейилади, бу ерда а, Ь , . . . , с  параметрлар.

Иррационал тенгламани ечишда асосан иррационал 
ифодалар усгида айний шакл алмаштиришдан ва ирра
ционал функцияларнинг асосий хоссаларидан фойдала- 
нилади.

Теорема Комплекс сонлар маидонида иррационал 
тенгламанинг ечима рационал тенгламалар систе- 
масининг ечимига тенг кучладир.

П  ,  - ■ - - ч ——Ч»

Масалан, f(x, у , . . . ,  г,  у  у . . . . » 2) = 0  (!)*->-
I f (x , у , . . . , г,  и) = 0 ,  <=>_
\ ип =  R(x,  у, . . . ,  г)
/ ( х, у ..........г, и) =  0,

=  /?(*, у , . . .  ,г) > 0 ,  V 
п =  2k

/ (* ,  У , . . . » г, и) =  0,
V  un =  R(х,  у , . . . ,  г), 

я  — 2А +  1,
Иррационал тенгламаларни ечишда куйидаги метод- 

лар ёрдам бериши мумкин. Масалани бир номаълумга 
нисбатан *ал килинса, уни п та номаълумли тенглама
лар учун хам куллаш мумкин.

I. Я н г и  у з г а р у в ч н  к и р и т и ш  у с у л и  б и л а н
е ч и л а д и г а н  т е н г л а м а л а р .  Масалан, Ддг, у ?(-*))~ 
=  0 тенгламани унга эквивалент булган ушбу система- 
га куйидагича келтириш мумкин:
f(x,  v^nxj)  =  0 ч—> [f (x , и) =  0 Д  ия =  ?(^с)] -<=>-

-<=

[(/(л:, и) = 0  / \  и2А+1 д а ) )  V ( / (* .  а ) — о д
А а 2А =  <р(*) А  .*(•*) >  0)1-

1 - м и с о л К Зл: — 2 +  К *  Ч- тенгламани ечинг. 
' Е ч и ш .  К З л г - 2  +  К * +  2 а< —>-

2
ч ^ 1 1 / 5 у а- 8 - а - у Д у = | / л  +  2 Л  * >  т - А



-<=>

у = | / д + 2 ,  
Д а > 0 )  ■<=.► а _ у >  о

3va — 8 =  (а — у)8,

-<=>-

?у* +  S a y - 8 - а* =  О,
О <. у < а, <=>

а - 0, л >  -3
У= -  (— а — у  За!+  16),
О <  у <  о, а >  О,
jc>  За* +  16 >  О 3

v

V

у = - ( _ а  +  ] /  W +  Ш) ,

О <  у < а ,  а  >  О, ч—>-
р  У= V X +  2 ,

?а2 +  16 >  О

-<=> 0 < 1 ( _ а  +  К 3 а 2-И 6 )< а  

х > | ,  у2 =» л: 4- 2,

За2 +  16 >  О 
* - у 2- 2 ,  *
У > 0 ,

.  2|/6
3

J: 2
* > г .

Ж а в о б .

* =  ! (2а2 4-4  — а / 3 а 24 - 16), 
2

а > 2^6
3

а < 0  булганда, х { 0 ,

0 < а < - —-  б лганда, х £ 0 ,3

а>  булганда, Л =  {л:| х  =  — С2л2 4-
О ^

4- 4 — аУ  Se24 - 16)].

6,

f



II. Д а р а ж а г а  к ^ т а р и ш  у с у л и  б и л а н  ечи-  
л а д и г а н  т е н г л а м а л а р .

2/г

ч =  >■

у  / ( л ,  а , Ь, . . .  , с) =  <р(*, а , Ь,... ,с) ►

/ ( * ,  а , .. .,с) =  |<р(л, . . .  , с ) |2А»
<р(л, а , . . .  ,с) > 0 .
/(л, а......... г ) > 0 .

2 - ми с о л .  К2л: +  3 -f Кбл- 1 =  1/Г12дг+13 тенг
ламани ечинг.

Е ч и ш .  |/"2л: +  3  +  V  Ьх  -f- 1 =  V l l x  -|- 13 <— >
■<=>■ ( 2 К ( 2 л +  3)(5л +  lT =  5х +  9л2-*4-3>0 л 5 л + 1 >  
> 0 Д 1 2 л + 1 3 > 0 )  <=> (4(2х +  3 ) (5 л + 1) =  25л +  90л -f 
+  8 1 д л >  — ^ - / \ х >  — Д д х >  — -<=► (15л:-—

& D 12/

— 2 2 л - 6 9 = 0 Л л >  --g-J [ (л -3 )и 5 * + 2 3 )  =  0Л

Л л >  — |

Демак, ечим Л =  {л | л  =  3[.
III. А б с о л ю т  к и й м а т  ( м о д у л ь )  к а т н а ш г а н  

т е н г л а м а г а  ё к и  р а ц и о н а л  с и с т е м а г а  к е л т и -  
р н б  е ч и л а д и г а н  т е н г л а м а л а р .

3-м и со л. Куйидаги тенгламани ечинг:

1^5 +  л  — 4 1 / 7 + 1  +  V 10 +  л - 6  У х -hi =  1.

Еч иш.

^ 5  +  л - 4 1 / л  +  1 +  1Л о  +  л - 6 | / л - Н  =  1 -<=>-

-<=>- К ( У - 2 ) а+ К ( У - 3 ) 2 =  1, ^

у =  |/ л̂: -Ь 1. л  +  1 >  0

/ |  У — 2 1 +  | у  — 31 =  1У 

1у =  /*л -f- 1, л -j- 1 > 0

ч = >
Г 0  <  у  <  2,
у  — 2 +  у  — 3 =  1, V  

у  = - / *  +  1, л  -J- 1 ^ - 0

2 <  у  <  3,
у - 2 - у  +  3 = 1 ,  V  
у а =  л +  I ,  л + 1 > 0

в »



V

У >  3 , *
У — 2 -|- у — 3 =  1,
У2 =  * + 1 ,
х  1 >  О,

« = >
- 1  <  л: <  3, 
у/ х  .-j" 1 =  2

V

V
2 < у < 3 ,
1 =  1, V

3  <  х  <  8

Ж а в о б :

У >  3, л: <  8, 
v ==3,

1 1 1  +  1.
— 1 *  <  3  о р а л и ц д а  А  —  \х \х  =  3}, 
3 < х < 8  о р а л и к д а  x £ R ,  
х^>  8  о р а л и к д а  я £ 0 .

IV. И р р а ц и о н а л  т е н г л а м а н и  г р а ф и к  у с у л 

д а  е ч и ш .  М а с а л а н ,  V f [ x )  =  y ( x )  т е н г л а м а  б е р и л г а н  

б у л с и н .  Б у  т е н г л а м а н и  е ч и ш  у ч у н  у —  \- f ( x ) ,  у=у! х )  
ф у н к ц и я л а р н и н г  г р а ф и г и  ч и з и л а д и .  С у н г р а  и к к а л а  г р а -  
ф и к н и н г  к е с и ш г а н  н у ц т а л а р и н и н г  а б с ц и с с а л а р и н и  а н и к -  
л а б ,  б е р и л г а н  т е н г л а м а н и н г  и л д и з л а р  т у п л а м и  Л = »  
=  [ x lx 2x i x i \ х о с и л  ц и л и н а д и  (4 -  ч и з м а ) .

М а ш ц л а р

Куйидаги тенгламаларни яиги узгарувчи киритиш усули билан 
ечинг:

257 х  -  V x  -  1 =  7.
258 х - W + 2 0  =  22.

259.
Зу- + 2.

х  -1-2

260

261

.

. т Д = 1  +  т / * ± ® - г
V  х + 6  V  5 —X

Я. | / ^ + 2 , ] / Д В - з .

262.5/ Д + 5/ У - 2,»

263. 6/ Т $  У  'х - ± -

Д Н Ю ' . . .

.264. / л — а  — Xя; +  а\ (а  —
параметр).



265. \ /  —— -  #  0 — х. =  2; (а, b — параметр), 
г J . 4- х  у а  — х

Куйидаги тенгламаларни даражага к^тариш усули билап ечииг.

266. У х  +  Г -  / 9 , — х  =  / 2 л : - 12.

267. / * *  +  9 -  =  2.

268. / 1 0  -  л:2 -р =  5.

269. | / ^ ± . 5 +  | / 20 - * - / «
? х  * х

270. / 3 * 2 _  2лг +  15 +  У Зл'2 — 2 * + 8  -  7.

271. / 4 7 ^ 3  +  | Щ ^ Г | 1 =  I/ 15 г +  4.

272. / * »  +  9 +  I х ^ 9  =  | /Ж  +  5.

273. К2дг2 +  Зл: -ь 5 +  У2х* — 3 * +  5 =  х.

274. ^  (х  -  1)(дг"— 2) +  У  (х — 3)(* -  4) =  / 2 .

275. / Г + 1  +  ^ ^ Т З  -  К 2 7 1 ^ 7 .

276. У х +  а =  а — Ух; (а — параметр).
277. \ f а — х  +  У b — х  У  а + b — 2х; (а, 6 — параметр).

278. V x - Y x ^ a  =  а (а -  параметр).

279. / а — У х  +  о. =  л; (л — параметр).

280. / " 3 * +  5 — У х - 2  =* а, (а — параметр).

Куйидаги тенгламаларни рационал системага ёки модуль цатнашган 
тенгламага келтириш усули билан ечинг.

281. у/цс — 2)» +  / ( *  +  I)2 +  +  2)*.

282. /  х г — 4л: +  4 — j /  х 2 — бх -f 9 — j/'jc3 — 2лг +  1.

285. | Л г - } - 5 - 4 | / * - И  +  / * 4 - 2 - 2 | Л е + 1  =  1.

284. У 5 -+ л: +  4 | / - » Т + 1 =  2 +  / *  +  1;

285. ]/" х  4  2 ,+  2 у' х  1 +  ^  х - \ - 2 — 2 У х - \ - \  = 2 .
283. / л *  4  9 &  f  * * "^7  Щ 2.
287. /  1 0 - * *  +  Г * * Т З - 5 .
288. \ /4 l+ ~ 2  + Г 4 * -  2 =  4.
289. У  2 - х  +  У 9 — х  =  5.

290. ; ' Г 7 ¥ - 4/ ^ Г 8 ' =  2.

2  J1. ] /  9 — Ц ■* +  1 4  V ^ 4  /■* +  1 =  4.



Куйида1и тенгламаларни график усул билан ечинг.

292. V 2х — 7 — ^  * =  •« 296. 1 —3* =  3 + х.
293. лг — / 2  — х  -  ©. 297. / 2 х  — 7 +  3 — х .  
194. 1 4- / ~ + 5  -  «. 238. / 4  — х  +  / 5 + Т  
29S. х  4 7 =  4» — S.

Куйида и течи лам я ларни кулай усул билан ечинг.

29Э ^  г  - +  Зх — 3 =  2х — 3. 
300. / 9 ^  , 2 * -  3 - З х  - 2 .  
301 л* -  Зх =  б / ^ ^ З Т + Т * .
3 '2 . (х + 2)(х -  Щ 4  Зу х  (х -  3) =  0 

303. j/"х  +  / ”« г 9 +  К .*  — ^ б х  — 9 *=■ ^ б .

3 4. /  х + 2 /  -  V х -  2 / Т ^ П  и  2.

305. j/ -jc — 3 -  2 / *  — 4 4- ^  — 4 / j c  — 4 =  Ц
----------  40

306 х  4  V *'2 +  16 =  -----  ----- .
К * 2 4- ib

3D7. V  х  +  I 4- V *  -  1 =  / б * .

308. ^ j t ~ 2  +  V x  + 3 = У-2*+ 1.
Параметр катнашган тенгламаларни ечинг.

309. х 4а |/"л; =  2-j/"а, а  >  0.
310. 4л:г 4- За ' — уА4л2 — За'* =  2 ^ 2дг.

________  5Л»
311. 2л 4 - /  4** +  в* = — -  ------- .

/  4х 4- а*

312. ■ ~  4- — =  1 / ----- ------ -
f ' l x  4  а  /  2х -  а '  4х* -  а»

313. V  х  Л-'1а—Т / " — — =  |/" д: +  4а.
г jr 4- 2а

314. ]/" 16а1* — лгу .̂*• 4- Иа* = 4  а — х.
е ^ а  — * 4  У а - х  V  2а — х  — у^а — х  о1э« ~ — ------ =  — “

У2а  — х  4- V х — За \ f  2а — х  — ^ х — i d  у 
316. 2л 4- 2 ах + у гх  =  0.

317 /■* + д ~  -а:- ; =  —, а =£ 0.
/ л  +  а - Ь / д г  — а а



6-§. Бир номаълумли иррационал 
тенгсизликлар

Иррационал тенгсизликларни ечиш иррационал тенг
ламаларни ечишдан цисман фарк килади.

Т а ъ р и ф .  Агар /(v ,  а , Ь , . . . , с )  функция иррацио
нал функция булса, у холда f(x, а , b .........с ) ^  0 ку
ринишдаги тенгсизлик иррационал тенгсизлик дейи- 
лади

Иррационал тенгсизликларни ечиш методларини 
аниклайдиган куйидаги теоремалар мавжуд:

1 -теорема. у(х% a , . . . ,  c ) < f ( x , а , . . . ,  с) тенг
сизлик

v(xt а , . . . ,  с) <  [ /(* ,  с) ]2\
/(* ,  а , . . . ,  с) >  О,
<р(х\ а , . . . ,  с) > О

рационал тенгсизликлар системавига эквивалентдир.
----------- :----------L

2- теорема, у  <?{х, а, . . . ,  с) >  / (х ,  а , . . . ,  с) тенг
сизлик
I <р(х, а, . . . ,  с) >  О, v  J <р(*, в , ... , £ ) > [ / ( * ,  л , . . . ,  с)] л, 
I ?(х, а , , с) <  0 \  / (* ,  л , . . . ,  с) >  О

шяционал тенгсизликлар системасига жвивалентдар.
2̂ *fl л- ■ ■

3 -теорема, у  <р(л, а , . . . ,  # ) <  Дл:, а ......... о) ёки,
2/̂  4-1 -

у  <*.(*, а , . . .   ̂ о >  f(x,  а ,  . . . ,  о) куринишдаги тенг- 
смзликлар мос равишда of л:, а , ... t c)<\ f (x,  а , ... ,#)[2А+1
ва <р(дг, а , . . . ,  с) >  [/(лг, а , . . .  , £)]*\+yv тенгсизликлар- 
га  эквивалент булади.

4 - теорема. / (* ,  у^И -к))>0  тенгсизлик^
I У --  ?V */

аралаш системага экзивалентдир
1 ми с о  л. 5 -1- | / 2 jc +  1 >  ̂ Зл: — 4 тенгеизлик-

ни ечинг.
Е ч и ш .  V х — 5 +  / 2 *  +  1 >  / З х  — 4 <=>■ 

ч=>- ( 2 / (л — 5) 2* +  1) > 0 Д  * - 5 > 0 Л 2 х - Ь  1 > 0 Д
Д 3 х —4 > 0 )  ► | ( * - 5 ) ( 2 * - Н ) > 0 Д д > 5 Л *  >  - 0 , 5  Д

А х > - [ (*  — 5)&х  -f  1) >  § д  л: > 5 ]  л  >  5.



Демак, берилган тенгсизликни каноатлангирадиган кий- 
матлар туплами: Л =  | л | л > 5 | .

2- м и с о  л. У ~ ^ ^ 3 х ^ 2  — х — 3 >  0 тенгсизликни 
ечинг.

Е ч и ш .  /  л:2 — Зх +  2 — х  — 3 >  0 <=>
/  х а — Sx -Н 2 >  jc-4- 3 <=► {х* -  Зл: 4* 2 >  О Л л: -Н 

4 -3  < 0 )  V (дса — 3jc -f 2 >  (jc +  З)2 Д л: 4 - 3 > 0 )  *•=> 
< = >  ((л: 1 )(л: — 2) >  О Д  л: <  — 3) V (9* -Ь 7 <  О Д

Д л : > —3) <=> [(* <  -  3 ) V( x  >  -  3 А л: <

(х  <  — 3 V — з  <  JC <  -  ^  j.

Демак, берилган тенгсизликни каноатлангираднган кий- 
матлар туплами: А =  I *  | х <  — -̂ -J.

3- м и с о л. / х-\-а — 1 /  — г . <  /  х  4- 2а тенгсиз-
г х  -f- а

ли-кни ечинг.. .
Е ч и ш .  V  х  -\-а — л Г  _ £ l _  <  У х  4- 2а -<■=>- (хА- а >

г jc +  а
> 0 Д л ;  +  2 а > 0 Д . * 4 - а  — | а | <  У  ( *4-2а)(л:- |-а)) -<=>- 

< = >  [ ( а < 0  Л - * >  — а Л л : >  — 2 а Д л :  +  2 а <
<  К(л:- |-2а)(л:4-а)) V ( а  =  0 Д х  > 0  Д х  <  К л?)  V 

V ( a > 0 A  — а < х Л х > — 2а Д л : < К ( * 4 - 2а)(л :4-а))-] 
- < = у [ ( а < 0 Д л : >  — 2а Д (л:4 - 2а)2<  ( * 4 -  а)(х  4 -2 a ) )V
V  (а  = О Д х > 0  /\ х  <  | дс|) V (а  > 0  / \ х >  — а / \  х <

< У  х2 4- Зал: +  2а2 )] *=>- [(а <  ОД .* >  — 2а Д 
A a ( x - f 2 a ) < 0 ) \ / ( а = 0 Д л : > 0 Д л : < л : ) \ / ( а > 0 Д л : > '  - а Д  
Л  л: <  0) Д ( а > 0 Д л : >  — а Д  х > 0  Д х 2< л : 2 4- Зад: 4- 
4 - 2а2.] •«—v ( ( а < 0 Д л : >  — 2 а Д * 4 - 2 а >  0)л / ( а > 0 Л  —
— а < х  < 0 ) V  ( а > 0  /\ х > 0 )  \ [ ( х < 0 / \  х >  — 2а) V 
V ( a > 0 Д л >  -  а)].

Демак, берилган тенгсизликни каноаглантирадиган 
Киймаглар туплами:

а) агар а < 0 б^лса, у холда Л =  (—2а; 4-°°) ;
б) агар а  — 0 булса, у *олла Л = _ 0 :
в) агар а > 0  булса, у холда Л =  (—a; -j- о о ) .



Машцлар

Куйидаги тенгсизликларни ечинг:

320. / х + 2 > х,
321. / 2 х + 3  < 3 - х .
322. / х»— Зх — 10 <  8 — х,
323. / л :2 — Зх — 10 > х  — 2.

324
2 2 V х г 4

325 / (л—3) (2—х)  <  3 +  2л:.
323. 3 / <5 + х  — х 1 4- 2 > 4jc 
327. / 2л:2 + 5х — 6 > 2  — х .
328 (1 +  х )- /  к* +  1 >  — 1.
329 (л: — 2)/х2Гр~1 > х* + 2.
330. / 2 7 7 1  +  / х + Т <  IV
331. / 2 *  +  1 — /* + ~ 8 ->  3,
332. / 9 ^ 7 *  +  / б х  — > з.
333. /  F T 3 7 + 1  — / л:3 — л: +  Т <  1.
334. / х  + 6 > / 7 + 7  +  Y 2 x  — 5.
335. / х  4- 2 — /• *  — 5 <  / 5  — jc.
338. / л : — -  /  * - 3  >  -  /  x — 5.
337. /7 л : -  13 — /З л : -  19 >  / 5л: -  27.

338. / л  + / * ~  - 1 /  J C - / i  >  ~  l / -----.
2 У х + / х

339 (8 — х)У&—~х +  (5 +  х)Уь+~х < 7 
(8 — j c ) / 5 + х  +  (5 -f * ) / 8  + х  6

Л

340. / — 9*3 ■+■ Ьлс <  3jc.

341. Ух*— х  > — хУЪ.

Куйидаги тенгсизликларни график усулда ечинг

342. \ f x — [ > 2 . 344. / х ~ П  > / х - 1 .

343. г /х+  2 > хК 345. — > Y х.х
Куйидаги параметр цатнашган тенгсизликларни ечинг.

346. / гх+  1 — — 1 < а.
347. / а  +  * +  ^ а  — х  > а.
348. /  2х +  m > х .



349. [ / ' ! + £ +  l / i Z f  >  2L 
г а  — x  Г х  +  а

350. 1/ а + / 7 +  / а - У х  <  * '2 .
351. * +  -  * а >  0.

352. М И Н  I  И Й И  <  ^ i i .  г х +  2 г * +  2 «*
353. У  а* — х* +  ]/г2ах—х 3 > а.

354. I X — д
355. ) f  х  +  л <  а  — |Ле.
356. /  2а;с — х г > а — х.
357. а — х  +- У Зл— л  >  2 |/Т ,  a >  0.
358. +  о +  |^  х  — л >  2, л >  0.

359. | ' л — х  — | / ~  —  <  ^ 2 л  — jc.
У а — х

330. /^ a 2-j- л +  /"**+ >с>а +  Ь, Ь > а >  О,
3ol / а? -  х  + \ Ь* — х  > a -J- Ьг | b | > | а |.
382. у^2х— и > х 
353. /2 х * + 3  <  х — а.
334. \/ х — и ■\- \/ —х  — а > — а.

7-§. Курсаткичли ва логарифмик тенгламалар
Агар тенгламада номаълумлар устида алгебраик 

амаллардан ташк-яри грансценденг амаллар хам бажари- 
ладиган булса, бундай тенглама трамсцендент тенгла
малар синфига киригилади. Алгебрада курсаткичли ва 
логарифмик тенгламалар трансценденг тенгламалар 
син |?И1 а к кради.

Курсаткичли ва логарифмик тенгламаларнинг бир 
неча хусусий долларили ва ул£рни ечиш усулларини 
кел I и рам из.

I. 1, a > 0 ,  a=h 1 куринишдаги тенгламалар.
_ %  тенгламани ечишда (аПх)=* I, а > 0 ,  а  > 1) ч = »

<—>-/(*) =  О м у носа ба гни п г уринлилигидан фо галани- 
ладш.

Ь м и с о л . ^  2х 6’r+k=  1 тенгламаии ечинг.
Е ч и ш .  2х'~5х+ь =  1 jc* _  5Л +  6 м  о

= » ( . * - 2)(л -  3) -  0 х — О — V. X  =  6.

те



Демак, ечимлар туплами: А[х\х*=*2,  л: =  3}.
II. а/(х) =  а 9̂  куринишдаги тенгламалар. Бу тенг

ламаларни ечишда { а Пк) =  л<р(ЛГ), а > 0 ,  а ф  1) < = >
(f(x) — ср(лг) =  0) муносабатнинг уринлилигидан 

фойдаланилади.
**- — х 7 _

2 - ми с о  л. 3 7 =  / 9  тенгламани ечинг.

Е ч и ш .  3
*■4»

7 =  7/ 9  «=>• ха — — х — — =  0 <=>•
7 7

ч~>- 7х'г — 5х — 2 =  0 Ч=>- 7л: - f 2  =  0, _  
л: — 1 = 0 *  7 ’ 

X =  1.

А

III. а Пх) =  Ь, а >  0, b >  0, a =h 1 куринишдаги тенг
ламалар. Бу тенглама берилган шартга кура f(x) = loga6 
тенгламага эквивалент булади.

IV. А^1 п'+к° +  Axanx+k' +  . . .  +  Атапх*кт =  N  кури
нишдаги тенгламалар. k9<  £ , <  . . .  < b m булганда бе- 
рил1ан тенглама М апх+к' =  N  куринишдаги тенглама
га эквивалент бул |ди, бу ерда М =  А0а А°-йо -4- л° -t-
4- . . .  4  Ата * ° .

3- м и с о л. 53х — 2-53-*-1 — 3 • 5ах~2 =  300 тенгламани 
ечинг

Е ч и ю. ф  -  2-53*~1 -  3 • 5*х~2 =  300 ' | 4 i f  
- (=> -  2 - 5 — 3) =  300 ч = »  12 • 53х~'г =  300 -<=>

Ц*х~2 52 ч = >  Зх — 2 =  2 -<=>• х  =  — = >

=->. А =  [х  I х  =  —1.

V. А%лпПх) 4- А ха{п Х)Пх) 4- . . .  - f  Ап =  0 куринишда
ги тенгламалар. Бу тенгламани ечишда куйидаги му~ 
носаЗатдам фойдаланилади:

^ * 1 »  f  Аха(п- ' Шх) +  . . .  +  Ап -  0 ч = >

Л.У* -f ЛVя 1 4- . • • +  ^ Й- 1У +
у =  л/ х̂\  а > 0 ,  лф\ш

ч —>-



Е ч и ш .  logyrg (л:2 — 5л:) =  2 <==»-

Логарифмик тенгламалар хам берилишига цараббир 
неча турга булинади:

1. Логарифмнинг logЛ х ) = Ы = >  j

таърифи ва хоссасидан фойдаланиб ечиладиган тенг
ламалар.

4 - ми  с о  л lQ g / j (* a — 5л:) — 2 тенгламани ечинг.
х 2—5 х = ( / Ь ) ' \ <=у  

,х 2 — 5 х > 9
I л 2 — 5л: — 6 =  О, v  I х 2 — 5х -  6 =  0,
\ л > 5  1 * < 0

-  1, у  / х = = 6 -
( л: <  О v \ х > 5 .

Л =  {л: | л: = — 1, л: =  6].

2. An log «/(л) +  Л я_, log !“ V(jc) +  A x\ogJ(x)  +■
4- Л 0 =  0 куринишдаги тенгламалар. Бу тенглама

А пуп 4- A n—iyn~14 * . . .  4~ А\У 4- А а =  О,
У — loga/ ( * ) .  a > 0 ,  1,

1 / ( 0  >  0
аралаш системага эквивалент булади.

3. Потенцирлаш усули билан ечиладиган тенглама
лар.

5 - м и с о л .  log2(*  — 2) 4- logs(JC — 3) =  1 тенгламани 
ечинг.

Ечиш.  log2(JC — 2 ) 4~ log2(*  — 3) =  1 < — у

-«=> { 1°ёг[1х -  2)(х -  3)] Ы  1,
1* > 3

Г (л: — 2 )(л  -  3) — 2, ч=г>. ( л 2 — 5х  4- 4 =  0 
4  U > 3  U > 3

-с—► / -* — 1 —= 0, w (•* -  4 =  0,
U > 3  v t JC > 3 .

Л =- [x \x =  4}.
Логарифмик тенгламаларни ечишнинг бонща усул- 

лари хам мавжуд б^либ, улар устида айний шакл ал- 
маштиришлар бажарилгандан кейин куриб утилганусул- 
ларнинг бирортасига келтирилааи.

Курсаткичли тенгламаларнинг турларидан яна бири

ва



Ы Р  =  l / W ] m  - ■
куринишидаги ^енгламалардир. Бу куринишдаги тенгла
малар элементар курсаткичли тенгламалар эмас. Бу 
тенгламалар курсаткичли тенгламалар, курсаткичли 
функция ва логарифмлашларнинг хоссаларидан ^амда 
методларидан фойдаланиб ечилади.

Масалан, [/(а:)]^х) =  f (x)  тенгламани ечишда унга 
эквивалент булган аралаш системалар тузилиб ечила
ди яъни,

v <
f(x)  ■= 1, -, .
I* W  I < * .  V { V Ш  -  -  1 A  *{x)  
k( -R  lYV

унинг илдизлари ток сондан иборат]. Бу тенгламалар
ни логарифмлаш усули билан х ам ечиш мумкин, яъни

[/(-К)|*(х) «  f{X) 4=>- lg | f (x)  f (Jf) — lg I f (x)  I -<=*

•<=► (?(•*) — 1) !g | f i x )  1 =  0 l 6.’

6- м и с о л. Xх  =  х  тенгламани ечинг.
Е ч и ш .  х х =  х = у  x \ g \ x \ ~ \ g  U |  ч=>-

А = *  { Ив-1 -*1 — 0. ч==> Гле — ±  1, /1 1Х | х = \ ;  Ш - Ш
\л :«=1 [х =  \.  '

[/(■*) Г (дг) =  [f(x)]g(x) куринишдаги тенглама хам худ
ди шунга ухшаш ечилади.

Машцлар

Куйидаги тенгламаларни ечинг.

365. XV  2*a_ 14,5л = О
12*’+4 1

366. - 1444х 1728
у’—16дг—15—

367. 3 - 1 6  4 =  48 +  24 +  12 +  . . .  .

368. [ У ( б  +  з |  +  2|  +  . . .)225 1Ь1 *ь-



369. х' - у т к- \ г т - х+У 8 - о .

370. 328**-®0 — Х~ у /  4 * * -*  шш 0.

371 5 ? +¥ 3125*+' -  ■*Чу Л 15625х+2. /

372.

373 2}Г*+Г У 2'/ r ~ 4 V*+r. /

374. У ГV 23дг+1 — ЗХ V 8х” 3 — в.
j  313

375. 27-^—8 -[0,(3>]3-* -  6 • 3* +  12 • 3“ * -  — .

376 22л • 9х — 2 -б8*-1  +  4*г“ 1 • 3ix~ 2 — #.
377 4r + / F =2 _  5 .2x - l + i ^ 5  _  в#

л ,  . 15 ,  23
878 3 * - , - - р = г + 3 ' - , - - р =?  =  ».

10х +  Ю"х 
379. ------ ----------  -  5.

10х  -  l iT *

Куйидаги тенгламаларни график усулда ечинг.

380 Ш *  383. 2**— дз -f- 12.

381. 3-* =  -  x l  384. 2ГХ =  / х.О ' ‘ J *
382. 3х* =  3*.

Куйидаги тенгламаларни ечинг:

33*. 1о,> х  +  %  л х  +  log ,*  =  И.л в *
386 6 -  log7*[l +  4 • 94' 2UV 3 -a] =  logx7.
387. log l2(4 х +  Зх -  9) =  Зх ~  x lo g 1227.
388. *2Iog^27 • lo g ,*  =  х  +  4.

28Э. ^ log\ х  +  log*5 +  2 =  2,5.

m___ 1
390 logy*  Iog / -  j = =  "  L

391. log23 +  2 log4* -  " У  л 1®**18.

392. }/"31ogJ л  — 1 — 9 log2r 2  =■ 5.
393. l o g ^ -  * +  l o g ^ _  л  +  ... +  1ое у - Х  **■ 36.



394. , _ 21°g  e i o g ^ u - * ) .
!°ge* \

395. 6 lo g r x 4- log*, a 3 +  8 log9xs*a ■* 2.
f  _  *\

396. 20 log4̂  / х  +  7 и ш |вх-*3 — 3 logj. x* — 0.
T

397. /* (*  -  3)*+1 =  / ц  -  З)*- 2 .
398. (* -  # * # " *  =  l . \

Куйидаги тенгламапарни график усулда ечинг:
399. Ig(jr - 1 )  =  * - 2 .  401. lg(x  -  1 )------ ( х -  1)«.
400. lg(jc - Н )  =  *« + 2* +  3. 4Э2 lg (— jc) -  2х .

Куйидаги параметр катнашган тенгламаларни ечинп

'‘ V / 1
403. ** У  х~Уа*.
404. а Л(л*д +  1) =  a fa3-* +  ах).

405. У 2bix~b + 5  +  V bix~b — 1 =  8.

406. # Ш  =  т / ^  +  $ 7 »
У аг

407. a 2t+1 -  Ъс?г + 4а2* -1 = 6 - 1 .

408. /  *ь-*+2 +  1 / 1 — ^*одг+4 +  уУ  ьъх+* _ Y \ — b10x+l =  а.

409. l o g ^ j *  lo g fll — 1.* a > 0 ,  а ф \ ,

4»0. logmb(x-a)>  +  Iogaft(*  -  b)>- 2 а Ь > Ь , а Ь ф \ .

9- §. Курсаткичли ва логарифмик 
'кнгсизликлар

Курсаткичли ва логарифмик тенгсизликларни (ёки 
системани) ечишда тенгсизликларни ечишнинг умумий 
коидаларига амал килиш билан биргаликда курсагкич- 
ли ва логарифмик функцияларнинг монотонлик хосса- 
ларига дам а^амият берилади.

Курсаткичли ва логарифмик тенгсизликлар асосан 
Куйидаги куринишларда булиши мумкин.

1) а /(х)>  ‘0 Ф  -<=>* ( f (x> >  I t* )»  v  /  & * )  <  N r
\ я  >  1 \ 0 < a  <  1;

2) a /<jr)>  b ч = >  I K x ) >  Ш М  v  / <  *°e*k
7 U > 1 ,  £ > 0  v 1 0 < a <  1, £ > 0 ;



3) Я Н  +  А а +  • • • 4  А0 >  О Щу&-
| #  +  V t y * " , +  -*- +  ^ o ,
у =  аПх\  а > 0 % а ф \ \  ,

4) Л,a " r+fto +  Л , ^ +л'-{-.... +  Amanx+ft>  N <=>-
< - +  Р- anx+lli > M

5) \Пх)Г1х)> \  ёки[Кх)Г{х)< \ ;  f ■
f i x \ > a k. 
а >  I, V 
f(x) >  0 /

6) IOgfl/lX:) >  k *—>
f ix)  <  а \  
0 <  а  <  1, 
f(*l > 0 ;

7) logfl/,(x:) 4- lo g J 2(A:) 4  ... 4 \ щ М Щ  >  k -<=:

<=>
!ogfl f l  /<(■*) >  k*

/=1
/•(■*) >  0,
I  >  0, а Ф 1.

1 - мис ол .  2х +6 25л тенгсизликни ечинг.
Е ч и ш .  2г+6 >  25г ч = у  л;2 4- 6 >  Ъх <==► л:2 — 5х -f  

-f 6 >  0 ч=>- (х — 2 (г  -  3) > 0  ч = у  [(х -  2) >  ОД
Дл: — 3>0)  \/(л: — 2 ) < 0Да: — 3 < 0)] > [x>3\J х<2).

А =  {л: | л: <  2 V •*: >  3}.
2 - ми со  л. 22х-\-2х — 6 < 0  тенгсизликни ечинг.

Е ч и ш.  23х -j-2х —6 <  О <=>  ( У* + 2  “  6 <  °>

«*<*>■
Л =  {л: | — с» <  jc С  1 ].

3 - м и с о л .  [ х - 2 ) х'~**+*>\ тенгсизликни ечинг.
Е ч и ш .  (х  - 2)х' - 6*+8 >  1 [ ( х - 2 > 1 / \ х г -  

—6л: +  8 > 0 )  V (0 <  а: — 2 <  1 А х 2- 6 л :  +  8 < 0 ) ]  -<=>- 
[(л: >  3 Д л: >  4) V (л: >  3 Д л: < 2) V

V (2 <  х  <  3 Д 2 <  л < 4 ) ]  <=> (х  >  4 V 2 <  х  <  3).
А =  {л:/2< х  < 3 V а* >  4}.

4 - ми со л. 1о0ЛГ_1(л:а — I j > 0  тенгсизликни ечинг/



Е ч и ш.  fog^fA:2—1)>0ч=>- [(л—1) >  1 Д л2 — 1 >  
> 1 )  s / ( 0 < x - \ <  1 д о < х 2— !)]<=> 1 (л > 2 Д л 2> 2 )  V 
V [ K x < 2 / \  h e  х2 < 2 ) ]  ч=> (1 < х  < / 2 V  2 <  х); 

А =  _ [x j \<zx  <  1^2 V 2 <  х <  +оо}.

5 - мис о л .  logfl2(Jc24 -2х) <  1 тенгсизликни ечинг. 
Е ч и ш.  1о£в (х? +  2л) <  1 ч=>' loge,(x* 2х) <

< Io ge*aa ч=»  |[(0< а'г<1 Д х24-2л:>0Д.*2+2л:> a2)

= >  ( 0 < я ; <  \ А х >  ОД*2 4-2« — a 2> 0 )V (0  <  fl2<  1А 
Д л: <  —2 Д л:14- 2л: — а 2 >0)]  V | ( a 2 >  1Д*24 - 2 х > ® Д  
A jc* 4- 2 * <  а 2) =► (а2 >  1 Д л >  О А х2 4- 2х—аг<0)  <  
< ( а г> 1 Д л < —2 Л л:2 4-2 л : - а 2 <0)-!} -<=>* 1[(0 <  а2 <  1 Д 
Д л :>  j / T + o 2- 1) V ( 0 < a 2<  1 Д л: < / Г м а_4 - 1)] V
V  1(я2 >  1 Л - 1  —  / 1 4- аа<  л: <  —  2) V (a 2> 1Д0<л:<

Демак, 0 <  | л |  <  1 булганда тенгсизликнинг ечими

булади; | а  | >  1 булганда тенгсизликнинг ечими
А =  [х\ — (1 + / 1  +  а?)<х< —2}и{л'|0<л:<| 1 +  а 2—1} 
булади; a  =  0, а — 1 булганда тенгсизлик маъносини 
йукотади.

л *  \ х | - т < х <  -  (1 +  у  1 +  a2)) V
V  1*1 к I  Щ #  — 1 <  X <  Н- oof

Машцлар
Куйидаги теигсизликларни ечинг:

418. ]-2«og?0 * > - - - I o g 10x.

415. з2*—1 4- 32лг-2 — Задг_4<  315

418. гх+1 + 1 8  • 3- * >  29.

417. lg2A: - ? l g  х  — 8 <  0.

414. 3 * +3* >84. 419. l a g ^ C *  +  1) >  2.



42, s £ - t . 423. 4

3 t. /  x'A — I
422- ,0 ^ 3x “  +  <  1. 424. log, log ------ - <  0.x  rft x  — 2/t
425. log* log, j —  <  log , log,

2 Z X
423. lo g ^ lo g 5( / at3 +  l +  x ) < lo g alog, ( / л : 3 4- I — *).

T  5

Куйидаги теигсизликларни график усулда ечиш:

427. г1*-1 <  2 — х  _ 430. | log2x  | >  2.
428. 2, т | > 4 .  431 !og31 лс — 1 | <  1.

42Э. | | |  <  х +  2. 432. log, | л  | >  | х  \ -  1.

Куйидаги параметрли теигсизликларни ечинп |

433 а'*~х < а г.
1 |  а~х Ш у г)

434. — = x ~ Z -----1I -+• М * ал — 1

435. у' 2 — тг“ 3 <  т*"3.

« в т — I 2 / я — 1
2 +1 1Х+7

437. а2 х - Ь  2 < *  * -л**"**
4.18. logll7U a -f- 2*) <  log0,7(fl +

43®. log r а > loga$х а3-
а

44# d log2 . +  \ o g X  > °
441. ioga д -  1) <  loge(2* +  ̂  10 V *
442. fclog гл  <  1 +  l o V

443. 4 +  —~  ;---- — о*l°gxa  lOgaX -  ^

444. * ,eV r+ l >  а*х.
445 • *ogfla.  л* + \o g  х У  к < 2‘

► а



9-§. Тенглама тузишга дойр масалалар

Маълумки, масалани ечишда масала шаргида берил
ган сонли микдорлар ёки харфли ифодалар ёрдамида 
топ-илиши лозим булган номаълум микдорнинг сон |<нй- 
мати масала шартида берилаётган конуният асосида аник- 
ланади. Агар масала шартида берилган микдорлар би
лан изланаёгган микдор орасидаги богланиш мураккаб 
конунияглар ёрдамида берилган булса, у холда бу ко- 
нуниятларнннг хар бирини уз ичига оладиган тенг
ламалар тузилади, сунгра бу тенгламалар системаси 
текширилади, яъни масалани ечиш тенглама ечишга 
кел 1ирилади.

Масалани ечиш дейилганда куйидагилар назарда 
т  ути лади: масала шартида берилган маълумотларга к у 
ра изланаёгган микдорнинг масаладаги урнини аниклаш 
ёки бу мумкин булмаса. масаланинг ечими йук эка
нини курсатиш; масала шаргида берилган микдорлар 
масалани ечиш учун етарли булса, у $олда масалан* нг 
ечилиши учун умумий формула хосил килиб, бу фор- 
мулани текшириш, унинг мазмунини бахолаш ва бу 
формулада катнашган па.аметрнинг кийматларига ку
ра изланаётган микдорнинг харак1ерли ёки характерли 
булмаган хусусиятлариии ажрата билиш, кейин яна ма
сала шартига кайшб, ечилган тенгламанинг кийматла- 
ридан (ечимларидан) кайси бири масала шартини ка- 
ноатлангиришини ва кайси бири каноатлангирмаслиги- 
ни аниклаш.

Масала шарти дан изланаётган микдорнигина аник" 
лайдиган тенглама тузиш хар доим хам мумкин була- 
вермайди. Бундай холда масала шаргидан кенг маз- 
мунга эга булган тенглама ^осил килинади. Аммо, 
бундай холда хосил булган тенгламанинг барча илднз- 
ларм масала шартини хамиша хам каноатлантираьер- 
майдм.

Теиглама тузиб, масала ечишда куйидагиларга ало- 
Хида а^амият бериш лозим:

1) тенглама тузишда масаланинг хамма шартлариыи 
ммкони борича хисобга олиш;

2) топилган натижани тенглама шартига куйиб, iек- 
шириб куриш;

3) тенглама ечимлари билан масаланинг ечими ора
сидаги фаркни тушунтириб утиш.

Охирги пункт айрим холларда хисобга олинмай ко-



.лади, чунки тенгламанинг масала шартини цаноатлан- 
тирадиган ечими олиб цолиниб, каноатлантирмайдиган- 
лари (чет илдизлари) ташлаб юборилади. Умуман мет 
илдизнинг пайдо булиш сабабларини аниклаш хам ие- 
дагогик, хам математик нуктаи назардан му^имдир.

1-м и с ол .  Икки соннинг йигиндиси .s' ва бу сонлар- 
дан бирининг иккинчисига нисбати q булса, шу сон- 
ларни топинг.

Е ч и ш .  Изланаётган сонлардан бири х  десак, у 
*олда иккинчи сон s — л булади. Масала шартига ку
ра л ва q ихтиёрий сонлар, у ^олда куйидаги тенгла
ма л;осил булади:

х : (s — х) =  q.
Бу ерда нолга булиш мумкин булмагани учун а— хфО. 
Энди умумий куринишдаги ушбу тенглама хосил бу 
лади:

х : ( 5— х) — q А 5— х  #  0.
Бу тенгламани ечсак, x*=sq—qx\ (1 -\-q)x=sq  булади. 
Агар 1 +  <7=7̂ 0 булса, у холда изланган сонлар х =  - ^ —

ва s — х  = ------булааи. Шундай килиб, биринчи сон
1+<?

SO S - «jc== —— ва иккинчи сон s — х  --------- булади.
1+9 1 +  я

Энди s ва q параметрларнинг кабул килиши мумкин 
•булган кийматлар тупламига кура х нинг узгаришинн 
текширамиз. Бу ерда s > 0  булсин. Топилган киймат- 
лардан  куриниб турибдики, агар q >  0 булса, иккала 
сон s дан кичик.

Масалан, q =  — 1,2 булса, у холда 6 s = x  булади. 
Агар — 1 <  q < 0 булса. л : < 0  булади. Булардан ку
йидаги савол келиб чикади: q нинг кандай кийматла- 
рида х  цандай кийматлар кабул килади? Исталган k 
сони х га тенг булиши мумкинми? Буни текшириб ку
рам из:

sq =  k-\-kq\ q(s — k) =  q =  —— , k=fcs.
1+q s —k

Шундай цилиб, q =  ■ k нинг кийматини аниклаб, xS—k ... •
>ни ихтиёрий s дан фаркли k сонга тенг килиб олиш 
мумкинлиги аницланди. Агар 1 +  <? =  0 ё к и  q =  — 1 
булса, у *олда тенглама *(1 -j- q) =  sq булиб, мутлако



ечимга эга эмас. Бу ерда s = 0 :  хФО булган *ар кан~ 
дай сонни кабул килади.

Умуман, бу масяладан куриниб турибдики, цатна- 
шаётган s ва q параметрлардан бири 5 базис булиб. q  
параметр эга актив иштирок этаяпги ва q нинг у з 'ар и -  
ши билан масала ечимн ^ам узгариб боряпги.

2 - м и с о л .  Бир котйшма 1 : 2 нисбатда олинган икки- 
метал л дан тайёрланди. Иккинчи когишма эса шу ме- 
таллардан 2 : 3  нйсбагда олиб тайёрланди. Хар бир- 
котишмадан канча булакдан олинса, янги котйшма 
a : b нисбатда тайёрланади?

Е ч и ш .  Янги котйшма учун биринчи котишмадан к 
булак, иккинчисидан у булак олинган булсин, у $ о л -

1 2да янги к °тишма учун биринчи металлдан — х-\-----у;
3 5

2 3булак, иккинчи металлдан — х  — у булак олинган>
3 5

булади. Масаланинг шартига кура

1 2 у
3 5______ a
2 3 ~  Г— х +  — у 
3, 5

-  бх-Ьбу a бундан  - =  —•
10;c-t-9y Ь

1. Агар х  =  у =  0 булса, масала, маъносини йуко-
5 ^ + 6

тади. Агар л ; > 0 ,  у >  0 булса, тенглама — ------- *= — »•
10 — + 9  *

У
5(b — 2 a • — =  3(3a  — 2b) куринишда булади.

2. Агар b = 2(1 б^лса, 0* — =  3(3а — 2Ь\ =  — За бу

либ, масала ечимга эга булмайди. Бунда янги котиш- 
ма биринчи котишманинг узидан иборат булади

3. Агар Ьф2а б?лса, -  =  булиб. -{3а —  >  О-
У 5{Ь-2а) 3 Ь(Ь-2а)

булиши керак, бундан (За — 2 b > 0 / \b  — 2 i  >  0) V (За—
— 2Z><0A^—2a<U) булиб, биринчи сисгемадан 2а < Ь <  
< 1  / а  ^осил булиб, a  >  0, Ь >  0 эканлигидан бу *ол-  
нинг булиши мумкин эмас. Иккинчи системадан- 
1,5а< Ь<, 2а д а  ил булади. Демак, биринчи котишмадан 
3(2Ь — За) булак, иккинчисидан 5(2а~Ь)  булак олинган.



Машцлар

446. Трактор олдинги гилдирагининг айлаиаси k метр, кейин- 
ги гилдирагининг айланаси I метр. Олдинги fh лдирак камча масо- 
фада кейин.и гилдиракдан п та ортик айланади? (* < /) .

447. Икки ишчининг иккинчиси биринчисидан 1 — кун кейин

ишга тушса, улар биргалисда бир ишни 7 кун ia тамомлай олади- 
лар. Агар бу ишни хар кайси ишчи блгиз ?зи бажарса, у *олда 
биринчи ишчи иккинчи ишчига Караганда 3 icy.i ортик ишлаши 
керак булади. Хар кайси ишчининг ёлгиз узн бу ишни неча к\н- 
да тамомлай олади?

448. А  модданинг *ажми В ва С моддалар цажмлари йигинДи- 
сининг ярмини ташкил этади; В  модданин дажми эса А ва С мод-

даларнинг лажмлар йириндисининг — кисмини ташкил этачи С
5

модда хажмини иг А ва В  моддалар хажмлари i игиндисига нисба
тини топинг.

449. Икки /И, ва М.2 жисм АВ  — 60 м масо|>адан бир-бирнга 
караб текис харакат килмокда. /И, жисм А нуктадаи М3 жисм В 
нуктадан чикка^и а кара1а<да 15 секунд олдин чикди. Хар кайси 
жисм йулниш охири1а е пани дан с^нг т^хтамай олдинги тезлиги 
билан орка>а кайтди. Ьиринчи учрашув М , жисм йу.па члккандан 
21 секунд ут1 ач, иккинчи учрашув эса 45 секунд ут1ач юз iep a -  
ди. Хар кайси жисмнин< тезли1 ими топинг.

450 Улчамлари 12 см ва 18 см оу.иан раем эни узгармас бул- 
1ан рамка а жойлаштирилган. Агар рам.анинг ю ш  раемнлнг жзи- 
•га тенг булса рамканинг энини аникланг.

451. Икки соннинг йигиндиси 44 га тен. булиб. улардаи кичи- 
ш  маифий сондир. Катта сон билан кичик сон айирмасииинг кн- 
чяк сонга плган  проченг нисбати ки ш < сон билан мос келади. 
Бу икки i онни тоиин

452. Матем ти(«|дан масалалар туплами кул ёз.масида и бир 
мисолда бери пан соини З г а  к ^ п ай п р и 'и  ва нагижачан 4 м  ани- 
риш ёзи ган зди. Босмахонада x a T o ia  йул куйилди. куиаити. иш 
белгиси урнига булиш б е п и с и .  \>инус урнига эса плюс кУ'жлли. 
Ш унга кара масла н охирги нагмжа узгармади. Тупламг а к^ндай 
мисол киритиш мулжалланган эди?

453. Катга й /лда мотоциклчини кувиб бораётган „Волга ' автв- 
машинаси уни кува бошлаганидан а  сек утгач етио олди. Улар 
орасидаги бошлангич масофа 1 км. Агар улар шу масорада бир- 
бирига караб даракат килса, ь секунд утгандан кейин учрашади. 
Хар бирининг уртача тезлигини топинг.



454. Тугри туртбурчак шаклидаги ер  участкаси т^сик; билан 
Уралган. Агар ундан турри чизик буйлаб колган цисми квадрат 
иаклида ёуладиган килиб бир кием и ажратиб олинеа, участканинг 
юзи 400 м* га. тусик узунлиги эса 20 м га камаяди. Участканинг 
дастлабки улчамларини ачикланг.

455 Спорт майдончаси учун диагонали 185 м га тенг булган 
тугри туртбурчак шаклидаги ер участкаси ажратилди. Курнлиш 
и ш лари бажарилаётганда майдончанинг хар бир томонининг узун. 
ли1ини 4 м га ка май гиришга тугри келди. Бунда тугри туртбур- 
чакнинг шакли саклаб колинаи, лею н юзи 1012 ма га камайди. 
Майдончанинг олдин и улчамларини топинг.

456. Бир махсулогнинг бир килограми билан иккинчи махсу/ог- 
нинг ун килограми учун 2 с?м туланган. Агар нархларнинг мав» 
сумий узгариши билан бир| нчи махсулотнинг нархи 15% га ким- 
матлаи'иб, иккинчи махсулотиинг нархи 25% га арзонлашеа, у 
Холда худди шундай микдордаги бу ма\сулотлар учун 1 сум 82 
тийин тулапади. Хар бир махсулотиинг бир килограми канчадан 
туради?

457. Отпуска саёхатида юрган дустлар биринчи хафтада ён-
2 . 2 

ларидаги пулларинин: — кис ми дан 6 сум кам микдордагисини
5

. 1 
харажаг цилишди, иккинчи хафтадан эса колган пулнинг — кисми-

<5
ни ва 1 на 2 сум театрга ту шиш учун, учинчи хафтада эса колган

3
пулнинг — кисмини ва *на денгизда саёхат килиш учун 3 сум

5
20 тийин ишлатишди, шуидан кейин уларда 20 сум колди. Уч 
хафталик саёхаг даврида канча пул харажаг килинган?

458. Ишчилар брига часи маълум мудаат ичида 800 та бир хил 
деталь тайёрлаши керак эди. Амалда эса бу иш муддати л кун 
илгари бажари!ди, чунки бригада хар куни планда бел:илангани- 
дан 50 та ортик деталь тайёрлади. Иш канагй муддат ичида ту- 
галланиши керак эди ва хар кундаг и планнинг кунлик ошириб 
бажарили и приценти канча?

459. Бир деталга ишлов бериш учун А ишчи В  ишчига кара- 
ганда k минут кам вакт сарфлади Агар А ишчи t соатда В  га Ка
раганда п та куп деталга ишлов берса. шу вакт ичида уларнинг 
хар бири нечтадан д етал и  ишлов беради?

460. х 2—3ax-j-av=0  тенглама илдизлари квадратларининг йи- 
гиндиси 1,75 га тенг. а ни топинг.

461. Солиштирма огирлиги 20,88 г /см3 булган бир булак пла
тина нукак дарахтининг (солиштирма огирлши 0,24 г/см3) бир бу . 
лаги билян боглаб куйилган. Хосил булган сисгеманинг солиштир
ма «гнрлигн 0,48 г/см-' га тенг. Агар платина буларнинг огирли-



ти 87 г булса, дарахт булагининг орирлиги канча? (Жиемнинг со- 
лиштирма орирлиги—унинг кажм бирлигидаги огнрлигидир.)

462. Моддий нуктага икки куч йуналтирилган булиб, улар ора
сидаги бурчак. 30° га тенг. Куйилган кучлардан бирининг каттали- 
«ги иккинчисидан 7 |/  3 марта куп, тенг таъсир этувчи кучнинг 
катталиги эса кичик кучнинг катталигидан 24 Н ортик. Кичик 
кучнинг ва тенг таъсир этувчи кучнинг катталигини аникланг.

463. Учта идишнинг хар бирида турти микдорда суюклйк бор# 
Уларни тенглашгириш учун очдин биринчи идишдаги суюклик-

I
нинг —■ кием и иккинчи идишга кейин иккинчи идишдаги суюк-

ликнинг — кисми учинчи идишга куйилди ва нщ оят учинчи илиш-

1
даги суюкликнинг — кисми биринчи илишга куйилди. Шундан

кейин кар бир идишдаги суюклйк 9 л дан булди. Олдин кар бир 
"идишда канчадан суюклйк булган?

464. Разведкачи катер эскадранинг б о л  кемаси олдига келиб, 
эскадранинг олдила унинг каракати йуналиши буйлаб 70 км ни 
разведка килиш ,\акида буйрук олди Агар катерга 28 км/соат 
тезлик билан юришга рухеат берилгантиги, эскадра эса 14 км/соат 
тезлик билан каракат килиши маълум булса, катер неча соагдан 
кейин олдинга караб кетаётган эскадранинг бош кемаси олдига 
кай-тиб келишини аникланг.

465. Харакатланувчи моделнинг олдинги гилдираги 120 м ма- 
со|)ада орка рилдирагидан 6 та ортик айланади. Агар олдинги

1 ;
рилдирак айланасининг узунлиги Уз узунлигининг — кисмича, орка

1
рилдирак айланасининг узунлиги эса Уз узунлигининг — кисмича

5
узайтирилса, уша масофада орка гилдирэк олдинги рилдиракдан
4 та ортик айланади. Хар бир гилдирак айланасининг узунлшини 
топинг.

466. Монтбрлар бригадаси соагига 8 м дан электр сими утка- 
зиб, ишни кундузи соат 4 да тамомлаши мумкин -эди. Топшмр «к- 
нинг ярми бажарилгандан кейин бир ишчи бри ададан кетди, шу 

сабабли бригада соатига 6 м дан сим угказиб, ишни кеч соат
6 да тамомлади. Неча метр сим Утказилган вз неча соат ишлан- 
ган?

467. ШофЗр фабрикадан чикиб йулга тушганидан икки соат 
утгач, спидомегрга кара5 атиги 112 км босиб Утганшгини аник-
ади. У, агар шу тезлихда юрадиган булса, ю'.сни стапцияга 30 ми- 

чут кечикиб ош б боришиыи аниклади. Шунинг учун тезлыкни



оширди ва станцияга муддатидан 30 минут олдин етнб келди.. 
Агар фабрикадан станциягача булган масофа 280 км булса, авто- 
мобилнинг дастлабки ва кейин*'и тезликларини аникланг.

468. Кино залида катта1 ва кичик эшик бор. Кинофильм туга-
о 3гандан кейин барча томошабинлар икки эшикдан 3 — минутда чи

киб кетадилар Томошабинлар фацат катта эшикдан чицсадар фа* 
кат кичик эшикдан'чизданга Караганда 4 минут кам вацт сарфла- 
нади. Томошабинлар факат катта эшикнинг узидан i еча минутда 
ва фанат кичик эшикнинг узидан неча минутда чикиб кетишлари 
мумкин?

469. Бир модда узнга намни тортиб массасини орттиради. 
1400 кг намликни тортиши учун бу модданинг майдаланмаганидан' 
майдаланганига Караганда 300 кг куп олиш керак булади. Сурил- 
ган намлик массаси майдаланган ва майдаланмаин модда масса* 
сининг канча проиентини ташкил этишини аникланг, бу сон иккин* 
чи холатда биринчи холатдагидан 105 бирлик кам.

470. Кишлокдан далагача булган масофани босиб ути шла юк 
машинасининг гилдираги велосипед рилдирагидан 100 та кам, трак
тор 1усеницасидан эса 150 та куп айланади. Агар машина рилди- 
раги айланасининг узунлиги велосипед гилдираги айланаси узун-

4
лигининг — кисмини ташкил этса, трактор гусеницасидан эса 2 м

3
киска булса, кишлокдан далагача булган масофани топинг.

471. Умумий ба*оси 225 сум булган икки хил кимматбахо 
муйнали тери халкаро бозорда 40% фойдаси билан сотилди. Агар 
биринчи хил теридан 25%, иккинчисидан эса 50% фойда килин. 
ган булса, хар бир терининг ба^осини аникланг.

472. Спорт майдончаси турри туртбурчак шаклида булиб,. 
унинг буйи энидан b м оргик майдончанинг узи кенглиги а  метр 
булган йулка билан уралган Агар спорт майдоичасннинг юзи уни. 
Ураган йулканинг юзша тенг булса, май юпчанииг улчамларини. 
топинг.

10-§. Тенгламалар системаси 

Тенгламалар системаси деб

/,(* ,  V...... г ,а ,  ,с)=0,
Ы х > У. —» а,  Ь, ... ,с) = 0 ,  ч_ ^

i =  \ %k
. fki.*' у, »2, д, с) = 0

куринишдаги сисгемага айтилади, бу ерда х ,  у , , . . , г



лар узгарувчилар ёки номаълум микдорлар, а , с
лар эса параметрлар деб каралади.

Системани ечиш. деб номаълум микдорларнинг шу 
системани цаноатлантирадиган кийматлар тупламини 
топиш га айтилади.

Берилган система узининг ан и ила ниш со^асида ечим
га эга булса, бу система биргаликда булган , ечимга 
эга булмаса, биргаликда булмаган система дейилади.

Агар система чекли сондаги ечимга эга булса, аниц 
система, чексиз куп ечимга эга булса, аницмас сис
тема дейилади.

Агар

/ У» • • • Я, Ь,. • • ,£) =  О,
/  =  \ ~Jz

системанинг *ар бир ечими

тД х ,у , . . .  , 2 , а,  ,с) = 0 ,  
fe= \%и

системанинг ечими ва аксинча булса, у ^олда

f i (x,y, j_, . t z t a t b , . . . tc) =  О,
/  =  \ %k

У ^ а ,  Ь, . . .  ,с) =  0,
/  =  1 yk

дейилади.
Тенгламалар системасининг эквивалентлигини аник- 

ловчи куйидаги теоремаларни келтирамиз.
1-теорема. Агар Щх+ у , , г, а, £ , . . . ,<?)  =  ОД

А  / =  \Л  системанинг ихтиёрий тенгланасида бир уз- 
гару вчини бошщ узгарувчилар орцали ифодалаб, 
цолган тенгламаларга цуйилса, %ос&л б у л г т  сис~ 
тема аввалги систенага эквивалент булади, яъни



2- iеорема. Агар  f Й Р ’ дан
I i Щ 1 ,л

Ш> Шт>*, z,  а, Ь , . . .  ,с) =  0, ^
/ =  \,k

ч = >  /  ? ' (лг’ • ‘ ,г ’ а ' Ь' *1 # ’ *) =  О»
I /  =  1 ,л

б$лса% у %олда

с) — О,'  * ч = >М *. у . ,г, а ,  Ь, ..
£ =  1,я

<Рг1Х  у ^ . . ,г, a t b, . . .  ,с) •= О,

/= =  и з
/Да, у, . .  , z , a ,  Ь, . . .  ,с) =  О,
i =  (А -+ 1), /г.

ч=>-

3-теорема. Лга/? | | ^ v у...... г, а, Ь , ... ,£ )=  О Д / —1,А
системанинг ихтиёрий тенгламасига, унинг анщ ла -
ниш со^асида аникланган у........ г, а, 6 , . . .  ,с)
функцияни ф ш сш  ёки айирсак, хосил булган сис
тема ft(x, у , . . .  , г, а,  0 , . . .  /•) =  О Д i =  1,6 система• 
га  эквивалент булади.

Алгебра курсиаа тенгламалар системаси берилиши- 
га караб куйидаги турларга булинади:

1) чизицли тенгламалар системаси;
2) рационал тенгламалар системаси;
3) иррационал тенгламалар системаси;
4) курсаткичли тенгламалар системаси;
5) логарифмик тенгламалар системаси.
Биз куйида *ар бир тур тенгламалар системасини 

ечишнл мисоллар оркали тушунтирамиз.1
1. У р н и г а к у й и ш  у с у л и
1-м и с о л .  Системани ечинг:

х* — ху  -+ у2 +  2х — 2у — 3 =  О, 
х +  У =  4.

(1)

1 И з о * .  Чизикли тенгламалар системаси „Ал1ебра ва сонлар
Чдзарияси" курсида етарли даражада куриб утилганлигн учун унга 
тухталишни лозим топмадик.



Е ч и ш .  (1) ч=>-
х2- х ( 4 - х )  +  ( 4 -л : )2-!-2л:-2(4— х)
у =  4 — л

<==>

Зх2 — 8х 4 -5= 0 ,  
у =  4 — х

т в

5Х== —,
>- 3

у — 4 — х

# ' № > ) } •

V
* =  1, 

У =  4-

2 - м и с о л .  Системани ечинг:
х 2 4- у2 =  5,

Е ч и ш .  (1) ч = > -

лгу =  2. 
х 2 +  у '= 5 ,  
х*)>'г =  4 
I л 2 -  4,
I У'г= 1

1 1

ч = >  р - Ш  4 -4  =  0

V
У2 =  4, 
* 2 =  1.

Демак, х  =  ± 2 ,  у = ±  1, у =  ± 2, л: =  ±  1.
II. А л г е б р а и к к у ш и  ш у с у л и
3-м и с о  л. Системани ечинг:

х2 -\- уг +  х  +  у = 18 
— >2 -j-.* — у =  6.

Е ч и ш .  Бу системами ечиш учун алгебраик к у ш и т  
усулидан фойдаланамиз, яъни 2х24-2л:=24 ёки х ‘+ х —
— 12 =  0, бундан х } = 3 ,  х.г =  — 4 ^осил булади. Щ — & 
ни биринчи х2 4- у2 4- х  4- У =  18 тенгла\ адаги х  узга- 
рувчининг урнига куйсак, yz4-y—6 =  0 тенглама ^осил 
б^лади, бундан: у, =  2; у2 =  — 3.

Демак: 1) л  =  З Д  у =  2; 2) х =  3 А У =  — 3. 
х  =  — 4 учун шу процессии такрорласак; 3) х = —4 /\ 
Д  у = 2 ;  4) х =  —4 Д у = - 3 .

Демак, А =  {(3, 2); (3; - 3 ) ;  ( - 4 ;  2); ( - 4 ;  - 3 ) } .
4 - ми  с о л .  Системани ечинг:

х2 — лу  -  JP =  5, 
2*2-|-лу — 10у2 =  11. ( О

Е ч и ш .

( и  I
1 — 10л:г- 5 л у 4 5 0 у 2=  - 5 5 .



Б у  системадаги тенгламаларни хадлаб кушсак, х 2 —
/ X—■ 16-ку +  39 у2 =  0 хосил булади. у =f= О деб (—j —

— 16 39 =  0 куринишдаги тенгламага эга була-

миз. Бундан х  =  I Зу ва х  — 2>у хосил булади. Сунгра
,(1) нинг биринчи тенгламасига л:=13у ни х  узгарув-
чининг урнига куйиб, хосил булган тенгламани ечсак;

1------------ . 1 с у, = ------• у о --- ---------- . Ьундан
S S  ^ з г

х — 13

| / зГ

У / з Г

13

Ум 
1

i/ з  Г
Шу процессии х =  3у учун хам кулласак,

I  =  3, j х  =  —3,

". у - l ;  I у = — 1
ни топамиз. Натижада (1) ни ка и оатл а нтирад иган жуфт-

(,  13 1 I  /  1 3 .  1 х /о  14 ликлар туплами { — ; ------ —; ------(3; 1);
I vpgg у з \ /  \ |/ 31 V 31'

( — 3; — 1)| дан иборат булади.

5 - ми с о  л. Тенгламалар системасини ечинг:

У  а —х — У  у —х = У  у, 

У  Ь - х + ■ / \ ' - x = V  У-

Е ч и ш .  Тенгламалар системасининг аникланиш со- 
хасини топамиз, яъни (а—х > 0 А Ь — х >  ОД у — х > 0 Д  
А у  >  0) ==*■ ( а > £ > л ; Д а > у > 0 Д у  >  я).

(1) ни хадлаб куш сак ва хадлаб айирсак, (1) га тенг 
кучли куйидаги

(1)

У  а - х - \ -  \ f b - х . =  ? У у,

У  а —х —У  Ь - х =  2 | /  у —х
(2)

система хосил булади. (2) нинг ^ар иккала томонини 
квадратга оширсак,

a-\-b—2х-{- 2 У  (а—х)(Ь— л ) = 4 у ,  

а \ Ь —2х—21^(а - х ) ( Ь —х ) = 4 у —4х
(3)



система *осил булади. Сунгра (3) ни *адлаб кушиб 
ва ^адлаб айирсак, куйидаги тенг кучли

8у =  2(а  4- Ь),
4 ] /  (а—х)(Ь—х)=Ах

(4 )  - * = > (5)
x = V  {а—х)(Ь—х)

ситтема ^осил булади.
(5) системанинг иккинчи тенгламасидан к^О булиб, 

(л + -b)x — ab экани келиб чикади. Маълумки, х > 0  
ва i ^ b  >  х, а > О, b >  0 ва а > b булишидан куйи
даги икки *ол юз беради;

1) а  -  b =  0 булса, а >  у 1>0 дан л =  у = 0  булади;
2) а  >  О, Ь 0 булса, у хотда л =  —- ;  у =  ил-

дизлар *осил булади.
Агар а < 0, £ < 0  булса, у *олда (.и.тема ^акикий 

ечимга эга булмайди.

(О

6 - м и с о л .  Системани ечинг:

2*-3>- =  24,
2у-3* =  5^.

Е ч и ш .  Б и р и н ч и  у с у л .
2;г-Зу =  23-3,
2У-3* =  2-3Я

тенгламалар системасини *адлаб купайтирсак ва *ад- 
лаб булсак,

х  +  у =  4, 
х — у =  2

система *осил булади. Бундан; х  =  3, у =  I.
И к к и н ч и  у с у л .  АIар системадаги ^ар бир тенг

ламани логарифмласак, у холда

xlg2 +  ylg3 -  31r2 -j- lg3 lg2 lg3 
*Ig3 +  ylg2 =  lg2 +  3lg3 -  lg3 -  lg2

а) * (lga2 — ig*3) =  3(Ig22 — lg’3) *  =  3;
б) y(lga3 — lgJ2) =  lgz3 — lg’2 = >  у =  1.

Демак, л  — 3, у =  1.

ев



Машцлар

473.

474.

475.

476.

477.

478.

479.

480.

481.

482.

483.

(* + 0,2,Н(У+0,3)3‘ 
* 4 -У =0,9 .
*ЗуЗ«, —8;
Л3 +  уз =  7. 

л г -Ц у -^ б ;
*“ Ч у “ 2= 13 .

X — у =  1;
*з _  уз .  7.

1;

1 1 i
у - 1  у + 1  X 
у 8 — х  -  5 =  ».

{

у2 — ху  == — 12;
-  лгу =  28.

дг
* + У +  у  -  9;

(-*+У)-к
=  20.

[

*зуз+*2)»2=12;
л:8у3-л :3у8= 4 .

=  82; 
х у  =  3.

я 3 4- У3 =  35;
*  +  у =  5. 

а а + 1Ш =• 15, 
г/я + uv =  10.

484. j

485. 

0

jc3+y3=65;
л:гу+л:у‘'= 2 0 ,  R  да ечинг. 

х - \  у + 3  г - 1
2  "  3 “  4 *

. 2 * + З у - 5 г + 1 9 = 0 .  
(х + у )* + 2 х -  35 -  2у;

(■*—У)а — 2 у =  3 —- йх.

487.
+ 0»х + у - \  2л:—у + 3

3  1 7  «4- — = 0
* + у - 1  2 * - у + 3  5

1 . 1 . 1 оН—  +  = 3 ;  х  у г
1 1 1 488. < +  * +  = 3 ;  

х у  у г  х г
I

1.

489.

490.

491.

492.

х у г
x  +  y +  z  =  0,
сх +  ay +  bz 0;

(*+$)«+(у + с)*+(*+
- И ) 8= а 2+£*-|-с2.

■ S B * *Л;2+ у2_1  ^  *

4л:
д * + у * +  _  =  22.

У
(АГ_ у ) (л 2 _ у2 )= 3аЗ>

(* + У )(* Н У 2) =  15а3,
Я да ечинг.

л 3+ у 3*=19;
л 3у +  х у 2 =  — 6,

/? да ечинг.
л:8 +  лгу +  у* =  91;
* + / Г у + у  =  13.
4 г - 4 ” л 
у  a + t f  — /  a —1/=-2;

Y u + V — У  U—V -  8.



У х + У  +  V  х ~ У а 6. (К -И -У —«» V x ~ У—v  деб белгиланг.

V Xx+У )Ч х -у)*-Ъ.
У й х —y + l l  — У З х + у - 9  -  3;

497.

'БООл

^*2лс—у + И  + V  у —9 = 3 ;

/5 л :+ у  +  / 5 * - у ~ 4 :

1 /  X  = 2  деб белгиланг.

J - + J - = ± .
/ * * / 7  3 ’

498. /  U + y ) a- 3 ;  

/ { х - у У - \ .

499.
и* +  г»з =  u v  4. 1з # 

u+v-m/й а + З ;

Я01.

"502.

503.

505.

лгу — 9.

3 ( 2 -  / i = 7 ) - 4 l O ( 2 +  / л + 7 ) " ' = 5 ;  
-1 --------- 1

-1

4(2—)/' х —у) —5 (2 + i / \ e + y )  — 3.
Г 2(/7+/уГ=з/^у;
I  л: - f  у -  5.

/ * + / у=Ю

4/ 7 + 4/ 7 „ 4
504.

507.

х  — у  =  8ла. 
/  л: + / у = 4 л .

506.

\  х  + V y  -  3;

? / я * —/ * у  +  » /у г- 3 .

' я й 1

•* +  У =  5.
куйидаги тенгламалар системасини ечинг.

508.

509.

510.

511. 

98

512.

513.

514.

х3«--2У=725;
у

4Г—2^ *=25. 
f l g ( * 4 - y * ) - 2 ,
11оШ |-4- 0£з3—I og3y.

3 ^ =81;

. *gyrxy-=l-f/g3#
£ - у  у - х

2 + 2 2 “ 2,5; 515.
.*£(2*—у)-{-1—Ig(y4-2*)-{-Ig6.

2У*—1 5;

*У*+2-  125. 

8 ( / 2 Г У-0,5у- в5

Iog3( ^ - 2y)+Iogr3(3^ + 2y ) » 3.
log** — log2y-=0.

6.

-  2у2 -  8 - 0.

’ х +у *±у
2 3 + 2 в

д:2+ 5 у 2 _  бху



BIO.

517.

2*-Зу= 6 ;

3*.4У=12

,ogV T  x y  “  8:

lo g3{ IogL -•
9 ^

518.

0. 519.

(x+y)2y~U  -6.25. 
5.

glog»(*—4 y )_  J.

4^-2y„7.2^-2y=8

l l - § ’. Тенгсизлнклар системаси

Маълумки, тенгсизлнклар системаси дейилганда бир 
неча узгарувчили тенгсизликлардан бир нечтасининг 
биргаликда царалиши тушунилади. Масалан,

f(x , у, . . . t z t a, b.......... О )

к^ринишдаги тенгсизлик бир неча узгарувчили тенг
сизлик деб  каралади.

Бир неча узгарувчили, тенгсизликлар системаси 
деб

/ 1(*» У» • • •» • • •»
(2)

, Ш  У, . . . »  2, Я» Ь>. . . ,  с)
системага айтилади.

Хусусий ^олда
Н  4" *.У  +  Ct > 0 ,

-j* ^2У “Ь ^2

0

(3)

системани куриб чикайлик. Геометриядан маълумки, 
системада катнашаётган *ар бир тенгсизлик Atx-\-Bty +
~\~Ci =  О Д  i =  1 , 2  тугри чизик билан чегараланган ярим 
текисликни аниклайди. Энди (3) тенгсизликлар систе- 
масининг ечимлари тупламини топайлик.

1 . Л1^ + 5 ,у - [ -С 1= 0  ва А 2х  +  В2у  +  С2= 0  турри чи
зиклар параллел булмасин, у  *олда (3) учун у<  k xx -\-  
+ ЬХ Л У > к 2х-\-Ь2 Д  k ^ k 2 ^оли-уринли булсин дейлик, 
бундан

k2x +  b2 <  kxx-\- bu
kx=f=k‘t

■<=>-
bt —b2x  >
k 2— k\ v

(k2 — k ^ x ^ b x — b%î r  
Ф k2

bi—b3
X< иk 2—kx



i  Y
\

Y,У,

у
,х&>*/ 0 %

5- чизма. 6- чизма.

б^либ, умумий ечим 

•О bx~ b\  kt> k 2; х <  b-l—h.y k2 >  kt
Аа—«j

ki K-\-b%< y < k lx + b l
ki—ki "  у  

k2x-\-b2< y < k xx-\-bx
булади (5- чизма).

Агар (3) учун £ i > 0 ,  В .^ 0  шарт бажарилса, у ^ол-  
y > k tx + b u

системага тенг кучли бу-
у >  k2x +  Ь2

лишини куриш мумкин, бунда умумий ечим (б-чизма)

да (3) система

kix  +  bu агар х > ь-2—̂  булса,
*1—*2

У > • k2x \ b j, агар х  < Ь̂ —Ьу
bi-k. булса,

k \^ k 2.
2. Atx  4- Вху -J- С, =  0 ва А2х  - f  В2у  -j- С2 =  0

турри чизиклар параллел ва устма-уст тушганда (3) 
системадаги *ар иккала тенгсизликни бир вактда ца- 
ноатлантирадиган ечимнинг умумий кисми мавжуд бул
са, у *олда уша со*а системанинг ечимлар тупламини 
аниклайди, акс *олда (3) системанинг ечимлар тупла
ми буш булади.

1-м и со  л. Ушбу системани ечинг ва графигини чи- 
зинг:



Е ч и ш .
у —* - И > 0 , А

к
У1*А

2х —у —3 > 0 у <  2л: — 3

2-м  и с о л .  Ушбу системани ечинг
зинг:

1 у >  X2 — -К — 6,

I 1чсоV

Е ч и ш .

х —1 < у < 2 л :—3. 
jc> 2 ( 7 - чизма),

у >  х* — х  — 6, 
у <  3л; —1

у >  х'г — х  — б, 
у <3дс — 1,
Я2—х —6 <  Зл; —1

-< = >

ч=>~
у > х * —х —6, 
у <  Здс — 1, й р й и  
— 1 < х < 5

у  < 3 *  — 1,
—1 < л ;< 5  (8- чизма).

Машцлар
Системаларни аналитик ва график усулда ечинп 

2л:—у < 1 ,

520.
4 * + у > 1 , 
4л— у>1, 
у < 3 .

521.
* + У > 1 ,
ж -у > 0 ,
х - у > х + у .



лЧ -у*>1 . 
525. * + У > ° .

х + у < х * + У * .

526. { У >0 .
шмш

524. I
У < \-х 3.

ДГ+У> * 2+ У 3.

IV Б О Б. ТРИГОНОМЕТРИК ФУНКЦИЯЛАР ВА 
УЛАР ОРАСИДАГИ МУНОСАБАТЛАР

1-§. Тригонометрик функциялар

Тугри бурчакли декарт координаталар системаси 
хО у  берилган булсин. Маркази координаталар бошида 
ва радиуси бирга тенг булган айлана ясаймиз ^амда 
соат стрелкаси ^аракатига тескари й^налишни мусбат 
йуналиш ва А( 1; 0) нуктани бошлангич нукта деб ка
бул киламиз. Бу бирлик айлана да Л (1; 0) нуктадан 
мусбат йуналишда сон мицдори t  сон ига тенг булган 
ей ажратамиз. У ^олда бирлик айлананинг абсциссаси 
x t ва ординатаси yt булган Pt нуктаси t  сонга мос ке- 
лади (9-чизма).

IV
1 - т а ъ р и ф .  Pt нукта

нинг х, абсциссаси t сон
нинг косинуса, yt ордина
таси эса t  соннинг синуса 
дейилади, яъни x t =  cos t,

аШ  Ш Ш
У 2 - т а ъ р и ф .  t  соннинг 

тангенса деб шу сон си- 
нусининг унинг косинуси- 
га нисбатига айтилади,

яъни tg t  =  S l L
9- чизма. cos t



3 - т а ъ р и ф .  t  соннинг котангенса деб шу сон ко- 
(’мпуспнинг унинг синусига нисбатига айтилади, яъни

, cos tctg t = ------ .
45 sin t

4 - т а ъ р и ф .  t  соннинг секанса деб шу сон коси- 
кусининг тескари кийматига айтилади, яъни

. 1 Очsec t = ----- .
cosr

5 - т а ъ р и ф .  t соннинг косеканса деб шу сон сину- 
сининг тескари цийматига айтилади, яъни,

.  . 1cosec t  = ------.
sin*

Т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л а р н и н г  
а с о с и й  х о с с а л а р и :

1°. Аникланиш со^аси.
D(sin/) =  R , D(cost) — R , D(tgt) Z +пщ j  - f

D(ctg /)—{пщ (n +  l)ic); D (s e c t)  =  ^ 4-Ятс; ^
D (cosec t)  =  (/lie; (n 4- l)ic); П (i Z.
2°. Узгариш со^аси (кийматлар туплами).
E(s\nt) = E ( c o s t ) = [  — 1; 1 J; £ ( tg O  =  # ,  E(ctgt) =  R, 
E(sect) =  (— oo; — 1] U [1; - f  oo); £ (cosec /) =  ('— oo;
— 1JU11; 4-oo).
3°. Даврийлиги.

Теорема. Тригонометрик ф ункциялар даврий функ- 
циялардир, яъни;
sin(tf -\-s2mz) =  sin*, ctg(* 4- м с) =  ctg / ,
cos (1 4-  2пк) =  cos t , secirf 4-2«rc)=sectf,
tg(* -t-rt-TC.) = t g  t , cosec(^42/zjc)== cosec^, n £  Z.
4°. Тригонометрик функциялар кийматларининг ишора- 
лари:

sin t cos t tg * c tg * sec t cosec t

1 чорак + + + + -Ir 4-

II чорак + — — — — +

III чорак — — + + — --

IV чорак — + — — + --

5°. Ж уфт ва тоцлиги



Теорема. Косинус ва секанс жуфт функциялар , 
синус, тангенс, котангенс ва косеканс то/( функ- 
циялардир, яъни:

sin ( — t) =* — sin t,  c tg(— *) — — ct£*,
cos(— t) — cos*, sec(— t) «= sec*
tg ( — 1) =  — tg*, cosec(— i f ) -  — cosec*.

6°. Монотонлик ораликлари:

\ t

т \
0

I
чорак

1C

ч
II

ч орак
III

чорак
Зя

~2
IV

ч орак 2*

sin  if 0 щ 1 \ 0 \ — 1 / 0

cos i 1 \ 0 \ — 1 / 0 / 1

tg * 0 р
мавжуд

эмас / 0 /
мавжуд
эмас / 0

ctg* мавжуд
эмас 0 \

мавжуд
эмас \ 0 \

мавжуд
эмас

sect 1 *
мавжуд

эмас \ — 1 \
мавжуд

эмас \ 1
*
c o s e c / мавжуд! ч 

эмас X 1 /
мавжуд! -у 
эмас J г — 1 \

мавжуд
эмас

Т р и г о н о м е т р и к ф у н к ц и я л а р н и н г г р а ф и к -  
л a p и.

А р г у м е н т н и н г  х у с у с и й  ц и й м а т л а р и д а  
т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я  к и й м а т л а р и .

Аргумент хусусий кийматларининг тригонометрик 
функцияси киймати бевоснта R радиусли айланага ич-

4х х



ки чизилган п  бурчакли 
к^пбурчак томонлари
нинг узунликларини шу 
айлана радиуси оркали 
боглаш масаласи билан 
хам богликдир. Бу маса
ла айрим геометрик ма
салаларни тригонометрик 
функциялар ёрдамида хал 
килишга хам имкон яра- 
тади. Маълумки, радиуси 
/ ? = 1  булган айланага ич
ки чизилган п бурчакли 
мунтазам купбурчакни 
унинг томонини тоэтиб 
турган ёй марказий бур- 16- чизма.



чак синуси ва косинуси оркали куйидагича ифодалаш 
мумкин: & А О В :  АО В — w  АВ, АВ*=аа АО В =*

360° п■=—  (16-чизма). OD  биссектриса эканини з^исобга олин- 
п

са, у *олда ^.DOB =  ==» —  булиб, OD —/ я, АВ—
2 я я

«=ал эканидан куйидагини ёзамиз:

o n  . 180° 1 180°ап =  2/?sln — , /„=/?cos — .11 П
Б у л ар д ан /? =  1 булганда куйидаги натижаларни ёза 
оламиз:

/  О  1  e

1) я  =  3 булганда s in 4- =  , cos "it “  -9 * #з = ' / ' 3 *3 2
1̂
2 ’

n\ 1 , it i f  2 n У  2 , п2) /1= 4 булганда sin j  =  — , cos -  «= - 5- ,  tg  j  

- c t g i - l ,  a < = / 2 ,  =

3) я  =  5 булганда sin - ~ s= “- 1/ "» cos5 f
ic

2 ’ ' 5

7C 1 7C 2
4) я  =  6 булганда sin £  == j ,  cos -g *= y - , я в = 1 ,  

/*e *  2 ’

* V  2 - / 2  я V  2+ / 25) я = 8  булганда sin -  =  - ------— , cos — —
8 2 *  8 2

Ач „  1Л . ic / 5 - 1  я  l / 1 0 4 -2 /  5  •о) я  «= 10 булганда sin — =  -------- , cos — = ----------------
J 10 4 0 4

К10+2/!>
ю — :



Умуман. юкоридагиларни умумлаштириб, куйидаги 
жидиални келтириш мумкин:

\  * 0 7С п те 1C 2п Зтс 5r л Зте

/ < о \
6 4 3 2 3 4 6 2

si п ̂ 0 1
2

|/ " 2
2 2

1
2

/ 2
2

1
2

0 —1

ж»тОо 1

■

1 / 2
2

1
2

0 1
2

1 / - з
2

—1 0

tg * 0 V з
3 1 / 3 мавжуд

эмас ш - 1 |/~з
3

0 мавжуд
эмас

c tg * мавжуд
эмас 1 Г З

3
0 т / з

6 - 1 - / " 3 мавжуд
эмас 0

Т р и г о и о м е т р н к  ф у н к д и я л а р  о р а с и д а г и
м у н о с а б а т л а р

К е л т и р и ш  ф о р м у л а л а р и

Келтириш формулалари деб — +  £, — +  t $
2 2

2к +  t  аргумеигларнинг тригоиометрнк функцияларини
t аргумеитнинг тригоиометрнк функциялари оркали
ифодаловчи формулаларга айтилади. Булар куйидаги
жадвалда келтирилган:

Функция
Бурчаклар

_a 90°—a 90°+a «80°- a C8G° + a 270° - a 2/0° + a 360°- a

sin —Slna cosa COSa Slna — slna —COSa —cosa — slna

COS cosa slna —Slna —cosa —cosa —slfia slna cosa

tg - t g a ctga —Ctga —tga tga Ctga —ctga —tga

ctg 1 О CTQ ft tga —tga -c tg a Ctga tga —tga —Ctga

sec seca coseca —cosesa —seca —seca —coseca coseca seca

cosec —coseca sec* seca coseca —coseca —seca — seca —coseca



Б и р  а р г у м е н т н и н г  т р и г о н о м е т р и и  
ф у н к ц и я л а р и  о р а с и д а г и  м у н о с а б а т л а р .  

slna/  +  cos2/ =  1. ( 1)

Xgt =  S *  t ¥ * 1  +  П%' п ^ 2 '

Щ *  — 7 7 »  t=f>nitt n £ Z .  (3)slnt

t g / - c t g / = l ,  r i£Z.  (4)

sec/ — —Ц-, t  Ф — - f  яте, n g  Z . (5)
COS /  I

c o s e c /=  —— , t  Ф n%, n £ Z .  (6) 
sin/

sinH -= 1 +  tg2/ ,  /  Ф i  +  rttc, я  g  Z . (7)

cosec2/  =  1 +  ctg2/,  t  =£mct n £  Z .  (8)

Т р и г о н о м е т р и й  ф у н к ц и я л а р  у ч у н  
к у ш и ш  ф о р м у л а л а р и .

Sin(a +  р) =  sin  a cos Р +  Sin р COS а. (9)

s in (a  — р) =  sin  a cos р— sin  р cos а. (10)
cos(a  -J-Р) =  cos л cos р — sin a sin  р. (11)
COS(a — Р) =  c o s a  cos i - f  sin  a sin  p. (12)

t g ( « + P ) - , , ,  + л « ,  n £ Z .  (13)

t R ( a _ f , ) _  f S S S r t  “ • (14)

Т р и г о н о м е т р и и  ф у н к ц и я л а р  й и р и н д и с и н и  
у л а р н и н г  к у п а й т м а с и  б и л а н  а л м а ш т и р и ш

ф о р м у л а л а р и .

s lna  +  sinp == 2 s in - +  P 
2

a
cos - - p  

2 • (15)

sina — s inp=- 2sin - - P
2

a
cos - +  p 

2 '
(16)

cosa -J- cosP **= 2cos •Ct +  p 
2

• COS
« - Р  

2 *
(17)



\  cosa — cosp «  — 2 sln^-y^ • sin 0 ®)

* 6 z .  0 9 )
cosa cos p 2

Ctg a ±  ctgp =  Sin(- a, Р=£яя, H^Z.  (20)
Sin a  sin  P

Т р и г о н о м е т р и и  ф у н к ц и я л а р  к ^ п а й т м а с и и и  
у л а р н и н г  й и г и и д и с и  б и л а н  а л м а ш т и р и ш

ф о р м у л а л а р  и.

sin a • cosP =  — [sin(a—P)-f-sin(a-j-P)]. (21) 

cos a • cos p=> — [cos(a—P)+cos(a-hP)]« (22)

sin a • sin P =  —[cos(a—p)— cos(a -f P])* (23)

a  sin a -j- б  cos a (at b £  R) и ф о д а н и  а л м а ш т и -  
p и ш:

а) ёрдамчи бурчак <р киритиш усули:

«sin a -н £cosa в  V  a * +  b*s\n{a-\-y), tg<p =  —; (24)a
б) рационаллаштирувчи алмаштириш киритиш усули: 

a  sin л-\- b cos a = ----- -— ( — 6 tg2 -£• +  2 a t g ~  +£>). (25)
aV 2 2 /

Машцлар
1. Функциянинг узгариш со^асини топинг: 

а)  у  — 1 sin  х; ' б) у  =  1 — соз л;
в) у  =  | cosjc |; г) у =  sin  | л: |.

2. Функциянинг даврини топинг:
( X те \ X

а) У ■* sin 2х\ б) х  =  c o s l —  — —  И в) y = t g - j ;

г) у  =  s in *  +  cos*; д) у  =  sin  пх\ е) у  =  cos2*.
3. Ифоданинг ишорасини аникланг:

а) s in  134°— sin  143°; б) cos 10°— c o s 35°; 
в) s in  82° — tg  82°; г) cosec 222° — c tg  222е;
д)  tg  112° • sin 155°; e )  cos 311°. c tg  311° . sec  311°; 
ж ) cos 5; s )  sJn (— 3).



/
4. а(0° <  а < 3 6 0 ° )  нинг канлай кийматдерида куйидаги муно- 

сабатлар турри: /

a) cos 100° >  cosa; б) sin 210° <  sin a; 
в) tg  a =  Ctga; r)  sina • cosa >  0;

■ x c*ga л , COSa
Д) — — > 0 ;  e )  -------> 0 ;

cosa • Seca

ж ) c o s a  <  3)  c t g a  >  —V~3.

5. Функцияларнинг кайсилари жуфт функция, кайсилари то* 
функция, кайсилари ток хам эмас, жуфт хам эмаслигини аникланг:

*) у =  sin *  +  c tg* ; б) у =  * 2cos х ;
1 , .. Щ ' Я  *  4- sin*

«) У =  tg  *  +  sec *; г )  у = ------- :— ;
*  — sin *

. „ cosec *  +  sin *
Д) У -  tg *  • c tg3* ;  е) у -  — ---------- --------.

c t g * +  tg  *

6. Ифодаларнинг кийматини топинг:

а) 3 c o s240* — 2 t g 240°; б )  8 sin 510° ■ c o s ( -3 0 0 ° )  • tg420°;
/  тс \ тс тс 4 тс 7ж

в) sin(« 1) -  c o s ^ ~  - 1  j ;  г) 8 sin — • cos J  - tg  -  • c tg  j ;

д) sec 420° +  cosec 750° -  cos 2160° +  c tg  b3C°;
17 тс „ЗЗтс Зтс

е) 2 sin* —  + t g 2 —  . ctg  j .

7. Функцияларни текширинг ва графикларини чизинг: 

а) jy=—sin 3«; б) у  =  sin ^*  +  —• j;

в) у  =* cos(2* — 0,5); г) у  =»2 cosec ^ — *J;

11 » " Т  Н г - т )  е)

8. а аргументнинг колган тригонометрик функцияларининг 
кийматларини топинг:

ч , 24 3 Зтса) sina----- б) cos a -  -  , — < a <  2тс;

% ■»/— Зтс 8
В) tg * — “  V з, — <  a <  2тс; г) ctga =  — ;

* 15
о

д) sec a -  Y  2 е) sina =  —f/ ОД «< a < ^ .

110



2-§. Тригонометрии ифодаларни айний шакл 
алмаштириш

Тригонометрии: функциялар катнашган ифодалар 
устида айний шакл алмаштириш тригонометрик функ- 
цияларнинг хоссалари ва уларнинг ^заро богликли- 
гини яна дам чукуррок урганишнинг мудим боскичи- 
дир. Шунинг учун бу параграфда юкорида куриб утил- 
ган 1— 23* формулаларни ишлатиш кетма-кеглигини 
Кулай танлаб куйида берилган тригонометрик ифода
ларни содда долга келтирилади. Тригонометрик ифо
даларни айний шакл алмаштиришга дойр мисолларда 
аргументнинг кабул цилиши мумкин булган кийматла- 
ри туплами берилган деб каралади. Зарур булган дол
да алодида аникланиш содасига алодида мурожаат 
киламиз.

Машцлар
9. Ифодаларни соддалаштиринг:

а) 1 +  sin  2  —  2 cos2 1; б) 2  cos3 3 +  2 cos 6 — 3; 
в) 2(sine 5 +  cos6 5) — 3(sln4 5 ■+■ cos* 5) +  1;

1 1 1 . 1 O d g j - t g - g - a t g j - t . g - .

10. a) ( s ln 3 +  cos3)a +  (sln3  — cos3)3; slnacosa ( tg a  -f- c tga ).
11. (1 + t g a ) a +  ( l - t g s“).
12. s ln aasecaa  -f- s in 8a +  COS2a.
13. sln2a tg a  +  COS2 a c tg  a  4- 2sln a cosa.
14. Sln*a +  COS2 a +  Sin* я CO»1 a.

(1 — Sin а  —COSa)(—1 —s i n  a+COSa)
Sin a ( l  — Slna)

seca—1 o Slna— 1
16. Ctg* a  — -------- +  Sec8 а  — ----------- .

1+slnat 1 - f s e c a

f / "  i +  sin a i / ' l  — s l n a
V 1 — s l n a  V 1 +  Sin a  *

18. i / i - e » »  +  t/ ,1
Г 1 +  COS a  V 1 — COS a

19. Slne a +  cos* a +  3 s in 3 a cos*a.
20. Агар slna -j-cosa =  t булса, куйидаги ифодаларни t  параметр 

оркали ифодаланг:
а) sin  a «cos  a; 6) s in 3 a - f  cos3 a;
B) Sin a  — cosa ;  r )  Sin4a  +  COS*a,

21. Агар tg  a +  c tg  a =  t  булса,
a) l g '  a  +  c t g 2 a; 6) tg 3a +  c tg 3a  ИИ топинг.



/J
22- -  булса, куйидаги тенгсизликларни исботланг:

а) tg a  +  c tg a  >  2; б) sin a - f  cosec a >  2;
в ) tg*a + c t g 2a > 2 ;  r )  sin a  +  cosec2 a >  2.

a —аргументнинг кандай кийматларида тенглик белгиси урин ли бу
лади?

23. Системадан а аргуменгни чикаринг:

( tg  ‘a 4  Ctg 'a => j:,
I  t g aa 4- c tg 2a =  y.

24. Системадан a ва p аргументларни чикаринг:

x  cos a 4- У sin p == a, 
x  sin |3 — у  cos a =  b,
(xt  4- y2)(sinva 4- cos2P) =  2ab.

3-§ . Тригонометрик айниятларни исботлаш

Т а ъ р и ф .  Айният  деб тенгликнинг таркибига ки- 
рувчи узгарувчиларнинг исталган кийматларида турри 
була оладиган тенгликка айтилади.

Тригонометрик айниятни исботлаш — бу тригоно
метрик функцияларни богловчи формулалар ёрдамида 
тенгликнинг бир томонида турган тригонометрик ифо- 
дани унинг иккинчи томонида турган ифодага тенг 
эканлигини исботлаш демакдир. Бунинг учун 1-§ нинг
4 - 9 -  бандларида келтирилган формулалардан фойдала- 
на билиш билан биргаликда практикумнинг алгебра 
К и см ид а курилган айний алмаштириш формулалари ва 
тенг кучлилик теоремаларини турри татбик кила билиш 
керак.

Тригонометрик айниятларни исбоглашда тенгликда 
цатнашаётган аргумент кабул килиши мумкин булган 
кийматлар туплами дисобга олиниб, шу тупламда ка * 
ралаётган айният исботланади.

Айниятларни исботлашда юкорида келтирилган фор
мулалардан ташкари кущиш теоремасининг умумлаш- 
ган натижаси булган формулалар дам ишлатилиши 
мумкин булиб, улар куйидагилардан иборатдир:

Sin па  =  с \  Sin a c o s ” -1 » — C \  s i n 3a  COs"~3a +
i /^5  . 5 n—5H-C^sin acos a — ...



\\\

агарчл «= 2£ + 1  булса, охирги ^ади (— l ) ftsin"a; агар
2* — 1

(п — 2ft булса, (—1) ' « s in " -1ecosa булади).

COS tl а\ =  6'п cos”a— Сп sin2a cos"~2a-|- С% sin4a c o s ^ a —...

(агар n==2k-\-\ булса, охирги хади (—l)*/zcosasin'I_Ia; 
агар п = 2k булса, ( —l)*sin*a булади).
Ю кори да келтирилган формулалардан куйидаги хусу- 
сий натижаларни чикариш мумкин:

а) Sin 2a =  2sin a co sa , COS 2a =  c o s 2 a — s in 2 a =
=  1 — 2 s in 2a  =  2  c o s 9a  — 1,

о  2 tg a  , _  C tg2ct — 1tg 2  a  =  ----- ------ , c tg  2 a  =  —2---------;
6  1 — t g 2a 2 c tg a

6 )  Sin 3a =  3sina — 4 s in 3a, COS 3a =  4  COS3a — 3cosa;
B )  cos4a =  cos4a—bsin2acos2a -f- sin4a, sin4a =• 4sinacos3a —
— 4sin3acosa. Олдинги пар&графда келтирилган формула
лар ва s in /г хамда cos'ia лар ёрдамида айрим триго
нометрик айниятларни исботлашни куриб утамиз.

1- м и с о  л. (sina-I- sinp)2+ ( c o s a 4 -  cos^)2 =  4cos2
2

айниятни исботланг.
И с б о т и .  Маълумки, бу айниятни исботлашнинг 

бир неча хил усули мавжуд булиб, улар куйидагича- 
дир:
а) (sin a -1- sinp)2 (cosa -|- cosp)2 =  sin^a -{■ 2sin a s n (B +  
-h  sin2p +  cosV. +  2cosacosp +  cos2p =  2 - f  2:(cos aeosp -f- 
-j- sin a sin P) = 2 - ( - 2  cos (a — j§ =  2 (1 +  cos (a — §§) =
*-| 4cos2 2 “ S;

б) (sina + sinp)2- f  (cosa +  eo.sfJ)2=  ^2sin —̂  • cos - ^ j  +

i I n  a  +  P a  —  Pv2 . .a  —  8 /  • a a  +  P I4 -  (2cos — -  • c o s =  4cos2 —  (sm2 +

- h  cos2 ^ - ^ ] = 4 c o s 2

в) 4cos2 =  2( 1 +  cos(a — p ) ) =  2 -f- 2 (cosacosP 4-

+  sin a sin P) =  sin2 a 4* 2 s in as in p  4* sin3p 4- cos2 a 4-
4-2 cosacosp+cos2p=(sina-l-sinp)2-l- (cosa -f cosp)2.

Айниятни исботлашда умуман энг цисца ва рационал 
усул  танланади.



2- м и с о л. sin8acos3a =  sin2a — -j: sin 6a айниятни
32 sfgg

исботланг. j
И с б о т и .  sin8a c 0s3a = ^ - j 2 sin acosa “ (*2 S* r /  e

=  — sin 2 a s in 22 a =  — sin2a ?— S2lif =  -L sin 2a —
8 8 2 lo

— — sin2acos4a =» — s in2a---- j- sin6a -j- — sin2a = — sin2a —
16 16 32 32 32f

-----— sin 6a.
32

З м и с о л .  Тенгликни исботланг:
тс 2ft Зл „  14» 1

C O S - CCJS J jc o s  -  . . .  c ° s  — ------- — .

ic 14* 2я | 
И с б о т и .  Б е р и л га н  куп ай тм ада  — +  в1С» Тб

•4- —  =тс........=  ic эканини дисобга олсак, у дол-
15 15 15

да келтириш формуласига асосан:
ТС 2тс 14гс О * 2 2 3ft л л с 2 ^ = яCOS—  COS—...COS —  = — COS2— COS* — COS* — ... co s  — =» 
15 15 15 15 15 15 15

2ft 2* 4tc 7tc 6ft 6tc
— sin2 — cos2 — cas2 — cos2 — sin2 — cos2 r r  

_ 15 15 15 15 15 15 =

ic 3ic 
2*sln2 —  s i n 2 —  

lo  15
I4ic 

Sin2 —
15 _  1

я 2“
W n s —

15

4 - н и с о л .  sin 61° +  sin 47° — sin 25° — sin 1 1 ° cos7° 
тенгликнинг т^грилигини исботланг.

И с б о т и .  sin61°-bsin47°—sin25° — sinll® = ( s in 6 1 ° +  
-f  s in47°)—(s i n25° -f- sin 110)= 2 s  i n54ecos7° — 2s i n 18°c os7°=- 
=  2 cos 7° - (sin 5 4 ° -s in l8 ° )  = 2  cos 7°2cos 36° sin 18° —

=  4 cos 7° cos36°sin 18° =  2cos7°cos36° -й1^ °  =■
co s l8 °  c o s l8 9

_ „o7o sJn72° - 0 cosl8° ,,<>— cos7 — — =» cos7°----- - = c o s7  .
c o s l8  c o s l8



5- м и с о л. Агар а +  р +  у =  те булса, sin а +  sin р +
4- sin? = 4 c o s — cos — cos ~  ни исботланг.

2 2 2
И с б о т л а ш .  sina 4- sinp +  s in f=s ina4 -  sinp+sln(a4- 

+  P) — 2sin a- ± i c o s  i = J  4 - 2 sin

— 2 sin ^ ^ 1  cos 4-cos — W  2 sin ^ 2 c o s  -^cos ~  =
2 \  2 2 /  2 2 z

[  tz f \  a  ft . a  В Y
— 4 s i n --------L ] cos — cos — =  4cos — cos —- cos —.

\ 2  2 /  2 2 2 2 ?
Машцлар

Айниятларни исботланг:
26. Sin 2a — tga  =  cos2a • tga.
26. cosa • coseca — sinx • seca =  2 c tg  2a.

27. tg  f a  +  j ) + t g ( a  — ^  =  2tg2a.

28. — ^ —  -  tg 2>.
1—tga 1+ t g a

29. (slnx +  cosa)2 _  (sin / — cosa)2 =  2sina.
Sin 2a cosa a

30.  ------------------ -—  =  tg  —.
( l+ c o s 2a)(l +  cosa) 2

31. 4 Sin a C0S3a  — 4 s l n 3a c 0 s  a  — s i n  4a
_ / a  a  \  /  a  a  \  a

32. 2 cos — — sin  — cos — — sin — sin — — sina,
V 4 4 / \  4 4 / 2

ft
33. (cosa—cosji)24-(sina—sinp)2=4sin2------ .2

W k
35. cos2(a 4- P) — cos*(a — p) =  — sin 2asln 2p.

a 3a
36. sina — sin2a 4- sln3a — 4sin— cosacos —.

2 2
0„ 1 +- cosa +  COS 2a 4- cos3a

oTZrt i----------- ;------  =  2cosa.2cos2a 4- cosa —1
38. sina 4- sin 3a 4- Sin 5a -j- Sin 7a =  4cos a COS 2a Sln4a.

39. У 1 +  sina — у  1 — sina =  2sin 0 <  a <
2* &

40. tg3a — tg 2 a — tg a  — tg3a • tg2a • tga.

41. s ln?a 4- sln2( ^  4- “^4- sln8̂ — — a j  —

42. tg a  4- tgp 4- tgTf— tg a tg p tg i  =  Sin(a—- +  —.
cpsacospcoiif

34. 3—4sln2a=»4sln 4- a^ sin



l -теорема. D($)zd D(f)[\D(g) булса, у  холда  / >  
>  g  -(=>-/■ +  Ф >  g +  Ф.

1 - н а т и ж а .  Исталган кушилувчини тенгсизликнинг 
бир томонидан иккинчи томонига карама-карши ишора 
билан утказиш мумкин.

2 - н а т и ж а .  f >  g  ч = ^ /  — g  >  0.
2-теорема. £>(Ф)Э D(f)[\D(g)  ва <j>>0 булса, у хол

да f >  g  •*=>- f  • Ф >  g  • ф булади.
3-теорема D(f ) [ \ D(g)ва ф < 0  булса, у  хол

да, f > g  -<=>- /  • <]> У лади,
4-теорема. — > 0  ч = >  /  • g  >  0.

5-теорема. - L < 0 - < = > - ( / •  g  <  О Дg  =£0).
£Тенгсизликларни исботлаш жараенида ушбу теоре* 

малардан фойдаланиш билан бирга тригонометрик функ- 
цияларнинг хоссалари ва уларга оид асосий формула- 
лардан фойдаланиш дамда практикумнинг алгебра 
цисмида курилган баъзи бир тенгсизликлар ва улар
нинг натижаларини татбиц цилиш мацсадга мувофиц- 
лир.

Тригомметрик тенгсизликларни исботлаш усуллари 
умуман тенгсизликларни исботлаш усулларидан фарк 
килмайди. Улар билан эса практикумнинг алгебра цис- 
мида танишганмиз.

Тенгсизликларни исботлаш намуналари.
1-м и с о  л. Агар 0 <  а < 0 < ( 3 <  —, 0 <  а -}-(3<—

2 2 2
булса, у долда tg(a-}- р) >  tga +  tgP Гринли булишини
исботланг.

И с б о т л а  ш.

т « г > ‘ е а + №  1
1 — tga tgfl

t g a > 0 ,  tgp >  0

tg«tgP<l,

>  1,

tg a > 0 , tg P > 0

1 -  tg a tg p  ^

tga >  0, tgp >  0 
sina sinp <  COS a cosp,

o « z < j ,  o<p< 9

cosacosp — sinasinp >  0 ,

o < « c f . o < p < ! •«=.*
rc o s (a + p )> 0 ,

0 < « < ^ , 0 < K f



а ва p лар 0 <  o + p  <  — шаргни цаноатлантирган-

да тенгсизлик уринлидир.

2 -м  и с о  л. -  <  sinea +  eos6a <  1 ни исботланг.
4

И с б о т л а ш .  —<  Sinea +  COSea <  1 -<=> — •< sin4a —
4 4

— sin2a C0S2a -f- COS4a <  1ч=> — <  Sin4 a - f  cos4a +
4

+  2sln2acos2a — 3sin2acos2a <  1 •*=>- — < 1 — 3sin2acos2a-<
4

< 1  4—> — — <  — 3 sin2acos2a <  0 -<=>- 0 <  4sin2acos2a <
4

•< 14=*- 0 <  sin22a 1.

Охирги тенгсизлик a нинг исталган циймати учун 
турридир.

М а ш ц л а р  

Теигсизликларни исботланг:

69. Агар 0 <  a <  — булса, у *олда s in a  <  а <  tga.

70. Агар 0 <  a <  — булса. у з^олда cosa <  V 2 cos — .
z *

71. Агар a 4* Р 4" Т ”  я  ва а. р, ^ >  0 булса, у *олда
a 1 §3 у  1

sln 2 Slnl Sl" l < F
I t

72. Агар 0 < a <  — б^лса, у  *олда stna4-tga>2a.

73. Агар а 4- р 4- у «=• я  булиб, а , р, 2*[ ^Улса» У *олда 

tga  tgp tgy> З / З .

74. Агар a 4* Р +  у = л булиб, у £  я  булса, у *олда tg a tg P < l .Щ
. ли Ш Я И И  S ina 4- tg a

75. Агар — , л £ ^  булса, у *олда -------—  ■ -  >  0.
2  c o s a 4- c t g '

и булса, у  *олда76. Агар а 4- Р 4* Т =  п булиб, а, р, у£  

s in 2a  4-  s l n a3 4-  s in 2 у  >  0.



г—  3sina .—
77. - / 3  <  — ---------  < / 3 .

2 +  cos a

78. sin —Ц  — 2 sin — -f sin — > 0 , n > 2, n £ N
n—1 n  Л +1

5-§ .  Тескари тригонометрик функциялар

Юкоридаги параграфларда тугри тригонометрик 
функциялар хам да уларнинг хоссалари ва графиклари 
дакида тухталиб утилди. Агар берилган функция ца- 
ралаётган ораликда монотон усувчи ёки камаювчи бул
са, у долда шу функцияга тескари функциянинг мав- 
жудлиги шартига асосан тригонометрик функцияларга 
дам тескари тригонометрик функциялар мавжуд булиб, 
улар куйидагилардан иборатдир.

1 - т а ъ р и ф .  Берилган х £ [ — 1; 1] соннинг арксину-
п те 

~ ¥  ; ~2
си деб у £ да аникланган ва синуси х  га тенг

булган y = a r c s in *  функцияга айтилади: y=arcsinA:

— >■ sin(arcsin;c)=x, — — 1 < * < 1  (1 7 -чизма).

2 - т а ъ р и ф .  х ^ [— 1 ; 1 ] соннинг арккосинуси деб  
косинуси х  га тенг ва 0 <у<чс да аникланган y=arccos;c  
функцияга айтилади: у =  arccos х  = >  cos (arccos х) =  х , 
О <  у <  -тс, — 1 <  х  <  1 (18- чизма).

3 - т а ъ р и ф .  x ^ R  соннинг арктангенси деб танген-

си х  га тенг ва — да аникланган y =  a ic g .*
2 4 2



У

f

ЖВ

19- чизма. 20- чизма.

функцияга айтилади: у  =  arctg х  =>■ tg (arctg^ ) — х,

4 - т а ъ р и ф .  x ^ R  соннинг арккотангенса деб  ко- 
тангенси л: га тенг ва 0 < у < т с  да аникланган y=arcctg  х  
функцияга айтилади: y  =  arcctgx = >  ctg(arcctgx) =  х , 
О <  у <  я, — со <  jc <  +  со (2 0 - чизма).

Т е с к а р и  т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л а р -  
н и н г  а с о с и й  х о с с а л а р и .

1. А н и к л а н и ш  в а  у  з  г а р и ш с о д а л а р и :

У == arcslnх  D (y) =  [— 1; 1]. Е{у)  =  [ — j i t 

у  — arccos х  D ( у) =  [ — 1; 1], Я(у) — [0; «];

2. Ж у ф т  в а  т о к л и г и :
Теорема. Арксинус ва арктангенс тоц функция- 

лардир, арккосинус ва арккотангенс эса тоц %аму 
жуфт %ам эмас, яъни
arc sin(— х)  =  — arc sin х; arc cos(— x)  =  w — arccos x\ 
arc tg (— x) =  — arc tg x; arcctg(— x)  — ic — arccrg x.

3. Г р а ф и к л а р и :
Тескари тригонометрик функцияларнинг графикла* 

рини досил цилищ учун тригонометрик функциялар-

у =  arctg х  £)( у) =  R , 

у  =  arcctg х  D(y) =  R , Е(у)  =  ]0; wf;



нинг графикларини у — х  тугри чизикка нисбатан сим
метрик акслантириш керак.

Т е с к а р и  т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л а р  
о р а с и д а г и а с о с и й  м у н о с а б а т л а р .

К
1. arc s in*  -f- arc cos* =  —, |лг | 1.

Ла

2. arctg *  -+• arctg *  =- * £ / ? .
лш

3. arcsin х  =

4. a rc s in*

5. a r c c o s *

6. a rc c o s *

a r c c o s ^  1 —* a, 0 ^  *  <  1; 
—arccos V 1—**, — 1 <  * < 0 .

arcctg

arcctg

■, 0 < * <  1;

— it, — 1 < * < 0 .

arcsin]/ 1— * a, 0 < ! * <  1; 
ic—a r c s i n i / l —* 2, — 1 - < * < 0 .

arc tg / Т Г . 0 < * <  1;

7. a r c tg *

гс-Ь arctg -1 —1 < * < 0 .

1arcctg — , * >  0;
X

8. a r c t g *  =

9. arcctg * =

arcctg — -
X

-1C, * < 0 .

arc cos 1 * > 0 ;
V i+ * 3

—arc cos l
* < 0 .

Л * *
flrrcin a i * > 0 |414.0111

V i + * 2

тс—arcsin i
, * <  0 .

у  \+x*

10. a rc c tg *  =
arctg —, * > 0 ;JC

it-farctg—, * < 0 .
x



20 5 352
1 - м и с о л .  a rc s in — — arcsin — =  arccos —  тенглик-

29 Ш о / 1
нинг турри лиги ни текширинг.

Е ч и ш .  Кулайлик учун куйидагича белгилашлар
киритайлик:

df , 20 о df , 5  df _____ 352а =  arcsin —, р =  arcsin ? =  arc cos — .

I  ° < 1 < 1’ 0 < a <  j *  ° < ^ < 1 = ^ 0 < K - ;

0 <  — < 1  =>■ 0 < T < ~ ,  = ►  0 < a - p < - l ;
377 * 2 29 13 r 2

у  3 0  л да 0 < a  — p <  J ,  0 < j < ~ ,  яъни a - p ,  7  £  ^0 ;

булиб, бу эса s in / ,  c o s /  ларнинг монотонлик оралиги-
дир. _______
2) cos (a—P) = c o s a  cosP-|-sina s in P =  yf  1—sin*aj/ 1—sinap -f-

-}- sina sinp =  l / l /  . А  =
r  \29/ '  V13/ 29 13 377*

/  352 \ 352 i Q4cos 7  =  cosl arc cos — 1 — — , демак, cos (a — p) =  cosy.

1 ) ва 2 ) ларни эътиборга олсак: а — р =  т, яъни
, 2 0  , 5  352a rc s in ------arcsin — =  arccos

29 13 377
л 2д?

2 - м и с о л. 2  arctg х  =  arc sin ------ айниятни исбог-
1+ха

ланг.
И с б о т л а ш .  Куйидагича белгилашлар киритайлик;

2х
Н*'

<  1 учун — ^ - < Р < у .
я Щ \

Д емак ,  а ва р лар ы ------; — 1 б^либ, бу s i n /  учун

монотонлик оралигидир.
2 ) sin 2 a =  sin ( 2  arc tg x)  =  2  sin(arc tg * )cos  (arc tg x)  —
=  л x______ 1 e  2x

sln^arcsln Щ  Sln 2 a -= s ln p .

1 ) ва 2 ) ларни эътиборга олсак: 2 а =  р, яъни



2 arctg x  =  arcsin

3 )  Айниятнинг анщланиш содасини топамиз:
2х

< 1  * = = *  | 2 х |
1 + л 2

-<=> (| л: | — 1)2> 0 .  Бу эса V  учун дар доим 
турри. Демак, берилган айният ихтиерий учун
Уринлидир

2 23- м и с о л. arctg — +  arctg — >  arctgl тенгсизлик ис*
О и

■ботлансин.
И с б о т л а ш .  Кулайлик учун куйидагича белгилаш- 

лар киритайлик:
ТС0J , 2  q  d f  , 2  d f  , ,  ...

a = a r c t g  —, p = = a rc tg —, ^ =  arc tg =  1 —
0 3 4
7C

.Демак, a -J- p >  — эканлигини исботлашимиз керак.
2 4

0 : 7|

* 7

%= >  0 < а + р < - ;

0: 7о <  1 =!=>- т £

•* +  ?» "j)  булиб, бу эса tg /  учун монотон усув-

чи ораликдир.
2) tg(a +  p)>tgTf ёки tg (а-{-(})> 1 эканини исботлай- 

миз.
1 + 1  

tg(« # Р) =  Ш ± Ш  =  J  L
64  r /  1 - t g a t g p  2 2 И 11

1_ 5 ’ 3
.Демак, 1 ~  >  1 *=# *g(a +  P) >  tg T-

-1) ва 2) ларни эътиборга олсак, a-f-P>7, яъни tg(a-j-(3)> 
>tg*y булиб, берилган тенгсизлик тугри экан.

Машцлар
Ифодаларнинг кийматини *исобланг:

гтт УЪ\79. cos(arc tgY  2  +  arc sin —  ул /



в о . tg^ атс tg 2 +  arc tg  — J.

(  12\ 3 \
81. tg(arcsin^— ~ J - f a r e  sin — I.

8 2 .  c o s ^ 2 a r c t g ( -  j j ) .

8 3 .  cosa|  — arcsln m j— sln2̂  arc sin \m\ <  1.

8 4 .  sin^  arc sin cos ( 2” arc s,n a ) ’ 1Л I ^

Тенгликларнинг т^ррилигини исботланг:

5 12 те
85. arcsin — +  arc sin — =  —.

=86. arcctg /^ T  -f- arc ctg(2  +  f  3) «= —•

3 3 27
87. arcsin — — arc tg  — ~  arc tg  —•

5  о 11
H8. arc tg  1 +  arc tg  2 +  arc tg  3 =  те.

1 1 /  H \
89. arccos — +  arccos — «= arccos -  77 •

2  7 V 14/
4 2 2

90. arcsin — -f-arc cos ——  =  arcctg —•
I  / Т  11

Айниятларни исботланг:

1 X— 1 те л
9 1 .  arc tg — 4- arc tg  ------ - = —. x  >  0.

x  x  •+• 1 4

92 . 2  arc cos J /^  ■* arccos x, — 1 <  x <  1.

2л —̂  я
9 3 . arcsin (x  — 1) +  2 arc t g --------------=» —, 0 <  x  <  2.

X «

_  i —x
94 . arc tg  x  +  arc tg  j-j— =

75 1
7 ’ • * > - > :
—3«
——, * < —-1.

_  л 2x
95. 2  arc tg  x  - f  arc sin ------- =  те, x  >  1.

l+ x a

96. arctg  — +  arc tg  =  -7 , a £  ] — 00; — 1[U] Os oo[.
a. a + 1 4

97. arccos л +  arc cos у  =  arc cos(xy  — У 1—л 8 У 1— >*).



98. arc sin* — arc sin у =  arc sin(*i/ 1 - у 2 — у  / 1 —**).
хл-у99. arc tg  *  +  arc t g  у  =  arc tg

\ - x y

100. arc sin x  -j- arc sin у  == arc tg  - y ^
1—* 2 ^  1— y2—xy

Теигсизликларни исботланг:

101. - a r c s i n  -jy >  arcsin^—

1 2
102. arc cos — >  arccos — .

3 7

103. arc tg  2 — arc tg  .
3  6

X 4 . 1 3*104. arc ctg  — +  arcctg #
5  3  4

1 1 4 ]
105. arc tg  — +  arc tg  — <  arc tg  — arc t g  —.

о  О О

lnfi , 1 ч3 12 *
10b arc sin — +  arccos — 4- arc cos — >  —.

4 5 13 2
1 1 4 1

107. — arccos — >  arccos — —arc sin —.
2 4 5  3

108. З а г с c o s ( - ^ ) - 2 a r c s . n ( - ^ ) > f .

8
109. arc c tg (— 3) <  —■ — arc tg  3.

3
2  2  It

110. arctg — +  arc tg —■ >  —.

V  Б  О Б. ТРИГОНОМЕТРИК ТЕНГЛАМАЛАР BA 
ТЕНГСИЗЛИКЛАР ТРИГОНОМЕТРИК ТЕНГЛАМАЛАР  
BA ТЕНГСИЗЛИКЛАР СИСТЕМАЛАРИ

1-§. Тригонометрик тенгламалар

Юкорида алгебра б^лимида тенглама тушунчасига 
таъриф бериб ^гилган эди. Агар F(xг, у , ... , z ,  а, Ь , . . .%с) 
функция содда трансцендент функция булса, у  з^олда 
F(x, у , . . .  , г ,  я ,  Ьу . . . ,  с) = 0  тенгламага содда трансцен
дент тенглама дейилади. Тригонометрияда трансцен-



дент тенгламада катнашаётган узгарувчилар устида 
тригонометрик ва тескари тригонометрик амаллар цат- 
нашса, у долда бундай тенгламаларни тригономет
рик  тенгламалар  деб каралади. Хар кандай тригоно
метрик тенгламаларни ечиш энг содда тригонометрик 
тенгламаларни ечишга келтирилади. Булар куйидаги- 
лардир:

sin х  =  a, cos х  =  а, tg x  — a, ctg x* = a .
Бу тенгламалар а нинг цандай кийматларида ечим

га эга б^лиши ва уларни ечиш формулалари билан та- 
нишайлик.

а sin х  =  а cos x  =• a

1 * | <  1 А  — {(— 1)*агс s ln a  +  
- f  kn \k£Z )

A  — { ±  arc cos a  +  
+  2kn\

а >  1 А ~ 0 A - 0

а  <  — 1 Л -  0 Л -  0

а — 1 Л— 2ki t \k£Z  | Л - (2 Л я |Л ^ 2 )

а  — — 1 А _ | — j  +  2 * « |A g z j Л =■ {я -J- 2kr  £  Z}

t g x  =  a  А =  { arc tg a  +  * n |£ £ Z }

c t g *  =  a  Л =» {arc ctg a + k n \ k ^ Z } .

Машцлар
Тенгламаларни ечинг:

/ 3  г —
1. s l n 2 x = ------— - 2. t g x = y 3 .St

l i f l f r m m r i  4  ctg2^2 2 / 3

5. c o s f j  -  ■?) -  1 =. 0 .  6. tg (*  +  1 5 ° ) + l - 0 .

7. / 3  c tg (5*  +  j j  +  3  = 0 .  8 . 3  sln22 *  -  1 -  0,

Тригонометрик тенгламаларнинг турлари билан та- 
нишишдан олдин цуйидагиларни таъкидлаб $гтамиз.



/(s in  x) — 0

Тенгламаларни ечиш жараёнида баъзи бир шакл 
алмаштиришлар бажарилади. Агар бундай алмаштириш- 
лар тенгламаларнинг тенг кучлилигига дойр теорема- 
ларга асосланган б^лса, у холда хосил булган тенгла- 
манинг ечими берилган тенгламанинг ечими булади. 
Акс холда ечимлар текширилиши керак. Практикум- 
нинг „Алгебра" кисмидан маълум булган бу маълумот- 
ларга IV боб, 1 §, 4 —9-бандлардаги 1 -т-25-формулалар 
хамда тригонометрик тенгламаларнинг муайян турла- 
рини ечишдаги теоремалар ва формулалар кушиб ка* 
ралади. Тригонометрик функциянинг аник бир кийма- 
тнни берадиган аргуменгнинг циймати чексиз куп бул
ган лиги учун тенгламанинг бир хусусий ечимини ол- 
гандан сунг умумий ечим формуласини хосил килиш 
мумкин.

1. А л г е б р а и к  т е н г л а м а л а р г а  к е л т и р и л а -  
д и г а н  т е н г л а м а л а р .

Бундай турга /(sin *) =  0, /(cos х)  =  0, / ( tg  * )  =  О, 
/(ctg.x) =  0 к^ринишдаги тенгламалар киради. Бу ерда

t  =  s in  _  {sin х  =  t\ \J s i n x =  t2V .. .V  
. / ( 0  =  0

Vsin *■=/„} белгилаш киритиш билан (агар f( t)  = О 
тенглама t2t . . .  , tn илдизларга эга булса) *осил 
булган содда тенгламалар ечилиб, берилган тенглама 
илдизлари ^осил цилинади.

Худди шунингдек:

/ ( c o s  * ) = 0 ~ (  /==C0S (co sa :  =* / ,  V c o s  *  =  / 2 V . . .  V  1/(/) =  °
V cosx =  /„}.

/(tgjc)==0 — |  {tg.*— \ f t g x ^ t a).

/(ctg  a:) = 0 — — {ctg a: == t x \J ctg v=^a V -  V ctg*=*„}

l - м и с о л .  2s in2;e+sinx:— 1 = 0  тенгламани ечинг.
s in *  =

Е ч и ш .  2sin2j: +  s i n x — 1 =  0 ~  2/* +  / — 1 = 0

s in *  =  4  _ sin^ e _ i V sin*— 1 ~  

t i — I V * . — 5

л  +  2n x ty x  — ( -  1 )m Д  +  m* (n, m  £ Z).
2 6



Ж а в о б .  |  |  +2/г1г/г£ z j  U j  ( _ 1 ) *

2 - м и с о л .  2cos2| x +  — 3sin  — x j  + 1  = О тенг 

ламани ечинг.

Е ч и ш .  2cos2| x - f  -g-) — 3sin  —xj  +  1 *** 0V'-'

~ 2 c o s 5( x + ^ ) - 3 c o s ' x + - ) - H = 0 ~ ,
I  6 > K 6 '  \ m * - z t  +  1=0

/ *N 1  * \  1
I  b ' ~COS' K-\---- =  l V C O S X + - ) ~ 2 ~

*. =  1 V < . =  ”  v

—  x  =  — — -f2/rn:Vx= ±  — — ~r -|- 2 nw.
6 3 6

Ж а в о б .  |  ± “  +  Щ § |  £ z } u  { “  f +  2 /я*И  6  ^}-

Тенгламаларни ечинг:
9. cos2 x  +  cos x  *  0.

10. cosfx+ 4 ч  +  sec [ x\- -7-) +  2 =  0.

" ■ ' « K M H - T f -
12. 2slna x  +  2sln x  3(1 +  sin x).
13. 2ctg?jc - f  2cosec2A: — 7ctg *  +  1 «=* 0,
14. 4sin3x  +  8sln2x  — s ln x  +  2 =  0.
15. tg 3*  — tg ax  - f  tg *  — 1 — 0.

X X
16. 2sin5 x  =* 3sin3;e — 2sin — cos —,

2. Б и р  х и л  и с м л и  и к к и т а  т р и г о н о м е т р и к  
ф у н к ц и я н и н г  т е н г л и г и  ш а р г и д а н  ф о й д а л а -  
н и б  е ч и л а д и г а н  т е н г л а м а л а р .

1- теорема. V  х, у £ /? :
s inx  =  siny <=> х  =  ( — l )nyf «TC,  п £  Z,

2 - теорема. V * ,  y £ R ;
cos х  =  cos у  <=> x  =  ±  у  +  2ш , n ^ Z .



3 - теорема, v x ,  ~  +  k is fk^Z J;

t g  x  =  t g  у  <— > x  m  у  +  kiz, k £ Z .
3-м и с о л .  s in 7x  — sin5x =  0 тенгламани ечинг: 
Е ч и ш .  s i n / x —sin5;c=0 ч==> s in7x= s in5*  -<=>■ 7x

7x=5x-{-2kK, n=2k,  
7 x = —5x-\-K-\-2krz, t i = 2 k \ - \

% =  kw, n  — 2k,

( —\ )n5x-\-wz <—>-

Ж а в о б .  { y f e ^ ^ Z } u | ^  +  ^ ( Z j .

4 - м и с о л .  t g^2*— —t g^ x- b - j |  =  0 тенгламани

-ечинг.
Е ч и ш .  t g ( 2 * -  _ t g ( x + | ) = 0  4 Ш  tgf 2лг—

- ' t g !( ^ +  - j )  2x~  ^ ==x^~ 7 + WTC ^= >  •*= \  +  Лтс-

Ж а в о б .  |  -- -\-mjn  £  z j Г

Мсиицлар
m i

Тенгламаларни ечинг:

/ Ш \  %
17. cosf 3 * +  —J + c o s  — =  0.

18. sin —j  + c o s  ( x +  =  0.

TZ
19. tg l j + x

% \
Ctg X.

20. i | p t  jg j + ctg (*+  -  j =0.

21. t g ( * -  “ J tg  ( * +  j j  tg *  +  c tg 2*  -  0.

22. sin2̂ * +  ;sln2̂  —* )  - s i n  ^  cos^2* +  -  sin *.

3. s in x  в a c o s x  г а  н и с б а т а н  б и р  ж и н с л и  
' б у л г а н  т е н г л а м а л а р .

1 3 0



а 081пяДС «,sin" ^GOSX 4- . . .  +  SlnACOs”- lX-f-

- f  ддС08ял: =  О

кУринишдаги тенглама (бунда % g Щ i = \ tn) s iпх, cosx 
га нисбатан бир жинсли тенглама деб аталади.

лар берилган тенгламани цаноатлантиради.
Агар а0 ФО булса, c o s x ^ O  булиб, берилган тенг

лама

a0tgnx  4- a,tgn ' х  +  . . .  +  an^igx-\-an =  0 (2)

куринишга келтирилади. Бу долда (1) ч=>- (2).
Бундай куринишдаги тенгламаларни ечишни 1-банд- 

да урганган эдик.

а0sin2"jf +  fl^sin2"-1 x c o s * +  . . .  - f  a 2jl_ ]s in x c o s2/l~ lx +
-j-a-^cos^x =  g  куринишдаги тенгламани (1) куриниш
га келтириш мумкин. Бунинг учун ^ = ^ ( s l n a x + c o s ^ ) ' 1' 
айниятдан фойдаланиш етарлидир.

5* ми с о л .  2sin2A:-l-3sinA:cosjc +  cos2Jfe 0 тенгла
мани ечинг.

Е ч и ш .  2sin2* -f-3sinA:cosjc +  cos2;c =  0 -<=> 2tg8*4*

6 - ми  с о  л. 2 s in x c o s x - f  5 cos2jc= 4  тенгламани ечинг. 
Е ч и ш .  2sin х  cos к  +  5cosa х  =  4  ■— 2sin х  cos х  +  

4- 5 cos2* =  4  (sin2 х  +  cos2* )  ~  4  sin2*  — 2 sin x  cos x  —

4- Stgx. +  1 = 0  ч=>-
2 /2- |-3 ^4 - l= 0  

'  tgx  =  1,

— cos2*  — 0 ~  4tg2x  — 2tgx  — 1 = 0
4/2- 2 / ‘- l = 0  ~  

131



Ж а в о б .

ig x  — t %

! ± l £  v  *  |  I r Z L  ~  Щ  V  t g .  -  
z 2

1—-/5 ^ . 14-1^5
2------- *  =  arctg ^ F ~  +  «« V x = a r c t g l ^  |

arctg !+*? |  nr.m g г } у jarctg | g  +  

- f  яте/я (- 2j

Маищлар
Тенгламаларни ечинг;
23. cos*5* - f  7sInJ5* =  8cos5* sln5*.

24. cos3* sln *  +  cos** sin»* -  3cos*  sin®* — 3sln<* =» o.
5

25. sin** +  cos4* — —•
8

26. sin4*  +  sin4*  cos** ■= sin3*  cos3*  - f  s in*  cos5* .
27. sin4* — cos4*  — sin2*.
28. 19 sln*2* — 30s in 4* +  25 cos*2* — 25.

4 . Ё р д а м ч и  б у р ч а к  к и р и т и ш  у с у л и  б и л а н  
е ч и л а д и г а н  т е н г л а м а л а р .

a slnx +  b cos* =  с к^ринишдаги тенгламани ёрдамчи 
бурчак киритиш билан ечайлик, бунда а , Ь, с ф  0.

IV боб, 1-§ даги 24-формулага кура asinx-f/»cosx=»

sln(* - f  <р) =  <p=arctg —
| /  а*+Ь* а

С
Агар —з =  < 1  ёки с2- < а 2 4 - £ 2 шарт уринли

У  ла+йа
булса, у * о л д а  берилган тенгламанинг ечими: 

х  =  — ф +  (— l)"arcsin — —  +  яте, <р =  arctg - ,  n £ Z .
/55+^2 а

Агар с2> а 2+ £ 2 булса, ечими 0 .

7 - м и с о л .  3sin 1  + / 3  c o s ^  =  3 тенгламани ечинг.
Z *•

Е ч и ш .  3sln j  + j / 3 c o s  j  = 3 — ŝin  ̂j  -f arctg J — 
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s > n ( r  +  f )  =  T ~ f  +  т = ( - 1 ) * т  +  Ь:/ 9 + 3  V2 ^
k  =  2n, X =  — +  4«тс;

О

£ = 2/1+ 1, . - * = * + 4л*.

Ж а в о б .  {тс +  4лтс//г £  Z} U |  +  А п ф  £  z j .  

Маищлар
Тенгламаларни ечинг:
29. /3sin3*—cos3*=l.

1
30. 2sin х — 3cosx = —.

31. sln(x+ + / 3 s l n j )  2.

32. 4 / 3 “cos(n +  x) +  I2sin.*:=/3ra.
33. sin(7tlgx)+cos(nlg  * ) = 1 .
34. sin(ncosA:)=cos(7tcosA:),

5. Р а ц и о н а л  а л м а ш т и р и ш  у с у л и  б и л а н  
е ч и л а д и г а н  т е н г л а м а л а р .

, 2 ,8 1a  sin х  4- b c o s x ^ c  тенгламада s i n x  = ------------  ва

1+t2‘f

1_ts af
cosx=> -------- алмаштириш бажариб, IV боб, 1-§ даги

,  *х

25- формулага кура ----- ------ ( — £tg2 — +  2atg  — + & = £ )
Щ И  2 2

куринишга, ёки ихчамлаштирилгандан с^нг (с+ 6)tg2— —
2Д*

— 2а tg — -f- ( с — b) =  0, яъни tg — га нисбатан квадрат
« а

тенгламага эга б^ламиз. Бу ерда, агар с =* — 6 бул
са, у долда д: £  {— 2 arctg — +  2 Ы п  С Z \  U (тс +CL
+  2to /k  £ Z}; агар c=* — b, д- -j- >  с2 б^лса, у дол
да х §  {arctg. i± ] ^ f ! + ^ - c a +  2/тс//gZ}i я 2 +  6а - - с 2< 0

и -|"С
булса, х £ 0 .



8 - м и с о л .  s i n х  +  7 c o s x  =  5 тенгламани ечинг. 
Е ч и ш .  sinAT +  T c o s x ^ 5 -<=»- 

2t ... 1 -t*

4 —>
S IIU — ------- ;  COS*

1+/* 1+*2 < = ^

Xgx- = t \  \2 t2—2 t—2 =  0
t g f = i; Щ  
6 ^ - 1 - 1 = 0

ч = >  tg — — — V  tg — — — —• x = 2  arctg — -f- 2/ztc V
2 2 2 3 2

Ж а в о б. |  2arctg +  2ятс/л £ z j  U |  — 2 arctg I-  -J-

-f  2лте/я j  Z ^

М ашцлар
Тенгламаларни ечинг:
35. 4 s ln *  +  5cos л:—3,

36. s1pa:+ ct —■ = 2 ,

37. s ln2  a: +>^30032* +  1 = 0 .

38. s i n f * — r - |- -2 c o s f jc — -г-) — 4*.|  6 1 \ 6 1 6
39. 4sin(2* +  20°) -  cos(2a: +  20°) =- 3.

J  тех * ic\
40. sinl лг-Ь — 1 +cos^ * +  — I =  a.

6. К ^ п а й т у  в ч и л а р г а  а ж р а т и ш  у с у л и  б и 
л а н  е ч и л а д и г а н  т е н г л а м а л а р .

f ( x )= 0  куринишдаги тригонометрик тенглама кан- 
дайдир усул билан f x( x ) f 2( x ) . . .  f„(x) — 0 куринишга 
келтирилган булсин. Агар /,(-*). / 2(лг),. . .  , }„(х) лар 
кандайдир Ж тупламда аницланган булса, у холда шу 
М  тупламда U{x)f2{x) . . .  f„(x) =  0 тенглама / , ( * ) = 0 \ /  
V /*(■*) — О \/ . . .  V / л(а:) =  0 га тенг кучли булади

Берилган тенгламани купайтма холига ь е л 1ириш 
учун алгебранинг маълум теоремаларидан *амда IV боб,
1-§. 4—9-бандларда келтирилган формулалардан фой- 
даланилади. Сунгра юцоридаги теоремадан фойдаланиш 
натижасида берилган тенглама бир неча содда тенг
ламалар дизъюнкциясига келади ва ушбу параграф- 
нинг 1—5 - бандларида курилган усуллардан бирини 
татбик килиб ечилади.



9 - м и с о л .  tgxc tg2xs in3x  =  0 тенгламани ечинг. 
Е ч и ш .  tg x  ctg2x  sin3x =  0 ч=-»-

4 = > t g x = 0  Д  cos х=£0 V c tg 2 x = 0  Д  si n2x ̂ 0  V s i пЗх= 0  ч=>-
„ « , ... та , k n . . miz , ,  1  In

m m x = ftTC V * =j+  - V x = — \/ x=̂ 2  <==y
n . k n , . тта « /та . mn<— *• x  =  — —  V x  = —  A — ¥= — 4 — >
4 2. 3  2 3

ч = у  * = 1 4 ^ д ^ И Ь ш у Д ш  a
t  Z  и  О

Ж а в о б .  | i + * | / A £ z } u {  ±  |  + / * / / £ 2 } .

10- ми  с о л .  s inxcos*  4 - sinx =  1 — cos 'x  тенгламани 
ечинг.

Е ч и ш .  s inxcosx  + sinx =  1 — cos2x < = >
*— > ( co sx  -f l ) s i n x  =  (c o s t  +  1)(I — cos x) -«=>• 

ФФ? (cos x 4-1) (sin x  4- c o sx  — 1) =  0 «=>- 
-<=> cosx =  — I V  cos x 4- sin x  =  1

4 =  > x  =  тс 4- 2kn \/  sin ^x4- ^  ч= > -

-<=>- x  =  tc 4- 2 Ы  V x =  2^it V x  =  4~ 2wic ч=>-

ч = >  x  =  Ы\1  x  =  — 4~2/7гта <=■>- 
v 2

шшр {/тс// £ g j  U |  4- 2тл\т £  z j.

Бу ерда {тс 4 - 2/гтс/я £  Z} U {2&tc/&£Z} =  \m%lm£Z\. 

Ж а в о б .  |  wtc//w^zJ U |  - j + 2 / T t / / f  Zj.

Машцлар
Тенгламаларни ечинг:

41. sin 5x • tg4* -cos2*  =» 0. 44. 1—cos?2* =  sin 3 * —cos ^  4-Jtj.

42. cos*  — cos2*=»sln3*. 45. sln*4-cos*  *= 14-si n 2jc.
43. eos2x4-sin*cos * =  I. 46. sin ‘‘л:4-sinг2 х = si n23x.

7. С у н ъ и й  у с у л л а р  б и л а н  е ч и л а д и г а н  
т е н г л а м а л а р .

Айрим тригонометрик тенгламаларни юкорида ку
риб утилган усуллар ёки оддий шакл алмашгиришлар



ёрдамида содда тригонометрик тенглама куринишига 
келтириб булмайди. Шунинг учун уларнинг хар бири
га алохида ечиш усулини танлаш лозим булади. Куйи- 
да уларга намуналар келтирамиз.
1°. А л м а ш т и р и ш  л а р  к и р и т и б  е ч и л а д и г а н  
т е н г л а м а л а р .  

s in*  ±  cos х  =  t\ sin х  +  cos x  =  t <=> sin2;c =  t2— 1; 
ёки sin x  — cos* — t  ■*— >■ sin2,x: =  1 — t2.

11- м и с о л .  2(sin x  -}- cos л) -}- sin 2л: +  1 = 0  тенгла
мани ечинг.

Е ч и ш .  2(s inх  +  cos x)  +  sin 2x  +  1 = 0  -<=>>
f sinx -f- cosx =  /,

4 = » -  { -<=>-
I 2Ж*2-1)-1-1 =°

s i n * -Ь c o s x = /, 
t* +  2t =  0

sin К 4- CÔ X = t ,  , , r, , ,  . _ ,-<=> s lnx  4- cos x  =  0 V sin x  4*
OV**— - 2

4- cos x  =  — 2 ч = у  tg v— — 1 V s inx4-cosx  ф  — 2 <=*- 
<=>■ x  =  — — 4- n%\J Q .

4

Ж а в о б .  |  — - j 4 " Л1с/Л 6 -Zj-

2°. Ч а п  в а у н г  р с м л а р и н и  б a x о л а ш й у л и 
б и л а н  е ч и л а д и г а н  т е н г л а м а л а р

12- м и с о л .  3cos8x + 2 s in 6;c=5  тенгламани ечинг. 
Е ч и ш .  | s i n J t | ^ l  ва | i osat| < 1 дан фойдаланиб

куйидагиларни ёзиш мумкин:
3cos8x + 2 s in 6x  | <  3 1 cos8Jf|4-2 |sin5* |< 3cos8x4-2|sin5Jc|<5. 
Бу ерда тенглик белгиси sin л: =  I ва | cosjc| = 1 б^л- 
гандагина уринли булиши мумкин. Бу эса мумкин эмас, 
чунки sin2*  4- cos2я: =  1. Демак, берилган тенглама 
ечимга эга эмас.
3°. Агар тригонометрик тенглама

/ ? ( * ) + $ * ) + . . . + / « ( * ) = < ) •  ( о
куринишда булса, унинг ечимлари

Л ( * ) - 0 Л / . ( * ) - 0 Л  . . .  Ш М Ш  (2)
системанинг ечимлари куринишида топилиши мумкин, 
яъни(1)  — (2). Хакикатан f k(x) (k=\,ri)  функциялар х  
нинг хар бир киймати учун аникланган булса, у холда (1) 
тенгламанинг чап кием и манфий эмас. Демак, ( I ) нинг
чап кисми нолга тенг булиши учун f k{ x ) = 0 \k = \yn) були
ши керак. Бошцача айтганда (1) < = >  (2).



1 3 - м и с о л .  sina2x -j- I =  cos23x тенгламани ечинг. 
Е ч и ш .  sin22x |- t= co s '23x  ■<=> sine2jc+sin23.*—0 ч = >

4 =
sin 2л; =  0, 
sin3* =  0

Пи
X =  — 5 

2
kv.

"“ s’

-« = >

<=>

TZ
X  — n 2% \J X  = ----- 1- «jTC,

2

X = k zT.\J X =  у +  k 2% \J x =  ̂  4  k x%

Ж а в о б .  ттс/т £ Z

x  =  /72 TC.

Машцлар  
Турли усуллар билан ечинг:
47. 5sinax —9sin л:—4 = 0
48. 3 tg 2* — 4tg  -f-1/ 3 =  0.
49. 2 t g * c o s * + l= 2 c o s * + t g * .
50. 4sin3* —4sina* —3sln *—3 = 0 .
51. 2sin3* —3sin* c o s* = 0 .
52. 2sinxrcosr-(-|/r3 —2cos*— \ f 3 s in x = 0 .
53. 9sln-*-+30sin*cos*4-25cos2* = 2 5 .

54. cos2̂ — - f * j  + 2cos*-J-2=  0.

55. s in *— 3 cos*  =  1.
56. у  3 s i n * + c o s * = / 2 .
57. cos2* —sin3* —2»/r3 s i n * c o s * = b
58. sin* sin(* +  1) =  co s*  cos(*  +  1).
59. sin3* =  cos2*.

60. 3  cos2 - •  +  — s in *  =  1 +  2cos X— +  sinщ Щ I Щ
61. 5 (s in*  4- cos*)2— 12(sin* +  cos*) + 7 = 0 .
62. sin1*  +  cos‘*  =  1.

63. s in ^ * +  ^ - j + c o s | * +  - |- j  =  l+ c o s 2 * .

64 2 +  §in 2*  =
2s in**

sec2* —1 *
2—sin *  — cos *' i



66. 4^ + 2 cosSjr_ 8 0  -  0.
67. cos6* 4- sin6*  =  4slnz2*.
68. | f  l + s in 2 * — / 1— s in 2 * = l .

3 3 3
69. / sin2*  +  |f cos2*  = / 4 .
70. s in*  +  cos *  =■-/t g * + c t g * .
71. cosI?o* — sin,2<>* =  1.

s in *  +  sin2*
72.  ^ ---------------- 1.

si no*
73. (1 — cos2*)2+  (1 +  sin2*)2=  1.

График усул билан тенгламаларнинг нечта ечими борлигини аник
ланг:

74. c o s *  =  | * |. 77. 2х  — sin *.
75. tg *  =  * .  78. cos *  =  lg* .
76. x ‘ — I sin * I =  0. 79. c t g *  «  2 *  — 1.

Параметр катнашган тенгламаларни ечинг:
80. cos 2* =  a  (cos *  — sin *).

X  1
81. a  sin2*  +  s in2 — =  —.

2 2 
2 те* .—

8 ‘г ^ й 7 + Т  =  _ ^ 3’
83. (3 — a) tg 2* — 2tg *  — a  — 3 =  0.
84. sin4*  +  cos4*  +  sin  2*  =  a.

85. tg  ( * -  Ц  -  a  tg *  +  tg  ^ * +  =  0.

86. a  sin * 4 -  1 == cfi — sin * ,  а  нинг кандай кийматларида тенглама 
деч булмаганда битта ечимга эга булади?

1 % \  'А 1Z "
— гг (1— sin 2л:), 11 ораликда тенглама нечта

ечимга эга?
88. c o s m * =  cos {т — 1 )*  ни ечинг ва т— 2, т =  3 булганда ечим- 
ни геометрик тасвирланг. т нинг цандай кийматида тенглама 
айниятга айланади?

2 -§  Тескари тригонометрик функциялар 
цатнашган тенгламалар

Тескари тригонометрик тенгламаларни ечиш жара- 
ёнида одатда тригонометрик амал бажаришга тугри 
келади. Бунинг натижасида трансценденг тенглама 
рационал тенгламага келтирилади. Бу эса аникланиш 
сохасининг кенгайишига олиб келади. Равшанки, бунда



чет илдизлар пайдо б^лиши мумкин. Демак, тенглама 
ечилгандан сунг албагта ечимлар устида текшириш 
утказиш керак.

1 - м и с о л .  4arc tg (x2 — З я  +  З) — 0 тенгламани 
ечинг.

Е ч и ш .  4 arctg ( х 2 — Зх  +  3) — тс =  0 ч=>- arctg (х2 —
— Здс 4- 3) =  (1) 

(1) нинг иккала кисмининг тангенсини оламиз:

tg |arctg (х2 -  Зх  +  3)] =  tg (2)

Бунда (1) =>- (2). (2) ни айний алмаштирамиз: 
л 2 — Зх  +  3 =  1 ■<—>■ х2 — Зх  4- 2 =  0 <=> х х =  1 V x 2 =  2.

Т е к ш и р и ш :  1) x t =  l  да arc tg(l2—34-3) =  arctgl =  

-«=► •“  =  “ I Лг2= 2  да arctg (22—6 -]-3)Шarctg 1 =

Ж а в о б .  {1; 2}.
2- м и с о  л.

arccos (л: — 1) =  2arccos х  (1)
тенгламани ечинг.

Е ч и ш .  Тенгламанинг иккала кисмининг косинусини 
оламиз:

cos [arccos (х  — 1) J =  cos (2aiccos x). (2)

(2) тенглама (1) тенгламанинг нагижасидир, яъни 
(1) — (2). (2) тенгламанинг унг томонини айний ал 
маштириш учун cos 2а = cos2a — sin2a фор мула дан 
фойдаланамиз, яъни cos (’2arccos х) =  cos2 (arccos х) —
— sin2 (arccosiffj =  x* — { V 1 — jc*)* — 2x2 — 1.
У *олда (2) тенглама куйидаги тенгламага тенг кучли 
булади:

х  — 1 =  2а2 — 1 ч = >  2х'2 — х  =  0 ч —> х х =  О V х« =  —.
2 2

( I)  = >  (2) булгани учун *осил булган ечимларни ал- 
батта текшириб куриш керак.

Т е к ш и р и ш :  1) х } = 0  да a r c c o s (—l) = 2 a rc c o s 0-<=>-
п яЧ = >  тс =  Z  — -<=>- тс =  тс.

2



(2) x  =  j  да arccos — l j  =  2 arccos -^-~arccos yj=

0  1 3 lt JC=  2  arccos----------=  2 —
2 2 3

Ж ав о б .  { 0 ; - |

М аш цлар

Тенгламаларни ечинг:
89. 2arcsin x  =  %.

3
90. arctg x  =  — —.

2я
91. arccos (* +  1) =  —.

О

92. arctg (x 4- 2) — arctg (* +  !)■= —.
4

93. 2arcsln x  =  arccos 2*.
94. arctg3 (3* +  2) +  2arctg (3* +  2) -  0.

95. 2arccos x +  arcsin x  =  — .
6

96 arcsin /2 л г  =  2arcsin x.
97. arctg (* +  1) — arctg (x — 1) =  arctg 2.
98. arcsin (3x -  1) +  2arctg 4x — arccos (1 — 3*).
99. arccos (1 — x) + 2arcsin x  =  0.

100. arcctg x =  a.
2a2

101. 2arccos* = ----------— 3a.
arccos x

Щ
102. a H--------------- 2arcsin x.

arcsin x

3-§. Тригонометрик тенгсизлнклар

Маълумки, тригонометрик теигсизликларни ечиш  
тенгламаларни ечишдан оз  фарк килади ва барча тенг- 
сизликлар окибатда куйидаги энг содда тригонометрик 
теигсизликларни ечишга келтирилади:

s i n x > a ,  sin х ^ а ,  sin х < . а ,  sin х  <  a ,  cos х  >  а,  
cos л; >  я , cos х  <  a,  cos х ^ а ,  tg х  >  а,  . . .

б у  ерда а — берилган сон.

Юкорида келтирилган тригонометрик функциялар  
хоссалари графиклари хамда содда тригонометрик



тенгламанинг ечимини топиш формулаларидан фойда-  
ланиб содда тригонометрик тенгсизликларнииг ечимиии 
топиш жадвалини келтирамиз:

а
Те

нг
си

зл
ик

Ечимлар туплами

Те
нг

си
зл

ик

Ечимлар туплами

\ а \ < \
Л = U (arcsln «+2#те; 

k £ Z  
те — arcsln а +  2Ате)

Л= U (те—arcsln л+  
k $ Z

+2fet; 2re + arcslnfl+
+2Лте)

а >  1

Л
Н
с

А= 0

а =  1 А = 0 V
ч
с л - / г ' { 7 +2Ая/*€ 2 }

а — — 1

со
Л = * \ { - |  +  

+  2*n/*£zj

со

Л=> 0

а < — 1 A~R Л= 0

\ а \ < \
Л= U (—arccos а-[- 

k £ Z
+2kn\ arccos а-\-2Ы)

Л = U (arccosa+26n; 
k$Z

2гс— arccos а +  2/?те)

а >  1 в
А Л— 0 . « 

V A - R

а — 1
к
со
О

Л =  0
»<
со
Оу

А =  R\{2knlk  6 Z)

а — —1 A = R \\K + 2kv lk$Z ) Л= 0

а < — 1 Л -  R Л= 0

a £ R

а
Л
Н
ъо

А =  U (arctg я +  Ате; 
k£ Z  
л

-  + * * )

«
V
ч
ьо

Л =  U f - 4  +лт;  
Й £ 2 \  2

arctg a -f-

a £ R
Л
чьо•ми

Л** U (*л; arcctga+ 
k £ Z  

+  Ая)

<3
VvьеЧ-*
О

Л =  U (arcctga4-fcrcl 
k£Z  

я +  £л)

1- м и с о л. s ln 2x  — cos х  sin х  <  1 ни ечинг.
Е ч и ш .  sin2* — cos х  sin л < Л  -<=> cos2x-j-cos х  sin х >



0 <=*- cos х  — О V

V
1 +  £ !а £ > 0 ,

COS X  -<=>-

cos л- Ф О

21- чизма.

-<=>- X  =  — +  /7тс V2
V tg *  >  —1 ч=>- л: —
=  ^  +  « * v - i  +

- j-я ^ <  л: < -^ •+ пп. 

Ж а в о б .  |  х /  ”  ”  +  

Н-/гте<д:<~4-ятс, r t £ Z J

(21- чизма.)
5 j

2 - м и с о л .  - s i n 2 л: 4— sin2 2л >  cos 2* ечилсин.
4 4

Е ч и ш.  -  sin2*  - f  — sin22A'>cos2;c -<=>- — 1 ~  cos 2* 4-
4 4 4 2

+  -J-( l - c o s 22a:) >  cos 2 к «=►- 5—5cos 2x -\-2 — 2cos22x —

— 8cos 2 x > 0  •*=>- 2cos22 к +  13cos 2x  — 7 <  0 -<=»- — 7 <  

<  cos 2x <  — -i- «*.=*. c o s 2 * <  — — +  2 /i tc<2jc  <
2 2 3 

<  — +2mz <=> rnz <  x < .  (- /гтс.3 3 3

Ж а в о б .  |лг/ +  пк <  д: <  ^  -{- яте, я  £  z j .

3 - м и с о л .  arcsin л: >  arccos x  ни ечинг.
Е ч и ш .  arcsin x  >  arccos л: -<=>-

-<=>►

71arcsin x  4- arccos x  =  —,
2 ic-<=>• arcsin x  >  — -<=>- 

! arcsin x >  — — arcsinx  4
 ̂ 2

ч - > gfg 
*1 <  1

/2Г
-<=> V < ^ < 1 -



К а в о б .Ж

4 - м и с о л .  s in х 4 " « c o s л:> а  ни ечинг, бунда 0.

Я  ’ - ' « ’I  
Е ч и ш .  sin х  4* я  cos х > а  <=>  —+ а  — >

l + t g 8-  l + t g 2 -

>  a ч = у  2tg i  +  a  -  a  tg2 >  a  +  a  tg2- |  4=>-

( tg
1. a > 0 < = > - 0 < t g  — <C — ч = >  2/гтс<х< 2arctg — +  2я«.

2  a a

2. a < 0  =►• — <  tg < 0  =>- 2«TC+2arctg — <  x <  2nn.
a  2 a

Ж а в о б .  a  >  0 б^лса, у цолда |х/2яте <  x <  

<  2arctg +  2ятс, / i £ z j ;  

агар a <  0 булса, у золда |х/2ятс-{- 

+  2arctg — <  х  <  2flic, л  £ Z  J. 

Машцлар
Тенгсизликларни ечииг:

103. tg  x  >  / 3.
104. ctg  >  ■— y%.

105. sin (x  — a) < —

106. c o s (x  -+■ 1 ) < - J ^ 1 .

107. cos x  tg  2x  <  0.
108. cos 2x  sin x  <  0; —  n <  x  <  n.
109 sin x — 3cos x  <  0.
110. 12cos2*  +  7sin x  <  13.
111. sin x  >  cos2*.
112. 3sin 2x  — 1 >  sin *  +  cos * .

4
113. | t g *  +  c t g * | < ^ = .



114. 2cos 2*  +  sin 2x >  tg  *.
115. ctg3*  - f  ctg2*  — c tg  *  — 1 <  0.
116. tg2*  -t- ctg2* < 2.

117. cosec *  <  H i i  cosec —.
3 2

118. sin *  +  sin3 *  <  sin 2* +  sin 4*.
119. cos *  cos 3* <  cos 5 *  cos 7*.
120. sin (2rc cos x)  >  0.

121. 5 —2sin *  >  6 sin *  — 1.

122. sin * I s i n *  |

123. lo g .cos*  >  lo g2tg  *; 0 <  x <  я.
124. lo g 3 sin *  >  lo g 9 0,75; -  1 <  *  <  4.

T  Тб
125. cos2*  +  sin *  cos *  >  1.

126. i^cos * —sin *  > s in  * — 0 <  *  <  it.

127. arccos *  «  arccos —.
4

128. arctg5*  — 4arctg *  +  3 >  0.
129. 2arcsin *  >  arctg *.

130. arcsin ( * 2— Ц  — Й

131. arcsin *  <  arccos (1 — *).

132. arcsin *  — 2arccos*  >
u

Параметр кагнашган теигсизликларни ечинг:

133. cos х > а .  139. sin *  +  -J —  <  a, ( a > 0).
sin t

134. tg  *  <  а. 14Э. sin2*  +  sin 2*  >  a.
135 c t g *  <  a.  141. arcsin x  <  a.

136. 1 +  a cos *  >  (1 +  a)2. 142. arctg *  <  a.

137. sin *-f- a  cos x < a ,  а ф  0. 143. arcsin *  >  a  arccos *.

138. sin4*  +  cos4*  >  a. 144. arccos ax  <  —.
3

4-§ . Тригонометрик тенгламалар ва 
тенгсизлнклар системалари

Аввал тенгламалар (тенгсизлнклар) системалари- 
нинг тенг кучлилиги ва уларни ечиш усулларини



эсга олайлик; Соддалик учун икки номаълумли тенг- 
ламалар системасини карайлик.

Икки номаълумли иккита тенглама сисгемаси деб

(1
Л (•*; у )  = gi  Щ  у),
/2 (*; у)  — g* (*; у)

га айтилади (1) системанинг ечими деб шундай (х0\ у0) 
сонга айтиладики, уни мос равишда Ц ва у ларнинг 
урнига куйганда (1) системанинг хар бир тенгламаси 
сонли тугри тенгликка айланади, яъни:

| / »(*<>; Уо) =  £ |  (*of Уо).

1 h («V. Уо) ~  g i Ш  Уо)-

Системани ечиш унинг ^амма ечимларини топиш де- 
макдир.

Иккита тенгламалар системалари

(1) ва М * ;  y ) = g s ( x ;  у);
f*(x;  у) =  g i ( x ; у)

(2)Л (х\ у) (•*•; у).
/а (•*; у) -  g 2 (X ; у)

бир хил ечимга эга б^лса, яъни (1) нинг барча ечим- 
лари (2) нинг *ам ечимлари булса ва аксинча (2) нинг 
барча ечимлари (1) нинг дам ечимлари булса, у холда 
бу системалар тенг кучли  дейилади.

Тенгламалар системаларини ечишнинг бир неча 
усуллари мавжуд: системаларни чизикли алмаштириш 
усули, системани соддарок системалар дизъюнкциясига 
алмёштириш усули, узгарувчини алмаштириш усули, 
янги номаълум киритиш усули, номаълумни чицариш 
усули ва бошкалар. Бу усулларни куллаш жараёнида 
биз берилган системани унга тенг кучли булган, аммо 
унга Караганда соддарок булган системага (ёки систе- 
маларга) алмаштирамиз.

Системаларни ечиш намуналарини куриб чщайлик:
л I sin л; sin у =  а,
1-МИСОЛ. { ечилсин.

; COS X COS у =  Ь

Е ч и ш .
'  sin х  sin у ( cos(x—y)=a-\-b,< ч=>- < ч — >
[cosJccosy  =  £ [cos(x-{-y)=b—а
х  — у =  ±  arccos (a-\-b) 2kn,
х  -f- у = ±  arccos Д  — а) #  2ятс,
| а  +  £ | <  1, , . . . f



х =  — ( + arccos (a-\-b)± arccos  {b — a)) +  (л+А ) it»
2

-<•=>■ y =  — ( +  arccos (a-|-&)± arccos (b—a)) -{■ {n—k)
2

| a  +  6 |  <  1, \b — a \ < \ .

Бу ерда k, n £ .Z  булиб, | a - f - 6 | < ; i ,  \b — a | <  1 
шартлар бажарилганда туртта ечимга эга буламиз.

sin х  cos у =  а, системани хамШу усул билан 

ечиш мумкин.
cos х sin у =  b

. sin а: -4- sin у =  а,
2 - м и с о л .   ̂ |  ^  * ’ ечилсин. 

sin2x  +  sin2 у =  b

. s i n *  +  sin у =  a, Щ  
Е ч и ш .  I Е '  Щ т

sin2*  - f  sin2y =  b

-<=>-

sin x  =  u, 
sin у  =  v, 
u - \ - v  =  a,

a?—b uv  =  — —

-<=>-

sin x  =  ti, 
sin у =  v,  
и v  =  a, 
u 2 +  t f = b  

2

4=>-

i  a + i / ~ 2 b — cl-
sin x  =  — — -----

sin у =  
, £  1  
Ш ш

a — yA гЬ—а*
2 V

a ± | / ’2ft-a2
< 1

V

sin X —

sin у =  

b > ~ ,

а —у/ 2b -  a2
2

а + У lb  -a*
2

a± 2d—a? < 1.

Агар
a ± y 2 b - a *  

2
1 шарт бажарилса,

х  =  ( —l ) Barcsin
. а +  if2b  —a2

у =  (—l)*arcsin
. a-- \ /r2b—a‘2

+  Л1ц

+  bn



/ i\„ « л—j/"2&—а* .*  =  ( —I)% rcs in — —g---------

у в Ь 1) % Ш п £ ± 2 «  +  ^  *, n £ Z

Юцоридаги усул билан

ечимлар сериялари берилган системанинг ечимлари 
булади, акс холда е ч и м 0 .

s i n *  -f- sin у =  а, 
cos2*  4- cos2y =  b; 

cos *  4- cos у — я ,  ( cos x  4- cos у — a t 
cos2*  4“ cos2y =  b\ \  sin2*  4- sin2y =  b

ва шу к^ринишидаги бошка системаларни хам ечиш 
мумкин.

sin * 4 -  sin у — а,
* 4 -У  =  *

3- м и с о л .  

Е ч и ш .

ечилсин.

sin *  4- sin у =  а, _"Ч—̂
* 4 *  У =  «

О I *+y  ДС—V2 sin ——  c o s ----- =  а,
2 2

* 4 - У =  «
ч = >

■<—>

V

n  . а Х —у2sin — cos — — =  а , 
2 2

* 4 “ У ==а

* 4 - у  =  а

ч = >

аsin — == О,
2

а = 0 ,
*  4- У =  2алтс

V

sin у  ¥= 0,
JC—у д

cos ~ г  =  ------ Г '
2 s ,n 2

sin — = 0  <=> а = 0 ,

* 4 -  У =  2т%
V

х — у =  +  2 arccos а
а

2 s m -

л: 4- У — а>
а



Агар а
л а 
2 sin — 

2

<  1 шарт бажарилса,

ах  =  — ь arccos 
2

у =  — ±  arccos
2s,n7

а

2slni

- f  2лте,

ечимлар сериялари берилган системанинг ечимлари 6jr 
лади, акс холда ечим 0 .

Шу усул билан
sin х  — sin у =  a, j cos х  ±  cos у =  а;
X  ±  у  =  а: \ х ± у ' = а

куринишдаги системаларни хам ечиш мумкин.
sin л: sin у =  а,
tg х  tg  у — b, а  • b ФО

с  ( sin х  sin у =  а,Е ч и ш .  I г <—>-
t g х  t g у =  b, а  • b =̂= О

4- м и с о л. ечилсин*

-<=>
sin л sin у =  а, 

Ъcos х - cosy  = —, а > Ь ф  О,
а

Бу эса 1-мисолга келтирилган хол.

Маищлар
Тенгламалар системаларини ечинг:

145.

146.

147.

%
Х +  У =  “ ,

Sin X +  sin у — 1.

§1
x + y - J .

COS** +  COS2)r —  — .

%

sin2*  — sin3)» =  —-.
4

148.

1C

149.

150.

1
cos *  cos у =  — 

2

sin * s i n  у =  —
4

tg  *  tg  у  =  3.

sin *  sin у -----------„
4

3ctg * -------tg y.



151.

152.

153.

154.

Г t g *  +  t g y  =  2,

{  c tg  *  +  2 ctg  у =  3.

cos x  cos у =

. t g * -  t g y  =  1.

!2sin лг+cos у  =  j 

Igsln^+cos'y __ л

sin x  =  sin 2y, 
cos X  =  sin y,
0 <  x  <  к,

0 <  у <  я.

155.

156.

157.

158.

tg*  • tg* 
tg у • tg г 
X  +  y  +  2

6,
7t.

arcsln л *= arccos y,
7те

COS
*+y

=  1.

( arcsin x  +  arccos у  =  Or 

1 arcsln у +  arccos *  =  те.

те
arcsln *  +arccos y= —, 
xy =  1.

Тенгсизликлар системаларини ечинг:

159. *

160.

1cos x>  

sin x >
<£t

sin *  >  cos X,

— 2« < * < 2те.

161.
t g * > - / 3 ,  

1sin* < —.

162. •

/ 3  
2 ’ 

/ £  
2 S

0 < x  <

sin *  <  

c o s * <

VI Б  О Б . ПЛАНИМЕТРИЯ

l - § .  Геометрик алмаштиришлар ёрдамида 
масалалар ечиш

Текисликда геометрик алмаштиришларга нукта ат
рофида буриш, нуктага нисбатан симметрия, тугри 
чизикка нисбатан симметрия, параллел кучириш, у х -  
шашлик ёки гомотетия, инверсион алмаштиришларни 
санаб утиш етарлидир. Куйида биз бу тушунчалардан 
масалалар ечишда кандай фойдаланиш мумкин эканли- 
гидан намуналар келтирамиз.

1-м  а с а л а .  Асослари АВ  ва DC булган ABCD  
тенг ёнли трапецияда Р ва Q нукталар ABC  ва ABD  
учбурчаклар медианаларининг кесишган нукталари



22 -ч изма 23- чизма

булса, у холда PD =Q C  экани исботлансин (2 2 -чизма). 
Б е р и л г а  н: ABCD  трапецияда A D  =  BC, Р ^ (А В С ) ,  
Q ^ (A D B )  булиб, Р, Q медианаларнинг кесишиш нук
таси.

И с б о т  к и л и ш  к е р а к :  PD  =  QC.
И с б о т .  Масаланинг шартига кура трапеция тенг 

ёнли, яъни: A D = B C ,  у холда ^ А ^ ^ В .  Трапеция 
диагоналларини утказиш натижасида хосил булган ABC  
ва ABD  учбурчакларда A D = B C ,  CAB  =  DBA  ва 
АВ  умумий булгани учун А А В С  = A A B D .  I —трапеция
нинг симметрия уки булсин. Берилган шартга кура 
S[(D) =  C, S[(A) =  B, 5 , ( 0 ) е 0  хамда S l {Q) =  p  
эканини хисобга олсак, у холда 5 ,  (UP) =  QC келиб 
чикади. Бундан P D = Q C .

2 - м а с а л а .  АС  кесмада А В  ва ВС кесмалар олин
ган булиб. АС дан бир томонда ётувчи А В Е  ва ВСЕ 
тенг томонли учбурчаклар ясалган (2 3 -чизма). Агар 
L нукта А Е  нинг, N  нукта СЕ  нинг уртаси булса, 
учбурчак B LN  тенг томонли эканини исботланг.

Б е р и л г а н :  А А В Е  ва А В С Е  тенг томонли,

A L =  ± A F ,  N C  =  — ЕС,
2 2

И с б о т  к и л и ш  к е р а к :  A B L N  — тенг томонли.
И с б о т .  Масаланинг шартига кура А А Е В  ва a BCF  

лар тенг томонли, AL  =  LF  ва EN~=NC.  Векторларни

кушиш коидасига кура BL  =  ^  (ВА  +  BF)\ BN =■



=  — ( B E  +  ВС).  Масала шартига к^ра R b 60° (В А )= В Е , .
'£г

R~b ® \ B F ) = * B C  хамда /?д60° (B E )  =  B E ' , бу ерда
Е ’ £  (BF)  булади. У холда R b 60 (A F ) =  ЕС  булиб, 
^ . F B F ^  60° булгани учун ва L нукта A F  нинг, /V 
нукта ЕС  нинг урталари эканини хисобга олсак*

R B W° (B L )= a B N  булади. Бундан ( B L ^ B N )  =  60°, BL  — 
=  £Л/ булганидан A B L 1V  нинг тенг томонли эканлиги 
келиб чикади.

Машцлар
1. Текисликда икки марказий симметриянинг композицияс» 

параллел к^чириш ёки айний алмаштириш эканлигини исботланг.
2. Текисликда икки параллел к^чиришнинг композицияси яна 

параллел кучириш эканлигини исботланг.
3. M N  ва РО  перпендикуляр турри чизиклар О  нуктада 

кесишади. А ва А'  нукталар M N  га нисбатан симметрик, А ва А" 
нукталар PQ  га нисбатан симметрик А' ва А" нукталар О  нукта
га нисбатан симметрик эканлигини исботланг.

4. Учбурчак томонларининг Урталари яна учбурчак хосил 
Килиб, бу учбурчак берилган учбурчак билан медианаларининг

кесишган нуктасига нисбатан — —  коэффициент буйича гомоте-
л*

тик эканлигини исботланг.
5. S  а й пана тенг булмаган St ва 5 3 айланаларга уринади. 

Уриниш нукталарини бирлаштирувчи т^рри чизик ва S 2 айлана- 
ларнинг ^хшашлик марказларининг биридан ^тишини исботланг.

6. Тенг ёнли учбурчакнинг асосида олинган ихтиёрий нукта
дан ён томонларига туширилган перпендикулярлар йигиндиси шу  
учбурчакнинг ён томонига туширилган баландликка тенг эканли
гини исботланг.

7 . ABC  учбурчакнинг С  бурчагининг ташки биссектрисасида 
ихтиёрий D  нукта олинган. АС  +  СВ  <  A D  +  D B  эканини исбот
ланг.

8. Уткир бурчакли ABC  учбурчакнинг AAt баландлиги утка
зилган. Н  шу учбурчакнинг ортомаркази б^лса, ВАХ• АгС = А А г■ НАУ 
муносабат тугрилигини исботланг.

9. ABC  бурчакка учбурчакни шундай ички чизингки, унинг 
икки учи бурчак томонида, учинчи учи эса берилган М  нуктада 
булиб, учбурчакнинг периметри энг кичик булсин.

10. ABC  учбурчакда АВ =  ВС, ABC  =  30°. ВС  томонда 
AC  s B D  =  / 7 : 1  шартни каноатлантирувчи D  нукта олинган. DAC  
бурчакнинг катталигини топинг.

11. Тенг томонли ABC  учбурчак ва ихтиёрий М  нукта берил
ган. М 4 ,  M B  ва М С  кесмаларнинг энг каттасининг узунлиги кол
ган иккитасининг узунликларининг йигиндисидан катта эмаслигини 
исботланг.

12. ABC  учбурчакнинг АВ  ва АС  томонларида уни копламай- 
диган килиб A B M N  ва АСРЦ  квадратлар ясалган. ABC  учбурчак



нинг А Е  медианаси учун АЕ  _]_ NQ  ва АЕ  =  — N Q  эканини ис

ботланг.
13. Турли юмонли ABC  учбурчакнинг томонларида уни копла- 

майдиган килиб ABC tl B C A t ва САВХ мунтазам учбурчаклар ясал- 
ган. ААХ, ВВХ ва СС\  кесмалар тенг эканини ва бир нуктадан 
утишини исбогланг.

14. Параллелограммнинг томонларида уни коплайдиган килиб 
квадратлар ясалган. Бу квадратларнинг марказлари туташтирилса, 
квадрат *осил булишини исботланг.

15. Мунтазам учбурчакнинг томонларида уни копламайдиган 
килиб квадратлар ясалган. Уларнинг марказлари туташтирилса 
тенг томонли учбурчак *осил булишини исбогланг.

16. Мунтазам ABC  учбурчакнинг АВ ва АС  томонларида 
A D  +  АЕ  — АВ  шартнк каноатлантирувчи A D  ва АЕ  кесмалар 
олинган. Агар О учбурчакнинг маркази булса, OD — ОЕ  ва 
^ D O E =  120° булишини исботланг.

17. Тенг ёнли турри бурчакли ABC  учбурчакнинг СА  ва СВ 
кате мари да C D = C E  шарт ни каноатлантирувчи D  ва Е  нукталар 
олишан. D  ва С  нуцталардан утказилган АЕ  перпендикулярлар 
АВ  гипотенузани мос равишда /С ва L нукталарда кесади. KL  — 
LB эканини исботланг.

18. ABC  учбурчакнинг и= ида о лиги ан М нуктадан томонларга 
перпендикулярлар туширилган. Шу перпендикулярларда учбур
чакнинг томонлари!а тенг килиб МАХ, ABt ва M Cх кесмалар ку- 
йилган М  нукта А, В х Ct учбурчакнинг огирлик маркази эканли
гини исботланг.

19. АВСО  туртбурчакда АВ =  3 см, ВС--= 3 см, C D »  2 ^ 3  см, 
BAD  == .«£ CDA  =  60°. ABC  ва BCD  бурчакларнинг катталигини

топинг.
20. Тенг (Оц г)  ва ( 0 2, г)  айланалар М ва N  нукталарда ке

сишади. Бунда M N  =» т • ОхОг га параллел булган /  тугри чизик 
< 0 „  г) айланани А ва В  нукталарда. ( 0 3, г ) айланани С  ва D  нук
таларда кесади. Агарда АВ  ва CD  нурлар йуналишдош булса, 
АС  ни топинг.

21. А х, Вх, С, лар ABC  учбурчак томонларининг урталари, О,,
0 2, 0 3 лар АСХВ, ВСХС  ва СВХА учбурчакларга ички чизиунан
айланаларнинг марказлари булсин. АВ  =  4 см, АС =  4 - / 3  см, 

ВАС =  30° булса, 0 Х0 30 Л учбурчакнинг бурчакларини топинг.
22. Тенг ёнли трапеция асосларининг урталарини туташтирув

чи турри чизик трапеция диагоналларининг кесишиш нуктасидгн 
*амда ён томонлари ётган турри чизикларнииг кесишиш нуктаси- 
дан Утишини исботланг.

23. Трапециянинг асосларига параллел булган турри чизик 
диагоналларнинг кесишиш нуктаси О дан утади. Шу турри чизик- 
«инг ён томоилар орасида колган кесмаси О  нуктада тенг иккига 
булинишини исботланг.

24. Каварик ABCD  туртбурчак трапеция булиши учун зарур

ва етарли шарт M N  — {АВ  +  CD)  эканини исботланг (бу ерда

М ва N  нукталар AD  ва ВС  томонларнинг урталари).
25. АВ С  учбурчакнинг АВ  томонида АЕ  =  ЕР  =  FB шартни 

каноатлантирувчи Е  ва F  нукталар олинган. Шу ниш дек Ах нукта



ЯСнинг, Bi нукта АС нинг уртаси, ВВХ ва CF  кесмалар /'  нук
тада, AAt ва С Е  кесмалар К  нуктада кесишади. АВ »- и деб, / ’/О т  
топинг.

26. М  нуктани A BC D  туртбурчак томонларининг уртплпрмга 
нисбатан симметрик акслантириш натижасида косил булган туртта 
нукта параллелограммнииг учлари эканлигини исботланг.

27. Туртбурчакнинг учтадан учлари ташкил этган учбурчаклар 
огирлик марказлари косил этган туртбурчак берилган туртбурчак-

ка —  коэффициент билан ухшаш эканлигини исботланг.
3
28. I турри чизик ABC  бурчакнинг томонларини К  ва L нук* 

таларда. унга параллел булган /, турри чизик М ва N  нукталарда 
кесали. К  ва L, М  ва N  нукталардан перпендикулярлар чикарил- 
ган. Бу перпендикулярларнинг кесишган нукталари ва В  нукта бир 
турри чизикда ётишини исботланг.

29. ABC учбурчакда ААХ ва В В Х баландликлар утказилган. 
ABC  ва А,ВХСХ учбурчаклар ухшаш эканлигини исботланг.

30. Икки айлананинг кесишиш нуктаси А дан уларнинг АС ва 
A D  диаметрлари утказилган. CD  турри чизик айланаларнинг ик
кинчи кесишиш нуктаси В дан утишини исботланг.

31. Учбурчакнинг ортомаркази орирпик маркази ва унга таш- 
ки чизилган айлананинг маркази бир турри чизикда ётишини ис
ботланг (Эйлер турри ч и з и р и ).

32. Тенг томонли учбурчак ай анага ички чизилган. Бир то- 
монга ёпишган ей да олинган ихтиёрий нуктадан карши ётган уч
га ча булган масофа шу нуктадан колган учларгача булган масофа- 
лар йириндисига тенг эканлигини исботланг.

33. Учбурчакнинг ортомаркази унинг томонларининг Урталарига 
нисбатан симметрик акслантирилган. Хосил булган нукталар б е 
рилган учбурчакка ташки чизилган айланага тегишли булиб, унга 
тенг учбурчак косил килишини исботланг.

2-§ .  Учбурчакларда метрик муносабатлар

Геометрик фигуралар ичида энг куп учрайдиган ва 
геометрик масала ларни ечишда куп кулланиладиган 
шакл бу учбурчакдир. Шунинг учун хам учбурчакка 
дойр ёки учбурчак элемеитларининг комбинацияси би 
лан ечиладиган масалалар жуда к^п учрайди. Учбур
чак элемеитларининг комбинацияси оркали берилади- 
ган масалалар асосан куйидаги куринишларда берили- 
ши мумкин:

1) учбурчакнинг учта томонига к^ра бериладиг-ан 
масалалар;

2) учбурчакнинг учта бурчагига кура бериладиган 
масалалар;

3) учбурчакнинг икки томони ва улар орасидаги 
бурчакка кура бериладиган масалалар;

4) учбурчакнинг бир томони ва унга ёпишган бур
чакка к$фа бериладиган масалалар;



5) учбурчакнинг икки томони ва бу томонлардан 
'бири царшисидаги бурчакка кура бериладиган масала
лар;

6) учбурчакнинг бир томони хамда унга карши ёт
ган ва ёпишган бурчакларига кура бериладиган маса
лалар.

Учбурчакларга дойр берилган масалаларни ечишда 
косииуслар ва синуслар теоремалари айницса кенг кул- 
ланилади. Масалан, &АВС  да а , Ь, с — томонлар А, 
В, С — бурчаклар б^лса:
,а2 =  Ь'г с2 — 2Ьс cos А <=>  cos A =  (b2 -\-с2—а2) : 2bc\ 
№ =  a2 -j- с2 — 2ас cos В ч = >  cos В  =  (<z2 +  с2 —Ь2) : 2ас-, 
с 2 =« а2 +  Ь2 — 2ab cos С ч = > -  cos С =* (а2 +  Ь2 —с2) : 2ab.
Синуслар теоремасига к^ра эса

а ь с
sin A  sin В  sin С

Юкорида келтирилган тушунчалар ёрдамида куйи
даги тенгликларни ёзиш мумкин:

1) учбурчакка ташки чизилган айлананинг радиуси
о  abeН =  —  га тенг;

4s
2) учбурчакка ички чизилган айлананинг радиуси

s - а +  ь + с г  =  —  га тенг, бу ерда р  =  —1------- ;
Р 1

3) учбурчакнинг баландликлари мос равишда ha,
Ль, hc ва ички чизилган айлананинг радиуси г булса,

—  =  —  +  —  +  —  муносабат уринли булади;
г  Пд hb he

4) т^гри бурчакли учбурчакнинг тугри бурчаги 
учидан унинг гипотенузасига туширилган перпендику
ляр гипотенуза булаклари орасида урта пропорционал 
микдордир; хар бир катет бутун гипотенуза билан 
унинг гипотенузадаги проекцияси орасида хам урта 
пропорционал микдордир, яъни (24-чизма):

BD1 =  AD  • DC; А В * — АС • AD- ВС* =  AD • DC;

5) бу юкоридаги мулохазадан бевосита тугри бур
чакли учбурчакнинг томонлари бир хил улчамли бул- 
ганда катетлар квадратларининг йигиндиси гипотенуза- 
пинг квадратига тенг деган мулохазани исботлаш 
осондир, яъни:



24- чизма. 25- чизма.

А В 2+  ЯСа =  АС - AD  + A C -  DC =  АС  (AD  - f  DC) — 
=* ЛС • АС  =  ЛСа А В 2 +  £ С 3 =  ЛСа;

6) учбурчакнинг биссектрисаси унинг бир бурчаги- 
дан чикиб шу бурчак царшисида ётган томонни кол
ган томонларга пропорционал булакларга булади, (25* 
чизма), яъни: B D : DC—A B : AC; (AD=~la биссектриса);

7) учбурчакнинг медианаси бир бурчакдан чикиб, 
каршисида ётган томонни тенг икки булакка булади. 
Унинг узунлиги:

4т\  — 2Ь2 +  2с3 -  а 2, Ат] =  2а2 +  262 -  с2
4 т'1ь =  2аа 4* 2с2 — Ьг

формула билан топилади (25- чизма);
8) агар ихтиёрий берилган учбурчакнинг томонлари 

мос равишда а , b, с деб белгиланган булса, с томон- 
нинг b томондаги проекциясининг узунлиги Л О = ( с 24-

Ь* ■— а?)!2Ь оркали топилади (2 6 -чизма).



Юкорида келтирилган мулохазалар *амда мавжуд 
малака ёрдамида бир нечта масалалар ечиш намунала- 
рини келтирамиз.

1- м а с а л а .  Учбурчак ABC  нинг томонлари а, b, с 
га тенг. Шу учбурчакнинг а  томонига утказилган 1а 
биссектриса узунлигини ^исобланг (27- чизма). 

Б е р и л г а н :  Д ABC, АВ =  с, АС =  Ь, ВС =  а. 
Т о п и ш  к е р а к : А Е = 1 а= ‘?
Е ч и ш .  Учбурчак биссектрисасининг хоссасига асо

сан А В : А С  =  В Е :Е С  ни ёза оламиз.
Агар учбурчак томонларини векторлар оркали ифо* 

даласак, у холда:

т г  Щ  \ С Е \ А В +  \ B E \A C .
| СЕ  | +  | ВЁ\  ’

_  СЕ2А В » +  BE3 А З  +  2 |  СЕ  [ | В Е \ А В  Л ?
С Е 2 -f- BE2 +  2 1 С Е  11 B E  |

Бу ерда В С = А С  — АВ; ВС =  АС ̂  АВ — 2АС АВ  эка
нини хисобга олсак, у ^олда

^ ,  СЕ*АВ* +  ВЕ* ACI  + С Е в 1 ( А С 2 +  АВ* -  ДС») б * л а д и
СЕ2+ В Е 2+ 2 \ С Е \ \ В Е \  У

Касрнинг сурат ва махражини BE • СЕ  га булиб юбор- 
сак, у *олда

л р $ _ £ £ _______ ____________________________
С Е  B E  I
—  +  —  +  2 B E  СЕ

—  с2 +  —  £2 +  ft2 +  с2 -  л*
С Ь DC . ,  ч-------------------------------------------- ----------4/7 (о — я).

* + J -  +  2 (* +С)’с b

Демак, la=*-^—V b c p ( p ^ a )  булиб, бу ерда .
0 +  с 2

Шунга ухшаш b ва с томонларга утказилган

1с = - г - Г  V a b p ip  — с) a 4- с о + л

биссектрисалар узунлигини топиш формулалари хосил 
булади.



2 - м а с а л а .  Учбурчак
нинг иккита томони узун- 
ликларининг нисбати учга, 
улар орасидаги бурчак эса 
а  га тенг. Шу бурчак бис- 
сектрисаси билан унга кар
ши ётган томон орасидаги 
бурчак топилсин (28- чиз
ма).

Б е р и л г а н :  A  ABC,
А С  =  ЗАВ; ВАС =  а,
< /С А К =  / .В А К .

Т о п и ш  к е р а к :  <р =
=  ̂ А К В .

Е ч и ш .  Масалани ечиш учун АВ  нинг давомида 
ЗА В  =  АЕ  шартни каноатлантирувчи Е  нуктани ола- 
миз, у холда &АСЕ  тенг ёнли булиб, AF  хам биссек
триса, хам медиана булади.

Демак, Л /  ̂♦ В С =  | АР || ВС | cos <р (1) ни ёза ола- 
миз. Энди AF , ВС, A F , ВС ларни аниклаймиз:

28- чизма.

-
Щ  =  Ц  ( АС +  АЕ)  -> -i-  (АС  +  ЗАВ)* 2

ВС  =  АС — АВ
а) (2) ва (3) лардан:

AF.. ВС*= - L  ( А С З А В ) ( А С  — А В ) ------- (АС2 -

(2)

(3)

— АСАВ  +  3ABAC  -  ЗАВ2) =  —  (6АВ2 +  6АВг cos а) =
2

=  3 А В \  1 -j- cos а);

б) (2) дан: Л Я  =  - | - ( Л С - f  л"Я)2 (Л*С2-{- А Е 2 +

+  2ЛС АЕ) =т —- (18Лба +  18Л52 cos а) =
9 А В 2 (1 -f- cos а);

в) (3)_дан: В &  =■ ( А С -  АВ)> =  АС1 +  А В 2 -  2А С А В ~  

К У й и д а г и Т а 6 Л 5 С ° 8 а * б )  3 3  В ) Л З р Н И  Г 3



COS <P
AF - ВС

Ш И
ЪАВ(\  +  cosa)

/
] / | S T  H- cos7) J / ' 10A6^1—y c o s a j

1 -J- cos a 
5  — 3 cos a

arccos / 1 * COS a
эга б^ламиз.

Демак, <p _____
V 1  — 3 cos a

3 - м а с а л а .  Л 5 С  учбурчакнинг A B  ва £ С  томонла- 
ри асосида ABD E  ва BCKF  квадратлар чизилган бу’л- 
са, у холда хосил булган D F  кесма учбурчак медиа- 
наси ВР  дан икки марта катта хамда (ВР) _L (DF) 
эканлиги исботлансин (2 9 -чизма).

Б е р и л г а н :  ААВС , ABUE  ва BFKC квадратлар. 
И с б о т  к и л и ш  к е р а к :  D F = 2B P  ва [BP)±(D F).  
Масалани бир неча хил усул билан ечиш мумкин. 
И с б о т .  1 - у с у л .  DF  ва ВР  кесмаларни вектор си-

фа гида карай лик, У холда 2ВР =  В А  +  ВС  ва DF =  
=  B t  -j- Булардан:

1) 2BV DF  =  ВА DB  +  ВА BF  - f  ВС DB ВС B F  х о 
сил булади. Бу ерда В A ‘ D B =  0 ва ВС • BF =  0 эка
нини хисобга олинса. у холда 2BF D F =  \ВА  || B F \ X  
X  cos ^ A B F  — \BC\\BD\cqs/CBD=\BA\\BF\Icos4' A B F -
— cosг^СВр)  =  О булади. Бундан 2BP-D F= > 0  ёки 
B P ± D F  экани келиб чикади.

D . 2) АВЬ2 =  £ Л 2+ £ С 2+
+  2 В  А  ВС;

DF* — D B2 -J- BF* +

К +  2  iTb b f .

Бу тенгликларни хад- 
лаб айирсак, 4 ВР2 — 
— D F 2 =  0 булади. Бун
дан АВР2 =  D F2 ёки 
2 \B P \  =  \DF\  экани ке
либ чикади.

Q
29- чизма.



2 - у с у л .  Исботлашни буриш ёрдамида хам амалга 
ошириш мумкин, яъни 2ВР =  ВА ВС  да

« 5 м'  ( ВА) =  BD-, /?5®“ (ВС) =  — BF

ларни бажарай/шк. Лекин BD  — B F = F lj эди. У хол- 
да векторни коллинеар булмаган икки векторга ёйиш-

нинг ягоналигидан R b (2BP) =  FD  булади. Бундан

2ВР — FD  ва ( В Р ^  FD) — 90° экани келиб чицади.
3 - у с у л .  R b % (А А В С )  =  АО ВС'  буришда ВС ВС' 

га ва В Р В Р '  га аксланишлар хосил булиб. BP' A D F C '
нинг урта ч и з и р и  булади. Демак, (ВР ^  ВР')  ~= 90° ва

2ВР'  =  FD  ^осил булади. Бундан BPJ_DF  ва 2ВР  — 
=  DF  экани келиб чикади.

Геометрик масалаларни ечишнинг алгебраик усули 
масала шартида берилганлардан фойдаланиб биринчи 
ёки иккинчи даражали тенгламаларни ечиш шартига 
келтирилади. Бу усулда геометрик масалаларни ечиш 
масала шартига кура чизма чизиш хэмда фигурада 
^атнашаёт! ан маълум ва номаълум компонентларга 
суянган холда тенглама тузиш, агар х»Р хил холатлар 
караладиган булса, ^ар бир холатни тахлил цилиб 
асослаш керак булади. Бундай холда масалани неча 
усул билан ечиш мумкинлиги ёки ечиш методлари 
аникланади.

4 - м а с а л а .  Агар тенг ёнли учбурчак асосидаги 
бурчакларининг биридан чиццан турри чизик уни икки
та тенг ёнли учбурчакка ажратса, берилган тенг ёнли 
учбурчакнинг бурчакларини топинг (30- чизма).

Е ч и ш .  ABC  учбурчакда АВ =  АС  ва D  нукта АС 
томонда ётиб ABC  учбурчакни A A D B  ва A D B C  лар- 
га ажратади. Буйда AD =  BD  =  ВС. Агар , / A B D  =  X  
деб олсак, ^_BCD =  Z.BDC = 2 Х  бу
лади. АВ =  АС булганидан z .C B D  =  X  
булади. Бундан 5* =  180° хосил булиб,
X  =  36° экани келиб чикади.

Масалани ечишнинг иккинчи усули- 
ни укувчининг узига хавола киламиз,

Машцлар
34. Учбурчакнинг учларидан берилган М 

нуктагача булган масофалар йигиндиси агар М



нуцта учбурчак ташкарисида олинган булса, ярим периметрдан 
катта агар М  нукта учбурчак ичида ёки контурида олинган булса, 
периметрдан кичик булишини исботланг.

35. Учбурчак медианалари й и р и н д и с и  ярим периметрдан катта 
ва периметрдан кичик булишини исботланг.

36. Тенг ёнли учбурчакда асосининг ихтиёрий нуктасидан ён 
томон 1арига туширилган перпендикулярлар й и р и н д и с и  у з1армас 
мицдор булиб, у учбурчакнинг ён томонига туширилган баланд- 
ликка тенг булишини исботланг

37. Учбурчакнинг биссектрисаси шу учдан чикувчи медиана 
ва баландлик хосил килган бурчакда ётишини исботланг.

38. Турри бурчакли учбурчакда турри бурчакнинг биссектри- 
гаси медиана ва баландлик ташкил этган бурчакни тенг иккига 
булишини исботланг.

39. Турри бурчакли ABC  учбурчакнинг АВ  гипотенузасига уч- 
бурчакни копламайдиган килиб квадрат ясалган. Агарда катетлар 
йириндиси Q га тенг булса, С  учдан квапрат марказигача булган 
масофани топинг

40. Учбурчакнинг асоси Q га тенг. Ён томонларини т — нис
батда булувчи нукталар орасидаги масофани топинг.

41. Учбурчакнинг учларидан берилган турри чизиккача булган 
масофалар р, q  ва г  га тенг. Учбурчакнинг огирлик марказидан 
шу турри чизиккача булган масофани топинг.

42. Учбурчакнинг бир учид»н утказилган баландлик ва медиа
на inv учга жойлашган бурчакни тенг уч булакка булади. Учбур
чакнинг бурчакларини хисобланг.

43. Турри бурчакли учбурчак i ипотенузасининг Уртаси булган
О нуктадан тик чизик Утказилган булиб, у катетлардан бирини К 
нуктада, иккинчисининг давомини М  нуктада кесиб утади. О К —а  
ва ОМ =  h булса, учбурчакнинг томонларини топинг.

44. ABC  учбурчакда ^ А  — 30°, ^.В =  50°. Учбурчакнинг то- 
моилари учун с2 — b3 =  ab муносабат уринли эканлигини исбот
ланг

45. Учбурчак баландликлари тескари кийматларининг йирин- 
диси шу учоурчакка ички чизилган айлана радиусининг тескари

кийматига тенг, яъни -  - + —  +  —  =  —  эканлигини исботланг.
ha hb hc г

46. ABC  учбурчакнинг АС ва А В  томонлари узунликлари Ь ва 
с га, АА\ медианасининг узунлиги у  Ьс га тенг булса. А  бурчак
ни i r  катталигини топинг.

47. A B C учбурчакнинг ААХ ва ВВ, баландликларинмнг асосларинв 
бирлаштирувчи Л,/?, кесма АВ  томоннинг уртаси М нуктадан тур
ри бурчак остида куринса, С  бурчакнинг катталигини топинг.

48. Турри бурчакли учбурчакнинг катетлари а  ъ& b га тенг. 
Учбурчакнинг турри бурчагидан чикувчи биссектрисаси узунлиги
ни топинг.

49. Тенг ёнли учбурчакнинг ён томони 20 см, асоси 24 см га 
тенг. Учбурчакнинг медианалари кесишган нуктадан биссектриса- 
лари кесишган нуктагача булган масофани топинг.

50. A  ABC да биссектрисалар кесишган нуктадан В С  томон- 
га параллел турри чизик утказилган, у АВ  томонни ZJ, ну тада ва 
АС  томонни Ci нуктада кесади в ,С , =  В В Х +  ССХ булишини ис
ботланг.

51. ABC  тугри бурчакли учбурчакнинг катетларида ундан таш-



карида BCED  ва АС1(Н квадратлар ясалган. В  ва II иуктвлярдлм 
гипотенузанннг давомига D N B a H M  перпендикулярлар гуширнлнш 
D N  +  НМ  =  АВ эканини исбогланг.

52. Агар учбурчакнинг икки медианаеи Узаро тенг вуДсл, у 
холда бу учбурчак тенг ёнли б ул и ищи и ва аксинча, aiap у ч г»у р- 
чак тенг ёнли булса, у холда унинг иккига медианаеи гонг (фш -  
шини исботланг.

53. Агарда учбурчакнинг орирлик маркази М унинг ортомлр- 
кази Н билан устма-уст тушеа, у  долда бундан учбурча.< тенг то
монли булишини исботланг.

54. ABC  учбурчакнинг АВ  ва ВС  томонларига Утказилган ме-
4 -s , ... fv

дианалари узаро перпендикуляр, cos В  <  эканини исботланг.
5

55. ABC  учбурчакда ^.А == 2^.В  булса, b ва с гомонларга кура 
а  томонни топинг.

56. -=сХОК =  60° ли бурчакдан танщарида М нукта олиниб, 
бур гак томон та рига МА  =  ri\, MB =  щ  ва бурчак биссектрисаснга 
МС  тик чизиклар туширилган булса, ОС ни топинг.

57. Учбурчакнинг учта медианасидан янги учбурчак ясаш мум- 
кинлигини исбогланг.

53. ABC  учбурчакда АС  =  Ь, АВ =  с ва 1а лар маълум булса, 
А  бурчакнинг катталигини топинг.

59. ABC  учбурчакда ^.А == '1а, АВ  =  с, А С  — Ь, А  бурчак бис- 
сектрисасининг узунлигини топинг.

60. ABC  учбурчакнинг томонларида Р  Q, R  нукталар шундай 
олин1 анки, АР, Ву) ва C R  тугри чизиклар бир нуктада кесишади. 
АН ■ ВР ■ СО =  RB • PC  • QA муносабатни текширинг.

61. Томони а га тенг булган тенг томонли А В с  учбурчакнин 
В С  томонида D  ва АВ  томонида Е  нукталар а =» 3BD, АЕ =  DE  
буладиган килиб олинган булса, СЕ кесманинг узунлигини топинг.

62. Учбурчакнинг икки медианаеи узаро тик. Учбурчакнинг 
бу медиаиалар утгай томонлари а  ва Ь га тенг. Шу учбурчакнинг 
томонлари орасидаги богланишни топинг.

63. Тенг ёнли ABC  учбурчакнинг тенг АВ  ва ВС  томонларида АЕ 
ва CF тенг кесмалар олинган. СЕ =  AF эканини ва булар кесиш- 
ган нукта В О  биссектрисада ётишини исботланг.

64. Учбурчак тзкислигида QA +  mQB  +  nQ C  =  0 шартни ка- 
ноатлангирувчи О  нукта булиши мумкинми? Бу ерда т, п мусбаг 
раиионал сонлар.

65. ABC  учбурчакнинг СА  томонини Я  нукта п нисбатда СВ 
томонини Q нукта т лисбатда булади. PQ  кесма СМ  медианани 
кандай нисбатда булади?

66. ABC  учбурчак текислигида ихтиёрий О  нукта берилган. 
Д - 4 0 5 ,  АВО С  ва А С  О А  лариинг огирлик марказлари мос равиш- 
да Я, О ва R  булса, ДАВ.С ва A P Q R  ларнинг огирли^мар.озла-  
ри ЛЛ /С ва О нукталар бир турри чизикда ётишини исботланг.

67. ABC  учбурчакнинг томонлари а, Ь. с га теш . Шу учбур
чакнинг а  томонига утказилган та мидиана узунлигини хйсосланг.

68. Берилган М  нуктанинг учбурчакнинг учларидан узок-пи! и 
т. п. р  га тенг. Агар учбурчакнинг томонлари а, Ь, с га тенг бул
са, берилган нуктанинг шу учбурчак огарлик марказидан узокли- 
гини топинл

69. ABC  учбурчакнинг томонларида ундан ташкарида AEML, 
BCMN, CAPQ  квадратлар ясалган. Ои 0 2, 0 8 лар мос равицла



нукта учбуг 
катта аг* 
nei î"

C D  ва QM  =  2CD,  
АВ ва АВ  =  2CR,

/  Урталари, D ,  В, F лар А В. ВС, С А  томонлар- 
лса цуйидагиларни исботланг.

/ 0 U± D 0 3 ва DOj  =  D 0 3, 
/ A 0 j± 0 , 0 3 ва Л 0 3= 0 , 0 3,

/ 5 )  Учбурчак томонларига ясалган квадратлар марказларини 
олжан холда, шу учбурчакнинг узини ясанг.

70. Учбурчакнинг иккита томони узунликларининг нисбати уч- 
га улар орасидаги бурчак эса а га тенг. Шу бурчакнинг биссек
трисаси билан унга карши ётган томон орасидаги бурчакни топинг.

71. Турри бурчакли учбурчак катетларининг йикиндиси шу уч
бурчакка ички ва ташки чизилган айланалар диаметрларининг йи
гиндисига тенг булишини исботланг.

72. Тенг ёнли учбурчакнинг тенг В  ва С  бурчакларининг бис- 
сектрисалари Е  нуктада кесишиб, давомипа учбурчакка ташки чи
зилган айлана билан D  ва F  нукталарда кесишади. ADEF  турт
бурчак ромб эканлигини исботланг.

73. Учбурчакнинг ортомаркази ва ихтиёрий икки учи оркали 
Утувчи айланалар узаро тенг булишини исботланг.

74 Учбурчакнинг ha баландлиги ва ташки чизилган айлананинг 
А  учига утказилган радиуси АН ва АС  томонлар билан тенг бур
чаклар хосил килишини исботланг.

75. Учбурчакнинг ортомаркази Н,  огирлик маркази М  ва унга 
ташки чизилган айлана маркази О  лар бир тугри чизикда (Эйлер 
турри Чизири) ётишини исботланг.

76. Мунтазам учбурчак айланага ички чизилган. Айланага те- 
гишли ихтиёрий нуктадан шу учбурчак учларигача булган масо- 
фалар квадратларининг йириндиси узгармас микдор булиб, нукта- 
(Яинг жойлашиш урнига боглик эмаслигини исботланг.

77. Агар АС  -+- C D  =  т ва АВ — BD  =  п лар маълум булса, 
ABC  учбурчакнинг A D  биссектрисасини топинг.

78. ABC  учбурчакда j£.A «= 2 л В  ва АС  =■ Ь булса. С  учдан 
чиккан медиана учун Ь <  2тс <  }^5Ь  муносабат уринли эканлиги
ни исботланг.

79 ABC  учбурчакнинг АВ. ВС, С А томонларида K ,L ,  М  нук
талар олинган. Агарда А К » КВ  — B L »L C = C M  «МА  =  п шарт ба- 
жарилса, ABC ва RLM  учбурчакларнинг огирлик марказлари уст
ма-уст тушишини исботланг.

80. Учбурчакда иккита баландликлар узунликлари узлари туш- 
ган асосларнинг узунликларидан кичик эмас. Учбурчакнинг бур
ча кларини топинг

81. ABC  учбурчакда A N  ва С К  биссектрисалар утказилган. 
АС =  6 см. АК =  2  см, C N  =  3 см булса, NK  ни топинг.

82. ABC учбурчакнинг AD  биссектрисаси ВС  томонни B D « 
t C D  =  2 :1  нисбатда булади. СЕ  медиана шу биссектрисани кан
дай нисбатда булади?

83. а ЬС  учбурчакда АВ =  АС ва -сВАС — 20°. АВ  томонда 
Al> =  C D  шарт билан D  нукта, АС  томонда эса ВС*=СЕ шарт 
билан Е нукта олинган. ^ CDE  ни топинг.

84 Тенг ёнли булмаган учбурчакнинг учала ташки бурчакла
ри биссектрисаларининг асослари бир турри чизикда ётишини ис
бот 1анг.



Н5. Тенг ёнли булмаган учбурчакнинг иккита ички на 6 и п а  
Iшп!(и бурчаклари биссектрисаларининг асослари бир т^гри чи чп<- 
ла ёгишини исботланг.

86. Учбурчакнинг иккита та ищи бурчагининг биссекгрисалари 
кесишган нукта учинчи бурчагининг ички биссектрисасида ётиши
ни исботланг.

3-§. Айлана ва дойра

Айлана ва дойра тушунчалари геометрияда куп уч- 
райдиган асосий тушунчалардан хисобланиб, бу тушун- 
чаларницг таркибий кисмида доиранинг ва айлананинг 
элементлари бошка геометрик фигуралар билан узвий 
алокада катнашишлари мумкин.

Маълумки, айлананинг узунлиги С =« га, дойра- 
нииг юзи эса S =  nR* га тенг.

Айлана ва доирага тааллуцли булган баъзи маълу- 
мотларни келтирамиз:

1. Агар берилган доирада АВ  ва CD ватарлар Е  
нуктада кесишса, у холда A E -E B = C E 'E D  ёки B E :
: ED  =  С Е : ЕА  эканлигини куриш мумкин.

2. Айланага унинг ташкарисида олинган нуктадан 
Утказилган икки уринма кесмалари тенгдир (3 1 -чиз
ма).

3. Агар айлана ташкарисида олинган А  нуктадан (О; 
Щ  айланага уринма ва кесувчи утказилган булса (32- 
чизма^ у холда уринма бутун кесувчи билан унинг 
ташки булаги орасида урта пропорционал микдордир, 
яъни: АВ'2 =  АС • AD.

4. Агар берилган ABC  учбурчакнинг томонларига 
ташкаридан уринувчи айланаларнинг радиусларини мос 
равишда га, г г с деб белгиласак ва ички чизилган
айлана радиуси г  булса, у холда —  +

г а гъ Гс г
муносабат уринли булади.

/ В

С В А



5 Агар берилган учбурчакка ташки ваички чизил- 
ган айланалар радиуслари мос равишда R ва г булса,
у холда /? >  2г  ва г  =  4R sin sin -В~ sin - -  муноса-

* *
бат уринлидир.

6 Берилган ихтиёрий учбурчак учун куйидаги му- 
носабатлар уринлидир:

Ла +  Л6 +  Лл> 9 г ;  ra +  r„ +  rc >  У З р ,
л п  , А  В С ra — ^R  sin у  COS 2~ COS у  •

л п  ,  В А Сг„ =  4/? sin у  COS у  COS у ,

л п  г С  А ВГе =  4/< Sin у  COS у  COS у .

Юкорида билдирилган муло^азалар ёрдамида маса
лалар ечиш учун намуналар келтирамиз:

1-м а с а  л а. Катталиги а га тенг булган бурчакка 
унинг томонларига уринувчи ва шу билан бирга узаро 
уринувчи г, ва г2 (г2 > г , ) радиусли айланалар ички 
чизилган. Агар шу икки айланага ва бурчакнинг бир 
томонига уринувчи айлана радиуси г  булса, у холда 

. г , : г  нисбат топилсин (31-чизК*а).
Б е р и л г а н :  Z F N C  = a, 0 2С =  г2; ОхА = г и ОВ=г.  
Т б п и ш  к е р а к :  г , : г =  ?
Е ч и ш .  Масаланинг шартига кура О,, 0 2, О лар 

TNC  бурчакка ички чизилган айланалар марказлари 
булиб, уларнинг радиуслари мос ^олда г,, г2 ва г ( г 2>  
!>г,). О, нуктадан NC  га параллел килиб 0 2С билан 
D  нуктада кесишувчи тугри чизик утказамиз. Натижа 
0 , 0 20  тугри бурчакли учбурчак *осил булади. Д 0 , 0 20
ва Z  0 20 , D = - ^ -  га 0^0] — г2-\- гх ва 0 20  =  га — г, 

та тенг булиб, sin —  = Га~ - -̂ ни ёза оламиз. Бундан
2 гд+г 1

а
1 — s i n - -

—  ---------------  з^осил булади. Агар АС =  АВ ВС (1)
Го а1 + йл:-2-
эка! и ^исобга олинса ва турри бурчакли Д 0 20С , ва 
д О / М ,  лардан АВ =  ОАх ва ЬС =  ОСх ларни ва 
Д  0 , 0 , дан Охи  =  АС ларни топсак:



AB — V  (г, +  г)а -  (г, -  r f  — I V  г,г, 
B C = V J r \ + T ) r=^T tT --~ ^= =2V rvr ,

АС  =  K ( r ,  + г 2)2 — (г2 — г,)а =  2 ] / л г 2.

Буларни (1) га к^йилса, К г , г 2 =  К г  ( | / г 2 -+- j / r J )  бу

лади. Бундан VH iГ 
г Ш ёки ^ - * = ( 1 4 -

1 — sin

а
хосил булади.

1 4- sin —

Демак, - =  I 1 +
1 -  sin -

1 +  Sin - -

2 - м а с а л а .  (О, R) айланага ички томондан ури
нувчи хамда узаро А  ва В  нукталарда кесишувчи ик
ки айлана ички чизилган. Агар ^ .О А В =  90° булса, у 
холда ички чизилган айланалар радиусларининг йигин- 
диси топилсин (33- чизма).

Б е р и л г а н :  (О, R), ^ .О А В  =  90°.
Т о п и ш  к е р а к: 0 , Д +  0 2Л =  r ,  -j- г 3.
Е ч и ш .  Берилишига кура О,, 0 2 нукталар узаро к е 

сишувчи айланаларнинг марказлари булсин дейлик 
хамда (О,, г,) ва ( 0 2, г2) айланалар радиусларини мос 
холда г, ва г2 оркали 
белгилайлик, яъни: 0 , Л =
=  г,, 0 2Л =  г2. Кулайлик 
учун О Л =  а деб белги
лайлик.

^ С М £ = 9 0 °  ва 0 , 0 2_1_
_1_Л£ лардан ОЛ |  0 , 0 2 
келиб чикади. Демак,
АООх ва АОО., лар 
узаро тенг учбурчаклар 
б^либ, ОО, =  R  — /у,
0 0 2 =  /? — г2 эканини 
Хисобга олиб, Герон фор- 
муласига асосан куйида- 
гини ёза оламиз, яъни:



лЛОО, ^ д # 0 ,  —

/ R + л  R—a R  +  а  — 2г, д +  2г, — /? _
2 * 2 *  2 ’ 2

/?+д /?—а /? 4- а  — 2г3 д 4- 2гя — /?
2 * 2  * 2 /  2

Бундан а 2 -  ( #  -  2г, )2 =  а 2 - ( / ? - 2 г 2)а, -  г? =. 
=  /?г2 — г\ булиб, г, =£ г2 десак, у холда г, +  г2 =  /? 
экани келиб чикади. Демак, ички чизилган айланалар 
радиусларининг й и р и н д и с и  катта айлана радиусига тенг 
булар экан, яъни г, +  Л» =  R-

3-м  а с а л а .  Айланада ёгувчи ихтиёрий нуктадан шу 
айланага ички чизилган тенг томонли учбурчак учла» 
ригача булган масофалар квадратларининг йигиндиси 
узгармас микдор эканлигини исботланг (34- чизма). 

Б е р и л г а н :  (О; R)  ва А А В С , AB =  B C = C A t
N  6  (О; R).

И с б о т  к и л и ш  к е р а к :  AN*-{- BN 2 +  CiV2==const. 
И с б о т .  (О; /?') айланада О айлана маркази ва N  

нукта (О; /?) га тегишли эканини хиеобга олган хол
да куйидаги муносабатларни ёза оламиз:

N A  =  N O 4- О А = »  АЩ  =  NO'2 -\-ОА2+  2NO  • ОА, (1)

N B  =  NO +  ОВ N B 2 =  А О 2 +  О В2 +  2/VO • ОВ, (2)

N C  =  N 0  +  ОС => NC2 =  N O ' -f  ОС2 +  2NO ■ ОС. (3)
Хосил килинган (1), (2) 
ва (3) тенгликларни хад- 
лаб кушсак:

N A 2 +  А Л 2 +  JVC2 =.

— ЗА/О2 +  ОЛ3 +  ОВ2 4- 

+  ОС2 +  2./V О ( О Л +

+  о 2  +  о с )
С' хосил булади. Бунда 

ОД2 =  O S 2 =  ОС2 =  /?* ва 
ОЛ -f- ОВ 4“ ОС =» О эка* 

34- чизма. нйни хиеобга олсак,



N/V  - f  Nb* - f  NC!‘ =  >̂Ri экани келиб чикали. Буи да и 
келиб чикадики, йигинйй факат айлана радиусига бог- 
лик ва узгармас микдордир.

Машцлар
87. Бир-биридан ташкарида ётган икки айлана орасидаги энг 

«иска масофа шу айланалар марказидан утадиган т^рри чизикда 
ётувчи шу яйланалар орасидаги кесмага тенг булишини исботланг.

88. А нуктада ташки уринувчи икки О ва О, айланаларга (ВС)  
умумий уринма утказилган. В  ва С  лар уриниш нукталари б^лса, 
*иВАС ни топинг.

89. Икки айлананинг кесишиш нукталарининг биридан бир не- 
ча кееишувчилар утказилган. Бу кесувчилар кесмаларининг (кес
ма кесувчининг икки айлана билан чегараланган кисмидир) орчси- 
дан марказлар чизигига параллел булгани энг каттаси булишини 
исботланг.

90. М  нуктадан утувчи икки тугри чизик айланага А  ва В  
нукталарда уринади. Хосил булган ёйларнинг кичшида ихтиёрий 
С  нукта олиниб бу нуктадан (МА)  ва (MB)  билан D  ва В  нукта
ларда кесишгуича учинчи уринма утказилган Д /И £)£  нинг пе- 
риметри ва д D OE  нин^ катталиги С  нуктанинг танланишига бог- 
лик эмаслигини исботланг.

91. Икки айлана А ва В  нукталарда кесишади. А нуктадан 
(M AN)  ва В нуктадан (P B Q ) кесувчилар утказилган. (М. Р  ва 
N,Q  лар алохида айланаларда ётади). М Р  ва NQ  кесмалар парал
лел эканлигини исботланг.

92. Бири иккинчисининг марказидан Утувчи икки айлана бе
рилган. Буларнинг кесишиш нукталарининг биридан иккала айла- 
нани М ва /^нукталарда кесувчи тугри чизик Утказилган М  ва N  
нукталарда айланаларга утказилган уринмалар хосил килган бур
чак катталигини топинг.

93. Айланага иккита параллел уринма утказилган. Айланага 
Утказилган учинчи уринманинг параллел уринмалар орасида колган 
«сесмаси айлана марказидан 90° ли бурчак остида куринишини ис
ботланг. .

94. Ташки уринувчи икки айланага (радиуслари R  ва г)  уму
мий ташки уринма Утказилган ва уриииш нукталари орасидаги

рЬ кесмани диаметр килиб айлана чизилган. Шу айлананинг икки ай
лана марказлари оркали утувчи чизикка уринишини исботланг хам- 
да радиусини топинг.

95. Айланани икки концентрик айлана кесиб утади: бири А ва 
В  нукталарда, бошкаси С  ва D  нукталарда, АВ  ва C D  вагарлар 
параллел чканлигини исботланг.

98. S  айлана тенг булмаган ®| ва 6'3 айланаларга уринади. Ури
ниш нукталарини бирлаштирувчи тугри чизик S,  ва Ss айланалар- 
нинг ухшашлик марказларининг биридан утишини исботланг.

97. Бегилган бурчакка учта кетма-кет уринувчи айланалар ич
ки чизилган Агарда икки катта айланаларнинг радиуслари /? ва 
г  булга, энг кичик айпанянинг радиусини топинг.

98 Радиуслари ва г  булган икки айлана ташки уринади. Бу 
айланалар а умумий гашки уринма Утказилган. Уринма ниш уриниш 
нукталари айланалар уриниш нуктаси билан туташтирилган Хо
сил булган учбурчак томонларини топинг.



99. Радиуслари R ва г булган икки айлананинг ташки уринма- 
си ички уринмасидан икки марта узун Шу айланалар марказлари 
орасидаги масофани топинг. .

100. R радиусли айланада утказилган вагар узунлиги билан 
марказдан ватаргача булган масофа йириндиси а га тенг. Ватар 
узунлигини топинг.

101. Радиуслари г, ва г2, ораларидаги масофа а  га тенг бул
ган икки айланага R радиусли айлана ташки уринади. (О; г,) ва 
(О; г9) айланаларга ташки уринма кесмасининг узунлигини топинг.

102. Икки айлананинг ташки уринмалари орасидаги бурчак л 
га, ички уринмалари орасидаги бурчак р га тенг. Катта айлана 
марказидан кичик айланага утказилган уринмалар орасидаги бур
чакни топинг.

103. К ва г  радиусли айланалар ички уринади. Бу айланаларга 
ва уларнинг марказлар чизирига уринувчи учинчи айлананинг ра- 
диусини топинг.

4- §. Туртбурчаклар ва купбурчаклар

Математикада купбурчакларни берилишига караб 
асосан икки турга ажратилади: кабарик ва ботик куп- 
бурчакларга. Кабарик купбурчаклар уз навбатида ик
ки турга—мунтазам ва номунтазам купбурчакларга аж -  
ралади.

Мунтазам купбурчак деганда хамма томонлари ва 
бурчаклари узаро тенг булган купбурчаклар тушуни- 
лади. Купбурчаклар оиласига учбурчак, туртбурчак, 
бешбурчак ва хоказо п — бурчакли шаклларни мисол 
келтириш мумкин.

Биз олдин г и параграфда учбурчакларга дойр маса
лалар ечган эдик. Энди туртбурчак ва купбурчакларга 
тухталиб утайлик.

Квадрат деб — хамма томонлари ва бурчаклари уза- 
ро тенг булган туртбурчакка айтилади. Квадратнинг 
диагоналлари узаро тенг ва тугри бурчак остида ке
сишади. Юзи эса бир томонининг квадратига тенгдир.

Турри туртбурчак деб хамма бурчаклари тугри 
булган туртбурчакка айтилади.Тугри тургбурчакнинг 
ички бурчакларининг йигиндиси 360° га тенг булиб, 
диагоналлари кесишиш нуктасида тенг иккига булина- 
ди ва хар бир диагонали уни тенг иккига учбурчакка 
ажратади. Диагоналларининг кесишиш нуктаси шу тур
ри туртбурчак учун симметрия маркази булади. Тугри 
туртбурчакнинг юзи S  =  а  • b формула билан хисобла- 
нади.

П араллелограм м  деб карама-карши томонлари уза- 
ро параллел булган туртбурчакка айгилади. Паралле-



лограммда карама-карши 
отган томонлари узаро 
тенг ва бир томонига 
ёпишган бурчакларининг 
Йи р и н д н с и  180° га тенг 
булади. Параллелограмм 
диагоналлари кесишиш 
иуктасида тенг иккига 
булина'ди ва бу нукта 
унинг симметрия маркази 
булади.

Параллелограмм диагоналлари квадратларининг йи- 
риндиси унинг томонлари квадраглари й и р и н д и с и н и н г  
иккиланганига тенгдир, яъни:

d\ +  й\=2АВ* +  2ADK

Параллелограммнииг юзи асоси билан баландлигининг 
купайтмасига тенг, яъни

Агар параллелограммнииг *амма томонлари узаро 
тенг булса, у ромбдир. Ромбнинг диагоналлари кеси
шиш нуктасида тенг иккига булинади ва узаро пер
пендикуляр булади. Ромбнинг юзи диагоналларининг 
купайтмасининг ярмига тенгдир, яъни:

S  =  - l  Ш -BD ,
• 2 "

Агар берилган туртбурчакнинг икки томони узаро 
параллел, колган икки томони узаро параллел булма- 
са, у *олда бундай фигурага трапеция, дейилади (35- 
чизма). Трапециянинг ён томонлари узаро тенг булса, 
бу тенг ёнли трапеция булиб, бунда ^ .А  =■= ^ .D , ^:В =
— ^ .С  ва Д Л О О  со А  ВО С булади. Трапециянинг юзи 
асослар (AD  ва ВС) й и р и н д и с и н и н г  ярми билан баланд- 
лигииинг купайтмасига ёки урта чизири билан баланд
лигининг купайтмасига тенг булади, яъни: S =  — (Л£>-{-

2

+  ВС) . ВЕ =  ~  (a +  b)h, F.N =  -Д- (AD +  ВС)  экани■Ф': &
зисобга олинса, S — FN • h булади.

Агар берилган туртбурчакнинг карама-карши ётган 
томонларининг йигиндиси узаро тенг булса, унга ички 
айлана чизиш мумкин.

35- чизма.



' 36- чизма. 37- чизма.

Агар берилган туртбурчакнинг карама-карши бур- 
чакларининг й и р и н д и с и  ^ .А  +  ^.С  180° (^.B-{-^.D=  
*= 180°) б^лса, унга ташки айлана чизиш мумкин.

Агар купбурчак томонларининг сони п  та булса, бу 
купбурчакни п бурчакли купбурчак деб аталади. Ка
барик купбурчак ички бурчакларнинг й и р и н д и с и  180°Х 
X  (я — 2) га тенгдир. Мунтазам к^пбурчакнинг юзи 
унинг периметри билан апофемаси купайтмасининг яр-
мига тенгдир, яъни S  =  -—p - а  (р — периметр, ON  =

2
=  а — апофема) (3 6 -чизма).

Агар (О, R) айланага мунтазам п бурчакли куп
бурчак ички чизилган б^лса, бу купбурчак томонла
рини айлана радиуси оркали ифодалаш мумкин. Яъни 
(37- чизма):

. Л п  360° АГХГ, 180° *^ .А О В  — ----- ва ^  АОС = ----- булиб,
а п

лп  АВ п . 180° .. л о  о п  . 180° шАС =  —- /< s i n ------ еки АВ  =  2R s i n ------х осил булади.
2 п п

АВ = ап, ОС =  Iп деб белгилашлар киритсак хамда 
R — 1 деб кабул килсак, куйидаги натижаларни хосил 
Килиш мумкин:

1) Агар я  =  3 булса, s in -Y  =  ^ - ,  c o s - | -  =  y  бу

либ, а 3 =  1 / 3 / ? = = / 3  ва 1Я =  R  c o s ^ -  = ~ \
О щ

2) Агар л  =  4 булса, ак =  J /2  ва / 4 =



3) Агар п =  6 булса,
/ Ша 0 — 1 ва 16 =  — ;

4) Агар п =  12 булса,

а 12 = К  2 — / 3  ва / 12 =
К 2  +  У  3 '

""  2
Ш^орида келтирилган 

тушунчалар ва мавжуд 
маълумотлар ёрдамида 
масалалар ечишга наму- 
налар. келтирамиз.

1- м а с а л а. Агар 
A BCD  туртбурчакда /С,

/И, А/ нукталар - унинг 
томонларининг урталари 
булса ва диагоналлари 
узаро <р бурчак остида
кесишса, у холда ВС2 A D Z — АВ* — CD* = 2  (КМ2— 
_  LN ') — 2 AC X  BDcos  <? эканини исботланг (38- 
чизма). "

Б е р и л г а н :  ABCD  туртбурчак, АК =  КВ, BL=*
-  /:С, СА? =  MD, D N =  NA, (BD АС) =  <р.

И с б о т  к и л и ш  к е р а к :  ВС2 +  A D 2—AB2—CD*=* 
■-= 2{КМг — Ш щ  =  2АС • £ D c o s *?,.

И с б о т .  Ихтиёрий Q нукта учун:

38- чизма.

2QM =  QC +  QD,
2 QK =  QA + QB

2(QM — QK) —

=  QC*— QA +  Q D - Q B  =  BC +  AD; (1)

2 ( & - Q L )  =2Q/V =  0Д +  QD,
2QL =  Q i f +  QC

=  0 Л  — 0 § 4 -  QD  — QC =  ЯЛ +  № .

(1) дан (2) ни хадлаб айирсак, у холда 
ЦКМ* -  ZJV2) =  ВС* — АП й — (СОг +  В А г) +

(2)

(3)
171



Равшанки, АВ  +  в д  -f- CD  4  DA  =  0 ёки бундан
AB + CD =  A D + C B  тенгликни *осил килам из. Бу 
тенгликнинг иккала томонини квадратга оширсак, АВ1 -+-
+  CD2 +  2АВ  • CD =  AD* +  СВ2 #  2Л"ТЗ • СВ- 

2АВ  • CD — 2ЛЙ • СВ =  Л £ 2 +  — Л £ 2 -  CD2. (4) 

(4) ни (3) га олиб бориб куйсак, у *олда
2(/CAf* -  | | Й |  =  5 С 2 +■ A D 1 - C D -  А В \  (4')

Маълумки, КМ — LN  =  ЛС, K~/W -\-LN =  BD  булга- 
нидан

2(КМ2-  |ff§ =  2(/С/Й -  Ш ){К М  +  L/V) -  2 АС вЬ (5) 

(4') ва (5) ларни узаро тенглаштирсак

BC*-\-ADi-C D 'i- A B 2= 2(K M 2- L N * ) = ,2AC ВО, бундан
ВС* +  AD* - С О г-А В *  =  2(КМг -  LN*) =* 2АС BD  c o s?

*осил булади.
Демак. ЯС? +  Л Я 2 -  ЛЯ2 -  CD2 =  2 ( / Ш 2 - L N * )= *  

=  2 AC BD cos <р.
Н а т и ж а .  1) Агар туртбурчакда карама-карши то- 

монлар квадратларининг йигиндиси узаро тенг булса, 
у *олда унинг диагоналлари узаро перпендикуляр бу 
лади:

ВС*-\-АПг =  СО* +  ВА2 тШ АС ВО =  0 => АС±ВО-
щ 2) Агар AC A .B D

булса, у *олда ВС* 4- 
4* АО2 =  CD2 -\-ВА2 бу 
лади;

3) Агар AC X  BD бул
са у ^олда КМ ==LN6f’ 
лади;

4) Агар K M —LN бу
либ, ЛС Д_ &D булса, у
*олда АС • BD =  0 б у 
лади.

2 - м а с а л а . ’ Айлана 
трапецияга ички чизил- 

39- чизма. ган булиб, трапециянинг



ён томонларини давом эттирилганда улар а бурчак ос- 
тида кесишади. Агар трапециянинг асослари а ва Ь 
(а >  Ь) булса ички чизилган айлана радиусини то
пинг.

Б е р и л г а н :  ABCD  трапеция, унга ички чизилган
айлана, АВ =  а , CD — b, (A D ^B C )  =  о (39- чизма).

Т о п и ш  к е р  а к: г  =  ?
Е ч и ш .  Масалани ечиш учун ВС ни CD  буйича 

параллел кучириб, ВС  =  DF  ни ^осил килам из.
Айланага трапеция ташки чизилган булгани учун, 

AD  +  DF =  AD  +  ВС =  а  +- b тенгликни ёза оламиз. 
Учбурчак ADF  да DH  =  2г экаиини эътиборга олган 
*олда, косииуслар теоремасини бир оз узгартириб ку«л-
ласак, у л; о л да A F* =  (АО  +  DF)* — 4 S c tg - |  булади.

Бунда AF = а  — Ь ва 6' — (а — Ь)г  эканини эътиборга 
олсак, у *олда

(а  — Ь)г — (а  -}- Ь)ъ — 4 (a — b ) r  ctg-^- 

*осил булади. Бундан г — -  - t g келиб чикади.
а  — b 2

Куриниб турибдики, масала 0 < s i n - ^ - < - — —, 0 <

<  6 <  <z шартлар уринли булгандагина ечимга эга бу
лади.

Машцлар
104. Параллелограммнинг ички бурчаклари биссектрисалари 

кесишганда диагонали ён томонларининг айирмасш а тен1 булган 
турри туртбурчак х,о с и л кили шин и исботланг.

105. ABCD  параллело раммда Е — ВС юмоннинг уртаси. F —
— CD  томоннинг уртаси. АБ  ва AF  турри чизи^лар BD  диаюнал-  
ни тенг уч булакка булишини исботланг.

106. ABCD  параллелограммла Е — AD  томоннинг Уртаси, F 
ВС  томоннинг Уртаси, BE ва FD  турри чизицлар AL  диагонални 
тенг уч булакка булишини исботланг.

107. Траиециянинг ён томонига ёпишган бурчакларнинг бис
сектрисалари турри бурчак осгида кесишиши ва кесишиш нукга- 
си урга чизикда ётишини исботланг.

108. Трапеция диагоналларининг урталарини бирлаштт увчи 
кесма асосларга параллел ва улар айирмасининг ярми!а тенг б у 
лишини исботланг,

Юл Асослари А В  ва D C  булган тенг ёнли A B L D  трапеция 
берилган. Р  ва Ц лар ABC ва A B D  учбурчаклар *едианаларининг 
кесишган нукталари булса, P D  =  QC  тенглик уринли эканлигини 
исботланг.



110. Карама царши томонлари параллел булмаган туртбур^ак- 
да диагоналларининг урталари хамда бир жуфт ца рам а-карши то- 
монларининг урталари параллелограммнииг учлари булишин& ис- 
ботлаНг.

111. Карама-царши томонлари параллел булмаган туртбурчак
да царама-карши томонларининг Урталарини хам да диагоналлари- 
нинг урталарини бирлаштирувчи учта турри чизик бир нуктада 
«есишишиии исботланг.

112. ABCD  туртбурчакда М, N , Р  ва Q нукталар АВ, ВС, 
CD  ва DA  томонларнинг урталари. М Р  ва NQ  кесмалар кесишиш 

нуктаси О  да тенг иккига булинишинй хамда ихтиёрий 6 нукта
учун 4SO  =  SA +  SB  +  SC +  S D  тенглик турри булишини исбот- 
ланг.

ИЗ. ABCD  туртбурчакда К  ва N  нукталар АВ ва C D  томон
ларнинг Урталари. A K N D  ва BKNC  туртбурчаклар диагоналлари- 
«инг урталари параллелограммнииг учлари эканлиги (ёки бир туг- 
ри чизикда ётиши)ни исботланг.

114. ABCD  параллелограммнииг А  учидан B D  диагонални К 
нуктада CD  томонни Р  нукта да, ВС  томоннинг давомини О hvk- 
тада кесувчи нур чикарилган. К А 2 =  К Р  ■ KQ  тенгликни исбот
ланг.

115. ABCD  туртбурчакда £ A D C  ва /_АШС дар тугри бурчак- 
лар. А ва С  учлардан B D  диагоналга ААХ ва СС\ тик чизиклар 
туширилган. Бу ерда А х ва С, нукталар B D  диагоналга тегишли. 
AjB  =  CXD  булишини исботланг.

116. A B L D  туртбурчакнинг Урта чизиклари М  и уктада кеси-
шади. Агар АЕ  =  M B  ва EF =  МС  шарт билан MAEF  си ник чи
зик ясалган б^лса, куйидагиларни исботланг.

1) МА +  M B  -f- МС  +  M D  =  0} 2) М  нукта FD  кесманинг Ур
та си; 3) S ABCD =  S M AEFa  2.

117. ABCD  туртбурчакда E  ва F  нукталар AC  ва BD  диаго- 
налларнинг урталари. АВ2 +  ВС2 +  CD 2 +  DA* =  АС2+  BD a+ 4 E F 3 
муносабат тугрилигини исботланг*

118. ABCD  туртбурчакда /С, L, М, N  нукталар мос равишда 
томрнларнинг урталари, <р — диагоналлар орасидаги бурчак. К М 2—
— LN" =  АС • B D  cos <р муносабат тугрилигини исботланг.

119. Трапеция катта асосининг кичик асосига нисбати — га,

ён томонлари а  ва b га тенг. Агар диагоналлар узаро перпенди
куляр булса, трапециянинг асосларини топинг.

120. ABCD  трапецияда A D  асосга ёпишган бурчакларнинг 
Ййвиндиси 90° га тенг. Трапеция асосларининг Урталарини бирлаш- 
тируьчи кесма, шу асослар айирмасининг ярмига тенг булишини 
исботланг.

121. Трапеция лиагоналлари квадратларининг йигиндиси унинг 
ён томонлари квадратлари билан асослари купайгмасининг икки- 
ланганининг йигиндисига тенг булишини исботланг.

122. Тенг ёнли трапецияда диагоналлар узаро перпендикуляр 
булиб, урта чйангй пг га тенг. Трапециянинг баландлигини топиж.

123. Тенг ёнли трапецияда диагонал утмас бурчакни тенг ик
кига булади. Катта асоси периметрдан а  кадар кичик, урта чизи- 
ги эса Ь га тенг. Трапециянинг кичик асосини топинг.

124. Трапециянинг диаюнали урта чизигини тенг уч булакка



булади, Трапециянинг кичик асосининг катта асосига нисбатини 
топинг.

125. Турри бурчакли трапециянинг диагонали у ни, бири томо* 
ни а булган тенг томоили, иккинчиси эса турри бурчакли булган 
иккита учбурчакка ажратади. Трапециянинг урта чизигмпн топинг.

126 Трапециянинг асослари а ва b ia тенг булса, унинг ён 
томонларини т нисбатда булувчи Е  ва F нукталар орасидаги ма- 
софани топинг.

127. Трапециянинг асослари а  ва b га тенг булса, унинг диа- 
гоналларининг кесишиш нуцтасидан асосларига параллел цилиб 
Угказилган EF  кесманинг узунлигини топинг. Е ва t  нукталар ён 
томонларга тегишли,

128. Тенг ёнли трапециянинг асослари а ва b (а <  Ь) га тенг. 
Катта асоснинг уртасини кичик асоснинг учлари билан бирлаштир- 
ганда, бу турри чизиклар трапеция диагоналини М ва N  нукталар- 
да кесади. MN  ни топинг.

129. Трапециянинг асослари а  ва b  га тенг *амда трапециянинг 
асосларига параллел булган MN  кесма уни генг иккига булади. 
M N  ни топинг

130. ABCD  турри бурчакли туртбурчакнинг АВ точонипа шун- 
дай Е  нуцтани топингки, AD  ва D C  лар шу нуктадан тенг бур- 
чаклар остила курннсин.

131. Параллелограммнинг диагоналларидан бири b га тенг. Ик
кинчи диагонал кушни юмонлар билан а ва р бурчак ташкил эта- 
ди. Параллелограммнинг томонларини топинг,

132. Параллелограмм томонларининг нисбати диагоналларининг 
нисбати каби 2 ia тенг, А утмас бурчагидан C D  катта томонига 
АЕ  баландлик туширилган. D E x C E  ни топинг.

1 5 / 3
133. Трапециянинг урта чизири 7 см, баландлиги — - —  смл

диагоналлари орасидаги бурчак (асосларининг каршисидаги) 120°. 
l i ly  т р а т  циянинг диагоналларини топинг.

134. Асослари а  ва Ь, баландлиги Л булган тенг ёнли трапеция 
берилган. Трапециянинг симметрия укида ён томонлари турри бур
чак остида куринувчи Р  нукта ясанг ва шу нуктадан асосдардан 
биригача булган масофани топинг.

135. ABCL) кабарик туртбурчакда АВ  +  BD <  АС  +  CD. АС  
диагонал АВ  томондан катта эканлигини исботланг.

136. ABCD  туртбурчакда АВ* +  CD* ~  АС* +  BD*. AD  ва ВС  
томонлар орасидаги бурчакни топинг.

137. A BCD  кабарик туртбурчакда АВ +  B D  <  АС  +  CD. АВ  
томон АС  диагоналдан кичик эканлигини исботланг.

138. Кабарик туртбурчакнинг учларидан унинг диагоналларига 
перпендикулярлар туширилган. Шу перпендикулярлар асослари 
*осил килгаи туртбурчак берилган тУртбурчакка ухшаш эканлиги
ни исботланг.

139. Кабарик бешбурчак диагоналларининг йириндиси пери- 
метридан катта, лекин иккиланган периметридан кичик булишини, 
исботланг.

140. A B C D E  бешбурчакда К, АВ  нинг L, ВС  нинг, М, CD  

нинг, N , D E  нинг Р, КМ  нинг, Q, L N  нинг Уртаси. FQ =  — АЕ. 

в ка ни ни исботланг.



141. ABCDE  бешбурчакла хар бир томоннинг уртаси 
булмагаи томонларнинг урталари билан бирлашгирилган. 
булган бешта кесмаларнинг урталари берилган бешбурчакка 
тетик булган бешбурчакнинг учлари эканлигини исботланг.

142. By, В2, В3, Д „ Вь, Вл, В7, В8 нукталар мос 
. . . .  Аа саккизбурчак томонларининг ургалари. М, N, Р, Q нукта
лар мос равишда ВгВ3, BuBt , В. В7, BeBs кесмаларнйнг Урталари. 
M N  — f-О ва M N  || PQ  эканини исботланг.

143. ABCDEF  кабарик олтибурчакла барча ички бурчаклар 
тенг. АВ  — DE  =  FE — ВС  =  DC — ЬА муносабатни исботланг.

5-§. Текис фигураларнинг юзлари

Учбурчак, туртбурчак, дойра, купбурчаклар текис 
фигураларга мисол була олади. Бу фигураларнинг юзи- 
ни ^исоблашни бевосита учбурчак ёки дойра юзини 
^исоблаш масаласига келтириш мумкин.

Учбурчак юзини ^исоблашга дойр формулаларни 
эслатиб утамиз:

Учбурчакнинг юзи унинг асоси билан баландлиги
к^пайтмасининг ярмига тенг, яъни S  = —а • ha.

2
R  ва г лар мос равишда ABC учбурчакка ташки 

ва ички чизилган айланаларнинг радиуслари булсин, у 
*олда бу учбурчакнинг юзи S  =  рг, (бу ерда р —

а  ч- b •+■ с \  0  аьс , ,*=-----------1 о =  —  формулалар оркали ифодаланади.

Агар г а, гь, гс лар ABC  учбурчакнинг томонлари- 
га ташки уринувчи айланалар радиуслари булса, у ^ол- 
да бу учбурчакнинг юзи куйидаги формулалар билан 
ифодаланади:

S — (р -  а) га, S = ( p -  b) rbt S  =  (р — с) ге.
Берилган учбурчакнинг икки томони ва улар ора

сидаги бурчак маълум булса, у холда унинг юзини 
куйидаги формулалар аниклайди:

S  =  — ab sin С; S =  -^-^csin Л; S =  ас sin В.
2а JL

Агар учбурчакнинг учта бурчаги ва бир томони маъ
лум булса, у яолда унинг юзи куйидаги формулалар 
ёрдамида *исобланади:

sin В sin С  ^ ___1_ sin A sin С  ^  1 2 sin В sin А
2 sin А ' . 2  sin В * 2  sin С

Агар берилган учбурчакниш учта томоьи маълум



V

\
б у vis а;, у • долда унинг 
юзигп* Герои формулаеи 
ордамида ^исобланади, 
яъни •$' =
— V р  ip — а)(р — Ь){р-с)  
gj о, -f~ b -j- сбу ерда р  =  — ------ .

Доиранинг ва унинг 
булакларининг юзлари: 

Доиранинг юзи S  =
=  тт/̂ -‘= — d  It

4

Дойра секторининг юзи 5  =

В

40- чизма.

Ш '
Дойра сегментининг юзи 5  = ~ R 2( —  — sin aV

• v 1 2 U 80  I
Туртбурчак юзларини дисоблаш формулаларини ол- 

дингн параграфда келтирганимиз учун уларни такрор- 
лаб ^тирмаймиз.

Энди масалалар ечишга намуналар келтирамиз.
l -м  а с а  л а. та, mb, rric лар ABC  учбурчакнинг ме- 

дианалари булса, шу учбурчак юзини ^исобланг (40- 
чизма).

Б е р и л г а н :  ДАВС, та, ть, тс.
Т о п и ш  к е р а к: 5 Д =  ?
Е ч и ш .  Масала шаргига кура:

4/я- =  W  +  Щ  -  а2
4 (/»* +  т\ 4- т\) = 3 (а2 +  Ь2 -J-- сг)— >

(1

з
(2)

(1) тенгликни 3 га, (2| тенгликни 2 га купайтириб, (2) 

дан (1) ни айирсак, а =  ^  j / 2 /га* -|- 2т2с — т 1а ^осил бу

лади.
Худди шунингдек b — — 1/* '2т'га -|- 2т* — т1ь

3
— 9Щ  +  2^2 — т2с ларни з^осил киламиз. Дос

с =

ил

Килинган нагижаларни Герон формуласи га куйсак, *ам-
_ _  т„ + ть + тс л , „да т  =  ------- белгилашдан фоидалансак, у ^олда



АШ/я
V* » - - :■ ^  t  х. 1 j? »• * ■ ■

s  =  -  V (m a+  mb-\~ mc){mb+  mc— ma){ma-\- mc— mb)M

X {ma 4 -  mb +  mc\ =  - i  VOra(rti — ma)(tn — mb)(ni—m ey
g

30 c ил булади.

Демак, 5  =  } /w  (/и — /я0) (т — ть) \т  — /яс) экан.
О

2- м а с а л а .  учбурчакнинг бир томонида олин- 
ган нуктадан колган томонларига параллел тугри чи- 
зиклар утказилган ва бу тугри чизиклар учбурчакдан
S) ва S2 юзага эга булган учбурчаклар ажратади. Б е 
рилган учбурчакнинг юзи S  ни топинг ва *Si +  «S'2> .
>  — S  эканини исботланг (4 1 -чизма).2

Б е р и л г а н :  ААВС , D N \ A C ,  N E \ \A B t
$ s ANEG =  S}.

Т о п  и ш к е р а к :  6’ =  ? хамда исботлаш керак:

Si -Г S,  >  ~  s.  (

Е ч и ш .  Равшанки, BDN, NEC  ^амда ABC  учбур
чаклар ухшаш учбурчаклардир. Чунки учбурчакнинг 
бир томонига параллел килиб утказилган тугри чизик 
шу учбурчакдан узига ухшаш учбурчак ажратади. Хо
сил килинган учбурчаклар юзлари орасида богланиш 
муносабатини урнатиш учун M N = x  ва NC — у  орка
ли белгиласак, у *олда ВС =  х  +  у  булади. Энди у х 
шаш фигуралар юзларининг нисбати хакидаги теоре- 
мани татбик килсак,

Si х а So у 3 я Ш  х2l = — ------• -Н = — ------  ёки — — — -----------  ва
S  (х  +  уя  S  (х  +  у)* у  s  х  +  у

А Щ ____ У _
§ j  х  +У
Хосил килинган натижа- 
ларни хадлаб ку’шсак,

/ S , +  /  Sa в  ! = ^ . / ^ 4 -

!  ц  / s



бу ерда S ]+ S 2> 2 y  bAS t 
дан фойдаландик.

натижага эга буламиз.

эканини исбоглаймиз.
Энди 2 («S, -}- 6'2) S

+  5 2 +  2 | / З Д <
<  2 (5, +  5 2) д

Д емак, 2 (S4+  S2) S  
ёки S , - j - S 2> —S  экан.

■ьг
3 - м а с а л а .  ABCD  туртбурчакнинг АВ  ва CD  то

монлари ^заро тик булиб, улар радиуси г булган ва 
узаро уринувчи айланаларнинг диаметрларини ташкил 
этади. Агар В С : АО  =  k булса, шу туртбурчакнинг 
юзиии топинг (42- чизма).

Б е р и л г а н :  \Z\ABCD, AB_\_CD, АВ =  CD  — 2г, 
ВС v A D  =  k. ■ ■ .

Т о п и ш  к е р а к: S AgcD =  ?
Е ч и ш .  АВ  ва CD диаметрли айланалар марказла- 

рини мос равишда О, ва 0 2, АВ  ва CD кесмалар да- 
вомининг кесишиш нуцтасини N, B N = x ,  C N = y  деб 
белгилаймиз. У *олда Пифагор теоремасига асосан:

ВСг ж Щ  + 1 |  Ш  т 0 т Щ  +  (У -  2 г )2’

Шартга кура ВС2 =  WAD2 эди, у *олда

х* +  у 2 =  0 (л: — 2 r f  +  Щ [у -  2 г ) \
4 г2 =  U  — г )2 +  (у — г)2.

Бундам
(;1 -  ( i 2 +  у2) == -  4 г/г2 (л: +  у) +  8£*Л 
2 / 2 - f  2г (л: +  у) =  х* +  у*

булиб. х  4 - v = г  — -  ни *осил киламиз. У *олда
J 9 . . .  л* + 1



щ  I

г2 5*»-1  п .  3k?rs — Зга о а ^  — 1 
“  Л» +  1 £2 +  1 0  +  1*

Демак, *5ДЙС£> =“ Зга

Машцлар
144 Параллелограммнинг d  диагоналида олипган ихтиёрий 

нукталан унинг томонларига параллел т.$рр.и чизиклар утказилган. 
Хосил булган туртта параллелограммдан иккигасинииг диагоналла- 
ри d иинг булакгари. Колган иккита параллелограммнинг юзлари тенг 
эканлигини исботланг.

145 Параллелограммнинг ичида олинган ихтиёрий нукта унинг 
учла.,ж билан тугаштирилган. Карама-карши жойлашган булаклар 
юзларининг йиринииси бир-бирига тенг эканлигини исботланг.

146. Учбурчакнинг асосига пяраллел утган тугри чизик у н и н г  
юзини тенг иккига булади. Бу турри чизик учбурчакнинг ён то
монларини кандай нисбатда булади?

147. Тенг ёнли учбурча шинг ён томоши а  га, асоси Ь га тенг. 
Шу учбурчакка ички чизилган айлана унинг томонларига Е, F, К  
нукталарда уринами. S c,El.t< ни топинг.

148. Турри бурчакли учбурчакка ички чизилган айлананинг ги- 
потенузага уриниш нуктаси уни узунликлари т  ва п булган бу-  
лакларга булади. Учбурчакнинг юзини топинг.

149. ABC  учбурчакнинг ААХ мелианасида АЕ: А УЕ «=■ 1«2  шарт- 
ни каноатлантирувчи Е  nyipa олинган. F, BE  ва АС кесмаларнинг 
кесишиш нуктаси. 6 ' S ^АВ(: ни топинг.

150. Тенг ёнли ABC учбурчакнинг АС асосига ёпишган бур
чаги а. Шу учбурчакка и чьи чизилган айлана унинг томонларига 
Е, F, К  нукталарда уринади. S £>EfK S AAbc ни топинг.

151. Ю.»и Р  га тенг бул1ан учбурчакнинг асосига параллел бул
ган турри чизик бу учбурчаклан юзи q га тенг булган учбурчак 
ажратади Учта учи кичик учбурчакнинг учлари билан устма-уст
I у шали гаи, гуртинчи учи эса берилган учбурчак асосида ётувчи 
туртбурчак юзини топинг.

152 АНС учбурчакпа /^А =  60°, А В ; АС =  3 :2 ;  АВ ва АС  то- 
мочларда НЕ =  Eh =  FC шартни каноатлантирувчи Е  ва F  нукта
лар олииган. SaEFA j  S ^ abc 11 и топинг.

153. Учбурчакнинг асоси b га, унга туширилган баландлик ft 
га тенг. Иккига учи ён томонларда, колган икки учи асосда ётув
чи квадрат юзининг берилган учбурчак юзига нисбатини топинг.

154 Тугри бурчакли учбурчакнинг юзи S, унга ички ва_таищи
чизилган айланалар радиуслари R ва г  булса, R  +  r >  У 25  тур- 
рил и ги ни исботланг.

155 Асоси трапециянинг бир ён томонидан иборат, учи эса 
иккинчи ён юмоннинг Уртасила ётувчи учбурчакнинг юзи трапе
ция юзининг ярмжа тенг л и сини исботланг.

156. Трапециянинг диагоналлари уни турт булакка булади. Ён 
томонларига ёпишган булаклари тенг эканлигини исботланг.



157. Томонлари а. Л, с  га тенг булган учбурчакнинг юзи S  га 
тенг. а'1 +  № +  с* >  4 V  3 .S' эканини исботланг.

158. Трапециянинг диагонлллари уни турт булакка булади. 
Трапёциянйш асослари га ёпишган учбурчаклар юзлари S, ва 6'а 
булса, трапециянинг юзини топинг

159. Трапеция асосларининг нисбати т т  каби Трапециянинг 
диаюналлари ун i тур г булакка булади. Шу булаклар юзларининг 
нисбатини гопинг.

160. ABC  учбурчакнинг биссектрисалари каршисида ётган го- 
монларни Аи В и С \ нукталар да кесади. Агарда ДЛбСнииг томон
лари а, Ь, с булса, 6'лЛ В(^ топилсин

161. ABC  учбурчакнинг ичида олинган ихгиёр и1 нуктадан 
унинг томонларига параллел турри чизиклар Утказилган Бу турри 
чизиклар учбурчакни олти булакка аулади. Булардан учтаси юз
лари 6’,, S2, S,  булган учбурчаклар булса, S ^ AM: ни топинг.

162. ABC  учбурчакда АВ — 13 см. ВС =* 14 см, СА =  15 см, 
СС, ва ААУ лар ба.тандликлар S „ BC А> ни топинг.

163. ABC  учбурчакда <иВАС =  60°, BD  =  т. D C =  п б vj иб, 
D  нукта ВС билан учбурчакка ич.<и чизилган ай-тананинг кесиш- 
ган нуктаси S CkAB(j  ни топинг.

164. Бир бурчаги 60° булган учбурчакка ички чизилган айла
на шу бурчак каршисидаги томонни т на п булахларга булади. 
Учбурчакнинг юзини топинг.

165. Медиана тарининг узунликлар- 12 16 ва 21 см булган уч- 
бурчакн»нг юзини топинг.

166. Юзи 6 ,  томон пари а , Ь. с, d  булган тУртбурчак берилган.
а  ■+■ с b 4- d

S <  —-------- -— булишини исботланг.
2 2

1S7. Агар иккита туртбурчак томон тарининг Урталари устма- 
уст тушса, у *олда бундай тургбурча сларнинг юзлари тенг були
шини исботланг,

168. Кабарик ABCD  гУргбупчакиинг АВ томонида АР =  PQ=*
— QB шарт билан Р, Q нукталаи, CD  томонида CR  — RS =  SD  
шарт билан R, S  нукта таи отинган 3SPqRS =  S ABCD ни исбот
ланг.

16). ABC  учбурчакда ВВ, — АС  шарт билан АВ нинг давоми- 
га, СС, — А В шарг билан в'.нинг давомига, ААХ =  ВС  шарт би
лан С А нинг давомига ВВУ, СС,  ва ААУ кесмалар кУйилган. 
5 д Д ,А в  +  S bBtBC +  S bC,CA > М * А В С  булИШИНИ ИСбОГЛЗНГ.

170. ABC  учбурчахка ички чизилган айлана ун-нг томон-тари-
р г 2

га Аи В и С, нукгаларда уринади. S ^ AiBxc x =  2"/Г ни исбогланг- *
ва г ташки ва ички чизилган айланалар радиуслари, р  периметр.

171. Тенг ёнли, турри бурчакли учбурчак уз катетининг Уига
си атрофида 45° га бурилган. Иккала учбурчаклар умумий кисми 
юзининг берилган учбурчак юзига нисбатини топинг.

172. Тенг ёнли учбурчакнинг балзнчлиги h, ички чизилган 
айланасининг радиуси г. Учбурчакнинг юзини топинг.

173. ABC  учбурчакда ^.С  =  3 :  1, 'а учбурчак юзини 2« 1 
нисбагда булади. Учбурчакнинг бурчакларини топинг.

174. ABC  учбурчакда О нукга шундан танпг нганки, ^ А В О  — 
—. ^сВСО =  ^cCA's =  а. Агар учбурчакнинг томонлари а, Ь. с ва 
юзи г» булса, а ни топинг.



175. ABC учбурчакнинг a, b, с томонларн ва S  юзи учун S  ■= 
=  <?'■* — (b — с)8 муносабат уринли булса, А бурчакнинг катталиги- 
■ни топинг.

176. A BCD параллелограммнинг бир диагонали иккинчисидан
3 марта катта, периметри 4 см, 2 С(Л) =  А, ва
булса, Sarcd  ни т ° п и н г .

177. Параллелограммнинг томонлари а ва Ь, днагопаллари ора- 
сндаги уткир бурчак а. Параллелограммнинг юзини топинг.

178. Параллелограмм томонларининг нисбати билан диагонал-
лармнинг нисбати тенг булиб, 2 га тенг. Утмас бурчакнинг учидан 
катта томонга туширилган баландлик бу томоини каидай нисбатда 
булади?

179. /? радиусли айланага S  юзли тенг ёнли трапеция ташки 
чизилган. Трапециянинг асосини топинг.

180. S  юзли тенг ёнли трапециянинг баландлт и билан Урта 
чизиги узунликларининг йигиндиси С га тенг. Трапециянинг диа- 
юналлари орасидаги бурчакни топинг.

181. Асосидаги бурчаги 60° булган тенг ёнли трапецияга айла
на ички > изилган. Ён томонларига уриниш нукталарини бирлашти- 
рувч-и тугри чизик трапеция юзини кандай нисбатда булади?

182. Асослари а ва b булган трапециянинг ён томонлари ора- 
•сидагн бурчак а, диагов.аллари эса Узаро перпендикуляр. Трапе- 
'ЦИЯН ИЯ1 г юзини топинг.

183. Тенг ёнли трапецияга айлана ички чизилган. Уриниш нук
таларини бирлаштиришдан хосил булган туртбурчак юзи трапеция

'3 :  . .  ШЙШШШШШШШШШШаозннинг — кисмига тенг. Трапеция асосларининг нисбатини топинг.
8

184. ABC учбурчакни ВС томонига параллел булган DE  кесма 
билан шундай кесиш керакки, досил булган B D t  учбурчакнинг 
юзи берилган к* га тенг булсин. Ечиш формуласини текширинг.

185. ABC учбурчакнинг ААЬ В В и С€л баландликлари утказил
ган булиб, уларнинг асослари А^ВхСу учбурчак хосил килади. Агар 
^.А, ^.В, *сС лар маълум булса, !-S&abc ни топинг-

186. ABC учбурчакнинг медианаларидан янги учбурчак ясал- 
-I а I. Бу учбурчаклар юзларининг нисбатини топинг.

187. Тенг ёнли трапециянинг баландлиги Щ ён томони ташки 
чизилган айлана марказидан а бурчак остида куринади. Трапеция 
нинг юзини топинг.

188. ABCI)  параллелограммнинг АВ, ВС, CD, DA томонлари
нинг урталари мос равишда М, N, К , L  Агар параллелограмм
нинг юзи а2 булса, AN, В К , CL, DM  лар билан чегараланган фи
гура ни-н-г юзини топинг.

189. Учбурчакнинг ички бурчаклари биссектрисалари давом 
эттирилганда ташки чизилган айланани М, N, L  нукталарда кеса-

Щ  S bMт  =  -  Кр, Р -  -  (Л +  ft +  с) булишини исботланг.

190. Учбурчакка ички чизилган г  радиусли айланага учбурчак 
томонларига параллел килиб уринмалар утказилган. Хосил булган 
учбурчакларга г,, г 2, г 3 радиусли айланалар ички чизилган. г, -f- 
+  '‘г +  '"з =* г  эканини исботланг.

191. ABCD туртбурчак берилган. В, С, D  учлар асосида DBCM 
параллелограмм ясалган булса, 5 лЛс/И =  S abcd эканини исботланг.

192. Квадратга томонлари унинг диагоналларига параллел ци-



либ турри туртбурчак ички чизилган. Турри тУртбурчакиииг юзи 
квадрат юзининг ярмидан катта эканлигини исботлаиг.

193. Турри бурчакли трапецияга айлана ички чизилган. Трапе
циянинг юзи асосларининг купайтмасига тенг эканлшиии исбот
ланг.

194. Кабариц туртбурчакнинг хар бир диагоналининг уртасидан 
иккинчи диаюналига параллел цилиб турри чизик утказилган. Бу 
турри чизицларнинг кесишиш нуктаси туртбурчак томонларининг 
Урталари билан туташчирилган. Хосил булган туртта фигуралар 
тенгдош эканлигини исботланг.

195. Асослари AD ва ВС булган трапецияга О марказли айла-
1 1 1 1 

на ички чизилган. —  +  —  =  —  +  - булишини исбот

ланг.
196. Юзи S  булган кабарик олтибурчак берилган. Унинг бир- 

учидан чикувчи диагоналлари орасида шундайи борки, у ажратган

учбурчак юзи —S  дан катта булмаслигини исбогланг.
о

197. R  радиусли айланага уткир бурчаги а булган трапеция 
ички чизилган. Кичик асоснинг учларидан ён томонларига парал
лел утган турри чизиклар айлана марказидан утади. Трапециянинг 
юзини топинг.

198. Айланага барча бурчаклари уткир, юзи 5 булган тенг ён
ли учбурчак ички чизилган. Ён томонлари учбурчакнинг ён томон
ларига параллел, катта асоси айлана диаметри билан устма-уст 
тушувчи, урта ч и з и р и  / булган трапеция фш айланага ички чизил
ган. Трапециянинг баландлигини топинг.

199. ABCD трапецияда О диагоналларнинг кесишиш нуктаси 
ва ВС : AD =  р. Трапеция юзининг AOD учбурчак юзига нисбати
ни топинг.

200. ABCDEF кабарик олтибурчакнинг карама-карши томонла
ри параллел ва тенг. АСЕ учбурчакнинг юзи олтибурчак юзининг 
кандай кисмини ташкил этади?

201. Квадратнинг учлари карама-карши томонларининг уртала
ри билан бирлаштирилган. Квадратнинг томони а булса, косил 
булган саккизбурчак юзини топинг.

202. Радиуслари а га тенг булган туртта айлана марказлари 
томони а булган квадрат учларига жойлашган. Туртала дойра учун 
умумий булган фигура юзасини топинг.

203. Радиуслари а га тенг булган учта айлана марказлари то
мони У~2а булган мунтазам учбурчак учларига жойлашган. У ча
ла дойра учун умумий булган фигура юзини топинг.

204. Н  радиусли ярим дойра диаметрига мунтазам учбурчак 
ясалган. Учбурчакнинг ярим дойра ташкарисида колган кисмининг 
Юзини топиш-.

а
205. Мунтазам учбурчакнинг томони а. Унинг марказидан —О

радиус билан айлана чизилган. Учбурчакнинг дойра ташкарисида 
колган кисмининг юзини топинг.

206. Радиуслари /?,, /?2, # 3 булган учта айлана узаро ташки 
уринади. Уриниш нукталари оркали утувчи дойра ясалган. l i ly  
дойра юзини топинг.



6-§. Текис фигураларга дойр аралаш 
масалалар

Юкорида текис фигураларнинг а̂р бир туригадоир 
конуниятлар ва мисолларни ало^ида-ало^ида равишда 
куриб чицдик. Тажрибада эса бу фигуралар купинча 
аралаш ^олда а̂м учрагани учун хамда юцорида эгал- 
ланган билим ва ма^акаларни янада чуцурлаштирмок 
ва умумлаштирмок максадида куйида аралаш фигура
ларга дойр масалаларни куриб чицамиз. Бун дай маса- 
лаларни ечиш учун татбик килиниши лозим булган 
конуниятлар аввалги параграфлярла келтирилгани ту- 
файли, биз бу ерда уларни гакрорлаб утирмай, бу иш- 
ни китобхоннинг узига ^авола циламиз ва амалий ми- 
солларга утамиз.

1-м а сала. Асослари а ва b хамда ён томонлари 
с ва d булган трапеция диагоналларининг узунликла- 
рини топинг (43- чизма).

Б е р и л г а н :  A BCD — трапеция, AD Ц ВС , AD =  а, 
ВС =  Ь, АВ =  с, CD =  d.

Т о п и ш  к ер а к: BD  — ? АС — ?
Е ч и ш .  ABCD трапецияда ВП  =  х  ва АС — у диа

гоналлар утказилганидан сунг ABC  ва ACD учбурчак
лар хосил булади. ДЛЯСда косинуслар теорСмасига 
асосан у2 =  Щ +  с1 — 2Ьс cos р булади. Маълумки, 
cos В  =  cos (180° — А) =  — cos А эди У ^олда у'1 =  Ь2-(- 
- f  с2-\- 2 I f  с os А ^осил булади ДЛОС да у1 — а2 
-\-d2 — 2 ad cos D  ни ^осил циламиз. Бу икки тенглик- 
дан: Ь2 4- с2 4- 2 be cos А =  а? +  d2 — 2 ad cos D  ёки

2be cos A +  2ad cos D  =  a} 4- d2 — b2 — c2 (1)

Худди шунга ухшаш <\BD ва C BI) учбурчакларда 
косинуслар теоремасини кетма-кет куллаб, сунгра тенг- 
лаилирилса, у зол да

2ас cos А 4- 2bd cos D  =  a2 — b2 — (dl  — с2) (2)

с ь в
ни хосил килам из.

Энди (1) ни b га, (2) 
ни а га купайтириб, (1) 
дан (2) ни айирсак,

а
л й Г Ш  щ ш
2с cos Л =  а — b -----------



хосил булади. Шунга у х 
шаш (1) ва (2) дан
2dcosD =  a - b  +

а — Ь
ни *осил циламиз. То - 
пилган натижаларни cos Л 
ва cos D ларнинг ^рнига 
куйилса, у *олда: 
уа =  ь* +  £а+ 2  be cos А =
=  Ь% В  р  -+- | (а  —  Ь —

— *1и£3) =  с2 +  а£ —
a — b I

а*-с* ь
л^—.Ь  . 44-чизма.

а (с» -  62) +  Ь (а» — d%) .
а —  b ’

у =  |/ ва

jc2 =  А3 + d1 +  2 d cos D • b =
a (rfa _  /,2) _j_ ь (a* -  c-*) v „ i  /  л «** — **) +  b (a* -  c*)

C  ' —  ►* Л — I/  —
л  —  b f a — и

лар *осил булади.
Демак, берилган трапециянинг диагоналлари л: ва у 

лар юкориааги ифодалар ёрдамида ^исобланар экан.
2 - масала. Учидаги бурчаги а булган тенг ёнли 

учбурчакка радиуслари г  ва R  булган ички ва ташки 
айланалар чизилган. Шу айланалар радиусларининг 
нисбатини топинг (44- чизма).

Б е р и л г а н :  ДА#С, АВ =  ВС, ^А ВС  =  а.
Т о п и ш  керак:  / ? : г = ?
Е ч и ш .  ААВС  пинг А В  томонида 2В Е  =  А В  шарг 

билан Е  нукта оламиз. Бу ерда О, ички чизилган, 0 2 
ташки чизилган айлана маркази ва D  нукта ЛСтомоы- 
нинг уртасидир. Е  ва 0 2 нукталарни туташтиришдан
*осил булган & Е В 0 2у да ^.ЕВО% =  -  ̂ ва ^ ВЕО г =

— 90° эканидан

R  =  BO, =  — -----------
а а 

cos — 2 cos —-
2 2

б^лади.



45- чизма. 46- чизма.

A A BD  да ^DAO x =  1  ^ D A B  =  1  ( 90° — - )  =-
2 2 I  2 /

45° — —j  б?либ, бундан О, D  =  г  =  AD tg (45° — 

^амда AD ■== AMsm-^ эканидан r  =  A f  sin tg ^45° —

— —) булади.

Демак, R : r  = — — —  :A £s in  — tg (45° — - )
о “ I  • I  4 У2 cos —  I  ЛШ. ■

ctg
экани

I  ,  Л  ^ ( 45° ~ f )
=  ctg (45° — - ) :  sin а ёки R : r  -- ---------------- ~

\ * J Sin a
келиб чикааи.

3-м аса л а. Уткир бурчаги 60° булган параллело
грамм берилган. Агар диагоналлар квадратларининг нис
бати 19/7 булса, томонларнинг нисбати топилсин (45- 
чизма).

Б е р и л г а н :  ABCD  параллелограмм, ^ А  — 60°,

Т о п и ш  к ер а к: iA B : A D =  ?
Е ч и ш .  Параллелограммда АВ  =  а ва AD=>b деб 

белгилаймиз. Берилишига кура ^.А =  60° булга и и учун 
косииуслар теоремасига асосан:
A  ABD  дан D B3 =  а2 +  b* — 2ab cos 60° =  а2 +  Ь3 — аб.
ААВС  дан ЛС2 =  аа +  b2 — 2ab cos (180° — 6: °) =  +
4- 62 -{- ab. Бу топилган натижалардан A C > b D  экани
ни эътиборга олсак:



АС»
BD*

т М \: Щ  =  (а2 +  Р  + 1 # :  +  Ь* -  ah) =  19 :

а 2 а =  19:7;

7 (—У  4“ 7 — +  7 =  19 - f - 1 9 - +  19; бунлан 
\б/ £ V Ь I ь

1 2 ^ * — 2 6 - | - f l2 = 0 .

_  в  В в  2Бу квадрат тенгламадан — =  — ва — =  — ечимлар х,о-
г  о 2 Ь Ъ

сил булади. Демак, агар а~>Ь шарти бажарилса, у 
г ' -долда жавоб — =  агар а < £  шарти бажарилса, у

д 2 
а 2  Jfeдолда — =  — булади. 
b 3

4 - ма с а л а. Агар берилган трапециянинг асослари 
мос дол да а ва b булса, у долда шу асосларга парал
лел ва трапеция юзини тенг иккига булувчи кесма 
узунлигини топинг (46-чизма).

Б ер ил ган:  ABCD — трапеция, AD  || ВС, AD  =  а,
В С  =  $ евс р  =  Щ Ш Щ

Т о п и ш  керак:  E F  ~  ?
Е ч и ш  1 - усул .  Шартга кура AD =  a ва ВС =*Ь  

дам да E F  кесма трапеция юзини тенг иккига булади.. 
Агар E F  =  х  деб олсак, у *олда SEBCF =  S EPDA га асо-

сан +  +  6fm 6, бундан (a + x )P L ~
=  (*■+■ b)FM  (1) досил булади. АВ \\ R H  га асосан 
/±H FD  ва A C R F  лар Ухшаш учбурчаклар булиб, 
H D  =  а — х  ва CR — x — b эканини эътиборга олсак, 
{а — л ) : F L  = '{ х  — b): FM  (2) булади. Натижада (1) 
ва (2) ларни дадлаб купайтйрсак, куйидаги натижага
эга буламиз: а2 — х 2 =>х2 — Ь2 ёки х 2 == —. У *ол-

да E F  — Y  ^  2 Ь* *0СИЛ б^ лади*
I I-  у с у л. Трапециянинг ён томонларини Р  нуктада- 

кесишгунча давом эттирамиз (46- чизма). Натижада 
ВРС, E P F , A PD  ухшаш учбурчак дар *осил булади. 
Уларнинг юзларини мос равишда $ и S 2, 5’8 лар оркали 
белгилайлик. У до яда ухшаш учбурчаклар юзларининг 
нисбати уларнинг мос чизицли элементлари квадрат-



ларининг нисбати каби булади, яъни — ф2, щ Щ
— qxl , S 8 == qa? (q — пропорционаллик коэффициент). 
Демак, S 2 — 5, =  S 3 — S 2 ёки q (х'г -  b*) =  q (аг — л*).
Бундан х =  [ /  a3+ i L  *осил б|лади.

М  спиц л  ар
207. Томонлари а, Ь, с булган учбурчакка айлана ички чизил

ган. Айланага уринувчи ва а, b томонлярни кесиб утувчи турри 
чизик учбурчакни иккита фигурага ажратади: бири туртбурчак, 
иккинчиси учбурчак. Хосил булган учбурчакнйш периметринн то
пинг.

208. ABC учбурчакда АС томон B l  томондан катта. CD ме
диана. ACD вн BCD учбурчакларга ички чизилган айланалар CD 
га Ь ва F  нукталарда уринади. 2Eh =  АС — ВС эканлигини ис
ботланг

209. Агарда туртбурчакнинг томонлари давом эттирил1анда 
бир айланага уринса. у \олда унинг карама-карши томонларининг 
айррмаси бир-бирига тенг булишини исботланг.

210. Учбурчак баландликлари «ескари кийматларининг йирин- 
диси шу учбурчакка ички чизилган айлана радиусининг тескари

I I I 1 Ш; . . ,  
цийматига тенг, яъни —  +  -— +  —  =  —  булишини исботланг.

ha hb fig  г

211 Гурри бурчакли учбурчакка айлана ички чизилган. Агар
I ипотепуза с ва катетлар йириндиси т  булса, айлана диаметрини 
топинг.

212 Турри бурчакли учбурчакка ташки чизилган айлана ради
усининг ички чизилган айлана радиусига нисбати 5 *2  Учбурчак 
томонларининг нисбатини топинг.

213 гурри бурчакли учбурчакнинг катетларини диаметр ки- 
либ, уларга айланалар ясалган Шу айчаналарнинг кесишиш нук- 
талари орасидаги масофани топинг.

214. Учбурчакнинг ихтиёрий иккита у чч  ва оргомаркази орка
ли утувчи айланалар шу учбурчакка ташки чизилган айланага 
тенг эканлигини исбогланг.

215 Тенг ёнли ABC учбурчакнинг тенг В  ва С бурчаклари- 
нинг биссектрисалари Ь нуктада кесишиб, давомида ташки чизил
ган айлана билан D ва F  нукталарда кесишади. EDAh туртбурчак 
ромб эканлигини исботланг.

216. АВ( учбурчакнинг AD баландлиги ва ташки чизилган ай
да нами нг А учига утказилган радиуси АВ ва АС томонлар билан 
тенг бурчаклар ташкил этишини исботланг.

217. Турри бурчакли учбурчакка ички ва ташки чизилган ай
ланалар лиамегрларининг йириндиси унинг катетларининг йиринди- 
сига тенг эканлигини исботланг.

218. Айланага ABC учбурчак ички чизилган. В  ва 6  бурчак* 
лар маълум булса, у *олда ВС томон билан А нуктада айланага 
Утказилган уринма орасидаги бурчакни топинг.

219. ABC учбурчакка ташки айлана чизилган. А нуктада ай
ланага утказилган уринма ВС  нурни Т  нуктада кесиб утади. Агар 
учбурчак томонлари а, Ь, с булса, С Т  ва А Т  кесмаларнинг узун- 
ликларини топинг.



220 ABC учбурчак айланага ички чизилган. Л ва С учларн- 
дан В  учдан айлан га Утказилган уринмагачн булган масофалар а 
ва с га тенг. Учбурчакнинг В  учидан утказилган баланлликни го- 
пинг.

221. Тенг ёнли учбурчак баландликларинииг кесишиш нуктаси 
унга ички чизилган айланада ётади. Учбурчакнинг бурчакалари ни 
топинг.

222. Икки тенг (о,; г) ва (о . г) айпаналар бир-бирининг мар
казидан утади. Ай 1аналарнинг умумий кисмига квадрат ички чи
зилган. l i ly  квадратнинг томонини топинг.

223. ABC учбурчакнинг А учидан хамда АВ ва АС томонлар- 
нинг 5'рталаридан утувчи айлана учин си томонга D  нуктада урина
ди. AD* =  BU-C D  эканлигини исботланг.

224. Турри бурчакли, тенг ёнли ABC учбурчак i О, R) айлана
га ички чизилган D ВС томоннннг уртаси, Е  AD ва OR турри 
чизикларнинг кесишган нуктаси, F  £  ВС хамда t E  _L ВС булса 
C F — 'dbF эканини исботланг.

225. ABC учбурчак берилган. ВС, СА ва АВ тугри чизицларда 
олинган хам да учбурчак учлари билан устма-уст тушмаган Л,5,С, 
нукталар бир тугри чизикда ётиши учун (ВС, Л,> • (СА, В ,) • (АВ, 
С\) =  — 1 шарт бажарилиши зарур ва етарли булишини исботланг.

226. Мунтазам учбурчак айланага ички *изилган. Ай.:ана ёйи- 
да олинган ихтиёрий нукта учбурчак учлари билан бирлаштирил- 
ган. Хосил булган учта кесманинг бири колган иккитасининг йи- 
гиндисига тенг булишини исботланг.

227. ABC учбурчакнинг АН ВС. СА томонларида К , L , М 
нукта лап олинган Лгарда АК •• К В  =  BL  > LC  =  СМ« МА =• п бул
са, ABC ва KLM  учбурчакларнинг огирлик марказлари устма-уст 
тушишини исботланг.

228. ABC учбурчакка А С ,«СХВ  =  ВАХ » Л,С =  СВХ \ В ХА =  К  
шарт билан АХВХС\ учбурчак ички чизилган Л|/?,С, учбурчакка

Л,Са« Са£, =  B lAi i  А2С\ =  В*А\ — ~7Г шзрт билан А2В 2С3 уч-К
бурчак ички чизилган. ABC ва А283С3 учбурчаклар ухшаш эканли
гини исботланг.

229. ABC учбурчак текислигида олинган ихтиёрий О нуктадан 
унинг томонларига ta, tb, tc перпендикулярлар туширилган булса,

+  ~~ +  — =  I эканлигини исботланг.
" в  hfr he

230. ABC учбурчакнинг ВС томонида ихтиёрий D  нукта олин
ган. ABD  ва ACD учбурчакларга ташки чизилган айланалар ра- 
диусларининг нисбати D  нуктанинг вазиятига боглиц эмаслигини 
исботланг.

231. Уткир бурчаги а булган тенг ёнли трапецияга ички ва 
ташци айланалар чизилган. Бу айланалар радиусларининг нисбати
ни топинг.

232. Тенг ёнли учбурчакнинг баландлиги h. Унга ташки чи
зилган айлананинг радиуси R .  Шу учбурчакка ички чизилган ай
лана радиусини топинг.

233. Тенг ёнли ABC учбурчакнинг учидаги бурчаги а, унга 
ички чизилган айлананинг радиуси г  булса. учбурчак асосига ёпиш- 
ган бурчак биссектрисасини топинг.

234. Асосидаги бурчаги а шу бурчагининг биссектрисаси I  бул- 
гаи тенг ёнли учбурчакка ички чизилган айлана радиусини топинг.



235. Трапецияга ички айлана чизиш учун. унинг ён томонлари
ни диаметр килиб чизилган айланалар бир бирига уриниш и зарур- 
ва етарли булишини исботланг.

236 ABC учбурчакнинг А учидан чиккан биссектриса карши- 
сида ётган томонни D нуктада, учбурча «ка ташки чизилган айла- 
нанн Е  нуктада кесади. AD нинг D E  га нисбатини топинг.

237. R  радиусли айланага ABC учбурчак ички чизилган. АС — .
— ft, ВС =  а булса, АВ нинг узунлигини топинг.

238. Тенг ёнли ABC учбурчакда R  — ташки чизилган, г  — ички- 
чизилган айланалар радиуслари булса, марказлар орасидаги масо- 
фани топинг.

239.A B C  учбурчакда AD (D^ ВС) биссектриса утказилган. 
ABC, ABD ва ADC учбурчакларга ташки чизилган айланаларнинг 
марказлари О, О,, 0> нукталар. ABC учбурчакнинг томонлари а, 
ft, с ва ташки чизилган айлананииг радиуси R булса, | ОО, | =

л  aR
— I ООо I =  -------  ни исботланг.

ft +  с
240. ABC учбурчакка ташки чизилган айлананинг ВАС бурчак' 

тиралган ёйида М нукта олинган. М нуцтадан АВ, ВС, С A ia ва 
А нуктада айланага утказилган уринмага туширилган перпендику- 
лярларнинг асослари мос равишда Е, F , L  ва К  нукталар б^лса. 
ME • ML =  M F • М К  эканлигини исботланг.

241. ABC учбурчакнинг томонлари (а, Ь, с лар) арифметик про
грессия ташкил этади. Щунингдек. ЛУВ\СХ учбурчакнинг томонлари 
дам арифметик прогрессия ташкил этади. Агарда лА  =  бул
са, учбурчаклар ухшаш эканлигими исСотланг.

242. Узаро ички уринувчи и<ки айлананинг каттасига тенг то - 
монли учбурчак ички чизилын. Учбурчакнинг учларндан кичик ай
ланага уринмалар утказилган. Хосил булган кесмаларнинг бир» 
колган иккитасининг йигиидисига тенг эканли1ини исботланг.

243. Айланага ABCD туртбурчак ички чизилган. ABC, CD А, 
BCD ва DAB учбурчакларнинг огирлик марказлари бир айланадэ 
ётишини исботланг.

244. Айланага ички чизилган туртбурчак томонларининг ^рта- 
ларидан каршисида ётган томонларига туширилган туртта перпен
дикулярлар бир нуктада кесишишини исботланг.

245. О марказли айланага A BLD  туртбурчак ташки чизилган.
^.АОВ -|- -г:COD — 180° эканлигини исботланг.

246. Айланага ташки чизилган ABCD трапеция диагоналлари
нинг кесишиш нуктаси Е. ВАЕ, ВСЕ, CDE ва DAE учбурчакларга 
ички чизилган айланалар радиуслари мос равишда г,, г 9, г 3 ва гк

I 1 I 1 
булса, — +  — =  — +  — булишини исботланг.

Г ,  Гз г 3 г 4
247. Айланага ички чизилган туртбурчакнинг бирор учидан бу 

учга ёпишмаган томонларига туширилган перпендикулярлар асос - 
лари орасидаги масофа туртбурчакнинг цайси учи олинишига бог- 
лик эмаслигини исботланг.

248. R  радиусли ярим айланага томонлари A B=2R , С В = / 2R, 
AD => К  булган ABCD туртбурчак ички чизилган. CD томонга А. 
учдан ААХ, В  учдан B B t перпендикулярлар туширил1ан. АХВ { кес- 
манинг узунлигини топинг.

249. Айланага ички чизилган ABCD туртбурчакда АВ — ~^AD\



250. Ярим айланага томонлари АВ «  ВС =  2у^5 см, CD — 6 см 
булган ABCD туртбурчак ички чизилган, Агар AD ярим айлана
нинг диаметри булса унинг узунлигинн топинг.

251. Томонлари АВ =  6 см, АС — 4 см, ВС =  5 см булган ABC 
учбурчакнинг АС томонида А К = 3 см. АВ томонида AL—2 см бул
ган кесмалар ажратилган. BLKC  туртбурчакнинг периметри ва 
унинг диагоналларидан ясалган тугри туртбурчак юзини топинг,

V II Б О Б . С ТЕР ЕО М ЕТР И Я

Геометриянинг фазода фигу радар ва уларнинг уза
ро микдорий муносабатларини урганадиган булими 
стереометрия деб аталади. Стереометрияда дам худди 
планиметриядагидек геометрик фигураларнинг хосса- 
ларини, узаро муносабатларини, микдорий нисбатларини 
аникланади ва исботланади. Фазода асосий фигура си- 
фатида нукта, тугри чизик ва текислик каралади.

Стереометриянинг асосий аксиомаларини келтира- 
миз:

1) Х аР кандай текислик учун шу текисликка тегиш
ли ёки тегишли булмаган нукта мавжуддир;

2) Агар ихтиёрий икки текислик битта умумий нук- 
тага эга булса, у долда бу текисликлар тугри чизик 
буйича кесишади;

3) Агар ихтиёрий икки тугри чизик умумий нуктага 
эга булса, у долда бу т^гри чизиклар оркали бир ва 
факат биргина текислик ^тказиш мумкин.

Демак, агар берилган Т  ва Т х текисликлар умумий 
нуктага эга булса, у долда улар а тугри чизик буйича 
кесишади. Бундан а £ Т  ва Г , экани келиб чикади, 
ёки Т П Т Л =  а к^ринишида дам ёза оламиз.

Агар берилган а ва b тугри чизиклар фазода А уму
мий нуктага эга булса, у долда бу а ва b тугри чи
зиклар оркали ягона Т  текисликни утказиш мумкинли- 
гидан а ва Ь т$три чизиклар Т  текисликда ётади. Сте
реометрияда текисликда геометрик фигуралар учун 
Кулланилган барча муносабатларни аникловчи аксиома- 
лар системасидан дам фойдаланилишини эслатиб ута- 
миз. Шунингдек фазода нукталар тупламини топиш 
масаласини дал килишда планиметрияда к^риб утилган 
нукталарнинг геометрик уринларидан дамда фазода



геометрик фигураларнинг муносабатларидан фойдала- 
нилади. Буларлан айримларини эслатиб у там из:

1. Берилган икки турри чизик фазода узаро кесиш- 
маса ва бир текисликда ёгса, у долда бу тугри чизик- 
лар параллел турри чизиклар дейилади.

2. Агар икки турри чизик узаро кесишмаса ва бир 
текисликда ёгмаса, бундай турри чизикларни айкаш 
тугри чизиклар деб агалади. .г •; •

3. Агар берилган т^ри чизик, берилган текислик- 
дан угиб, шу текисликда узаро кесишувчи икки турри 
чизикка перпендикуляр бул:а, v *олда бу турри чизик 
текисликка хам перпендикуляр булади.

4. Агар икки текислик бир турри чизикка перпен
дикуляр булса, у зол да бу текисликлар узаро параллел 
Охлади. . |

5. Агар берилган турри чизик берилган текислик 
билан умумий нуктага эга булмаса ва шу текисликда 
ёгувчи турри чизикка параллел булса, у ^олда берил
ган турри чизик текисликка *ам параллел булади.

6. Берилган текисликка тегишли булмаган нуктадан 
шу текисликка параллел булган бир ва факаг биргина 
текислик утказиш мумкин.

7. Агар берилган параллел текисликларни учинчи 
бир текислик биЛан кесилса, у холда уларнинг кеси- 
шиш чизиклари а̂м узаро параллел булади.

8. Агар берилган тугри чизик берилган текисликда 
ёгиб, шу текисликка туширилган огмага перпендику
ляр булса, у ^олда у огманинг шу текисликдаги про- 
екциясига хам перпендикуляр булади.

1-§. Фазода нуцта, турри чизиц ва 
текисликларнинг узаро жойлашуви

Бу параграфда плани
метрия курсида куриб 
утилган асосий аксиома- 
лар системаси а̂мда 
стереомегриянинг аксио- 
малари биргаликда кара- 
лади. Буларни такрор- 
лашни зурматли укув-  
чининг узига колдирган 
*олда куйида уларнинг 
масала ва мисоллар ечиш-47- чизма.



га татбицини курсатувчи айрим масалаларии ечиш ме- 
тодлари билан таништирамиз.

1-м а сала. Берилган Т а текисликни кесиб ут майди- 
ган АВ  кесма учларидан шу текисликкача булган ма- 
софалар а ва Ь булса, у долда кесмани m it i  нисбатда 
булувчи N  нуктадан Та текисликкача булган масофа 
топилсин (47- чизма).

Б е р и л г а н :  Т л% АВ Т щ% AAt — а, В  В  , =  bt A N :
I N B =  m : n.

Т о п и ш  керак :  NNX =  ?
Е ч и ш .  Масалани ечиш учун вектор тушунчасидан 

фойдаланамиз. Шартга асосан (чизма) NA =  — — NB. 

Векторларни кушиш дои да си га асосан: бир томондаг 
A//V, == NA  4- AAx-\-AxN x ва иккинчи томондан NNX =
— NB-\- В В х-\- B XN X булади. Бу иккала тенгликни *ад-

лаб кушсак: 2NNX — 4 - А $  +  Й В  +  В В Х +

=  -  — NB  4- ААХ — ~ М / Х +  N B  +  В В Х 4- я Д  —
п п

------ +  + в в х= г̂  А® 4-
п п п

_ | -  п—'™b7n x 4-  п— в ъ х — —  В В х-\- ААХ 4-  в в х =
п п п

=  ^ ? A W 1 + АЛ, +  -В~ВХ. Демак, ( 2 - n— )N N x =
п гг : \ п /

ААх +  - В В х ёки n± J ? N N x=  ААХ +  - В В 1 булиб, 
л л л
—► —►

д т у  .

m +  п
Бу ерда Л Д , В В { ва N N X векторлар коллинеар б^л-

а ? \ f txci 4* mb \rгани учун NNt =  ■----------- ни хосил киламиз. досил
л +  m

булган натижага ва масалага нисбатан куйидаги дол
лар булиши мумкин:

1) m :n  =  1 булганда, NNX =» a +  b булиб, трапе-
2

циянинг ^рта чизиги ^акидаги масала з̂ осил булади;
2) а -  ̂О, b 0 булганда, N N X =  па +  булади;

п +  т



с 3) а =  О, b =/= 0 ёки 
Ь=Щ  булганда,

NN, У  —  ёки N N , =
па

булади;
п + т

48- чизма.

4) а =  О, b =  О бул
ганда, А В £ Т  булиб, N  
ва /V, нуцгалар устма-уст 
тушади, яъни AW, =  О.

2-масала.  Тугри 
бурчакли, тенг ёнли ABC

учбурчакнинг с гипотенузаси оркали учбурчак те
кислиги билан а бурчак ташкил килувчи Т  текислик 
Утказилган. Берилган учбурчакнинг Тр текисликдаги 
проекцияси ^осил килган фигуранинг периметри ва юзи 
^исоблансин (48-чизма).

Б е р и л г а н :  ААВС, ^ С  =  90°, АС =  СВ, АВ =  с, 
<(АВС){\Тр) = а , АВ  j  Гр.

Т о п и ш  керак:  P adb=  ? SAdb=?
Е ч и ш .  Текисликка утказилган огма шартига кура 

АС=СВ  булгани учун A D = D B  булади. Бундан А Е =
=  ]• АВ  ва DE_\_AB булиб, ^ CED  =  а эса икки ёкли

бурчакнинг чизикли бурчагини ташкил этади. ABC у ч 
бурчакда ^.С =  90° ва АС =  СВ булгани учун СЕ=>
=  А Е  — А В ~  ~С- CED  учбурчакда E D = -^  cos а 

булади. ADZT учбурчакда BD =  AD  =  >/АЕ'й Я /J2 =  

■» т / i -  +  cos2а =  — Vе 1 +  cos2a экани ^исо^га олин-
г 4 1 4 в 2

са, у зол да =  А £  +  B D +  AD  =  с( 1 +>/1 +  cos2a)

Ж  а в о б: P a d b  — с{ 1 +  У 1 +  cos2a); S a d e  =  -  со—а.
4

1. Фазода берилган бир нукта оркали, икки нукта оркали. уч 
нукта оркали, турт нукта оркали нечта текислик утказиш мумкин?

2. Берилган нукта дан Утиб, берилган текисликка параллел бул
ган барча турри чизиклар бир текисликка тегишли булиб. бу те
кислик берилган те.<исликка параллел булишини исботланг.

—-—  булади. 
4 J

Машцлар



3. Икки аПцаш тугри чизик бершпап. Бу тугри чизиклардан 
VI у ими на узаро параллел булган факат бир жуфт текислик мав- 
жуд эканлигини исботланг.

‘I. М нукта АВ кесмаиинг Уртаси булсин Ихтиёрий О нукта

учун О А* -|- ОВ2 — 2 ОМ* +  ~  А.В3 эканини исботланг.
А

б. Бир текисликда ётмаган АВ ва CD кесмалар берилган. М 

на N мос равишда бу кесмаларнинг Урталари булсин. — (ИС +

-\-BD)>MN эканини исботланг.
6. АВ кесманинг учларидан Т  текисликкача булган масофалар 

а на Ь, АВ кесмани m : п нисбатда булувчи М нукта дан Т  текис
ликкача бул!ан масофани топинг. Куйидаги холларни текшнрннг:

1)/1В кесманинг бир учи Т  текисликда ётган;
2) АВ кесма Т  текисликни кесиб утган;
3) АВ кесма М нуктада тенг иккига булинган.
7. М нукта АВ кесмани AM г MB  =  m\n нисбатда булади. Их*

—> —> —► 
тиёрий О нукта учун пОА +  тО В  =  ( т  +  п)ОМ эканини исбот
ланг.

8. Г  текисликда *сВАС=60° берилган. D нукта А учдан 25 см, 
АВ томондан 7 см, АС томондан 20 см масофада жойланп ан. D 
нуктадан Т  текисликкача булган масофани топинг.

9. Учбурчакнинг учларидан Т  текисликкача булган масофалар 
а, Ь, с булса, шу учбурчак огарлик марказидан Т  текисликкача 
булган масофани топинг (мумкйн булган барча холларай каранг).

10. Параллелограммнинг учта учидан Т  текисликкача булган 
масофалар а, Ь. с. Туртинчи учидан 7 текисликкача булган масо- 
фа и и топинг (мумкин булган флларни каранг).

11. М нуктадан Узаро перпендикуляр булган учга 7’,, Т-2. Т3 
текисликкача булган м?софалар ах, а2. а3. М нуктадан учала те- 
кисликнинг кесишиш нуктаси О гача булган масофани топинг.

12. 1уртбурчакнинг икки айкаш томонларига параллел булган 
текислик иккинчи жуфт томонларни пропорционал булакларга бу
лишини исботланг.

13. ах тугри чизикда кетма-кет -4,, В {% С, нукталар берилган. 
а2 тугри чизикда АуВу =  k-AxCx, А2В3=  k-A2C2 шарт (илан кетма- 
кет А2, В2. С-{ нукталар берилган. АХА2. В\В2 С,С2 кесмалар А0, 
И0, С0 нукталар билан /10Л , =  I  АХА2\ В0В { — 1ВХВ2, С0СХ =  I  СХС2 
теш нисбатларда булишаи. Л 0, В0, Cq нукталар бир турри чизик
да ётишини ва А0Во=ЬАоС0 эканини исботланг.

14. А\А2; В ХВ2;* СхС2 кесмалар берилган. Бу кесмалар А3, В3, 
С3 нукталар билан Л,Л?: А3А2 =  В ХВ3: В3В9 =  СХС3: С3С2 =  k шарт 
билан булинган. Мх, /Иа> М3 нукталар АХВ ХСХ: А2В 2С2: А3В3С3 уч- 
бурчкакларнинг орирлик марказлари булса, М., М2, М3 нукталар 
бир тугри чизикда ётишини хам да МхМ3г М3М2 *=* k эканлигини 
исботланг.

15. Хеч кай си турттаси бир текисликда ётмайдиган бешта А, 
В, С, D. В  нукталар берилган. Р  — А В  нинг , P '—CD нииг Уртала
ри, Q ва Q', BCD ва АВЕ  учбурчакларнинг орирлик марказлари 
булса, PQ ва P'Q ' кесмалар бир нуктада кесишиши ва бу нуктада 
кандай нисбатда булшщшиии аникланг.

Id. Параллел текисликлар орасида жойлашган икки кесма 
узунликларининг нисбаги 2 :3 , текисликларнинг бири билан хосил



килган бурчакларнинг нисбати 2х 1. Ш у бурчакларнинг каттали- 
гини топинг.

17. АВ  ва CD кесмалар узаро перпендикуляр. Уларнинг Урта
лари булмиш Е  ва F  нукталарии бирлаштирувчи E F  тугри чизик 
АВ ва CD кесмаларга *ам перпендикулярдир. Агар АВ =  2т, 
CD — 2п, E F  *= р *амда М(М нуктадан кесмалар учларигача 
булган масофалар йигиидиси энг кичик булса, ЕМ  нинг узунлиги- 
ни топинг.

18. 'Г ва V  текисликлар 45° ли бурчак ташкил этади. Тугри 
бурчакли ABC (̂ сС <== 90°) учбурчакнинг Л ва В  учлари I  •= Т{\Т' 
га тегишли, С£7\ Агар АВ*~а, ^.ВАС=30° булса. С нуктадан Т  
гача булган масофани топинг.

19. Т  ва V  текисликлар орасидаги бурчак 30°. Л £ / “ 7’л7 ’/
К Б ж  / ’з ’ ш

ва В ^ Т -В Н х Л  ва Н £ Т ' .  В Н  =  ——Л В  булса, ((АВ)1) ни топинг.

20. С £ / ва ///7, CHl T  ва Н £ Т .  D $ T  шундай олинганки

CD » / 3 i СН ва (/, (CD)) =  60°. I  ва CD тугри чизиклар оркали 
утувчи текислик билан Т  текислик орасидаги бурчакни топинг.

21. ABCD параллелограммда A BtA D **  1x2. ABC, Т . CD дан 
Т  текисликкача булган масофа А учдан ВС га туширилган баланд- 
ликка тенг. Параллелограмм текислиги билан Т  текислик орасида
ги бурчакни топинг.

22. Т  текисликда бир тугри чизикда ётмаган учта Л, В, С .нук
талар олинган. Т '  текисликда 5/(Л) =  A', S i(B ) =  В ';  S[(C) — С' 
нукталар олинган. Т Ц Т ' эканини исботланг.

2а. Туртбурчак кушни томонларининг урталарини бирлашти
рувчи кесмалар параллелограмм ташкил этишини исботланг.

24. Туртбурчакнинг карама-карши томонларининг урталарини 
бирлаштирувчи кесмалар узаро кесишган нуктада тенг иккига бу- 
линишини исботланг.

25. Туртбурчакнинг карама-карши томонларининг Урталарини 
ва диагоналларининг Урталарини бирлаштирувчи учта кесма бир 
нуктала кесишиб, шу нуктада тенг иккига булинишини исботланг.

26. Туртбурчакнинг барча томонлари узаро тенг. cos А +
-f cos В  - г  соМАВ DC)«=*1 эканини исботланг.

27. Олтибурчакнинг карама-карши томонлари параллел ва тенг. 
Унинг барча томонларининг урталари бир текисликда ётишини ис
ботланг.

28. Икки айкаш тугри чизиклар орасидаги бурчак а. Бу т^рри 
чизикларда АВ =  а ва CD =  b кесмалар олинган. Тугри чизиклар- 
нинг умумий перпендикуляри MN  булиб, М^АВ, A M »MB  =  2x3 
ва N ADC, CNihD*=  3x2, MN  =  m булса, BD  ва ВС  ларни топинг.

29. Дар кандай кабарик тУрт ёкли бурчакни текислик билан 
шундай кесиш мумкинки, натижада кесимда параллелограмм хо
сил булади. Исботланг.

30. SABC уч ёкли бурчакда ASB  ва ASC текис бурчаклар тенг. 
Буларга карши ётган икки ёкли бурчаклар тенглигини исботланг.

31. Уч ёкли бурчакда учала биссекториал ярим текисликлар 
бир тугри чизик оркали утишини исботланг.

32. Уч ёкли бурчакнинг кирраларидан утиб карши ётган ёкка 
перпендикуляр булган учта текислик бир т^ри чизик оркали ути
шини исботланг.



;i;t, Уч ёкли бурчакнинг иккита текис бурчаги узаро тенг. 
Пуларшшг умумий кирраси оркали утувчи биссекториал текислик 
M l» "»  йт1 ан бкца перпендикулярлигиии исботланг.

.'И. Уч ёкли бурчакнинг барча текис бурчаклари турри. У ч  ёк- 
кн бурчакли текислик билан кесиш натижасида досил булган уч- 
бурчакиинг ортомаркази уч ёкли бурчак учинииг ортогонал проек
цией эканлигини исботланг.

30i У ч  ёкли учбурчакнинг текис бурчаклари 60°, 601', 90°. Бур
чакнинг кирраларидан ОА — ОВ — ОС кесмалар олинган. Текис 
бурчаги 90° булган ёк билан ABC текислик орасидаги бурчакни 
топинг.

36. Текислик уч ёкли турри бурчакнинг ёцларига а, §, 7 бур
чак остида OFraH. cos а +  cos (5 - f  cos 7 <  У Ъ эканини исботланг.

37. О нуцтадан чикувчи учта О А, ОВ, ОС нурлар узаро тенг 
бурча к лар ташкил этади, яъни /ВО С =  /.СОА •=» /А О  В  =  а, ОМ 
пур учала нурлар билан тенг бурчаклар ташкил этади. Шу бурчак 
катталигини топинг.

38. ABC учбурчакнинг томонлари а, Ь, с. D нукта учбурчак 
учларидан т ,  п, к масофада жойлашган. D  нуктадан орирлик мар- 
казигача булган масофани топинг.

39. ABC учбурчак ва унинг текислигида ётмаган 5 нукта бе
рилган. Агар 5  нукта учбурчак учларидан баробар узокликда ёт
ган булса. у долда S  нукта учбурчакка ташки чизилган айлана 
марказига проекцияланади. агар S  нукта учбурчак томонларидан 
баробар узокликда ётган булса, у *олда S  нукта учбурчакка ички 
чизилган айлана марказига проекцияланади. Исботланг.

40. О нуктадан чикувчи учта нур узаро турри бурчаклар таш
кил этади. Бу нурларда олинган А, В, С нукталар оркали Т  те
кислик утказилган булиб, О нуктадан Т текисликка ОН перпенди
куляр туширилган. Куйидагиларни исботланг.

1) Кесимда уткнр бурчакли учбурчак *осил булади;
2) ОН перпендикуляр кесимнинг орирлик марказидан утади;

3) он~2 =  оа~2 +  ов~2 +  ос~2;

4) 6 д ДОС.= y S AABC-SAAHC;

5) $ \ а в с  =  $ \ а о с  +  $ \ а о в  +  $ \ в О С '

41. ABCD параллелограмм диагоналларининг кесишиш нуктаси
О дан SA*=SC  ва S B  =  SD  шарт билан OS нур чикарилган. OS 
мур параллелограмм текислигига перпендикуляр эканлигини ис
ботланг.

2-§. Фазода нукталар туплами

Мазкур параграфда планиметрия кисмида куриб 
утилган нукта, турри чизик ва бошка фигураларнинг 
хоссаларидан хам да стереометриянинг юкорида келти- 
рилган асосий аксиомаларидан фойдаланилган ^олда 
фазвда нукталар тупламини топишга дойр масалалар 
куриб чикилади. Куйида шундай масалаларни ечиш 
учун намуналар келтирамиз.



с

49- чизма. 50- чизма.

1- м аса л а. Турри бурчакли ABC  учбурчакда С бур
чак 90° б^лса, у холда 2PC2 =  РА2 4- Р В 2 шартни ка- 
ноатлантирадиган Р  нукталар тупламини топинг.

Е ч и ш .  Масаланинг шартига кура тугри бурчакли 
ABC  учбурчакни чизиб оламиз (49-чизма), с^нгра С 
учдан СМ медиана утказамиз. Медиана шартига кура 
М  иуцта АВ  кесмани тенг иккига булади.

Маълум коидага асосан СМ2 =  1/2(СД+ СВ) булади. 
Бундан СМ2 =  — (СЛ2 +  СЯ2+  2СА СВ); СА СВ лар- 

нинг скаляр купайтмаси 0 га тенг, чунки СА_\_СВ. На
тижада 4СЛ12=  СЛ2+ С 5 3. (1)

Энди ABC учбурчак текислигидан ташкарида Р  нук
та оламиз ва уни А, В, С ва М  нукталар билан бир-
лаштирамиз. Натижада РА =  PC -\-СА, Р В  =  РС-{- 
+  СВ хам да 2РС2 =  РА2 +  Р В 2 шартдан фойдаланиб,

\ PC \ =  v PC2 эканини ^исобга олган ^олда 2РС2=  
=  (PC +  С А)2 4- {РС-\- СВ)2 ни ёза оламиз ёки 2 РС*=  
=РС\4 - 2 PCdA 4- С А1 +  PC +  2РС СВ 4- СВ\ Бундан 
2 PC (С А 4  СВ) 4- СЛ24  СВ2 =  0 (2) ^осил булади. (1) ни 

(2) га куйилса, 2PC ■ 2СМ 4  4С7И2 =  0 (2) ёки 4СМ{РС-\-

+  СЖ) =  0 булиб, 4СМРМ  =  0 булади.
Демак, СМА-РМ.
Шундай килиб, берилган шартни каноатлантирувчи



Г  нукталар т^плами А В  г ипотенузанинг Уртаси да и он 
Г/11 медианага перпендикуляр булиб Утувчи РМ  тугри 
чимиклан иборат экан.

2 - масала. Шундай нукталар тупламини топингки, 
Г)у нукталардан берилган текисликда ётувчи бир тугри 
чизикда ётмаган учта нукталаргача булган масофалар 
ква'дратларининг йигиндиси узгармас сон булсин.

К ч и ш.  Масала шартида берилган нуцталарни бир- 
лаппириб, Д  ЛВС ни хосил циламиз (50-чизма). A ABC 
пинг огирлик маркази унинг медианалари кесишган 
нуктада ётади.

ABC учбурчакдан ташцарида ихтиёрий Q нукта 
оламиз ва маълум булган цонуниятга асосан:

QA*+ Q B*+ QC2=3Q N2+  NA2-\-NB2-\- NC2 (1) 

а̂мда векторларни кушиш цоидасига асосан:

QA =  Q N + N A = ± *  QA2=  QN2-\-NA2̂ -2QNNA,
QB =  QN +  N B 0В>=* Q/v2 -1- N B2+2Q N N B t 

QC =  QN +  NC --=> QC2=  0 W  NC2+2Q N N C .

Хосил цилинган натижаларни э̂ адлаб кушсак ва тегиш- 
ли шакл алмаштиришларни бажарсак;

QA*+ Q S 4 - QC2=  3QN2 +  УУЛа+  N B 2+  NC2 +

I  +2QN(NA  +  N B  +  NC) (2)

хосил булади. Маълумки NA -|- N B  -f- NC — 0, чунки N 
нукта AABC  нинг медианалари кесишган нукта Де
мак. (2) дан (1) ни хосил килдик. )̂ осил килинган на- 
•/и жадан куриниб турибдики N А2 +  N В 2 +  N С2 узгар
мас маълум сон. QA2 -+-QB2 +  QC2 *ам узгармас сон 
булиши учун QN узгармас булиши керак. Бунинг 
учун Q нукта N  нуктадан тенг узокликда ётувчи нук
талар тупламини хосил килиши керак, яъни маркази 
N  нуктада ётувчи NQ радиус билан чизилган сфера- 
дан иборат булар экан. Q нукта ихтиёрий булгани учун 
масала текислик учун хам уринли булиб, унда излан- 
Iан нукталар туплами радиуси NQ булган айланадан 
иборат булади.



51- чизма.

3 - мае а л а. Бир нук
тада кесишувчи учта а, 
р, 7 текисликлардан тенг 
узокликда ётувчи нукта
лар туплами топилсин 
(51-чизма).

Е ч и ш .  Маълумки 
ихтиёрий а текислик фа- 
зони иккита кисм фазога 
ажратади. Агар иккита а 
ва р текисликлар битта 
умумий нуктага эга бул
са, у  холда улар а тугри 
чизик буйича кесишади 
ва фазони туртта кием 
фазога ажратади. Бу хол- 

баробар узокликда ётган 
а булган *ол учун) кара-

да бу иккита текисликдан 
нукталар тупламини (aflfb 
сак, бу нукталар туплами а ва р текисликларнинг кеси- 
шишидан хосил булган бурчакларнинг биссекториал те- 
кислигидан иборат булади. Узаро перпендикуляр 
булган биссекториал текисликлар кесишувчи а ва 
Р текисликлари учун иккита булади ва бу текислик
лар хам а тугри чизик буйича а ва р текислик- 
ларни кесиб утади. Агар а, р, у текисликлар битта 
умумий нуктага эга булса, у холда бу нукта фазони 
саккизта кием фазога ажратади. Бунда а ва р текис
ликлар х и а ва 7 текисликлар х ъ  р ва у текисликлар 
*3 тугри чизиклари буйича кесишадилар. ^осил бул- 
гаи а̂р бир фазо уч ёкли бурчак ^осил килади, бун
дан саккизта уч ёкли бурчак ^осил булади. Бу бур
чакларнинг мос булган хар иккитаси узаро тенгдир. 
Демак, Узаро тенг булган уч ёкли бурчаклар жуфти 
туртта булади. Уч ёкли бурчакларнинг ^ар бир бур- 
чагидан утган биссекториал текисликлар кесишишидан 
^осил булган тугри чизик шу уч ёкли бурчак ёклари- 
дан баробар узокликда ётувчи тугри чизик булади. 
Юкоридаги шартга асосан турт жуфт уч ёкли бурчак 
учун туртта тугри чизик утади. Ш у тУгри чизиклар 
берилган учта текисликдан баробар узокликда ётувчи 
биз излаётган нукталар тупламидир.

Машцлар
42. Фазода берилган икки Л  ва В  нуктадан баробар узокликда 

ётган нукталар тупламини топинг.



;1!1. Фазода берилган бир турри чизикда ётмайдигаи, учта А, 
н, С нуктадан бир хил узокликда ётган нукталар тупламини то
пинг.

<14. Тугри туртбурчакнинг туртала учидан баробар узокликда 
1тупчи нукталар тупламини топинг.

45. Тенг ёнли трапециянинг туртала учидан баробар узоклик
да ётувчи нукталар тупламини топинг.

46. Фазода берилган А ва В  нукталаргача булган масофала- 
рииниг квадратлари узгармас буладиган нукталар тупламини топинг.

47. Икки параллел тугри чизикдан бир хил узокликда ётувчи 
нукталар тупламини топинг.

48. Кесишувчи икки тугри чизикдан бир хил узокликда ётувчи 
нукталар тупламини топинг.

49. Берилган ромбнинг томонларидан бир хил узокликда ётув
чи нукталар тупламини топинг.

50. У ч  турри чизикдан бир хил узокликда ётувчи нукталар 
тупламини топинг (мумкин булган барча холларни каранг).

51. Берилган текисликдан маълум масофада ётувчи нукталар 
тупламини топинг.

52. Икки параллел текисликдан баробар узокликда ётувчи нук
талар тупламини топинг.

53. Кесишувчи икки текисликдан баробар узокликда ётувчи 
нукталар тупламини топинг.

54. Берилган уч текисликдан баробар узокликда ётувчи нукта- 
ларнинг тупламини топинг (мумкин булган барча холларни караб 
чикинг).

55. Берилган кесма турри бурчак остида куринувчи нукталар 
тупламини топинг.

56. Берилган нуктанинг берилган текисликда ётувчи хамда 
унинг маълум бир нуктасидан утувчи барча турри чизикларга ор- 
тогонал ироекциялари ташкил этадиган нукталар тупламини топинг.

57. Берилган А нуктанинг берилган I  турри чизикдан утувчи 
барча текисликлардаги ортогонал проекциялари ташкил этадиган 
нукталар тупламини топинг.

58. Берилган А нуктанинг берилган В  нуктадан Утувчи барча 
текисликлардаги ортогонал проекциялари ташкил этадиган нукта
лар тупламини топинг.

59. Берилган кесма берилган бурчак остида кУринувчи нукта
лар тупламини топинг.

60. Фазода берилган Л ва В  нукталаргача булган масофа лари 
квадратларининг йирирдиси узгармас буладиган нукталар туплами
ни топинг.

61. Т  текислик ва бу текисликда ётмаган Л ва В  нукталар бе
рилган. Т  текисликда шундай М  нукталар тупламини топингки, МА 
ва M B  турри чизиклар бу текислик билан тенг бурчаклар хосил 
килсин.

62. Фазода берилган икки нуктагача булган масофаларининг 
нисбати узгармас буладиган нукталар тупламини топинг.

63. Фазода берилган икки параллел турри чизиккача булган 
масофаларининг нисбати узгармас буладиган нукталар тупламини 
топинг.

'4 . yMVMHfl асосли ва маълум юзага эга булган учбурчаклар
нинг учлари ташкил »тган нуцталар тупламини топинг.



об. А ва В  нукталар берилон. А нуктанинг В  нуктадан утув
чи барча турри чизшспарга нисба1ан симметрик аксланиши натижа- 
сида хосил буладиган н\'кгалар тупламини топнпг.

66. Берилган нуктанинг маълум I турри чизикка параллел бул
ган барча турри чизнкларга нисбатан симметрик аксланиши нати- 
жасида хосил булалиган нукталар тупламини топинг.

67. Берилган / турри чизикка уринувчи А? радиусли сфералар 
марказлари ^осил килган нукталар тупламини топинг.

й8. Берилган сферада маълум узунликда булган ватарларнинг 
Урталари лосил килган нукталар тупламини топинг.

69 Берилган турри чизикнипг маълум нуктасидан тик утувчи 
барча турри чизиклар хосил киладиган тупламни топинг.

70. Берилган турри чизик оркали утувчи ва бошка турри чи- 
зикка параллел булган текислик ясанг.

71. Икки параллел текисликни шундай ясангки, буларнинг хар 
бири берилган икки айкаш турри чизикнинг бири оркали утсин.

72. Берилган нукта оркали утувчи ва берилган текисликка па
раллел булган текислик ясанг.

73. Берилган нукта оркали утувчи ва берилган турри чизикка 
перпендикуляр булган текислик ясанг.

74. Берилган нуктадан Угувчи ва берилган текисликка тик 
булган турри чизик ясанг.

75. Берилган турри чизикдан утувчи ва берилган текисликка 
перпендикуляр булган турри чизик ясанг.

76. Айкаш турри чизикларнинг хар бирини перпендикуляр ра- 
вишла кесиб утувчи турри чизик ясанг.

77. Берилган сферик сиртнинг берилган текислик билан кеси
шиш ч и з и р и н и  ясанг.

78. Берилган турри чизикнинг берилган сферик сирт билан 
кесишиш нукталарини ясанг.

79. Конус сиртнинг унинг учидан утувчи текислик билан ке
сишиш ч и з и р и н и  ясанг.

80. Конус сиртнинг унинг Укига перпендикуляр булган текнс- 
лик билан кесишиш ч и з и р и н и  ясанг.

81. Берилган конус сиртнинг берилган турри чизик билан ке
сишиш нукталарини ясанг.

82. Цилиндрик сиртнинг унинг Укига перпендикуляр булган те
кислик билан кесишиш ч и з и р и н и  ясанг.

83. Берилган цилинчрик c h i тнинг берилган турри чизик билан 
кесишиш нукталарини ясаш.

84. Берилган / турри чизикдан утувчи ва берилган сферага 
уринувчи текислик ясанг.

85: Берилган А нуктадан утувчи ва берилган конус сиртига 
уринувчи текислик ясанг.

86. Берилган А нуктадан утувчи ва берилган цилиндрик сирт- 
га уринувчи текислик ясанг.

3-§. Фазовий фигураларда кесимлар

Геометрик жисмларга кесимлар утказиш укувчидан 
маълум билим ва малака талаб килади. Кесим ясаш, 
бу масала шартида талаб килинаётган кесим гекисли- 
гини чизиб КУЯ колиш эмас, балки ясалган кесим ^а-



ц и i<a тан хам талаб ки- 
лммган кесим эканлигини 
исботлаш *амдир. Аммо, 
агар кесим ясаш маълум 
геометрик конуниятлар 
ёрдамида амалга оши- 
рилса, у ^олда у кесим 
пзланаётган кесим экан- 
лиги исботланмаса а̂м 
булади.

1-м а сала. Мунта
зам туртбурчакли пира
мида асосининг бир учи
дан унга карши ётган ён 
киррага перпендикуляр 
булган кесим ясанг. Агар 
пирамида асосининг томони а ва ён кирралари асос 
текислиги билан <р бурчак ташкил килса, кесим юзини 
топинг.

К К е с и мн и  ясаш.  Масаланинг шартига кура 
пирамида мунтазам, яъни АВ =  ВС =  CD =  AD  з̂ амда 
АН  =  В Е = С Е  =  D E  (52-чизма).

Асоснинг С учидан А Е  киррага перпендикуляр ту - 
шнрамиз. Бу перпендикуляр ЕО  баландликни О, нук
тада ва ЕА ни L  нуктада кесади. Берилган пирамида 
мунтазам булгани ва ён кирралари асос текислиги би
лан <р бурчак ташкил килгани учун О, нуктадан BD  
диагоналга K N  || D B  кесмани утказамиз. Натижада D E  
Киррада 7V ва B E  кирра.да К  нукталар хосил булади 
L , С, К  ва N  нукталар бир текисликда ётувчи нукта- 
лардир. А Е  _l_ LC  ясалишига кура ^амда АЕ  j_ B L  ва 
A E a_KN , демак, AE±_(LKCN).

^акицатан ^ E L C  =  90° булгани учун ^  E L K  =  
=  y iE LN  =  90° булади, ^амда LC  нинг пирамида асоси- 
даги проекцияси АС ва А/К  || B D  ва A C ± B D  эканли- 
гидан L C x K N  булади.

2. Кесим ю з и н и  ^исоблаш.  Кесимнинг яса

лишига кура L C x K N  ёки (Z.CA7V) = 9 0 ° . S KLNC *“

— — K N  • LC. Бу ерда LC ни тугри бурчакли ALC

учбурчакдан карасак: ^.CAL =  ср, АС=У~2 а эканига 
асосан LC —У  2 a sincp ни ёза оламиз. Тенг ёнли уч-

52- чизма.



бурчак K E N  лги K N  || B D  ва Z - E K N ^ y  б^лгани учун 
/СО, =  ОхЁ ctgcp, ШХЙ — Ш — О0Л.

АЛО Е  дан ОЕ =  tg<p ва Д  00 ,С  дан эса 

Щ  0С 0 Х =  9 0 ° -  ^  LAC =  90° — <р. Булардан д  0 0 ,  =  

«=0С tg(90°—<р)=-у? я  ctgcp. Демак, 0 ,£ “  ^-aitgcp — 

—ctgcp); К N >=20xEcigy =  j/2a (l — Ctga<p). Шундай g k i 
либ* S KLMCa  \  Ш  • /СА/ — аа(1 -  ctg2cp)sincp-------

agcQsgcp
slncp

w „  *  c a2cos2<pЖ  а в о 6. 5Kec --------------- - .
sin <p

Бу ерда <р >  45° булгани учун cos2cp манфмйдир, шу-
о л2соз( 180°— 2ф)  ̂ -нинг учун окес=* ------------------L  деб езиш мумкин-

S i n  ср

2-м аса л а. Кубнинг кирраси а га тенг. Юкори асо
сининг бир учидан ^амда пастки асосининг унга кар
ши ётган учидан чицадиган иккита киррасининг Урта- 
ларидан утувчи текислик ^осил килган кесим ясалсин 
ва бу кесимнинг юзи ^исоблансин.

1. К е с и мн и  ясаш. Масала шартига кура агарда 
устки асосда, Ц  учни олсак, у *олда пастки асоси
нинг унга карши ётган учи В  булади (53-чизма) Е —АВ 
Кирранинг F  — СВ кирранинг урталари булсин. Ма- 
салада суралган кесим текислиги шу учта нукта 
оркали утиши керак. Бу текислик ААХ ва СС, кир- 
раларни К  ва L  нукталарда кесиб утади. Хакицатан 
E F , DA ва DC ларни давом эттирсак, улар мос равиш- 
да Р  ва Q нукталарда кесишади.

D x ни Р  билан бирлаштирсак, у АХА ни К  нуктада; 
D, ни Q билан бирлаштирсак. у С,С ни L  нуктада 
кесади. Хосил булган Е ь F , L , Du К  нукталарни кет-

ма-кет бирлаштирсак, иасала 
шартида суралган кесим 
D XK E F L  бешбурчак *осил 
булади.

2. Кесим ю з и н и ^ и -  
соблаш.  Бунинг учун бир 
неча усуллар мавжуд булиб, 
шуларлан бирини келтирамиз:



дай бешбурчакнинг баландлигини утказамиз, у \олда 
D tM д  DXPQ нинг ва М ХМ  эса А Р Е К  нинг баланд- 
ликлари булади.

1) A D tDM  : DM  =  D B  — В М =  V  2 а - а~
3 / 2 а,

D,M  =  a2-f-1- а2 = ] /  ^  а.

Шунингдек PQ =  3 E F  =  3^ y - а. У  золда

fa t a  =  1  ' Ш  =  4  3- Р  а / ?  а - S 9 &

.«= 3
2) a D xDM  со ДуИ,ОуИ булганидан: М гМ*=-£ D XM

“  ¥  1 ^ 1 Г а* У  ^олДа ^’др я* =

Демак- l r w il

- 2 5

до.яс?

ЬРЕК

Ж а в о б.

5 _ а » _ И й * Ш Щ »
24 °

S =  Ш И а * *̂ кес — 24

3 - масала. АВСАХВ ХСХ тугри призманинг асоси В  
учидаги бурчаги Р(Р<45°) булган тугри бурчакли уч
бурчак булиб, ВС ва АС катетлар оркали утувчи ёц- 
лар юзларининг айирмаси S ' га тенг. В х уч ААХ кир- 
ранинг уртаси ва АС катетга нисбатан В  нуктага 
симметрик булган D  нук- 
та оркали утувчи *амда 
асос текислиги билан 9 
бурчак ташкил килувчи 
текислик ясалсин ва 30- 
сил булган кесим юзи 
топилсин.

1. К е с и мн и  ясаш.
Масаланинг шартига к$г- 
ра АС катетга нисбатан В  
нуктани симметрик ку- 
чирамиз ва D  нуктани 
зосил киламиз (54-чизма). 54- чизма



A C l.BC  булгани учун D K  || АС ва D K J lB C  ни утказа
миз. D  нуктани билан бирлаштирамиз. У СС, киррани 
F  нуктада кесиб утади. Призмани кесувчи Т  текислик ва 
(fifijC C ,) текисликлар B ,D  чизик б у й ич а з  а м д а j _D K  
булгани учун T[\(A BC )=D K  буйича кесишади. Бундан 
Т  ва (ABC) текисликларнинг чизикли бурчаги ^ B yD B — 
=  ср хосил булади. Энди АА, кирранингургасини танлай- 
миз ва уни N  нукта оркали белгилаймиз. B ,N  турри 
чизири А В  ни давоми ва D K  турри чизиклари билан Е  
нуктада кесишади, чунки Т  текислик AAl BiB  текис
лик билан В ХЕ  т^рри ч и з и р и  буйича кесишади. Нати
жада топилган В и N ва F  нукталарни бирлаштирсак, 
изланган кесим зосил булади.

2. Кесим ю з и н и  ^исоблаш.  Хосил килинган 
кесимнинг призма асосидаги проекцияси ABC учбур
чакдан иборат булганлиги сабабли ва мавжуд форму-
лага асосан: 5ас =  cos?5kec булади; 5ас=  — АС • ВС 

«= ab булгани учун (Л С = 6, ВС=а) 5кес— - — бу*
2 2cos«p

лади. а АВС дан b =  atg$ хосил булади, бундан 6'кес—
аЧе$ у— ■ —-  булади. Масала шартига асосан, катетлар ор-
2со*<р • "  ■

Кали утувчи ёклар юзларининг айирмаси, S = (a  — Ь)Н, 
(a *b). a B xD B  дан: B D  =  2BC =  2а, H=2q\gy булади. 
Демак,

5 =  2аг(1 — tgP)tgcp ёки а2= ------ --------
2(1— tgp)tg<p

Зосил булиб, кесим юзи
с 6'tgp SsinfJ

4(1 — tĝ )sincp 4 V '2. sin(45° — P)sin<p 

дан иборат булади. Шундай кили б изланган натижа 
«SKec — — 7= — ---------- булади, бу ерда (*<.45° экани-

4 У  2sln(45° — P)sin<p 3 ’ 3 F  Г 
ни зисобга олиш зарурдир.

Машцлар
87. Кубни текислик билан шундай кесиш мумкинки, натижада 

кесимда мунтазам олтибурчак хосил булади. Исботланг.
88. Кубнинг киррасида ихтиёрий нукта берилган. Бу нукта 

оркали кубни кесувчи текисликлар утказилган. Кесим мунтазам 
учбурчак, туртбурчак. бешбурчак булиши мумкинми?

89. Кубнинг бирор диагонали оркали утувчи юзаси энг кичик 
булган кесим ясанг.



90. Кубнинг кирраси а га тенг. Устки ва остки асослардаги 
карама-карши кирраларнннг Урталаридан камда бирор ён кирра
сининг уртасидан Утадиган текислик ясанг. Хосил булган шаклнннг 
турини аникланг ва унинг юзини ^исобланг.

91. Кубнинг кирраси а га тенг. Усгки асоснинг карама-карши 
икки учи ва пастки асос икки киррасининг уртаси оркали Утув- 
чн кесим ясанг. Хосил булган шаклнинг турини аникланг ва унинг 
юзини топинг.

92. Кубнинг киргаси а га тенг. Кубнинг марказидан утувчи 
ва икки кушни ёкн! нг икки диагоналига параллел булган текис
лик кесимини ясанг. Хосил булган шаклнинг турини аникланг ва 
юзини топинг.

93. Кубнинг кирраси а га тенг. Юкори асоснинг бир учидан 
ва пастки асоснинг уша карши ёггаи учидан чикаднган иккита 
киррасининг Урталаридан утувчи кесим ясанг ва у ниш юзини 
топинг.

94. Кубни кирраси а га тенг. Куб диагоналининг бирор нук- 
тасидан шу диагоналга перпендикуляр текислик утказил!ан. Бу 
текисликнинг куб кирралари билан кесишиши натижасида косил 
буладиган шак:нннг турини аникланг.

95. DA, DB, DC лар кубнинг D учидан чикувчи кирралари 
булсин. Кубнинг С учи ва DA хам да £)# кирраларнинг урталари 
оркали текислик утказилган. Кубнинг кирраси а га тенг булса, 
кубнинг маркасидан текисликкача булган ммсофани топинг.

96. ABCDAxB ,L  ,D| кубнинг томони а га тенг, ABCD ёкнинг 
маркази Н  булсин В ,Н  нинг уртасидан перпендикуляр утувчи 
текислик ,\oi ил киладшан кесим юзини топинг.

97. Учбурчакли мунтазам призмада пастки асоснинг бир то
мони ва устки асоснинг ун'а карши ётган учи оркали утувчи 
текислик косил килган кесим юзи 6’ га тенг. Призма асосининг 
марказидан бу кесимга параллел утувчи кесим юзини топинг.

98. АВСА\В,С\ учбурчакли мунтазам призманинг баландлиги 
h ia, асосининг томони Ь га тенг. A, B t ва Е  £  СС\ нукталар ор

кали ^  АЕВу — — шарт билан кесувчи текислик утказилган. Хо-
3

сил булган шаклнинг юзини топинг.
99. АВСАХВ {С\ учбурчакли призманинг ён кирраси / га, асо

сида жойлашган мунтазам учбурчакнинг томони b ia тенг. Асоси
да жойлашган ABC учбурчакнинг маркази О булиб, В ,0  кесма 
призма асосларига перпендикулярдир. ВС кирра ва ДА,, кирра- 
нинг уртаси оркали Утувчи текислик косил килааиган кесим юзи
ни топинг.

100. Учбурчакли турри призманинг асоси катетлари а ва А 
булган турри бурчакли учбурчакдан ибораг. Призманинг ён кир- 
раларини кесиб утувчи i екиелик кесимда тенг томонли учбурчак 
косил килади. Шу учбурчакнинг томонини топинг.

101. Учбурчакли турри призманинг асоси гипотенузаси С бул
ган тенг ёнли учбурчакдан иборат. Пастки асоснинг гипотенуза- 
сидан утказилган текислик кесимда мунтазам учбурчак косил ки
лади. Агарда ён ёкларга, устки асосга ва кесимга уринувчи шар- 
ни ички чизиш мумкин булса, призма хажмини топинг.

102. АВСА,В,С, учбурчакли призмаДа кесувчи икки текислик 
Утказил1ан. Биринчиси А В кирра ва А,С, кирранинг уртаси ор
кали, иккинчйси эса ^ ,5 , кирра ва С С, i-.ирранинг уртаси орка-



ли утади. Бу кесимларнинг кесишишидан хосил булган кесма узун- 
лигининг АВ кесма узунлигига нисбатини топинг.

103. Асоси мунтазам учбурчакдан иборат, баландлиги У  2 b 
га тенг булган тугри АВСА^^С, призма асосининг томони b га 
тенг. СС\ кирранинг уртаси, Л  ва В  учлар оркали кесувчи текислик 
Утказилган. В  уч , АС ва В ХСХ кирраларнннг Урталари оркали ик
кинчи кесувчи текислик утган. Бу кесимларнинг кесишиши натижа- 
сида хосил буладиган кесма узунлигини топинг.

104. Турри бурчакли параллелепипеднинг бир учидан чикувчи 
учта киррасининг узунликлари а, Ь, с га тенг. Олтита кирраси
нинг урталари оркали Утувчи текислик хосил киладиган кесим 
юзини топинг.

105. Турри параллелепипед асосининг кУшнн томонларининг 
урталари оркали утувчи текислик бу томонларнинг умумий учи
дан чикувчи диагоналга параллел. Параллелепипед асоси томон
ларининг нисбати 112 булса, кесувчи текислик ён сиртни цандай 
нисбатда булади?

106. Тур т бурчакли мунтазам призмада узаро параллел булган 
икки кесувчи текислик Утказилган булиб, булардан бири асоснинг 
диагонали оркали Утиб, параллелепипеднинг унга айкаш диагона
лига параллелдир. Иккинчиси эса призманинг Укини 1«3 нисбатда 
булади. Агар биринчи кесимнинг юзи Qбулса, иккинчи кесимнинг 
юзини топинг.

107. Турри параллелепипеднинг улчамлари а, Ь, с. Хеч бир 
иккитаси бир текисликда ётмайдиган учта киррасининг Урталари 
оркали кесувчи текислик Утказилган. Кесим юзини топинг.

_ 108. А В CDAtB. i Ci 01 турри параллелепипеднинг баландлиги 
/ 3  а, асоси эса АВ =  а, ВС — 2а, ABC—120° булган парал- 
лелограммдан иборат. B D t оркали утувчи дамда АС га параллел 
булган кесувчи текислик ва асос орасидаги бурчакни топинг.

109. Учбур 1акли мунтазам призманинг барча кирралари Узаро 
тенг. А, нукта, СС, кирранинг Уртаси М ва асосидаги ABC у ч 
бурчакнинг ВС томонининг Уртаси N  оркали текислик утказилган. 
Призманинг кесим ажратган булакларининг ^ажмлари нисбатини 
топинг.

110. Мунтазам гетраэдрни текислик билан шундай кесиш мум- 
кинки, натижада кесим квадратдан иборат булади. Исботланг.

111. Учбурчакли пирамиданинг карама-карши кирралари узаро 
перпендикуляр. Бу пирамилани текислик билан шундай кесиш 
мумкинки, натижада кесим турр i туртбурчакдан иборат булади. 
Исботланг.

112. Учбурчакли пирамидани текислик билан шундай кесиш 
мумкинки, натижада кесим параллелограммдан иборат булади. 
Исботланг.

113. Учбурчакли мунтазам пирамида баландлигининг уртаси
дан ён ёкка параллел Утувчи текислик билан кесилган. Хосил 
булган кесим юзининг ён ёк юзига нисбатини топинг.

114. Мунтазам тетраэдрда AD кирранинг уртасидан ВС кир-
I  - те

рага параллел килиб утказилган текислик ABC ёкни — бурчак

остида кесиб утади Тетраэдриинг кирраси а га тенг булса, кесим 
юзини топинг..' "  '•*(.' .....  V; ■ „ , ' "  "И С .1  • vkTT ’л

115. Мунтазам тетраэдриинг кирраси а га тенг. А  учдан ВС



килган бурчак — га тенг. Кесим юзини топинг.
6

116. Учбурчакли мунтазам пирамиданинг ён кирраси 2b га, 
асосининг томони b га тенг. Ён цирранинг уртасидан унга перпен- 
ликуляр килиб текислик утказилган Хосил булган кесим юзини 
топинг.

117. Учбурчакли мунгазам пирамида асосининг бир учи ва 
иккита ён циррасининг урталари оркали утувчи текислик билан 
кесилгаы. Агарда кесувчи текислик ён ёцца перпендикуляр булса, 
тир амида ён сирти юзининг асос юзи га нисбатини топинг.

118. Мунтазам тетраэдр С учи ва унга карши ётган ёщшнг 
уртаси оркали АВ га параллел утган текислик билан кесилган. 
Кесим ажратган фигуралар хажмларининг нисбатини топинг.

119. DABC пирамиданинг асоси ^С=90°, А — 30° булган 
ABC учбурчакдан иборат. Ён кирраларнинг узунликлари Ъ га тенг , 
булиб, з̂ ар бири асос текислиги билан а бурчак ташкил этади. С 
уч ва DA, D B  цирраларнинг Урталари М, N нукталар оркали 
Утувчи кесим юзини топинг.

120. ABCD мунтазам тетраэдр киррасининг узунлиги а га тенг. 
AD кирранинг_Уртасидан ВС га параллел чикиб, ABC текислик 
билан tgcp =  |/" 2 бурчак ташкил этувчи текислик до си л киладиган 
кесим юзини топинг.

121. Учбурчакли мунтазам пирамиданинг ён кирраси узунлиги
у '- 3 а га, асос томонининг узунлиги а га тенг Ён киррасининг 
Уртасидан шу киррага перпендикуляр утувчи текислик хосил кил- 
гаи кесим юзини топинг.

122. ABCD мунтазам тетраэдрнинг кирраси а га тенг, А уч 
оркали ВС га параллел текислик шундай утказилганки, бунда АВ 
билан шу кесувчи текислик хосил цилган бурчак 30° га тенг. 
Кесим юзини топинг.

123. DABC пирамиданинг DA кирраси асос текислигига пер
пендикуляр. А учдан ВС 1 а параллел ва DBC ёцка перпендикуляр

текислик утказилган. В  А =  1, АВ =  — , АС =— , ВС ~ — булса, ке-1о 10 о
сим юзини топинг.

124. Мунтазам тетраэдрнинг кирраси а та тенг. Тетраэдр ке- 
сишмайдиган икки киррасига параллел ва марказидан q (0 <  q <

булган кесимнинг томонлари, периметри ва юзини топинг.
125. DABC пирамиданинг ён кирралари узаро тенг, асоси ка- 

тетлари СА =  а ва С В = \ f  3 а булган турри бурчакли учбурчак, 
баландлиги DO =  Ь. Катетларнинг Урталаридан DC киррага па
раллел килиб кесувчи текислик утказилган булса, хосил булган 
кесим юзини топинг.

126. Туртбурчакли пирамида ён ёрининг юзи О га тенг. Шу 
ёкка параллел ва асос томонини 3 * 1 нисбатда булиб Утувчи те
кислик утказилган. Кесим юзини топинг.

127. Туртбурчакли мунтазам пирамида асосининг томони а га, 
асосидаги икки ёкли бурчаги 2а га тенг. Пирамида шу икки ёкли 
бурчакни тенг иккига булиб Утувчи текислик билан кесилган буfl
ea, хосил булган кесим юзини топинг.

масофадан Утувчи текислик билан кесилган. Хосил



128. ТУртбурчакли мунтазам пирамиданинг баландлиги Н  га-, 
асосининг томони а га тенг. Асосининг томони ва унга айкаш 
булон ён кирранинг уртаси оркали кесувчи текислик утказилган. 
Пирамида учидан кесувчи текисликкача булган масофани 
топинг.

129. ABCD гурт бурчакли мунтазам пирамиданинг баландлиги 
ЕО =  *■ V 2 а га, асосининг томони а га тенг. Асоснинг А учи ор* 
кали B D  л и а г она л га параллел булган ва АВ билян 30° ли бурчак 
ташкил эгувчи текислик Утказилган булса, хосил булган кесим; 
юзини топинг.

130. ВАВСШ тУртбурчакли пирамиданинг асоси томони а бул
ган квадратдан иборат. ЕА ён кирра асосга перпендикуляр булиб, 
ЕА---Н. А уч оркали BD  диаюиалга параллел булган ва ЕС кир- 
рзни 2 :1  (Е  учдан хисоблаиг) нисбатда булувчи текислик утка- 
зил1ан. Хосил булган кесим юзини топинг.

131.'ТУртбурчакли пирамиланинг асоси лиагоналлари АС =  <%, 
ва ВО =  d2 булган ромбдан иборат. ЕА ён кирра асос текислиги- 
га тик булиб, ЕА =  h. А уч ва ЕС  ён кирранинг Ургаси оркали 
Утувчи текислик асоснинг BD  диагоналига параллел. Хосил бул
ган кесим юзинн топинг.

132. EABCD пирамиданинг ён кирралари узаро тенг. асоси 
томонлари а ва 2а булган тугри туртбурчак, баландлиги ЕО =  3а. 
А уч ва ЕС кирранинг уртаси оркали утувчи текислик BD  га па
раллел булса, хосил булган кесим юзини топиш-.

133. SABCD пирамиданинг асоси параллелограмм бУлиб, бун
да А В=  15 см, AD=  13 см, BD  =  14 см. 1Й  ён кирра асосга тик 
булиб:, 6\Д=48 см, А уч оркали BD  га параллел ва SC киррани М 
нуктада 6\М :/ИС=3;2 нисбатда кесиб утувчи текислик утказил- 
ган булса, хосил булган кесим юзини топинг

134. SABCD пирамиданинг ён кирралари узаро тенг, асоси 
томонлари а ва V 3 а га тенг булган тугри туртбурчак, балинд- 
ли1и SO == V  3 а га тенг. А уч оркали SC ён киррага перпенди
куляр булган текислик утказилган булса, хосил булган кесим юзи
ни топинг.

135. FABCDE бешбурчакли мунтазам пирамиданинг ён кирра
сининг узунлиги b га, асосининг томони а га тенг. Асоснинг А ва 
С учлари хам л a ED  ва F E  ён кирраларининг Урталари орда ли 
текислик Утказшпан булса, ,\оеил Оулган кесим юзини топинг.

136 Олтибурчакли мунтазам пирамидада асоснинг маркази 
оркали ён ёкка параллел килиб текислик утказилган. Хосил бул
ган кесим кнининг ён ёк юзига нисбатини топинг.

137. Олти бурчакли мунтазам пирамидада баландлиги ва асо
сининг бир учи оркали кесувчи текислик утказилган. Хосил бул
ган кесимнинг юзи Q га тенг булса, шу кесимга параллел ва асос 
томонини тен. иккига булувчи текислик хосил циладиган кесим 
юзини топинг.

138. илтибурчакли мунтазам пирамидада унинг баландлиги 
оркали утувчи ва асоснинг бир томонига перпендикуляр булган 
текислик утказилган. Хосил булган кесимнинг юзи Q га тенг бул
са, шу кесимга параллел ва асос томонини 3 : 1 нисбатда булувчи 
нукта оркали утган кесим юзини топинг.

139. Туртбурчакли мунтазам гесик пирамидада диагонал угка- 
зилган кесимнинг юзи Q га тенг, асослари томонларининг нисбати 
1 :2 . Диагонал кесим!а параллел ва катта асосининг томонини



I I К  нисбатда булувчи текис- 
ли< утказилган (диагонал ке- 
•симдан дисобланг) булса, хо
с т  булган кесим юзини топинг 
■(/\ нинг турли цийматларини 
гарант).

4-§. Купёцликлар

Купёкликлар берили» 
ши жизатидан икки тур- 
■га булинади: мунтазам ва 
номунтазам купёкликлар.

Призма—ён томони- 
дан текисликлар билан, 
юкори ва куйидан парал
лел текисликлар билан 
чегаралангаи купёклик- 
дир (55-чизма). Тугри 
призма ён сиртининг юзи 
асосининг периметри би
лан ён кирраси узунлиги- 
нинг купайтмасига тенг- 
дир: S  — Р  • ЛЛ,. Призма- 
нинг тула сирти: S rc =  5  +  2 5ас. Призманинг зажми 
асосининг юзи билан баландлигининг купайтмасига 
тенгдир: V =  5ас • И. Огма призманинг ён сирти юзи 
перпендикуляр кесим периметри билан ён киррасининг 
купайтмасига, хажми эса перпендикуляр кесим юзи 
билан ён кирраси узунлигининг купайтмасига тенгдир.

Агар призманинг асоси параллелограммдан иборат 
булса, у холда бу призма параллелепипед деб аталади.

Тугри бурчакли параллелепипед диагоналининг 
квадрати унинг уч чизикли улчови квадратларининг 
йигиндисига тенгдир.

Т а ъ р и ф.  Ёкларидан бири ихтиёрий купбурчак, 
долган ёклари эса умумий учга эга булган учбурчак- 
лардан иборат булган купёкка пирамида дейилади 
(56-чизма). Мунтазам пирамиданинг ён сирти асосининг 
периметри билан апофемаси купайтмасининг ярмига

тенг: S  =  — ра (а—апофема). Умуман пирамиданинг

ён сирти ён ёклари юзларининг йигиндисига тенгдир. 
Пирамиданинг тула сирти: S T с =  5 6н +  S ac. Пирамида-
31 инг зажми асосининг юзи билан баландлиги купайт-

D

55- чизма.



66- чизма. 57- чизма.

масининг учдан бирига тенг: V — — 5ас • Н. Мунтазам
'■ 3.

кесик пирамиданинг ён сирти асослар периметрлари 
йигиндисининг ярми билан апофемасининг купайгмаси-
га тенг: S  ==* — [ Р Р х)а. Кесик пирамиданинг тула

сирти: S  =  5ён S ac +  sac (57-чизма). Кесик пирамида
нинг зажми: V =  — H (S  - f  s-\-V~Ss).

3
Юкоридаги муло^азалар ёрдамида масалалар ечиш 

учун намуналар келтирамиз.
1-масала. Пирамиданинг асоси тугри туртбурчак 

булиб, битта ён кирраси асос текислигига перпенди
куляр ва иккита ён ёги асос текислиги билан а ва р

бурчаклар ташкил кила- 
ди. Агар пирамиданинг 
баландлиги Н  булса, 
унинг ён сиртини топинг 
(58-чизма).

Б е р и л г а н :  ABCDE  
пирамида, А Е  =  //, 
^ ЕО А  =  р, ЕВА  — а. 

Т о п и ш  к е р а к :
В  ?

Е ч и ш .  ABC DE  пира- 
мидада А А В Е  ва Д Л О Я 

А 5 лар тугрибурчакли уч-
68-чизма. бурчаклар булгани учун



АВ — AEatga ~  Hciga, AD — A/fctgf) • У /с 1:̂ ' -J 

булади. Бундан S^ABE == — АВ  • Н  =  -  I P  clga на

$ l-ade^* \  AD  • H  =  2- t f 2ctgp экани келиб чицади. 

Пирамиданинг асоси тугри бурчакли булгани учун: 
S a b c d  =  A B  • AD =  # 2ctga ctgp булиб, —

—  COS* •

ва 5 длсо =  COSP5AOC£- Буларга асосан:

S  — Ш Ш Ё  _  //i?ct8actgP _  ^ tg P .
ДВСЕ cosa 2 COSa 2stna *

5 дЛСО //"ctgactgp № ctgo
дС££) cos  ̂ 2 gos3 2sin§

Натижала:

O — _̂ ctga , #2ctgp , //2ctg3 , H2ctga 
Jen  г  “г  ~  г  ,4

H2
6h 2 ' 2 1 2sin a ' 2sinB

2slna sln(J
(cosasin  ̂-|- sinacosp +  cosa-j- COsP)

*  ■ , Q (sin (a - f  p) +  2 cos a-^  cos -—
2 s in a  s ln f i \ 2  2  /

. a 4- В 
H2 cos ——

2 / . o +  B , a — B\-----------------  sin  —— -4-cos----- - =*
sinasinfi \ 2 2 )

2W 3COS й р й  c o s f  —  —  — ]c o s  f — —* — )
m 2 2i  U  2 /

s in a s in ^

a +  B / я  a \ / «  B\ 
2 # 2cos ■ ■ cos [ —  —  — ■] cos [ —  —  —  J 

w  < о 2 \4 2 /  \4 2 /Ж  а В О 6. S . = --------------------- ---------- ----------------- -.
S ln a sin P

2-м аса л а. Учбурчакли мунтазам призма асосининг 
томони а га ва кушни ён ё^ларининг бир учидан чи
кувчи диагоналлари орасидаги бурчак а га тенг бул
са, унинг тула сирти топилсин (59-чизма).

Б е р и л г а н :  АВСАХВ ХСХ призма, AC—B C = B A = a t 
^А С ,В =  а.

Т о п и ш  керак:  S  „ =  ?* Т . С.



59- чизма.

Е ч и ш .  Масаланинг 
шартига кура призманинг 
асоси мунтазам учбур
чакдан иборат {АС — 
=  ВС  =  АВ =  а) булгани

УЧУ» S b M ,c = ja - AD. 

A D =  - j— а эканидан

W  “ * булади.

Косинуслар теоремасига 
асосан Д Л С ,5 дан дамда 
ЛС, — ВС] эканини хи- 
собга олган ^олда:

а2 — 2АС\ — 2/4C^cosa, 

АС\ =  - -  ,
2(1—cosa)

АС, — а • £\ААХСХ дан Л Л ,~ ] / С\Аг— а* =

—  а2 --- ------- 2— j / '  1 — 4sin2̂ -

2sin — •
2

Хосил булади. S ea=  3SAACC эканини ^исобга олсак, у 
холда

Щ Ш Ш  ■ а-------

2sln т
■булади. Призманинг тула сирти эса,

-  + 2 S „ „  =  j / ' i - t o »  ” +  & • -Т . с.
2 sin  —  

2



Жавоб. S.Т .  С.

3-м а сала. Ofm3 призма асосининг уткир бурчаги 
ён томони эса кичик асоси а га тенг булган тенг 

ёнли трапециядан иборат. Агар призма юкори асоси
нинг бир учи пастки асосининг барча учларидан баро
бар узокликда булиб, ён кирраси асос текислиги билан 
а бурчак ташкил килса, унинг хажмини топинг (60- 
чизма).

Б е р и л г а н :  ABCD AXB XCXD X огма призма, AD =  
=  DC =  ВС =  а, ^АВС  — ^  BAD =  (3; ^ A tAO =  а.

Т о п и ш  керак:  I/ =  ?
Е ч и ш .  Масаланинг шартига кура AD==DC=BC=a  

ва ^  ABC =  ^  BAD =  $ булиб, Л, учи асосининг бар
ча учларидан тенг узокликда булгани учун хамда ЛД,» 
Л,£,  Л,С, Л ,0  тенг огмаларнинг проекциялари ва АхО 
баландлик эканлигидан AO =  OD =  O C =O B. Демак,
О нукта призма асосига ташки чизилган айлана мар
кази булади. Призма хажмини топиш учун, призма 
асосининг юзи ва баландлигини топиш лозим. Бунинг 
учун аввал АО ни гопамиз, сунгра А  Л Л ,0  дан баланд- 
ликни топиш имконига эга буламиз. Призманинг асоси 
тенг ёнли трапеция ва AD =  DC — CB =  a булгани
учун: < / О В С = — ва ADC =  % — j l  Д  ABC дан:

2

DC=*2Rs\n -|р R=A O  = ----- , Д  ЛЛ.О дан -4 ,0  =
2sln —

2
=  AOt ga =  -  — —  ларни

2sin —  
2

хосил киламиз., Демак, 
D C =a, ЕС  -  С В- sinp == 
== asinf), B E = a  cos p бу
либ, A B  =  a +  2acosP =  
=  a ( l -f- 2cosP).

Призманинг асоси 
трапеция булгани учун

СЕ га асо- А
О

60- чизма.



X  a sinp =-a 2(l+ C 0sp )sin p  = 2 a 2cos2 Sinp булади. 

Бундан в а Л ,0  га асосан:
* Р at8aV =  S acOA1 =  2a'2cosa ■— sin^

2sin —•

к
2a8cos3 у  tga.

Ж а в о 6. l/== 2a3cos8 -£■ tga.

4 - мае ал а. Мунтазам туртбурчакли пирамида асо
сининг томони а га ва ён киррадаги икки ёкли бурчак 
а га тенг булса, пирамида ^ажмини топинг (61-чизма).

Б е р и л г а н :  SABCD—пирамида, A B =  BC =  CD=* 
=  AD *= а, ^  D K B  =  а.

Т о п и ш  к ерак :  1/*=*?
Е ч и ш .  Масаланинг шартига кура ABC D  квадрат, 

у  ^олда унинг юзи S ABCD =  а2 га тенг. SO  баландлик
ABCD  нинг диагоналлари кесишган нуктага (ташци 
чизилган айлана марказига) тушади. A D K B  да D K =  
= К В  булгани учун A D K B  тенг ёнли учбурчак. Т у г 
ри бурчакли А  О КБ  да </О КВ =  -̂ - эканини хисобга

олсак, OK =  0£ctg 4  • ОВ У  2 а 
2 эканидан О К  =

_  У '2а ctg —
2 &  2  ‘

A D K B  текислиги SC  киррага тик булгани (ясали- 
шига к^ра) учун OKa.SC булиб, AOSC ва АО КС  ух- 
шаш эканлигидан:

OS ок ■ ос
КС

КС =  V  ОС?-О К*
булади. 
У  золда

O S -
а V  2 ctg а У Н

У  2 flctg — К  2 acos —•2 2



Демак, топилган натижаларидан ва — <  а <  те экани

ни *исобга олган *олда

V  2 a cos — V  2 a3cos г -

3 2 у —  COS а b y  — COS в

ии *осил киламиз.
у Н Гл 3 cos —

Ж а в о б. V•
»/ —  COS а

Машцлар

140. Кубнинг кирраси а га тенг. Кубнинг диагонали, ёкнинг 
л вагона ли ва параллел булмаган томонларда жойлашган айкаш
I,лрралари орасидаги бурчакни топинг.

141. Кубнинг кирраси а га тенг. Кубнинг диагонали билан ун
та айкаш булган кирра орасидаги масофани камда кушни ёклар- 
нинг айкаш диагоналлари орасидаги масофани топинг.

142. ABCDAXB XCXD X куб берилган. ABXD X ва BCXD  текислик
лар АХС диагоналга перпендикуляр булиб, уни тенг уч булакка 
булишини исботланг.

143. Бир хил уч ёкли бурчакка эга булган параллелепипедлар 
хажмларининг нисбатлари уша бурчаклардан чиккан кирралар 
узунликлари купайтмаларинииг нисбатлари каби булишини исбот
ланг.

144 Параллелепипеднинг диагоналлари квадратларининг йигин- 
диси унинг барча кирралари квадратларининг йигиндисига тенг 
эканлигини исботланг.

145. Параллелепипеддиагоналларининг кесишиш нуктаси унинг 
симметрия маркази булишини исботланг.

146. Параллелепипеднинг бир учидан чикувчи учта ёкнинг шу 
учдан чикувчи диагоналлари утказилган ва шу учала диагонални 
кирра деб олиниб, параллелепипед ясалган. Берилган параллеле- 
пипедда олинган учга карши ётган уч янги косил килинган парал
лелепипеднинг симметрия маркази эканлигини исботланг.

147 Параллелепипед диагоналларининг кесишиш нуктаси ор
кали утувчи кар кандай текислик уни тенг икки шаклга ажрати- 
шини исботланг.

148. Параллелепипеднинг бир учидан чикувчи учта кирранинг 
узунликлари а, Ь, с га тенг. Биринчи икки кирра узаро перпенди
куляр булиб, учинчи кирра буларнинг кар бири билан <% бурчак 
ташкил этади. Параллелепипед кажмини топинг.

149. ABCDAtB xCxDx турри бурчакли параллелепипедда АВ=а, 
AD =  Ь ва ААХ =  с булса, AB^D, ва AXCXD  текисликлар орасида! и 
бурчакни топинг.

150. ABCDAXC\CXD X параллелепипед берилган булиб, бунда: 
АВ—а, с, B B x—b, *zABC—р, ^ А В В Х =  7, ^ В ХВС — а булса, 
B D i ва АСХ ларни топинг.



151. ABCDAi B l C\Dl турри бурчакли параллелепипедла АВ =
— 8 см, A D = 6 см, j4/i| =  10 см. DAX ва BD\ диагоналлар орасида
ги бурчак катталигиии топинг.

152. TyFpH бурчакли п арал л елепинедни нг диагонали унинг уч- 
ларидан чикувчи икки кирраси билан а ва $ лурчак хосил кила- 
ди. Бу кирралардан ути б диагона лда кесишунчи икки текислик 
хосил киладиган чизикли бурчакнинг косинусими топинг.

153. Тугри бурчакли параллелепипед кУпши ёкларининг кесиш- 
майдиган диагоналлари асос текислиги билан з ва р бурчаклар 
хосил килади. Бу диагоналлар орасидагн бурчакнн топинг.

154. 1 угри бурчакли параллелепипелнииг асоси тугри туртбур
чак булиб, кичик томони а га, диагоналлари орасндаш бурчак 
•60° га тенг. Агар асоснинг катта томони ён i îippaia тенг булса, 
•параллелепипеднин,- хажмини топинг.

155. Параллелепипеднинг асоси квадратдан иборат. Устки асос
нинг учларидан бири остки асоснинг барча учларидан баробар 
узокликда булиб, остки асос текислигидан h масофада жойлашган. 
Асоснинг томони а га тенг булса, параллелепипеднинг тула сир
тини топинг.

156. T^Fpn бурчакли параллелепипеднинг диагонали 13 см, ён
•ёкларининг диагоналлари эса 4]/10 см ваЗУ  17 см. Параллелепи- 
педнинг хажмини топинг.

157. Тугри бурчакли параллелепипед асосининг томонлари 
узунликлари т т  нисбатда. Унинг диагонал кесими юзи Q га 
тенг булган квадрат Параллелепипеднинг хажмини топинг.

158. а, Ь, с кирра лари бир-бири билан а, р, у бурчаклар хосил 
^илувчи параллелепипед хажмини топинг.

159 Асоси 12 см ва асосидаги бурчаги 30° булган тенг ёнли 
учбурчак турри призманинг асосини ташкил килади. Призманинг 
баландлиги асосининг баландлигига тенг булса, призманинг хаж
мини топинг.

160. Учбурчакли мунтазам призманинг ён кирраси асоснинг 
баландлигига тенг. Асоснинг баландлиги ва ён кирра оркали утув
чи кесимнинг юзи Q га тенг булса, призманинг хажмини топинг.

161. Учбурчакли мунтазам призманинг хажми V га. кУшни 
ёкларнинг бир учдан чикувчи диагоналлари орасидаги бурчак 2а 
га тенг. Призманинг баландлиги ва асосининг томонини топинг.

162. Учбурчакли турри призма асосининг юзи /* га, ён ёкла
рининг юзлари /я2, п'г ва р* га тенг. Призманинг хажмини топинг.

163. Туртбурчакли мунтазам призманинг диагонали ён ёри те
кислиги билан 30° ли бурчак ташкил этади. Асоснинг томони а га 
тенг булса, призманинг хажмини топинг.

164. Призманинг асоси томони а булган квадратдан иборат. 
Ён ёкларининг бири квадрат, иккинчиси эса бурчаги 60° булган 
ромбдан иборат. Призманин:- тула сиртини топинг.

165. Учбурчакли орма призманинг асоси томони а булган мун
тазам учбурчак. Агар призманинг ён кирраси асос томонига тенг 
булиб, асос текислиги билан 60° бурчак хосил килса, унинг хаж
мини топинг.

166. Туртбурчакли мунтазам призма асосининг юзи Р  ва хаж
ми V га асосан унинг тула сиртини хисобланг.

167. Учбурчакли турри АВСАхЬу<£\ призманинг асоси АВ=*ВС 
булган учбурчак булиб, В  учидан чиркан баландлиги /  3 см. В В Х



киррада олинган Р  нукта учун ^ Щ0Ш =  ~ ,  Л ,Р  =  2 / ? см ва

P C = V  5 см. Призма хажмини топинг.
168. Баландлиги /г ва уткир бурчаги а булган турри бурчакли 

учбурчак турри призманинг асосини ташкил килади. Ён кирра 
узунлиги а га тенг булса, призманинг кажмини топинг.

169. Агар пирамиданинг асосидаги икки ёкли бурчаклари тенг 
булса, у холда унинг учи асосига ички чизилган айлана маркази
та проекцияланишини исботланг.

170. Агар пирамиданинг ён кирралари асос текислиги билан 
тенг бурчаклар ташкил килса, унинг учи асосига ташки чизилган 
айлана марказига проекцияланишини исботланг.

171. Тетраэдриинг карама-карши кирраларининг урталарини 
бирлаштирувчи кесмалар кесишадиган нукгасида тенг иккига бу- 
линишици исботланг.

172. Мунтазам тетраэдрни текислик билан шундай кесиш мум
кинки, натижада кесимда квадрат хосил булади. Исботланг.

173. Мунтазам тетраэдр ичида олинган ихтиёрий нуктадан 
унинг ёкларигача булган масофалар йириндиси шу тетраэдриинг 
баландли1и1а тенг булишини исботланг.

174. Тетраэдриинг иккита карама-карши кирраларининг Урта
лари оркали утувчи текислик шу тетраэдрни иккита тенгдош фи- 
гурага ажратишини исботланг.

175. Тетраэдриинг хар бир учи узига карши ётган ёкнинг о тр - 
лик маркази билан туташтирилган. Носил булган туртта кесма бир 
нуктада кесишиши ва шу нуктада 1 :3  нисбатда булинишини ис
ботланг.

176. DABC мунтазам тетраэдрла уртаси О нукта булган DH  
баландлик туширилган, ОА,ОВ, ОС кесмалар узаро перпендикуляр 
эканлигини исботланг

177. Мунтазам пирамиданинг узинингхамда ён ёгининг баланд
лиги оркали утувчи текислик шу ён ёкка перпендикуляр булиши
ни исботланг.

178. Учбурчакли пирамиданинг учидаги текис бурчаклари тур
ри булса, у холда асос юзининг квадрати ён ёклари юзлари ква
дратларининг йигиндисига тенг эканлигини исботланг.

179. Мунтазам тетраэдриинг киррасига жойлашган икки ёкли 
бурчак катталигини топинг

180. Мунтазам тетраэдриинг кир| аси а га тенг. Тетраэдр ёк
ларининг марказлари орасидаги масофани топинг.

181. Мунтазам тетраэдриинг карама-карши ётган икки Кирра
си орасилаги бурчакни топинг.

182. Мунтазам тетраэдриинг икки ёринииг кесишмайдиган ба- 
ландликлари орасидаги бурчакни топинг.

183. ABCD мунтазам тетраэдрда Bt нукта D B  кирранинг, Сх 
нукта DC кирранинг уртаси. ABC ва ABtC\ текисликлар орасида
ги бурчакни топинг.

184. ABCD тетраэдрда АВ =  CD =  13 см, ВС  =  AD =  14 см, 
АС — BD  =  15 см. ВС киррадаги икки ёкли бурчак катталигини 
топинг.

185. Учбурчакли пирамиданинг ён кирраларининг узунликлари 
а, Ь, с булиб, улар узаро тик. Пирамиданинг хажмини топинг.

186. ABCD учбурчакли пирамиданинг ён кирраларида DA' =  
•=> D B ' =  D C  =  1 кесмалар олишан булиб, DA'B'C ' пирамиданинг



хажми V0 булсин DA. D B  ва DC цирраларнинг узунликларини 
маълум деб, ABCD пирамиданинг хажмини VQ оркали ифодаланг.

187. Пирамиданинг баландлиги ft га тенг. Пирамиданинг асо
сига параллел утиб ён сиртини тенг иккига булувчи текисликдан 
унинг учигача булган масофани топинг.

188. Пирамиданинг баландлиги тенг уч булакка булинган. Бу- 
линиш нукталаридан асос текислигига параллел килиб текислик
лар утказилган булса, бу текисликлар пирамиданипг хажмини кан- 
дай нисбатда булишини топинг.

189. Пирамиданинг асосига параллел утган текислик ён сиртни 
тенг иккига булади. Пирамиданинг хажми кандай нисбатда булин
ган?

190. Киррасининг узунлиги b га тенг булган учбурчакли мун

тазам пирамиданинг хажми — Ш га тенг. Пирамиданинг учидаги
6

текис бурчагини топинг,
191. Баландлиги h га тенг булган учбурчакли мунтазам пира

миданинг ён ёги асос текислиги билан а бурчак хосил килади. 
Пирамиданинг хажмини топинг.

192. Учбурчакли мунтазам пирамиданинг учидаги текис бур
чаги а га, ён кирраси билан асоснинг унга карши ётган томони 
орасидаги энг киска масофа а га тенг. Пирамиданинг хажмини 
топинг.

193. Ён кирралари тенг булган учбурчакли пирамиданинг асо- 
ои юзи Q булган турри бурчакли учбурчак. Категларда жойлаш
ган икки ёкли бурчаклар а ва Р булса, пирамиданинг хажмини 
топинг.

194. ABCD мунтазам тетраэдрда М нукта AD кирранинг урта-
. 2

си. АВ киррада N нукта AN =  — АВ  шарт билан олинган. ABC
О

ва MNC текисликлар орасидаги бурчакни топинг.
195. ABCD учбурчакли пирамиданинг D  учидаги'барча текис 

бурчаклари турри, D H —пирамиданинг баландлиги. Н  нукта ABC 
учбурчакнинг оргомаркази эканлигини исбогланг.

196. ABCD учбурчакли пирамиданинг D учидаги ADB  текис 
бурчаги турри. D H  — пирамиданинг баландлиги DAH=a, 
^.DBH  =  р, АНВ =  <р булса, cos«p =  — tg а • tg р эканлигини ис
ботланг.

197. ABCD учбурчакли пирамиданинг DA, D B , DC Кирралари 
узаро тик D H =h—пирамиданинг баландлиги, S „  <$*а, S 3 лар ён

9
ёкларининг юзлари S t +  S 3 +  S3 >  — К1 эканини исботланг.

Щ
198. ABCD учбурчакли пирамиданинг D учидаги барча текис 

бурчаклари тугри. D H  =  Л пирамиданинг баландлиги. Ён киррала-

рининг узунликлари л, Ь, с булса, —  =  —  +  —  +  —-  булиши-
я 2 Ш. Щ с*

ни исботланг.
199. Мунтазам пирамиданинг хажми сон жщатдаи унинг ён 

киррасинин. кубидан кичик эканлигини исботланг.
200. ABCD учбурчакли пирамидаиин.- асоси ABC да олинган



ихтиёрий О нукта оркали ОА' || DA, OB' || D B  ва ОС' || DC чизик- 
ллр утказилган. A' {-(DBC), В ' f(DCA), С' f  (DAB) текисликларга 

ОА' OB' ОС' ,
тегишли. — -  +  — — 4- — — — 1 эканини исботланг.

DA D B DC
201. Учбурчакли мунтазам пирамиданинг ён сирти Q га тенг, 

ён ёк асос текислиги билан а бурчак *осил килади. Пирамиданинг 
баландчигини топинг.

202. Учбурчакли мунтазам пирамиданинг тула сирти Q га, ён 
кирраларидаги бурчак о га тенг булса, унинг баландлигини то- 
пинг.

203. Учбурчакли мунтазам пирамида асосининг томони а га, 
ёи ёклари *осил килган икки ёкли бурчак а га тенг. Пирамида
нинг хажми ва ён сиртини топинг.

204. Учбурчакли пирамида баландлигининг уртасидан ён кир- 
рагача булган масофа h га, ён ёккача булган масофа b га тенг. 
Пирамиданинг хажмини топинг.

205. Учбурчакли пирамиданинг ён кирраларининг ва асоси
нинг икки томонининг узунликлари b га, асосининг тенг томонлари 
орасидаги бурчак о га тенг. Пирамиданинг кажмини топинг.

206. A BCD учбурчакли пирамидада DBC  ва ABC ёклар узаро
к

перпендикуляр булиб, D  учдаги текис бурчакларнинг .%ар бири —
3

га тенг, BD  =  DC — 1 см. Пирамиданинг ^ажмини топинг.
207. Учбурчакли пирамиданинг ён кирраларини 1»2, 1*2, 2«1 

нисбатда булувчи текислик пирамидани иккита купёкдикка ажра
тади. Бу купёкликлар хажмларининг нисбатини топинг.

208. Учбурчакли мунтазам пирамида асосининг юзи V  3 га 
тенг. Ён кирра асос текислиги билан ташкил килган бурчак учи
даги текис бурчакдан турт марта кичик. Пирамиданинг ён сирти
ни топинг.

209. ABCD учбурчакли пирамиданинг D  учидан туширилган 
баландлик ABC учбурчакнинг ортомарказидан утади. Агар D B=bt 
DC=c ва <Z?jDC«=90° булса, S AADB i S^ADC ни топинг.

210. ABCD учбурчакли пирамиданинг D  учида жойлашган
а

текис бурчаклар куйидагича: ^  ADB =  BDC — ADC — —.

AD кирра асос текислигига перпендикуляр булса, фВАСни топинг.
211. Туртбурчакли мунтазам пирамида асосининг марказидан 

ён киррагача булган масофа /г га ён ёккача булган масофа Ъ га 
тенг. Пирамиданинг хажмини топинг.

212. Туртбурчакли мунтазам пирамиданинг ён кирраларидан 
учтасини т ,  п, р нисбатда булиб утувчи текислик туртинчи ён 
киррани канлай нисбатда булади?

213. Туртбурчакли мунтазам пирамидада ён ёк асос текислиги 
билан о бурчак ташкил этади. Пирамиданинг кУшни ёклари ора
сидаги бурчакни топинг.

214. SABCD мунтазам туртбурчакли пирамида ён киррасининг 
узунлиги асос томоннннг узунлигидан икки марта катта. М, АВ 
томоннинг. А/, SC кирранинг Уртаси. SM ва BN  лар орасидаги 
бурчакни топинг.

215. Туртбурчакли мунтазам пирамиданинг ён кирраси b га 
тенг ва у асос текислиги билан а бурчак ташкил »тади. Пирами- 
данинг хажмини топинг.



216. Туртбурчакли мунтазам пирамида ён кирраси а га, шу 
Киррага жойлашган икки ёкли бурчаги р га тенг. Пирамиданинг 
хажмини топинг.

217. Туртбурчакли мунтазам пирамиданинг ён ёгй асос текис
лиги билан а бурчак ташкил этади. ён киррада жойлашган икки 
ёкли бурчакни топинг.

218. Туртбурчакли пирамиданинг асоси периметри р диагонал- 
ларининг орасидаги уткир бурчаги а булган тугри туртбурчакда» 
иборат. Пирамиданинг ён кирралари асос текислиги билан р бур
чак ташкил этса, унинг хажмини топинг.

219. Пирамиданинг асосида ён томонлари кичик асос билан тенг, 
катта асоси а га, утмас бурчаги а га тенг булган трапеция ётади. 
Пирамиданинг ён кирралари асос текислиги билан '$ бурчак таш
кил этса, унинг хажмини топинг.

220. Пирамиданинг асоси тен' ёнли трапеция булиб, унинг асос
лари а ва b (а>Ь) га тенг, хамда диагоиалларипииг тенг булмаган- 
булаклари узаро ср бурчак хосил килади. Пирамиданинг баланд
лиги трапеция диагоналларининг кесишиш нуктасилан Утади. 
Асоснинг параллел булган томонларига жойлашган икки ёкли бур- 
чаклар нисбати 2 :1 . Пирамиданинг хажмини топинг.

221. Учбурчакли мунтазам АВСА1В ХС{ кесик пирамиданинг 
ABC катта асосининг томони b га генг. А нуктадан А\ВС\ гача 
булган масофа т. га, В  нуктадан эса п га тенг. Кесик пирамида
нинг баландлигини топинг.

222. Туртбурчакли мунтазам пирамида асосларининг томонлари 
а ва b га. ён сирти асослари юзларининг йигиндисига тенг. Кесик 
пирамиданинг баландлигини топинг.

223. Туртбурчакли мунтазам кесик пирамида асосларининг юз
лари а2 ва Ь2 ia тенг. Асосларига параллел ва кесик пирамида 
хажмини тенг иккига булувчи кесим юзини топинг.

224. Асосларининг юзлари а ва Ъ булган кесик пирамиданинг
a-\-b+\f ab ' .

Урта кесими юзи т  булса, т = ------- ----------  эканини исботланг.

225. п бурчакли мунтазам пирамиданинг учидаги текис бурча
ги а га тенг. Иккита кУшни ёклари хосил килган икки ёкли 
бурчакни топинг.

226. п бурчакли мунтазам пирамиданинг ён ёклари асос текис
лиги билан с< бурчак ташкил этади. Ён кирранинг асос текислиги 
билан хосил килган бурчагини топинг.

227. Агар туртбурчакли мунтазам кесик пирамиданинг диаго
нали 18 ем, асосларининг томонлари эса 14 см ва 10 см булса, 
унинг хажмини топинг.

228. Мунтазам туртбурчакли кесик пирамиданинг апофемаси 
катта асос текислиги билан а бурчак ташкил этади. Кесик пира
мида асосларининг томонлари а ва / 3  <г га тенг булса, шу пира
миданинг тула сиртини топинг.

229. Мунтазам туртбурчакли кесик пирамида катта асосининг 
томони а га, кичик асосининг томони Ъ га, ён ёгининг уткир бур
чаги а га тенг. Шу кесик пирамиданинг хажмини топинг.

230. Мунгазам октаэдрни текислик билан шундай кесиш мум- 
кинки, натижада кесимда мунтазам олтибурчак хосил булади. Ис
ботланг.

231. Кирраси а га тенг булган мунтазам октаэдрнинг хажми
ни топинг.



"232. Куб ёкларининг Урталари охтаэдрнинг учлари булиб хиз- 
млт килади. Агар кубнинг сирти т 2 га тенг булса, октаэдрнииг 
сиртини топинг.

233. Куб ёкларининг урталари октаэярнинг учлари булиб хиз
мят килади. Куб хажмииииг октаэдр хажмига нисбатини топинг.

234. Мунтазам октаэдрнииг кирраси a i а тенг. Октаэдр ёкла
рининг Урталари бошка бир мунтазам купёкликнинг учлари булиб 
хнзмат килади. Купёкликнинг турини аникланг хам да киррасининг 
узунлигини топинг.

235. Мунтазам додекаэдрии текислик билан шундай кесиш 
мумкинки, натижада кесимда мунтамм олтибурчак хосил булади. 
Исботланг.

236. Кирраси а га тенг булган мунтазам додекаэдрнинг тула 
сиртини топинг.

237. Кирраси а га тенг булган мунтазам додекаэдрнинг хажми
ни топинг.

238. Кирраси а га тенг булган мунтазам икосаэдрнинг тула 
сиртини топинг.

239. Кирраси а га тенг булган мунтазам икосаэдрнинг хажми
ни топинг.

5 §. Айланма жисмлар

Цилиндр, конус, шарлар айланма жисмларга тааллук- 
ли жисмлардир.

Турри туртбурчакнинг бир томони атрофида ай- 
ланиши натижасида цилиндр *осил цилинади ва шун- 
га ухшаш турри бурчакли учбурчакнинг бирор катети 
агрофида айланишидан конус ёки ярим доиранинг диа- 
метри атрофида айланишидан шар ){осил цилиш мум
кин эканлиги равшандир

Цилиндрик сирт ва параллел текисликлар билан 
чегараланган жисм цилиндр деб аталади (62-чизма).

Цилиндрнинг ён сирти асос айланасининг узунлиги 
билан баландлигининг купайтмасига тенг: 5е„ =  2nRH. 
Цилиндрнинг тула сирти: 5 Т =  5gH+ 2 S ac =  2 v R ( H R ) .  
Цилиндрнинг *ажми асосининг юзи билан баландлиги- 
нинг купайтмасига тенг: V =  Sac- H =  nR*H.

Каноник сиртнинг учидан бир томонда жойлашган 
на ясовчиларнинг ^аммасини шу учдан бир тарафда 
кесувчи текислик билан чегараланган жисм конус деб 
аталади (63- чизма). Конуснинг ён сирги асос айлана
сининг узунлиги билан ясовчиси купайтмасининг ярми- 
га тенг: 5 ен=те/?/. Конуснинг тула сирти: ST= S e,i +-5ас=
: ’*R(R-\-l). Конуснинг *ажми асосининг юзи би
лан баландлиги купайтмасининг учдан бирига тенг:

* R 'H .



62- чизма. 63- чизма.

Кесик конус деб, бутун конуснинг асоси билан 
унинг асосига параллел кесувчи текислик орасига олин
ган булагига айтилади (64-чизма). Кесик конуснинг ён 
сирти асосларидаги айланалар узунликлари йигиндиси- 
нинг ярми билан ясовчисининг купайтмасига тенг: 
5ен=  •*/(/?+/•). Кесик конуснинг т^ла сирти: S x= S - f eH 
-f-Sac- f  sac==it(/?2-|-r2-i-/?/-br/). Кесик конуснинг хажми 
кесик конус билан бир хил баландликка эга булган 
учта конус хажмларининг йигиндисига тенг: бунда 
улардан бирининг асоси шу конуснинг остки асоси, 
иккинчисиники устки асоси б^либ учинчисининг асо- 
сини юзи эса, остки ва устки асосларнинг юзлари ора
сидаги геометрик мицдордир: V — — rcH(R*-\-r2 +  R r) .

О
Таъриф.  Фазонинг берилган ихтиёрий бир нукта- 

сидан берилган R  масо{>адан катта булмаган масофа
да ётувчи барча нукталар тупламига шар дейилади 
(65-чизма).

Шарни текислик билан кесиш нагижасида хосил 
булган хар кандай кесим дойра булади. Шарнинг мар- 
казидан утган хар кандай текислик унинг сиртини уза
ро симметрик ва тенг икки булакка булади. Шарга 
уринма текислик утказилса, бу текислик уриниш нук-



64- чизма 65- чизма.

тасида радиусга перпендикуляр булади. Шарнинг сир
ти катта дойра айланасининг узунлиги билан шар диа- 
метрининг купайтмасига тенг: 5  =  4kR2. Шар камари* 
нинг сирти: S  =  2%RH (бу ерда //—шар камарининг 
баландлиги).

Шар сегментининг сирти: S=2%Rh (бу ерда Л—сег
мент баландлиги).

Шар сегментининг хажми шундай цилиндрнинг хаж- 
мига баробарки, бу цилиндр асосининг радиуси сег- 
ментнинг баландлигидан иборат, баландлиги эса шар 
радиусини сегмент баландлигининг учдан бири кадар

камайтирилганига тенг: WmщH'2̂ R — у

Шар секюрининг хажми унга мос булган шар ка* 
марининг сиртини (ёки мос сегмент сиртини) радиус-

нинг учдан бирига купайтирилганига тенг: V =  -^nR2H
3

(бу ерда Н — шар камарининг баландлиги).
Шарнинг хажми унинг сирти билан радиуси купайт-

4 1масининг учдан бирига тенг: V =  — nR3 ёки V =  — тсd3.
3' 6

Шарнинг сирти унга таш^и чизилган цилиндр тула 
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66- чизма. “  67- чизма.

В !сиртининг — булагига, хажми эса ташки чизилган
з

• 2
цилиндр зажмининг — булагига тенгдир.

3
Айланма жисмларга оид масалалар ечишга наму- 

налар келтирамиз.
1-м а сала. Асосининг радиуси R  ва баландлиги Н  

булган иккита цилиндр бирининг ясовчиси,- иккинчи- 
сининг уки билан устма-уст тушган з̂ олда кесишган 
булса, кесишишдан досил булган жисм хажми топил- 
син (66-чизма).

Б е р и л г а н :  Цилиндр, OC — R , СЕ*=*Н.
Т о п и ш  к ерак :  1/х (J 1/2==?
Е ч и ш .  Кесишишидан хосил булган жисмнинг асо

си радиуси R  булган иккита доиранинг бир-бирлари- 
нинг марказлари оркали утиши натижасида хосил бул
ган кесимдан иборат. Шунинг учун унииг юзи

S ac =  2rc/?2- 2 S cer булади. Z .A O .D -  60°, \
щ

^ А О В = 120° б^лгани учун, SAcy*cer=  ва ^ o ;s cer =

3 4 12 '  г  '



I l l y i i длП цилиб, Sac*= 2тсД)а— — (4тс - Зу^З) — — (8ic-|-
•''||| •' 4  ̂ §

| Ц|/ хосил булади.
Ж а в о б . У —5ас- я =  - ■  ' I . I

.6 I
2- масала. Конуснинг асос и да а узунликдаги ва- 

| пр а га тенг ёйни тортйб туради. Агар конус баланд
лиги исовчиси биланрбурчак ташкил4этса, унинг хаж
мини топинг (67-чизма).

1>ерилган:  BCD  конус, АВ — а, ^  ЛОВ ==%
, . - о т щ .  .1

Т о п и ш  керак:  Кк=  ?
12 ч и Ш. МасаланинГ шартига кура А В=а , АОВ=а  

булгани учун д £ О Л  тенг ёнли ва ОБ баландлик хам
биссектриса хам медианадир. Бундан А Е =  Щ экани ке?

щ' ' * • ‘V Ч /• • 2   ̂ .у
либ чицади. Тугри бурчакли учбурчак ОЛ£ дан: ОЛ«= 

- - Я  ■ ёки # — — . Учбурчак DQZ? дан: DO ~
а Ш а

sin  — 2sln —
2 • _ - ■ 2 ;

ш ОВ-ctgp ёки tt=/?ctg:P =  — у холда Кк^ 2 -  5 асХ
i 28Ш-Д 3 . . .

2
V  /■/—  _L ”а* - actgft

3 „а  .а
4sina— 2sin —

Ж ав о б: ■}] h ■ ^ V ; s
24sin3 щyCt

3-м а сала. Кесик конуснинг I  ясовчиси пастки 
асос текислиги билан а 
бурчак хосил килса ва 
Узипинг юкориучи билан 
)<аршидаги ясовчининг- 
ясосда ётган учини бир- 
лаштирувчи тугри чи
зикка перпендикуляр 
булса, кесик конуснинг 
тула сирти ва хажмини 
топинг (68-чизма).

Б е р и л г а н :  А ВАХВЛ 
кесик конус, Л Л , == /,
^ A xA B = o .t ^ A A XB S 0 °.



Т о п и ш  керак :  S T.C= ?  VK~=?
Е ч и ш .  Учбурчак ЛЛ,С турри бурчакли ва Л Л , — I  

булгани учун A C = l cos а га тенг булади. Д Л Л ,В  тур
ри бурчакли б^лг^ни учун А В =  2R — — б^либ, бун

дан у *олда r ^ R  — AC 
2cosa

COSa 
/

2cosa
—  I  COS a

i(\— 2cosgg) ^оснл булади. Натижада: S ac —
. 2  COS a
%Iя 0/ о */*( l-«H ’«)» i *  . о, 5''= n r2= —---------------(бу ерда 5  остки асов

4cos*<*' 4cos3o
юзи, S ' устки асос юзи). Демак, кесик конуснинг тула 
сирти:

\4c0S2a '

Р(\— 2cos%)2
4cos*z

j /а J /3(1— 2cosaa) \ 
2cosa 2cosa /

cos2a
^cos’a —  COS8a —  COS2a -f COSa -f- —  j

A A A tC дан H  =  /sina эканини хисобга олинса, 

V =  i  it H(R2 +  rR  +  R2) =  " /s,na

X (
X

з
l*  /2(1—2eos2c)2 j  /*(1—2cos8a) \ 

4c0Saa 4cos3a 4C0S2a /
n / 3S l l la

12cos2a
(4cos4a — 6cOS3a-j- 3).

Демак, VK =  — —  (4 cos4a — 6 cos2a +  3).
12cOS2a

4-масала.  R  радиусли шардан у к кесими а бур
чакли булган шар сектори ажратилган. Шусекторнинг 
тула сирти ва хажми топилсин (69-чизма).

Б е р и л г а н :  (О; R) шар, ^.АОВ= a
г  Т о п и ш  к е р а к :

5-г*сек = =  ** S 3  1^сек =  ?

Е ч и ш .  Масаланинг 
шартига кура шарнинг 
радиуси S . Сегмент ба- 
ландлигини CD =  h ва 
радиусини A D —г  оркали 
белгилайлик. AACD  да:



. CAD  « , чунки -«£ CAD — ~  га тенг
4 2 2

•ди.
&ACD  дан: /z=rtg A A DO дан r=/?stn У хол- 

да //. =  rtg - -  =Rs\n tg - j  экани келиб чиь;ади. Де- 

мяк, шар секторининг хажми V=- — те R 2h =  те#3sln3 ~
3 3 4

булади. S r=TtR(2h 4- г) эканини хисобга олсак, у хол- 
да 5T =  ir^ :!sin-^ (2tg — + 1 )  хосил булади.

2 4

Машцлар
240. Конус асосининг айламасига Утказилган уринма уриниш 

муктасидан утказилган ясовчига тик эканлигини исботланг.
241. Икки сферанинг узаро жойлашишига цараб уларнинг ух- 

шашлик маркази масаласини караб чикинг.
242. Берилган икки сферага уринувчи текислик ё уларнинг Ух- 

шашлик марказидан утиши ё марказлар чкзигига параллел були
шини исботланг.

243. Учбурчакнинг навбати билан Уз томонлари атрофила аи
лами ши ля м *осил бул!ан конуслар х;ажмларининг нисбати уша то- 
моиларнинг нисбатларига тескари пропорционал эканлигини исбот
ланг.

241. Тугри призманинг асоси—карама-карши бурчакларининг 
йигиндиси 2d булган туртбурчак. Шу призмага ташки сфера чизиш 
мумкин эканлигини исботланг.

246. Хар кандай тугри бурчакли параллелепипедга ташки сфе
ра чизиш мумкин лиги л  и исботланг.

246. Конуснинг кажми асоси ва баландлиги Ушандай булган 
цилиндр .\.ажмидаи шу цилиндр ён сиргини унинг асоси радиуси- 
нпиг учдан бирига купайтмаснии айрилганига тенгэканлигини ис
ботланг.

247. Конуснинг баландлиги унинг асосининг диаметрига тенг. 
Конус асоси юзининг уймиг ён сиртига нисбатини топинг.

248. Конуснинг кажмини унинг ён сирти 6' ва асосининг мар
ка-ждан ясовчиси гача бул1ан масофа d оркали ифодаланг.

24У. Цилиндрни "тугри бурчакли туртбурчакни унинг бирор 
томони агрофида айлаитирнб >;осил цилиш мумкин. Цилиндр хаж- 
ми V ни тугри туртбурчакнинг юзи S  ва унинг диагоналларининг 
кесишиш нуктаси чизган айлананинг узунлиги С оркали ифо
даланг.

250. Агар икки тенг конус умумий балаидликка ва параллел 
асосларга эга булса, у *олда уларнинг умумий булагининг хажми 
*ар бир конус х;ажминииг туртдан бирига тенг булишини исбот
дилинг. v

251. Конуснинг баландлиги учта тенг булакка булинган. Учла
ри булиниш нукт.аларида жойлашган, ясовчилари эса берилган ко
нус ясовчисига параллел ва у билан йуналишдош булган конуслар 
ясалган. Берилган конус хажми кандай булакларга булинган?



252. Кандай шарт бажарилганда турт ёкли бурчакка ташки ко
нус чизиш мумкин?

253. Конуснинг баландлиги h га тенг. Узаро перпендикуляр 
булган икки ясовчи конус сиртини 1 :2  нисбатда булади. Конус 
Хажмини топинг.

254. Конус сиртда узаро перпендикуляр булган учта ясовчи 
Утказиш мумкин булсин. Конус сиртнинг Ук кесимнда хосил бул
ган бурчак косинусини топинг.

255. Цилйндрнин** ясовчисига тик булган ксспмппнг юзи Q га, 
Ук кесимнинг юзи эса S  га тенг-. Бу цилиндрнинг тула сиртини 
ва хажмини топинг.

256 Тенг ёнли цилиндрнинг устки асоси анланасинннг бир нук- 
таси пастки асоси айланасинпнг бир нуктаси билли туташтирилган 
булиб, бу тугри чизик асос текислиги билан а бурчак хосил ки
лади Бу тугри чизик билан цилиндр уки орасидаги энг киска ма
софани топинг.

257. Конуснинг хажми унинг ён сирти юзи билан асосининг 
марказидан ясовчисигача булган масофа купайтмасннннг учдан би- 
ри!а тенг эканлигини исботланг.

253. Конуснинг а бурчак ташкил э т у в ч и  икки ясовчиси оркали 
Утган текислик асос текислиги билан р бурчак ташкил этади. Ке
сим юзи S  ia тенг б-улса,' конуснинг балаидлигинн топинг.

259. Конус текисликда ётган булиб, унда узининг кузгалмас 
учи атрофида 'думалайди. Конуснинг баландлиги h га, ясовчиси I  
га тенг. Конуснинг баландлиги чизган сиртнинг юзини хисобланг.

260. Конус текисликда ётган булиб, унда узининг кУзгалмас 
учи атрофида думалайди. Бунла конуснинг баландлиги бери .тан 
конус ёйилмасига ухшаш булган сирт чизади. Ш у сирт юзининс 
берилган конус сирти юзига нисбатини топинг.

261. Шар сиртида хар бири колган учтаси билан уринувчи 
туртта айланалар берилган Агар шар радиуси R  булса, айлана
лар радиусинн топинг.

262. R  радиусли шарда диаметри шар радиусига тенг, уки 
шар марказидан Утувчи цилиндрик тешик хосил килинган. Шар
нинг, колган булагининг хажмини топинг.

263. Кесик конуснинг баландлиги унинг асосларинннг диамет
ри орасида урта пропорциоиал булса, у  холда бундай кесик ко- 
нусга шарни ички чизиш мумкин эканлигини исботланг.

264. Конус ён сиртинипг юзи асосининг юзидан икки марта 
катта. Унинг ук кесиминииг юзи Q га тенг. Конуснинг хажмини 
топинг.

265. Цилиндр ва шар берилган. Цилиндр асосининг ва шар
нинг радиуслари тенг. Цилиндр тула сиртининг шар сиртига бул
ган нисбати т :  п каби. Уларнинг хажмлари нисбатини топинг.

266. Радиуси г  булган ярим доирадан конус сирт уралгаи. 
Хосил булган конуснинг хажмини топинг.

267. Конус асосининг радиуси R  га, унинг ён сирти ёйилма- 
сининг учидаги бурчаги 90° га тенг Конуснинг хажмини топинг

263 Конус ён сиртининг ёйилмаси марказий бурчаги 120й га, юзи 
эса S  га тенг булган сектордан иборат. Бу конуснинг хажмини то
пинг.

269. Конуснинг тула сирти itS  кв бирликка тенг. Конус ён 
сиртининг текисликка ейилмасининг марказий бурчаги 60° булган 
сектордан иборат. Конуснинг хажмини аникланг.

270. Конуснинг баландлиги Л га тенг. Бу конус ён сирти ёйил-



млсиникг маркааий бурчаги 1201' га тенг булган сектордлп иборат. 
Конуснинг кажмини топинг.

271. Томонлари 4 ва б см, уткир бурчаги 30° булган парал
лелограмм узининг катта томони атрофида айланишидан косил бу- 
лвдигян жиемминг сирти ва кажмиии топииг.

272. Юзи Q га тенг булган ромбни унинг бирор томони ат
рофида аПланишидан косил булган жиемнинг сиртини кисоблаиг.

273. Ромб олдин узининг. катта диагонали атрофида сунгра 
кичик диагонали атрофида айланади. Бунда косил булган айланма 
жисмлар кажмларининг нисбати улар сиртларининг нисбатига тенг 
вканлигини исбот килинг.

274. Томонлари а, b ва с га тенг булган учбурчак навбат би
лан кар бир томони атрофида айланчирилади. Бунда косил булади- 
гап жисмларнинг кажмлари нисбатини топинг.

275. Конус S  юзли турри бурчакли учбурчакнинг бир катети 
атрофида айланишидан косил булган. Агар бу учбурчакнинг айла- 
пишида унинг медианаларининг кесишиш нуктаси чизган айлана
нинг узунлиги L  га тенг булса, конуснинг кажмини топинг.

276. Томонлари 10 см, 17 см ва 21 см булган учбурчак узи
нинг катта томони атрофида айланади. Хосил булган жиемнинг 
кажмиии ва сиртини аникланг.

277. Тенг ёнли учбурчак асосининг бир учи оркали ён томони- 
га параллел утган турри чизик атрофида айланмокда. Агар уч
бурчакнинг ён томони а га, асосидаги бурчаги а га тенг булса, 
айланма жисмиинг кажмини топинг.

278. Асослари 2 см ва 3 см камда Уткир бурчаги 60° булган 
тенг ёнли трапеция узининг кичик асоси атрофида айланади. Хо
сил бУлган айланма жиемнинг сиртини ва кажмини аникланг.

279. Периметри 2 р га тенг булган параллелограмм узунлиги 
d га тенг диагоналининг учига перпендикуляр килиб зпказилган

280. Томонлари а ва Ь, уткир бурчаги а булган параллелограмм 
катта диагоналининг учига перпендикуляр килиб утказилган Ук 
атрофида айланади (Ук параллелограмм текислигида ётади). Хосил 
булган айланма жиемнинг кажмини топинг.

281. Квадрат узининг бир учи ва бу учдан чикмаган томони- 
нииг уртасидан Утувчи ?к атрофида айланмокда. Хосил булган ай
ланма жиемнинг кажмини ва тула сиртини топинг.

\ .
6-§. Геометрик фигуралар комбинацияси

Алохида фазовий фигураларнинг улчамларини хи* 
соблаш куп зам цийинчилик. тугдирмайди. Бунинг 
учун аксарият холларда, айтайлик, хажм, юза ва шу 
кабиларни хисоблаш формулаларини билиш ва масала 
шартида берилган маълумотларни бир озгина ишлаб 
шу формулаларга келтириш кифоялик ^илади.

Аммо фазовий фигураларнинг комбинациясига таал- 
лукли булган масалаларни ечиш кишидан нафа̂ ат ан- 
чагина чукуррок ва кенгрок булган 0и л им ларни, балки 
янада юксакрок савиядаги мантиций фикрлашни хам



талаб килади. Бундай масалаларни ечишда юцоридаги 
параграфлардаги масалаларни ечиш учун зарур булган 
билимларни комплекс холда хамда хар бирининг 
^рнини топиб куллай билиш лозим булади.

Юкоридаги параграфларда куллаиилгаи билимларни 
такрорлашни ^кувчининг узига ха вола килган холда 
турридан-турри масалалар ечишга угамиз. '

1- масала. Мунтазам туртбурчакли пирамида га куб 
шундай жойлаштирилганки, кубнинг туртта учи ён 
кирраларида, ^олгаи учлари эса пирамида асосида ёта
ди. Агар пирамиданинг баландлиги Н  ва ён кирраси I  
булса, кубнинг кирраси топилсин (70-чизма).

Е ч и ш .  Масаланинг шартига кура д 6 0 ,А/1,с©ASOCt 
чунки О,/V, || ОС ва SOC учбурчак турри бурчакли уч- 
бурчакдир. Бу ухшашликдан SQt : 5 0 = 0 ,^ , :  ОС. Агар 
Е Е х= х  деб олсак, SOl =  SO --O O x==H— x. $ 0 = Н ,
Q1N i= - — ва О С =У  1г—Н 2 булганидан, =  х-----

/ 2  Н  / 7 /  1*-Н*
пропорцияни хосил циламиз. Натижада Е Е х= х = ~  
«= ------- _ _ _ _ _  цийматга эга буламиз.

//+  /Щ Р—Ш 2)

Ж  а в о б. Кубнинг киооаси Е Е Л =  - Н ' — -  н*1~.

2-м а сала. Радиуси R  булган шарга конус жой
лаштирилган. Агар конуснинг ук кесими учидаги бур
чаги а булса, асосининг радиуси  ̂ ясовчиси ва хажми 
топилсин (71-чизма).



Г. ч и in Масаланинг шартига 
кури шар радиуси R  ва конуснинг 
уц кесими учидаги бурчаги о га 
тенг па Д Л SB  тенг были. 5 0 , ни 
гмпр сирти билан кесишгунча да
ном этги рамиз ва Е  нуктани хосил 
цпламмз, Gy игра Д 5 Л £  да ^ SA E—
—90°, S E  =  2R ва ^ Л 5 Я =Щ  эка- С

/л

ни ^исобга олинса, у холда Л5 =
•- 2R  cos — хосил булади. ASAO t 

дан
Л 0 ,=  г  *=/?si па,

S 0 , =  A =2/?cos2 —. , ■ 72
2

Юцоридагилардан конус асосининг юзи 5— тег2 =
— it./?*sln*a га тенг булиб, конуснинг хажми И =
—» ^  те /??sinsa2^cos2 — =  ic/?3sin2acosa —> булади.

о Z о ~ 2
Ж  а во б. Конуснинг радиуси r  =  /?sina, ясовчиси 

/ — 2/? cos--, хажми 1/= ~  ^/?%in2acos2 —.
2 3 2

З-масала.  Конус асосининг радиуси R  ва ук ке
сими учидаги бурчаги а булса, у холда шу конусга 
ташци чизилган мунтазам учбурчакли пирамиданинг 
хажми топилсин (72-чизма).

Е ч и ш .  Масаланинг шартига кура О Е =  R  ва АВ  =
ВС—АС булгани учун, ОЕ — ̂ -АЕ, Бундан А Е =  2>RX

3

А Е =  —  АВ ёки Л Я = 4 г  AE=2y^3R. a O D E  дан 
2 / 3

Z.O D E=  у ,  DO=OEoXg ^ =  R  ctg - j  ни ёза оламиз.

Демак, 5длвс =  А В-А Е= ~ )- 2R-/3  • 3/? = 3 / 3 Я 2 

хосил булади. У холда пирамиданинг хажми

S e .« - i3 / a R * / ? c lg  i = / 3 « sctg'^ булади.

Ж  а в о б. V  ==/3/?3ctg



Машцлар
282. Кирраси а га тенг б^лгаи кубга ички ва ташки чизилган 

шарларнинг радиусларини топинг.
283. Кирраси а га тенг булган мунтазам тетраэдрга ички ва 

ташки чизилган шарларнинг радиусларини топинг.
284. Кирраси а га тенг булган мунтазам тетраэдрнинг барча 

кирраларнга уринувчи сферанинг радиусинн топинг.
285. Кирраси а г,а тенг булган мунтазам октаэдрга ички ва 

ташки чнзилин шарларнинг радиусларини топинг.
286. Сферага ички па ташки чизилган мунтазам тетраэдрлар 

Хажмларининг нисбатини топинг.
287. Тетраэдрга ички ва ташки сфералар чизилган. Шу сфера- 

лар сиртларининг нисбатини топинг.
288 Шарга тенг томонли конус ички чизилган. Бу жисмлар 

Хажмларининг ва сиртларининг нисбатларини топинг.
283. Шарга баландлиги унинг радиусига тенг бУлган цилиндр 

ички чизилган. Цилиндрнинг сирти шарни бир неча булакларга 
булади. Хосил булган фигураларнинг хажмларининг нисбатини 
топинг.

29J. Конус баландлигининг унга ташки чизилган шар радиуси
га нисбати q га тенг. Бу фигуралар хажмларининг нисбатини то
пинг.

291. Конусга шар ички чизилган. Конус тула сиртининг шар 
сиртига нисбати уларнинг хажмларининг нисбати каби эканлигини 
исботланг.

292. Конусга шар ички чизилган. Шар сиртининг конус асоси
нинг юзига нисбати 4 :3 . Ук кесим конус учида хосил киладиган 
бурчакнинг катталигини топинг.

293. Баландлиги h асос айлаиасининг радиуси г  булган конус
га ички чизилган шар хажмини топинг.

294. Кубнинг кирраси а га тенг. Уки кубнинг диагонали би
лан устма-уст тушувчи хамда кубнинг кирраларига уринувчи ци
линдрик сирт асосининг радиусинн топинг,

295. Кирраси а га тенг булган мунтазам тетраэдр цилиндрга 
шундай и чьи чизилганки, унинг карама-карши икки кирраси ци
линдр асосларининг диаметри булиб хизмат килади. Цилиндрнинг 
хажмшщ топинг.

296. Кирраси а га тенг булган куб цилиндрга ички чизилган. 
Цилиндрнинг хажмини топинг.

297. Кирраси а га тенг булган мунтазам октаэдр цилиндрга 
ички чизилган булиб, бунда октаздрнинг иккита карама-карщи 
учи цилиндр асосларига ички чизилган. Цилиндрнинг хажмини 
топинг.

298. Тенг томонли конусга ички чи ;илган икки шарларнинг 
бири конуснинг ён сиртига ва асосига уринади, иккинчиси эса ко- 
нусиинг ён сиртига ва биринчи шарга уринади. Шарлар хажмлари- 
нинг нисбатини топинг.

299. Кесик конусга шар ички чизилган. Кесик конус хажми- 
нинг шар хажмига нисбати 13:6. Конус ясовчисининг асос текис
лиги билан ташкил этган бурчагини топинг.

300. Конуснинг баландлиги к  га, шу баландлик билли ясовчи 
ташкил этган бурчак а га тенг. Маркази конус ичидя жойташган 
хамда конусни иккита тенгдош фигурага ажратуйй сферанинг 
радиусинн топинг.



HOI. Тетраэдрнинг ёй кирралари узаро тик булиб, узуиликла-
1 ш ч, о, с г я тенг. Тетраэдрнинг хажми Da унга ташки чилнлган 
гфорлиииг радиусинн топинг.

302. К >нус цилиндр билли умумий асосга эга булиб, учи ци
линдр иккинчи асосининг марказига жойлашган. Цилинлрпинг ва 
конуснинг тула сиртларининг ннсбатлари 7 :4 . Конуснинг Уки би
лан жоичиси орасидаги бурчакни топинг.

303. Баландлиги h га тенг булган конуснинг ён сиртини п : т  
нисбатда булувчи (нисбат конус учидан хиеоблаисин) сферанинг 
днладетри конус баландлигига тенг. Конус радиусинн топинг.

304. Баландлиги конус асосининг радиуеига тенг булган ци
линдр конусга ички чизилган булиб, цилиндр тула сиртининг ко
нус асос юзига нисбати 3 :2 . Конуснинг Уки ва ясовчиси орасида-
I и бурчакни топинг.

305. Асоси турри бурчаклй учбурчак булган тугри призмага 
шар ички чизилган. Асосда тугри бурчак учидан гипотенузага 
туширилган балаидлик h катетларининг бири билан а бурчак хо
сил килади. Призманинг хажмини топинг.

З.,6. Учбурчакли мунтазам пирамидага шар ички чизилган бу
либ, пирамида хажмининг шар хажмша нисбати 27^ 3 :4 5  га тенг. 
Пирамида ён ёгИнинг асос текислиги билан хосил килган бурча-
I IIIIII топинг.

307. Асоси уткир бурчаги а булган ромбдан иборат булган 
пирамидага г  радиусли шар ички чизилган. Пирамида ён ёклари 
асос текислиги билан р бурчак ташкил этади. Пирамиданинг хаж
мини топинг.

308. ABCD учбурчакли пирамидада £>/1, D B  ва DC Кнрралар 
узаро тик булиб А В=ВС —а, BD —b. Пирамидага ички чизилган 
шар радиусинн топинг.

Зи9. Мунтазам туртбурчакли пирамидага ташки чизилган шар 
радиуси унга ички чизилган шар радиусидан уч марта катта. Пи* 
рамидаиииг ён ёри билан асос текислиги орасидаги бурчакни ти- 
н и иг. -

310. Шарга ташки чизилган конуснинг тула сирти шар сирти- 
дан п марта катта. Шар хажмининг конус хажмига нисбатини то
пи и г.

311. Радиуси R  га тенг булган шарга ташки чизилган кесик 
конус тула сиртининг шар сиртига нисбати т  га тенг. Кесик ко
нус асосларининг радиусларини топинг.

:»IJ. Шарга ташки чизилган конуснинг тула сирти шар сирти.-. 
дап п марта катта. Конус ясовчисининг асос текислиги билан таш
кил килган бурчагиии топинг.

313. Конуснинг баландлиги унга ички чизилган шар радиуси
дан тур г марта катта. Конуснинг ясовчиси b га тенг. Конуснинг 
бн сирти ва унга ташки чизилган шарнинг радиусинй топинг,

314. Ён ёклари квадрат булган учбурчакли мунтазам призма 
К радиусли шарга ички чизилган. Призма киррасининг узунлиги- 
(III топинг.

315. A BCD  учбурчакли пирамиданинг D учидаги барча текис 
бурчаклари тугри. Шу пирамидага'ташки чизилган шарнинг мар
кази, АЗС учбурчакнинг огирлик маркази хамда D нукта бир тур
ри чизикда ётишини исботланг.

316. Тетраэдрнинг карама-карши кирралари узаро перпенди
куляр. Карама-карши кирраларнинг Урталарини бир'лаштирувчи
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*ap бир кесма шу тетраэдр:а ташки чизилган шарнинг радиурпа 
тенг эканлигини исботланг.

317. Бир учига жойлашган текис бурчаклари тугри булган
тетраэлрга ички ва ташки шарлар чизилган. 2R  :г> 3 (1  +  /'д) эка- 
ннни исботланг.

318. ABCD тетраэдрга г  радиусли шар ички чизилган, Бу шар
га уринувчи ва ёклариI а параллел булган текисликлар ABCD тет- 
раэдрдан туртта тетраэдр ажратади. Шу тетраэдрларга ички чи
зилган шарлар радиуслари г 3, г а, булсин. r , - j - r 2 +  г 3+ г 4*=2г 
эканини исботланг.

319. Туртбурчакли мунтазам ппрпмидага куб куйидагича ички 
чизилган: кубнинг туртта учи пирамиданинг ён кирраларида ётади, 
колган туртта учи пирамида асосида ётади. Агарда кубнинг *аж-

• 4
ми Vlt пирамиданинг хажми V  булса, Vx<  — V  эканини исботланг.

320. Кесик конуснинг ясовчиси ён сирти юзига тснгдош бул
ган доиранинг радиусига тенг. Бундай кесик конусга шарии ички 
чизиш мумкин эканлигини исботланг.

321. Кесик конуснинг баландлиги унинг асосларининг диаметр- 
лари орасида урта пропорционалдир. Бундай кесик конусга шарни 
ички чизиш мумкин эканлигини исботланг.

322. Туртбурчакли мунтазам пнрамидага ички ва ташки Чизил

ган шарлар радиуслари г  ва R  булсин. — > / 2 + 1  эканини исбот

ланг. ■
323. Туртбурчакли мунтазам пирамиданинг ён ёги асос текис- 

лши билан а бурчак ташкил этади. Пнрамидага ички чизилган 
шарнинг радиу.си г  га тенг. Шар марказидан пирамида асосига 
параллел Утказилган текислик хосил килган кесим юзини топинг.

324. Учбурчакли мунтазам пирамиданинг баландлиги Л га, учи
даги текис бурча; и а га тенг. Пирамидага ташки чизилган шар 
радиусини топинг.

325. Хажми V га тенг булган конусга ички чизилган пирами
данинг асоси уткир бурчаги а булган турри бурчакли учбурчакдан 
иборат. Пирамиданинг \ажмини топинг.

326. Кирраси а га тенг булган кубга цилиндр куйидагича ички 
чизил:ан: цилиндрнинг Уки кубнинг диагоналида ётади, цилиндр- 
нинг >;ар бир асоси кубнинг учта учи оркали утувчи текисликлар- 
да ётади. Цилиндрнинг ён сиртини топинг.

327. У'.'бурчакли мунтазам пнрамидага R  радиусли шар ташки 
чизилган. Пирамиданинг учидаги текис бурчаги а булса, унинг ён 
кирраси узун игини топинг.

328. Ён киррасидаш икки ёкли бурчаги 2а булган учбурчакли 
мунтазам пирамидага шар ташки чнзилган. Пирамида ^ажмининг 
шар ха а ми га нисбатини топинг.

32Э. Пирамиданинг асоси томони а ва Уткир бурчаги а булган 
ромбдам иборат. Асосида жойлашган икки ёкли бурчакларнинг 
'дар бири <р га тенг. Шу пирамидага ички чизилган шар кажмиии 
топинг.

330. Шар конуснинг учидан У гиб, унинг асосига уринади. Ко
нуснинг тУла сирi и щар сиртидан икки марта катта эканлигини 
исоотланг. Уларнинг хажмлари кандай нисбатда булади?

331. Конуснинг ясовчиси асос текислши билан а бурчак таш-



Nit л 1ТЛДИ. I l ly  копу era шар ташки чизилган. Конус зджмининг 
iiiA ji v i жми! л нм сб а тмим топинг.

Л В CD тетраэдрда АВш б, Г£>— 8 бу'либ, цолгап кнррала- 
ринннг узу или клари |/?4. Тетраэдрга ташки чнзилган шарнинг 
рлдиусипи топинг.

333. Учбурчакли мунтазам пирамидага R радиусли шар ички 
чизилган. Пирамиданинг 6н кирраси асоснинг томоши а тем г. I I  и- 
рямиданинг .хажминч топинг.

334. Кирраси а га тенг булган мунтазам тетраэдрга ички чи- 
внлгаи тенг томонли цилиндрнинг баландли1ини топинг.

335. Цилиндрнинг уц кесими томони а га тенг булган квадрат. 
Ш у цилиндрга ички чйзил!ан тУртбурчакли мунтазам пирамида
нинг ён ва тула сиртларини топинг.

336. Радиуси R бУлган шарга туртбурчакли мунтазам пирами
да ички чизилган. Агар бу пирамида асосига та ищи чизил) ан ай- 
лапмнг радиуси г  га тенг булса, пирамиданинг *ажмини топинг.

337. Цилиндр ва шар берилган Цилиндр асосиниш ва шар 
катта доирасининг радиуслари тенг. Цилиндр тула сиртининг шар 
сиртига булган ниебати т : п .  Уларнинг дажмлари иисбатини то- 
линг.

338. Цилиндрнинг баландлиги асосининг радиусига тенг бу- 
лнб, унинг узунлиги а га тенг. Цилиндр Уки оркали бошка цилин
дрик сирт утказилган булиб, бу сирт берилган цилиндрни икки 
булакка, унинг асоси эса берилган цилиндр асосининг айланаеини 
узунликлари 2 :1  нисбатда булган икки та ей га булади. Цилиндр 
катта булапшинг ён сиртини ва .\ажмини топинг.

339. Конус ва ярим шар радиуси R  га тенг булган у мумий 
асосга эга. Агар конуснинг .\ажми ярим шарнинг хажмша тенг 
булса, конуснинг ён сиртини топинг.

34Э. Радиуси R  булган ярим шарга куб шундай ички чизил
ган ки, унинг туртта учи ярим шарнинг асосида ётади. цолгаи 
туртта учи эса унинг сферик сиртига жойлашган. Кубнинг *ажми- 
ни ^исобланг.

341. Шар сегментига ички чизилган конуснинг ён сирти бу 
сегмент асосининг юзи билан унинг ён сирти орасида У рта про- 
порционал микдор экаплш ини исботланг.

342. У ч  бурчакли пирамиданинг ён цирралари а, Ь, с га тенг; 
учидаги барча текис бурчаклари 90° дан. Бир учи пирамида учида, 
ун а карши ётган учи эса пирамида асосида ётган ички чизилган 
кубнинг томонини топинг.

343. Ярим шарга ички чизилган конус у билан умумий асосга 
эга. ташки чизилган конуснинг асоси эса ярим шарнинг асос те- 
кислигида ётади. Ташки чизилган конуснинг У к кесими тугри 
бурчакли учбурчак. Ярим шарнинг сирти конуслар ён сиртлари- 
нинг орасида урта пропорционал эканлигини исботланг.

344. Шарга тенг томонли конус ва тенг томонли цилиндр таш
ки чизилган булса, — 5 Ш - S K ва Vm-VK ларнн исботланг.

345. Агар икки конус умумий баландликка ва параллел асос- 
лар!а эга булса, у  *олда уларнинг умумий бУлагининг *ажми *ар 
бир конус ^ажминипг туртдан бирига тенг булишини исбот цилинг.

346. Уц кесими квадрат булган цилиндрга учлари цилиндр 
Укининг уртаенда булган иккита конус ясалган. Агар цилиндрнинг 
баландлиги Uh ia тенг бУлса, конусларнинг гула 'сиртлари iIhfhh- 
дисинн ва ^ажмлари йигиндисини топинг.



347. Шар, У К кесими квадрат булган цилиндр ва конус берил- 
ган. Цилиндр ва конус бир хил асосга эга, уларнииг баландлйк- 
лари эса шар диаметрига тенг. Цилиндр, шар ва конус хажмлф'ри 
цандай нисбатда булади? . f

348 Агар шар секторини чегараловчи конус сиртнинг юзи Q 
га, сферик сегмент сиртиинг юзи эса S  га тенг булса, шар секто
рини иг а̂ жми ни топинг. ■ J

349. Радиуси R  булган шарга туртбурчакли мунтазам пира* 
мила ички чйзилган булиб, бунда пирамидашшг асоси унга тик 
булган радиусни тенг иккига Охлади. Шар снртнии аникланг;

350. Радиуси Ы га тенг булган шарга п бурчакли мунтазам 
пирамида ички чизилган. Агар пирамида энг катта хажмга эга 
булса. унинг балаидлшини топинг.

351. Радиуси R  га тенг булган шарга п бурчакли мунтазам 
призма ички чизилган. А'гар призма энг катта ха ж м га эга булса, 
унинг баландлигини топинг.

352. Кубнинг кирраси а га тенг. Кубнинг бир киррасининг 
учларидан утувчи ва унга кар щи ётган киррадаги икки ёкли бур- 
чакнинг ёкларига урииувчи шарнинг радиусини топинг.

353. Кирраси а га тенг булган иккита бир хил куб берилган. 
Агар биринчи куб узининг ёкларидаи бирининг урта чнзики атро- 
фида 90° га бурилса, у холда у иккинчи куб билан устма-уст ту- 
шади. Бу кублар умумнй булагининг хажмини топинг.

354. Кубнинг хеч бир иккитаси бир киррада ётмайдиган тУрт- 
та учИ каралмокда. Бу туртта учининг хар учтаси оркали кесувчи 
текисликлар утказилгаи. l i l y  усул билан кесиб ташлаигандан сунг 
кубнинг ко л га н кисмининг х.ажми-нй топинг. Кубнииг кирраси л. га 
тенг.

355. Кубнинг умумий учга эга булган хар учта киррасининг 
охирларида жойлашган учта учи оркали текисликлар утказилган. 
Агар кубнинг кирраси а га тенг булса. бу текисликлар билан 
чегараланган жисмнинг хажмнии топинг.

о56. Кирраси а га тенг булган иккита бир хил куб икки ка- 
рама-карши ёкларинннг Уртасини туташтирувчи умумий кесмага 
эга, лекии бир куб бу кесма атрофида иккинчисига нисбатан 45° 
га бурилган. Бу кубларнииг умумий булагининг хажмнии хам да 
бу кублар бирлашмасидан хосил булган жисмнинг хажмини топинг.

357. Кирраси а га тенг булган иккита бир хил кубнинг диаго- 
налларп битга тугри чизикда ётади. Иккинчи кубнинг учи биринчи 
кубнинг маркази билан устма уст тушади хамда иккинчи куб диа
гонали атрофида биринчи кубга нисбатан 60° га бурилган. Бу 
кубларнииг умумий булагининг хажмини топинг.

358. Кирраси а га тенг булган иккита бир хил куб карама- 
карши кирраларининг урталарини туташтирувчи умумий кесмага 
эга, лекин бир куб бу кесма атрофида иккинчисига нисбатан 90° 
га бурилган. Бу кубларнииг умумий булагининг хажмини топинг.

359. Кирраси а га тенг булган иккита бир хил куб умумий 
диагоналга эга, лекин бир куб диагоналга унинг атрофида иккин
чисига нисбатан 60° га бурилган. Бу кубларнииг умумий булаги
нинг хажмиии топинг.

360. Мунтазам тетраэдр ёкларининг марказлари янги тетраэдр- 
нииг учлари булиб хизмат килади. Уларнинг сиртлари нисбатини 
ва хажмлари нисбатини топинг.

3Ы . Кирраси а га тенг булган иккита мунтазам тетраэдр 
умумий баландликка эга, лекин бир тетраэдр бу баландлик атро-



ф!|дп иккинчисига нисбатан СО0 га бурилган. Бу тетраэдрларнинг 
умумий б#лягииииг дожми ва сиртини топинг.

щц, Кирраси а га тенг булган и к кита мунтазам тетраэдр уму- 
мии биландликка эга, леким бирининг учи иккинчисниииг ясоси- 
цииг млрказида ва акспнча жойлашган. Асосларда жойлашган. 
учоурчлкларпинг томонлари параллел. Бу тетраэдрлар умумий 
оуллпминг дожмиии топинг.

Кирраси а га тенг булган иккита мунтазам тетраэдр 
цлрама-карши цирраларининг Урталарини бирлаштирувчи умумий 
ксСмага эга, лекин бир тетраэдр иккинчисига нисбатан 90° га 6у- 
риллан. Бу тетраэдрларнинг умумий булагининг дожмини топинг.

p i t  Кирраси а га тенг булган иккита мунтазам тетраэдр уму- 
мнй балаидликка эга, лекин бир тетраэдр бу баландлик атрофида 
иккинчисига нисбатан 30° га бурилган. Бу тетраэдрларнинг уму
мий булагининг дожмиии топинг.

365. Кирраси а га тенг булган иккита мунтазам тетраэдр уму
мий бдландликка эга, лекин бирининг учи иккинчисининг асоси- 
иннг ,1марказида ва аксинча жойлашган. Биринчи тетраэдриинг 
асоси( мккинчи тетраэдр асосига нисбатан 60° га бурилган. Бу 
тетраэдрларнинг умумий булагининг дожмини топинг.

366. Иккита мунтазам тетраэдр икки ёри билан шундай бир- 
лаштирилганки, натижада улар иккиланган пирамида *осил кила- 
ди. Бу иккилаи'-аи пирамида олтита ён ёкларииинг марказлари 
учбурчакли тугри призманинг учлари деб кабул кплинган. Агар 
тетраэдриинг цирраси а га тенг булса, *осил булган призманинг 
дожмини топинг.

387: Асос айланасининг радиуси г  булган учта тенг томонли 
конус куйидагича жойлаштирилган: уларнинг доммаси умумий 
учга эга, дор иккитаси умумий ясовчига эга. Учлари учда ва ко- 
нуслар асосларинииг марказларида ётган пирамиданинг дожмини *  
топинг.

368. фазода умумий учга эга булган п та конус жойлаштирил
ган булиб, уларнинг иккитаси умумий ясовчига эга. Конуснинг 
учи '! а I и у к кесимда *осил булган бурчакни топинг.

36Э. ТУртбурчакли мунтазам пирамидага ички ва ташки чизил
ган шарларнинг марказлари устма-уст тушади. Пирамиданинг учи
даги текис бурчагини топинг.

370. Радиуслари R ва г  булган икки ташки уринувчи шарлар- 
га конус ташки чизилган. Б у  учала жисмлар билан чегараланган 
фнгуранинг дожмини топинг.

371. Радиусларининг нисбати Р  га тенг булган икки шар уза- 
ро уринади. Бу шарлар конусга куйидагича ички чизилган: шар
ларнинг марказлари конус Укида жойлашган булиб, биринчи шар 
конуснинг ён сиртига, иккинчиси унинг асоси ва ён сиртига ури
нади. Шарлар сиртлари йигиндисининг конуснинг тула сиртига 
нисбатини топинг.

372. Радиуслари /? ва г  булган икки шар узаро ташки урина
ди. Бу шарлар конусга куйидагича ички чизилган: биринчи шар 
конуснинг асосига ва ён сиртига уринади. Шарларнинг конус ён 
сиртига уриниш айланалари кесик конуснинг асослари булиб хиз- 
мат килади. Ш у кесик конуснинг ён сиртини топинг.

373. У к  кесимининг учидаги бурчаги | га тенг булган конусга 
сфера ички чизилган. Сферага конусга ухшаш булган конус ички 
чизилган. Агарда бириичи конус дожмининг иккинчи конус дож-



мига нисбати а га тенг булса, я бурчакнинг катталигини топинг. 
а нинг кандай кийматларида масала ечимга эга?

374. Баландлиги 10 см булган тенг томонли конуснинг ас<ки 
Т а текисликда ётади. Узаро уринувчи тенг шарлар Та текислнкка 
ва конуснинг ён сиртига уринади. Бу шарларшшг радиусяар/ши 
топинг.

375. Конусга бешта тенг шар жойлаипнрилпн булиб, бул ар- 
дан туртта си конус асосида ётиб, я; ар бири бош̂ а иккитасш а ва 
конуснинг ён сиртига уринади. Бешинчи шар конуснинг ён сир
тига па дасглабки туртта шарга уринади. Агарпа шарларшшг 
радиуслари г  га тенг булса, конуснинг хажмини топинг.

376. Баландлиги 4 см, асос айлаиасииииг радиуси 3 см булган 
конуснинг асоси 7'„ текисликда ётади. Олт и та тенг шарл^рнинг 
*ар бири иккита кушки с-й га, Т а текислик.са ва конуснинг ён сир
тига уринади. Шарларнинг радиусинн топинг.

377. Радиуслари r t булган иккита шар ва радиуслари L  бол
тан иккита шар 7а текисликда куйидагича жойлаштирилганГ шар- 
ларнинг ,\ар бири кол га н учтасига ва Т а текисликка уринади. 
Г| : г -1 ий топинг.

378. Радиуслари R  га тенг булган учта шар Т а текисликда 
ётади ва *ар бири колган иккитаси билан уринади. Берилган шар- 
ларга ва Т 0 текисликка бир ва^тда уринувчи шарнииг радйусини
топинг.

373. Радиуси R га тенг булган бятта шар ва радиуслари г  га 
тенг булган иккита шар Та текисликда ётади ва узаро уринади. 
Берилган шарга ва Т а текисликка бир вактда уринувчи шарнинг
радиусини топинг.

330. Радиуслари г  га тенг булган туртта шар Т а текисликда 
Куйидагнча жойлаштирилган: уларнииг ыарказлари том они а га 
тенг булган квздраг ташкил этади. Бу туртала шарга устки то- 
мондан уринузчи бешинчи шарнинг радиуси R  га тенг булиб, у 
Т а текислик билам умумий нукгага эга эмас. Бешинчи шарнинг 
энг юкори иуктасидан Т а текисликкача булган масофани топинг. 
й, г, R  лар орасида кандай муносабат бажарилганда масала ечим- 
га эга?

381. Радиуслари R  га тенг булган туртта шар Та текисликда 
куйидагича ётади: булардан учтаси Узаро уринади, туртинчиси 
эса бу учта шарнинг иккитасига уринади. Буларнинг устига ради
услари г  га тенг булган узаро уринувчи икки шар куйияг-ан бу
либ, буларнинг ,\ар бири учта катта шарга уринади. Катта ва 
кичик шарлар радиуслари нисбатини топинг.

332. Цилиндрнинг ичига радиуси 4 см булган иккита шар ва 
радиуси 5 см булган битта шар куйидагича жойлаштирилган: *ар 
бир шар колган иккитасига, цилиндрнинг ён сиртига ва цилиндр 
асосларининг бирига уринади Цилиндр асосининг радиусинн то
пинг.

333. Асосининг радиуси R га тенг булган цилиндрга k та тенг 
шарлар куйидагича жойлаштирилган: хар бир шар цилиндрнинг 
ён сиртига пасгки асос текислигига ва иккига шарга уринади. 
Сунгра уша радиусда и k + 1 -  шар отиннб, у ци'инлрнинг 
устки асосига ва олдин жойлаштирилган й та шарнинг ^амыасига



Юир влцтда уринадиган килиб жойлаштирилган. Цилиндрнинг хпж- 
мини топинг.

334. Кирраси а га тенг булган мунтазам тетраэдргл тУргта 
тенг шар куйидагича жойлаштирилган: хар бир шар калган учта
сига ва тетраэдрнинг учта ёгига уринади. Бу шарларшшг радиу» 
сини топинг.

Ечилиши мураккаброц булган масалалар

Юкоридаги бобларда берилган мисол ва масалалар- 
ни ечиш усул ва методлэри билан танишилди. Бу ме- 
тодларнинг мисод ва масалаларнинг берилишига караб 
рационал танланиши ва татбиц килиниши мисол ва 
масалалар ечишда му да! а^амиятга эгадир. Шунинг 
учун берилган *ар бир масалани та ̂  ли л килиш ва 
унда катиашаёгган математик конуниятларнинг маз- 
муни. максади ва узаро богликлигини аниклаш нати- 
жасида бу масалани ечиш алгоритми аникланади ва 
шу алгоритм асосида масалани ечилади. Бу уринда 
берилган масала уз шартида кандай математик борла- 
нишни саклаётганлигини аниклаш ва уни синтез килиш 
мухимдир. Бу булимда келгирилган вариантлар мисол- 
лар ва масалаларни ечишда укувчнлар узтарининг ма- 
тематикадан билим ва малакаларини у ну мл и ишлатиб- 
гина кол мае дан, математикани урганиш со хасида я на 
Зам чукуррок математик ва мантикий тафаккурта эга 
булишлари мумкин. Бундан ташкари улар юкорида 
куриб утилган масалаларни ечиш методлари буйича 
•олган билимларини янада бойитадилар дам да такомил- 
лаштирадилар.

2 Асосининг томони а булган учбурчакли мунтазам призма 
асосининг бир юмони буйича асос текиелнги билан а бурчак ташкил 
этувчи текислик утказилган булса, призманинг текислик билан 
кесилгандан колган булагининг ён сиртини топинг.

3. Тенгламани ечинг:

4. Тенгламани ечинг: sin ** 4- 3cos2x  =  4sin х  cos х.
5. у — v 1— x'J эгри чизикнинг ОХ Ук атрофида айланишидам 

хосил булган шакл хажмини топинг.

1 - в а р и а н т

1. Соддалаштиринг:

9 ' w 3 +  log/2  2 / 2  =  0,5 (9,°g«-r +1 -



2- в а р и а н т

I  36 ■ 15 тс 4 (
1 Айниятни исботланг: a rccos— —arc cos — =  —— arcsln —

«5 17 2 5 |
2. Турист икки шалар орасидаги масофани 3 кунда босид 

^тди. У биринчи купи бутун иудиниг — цисмиии ва яна 60 км*

иккинчи куни бутун й^ лмицг — кисмиии ва яна 20 км, учинч»

23 '
куни эса бутун И]? ли миг — -кис мини ва цолгаи 25 кмни босиб

80
Утди. Шадорлар орасидаги масофани топинг.

/Зп \  ■ •
3. Тенгламани ечинг: c tg  I — — х J — sin (2* — х)  =

sec х  — cos х
т. -------------------cosec х.

2
4. лгу+3=0, 3 у + л :  =  0, х  =  — 1 чизицлар билан чегараланга» 

юзами топинг. '_______
5. Тенгсизликни ечинг: ■ /  9Л +  3-* — 2 >  9 — 3х .

3- в а р и а н т

1. ТУртбурчакли мунтазам пирамида асосининг томони I ва 
асосида! и икки ёкли бурчаги а булиб, шу пирамидага шар жой- 
лаштирилган б^лса, унинг марказидан пирамида ён киррасигача 
булган масофани топинг.

2. Тенгсизликни исботланг: lg  (я +  1) >  —  +  lg  п; 'п £ N.
10п

3. Айниятни исботланг:

sin2 (Зя — 4а) +  4 cos2 я — 2а j  — 4
■-------------------------- ---------------- ------------g — г —  =  C tg 42 a .  ‘

cos2/ — — 4а j  — w ( 2 a  — — Itj

1 / .  3—2x
4. Тенгсизликни ечинг: у  lo g 2 <  1.

те 2  n 14 л:
5. Хисобланг: cos —  cos — . . .  cos — .

15 15 15

4 - в а р и а н т

1. Соддалаштиринг: s in2 ^arctg — — arc tg  —j j .

1 ' • 2  ^ >
2. 7 — минутда ^овуздаги сувнинг — кисмини чикариб таш-

2  ■ 3
лаши мумкин булган насос 0,15 соат ишлаганидан с^нг т^хтаб 
колли. Агар насос т^хтагандан кейии ловузда 25 м3 сув долган 
булса, ^овузнинг сигимини топинг.



3. Тенгламани ечинг: (a ,og6-r)8 — 5 x Iogba + 6  — 0.
4. Теигсизлш ни ечииг:

х з . 2-* +  9 ( х  +  2) 2х  -|- 8л-а <  ( х  +  2)2*х  +  9х*2х +  18* +  16.

5. у* * х \  л:— —1 ва л: — 1 чизиклар билан чегаралашан кш н и  
топинг.

5 - в а р и а н т

1. С о дда лашти ринг ва х,исобланг:
a b a + b  b

( f + 7 + 2)i a ~ 2b +  - V  +
а / \ а  +  b а — Ь2 а а  +  & 

бу ерда а  =  0,75, b =  1 —
О

2. Асоси тенг ёили учбурчак булган пирамида асосининг тенг 
ёнлари орасида! и бурчак а ва лериметри 2р  булиб, ёи ё клари 
асос текислиги билан у  бурчак ташкил этса, пирамида дожмини 
топинг.

lg*+ 7

3. Тенгламани ечинг: х  4 =10*e*+ I .
4. Тенгламани ечинг: sin х  -f- cos х  — cosec х.
_ ' . , v х 3 — 4х  +  5 1
5. Агар F' (х) = -------- ---------  ва ^ ( 1 )  =  — булса F{x)  ни то-

X  и
пинг.

6- в а р и  а н т

1. 60 т юкии бир жойдан иккинчи жойга олиб бориш учун
бир неча машина сураб олинди Йулнинг бузуклши сабабли дор 
бир машинага м^лжаллаш анидам 0,5 т кам юк ортилди ва шунинг 
учун яна кушимча 4 та машина с^раб олинди. Аввал нечта ма
шина сураб олинган эди?

2. Тенгламани ечинг:
lg (6 • 5* +  25 • ф )  -= дг +  lg  25. /

3 . Агар А, В, С  лар учбурчак бурчаклари булса
Sin С  » „

-------*------■— =  tg  А  +  tg  В  экаиини исботланг.
cos A cos В

л „  Ж  2 (х — 4) 1
4. 1енгсизликни ечинг: ------г-------- — >

( х - \ ) ( х - 7 )  х — 2'
-  х а
э. у =  —, у — л: =  4 чизиклар билан чегараланган юзани *и- 

собланг.

7- в а р и а н т

1. Ofm3 параллелепипеднинг асоси томонлари а  ва Ь булган 
т^гри тУртбурчак булиб ён кирраси с га тенг ва асосинннг томон
лари билан а уткир бурчак ташкил килса, унинг дожмиии топинг.

'  Л



2. Тенгламани ечиш:

■jj-log, (х  +  2)2 — 3 =  l o g f (4 — л)з - f  Iogj 

T  7  Г
3. Тенгламани ечинг:

4 cos*x +  2 sin2,*; — 3 sin 2x,

4. Тенгсизликни ечинг:

x~fa  — /  10—л  >  1.

лг* — 3
5. у = --------- функция графигига jc =■ 1 нуктада уринувч»

х 2
уринма тенсламасини тузинг.

8 - в а р и а н т

1. Орасидаги масофа 30 км булган Л ва В туристик базалар- 
дан икки группа ёш туристлар бир-бнрларига караб йулга чнкиш- 
лари керак. Агар биринчи группа иккинчисидан 2 соат олдин? 
йулга чикса, у долда улар иккинчи группа йулга чнкканидан 
2,5 соат кейин учрашишади. Агар иккинчи группа биринчидан 
2 соат олдин йулга чикса, у *олда учрашув биринчи группа йулга 
чикканндак 3 соат кейин содир булади. Хар бир группа турист- 
дари канаай уртача тезлик билан келаётир?
„ 2  Тенгламани ечинг: log3x  +  log _ х  — log х  =  6.

У х  _
з

3. Агар берилган учбурчак медианалари бир нуктада кесиш н- 
ши маълум булса, у *олда кесишиш нуктасида бу медианалар 2« L 
нисбатда булинншини исботлаиг.

4. Тенгламани ечинг:
cos4x  Н- s in 'x  — 4 sin х  cos х  +  3 sin3*  cos2* =  0.

6*2 — x * ■
5. у  = ------------- функциянинг эцосиласини ва критик нуктала»

X
рими топинг.

9 - в а р и а н т

1. Асоси учбурчак булган V *ажмли пирамида конусга жой
лаштирилган. Агар пирамида асосининг иккита бурчаги а ва £. 
булса конуснинг хажмини топинг.

3
2. Тенгламаии ечинг: 3 logf3* =  х ' ° е*х  *
3. Тенгламаии ечинг:

cos2x  (1 +  ctg Jf) -  3 n
----------------- -------------=  3 cos x.

Sin X  —  COS X

4. Тенгсизликни ечинг:



5. Молнии г мархипм олдин 20% га, ксйм м ян г и ннрхпин ииа 
15% га ва охи pi и ^исоботдли кейни яма 10% га арзонлдштириш- 
ди. Молиинг биринчи ба\осимп мм а си булиб нича процентга 
арзонлаштиришган?

10- в а р и а н т

1. Ён кирраси асос текислиги билам а бурчак ташкил килувчи 
мунтазам учбурчакли пирамида /? радиусли шарга жойлаштирил
ган булса, шу пирамида хажмини топинг.

2. Икки бригада бир вактда ишлаб, ер участкасига 12 соатда 
ишлов бериб булишди A iap  бригадаларнинг ишлаш тезликлари 
нисбати 3*2  булса §ар бир бригаданинг ёлгиз узи шу ер участ
касига неча соатда ишлов бериб булади?

3. Тенгсизликни ечинг: ^  ----- j*

4. Тенгламани ечинг:
slna2-r s in2 Зл: =  sin2 4л: +  sin2 5а:. -

5. Агар F' (х)  =* 4л3—x.-f-'S ва" F(2) =  32 булса F(x) ни топинг.

11-в а р и а н т
1. Мунтазам учбурчакли пирамидада асоси икки томонининг 

ва ён киррасининг урталаридан Утувчи ^амда асос текислиги 
билан а бурчак ташкил эгувчи текислик утказилган, булиб у пира- 
миданинг ён ёгига параллелднр Агар шунда хосил булган кесим 
юзи 6' булса пирамида хажмнии топинг.

2. Тенгламаии ечинг:

+  I o g ^ - 5 / 5 ) -  6.

3. Икки ишчи бир сменада биргаликда 72 та деталь тайёр- 
лашди. Иш унумини биринчи ишчи 15% га. иккинчиси 25% га 
оширганаан сунг, улар бир сменада биргаликда 86 та деталь тай- 
ёрлайдиган булдилар. Иш унуми ошгандан сунг *ар бир ишчн 
бир сменада нечтадан до-таль тайёрлаган? _____

4. Тенгсизликни ечинг: 1 /  — 1 /  <  А .
г х — 1 У х  +  1 2

5. Тенгламани ечинг:

■» s ln sJC +  coS3jc =* 1 — —■ s in  2jp.

12- в а р и а н т

1. Мунтазам туртбурчакли пирамида асосининг томони а  га 
ва ён ёклари орзсидаги икки ёкли бурчак а га тенг булса, пира- 
миданинг тула сирти ва хажмини топинг.

2. Тенгламани ечинп 1 — sin tg  -  ^

3. Берилган А В =  {3; 0; 4} ва А С = { 5, —2; 4} векторлар ABC  
учбурчак томонларини аникласа у *олда шу учбурчакнинг A N  
медианасшш топинг.



4. 10к поезди йулда 12 мин тухтаб колди, кейии эса тезли- 
гини 15 км/соатга ошириб йукотилган вактни 60 км масофада ет- 
казиб олди. Поезднинг дасглабки тезлигини топинг.

4 ' З * - 2 /  2 V*
5. Тенгсизликни ечинг: 8 —г.--------> 1 + 1 — .

З*  — 2х  \  3 /

13» в а р и а н т

1. ТУртбурчакли мунтазам пирамиданинг ён кирраси унинг 
баландлигидан т  бирликка орт и к ва улар орасидаги бурчак а га 
тенг булса, унинг тула сирти ва дожмини топинг

2. Тенгламани ечинг:

sin *  +  sin 2х  +  cos х  +  cos 2л: +  1 — 0.

3. Тенгсизликни ечинг:

lo2o,s / *  +  1 <  l o g o . s / ^  +  1.

5
4. Турист бутун йулнинг — кисмини автомобилда, колган

о
кисмини эса катерда босйб утди. Катернинг тезлиги автомобиль 
тезлигидаи 20 км/соат кам. Турист автомобилда катердагига кара- 
ганда 15 мин куп юрди. Туристнинг юрган йулм 1150 км га тенг 
булса автомобилиинг ва катернинг тезлиги канчага тенг?

5. Тенгламани ечинг:

( / б + *  24 J"* +  ( / 5 ^ / 2 4 ^  =  10.

14- в а  р и  а н т

1. Мунтазам тУртбурчакли пирамида учидан асоси билан <р 
бурчак ташкил цилиб асосининг томонига параллел булган текис- 
лик утказилган. A iap пирамида асосининг томони а ва текис бур- 
чаги а булса кесим юзинл топинг.

2. Тенгламани ечинг:

sin6*  +  cos®* =  — sln22*.
4

3. Тенгламани ечинг:

? I
2 lg 2 +  ^1 +  ~  j lg  3 +  lg  (3* +  27) =  0»

4. у  «=» х'1, у  =  — , у =  0, х  =■ 2 чизиклар билан чегараланган 

юзани топинг.
5. А  дан В  гача булган масофа темир йули буйлаб 88 км га 

тенг. Сув йули билан бу масофа 108 км гача узаяцн. Поезд А дан 
теплоходга Караганда бир соат кеч йулга чикади ва В га ундан
15 мин. олдин етиб келади. A iap поезднинг уртача тезлиги тепло- 
ходнинг У р т а ч а  тезлигидан 40 км га ортик булса поезднинг у р 1ача 
тезлигини топинг.



16- в а р и а н т

1. Агар берилган мунтазам учбурчакли пирампдлшшг у чади пт 
текис бурчаги а ва асоеша ташци чизилган айланаиппг радиуси R 
б^лса, унинг тула сирти ва хажмини топинг.

2. Тенгламани ечинг:

4. Поезд t  соат тухтаб колди. Машинист поезд тезлигини 
т км/соатгд ошириб, кечиккан вацтини S  км ли масофада етказиб 
олди. Агар поезд кечикмаганда шу 5  км масофада цандай тезлик 
билан харакат килган булар эди?

5. Тенгламани ечинг:

1S- в а р и а н т
1. Пирамида асоси Уткир бурчаги а булган ромбдан иборат 

бУлиб, ён ёцлари асос текислиги билан <р бурчак ташкил килса ва 
пирамида баландлиги Н  булса унинг хажмини топинг.

3. Тенгламани ечинг: sin 9 х  +  sin 5 х  +  2s\ri*x =  1.
4. Станциядан 20 мин кечйкиб чищан поезд тезлигини жад- 

валдагидан 16 км/соатга ошириб 160 км ли нули и босиб утди ва 
кейинги станцияга уз вактида етиб келди. Поезднинг бу икки 
станция оралип-1да жадвал буйича тезлиги кандай булган?

о. Системани ечинг:

х 2 +  Ъх — 1 >  0.
Куйидаги мисол-ва масалаларни энг кулай усуллардан фойда- 

ланиб ечинг:

l o g ^ / 5  +  l o g / *  -  2,25 -  ( l o g _ /5 ) a.

3. Системани ечинг:
2х  +  у2 <  0; 
у  +  1 <  0; 
у  — 2х  +  3 >■ 0.

2. Тенгсизликни ечинг: lo g * -— — >  — 2.
О  Z . v

х  _4 _4
з ” з < ^ '

, х У х  -  1 ¥ х * - 1  л
* ^ р . _ 1  у х  +  \ п

2. Ж logs* | | Я Й Р  -  2.

3. 15 — У х  y f х 2-\-15 =  2.
4. 4 + / 2 6 —л 2 — х
5. 13 — 1.8 tg  jc =  6 tg  л: — 3.
6. л;2 — 4х  +  6 =  /  2 х ‘ - 8х +  12.
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« 6 . - ° - 5 4 *  +  1 1 ) 2  —  | o g „ Y j c » - 4 x -  1 1 ) 3  л

■j/2 — 5 x  — 3x2 ^

.67: .og3 < i ^ £ j ± 3  o.
* a +  I x  — 5 1 

e8. log5 / 3X-J-4 • l o g /  >  1.

69' ,02(^-3) (2 (x* -  m  -f- 24)) >  l o g , _ s (л:* -  9)4
70. !ogu , ( / r r ^ a _  л _  1) > 1.

71. lo g ,*  +  l o g ,  i  <  log ^ ( 2 ~ ' l° ^ 1..
3 log3*

' Ц  , У 9
72. Г  * a 8*

10g2X +  lo g y j l / " у =» 3.

73.
* 2 +  y* 4 - f  — у 

2 7

74.

75.

log3 ( x  +  2y) +  log ( x  -  2y) -  I.

l 03 -ig ( t-y )  =  250j 

Г— -  , 1 r ------ 2 6 - уV  x - У + ~  / л г + у

2 logo* -  3y =  15,
3y log** «  2 logaAT +  3y+1.

/ л г - у '

7fi / l o g x U y )  =  logy .*8,
76* b * « ? V - 4 y + 3 .

77.

78.
£ + 2  

4 y "  =  32,
log3 ( x - y )  =  1 -  log3 ( x  -f  y).

79. Самолёт узоцка учиш синови вацтида завод аэродромидан 
белгиланган жойгача жами 5  км учиб утди ва бунга t t соат сарф- 
.лади. Кейин оркага бурилиб ta( t t < L) соатда завод аэродромига 
цайгди. Самолётнинг учиб боришидагн ва кайтншдаги хакикин 
(хавошшг харакатсиз массасига нисбатан) тезлиги бир хил булиб, 
/, <  (.2 тенгснзлик шамолнинг таъсири билан тушунтирнлади: Лунда 
шамол аввал самолётнинг учиши йуналишида, кейин эса карши- 
дан эсган. Самолётнинг ха к и кий тезлиги v  ни, шамолнинг тезлиги 
v ut ни ва хавонинг харакатсиз массасига нисбатан /самолётнинг 
учиб уп ам  хакикий масофаси 6^ ни топинг.

80. Икки ака*ука уйларидан 20 км наряда жойлашган сгалион- 
га билет олншган эдн. Улар стадионга етиб олиш учун узларининг 
велосипедларидан фойдаланишга карор цилишиб, акаси велосипед- 
да, укаси пиёда бир вактда йулга чикишга келишиб олишди. 
Акаси йулнинг маълум кнсмини утгандан сунг велосипеднн кол- 
дириб кетади, укаси эса велосипед колднрилгаи ерга етиб бориб,



пелосипсдга миннб а к а с т а  сталионгл кираосрншлл етиб опали. 
Агар ака-укалар нибла бир хил 4 км/солт тез л и к билли юрсалар, 
велосипедов* эса ундан 5 манта тезрок харакат кнлсалпр, iiyjira 
Каича иакт кетадн ва акаси велосипедни канча масо Цада цолдн- 
риши керак?

81. Икки теплоход бир млктда портдан йулга чикиб, бири 
жанубга, иккинчиси • эса шаркка ка раб йул олди. Жунагаидаи 
2 соат кейин улар орасидаги масо фа 174 км ни ташкил килди. 
Тепло.чодлардан бирининг тезлиги иккинчисининг тезлиги дан соа- 
тига 3 км ортик булса дар бир теплоходнинг тезлигини топинг.

82. Пассажир ва юк поездлари тезликларининг нисбаги а : Ь.

Пассажир поезди А стаициядан юк поездига Караганда — соат

кеч йулга чиеди. В  станцияга ундан 7- соат илгари етиб келди.

Агар А билан В  орасидаги масофа 5  км га тенг булса, поездлар- 
нинг тезлякларини топинг.

83. Икки концентрик айлана буйлаб икки нукта текис х.ара: ат 
киямокла. Улардан бири бир марта тула анланиб чик’иш учун 
иккинчисига Караганда 5 сек кам вакт сарфлайди ва 1 мин да 2 та 
ортик айланишга улгуради Хзр бир нукта уз айланасини бир 
минутда.неча марта айланиб чикади?

84. Бир китобнинг биринчи томинииг 60 нусхаси ва иккинчи 
томининг 75 нусхасининг биргаликда! и нархи 270 сумни ташкил

' кияади. Хакикатда эса китоблар учун 237 сум туланди, чунки 
биринчи том китоб 15% ,ia. иккин-иси эса 10% га арзонлаштирил- 
ди. Китобларнинг олдинги бахоларини топинг.

85. Идншларни кабул цилувчи ишчи икки хил сигимли 140 та 
банка кабул килди. Катта сигимли банканинг хажми кичик сигим
ли банканинг хажмидан 2,5 л куп. Катта банкаларнинг умумий 
Кажми кичик банка ларнинг умумий хажми билан бир хил булиб, 
60 л га тенг. Катта ва кичик банкаларнинг сонини аииклаиг,

86. Могорли кайик ва елканли кайик кулда бир-биридан 30 км 
масофада булиб, бир-бирига ка раб суза бошлади ва 1 соатдан 
кейин учрашди. Агар моторли кайик елканли кай издан 20 км ма
софа нарида булганда, уни кувиб етищи учун 3 соат-у 20 минут 
зарур булар эди. Хар бир кайицнинг тезли1ини топинг.

87. Бир хонали сон 10 бирликка орттирилди. Агар биринчи сон 
неча процент!а оргтирилган булса, хосил булган сон хам шунча 
проиенпа орттирилса, у холда 72 хосил булади. Дастлабки сонни 
топинг.

88. Шаклланиш холатида турган кристалл узининг массасини 
текис орттира боради. Икки кристаллнинг шаклланиши кузатил- 
ганда куйидаги хол аникланади: улардан иккинчисининг массаси
7 ойда канча усган булса, биринчисининг массаси 3 ойда шунча 
усибди. Аммо бир йил утгандан кейин биринчи кристалл дастлабки 
массасини 4% га, иккинчи кристалл эса 5% га орттиргани маълум 
булди. Бу кристалларнинг дастлабки массалари нисбатини топинг.

89. E fo’i тусиннинг огирлиги 90 кг, бундан 2 м узун булган 
темир тусиннинг огирлиги эса 100 кг, шу билан бирга 1 м темир 
тусиннинг огирлиги 1 м ёгоч тусиннинг огирлш план 5 кг ортик, 
Хар бир тусиннинг узунлигинн t o h h h i ,

90. Оила аъзолари ота, она ва уч киздан иборат булиб, хам- 
масинин. ёши биргаликда 90 йил, Кизларнинг ёши орасида. и фарк



2  йилдан. Оианинг ёши кизлар ёшинннг йигиндисидан 10 йилга 
Ортик, О та  билан она ёшларининг айирмаси уртанча кизнинг ёши» 
га тенг. О ила аъзоларининг кар бирининг ёш и нечада?

91. Tj?FpH призманинг асоси тугри бурчакли учбурчакдан ибо- 
рат  булиб, унинг j ипотенузаси с га, уткир бурчаги эса 30° га тенг. 
О стки  асоснинг гипотенузаси ва устки асос тугри бурчагининг 
учи оркали асос текисли!и билан 45° .пи бурчак косил килувчи 
текислик утказилган, Призмадан кесиб олннгаи учбурчакли пира- 
миданинг кажмини яниклпнг.

92. Уч бурчакли пирамиданинг ён ёкллрн узаро тик, уларнинг 
юзлари эса а.'1, № па са га тенг. Пирамиданинг кажмиии топинг.

93. Пирамиданинг асоси томони а  га тенг булган мунтазам 
олтибурчакдан иборат. Ён кирра лари дай бирн асос теки ели гига 
тик ва асосининг ю м онига тенг. Бу пирамиданинг тула сиртини 
топинг.

94. Кесик пирамида асосларининг юзлари S,.Ba S2(S1> 5 2) га, 
унинг ка жми эса V га тенг. Тула пирамиданинг кажмиии топинг.

95. Тугри парзллелепипедиинг асоси бурчакларидан бири 30° 
га тенг булган параллелограммдан иборат. Асоснинг юзи 4 дм3 га 
тенг. Параллелепипед ён ёкларининг юзлари б дм3 га ва 12 дм* га 
тенг. Параллелепипеднинг кажмиии топинг.

96. Асосларининг томонлари 3 м ва 2 м га, ён сирти юзи эса 
асослари юзларининг ш т ш д и с и г а  тенг булган уч бурчакли кесик 
пирамиданинг кажмищ! топинг.

97. Мунтазам тетраэдр ёкларининг марказлари унга ички чи
зилган тетраэдриинг у «лари булиб хизмат килади. Уларнинг сирт- 
лари н и с б а т и т  ва кажмлари нисбатини топинг.

98. Уч бурчакли кесик пирамида устки асосининг бир томони 
оркали бу томонга карши ён киррага параллел килиб текислик 
утказилган. Агар асосларининг мос томонлари 1 :2  нисбатда булса, 
кесик пирамиданинг ка жми кандай нисбатда булинган?

99. Параллелепипед кирраларининг узунликлари а, b ва с га 
тенг. Узунликлари а ва b булган кирралар узаро тик, узунлиги с 
га тенг булган кирра эса уларнинг кар  бири билан 60° ли бурчак 
косил килади. Параллелепипеднинг кажмиии аиикланг.

100. Турри параллелепипеднинг асоси параллелограммдан иборат 
булиб, унинг томонлари 3 см ва 4 см га, бурчаги 120е га тенг. Па- 
раллелепипедиинг кичик диагонали асосининг катта диагоналига 
теиг. Параллелепипеднинг кажмини топинг.

101. Пирамиданинг асоси юзи S  га тенг булган туйри туртбур- 
чакдан иборат Пирамиданинг - иккита ён ёги асосга тик, колган 
иккитаси эса асосга 30° ли ва 60° ли бурчак остида огма. П ира
миданинг кажмини топинг.

10?. Учбурчакли мунтазам пирамида асосининг учи ва икки ён 
кирраеннинг урталари оркали текислик Утказилган. А гар кесувчи 
текисликнинг ён ёкка тик эканлиги маълум булса, пирамида ён 
сиртйнинг унинг асоси юзига нисбатини топинг.

103. Уч бурчакли мунтазам пирамида баландлигининг уртаси- 
дан ён киррага ва ён ёкка тик чизиклар туширилган. Уларнинг 
узунликлари мос равишда а ва b га тенг. Пирамиданинг кажмини 
топинг, а ва b ларнинг кар  кандай кийматида кам масала ечимга 
эга булаверадими?

104. Радиуси R булган ярим шарга куб шундай ички чизил- 
ганки, унинг туртта учи ярим шарнинг асосида ётади, колган турт-



таси эса унинг сферик сиртига жой.чашган. Кубнинг *ажмипи то* 
flHHl >

105. Конуснинг ясовчиси билан асоси текислиги орасидш и 
бурчак 30° га, конус ниш Ён <?ирти З я К З  кв. бирликка тенг. О у 
«онусга ички чнзилган олтибурчакли мунтазам нирамиланинг хаж 
мини топинг.

106. Радиуси к  булган шарга олтибурчакли мунтазам призма 
таш ки чизилган.' Призманинг гула сиртини топинг.

107. Радиуси R  булган шарга олтибурчакли мунтазам кесик 
пирамида ички чизилгаи булиб, унинг остки асоси шар мар а зи 
д а  и Утади, ён кирраси эса асос текислиги билан 60° ли бурчак 
Хосил килади. Пирзмиданинг хажмнии топинг.

108. Ш арга асосининг диагоналлари а па Ъ га тенг булган тур- 
ри параллелепипед таш ки чизилган. Бу пара л л еле п и п е д  и и н г тула 
■сиртини аникланг.

109. Радиуси /? булган шарга туртбурчакли мунтазам пира- 
мила ички чизилган. Агар бу пирамида асосига таш ки чизилган 
айлананинг радиуси г  га тенг булса, пирлмиданинг хажмини то
пинг.

110. Конус 5  юзли турри бурчакли учбурчакнинг бир катети 
атрофида айланишидан хосил булган. А гар бу учбурчакнинг аила- 
«иш ида унинг медианаларининг кесишиш нуктаси чизган айлананинг 
узунлиги I га тенг булса, конуснинг хажмини топинг.
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22. {2333, 2339, 2341. 2347 } 24. 2 '8 + 3 '8 - (2 #+ 3 ,,) (2 * -2 г-32+3<)(2‘2—
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Бп, 5//-I-1, 5/1+2 кVрчlMiiiuia ёаиш мумкпн. л —1 да р = 5, 4/?-+1 =  
=  101 6p“+ l  -  151 булади. 27. (3). 31. ря -  q* »  (/? -  1 ) (р +  1) —
— (г/- ! ) ( < / +  I) кушплупчиларнинг *ар бири 3, 8 га булинади. 
32. /1 — «''+/>»—c*+dJ бир хил жуфтлмкда булса, (л—c )(a + c )» (r f— Ь)Х 
Х(,<1 +  Ь)’, а— с ■=>/и , а +  с — sv,  d + b  — su, d 'b  ■= tv, A =  д2+  Ьг=
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a t5 _ i

a 5— 1
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a6) {20111; a9) {3109}. 67. 1) -  2) — , 3) — , 4) — , 5)
107 113 58 213

64 131, 185 . 17
б) 8 ?  ?) 583’ 9) 341* 10) Гз‘ 68* !) D(d’ m) “  Ш ' k{dX' dy])  “
s=dD(\,k[x,y])=d-, 2) D(a, b, m) =  D(dm, m )=  D(d, 1 )-m — ni. d =*
*=D(a, b). 3) D(a, b ) = 1; D(a+b, a b )= U  4) D(a, b) =  d, a =  d x t
b=*dy{x, y)«=l; D(a+b, m ) = d D ( x + y ,  x y )= d ,  D(a+b, m)=‘ D(a. b).
72. 1) jc =  30 и, у  =  30 v, a  =  1; 2; 3; 4; x  =  30; 60; 90 у =150—x ,

ч 8400 
2) *  -  495, у -  315; 3) x  ~ ^ 0 ;  60; 140; 420: у ~ ------, 4) {140; 252},

X
5) {2; 10}, {10; 2}. 76. [1; 9]. 77. {0; '2,15]. 78. [ - 2 ;  1, 30, 2]. 
79. [0; 1, 4, 3, 2]. 80. [ - 3 ;  1, 1, 2]. 81. [2; 2, 3, 1]. 82. [1; 4, 2, 
1, j §  83. [I; 1, 2, 1, 2, 1, 2). 90. Ечим йук. 91. X =13 +  44/; у ------
— 70 — 237*. 92. x  =  9 +  29/; у ~  — 17 — 55/. 93. х = 1  +  8/; y =  —
— 2 - 3 1. 94. x  =  1 + 5 / ;  у - 1 - 2 / .  110. a) {2}; 6) {2}; в) { - 4 } ;
в) {5}; к) {—2}. 111. х  •=• [лг]+а,; у = [ у ] + а 2, 0 <  а, < 1 ,  0 <  е , <  1, 
a rap  0 <  a t +  а2 <  1 булса, [л: + у  ] =  [*] +  [у], агар 1 с  а, +  аа< 2  
булса, [х  +  у] >  |*] +  [у], демак [* +  у] >  I*] +  [у] булади.

Р -  3
114.

Р
4 р =  4Й+1

Р- 1 

4
k\

р-

4
>к. 115. a = /nq+ r

а  г 
0 <  г  <т\ —  =<?+ а =  

т т
а
т

p=4k+3 
а—г

т
. 116. [пх] <  п х < [ п х ) + \  дан

келиб чикади. 122. л = 4 #  +  1 ёки а = 4 ^ + 3 :  

3(л — 1)

а ■2л’ ' За ’
— + •ь
4 . 4 . . 4 .



II б об .  Айиий шакл алмаштиришлар. Айнишлар на тенг- 
сиэликларии исботлаш.

I ,  (л г- | - ^  +  1)(ла - л г Н - 1). 2. ( л « +  1)(jc* +  1)(Д* -I-1)(* +  *)(■*—!)•
3. (ла +  1)(ла +  1) (лг« -I- 1) ( - Х -  I). 4. (л:' — я 8 +  1) (л ' -|- 4- 1).
6. л . ( х - 3 ) ( х -  4)(х  -  5). 7. ( х Н - х  -И )(* 3- *  +  О- 8 - (2л”“ ’I' 3л7-1-
+ 2 у 2)(* -3 у )(3 х —у). 9. (* 2- х у + у 2)(2х'1-\-ху+у*). 10. (*+2у)(2.*-Ь
+ у ) ( л : 4 л у + у 2). П . ( х Ч х у + У 2) ^ * 2 — 3*у +  У2)- 1-2- ( л - З Э Д З а -
- b ) { 2 a  +  3b)(3a +  2Ь). 13. (*2 -  2*у +  Зу2) (З*8 -  2 +  У3)
14. 3(jc +  у)(х  +  г){у +  г) .  15. ( х  +  У)(* +  *)(У +  f l p  +  Ф  +  г2 +
+ х у -Ь к г + у г ) .  16. ( х + у + г ) ( х у +  x z  +  yz).  17. ( x + y  + z) (x—У)(*—
—z)(y—z).  18. ( y - x ) { x - z ) ( y —z). 19. (a — b){a — c)(b-c).  20. ( л +
+ 6 + c ) ( 6 —a)(a—c)(b—c). 21. ( x + y + z ) l y - x ) ( x —z ) { y - z ) .  22 5(x*+

1 OA 16x»5
+ y * +  г г- х у - х г -  уг){у  -  x)(x  -  г)(у -  z).  29. ^ 3 . 30. 1_ ^ iq.

31. {0}. 32. (a +  b)(a +  c)(ft +  c). 33. 34. 35- (* 2 +

+ З )(л 3+ З х + З ) (х 8—Здг+З). 36. (x 2+ x + 2 ) ( x 2-  x+2).  37. ( x + l ) ( x +  
+ 6 ) (л 2+ 7х+ 16).38 .(3х -1 )(9л :3—6 ^ + 4 ) ,  курсатма З х  =  t бедгилаш 
киритинг. 41. (2x+ y+ z)(A r+ 2y+ z) . 42. a  =  6, b — — T> 43. {0./9}.

44. |  6 45. |  2 - | J .  46. {2, 36}. 47. {2,9}. 48. {9,8}. 49. {15, 39}.

50. { - 7 ,  24}. 51. 10 ~  / 6 - 2 1  ] /2) .  52. {13, 41 | /5 } .  53. v

{117 f  / 2 " } .  54. { - l ^ / 3 + l | / b } .  65. { } ( 2 + / б - / Г 0 ) ) .  

(90—2/ 3 0 )  f/ 5  + У б — / 7) *1 Г 3 ( 3 / ¥ - 4 ) ( 3 - f  / 2 +  / 3) \

58. |  1  ^ 2 7 ( y f 3 -  1)J. 59. {0,06}. 60. { 61. / ( * )

/ x, 0<*<2. L -  Igx, x > l .



69. ,1 ]. 70. g  / I I f f ?  72-

73. f  Щ  ) .  74. И М  76 '
I  X )

/ Ч Л г _ 1 К £ ! - Л .  77. Ъ- V a - b .  78. {1}.79. (0,04}. 80 П бч
4x® : ___  ,л

1 к /2—4 . л
81. а -Ъ .  82. 1 - 1 ) .  83. -  84. . 85. {2>. 109. {3 -  3aJ

Ь ± а ; _ t _ 2 a . | .  110. 112- <2- 2 а Ь  П З. | l  —

9л1 ( a—2b 4-11 «4-^ _ a-t-ft _  i r
- l } -  W ‘ {!g 5 ---------2 }' 1 - 4  2
118 .-  {10}. 119. ( f t - a ) * .  120. {0}. 121. !oga6. 122. a +  b.

( 0 <  a  <  1, f a > l .  „ fm a > l ,  f 0 < a < L
128‘ { o <  6 <  1. v  { 6 >  i. б*лгаада (о ь  0 <  » < 1 . V { * > 1
булганда — 2(!oga5-flog^a). 121 (Iog2>C-f l)3. 125. loga 6. 126. 3 — 

* -cAo%ab. 127. iogfjf бундз |  V J q ^ ^ j ’ 128. b > a >  1 

булганда —2; 1 <  £ < а  булганда — 21o g fl6.

Ш б о б .  А лгебраик  тенглам алар  ва тенгсизликлар

1. Йук, 2. Йуц. 3. Ха. 4. Ха. 5. Йук. 6. Йу*. 7. Ха. 8 Йу«. 9. Ха.
10. ftyn. 11. ЙУк. 12. й у к . 13. Агар Л - 2 /i +  l булса, да; агар 
к  =  2п булса, йук. 14. Ха. 15. Ха. 18. ( / ( л )  >  0. ?(*) >  0) булгак- 
ла, ха. 17. (? i(«) -Ь Ъ(х)  -И- 0 булганда, *а. 18. Йук. 19. ЙУк- 20.

Ха. 21. Йук. 32. { -1 ,2 ,  —1 }. 33. { _ з ? _ 2( _ 5}. 34. j l ,

« {«.-- I ±/]/|; -'/?)• «■
£ .  3 } , 3 8 . { - i . i  , , - Ц  ,

89. ( - l ± i ^ + £ K lO  +  2K fi _ | _ ^ s _ / ) / l 0 _ 2 ^ 5 l
4 , - -  [■ Wt

L  i / i S Z E l !  1  i
1 1 9 /* 4U 2; 4J. 42. j — “Г *

J / 2 2 Z 1 ) . ( f  /
/ '  15

i  /  1 ^  '5 J
К  4 ]• 44. ( ± / 2 ? 2;  -  1 ±  / 3 j C  45. ( - 1 )  
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( 2  1 1 * ' (  v  |/ 6 — I +
46. {— | ;  - у ;  3 j. 47. { ± 2 ± 3 } .  48. J -  --------- g----------  -

+ 1 V / 6  + 1 . - K / 6 - 1 - / K / 6  +  1 . _ y y t ~ t +  
"* 2 2

/  , /  4 /" <» ,

+  K 7 ? + T :  -  K / e + T -  W e -  1). 49. | ±  - y i  ±  I y— t

± i ~ ;  i  | f  /}. 50. {o; + 5 :  / 3 f t  - / 3 i ;  l ± 3 2 ^

f 1 ± / / 7  I ±  / / 9 5
1 -1 ;  3; 1 ± / / 3  }. 52. |

яШ к Я
4 4 >. J

—1 ±  i / 1 5  1 — i / 1 5  |
2  2 J 

-5 ±  / / 3 9  1

51,

. 53. {2; 3; 

. 55. {—6; —6 ±

‘

—5 ±  / 8 5  —5 f  / 5
±  / 5 ) .  56. 6; 1;

( 3 —3 ±  / 6 5 1  
58. { - 2 ,  - 1 ,  0, 1}. 59. 0; ------ j - — j. 60. {1; - 5 ;  - 1

± / 6 }. 61. ±  2; ±  2i] ± V * . . 62. {1; - 3 ;  - 1  ± / 3  *}. 63. {1; 

- 5  ±  / 2 1
3 ; 2 ± 3 / } ,  64. { ± 1 ;  ± y I - 2 } .  65. j ± /; ■ 5 *  — ' }. 66 (3,

3 ±  / i 5  3 ±  - /212_ J  
3 ’ “  2 
- 3  ± / 2 1  '
J H  « •  > * * H 6

_  . . .  . 4К(тН-ЬЭ
82. {-11}. 83. {27}. 84. j -  y j .  85. {-13}. §6 . j y j ,  87. {0}.

- 3  I  / 5 2  j
88 . Ш  89. i 90- (I булганда

{1,—a}, 92. а  Ф 0 булганда {2a; 3a}. 93. а ф  0 булганда [a - f  1, 

у  +  l | ;  a *= 0 булганда 0 .  94. (b Ф  0 a  b ф — а)  булганда

|  -— - j ;  b — a  булганда C \ { — a\ a )‘, Ь=*— а ф ( )  булганда 0 .

95. 02 ф  a2 A ab ФО)  булганда I ———); a =  b =  0 булганда
\ a  +  b)

/? \{ 0 } , колган лолларда 0 .  96. (a +  b Ф  1 Д a - f  b Ф  0) булганда

1 7 -2310  * • 257



fa  +  6 - И | .  (e  +  j e i V e  +  i « 0 )  булганда 0 .  99. (аб Ф  О Л 
\а  '+  Ь — U
A f l V  Ь*) булганда |о; (а =  О Л ЬФ 0) булганда R  \ | у | ;

(а Ф  О A b -  0) булганда Я \ { ~ ) '*  а -  й "  0 булганда /V, (а - Ь ф

Ф О \ у  b =  — а  =£ 0) булганда {0». 100. а +  6 0 бултанда {а; 61; 
а  +  ft -  0 булганда ^\{0} . 101. k  =  0 булганда {0}; * — 5 булган

да (—  -  — 1(—  —  1. 102. а  /  3, « ^ = - 1  булганда {а+3,
1 2 (Л — 5) /

а — И ; а  =  3 булганда {0}. 103. т + \ , т  +  0 булганда {2/п. /я +  
+  2}; m =  1 булганда {3}. 104. т ф  0 булганда {3/п, —2т}; т - 0  
булганда 0 .  105. <2 ■/- 0,5; а. ф  — 1,5 булганда {2а  1, 2а +  3} 
а =  0,5 булганда {4}, а — 1,5 булганда х £  0 .  106. т ф О , т Ф  ± \

булганда | ——— . l | ;  т — 0, т  =  —1 булганда {1}; т — 1 да 

jc е 0 .  Ю7. k  <  — 1 (й  ф  - 1  - j J ,  й > 4  булганда ( 7— ^

/г =  — 1 - j -  булганда — J; k  =  I булганда x Q 0 .  103. тп ф  О,

т  — п булганда {0}; т  — 9/г (/г =г= 0) булганда {0, 5}; /и ф п. т Ф
,  Л 1т +  п ± 2 - / тп

Ф 9/1, т /i V 0 булганда j
т — п

.. 109. т  =  3. МО. { - 1 ,

— J, 123. 7 ? \ { - j j .  124. 0 .  125. [1; 4[. 126. [ - 4 ;  2] U (2; 4].

127. 12; 3,5] U [8; +  оо[. 128. }2; +  оо[. 132. ] -  *>; 2[ U ]5; +  оо[. 
133. а < 2  булганда ]— оо, а +  2[; а =• 2 булган па 0 ;  а >  2 6fn-

а — 2 ~
ганда |а  +  2, +  оо[. 134. а < 1  булганда — оо;

3(а -  1)
а =  1

булганда R; а >  1 булганда
а — 2

31  - 1 )
■j g  j

анда x $ R ]  а <  — 3 булганда — оо: -  —
J а  +  3

136. а <  1 V а >  4 булганда 
а + о

1 а  — 1<  а  <г 4 булганда — оо; —----------
] 3 (в  — 4)

. 135. а =  —3 бул-

; а  >  — 3 булганда 

а  — 1
; + ° °

137. Ь >  3 булганда , 21+ _1  
6 - 3

Р  -  4)

; а  =  4, а  =  1 булганда л: 6 0 .

2 6 + 1
; b < 3  булганда

6 - 3  ’
6 =  3 булганда * £ 0 .  138. т  <  — 9 V — I <  /и <  1 булганда
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71* 8m
, - f  00 t) < /я < -• J у  /п >  1 булганда

/я +  0

ш -  - 9  у  л  -  ±  1 х(-  0 . 139. а  <  1 Сфиаила

М;

булганда х £ 0 , 1 < а < 2 булганда

9 л - 12

9л+12
п »* 3

3;
да-  12
д - 2

7 ♦Я/м 
т & О

; ч -  1

л - 2 • а  — 2 ]3; +  оо|;

л >  2 65}лганда ]3; +  оо[ ёки

«(« -  2) Г

9 л -1 2  Г
— р  +  140. а. <  Ю у  л > 2

1 2 (а  +  10)1; а  "  ”  10 бУлганДЯ - 1 0  <  я < 2

; -f-ooL 141. | л | >  3. 142. 1 < й < 2 — . 
L 3

4
143. т =  —2. 144. а >  1, а <  — 11. 145. я < --------V « >  0 бул-

булганда

булганда
б(а — 2)

2 (а  +  10)

ганда ]— оо; 0,5 (За +  /  9а* +  4а [U ]0,5 (—За +  / у л3 +■ 4а); +оо[;
4 ( 2 ) 4

а  -  — ~  булганда Я \ | — ); а  -  0 да Я\{0}} -  —  <  а  <  О да

w  4- 1 -j- У  6/й — 2x £ R .  146. т <  да * 6  0 ;  <  т < 1  да
т -  1

/и +  1 — у  б/п — 2
т - 1

. 147. а  <  0 да 15л; —Зв[; а >  0 да }3л; 5а[;

а — 0 да 0*  148. /и >  0 булганда ]—оо; m [\J ]m  +  \,  +  оо[. 
т < 0 да \т, т + 1[. 152. - 3 - 2 / 2  <  а < - 3  +  2 / 2 ]  153. />-’ 
нинг киймати йУк» 154. —3 — 2 / 3  <  т <  —2 -|- 2 / 3 .  155. —оо <  
< т < — 1,5. 156. ]—2; 1 [ U ]3; оо[. 157. ] - о о ;  —3[ U ]—2; 1[.U]3; 
+  оо[. 158. ]—оо; —3[ U ]2; 3[. 159. ]—3; —2[ U ]2; +  <*>[. 160. 
]—5; —3[ U ]2; 7[ U ]7; +  оо[. 161. ]2; 4[ U ]8; +  оо[. 162. 0 .  
163. ]—2; 1[ U ]1; 2[. 164. ]—2; 1[ U ]3; +оо[. 181. а <  0 булганда 
]л; 0[ U ]—л; +<»[1 «—  О Щ  01  ^ > 0  да 1— оо; ~ л [  U }0; а[.

1 а  Г
а ; а = » 0  булганда ]—оо. 0[; а >  О182. а <  0 да ]—во; а[ U 

булганда ]—оо; — д[ U V  а [ • 1 8 3  •

U
2а а_ 
3* "з

U ]0; +  оо [; а  >  0 да

а <  0 булганда ]— оо; а\ U

. 184. а <  3
а 2а

и —, а
3 3

булганда ]—оо; — 3[ U  ]—3; 3[ U ]6 — а;. +оо[; 3 <  а <  9 да ]—оо; 
—3[ U ]— 3,6; — а\ U ]3; +оо[; а > 9 булганда ] — <»; 6 — а\ U )3; 
+  оо[. 185. а <  0 да ]3а; а[ U ]а\ —2а[; а =  0 да 0 ;  а >  0 да

f—2а; — я[ U \а; За[. 186. а <  0 да 

17*

5 а * ■ 5а
— о® I “ и 2 а; —

1 2 4



' 5а
] т ; 2 л

и
Ц> ; 00- f  oo[; a >  0 да R \  {0}j a  >  0 да ]—oo; a[ U

•187. e  <  0 да J—oo; 0[ U \ - a ;  —2a[ U ] - 3 a;
—2a[ U \~ a ;  0[. 188. a <  0 да ]3a; — 2a[; д - 0  да 0 ;  a >  О да

3 - 2 д ;  3a[. 190. { -1 ,5 } . 191. { - 1 ) .  192. | y j .  193. 194.

{0,2}. 195. 3 j .  196. \ x \ \ < x < 2 ) .  197. | l ;  5 y j .  198;j 0 ;

y j .  199. {—85 2}. 200. j —4; 0,2; 2 “ -}- 207‘ a < 0 да 

я  -  0 да /?; а >  0 да {0}. 208. а < 0 у л > 1  ла 0 ;  0 <  a  <  1 да 

{ _ 1  +  /П Г ^ ;  1 - / 5 Г Г 1 ] .  209. { у ;  -  у ] .  210. 0 . 211.

{2 ; 4; - 2 ; - 4).  212. {2 ; 3; 4}. 213. { - 2; 1}. 214. Щ  у ;  2}.

/215. {л | - 2  V x >  2). 216. {* | — 1 <  *  <  1}. 217. \ х  | 1 <
<  х  < 2}. 218. {1}. 219. [х  | х  < 2 V х  <  3}. 220. [xl '2<x<3}.

221. {0,1}—1}. 222. j l - j - ;  2 ~  3 - р  2 - у }  223. Ы ?  б[. 224.

U ]5; +оо  [. 227. ]8; -Ьоо[. 228. R. 

. 231. ]0} 3[. 232. ] —оо; 0[ U

] - 1 {  7[. 225.

229. ]—1; +оо[. 230

—оо: —

• [ - ь
+оо

1р  + » [ . 233. -
J

-1 0 ;  -
4

" 5L

[ и  J2; +оо[. 236. 2 - Н
*  3

. 237. 237. ]—OOJ 1[UJ3; + оо[. 238. ] — оо;

—8[ и  ]2; +00[. 239. —оо; — U 12; +°°1* 240. ]0; 6[. 241.

] —оо; -2 ,5 [U J1 .5 j - 0 ,5 [ U ] 0 ,5 ;  1,5[U]2,5; + » [ .  242. ] - о о ;  l j -
I l l  — у b7

- - / щ и  I -  / 3 ;  / a [ U ] l + y f f i i  + о °1 - 243* 4 :

244. ]— оо; If  и  ]2; +  оо[. 245. ] — ooj 1[ U ]2; +  оо[.

1
246.

11
—  4 - со
4 ’ ^

и 2 J - ;  +  оо |. 248. ]—оо; —2[U

U J—2; —1[ U 1—1; 0|. 249. ] - о о ;  2]. 250. [ - 2  + / 6 ;  1[ UJ 1;  4[.

- о о ;  - 3 - 4  U251. a  <  0 да /?\
а

T i + “•, |  > 0 да ^
■252. а < 0 д . 1  j —оо; л[, а > 0  да 0 .  253. «  <  0 да l - о ;  Г *Ч. 
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л  > 0 да ]я; -|-оо[. 2)4. я  <  0 дл ) —оо; а >/.'${ U ) -  я  р/ГП -|- oo|j 
а >  0 дл J— оо; —а  / 3 [  U ) a / 3 j  -|-оо[. 256. а <  О да )2а 2я| U 
U)2d{ —2а / 3 [ ,  а  — О да 0 ; я > 0  да ]~ 2 а  | / 3 ; 2 a |U ) - 2 a ;  2я / " $ [ ,  
256. а <  0 да [6л; 2 а f U ]2я; — 2а|; а > О да /? \{ 2 а ) .  257. (10).

263. 1; 1} 2; — ^ - j .  264. а  <  1 да { у  (1 +  у  X

X (1 — / 4 а  — 3)J , — 1 <  а <  0 да | у  (.1 +  / 1  — 4 a ) J ,  0 <  а  <

<  ~  да j 1 — 4~ j ,  а  >  ~ ~  да * 6 0 .  265. а +  Ь ф О  да

л +  £ „ о  да * 6 0 .  266. {8; 7). 267. { -4 ;  4}. 268.

{±11 ± У " Ь ) .  269. {12}. 270. у ;  l |  271. {3}. 272. { -4 ; 4).

273. {4}. 274. {2; 3}. 275. 0 .  276. а < 0 у 0 < а < 1 д а  0 ;  л =  О

да {0}; а  >  1 да | у  (а  -  1)*|. 277. Ь > 0 да {а}; Ь <  а  да {£}.

278. а  <  1 да 0 ;  0 <  а  <  1 да {аа -  а  +  1; Д2+ я} ; л  >  1 да {aa-f- 
+  а}. 284. х  >  — 1 да * £ /? .  285. {0}. 288. {—4; 4}. 237. {±1;

± У б ) .  288. ( - ] .  289. 0 .  290. {8}. 291. {0}. 292. {7}. 293. {!}. 
116J

294. {4}. 295. {2}. 296. {—1}. 297. {4}. 298. {4; 5}. 299. {4}. 

300. 0 .  301. { -5 ;  8). 302. { -1 ; 4}. 303. j l  у ;  з | .  304. [2}+оо[.

• 305. [5; 8]. 306. {3}. 307. у | .  308. {2}. 309 а . >  Ъ > 0 б#лгаи-

да | Ё  | ; аш,ъ*=* 0 да [0; +оо[, I колган лолларда 0 .  310.

311. а  + 0 да p y - } l  « =  0 да Н ° ° ;  °1* 312 <

<  а  <  1 да а < —1 V а >  1 да 0 * 3 |3 * а<0  да

а  -  0 да ]0; +оо[; а  > 0 да 0 .  314. а  < 0 да 0 ;  а  -  0 да ] - о о ;  
0[; а  >  0 да {0; За). 315. а .<  0 {2а}; а  >  0 0 . 316. а  <  — 1 да

[л. ------!------1; а >  -  1 да {0}. 317. {la I}. 318. а ф О  да {0} а = 0
1 ’ 4(а +  1 )2 J
да R. 319. а  >  0 да {0}; а <  0 да 0 , 320. 1 — 2; 2). 321. (—4,5; 0)

Q6)

258. { - 4 ;  4}. 259. {8; 27}. 260. {1|. 261 • К ) 262.



322. ] -о о ;  —2[ U 

4
5i 5 ¥

т

340

. 323. ]—ooj —2[ U ] 14; +оо[. 324. [2; 

325. [2; 3]. 326. [ - 2 ;  2[. 327. ] - о о ;  —10[ U ]1; +  оо[. 328.

- у ;  3 - 2 К З | .  331. 134+6J/53; +  оо[. 

. 348. — 1 <  да < 0 да [ I — V I  +  т> 1 +  V 1 +  да];

3 -1 ;  +оо[. 329. 0 .  330.

1. _2 

3 ’ 3

да >  0 да
т  , _ , ----------------------------

—у ;  1 +  ^ ' 1  +  да ; да <  — 1 да 0 . 349. а  >  0 да ]—л;

а[; а  <  0 да ]а; — а[; а  — 0 да /? \  {0}. 350. (а  <  0 у  а  >  1) да 0 ;

О <  а <  - j  да [0; а 2]; у -  <  а  <  1 да [2а — I; а 1]. 351. — —гк;

| а  |]. 352. а = £ 0  да ]—оо; —3f t j  ]—1; +оо[. 353 а  <  0 да [а; 0] 
а  >  0 да ]0; а[; а  =  0 да 0 .  354. 1 <  а  <  1 +  | / 3 да

а(а2 — 2а +  2) 
а? — 2а — 2  ’

>  1 +  |/~3 да

(а -  Ш

а
~з

— оо: —

; а  =  1 +  /  "5 да

' а (а а — 2а 4- 2)

1 4- / У '— оо: — ; а >

а
U

a a -  2a  -  2

да 0;

а  <  0 да

|  4- оо^. 355. а > 1

2 - V  2
4

-2 +  V 2 
2

Г2 /  2 I
; а < 1 да 0 . 356. а >  0 да — Ц?— а; 2а ;

а; .0 . 357. а > 0  да — оо; а . 358. О <  а <

1а* +  4 
<  2 да — -— ; +  оо • а > 2  да [а; + оо[. 359. а  <  0 да ]—оо; 2а [;

а  -г 0 да 0 ;  а  >  0 да ] — оо; а[. 360. ]0; +оо[. 361. Ь <  — а  да 
] —оо; а 2] Ь =  —а  да ]—оо; а 8[; (ft >  — а  Д а  <  0) да ] — оо; а*];

а

а  ------ ------- а—- | / _ ла _ 4д. - у Х

f t >  — а  Д а  >  0 да ]—оо; 0[. 362. а  <  0 да 

а  >  1 да 0 ; 0 <  а  <  1 да [1 — y f l  — а; 1 +  j / l  — а]. 364. (а <

<  — 4 V а  >  0) да 0 ; —4 <  а  «  —2 да

X V W - F T a  ; - 2 <  а  <  0 да [а; - а ] .  365. (2; 5; 12}. 366. (1; 7}. 

367. {1; 17). 368. {5}. 369. {10}. 370. {62,5; 100}. 371. {3}. 372. {1,

8}. 373. {О, I t ,  374. | ±  1 й |  375. {1}, 376. (1}. 377. {1, 5}. 378 

{21^3 +  0 ,5 l g 7). 379. {0,5 l g | Ц  390. {т ; т >  0}. 391. j - y j .  

262



ь  397. (3; 4; И}. 398. { -  ~  ~  з \ .  399. {21 U Ц; 21. 400. 0 . 
404 '
| 1й; Г и ^ М > ^ 1  да {1}. 405. & > 0 ( 6 , 4 )  да

6 =  1 ла 0 .  408. 6 >  0 (6 Ф 1) | / ‘2 <  а  <  2 да

X  / V  2а 4 н- 4  —■ а* \)
А \ 1°% ь------------2---------- - 2 j j ;  6 =  0; 6 - 1 ,  а - 2  да в <

^  / 2 ' v  а  > 2  0 .  409. ( а ) .  410. а8 +  6* — баб <  0 да { 0 ; а  +  6{;
Лз j  «,« ' , .  , Л , а  - f  Ь ±  у  a'1 -f  62 — баб )

+  — оаб >  0 да {0; а  +  6 ; ----------------- ----------------- J. 411.

1 - о в ;  _ _ ц  и ] 0 ;  11 и  11; + о о [ .  412. 1— оо; 0[. 413. f - o o ;  2;5[.

« . « - 1 0 < К 1  да I- о о ;  - f j F  ^  f  t i t  ~ o i ;  fl—1;6>
1 ig 6  L

>  l  Да ^  _  0,5; + o o  ; 6 — 1; 0 <  a  <  l  да ]*2;
i  lg  b

+  x t ва x 2 илдизлари 6 — 1. a > l  ] — оо; * а[; *3 =

l g 2 - l g ( 6 ' + n  л /-r V g ( a b Y ~ b { b * + \ ) ) - \ g { a + l )
— ------- + 0 ,5 , 0 < a < / 6 ,  ]---------------2 I g “ , 7 6  :

4 -0 0
1 (l(a-rb)
J. 450. 3 c m . 451. {—220; 264). 452. {3; 3; - 4 } .  453 .1 м /с е к ; 

/ ( a  — b) S
~ 2ab  - м /с е к L  500. {(I; 9) (9; 1)}. 501. {(5; 4)}. 502. {(4; 1) 

(1; 4)}'. 503. {(1; 81) (81; 1)}. 505. {(9дЗ; a*)}.

IV б о б .  Т ригоном етрии  ф ункциялар  ва  улар  орасидаги
м уносабатлар

1. а )  Е (у )  -  [0; 2); б) Е(у)  -  [0; 21; в) £ ( у ) ~ [ 0 ;  1]; г) £ (у) =
2я

=-[— 1; 1]. 2. а) п; б) 4л; в) 4те; г) 2те; д) — ; е) те. 3. а) мусбат;

б) мусбат; в) манфий; г) манфий; д) манфий; е) манфий; ж) мус
бат; з )  манфий. 4. а) (00° <  а <  260°; б) 0° < a  <  210° ва 330° < 
< «  <  360°; в) 45°, 135°, 226° ва 315°: г) 0° <  a <  90° ва 180°< 
< л <  270°; д )  0 °< a < 1 8 0 ° ;  а=£90°; е) 0°<а<36С° ва <*=£90° аф2Ж \  
ж ) 60° <  a <  300°; з) 0° <  a <  150° ва 180° <  a  <  330°. 5. а) ток; 
б) ж у ф т - а) ток *ам, ж уфт *ам эмас; г) жуфт; е) жуфт. 6. а) —1,5-f

+ 2 ^ 3 " ;  б )  2 J / T ;  ч в) 0; г) 6 ;  д) 3; е) 0. 8. а) cose  -  ±  — ;

Ой ОAV/U



о т / Т  I K о
coseca — — —L— , seca -г 2;  г) slna — ±  — cosct «в 4 - — -

3 17* 1  1 7 '

t g « = l  j .  seca - ± 2 “ , coseca — db 1 — ; д) slna -  ±  l l S ,

m m
c o s a = _ _ ,  tga =  ±  1, c tga =  ±  1, coseca ™ ±  f  2; e) cosa =

-  V  0,98 tga =  j - ,  c tga  =  2, coseca «  — 5 V 0,2, secaw

I 1
"  “  17тпГя П * 2sec2“ 12. sec2a. 13. - — ;-----14. 1. 15. — 2.V v/Jo siqavcosa

16. 0. 17. 2J tg a |. 18. 2| coseca |, 19. 1. 20 а) I ; 6) 1; в) ±
2

____  1 4r Ш  — t*
±  J/ 2 - /*; r ) ----------------- . 21 a) *»■- 2; б) / з _  23. л: +  2 -  у*.

24 2(jc2 - f  yv)-=  (а-f 6)2. 79. ~ ( j /  3 — 3}^2). 80. Мавжуд эмас.

• 3 3  4 ,  i_____  a
81. 82. - .  83. V \  ~ m \  84. —

56 5 2

V б о б . Тригонометрии тенгламалар ва тенгсизликлар. 
Тригонометрии тенгламалар ва  тенгсизликлар системалари

' •  < - 1>"+ 1 ? +  v п  е 1 2- ! + » « *  • « *  3- ; 0 - 4 - ? + т :

л 6 Z.  5. — +  4ля; п €  Z .  6. — —+лгс; ra£Z . 7. — +  —; л  £  Z . 
о 3 • 10 5

_ 71 f l U  '  ТС ЗТС

8. 4- л  £  Z .  9. ±  — 4- 2ля; я 4 2 ля; л  € Z .  10. 4- 2л л ,  
о - 4 3  4

л £  Z . 11. лп; л ^ г .  12. ~ 4 *  2 ля; (— 1)" ~  +  2ля; п £  Z. 13.2 о г
тс з  71 ' п
—  +  пк; a rc tg  -7 +  п%; п £ Z .  14. 2/гтс ±  —; n £ Z .  15. — -f  пк;4 4 6 4



2tin . 5л „ я лис .
+  — ; n$Z.  18. -  — -|-mc; п £ Z. 19. - + “ ! п £ L  20. 0 ,

л а/я _ _ л п 2/1 гс ’* — лл л Я*
21. - £ + 2 ; n € Z - 22■ * " *  7  +  Т ‘ Л 6  S T 1' 5
1 1 . р В И Н  те те > -

— arc tg  — +  —; п £  Z .  24. -Ь — 4-лп ; — ~  Н- я«; ял; п />.
5 7 р  б 4

те /г т с ___ п  , ^ ^  п  nit s i
25. ±  — +  —; n £ Z .  26. — +  пк\ пп\ n £ Z .  27. — —  +

6 2 4 о z
п  . _  л 2яте я  . 2/гтс

28. ±  б 4- ял; п  £  Z .  29. — 4- — ; — — +  ^ ; п £ Z.

3 /*1Ма 5тс
30. a rc tg  -  4- (— l )narcsln * 1 ^ 4 - Лте; я  £ Z.  31. ^Ч-2яте; -^4-2яте; 

«  '10 о о

п  € 2 .  32. 4- ( -  1)яа resin ~  +  лте, я ^ Ж  33. 10°'5+2л; 102я , 
о о

я  £  Z .  34. — 4- ( — 1)*И  arcsin 4- яте; — — 4*

+  ( — l ) ”arcsln —ф— 4- пк\ п £ Z.  35. 2arc tg  1 — ^  2 . 4- 2ял; я  £  Z-
2

36. — 4-2ял; Л 6 z .  37. — — 4- Щ\ arctg (2.4-]/"з)  +яте; n£Z.  38.

7  + 2аШ«  — *lt| / '79 Т 2 « ;  « е  2 .  39. - 4  + a r c t g z 2 ± ! - f f

| Ц 1  л  I  z * 401 л  =  -  I булса ±  4-  2яте; а  - j / Т  б^лса -  

“  Г - 2 а г с 12 ( К Т - .1 ) 4 - 2 я т е .  Й  М Щ  булса -

2а rctg  ( |/~*2~4- 1) 4-2«те; я <  у J  булса -  ^  4- 2arc ta  1 М И Р  . 

_  4 «4-1
4- 2яте; а >  ]/" 2 булса 0 , я ^ 2 . 41 2?- г  у  ло 2/1ге

~  7 + 2? 111 7  + "** «• »ч ~  + » , Д  г , м .  К  Я  Ц
45. 2 « ;  |  + W  f + 2 , 4  „  У  46. f .  ±  |  +  „„ .  J  £  47.

? + 2 “ : (- 1)ЛаГ“ '”  7  +  " 6 2 .  48. f + M ;  |

49. ±  - f + :?« » . я 6 г .  во. V  Л -+ 2 я „. ± ± + т

Л * Z - 51' П" : 1  7  +  2ЛЧ |  # + 2п»; ^ + 2 » ;  , е 2 -



rn г  7  45 '— 4 ^ * '
53 л л = arc tg  10 +  ля; n c z .  54, « +  2л*; я  ^  2

Л . 4 . л * ;7» я  7к , o f Z .  57. ля; з

i  + 2 п я ;  л € 2 - м - i 2  + 2-  6 + п "  ' *  ;  * ■  „  (  z . ев .

n $ Z .  58. л £ 2 .  59. -J +2rt ' Ю J *  7 | / - g ^

2ля; - 2 a r c t g 4  +  2nn n € Z .  61. № Й 1 Ж  ^  ** 10 1

-  +  ял; л £ / ,  02. л £ <£. 63 ^  •) лл; ± j  +  2ля; п £  X.  

**• -~ Г  + пк\ П£2 .  65. 2л*; ~  +л«; л  QZ. 66. ±  •■£+ я я ; n £ Z .

67. ±  +  68. Л

1  +  | ; п ^ .  ?0. 2 . +  2й„  л б к  71. я*: я 6 2 .  72. 5 - + - я ;  
4 2 |  |

Г 2 ;
я

я £ Z. 73. ля; — ~  +  ля; /i£Z. 74 2 та е шми бор. •*, 6

П
0]; *2 £  ]0; — . 75. Чексиз куп ечимга эга. 76. 3  та ечим  и бор:

. 77. Чексиз куп ечим га эга. 

Зл I n

Xi — Ot 

78. 3 та ечими бор: atj £

К
■ -

1C

1

W
J

__
__

__
__

о

1 * 8  € ! 7

i ;
71

; х ъ 2 ’ 2
. 79. Ч ексиз  к ^ п

ечимга эга. 80. |я| >  У  2  булса, — +  ля; | a j > yf  2  булса, ■— +

тетс а  л
-4-пя v “  ±  arccos -7 =: +  2ля, n£Z . 81. а — 0  булса , ■— -f ля;

л у  2  ч 2

я =£ 0 булса, ±  arccos ~  1 ~^У1Л_+  16а _ -+ 2ля^ л  £  Z .  82. л  =  — 1 

булса,j  — 2 ; -  —j; я = й  булса, | - 1 ± | 0 .} — 7 — W  5

л=1  булса, 1. 83. | а |  <  Ю д а ^ » 3  булса, a r c tg  — ^  У 12 — аД »
3 — а

4-ПК о — З булса, -  a r c tg 3 + ля; | a j >  10 булса. 0 - п С 7
1 3  1 * ^

84. - - -  <  а< ~  булса, ( - 1 ) я -  arcsin  ( l  - У г ^ 2 а) +  яп

\  3 Ч
в <  -  ~  У а>  -  булса 0 ;  л £  2 .  85. а <  0 V а >  !

о

2 1 

б у л с а .



са, бигта ечим; а <  — булса, 2 та ечим. 88. т £ R булся,
А «

2 /т ;  т ф \ -  булса, — ёки 2лте; т  — -jj булса, R ,  n £ Z .  Агар
2 —1 * 

т  £  JVA т ф  1 булса, тенгламанинг ечимларини берувчи ёйлар- 
нинг учлари 2т —1 томонли мунтазам купбурчакнинг учларидан 
иборат булади. Демак, т  — 2  булганда мунтазам учбурчак ва

/ я==3 да мунтазам бешбурчак булади. 89. {1}. 90. tg  “ | .  91. 

| _ i j .  92. { -2 ; -1 } . 93. j - i + O j  94. { -  | j .  95. 0 .  96. 

{ - ^  0; 97. { -1 ; 1}.98. | 1 | .  99, {0}. 100. - <

<  а <  Щ: булса, tga; а < — булса,  0 . 101. — ~  < а <  0 

булса, cos2a; 0 >  a <  2« булса, cos —; a  <  — — ёки а  =  0 ёки

а  <  2те булса, 0 , п  £  Z .  102. — — <  д < 0  ёки 0 <  а < — булса

а  т е т е  a
— sin — ; sine; — п < а < — ■— ёки — < а < к  булса, —sin —; а  <

2 £ Z ia
те

<  — я ёки а >  те булса, 0 . 103. a rc tg  3 +  лте <  * <  — +  лте; n £ Z .
Щ

104. пк <  х  <  arcctg(— 3) +  ля; 105; « — + 2 л п <  х  < а  —
О

— Т  +  2лте; n £ Z ,  <?£-#. 106. 1 +  2 л я< л :<  ^  — 1+2яте; п £ Z .
о о о

. „ т е  Зте 5те 7 те
107. — 4- 2 п к < х <  — +  2яте; те +2лте<д: <  —- - f  2п%\ ~~ +  9пк <

4 4  4  4

те
<  х  <те+  2/гте; — — +  2лте; п £  Z .  108.

&
Зте

Ж  - 1
те л

" 7 °
те ЗтеГ л
~ ;  ~ | . 109. а г ^ 3 + 2 л т е —п < х  <  arctg3-f2rtre, п £  Z .  110, — ге —

— arcsin ~  2лп <  х  <  2 л-т +  arcsin 2лге+ a resin -7- < * <  те —



. -  м с з ^ - И я * ; .  n ( 2 . : U l .  arcsln f '  ^ - i  +  2m. <  л: <  и -

-ansta  + n ( z. t l2. n + 2m< x < Ц + 2nn;- 52 1 +  2ятс; n e Z. 

arcsin U p L -  -  +  2л7с<х <  — -  arcsln Ц 1 Е  +  2лп; n £ Z .  113.4
ГС ПК

3 +  2
^  I 2 ?  >• . •• | #*»V
6 2 з  2"’ я  114, “ * -I- « « <  x  <  — arc tg2  +  лл;

4 '
4 “*■ Лл: <  *  <  7" +  nn'< 4 5 .  — -j- пк<х<тг, x  ф  “  +  m \* 4 4

n £  2 .  116. 0 .  117. 2niz<x<  +  2/ir; * +  2nn <  *  <  She +  2пщ

З т с 4 2 л * < х < у + 2 л * ;  n $ Z .  Ш .  2 п к < х <  у +2nr,  ~ + 2 m <  

3«
<  v <  T '+ 2/Z3l<i * +  2/гтс < x  <  — +2mc; ■— +  2яте<*< — +  2 «тс;

u * 5  5
и  ^  7  1 1 Q  Л  I ^  3 ^  tilt %  П К  nn $ Z .  119. - + -  < * < T + ?  +  « € 2 .  120; -  +

n̂n < x <  ~ -+2/гтс; — •— -}- 2ля<  д :<  — ~  -J-2/zje; ~  -f-2/гл <  jc <
* /. 3 3

<K-b2/Z7t; * + 2 n *  < x <  ~  +2 /zu ; n f Z .  121. — ~  +  2пя  <  x <
>5 6

<  -  +  2л*; n £  Z . 122. y  +  ? * * < *  <  у  +  2лге; n ^ Z .  123. ]0j

arcsin

126.

V  5 — 1
2

0; arccos

г тс “ 2п 1
. 124. (); — ) ~~; тс

J 3 з  J

7C
125. пъ< x  < — + n ^ n f Z .  

4

1]. 130. 1,

К б  — 1 
2

1 +  / 1 7

• I27‘ [ 7 ; 1 ]• 128* ]— 0°; tgr И, 129. 10;

1 -  V t f . Г
2

. 131.
*  2

. 132.

]sin 80°; 1]. 133. л <  — 1 булса, x £ R ;  — 1 < д < 1  б улса ,— arccosa-)-

+  2пк <  x  <  arccosa +  2пк\ a >  1 булса, 0 ,  n  £ Z .  134. — 4-
Щ i

4- nn  <  л: <  arc tga  +  n*\ n  £  Z. 135. arc tga-f-лл;<■*<*-)- «it; n £ Z .  
136. —3 <  я < 1  булса, arccos(a42)4-2nrc<x <  2js — arccos(a +  2) +
4 - 2 «д; — 1 < а < 0  булса, x £  R\ a  <  — 3 ёкй a >  0 булса, 0 .  137.

« > 0  булса, 2 arctg  ~ 4 - 2 л я < х < 2 я + 2 л я ;  а с  0 б^лса, 2ля <  х  <

— 2it 4 - 2 a rc tg  —+ 2«it; л £ 2 .  138. д <  булса, x £ R .  “ < а < 1  
^  2* It



вудся! v цуйилаги иитврплллдодан бирига теринит: пп <  х  < 

<  “ ■+'»*: (2 я+  ^  J  — ’f  <  * < (2 л + 1 )  ~  (2я+ 1) ~  < * <  ~  +

я  а ,
Н’(2Л”1“ I) —, (те +  1)те — ~ < а^ < (я4 -1 )я ,  бу ер  да a - a r c s l n / 2 ( l - u ) ;

а > I булса, 0 ;  п £  Z.  139. О <  а < 2  булса, те-{-2/и <  х <  2л-|-//п;

й >  2 булса, к - f  2/гл <  д: <  2я +  2яте, arcsin f  ~~ У а*~4  _[_ 2пп <
2

<  х  <те — arcsin -  — ~ 4 . - f  2яте; /г С Z . 140. а  <  L u J O *
2 2

булса, * £ / ? ;  а >  J .-T L O .. булса, 0 ; -1 ~  ^  5_ < л  <
2 2 2

булса, — +  лл <  -*■< -  -  +  пп; п £ Z  булиб, бу ерда а==

2 а  —  1 1 ... те я
-  arcsin — Г=г; <р =  arcsin ~ r = - -  H I .  -  -  < а < ~  булса, [ - 1 :

Y 5 , r  У г5 * " “  2 ^ “ ^ i
Я 1C

sina]; а  >  — булса, f —1;!];а =  — -  булса, {—п .  л < _  — бул- 
/ 2 ^  - 2

са, 0 .  142. - j < a <  j  булса, J -  оо; tg a ]; a  >  — булса, * 6 Л

f 
a

я  1 « -
a < — — булса, 0 . 143. a  > — - - б у л с а ,  J c o s ------" ------ Ц - - К

§  2 2(a + 1 )  ’ ^  r

< a  < -  булса, [ - 1 ;  1 J; a < - l . булса,  0 . 144. a < 0  булса,

Г  а г [ г а > 0  в*лса' ] ~ i 7 ; j ] : а - ' °  б?л“ - 145. x -  j  +

+  й я ч  у  _  * € 2 .  146. л г -  ±  £  +  ^ + m . y_  *  3  +

+  £ + » . . • « € * .  <47. , - ( - 1 ) "  ?  +  ?  +

-  ?  +  г  Ю .  - ^ ± J . +  I + - .  §  ± f

149. - r = ±  J + 2 B 4  У = ±  j  < Z .  150. * - - -  +  Цп +k). y _

"  F  + *’ k^ Z’ 151' Xt "  T  + ЛЛ; |* -  A + /№; ^  -
2  4 4

-  a r c t g  — - f  /гте; y2 =  a rc tg  j +Л*; К  Z. 152. ^  +  r ( A+
4

+  n)i у, =  те(/г -  /г); -  п(/г +  л)Л  -  -  — - f  я(/г _  ^  д  ^  ^



Q— ^

1 5 3 . X i  -  ( -  1 )*  -j* +  A n, y i -  ±  j -  +  2A nj * 2 - (  - 1 ) " * 1 —  4 -  л я )

Уа“ ±  ~  +  2лл Л, n $ Z .  164. ^0| — J. 165. Xi — ~ -И*1

? 3» тс
У! -  a rc tg 2 +  я« | *i — - j  — a rc tg 2 -n (A + « ) j  — —+  kn; y, -

Sic
— — arc tg2  +  nn\ г , »- +  arctg2 — я(А -|- л) к, n £  Z .  156. 

( l + j p l i  I  ~  f 23- ) .  ( Щ  -  I Ц  ^  )■ 1B7, v  У €  [Oj 1] учун

x =  — ^  1 ■— У *• 158, (1| 1). 159. — +  2nit< x <  -? +2nni n £ Z .  160»
6 3

7 я 3ti tc 5«
2пя— — <  x  <  — “  +  2лл ёки 2ля 4 - — + < x <  — + 2ля. 161.—

, 4 4 4 4
TQ 15 vIC 3lC Я

—  — +  2n n < x  <  “  +  2ля; ~  +  2л л < х  £  —• + 2ля; /z £ Z . 162. —  4- 
о 0  v z  u

n 2k l l n  n
+2nn <  x  <  — +  2лк; ёки — + 2 я л  <  x  <  — - +2л7с; л £  Z.

3  3  6

VI б о б.

П ланиметрия

4. К у р с а  т м а. Учбурчакнинг у рта чизиги хакидаги теоремъдан 
фойдаланинг. 5. К у р с а т м а .  Учта айлананинг текисликда узаро 
жойлашиш вазиятини каранг. 6. К у р с а т м а .  Асосига нисбатан 
симметрияни каранг. 7. К у р с а т м а .  S(CD) ни кара иг. 8. К У р -  
с а т м а л а р .  1-у с у  л: Д в Т / Л ^ Д Л / / / ^  ни карапг; 2 - у с у л ;  S lBC) 
ни каранг. 9. К у р с а т м а .  S(hA)(M) ва S^BC)(/И) ларни царанг. 
10.60°. К у р с а т м а .  АВ; кесманинг Урта перпеидикулярига нис
батан симметрияни каранг. 11. К у р с а т м а  R b̂°  ни царанг. 12.

К у  р с а т м а л а р. 1 - у с у л :  Я д 9 '°(АВС) ни кзранг; 2 - у с  у  л: АВ  

ва N Q  векгорларни каранг. 13. К у р с а т м а .  R ^ °  ва R |°° ларни 
карпиг. 14. К у р с а т м а  л а p. Ov 0 2, 0 3 ва Ot лар квадратлар 
марказлари булсин. 1- у с у л :  Д С^СМ  =  д 0 а0 3В ни каранг;
2- у с у л: /?^°° ни ка ранг (г =  1,4). 15. К у р с а т м а .  ни ка

ра нг. М —учбурчакнинг маркази. 16. К у р с а т м а .  /?0 12о° ни ка

ра и г. 17. К у р с а т м а .  (А ) ни каранг. 18. К у р с а т м а .

# J j 9G°(AА ^ С х )  ни царанг. 19. 150'. 90°. К У р с а т м а л а р .  1- 
у с у л :  7 tAB-*-A'B’ ни «аранг. Бунда В ’ нуцта CD  томонда ёта-



дм; 2* у с у л: / 1 AD * МС  ип MipflilP, 20, f -I»» шw К V p o l l  м к.
I  ни караиг. 21, 30“, 30', 1Й()'\ К У |» с I» I ми. I \ А  > /»,
7 I С * /1|, T t t i  * 6'| ларни K/ipaiir. 2Л К У р о п т м # .  Цнпмнмл* 
ларнинг коси ш и т  нуцтастн нисбатан ГОМОТОТИЯНН iyi|Mii " I. 
К у р с а г м а. 22- масала г а t<apflMr. 24. К У р е и  г мн. ( . l / ' V. l f)

ни ка ранг. 25. — а. К у р с а т м а .  В  Р  •=> / J# j  иа ЛА' — / \Л,  лорип

исботланг ва Нм \В-*-Р ва Л-*-# ларни каранг. Бу ер да /У учОур* 
члкнинг орнрдик маркази. 26. К у р с а т  м а. ни каранг. 
К у р с а т м а .  Л*,, Л'/а, /И3 /И, л ар учбурчакларнинг, О эса rVpr-

1 “ ► **►
бурчакминг огнрлкк марказлари булеин. ОМ^— — (О Л -f О В  +■ ОС)

О
муиосабатдан фойдаланииг. 28. К у р с а т м а .  И в  ни к а р а т .  30.

I

К у р с а т  м а. н \  ни каранг. 31. К у р с а т м а . ;  Н м  ни ка ранг, 
М  — огирлик маркази. 32. К у р с  а т м а  л а р. 1 - у с у л :  
Щ  ( Д ABD) т  каранг; 2 - у с у  л: CD  книг давомида ВС  — DM

\ 1
2 7

кесма ясанг ва л  В DM ни каранг. 33. К У р с а т м а .  ITj.j ва Н м  
ларни каранг. 34. К у 'р  с а т м а .  Учбурчак тенгсизлигидан фс-йда- 
л амии г. 35. К У p e a t  м а л  а р .  1 - у с у  л: 34- масалага каранг; 2- 
у  с у л: Берилг ан учбурчакни параллелограммга тулдирииг. 30. 
К у  р с а т м а л а р. 1 - у с у л :  6 - масалага каранг; 2 - у с у  л: Берил- 
ган нуктадан ён томоига параллел тугрн чизик утказинг. 37. 

а
■р^:. К у р с а т м а .  ЛВОС  тУртбурчакка ташки айлаиа чиэиш

мумкинлигидан фойдаланииг, бу ерда О квадрат маркази. 40. 
та

т  +  1
. К у р с а т м а .  Учбурчакларнинг ухшашлигидан фойдала-

нинг. 41. -  — ̂  (битта ечнми). К у р с а т м а .  Турри чизик би-
3  *

лай учбурчакнинг узяро жойлашишини каранг. 42. 80°, 60°, 30°.

43. Гипотенуза 2 Vab,  катетлари 2а 1 /  ——— ва 2Ь л /  — - — .
V a + b У а -{• b

К у р с а т м а .  Хосил булган учбурчакларнинг ухшашлигидан фой
даланииг. 44, К у р с а т м а  л а р. 1 - у с у л :  Синуслар ва косинус- 
лар теоремаларидан фойдаланииг, 2 - у с  у л; С  бурчакка биссек
триса утказиб, учбурчакларнинг ухшашлигидан фойдаланииг. 40.

4  ьс — №— с* те л У 2ait „ 
a r c c o s -------- ---------- . 47. — . 48. ---------. К у р с а т м а .  Биссектри

с е  4 а +  b



санинг хоссасидан ва синуслар теоремасидан фойдаланинг. 48.
2  . •- - с м .  К у р с а т м а .  Тенг бнли учбурчакнинг учидан асосига ут- 
3 - >
казилган медиана баландлик хам булиши ва биссектрисаларнинг 
кесишган ну «таси ички чизилган айлана маркази эканлигидан фой
даланинг. 50 К у р с а т м а .  Тугри чизицларшшг параллеллик ало- 
матларидан фойдаланинг. 51. К у р с а т м а л а р .  1 - у с у л ;  Хосил 
булган учбурчакларнннг ухшашлшндан фойдаланинг; 2 - у с у л :  
Синуслар теоремасидан фойдаланинг. 53. К у р с а т м а .  31- масала
га к а ранг. 54. К у р с а т м а. Вектор алгебрасидан фойдаланинг» 
55. a = J^ f t2-(-6c. К у р с а т м а л а р .  1 - у с у л: В  бурчакка биссек
триса утказиб, учбурчакларнннг ухшашлигидан фойдаланинг; 2- 

у с у л. Синуслар ва косинуслар теоремаларидан фойдаланинг; 3- 
у с у л: Синуслар теоремаси ва sin'3a формуласидан фойдаланинг.

56 |п а—л, |. 58. 2 arccos -------— . К у р с а т м а л а р .  1 - у с у л :
2 ос

Косинуслар теоремасидан ва биссектриса хоссасидан фойдаланинг;
.... 2bc

2 - у с у л :  Учбурчакнинг юзини ифодаланг. 59. - — - c o s а. К у р 

с а  т м а. 58- масалага каранг. 60. К у р с а т м а .  Олтита учбурчак
Уз

учун синуслар теоремасини ^улланг. 61. ——  а. 62. 5с3 =  а? - f  ЬК

К у р с а т м а л а р .  1 - у с у л :  Медианани топиш формуласидан ва 
Пифагор теоремасидан фойдаланинг; 2 - у с у л :  Вектор алгебраси- 
дан фойдаланинг. 63. К у р с а т м а .  В  бурчак биссектрисасига

/71
нисбатан симметрияни каранг. 64. Ха. АО — ------------- А В  -f-

1 <+• т  +  а
п -*■ 2тп  . _

+ ------------- А с  <5. ----------. К у р с а т м а .  В ектор  алгебрасидан
1 4 /л  +  п и  -Ни

фойдаланинг. 65. к у р с а т м а .  Вектор алгебрасидан фойдаланинг.

67. т а =» — У 2с'£+ 2№ — а1. К у р с а т м а л а р .  1 - у с у л :  Берилган
2

учбурчакни параллелограммга тулдиринг; 2 - у  с у  л: Вектор алгеб

расидан фойдаланинг. 68. —- V  3(а2 +  Ъ% +  с3) — (тк3 ri* +  р8).
и

К у р с а т м а .  Вектор алгебрасидан ва косинуслар теоремасидан 
фойдаланинг. 69. К у р с а т м а л а р :  1 - ва 2 - пунктлар учун 12- 
масалага царанг, 3 - ва 4 -пунктлар учун R 90° ни каранг, 5-пункт

/ 1 I - Л А С  Q
-------------- К у р с а т м а .

5—3 cos а
Вектор алгебрасидан фойдаланинг. 73. К у р с а т м а .  Синуслар 
теоремасидан фойдаланинг. 75. К у р с а т м а л а р. 1 - у с у л :  31-



масалага каранг; 2 - у с у л :  Некто]) ллгвбрасндлн фопдвллиииг. 70- 
К у р с а т м а ,  Вектор алгебрлспдлн фоПдлллнннг, 77. |  тп, К V р* 
в а т м а. Биссектриса хосслсндпн фоЙ дш иннг, 78. К у р г n i м л 
Медианани а, Ь, с л ар оркали ифо индий, сфигрд спнуслвр цирк-  
масидан фойдаланинг. 79. К у р с  « г м  л, Вектор «лнИИрлгндлн i|ui|l
даланииг. 80. 90°, 45°, 45°. 81. 1^2,88. К у р с а т м а .  Гжссрктрнгм 
хоссасидан ва косинуслар теоремасидан фойдаланинг. 82. МП 
К у р с а т м а .  Биссектрисанинг ва учбурчак у рта чи.шгиницг мк 
сасидан фойдаланинг. 83. 30°. К У р с а т м а .  Таигснслар теорема* 
сидан фойдаланинг. 88, 90°. К у р с а т  м а л а р. 1 - у с у л :  Гочоте» 
тиядан фойдаланинг; 2 - у с у л :  Вектор алгебрасидан фпйдаллнииг;
3 - у с у л :  Бир нуктадан утган уринма кесмалари Теи гл и гм дан фоП 
даланииг. 89. К у р с а т м а .  Учбурчак теигсизлш план фоЙла» 
ланинг. 90. К у р с а т м а .  Уринма хакидаги теоремадан фоИдала- 
нннг. 91. К у р с а т м а .  Гомотетиядан фойдаланинг. 92. 6 0 \  93.
К у р с а т м а .  Уринма хакндаги теоремадан фойдаланинг. 94. Г Ыг.

+  ( д — аг)*; 0 <  х  <  а  теигламадан топилади. 101. К у р с а т м а .  
Уринма кесмасининг узуняигини х; (О,; г,) ва ( 0 3; г3) айлапалар 
марказлари орасидаги масофани у ва ^ О ^ О О ч ^о .  деб олиб,

105. К у р с а т м . а .  Медиана хоссасидан фойдаланинг. 106. К У р* 
с а т  м а. 105- масалага каранг. 110. К у р с а т м а л а р .  1 - у с у л !  
Учбурчакнинг Урта чизиги хакидаги теоремадан фойдаланинг;
2 - у с у л .  Вектор алгебрасидан фойдаланинг. 111. К у р с а т м а .  
110-масалага каранг. 112. К у р с а т м а .  110-масалага каранг. 113. 
К у р с а т м а .  110-масалага каранг. 114. К у р с а т м а .  Учбурчак- 
ларнииг ухшашлиги хоссасидан фойдаланинг. 115. К у р с а т м а 
л а р .  1 - у с у л :  А\В  ва CXD  кесмаларга курилгаи учбурчакларнииг 
тенглигидан фойдаланинг; 2 - у с у л :  Z0hh каранг. 116. К у р с а  т м а. 
Вектор алгебрасидан фойдаланинг. 118. К У р с а  т м я .  Вектор лл-

йа — 2R 3 — 2R 2cosa,
■ У2 =  (/? +  г,)2 +  (R  +  г 2 ) 2  -  2(R +  r,)(R  +  r a)cosa, 

* 2  =  у 2 —  ( f j  —  Г2) а

у р с а т м п,

4R r ( R  -  г) 

( # +  г #  *
Тугри бурчакли учбурчакларни караб чикинг. 103.



с а т м а .  Трапецияни учбурчак ка тулдирииг. 122. т. 123. 4 Ъ - а .

124. 1 *2. 125. — а. 126. - .  К у р с а т м а л а р .  1 - у с у л :

Кичик асоснинг бир учи оркали ён томонига параллел турри чи
зик Утказинг; 2- у с у л: Вектор алгебрасидан фойдаланииг. 127. 

'2ab r> g
—— . К у р с  а т м а  л а р .  1 - у с у л :  Учбурчакларнинг ухшашлигиданЛ *7“ О
фойдаланииг; 2 - у с у  л: Вектор а л георас и да и фойдаланииг. 129. 

Г Ш Ш
Т / —;— ' К у р с а т м а .  Трапецияиииг юзинн пфодалаиг. £30. Из-J 4
лангаи нукта (С, CD)  аила на билан А В  томонпинг кесинлан гук-
таси булади. Агар: А В  >  ВС  булса, ечим иккита; АВ  =  ВС  бУл-
са. ечим битта; А В < В С  булса, ечим йук- 131. К у р с а т м а .  Си-
нуслар ва косинуслар теоргмаларидан фойдаланииг. 132. 3 * 5.
К у р с а т м а .  Косииуслар теоремасидан фойдаланииг. 133. 10 см,
6с м.  К у р с а т м а .  Трапецияга тенгдош булган учбурчакни ка-

h  I , _______
ранг. 134. — ±  — VК1 — at). 136. 90°. К у р с а т м а .  A D  ва ВС

томонлар давомида кесишсин. Косииуслар теоремасидан фойдала- 
нинг. 137. К у р с а т м а .  Тескарисини фараз килинг. 1.38. К у р 
с а т м а .  О диагоналлар кесишган нукта булсин. З'хшаш учбурчак» 
ларни каранг. 139. К у р с а т м а .  Учбурчак тенгсизлигилан фойда
ланииг. 140. К у р с а т м а .  /? A D  диагоналнинг уртаси булсин. 
K LM R —параллелограмм эканлигини исботланг. 141. К у р с а т м а .  
КУпбурчакиинг огирлик маркази учун вектор муносабатдан фой- 
даланинг. 142. К у р с а т м а .  Вектор муносабатдан фойдаланииг. 
146. — К у р с а т м а .  Ухшаш учбурчаклар юзларининг нис- 
батидан фойдаланииг. 148. тп, 149. 1*4.  К у р с а т м а .  Фалес 
теоремасига келтиринг. 151. i^pq. К у р с а т  м а. Ухшаш учбур
чаклар хоссаларидан фойдаланииг. 154. К у р с а т м а .  7 1 -масалага 
каранг. 155. К у р с а т м а .  Трапециянипг Урта чизигини утказинг.
157. К у р с а т м а .  Герон формуласидан ^амда урта арифметик ва 
Урта геометрик микдорлар'орасидаги богланишдан фойдаланииг.
158. ( У Щ +  K S a )2. К у р с а т м а .  155-масалага каранг. 159.

т %»тп г п21 тп. 160. ------------ —- — ------ . 161. ()Л ь, +  У ^ ) 2*
(а+Ь)(а+с)Ь  + с )

К у р с а т м а .  Ухшаш учбурчаклар хоссаларидан фойдаланииг.
•Л 00 ____ 2

162. • см2. 163. » /3/пл. К у р с а т м а .  т, п  ва г  лар орасида
lw  •

мукосабат Урнатииг. 165. 4 8 ^ 6  см*. К у р с а т м а .  67- масалага 
каранг. 166. К у р с а т м а .  Туртбурчакка диагоналлар утказинг ва 
хосил булган учбурчакларнинг юзларини икки усулда каранг. 167.



К у р с а т м а .  S AH(:[)^ 2 S MNPQ ни игботмнг. By орда М, N, Q 
л«р берилган тургйурчак томонлпринииг урталари. 100 К У р С а г« 
м а. Хосил булгпн учбурчакллр юзларииинг берилган учбурчак 
юз Mi'а инсбатлириии каранг. 170. К у р с а т м а .  Ички ч и н ша м all" 
лапа хоссасидан ва синуслар теоремасидан фойдаланинг. 171,

— ( 2 ^ 2  —1). 173. 30°, 60°. 90°. К у р с а т м а .  Юзлар нисбатндян 
4

томонлар нисбатига утинг ва синуслар теоремасидан фойллла»
а2 4- £2 Л. с2

нинг. 174. C tga = * --------- --------. К у р с а т м а .  Хосил булган уч-
т’ О

бурчаклар учун косинуслар теоремаси ва учбурчак юзини томит
А  1

формудасинн кУлланг. 175. t g — — —. К У р с а т м а .  Косинуслар
«  *

теоремасидан фойдаланиб, тригонометрии тенгламага келтирииг. 
i/ З

176. ----- . К у р с а т м а .  АС  — ВС  =  АВ  ни исботланг. 177.
2 v

(я® — &s$tgа. К у р с а т м а .  Косинуслар теоремасидан фойдала-
2

S '  ±  I / 'S 8— 16/?*
нинг, 178. 3«5. 179. —--------- — ----------- . К у р с а т м а .

2 R

Ь I I°  н . '  га келтиринг. 181. К у  р с  а т  м а. Трапециянинг ён 
a-b=~ 4/?8

томонларини давом эттириб, учбурчакка тулдиринг. 182. 
ab(a +  Ь)
--------- -— t ga .  К у р с а т м а .  Трапециянинг ён томонлари х  ва у
2 \ и  —  Ь \

булсин. х я +  у2 =• аг -Ь Ь* ни исботланг, хамда косинуслар теоре

масидан фойдаланинг. 183. 1*3. 184. -—( l  ±  185. 1 —

—cosM — cosz£  — cos2C агар A  ABC  уткир бурчакли булса. К у р 
с а т м а .  Z д в е  — S AlB,cl ни каранг. 186. 4«3. К у р с а т м а .  1- 
у с у л :  Медиана хоссасидан фойдаланинг; 2 - у с у л :  Учбурчаклар-

a
нинг тенгдошлигидан фойдаланинг. 187. A2c t g ~ . К у р с а т м а .

Ички чизилган бурчак хоссасидан фойдаланинг. 188. — а 2.
S

189. К у р с а т м а .  Дастлаб S LMN =  SL0M +  S M0N +  ZN0L ни i<y- 
ринг, бу ерда О  айлана маркази. 190. К у р с а т м а .  Ухшаш уч- 
бурчакларнннг хоссаларидан ва 45- масаладан фойдаланинг. 194. 
К у р с а т м а .  Хосил булган туртбурчакларнинг бирнга тенг булган 
тУртбурчакнинг бир учи днагоналлардан бирининг у рта си Силам



устма-уст тушади. 197. —2R 2 sin2 a sin 4а < а  <  К У р  с а т- 

м а. Трапеция учларини айпана маркази билан туташтириб, косил 

булган тенг ёнли учбурчакларни каранг. 198. —. К у р с а т м а .  

Трапециянимг ва учбурчакнинг асосларидагн бурчакларни каранг. 

199. (Р  +  I)2. 200. —. К у р с а т м а .  Аффин плмаштиришлар билан
А

берилган олтибурчакни мунтазам олтмбурчакка алмаштиринг. 201. 

- а 2. 202. a * ( \ + ? - - V 3  ). 203. -  ( « + 2 ^ 3 - 6 ) ,  204. R 2I ~ -
6 . V 3 г Г  4  '  ”  \  2

к \  аэ _  nRyRiRз
-  -  . 205. -  ( 3 /  З-тс). 206. . 207. а + b ~  с. К ?  р-

о /  ,  10 *\1“Г ^ 2 +  #3
с а т м а .  Уринмаиинг хоссасидан фондачанинг. 208. К у р с а т м а .  
Уринманинг хоссасидан'фойдаланииг. 209. К у р с а т м а  Уринма- 
нт-лг хоссасидан фойдаланииг. 210. К у р с а т м а .  Учбурчак
нинг юзини учта баландлиги оркали ифодаланг. 211. т — сл 
К у р с а т м а .  Урйншнмяг хоссасидан фойдаланииг. 212. 3 i 4 « 5 .

К у р с а т м а .  211- масалага каранг. 213. — К У р с а т м а .
/ а 24- №

Айланаларнинг иккинчи кесишиш нуктасн гипотенузада ётишини 
исботланг. 214. К у р с а т м а .  Н  учбурчакнинг ортомаркази бул- 
син, у колда sin АНС  =  sin ABC  ни исботланг. 215. К у р с а т м а .  
Биссектрисанинг ва ички чизилган бурчакнинг хоссасидан фойда-
ланинг. 216. К У р с а т м а .  Ички чизилган бурчак хоссасидан фой-
даланинг. 217. К у р с а т м а .  211-масалага каранг. 218. \Ь — сф

аЬ% abc ___
219. —-----—---------- — 220. у  ас. К у р с а т м а .  Хосил булган тУгрй

сА — о* с* — о2
бурчакли учбурчакларнинг ухшашлигидан фойдаланииг. 221. Тенг

I  - ‘ " 2 1
бурчакларнинг кар бири arccos — га тенг булади. 222. —г ( /  7 —

3 2
— 1). 223. К у р с а т м а .  Дастлаб A D A  бурчакнинг биссектрисаси 
эканлигини исботланг, сунгра косил булган учбурчакларнинг Ух
шашлигидан фойдаланииг. 224. К у р с а т м а .  Дастлаб A C E t со 
соА А О М  ни исботланг, бу ерда М' — AD(\CO.  225. К у р с а т м а .  
Учбурчакнинг А, В, С учлари оркали узаро параллел турри чи* 
виклар утказинг. 226. К у р с а т м а л а р .  D  нукта ВС  ёйга те -  
гишли булсин. 1 - у с у л :  R™° ни каранг; 2 - у с у  л: C D  нур даво- 
мида BD  == DM  кесма олиб, косил булган BDM  учбурчакнинг тенг 
томонли эканлигини исботланг. 227. К у р с а т м а .  Вектор муноса-



& А* +  * *1* I
батдан фойдаланинг, 228. Ухшашлик Кмффициенги •

(Н -  I)
К У р : а т м а. Вектор муиослбатдпн фойдаланинг. УЖ  К У р с и и

/ т т д а
м а. Д  Л 0 0 )  со Д  ЛВС ни каранг. 231. ~— — ------- . К у р С в г м /I,

Sill. в

Трапецияда: а —кагта асос, / —ён томон. rf—диагона л булсин I'.yi 
ри бурчакли учбурчакнинг хоссаларидан ва косинуслар I'ooju'M.i-
сидан фойдаланинг, 232. | /  2R(2R — h) — (2 R — f t ) .  К у р с а  т м л.
Учбурчахда а —асос, I —ён томон булсин. Турри бурчакли упбур-
чакнинг хоссаларидан ва S  =  рг  формуладан фойдаланинг. 233.

а % +  а За
2 rc o s  — tg  —г — I sin —

_______ _ 2 3 4 . ----------- 235. К у р с а т м а .  ABCD  трапе-
тс 4- За а

s i n — -—  2 cosa -г-
т* <6:.

цияда АВ  томоннннг уртаси Ох ва CD  томоннннг Уртасн 0 а Щл-
(й с)3 — а8

син- 0 , A + 0 2D = 0 i 0 3 ни исботланг. 236. ---------у--------. К у р с а  т-
а*

м a, AD  • DE =  B D  ■ DC  дан фойдаланинг, 237. —  | а - / ■4Ra— О3 ±
2R

± b y r4R*— а? |.  К у р с а т м а  Птоломей теоргмасндаи фойдала
нинг. 238. | / R { R —2r) 239. К у р с а т м а .  Биссектрисанинг хосса
сидан ва BAD  хамда Л 0 0 2 учбурчакларнинг ухшашлишдан фой
даланинг. 240. К у р с а т м а  Д № E F w /±M K l  ни исботланг. 241. 
К у р с а т м а .  Синуслар те о рама с и дан фойдаланинг. 242. К У р* 
с а т м а .  Уринмшанг хоссасидан ва 225-масаладан фойдаланинг. 
243. К у р с а т м а .  М нукта турт.бурчах диагоналларининг уртала- 
рини бирлаштнрувчи кесманинг уртаси эканлигини исботланг,

I

сунгра ни каранг. 245. К у р с а т м а .  О нуктадан тУртбур- 
чак томонларига тик чнзик туширинг ва досил булган турт жуфт 
учбурчакларни каранг. 247. К у р с а т м а .  Синуслар ва косинуслар

н  —
теоремасидан фойдаланинг. 248. — ( j /  6 -f / 2 ) .  К У р с а т м а .  Ай-

2
ланага ички чизилган мунтазам к^пбурчак хоссасидан фойдала-

нинг. 249 .|// ' 1 .  (5^2_ § a 2̂ v К у р с а т м а  Косинуслар теоремасидан

фойдаланинг. 250. Ю см К у р с а т м а .  АС  =* у ва ВО  =  х  деб,

Ё |  I  36 -  4х%,



системани караб чицинг. 251. 12,5 см; 16,5 см8. К у р с а т м а .  
Косииуслар теоремасидан фойдаланииг.

VII б о б .  С тереом етрия
1. Чексиз кУп, чексиз кУп, битта, хеч канча. 4. К у р с а т м а .

ап +  Ьт
Вектор алгебрасидан фойдаланинг. 6. — - — . К у р с а т м а 

л а р .  1 - у с у л :  М А  ва M B  кесмаларга Ухшаш тУгри бурчакли 
учбурчаклар ясаиг; 2- у с у л: Вектор алгебрасидан фойдаланинг.
7. К у р с а т м а .  Вектор алгебрасидан фойдаланииг. 8. - /3 7  см. 9.

К у р с а т м а .  6- масалага каранг. 10. с +  b — а. К у р-
U.

с а т м а .  \ х  — с |  — \Ь  — а | ни исботланг. 11. у а \ - \ -  а 12 +  a f. 
К у р с а т м а .  Излангаи масофа тугри бурчакли параллелепипед- 
нинг диагоналининг узунлиги булади. 13. К у р с а  т м а. Вектор 
муносабатдан фойдаланинг. 14. К у р с а т м а .  Вектор муносабат
дан фойдаланинг. 15. 2*1 ва 1«1. К у р с а т м а .  Фалес теорема-

3 1
сидан фойдаланинг. 16. arccos — ; arccos —. к у р с а т м а .  Ко-

4  о
рт

синуслар ёки синуслар теоремасидан фойдаланииг. 17. ---------.
Т71 *f* ft

К у р с а т м а .  Дастлаб М  нукта EF  тугри чизикда ётишини исбот- 
/■g~

ланг. 18. ——  о,- К у р с а т м а .  D C ' J./7  утказиб, & D B C '  тенг ёнли
8

тугри бурчакли учбурчак эканлигини исботланг. 19. 60°. К у р 
с а т м а .  д  АВА'  ни ясанг, бу ерда А '  нукта В  нуктанинг / тугри

2
чизшсдаги проекцияси. 20. a rc s in —. 21. 30°. 23. К у р с а т м а .

3
Учбурчакнинг урта чизиги хоссасидан фойдаланинг. 24. К у р 
с а т м а  23- масалага каранг. 25. К у р с а т м а .  2 3 -масалага ка
ранг. 27. К у р с а т м а .  Учбурчакнинг урта чизиги хоссасидан

фойдаланинг. 28. — ^  25т2 +  9а2 +  4b2 — 12ab cos а, — X
5 5

X V 25 т* +  9^а2 +  Щ +  2 ab cos а)7 К у р с а т м а л а р .  1 - у с у л :  
Вектор муносабатдан фойдаланинг; 2 - у с у  л: B M N B '  параллело
грамм ясанг. 29. К у р с а т м а .  Туртёкли бурчакнинг кара ма-карши 
ёкларининг кесишиш чизиклари оркали текислик утказинг. 31. К У р- 
с а т м а .  Учёкли бурчакнинг учала киррасига учидан бошлаб тенг 
кесма лар кУйинг. 32. К У р с а т м а .  SA B C —учёкли б у р ч ав  ва % — 
=  Я,Л(6\8С) дамда /3 — /73П(5ЛС) булсин. S B  киррага тегишли 
ихтиёрий В, нуктадан /, ва /8 тугри чизикларга тик чизиклар ут
казинг. 33. к у р с а т м а .  Учёкли бурчакнинг учала киррасига



учидан бошлаб тент кесмалар кУПипг. 35. 00". К у |> СI г м д я а р.
1 - у с у л :  D пук га АС пинг у р гаси булсин. ДОЯ/> ми «яранг;
2- у с у  л:. Вектор ал1ебрасидаи фойдаланинг, ПО. К V p e n  i м а. 
Дастлаб ,cos*a созяЭ +  cos“f  — I исботланг, cfwrpa 3(л“+ А Ч  «•“)

> ( а  + 6 +  с)3 муносабатдан фойдаланииг. 37. а г с с о з | /  ~-(| _| у i ой*). 

38. 7-  V  3(/п2-Ь я2 +  k )  — (а2 +  Ьг +  са). К у р с а т м а .  Вектор му-
о

нреабатдан фойдаланинг. 41. К у р с а т м а .  Вектор алгебрасидан 
фойдаланинг. 42. АВ  кесманинг у рта с и дан тик утувчи текислик. 
43. Д /Ш С 'г а  ташки чизилган айлана маркази дан (АВС)±.1 утувчи 
турри чизик- 44. Диагоиа.чларнииг кесишиш нукта си да и туртбур- 
чак тёкислигига тик утувчи текислик. 45. Трапецияга ташки чи
зилган айлана мар казн дай трапеция текислш ш а тик Утувчи те
кислик 46. АВ  тугри чизикиинг маълум бир нукта си дай тик ут- 
гаи текислик. 47. Текислик. 48. Узаро тик булган текисликлар. 
49. Ромбга ички.чизилган айлана марказидан ромб текиелнгига тик 
утган текислик. 50. Узаро параллел булган: туртта тугри чизик, 
иккита тугри чизик битта тугри чизик, йук. К У р с а т м а .  Уча
ла тугри чизикларни бирор Г текисликка проекиняланг. 51. Па
раллел текисликлар. 52. Текислик. 53. Узаро тик булга-н текислих- 
лар. 54. Агар Тх || 7'3; ТХС[ТЪФ<& булса Г,ПГ3 га параллел булган 
иккита тугри чизикиинг бир -ашмасидан; агар текисликлар узаро 
кесишса, лекин умумий нукта га эга булмаса. ТХ[\'Г 3 га параллел 
булган туртта тугри чизикиинг бир 1ашмасндан- агар текисликлар 
бир нуктада кесишса, шу 'н у кта  оркали утувчи туртта турри чи- 
зикнимг бирлашмасидан иборат булади. 55. Берилган кесмани диа
метр килиб олинган сфера, А, В нукталар кирмайди. 56. Айлана. 
57. А Плана. 58. Диаметри АВ  кёсмадан иборат булган сфера. 60. 
Маркази АВ  кесманинг уртасида булган сфера, нукта ёки 0 .  61. 
Аполлония айланасн ёки тугри чизик. 62. Аполлония сфераси ёки 
текислик. 63. Цилиндрик сирт ёки текислик. 64. Цилиндрик сирт. 
65. Сфера. 66. 7  га тик булган текислик. 67. Цилинлрик сирт. 68. 
Берилган сферага концентрик сфера. 69. Текислик. 87. К у р с а т 
ма.  Л, В,, 0 ,  ва D, В, Ci учлардан утувчи текисликлар кесимда 
тенг томонли учбурчак ^осил килади. Буларга параллел ва тенг 
узокликдан утувчи текислик билан кесимни каранг. Исботлаш 
учун икки усулдан фойла да ниш мумкин: I) учбурчакнинг урта 
чизири хоссасидан, 2) вектор алгебрасидан. 89. Агар кесим BD^ 
диагонал оркали утса, у  АА,  ва ССХ ён кирраларнинг урталари-

3 / 3
дан утади. 90. Мунтазам олтибурчак, —- —а'г. К у р с а т м а .  Ке- 

сувчи текислик каралаётган ён кмррага К‘|Р Ш11 6тган кирранннг



Уртасидан утади. 91. Тенг ёнли трапеция, — а \  К У р с а т~
8

м а .  Пастки асос киррасининг уртасидан устки асос диагоналига |

V .  ём Л Щ яН
TyFpH чизик утказинг. 92. Мунтазам олгибурчак, 5  =  ——  а2. 93. 

7 / 1 7
Бешбурчак, S  — ——— а2. К у р с а т м а .  Е  нукта АВ  томоннинг,

F нукта ВС  томоннннг уртаси булсин. DA  ва DC тУгри чизиклар- 
нинг ЕЕ  турри чизик билан кесишшп нукта лари Р  ва Q ларни *о- 
сил килинг. D XPQ текислик кубни кесиши натижасида изяанган 
кесим хосил булади. Кесим юзини хисоблашиинг бир неча усули 
мавжуд, хусусан ёйилмадан фойдаланиш хам мумкин. 94. К у р 

с а  т м а. 87, 88, 92- масалаларга каранг. 95. / =  — а. 96. S  —
Щ

Ш § :  6
- = — — а2. К У р с а т м а .  Изланган кесим кубнинг B D { диагонали-

16
4

га ва ёрининг АС  диагоналига параллел утади. 97. S ' =  —- S. 98.
У

1 2я
S j . c =  — х у  sin —. К у р с а т м а .  АЕ =  х ,  ВХЕ  =  у  десак,

2 о
/ х-  +  у'г +  х у  =  b2 -f- hs,
\  /  х*—И* +  / у 2- 6 а =  h  система хосил булади.

99. S  =  ~  V Й Р  +  4/а. 100. /  «  | / " | .  а2 +  Ъ2 +  /  а* +  b* — a W ) .

К У р с а г м а .  Кесувчи текисликнинг призма асосининг С учи ор 
кали Утказинг ва карши ёвда хосил буладиган трапецияни каранг.

ж м
101. V =  —  (1 + / 6  ~  /  3). К у р с а т м а .  Шарнинг радиуси асос-

8
3

га ички чизилган айлана радиусига тенг. 102. —. Биринчи ке»
О

сим трапеция ва иккинчи кесим учбурчак булади. 103. / =  ~ ~ ~ Ь ,
«35

104. 6' == — V (ab\l  +  (ас)2 +  (Ьс)2. 105. 23: 9 нисбатда, кесимда
4 .

7
бешбурчак хосил булади. 106. S  =  — Q, биринчи кесимда учбур

чак, иккинчи кесимда бешбурчак ^осил булади. 107. S  =»

— yfb^+c2 j A a 3+  Ьг +  cJ кесимда олтибурчак хосил булади.
8



T f
108. * »  arc tg  , кесимда туртбурчак косил буллди. 10». 2.11 1,4.

К у р с а т м а .  А ,М  на АС турри чизикларнпнг к о п и т л и  нуцгнси 
/С, /</V ва АВ  турри чизикларнинг кесишган нуцтлги / ’ булсин. 
У колда призма булагининг кажмиии иккита пирамида И ,Л /7» ни 
M C N К  кажмларининг айирмаси сифатида к а р а т  мумкпп. НО. 
К у р с а т м а .  Кесувчи текислик икки айкаш киррага пари л л ел утл* 
ди. Исботлаш учун икки усулдан фойдаланиш мумкин 1) учбур
чакнинг урта чизири хоссасидай; 2) вектор алгебрасилан. 111. 
К у р с а т м а .  110-масалага каранг. 112. К у р с а т м а. НО- мл са
лага каранг. И З. 5>5«36. К у р с а т м а .  Икки текисликнинг парал-

а \  | /  2 + 1)
леллик аломатидан фойдаланинг. 1 1 4 . ---------- —— . кесимда уч*

б / Г
3 / 2

бурчак косил булади. 115. S  =  ■ ■ д2, кесимда учбурчак ко-

сил булади. К У р с а т м а .  Кесим D  учдан чиккан баландликнинг 
Уртасидан Утади. 117. / Ь ,  кесимаа учбурчак косил булади, 
К у р с а т м а .  Кесим текислиги ён ёкка тик утади. 118. 4*5. 119.

S  -  -  b* cos а У l-t-2cosa а .  120. 5 -  121. S =  а1. 122. S -
4 6 50

3 / J
■ о?. К у р с а т м а .  Кесувчи текислик тетраэдр баландли-

гинмиг Уртасидан утади. 123. S  =  ~ г .  124. Щ ТГ i
120 ' 2

— 2а; S  =  — (й2 — 8яа). 125. 6’ =  — / Заа -+- 4 #  кесимда парал-
4  4

лелограмм косил булади. 126. S  — — Q кесимда тенг ёнли тра-
16

пеция косил булади. К у р с а т м а .  Кесимнинг шакли ён ёкдан
flasin22a cos a

ажралган трапеция билан тенгдош'бУлзди. 127. S  = ---------- -------,
sin2 За

кесимда тенг ёнли трапеция косил булади. К у р С а т м а .  Пира
мида учидан асосга тик килиЗ ёрдамчи кесувчи текислик утказинг.
, о 2аН1-8. /=* -----. кесимда тенг ёнли трапеция косил булади.

/9 а *  t  4№
К У р с а т м а .  Пирамида учидан асосга тик килиб ёрдамчи кесув-

3* Щ
чи текислик утказинг. 1£9. S  = —-— аъ, кесимда косил булади-

5
ган туртбурчакнинг диагоиаллари узаро тик булади. К у р с а т м а .  
B h  кесувчи текисликка тик булсин, у колда тар . ера кУра ^ В  А  Р—



== 30° булиб, BP  — — • АВ  ~  а  булади. Пирамида асосидан ке- 

сувчи текисликка утказилган тик чизиц OL булсин, у долда B D  

бу текисликка параллел булганли-ги сабабли, OL — ВР  =  — була-

„  2 л  ______________
ди. 130. 5  =■ — У 16a3+ 2 fts, кесимда хосил буладиган туртбурчак- 

IS

лади. 134. £ юз =  . К у р с а т м а .  О =  A C f\B D  ва AD =  а бул-

нипг диагоналлари Узаро тик булади. 131. 5 — — j/"/i3 +  ке-
о

симда досил буладигаи туртбурчакиииг диагоналлари узаро тик
I  3

булади. 132. 5  =» — а3. 133. £ юз =  126 см3. К У р с а т м а .  ©!==>

=■ (50)П (/И Л) ва О — параллелограмм диагоналларийннг кесишиш 
нуктаси булсин, у холда SO t s OtO — 3 1 1 ва M O {: О,Л ==3 : 5  бу-

18й2
35

сии, у долда A D O A  ва А С О В  лар мунтазам булиб, D K  ва FB 
лар уларнииг баландликлари булади Кесувчи текислик SC  цирра- 
шшг уртасидан Утиб, DK  ва~ FB ларга параллелдир. 135. S =

— ^  (2 +  ч/б) | / 4Z>a+ a a a кесимда тенг ёнли трапеции хосил була- 

к
ди. 136. —, кесимда тенг ёнли трапеция хосил булади 137. S  =* 

==— Q, кесимда тенг ёнли трапеция хосил булади. 138. S==
•о
1 /  3 \  '• И м

=  — Q [ёки — О , кесимда тенг ёнли трапеция хосил булади. 139.
4 \  4 /

S  — у  — p j,  k £ N .  К у р с а т м а .  а — пастки асоснинг, b  — уст

ки асосиинг диагонали булсин. Кесим текислиги диагонал текислик-
к

ка параллел булиши учун пастки асосни ■ - —- нисбатда булувчи
k  "“J” 1

нукта олинса, устки асосни — Г ~ 7  нисбатда булувчи нукта
k “г  * ^  “j" 1

олиниши керак. Демак, кесимда тенг ёнли трапеция хосил булиб/
ка к  — 1 . (к — 1 )а

унинг пастки асоси -------  га, устки асоси - ------ о =  га
k -f* 1 к  +  1 ДЛ +  1)

— / 3  У/ 2
тенг булади. 140. 1Х ~ У 3 а\ 13 = У 2 а ;  13 =  у  -^а.  141. t l =  —- й \

<н

V *
1Ъ =  —— а. К у р с а т м а .  Изланган масофа куб киррасининг урта-

3



си билак диагоналиинг уртасини бирлатти рун чн кесмп Охлади: И, 
В,, D\  ва В, D ,  С| умлардан Утувчи текисликлпрни к а р а т .  143. 
К у р с а т м а .  Каралаётгаи учёкли бурчакнинг учила кнррн«при- 
нниг узунликлари I га тенг ва хажми У0 булган мпхсуе нпрлллс- 
лепнпед ясанг. 144. К у р с а  т м я .  Вектор алгебрасидан фойдп л- 
йинг. 146. К у р с а т м а .  Вектор алгебрасидан фойдаланииг. ПН,

— b \ f  cfl | с*
V =  abc \ f — cos 2a. 149. a =- 2 a r c t g --------------- . К У р с а т м п .  lie*

ac
рилган текисликлар M N  турри чизик оркали кесишади. By орда 
М —A D D ^  ёки инг, N ~ A x&iGl®\ ёкнинг урталари. A XD\ кирраиииг 
уртасидан МЫ га M N ± K L  утказамиз Н аш жада хосил булга» 
A xLxDi изланган икки бкли бурчакнинг чизикли бурчаги булади. 
150. К у р с а т м а .  Вектор алгебрасидан фойдаланииг. 151. а =* 

g
— arccos — — . К у р с а т м а .  AlBl кирранинг уртасидан А , 0  диа-

Ь У 17
гонаяга параллел турри чизик Утказинг. 152. — ctg  a clg р. К у р- 
с а т м а .  jzP M N  изланаётган икки ёкли бурчакнинг чизикли бур
чаги булсин. Бу ер да Р  нукта D C  киррага, N  нукта ВС  киррага 
ва М нукта CAt диагоналга тегишли булсин. CM PN  пирамидами 
каранг. 15i- 7 — arccos(sin a sin Р). К у р с а т м а. Диагоналлардан 
бнрини каршн ётган ёкка параллел кучиринг. 154. V  =  За3. 155.
S  =  2а(а + У а й+  4/>2). К у р с а т м а .  Устки асоснинг каралаётган 
учидан пастки асоснинг киррасига тик чизик Утказинг. 156. V  —

— 144 смз. 157. V  — — ОУ- 9  158. V -  аЬс / 1 — cos» а -  cos2? -
т 2 +  п3

— cos2 y -г 2 cos a cos р cos 7. К у р с а т м а .  150- масалага ка-
П1/-Ч7} 3 / "  у

ранг. 159. 72 см». 160. 161> ^ r ( c t g 2« - 3 ) ;

, 3 /  8К sin а I л . .............................................. ....... ...... .
/  -  ] /  _ „ —  :• 162. К=> — / ( т «  +  ла +  +  п* - р й) X

. у  у  3—12 sin2a 4

Х ( т * + р *  -  л*)(Яз + р * -  т*). 163. V = Y 2 a \  164. S  =  ( 4 + V $ ) a \
■ 3 4V

165. я3. 166. S e = 2 p + — . 167. V =  9 ^ 3  см3, кур
с а т м а .  ВС =  х  ва /4Л, =  у  ларни топиш учун

I у  -  +  y % z r & t

'  ( у8 -  13 -  4(х* -  3).
ah*

системами тузиш керак. 168. --------- . 171. К у р с а т м а .  112-
sln

масалага каранг. 173. К у р с а т м а .  Тетраэдр ичида олинган их-



тиёрий нукта оркали кетма-кет тетраэдр ёкларига параллел те- 
кисликлар утказинг. 174. К у р с а т м а .  ABCD  тетраэдриинг АВ 
киррасининг Уртаси М  нукта ва CD  киррасининг уртаси N  нук
та булсин, у  *олда M N  кесма кесувчи текиеликда ётиб AD  ва СВ 
кирралардан тенг узоклашган булади. 175. К у р с а т м а .  Oi нукта 
D A C  ёкнинг, Оа нукта DBC  ёкнинг ошрлик марказлари булсин. 
АОхОйВ  шаклнинг трапеция экаилнпшн исботланг, с^нгра ухшаш- 
ликдан фойдаланинг. 176. К у р с а т м а л а р .  1 - у с у л :  кесувчи 
AD H  текислик Утказинг: 2 - у с у л :  Вектор алгебрасидан фойдала
нинг. 177. Ку р с а т м а .  31-масалага каранг. 178. К у р с а т м а .  DABC  
пира м идани D B  кирраси ва D H  баландлиги оркали утувчи текислик. 
билан кесинг *амда кесимда ^осил булган т^гри бурчакли учбурчак-

ларнинг ухшашлигидан фойдаланинг. 179. а =  arccos ” . К у р с а т-
! О

м a. DABC  тетраэдрнй DB  кирраси ва DH  баландлиги оркали 
Утувчи текислик билан кесинг. 1 - у с у л :  Учбурчакла!и "метрик 
муносабатдан фойдаланинг; 2- у с у  л: Вектор алгебрасидан фойда- 

а п
ланинг. 180. / =  ” . 181. а  =  —. К у р с а т м а л а р .  1 - у с у л :

О 2 .

Ёкларининг диагоналлари тетраэдриинг кирраларидан иборат бу- 
лувчи ёрдамчи куб ясанг; 2 - у с у л :  Вектор алгебрасидан фойда-

2 1 2К 2"
ланинг. 182. arccos a rc c o s—. 183. a r c t g — — . К у р с а т м а .

3 6 5
Тетраэдриинг кирраси ва карши ётган ёкнинг баландлиги оркали

3 ' I ' Чкесим Утказинг. 184. a = a rcco s  —. 185. V =  — abc. К у р с а т м а .
, J 8 6 V. Щ
Пирамиданинг ён ёрини асос сифатида олинг. 186. V0-D A-D B DC.

И  . л -
187. l  =  —  h. 188. 1*7*19. 189. 2 / 2 —.1. 191. V  *=У W a g 9*..

иг i  ____________ r -к
192. V ------------ . 193. — Q / 2 Q  t g a t g p .  194. tgcp=2 1 /

sln3a 6 r 7
К У р с а т м а .  M нуктадан ABC  текисликка MHt тик чизик т y- 
ширинг, су игра Н  нуктадан утказинг. Н 1М1 ни топиш
учун &ACN  нинг юзини икки усулда хисобланг. 195. К У р с а т -  
м а. У ч перпендикуляр *акидаги теоремага келтиринг. 197. К У р- 
с а т м а .  DH  баландликнинг ён кирралар билан ташкил этган бурт 
чаклари а, р, у булсин. у холда cosya +  cossp +  cos*? = 1 ;  S,, 53, S3 
ларни кирралар оркали ифодалаб, су игра Урта арифметик ва урта 
геометрик микаорлар богланишидан фойдаланинг. 198. К у р 
с а т м а .  abc =  2hS ни исботланг, бу ерда 5' асос юзи булиб,

— Уа?Ь'г +  а-с* ±  ЬЧ- га тенг. 199. К у р с а т м а .  Пирамидага 

284



ташки конус чнзиб, конуснинг *ажмн ясовчнсининг кубндан кичик 
эканлигиня исботланг. 201). К у р с а т м а .  Умумий асосли ПЛИС

w m
ва ODBC пирамидаларни каранг. 204. --------------- г : : . .: • К У 1>-

(Л* -  Ь*) / 4 & « -  Л*
с а т м а .  Пирамиданинг баландлиги D H  булиб, унинг уртаси /\ бул
син, К М  кесма DA  киррага, K N —кесма BDC  ёкка гик булсин, 
^амда (AH)[\(DN)  •  В  булсин. H D  =» у ва ЕН  =  х, деб,

х / ± у > - Ь * = Ь у , .

2 х ' У  1  у» -  Л* -  Лу

/ Т  2 15
системани каранг. 206. V  =  — — см3. 207. —. 208. S — ~ z . -  209.

9 • m  ■ 1' 39

— . К у р с а т м а .  ^ Л О С = 9 0 °  га тенг эканлигини исботланг. 210. 
с

| |§1|
*LBAC =  arccos I ------- )• К У р с а т м а .  BE  асоснинг баландлиги

\ t g e
булсин. DE  кесма ён ёкнинг биссектрисаси бУлишини исботланг.
212. т — п + р .  К у р с а т м а .  Кесимда *осил булган туртбурчак
диагоналларининг кесишиш нуктаси пирамида баландлиги га те-

... " . . * П -Ж  • X
1ишли булади. 213. 3 =  агссоз(— cos2а ) . К у р с а т м а .  c o s — =•

=  sin а муносапатни хосил килинг. 214. а«2о°20 '.  К у р с а т- 

м а. Вектор алгебрасидан .фойдаланинг. 215. V  =-^-Z»psln2acosa. 216.
3

V — — —  a3 cos р c tg  — cosec3 —. 217. р =  2arc tg  у  1 +  2 etg2 а.
3 2 . 2

2a3 tg  3 sin3 ~
2,8. V --------. - g « -f a a . g------- . 219. . 220.

. I M K b v t e + f )  ■ 3 a “ 2COSn)

{/  «  —----------- tg* — у  а(а — 2Ь). К у р с а т м а .  Асоснинг параллел
24 2

томонларининг урталари ва S  уч оркали кесим *осил килинг.

221. h =  - ---- - К у р с а т м а .  ВВХ кирра х;амда АС  ва
У  96й- 12 п?

AtCt кирраларнинг Урталари оркали угувчи кесим *осил килинг.



Va шартдан фойдаланинг. 225. 2 arc tg  I ------— I. 226. (J

— arc tg  | f g  a cos — J. К у p с а т  м а. Ички чизилган мунтазам

купбурчак хоссасидан фойдаланинг. 227. К —872 см3, к у р с а т -
п 000 0 2дя(1 4- 2 cos а)

м а. Диагонал кесим ясанг. 228. 6  ------------------------- 229. V  —
cos а

а 3 — Д3 л ----------
** ~ -------- V — cos 2а. 230. К у р с а т м а .  Октаэдрнинг карама-6 cos я . г г ‘
Карши икки ёгига параллел ва улардан баробар узокликдан утган 
текислик билан кесимини «аранг. И с б о т л а ш  у ч у н :  1 - у с у л ;  
Учбурчак Урта чизиги хоссасидан фойдаланинг; 2 - у с у  л: Вектор

. у т
алгебрасидан фойдаланинг. 231. V  «=> —— а3. К у р с а т м а .  Ок-

О

таэдрии иккита тУртбурчакли мунтазам пирамиданинг бирлашмас»
/ 3 *

сифатида «аранг. 232. S  — —— те2. 233. 6 *1 . 234. Кирраси

У  2
- — а га тенг булган куб. 235. К у р с а т м а .  Додекаэдрнинг ца-

3
рама-карши икки ёгини кесиб утувчи текислик билан кесимини

каранг. 236. S  ■= За2) / 25 -f- 1 0 /  5 . К У р с а т  м а. Мунтазам до
декаэдрнинг тула сирти 12 та мунтазам бешбурчаклар юЗлари-

рЪ г- _ _
нинг йцриндисидан иборат. 237. V  — — У  10(47 +  ^ 1 / 5 )  К у р 

с а т м а .  Додекаэдрни учи унинг марказида, асоси эса ери-даи 
иборат булган 12 та пирамидага ажратинг. 238. S  =  5 / З а 2. К у р 
с а т м а .  Мунтазам икосаэдриинг тула сирти 20 та мунтазам учбур»

5
чаклар юзларининг йигиндисидан иборат. 239. V  =  “  а 3 X

7 4- З К 5
X I /  ------- -----. К у р с а т м а .  Икосаэдрни учи унинг марказида,

асоси эса ёгидан иборат булган 20 та пирамидага ажратинг. 240. 
К у р с а т м а л а р .  1 - у с у л :  Уч перпендикуляр >;ак;ндаги георе- 
мадан фойдаланинг; 2 - у с у  л: Вектор алгебрасидан фойдаланииг*



243. V « V . i  V — — « —•«— . К у р с а т м а .  Учбурчакнинг бир 
“ 0 0 а о с

томони а ва шу томонга туширил1ан баланд лик h булсин. Шу
томон атрофида айланишдаи хосил булган жисм хажми V а —

=  ~тсй%  булади. Шу хажмни учбурчакнинг юзи оркали ифодл* 

лаиг. Масалани учбурчакнинг турли холлари учун текширииг.

247. . 248. F  =  v Sa’- 249- V ' - S - c .  251. 1 >7s 19. 252.о 3
Туртёкли бурчакнинг карама-карши икки ёцли бурчакларииинг

йигиндилари узаро тенг булиши керак. 253. V  — — rcfts. К у р-
3

с  а т м  а . Конус сиртида олинган учта узаро тик булган ясовчилар 
асос айлана сига ички чизилган мунтазам учбурчак учларига тирала-

1
ди. 254. eoscc =  — — . К у р с а т м а .  253- масалага каранг. 255.

3
с

5 Т<С == tcS -г  2Q кв. бир V  — —• ] / nQ куб бир. 256. /  ■=» 

h
Y  — cos2«. К у р с а т м а .  А В —масала шартнда айтилган

2 sin а
тугри чизик, 0 0 1 цилиндрнинг уки булсин. Изланган масофа OOi

----------  'V Щ
S c t g - ^ .  259, ~~f'

260. 2* 1. К у р с а т м а .  Конуснинг Ук кеснмидаги бурчаги 90°
/ б "

булади. 261. г  — ——  R .  К у р с а т м а .  Айланаларнинг уриниш
О ___

нукталари мунтазам сцстаэдркинг учлари булиб хизмат килади. 
/ 3

262. ——  tzR3. К у р с а т м а .  Цилиндрнинг Ук кесимини каранг.

263. К у р с а т м а .  Конуснинг Ук кесимини каранг, бунда 
генг ёнли трапеция ва унга ички чизилган айлана хосил бу-

i tQ i/Q  >■ ' /
.пади. 264. V  = — ------- . К у р с а т м а .  Конуснинг ук кесимида

3 / 3
6т — 3п

тенг томоили учбурчак хосил булади. 265. ------------- . 266.
4 п

У ^ — ' к у р с а т м а .  Конус ён сирти ярим доиранинг юзига
24

V  15t:R3
тенглигидаи фойдаланинг. 267. У — ------------ . К у р с а т м а .  Ко-

О



нус ён сиртининг ёйилмаси радиуси ясовчига тенг булган доира-
3S __ L

нинг туртдан бирига тенг булади. 263. V — — Зл5. К у р с а т-

м а. Секгорнинг юзи дойра юзининг учдан бирига тенг булади.
Sn  .  «Л3

269. К  — —  У 5 ъ  кв. бирлик. 270. V  =  — . 271. S  =  40л см9.

272. 4nQ . 274. — 1 -7 1 —. К У р с а т м а .  243-масалага каранг.
а о с

275. V - S L .  276. V -  418л см«, S  -  216я см*. К у р с а т м а .

243- ёки 274-масалаларга каранг. 277. V =  — на3 - — со——
F ^ 3 1 +  sin 2а

К у р с а т м а .  Айланма жисм ясовчиси а  га тенг булган ци- 
линдрдан асослари цилиндр асосларида жойлашган ва умумий 
учга эга булган иккита конус сирт уйиб олингани1а тенг. 
278. 5' =  4 /Зте  см2; V - 2 n c M 3. 279. S  — 2ndp. 280. V -
— nab sin а / а *  +  />Н- 2ab cos a . 281. К у р с а т м а .  Айланма 
жисм асослари умумий булган конус ва кесик конусдан иборат бу
либ, бунда кесик конусдан бошка конус сирт уйиб олинган. 282.

а п У Т ___ >ЛГ * V б"
/■"=—; R  =» — — а .  283. г =  — — а\ R =  — — а .  К у р с а т м а .

Ташци чизилган сфера радиусини топиш учун ёрдамчи кубни ка- 
ранг; ички чизилган сфера радиуси эса ташци чизилган сфера ра»

У ъ
диу сидан уч марта кичик эканлигини курсатинг. 284. R  =  —— «г.

К у р с а т м а .  Ёрдамчи кубни каранг. 285. г  — R =  ^ - а .
6 2

К у р с а т м а .  Октаэдрга ички чизилган шар унинг ёнларига бис- 
сектрисаларнинг кесишиш нукталарида уринади. Бу нукталар ок
таэдрга ички чизилган кубнинг учларидац иборат булади. Ташки 
чизилган сфера радиусини топиш учун ёрдамчи кубни каранг. 
286. 27. К у р с а т м а .  283- масалага каранг. 287. 9 . К у р с а т-

32 1G
м а .  283-масаладан фойдаланинг. 288. —; — . К у р с а т м а .  Ко-

9 9
нуснинг Уки буйича кесимда айлана ва унга ички чизилган мунта

зам учбурчак лосил булади. 289. 18 < 5 :4 > 5 . 299. —  q \ 2 —q) 0 <

ш ш ш
<  д <  2 . 292. a =  60°. 293. V --------------- --------  К у р с а т м а .

3 (г + / г*+Л>)3
Конуснинг Ук кесимида тенг ёнли учбурчак ва унга ички чизилган 
айлана *осил булади. У чбурчак биссектриса си нинг хоссасидан



/ 2  / J T
фойдаланинг. 294. R  — —- -  aj 295. У — ——  иав. К у р с а т м а .

2 о '
Тетраэдрга ташки чизилган цилиндр бир иактда ёгининг дшп опа
ли тетраэдр киррасига тенг булган кубга хам ташки чиаилгян бу-

1 У б
лади. 296. V7— — «а4. 297. V =  —— • па3. К у р с а т м я .  Цилиндр

2 у
асосининг радиуси октаэдрнинг ёгига ташки чизилгаи айлана ра* 
диусидан иборат, баландлиги эса ички чизилган шар радиусига 
тенг булади. 285-масалага каранг. 298. 27. К у р с а т м а .  Конус» 
нинг уц кесимида мунтазам учбурчак *осил булади. 299. a =  Си0. 
К у р с а т м а .  Кесик конуснинг Ук кесимида тенг ёнли трапеции 
ва унга ички чизилган айлана хосил булади. R  — шарнинг, /?, 
устки асоснинг, /?а — остки асоснинг радиуслари булсин. Дастлаб

3 /  , . .й
1 " | /  4 c o s  2

R 2 =  R\  • R3 ни исботланг. 300. R  =  — h I /  ------------- . 301.
2 Г cos2a

У =  ~  abc; R  — — / а 2+ ^ 3+ с 2. К у р с а т м а .  185* масалага ка

ранг. Сферанинг радиусини топиш учун теграэдрни тугри бурчак-
О

ли параллелепипедга тулдирицг. 302. a =  a rc s ln — . 304. а —
5

1 2 Й!
- = a r c t g — . 305. V  — :------ ;---------К у р с а т м а .

2 sin 2а( 1 +  Sin а  +  COS а)
Призмани шар марказидан Утувчи ва асосларга параллел булган

тс У ’*7
те.<ислик билан кесинг. 306. а «  — ёки а = а г с tg  г /  307. V—

V  Т ~  и

8 cos4P/2
“ 7  ° 3 “ ---------- : К у р с а т м а .  Пирамиданинг баландлиги

3 slna cosp sin*p/2
ва ромбнинг баландлиги оркали утказилган кесимни каранг. Пи
рамиданинг баландлиги ромбнинг симметрия марказидан утишини 
хамда шар маркази шу баландликка ётишини исботланг. 308. 

b i/  а?— Ь3
. К у р с а т м а .  Дастлаб A A D C  тенг

V а? +  Ь * + Л + У а ‘— Ьг
3V

енли эканлигини исботланг, сунгра г  =  —  формула дан фойдала-
и '' '

нинг. Бу ерда г  — ички чизилган шарнинг радиуси, V  — пира
миданинг *ажми, S  — пирамиданинг тула сирти. 309. a =«

«=2arctg г  ёки а =  2arctg 1 ^ /^  -— J ~ ~ ’ К у р с а т м а .

Ички чизилган шарнинг радиуси учун пирамиданинг Уки ва ён 
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врининг апофемаси оркали утадиган кесимии каранг, ташки чи
зилган шарнинг радиуси учун пирамиданинг уци ва ён кирраси

оркали утадиган кесимни каранг. 310. —. З П .  г, = ^ - ( | / 2 т + 7 +

, _ О о
+  У  2т  — 3 ); га =  — {У2т. +  1 — \ '  2т — Л)\ т >  — т =  — да 

кесик конус цилиндрга айланади; т  <  — да ечим йук. 312. а —
«

2л — 1 ± 2 /  п(п— 2) 1 3 V 2
=  a rcco s ----------- — п > 2. 313. S  — — я£8. /? =

1 4 -4 п  3 8

314. L =  2/? | / ~ ~ .  315. К у р с а т м а .  ЛВС учбурчакнинг *ар

бир томони оркали унга карши ётган киррага параллел килиб те
кисликлар утказинг. 316. К у р с а т м а .  Тетраэдрни турри бур
чакли параллелепипедга тулдиринг. 317. К у р с а т м а .  Тетраэдр
ни тугри бурчакли параллелепипедга тулдиринг. У .\олда д  ЛИС 
нинг огйрлик маркази D D t-диагоналда ётади. 0 \  — ички чизи.иак 
сферанинг маркази булиб, OxF  =  0 , Е  — г лам да D D t= 2 R  булсин. 
0 \ D < M D — 0 xE m  асос лай г ва DD l i D lAl щ  OjO< О ^ д а н  фойда
ланииг. 318. К у р с а т м а .  Хосил буладиган хар бир тетраэдр бе

рилган тетраэдрга ухшашлигидан фойдаланиб ~  муиосабатлар-

ни хосил килинг. Сунгра берилган тетраэдр хажмини хосил бул
ган тетраэдрлар хажмлари оркали ифодаланг. 320. К у р с а т м а .  
Масала шартига кура я /8 =  т= l(R +  /■) ёки /? + г  =  / .  Ушбу шарт- 
га асосан тенг ёнли трапецияга ички айлана чизиш мумкин экан
лигини исботланг. 321. К у р с а т м а .  Масала шартига кура /г2 — 
=> ARr  хамда /2 == Л8 +  (R  — г)8 булиб, булардан R  -f  г  =  / .  320-

Л  tg 2® 4“ 2
масалага каранг. 322. К у р с а т м а .  Дастлаб — = ------------------

2 t g  « •  tg  —
*

а R 1 +  /*
эканини исботланг, сУнгра tg — =» У t  деб, — == — —-----— >  1 -j-

с* г  4* \  * —  *)

у— v 4 Р
-г J 2; 0 < * < 1  ни исботланг. 323. 5  = ------- . К у р с а т м а .  Пи-

sln* а
it

рамидаларнинг ухшашлигидан фойдаланинг. 324. R =  —--------------
' ^  ч - . • | Р  2 [ 3 - 4 s J n * |

К у р с а т м а .  Пирамиданинг баландлигини ташки чизилган сфера 
билан кесишгунча да» ом эттиринг в а .уэсил булган тугри бурчак
ли учбурчакларнинг ухшашлигидан фойдаланинг. 325. Vn =■



V • sin 2a
■“  -------• К у р с а т м а .  Конус ва пирамиданинг бяляндликллри

К
умумий эканли:идан фойдаланинг. 326. S  — —  яд». К у р с пт*

м а. Цилиндрнинг асоси мунтазам учбурчлкка ички чиаилш! дои. 
ра булиб, баландлиги куб диагоналинииг учдан биригя icm булл

К У р с а т м а .  Шарнинг маркази пирамида баландлигига тегишли

м а .  Шарнинг маркази пирамида баландлигига тегишли булиб, у 
асосга диагоналларнин1 кесишиш нуктаси оркали уринади, 330. 
Хажмлари хам ушан да и нисбатда булади. К у р с а т м а .  г— шар
нинг радиуси ва а —конуснинг ясовчиси билан баландлиги ораси- 
даги бурчак булсин. Конус учидан шар марказигача булган ма

софа 3г  булиб, sin а =  — . У *олда конус асосининг радиуси
' 'i t*

A r lg  а =*)/2г, ясовчиси э с а -------=  3 / Ч г  булади. 331. — sin2 а X
cos а 2

X sin? 2а. К у р с а т м а .  Конуснинг баландлигини ташки чизилган 
сфера билан кесишгунча давом эттиринг ва хосил булган турри 
бурчакли учбурчакларнинг ухшашлигидан фойдаланинг. 332. /?—5 
узунлик бир л. К у р с а т м а .  АВ  ва CD  кирралар узаро перпен
дикуляр эканлигини исботланг. У халда ташки чизилган шарнинг 
маркази буларнинг умумий перпендикуляри К М  га тегишли бу- 
лади. Бу ерда К  нукта CD  кирранииг, М  иуцта АВ  цнрранинг 
Уртаси. К М  ни икки усулда: биринчи дан, бевосита хисоблаш, ик- 
кинчидян. R оркали ифодалаш мумкин. 333. V = 4 / 3 r 3. К у р с а т 
м а .  Кесик конусга шар ички чизилган булга и и учун. унинг хаж- 
ми шар радиуси'--йн:' учдан бирини пирамиданинг тула сиртига 
купа йтирил га н ига тенг. ШунингДек кесик пирамиданинг хажми

V  ■= — # ( S ,  -+■ 5а + / 6 , 6 3) .  Пирамида асосларини х  ва у деб, ён
О

| / гб ( |/^2  — 1)
сиртни булар оркали ифодаланг. 334. h  *=-------- ---------а.  К у р-

с а т м а .  Тетраэдриинг ён кирраси ва баландлиги оркали утувчи
кесим ясанг, cyiiFpa тУгри бурчакли учбурчакларнинг ухшашли-

3
гндан фойдаланинг. 335. 6' е,|>си. — a3, S TX — 2а*. 336. V  «■

'io

булади. 328.
/ 3 ( 3  t g » a - l )  

H i  tg e a
• 329. — ::^3sin3 a tg 8 К у p с а т-



339. 5  =  t iVb R*. 340. У  — | /  Д /? 3. К у р с а т м а .  Кубнинг
О г о

- - / • 2( Я + К Я 3- г > ) ё к и  I/  =  -  r \ R — J  К* -  г*). К у р с а т м а .
V  О

Агарда Н >  R  булса, биринчи ечим, агарда Н  <  R булса, иккинчи

ечим Уринли булади. 337. ——— ——. 338. 2к a?; а ? /  +  ~ ~ V
л 4л \  3 2

2
3

abc
диагонали оркали Утказилгаи кесимни каранг. 342. ф = —----------—.

ab+ac+bc
К у р с а т м а .  Асос сифагида кубнинг бирор ён ёгини олинг, у 
холда кубнинг асосида ётган учи учта нирамнданинг учи булиб 
хизмат килади. Натижада хажмпарпи таккослаш имкониятига эга 
булинади. 345. к у р с а т м а .  Ухшаш конуслар хоссасидан фой-

_  Щ
даланинг. 346. 5ум> «= 2 д ( / 2  +  1)А8; V  ум> — — nil3. 347. 3*2* 1.

348• 349. S - ^ f ( 4 - / T ) .  350. А -

4 „  2 / 3  4 ± / Г
— — R .  351. h =  —;—  R.  352. R =  — ------а .  К у р с а т м а .  Шар*

,3 ■ . ■ ' 3 —И "t 2 . т |  >
нинг кубга уриииш нукталари оркали утказилгаи кесимни каранг. 
Кубнинг киррасини а га, шарнинг радиусини R  га, шар маркази- 
дан карши ётган хиррагача булган масофани х  га тенг деб олиэ,
R  х  а* а3
— =  ——  Ухшашликни каранг. 353. V  — —. 354. V  =  — .
* / 2  а  У ‘ 4
К у р с а т м а .  Натижада к и р р а с и / 2 а  га тенг булган мунтазам

а?
тетраэдр досил булади. 355. V  => — . К у р с а т  м а .  Натижада

6
/ 2  • '  : - 

кирраси ~~z~a га тенг булган мунтазам октаэдр хосил булиб,
Ем

унинг учлари куб ёкларининг Урталари булади. 356. VyM ~  

=  2a3( K 2 — О, V == 2a3(2 —■ / 2 ). К у р с а т м а .  Кубларнииг 
умумий булаги саккиз бурчакли мунтазам призма, бирлашмаси 
эса, ун олти бурчакли каварик булмаган призмадан иборат. 357.

9
VyM ■== ~  а 3. К у р с а т м а .  Кубларнииг умумий булаги асослари 

билан бирлаштирилган иккита мунтазам учбурчакли пирамидадан 

иборат булади. 358. Уу„_ =  л3| / 2 * —■“  j .  К у р с а т м а .  Куб 

айланиш Укига перпендикуляр булган диагонал кесим билан цйр- 
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Кинг, сунгра косил булган шаклни 90 га буримг. 359. Уум 
■3 . '

—=— а3. К у р с а т м а .  Кубларпнш умумий булагн учлари куб

нинг карама-каршн учларида жоИлашг.ш, асослари пса Н7- масала- 
да царалган мунтазам олтибурчакдаи иборат булгйм иккита пира
миданинг бирлашмасидан ташкил топали. 360. Oi l ,  2 f i  1. К У р-

V JT 2 / 3
с а т м а .  286-масалага каранг. 361. VyM>— - g — «3; 6'у м—— — дв.

К у р с а т м а .  Баландлиги тетраэдр баландлигига тенг булган мун-
V"' *у •• - ,i" ЙН ' V,2

тазам олтибурчакли пирамида ^осил булади. 362. VyM =  л».

а
К у р с а т м а .  Кирраси г - г а  тенг булган иккита тетраэдриинг

щ
бирлашмасидан иборат булган шакл косил булади. 363. УуМ ч» 

*= <23. К у р с а т м а .  355-масалага каранг. Ёрдамчи кубнинг 

У  2 У  2 ( /  £Г— 1)
кирраси — -  га тенг булади. 364. ^ ум = ------- —--------а 3. К у р 

с а т м а .  Бурйш натижасида косил булган АХВХСХ учбурчакнинг 
томонлари ABC  учбурчакнинг ба л андли к л а рига параллел булади, 
*амда учбурчаклар томоиларининг кесишишидан косил булган бу-

V 2
54

К у р с а т м а .  Умумий булак ён ёкларининг уткир бурчаги 60**

/ 2  '

булган ромбдан иборат параллелепипед булади. 366. V —

у §
К у р с а т м а .  365-масалага каранг. 367. V  — ------г3. К У р-

4
с а т м а .  Пирамида асосининг томонини топиш учун иккита конус 
учун умумий булган у к кесимни каранг, баландлигини топиш

учун эса SO  *■ — (SOi  +  SU3 +  6’0 3) муиосабатдан фойдаланинг.О

лакларининг нисбати 1 ц / 3 « 2 к а б и  булади. 365. Уум — — -  а9.

868. a =  2 a rc tg ^ s ln  —j .  К У р с а т м а .  Конуслариинг иккитасини

олиб уларнинг умумий ясовчиси ва текисликка урпнадиган ясов-
п ■ 2гсч Зга

чиларини каранг. 369. а =  370. V  =  —  — - .  К у р с а т м а .

Конуснинг ук кесимида хосил буладиган тугри бурчакли учбур- 
чаклардан фойдаланинг. 371. 2 Р ( 1 — Р)(\  +  Р 3). К у р с а  т м я .



Конуснинг Ук кесимида хосил буладиган  турри бурчакли  учбур- 
чаклардан  фойдаланинг. 372. 5  =  4 n R r .  К у р с а т м а .  Кесик ко
нуснинг ён сиртини унинг Урта кесим и оркали  иф одаланг. 373.

ч*2 a rcs in И бунда а  >  8 . К у р с а т м а .

С ф е р а  радиуси брдамида конуслар асосларипииг радиуслариии 
борланса, хажмдарнинг нисбати йр дамп да тригонометрии тенгла- 
мага келинади. 374. г — 2 см — агар шарлар конуснинг пчнда 
жойлашган булса, г  —■ 10 см — ai ap  шарлар ко"услан ташкарнда 
жойлашган булса. К у р с а т м а .  Коиусшии Уци ва шарлардан 
■бирининг маркази оркали утувчи косим цосил к м и н п . 376. V  ■»

— — ( 2 2 / 2  +  25). К у р с а т м а .  О , ва 0 3 лар орца. и утувчи
О. •

Ук кесим хосил килннг ва конуснинг баланд.’.игини Н в а асосининг
3

радиусинн R лар оркали ифодаланг. 376. г  =  — с м — агар ш ар

лар конуснинг ичида жойлашган булса, г =* 2 см — агар шарлар 
конусдан ташкарнда жойлашган булса . К у р с а т м а .  374-маса-
лага каранг. 377 . 2  ±  / Ъ .  К у р с а т м а .  Ш арларнинг У текис- 

ликка уриниш нукталари томонн 2/ , ва диагоналлар и 2r  t: 2г  а

булган ромбнинг учлари эканлигини исботланг. 378. г — — R .

К у р с а т м а .  О,, 0 2, 0 3 — берилган шарларнинг марказлари бул
син. О —туртинчи шарнинг маркази булсин. Учлари О, Ол, 0 3, Оз 
нукталарда булган учбурчакли мунтазам пирамидани каранг. 379.

Br &Rr  +  г . К У р с а т м а .  Ш арларнинг марказла-
2(R -  г)2 J v

рини Г текисликка прсекциялаб, асослари тенг ёнли учбурчаклардан

' а? 
( /? + г )а— щ

2  л  Г cfi
i ,  г, R  лар учун R  +  г > —  а; г<  —, R — г< у  ( R + r f -  -

шартлар бажарилиши керак. К у р с а т м а .  Радиуси г  га  тенг бул
ган шарларнинг марказлари Ои 0 2, 0 3, радиуси R  га тенг 

•булган шарнинг маркази О булсин. У х,олда 0 0 10 30 30 i тУртбур- 
чакли мунтазам пирамидани каранг. 381. / 3 » 1 .  К у р с а т м а .  
Ш арларни *Т текисликка проекцияланг. Натижада катта ш арлар
нинг марказлари ромбнинг учлари булишини ва кичик шарлар 
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