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Qisqgacha sharh

Xususiy hosilali differensial tenglamalar fanining gamrovi keng bo'lib,
ushbu darslik universitetlarning matematika, amaliy matematika va infor-
matika ta'lim yo‘nalishlari t-alabalari uchun fanning amaldagi dasturi asosida
yozilgan.

Kitobda dastlab umumlashgan funksiyalar va ularning Furye almashtirish-
lari keltirilgan bo'lib, bunda umumlashgan funksiyalar uazaryasining bosh-
lang'ich tushunchalari misollar yordamida bayon etilgan. Dirakning delta-
funksiyasi xossalarini odganishga alohida e’tibor garatilgan. Umumlashgan
funksiyalar nazaiiyasi keng bo'lib, uning elementlari kitob doirasida, zarur
bodadigan hajmda keltirilgan. Differensial tenglamalarning umumlashgan
yechimi tushunchasi kiritilgan, o'zgarmas koeffitsientli differensial operator-
larning fundamental yechimlari qurilga.ii. hamda shu asosda to'lgin va issiglik
o'tkazuvchanlik tenglamalari uchun qo'yilgan umumlashgan va klassik Koshi
masalalarinmg yechimlari hosil gilingan.

Shuningdek. kitobdan ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tengla-
malarning uchta tipiga mansub: giperbolik, parabolik va elliptik tipdagi
tenglamalar uchun korrekt go'yilgan boshlang'ich (Kashi), boshlaiig‘ich-che-
garaviv va chegaraviy rnasalalarnmg yechimlarini topish keng o‘rin olgan.
Bunda masalalar yechimini beruvchi formulalar olingan bo‘lib. yechimni yago-
naligi va berilganlardati uzluksiz bogdiqgligi o‘rganilgan. Bundan tashgari,
xususiy hosilali differensial tenglama,larni yechishda ko‘p qodlaniladigan o‘zga-
ruvchilarni ajratish, integral almashtirishlar usullarida keng ishlatiladigan
ayrim maxsus funksiyalar va ulaaning xossalari keltirilgan.

Darslikni yozishda muallifning gator yillax davomida Buxoro davlat uni-
versitet-ida o‘gigan madiizalari hamda ushbu soha bo'yicha taniqli oJimiar-

ning rus va ingliz tillaridagi o‘quv adabiyotlaridan foydalanildi.



AHHoOTaUUnA

YuebHaa gucuunnmHa "OudpepeHumanbHble YpaBHEHUS C YacTHbIMN
NPOV3BOAHLIMN" 0XBaTbIBAET LUMPOKWUA CAEKTP 3HaHWA. [aHHbI yyYebHUK
HanmcaH Ha OCHOBe [elCTBYOLLMX y4ebHbIX NporpaMm Ans cTygeHToB 6akanas-
pvaTa rno HanpasfeHnsaM "MaTtemaTumka", "npukKnagHas matematmka u nHgop-
martuka" .

BHauane npmeegeHbl 0606LeHHbIE (DYHKLUKW 1 U3YyYeHbl UX NPeobpa3oBaHns
dypbe. Mpy NOMOLLM NPUMEPOB MOAPOGHO N3/I0XKEHbI MEPBUYUHbIE MOHATUSA
Teopun 0606LLEHHbIX PyHKUMIA. Ocob60e BHUMaHWE yAeNeHO N3YyHEHWUIO CBOIACTB
nenbTa-hyHKumMn Aupaka. Teopusi 0606LLEHHbIX YHKUMIA 06LLIMpPHA, U B
yyebHUKe NpuBeaeHbIl NLLbL Te MOHATUSA 3TOM TeOpUK, KOTOPble HEO6XOANMBI
B Npefenax 3Tor KHUru. BBeAeHO NOHATUE 0606LLEHHbLIX PELLEHWNI 151 00bIK-
HOBEHHbIX AnhdhepeHLNabHbIX YPaBHEHW 1 ypaBHEHWUI C YacTHbIMW NPOU3-
BOAHbLIMM, MOCTPOeHbI PYHAAMEHTa/bHbIE peLleHns gnddepeHLnanbHbIX one-
paTtopoB € MOCTOSAHHbIMU Ko3ddhpmumeHTamn. [la 3TOli OCHOBE MOMYYeHbI
peLueHnsa 0606LLEHHON 1 Knaccu4eckoi 3agay Kolwim ansa ypaBHeHW pacnpoc-
TpaHeHWsi BOSTH W TeN0MpPoBOAHOCTU.

A TaK Xe, B YY4ebHUMKe 3Ha4YNTeNbHOE MECTO 3aHMMAT TPaAULNOHHbIE
pasge- /bl TeEOPUU NNHENHbIX YPaBHEHUI C YaCTHbIMW MPOU3BOAHBLIMWN BTOPOro
nopsaka runep6boaM4eckoro, Napadbonyeckoro n ananmnTmuyeckoro Tuna. Mo-
nyyeHbl G)Op- My/bl, Jalolive pelleHus pasiMyHbIX 3ajadv, uccnegoBaHbl
BOMPOCHI €AMHCTBEH- HOCTU U HEMPEPLIBHOM 3aBUCUMOCTU PeLLEHNSA OT BXOAHbIX
JaHHbIX. Kpome Toro B KHUre NpuBeAeHbl HEKOTOPbIE cheunanbHble OYHKUUN
M HX-.CBal.eT'Ba, KOTOPbIE YacTOo MCMO/Mb3YTCA NPU peLleHnn anddoepeHLmanb-
HbIX YPaBHEHWI € YaCTHbIMW MNPOU3BOAHbLIMW C MOMOLLbIO METOA0B pasfenieHns
nepemMeHHbIX WU MHTerpasbHOro npeobpasoBaHUs

Mpwv HanucaHUM JaHHOTo Y4ebHMKa UCMONb30BaHbl Y4ebHble NMTepaTypbl
M3BECTHbIX YUYeHbIX MO 3TON TeMaTUKe Ha PYCCKOM W aHTIMIACKOM A3blKax, a
TakXXe KypCbl NIEKLWUMA, YATaBLUMXCSA a.BTOPOM B TeUeHMe psaja, neT CTyAeHTam

ByXapCcKoro rocyapcTBeHHOro yHUBEPCUTETA.
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Annotation

The subject Partial differential equations is so extensive that this text-
book is written for the undergraduate students of Mathematics. Applied
mathematics and IT directions basing on the current program of this course.

The book deals with the generalized functions and their Fourier trans-
formation, in which the initial concepts of the generalized functions are il-
lustrated using examples. Particular attention is given to the study of the
properties of Dirac delta-function. The theory of generalized functions is
wide, and its elements are presented in the necessary volume within this
book. The concept of generalized solutions for ordinary differential equa-
tions and partial differential equations is introduced; fundamental solutions
of differential operators with constant coefficients are constructed. On this
basis, solutions of the generalized and classical Cauchy problems for the
equations of wave propagation and heat conduction are obtained.

And also in the textbook a significant place is occupied by the traditional
sections of the theory of linear partial differential equations of the second
order of hyperbolic, parabolic and elliptic type. The methods of solving
initial (Cauchy), initial-boundary and boundary problems for such equations
are described. Formulas are obtained that give solutions to problems, and
questions of uniqueness and continuous dependence of a solution on data
are investigated. In addition, the book contains some special functions and
their properties, which are often used in solving partial differential equations
using the methods of separation of variables and the integral transformation.

In the process of writing the textbook, tlie author used his lectures those
are given at Bukhara State University for many years and Russian as well

as English textbooks by prominent scientists in this sphere.
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So‘z boshi

Ushbu darslik universitetlaming matematika, anialiy matematika, va in-
formatika ta’lim yo'nalishlari talabalari uchun o‘gitiladigan "Xususiy hosilali
differensial tenglamalar" fani dasturi asosidayozilgan. Xususiy hosilali diffe-
rensial tenglamalarning doirasi keng bo'lib, bu kitobda fizik, texnik. mexanik
va boshqa jarayonlarning matematik modellarini tuzishda hosil bo'ladigan
xususiy hosilali tenglamalar uchun masalalar o'rganiladi.

Kitobning o'ziga xosligi - bu unda umumlashgan yechimlardan keng foy-
dalanilganligidir. Umumlashgan yechim tushunchasi umumlashgan hosila
va, umuman aytganda, umumlashgan funksiyalar tushunchasiga tayanadi.
Hozirgi kunda umumlashgan funksiyalar nazariyasi xususiy hosilali differen-
sial tenglamalar uchun go'yilgan umumlashgan va klassik masalalarni tek-
shirishda qulay matematik vosita bo'lib xizmat gilmogda. Kvant fizikasining
matematik modellarini o'rgauishda maternatikaning ushbu yangi sohasidau
keng foydalaniladi.

Umumlashgan funksiyalar birinchi bo'lib P. Dirak tomonidan kiritilgan.
U kvant fizikada sistematik ravishda. delta-funksiyadan foydalangan. Bu
funksiya keyinchalik uning nomi bilan atalib, Dirakning delta-fimksiyasi deb
yuritiladigan bo'ldi. Umumlashgan funksiyalar nazariyasi matematik asoslari
1950-yilla,rdan boshlab S.L. Sobolev va L. Shvars ishlarida o'z aksini topgan.
Hozirgi kunda tez rivojlanib borayotgan umumlashgan funksiyalar nazariyasi
matematika, fizika va boshga soha vakillarinming ilmiy tadgigotlarida, asosiy
matematik vosita sifa,tida namoyon bo'lmogda. Ushbu darslikning 1-bobi
UHKtmla~rgan funksiyalar va ularning Furye alinashtirishiga bag'ishlangan
bo'lib, bunda umumlashgan funksiyalar nazariyasining boshlang'ich tushun-
chalari misollar asosida keltirilgan. Shuningdek, Dirakning delta-funksiyasini
o'rganishga alohida e’tibor qgaratilgan. Qolaversa, bu bobda turli umumlash-
gan va klassik funksiyalarning Furye almashtirishlarini hisoblash keng o'rin
olgan. Aytish lozim umumlashgan funksiyalar nazariyasi keng bo'lib,
uning elementlari keyingi boblarda qo'llaniladigan hajmda keltirilgan. 2-bob
xususiy hosilali differensial teriglamalarni klassifikatsiyalash va ular uchun

asosiy masalalarning qo'yilishiga bag'ishlangan. 3-bobda differensial tengla-
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malarning umumlashgan yechimi tushunchasi, o'zgarmas koeffitsientli dif-
ferensial operatorlaming fundamental yechimiarini qurish hamda to'lgin va
Issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamalari uchun go'yilgan umumlashgan va klas-
sik Koshi masalalari o'rganiladi. O'rganishning xususiyati shundan iboratki,
umumlashgan Koshi masalasida boshlang'ich shart.lar oniy ta’sir etuvchi
manbalarga kiritiladi va. bu yechimni manba, bilan inos ravishda tanlan-
gan fundamental yechimning yig‘masi ko‘rinishida qurishga imkon beradi.
4-, 5- va 6-boblar uchta klassik: giperbolik, paiabolik va elliptik tipdagi
tenglamalar uchun go'yilgan boshlang'ich, boshlang'ich-chegaraviy va chega-
raviy masalalarni o'rganishga qaratilgan. 7-bobda, xususiy hosilali differen-
sial tenglamalami yechishda tez-tez qo'Haniladigan o'zgaruvchilarni ajratish,
integral almashtirishlax usullari bilan bog'lig ba’zi maxsus funksiyalar va
ularning xossalari keltirilgan.

Darslikning ayrim boblarini yozishda muallif 0 ‘zbekiston Respublikasi
"El-Yurt umidi" jamg'aimasi tanlovi g'olibi sifatida Ispaniyaning Valen-
siya politexnika universitetida malaka oshirishda bo'lgan davrida ushbu soha
bo'yicha ingliz tilidagi adabiyotlardan foydalandi. Foydalanilgan adabivotlar
ro'vxati darslikning oxirida berilgan. Shuningdek, darslikni yozishda mual-
lifnmg qator yillar davomida Buxoro davlat universitetida o'qigan ma’ruzala-
ridan foydalanildi.

Darslik to‘g‘risidagi kitobxonlarning tangidiy fikr va mulohaaalarmi mual-
lif mammmiyat. bilan gabul qgiladi.

Muallif



1-Bob. Umumlashgan funksiyalar.
Furye almashtirishi

l.i Funksiya berilishining turli xil usullari hagida

Matematik tablilda, odatda, funksiya analitik usulda beriladi. Masalan,
bir o'zgaruvchili y —f(x) funksiyaning ta’rifim eslatamiz. Agar X,Y —R1
sonli to‘g‘ri chiziq nuqtaJaridan iborat to'plamlar bo'lsa, X to'pJamda y =
f{x) funksiya berilgan deyiladi, agarda har bir x € X nugta bilan yagona
y & Y nugta o'rtasida moslik o'rnatilgan bo'lsa, boshgacha aytganda, y =
f(x) funksiyani berish har bir x £ X uchun uning giymati f(x) =y € Y
ni ko'rsatishga teng kuchli. Bunday usulga funksiyani nugtaviv berish usuli
ham deyiladi.

Funksiyani nuqgta,lar yordamida bermasdan, uning "integral" xarakteris-
tikalaridan foydalanib ham berish mumkin. Masalan, funksiyaning bunday
"integral" xarakteristikalari sifatidabiror bir <pk(x), k —1,2,... funksiyalar
sistemasidagi uning Furye koeffitsient.lari kelishi mumkin. Ma'lumki, ixti-

yori~ f(x) £ Lola, 6] funksiya o'zming Furye koefntsientlari

b
fk ~ (f(x), ipk(x)) = J f(x)tpk(x)dx, k = 1,2,...
a
yordamida bir giymatli Furye gatori
®
f(x) = Y I fk<Pk(x)
k=1

bilan aniglanadi, bu yerda {/m}"=I —a, A\ kesmada aniglangan to‘liq ortonor-

mal funksiyalar sinfi.
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* Xususan, [0,> kesmada uzluksiz f(x) funksiya

N wm\lz f f(x) Sinkxdx, k- 1,2,....
o

sonlar to'plami bilan bir giymatli aniglanadi. Demak, {fk} sonlar ketma-
ketligining berilishi [0,7r] kesmaning ixtiyoriy nuqtasida f(x) uzluksiz
funksiyaning berilisbiga teng kuchli. {/5} sonlarni cheksiz o'Ichovli fazodagi
f(x) funksiyaning koordinatalaxi, ipk(x),k = 1,2,... funksiyalarni esa fa-
zodagi bazis deb garash mumkin. Geometrik nuqtayi nazardan larni
/(?;) funksiyaning <pb(x) koordinat funksiyalardagi proeksivalari deb ham
tushunsa bo'ladi.

f(x) funksiyani biror bir usul bilan tanlangan {/fc(x)} baais funksiyalardagi
proeksiyalari bilan emas, balki ba’zi kengroq funksiyalar to'pJamidagi
proeksiyalarini berish bilan aniglab bo'Imaydimi, degan savol tug'iladi. Bu

savolga keyingi paragraflarda javob beriladi.

1.2 Asosiy funksiyalar fazosi va uning xossalari

Bir o'Ichovli holni garaylik. Soddalik uchun IKL = R deb olamiz. C°°(R)

bilan K da cheksiz marta differensiallanuvchi funksiyalar fazosini belgilaymiz.

T a ' r i f. Biror chegaralangan to'plamdan tashgarida nolga Ceng
bo'lgan funksiya finit deyiladi. Bir o'lchovli funksiya uchun boshqgacha ay-
tadigan bo'lsak. agar ip : R — K funksiya uchun shunday [a", bv] C R kesma
topdib, bv] larda ip(x) = 0 bo'lsa, bu funksiya finit funksiya va [a", b\
kesma uning tashuv- chisi deyiladi.

T a ’rif. Cheksiz marta differensiallanuvchi finit funksiyalar to'plamiga
asosiy funksiyalar fazosi deyiladi va u £>(M) orgali belgilanadi. Shunday qilib,

D(R) —{p € C*(R)| [a", 6V] kesmada.n tashqgarida ip(x) = 0}
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1-cliiznia. Turli h lax uchun w/,(x) funksiyaning grafigi.

M i s o 1 Quyidagi funksiyani garavmiz:

M < h

T, N> h, @

bu yerda o'zgarmas J1ushbu juujh(x) = 1 shartdau tanlanadi, ya'ni

-1

Ko‘rinib turibdiki, bu funksiya, - finit. Undan tashqari cheksiz marta
differen- siallanuvchi (biz burn keyingi paragrafda ko‘rsatib o'tamiz) bo'lib,
bu funksiya- ning x = *h nuqtadagi ixtiyoriy bir tomonlama hosilalari nol
ga teng. Shunday qilib, u//,(z)- asosiy funksiya. Ba’zan, (1) funksiyaga
"papbm ol funksiyasi deb ham aytiladi. Uning grafigi 1-chizmada, keltiril-
gan.

Asosiy funksiyalar fazosining ba’zi xossalari bilan tanishamiz.

1) ixtiyoriy tp, @ € D(R) funksiyalar va a, ft € R sonlarning chizigli
kombinatsiyasi (aip + )3d) € D{R) bo'ladi, ya'ni jD(R)—chizigli fazo.

Hagigatan ham, ip, ib € D(R) ekanligidan, oup+ffib funksiya chegaralan-
gan tashuvchiga ega ekanligi hamda bu yig'indinmg cheksiz differensiallanuv-
cbi bo'lishi kelib chiqadi. Quyidagi xossalar ham shunga o'xshash osongina

isbot qilinadi:
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2) ixtiyoriy ip £ D(R) va £ C°°(R) funksiyalar uchun, ularning
ko'paytmasi asosiy funksiyadir, ya'ni th£ D(R);

3) ixtiyoriy P £ D(R) funksiya uchun uning k—tartibli liosilasi asosiy
funksiya bo‘ladi, ya’'ni £ Z?(R);

4) ixtiyoriy 9 £ D(R) funksiyaning ixtiyoriy tayin a £ R nugtadagi
siljishidan hosil bo'lgan funksiya ham asosiy funksiyadir, ya'ni p(x + a) £
D{R).

Yugoridagi xossalardan foydalanib "shapkacha" funksiya yordamida

ko‘plab asosiy funksiyalarni qurish mumkin. Masalan,

, ? . <f(e*Whc(a:))
2#) = n sxwft,(\ T —aj He---mr— -
ham asosiy funksiyadir.

Endi, D(R) da yaginlasliish tushunchasmi kiritamiz.

T a ' r i f. Quyidagi shartlar bajarilsin:

1) shunday [a,H C R kesma topilib, ixtiyoriy n £ N sonlar uchun [ab\
kesmadau tashqarida tpn(z) = 0;

2) ixtiyoriy K £ NU{0} sonlar va ixtiyoriy tayin X £ [a, 6] nugtalar uchun,
n -> 00 da ushbu <p£\x)-=$tpW(x) ketma-ketliklar tekis yaginlashadi.

U holda {.. . }x , ketma-ketlik n —o00 da £ D(R) funksiyaga yagin-
lashadi deyiladi.

M is o 1 Ushbu

| T<a

Itl > a,

Pn(x) —

funksiyalar kctma-ketligi nolga yaginlashadi, shuning bilan birgalikda

=] "ep (~)> W<n
0, W > T

<Pr(l)

funksiyalar ketma-ketligi D{R) (asosiy funksiyalar) ma’nosida yaginlashuv-

chi emas.
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Yugoridagi ta’rifga o'xshash ravishda, D(K"), D(Q) fazolarda ham yaqin-
lashish ta’riflari kiritiladi. Bunda Rn—n o'lchovli hagigiy sonli evklid fazo

vafi- unda biror soha.

Lemma, [ofl kesmada uzluksiz va finit bo‘]gan ixtiyoriy f(x)

funksiya ushbu
h

I f(x)<p(x)dx, ip{X) G D(K)

integral bilan bir giymatli aniglanadi.

I s bot f(x) funksiyani [a, b] kesmadan tashqarida nolga teng qilib
aniglab, quyidagi funksiyani garaymiz:

fh(x) = f{OuIh(E - x)dE,
M
bu yerda. uih(x)— ’shapkacha” funksiyasi va f uij,(x)dx = 1 w/,(x) € R
R
ekanligidan fh{x) funksiya ixtiyoriy h > 0 uchun cheksiz marta

differensiallanuvchi funksiya va [a—h,b + A] da fh(x) = 0. Shu bilan birga,

Jh(x) - f(x) = I [/E) - /(a)]uXF - h)dE =
h
= ¥ [f(x + t)~ f(x)]wh(t)dt,
-h

1/n0K) - /10K)] < a’—n@%—bﬂl/m-/(»()l'

Bu yerdan, {/1(a)} ning h -> 0 da /(x) ga x G [a,b] lar uchun tekis yaqin-
lashishi kelib chigadi.

Leinmani isbotlash uchun ixtiyoriy <p{x) € £>(R) uchun

Y f(x)ip(x)dx = 0

a

tenglikdan f(x) = 0, X G [a, b] kelib chigishini ko'rsatish yetarli.
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mfh{x) € D(K) ekanligi uchun <p{X) funksiya o'rniga fh{x) ni olamiz.
I f(x)fh(x)dx = 0

tenglikda h -* 0 da limitga o'tamiz. f(x) funksiiyaning [a, b] oraliqgda uzluk-
sizligidan va oxirgi tenglikda.il f(x) = 0 ekanligi kelib chigadi. Lemma is-
botlandi.

Shunday qilib, uzluksiz finit f(x) funksiyani nugtaviy berish va uning
D{No) funksiyalar to‘plamidagi "proeksiva" larini berish f(x) funksiyani
berishga teng kuchli. Ammo ikkinchi usulda funksiyani berish gaysidir ma’noda
gulaydir. Ya’ni u funksiya tushunchasini kengavtirishga, fanga yangi ba’zi
nugtalarda ma’noga ega bo'lmagan biror funksiyalar to'plamida o'zining qiy-
matlari bilan to‘liq aniglanadigan funksiyalarni kiritishga imkon beradi.

Bunday funksiyaga misol tarigasida ixtiyoriy tp(x) € D(R) funksiya

uchun
b

I S()fp(x)dx = v2(0)

a
tenglik bilan aniglanadigan Dirakning 5[x) delta-funksiyasini keltirish mumkin.
5{x) funksiya Ww”™(x) ning h —0 dagi kuchsiz limiti hisoblanadi. Hagigatdan
ham, ixtiyoriy <p(X) € D(R) funksiya uchun

jip{¥)<iIh{x)dx = (p(6h) J blh{x)dx = @(6h), —1 < 9 < 1
-00 -30
B undan,
00 00
lim <f'(x)ulh(x)dx —<p(0) = 1 5{x)ip{x)dx
b-mJ J
-00 -00

ekanligi kelib chigadi.

T a ’rif (Uzluksiz funksiyaning tashuvchisi). Uz-luksiz-y? funksiyaning

tashuvchisi deb, ushbu

- 29b6b/f
supp”™ = {X\v(x) ¢ 0}
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to'plamga aytiladi.

Uzluksiz funksiyaning tashuvchisi tushunchasidan foydalanib, D(R) da

yaqginlashish tushunchasini quyidagicha berish ham mumkin.

T a ' 'rif (-D(R) ma’nosida yaginlashish). Agar

1) shunday M > 0 son topilib, ixtiyoriy n € N soni uchun supp” C
[—M, M] munosabat bajarilsa;

2) ixtiyoriy p 6 N son uchun funksiyalar ketma-ketligi R da
<pNega tekis yaqginlashsa, - ip ning p tartibli hosilasi), u holda
asosiy funksiyalar ketma-ketligi n —00 da p ga D ma’nosida yaqginlasimvchi

deyiladi va gisgacha tarzda, quyidagicha belgilanadi:
D
h—a<P
Aynan noldan farqgli asosiy funksiyalar mavjudmi. degan savol tug‘iladi.
Biz yuqorida ko‘rgan (1) "shapkacha"

if exp” il <h
Uh{x) =y
ngo, jil > h,

1
funksiyasi asosiy funksiyaga misol bo‘la oladi. Hagigatan ham, uning finitligi
berilishidan ayon va suppw/”a;) = [—h,h1l Cheksiz uzluksiz differensialla-
nuvchi ekanligirii ko'rsatamiz. Ravshanki, bu funksiya x -- +h nugqtalardan
tas”*gaxi batch nuqgtalarda cheksiz differensiallanuvchi bo‘ladi. Ixtiyoriy bir
tomonlama X — —h da o!ngdan va X = h da chapdan hosilalari nolga teng

ekanligiga ishonch hosil gilish uchun h2 ~ x2 = y2 deb belgilab.

funksiyaning y = 0 nuqtadagi barcha tartibli hosilalarining nolga teng bo'li-

shini ko'rsatamiz. Hagigatan ham, y ¢ 0 da hosilalarni hisoblaymiz:
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6/;2 exf . 4/i4 ex A h2\
y Syi) ¥ Py "va)
umuman.

I (f)=Pndexp (-7).
P 4 ~ I/y Sa nisbatan ko‘phad:

*
O = i &ndc
bu yerda m* € N, Anjt - h ga bog'liq koeffitsientlar.
Quyidagi \I/lr% fAn\y) limitni hisoblab.

W FAG) = WM P o) exp (-, - 0

bo'lishini ko'rish giyin emas (y -+ 0 da exp A—j*J nolga tez yaginlashadi).

limexp

v->0 &/ y ':0:/(0)

tenglikdan f(y) funksiyaning y = 0 nuqtada uzluksizligi va yuqoridagilarga
asosan bu nugtada. differensiallanuvchanligi hamda /'(O) = 0 ekanligi kelib
chigadi. Shunday qilib, /' funksiyay —0 nuqgtada uzluksizdir. Xuddi shunga
o'xshash f"(y) funksiya uchun yuqoridagi mulohazalaxni takrorlab, y = 0
nugtada f"(y) ning mavjud ekanligi va /"(0) = 0 hamda f"{y) ning y —0
da uzluksiz ekanligiga ega bo‘lamiz. Bu jaravonni davom ettirib, ixtiyoriy
n= 1,2,... lar uchun f my) funksiya yuqoridagi xossalarga ega bo'lishiga
ishonch hosil gilish mumkin. Demak, ui/,,(X) G C°°(R), supplUh(x) = [—h,h\
ekanligidan wb funksiyaning finitligi va, umuman, wi,(x) G D(K) kelib chigadi.

Quyidagi lemma asosiy funksiyalarga ko'plab misollar keltirish muinkin-
ligini ko'rsatadi.

Lemma. Ixtiyoriy [a, bl kesmava h > 0 soni uchun 0 < rj(x) <

1; 1(x) = 1, ie[a,b], fj(x) = 0, xE[a-2h, b+2h\ shartlarni ganoatlantiruv-
chi Tj(x) 6 G0°(R) funksiya mavjud.

7](x) funksiya grafigi 2-chizmada tasvirlangan.
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VW

a-2s a b b+2S

2-chizma. r}(x) funksiya grafigi.

I s b ot. Faraz gilaylik. x(x) —[a —ft, b+ ft] kesmaning xarakteristik

funksiyasi Wlsin, ya’ni

1 xg@—hb+n,

X0) = 10, xefa—n b+

U holda t(x) = j x(y)"h(x —y)dy € D(®0, ya'ni bu funksiya talab
X

etilayotgan xossalarga ega. Hagigatan ham,

ekanligidan

@ 0
0< Tjx) < / Uh(x- y)dy- | uih(ZW ~

Tayin x lar uchun suppw/,(r —y) = pk—ft, x + ft] ekanligidan

' x+h
f uh{x- y)dy = f\Uh(0d{ =1, x £ [a ],

= 1r-A
0, «clla —2ft, b+ 2/1].
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3a-chizma. g(x) funksiya grafigi. 3b-chizma. fi{x) funksiya grafigi.

Lemma isbotlandi.
Bunday funksiyalarni qurishning boshga usuli ham mavjud. Masalan,
ushbu
g(x) = Uh(x+ 1+ h) - Wh(-x + 1+ h)
funksiyani garaylik. Uning grafigi 3a,-chizmada keltirilgan. Endi y(x) =
X

f g(r)dr funksiyani quramiz. Uning grafigi 3b-ehizmada tasvirlangan.

Ko'rinib turibdiki, u{x) funksiya cheksiz differensiallanuvchi va [—1,1]
kesmada birga teng bo‘lgan giymatni gabul giladi. Agar

flja,b{x) = blh{x + a+ h) - oJh.{-x +a + h)

funksiya uchun

funksiyani garasak, uholda u [a, B\kesrria uchun 77(x) funksiyaning yuqoridagi
lemmada keltirilgan barcha xossalariga ega bo'ladi.

Osongina paygash mumkinki, ij(x) funksiyaning finit bo'Imagan cheksiz
differensiallanuvchi funksiyaga ko'paytmasi ham D(M) ga tegishli bo'ladi.
Ko'rilgan misollar Z?(K) to'plam yetarlicha ko;p funksiyalarga ega ekanligini
ko‘rsatadi.

Turli xil masalalar uchun funksiyalar ketma-ketligi garalganda yagin-
lashishning har xil t.a'riflari bulan ish ko‘rishga to‘g‘ri keladi. Shuning uchun

ko‘p ishlatiladigan yaginlashishlarning ta’riflarini eslatamiz.

{«(@)} = {wi(x),w2(a)),...,w,,(a)} 2
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ketma - ketligi (a,b) oraligda tekis yaginlashadi deyiladi, agarda ixtiyoriy
e > 0 soni uchun shunday N sonini ko'rsatish mumkin bo'lsa, bunda n. m >

N natural son va ixtiyoriy x 6 (a, b) lar uchun
pn{x) - um(x)l < £

shart bajarilsa.

) funksiyalar ketma - ketligi (a, b) oraligda o‘rta kvadratik ma/noda
yaginlashadi deyiladi, agarda ixtiyoriy £ > 0 soni uchun shunday N sonini
ko'rsatish rnumkin bo'lsa, bundan,m > N natural son va ixtiyoriy X £ (a, b)

lar uchun

tengsizlik bajarilsa.
(2) funksiyalar ketma-ketligi (a, b) oraligda kuchsiz yaginlashadi deyiladi,
agarda ixtiyoriy uzluksiz f(x) funksiya uchun

b

limit mavjud bo'lsa.

(a, b) oraligda aniglangan uzluksiz funksiyalar sinfini garavmiz. Yagiula-
shuvchi ketma-ketliklar o'rganilganda, odatda, limit elementlar Kiritiladi.
Tekis yaginlashishda limit element ham aynan shu funksiyalar sinfiga tegishli
bcNadi,,, Biroq bunday holat o‘rta. kvadratik nza’noda va kuchsiz yaginlashish-
larda, hamma vaqt ham o'rinli bo'lavermaydi. Agar limit element garalayot-
gan funksiyalar sinfiga tegishli bo'lmasa, u holda dastlabki sinf kengaytirilib,
limit elementlar bu sinfga kiritiladi. Bunda kengaytma sinf sifatida dast-
labki va limit elementlar to‘plami tushuniladi. Kengaytma tushunchasi bilan,
masalan, haqigiy sonlar nazariyasida duch kelish rnumkin: irratsional sonlar
ekvivalent ketma-ketligi sinfi orgali aniglanuvchi limit elementlar tarzida ki-
ritiladi. Kuchsiz ma’noda yaginlashishdagi limit elementlar liagida fikr yurit-

ganda, ikkita {«,, (i)}, (t;,,(x)} ketma-ketliklar bitta limit elementga yagin-
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lashadi deyiladi, agarda bu ketma-ketliklar ekvivalent bo'lsa, ya’ni quyidagi
\u,,(x) —vn(x)} ketma-ketlik nolga kuchsiz yaginlashsa:

6

1.3 Umumlashgan funksiya tushunchasi.

Regulyar va singulyar funksiyalar

Quyidagi ta’riflanii kiritamiz:
T a’'rif. /:D(K) -¥ C—akslantirishga D(M) da funksional deyiladi,
bu verda C - kompleks sonlar maydoni.
/ funksionalning tp € D (R) funksiyadagi gqiymati (7, ip) bilan belgilanadi.
Ta’rifga. asosan (/, p}—kompleks son.

T a 'rif. Agar ixtiyoriy € D(R) vaa,p € C lar uchun

(f, aip+ p) = a{f, P+ 7%/, ¢)

tenglik o'rirdi bo'lsa., /7 : D(R) —s C funksional chizigli deyiladi.

T a 'rif. Agar D(R) da nolga intiluvchi ixtiyoriy funksiyalar ketma-
ketligi {~ (x)} g D(R) uchun Kk —=00 da (/, —>0 bo'lsa, /7 : D(M.n) —
C funksional uzluksiz deyiladi.

T a 'rif. Chizigli, uzluksiz /7 : D(R) —=C funksionalga umumlashgan

funksiya deyiladi.

D' = Z)'(R) orqali barcha umumlashgan funksiyalardan tuzilgan to'plamni
belgilaymiz.

Agar ixtiyoriy p, e C sonlar Ta umumlashgan / va g funksiyalarning

Hf + X9 chizigli kombinatsiyasini ixtiyoriy ip £ D lar uchun

bl +X9,<) = M(f, D + x{g, P

tenglik bilan aniglansa, -D'(R) to'plam chizigli bo'ladi.
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Hf + X9 funksionalning D da, chizigli va uzluksiz ekanligini ko'rsatamiz.
Hagigatan ham, agar ip £ D, ¢ £ D va a,/3 - kompleks sonlar bo'lsa, u
holda ta’rifga ko'ra

0/ + X9,aiP+ fH) = M(L  + P®) + X{9, 0ip+ P®) =

=a[M/,® +x(g A+ BIX/,\NO+ x{g, P =
= »(M/ + X2>\B) + /3{nf + Xff,'0)

tengliklarga ega bo'lamiz. Bu esa, /i/ -f yg funksionalning chizigli ekanli-
gini anglatadi. Uzluksizligi esa, 7/, g funksionallarning uzluksizligidan kelib
chigadi: agar g» £ D ketma-ketlik Kk —»00 da 0 ga intilsa, u holda K J» 0o
da

W+ X9;fk) = A/~>VK) + X (W) 0
bo'ladi.

D’ da yaginlashishni kuchsiz yaginlashish kabi kiritamiz: Agar/ixtiyoriy
ip £ D uchun kK —o00 da (f.ip) -> (/, tp) bo'lsa, umumlashgan funksiyalar
fk £ D' ketma - ketligi f £ D" funksiyaga yaginlashadi deyiladi. Bunday
holda, D' da fk — f, K — o0 kabi yoziladi. D" chizigli to'plam unda
aniglangan yaginlashish bilan D* umumlashgan funksiyalar fazosi, deyiladi.

Lokal integrallanuvchi funksiyaning ta'rifini n—o'lchovli funksiya uchun

keltiramiz.

T a 'rif. f : WI -Y M funksiya ixtiyoriy chegaralangan Q C
Rmto'plam uchun u Q da absolyut integrallanuvchi bo'lsa, u M da lokal

ietegiaManuvchi deyiladi.

Bu ta’rif yanada tushunarli bo'lishi uchun uni bir o'lchovli hoi uchun

quyidagicha ta’riflaymiz: E da barcha lokal integrallanuvchi funksiyalar to'p-

lamini ko'rinishda belgilaymiz, u holda
b
Li°’L(M) = {/ :E -> C : J \f(x)\dx < oc},
a

bu yerda o, b—chekli haqgigiyr sonlar.
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' Keyinchalik biz giymatlari haqiqiy sonlar to‘plami R ga tegishli bo'lgan

funksionallarni garaymiz.

M i s o 1 Faraz gilaylik, f(x) R da lokal integrallanuvchi funksiya
bo‘lsm. U holda ixtiyoriy tp€ D (R) uchun

(/.¥>)=J f(x)<p{x)dx (3)
R
funksional chizigli va uzluksizdir. Shuning uchun bu funksional umumlash-
gan funksiyadir.

T a "rif. Lokal integrallanuvchi funksiya yordamida quriladigan
umumlashgan funksiya regulyar umumlashgan funksiya (yoki regulyar funksiya)
deyi- ladi.

Teorema (Umumlashgan regulyar funksiyaning umumiy ko'rinishi).

(3) ko‘rinishdagi funksional (regulyar) umumlashgan funksiyadir.

I s b ot. / akslantirishni chiziglilikka tekshiramiz. Ixtiyoriy <p\ys2 €
D{R) va ot\, «2 € C lar uchun

(/.<Wi +«abl =] f{xX)(ni(x)(py{x) + arT)"{x))dx =
R

r r
= «l | f(X)tpi(x)dx + a2 | f{x)p>2(x)dx = ai{f,ipi) + a2(f,p2)
R 1
Etidi / akslantirishning uzluksiz ekaiiligini ko'rsatamiz. Faraa qilaylik, 0 ga

intiluvchi {"n}5JLi asosiy funksiyalar ketma-ketligi berilgan bo'lsin. D dagi
yaqinlashish ta’rifiga ko'ra, shunday M > 0 soni mavjudki, {",}* | ketma-
ketlikdan barcha funksiyalarining tashuvchisi M, M] kesmada yotadi. f £
Lj°c(M) shartdan quyidagi o'rinli,
M
0 < P*=1J] \f[x)\dx < oo.
-M
Endi, istalgancha kichik ¢ > 0 soni berilgan bo'lsin. {<ra}*=i ning tekis
yaginlashuvchi ekanligidan shunday N & N son topiladiki, n > N lar uchun

wax M, ()] < 4
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baho bajariladi. Bundan esa, ixtiyoriy n > N larda.

M M
P
\(f,<Pn)\ - " f{x)<pn{x)dx =3 f(x)ipn(x)dx < 1 \M)\\<Pn{x)\dx <
R M M
M
® \% [(*)] cf P <f
= xel-hMl V2l J[ 1) ete < 141 S
-M

l.engsizlik o'rinli bo‘ladi.

T a ' rif. Regulyar bo‘lmagan umumlashgan funksiya,ga singulyar

umumlashgan funksiya deyiladi.

M i s o 1 Ixtiyoriy ip(x) € -D(K") funksiyalarda [é(x),<p(x)) = y3(0)
tenglik bilan aniglangan #i(a:)) funksionalni garaymiz. Bu funksional chizigli
va uzluksizdir. Deinak, u umumlashgan funksiyani aniglaydi. S(x) umum-
lashgan funksiya singulyardir. Uni (3) ko'rinishda hech bir lokal integralla-
nuvchi / funksiya yordamida ifodalab bo'Imasligini ko‘rsatamiz. Faraz qi-

laylik, bunday funksiya, mavjud bo‘lsin. U holda, ixtiyoriy ip G D(R) uchun
(6,<p)= 1 f(x)v(x)dx
R
tenglik o‘nmlA ya’ni

J f{x)<p(.c)dx = y>(0).
K

uh(x) deb, ushbu

J tx)bati(x)dx = W,(0) = ~
R

ifodaga ega bo‘lamiz. f(x) lokal integrallanuvchi ekanligi uchun
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r wA@,) < X G (-
bo‘lamiz:

f f(x)ip{x)dx L

K —h
Bu yerda h — 0 da limitga o'tsak, j < 0 ko'rinishdagi ziddiyatga ega
bodamiz. Demak, 6 funksiyani (3) ko'rinishida ifodalab bo'Imas ekan. S(x)
funksiya “"shapkacha" wm{x) funksiyasining h —¥0 da umumlashgan funksiyalar
fazosidagi liniiti ekanligini isbotlash giyin emas. Bulling uchun, ixtiyoriy
tp G D uchun

Jim | rWh(X)<|0(><)dx = ip(0)

tenglikning bajarilishini ko'rsatish kifoya,, Hagigatan ham, <p(x) funksiya-
ning uzluksizligidan, ixtiyoriy r) > 0 soni uchun shunday e() > 0 soni mavjudki,
barcha {x : H| < f} lar uchun kp(X) —<Y0)] < 1j tengsizlik o'rinli. u>h(x)
funksiyaning xossasidan foydaianib,

A b b

J bih(x)<p(x)dx - (p(0) < 1 uh{X)\ip(x) - (NO)Ida; < v j uh(x)dx - 1

i K k
ifodaga ega bodamiz. Bu esa yuqgoridagi tenglikni isbotlaydi. Formal ke-

lishuvga asosa.n S(x) funksiya uchun

(8(9. tr(x)) = 1 5(x)ip(x)dx
R

yozuv isldatiladi. Bunga asosan, ixtiyoriy ip G D uchun:
i s)tp(x)dx = ~(0). @
R

Eslatrna. (4) tenglik x — 0 nuqgtada uzluksiz ixtiyoriy ip(x) funksiya

uchun ham o'rinli.

M is o 1 Ushbu ixtiyoriy ip G D uchun
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tenglik bilan aniglangan chizigli p\ funksionahii garaymiz. Bu funksional-

ning uzluksizligini isbot qilisli uchun Z?(Bf) da <f. 0, K — 00 ketma-
ketlikni olamiz. Bu. ketma-ketlik uchun qx(x) = 0, | > M va Da<gk{x) =*

0, K —>00 inunosabatlar o‘rinli. Sliu bilan birga
I/ 1 M | f V'k(x) r
K
= [M, M] kesmadan tashqgarida</:(.'i.) =0] =

_ kV'p If ®k{x) —tpki0) + (£fc(0) . |Lagranj formulasiga ko'ra

dxj
X |

i 20 2 ax)<
X [
K K

‘(ﬂ%ﬁi\dx < 2|\/ir max![ )1'1 8 K oo

-M

J
K

I%p = aX + V.p.

Demak, p~—umumlashgan funksiya. Uni (3) ko'rinishda lokal
integrallanuvchi funksiya yordamida ifodalab bo'lmasligini oldingi rnisoldagi
kabi osongina ko'rsatish rnumkin. p j—funksiya ham JX-r) kabi
singulyar umumlashgan funksiyadir. Uaga 7 integra.limng bosh giymati de-
yiladi.

Misol

J X J-Jd X
R

tenglikni isbotiaymiz. tp{x) funksiyaning finitligidan

yp. [ B vp, [ Ve -
R M
4 - M
= vp RO TROG L sovp, T
-M M
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Oxirgi tenglikning o‘ng tomonidagi birinchi iutegralda bosh giymat belgisini
tashlab yuhorish mumkin, ikkinchi integral esa nolga teng.

Yuqoridagiga o'xslmsh p-p; funksionalning ham umumlashgan funksiya
ekanligini ko'rsatish mumkin. Buning uchun, quyidagi munosabatdan foy-

dalanish yetarli: ixtiyoriy n 6 N va ipe D lar uchun

) - £ «3P»» . , ®)- £ p *
-V .p. [ n - ~i f N e dx.
pJ[ XiA dr el->»+0 J X
R It

Quyidagi, ixtiyoriy § € D(M) uchun bajariladigan muhirn tenglikni isbot
gilamiz:
im f . dx = -in<p(0) + v.p. f
!;nroJ X + ie P(0) P J
E K

Hagigatan ham, agar || > M lar uchun <p(x) 0 bo'lsa, u holda

lim f dx = lim f X~ KM x)dx =
e>H) X+ i€ e»0] X + €
L -R

R
>-(|__7Z]f2< x)dx+ i Lreor in(x in(0)\dx =
r—m—m/ X -»f e p( ) e—I>T0J Xbl+ £ [p( ) - p( ) =

-t

n
= -2zVfO) lim arctg—+ [ ?(x) - ™ ldx =
c->+0 c J X
-R

= —inip(0) + v.p. ] — dx.
R
Demak, ketma.-ketlikning e —+0 dagi limiti D(R) da mavjud ekan. Uni
bilan belgilasak, bu limit —wS(x) + p\ ga teng bo'lar ekan. Shunday
qilib,
1_ - _wHad-rpl
X
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Xuddi shunga o'xshash

— = §jtS(x) + p-.
X —be X

Oxirgi ikkita tenglik kvant fizikasida keng ishlatiladi va ular Soxotskiy for-
mulalari. deyiladi.

T a 'rif. Ixtiyoriy tp(x) G D(>K"), suppv?(x) C Q uchun (f,<p) —0
bo'lsa. umumlashgan f(x) funksiya Q ochiq to'plamda nolga teng deyiladi.

Bu ta’rif umumlashgan funksiyaning tashuvchisi tushunchasini kiritishga

imkon beradi.

T a 'rif. f{x) = 0 tenglik bajariladigan barcha ochiqg Q C
Rn to'plamlar birlashmasiga f(x) funksiyaning nol to‘plaroi deyiladi, un-
ing Rn gacha to'ldirmasi umumlashgan funksiyaning tashuvchisi deyiladi va
supp/(:r) kabi belgilanadi.

Ta'rifdagi suppf{x) to'plamni quyidagicha yozish mumkin.

suppp = Rn/{Q : 9¥\Q= 0}

funksiyani garaymiz. Anglash
giyin einaski, bu funksiyaning nolga aylanadigan nugtalar to'plami (—e0, 0)U

(0,00). U holda (5) ga ko'ra supp™(ar) = {0}.

T a ' rif. Agar umumlashgan n - o'zgaruvchili f(x) funksiyaning

tashuvchisi chegaralangan bo'lsa, u Rn fazoda finit deyiladi.
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4-chiznm. Klassik va urnumlashgan funksiyalar to‘plamlari.

1.4 shaklli" ketrna - ketliklar. Misollar

T a’'rif Agar
1) hyu' bir K £ N uchun hk : Mu —K funksiya, E n da integrallanuvchi;
2) ixtiyoriy X 6 Rnva fe € N lar uchun hk >0 tengsizlik o'rinli;
3) har bir k e N uchun shunday > 0 sonlar topilib, bunda —m0, Kk co
da, pi> tengsizliknini ganoatlantiruvchi barcha x 6 Rn lar uchun hk —0
o'rinli boiadi, bu verda K -» oodar -4 0;
4) barcha fe € N lar uchun

I hk{x)dx = 1
Rn

bo'lsa, M" fazoda aniglangan haqiqiv o‘zgaruvchili funksiyalarning

hi, hi, .... hk,
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ketma-ketligi ”6—shaklli" deyiladi.

T e ore m a. Aytaylik,
hi, h2, m.., hk, =..
funksiyalar ketma ketligi ”5—shaklli" bo‘lsin. T holda,
Il%hk(x) = S(X)

bo‘ladi, bu yerda limit umumlashgan funksiya ma’nosula tushuniladi, ya’'ni
M (Rn) da.

I s b ot. Faraz qgilaylik, ip—ixtiyoriy asosiy funksiya bo'lsin. Umum-
lashgan funksiyalar ketma-ketligi limiti ta’rifidan va  asosiy funsiyaga in-
tegral yordamida ta’sir giluvchi regulyar umumlashgan funksiya ekanidan
foydalanib; quyidagi tenglikni yozishimiz mumkin:

/ \
L lim hk(x), \o(x) I'=" lim (hk(x), <p(x)) — lim | "hk(x)(p(x)dx =
XL

r
= lim | hk{x)<p{x)dx. (6)
*+oc J
W<E*
Bizga, matematik tahlil kursidan ma’lum bo'lgan o‘rta giymat hagidagi teo-
remaga ko‘ra va “6—shaklli" ketma-ketlikning 3 va 4 - xossalaridan foy-
dalanib, (6) formuladagi oxirgi ifodani o‘zgartiramiz:
n r

lim tp(xk) JI hk(x)dx = K'JQA <p{Xk)J| hk(x)dx =

fc-KIC
lil<x R-

= lim tp(xk) = <p(0) = (6, 1),

bu yerda xk € {Ja] < £jt} shaming biror nugtasi.
Shu tariga lim hk va € umumlashgan funksiyalar istalgan asosiy ip(x)
fc—0C

fimksiyaga bir xilda ta’sir giladi. 0 ‘z-o‘zidan bu umumlashgan funksiyalar

ustma-ust tushadi. Teorema isbot bo'ldi.

Misollar.
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<. n —1 bo'lsin. Quyidagi funksiyalarning e -> +0 da S(x) ga intilishini
isbotlang:

L1) he(X) = & me~i-

1.2) he{x) = i =m

. f +00 quyigagilarning o'rinli ekanligini ko'rsating:
H1) fk -> 2%iS(x); 1.2) ~  -> 0; 1.3) ~ > 3
1L4) -+ 7 2m 5(x).

Yugoridagi munosabatlarni isbotlashga o'tainiz.
1.1) ni ko'rsatishda (1.9) formuladan foydalanamiz. Bunda

**w = 2-jm ”

ga teng. Hagigatan ham,

{/hk(x),v) = (lim =
7/ k-*00 ZyM\EK '
_x
= lim (——1 :-e—l*—g:.’\(z)X: lim f— = e ’\2 (- =
fc-4 ® N2 v'7I'Efc / k->x J Zy~EI.

1

= lim (plek) I[-—]z me w&dx —Ilim — «2,/irek =

"JLATX Sk k-ioo

= P(0) = (c50¢): ¥>(x)).

Shu kabi 1.2) ning o'rinli ekanligini ham ko'rsatish mumkin. Bunda
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£t 1 X
= lim tp(Ek)— — m2arctan— = v?(0) = (<50K), <p{X)).

K-Yco s £*m
Endi misollarning ikkinchi gismidagi munosabatlarnirig o‘rinli ekariligini
ko'rsatamiz:

I1. 1) ni isbotlash uchun

ixt guf
M oy 2Kr5(x)

ekanligini ko'rsatamiz. Buning uchun, fc(x) = funksiyalar ketma-
ket.ligining kuchsiz limitini hisoblaymiz. Kuchsiz limitning aniglanishiga

ko‘ra, istalgan uzluksiz ip(x) funksiya uchun bajariladigan ushbu

=lim 7/ fe{x)ip(x)dx
R1

tenglikdan foydalanamiz. Kompleks o‘zgaruvchili funksiyalar nazariyasidan
ma.'lum bo‘lgan Eyler formulasiga asosan
e (co

ro

X+re  \x+

bo'ladi. Bundan foydalanib,
- (AT (SSL+«=£).%))
/cosxt .\ ./smarf \

limitni hisoblaymiz, bu yerda Ju J 2 lar orgali mos ravishda oxirgi tenglikdagi

binncFri va ikkinchi go‘shiluvchilar belgilangan. Soxotskiy

formulasidan foydalanib, yuqgoridagi ifodalarni soddalashtiramiz:

( cosxt il

= (cosxt (rrré(x) + 'P-Nj,~(z)) — NMAVR + cosxt mV — (p{X)™ =
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= (we(x),(p(x)) + {cosxt WV —<p(x)] ™

ekanligi uchun (cosxt mV+,<p(x)) ni alohida. hisoblaymiz.

Lagranjning chekli orttirmalar hagidagi teorernasiga ko'ra
= ip(0) + G (0-x)

ekanligidan foydalanib,

e oo\
COSX

( / + /J ....... {020y + X (t))dx

-e 00 \

+ (L}'ﬂ J cosxl<p(£)dx + J cosxtip(E,)dx I .

Birinchi gavsdagi integrallar integral osti funksiyasi toq bo‘lgani uchun nolga
teng. Ikkinchi gavsdagi integrallar t “mao da nolga intiladi. Shunday qilib,

(7) ga asosan

= (trrr'n ) = (MB(X)’ <PX)-

J 2 ni hisoblashda ha.ni Soxotskiy formulasidan foydalanamiz:

J2= (i*rl-:-,(p{x)j (isinxt(in6(x) + v'j,<p(x)™ =

= (isinxt &V-,<p(x)j =ilim J — tp(x)dx —
NASE
—E 00
=iUm (3 M ) x +j ~ " (0)*) +
g oo C
—C 00

+ilim( j sinxtip (E)dx + j sinxtip (E)<Er =
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sim-f ;
/ —— dx = m<p{0) = iir(5(x), <p(X))

—@®
Natijalarni umumlashtirib,
pixl
ﬂ_ SZ-ZD: 7] + J2= 2|nS(X)

formula olrinli ekaniga ishonch hosil gilamiz.

11.2) j—funksiyaning e — —0 dagi kuchsiz limitini hisoblaymiz.

Yuqoridagiga o:xshash mulohazalar yuritib quyidagilarga ega bo‘lamiz:

Soxotskiy formulalaridan foydalanib. hisoblashlarni davom ettiramiz:

JI = ( t = (cosxt(m5(x)+ VNI v(x)'] =

= ((iTrS(x) + cosxt mV — ,4>p)N =
= (raApK). <p(x)) + (cosxt mV--.tp(x)™ =: Jn -f J\2

1.1) rnisolda Jx2 = (cosxt, mV\, 0k)) = 0 ekanligi ko‘rsatildi.

Ji ni hisoblaymiz:

Jo= (- i— PN = (- ismxt(inS(x) -f =
. sinxf .. ._
8T, JF """" ipzx)qx B
1x1>i-
_e

= Mgy ae) + X6 (0] dx

+ddC
f si [-M.
vy IR + wetp b+

37
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+00 +00
) sinxt
-00
+D
= —(0) J -——dx ——inip(0) —(—w6(x),(p(x));
-

Olingan natijalarni umumlashtiramiz:

Ji + 2= Jir+ 32 = {ik6(x), ip{x)) + {-in5{x), tp(x)) - o.

Demak, .
-ixt
lim ———--=0
ttoc x —iO
11.3) funksiyalar ketma-ketligming t —00 da kuchsiz limitini hisoblay-

miz. Bunda ham yugoridagiga 0 xshash mulohazalar yuritib, quyida.gilaiga
ega bo'lamiz:

Cee I Ecosxt .sinxt \ \
(w ®)) = (4w (— =

/ cosxt .\ .1 Sinxt A

+ = Ji+j2-

Ji= = (cosxt[-nr6(x) + VAy<p(x)') =

= (—mS(x),tp(x)) 4 ~cosxt mv'~, *-p(X)j = In + h2;

bunda Ju = (—ir6{x), ip{x)) ga teng.
Jiz = (cosxt mV/y>(x)j —o
ekanligi 11.2) misoldagi kabi ko'rsatiladi. J2 ni hisoblaymiz.
J2 = ¥ (*)) = (isinxt( —in6(x) + 'P -j,i/?@)j =

= (isinxt mV~,ip(x)J —(iirS(x),tp(x))

ekanligini 11.2) ga o'xshash ko'rsatiladi.
Shunday qilib,

Ji +Ji = Ju + J2= (-in6(x), <p(X)) + (i7c6(x),<p(X)) = o.
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Bundan esa
lim ------ -~ =0
t+0 x + *0
tenglik o'rinli ekanligi kelib chigadi.
11.4) funksiyalar ketma-ketligining t — oo da kuchsiz liraitini hisoblay-

miz. Bu misolda ham yugoridagiga o‘xshash mulohazalar yuritib, quyidagini

olamiz:

\e-+-0 \X'—is X—IE/ J

[/ cosxt , m Jsinxt RN

mW " Y T M5 () * ]+t
Soxotskiy formulasidan foydalanib, hisoblashlarda ifodalarni soddalashtiramiz:

Jt= VW ) = (eosarf( - nrt)(x) =

= (( - iir6(x) + cosxt m
= (—FM/X),<p(x)) + (cosxt - = (—mS(x), y>(X))\

bu yerda (cosxt mV~ <p(x)J = 0 ekanligi va J2 = PIZ)) =
(—in5(x),ip(x)) ekanligi oldingi hisoblashlarda kc/rsatilgan edi. Shuning

uchun,
I+ 12 =011+ 02 = (-iir6(x),tp(x)) + (-iir5(x),tp{x)) = (~2mS(x), tp(x))

va .
p-it(
- lim —-—---—= —2iriS(x).
t><xx+ 10 0
5 - funksiyaning Furye gatoriga yoyilmasi.

(-, 1) oraligda aniglangan funksiyalardan iborat ushbu

1

, . 1 -1 1 / mnxQ rrrnx . OWI/KX0 . TATTX\
(X, 0 = M+ y Z_,\os—j— cos~~k--—-hsm_ 1 -1 )
m=1
- 1
1 1 .
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yoki kompleks ko'rinishdagi

Sn(x - x0) = ~ 5Z exp {*my(-T ~ »0)}

Am\<n

funksiyalar ketma-ketligini garaymiz.
Osongina ko'rsatish mumkinki, Furye gatoriga yoyiluvchi ixtiyoriy g(x)

funksiya uchun

lim . 3(x —Xg)g{x)dx = g(xo0)

71-400 J

tenglik bajariladi. Bu tenglik Furye gatoriga yoyiluvchi (tf(x)} funksiyalar
siufida vuqgorida auiglangan du(x—xo) ketma-ketlik bo‘sh yaginlashish ma’nosi-

da ”6—shaklli" ketma-ketlikka ekvivalentligini ko’rsatadi, ya’'ni
: 1 1 nT, .
MX- xQ=—+ 4 aB— (k- X0).

Shu nugtayi nazardan, ushbu

oo
S(x - x0) = ~2 <Pn(X)<Pn(xo), 6]
1

T 00
f-30=~J M —JaR-XNe  ©
- X) 0
ham o'rinli bo'ladi. (8) formulada {Pn(x)} —biror (a,i) oraligda aniglangan

ort.onormal funksiyalar sistemasi

15 Umumlashgan va cheksiz
differensiallanuvchi funksiyalarning
superpozitsiyasi

f(x) —Rn da aniglangan, lokal integrallanuvchi funksiya va,y = u(x) —

cheksiz marta differensiallanuvchi niaxsus bo‘lmagan ~det ® oj RN
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ni o'ziga akslantiruvchi vektor funksiya bo‘lsin. U holda ixtiyoriy ip(x) €

L>(Mri) uchun quyidagi tcngliklar o'rinti:

(f(uj(x)),<p(x)) =

=) fu{x))tp(x)dx = J /{yM n-le<syjdet ™ r"—\dy =
Rn R"
= (f(y).<p(u~\y)\ det alliy Y*\p>
ya’ni _

(fux)),ip{x)) = (f(y), y>("™-1(y)| det d“dy-—Y\) (10)

v>(w_1(v))||det — ag/l iI e D(Rn)

ekanligi sababli bu tenglikni berilgan f(x) funksiya. bo‘yicha umumlash-
gan f(ui(x)) funksiyani aniglash uchun ishlatish mumkin. Xususan, x =
Ay + b, det A ¢ 0 maxsus bo'Imagan R” ni o'ziga akslantiruvchi chizigli

almashtirish bo'lsa, u holda ixtiyoriy tp G D lar uchun

{f(Ay-f6).p =1 f(Ay-fb)(p(y)dy =

m

=W ow F{nf{*MA 1(* ~ b)ldj' - viao =2

Shunday qilib. yuqoridagi tenglikka aaosan,

munosabat o‘rinli.

T a ' r i f. Umuinlashgan f(uj(x)) funksiya del), giymatlari (p G L>(En)
funksiyalarda (10) tenglik bilan aniglanadigan funksiyaga aytiladi.

Misol. n= 1bo‘lsin. S(x—x°), x° £ R. funksiyani aniglaymiz. (10)
formuladan ixtiyoriy tp e Z)(K.) funksiya uchun

(&x - x°),ip(x)) = {5(y),<ply + x0)) = tp{x°)
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* tenglik o'rinli, ya’ni S(x —0) quyidagi tenglik bilan aniglanadi:

(- - x2), <pX) = y2(>0).

M i 80 1 6(x) = S(—x) ekanligini ko'rsatamiz.
Ixtiyoriy £ Z3(R) uchun
) = (6(x),ip(-x)) = ¥>(0) = (S(x),<p(x))

ekanligidan yuqgoridagi tenglik kelib chigadi.
Misoln€Nvaw 1(0) = aQ€ Kn bo'lsin. U holda,

VA
Bu tcnglikning chap va o‘ng tomonidagi funksiya)arning giymatlari asosiy

funksiyalarda ustma-ust tushishini ko'rsatamiz. Hagigatdan ham, ixtiyoriy

p(x) 6 D(RnN) uchun
(6 (ui(x)).'p (x)) =

= (6(y)><p(w Ybl) ] det N

SAA TS (Hierag BE- A @0

tengliklar orinli. Bu esa talab etilgan tenglikni isbotlaydi..

1.6 Umumlashgan funksiyalarning dekart
kompaytmasi va cheksiz differensiallanuvchi

funksiyalarga ko‘paytmasi
f(x) vag(y) lar mos ravishda Rn vaR O fazolarda aniglangan umumlash-

gan regulyar funksiyalar bo'lsin.
T a ' r i f (umumlashgan regulyar funksiyalarning dekart ko'paytmasi).

<pxy) 6 funksiyalarda aniglangati
(/@ -g(y), Plxy)) = (f(x).(g(y).<p(x.y))) 11



Umumlashgan funksiyalarning dekart ko paytmasi 43

formula bilan berilgan funksionalga f(x) va g(y) umumlashgan funksiyalar-
ning Dekart ko‘paytniasi deyiladi va f{x) mg(y) kabi belgilanadi.

T e or e m a (Unumlashgan funksiyalar Dekart ko'pavtmasining
korrektligi hagida). Ixtiyoriy / € D*'(®n) vag G ,D'(Rm), buyerdan,m GN,
lar uchun 7 -g G D*(Rn+m) o'rinli.

Teoremani isbotlash uchun ta’rifning korrekt ekanligi, ya'ni (11) teng-
likning o‘ng tomoni hagigatdan ham D(Mu+m) da chiziqgli va uzluksiz funk-
sional ekanligini ko'rsatamiz.

Dastlab quyidagi lemmani keltiramiz.

Lemma. Ixtiyoriy g(y) G D' (Rm) vaip(x,y) G D (RHTO lar uchun
d(x) —(9(y),<f(x,y)) funksiya D (K") sinfga tegishli, bunda barcha a lar
uchun

Daip{x) = {g{y).DIv{x.y)). (12)

Shuningdek, agar fk D (Rn+n*) da Kk —y oo lax uchun nolga yaginlashuvchi
ket.ma-ketlik bo'lsa, u holda D (R.n+,n) da k —y oo lar uchun

4k{x) = {9(y).<fk(x.y)) -> 0

bo‘ladi.

Isbot. Har bir x G R" uchun f(x,y) ¢ D (Rm) bo'lgani sababli ¢(x)
funksiya Rn da aniglangan. Uning uzluksiz ekanini ko'rsatamiz. X ni tayin
gilib, K -y oo da  —¥x ketma-ketlikni olamiz. U holda R da K —y oo lar

uchun
<p(xk,y) e u>(x,Y), (13)

ip~rt'yf~£ D (Rn+m) bo'lgani sababli supp”i*, V) to'plam Rm da cliega-
ralangan va K ga bog'liq emas hamda barcha (5 lax uchun

Dy'~p{Xk, y) D/Mtpk(x,y), K-Y 00, Y G Rm.

g(y) funksional Rm da uzluksiz bo'lgani uchun (13) dan t(x) funksiya-

ning X nuqtada uzluksiz ekani kelib chigadi:

® {xk) = {g{y),<p(xk,y)) -> ig{y),v(x<y)) = Vi(x-); K-y oo.
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Endi (12) formulani isbotlaymiz. Buning uchun X ni tayin qilib, hi —
(0, mm ,0) (h soni hi vektoming i —komponentasi) belgilash kiritamiz.

U holda Rmda h — o0 lar uchun
XH}y) = ~ [<2z+ fh,y) - & , y)} ->

(p(x,y) 6 D (Rm) bo'lgani uchun Xh\y) funksiyalarning tashuvchisi h ga
boglig bo'hnagan taizda Rm da chegaralangan va barcha p lar uchun

W =

~ [Dyip{x + hi,y) - DS$ip(x,y)] > D ~ ~~, K->00, y e Rro.

g(y) d D' (R'm) ekanligidan h —=0 lar uchun

e +h, V)l ~ iyl =

= (L), A i~ M ) . (M .Xi'"M) =+ (>(»>.2tr ) m

Bu yerdan (12) formula Xi koordinata bo'yicha birinchi tartibli hosila uchun
o‘rinli ekani kelib chigadi. Shu tariga, bajarilgan tekshirishlarni hosil gilin-
gan formulaga yana qoMlash yo‘li bilan (12) forrrmlaning barcha a uchun
o‘rinli bo'lishiga ishonch hosil gilamiz. Dernak, baj'cha a lar uchun Dat}>(x)—

da uzluksiz funksiya. Shunday qgilib. p{x) € C°° (Rn) . ip(x,y) funksiya-
ning R "+m da finit ekanligidan g{x) funksiyaning Rn da finitligi kelib chigadi.
Demak, ¢ (x) G D(Rn).

Rn+m da K — 00 lar uchun w (x, y) -> 0 bo'lsin. U holda R" da K -> 00
lar uchun k(x) - >0 bo'lishini ko'rsatamiz. Buning uchun <pk(x,y) laming
tashuvchisi R n+m da chegaralanganligidan ¢k(x) funksiyalarning tashuvchisi
hain K ga bog'liq bo'Imagan holda R" da chegaralangan bo'lishini hisobga

olsak, barcha a lar uchun
Ddibj;(x) =4 0, K -> 00, X € R”

limit munosabat o'rinli bo'lishini ko'rsatish kifoya.
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Teskarisini faraz gilamiz: ya’ni bunday bo'Imasin. U holda shunday sq

soni, «o indeks va. x* nuqtalar ketma-ketligi topiladiki, bunda
\Ca»p{Xk\ > £0, k = 1,2,-mm (14)

tengsizlik bajariladi. ®k{x) funksiyalarning tashuvchisi k ga bog'liq bo'Imagan
holda. Rn da chegaralanganligidan x* ketma-ketlikning R” da chegaralan-
ganligi kelib chigadi. Shuning uchun bu ketma-ketlikdan, matematik. tahlil
fanidan ma’lurn bo‘lgan Bolsano-Veyershfcrass teoremasiga ko'ra, yaginla-

shuvchi ketma-ketlik ajratish mumkin. X~ -+ Xo, i — 00 bo'lsin. U holda
D*“°(pki{xki,y) 0, i -> 00, Yy € Mm.

Bu yerdan g funksionalning K”1 da uzluksizligiga ko'ra (12) formuladan

quyida- giga ega bo'lamiz:
D~ipkiixki) =* (g(y), -> 0, i-> o0.

Bu esa yuqoridagi farazimizga, ya'ni (14) tengsizlikka zid. Lemma isbotlandi.

Dekart ko'paytmaning ta’rifiga gaytamiz. Isbotlanga.il lemmaga. asosa.u
barcha p(x,y) £ D (Kn+m) lar uchun tp(x) = (g(y), <p{X y)) funksiya D (K")
sinfga tegishli. Demak, (11) o‘ng gismi ixtiyoriy / va g urnumlash-
gan funksiyalar uchun ma’noga ega, va demak, D (Mn+m) da funksionalni
aniglaydi. / va g funksionallarning uzluksizligida.n bu funksionalning uzluk-
sizligi kelib chigadi.

(/, &) funksionalning D (Wri+m) da uzluksizligini ko'rsatamiz. D (Rn+m)
da<& lar uchun ~ —S$0 bo'lsin. U holda yuqoridagi lemmaga asosan

(y{y)'<Pk(xy)) =4 0, Kk >mo00, y e Rn
ekanligi va / funksionalning D (JRn) da uzluksizligidan
n{x).{a{y),4>k{x,y))) =f0, k->o0

kelib chigadi. Bu esa (11) tenglikning o'ng tomonidagi funksionalning uzluk-

sizligini bildiradi.
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m  Shunday qilib, f(x) my(y) £ 1¥ (Mn+n), ya'ni f(x) my(y) - umumlashgan
funksiya,. Teorema isbotlandi.

Umumlashgan funksiyalarning Dekart ko‘paytmasi quyidagi xossalarga

ega:

1) kommutafcivlik f(x) my(y) = g(y) =f(x);

2) assotsiativlik [f(x) my(y)\ mh(z) = f(x) m[g{y) mh(z2)];
3) supp(/(ar) =g{y)) = supp/(a;) =suppg(y);

4) D*DP\f{x) my(y)] = D«f{x) mD "y)-

5) a(x)b{y)[f(x) -g(y)} = \a(x)f(x)) x [b(y)g()}\

W [/0%0 -g(y)](x + x° y + y°) = f{x + x°) my(y + y°).

Bu xossalarning isboti (11) tenglikdan kelib chigadi. Masalan, 2-assotsia-
tivlik xossaaining o'rinli ekanligini, ya'ni agar f(x) € D’ (Rn),g(y) 6 D' (Rm),
h(z) e D' (MY bo'lsa, [f(x) =g(y)\ mh(z) = f(x) m\g(y) -h(z)} tenglik baja-
rilishini ko'rsatamiz.

Hagigatan ham, ixtiyoriy <p(X,y, z) 6 D (Rn+ratfc) uchun
(<p(x,y, 2), [H{x) my)\ mh(z)) = (Px Y, 2), (/(x) m(y)) w{z)) =

= (M x,y,2),f(x)) ,9(y)) . h(2)) =
= ((CAxy, 2)I(x)) .9{y)) mh(z)) = @(x.y.z).f(x) =\g{y) mh(2)]).
Endi umumlashgan funksiyalarning cheksiz differensiallanuvchi funksiya-
larga ko'paytmasini ganday aniglanishini ko'rib chigamiz. a(x) G C°°(R")
va f(x) - R" da lokal integrallanuvchi funksiya bo'lsin. U holda a(x)f(x)

ko'paytma haxn lokal integrallanuvchi funksiya va ixtiyoriy t{p G D (Rn) uchun

quyidagi tenglik o'rinli:
@()f(x),<p(x)) = I a(x)f(x)tp(x)dx = (f(x).a(x)<p(x)).
K’
Bu tenglik yordamida ixtiyoriy f (x) lokal integrallanuvchi funksiyaning

cheksiz marta differensiallanuvchi funksiyaga ko'paytmasini aniglash mumkin.

T a’'rif. Agara(x)f(x) ko'paytma ixtiyoriy tp £ _D(Rn) uchun

®(x)f{x),tp{x)) = (f(x),a(x)tp(x))
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tenglik bilan arnglansa, unga. umumlashgan funksiya deyiladi.
Misol f(x) = S(x),a(x) g n = 1 bodsin. U holda ixtiyoriy
ip GD(R) uchun
(a(x)$(x).ip(x)) = (5{x).a(x)-p(x)) = aO)v?(0) = (a(0)iHx),<p(x))
Binobarin a(a)<5(s:) = 0(0)<5(a;).
Xuddi shunga o'xshash
a(x)5(x —x°) = a(xn)6(x —x°) (15)

ekanligini kolrsatish mumkin.

E s lat ma. (15) formula x —Xx° nuqgtada uzluksiz ixtiyoriy a(x)

funksiya uchun ham o‘rinli.
M iso 1l é(x,y) = S(x) m6(y) tenglikui isbotlang.
I s bot. Ixtiyoriy ip g Z2(N®2) uchun

() =6{y), p{x, ¥)) = (), (%), ip(xy)) = (), P 0)) =

= ¥>(0,0) = (6(x,y),<p{x.y)).

Eslatma. x= (xq, X2, Xn) 6 M" uchun
6(x) = 5(xi, x2, Xn) = 6(zi) «*6(x2) ... *S(x,,) (16)

tenglik ham yuqoridagi kabi ko'rsatiladi.

M iso 1l xp~ = 1, n= 1tenglikning o'rinli ekanligini ko‘rsating.

Haqgiqatan ham, ixtiyori}' 9 £ £)(M) lar uchun

w0 ] « dx —t!||_r|r(1) J ip(x)dx = J <p()dx  (l,<p)
AX\>€ e R
tengliklar bajariiadi.

Misol
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teuglikni isbotlang.
Yuqoridagi kabi, ixtiyoriy £ D{E) lar uchun quyidagi tengliklar o'rinli:

(x = (M xil?(x)) =

f Xi - <V
= lun .l Xip(x) 9<v(0);</
t-H-0 X2
X[> E

r= s X
- prly !'

1.7 Umumlashgan funksiyalarning hosilasi.

Misollar

Faraz gilaylik, fix) € C“(R), ~ 6 £>(R) bo'lsin. Bo'laklab integrallash
yordamida quyidagi formulaga ega bo‘lamiz:

(f(M\x),(p{x)) = J fin\x)ip(x)dx =
K

= (-1)" | FX)M(x)dx = ()" (7 (x),~(x)).

K
Shunga O'xshash. n o‘zgaruvchili funksiya holida, ya’ni x — ( x i, xn) va
f(x) € CH Jal = a\ + «2 + «=+ a» - rnultiindeks, c4 - manfiy bo'Imagan

butun sonlar bo'lganda. ixtiyoriy <p(x) 6 D(WI) lar uchun

9x“1dXE:!L. .I9XE"
umumlashgan hosila, quyidagi formula yordamida aniqlanadi:

(Dnf(x),ip(x)) = J Daf{x)y{x)dx =
K

= (-1)NJ f(x)DM*)dx = (~Ip(f(x),D a<p(x).
Rn

Demak,

EQ()pK)) = (- DI/ (x),>M")
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tenglik yordamida aniglangan Daf(x) umumlashgan funksiya /(x) umum-

lashgan funksiyadan olingan D" umumlashgan hosila deyiladi.

Misol. n—1, f(x)—bo'lakli uzluksiz funksiya. Bu funksiya M da
lokal integrallanuvchi bo'lgani sababli unga ixtiyoriy tp 6 D(M) uchun

(fx).<p(x) = J {x)ip{x)dx
R
tenglik bilan aniglanuvchi f(Xx)~ regulyar umumlashgan funksiya to'g'ri ke-
ladi. Ma’lumki, bo'lakli uzluksiz funksiyaning klassik hosilalari mavjud emas.
Ammo uning ixtiyoriy tartibli umumlashgan hosilalari mavjud va quyidagi

formula bilan aniglanadi:

= (-1)* f Hx)-£-p)<1x.
R
Misol. f{x) funksiya, sonlar to‘g'ri chizigining harnma nuqtalarida
aniglangan, x° nugtada chekli uzilishga ega va f(x) € Cl(x > x°), f(x) 6
Cr(x < x°) bo'lsin. U holda £.f(x) ni aniglovchi formulaga asosan, ixtiyoriy
P(x) € £>(R) uchun

® (x),®)) Z-d b M *)) =
= - 3 f0)-"p{x)dx - f(x)-~<p(x)dx =

-0C X

xe

AP(x°) + | {-~M{x)}<fi{x)dx + f(x°+ Q)ip(x°)+

+] = J{f" (x)}p(x)dx+
xP —e0
+H{f(x® +0) - f(x° - 0))v(xc) = + [f]x=j>6(x - x°),tp(x)",

ga ega boJamiz. bu yerda f'd —f(x) funksiyaning X ¢ X° nugtadagi klassik
hosilasi.

{fix=x° = f(x°+ 0) - f(x° - 0)
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esa f(x) funksiyaning x = x° nuqtadagi sakrashi. Shunday qilib, f(x)
funksiyaning uinumlashgan hosilasi uchun
/0)="fd+ - X°) a7

formula 0*linli.

M iso 1 f(x) = WN\funksiya umuman olganda butun sonlar o‘gida
klassik ma’noda hosilaga ega emas. f(x) funksiyaning umumlashgan hosi-
lasirii topish uchun ixtiyoriy € D(R) uchun quyidagiga ega bo‘laniiz:

(*Mnus)) = NN =- J XNIRK-=

0 00
= \] xcp'(X)dx —J X(p'{x)dx =
-ao0 0
0 0]

= —j Hx)dx + j" (f(x)dx = J sgn(X)ip(x)dx = (sgnx, ip(x))

Demak,
q (1, X > 0,
— M= sgnx, sgn(-) = i\Q, x = 0O,
= = sgnx, sgn(-J
| —1,x < 0.
M i s o0 1 Quyidagi Xevisayd funksiyasi
m 0t<0
uchun = 6(t) ekanligini ko'rsatish mumkin. Hagigatan. 0'(t)d = O,
= 1 bo'lgani uchun (17) ga asosall “6(t) = 6(t). Bu yerda.ii
jfc+H jk
AN*») =" («) =««(*), “=0,1,2,...
ekanligi kelib chigadi.
Misol. ifKva n—butun son. U holda

XnN6{N\x) = () "ni<5@)
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o'rmli.
I sbot. Ixtiyoriy 9€ D(R) uchun
(xn6iN\x),<p{x)) = @w (x),xmp )) =

rP1 dan
= = (-1t ~» o))

= (—1)’nly?(0) = ((-N"n!<5(®),v(i)).

M iso 1l (Injz]) = pj tenglikni isbotlang.
| s b o t. Eslatib o'tamiz, inpx]— regulyar umumlashgan funksiya.

Bundan esa ixtiyoriy X G D(M) uchun

((In px), tpfx)) = - (In [zl (p*(¥)) =

= ) \IAPd = - imQY  In \Wo\ip () =

= lim - [ \n\x\ifi'(x)dx - JIn\x\<p'(x)dx | =
t-t+O
/ /

/ —e

= lim I —In\x\ip(x) +J (In]c])ip(x)dx - In p<oy T

ftroy 11 &

-9

\

+J (In p)yip(x)dxj = Awo I'In g (tpe) - tp(-e)) + j ~ ~ (Ix

:el—!/rpo o(eb |61+ | J =
Xl>e /
i f y~-dx= - if(x)\.
#—»%J X ng ( )I
>

Misol
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* ekanligini ko'rsating. Hagigatan ham, ixtiyoriy ip€ D (R) lar uchun

p-Nn ,tp{x) ) = -u.p. rI {O_I_E/ | 4>'{X)dx =

® )AX _ (0 ) - y(0)+’\(0)0

%

.y P)-yO
M h i) ’

Yo

- y0,

:v.pl

Bu yercla, ushbu

tengliklardan foydalanildi.

M i s o 1 M’ da markazi z° nuqtada bo‘lgan sferik koordinatalar

sistemasini garaymiz:

X=x+rnr= - x| i'= (i'i, br, mee, M), N = 1,
/j = cos
~2=sin0]cos02, 0 <Bk< T, t=1,2,...,n—2,

ta= sin sinB2cos03, O0< On-t < 27¢,

t'n-i = sinBisinQ .sin9n-2 cos On~b

i/,,= sinBisin02 mmsin6n- 2sin0n_i.
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Delta funksiyasi uchun quyidagi tenglik o'rinli:

g = L Bn ()

bu yerda th —R" da birlik sfera sirti yuzi.
I s b ot. 5(t) funksiyaning juftligidan ixtiyoriy ip 6 D(>K) uchun

00
J S@®ip(t)dt = ~J 5(t)<p(t)dt = ~ (o)
0 K
ekanligi kelib chigadi. Ma’lumki. hajm elementi sferik koordinatalar sis-

temasida quyidagicha aniqglanadi:
dx —rn~dr<Ljv

bu yerda duw—birlik sfera sirt elementi. Quyidagi tengliklar ketma-ketligi

asosiy formula,ning to‘glriligini ko'rsatadi:

(-1)"-12
A"(n - 1)
1
= ——— frn 8“1 f <p(x° + rv)drdhjv—
un[n_l)\J ), n( )drdhj
M =i
X
—— f6(r) [ (p(x0+ ru)drdijlv—— | <p(x°+ n/)du:,,
J J Lv J
0 el M=l
= %) = (5(x - x°),(p(x)).
Misol. xmf(x) —O0 tenglamaning uinumlashgan yechimlari topilsin.

Dastlab, xf(x) = 0 tenglamaning umumlashgan yechimi f(x) = CS(x)
ekanligini isbotlaymiz.
Buning uchun tpof0) = 1 qo'shimcha shartni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy

asosiy funksiya uchun

M) = i w200 - ~©)iait-0]
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yordamchi funksiyani garaymiz. bu yerda <p{x) - ixtiyoriy asosiy funksiya.
d{x) £ D(R) ekanligini ko'rsatamiz. Bu funksiyaning finitligi ipo{x) va tp(x)
funksiyalarning fmitligidau kelib chigadi.
'B{x) funksiyani ushbu
x 1
dx) = ¥j \<N\X) - <p0)*o(x)] = J m *t) - H{i'Ix\
0 0
ko‘rinishda yozish mumkin. Bundan va <Po(x), <fi(x) funksiyalarning cheksiz
differensiallanuvehanlidan, (x) ning ham cheksiz diflerensialga ega bo'lishi
kelib chigadi.
xf(x) = 0 tenglamani ganoatlantiruvchi f{x) funksionalning giyma-
tini (x) funksiya yordamida ifodalangan ixtiyoriy v(x) asosiy funksiyada
qguyidagicha bo‘la,di:

(/. V) = (/.xtp + <00 = {xf, ®) + P0) (/. m) = C Ned)>
bu yerda C = (/, g0) (eslatib o'tamiz ”sgx) ixtiyoriy ravishda tanlangan)
Va, € jD(R) ekanligi uchun (xf(x),ip(x)) = 0. Shunday qilib. f(x) =
C5(x).

m = 2 bo'lganda, ya'ni x2f(x) = 0 tenglamaning umumlashgan yechimi
f(x) = C\6(x) 4- C21'{x) bo‘lishi quyidagi tengliklardan kelib chigadi:

(x2f(x), @ )) = (x2\Ci6(x) + C26'{x)}, P )) =

Cl (x25(x), ip(x)) + C2 (x2S'(a:),<p{x)) =

Ci (S(x),x2ip(x)) 4- C2 (5'{x),x2ip(x)) =

= Cl [xV(-¢)]r=0 + C2[x2y(xj\"** = 0 = (0,<p(x)),

bu yerda ip(x) 6 D (R).
Ixtiyoriy natural m soni uchun xmf(x) = 0 tenglamaning yechimi

ib) =Y, Qdn6N
i=0

ekanligi yugoridagi kabi ko‘rsa tiladi. Hagigatan ham, ixtiyoriy tp(x) £ D{R)

uchun
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(xmf(x), (X))

/ m-1 " \ /m-1 IE \
m-1 " \ m-1 , J Kl
£ C—I),!'>()j =E Cc'71 t =0=(."))
i=0 a~ J 10 *a' =S

tengliklar yuqgoridagi mulohazaiii isbotlaydi.
Misol

Hn{x,t)LI: -—FU); -e_&StI'
(2a\/ni)"'1

funksiyani garaymiz va
J Hn[x, t)dx = 1,

AC=X RN

munosabatlarning bajarilishini ko'rsatamiz.

Hagigatan ham, f < 0 da Hh=0vat> 0 da

[ K * &7 e&b-T . =

Endi <p(X) € D(R") bo'lsin. U holda \tp(X) —">0)] < K\x\, K = const
dan

J Hnx,)[ip(x) - <p(0)]dx @ira?n J e $i\x\dx =
__F?_CJSUT Tt s 2Kc1n_y/__ﬁ_t_a fe_,,zi

Sfs-. i-_-' (47re2f) Jo nar=J
C = const, lo—Mn da birlik sfera yuzi. Bu yerda i —+0 deb limitga o'tib,
(Hn(x, t), v = J Hn(x, t)>p(x)dx = ~(0) J #,,(x, t)dx+
K" R

+J H,(x - v(O)Ifi.T =mi™0) = (5, ip)
R
yugoridagi limit munosabatning o‘rinli ekanligiga ishonch hosii gilamiz.



56 Umumlashgan funksiyalar

*1.8 Umumlashgan funksiyalarning yig‘masi va

uning xossalari

T a 'rif (Klassik funksiyalarning yig'masi). F : K —» R va G : M —R

klassik funksiyalarning yig'masi deb,

ko'rinishdagi funksiyaga aytiladi, bunda integral barcha x € R da yagin-
lashuvchi boTishi talab etiladi.

Yigma mavjudligining (integrating yaginlashishi) yetarli shartlari sifatida
F(y)G(x —y) funksiyaning ixtiyoriy tayin x uchun lokal integrallanuvchi
bo'lishi va quyidagi shartlardan birortasining bajariiishi talab etiladi: 1)
F{x) va G (x) funksiyalarning birortasi finit, 2) ikkala funksiya, ham yarimfinit,
ya'ni x < a yoki x > b lar uchun nolga teng. Ravshanki, funksiyalarning
finitligi o'miga ulaming cheksizlikda tez ka.mayuvchanlik shartini talab gilsa
ham bo'ladi.

Aytaylik, f(x),g(y) lar R da lokal integrallanuvchi funksiyalar bo'lsin.

T a’rif (D'dagi umumlashgan funksiyalarning yig'masi). / £ -D'(R)
va g € D'{K) funksiyalarning yig'masi deb, ixtiyoriy tp £ D (R) uchun

(I *g), v(x) = (I(*). (g(y), v(x + ¥))) an

formula yordamida aniglangan akslautirishga aytiladi, bunda D'(R) dagi

umumlashgan funksiyalarda (17) formula korrekt aniqlanadi.

Teorema (Umumlashgan funksiyalar yig'rriasimrig mavjudligi
hagida). Faraz qgilaylik. / £ D'(R),g 6 D'(R) va quyidagi shartlarning
hech bo'Imaganda bittasi o'rinli bo'lsin:

(1) shunday M > 0 son mavjud bo'lib, supp/ C (—M ,M ) bo'lsa;

(2) shunday M > 0 .son mavjud bo'lib, supp,? C (—M, M) bo'lsa;

(3) shunday M > 0 son mavjud bo'lib, supp/ C (M, +oo)va supp# C
(M, +00) bo'lsa;

(4) shunday M > 0 son mavjud bo'lib, supp / C (—o00, M)va suppg C
(—o0, M) bo'lsa, u holda / *g ¢ D'(R) yig'ma korrekt aniglangan.
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Teoremaning isboti yig'nianing ta'rifidan kelib chigadi, masalan, 3-bandni

isbotlaylik. Hagigatan ham, ixtiyoriy katta R (R > M ) soni uchun

R x

\] \] f{y)9(x - y)dydx = J J \gW\ \f(x - y)\dydx =
A R M M
R R
_ - “n
—\] 13bll\] \f{x—y)\dydx<J \g(y)\dyJ | /(0K < oo.
M \" M M

T e o re ma (Umumlashgan funksiya,lar yig'masining xossalari).
Faraz qgilaylik, / e D'(R), g € D'(R) va yuqoridagi teoremaning (1)-(4)
shartlaridan kamida bittasi bajarilsin. U holda
(1) f*g = 9* f,
2) (I *<)' = f'*g = f *g’ munosabatlar o'rinli bo'ladi.
| s b o t. Oldingi teoremaning (l)-sharti o'rinli bo'lgan holda isbot-
laymiz. Qolgan hollar shunga o'xshash isbotlanadi. Aytaylik, x ~ funksiya
quyidagicha aniglangan bo'lsin:
- X 6 C"°(K);
* Xxe [R,R], xix) = I;
* xe[-(R + 1), R + 1], x(k) = O.
Funksiyalarning yig'masi ta‘rifida,n ixtiyoriy ip £ D (M) uchun

(/ *g(x), ip(x)) = (/(K) =g(y). X(X)ip(x + )~ =
= (g(y) ®f(x),x(x)<p(x + y)JI = (jr * /(x), p(x)).
~N'Teoremaning (2)-shartining bajarilishini ko'rsatamiz. Ixtiyoriy £ £>(R)

uchun
((/ *9)\x), <p(x)) = - (/ *50x), *(x)) =
= -(4 X esW .xW /tl+ 2)) =

= - (fix) ma{y),ax(x{x)<p'(x + y))j + [f{x) mg{y), x(x)<p(x + y)j =

= (dx{f{x) mg{y)).x(x)<p{x + y)] + ((X'(x)f{x)) mg{y).ip(x + y)J =
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= () may).x{"-1'") b +y)) = (/' *g(x), tp(x)],

= ~ (f(v) mXy)-e\(x()f'(* + ¥))) = (fW (x) m3(y)), x(xM x +V¥)) =
= (f(x) mi](y), XiX)Ax + ¥)) = (f *f/(x}>A X)) =
Bu yerda ~(x)f(x) = 0 ekanligidan foydalanildi.

Misol. 6(x—a) *f(x) ifodani soddalashtiring, bu yerda a 6 K va
/ e D’ («).
Ixtiyoriy tp £ D (K) lar uchun

(<50 - a) *f(x),<p) = (S(x - &), (f(y),ip(x+ y)" =
= if{y), Av + €)= (f(x ~ a),Ax))-

Demak, 5(x —a) * f(x) = f(x —a).

Misol. B*B(x) ifodani soddalashtiring.

Ixtiyoriy p £ D(E) lar uchun

(0*0,t) = (00x).,(0(y),<p(x +y))) = J dxJ +y)dy =
0 0

= J dxJ ip(2dz = J dzJ <p(2)dy =

0 0
oc

= J z<p(@dz - (r8(r),u>(r))

Demak, B * 9(x) = xB(X).

Endi x € Rn bo'lsin. Umumlashgan funksiyalar yig'masining ba'zi xoe-

salarini keltirib o'tamiz.

a) (Ko'chish). Agar ushbu, f * g yig'ma mavjud bo'lsa, u holda barcha
h 6 ffin larda f(x + h) * y(x) mavjud bo'lib,

f(x +h)* g(x) = (f* g)(x + h)

munosabat o'rinli.
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b) (Qaytarish). Aga.r ushbu f * g yig'ma mavjud bo‘lsa, u holda
f(-x) *g(-x) = (f *g){-x)

munosabat o'rinli.

¢) (Differensiallash). Agar ushbu, f * g yig'ma mavjud bo'lsa, u holda

Daf *g, f *1Ypg lar ham mavjud bo'lib,
Daf*g = Da(f*g) = f*D ag.

Bu xossalarning o'rinli ekanligi bevosita yig'maning ta'rifidan kelib chigadi.

1.9 Dirakning delta funksiyasi xossalari

Quyida keltirilgan dirakning delta funksiyasi xossalari xususiy hosilali dif-
ferensial tenglamalar uchun qo'yilgan boshlang'ich, boshlang‘ich-chegaraviv

va chegaraviy masalalarni yechishda keng qo‘llaniladi.

1) y = w(x) : Rn — Rn— cheksiz differensiallanuvchi akslantirish uchun

x —w~I(y)— teskari akslantirish mavjud va det “ff 0 bo'lsin. U holda

Bwhh= @ -7°)
dethl \ne

2) agari £ |" bo'lsa, u holda

six - Xx°) = wn(n - 1)1

bu yerda r = X —a°], un—R" da birlik sferaning yuzi.

3) agar x £ R?, t GR1bo'lsa, u holda quyidagi tengliklar o'rinli bo'ladi:

a) 6(x,t.) = -
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HNn=3

byo=- W) < jor M= 2

e a
bu yerda I' = — WX\2, a.: const > 0.

1) - 2) xossalarning o'rinli ekanligi oldingi paragraflarda ko'rsatilgan edi.
3) xossaning birinchi tengligini isbot gilamiz. Ixtiyoriy <p(x, Y6 D(R4), x 6
R3, t e R1lar uchun

(- Bdddv- ERCN) =-J ddRE: Nitddt=
= (\(ﬂ\] 5(a2f2- R<A2 t)d:idfj =

a2t T
V‘%O!) o
mo‘rmli, Merda
—aBrsy areaad)
Oxirgi tenglik bolaklab integrallash vordarnida hosil bo'ladi. V@ZQ—
aZt2 deb, 1) xossada.n foydalanamiz:

a2+ =35d r>0
Riondan cttmepdiqyciugpaponz

a2r T

-y, raradi)
o Tﬂ(r;&l) i)mlzo =

00O

2T

o]e
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n T
! I t// tp(atv, /) @ianijp’\blo
o0
r T
4-[y *~ J J <p(atv,t) sinOded<pj ~= 2itay?(0,0) -
00

= (irad(x,t),ip(x.t)).

Bu tengliklar 3.a) ning birinchi formulasini isbot giladi. 3.a) ning ikkinchi
formulasini asoslaymiz. Ixtiyoriy (p(x,t) £ £>(K3), x € K2, ( e R1 uchun

quyidagi munosabatlar o'rinli:

{ 9(aH2 - W\2) AN (b, s f B(a42— 2kP) \

3 r f B(aH2,- Id )X , A
= = —r X .
dtl){'e J dHI —b|2y?( 0d Jio

2jt 00
dr /' I's(@42—1d2) . I

‘sly g vw 4 1P y<i" " tr<ir™ L -
0

bu yerda ™ = (cosip,smip). Oxirgi tenglikda o'zgaruvchini ahnashtiramiz:

r —at mz:

2ir oo
Biff eluv- b1 , oo,
dljjj
db
2m oo

9r f fO0(l-z1 . . i
7ftM 3 jO- AW (fifaizi' ' t)zdzdIp\t®

27 ocC
0a_ -2)
A — " mm ~ip{atzu, t.)zdzd<p =

0 a
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1
i f zdz . i
2ira | —t Z « —27ra”™(0,0) = (27ralii(x, t),ip(x,t)).

3.a) ning oxirgi tengligini asoslastiga. o'tamiz. Ixtiyoriy ip(x,t) 6 D(M2). x €
R1 t £ R 1luchun:
(S'(He(a2a2- x2),<p{x,t)) =

CINEER VR

= 2aip(0,0) = (2ad(x, t), <p(x, 1)).

3.b) tengliklar quyidagicha isbot gilinadi. 3. a) tengliklari t ga ko'paytiriladi.
t5(x,t) = tS(t)5(x) 0S(x) = 0, -t.6'(t) = 5(t) ekanligini hisobga olsak, 3.
b) tengliklar kelib chigadi.

i.io Sekin o‘suvchi umumlashgan funksiyalar va

ularning Furye almashtirishi

1.10.1 Klassik Furye almashtirishi

Bu paragrafda klassik Furye almashtirishi haqida ma’lumot Kkeltirib
o'tamiz. Bu yerda bajariladigan amallar ma’'noga ega bo'lishi .uchun Furye
ahnashtirishini aniglanadigan funksiyani yetarlicha silliq va eheksizlikda tez
karna.yuvchi (Shvars ma’'nosida) deb faxaz gilamiz.

Ta'rif. f(x), i s 8 funksiyaning Furye almashtirishi deb,

K

tenglik yordamida aniglangan £ o‘zgaruvchili funksiyaga aytiladi.
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Zarurat bo'lganda/(£) o'rniga umumivroq bo'lgan F[f(x)}(£,) belgilash-
dan ham foydalanamiz.

Tabiiy ravishda Furye almashtirishi kompleks giymatli funksiyalar sinfida
garaladi, ya'ni /(£) funksiya kompleks giymat gabul giladi va hattoki /
hagiqgiy giymatli funksiya boiganida ham. Juft funksiyalar bundaii istisno.

Furye almashtirishining ba’zi xossalarim keltiramiz:

1) F[xmf(xM ) = J*" 7TW« 'Jdx = e=e= H )ra 1"0(0;
R

2) FIIM (2)1(0 =-J T V(NEE'4X = eee= HO"7(0;
1

3) F[/0 - 0> O =1 f(y)cMv+jio)dy = e~ 40O ;

4) fmel'Je} IVKa = ] f(x)cm<o)xdx - /(E + &=
K

1 va 2-xossalarning isboti bo‘laklab integrallash formulasidan /(*) funksiya
va uning hosilalarinmg eheksizlikda tez kamayuvchi ekanligini hisobga olgan
holda kelib chiqadi. 3 va 4-xossalax esa sodda almashtirishlar natijasida hosil
bo'ladi.

E s 1a t m a. Tasdigning 1-xossasidan ko'rinib turibdiki, agar f(x)
funksiya eheksizlikda tartibda kamayuvchi bo'lsa (bunda 1-xossadagi
F[xmf(x)]((,) mavjud bo'ladi), u holda uning Furye almashtirishi m tartibli
hosilaga ega bo'ladi; shunga o‘xshash 2) dan ko'rish mumkinki, agar f(x)
original funksiya ganchalik ko:p hosilalarga ega bo'lsa, u holda uning /(£)
B'urye almashtirishi eheksizlikda shuncha tez kamayadi.

Faraz gilamiz, o'z navbatida /(£) funksiyaning ham Furye almashtirishi

mavjud bo'lsin.

T a’'rif. [/(£) funksiyaning teskari Furye almashtirishi deb,

F \f((m =~F[f(OK-x) =i j fu)r <'di - +-F[f(-0](x)
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tenglik bilan aniglangan F~ 1[/(£)] Oe) funksiyaga aytiladi.

Teorema F-1[/(£)](¢r) = f(x) munosabat o'rinli.

Teoremaning isboti Furye ga.torining qaytish formulasidan kelib chigadi.
Bimi matematik tahlil fani biror darsligidan ko'rib olish mumkin. Yugoridagi
ta'rifga asosan F [/(0] = 2?r/(—x) tenglik o'rinli.

T a s d i q (Furye almashtirishining klassik yig'masi). Funksiyalar
yig'masining Furye almashtirishi. bu funksiyalar Furye almashtirishlari

ko'payt,masiga teng:

FL(f*»)(x)1(0 = fit) mg(0-
Isbot. Quyidagi tengliklar tasdigning o'rinli ekanligini ko‘rsa.tadi:

F{(f *g)(V)}(0 = \] (\] f{t)g{x - t)dty<xdx =

K M
= J f(t)dt(J g(x-ty Gdxj =
R R

= j f{t)e**dx f g(y)e™dx = /(oW -

T a s diqg (Parseval tengligi). Parseval nomi bilan vuritiluvchi ushbu

i \fN\2dx=~~J /(D]

R R
tenglik o'rinli.
Isbot. Ushbu
INF(X)\2dx = J f{x) mI(x)dx = J J f(Oe-‘ixp{x)dx =
R R

I (RN = N2

tengliklar tasdigning o‘rinli ekanligini isbotlaydi.

E slatm a. Agar funksiyaning normasini

/7112 m=j \f(x)\2dx

K
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ko'rinishda kiritsak, u hoida Parseval tengligini

N1*711 = W 1

shaklda yozish mumkin, ya'ni Furye almashtirishi ko'paytuvchi aniqligi-
gacha) unitarlik xossasiga, ega.
Kvant mexanikasida ko'p ishlatiladigan quyidagi tengsizlik Furye almashti-

rishi xossalaridan kelib chigadi:

\ 2
J \xf(x)\2dx J |£/(E)] dx> \ |J \f{x)\2dx\ . (18)
R R \R /

Bu tenglikni isbotlash uchun t hagiqiy parametrga bog‘liq bo'lgan

J(t) ;= jtel(i) +/ (k)] dx (19)
K
integralni garaymiz. Osongina paygash mumkinki, J(t) funksiya t bo'yicha

nomanfiy kvadratik uchhad. Undan tashqari, agarda ushbu

J (xf(x)f+ xf(x)/Z(x)jdx= -I\Ff{x)\2dx
K R
muuosabatlaxningo'rmli ekanligini hisobgaolsak, (18) tengsizlik (19) kvadrat

uchhadning diskriminanti noldan ka,tta bo‘lrnasligini anglatadi.
iha

1.10.2  Asosiy va umumlashgan funksiyalarning Furye
almashtirishi

D(M.n) dan olingan tp(x) funksiya E" da lokal integrallanuvchi bo'lganligi

sababli, bunday funksiyalar uchun Furye almashtirishi aniglangan:

FIM) = f <p(x)*'x)dx, (20)

in
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bu yerda
Y/ U

(E,x) =Y Zx¥
i-i
F[i,5](f)— ip(x) funksiyaning Furye alinashtirishi.
o. = (ai, 02,..., an) manfiy bo'Imagan, komponentalari butun atj son-
lardan iborat vector bo'lsin (multiindex). D af(x) orgali fix) funksiyaning

J«] = o'l + «2 + + otn tartibli hosila™ini belgilaymiz:

T a2 =1
D= (Du D2, A0, Dj=— ,j=1,2,

Shuningdck, keyinchalik vozuvlarni gisqartirish magsadida,
X" = al = axlc™L.av,!

kabi belgilashlar ham ishlatiladi.
y?(x) asosiy funksiyalar uchun (20) integral aslida ehekli soha bo'yicha in-
tegraldan iborat. Shuning uchun Furye almashtirishini £ o'zgaruvchi bo'yicha

integral ostida istalgancha differeiisiallash rnumkin:
DaF & Noe =/ fc)V (x)el«X)rfx = F[(«)V](f).

Z?(R") dan olingan <p(x) funksiyalarning Furye almashtirishi IR" da absolyut
integrallanuvehi va uzluksiz differensialla.nuvchi bo‘lga,ni uchun, Furye
almashtirishlarining umumiy nazariyasidan unga teskari F ] almashtirish-

ning mavjudligi kelib chigadi:
p(x) = F-1IF<p\} = F[F-10pl}
bunda

= Toyn! #@eiem =
K

= mlq :-(lz_.!_')-ll: Jf vv-(.)e-i(£'3>df =
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Endi f(x) funksiya Kn cla absolyut integrallanuvchi bo'lsin. U holda

uning Furye almashtirishi

FI[fm =j f(x)e~rdx, |F[/](0]< J \f(x)\dx < OC

R" da uzduksiz va chegaralangan bo'lib, ixtiyoriy to g D{Kn) funksiyalar

uchun umumlashgan funksiyani aniglaydi:

R”

Integrallash tartibini o'zgartirish hagidagi Fubini teoremasidan foydalanib,

oxirgi integralni o'zgartiramiz:

[T (O® M= [ [[f(Xy {Mdd<p(Ne =
Rn Rn Rn

= J f{x) J ip(Oe'(Ix)dedx = J f(x)F[tp](x)dx.
K’ K K’

Demalk,

(FIf\y) = (f,FM), f GD'(WI), y € L»(R»). (21)
Bu tenglikni umumlashga.n funksiyalarning Furye almashtirishi sifatida gabul
gilamiz.

~m"MTsol.
FI6(x - i0)] = e'(txo) (22)

tenglikning o'rinli ekanligini ko'rsatamiz.

Haqigatan ham, (21) ga asosan, ixtiyoriy tp G D(W*) uchun

(F[6{x - a0)], t9) = (6(x - x0), F[tp]) =

= F[tp\(x0) = j <p(0Oe™"M = (e'«-4 *-
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Agar (22) da 30= 0 bo'lsa,
F[S] = 1
bo'ladi. Bu yerdan

6(x) = F~1[I] = *
2n)n

Shuning uchun

F[I] = (2Tr)"*(0-

M iso 1 n= 1bo'lsin. Quyidagi tengliklarni isbotlang:

FLO{r - |tD] = J j*dx = (23)
-
Fle-“V 1= a (24)

(23) tenglikning O'rinli ekanligiga integralni hisoblab ishonch hosil qilish

mumkin. (24) ni isbotlaymiz. Hagiqatan ham,

Fle-"***] = | e~a44iT dx =

--j e-yMicevdy= -e. & J e_(,, )2y =
R K

Bu integralda integrallash 1m// = ~ chiziqi bo'ylab arnalga oshirilvapdi. Bu
chizigni haqigiy o‘qqa siljitish mumkinligi va ixtiyoriy a G R uchun
@®
J e'ndi] —J e rdy~y/w (25)
ey

bo'lishini ko'rsatamiz.



Sekin o ‘suvchi umumlashgan funksiyalar 69

Buning uchun Koshi teoremasiga asosan
J e7Wdg—0, / —y+ir (26)
(o3

tenglikning o'rinli ekanligidan fpydalanamiz. Buyerda Cr = C'L/C"Ue+Ue"

kontur chizmada tasvirlangan.

5-chizma. C, konturning tasviri.

ef ;== [0<r < a, T= :7'] kesmaJarda

-V |— B Y2T-2r/Tj _ e-i-+T*

formula o'rinli bo'lib. r — oo da e",2+2 — 0 ekanligi uchun

: o
er+ er—
tgggjyt-kelib chigadi. Bunga va (26) formulaga asosan, (25) ning birinchi
tengligiga ega bo'lamiz:
o0
lim Je~drj —Ilim (J 4J37~erdr—J e~ydy—J e~12dr = 0.

Cr Cc' C»

Ikkinchi tenglikni isbot. gilish uchun f[x,y) = e y musbat, juft funksiyani

Tr= lz,y: V*2+ 2<r, =arctan”~6 [9, ],
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70= \x.y :0< X<T, 0< X<rj,

= 12y = < V2r, o= arctan] 6 [o, |]}

sohalarni olib vaov C 70 C ekanligidan foydalanib,

\] e *2' y~dxdy < \] e~x2~y2dxdy < J e~x ~v dxdy
Ir To VX

tengsizlikni hosil gilamiz. Soddalashtirishlarni bajarib,

- r f
I J (FXHyldxdy —\] J e~~pdipdp =
"Mr 00

0
12'\] e dxdy—\] e X-dx IJ c~ydy — J e~xdxj
70 0 0 0
var f

73 = \] e *1 y'dxdy—\] \] e ” pd.ipdp =
VS, 0 0

il2r
T

0

formulalarni yozamiz. Bula.rni yuqoridagi tengsizlikka go'yib?

0

ga €92 bo'lamiz. Bu yerda r — 00 da limitga o'tib,
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yoki

@7
0
tenglikni hosil gilamiz. Integral ostidagi funksiyaning juft.ligidan (25) teng-
likning ikkinchi gismi kelib chigadi.

1.10.3 Sekin ofuvchi S asosiy funksiyalar fazosi

Regulyar umumlashgan f(x), X £ IK funksiyaning Furye almashtirishi,

ta.biiyki, ushbu

(/10)=Y '"(Y f(x)e*xdx)tp(E)dE = J f(x)(ip(£)e<:dt,)dx = {f,<p)

integral tengliklar ko‘rinishida aniglanadi. Biroq, hamma vaqt ham ip(x) 6
D (R) dan £5(£) 6 D (>K) kelib chigavermaydi. Masalan,

funksiya finit (ammo sillig emas) va uning Furye almashtirishi

dan iborat bo'lib, u finit funksiya etnas.

Shunday qilib, D (R) dagi barcha funksionallar uchun Furye almashtirishi-
ni aniqlab bo'Imas ekan. Ammo funksionallar sinfini toraytirib uni amalga
jO”birigh-mumkin.  Buning uchun ula.rni kengroq asosiy funksiyalar sinfida

(xususiy hoi sifatida finit furiksiyalarni o‘z ichiga oluvchi) garash zarur.
T a ' rif. Aytaylik, do(x) funksiyalar uchun quyidagi shartlar o'rinli
bo'lsin:

1) b€ C°° (R); 2) ixtiyoiy k,I G NUO sonlar uchun Y\ — oo dax*<”(ir) —»

U holda bu funksiyalar to'plamiga S (R) asosiy funksiyalar fazosi deb

aytiladi. Demak, S (R) to'plam cheksiz differensiallanuvchi va || — oo da
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hosilalari bilan birga M\ 1ning ixtiyoriy darajasiga nisbatan tezrog kamayuv-
chi funksiyalardan iborat.

S ga tegishli oddiy funksiya sifatida dp(x) = e~F ni misol keltirish
mumkin.

Ravshanki, D C S. Demak, ixtiyoriy finit va cheksiz differensiallanu-
vehi funksiya: S ga tegishli bo'ladi. Bunda,n tashgari, 1) S chizigli fazo
hisoblanadi; 2) S dan olingan funksiyalar ko'paytmasi yana S ga tegishli;

3) ixtiyoriy k,1 tNul) sonlar uchun ] — oo da

\h\X)\ < Cu\x\k, Cik -- const

tengsizlikni ganoatlantiruvchi sillig h(x) funksiyaning ixtiyoriy o6 S funksiva-
ga ko'paytmasi yana S ga tegishli bo'ladi.

T a ' rif. Agar ixtiyoriy k, I lar uchun xkp”(x) =$ 0 bo'lsa, dn(x)
funksiyalar ketma-ketligi S da nol funksiyaga yaqinlashuvchi deyiladi, ya'ni
n —o00 da gn(x) A 0. Agar n -» oo da dn(x) —d(x) A 0 bo'lsa, n —¥ oo
da Pa(x) > d(x) bo'ladi.

Masalan, je~x~funksiyalar ketma-ketligining n -> oodab5 asosiy funksiya-

lar fazosida 0 ga yaginlashishini ko'rish mumkin.

T asdiaq. D asosiy funksiyalar fazosi S da to'la (D = 5'), ya'ni
ixtiyoriy 0 g S uchun shunday dn £ D ketma-ketlik mavjudki, u S da ¢ ga,
yaginlashadi.

Isbot. Hagiga.tdan ham, yuqgoridagilarni hisobga, olib, ko'rsatilgan ketma-
ketlikni har doirn

onx) = d(x)rl

ko'rinishda olish mumkin. bu yerda rj(x) 6 D va |t| < 1 da aynan birga
teng. Bunday funksiyalarga "qirgish funksiyalar!" deb yuritiladi. Misol

uchun, n —»00 da

en(x) = (™) + \pP)r] () =* '(x)

va boshqa, hosilalari uchun ham yaginlashish shu kabi ko'rsatiladi.

Endi S dagi asosiy funksiyalarning zarur xossalarini keltirib o'tamiz.
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T asdiq. Ixtiyoriy £ S uchun £ S munosabat o'rinli-

Isbot. 1) & 00 da |o@0] ™ Pi balio bajarilishidan j d(x)e?'x(x in-
tegralning yaginlashuvchi e.kanligi kelib chigadi. ya’ni ixtiyoﬁy d £ S uchun
¢ mavjud. bu yerda, C — biror o'zgarmas son;

2) hosilani

PAYO — J  (ix)I<p(x)enxdx
m

integral ko'rinishda tasvirlash mumkinligi va \d(X)\ < jfri bahodan ixtiyoriy

tartibli <jNe(£) hosilaning mavjudligi kelib chigadi;

3) 1-xossadan ixtiyoriy k £ N uchun |§ —=oc da £k~1ip[£) — 0 ekan-
ligi kelib chigadi. 2-xossadan esa bu mulohazalar ¢~L,) uchun ham o'rinli
ekanligini olamiz. Shunday qilib, d(£) funksiya S dagi asosiy funksiyalarning
barcha shartlarni ganoatlantiradi.

T asdiq. Ushbu F[S] C S munosabat o'rinli.

Isbot. Teskarisini faraz gilaylik, ya'ni shunday ¢a £ S funksiya to-
pilib, S dagi qandaydir funksiyani Furye almashtirishi ko'rinishda tasvirlab
bo'Imasin. Ammo, ttu= F-1[00(£)] = tengliklar bu farazning

noto‘g‘ri ekanligini ko'rsatadi.

1.10.4  Sekin o‘suvc,hi umumlashgan funksiyalar va

lunumlashgan Furye almashtirishi

T a ' ri f. 5 da aniglangan chizigli uzluksiz funksionallar sekin o'suvchi
iBBHmlasbgan funksiya deb aytiladi va bu funksiyalar to‘plamini S* kabi bel-
gilanadi.

Ko'rish mumkinki, S C D', ya'ni finit funksiyalarda aniglangan funk-
sionallar kamayuvchi funksiyalarda aniglangan kengroqg sinfda, ma’noga ega
bo'Imasligi mumkin.

M i s o 1 Klassik e* funksiya D da regulyar umumlashgan funksiyani
hosil giladi, ammo S da u regulyar umumlashgan funksiya ensas (ixtiyoriy

d(x) 6 S uchun §~ex2d(x)clx integral uzoglashuvchi).
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Birog xm klassik funksiya yordamida qurilgan regulyar umumlashgan
funksiya ixtiyoriy rn uchun & ga tegishli.
T asdig. Agar f(x)—ioka] integrallamivchi funksiya uchun W2\ -> o0

da j/(.x")] < oo]alm, Q = const > 0 tengsizlik o'rinli bo‘lsa, u holda

(F(x),tj>(x))= I {x)<j>(x)dx (28)

K

funksional chizigli va uzluksizdir.

Isbot. S asosiy funksiyalarning xossasiga ko'ra ]Jdp(X)\ < p? tengsiz-
lik o'rinli. bu yerda k ni ixtiyoriy ravishda tanlash murnkin. Uni k =
rn f 2 ko'rinishda olsak, u holda \/(x)db(x)\ < p. Bu yerdan, (28) integral-
ning yaginlashuvchi ekanligi kelib chigadi. Xuddi shunday mulohaza yuritib
va. (x) ni ixtiyoriy k,lI larda. x kh®(x) ga, alrnahstirilib, (28) integralniiig

mavjudligi isbotlanadi, va agar
X Kp N (X) 0

bo'lsa, M\ —» 00 da integral nolga yaqinlashuvchi bo'ladi.

Oson ko'rish mumkinki, 6. P~,5, mm C S . Shuning uchun quyidagi tas-
dig o'rinli.

T asdig. Agar/ £ D'—finit funksiya bo'lsa. u holda f E S' bo'ladi,
undan tashqari ixtiyoriy g <Suchun (/, &) (/, 11, bu yerda T](x) £ D —
"girgish funksiyasi" bo'lib, supp/ atrofida. aynau birga teng.

Isbot. Modorniki. i(x)cp(x) £ D ekan, u holda (/,)d) ni rj(x) "girgish"
funksiyasiga bog'lig emasligi ko'rsatisli yetarli. Hagigatan ham. ixtiyoriy

d{x) £ D va supp/ atrofida rji(x) —r2(x) = 0 bo'lgani uchun

if, wd) - (f, TP) = (/, (M- TP) = °-

Endi yuqoridagi mulohazalarga asoslanib, S fazoda Furye almashtirishini
kiritish mumkin.
T a’'rif. f(x) 6 S funksionalning Furye / almashtirishi S' aagi

funksional bo'lib, (/,0) = (f-®) qoida orqali aniglanadi.



Sekin o‘suvchi umumlashgan funksiyalar 75

Misollar. 1)5= 1 Hagigatan ham,
()  Ed)=00) =] bclx= (1, Hm
K

2) F[6(x+ a) - 6{x - a)] = -2 isin(af), a= const.
Bu tenglikning isboti (22) dan kelib chigadi.

3)
a/ \
(P[P (x)) = (B(X),d) = f I ®(£)**<K. ) (29)
0 \r

Modomiki, (29) integral x bo'yicha uzoglashuchi bo'lgani uchun, integrallash
tartibini almashtirish mumkin emas. Biroq integral ostida limitga o'tib,

soddalashtirishlarni davom ettirish mumkin:

00 [00]
J (J <K®e**dt)dx = limJ (J <!I>(Q,;-* "dt)d.r
O R O K

=1limJ @ )(j KO **>*)*x **xJ ] =1 5Y *
R K R

Shunday qilib, F[0] = 7~j.
Ushbu para,graining 1-bandidagi xossalar umumlashgan Furye almashtirish-

lari uchun ham o'rinli bo'Taxlii. Ulardan birinchisini tekshirib ko'raylik:

= 0 = un™)4>)

= ()f, (fi = (FI(ix)fl.op),
ya'ni

~ f = F[(ix)f\.
<K

Qolganlari ham shunga o'xshash ko'rsatiladi.

Teskari umumlashgan Furye almashtirishini
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yoki

ko'rinishda aniglash mumkin. Bu formulalav ekvivalentdir.

T asdig. Umumlashgan Furye almashtirishi uchun
FFE~NIf] = F~IFf = f

munosabat. o'rinli. Bundan F 2[f] — 2irf(—x) ekanligi kelib chigadi.
Isbot. Ushbu
(FF-I[fl<p) = (F-1{f},4>) =

= =, "m -0)) = (/,d)
tengliklar tasdigning o'rinli ekanligini ko'rsatadi.

Masalan, F~1[1] = 6 va F"1}!]] = ~F [1] ekanligidan F[I] = 2ir8 tenglik
kelib chiqadi.

F[P~\ ni topa.miz. Soxot.skiy formulasi va F[0] = = —i0O+ m5
tengliklardan

F\'VX—\: —27rr0(—£) + rr = iTrsign(()
ekanligiga, ishonch hosil gilamiz.

Yugoricla ta’kidlab o'tilganidan, klassik funksiya cheksizlikda ganchalar
tez kama.yuvchi bo'lsa, uning Piirye almashtirishi shuncha yuqori tartibli
sillig bo'ladi.

Shunday qilib, quyidagi mulohaza o'rinli:

Agar f £ D — umumlashgan funksiya finit bo‘lsd,, u holda, ft [\ £ C0O,
undan tashqari

T (0 =nmd *x)
o'rinli, bu yerda ti(x) 6 D funksiya. supp/ atrofida birga teng.

T asdiqg (Funksiyalar yig'masining umumlashgan Furye almashtirishi).
Faraz qilaylik, / £ S', g 6 S. U holda F[f *g] = fg.

Isbot. (F[f*od\d) = (/ *g,d) = (/, (9, P(x + y))). Oxirgi ifodaning
ichki qavsida g regulyar funksiyaning klassik Furye almashtirishida.gi giymati

kelt.irilgan. Shuning uchun

(9, (x + y)) =
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-J gy ] examo(ex =J (J <~voiviayi ™= Fioen.
E R Ne \R /
Bu tengliklarni davom ettirib,

ifiF[<Pg}) = (7,0.9) = (/ff,0)

ga ega bo'lamiz.

M isol n= 2da £ £)'(E2) funksiyani A £ D lar uchun quyidagi

tenglik bilan kiritamiz:
== (X v2(0) § [0) ,
hiiH «J =™ gg] AWV
AKX PrI>1

Bunday anigiangan funksiyaning Furye almashtirishi

f {pt" ) - -2rln 1 - 2jrco (is)
ga teng, bu yerda
im du
J U J ]
0 i
fc=0

0 indexli Bessel funksiyasi (7-bobning 2-paragrafiga qaraiig). (13) tenglik-
ning o'rinli ekanligini ko'rsatamiz. Hagiqatdan lIrani, ixtiyoriy ip £ D lar

npw. «



78 Umumlashgan funksiyalar

= \]\J Ai) J (eirKoceS - 1) d.9d{dr+
0 K2 0

00

T/ r I N | cirlilcaSl>dedzdr =

1 R3 0
1 (00)
2r I i J <p(0 MoMCI - 1)] dEdr + 2tt <i?(E)Mr\i\)dEdr =
0 R 1 B
‘1 00
0 1
1
di
R2 1
du
Ra L\® 0/ Wi |
60 K
ZT-I: S| / Ne - fit
1 J ] J wu
IR
= 277 f <p@) (hi Ifl+ Co) = (—2MIn |f]- 2Trco, v2(X))

R2

tengliklar (13) formulaning o'rinli ekanligini ko‘rsatadi.

l.it  Oddiy differensial tenglamalarni

yechishning Furye almashtirishi usuli
Bu paragrafda biz
CE(X) = s(x), i£K

ko‘rinishdagi tenglamaning yechimini Furye almashtirishi usuli bilari topisimi

organamiz. (1.13) da
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C =J2 Pkj&e, Pk- 0‘zgarmas sonlar .

0 .
(1.13) ning har ikkala tomoniga Furye almashtirishini qo'llab.

L(~iO£ =1
s
ga ega bo'lamiz, bunda L(A) —ko!plmd, L(A) := Yi PkAfc
it o

L (—£)E = 1 tenglamaning yechimini hozircha
5= — s h”b'ir jinsli tenglamaning urnurniy yechimil
M -*0 ' e

ko'rinishda yozamiz, bunda birinchi go!shiluvchi gandaydir xususiy yechim.
Ma’lumki, £ ga teskari Furye almashtirishini gqo'llab, £ ni topishimiz mumkin.

Ba'zi liollarni rnuhokama etamiz. Biririchidan, oldin a.ytilgani kabi, bir
yig'indisidan iborat, buyerdacj—ixtiyoriy koefBtsicntlar, £ (—£) ko'phad-
ning ildizlari (agar £ (—f) ko'phad ildizlari karrali boisa, bu yig‘indiga delta,
funksiyaning hosilalari ham kiradi). Sbuning uchun bir jinsli tenglama umu-
miy yechimining teskari Furye almashtirishi ixtiyoriy koeffitsientli exp (i£mx)
ko'rinislidagi ifodalardan tuzilgan yig'indiga keladi (agar L (-£) ko‘phad il-
dizlari karrali bo'lsa., bu yig'indida x" exp(i(mx) kabi go‘shiluvchilar ham
ishtirok etadi). Shunday qilib, bir jinsli L(—i£)y = 0 algebraik tenglama-
ning umurniy yechimi va Cy = 0 differensial tenglamaning umumi.y yechimi
Furye almashtirishi orgali bog'langan.

Ikkinchidan, L(—i?)y ~ 1 tenglamaning xusuiy yechimini ifodalovchi

funksionalga anig ma’'no berish zarur. Agarda L (—i£) ko'phadning

haqigiy ildizi mavjud bo‘lmasa, 77—77 ifoda haqiqiy sonla-r o'qidasillig funksi-
ya bo'ladi va bu qo'shiluvchining teskari Furye almashtirishi klassik ma’'noda
tushuniladi (bu holda, odatda, integral goldiglar yordamida hisoblanadi).
L (—i£) ko’phadning hagqiqiy ildizlari mavjud bo'lgan holda (avtaylik, Zj—n,
karrali bitta ildiz) ifodani oddiy kasrlarning yig'indisi shaklida yozish
kerak. Hagqigiy sonlar o‘gida. maxraj nolga aylanmaydigan kasrlar bilan
yugorida bayon etilgani kabi ish tutiladi. ~ , W < n, ko'rinishdagi
qo:shiluvchilarni funksional ma’nosidatushunish mumkin (3-para.gra.f-

gagarang).
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0 -2 n

M i s o 1 Ikkita C+ = — * or operatorni garaymiz. Furye al-
mashtirishmi qo‘llab, (f2+ a?)£ = 1 ni olamiz. "+" ishora bo‘lgan holda,

guyidagiga. ega bo'lamiz

~NO = «Trg + S e )+ + )

yoki

R
(keyinchaJdik tenglamaning umumiy yechimini keltiramiz). Integralni hisoblab.

ni hosil gilaniiz. " holda esa,

yoki (4-paragrafga garang)
£(x) = ! (-sign(x)e Ux4 sign(x)elar) = 1 &m(ax)sign(x).

M i s 0o 1 Oddiy y' = 1 ko'rinishdagi tenglamani Furye almashtirishi
usuli yordamida yechamiz. Rirye almashtirishini qo'llagandan so'ng —ify =
2tt<5(4) ni olamiz. Modomiki, S(£) funksiyaga fagat uzluksiz yoki sillig funksi-
yani ko'paytirish ma’'noga ega ekan, oxirgi tenglamani f ga bo'lib xususiy
yechimini topish mumkin emas. Shunday qilib, bu j'erda Furye almashtirishi
usulini go‘llash giyinchilik tug'diradi (chunki, keltirilgan tenglamaning o‘ng
tomoni oo da kamayuvchi emas). Birog misol oddiy bo'lgani uchun bu qiy-
inchilikni chetlab o‘tish mumkin. Hagigatan ham, —ify = 2+5(f) tenglama-
ning umumiy yechimi

C*
) = ce{i) + r (0 =»y{x) = ll\rzl + X
dan iborat bo'lishini oson tekshirish mumkin.

Misol.

xy + (L- \)y = 6(x)
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tenglamaning yechimini quramiz. Furye almeshtirishini qo‘llagandan so‘ng

Gy + Mi= -i

tenglikni olamiz. Oson tekshirish mumkinki, bu tenglamaning xususiy yechimi
3, = —j agar A”~O bo'lsa, va aksincba holda, y, = —p\ ga teng.

Bu misolda oddiylik uchun manfiy bo'hnagan butun J1larni garaymiz,
yaniJl=m £ Z, m > 0.

m = 0 da

y(@=-n~ +2(0

ga ega bo'lamiz. y(x) yechimni topish uchun oxirgi tenglama,ga Furye al-

mashtirishini go‘lla.ymiz va

yoki
y(x) = Cip- + C26(x) + vy, (k)
X
ga ega bo'lamiz, bunda y,— funksional xy(x) = sign(x)/2 tenglamaning

xususiy yechimi hisoblanadi. Modomiki,

(sign(x),(43 = j [d(9) - d(—x)blx
0

ekan, y» sifatida

J B + <>(x) - 2p0)~

.ittrmiila, yordamida quruladigan funksiyani olish mumkin.

Endi faraz gilaylik. m ¢ O boisin. U holda
T =-x+crP £+ c¢c26M(a

bo'lib. Furyening teskari almashtirishini qo'llash natijasida berilgan tenglama-

ning umumiy yechimini hosil gilamiz:

y{x) - ——S(x) + CiXm~'sign(x) + C2x'n.
m



2-Bob. Xususiy hosilali differensial
tenglamalarning
klassifikatsiyasi.
Asosiy masalalarning

go‘yilishi

2.1 Sterjenda issiglik tarqalishi.

Issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasi

Sterjenda issiglik targalishi jarayonini garaymiz. Ox o'gni sterjen bo'ylab
yolnaltiramiz va u(x, t) orgali x iiugtaning t vaqtdagi haroratini belgilaymiz.
Faraz qilaylik, sterjenning harorati y va z koordinatalarga bog'lig bo'Imasin.
Bu esa har bir tayin vaqtda sterjenning izotermik kesimi uning ko'ndalang
x = const kesimi bilan ustma-ust tushishini va barcha ko'ndalang kesimlari
bir xil S yuzaga ega bo'lishini bildiradi.

Haroratning o'zgarishi faqat issiglik targalishi natijasida ro'y bersa,
energiyaning saglanish gonuniga asosan sterjenning [kg,”] oraliqda.gi qis-
mining [t\, £2] vaqt mobaynida haroratini o'zgartirishga sarflangan issiqlik
energiyasi sterjenning [a'i,x'2] gismi uchlari orqali olgan issiglik miqgdoriga
teng bo'ladi. Bu fagat ajratilgan gismning x = Xi va x = X2 uchlari
orgali o'tgan issiglik ogimi u(x, t) issiglik o'zgarishini aniglashni bildiradi.

Sterjenning x koordinatali kesimi orgali issiglik ogimi birlik vagt mobaynida
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Ox bo'ylab bu kesim orqgali o'tuvchi issiglik miqgdoriga fceng.

Issiglik ogimining zichligi w (x miqtada) deb, ko'ndalang kesimning bir-
lik yuzasi orqali o'tuvchi ogimga aytiladi. Ravshanki, issiglik sterjenning
yugori haroratli gismidan past haroratli gismiga uzatiladi. Bu fakt n va va
n miqdorlarni bog‘lovchi quyidagi Furye gonuni bilan ifodalanadi:

du
W= —k—,
0X
bu yerda k > 0 issiglik o'tkazuvchanlik koeffitsienti bo'lib, u sterjen materiali
xossalariga bog'liq. [xi,x?\ kesma orgali r vaqtda o'tuvchi issiglik oqimi
du(x,r) tan(x, t)
K— —
dx dx
ga teng. Faraz gilaylik, sterjenning solishtirma issiglik sig'imi (birlik massaga
ega bo'‘lgan jismning issiglik sig'imi) ¢ = const > 0, chizigli zichligi p =

const > 0 va issiglik o'tkazuvchanlik koeffitsienti k  const > 0 bo'lsin,

s J 1 9F nn J

grad mgr' BIJ_ SnE LJ  sm -s mgrad,

U holda [xi,x2] kesma va [ti,ta] vaqt oralig'i uchun issiglik muvozanati

tenglamasi
Javd 2
S’\] PYoar, t9) —ufx,ti)]dx = S j [w(xi,r) —uj(x2,r)] dr
4
an(x, t) an(x, t)
k- dx —K dx dr (1)

ko'rinishida bo'ladi.

u(x, t) funksiya uzluksiz ut va uxx hosilalarga ega bo'‘lsin. (1) tenglama-
ning chap va o'ng tomonlarini (£2—ti) (x2 —xI) ga bo'lamiz. Hosil bo'lgan
ifodalai'ga integral ko'rinishdagi o'rta giymat hagidagi teoremani qo'llab,
ti, 12 larni t ga va X\, x2 larni esa x ga intiltiramiz. Natijada issiglik mu-
vozanati tenglamasi

ut = a2uzx, a*= — (a= const > 0)
cp
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laj'rhiishda yoziladi.
Bu differensial te.nglama.ga issiglik o'tkazuvchanlik tenglamasi deyiladi.
Sterjenning harorati nafagat- unda issiglik targalishi natijasida, balki tashqi
kuchlarning ta’siri ostida ham o'zgarishi mumkin. Bu ta’sirlar sterjenning
u(x, t) haroratiga bog'lig bo'lImasin. Faraz gilaylik, oniy issiglik manbalari-
ning hajm zichligi F(x,i) ma’lum bo'lsin. Bu esa sterjenning [x,x + dx]

kichik gismidan [t, I -f dt\ vaqt oralig'ida

F(x,t)Sdxdt, [FI = — X
S -sSm-

issiglik ajralishini bildiradi. U holda (1) issiglik muvozanati tenglamasining

o'ng tomoniga

_t _x
S ] Fx, ndxar
tiii
ifoda qgo'shiladi. F(x,t) funksiyani o'zining argumentlari bo'yicha uzluk-
siz deb faraz qilib, integral ko'rinishidagi o'rta qiymat haqgidagi teoremadan

foydalansak,

ut= aluxx + f(x,t), [/ =

I (2)
bir jinsli bo'Imagan issiglik o'tkazuvchanlik tenglamasi hosil bo'ladi.

Agar sterjen bir jinsli bo'Imasa, uning materialini xarakterlovcbi funksiya-
lar x ga bog'liq bo'ladi, ya'ni c = c(x), p = p{x), k= k(x). (1) issiglik
muvozanati tenglamasida bular hisobga olinsa, (2) chizigli o'zgarmas koeffit-
sientli tenglama o'rniga quyidagi o'zgaruvchan koeffitsientli issiglik o'tkazuv-

chanlik tenglamasi hosil bo'ladi:
+ F{x,t). 3)

Sterjen materialinmg xossalari uning haroratiga ham bog'liq bo'lishi mum-
kin. masalan, issiglik o'tkazuvchanlik koeffitsienti haroratga bog'liq, ya'ni

K = k(x,u) bo'lsa, (3) tenglama o'rniga chizigli bo'Imagan

c(x)p(x)ut(x, t) — (k(x, u(x, + F(x>0 (4)
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tenglamani garashga to'g'ri keladi. ¢ = c(x,u), p = p(x,u) bo'lgan hol-
lar ham uchrab turadi. (3) va (4) tenglamalarni keltirib chigarishda c va
p funksiyalarni uzluksiz, k funksiyani esa. uzluksiz differensiallanuvchi deb
hisobladik.

Sterjen haroratining o'zgarishi uning yon sirti orgali tashgi muhit bi-
lan issiglik almashinuvi natijasida ham ro'y berishi mumkin. Faraz gilay-
lik, tashqgi muhitning harorati x va, t larga bog'lig bo'lImasin va sterjen yon
sirti orgali tark etayotgan ogimining zichiigi Nyuton gonuniga. bo'ysunsin.
ya'ni u(x, t) —umayirmaga proporsional bo'lsin, bu yerda um— tashqgi muhit
harorati. Bu holda [xi,X2] kesma va vagt uchun issiglik niuvozanati
tenglamasini yozamiz:

x2

S \] cp [u(x, t2) —u(x, ti)] dx =

2

s '\(lj _K8_u gi'f—)- dr+
. * 4 X X~)<2 X

h xa I
+S \] \] F{x,r)dxdr —J J a [u(x, r) —um) dxdr,
NN fi X
bu yerda p - sterjen izotermik ko'ndalang kesimining perimetri (u holda pda:
- yon sirt yuzasi elementi), a > O - sterjen sirti va muhit o'rtasidagi issiqlik
almashinuv koeffitsienti.
Bir jinsli sterjen (k, ¢, p, a, S, p - o'zgarmaslar) uchun (1) issiglik mu-
yozanati tenglamasida bo'lgani kabi, issiglik yo'qotish effekti inobatga olin-

gan quyidagi issiglik o'tkazuvchanlik tenglamasini olarniz:
ut = a2uxx + f(x, t) - b(u(x, t) - um), 0)

bu yerda b = = const > 0.
Agarda u(x,t) funksiya o'rniga v(x,t) = u(x,t) —um funksiya Kiritilsa,
bu funksiya

vt = a2vxx + f(x,t) - bv
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«.tenglamani ganoatlantiradi. Bu tenglamaning o'ng tomonidagi oxirgi hadini
yo'gotish uchun yangi ui(x,t) funksiyani v(x,t) —e~Quj(x,t) formula bilan

kiritish kifoya. U holda u(x,t) funksiya uchun
cot — c?ioxXx + (W

tenglama hosil bo'ladi.
Ba'zi hollarda issiqglik t.argalish jarayonlari vaqgtga bog'lig bo'Imaydi, ya'ni

n = u(x). Masalan, (2) tenglama bu hollarda

stasionar issiglik o'tkazuvchanlik tenglamasiga o'tadi.
x va t erkli o'zgaruvchilarning o'rniga yangi x' va t' o'zgaruvchilarni x* =
x, f = a2t formulalar bilan kiritsak. rH = a2uxx tenglama ii(x', t') funksiya
uchun w, — iixx' ko;rinishni gabul giladi. Unda u — v. (x'(x), t'(t)) bo'ladi.
Tenglamani noma'lum funksiya o‘rniga boshga yangi funksiya kiritish
natijasida ham soddalashtirish mumkin. Quyidagi misolni garaymiz:
Misol (Byurgers tenglamasi).
Issiglik o'tkazuvchanlik tenglamasi bilan bog’langan Byugers tenglamasi
deb ataluvchi ushbu

Ut ~ Uzx T (ux) (6)

chizigli bo'Imagan tenglamani gqaraymiz.
Agar (6) tenglamani x bo'yicha diffirensiallab, v(x,t) = ux(x,t) deb
belgilash kiritsak,

vt = vxx + 2vvx
tenglama hosil bo'ladi. Yana bitta yangi funksiyani uj(x,t) = eu® 4 tenglik
bilan Kiritib, quyidagi hosilalarni hisoblaymiz:

W= . OX— UUC = b (Px) )& ¢

U holda (6) da.n u(x, t) funksiyaning  — uxx issiglik o'tkazuvchanlik tengla-
masini ganoatlantirishi kelib chigadi. Bunda fagat musbat v = eu > 0

yechimlar garaladi.
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2.2 Fazoda issiqglik o‘tkazuvchanlik tenglamasi.

Chegaraviy shartlarning qgo‘yilishi

Bu paragrafda issiglik targalish tenglamasini uch o'Ichovli (fazoviy o'zgaruv-
chilar bo'yicha) hoi uchun keltirib chigaramiz. Muhit x = (xi,x2,xn) nug-
tasining t vaqtdagi haroratini u(x, t) orgali, shu nuqgtani o'z ichiga olgan
biror hajm (soha) ni D orqali belgilab olamiz. D ning chegarasi S bo'lsin.
Ravshanki, muhit turli gismlarining harorati turlicha bo'lsa, u holda ko‘proq
gizigan gismidan ozroq gizigan gismga. garab issiqlik harakatlanadi. D
hajmda [£i,72] vaqt oralig'i issiglik o'zgarishini tekshiramiz.

ds sirt elementi orgali issiglik ogqimi deb ds dan birlik vaqt ichida o'tuvchi
issiglik migdoriga aytiladi. Uni issiglik oqimi zichligining w(x, t) vektori
orqgali aniglash mumkin. Agar n —ds sirtga o'tkazilgan t.ashqgi birlik normal
bo'lsa, u holda ds orgali o'tuvchi issiglik ogimi (ui,n)ds ga teng bo'ladi.

Izotron muhitlarda (issiglik o'tkazuvchanlik koeffitsienti k issiglik tarqa-
lish yo'nalishiga bog'lig emas) Furye gonuniga asosan w = —kgr&dxu, bu
yerda k > O issiglik o'tkazuvchanlik koeffitsienti bo'lib, bir jinsli muhitlar
uchun k — const va bir jinsli bo'Imagan muhitlar uchun k = k{x). Yopiq
bo'lakli sillig S sirt bilan chegaralangan D* C D sohani ajratamiz. Faraz qi-
laylik, p(x) muhitning zichligi, c(x) uning solishtirma issiglik sig'imi bo'lsin.
F (x,t) orgali issiglik manbalarining zichligi (birlik vaqt ichida birlik hajm-
dan ajralgan, unga. o'tgan issiqlik migdori) ni belgilaymiz. Iy sohava [*,£2]

vaqt oralig'i uchun issiglik muvozanati tenglamasini yozamiz:

I11cW M *) [M@a;,t2) —u(x, £))] dx\dx%dx3 =

ti S' ! v

Ravshanki, Gauss-Ostragradskiy formulasiga ko'ra
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bu yerda, divxui = wXl + UX + uiXe. Faraa gilaylik. u(x,t) funksiya bir marta
t bo'yicha va ikki marta xi,x2,xi o'zgaruvchilari bo'yicha uzluksiz differen-

siallanuvchi bo'lsin. U holda Furye gqonuniga ko'ra
divxuyj = —divx (gl-Ai&xu),
va issiglik muvozanati integral tenglamasi ushbu

\] \] \] c(X)p(x)[u(x,t2) —u(x,ti)\ dx\dx2dx3 =
&

*-]
= J dt \] J \] divx(kgcadxu)dxidx2dx 3
(] D>

h
4 j dlJj j F(x,t)dxidx2dx3 )
-
ko'rinishni oladi.
F (x, i) funksiya barcha argumentlari bo'yicha uzluksiz bo'lsin. (7) for-

muladagi har bir 3®2va, f f j integrallarga o‘rta giymat hagidagi teoremani
1 " D>
go'llab, natijani D’ sohaning hajmiga va t2—h ga bo'lamiz. D‘ soha

hajmini kichraytirib, x nugtaga, t\,t,2 larni t ga intiltirib liinitga o'tamiz.
u(x, t) funksiyaning yuqgorida qayd etilgan hosilalari mavjudligi to'g'risidagi

farazimizga asosan quyidagi tenglamani olamiz:
c(xX)p(x)ul(x,t) = divx(k(x) grad3u(x, t)) + F(x,t). (8)

Bu tenglamaga uch o‘Ichovli o'tkazuvchanlik tenglamasi deyiladi. Agar ¢ =

const, p = const., kK = const (bir jinsli muhit) bo'lsa, (8) tenglama
ut(x, t) = aZ2AXu(x, t) + f(x,t) (9)

soddaroq ko‘rinishni oladi. Bu yerda A~n = divx giad:rt(a:, t) - x 0‘zga,ruvchi-

lar bo;yicha Laplas operatori,

otgas —, fc(x, t) — Fix.0
cp cp
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Issiglik tarqalish jarayonini to'la ifodalash uchun inuhitda haroratning
boshlang'ieh targalishi (boshlang'ich shart) hamda muhitning chegarasidagi
harorat berilishi zarur. Boshlang'ich shart u(x,t.) funksiyaning boshlang'ich

t vagtdagi giymatini berishdan iborat, ya‘'ni
u\t=h = <p(x). (10)

Chegaraviy shartlar haroratining chegaradagi rejimiga qarab turlicha bo'lishi
mumkin. Ularning ba‘zilarini ko!rib chigamiz.
Agar S chegarada berilgan bir xil Uo harorat saglanayotgan bo'lsa. u

holda
uls = W, LW = const. (11)

Agar S ga issiglik ogimi bir xil bo'lsa, u holda

du

= wi, = const. 12
Uy u (12)

Agar S ga issiglik ogimi bir xil bo'lsa, u holda
N
pdY e U v =0 (13)
on

bo'ladi, bunda h - issiglik alinashinish koeffitsienti, um— atrofdagi muhitning
harorati.

Xuddi issiglik o'tkazuvchanlik tenglamasiga o'xshash zarrachalar diffuziyasi
tenglamasi keltirib chigariladi. Fagat bunda Furye gonuni o'rniga birlik
tfSfittfar ds elementar gismdari o'tuvchi zarrachalar ogimi uchun Nerist qo-

nunidan foydalanish kerak. Bunga asosan
dQ = -E~d,s:
on

bu yerda E (x)— diffuziya koeffisenti, u(x, t) - 1 vaqtda x nugtadagi zarralar
zichligi. u(x, t) zichlik uchun (8) ko'rinishidagi tenglamaga ega bo'lamiz,
unda p g'ovaklik koeflisentini belgilaydi, p = E(x), g esa muhitning smgdirish-

lik xossasini ifodala.ydi.
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2.3 Statsionar issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasi:
Laplas va

Puassan tenglamalari

Issiglik o'tkazuvchanlik tenglamasi uchun shunday gqo‘shimcha shartlarni
tanlash mumkinki, bunda haxoral, t vaqtga bog'lig bo‘Imay qoladi: w = 0.
Bunday issiglik targalish jaxayoni statsionar deyiladi. Agar issiglik o'tkazuv-

chanlik koeffitsienti kK — const bo'lsa, u holda statsionar u(x), x £ D harorat

Au(x) = (14)

tenglamani ganoatlantiradi. (14) tenglamaga Puassan tenglamasi deyiladi.

Agarda D sohada issiglik manbalari bo'Imasa. statsionar u(x) harorat D

Au(x) = 0 (15)
tenglamani ganoatlantiradi. (15) tenglamaga Laplas tenglamasi deyiladi.

Nostatsionar issiglik o'tkazuvchanlik va diffuziya tenglamalari, Laplas
va Puassan lenglamalarini D sohaning aniq shakliga, bog'liq ra.vishda max-
sus tanlangan koordinatalar sistemasida yozish qulaydir. Masalan, agar
D to'g'ri burchakli parallelepiped ko'rinishida bo'lsa, u holda tabiiyki, bu
ienglamalar uchun go'yilgan masalalarni dckaxt koordinatalar sistemasida
tardagan ma'qul. Shardan iborat D soha uchun sferik koordinatalar sis-
temasi qulay hisoblanadi.

Ba'a hollarda harorat fazoviy koordinatalardan biriga bog'lig bo'Imav
golishi mumkin. Masalan, Ox 1X2x3 dekart koordinatalar sistemasida bunday
koordina.ta sifatida X3 ni olaylik, ya'ni u = u(x\,x2,i) bo'lsin. U holda D
sifatida Oxix-z tekislikka tegishli soha garaladi. Bunda ham (8), (9), (14),
(15) tenglamalar o'z ko'rinishini saqlaydi (faqat n funksiyasining X3bo'yicha
hosilasi nolga tengligini hisobga olish zarur). Bu holda D sohaning shakliga
mos ravishda 0 x\x2 to'g'ri burchakli koordinatalar sistemasi o'rniga boshqa,
masalan, qutb koordinatalaridan foydalanish qulaydir.

Laplas operatorini yuqorida aytilgari koordinatalar sistemasida yozamiz:

Ox 132X3 dekart koordinatalar sistemasida:
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Sferik koordinatalar xi = rsindcosip, x2 ~ rsin”sinip £3 — rcosg

sistemasida:

X\ —rcosip, X2= rsinip X3= z sistemasida:

Tekislikda bu operator quyidagi koordinatalar sistemasida ko'p uchraydi:

Ox1X2 dekart, koordinatalar sistemasida:

82u d2u

= &R T8k

qutb koordinatalar sistemasida:

( an\ 1d2u
r-Z- 1+

1
STTi

Eslab o'tamiz, statsionar jarayonlarni to'la ifodalash uchun chegaradan
holatni, ya'ni (11), (12) va (13) chegaraviy shartlardan birini berish zarurdir.

Endi haroratning statsionar tagsiinotiga doir inasalalarni ko'ramiz.

M i s o 1 Issiglik maubalaxiga ega bo'lmagan bir jinsli sterjen (D =
(0,1)) boshlang'ich 1 = 0 vaqtda u(x,0) = wx, u, = const haroratga ega
liamda t > O vagtlarda sterjenning uchlarida «(0,t) = 0 va n(l,t) — we,
sterjenning yon sirti muhitdan ajraJgan issiglik almashinuvi yo‘q bo'lsin. U
holda u(x,t) = ugx funksiya w, = a?uxx tenglama. va barcha shaxtlarni
ganoatlantiradi, ya'ni u sterjenda haroratining statsionar tagshnoti bo'ladi.

M i s o1l Agar t = 0 boshlang'ich vaqtda bir jinsli tekis doiraviy plas-
tinka (D = {(r,ip) : 0 < r <ro, 0< ip< 27r}, r<p — qutb koordinatalari)

u(r, ip,0) = wrsinip, w = const
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haroratga, ega bo'lib, barcha t > 0 va.qtlarda u chegarasi orqali

u(r, tp, t) = wrosintp

harorat bilan tarninlanib turilsin. U holda bevosita hisoblashlar yordamida
n = Morsini® funksiyaning ut = a2Au tenglamani ganoatlantirishini, yani
haroratning plastinkadagi statsionar tagsimoti bo'lishini ko'rish mumkin.
Misol. BirjinsliD —{(r,b.d) :0<r <rqg, 0< tp< 2w0 <
¢ < 7r}, shar uchun lining chegarasida barcha t < 0 vaqgtlar uchun doimiy
u(ro,tp, ip. t) = wro(w = const) harorat va shaming ichki nugtalarida

vaqtga nisbatan doimiy bo'lgan haroratning markazSy simmetrik
F(r,tpB, t) = F(r) m=-—

tagsimoti berilgan bo'lsin. Bu holda shardagi harorat yj, ¢ burchaklarga

bog'lig bo'Imaydi va

1 8 / 9,IJ,V|\ 1d2(ru)

- r J

tenglamani ganoatlantirishiga ishonch hosil gilish mumkin.

2.4 Elastik sterjenning bo‘ylama tebranishi

Tashqgi kuch ostida elastik sterjen cho'ziladi yoki gisgaradi, ya'ni ster-
jen zarralarida ko'chish ro'y beradi. Bunda sterjenda bu kuchlarga garshi-
lik ko'rsatuvchi o'zaro qo'shni zarralar o'rtasida ichki elastik kuchlar paydo
bo'ladi, ya'ni sterjen deformatsiyalanadi. Agarda sterjendan tashgi kuch-
lar olinganda deformatsiya yo'qolsa, bu deformatsiya elastik deyiladi. Tinch
holatda, sterjenning barcha ko'ndalang gismlari bir xil S yuzaga ega deb

hisoblaymiz. Faraz gilaylik, Ox o'gi bo'ylab yo'nalgan tashqi kuchlar ta‘sirida
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sterjenning istalgan ko'ndalang kesimi o‘zining shaklini o'zgartirmaydi. Bun-
day sterjenni bir o‘lchovli deb hisoblash mumkin. Elastik tutash rriuhit-
larda paydo bo‘ladigan kuchlanishla.r va kichik deformatsiyalar orasidagi
bog'lanishi Guk gonuni bilan ifodalanadi. Kuchlanish bu jism kesimining
birlik yuzasiga to‘g‘ri keluvchi elastik kuchdir. Agar elastik Fei kucli sirt
kesimiga perpendikulyar bo'lsa, u normal elastik kuch deyiladi. Faqat ster-
jen bo'ylab yo'nalgan tasligi kuchlar ta'sirida unda hosil bo'ladigan normal
kuchlanishlarni garaymiz, ya'ni kuchlanishni a orqali belgilasak, u holda
a — Fei/S. Guk gonuniga binoan normal kuchlanishli nisbiy uzayishga pro-
porsional: agar sterjen tinch holatdagi | uzunligi tashgi kuchlar ta’siri ostida
1+ Al ga teng bo'lib qolsa, u holda a E~ bo'ladi.. Bunda E > 0 sterjenning
materialiga bog'liq bo'lib, unga Yung moduli deyiladi, [E] = gr/(sm ms2).

Dastlab sterjen bo'ylab tagsimlangan kuch ostida hosil bo'ladigan stat-
sionar deformatsiyani garaymiz. Tinch holda [x, x + Ax] holatga. ega bo'lgan
sterjenning gismi uchun Guk gonunini yozamiz. Tinch holda x koordinataga
sterjenning biror zarrasi to'g'ri kelsin. F(x) - Ox bo'ylab tagsimlangan va
f(x) chizigli zichlikka ega bo'lgan sterjenga ta'sir etuvchi tashgi kuch bo'lsin.
Ma'lumki, f(x) - birlik uzunlikka to'g'ri keluvchi kuch: / = Tashqgi kuch
ostida x zarra (nuqgta) biror u(x) miqdorga, Ico'chadi. Tinch holda x = Ax
koordinatali zarra esa u(x + Ax) ga o'tadi. Demak, sterjenning ajratilgan
gismi

X+ u(x),x + 4T+ u(x 4 Ox)]

holatga siljiydi. Bu gismning nisbiy uzayishi

u(x + Ax) —u(x)
ga teng. u(x) funksiya uzluksiz va differensia.llangan deb, u(x + Ax) —u(x)
ayirmani Lagranj formulasiga asosan yozib olamiz. U holda Guk gonuni
<j(x) = E(x)ux(x + BAx), 0<9<0

bo'lishini ko'rsatadi. Agar Ax — 0 desak, u holda a(x) —E(x)ux(x), ya'ni

elastik kuch x nuqtada

Fei(x) = a(x)S = SE(xX)ux(x)
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ga teng. E = E(x) sterjen bir jinsli emashgini bildiradi.
Endi [xb x2] kesmani ajratamiz. Agar sterjen holati statsionar, ya'ni
cho'zilish jarayoni tugagan bo'lsa, u holda sterjenning ixtiyoriy [*1, 22 kesmasi

uchun

\] Hx)dx + SE(x2)ux{x2) - SE(xi)ux{xi) = 0

muvozanat tenglamasi o'rinli. Agar sterjen nuqtalari uchun f(x) > 0 bo'lsa,
®2 nuqtada [xj, x 7 sterjenning ajratilgan gismiga O x o'gining rausbat fcomoniga
yo'naltirilgan x > x2 toinondan, xi nuqtada esa Ox o'qining manfiy tomoniga
yo'naltirilgan x < X\ tomondan elastik kuch ta’'sir etadi. Faiaz gilaylik, f(x)
uzluksiz, E(x) uzluksiz differensiallanuvchi, u(x) esa ikki marta uzluksiz
differensiallanuvchi funksiyalar bo'lsin. J*2f(x)dx integralni o'rta giymat
hagidagi teorenia yordainida yozib olamiz va SE (x) = k(x) belgilash kirita-
miz. Kuchlar muvozanati tenglamasini x2 —*i ga bo'lib olib, X\ va x2 larni
X ¢a, intiltiramiz. U holda u(x) funksiya sterjenning statsionar cho'zilishini

ifodalovchi

oddiy differensial tenglamani ganoatlantiradi. Bir jinsli sterjen (k = const)

uchun

tenglama. hosil bo'ladi. Bu tenglamaga, odatda, bir o'lchovli Puassan tenglamasi
deb ham aytiladi. Agar elastik sterjenning holati nostatsionar bo'lsa, u holda
u siljisli vagtga hum bog'liq bo'ladi. u(x,t.) funksiya tinch holda x koordi-
nataga ega bo'lgan nuqgtaning t vaqtdagi sterjen bo'ylab ko'chishi bo'lsin.
U holda Ut(x,t) funksiya t vaqtdagi x nuqgtaning harakat tezligi. Umu-
miylik uchun sterjenni bir jinsli emas deb hisoblaymiz. Agar p(x) x nug-
tadagi massaning hajm zichligi bo'lsa, p(x)Sdx sterjenning dx uzunlikka
ega bo'lgan gismining massasi bo'ladi. Sterjenning ixtiyoriy [xi,x2] gis-
mini tanlaymiz. Bu kesma uchun [ti, £2] vaqt oralig'ida harakat migdorining
o'zgarishi (harakat miqdorini o'zgarishi sterjen bo'ylab f(x, t) chizigli zich-

lik bilan tagsimlangan F(x, £) tashqi kuchlar va ko'rsatilgan vaqt oralig'ida



Elastik sterjenning bo‘ylama tebranishi 95

ta’sir etuvchi elastik kuchlar hisobiga ro‘'y beradi) quyidagiga teng:
X
S j [ut{x,t2) - ut(x, ti)] p(x)dx =

0 2
J \] f(x,t)dxdt + J [SE(iZ)weix2,1 — SE (xi)ux(xi,t)] dt.
[N t]

f(x, t) funksiyani har ikkiala argumenti bo'yicha uzluksiz deb

integralni o‘rta giymat hagidagi teoremaga ko'rayozib olamiz. Faraz qgilaylik,
uxx va utt hosilalar mavjud va uzluksiz bo'lsin. Qolgan ikkita, integralni ham
o'rta giymat haqidagi teoremaga ko‘ra yozib olamiz. Hosil bo'lgan tenglikni
X2—X1 va t2—=<i larga bo'lib, xi,x2 larni x ga, t\,t2 larni esa t ga intiltiramiz.
U holda u(x, i) funksiya.

dau(x,t) d ( du(x,H\
Pi*P—j f - - dx yk(X>-£,— ) + 1* (>

tenglamani ganoatlantiradi. Agar k = const, p = const bo'lsa, tenglamani
Uttt — nx:r "t e

ko'rinishida yozish mumkin, bu yerda a2 — > 0, a= const > 0.. Bu
‘Ngi&madar to'lgin yoki tebranishlar tenglamasi deb yuritiladi.
Agar F(x,t) = 0 ba'lib, tebranishi faqat elastik kuchlar (masalan, ster-

jenning biror boshlartg'ich cho'zilishida.n so‘ng) ta'sirida sodir bo'lsa, u holda
utt(x, t) = a2uxx(x, t). (16)

(16) ga erkin tebranishlar tenglamasi deyiladi. Tebranish jarayonida ster-
jenga ishqgalanish kuchlari ta'sir etishi mumkin. Agar ishgala.nish kuchi
ut(x, t) tezlikka proporsional bo'lsa, (16) tenglama o'rniga utt — a2uxx—but,

b= const > 0 tenglama qaraladi.
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25 Tor va membrananing ko‘ndalang tebranish
tenglamasi.

Fazoda tovush to‘lginlari

Tor dega.nda erkin egiladigan, ingichka ip t.ushuniladi, boshqacha aytganda,
tor shunday gattiq jismki, uning uzunligi boshga o'lchamlaridan anchagina
ortig bo'ladi. Muvozanat holatida torni Oxyz fazoda butun Ox o‘q yoki
uning biror gismi kabi tasawur etish mumkin. Tor (x, 0,0) nugtasining

muvozanatdan chigarilgandan keyingi holatini berish uchun
{u-i (x,t), u2(x, t), u3(x, t)}

vektorni kiritamiz. Biz torning tekis ko'ndalang tebranishini tekshiramiz,
ya‘'ni bu shunday tebranishki, tor hamma vagt Oxz tekislikda yotadi va un-
ing har bir nuqgtasi Ox o‘qga perpendikulyar to'g'ri chiziq bo'yicha siljiydi.
Bu degani, muvozanat vaqgtida x absitsaga ega bo‘lgan torning nuqtasi tebra-
nishi jarayonida hatn shu absissaga ega bo'ladi. U holda x nugtaning t vaqtda
muvozanat holatga nisbatan Oz o‘q yo‘'nalishida siljishini belgilovchi u(x, t)
skalyar funksiyaga garash yetarli. Torni egish natijasida unda ichki elastik
kuchlar paydo bo'ladi. Torning elastikligi bu kuchlarning har bir vaqtda
torga o'tkazilgan urinma bo'yla.b yo'nalishini bildiradi. Tor tebranishini
kichik va Guk gonuniga. bo'ysinadi deb hisoblaymiz. U holda T elastiklik
kuchi x, t larga bog'liq bo'Imaydi va uning Oz o‘qga proyeksiyasini Tux(x, t)
ga teng deb olish mumkin. Bundan tashgari, ko'ndalang tebranishlar gara-
layotganligi uchun torga ta'sir etuvchi barcha kuchlarning Oz o'qga proyek-
siyalari yig'indisi nolga teng bo'ladi.

Faraz qilaylik, torga Oz o'g yo'nalishida f{x,t) chizigli zichlik bilan
tagsimlangan tashgi kuch ta'sir gilsin. Xuddi oldin bo'lgani kabi torda
[.Xi, &2] kesmani ajratib olib, [*, to\ vaqt oralig'ida uning harakat miqgdori-
ning o'zgarishmi topamiz. Agar p(x) tor massasining chizigli zichligi (bir

jinsli tor uchun p(x) = const) bo'lsa, put(x,t)dx - dx uzunlikka ega bo'lgan
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tor gismining impulsi bo'ladi. Bu holda muvozanat tenglamasi

xX 2
J %) iy dx = J

p(14(8, 2)- w(x,ti)) dx = T (ut{x2,t) - ut{xut)) dt+
X il

t2 32
\] \] f(x,t)dxdt
f X1

ko'rinishda bo'ladi. Bu tenglamadagi har bir integralda o'rta qiymat haqidagi
formulani qo'llab, hosil bo'lgan tenglamalarni x%—x\ va /2 —h ayirmalarga
bo'lamiz. u(x,t) funksiya uzluksiz ikkinchi tartibli uxx(x,t),uu(x,t) hosi-
lalarga ega deb faraz gilib, xuddi oldin bo'lganidek, X\,X2 larni x ga va

larni t ga intiltiramiz. U holda quyidagi tenglamaga ega bo'lamiz:
utt(x, t) = a2uxx(x, t) + g(x, t), a7

bu yerda a2 = ~ = const, g(x,t) = jf(x,t). (17) ga torning ko'ndalang
tebranishlax tenglamasi deyiladi. Agar f(x,t) = 0 (u holda g(x,t) — 0)
bo'lsa, unga erkin tebranishlar tenglamasi deyiladi.

a > 0 tor materiali xossalari bilan aniglanadi. Bu rnigdor Ox bo'yicha
torning tebranish tezligiga teng ekan. Endi Oxy tekislikda chegarasi S ga
teng D sohani garaymiz. Uni ikki o'lchovli bir jinsli muvozanat holdagi
membrana deb hisoblash mumkin. Faraz gilaylik, membrananing (x,y, 0)
nuqgtasi muvozanat holatdan chigariigandan so'ng t vagtda Oz o'qi bo'yicha
u (x,y,t) miqgdorga siljisin. Membranada to'lgin targalish tenglamasini olish
“*itilau xuddi torning ko'ndalang yoki sterjenning bo'ylama tebranishlaridagi

kabi farazlarni gabul gilamiz. U holda
utt(x,y, t) = a2(uxx(x,y, t) + uyy(x,y,t))

membrananing kichik erkin ko'ndalang tebranishlar tenglamasini hosil qi-
lamiz. Agar membranaga ko'ndalang tashgi kuchlar ta'sir gilsa, unda memb-

rananing tebranish tenglamasi

ult(x, y,t) = a2(uxx{x,y, t) + uyy[x,y, t)) + g(x, t,y)
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ko'rinishida bo'ladi.
utt(M,t) ~ a2Au(M,t), M = M (x,y,z)

ko'rinishida to'lgin tenglamasi bilan fazoda tovush tarqalish jarayonlarini
ifodalash mumkin. Tovush chigaruvchi jismlar: tor, membrana, musiqali
asboblar va har ganday boshqa tovush manbalari havoning bo'ylama tebra-
nishini hosil giladi. Tovush to'lginlarinmg targalishini o‘rganish uchun havoni
Guk gonuuiga bo'ysunuvchi elastik muhit deb hisoblab, Gyugensning to‘lgin

harorati prinsipidan foydalanish mumkin.

2.6 Moddiy nuqgtaning og‘irlik kuchi ta’siridagi
harakat tenglamasi

Dekart ortogonal koordinatalar sistemasida Oxix” vertikal tekislikda mod-
diy M (11, 22) nugta og'irlik kuchi ta’sirida (*1,72), £2 > 0 holatdan (£0,0),
£0 > 6 holatni egallash uchun liarakatlanayotgan bo'lib, t vaqt £2 baland-
likning funksiyasi bo'lsin, ya'ni t = £(£2)- M (x1,02) nugta harakat trayek-
toriyasini topish talab etilsin.

Ma’'lumki, M {x1,02) nugta tezlik vektori v = ~g1) moduli uchun

M2= bl & ~x2)

tenglik o'rinli, bu yerda g— og'irlik kuchi tezlanishi.
Agar 7 (2:1,0:2)—soat mill harakati yo'nalishiga teskari yo'nalish hisoblana-
digan tezlik vektori bilan Xi o'qning musbat yo'nalishi orasidagi burchak

bo'lsa, yugoridagi tenglikka asosan
N = Msin7 = \/2.9(6 - xi) sin7

formulani hosil gilamiz. Xi — xi(x2) traektoriya noma’'lum bo'lgam uchun,

ushbu

Pr) = - N2l > 1
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funksiya ham noma'ium bo'ladi. Bu va oldingi formuladan

N w(xnydx-)

sflgfa - ia)

tenglikni olamiz. Bu tenglikni 0 dan £2 gacha oraligda integrallab,

yoki

tenglamaga ega bo'lamiz. Bu tenglamada noma’ium funksiya. integral ostida
bo'lgani uchun, u integral tenglamadir.
Bu tenglamaning |”N(1r)] > 1 shartni ganoatlantiruvcbi yechimini topsak,
u holda
dx1 [ 5—-
— = ctg7 = v cosec— 1
dx 2
tenglikdan izlanayotgan traektoriyaning

6

0

tenglamasini topamiz. Bunga tautoxron to'g'risidagi masala deyiladi.

2.7 Xususiy hosilali differensial tenglamalar va

ularning yechimi to‘g‘risida tushuncha

n o'lehovli K" Evklid fazosida, nugtaningdekart koordinatalarini Xi, X2, mam, x,,.
n > 2 orqali belgilaymiz. Tartiblangan manfiy bo'lmagan n ta butun son-
ning a = (qi,02,-*man) ketma-ketligi n tartibli mvXtiindeks deyiladi,
lal = «i a2+ ... + ar, soniga multiindeks uzunligi deyiladi. Q -

fazodagi biror soha (ochig bog'langan toplam) bo'lsin.
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~u(x) — u(xi,x2, mmm,xn) funksiyaning x € Q nugta,dagi |g] = a\ + a2+
+ (4 tartibli hosilasini

d~u
Dnu=DVD? ... D > = o, me,-rf
“ dx"dx'l2."..,qx‘—?r’ “

ko‘rinishda yozamiz. Masalan, a = w, xususiy hoi uchun

S r, n3
~ Mar N 92—~

F=F (x, d.,,...) funksiya Q soha x nuqtalarining va ga = gaia2.an =
Dau, a; = 0,1,... haqigiy o'zgaruvchinig berilgan funksiyasi bolsin.
T a'rif. Ushbu

F(a,...,Zr«,...)

1]
o

(18)

tenglik noma’lum u(x) —u(xi,x2, mem xn) funksiyaga nisbatan xususiy hosi-
lali differensial tenglama deyiladi.

(18) da gatnashayotgan hosilaning eng yuqori tartibiga tenglamaning
tartibi deyiladi.

Agar F barcha ga (Ja] = 0,1,..., m) o'zgaruvchilarga nisbatan chizigli
funksiya bo'lsa, (18) tenglama, chizigli differensial tenglama deyiladi.

Agar tenglamaning tartibi m bo'lib, F barchaga, , Ja] = m o'zgaruvchilar-
ga nisbatan chizigli funksiya bo'lsa, (18) tenglama kvazichizigli differensial
tenglama deataladi.

T a’'rif. Q sohada aniglangan u(x) funksiya (18) tenglamada. ishtirok
et.uve.hi barcha hosilalari bilan uzluksiz bo'lib, uni ayniyatga aylantirsa, u(x)
ga (18) tenglamaning klassik yechimi deyiladi.

Xususiy hosilali m—tartibli chizigli differensial tenglamani ushbu

Lu= " aa(x)Dau —f(x) (19)
Jal<m

ko'rinishda yozish mumkin, bu verda aa lar tenglama koeffitsientlari,

L= £ aa(x)D"

lor;<m
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esa xususiy hosilali m— tartibli differensial operator deyiladi.

Barcha x € Q lar uchun (19) tenglamaning o‘ng tomoni f{x) nolga, teng
bo'lsa, (19) tenglama birjisnli, f(x) nolga teng bo'Imasa, birjinsli bodrnagan
tenglama deyiladi.

Agar u(x) va v(x) funksiyalar bir jinsli bo'Imagan (19) tenglamaning
yechimlari bo'lsa, ravshanki (tenglama chizigli bo'lgani sababli) w(x)
(/¢)m) —v(x) ayirrna bir jinsli (/ = 0) tenlamaning yechimi bo'ladi.

Agarda w(x), i = 1,... ,k funksiyalax bir jinsli (/ = 0) tenglamaning
yechimlari bo'lsa, u(x) — CiVi(x) funksiya ham, bu yerda Cj— hagqiqiy
o'zgarma.slar, shu tenglamaning yechimi bo'ladi.

Xususiy hosilali ikkinchi tartibli chizigli diSerensial tenglama

£ +S * +c{x>a' Ne W
ij-1 J i- 1

ko'rinishda yoziladi, bu yerda Ajj, Bit C, f - Q sohada berilgan haqiqiy
funksiyalardir.

(20) tenglama berilgan sohada hech bo'Imaganda bitta Au,i,j = 1,... ,n
koeffitsient noldan fargli deb hisoblaymiz. Tenglamada. i ¢ j bo'lganda
alohida-alohida AijuXjXj, AjiuX qo'shiluvchilar ishtirok etmay balki ular-
ning yig'indisi (Jly + J1™) uXi ishtirok etadi. Shu sababli umumiylikka
ziyon yetkazmay hamma vaqt Jly Ayt deb hisoblaymiz.

Eslatib o'tamiz, Q sohada aniglangan va k—tartibgacha xususiy hosi-
lalari bilan uzluksiz bo'lgan hagiqgiqiy u(x) funksiyalar sinfi C (Q) orqali
belgilanadi, C(Q)— Q sohada uzluksiz funksiyalar sinfi. g(x) s Ck(Q)

funksiyaning normasi

kabi aniglanadi.



102 Xususiy hosilali differensial tenglamalar

2.8. Xarakteristik forma tushunchasi, ikkinchi
tartibli differensial tenglamalarning

klassifikatsiyasi va kanonik ko‘rinishi

Faraz gilaylik, (18) tenglamaning tartibi m bo'lib, F(x, ..., ga,...) funksiya

Qu = @i.a2...a,! |a |= m o'zgaruvchilar bo'yicha uzluksiz birinchi tartibli

hosilalarga ega bo'lsin. Ai,..., A, haqigiy o'zgaruvchilarga nisbatan ushbu
K {Ai, mmm, A,) = X ] | ~Aa A" = Ai'A? ' A" 21)
a—m

rn darajali bir jinsli ko'phadni yozib olamiz. Bu ko'phadga (.18) tenglamaga
mos bo'lgan xarakteristik forma deyiladi.

Ikkinchi tartibli kvazichizigli

n
Y Aij(xuXg + G(x, u,uXl,..., uxd = 0 (22)
C
differensial tenglama uchun, bu yerda Aij(x) € C(D), (21) forma
n
ACAIL ..., An) = Y AijO\i\j (23)
J-1
kvadratik formadan iborat bo'ladi.

Xususiy hosilali differensial tenglamalar, shujumladan (22) ko'rinishidagi
ikkinchi tartibli tenglama o‘rganilganda, erkli o'zgaruvchilarni almashtirib,
tenglamalarni soddaxoqg ko'rmishga olib kelishga harakat gilinadi. Shu magsad-
da dasttab (22) tenglamada erkli o'zgaruvchilarni almashtirganda uning Ajj (x)
koeffisiyentlari ganday o'zgarishini qarab chigamiz. x = (xi, ..., xn) o'zgaruv-

chilar o'rnigay = y{x), ya'ni
W — Y(X1, *me) i“ 1.,

o'zgaruvchilarni kiritamiz. x nugtaning Q sohaga tegishli biror atrofida r/, €

C2 bo'lsin va ushbu yakobian

P(Yb---,¥n) ~ Q
D(Xb ...,xn)
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Bu shartga ko'ra x o‘zgaruvehilami y lar orgali bir giymatli ifodalashimiz
mumkin, ya'ni x — x(y). (22) tenglamadagi u(x) funksiyaning hosilalarini

yangi y o'zgaruvchilarga nisbatan hisoblaymiz:

du _ du dyk
0x, dyk dxi’
A2 _ y- A2 aykpy A du d2yk

dxidxj N pykayx dxi dx} N dykdxfdxj'

Hosil gilingan ifoda,larni (22) tenglarnaga qo'yib, uni ushbu
n

~ ., Akiuykyji "b G (y, u,uy,,..., nyn) —0, (24)
Kl

ko'rinishda yozib olamiz, bu yerda

G orgali G dan va birinchi tartibli hosilalar ishtirok etgan hadlardan tashkil
topgan ifoda belgilangan.
xq 6 <6 nugtani tayin qilib,
2= (M) =N g
belgilashlarni kiritamiz.
(25) formula xq nuqtada quyidagicha yoziladi:
Mn
AKi{yo) = ~2 Aij(xa)0k-iftj- (26)

550 ../ , " k,1=1

(23) kvadratik formani xq nuqtada yozib olamiz:

L
n=5zZ".,(a:0)AiAj. 27)

Maxsus bo‘lmagan ushbu

(28)
fc=l
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Affin almashtirish natijasida (27) kvadratik forma

n
AKI{yo)tkEl (29)
KE31
ko'rinishga. keladi. Bu kvadratik formaning koeffisiyentlari (9) formula bilan
aniglaniladi.
Shvmday qilib, (22) tenglamani x0 nuqtada x o'zgaruvchilar o'rniga yangi
y — y(x) o'zgaruvchilami Kiritib soddalaehtirish uchun, shu nuqtada (27)
kvadratik formani maxsus bo‘'Imagan (28) chizigli almashtirish yordamida
soddalashtirirish yetarlidir.
Algebra kursidan ma’'lumki, hamma. vaqt shunday maxsus bo'lmagan
(28) almashtirish mavjud bo'lib, u yordamida (27) kvadratik forma quyidagi

ko'rinishga keltiriladi:

n
Q= (30)

bll
bu yerda jLtik = koeffitsientlar 1,—1,0 giymatlarni gabul qgiladi.

Shu bilan birga musbat (marifiy) koeffitsientlar soni va nolga teng bo'lgan ko-
effitsientlar soni (forma defekti) affin invariantdir, ya’'ni bu sonlar fagat (27)
forma bilan aniglanib, (28) almashtirishning tanlanishiga bog'lig bo'Imaydi.
Bu esa (22) differensial tenglama Ay (x) koeffitsientlarining Xo nuqtada gabul
giladigan giymatlariga garab, klassifikatsiya. gilish imkonini beradi.

Demak, yuqorida almashtirishlardan so'ng (25) tenglama

n
WMWK+ G(y,U,uu...,uyd =0 (31)
k=
ko'rinishga olib kelinadi.
Ikkinchi tartibli differensial tenglamaning aralash hosilalax gatnashma-
gan bunday ko'rinishi, odatda lining kanonik (sodda) ko‘rinishi deyiladi.
Agar barcha /** = 1 yoki barcha = —1,k=1,...,n bo'lsa. ya'ni d
forma mos ravishda musbat yoki manfiy aniqlangan bo'lsa, (22) tenglama
x € Q nugtada elliptik tipdagi yoki elhptik tenglarna deyiladi.
Agar fik koeffitsientlardan bittasi marifiy, qolganlari musbat (yoki aksin-

cha) bo'lsa, (22) tenglama x £ Q nugtada giperbolik tenglama deyiladi.
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Hk koeffitsientlardan 1 tasi, 1 < | < n —1, musbat, qolgan n — 1 tasi
manfiy bo'lsa, (22) tenglama ultragiperbolik tipdagi tenglama deyiladi.

Agar fik koeffitsientlardan bittasi nolga teng, golganlari noldan fargli
bo'lsa, (22) tenglama x € Q nuqtada parabolik tenglama deyiladi.

Agar koeffitsiyentlardan karnida bittasi nolga teng bo'lsa, (22) tenglama
keng ma'noda x € Q nuqtada parabolik tenglama deb ataladi.

Agar (22) tenglamada Q sohaning har bir nuqgtasida elliptik, giperbolik
yoki parabolik bo'lsa D sohada rrios ravishda elliptik, giperbolik yoki parabolik
tipdagi tenglama deb ataladi.

Agar noldan fargli bo'lgan, bir xil ishorali ao,oti hagiqigy sonlar mavjud
bo'lib, bareha x £ Q nugta.lar uchun ushbu

U n

a° IA ~nX]'mmwA’) - ai H
i~

tengsizlik bajarilsa, ft sohada elliptik bo'lgan (22) tenglamaga tehs elliptik
tenglama deyiladi.

Masalan, ushbu IYikomi

[L d XlUzax2 —~

tenglamasi > 0 yariin tekislikning har bir nugtasida. elliptik bo'lishi bilan
birga, u bu sohada tekis elliptik emasdir.

Q sohaning turli gismlarida (22) tenglama har xil tipga tegishli bo'lsa,,
unga, aralash tipdagi tenglama deyiladi.

Yugorida keltirilgan Trikomi tenglamasi X2 = 0 o'gning ixtiyoriy gismini
0‘z ichiga olgan ixtiyoriy Q sohada aralash tipdagi tenglamaga misol bo'ladi.

Y c% rida bayon gilingan (22) tenglamaning klassifikatsiyasini ekvivalent
tarzda A [IAIll matritsaning xarakteristik sonlariga asoslanib ham berish
mumkin. Buning uchun algebradan ma’'lum bo'lgan (27) kvadratik for-
maning (30) kanonik ko'rinishidagi pk, k = 1 sonlar A matritsaning
xarakteristik sonlaridan iborat ekanligini eslash yetarli. Ma’lumki, simmetrik
(Aij = Aji) matrisaning barcha xarakteristik sonlari haqiqiydir.

Eslatib o'tamiz, A matrisaning xarakteristik sonlari ushbu

det(A- XI) = 0
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algebraik tenglamaning ildizlaridan iborat. bu yerda I - birlik matritsa.

Demak, (22) tenglama berilgan Q sohaning ixtiyoriy x nugtasida A
matritsa xarakteristik sonlarining ishorasmi aniqglab, (22) tenglamaning gaysi
tipga tegishli ekanini bilib olish mumkin.

Endi xarakteristik sirt tushunchasini Kiritamiz. Ushbu

n

tenglarnaga (22) differensial tenglama xarakteristikalarining tenglamasi de-
yiladi .

Agar oj(xi, ..., xn) funksiyaxaiakteristikaiar tenglamasini ganoatla.nfcirsa

tenglik bilan aniglanadigan sirt berilgan (22) differensial tenglamaning xamk-
teristik sirti yoki xarakteristikasi deyiladi. 0 ‘zgaruvchilax soni ikkita bo‘lganda
xarakteristik egri chiziq liaqida so‘z boradi.

Xarakteristikalar tenglamasini qurish uchun (22) differensial tenglarnaga
mos bo'lgan (23) kvadratik formani tuzib, unda J1 = Jjj, \ deb, hosil
bo'lgan ifodani nolga tenglashtirish zarur.

Faraz qilaylik, w € C2 bo'lsin. (22) tenglamani kanonik ko'rinishga
keltirish maqgsadida x, o'zgaruvebilax o'miga kiritilgan yt o'zgaruvchilaxdan
bittasini, masalan, y] ni yi = oj(x\,X2,..., xn) deb hisoblasak, u holda
xarakteristikalar tenglamasiga ko'ra An — 0 bo'ladi. Shuning nchun ham
diffe- rensial tenglamaning bitta yoki bir nechta xarakteristikalar oilasini

bilish, bu tenglamani soddaroqg ko'rinishga keltirish imkonini beradi.

2.9 Yuqgori tartibli differensial tenglamalarning

va sistemalarning klassifikatsiyasi

m-tartibli xususiy hosilali kvazichizigli differensial tenglama
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ko'rinishda yozUadi, bu yerda G orqali x o'zgaruvchilar, noma’luni n = u(x)
funksiya. va uning 1,..., m — 1 tartibli hosilalarini o'z ichiga olgan ifoda
belgilangan.

(32) tenglamaga mos bo'lgan xarakteristik forma (21) ga asosan

K (Ab me A)) = an(x) A* (33)
lal=n
ko'rinishda yoziladi.
Agar x 6 Q nugtada Ai,..., An o'zgaruvchilarning shunday A; =
— Aj(/xi,. = /In), i — 1, -m= n affin alinashtirishini topish mumkin bo'lsaki,

natijada (33) formadan hosil bo'lgan forma /u o‘zgaruvchilarning fagat |
tasini, 0 < I < n, o'z ichiga olsa, (32) tenglama x nugtada parabolik yoki
parabolik buziladi deb aytiladi.

Parabolik buzilish bo'linagaiida, A'(Aj,..., An) = 0 tenglik fagat Ai =
0,..., An = 0 bo'lganda bajarilsa, (32) tenglama x e Q nuqgtada. elliptik
deyiladi.

Agarda Ai,...,A, o'zgaruvchilardan biror A, ni ajratib olish mumkin
bo'lsa (zarur bo'lgan holda bu o'zgaruvchilarning Affin almashtirishidan so'ng),
barcha A' = (Ai,..., A-i,A+],..., A,) £ Kn nugtalar uchun A ga nis-
batan xarakteristik

K(A,A) =0
tenglamaning barcha ildizlari haqigiy bo'lsa, (32) tenglama x € Q nugtada
giperbolik deyiladi.

Agarda A ildizlarning bir gismi hagiqiqiy, qolganlari esa kompleks bo'lsa,
(W~ tenglama x € Q nuqtada go'shma tipdagi tenglama deyiladi.

Bunga asosan m > 3 bo'lgandagina (32) go'shma tipdagi tenglama
bo'lishi mumkin.

Qo'shma tipdagi tenglamaga

+ \
OXN T * 1 + nxXdRQ)

tenglama misol bo'la oladi.
Xuddi shunga o'xshash, (18) tenglama chizigli bo'Irnagan holda (21)

forma xususiyatiga asosan tiplarga ajratiladi. (21) forma koeffitsientlari x
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niigta bilan birga izlanayotgan u(x) yechim va uning hosilalariga bog'liq
bo'lgani sababli, tiplarga ajratish bu holda faqat shu yechim uchungina
ma’noga ega bo'ladi.

Masalan.
n

U (. / ~7me »
2

tenglama u(x) > 0 bo'lgan x £ Q nuqtalaida elliptik, u(x) < 0 bo'lganda
giperbolik va u{x) — 0 bo'lgan x 6 Q nugqtalarda parabolik buziladi.
Misol. Chizigli bo'Imagan

F {Mm[, xo, a;ir!, ux x.,, Uy2+ U*,n “1 iJ2/"2z2 4uT3l.2 0

tenglamani garaymiz. Bevosita tekshirish yordamida ishonch hosil gilish
mumkinki, Ui(xi,x2) = 2x], «2(™»®2) — 5xixa, w (x\,x2) — X\ lar bu

tenglamaning xususiy yechimlaridir. Tenglamani

1 1 2
UXz + 2 Lj24Wed ~ 42¥2  ~bBZI2 ¢ "

ko'rinishda yozib olib, (16) kvadratik formaning

5F 9F _ riF dF _ 17
% i 12 <%2 2"
tfF o>F <9F c>F r, ,
021 = Q----- = Qememae- = a22 = Q- = e = USX2 + - 4
0921 OuI ft d«J2 VU

koeffitsientlarini aniglaymiz.

I
N

1. W yechirnni garaymiz. Bu yechiinda, ay, = 1,au = (12l = 2,un
bo'lib, (33) kvadratik forma

Kiniond — 4 4nln2a-

ko'rinishga ega bo'ladi. Osongina tekshirish mumkinki, bu kvadratik forma
koeffit.sientlaridan tuzilgan matritsaning xos sonlari 71 = 0, 72 = 5 lardan
iborat. Shunung uchun vi, 6 o'zgaruvchilarni shunday tanlash mumkinki,

kvadratik forma

K{w,n2 = 71" + 722 = 572
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ko'rinishga o'tadi. Demak, w, yechimda tenglama- parabolik tipga mansub
ekan.

2. M2 yechimni garaymiz. Bu holda ay = l,ai2 = 21 = 0,02 — 1
bo‘lib, (33) ga ko'ra kvadratik

K (A, A2) = \\ + XI

formaning o'zi kanonik ko'rinishga ega. Bundan u2 yechimda tenglama el-
liptik tipda ekan.

3. ui yechimni garaymiz. Bu yechimda ay = 1,«12= a2l= 0,022 = 4
bo'lib,

~ (A, A2) = Aj —4A5.
Demak, w, yechimda tenglama giperbolik tipda ekan.

Qaralgan har uchala holda. ham ay, i,j = 1,2, koeffitsientlar xi,x<i 0‘zga-
ruvchilarga bog'liq emas. Shuning uchun har bir holda tenglama Q sohaning
barcha nuqtalarida faqat bitta tipga ega, bo'ladi.

(32) tenglamaning quyidagi xususiy holini o'rganamiz.

Biror erkli o'zgaruvehiga (bu o'zgaruvchini t orgali belgilayiniz) riisbatan

m - tartibli hususiy hosilasi ajratib yozilgan

D fu+ V ak.,U,s)iy:itu - /(/..r; (329

kA\a\gr\h=fm
tenglama, Kovalevskaya tipidagi chizigli m - tartibli hususiy hosilali differen-
sial tenglama deyiladi. Bunda. avvalgi kabi, a = («],..., «,.Vmultiindeks.

(32~tenglamaning chap tomonini m-tartibli hosilalar gatnashgan

D™u + n2 akn{"x)DxDtu”
kA\a\<mik "m

berilgan tenglamaning bosh gismi deb ataluvchi hamda u(t, x) va uning

1,..., m —1 tartibli hosilalarini o‘z ichiga olgan

fo+|o;l<m

gismlarga ajratamiz.
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Bxn\ = d:\dz... di: d\

differensial operatorni

ANAN - A

bilan almashtirib, tenglamaning bosh cjismini unga mos keluvchi

Tm+ ~ (Ikia(t,x)\aTk
K-\-\a\<TTiK L

ko'rinishdagi xaraktiristik formaga keltiramiz.
Faraz qgilaylik, (32') tenglamaning koeffisientlari D C R ntl sohada haqiqiy
va uzluksiz funksiyalar bo'lsin.

Ta'ri f. Agar

TN+ Y1 *0)Aat°® (33"
KAN\A\TTLIK A M

xarakteristik tenglama £ ¢ O lar uchun (to, x0) £ D nuqtada fa,gat haqiqiy
Ti Ti(to,xo,£), m. ;,;rm — Tm(to,xo,£) ildizlarga ega bo'lsa. u holda (32
tenglama (to, xq) £ D nuqtada, giperbolik deyiladi.

Agar (33') xarakteristik tenglama £ ¢ 0 lar uchun fagat haqiqgiy va har
xil 7 = Ti(t0, 0, rm = Tm(t0,x0,0 ildizlarga ega bo'lsa, u holda (32"
tenglama

(i0,2'0) £ D nugtada qat’iy giperbolik deyiladi.

Agar £ ® 0 lar uchun (32" tenglama hagqiqiy ildizlarga ega bo'lmasa, u
holda

(32") tenglama (to, xq) £ D nuqgtada elliptik deyiladi,

Agar (32') tenglama D sohaning har bir nugtasida giperbolik (gat'iy
giperbolik, elliptik) bo'lsa, u holda u D sohada giperbolik (gat’iy giperbolik,
elliptik) deyiladi

M is o I. | 2tekisiikda
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tenglamani gqaraymiz. bu tenglamaga mos keluvchi xarakteristik tenglama-
ning yechimla.ri ™\ = — va Tr = t£ lardan iborat. Demak. ta'rifga ko'ra
tenglama giperbolik tipga ega. R.avshanki, G K2 : t & 0} sohada
tenglama qat’iy giperbolik bo'ladi.

Endi xususiy hosilali differensial tenglamalar sistemasining klassifikat-

siyasiga gisqgacha to'xtalib o'tamiz.

(18) tenglamada F funksiya k oichovli F = (FI,... ,Ft) vektor funksiya-
dan iborat bo'lsin. Faraz gilaylik, bu vektorning F\,..., Ft komponentlari Q
soha x nuqtalariva = u3,gnh= 0*4),j = 1 haqigiy o'zgaruvehilar-

ning berilgan haqigiy funksiyalari bo'lsin.
Ushbu

Ft{x,...,.Dauh...)= 0, i=1,...,k, j = (34)

ko'rinishda.gi tengliklar, noma’'ium w,, ..., w funksiyalarga nisbatan xususiy
hosilali differensial tenglamalar sistemasi deyiladi. (34) tenglamalar sis-
temasida gatnashayotgan noma’ium funksiyalar hosilalarinmg eng yuqori
tartibiga. shu sistemaning tartibi deyiladi.

(34) sistemasining tartibi m ga teng bo'lsin. Agar F, r = 1
funksiyalar barcha g# o'zgaruvchilarga, nisbatan chizigli bo'lsa, (34) sistema
chizigli, agarda. F, lar, i = 1,..., k, barcha dy, |al = m larga nisbatan cliizicjli
bo'lsa, (34) sistema kvazichizigli deyiladi.

Agar (34) sistemada k = I,k > |,k < | bo'lsa, u mos ravislida aniq,
ortig'i bilan aniglarigan va yetarlicha aniglanmagan deyiladi. (34) sistema
aniq bo'lib, uning har bir tenglamasining tartibi m ga teng bo'lsin.

~tdlhbu

OF
(o ij=1 |k, Y Awy=m
dgb

kvadratik matritsani tuzamiz.

I<{/lb ..., An) = det Y aaXa= det Y a'n. , ememK " (35)
\a\~+0 T
ifoda hagiqiy skalyar Ai,..., A, parametrlarga nisbatan km tartibli for-

rnadan iboratdir. Bu forma (34) sistemaning xarakteristik determinant, dey-

iladi.
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(35) formaning xarakteriga garab, xuddi (32) tenglarnaga o'xshash, (34)
sistema. ham tiplarga ajratiladi. Ko'p hollarda tadbigiy masalalarda uchray-

digan tenglamalar sistemasini ushbu matritsali

aaDnu = / (36)

tenglama ko'rinishida yozish mumkin. (36) ifodada Da differensial oper-
ator 1 — (w(x),..., Uk{x)) vektor-funksiya yoki n = =1
matritsa-ustunining har bir komponentiga ta’'sir giladi, aa - koeffitsientlar k-
tartibli matritsadan iborat bo'lib, ular hamda (36) sistemaning o'ng tomoni
/ = (/b «e=1n) yoki/ = \\jlIx = (zi,..., x n) o'zgaruvchilarga, noma’'lum
Uj(x) funksiyalarga va ularning tartibi rn —1 dan katta bo‘Imagan hosilalar-
iga bog'lig bo'lishi mumkin. m = 1 bo'lganda (36) sistemadan birinchi

tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalar sistemasi
rijDju + bu = f (37)

differensial tenglamalar sistemasi kelib chigadi, bu yerda b—fc-tartibli kvadratik
matritsa.

(37) tenglamalar sistemasigato‘g‘ri keluvchi fc-tartibli xarakteristik forma

ushbu n

K (Ai,..., A,) = det~2 aj\j

=i
ko'rinishga ega. Soddalik uchun (37) tenglamaning xususiy holini garaymiz,
yani 37) dan—k—2, 6=0,/ =0,

10 0 -1
, 02
01 1 0

bo'lsin. Bu holda quyidagi sistemaga ega bo'lamiz:

10 a w +0-1|d w
0 1 dxi «2 1 0 IdX2 «2

DiUi + 0 0- D2u2 DiMi - D 2u2 0

0 + D\U2 D 2iti + 0 D2U\ + D\U2 0
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yoki
du\ duz dui oy , N
dxi dx2’ dx2 dxi

Ma’'lumki, (38) kompleks o‘zga,ruvchili funksiyalar nazariyasidan tanish
bo'lgan Koshi-Riman tenglamalari sistemasidir. Bn sistemaga mos bo'lgan

xarakteristik forma

Al —A2 i
K —det(alAl+ <12A2) = det = Af+ Aj
A2 A

ko'rinishga ega bo'ladi.
Demak, Koshi-Riman tenglamalari sistemasi elliptik tipda ekan. z =

Xi + ix2 kompleks o'zgaruvchini hamda

d_1/ 3 .4\

dz 2 IMOxi  *8x2)

differensial operatorni kiritib, (38) sistemani bitta differensial tenglama

N

=0
az

ko'rinishida yozish mumkin. bu yerda

w(z) —UX1,x2) + iu{x1,x2).

2.10 Ikkinchi tartibli ikki o‘zgaruvchili
differensial tenglamalarni kanonik ko‘rinishga

keltirish

Ikkita X va y haqiqiy o'zgaruvchili ikkinchi tartibli kvazichizigli (yugori
tartibli hosilalariga nisbatan chizigli) differensial tenglama ushbu

, - <PU 1 -31U

r, ( 3U n to\
9 )N 5 + »>e [+ <<re +6 (

*mm S '5 J" 0 139)

ko'rinishda yoziladi.

(39) tenglama xarakteristikalarining tenglamasi chizigli bo'Imagan

“BIW" + %)-; 2
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tenglamadan iboratdir.
Bu tenglamani oddiy differensial tenglarnaga keltiramz. Agar u)(X,y)
funksiya (40) tenglamaning yechimi bo'lsa, u liolda ui(x,y) = const egri

chizig (39) tenglamaning xarakteristikasidir. Bu xarakteristika atrofida

yoki
aw  du dy

dx ' dy dx
munosabat bajariladi.

(40) tenglamada

dui dui
dx dy
nisbatni —dy : dx ga almashtirib,
ady1 —2bdydx + cdx2= 0 (41)

oddiy differensial tenglarnaga ega bo'lamiz.

Aksincha, agar w(x,y) = const (41) tenglamaning integrali bo‘lsa, u
holda ui(x,y) funksiya (5) xarakteristikalar tenglamasini ganoatlantiradi.
(41) tenglik xarakteristik egri chiziglarning oddiy differensial tenglamasidan
iboratdir.

(41) tenglik bilan aniglangan(d:c, dy) yo‘nalish odatda xarakteristik yo‘na-
lish deyiladi.

Agar (39) tenglamaning a, b,c koeffitsientlari tenglama berilgan biror
(X, ¥) £ Q sohada yetarli silliq funksiyalar bo'lsa, u holda X, y o‘zgaruvchilar-

ning shunday maxsus bo‘lmaga.n
£= £@ny), v=v(xy)

almashtirish mavjud bo‘ladiki, (39) tenglama Q sohada bu almashtirish yor-
damida quyidagi kanonik ko'rinishlardan biriga keladi:
Elliptik holda

u# + w+ G{i, N, u, w,n4) = o, (42)
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giperbolik holda

«wy + G (Z 4>u>10unv) = 0 (43)
yoki
+ G(”r], u,uc,uv) = 0 (44)
va parabolik holda
um+ G(£,i],n,w,ny) = 0. (45)

Faraz gilamiz, (39) tenglamaning a, b, ¢ koeffitsiyentlari (X, y) nugtaning

biror atrofida C1 sinfga tegishli bo'lib,
a2(xiy) + b2(i,y) + C(x,y) ® 0

bo'lsin.

Umumiylikka ziyon yetkazmay a(x,y) @ 0 deb hisoblashimiz mumkin.
Hagigatan ham. aks holda c(x,y) ¢ O bo'lishi mumkin. Bu holda X va
y o'rnini almashtirib, shunday tenglama hosil gilamizki, unda a(x,y) ¢ 0
bo'ladi.

Agarda a va c lar bir vagtda biror nuqtada nolga teng bo'lsa, bu nugta
atrofida b(x, y) ¢ Obo'ladi. Bu holda x' = x +y, y' = x —y almashtirishlar
natijasida hosil bo'lgan tenglamada a(x,y) ® 0 bo'ladi.

(39) tenglamada erkli o'zganivchilarni ixtiyoriy (qaytariluvchi) almashti-

ramiz:
t = t(x,y), L= u(x,y).

Birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarni quyidagicha hisoblab:

Ut — -f UqTjx, Uy unTly,
XX = -4 rixxu 7]i

Uxy — (ExVy €y*k)VilE  VxVy'U'Tpi Vxy'U'Tji
nyy — “vyryns  TYYw  diy»i shjyun

(39) tenglamaga qo'yamiz. Natijada (39) tenglama
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ko'rinishda yoziladi. Bu .yerda
<*i(E,v) = af£ + 2b N y+ cn,

(s:™) —afxVx + bEFW  EYWI) + cByye
Ci{E, Tj) = ar™ + 2bfxrjy + cq

a= x(£, ), y=y({, if) almashtirish esa £ = £0K,«/), 7= r/(x,y) ga teskaxi
almashtirishdir.

('10) xarakteristikalar tenglamasini
f K 6 - \ n
a1 - H--mmeeeeeee- wv | | [ w« J—0 47

ko'rinishda yozib olamiz, bu yerda A = ac —b2. Dastlab (39) tenglama
elliptik tipga tegishli bo'lsin, ya'ni (x,y) nugta atrofida A(x,y) > 0, shu
bilan birga y/—, = i\/A.

Bu holda. (47) tenglama hagqigiy yec.himlarga ega emas. Shuning uchun

w(x,y) =£(X,y) + irj(x,y)

deb belgilab olamiz. Agar (40) tenglamaning chap tomonini g orgali belgi-

lasak, bevosita hisoblashlarni amalga oshirib,
q= aj —ci + 2ib (48)

bo'lishiga ishonch hosil gilish mumkin. Shunga muvofiq uj(x, y) funksiyani

ushbu ikkita

Heoemme—-2- uy —0 (49)

tenglamadan birining yechimi sifatida izlash tabiiydir. Bu tenglamalarda Ly
oldidagi koeffitsiyentlar o'zaro go'shma kompleks ifodalardan iborat. (49)

tenglama ikkita birinchi tartibli

a ' bty VAN =0
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anx +br)y- \/AEy = 0 (50)

tenglamalar sistemasiga ekvivalentdir. (50) t.englaraalar Beltrami tenglamalari
deb ataladi.
Endi f = i(x,y)vag= r](x,y) sjfatida Beltrami tenglamalariuing yako-
biani
iy * 0 &
bo'lgan yechimlarni olamiz. <j(x, y) funksiya (40) xarakteristikalar tenglamasi-

ning yechimi bo'lgani uchun (38) tenglik nolga teng bo'ladi. Bundan

ttj = Ci,bi=0
kelib chigadi. (50) tenglamalardan £x va rjx ni topib «i, b\ koeffitsiyentlar-
ning ifodalariga qo'ysak,

Oi=a = -((; +rfy¥:0

bo'lishiga ishonch hosil gilamiz. (46) tenglamaning barcha hadlarini noldan

fargli bo'lgan

ifodaga bo'lib, (42) tenglamani hosil gilamiz.
Endi (x,y) nuqgta atrofida (4) giperbolik tipga tegishli bo'lsin, ya'ni A <
0, £{x,y), rj(x,y) funksiyalar esa mos ravishda
b+ y/A

e+ - ~ —tv= °-

Th + — W=0 (52)
tenglamaning (51) shartlarini ganoatlantiruvchi yechimi bo'lsin.

Bu holda, (52) ga asosan
. . . pi
oi=ci=0, bi=2—£nydo0.

Agarda £y = 0 yoki fy = 0 bo'lsa, (52) asosan (51) yakobian nolga teng

bo'ladi. £{x,y), ri(x,y) funksiyalarning tanlanilishiga. muvofiq bunday bo'lishi
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rfiumkin emas. Shu sababli (x,y) nuqta atrofida b\ ¢ 0 bo'ladi. (46)
tenglama 2b\ ga bo'lingandan so‘ng (44) ko‘rinishga keladi. a —£+ 1), p =
£ —r] almasbtirish natijasida (44) tenglamadan (43) tenglama kelib chigadi.

Nihoyat I — 0, ya'ni (x,y) nugta atrofida (39) tenglama parabolik

bo‘lsin. i(x,y) sifatida
aix+ 4y =0 (53)

tenglamaning o‘zgarma,s sondan farqli bo'lgan yechimini olamiz.

Bu holda ai = bi = 0 bo'ladi. r/(x,y) funksiyani shunday tanlab
olamizki, natijada ci(£, rj) ® 0 bo'lsin. Natijada. (46) dan (45) tenglama
hosil bo'ladi.

Yugorida. hosil gilingan xususiy hosilali birinchi tartibli chizigli differen-
sial tenglamalar yechimlarining mavjudligi masalasi birinchi tartibli oddiy
differensial tenglamalar nazariyasi bilan uzviy bog'ligdir. Oddiy differen-
sial tenglamalar naaariyasidan ma’lumki, a, 6, ¢ funksiyalar yetarlicha sillig
bo'lganda xususiy hosilali chizigli tenglamalarning (50) sistemasi hamda (52)
va (53) chizigli tenglamalar (39) tenglama bilan berilgan (x,y) E D nugtasi-
ning kichik atrofida yakobiani noldan fargli bo'lgan yechimlarga egadir.

Shu bilan (39) tenglamani (Xx,y) nugta atrofida, j*ani lokal (42), (43) (
yoki (44)) va (45) kanonik ko'rinishlarga keltirish mumkin.

Misol. Ushbu

li-ix “t XLy — 0

Trikomi tenglamasini Oxy tekislikning tenglama tipi saglanadigan sohalarida
kanonik ko'rinishga keltiramiz.

A = ac —b2 = x bo'lgani uchun, x < 0 sohada tenglama giperbo-
lik, Xx > 0 sohada esa elliptik tipga ega. Dastlab giperbolik holni garay-
lik. Bu holda xarakteristikaning differensial tenglamasi (dy)2 + x (dx)2= 0
yoki dy — £\f~*xdx ko'rinishga ega bo'lib, u ikkita y + |(—k)32 = const
vay — | (—x)3R2 = const hagiqiy integrallarga ega. £ = y + |(—x)32,
jl = y — | (—x)32 almashtirishlarni bajaramiz. Buning uchun ux, L, uTX

uyy hosilalarni £,r; lar orqgali ifodalab, tenglamada uxx, uyy larning o'rniga
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go'yamiz. Natijada

54 8(—

ni hosil gilamiz. (—x)i = |(£ —rj) ekanligini inobatga olsak,

Bu ga.ralayotgan tenglamaning birinchi kanonik formasi. £, 1j lar o'miga
boshga £ = vy, j — | (—x)3*2 o'zgaruvchlarni kiritamiz. Yana ux, uy, uxx,

nT larni f,f) lar orqali ifodalab, tenglamani ushbu

uii - U4 3fj~

ikkinchi kanonik formaga keltiramiz. Ravshanki, f = |J(f + rj), fj — —
rj) almashtirishlar yordamida bu kanonik formalarni biridan ikkinchisiga
o'tkazish mumkin.

Endi x > 0 soharii qaraymiz. Bu soliada tenglama elliptik bo'lib, xarak-
teristik tenglamaning ikkita kompleks-qo'shma y + [ix3" = const va, y —
|ix3/2 —const yechimlarini olamiz. Yangi o'zgaruvchilaini £ —y, fj — |.t32
kabi tanlab, ux, uy, uxx, Uy larni yangi o'zgaxuvchilar orqali ifodalaymiz.

Natijada tenglamaning

u+ “w+ L, =0 V>0

kanonik formasini hosil gilamiz.

X = 0 hoi parabolik tipga to‘g‘ri keladi. Bunda galayotgan tenglama
xususiy hosilali differensial tenglama sifatida qizigish tug'dirmaydi.

E s 1at m a. Osongina tekshirib ko'rish mumkinki, birinchi para-
grafda keltirib chigarilgan bir, ikki va uch o'lchovli issiglik o'tkazuvchanlik
tenglamalari parabolik tipga, Laplas va Puasson tenglamalari elliptik tipga,

to'lgin tarqalish tenglamalari giperbolik tipga tegishli bo'ladi.
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211 Koshi masalasi va uning qo‘yilishida

xarakteristikalarning roli

Bir jinsli WImagan tor, sterjen, membrana, uch o'lchovli hajmlarning
tebranishlari hamda. bir jinsli bo'Imagan muhitlarda elektrornagnit, elastik
va akustik to'lginlarning tarqgalishi kabi ko‘p t.adbigiy masalalar 4-paragrafda

keltirib chiga.rilgan

otl —div (pVu) —qu 4- F(x, t) (54)

ko'rinishdagi tenglamalar yordamida ifodalanadi. Bundagi u(x, t) noma'lum

funksiya umumiy holda n ta fazoviv x = (x*,..., X,,) koordinatalargavat vaqt
o'zgaruvchisigabog‘liqdir. p, p, q- koeffisientlarntafazoviyx = (xi,...,xn)
koordinatalarning funksiyalari bo'lib, fizik jarayon sodir bo'layotgan muhit-
ning xossalari bilan aniglanadi, ozod had F(x, t) esa ta'sir gilayotgan tashqi
kuchlarning int.ensivligini ifodalaydi. (54) tenglamadagi div va V operator-

lari gatnashgan ifoda yig'indi ko'rinishida quyidagicha yoziladi :

(54) tenglama uehnn (giperbolik tip) klassik Koshi masalasi quyidagicha
go'yilishi mumkin:
C2(IT1x X+) N CL(Kn x R+) , bu yerda Lk = ji € &\t > o] , H+ =

jitEM | f>0]j sinfga tegishli, (®fl x M+) yarim fazoda (54) tenglamani va
t—+0 dx

=unrl)- ™\t=+o0=u” (55)

boshlang‘ich shartiami ganoatlantiruvchi u(x,t) funksiya topilsin.

p— = div(j)Vu) —qu + F(x, t) (56)
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diffuziya tenglamasi uchun (parabolik tip) klassik Koshi masalasi quyidagicha
go'yiladi:
C2(Rnx R+) n C (Rrix Rj.) sinfga teg-ishli, (Mn x R+) 0 yarim fazoda

(55) tenglamani vat = +0 da

uL+0 = no(x (57)

boshlang'ich shartni ganoatlantiruvchi u(x,t.) funksiya topilsin.

Koshi masalasini umumiy hoi uchun ham go‘vish mumkin. Shu magsadda

X —(Xi,...,xn) o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli ushbu
N~ n i \ d2u *( du\ .
A +D(* " &Peee’lll ) =° 1leg- (58)

kvazichizigli differensial tenglamani qarlz:l?/miz. (58) da. barcha Ajj koeffit-

sientlar va ® funksiya uzluksiz hamda Y2 (x) @ 0 deb hisoblaymiz.
U=i
Quyidagi umumiyrog bo'lgan Koshi masalasini o‘rganamiz: yetarlicha
silligS = {x £ R" Juj{Xj,..., xn) = 0} sirt va bu sirtga urinma bo'lmagan,
uning har bir nugtasida biror | yo'nalish berilgan bo'lsin. S sirtmng biror

atrofida (58) tenglama va Koshi (boshlang'ich)

= Ulix) (59)
S

shartlarini ganooilantiruvchi u(x) funksiya topilsin.

M isol. Sterjenning ko'ndalang tebranish tenglamasi uchun u(x, t)
fSftksiyaga nisbatan S vazifasini t = to vagtda Ox o'gining [0, Nkesmasi yoki
butun OXx o‘qg o'ynashi mumkin. Bunda. ttj» = no(xk) shart t = to vaqtda
Ox o‘q ko'rsatilgan gismining u(x,to) = w(x) siljishini bildiradi. Agar x,t
o‘zgaruvchilarning R 2 fazosida, tanlangan S da Ot o‘gning musbat tomoniga
garatilgan yo‘nalishni bersak, ~ = U\{x) shart t = to vaqtda Ox
o'gning ko‘rsatilgan gismida f (x,t0) = uQXx) sterjenning ko'ndalang siljish

tezligi ma’'lum ekanligini bildiradi. Bu holda sterjenning t> to vaqtlarda S

ning bir yoglama- atrofida tebranishlari o'rganiladi.
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' R3dasigilmaydigan suyuqlik ogimi potensialini ifodalovchi Laplas tengla-
masi uchun S sirt sifatida, masalan, to'g'ri burchakli dekart koordinatalari
Ox 1X2X3 sistemasida Oxyx2 tekislikni tanlash mumkin. un (x},x2, X3} | xeS
= w(x) shart = 0 da potensialning u(xi,x2,0) = Ua(xi,x2) giymatlari
ma’lnm ekanligini bildiradi. Agar xi,x2,x3 o'zgaruvchilarning R 3 fazosida

S (x3 — 0) ning barcha miqtalarida OX3 o‘qga parallel yo‘nalishni bersak,

= u\(xi,x2) shart Ox\X2 da ogim tezligi normal tashkil
[z,.xi.x3)eS

etuvchisi — ui(x™, x2) ogim tezligi normal tashkil etuvchisi-
ning berilayotganini Ib:)i)I:((:i)iradi. Bu holda u(x) yechimni X3 > 0 da yoki barcha
M'lfazoda topish masalasi o'rganilishi mumkin.

Boshlang'ich shartlar berilayotgan S sirt etarlicha silliq ekanligi va |
yo'nalish bu sirtga o'tkazilgan urinmada yotmasligi sababli, (59) shartlar-
dari foydaianib, S sirtda izlanayotgan funksiyaning barcha birinchi tartibli
hosilalarini topish mumkin. Endi (58) tenglama va (59) shartlardan foy-
dala.nib, S sirtda u(x) funksiyaning ((58) tenglamaning u(x) yechimi mavjud

deb faraz gilamiz) ikkinchi tartibli hosilaiarni topish mumkinrni savolini
go'‘yamiz.

T a’'rif. M"-n o'lchovli Evklid fazosidagi (n —1) o'lchovli tekislikka
gipertekislik deyiladi; n — 3 da gipertekislik oddiy tekislikdan, n — 2 esa

to'g'ri ehizigdan iboratdir.

Awalo, boshlang'ich shartlar xi = XL gipertekislikda (Rn - n o'lchovli
evklid fazosidagi (n — 1) o'lchovli tekislik gipertekislik deyiladi; n = 3 da
gipertekislik oddiy tekislikdan, n = 2 esato‘g‘ri chizigdan iboratdir) berilgan

holni ko'ramiz:

. et N AU = uxz,., X,), (60)

o

x

bu yerda | yo'nalish sifatida normal olinyapti, (60) shartlar asosida xi = x°
gipertekislikda w hosiladan tashgari u(x) funksiyaning birinchi va ikkinchi
tartibli hosilalarini aniglash mumkin. ‘-1 in aniglash uchun (58) tenglamadan

foydalanishirniz kerak. Bunda ikki hoi bo'lishi mumkin:
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1) An(xa,x2,...,xmd O, 2) An(x°,x2,...,x,,) = 0.

1-hoida, Xi = X®gipertekislikda ni yagona ravishda aniglash mumkin;
2-holda esa aniglab bo'Imaydi. Endi umumiy holni, ya'ni boshlang'ich

shartlar biror S:

w(xb z2,..-,xn) =0

sirtda berilgan holni ko'ramiz. S sirt atrofidaX \ , x ,, o'zgaruvchilar o'rniga

yangi Yi,..., yno'zgaruvchilarni

yi = wi(x), Vyi=0JKX, i=2,...,n (61)

formulalar bilan kiritamiz.

Shu bilan birga, wt(x) funksiyalar yetarli sillig va (61) almashtirishnmg
yakobiani noldan fargli gilib tanlab olinadi. Yangi o'zgaruvchilarga nisbatan
(58) tenglamaning koeffisentlarini Ake orqali belgilab olsak, A”e = Aeg teng-

likui e’'tiborga olib. (58) tenglamani quyidagi ko'rmishtlayozib olish mumkin:

— ru n\"-r g2 yn"—  ax; — ", du \
nuT 7 + 2>, Neg—"~—1F ) —n----V ymﬂgl— 1= 0.
“J AY1<3Ye <%<3Ye v il &Yn)

(62)
S’ sirt tenglamasi esa j/i = 0 dan iborat bo'ladi, va:ni bu holda masala

avvajjy xususiy holga keladi:

uL=0= ¥o(¥2, = VI(».een, Hri)-

V1=0

Agar S' sirt (58) tenglamaning xarakteristik sirti bo'lmasa, /iy, ¢ O
bo'ladi. Bu holda (62) tenglamaga kirgan barcha hosilalarni Y\ = 0 da
hisoblash mumkin. Agarda S xarakteristik sirt bo'lsa, Au = 0 bo'ladi.
Natijada (62) tenglamada 1, hosila ishtirok etmaydi. (62) dan boshlang'ich

shartlarga asosan y —0 bo'lganda ushbu
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tenglik hosil bo'ladi.

Bu tcnglikdan agar S xarakteristik sirt bo'lsa, boshlang'ie.h shartlarda
berilgan 1m va Xx funksiyalar o'zaro bog'langan bollib qolislii kelib chigadi.
Demak, xarakteristik sirtda boshlang’ich shartlarni ixtiyoriy berilish mumkin
emas. Bu holda Koshi masalasi umuman yechiinga ega bo'lmasligi mumkin
yoki yechimga ega bo'lsa barn u yagona bo'Imaydi.

Yugqoridagi fikrlarning tasqig'i sifatida quyidagi misolni keltiramiz:

Misol. Ushbu

c)xdy
tenglamaning

«|#=+0 = WIW, 93/’7/—*+O:M*)

boshlang'ich shartni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Ravshanki, X — xg = const, y = yo = const to!g‘ri chiziglar oilasi,
jumladan y = 0 ham berilgan tenglamaning xarakteristikalaridan iborat.
Demak, boshlang'ich shartlar xarakteristikada berilyapti. O'rganilayotgan

tenglamaning umumiy yechimi

n(x,'y) = fi(x) + fi{y)
dan iborat. Umumivlikka ziyon yetkazmay /2(0) = O deb hisoblashimiz

mumkin.

Boshlang'ich shartlarga asosan

Agar tpi(x) ¢ const bo'lsa, oxirgi tenglikning bajarilishi mumkin emas,

bu holda Koshi masalasi yechimga ega bo'imaydi.
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Shunday qilib, ipt(x) = const —a bo'lgandagina Koshi masalasi yechimga
ega bo'lishi mumkin. Bu holda /2(%) sifatida ushbu funksiyani olishimiz

mumkin:

f'ib) = aY+ c(y)-
bu yerda c(y) funksiya C2(y > 0) sinfga tegishli va ¢(0) = ¢'(0) = 0 shart-
larni ga,noatlantiruvchi ixtiyoriy funksiya.
Agar <po[x) G C2 bo'lsa, Koshi masalasining hagigatdan yechimi mavjud

bo'lib, u yechim

u(x,y) = <pux) + ay + c(y)
formula bilan aniqlanadi, lekin yechim yagona emas.

Matematik fizika tenglamalari uchun qo'yilgan masalalar aniq fizik jara-
yonlarning matematik modeli bo'lganligi sababli, bu masalalar quyidagi shart-
laiga bo'ysunishi lozim:

a) biror Mi funksiyalar sinfida yechim mavjud bo'lishi,

b) biror Mo funksiyalar sinfida yechim yagona bo'lishi,

c¢.) yechim berilganlardan (boshlang'ich va chegaraviy shartlardagi funksiyalar-
dan, ozod haddan, tenglama koeffitsientlaridan va shu kabilardan) uzluksiz
bog'lig bo'lishi zarur.

n yechimning berilgan i1 funksiyadan uzluksiz bog'ligligi quyidagini bildira-
di: faraz gilaylik berilgan iift, Kk — 1,2, =, funksiyalar ketma-ketligi n ga
biror ma’'noda yaqinlashsin va u*, k — 1,2, mem, 1—masalaning mos yechim-
1&H»edsin. U holda mos ravishda tanlangan yaginlashish ma’nosida K —¥ 00
da w, —»u1 bo'lishi kerak.

Masalalarda berilgan funksiyalar, odatda, tajriba asosida aniqlanadi, shu-
ning uchun ham ularni absolyut aniq topish mumkin emas. Demak, bu
funksiyalarda biror xatolikning bo'lishi tabiiydir. Bu xatolik o'z navbatida
yechimga ham ta’sir ko'rsatadi. Masalalarni tekshirishda, yechimning rnavjud-
ligi va yagonaligidan tashqari berilgan fuiiksiyalardagi xatoliklarning yechimga
sezilarli ta’sir ko'rsatmasligi, ya’'ni yechimning berilganlardan uzluksiz bog'lig-

ligi muhim ahamiyat kasb etadi.
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Yuqoridagi shartlarni ganoatlantiruvchi masala Mi NM% funksiyalar siu-
fida korrekt go'yilgan masala yoki to'g'ridan-to'g'ri korrekt masala deyiladi.
a)-c) shartlardan kamidabittasi bajarilmasa ham masala korrekt qo‘yilmagan

masala deyiladi.

212 Koshi - Kovalevskaya teoremasi va Adamar
misoli

Oddiy differensial tenglamalar va tenglamalar sistemasi nazariyasida Koshi
masalasi yechimining lokal mavjudlik va yagonalik teoreinalari (Pikar teore-
malari va uning anaioglari) yaxshi ma’'lum. Ushbu bandda biz o'xshash
teoremani xususiy hosilali tenglamalar uchun keltiramiz. 0 ‘rganiladigan
tenglamalardagi noma’'lum funksiyalar n + 1 o'zgaruvchiga bog'lig bo'lib,
bulardan bittasini t orgali, qolganlarini esa x = (®i, m.. ,xn) orgali belgilab

olamiz. Avvaio ikkita ta'rif kiritamiz.

T a'rif. N tanoma'lum w,..., un funksiyali ushbu

(63)

differensial tenglamalar sistemasining o‘ng tomonidagi tpi funksiyalarda t
o'zgaruvehi bo'yicha Kr—1 dan yuqori tartibli boshqga. o'’zgaruvchilar bo'yicha
ki dan yuqori tartibli hosilalar ishtirok etmasa, ya'ni ao + a\ + ... + an <
hi, o < ki —1 bo'lsa, (63) sistema t o'zgaruvchiga nisbatan normal sistema
deyiladi.

Masalan, to'lgin tenglamasi, Laplas tenglamasi, issiglik targalish tenglamasi
hax bir x o'zgaruvchiga nisbatan normal tenglaraadir. bundan tashqaii to'lgin
tenglamasi t ga nisbatan ham normal t.englamadir.

Ixtiyoriy xususiy hosilali differensial tenglamalar sisternasini umuman

(63) ko'rinishga keltirish mumkin emasligini eslatib o'tamiz.

T a'rif. Agar f(x), x — (X%,___xf) funksiya, xo nugtaning biror

atrofida tekis yaginlashuvchi
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f(x) = £ Ca(x- x0°=J2~ ( * - *0)ae
<=0 a>0

— Cc(x1 2 (#  3'0) ~ (1 &0l) 1 *ee (AL <«NOi)

darajali gator bilan ifodalansa, u Xo nuqtada analitik funksiya deyiladi. xq

nuqgta kompleks bo'lishi ham mumkin.

Agar f(x) funksiya G sohaning har bir nugtasida. analitik bo'lsa, u G
sohada analitik deyiladi.
t ga nisbatan normal sistema uchun Koshi masalasi quyidagicha go'yiladi:

(63) sistemaning t —to da ushbu

dkm

L

= tpik(x), K= 0,1,...,ki- 1, i=1.2,.., N (64)

boshlangHch shartlami ganoatlantiruvchi ui, ...,nar yechimi topilsin. Bu
yerda <pik{x) - biror G C 1" sohada. berilgan funksiyadir.
Berilgan (64) boshlang'ich shartlarga asosan ®{ funksiyalar ishtirok eta-

yotgan barcha hosilalar t —to va X ~ xg da ma’'lum bo'ladi, masalan

u »~ 0=0"bl *o), -d*M -

Xususan, birinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalarning

normal sistemasi

AU »
ot

duN\

,‘x,t’,ui,...,uN,iutui_ .
\ Oxi axnj

, r=1,2,...,0 (65)

ko'rinishda. bo'ladi. Bunda tenglamalarning o'ng tomoni noma’ium funksiya-
larning t bo'yicha hosilasiga, boshqga o'zgaruvchilar bo'yicha birinchi tartib-
dan yuqori bo'lgan hosilalarga, bog'lig emas. Birinchi tartibli normal sistema.

uchun boshlang'ich shartlar
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ko'rinishga ega bo'ladi. Bu shartlarga ko'ra, (65) sistema o'ng fcomonidan @,

funksiyalarning argumentlari (.To, to) nuqtada darhol aniglanadi.

Koshi-Kovalevskaya teoremasi. Agarbarcha <fik{x)
funksiyalar xo nugtaning biror atrofida analitik, ®i(x,t,... ,ujata’,ad,...)
funksiya esa (xq, to,..., Oagfau(xy),...) nuqgtaning biror atrofida analitik
bo'lsa, u holda (63), (64) Koshi masalasi (x0,to) nugtaning biror atrofida
analitik yechimga ega bo'ladi, shu bilan birga bu yechim analitik funksiyalar

sinfida yagona bo'ladi.

Bu teorcma analitik funksiya,lar sinfida Koshi masalasining yechimi yetarli
kichik sohada mavjud va yagona, ekanligini tasdiglaydi.

Analitik bo'Imagan, lekin yetarli silliq funksiyalar sinfida (63), (64) masala
yechimining yagonaligi Holmgren tomonidan isbotlangan. Koshi - Kovalevska-
ya teoremasining to'la isbotini R. Kurantning kitobidan o'gib olish mumkin.

Shuni aytish lozimki, Koshi - Kovalevskaya teoremasi (63), (64) inasala-
ning korrekt go'yilganmi yoki yo'qligi haqgidagi savolga to'liq javob bera ol-
maydi: birinchidan, masalaning bir giymatli yechilishini (xo,to) nuqgtaning
biror atrofida (lokal ma’noda) ifoda,la.ydi: ikkinchidan, teoremadayechimning
berilgan funksiya,larga uzluksiz bog'ligligi hagida hech narsa deyilmayapdi.
Quyidagi misol, agar (63) tenglama o'rniga elliptik tenglama garalganda,
yechimning boshlang'ich shartlarga uzluksiz bog'liq emasligini ko'rsatadi:

Adamar misoli.

Ikki o'Ichovli Laplas tenglamasini

d2u d2u
dx’'l dx\

ko'rinishda yozib olamiz. Ravshanki, bu normal tenglama va u uchun ikkita

Koshi masalasini go'yamiz:

N ML=o0 = 5xrU=0 —®

2y MUo = °> . = EsiH(fa2)'
Yetarhcha katta K lar uchun bu boshlang'ich shartlar, mos ravishda, bir

- biriga istalgancha yaqin ekanligini paygash giyin emas. Shu bilan birga, bu
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masalalar yeehimlari bo'lgan

ul{xix<i) = 0
va
u2(xi, x4) = -j*sm{kx2)sh(kxi),
bu yerda shxi = g ' * - giperbolik sinus, (yechim ekanligi to‘g'ridan -
to‘g‘ri tekshiriladi) funksiyalar yetarlicha katta k larda X\ >0, € K lar

uchun bir -birigan istalgancha katta migdorga faxq giladi.

Ushbu kitobda korrekt go‘yilgan masalalar o‘rganiladi.



3-Bob. Fundamental yechim.

Koshi masalasi

Oldingi bobdada ko'rilgan xususiy hosilali differensial tenglamalar uchun
boshlang'ich va chegaraviy shartlarni ifodalovchi funksiyalar etarlicha silliq
bo'lganda mos masalalarning klassik yechimi tushinchasi kiritildi. Ammo
fizik masaialarda hamma vagt ham bu funksiyalar etarlicha sillig bo'lavermaydi.
Agar boshlang'ich va chegaraviy shartlardagi funksiyalar uzluksiz va kerak-
licha diffrensiallanuvchi bo'Imasa. masalaning differensiallanuvchi yechimi
mavjud bo‘lmasligi ham mumkin. Bunday hollarda differensial tenglamalar-
ning umumlashgan yechimi tushunchasini kiritish muhim ahamiyatga egadir.

Bu tushunchani oddiy differensial tenglamalar uchun aniglashda.n boshlaymiz.

31 Oddiy differensial tenglamalarning
umumlashgan yechimlari va fundamental

yechim tushunchasi

Ushbu
(@)
ko'rinishdagi silliq koeffitsientli (j>n(x) ¢ 0) s-tartibli chizigli oddiy diffe-
rensial tenglamani garaymiz.

T a ' rif. n marta uzluksiz differensiallanuvchm va (1) tenglamani

ganoatlantiruvchi y(x) funksiyaga bu tenlarnaning klassik echimi deyiladi.
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T a ' rif L operatoriga qo'shma operator deb quyidagi tenglik bilan

aniglanuvchi L* opera,toriga aytiladi:

L% x)=f~{-1)k~ (p k(x)y{x)).
ko .

T a ' rif. (1) differensial tenglamaning umumlashgan yechimi deb,

ixtiyoriy ip(x) € D(K) uchun
(y{x),L*ifi(x)) = (f(x),<p(x))

tenglik (integral ayniyat) ni ganoatlantiruvchi y(x) funksionalga aytiladi.

Lem m a, a) klassik yechim umumlashgan yechim hamdir; b) n marta

uzluksiz differensialga ega bo'lgan umumlashgan yechim klassik yechim hamdir.

Isbot. Lemmaning isboti sillig yechimlar uchun bo'laklab integrallash

yordamida olinadigan quyidagi ayniyatlardan kelib chigadi:

(y{x),L*ip(x)) = J y{x) (L*tp(x)) dx = \] (Ly(x)) ip(x)dx =

R R

=1 YOof(x)dx = (y(x)J(x)).

R
T asdiqg. y'(x) = 0 tenglama faqgat klassik yechimga ega.

-«Jsfeot. J <po(x)dx — 1 shartni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy w(x) g D(K)
funksiyani tI;yin gilamiz. Ma’'lumki, ixtiyoriy <p(xX) 6 D(R) funksiyani ip(x) =
d'(x) + cipo(x), bu verda p{x) e D(SL) va ¢ = f ip(x)dx, ko'rinishda yozish
mumkin. Hagigatan ham, bu tenglikni ¢'(x) ga nisbatan yechib va so'ng

integrallab,

X X
h(x) = p(—o) + J ip(t)dt—cJ <pa(t)dt
—oo0 —00
ga ega bo'lamiz. Bundan (x) funksiyaning cheksiz differensiallanuvchanligi

kelib chigadi. ¢p(—o00) = 0 deb olamiz. ip(x) va ipo(x) larning finitligidan,
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yetarlicha katta M uchun x < —M larda ¢p(x) = 0 kelib chigadi. Shu-

ningdek, X > M lar uchun

tenglik o'rinli, ya’'ni dp(x) —finit funksiya. Shunday qilib, db(x) £ Z?(R).

y'(x) = 0 tenglamaning ixtiyoriy yechimi uchun

YO, A0) = (y(x), @'(x) + apo(x))  (y'{x), -p(x)) + c{y(x), {x))

tengliklar bajariladi. Buyerday'(x) = 0 tenglarnaga asosan, birinchi go‘shiluvc.hi
nolga, ikkinchi go'shiluvchi (y(x), <fia(x)) esa ipo(x) ga bo‘g‘lig bo'lgan o'zgarmasga,
teng. Shunday qilib, bu o'zgarmasni cq orgali belgilab, quyidagiga, ega

bo'lamiz:

R

ya'ni y(x) = Go = const. Tasdiq isbot bo'ldi.

Misol. xy'(x) = 0 tenglamani garaymiz. Ma'lumki, bu yerdan
y'(X) = c\S(x), ci— ixtivoiy o'zgarmas, chunki 1-bobdagi (15) formulaga
asosan umumlashgan funksiyalar ma’nosida q x6(x) = 0. y'{x) = aS(x)
tenglamaning xususiy yechimi y(x) —c\B(x) dan iborat. Unga mos keluvchi
bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi c2 = const ga teng. Shuning uchun

y(x) = cis(x) + c2.

Misol. xy'(x)+ (1 —A)y(a;) = 0 tenglamani garaymiz. Bu Eyler
tenglamasidir. Ma’'lumki, uning klassik yechimi yd(x) = £0' /1dan iborat.
Bu tenglama ganday umumlashgan yechimlarga ega degan savol tug‘iladi.
y(x) funksiyaning yuqori tartibli hosilasi oldidagi koeffitsient nolga fagat
X = 0 daerishgani uchun, umumlashgan yechimni 5 - funksiya va uning hosi-
lalarining chizigqli kombina.tsiyasi ko'rmishida gidirish inagsadga muvofigdir.
xS”N = —pe~" ekanligidan, —p - A = 0 tenglikni ganoatlantiruvchi, biror
manfiy bo‘lmagan butun p va musbat bo‘lmagan butun A sonlari uchun

bunday yechim mavjud. Bu yechim ygen(x) — é&-x\x), A < 0 ga teng.
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Bu funksiyaning umumlashgan funksiyalar ma’'nosida tenglamani ganoat-
lantirishi to'g'ridan-to'g'ri ko‘rsatiladi.

T a ' rif. L operatoming fundamental (elementar) yechimi deb
Le(x) = 5(x)

tenglamani ganoatlantmivchi e(x) umumlashgan funksiyaga aytiladi.

Ravshanki, fundamental yechim unga bir jinsli Ly{x) = 0 tenglamaning
ixtiyoriy yechimini qo‘shgan bilan o'zgarmaydi.

Misol. L = jp —1 operatornirig fundamental j'echimi e(x) —
9(x) sinh(.x-) bo'lishini ta'rifdan foydalanib, osongina ko'rsatish mumkin. Biroq
bu yechimdan bir jinsli Ly(x) = 0tenglamaningyechimiy(x) = (1/2)exp(x)
ni ayirib, uni simmetrik

D) = ~\e~W
ko'rinishga keltirish ham mumkin.

Keyinchalik biz e\x<o = 0 shartni ganoatlantiruvchi £+(x) fundamental
yechimlarni garaymiz.

T asdigqg. y(x) = {e*f)(x) yig'ma (agar u mavjud bo'lsa) Ly{x) =

f(x) tenglamani ganoatlantiradi.

Hagigatan ham,

L(e *f)(x) = (Le) (x) *f(x) = (5% /) (&) = f(x).

Masalan, y"(x) —y{x) —f(x) tenglamaning xususiy yechimi bo'lib

Yowk) = J “ M<# = J sinh(t)f{x - t)dt
K 0
yoki
Yar{x) = -\ J e_lt}/("~ - t)dt
E

funksiya xususiy yechimidir.
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.pn(0) / 0 shart bajarilganda, (1) tenglamadagi L operatorning funda-

mental yechimi hagida quyidagi tasdiq o'rinli:

T asdig. (1) L operatorning n > 2 uchun fundamental yechimi
quyidagidan iborat: £+(x) — u(x), agar x > 0 va £+(x) 0, agarx <0

bo'lsa; bu yerda u(x) funksiya
u(0) = 0, '«(0) = 0O, u”2)(0)=0 un0) = 1/Pn(0)
boshlang'ish shartlarni ganoatlantiruvchi bir jinsli Lu(x) —0 tenglamaning

xususiy yechimi.

Isbot. Ko'rinib turibdiki, e+(x)- bo'laklari sillig regulyar umumlash-
gan funksiya va un uchun £+(K)|r=o0 = e (a)la=0 = = = £+~2(@0U=0 = 0,
£+-1(90|x=0 = 1/Pn(0) shartlar bajariladi. Binobarin, £+(x) ning klassik

hosilalarini figurali gavslar bilan belgilab,
NE-+(x) = {e'+(K)} + e+ @) reor(x) = {E+(*)}

JIN2£4(x) = K ()} + t+)N=<() = {< (*)} .

~NOITTEHRK) = {«UTT(*)} + = {e+_1>@)} 5

-Ne+0) = {4n)(*)}+4n 1)F)ir==o«(i) = 1~ ~ )} +

tengliklarga ega bo'lamiz. Natijada,

Le+ = Lu(x) + = d(x)
Pn\y)

ifodalar tasdiqni isbotlaydi.

Ushbu paragrafning so'nggi misolidagi aynan sinh(a;) funksiya, yuqoridagi
tasdigning boshlang'ich sliartlarini ganoatlantiruvchi u(x) funksiya bo'lib
xizmat giladi.

Endi (1) tenglama uchun Pi{x) G Cou{K+},K+ - {x 6 RlJar> 0},1i =
1,2 , nvapn(x) ¢ 0 shartlar bajarilganda ushbu
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Ly(x) = f(x), y(bx=0=yt, i=1,2....,n - 1 2)

Koshining klassik masalasini garaymiz. Masalaning yechimini x € R+ lar
uchun quramiz.

Quyidagi masalani go'yamiz: x > 0 larda (2) Koshi rnasalasmmg yechimi
bo'lgan va x < 0 sohaga nolga teng gilib (umuman olganda silliq emas)
davom ettirilgan y+(x) funksiya topilsin. Xuddi shu tarzda f+(x) funksiyani
kiritamiz, biroq davom ettirilgan funksiyalar uchun oldingi belgilashlarni
goldiramiz: y+ ~*y,f+~* f- Bu umumlashgan funksiyalar ganday tenglama-
ni qanoatlantirishini ko'ramiz. Yuqoridagi kabi umumlashgan hosilarni hisob-

laymiz:

y'{x) = {y'{x)} + yoe(x), y"{x) = {i/"(z)} + yoS'(x) + yiS(x),

y®\x) = 1i/(i)(:r)} + 572/<5(,_j"1)(x),
j=o
bu yerda figurali gqavslar bilan klassik hosilalar belgilangan. Bu forrnulalarni

(2) tenglamaga qo'yib,

EX]
Ly(x) = (Liy()} + *2 ag(n(x) =
i=0
= f(x)+ (3)
i=0 j=0

te~gljj~atni hosil gilamiz.
Shunday qilib, quyidagi ta'rifga kelamiz:
T a’'rif. (3) tenglamadan y(x) funksiyani topish raasalasiga L oper-

atori uchun umumlashgan Koshi masalasi deyiladi.

Umumlashgan Koshi masalasi fundamental yechim yordamida ha! qili-

nishi mumkin:
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Yig‘maning
n-1 n-1
e+ * X~ = X! *Ar)(a)
i=0 t=0

xossasiga ko'‘ra

y(x) = £+* ~M(x) + X]ciU (@)™ ,

bunda u(x)—so'nggi tasdiqda keltirilgan Lu(x) —O0 tenglamaning xususiy
yechimi.

(2) masa,laning xususiy, ya'ni f(x) — 0, yo — W\ = .. = yn-i =
0, Y+*i —1bl 0) tengliklar bajarilgan holini garaymiz. Ma’'lumki, umum-
lashgan yechim

Ly(x) = 8{x)

tenglamani umumlashgan funksiyalar ma’nosida ganoatlantiradi. y|x<o = 0
shartni hisobga olsak, bu yechim fundamental yechim e+ ekanligini ko'rish
giyin emas. Bu e+ funksiyani Ly(x) —0 tenglamaning s+{"™0 = 0, £+{x=0 =
o, .., = 0. £+~ 1)*=o0 = l/p»(0) shartlarni ganoallantiruvchi Koshi

masalasining yechimi sifatida qarashimiz mumkin.

32 Xususiy hosilali differensial tenglamaning
umumlashgan yechimi tushunchasi.

Fundamental yechimlar
0 € Rn sohada m—tartibli chizigli

Lu= ay(x)Dau = f(x) (4)
i«]<m
xususiy hosilali differensial tenglamani gqaraymiz. aa(x) koeffitsientlar yetar-
licha sillig funksiyalar bo'lsin.
Ma'lumki, bu tenglamaning klassik yechimi deb (i sohada (4) tenglikni
ganoatlantiruvchi barcha Dnu, \a < m] hosilalari bilan uzluksiz bollgan u(x)

funksiyaga aytiladi.
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Ta'rifdan ko'rinib turibdiki, (4) tenglamaning hat ganday o‘ng gismi
uchun ham yechim mavjud bo'lavennaydi. Yechim mavjud bo'Jisbi uchun
f(x) funksiya hech bodmaganda uzluksiz bo'lishi zarur. Differensial tcnglama-
larning tadbiqgi nuqgtai nazaridan bu talab juda ko'p hollarda bajarilmaydi.
f(x) funksiya fizik jaxayonni qo‘zg‘atuvchi tashqi manbalarni ifoda.la.ydi. Shu
sababli u, masalan. uzilishga ega bo'lisbi mumkin. Ko'p hollarda tashqi
manba Rn da x° nugtaning biror atrofida jamlangan bo'ladi. Bunday man-
balarni f(x) funksi5a sifatida. S(x —x°) delta-funksiyani olib modellashtirish
qulaydir. Shuning uchun (4) tenglamaning, umuman aytganda, umumlash-
gan f(x) funksiyaga mos keluvchi yechimini garash magsadga muvofigdir.
Tabiiyki, bunda yechim ham umumlashgan funksiya bo'ladi.

Ushbu ip(x) € D(Rn), suppip(x) C U funksiyalarni kiritamiz. Bunday
funksij'alar sinfini D(Q) bilan belgilaymiz. (4) tenglamani ip{x) funksiyalarda
garab, quyidagilarni hosil gilamiz:

(:p)= (E HX)D°u*p= E = E Ir>eay =

lal<m [or;<m

E = («.(-1 PIrr{aay)).
\t\m
T a ' rif. u(x) umumlashgan funksiya (4) tenglamaning O sohada
umumlashgan yechimi deyiladi, agarda. har ganday p{x) € D(Q) uchun
(1,%¥>)=(«, (5)
jol<m
tenglik o'rinli bo'lsa. L orgali (4) tenglikning chap tomonidagi differensial
opesaiarni belgilaymiz:
L= ~2 aa{x)Da. (6)
lal'm
iv = E

tenglik bilan aniglangan L* operat.orni Lagranj ma’nosida L operatorga, qo'shma
operator deyiladi. Kiritilgan belgilashlar yordamida (5) tenglikni quyidagicha
yozish mumkin:

if,?) = («,L» -
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T a ' rif. Agar ixtiyoriy to £ D(SI) va x° € I tayin nugta uchun
h°) = (G.LV)
tenglik bajarilsa, yoki G(x, a0) funksiya (4) tenglamaning
f(x) = 6(x- x°), x° €Q

bo'lgandagi yechimi bo'lsa, G(x,x°), x £ Sl, x° 6 S umumlashgan funksiya
L operatorining 9 sohaclagi fundamental yechimi deyiladi.
M isol n= 10 = K bo'lsin. Bevosita umumlashgan hosilalarni

hisoblab, ishonch hosil gilish mumkinki,
G(x,x°) = (x - x°)0(x - x°)

funksiya

U"(x) = S(x —a0), x £ K
differensial tenglamaning, binobarin L = differensial operatorning fun-
damental yechimidir.

(6) differensial operator fundamental yechimining mavjudligi o'zgarmas
aa koeffitsientlar holida va ikkinchi tartibli giperbolik, elliptik, parabolik
turdagi operatorlax uchun esa a,(x) funksiyalarga qo'yilgan ancha umumiy
farazlar bilan isbot gilingan.

Qayd gilmogq lozimki, L differensial operatorning fundamental yechimi bir
giymatli aniglanmaydi. Hagigatan ham, agar G(x, xn) fundamental yechim
bo'lsa, u holda

G(x, x°) = G(x,x°) + g(x)
funksiya ham L operatorining fundamental yechimi bo'ladi, bu verda Lg —0.

Xususan, yuqorida keltirilgan misolda
(X —x°)B(X —x°) + c\x + C2,

bn verda ixtiyoriy o'zgarmaslar funksiya, ham fundamental yechim
bo'ladi.
L operator o'zgarmas koeffitsientli bo'lgan holda fundamental yechimni

x, X{) nuqgtalarning X —x° kombinatsiyasiga bog'lig holda tanlash mumkin,
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ya'ni G(x,x°) = G\(x —x0). Bu faqat L differensial operatoraing x —x° =
y o'zgaruvchilarni ahnashtirishga nisbatan invariantligi natijasida namoyon
bo'ladi. Bu holat L operatoraing koeffitsientlari x ning biror koordinatasiga
bog'liq bo'Imaganda ham o'rinli. Masalan, L operatoraing koeffitsientlari xi

ga bog'lig bo'Imasa, fundamental yechimni

G(x, x°) = Gi(xi - X[, X, x0), x = (x2,mm x,), x° = (x \ , x“)

ko'rinishda tanlash mumkin.

Q soha R" bilan ustma-ust tushganda (6) tenglik bilan aniglangan L
operatoraing G fundamental yechimi yordamida (4) tenglamaning yechimini
hosil gilish mumkin.

Teorema. f(x) € D'(ffin) funksiya, uchun G * f yig'ma ma.vjud
va TY (Rn) sinfga tegishli bo'lsin. U holda. (4) tenglamaning yechimi O* (Mn)
sinfda mavjud va

u—G *f @)

formula, bilan aniglanadi.

Bu yechim G funksiya bilan yig'masi mavjud bo'luvchi D' (®n) dan olin-
gan funksiyalar sinfida yagonadir.

Isbot. I-bobning 8-paragrafidagi yig'mani differensiallash formulasiga
ko'ra va G fundamental yechimning umumlashgan funksiyalar ma’nosida

LG = (5(x) tenglamani ganoatlantirishini inobatga olib

L{G*f) = ~2 aaD°{G *f) =
la]<m
/ \
= 1J2 a§yrG 1 */ = LG*f =5*f = f
\M<m /
tengliklarni hosil gilamiz. Bu esa, hagigatan ham, (4) tenglamaning yechimi
u= G *f bilan berilishini bildiradi.
Bu yechimning G funksiya bilan yig'masi mavjud bo'luvchi D' OK") ga
tegishli funksiyalar sinfida yagona bo'lishini ko'rsatish uchun (4) tenglamaga

mos keluvchi birjinsli Lu = 0 tenglamaning fagat nol yechimga ega bo'lishini
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koTsatish yetarli. Hagigatan ham,
M=n*p=un*LG—Lu*G=0.

Teorema isbotlandi.
Agar (4) tenglama Q e R " sohada qaralib, G(x,x°) funksiya L opera-

torning fundamental yechimi bo'lsa, u holda tenglamaning yechimi

formula bilan aniglanadi.

33 Differensial operatorlarning fundamental
yechimlari

Mazkur paragrafda umumlashgan funksiyalar nazariyasi oldingi bobda
keltirib chigarilgan tadbigiy masalalarda ko'p uchraydigan xususiy hosilali
differensial tenglamalarning fundamental (elementar) yechimlarini topishda
hamda to'lgin va issiglik o'tkazuvchanlik tenglamalari uchun Koshi masalasi-

ning yechimini qurishda qollaniladi.

3.3.1 Bir o‘zgaruvchili chizigli differensial

operatorning fundamental yechimi

Bir o'zgaruvchili n—tartibli o'zgarmas koeffitsientli

operatorning fundamental yechimi
H{t) = 0(t)Z(1)

formula bilan ifodalanishini ko'rsatamiz. Bu verda, Z(t) bir jinsli LZ = 0

tenglamani va

Z{0) = Z\0) = ~em= Z (M (0), Z(n-1)(0) = 1
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boshla,ng'ich shartlarni ganoatlantiruvchi funksiya. H(t) funksiya funda-

rnental yechim bo'lishi uchun uning
LH = S(t)

tenglamani ganoatlantirishini ko'rsatish zarur. Haqgigatan ham,
dH(t)
dt
=m +m z {n)(t)
tengliklardan
LH = 9{t)LZ + 6(t) = J(t)

ekanligi kelib chigadi.

Xususan,
H{t) = 9(t)e~a 8)
H{t) = 0 (t)~ 9
funksiyalar mos ravishda
d (& 2

dt+a’' » + <&
differensial operatorlarning fundamental yechimi ekanligini ko'rish giyin emas.
Masalan. agarda a = 0 bo'lsa, u holda bu yechimlar mos ravishda O(t) va
te(t) lardan iborat bo'ladi.

3:572~ lIssiglik o‘tkazuvchanlik operatorining
fundamental yechimi
aif n ffi
— - a2AH = S(x,t), XxGIT, 4 = £ A (10)
H 1
tenglamaning yechimini topish uchun Furye almashtirishidan foydalanamiz.

(10) tenglikka x bo'yicha Fx Purye almashtirishini go'llab,

Fx[™M\ -a ZPx[AH]=Fx[i(x,t)}
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quyidagi fomrulalardan foydalanamiz:
Fx[5(x,t)\ = = F[6\(S mS(t) = 6(t),
fJ'I\‘é-tL —_QFX\H), FX[AH] = -|tfFAH}-
Na.tijada, H((.t,) = Fx[H\($,t) umumlashgan funksiya uchun
+ a2\tfH ({,t) = 5(t)
tenglamaga ega bo'lamiz. (8) formulaga asosan bu tenglamaning yechimi
t) = eld)e~*Ne ()]

funksiyadari Iborat bo'ladi. H(x,t) funksiyani aniglaahda 2-bobning (7) for-

mulasidan kelib chiquvehi

N 'i“| V' o foe e b o
(2m™ (2ay/nt)n

tengliklarni e’'tiborga olib, (11) formulaga Furyening teskari almashtirishini

go'llaymiz:

HM - F -w m

Shunday qilib, issiglik o'tkazuvchanlik operatorining fundamental yechimi

(2a\/nyn

formula bilan ifodalanadi.
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3.3.3 To'lgin operatorining fundamental yechimi
OaH , = 6(x,t)

tenglamani garaymiz, bu yerda O, = Rt —a2 - to'lgin operatori. Bu

tenglikka Furye almashtirishini qo'llab, quyidagi tenglamani hosil gilamiz:

+ Q2EPRAanE<)=m, apg,o = fth\

(9) formulaga asosan

A.K.O -
Bu yerdan esa
Hn(x, t) = Fi 1[H,M, )\ = O(t)F~' - (12)
n = 3 bo'lsin. Ftl Jj ni hisoblashda
F[S(at - 4] = 4rma<al ™ 13)

formuladan foydalanamiz. Buning uchun (13) tenglikning o'rinli ekanligini

ko'rsatamiz. Hagigatdan ham,

J 6(at - j\)el{"dy = \] eiagfrds = (ath ela™ s)ds m
R3
2t

xY
= (at)2\] \] eiatk'oost>sinOdedip = 4trar-LLU"' |,
0o
bu yerda Sat = {w" : pq = at}. (12) formulaga teskari Furye almashtirishini
qo'llab,

PBokit]=S  iflimm)= W 6{@A2- |xf) (W)

uch o'lchovli to’lgin operatorining fundamental yechimini hosil gilamiz. Bu
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umumlashgan funksiyadan quyidagi goida bo'yicha foydalaniladi:

@
. 1 f dt
{H3(x,t),ip(x,t)) = I {3{at-\x\).<p{x,0))";
0
4na2,f \ | p(xt)d,Sxdt, £ D(Nei).
0 gt

Shunga o'xshash to'lgin operatorining fundamental yechimlarini mos ra-

vishda n = 1 van = 2 lar uchun hosil gilish mumkin:

3.3.4 Laplas operatorining fundamental yechimi
AHn= O (15)

tenglamaning yechimini n ning turli natural giymatlari uchun topamiz.

n = 1da (15) tenglama

ko'rinishni oladi va uning yechimi 1-para,grafda o'rganilgan ji + a2 opera-
torning fundamental yechimi bilan a = 0 da ustma-ust tushadi.
(9) formulada a -» 0 da limitga, o'tib, (15) ning n = 1 dagi fundamental
yechimiga ega bo'lamiz:
Hi(x) = xB(x)
n> 2 lar uchun (15) tenglikka Furye almashtirishini qo'llab, quyidagini hosil
gilamiz:

NGF(Hn) = 1
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n = 2 bo'lsin. —jjp umumlashgan funksiya oldingi tenglikni garioatlantirishi-

ni tekshiramiz. Hagigatdan ham, ixtiyoriy tp € D (R 2) uchun

I*1V (0 - K1y(0l<u>

(I£] I£12

Isl<i

-/ =/ <p(Ne =M -
€L R2
Shuning uchun,

F(tf) = - ~

Bu yerdan 2-bobdagi (13) formulani Furyening teskari almashtirishi uchun

qo'llab,

Hox) = F1 _p
2 P 19F)

1 1i 1j, Co
\i?F No
formulani hosil gilamiz. Har qanday o'zgarmas, bir jinsli Laplas tenglamasini
ganoatlantirgani sababli oxirgi tenglikdan ~ qo'shiluvchini tasblab yuborib,
fundamental yechimni
H2(x) = In ]

ko'rinishda tanlash mumkin.

n -- 3 da Hn(x) fundamental yechimni issiglik o'tkazuvchanlik opera-
fs#««eg fundamental yechimidan t o’zgaruvchisi bo'yicha tushish usuli bilan
olish mumkin. Issiglik o'tkazuvchanlik operatorining fundamental yechimida
a — 1 deb, quyidagi formulani olamiz:

®
tf,(x) = - J H{x,t)dt =

-0C

--/--—L-e-3-a Je-ut-'du.
J (@2ny/ITt)n am? 3
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r\-nl2 i

'xr 2
v ) A (n —2)w, "

00

bu yerda I'(r) = j e 4zAdt - Gamma funksiya,
u

rfS _ 1, 4n
v2©T | (n—2)w,

un —K” da birlik sfera yuzasi.

34 To'lgin potensiallari

3.4.1 To'lgin operatori fundamental yechimining
xossalari
To'lgin operatorining fundamental yechimlari oldingi pa,ragrafdagi (14),

(14" va (14”) formulalarga ko'‘ra

= ~d(at - , H2(x,t) = 9(t)7- » at— — —
2a( . (1) ()21TaT/a'42—\><\2

Irf)
umumlashgan funksiyalardan iborat. H\ va H2 lar lokal integrallanuvchi
funksiyalar, H3umumlashgan funksiyaning asosiy tp £ £)(R”) funksiyalardagi
giymati esa

I Y1 T |
0 Eg* R3

goida bilan anglanadi, bu yerda E f - markazi x va radiusi at bo'lgan sfera.

A1 va H2 funksiyalarning tashuvchisi I',[ = J(r,f) £ M" x (f > 0) : at >

n = 1,2, yopig konus bilan ustma-ust tushadi.
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6-chizma. soha.

Hi umumlashgan funksiyaning tashuvchisi esa '3 konusning at — by

chegarasida yotadi.
f(x,t) £ 1/(1Kn+l) va pix) e .D(K") ba'lsin. (f(x,t),<p(x)) £ D (M)
umumlashgan funksiyaning ¢({) £ D(R) lardagi giymatini

((F(x,1),<p(x)) ip()) = (F(x,1),Mfi(.x)ip(1)) 7

goida bilan aniglaymiz. Bundan quyidagi tenglik kelib chigadi:

at¥ A x)) = "= 152 - (18)

Hagigatan, har ganday ¢ £ D(M) uchun

= (1)~ = ~{f{x,t), tp{x))"{1)).

Bu esa (18) tenglikning o'rinli ekanligini bildiradi.

T a’'rif. Agar ixtiyoriy <p(xX) £ D (Rn) uchun (f(x, t), <p(x)) umumlash-
gan funksiya Cp(a,b) sinfga (mos ravishda Cp[a,b] ) tegishli bo'lsa, f(x,t)
umumlashgan funksiya t o‘zgaruvchi bo'yicha. (a, b) (mos ravishda [a, b] da

) Cp. p £ [0, 00] sinfga tegishli deyiladi.
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Lemma. Hn, n~ 1 2, 3, fundamental yechimlar t bo'yicha C°c[0, 00)

sinfga tegishli va. D'(WI) ga ushbu

(19)
limit munosabatlar t —+0 da bajariladi.
Isbot. n = 3vaip(x) £ D(R3) bo'lsin. (16) ga ko'ra
(H3{x,t),ip(x)) = j ip(x)ds = J ip(ats)ds. (20)

Xa; So
(20) ning o'ng tomoni cheksiz diiferensiallanuvchi ekanligidan H3{x, t) ning
t bo'yicha C°°[0, oo) sinfga tegishli bo'lishi kelib chiqadi. Bundan tashqari,
(20) ga asosan

(A30M), ¥>(*))-»0, t-H -0. (21)

(18) formulada/ = H3va k= 1,2 deb, (20) dant -> +0 da quyidagilami

hosil gilamiz:
(dH3(x,t) \ dt f '

K

\] V(ats)ds + f <p(ats)ds >m 1.{0) = (6,<p)> (22)

Ei
' f
fd'2H3(x,t) , \ ] "(’ars)as.
l—s r -~";" A¥ J
= * {ats)ds+ - > (23)
El
bu yerda f <p(ats)ds ~ f ip(—at,s)ds - t bo'yicha juft cheksiz difl'erensial-
Bl B

lanuvchi funksiya ekanligidan uning birinchi tartibli hosilasi t —0 da nolga
teng bo'lishidan foydalanildi. tp(x) £ D{M3) ning ixtiyoriy tanlanganligidan
(21) - (23) limit munosabatlarning n = 3 da (19) ga ekvivalentligi kelib
chiqadi.
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Endi n = 2,1 va p(x) E D(M.n) bo'lsin. U holda t > 0 uchun

at 1
(Hi(x,t),<p(x)) = N J tp(x)dx = J <p(atT))dr). (25)
—at -1

Bundan, n = 3 da bo'lgani kabi, lemmaning barcha tasdiqlari kelib chigadi.

3.4.2 Yig'‘ma hagida qo‘shimcha ma’lumotlar

Keyingi o'rinlarda L, orqali markazi i f R " nuqtada va radiusi r bo'lgan

R" fazodagi shar belgilanadi.

T a' rif. TKX £ Z3(Rn) asosiy funksiyalar ketma-ketligi D(Mn) da 1
ga yaginlashadi deyiladi, agarda quyidagi shartlar bajarilsa:

a) ixtiyoriy K kompakt to‘plam uchun shunday N ragam mavjud bo'lib,
barchax 6 K vak > N lar uchun w(x) ~ 1

b) W, k = 1,2,... funksiyalar ixtiyoriy tartibli hosilalari bilan chega-
ralangan .

Tasawur etish uchun w, K= 1, 2,... ketma-ketlik grafigi n = 1 quyidagi
chizmada keltirilgan.

Qayd qilish o'rinliki, bunday ketina-ketlik har doim mavjud. Masalan,

VK(x) —v(i)i buyerda7q42) £ D(R”), r/(xX) = |,i £ [J—ixtiyoriy funksiya.

u yuqoridagi ketma-ketlik shartlarini ganoatlantiradi.

jr

7-chizma. r}(x) funksiya grafigi.
Ixtiyoriy ip(x) € D(R") uchun yig'ma

(! *o><p)= 1 f(x)g(y)<fi(x + y) dxdy (26)
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formula bilan aniglanadi.

(26) tenglikni ixtiyoriy p(x) G D(KT) uchun

(/> = lim {f(x)g(x), m(x; y)<p(x + y)) (26)

ko'rinishda yozish mumkinligini ko'rsatamiz, bu yerdau(x,y),k—1,2,... —
M21da 1 ga yaginlashuvchi ixtiyoriy ketma-ketlik.
Hagigatan ham, og\f(x)g{x)<p(x + <)] funksiya K2 da integrallanuvchi

va

f)a(Y)VK(X; y)plx + y)<coN(x)g{y)tp(x + y)|, k= 1,2,...

tengsizlik o'rinli. Deyarli barcha (x,y) G K21 nuqtalar uchun Kk oo da

f(x)g(y)VK(z; y)<p{x + y) == f{x)g{y) +y)

bo'ladi. Matematik tahlil fanidan ma;lum bo'lgan Lebegning integral ostida

limitga o'tish haqidagi teoremasiga ko'ra

JI f{x)a(y)<p(x + y)dxdy= «I_i)[go JI ) g (y)rik(x-,y)ip{x + y)dxdy
Kn R
tenglikni olamiz. Bu esa (26) ga asosan (26') ga ekvivalent.
f(x) va g(y) funksiyalarning f(x) mg{y) dekart ko'paytmasi va K2n da 1
ga yaginlashuvchi ixtiyoriy [|>7(.'r)] G D(R2n) ketma-ketlik uchun quyidagi

sonli ketma,-ketlikning limiti mavjud va
Jim (f(x) mg{y).mOx\y) mp{x +y)) = {f(x) -g(y).<p{x +¥))

bo'lsin, bu yerda limit |% (k)] ga bog'liq emas. Har bir k da r]k(x; y)-ip(x +
y) € -D'(R2ti)) bo'lgani uchun yuqoridagi ketma-ketlik aniglangan.

(26) va (26') larga ko'ra yig'maning quyidagi ta'rifim gabul gilamiz.

T a'rif f *gyig'ma. deb ixtiyoriy tp(x) G D(R") uchun

(1*9.p) = if0) M), @ + ) = (G /(*) (). mOy)ip{x + )

formula bilan aniqlangan funksiona.lga aytiladi. Bu funksional D (K") ga

tegishli. Ya:ni f * g umumlashgan funksiyadir.
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Teorema. .f(x,t) € ,D/(Itn+1) va g(X,t) 6 D/(Mrl+l) umumlashgan
funksiyalar f{x,t)\t<0 =0va suppg C '+, r+ = £ Mn+1 : at >

a]xk]|] shartlarni ganoatlantirsin. U holda D (Kn+1) da f*g yig'ma mavjud

va 1 ixtiyoriy <p(x, t) € D (Kn+1) uchun

(1 *=<Vv) = (f(U) mgly,T),ri{gri(Mrj(azTz2- W) +y,t+r)) (27)

bo'ladi, bu yerda 4q(x) uzluksiz funksiya bo‘lib, r/(r) = 0,t < —&varj(r) =
1,t > —e (6 va e ixtiyoriy sonlar. S> e > 0). Shuningdek, (/ **q)llt<n: 0
tenglik o'rinli va bu yig'ma / va g funksiyalarning har biri bo'yicha uzluksiz.
ya'ni 1) agar [ ketma-ketlik X (R"+1) da K -> oo uchun 4, — 0, .fiki<0= 0
bo'lsa, D (R"+1) da K — 00 uchun /* * g -> 0 bo'ladi; 1) agar gymketma-
ketlik D' (IR1+1) da K —> 00 uchun gt — 0, gkjl<0— 0 bo'lsa, D' (Rn+1) da
K —>00 uchun / * gk —0 bo'ladi.

Isbot. tp(x,t) e D (Rn+l) ,supptp(x,t) £ tlo4 - ixtiyoriy funksiya va
VK{(.,t"y,T) € ®2n+2 funksiyalar D (K2n+2) da K -> 0o 1 ga yaginlashuvchi

ketma-ketlik bo'lsin. U holda yetarli katta K lar uchun

K= rj(t)v(T)v (a212 ~ bl2) % (£, t\Y, t)<p(E + y,t + r) =

= bl MMN{azr~ W) pE+ Y,t+r) = (28)
tengliklar o'rinli.
(28) formulani isbotlash uchun ¢(x) 6 D(R2n+2) ekanini ko'rsatish yetarli.
Bu esa uning cheksiz differensiallanuvchi ekanligi va tashuvchisi chegaralan-
gan

A) = {(fst,y,r) 1t> -6t > -6, a22- \ye > - 6,

I+ £]2+1* + 2f < 12} CAt== {(C,t,y,r) :-6<t< /14 §

—5 < T< A+ 6 W< ,/Ja2(A + S}2+ 5, ]l < \/a2(A + 5)2-f6+ Aj

to'plamda joylashganligidan kelib chiqadi.

Tanlanishiga ko'ra /(£,£) funksiyaning tashuvchisi atrofida r](t) = 1 va
g(y,t) funksiyaning tashuvchisi atrofida r)(mriazm2 — W2) = 1. Bundan
f(Lt)= t), g(y, t) ri(n7”/(@T2~\y\2)g(y, r). Buva (28) cenglikni
inobatga olib, (27) tenglikning o'rinli ekanligiga. ishonch hosil gilamiz.
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" (/ *y) B0 = 0 tenglikni ko'rsatamiz. <p(x) E D (Rn+l) va supptp C
{R™ x (t < 0)} ixtiyoriy funksiya bo’lsin. suppip ning Rn+l da kompakt
to'plamligi uchun shunday > 0 son mavjudki, bunda suppip C M" x (t <

—S) munosabat o'rinli bo'ladi. U holda 6 sonini 6 ~ ~ shartdan tanlab,
w)r)(Trl(azmz- PN)<p(i + vy, t+ r) =m0

tcnglikka ega bo'lamiz. Bundan esa (27) tenglikka ko'ra t < 0 lar uchun
(/ *g,tf) = 0 o'rinli.

Yig'maning / va g funksiyalarga nisbatan uzluksizligi (27) tenglik va
/(£,1i) mg(y,T) dekart ko'paytmaning / va g larning har biriga nisbatan
uzluksizligidan kelib chigadi. Bunda yordamchi ¥funksiyani k larga bog'lig
bo’Imagan holda tanlash mumkin. Teorema isbotlandi.

N atija (27) formulada f(x,t) = u(x) mS(t), u(x) e D' (Rn) deb
olinsa, undan ixtiyoriy g(x, t) € D' (Rn+l) , suppg C f + funksiya uchun

g * [«(a;) m5)\ = g(x, t) *u(x) (29)

formula kelib chigadi. Shuningdek, bu forrnuladan hamda dekart ko’paytma
va yig'mani differensiallash qoidalaridan foydalanib, quyidagi (29) muno-

sabatni umumlashtiruvchi formulaga ega bo'lamiz:

g * ju{x) =@A)MJ = il N 1) *ux)} - D *ux). (30)

Endi keyinchalik zanir bo'lgan, R" da umumlashgan funksiyalar yig'masining
ekvivalent ta'rifi va ba'zi xossalarini keltiramiz. f(x) va g(x) lar R* da

aniglangan va lokal integrallanuvchi funksiyalar uchun

h(x) = J \g(y)f(x-y)\dy
Rn

funksiya ham R” da lokal integrallanuvchi funksiya bo’lsin. f* g yig'ma deb

J

(f*g)()= [ \f(y)g(x-y)\dy= JfR“ \g(VH{x-y)\dy = (g*f)(x) (31)
S'-

tenglik bilan aniglangan (/ *g)(x) funksiyaga aytiladi. / *g va )/j *)J)\ —h

yig'malar bir vaqtniug o'zida mavjud bo’lib, |(/ * <?(@)] < h(x) tengsizlikni
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ganoatlantiradi. Shuning ueliun yig'ma ham K" da lokal integrallanuvchi
funksiya bo‘ladi. Binobarin, u ip G D(K") asosiy funksiyalarga quyidagi

goida bilan ta’sir etuvchi umumlashgan funksiyani aniglaydi:

(f*g.,v)= \] if *g)(0<p(0 = J I.]y(y)f(E - y)dv O =

R" Un

_\] a{y) 'J I(E - ¥)¥(§) dE dy —J a(y) ‘J f(x) ip(x +y) dx dy.

R R R" ‘H»

Bundan, matematik tahlil fanidan ma’lum bo'lgan Fubini teoremasiga asosan

(/*9,9=J f(x)g(y)ip(x + y) dxdy

R2n
tenglikka. ega bo'lamiz.
h(x) funksiya lolcal integrallanuvchi va (31) formula bilan aniglangan
(/ *9) yig‘'ma mavjud bo‘ladigan ikkita holni keltiramiz.
1) f(x) va g(x) funksiyalarrlan biri finit, masalan, suppg(x) ¢ Ur1
bo'lsin. Bu holda

J h(x)dx =

iiR

= | NwN] \f{x~y)\dxdy< J \gy)\dy J 1ie)1ae < 00,
i [R n iR
0 - ixtiyoriy son.

2) f(x) va g{x) funksiyalar M'1da integrallanuvchi. Bu holda

J h(x)dx =
o

- = J 196 J \f{x-y)\d.xdy = J \g{y)\dyJd ¥(E)\dE<<x
K* R" R* R*

munosabatlardan f* g yig‘maning Rn da integrallanuvchanligi kelib chigadi.
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3.4.3 To'lgin potensiali. Kechikuvchan potensial
Hx,t) € D'(M’i+1) funksiya f(x,t)\t<o = 0 shartni ganoatlantirsin.
Vn{x,t) = {Hn*f) (x,t)

umumlashgan funksiyaga to ‘lgin potensiali, f(x, t) funksiyaga esa uning zich-
ligt deyiladi, bu yerda H ,,- to'lgin operatorining fundamental yechimi.

suppHN C "'+ bo‘lgani uchun oldingi paragrafdagi teoremaga ko‘ra Vn(x, t)
to'lgin potensiali mavjud va Vn & D'(WI+1) bo'ladi. Bu funksiya ixtiyoriy
asosiy <p{x,t) e Z/(ffi"+1) funksiyalarda

(Vnd>) =
= (A.(y, 1) *HET), v(N?I(r)V(eV - W2 <p(y+£,T +r’)) (32)
tenglik bilan aniglanadi. Bu yerda,y(r) = 0, r < —5; o(t) = 1, T> —e; §
s sonlar ixtiyoriy bo'lib, 6 > £ > 0 shartni ganoatlantiradi vaT?(r) € C00").
Yana shu teoremaga ko'ra VJJt<o = 0 va Vn potensial j(x,t) funksiyadan

£>'(Kn+1) da uzluksiz bog'lig.

Ushbu bobning 2-paragrafidagi teoremaga ko'ra, to'lqin potensiali
=f

tenglamani ganoatlantiradi. To'lqin V,, potensialining keyingi xossaiari uning
[ zichligining xossalariga bog'liq.
Lemm a. Agar f(x,t) funksiya ffir+1 da lokal integrallanuvchi bo'lsa,

Vn(x, t) ham R"+1 da lokal integrallanuvchi va u

1£~h
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formulalax bilan aniglanadi. (33*) formulada K" r>- markazi x nuqtada va
radiusi a(t —r) bo'lgan doira.

(33) formulaning o'rinli ekanini isbotlaymiz. 4>(x,t) £ D'(R4) bo'lsin.
f(x,t) £ L;UR4) va f(x,t) J«o = 0 bo'lgani uchun integrallash tartibini
o'zgartirish hagidagi Fubini teoremasiga ko'ra (32) dan quyidagi tengliklarni

olamiz:

(Ys,v) =

= (H3(yNMMriazm-\y\2 j f (£, rVv;(r)iply + £ 7-f T'WJAT ) =
Vv R /

mi(y,t),ri(t}r/(azt2 - W)j f(x —y,t —T)<p(x, t)dxdt \ =

. —y, t —— ) <ok t)dxd -
4ira2 J W L{l'(lx Vot ) S et dy

R3

i—jf T L dgthicit.
K' Qe

w
Bundan ko'rinib turibdiki. V3 - iokal integrallanuvchi va

1 [1(*-»»*-¥)
------ ~dy- &

(34) da x —y = £ almashtirish bajarib, (33) formulaga ega bo'lamiz.

0 ‘xshash tarzda tegishli soddalashtirishlar bilan, V2 va W\ potensia.llar
uchun (33") va (33") formulalax asoslanadi.

Har bir (x,t),t > 0 nuqgtaga uchi (x,t) da, asosi Ugiva yon sirti B(x,t)
bo'lgan ochiq

Mopk,t) —M'(a;,t) N0 < T< t)

konusni mos go'yamiz.
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Teorema. Agar f{x,t) ¢ C2(Kax (t>0)), n —3,n = 2
va f(x,t) ¢ C1(Kx (£ > 0)), n = 1 ucliun bo'lsa, u holda Vn potensial
Wn(x, t) € C2(WIx (t > 0)) vau

[YT>(M)] < 77 max \f(x,t)\, n= 1,2 (35)
baholarni va
vAaY* =0,~\ =0,71=3,2,1 (36)

boshlang'ich shartlarni ganoatlandradi.
Isbot. Teoremani n = 3 uchun isbotlaymiz. (21) formulada y =
ai?y, t > 0 tenglik bilan o'zgaruvehilami almashtirib, uni

N2 I f(x+atr] t{l - 117Dy
*) = 4 J H 1 ( }

ko'rinishida yozamiz. f(x,t) G C2(K3 x (t > 0)) ekanligi va (37) ning in-
tegral osti ifodasi integrallanuvchi maxsuslikka egaligi uchun V3(x,t) ¢ C2

(R3x (t> 0)) bo'ladi. (37) formuladan V3 uchun (35) baho kelib chigadi:

_ {2 fai B _
Hig- ol fm (B /My 7 = T Ry ¥/ @)

Buyerda f fLl= 2mrtenglikdan foydalanildi. V3(x,t) G C2(M3 x (t > 0))

ekanligidan boshlaug'ich shartlar o'rinli bo'lishiga ishonch hosil gilamiz.



To‘lgin potensiallari 157

Endi n —2 bo'lsin. f = x + atij, t —t —cd almashtirishlar V2 potensial

uchun (33) formulani

dqda
o v/2-
ko'rinishga o'zgartiradi. Ravshanki, bundan bu potensialning t.alab etilayot-
gan xossaiari kelib chigadi. W potensialning xossaiari esa (33") formuladan
bevosita kelib chigadi.

V-j(x,t) potensialga kechikuvchan potensial ham deyiladi. Uning bu nomi
potensialning kuzatila.yotgan t vaqtda x nuqtadagi giymati /(y,r), £ £ U°1
manbaning orgada qoluvchi vaqtning r = t — giymatiga bog'ligligidir.
Bunda kechikish vagti. kattaligi to'lginning £ nuqtadan z gacha ke-
lishi uchun sarflangan vaqgtiga teng. Boshgacha aytganda, ~(x,t) poten-
sial /(£,r) manbaning 0(x, t) konus yon B(x, t) sirtidagi giyrnatlariga

bog'liqdir.

3.4.4 Sirt to'lgin potensiallari

Ixtiyoriy mmo-arp» «i(@aO £ D'(Mn) funksiyalar uchun f(x,t) = ui(x)S(t) va

f(x,t) = ua(x)5 (t) funksiyalarga mos keluvchi to'lgin
Vn = Hn* UIX)6(t)j, VI = tfn* ro@)1(t) , n= 1,2,3
. J

potensiallariga. sirt potensiallari (mos ravishda ui va w zichlikka ega bo ‘lgan
oddiy va ikkilangan gatlam) deyiladi.

x4 £29) va (30) formulalarga asosan V® va Vi} to'lgin potensiallari

VE = H3(x,t)*u1(x), (38)

T1 dH t d
JaRste 9 Hse ) () (39)

ko'rinishda ifodalana.di.
Lemma. Wobva V» sirt to'lgin potensiallari t bo'yicha CAC[0, 00)
sinfga tegishli va t —0 da .D”~R") funksiyalar sinfida

dv*(x,t)

dt Ui(x), (40)

Ne ,*)-» o
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ECX)=*(%). av-u 1~ =0 @)
boshlang'ich shartlarni ganoatlantiradi.

Isbot. To'lgin operatorining fundamental yechimi xossalari haqidagi
lemmaga asosan Hn(x, t) umumlashgan funksiya t bo'yicha C°° sinfga te-
gishli. Har bir tavin t > 0 da Hn(x,t) ning tashuvchisi U f sharda yotadi,
demale, nt -¥ to > 0 uclmn Rn da tekis chegaralangan. Yig'maning D da

uzluk- sizligidan ixtiyoriy ip € D(W') uchun
6 G[0,00), k=0,1,2,....

Bu verdan

(O *
ditk » (X, 1) * m(x)

ekanligi uchun
(H3(x,t) * tti(s"), tp) £ C°°[0, 00)
kelib chigadi. Bu esa D'(Rn) da V°(x,t) ning t bo'yicha C@®@[0, oo) sinfga
tegishli bo'lishini bildiradi.
L ni w, bilan almashtirib, V.} potensial ham bu xossalarga ega bo'lishiga,
ishonch hosil gilish mumkin.
(40) limit munosabatwi isbotlaymiz. (31) limit munosabatlar va H3(x, t)*

ui(x) yig'maning 0'(M") da uzluksizligini inobatga olib, t —=+0 da

V®(x, t) = Hz(x, t) *uw(x) ->0*ui(x) = 0,

AH3(x, t) \

...... _d [H3{x, i) * U] “50 007 /HN_¥ 5)S<|_|_|' = I_._,'(E()

munosaba,tlarning D' (Rn) da baja.rilishini ko'ramiz. O'xshash tarzda (41)
ham ko'rsatiladi. To'lgin Vn potensiali uchun bo'lgani kabi sirt to'lgin poten-
siallarining keyingi xossalari 1, ni W, zichliklarning xossalariga bog'liq. Agar
w, € Ubc(Rn) (Lj*R" - lokal integrallanuvchi funksiyalar sinfi) bo'lsa, VE 6
L5°c(Rn+1) bo'ladi va V.° uchun

w(xj)=S i / wi* - 42)
I_I*
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XAx't}- 2vald

ArRA
aH-at
V2(M)=2r ¥ Uim (42"
x—at

formulalar o'rinli. (42) formulani isbotlaymiz. (38), (41) forrnulaiarga asosan

ixtiyoriy tp 6 Z)(R") lar uchun

(Kt°.¥) = Ne OM ) *ui(x), y?) =

= ~H3{y,t),v(az2t2 ~ W) f =
=S /1) wx~yMstddyd=
0 v-' M8

0R3
Bu yerdan F30) € L™QK4) va
T/(oi #*) f

A =47 ] UIX=v)d <
ST

bo‘lishi kelib chigadi. Bu integralda x —y = £ almashtirishlarai bajarib,
(42) tenglikni olamiz. 0 ‘xshash tarzda tegishli soddalashtirishlarclan so‘ng
~NTfva (42") formulalar ¥20) va VJI® potensiallar uchun keltirib chiqariladi.

Teorema. Agarztg€ C3(IR1, w, 6 C2(Rn), n = 3,2 va,«o € C2(M),
ui 6 CMR), n = 1bo'lsa, u holda K(0), 142) € C2(IT x (t > 0)) va

IKO)OM)] < t max M£)I,
(£121

IKCV>1)1< tmax |mi(01, n - 1,2, (43)

|V~A(@a;,i)] < max juo(f)] + at max Igrad «o(£)I> (44)
£eff' feE? '
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Ik, O\ < max [woE)l + at maxt grad. mo(£)], (44"
\VH] (X, t)\ < m{ﬁﬂ%mi] \grad «o(f)I (44"
baholarni,
i i
K W:O' it VI (45)
i KN
VW\Itzo_ 9ot 1o © (46)

boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiradi.
Isbot. n = 3 bo'lsin. (47) formulada x —£ = ats, t > 0 almashtirish-
larni bajarib,
V/A\X,t) = J ui(oi —ats)ds 47)
Ej
formulani hosil gilamiz. Ravshanki, bunda.n vj~(x,t) £ C2(K x (t > 0))
ekanligi kelib chigadi. (47) tenglikni t bo'yicha differensiallaymiz va (39)

forrnuladan foydalanib, VAT potensial uchun

t9() [

) w(a —ats)ds————?————— j (gradxuo(x —ats) ,s)ds

oy - OO
Ei E;

formulani olamiz. Bundan esa (44) kelib chigadi:
VA | B < max \wy(x —afs)] + at max (gradxuo(x —ats), s) |<
I*1=i i

«l=i

< max Inpl + at max \gradxUo(x)\.
" o

«0 £ C3(R3) ekanligidan V3~ £ C2(K3x (t > 0)) bo'ladi. n = 2 uchun

£ = x —ati], t > 0 almashtirish (42') va (39) ko'rinishdagi va,
potensiallarni
y()r om o f uo(x ~ atr])drj
vi1- K
isW( n _ f w{x - atri)drj a9(t)t I (gragdxw, (x - atr]),T]) dr)

2k Ty J VAW
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ko'rinishiga o'tkazadi. Bu yerdan talab et.ilayotgan silliglik va Yj®, v2*
potensiallar uchun (43), (44’) baholar kelib chigadi. Masalan,

Vi°\ VfI* potensiallarning mos xossalari (44") va (38) formulalardan kelib

chigadi, masalan,
VANX, t) = [uo(x + at) + uO(x - at)}.

Endi (45) va (46) boshlangVich shartlarning bajaxilishini ko'rsatamiz.
(40) va (46) limit munosabatlarga ko‘ra bu shartlar D {M") fazoda yaqin-
lashish ma’nosida bajariladi. Biroq isbotlanganga asosan V~0, W»*1funksiya,ls

x (t > 0)) sinfga tegishli. Demak, bu funksiyalar (45) va (46) shart-

larni klassik ma’noda ganoatlantiradi. Teorema isbotlandi.

35 To'lgin tenglamasi uchun umumlashgan

Koshi masalasining qo'yilishi
Ma’lumki, to'lqin tenglamasi uchun klassik Koshi masalasi
O,« = f(x,t): xe R", t> 0 (48)

tggglamaning
(49)

boshlang‘ich shartlarni gajioatlantiruvchi yechimini topishdan iborat. Bunda
/ € C(Rnx (t>0)),U€ C1(Rr), u\ € C (®") shartlar bajarilgari deb
hisoblanadi.

Faraz gilaylik, (48), (49) masalaning klassik yechimi mavjud bo'lsin, ya'ni
(48) tenglamani va (49) shartlarni ganoatlantiruvchi C2(Rfl x (> 0)) sin-
fga tegishli u(x,t) funksiya mavjud bo'lsin. t ning marifiy giymatlari uchun

n va / funksiyalarni nolga teng qilib, davom ettiramiz, ya'ni
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= fu t>0, - (f,t> 0,
U \0 t<o, \0 t<oO.
U holda u(x,t) funksiyaning da ushbu
Oin = J(x, t) + w(x) =S'(t) + w (x) w6(t) (50)

to'lgin tenglamasini umumlashgan funksiyalar ma’'nosida ganoatlantirishmi
ko'rsatamiz. Hagigatda,n ham, ixtiyoriy ip £ £>(Kn+1) lar uchun quyidagi

t.engliklarga. ega bo'lamiz:

(Oum, p) = (n, Malp) =
= ] uOaipdxdi = lim j J u~-~-—a2&(pjdxdt =

0 R« f R™

00

=M1 1 (~ -a 2&u)dxdt-

¢ Rn

RN Rn
=)) od-Jd uxQded o, er
£ M Rn Rn
> p d 0) *
= J tpfdxdt —j w(x)-—- —dx f J ui(x)<p(x,0)d:

Rn+i
= (f(x,t) + bi0(@;) =S'(t) + w(x) mS(t), ¢p).
Bu formulalarda oxirgi tenglikning o‘ng tomonidagi yig'indini F(x,t) orqali
belgilaymiz, ya'ni

F(x,t) = f(x,t.) + w(x) me'(t) + w(x) md(t).

(50) tenglikdan ko'rinib turibdiki, (49) boshlang'ich shartlardagi w, va
w, funksiyalar fZ(a;, t) funksiya uchun t = 0 da oniy ta’'sir etuvchi w(x) =
5'(t) + w(x) -5(t) manba rolini bajaryapti. (48) va (49) Koshi masalasining
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klassik yechimi (50) tenglamaning t < 0 da nolga aylanuvchi yechimlari
orasida gamrab olingan. Bu esa (50) tenglamaning t < 0 da nolga aylanuvchi
yechimini izlash masalasiga to'lgin tenglamasi uchun umumlashgan Koshi
masalasi deyishga imkon beradi. U holda (50) tenglamaning o'ng gismini
umumlashgan funksiya deb hisoblash mumkin.

T a'rif F 6 D(Mn+l) manbali to'lgin tenglamasi uchun umum-

lashgan Koshi masalasi deb,
OQau = F(x, t) (51)

tenglama va

=0 52
It<o (52)

shartni ganoatlantiruvchi n € D’(Mn+1) funksiyani topish masalasiga ayti-

ladi. (51) tenglama ixtiyoriy p 6 D'(Mn+1) uchun

(u, o0,(/>) = (F, ip

tenglamaga teng kuchli. To'lgin tenglamasi uchun umumlashgan Koshi masalasi
bir giymatli yechilishining zaruriy va yetarJi shartit < OdaF = 0 bo'lishidan
iboratdir.

F(x,t) G D’ (Mn+1) , ~(7,4)[ = 0 bo'lsin. U holda 4-paragrafning 2-
bandidagi teoremaga ko'ra (51),ft(<502) masalaning yechimi Il (Rn+1) sinfda
mavjud, yagona va 1¥ (Rn+l) da F(x,t) ga uzluksiz bog'lig. Bu yechim

2-paragrafdagi teoremaga ko'ra
-Vv~.il

u(x,t) = (Hn* F)(x,t)

formula bilan beriladi, bu yerda Hn(x, t)—to'lgin operatorining fundamental
yechimi, n = 1,2,3.

(51) va (52) masala yechimini batafsilrog garaymiz:
u(x,t) = (Hn*F)(x, t) —

= Hr(x, t) * (f(x, t) + uo(x) mS'(x) + ui (x) m5(x)) (53)
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Fundamental yechiinning tashuvchisi '}, = <(x,t) £ Rux {t > 0) : at >

KI1., n = 1,2,3 yopiq konusda joylashganligi va F(x, t) funksiya t bo'yicha
yarim finit ekanligi sababli yig'maning mavjudligi hagidagi xossaga. ko'ra

(53) formuladagi yig'ma mavjud. Yig'maning ushbu

bu yerda *t—t bo'yicha yig'ma, xossalariga asosan (53) dagi t bo'yicha

yig'malarni hisoblab, uni

ko'rinishga keltira.miz. (54) umumiy holda to'lgin targalish tenglamasi uchun
umumlashgan Koshi masalasi yechimini ifodalaydi. Shunday qilib, bu yechim
zichliklari mos ravishda f(x, t), w,(x) va u(x) funksiyalardan iborat bo'lgan
to'lgin va sirt to'lgin potensiallari yig'indisiga teng ekan. Keyinchalik biz bu

formulani turli xil o'chovlarda batafsilroq muhokama. etamiz.

36 Koshining klassik masalasi yechimini
beruvchi formulalar va ularni tekshirish.
To'lginlarning diffuziyasi

4-paragrafning 2-bandidagi, 5- va 6-paragrafla.rdagi teoremalardan quyidagi
teorema kelib chigadi.

Teorema. n= 3, 2larda/ £ C2(R" x [0,00)), w, £ C,.3(M") vaw, £
C2(Mn); n= 1da/o £ CXM x [0,00)), uo £ C2(K) va u £ C10K) bo'lsin.
U holda Koshining (48), (49) klassik masalasi yechimi mavjud, yagona va
quyidagi

n = 3 da Kirxgofformulasi
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+ih iE/f Ui{0ds+4bl HI1 HoEeH ; (55)
n = 2 da Puasson formulasi

f(£,r)d£dT
u(3

VI“2(* - M)2- 1®- f:

L f fR ..193 ) . K
7 J v/02*r2r-(|i-e|2”r“r27ra9t J[ ~IM?- b -1

Al“ r>
n = 1 da Dalamber formulasi
t x+a(t-r)
ux, =~ 3 I (£, r)d~dr+
(e} HKa(t~r)
atef
1 f 1 .
+2a J UM dM+ oW 2"+ a<) + _ el (57)
x~af

bilan ifodalanadi. Shuningdek, bu yechimlar /, ?/o va«i berilganlarga uzluk-
siz bog'ligdir.

Endi (53) yoki (54) formula orgali ifodalanuvchi yechimning fizik ma’nosini
o'rganamiz.

Avvalo, yig‘ma F*Hn ko'rinishida ifodalanuvchi u(x, t) yechim x nuqtada
vat > 0 vagtda

w F(€,£) *Hn(x- Z,t- )

"elementar" ta'sirlarning superpozitsiyasidan iborat bo'ladi.

Faraz gilamiz, F(x,t) finit funksiya bo'lsin. U holda u(x,t)~ ham finit
funksiya va uning tashuvchisi (£, r) nuqta F(£,t) funksiyaning tashivchi
to'plamida o'zgarganda Hn(x —£,t —r) funksiyaning tashivchi to'plamiga
tegishli bo'ladigan (x,t) migtalar to'plamlarinmg birlashmasidan iboratdir,
ya'ni

suppu = N3 suppHN(X —£, t—t).
(Cr)esuppF
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Boshgacha aytganda, finit bo'lgan F(x, t) to'lgin targatish "tanba'lan har
bir tayin t lar uchun fazoning chegaralangan sohasida noldan fargli yechirn-
ning hosil bo'lishiga sabab bo'ladi.

Bu jarayonning ganday kechishi H,,(x. t) fundamental yechim tashuvchisi-

ning tuzilishiga bog‘liq va turli fazolarda turlichadir.

n = 3 bo'lsin. Bu holda

A3(M) =2~ (et - M)

bo'lib, bu funksiyaning fazoviy tashuvchisi radiusi at bo'lgan sferadan iborat.
Shu sababli, H3(x —£, t —r) ning tashuvchisi markazi x nuqtada va radiusi
a\t — 7] bo'lgan sferadir. Bundan va yuqoridagi mulohazalardan. u(x,t)
funksiyaning tashuvchisi (£, r) e supp F bo'lganda bunday sferalarning bir-
lashmasidan iborat bo'lishi kelib chigadi. Faraz gilaylik, x nuqta supp F

dan tashgarida, ya'ni
xE-supp f U supp w Usupp «1

(boshgacha aytganda, bu nugtada tashqgi kuehlar va boshlang'ich vaqtda
to'lgin yo'g). U holda yetarlicha kichik t vaqtlarda u(x,t) = 0; to'lgin x

nugtaga t vagtning

ab—T1\> inf \x—£]
(“r)~auppF

shartni ganoatlantiruvchi giymatlarida yetib keladi. Bu t giymatlarning eng
kichigiga to'lgin old frontining X nugtadan o'tish vaqti deyiladi. Ravshanki,
a\t - t\> sup  WX—f ]
(ar)esuppF
shart bajarilganda X nugta. tinch holatda, ya’'ni bu nuqtadan to'lgin o'tib
ketgan bo'ladi. Bu t giymatlarning eng kichigiga to'lginning orga frontining
X nuqgtadan o'tish vaqti deyiladi. Bundan esa yechimning old va orga front-
larining o'tish vaqti oralig'ida noldan fargli ekanligi kelib chigadi. Shunday
gilib, n —3 bo'lganda aniq old va orqa frontlarga ega bo'lgan to'lginlarning

targalishiga ega bo'lamiz. Bu holat Gyuygens prinsipi deyiladi.
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n = 2 bo'lgan holda,
o(<rf — pq)
2'Ka*Jad? — B p’

X= (@l,22) 6 K2, £> 0 fundamental yechimning fazoviy tashuvchisi £> 0
vaqtda markazi X = 0 nuqtada va radiusi ai ga fceng bo'lgan doiradan ibo-
rat bo'ladi. Demak, suppH2(x —f,t —r)- markazi z nuqgtada va radiusi
afe—r Ibo'lgan doira. Bu holda u(x, t) funksiyaning tashuvchisi (£, r) nuqta-
lar suppF to‘plamga tegisfali bo'lganda bunday doiralarning birlashmasidan
iboratdir. Yugoridagi kabi fikr yuritib, suppF to‘plamga tegishii bo'lrnagan
X nugqtalarda to'lginning old frontining mavjudligi va uning a tezlik bilan
targalishiga ishonch hosil gilamiz. Uch o‘lchovli holdan fargli ravishda, old
frontning orga gismida hamma vaqgt ham to'lgin mavjud bo'ladi. Shunday
gilib, aniq old frontga ega bo'lgan orqa frontga esa ega bo'lmagan to'lgin
targalishi ro'y beradi. Bunday holga tolginlaming diffuziyasi. sodir bo'lishi
deyiladi.

Endi n = 1 bo'lsin. Bu holda

= 2-0(at-\x\),

x £ R, t > 0 fundamental yechimning fazoviy tashuvchisi [—at, at] kesrnadan
iborat bo'ladi. Biroqg ikki o'lchovli holdan fargli ravishda
dHi{x,t) 1
— arf - =~ u - H)
funksiyaning tashuvchisi ikkitax = *at nuqtalardan iborat bo'ladi. Shuning
uchun, bir o'Ichovli holda to'lginning old fronti hamma. vagt ham mavjud
ljg'lib” orga frontning mavjud bo'lishi yoki yo'gligi boshlang'ich shartlarda
berilgan funksiyalarga bog'liq. Hagiqatan ham, (54) formulada f(x, t) = 0,
w, (x) = 0 bo'lsa, yechim

dH\ (x, t)
u(x,t) = -—-- X W (x)

formula bilan ifodalanadi va bunday to'lgin har ikkala frontga, ham ega,
bo'ladi. f(x,t) ¢ 0 yoki w(x) ¢ 0 bo'lsa, yecliimda Hi(x,t) funksiya-
ning o'zi gatnashib, to'lgin orga frontga ega bo'Imaydi. ya’'ni to'lginlarning

diffuziyasi sodir bo'ladi.
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B
3.7 Issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun

Koshi masalasi

Issiglik o'tkazuvchanlik tenglamasi uchun Koshi masalasi yechimi ham

oldingi paragrafdagi usul yordamida topilishi mumkin.

3.7.1 Issiglik potensiali

1.3.2 paragrafda

funksiya issiglik o'tkazuvchanlik operatorining fundamental yechimi ekanligi
ko'rsatilgan edi. Bu funksiya uchun quyidagi xossalarning o‘rinli bo'lishini
osongina paygash mumkin: Hn(x,t) > 0, Hn(x,<)]J«o = 0, Hn(x, t) €
L;°c(Kn) va (x,t) ¢ (0,0) nuqgtalarda cheksiz differensiallanuvchi. Bundan

tashqari, I-bobning 7-pa.ragrafida uchbu

t>0; (58)

munosabatlarning bajarilishi ko'rsatilgan edi.
Faraz gilaylik, f(x.t) £ £)'(R'?2+]) funksiya t < 0 da nolga teng bo'lsin.
T a rif. V= Hn*/ umumlashgan funksiya issiglik potensiali, /
funksiya esa uning zichligi deyiladi.

Ma'lumki, V issiglik potensiali D'(R n+1) da mavjud bo'lib,
N o= a2AVv + f(x, 1)

tenglamani ganoatlantiradi.
M orgali t < 0 da nolga teng bo'lgan vaRnx [0, T\ (T > O—ixtiyoriy son)

sohada chegaralangan funksiyalar sinfini belgilaymiz.
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Teorema Agarf € N4 bo'lsa, V issiglik potensiali M. funksiyalar

sinfida mavjud va

r f f(E t) ] .
V(x,t)= N 4= 2 oy R TUmUStES (59)

{ { 1

formula bilan ifodalanadi, V potensial

\V(x,t)\<t sup [/(Cn], t>0 (60)
<t

o<r

ba.honi va x € M,! uchun
|V(@a;,t)] =t 0, t-¥ +0 (61)

boshlang'ich shartni ganoatlantiradi. Bundan t.ashgari, agar / funksiya
f(x,t) £ C2(Rnx [0,+00)) va uning ikkinchi tartibgacha bo'lgan hosilalari

ixtiyoriy cheldi T > 0 soni uchun R” x [0, T] sohada chegaralangan bo'lsa,

u holda
V{x, t) £ C2(Rnx [0,+00)) NMC1(Rnx [0, +00))
bo'ladi.
Isbot. Agar
t
h(x,t) = J J I(E O\H.(x - £t- r)dedr
0 Kn

‘fealcaiya. Rn+1 da lokal integrallanuvchi bo'lsa, u holda Hn va / funksiyalar-

ning lokal integrallanuvchi ekanligidan ularning
t
* */ =/ f W r\Hn(x-U - r)d(dr
0R*

yig'ma,si mavjud va Rn+1da lokal integrallanuvchi bo'lishi kelib chigadi.
Bu shartning bajarilishini tekshiramiz. t < 0 da h = 0 bo'lgani uchun h

ning t > 0 da (60) bahoni ganoatlantirishini ko'rsatish yetarli. Bu esa (58)
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fcehglik va integraMash tartibini o'zgartirish hagidagi Fubini teoremaaidan
kelib chigadi. Bunga asosan

h(x,y) < sup EY] !/ fHAx- £t- rdedr=
feRn, o<T<t 6 an

t  sup  \femn, t >0, (62)
feRn, o<r<t

Shunday qilib, V = Hn* f issiglik potensial (59) formula bilan ifo-
dalanadi. |vj < h bo‘lgani uchun t < 0 da V = 0 va (62) tengsizlikka
asosan (60) bahtmi ganoatlantiradi. Bu esa V 6 M. bo'lishini bildiradi. (60)
bahodan V ning (61) boshlang'ich shartni ganoatlantirishi kelib chigadi.

(59) forrnulada integralJdash o'zgaruvchilarini
£=x —2a”sy, T= t—s

kabi almashtirib, uni

t
V (x,t)=~-f f f(x —2a,yfsy,t- s)e~~"dyds (59"
m'rJ J
O K»
ko'rinishda vozib olamiz.
Faraz gilaylik, f(x, t) 6 C2(M” x [0, +00)) va bu funksiya ikkinchi tar-
tibgacha barcha xosilalar bilan M sirtga tegishli bo'lsin. U holda matematik
tahlil kursidan ma’lum bo'lgan parametrga bog'liq integralning uzluksizligi

va differensiallanuvchanligi to'giisidagi teoremaga ko'ra, (59') formula va

pil f - 2cts/sy, t- s)e~M2dyds+
at n J at

+7 IS j f(x~2aVty, +0)erp~dy
R
tengsizlikdan V, Vn, Vt, VXX, VXt funksiyalarning t > 0 da, Va funksiya-
ning t > 0 da uzluksizligi kelib chigadi. Teorema isbotlandi.
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3.7.2 Sirt issiglik potensiali
f(x,t.) = w(x) m6(t) zichlikka ega 0°) issiglik potensiali sirt issiglik
potensiali (wy zichlikka ega oddiy gatlam) deyiladi va

v Hn*blx) **(t)] = HN(x, t) * w(x)

kabi aniglanadi.
T eorem a. Agar w(x) funksiya Rn da chegaralangan bo'lsa, V(o)

silt issiglik potensiali M da mavjud, ushbu

m

(63)
RN

formula bilan ifodalanadi va

IVO)(x,t)] < sup ]«o(0l. *> 0 (64)
£eR”

tengsilikni ganoatlantiradi. Shuningdek, w(x) S C(Rn) bo'lsa, 6

C(R" x [0,+00)) bo'ladi va
V (0, k=0 = «o(a:) (65)

boshlang'ich shart bajariladi.
Isbot. Ushbu

h(x,t) = vJ \D{Q\HN{x - U H
R

funksiya t < 0 da nolga teng va t > 0 da (58) tenglikka asosan

h(x,t) < sup WOE) T Hn(x - £,i)d€ = sup JLO(OI
Kn
bo'lgani uchun uning Kn+lda lokal integrallanuvchi ekanligi kelib chigadi.
Bundan esa
= H.{x, ) *w(x)
potensialning
VAKX, 1) = I Mt)HN(x - S, t)dim (630
Rn
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tenglik yoki (63) formula bilan ifodalanishi, t < 0 da = 0 bo'lishi va
V'] < h ga asosan (64) bahoni ganoatlantirishiga ishonch hosil gilamiz.

Bular Vi(f) € N4 ekanini bildiradi.
Endi faraz gilaylik, u0—K" da uzluksiz va chegaralangan funksiya, bo'lsin.

U holda V*0) € C (Mn x [0, +00)) va (65) tenglikning bajarilishini ko'rsatamiz.
£ > 0 ixtiyoriy tavin son, (x,t) — {xo,to), t > 0 bo'lsin. w(x) funksiya
uzluksiz bo'lgani uchun shunday 5 > 0 son mavjudki, JE—X¢] <25 tengsiz-
likni ganoaclant.iruvchi £ lar uchun |il.o(ff —"Uo(*o)l < £ bo'ladi. Shu sababli
agar . —xg] < 5va W\ < Sbo'lsa, |[x—y —xo] < 25 bo'ladi va (58), (63"

larga asosan t > 0 da

\WAX, t) - uo{xO\ < J K (0 - u0(x0)\Hn(x - f,N)dE

J \wx - y) - w(xO\HN(y, t)ydy + ] Iﬁ(z- y) - uO(x0)\Hn(y, t)dy <
(66)

munosabatlar hosil bo'ladi. (66) ning o'ng tomonidagi ikkinchi go'shiluvchini

t ni nolga intiltirib, e dan kicliik gilisli mumkin. Shu sababli biror 5\ < S

uchun
[Ve@r, t) - M(x0] < 2e, - aO]< fa, [ < 5i

tengsizliklar o'rinli. Teorema isbotlandi. 1,

3.7.3 Issiqglik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun

umumlashgan Koshi masalasi

To’lgin targalish tenglamasi uchun Koshi masalasini yechimda foydalanil-

gan usul bu yerda issiglik o'tkazuvchanlik tenglamasi uchun

du . . .
pril v + f(x,1t). 67)

ujl=o - bio(a:) 68)
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Koshi masalasining yechimini topishga, go'llaiiiladi. Bunda f(x,t) £ C
(K x [0,+00)) va w(x) £ C(RTM deb hisoblaymiz.

Faraz gilaylik (67), (68) masalaning klassik yechimi mavjud bo'lsin. Bu
n(x, t) £ C2(Rnx (0, +00))MC (Rnx [0, +00)) bo'lib, u(x, i) funksiya (67)
tenglamani t > 0 da ganoatlantirishini va t — 0 da (68) boshlang'ich shart
bajarilishini bildiradi.

n va/ funksiyalarni t < 0, x £ M" sohada nolga teng deb davom etti-

ramiz. Ravshanki, davom ettirilgan i va / funksiyalar KreH da,
(69)

issiglik o'tkazuvchanlik tenglamasini ganoatlantiradi. (67), (68) Koshi masala-
sining klassik yechimlari (69) tenglamaning t < 0 da nolga aylanuvchi yechim-
lari ichida bo'ladi,

Xuddi oldingi paragrafdagi kabi, quyidagi issiglik o'tkazuvchanlik tenglamasi
uchun umumlashgan Koshi inasalasining ta'rifin; keltiramiz.

T a ' r i f. Issiglik targalish tenglamasi uchun umumlashgan Koshi

masalasi deb, ushbu

- a2Aj u(x,t) = f(x,1.) + w(x) me(1)

tenglikni umumlashgan funksiyalar ma’nosida ganoatlantiruvchi u(x, t) funksi-
yani topish masalasiga aytiladi.
Ushbu paragrafdagi teoremalardan quyidagi natija kelib chigadi:

Natija.

F(x,t) = f(x,t) -w(x) mS(t), f £ M

va M—IT da chegaralangan funksiya bo'lsin. U holda issiglik o'tkauvchanlk
tenglamasi uchun umumlashgan Koshi masalasining yagona yechimi mavjud,
Ai sinfga tegishli va

u(x,t)

_ iti2
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formula bilan ifodalanadi.

Bu yechim / va w funksiyalardan uzluksiz bog'liq. Agar j (x,t) funksiya
go'shimcha ravishda / G C2(K" x [0, +00)) bo'lib, ikkinchi tartibli barcha
hosilalari bilan /14 sinfga tegishli va ug G C(Kn) bo'lsa, 11 holda u(x,t)
klassik yechimdir.

Quyida muhim hisoblangan yana bir ta'rifni keltirib 0‘tamiz.

T a ' rif. Issiglik targalish tenglamasi uchun Koshi masalasining Grin

funksiyasi (x ga nisbatan umumlashgan funksiya, t esa parametr) deb ushbu

A - a2h” Gi{x,t) = 0, ONEO= 6(x)

tengliklarni ganoatla,ntiruvchi Q(x,t) funksiyaga aytiladi.
E s lat in a. Yugorida olingan fundamental Hn(x,t) yechimdan

1 W

(2a\TH)M

ekanligi kelib chigadi.
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41 Tor tebranish tenglamasi uchun Koshi

masalasi. Dalamber yechimi

Bir jinsli cheksiz tor tebranish

m —0 (1)

tenglamasini garaymiz. bu yerda n = u(x, t) - ikki o'zgaruvchili funksiya va
¢ - musbat o'zgarmas son. (1) ga bir o'lchovli to'lgin tenglamasi ham deb

aytiladi. Bu tenglamada
£=x—ct, A—Xx+ ct

xarakteristik o‘zgaruvchilarga o‘tsak, u ushbu
d2u(™rj) =0
4EaLY
ko'rmishni oladi. Bundan esa.u (£, rj) = 50(1). Bu yerda go— ?0'zgaruvchining

ixtiyoriy funksiyasi. Bu tenglikni rj bo'yicha integrallab

u{£,v) = f(0 + g{v)

yechimga ega bo‘lamiz, bunda / ( £)—ixtiyoriy funksiya va
@) = | pow)dii.

Endi (x, t) o‘zgaruvchila,rga gaytib, (1) tenglamaning

u(x,t) = f(x + ct) + g{x —ct) (2)
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'umumiy yechimini olamiz.
Tabiiyki, (2) tenglik bilan aniglangan u(x,t) funksiya (1) tenglamaning
yechimi bo'lishi uchun / va g funksiyalar C2(R) sinfga tegishli bo'lishi kerak.

Koshi masalasi: (1) tenglamaning ushbu
u(x, 0) = <p(x),

ut(x,0) = d(x)
shartlarni ganoatlantiruvchi u(x,t) £ C2(R x M+), R+ = {t £ K; t > 0}
yechimi topilsin. Bunda <p(x) £ C2(R), db(x) £ C"R).
T e or e m a Koshi masalasining C2(M x R+) funksiyalar sinfiga

tegishli bo'lgan yechimi mavjud va u

J r/>(s)ds 3)
x-d
formula bilan beriladi.
Isbot. Faraz gilaylik, Koshi masalasining yechimi mavjud bo'lsin, u

holda (2) ga. asosan

ux,Q) = FH{x) + g(x) = <Y, )
ut(x, 0) = of (x) —cg'(x) = Pix). (5)

tengliklar kelib chigadi.

Bulardan
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D)=~ -x:/p W * +C2
(o]

ekanligini topamiz. C\, C2 o'zgarmaslar, (4) ga ko'ra,
Ci+C2=f(x) +gxX)- o =0

tenglikni ganoatlantiradi. f(x) va g(x) funksiyalar uchun hosil gilingan for-
mulalarni (2) tenglikka qgo'yib, (3) ni olamiz. (3) formulaning o‘ng tomoni
bilan aniglanuvchi u(x,t) funksiya Koshi masalasining yechimi ekanligiga

to‘g‘ridan-to‘g‘ri hisoblashlarni bajarib ishonch hosil gilish mumkin.

4.2 Koshi masalasi yechimining fizik ma’nosi.

Tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasining (3) formula, bilan
aniglangan yechimi t = 0 vaqtda Coining boshlang'ich tezligi va boshlang'ich
siljishi ma’lum bo'lganda t > 0 vagtlarda uning tebranish jarayonini ifo-
dalaydi. Tor tebranish tenglamasining (2) umumiy yechimning fizikaviy
xususiyatiga asosan (3) formula ikkita to'g'ri to'lginning yig'indisidan ibo-
rat, ya'ni f(x + ct) + g(x —ct), bulardan biri c tezlik bilan o'ng tomonga
ikkinchisi esa shu tezlik bilan chap tomonga targaladi.
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'Bu holda

f(x + ct) = ~<f(x + ct) + (X + ct),

1
g(x —ct) = -dp(x —ct) —P(x —ct)
tengliklar o‘rinli bo'ladi. Bu Y‘erda

(
»0 = YcJ ™ s)ds-
0
(x,t) o‘zgaruvchilar tekisligida x + ct —ci = const va x —ct —c2 = const
to‘g'ri chiziglar (1) tenglamaning xarakteristikalari bo'lgani uchun u{x,t) =
ifi(x+at) funksiya x+at = c\xarakteristika bo‘ylab o'zgarmas va bu giymat
V?(ci) ga teng. Xuddi shunday u(x,t) = <p(x —at) funksiya x —ct = ¢c2 —
const xarakteristika bo'ylab o'zgarmasdir.

Faraz gilaylik, <p(X) funksiya biror (xi,x2) intervalda noldan fargli va in-
tervaldan tashgarida nolga teng. va'ni finit funksiya bo'lsin. (xi, 0) va (x2, 0)
nugtalardan (1) tenglamaning x —ct — 4 va x —ct = c2 xarakteristikalarini
o'tkazamiz. Bu xarakteristikalar t > 0 yarim tekislikni uchta I, 1l va 111
bolakka bo'ladi (5-chizma).

u(x, t) — <po(x —ct) funksiya Il : Xi < x —ct < x2 sohada noldan farqli,
bunda x —ct — xi va x + ct = x2 xarakteristikalar o'ng tomonga c tezlik
bilan targalayotgan to'g'ri to'lqinning oldingi va orga fronti deb yuritiladi.

Faraz gilaylik, M = (Xo,tQ nugta t > 0 yarim tekislikda tayin nuqgta
bo'lsin. Bu nuqgtadan (1) tenglamaning x —ct = xq —do va x + ct =
x0 + cto xarakteristikalarini o'tkazamiz. Bu xarakteristikalar Ox o'gi bilan
P — (xi,0) — (x0—ct0,0) va Q = (x2,0) = (xo0+ ct0,0) nugtalar kesishadi.
Tor tebranish tenglamasi (2) umumiy yechimining M nuqtadagi giymati
n(xs,Yo) = 9(zi) + f(x2) ga teng, ya'ni f(x) va g(x) funksiyalarning qiy-
mati mos ravishda M P Q uchburchak asosining (xi,0) va (x2,0) uchlaridagi
giymatlari orgali ifodalanadi (6-c.hizma).

MP, MQ xarakteristikalar va Ox o'gida, PQ kesmadan tashkil topgan
MP Q uchburchak M nugtaning xarakteristik uchburchagi deyiladi.



Koshi masalasi yechimining fizik rna’nosi. 179

Koshi masalasining yechimini ifidalovchi (3) formuladan torning xo nug-
tasining to vaqtdagi u(xo, to) siljishi mos ravishda boshlang'ich holat va bosh-
lang'ich tezlikning P, Q nugtalar va PQ kesrnadagi giymatlariga bog'liq
ekanligi ko'rinadi. (3) formulani quyidagi

Q
A)=nPx~rA1+13
P
ko'rinishda yozish mumkin. PQ kesmadan tashqgarida berilgan boshlang'ich
shartlar u(x, t) yechimning M nugtadagi giymatiga hech ganday ta'sir ko'rsat-
maydi.
Demak, tor tebranish tenglamasi uchun boshlang'ich shartlar butun o'qda
emas, balki PQ kesmada berilgan bo'lsa. Koshi masalasining yechimi MP Q
xarakteristik uchburchakning ichida aniglanadi.

Yugoridagi mulohazalardan Koshi masalasining u(x,t) yechimi (XQ,to)
nuqtada <p(x) funksiyaning [x0 —ctn, Xo + cto] kesma chetki nugtalarida.gi
giymatiga, » (x) funksiyaning esa [xQ—cta.xo + ctO\kesmaning barcha nug-
talardagi giymatiga bog'lig bo'lishi kelib chigadi. [a0 —cto,Xo + cto] kesma
yechimning boshlang'ich funksiyalarga bogHiglik intervali deyiladi.
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- 43 Bir jinsli bo‘lmagan tenglama. Dyuamel
prinsipi. Dalamber formulasi. Yechimning

berilganlarga uzluksiz bog‘ligligi
Bir jinsli bo'Imagan cheksiz tor tebranish
NK/\tt J—
p Uxx (6)
tenglamasining
u(x, 0) = <p(x), Ut(x, 0) = d(x)
boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topamiz. Buning uchun
masalani ikkiga ajratamiz:
1). Bir jinsli tenglama uchun bir jinsli bo'lmagan boshlang'ich shartli
ma.sala
~Mt- Wx~ 0,
w(0.-,0) = ip{x), vt(x,Q) = d(X).
2). Bir jinsli bo'Imagan tenglama uchun bir jinsli boshlang'ich shartli

masala

~Wt,t Uk
c~

w{x, 0) = 0, wt{x, 0) = 0.
U holda, ravshanki, u(x, t) = v(x, t) + w(x, t).

Birinchi masalaning yechimi (3) formula bilan ifodalanadi:

X+ct
. . tp(x - ct) + tp(x + ct) 1 f L,
v(x, t) = ~ weeee =+ Yo J N s)ds-
X—et

Ikkinchi masalaning yechimini topish uchun biror p(x, t, t) («- parametr)

funksiyaga nisbatan ushbu
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yordamchi masalani qaraymiz (Dyuamel prinsipi). Bu rnasalaning yechimi
(3) formulaga ko'ra

HdE-¢
p(T,i,r) =~; J f(Z,r)dt.

£—c(t-r)
Shuning uchun

I (
w(x, t)=c2J p(l, i, HdT = J (£, DHOedT
0 0 c€(i—¥)

formula bilan ifodalangan w(x, t) funksiya ikkinchi rnasalaning veehimi bo'li-
shiga bevosita hisoblashlar yordamida ishonch hosil gilish mumkin.
Shunday qilib, bir jinsli bo'Imagan cheksiz tor tebranish tenglamasi uchun

Koshi masalasining yechimi

i+rt I T+iit-r)
Ht)d, + ¢ j j K r)d(dr

x-ct 0 x-c(t-r)
Q)
formula, bilan berilai' ekan.

Eslatib o'tamiz, (7) formulaga, Dalamber formulasi deyilib, u 3-bobning
6-paragrafida boshqgacha usul bilan keltirib chigarilgan edi.

Koshi masalasi yechimining yagonaligi (7) formuladan kelib chigadi. Haqi-
gatan, aynan bir xil boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi (6) tenglama-
ning ikkita yechimi mavjud deb faraz qilib va (7) formula yordamida bu
ylcKiftlarnmg ayirmasini tuzib olib, uning aynan nol ekanligiga., ya'ni bu
yechimlarning ustina-ust tushishiga ishonch hosil gilamiz.

(7) formula bilan aniglangan u(x,t) yechim (6) tenglama, 0'ng tomoni va
boshlang'ich shartlarga uzluksiz bog'liq, ya'ni turg'un bo'ladi.

T e o rem a. Faraz gilaylik, u(x, t) va v(x, t) funksiyalar mos ravishda.
-putt ~ llxx = h{x, t)

u(x,0) = ipi(x), ut(x,0) = ipi(x)
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va
-iVu - = f2(x, t
c) u - vxX x t)
V(x,0) = Wi, VH{x,0) = $2{x)

masalalarning yechimlari bo'lsin. U holda ixtiyoriy e > O va T > 0 sonlar
uchun shunday 5> 0 (6= 6{e,T)) son topiladiki,

biw - &HY\< 6, - ipP2¥\< S, xeR,
Nfi(x,t) - h(x,)\ < 5 xeR, t<T (8)
tengsizliklardan barcha (x,t) £ (1 x [0,T]) lar uchun
b(x,t) —v{x,t)]<e ©)

tengsizlik kelib chigadi.
Isbot. u(X, t) vav(x, t) yechimlar uchun (7) formulava (8) tengsizlikdan

foydalanib. quyidagilarni vozamiz:

U (x,t)~ v(x,t) 1< i JA1(x - Ct) - p2(x - Ct) 1+ ~ \<Plx + ct) - H2(x + Ct) b

xX+ct < z+c(l r)

+YC ( wo-mon L _] 1/i(4>) - RPZTNYAT <

x-ct 0 je—e(t—)
X~+Ct I X+®-T)
-SH J ddJ / dier-
0 x~c(t—r)

<S +6t+j J 2c(t- rdT = GL+1t) + 6c?2< 5(1 +T) + dc2T2.
a

Agar $= 2e R+ 2T + cZT Z]~l deb olsak, (9) tengsizlik o‘rinli bo'ladi.
Bu esa Koshi rnasalasi yecliimining berilganlarga uzluksiz bog'ligligini ko'rsatadi.

Demak, tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasi korrekt go‘yilgan.
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4.4 Yarim chegaralangan soha va davom ettirish

usuli

Yarim chegaralangan x > 0 to‘g:ri chizigda bir jinsli torning tebranishi
hagidagi masalani, ya'ni x > 0, t > 0 sohada (6) tenglamaning u(0,t) =
A(t) yoki ux(0,t) = v(t) yoki

aw(0,£) + /3ux(0,t) = v(t), t> 0 (20)
chegaraviy va
u(x, 0) = tp(x), wix, 0) = d(x), x>0 (11)

boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi u(x, t) yechimini topish masalasini
o'rganamiz. Soddalik uchun dastlab n(t) = 0 deb olarniz. ya'ni cheksiz
uzunlikdagi torning x = 0 uchi maxkamlangan bo'lsin.

Ma’lumki, bir jinsli tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasining
u(x,t) yechimi (3) formula blan ifodalanadi. Bu yechim uchun quyidagi
lemma o'rinli.

Lemma. Agar tp(x) va d(x) funksiyalar x = 0 nugtaga nisbatan

1) toq funksiyalar bo'lsa, u(0, £) = 0,

2) juft funksiyalar bo'lsa, ux(0,t) —O0 bo'ladi.

Isbot. 1) ip(X) va dp{x) funksiyalar x = 0 nugtaga nisbatan toq bo'lsin,
ya'ni ip(—x) = —<p(x), p(—x) —P(x). U holda (3) formulaga ko'ra

a
b(s)ds —0
-ct

bo'ladi, chunki juft funksiyaning hosilasi toq funksiyadir.

2) ip(x) va p(x) funksiyalar x = 0 nuqtaga nisbatan juft bo'lsin, ya'n

ip(—x) = tp(x), P(—x) = Pp(x). U holda vugoridagiga o'xshash ravishda
ux(0,t) = \ [p'(-ct) + <p'ct)\ + ~ blI'(ct) - w(~ct)\ = 0

ekanligiga ishonch hosil gilamiz.
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Bu lemmaga tayanib, yarim chekli sohada (6) tenglama. uchun go‘yilgan
u(o,t) - 0 chegaxaviy va (ll1) boshlang'ich shartli masalaning yechimini
topamiz.

<p(x) va do(x) funksiyalarni x = 0 nugtaga nisbatan x < 0 sohaga toq
davom ettiramiz va. hosil bo'lgan funksiyalarni mos ravishda ®(x) va ®(x)

orga.li beigilaymiz. U holda

o bl-1 **>e
\ -<p(-x), X<0, \ - (-x), X<O.

Ravshanki, bu funksiyalar butun R sohada aniglangan. Dalamber formu-
lasiga. ko'ra

afa
B t) = A [DOK—ct) 4 B(-+ c)] + A | 4l(s)ds, x ¢ |, t> 0. (12)

x—t

Lemmaning 1-gismiga ko'ra, u(0,t) = 0. Bundan tashgari bu funksiya

t = Ovax > 0 larda (11) shartlarni ganoatlantiradi. Demak, (12) dan

x-H-t

I 5[ip(x + ct) 4 ifix- ef)] + ~ f ip(s)ds, t< * x>0,

wx, i) = < XIfat
| [ip(x 4-ct) —<p(x —ct)] + & f i>(s)ds, t> ~> x >0

ct~x

13)
yechimga ega bo'lamiz.
Shunga o'xshash x = 0 da Ux(0,t) = 0 chegaraviy shart berilsa, <p(x) va
d(x) boshlang'ich funksiyalar juft davom ettiriladi:

f <px, x>0, oK) = h(x), x>0,
\ <p(~x), X <0, P(—x), x <0

4

©

@)

U holda (6) tenglamaning {a: > 0, / > 0} sohada (11) boshlang'ich va

ux(0, t) = 0 chegaraviy shartlarni ganoa,tla,ntiruvchi yechimi
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z+rt

\[<p(x + ct) + ip(x- ct)] fi | %W{s)ds, t< f,x >0,
B Tx+d d-A
Ut = I[pfx + ct) 4 ip(x- al+ £.( | + f }i>(s)ds,
AVAN()
t> f,x >0,

ko'rinishda bo'ladi.
Endi faraz qgilaylik, {x > 0, t > 0} sohada (6) tenglamaning u(x,t)
yechimi quyidagi

u(x,0) =0, Wx0) =0 x>0,

u(o,t) = fj.(t), t> 0

shartlarni ganoatlantirsin.

U holda (6) tenglamaning umumiy yechimi
u(x,t) = f(x - )

ko'rinishga ega bo'lib, u(x, t) = ii(t) shartdan

tenglamaga ega bo'lamiz. Bundan esa Ti(x,t) = fi(t —*) kelib chigadi.

Ammo /i(i) funksiya t > 0 da aniglangani uchun

funksiya x —ct < 0 da aniglangan. u(x, t) funksiyani barchaifR, t> 0
giymatlarida aniglash uchun ulll funksiyani t < 0 giymatlarda nol bilan
davom ettirish lozim (bu (%, t) funksiya uchun x —d. > 0 bo'ladi). Natijada

w(a;, t) butun ,t6 R, t > 0 sohaxia aniglangan bo'ladi va

0, agar t< | bo'lsa,
u(x,t) = x >0
u@—1), agar i>f bo'lsa
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Nihoyat, (6) tenglamaning (11) boshlang'ich va u(0,t) = fj.(t) chegaraviy

mshartlarni ganoatlanfciruvchi yechimi
u{x, t) = u(x, t) + u(x, t)

bo'lib, bu yerda u(x,t) funksiya (13) formula bilan aniglangan.

Endi x > 0, t > 0 sohada bir jinsli bo'lmagan

(14)

utt ~ <?2uxx = fix, t)
tenglamaning
m0,t) = 0, u(x,00)=0, ut(x,00=0, /,>0 x>t (15)

bir jinsli .shartlarni ganoatlantiruvchi yechimni topish masalasini garaylik.
Agar /(.r, t) va u(x, t) funksiyalar x € R, t > 0 sohada aniglanganda
edi bu masalaning yechimi
u+c(t—r)
(16)
0 x—e(t—=¥
bo'lar edi. Demak. yechimni x < 0 givmatlarda aniglash uchun tabiiyki,
f(x,t'j funksiyani x < 0 da ham aniglash za.rur. Shu magsadda quyidagi
lemmaiii keltiramiz.
L e in m a. Agar (16) integralda f(x,t) funksiya x o'zgaruvchiga
nisbatan toq boisa. w(0, t) = 0; juffc bo'lsa, ux(0,i) — 0 bo'ladi.
Hagigatan, agar /(.r, t) funksiya x = 0 nuqtaga nisbatan
a) toq bo'lsa, (IS) dan u(0,t) = 0,
b) juft bo'lsa, ux(0,t) = 0 bo'lishini tekshirish giyin emas. Demak, (14),
(15) masala yechimini ifodalovchi formulani yozish uchun f(x,t) funksiyani

x 0'zgaruvchi bo'yicha x = 0 nugtaga nisbatan toq ravishda davom ettiramiz:

f(x,t), g > 0,

-f(-x,t), x<0O
va
Un—a2Uxx = F(x,t), X£R, t>0



Yaiim chega.ralangan soha va davom ettirish usuli

U(x,0) =0, Utx,00=0,i6 1
Koshi masalasini qaraymiz. Uning yechimi esa
t x+c(t—r)
U, t) —" j dr J F(£T)dE.
0 x~c.(t-r)
Quyidagi hollarni garaylik:
Dx>0 x—ct>0 (t<1).
Unda x —c(t —t) —x —ct+ ¢« > 0 bo'lib,
t x+c(t—r)
ux,t) = U{x,t) = ~, 3 dr J

0 x—e(t—T)

2)x >0, x—ct< O0(:> f).Bu holda

f< 0, 0
X —C(t—r) = x —ct+ cT <
[>0, r>t-§.

Shu sababli
t-f X +c{t-T)
uix,t) = Uxx,t) =~ J dr J f(S,T)dE+
0 sp—c (i —r )
t x+c(t-r)
+ijir J I(E,r
t—f I —c(t—r
0 x+c(t-r)
= J f(-£>NDd+ | f{" r)de\dr+
0 A i—c(E--t) 0 J
t rc(t—t) X+r.(t-r)
+TcI dT J Neme=7ZEJ dT J f{ZTde+
X~c(t—) 0 c(t~r)-x

x+c(L-t)

hjd) TDK

x—e(L~t)

187



188 Giperbolik tenglamalar

Nihoyat, 1va 2-hollarni birlashtirib, vechimni

Jdr J /(E, DdE+ fdr f/(£, r)df, x>0, t>*
0 1 7

ko'rinishda hosil gilamiz. Bu yerda xi = x—c(t—r), a2= x+c(i—), h =

*-7m

45 Ko‘p o‘lchovli to‘lgin tenglamasi uchun Koshi
masalasi. To‘lgin tenglamasi uchun Koshi

masalasi yechimining yagonaligi

Endi to'lgin tenglamasini n > 1 o'lchovli hoUarda garaymiz.

n

LIJ:utI-ci-)Au, a=Ax- w +..+u0

kabi belgilashlar kiritib, ushbu

Ou=0 (Xt €Rnx (t>0), a7
bi(x, 0) = f(x), x £ K", (18)
w(x, 0) = </(x), x 6 R” (29)

Koshi masalasining yechimini gidiramiz. Bu yerda f(x), g(x) - berilgan va
C2(Kn) sinfga tegishli bolgan funksiyalar.

Sferik o‘rta giymatlar usuli va (3) formuladan foydalanib, to'lgin tenglamasi
uchun Koshi masalasi yechimini topamiz.

Sferik o‘rta giymatlar usuli.

u(x, t) e C2(RTx (t > 0)) yechimning sferik o‘rt,a giymatini

Al(rt) = — [u(y,t)dSv (20)
wa o J
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bilan aniglaymiz, bu yerda 17x - markazi x nuqtada va radiusi r bo'lgan

sfera, un— - n o'‘lchovli birlik sfera yuzasi, wrn-1 esa radiusi r ga teng

1\2
bo'lgan sfera yuzasidir.
Integral hisobning o'rta giymat hagidagi teoremasiga ko'ra biz qidira-

yotgan funksiya

u(x, t) = lim M (r, t) (21)

tenglikdan topiladi.
Boshlang'ich shartlardan foydalanib,

M(r, 0) = T lJf f(y)dSv= F(r), (22)
HT

Mt(r,0) = — _lj[ g{y)dsv = G(r) (23)
*5

formulalarga ega bo'lamiz. Bular esa mos ravishda /(.t) va g(x) funksiyalar
ning sferik o'rta givmatlaridir.

Endiki gadam M(r,t) funksiya uchun hususiy hosilali differensial tengla-
mani hosil gilishdan iborat. (20) formuiada tayin x va r lar uchun £ =

(y —x)/r almashtirish bajarib,
M(r, t) = — Fu(x + rg, Hoex
wn J

ni olamiz.

fin yerdan

Mr(r,t) - — f'jr,uyt(x + r{, ) dS\ - In1f] ny=(y'
E’ yr 51

Bo'laklab integrallab, £ = (y —x)/r ning sirtga. tashgi normal ekan-

ligidan foydalanib,
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farmuhmi hosil gilamiz, bu yerda LU, —markazi x nugtada va radiusi r bo'lgan
shar.

Faraz gilaylik, u(x,t) funksiya to'lgin tenglamasining yechimi bo'lsin. U
holda

r
rn UV, = — uu(y,t)ydy = -»— utt{y,t)dSydp.
tnJd J J
o f>Bp(x)
Bu verdan
(' IMn)r= [ utt(y, t)dSy =
crMJ
yz
\
r j-n-i
- Ma.
c2 df2 f umdsy T
h )

Shunday qilib, {rnr~IMT)T= c~2rn~IMtt tenglamani hosil gilamiz. Uni

M,,+’\\-/M T=c 2Mu (24)
ko'rinishda yozib olamiz.

(24) tenglama Eyler-Puasson-Darbu tenglamasi deyiladi.

n= 3 bo‘lgan hoi.

Eyler-Puasson-Darbu tenglamasi bu holda (rM)Tr —c~2(rM)tt ko'rinishda
bo'ladi. Demak, rM funksiya bir o’lchovli to'lgin tenglamasi va

(rM)(r, 0) = rF(r), (rM)t(r, 0) = rG(r) (25)

boshlang'ich shartlarni ganoatlantiradi. (3) formulaga asosan

r+ct
Mir.))- [r+d)Flr+cnt 7 gglzfg+:+ j (e m . (26
Bu formula,ning 0'ng tomoni aniglangan bo'lishi uchun [r—cl, r + ct] C
(0, 00) bo'lishi kerak. F(r) va G(r) funksiyalarni (—oc, 00) sohaga quyidagi
tarzda davom ettiramiz:
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F(r), r > 0, G(r), r >0,
Fo(r) = f(r), r=0, Gofr) = < <), r =0,
F(—), r<Q _G(—), r<o.

T asdig. rFo(r) va rG(r) funksiyalar ikki marta uzluksiz differen-
siallanuvchi ya'ni. rFo(r), rGo(r) € C2(K2).

Isbot. F(r), G(r), r > 0 funksiyalarning aniglanishi va o'rta. giymat
hagidagi teoremadan r!i\r/TIJOF(r) = f{x), r!;\r)I_ﬁOG(r) = g(x) kelib chigadi.
Demak, rFo(r), rGo(r) € C(M). Bu funksiyalar ga ham tegishli.
Buni fagat Fair) funksiya uchun ko'rsatamiz. Gq(t) uchun shunga o'xshash

ko'rsatiladi. Hagigatan ham,

f*{r) = _j_ f ?2*No +r0t|dS||
Si }1

*4+0) = - f J2HAXK)dst= ~ E fvM) [ =0
R 3 4

Bu yerdan esa F" va G" lar r -> +0 da chegaralangan bo'lsa, rFo(r),

rGo(r) € C2(R) o'rinli bo'ladi. Bu funksiyalar ikkinchi tartibli hosilalarining

r —+0 da chegaralanganligi

F'(r) = — [ ™ fyiVi{x + rf)tejdst,
ri *J=1
F"(+0) = — N fm,(x) f TnHjdsS"

«j-i Vi
forrnulalar va (/,<?) G C2(R) ekanligidan kelib chigadi. Tasdiq isbotlandi.

(26) formula Fqva Go lar uchun

fM
(r + ct)FO(r + ct) + (r —ct)Fo{r —ct) |
Mo(r, 1) - or t1 j & oNe
r—et

ko'rinishni oladi.
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m Fgva Go funksiyalar tog bo'lgani uchun

ct—
J E£CO(EX = o
- ct
Shunday qilib,
+ 17 {Com,
zr 2r J

ct—#
s > 0 lar uchun.

-Fo(s) = F(s), Gqg(s) = G(s) bo'lgani sababli tayint>0v& 0<r<ct
larda Mo(r, t) bir o'lchovli to'lgin tenglamasining (25) boshlang'ich shartlarni
ganoatlantiruvchi yechimi bo'ladi. u(x,t) = lli__%Mo(r,t), t> 0 ekanligidan
Lopital goidasiga asosan

u(ar, t) = ctF\ct) + F(ct) + tG(i) = ™ (tF(ct)) + tG(ct).

Bu formulaga. asosan (22) va (23) larni n = 3 da inobatga olib,

/

dt  sitc2< Y @n

\% s? / S?
formulani hosil gilamiz.

E slatm a (27) formula 4-bobdagi (48), (49) Koshi masalasining
yechimini beruvchi (55) Kirxgof formulasiniiig bir jinsli tenglama bo'lgan holi
(f(x,t) = 0) uchun ustma-ust tushadi. Shuningdek, n — 2 bo'lgan hoi uchun
yuqoridagi mulohazalarni takrorlab, 3-bobdagi (56) Puasson formulasining
bir jinsli tenglama bo'lgan holidagi yechimini hosil gilish mumkin.

Koshi masalasi yechimining yagonaligi n = 2, 3 hollar uchun mos ra-
vishda 3-bobdagi (55) va (56) formulalardan kelib chigadi. Hagigatan ham,
aynan bir xil boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi va bir xil 0'ng tomonga
ega bo'lgan tenglamaning ikkitayechimi mavjud deb faraz qilib hamda yechim-
larni beruvchi formulalar yordamida ularning ayirmasini tuzib olib, uning
aynan nol ekanligiga, ya'ni bu yechimlarning ustma-ust tushishiga ishonch
hosil gilamiz.
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4.6 Koshi, Gursa masalalari. Tor tebranish

tenglamasi uchun Asgeyrsson prinsipi

Ushbu
d2u d2u

dt2 dx2
tenglama uchun Koshi masalasi umuiiiiy go'yilganda, ya’ni boshlang'ich shart-

(28)

larni t = 0 dan fargli bo'lgan, berilish chizig'i L ganday bo'lishini va beril-
gan funksiyalar masala korrekt go'yilgan bo'lishi uchun ganday shartlarni
ganoatlantirishini ko'rsatamiz. D orqali x, t o'zgaruvchilar tekisligida chegarasi
bo'laklari sillig S chizigdan iborat bo'lgan sohani belgilaymiz. Faraz qgilaylik,
u(x, t) funksiya D sohada (28) tenglamaning klasssi yechimi bo'lib, D U S
da birinchi tartibli uzluksiz hosilalarga ega bo'lsin. (28) tenglamada t va x

larni mos ravishda r va £ o'zgaruvchilar bilan almashiirib, uni

ko'rinishda yozib olamiz. Bu tenglamani D soha bo'yicha integrallab, Gauss-

Ostrogradskiy formulasini qo'llaymiz:

n S

Faraz qilaylik, L - yopig bo'lmagan sillig Jordan chizig'i bo'lib, quyidagi
ikkita shartni ganoatlancirsin:

(28) tenglamaning x —t = o\ , X + «+ — ¢ 2 xarakteristikalar oilasiga
tegishli bo'lgan har bir to'g'ri chizig L bilan bittadan ortig nuqtada kesish-
masin;

b) L egri chizigga uning ixtiyoriy nugtasida o'tkazilgan urinmaning yo'na-
lishi hech bir nugtada (28) tenglama xarakteristikalarining yo'nalishi bilan
ustma-ust tushmasin.

O£t tekislikda ixtiyoriy C(x,t) nugtadan o'tkazilgan £ —x — T—t ,
£—x = —r —t) - (28) tenglamaning xarakteristikalari L egri chiziq bilan
mos ravishda A va B nuqtalarda kesishsin.
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11-chizma. D soha tasviri.

(29) formulani AB egri chizig, CA va CB xarakteristikalar bilan chegara-

langan sohada qo'llab, ushbu

an du »
m<pdr + or - 0
AB+BC+CA
tenglikni hosil gilamiz. CA va BC da, mos ra-vishda, d£ —dr va d£ = —dr

bo‘lgani uchun oldingi tenglik quyidagi ko'rinishda yoziladi:

fq!’f_dr-f gudf— f du+ f du=o.
J Oi oT J J
AB BC CA
Bundan
n(C) = -u{A) + -u(B) + J —dr+ — df (30)

AB
tenglik kelib chigadi. Agar (28) tenglamaning u(x, t) yechimi

1 d u\ / (31)

shartlarni ganoatlantirsa, bunda ip va ¢ berilgan, mos ravishda ikki va bir
marta uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar, I esa L da berilgan yo'nalish
bo'lib, L ning urinmasi bilan ustma-ust tushmaydi, u holda ~ , || noma’lum

funksiyalarni
dudf€ aguaT _ dip

ds pards ds’
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tengliklardan aniglab olamiz, bu yerda s - L ning yoy uzunligi. Aniglangan
n, 1”7, w, migdorlarni (30) tenglikning o'ng tomoniga qo'yib, (28) tenglama-
ning (31) shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini hosil gilamiz. Shunday qilib,
fagat shu tarzda Koshi masalasi qo'yilsa, masala yagona va turg'un yechimga
ega bo'ladi.

Endi Gursa masalasini (yoki xarakteristik masala) ko'rishga o'tamiz.
Tayin A(xo,to) nuqgtadan chigarilgan (28) tenglamaning AB: £—xg = t —f,
AD: £—Xo = —(r —ta) xarakteristikalari va C(x, t) nugtadan o'tuvchi CB:
£—x = T—tvaCD: £—x = —(r —t) xarakteristikalaridan tashkil topgan
xarakteristik to'rtburchak sohani G orgali belgilab olamiz.

12 - chizma. D soha

(29) formulani G soha uchun qo'lla.b,

by Hye
a( or

AB+BC+CD+DA
tenglikka ega bo'lamiz. AB va CD dadf = dr , BC va DA da<£= -dr
bo'lgani uchun avvalgi tenglikni quyidagi ko'rinishda yozib olamiz:

J_d.j*,+dj _J(diu, dlu,,+Jfg5[|, du

T

AB BC cD

-J ~ar s “JauvdawrdauJdau=
DA AB BC CcD DA

= 2u(B) - 2u{A) - 2u(C) + 2u(D) = 0.
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Bundan

u{A) + u(C) = u{B) + u(D) (32)
Asgeyrsson prinsipi yoki o'rta giymat to‘g‘risida.gi teoremani ifodalovchi
tengliqg kelib chigadi. Bunga asosan (28) tenglama u(x, t) yechimining xarak-
teristik to'rtburchak garaina-qarshi uchlaridagi giymatlarining yig‘indisi bir-
biriga. teng. B va D nugqtalarning koordinatalari mos ravishda (ZItiSck” »+*-zp+fy)
va (- J'!  ‘'e) lardan iborat. Agar Gursa masalasining shartlari
ma’lum bo'lsa, ya'ni ueb —V(£)> uad = P{£), "-p(A) — P{B), u holda (32)
ga asosan

va tp(x), p(x) funksiyalar ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar
bo'lsa, (33) formula, bilan aniglangan u(x,t) funksiya Gursa masalasining
yechimidan iboratdir.

4.7  Xarakteristikalarda berilgan masala.

Integral tenglamalarning ekvivalent sistemasi
Ushbu

Uxy(x,y) = a(x,y)ux(x,y) + b(x,y)uy(x,y) + f(x,y,u(x,y)), (34)
O0<x<h O<x<l2

tenglamani va
u(x, 0) = tp(x), 0 < x < Ii, (35)

nOy) = dfy), 0<y<h (36)
shartlarni ganoatlantiruvchi u(x,y) funksiyani topish masalasini garaymiz.
Bu yerda I\, 12— berilgan musbat hagigiy sonlar va ip, ¢— C 1 funksiyalar
sinfidan bo'lgan <p(0) = d(0) shartni ganoatlantiruvchi berilgan funksiyalar.

Bu masalaga (34) chizigli bo'lmagan giperbolik tipdagi tenglama uchun
go'yilgan Gursa, masalasi deb ataladi. Ma’'lumki, (34) tenglamaning xarak-

teristikalari dxdy = 0 tenglamaning yechimidan iborat. Bu yechimlar x =
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const, y = const ka'rinishdagi to‘g‘ri chiziglar oilasidir. Shunday qilib, (34)
tenglamani va (35), (36) xarakteristik x = 0, y = 0 cbiziglarda berilgan
shartlarni ganoatlantiruvchi u(x,t) funksiyani topish talab etiladi.

T a’ rif. (34)-(36) tengliklarni ganoatlantiruvchi n (xy) 6 C2
([on] x [0,/2]) funksiyaga (34)-(36) Gursa masalasining yechimi deyiladi.

Qo'yilgan masala yechimining mavjudligi va yagonligini bir necha,
etaplarda isbotlaymiz. Dastlab (34) —(36) masalaning gandaydir chizigli
bo'lmagan integral tenglamalar sistemasiga ekvivalent ekanligini ko'rsatamiz.
Faraz gilaylik, u(x,y) funksiya (34) —(36) masalaning yechimi bo'lsin. U
holda (34) tenglamani dastlab y bo'yicha keyin x bo'yicha, integrallab, quyida-
gilarni hosil gilamiz:

y
ux(x, y) = ux(x, 0) + J a(x, r/yujx, 7)dr/+
0
Vv Vv
+ J b(x;Duy(x,Pdil+ I f(x,T],u(x,n))dTh
0 0

u(x,y) = u(0,y) + u(x,0) - u(,0)+

x Y Xy
+J J aE@V)ux{eTi)dNdE + J J b(E, DW(E rj)dild+
00 00
43 J £((,,"0),u(£ Ti))dr]dE. (37)
o0

iScvEsfyangi furikiyalarni v(x,y) = ux(x,y), w(x,y) = uy(x,y) kabi kirita-
miz. U holda, (34) —(36) boshlang'ich shartlarni qgo'llab, (34) tenglamani
quyidagi ko'rinishda yozish mumkin:

u(x,y) = tpfy) + d(x) - 0(0)+

+J J [a(t,v)V(E,V) + bErDW(Erj)] dEdi7+ J j /(£, 1], u(f, r]))ddr].

00 00
(38)
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Bu tenglamani x bo'yicha difierensiallab

V(xyy) = d(K)+

vV v
+ J [a(x,rPHv(x,r)) + b(x,T))w(x,r))]dr}+vJ f(x,rj,u(x,rj))dT] (39)
0
tenglikni va y bo'yicha differensiallab esa

w(x,y) = &{y)+
X x
+J \a(?y)v(£,y)+ b{£,y)vj{t,y)}d£+~] Hi.y,u(£,y))dE (40)
0 0
tenglikni hosil gilamiz.

Demak, agar u(x, t) (34) —(36) masala.ning yechimi bo'lsa, u holda (38) —
(40) tenglamalarni ganoatlantiruvchi v(x, £), w(x, t) funksiyalar mavjud bo'ladi.
Teskarisi: (38) —(40) tenglamalarning yechimlaxi bo'lgan u, v, w- uzluksiz
funksiyalarning mavjudligidan v = ux, w = uy ekanligi kelib chigadi. (38)
tenglamada navbat bilan x —0 vay = 0 deb (35) va (36) shartlar hosil qili-
nadi. Shuningdek, (39) va (40) tenglamalarni bevosita differensiallash orgali
u(x, t) funksiyaning (34) tenglamani ganoatlantirishini ko'risli mumkin.

Xarakteristikalarda berilgan masala yechimning mavjudligi.

T eorema (Mavjudlik teoremasi). Quyidagi shartlar bajarilgan
bo'lsin:

1) a(x,y), bxy) £ C([0,h] x [0,/3]);

2) f(x,y,p) £ C([0,ii] x [0,~] x K), bu yerda (34) tenglamadagi
/ funksiyaning u(x, y) argument! p ixtiyoriy giymat gabul giluvchi o'zgaruvchi
bilan almashtirildi;

3) ixtiyoriy x £ [0,Y ,y £ [0,h\ va pupr £ K lar uchun
\f(x,y,P2) - f(x,y,p?)! < L\pi-P2I (41)

tengsizlik o'rinli, bunda L > 0;
4) dp(x) £ C'Ho, h], <Ay) GCHO,/,], d0) = 0(0).
U holda (34) —(36) rnasalaning yechimi mavjud. (41) tengsizlikka Lipshits

sharti, L soniga esa Lipshits 0 ‘zgarrnasi deyiladi.
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Isbot. (34) —(36) masala (38) —(40) integral tenglamalargaga ekviva-
lentligini hisobga olib, (38)—40) ni ganoatlantiruvchi u(x, y), v{x,y), w(x,y)
uzluksiz funksiyalar mavjudligini isbotlaymiz. Bu funksiyalarni ketma-ketligi
yaginlashish usuli yordamida topamiz. Kecma-ket yaginlashish jarayonini
quyidagicha quramiz:

LL(x,y) = vO(x,y) = WO(x,y) = 0,

unti(x, y) = p{y) + p(x) - o)+

Xy
+ \] \] ) + &E, ij)wn(g, v)] dijdE + \] \] f (£, 1j,u,(£, rj) drldE
00 00

vnti(x,y) = ®(y)+

Y Y
+\] [a{x, T)vn(x, 1)+ b(x,7])wn(x,ri)]dij + \] f(x, g, un(x, rj))drj,
0 0

wn+l(x,y) = <p'(y)+

x x
J E. y)vnE )+ SE DK ((YNDEH) f (fy, un(ty)) rff, n=1,2,....
0 0

Bu jarayonning yaginlashuvchi ekanligini isbotlaymiz. Bulling uchun
u,i, vn, wn ketma-ketliklarning hadlari orasidagi farglarni baholaymiz. un
liadlarning aniglanishi va teoremaning 3-sharfcidan quyidagi tengsizlik kelib

chigadi:

r.r

i - un\< J j | lalfr)] WS TD) - v, IETH] +
00

+ PN w2, v) ~ ]ld£dlﬁthJ JD L\an(Ex1) ~ Wwmdi(Z, n)l dedrj.

0o
Faraz qgilaylik, (x,y) G ([0, 4] x [0, h}) da

M —max {max Japk y) \, max \b(x y)\, L}
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mbo'lsin. U holda
Xy
K+i- um< MJ J [ntE, Tj) - Al +
00

+ \>n(Z ) ~ wrri(E, v\ + K(C, v) - un~i(£, v)\] dtdrl
vn, w,, funksiyalar uchun ham shunga o‘xshash quyidagi baholarni olamiz:
y

- un\< M J [ pn(x.rj) - urri(x, r)] +
0

+ \an(x, 7) - Wn-L(x, D]+ \n(x, 7) - Ua-i{x, 7] j dr,

X

\nx-- Wl < M j IMrEEY) -WwirilE )l -+
0

+ WEy) - N+ K(F») - un-ie, Y-

Ketma-ketlikning barcha: elementlari uzluksiz funksiyalar bo'lganligi sababli,

(x,y) 6 ([(MI] X [0,iZ]) lar uchun
K1, Jtvl, \™wn\

larning biror H > 0 o‘zgarmas bilan chegaralanganligi kelib chigadi. U holda

ketma-ketlikning no'linchi hadlarining aniglanishiga ko'ra
Jd- «ol< M, Wi- Wil< M, hji-w QA< M

kelib chigadi. Bularni inobatga olib, quyidagi baholarni olamiz:

zy 2
\p- Ul]< M j J 3HdEdr) = BHMxy < 2>HM ~J -
ao
Yy
W2 —M] < MJ 3Hdg —3HMy < 3HM(X + ),
0

X

w2 “ |[< M J 3HdE = BHMX < 3HM(X +Y).
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Ketma-ketlikning tekis yaginlashuvchi ekanligini isbotlash uchun majoraiit

gator qurishga to‘g‘ri keladi. Dastlab uchbu

\N(x,y) - urrey)\ < 3H M Rhe™ X ;IY)n

WX, ti)-Vn-i(x,y)\ <

\w,,(X,y) - W, i(y)\ < 3#Mn n=12--

baholarni isbotlaymiz. Bu yerda K 2 + Z + h- lIsbotlash uchun in-
duksiya usulidan foydala.namiz. Faraz qgilaylik, yuqoridagi baholar n = j
uchun o‘rinli. n = j + 1 uchun isbotlaymiz. Induksiya farazidan foydalanib,

Ju+i —U\ ayirmani baholaymiz:

N+ 1—

<mJd i didrf <

i3

Ravshanki, bu tengsizlikning o‘ng tomonida integral osti ifodalarning j = 0
dagi giymatlarini tashlab yuborishdan tengsizlik fagat kuchayadi. Natijada,
golgan integrallarni hisoblab va

X +y
3+ 2

+2<li+l2+2—K

ekanligidan foydalanib,
X+ y)3+2 + 2 (X + yy +1'

(7+2) @+ 1)

JH
= 3HMI Ikg HXEYT XEY 4o MLk, BT+ VY H
3+2 @+ 1
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tfengsizliklami hosil gilamiz. Shunday qilib, un ketma-ketlik uchun induk-
siya farazi isbotlandi. Qolgan ikkita ketma-ketlik uchun baholarning o'rinli

bo'lishi shunga o'xshash isbotlanadi. Bu baholarning bir xilligi uchun fagat

W(x,y) - V,._i@,?)]

uchun bahoni isbotlaymiz. Yuqoridagi kabi faraz gilamiz, bu baho n = j
uchun o'rinli bo'lsin va n —j + 1 uchun bajarilishini ko'rsatamiz. Induksiya

farazidan foydalanib, \vj+i —Vv-] ayirmani quyidagicha baholaymiz:

Mi+1(x,t) - Uj(x, bl <

y
<M 3HMY 18327 #6- —+ 2 «BHMj-"K F27 + orj <

@+ y)+1 + 2(x+ y)J
@+ 1! J-
= MIM K BIXFYY XY 4o 3HMIK> *x fy A
it j+1
Endi vn, wrx ketma -ketliklarning tekis yaginlashuvchi ekanligini is-
botlaymiz. Kao'rinib turibdiki, bunday ketma-ketliklarning har bir hadini
tegishli gatorning xususiy yig'indisi shaklida ifodalash mumkin:

un(x,y) = N (um(x,y) - uml {x,y)),

m=I
n
vn(x,y) MY (vm(X,y) - vmi (X, y)),
m—1
0
yy)=Y A wWm(xI2) (OKy)) =

Birinchi. gatorning hadlari uchun baholar olgan edik. Ulardan foydalanib,

K (xy) - Gy)l<3ar-.r a4 <

< 341/* =C~, C, O= const
T yall
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munosabatlarni hosil gilamiz. Bu yerda C = bHMn 1IKn-2, a = Z + |2
Malumeki, N c-j gator yaginlashuvchi. Bundan Veyershtrass alomatiga
ko'ra, un kne:tlma-ketlikning tekis yaginlashuvchi bo'ladi. Hadlarning uzluk-
sizligidan limit funksiyaning uzluksizligi kelib chigadi.

Shunga o‘xshash golgan ikki ket.ma-ketlik uchun ham ushbu
vnO,y) =4 v {x,y) GC ([0, h] x [0, hj)

wn(x,y) =} w(x,y) GC ([0, 2] x [0, 12}

munosa.batla.rni ko'rsatish mumkin.

Shuday qilib, n -> 0o da yuqorida yozilgan ketma-ketliklar (38)-(40) in-
tegral tenglamalar sistemasining yechimi bo'lgan u, v, w funksiyalarga tekis
yaqginlashishini ko'rsatdik. Bundan bu integral tenglamalarning yechimlari
mavjudligi kelib chigadi. (38)-(40) integral tenglamalar sistemasining (34)-
(36) masalaga ekvivalent ekanligini esga olsak, teorema isbot bo'ldi.

Xarakteristikalarda berilgan masala yechimining yagonaligi.

Endi (34)-(36) masala yechimining yagonaligini isbotlaymiz. Ravshanki,
bu (38)-(40) integral tenglamalar sistemasi yechimining yagonaligiga teng
kuchli.

Teorem a (Yagonalik). Faraz gilaylik.

{«1 (X, ¥), Vi (a_',y) , Wi ()K, )},
{«2(x,y), v2(x,y), w2(x,y)}

ikkita funksiyalar sistemasi mavjud bo'lib, ular (38)-(40) integral tenglamalar
sistemasining yechimlari va bunda (34) —36) masala yechimining mavjudligi

%ffi}{f8agi teorema shartlari bajarilgan bo'lsin. U holda
n(xy) = (X y) - u2(x,y),vxy) = vixy) - v2(x,y),

w(x,y) = wi (x,y) - W2(x,Y)

funksiyalar [0, x [0, Z] to'g'ri to‘rtburcha.kda aynan O ga teng bo'ladi.
Isbot. Teoremaning shartiga ko'ra quyidagi tengliklar o'rinli:

«d (% y)=d(y) + p () - ip(0)+
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i1
00
XY
+j J £ (s,Mux{i,n) drjdi,
00
«2(s,d) = d(y) +v>{x)- V(0)+
Xy
+3 3 [of£, )@ (EV) + bE, D)W (£, Tdride+
00

XY
+\] \] f (t,V,U2(£,r]))d,rld£.

0o
Bu tenglamalarning biridan ikkinchisini ayirib va f(x,y,p) uchun Lipshits

shartini qo;llab,

j<.K
\u2 - il o« J [m w2 (¢, 1) - Vi ('tln)1 e

o0

+M Wi (E, D) - Wi (f, D]+ M pP2(E, 7)) - M (f,>)I] drjdi
X oy
< J 1 [M]UE?)! + M\W(Z,))\ +M\u(£,ri)\]dr}dz (42)
o0
tengsizliklarni hosil gilamiz. Shunga o'xshash munosabatlarv (x,y) , w (&, y)

funksiyalar uchun ham o'rinli:

y
WO\ </ IM AVGCTIN+ M \w(x, H)14- M \u(s, rf)lj drl,
0

\W{x, y)\ < + Mw(E,y)|-I-M | M(E,i/)]]dE.
0
Bu tengsizliklardan n (x,y), v (x,y), w (K y) funksiyalarning [0, /1] x [0, I2\
to‘g'ri to'rtburchakda 0 ga tengligi kelib chigishini isbotlaymiz. Dastlab ular
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[0,i0] x [0, V] to'g'ri to'rtburchakda O ga tengligini ko'rsatamiz. Bu yerda
xq 6 (0, 1i), yoe (0, h) lar ushbu

3x0'YoM < 1,
3xoM < 1,
N3yOM < 1
shartlarni ganoatlantiradi.
Faraz qilaylik,
n— max \u{x.y)\.
(:e,1/)E[0,;e()] x [0:/0o]
V= max

(1.y)e[0,ro]x[0;!/0]

w — max . Iw(x y)l.
(z."efo"ojxfojftill

Ravshanki. umumiylikka ziyon yetkazmasdan n > max{i, w} deb olish
mumkin. U holda (42) tengsizliklardan quyidagilar kelib chigadi:
Xy
(. y) 1< M j" j [+ ii+ i dedr/ < 3Mxoyoit
0 o0
yoki
ft < 3Mxoyoii, (x,t) € [0, %0 x [0, y0].

ixoyoM < 1 bo‘lganligi sababli, oxirgi tengsizlik fagat ti — 0 bo'lganda
bajariladi. Bundan ko‘rinib turibdiki v (x,y) ,v (x,y) ,w (x,y) funksiyalar
[0, Xq] x [0, yo] da aynan O ga teng. Kevingi gadamda biz shunday Xi (xi >
»0) ni olamizki,

3(xX\ -xo)yoM < 1,

3(*L —x0)M < 1,

3j/oM < 1

shartlar bajarilsin. [0, xi] x [0, t/o] to'g'ri to'rtburchakni garaymiz.U holda
(42) tengsizliklax quyidagi ko'rinishga ega bo'ladi:
Xy
\i{x Y\ < M J J [i+ i+ u\dEdn), (x,y) € [0, xi] x [0,y0].

(0]
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Oldingi isbotdagi kabi, n (x,y) , v (X,y), w (x,y) funksiyalar [0, ®i] x [0, yo\
to'g'ri to'rtburchakda aynan O ga tengligini hosil gilamiz. Bu kabi mulo-
hazalarni davom etib, chekli sonli gadamlardan keyin bu funksiyalarning
[0,n] x [0, g da O ga teng ekanligini ko'rsatish mumkin. So'ngra, [0,yo]
kesma uchun ham yuqoridagi kabi ish tutib, ularning [0, h] x [0, h] da aynan

0 ga teng ekanligi ko'rsauladi. Teorema isbotlandi.

48 Qo‘shma differensial operatorlar. Riman

usuli

Ushbu ikkinchi tartibli

r A\ AN & u X T / \"u i \
. dx;dxj o,
ij=L i=i
chizigli differensial operatorni qaraymiz. D - Rn fazoda bo'laklari sillig S
sirt bilan chegaralangan soha, bo'lsin. Faraz qgi.lamizki, ay(>k) koeffisiyent-
lar ikkinchi tartibli, (u(x) - birinchi tartibli uzluksiz hosilalarga ega. ao(x)

koeffisiyent esa uzluksiz bo'lsin.

Mv -V i 4y + (43)
axidxj X<
=i
ifoda Lu ga go'shma differensial operator deyiladi. Bevosita hisoblashlarni
bajarib,
Cn du iaInn _
va,ij{x)— - mn i + ai(x)uv
ax j
7-
tenglikning to'g'riligiga ishonch hosil gilamiz. Agar
d 9(aij .
PIO . £ vaij(x)- . @ICM) 4 dixyuv (44)
Kj=i v ~'dij dxj

belgilash kiritsak, avvalgi tenglik quyidagi ko'rinishda. yoziladi:
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Agar L = M bo'lsa, L operator o‘zi-o‘ziga qo'shma operator deyiladi. L

operatorni quyidagi ko'rinishda yozib olamiz:

r ST- d ( ! \du\ V lpa,u(x) gn ™™ on
Lu=Ealt(~)aJdJ " E +2>(*>1* 4 «(*>«=
ti=1 X 4 ij=1 1 J =l

Agar
bj.(x) := ai(x) V a0(x) ;= c(x)

belgilashlarni kiritsak, L ushbu

' gmE P s Jy *Ra™ +Eg-<*>s;+ <) XD
ko'rinishga keladi. U holda M operatorni quyidagicha yozish mumkin:

iy (nau{x) f Adv\ yrd(bi(x)v)
**»' E 55 (“ST”+"~wabj -E -8 T "+*“>"*

A5 [Saii(x) A ~d(bi(x)V)
=E ~ rx& v o+ lf«l - & '+ “w(*)m ~6)
Agar M operator berilgan bo'lsa, unga qo'shma operator L bo'lishini tek-
shirib ko'rish giyin emas. (43) va (45) formulalardan ko'riniyaptiki, go'shma
operatorlar fagat o'rta hadlaxi bilan bir-biridan farq giladi. h(x) = 0,
i = 1,2,...,n shartlar bajarilganda L s M bo'ladi. Demak, 0'z-0'ziga

go'shma operatorni

Lu=ilL ~ + <*)u’ = “a(*)

ko'rinishga keltirish mumkin. Laplas va to'lqin operatorlari 0'z-0'ziga. go'shma.
operatorlardir, lekin issiglik targalish operator! o0'z-0'ziga. go'shma operator
bo'la olmaydi.

K2fazoda u(x, y) funksiya uchun quyidagi differensial ifodanini garaymiz:

Lu —iixy+ a(x, y) e (x,y) + b(x,y) uy (x,y) + c(X,y) n(X,y) (47)

Ta'rifga ko'ra, unga go'shma operator quyidagi ko'rinishga ega:
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MW\ = uxy - (@(x,y) v)x- (b(x,y) V)x+ c(Ky) v

Ravshanki, (46) formulada
n=2, an = (I2—0, 0i2=02i=5, bi=a bk—b c=c.

Ko'rinib turibdiki, (44) formuladagi P2 lar

A = 2Vuy — + auu>
1
P2 = - n
kabi hisoblanadi.

Endi Oxy tekisligida biror j/ —f(x) egri chiziq berilgan va ixtiyoriy x lar
uchun / (x) < 0 shart bajarilgan bo'lsin. y = f(x) funksiyaning grafigini
Lf orgali belgilaymiz. R2 tekislikning / (ar) funksiya grafigidan yugorida
joylashgan gismini LU, bilan belgilaymiz, ya'ni

W = {{x,y) my> f(x)}.

Quyidagi chegaraviy masalani qo'yamiz:
Lu = F(x,y) (x,y) e L (48)

tenglamaning

Cc)u
u(x,y) = d(x,y), (x,y) e Lf, 3-(x,y) = ®(xy), (xy) 6 Lf (49

shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin, bu yerda Lu (47) formula bilan
aniglanadi, n - Lf chiziqga o'tkazilgan LU, sohaga nisbatan tashqi normal.
Ixtiyoriy A(zo,2/0) G R/ nuqtada (48), (49) rnasalaning yechimini ifo-
dalovchi formulani topamiz. Buning uchun A nugtani Lf egri chiziq bilan
koordinata o‘glariga parallel bo'lgan kesmalar yordamida birlashtiramiz va
mos ravishda B[x, yo), C(x0,y) kesishish nugtalarini hosil gilamiz. AB, AC
kesmalar hamda B C yoydan hosil bo'lgan konturni S deb, uning ichki gis-

mini esa D bilan belgilaymiz.
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L va unga qo'shma differensial M operator uchun o'rinli bo'lgan

_ dpi_ OF2

tenglikni D soha bo'yicha integrallaymiz:

D E ; D (‘l n
Bu tenglikning o'ng gismini matematik tahlil fanidan ma’lum bo'lgan

j Rdx + Qdy = \]\] (Qr—Uy) ds
L D

Grin formulasi yordamida o'zgartiramiz. U holda quyida.giga ega bo'lamiz:

j j (vLu —uMv) ds = \] —Pidx —P\dy.
D L

L kontur gismlarining koordinata o'glariga parallelligi va P\, P> larning

yugorida.gi ifodalarini inobatga olib, avvalgi tenglikni davom ettiramiz

-P2dx - P[dy -
/

/( ~(vuy —uvy) -kauv dy - ~{vux—uvx)+ buv dx I-f

A 9

|
+7 ~{vuy —ui'y) + auv dy+J \(vux—uvX + buv dx. (50)

Ravshanki,
A

\] J vuv ~ uvy) + auvj dy + J -(vux —-uwx) + buv dx =

n n

J ~{vuy —uW) + auv dy + J I,{vux~ uvx) + ~uv dx
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tenglik bajariladi. Bu formulaning o'ng tomonidagi integrallarni mos ra-
vishda 1ca va 1ba orgali belgilaymiz.
Hozirgach v funksiyaga hech gandav shart go'yilmagan edi. Endi faraz

gilaylik, v funksiya ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi bo'lib, ushbu

Mv = vy - (a(x,y)v)x- (b(x,y)v)y+ c(x,y)v =0, x < x0, y < yo

tenglamani va

Yy

v(xo,¥) = exp J a(xs)ds  y<Vyo, (51)
* X

v(x,yo0) = exp J b(s,y0O)ds x < Xl (52)

shartlarni ganoatlautirsin. Bu masalada chegaraviy shartlar xarakteristikalarda
berilgan. Oldingi paragrafda ko'rsatilgani kabi bunday masalalar yagona
v(X,y) yechimga ega bo'ladi. Bu yechim bizga ma’lum deb hisoblaymiz va
keyingi o'rinlarda shu yechimni ifodalovchi v(x, y) funksiyadari foydalanamiz.
Bularni va (48) tenglamani hisobga olib, (50) formulani soddalashtirishni

davom ettiramiz:

rr
// V(X, y)F(x,y)ds =

~{vux- W3+ buv dx J+ Iqa IBA

Ica, Iba integrallarda koordinatalaridan biri tayin ekaniigidan foydalanamiz.
v(x,y) uchun (51) shartdan x = xo bo'lsa, vy —av = 0 bo'lishini oson
aniglash mumkin. U holda
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Xuddi shunga o'xshash, y = yo bo'lganda (52) tenglikka asosan ux —bu = 0
ekanligini inobatga olsak,

A

Iba ~(vux —uvx) + buv dx —

-/

n

-u(vx- bu) dx~huv)\A-\(uv)\1

-/

formula hosil bo'ladi. Shunday gilib, (50) ifodani quyidagi ko'rinishda yozish
mumkin:

.C
\]\] v(X, Y)F(X, y)ds = J ( m-(vuy —tWiji) + auv dy-

(Vux —WVX) + £V gx) + uva~7(uv)\e~", (uv) s-

Bundan esa, 0‘'ng tomondagi uv go'shiluvchining A(xq, yo) nugtadagi giyma-
tini ushbu

u{x0, yo)v(x0,y0) =
[
=N WHavjdgng ~W -+
B
i(\/\y/\)j/\'l'i(\/\)jB'\]\] v(x,y)F(x,y)ds
D

tenglik bilan ifodalaymiz.

*"*(51), (52) chegaraviy shatrlardan v(xo,yo) 1 ekanligi kelib chigadi.
U holda
C

u(xo, Vo) = - J ( - (UWWy —mny) + aw  dy — | | (w, —uvx) + buuj ix” +

fvaFg  ©

hosil bo'ladi. Bu u(xQ,y0) uchun yakuniy formuladir.
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. Lf konturda u(x, y) funksiyaning xususiy hosilalarini (49) shartga asosan
berilgan funksiyalar orgali ifodalash mumkinligini ko'rsatamiz. Buning uchun
(49) tengliklarni

u(x, fix)) = d(x, fix)), d_u (x, fix)) = ip(x, fix))

ko'rinishda yozib olamiz. Lf ga urinmaning birlik vektori 7 quyidagi ko'ri-

nishga ega:
= 1 f(x)
Y i+ {Ox)Y vl + {f'{x)y
Bundan
duix, y) du 1 N du f{x)
On dxy/i + (f(x))2 dyy/\ + (f{x))2
ifodaga ega bo'lamiz.
ushbu
i«(*./(x)), 2% Ne )) +iM W Ow , VTITH7wg(*,»).

tenglamadan topiladi. Ma’'lumki,
ar~= (it, gradu).
dn

Lf chiziqga o'tkazilgan normalning, ~ vektorga ortogonal bo'lgan birlik

vektori quyidagicha hisoblanadi:

it = m _ i___\
Y+ (r(x)F yi + (I'(z2))V
Bundan
duix,y) du f{x) du 1
dn dx M1+ if'ix))2 dyyi - if'ix))2

formulani hosil gilamiz.
Yuqoridagilarga asoslanib, chegaraviy shartlardan Lf konturda m(x,y)

ning xususiy hosilalarini topish uchun
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. . du 1'(x) du 1

'P(xJ09) = dxy I+ (f(x))2 dy Vi + (/'(.r-))2
tenglamalar sistemani olamiz. Uning determinant hech gayerda O ga teng
emas. Bundan kelib chigadiki, ux(x,y), uy(x,y) lar mavjud va berilganlar
orgali bir giymatli topiladi. Shunday gilib, (53) lormulamng 0'ng tomonidagi
barcha funksiyalar aniglandi. Uni hosil gilish uchun go'llaniladigan usul
Riman usuli deyiladi.

E s latm a. (7) Dalamber formulasi (53) formula,ning xususiy holidan

iboratdir.

4.9 Tor tebranish tenglamasi uchun boshlang‘ich-

chegaraviy masalalarni Furye usuli bilan yechish

4.9.1 Birinchi boshlangich-chegaraviy masala. Bir jinsli
tenglama va bir jinsli chegaraviy shartlar. Xos
son va xos funksiya

Xususiy hosilali differensial tenglamalar nazariyasida chegaraviy yoki ar-
alash masalalarni yechishda. eng ko'p go'llaniladigan usuilardan biri bu o'zga-
ruvchilarni ajratish yoki Furye usuli hisoblanadi. Bu usulni bayon etishni
ikkala uchi ham mahkamlangan tor tebranish tenglamasi uchun birinchi
boshlang'ich - chegaraviy masalani yechishdan boshlajaniz. Qolgan chegar-

~«Yty masalalar va aralash masalalar xuddi shunga o'xshash tarzda vechiladi.
Quyi- dagi
(54)

tenglamaning bir jinsli
u@,t) = 0, u(l,t)y =0 (55)

chegaraviy va
u(x,Q) — <p(®), ut(x,Q) = d(x) (56)
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boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topamiz. (54) tenglama
chizigli va bir jinsli bodganligi uchun, uning xususiy yechimlari yig'indisi ham
tenglamaning yechimi bo'ladi. Ularning biror koeffitsientlar bilan yig'indisini
izlanayotgan yechim sifatida garash mumkin.

Dastlab, quyidagi yordamchi. masala,ni garaymiz:

uu = a2uxx

tenglamaning aynan nolga teng bodmagan
u{x,t) =X{x)T(t) (57)

ko'pa,ytma ko'rinishidagi, bu yerda X, T lar bir o'zgaruvchili, mos ravishda

x va t larning funksiyalari, bir jinsli
w(0,i) = 0, u(l,t) = 0 (58)

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Bu masalani echish uchun (57) ifodani (54) ga go'yib

X"(X)T{t) = C)T()

yoki, X(x)T(t) ga bodgandan so‘ng

X"{x) 1T"(t)

9
X{x) a2 T(t) (59)

tenglikni hosil gilamiz. (57) formulabilan aniglangan funksiya (54) tenglama-
ning yechimi bodishi uchun, (59) tenglik erkli o‘zgaruvchilarning barcha
0 < x < I, I > 0 giymatlaxida bajarilishi shart. Bu tenglikning chap tornoni
faga.t x o'zgaruvchining, o!ng tornoni esa, fagat t o‘zgaruvchining funksiyalar-
idir. Navbat bilan, ularning birini tayin qilib, ikkinchisini o'zgartirib, (59)
tenglikning chap va o‘ng tomonalari o'zgarmas songa teng ekanligiga ishonch

hosil gilamiz:

X4r)y =in o = _n

X (x) a2 T{t) L] y '’
bunda o‘zgarmas J1ni qulaylik uchun manfiy ishora bilan oldik.
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(GO) tengliklardan X (x) va T(t) funksiyalarni aniglash uchun

X"(x) + \X{x) = 0, X(x) ¢ O,

T"(x) + a2\T(x) = 0, T{t) O (61)

oddiy differensial tenglamalarga ega bo'lamiz. Shuningdek, (58) chegaraviy
shartlardan

u(0, t) = X(0)T(t) = O,
u(l,t) = X(1)T{t) = 0

kelib chigadi. O'z navbatida, bu tengliklar (57) formula bilan aniglangan
u(x,t) funksiya nolga teng bo'lishi uchun X (x) funksiyaning

A'(0) = X(1) = 0

shartlarni ganoatlantirishi lozimligi, aks holda T(t) — 0 bo'lishini ko'rsatadi.
Shuning uchun, yuqoridagi chegaraviy shartlardan

X(0) = X(1) = 0

shartlarni hosil gilamiz. Shunday qilib, biz go'yilgan chegaraviy masalani
yechish jarayonida X (x) funksiya uchun Shturm-Lmvill masalasi deb ata-
luvchi quyidagi masala,ga keldik:

T a’'rif Aning

*(*) + = X()=XW =0 (62)

masala notrivial yechimga ega bo'ladigan giymatiga shu masalaning xos soni
va unga mos notrivial yechimga esa A xos songa mos keluvchi xos funksiya
deyiladi. Umuman, differensial tenglamalarning xos sonlarini va unga mos
keluvchi xos funksiyalarini topish masalasiga Shturm-Liuvill masalasi deb
yuritiladi.

Bu rrmsalaninig yechimini topish niagsadida A ning marifiy, nolga. teng

va musbat giymatli hollarini alohida garaymiz.
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1-hol. Faraz- gilaylik, J1< 0 bo'lsin. Bu holda oddiy differensial tengla-
malar kursidan bizga ma’'lumki, (62) tengliklardagi ikkinchi tartibli oddiy

differensial tenglamaning umumiy yechimi
X(x) = + C2c vrn (63)

ko'rinishda bo'ladi. Bunda C\, C2- ixtiyoriy hagigiy sonlar. Ularni shunday

tanlaymizki, natijada (62) dagi chegaraviy shartlar o'rinli bo'lsin:
X(0) =c\+C2=0, x{1) =C ie” +C2-v 1

yoki

Ch= -Co, Ci (eV-M- <v X) = 0.

Qaralayotgan holda /1< 0 va I > 0 hagiqgiy sonlar bo'lganligi uchun e~ 1-
e—-MN & q Demak; ikkinchi tenglamadan C* = 0 va birinchisidan esa
C2= Cy —O0 hosil bo'ladi. Demak, bularga asosan, /1< 0 bo'lganda (62)
masala fagat nol yechimga ega bo'lar ekan, ya’'ni bu holda Shtuurm-Liuvill
masalasi xo0s son va xos funksiyaga ega emas ekan.
2-hol. Faraz gilaylik, J1= 0 bo'lsin. Bu holda (62) dagi ikkinchi tartibli
oddiy differensial tenglama X"(x) = 0 kci'rinishda bo'lib, ununig umumiy
yechimi
X(x) = Cix + Ci (64)

dan iborat bo'ladi. Bunda. Ci, Co - ixtiyoriy hagiqiy sonlar. Ularni (62)

dagi chegaraviy sbartlardan tanlaymiz:
X(0) = C2, X(1) = Cil + C2= 0

yoki
Cl=cz2=0

Demak, (64) ga asosan, J1= 0 holda ham (62) masala fagat nol yechimga
ega bo'lib. Shturm-Liuvill masalasi xos son va xos funksiyaga ega bo'Imas
ekan.

3-hol. Faraz gilaylik, A > 0 bo'lsin. Bu holda differensial tenglamalar
kursidan bizga ma’lumki. (62) dagi ikkinchi tartibli oddiy differensial tenglama
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ikkita go'shma kompleks xarakteristik ildizlarga ega bo'lib, uning umumiy
yechimi

X(x) —Cicos\f\x + CisinV\x (65)
ko'rinishda bo'ladi. C\ va C2 o'zgarraaslarni shunday tanlaymizki, (62) dagi

chegaraviy shartlar o'rinli bo'lsin, ya'ni:
A"(0) = Ci = 0, C2sin VAI = 0.
X (x) @ 0 ekanligidan C2 @ 0 bo'ladi. Demak, bu sistemadan
sinVxi —0

ekanligini hosil gilamiz. Bu sodda trigonometrik tenglamaning yechimi quyidagi-
dan iborat:

. /wr\2 .

X=\n—y-3) ' n»
Shunday qilib. (63) masala fagat A = An = (™)2, n € Z bo'lgan holda
aynan nolga teng bo'lmagan (notrivial)

Anbk} = Cnst MMy

yechimlarga ega bo'lar ekan. Bunda Cn - ixtiyoriy haqiqgiy sonlar. Demak,
(62) Shturm-Liuvill masalasi uchun A = A, = (~)2> 0, n= 1,2,...,
sonlar xos sonlar va

X n(x) = sin — x

funksiyalar esa 0'zgarmas ko'paytuvchi anigligida olingan (uni biz birga teng

deb olamiz™ xos funksiyalar bo'ladi. Bu xos funkiyalarning skalyar ko'paytmasi.

uchun
1 i
f _fff  mm
/Xn(x)Xm(x)dx = sin — Xsin —xdx =
i (n —m)ir n+mn . 12°n=nL
COS —----=---—--- X —COS----------- xdx
1 0, ndm.

tenglik o'rinli. Shunday qilib, biz quyidagi teoremani isbotladik:
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T eorema. (62) Shturm-Liuvill masalasi fagat A = A, = (-j-)
bollgandagina notrivial yechimga ega bo'lib, barcha xos sonlar musbat va
har xil xos songa mos keluvchi xos funksiyalar o'za,ro ortogonaldir.

Endi fcopilgan xos sonlarga to'g'ri keluvchi (61) ning ikkinchi tenglamasi-

ning yechimini topamiz. A= A, = (HE-)2 bo’lganda

T(x) + @\T(x) = 0, T(t) O
differensial tenglama (61) ning birinchi differensial tenglamasiga o'xshash

bo'lganligi (X(x-) o'rnicla T(t) va A o'rnida esa a2A ishtirok gilyapti) uchun

uning umumiy yechimi quyidagi ko'rinishda bo'ladi:
Tn@ = Ancos W at+ Bnsm ™ at. (66)

U holda, (54) torning erkin tebranish tenglamasining (55) bir jinsli chega-
raviy shartlarni ganoatlantiruvchi xususiy yechimi (57), (65) va (66) larga

asosan quyidagi ko'rinishda bo'ladi:
L. . /. nn Lomro\ . rmr
u,.(x,t) = Xn(x)Tn() = (A,,cos — at+ Bnsm — atJ sm — x.

Berilgan (54) tenglama chizigli va bir jinsli ikkinchi tartibli xususiy hosilali
differensial tenglama bo'lganligi uchun bu xususiy yechimlarning yig'indisi
ham (54) tenglamani va (55) chegaraviy shartlarni ganoatlantiradi:

o [ee] t

ulx,t) = Y2 jivx> = E (“ncos~rat+sin T at) sin~tx"'
U u*1

Bu yechimdagi Anva Bn koeffisientlarni shunday tanlaymizki, (56) bosh-
lang'ich shartlar ham bajarilsin. ya'ni:

m n7 .. , V(D» nmr
u(x,0) = Y1 Ansin-j-x = 43x), 0) =~ ~iaBnsin— x = ®(x)
n— n=|

(68)
bo'lsin. Bu sistemadan Anva Bn koeffisientlarni topish uchun [0, 3 oraligda

aniglangan har ganday uzluksiz differensiallanuvchi / (a) funksiyani sinuslar
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(yoki kosinuslar) bo'yicha Furye gatori deb ataluvclii trigonometrik gatorga
yoyish mumkinligidan foydalanamiz, yani
mr
A.'c) = %:ZlbnsinT X

bo'lsin. Bunda bn, n 6 N sonlarga f(x) funksiyaning Furye koeffitsientlari
deb ataladi va ular

bn=y j fix) sin Mxdx

tenglik bilan aniglanadi. Bundan foydalanib, (68) tenglamalardan Anva Bn
larni topish uchun uzluksiz differensiallanuvchi tp(x) va d{x) funksiyalaxni

Furye gatoriga yoyamiz va mos ravishda Furye koeffisientlarini yozamiz:

.. — K 2 1, n7r .
ipX) = > ~nSin— xttr, !m= -  ip(X)sm— xdx. (69)
tzt 1 U 1
)
i
y'é)K)\z ¥ Aifasin 17Vaﬁ'l, To= 3% jf p'{x)smmrxdx. (705\l
7
' 0

(69) va (70) larni (68) ga qo'yib, mos koeffitsientlarni tenglashtirish bilan
va Bn lar uchun quyidagi ifodalarni hosil gilamiz:

| 1

f m ! | 2 f \N . mTr
<P(X) sm — xdx, BN= oz oo vi[x)sm — xdx.

-6 | V(I 7CrQ J 1

>

I

I
RN

(71)
An va Bn laming (71) formulalar orgali topilgan bu giymailarini (67) ga
cw'yib, (54)-(56) bir jinsli tor tebranish tenglamasi uchun 1-tur chegaraviy
rnasalaning formal ko'rinishda yozilgan yechimini hosil gilamiz. Chunki,
bu ko'rinishda yozilgan (67) yechim cheksiz hadli gator bo'lib, bu gator
uzoglashuvchi bo'lishi yoki uning yig'indisi differensiallanuvchan bo'lmasligi
mumkin. Bu holda (67) gator orgali ifodalangan. funksiyani garalayotgan
rnasalaning yechimi deya olmaymiz. Shu magsadda koeffitsientlari (71) for-
mulalar bilan aniglanuvchi (67) funksional gatorning va uni ikki marta differ-
ensiallash natijasida hosil bo'lgan gatorlarning m&lum bir shartlar bajaril-

ganda tekis yaginlashuvchi bo'lishini ko'rsatsak, (67) gator bilan aniglangan
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'funksiya hagigatan ham (54)- (56) masalaning yechimidan iborat bo'ladi.
Quyidagi teorema o'rinli:

T eorem a. Agar ip(x) funksiya [0, I] oraligda ikki marta uzluksiz
differensiallanuvchi bo'lib, uchinchi tartibli bo'laklari uzluksiz bo'lgan hosi-
laga ega bo'lsa, dp(x) esa uzluksiz differensiallanuvchi bo'lib, ikkiinehi tartibli

bo'laklari uzluksiz bo'lgan hosilaga ega bo'lsa, hamda
ij(0) = p(1) = 0, V(O) = V{1) = 0, <M(0) = <xp') = O (72)

kelishuvchanlik shartlari bajarilsa, u holda (57) gator bilan aniglangan u(x, t)
funksiya ikkinchi tartibli uzluksiz hosilalarga ega bo'lib, (54) tenglamani,
(55) chegaraviy va (56) boshlang'ich shartlarni ganoatlantiradi. Shu bilan
birga (67) gatorni x va t bo'yicha ikki marta hadlab differensiallash mumkin
bo'lib, hosil bo'lgan qatorlar ixtiyoriy chekli t > 0 da 0 < T < | oraligda
absolyut va tekis yaginlashuvchi bo'ladi.

Isbot. (72) shartlar ganday kelib chigganiga to'xtalaylik. (72) ning
birinchi ikkita shartlari u(x,t) funksiyaning x —0, t —0 va x = I, t =
0 nugtalarda uzluksizligidan (55) va (56) shartlarga asosan kelib chigadi.
(72) ning ikkinchi ikkita shartlari esa xuddi shu nuqtalarda ut(x, t) funksiya.-
ning uzluksizligidan hosil bo'ladi. Uchinchi juft shartlarni esa quyidagicha

asoslash mumkin: (54) tenglamada t = O deb,
utt |(=o0= a2(p"(x)
tenglikni hosil gilamiz. (55) shartlarni ikki marta t bo'yicha differentsiallab,
Ly Ut U=J= 0

tengliklarga ega bo'lamiz. Bu yerda t = 0 deb, oldingi tenglikda x = 0
va x — | desak, (56) ning uchinchi juftlik shartlarii kelib chigadi. (55)
formulalardagi integrallarning birinchisini uch marta, ikkinchisini esa ikki
marta bo'laklab integrallaymiz. (56) shartlarga asosan, quyidagilarni hosil

gilamiz:
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Ushbu

sin —xdx
0
belgilashlarni kiritamiz. U holda Anva Bu koeffitsientlar an va pn lar orqali
quyidagicha ifodalabadi:

an va Pn miqdorlar <p™{x) va, funksiyalarning Furye koeffitsientlaridan

iboratdir. Trigonometrik gatorlar na,zariya.sidan ma’'lumki,

gatorlar yaginlashuvchi bo‘ladi. (73) ni (67) gatorga qo‘ya,miz:

Bu gator va uni ikki marta hadlab differensiaUash natijasida hosil bo'lgan

gatorlar uchun ushbu

C\, C2, C3 - o‘zgarinaslar, yaqinlashuvchi gatorlar mojoranta gator rolini
o'yuaydi. Demak, (67) gator va uni ikki marta differensiaUash natijasida
riSslrtoigan gatorlar absolyut va tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. Bundan (67)
gatorning yig'indisi hisoblangan funksiya 0‘zining birinc.hi va ikkinchi tartibli
hosilalari bilan birga uzluksiz ekanligi kelib chigadi. Shu bilan teorema isbot
bo'ldi.

4.9.2 Bir jinsli torning majburiy tebranishi

Uchlari mahkamlangan torning tashqi kuchlar ta'siridagi majburiy tebra-

nishi masalasini garaymiz.
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' Bir jinsli bo'Imagan
utt —az2uxx = f(x,t) x€ (0,1), t>0 (74)

tor tebranish tenglamasining (56) boshlang'ich va bir jinsli (55) chegaraviy
shartlarni ganoatlantiruvchi u(x,t) yechimini topamiz. Bu yerda f(x,t)
funksiya torga ta'sir giluvchi tashqi kuchlar yig'indisini ifodalab, 0 < x < 1|,
t > 0 sohada ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi deb faraz etiladi.

Bu masalaning u(x, t) yechimini quyidagi
ux, t) = v(x,t) + w(x, t) (75)
ko'rinishda gidiramiz. Bu yerda v(x,t) funksiya bir jinsli bo'Imagan
M — & ~xx T (X, ) (76)
tor tebranish tenglamaning bir jinsli boshlang‘ich
V |t=o= 0, vt |t=0=0 77)

va chegaraviy
v |*=o0=0, v k==0 (78)
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi;
w(x,t) funksiya esa bir jinsli
witt = a2Wxx (79)
tenglamaning; quyidagi boshlang'ieh
w [=0= <Po(x), L Jt=o0=fi(x) (80)
va chegaraviy
wU0=0 wPkIl=0 (81)

shartlarini ganoatlantiruvchi yechimidan iborat.
Yugoridagi masalalardan ko'rinib turibdiki, v(x,t) funksiya uchlari mab-

kamlangan bir jinsli torning f(x, t) tashgi kuchlar ta’'siridagi majburiy tebra-
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nishini, w(x, t) esa shu torning erkin tebranishini ifodalaydi.(79)-(81) masala-
ning w(x, t) yechimi oldingi paragrafda topildi. U (67) formula bilan ifo-
clalanadi.

Shuning uchun bu yerda (76)-(78) masalaning v(x,t) yechimini qurish
yetarlidir.

Bu masalaning v(x,t) yechimini ushbu

@
v(/x, t)\ = \Zl_le[Fn(/t)\si’n EX, (82)
n—
gator ko'rinishda izlaymiz. Bu yerda Tn(t) hozircha no'malum funksiyalar.
(82) gatorni chekli t > 0 uchun [0,3 oraligda yaginlashuvchi va shu sohada
x va | o'zgaruvchilar bo'yicha hadma-had differensiaUash mumkin bo'lsin. U
holda (82) qgator bir jisli chegaraviy shartlarni ganoatlantiradi.
Bu gatorni (77) boshlang'ich shartlarga qo'yib, I\(t) funksiyalar uchun
quyidagi
T,0 =0 "™0O)=0, n=1,2,3... (83)
shartlarni olarniz.

Endi f(x,t) funksiyani [0,/] oraligda x o'zgaruvchiga nisbatan sinuslar

bo'yicha Furye gatoriga yoyiladi deb faraz gilamiz ya’'ni

®
fix,r)= ¥y W sin~, (84)
=1
bunda /,, koeffitsientlar quyidagi
i
/w 2 f . . nirx .
fn®) = j I g{x,t) sin— (85)

0
formula bilan aniglanadi.

Tn(t) funksiyalarni topish uchun (82) va (84) ifodalarni (76) tenglamaga
go'yib, ushbu

£ Ne ) +“nuU<Y sin = fix, t) (86)

tenglamaga ega bo'lamiz. Bu yerda w, = J¥-
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m  (84) va (86) yoyilmalarni o'aaTo tagqoslab, n ning har bir giymatida chi-

zigli o'zgarmas koeffitsientli
ri{t)*L%rn{t)=fn(t), t> 0 (87)

oddiy differensial tenglamalarga ega bo'lamiz.

Demak, Tn(t) funksiyalarni topish uchun ikkinchi tartibli (87) oddiy dif-
ferensial tenglamani (83) boshlang'ieh shartlar bilan garaymiz. Bu rnasala-
ning yechimini o'’zgarmasni variatsiyalash usuli yordamida topamiz. Birjinsli

(87) tenglamaning umumiy yechimi
Tn(t) = Ci cosLInt + C”sinidht,

bu verda C\,C2 - ixtiyoriy o'zgarmaslar.

Endi (37) tenglamaning umumiy yechimini
Tn(t) —Ci(t) cos Ldt + C2(t) sinuint (88)

ko'rinishida. izlaymiz.
(88) formuladagi noma’lum C\(t) va C2(t) funksiyalarni topish uchun,

differensial tenglamalar kursidan ma.'lumki, bu funksiyalarga nisbatan ushbu

f C[(t) coswnt + C2(t) sin(x;,i = 0,
[ -C[(t)u}nsinunt + CALLU N cosunt - fn(t)

tenglamalar sistemasiga ega bo'lamiz. Bundan C[(i) va C2(t) funksiyalarni
C\(® = L.IhUinEjnJ, C2(t) = N-~cosurt

topamiz va bu tenglamalarni integrallab, Ci(t) va Cr(0 funksiyalarni

t

ci{t) = —— f /n(T) siniarr+ C?,
3
t

crg) = — T fn(r) cosurmer+ %
0

ko'rinishda aniglaymiz. Bunda Cj va C2 - ixtiyoriy o'zgarmaslar.
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Topilgan Ci(t) vaC2(t) funksiyalarni (88) formulaga qo'yib, (87) tenglania-
ning umumiy yechimini

t
Tn(t) = — f Sn(j) sin [un(i ~ T)]1dr - C? cosui,t + C“sinu;,i (89)

ko'rinishda topamiz. (83) boshlang'ich shatrlarni ganoatlantirib, (89) umu-
miy yechimdan C° = C® — 0 ekanligini olamiz.

Agar fn(t) £ C[0,T] bo'lsa, u holda (87) tenglamaning (83) boshlang'ich
shartlarini ganoatlantiruvchi yechimi

Tn{t) = /,,(t) sin [un{t - r)]dr (90)

i
w
formula bilan aniglanadi.

Endi (82) gatorning yopiq 0 < t < I, 0 < x < | sohada tekis yaginla-
shuvchi ekanligini hamda uni x va t axgumentlar bo'yicha ikki maria hadrria-
had differensiallash mumkin ekanligini ko'rsatamiz.

Agar f(x,t) funksiya yopig 0 < t < T, 0 < x < 1sohada uzluksiz,
shu sohada x o'zgaruvchi bo'yicha uzluksiz ikki marta differensiallanuvchi
va ixtiyoriy t G [0, T] uchun /(0, t) = f(I, t) = 0 bo'lsa, u holda (85) ifodani
ikki marta bo'laklab integrallaymiz, natijada

woo“T oW HE & “r(@G) itl <SD

5rt~-.il 0
ifodani olamiz, bu yerda
2 nirx

a,,{t)A= - I{f:o<{x,ts)sh1— dx.
0

Uzluksiz funksiyalarning kvadradlaridan tuzilgan an(t) funksional

oc
£ ‘nw<o°, (92)
n—
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Qator ixtiyoriy cliekli t > 0 da Bessel tengsizligiga. asosan yaginlashuvchi
bo'ladi. Endi (91) ifodani (90) formulaga go'yamiz

TeM) =" (*) ZLAW o m oA - TydT

Hosil bo'lgan oxirgi ifodani esa (82) formulaga qo'ysak,

3 nc 1

v(x, t) = - (7[') éxz ﬂ, j sin W * ~ T)Irfrsin ~1- (93)

ifodaga ega bo'lamiz. Bu gatorning har bir hadi ixtiyoriy t £ [0, T\ bo‘lganda
ushbu

&1\@1 y sMMI

T)a%_ln

sonli gatorning har bir hadi bilan chegaralangan. Bu yerda \an(tO\ =
|. to biror tayi ta.
0rgta<xr Jcu(fl. to biror tayin nuqta
Shuning uchun (93) gator {[0, T\, [0, Z]} sohada absolyut va tekis yaqin-
lashuvchi ga.tor bo'ladi.
Endi (93) gatorni hadma-had ikki marta x va t o'zgaruvchilari bo'yicha

differensiallayrniz, ua.tijada ushbu

i 6o 1 ft KTTX
= — | ofd(r) sin [uk(t - t)dLsin— (94)

orf kJ 1

1 o
= - f-) 21 ” -Jfan(/tl)-lrsr; I'_I7I')K+
n=
t
+—Y '- [ a,(r)sin[w,(t- r]rfrsin (95)
™ n/ ‘

gatorlarni olamiz. Ma’'lumki. bu gatorlar a £ [0,/], t £ [0,T] da quyidagi

gatorlar uchun

ar - r
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TJ " n2 I ! n
‘ It—1 ffr=|

gatorlax mojoranta bo'ladi. Bu gatorlarning yaginlashishi (92) gatorning
yaginlashishidan va

tengsizlikdan kelib chigadi.

U holda (94) va (95) gatorlar [0 7, [0 T] sohada absolyut va tekis yaqin-
lashuvchi bo'ladi, bundan esa vxx(x,t) va vu(X,t) hosilalarning bu sohada
uzluksiz ekanligi kelib chigadi.

Endi (94)va (95) ifodalarni (76) tenglamaga go'ysak, (82) formula bilan
aniglangan v(x,t) funksiya bir jinsli bo'Imagan tor tebranish tenglamasini
ganoatlantirishiga ishonch hosil gilish mumkin.

Shunday gilib, quyidagi teoremani isbotladik:

Teorema. Agarip(X) va (x) funksiyalar oldingi banddagi teorema
shartlarini ganoatlantirsa va f{x,t) funksiya yopiq ([0, i] x [0, TN sohada
uzluksiz, shu sohada ikkinchi tartibli hosilalarga ega bo'lib, /(0,i) = O,
f(l,t) = O tengliklar o'rinli bo'lsa, u holda (74), (55), (56) rnasalaning yag-
ona yechimi mavjud Ta bu yechim

@ .
ufx,tf)\ = ﬁT?,,(é)Vsm —1§/§<

nnal nirat
a,, cos —— Yyh, siu
formula bilan aniglanadi. Bu yerda
i . TITAX
() = o stm—l (t —r)dr J[f(x,r) sm —j—elX,
0 0
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4.9.3 Uchlari qo‘zg‘aluvchan torning majburiy

tebranishi

Torning uchlari ma.hkamlanrnagan bo'lib, ular biror goida asosida harakat-
lansin va tor tashqi kuch ta’sirida tebranayotgan bo'lsin. U holda bu masala
bir jinsli bo'linagan

ua = a2uxx4 f{x,t)
(74) tor tebranish tenglamasining (56) boshlang'ieh Ta ushbu chegaraviy

u(0,t) —m(t), u(l,t) =m<> 0<t<T (96)

sliartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topish masalasiga keladi.
Qaralayotgan umumiy holdagi (74),(56),(96) masala yechimining mavjudli-
gini bir jinsli chegaraviy shartli masalaga keltirib ifodalash mumkin.
Buning uchun Mi(t) va Mr(£) funksiyalarni C2[0,T] sinfdan deb talab qi-
lamiz. U holda (96) chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi quyidagi

z{x,t) = Mi(t) + j[fi2(t) - Mi*]
yordainchi funksiyani Kiritamiz, ya’ni
200,t) = MW, z{l,t) = M(Q

Endi (74) tenglamaning (56) boshlang'ieh va (96) chegaraviy shartlarini

ganoatlantiruvchi u(x, t) yechimini

u(x, t) = s t) +z(x, t)

ko'rinishda ishlaymiz, bu yerda v(X,t)-yangi noma’lum funksiya. Bosh-
lang'ich va chegaraviy shartlarga asosan v(x,t) funksiya uchun quyidagi bir

jinsli chegaraviy
V.o u(xt) Bo -z(x.t) k=0= MI(t) ~ =°)

v ar= u(x,t) B=i - z(X,t) r== - M(t) =0
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va bir jinsli bo'lImagan boshlang'ich
V [=0= 1 [0 -2 if=0= () - /n(0) - [LR(0) - /ti(0)]] = Ip(x),

vt o= ut =0 —zt Jt=0=ip(X) - Mi(0) ilIA(0) - Mi(0)]g = D(X)

shartlarga ega bo'lamiz.
(90) tenglikka ko'ra noma'lum v{x, t) funksiyaga nisbatan ushbu

vit - a2nx = (U - 2)tt - a2(u - z)xx =
Att AAXX (ztt G, Zxx)

f(x,t) - tf(t) - [m - = 7(x,t)

yoki
va = a2nx+J(X, t)

tenglania.ni olamiz. Bu yerda

ixy=fx9- -Bb-

Shunday qilib, biz v(x,t) funksiyani topish uchun quyidagi masalaga
keldik: bir jinsli bo'Imagan

Vu=a2amxx+J(X,t) 97)
tor tebranish tenglamasining quyidagi boshlang'ich
v(x,t) 0= Tp(X¥), vt(x,t) 0= 4>i{x), (98)
va, bir jinsli chegaraviy
«OM)U=0=0, V(X,t) J=i= 0 (99)

shartlarni ganoatlantiruvchi v(x,t) yechimini toping.

Bu masalaning yechimini oldingi bandda batafsil o'rgandik. Agar y!(x), X,
va f(x,t) funksiyalar oldingi banddagi teorema shartlarini ganoatlantirsa,
(97)—(99) masalaning C2([0,1] x [0, T}) sinfga tegishli bo'lgan v(X, i) yechimi

mavjud va yagona bo'ladi.
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Shunday qilib, (74), (56), (96) aralash masala yechimining mavjudligi va
yagonaiigi haqgidagi quyidagi teorema o‘rinli:

Teorema. Agar berilgan funksiyalar
® ) 6 C3[0r] d(x)ec2p,l]; m{t),Ne(t) e c 2[o,T}+
{f(x,1), £3(x,1)}zC([Q.11xX[0,T})
bo'lib, ular uchun uchbu
v(0)=Mi(0), <) = M 0), v"(©0) = ip"(l) = o,

®O)=ull (0 = /40), /(0,t) = /44¥). AM) = AW
tengliklar o'rinli bo'lsa, u holda. (74), (56), (96) aralash masala yechimi
mavjud bo'ladi.

4.9.4 Ikkinchi boslilang‘ich-chegaraviy masala
Ushbu ,
S S’ >0’ (D
tor tebranish tenglamaning quyidagi

nx,0) = (@), ut(x,0)—p(x), O0<x<I (H01)

boshlang'ich va

<§,@,o o, I/KI',") =0, o<E<T (102)

chegaraviy shaxtlarini ganoatlantiruvchi u(a;, t) yechimi topilsin.
Berilgan bir jinsli tor tebranish tenglamasining ux(Q,t) = ux(l,t) = 0
chegaraviy shartlarini ganoatlantiruvchi u(x, t) yechimini u(x, t) —X(x)T (t)

ko'rinishda izlaymiz. Bundan X (X) funksiya uchun ushbu
X'0)y=0 X'()=o0

chegaraviy shartlami olamiz.
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Endi u(x,t) ko'paytmani (100) tenglarnaga go'ysak,
X{X)T"(t) = a2X "\x)T(t)
tenglikka ega, bo'lamiz.
Oxirgi tenglikni a2X(x)T(t) ¢ 0 ifodaga bo'lib,

X"{x)  T(t) _
X{x)  aZr(t)

ni olamiz. Bundan esa X(x) funksiyaga nisbatan
X"{x) +XX(x) =0 (103)
X'(0)=0, X'()=0 (104)
Shturm-Liuvill masalaga, T(i) funksiyaga nisbatan esa
T{t) +a2XT(t) =0, t>0 (105)

tenglarnaga ega bo'lamiz.

(103) tenglamaning umumiy yechimi quyidagi

X(x) = C\eM~"x + C2~v~Xx, agar 1< 0,
X(x) = C\ cosy/Xx +C2siny/Xx, agar A> 0,
X(x) = C\x +C2, agar A= 0

ko'rinishda bo'ladi.
Agar A < 0 bo'lsa, u holda X(x) = 0 bo'lishini ko'rsatish giyin emas.
Agar A > 0 bo'lsa, u holda yuqoridagi umumiy yechimdan

XN\X) = —Ci WAsin VXX + C2VX cos VXX

kelib chigadi. (104) chegaraviy shartlarga asosan C2 — 0 yoki X(x) =
C'icos y/Xx = 0 kelib chigadi. Bundan X'(x) = -CiX cos yfXx —0 bo'ladi
va X'(I) — O chegaraviy shartga ko'ra y/XI = 7ot yoki Shturm-Liuvill
masalasi cheksiz ko'p

a"= (t)2" n=012-—— (106)
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xos sonlar ega ekanligi kelib chigadi. Bularga ToB xos funksiyalar
Xn(x) = cos— X, n=0,1,2,... (107)

bo’ladi.

Agar A = 0 bo'lsa, u holda (103) tenglamaning umumiy yechimidan
yuqoridagi kabi CL= 0 va X(x) = G2 ekanligi kelib chigadi, bundan esa
X’'{) -0 chegaraviy shart aynan bajariladi. Demale, (103), (104) Shturm-
Liiivill masalasi uchun A = 0 xos son va unga mos funksiya Xq(x) = 1
bo'ladi, ya'ni

AD=0, XO0K =1
(103), (104) masalaning (106) A* xos sonlarini (107) va xos funksiyalarini
n = 0 bo'lganda (107) ko'rinishda, ya'ni

AD= {-j-) =0. apg =cos~fx=1

kabi yozish mumkin.
Demak, (1.03), (104) Shturm-Liuvill masalasi uchun

/uryz2 e e nrzr
Xn = . A, (X) = cos— X, n=20,1,2,...

x0s son va xos funksiyalarga ega. bo'ldik.

Endi (105) tenglamani garaymiz. Bu tenglama A = Xn bo'lganda ham
ma'noga, ega va

T?2(t) +a2X,Tn(t) =0, t>0 (108)
tenglamalarni garaylik. Agar n = 0 bo'lsa,, oxirgi tenglamaning umumiy
yechimi
To(t) = Ao+ BQ

bo'ladi, bu yerda Aqg, Bq-ixtiyoriy o'zgarmaslar.

Agar n = 1,2,... bo'lsa, (108) tenglamaning umumiy yechimi

/u . /nan\ , . (runr\, N,
Tn(t) = Ancos (— j t+B«sm{— ) t>0

ko'rinishda bo'ladi, bunda, Anva Bn - ixtiyoriy o'zgarmaslar.



Boshlangich-chegaraviy masalalarni Furye usuli bilan yechish 233

Endi garalayotgan (100)-(102) aralash rnasalaning yechimini

@
u(x,/:) =Y 1 X nXx)Tn(t)
n=0
ko'rinishda izlaymiz, ya'ni
u(x,t) = A) + Bt +72 N\acos (~y—) t + B,, sin f] cos (-yD

(109)
Qaralayotgan rnasalaning boshlang'ich shartlariga ko'ra

oo [ele]

V(X) = X] xn{X)Tn(0) = IO+ £ A, X,,(i),

n=1

00 oc

O(X) = £ *n(*)~(0) = BO+E A=A AY*)
n=0 71*1

bo'ladi. Faraz gilaylik, <p(X) va ~>(n) funksiyalar kosinuslar bo'yicha Furye

gatoriga yoyilsin, ya'ni

ft
(21 2 Ul
Bu yerda. an va fin koeffitsientlar
( /
2
=yl j fc tin= i, I\
=Y ) PO IS rrak By ow(T )

0 0

ko'rinishda aniglanadi.
" #82Lunday qilib, Furye gatorlari uchun standart formulalardan foydalanib,
(109) formuladagi An va. Bn koeffitsientlar uchun quyidagi
|
Jin= an= —J tp(x) cos (~y~) dx, n”l. 2,
0
i

Bn= = — f d? n-L 2 ..
n Mrra I'I7raz) CIO(X)COS\I / l '
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Ao=y = yJ <PpX)dx, Bo=y = I_l h)<1x
0 0
formulalarni olamiz. Endi topilgan J1;1va Bn koeffifcsientlarni (109) formu-
laga go'yib, (100)~(102) ikkinchi boshlatig'ich-chegaraviy masalaning u(X,t)
yechimini hosil gilamiz.

Ba'zida yugoridagi masalalarning yetarlicha silliq bo'Imagan umumlash-
gan yechim deb ataluvchi u(x, t) yechimini topishga to'g'ri keladi. Umum-
lashgan yechim tushunchasi turli tarzda kiritilishi mumkin. Yetarlicha uzluk-
siz differentsiallanuvchi funksiyalar ketma-ketligi yordamida u quyidagicha
kiritiladi: fagaz gilaylik, un(x,t) funksiyalar (54) tengla.rnaii.ing (55) chega-
raviy, un(x, 0) = ipn(x) va (ut)n(x, 0) = Mu(x) boshlang'ich shartlarni ganoat-
lantiruvchi klassik yechimlari va bu funksiyalar ketma-ketliklarining limitlari
mos ravishda u(x,t), <p(xX), h(x) lar bo'lsin. Ushbu

lim Jj) [(.09 - 2912= 0, lim J'E [rKX) - ~(x)]2= 0

munosabatlami ganoatlantiruvchi yetarlicha sillig un(x,t) funksiyalarning
Jimiti u(x, t) (sillig bo'lishi shart cmas) ga (54) - (56) masalaning umumlash-
gan yechimi deyiladi. U ham (67) gator bilan ifodala,na,di. Eslatib o'tamiz,
yuqoridagi yagqinlashish I-bobning 2-paragrafida kiritilgan o'rta kvadratik

ma’nosidagi yaginlashishdir.

at0 To'‘g‘ri to4tburchakli membrana tebranish

tenglamasi uchun aralash masalani yechish

Membrana 0 < xi < p, 0< x2< ¢ to'g'ri to'rtburchakli G soha bilan

ustma-ust tushsin. lining Irichik tebranishlari

dau 2 d2 d2 .
uwr =a *  “ U +W ( }
tenglamaning
n(x],x2,0) = P(Xi,x2),
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= (xi,x2)e G (111)
boshlang'ieh va
vz0 ~ 0; M\ ~p — Oi 0= 0, 'yxaxs ~ A (112)

chegaraviy shartlarni gqanoatlantiruvchi yechimini topishdan iboratdir. Bu

masalaning yechimini
u(xi,x2t) = T(t)v(xi,x2) (113)
ko'rinishda izlab, T(t) funksiyani aniglash uchun
T"(t) +/3?a2T(t) = 0 (119
tenglarnaga, v(Xi,x2) uchun esa
Av(ti,x2) +n2v(xi, x2) = 0 (115)
tenglama. va
Vi) ~ 0, VXl_p ~ 0, "x2—0 ~ ) (117)

chegaraviy shartlarga ega bo'lamiz. (115) tenglarnaga Gehngols tenglamasi
deyiladi.

(115), (116) masalaning xos sonlari va xos funksiyalarini topamiz. (115)
tenglamada

V(Xi,x2) = Xi(xi)X2(x2)

S&fS'zgaruvchilarni ajra.tamiz:

Y Y
—1,2- - 112
2 Ai

Bundan quyidagi ikkita oddiy differesial tenglama kelib chigadi:

XUxXD +tFX Ux)=0, XI(x2)+ X 2(x2), (117)
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(116) chegaraviy sharfclarga asosan (117) ning birinchi ienglamasini
A0) = X1p) = O, (119)

ikkinchisini esa
A2(0) = X2{g) = O, (120)

shartlar bilan yechish kerak.
(117) tenglamalarning umumiy yechimlari, ma’lumki,

Xi (xi) —Ci cos iniXi) + C2sw (fiiXi) ,

X] (xj) = Cncos (jux2) + C4sin (fi2x2)

ko'rinishga ega bo'ladi.
(119) va (120) chegaraviy shartlarga ko'ra C\.= Cj = 0 bo'lib, agar
CGi —C4 = 1 deb hisoblasak,

X~y) = sin(tuxi), X2(x2) = sin (H2x2
tengliklar hosil bo'ladi, shu bilan birga

sin (/Jip) —sin (H2) —0 (121)

bo'lishi kerak.

(121) tenglamalardan  va, ]i2 lar cheksiz ko'p

7Tr A
fi'l.rn — s mM2-dl = j no— 1,2 ,...

P Q
sonlarga ega bo'lishi kelib chigadi. U holda, (118) tenglikdan jL2 ning mos

sonlarini hosil gilamiz:
— — *7
A -A.HA - (£ H)"' = (%)
Shunday qilib, (122) xos sonlarga (115), (116) chegaraviy rnasalaning

iw(a-i,x2) = sin sin M230

xos funksiyalari mos kelar ekan.
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Agar (123) tenglik bilan aniglangan xos funksiyalarni -J= songa ko'paytirsak,
bu funksiyalar ortonormallangan funksiyalarning sistemasini tashkil giladi,

ya'ni

Aytish joizki, (115) va (116) masalaning topilgan xos sonlari orasida kar—
ralilari bo'lishi mumkin, ya’ni shunday xos sonlarki, bularga bitta, emas, bir
nechta. chizigli bog‘lig bo‘Imagan (xos sonning karrasi gadar) xos funkiyalar

mos keladi.
Endi (114) tenglamaga murojaat gilamiz. Har bir u2 = fm xos son

uchun uning umumiy yechimi
Intrt(t) — Am1 cos@fiymt) 4+ I>wii “in@/T,../) (124)

ko'rinishga ega. bo'ladi, bunda Amm va Bmn— ixtiyoriy o'zgarmaslar. Shun-
day qgilib, (110) tenglamaning (112) chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi
xususiy yechimlari (113), (123) va (124) larga asosan quyidagicha bo'ladi:

- \Amosginmtj b-omsin’ jsin (XY (XY

®abiiyki, bunda.n kelib chigib, (110)-(lll) masalaning yechimini

u(xh x2,t) - EG4 unrcos (afiwnt)+

m,n—
+B,,msin(a/W)) sin sin (125)

ko'rinishda gidiramiz.
Agar ikkilangan (125) gator va uni x\, x2vat o'zgaruvchilar bo'yicha ikki

marta differensiallashdan hosil bo'lgan gatorlar tekis yaginlashuvchi bo'lsa.
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u holda uning yig'indisi (110) membrana tebranish tenglamasini va (112)
chegaraviy shartlarni ganoatlantiradi- (111) boshlang'ich shartlarning baja-

rilishi uchun

v n / Y . fniTIXI\ . f'ITJDQ\
i(xb x2,0) = x2) = 2~ Amnsm [ — — Ism

an(xi, X2, 1) |
dt I=0

= = E «40,nSin(=1i) Sin (126)
m.n=1 \ P J \ Q
tengliklar o'rinli bo'lishi zarurdir.
(126) formulalar i p ( va t(xi,x2) funksiyalarning sinuslar bo'yicha

ikkilangan Furye gatoriga yoyilmasidan. Bundan noma’ium ATmva Bmm

koeffitsientlar

\Y
4 f? , y . /ammeodl . (nnx=iN\
= ———1lsm ———dX

_p_ﬂ%.(l) Vv) \sa)

. Ay AGITA L AT
QfAmPQJO i) 4>(xLx2)sm y-~siu jdxidx2 (127)
formulalar bilan aniglanadi.

a27) bilan aniglangan formulalarni (125) gatorga qo‘yib, (110)-(112)
rnasalaning yechimiga ega bo'lamiz.

Agar ip(xj,x2) va ¢(x1,32) funksiyalar 0 < X\< p, 0 < x2< ( to'g'ri
to'rtburchakdan tog ravishda butun OxX\>x2 fcekislikka X\ bo'yicha 2p davr
bilan. X2 bo'yicha esa 2q davr bilan davom ettirilganidan so'ng to‘rt marta
uzluksiz differensiallanuvchi bo'lsa, u holda (125) gator va uni ikki marta
hadlab differensiallagandan so'ng hosil bo'ladigan qgatorlar tekis yaginlashuchi
bo'ladi. Bunga xuddi oldingi paragrafdagi kabi ishonch hosil gilish mumkin.
Demak, bu holda (110)-(112) rnasalaning yechimi uchun Purye usuli t.o'la
asoslangan bo'ladi.
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4.ii Doiraviy membrana tebranish tenglamasi

uchun aralash masalani yechish

Markazi koordinatalar boshida radiusi r bo'lgan va girralari mahkamlau-
gan doiraviy membrananing erkin tebranishini o‘rganish (110) tenglamaning
(111) boshlang'ieh va

«l, , .=0 (128)

chegaraviysartlarni qanoatlantiruvchi yechimini topisliga keladi. Bu rnasalani
organishda
Xi = pcosO, X2=psin9

tengliklar bilan aniglanadigan (p,0) qutb koordinatalariga o'tish qulaydir.
Ikki o'Ichovli Laplas operatori bu koordinataiarda

d2 Id Id 2
dp2 N pdp * p2892

ko'rinishga ega bo'ladi. Bimga asosan (110)., (111) va (128) masala quyidagicha

yoziladi:

da 1du 1da _ 182
dp2 "pdp p1d0o2 ardt2’

UN=O = V{P,8), Ajrjt 0= (130)

U\ = 0. (131)

Oldingi paragrafda bo’lgani kabi, bu masalani yechish uchun o'zgaruvchilarni
Sgi»r_a»tish usulidan foyvdalamiz:

u(p, B, t) = T(t)v(p, 9).
Ravshanki, noma’lum T(t) funksiya uchun
T"(t) +ap?T(t) =0
oddiy differensial tenglama hosil bo'ladi. lining umumiy yechimi

T(t) = C\cos(apt) + Cusin(apt)
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ko'rinishga ega.
v(p, 0) funksiya uchun

dy Idv 1dav , .
df +pp+ +/rNV=e° (132~

War = 0 (133)

chegaraviy masalani hosil gilamiz. Bu masalaning yechimini uhbu

v{p.9)=R(p)e(0)
ko'rinishda izlaymiz. Bu ifodani (132) tenglamaga qo'yib.

©"(0) p2R"{p) + PR(p) + p2p2R{p)
LU = e W - = W= const

tengliklarni hosil gilamiz. Bundan quyidagi ikkita oddiy differenial tenglamalarni
olamiz:

P2R"(p) + pR{p) + (fizp2 - w) R(p) = O, (134)
0"(0) + $0(0) =0. (135)
R(p) funksiya p = r da nolga teng va p —O0 da esa chegaralangan bo'lishi

kerak, ya’ni bundan

R{r) = 0, R(0) ¢ oo

chegaraviy shartlarga kelamiz. v(p, 0) funksiya bir giymatli aniglanishi uchun
v(p,ff) —v(p,6 + 2tt) bollishi, bundan esa (133) ga asosan 0(0) funksiya
2/r davrli

0(0) = 0(<9 + 2m)

davriy funksiya bo'lishi kelib chigadi. Bu esa o'z navbatida (135) tenglamadagi
o'zgarmas LW = n2, n—ixtiyoriy butun son, bo'lishini ko‘rsa.tadi. Demak,

(135) tenglamaning umumiy yechimi
0,,(0) = or,cos(n9) +/3,sin(nS),

bu yerda an, pn—ixtiyoriy haqigiy sonlar.
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Endi (134) tenglarnaga murojaat gilamiz. Bu Bessel tenglamasi bo'lib,
uning yechimi w= ri2 da

Rn{p) = Dnin(pp) + EnNn(pp)

ko'rinishga ega bo'ladi, bu yerda Jn—n indeksli Beccel, Nn—n indeksli
Neyman funksiyalari (7-bobga qarang). R(p) funksiya p = r da nolga Ceng
bo'lib, p = 0 da chegaralangan bo'lishi kerak. Nn(p,p) funksiya p = 0 da
cheksizlikka aylanislii sababli, En = 0 deb hisoblashimiz zarur. Bundan
B,,./n(/ir) = 0, Dn ¢ 0 bo'lgani uchun J,,(pr) = 0. pr —qg belgilash kiritib.
g ni aniglash uchun ushbu

transendent tenglarnaga kelamiz. Ma’lumki, bu tenglamaning cheksiz ko'p
musbat

&) ei k)i—

ildizlari mavjud. Bu ildialarga

p-mn — -——— m = 1,2,..., n=0,1,2,...
r

sonlar mos keladi. Y holda biz tekshirayotgan masalaning mos yechimlari
ushbu

ko'rinishga ega bo'ladi. U holda (132), (133) masalaning

x0s soniga ikkita chizigli bo'Imagan

M N
] sin(n0), m —1,2,.... n=0,1,2,.

xos funksiyalar mos keladi.
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Shunday qilib, yugoridagilarga asosan (129) tenglamaning (131) chega-

raviy shartni ganoatlantiruvchi cheksiz ko'p

47,m(p,0,t) = ~1BNCOB + Bmisill -j j COS(n0)+

4[Cmcos | “T N1 2P meld”™ 7~ sinM)/ 7~V

Xxususiy yechimlarini tuzish mumkin.

Endi (130) boshlang'ich sartlami ganoatlantirish magsadida ushbu ikkilik

mp,AQ=>,>[14» cos| —— | +Bmsin | ——J J cos{n0)+

+ Kemné:és 3BT KGUY]IJ In () <|(Brp (136)

gatorni yozamiz. Bu qgatorning noma’lum koeffitsientlaxi (130) boshlang'ich

sartlaxdan aniqglanadi. Hagigatan, (136) gatorda t —O deb,

00 r (0) ~ oo / oo /(n) N\
spe)=£ Aol | 1+E 1E ))cos(n6»)+
\r / n=l \ma AN VAN
oo~ | oo / (n) \'\

XAOXJw  f77) 9n()
gatorni hosil gilamiz. Bu gator ip(p, 9) funksiyaning (0, 27t) intervalda Furye
gatoriga yoyilmasidir. Demak, Furye gatorla.rining umumiy nazariyasiga

ko'ra cos(n$) va sin(n0) funksiyalar oldidagi ifodalar Furye koeffitsientlari-

dan iborat bo'lishi kerak, ya'ni

Bl - Y
2§ v(p>e)dc= 5Z AnJ(
0 m=l

m
1 F
J <p{p0)cos(n6)de = Y »ndn

m—1L

(n)
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1 @ >).,
- j <p(p, B) sin(n6)de = V Crm]nl

Nh =l \( r
Bu tengliklardan ayonki, ular ixtiyoriy ¢(p) funksiyaning Bessel funksiyalari

bo'yicha
00 / (n) \

Pb>)
To AN /

yoyilmasidan iboratdir. (n koeffitsientlar Bessel funksiyalarining ortogonal-
ligidan foydalanib,

formula bilan aniglanadi.

Bu formulaga asosan

AM= — v\ T lapn PdPde- (137
TR T

oT AT (t) 4,
A 2 J J (P, Q)Jn( J c.os(ne)pdpdO, (138)

Xuddi shunga o'xhash, Bmo, Bmn, D m koeffitsient.larni ham topamiz.
Bulling uchun (137), (138) va (139) formulalarda ip(p.ff) ni ip(p,9) bilan
almahtirib, mos ifodalarni ga bo'lish kerak. Koeffitsientlarning topilgan
giymatlarini (136) gatorga go'yib, (110), (111). (128) masalaning yechimini

hosil gilamiz.
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4.12 Tor tebranish tenglamasi uchun Koshi
va Gursa tipidagi masalalarni yechishning
boshga usullari

1-paragrafda bir jinsli tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasini
yechishda Dalamber usulidan foydalanildi. Dalamber yechimi yordamida
Dyuamel prinsipini qo‘llab, bir jinsli bo'Imagan tenglama uchun ushbu masala-
riirig yechimi olindi. Ushbu paragrafda bu kabi masalalarning yechimini to-
pishda yuqoridagilardan fargli ravishda boshgacha usul go'llaniladi. Bu usul
tor tebranish tenglamasi uchun xarakteristik masalalarni tadqiq etish uchun
go'llaniladigan usulga yagindir. Malumki, xarakteristik masalada noma'lum
funksiya xarakteristikalarning ustida beriladi va uni xarakteristik chiziglar
bilan chegaralangan sohada topish talab etiladi. Bu usul yordamida xarak-
teristik masalalarga yaqgin bo'lgan, anigrog'i noma’ium funksiya xarakteristik
chiziglarning va tekislikdagi Dekart koordinatalar sistemasidagi o'glarning
birortasida berilgan holda uni bu to'g'ri chiziglar orasidagi sohada topish
masalalarini yechishda qulaydir.

1. Xarakteristik masala yoki Gursa masalasi. Bir jinsli cheksiz

tor tebranish tenglamasim garaymiz.

P. I
( @ ()

Ma’lumki, (140) tenglamaning C(X,t) nugtadan o'tuvchi xarakteristikalari
ikkita.
E=X—t++¢, £ —X+t—t

o'zaro perpendikulyar bo'lgan to'g'ri chiziglardan iborat. Faraz gilaylik,
(140) tenglamaning yechimi koordinatalar boshidan o'tuvchi xarakteristikalalar—

ning t > 0 sohadagi gismida ma’lum bo'lsin

UNEX = N8-), W= X= d(x), 4Y0) = ¢{0)- (141)
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Ma’lumki, (140) tenglamaning (141) shartlarmi ganoatlantiruvchi klassik
yechimini topish masalasiga xarakteristik masala yoki Gursa masalasi deyi-
ladi.

C(X, t) nugtadan chiquvchi £ = x —t + t, f = X+t - T xarakteristikalari
( = r VI( = -7t chiziglarni mos ravishda A ~N) va B (B,

nugtalarda kesadi. otz Dekart koordinatalar sistemasida pastdan r = [f]
va yuqoridan r = t — JE—>] chiziglar bilan chegaralangan sohani D orqali

belgilaymiz, ya’ni

D={(fr):lEl<r<t- -x|}

(£, r) o'zgaruvchilarga nisbatan yozilgan (140) tenglamani D soha bo'yicha

integrallaymiz. Gauss-Ostragradskiy formulasini go'llash natijasida

htSai-WIladi, bu yerda c)D orqgali D sohaning chegarasi belgilangan. dD —
OA +AC + CB +BO ekanligidan oxirgi tenglik quyidagi ko'rinishni oladi:
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Bu yerdan A, B, C, O nuqtalaming koordinatalarini hisobga olib,

TLER rag-2-) “ 1

Gursa masalasining yagona yechimini hosil gilamiz. Ravshanki, bu formula
(33) formula bilan t = t0, X = £0 bo'lganda ustma-ust tushadi.

Bir jinsli bo‘lImagan cheksiz tor tebranish tenglamasi

Aa-ad-/(*.0. *e«M>o0 (i«>

uchun (141) shartlarni ganoatlantiruvchi Gursa masalasining yechimi, ravshanki,

uix,t) = P

formula bilan beriladi. Bu tenglikdagi soha bo'yicha integralni takroriy in-

tegral ko'rinishida yozsak.

«)=V(~ ) +o(~) -vOoy+1J | N T)drat 143
¥ If

hosil bo'ladi. (143) formula masalalar yechishda qulaydir. Bu formula bilan
aniglangan u(x,t) funksiya (140), (141) masalaning klassik yechimi bo'lishi
uchun garalayotgan sohada ipv&ip funksiyalar ikki marta, J funksiya esa bir
marta uzluksiz differensiallanuvchi bo'lishi kerak.

2. Gursa tipidagi masala. Differensial tenglamalarning tadbigiy

masalalarini yechishda +> 0, t > 0 sohada garalgan (140) tenglamaning

IN=x = tp(x),  ul=0 = i>(x), Q= B(0) (144)
shartlarini ganoatlantiruvchi X = 0, &= 0 ehiziglar bilan chegaralangan
burchak sohada yechimini topishga to'g'ri keladi.

Bu kabi masalalar ham yuqoridagi yuritilgan mulohazalarga asoslanib

yechilishi mumkin.
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O fr tekislikda biror C(x, t) (t > x > 0) nuqgtadan o'tuvchi (140) tenglama-
ning xarakteristikalari f = T vaf = 0 chiziglarni mos ravishda A (~, -*)
va B(0,t —x) nugtalarda kesib o'tadi. B nugtadan chiquvehi £ = t —a —T
xarakteristika £ = T chiziq bilan E (tjS, nuqgtada kesishadi L',4,/1C, C.4
va B E kesmalar bilan chegaralangan 13-chizma,da.gi to'g'ri to'rlburchakli so-
hani D\ orgali belgilaymiz, ya’ni

t—x t- X 1
A = {(f,r): - 5 <r <t—E-x|]j

AN

0 <

13-chizma. D\ soha tasviri.
(C, r) o'zgaruvchilarga nisbatan yozilgan bir jinsli bo'Imagan (142) tenglamani
Di soha bo'yicha integrallaymiz. Gauss *Ostrogradskiy formulasiga ko'ra

quyidagiga ega bo'lamiz:

M@GH (9K -

n
I MR ] S IIWE
EA+AC+CB+BB Di
EA, AC,CA va BE kesmalar mos ravishda r = r=x-ft— r =

i—a +£ T=t—x—£ to'g'ri chiziglar ustida yotadi. Shuning uchun
EA da dr = rf£, AC da dr — —df, CB da dr — df va BE da dr —
—dE tengliklar bajariladi. Bularni hisobga olib, (145) tengliklardagi ikkinchi
ifodani quyidagicha almashtirish mumkin:
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du, du dJ dJ
i O C * X X * 7’4-1 7CB a..._,/\+/\
4 = 2u() +u(£) - 2u(C) + 2u(£).

Olingan na.tijalarni (145) tengliklaming oxirgi ifodasi bilan tenglashfcirib
(142), (144) masalaning yechimini hosi! gilamiz

i(x,t) L ) - @ FKE - @)+ A JJ f(£,T)dzdr.

D

Bu formulani quyidagi ko'rinishda ham vozish mumkin:

, (x+t¢ Ex—t\
u(x, t)y=<p I —— - PPr— I V(- )+

f [ f(t, T)dedT

3. Koshi masalasi. Endi Gauss Ostrogradskiy formulasini qoTlash
orgali bir jinsli bo'lImagan tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasining
yechimini t.o'g‘ridan-fco'g‘ri hosil gilamiz.

(£, r) o'zgaravchilarga nisbatan yozilgan cheksiz tor tebranish tenglamasi

uchun quyidagi Koshi maslasini garayrniz:

ulT-ua =/(£, 1), (el, t>0 (146)

u(0,0=v(0, «TM = 1HO> «€«e 147)

Berilgan funksiyalar /(r, f) e C *I1x {r > 0}), ip€ (72(IR), b € C M)
shartlarni ganoatlantiradi deb faraz gilamiz. (146) tenglamaning (X, t) nug-
talaridan o'tuvchi xarakteristikalari var = 0 to'g'ri chiziq bilan chegaralan-
gan xarakteristik uehburchak deb ataluvchi Ar, t) = {(f, r) :Xx—(t—r) <
N< 4 {t—r), 0 < T < t} soha (14-chizma) bo'yicha (146) tenglama-
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ning ikkala tomonini integrallaymiz. Natijada tenglamaning chap tomoni

quyidagi ko'riuishni oladi:

d d
didr = — »J ! .

[aT \grJ d( \df oT df
Az1) dA{x.t)

f \du du j f [du du +/
3A

- * cB

X(S.f!

—t— @ e e, < ffJKLS]
W A(x-i.0) *

14-chizma. A(X,t) soha tasviri.

AC kesmadar = 0, CB kesmada ( = i +<-r va BA kesmada

£ = X —(t —T) ekanligini inobatga olsak, oxirgi tengliklardan

r d (du\ d /du\
J drydr) [df)
T

drdr

. i N '
/£ I_ d—fdu(r,x+t—t) +J du(r,x —t +r)

X+
r du
df - 2u(t, x) +u(0,x +t)+ u(0,x -t)
N odr =
1-t
kelib chigadi.
(146) tenglamaning o‘ng gismi va (147) boshlang'ieh shartlarni e’tiborga

olib, oxirgi tengliklardan Dalamber formulasini hosil gilamiz:
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X+t

u(t,x) = " Mar+1) + - )] +’\j ® (Ne +\jjf(T>E)K<*T.

Bu formula (7) formula bilan ¢ = 1 da ustma-ust tushadi.



5-Bob. Parabolik tenglamalar

Bu bobda parabolik tipdagi tenglamalar uchun Koshi, boshlang'ich-chegara-
viy masalalarining yechimi, fundamental yechim va uning xossaiari hagida

fikr yuritamiz.

5.1 Issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasi.
Masalalarning qo‘yilishi

Issiglik o'tkazuvchanlik

c(X)p(xut = div(k(x)gradu) -f F(x,t.) @

tenglamasi fazoviy va vaqt o'zgarishlariga bog'liq bo'lgan u(x, t) haroratni
ifodalaydi. U parabolik tipdagi tenglamadir.
Chegaraviy shartlar. Fazoviy o'zgaruvchilar tegishli bo'lgan R1 =
R, IR2 yoki R3 - bir, ikki yoki uch o'lchovli fazolardagi sohani D, uning
chegarasini esa S orgali belgilaymiz. Eslatib o'tamiz, soha - bog'langan
Stwsfejg to'plam. D soha chegaralangan deyiladi, agarda u chekli radiusga ega
biror shar (D ¢ R3), yoki chekli radiusli doira (D ¢ R2) ichida yotsa, yoki
chekli oraligdan (D ¢ R) iborat bo'lsa., S chegara silliq (bo'lakli silliq )
D e | 3soha uchun ikki yoqgli sirt yoki D ¢ M2 uchun sillig (bo'lakli sillig)
X0s nuqtalarga ega bo'lmagan va o'zaro kesishmaydigan egri chizigdari iborat
deb hisoblanadi. D e | uchun S bitta, 3oki ikkita nugtadan iborat. S ning
har bir nuqtasida D sohaga nisbatan tashqaiiga yo’naltirilgan n, Y\N— 1
normal vektorni garaymiz. U holda, n normal bo'yicha ~ hosila aniglangan
bo'ladi.



252 Parabolik tenglamalar

Masalan, | uzunlikka ega bo'lgan sterjenniD = {i€ R:0<i<1} soha

kabi beramiz. U holda,

= fx= =8 2] = A4 E‘L_-I.
s=b=8ude=h <?ri‘_—o_ d(=9Nen’ daiNe fQH '
nur -S = {& = 0} chegaragaegaD = {a:€K:0<a:< +00} cheksiz soha,

Al 0 1
*4 %0
to‘g‘ri chiziq -D = {r € R}, S—Q;

doira -D — {(X,y) € M2: 0< x24-y2< Iy} soha, 5 = {f = Hi} -
aylana, | =g

Ir«ro '
shar chegarasi 5 = {r = 7} sferadan iborat bo'lgan

D {(@bx2x3d eR3:0< +i, +£3<r}-

= Jo<r<r0 0< < 2tt]
to‘plam bilan aniglangan soha, Nj| = va boshqalar.
@ tenglama, D sohaning ichki nugta,lari uchun keltirib chiqgarilgan, L

S chegarada bajarilmasligi ham mumkin. Aniq issiglik targalish jarayonini
ajratish uchun S chegarada beriladigan go'shimcha shartlar zarur bo'ladi.
Ularning ba’zilari bilan tanishamiz. D sohaning chegarasida, berilgan haro-
rat ushlab turilsa, u(x,t) —n(x,t). x £ S, t> 0 shart beriladi, bu yerda

ma’lum funksiya. Bunga birincbi chegaraviy shart yoki Dirixle

sharti deyiladi.
Agar S chegarada issiglik ogimi berilgan bo'lsa, bu shart
fMavO = X £
on

(v(X, t)—ma’lum funksiya) kabi yoziladi. Bu ikkinchi tur chegaraviy shart
yoki Neyman sharti deb yuritiladi.
Shuningdek, uchinchi tur

_U'on 14.hXu(x, t) = rnNxt), xX£S, t>0,

bu yerda h,(X) va g¢(x , t) -ma’lurn funksiyalar, chegaraviy shartlar ham beri-
ladi.
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Misol. |uzunlikka ega bo'lgan sterjenning uchlarida quyidagi chega-
raviy shartlar qo'yilishi mumkin:

u(o,t) = fix(t),u(l,t) = birinchi tur chegaraviy shartlar;

ux(0,t) = V\(E),ux(l,t) = ifo(E)— ikkinchi tur chegaraviy shartlar;

ux(Q,t) —hiu(o,t) —vi(t), ux(,t) + h2u(0,i) = ~(f), bu yerda N\=
const > 0O, li2= const > 0 -uchinchi tur chegaraviy shartlar.

E slat m a. Bayon etilgan chegaraviy shartlar u(x, t) funksiyaga
nisbatan chiziglidir. Murakkabroq fizik qonuniyatlarni ifodalovchi chizigli

bo'lImagan chegaraviy shartlar ham garalishi mumkin.

5.2 Boshlang‘ich-chegaraviy masalalar. Klassik
yechim
0 ‘zgarmas koeffitsientli
w = a2Aun + f(x, t), n—u(x,t) 2

issiglik o'tkazuvchanlik tenglamasi uchun masalalarni garaymig.

Ta’kidlash joizki, ularning asosiy xossalari (1) tenglama uchun go‘yilgan
o'xshash masalalar uchun ham o'rinli bo'ladi. Fazoviy o'zgaruvchiga nis-
batan garalayotgan sohaning S chegarasida qo'yiladigan chegaraviy shart-
lar (2) tenglamaning yagona yechimini aniglash uchun yetarli bo'lmasligi
mumkin. Yana, u[x, 0) = tp(x), X £ Z5 boshlang'ieh shartni ham go'yamiz,
bu yerda tp— berilgan funksiya. Bu shart t —O0 vagtda haroratning ma’lum
ekanligini bildiradi.

D chegaralangan soha bo'lsin. Ochiq Qr silindr deb,

QT=D x (0, T) = {(a;,f) :XED, t£ (O,T]}
sohani ataymiz.
QT=D x [0 T\= {0k t) :x £ D, t£ 0T\

yopig silindr. Agar T = —foe bo'lsa, u holda Q —D x (0,+o0c).
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Issiglik o'tkazuvchnlik tenglamasi uchun boshlang'ich-chegaraviy masala

quyidagicha go'yiladi:

ut=a2Au +4x,t), (x,t)eQ 3)
tenglamaning
bk 0) = y?(x), X £ D (O]
boshlang'ich va
a— 7——hBu(x,t) = x{x,t), x6 S, t£ p,+o00), 5)

du
a+,.S>0,a>0 /B3>0

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi u(x,t) yechim topilsin.

T > 0 sonni tayin qilib, boshlang'ich-chegaraviy masalalaming D C LB
bo'lgan holi uchun klassik yechimlari ta’rifini beramiz. D C K2vaD C K
hollar uchun ta’riflar o'xshash ravishda kiritiladi.

T a ’ r i f. Birinchi boshlang‘ich-chegaraviy rnasalaning (a = 0, /3® 0)
klassik yechimi deb, quyidagi shartlarni gqanoatlantiruvchi u(x,t) funksiyaga
aytiladi:

1) u(x, t) Qr sohada uzluksiz:

2) u(x, t) ochig Q? sohada uzluksiz W, uC]l], uX2q, uxedL X = (k1,X2,X3)
hosilalarga ega va bu sohada (3) tenglamani ganoatlantiradi;

3) u(x, t) t = 0 da berilgan (4) giymatlarni gabul giladi;

4) u(x,t) funksiya u(x,t) = fi(x,t), X 6 S, t > 0 chegaraviy shartni
ganoatlantiradi.

Ta'rifning 2-shaitida. gayd etilgan uzluksiz hosilalarga ega bo'lgan funksiya-
lar sinfi, odatda, C21(Qt) kabi belgilanadi. Bundan

u(x,t) 6 C(Qt MC27(Qt)’

T a ’rif. Ikkinchi boshlang'ich —chegaraviy rnasalaning (a ¢ 0, j3= 0)
klassik yechimi deb, quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi «(x, t) funksiyaga
aytiladi:

1) u(x, t) QT sohada uzluksiz;
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2) u(x,t) QT sohada uzluksiz uXl, uX2 nx3, x = (X1,x2,x3) hosilalarga
ega (t = 0 da D sohaning ichki nuqtalaridan tashqari);
3) «(re, t) ochiq Q? sohada uzluksiz L, uxXxi, uxx2, n.rhosilalarga ega
va bu sohada (3) tenglamani ganoatlantiradi;
4) u(x, t) t = 0 da berilgan (4) giymatlarni gabul giladi;
5) u(x,t) berilgan
du(x.i)

— - = v(xt), X£S, t>0
ou

chegaraviy shartni ganoatlantiradi.
Bunda
u(x,t) £ C(QTNCIfI(QTUI'r) MC2I{QT),
buyerdal'T=S x (0, T).
T a ’ r i f. Uchinchi boshlang'ich - chegaraviy rnasalaning (a ¢ 0)
klassik yechimi deb, oldingi ta’rifdagi 1)-4)- shartlarni hainda

"IN - h(X)u(Xx,t) = XES t>0
IRESRICONTERY

chegaraviy shartni ganoatlantiruvchi « (X, 1) funksiya aytiladi.

Ta'riflardagi berilgan barcha /, a4, v, h, X funksiyalar uzluksiz deb faraz
gilinadi.

E slatin a (3)-(5 boshlang‘ich-chegaraviy rnasalaning klassik
yechimi mavjud bo'lishining zaruriy sharti quyidagi (4) boshlang'ich va (5)
chegaraviy berilganlarning kelishuvchanlik shartidir:

a~-9n—~ + = X X6 S
Ko'pincha, klassik yechimning mavjudligiga go'yilgan talablarni ganoatlan-
tirmaydigan masalalarni tekshirishga to'g'ri keladi. Masalan, kelishuvchan-
lik shaxtlari bajarilmasligi mumkin. Bunday yechimlar umumlashgan yechim

ma’nosida tushuniladi.

5.3 Maksimum prinsipi

Issiglik o'tkazuvchanlik tenglamasi yecliimmig inuliim xossasini ifodalovchi

teoremani ko'rib chigamiz. D chegaralangan sohava T > 0 tayin son bo'lsin.
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Teorem a (maksimum prinsipi). Issiglik o'tkazuvchanlik

LLI,—GEu Q(t)e Qr

tenglamasining QT yopiq silindrdagi uzluksiz yechimi o'zining maksimum
giymatini yoki t = 0 da, yoki D sohaning S chegarasida qabul qgiladi.
Isbot.

A = rnax <max.u(x, 0), max u(x,t) >
L x<zT> i6S,tefo,ri ' J

belgilashni kiritamiz. Barcha (X, t) G QT nuqtalar uchun u(x,t) < A ekan-
ligini ko'rsa.tish zarur. Teskarisini faraz gilamiz, shunday (xn, to) € Qt nuqta
mavjud bo'lib, bu nuqgtada u(x,t) funksiya o'zining A dan katta bo'lgan
maksimal giymatiga erishsin, ya'ni u(xat-0) = A +e, £ > 0. Yordamchi

v(x, t) = u(x, t) +a(fo—t), a >0
funksiyani garaymiz. Ravshanki,
Vv(X0,t0) = u(x0,t0) = A +£

Endi v(X,t) funksiyaning 1) sohaning S chegarasida yoki boshlang'ich

/, - 0 vaqtdagi maksimal giymatini baholaymiz:
max TTQ)év(x, 0), )Géntéé'l] V(X, t)J> <A+aT < A+ >
agarq < ¢ .

Shunday qilib, v(Xx,t) funksiyaning silindr chegarasidagi maksimal giy-
ma.ti lining silindr ichidagi biror giymatidan kichik. Bundan esa Vv(X,t)
funksiyaga silindr ichida maksimal giymat beruvchi (@ t{) nugtaning mavjud-
ligi kelib chigadi, ya’ni v{xi,t{) > v(x0,to) = A + &, € Qt- (®i,<i)
maksimum nuqta bo'lganligi sababli v(Xx, t) funksiyaning birinchi tartibli

hosilalari uchun
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va ikkinchi tartibli hosilalar uchun
Av(xi, ti) < 0

munosabatlar o'rinli. Bulardan u(X, t) funksiyaga, nisbatan quyidagilar kelib
chigadi:

u(x,t) = v(x,t) —a(to —t),a> 0,

grad u(xi,ti) = grad v{xi,ti) = 0,

Au(xi,ti) = Av(xi,ti) <0,
i\ n n
= — ) +a>a>0.
ot I} X=X ot h—§,x¥$)
Shunday qilib, Qt sohaning icbida yotuvchi (X, t) nugtada An < 0, ut >
0, ya’ni bu nugtada u(x, t) funksiya, issiglik o'tkazuvchanlik tenglamasini

ganoat~tirmaydi. Hosil bo'lgaa ziddiyat teorema isbotini yakunlaydi.

54 Ekstremurn prinsipi

Bir jinsli issiglik o‘tkazuvcha,nlik tenglamasi uchun minimum prinsipi ham
o'rinli.

Teorema (minimum prinsipi). Issiglik o'tkazuvchanlik

ut= a2im, (xt) € Qt

tenglamasining QT yopiq silindrdagi uzluksiz yechimi o'zining minimal qiy-
inati yoki t = O da, yoki D sohaning S chegarasida gabul giladi.

Isbot. u(x,t) ——u(X,t) funksiya ham issiglik o'tkazuvchanlik tenglamasini
‘gajooatlantiradi.

Ui(x,t) funksiyaning maksimal giymati u(x,t) funksiya uchun minimal
giymat bo'ladi. Bundan teoremaning isboti maksimum prinsipidan kelib
chigadi.

N at ij a. Maksimum va minimum prinsiplaridan ekstremurn prinsipi
kelib chigadi:

Issiglik o'tkazuvchanlik

ut = a?Au, (x,t) 6 Qt
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teuglamasining QT yopiq silindrdagi uzluksiz u(x, t) yechimining barcha qiy-
matlari uning soha chegarasidagi minimal va maksimal giymatlari orasida

yotadi:

min iu(x,0), x€énaler|](1r)u(x’ t)J>< u(x, t) <

E slatm a u(xt) = const funksiya issiglik o‘tkazuvchanlik
tenglamasini ganoatlant.iradi va ekstremurn prinsipiga zid emas.
Misol. u(x t) = x2+ 2aH funksiya

Qt=(xt):0<x<Il,0<t<T
sohada ut = a2uxx tenglamani ganoatlantiradi va
QT= (Xt :0<x<1,0<t<T

yopiq sohada uzluksiz. Bu funksiya Q T sohada o'zining maksimum giyinatiga
X = |, t = T nugtada. minimum giymatga esa Xx — 0, t = 0 nuqtada
erishadi.

Maksimum va minimum prinsipidan umumiyroq bo'lgan

cput = div(k{x)grad u) —qu, >0, c>0, p> 0

tenglama uchun ham o'rinli.

5.5 Birinchi boshlang‘ich-chegaraviy masala
yechimining yagonaligi

Issiglik o'tkazuvchanlik tenglamasi uchun birinchi boshlang'ich-chegaraviy
masala ushbu
ut=a2A +f(x,t), x,t)£Q )
tenglamani va
u(x, 0) = p(x), x e D, @
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u(x,t) = fx(x,t), x€S, tE£Rr+, (8)
Q = D x M+, K+= (0, +00)
boshlang'ich-chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi u(x,t) funksiyani to-
pishdan iborat.
T eo rem a. (6)-(8) masala yagona klassik yechimga ega.
Isbot. Faraz gilaylik, (6)-(8) masalaning ikkita wi(x,1), i — 1,2 klas-
sik yechimi mavjud bo'lsin. T > 0 -tayin son va Ui(x,t) 6 C (Qt) n
C21(Qt), i = 1,2. U holda v(x,t) = ui(x,t) —UW2(x,t) funksiya

vt = a2Av, (Xx,t) 6 Qt,

w(a;, 0) =0, XS D,
«(M) =o0,ieS,(e[o,T], wec (QT)

masalaning yechimi bo'ladi.

V(X, t) funksiya uchun ekstremum prinsipi o'rinli (L(x, t), i = 1, 2 funksi-
yalar bir jinsli tenglamani ganoatlantirgani uchun ekstremum prinsipini gqo'llab
bo'lImaydi). Bundan ekstremum prinsipiga asosan 0 < Vv(X,t) < O, ya'ni

v(x,t) = o.

56 Birinchi boshlang‘ich-chegaraviy masala
yechimining turg‘unligi
Maksimum prinsipidan ixtiyoriy T > 0 uchun quyidagi teorema kelib
'"mqadi:
T eorem a. (6)-(8) masala yechimi boshlang'ich va chegaraviy

shartlarga uzluksiz bog'lig.
Isbot. Ui(x,t), i = 1,2 funksiyalar ushbu

ut= a2am + f(x, 1), (X, t) £ Qt,

u(x,o0) = <Pi(x), x € D,

u(x,t) = fii(x,t), xe 5, £€ [0T], r= 1,2



260 Parabolik tenglamalar

masalalaining yechimlari bo'lsin.

Faraz gilaylik, ixtiyoriy € > 0 soni uchun |<pi(X) —ip2(X) |< § x £ D
va

Nfii(xt) —f2xD\N < 6, x e S, t £ [0,T] tengsizliklar o'rinli bo'lsin.
AU —U{XHN\ < s, (X,t) £ bo'lishini ko'rsatamiz. v(x,t) =
ui(x,t) —U2(x,t) funksiyani garaymiz. Ravshanki, v(x,t) funksiya

vt = a2Aw, (x, t) £ Qf,

*0(z,0) = <PiIX) - R(X), X £ 25,
v(X,t) —ni(x,t) —2{x,t), xe S, te [0,T]

boshlang'ich chegaraviy rnasalaning yechimi.

V(X,t) funksiya boshlang'ich va chegaraviy nugtalarda |r>(x0)] < e, X <
Z? va [V0xi)j < e, x £ S, t £ [0,T] shartlarni ganoatlantirgani uchun
maksimum prinsipidan |r>x £)( < e, X £ Qr tengsizlik kelib chigadi.

(6)-(8) rnasalaning yechimi f(x,t) funksiyaga nisbatan ham turg'undir.
Bu tasdig maksimum va minimum prinsiplarini bir jinsli bo'lmagan (6) tenglama

uchun umumlashtiruvchi teoremalardan kelib chigadi.

5.7 Issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun
Koshi masalasi

Chegaralanmagan sterjenda issiqlik tarqgalishi.
Ma’lumki, chegaralanmagan bir jinsli sterjenda issiqlik targalish tenglamasi
uchun Koshi masalasi quyidagicha go'yiladi: {x £ ffi,t > 0} sohada

du 2&*u
9
dt a dx2 ©
tenglamani va
u(x,0) = P, x£ER (10)

boshlang'ich shartni ganoatlantiruvchi u(x, t) funksiya topilsin.

Awalo (9) tenglamaning trivial bo'Imagan

u(x,t) = X{X)T{L) (11)



Koshi masalasi 261

ko‘rinishdagi xususiy j'echimni topamiz.
(11) ni (9) ga qoyib,
azr(t) - Rx) - const
yoki
T'(t) +a2X2T(t) = 0, X"{t) +XX{x) =0

tenglamalarni olamiz va bularning yechimlari mos ravishda
T(t) = exp(—a2xat), X(x) = AcosXx + BsinXx

bo'lib, A va B ixtiyoriy o'zgarmaslar A ga bog‘lig bo'lishi mumkin. U holda
(11) ga ko'ra ixtiyoriy j4(A) va B(A) lar uchun ham

u(x, t, A) = [JI(A)coszAa: + B(A),smAa-] exp(—a2X2t) (12)

ifoda (9) tenglamaning yechimi bo'ladi.
Agar (12) ni baxcha A lar bo'yicha jamlasak,
-
u(x,t) = J u(x,t,X)dX (13)
-
va. bu integral chekli bo'lib, uni t bo'yicha bir marta, X bo'yicha bir marta,
differensiallash mumkin bo'lsa, unda (13) funksiya (9) tenglamaning yechimi
bo'ladi.
Endi A(A) va B(A) koeffitsientlarni shunday tanlaymizki, (13) funksiya

(10) boshlang'ieh shartni ham ganoatlantirsin, ya’ni

u(x, 0) = ifix) = vJ [71(A)coBAa; + B(\)sin\x] dX. (14)

K

<9)(®) funksiya uchun Purye integralini yozamiz:

¥®= J dXJ ip(Z)cosX(£ - X)dE =

R R

= J dxJ <pE) [oos\Eoos\x 4-sinXAsmXx} dE.

R K
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* Ko'rinib turibdiki, (14) da A va B larni

ANy =~/ <p(0*>a\Ne, B(X) = ~ J ip(OsinMdi
B X

kabi tanlasak, bu tenglik o'rinli bo'ladi.

So'nggi ifodaJarni (13) ga go'yib, quyidagi yechimni olamiz:

u(x,t) = J dX\] ipE)cosN\E, - x)exp{-a2\et)df =

R R

= —J dXvJ (P((;)CosA(E —x)exp(—az2xXat)dl;

= (15)
0 R
. D
-1 (p(i)dt;\] exp{—a2x2t)cosX(i —x)dX.
R 0
Icbki integralni hisoblaymiz. Buning uchun
a\Nft = 2, A —Xx) = Liz
almashtirishlar bajarib,
4 dz (, —x
a''= —art
ekanligini inobatga olsak,
00 00
J exp(-axX?t)cos\(i - X)d\. - ~ = J e~ZXosiizdz (16)
0 0

tenglikka ega bo'lamiz. (16) formulaning o'ng tomonidagi integralni quyidagi-

cha belgilaymiz:

J e 2xosfizdz = / (/).
D

I{p) integralni y parametr bo'yicha differensiallab va natijani bir marta

bo'laklab integrallasak,

00
v (i) = —J ze—*sirif.izdz = —~J
" a
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yoki ushbu
V) + =0

oddiy differensial tenglama hosil bo‘ladi. Bundan esa

I(n) = Cexp

(-*)m
C ozgarmasm C = 1(0) tenghkdan amglaymiz. 7(0) = / e-rXlr va 1-
0

bobning (27) formulasiga ko'ra C ~

Demak,
n0= (="fj
va (16) ga asosan
©
J exp(—a2AZ)eosA(f —a;)dA = zgv’\eXp Aanc

Nihoyat, (15) ga ko‘ra; (9); (10) rnasalaning yechimini olamiz:

(E-xf
2ay/mA 4a4

K

u(x,t) = a7

(17) ga Puasson formulasi deyiladi.

58 Koshi masalasi yechimining mavjudligi

orem a <pXX) uzluksiz va chegaralangan funksiya bo'lsin, ya’ni
shunday N soni mavjudki, bunda N&¥\< N barchai £ i uchun. U holda
(17) formula bilan aniglangan u(x,t) funksiya (9), (10) Koshi masalasining
klassik yechimidir.
Isbot. Awalo u(X, t) funksiyanng mavjudligi va chegaralanganligini ko'r-

satamiz. Buning uchun (17) integralda

z= — = £ = 2asftz+x
2aVt
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almashtirishni bajarib, integralni baholaymiz:

NIXON< ~= j [Jip(2aVtz 4 Je—Zdz < m=JeTzdz < N.
a r
Bundan Veyershtrass alomatiga ko'ra (17) integral —00 < X < 00,t > O
sohaning ixtiyoriy nuqtasida tekis yaginlashadi va chegaralangan uzluksiz
u(x,t) funksiyani aniglaydi.

Endi -00 < X < 00,t > O sohada u(x,t) funksiyani t va X o'zgaruvchilar
bo'yicha istalganeha differensiallanuvchi ekanligi va baxcha hosilalarni (17)
tenglikni integral belgisi ostida differensiallash natijasida hosil gilish mumkin-
ligini ko'rsatamiz. Masalan, A hosilani fcekshiramiz. (17) formalaning o‘ng
tornonini formal differensiallab, quyidagi ifodani liosil gilamiz:

ml, K a r (£-s)d

exX
2 4ax P a2

Bu integralning ixtiyoriy (X,t) 6 ¢t —K x [e,T], £ > 0, T > e uchun
tekis yaginlashuvchi ekanini ko'rsatamiz. Yana, yuqoridagi kabi z =

almashtirishni bajaramiz. Natijada hosil bo'lgan

tp (2ay/tz 4 x)

z
rJ i+ 1
integralni Q;y sohada baholaymiz:
? (2 4 X
LA YeNarax
y/nJ \2 f
R
i 4 v dz < 7. 41 « "%
< — __ —e Z —y= « 0
NAY | 2 t ve7r/!

Bu tengsizliklardagi oxirgi integralning yaqinlashuvchi ekanligidan tekshiri-
layotgan integralning tekis yaginlashuvchi bo'lishi kelib chigadi. Bu esa
hosilaning mavjudligi va uzluksizligini bildiradi.

O'xshash ravishda

1, (£-*)2 .
ex
2 2cA: P 4a2i di
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hosilaning mavjudligi va uzluksizligi isbotlanadi. Bu hosilalarni (9) issiglik
o'tkazuvchanlik tenglamasiga qo'yib, u ayniyatga aylanishiga ishonch hosil
gilamiz.

Endi u(x,t) funksiyaning (10) boshlang'ich shartni ganoatlantirishini

ko'r- satamiz. Yuqoridagi kabi, 2 = ahnashtirishdan so'ng

ga ega bo'lamiz. Bu integralning X, t lar bo'yicha tekis yaqginlashuvchi ekan-
ligidan va integral osti funksiyasining t S [0 T] bo'yicha uzluksizligidan

integral ostida limitga o‘tish mumkinligi kelib chigadi:

T a’'rif. Ushbu
2

4aH (18)
funksiya (9) tenglamaning fundamental yechimi deyiladi. Bu funksiya, (9),
(10) Koshi masalasining Grin funksiya deb ham yuritiladi.

Eslatib o'tamiz, (18) fundamental yechim 3-bobning 3-paragrafida, n o'lchovli
issiglik o'tkazuvchanlik tenglamasi uchun keltirib chigarilgan edi.

Agar boshlang'ich short t = 0 da emas, biror t = r da berilsa, (18)
formulada t ni t —r bilan alinashtirish lozim.

Endi fundamental yechimni qurishning boshga bir usulini keltiramiz. (9)
tenglamaning

u(x, 0) = 6(x —Xq) (19

boshlang'ich shartni ganoatlantiruvchi Koshi masalasi yechimini gidiramiz.
Bu yerda 50k —>o)}— Dirakning delta-funksiyasi (1-bobga, qarang), Qayd
etish zarurki, (19) tenglik umumlashgan funksiyalar ma’nosida bajariladi.
1-bobdagi (9) formula bilan aniglangan Dirakning delta-funksiyasi Furye in-

t li
egrali o
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.ni e’tiborga olgan holda fundamental yechimni H(x —Xq,t) orgali belgilab,
uni ®
H(X - 50, 1) — - J A\(HcosX(x - xo)d\
0
ko'rinishda izlayiniz. Bu funksiyani (9) tenglamaga. qo'yib, An ga nisbatan

AN(D) +a282A>(t) = 0

differensial tenglamani hosil gilamiz. Uni yechib, (19) boshlang’ich shartga

binoan Ag(0) = 1 ekanligini inobatga olib,

AN() = exp(—a?Xx2t)
ni aniglaymiz.

Shunday qilib,
H(X —X0,£) = - ¥ exp(—a2X2t) «cos\(x - x0)d\. =
0

ex (x - X0)2
2anirt P 4a4

5.9 Ko‘p o‘zgaruvchili bo‘lgan hoi

Ushbu paragrafda ko'p o'zgaruvchili issiglik o'tkazuvchanlik tenglamasi
uchun go'yilgan Koshi masaJasining Grin funksiyasini quramiz.

Lemma. Agax
ut= a2Au, u(x,0) = P, X = (Xi,X2,..;Xn) (20)

Koshi masalasida ip(x) boshlang'ich funksiya

n
<P = (fii(xi) mP2(X2) mP3(%c) m  « <fin(xn) =
Jfc=l
ko'rinishda bo'lsa, u hoida
n
u(x,t) = IN\uk(xk,t) (21)

fci
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funksiya (20) rnasalaning yechimi bo'ladi. Bn yerda ut(xk,t) funksiyalar

du >dA k
dt =a '&tti uk{xk,0) = <Pk(xk), k ~ 1,2,....n

bir o'Ichovli issiglik o'tkazuvchanlik tenglamasi uchun Koshi masalalaiining
mos yechimlaridir.

Isbot. Lemma shartiga ko'ra

azA ( uk(xk, t) j =

Nel /
d
= a2 (Ui 2w Ak
|
- £ Mi(x-b t)-u2(x2,1)-u3(x3,t) - ...- U k - Q-wfcti(a:i+1, t)-...-un{xn, t)-
JE1
2921 \ d

La\) = Ot ([T, )m
ya’'ni (21) funksiya (20) rnasalaning yechimi bo'ladi, bu yerda uo(xo,t) —1
deb oldik.

Dirakning S funksiyasining 1-bobdagi (16) formula bilan aniglangan xos-

sasiga, ko'ra,
fl

*(*»€) =
fc-
tenglik o'rinli. Lemmani ushbu
& Ut(x,£,t) = a2AU(X,E,1),

U(X,£,0) = 6[x-1t)

maxsus masala uchun go'llasak, ushbu

p

UXIEL) = U(xk-£k,t) = -6)2 (22)
=

* ex
a1 4az2t

Koshi masalasining Grin formulasi (yoki issiglik o'tkazuvchilik tenglamasi-
ning fundamental yechimi) ni hosil gilamiz.
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Bu funksiyaning ba’zi xossalarini keltirib o'tamiz. Soddalik uchun (22)
dan = 3, a= 1deylik (a = 1gat ni a2 bilan almashtirib erishish mumkin).

Unda (22) ning ko'rinishi quydagicha bo'ladi:

2T
r
U —r) = —— — 23
$< PN (Zs/rt%—r))* N a @)
P=PE G0, MpP, tpT

bu yerda M —M (Xx,y,2),
r=y/x-if +(y-rn2+(z- 02
1-xossa. (23) funksiya (X,Y,z,t)—o‘zgaruvchilari bo'yicha
N— At/ =0
t
issiglik o'tkazuvchanlik tenglamasini, (£, 1j, (, T) —o'zgaruvchilar bo'yicha esa
unga qo'shma bo'lgan
tenglamani ganoatlantiradi.
Bu xossaning isboti (23) dan bevosita hisoblashlar orgali kelib chigadi.

2-xossa. Ixtiyoriy t > T uchun
f UM, P; t —n)dfdgdC, = 1
K3

tenglik o'rinli.
Hagigatan ham, sferik koordinatalar sistemasiga o'tib, so'ng bo'laklab

integrallasak,
\] U(M,P;I-T)d(dijd( =

s
. roar
J rard J um, P;t —Tysinedadip =
o 0o
! J r2exp dr =

2(t - r)y/n{t - r)J \ 4(t-T)
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T?2W w 1 MIT)))-
@
exP —77———r)dr =

w-1) Y

R

:_J exp(—2)dz = 1
R
munosabatlarga, ega bo'lamiz. Bu esa, xossaning o'rinli ekanligini isbotlaydi.
3-xossa. Har ganday chekli (yoki cheksiz) S soha uchun quyidagi tenglik

o'rinli:
f . [1 agar M £ f2
lim 1 UM, P\t —n)d(drjd( = <
*AT400 10, agar W 1.
Isbot. Agar
a—E£ _ y=?_,., IT=C._
yit—t 7 yt—r 7 y/it—T

almashtirishlarni kiritib, yangi 0‘zgaiuvchiga o'tsak, integrallash sohasi Sl
koordinata boshi M(x,y,z) nuqtada bo'lgan biror fh sohaga o'tadi. Agar
M e bo'lsa, fii soha butun M3 fazo bilan ustma-ust, tushadi va, 2-xossaga
ko'ia integralning giymati 1 ga teng bo'ladi. Agarda M&SI bo'lsa,, u holda
Sli sohaning nugtalari M(X, y, z) koordinata boshidan cheksiz uzoglashadi
va integralning giymati nolga intiladi. Soddalik uchun bir o'lchovli holni
*qgaraylik, yani 9 = {a < X < b}, t > r bo'lsin. U holda X = £ + y/t —T i
almashtirish bajarsak,

b
r (r-fv
df =
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M r40da
‘ a-+ Ll
1) a < X < bbo'lsa g, — +00, s = —oo.
Aa —o00, _s —00
je-fl H-o00, - > +00
yI-T Wp-*

munosaba.tlarni inobatga olsak, olgingi 2-xossaga ko'ra isbotni yakunlaymiz.
4-xossa. Har ganday chekli yoki cheksiz fi sohada uzluksiz va chegara-

langan (p(X, Yy, z) funksiya uchun
lim j UM, P, t)<p(P)dP = ip(M), dP - dtdvd(
2
tenglik o'rinli va bu limit har qanday M(X,y,z) 6 fii C  ga nisbatan cekis

yaginlashadi.
Isbot. Bu xossani isbotlash uchun quyidagi ayirmani garaymiz:

J UM, P,O)tp(P)dP - <p{M)J U(M,P,t)dP =
n

! U(M, P, [(p(P) —ip(M)\dP.

3-xossaga binoan bu ayirmaning ikkinchi hadi tp(X, y, z) ga teng va 4-xossani
isbotlash uchun ayirmaning t —+0 da nolga intilishini ko'rsatish Jozim. Shu
rnagsadda M (X, Y, z) nuqgtani Skichik radiusij shar bilan o'raymiz. Aytaylik,
S shunday kichikki, barcha r <5 lar uchun

NAEV,Q - v{Xy, 2\ </
tengsizlik bajarilsin. U holda

J UM, P;t) [P - <p(M)] dP =
(6]

= f UM, P;t) Y(P) - <p(M)] dP+

r<5

+J UM, P; )y {P) - dP. (24)
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(20) tenglikning o'ng tomonidagi birinchi integralni baholaymiz:
Ji<| /7 UM,P;t)dP < £J] U(M,P; t)dP =

<5 R3

Berilgan ip(x,y, z) funksiyaning chegaralanganligidan shunday N son topi-
ladiki, \<p(x,y,z2)\ < N bo'ladi va.

« T J uMP:t,dP- ~ h s(-i)dR
T r>6

Agar f = y/ttu V= \""?b C= V/Ci desak, y = rf bo'lib,

Dl og-i)Ww (i* [ regh ) i

O'z navbatida

oo

J rfexp j) dri
0

integralning yaqinlashuvchiligidan, yetarlicha kichik £ lar uchun

00

/ rep(_T)

tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bundan esa 4-xossaning tasdig'i kelib chigadi.

Sft* ;Yuqorida keltirilgan xossalardan foydalanib, (20) Koshi masalasining ye-

uM, 1) = J .JUMP=t)v(p)dp (25)

R 2 iR~

chimi

n ta

ko‘rinishda bo'ladi, bu yerda dP — dfidE>—dEn shuningdek, bir jinsli bo‘l-

magan
JH
— = aZu + f(M.t) (26)
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‘tenglamaning u(M, 0) = O bir jinsli boshlang'ich shartni ganoatlantiruvchi
yechimi

t
u(M,t) = I N UM, p-1-r)/(P, r)dPdr 27)
0 K
n ta
bo'ladi.
Tabiiyki, (26) tenglamaning bir jinsli bo'Imagan u(M, 0) = <p(M) bosh-
lang'ich shartni ganoa,tlantiruvchi yechimi (25) va (27) funksiyalar yig'indisi-
dan iborat bo'ladi.

5.l0 Koshi masalasi yechimining yagonaligi

Ma’luinki, bir o'lchovli issiglik o'tkazuvchanlik tenglamasi uchun Koshi
masalasi Q ={ (i,t):i£K, 0 < t< +00} sohada qo'yiladi.

Teorema. (9), (10) Koshi masalasining chegaralangan yechimi
yagonadir.

Isbot. Faraz gilavlik, shunday M > 0 soni mavjud bo‘lsinki, bunda
NXON < M, (x,t) € Q = {(xt) :x 0< t< +00}. Teoremani
teskarisini faraz gilish usuli bilan isbotlaymiz: (9). (10) masalaning chegara-
langan ikkita wi(x, t), r= 1,2 yechimlari mavjud bo'lsin. v(x, t) = w(x, t)—
W2{x,t) funksiyani kiritamiz. Ravshanki. v(x,t) funksiya bir jinsli

vt = avxx, (x,t)eQ, (28)

v(X,00 =0, i d (29)
Koshi masalasining yechimi bo'ladi. wy(X, t) vau2(x, t) funksiyalarning chegara—
langanligidan v(X, t) ning ham chegaralanganligi kelib chigadi:

IWCTD] = Jui(i,t) - u2{kh\ < [itlre] + NN\ < 2M,

bu yerda N\ t)] < M va e(xtH)\ < M.
Shunday qilib, v(x,t) funksiya (28), (29) Koshi masalasining Q sohada
chegaralangan yechimi bo'ladi. v(x, t) = 0, (X, t) G (J ekanligini ko'rsatamiz.
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Q yarim tekislikda YN—L, t—T to‘g‘ri chiziglaxni tanlab, chegaralangan
Qre={(kt):—L <x<L, 0<t<T},

Qrt —{okt) :—L < x< L, 0<t< T}

sohani garaymiz. Shuningdek,
W —a. wxx

isiglik o'tkazuvchanlik tenglamasini ganoatlantiruvchi

w(X, t54— 4—M fx2 t)

funksiyani kiritamiz. t = 0 da

2M X2
wx, 0= ], >\x0]=0

MN\= L bo'lsin. U holda
4Mn2t
w(£L,t) = 2M +_Jj_ >2M>v (£L,1).

QI t soha chegaralangan va v(x,t), w(x,t) funksiyalar bir jinsli issiglik
o'tkazuvchanlik tenglamasining yechimlari bo'lgani hamda soha chegarasida.
I>x0)] < w(x,0), WH )\ < w(=xL,t) tengsizliklar bajarilgani uchun
Vv(Xx,t),u>(x,t) funksiyalarga maksimum prinsipini go‘llab, X £)] < w(X,t),
xt) £ Ql t, yoki

AM fx2 A A n 4M fx2

- W +art) -vM T +atj
ab

tengsizlik]arni hosil gilamiz. Bu yerda (X, t) £ 'Qij- nuqtani tayinlab, L —)
+oc da limitga o‘tsak, Lﬂmmv(x,t) —0. vglx,t) funksiyaning L ga bog'liq
emasligi va (X,t) nugta ixtiyoriy tanlanganligi sababli Q sohaning barcha
migtalarida v(x,t) = 0 bo'ladi. Bu yerdan UN\{xt) = u2(x,t) ekanligi va
demak, Koshi masalasi yechimining yagonaligi kelib chigadi.

E slat m a. u(x,t) funksiyaning fizik ma’nosi muhitning harorati

ekanligini hisobga olsak, unga go'yilayotgan chegaraianganlik taiabi labiiy—
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E slat m a. Koshi masalasi yechimiga p4 — +oc da qo'yilayotgan
chegaralanganlik shartini a.ncha yumshatish mumkin. Bulling uchun butun
E vat > 0 larda X\ < M exp (Nx?) tengsizlikni ganoatlantiruvchi
funksiyalar sinfim kiritamiz, bu yerda M,N lar u(x,i) funksiyaga bog'‘lig
ravishda aniglanuvchi inusba,t o'zgannaslardir. Bu funksiyalar sinfida ham

yagonalik teoremasi o‘rinli.

5.l Koshi masalasi yechimining turg‘unligi

Bu paragrafda Koshi masalasi yechimining berilgan =p(M), f{M) funksiyalar-
nmg kichik o‘zga,rishiga nisbatan turg'unligini, ya‘ni yechim ham kichik o'zgari-
shini ko'rsata.miz.

T eorem a. Agar
ut= a2Au, u(x,0) = (30)

vt — a2Av, V(X 0) = X= (Kb ...,Xn) e R" (31)

Koshi masalalarida barcha x 6 R lar uchun

NWNY) - PN\ £ (32)

bo'lsa, u holda (30), (31) masalalarning yechimlari u{x,i), v(x,t) uchun
barcha x £ R™\t > 0 giyma.tla.rda

B(x, ) —Vv(x, DI < £

tengsizlik o'rinli bo'ladi.
Isbot. (30), (31) masalalarning (25) formula bilan ifodalangan mos
yechimlarini yozib, (32) tengsizlik va 9-paragrafdagi 2-xossadan foydalanamiz.

Natijada,

) - VDN < J UREDN<BI) = (h(0 NEA
Rn
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<Ej U(XEW)E= £, £ = (&, = df1*... «den
R
teoremaning isbotini olamiz.
Teorema. Ixtiyoriyr > 0, T > 0 berilgan sonlar uchun shunday
S= S(e, T) > 0 soni topiladiki,

iii = ordAn +/i(i,<), u(x,0) =0, (33)
vt —a2Av + h(x,t), v(x,0)=0 (34)
Koshi masalalarida barcha x £ Rri, t > 0 giymatlar uchun
\h(x,t) - Mx,t)\ < 6(s,T) (35)
bo‘lsa, u holda u(x,t), v(x,t) yechimlar uchun
AU —vX DN\ < £ (36)

tengsizlik bajariladi.
Isbot. Ma’lumki, (33) va (34) masalalarning yechimlari (27) ko'rinishda
ifodalanadi. (35) tengsizlik va 9-paragrafdagi 2-xossadan foydalansak,

t
\uxt) - VOGN < JJ U{x,iI\t-T)\h{i,T) - /r{E, T)LLAT <
O Rn

t t
<0]J ux.t —dedr = 5J dr < sT
OoK" 0
ti?Rg»zlikni olamiz. Agar 5= f deb tanlasak, (36) tengsizlikni hosil gilamiz.

ya'ni teorema isbotlandi.

512 Koshi masalasi uchun Grin funksiyasini
qurishning boshga usullari

Biz bu paragrafda umumlashgan funksiyalar (1-bob) elementlaridan foy-

dalanib, Koshi masalasi uchun Grin funksiyasi (fundamental yechim)ni qu-
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* rishning ba’zi usullarini keltiramiz. Buning uchun, awalo, quyidagi
Ut — OTAInx (37)

10, X<0O,
ux,0) = P = B(X) = < (38)
[, x>0

maxsus Koshi masalasini garaymiz. Ma’lumki, B(X) funksiyaga Xevisayd

funksiyasi deyiladi. Bu masalaning ushbu
<x,t) =f(~) (39)
ko‘rinishda,gi avtomodel yechim deb ataluvchi yeehimni izlaymiz. (39) ni (37)

v & e’ &

tenglikka ega bo'lamiz. Bu tenglik r = xt, “ ga nisbatan ayniyat bo'lishi

ga qo'ysak,

uchun a = 0, 5 bo'lishi kerak. U holda f(z) ga nisbatan

fr{z)+ bT=0 (40)
tenglikni olamiz va (39), (38) larga ko'ra
nucnjocf(z) =0, z—l{-%[:f(z) =1 (41)
shartlarga ega bo'lamiz.
(40) ni integrallab,
2
Inf'(z) = —Zr +Inc, c¢= const >0

ni hosil gilamiz. Bundan esa

n » i)
f(z) =c J exp an = %3.] exP{~y2dy

yechimlarni olamiz. Bu funksiya (41) shartning birinchisini ganoatlantiradi.

Ikkinchi shartdan esa ¢ ni aniglash uchun foydalanamiz:

2L exp(—y2dy =



Grin funksiyasini qurish 277

Ki
yoki ©

] exp(—y2dy = yin
ekanligidan ¢ = kelib chigadi. Shunday gilib, (37), (38) rnasalaning
yechimi

2av
« <NI) =/ (‘IT) “ ] exp(-y2dy

ko'rinishda bo'ladi. Bu yechimni quvidagicha ham yozish mumkin:

.0 2t
ufx,t) = ~ ] exp(-y2dy + -j= ] exp(—y2dy =
-0 0

(42)

bu yerda
ofr) =" j exp(-y2)dy.

Bu integralga, xatolik integrali deyiladi.

(42) funksiya (37) tenglamani ganoatlantirish bilan birga uzluksiz uxxx
va uxt hosilalarga ham ega. Shuning uchun (37) tenglikni X bo'yicha differ-
ensiallasak,

(lix)t (UTyrz
ayniya.t hosil bo'ladi olamiz. Bu esa (42) yechimning X bo'yicha hosilasi ham
~9¥7fenglama uchun yechim bo'lishini ko'rsatadi. Shuningdek, u uT(x,0) =
ri'{x) boshlang'ich shartni ham qanoatlantiradi, bu yerda I-bobning (17)
formulasiga ko'ra Xevisayd funksiyasining umumlashgan hosilasi rf(x —£) =
S(x —£) dan iborat.
Demak, (42) dan diflerensiallash yordamida ushbu

_ _ 1 (x-02
uxX(X-£X\1t) = UENY) = oaNfirt exp 450t

Koshi masalasining Grin funksiyasi (yoki fundamental yechim)ni olamiz.
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Endi faraz qgilaylik, biror U(x,t) funksiya
ut= auxx, u(x, 0) = J(.x)

Koshi masalasining yechimi bo'lsin. U holda
Ut = a2Uxx, U(X, 0) = 5{X)

ayniyatlar (umumlashgan funksiyalar tengligi ma’nosida) bajariladi. Bu

ayniyatlarga Furye almashtirishini qo‘llasak, va

/U (X, t)exp{—iu>x)dx

R

belgilash kiritsak, a(w, t) funksiyaga, nisbatan
g'(t) +axizg{t) = 0, 43)

g(uj,0) = 1 (44
masalani hosil gilamiz, bu yerda 1-bobning (22) formulasidan Xy = 0 da

foydalanildi.
Ma’lumki, (43), (44) masalaning yechimi

g{ui,t) = exp{—aaj2)

bo'lib, ungateskari Furye almashtirishini go'llab, 1-bobning (24) formulasiga

asosan

munosabatdan fovdalansak.
1 f A \
Ne .») = 2~ _/»(“*0exp(i») = ~—H=exp (-j-"]
R

fundamental yechimni olamiz. Demak, x = £ nuqtada maxsuslikka ega
bo'lgan Grin funksiyasi G{x,"\t) = U(X —£;t) bo'ladi.

Misol. Ushbuazuxx= w; u(x,0) = coexp(—a2), — const Koshi
masalasi yeehilsin.
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Bu masala yechimi

u(x,t) = @J Ux —£:E)exp(—£Deft

K
bo'lib, unda a = almashtirish bajarsak,
u(x,f) = — J exp(—a2) exp PHx —2a\Jla)2] da =

K

= exp(—a2) Jexp daax\I —(4a + 1)alj da =

_ coexp 7(_—>|Q) / dax2t \
"""""" P\ + a2t)

2ax\Vi
+ a\/l + 4a2 da
7 “p m (;/14— 4a2/,

tengliklarga ega bo'lamiz. Oxirgi integralda

2ax\Vi
BN a\/1+4a2 = BB
\ + da2t

almashtirishni amalgaoshirib, sodda hisoblashlardan so'ng, quyidagi yechirnni

olamiz:

— ~ -1 -fex —32)dfj
y 1+ 4<i/ vd + 4a2i J p(=32dfj

(n
N +4a2 ~V 14-4a%)

M i s o 1 Birjinsli bo'lmagan w, —uxx —UWN = ¢&* tenglamaning
u(x,y, 0) = cosxsiny boshlang'ich shartni ganoatlantiruvchi yechimini to-
ping.

(25), (27) formulalarga ko'ra bu yechim quyidagi yig'indi ko'rinishida
bo'ladi: )

UI/X>y,4 _A,}Tt Jf cos”smrfe fg-€)22i(v—")2$b_\_
R2
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UAFH-T)2
t—r dEdedT =W+ U2-

o M2
Birinchi integralda £ = x+2yfts va r] = y+2y/ts almashtirishlar bajaxib,
sodda hisoblashlardan so‘ng, Ui(X,y,t) uchun

, —e"Mcos X siny

ifodani olamiz. Shuningdek, ikkinchi integralda ham £ = x+2y/t - Ta, q=
y + 2y/t —ts almashtirishlar bajarib,

ni va nihoyat

u(x,y,t) = e ‘Z2cosxsiny +e-—1
yechimni hosil gilamiz.

5.13 Yarim chegaralangan sohalar uchun go‘yilgan

masalalar

Koshi masalasining yechimini topishdagi kabi yarim chegaralangan so-
halarda goyilgan masalalarni ham yechish mumkin.
Ushbu ikkita
1) ut= a2uxx, x>0, t>0Q,
u©,t) =0, t>0, u(x,0 =<pfx), x>0
va
2) ut—a2uxl, x>0, t> 0,
ux(0,t) =0, t>0, u(x,0)="p, x>0
mos ravishda birinchi va ikkinchi tur boshla,ng‘ich-chegaraviy masalalarni

garaymiz. Bu masalalarning Grin funksiyalarini mos ravishda Gi(x,£\t) va
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Gq(x,f;f) orgali belgilasak, 1- va 2-masalalar ycchimlari mos ravishda:

ii(x,i)= J[O Gi(x,£;f.)v(")dE,

roo
u(x,t)= I G2Xx,f;t)*?(£)#
formulalar bilan aniglanadi.

1- va 2-masa,lalarning G\.va G4 Grin funksiyalarini qurish uchun Koshi
masalasi yechimining quyidagi xossasidan foydalanamiz, ya’ni agar u(Xx, t)
- Koshi masalasining yechimi va tp(x) boshlang'ieh funksiya toq bo'lsa, u
holda u(0,t) —0; agar tp(X) juft funksiya bo'lsa, ux(0,t) = 0 bo‘ladi.

Xuddi giperbolik tipdagi tenglamada ko'rganirnizdek, bu yerda ham yuqgo-
ridagi xossalardan foydalanib,

1-masala uchun:

a'M 'N“STS{ * * ) -—%

2-masala uchun esa:

°rM-d s {X("T"r) +op }

- Grin funksiyalarini hosil gilamiz.

Agar bir jinsli bo'Imagan
ut - a2uxx= f(x, t)

Hftigfetma qaralsa, 1- va 2-masalalarning yechimlarini topish uchun mos ra-
vishda

J ] Qe<TRETOAT,

»J J G2(x1t;t-T)f(Z. dtdT
00

ifodalarni bir jinsli tenglama uchun olingan yechimlaxga qo'shib qo‘yish yetarli.
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5.14 Chegaralangan sterjenda issiqlik targalishi.

Furye usuli

Ushbu paragrafda.il boshlab chekli sohaiarda parabolik tipdagi tenglamalar
uchun go'yilgan masalalarni o'zgaruvchilami ajratish — Furye usuli bilan
yechish hagida fikr yuritarrnz.

5.14.1  Bir jinsli tenglama uchun bir jinsli chegaraviy
shartli masala

Chekli | uzunlikka ega bo'lgan bir jinsli sterjenda issiglik targalish tenglamasi

uchun birinchi chegaraviy masalani garaylik: {0 < x < I, £> 0} sohada

9oMm
ﬂ”:a—,o<x<l, t>0 (38)
dt ox1
tenglamaning
u@©,t) =0, u(l,t)=0, t>0 (40)
chegaraviy va
ux,0 = P, 0<x<I (41

boshlang'ich shartlarini ganoatlantiruvchi yechimi topilsin, bu yerda ip(x)
berilgan funksiya boMib, <p(0) = 0, <p(l) = O.
Furye usuliga ko‘ra (39) tenglamaning trivial bo'Imagan xususiy yechi-
mini
u{x,t)=X(x)T(t) 42)

ko'rinishida izlaymiz va (42) ni (39) ga go'yib, ushbu
T'{t) + a2XT{t) = 0, 43)

X"{x) + XX(x) = 0, A= const> 0 (44)

oddiy differensial tenglamalarni olamiz.
O'z navbatida X(x) funksiyani aniglash uchun (44) tenglamaning

X(0) =0, X() =0 (45)
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shartlarini ganoatlantiruvchi yechimini topish, ya’ni xos sonlar hagidagi masalaga
kelamiz. Ma’lumki, tor tebranish tenglamasidagi kabi, A parametrning fagat
/T17r42
>n= 1,2,3,...
giymatlaridagina (44), (45) rnasalaning trivial bo'Imagan

AT
Xn(x) = sin4~x%, n—1,2,3,...

yechimlari, ya’'ni xos funksiyalari mavjud bo'ladi.

Shuningdek, (43) tenglamaning A = An xos sonlarga mos yechimlari
2
Tn(t) = An-exp (-"p) t

ko'rinishida bo'ladi, bu yerda An—ixtiyoriy o'zgarmas koeffitsientlar.

Shunday qilib, ixtiyoriy o'zgarmas An sonlar uchun

anmT
un(x,t) = Anexp v/ sm— X (46)

funksiya (39) tenglamani va (40) shartlarni ganoatlantiradi. Ravshanki.

u(x, t) = Anexp sm E"_x (47)4

U=1

gator ham (39) tenglamani va (40) shartlarni ganoatlantiradi.

Endi (47) gatorning (41) shartni ganoatlantirishini talab gilamiz, .ya'ni

u(x, 0) = (x) = *2 Ansin— x (48)
71=1
Bu qator berilgan cp(X) funksiyaning (0,1) oraligdagi sinuslar bo'yicha
Furye qatoriga yoyilmasini ifodala.ydi. Shuning uchun An koeffitsientlar

quyidagi ma'lum |
K :y] <p{Qsin (49)
0

formula bilan aniglanadi.
Endi (47) qator (39), (40), (41) rnasalaning barcha tenglamalarini ganoat-

lantirishini ko'rsatamiz. Buning uchun esa, (47) qator bilan ifodalangan
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u(x, t) funksiyaning yetariicha differeiisialianuvchanliginiva {0 < x < I, t >
0} sohada tenglamani ganoatlantirib, x —0, x = I, t = 0 chegaralarda
uzluksiz ekanini ko'rsatish kerak.

Agar (47) gator yaginlashuvchi bo'lib, uni x bo'yicha ikki marta, t bo'yicha
bir marta hadma-had differensiallash mumkin bo'lsa. bu gator (39) tenglamani
ganoatlanfciradi, chunki (39) tenglama- chizigli bo'lgani uchun uning xususiy
yechimlaridan tuzilgan gator ham yechim bo'ladi.

Ixtiyoriy t> ti> 0 uchun quyidagi
00 =a Jx q2
71—i dl n=1

gatorlar tekis yaginlashadi va ushbu

du,, ranlr\2 r /arrrrqz ing
—Anl———1 PIITH—1 -1 SHI— X <
a,
/aLur\2
<IAI(~

tengsizliklar o'rinli. Agar |<Y&)] < M desak,

|
MWMN\< an(osinYNg <2M

bo'ladi va t > t\.uchun

diLn ISR farmmi2
dt ep - (t) n

Xuddi shunga o'xshasb

Mx/'mn\2 /ann\.2
dx2 < \T )y ep -("I) t

baholarni olamiz.

Umuman olganda, quyidagi

dl+u.
d0t'
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baholar o'rinli va ushbu

* /anT\2
Nn'l exp VT) h

n=I n=I

majorant gatorning yaginlashishini tekshiramiz. Dala.mber alomatiga ko'ra

i (n+2\2exP [~ (f)2("2+2n+ 1]

li = lim
n—{B:: an(t) n—*GJ\ n / ~ exp [_

. 2 fnir\2,
= m N+ e () @nr s O
Bundan esa (47) gatorni ixtiyoriy t > t\> 0 uchun istalgancha hadma-had
differensialash mumkinligi kelib chigadi. 0 ‘z navbatida. yediimlar super-
pozitsiyasi prinsipiga ko'ra (47) qator bilan aniglangan u(x, t) funksiya (39)
tenglamani ganoatlantiradi. t\ixtiyoriy bo'lgani uchun bu mulohazalar ix-
tiyoriy t>0 uchun ham o'rinli. Shunday qilib, agar <p(X) funksiya uzluksiz va
bo'lakli uzluksiz hosilaga ega bo'lib, p0) = 0, <p(l) = 0 shartlar bajarilsa,
u holda (47) gator ixtiyoriy t > 0O lar uchun uzluksiz funksiyani aniglaydi.

(47) gatorning (40) va (41) shartlarini ganoatlantirishi osongina ko'rsatiladi.

5.14.2 Bir jinsli tenglama uchun bir jinsli bo‘lImagan

masala
Endi (39) tenglamaning bir jinsli bo‘'lmagan
u(o,t) = ipi(i), u(l,t) = (50)

chegaraviy va (41) boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimni topish
masalasini garaylik, bu yerda ham ~i(i), " (t) berilgan funksiyalar bo'lib,
Ai(O) = V4 (0) = VKO shartlar bajariladi.

(39), (50), (41) masala yechimini

i(x,t) = 2_, Tn{t) sm— x (51)

Mer]
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gator ko‘rinishida izlaymiz.

Bu rda

Tat) = jJ u(x,t) sinA-x (52)
0
bodib, uni ikki marta bo'laklab integrallaymiz va (39), (50) larni e‘tiborga
olsak,
2 2/2 fp,’\m r
T.0. - =0 - Ip*
0

2f,{k4 “, 212 f an , ArnT ..
= ﬂTbI - ( VaIO ?ﬁ'r')-[/ oT I (53)

tenglik hosil bo'ladi.
Endi (52) tenglikni differensiallaymiz:

|
n \]f g (X, t)sm- j D . (54)
0

(43), (44) tenglamalardan Tn(£) funksiyani aniglash uchun quyidagi
I/,(0 + A»T (1) = /,,(t) (55

bir jinsli bo'Imagan oddiy differensial tenglamaga ega bo‘lamiz, bu yerda

n,=(* ) . A(f)=~=[vM <) -(-D"««)] =

(55) tenglama quyidagi umumiy yechimga ega:
Tn(@i) = Jcri+j /n(r) exp(Anr)drj exp(-A,t). (56)

(51) dam (41) shartga binoan
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bo'lib, bundan

i

). 2 I nir

r,(0) = c,=y | ip(x)sm— xdx 57)
0

kelib chigadi. Shunday qilib, (39), (50), (41) masalaning yechimi (51) gator-

dan ibora,t bo'lib, Tn(t) koeffitsientlar (56) va (57) tengliklar bilan aniglanadi.

5.14.3 Bir jinsli bo‘Imagan tenglama uchun bir jinsli

chegaraviy shartli masala

Bir jinsli bo'Imagan

)

tenglamaning bir jinsli
ux,0)0 =0, 0<x<l, (59)

m@,t) = 0, u(l,t) =0 (60)

shartlarni ganoatlantiruvchi yechimni topamiz. Bu yerda berilgan f(x, t)
funksiya x bo'yicha birinchi tartibli bo'lakli uzluksiz hosilaga, ega hamda
barcha t > 0 lar uchun f(0,t) = /(M) = O deb faraz gilamiz. (58)—(60)

masala yechimini
00

u(x, t) = Tn{t) sin (61)
n—

ko'jinishida izlaymiz.
Faraz qgilaylik, f(x,t) funksiyaning x o'zgaruvchi bo'yicha Furye gatori

mavjud bo'lsin, ya'ni

0
nx
f(x, siri (62)
=]
|
., 2 f 4  mrx s
ity = jj f{x,t)sin——dx. (63)

0



288 Parabolik tenglamalar

(61) gatorini (58) ga go'yib, (62) ni e'tiborga olsak,

. n7TX
£ kK (0+("~)28p-/nt0 SMm—4~ —0

-1

tenglikni olamiz. Bundan esa
rn(t) + a2mn{t) = fn{t) (64)

tenglamaga ega bo'lamiz, bu yerda a,, = (amr)/l. (61) ni (59) ga go'yib,

Td(0) 0 boshlang'ich shartga va uni ganoatlantiruvchi

i
Tn(t) = J fn(r) exp (-«£(* - t)) dr
0

yechimga ega bo'lamiz. Bu ifodani (61) ga qo'yib, (58)-(60) masalaning

u(x, t) = IJ fn(r) exp [-Fa2(t - r)] dr | sin
*=| lo J
yechimini hosil gilamiz. Bu yechimda /n(T) funksiyalarning o'rniga (63)
ifodani go'yib, uni quyidagicha yozish mumkin:
t i
u(x,t) —J J G(x,t,t - T)f(E,T)dEdr, (65)
00

bu verda

> ME
G(x,E,t- 1) =2y 2 _"exp ‘——alfi— r)j smELpT)% in—".
T
Odatda G(x, £; t) funksiya manba funksiya yoki Grin funksiyasi deb yu-
ritiladi va, u uchun

G l|z0=0, GB\= =0

shartlar bajariladi.
Agar boshlang'ich shart bir jinsli bo'Imasa, (65) yechimga (39)-(41) masala
yechimini qo'shish yetarli.
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Bir jinsli bo‘Imagan masala.

Endi (58 ) tenglamaning (41) boshlang'ich va (50) chegaraviy shartlarni
ganoatlantiruvchi yechimini topish masalasini garaylik.

Agar v(x,t) vaw(x,t) funksiyalax mos ravishda (39), (41), (50) va (58)-
(60) masalalarning yechimlari bo'lsa, u holda u(x,t) = v(x,t) + w(Xx,t)
funksiya (58), (41), (50) rnasalaning yechimi bo'ladi.

Agar (58), (41), (50) masalada 1 —v +w va

w= oLt +y Wi() - ()]
deb olsak, v(x, t) ga nisbatan quyidagi
vt = avxx 4-f(x, t), v(x,0) = dp(x), v(0,t) —v(l,t) =0
yechish o'rganilgan masalaga kelamiz. Bu yerda

f(x, 1) = f(x, 1) - wt+a2wxx, d(x) = ip(x) - ¢r(0) - ~(V2A0) - 4>i(0)).

515 To‘g‘ri to‘rtburchakli sohada issiglik
targalishi hagidagi masala

Tomonlari uzunliklari pv&q bo'lgan to'g'ri to'rtburchak shaklidagi yupga
plastinkada issiglik targalish tenglamasi uchun boshlang'ich-chegaraviy masalani
garaylik: {0 < x<p, 0<y<gq, t> 0} sohada,

(66)

tenglamaning
w0 0? wyiiO tliy—g O (67)

chegaraviy va
u(x,y,0) = ip(x,y), 0<x<p, 0<y<gq (68)

boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi u(x,y,t) yechimi topilsin.



290 Parabolik tenglamalar

Furye usuliga asosan (66) tenglamaning trivial bo'Imagan xususiy yechi-

u{x,y,t) = X(X)Y(y)T(t)
ko'rinishida izlashimiz va X(>k), Y(y), T(t) funksiyalarni aniglash uchun
mos ravishda
X"{x) + X2X{x) = 0,
ry)+((y) = o,
™\ +a2{A2+n2)T{t) = 0

tenglamalarga ega bo'lamiz, bu yerda a2, /i2lar o'zgarmas sonlar. Ravshanki,

bu tenglamalarning umumiy yechimlari mos ravishda
X (X) = E\cos \x + @2sin Ak,

Y (y) = c3cos f},y + c4sinfiy,
T(t) = Nexp [a2(X2+ /j?)t]
formulalar bilan ifodalanadi.
(67) shartlar bajarilishi uchun ci = G = 0,

Tnir HrTT

= — u=

’

, (m,n=1,23,.)

deb olish kerak bo'ladi.
Shunday qilib, (66) tenglamaning (67) shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi
quyidagicha bo'ladi:
) . T‘sz N2\ . mx . M
Xwy,i) —dHmiexp —a W'l —-"—1-=Jf sm—Xxsm—y.
VP2 Ql1 P 4
Ushbu
2 2(m*

ranb

gatorni tuzamiz vaundat = 0 deb, (68) boshlang'ich shartdan foydalanamiz:

. T om nar (69)
sin— x —y
p q



Boshlang‘ich shartsiz masalalar 291

Bu esa p(X, y) funksiyaning ikki karraii Furye gatori bo'lib, Amm quyidagicha
aniglanadi:

vV oy
e 4 p(X, y) sin X sin — ydxdy.

Bularni (69) gatorga go'yib, go'yilgan masalaning yechimini hosil gilamiz.

516 Boshlang‘ich shartsiz masalalar

Boshlang'ieh vagtga nisbatan yetarlicha katta vaqgtlardan keyin issiglik
targalish jarayonlari o'rganilsa, kuzatilayotgan vaqtdagi issiglik tarqgalishiga
boshlang'ieh shartnmg ta'siri deyarli bo'Imaydi. Bunday hollarda, issiglik
o'tkazuvchanlik tenglamasi uchun barcha t — +o00 giymatlarda fagat chega-
raviy shartlarni ganoatlantiruvchi yechimni topish masalasi qo‘yiladi. Agar
sterjen chegaralangan bo'lsa, uning ikkala, uchida ham chegaraviy shart-
lar beriladi. Yarim chegaralangan sterjen uchun esa bitta chegaraviy shart
go'yiladi.

Awvalo, yarim chegaralangan sterjen uchun birinchi chegaraviy masalani
garaylik: bir o'lchovli issiglik o'tkazuvchanlik tenglamasining x > 0 sohada
chegaralangan va,

1t(0, t) = ip(t)
chegaraviy shartni ganoatlantiruvchi u(x, t) yechimi topilsin. Faraz qilaylik,
NXHON < M, (] < M bo'lsin. Tadbigiy masalalarda ko'p uchraydigan

ip{t) = AcosLa, A = const, w= const>0 (70)

chegaraviy shartni olaylik. Bu masala fransiyalik matematik J. Furye tomonidan
o'rganilgan. Agar issiglik o'tkazuvchanlik tenglamasining kompleks <{t) —
Aexpiiujt) boshlang'ieh shartni ganoatlantiruvchi yechimi topilgan bo'lsa,
uning hagigiy va m&vhum gismlarining har biri alohida, tenglamani hamda
mos ravishda (70) va

P = Asinujt

shartni gqanoatlantiradi.



292 Parabolik tenglamalar

' Shunday qilib, ushbu

dv od2v , ,
'h ~ a~dx2' v(0,t) = Aexvyiult) 71)

masalani garaylik. Bu masala yechimini
Vv(X, t) = A exp(«x + Bt) (72)

ko'rinishida izlaymiz, bu yerda a va /3 hozircha noma’ium o‘zgarmasla.r.
(72) ni (71) ga qo'yib,

a2= —zZf3, (3= iui
al
munosabatlarni olamiz. Bundan
a—=+ fwi _ +y/'7||=(1+r
_{//82 Ta\/2 )

bo'lib. v(x, t) uchun esa quyidagi ifodani hosil gilamiz:

/ w = lw \
v(x,t) = Aexp ’ 73
Va2l +4 9
0'z navbatida, bu yechimning haqiqgiy qismi
v(X,t) = Rev(x,t) = Aexp (W ) cos (M \j2~ ~ @)

issiglik o'tkazuvchanlik tenglamasi va (70) shartni ganoatlantiradi. Yechimni
chegaralanganligi va w > 0 ni inobatga olsak, go'yilgan rnasalaning uzluksiz

chegaralangan yechimini quyidagicha olish magsadga muvofiq bo'ladi:

®,M - Aexp(x ~f) cos(«* =~ | f)- Ne
Endi chekli 0 < x < | soha uchun boshlang'ich shartsiz
w, = a?uxx, u(0,t) —Acosut, u(l,t) =0 (76)

masalani qaraymiz. Bu masala ham xuddi yuqoridagi kabi yechiladi. Chega-
raviy shartlarni
it(0, t) —A exp(—iut), u(l,t) —0
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kabi yozib olib, yechimni
u(x, t) = X (x) exp(—iut) (77)
ko'rinishida izlaymiz. Bu ifodani (76) ga qo'yib, X(x) funksiya uchun
X"{x) +72X(x) = 0, X(0) = A, X(I) =0
masalani olamiz, bu yerda

>  fcl+i
7=VA=V2- -

Bundan esa X(x) funksiyaning haqigiy va mavhum gismlarini X\(X) va
X 2(x) kabi belgilasak,

X (x) —A NZ =9y (>’<)44- iX 2(x)
M
bo'lib, (77) ga ko'ra
N = A.sin(/ —X) .
u(x,l) = i cxp(—iuit).

Bu ifodaning haqiqgiy gismi
u(x, t) = Xi(x) cosut + X 2(x) sinuit

chekli soha uchun go'yilgan (76) boshlang'ieh shartlarsiz masalaning yechimi
bo'ladi.



0-Bob. Elliptik tenglamalar

6.1 Garmonik funksiyalar. Grin formulalari va

fundamental yechimlar

Ushbu paragrafda biz xususiy hosilali differensial tenglamalar kursida.
keng go‘llaniladigan Grin formulalari bilan tanishamiz. Grinning birinchi
va ikkinchi formulalarini nisbatan umumiy bo'lgan elliptik tipdagi operator
uchun Kkeltirib chigaramiz.

Faraz qilaylik, >K" da S yopiq sirt bilan chegaralangan D soha berilgan
bo'lsin.  Eslatib o'tamiz, agar sirtning har bir nugtasida urinma tekislik
(yoki normal) mavjud bo'lib, sirtda bir nugtadan ikkinchi nugtaga o'tganda
bu urunma tekislik (normal) holati uzluksiz o'zgarsa., bunday sirtga silliq sirt
deyiladi. Matematik tahlil kursidan ma’lumki, 75 da uzluksiz va D sohada
uzluksiz differensialla.nuvchi F(x), x E M" vektor funksiya uchun Gauss-

Ostrogradskiy formulas! o'rinli:

@

D S
Bu yerda 71 -D sohaga nisbatan tashqi bo'lgan S sirtga o'tkazilgan nome.1-
ning birlik vektori, ds - sirt elementi.

Agar u(x) —u(x-i,x2, ...,a:,,) funksiya chekli D sohada ikki marta uzluk-
siz differensiallanuvchi bo'lib, Laplas tenglamasini ganoatlantirsa, u chekli
D sohada garmonik deyiladi.

Faraz gilaylik, C1(D) M C2(D) sinfga tegishli bo'lgan u(x) va v(x)

funksiyalar berilgan bo'lsin. Ushbu

Lu = div (kVu) —qu,
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bu yerda k(x) va q(x) funksiyalar T) da uzluksiz, k(x) funksiya D sohada
uzluksiz differensiallanuvchi. differensial operatorni gqaraymiz. To‘g‘ridan -

to'g'ri tekshiriladigan

vdiv (fcVu) = div (fewMw) —kVuVv

tenglik va (1) formuladan foydalanib, Grinning birinchi formulas! deb ata-

luvchi

(kVuVv) dx —\] qvudx 2)
D S D D
forrnulani hosil gilamiz. Bu formulani olisbda itV u = ~ tenglikdan foy-
dalanildi.

(2) forinulada uv an funksiyalarning o'rnini almashtirib,

\] uLvdx = j) ku~~ds —\] (KWuVv) dx —\] quvdx (©))

tenglikni ham yozish mumkin. (2) dan (3) ni ayirib,

J (vLu —uLv)dx = j> K ds
D S
Grinning ikkinchi formulasini hosil gilamiz.
Aytaylik, Kk — 1 va q = 0 bo'lsin. U holda L operator Laplas operator)
bilan ustma-ust tushadi, ya’ni Lu  Au. Ravshanki, Laplas operatori uchun

Grin formulalari quyidagi ko'rinishga ega bo'ladi:

J VAudx = 1u —J (Vitvw) dx, 4
D S D
J (VAU —uAv) dx = w  —U (5)
D S

Endi Laplas tenglamasining fundamental yechimi deb ataluvchi maxsus
yechimini uch va ikki o'lchovli hollarda topamiz.
Faraz qilaylik, xo nugta D e | 3 sohaning tayin nuqtasi bo'lsin. Laplas

tenglamasining xq nugtadan hisoblangan masofa.ga bog'liq bo'lgan yechimini
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mgidiramiz. Buning uchun, maxkazi Xo nuqtada bo'lgan sferik koordinata—
lar (r, B, ip) sistemasini kiritamiz. U holda masala Laplas tenglamasining
radial-simmetrik yechimi u(r) ni topishga, ya’ni

&(-*£)-
tenglamani yechishga keladi. Bu tenglamaning umumiy yechimi
unN —v * C2

ko'rinishga ega bo'ladi. Bu yerda r — g —®0j, C\, C2 - 0'zgarmas sonlar.

funksiyaga uch o'lchovli Laplas operatorining fundamental yechimi deyiladi.
E'tibor bering, bu funksiya Laplas tenglamasini xq nugtadan boshga barcha
nuqtalarda ganoatlantiradi, ya’ni u garmonik funksiyadir, xq nuqtada esa
maxsuslikka ega.

Ikki o'Ichovli holda Xg nugtani markaz gilib, qutb koordinatalar (r, <9
sistemasini kirita,miz va Laplas tenglamasining  (xi —X01)2 + (x2—X02)2

masofaga bog'liq yechimini topamiz. Bu holda Laplas tenglamasi

ko'rinishga ega va uning umiuniy yechimi quyidagi tenglik bilan aniglanadi:

u(r) - Ciln—r +C2

viX,x0) = In — — 7
F ~ *ol
funksiyaga ikki o'lchovli Laplas operatorining fundamental yechimi deyiladi.

6.2 C 2sinfva garmonik funksiyalarning integral
ifodasi

Xg nuqta D C K3 sohaning ichki nugtasi bo'lsin. Bu nugtani markaz

gilib, D sohaning ichida t.o'liq yotuvchi £ radiusli £* sferani chiza.miz. Wg—
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{x: x—Xo] < £} bo'lsin. U holda D sohaning chegarasi S bilan Ec sfera
orasidagi soha DNUE£ kabi bo'ladi. DNUX sohada ixtiyoriy

u(x) e C\D) nci (b)
funksiya va yugoridakiritilgan v (x, xq) fundamental yechimga Grinning ikkinchi

formulasi (5) ni go'llaymiz:

\] (VAU —uAv) dx

D\Ut
=/ (“S rw )ds~/ (“Nr“w I j
S
sirtda
1 dv. d 1
Uer= 2 dWIl- = ~Trw |=E~ e2

bo'lganligidan, o'rta giymat to'g'risidagi teoremaga asosan

(Lo e

E,
271 10u(xk'
= 45H- Il—u(x )——— ri2
e an

bu yerda x* 6 Ee, tengliklarni hosil gilamiz. D\UL sohada Av — 0 va
u(x) £ C2[D) n Cl (Z3) ekanligidan, (6) da e —¥0 da limitga o'tib,

An
ax
| N\x-xQ\

5
formulani olamiz. Bundan,

<>
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Bu formulada D soha. bo'yicha integral ikkinchi tur xosmas integral kabi
tushuniladi. (7) ga C2 sinf funksiyalarining integral ifodasi yoki Grinning
uchinchi formulasi deyiladi.

Eslatib o'tamiz, (7) formula xq nuqta D sohaning ichki nuqtasi bo'lgan
hoi uchun keltirib chigarildi. Agar xq nuqta D sohadan tashgaridajoylashga.il
bo'lsa, u holda v(x, x0) = 7 funksiya garmonik bo'ladi va Grinning

ikkinchi forniulasiga ko'ra

/I (JMjH -4 jri) **/ rall
s D
tenglik o'rinli bo'ladi.
Endi xo nuqta S sirtga tegishli bo'lgan holni ko'ra,miz. Faraz gilamiz, S
sirt Xg nuqtada uzluksiz burchak koeffisientli urunma tekislikka ega bo'lsin.

Navbatdagi mulohazalar xuddi (7) formulani olishdagi kabi bo'ladi. Grinning

birinchi formulasini D\U” sohada v(x, x0) —” 1-j va,
u(x) € c2(D) Ncl (b)

funksiyalarga qo'llaymiz. Hosil boiadigan tenglikda sirt integrallari S' U E'
chegara bo'yicha olinadi, bunda ' - S sferaning D soha ichidagi gismi,
S' = S\Sf, Sc - S sirtning LW, shar ichidagi gismi. Yetarlicha kichik e
larda £' sirt markazi x0 da va radiusi e bo'lgan yarim sferaga yaqin bo'ladi.
Natijada, (7) formulani olish jarayonidagi kabi, e — 0 da limitga o'tib, 4x
ko'paytmani 27 bilan almashtirib,

nbl = 2'- _ 1o|Qjf ~wmll X~ X0\ us-

1 j" Au

2ttJ \x — x0
D

-dx, x0e S
|

tenglikni hosil gilamiz. Bu tenglikda sirt integrallari xosmas integrallar
ma’nosida, tushuniladi. Har uchala holni birlashtirib, Grinning uchinchi for-
mulasini quyidagi ko'rinishda yozamiz:

14l o AL Ny LAY g
Al NoIdrt AR X —xepl:
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u(xo), agar xq GD,

)

0, agar x0eD.

Grinning uchinchi formulasi sohaning ixtiyoriy ichki nuqtasida u(x) sillig
funksiyani soha chegarasida o‘zi va normal hosilasining giymatlari harnda
butun D sohada bu funksiyadan olingan Laplas operatorining giymati orqgali
ifodalanadi. Garmonik funksiya uchun Grinning uchinchi formulasi oddiyroq

ko'rinishga ega. Masaian, xq € D uchun

S

Ikki o'lchovli hoi uchun Grin funksiyasi yuqoridagiga o'xshash keltirib
chigariladi. U quyidagi ko'rinishga ega:

0, agar xg"D.
Shuningdek, yuqgoridagi kabi mulohaza, yuritib, (7) Grinning uchinchi

formulasini ixtiyoriy n > 3 uchun quyidagidek yozish mumkin:

unJ \ on an
5
E(x, x0)Au(x)dx, x0£ D C XX\ (10)
D

Bu yerdawn = 2 T (]) _1 -R" da birlik sferayuzi, ' -Eylerning gamrna-
funksiyasi (7-bobning 2-paragrafiga garaug),

E(x,x0) := T X-tlM",n>3 )
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E(x,x0) funksiyaga n (n > 3) o'lchovli Laplas operatorining fundamen-
tal yechimi deyiladi. U i” Xqg lar uchun har ikkala argument! bo‘yicha
Laplas tenglamasini ganoatlantiradi. Hagigatan, X ¢ xq lar uchun hosi-

lalarni hisoblab, quyidagilarga ega, bo'lamiz:

qu 9

= — X- Xol"8+ N |x - X0O\-"-* (Xi - Xoi) H

Bu ifoda,larni Laplas tenglamasiga qo'yib

n F n
AE = £ = —-n X- X0l + n\x - xol”2£ ~ =0
i=l "1 i=
ekanligiga ishonch hosil gilish mumkin. E(X, xq) funksiya simmetrik bo'lganligi
uchun, x ¢ xn larda Laplas tenglamasini xg bo'yicha ham ganoatlantiradi.
n — 3 da 7-bobning 2-paragrafidagi Eylerning gamma-funksiyaning I (]) =
N xossasidan = 47 tenglik kelib chigishini inobatga olsak, (10) dan (8)

formula hosil bo'lishini ko'rish mumkin.

6.3 Garmonik funksiyalarning asosiy xossalari.

O ‘rta giyinat hagida teorema

Grin formulalaridan foydalanib garmonik funksiyalarning asosiy xos-
salarini keltirib chigaramiz.

1-xossa. Agar u{x) funksiya D sohada garmonik bo‘lsa, n holda

£ i

bu yerda S— D sohada to'liq yotuvchi yopiq silliq sirt.

Hagigatan ham, Grinning birinchi formulasini S sirt o'rab turgan sohada
n vav = 1 funksiyalar uchun go'llasak, (12) tenglik kelib chigadi.

2-xossa (o‘rta giymat haqidagi teorema). Faraz qilaylik, u(x)
funksiya D sohada garmonik funksiya bo‘Isin. U holda

u(xq) = > u(x)ds,
TR
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bu yerda D sohada yotuvchi, markazi xo nugtada radinsi R bo'lgan
sfera.
Isbot. (9) formulani markazi j'o nugtada va sirti Hr dan iborat bo'lgan

shar uchun yozamiz:

—ifblian" “m
En

1 a 1 1 _ _d_Jj i

X—X] lieb'n  R' arl k—TolSi dRR UFr r2
ayniyatlardan, (12) tenglikka asosan

“(Q) = «(*)ds
Sn
formula hosil bo'ladi.

Shunday qilib, /) sohada garmonik bo'lgan u(x) funksiyaning xg nug-
tadagi giymati uning markazi shu nugtada joylashgan D sohada yotuvchi
ixtiyoriy Sr sferadagi o’rta giymatiga, teng.

D sohada garmonik va D sohada uzluksiz u(x) funksiya uchun sfera
D sohaning chegarasiga urungan holda ham o‘rta giymat hagidagi teorema
o‘rinli bo'ladi.

Haqgigatan ham, faraz gilaylik, ro radiusli Srosfera D sohaning chegarasiga
urunsin. U holda o'rta giymat hagidagi teorema kichik radiusli (r < ro) Er

sfera uchun o‘rinli:

u(x)ds.
K
Bu formulada u(x) G C (D) ekanligidan foydalanib, r — ro deb limitga
o‘tsak,
u(xq) = JQ) u(x)ds.
x4 .
Ikki o'Ichovli holda o'rta, giymat hagidagi teorema quyidagi formula bilan

4nrl

ifodalanadi:
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« bl =27 j*luil’
cT
bu yerda CTF— 1 funksiya garmonik bo'lgan sohada yotuvchi, racliusi r va
markazi xo nugtada bo'lgan aylana..

3-xossa. D sohada garmonik funksiya shu sohada cheksiz differensiallanuv-
chidir.

Bu tasdigning isboti (9) ko'rinishda yozilgan Grinning uchinchi formu-
lasida ® € D lar uchun sirt integrallari xos iritegrallai bo'lganligi va ularni
Xg nugtaniug koordinatalari bo'yicha istalgan marta differensiallash mumkin-
ligidan kelib chigadi. Shuningdek, (9) formuladan D sohada, garmonik funksiya
sohaning barcha ichki rmgqtalarida hagigiy o'zgaruvchili analitik funksiya
ekanligi, ya’ni xq nuqtaniug atrofida yaginlashuvchi dajrajali gatorga yoy-
ilishi kelib chigadi. Bunda, gatorning yaginlashish radiusi Xo nugtadan D
sohaning chegarasigacha bo'lgan maaofadan kichik bo'ladi.

4-xossa (Maksimum prinsipi). D sohada garmonik va D sohada
uzluksiz u(x) funksiya o'zining maksimal va minimal giymatlariga D soha-
ning chegarasida erishadi.

Isbot. u(x) funksiya D sohada uzluksiz bo'lganligi uchun o'zining maksi-
mal giymatiga, shu sohada erishadi. Bu maksimal giymat sohaning chegarasida
erishilishini ko'rsatamiz. Teskarisini faraz gilamiz: u(x) funksiya maksimal
giymatga D sohaning biror 0 ichki nugtasida erishsin, ya’ni

u,, = max = u(xo) > u(x).
%eD

X0 nuqtani markaz qgilib, D sohada yotuvchi p radiusli sfera chizamiz va bu

sfera uchun o'rta gqiymat hagidagi teoremaga ko'ra

ji u(xo)ds =

a, K

= u(*o}4-"2 /ds = u(*0)- (13)

A2
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Ravshanki, bu munosabatlar fagat
ux)\ = u(x0)
bo'lganda o'rinli. (13) dan

iPu(x)d.s = 4mmp2m(xo)

tenglik kelib chigadi. Faraz qgilaylik, hech boimaganda E,, sferaning bitta X\
nugtasida u(xi) < u(x0) tengsizlik bajarilsin, u holda u(x) ning uzluksizligi-
dau bu tengsizlik X\ uuqgta.ning Ep sferadagi biror atrofida ham bajariladi.
Bundan

Y u(x)ds < 4wp2u(xo)

K
kelib chigadi. Bu esa yuqoridagi farazimizga zid. Demak, E,, sferada

u{x) = u{x0).

p ixtiyoriy ekanligidan £,, sferani D sohaning chegarasiga uruna.digan qilib
tanlash mumkin. Urunish nugtasini x, bilan belgilaymiz. Aynan shu X,
nuqtada w, = u(x,) maksimal giymatga erishiladi.

Yugoridagi mulohazalarni v = —u garmonik funksiyaga go'llab, minimal

giymat D sohaning chegarasida erishilishi ko‘rsatiladi.

"4 Dirixle va Neyman masalalarining go‘yilishi

hamda ular yechimlarining yagonaligi

Rn fazoda biror chekli sohani D orgali belgilab, uriing chegarasi S bo'lakli
sillig sirtdan iborat bo'lsin, deb faraz gilamiz. Rn\D ni D\ bilan belgilab
olamiz, yani Di = Mn\D.

Dirixlening ichki masalasi. D sohada garmonik D — DU S da uzluksiz

lim u(x) = p(x0), xqg€S, xSD
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chegaraviy shartni ganoatlantiruvchi u(x) funksiya topilsin.
Dirixlening tashgi masalasi. D, sohada garmonik shunda,y u{x) funksiya
topilsinki, u S da berilgan uzluksiz giymatlarni gabul qilib, ya‘ni

IIi_g%u(x) = <p(x0), XgeS, x6Di

EL 4 oo da n > 2 bo'lgan holda X%-n dan sekin bo‘lmay nolga intilsin,
n = 2 esa chekli limitga intilsin.

Neymanning ichki masalasi. D sohada garmonik, D U S da, 0'zining bi-
rinchi tartibli hosilalari bilan birga uzluksiz bo'lgan u(x) funksiya topilsinki,
uning normal bo'yicha olingan hosilasi S da berilgan funksiyaga teng bo'lsin,
ya'ni

du
lim — = ip(x0), xGD, %E€S
z—$Xoon

bu yerda n —S ga o'tkazilgau normal.
Neymanning tashgi masalasi. Dj sohada garmonik shunday u(x) funksiya
topilsinki, uning normal bo'yicha olingan hosilasi S da berilgan funksiyaga

teng bo'lsin. ya'ni

%ljlz h(x0), xGD, x4 GS
hamda funksiyaning o‘zi cheksiz uzoglashgan nugtada: n > 2 bo'lgan holda
nolga, n = 2 da esa chekli limitga intilsin.

Dirixlening ichki va tashgi masala.lari bittadan ortiqg yechimga ega bo'lmaydi.
Hagigatdan ham, bu masalalar bir xil chegaraviy shartlarni ganoatlantiruv-
chi ikkita Uy va u2yechimlarga ega bo'lsin. U holdan = ui—u2 funksiya ham
garmonik bo'ladi va m|;s = 0 shartni ganoatlantiradi. Awvval ichki masalani
ko'ramiz. Maksimum prinsipiga ko'ra barcha D sohada n — O bo'ladi, de-
mak, W, = «2-

Endi tashqi masalani tekshiramiz. Awal n > 2 bo'lsin. Shartga asosan
u(x) funksiya Di sohada garmonik, shu bilan birga u\s = 0 va X nuqta
koordinata boshidan yetarli uzoglikda joylashganda

@
M*) < 1=31 C = const (14)
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tengsizlik o‘rinli bo'lishi kerak. Bu Nevmanning ichki masalasi yechimga, ega
bo’lishi uchun zaruriy shartdir. Keyinchalik (14) ning yetarli shart ekanini
ham ko'rsatamiz. Agar fazoning o'lchovi n > 2 bo'lsa, u holda Neyrnan-
ning tashgi masalasi yagona yechimga ega bo‘ladi. Bu fikming to'g'riligiga
ishonch hosil gilish uchun yuqorida kiritilgan chegaralari S' va Sr dan iborat
bo'lgan D r sohaga Gauss-Ostrogradskiy formulasini go'llaymiz:

Sr sfera bo'yicha olingan integralni baholaymiz. Yetarlicha katta bo'lgan R

lar uchun, ya’ni R —o00 da

munosabat o'rinli bo'ladi. U holda = 0 bo'lgani uchun (15) formuladagi

S bo'yicha olingan integral nolga teng. Shunday gilib, R — 00 da,

Demak, ~ =0, r= 1,2,——— ,nu —const. Ammo p4 —o00 da n — 0 ekan-
ligidan n = 0 kelib chigadi. Agar n = 2 bo'lsa, Neymanning tashgi masalasi
o'zgarmas son aniqligida topiladi. Bu holda ham xuddi yuqoridagidek n =
const tenglikka ega bo'lamiz. Cheksiz uzoglashgan nuqtada n = 2 hoi
uchun garmonik funksiya chegara,la,ngan bo'lishidan, yuqoridagi fikriroiz—
"fring to'g'riligiga ishonch hosil gilamiz.

65 Kelvin almashtirishi

Markazi koordinatalar boshida radiusi r ga teng bo'lgan sferani £ r orgali
belgilaymiz.

Agar x vay nuqtalar sfera markazidan o'tuvchi nurda yotib, |tj-M = r2

tenglik o'rinli bo'lsa, u holda. bu nugtalar 57 sferaga nisbatan go‘shma yoki

simmetrik nugtalar deyiladi.
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Simmetrik iiugtalaming dekart koordinatalari quyidagi munosabatlar bi-

lan bog'langan bo'ladi:
d= yixX\+ ... +xl (16)

yoki

Yy N I2*  X* %Y“

(16) almashtirishga. inversiya almashtirishi deyiladi.

Agar u(x) funksiya biror n-o‘lchovli sohada garmonik bo'lsa, u holda
ravshanki, n(ax + b) — u(axi + &i,... ,axn 4-bn) funksiya ham garmonik
bo'ladi, ya'ni soha parallel ko'chirilganda va o'xshashlik markazi ixtiyoriy
xq hugtada bo'lgan o'xshashlik almashtirishida funksiyaning garmonikligi
saglanadi. Inversiya almashtirishida funksiyaning garmonikligi saglanib go-
ladimi, degan sa.vol t.ug'iladi.

Umuman aytganda, n > 2 bo'lganda inversiya almashtirishning o'zi
funksi- )'-aning garmoniklik xossasini saglab golmaydi.

Soddalik uchun r = 1 deb olamiz. Masalan, n = 3da u(x) = funksiya
i/ O bo'lgan nugtalarda, garmonik. x = ~ almashtirish natijasida hosil

bo'lgan

=w
funksiya esa garmonik bo’'lImaydi. Biroq inversiya almashtirishming bu kam-
chiligini shu almashtirishdan so'ng funksiyani \&~2 ga ko'paytirib bartaraf
etish mumkin.
T a’rif. Ushbu

=5R " (ffls)° " -3 (17)
funksiya u(x) funksiyaning Kelvin almashtirishi deyiladi.
Kelvinteoremasi. Agar u(x) funksiyaD C K" sohada garmonik
bo’lsa, (17) formula, bilan aniglangan funksiya D sohadan uning birlik sferaga
nisbatan inversiyasi natijasida hosil bo'lgan Do sohada garmonik bo'ladi.
Isbot. Di sohao'zining chegarasi bila,n D0 da to'la yotuvchi soha, D 2esa

D\ ning inversiya almashtirishi natijasida hosil bo'lgan soha bo'lsin. U holda
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D2soha D da o'zining chegarasi bilan to‘la yotadi. D% sohaning chegarasini
a orgali belgilab olamiz. (10) formulaga asosan

Ai
, 2 dn dnx-g "
(17) Kelvin almashtirishiga ko'ra
- 1 (A 1
O = VB T (0 —2un
i
_ d8)
J 7S dn Mn-zw_. B C|n 2
Ushbu

ifoda £ ga nisbatan garmonik funksiya, y bo'yicha ham garmonik funksiya

bo'ladi. Hagigatan ham,

y
M Iy?_4 bl (Br*y
t
- 2iy - w2~ (] - «i

fo-u1 =It k2 y

Shunday qilib,

WS- Ne-20r-2/1

Bu ifoda £ ¢ bo'lganda garmonik funksiyadir, £ G n da bu tengsizlik
o'rinli bo'ladi.

Demak, (18) formula bilan aniglangan v(y) funksiya?; bo'yicha garmonik
funksiyadir.
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Agar n = 2 bo'lsa,

funksiya Do sohada garmonik bo'ladi. Bevosita hisoblash natijasida bunga
ishonch hosil gilish mumkin.

Kelvin teoremasidan foydalanib, odatda, garmonik funksiyaning cheksiz
uzoglashgan nuqta atrofida ta’rifi beriladi.

Agar

V(V) = WRHU (172) = RR-MX)
funksiyay = 0 nugtada ,)'Lpov(y) tarzda go'shimcha. aniglangan bo'lib, y = 0
nuqgta atrofida, garmonik bo'lsa, u holda u(x) funksiya cheksiz uzoglash-

gan nuqta atrofida (ya'ni yetarlicha, katta radiusli yopiq p§ < R shartdan
tashgarida) garmonik deb aytiladi.

66 Shar uchun Dirixle masalasi

Faraz gilaylik, L, markazi koordinata boshida radiusi r bo'lgan n-o'lchovli
shar va Sr bu shar sirti bo'lsin. £r da

uX, = f{x), X €LV

berilgan giymatni gabul giluvchi L, ning ichki nugtalarida garmonik u(x), x =
(xi, x,,) funksiyani topish talab etilsin. Bu masala yechimini mavjud va
kerakli shartlarni ganoatlantiradi degan faraz bilan uni berilgan / funksiya
orgali ifodalaydigan formulani topamiz. So'ngra, esa topilga,n formula hagigatan
ham masala yechimi bo'lishini ko'rsatamiz.

Shunday qilib, yugoridagi masala,ning u(x) € C2(l) yechimi mavjud
bo'lsin. Bu yechimning integral shaklini, (10) formulaga ko'ra, quyidagicha

yozamiz:

u { x S) (£Ci X)w ~vw E& X)) ** 19



Shar uchun Dirixle masalasi 309

x shaming ichki nuqgtasi bo'lib, unga, Er sferaga nisbatan simmetrik joy-
lashgan nugtani x' orgali belgilaymiz. Simmetrik bo'lgan x va x' nuqtalar

shaming markazidan o'tuvchi bicta nurda yot.ib, ular uchun

tenglik o‘rmli. f nuqta sferada ofzgargani uchun ¥ —£] ~ 0. Endi
v(0 = E{i, X)

funksiyani garaylik. Ma’lumki, bu funksiya har ganday (x' nugtani o‘z ichiga
olmagan) sohada garmonik, shu jumladan L, sharda ham.

Garmonik bo'lgan un va, v funksiya,laxga Grin formulasini qo'llasak,

/ dsi= 0 (20)
[
tenglikni olamiz. Dekart koordinatalar sistemasida koordinatalar boshini
0O, X, X\£ nugtalarning o'rnini mos ravishda M, M*, P harflar bilan belgi-
lab, bu nugt,alarni tutashtirib, hosil bo'lgan uchburchaklar uchun AOMP ~
AOM'P munosabatni olamiz. Bundan esa

WP\ \OWN\
VPN r

yoki
(1)
tengliklar hosil bo'ladi. (21) dan

1
AN N P Ea
yoki
( r N2
[x-£12 N \>T7 k'-fl2n

kelib chigadi. Bu esa (18) Ta (19) dagi birinchi integral ostidagi ifodalar
£ nugtaga bog'lig bo'Imagan (a/]|x])}2 ko'paytuvchi bilan farg gilishitn
bildiradi.



310 Elliptik tenglamalar

* _Endi (20) tenglikni

*-2
(n-~2)un (Ja:])
ga ko'paytirib, uni (19) dan ayirsak,
1
U(x) n - 2)w,,’
n-2 q . d
-z]rm W ViZAr AP ?) - oan Npkenprzy O @2

izlanayotgan yechimni beruvchi formulani olamiz. Bu formulani yanada sod-
daroq ko'rinishga keltirish mumkin.
Tashqi normallar radiuslar bilan usfcma-ust tushgani uchun
cos(_r4|,xk)= —, A _ ARk ,
v F oLl dr d(k
i*-*r aal 41 *-er
buyerdaxk (k= 1,n) va, (k= 1,n) mosravishdaM va M' nugtalarning,
a: [k= 1,n) esa P nuqtaning koordinatalari.
Bulardaii foydalanib, (22) integral ostidagi ikkinchi hadni hisoblaymiz:

Nk 1 a
ol (> - n 2T mr-€»1' n
(n—2) . (n —2)
@ _ . 23
b-£]« N —gn (7~ &5)m 3
Xuddi shunga o'xshash
9 1 n (n-2)

) 2 - £KXK).
aw Vit —cl” 24 rixt— )

Bu ifodani (r’Nn'-2ga ko'paytiramiz va yuqorida olingan

r 1
IZIIX-fl  \x£E\

munosabatdan foydalanib,



Shar uchun Dirixle masalasi 311

tenglikka ega bo‘larniz.

M va M' nugtalar koordinata boshidan chiquvchi bitta nurda yotgani

uchun
,OM . Ixe , IXR

bundan esa

(1) w 0= W-&%)e &

Nihoyat (23) va (24) ni (22) ga go'yib,

oo MDA T A 3

Puasson formulasini hosil gilamiz, bu yerda YN\> r bo'lib,

r2—\R
N\X—£|n
ifodaga Puasson yadrosi deyiladi.
Eslatib o'tamiz, yuqoridagi farazimizga ko'ra har ganday n € C2(LL)
garmonik funksiya uchun (25) Puasson formulasi o'rinli.

Endi Puasson yadrosining ba’zi xossalarini keltiramiz.

1 Puasson yadrosi manfiy emas. Shuningdek, u M ¢ P va jx] = r da
nolga teng.

2. g shaming ichki nugtalarida Puasson yadrosi garmonik funksiya

V— bo'ladi. Buni ko'rsatamiz. Agar M nuqta L, sharuing ichida bo'lsa,

Jr— ~ 0 bo'lib, Puasson yadrosi istalgan tartibli hosilaga ega. li-

ning Laplas tenglamasini ganoatlantirishini ko'rsatamiz. Leybnits for-
mulasiga ko'ra,

3 ( = 1 2 2+

dx2 \rlg—£Jn/  rl@2—f|n<er]

d(r2 - |af) ( 1 N 2_ a2/ j N\
dxk dxk \rlg —£[n/ dxR \r|x-£]n/
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Bu yerda

EE1=££ 9 X r\-Xk—*k
dxk |xf gk " ®“ 9

larni e’tiborga olib, k bo'yicha yig'sak

chunki pk- £]12= {MP,P) = r2+ pR- 2(0 .0P) = r2+
X - 2£kxk.

3. Ushbu
(26)

tenglik o'rinli. Buning isboti sharda garmonik bo'lib, uning chegarada
1 ga teng bo'lgan funksiya uchun yagonalik teoremasi va (25) formu-

ladan kelib chigadi.

4. Endi T/ sferada. uzluksiz bo'lgan / funksiya uchun Puasson integrali

bilan ifodalangan u(x) yechim sharda garmonik bo'lib,
u\=/@), xesr
shartni ganoatlantirishini ko'rsatamiz.

Faraz qilaylik, u(x) L, sharning ichida (25) Puasson formulasi bilan
aniglangan bo'lsin. Unda ma’lumki, bu funksiya sharning ichki nuqgtalarida.

istalgan tartibli hosilaga ega va u Ll da

garmonik bo'ladi.
Yuqgoridagi chegaraviy shartning bajarilishini ko'rsatish uchun x ichki
nuqta Er sirt ustidagi biror i 0 nugtaga sohaning ichki tarafidan intilsin deb

faraz gilamiz. (26) ni f(xo0) ga ko'paytirib (26) dan ayiramiz. Natijada
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tenglikni hosil gilamiz.
/ € C (Er) bo'lgani uchun istalgancha kichik £ > 0 son olib, Xo nugtaning
shunday a sferik atroimi olamizki, ba.rchaf £ a uchun

N\m -/bl 1<\

bo'lsin. Agar a ning radiusini 6 desak, Er\a sohada |f —a0j > 5 bo'ladi.
u(x) —J(xq) ayirmani baholash magsadida (27) integralni  va Er\x sohalar
bo'yicha ikkiga ajratib yozamiz:

u(x) - f{xo)=~" J ifix)-/bl ] " d4 +
H\/Tﬂrf P [fix) - f (x0)] —r—IX_ . = /i +/2-
Erx

Birinchi integralni baholaymiz:
A<z ] - /(*m»)I*

£ fFr o~ Nz £ fr2-\xp £
Ca 5o PN A e T 2
ya'ni, biz li integral uchun M nugtaning holatiga bog'liq bo'Imagan baho
oldik.
|2 integralni esa x va xo nuqtalarning yetarlicha yaqinligi hisobiga kichik
gilishimiz mumkin. Bu nugqtalarni shunday yaqin olamizki, fp—a’q <5/2
ISSTbm. Unda

C

Pk—A > \x-xiN If - Xal >

bundan esa

< g
shuningdek,

2~ N2_ (r- px)@+ Ith ~ 2n+l(r - bkl)
N\X—iN\a N\x—f|n 6n
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f funksiya yopiqg sohada uzluksiz bo'lgani uchun J/] < iV = const bo'ladi va

INe) - /bl 1< 2N.

Bulardan esa

I*0-No»)i<i+iy<l1l + ~ 5~ r{/ (<

< Hem oo emeeeee oo (r X )
5n
Endi h > 0 sonini shunday tanlaymizki,
ﬂn—l—2rn—L c
[ --Nh< -
Sn 2

tengsizlik o'rinli bo'lsin. Agar [x—X0] < h boisa, unda r —YN\= pd—X\<
- #0]< ftva |b(® - f(Xo); < e bo'ladi. Bundan esa ixtiyoriy x0 B Er
uchun

lim u(x) = f(x0

Imux) = 7(x0)

kelib chigadi. Shu bilan shar uchun Dirixle masalasining yechimi (25) formula
orgali ifodalanishi to'liq asoslandi.
n = 3van = 2 bo'lgan hollarda (25) Puasson formulasi sferik va qutb

koordinatalar sistemasida mos ravishda quyidagicha yoziladi:

n n

r /' —Ix
(zi,x2,x9) = ~ E)-JT— o |, ==mzs=m- Asuiif
’\(/Z"X X3 4ttJ dq> 'u' )\7T 2r|z|cos7+ fa_ﬁ sulifrdip,

/(E) = f(6.b:bl , I cos7 = (x,0,
(fi —Isin Mcos  £2= I'sinVcosi& (3= rcosd

I f f* —bl
i(xi, x2) = >ir f(r cosqursill — tT7—_7§I’_|)_(iYOOS_(;"'i\}§\-I? E I§28)
0 1 T

X\= PpJcoah, x2= |x|sin®, ~x=rcos<v), £2= j-sin<t.
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6.7 O ‘rta giymat hagidagi teoremaga teskari
teorema. Chetlashtiriladigan maxsuslik
to‘g‘risidagi teorema

Markazi ixtiyoriy xq nuqtada radiusi r bo'lgan sharni LWL, orgali belgi-
laymiz. Er — UM shaming chegarasi. u(x) 6 C(D) funksiyani garaymiz.
Agar W C D shar uchuii u(x) funksiya

shartni ganoatlantirsa, u holda bu funksiya D da garmonik bo'ladi.

Buni isbotlash uchun L sharda garmonik bo'lib, W[o da uzluksiz va,
Er da u(x) giymatini gabul qiluvchi v(x) funksiyani kiritamiz. Bunday
funksiyaning mavjudligi Puasson formuiasidan kelib chigadi. Ravshanki,
V(X) —tt(x) ayirma sharda uzluksiz bo'lib, Er da aynan nolga teng. Shu
bilan birga bu ayirma uchun o'rta giymat hagidagi teorema o'rinli. Unga
ko'ra v(x) —u(x) avitma o'zgarmas sondan fargli bo'lsa, ekstremurn prinsi-
piga asosan u L sharning ichki nugtalarida maksimum va minimum qiy-
matga ega bo'lmaydi.

Biroq E, dav(x) —u(x) —O0 bo'lgani uchun L, ning barcha, nuqgtalarida
v(X) —u(x) —0, yoki v(x) = u(x) bo'ladi. Shunday qilib, u(x) funksiya Ll
da garmonikdir. xO0 nugta ixtiyoriy bo'lganligi uchun u(x) funksiyaning D
sohada garmonik ekanligi kelib chigadi.

Chetlashtiriladigan maxsuslik to‘g‘risidagi teorema.

Agar u.(X) = u(xi,xo, ...,xn) funksiya D sohaning xo nuqtasidan
tashgari barcha nugtalarida garmonik bo'lib, bu nuqgtaning biror atrofida
chegaralangan bo'lsa, u holda U(x) funksiyaning X6 nugtasidagi giymatini
shunday aniglash mumkinki, natijada, u D sohaning barcha, nugtalarida gar-
monik bo'ladi.

Teoremani isbotlash uchun D sohada yotuvchi LU0 sharni garaymiz. SE
esa Ll sharning chegarasi bo'lsin. Puasson formulasiga asosan LU0 da gar-

monik va Eeda u(x) bilan ustma-ust tushadigan wi(x) funksiyani aniglaymiz.
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Bulling uchun markazi xq nugtada radiusi 5 < s bo'lgan U”0sharni chizamiz,
Es bu sharning chegarasi bo'lsin. L aning U3 shardan taahqgari gismini U*£
orgali belgilaymiz, ya’ni ( = UN\U'fi  Ravshanki, v(x) —u(x) —UN\X)
funksiya E£ da nolga teng va, 5 ga bog'lig bo'Imagan shunday o'zgarmas

C > 0 sonni ko'rsatish mumkinki, bunda

max @) < C
xeut

bo'ladi. n = 2 da
In - z0]- Ine

< X)=C Ind- Ine "
van > 3da

v ¢ X K2
funksiyalarni kiritamiz.

Bevosita, tekshirib, bu funksiyalarning sohada garmonik ekanligiga
ishonch hosil gilish mumkin (n = 2 holda shar va sfera o'rniga mos ravishda
doira. va avlana lushiniladi). Shu bilan birga, agar x € ya'ni —¢\= e
bo'lsa, vs(x) = Ova x S En, ya’ni |g—x0] =5 bo'lsa, nj(a;) = C bo'ladi.

Ekstremurn prinsipiga asosan, sohada
vs(X) - v(x) > 0, VFf(X) +v(x) >0
tengsizliklar o'rinli. Bundan >

NN < vs(X).

Demak, 5 —0 deb limitga o'tsak, L, ning barcha nugtalarida, (ehtimol Xq
dan tashqgari) v(x) = 0 bo'ladi. v(xq) = 0 deb hisoblab, Wl0da u(x) = 0
4kmM u(x) = Mi(x) bo'lishiga erishamiz.

Teoremaning isbotidan ko'rinadiki, u(x) funksiyaning xo nuqgta a.trofida
chegaralanganlik shartini biroz yumshatish mumkin. Masalan, u(x) funksiya
X -Vxq da ushbu

u(x) = ONx—x0]2~"), n> 3 (O (In P—xgQ, n —2)
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shartni qaiioatlantirsa ham teorema o‘z kuchini saglab goladi, ya'ni u(x)
funksiya Xg maxsus nuqta atrofida
1
X-X0R™"

ifodaga nisbatan sekinroq o‘ssa ham teorema tasdig'i oz kuchida qoladi.
Hagigatan, 3‘ugorida, kiritilgan funksiya da nolga teng. Shartga
ko'ra x—XON\0~2(X) ifoda xq nuqtaning kichik atrofida yetarlicha kichik,
Ui(x) funksiya bu atrofda chegaralangan bo'lgani uchun W — XOW-21(X)
ham yetarlicha kichik bo'ladi. Shu sababli

tenglikka ega bo'lamiz, bu yerda e(6) rnigdor $— 0 da nolga intiladi. Ek-
stremum prinsipiga asosan v(x) funksiyaning giymati ning giymati-
dan katta bo'la olmaydi. Agar xo nuqtadan fargli biror nuqtada v(x) ¢ O
deb faraz qgilsak, darhol garama-qgarshilikka. kelamiz, chunki e ni bu
nugtada 5 ni yetarli kichik tanlab istalgancha kichik gilib olish mumkin.
Shunday gilib, u(xo) = Ui(xq) deb olsak, u(x) funksiya w(x) bilan ning

barcha nuqtalarida ustma-ust tushadi.

68 Garnak tengsizligi va teoremalari. Liuvill

teoremasi

Faraz qilamiz, u(x,y) funksiya markazi (xo,yo) radiusi R ga teng (x —
X0)2+ {y —\0)2 < R2 doirada garmonik bo'lib, doiraning ichki nuqgtalarida
u(x,y) > 0 bo'lsin. Unda 0 < p < R sohada quyidagi Garnak tengsizligi
deb ataluvchi munosabat o'rinli:

A —u(x0 S + 0+ psi < == 0 .
b +pu(x ,yo) S u{xo + pcosa,y psina) ~ _gu(x ,yO)
Bu tengsizlikni isbotlash uchun
R-p R2-p2 " R2-p2 R +p
R +p (R+p)2~(R-p2 R-p



318 Elliptik tenglamalar

tengsizlik va qufcb koordinatalarida yozilgan (28)

u(xo+ pcosa,yo + psina) —

| f I1f - p
= 1 1 N — e 1
E;‘ 7 u (x4 Rcos<p,yo+ RS|mp)R2+ pg_—ZRpcos(y? - a)rdlp
0
Puasson formulasidan foydalanamiz, Shaxtga ko'ra,
u(x'o —f Rcos<p, yo + Rsirap) = f(ip) > O.

Bundan esa

N (*0 + pcosa,yo +
K 4-p2717] ( P y
0

0
0 ‘rta giymat hagidagi teoremaga koaa esa

At
N J o= LOQYOD-
a

Bulardan Gairiak tengsizligining o'rinli ekani kelib chigadi.
Shunga o‘xshash ko'rsatish mumkinki, n— o‘Icliovli fazodagi p < R

sharda manfiy bo'lImagan u(M) garmonik funksiya ushbu

AT A= () - “(M)s

Garnak tengsizligi olrinli, bu yerda p = \MMg\M = M ,Xn),
MO=M(r?2,r5,--- ,4 ).

Garnakning birinchi teoremasi. Agar chekli D sohada gar-
monik, D da uzluksiz funksiyalarning (i = 1,2,---) ketma-ketligi

D ning chegarafii S da tekis yaqginlashuvchi bo‘lsa, u holda
1) {«i(x)} ketma-ketlik D yopiq sohada tekis yaginlashuvchi bo'ladi;
2) u(x) = lim wx) limit funksiya D da garmonik bo'ladi;
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3) D sohaning ixtiyoriy yopig Di gismida uk(x) funksiyalar istalgan tar-
tibdagi hosilalarining ketma-ketligi limiti u(x) funksiyaning mos tartibli hosi-
lasiga tekis yaginlashadi.

Isbot. {«,(£)} ketma-ketlik S da tekis yaginlashuvchi bo'lgani uchun
ixtiyoriy e > 0 uchun shunday yetarlicha katta N natural soni topiladiki,
*> N lar va ixtiyoriy natural p son uchun

ui+p(x) - W\ < E (29)

bo'ladi. ui+p(x), ru(x) funksiyalar garmonik bo'lgani sababli, ularning ayir-
masi ham D sohada garmonik, D da uzluksiz bo'ladi. Ekstremurn prinsipiga
asosan (29) tengsizlik barcha D sohada bajariladi. Bu esa {u,(a;)} ketma-
ketlikning yopig D sohada tekis yaginlashuvchanligmi ko'rsatadi. Demak,
T) da aniglangan va uzluksiz u{x) = Il_%u_t(,x) limit funksiya mavjud. D da
to'la yotuvchi markazi biror xq nugtada radiusi R bo'lgan Q@ r shar olamiz.

Puasson formulasiga asosan X £ Q r nuqtalar uchun

«m*) = [ u,(S)K(x,e)dSR, (30
&
{«i(x)} ketma-ketlik tekis yaginlashuvchi bo'lgani sababli, avvalgi tenglikda,

i oo da limitga o'tib, limit funksiya u(x) uchun

ux) = f u(£)K(x,£)dSR 31

oQit
formulaga ega bo'lamiz. Bu formula u(x) ning Qn da garmonik funksiya
ekanligini ko'rsatadi. Bundan Q r ixtiyoriy shar bo'lgani uchun u(x) ning
"mbiircha D sohada garmonik funksiya ekanligi kelib chigadi. (30), (31) teng-
liklarning o‘ng tomonini x nugtaning funksiyasi sifatida. Qr shaming ichida

istalgancha differensiallash mumkin. Ushbu

&u(x X dIK(Xx,£)(x
CO A <] MO—(OL MBI yep
jctej -mdx, 1 dxi'" dxly mmmixh
SQr
bunda. | = h + =mmmt In, tengsizlikdan hosilalar ketma,-ketligining i — oo

da x ga nisbatan bu nuqtaning biror atrofida,, masalan, markazi xq nuqtada
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radiusi Qu shaming radiusidan ikki marta kichik bo'lgan sharda tekis yagin-
lashuvchauligi kelib chigadi. Agar D' soha D da to‘la yotuvchi yopiq soha
bo'lsa., u holda Geyne-Borel lemmasiga asosan D' ni chekli sondagi sharlar
bilan goplash mumkin. Bunga asosan hosilalar ketma-ketliginmg D' da tekis
yaginlashuvchi bo'lishiga ishonch hosil gilamiz.

Garnakning ikkinchiteoremasi. Agar D sohada garmonik
funksiyalarning {mfac)} ketma-ketligi monoton o'suvchi bo'lib,
sohaning kainida bitta nuqgtasida. yaginlashuvchi bo'lsa , u holda bu ketma-
ketlik D sohaning barcha nugtalarida biror n(x) garmonik funksiyaga yagin-
lashadi. Shu bilan birga ixtiyoriy yopig D C D sohada yaqinlashish tekis
bo'ladi.

Isbot.Teorema.ning shartiga ko'ra u(x) < U2(x) <mm < w{x) < mmmva
bu ketma-ketlik xq S D nuqgtada yaqinlashuvchi bo'lsin. Markazi Xo nugtada
bo'lgan R radiusli QR C D sharni olamiz. x £ QR nuqtalar uchun

n-2(R +)
0 < u,4p(X) - w{x) < ( N ryj K+P@o) - M (x 0]

Garnak tengsizligi o'rinli bo'ladi. Bu tengsizlikdan markazi Xq nuqtada
bo'lgan biror sharda, masalan, R/2 radiusli yopiq sharda (ui(ar)} ketrna-
ketlikning tekis yaginlashuvchanligi kelib chigadi. D sohaning ixtiyoriy X
nuqtasi atrofida {«<(x)} ketma-ketlikning tekis yaginlashuvchi bo'lishini ko'r-
satish uchun xq nugtani x nugta bilan D da to'la yotuvchi uzluksiz egri chiziq
bilan tutashtirib, maksimum prinsipining isbotidagi mulohazalarni yurita—-
miz. Xuddi yuqgoridagidek, x nugtani o'z ichiga olgan sharda {n¢(x)} ketma-
ketlik tekis yaginlashuvchi bo'ladi. U holda Geyny-Borei lemmasiga asosan
bu ketma-ketlikning 'Y sohada tekis yaginlashuvchi bo'lishi kelib chigadi.

Garnak tengsizliginmg yana bir tadbiqgi quyidagi Liuvill teoremasi hisob-
lanadi:

T eo re m a. Har ganday chekli sohada garmonik bo'lgan funksiya
guyidan va yuqgoridan chegaralangan bo'lsa, n o'zgarmasdir.

Agar u(M) funksiya garmonik vau(M) < N = const bo'lsa, —u(M) ham
garmonik va —u(M) > —N bo'ladi. Demak, garmonik funksiya u(M) > m

quyidan chegaralangan holni garash yetarli. Umuinan, m > 0 deb olish
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mumkin (agar bunday bo'lmasa, u(M) funksiyaga yetarlicha katta musbat
sonni go'shib rn > 0 ga erishish mumkin).

M nugtani tayin gilib. markazi koordinata boshida bo'lgan shunday r
radiusli W shar chizamizki. M nuqta uning ichida, yotsin. u(M) funksiya
ixtiyoriy chekli sohada garmonik bo'lgant uchun, jumladan, L, sharda ham
garmonik va (25) formulaga asosan

\
Puasson formulasi o'rinli, bu yerda Er— L, shar sirti.

Ravshanki, r —p < Xx—£|<r+ Blvau(M) > rn > 0 dan

m)l—lf)u_[ﬁ.d u(@)ds?f u(x) <

r(r —pn

O'rta giymat hagidagi teoremaga ko'ra

uc’) 0w

r.

Bundan esa (32) tengsizlik ushbu

rn-2 r-\x| n-2_1%121._y4(0)

T+ [)S [>~  (r=Np-11]

ko'rinishni oladi (Garnak tengsizligi). Radiusni r —¥ oo deb
V="t u(0) < u(x) < u(o)

tengsizlikni olamiz. Bundan u(x) = u(0) = const kelib chigadi. Teorema
isbotlandi.
6.9 Shar uchun Dirixlening tashqi masalasi

Faraz gilamiz. fl soha Er sfera bilan chegaralangan markazi koordinatalar
boshida r radiusli L, shaming tashqi gismi bo'lsin. ya’ni 2= K7 va fl da
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garmonik bo'lib, Sr sirtda
«K =/ (33)

giymatni gabul giluvchi u(x) funksiyani topish talab gilinsin.

Bu masalaning yechimi

= X|>r A
_ IxI ®

Puassonformulasi bilan berilishini ko'rsatamiz, bu yerdahamx t M, ~ € £r.

Xuddi 6-pa.ragraldagi kabi bu yerda ham ko'rsatish mumkinki, (34) for-
mula bilan aniglangan u(x) funksiyaxE£rbo‘lganda istagancha tartibli hosi-
lalarga ega va u Laplas tenglamasini ganoatlantiradi. (34) funksiyani co da
tekshiramiz. Ma‘lumki, —£ |> p§ —r. Bundan

Er

Bizni pq ning katta giymatlarida gizigtirgani uchun YN\> 2r deb olamiz. U
holda r < N2, [Jed—r > \\2 bo'lib,

va u(x) funksiya Q da garmonikdir.

Endi ixtiyoriy xo € Sr tayin nugta uchun
lim u(x) = f{xa) (35)

limit tenglikni ko'rsatamiz. Buning uchun (34) integralni f(x) = 1 da
hisoblaymiz. x nugtaning Er sferaga nisbatan simmetrik x' nugtasini olamiz.

Unda
2 |xp 1 1 r

¥i2' | x-"| X —f | Y
bo'lib, Puasson yadrosini quyidagicha yozamiz:

ls-r2=/ry-yY - 1N 2
NX—E£Ju  \Jal/ \F—r
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X' nugta sferaning ichkarisida yotadi va (26) formulaga ko'ra

\:/I\'nérf _.LI\Z\(I li,l);EJrfrla;'—ﬂT :@1

Bu tenglikni / (xq) ga ko‘paytirib, (34) dan ayiramiz:
/ r \7» i re_J

- (w ) fw~ 1 t, Zz77Ne O-n*Ne -
Sr

6-paragrafdagi mulobazalarni takrorlab, cjuyidagiga ega bo'lamiz:

lim u(x = 0.
X —txo ( q M y
Bundan esa x —a'oda

KAO ~/CTOl<  (*) - () /bl +¥bl 1i- (u)

bo'ladi. Shu bilan (35) tenglik isbotlandi.

eno Doiraning tashqgarisi va halgada Laplas

tenglamasi uchun chegaraviy masalalar

O'zgaruvchilarni ajratish usuli bilan doirada Laplas tenglamasining yechi-
mini quramiz. Doira markazini koordinatalar boshi gilib, qutb (p, ¢b) koor-

dinatalarini kiritamiz. Ushbu koordinatalarda n = 2 uchun yozilgan Laplas

_l.d f dav\  1cPu

u= (36)
pap X dp)  p2atp2
tenglamasining yechimini
u{p,v)=R(p)® N "0 @37)
ko'rinishda gidirarniz. (37) ni (36) go'yib va o'zgaruvchilarni ajratib,
PTp _ S _ (@8)

nmn ¢ (yd
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* [ = const, tengliktarga ega bo'larniz. (36) tenglama O < p < a doirada
bajarilishim inobatga olsak, u(p,'p) funksiya ip bo'yicha 2m davrli va bu
doirada chegaralangan bo'lishi kerak.

(37) dan R(p) va &(y?) funksiyalar uchun tenglamalar olamiz. Dastlab
®(ip) uchun

$;4AD =0 0<ip< 2t
tenglamani davriylik
W(<) = Bp>+ 2ir)
sharti bilan garaymiz. Demak, ®(y?) uchun davriylik sharti bilan Shturm-

Liuvill masalasi hosil bo'ldi. Uning yechimi (4-bobning 9-paragrafiga garang)

| cosnip,
D(<p) = on(<p) = < A=A,=n,n~0,1...
[ sin nip,

(38) dan An ning topilgan giymatlarini inobatga olib, R(p) funksiya uchun

p2R" +pR'-n2R = 0 (39)
tenglamani hosil gilamiz. Bu Eyler tenglamasi bo'lib, uning umumiy yechimi
quyidagi ko'rinishga ega:

R(P)= Rn(p) = CIPn+ C2p-n, n ¢ O,

RO(p) = Ci +C2Inp, n = 0, (40)

Ci, C2—o'zgarmaslar. Yechim O < p < a larda chegalangan bo'lishi uchun
(40) ning birinchi fonnulasiga ko'ra

Rn(p) = cipn,n = 0,1,....

Shunday gilib, Laplas tenglamasining O < p < a doirada chegaralangan
yechimi quyidagi funksiyalar sistemasidan iborat (C\.— 1 deb olindi):

f cosnw, . ,
un(p,'p)=pn\x " A= An=n,n=0,1,.. (41)
[ sinmp,
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Laplas tenglamasining umumiy yechimi bu xususiy yechimlardan hosil

gilingan cheksiz

A 00
u(p, = — -f pn (An cos w> + Bnsin Tup) 42)

n=|
gator ko'rinishda bo'ladi.

Laplas tenglamasining doiradan t;ashqgarida (p > a) yechimini hosil gi-
lish uchun (37) tenglamaning doiradan tashqaridagi sohasida chegaralangan
xususiy yechimlarini tanlash lozim. Ular

1 | cosnoj,
un(p, tp) = — < " A=A,=n,n=0,1,.. (43)
........ | sinnc/?,

ko'rinishga ega. Shuning uchun Laplas tenglamasining doiradan tashgaridagi
sohada, cheksizlikda chegaralangan yechimi quyidagi gator ko'rinishida, yozi—

lishi mumkin:

u(p, ip) = %0 + Y8 p—ln (Or QSMY +  sin nip) . (44)

11=1
Endi chegaraviy masalalarni yechishga o'tarniz. Doira uchun ichki masalani

garaymiz:

An=0 0<p<a, (45)

P(u) = N)p=a= /bl , H + YA® 0. (46)

(45), (46) masala yechimini (42) gator ko'rinishda, yozish mumkin, bunda,
noma’lum koeffitsientlar chegaraviy shartrlan topiladi.

Doirada Laplas tenglamasining birinchi, ikkinchi va uchinchi chegaraviy
masalalarini alohida yozamiz.

1. Dirixle masalasi:
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. 2. Neuman masalasi; — f(<p),
J "Mp-a '

ulp,tp) —V. —— - cos n<p + Bnsinrup) + C. (48)
71z Nan—L
3. Uchinchi chegaraviy masalasi 4uj | = /<),
A oo
uM =72+ g (n+alt)an- cosny + 5nsinrup) . (49)

(47)-(49) formulalarda A,, Bn koeffitsientlar chegarada berilgan /(y>)
funksiya orgali

T r
I f 1.1
An = fJI f(<p) cosnipd<p, Bn —— 1 f(Jtp) sin ntpdtp,
) 0
n=20, 1, 2,..

tengliklar yordamida aniglanadi. (48) dagi C —ixtiyoriy o'zgarmas. Eslatib
o'tamiz, Neymanning ichki masalasi yechimi
n

/ -f(>p)d<p =0

bo'lganda mavjud va ixtiyoriy o'zgarmas anigligida topiladi. Doiraning tash-
garisi uchun chegaraviy masala ham xuddi shunga o'xshash yechiladi. Uning
yechimini qurish uchun (43) xususiy yechimlardan foydalanish kerak.
a < p < b halgada chegaraviy masalani batafsilroq o'rganamiz. Aniqlik
uchun
Am =0, a<p-<b.
Whg= fi(<P)> '<{ = (50)
Dirixle masalasini tanlaymiz. Bu holda (40) yechimlarning liar ikkalasidan
ham foydalanish za,rur. Birog har bir n uchun quyidagi shartlarni ganoat-

lantiruvchi (39) tenglama M"™\p), R$\p) maxsus yechimlarining fundamen-
tal sisteinasini qurish qulay:

RA(a) =0, RA(b)=--0, n=0,1,.... (51)
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Bu vechimlar sifatida

4 a)(p) = InEa, 4% ) = In";)

funksiyalarni olisb mumkin. U holda (50) masala yechimini ushbu

n=i Rn'(>)

ko'rinishda yozamiz. Bu formulada p = a deb. (50) masalaning birinchi

chegaraviy sharti va (51) dan foydalanib, CTva Dn larni topamiz:

Shunga o'xshash, A,,, Bn koeffitsientlar p = b da ikkinchi chegaraviy shart-

dan aniglanadi:

0 0

uchun boshga chegaraviy masalalar ham yuqoridagi kabi yechiladi.

6.ii To‘g‘ri to‘rtburchak uchun Dirixle masalasi

Laplas tenglamasi uchun to‘g‘ri to‘rtburchakda go'yilgan chegaraviy
masalalar ham o‘zgaruvchilarni ajratish usuli bilan yechilishi mumkin. Masaian,

ushbu
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An=0 0<x<o0, 0<y<h (52)
X0 = <Pi(y), Wx=a = (p(y), (53)
vly=o = ®N1X), MNFb= V2(X) (54)

Dirixle masalasini qaraylik. Bu yerda, tpi, 2, ®1, 2 funksiyalar to'g'ri
to'rtburchakning uchlarida (pi (0) = ~i(o), <Fip) = ~(0), <P2(0) = ipi(a),
(a) = i/'2(b) shartlarni ganoatlantiradi.

(52)-(54) masalani ikkiga ajratamiz. Bunda har bir masala (& y) o'zgaruv-
chilarning biri bo'yicha bir jinsli chegaraviy shartlarga ega bo'lsin. Bu masala-
lar yechimlarini

u(x,y) = Ui(x, y) +w{x, y)

ko'rinishda yozamiz, bu yerda w(x,y) va U2(x,y) funksiyalar mos ravishda

Aui = 0, Aw> = O,
u, %=0 = WI[i=n = 0, -2y0 = mly=b = 0,
Ly p=o = i>i(x), u21=0 = i (y),
b— wv2(n): u2\¢a = 'pb(y)'

Dirixle masalalarining yechimlari.
Awvalo, w (x,y) funksiya uchun masalani ko'rib chigamiz. Bulling uchun

dastlab Laplas tenglamasining
u{x,y) = X(x)Y(y) ft 0 (59)

ko'rinishdagi

wl=0= \n= 0 (56)
X bo'yicha bir jinsli chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini quramiz.
(55) ifodani Laplas tenglamasiga qo'yib, o'zgaruvchilarni ajratgandan so'ng,

X(x), Y(y) funksivalarga nisbatan
X" + XX = 0, 0<x <a, (57)

Y" - AY = 0, O<y<b (58)
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tenglamalarni olamiz. (56) shartlarni inobatga olsak, X(x) uchun ushbu
X" + XX =0, 0< X< a,

X(0) = X(a) = 0,  X(x) f-0

Shturm-Liuvill masalasiga kelamiz. Uning yechimi quyidagi fimksiyalardan

iborat (4-bobning 9-paragra.figa gaiang):
X —Xn = sin \/Xnx, Xn= j n=12—
A= A, da (58) tenglamaning umumiy yechimi
Y(y) = Yn(y) = Ash\/\ny +Bshy/K(b - y)

ko'rinishda yoziladi. Shunday qilib, Laplas tenglamasining xususiy yecliim-

lari
un(x,y) = "Anshy/Xny + Bsh\/Xn{b- ?/)} sin /A,.r ra= 1,2,... (59)

hosil bo'ldi. w, funksiya uchun masalaning yechimini (59) funksiyalar sis-
temasi bo'yicha gator ko'rinishda yozamiz:

>>|{| »)\—Nr’ shVK)y Dshy/Kiib -\ . “I_

«»)

bu yerda Art, Bn koeffitsientlar y o'zgaruvchi bo'yicha chegaraviy shartlardan
quyidagi tengliklar bilan aniglanadi:
W
- T o f
Bn= - JI AM(x)suiy/XAxdx, An = - | p2{x) sinJy/andS(. (61)
a a
0 0
Demak, Ui(x, y) uchun masala yechimi (60). (61) formulalar bilan aniglanadi.
Shunga o'xshash ravishda 2»2(2,y) funksiya uchun go'yilgan masala ham

yechiladi. Uning yechimi

/' \ »hy/Kx n shy/lZ(a- x)'l . —
«*<ren> — £ +D"_ w & _ } v A’v ,62)
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ko'rinishda bo'ladi, bu yerda A, = (~f)2,

b b
Dn - J VI (y) sin \fKydy, Cn = ~1J ®a(y) sin VXivdy.
0 0

Shunday qilib, (52)-(54) masalaning yechimi

n=w(x,y) +w(x,y)

ko'rinishda bo'lib, w, va w, funksiyalar mos ravishda (60) va (62) formulalar

bilan aniglanadi.

6.12 Shar uchun Dirixle masalasining

Grin funksiyasi

(10) formulaga ko'ra D soliaga garmonik bo'lgan va D U S da birinchi

tartibli hosilalari bilan uzluksiz bo'lgan u(x) funksiya uchun

u(xq) = “ —UjJp "E(X, X)) ds, XqG fIC U (63)
5
tenglik o'rinli.
T a’rif. Laplas tenglamasi uchun D sohada Dirixle masalasining Grin
funksiyasi deb quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi G(x, xo) (x, Xgt D US)
funksiyaga aytiladi:

G(x, x0) = E(x, x0) + g(x, x0),

bu yerda E (x,x0) (11) tenglik bilan aniglangan Laplas tenglamasining fun-
damental yechimi, g(X, xq) funksiya shunday tanlanadiki, bunda v har ikkala
anjumenti bo'yicha garmonik va x 6 S yoki xq 6 S bo'lganda G(x,Xq) = O
shart bajariladi.

Ushbu par&grafda, qulaylik uchun, yechim gidirilayotgan nuqta sifatida

X va sohaning ichida yoki uning chegarasida o'zgaradigan nuqta uchun y
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harflanni ishlatamiz. Agar (63) tenglikni u(x) - Laplas tenglamasi uchun

Dirixle masalasining yechimi va G(x,y) Grin funksiyasi uchun go'llasak,

- y)ip(x)ds, (64
i)

bu yerda tp(x) -S da berilgan hagigiy o'zgaruvchili uzluksiz funksiya. De-

mak, (64) formula Grin funksiyasi. ma’lum bo'lganda ushbu

An=0, xfkDh, lim=<9p>xt D, ft S

Laplas tenglamasi uchun D sohada Dirixle masalasining yechimini beradi.
Lemma. Laplas tenglamasi uchun Y\< 1 birlik sharda Diiide masalasi-

ning Grin funksiyasi ushbu

G{x,y) = E(x,y) - E ( (65)

ko'rinishga ega.

Isbot. Hagigatan ham,

Xy~ = [M2M2- 2(x,y) + 11" = |j/k bl

tengliklar bajarilganligi uchun

afxy)

funksiya yrcj < 1, ¥ < 1 lar uchun har ikkala x va y o'zgaruvchilar bo'yicha

gannonik funksiyadir. Shu bilan birga Y\~ 1 lar uchun
P —A= M¥\R- 2xy +1 =
14 ®

tengliklar o'rinli. Bundan esa (65) formula bilan aniglangan G(x,y) funksiyan-
ing Grin funksiyasi xossalarini ganoatlantirishi kelib chigadi.
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613 Chegaraviy masalalarni potensiallar
yordamida yechish

Ushbu paragrafda Laplas tenglamasi uchun Dirixle va Neyman masalalari

potensiallar yordamida integral tenglamalarni yec.hishga keltiriladi.

6.13.1 Oddiy va ikkilangan gqatlam potensiallari. Hajm

potensiali

Grinning uchinchi formulas! yetarlicha silliq chegaraga ega bo'lgan va
chegaralangan D C R3sohada u(x) e C2(D) MCI(D) sinf funksiyalarining

integral ifodasini aniglaydi:

[\, 1 qy8 \ Aff At,
"=t \X- g Dgl 1 dnl|xlf| Xj (AX Z\}
L m
©6)
bu yerda. x &D.

(66) formula uch xil integralni o'z ichiga olgan:
v H e ©7)
3|

ds, 68)
41

£ J IXET (69)

D
Bu integrallarning har biri aniq fizik ma’noga ega. (67), (68), (69) in-
tegrallar mos ravishda oddiy gatlam, ikkilangan gatlam, hajm potensiallari
deyiladi. fi,v,p funksiyalar esa shu potensiallarni aniglovchi zichliklar deb
ataladi. (67) —(69) lar x ga parametr sifatida bog'liq bo'lgan integraliardir.
Bu integrallarga, shuningdek, Nyut.on potensiallari ham deyiladi. Shu bi-

lan bir vaqtda 2-paragrafdadgi ikki o'lc.hovli hoi uchun yozilgan Grinning u-
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chinchi formulasidagi integralbnga mos ravishda logorifmik potensiallar ham
kiritiladi. Bu potensiallar quyidagi ko'rinishga ega:

Q
(1)
C
J3= \] p(Oln x=(rbl r)4 = (72)

D
Bu yerda (67) - (69), (70) - (72) integrallardan Dirixle

Ati(j-) = 0,ieD,

uNes = /(.r): /(*) 6 C(S), (73)

Neyman
A«(x) =0, x £ D,

|liL«=»M ;»M € C (S) (74)

masalalar yechimlarining mavjudligini ko'rsatisluia foydalaniladi.

Bunda Dirixle va Neyman masalalarining yechimi zichligi Fredgolm ikkinchi
tur integral tenglamalarini ganoatlantiruvchi mos ravishda ikkilangan va
oddiy gatlam potensiallaridan iborat bo'lar ekan. (69) (yoki (72)) poten-
sial D sohada Puasson tenglamasini ganoatlantiradi. Shuning uchun ham

AFPnaTl tenglamasining xususiy yechimini berDgan p(x) zichlik bilan (6.9)
(yoki (72)) ko'rinishda qidirish qulaydir.

Awvalo, uch o'lchovli hoi uchun

, | dowm
D
hajm potensialini garaymiz.
Fizika kursidan ma’lumki, p—> funksiya x ® f rmqtalarda aniglangan

bo'lib, f nugta atrofida jamlangan birlik nuqtaviy zaryadni aniglaydi. Agar
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D sohada hajm zichligi p(£) dan iborat zaryad uzluksiz ravishda tagsim-
langan bo'lsa, u holda superpozitsiya prinsipiga ko'ra bu zaryad tomonidan
hosil gilinadigan potensial (69) integral bilan ifodalanadi.

liajm potensialini regulyar umumlashgan funksiya sifatida qaiab, agar
p(£) kvadrati bilan integrallanuvchi bo'lsa. n

AI3= —irp

Puasson tenglamasining umumlashgan yechimi bo'lishini ko'rsatamiz. Ma’-
lumki, hajm potensialini finit umumlashgan p funksiya va Laplas opera-
torining  fundamental yechimining yig'masi deb garash mumkin (3-bobga
garang).

pio ,, i
4 113 / - J=r e
Yig'mani differensiallash qoidasi va umumlashgan funksiyalar ma’nosida ba—

jariluvchi

tenglikni inobatga olsak,

ah -ar *Pj = (AITO *p= ~a7r(it *p) = pm

p(0 funksiyaga nisbatan kuchliroq talablar go'yilganda hajm potensiali ma’lum
bir silliglik xossalariga ega bo'lgan klassik funksiya,dari iborat bo'ladi. Xusu-
san, p chegaralangan va integrallanuvchi funksiya bo'lsa, hajm potensiali
barcha fazoda uzluksiz differensiallanuvchi funksiya bo'ladi. Agar p o'zining
birinchi taitibli xususiy hosilalari bilan uzluksiz bo'lsa, hajm potensiali p

funksiya uzluksiz difFerensialga ega bo'lgan barcha nugtalarida

Al13——Awp

Puasson tenglamasini ganoatlantiradi.
Ikki o'Ichovli holda p(£) funksiyaga nisbatan xuddi yuqoridagi talablar
bilan (72) logarifmik potensial AJ3 = —21Tp tenglamaning yechimi bo'ladi.
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6.13.2 Parametrga bog‘liq bo‘lgan integrallar

Keyinchalik zarur bo'ladigan parametrga bog'lig bo'lgan ikkinchi tur

xosmas integrallar hagida ma’lumotlarni keltiramiz.
V(z) = jF (x,£)fiw (75)
D

ko'rinishdagi xosmas integrallarni garaymiz, bu yerda F(x,£) -x ® £ da
uzluksiz vax = £ da chegaralaninagan funksiya, /(£) -chegaralangan fuuksiya.

T a’rif. Agar ixtiyoriy e > 0 soni uchun g(e) > 0 son mavjud bo'lib.

I F(z,0Neds <£

ud)
tengsizlik ixtiyoriy x € nugta va soha uchun bajarilsa, bu
yerda - markazi xgq nugtada radiusi 6(e) bo'lgan shar, (75) integral xo

nuqtada tekis yaqinlashuvchi deyiladi.

Teorema. xqnugtada tekis yaginlashuvchi (75) integral bu nugta,da
uzluksiz funksiyadir.

Isbot. ixtiyoriy £ > 0 soni uchun pk—xa\< 6(e) bo'lganda |V(X) —
V(#0)l etengsizlik bajariladigan 6(e) > 0 sonining mavjudligini ko'rsatamiz.
Biror D\ C D sohani tanlaymiz, bunda x0 6 Dt. (75) integraini V(x) =
Vi(x) + V2(x) ko'rinishda yozib olamiz. bu yerda

NN\ = fF(x,ONg)dL V2(x)= fF(x,Of( Ne , D2= D\ Dv
Di Di

IV'(x0) —V(&;)| ayirmaning inodulini baholaymiz:
V(@) - VOION < N0 - BA 1 + [M(aco) - Vi(M)] »

(75) integralning xq nuqtada, tekis yaginlashuvchanligidan shunday <5i(e) > O
son mavjudki, Z—zo] < 5i(e) lar uchun [VM(rro) |[< | va M () |< | bo'ladi.
x0 £ D i ekanligi uchun V2(x) xos integraldir, demak, u x-onuqtada uzluk-

siz. Bundan shunday 62(e) sonining mavjudligi va x—¢] < <bl£) lar uchun
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—VIi(X{\ <=8 bo'lishi kelib chigadi. 6(e) = min(5i(5),62(e)) bo'lsin.
U holda ~x - »0] <: 5(e) lar uchun

IV(i0) - VIO\ < e.

Bu esa V (x) integralning xq nugtada uzluksizligini bildiradi.
E s lat m a. Bu teorema nafagat hajm integrallari uchun, balki sirt,
va, egri chizigli integrallar uchun ham o'rinli. Bu faktdan biz keyinchalik

foydalanamiz.

6.13.3 Sirt potensiallari

Odatda ikki xil sirt potensiallari garaladi: Oddiy va ikkilangan ga,tlam
potensiallari.

(67) formula bilan berilgan oddiy gatlam potensialining fizik ma.’nosini
zichligi fi(x) dan iborat S sirtda tagsimlangan zaryad tomonidan hosil gilin-
gan potensial deb talgin gilish mumkin.

(68) formula bilan aniglangan ikkilangan gatlam potensiali uchun S sirt

nugtalarida funksiyaning normal hosilasini hisoblab, uni
Ne ) =/ ,«)
S

kolrinishida yozish mumkin, bu yerda ip—S sirt £ nuqtasidagi ichki normal
va (_ty vektor orasidagi burc-hak.

Ikkilangan gatlam potensialining fizik ma’nosini ifodalash uchun £o € S
nugtada S sirtga. o'tkazilgan normalda yotuvchi £1 va £2 nugtalarga go'yilgan
garama-darshi ishorali —e va+e nuqtaviy zaryadlar tomonidan hosil gilina-
yotgan potensialni garaymiz. Zaryadlar joylashgan nuqtalar S sirtning turli
tomonlarida, aniglik uchun £1 nugta S sirtning ichki normalida joylashgan
bo'lsin. Ma’lumki. bu potensialning ixtiyoriy x(x / £1, = £2) nuqgtadagi
giymati

formula bilan aniglanadi. £1 va £2 nuqgtalar orasidagi masofani d bilan bel-

gilaymiz: d = —£2I' /0 = ad miqgdorni doimiy saglagan holda, e zaryad
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miqgdorini oshirib,  va£2 nugtalarni £0 nuqtaga intiltiramiz. e = ~ bo'lgani

uchun, d —0 deb limitga o‘tib,

O—I.IBmLJO WhCfi, £2, = WO(@&K) = trt [fo- -

formulani hosil gilamiz.

Bu formuladan foydalanib, (68) integral yadrosining fizik talginini berish
mumkin: fo nuqtada joylashib, bu nugtada S sirtga o'tkazilgan tashgi nor-
mal bo'ylab yo'nalgan va //0 morrientga ega bo'lgan dipol tomonidan £0 dan
boshga nugtalarda hosil gilinadigan potensial.

Ikkilangan gatlam potensiali esa zichligi v(£) bo'lgan dipolli moment
tagsimotiga ega ikki tomonlama zaryadlangan S sirt hosil giluvchi poten-
sialdan iboratdir.

Endi sirt potensiallarining xossalarini tekshirishga o'tamiz.

Agar x nuqta S sirtga (yoki C egri chiziqga) tegishli bo'lmasa, potensial-
lar ixtiyoriy tartibli hosilalarga ega va ula-mi integral ostida differensialla.b,

hisoblash mumkin. Shuningdek, ular garmonik funksiyalardir:
Alix)=0,i=12, x S,

ikki o'lchovli holda
AJi{x) —0, r= 1,2, x<£C.

Qayd etish joizki, chegaralangan sirtli potensiallar uchun x —00 da quyidagi

munosabatlar o'rinli:

L W 0 (lip) *N —»>*-

J-iix) = O 00.

Ikki o'Ichovli holda oddiy gatlam
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potensiali, umuman aytganda. x ning cheksiz katta giymatlarida chegaralan-

magan va cheksizlikda In Iq] kabi o‘sadi. Agarda uning zichligi

1
o

J
C
shartni gqanoatlantirsa, g —o00 da Ji(x) = O bo'ladi.

Hagigata.n ham, x va £ o'zgaruvchilarga mos ravishda (r, ip) va (p,a)

qutb koordina,talari sistemasini kiritamiz. U holda

INN\x —£] = Iriy/r2 -f p2 —2rpcos(ip —a) =

- \Nn{r2(! - 2%os(<p-a) +" | =

= Inr —-cosiip —a) + O
r (?)

munosabatlar r 00 bo'lganda bajariladi. So‘nggi tengliklarday >0

bo'lganda In(\. + i) = i + 0(x2) ekanligidan foydalanildi. Demak,

Jix) = O i, 00.

Keyinchalik, sirt potensiallaxining xossalarini ucli o'lchovli hoi uchun tekshi-
ramiz. Ikki o'lchovli holda tekshirishlar o'xshash ravishda amalga oshiriladi.

Shu sababli bu hoi uchun yakuniy natijalarni yozamiz.

6.13.4 0Oddiy gatlam potensialining uzluksizligi

X £ S bo'lsa, potensiallar xosinas integralardan iborat bo'lib, ularni uzluk-
sizlikka tekshirish kerak bo'ladi. S sillig sirt bo'lsin, ya’ni uning har bir
nuqgtasida uzluksiz normal mavjud.

T eorema. Sillig sirtda berilgan uzluksiz va chegaralangan zichlikka
ega ikkilangan gatlam potensiali barcha fazoda uzluksizdir.

Isbot. Potensialning S sirtdan tashqarida uzluksiz funksiya bo'lishini
ko'rsatgan edik. Teorema shartiari bajarilganda ikkilangan gatlam poten-

sialining S sirtda uzluksizligi va uning S sirtdan tashgaridagi giymatlari
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uzluksiz ravishda S sirtdagi giymatlariga taqgalishini ko'rsatamiz. Buning

uchun isbot gilingan tekis yaqginlashuvchi xosmas integralning xossasiga ko'ra

ds
NW\<A = cmst

S

integralning S sirtda tekis yaqinlashishini ko'rsatish yetarli.

Xg £ S -ixtiyoriy nugta. Markazi Xy nugtada radiusi 6 ga teng bo'lgan
E sferani garaymiz. Si orgali S sirtning E sfera ichida yotuvchi gismini
belgilaymiz. S2 -mS \Sif'lsin. U holda

«W =/ +«W
Si ~

Ixtiyoriy e > 0 soni uchun X —dbl < $shartni ganoatlantiruvchi barcha

X larda
7/* .. s
x=£J7 < £

tengsizlik bajariladigan 5 > 0 sonining mavjudligini ko'rsatamiz.
Koordinatalar boshi xq = (xoi, X2, X3) nuqgtada bo'lgan, X;i o'q »0 nug-
tada 5 sirtga o'tkazilgan tashqgi normal bo'yicha yo'nalgan dekart koordina-
talar sistemasini kiritamiz. f = (ft, ft, ft) — -9 sirtda o'zgaruvchi nugta.
Bu koordinatalar sistemasida Si sirtning xX\Ox2 tekislikka proyeksiyasi
bo'lsin, ds — bu yerda 7 — £ nuqtada normal bilan X8 o'q orasidagi

burchak. 4 (x) ni baholaymiz:

r ds f dftdft
BxX) <Al T—I7= A
"IN\ J cos7,/{xi - ft)2+ (k2 - ft)2+ (33 - ft)2

<iftrfft
J tosty/fai - ft)2+ (- ft)2
Markazi X = (xi,X2,0) nugtada va radiusi 26 bo'lgan va S[ sohaui 0'z ichiga
oluvchi doirani K2&orgali belgilaymiz. Ravshanki. u holda

dftdft
V&I - ft)2+ (X2- ft)2

<2A f
k5



340 Elliptik tenglamalar

Markazi x' nugtada joylashgan qutb (p, tp) koordinatalar sistemasini Kiritib.

26 2ir

o0
tengsizlikka ega bo'lamiz. Bu esa 6 sonini 6(e) < shartdan tanlash
mumkinligini ko'rsatadi.

Shunday qilib, di sirt bo'yicha integral x ga nisbatan »0 nuqtada tekis
yaginlashadi va u bu nuqtada uzluksiz funksiyani aniglaydi. Bundan esa
oddiy gatlam li(x) potensialining S sirtda uzluksizligi kelib chiqadi. Teo-
rema isbotlandi.

Ikki o'Ichovli holda oddiy gatlam .JN\{X) potensialining uzluksizligi yugorida-
giga o'xshash tarzda ko'rsatiladi.

Ikkilangan gatlam potensiallarining mavjud bo'lishi uchun silliq S sirtga
kuchliroq shartlar qo'yiladi. Quyida L/yapunov sirtlari deb ataluvchi sirtlar
sinfini kiritamiz.

T a' r i f. S sirt Lyapunov sirti deyiladi, agarda quvidagi shartlar
bajarilgan bo'lsa:

1 S sirtning har bir nugtasida normal (yoki urinma sirt) aniglangan.

2. Shunday d > 0soni mavjudki, bunda S sirtning £ nuqtasida o'tkazilgan
normalga parallel to'g'ri chiziglar S sirtning markazi £ nuqtada radiusi d
bo'lgan sferaga tegishli gismini bittadan ortiq nugtada kesmaydi.

3. S sirt x va £ nuqtalarida o'tkazilgan normallar orasidagi 7(1,£) =
(nx,w) burc.hak

7(x,") < AAX—£]4, A —const > 0,

shartni ganoatlaritiradi. Bunda x nuqta S sirtning markazi £ da radiusi d
bo'lga.n sferaga ichida gismiga tegishli.

Endi ikkilangan gatlam potensiallarini tekshirishga o'tamiz. Potensial-
larni Lyapunov sirtlarida berilgan deb hisoblaymiz.

Xgq G S biror nugta bo'lsin. Markazi xo nuqtada, 2 o'q shu nugtada S
sirtga o'tkazilgan tashgi normal bo'ylab yo'nalgan mahalliy dekart (xi, X2, z)
koordinatalar sistemasini kiritamiz. Bunda xjOx2 tekislik S sirtga xq nug-

tada o'tkazilgan urinma tekislik bilan ustma-ust tushadi. S Lyapunov sirti



Chegaraviy masalalami yechish A1

bo'lganligi sababli shunday po > 0 mavjudki bunda p = v &di + W
uchun S sirtning tenglamasini

r=z(xi,x2)

ko‘rinishida yozish mumkin, bu yerda z(x1, 22)— bir giymatli uzluksiz dif-
ferensiallanuvchi funksiya. (a;i, X2) nugtaning ko'rsatilgan atrofidaz = 2(2:1, Xo0)
funksiya va uning birinchi tartibli hosilalarining baholarini olamiz. £ nugtada

S sirtga o'tkazilgan i normalning p < pa uchun yo‘naltiruvchi kosinuslari
ushbu

cosa= -===%==, coss= -7= " = =, COS7 - ,
\li+4 +2zi vi+da +z| Vi+4 +75

tengliklar bilan ifodalanadi. L vektorning xiOxz tekislikka proyeksiyasini
bilan, a' va & orgaliesa  vektorning mos ravishda X\va x> o‘glar bilan
tashkil gilgan burchaklarini belgilaymiz:

cosa = cosa’siny, cos/3 = sina'sin7.
Koordinatalar sistemasining tanlanilisliiga ko'ra
-2(2:01,702) - 0, zXi(x01,0.02) = 0, 2XAx01,3:02) = 0

bo'lishidan po > 0 ni yetarlicha kichik tanlash mumkinki, p < pa lar uchun

7 1
Bl = My 2 a9
%o%idi.

U holda Lya.punov sirtiarining 3-shartiga asosan

Jcosgl < sinj < ANO—f | \ao3\< Nljsi0 —f|*, (76)
o = 2057 < oNgEN\ <2ANa - A @7
jcos7

Shunga o'xshash
bl < 2JIpO - £1* (78)
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*xq hugtaniug atrofida z(x1,22) funksiya uchun. Teylor formulasidan foy-
dalanib quyidagini olamiz:

z(Xi,X2) = z(0,0) + x1rXy(LL, L) + x2zX(xi, L),

bu yerda 0 < xi < X\ 0 < WL} < x2 Bundan

N2, XN PNXINE PN 4AN0 - Tl HS (79)
Teorema. Chegaralangan is(f) zichlikka ega bo'lgan ikkilangan
gatlam
h(x) = J (80)
s

potensiali x e S nugtalarda yaginlashuvchi xosmas integraldir.
Isbot. x € S ixtiyoriy nuqta bo'lsin. Bu nugta atrofida (80) ning in-
tegral osti funksiyasini baholaymiz. Yugoridagi kabi qo‘zg‘alrnas koordina-

talar sistemasini kiritamiz, £ nugta (Eb£2,£3) koordinatalarga ega. U holda

6 . £2 d o .
cosy? — |Z_£I—cosa + IX_A-lf } ! |*_£|."OS).

Bundan, (76)—(79) baholarni hisobga oiib,

. 16!
NTEPN\< |tas«] + a0 - —upl <
< AX-fF+AN- 86+4A\x - fIiFE WL, x - £\ 8y
tengsizliklarni hosil gilamiz.

Teorema shartiga ko'ra//(£) funksiya chegaralangan, |i'(Ol  const. Bu
va (81) bahoga ko‘ra g nugta atrofida£ € S nugtalar uchun (80) ning integral
osti funksiyasi guyidagicha baholanadi:

cosip 6AC
Ix- £]2H

Bu esa (81) xosmas integrating x € S nuqtalarda yaginlashuvchi ekan-
ligini bildiradi. (82) baho S sirtning ixtiyoriy x nugtasida o'rinli bo'lgani
sababli u (80) integrating ixtiyoriy xo E S nuqtada x ga nisbatan tekis
yaginlashishini va S sirtda uzluksizligini ta’minlaydi. Tekislikda ikkilangan
gatlam potensiali sirt uchun I)-3) Jarga o'xshash shartlar bilan aniglanuvchi
Lyapunov egri chiziglarida yotuvchi nuqtalar uchun mavjud.
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6.13.5 Ikkilangan gatlam potensialining uzilishi.

Gauss integrali. Teles burchak

Oddiy gatlam potensialidan fargli o'laroq ikkilangan gatlam potensiali
butun fazoda uzluksiz emas. U garalayotgan sirtda uzilishga ega.
Buni ko‘rsatish uchun, awalo, zichligi i = const bo'lgan ikkilangan

gatlam

S°)

potensialini garaymiz. v — | bo'lganda (83) integral Gauss integrali deyiladi.

S

S ni yopig sirt deb hisoblaymiz. U holda (83) integral osongina hisoblanadi.
Buning uchun (8) Grinning uchinchi formulasida n : vQdeb,

—4w,,, X £ D,
Vo j ----- —as = —2w0, X £ S, (84)
0, x$DUS, n=3

Ikkilangan gatlam potensialining £ S nugtadagi giymatini |2(£0) bilan
belgilaymiz. ya’ni bu uning (h £ S nuqtadagi to‘g‘ri giymati. LI{£0) —h(x)
potensialning sirt ictikarisidan £o nugUda hisoblangan limit giymati, ya’'ni

- ™ -
W o) T_I 12(x), x £ D;
12("0) —h{x) potensialning £0 da sirt tashqgarisidan hisoblangan limiti:
Ab) = i 12(x), x£ DU S.
(b) x->|trz?es (x). x

O'zgarmas L zichlikka ega bo‘lgan potensial (84) formulaga ko'ra bo‘lakli
o'zgarmas funksiyadir. (84) formulani
M2(x) = /"(K) + 2-w1y,

12(x) = 72(x) “ Zizlo (85)

ko'ritiishda yozish inumkin.
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Endi zichligi uzluksiz j/(£) funksiya bo'lgan ikkilangan gatlam poten-
sialini garaymiz va bu holda ham (85) ga o'xshash formulalar o'rinli ekanli-
gini ko'rsatamiz.

fo G S ixtiyoriy nugta bo'lsin. Ikkilangan gatlam potensialini quyidagi
ko'rinishda vozamiz:

j = si A
S S

Bu yerda ikkinchi go'shiluvchi zichligi 5580) o'zgarmas bo'lgan ikkilangan
gatlam potensiali va, uning xossalari ma’lum. Birinchi go'shiluvchining £0
nuqtada uzluksiz ekanligini ko'rsatamiz. Buning uchun J2(a;) integralning
X parametrga nisbatan £0 nugtada tekis yaqginlashuvchi bo'lishini ko'rsatish
yetarli. Ixtiyoriy e > 0 sonini olamiz. i/(£) funksiyaning £0 nuqtada uzluk-
sizligidan ixtiyoriy £ > 0 uchun S sirtda & nugtaning shunday K\ atrofi
mavjudki, € K\Ilar uchun

KO - KO)! < £-

I2{X) integralni Kj bo'yicha baholaymiz:

K A
(84) ga ko'ra yetarlicha kichik K\ va ixtiyoriy x lar uchun

Al

tengsizlik o'rinli. Bundan

kelib chigadi. Bu esa h(x) integralning £0 nuqtada tekis yaginlashuvchi
ekanligini bildiradi. Demak, I> funksiya. £0 nugtada uzluksizdir.
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Shunday qilib, ikkilangan gatlam potensialining  nuqtada uzilishi (86)
formulaga asosan ikkinchi h(x) go'shiluvchi bilan aniglanadi.

(86)  formuladaa: —fo deb, limitga o'tamiz. Oldingi belgilashlarui saglab
va o'zgarmas zichlikka ega potensialning xossalaridan foydalanib,

Wo) =blo) +Wo) = Ta(b) + W o) - 2w(So) = 1%Lbh) - 2Tw(£0),

4 (bl = 73(f0) + N1(&) = 72(Co) + ~(£0) + 2,r//(€0) = $(& ) + 27n/(Eo)
munosabatlarni hosil gilamiz, bu yerda ~(fo) = -"g40) +"?(£0) —mE}*) ning
fo € 5 dagi to‘g‘ri giymati.

Demak, ikkilangan gatlam potensiali sirtni kesib o'tganda uzilishga ega
va bu uzilish migdori

Ww)=uw - 2m/o, (CZ))
ACO = A (0 + 27ri/(F), (88)
4(0 - W = 4md(E) (89)

formulalar bilan aniglanadi. (89) tenglik ikkilangan gatlam potensialining
£ € S nugtada,gi sakrashini ifodalaydi.

Agar S sirt yopiq bo'lmasa, quvidagicha yol tutiladi. S sirt S* bilan
shunday to'ldiriladiki, bunda SuS* yopiq Lyapunov si.rti bo'ladi. S* da
zichlikni O deb go‘shimcha aniglaymiz. Ravshanki, bajarilgan tekshirishlar
V(£) funksiya uzluksiz bo'lgan barcha nugtalarida. o'rinli bo'ladi.

Tekislikda ikkilangan gatlam potensiallari vuqoridagilarga o'xshash ra-
vishda tekshiriladi. Bu holda potensialning C egri chiziq nuqtalarida uzi-
lishiga, oid kattaliklar

JNe = J?(0 - */(0,

4(0 = +
-m ) =27n/(o

formulalar bilan aniglanadi.

Bo'lakla.ri sillig, umuman olganda, yopiq bo'Imagan va unda normalning
musbat yo'nalishi aniglangan S sirtni garaymiz. Bu sirtning nuqtasini £
va bu nuqtada S sirtga o'tkazilgan normalni n orqgali belgilaymiz. x € E3
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* (X€S) nugta shunday nugta bo‘Isinki, bunda undan ixtiyoriy £ € S nug-
talarga o'tkazilgan radius-vektor n norme,] bilan o'tkir, hech bo’lmaganda
to'gri burchak tashkil qilsin, ya’ni cos(n,r) > 0 bo'lsin. x nugtadan S sirt-
ning barcha nuqgtalariga radius-vektorlar o'tkazamiz. Bu radius—vektorlar bu
sirt bilan va sirtning chetki nuqtalariga kelib tushgan radius-vektorlar hosil
gilgan K konik (konussimon) sirt bilan chegaralangan soharu goplaydi.

Agar S yopiq sirt bo'lsa, x nugta, sirtning ichida yotishi kerak (aks holda
(n,r) burchak o'tmas bo'lishi mumkin) va K soha S sirtning ichidan ibo-
ral bo'ladi. x nugtani markaz qilib ixtiyoriy p radiusli sfera chizainiz. K
konusning ichida yotgan bu sfera gismining yuzasini ap bilan belgilaymiz.
Ushbu

*AS) = -f
nisbat p ga bog'liq bo'lmaydi va u teles burchak deyiladi. Bu burchak ostida
x nugtadan S sirt ko'rinadi. Yuritilgan inulohazalarda S da cos(n,r) < O
bo'lishi ham mumkin. Bu holda teles burchak deb, yuqoridagi nisbat teskari
ishora bilan olingan migdoiga aytiladi.

E slatm a (84) formulani ixtiyoriy S sirt ucliun umuinlashtirish
mumkin. Agar x&S bo'lsa, Gauss integrali teles burchakka teng bo'ladi (sirt

tomoriining ishorasini inobatga olgan holda,).

6.13.6 0Oddiy gatlam potensiali normal hosilasining
uzilishi

Oddiy gatlam potensiali S sirtdan tashgarida barcha tartibli uzluksiz
hosilalariga ega. Uning normal hosilasini S sirt atrofida tekshiramiz. /u(f)
zichlikni sirtda uzluksiz funksiya deb hisoblaymiz.

£ £ S ixtiyoriy nugta bo'lsin, n;(£0) orqgali bu nugtadagi tashqgi normalni
belgilaymiz. Oddiy gatlam I'\(X) potensialning r;(£o) yo'nalishdagi

= (niUohffradliix)) = j fi(0 (ni(€o)ffradxy ds  (90)
S
hosilasini garaymiz va uni x —£0 dg, tekshiramiz. Fagat x nuqgta £o ga ni((0)
normal bo'ylab intilgan holni chuqurroq o'rganaraiz.
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X —4 | funksiyaning fagat x \va £ nuqtalar koordinatalari sistemasiga
bog'ligligini inobatga olib, (90) formulani quyidagi ko'rinishda yozish mumkin:

= -/ MO ) ds =

S

:Jm(WO-I\@}’\y-~)d5~

- J MO (T(O*srad« j~ ~) ds' (91)

S

bu yerda T(f) —S sirtga £ nugtaga o'tkazilgan tashqi birlik normal. (91) da

radxr--- = —-gradn '
9 I*-41 g 'N-C |

tenglikdan foydalanildi. (91) ning ikkinchi integrali

h%% =

gateng bo'lib, u xossalari o'rganilgan zichligi /i(0 bo'lgan ikkilangan gatlam
potensialidir. Shiming uchun
dli(x) _ ' .
o =3 [\@M\Q - I\/D)]grad&k-}-lqu - 12(x) = rf(x) - 12(x).

(92)
N(x) ning 4o nugtada uzluksiz ekanligini ko'rsatamiz. Bulling uchun in-
tegral osti funksiyani £o nuqgta atrofida baholaymiz. |MOI < C — const
jlcanligidan
/ MOMO -ni{fON\gadf: 1 < CMO-nr(£0)1" |, 1,p
tengsizlikni hosil gilamiz. Ushbu

M 0 - «(Co)l= V(MO ~M LU (MO ~Mto)) =

= \R—2cos{ = 2 |siri-j,
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bu yerda 7 —£ va £0 riugtalardagi normallar orasidagi burchak, formulani va
Lyapunov sirti uchun bajariluvchi 7 < j4|*—®JAtengsizlikni inobatga olsak,

2c (sin |l 7c Ach-iaY
J- s——C - N/ W
baholarga ega bo‘lamiz. Bu esa X nugta £ ga nj(£) normal bo'yicha in-
tilganda 1°(x) integralning £0 nuqtada uzluksizligini ta’minlaydi. Demak,
li{x) integral £0 nuqtada uzluksiz.
Shunday qilib, (92) formulaga ko'ra, ' funksiyaning uzilishlari ikkinchi
h{x) integral bilan aniglanadi. Ikkilangan gatlam potensiali uchun olingan
(87), (88) formulalardan foydalanib. (92) dan quyidagilarni olamiz:

lim
a—£0: xf-D cai

= liito)- W0) = LI n) - Ja(«o) + 21rn(&) = (~ p ) + 211/4&),

bu yerda —normal hosilaning £0 nugtadagi to'g'ri givmati. Bularga
o'xshash tarzda

lim « N . M
X—+08D ¢ N\ omy J

(—5nf") va 7al mos ravishda oddiy gatlam potensiali normal
hosilaiari ichki va tashqi limit giymatlari bo'lsin. Agar sirt yopiq bo'lmasa,
sirtning ichki va tashqi tomonlari tashgi normalning tanlanishi bilan aniglanadi.
Kiritilgan belgilashlar yordamida oddiy gatlam potensiali normal hosilasi-
ning uzilish xossaiari quyidagi formulalar bilan yozilishi mumkin:
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Ichki normal bo'yicha hosila uchun olingan (93). (94) fomiulalar fagat
ikkinchi go'shiluvchilarning ishoralari bilan farq giladi. (90) formuladan
oddiy gatlam potensialining normal hosilasi uchun quyidagi ifodani olish

mumkin:
AL c0ad g,

dnt
bu yerda VV —x nuqta yotuvchi S sirtga £0 nhuqtada o'tkazilgan nj(£o) normal
va xt; vektor orasidagi burchak.
Tekislikda ham oddiy gatlam potensial normal hosilasi C egri chizigdan
o'tishda uzilishga ega. Bu hoi uchun uzilish migdorini aniglovchi fomiulalar
quyidagi ko'rinishga ega:

Sirt integrallarining tekshirilgan xossalari /%(4) va i/(€) funksiyalar S
sirtda (yoki S egri chiziqda) chegaralangan va uzluksiz bo'lgan hoi uchun
olindi. Bu shartlarni yumshatish mumkin. Chuqurroq tekshiruvlar //.(£) va
i/(£) lar S dakvadrati bilan integrallanuvchi (/*€)> 1/(0 S  (S)) funksiyalar
bo'lgan holda ham sirt potensialining asosiy xossalari o'rinli bo'lishini ko'rsatadi.
Bunga mos sirt integrallari S dan tashqarida garmonik funksiyalar bo'lib,

"'Maining limit giymatlaxi uchun olingan ifoda ham S ning gariyb hamma
givmatlarida (bajarilmaydigan nuqtalar to'plami 0 nol o'lchamga ega) ba-

jariladi.

6.13.7 Fredgolm integral tenglamalari hagida

Xususiy hosilasi differensial tenglamalar uchun chegaraviy masalalarni
yechishda integral tenglamalardan keng foydalaniladi. Bu yerda ular Laplas
tenglamasi uchun chegaraviy masalalarni yechishda qo'llaniladi.
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¢ Ushbu paragrafda ikkinchi tur Fredgolm integral tenglamalari nazariyasi—
ning asosiy teoremalari isbotsiz keltiriladi. Quyidagi birinchi tur Fredgolm
integral tenglamasini garaymiz:

) = N1J K(XIE)U(E)E + F(x). (96)

b

Bunda D —n o'Ichovli chekli soha. K(x,£) yadroni hagiqgiy funksiya deb
faraz qilinadi. Kr(x, f) = K(£,x) funksiya qgo'shma yadro,

v(i) = x j K(z,QV(E)dE +g{X) 97)
D
integral tenglama esa qo ‘shma integral tenglama deyiladi. Keyinchalik, K(x,()
yadro voki o'z argumentlarining uzluksiz funksiyasi yoki qutbli funksiya,
ya’ni u ushbu

y X—4]™
ko'rinishga ega deb hisoblanadi, bu yerda H (x,£)—uzluksiz funksiya. Agar
a < | bo'lsa, K(x,0 yadro kuchsiz qutbli deyiladi.
J1soni K(x, 4) yadroning xos soni deyiladi, agarda bir jinsli

n(x)-\j '(r.aM4K (98)
D
integral tenglamaning trivual (ya’ni nol) bo‘lmagan yechimi mavjud bo'lsa,
har bir J1xos songa mos keluvchi (95) tenglamaning yechimiga xos funksiya
deyiladi.

Noldan farqgli haqiqiy, simmetrik, uzluksiz yoki qutbli yadro hech bo'lma-
ganda bitta xos songa ega bo'ladi. Xos sonlar to'plami sanogli bo'lib, quyi-
lish nugtalarga ega emas. Agar xos sonlar chekli bo'lsa, u holda K(x,£)
aynigan yadrodir. Xos sonning rangi deb bu songa mos keluvchi chizigli
bog'lig bo’lmagan xos funksiyalarning soniga. aytiladi. Xos sonning rang!
cheklidir.

Bir jinsli bo'Imagan integral tenglamaning yechilishi masalalari Fredgolm
tenglamalari (Fredgolm altemativalari) bilan hal gilinadi.
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Fredgolmning birinchi teoremasi. Agar Asoni K(X,£E)
yadroning xos soni bo'Imasa (ya’ni bir jinsli (98) tenglama nol yechimga,
ega), u holda bir jinsli bo‘lmagan(96) va unga qo'shma, (97) tenglamalar
ixtiyoriy uzluksiz f(x),g(x) funksiyalar uchun yagona yechimga ega.

Fredgolmning ikkinchi te oremasi. Agar A soni K(x,Q
yadroning xos soni bo'lsa, u holda u go'shma yadroning ham xos soni bo'ladi
va ularning rangi bir xil.

Fredgolmning uchinchi teoremasi. Agar Asoni K{x.£)
yadroning xos soni bo'lsa, u holda bir jinsli bo'lmagan (96) tenglama yechimga.
ega emas yoki bittadan ortiq yechimga ega. (96) tenglamaning bir giymatli
yechilishi uchun uning o'ng gismidagi f(x) funksiya, A xos soniga mos ke-
luvchi go'shma yadroning barcha xos funksiyalariga ortogonal bo'lishi zarur
va yetarli.

Qayd etish lozimki. Fredgolm teoremalari integral tenglamalar L2(D)
fazoda garalganda ham o'rinli.

6.13.8 Dirixlening ichki masalasi uchun integral tenglama

Dirixlening (73) ichki masalasini qaraymiz. S ni Lyapunov sirti deb
hisoblaymiz.
Bu masala yechimini ikkilangan gatlam

(99)
s
potensial ko'rinishida izlaymiz. (99) integralning yadrosi awaldek S ga £
" “Rbqgtadagi tashgi n normal bo'yicha Laplas operatori fundamental yechimi-
ning hosilasidan iborat. Ma’lumki, ;/(£) zichlik uzluksiz funksiya bo'lganda
(99) funksiya D sohada Laplas tenglamasini ganoatlantiradi. Endi t/(£)
funksiyani shunday aniglash lozimki, bunda

lim u{x) =/(fo), e S (100)

X~>"0-x€D

limit munosabat o'rinli bo'lsin, ya’ni chegaraviy shart ham bajarilsin. D
yopiq sohada uzluksiz yeehimni olish uchun S sirtdagi yechimning chegaraviy
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giymatlari sifatida ikkilangan gatlam (99) potensialining soha ichkarisid&n
hisoblangan limit u,;(£0) giymatlarini garash zarur. (100) chegaraviy shart-
dan, ikkilangan gatlam potensialining (87) xossasini inobatga olib,

o ]
5

tenglamaga ega bcflamiz. Buni ushbu

2n h * )dn\t-toda-2'm '*£S (101)
ikkinchi tur Fredgolm integral tenglamasi ko‘rinishida yozib olamiz. (101)

tenglama qutb

yadroga, ega bo'lib, (81) ga asosan,

baho o'rinli.

Agar (101) tenglamaning v(£) yechimi mavjud bo‘lsa, urn (99) formulaga
go'yib, (73) Dirixlening ichki masalasining klassik yechimini olamiz. Shun-
day qilib, Dirixlening ichki masalasi yechilishi (101) integral tenglamaning
yechilishi masalasiga olib kelindi.

Ixtiyoriy uzluksiz /(:r) funksiya uchun (101) tenglama yagona yechimga
ega ekanligini ko'rsatamiz. Qutb yadroli Fredgolm integral tenglamalari
uchun Fredgolm teorema.la,ri o'rinli. Fredgolmnmg birinchi teoremasiga ko'ra,
(101) tenglamaning bir giymatli yechilishi uchun unga mos

bir jinsli tenglama fagat nol yechimga ega bo'lishini ko'rsatish yetarli. Fred-
golmning ikkinchi teoremaga ko'ra, dastlabki va unga go'shma

(102)
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integral tenglamalar bir xil xos sonlarga ega va ularning rangi ustma-ust
tushadi. Bu yerda (102) tenglamani tekshirish osonrog.

(102) tenglamaning fagat nol yechimga ega bo'lishini ko'rsatamiz. Teskari—

sini faraz gilamiz: (102) tenglama Llo(0 @ O yechimga ega bo'lsin. Zichligi
fio(0 bo'lgan oddiy gatlam

li(x)=fno (O j~i (103)
S

potensialini qaraymiz. D, va Di —D sohaninig mos ravishda ichki va tashqi
gismlari bo'lsin. v(x) funksiya [ da garmonik va /)/ da |l — oc bo'lganda
nolga tekis yaginlashadi. v(x) funksiya normal hosilasining S dagi limit
giymatini garaymiz. (94) formulaga ko'ra

s J

/z0(0 funksiya (102) tenglamaning yechimi ekanligidan S sirt nugtalari uchun

W ), -
tenglik bajarilishi kelib chigadi. Shunday gilib, I'\(X) funksiya Neymanning
bir jinsli tashqi
Ali(x) = Q x €Di
O@QA’ =Q hx) =20 |i]-»00 (104)
4»eealasi yechimi bo'lar ekan. Neymanning tashqi masalasi yechimi yagona
bo'lgani uchun uch o'lchovli holda (104) masala fagat

/i@) =0, x€DiJS

nol yechimga ega bo'ladi. h(x) funksiya (103) formula bilan aniglangan
oddiy qatlam potensiali sifatida S sirtni kesib o'tishda uzluksiz. Shuning
uchun bu funksiya Di sohada ushbu

Al/j(x) = 0, x 6 Di,
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h(X)\s = 0

Dirixlinmg bir jinsli masalasining yechimi bo'ladi. Dirixlening ichki masalasi
yechimining vagonaligiga ko'ra li(x) = 0, x G [, U51 Shunday qilib, butun
fazoda I\(X) = 0. (95) formuladan foydalanib,

/<o(0= o, 4e 5

bo'lishini topamiz. Bu esa farazimizga zid. Demak, (102) tenglama fagat nol
yechimga ega ekan. U holda FYedgolmning birinchi tenglamasiga binoan bir
jinsli bo'Imagan (101) integral tenglama ixtiyoriy uzluksiz / funksiya uchun
yagona yechimga ega.

Bu yerdan ixtiyoriy / £ C(S) lar uchun Dirixlening ichki (73) masalasi
yagona klassik yechimga ega bo'lishi kelib chigadi.

Shunday qilib, quyidagi teorema o'rinli.

Teorema. Dirixlening ichki (73) masalasi ixtiyoriy uzluksiz /
funksiya uchun yagona yechimga ega.

Ma’lumki, Dirixle masalasi uchun Grin funksiyasini qurish chegaraviy
masalasini maxsus chegaraviy shart uchun yechishgaga ekvivalent. Bu yer-
dan Lyapunov sirtlari bilan chegaralangan sohalar uchun Dirixle masalasi-
ning Grin funksiyasi mavjudligi kelib chigadi.

Shu bilan birga, yuqgoridagi tekshirishlar jarayonida yo'l-yo'lakay quyidagi
tasdiq ham isbotlandi:

T a sd iqg. Agar uzluksiz zichlikka ega oddiy gatlam potensiali D, yoki
Di sohalarda nolga teng bo'lsa, uning zichligi S sirtda nolga teng.

6.13.9 Neymanning tashgi masalasi uchun integral

tenglama

(74) masalani D e soha uchun garaymiz. Qo’shimcha ravishda x —o00 da
n 0 bo’lishini (u(x) funksiyaning nolga tekis yaqginlashishi) talab etamiz.
Bu masala yechimini(67) oddiy gatlam h(x) potensiali ko'rinishida izlaymiz.

Ma’lumki, @(£) zichlik uzluksiz funksiya bo'lganda I'\(X) potensial De da
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garmonik funksiya va cheksizlikda nolga tekis intiladi. /t(£) zichlikni

lim =/(&)i & 65 (HO5)
x=>foxe Ollp
tenglamaning yechimi sifatida aniglaymiz.(94) forimilani inobatga olib, (105)
dan .- ;
I:A Aot k= %jd4” 2m0) = /(%)
yoki

(106)
integral tenglamani hosil gilamiz. (106) tenglamani yec.hib, olingan yechimni
(67) gaolib borib go‘ysak, (74) Neymanning tashqi masalasi klassik yechimiga
ega bo'lamiz. Sunday qilib, (74) Neymanning tashqgi masalasi yechilishi ham
integral tenglamaning yechilishiga olib kelindi. (106) integral tenglama Fred-
golmning birinchi teoremasiga muvofiq ixtiyoriy uzluksiz /(£) funksiya uchun
yagona yechimga ega. Chunki unga. mos keluvchi bir jinsli (102) tenglama
yechimi, oklin isbot etilganiga ko'ra, noldan iborat. Shunday qilib, quyidagi
teorema isbotlandi.

T eop ema. (74 Neymanning tashgi masalasi ixtiyoriy uzluksiz /
funksiya uchun klassik yechimga ega.

6.13.10 Neymanning ichki va Dirixlening tashqi

masalalari uchun integral tenglamalar

Oldingi paragraflardagi tekshirishlar shuni ko'rsatdiki, Dirixlening ichki va
'Neymanning tashgi masalalari uchun yozilgan tenglamalar go'shma bo‘lar
ekan. Tabiiyki, bu masalalarni bir vaqtning o'zida, o'rganish mumkin va
bunday holni Neymanning ichki va Dirixlening tashqgi masalalari holida ham
kutish mumkin.

(74) masalani D sohaning ichki Di gismi uchun garaymiz. Masala yechi—
inmi (67) oddiy gatlam li(x) potensiali ko'rinishida izlaymiz. U holda /u(f)
zichlik (93) formuladan aniglanadi. Unga, ko‘ra p(£) funksiya

MEo) +=<frtOA-rrA-~ds= T-/(6>). * ¢ 5 (107)
wJs onto 1? - sol 21r
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‘integral tenglamani ganoatlantiradi.. (107) tenglamaning yechimini (67) ga
go'yib, Neymanning ichki masalasi yechimini hosil gilamiz. Eslatib o‘tamiz.
(74) masala [, soha uchun hamma vagt ham yagona yechimga ega bo'la-
vermaydi. Yagona yechim mavjud bo'lishi uchun
/./(o<*c =0 (108)
S
tenglik bajarilishi zarur.

Shu bilan bir vaqtda (73) masalani D sohaning tashqi D e gismi uchun
garaymiz. Chegaraviy shartga go‘shimcha ravishda p§ — oo da u(x) =$
0 bo'lishini ham talab etamiz. Bu masala yechimini quyidagi ko'rinishda
gidiramiz:

109

Bu yerda. a = const, y — (7i, y2,y3) € Dt -biror tayin nugta, —y\-x vay
nugtalar orasidagi masofa . Yechim ikkilangan gatlam va ), soha.dagi nug-
taviy zaryad potensiallari yig'indisi tarzida ifodalangan, bu yerda a migdor
keyinroqg aniglanadi.
Potensialning i/(C) zichligi
Iim<iAD ux) = /(£o), e S

50, X

chegaraviy shartdan topiladi. (88) ni inobatga olib, (109) formuladan

"/ “firk fo V +**<« +BPI - ‘<=
tenglikka ega bo'lamiz. Bundan J/(C) funksiya uchun

. -ds= — | . ,we s (110

*»+ S/ *«wibaz= a1 o ¢
integral tenglamani olamiz. (107) va (110) lar go'shma integral tenglamalar.
Shuning uchun ularning yechilishini bir vaqtda tekshirish mumkin. Bir jinsli

DA AP Aridt —
Kso) + (O (MF v rd)d t=0 ft €S (111)

2i-]
5
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integral tenglamani garaymiz. (84) formulaga ko'ra G S lar uchun

d
a ds = —.
. AW - £

Shuning uchun, ravshanki, t'(£) = w, = const - (11.1) tenglamaning yechimi.
Bu esa A= 1ning

-J__£ _J_
2iron4 |C-&]
yadro uchun xos son boiishi va unga v = w, = const xos funksiya mos
kelishini bildiradi. Fredgolmning ikkinchi teoremasiga ko‘ra A= 1 soni

Id 1

go'shma yadroning ham xos soni bo'ladi. Shuning uchun, awalo, bu xos
sorming rangini hisoblaymiz. A= 1 xos sonning rangi birga teng ekanligini
ko'rsatamiz. Buning uchun bir jinsli

+ @:2)

S

integral tenglama bitta xos funksiyaga, ega ekanligini ko'rsatish yetarli. Lp{€)
funksiya (112) tenglamaning xos funksiyasi bo'lsin. Zichligi //o(s) Sa tenS
bo'lgan oddiy gatlam

y) = j
S

potensialini tuzamiz. Op(£) funksiya (112) tenglamani ganoatlantirishi sababli

w . - —4D +2'« (&)* 0
S

munosabatlar o'rinli. Demak, r;(s) funksiya Neymanning bir jinsli ichki

A«(a:)=0, xe Du one is_
masalasining yechimi bo‘ladL Shuning uchun v(x) = C = const, x 6 DuS.
Uzluksiz zichlikka ega bo‘lgan oddiy gatlam potensiallarining Di yoki De
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. sohada nolga teng bo'lishidan uning zichligi S da nolga teng bo'lishi kelib
chiqishini hisobga olsak, C ® 0 bo'ladi, aks holda /j0 = 0 bo'lar edi.
(112) tenglamaning A = 1 xos songa mos keluvchi noldan fargli /Zo(0
yechimi, ya’ni /<o(0 bilan chizigli bog'lig bo'lImagan funksiya mavjud bo'lsin.
U holda oldingiga o'xshash ravishda

v(X) = J¢ .Elp(OTE_LZ]Tﬂs =C=constth O, x GD US

kelib chigadi. Ushbu
Yi(z) = £5«(*) - v(x) = 7 - tCj |~ i (113

funksiyani garaymiz. Quriiishiga ko'ra, bu funksiyav\(X) = 0, x £ DjUS va
(113)ga asosan vi(x) funksiya oddiy gatlam potensiali bo'lgani uchun uning
zichligiga S da nolga teng, ya’ni

—Voi0O —p(0 = 0, f €5S.

Bu esa va /7n(0 funksiyalar chizigli bog'liq ekanligini bildiradi. Demak,
A= 1xos sonning rangi birgateng. (112) tenglamaning /i'o(E) xos fuksiyasini

vx) = po(OR"MN| ™~ = Xe 4 U5 (1149)
S
shartdan tanlaymiz. Zichligi /*o(£) bo'lgan bunday potensialga Roben poten-
siali deyiladi. Shunday qilib, (112) tenglama yagona //o(£) xos funksiyaga
ega, go'shma bir jinsli

-5.1 + R £S <115>
S

tenglama esa yagona v = = const xos funksiyaga ega, bunda v0 = 1
deb hisoblash mumkin. Bu yerdan esa, Fredgolmning uchinchi teoremasiga
asosan, bir jinsli bo'lImagan (107) tenglamaning yechilish

jm el o
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sharti kelib ehigadi. Shuriga o'xshash, (110) tenglama uchun

O - MO*; =0 (116)
S/ A - e\
shartni hosil gilamiz. (108) shart bajarilganda (107) tenglama. yechimi gnyidagi

ko'rinishga ega bo'ladi:
(n7)

bu yerda ~p(f) - bir jinsli bo‘lmagan (107) tenglamaning biror yechimi, ¢ -
ixtiyoriy o'zgarmas. (117) ni (107) ga go‘yib, Neymarining ichki masalasi

P )«
S S

41

yechimini yoki (114) ga asosan
U =Yeo I MC 8
S

yechimni hosil gilamiz. Shunday qgilib, (108) shart nafagat Neymanning icbki
masalasi yechilishinming zaruriy sharti, balki yetarli sharti ham ekan. Bu
masala (108) shartni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy uzluksiz / funksiya uchun

(118) ko'rinishidagi yechirnga ega. Endi (11G) shartni garaymiz. Uni

a =] MOXK
s . S
ko‘rinishda yozib olamiz. y £ D, ekanligidan (114) tenglikka ko‘ra

1M,

a=nr<>(0/(0# (119)
s
(110) tenglama ixtiyoriy uzluksiz / lar uchun yechimgaega. Biroq bu yechim

Shuning uchun

yagona emas va u quyidagi ko'rinishga ega:

*(£)=W) +co, (120)
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0
bu yerda, JI(Q - (110) tenglamaning biror yechimi, @ - ixtiyoriy o'zgarmas.
(120) ni (109) ga go'yib, Dirixlening tashqi masalasining

-] S

yechimini hosil gilamiz. x £ De ekanligidan (121) formula

ko'rinishni gabul giladi. a soni (119) tenglik yordamida. aniglanadi. Shun-
day qilib, Dirixlening tashqi masalasi ixtiyoriy uzluksiz / funksiyalar uchun
yagona yechimga ega.

Demak, quyidagi teorema.lar isbotlandi.

Teorema. Dirixlening (73) tashgi masalasi ixtiyoriy uzluksiz /
funksiyalar uchun klassik yechimga e,

T eo ram a. Neymanning (74) ichki masalasi (108) shartni ganoat-
lantiruvchi ixtiyoriy uzluksiz / funksiyalar uchun yagona yechimga ega.

Biz fagat Laplas tenglamalari uchun chegaraviy masalalaxni yechishning
integral tenglamalar usulini bayon gildik. Puasson tenglamasi uchun chegar-
aviy masalalar o'xshash tarzda, yechiladi.

Misol uchun, Puasson tenglamasi uchun Dirixlening ichki

An = -F, x6 Di =D, u]6= f{x), f(x) € C(S) (122)

masal asini garaymiz.
v(x) orqgali zichligi F(f) bo'lgan hajm potensialini belgilaymiz:

u(x) funksiya, o'rniga
u(x) = v(x) +ui(x)

formula bilan io(x) funksiyani kiritamiz. U holda (122) dan hajm poten-

sialining xossasini inobatga olib, ww(x) uchun chegaraviy
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Au(x) = 0, x e D. wj6= f(x), f(x) = f(x) - v(X) (123)

masalani olamiz.

Shunday qilib, (122) masala (123) Laplas tenglamasi uchun chegaraviy
masalaga olib kelindi. O'xshash ravishda Puasson tenglamasi uchun boshga
chegaraviy masalalar ham Laplas tenglamasi uchun mos chegaraviy masalalarga
keltiriladi.

614 Xususiy hosilali differensial tenglamalar
yechimlari silligligining xususiyati to‘g‘risida

1. Parabolik va elliptik tenglamalar bo‘lgan hoi.

5-bobning 8-paragrafida tp(x) = u(x, 0) funksiya uzluksiz va chegara-
langan bo'lganda (9) issiglik o'tkazuvchanlik tenglamasi uchun (10) Koshi
masalasi u,(x,t) yechimining ixtiyoriy tartibdagi hosilalarining mavjudligi
ko'rsatilgan edi.

Ushbu bobning 3-paragrafidagi 3-xossadan ma'luinki, D sohada garmonik
u(x) funksiya D sohada barcha o‘zgaruvchilar bo'yicha ixtiyoriy tartibdagi
hosilalarga ega bo'ladi. Shu bilan birga, D sohada garmonik funksiya shu
sohada analitik funksiya bo'ladi, ya’ni absolyut jraginlashuvchi darajali gator
bilan ifodalanadi.

u(x) funksiya D sohada analitik funksiya ekanligini ko'rsatish uchun

sohada to'la yotuvchi ixtiyoriy sharda uning aualitikligini ko'rsatish ki-
foyadir.

Bunga. ishonch hosil gilish uchuu n = 2 bo'lgan hoi bilan cheklanamiz.
Koordinata boshini D sohada joylashgan deb hisoblab, qutb koordinatalar
sistemasida yozilgan (28) Puasson fonnulasida®-y» = B, * = p belgilashlar
kiritamiz. U holda., Puasson formulasining yadrosi ushbu

r2+ \R—2rMNAcos(th —ip) 1+ p2—2pcosB
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ko'rinishda yoziladi. Bu yadro p < 1 bo'iganda darajali gatorga yoyiiadi.
Hagigatdan ham,

———=| —IT-—-b= -1 +2/le— — b- - 1+ 2Re!S" ke =
1 fp2—2pcos0 el—pr*-é’ + e“SkaEIe
00 00
= -1-f2~» cosf0 = 1+2  p*cosk{>—ip). (129)

*:I
(124) gator p < 1 da absolyut yaqginlashuvchi bo'ladi. Bunga asosan (28)

Puasson formulasi

r al K
«(iy=~ J /K 9 i+2]C (") coBK(D- <P (125)
n - ]

ko'rinishga ega bo'ladi. (125) formulada Blcosd, |o;lsin</i larni 3¢ vax2 lar
bilan almashtirib, u(.t) funksiyaning xX\,xi o'zgaruvchilar bo'yicha darajali
gatorga yoyilmasini hosil gilamiz. Ravshanki, bu gator Ji] < r doirada ab-
solyut yaginlashadi. Shu bilan Puasson formulasidan \< r doirada Laplas
tenglamasi uchun Dirixle masalasining yechimi u(x), pq = r aylanada beril-
gan f(x) chegaraviy shartlarning giymatlari fagat uzluksiz bo'iganda ham
analitik ekanligi kelib chigadi.

2. Giperbolik tenglamalar bo‘lgan hoi. 4-bobnirig 6—paragrafida
ko'rilgan to'lgin tenglamari uchun Koshi, Gursa va boshga masalalar uchun
awalgi bandda bayon gilingan fikrlar to'g'ri bo'lmaydi. Masalan, to'lgin
tenglamasi uchun Koshi masalasining yechimi u(x, t) Kirxgof formulasi bilan
aniglanadi. Bu fornmlada berilgan ip(x) va ip(x), f(x,t) funksiyalar mos
ravishda uch va ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi bo'lgandagina. u(x, t)
yechim ikki marta uzluksiz differensiala,nuvchi bo'ladi.

Yoki tor tebranish tenglamasi uchun Gursa masalasining yechimi 4-bobdagi
(33) formula bilan ifodalanadi. Bu formulada soddalik uchun xq = yo= 0
desak. (33) formuia

u(x. t)
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ko'rinishda yoziladi.

Bu formulada.n kol!rinadiki. u(x,t) yechirnning silliglik tartibi berilgan
<p(X) va p(x) funksiyalaming silliglik tartibi bilan Ur xil bo‘ladi, ya’ni bu
masala izlanayotgan u(x, t) yechirnning k tartibdagi hosilalariniiig mavjud
bo'lishi uchun berilgan ip(x) va d(x) funksiyalaming Kk tartibli hosilalari-
ning mavjudligini talab qilishga to‘g'ri keladi.

Agar tp(x) j'oki b(x) funksiya x = O nuqgtada uzilishga ega bo‘lsa, (126)
formulaga asosa.n, u(x, t) funksiya ham x -ft — 2£ yoki x —t = 2£ xarak-
teristikalax bo'yicha uzilishga ega bo'ladi, yani ip(x) YA.p(x) funksiyalaming
uzilishi u(x, t) to'lginning tor tebranishi tenglamasining xarakteristikalari
bo‘yicha uzilishiga sabab bo‘ladi.



7-Bob. Maxsus funksiyalar

71 Eyler integrallari

7.1.1 Beta-funksiya (I-tur Eyler integrali)

Ushbu

/ xaJ - x)hddx, a> 0, b> 0 (1)
Jo

xosmas integralni garaylik.

a va b sonlarning quyidagi hollaxini ko'ramiz:
1) 0< a< 1, b> 1bo'lganda x —0 maxsus nugta; 2) a > 1,0 < &< 1
bo'lganda, x = Lmaxsus nugta; 3)0<a<l|,0<ft<I bo'lganda x = Ova
X — 1 nuqtalar maxsus nugtalar bo'ladi.

Binobarin, (1) parametrga bog'liq bo'lgan chegaralanmagan funksiyaning
xosmas integralJidir.

Tarif (1) integral beta—funksiya yoki I-tur Eyler integrali deb
ataladi va B(a,b) kabi belgilanadi, demak

1
B(a,b) = J x0-1" —x)b4dx (a > 0,6 > 0).
]
Shunday qilib, B(a,b) funksiya R2 fazodagi M = {(a,b) £ R2: a G
(0,+00), b£ (0, H-00)} to'plamda berilgandir.
Endi B(a, b) funksiyaning xossalarini o'rga,namiz.
X ossa (1
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integral ixtiyoriy
Mo = {(a,b) €R2: a £ (a0,+00), b€ (by, +00)} (a0 > 0, k0> 0)

to'plamda tekis yaginlashuvchi bo’ladi.
Isbot. Tekis yaqginlashuvchanlikka tekshirish uchun B(a,b) integralni

| I 1
J xa~(1-x)b-kdx =) wme~a{l-x)b~2x+ YV'-'O -xf-"dx,
0 0 }

ko'rinishda. yozib olamiz.

Ravshanki, a > 0 bo'lganida Xxa~ldx integral yaginlashuvchi, b > 0
1
bo'lganda esa f (1 —x)b*dx integral yaginlashuvchi bo'ladi. Parametr a
1/2 *
ning a > an (a0 > 0) giymatlari va ixtiyoriy b> 0,6 (0,1/2] lar uchun

A (1 = )61 < 0 1(1 - ap®1< 2x* 1

tengsizliklai o'rinli. Veyershtrass a,lomatidan foydalanib,

r

Y N (- x)6'dx
integralning tekis yaqinlashuvchanligini topamiz. Shuningdek, parametr b
ning b > o (bo > 0) giymatlari va ixtiyoriya > 0, x £ Q, Ij lar uchun
HELL - )*-1 < K10 1(1 - X)V'1< 2(1 - 7)60-1

**ho'lacll Yana Veyershtrass alomatidan foydalanib,
1
I xn1(0 - x3E'dx

integralning tekis yaqginlashuvchan ekanligiga ishonch hosil gilamiz.
Demak,

J Ha“1(l -x)b ldx
0
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integral a > a0 > 0 va b> bo > 0 bo‘lganida ya’ni,
Mo = {(ei)6 | 2:ae (og, +oo), b€ (b0,+00)} (a0> 0,b0> 0)

to'plamda tekis yaginlashuvchi bo'ladi.
E slatma. B(a,b)yningM = {(a, b) ¢ K2: a &(0, +00), b€ (0, +00)}
to'plamda notekis yagqialashuvchiligini ko'rish giyin emas.
X 0 s s a B(ab) funksiya M to'plamda uzluksiz funksiyadir, ya’ni
B(a,b) B C (M) .
Hagiqatdan ham,
i
B(a b = \] X xMd x
]
integralning Mo to'plamda. tekis yaginlashuvchi bo’lishidan va integral os-
fadagi funksiyaning ixtiyoriy (a. b) € M da uzluksizligidan B(a,b) funksiya

M = {(a,b)e 12:ae (O, +00),b6 (0, +0C)}

to'plamda uzluksiz bo‘lihi kelib chigadi.
X 0 s s a. Ixtiyoriy (a,b) € M lar uchun B(a,b) = B(b,a), yani
beta—funksiya simmetrikdir.
Darhagigat, B(a,b) = fAxaH(l - xfA*dx integraida x = 1-t al-
mashtirish bajarib,
| i
B(a,b) = | xa~\l - X)bddx = J th-(1 - tf -"dt = B{b,a)
0 0
bo'lishini topamiz.
X 0 s s a. B(a,b) funksiya quydagicha ham ifodalanadi:

@

Hagigatdan ham, agar (1) integraida x = j— almashtirish bajarilsa, u
holda

B{ab) = J dx =
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+<XJ €0
4a 1

= f ) N _ * V | _ dt
%gt"'ll! NT I+t Aty ‘g)(i+t)u+b

tengliklar xossaning o'rinli ekanini ko‘rsatadi.
Xususan, b= 1- a (0 < a < 1) bo'lganda esa

i T
T——dt = ———-

J 1+t sinan’
0

S(a,1-a) =

(3) formulada a = 1/2 deb, quyidagini topamiz:

B(W)"-
X 0 s s a. Ixtiyoriy
(a,6) e Mi = {(a,6) e R2: ae (0,+00), 6e (1,+0c)}
lar uchun
=@6)= B 1 B(a6-1)
tenglik o'rinli.

(1) ni bo'laklab integrallaymiz:
| i
B(@6)=J] x" 'A-xX)bldx=j @-r/" V =
0 0

1
= gK“(l - x)b_lL)+ - Jf X’(l —xf2k—-

|
-1
mXx a(l —x)b~2ax (a> 0, b> 0).
0
Agar
x°(I- xt 2=

= o'1[l- (1 - X] (1 - X)b-2= xa-\l - X)b-2- xa~\l - x)b 1

367
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ekanligini etiborga olsak, u holda
i | L
J xtt(l —exf'dx =J aa 1(l - x)b2"dx-J ~ (| - x)b-4x =
]

(0] 0

B(a, b—1) —B(a, b)

bo'lib, natijada

B(ab) = ! [Ba, b- 1) - B(a, b]

tenglik bajariladi. Bu tenglikdan esa

B(a,b) = — —1) (a>0, B>1)

bo'lishini topamiz.

Xuddi shunga o'xshash, ixtiyoriy

(cub) G A2 —{(ttje) &=>k2: a E (1,+0c), 6 (0, -boo)}
lar uchun

B(a,b)—af}_BilB{a—l,b) (@>1,b>0

bo'ladi.

Xususan, b= ntN bo'lganda

B(a, b) —B(a, n) = 51—5—_—IB(a,n —1)

bo'lib, (4) formulani takror qo'llash hisobiga quyidagini topamiz:

B (a, = A —m — 2 T B (a, 1).
(,n) a+n—I| a4n-—2 a+1| (’ )
Ko'rinib turibdiki.

B(a, 1) = J xa-dx =

0
Demak,

\ 1e2 e3¢ oofn—l)
B(*'">" (a+D(«+2).:.(« +»-)m

®)
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Agar (5) daa= m(m £ N) bo'lsa, u holda
B(m n1= 1R e3eee(W—Jj = (n—DI(m —1)!
4 " m(m+1)(m + 2) mmf{m +n —1) (m+n—1)!

tenglik bajariladi.

7.1.2 Gamma-funksiya (Il-tur Eyler integrali) va
uning xossalari

Ushbu +0

3o~ i ()

xosmas integralni garaylik. a ning a < 1 giymatlarida, x = 0 nugta integral
ostidagi funksiyaning maxsus nugtasi bo'ladi, chunki x —\/+0 da integral cs-
tidagi funksiya cheksizga intiladi. Demak, bu holda (6) integral ham cheksiz
oraliq bo'yicha chegaralanmagan funksiyadan olingan xosmas integral exan.
Bu integralni ikki gismga

+co 1 —foo

0 0 i

ajratib, ularning har birini alohida-alohida yaqginlashuvchanlikka tekshiramiz.
Birinchi i
re-4x
0
integraida, integral ostidagi funksiya uchun

—e4 - < X/HEX< 4 - (0< X< 1)
e I1-1*¢ x1 v “

tengsizlik o'rinli bo'ladi.
Ushbu
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integral 1 —a < 1, ya’ni a > 0 da yaqinlashuvchi, 1 —a > 1, yania < 0
da uzoglashuvehi. Endi ff*' xa~le Xdx integralni yaginlashuvchilikka tek-
shiramiz.

Bunda,

. . at+l
Im —;—= lim — =0
X-4-+00 % E-H'00 ®X

o'rinli ekanligini ko'rishimiz mumkin.

Ushbu integral yaqinlashuvchi bo'lganligidan, f +°xa le Xdx
integral ham yaginlashuvchidir. Shunday qilib, fA°°xa le zdx integral a
ning ixtiyoriy giymatida yaginlashuvchi. Natijada berilgan J(to° xa le ~dx
integrating a > 0 da yaqginlashuvchi bo'lishini topamiz.

T a’ r i f. (6) integral Gamma-funksiya yoki ll-tur Eyler integrali deb
ataladi va I'(a) kabi belgilanadi. Demak,

+0
Ma =1 x"e "dx.
0

Shunday qilib, (a) funksiya (0; +00) da berilgan. Endi I'(a) funksiya-
ning xossalarini o'rganaylik.

X 0 ssa. (6) integral

F(@ =J xaterdx.
0
ixtiyoriy [ao,"0] (0 < a0 < b < +00) oraliqda tekis yaginlashuvchi bo'ladi.
Isbot. (6) integralni quydagicha ikki gismga ajratib,
a0 1 D

0 0 1
ularning har birini alohida-alohida tekis yaginlashuvchanlikka tekshiramiz.
Agar a0 (a0 > 0) sormi olib, parametr a ning a > ao giymatlari garalsa,
unda barcha x € (0,1] uchun xa~le~x < bo'lib, Veyershtrass alomatiga
asosan
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integral tekis yaginlashuvchi bo'ladi.
Agar bo (bo > 0) sonni olib, parametr a ning a < o giymatlari garaladi-
gan bo'lsa, unda barcha x > 1 lar uchun

orl
N\ e ) ki

J ok

integralning yaginlashuvehanligidan, yana Veyershtrass aloma,tiga ko'ra,

Xa re x< xto

bo'lib.

—foo

J Xa—le—>dx
0

integralning tekis yaginlashuvchi bo'lishini kelib chigadi. Shunday qilib,
+0C
r@ = J Xae~AxK
7
integral [a0&0] (0 < a() < bo < +00) da tekis yaginlashuvchi bo'ladi.
E slatm a. I'(@) ning (0, +00) da notekis yaqginlashuvchiligini ko'rish
giyin emas.
X 0 s s a. I'(a) funksiya (0, +oc) da uzluksiz hamda barcha tartibdagi
uzluksiz hosilalarga ega va n—tartibli hosilasi

+0
) =J xa te X(Inx).ldx
0

ga teng.
Ixtiyoriy a € (0, +00) nugtani olaylik. Unda shunday [ao,l0] (0 < a0 <
o < +00) oraliq topiladiki, bunda a 6 jao,&o] bo'ladi. Ravshanki,
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‘integral ostidagi f(x,a) —xa~1e~x funksiya.
M = {(x,a) £ M2: x e (O, +00), a E (0,+00)}

to'plamda uzluksiz funksiyadir. (6) integral esa (vugorida. isbot etilganiga
ko'ra) [Bo, 0] kesmada tekis yaginlashuvchi. U holda, F(a) funksiya [a0, 60]
da shu bilan bir gatorda a nuqtada uzluksiz bo'ladi. (6) integral ostidagi

f{x,a) = xa~1e~x funksiya
faf{x, a) = xa~1e~xInx

hosilasining M to'plamda uzluksiz funksiya ekanligini paygash giyin emas.
Endi

+00 +00

7 D
integralni [ao&g da tekis yaginlashuvchi bo'lishini ko'rsatamiz. Ushbu

-foe

I Xa~ie-X jn x("x

integral ostidagi xn~4e~xInx funksiya uchun 0 < x < 1 da
j>a_le_:cln1J< xa°-1 Jirok]

tengsizlik o'rinlidir. dr = T2 ] funksiya 0 < X < 1 da chegaralan-
1 1

ganligi va f x8~1dx integralning yaqinlashuvchiligidan / xao 1 |Inx] dx ning
0

ham yaginlashuvchi bo'lishini va Veyershtrass alomatiga ko'ra garalayotgan

1
/oy g™

integralning tekis yaginlashuvchi bo'lishiga. ishonch hosil gilamiz.
Shunga o'xshash quyidagi
+3C

/* - v *"Inxdx
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integralda,, integral ostidagi xa le xIng funksiya uchun barcha x > ] da

X < gbu_le Jbn < X*e~*< i
+He

bo;lib, J integralning yaginlashuvchanligidan. yana Veveishtrass alo-
o

+0C

matiga. ko‘ra, f xa—1le—>dx ning tekis yaqinlashuvehiligi kelib chigadi. De-

mak, [oo, 60l da
€

/* - v - Inxdx
0
integral tekis yaqinlashuvchidir. Unda

H-o00 N\ +oc _1=XI
J xXale>dx | = J (af~1e~=x)'dx = J **~1% x \nxdx
0 / 0 0

bo'ladi va I'"(a) [ao, £¢] da shu bilan birga a nuqtada uzluksizdir.
Xuddi shu yo'l bilan I'(a) funksiyaning ikkinchi, uchinchi va hokazo tar-
tibdagi hosilalarining mavjudligi, uzluksizligi hamda
hoc

»=1,2,3,...
bo‘lishi ko'rsatildi.
X 0 s s a. '@ funksiya uchun ushbu
Nra+1)=a-r@a@, a=o

formula o'rinli.
Hagigatan ham,

+ DO +00
M@ = J Xa—le—>xdx = J e—>d
0 0

integralni bo‘laklab integrallasak,

+0

F@) = e*——L1f* + I — —exdx = ~[(a+1)
a,u a

J a
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hosil bo'lib, undan
Ma+1) = aP(@) @
bo'lishi kelib chigadi.
Bu formula yordamida I'(a + n) ni topish mumkin. Darhaqgiqgat, (7)
formulani takror qo‘llab,
Na+2 —r(a+121-(@4s4-1
Frla+3 =r(@a+2-(a+2
Na 44 ~P@a+€3)*(@+3

Nrla+n —r@+n—ye-@+n—1

bo'lishini, bulardan esa
P@+n) = (a+n—l)(a+n—2)me(a+2)(a+l)aP(a)
ekanligini topamiz. Xususan, a = 1 bo'lganda
Mr-f1) = n(n —1) me2+1I(1)
bo'ladi. Agar (1) —/0kce Xdx = 1 bo'lishini e’tiborga olsak, unda.
rMn+1)=n!

ekanligi kelib chigadi.

Yana (7) formuladan foydalanib, I'(2) = (1) = 1 ekanini ko'rish giyin
emas.

Shunday qilib, I'(a) funksiya (0, -foo) oraliqda berilgan bo'lib, shu oraligda
istalgan tartibdagi hosilaga ega. Bu funksiyaning a —1 va a — 2 nuqgtadagi
giymatlari bir-biriga tengligi uchun unga matematik tahlil fanidan ma’lum
bo'lgan Roll teoremasini qo'Haymiz. Demak, Roll teoremasiga ko'ra, shun-
day a*(1 < a* < 2) topiladiki, '"(a") = 0 bo'ladi. Ixtiyoriy a ¢ (0,+00)
da
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bo'lishi sababli, I"(a) funksiya (0, +00) oraligda gat’iy o'suvchi bo'ladi. De-
mak, M(a) funksiya (0, +00) da a* nuqtadan boshga nugtalarda nolga ay-

lanmaydi, ya’ni
D

» = [*e_m«
0
tenglama (0, +00) oraligda a’ dan boshga yechimga ega emas. U holda

O<a<a*darl'(a) <0,

a*<a<+00 darl'(a) >0

bo'ladi. Demak, I'(a) funksiya a* nugtada minimumga ega. Uning minimum
giymati M'(a*) ga teng.

Tagribiy hisoblash usuli bilan a* = 1,4616... va '(a') = minT(a) =
0,8856... bao'lishi topilgan.

(a) funksiya a > a* da o'suvchi bo'lganligi sababli a > n+1, n £ N
bo'lganda M'(a) > M(ro+ 1) = M\bo'lib, undan

lim (a) = +o0

n-600
bo'lishini ko'rish mumkin.
Ikkinchi tomondan, a -» +0 dal(a+ 1) — (1) = 1 hamda N'(a) =
ekanligidan
lim (o) = +00

a-»+0

kelib chigadi.

o
7.1.3 Beta va gamma funksiyalar orasidagi bog‘lanish

Quyida B(a,b) va '(a) funksiyalar orasidagi bog'lanishni ifodalovchi for-
mulani keltiramiz.
Ma’lumki, (a) funksiya (0,+00) da, B(a,b) funksiya esa R 2 fazodagi

M = {(a, b) £ M2: a £ (0, +00), b£ (0, +00)}

to'plamda berilgan.
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T eorem a. Ixtiyoriy (a, b £ M uchun
r(o)r(b)
Bla b =
[a. b) Fa+b)
formula o'rinlidir.

Isbot. Ushbu

MFMa+bh =J xath-iexdx (a> 0,b> 0)
0
integraida x = (1 +t)y, t > 0 formula bilan o'zgaruvchini almashtirib,
quyidagiga ega bo'lamiz:
+oc

Ma+hb)y=J (14 dt-Y+b-V (41 +t)dy =
"D
= (1 +t)atb] yatb-le <+)wdy.
Oxirgi tenglikning chap va o'ng tomoularini noldan fargli (I + t)atb ifodaga
bo'lib,

llat = [
(1 + tyath %

formulani hosil gilamiz. Bu tenglikning ikkala tomonini ta 1 ga ko'payfcirib,
natijani (0,+00) oraliq bo'yicha integrallaymiz. Natijada
+0

naHo)l =]

tenglikni olamiz. (2) formulaga ko'ra

01
/ asiy B(a; b)

bo'lishini e’'tiborga olsak, unda

(VHM,  tandt

+c Ho
fa+bmB(a,b=J J yaihe-«I»Yy ta Idt (8)
o Lo
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bo'ladi. Endi (8) tenglikning o'ng tomonidagi integral (@)l (&) ga teng
ekanligini ko'rsatamiz. Bulling uchun, awvalo, bu integralda integrallash
tartibini o‘zgartirish mumkinligini ko'rsatamiz. Xosmas integrallar tartibini
0'zgartirish hagidagi teorema shartlari ganoatlantirishini tekshiramiz.
Dastlab a > 1, b> 1bo'lgan holni ko'ramiz. a > 1, b> 1da, ya'ni

{(a,®» €M2: af (1, +o0), bE (1, +00)}
to'plamda integral ostidagi
f(t,y) = yato-Ha-1e<uw)y

funksiya ixtiyoriy {t,y) £ {(<,]/)€12:fe P,+o00),y £ 0, +00)} da uzluk-

siz bo'lib, f(t,y) = > o
Ushbu
-f-oo +ocC
J #t y)ay =]
0 0

integral 10‘zgaruvchinmg P, +00) oraligda uzluksiz funksiyasi bo'ladi, chunki
-too

J taty atf-1e”<4H ¥y- F(a+b) -(1 +tyath

i-uo

-J ta~yath~1e~(1-+)ydt —I (a) " el "»

formula o'rinli ekanligidan ushbu

+0C +3C
i f{ty)dt= J t°-Y H-c<w)\
0 0

integrating y o'zgaruvchi bo'yicha P, +oc) oraliqda uzluksiz funksiya bo'lishi
kelib chigadi. Nihoyat, yuqoridagi (8) munosabatga ko'ra

+00 1 +0C

j Jry+~2craryy dt

0 Lo
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integral yaginlashuvchi, U holda
+00 I -foo

J JAy -V (ruit dy

o Lo

integral ham yagqinlashuvchi bo'lib,

+00 I+
J JiahablefHpy o —
0 LO
+00 " +oc
dH)vdt dy
0

tenglik bajariladi. O'ng tomondagi integralni quyidagicha soddalashtiramiz:

+00 I+
J JtrYreMdy dt—
0 LO .
+00 "_foe
- J ] tedya te<tipt dy =
o Lm
-foo +3D
-J* dy -
0
D R
=J vam- T {ty)arerdy) dy=
Lo
= | yble-yr(a)dy=r(a)m. 9)
0

Natijada (8) va (9) munosabatlardan

(a + b)B(a,b) = IN@)r(e6),

ya'ni,
(o) -I'(b)

B{a,b) = FrMa+b

(10)



Eyler integrallari 379

bo'lishi kelib chigadi. Biz bu formulani a > 1, b > 1 bo'lgan hoi uchun
isbotladik, endi umumiy holni ko'ramiz.
Faraz gilaylik. a > 0, b > 0 bo'lsin. U holda isbot gilingan (10) formulaga

Shuningdek. T (a), B(a,b) funksiyalar uchun quyidagi tengliklar o'rinli:

0@+ L6 = 5 [ 7800+ D= g s B )
MNa+1) = al(a), [{b+1) = b{b),
Na+b+2)= (a+b+)F(ft+b+1) = (a+b+ 1) (g + 6)F(& + 6)
Natijada, (11) formula quyidagi

a-b _ a*F(a) *beF(6)
(a+b)a+b+ 1)_B{a" b) = (a+b)(@a+b+1)F(a +6)

ko'rinishga keladi. Bu esa (10) formulaa > 0, b > 0 da ham o'rinli ekanligini
ko'rsatadi.
N atij a. Ixtiyoriy a € (0,1) uchun

Fa)F(l —a) = —— (12)

bo'ladi.
Hagigatdan ham, (10) formulada 6 = 1—a deyilsa,, unda

bo'lib, (3) va F(I) = 1 munosabatga muvofig,

r@ra - a) = SriaTy O<ax<.

Odatda, (12) formula keltirish formulasi deyiladi. Xususan, (12) da a = |
deb olsak, unda

bo'lishini ko'ramiz.
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N atij a. Ushbu
1»l +£) = (2a), a>0

formula o'rinli.
Dastlab (10) munosabatda a = b deb hisoblab,
» F@r()
B(ava) = " 8B gz *“
bo'lishiga ishonch hosil gilamiz. So'ngra,

B(a,a) =] [0-x®ITidx=j |-Q -xj  dx=
0 0o *x
I
5

1
2r - . ola—

Y2/ (1 -%)  dx—4 4-(H)

tengliklarning oxirgi integralida \— x = N\t almashtirish bajarib,

r B v

dx

I a-1

B(a, a) —2-.] Zt *dt =
a
.1 r,
22- 1J0

ga ega bo'lamiz. Natijada,

rea) 2»-1 % /

formula hosil bo'ladi. Yana (10) formulaga ko'ra

RSN Vi)

—_— N r — V Tl —gm——— - (13)
J r(1+a) or(i +a)
bo'lib, (13) munosabatdan
r@) 1

Fea) 22-1 VT (a+1)
ekanligi kelib chigadi. Demak,
r@r~. +1)="r r (2a. 14)

Odatda, (14) formula Lejandr fommlasi deyiladi.
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7.2 Bessel funksiyasi

7.2.1 Bessel tenglamasi

Ushbu

y'+xy+V -h)y=0 15
tenglamaga Bessel tenglamasi deyiladi. Matematik fizikaning ba’zi masalala-
rini o'zgaruvchilarni ajratish usuli (Furye usuli) bilan yechishda Bessel tengla—
masiga kelinadi. (15) tenglamaga ekvivalent bo'lgan quyidagi tenglamalar
ham uchrab turadi:

X2y" +xy' + (x2—v2y = 0, (16)

xy) +(x- )y =0. @
(15) Bessel tenglamasining har ganday nol bo'lmagan yechimiga silindrik
funksiya deyiladi.

7.2.2 Bessel funksiyasi

v indeksli Bessel funksiyasi

k=0
gator bilan aniglanadi, bunda F(z)- Eylerning gainma—-funksiyasi.
Qulaylik uchun Bessel funksiyasini quyidagicha ko'rinishda. yozib olamiz:

bunda

rFz) = 1<t:t) rF(* +«+ 1)M(k+1)' (20)
Dalamber alomatiga ko'ra (20) gator barcha \ < R, M < N larda tekis
yaginlashuvchi, bunda R, N -ixtiyoriy musbat sonlar. Ko'rinib turibdiki,
(20) gqatorning har bir hadi butun funksiyalardan iborat bo'lib. bu funksiyalar
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barcha kompleks tekislikda analitikdir. Bundan tashqari, (20) gatorning hax
bir ha.dini tayin v ga mos z o‘zgaruvchining butun funksiyasi deb gaxasak
bo'ladi yoki tayin « ga mas v o‘zgaruvchining butun funksiyasi desak ham
bo'ladi. U holda fv(z) ham komleks o’zgaruvchili butun funksiyada.ri iborat
bo'ladi.

Jv(X) funksiyaning (17) tenglamani ganoatlantirishini ko'rsatamiz. Bu-
ning uchun (19) gatorni hadma-had differensiallaymiz va hosil bo'lgan ifo-

dalarnini soddalashtiramiz. Natijada

XMy " [hEek+aq_ pay2u
v ! QZORTE +v+ DA +1) 42/

n ., n (_m+|>)2 OK\M+v
Xdx  *(*)) § R +b+1)I(*+1) (2)

ifodalarni hosil gilamiz. U holda

d . 2,/ (=Dh[Ek +Vv)2 -v*} X\
XdJX ,@n “@:Or(fc+v+1)N9 +1) (2)

Fk +v +Dr(fc + 1)

Gamma - funksiyaning xossasiga asosan
rfc+v+1) = (k+Vv)T(k+V), N{k+ 1) = fer(fc)

ekanligidan foydalansak, (21) quyidagicha soddalashadi:

|| 5 I'(( —-'«o)_4&_1ritrsw © *x 1

K —1 —m belgilash kiritib,

< t A (- iymtd /r\
*£«(*)> -NT,M =4 g r@@, >+, (1)

- XE rim+2+1)r(r+1)(2) ~ X J1(x)
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ayniyatlarni hosil gilamiz. Bu esa Jv(x) funksiya Bessel tenglamasini ganoat—
lantirishini ko'rsatadi.

(15 tenglamada v ni —v bilan almashtirsak, u holda J-MX) funksiya
ham (15) tenglamaning yechimi bo'ladi.

Ix\'zk~v
JvA A T{k-vi )M(P:+1) (2) (22

Ko'rinib turibdiki, (19) va (22) funksiyalarning har bin v ning butun bo'Imagan
giymatlarida x = 0 nuqgta atrofida o'zini turlicha tutadi:

Jv(X) = 27T(b + 1)1+ O0K2)1, * ~ (23

N X = +°N> x  °- (24)
Bu funksiyalarning birinchisi x = 0 nugta atrofida chegaralangan, ikkin-
chisi esa bu nuqta atrofida chegaralaiimagan. Shuning uchun v ning bu-
tun bo'lmagan giymatlarida Jv(x) va J-,,(x) funksiyalarning har biri o'zaro
bog'liq bo'Imagan holatda (15) tenglama yechimlarining fundamental sis-
temasini tashkil etadi. Yuqorida keltirilganlarni hisobgaolib, (15) tenglanm-
ning yechimini butun bo'Imagan v lar uchun Jv(x) va J_,, (i) funksiyalarning
chizigli kombinatsiyasi ko'rinishida ifodalash mumkin:

y (x)=C Wv{X) + C2]-v(X).

7.3 Bessel funksiyasining asosiy xossalari va

rekkurrent formulalar

Quyidagi lemma. Bessel funksiyasi asosiy xossalarini ifoda etib. "Xususiy
hosilali differensial tenglamalar” uchun turli masalalarni echishda keng qo'lla-
niladi.

Lemma. Bessel funksiyalaxi uchun quyidagi munosabatlar o'rinli:

J_,,(X) = (-1)ndn(x), n eZ, (25)
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d ( _JLi(x)
dx I xv ) xv ' (26)
mA(XVIV(X)) = XVIv-i(X), 27)
JvH(X) = YU X) - j;,(%), (28
W0 = —IvEx) + JI(X), 29)
v+ + Iv\X) = —20V{X), (30
V+i(X) —Iv H{X) — 2JW{X), (31)
\] XvHIWOX = XUHIVH(X) +C, (32)
I X JO(x)dx —xJi(x) + C, 3
Y x1J1(x)dx = —x2Jo(Xx) + 2xJi (X) +C, 39
j x3J0{X)dx = 2x2J0(X) + (3 - DHK)Ji(X) + 6", (35
\] X.Jv(ax)J,,(/3x)dx - +C, (36
bunda Q" 77,
I xJ2(ax)dx = N x2{Iv(ax)f + (x2- W ax)Ni + ¢, (37)
X
(38)
bunda val/ii— lar quyidagi tenglamaning musbat ildizlari:

«J1 bl +Pv-Kfa) = o.

Isbot. (25) ni isbotlaymiz. Umumiy holda n > 0O holatni ko'ravlik
va (22) gatorda v — n bo'lsin. (22) qatorning dastlabki n ta hadi uchun
gamma-funksiya xossasiga asosan I'(TI—irVI-J) = 0, bunda fc= 0,1,2...,n —1,
ekanligidan,
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(_1)* pie!

{k-ni Dr(fc +1) Vv2/

k—n
bo‘ladi. Bu yig‘indida k—n = m belgilash kirit.ish natijasida

oc
, X A2(m+n)-n

J-n{x) = rI%:Op(m + Dr(m +n+ 1) U

(_[)7:,5-':(”‘ fLF(T+n+1

(26) formulani tekshirish uchun (19) ning cha,p va o‘ng tomonlariga £ ni
ko'paytiramiz. Natijada

. o*
(-1)
-G ) £ TUc+Drc+n +1) v/
ni hosil gilamiz. Bu gatorning ikkala tomonini differensiallasak., u holda
t VvV _00 '
A U*) y X211
dx W A /\+!) n
(_ l)"
2y frrgk)TEk +v +1) (LY

Oxirgi yig'indi indeksida k —1 = m almashtirish bajargandan so‘ng ifoda
quyidagi ko‘rinishni oladi:

L J.(x) -y
dx o r(m+1)F(Lu+v+2)(§ I‘-

i\ 2m + 1

- Ci’_y’_L F(??I'+1)I‘(T+r+2) (39)

(26) formulaning o‘ng tomonidagi ifoda ushbu yoyiladi

M*) _nvf (-ir N
rer +1)r +v+2) (1)

gatorga vyiyiladi. (39) va (40) formulalardan (26) kelib chigadi.
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Quyidagi tengliklar (27) munosabatning bajarilishini ko'rsatadi:

- ‘my fcif +

(26) dan (28) tenglik kelib chigadi. Hagigatan, (26) tenglikning chap
tomonini ko'paytmaning hosilasi

Jy(X)  VvIv(X) _  JwH(X)
PrH

ko'rinishida yozib olamiz. Hosil bo'lgan tenglikni xv ga ko'paytirib,

ifodani hosil gilamiz.

Bevosita (26) dan (29) formula kelib chigadi.

(28) va (29) tengliklarni o'zaro go‘shish natijasida (30) munosabat kelib
chigadi.

(28) va (29)tengliklarning birini ikkinchisidan ayirib, (31) munosabatni
olamiz.

(27) formuladan foydalanib, ushbu

integralni hisoblaymiz.
(27) da v ni v + 1 ga almashtiramiz va
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tenglikka kelainiz. Bundan esa;

xvHIux)dx = T —A(xvHIHH(X))dX = xvHIV-H(X) + C.

(33) integral (32) integrating xususiy holi bo'lib, u (32) da v = 0 deb olsak
hosil bo'ladi.

Endi (34) tenglikning o'rinli ekanligini ko'rsatamiz. (32) integral v = 1
da quyidagicha ko'rinish oladi:

v — 2 indeksli Bassel funksiyasi uchun (30) rekkurent formuladan foydalanib,
Bessel funksiyasining indeksini pasaytiramiz va

J2(x) = —Jo(x))—( + Ji(x)
ni hosil gilamiz. U holda

j x2Ji(x)dx

—x 2Jq(x) + ZXJ\(X) -fC

(34) bilan ustma-ust tushadi.
Ushbu
\] XPo(x)dx

integralni hisoblash uchun (27) formuladan v —0bo'lgan holda foydalanamiz:
‘W'tiolda hosil bo'lgan

integralni bo'laklab integrallash natijasida

\J x3Jo{Xx)dx = x3Ji(x) - 2j X2IN\{X)dx

ga kelamiz. Bu ifodaga (34) formulani qo'llab, isbotlanishi talab etilayotgan
tenglikni hosil gilamiz.
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(36) tenglikni isbotlashga kirishamiz. Buning uchun ushbu

d
+ X ——— =0 41
o0V + (ax -}y (41)
tenglamani garaymiz. Bu tenglamadagi noma’lum funksiyaning argumentini
£=ax, a>0

formula bilan yangi erkli o'zgaruvchiga almashtiramiz. U holda bu funksiya
y(X) = (/) ko'rinishda yozilsin. Hosil bo'lgan funksiyani (41) tenglarnaga
go'yish uchun awval bu funksiyaning hosilasini topamiz:

Y(x)=y(Oa, 3y'(x) =& (£), =
Bularni (41) ga qo'yib, ushbu
=0 42
Bessel tenglamasiga kelamiz. (42) Bessel tenglamasining yechimlaridan biri

m =mo

dan iborat. Bunda oldingi o'zgaruvchiga o'tadigan bo'lsak, y(x) — Jn(ax)
(41) tenglamaning yechimini topamiz. Natijada Jv(ax) funksiya (42) tenglamani
ganoatlantiradi va undan quyidagi munosabat kelib chigadi:

d f ddv@ea)\ (9 v2\

ar{xr - ) +(a"™X-xJMax)s°-
Ravshanki, quyidagi munosabat esa Jv(/3xX) uchun o'rinli:

d ( ddv(hx)\ f 2 v2\

dx W dx y +( 73 (ix) =
Yugoridagi tengliklardan birinchisini Jv(/3x) ga, ikkinchisini Jv(ax) gako'pay-
tirib, birini ikkinchisidan hadma-had ayiramiz. Natijada quyidagi tenglik
hosil bo'ladi:
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-(a2- /R)xIv(ax)Iv(i3x) = 0.
Bu tenglikning har ikkala t.omonini integrallab,
f,,, ,d/ dv@)\ . f,, sd ( dVOX)\ .
j ) dx~J JAal)d i dJ~
—a2—/72)j xJ,,(ax)Iv(fix)dx C

formulani olamiz, bu yerda C -ixtiyoriy o'zgarmas. Birinchi ikkita, integralni
bo'laklab integrallaymiz:

-J —J,@y I 1+

+ [ xdM<**'ldJ+ fx)dx _ f rjlarua _ CJJJjx).
J dx dx J

Ravshanki, bu munosabatlardan (36) tenglik kelib chigadi.
(37) formulani isbotlash uchun (36) tenglikda j3—a deb, limitga o'tamiz.
Ko'rinib turibdiki, chap tomoiidagi ifodaning limiti

J xJ2(ax)dx 43)

ga teng bo'ladi. O'ng tomondagi ifodaning lirnitim topamiz. Payqgash qiyin
emaski, bunda o'ng tomondagi ifoda LLko'rinishidagi anigmaslikdan iborat.
Limitni hisoblash uchun Lopital goidasidan foydalanamiz. Natijada quyidagi
ifodaga kelamiz:

Ox,Iv(ax)dt(/3x) —axJ'u{a:x)Iv{jix) _
w ™ a2-132 “

N [PxIv{ax)I'V{f3x) — axJ'v(ax)JIv( BX)

~ o l!)m_w:a + Px2Jv(ax)JZ{Px) - ax2" {ax)J'{ilx)\.
44

Jv(z) funksiya (16) tenglamani ganoatlantirishini hisobga olsak, ushbu

8X)2) "Wx) = -PxJ'V(PX) + (V2 - Bx)2)Jv(j3X)
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«tenglik o'rinli bo‘ladi. ifodani (44) ga qo'ysak, quyidagi munosabat-
lar o'rinli bo'ladi:

pxJIv{ax)JIKBX) - axJ'v{ax)Iv(f3x)
ft™ az2-/32 ”

= —gajli_rprJJax)J'v(Px) —ax2j'v(ax)jlo(px)+
+ "M Jv(ax) [FOXJ[{j3x) + (v2- (ex)2Iv{)x)]]j =

ax2]l(ax)Ju(Px) + —R——Iv{ax)IV(Px) |

Ad %
~rJliax))2+ %ax) (45)

(43) va (45) dan (37) munosabat, kelib chigadi.
Nihoyat (38) formula.ning o'rinli ekanligini ko'rsatamiz. (36) tenglikdan

fxJj N ) JjN ) dx=

J \r0 / \r0
fEmr J (wY) V ( HKT p (UKE=\ T ( Uwl \
_ r, y ,) vy I() FTOA*» w o ) 0, \ ro ;
>) o )
/tin ol [f-"Kkj'Ly Li<k (i"k)-A;(pm) _2
PR — 2 ro (46)

lar kelib chigadi. Bu tengliklarda fik va lar aJv(fi) -f Bfj,)\{pP) = O
tenglamaning musbat ildizlari ekanigini hisobga olsak,

alv{tlk) + PPKI[{pk) = O,

dv(fin) 3 iJ(*iD —o 47)
tengliklar bajarilishi shart. Bu yerda a, (3lar bir vagtning o'zida. nolga teng

emas, ya'ni a24-/2 ¢ 0. U holda (47) sistema determinanti nolga teng
bo'ladi:

O MEA)  NdIV(PK) .
0 () A Pmly (FK)JvPm)  L4<(pk)Iv (Pm)

Bu esa, (46) bilan birga (38) tenglikning o'rinli ekanligini ko'rsatadi.
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7.3.1 Neyman funksiyasi

Ushbu

48
formula bilan aniglanadigan funksiyaga v indeksli Neyman funksiyasi deyi-
ladi. Ko'rinib turibdiki, Neyman funksiyasi (15) tenglamaning yechimi bo'ladi,
chunki bu funksiya Jux) va J-v(x) funksiyalarning chizigli kombinatsiyasi-
dan tuzilgan. v > 0 bo'lgan hoi uchun Bessel va Neyman funksiyalaxi—
ni o'zaro bog'ligsiz ekanligini ko'rsataylik. Buning uchun X ning yetar—
licha kichik giymatlarida bu funksiyalarning asimtotik formulalarini keltirish
yetarli. Bessel funksiyasi uchun bu (23) formula, bilan ifodalanadi. Neyman
funksiyasi uchun bu (23), (24), (48) lardan kelib chigadi:

, X —¥0.

Bu holda. x = 0 nugta atrofida Bessel funksiyasi chegaralarigan, Neyman
funksiyasi esa chegaralanmagan bo'ladi. Bunday funksiyalar o'zaro chiziqli
bog'lig bo'lmaydi. Shuning uchun v ning butun bo'lmagan giymatlarida (15)
tenglamaning yechimini quyidagicha yozishimiz mumkin:

y(x) = CiJ.,,(X) + C2NV(X). (49

Agar (48) formulaning o'ng tomonida v = 4 bunda n — 0,1,2,... deb
garasak, u holda bu bizga jj ko'rinishidagi anigmaslikni beradi, chunki cosTT =
(—D™ siiian = 0, J*n(X) = (—)nIn(x). Bu holda biz Lopita.l qoidasidan
foydalanamiz va n indeksga ko'ra Neyman funksiyasini

Nn(x) —Ilim Nv(x)
limit yordamida. aniglaymiz. Lopital goidasidan foydalangan holda Nn(x)
Neyman funksiyasining ko'rinishini aniglab olaylik:

NNn(x) = lim IU) cos v —I~v(x)

cos 7v —J,,(X)n sin TNV— ~

TTCOSTTV
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_ 17 d.@®) n dJ-v(x)

™V & e OV v @
Faraz gilaylik, n > 1bo'lsin. (19) va (22) gatorlarning v o'zgaruvchi bo'yicha
xususiy hosilalarini hisoblaymiz:

0., /T /i \ -1)* x
dv_ ’ “lJZ/AF(H«(+1))F(Hl) (I) M
(7]

+ (=-)vf' M- L
KZQ’ AT()E +1) \2/ dt \T(t))J t=k+v+1

_ (1n anZgd N
= 1In (1) J,,(X)+\2/ Ar(fe+ 1) bl di m ) kM

dJ-, (-2 IXNEK
Vbl >e©> T(k-v+ hr(re+) e/

(-he BXN\Xdf 1 \
4270 AT(/1- + 1)12y  dt\r(t)d Hi

1 (X\7 m- Y4 (x2k "d ( 1\
(27 M() ™ r(fc+1) v dt Vr(i)j e

Oxirgi formulada v = n deb olsak,

dJv

dv
LN L, (-DA /3»d (1 \ &)
1(2) (2) £«*+ ,, (2) ~Vr(<)) tfou

a/_,

dv

‘@

t=fc--TI+|
Hosil bo'lgan (52) formuladagi gatorda dastlabki n hadini ajratib olamiz va

(25) formulalarni go'llaymiz. Natijada quyidagi ifodaga kelamiz:

dJ ¢
dv
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) NT 8 () v
‘O (-1)* /aN\xed (1 N

Ushbu yig'indida kK —n = m deb belgilash kiritamiz:

dJ.-
dv
P GN\Kd (1 \
N/ AlYfC"‘l) bl dt Km) bk-r+1
Yy v ey POYMA TN (53)

42/ £?2T{m +n+1)\72) dt \T(t)J
Gamma-funksiya xossalariga ko'ra
= (—)*-mHr(« - K), 4
dt (r(t)) tfeHf

(0O
d t\Lul’{t}J ek F2(*) pem

| ( ‘A I\
f(m+1)( ~+ v}

Um)..-« ©
i (]k ! ~ (56)
dt N m ; t=fonH

m= 1,2,3,...

formulalar o'rinli. (56) ni (51) gava (54), (55) larni (53) ga go'ygandan so'ng
quyidagi ifodalarga. kelamiz:

o (H* (H2  ken
dv = In (1) InG) +C3,09 = (1) 4 Fr(k+ D(k+n+1)"p’

0J-v

=y -1ry |)n)+(-1r(Jr £ m | ) “ -
dv

blo
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" (-1)™ (f)2™ v- o1
- -(-iyaw +(-)*E nt+1rr ¥ ,+1)E i

Bu tenglikkrni (50) ga qo‘ysak, quyidagi formula hosil bojadi:

I f X y - DON-nv-AN(N —K) /HxO\XK
a g =-{2(lo-+apg(x)-(-) E~DTIfu) -
T ! A i (=i)* (1)**" i fi 1
bl I>+1)"p 2Ar(* +n+1)r(* +1 “poj
G
(57) funksiyada n = 0 deb olsak, NO(X) funksiya ushbu
+ B>

1 k=1 v " Pzt t )
ko'rinishda topiladi. (57) va (58) lardan x -» O dagi Neymanning asimtotik
funksiyasi kelib chigadi.

B A ._(r EM,,?1,

NO(X) ~ 2In~.
" 2
Ko'rinib turibdiki. Neyman funksiyasi »x —0 nuqta atrofida chegaralanma-
gan, shuning uchun v ning ixtiyoriy giymatida (15) Bessal tenglamasining
umumiy yechimini (49) ko'rinishda ifodalash mumkin.
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