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So’z boshi

Respublikamizda ta’lim va tarbiya sohasidagi islohotlar bugungi dolzarb,
ertangi tagdirimizni hal qiluvchi muammoga aylanmoqgda. Jamiyatimizning
yangilanishi, hayotimiz taraqqiyoti va istigboli, amalga oshirilayotgan islohotlar
rejasining samarasi taqdiri — bularning barchasi, avvalombor, zamon talablariga
javob beradigan yuqori malakali, ongli mutaxassis kadrlar tayyorlash muammosi
bilan chambarchas bog‘liq. Bunday mutaxassislar tayyorlashda asosiy ma’suliyat
oliy ta’lim bosqichiga bog’liq bo’ladi. Oliy ta’lim bosqichida yetuk malakali
mutaxassislarni tayyorlashda o’quv adabiyotlarining, aynigsa o’zbek tilida
yozilgan adabiyotlarning o’rni juda muhim hisoblanadi.

Ma’lumki, hozirda matematika va mehanika yo’nalishlarida tutash muhitlar
mehanikasi fani o’qitiladi. Bu fan doirasida bugungi kunga gadar juda katta ilmiy
ma'lumotlar to'plangan, nazariyalar ishlab chigilgan va fizik maydonlarning
harakati, gazlarning harakati va muvozanati, suyugliklar va qattiq
deformatsiyalanadigan jismlar to'g'risida ma'lumotlar to'plangan. Ammo bu
ma’lumotlarning katta qismi o’zbek tilida emas. Shunning uchun men bu
qo’llanmani yozishga qaror qildim.

Ushbu qo’llanmada turli xil aniq masalalarni maxsus o'rganish uchun yetarli
va zarur bo'lgan tutash muhitlar mehanikasi asoslari bayon gilingan. Bu qo’llanma
kirish qismi va 4ta bobdan iborat bo’lib, unda tutash muhitlar mehanikasi fanining
muammolari yoritilgan. Har bir bobning oxirida bobga doir masalalar va ularni
yechishga na’munalar keltirilgan. Qo’llanmada tenzor hisob elementlari, tenzorlar
ustida amallar, deformatsiyalanuvchi muhit kinematikasi va deformatsiyalar
nazariyasi haqida ma’lumotlar berilgan. Keyingi mavzular qo’llanmaning 2-
gismiga rejalashtirilgan.

Ushbu go’llanmadan tutash muhitlar mexanikasi fani o’qitiladigan bacha oliy
o’quv yurtining professor-o’qituvchilari va talabalari foydalanishlari mumkin. Bu
qo’llanmaning afzalligi shundaki undan ham ma’ruza, ham amaliyot darslarida
foydalanish mumkin. Bu qo’llanma ayrim kamchiliklardan holi bo’lmasligi

mumkin.



Kirish. Tutash muhitlar mexanikasi fani predmeti. Tutash muhitlar

tushunchasi.

Tutash muhitlar mexanikasi mexanikaning gazlar, suyugliklar, plazma va
deformatsiyalanuvchi gattiq jismlarning harakati hamda muvozanatini o‘rganuvchi
bo‘limidir.

Tutash muhitlar mexanikasida qattig, suyuq va gaz holatidagi jismlarning
makroskopik nuqtai nazardan harakatlari o’rganiladi. Bu fan fundamental
tushunchalar asosida, farazlar vositasida yaratilgan. Mexanik nuqtai nazardan
o’rganilayotgan qattiq, suyuq va gaz holatidagi jismlar fazoning biror chekli yoki
cheksiz bo’lagini to’la to’kis tutash holda egallagan, deb faraz qilinadi. Fazoda
olingan istalgan geometrik nuqtada tutash muhit «zarrasi» mavjud degan
tushunchani kiritamiz.

Tabily hodisalarni kuzatish natijasida va ko’plab texnik muammolarni xal
gilishda biz duch keladigan suyugliklar, gazlar va gattig deformatsiyalanadigan
jismlarning turli xil harakatlarini belgilashimiz mumekin.

Kundalik shaxsiy tajribaga tayanib, deformatsiyalangan jismlarning ko’p
harakatlarini kerakli darajada boshgarishimiz mumkin. Kundalik hayotdagi
tajribalar bizda haqgigat va “umumiy tushuncha” tuyg’usini yuzaga keltiradi. Bu esa
ko’pincha bizga kerakli mexanik ta’sirni to’g’ri taxmin qilish va yaratishga imkon
beradi.

Biroq, murakkab holatlarda buni amalga oshirib bo’lmaydi. Buning uchun
nazarly va tajribalarni o’rganishning maxsus usullari talab qilinadi. Bunday
izlanishlar fan sifatida tutash muhitlar mexanikasining yaratilishiga va
rivojlanishiga olib keldi. Bu fanning yaratilishi quyidagi muammolarga javob
topishga yo’l ochdi. Masalan, gaz siqilgan holatda bo’lgan silindrdagi teshikdan
chigadigan gazning tezligi gancha; havo oqimining atmosferada ganday
harakatlanishi; samolyot yoki kema suvga chidamliligini ganday kamaytirish
mumkin; 500 metr balandlikdagi televizion metal minorani, eng yagin ikki tayanch
orasida ikki kilometrdan oshiq ko’prikni qanday qurish kerak; samolyotda pervanel
diametrining oshishi yoki kamayishi bilan nima sodir bo’ladi; bosimlarning
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targalishi va bomba portlashi paytida havo harakati hagida nima deyish mumkin va
hokazo.

Shuni ta’kidlashimiz kerakki, ko’pgina savollar va muammolar mavjud
bo’lib, ularga hanuzgacha tajribalardan foydalanib, kerakli gonigarli javob bera
olmaymiz. Yangi murakkab muammolarni hal qilish, ilmiy va amaliy
ahamiyatga ega bo’lgan vazifalar, shuningdek, ilm-fanning oldingi rivojlanishi
tomonidan ishlab chigilgan vazifalarni bugungi kunda ilmiy tadgiqot mavzusi
hisoblanadi. Shoshilinch yangi muammolarga misollar: suvning 100 m/s tezlikda
harakatlanishining pasayishi; millionlab daraja haroratga ega bo’lgan plazmani
yaratish va ishlab turishi; yugori yuk va yuqori haroratlarda materiallarning
egiluvchanlik va boshga hodisalarni hisobga olgan holda portlash paytida
tuzilmalarga ta’sir etuvchi kuchlarni aniqlash; uzoq masofaga yo’lovchilarning
parvozlari uchun yugori darajadagi samolyotni yaratish; atmosferadagi umumiy
havo aylanishini tushuntirish; ob-havo bashorati; o’simliklar va tirik organizmdagi
mexanik jarayonlarni o’rganish; yulduzlar evolyutsiyasi muammolari, quyoshda
ro’y beradigan hodisalar va boshgalar.

Biz tutash muhitlar mexanikasining ganday muammolar bilan shug’ullanishini
aytib o’tamiz. Ular elastiklik nazariyasi masalalari, plastiklik nazariyalari va uning
masalalari, gidrostatika masalalari, suyuglikda harakatlanuvchi  jismga
suyuqlikning ta’siri masalalari, filtratsiya masalalari, to’lqin harakati, suyuqlik va
qattiq jismlarda to’lqinning tarqalish masalalari, gazlarning kimyoviy o’zgarishlari
bo’layotgan holatdagi, portlash va yonish jarayonlari bilan bo’lgan harakatlarini
o’rganish masalalari, qattiq jismlarning atmosfera qalin qatlamlariga kirganida
yonish va erib ketishdan saglash masalalari, suyuglikning turbulent harakati
masalalari, magnit gidrodinamikasi masalalari, ob-havoning o’zgarishini tekshirish
yo’nalishi, biologik mexanika hamda boshga masalalardan iboratdir. Masalan
suyuglik va gazning quvurlar orgali va umuman, turli xil mashinalar ichidagi
harakatini ko’radigan bo’lsak. Ushbu masalalarda suyuglikning ogim chegaralari
bilan o'zaro ta'siri gonunlari, xususan, harakatlanuvchi va go'zg'almas qattiq
devorlarning qarshiligi hamda tezlikni tagsimlashda notekislik hodisalari va
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boshgalar muhim ahamiyatga ega hisoblanadi. Ushbu vazifalar gaz quvurlari, neft
quvurlari, nasoslar, trubinalar va boshga gidravlik mashinalarni loyihalashda
bevosita ahamiyatlidir.

So'nggi paytlarda biologik mexanika sohasida ham juda ko'p izlanishlar olib
borilmoqda, xususan, tirik organizmlardagi qonning harakatini va mushaklarning
gisqarishi  hodisasini tasvirlashga imkon beradigan mexanik modellar
yaratilmoqda.

Shuni alohida ta’kidlash kerakki, yaqginda kimyo korxonalarida ishlab
chigarish tehnologiyasi masalalari tutash muhitlar harakatini mehanik o’rganishga
asoslangan.

Tutash muhitlar mexanikasida deformatsiyalanadigan jismlarning harakatini
o'rganish uchun matematik usullar ko'rib chigiladi. Matematik usullar turli
mexanik hodisalarni o’rganishda muhim rol o’ynaydi, xususan, koordinatalar
sistemasi tushunchasidan keng foydalaniladi. Koordinatalar sistemasi mexanik
hodisalarni o’rganishda vosita sifatida xizmat qiladi.

Tutash muhitlar mexanikasida mehanik muammolarni  matematik
muammolar, ya’ni turli hil matematik usullardan foydalangan holda ma’lum
sonlarni yoki sonli funksiyalarni topish usullari ishlab chigilgan.

Bundan tashqari, tutash muhitlar mexanikasining eng muhim magsadi
deformatsiyalangan jismlarning umumiy xususiyatlari va harakat gonuniyatlarini
yaratishdir.

Shuni ta’kidlash kerakki, matematik usullar yordamida tutash mubhitlar
mexanikasining o’ziga xos muammolarini hal gilish mumkin.

Tutash mubhitlar mexanikasi ko’p o’zgaruvchili funksiyalar nazariyasining
ba’zi qismlarini, differensial tenglamalar, integral tenglamalar va boshqalarni
rivojlantirishga katta ta’sir ko’rsatdi.

Tutash muhit mexanikasining asosiy usullaridan biri - matematik tahlil
usulidir. TMM(Tutash muhit mexanikasi)da mexanik masala yechilishi kerak
bo’lgan ma’lum matematik masalaga keltiriladi va u 0’z navbatida matematikaning
ham rivojida katta rol o’ynab keladi. TMMda tajriba asosida olingan yechimlar

6



ham muhim rol o’ynaydi. Tajriba matematik usullar asosida olingan
yechimlarninggina emas, balki matematik tenglamalarga keltirilgandagi tutash
muhit xarakati va holatini akslantiruvchi munosabatlarning magsadga muvofoqlik
darajasini ham ko’rsatuvchi omil bo’lib xizmat qiladi. Bundan tashqari, tutash
muhit mexanikasining turli xil muammolari va ularni o'rganishning matematik
usullari ko'p hollarda bir-biri bilan chambarchas bog'liq ekanligi ma'lum bo'ldi.

Yuqgoridagi muammolarning fizik, geometrik va boshqa ichki tub
xususiyatlarini aniglovchi natijalar gaysi koordinatalar sistemasi yordamida
olinishiga bog’liq emas. Shuning uchun mexanik hodisalarning koordinatalar
sistemasi tanlanishiga bog’liq bo’lmagan ichki fizik xususiyatlarini va ular
orasidagi munosabatlarni o’rganish muhim hisoblanadi. Bunda esa tenzor va tenzor
funksiyalar muhim rol o’ynaydi.

Tenzorlarning xossalarini va ular ustidagi amallarni o’rganish tenzor hisob
deb ataladi.

Ushbu hisob geometriyada, nisbiylik nazariyasida, mexanikada, ayniqgsa

tutash muhit mexanikasida keng qo’llaniladi.



| BOB. TENZOR HISOB ELEMENTLARI
1 §. Miqdorlarni indeksli belgilash.
Biz bilamizki, agar uchta erkli o’zgaruvchi berilgan bo’lsa, ularni uchta harf
yordamida, masalan, X, y, z deb belgilash mumkin. Tenzor hisobda esa ushbu

erkli o’zgaruvchilarni indeksli bir dona harf yordamida belgilash mumkin:
x' x*, x> yoki x“ (az 1,2, 3) (1.1.1)
Bu belgilash odatda erkli o’zgaruvchilar uchun gabul gilingan. Ammo bu
belgilashni  x, ko’rinishda ham kiritish mumkin. Masalan, (1.1.1)

o’zgaruvchilarning bir jinsli chizigli funksiyasini quyidagi ko’rinishda yozish
mumKin;

3
Ma,x* =ax' +a,x’ +a;x° (1.1.2)
a=1

Ta’rif: Muayyan bir harfni turli indekslar yordamida belgilab, hosil gilingan
miqdorlar to’plami ob’yekt deb ataladi.

Ta’rif: Bir indeks yordamida x“ va a_, kabi belgilangan ob’yektlar

birinchi rang ob’yekt deb ataladi. Indeksli ayrim harflar (x',x*,x> va a,,a,,a;)
esa mazkur ob’yektning komponentalari (tashkil etuvchilari) deb ataladi.

Birinchi rang ob’yektlar uchun ikki xil komponentalar mavjud:

a) quyi indeksli (kovariant) - a, (a=1,2,3)

b) yugori indeksli (kontravariant) -a* (a =12, 3) :

Demak, birinchi rang ob’yektning uchta kovariant va uchta kontravariant
komponentalari bo’ladi.

Tenzor hisobda ikkinchi, uchinchi va hokazo n - rang ob’yektlar ham
ishlatiladi.

Ta’rif: Ikki indeksli ob’yektlar 2-rang ob’yektlar deb ataladi.

Masalan, uch o’zgaruvchili funksiyaning kvadratik funksiyasi ushbu

ko’rinishga ega;



3
Zaaﬁx“xﬂ =a, x'x' +a,x'x* +ax'x’ +a,x*x" +
a,p=1 (113)

2 2 2.3 3.1 3.2 3.3
+ApX X" +aApX X" + a3 XX +apxTXT Fapxtx

bu yerda a, (a, p=12, 3) kvadratik formaning o’zgarmas koeftitsientlaridir.
Ularning har bir indeksini yuqgori va quyi indeks sifatida yozish mumekin;

a?, Ayps a,‘z, af (a,,B:I, 2, 3).

Yani, ikkinchi rang ob’yektlarning to’rt xil ko’rinishidagi komponentalari

mavjud bo’ladi. Ular a , - kovariant, a“’ -kontrvariant, afy - birinchi xil aralash,

a’ - ikkinchi xil aralash komponentalar deb ataladi. Bu yerda nuqta yordamida

indeksning o’rni ko’rsatiladi. Ikkinchi rang ob’yektning bir xil ko’rinishdagi
komponentalarining soni to’qqizta bo’ladi. Qaralayotgan birinchi, ikkinchi va
hokazo n - rang ob’yektlar ketma-ketligi to’la bo’lishi uchun indekssiz miqdorlar
nolinchi rangli ob’yekt sifatida gabul gilinadi. Yuqori rangli ob’yektlarni belgilash

uchun nomerli indekslardan ham foydalaniladi. Masalan, n - rang ob’yektning

kovariant komponentasini @, ,, _, ko’rinishda belgilash mumkin.

Indeksli harflarning yig’indisi. Indeksli harflarning yig’indisi A.Eynshteyn
taklif gilgan goidaga ko’ra bajariladi. Agar bir hadli ifodada biror indeks ikki marta
- bir gal yuqori va ikkinchi gal quyi indeks sifatida uchrasa, u holda, ushbu
indeksga 1, 2, 3 qiymat berilib, yig’indi hisoblanadi. Bu qoidaga binoan quidagi
tenglik hosil bo’ladi;

a,x* =ax' +a,x* +ax’

a 1 2. 3
a, =a; +a; +aj

aa

ushbu a,,, a*, a_, ifodalarda esa yig’indi hisoblanmaydi, chunki ularda «

indeksi bo’yicha yig’indi hisoblash qoidasi buziladi.
Ta’rif: Yig’indini hisoblash amali bajariladigan indeks befarq yoki soqov
(gung) indeks deb ataladi. Undan boshqga indekslar esa erkin indekslar deb ataladi.



Masalan, aaﬁbﬁ ifodada S - befarq, ¢ esa erkin indekslardir. Erkin
indeks 1, 2, 3 sonlardan birini gabul gilishi mumkin. Yani, aaﬁbﬁ ifoda ushbu
a,zb”, a,zb”, a;,b” ifodalardan biri bo’lishi mumkin.

Agar biror indeks harfli tenglikning ikkala tomonida uchrasa va tenglikning
bir tomonida erkin bo’lsa, u holda ushbu indeks tenglikning ikkinchi tomonida
ham erkin bo’ladi. Masalan,

a, =b,c” tenglikda a - erkin indeks bo’ladi.

A.Enshteyn qoidasidan ko’p karrali yig’indilarni yozishda ham foydalanish

mumkin. Masalan,

3 3
Y Y agxixl =a,zxix’
a=1p=1

3 3 3

222 a;ﬁoy{ﬂy = aaﬂ(;flﬁy
a=1p=1y=1

2 §. To’g’ri burchakli Dekart koordinatalar sistemasi.
TMMda koordinatalar sistemasi ham muhim ahamiyatga ega. TMMda ikKi
xil, ya’ni to’g’ri burchakli dekart koordinatalar sistemasi va egri chizigli
koordinatalar sistemasidan foydalaniladi.

To’g’ri burchakli dekart koordinatalar sistemasi berilgan bo’lsin. Markazi O
nugta, koordinata chiziglari esa y', y*, »’. Ixtiyoriy M nugtaning vaziyati,
koordinata tekisliklarining  tenglamalarini  beruvchi  y* =c¢* (a=1,2,3)

munosabatlar bilan aniglanadi.
Fazoda nuqgtaning vaziyati mazkur uchta tekisliklarning kesishishi natijasida

aniglanadi. Tekisliklardan ikkitasi kesishganda hosil bo’ladigan to’g’ri chiziglar

koordinata chizig’i deb ataladi. U y“ koordinata chizig’i bo’ylab musbat tomonga

yo’nalgan. y“ = ¢ koordinata tekisligiga perpendikulyar bo’lgan birlik vektor k_a

deb belgilanadi.
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Quyidagi birlik vektorlar koordinata bazislari deb ataladi. Va ular fazoning

barcha nuqtalarida bir xil yo’nalishga ega. Ular uchun quidagi tenglik o’rinli
bo’ladi;

(a. $=1,2,3) (1.2.1)

[

— l, a=p
0, a=pf

bu yerdagi o,, - Kronekker belgisi (deltasi) deb ataladi.

Demak, to’g’ri burchakli dekart koordinata sistemasida bir xil nomli
koordinata tekisliklari ham, bir xil nomli koordinata chiziglari ham bir-biriga
parallel bo’ladi. Har bir nuqtada esa uchchala koordinata tekisliklari ham, uchchala
koordinata chiziglari ham o’zaro ortogonal bo’ladi. Undan tashqari, bir xil nomli
koordinata shu nomli koordinata tekisliklariga ortogonal bo’ladi.

Koordinatalari y* va y“ +dy“ (a=1, 2, 3) sonlar bilan berilgan M va

M’ nuqtalar orasidagi masofa quyidagi tenglik bilan aniglanadi;
ds® = (') +(dy?)" + () =8, pdy dy” (1.2.2)
M nugtaning radius vektori r quyidagiga teng bo’ladi
r=y'ki+y2ks + y3ks = YK, . (1.2.3)
Ortogonal dekart koordinatalar sistemasida nuqta koordinatalari quyi indeks

(v,, x,)yordamida ham belgilanishi mumkin .

3 §. Egri chizigli koordinatalar sistemasi.
Uchta x“ (a=12,3) miqdor dekart koordinatalari y” (5=12,3)
larning funksiyasi sifatida berilgan bo’lsin;
x =x“(y1,y2,y3), (a=1,2,3) (1.3.1)

a

X funksiyalar  uzluksiz  differensiallanuvchi ~ funksiyalardir. Bu

funksiyalarning Vronskiy determinanti ya’ni yakobiani noldan farqli bo’lsin;
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oxt oxt oxt
oyt ay® ay?
X ox? ox® 20
oye| |oyt ay? oy?| (1.3.2)
ox® ox® &3
oyt dy? oy?®

yani, (1.3.2) o’zaro bir qiymatli akslanish bo’lib, undan
yﬁ:yﬁ(xl’x2’x3), (13:1, 2, 3) (1.3.3)
lokal munosabatlarni olish mumkin bo’lsin.

U holda, uchta x', x>, x* sonlar berilsa, (1.3.3) tenglikka binoan uchta
y', v*,»> sonlar (dekart koordinatalari) ham berilgan bo’ladi, yani fazoda
muayyan nuqta aniglanadi. Demak, x* (a =1, 2, 3) sonlarni fazodagi nugtaning

koordinatalari deb garash mumkin va x* =b“ (a=1,2,3) (b” — o’zgarmas
sonlar) munosabatlar yordamida hosil gilingan egri chizigli sirtlarni koordinata
sirtlari deyishimiz mumkin. U holda mazkur uchta sirtlarning kesishuvi fazoda
biror M(xl, x?, x3) nugtani beradi. Ulardan istalgan ikkitasining kesishuvi esa
egri chizigni ya’ni koordinata chizig’ini bildiradi.

Egri chizigli koordinata sirtlari va chiziglarining ko’rinishi qaralayotgan
nuqtaning holatiga bog’liqdir.

Koordinata chizig’i bo’ylab fagat x“ o’zgaradi va (1.2.3), (1.3.3)
formulalarga ko’ra ushbu x“ koordinata chizig’ining tenglamasi quyidagi
ko’rinishda bo’ladi:

ro =ra(x?) (1.3.9)

4 §. Kovariant koordinata bazislari.

a

Ixtiyoriy  ikkita  bir-biriga  yaqin  koordinatalari X va

x* +dx“ (a =12, 3) bo’lgan M va M’ nuqtalar fazoda berilgan bo’lsin. Bu
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ikki nugta yordamida aniglangan MM' =d r yo’naltirilgan kesma koordinatalar

sistemasining tanlanishiga bog’liq emas. Ular invariant migdordir.
Ta’rif: Ushbu yo’naltirilgan dr kesma elementar ko’chish vektori, uning

uzunligi ds, yani M va M’ nuqtalar orasidagi masofa esa dr ning moduli deb
ataladi.

Agar yugoridagi mulohazani uzunligi bir birlik bo’lgan kesma uchun
qo’llanilsa, moduli birga teng bo’lgan elementar ko’chish vektori 3 hosil gilinadi.
Ushbu birlik vektor yordamida dr ni  quyidagi ko’rinishda yozish mumkin.

dr = ds3 (1.4.1)
Agar M va M' nuqtalar x“ koordinata chizig’ida yotsa, elementar ko’chish

vektori dr, deb belgilanadi.

Elementar ko’chish vektori d r(xl, x?, x° ) ni quyidagi ko’rinishida yozish

mumkin.
Jr:ildxl +i2dx2 +i3dx3 =T 5 e (1.4.2)
ox o ok ax“
Bundan tashqgari (1.3.4) tenglamadan
—_— a - —_
dr, = -—dx® =3,dx" (o-erkin indeks) (1.4.3)

va dr ning (1.4.2) ko’rinishidan quyidagi munosabatlar o’rinli bo’ladi.
dr =dr, + dr, + dr,

Demak,

_ p_
9a(x1, X2, x3)=§; :Z“ ky (1.4.4)

vektor x, koordinata chizig’iga urinma bo’ylab musbat tomonga yo’nalgan va dr,

ga kollinear bo’lgan vektordir.

Bundan tashqari, 3,(a=1,2,3) lar nokomplanar vektorlar. Ular uchun

quyidagi tengliklar o’rinli bo’ladi.
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(1.4.5)
= =J7120

Ular (1.3.1) va (1.3.2) munosabatlarning o’zaro bir qiymatli akslanishni
ifodalashidan kelib chigadi.

Ta’rif: Fazoning har bir nugtasida (1.4.4) formula bilan aniglangan uchta D,

vektorlar kovariant bazis vektorlar deb ataladi. Ular egri chizigli koordinatalar
sistemasining koordinata bazislari sifatida gabul gilinadi.

Elementar ko’chish vektori modulining kvadratini (1.4.2) yoyilma
yordamida

ds® = (dr -dr)=(dx“3, ) (dx"3,) = (3, - 3 )dx“dx” (1.4.6)
yoki
Uus =0 -9 (1.4.7)
belgilash yordamida
ds® = g, dx*dx” (1.4.8)
ko’rinishida yozish mumkin.

Ta’rif: ds” = Zup dx“dx” ifoda asosiy kvadratik forma deb ataladi.

Asosiy  kvadratik formaning koeffitsientlari  (1.4.7) formula bilan
aniglanganligi  sababli g, =g,, tenglik o’rinli bo’ladi. Ya’ni ushbu
koeffitsientlarning matritsasi |g,,| simmetrik bo’ladi. Bundan tashqari (1.4.5) ga
ko’ra g,, koeffitsientlarning determinanti uchun quyidagi munosabat o’rinli
bo’ladi;

g=|gus|=(319,3) =220 (1.4.9)

bundan |g.,;| ning xosmas matrisa ekanligi kelib chigadi.
14



Ta’rif: Kovariant bazis vektorlarning moduli

90( :‘50:‘: \/§a '50: :\/a

Lame koeffitsientlari deb ataladi.

Lame koeffitsientlari  yordamida normalangan  kovariant

vektorlarlarni Kiritish mumkin:

3

- a a
e, =

Q

‘506‘ 8oa

bu yerdagi e, -normalangan kovariant bazis vektorlar.

5 §. Kontravariant koordinata bazislari

(1.4.10)

bazis

(1.4.11)

Endi kontravariant koordinata bazislari tushunchalarini Kiritamiz. Buning

uchun fazoda koordinata bazisi sifatida ushbu sirtlarning normallari bo’ylab

yo’nalgan vektorlarni tanlaymiz. Mazkur sirtlar
x% = const (a =1, 2, 3)

tenglamalar bilan aniqlanadi va shu tufayli

a _ é}ca g _ a —\ _ a —\ _
dx —@}ﬂdy —(gmdx ,dr):(Vx ,dr)—O
munosabatlar o’rinli bo’ladi. Bu yerda quyidagi ko’rinishda belgilangan
o o Ox% - =
Vx* = grad x _ﬁyﬁ kg (a—l, 3)

va koordinata sirtlariga normal bo’ylab yo’nalgan miqdorlar nokomplanar

vektorlar uchligini tashkil etadi:

at at  at
at a* 4°
2 2 2
Vxl-(sz x Vx3)= @Cl &2 x —J =0 .
at 4% 4°
a ad ad
at 4* 4°

15
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Demak, ushbu wvektorlar uchligini ham koordinata bazisi sifatida gabul gilish
mumkin.
Ta’rif: Quyidagi ko’rinishda belgilangan koordinata bazisi kontravariant

koordinata bazisi deb ataladi.

5“(361, xZ, x3) =grad x* =Vx* = x_ & k (1.5.2)

Elementar ko’chish vektorining kontravariant bazisi orgali yoyilmasi
quyidagi tenglik bilan aniqlanadi:
Eﬂzdxﬁgﬁ
bu yerdagi dx, koeffitsientlar dr vektorning Kkovariant tashkil etuvchilari
(komponentalari) deb ataladi. Ushbu dx, miqdorlar x, koordinatalarning
differensiali bo’lmaydi.
Agar
gaﬁ = 5(1 * §ﬂ :gaﬂ (1.5.3)
deb belgilansa, u holda asosiy kvadratik forma quyidagi ko’rinishda yoziladi.
ds® = (d_r~d_r) = (§“dxa)~(§ﬁdxﬁ) = g“ﬂdxadxﬂ (1.5.4)
Yuqoridagi forma koeffitsientlarining matritsasi Hg“ﬂH simmetrik va xosmas

bo’ladi. Bu xossalar (1.5.3) dan va osonlik bilan tekshirish mumkin bo’lgan

quyidagi munosabatdan kelib chigadi.
(53'925%) =g, =% %0 (L5.5)

Kontravariant bazis vektorining moduli quyidagiga teng

27 =[3%|=3" - 0% = g™
Ushbu

B Ve

Y 50{ 50{
e

normalangan, yani moduli birga teng bo’lgan bazis vektor kiritiladi.

Kovariant va kontravariant bazis vektorlarning (1.4.4) va (1.5.2) formulalar
16



bilan aniqlanganligi e’tiborga olinsa, ularning skalyar ko’paytmasi uchun quyidagi
o’zarolik munosabatlari o’rinli ekanligini ko’rishimiz mumkin.

a &' _a&’ 5P
@Ca ﬁ; dca a:

Misol uchun, o =1va =1, 2, 3 giymatlariga teng bo’lsa

3,27 =

3.3,=6

(1.5.7)

%R

5.5, =9"-9,c08(3%,3,)=1, 3*-3,=0, 3*-3,=0
tengliklar hosil bo’ladi.
Demak, D' vektori 3, va 3, vektorlarga perpendikulyar bo’ladi, 3' va 3,
vektorlar orasidagi burchak nolga teng emas .
O’zarolik munosabati bo’lmish (1.5.7) formulada, formal bajarilgan amalning
to’g’ri ekanligini koordinata bazislarini aniglovchi (1.4.4) va (1.5.2) formulalardan
foydalanib tekshirish mumekKin:

_ = B i B _ B
5,30 =F K X O
X* or ox* oy’ OX*

Ko’pincha kontravariant koordinata bazisi o’zarolik munosabatlari
yordamida Kiritiladi.

Agar (1.4.5) formulada

3,x3, =237, (3,x3,)=2%3", (3,x3,)=5°1"
ko’rinishdagi belgilashlarni kiritsak, 9” (,Bz L, 2, 3) vektorlar quyidagi
shartni gqanoatlantiradi;
3,-37=5"
Demak D7 (ﬂzl, 2, 3) vektorlar kovariant koordinata bazisiga qo’shma

bo’lgan nokomplonar vektorlar uchligini tashkil etadi. VVa ularni koordinata bazisi

sifatida gabul gilish mumkin.

6 §. Indekslarni ko’tarish va tushurish amallari.
Yuqorida berilgan (1.5.7) ifodani mos ravishda g va g,, ga ko’paytirib,
a indeksi bo’yicha yig’indi amalini bajarsak, quyidagi tengliklar hosil bo’ladi:

17



gay(ja ,jﬂ):gaz/go-f =g =D5F .57
= (g3, ~57)-3, =0

Eay (§a ’ 5,6’) = gayé‘-g' = 8p = 55 -39,
= (2,27 -2,)3,=0
bu yerda §ﬂ va 27 nokomplanar vektorlar bo’lganligidan
D7 =g"D ; §y :gmga (1.6.1)
munosabatlar-kontravariant ~ (kovariant)  bazis  vektorlarning  kovariant

(kontravariant) bazis vektorlar orqgali yoyilmasi kelib chigadi.

O’zarolik munosabatlarini e’tiborga olib, indekslarni ko’tarish va tushirish

goidasini beruvchi (4.22) tengliklarning ikkala tomonini mos ravishda 5/, va D7

vektoriga ko’paytiramiz:

bu yerda matris’alarni ko’paytirish qoidasidan foydalanib, quyidagi munosabatlarga

ega bo’lamiz. Ya’ni bular o’zaro teskari matritsa va determinantlardir.

ga}/ga — 5.7' =
res (1.6.2)

gv °‘gaﬂ‘ =1

HgayH-HgaﬁH: L

Elementar ko’chish vektorining tashkil etuvchilari uchun ham (1.6.1)ga
o’xshash indeksni ko’tarish va tushirish qoidalari mavjud. Elementar ko’chish

vektori uchun o’rinli bo’lgan

dr =dx“3, =dx ;0"
yoyilmalarda (1.6.11) dan foydalanib, 3, vektori 37 orqali ifodalansa, u holda
quyidagi tenglik hosil bo’ladi.

(gaﬂdx“ —dxﬁ)gﬂ =0

D57 ni B, orqali ifodalasak esa ushbu
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(dx“ — g“ﬂdxﬂ)ga =0

tenglik hosil bo’ladi. Yugoridagilardan, 37 va 3, lar erkli vektorlar bo’lgani
uchun ushbu
o =8an® (16.3)
dx“ :g“ﬁdxﬁ
munosabatlar o’rinli boladi. Bu munosabatlar indekslarini ko’tarish va tushirish
goidasini beradi. Bundan tashgari elementar ko’chish vektorining kovariant
(kontravariant) komponentalarini kontravariant (kovariant) komponentalari orgali
yoyilmasini bildiradi
Yugorida elementar ko’chish vektorining kovariant komponentalarini,

umuman olganda, x ﬂ(xl,xz,x3) - fazo nuqtalari koordinatasi funksiyasining to’la

differensiali deb garash mumkin emas deyilgan edi. Hagigatan quyidagi
tenglamaning

OX g

@Ca

@Cﬁ a a
dx =?dx =gp0X" = g, =

integrallanish sharti
@ﬂa _ @ﬁy
&’ &
bajarilmaydi. =2, a=1, y =2 qiymatlarni gabul gilganda integrallanish

sharti bajarilmaydi. Masalan, silindrik koordinata sistemasida. quyidagilar o’rinli
g1 =8»=1 822:7”2: 81 =813 =85 =0.
Ortogonal dekart koordinatalar sistemasida y“ koordinata chiziglarining

urunmasi va y“ = ¢* koordinata tekisligining normali bir xil yo’nalgan bo’ladi.

Ushbu
3 =D%=k N gaﬂ:gaﬂzéaﬂ:()’ a# f 8w =1
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munosabatlar o’rinli bo’lgani tufayli yagona bazis mavjud bo’ladi. Shu sababli, bu
sistemada indekslarni yuqorida yoki quyida joylashtirishning farqi yo’q bo’lib, erkli

o’zgaruvchilarni ham x,, y, ko’rinishda belgilash mumkin.

7 §. Koordinata bazisi elementlari ustida amallar

Koordinata bazisi elementlari ustida quyidagi amallar bajariladi.

1) Qo’shish amali ikkita ixtiyoriy oddiy ob’yekt uchun aniglangan. Ikkita
oddiy ob’yektning yig’indisi, mazkur vektorlar yordamida yasalgan parallelogramm
diagonaliga teng. Bu amal kommutativlik va distributivlik xossasiga ega:

3, +35=0,+3,; p(§a+§ﬁ)=p§a +p Oy

2) Skalyarga ko’paytirish amali har ganday skalyar va ixtiyoriy ob’yektga
nisbatan aniglangan. Biror p skalyar va 3, oddiy ob’yekt uchun pD,
ko’paytmaning moduli |p|3,| bo’lgan va 3, bo’ylab yo’nalgan ob’yektni
bildiradi.

3) Skalyar ko’paytirish amali ixtiyoriy ikkita oddiy ob’yekt uchun

quyidagicha aniglangan:

§a'§ﬂ:gaﬂ’ §a'§ﬂ:gaﬂ
3 .k _ P ey _ g
30!'9 _561" 3 '9,3—5ﬂ

Bu amal quyidagi xossalarga ega:

3, 27

3%.5

a)aaaﬂzaﬁaa, a
4) Vektor ko’paytirish amali ikkita ixtiyoriy oddiy ob’yekt uchun aniglangan

bo’lib, ushbu amal natijasida yana vektor hosil bo’ladi. Bu vektorning yoyilmasini

koordinata bazislarining birortasi orgali yozish mumkin:
D, x5 =e,,097, “x3F =),

¢
o ~ _ (1.7.1)
3, x3” :e;fy\?y :efy\?y

bu amal uchun ushbu xossa o’rinli,
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P2 % 3p)=(p D x 35)=(2 x £ 3y)
ammo kommutativlik xossasi o’rinli emas:
3, x5 #0;x3,.

5)Noaniq (indefenit) ko’paytirish amali chekli sondagi oddiy ob’yektlar
uchun aniglangan bo’lib, ko’paytirish natijasida yangi murakkab, poliada deb
ataluvchi, ob’yekt hosil bo’ladi:
3,3, 2°3*, 3,37, 29D,
2,9,3,, 3,3,57, 35,537, 390,57
va hokazo.

Bu amal uchun ham ushbu

A2.95,)=((£2.)3,3, ) = (ja (/’gﬂ)@) B (gajﬂ(/@ ))

xo0ssa o’rinli. Ammo kommutativlik xossasi

o’rinli emas.

Ta’rif: Ikkita oddiy ob’yektni ko’paytirish natijasida hosil gilingan poliada
diada deb ataladi. Uchta obektni ko’paytirish natijasi esa triada deb ataladi.

Ta’rif: Poliada indekslarining soniga teng bo’lgan ob’yektlarining soni
poliadaning rangi deb ataladi.

Diada 2-rang, triada 3-rang poliada bo’ladi. n-rang poliadalar odatda nomerli

indekslar yordamida quyidagicha ifodalanadi:

DA% % 2%5 ...5  va hokazo.

aZ a n

8 §. Ortogonal egri chizigli koordinatalar sistemasi.
Ta’rif: Fazoning har bir nuqtasida koordinata chiziglari o’zaro ortogonal
bo’lgan egri chiziqli koordinatalar sistemasi ortogonal koordinatalar sistemasi deb

ataladi. Koordinatalar sistemasining ortogonallik sharti
3,-05,=0, a#f = g,=0, a#p (1.8.1)

ko’rinishida yoziladi. Shuning uchun ortogonal sistemada
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Hgaﬂu =10 &n 0 |, ‘gaﬂ‘ =811 82 833 (1.8.2)

va (1.6.2) ga asosan

gl_ll 0 0
lg”|=l0 & o). [e7]= i (1.8.3)
O O g3—31 11 522 &33

formulalar o’rinli bo’ladi.

Ortogonallik shartini almashtirish formulalari yordamida ham yozish
mumkin.

To’g’ri burchakli dekart koordinatalar sistemasi y“ =x“ berilgan bo’lsin,
ya’'ni

8y =87 =61 =05, ‘gaﬂ‘ :‘gaﬂ‘ =1 (1.8.4)

. 4. . LN A . . . .
formulalar o’rinli bo’lsin. «Yangi» ¢ sistema x * koordinatalar bilan aniglansin. U

holda (1.8.4) formula e’tiborga olinsa,

. OE* PEP . on' on!
9 =9 — 75 5 99 =Y e 525
on on os” o0&
§'i =g on' 0’)77j’ af _ i 0’)50( 5§ﬁ
OE® PEP on' on’
almashtirish qoidalari
. ox' ox! 3 Ax" AxX!
Yo = g 37 1 _;af(“ o%”
ko’rinishga keladi.
Demak, koordinatalar sistemasini almashtirish matrisasi
ox'
&a

ning ixtiyoriy ikki ustuni elementlari ko’paytmasining yig’indisi nolga teng bo’lsa,

bu koordinata sistemasi ortogonal sistema bo’ladi.
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Agar koordinatalar sistemasi bazislari normallangan bo’lsa, u holda
ortogonallik shartini

Of’X. 0’)Xj i ~a i -
rraeryl =38, —cos(x' 2 )eos(x',%” ) = 8,5 (1.8.5)
ko’rinishida yozish mumkin. Bu yerda

ox'
oxX”*

N
~—

= cos(x‘,i

chunki, normallangan bazisli sistemalarda

_ B i
cos(x' %7)=8, -6, =K, " =K,.K, 2 - (1.8.6)

munosabatlar o’rinli bo’ladi.
Ortogonal egri chizigli koordinatalar sistemasiga misol tarigasida

mexanikada ko’p qo’llaniladigan silindrik va sferik koordinatalar sistemalarini
ko’ramiz. Bizga y* - to’g’ri burchakli dekart va &' - egri chizigli koordinatalar

sistemalari berilgan bo’lsin. Ushbu sistemalarning bazis vektorlari  (1.4.4)

formulalar
5=k, 5=k, 5% g (1.8.7)
2 o8 o8 oy
bilan va ularning metrikasi (1.4.7) esa
A A _ _ B 3 a a
g, =99 = K~”y5y_@éyz &y (1.8.8)

oo T A e T Lo A
formulalar bilan aniglanadi.
Bu yerda ixtiyoriy egri chizigli koordinatalar sistemasining ortogonallik

sharti

— =0, i # ] (1.8.9)

ko’rinishida yoziladi.
Agar dekart koordinatalarini x, y, z orqali, yani y' =x, y* =y, y’ =z deb

belgilasak, ortogonal sistemaning metrikasi (1.8.8) va (1.8.9) larga ko’ra
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g, - a<o'x+@5y+ﬁzﬁz
cc' o5 &' eg) o8 A’

G = [%T +[%jz +[5—;jz, (i=123) (1.8.11)

formulalar bilan aniglanadi.

0, i# ] (1.8.10)

9 §.Silindrik koordinatalar sistemasi

Agar sistema koordinatalarini 0,0,z orqali, ya’ni

E'=p, =0, & =z deb belgilasak, ushbu silindrik va y“ sistemalari
orasidagi bog’lanish

x=pcos@, y=psinf, z=z
1.9.1
E=p=x* +y?, §2=9=arctgz, E=z=z ( )
X

formulalar bilan beriladi. Ushbu bog’lanishlar va (1.8.10), (1.8.11) formulalardan

foydalanib, osonlik bilan silindrik koordinatalar sistemasining metrikasini topamiz:
gn=L gn=p", gs=1 81 =83=83=0 (1.9.2)
Sistemaning bazislari esa (1.8.7) formulalardan aniglanadi:
5, =k, cosd+k,sin @, 5, =k psin @ +k,pcosh, 5, =Kk,

y K, Yo, X K, 5% =k, (1.9.3)

—k += =——=k +—

PP P

Sistemaning metrikasini quyidagi 1-rasm va asosiy kvadratik formadan topishimiz

~1

mumkin. \ EdE = pdo

................. N

1-rasm
Bu rasmdan quyidagi tenglikning o’rinliligi kelib chiqadi;
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2

M| =[N+ [MNT L [MNT = (dp) + p?(d6), [MN|=dz
demak, ds =|MM’| kesma uzunligining kvadrati
ds® =(dp)” + p*(d6)” +(dz)’
bo’ladi.
Ikkinchi tomondan asosiy kvadratik forma
ds* =g, d&' d&’ (1.9.4)

formula bilan aniglanadi. Ushbu munosabatlardan sistemaning metrikasi hagigatan

ham (1.9.2) formulalar bilan aniglanishini ko’ramiz.

10 §. Sferik koordinatalar sistemasi
Biz sferik koodinatalar sistemasini analitik geometriya fanida ko’rib
o’tganmiz. To’g’ri burchakli dekart va sferik koordinatalar sistemalari orasidagi

bog’lanish ushbu formulalar bilan berilgan bo’lsin,

x=rcosAsin@, y=rsin@sindA, z=rcos6
2 2
N
r:\/x2 +y? 427, Q:arctg—y, /I:arcl‘gZ
z X

bu yerda &' =r, & =6, & =1 ekanligi nazarda tutilsa, (1.8.7), (1.8.10) va
(1.8.11) formulalar sistema bazislarini va metrikasini aniglash imkonini beradi.
Buni 2-rasm va asosiy kvadratik formadan foydalanib ham aniglashimiz mumkin.
Hagiqatan ds =|MM'| kesmaning kvadrati uchun o’rinli bo’lgan

ds? :(a’r)2 +(rd¢9)2 +(rsin Qd/l)z
munosabatdan va (1.9.4) dan g,, =1, g, =7°, gs :(rsin6’)2 formulalar

kelib chigadi.




11 §. Koordinatalarni almashtirish
Ikkita-«eskin &', &2, & va «yangi» 7', n°, n° koordinatalar sistemasi

berilgan bo’lsin va ular orasida o’zaro bir qiymatli moslik o’natigan bo’lsin, yani

AN
«eski» C sistemadan «yangi» C sistemaga o’tish qoidasini beruvchi

n“=n“(&E.8)  a=123 (1.11.1)
funksiyalar uzluksiz differensiallanuvchi va almashtirish yakobiani

on”
oE?

3 =‘ £0 (1.11.2)

bo’lsin. Demak qaralayotgan sohaning har bir nuqtasi atrofida (1.11.1) formulalarni

A\
£ £ £ larga nisbatan yechib, C sistemadan C sistemaga o’tish qoidalarini

beruvchi
g =&’ n* ) (1.11.3)
formulalarni yozish mumkin.

Koordinata bazisi elementlarini almashtirish uchun quyidagicha ish ko’riladi.

A AN /\ - - -
3, va D7 lar C sistemaning, 2: va 2 lar esa C sistemaning koordinata

bazislari bo’lsin. Bazis vektorlarning tarifiga ko’ra;

OF _ O 28 5 _on' _ on' g

5=

i a i’ = B =
on' o an. or  pEP oF | (1.11.4)
5 _OF _oron 5, _ogh _og" on
“pEY on' §E* or  onl or
formulalar yoki
523,95 5 591 (1.115)
on' Pl
s —. O —. . P
5 =509 Fp_595 (1.11.6)
o0&’ on'

formulalar o’rinli bo’ladi.
Ta’rif: Kovariant bazis vektorlarini almashtirish goidasini beruvchi (1.11.5)

formulalar kovariant almashtirish gonuni deb ataladi.
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Ta’rif: Kontravariant bazis vektorlarni almashtirish goidasini beruvchi
(1.11..6) formulalar kontravariant almashtirish gonuni deb ataladi.
Elementar ko’chish vektori komponentalarini almashtirish qoidasi esa

quyidagicha bo’ladi.

Invariant migdor bo’lgan elementar ko’chish vektori C va (AZ sistemalarning
bazislari orqali quyidagi ko’rinishlarda ifodalanadi:
dr=d¢&,07 =dp,-3’, dr=d&*D, =dn' -5,
bu yerdagi ifodalarni (1.11.5) va (1.11.6) qoidalar yordamida bir xil sistemadagi
bazis vektorlar orqali yozilsa, u holda quyidagi tengliklar kelib chigadi.

B
o -

(dg“—dn‘%jizo, [d§ 7 n'jé 0

Bazis vektorlar erkli bo’lganligi sababli, (1.11.9) dan mazkur dr vektori

(1.11.9)

komponentalarini almashtirish qoidalari deb ataluvchi quyidagi munosabatlar

o’rinli bo’ladi:

0”77 oEP
dé, =dn, dn. =d . 1.11.10
dé® = dn' @i dn' = dz° ;;ia (1.11.11)

12 §. Skalyar va vektor miqgdorlar.

Ta’rif: U yoki bu matematik ob’yekt bilan bog’liq bo’lgan va bu ob’yektlar
bilan yoki ular garalayotgan hisoblash sistemalari bilan ma’lum almashtirishlar
bajarilganda o’zgarmaydigan sonlar, algebraik ifodalar va boshga miqdorlarga
invariantlar deb ataladi.

Biror geometrik ob’yekt yoki fizik hodisani o’rganish uchun koordinatalar

sistemasini  kiritishga to’g’ri keladi. Muayyan &', &%, & koordinatalar
sistemasida berilgan f (éfl, £, 53) ifodaning giymatlari p biror ob’yektning ichki
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xususiyatlarini aks ettirsa, u hisoblash sistemasining tanlanishiga bog’liq
bo’lmaydi, yani boshga ', 7>, 1’ sistema kiritilsa,
g )= )& n' ) & n' o)) =
= fn'.n*n*)=p

munosabat o’rinli bo’ladi. (1.12.1) munosabatni ganoatlantiruvchi hamma ifodalar

(1.12.1)

invariantlar deb ataladi. Masalan, Ml(éf,éf,ff) va Mz(cle,gzz,éj) nugtalar

n', n*, n’ koordinatalar sistemasida boshga koordinatalar bilan aniglanadi, lekin

ular orasidagi masofa o’zgarmasdan qoladi.

Invariant migdorlarning eng sodda misoli skalyar va vektor migdorlardir.

Ta’rif:__Koordinatalar sistemasining tanlanishiga bog’liq bo’lmagan va
muayyan koordinatalar sistemasida bir son bilan beriladigan migdor skalyar deb
ataladi.

Misol uchun ikki nugta orasidagi masofa, bosim, zichlik, harorat va boshga
ko’p miqdorlar skalyar bo’ladi.

Ta’rif: Koordinatalar sistemasini tanlanishiga bog’liq bo’lmagan va oddiy
ob’yektlarning quyidagi chiziqli ifodasi ko’rinishida beriladigan miqdor vektor deb

ataladi:

a=a%d, :aﬂ§ﬂ (1.12.2)

Vektorning tashkil etuvchilari mazkur vektorni bazis vektorlarga skalyar
ko’paytirish natijasida hosil gilinadi:

a-3"=a"3,-37 =a” 5" =a”

_ _ (1.12.3)
:D,=a;,0"3,=a,60 =a

]|

Koordinatalar sistemasini almashtirganda vektor komponentalarining
o’zgarish qoidasi (1.12.3) va bazis vektorlarni almashtirish goidalari esa (1.11.5),

(1.11.6) formulalar yordamida hosil gilinadi. Natijada quyidagilar hosil bo’ladi:
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al=a.o =a- ﬂaﬁ:aﬂﬁ ﬂ
- % (1.12.4)

5-a.5-a3,% —a%

on' on'

_ s B

a’ =a.-d2’ =ag§j 2 =4’ ?‘fj
”a 7 (1.12.5)

aaza-_aza ; 77i =é‘i é’n

PYRPTE

Vektorning ta’rifidan va skalyar ko’paytirish qoidasidan kelib chigadigan
quyidagi munosabatlardan:

a’3d, -aﬂ§ﬂ =a%ay), .37 :a“aﬁéf =a“a,

a-a=
a-a=a’d, -aﬁ§ﬂ =aa’>, -9y =a“aﬂgaﬂ
E-Jzaﬂ§ﬁ ca,d"” =aﬁaa§ﬂ D :aﬁaagﬂa

vektor modulini hisoblash va indekslarni ko’tarish va tushirish goidalari kelib
chigadi:
‘c_z‘ =.a%a, , a, :gaﬂaﬂ, a® :gﬂaaﬂ
Vektorlarning yoyilmasini quyidagicha normallangan bazislar orgali ham

yozish mumkin:

= 2 '
a a o a = a —
a=a"3d,=a NEuy =4 \Euu€y =0 e, =

gaa

*

a =.\g,,a”=a“3, ()

_ ~ €]
a =aﬁ9'8 =aﬂq/gﬂﬂ

B
lgﬂﬂ
ag zaﬂ\/gﬂﬁ :aﬂQﬂ (/)

Bu yerda a“ va a, lar a vektorning kontravariant va kovariant fizik

(1.12.7)

*

i
age” =

komponentalari deb ataladi.
Masalalar yechishga doir namuna

1. Oxjx3x; va Ox;x,x; koordinatalar sistemasini bog’lovchi koordinat

almashtirishlar quyidagi jadval shaklida berilgan. Bu jadvaldan foydalanib
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ortoganallik sharti bajarilishini, A(1,2,4) nugtaning shtrixli koordinatalar

sistemasidagi  koordinatalarini anigqlang va a(a,, a,, a;) vektorni shtrixli
koordinatalar sistemasida hamda Ax+ By + Cz+ D =0 tekislik tenglamasini

shtrixli koordinatalar sistemasida ifodalang.

Xy X2 X3
X3 3 1 4
52 |2 52
X5 4 0 3
5 5
X3 3 1 4
5¢72 V2 5¢72
Yechish.

Berilgan jadvaldan foydalanib ortoganallik sharti bajarilishini aniglaymiz.
Buning uchun ixtiyoriy satr(ustun)ning komponentalarini boshga ixtiyoriy

satr(ustun)ning mos komponentalariga ko’paytmalari yig’indisi nolga teng bo’lishi
kerak:

3 1.4..3 1 o
5(2 5 5V2 V2
3 4 4 3 3 4
w5 535 (5 sE e
4

3 3 1y 4 4
e sit ) sE e
Demak ortoganallik sharti bajarilar ekan.
Shtrixli koordinatalar sistemasida A nugtaning koordinatalari quyidagicha
aniglanadi:
3 1 4 23
NI
0-

x5 =——=-1+

N AN
16
-4 =

5
) 3
5 5’
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3 1 4 19++/5

x3=——=-1+—-2+ -4 =
V5 V2 52 5v2
Demak, shtrixli koordinatalar sistemasida A(— 3_, 16,19”5 )ga teng
245 5 542

bo’ladi.
Tekislik tenglamasi shtrixli koordinatalarda quyidagicha ifodalanadi:

Ax, +Bx, +Cx; + D =

_A( 3 ."_|_1.f 4 I)+B(4.’ 3!)
\.@ ﬁxz 5‘\'{_1:3 55"51 53‘73

3 1
+C(ﬁ NTE 5\!{'_ )—I—D—D =
(—;+ - +E)x;+(—%+%)x;+(—%—?+m) Xy +D=0

I bobga doir masalalar
1. Indekslarni sonli giymatlaridan foydalanib, quyidagi ifodalarni yoyib yozing.
O’zaro teng ifodalarni ko’rsating.
a) tis;
b) p: Uy, Wips5, DijUss UiDyj5
C) qualbi, qub a;, quual, a; qub al-b Qs by b.a. i9ij» qua}bj,
d) a;;b;;, a;;by;, a; by, by ay;.

2.d) 6y, 6;;6;;, ;0,1 6y, ifodalarni yigindisini hisoblang;

I
b) agar barcha indekslar 1,2,...,n gqiymatlarni gabul qilsa, ularning yigindisini
hisoblang.
3. a) Quyidagi munosabatni ganoatlantiruvchi bazis e; berilgan, e* birlik bazis
bo’lishini ko’rsating:

e’ =g're" g = gye”,
bu yerda g**- || g*/|| matrisaning komponentalari, ||g,;| teskari matrisa, g,; = e;e;.
b) e'el = g tenglikni tekshiring.
v) uv = u'y;, v’ = e'v, v; = e;v tenglikni tekshiring
g) &; va e’ bazislarni o’zaro bir-biri orgali quyidagi formulalar bilan ifodalanishini

tekshiring,
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8o M a g, Ma 3 _& He& _
Elzz 3&'2:3 1’€_1 Z,K—€1(€z><€a),

z 2 2 1 1 z

= = a° Ha a - xa
_— _ _ - " # __ a1 2 3
ee=— =" &a="—V=e(e"Xe)

Bu yerda e, Xe;- e,,e; vektorlarning vektor ko’paytmasi, V.- ey, e;, e;
vektorlarning aralash ko’paytmasi.
d) Metrik tenzor komponentlari ma’lum bo’lsa, e; va e’ vektorlar uzunligi gancha?

4. a) O’zaro ortonormallangan bazisni toping;
b) Har ikkitasining orasidagi burchagi 5 ga teng bo’lgan e; birlik vektorlar bazisi

berilgan bo’lsin. Ularning o’zaro bazislarini toping. e’ vektor uzunligi gancha?
v = ael + be? + ce? vektorning kontravariant komponentalarini toping.

5. Ekvivalent tenzor komponentlari uchun quyidagi munosabatlarni to’g’riligini
ko’rsating:

a)s;; =5; & s =5 = st =5
b)a,; =—a;, & a' =—-ad* Sa}=—a.

6. Ikkinchi rang tenzor uchun quyidagi munosabatlar to’g’rimi:

i g - -k
Qti; =t b)ti=1¢;"?

7. Silindr koordinatalar sistemasi

xl=r, x? = @, x? =z,

dekart kordinatalari bilan quyidagicha bog’langan (3-rasmga garang):

xr!

3-rasm.
a) quyidagi nugtalarda silindrik kordinatalar sistemasi bazis vektorlarini toping va

ularni dekart koordinatalar sistemasi bazislari bilan ifodalang:
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M,(r=5@=0z=0va M,(r=10; ¢ =E;z= 1).

b) silindr kordinatalar sistemasida metrik tenzorning kovariant, kontvariant va
aralash komponentlarini toping.

c) M, va M, nuqtalarda o’zaro bazis vektorlarni toping.

8. Tekislikdagi  Dekart koordinatalar ~ sistemasi  bilan  (x'%,x'%)
x't = rcosg, x'* = rsing ko’rinishida bog’langan e’ va e'* bazis vektorlarni
x! = r,x? = @ polyar koordinatalar sistemasi bo’yicha yoying.

9. (7) masaladagi silindr kordinatalar sistemasida p ikkinchi rang tenzor
pl=q,p* = f,rg komponentalarga ega, qolgan komponentalari esa nolga teng.

Shu tenzorning dekart kordinatalar sistemasidagi komponentalarini toping.
10. x'=1,x?=8,x* = Asferik koordinatalarni dekart koordinatalar bilan
quyidagicha bog’langan (4- rasmga garang),

x'! = rsinfcosA,

x'? = rsinfsind,

x'® = rcosé.

x"

4-rasm.

Sferik kordinatalar sistemasi bazisini toping va ularni dekart sistema bazisi bilan
ifodalang. Sferik kordinatalar sistemasida metrik tenzorning kovariant, kontvariant
va aralash komponentlarini toping.

11. Dekart kordinatalar sistemasida v vektor quyidagi tenglik orgali aniglangan
bolsa, sferik kordinatalar sistemasida uni komponentlarini toping:

x'te] +x"%el +x"%e]
V= J(xrl)z + ()2 + (x7)2 '
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12. (X, y, z) dekart koordinatalari bilan x* =7, x* = ¢, x* = z elliptik
kordinatalar sistemasi quyidagicha bog’langan bo’lsa,
X = mmsq}, V = rsing, r=0.
u holda dx*e, + dx*e, + dx*e; element uzunligi kvadratini toping.
13. Uchta a,,a,,a; vektorlardan hosil gilingan a,(a,a;)—a-(asza,) vektorning
a, ga perpendikulyarligini isbotlang.
14. Agar a, va a, + a, vektorlar bir-biriga perpendikulyar bo’lsa, a,+a,+a; va
a,-a,-a, vektorlarning modullarini teng bo’lishini isbotlang.
15. a=i+j—k va b=1i—j+k vektorlarning modullari orasidagi
burchagini va a;, b, proeksiyalarini toping.
16. Komplanar bo’lmagan a,,a,,a; vektorlarlar bilan komplanar bo’lmagan
b, ,b,,b; vektorlar quyidagicha bog’langan bo’lsin:
a, =a,,by+a,.b,+a,3b;,
a, = @y, by +a,,b, +a,;bs,
Q3 = @3, by +aq,b,+ag3 b,

a4,05,a3 Va by,by by vektorlar uchtaliklari bir orientatsiyali bo’lsa,

@3y W33 @33[>0 bo’ladi, turli orientatsiyali bo’lsa,

(37 @33 33)|<0 bo’ladi. Shularni isbotlang.

17-23 masalalarda quyidagilarni aniglang:
a) ortoganallik sharti bajarilishini;
b) A(1,2,4) nugtaning shtrixli koordinatalar sistemasidagi koordinatalarini;
¢) ala,, a,, as) vektorni shtrixli koordinatalar sistemasida ifodalang;
d Ax+By+(Cz+ D=0 tekislik tenglamasini shtrixli koordinatalar
sistemasida ifodalang.
17.

Xy Xz X3
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w3 (L £
52 V2 512
x5 4 0 3
5 5
tw |3 (1 _ 4
52 |2 52
18.
) X5 X,
X |2 1 _2
3 3 3
X5 _1 2 0
3
X3 0 0 1
19.
X4 X2 X3
A R N S
5 5
X5 1 0 0
% 0 3 |2
5 5
20.
X4 X2 X3
w0 2 |1
3 3
X3 1 0 1
% 0 1|2
3 3
21.

35




X1 X3 X3
X3 2 1 2

3 3 3
X5 0 1
X3 1 2 0

3 3

22.

Xy X2 X3
X3 3 1 4

52 |2 52
X5 4 3

5 5
X3 3 1 4

5v2 V2 5v2

23.

X1 X3 X3
X3 3 1 4

52 |V2 5V2
X5 4 3

5 5
X3 3 1 4

5v2 V2 5v2
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11 BOB. TENZORLAR USTIDA AMALLAR
1§. Tenzor.

Ta’rif: Koordinata sistemasini tanlanishiga bog’liq bo’lmagan va
diadalarning ushbu

T=7%3,3,=T,33” =T; 3,9” =T/ 53, (2.1.1)
chizigli ifodasi ko’rinishida beriladigan migdor ikkinchi rang tenzor deb ataladi.

Ta'rif: Ikkita @ va b lar orqali tuzilgan ushbu ifoda D= d@®b diada
deyiladi. @ — diadaning chap vektori, b —.diadaning o’ng vektori deyiladi. ® —
diadik ko’paytma belgisi, a'b! —sonlar to’plami esa Dning komponentalari
deyiladi.

Ta’rif: 3, va ' lardan tuzigan E diada birlik diada deyiladi.

(2.1.1) ifodadagi diadalar oldidagi koeffitsientlar - tenzorning tashkil

etuvchilari 4 xil bo’lib, 7% - kontravariant, T, - kovariant, T} va T,/ lar esa

aralash komponentalar deb ataladi.

Ikkinchi rang tenzor komponentalarining indeksi 1, 2, 3 giymatlarni gabul
gilgani tufayli, unga tegishli komponentalarning soni 3* =9 ta bo’ladi.

Ta’rifga ko’ra, tenzor invariant miqdordir. Shu sababli uning tashkil
etuvchilari va diadalar koordinata sistemasi almashtirilganda o’zaro teskari
matritsalar yordamida almashtiriladi. Masalan, tenzorning ta’rifiga va (1.11.5)ga

ko’ra o’rinli bo’lgan

munosabatlardan quyidagi almashtirish qoidasi kelib chigadi.

v onl
Fii :Taﬂ%% (2.1.2)

Ikkinchi tomondan, (1.11.5)ning birinchi formulasidan esa

T R
5, % 5,% % % 55

2.9, = : =5 5
1= a 577' /;577] Of)nl 577] a™~p
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almashtirish formulasi o’rinli ekanligini ko’ramiz. Ushbu diadaning almashtirish
matrisalari va (2.1.2) formuladagi matrisalar o’zaro teskari matrisalardir:

x" ‘ o' a’
on'| s on’
Agar (1.11.5) va (1.11.6) formulalarga ko’ra

o’
oEP

Y R W
5,=3,% 5= 5
o' oz’

ekanligini nazarda tutsak, quyidagi munosabatlar hosil gilinadi.

KA TR P
A

(2.1.3)

Tenzor komponentalari uchun indekslarni ko’tarish (tushirish) qoidasi

o’rinlidir. Masalan, (2.1.1) va (1.3.2) dan quyidagi munosabatlar kelib chiqadi;
T3,9,=T5 3,27 =T§ D,8" 3, =T5¢" 3,3,
Bu yerda g va y Dbefarg indekslardir. Agar ularning 0’rnini almashtirsak,
quyidagi tenglik hosil bo’ladi.
T =T¢g” (2.1.4)

Kovariant va aralash komponentalarda ham indekslarni ko’tarish yoki tushirish
shunga o’xshash bajariladi.

To’g’ri burchakli dekart koordinatalar sistemasida g% =5% tengligidan
muayyan indeksni yuqorida yoki quyida yozishning farqi yo’q, yani

T =Ty =Ty =T/

tengliklar o’rinli bo’ladi.

Yugorida olingan munosabatlar tenzorni boshqacha ta’riflash mumkinligini
anglatadi. Buni quyida n - rang tenzor uchun ko’ramiz.

2 - rang tenzorning ta’rifidan va poliadalarning xususiyatidan ko’rinib
turibdiki, n -rang poliada yordamida ham tenzor tushunchasini kiritish mumkin.

Ta’rif: Koordinata sistemasini tanlanishiga bog’liq bo’lmagan va muayyan

koordinata sistemasida n - rang poliadalarning ushbu
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T = Talaz_.,a,, §al §a2 o 3an — Ta‘lxz e, g Q, 3012 . 30(” =

e e (2.1.5)
=7,-% 3%.92%D3, =T, ,0%0%.0%

chiziqli ifodalar shaklida beriladigan migdor n - rang tenzor deb ataladi.
Ta’rifga ko’ra, (2.1.5) formulada poliadalarning 3% va 5% (k=1n)

bazis vektorlar yordamida hosil gilinish mumkin bo’lgan barcha chiziqli ifodalari
nazarda tutiladi. Mazkur (1.1.5) chizigli ifodalarning barcha indekslari yugorida
joylashgan koeffitsientlari tenzorning kontravariant, barcha indekslari quyida
joylashgani - kovariant va indekslari yugorida ham, quyida ham joylashganlari -
aralash komponentalari deb ataladi. Demak, n - rang tenzor o’zining tashkil

etuvchilari -  komponentalari  bilan  aniglanadi. Muayyan  xildagi
komponentalarning soni N = 3" ga teng bo’ladi.

Ushbu ta’rif n=1 n=0 bo’lsa ham o’rinli. Agar n=1 (N =3) bo’lsa,
tenzor birinchi rang ob’yekt, yani vektor bo’ladi:

T=T"3,=T,9"

Agar n=0 (N =1) bo’lsa, tenzor nolinchi rang ob’yekt - bir son bilan
aniqlanuvchi invariant miqdor, yani skalyar bo’ladi.

Ikkinchi rang tenzor uchun yugorida keltirilgan barcha xossalar n - rang

tenzor uchun ham o’rinli. Masalan, tenzor komponentalarini almashtirish
qoidalari (2.1.2) va (2.1.3) kabi ushbu

— O’E% 0’)77132 é’nﬂn
4l é)nﬂl 0’)5012 ."0"75%

Tt = (2.1.6)

_f ey ON OE OE
A 25} 70 Bn
a&m on” an

Ayl
T,

2.1.7)

formulalar bilan aniglanadi. Indekslarni ko’tarish (tushirish) esa, (2.1.4) formula
kabi ushbu

O O 10 OOty 00 0y 1.0 410

T O B A y1-On g O'O‘KT Ao O A1 O (2-1-8)
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goidaga binoan bajariladi.
Tenzorning ikkinchi ta’rifi (2.1.6) va (2.1.7) almashtirish qoidalaridan
foydalanib beriladi.

Ta’rif: Muayyan koordinatalar sistemasida 3"ta son- tashkil etuvchilari
berilgan va koordinatalar sistemasi almashtirilganda mazkur komponentalar
(2.1.6) va (2.1.7) formulalarga binoan o’zgaradigan miqdor n - rang tenzor deb
ataladi.

Ushbu ta’rifga ko’ra, tenzor komponentalari va tenzorning invariantligini
taminlovchi almashtirish qoidalari beriladi. Birinchi ta’rifda esa, uning invariant
bo’lishi talab etiladi. Invariantlik esa chizigli ifodani hosil giluvchi poliada va
koeffitsientlarni almashtirish qoidalari, yuqorida ko’rganimizdek, o’zaro teskari
matrisalar bilan aniglanishi evaziga bajariladi.

Tenzorlarning yoyilmasini normalangan bazislar

orgali ham yozish mumkin.

Masalan,

T — T oa,..a, 5 5 5 —

RCreH
T nas.a, = A5 5 *0. 05 & Yy
=T 00,0, 00 €€ B, =T €. €0

Ta’rif: Tenzorning so’nggi ko’rinishida normalangan bazislar oldidagi
koeffitsientlar
T Htoty T ota 3{11 9a2 9%
tenzorning fizik komponentalari deb ataladi.
Tenzorning boshqga xil fizik komponentalari ham shunga o’xshash yoziladi:
T *@@ - _ -I-O-:Z...an X 3, .9,
T *a%-% =T 240%, . 9%

o 0;..a,

2 §. Tenzorlar ustida amallar.

1. Tenzorlarni gqo’shish amali.
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Tenzorlarni qo’shish uchun ularning ranglari bir xil bo’lishi kerak. n - rang P

va Q tenzorlarning bir xil komponentalarini almashtirish goidasi (2.1.6) ga ko’ra
ﬁal---an _ Pﬂlﬂn 5)77&1 é’naz ...é)nan
a‘é:ﬂl ﬁfﬁz Ofvé:ﬂn
¥ 0’777051 0’777052 ..'O’)nan
Ofugﬁl é’fﬂz Ofvgﬂn

(2.2.1)

Qal...an — Qﬁl

formulalar bilan beriladi. Bu tengliklarning ikkala tomonini hadma-had qo’shsak,
quyidagi munosabatlar hosil bo’ladi:
anal 0’)770!“

B 4 G :<Pﬁ1---ﬁn +Qﬁ1---ﬁn>§§ﬁl 2

(2.2.2)

Bu yerdan (2.1.6) qoidani ¢’tiborga olsak, tenzorning ikkinchi ta’rifiga ko’ra
P 4 Qi ~h — ThP
miqdorlar n - rang tenzor komponentalari ekanligi kelib chiqadi. P va Q
tenzorlarning yig’indisi
T=P+0Q (2.2.3)

tenglik bilan belgilanadi.

Yig’indisi hisoblanishi kerak bo’lgan tenzorlarning turli xil komponentalari
berilgan bo’lsa, ular indekslarni ko’tarish va tushirish qoidasidan foydalanib, bir

xil komponentalar ko’rinishida yoziladi, so’ngra qo’shish amali bajariladi.

Masalan, ikkinchi rang P va Q tenzorlarning P* va Q5 komponentalari berilgan

bo’lsin. P+ yig’indini topish uchun qo’shish amali ushbu P* va
0% =g Q¢ kontravariant yoki Pj =g, P* va Qf aralash komponentalar
bilan bajariladi.

2. Tenzorlarni ko’paytirish amali.
Bu amal har biri ixtiyoriy rangli ikkita tenzor uchun aniglangan bo’lib,
ko’paytmaning rangi ko’paytiruvchilar ranglarining yig’indisiga teng.

Ranglari n va m bo’lgan P va Q tenzorlar berilgan bo’lsin. Ularning

ko’paytmasi T'= PQ (n + m) - rang tenzor bo’ladi. Buni isbotlash uchun, masalan,
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P tenzorning kontravariant va Q tenzorning kovariant komponentalarining ushbu

almashtirish formulalarini

ﬁalman _ Pﬁlﬁn 0/‘)770!1 Of)nan

ﬁgﬁlulﬁgﬁn
Q _0 Ofvézh Ofvgjm (2-2-4)
(1 j1ee 0m é’nil “.0”77im
hadma-had ko’paytiramiz:
Ao o A 0'3770!1 577““ é’éfjl é)éfjm
pa-Q, . =PAhQ. —,.—
Q'1--~'m Qll---Jm 0"35,51 Of)é;ﬁn 577'1 O»-)ﬂlm
Bu tenglikdan
BB, — ph-b
I R (225)

miqdorlar (n+m) - rang tenzorning komponentalari ekanligi kelib chigadi.

Boshga xil komponentalari bilan berilgan tenzorlarni ko’paytirish ham shunga
o’xshash bajariladi.
3. Tenzorni skalyar miqdorga ko’paytirish amali.

Agar p skalyar miqdor bo’lsa, ushbu
T=pP (2.2.6)
ko’paytma komponentalari
T = pi-a.
tenglik bilan aniglangan n - rang tenzorni hosil giladi.
4. Tenzorlarni yig’ishtirish amali.
Bu amal aralash indeksli komponentalar bilan bajariladi. Bu amal yordamida

berilgan n- rang (n > 2) tenzorga (n — 2) - rang tenzor mos keltiriladi;

T'az -, . Y'V'alCl3 -,

“ “ (2.2.7)

Tal '“a;r * a}c+2 '“au . Tal ax' : a}c+2 "'au
ax+] ax

va hokazo. 2 - rang tenzorga esa nolinchi rang tenzor - skalyar mos keltiriladi:

7% =% (2.2.8)

a - -
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Hosil gilingan (n — 2)- rang ob’yektlar tenzor ekanligi va ular uchun tenzor

komponentalarini almashtirish qoidasi o’rinli ekanligidan kelib chigadi. Masalan,

—— on’  on’
o 55% "'aé;an

T
almashtirish qoidasi o’rinli bo’ladi. Buni ko’rish uchun (2.1.6) almashtirishda
B =0, «a =a, debqabul qilish yetarli.

Agar tenzor rangi n yetarlicha katta bo’lsa, yig’ishtirish amalini turli juft
indekslar (masalan, birinchi va ikkinchi, birinchi va uchinchi va hokazo) bilan
bajarish mumkin.

Yig’ishtirish amalini bir necha marta gaytarish ham mumkin. Bunda tenzor
juft rangli bo’lganda u nolinchi rang tenzor-skalyarga mos keladi. Agar tenzor toq
rangli bo’lsa - birinchi rang tenzor-vektorga mos keladi. Demak, yig’ishtirish amali
yordamida invariantlar hosil gilish mumkin. Masalan:

Tijgij =T = T}' + T;' + T;' - son koordinata sistemasiga bog’liq emas.
Demak bu invariant.

Ta’rif: n - rang tenzorni yig’ishtirish natijasida hosil qgilingan (n-2) - rang
tenzorga tenzor o’rami deb ataladi.

O’ramlarda indekslarni ko’tarish va tushirish amali odatdagidek bajariladi.

Masalan,

T %4, :galygal/} Tf'%m% (2.2.9)

5. Tenzorlarni skalyar ko’paytirish amali.
Bu amal har biri ixtiyoriy rangli ikkita tenzor bilan bajariladi. Buning uchun avval
ko’paytirish amalidan foydalanib, ko’paytma hosil qilinadi, keyin birinchi
ko’paytuvchining oxirgi indeksi va ikkinchi ko’paytuvchining birinchi indeksi
bo’yicha yig’ishtirish amali bajariladi.

Masalan, n - rang P tenzori va m - rang Q tenzorining skalyar ko’paytmasi

(m+n—2)-rang T tenzor - o’ram bo’ladi:

T=P-QT%%: =puiQ, (2.2.10)
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2-rang tenzorni o’zini-o’ziga skalyar ko’paytirish natijasida yana 2-rang
tenzor hosil bo’ladi:
T=T1523,9”, T-T=T!T;3,0"=T2

S (2.2.11)
T -T=Ty Ty 753,37 =T° ...

Bu yerda 7' tenzorning kvadrati, 7°- kubi va hokazo deb ataladi. Ushbu ketma-
ketlik to’la bo’lishi uchun

G=g,;0%D" (2.2.12)

ko’rinishidagi metrik tenzor deb ataluvchi tenzorni 7°-nolinchi darajali tenzor deb
gabul gilinadi.
Yig’ishtirish amali yordamida (8.11) ketma-ketlikka quyidagi o’ramlar

ketma-ketligi mos keltiriladi:
Nh=T, J,=TSTS, J3=TST5 T/ (2.2.13)

Tenzorlarni skalyar ko’paytirish amalini tenzorning birinchi ta’rifi va
poliadalarni skalyar ko’paytirish qoidasidan foydalanib ham bajarish mumkin.
Bunda ortiqcha (indekslarni tushirish yoki ko’tarish) amallarni bajarmaslik uchun
birinchi tenzorning oXirgi va ikkinchi tenzorning birinchi bazis vektorlarining
o’zaro teskari ko’rinishdagi ifodalarini olish qulay bo’ladi.

Masalan, 2-rang tenzor T va a vektorning skalyar ko’paytmasi quyidagicha

bajariladi;
ra(T 900 a9 = T5amau3" %)=
=T a’ 8P D, =T%a’D,
Shunga o’xshash
T T=(T '§a§ﬁ) (Tf 3037) =Ty T, D, (3/7’30)37 - (2.2.15)

bajariladi.
6. Tenzorlarni vektor ko’paytirish amali.
Bu amal ham har biri ixtiyoriy rangli ikkita tenzor bilan ularning birinchi ta’rifi va

poliadalarni vektor ko’paytirish qoidasi (1.7.1) va (1.7.2) yordamida bajariladi.
44



Masalan,
Txa=(T73,9,)x(a"3,)=T"a"3,e,, 3" = 2216
= T“’Beﬂo./ a®d, 37
Shunga o’xshash
TxT=(T3,3,)x(173,3,)= -
=TT73,(3,x3,)3, =TT e;,3,3%3, (@240
Tenzorlarni vektor ko’paytirilganda ularning qaysi xil ifodasini olishning
ahamiyati yo’q.
3 §. Simmetrik va antisimmetrik tenzorlar.
Ta’rif: Ikkita indeksining o’rni almashtirilganda o’zgarmaydigan tenzor shu
indekslarga nisbatan simmetrik tenzor deb ataladi.
Ta’rrif: IKKita indeksining o’rni almashtirilganda faqat ishorasi o’zgaradigan
tenzor esa shu indekslarga nisbatan antisimmetrik tenzor deb ataladi.

Masalan, birinchi va uchinchi indekslari bo’yicha simmetrik bo’lgan n -

rang tenzor uchun

TRt - Q, _ THGLA, ., (2.3.1)
tenglik o’rinli bo’ladi.
Agar tenzor mazkur indekslari bo’yicha antisimmetrik bo’lsa,
T o0 O, A0, 0, (2.32)

tenglik o’rinli bo’ladi.

Endi qo’sh o’ramlar uchun o’rinli bo’lgan quyidagi to’g’ri va teskari
teoremalarni isbotsiz keltiramiz.

Teorema. Ikkita har birining rangi ixtiyoriy va yig’ishtirilayotgan indekslari
bo’yicha biri simmetrik, ikkinchisi esa antisimmetrik bo’lgan tenzorlarning qo’sh
o’rami nolga teng.

Teskari teorema. Agar rangi ixtiyoriy ikkita tenzorning qo’sh o’rami nolga

teng bo’lsa va ushbu tenzorlardan biri yig’ishtiralayotgan indekslari bo’yicha
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simmetrik (antisimmetrik) bo’lsa, ikkinchi tenzor esa shu indekslari bo’yicha
antisimmetrik (simmetrik) bo’ladi.

Komponentasi 7% ~“bo’lgan ixtiyoriy tenzor berilgan bo’lsin. Unga
ixtiyority nomerli ikkita indeksi bo’yicha simmetrik (antisimmetrik) tenzorni mos

keltirish mumkin. Masalan, «, va «, indekslari bo’yicha simmetrik va

antisimmetrik tenzorlar quyidagicha hosil gilinadi:

T (ee)os-cn %(T a4 T eatutsn ) (2.3.3)
T losoalsear, _ %(T -y T e (2.3.4)

Bu yerda (a,a,) va [a,a,] belgilar ushbu indekslar bo’yicha simmetrik va

antisimmetrik xususiyatlarga ega ekanligini bildiradi.

Tenzor bir xil nomerlarda joylashgan guruh indekslarining har bir jufti
bo’yicha simmetrik (antisimmetrik) bo’lsa, u holda ushbu tenzor mazkur guruh
indekslari bo’yicha simmetrik (antisimmetrik) tenzor deb ataladi.

Ixtiyoriy tenzor yordamida simmetrik tenzor hosil gilish mumkin. Buning
uchun indekslari barcha mumkin bo’lgan o’rin almashtirishlar natijasida hosil
gilingan tenzorlarning yig’indisini olish kifoya. Ushbu yig’indining o’rta arifmetik
giymati berilgan tenzorga mos keltirilgan simmetrik tenzor sifatida gabul gilinadi.

Masalan,

i(T,W + T

T('aﬁ}/) - 3/ Bra + 1

M,+T

ey + T

e +T

ayB )

Indekslarni juft o’rniga qo’yish natijasida hosil gilingan tenzorlarni musbat
ishora bilan, toq o’rniga qo’yish natijasida hosil gilingan tenzorlarni manfiy ishora
bilan, olingan yig’indi esa antisimmetrik tenzorni beradi. Ushbu yig’indining o’rta
arifmetik qiymati berilgan tenzorga mos keltirilgan antisimmetrik tenzor sifatida
gabul gilinadi.

Masalan,

+T

yof

-T

Pay

-T

Pre ayp o )

1
T(aﬁ'y) - y (Taﬂ7
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mazkur mos keltirish amallari simmetriklash va alternirlash deb ataladi.
Simmetrik tenzorning xossalari

a) Simmetrik T tenzor uchun quidagi munosabatlar o’rinli ekanligidan
— Pa _ pop
T =T, T7=T

matritsalar ham simmetrik ekanligi kelib chigadi;

Tos T

b) Indekslarni ko’tarish (tushirish) Qoidasiga ko’ra quyidagi tengliklar

A = va A, =
o’rinli bo’ladi;

T

Demak, A, = ¥

o] va A, = matritsalar bir-biriga teng bo’ladi: 4, = 4,

c) T tenzor simmetrik bo’lganligi uchun quyidagi munosabatlar o’rinli

bo’ladi;
Ty a’=Tga”, T-a=a-T
Tenzorning vektorga skalyar ko’paytmasi kommutativlik xossasiga egadir.
Shuning uchun simmetrik tenzorga yagona chiziqli vektor funksiya mos keladi:
b=T-a

Demak, simmetrik tenzorning ikkala uchlik xos vektorlari, yani a. va a’ bosh
yo’nalishlari ustma-ust tushadi.

Tenzorning ushbu xos vektorlari

Aa,=Ta (4, 85 =T Jal =0

p ’
tenglamalardan aniglanadi:

(15,;;‘ - T,g')aﬁ =0. (2.3.5)

Simmetrik tenzor bosh yo’nalishlarining quyidagi xossalari mavjud:
1) Xarakteristik tenglamaning turli ildizlariga mos kelgan xos vektorlar

0’zaro ortogonal:

A, #4A,, a,-a,=0, a&)-a(;):o

2) Agar xarakteristik tenglamaning ildizlarining ixtiyoriy ikkitasi bir-biriga

teng bo’lsa, bosh yo’nalishlar tekisligi va shu tekislikka ortogonal uchinchi bosh
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yo’nalish mavjud bo’ladi; ildizlarning uchalasi ham bir-biriga teng bo’lsa, hamma
yo’nalishlar bosh bo’ladi.
Xarakteristik tenglama ildizlari quyidagi xossalarga ega:
a) 2-rang simmetrik tenzor xarakteristik tenglamasining hamma ildizlari
haqiqiy bo’ladi;
b) 2-rang simmetrik tenzorning kvadratik formasi musbat aniglangan bo’lsa,

xarakteristik tenglamaning hamma ildizlari musbat va haqiqiy bo’ladi.
Ta’rif: Agar kvadratik forma fagat x“ =0 (a=12,3) bo’lgandagina

nolga teng bo’lib, x“ ning barcha haqiqiy qiymatlarida musbat bo’lsa, u musbat

aniqlangan kvadratik forma deb ataladi.

4 §. Tenzorlarni bo’lish teoremasi.

Tenzorning asosily xususiyati - invariantlik uning komponentalarini
almashtirish qoidalari bilan aniglanadi. Ammo biror berilgan miqdorning tenzor
ekanligini aniglash uchun uning komponentalarini almashtirish qoidalarini
bajarilishini tekshirish shart emas. Buning uchun quyidagi teorema bilan

beriladigan shartni tekshirish kifoya.

Teorema (tenzorlarni bo’lish teoremasi): Biror £ koordinata sistemasida
3"ta son-komponentalar 7“ % yordamida T ob’yekt berilgan bo’lsin. Uni
ixtiyoriy m - rang (m<n) tenzorga ko’paytirib, so’ngra 2m indeksi bo’yicha
yig’ishtirish amali bajarilganda (n-m) -rangli P tenzor hosil bo’lsa, mazkur T
ob’yekt tenzor bo’ladi.

Teoremaga ko’ra T ob’yekti tenzor bo’lishi uchun ushbu (2.2.5) va (2.2.7)

formulalar
P=TQ=Tw Q.
T @ mCmsa-y Qﬁl...ﬂn =T Oy i1--On Qal...am — P&t
yordamida hosil gilingan
Pty — O, O u (2.4.1)
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sonlar (n-m) - rang tenzorning komponentalari bo’lishi kerak.

Isbot. Teoremaning shartiga ko’ra P - tenzor. Shuning uchun so’nggi

tenglikni «yangi» n“ koordinata sistemasida yozish mumekin;

P PBn
— ﬁﬂmﬂ"'ﬁn — Pam+l"'an é)n ' é)n

P BreBoBmirBa O
T ' Qﬁl---ﬂn Of)é;aml "'aéan

Bu munosabatning o’ng tomonida P%~% ni (2.4.1) dan foydalanib
almashtiriksak va Q tenzor komponentalarini yangi koordinata sistemasida yozsak,
ushbu

577 il 577 Pna 577 B

Aﬂl---ﬁmﬂmﬂ"'ﬁn \
T Q A e g gee

A
— T Ap O 41Oy Q
B

BB

munosabatni olamiz. Bu yerdan Q ixtiyoriy tenzor bo’lgani uchun ushbu

577 yiil 0"777 B

'I/'\ BrBaBrmirPn — T LARRIET) o7 RE R
EM " gE

tenzor komponentalarini almashtirish qoidasi kelib chigadi. Demak, teorema
isbotlandi.

Ta’rif: Berilgan ikki P va Q tenzorlarning ko’paytmasi 7'= PQ ni ixtiyoriy
ikkita indeksi bo’yicha yig’ishtirish amali natijasida hosil bo’lgan tenzor qo’sh
o’ram deb ataladi. Masalan,

T aQ, .o,

BB B

ko’paytma uchun T %% %Ak tenzor qo’sh o’ram bo’ladi.

BB B,

5 §. Metrik va diskriminant tenzorlar.
Metrik tenzor. Nolinchi darajali tenzor sifatida (2.2.12) formula bilan
berilgan
G=g,9°0 d
ob’yektni gabul qilib, uni metrik tenzor deb atagan edik.
G hagigatan tenzor ekanligini aniglash uchun
G=g,, 33" = 4,35 =G
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munosabat yoki (1.8.5) almashtirish formulalari o’rinli ekanligini ko’rsatish kerak.

Buni (1.4.7) formula bilan aniglangan g, ning &% va 7 koordinata

sistemalaridagi quyidagi ko’rinishlaridan foydalanib, osonlik bilan ko’rsatish

mumkin.

Oop =D, " Opi 6i; =3, (2.5.1)
G=g,2%2"
Agar g, niasosiy kvadratik forma
dS® =g,5dx“dx" (2.5.2)

koeffitsientlari sifatida garab, ushbu 9 ta son x“ koordinata sistemasida biror G
obektni aniqlaydi desak, mazkur obekt ikkinchi rang tenzor ekanligini isbot

qilingan teorema yordamida ko’rsatish mumkin.
Hagigatan, d x* va d x” differensiallar ixtiyoriy bo’lgani uchun ularning

ko’paytmasi ixtiyoriy 2-rang T tenzorning komponentalari bo’ladi. Shuning uchun
tenglikning o’ng tomonini TG ko’paytmaning ikkala indeksi bo’yicha yig’ishtirish
natijasi deb garash mumkin. Ikkinchi tomonidan bu yerda n=m=2 hamda
tenglikning chap tomoni dS> skalyar miqgdor. Demak, mazkur teoremaning
shartlari bajariladi va G 2-rang tenzor ekanligi kelib chigadi. Uni (1.6.1) va (1.6.2)

indekslarni ko’tarish va tushirish amallari yordamida olinadigan ushbu
G=g,0°2" =¢"5,0,=06%3,9" =533, (2.5.3)
ko’rinishlarda yozish mumkin.

Ta’rif: (2.5.2) ga muvofiq koordinatalarning differensiallari orgali masofa

differensialining kvadratini aniglovchi simmetrik g, tenzor kovariant metrik

tenzor deb ataladi.

Kovariant metrik g,z tenzoring o’zaro bog’lanmagan komponentalarining

nin+1

; ) ga teng bo’ladi.

umumiy soni

Kovariant metrik g,p tenzor komponentalaridan tuzilgan determinantni g

orgali belgilaylik:
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i1 Y12

g =925 =921 92>

Ta’rif: Kovariant metrik g, g tenzorga teskari bo’lgan simmetrik g%F tenzor

kontravariant metric tenzor deb ataladi.

Kovaraint va kontravariant metrik tenzorlarning determinantlarining
ko’paytmasi birga teng bo’ladi.

|9esllg?| =1
Shunday qilib, dekart koordinatalar sistemasida metrik tenzorning bir xil indeksli
komponentalari birga teng, har xil indeksli komponentalari nolga teng bo’ladi.
Metrik tenzorning xossalari

1. G - simmetrik tenzor. Bu xususiyat (2.5.1)dan kelib chiqadi.

2. Metrik  tenzorning aralash komponentlari ixtiyoriy koordinatalar
sistemasida Kroneker deltalarini beradi.

2a i 5770[ 551 i- 5770{ agj 3770{ Sa-
Ge=GIl & g % TN __§e
o' on’ o' on”  on’

(2.5.4)

3. Ixtiyoriy P tenzor bilan G ning skalyar ko’paytmasi yana P tenzorni
beradi:

P-G=P (2.5.5)
ya’ni, metrik tenzor skalyar ko’paytirish amalida birlik tenzor rolini bajaradi.
Masalan, P 3-rang tenzor bo’lsa, skalyar ko’paytirish formulasi (2.2.10)ga binoan
olingan

T=P-G (0=0),

TalaZﬂZ — Palazaé"ﬂz — Palazﬂz
a-

munosabat (2.5.5) o’rinli ekanligini ko’rsatadi. Bu xususiyatdan G ning ixtiyoriy
darajasi G ga teng ekanligi kelib chigadi.
Diskriminant tenzor.
Biz avvalgi mavzularda bazis vektorlarning vektor ko’paytmasi
kontravariant yoki kovariant bazis vektorlarning yoyilmasi (1.7.1) ko’rinishda

ifodalanishini ko’rgan edik:
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7 (2.5.6)

Bu tengliklardan birinchisining ikkala tomonini D_, ikkinchisini 27, uchinchisini

esa D7 va 3, vektorlarga skalyar ko’paytirsak, ushbu

3 (3. x3,)=(3,3,3,) - ca T3 = ey 57 = ey
{3 5
3° (9 3):( 39ﬂ):eﬂ7§0'=eﬁa

3,3, x3%)=(3,2,37)=ef, 57 =e?.

munosabatlarga ega bo’lamiz. Demak, (2.5.6) yoyilmalarning koeffitsientlarini
almashtirish qoidasini aniglash uchun bazis vektorlarning aralash ko’paytmasini
tekshirish kifoya gilar ekan. Hagigatan (1.11.5) formulalardan foydalanib, 7»“
koordinatalar sistemasida aralash ko’paytmalarning, masalan, birinchisini yozsak,
quyidagi tengliklarga ega bo’lamiz:

A A A a s 4

655)-[(5. 55,5 &)

on' on' " on”

)agaﬁa_a_e X" X" 2"
Of-)ni é)nj Of)nlc afy Of)nl Of)n] Of)nlc

-(3,3,2

e

Demak, & koordinata sistemasida berilgan 3° =27 ta e,s, Sonlarning

almashtirish goidasi quyidagi formula bilan aniglanadi:

. E® OEP BET
Ciie =Cap > T T
on' on' on

(2.5.8)

Bundan tenzorning ikkinchi ta’rifiga ko’ra, e, 3-rang tenzorning kovariant

komponentalari ekanligi kelib chigadi. Indekslari boshgacha joylashgan

e, eV, el va hokazo sonlar ham 3-rang tenzorning komponentalari

ekanligi shunga o’xshash ko’rsatiladi. Indekslarni ko’tarish va tushirish amali
yordamida esa bazis vektorlarning turli xil aralash ko’paytmalari hosil giladigan
barcha miqdorlar bir tenzorning turli xil komponentalari ekanligi oson isbot
gilinadi.
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Ta’rif: Quyidagi shaklda ifodalangan tenzor diskriminant tenzor deb ataladi.

E=e,2°2/0" =e5 3,07D" =..e”D,3,3, (2.5.9)

Bazis vektorlarning aralash ko’paytmasini aniqlovchi (1.4.5), (1.5.1), (1.5.2)

formulalardan va diskriminant tenzor komponentalarining ular orqgali ifodasi
(2.5.7)dan

(2.5.10)

Capy = "Cpay > Copy T Capr  Copy T Cppa
munosabatlar o’rinli ekanligi kelib chigadi. Demak, diskriminant tenzor uchchala
indeksi bo’yicha antisimmetrik bo’lib, uning ikkita indeksi bir xil bo’lgan
komponentalari nolga teng, yani fagat barcha indekslari turli bo’lgan
komponentalarigina noldan farqli bo’ladi.

Ikkinchi tomondan, (1.4.5) va (1.4.9)ga ko’ra quyidagi tenglik o’rinli
bo’ladi:

Agar
€123 2(515253)2\]71 :\/a (2511)
deb qabul gilinsa va £ ning (2.5.10) antisimmetriklik xususiyatlari e’tiborga olinsa,

diskriminant tenzor komponentalari ushbu qoida bilan aniglanadi:

€. =\/§ , agar apfy sonli indekslar 1, 2, 3 dan juft o’rin almashtirish
natijasida hosil gilingan bo’lsa;

€, =—V9, agar afy sonli indekslar 1, 2, 3 dan toq o’rin almashtirish
natijasida hosil gilingan bo’lsa:

e,;, =0, boshqa hollarda, yani ikki yoki uchchala indeksi bir xil qiymat

gabul qgilsa.
Shunga o’xshash, (1.5.6)ga binoan,

1
(3'9°5°%) =[g”|2 = e,
deb gabul qilsak va E ning (2.5.10) antisimmetrik xususiyatlarini ¢’tiborga

olsak, diskriminant tenzorning kontravariant komponentalari
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oa Kk

e™ =g™g¥g"e,
goida bilan aniglanishi kelib chigadi:
e* = /g, agar okr sonli indekslar 1, 2, 3 dan juft o’rin almashtirish
natijasida hosil gilingan bo’lsa;
e* =—,/g, agar okr sonli indekslar 1, 2, 3 dan toq o’rin almashtirish
natijasida hosil gilingan bo’lsa;
e™ =0, boshga hollarda, yani ikki yoki uhchala indeksi bir xil giymat
gabul qgilsa.
Diskriminant tenzorlar vektor ko’paytmani va aralash ko’paytmani (uchinchi
tartibli determinantni) indeksli yozishda qo’llaniladi. Masalan,
axb=c=c. 3" =c¢"DO,
vektor ko paytmaning kovariant komponentalarini
Co =€ a'b’ (2.5.12)
ko’rinishda yozilishi quyidagi munosabatlardan kelib chigadi:
(5 xb_) :(a’Si xb-i§j) =aibj(§i X §j):a"bjel.j,<§’<
C vektorning kontravariant komponentasi esa
c* =e'x ab; (2.5.13)

shaklda yozilishini ham ko’rsatish mumkin. Shunga o’xshash (b ¢) aralash

ko’paytmani ham indeksli ko’rinishda, yani
(555):aibjc’((§i§j§,():aibjcK € ix (2.5.14)
tenglikning o’ng tomonidagi i, j , K indekslar bo’yicha yig’indini ushbu
einaibjcK = \/g(albzc3 —a'b’c* +a’b’c' —a*b'c’ +a’b'c? - a3b2c1)
ko’rinishida ochib yozish mumkin. So’nggi tenglikda qavs ichidagi ifoda @,b,c
vektorlarning komponentalaridan hosil qilingan determinantga teng. Shuning
uchun uchinchi tartibli determinantni indeksli belgilash qoidasini beruvchi

quyidagi munosabat o’rinli bo’ladi:
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e ca'b’c* =g ' b b’ (2.5.15)

6 §. Levi-Chivita tenzori.
: € jx > e'’x
Ta,rlf: USth 81. K =~ > (c,'lJK = (261)
. (313233) (515253)
formulalar bilan aniglanadigan tenzorlar Levi-Chivita tenzori deb ataladi.

Levi-Chivita tenzori yordamida (2.5.15) munosabat

Cl1 a2 a3

& ea'b’c =bt b b (2.6.2)
1 2 3
C C C

ko’rinishida yoziladi. Shunga o’xshash kovariant komponentalar hosil qilgan
determinantni quyidagi indeksli ifoda shaklida yozish mumkin:
a a, aj
g ab;c. =|b, by, by (2.6.3)
¢ ¢ G
Yugorida ko’rganimizdek, to’g’ri burchakli dekart koordinatalar sistemasida

g =g, =1 bo’lgani uchun

tenglik o’rinli, yani indekslarning yuqorida yoki quyida joylashtirishning farqi
bo’Imaydi.
Diskriminant va Levi-Chivita tenzorlari (2.5.11)ga ko’ra yakobiani musbat

bo’lgan almashtirishlar uchun kiritildi. Quyida J < O bo’lgan hollarni ham garash

mumkinligi ko’rsatiladi. Ortogonal dekart koordinatalar sistemasi y* ni &

sistemasiga va y“ ni n" sistemasiga almashtirish matrisalarining determinantlari

(1.4.5)ga binoan quyidagi ko’rinishga ega:
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¥ &Ny ¥y Iy
0"951 0”§l 551 é’nl é’nl é’nl
(515253): @/12 @22 @32 1 (élézés): @,12 @’22 @,z
OE? QE* OF on® on® on
¥ ¥y ¥ ¥ &
o 5F oE° on® on® on’

Determinantlarning hossasiga ko’ra ularning nisbati &7 sistemani 7" sistemaga

almashtirish matrisasining determinanti - yakobianga teng bo’ladi:

(515253):|a77r|:‘] 2.6.4
(355,) %" oo

Levi-Chivita tenzorining komponentalarini almashtirish qoidasi (2.5.8) va
(2.6.1) formulalarga ko’ra quyidagi ko’rinishga ega.

O S e NS S s

z. = : : = : : 2.6.5
U (5,5,5,) T on't ont ot T on' on) on” (263)

Xususan, &7 va " ortogonal dekart koordinata sistemalari bo’lsa, J = +1 bo’ladi.

Demak, Levi-Chivita tenzori komponentalarini almashtirish formulasi
(10.21) yugorida tenzorning komponentalari uchun berilgan (7.1) formuladan J
vazni bilan farqg giladi.

Ta’rif: Almashtirish formulalari vaznli bo’lgan, yani komponentalari

f"‘ﬁz---ﬁn — JmTaz...an é"fal 0’)77132 é’?]ﬁ"

10.22
B 2 anm agaz Of;é;an ( O )

qoida bilan almashadigan ob’yektlar psevdotenzor deb ataladi.
Bu munosabat, xususan m=0 bo’lganda, tenzor komponentalarini
almashtirish formulasi (2.1.6) ko’rinishini oladi. Demak, psevdotenzorlar tenzor

tushunchasini umumlashtirishdir.

7 §. IKkinchi rang tenzorlar va matrisalar.

2-rang T tenzor uchun quyidagi formulalar o’rinli:

— Nanyp _pary 5pf _ phyary _ pafy 7y
r=1,00"=153,3" =1/2°0,=1"3,5, (2.7.1)
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Muayyan koordinata sistemasida 2-rang tenzorga to’rtta turli uchinchi tartibli
kvadrat matrisalar mos keladi:

A=l 4=zl A=)

A, :HT“ﬂ H (2.7.2)

Bu tengliklarda hamma birinchi indekslar matrisa elementi joylashgan satrning,
ikkinchilari esa - ustunning nomerini ko’rsatadi.
Agar
Taﬂ :gachg. = chga,[i’ :gaaTOTgr,B

munosabatlarni hisobga olib, matritsalarni ko’paytirish qoidasini eslasak,
Al = g*AQ = Asg* = g*A4g*’ 9. =

tenglik hosil bo’ladi. Shunday qilib, A,.(z':l,_4) matritsalarning birontasi ma’lum

(2.7.3)

gay

bo’lsa, qolganlarini (2.7.3) dan foydalanib aniglash giyin emas.

2-rang tenzorlar uchun kiritilgan qo’shish, ko’paytirish, skalyar ko’paytirish
amallariga mos kelgan amallar matrisalar uchun ham o’rinli. Bu esa matrisani
hisoblash usullari va unda olingan natijalarni tenzor hisob nazariyasida ham
qo’llash mumkinligini bildiradi.

Ma’lum bir koordinatalar sistemasida A, larning birortasi berilgan bo’lsa,

(2.7.2) va (2.7.3) tengliklarga binoan shu sistemada T tenzor ham aniglangan
bo’ladi. Shunday qilib, 2-rang tenzorlar va uchinchi tartibli matrisalar orasida bir
giymatli moslik mavjud.

2-rang tenzorlarni simmetrik va antisimmetrik tenzorlar orgali ifodalash ham
mumkin.

Ixtiyoriy 2-rang tenzorning kovariant komponentalarini simmetrik va
antisimmetrik tenzor komponentalarining yig’indisi shaklida yozish mumkin:

1 1
T, = E(Taﬁ +T, )+ E(Ta T ) =T+ Tius (2.7.4)

Teorema: Har bir 2-rang tenzor uchun (2.7.4) ko’rinish yagonadir.
Isbot. Teskarisini faraz gilaylik, yani (2.7.4) bilan birga
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tenglik ham o’rinli bo’lsin. Bu yerda S - simmetrik (S, =S, ), A esa

antisimmetrik (Aﬂa =—Aaﬂ) tenzorlar bo’lgani uchun (2.7.4) va (2.7.5) lardan
quyidagilar hosil bo’ladi:
Tap) * Tlap) = Sap + Aup (2.7.6)
Tpa) + Tipa] =S g + A (2.7.7)

Bu tengliklarni chap va o’ng tomonlarini mos ravishda qo’shsak,

T(aﬂ) + T(ﬁa) + T[aﬂ] + YE =S8op +Spy + App + Ap,

)
2T,y =205 = Tip =S (2.7.8)

munosabat kelib chigadi.
Endi (2.7.6) va (2.7.7) tengliklarni hadma-had ayirsak,

Tiopy = Tipay * 1) = Tpa] =Sap = Spa + Aap = Ap

[0

munosabat kelib chigadi. Bu yerda

2T, =24, = Ton=4, (2.7.9)

ckanligini ko’ramiz. (2.7.8) va (2.7.9) lardan esa (2.7.4) ko’rinishning yagonaligi
kelib chigadi. Shunday qilib, 2-rang T tenzor uchun yagona quyidagi ko’rinish
o’rinli;
T=S+4 (2.7.10)
S va A lar (2.7.8) va (2.7.9) formulalar bilan aniglanadi. T, S, A tenzorlarning
birinchi invariantalarini
Ji =Ty, Jy=Sg. Ji =43
deb belgilaylik. Qo’sh o’ram haqidagi teoremaga ko’ra antisimmetrik tenzorning
birinchi invarianti
J =42 :g“ﬂAﬂa =0

ekanligini topamiz. Bu yerdan va (2.7.10 formuladan

J =T+ It =0 (2.7.11)
tenglik, yani tenzor va uning simmetrik qismining birinchi invariantlari teng

ekanligi kelib chigadi.
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8 §. Shar va deviator tenzori.
Ta’rif: 2-rang P tenzor metrik tenzordan skalyar ko’paytma bilangina farq

qgilsa, u tenzor shar tenzori deb ataladi;
P=fG, Py=f&% (2.8.1)
Demak, shar tenzorning birinchi invarianti
J=PY=f8%=3f (2.8.2)
bo’ladi.
Ta’rif: 2-rang simmetrik D tenzorning birinchi invarianti J” nolga teng
bo’lsa, D tenzor deviator tenzori deb ataladi.

Ixtiyoriy 2-rang simmetrik tenzor S ga quyidagi formula asosida deviator

tenzorni mos keltirish mumkin:

D=S-P, P=:13JfG (2.8.3)

Bu yerda D deviator ekanligini isbotlash uchun J;” =0 ekanligini ko’rsatish

kerak. Hagigatan,

JP =D% =8% - P* =8§% —%Jf&g‘ =J> —:—13J15 .3=0

Demak, 2-rang simmetrik tenzor S ni

S=P+D (2.8.4)
ko’rinishida, yani shar va deviator tenzorning yig’indisi ko’rinishida yozish
mumkin. Ixtiyoriy T tenzorni (2.7.10) va (2.8.4) ga asosan ushbu

IT'=P+D+ A
yig’indi ko’rinishida yozish mumkin. Bu yerda (2.7.11) va (2.8.3)ga asosan shar

tenzorini P = %JlTG formula bilan ifodalash mumkin.

Tarif: 2-rang T va T~ tenzorlarning skalyar ko’paytmasi metrik tenzorga
teng bo’lsa,
T-T"'=G

ular o’zaro teskari tenzorlar deb ataladi.
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2-rang T tenzor uchun, umuman olganda, ikkita teskari tenzor mavjud: 7;"'
- chap teskari tenzor, T, - 0’ng teskari tenzor
' T=G, T-T,'=G
Lekin 7, = T, ekanligini ko’rsatish giyin emas. Buning uchun birinchi tenglikni
T,' ga skalyar ko’paytirib, ikkinchi tenglikdan va assotsiativlik gonunidan
foydalanish yetarli;
T T,)=6 T, =T, =T, G=T, ' =T, =T,°
Endi teskari tenzor yagona ekanligini ko’rsatamiz. Ikkita 7' va Q teskari
tenzorlar mavjud deb faraz qilsak,
T-T"'=T0
tenglik o’rinli bo’lar edi.
Endi bu tenglikni chapdan 7' ga ko’paytirib assotsiativlik qonunidan
foydalanish kifoya:
(T—1 -T)-T—1 :(T—1 -T)-Q:> G-T'=G-0=>T"'=0

Ta’rif:_Agar T tenzorning determinanti ‘T ,;‘ nolga teng bo’lsa, u xos tenzor

deb ataladi.

9 §. Ikinchi rang tenzorning bosh yo’nalishlari. Xarakteristik tenglama.
Malumki, 2-rang tenzorga ikkita
b=T-a, b'=a-T (2.9.1)
chizigli vektor-funktsiyalarni mos keltirish mumkin. Bu formulalardagi T tenzorga
a vektorning uzunligini va yo’nalishini o’zgartiruvchi operator deb garash
mumekin.
Ta’rif: Agar T tenzorning ta’siri natijasida @ vektorning fagat uzunligi

o’zgarsa, yani shunday A va u sonlar mavjud bo’lsaki,

b=Aa yoki b'=pua (2.9.2)
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tenglik o’rinli bo’lsa, @ vektorning yo’nalishi T tenzorning bosh yo’nalishi deb
ataladi.
Bu holda (2.9.1) tengliklarni quyidagi ko’rinishda yozish mumkin;
Aa=T-a=(AG-T)-a=0=(155 - Tj)a" =0 (2.9.3)

ya:a-T:a(yG—T)zoj(m;—T;)aﬂzo (2.9.4)

Shunday qilib, tenzorning bosh yo’nalishini aniglash masalasi (2.9.3), (2.9.4)
sistemalarning noldan farqli yechimlarini topish masalasiga keltirildi. Bunday
yechimlar mavjud bo’lishi uchun esa (2.9.3), (2.9.4) sistemaning determinanti

nolga teng bo’lishi kerak:
A5 ~Tg|=0,  |us, “=T,“|=0 (2.9.5)
Ikkinchi tomondan, bu yerda indekslarni ko’tarish (tushirish) qoidasiga ko’ra
o’rinli bo’lgan
ASH ~ _gﬂa(/wf’ )gm
tenglikdan va matrisalarni ko’paytirish qoidasidan ushbu

AS5 - T | = g6 - 7 e,

=|67 17

munosabatlar kelib chigadi. Bundan (2.9.3), (2.9.4) tenglamalar bitta
A0 = T| =0 (2.9.5)

tenglama ekanligini ko’ramiz.
Ta’rif: (2.9.5) tenglama T tenzorning xarakteristik tenglamasi deb ataladi.
Xarakteristik tenglama invariant ekanligini, yani turli koordinatalar
sistemalarida determinantning giymati o’zgarmasligini ko’rsatamiz. Buning uchun
AG — T tenzorning aralash komponentalarining ushbu
on" 2’
aog" on’

a8n —Tr = (a0 -1o )2

almashtirish formulalarini determinantlar orgali yozish kifoya:

N
5\/ _TV

=|as; -

t=|asy Ty

demak, xarakteristik tenglamaning invariantligi isbotlandi.
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10 §. Tenzorning xos vektorlari

Xarakteristik tenglamaning hamma yechimlari hagiqgiy va turli bo’lgan holni
ko’raylik. Mazkur 4, (,0=1,2,3) ildizlarni (2.9.3) va (2.9.4) tenglikka Keltirib

go’ysak,
Aa,=Ta,, (4,8 —Tflal=0 (2.10.1)
ray=a,-T, (485 -~ T )a) =0 (2.10.2)

tenglamalarni olamiz. Ular, umuman olganda, turli @, va a/ vektorlar uchligini

aniglaydi. Bu vektorlar T tenzorning bosh yo’nalishi bo’ylab yo’nalgan bo’lib,
tenzorning xos vektorlari deb ataladi. Xarakteristik tenglamaning turli ildizlariga
mos kelgan xos vektorlar o’zaro chizigli erkli ekanligini ko’rsatamiz. Teskarisini,

yani a, vektorlar o’zaro chizigli bog’lig deb faraz gilamiz:
cla, +c*a, + c3c_z3 =0

Bu tenglikni chap tomondan T tenzorga skalyar ko’paytirsak va (2.10.1)
munosabatlardan foydalansak,

rca +,cta, + A, =0 (2.10.3)
tenglikni olamiz. Shu amalni (2.10.3) ga qo’llab esa

Arcla, + Acta, + A3c’a, =0 (2.10.4)

tenglikni olamiz. Ushbu bir jinsli chizigli tenglamalar sistemasi noldan farqli
c'ai,c’az,c’as yechimlarga ega bo’lgani uchun uning determinanti nolga teng

bo’lishi kerak. Lekin bu determinant

11 1
A A Aal=(l =)A= ) As + Ay = Ay = A1) %0
A A

bu yerdan ¢' =¢* =¢*>=0, Dpemak, a , vektorlar chizigli erkli ekanligi kelib

chiqadi. Shunga o’xshash a/, vektorlar ham chiziqli erkli ekanligi ko’rsatiladi.
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Endi @, va a], vektorlarning o’zaro munosabatlarini aniglaymiz. Buning
uchun (2.10.2) ni a, ga skalyar ko’paytirib (2.10.1) larni hisobga olsak,

quyidagilarga ega bo’lamiz:

»“p H
=Aa,-a, = (4,-4,)a,-a,=0
bu yerdan
a,-a,=0, p=u; a,-a,=f, p=u (2.10.5)
ekanligi kelib chigadi.

Bu yerda f - ixtiyoriy chegaralangan miqdor. Shu tufayli /=1 deb olsa

bo’ladi. Unda (2.10.5) ga o’zarolik munosabatlari deb garalsa, @, va @/ vektorlar

o’zaro uchlik vektorlar bo’ladi.

11 §. Tenzorning bosh giymatlari va kanonik ko’rinishi

Koordinata bazisi sifatida xos vektorlar uchligi a plarni (5 ,=a p) olinsa,

(2.9.1) vektor funksiyalarni ushbu ko’rinishda yozish mumkin;

T-3, :T‘}'§i§“‘ 0, =T;5,=0" ‘(T '§ﬁ):T‘Z'

3,-T=T/3,-3'3,=T)3,=(3,-T)3" =1/
Bu yerda (2.10.1) ga ko’ra

D (T-3,)=0 4,05 = 4405
tenglik o’rinli.
Demak, T tenzorning aralash komponentalari
Ty =30, (2.11.1)

giymatlarni gabul giladi. Ushbu tenzorning matrisasi esa diagonal ko’rinishga ega
bo’ladi:

A 0 0
4, =|1g|=[0 4 0 (2.11.2)
0 0 2
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Shunga o’xshash, 5, = a deb qabul qilsak, T aﬂ =1 ﬂéf tenglik o’rinli bo’ladi va

A, matrisa diagonal ko rinishni oladi:

A4 0 0
A3=HTfH= 0 4, 0 (2.11.3)
0 0 1,

Mazkur (2.11.2) va (2.11.3) matrisalar tenzorning kanonik ko’rinishi deb ataladi.

Shu matrisalarning noldan fargli ﬂﬂ komponentalari esa, tenzorning bosh

giymatlari (komponentalari) deb ataladi.

12 §. Tenzorning asosiy invariantlari.
2-rang tenzorning komponentalaridan tuzilgan determinantni yoyib yozilsa,

(2.9.6) tenglama ushbu

485 =T |=1,2° = [ + ,A—1,=0 (2.12.1)
ko’rinishni oladi. Bu tenglamaning koeffitsientlari quyidagi tengliklar bilan
aniglanadi:

I, =1,
e p o L (2122)
[1 _g(dw T}/ +5~z’ Tﬂ +5~U Ta )_E(Tw +Tz’ +T0 )_Tcr _Jl
1
I,= E(Jf ~J,)
s 1
Iy =|17|= E(Jf’ —3J1J, +2J5)

bu yerda J, (i = 1_3) - tenzorning o’ramlari

Jo=1 J,=T7, J,=T;T;], Jy=T;T°T,

Demak, I, koeffitsientlari (a =1,_3) ham invariant migdorlar bo’lib, ular bosh
invariantlar deb ataladi. Endi (2.12.1) tenglamaning koeffisientlari va ildizlari
orasidagi munosabatlarni  hisobga olinsa, bosh invariantlarning bosh
komponentalari orgali ifodasi kelib chigadi:

=4+, + 4, LL=44 +A4+A,4,, I[,=44,4;, (2.12.3)
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13 §. Bazis vektorni koordinatalar bo’yicha differensiallash. Kristofell

belgilari va ularning xossalari.

Bir nuqtadan ikkinchi nuqtaga o’tganda 3, = §a(xl,x2,x3) va
D=0 “(xl,xz,x?’) (a=1, 2, 3) bazis vektorlarning o’zgarish tezligi koordinata

bo’yicha olingan hosila bilan ta’riflanadi. Hosila olish natijasi yana vektor

miqdorni beradi:

= 7 =) 2 2.7
5 ﬁr:é’yk 3&3[1 or oy 2

“Tax & & alat a'al

Demak, bazis vektorlarning hosilasini kovariant va kontravariant bazislarga yoyish

mumkin:

Zi; I3, =10 (2.13.1)

Ta’rif: (2.13.1) yoyilmaning I",,; va 1';; koeffitsientlari birinchi xil va
ikkinchi xil Kristoffel belgilari deb ataladi.
Kristoffel belgilari quyidagi xossalarga ega:

1) (2.13.1) tenglikni §y(§y) ga hadma-had skalyar ko’paytiramiz:

3, - @(ﬁa =T,,,9" -0,
5 .fg _r7,3,.5
Endi o’zarolik munosabatlarini ((5 : -57) =9,, (50 D7 ) = 5§)
eslasak, Kristoffel belgilari
r.,=73, .gi;, re =37 2?—; (2.13.2)

tengliklar bilan aniglanadi.
2) Bazislarning vektorlarning ta’rifiga ko’ra:
o%F y L 0T oy

a‘al P aCaP

Lop =9, -

tengliklar o’rinlidir.
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Bu yerdan

Tp=Typu» Tl,=T7, (2.133)

rap

ekanligi, ya’ni Kristoffel belgilari oxirgi ikkita erkin indekslari bo’yicha simmetrik

ekanligi kelib chiqadi.
Bazislarning yoyilmasidan foydalanib, ushbu:
E/aﬂ :g7w3 _gya)rw
(2.13.4)
F7 =g 3@ =g Fwaﬂ

munosabatlarni olamiz. Bu tengliklardan Kristoffel belgilari uchun ham
indekslarni ko’tarish va tushirish umumiy goidalari o’rinli ekanligini kelib chigadi.
3) Kristoffel belgilarini metrik tenzor komponentalari orgali ifodalash

mumkin. Buning uchun

3, -3,
tenglikdan x” bo’yicha hosila olamiz:

A D

3, - —%+3, —7:@70’

&’ &’ &*

Bu tenglik, (14.2) ni hisobga olib, quyidagicha yoziladi:
299

Uop+T,,= @c—yﬂ (2.13.5)

Bu yerda «, B, y indekslarni siklik almashtirsak, yani g, dan x” bo’yicha hosila

olsak, (14.5) ga o’xshash

@aﬁ

Losy + T, = pY: r <B) (2.13.6)
24

Fﬂ)/a +F}/,Ba @C[Z/ (p 41&') (2.13.7)

munosabatlarni olamiz.
Endi (2.13.6) ga (2.13.7) ni qo’shib, natijadan (2.13.5) ni ayirsak va (2.13.3)

ni hisobga olsak, birinchi tur Kristoffel belgilari uchun
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1 @ﬂy @ﬁa @]/{Zj
_1 L B _ 2.13.8
Pra 2( @Ca @C}/ dcﬂ ( )

formulani topamiz. Bu yerdan (14.7) yordamida ikkinchi tur Kristoffel belgilari

uchun

ry, = 1 gh® -[@“’7 + Boa égmj (2.13.9)
2 &’ & &”
formula kelib chigadi.
5)Kontravariant koordinata bazisi vektorlaridan koordinatalar bo’yicha

hosila ushbu yoyilmalar ko’rinishida yoziladi:

“ [24 o aT
_”@ﬂ =G4, 07 =G:"D, (2.13.10)
Bu yerdan yoyilmalarning koeffitsientlari

a _ég_a ) ay _ "y 0/730!
Gy ="TF9  G=3"—3

formulalar bilan aniglanishi osonlik bilan topiladi. Bu koeffitsientlarni Kristoffel

(2.13.11)

belgilari orgali ham ifodalash mumkin:

o @_a Y ﬁ " a 5 Y " a @ o (24
Gy =—5 9, =ﬁ(9 -3,]-3 =T =T, (213.12)
wy DY <, DY < a
G," = =7 ‘D7 = 7 0,87 =-T'3,87 (2.13.13)
Demak, (2.13.10) ning o’rniga
ijz = r507 =T5,e77, (2.13.14)

formulalarni yozsa bo’ladi.

Shunday qilib, kovariant va kontravariant bazis vektorlarning fazoning
ixtiyoriy nuqtasi atrofidagi o’zgarishi (2.13.1) va (2.13.14) formulalar bilan
beriladi.

6)Aralash ko’paytmaning koordinatalar bo’yicha hosilasini ko’paytmadan

hosila olish goidasiga ko’ra (2.13.1) yordamida hisoblaymiz:

67



@) 630) 022

Aralash ko’paytma uchun (3,3, 5 =0) tenglik o’rinli ekanligini va (2.13.1) ni

e’tiborga olsak, bu formula

ko’rinishini oladi, yani

re - L e (2.13.15)

formula hosil bo’ladi.
Kristoffel belgilari uchun quyidagi almashtirish formulalari o’rinli.
Bazis vektorlarini almashtirish formulalariga va (2.13.2) tengliklarga

asoslanib, quyidagilarni olamiz:

,\ ~ _ A _ B
r,,=9" i’=[9“&f J d (3 X J:

il 28 o 55 ¥ B
O& aa_aﬁax L5 Py K X
OEX DE" X' OE PE*

~ -~ 0?3 _ a _ Vit
Fﬂwsgl. # = 3, @(A . 4 Qﬂd( =
23 x’" ) o5 25

a 2.8 _55 v A B
_@‘[995)( .5 ﬁ&x&]

P NPT T N A eI
yoki
el 5 Y, P X
i,= Rl Y S (2.13.16)
&\ aer o OER 8

. x (o & &
= ( X 4T j (2.13.17)

I, = + - -
Auv 0”5/1 g“ﬁ O’gﬂé)fv afy O"E# ﬁfv
Bu formulalar Kristoffel belgilari uchun almashtirish gonunlarini beradi. Ular

tenzor komponentalarini almashtirish qoidasidan farq giladi va Kristoffel belgilari,
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umuman olganda, tenzor komponentalari bo’lmaydi. Lekin x“ =x“(§1, &2, 53)

almashtirish formulalari chizigli bo’lsa, (2.13.16) va (2.13.17) lardagi ikkinchi
tartibli hosilalar nolga teng bo’ladi va ular tenzor komponentalarini almashtirish
gonunlariga aylanadi. Demak, koordinatalarni affin almashtirishda Kristoffel
belgilari tenzor komponentalari bo’ladi.

Kristoffel belgilarining ortogonal koordinatalar sistemasidagi ko’rinishi.

a

Agar x“ koordinatalar sistemasi ortogonal bo’lsa, metrik tenzor

komponentalari uchun

=87 =0 (azp), g™ =gu
tengliklar o’rinli bo’adi. Bundan foydalanib, Kristoffel belgilarining indekslari turli
bo’lsa quyidagicha;

_liﬂgﬂV " 2 g _ Rya
Pra 2 @Ca dc}/ @Cﬁ

j:o (azpzy+a),

ikkita oxirgi indekslari bir-biriga teng bo’lsa esa;

rﬂaa—l(@ﬂ“+§gﬂ“—@““j=—l Bar (@=5)
2\ 4@ & @Cﬂ 2 @C’B

birinchi indeksi ikkinchisiga yoki uchinchisiga teng bo’lsa

I[OEW N % po 3 ﬂo’ﬁaj 1 g5

. =T, —- _
BPa peop 2 dca @Cﬂ d(fﬁ 2 dca

va nihoyat indekslarning hammasi bir-biriga teng bo’lsa

1By By B 1 By
Upgp = + =
2la? &% &%) 2 &”

formulalarga ega bo’lamiz.
Demak, fazoning metrikasi berilgan bo’lsa, Kristoffel belgilari quyidagi

formulalar yordamida hisoblanadi:

Ty, =0 (Bxy=a=p),
ro- 1 &, (2.14.18)
Pac — T A ’
2 &
1 égﬁﬁ 1 agﬁﬁ
Upe = Vpap =35 PRk Upos =5 P
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Turli xildagi Kristoffel belgilari orasida quyidagi munosabatlar o’rinli bo’lganligi
tufayli

o 1
F—fa =g” L =g” Lgo =—1

Epp
ikkinchi xil Kristoffel belgilari uchun (2.14.18) ga ko’ra ushbu

Pra

rh,=0 (a#p#y+a)

225 &7 OF &’

o 1 By 1 Dy
-aff Zgﬁﬁ o 3ﬂ &

formulalarni olamiz. (2.14.18) va (2.14.19) larda yig’indi olish amali bajarilmaydi.

14 §. Skalyar, vektor va ikkinchi rang tenzorni koordinatalar bo’yicha
differensiallash.
Ta’rif. Har bir nugtasida vektor migdor aniglangan soha vektor maydon
deb ataladi.

Demak, bu maydonda @ = a‘(x‘, x?, x3) bo’ladi.

Vektor maydonda o’tkazilgan biror chizigning har bir nuqtasida maydon
vektori va chiziq urinmasi bir xil yo’nalishga ega bo’lsa, ushbu chiziq vektor
chizig’i deb ataladi. Demak, vektor chizig’i bo’ylab elementar ko’chish vektori
d 7 maydon vektori a ga parallel bo’ladi:

dr=adl (2.14.1)
Bu yerda dA - proporsionallik koeffitsienti. Ushbu (2,14.1) vektor tenglama
quyidagi skalyar tenglamalarga ekvivalent:
dx' =a'dl, dx*=a’dA, dx’=a’dA
yoki

_ - (2.14.2)
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. . . . . 1 2 3
Differensial tenglamalar nazariyasidan ma’lumki, a“ :aa(x X7, X )

funksiyalar uzluksiz bo’lib, uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo’lsa, fazoning har
bir nugtasidan yagona vektor chizig’i o’tkazish mumkin. Bu funksiyalarning
barchasi nolga yoki cheksizga teng bo’lgan nuqtalar (2.14.2) sistemaning maxsus
nuqtalari deb ataladi. Maxsus nuqtalarda sistema yechimining mavjudlik va
yagonalik teoremasining shartlari bajarilmaydi va bunday nuqgtalar orqali bir
nechta vektor chiziqlari o’tishi mumkin.

Vektor maydonida biror vektor chizig’i bo’lmagan L chizigning har bir

nuqtasidan vektor chiziqlari o’tkazish natijasida hosil qilingan sirt »" vektor sirti

deb ataladi. Bu sirtning har bir nugtasida maydon vektori urinma tekislikda yotadi.

L konturi yopiq bo’lsa > naysimon sirt deb ataladi va maydonning % bilan
chegaralangan gismi vektor naychasi deb ataladi.

Vektor maydonining M(x“) nugtasidan M’(x“ + dx“) nuqtasiga o’tganda
E(xl,xz,x3) vektorning orttirmasi

aa aa

da = dx” .
12,98 ax

ga teng bo’ladi. Bu yerda dx“ (dxa) ixtiyoriy elementar ko’chish vektori dr

ning komponentalari, da esa vektor. Shu tufayli tenzorlarni bo’lish teoremasiga

asosan D¢

P obekt 2-rang tenzor ekanligi kelib chigadi. Shu tenzor vektor
X

gradienti deb ataladi va quyidagicha belgilanadi:
Va aa

Va=Yl_5e A _5 A (2.14.3)
F 7 ar &

Ko’paytmaning hosilasini hisoblash goidasiga binoan

a _ é’(a _):aa“— e DOy
& x¢

_ za 3, +a°r*,3, = (_ va°r” jﬁﬂ -v,a"3,
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munosabatlar o’rinli. Bu yerda

a

B
V,a’ = % +a°l?, (2.14.5)

ifodalar, 2-rang tenzorning komponentalari bo’lib, @ vektorning kontravariant
komponentalarining kovariant hosilasi deb ataladi.

Demak, vektor gradienti ushbu tenglik bilan aniglanadi:
Va=V,a"3,5¢ (2.14.6)
Kristoffel belgilari tenzor komponentalari bo’lmagani tufayli, vektor
komponentalarining koordinata bo’yicha odatdagi hosilasi, umuman olganda,
tenzor komponentalari bo’lmaydi. Dekart koordinata sistemasida esa Kristoffel

belgilarining barchasi nolga tengligidan kovariant hosila odatdagi hosilaga teng

ekanligi kelib chigadi:

B
V, a’f = a (2.14.7)

dca

Agar vektorning kovariant komponentalari orgali yoyilmasini olsak,
a0 =\ =5 _ =pma
S (a,9°)=V,a,9”,  Va=V,a,5"3 (2.14.8)
munosabatlarni topish mumkin. Bu yerda
a
V, a,= h_ a5, (2.14.9)
b A p

ifodalar vektorning kovariant komponentalarining kovariant hosilalari deb ataladi.
Shunga o’xshash, (2.14.7) va (2.14.8) dan foydalanib quyidagi tenglikni

YW |5 0= DRt iy gy (2149)
&ﬂ @Ca &ﬂ @
etiborga olib, vektor komponentalaridan olingan kontravariant hosila tushunchasini
ham kiritish mumkin:
a A & AL

= g :VﬂaU§G :VﬁaT§T (21410)
d(:ﬂ @Ca @Cﬁ d(:a

Bu yerda
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« (2.14.11)

ifodalar & vektorning kontravariant va kovariant komponentalarining
kontravariant hosilasi deb ataladi.

Vektor gradienti deb atalgan 2-rang tenzor quyidagi ko’rinishlarga ega:

Va=V,a;0°3" =V _a"535, = (2.1412)
=V®a,5,37 =v*a’3,3,

Maydonning barcha nugtalarida vektorlar bir xil qiymatga ega bo’lsa, vektor
maydoni bir jinsli deb ataladi. Bir jinsli vektor maydonida vektor gradienti nolga
teng.

Demak, vektor maydonining bir jinsli bo’lish sharti

Voa;=0 (a, f=1,2,3) (2.14.13)
ko’rinishida yoziladi.

Vektor gradienti (2.14.12) ning birinchi invarianti vektor divergensiyasi deb

ataladi va

+a°T’ (2.14.14)

ko’rinishida belgilanadi.
Misol. Dekart koordinatalar sistemasida

diva = L, | A (2.15.15)

G G

ekanligi ko’rsatilsin.

Har bir nugtasida diva =0 shart bajarilgan vektor maydoni solenoidal

maydon deb ataladi.
Vektor maydonda komponentalari

Q" =e”"V sa, (2.14.16)
tenglik bilan aniglangan va vektor maydon uyurmasi deb ataluvchi vektor ham

mavjud. Uyurma vektori odatda
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Q=rota
ko’rinishda belgilanadi. Uning kontravariant komponentalari (2.14.16)

diskriminant tenzor komponentalarini hisoblash goidasiga binoan ushbu

0 =J§1(V2a3 —V3a2)

2 =g, (Via, - V,a;)

Q° =@(Vla2 —Vzal)
ko’rinishda yoziladi. Bu yerda kovariant hosilala (2.14.9) formulaga ko’ra
hisoblansa, Kristoffel belgilari gatnashgan hadlar gisgaradi va uyurma vektori

komponentalari uchun ushbu

1 éaS éElZ

Q= \/91(_532__3:3
oa aa

2 / 1 3
aa aa

3 2 1

0 —\/91(_531__3:2

formulalarga ega bolamiz.
Misol. Dekart koordinata sistemasida uyurma komponentalari ushbu
ko’rinishda yozilishi ko’rsatilsin:
a, o A, a a, oA
Q=" 0 =" Qg:ﬁi_ay_; (2.14.18)
Vektor maydonning har bir nugtasida rota =0 shart bajarilsa, bu maydon
uyurmasiz maydon deb ataladi. Maydon uyurmasiz bo’lishi uchun, (2.14.17) ga
ko’ra
A, A A, a a,
d(_j_@(_g , éxé = @(f , @(i = @(; (2.14.19)
tenglik bajarilishi kerak.

Differensial tenglamalar nazariyasidan malumki, (2.14.19) chizigli a,dx“
differensial formaning integrallanish shartini beradi. Shu tufayli a, dx“ =de

,yani a,dx” to’la differensial bo’ladi.
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Demak,
a,=V_ o, a=Vep (2.14.20)
deb yozish mumkin bo’ladi. Ikkinchi tomondan vektor maydoni potensialli bo’lsa,
yani (2.14.20) o’rinli bo’lsa, (2.14.19) tengliklar aynan bajariladi. Bulardan
uyurmasiz vektor maydoni potensialli bo’lishi va aksincha potensialli maydon
uyurmasiz bo’lishi kelib chigadi.
Potensialli vektor maydonida a =V¢ bo’lganligi tufayli a vektorning
divergensiyasi
diva =divgrad p=V Vi p=A¢ (2.14.21)
ko’rinishni oladi. Buyerda A - Laplas operatori. Demak, skalyardan olingan Laplas
operatori invariantdir.

U dekart koordinatalar sistemasida

ko’rinishda yoziladi.

Skalyar maydonning biror M(x“) nugtasidan unga yaqin joylashgan

M’(x“ + dx“) nuqtaga o’tilganda ¢ skalyar

dp = dx*” L2 (2.14.22)

@Ca
orttirma oladi. Tenglikning o’ng tomoni ikkita birinchi rang ob’yektlarning
o’ramidir. Undan tashgari M’ nuqgta M nuqta atrofidagi ixtiyoriy nugtalardan biri
bo’lganligi tufayli, dx“D,, ixtiyoriy vektor bo’ladi. Shu sababli, tenzorlarni bo’lish

teoremasidan 3“% ob’yektning vektor ekanligi kelib chigadi. Bu ob’yekt

skalyarning gradienti deb ataladi va

dp  Fp = -
Vo= gradngE‘/’ =@(—€3a V. p D" (2.14.23)

ko’rinishlarda belgilanadi.
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Bu yerda % ko’rinishdagi belgilashni quyidagicha izohlash mumkin:
z

W 50 _Op T 5. _ TP

Vo=

&’ a &“ or
Dekart koordinata sistemasida esa
op —
Vo=gradp=——K; (2.14.24)
@}ﬁ'

formula o’rinli. Buni (2.14.24) va (1.5.2) lardan foydalanib, oson isbot gilinadi:
g a
P 50 _ O B 5o _ 0 & »

Skalyar gradienti vektorining kovariant bazis vektorlari orqgali yoyilmasi
uchun
e G e
Vo=V"¢D,=—-0, (2.14.25)
2y

belgilashlar gabul gilingan. Ushbu formulalardan skalyar grandienti vektorining

kovariant va kontravariant komponentalari orasidagi bog’lanishni olish mumkin:

Vo= P50 %5 X5 _ W, 5
& X &k 4
(2.14.26)
ap  dp j—a dp _ Jp ;
- 8p |97 = =—8up S Va0 =8,4V"0
Shunga o’xshash
op op aﬂj_ op op af B ap
— - D,=0=> =" g% & Vip=g?V 2.14.27
(&kﬂ Pl a, 8 p=g ¢ )

munosabat olinadi. Ushbu (2.14.26) va (2.14.27) formulalar skalyar gradienti
komponentalari uchun indekslarni ko’tarish (tushirish) qoidasini beradi.

Demak, skalyar gradienti komponentalari uchun ham indekslarni ko’tarish
(tushirish) goidalari o’rinli.

Invariant miqdor bo’lgan skalyar gradientining moduli uchun quyidagi

munosabatlar o’rinli
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Op|" _Gp Gp _ . Op Fp _ Jp Op
Fl & &

. LAt al T a, &

Skalyar gradientiga teng bo’lgan a = V¢ vektor potentsialli vektor, ¢ esa

skalyar potentsial deb ataladi. Potentsialli vektor maydoni potentsial maydon deb

ataladi. Mazkur maydonning har bir nuqtasida skalyar gradienti shu nuqtadan
o’tuvchi (p(xl, x?, x° ) = const sirtga o’tkazilgan normal bo’ylab yo’nalgan
bo’ladi.
Hagigatan, ushbu sirtning har bir nugtasida
d(p:dx“@:df-V(p:O
&a
tenglik o’rinli, yani garalayotgan nuqtada d 7 LV ¢ bo’ladi.
Potensial maydonida aniglangan va tenglamasi 7 = 7(S) yoki x* =x*(S)
bo’lgan L chizig’i bo’ylab ¢ skalyar S o’zgaruvchining funksiyasi bo’ladi:
1 2 3
o (5), ¥*(5), ()] = of5)
Ushbu
Jp _ dp dx* _dp dr

& &% dS & dS
hosila esa skalyarning S yo’nalishi bo’yicha hosilasi deb ataladi va ¢ = ¢(S) ning

L chizig’i bo’ylab o’zgarish tezligini beradi.
Agar S deb L chizigning yoy uzunligi belgilangan bo’lsa, Z—g - L
chizig’ining urinmasi bo’ylab S parametrning o’sish tomoniga yo’nalgan birlik

vektordir. Demak, S yo’nalishi bo’ylab olingan hosila gradientning L chizig’i
O
urinmasi yo’nalishi proeksiyasiga teng va maksimal tezlik 5(/) gradient

yo’nalishida bo’ladi:
120] v dr

= go-gz\w)\ cos(V(pA, Sj
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Har bir nugtasida n -rang tenzor aniglangan soha tenzor maydon deb ataladi.
Demak, tenzor maydonda tenzor komponentalari va poliadalar garalayotgan soha
nuqtalarining funksiyasi bo’ladi:

T (Xl ,X2 ,X3 ) = T *1%Cn 50{1 50{2,,, 5an

T @ty _ T iz (Xl,XZ,X3) 5ai _ \'_Bai (Xl,XZ,X3) (2.14.28)

Avwval  2-rang tenzor maydonini garaymiz. Biror M(x“) nuqtadan

M (x% +dx*| nugtaga o’tganda T tenzor orttirmasi
qtag g

dT =dx“ a dx,, a (2.14.29)
X X

a

ifoda bilan aniglanadi. Bu yerdan 5“% ob’yekt 3-rang tenzor ekanligi kelib

chigadi. Uni tenzor gradienti deb ataladi va ushbu
VT =3" ﬂa =Da % = % (2.14.30)
ko’rinishda belgilanadi.
Bu yerda tenzorning koordinata bo’yicha hosilasini, odatdagidek,
ko’paytmadan hosila olish qoidasiga binoan hisoblasak va bazis vektorlarning
koordinata bo’yicha hosilalarini aniqlovchi formulalarni eslasak, quyidagi

munosabatlarni olamiz:

_ ot _ _
ox_ 7 (17,3,57)=—13,07 +
dca @Ca dca
+7°,1%,3,9" =T/ I’ 3,07 = (2.14.31)

Demak, tenzor gradienti

vr=v,1’, 33,57 (2.14.32)

78



formula bilan, uning komponentalari esa T tenzor aralash komponentalarining
kovariant hosilasi deb ataluvchi quyidagi munosabatlar bilan aniglanuvchi 3-rang

tenzor.

or’:

g _ 4 o p p- o
v 17, =— +1°%01"%, ~1°.1"°, (2.14.33)

a 4

Bu yerdan Kristoffel belgilari tenzor komponentalari emasligi ko’rinib
turibdi.

B
Demak, tenzor komponentasidan olingan odatdagi hosila % ham tenzor

komponentasini hosil gilmaydi. Lekin dekart koordinata sistemasi bundan

mustasno, chunki bu holda hosila

v 1rf =7 (2.14.34)

tenglik bilan aniglanadi.
T tenzorning boshga xil komponentalaridan ham kovariant hosila olish
mumkin.
VT =V, T73°5,3,
Buyerda T tenzorning kovariant va kontravariant komponentalaridan

olingan kovariant hosilalari

éTflﬂ o o
V}/Taﬂ: &J/ —Taﬂrlm/ _Tao_r.ﬂ}/
- (2.14.35)
+T7r?  +T177°r17

a

VaTﬁY —

formulalar bilan aniqlanishini ko’rsatish qiyin emas.

Endi (2.14.32) dan foydalanib,

a _ax
X, & X,

[24

=gV, 193,53 =VT73,5"
munosabatni olamiz. Bu yerda
gV, T =V*T, (2.14.36)

Demak, bu holda tenzor gradienti
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VI=v°re 5,0.0°

ko’rinishda yoziladi.

Ta’rif: VT miqdor T tenzorning aralash komponentalaridan olingan
kontravariant hosila deb ataladi.

(2.14.36) dan ko’rinib turibdiki, kontravariant hosila kovariant hosiladan
indekslarni ko’tarish qoidasi yordamida olinadi.

2-rang tenzorlar uchun olingan koordinata bo’yicha dif-ferensiallash
qoidalari n-rang tenzorlar uchun ham o’rinli bo’lib, differensiallash natijasida

(n +1) - rang tenzor hosil gilinadi.

Tenzor komponentalaridan kovariant hosila olish goidasiga binoan
@aﬂ

Ea
bo’ladi. Ikkinchi tomondan Kristoffel belgilarining (2.14.6) xossalari e’tiborga

Vy 9op = goﬁr-gy o gaar-ZV

olinsa, ushbu hosila aynan nolga teng ekanligi kelib chigadi:
V.9, = +T,, )-Th, ~T,, =0 (2.14.37)
Shunga o’xshash
v,9 =0, V,6,=0
ekanligini ham ko’rsatish mumkin.

Indekslarni ko’tarish qoidasi o’rinli bo’lgani tufayli olingan natijalar
kontravariant hosilalar uchun ham o’rinli.

Demak, metrik tenzorning gradienti 3-rangli nol tenzor ekan. Bundan metrik
tenzorning maydoni bir jinsli maydon ekanligi kelib chigadi. Shunday qilib, metrik
tenzorning komponentalari kovariant hosila olishda o’zini o’zgarmas kabi tutadi,
yani ularni hosila belgisi ichiga Kiritish va tashgarisiga chigarish mumkin ekan.

Kovariant hosilaning ta’rifidan va (2.5.9) dan foydalanib,

oe
V e P _e T —e T- —e I°

oafy = @(g fy" aoc ary fo afr yo

formulalarni olamiz. Bu yerda
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ie«f? -2-(6.343,)-12,(5.5,3,)+15,(5.3.3, )+

+ 1“;0(5“5,3 3, ): L. t050,., 1,6,
ekanligini hisobga olsak, kovariant hosila
V.8, =0 (2.14.38)
ekanligi kelib chigadi.

Indekslarning tuzilishi boshgacha bo’lgan hollarda ham bu xossa o’rinli
ckanligini ko’rsatish qiyin emas. Demak, diskriminant tenzor maydoni ham bir
jinsli maydon bo’lib, hosila olishda diskriminant tenzor komponentalarini hosila
belgisining ichiga kiritish yoki tashgarisiga chigarish mumkin.

Kovariant hosila olish amali oddiy hosila olish amalining ayrim xossalariga
ega:

1) ikkita vektor yig’indisining hosilasi shu vektorlar hosilalarining
yig’indisiga teng. Vektor kovariant komponentasining kovariant hosilasini
hisoblash (2.15.9) formulaga ko’ra quyidagi tenglik o’rinli bo’ladi:

7

V,(a, +b,) = y(aa +b,)—(a, +b, )1,

(2.14.39)

N -V, a,+V,b,

:O,XO- 4 .ac o Viteac

2) indefenit ko’paytmaning kovariant hosilasi odatdagi ko’paytmadan hosila olish

qoidasiga binoan hisoblanadi:
V,(a“b?)=(Va " +a“(V, b7 (2.14.40)
Indefenit ko’paytma komponentalarining kovariant hosilasi uchun (2.15.5) ga

ko’ra ushbu

Va(a“bﬁ) = —&(Zfﬁ) +a’b’Ir® +a°b’r’ =

=(§: +aTFf‘(,jbﬂ +(%ﬁ+bffija“ -
=(V,a)p” +(V b*)a”

munosabatlar o’rinli bo’ladi.
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3) kovariant hosila olish va yig’ishtirish amalining o’rinlarini almashtirish
mumKkin;

4) vektorning skalyar va vektor ko’paytmasidan kovariant hosila olish
mumkin. Agar (2.14.40) ni g, ga ko’paytirib, & va g lar bo’yicha yig’indi
hisoblash amalini bajarsak, ushbu

a-b=ah, :gaﬁa“bﬂ

skalyar ko’paytmaning kovariant hosilasi uchun
Vo (2up@ D’ ) = gV @ o’ + gopa”(V 5"
formula yoki
V(a-b)=Va-b+a-(Vb) (2.14.41)

formula o’rinli.

Shunga o’xshash, (2.15.40) ni e,,, ga ko’paytirib, ushbu

apy
axb=e, a"h’s’
vektor ko’paytmaning kovariant hosilasi uchun quyidagi

' (eaﬂya“bﬂ)z e, (V,a“)” —e, a“ (Vabﬂ)
yoki

V(@axb)=Vaxb-(Vb)xa (2.14.42)
formulalarni olamiz. Shunday qilib, (2.14.41) va (2.14.42) formulalar
vektorlarning skalyar va vektor ko’paytmasidan kovariant hosila olish qoidasini
beradi.

Masalalar yechishga doir namunalar

2 5 1
1. T=({2 4 0
1 0 4

a) Tenzorni vektor shaklida yozing;
b) Tenzorni simmetrik va antisemmetrik tenzorlarga ajrating va ularning
yig’indisidan iborat ekanligini ko’rsating;
c) Tenzorning sharsimon va deviatorlarini toping;
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Yechish.

a) Tenzorni vektor ko’rinishiga o’tkazamiz
T = 2313 4+ 53137 + 3133 + 2323 + 43237 + 3331 + 43337,
b) Simmetrik va antisimmetrik tenzorlarga ajratib, uni  yig’indi
ko’rinishida ifodalaymiz. Buning uchun quyidagi formulalardan

foydalanamiz:
1

1
C) Tim = 2 I:Ta_lr + T:ra]’ Tonei = 2 (Ta_lr - T:ra)
2 35 1 0 15 0
Tsim = 3:5 4 0 ’ Taﬂti = _1:5 0 0 '
1 0 4 0 0 0

2 5 1 2 35 1 0 1,5 0
T={2 4 0|=(35 4 0]+|(-15 0 0}
1 0 4 1 0 4 0 0 0

d) Sharsimon va deviator tenzorni topish uchun esa quyidagi formulalardan

foydalanamiz;

T,

S

1
har — §(T11 + T, + Taajﬁa'jj

ngu =T - Tshari

0 o = 5 1
3 3
T =| 0 5 0 Tuw=|2 5 0|
o o =2 1 0 2
3 3

4 6 3
2.T = (3 4 D) tenzor uchun quyidagilarni toping.
1 0 4

a) Tenzorning bosh komponentalarini toping;

b) Tenzorning bosh o’qlarini toping;

c) Tenzorni sharsimon va deviator gismlariga ajrating;
d) Tenzor sirti tenglamasini va shaklini toping.
Yechish.

83



a) Tenzorning bosh komponentalarini topish uchun
4 —A 6 3

3 4 -2 0

1 0 4—4
tenglamani yechamiz. Kubik tenglama hosil bo’ladi va natijada 3ta ildizga
ega bo’lamiz

=0

(4-1)3-3(4-1)-18(4-1)=0
(4-2)( (4-2)*-21)=0
Uning ildizlari A; = 4,1, = 4 ++/21,4; = 4 —+/21.
b) Bosh giymatlarga mos bosh yo’nalishlarini topish uchun esa quyidagi

tenglamalar yechiladi:

A =4 uchun

( ( n, =0
6n,+3n; =0 1
3n, =0 N, =——
1_ :::‘4 2 ‘\){’E

n, =0
ni+ns+ni=1 ngzi
\ L V{’E
A =4 ++/21 uchun

21

—/2In, 4+ 6n,+3n, =0 e
n, —+v2ln; =0 2= =31
ni+ni+ni=1 1
V31

i i

21

—/21n, + 60,4+ 3n; =0 =% 37
n, +v2in; =0 231
ni+ni+ni=1 1
V31

W W
¢) Tenzor sirtini topamiz:
Tijxix; = 4x7 + 6x1%5 + 3%, X3 + 3x,%; + 4x3 + 0x; x5 + X3%; + 0x3x;, + 4x3 = +c?
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yoKki
4xf + 4x22 + 4:::32 + 9xyx3 + 4xy x5 = +c?.
Demak, bu tenzor yugoridagi tenglama bilan ifodalanuvchi ellipsoiddan

iborat ekan.

Il bobga doir masalalar.

4 0 1

1. T = (3 4 2) tenzorni vektor shaklida yozing.
2 1 4

2. Ikkinchi rangli tenzorni ifodalovchi :

r _
T;j - aim ﬂjﬂ Tmﬂ

fo’rmula bilan ortogonallik shartidan foydalanib , .., ni T;; orgali ifodalang.

2 5 1
3.T = (2 4 D) tenzorni a)simmetrik va antisemmetrik tenzorlarga ajrating
1 0 4

va tenzorni ularning yig’indisidan iborat ekanligini ko’rsating; b) tenzorning
sharsimon va deviatorlarini toping.

4.Uchinchi rangli tenzorni ifodalovchi :
T = ay @i Aken Timn
fo’rmula bilan ortogonallik shartidan foydalanib, Tjms ni T orgali ifodalang.
5. Ikki a, b vector komponentlaridan tuzilgan ikkinchi rangli tenzor T;; =

;; aniglang.

a;b; ning chizigli invariant T,
6. Birlik tenzor &;; (i, j = 1,2,3 ) ning chizigli invarianti &;; ni toping.
7. Birlik tenzor &;; (i, j = 1,2,3 ) ning kvadratik invarianti &;; &;; ni toping.
8. Birlik tenzor &;; (i, j = 1,2,3 ) ning kubik invariant, ya’ni diskriminanti
|8,; | ni toping.

9. Birlik tenzor uchun &;; &;. ; ni hisoblab toping.
4 6 3
10.T = (3 4 D) tenzorning bosh komponentalarini va bosh o’qlarini
1 0 4
toping.
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5 6 3
11. TV = (3 4 S)tenzor sirti tenglamasini va shaklini toping.
1 3 2
12-14 masalalar uchun quyidagilarni aniglang.

a) Tenzorni vektor shaklida yozing;

d) Tenzorni simmetrik va antisesmmetrik tenzorlarga ajrating va ularning
yig’indisidan iborat ekanligini ko’rsating;
e) Tenzorning sharsimon va deviatorlarini toping;

/5 8 2
12.T1=(3 8 5)

7 7 4

) 0 2
13.T" =13 5
8

6

/1 2 4
14.Ti={6 7 8

10 12 13

-] = =

15-17 masalalar uchun quyidagilarni aniglang.
a) Tenzorning bosh komponentalarini toping;
b) Tenzorning bosh o’qlarini toping;
c) Tenzorni sharsimon va deviator gismlariga ajrating;

d) Tenzor sirti tenglamasini va shaklini toping.

/301 2
15T =|2 4 5
07 6

/2 =30
16.TI=(3 6 0
8 0 1

/0 2 4
17.T8={6 7 4
10 1 3

18-21 masalalar uchun quyidagilarni aniglang.

a)Tenzorni matritsa shaklida yozing;
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b) Tenzorni simmetrik va antisemmetrik tenzorlarga ajrating va ularning
yig’indisidan iborat ekanligini ko’rsating;
¢) Tenzorning sharsimon va deviatorlarini toping;
d) Tenzorning bosh komponentalarini toping;
e) Tenzorning bosh o’qlarini toping;
f) Tenzorni sharsimon va deviator gismlariga ajrating;
g) Tenzor sirti tenglamasini va shaklini toping.
18. A = 23131 + 23133 + 3323% + 5333 + 63°3% + 43333 ;
19. A = 43131 + 23132 + 4+ 53231 + 63237 + 43331 + 73332
20. A =33+ 23137 + +53'3% + 6373 + 43%23% + 33%3% + 3°3°
21. A = 33131 + 23132 + +313% + 43732 + 63%3% + +33%331 + 333°
22. Berilgan T; tenzor bilan unga teskari Tl-}l tenzordan skalyar argument o
bo’yicha olingan hosilalar o’zaro ganday bog’langan ?
23. n-0’Ichovli fazoda birlik vektor uchun &;; hisoblab chiging.
24. n-o’lchovli fazoda birlik psevdotenzor uchun &;; . &; ; hisoblab
chiging.
25. n-o’lchovli fazo birlik psevdotenzori &; ,  , Vositasida | rangli
tenzordan n-I rangli psevdotenzor hosil giling.
26. Metrik tenzor uchun:
.gij.gij =n
ekanligini ko’rsating.
27. To’rtinchi rangli Tl.":f:"“ tenzorni mos indekslar bo’yicha yig’ishtirish yo’li bilan
ikkinchi rangli to’rtta tenzorni hosil qilining.
28. Ikkinchi rangli kontvariant T':= tenzorlar bilan kovariant A;_vektor
ko’paytmasini mos indekslar bo’yicha yig’ishtirib, ikkita kontravariant vektor hosil
gilining.
29. Kontravariant metrik g'’ tenzorni kovariant metrik g, tenzor orgali
ifodalang.

30. Berilgan TY* tenzordan metrik tenzor vositasida T, tenzor hosil giling.

qr
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31. Ikkinchi rangli tenzor uchun :
Ti =Ty
ekanligini ko’rsating.
32. Ikkinchi rangli kontravariant antisimmetrik tenzor A" = —A’" uchun:
rkAi =0
rangligini ko’rsating.
33. Berilgan T;'*"* tenzordan metrik tenzor vositasida T/+'= , 7,2 , 7,2

iqige ! Tiylig

tenzorlar hosil giling.

34. Berilgan T, , ;. tenzordan metrik tenzor sifatida T7:%2, T,72%2, T]*”
tenzorlar hosil giling.

35. e; — ortonormallashgan bazisda ¢, ; —tenzorning komponentalari.

a) tenzorning komponentalari z,; = t;; tenglikni ganoatlantirishini ko’rsating
b) Quyidagilarni tengligini ko’rsating:

Dt ju,w; va tuu

2)T;uv; va tuv;
bu yerda u;, v; — vektor komponentalari.

36. Bir necha ortonormal bazislarda tenzor komponentlari quyidagi munosabatlarni
ganoatlantirsa, ixtiyoriy ortonormal bazislar komponentlari uchun bu munosabatlar
bajarilishini ko’rsating:

a) t;; = ti; b) t;; = —t;:.

37. s;; simmetrik va ay; antisimmetrik tenzorlar bo’lsa, s;;a;; = 0 bo’lishligini
ko’rsating.

38. Ixtiyoriy ortonormal bazisda a va b tenzor komponentalari bo’lsa, a; ; + b; s

yigindi ham tenzor komponentasi bo’lishini ko’rsating.

39. Ixtiyoriy ortonormal bazisdaBvae B, ¢, kopaytmaning tenzor
komponentalari bo’lsa, B, £, yigindining ham tenzor komponentalari bo’lishini

ko’rsating.
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40. Ixtiyoriy ikkinchi rang tenzorni simmetrik va antimmetrik tenzorlar yigindisi
korinishida ifodalanishini ko’rsating. Bunday ifodalanish yagona bo’ladimi?

41. s ikkinchi rang s;u;v;simmetrik tenzorini s;;w,w; korinishda ifodalang, bu
yerda- u;, v;, w; vektor komponentalari.

42. Agar ikkinchi rang tenzorlar uchun ixtiyoriy v vektori quyidagi tenglikni

ganoatlantirsa ¢, ;v;v; = 0, t tenzor antisimmetrik ekanligini ko’rsating.

43. t ikkinchi rang simmetrik tenzorning t®*) shar va t @ deviator tenzorlari mos
ravishda quyidagilarga teng:
t& = gtkkﬂij va £ = tij—itkkﬁij,

a) (t©"))(@) shar tenzorni deviator tenzorini toping;
b) (t@)ER) deviator tenzorning shar tenzorini toping.
44. Agar barcha ortonormal bazislarda t1>; = 0 bo’lsa, t ikinchi rang tenzorni
umumiy korinishda ifodalang.
45. Quyidagi ko’rinishda berilgan tenzorlarning bosh komponentalarini va bosh
o’qlarini toping:

1 /30 1 /30
2 (—@ -1 n)? vz -1 of

0 0 3 0 0 2
46. Quyidagi funktsiya komponenti ikkinchi darajali simmetrik tenzorni invarianti
yekanligini ko’rsating.
47. Ikkinchi rang simmetrik tenzorlarning asosiy komponentalari uning

invariantlari bo’ladimi?
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111 BOB. DEFORMATSIYALANUVCHI MUHIT KINEMATIKASI
1 §. Tutash muhitlar mehanikasining asosiy farazlari.
Tutash muhitlar mehanikasining asosiy farazlari
a) Hagqiqiy jismlarning tuzilishi va doimiylik farazi.
Ma'lumki, barcha moddiy jismlar juda kichik zarralardan, ular molekula va
atomlardan tashkil topgan. Atomlar esa elektronlarga va yadrolarga ega. Masalan,

atom yadrosining radiusi 10® smga teng, vodorod molekulasi radiusi

1.36-10° sm. Lekin vodorodning asosiy massasi uning yadrosida joylashgan.

Ma’lumki, oddiy sharoitda (0°C va dengiz yuzasidagi atmosfera bosimida)
1sm® havo hajmida N = 2.687 -10™ ta molekula mavjud. 60 km yuqorida esa

N =8-10" ta, yulduzlar orasidagi muhitda esa N =1 ta molekula bor deyish
mumkin. Shuningdek, temir uchun N =8.622-10% 1/sm®. Bundan ko’rinib

turibdiki, jismlar massasi joylashgan hajmlar shu jism egallagan hajmlarning
nihoyatda kichik qismini tashkil etadi. Ya’ni jismlar «bo’shliglarndan iborat. Atom
va molekulalar doimiy xaotik harakatda bo’ladilar. Bundan ko’rinadiki, ularning
individual harakatini o’rganish nihoyatda qiyin: chunki ularning soni juda ko’p.
Masalan, kislorod molekulalari 1 sekundda 6.55-10° marta to’qnashadi, ularning

o’rtacha tezligi V=425 m/sek atrofida, harakatlanuvchi bu zarralar o’rtasidagi

ta’sir kuchlari ham ma’lum emas.

Tutash muhit mexanikasida zarralar o'rtasida ma'lum o'zaro ta'sirlar mavjud.
Gazda ular fagat to'gnashuvlar bilan bog'lig. Suyuglik va gattig moddalarda
zarralar bir-biriga yaqginlashadi va ularda o'zaro ta'sir kuchlari katta ahamiyatga
ega. Zarralarni bir-biriga yaginlashtirish uchun zarrachalarning millionlab
darajadagi haroratlarda tartibsiz harakatlanishi natijasida vujudga keladigan ulkan
energiya talab gilinadi.

Tutash muhit mexanikasida real jismlar o’rganilganda amaliyot uchun har
bir zarraning trayektoriyasi, tezligi va boshqa xarakteristikalari emas, balki bu jism

zarralari uchun o’rtacha bo’lgan xarakteristikalar kerak bo’ladi.
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Real jismlarning harakati o’rganilganda statistik fizika usullari ham
qo’llaniladi. Statistik usullar bilan ish ko’rilganda doimo ayrim qo’shimcha
farazlarga murojaat qilinadi. Lekin bularning hammasini ham asosli deb
bo’lavermaydi. Boshqa tomondan, statistik usul asosidagi tenglamalar murakkab
ko’rinishga ega bo’lib, effektiv yechimlar topish qiyin masalaga aylanadi.

Moddiy jismlar harakatini o’rganishdagi ikkinchi yo’l bu - fenomenologik
makroskopik nazariyadan iborat. Makroskopik nazariyalar amaliy muammolarni
hal gilishning samarali vositasidir va ularning yordami bilan olingan ma'lumotlar
tajribaga mos keladi.

b) Tutashlik farazi

Tutash muhit mexanikasining asosiy farazi muhitning tutashligi farazidir.

Jism fazosi yoki uning bo’lagini to’la ravishda qoplagan deb yuqorida
aytilgan fikr real jismlar uchun taxminan mos keladi.

Deformatsiyalanuvchi jismlar tashqi kuchlar ta’sirida 0’z o’lchamlari va
shakllarini o’zgartiradilar, jismning fikran ajratilgan bo’laklari o’rtasida kuchlar,
zo’riqishlar, bosimlar deb ataluvchi mexanik miqdorlar paydo bo’ladiki, bu
kattaliklar faqat tashqi kuchlargagina emas, balki jism geometrik shakliga,
mubhitning tajribalar asosida olinishi mumkin bo’lgan makroskopik xossalariga
ham bog’liq bo’ladi. Bu muammolar TMMda o’rganiladi.

Gaz, suyuq yoki qattiq holatdagi jismlar, ularning aralashmalari turli
sabablar bilan fazoda harakatlanishi va harakatlanish jarayonida «moddiy zarralar
orasidagi masofalar o’zgarishi mumkin. Bu yerda shuni yaqqol ko’rish mumkinki,
bir tomondan tutash muhit tushunchasini kiritmay turib yaxlit, alohida moddiy jism
tasavvuriga ega bo’lish qiyin, ikkinchi tomondan, har qanday tutash muhit aslida
mayda zarralardan tashkil topganligi va ularda «bo’shliglar» borligini ta’kidlash
kerak. Bu dialektika asosida yechilishi kerak bo’lgan ichki ziddiyat va uning
tajribalar asosida ma’lum masalalarni hal etishga xizmat qila oladigan nazariyasi
bo’lib, nazariyaning amalda ishlatilishidir.

d) Fazo va vaqt.
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Fazo va vaqt tushunchalari haqida ham to’xtalib o’taylik. Bu tushunchalar
nazariy mexanika kursida to’la bayon etilgan. Shuning uchun bu tushunchalarning
ayrim mobhiyatlari ustidagina to’xtalib o’tamiz.

Fazo deganda koordinatalar deb ataluvchi sonlar orqali berilgan nugqtalar
to’plami tushuniladi. Agar fazoda ikki nuqta orasidagi masofa aniglangan bo’lsa,
bu fazo metrik fazo deyiladi.

Agar metrik fazoda ikki nuqta orasidagi masofa

d:\/(Xl_X2)2+(y1_Y2)2+(21_22)2

bo’lsa, bu fazo Yevklid fazosidir. Yevklid fazosiga shu fazo uchun umumiy

bo’lgan Dekart koordinatalar sistemasini kiritish mumkin. Bunday fazoda biz
o’rganadigan mexanika Nyuton mexanikasi deb ataladi. Bu fazoda joylashgan
tutash muhit uning ixtiyoriy geometrik nuqtasida mavjuddir.

Vagt tushunchasi tajriba bilan bog'lig va mexanikada zarur. Har ganday
mexanik xodisa har doim bazi kuzatuvchilar nugtayi nazaridan tavsiflanadi Vaqt
barcha kuzatuvchilar uchun bir xil yo'nalishda - poezdda, samolyotda, auditoriyada
bir xil o’tadi deb taxmin qilamiz . TMMda absolut vaqt tushunchasi bilan ish
ko’ramiz. Bizning vaqtimiz barcha koordinata sistemalarida bir xil o’zgaradi.

Shunday qilib, TMMda muhit harakati - kontinium harakati Yevklid
fazosida absolyut vaqtdan foydalanib o’rganiladi.

TMMda o’rganilayotgan muhit harakat jarayoni davomida nuqtalar orasidagi
masofalar o’zgarishi mumkin Harakat davomida muhit nuqtalari orasidagi masofa
o’zgarmasa, bunday harakat nazariy mexanikada o’rganiladi.

Shunday qilib, yugorida uchta fundamental farazlar Kiritildi, ulardan
foydalanib deformatsiyalanadigan jismlarning harakatlanish nazariyasi quriladi.
Ushbu farazlarga asoslangan nazariyadan xulosalar ko'pincha, har doim ham
tajribaga mos kelmaydi. Agar kerak bo'lsa, makon va vaqgtning gabul gilingan
modelini aniglashtirish va umumlashtirish mumkin. Birog, barcha keyingi
umumlashmalar, yugorida tavsiflangan fundamental farazlarga asoslanib, Nyuton

mexanikasiga asoslangan.
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2 §. Hamroh koordinata sistemasi.

Har ganday harakat kabi, kontinuum harakati har doim ba’zi koordinatalar
sistemasi x!, x?, x> — kuzatuvchi sanoq sistemasiga nisbatan aniglanadi. Bu
koordinatalar sistemasi ihtiyoriy ravishda tanlanishi mumkin. U shart asosida
kiritiladi, va uning tanlovi tadqiqotchiga bog’liq. Amalda u ko’pincha Yer bilan
bog’liq, biroq shuningdek, Quyosh, yulduzlar, samolyot, vagon va boshqalar bilan
ham bog’liq bo’lishi mumkin. Uni kiritish mazmuniga ko’ra, u harakatli yoki
harakatsiz bo’lishi mumkin.

Nyuton mexanikasida, bir-biriga nisbatan parellel ravishda vaqt bo’yicha
doimiy tezlik bilan harakatlanuvchi koordinatalarning inersial sistemalariga
nisbatan harakatlanishi alohida fizik ahamiyatga ega. Bunday koordinata
sistemalarining mavjudligi mexanikasining asosiy postulati, ya’ni isbot talab
qilmaydigan qoidasi bo’lib hisoblanadi.

Amaliyotda, hayotda inersial koordinatalar sistemasi sifatida, uzoq
yulduzlarni harakatsiz deb hisoblash mumkin bo’lgan Dekart koordinatalar
sistemasini tanlash mumkin.

Bulardan tashgari tutash muhit harakatini ifodolovchi koordinatalar
sistemasini Kiritish lozim. x!, x?, x® koordinatalari bilan bir qatorda, &!, &2, &3
nuqgtalarning Lagranj koordinatalarini fazoning huddi shu nugtalarining D
sohasidagi boshqa koordinatalari tariqasida ko’rib chiqish mumkin.

Ta'rif: &1, &2, & koordinatalar sistemasiga mos shu fazoda harakatclanuvchi,
deformatsiyalanuvchi, egri chizigli koordinatalar sistemasi hamroh koordinatalar
sistemasi deb ataladi.

Agarda tp boshlang’ich vaqtda tutash muhitda, tutash muhit nuqtalaridan
tashkil bo’lgan &1, &2, &% ayrim koordinata chiziglari tanlansa, keyingi vaqtda ular
kontinum nuqtalari bilan birgalikda gaytadan hamroh koordinata sistemasining
chiziglariga o’tadi. Lekin, boshlang’ich vaqtda ular to’g’ri chiziq bo’lib tanlangan

bo’lsa, keyingi vaqtda ular egri chiziqqa aylanadi (5- rasm)
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5-rasm. x}, x?, x3- sanoq sistemasi, &, £2, £3-hamroh koordinata sistemasi.

Shunday qilib, koordinatalar sistemasi tutash muhit zarrachalari bilan
bog’lig holda ko’rib chiqilsa, u vaqt o’tishi bilan o’zgarishi kuzatiladi. Bunday
koordinatalar sistemasini tanlash istalgan vaqtda bizning qo’limizda, biroq
vaqgtning keyingi lahzalarida u bizning qo’limizda bo’lmaydi, chunki u muhitga
“mustahkam kiritilgan” bo’lib, u bilan birgalikda o’zgaradi. Muhitga kiritilgan
aynan bunday koordinatalar sistemasi yugorida hamroh koordinatalar sistemasi deb
belgilandi. Tutash muhitning barcha nuqgtalari har doim harakatchan hamroh
koordinatalar sistemasiga nisbatan joylashadi, chunki ularning &, &2, &
koordinatalari hamroh sistemada o’zgarmaydi. Lekin sistemaning 0’zi
harakatlanadi, cho’ziladi, qisqaradi, buraladi va hokazo.

Biz tutash muhitning harakatlanishi hagida doimo gapirganimizda,
nuqgtalarni alohida ajratishimiz va lagranj koordinatalaridan foydalanishimiz zarur.

Shu sababli, doim tutash muhitning harakatlanishini ko’rib chigqanimizda
xt, x2, x3 sanoq sistemasining mavjudligi nazarda tutilib, unga nisbatan hamroh
koordinatalar sistemasining harakatlanishi ham ko’rib chiqiladi.

Erkin o’zgaruvchilar &', &2, & va t ning qo’llanilishi Lagranjning tutash
muhit harakatlanishini o’rganishdagi nazariyasi bo’yicha, tutash muhitning har bir
nuqtasining harakatlanishini alohida o’rganish kerak. Amaliyotda bunday ta’riflash
odatda haddan tashqari batafsil va mukammal bo’ladi, biroq u doimo fizika
gonunlarini shakllantirishda nazarda tutiladi. Tutash muhit harakatlanishiga ta’rif
berish uchun, harakat gonunining tushunchasidan tashgari yana boshga
tushunchalarni, hususan, tezlik va tutash muhit nugtalarining tezlashish

tushunchalarini ham kiritish zarur.
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Aytaylik, tutash muhitning ihtiyoriy nuqtasi t vagtda fazoning M nuqtasida,
t+A¢t vaqtda esa — M’ va M M’= Ar nuqtasida joylashgan bo’lsin. 4r At vaqtda
tutash muhit nuqtasining yo’naltirilgan harakatidir. Fazoda r radius-vektorini
kiritish mumkin bo’lsa, 4» qaralayotgan radius-vektorning orttirmasidir.

Ta’rif: Yevklid fazosida radius-vektordan vaqt bo’yicha olingan xususiy

ar .
hosila Bt tutash muhit nugtasining tezligi deb ataladi. Tezlik vektorini vharf bilan
belgilanadi.

6_F
at
Tezlik sanoq sistemasiga nisbatan hisoblanadi. Demak, hamroh

-
V=

koordinatalar sistemasiga nisbatan tezlik doimo nolga teng. Tutash muhitlar
meXanikasida tezlikdan tashqari tezlanish ham o’rganiladi va u quyidagicha

ifodalanadi:

i= (Gs = s,
bu yerda a' = a'(&,&7,&2,t) — tezlanish komponentalari. @ tezlanish, 9 tezlik
kabilar, tutash muhitning individual nuqgtasi uchun hisoblab chigiladi.

Tezlanishning aniglanishi kuzatuvchining x*,x%,x* koordinatalar tizimini tanlash

bilan bog’liq bo’lib, unda harakat qonuni o’rganiladi.

3 §. Muhitning harakat tenglamasi. Tutash muhit harakatini tavsiflashning
Lagranj va Eyler usullari.

Tutash muhit uch o’lchovli Yevklid fazosida joylashgan va unda
harakatlanadi deylik. Uning kinematikasini o’rganaylik. Shu magsadda tutash
muhit tushunchasi, asosiy farazlarini eslaylik.

(L=
Ushbu |g|=1 va &€ =0 =9 . "
0,1+ ]

bazis vektorni kiritaylik.
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Tutash muhitning t, - dastlabki paytdagi holatini X (X', X?, X?)
koordinatalar bilan va ixtiyoriy t =1, momentdagi koordinatalarini X {Xl,x2 ,X3}

lar bilan belgilaylik. Bunda t, momentda tutash muhit egallagan 7z, hajm t>t,

momentda 7 hajmni egallaydi (6-rasm).

Quyidagi ifodalarni keltirilgan shakl asosida yozaylik:
X =X"¢ (3.3.1)

=x"-8g, (3.3.2)

x|

bu yerda X* - tutash muhit zarrasi, fizik M nugtaning dastlabki paytdagi ortogonal

Dekart koordinatalaridir. X - shu fizik M nuqtaning bir oz vaqt o’tgach, ya’ni

t > t, momentdagi ortogonal Dekart koordinatalaridir.

6-rasm

«Fizik M nuqta» deganimizda tutash muhit gipotezasiga ko’ra barcha
geometrik nuqtalar va ularda «joylashgan» muhit zarralari tasavvur etiladi.

Shaklda tasvirlangani kabi, har bir X o’zining t =t, momentga mos kelgan
dastlabki holatlari - fizik nuqtalariga ega, hamda ularga bog’liq bo’ladi. ft,
momentda ixtiyoriy olingan M nuqta 7, hajmdagi tutash muhitning ixtiyoriy fizik

nuqtasi bo’la oladi va har bir M nuqtalar tutash muhit harakati tufayli biror t
momentda z hajmga tegishli nugtani egallaydi.
Shunday qilib, quyidagini yoza olamiz:
x“ = x“4X 1, X2, X3, (@=1,2,3) (33.3)
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(3.3.3) o’rniga ushbu vektor tenglamani yozish mumkin:

X =xX(X,t) (3.3.4)
(3.3.3) (yoki (3.3.4)) X nuqtaning harakat qonuni deyiladi. TMMning asosiy
vazifasi shu harakat qonunini topish, uni o’rganishdir. Ikkinchi tomondan, (3.3.4)
ga matematik nuqtayi nazardan garalganda, undan X ni X ning funksiyasi sifatida
topish masalasini qo’yish mumkin. X va X lar o’rtasida har bir t > t, uchun bir

qiymatli akslantirish mavjudligi uchun ushbu yakobian noldan farqli bo’lishi

kerak:

X & &
XY ooXP o X
o G G- G

1 2 3 # 0
X> K X
x X &
XK' X?PXP

Bu shart bajarilsa, (3.3.4) dan yoza olamiz: X = X(X,t) ya’ni:
Xt = Xl{xl,xz,x3,t}
X% =X 2{xl,x2 ,x3,t} (3.3.5)
X3 = Xg{xl,xz,XS,t}
(3.35) dan (3.3.3) yoki (3.3.4) ga o’tish uchun o’tish ko’rilayotgan t=t,

momentda:
Xt oxtooaxt
s G
X2 X? P
1 2 3|7 0

X X X

.S S, &
S G &

bajarilishi kerak.
Tutash muhit harakati o’rganilayotganda ayrim t=>t;, onda yuqorida

keltirilgan yakobianlar giymati nolga teng bo’lishi mumkin. Yakobianlar giymati
ayrim nuqta yoki nuqtalarda, chiziglarda, sirtlarda nolga teng bo’lib qolishi
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mumkin. Bunday nuqtalar kritik nuqtalar yoki kritik nuqtalar to’plami deyiladi. Biz
tekshirishlarimizda yakobianlar noldan farqli deb faraz qilamiz.
6-rasmdan quyidagini yoza olamiz:
X=X +0 (3.3.6)
(X', X2, X3t) vektor ko’chish vektori deyiladi. M nugtaning harakatini

o’rganganda, uning uchun (3.3.4) formula, X miqdor vaqt o’tishi bilan har bir

individual fizik zarra uchun o’zgarmasligi sababli ular t ga bog’liq emas. Shuni

e’tiborga olsak, ko’chish U, tezlik V' va tezlanish W ni istalgan t ondagi ifodasi

mos ravishda quyidagicha bo’ladi:

—

0=X-X (3.3.7)
vV :% (3.3.8)
~ 0%

W = — (3.3.9)

V =Vi{X! X% X3t} (3.3.10)

Yugorida foydalanilgan X , t lar Lagranj koordinatalari deyiladi. Ular har

bir individual fizik nugta uchun t =t, momentda olgan giymatlarini istalgan t >
momentda saqlab qolgani sababli tutash muhitning t >t, momentdagi holati uning
dastlabki holati bilan aniqlanadi. Lagranj koordinatalari t =t, da ortogonal Dekart
koordinatasi sifatida gabul qilingan edi. Bu paytda metrik tenzor € -€; =J; dan
iborat bo’lsa ham, t >t, da Lagranj koordinatalari egri chizigli koordinatalarga

aylanadi va olinayotgan Yevklid fazosida metrik tenzor turlicha bo’lishi mumkin.

Umuman aytganda, t =t, momentda olingan ortogonal koordinatalar sistemasi va
u bilan bog’liq bo’lgan J; metrik tenzor olinishi shart emas. Dastlabki t =t,

momentda ixtiyoriy ortogonal bo’lmagan ma’lum metrik tenzorga ega koordinata
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sistemasini tanlab olish mumkin edi. Uni odatda g; bilan belgilash mumkin. Lekin
umumiyatga zarar keltirmasdan TMM masalalarini o’rganganda dastlabki vaqtda

9|, = 0; metrik tenzorga ega ortogonal Dekart koordinata sistemasini ishlatish
=l

qulay bo’ladi. Misol sifatida ushbu 0<X'<a, 0<X*<a Lagran]

koordinatalarini tekislikda ko’raylik (7-rasm).

A 4

7-rasm

Lagranj koordinatalari tabiiy ravishda o’zgaradi:
(a,a0)—(a,a0)
t=t, >t>t
Biror bir F miqdor fizik zarra uchun Lagranj koordinatalarida aniqlangan
bo’lsa (skalyar yoki vektor migdor), uning o’zgarish tezligi
F_FXY
Aa A
bo’ladi.
F(X,t) ning t momentda olingan ikki cheksiz kichik masofadagi X “ va

X* +dX* nugtalardagi farqi quyidagicha bo’ladi:
JF

G d x*.
4 §. Lagranj va Eyler koordinatalariga o’zaro o’tish

Tutash muhit harakatini ixtiyoriy t momentda ortogonal Dekart koordinata

sistemasida ko’raylik. Fazoning X - radius vektorini olaylik va uni harakat
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davomida o’zgartirmaylik. U holda radius-vektor belgilangan fazoning nuqtasi va
ular to’plamiga turli parametrlar bilan xarakterlanuvchi turli tutash muhit zarralari
o’tishini kuzatish mumkin. X nugtada turli vagtlarda turlicha fizik zarralar o’tadi.
Demak, bu holda har bir individual fizik zarra harakati kuzatilmaydi, balki
fazoning ayrim bo’lagiga kelayotgan va undan o’tib ketayotgan zarralar kuzatiladi,
aniqrog’i, shu fazoning har bir nuqtasiga kelayotgan va undan o’tib ketayotgan
fizik zarralar harakati kuzatiladi. Shunday qilib, X o’zgarmas fazosiga bog’liq

maydon bilan ish ko’rishga to’g’ri keladi. Masalan, V(X,t)- tezlik maydoni. Bu

maydon Eyler maydoni deyiladi. X - esa Eyler koordinatasi deyiladi. Har bir

X =const zarra bu maydonda o’z trayektoriyasini «chizib» o’tadi. Agar shu
maydonga tegishli V(X,t) ma’lum bo’lsa, t momentda X nuqtadagi fizik zarra
V(X,t) tezlikka va kichik dt vaqtda shu fizik nugta V(X,t)dt ko’chishga ega

bo’lishini ko’rish qiyin emas. Bu ko’chishni dX desak:

dx =V (X,t)dt
bo’ladi.
Bundan
%:Vk(xl,xz,x3,t) (34.1)
Faraz qilaylik, (2.11) differensial tenglamalar sistemasi integrallari topilgan deylik:
x* =x(¢,,C,,Cq,1) (3.4.2)

dastlabki paytda esa fizik zarralar holati ma’lum bo’lgan va ular X" lar bilan

belgilangan deylik. U holda

C,,C,,C, lar X orqali ifodalanadi.
U holda
XE =X X t) (3.4.3)
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Demak, x!,x% x>t Eyler koordinatadan Xt X2 X3t Lagranj koordinatalariga,
agar Eyler maydoni va undagi V"(Xl,Xz,X3 t) ma’lum bo’lsa, o’tish
formulalarini ko’rdik.

Shuningdek, Lagranj koordinatalaridan Eyler koordinatalariga ham o’tish
mumkin. Masalan, 0 =0(X,t) ma’lum deylik (ya'ni ko’chish Lagranj
koordinatalarida berilgan) va V =V (X,t) topilishi talab gilingan deylik.

Quyidagilarni yoza olamiz:

X=X +0(X,)=%(X,t)
V-d_V(x1t)
a
Bundan
V =V[X(%,t).t]=V(g,1)
kelib chigadi.

Eyler koordinata sistemasida tezlik va tezlanish. Turli nuqtalar tezligi
V =V(x',x%,x3t). Agar X =X(X,t) ma’lum bo’lsa va uni yuqoriga qo’yilsa,
V =V (x*(X,t),x*(X,t),x3(X,t),t) X nuqgta uchun topiladi. Agar
VE=v(x't)
bo’lsa,
EYL

a

tezlanish bo’la olmaydi.

Tutash muhit fizik zarrasi tezlanishi W =W' -&, bo’lib,

N \VARZ VA VA, N . AN A
W' = = +—" = +V'.—
dt a &' a A 2.8
bo’ladi.
Har ikki usul o’zaro ekvivalent va ulardan foydalaniladi. Yuqorida
ko’rganimizdek, bir koordinata sistemasidan ikkinchisiga yoki aksincha o’tish

mumkin. TMMda masalaning qo’yilishi va tutash muhit modellariga qarab u yoki
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bu koordinatalardan foydalaniladi. Odatda, suyuqlik harakatini o’rganishda Eyler
koordinatalari ko’p ishlatilsa, deformatsiyalanuvchi qattiq jism uchun esa Lagranj
koordinatalari qo’l keladi. Ayrim masalalarni yechishda bu an’ana buzilishi ham

mumkin.

5 §. Skalyar va vektor maydonlar va ularning ayrim xossalari.
Ta’rif. Har bir nuqgtasida skalyar migdor aniglangan soha skalyar maydon
deb ataladi.

Ta ‘rif. Fazodagi biror D sohaning har bir M nuqtasiga aniq qonun bo‘yicha
biror u(M) son mos qo ‘yilgan bo'lsa, bu sohada u=u(M) skalyar maydon berilgan
deyiladi. D soha sifatida fazoning biror bo‘lagi, sirti yoki chizig'i bo’lishi mumkin.

Agar skalyar maydon sohaning barcha nugqtalarida bir xil bo‘lsa, bunday
maydonni bir jinsli maydon deyiladi. Agar skalyar maydonning giymati bir
nuqgtadan boshga nuqtaga ko‘chganda o‘zgarsa bunday maydonga bir jinssiz
maydon deymiz.

Ba'zan skalyar maydonning qiymati vaqtga qarab ham o'zgarib borishi
mumkin. Masalan, gizdirilgan jism temperaturasi tashgi muhit temperaturasiga
qarab o‘zgaradi. Bunday maydonlar nostasionar skalyar maydonlarni tashkil
qiladi. Agar skalyar maydon vaqtga bog‘liq bo'lmasa bunday maydonlarni
stasionar (bargaror) maydonlar deyiladi.

Skalyar - har bir nugtada yagona giymatga ega bo’ladi, ya’ni u
koordinatalarning bir giymatli funktsiyasidir:
({)ZQ)()C], xz, X3)
skalyar miqdor bir xil giymatga ega bo’lgan nugtalar ushbu
go(xl, x?, x3) = const (3.5.1)
shartdan topiladi. Bu shart fazoda sirt tenglamasini beradi. Ushbu sirt ekvipotensial
sirt yoki saviya (daraja) sirti deb ataladi. Konstantaga har xil giymatlar berilsa

mazkur sirtlarning oilasi hosil bo’ladi. Fazoning har bir nugtasidan yagona

ekvipotensial sirti o’tadi.
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Ta’rif. Har bir nugtasida vektor miqdor aniglangan soha vektor maydon deb
ataladi.

Demak, bu maydonda @ = ﬁ(xl, x?, x3) bo’ladi.

Demak, maydon skalyar yoki vektor maydondan iborat bo’lishi mumkin ekan.
Bunga ko’pgina misollar keltirish mumkin. Tutash muhit mexanikasida tezlik
vektori va fazoning bo’lagini uzluksiz egallagan tutash muhit zarralari uchun
tekshirilganda tezlik maydoni tushunchasiga kelamiz: har bir tutash muhit zarrasi
har bir onda 0’z tezligiga ega va bu tezlik vektori fazoning (masalan, Eyler
koordinatalarida) va vaqgtning funksiyasi sifatida tezlik maydonini tashkil etadi.
Endi vektorning sirkulyatsiyasini ko’raylik. Biror vaqt uchun harakat
jarayoni davomida tutash muhit egallagan fazoga tegishli A va B nugqtalar bilan
birga shu nugqtalarni tutashtiruvchi ixtiyority o’zaro kesishmaydigan egri chiziq

olaylik. Tutash muhit harakati tufayli ko’rilayotgan onda chiziqlarning barcha

nugtalarida V' tezlik vektorini chizish mumkin. Kuch maydonida bajariladigan

B —
ishni hisoblash kabi, ushbu j(\/-d§) ifodani tuzaylik. Bu ifodaning giymati

A
skalyar miqdor va u tezlik vektoridan berilgan chiziq bo’yicha olingan
sirkulyatsiya deyiladi. Agar ko’rilayotgan chiziq yopiq chiziqdan iborat bo’lsa,
(ya’ni A va B nugtalar ustma-ust tushsa) tezlik vektori sirkulyatsiyasi quyidagicha

yoziladi:

bu yerda S - yopiq konturdir.

Endi  potensialli  maydon tushunchasini  eslaylik. ~ Agar ushbu
a= é(xl,xz,x3,t)vektor maydoni berilgan bo’lib, bu maydon uchun shunday

go(xl X2, X3 ,t) funksiya topish mumkin bo’lsaki, natijada Ei{ax a,,8, } uchun

op op op
a,=—ra,=—5,8="—7
ot X ox®
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o’rinli bo’lsa, berilgan maydon potensialli maydon deyiladi. U holda
go(xl,xz,x3,t) funksiya maydon potensiali deyiladi. Ko’rish qiyin emaski,
potensialli maydon uchun quyidagi tenglikning bajarilishini ko’rish qiyin emas:

da, 0Oa, oa, 0Ja, Oa, oa

z
x> oxtax® oxt ox® ox?
Agar potensialli tezlik maydoni uchun sirkulyatsiya ko’riladigan bo’lsa,

quyidagini yoza olamiz:

Tv-d§=?grad¢-d§=Td¢=¢B ~ -

A A A
Bu yerda potensialli maydonda yopiq kontur bo’yicha olingan tezlik vektori
sirkulasiyasi nolga tengligi, A va B nuqgtalarni tutashtiruvchi chizig esa bu
chizigning tuzilishiga bog’liq bo’lmay, sirkulyatsiya ko’rilayotgan nuqtalardagi
potensiallar ayirmasiga tengligi isbotlanadi.

Endi tutash muhit tezligi bilan bog’liq bo’lgan tok chiziglarini o’rganaylik.

Tok chizig’i deb tutash muhit harakati jarayonida biror t onda o’tkazilgan shunday
chiziqga aytiladiki, bu chiziq har bir nuqtasiga o’tkazilgan urinma yo’nalishi shu
nuqtasi uchun t onda tezlik yo’nalishi bilan bir xil bo’lishi kerak. Agar bu
ta’rifimizda V o’rniga @ = 2rotV ko’rilsa, ko’rilayotgan chiziq uyurma chizig’i
deyiladi. Tok chizig’i va uyurma chiziglaridan tuzilgan (ular joylashgan) sirtlar
mos ravishda tok sirtlari va uyurma sirtlari deyiladi.

Tok chiziglarini berilgan tezlik maydoni bo’yicha tuzish uchun t va t + At
onlami olaylik. Bunda V(x!,x?,x%,t) uchun  drF =V (x},x?,x%,t)dt bo’ladi.
Umuman olganda, tok chizig’i uchun dt o’rniga dA ni ham olish mumkin.

Agar vV vaqtga bog’liq bo’lmasa, maydon statsionar, aks holda statsionar
bo’lmagan maydon deyiladi. Demak, statsionar bo’lgan maydonda tok chiziglari
tutash muhit zarralari trayektoriyalaridan farq qilmaydi. Statsionar bo’lmagan

harakat uchun esa ular umuman olganda turlicha chiziglardan iborat bo’ladi.
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Endi dekart koordinatalari sistemasida biror ondagi tezlik maydoni

gradiyenti g' bilan ish ko’raylik. Bu tenzorni simmetrik va antisimmetrik
]
tenzorlar yig’indisi sifatida yozish mumkin:

e e R e e N WA \V2
&, 2\l &) 2la &) T

]

D, :E %+—" -simmetrik tenzor bo’lib, deformatsiya tezligi tenzoridir,
Az 7. ¢
- oV -
V. :E Ny s -antisimmetrik tenzor uyurma tenzori deyiladi.
Vo2l x &

Masalalar yechishga doir namuna
1. Tutash mubhit harakati Lagranj o’zgaruvchilarida
x,=&ef+ & —1); xa=8+8G(eF—e™); x3 =4

ko’rinishda berilgan. Uni Eyler ko’rinishga o’tkazing. Lagranj va Eyler
koordinatalarida  ko’chish ~ vektor1  komponentalarini  toping.  Lagranj
koordinatalarida tezlik, tezlanish, deformatsiya va deformatsiya tezliklari tenzori
komponentalarini toping.

Yechish. Harakatni Eyler ko’rinishida ifodalash uchun dastlab

Yakobianning noldan fargli ekanligini quyidagicha tekshiramiz

ax. et 0 e'—1
I=B§!= 0 1 et—efl=e"#0
i 0 0 1

Demak, Yakobian noldan fargli Lagranj koordinatalaridan Eyler
koordinatalariga o’tish mumkin.
x,=&et+&(ef—1); xo =& +&(ef —e™f); x3 =& tenglamalarni
e; larga nisbatan quyidagicha yechamiz,
& =xef—x(1—e™);
& =x, —xy(ef—e™);

& = X;.
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Endi ko’chish vektori komponentalarini topamiz. w; = x; — &, formulaga
ko’ra Lagranj koordinatalarida
wy = & (ef — D+&(ef — 1);
w, = & (ef —e™");
wy = 0.
Eyler koordinatalarida esa quyidagiga teng bo’ladi.
wy; = X, (1—e Dtz (1—e™);
w, = xz(ef —e™);
wy = 0.
Endi tezlik, tezlanish komponentalarini topamiz:
Tezlik vektori komponentalari

vy =& (ef + 1)+&;(ef — 1);
v, =& (e +e7h);
vy = 0.
Tezlanish vektori komponentalari
a; = x;(e" + 1)+xz(ef — 1);
a, = x;(ef +e");
a; = 0 ga teng bo’ladi.

Deformatsiya tenzori komponentalari quyidagiga,
ey = (6" +1),80; = 0,855 = 0,6, = &5 = 0,83 =65 = (€7 — 1), 655 =3, = (6" —e7").

Deformatsiya tezliklari tenzori komponentalari esa shunday aniglanadi,

e = (e +1)e,n=0e3;=0e,=e, =0,e;=e5 =(e"—1), €3 =25, =(e"—e7").
111 bobga doir masalalar.

2-8 masalalar uchun ko’chish vektori komponentalarini, tezlik vektori
komponentalarini, tezlanish vektori komponentalarini va deformatsiya tezliklari
tenzori komponentalarini toping.

Xy =& 6 =6eT +AG; xy = &Ge T+ AL,

Xy =& A+ Eeh x, = Gt xy = & + Ag,

Xy = &8t +AE; x, = Al xg = &e

Xy =& + &7 —1); 1 =& + &(e¥F —e7?); xy = €78 + AL,
- Xy = 3§1§3€_t25 Xz = 251523425 X3 = 5§1§2€_t2-

Xy = (38, —4&)e™ xp, = (28, — &Gle ™ xy = (48, — &y )e ™,
Xy = k& &eT ; x, = kE et xy = k.

o N O O B W DN
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9. Zarrachalarning  fazoviy  koordinatalar  sistemasini, Lagranj
koodinatalarini kiriting hamda quyidagi hollarda harakat qonunini toping:

a) Qattiq jism yo’nalishi va son giymati o’zgarmas bo’lgan v tezlik bilan
harakatlanmoqda;

b) Qattiq jism qo’zg’almas o’q atrofida o’zgarmas @ burchak tezlik bilan
aylanmoqda.

10. Qattig jismni ilgarilanma harakati uchun Lagranj tavsifidagi tezlik
maydonini va harakat qonunini umumiy ko’rinishini keltiring.

11. Muxitning harakati quyidagi gonun bo’yicha sodir bo’Imoqda:
Xy =¢& (1 +E), X, =& + bt;, x3=12&;, a,b=const

Xususiy zarra uchun (&,,&,,¢;) sonlari t=0 bo’lganda zarracha turgan
nuqtaning fazoviy koordinatalari (x,,x,,x3) ga mos kelishini tekshiring. Tezlik va
tezlanish maydonlarini Lagranj tavsifida toping. Vaqt t, bo’lganda qanday
zarracha fazoning (x4, X2, Xo3) koordinatasida joyashgan bo’ladi.

12.  Muxit quyidagi qonun boyicha harakatlanmoqgda

=8 (1+5) 0 =5 (1+25) 6 =& (1+5),7 = const

a) Lagranj ta’rifida tezlik va tezlanish maydonlarini toping;

b) t =1 vaqgtda fazoning koordinatalari (a,b,c) bo’lgan nuqtasidagi
zarracha t = 31 vaqtda gayerda joylashadi.

13. Vagtning t momentida harakat qonuni
xi =ﬁ(§11€21€31tj1 -l = 11213
ga teskari funksiya

& = 0,(%,%,,%5,t), @a=1,2,3
dé

ko’rilyapti. &;,¢5,¢; larning ma’nosi nimadan iborat? s

Xususiy xosilalar
nimaga teng?
14. Agar muxit harakati quyidagi gonunlar boyicha sodir bo’layotgan bo’lsa,

Lagranj va Eyler tavsifida tezlik va tezlanish maydonlarini toping:
a) X, = a(t)é;, x, = b(t)E,;, x3 = c(t)&s;
b) X1 =& +b(0)&,, x, =&, x3 =45;
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15. Agar harakat quyidagi tezlik maydoni bilan sodir bo’layotgan bo’lsa,
Xy _ 2tx 3t
T =

Lagranj koordinatasini kiriting va muxitning harakat qonunini toping.

v, = T =const, T =0

16. Agar tezlik maydoni quyidagi ko’rinishda bo’lsa,
Qit)x )
a) vy, = ;ﬂizi,vz 2{322, vy =0,r=/xI +x3,Q(t) = 0;

b)pi:% =1,2,3,R = x2 +x2+x2,Q(t) > 0;

d) vy = —Axy,v; = Bx,, 73 = 0,4 = const > 0,B = const = 0.
Lagranj koordinatasini kiriting va tutash muxit harakat qonunini, oqim chizig’ini
hamda traektoriyasini toping.

17. Agar tutash muxit harakati quyidagi tezlik maydoni bilan sodir bo’lsa,
v, = —A(t)x,,v, = B(t)x,,v; = 0,A(t) > 0,B(t) = 0.
Lagranj koordinatalarini Kiriting, harakat qonunini toping. Oqim chizig’ini toping
va uni A, B=const bo’lgan xususiy holdagi oqim chizig’i bilan taqqoslang. A(t) va
B(t) funksiyalar uchun oqim chizig’i va zarralar trayektoriyasi mos kelmaydigan
ko’rinishlariga misollar keltiring.

18. a) Zarralarni ma’lum tracktoriyalari orqali ularni harakat qonunlarini
topish mumkinmi?
b) Vaqtni shu ondagi ogim chiziglarini bilgan holda oniy tezlik maydonini toppish
mumkinmi?

19. Muxit harakati quyidagi tezlik maydoni bilan sodir bo’lsa, oqim chizig’i
va trayektoriyani toping.
a) Vy = —WX,,V, = WXy, V3 = U, W, U = CONSE;
b) vy = —Ax,,v, = Bx,,v; = 0,A = const > 0,8 = const = 0;
d) v, = —Vsinwt, v, = Veoswt,v; = 0,w,V = const.

20. Agar,
a) barcha zarralar tezligi bir xil bo’lsa;

b) fazoning xar bir nuqtasida tezlik vaqt o’tishi bilan o’zgarmasa;
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muxit zarralari tezlanish bilan xarakatlana oladimi?

21. Sigilmaydigan muxitning xar bir xususiy zarrasi zichligi doimiy bo’ladi.
Fazoning biror nuqtasida zichlik vaqt bo’yicha ozgarishi mumkinmi?

22. Agar muxitning tezlik maydoni quyidagiga teng bo’lsa, tezlanish
maydoni toping:
a) 7-masaladagidek;
b) v, = A(t)x,,v, = B(t)x,,v; = 0 giymatlarga ega bo’lsa.

23. Muxitning xarakati tezlik maydoni

v, = —WX5,V; = WX4,V3 = 0,w = const,

bo’lgan holda fazoda quyidagi xarorat maydoni xosil gilingan;

T = Tﬂe_g_(i_l)z_ﬁ_z)z_(%z,T,:.,T, a,b,c = const.
Agar zarracha t, vaktda fazoning kordinatalari x; = a, x, = b, x; = ¢ nugtasida
bo’lsa, xususiy zarradagi haroratni ozgarish tezligini toping.
24. Muxitning xarakati
v, = kx,,v;, = —kx,,v; =0,k = const
tezlik maydoni va

k& p,,A = const

D =py +Ax,e
zichlik maydoni bilan sodir bo’moqda. Muxitning xar bir zarrasining zichligini
o’zgarish tezligini toping.

25. Xususiy zarrachaning (&;,£5,£3) vaqtning xar bir t ondagi holati
quyidagi munosabat bilan aniglanadi:
x; = f;(&, + Ut,&,,83),i=1,2,3,U = const,
a) xarakat barqarorligini ko’rsating;
b) oqim chiziglari parametrik tenglamalari
x = fi(1,§$2,8),1=1,23,
Korinishdagi egri chiziglardan iborat ekanligini ko’rsating. Bunda T — egri chiziq

bo’ylab 0’zgaruvchi parametr, £5,&5 xar bir egri chiziglar uchun ma’lum bir aniq

sonlar.
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26. Muxit xarakati shunday sodir bo’lmoqdaki, bunda barcha zarralar
trayektoriyasi O nugtadan chiquvchi nurlarda yotibdi.Tezlik ¥va zichlik p ning
giymatlari fagat t vaqt momenti va O nugtagacha bolgan masofa 7 ga boglig.
Bunday sferik simmetriyaga ega bo’lgan harakatni o’rganishda moddiy nuqtani
biror Lagranj koordinatasi ¢ sifatida t=0 vaqtda markazi O nuqtada bo’lgan shu
nuqtada bo’lgan shu nuqtadan o’tuvchi sfera ichidagi muxit massasi olinadi.
Vagtning t onida O nugtadan r masofada joylashgan moddiy nuqgtaning Lagranj

koordinatasi ¢ uchun quyidagi ifoda o’rinli ekanligini ko’rsating:

§=f AR2p(R,t)dR
o

Lagranj tavsifida tezik va zichik giymati fagat £ va t ga bog’iqligini ko’rsating.
r(&, t)-funksiyani o’z ichiga oluvchi 9(&,t),5(&,t) funksiyalar uchun

tenglamalarni toping. Buning uchun Eyler tavsifidagi massani saglanish gonunini
i - . e 9 4 498 L 9P% _ g -
ifodolovchi tenglamani >+ 9 Pl ey 2 . 0 o’zgartiring.

27. Muxit harakati quyidagi qonun bo’yicha sodir bo’lmoqda:

t 1
=&, = 14 —), =& ——,T= t
X, =¢,%,=¢§ ( . X3 = &3 1 +° T =cons

T

a) tezlik va tezlanish maydonlarini toping
b) Vagtning t = T momentida fazoviy (a, a,a) koordinatalarda joylashgan zarra,
t = 27 vaqtda gayerda joylashadi.
28. Agar muxit harakati quyidagi qonun boyicha sodir bo’lsa,
X1 =& +e(t)E,x =& +c(t)és,x =&
Lagranj va Eyler tavsifida tezlik va tezlanish maydonini toping.

29. Muxit xarakati quyidagi tezlik va temperatura maydonlari bilan sodir

bo’lmoqda:
v, (x,t) = at,v,(x,t) = —u.ﬁ, vy(x,t) = 0,u = const
t? Rfl
T=T1, (1+F)(1+m), T,, T, R = const.

Koordinatalari
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u? zu? 3u.2
JC1=—,JC2 - —,Jlfa - -
a a a

bo’lgan nuqtada joylashgan xususiy zarrachani t = T momentidagi tempeaturasini

o’zgarish tezligini toping.
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IV BOB. DEFORMATSIYALAR NAZARIYASI
1 §. Uzayish va siqilish.
Tutash muhitlar mehanikasida deformatsiya tushunchasini kiritamiz.

Yevklid fazosidagi tutash muhitning t, - dastlabki holati ma’lum, ya’ni

X =X*. €, vektor ma’lum deylik. U holda t > 0 onda ko’rilayotgan tutash muhit
barcha nugqtalari holati ma’lum bo’lishi uchun deformatsiya tushunchasidan
foydalanamiz. Biz tutash muhit nuqtasi deganimizda, oldinroq ta’kidlanganidek,
shu geometrik nuqta bilan bog’liq tutash muhitning cheksiz kichik bo’lagini fikran

ajratib qaraymiz. Geometrik nuqtani va uni xarakterlovchi (t=t, dagi

X =X* -6, vektor va t>0 da X = Xiéi vektor) vektorlarning uchidagi moddiy
zarralar turlicha kichik hajm va uni qamrovchi sirtlariga ega bo’lib, ular harakat
davomida deformatsiyalanish imkoniyatiga ega. Tutash muhit uchun
deformatsiyalanish uning ixtiyoriy ikki nuqtasi orasidagi masofa o’zgarishi tufayli
paydo bo’ladi. Agar bu shart bajarilmasa, bunday muhit absolut gattiq jismdan farq
qilmaydi. Deformatsiyalanish tutash muhit turli qismlarida miqdori va sifati
bo’yicha turlicha bo’lishi mumkin. Tushinish qiyin emaski, bir-biriga cheksiz
kichik ~ masofadagi  yaqin  nuqtalar  olinishi  bilangina  nuqtadagi
deformatsiyalanishni o’rganish mumkin. Bu vazifani Lagranj koordinatalarida
tekshiramiz. Albatta, bu deformatsiyalanishning mazmunini ravshanlashtirish va
miqdorini aniglash ahamiyatlidir. Tutash muhitning ixtiyoriy X = X* -6, vektor
bilan berilgan nuqtasi barcha ixtiyorty t =1, onda deformatsiya ma’lum bo’lsa,
tutash muhit deformatsiyasi ma’lum deyiladi.

Ixtiyoriy nuqta atrofi deformatsiyasi ma’lum bo’lishi uchun shu nuqtada
olingan ixtiyoriy yo’nalishdagi cheksiz kichik X (X +&)—X,, (X ) vektor —
tola dX = 5 ning deformatsiyasi ma’lum bo’lishi zarur va yetarliligi geometrik

nuqtayi nazardan ravshandir. Ya’ni t=t, da

(dX ) =(£)F =&'¢ 68 =g, d X -d X
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Lekin t=t, da to’g’riburchakli Dekart koordinatalar sistemasi uchun @; =J;
bo’lgani tufayli (dX )* = &'’ - 5; boladi. Ma’lumki:

(X = )_((Xivt)

(X =X(X'+&"1)

lekin p =(X), —(X),, ni X' nugta atrofida qatorga yoysak, quyidagini topamiz:

L X i
pzﬁ(kf =0 dX' +.....
Ko’p nuqtalar bilan ko’rsatilgan hadlar birinchi hadga nisbatan yugqori tartibli

cheksiz kichik o’zgaruvchilar deb olsak va §k:ﬁk Lagranj koordinatalariga
X
bog’liq ifodaligini eslab yoza olamiz:
p=5-dX* =5 &~
Demak, t =t, dagi & =&* -6, tola t >ty da p=&*-3, bo’ladi.

- X k i éj(i K ) . i é}(i
P= P ¢ dan p = xF -&" orqali bu almashtirishda A, :W

matrisa 5 ni p ga garalayotgan nuqta atrofida affin (chiziqli) almashtiradi. Uni

P = J&é’ sifatida yozish mumkin. A operatori uchun quyidagilar o’rinli:
1. A(E+77)=AE+Ajj
2. A(kE)=k-A-&
3. ;&( Xt ) operatori 5 ga bog’liq emas, bunday operator affinor deyiladi.
Faraz gilaylik, tutash muhitning garalayotgan nuqtasi atrofi uchun ( HA'< H #0

bo’Isin deylik. U holda &' = B, - p* bo’ladi.

j

Bu yerda B/ = i’i)((" va A -Bf =&; bo’ladi.

Affin almashtirishning xossalari:
a) tekislik tekislikka o’tadi (ya’ni akslanadi);

b) nuqta nuqtaga almashinadi, ya’ni akslanadi;
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c) biror chiziq ikkinchi bir chiziqqa almashinadi;

d) parallel tekisliklar parallel tekisliklarga almashinadi.

Yuqoridagi xossalardan ko’rish mumkKinki, 5 tola (vektor) p tolaga
(vektorga) o’tadi. Masalan, &' -&' =R? sfera B& : B} . p* - pl =R? ellipsoidga
o’tadi.

Shunday qilib, biz yuqorida

g kK = ~ K = [ X
=5 6 >p=S& 3 (9k=5ij

p= p" -6, ifodalarni hosil qildik. Quyidagicha yozishimiz mumkin:
52 5'5252 =0, &S (5” = gij‘t=t0 =& 'éj)
ﬁzzﬁ'ﬁ:gij'é:igj’ (gij :§i°§j)
pt =& =(gij _5ij)'§i &

Endi tola uchun quyidagi nisbiy o’zgarishni xarakterlovchi miqdorni

va
Eij :%(gij - 5ij) (4.1.1)

2-rangi tenzor elementlari ifodasini kiritaylik. U holda:

p°=¢&? = 2¢; g g

va
<y
¢
desak,
pz‘:‘fz = 2¢; A1
S
bo’ladi.
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U holda

6, = 1+2g - -1) -1
ga ega bo’lamiz.
&; metrik tenzorlar elementlari orqali ifodalanganligi tufayli, shubhasiz
tenzor elementlari bo’la oladi va uni E bilan belgilaymiz:
E=¢,( ®3') (4.1.2)
(2.19) bilan birga garalayotgan Lagranj koordinatalarida ushbu E = &" (§i ®3, ),
E= glij' (3, ®357) larga ham ega bo’lamiz.

Bu tenzor deformatsiya tenzori deyiladi va tutash muhit nuqtasi atrofi
deformatsiyasini aniqlaydi.

Shunday qilib, (4.1.1) formula Lagranj koordinatalarida aniglandi va ixtiyoriy
dastlabki t =t, da olingan X = X" -, nugtadagi cheksiz kichik & tola (0’zaro
tik koordinatalar sistemasida-Dekart koordinatalar sistemasida aniqlangan)
p=¢ ' 3; tola bo’lib 0’zgaradi. O’zaro tik birlik bazis €, vektorlar umumiy holda
‘§i‘ #1 ga mos ravishda o’tadi. Ixtiyoriy t>t, uchun 3, lar Lagranj

koordinatalarida aniqlanadi va nuqta ko’chgan yangi holat uchun o’zaro tik

bo’lishi shart bo’lmagan bazis vektorlarni tashkil etadi. Agar dastlabki (t = to) da
nuqta atrofida olingan tola uchun o’zaro tik €, bazislar o’zaro tikligi t >t, da ham
saglansa va ularning uzunliklari (ular birga teng) ham saglansa, garalayotgan tutash
mubhit zarrasi deformatsiyalanmaydi va u absolyut qattiq jism uchun olingan 5 tola

kabi fazoda Lagranj koordinatalarida ilgarilanma va aylanma harakatni (yoki ular

yig’indisi bo’lgan vint harakatini) sodir etishi mumkin. U holda t =t, da olingan
d;; (bu ifoda xususiy holda, biz ko’rgandek g = 5ij bo’lishi mumkin va bunday
olinishi Yevklid fazosida umumiyatga zid emas) g; ga teng bo’lganicha (yoki 5ij

bo’lganicha) qoladi va deformatsiya sodir bo’Imaydi.
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2 §. Deformasiya tenzori, uning bosh o’qlari va bosh giymatlari.

Biz yugorida ko’rdikki, deformatsiya tenzori - sSimmetrikdir. Shuning uchun

&j =¢&; tenzor elementlari bilan tutash muhitning har bir nuqtasida

E; dx'dx’ =C kvadratik formani tuzish mumkin. Ma’lumki, agar E; dx'dx!

kvadratik forma tutash muhit biror nuqtasiga tegishli bo’lsa, shu nugtada uni

kanonik ko’rinishga keltirish mumkin, ya’ni
2 2 2
81(d771) +52(d772) +53(d773) =C,;
Bu yerda 7',7°,n° koordinata o’qlari - o’zaro tik o’qlardir. Bunda gy lar

koordinata o’qlari o’zgarishiga qarab o’zgaradi va 7',7°,n° larga nisbatan
&g =0 (i # j) bo’ladi. O’zaro tik 77',7°,1° lar ma’lum bo’lsa, kvadratik forma
E; dx'dx’ bilan birga bu koordinata sistemasida E; dx'dx’ ham kanonik
ko’rinishga keladi.

Shunday qilib, deformatsiyalanuvchi tutash muhit istalgan nuqtasi atrofi

deformatsiyasi &; bilan beriladigan bo’lsa, shu nuqtada deformatsiya jarayoni
davomida o’zaro tik bo’lib uzluksiz harakatlanadigan (yoki o’z yo’nalishlarini
o’zgartirmaydi) 3 ta o’qlarni tuzish mumkin. Bu o’qlarga nisbatan & dx' dx’

kvadratik forma ko’rilganda, u eng sodda holda bo’lib, deformatsiyani
xarakterlovchi tenzor elementlaridan tuzilgan matrisa diagonal matrisadan iborat
bo’ladi.
Shunday qilib, bosh o0’qlarga nisbatan ushbu matrisalarga ega bo’lamiz:
g, 0 0)(&" 0 0)(&y, 0 O
0 ¢, 010 g? 0|0, 5.22', 0
0 0 &) 0 0 &2)(0 0 &

Bu holda o’qlar bo’ylab olingan tola uchun fagat cho’zilish yoki siqilish
deformatsiyasigina mavjud bo’lishi mumkin.
Endi deformatsiya tenzorining bosh komponentalari haqida fikr yuritaylik.

Dastlabki t =t, vagttda, ya’ni boshlang’ich paytda tutash muhit holati ma’lum
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deyishimiz kerak. Bu vaqtda, asosan, eng tabiiy holat sifatida tutash mubhit
deformatsiyalanmagan va uning holatini uch o’lchovli o’zaro tik Dekart koordinata
sistemasida berish mumkin. Lekin shunday hol ko’rilishi mumkinki, biz

ko’rayotgan t =t, deb olingan dastlabki vaqtda tutash muhit deformatsiyalangan
bo’lishi va tekshirishlarni t=t;, vagt uchun ana shu ma’lum holat asosida
o’rganilishi talab qilinishi mumkin. U holda t=t, vaqtda tutash muhit barcha

nuqtalari uchun dastlabki deformatsiyalanganlik holati ma’lum va shu asosda
Eij zé(gij —0; ) dan t=t, da g; (vademak &;) ma’lum deb olamiz.

Shunday qilib, t >t; holat uchun &; quyidagicha aniglanadi:

5y = (95— 9y) @21)

Agar biror t =1, moment uchun bosh o’qlar ma’lum bo’lsa va bu o’qlarni

nt,n°n° bilan belgilab, bu o’qlar bo’ylab dX vektorni olsak dX (ds,,ds,,ds, ).
U holda quyidagi tenglikni yozishimiz mumkin:

Ry
(ds,f = g, (dn" ).
Ixtiyoriy yo’nalishdagi dX vektor uchun

d % =(ds)’ =(ds,)* +(ds, )’ +(ds, )’
t=t, daesa: (ds,, )’ =g, (dn" ).

(dso )2 = (d301 )2 + (dsoz )2 + (dsos )2 -
Bu yerdan

(dS)2 _(d50)2 =(91; — 9y )(d771 )2 +(092 — 092 )(d772 )2 +( 033 — 9as )(d773 )2
2g; =@ — ¢ dan
(ds) —(ds, f = 2[e(ds, )? +,(ds, )? +,(ds, 2] =

2.3 % (d ) =23 O (0, )

Lekin
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g ) g
Shunday qilib,
(ds)* —(ds, )’ =2-X¢,(ds; )* =23 &,(ds,, )?

& Vva &; lar deformatsiya tenzori bosh komponentalari deyiladi.

3 §. Deformatsiya tenzori sirti. Invariantlar

Deformatsiyalangan tutash muhit har bir nuqtasida shu nuqtaning
funksiyalari sifatida 6 ta ¢; ga egamiz. Ular nugtadan nuqtaga o’tishda, umuman
olganda, o’zgarishi bilan birga vaqtga ham bog’liq bo’lishi mumkin. Deformatsiya
tenzori bosh o’qlari va bosh qiymatlari ustida fikr yuritilganda har bir ondagi
yo’nalish va qiymatlar nazarda tutiladi. Olingan har bir nuqta uchun to’g’ri

burchakli Dekart koordinata sistemasi Kkiritib, ushbu &; x'-x) =c® kvadratik

forma orqali tuzilgan ikkinchi tartibli sirt deformatsiya tenzori sirti deyiladi.
Deformatsiya tenzori bosh o’qlari va bosh qiymatlari shu sirtning bosh o’qlari va
bosh qiymatlari bilan bir xil qilib olinishi mumkin. Analitik geometriyadan
ma’lumki, ikkinchi tartibli sirtlar 0’z invariantlariga ega bo’ladilar, ya’ni shu sirtni
xarakterlovchi shunday 3 ta skalyar miqdor ko’rsatish mumkinki,

deformatsiyalangan tutash muhit har bir nuqtadagi to’g’ri burchakli koordinatalar

sistemasini almashtirganda bu miqdorlar o’zgarmaydilar va ular, tabiiy holda, &

lar orqali aniqlanadilar.
Agar bosh o’qlarni X' lardan farglash uchun n' lar bilan belgilasak, ularga
nisbatan deformatsiya tenzori sirti quyidagicha bo’ladi:
a(n' ) +e,(n° ) + () =¢; (4.3.1)
Endi yuqorida aytilgan bosh qiymatlar va bosh o’qlarni topish bilan
shug’ullanamiz.
Agar 2|:(X1,X2,X3)=8"—Xixj =C® desak, bosh yo’nalishlar uchun

gradF = AX bo’lishi kerak. Bu yerda A -skalyar miqdor.
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Agar €; - birlik bazis vektorlar kiritsak, yoza olamiz:
OF
X'

(&6 —A-€)x =0

6 =x'¢,

Bundan
(&,-86-1-6)=0
(&,-6—1-€,)=0
(6,6 —1-8)=0

€; lar o’zaro tik birlik bazislar bo’lganligi tufayli

&y —A &1o €13
&1 £y — A £y =0
&31 &3 Eq3— A

bo’lishi kerak.

Bundan
3 2
-A+J A -3,4+3,=0
bu yerda
Ji =&+ &y + &g
1 & &1 € €13 €2
€y &yl (€31 €3] €32

J, = det‘gij‘

Bu miqdorlar - deformatsiya tenzori sirtining invariantlaridir.

&3

&33

(4.3.2)

Bu tenglamaning haqiqiy, o’zaro teng bo’lmagan A ,4,,4; ildizlari bosh

miqdorlarni belgilaydi. Masalan, xususiy holda, 4, = A, = A, bo’lsa, deformatsiya

tenzori sirti sferadan iborat bo’ladi va barcha o’zaro tik qilib olingan

(tekshirilayotgan nuqta uchun) yo’nalishlar bosh yo’nalishlar bo’ladi va bosh

miqdorlar o’zaro teng bo’ladi.

Deformatsiya tenzori sirtining bosh yo’nalishlarini topaylik. Buning uchun

yuqoridagi
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(¢,-8 -2-8)-x =0

ifodaning har ikkala tomonini birlik bazis vektor ¢,

ga skalyar ravishda
ko’paytiramiz:

(6, -2-6;)-x =0
Agar

X
%

(‘9ij_/wu')'|j:0

= COS (F -€; ) Kiritsak

(4.3.3)
va (I')> +(17)* +(1°)* =1 ifodalarga ega bo’lamiz va bulardan har bir A ga

mos ravishda to’g’ri keladigan 3 ta bosh yo’nalishlarni topa olamiz.
Agar t =t, da metrik fazo tenzori §; vat>t, da g; bo’lsa, ma’lumki:
1 .
Eij :E( g; —9; )

t=t, dagi bazis vektorlar 5;, t>t, dagi bazis vektorlar esa 5; bo’lsa,

X=X+0(X,t)dand=x-X

F=xX,T,=X,F=F+0
a a a . -
= — =3, — 3,
oa' oa' o'
Bundan
5,55, +-0 (4.3.4)
oo
P | |
oo

Shuning uchun

9. =(5,-5)=(3,-3 )3, M5 A, A A
! b b Voot dd' dal
. Ai a da dAad
G5 =i -3;)=051-3;)=3, oot N od da' da (4.36)

(4.3.5)




Bundan
. A A Al A
(3i '—-+3j' - — = ,):
oo’ oo’ Ja' o’
1. A . 4aA 4a a
2 oo’ da' o' do’

Lekin ixtiyoriy egri chizigli koordinata sistemasida 0 = U*- §k =u*. 3, dan

Al Al . -
( +F~k'UJj'3k:Viuk-9k

oo \og

ﬂizviuk-sk

oo

deb yozish mumkin.
1 . . - -
1 K
—=V,u +Vu, -V, -V u¥]
2 (4.3.7)
1[ : : : .k]
& =5 Vil + VU + Vit VU (4.3.8)
Yugoridagi hisoblashlarda metrik tenzordan kovariant hosila olish

bo’yicha Richchi teoremasidan va indekslarni tushirish amalidan foydalaniladi.

Masalan:
vjuk gkqizvi(ukgki )=V,u,

(4.3.8) formula giymati Lagranj koordinitalarida, (4.3.7) esa Eyler koordinatalarida

hisoblanganligini e’tiborga olib, ularni mos ravishda L; va E; bilan belgilab yoza

olamiz:
1[ : : : .k]

1. . , K
E, =§[vjui +VU, -V, -V uk]

121



4 §. Deformasiya tenzori komponentalarini ko’chish orqali ifodalash.

To’g’ri burchakli Dekart koordinatalar sistemasi amalda ko’p ishlatilishi
tufayli deformatsiya tenzori E ning &, elementlarini ko’chish vektori U( X ,t)
orqali ifodasini keltirish maqgsadga muvofiqdir. &; larning ko’chish vektori
komponentalari orqali Lagranj koordinatalarda ifodalaymiz. Buning uchun oldingi

paragrafda keltirilgan formulalarda §; =0, ekanligini nazarda tutib, izlanayotgan

ifodalar formulalarini xususiy hol sifatida yoza olishimiz mumkin. Lekin biz bu
yerda izlanayotgan formulalarni oddiy hisoblashlar orqali keltiramiz. Ma’lumki:

1

€1 :E(gij —5;)
. . X | & & A&
g|J:(3i 31)’ 9|:é>(i Ofxi’éxi’éxi

X=X+U, X=%(Xt)

Yugoridagilardan foydalanib quyidagicha yozishimiz mumkin:

ak _ax* aukoxd x2 X3

a
P & X '

@(I

5ki +

bundan:
o [ & &) _[ak Ak
Vol )
k k k k
:§ki-5kj+5ki-§—u.+5kj-ﬁui +ﬁui _5u. =
X! X' X' X!
ou' oul au* ou*
T e e e
XX XY X!
Bu ifodani ¢, ifodasiga qo’yib topsak, quyidagi formula hosil bo’ladi:

1.0u Au' ouk aut
Y G, G G, €

) (4.4.1)
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5 §. Grin va Al’mansi tenzorlari.
Ta'rif: Agar tutash muhit harakati Dekart koordinatalarida,
X = X( X, X,,X5,t)=x(X,t) ko’rinishida berilgan bo’lsa, % tenzori
j
deformatsiya moddiy gradienti tenzori deb ataadi.

Ta’rif: Aga harakat Eyler koordinatalarida berilgan bo’lsa, 5’
j
deformatsiyaning fazoviy gradienti deb ataadi.

—Kk .~k _Koshining deformatsiya tenzori, G, = ek . S

Tanf: C; =
Grinning deformatsiya tenzori deb ataladi.

(4.3.8) formula ko’chish vektorining Lagranj koordinatalari orgali ifodalash
orqali olinganligi tufayli uni Lagranjning chekli deformatsiya formulasi ham
deyiladi. Bu tenzorni Grinning chekli deformatsiya tenzori deb ham ataladi. Chekli

deformatsiyaning Eyler koordinatalaridagi ifodasi (4.3.7) asosida olinadi va uning

ifodasi Dekart koordinatalarida quyidagicha bo’ladi:

1 A, éU A, a’U
&ij = ( ) (4.5.1)
2 X, @( X; @(

Bu tenzorni Eylerning chekli deformatsiya tenzori (yoki Almansining chekli
deformatsiya tenzori ham deyiladi). (4.4.1) va (4.5.1) formulalar tutash mubhit
ixtiyorlty  nuqtasidagi mazmun jihatdan yagona bo’lgan deformatsiya
o’lchovlarining mos ravishda Lagranj va Eyler koordinatalaridagi ifodalaridir,

ularni, yuqorida ta’kidlangandek, L;; va E; deb ham belgilanadi.

6 §. Fazoning yevklidlilik sharti. Riman-Kristofell tenzori.

Deformasiyaning birgalikdagi tenglamalari.
Lagranj koordinata sistemasida berilgan 6 ta &,; larni, ya'ni &, = &;( X t)

ni ko’raylik. Tutash muhit uchun ¢, lar turlicha erkin holda berilsa, tutash muhit

deformatsiyasi birgalikda bo’lmay qolishi mumkin. Ya’ni tutash muhitda bo’shliq
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mavjud bo’lib qolishi yoki bir nuqtada bir nechta tutash muhit zarrasi joylashishiga
to’g’ri kelardi. Lekin bu hol bo’lishi mumkin emas, chunki X = X + 0 formulamizga
ko’ra tutash muhitning har bir ikki vaqtdagi holati, biri ikkinchisidan uzluksiz va bir
qiymatli ko’chish tufayli hosil bo’ladi. Bunda &,; lar shu G(u*,u®,u®) lar orqali (3
ta komponentasi orqali) ifodalangan. Demak, &, lar o’rtasida ko’chishga shartlar -
tenglamalar mavjud bo’lishi kerakki, bu asosda deformatsiyaning birgalikda bo’lish
sharti topiladi.

Har bir nuqtada &; lar soni 6 ta bo’lib, ular ko’chish vektori
komponentalari hosilalari orqali ifodaga ega. Demak, ¢, lar ixtiyoriy ravishda, bir
biriga bog’liq bo’lmagan holda berilishi mumkin emas. Agar ular ixtiyoriy
bo’lganda, tutash muhit deformatsiyalangan paytda g’ovaklar yoki bir nuqtaga
ko’chishning ikki xil qiymati mos kelishi mumkin edi. ¢, lar o’rtasidagi bunday
munosabatni fazoning Yevklidligi bajarilishi shartidan hosil gilamiz.

Ma’lumki,

03,

i = ]“ijk.gk (4.6.1)

~ 2 - 2 =
Shuningdek, d 5,= > da’ bo'lib, bu yerda < = < i
Oot? Oa o' Oalda

bajarilishi kerak. Yoza olamiz:

2 = 2 =
0° 3, 0° 3, m =

ST T A = Rii Om
oa’da  Jdo da

Ushbu R

jik tenzor kovariant egrilik tenzori deyiladi.

R?I]i Ok = Rjiix

™ =0 dir.

jli

(4.6.1) ning integrallanish sharti R

Quyidggicha yoza olamiz:
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ol \ da oo . oo’
ory" _ . or" .
- é,allj m +]_;Ik Fkrln 3m:( o;j 1_;Ik ]_I'<rjnj 9m
o (03) & (-m ay' . . 93,
—I( J):—I(I—;J m): JI Im T =
oo’ \ oo oo oo oo
Arm m
= 0,,OI:| Sn "'Fujm'Fk| 3= IJ| "‘Fuk Iy |3,

Endi deformatsiyani birgalikda bo’lish shartini topamiz:

ﬁ]—;m O’TIm m m m
aalj - ﬁaj' + I 1y _Fijk Ty =Ry =0
Agar
é,Em 0’7]7”1 m m
Riik = Jim( é,alj - 0,,0;| + I I _Fijk 1y)

deb olsak, R kovariant komponentali 4 rang egrilik tenzori bo’ladi.

Ushbu munosabatni yoza olamiz:

Xy 05 . . I3 . B,
?J(:%kl'aj+3i°7k|:1_glzngmj+3i'rj?'3m:

ZEI:ngmj +Fj? Oim =L Lk,

U holda
é’(ﬂlmgkm): ﬂﬁnﬁn g, +1M B
oo’ oot TN !
Yugqoridagi ifodalardan foydalanib yoza olamiz:
0,"1_?| k 5]_' 1
0/7021 — 13" (L + Lo )_{ 0”03' — (D + Do) [+

+ 1 Ty =1 - T =0
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Shunday qilib:

Ty
0,,021- - é,ajk +rijm Lgm =13 L iim

Kristoffelning 1- va 2- tur simvollari metrik tenzor orqali, ya’ni

=0.

deformatsiya tenzori orqali ifodalab yozish mumkin. Hagigatan ham:

:l(égik +ﬁij _ égij J_ g, +é’8jk é’gij

Ko\ dad  ddt G ) ddd dd A
(chunki Dekart koordinatasi g; = Zgij + é‘ij ). U holda tutash muhit deformatsiyasi
birgalikda bo’lish sharti quyidagicha bo’ladi:
ey 3’y s ﬁzgjk

U m m _
da) o' " fa'éa*  dalda* o' dor Hhan L = Lgm L7 =0 (463)
Tekshirish mumkinki, egrilik tenzori uchun:
leik :_leik’ leik :_leikv leik :_Rikjl (4-6-4)

bo’ladi.

Masalalar yechishga doir namuna

1. Quyidagi harakat qonunini ganoatlantiruvchi tutash muhit deformatsiyasi
oddiy siljish deb ataladi:

X, =& Fa(t)d,x, =8,x3 =&

Bu vyerda (x;)- fazodagi dekart koodinatalar sistemasi, (&,)- lagranj
koordinatalar sistemasi, a(t)-vaqtga bog’liq funksiya bo’lib, a(0)= 0. a(t)
funsiyani berilgan deb hisoblab, Grin va Al’mansi deformatsiya tenzorlarini
toping. Ushbu tenzorlarni bosh o’qlari va tashkil etuvchilarini toping.

Yechish.

Grin deformatsiya tenzori quyidagiga teng bo’ladi:
“a a’
£ = EI:EIEZ +e,e;) +?EZEZ

Uning bosh o’qlari va tashkil etuvchilari esa quyidagilarga teng bo’ladi:
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POPREL A A
L2 a1 TR
2

Almansi deformatsiya tenzori quyidagiga teng bo’ladi:

- a :2
£ =§(€1€2 +€2€1]—?€2€2.

Uning bosh o’qlari va tashkil etuvchilari esa quyidagilarga teng bo’ladi:

a’ az a*
j‘l.z__zi I_FE, .13 DJ
e, +—A4;,e; €3

IV bobga doir masalalar.
1. Koordinatalari (;,&,,¢3) bo’lgan muhitning nuqtasi siljish natijasida

koordinatalari
Xy =& +ady, X, = §5,X3 = §3,a = const
bo’lgan dekart koordinatalar sistemasidagi (x;) nugtaga ko’chdi. Bunday
deformatsiya bir 0’qli, bir jinsli X; 0’qi bo’yicha cho’zilish deb ataladi.
Dastlab muhitning x; o’qqa nisbatan parallel va perpendikulyar joylashgan
boshqa elementlari bilan nima sodir bo’ladi? (@ > 0 va — 1 < a < 0 holatlarda.)
2. Biro’qli cho’zilish uchun Lagranj va Eyler tavsifidagi maydon siljishini
toping. Grin va Al’mansi deformatsiya tenzori komponentalarini hisoblang.
3. a) Modda eclementi boshlang’ich koordinatasi ¢ bo’lgan zarrachaga
d§ vektor mos keladi. Ushbu zarracha uchun Grin deformatsiya tenzori ¢,
komponentelarini bilgan holda deformatsiya natijasida modda elementning
nisbiy uzayishini toping;
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b) Biro’qli cho’zilish uchun deformatsiya holatida x5 koordinataga
perpendikulyar va x; koordinata bilan + /4 burchak hosil giluvchi modda
elementlarini nisbiy cho’zilishini toping.

4. a) Boshlang’ich koordinatasi ¢ bo’lgan zarrachaga to’gri keluvchi ikkita
moddiy element d&*) va d&(®) vektorlarga mos keladi. Grin deformatsiya
tenzori €, komponentalarini bilgan holda material deformatsiyadan so’ng
ganday burchak hosil gilishini toping;

b) Biro’qli deformatsiya uchun elementar deformatsiyadan oldin X3 o’qiga
perpendikulyar va x; o’qi bilan *m/4 burchak hosil qilgan bo’lsa,
deformatsiyadan so’ng ular orasidagi burchak qanday bo’lishini toping.

5. Biro’qli cho’zilishda hajmni nisbiy o’zgarishini toping.

6. Dastlabki koordinatasi (&;,¢,,&3) bo’lgan muhitning nugtasi siljish
natijasida fazoviy dekart koordinatalarining

X, =&,%, = —(14+b)é,,xy =&,b= const > —1
nugqtasiga ko’chadi.
a) Koordinata o’qlariga parallel joylashgan modda elementlari bilan
deformatsiya natijasida nima sodir bo’ladi?
b) Grin va Al’mansi tenzorlarini toping;
¢) |b| «< 1 bo’lganda Grin va Al’mansi tenzorlarini aniglasa bo’ladimi?

7. Siljish natijasida dastlabki koordinatalari (£;,¢,,¢3) bo’lgan zarra dekart

koorrdinatalari

x, =& +asin(ké),x, =&,x; =&
nuqtaga ko’chadi. Bu yerda a = const, |a| < 1,k = const. Muhitning har
bir nuqtasining juda kichik atrofida biro’qli cho’zilish sodir bo’lishini
ko’rsating. Boshlang’ich nuqtasi berilgan va deformatsiyadan oldin x; o’qqa
parallel bo’lgan modda elementining nisbiy cho’ziishi nimaga teng. Grin
tenzorini hisoblang.

8. Dastlabki (&,£,5,€3) holatdan siljish natijasida muhit nugtasi dekart
koordinatalar sistemasida

x; =¢ +aé,i=1,2,3,a=const >—1
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koordinatalarga ega. Barcha modda elementlarining nisbiy cho’zilishi bir xil
bo’lishini ko’rsating. @ ning ganday qiymatlarida sigilish va ganday
giymatlarida cho’zilish sodir bo’ladi?

9. Quyidagi harakat gonunini ganoatlantiruvchi tutash muhit deformatsiyasi
oddiy siljish deb ataladi:

Xy =& +a(t)d,x =4,%; =&

Bu yerda (x;)- fazodagi dekart koodinatalar sistemasi, (£.)- lagranj

koordinatalar sistemasi, a(t)-vaqtga bog’liq funksiya bo’lib, a(0) = 0. a(t)

funsiyani berilgan deb hisoblab, Grin va Al’mansi deformatsiya tenzorlarini

toping. Ushbu tenzorlarni bosh o’qlari va tashkil etuvchilarini toping.
10.Lagranj va Eyler tavsifida oddiy siljish uchun ko’chish maydoni

komponentalaini toping. Grin va Al’mansi deformatsiya tenzorlari

komponentalarini siljish maydoni hosilasi orgali ifodalangan holda aniglang.

Kichik deformatsiyalar tenzorini aniglang.

11. Oddiy siljish uchun quyidagilarni toping:

a) Moddiy elementlarni boshlanishi £ mumkin bo’lgan barcha zarrachalarda
bo’lgan holat uchun va x;,X,,x3 o’qlarga parallel deformatsiyalargacha
nisbiy cho’zilishini;

b) Vaqt t=0 bo’lganida nisbiy cho’zilishi barcha moddiy elementlarni
aniglang.

12. Oddiy siljishda muhitning kichik hajmining nisbiy o’zgarishini toping.
Xisoblashni ikki xil usulda olib boring. Bunda Grin va Al’mansi tenzori
invariantlaridan foydalaning.

13. Muhitning biror nugqtasida kichik deformatsiya sodir bo’ldi. Dekart

koordinatalar sistemasida kichik deformatsiyalar tenzori quyidagi matritsaga

0,01 003 O
({],{]3 0,00 0 )

0 0 001

ega:

Ushbu nugtadagi moddiy elementlarni eng kata va eng kichik nisbiy

uzayishini toping.
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14.Tutash muhitning ikkilanma siljishi deb muhitning quyidagi harakat

qonuniga bo’ysunuvchi deformatsiyaga aytiladi;
Xy =8 +b(0)5,x, =& + b(0)65,%3 =&

Bu yerda (x;)-fazoviy dekart va (£.)-lagranj koordinatalari, b(t)-vaqgtga
bog’liq funksiya bo’lib, b(0)=0. Ushbu b(t) funksiyani berilgan deb
xisoblab, Grin va Al’mansi deformatsiya tenzorlarini toping.

15. Ikkilanma siljishda Eyler tavsifidagi siljish maydoni komponentalarini
toping. Kichik deformatsiyalar tenzorini toping.

16.Uchta moddiy elementlarni holati deformatsiyalangan holatda quyidagi
vektorlar bilan berilmogda

d(x)' = dse;, i = 1,2,3,

bu yerda e;-ortogonal koordinatalar sistemasini bazis vektorlari. Ularni
“teskari” nisbiy uzayishi dsgijfds—l, bu yerda dséi:'-elementlarning
deformatsiyagacha bo’lgan uzunliklari [;. Deformatsiyalangan holatda d(x)*
va d(x)’ vektorlar bilan xarakterlanuvchi elementlar deformatsiyagacha 1, i
burchak hosil giladi. AI’mansi tenzori komponentalarini mexanik ma’nosini

ifodolovchi formulani isbotlang:
1
I va ] bo’yicha yig’indi olinmaydi.
17. Grin va Al’mansi deformatsiya tenzorlarining asosiy qiymatlari A, va 4; lar
quyidagi tengsizliklarni ganoatlantirishini isbotlang
1+24,.>0, 1-24,>0.
18. Grin tenzori £° va Al’mansi tenzori € bilan deformatsiyalangan holat uchun
isbotlang:
a) Agar moddiy element deformatsiyagacha <° tenzorini asosiy 0’qi bo’ylab

yo’nalgan bo’lsa, deformatsiyalangan holatda & tenzori asosiy o0’qi

bo’ylab yo’naladi;
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b) Aksincha moddiy element deformatsiyalangan holatda £ tenzorining
asosity 0’qi  bo’ylab yo’naltirilsa, deformatsiyalangan holatda &°
tenzorining asosiy 0’qi bo’ylab yo’naltiriladi.

c) Grin tenzori va Al’mansi tenzorlarining asosiy qiymatlari A° va 4

quyidagi munosabat bilan bog’langan

14240 ="

1-24
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GLOSSARIY

O’zbekcha | Ruscha Inglizcha Izoh

Tutash MexaHnka Continuum mexanikaning gazlar, suyug-

mubhitlar CILTOIIHOM cpeabl | mechanics liklar, plazma va deformat-

mexanikasi siyalanuvchi gattiq jismlar-
ning harakati hamda muvoza-
natini o‘rganuvchi bo‘limidir.

nazariy TCOpeTHUYUECKast the theoretical | muvozanat va mexanik hara-

mexanika MEXaHHKa mechanics kat qonuniyatlarini o’rganuv-
chi fan.

tenzor TEH30D tensor vektor tushunchasini umum-
lashtirib, bir necha ma’noda
go‘llanib kelinayotgan mate-
matik atama. Tutash mubhitlar
mexanikasida gayishqoq (egi-
luvchan) jismning holatini
ifodalovchi miqgdor (defor-
matsiya tenzori) yoki qattiq
jism  massasining olingan
nuqtaga nisbatan  tagsim-
lanishini ifodalovchi miqdor
(inersiya tenzori), shuning-
dek, tutash jismning biror
nuktasida kuchlanishlarni ifo-
dalovchi miqdorlar (kuchla-
nishlar tenzori).

Dekart cucreMa system of | tekislik yoki fazodagi to‘g‘ri

koordinata- | JlekapToBbIX Dekart chizig koordinatalar tizimi.

lar sistemasi | koopauHat coordinates

Lame koapdunmentsr | coefficient  of | kovariant bazis vektorlarning

koeffitsient- | Jlame Lame moduli

lari
30: :‘30:‘: Vaa '3(1 :@

koBapuaHT | 6a3uCHI covariant TR .

KOOPJIMHATA | KOBAPUAHTHBIX coordinate 3a(x p X, X ): PP kg

Oasncn KOOpAHHAT bases x, -koordinata chizig’iga
urinma  bo’ylab  musbat

tomonga yo’nalgan va dr, ga
kolleniar bo’lgan vektordir.
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kontrava- 0azucu bases of ox% _

riant KOHTpaBapHaHT- | controvariant Vx® = grad x* = P kg

koordinata | HBIX KOOpAUHAT Y

bazisi

asosiy OCHOBHasI basis  square | g2 = Sup dc?dx” ifoda

kvadratik KBaJ[paTHAs shape

forma dbopma

invariantlar | uHBapuaHTHI Invariants u yoki bu matematik ob’yekt
bilan bog’lig bo’lgan va bu
ob’yektlar bilan yoki ular
garalayotgan hisoblash siste-
malari bilan ma’lum almash-
tirishlar bajarilganda o’zgar-
maydigan sonlar, algebraik
ifodalar va boshga mig-
dorlardir.

skalyar ckaisapubie o | scalar fields har bir nuqgtasida skalyar mig-

maydon dor aniglangan soha

vektor BekTOpHbIe o | vector fields har bir nugtasida vektor mig-

maydon dor aniglangan soha.

deformasiya | nedopmarius deformation tashqi  kuch, temperatura,
elektr va magnit maydonlari
ta’sirtda  jism shakli va
o‘lchamlarining o‘zgarishi.
mexanik harakatni shu hara-

: . . : katni  vujudga Keltiruvchi

kinematika | kuHEmMaTuka Kinematics tuchl boo’l d s
ucnlarga bOg lamasdan O'r
ganadigan bo’lim
mexanik harakatni shu hara-

dinamika MHAMAKA dynamics katni  vujudga Keltiruvchi
kuchlarni hisobga olib o’r-
ganadigan bo’lim.

kuchlanish- | HanpspkenHocTn | tensions ma’lum kuch ta’sirida sodir

lar bo‘ladigan holat.

bazis BEKTOpHI Oa3uca | basis vectors koordinata o’qlarida joylash-

vektorlar

gan, musbat yo’nalgan va mo-
dullari
vektor.

birga teng bo’lgan
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moddiy MaTepuajbHast material point | shaklini, o’lchamlarini hisob-
nugta TOYKa ga olmaslik mumkin bo’lgan
jism.
muvozanat | ycioBus Oananca | terms of | jismni  kuchlar ta’siridan
shartlari balance o’zini  holatini  o’zgartir-
masligi uchun zarur bo’lgan
qoidalar.
nisbiy OTHOCHTEIILHOE relative moddiy nuqtaning qo’zg’a-
harakat JBIDKEHUE movement luchi o’qlarga nisbatan gila-
digan harakati.
og’irlik IICHTP TSHKECTH centr of gravity |jismning og’irlik kuchi qo’-
markazi yiladigan nuqta.
oniy MTHOBCHHBIH instant rotation | tezligi shu onda nolga teng
aylanish IICHTp BpaieHus | center bo’lgan nuqta.
markazi
biror qo’zg’almas sanoq
muvozanat | paBHOBecHe equilibrium sistemasiga sistemasiga nis-
batan tinch vaziyat.
mexanik MEXaHUIECKOE mechanical nuqta yoki jismlarning o’zaro
harakat IBMKEHUE movement ko’chishi.
_ uch ta'sid T .
absolyut a0COJIFOTHOE absoluteri uch ta.smdan KKl m,lqtaSI
L 7 . i orasidagi masofa 0’zgar-
qattiq jism | TBEpmoe Temno gidbody S
masdan goladigan jism.
- : ixtiyori ‘nalishda harakat-
erkin jism cBobognoe tenmo | free skewfield ixtiyorly yo'nalishda harakat
lana oladigan jism.
kuch cuiia force jismlarning o’zaro ta’siri.
kuchlar m f . -y
uchiar CUCTEMa CHII syste " | ta’sir etuvchi bir nechta kuch.
sistemasi forces
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nugta nuqtaning boshlang’ich hola-
harakati point tidan ohirgi holatiga vaqgtga
AABHARCHHE TORRI | ovement bog’liq holda aniq bir holda
o’tishi.
nugta TPAEKTOPHHU . . vaqt o’tishi bilan nuqtaning
traektoriyasi | Touku point trajectory fazoda qoldirgan izi.

harakat qonunidan vaqt bo’-

nuqta tezligi | ckopocts Touku | point velocity | yicha olingan birinchi tartibli
hosila.
gattiq HOCTYTATEIPHOC iranslational jismda olingan har qanday
jismning ABIKCHIE iaid bod kesma jism harakati davo-
ilgarilanma | TBCPAOI0 Teia g Y| mida hamma vaqt o’z-o’ziga
: movements .
harakati parallel golishi.
_ a0OCOIIIOTHOE absolute _ _
nugtaning (crioxHOE) (complicated) nugtaning bir necha sanoq
murakkab  rpiskenne Touku movement of a sistemalariga nisbatan hara-
harakati . kati.
point
moddiy aBHEHUE
nuqta yP the  equation - .
harakatining ABIDKCHHE MAsS point harakqt tenglgmgsmlng dif-
differensial :I(?;EEHMBHOH movement ferensial ko’rinishi.
tenglamasi
boshlane’ich | HAYAILHLLE harakatning boshlanish vaqti-
shartlarg CTOBHSL entryconditions | ga mos keluvchi koordinata
M va tezlik. (t=0).
harakat COIIIECTED nuqta yoki jism massasini 0’z
miadori BUBKEHI momentum tezligi ko’paytmasiga teng
g A vektor kattalik.
issiglik  harakati natijasida
idishdagi ikki aralashuvchan
. . suyugliklar molekulalarining
diffuziya madQysust diffusion ajralish sirti orgali asta sekin

biridan ikkinchisiga o’tishi
hodisasi (natijada suyuq-liklar
o’zaro aralashishadi). Bu ho-
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disa boshga agregan holati-
dagi moddalarda ham sodir
bo’ladi.

moddaning agregat holat-
laridan bir1 bo’lib, xoxla-
gancha kichik kuch ta’sirida
0’z shaklini o’zgartirish xu-
susiyatiga ega uzluksiz muhit
(fizik jism), ya’ni oquv-
chanlik xossasiga ega va o’z
shakliga ega bo’lmagan ixti-
yoriy muhit. Izoh: gaz «siqi-
luvchan suyugqlik» (havo, kis-

) o lorod, azot, propan va

suyuqlik KUJKOCTH liquid hokazo) deb atalgan holda
suyuglikni gazdan ajratish
maqgsadida  «tomchili  su-
yuqlik» (suv, neft, kerosin,
yog’ va hokazo) atamasi
ishlatiladi. Tomchili suyug-
liklar (sodda qilib, suyug-
liklar) va gazsimon suyug-
liklar (gazlar) bir biridan
sigiluvchanlik (hajmini o’z-
gartiruvchanlik) xususiyati bi-
lan ajralib turadi.
targalish (berilgan nugtadagi

divergensiya | nudeprenums divergence vektor maydon ogimining
o’zgarishini tavsiflovchi kat-
talik).

yopishqog-

lik

(qovushqog- Nyuton suyugligi  urinma

lik) dinamik | quramuueckuit | dynamic kuchlanishlarining deformat-

koeffisiyen- | kosddumment viscosity siya tezliklari tenzori ifoda-

ti yoki | Bsskoct  wumm | coefficient  or | Siga Kiruvchi propor-sionallik

yopishqoq_ KOB(l)(i)I/IHI/ICHT dynamic koeffisiyenti. Bu koeffisiyent

lik BA3KOCTH coefficient temperaturaga kuchli darajada

(govushgog- bog’liq, bosimga esa deyarli

lik) bog’liq emas.

koeffisiyenti

atmosfera | atmocoepa athmosphere | Yer yuzidagi og’irlik kuchi

ta’sir qiluvchi havo gatlami.
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vakuum

BAKYYM

vacuum

berk idishdagi havoning yoki
gazning atmosfera bosimiga
nisbatan siyraklashgan holati:
Pu = Patm - Pt

bu yerda P, - atmosfera
havo bosimi; P;— to’la bosim.

govushoq
suyuglik

BA3Kas X KUIKOCTDb

viscous fluid

harakati jarayonida suyuqlik
zarrachalarining deformatsi-
yalanishidan Dbog’liq ham
normal va ham urinma
kuchlanishlari paydo bo’la-
digan suyuglik.

gidrostatika

IrmapoCTaTHKa

hydrostatics

bu suyuqglik va gazlar
mexanikasi  fanining  tan-
langan koordinata boshiga
nisbatan suyuqlik muvozanati
va suyuqlikka to’la yoki
gisman botirilgan gattiq jism
muvozanatini o’rganuvchi
bo’limi.

gidrostatik
bosim

ruapocraTuicc-
KO€ JaBJICHUC

hydrostatic
pressure

gidrostatik kuchning u ta’sir
gilayotgan yuzaga nisbating
shu yuza nolga intilgandagi
limiti  gidrostatik ~ bosim
deyiladi yoki tanlangan sanoq
sistemasiga nisbatan muvo-
zanat (tinch) holatda turgan
suyuglikdagi bosim

bosh
kuchlanish-
lar

TJIaBHBIE
HaIpPSHKEHUS

principal
stresses

garalayotgan nugtada kucla-
nishning bosh o’qlariga per-
pendikulyar yuzalardagi nor-
mal kuchlanishlar.

deformatsi-
yalarning
bosh o’qlari;

TJIaBHBIC
nedopmanuu

ocnu

principal axes
of deformation

berilgan nuqta orqali o’tuvchi
va suyuqlik zarrachalarining
deformatsiyasi natijasida
o’zaro perpendikulyar bo’lib
gola-digan uchta chizigli
elementlari bilan mos keluv-
chi uchta o’zaro perpendi-
kulyar to’g’ri chiziglar.

kuchlanish-
larning bosh
o’qglari

TJIaBHBIC
HANPSKECHUN

oCHu

major stress

axes

fazoning  berilgan
orgali  o’tuvchi, urinma
kuchlanishlari  nolga teng
bo’lgan  o’zaro  perpen-

nugtasi
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dikulyar uchta tekisliklar
normallari bo’yicha yo’nal-
gan uchta to’g’ri chiziq

koordinata sistemasini tan-
lanishiga bog’liq bo’lmagan

vektor BEKTOP vector va oddiy ob’yektlarning
ushbuu  @=a“3, =a,0”
chizigli ifodasi ko’rinishida
beriladigan migdor
koordinata sistemasini tan-
lanishiga bog’lig bo’lmagan
ikkinchi TEH30p 2-TO o rank tensor | Y& jjiadailairningi ushpli
rang tenzor | paura T:Taﬁaagﬂ :Taﬂgagﬂ :TZ gaaﬂ :Tan:)ﬁ
chizigli ifodasi ko’rinishida
beriladigan migdor
Muayyan koordinata siste-
masida 3" ta son - tashkil
etuvchilari berilgan  va
koordinatalar sistemasi al-
mashtirilganda mazkur kom-
n-rang TEH30p N-rO ponentalar
tenzor paHrap " rank tensor T fo-bo = T S %" on” ...aﬂﬂn
B 1 é)nﬂl é’f“z Ofvé:an
va
To;az...an zfﬂ-ﬂz...ﬂn 57751 ﬁf: ...%CZ
' ' oE“ on™ on’™
formulalarga binoan o’zga-
radigan migdor
kuch  olib  tashlangandan
elastik jism | >TACTIICCKOC elastic body so’ng jism o’z holatiga to’liq
Teq10 gaytsa.
ideal yaeanbHas deal fluid harakat _paytida fagat normal
suyuglik KHIKOCTD kuchlanishlar paydo bo’la-
digan suyuglik.
sigiluvchan | cxxumaromasicst compressible zichligi  bosimga  bog’lig
suyuqlik KHUJIKOCTh fluid bo’lgan suyuglik
sigilmaydiga | Hecxumarormasics | incompressible zichligi  bosimga  bog’lig
nsuyuglik | sxuaKocTh fluid bo’lmagan suyuglik.
deformatsi- | ckopocTs strain rate suyuglik zarrachasining shak-
ya tezligi nedopmaru li va hajmining, zarrachaning
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berilgan nugtadan o’tuvchi
barcha chizigli elementlari-
ning o’zgarish tezliklari bilan
aniglanuvchi o’zgarish tezligi

bir  nugtadan  chiquvchi
suyuglik chiziglarining ikkita

siljish tezligi | ckopocts caura | shear rate dastlabki  o’zaro  perpend-
ikulyar kesmalari orasidagi
burchakning o’zgarish tezligi.
notekis HEpaBHOMEpPHOE | Uneven ogimning turlicha kesimida
harakat JIBIDKCHHE movement tezlik miqdori turlicha bo’l-
gan harakat
harakatlanayotgan  suyuqglik
?ﬁg;‘;?(;aror) HEYCTOHYHNBOE erratic Za”.aCha|ar.ining ’tezl?gi. mig-
harakat JIBUKECHUE movement dofl Va uning yo nalishi yaqt
bo’yicha o’zgarib turadigan
ho
tekis  yoki ) bu shunday harakatki, unda
parallel paBHOMepHOe wiu | uniform _OI’ harakat Kkesimi tezlik epyu-
ogimlari TTapaICTHOC parallel Je | rasining shakli va o’lchamlari
harakat ABIDKCHUE CTpyH | mOvement berilgan vagtda ogqim bo’yi-
cha o’zgarmaydi
yopishqoqligi (ichki ishgala-
ideal ujeagbHas ideal fluid nishi) go’qh va .harc.)rat o:z:
suyuglik KUITKOCTD garganda hajmi sira 0’z
garmaydi deb faraz gilingan
(ideallashtirilgan) suyuglik
harakat sakoH m3Menenus | law of change | individual — hajm  harakat
miqdori KOJMYECTRO of quantity | miqdorining o’zgarish tezligi
o’garishi JBHIKEHHS motion unga ta’sir etayotgan tashqi
gonun kuchlar yig’indisiga teng
massaning | 33KOH mass individual hajmning massasj
saglanish COXpaHEHUs conservation OZgaﬂna}’ql,.Yﬂ’m mflssaf{lng
qonuni: MACCHI law vaqt bo’yicha  o’zgarishi
’ nolga teng
individual hajm to’la energy-
yasining o’zgarish tezligi vaqt
energiyanin | 3aKoH law of energy | birligi ichida unga tashga-
g saglanish | COXPaHCHIA conservation ridan kelayotgan energiya
gonuni SHeprun ogimiga (tashgi  kuchlar,
issiglik va boshgalar ishi
shaklida) teng
entropiyanin | 3akox entropy individual hajm entropiya-
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g saglanish | coxpanenus conservation sining o’zgarish tezligi vaqt
gonuni SHTPOIHH law birligi ichida unga tashgari-
dan kelayotgan entropiya
ogimi va hajm ichida ishlab
chigilgan entropiya yig’indi-
siga teng (fagat qaytaril-
maydigan jarayonlar uchun).
yopishqog- miqgdor jihatidan -
lik KrHeMaTudeckuii | Kinematic qovu_shoq"k dinam!k kaEff_iS!'
(qovushoqli K03 pHIIeHT viscosity yentining p?suyqqllk ZIChIIng
K)ning BBA3KOCTH coefficient ga nisbati, yani
kinematik v = ‘”/p
koeffisiyenti
urinmasi tezlik vektori bilan
mos keluvchi chiziq, boshga-
ogim JIMHUS TOKA current line cha aytganda, har bir nugtasi-
chizig’i ga o’tkazilgan urinma suyuq-
lik tezligiga parallel bo’lgan
chiziq
suyuglik harakatini tavsif-
Lagranj epeMeHHbIe Lagrange lashda erkin o’zgaruvchilar
o’zgaruvchil | Jlarpanxa variables sifatida qo’llaniladigan fazo-
ari viy nugtalar koordinalari va
vaqt.
suyuglik harakatini  tavsif-
Eyler [epEeMEHHbIE _ lashda erkin o’zgaruvchilar
o’zgaruvchil | Jjirepa Eyler variables | qify1ida go’llaniladigan fazo-
ari viy nuqgtalar koordinalari va
vaqt.
tashgi shartlar saglanganda
muvozanat | COCTOSTHIE equilibrium tizimning holat ‘parametrlari
holati PaBHOBCCHS condition uzoq  vaqt  o‘zgarmasdan
o‘zgarmas qiymatlarni qabul
gilib turadigan holat
ichki BHYTPCHHHC inner forces suyuglik moddiy zarracha-
kuchlar CHJIBI larining o’zaro ta’sir kuchlari
Massavi qaralay_otgan haj_m birligi
) y MaccoBble cHiIbI | Mass forces massasiga proporsional kuch-
uchlar lar
hajmiy Gud bulk f hajmn_i tashkil etuvchi barcha
«uchlar OOBCMHBIC CUJIBI ulk Torces moddiy zarrachalarga qo’yil-

gan kuchlar
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