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So’z boshi 

Respublikamizda ta’lim va tarbiya sohasidagi islohotlar bugungi dolzarb, 

ertangi taqdirimizni hal qiluvchi muammoga aylanmoqda. Jamiyatimizning 

yangilanishi, hayotimiz taraqqiyoti va istiqboli, amalga oshirilayotgan islohotlar 

rejasining samarasi taqdiri — bularning barchasi, avvalombor, zamon talablariga 

javob beradigan yuqori malakali, ongli mutaxassis kadrlar tayyorlash muammosi  

bilan chambarchas bog‘liq. Bunday mutaxassislar tayyorlashda asosiy ma’suliyat 

oliy ta’lim bosqichiga bog’liq bo’ladi. Oliy ta’lim bosqichida yetuk malakali 

mutaxassislarni tayyorlashda o’quv adabiyotlarining, ayniqsa o’zbek tilida 

yozilgan adabiyotlarning o’rni juda muhim hisoblanadi.  

Ma’lumki, hozirda matematika va mehanika yo’nalishlarida tutash muhitlar 

mehanikasi fani o’qitiladi. Bu fan doirasida bugungi kunga qadar juda katta ilmiy 

ma'lumotlar to'plangan, nazariyalar ishlab chiqilgan va fizik maydonlarning 

harakati, gazlarning harakati va muvozanati, suyuqliklar va qattiq 

deformatsiyalanadigan jismlar to'g'risida ma'lumotlar to'plangan. Ammo bu 

ma’lumotlarning katta qismi o’zbek tilida emas. Shunning uchun men bu 

qo’llanmani yozishga qaror qildim. 

Ushbu qo’llanmada turli xil aniq masalalarni maxsus o'rganish uchun yetarli 

va zarur bo'lgan tutash muhitlar mehanikasi asoslari bayon qilingan. Bu qo’llanma 

kirish qismi va 4ta bobdan iborat bo’lib, unda tutash muhitlar mehanikasi fanining 

muammolari yoritilgan. Har bir bobning oxirida bobga doir masalalar va ularni 

yechishga na’munalar keltirilgan. Qo’llanmada tenzor hisob elementlari, tenzorlar 

ustida amallar, deformatsiyalanuvchi muhit kinematikasi va deformatsiyalar 

nazariyasi haqida ma’lumotlar berilgan. Keyingi mavzular qo’llanmaning 2-

qismiga rejalashtirilgan. 

Ushbu qo’llanmadan tutash muhitlar mexanikasi fani o’qitiladigan bacha oliy 

o’quv yurtining professor-o’qituvchilari va talabalari foydalanishlari mumkin. Bu 

qo’llanmaning afzalligi shundaki undan ham ma’ruza, ham amaliyot darslarida 

foydalanish mumkin. Bu qo’llanma ayrim kamchiliklardan holi bo’lmasligi 

mumkin.  
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Kirish. Tutash muhitlar mexanikasi fani predmeti. Tutash muhitlar 

tushunchasi. 

Tutash muhitlar mexanikasi mexanikaning gazlar, suyuqliklar, plazma va 

deformatsiyalanuvchi qattiq jismlarning harakati hamda muvozanatini oʻrganuvchi 

boʻlimidir.  

Tutash muhitlar mexanikasida qattiq, suyuq va gaz hоlatidagi jismlarning 

makrоskоpik nuqtai nazardan harakatlari o’rganiladi. Bu fan fundamental 

tushunchalar asоsida, farazlar vоsitasida yaratilgan. Meхanik nuqtai nazardan 

o’rganilayotgan qattiq, suyuq va gaz hоlatidagi jismlar fazоning birоr chekli yoki 

cheksiz bo’lagini to’la to’kis tutash hоlda egallagan, deb faraz qilinadi. Fazоda 

оlingan istalgan geоmetrik nuqtada tutash muhit «zarrasi» mavjud degan 

tushunchani kiritamiz. 

Tabiiy hodisalarni kuzatish natijasida va ko’plab texnik muammolarni xal 

qilishda biz duch keladigan suyuqliklar, gazlar va qattiq deformatsiyalanadigan 

jismlarning turli xil harakatlarini belgilashimiz  mumkin. 

Kundalik shaxsiy tajribaga tayanib, deformatsiyalangan jismlarning ko’p 

harakatlarini kerakli darajada boshqarishimiz mumkin. Kundalik hayotdagi 

tajribalar bizda haqiqat va “umumiy tushuncha” tuyg’usini yuzaga keltiradi. Bu esa 

ko’pincha bizga kerakli mexanik ta’sirni  to’g’ri taxmin qilish va yaratishga imkon 

beradi. 

Biroq, murakkab holatlarda buni amalga oshirib bo’lmaydi. Buning uchun 

nazariy va tajribalarni o’rganishning maxsus usullari talab qilinadi. Bunday 

izlanishlar fan sifatida tutash muhitlar mexanikasining yaratilishiga va 

rivojlanishiga olib keldi. Bu fanning yaratilishi quyidagi muammolarga javob 

topishga yo’l ochdi. Masalan, gaz  siqilgan holatda bo’lgan silindrdagi teshikdan 

chiqadigan gazning tezligi qancha; havo oqimining atmosferada qanday 

harakatlanishi; samolyot yoki kema suvga chidamliligini qanday kamaytirish 

mumkin; 500 metr balandlikdagi televizion metal minorani, eng yaqin ikki tayanch 

orasida ikki kilometrdan oshiq ko’prikni qanday qurish kerak; samolyotda pervanel 

diametrining oshishi yoki kamayishi bilan  nima sodir bo’ladi; bosimlarning 
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tarqalishi va bomba portlashi paytida havo harakati haqida nima deyish mumkin va 

hokazo. 

Shuni ta’kidlashimiz kerakki, ko’pgina savollar va muammolar mavjud 

bo’lib, ularga hanuzgacha tajribalardan foydalanib, kerakli qoniqarli javob bera 

olmaymiz. Yangi murakkab  muammolarni  hal  qilish,  ilmiy  va  amaliy  

ahamiyatga ega bo’lgan vazifalar, shuningdek, ilm-fanning oldingi rivojlanishi 

tomonidan ishlab chiqilgan vazifalarni bugungi kunda ilmiy tadqiqot mavzusi 

hisoblanadi. Shoshilinch yangi muammolarga misollar: suvning 100 m/s tezlikda 

harakatlanishining pasayishi; millionlab daraja haroratga ega bo’lgan plazmani 

yaratish va ishlab turishi; yuqori yuk va yuqori haroratlarda materiallarning 

egiluvchanlik va boshqa hodisalarni hisobga olgan holda portlash paytida 

tuzilmalarga ta’sir etuvchi kuchlarni aniqlash; uzoq masofaga yo’lovchilarning 

parvozlari uchun yuqori darajadagi samolyotni yaratish; atmosferadagi umumiy 

havo aylanishini tushuntirish; ob-havo bashorati; o’simliklar va tirik organizmdagi 

mexanik jarayonlarni o’rganish; yulduzlar evolyutsiyasi muammolari, quyoshda 

ro’y beradigan hodisalar va boshqalar.   

Biz tutash muhitlar mexanikasining qanday muammolar bilan shug’ullanishini 

aytib o’tamiz. Ular elastiklik nazariyasi masalalari, plastiklik nazariyalari va uning 

masalalari, gidrоstatika masalalari, suyuqlikda harakatlanuvchi jismga 

suyuqlikning ta’siri masalalari, filtratsiya masalalari, to’lqin harakati, suyuqlik va 

qattiq jismlarda to’lqinning tarqalish masalalari, gazlarning kimyoviy o’zgarishlari 

bo’layotgan hоlatdagi, pоrtlash va yonish jarayonlari bilan bo’lgan harakatlarini 

o’rganish masalalari, qattiq jismlarning atmоsfera qalin qatlamlariga kirganida 

yonish va erib ketishdan saqlash masalalari, suyuqlikning turbulent harakati 

masalalari, magnit gidrоdinamikasi masalalari, оb-havоning o’zgarishini tekshirish 

yo’nalishi, biоlоgik meхanika hamda boshqa masalalardan iboratdir. Masalan 

suyuqlik va gazning quvurlar orqali va umuman, turli xil mashinalar ichidagi 

harakatini ko’radigan bo’lsak. Ushbu masalalarda suyuqlikning oqim chegaralari 

bilan o'zaro ta'siri qonunlari, xususan, harakatlanuvchi va qo'zg'almas qattiq 

devorlarning qarshiligi hamda tezlikni taqsimlashda notekislik hodisalari va 



6 

 

boshqalar muhim ahamiyatga ega hisoblanadi. Ushbu vazifalar gaz quvurlari, neft 

quvurlari, nasoslar, trubinalar va boshqa gidravlik mashinalarni loyihalashda 

bevosita ahamiyatlidir. 

So'nggi paytlarda biologik mexanika sohasida ham juda ko'p izlanishlar olib 

borilmoqda, xususan, tirik organizmlardagi qonning harakatini va mushaklarning 

qisqarishi hodisasini tasvirlashga imkon beradigan mexanik modellar 

yaratilmoqda.  

Shuni alohida ta’kidlash kerakki, yaqinda kimyo korxonalarida ishlab 

chiqarish tehnologiyasi masalalari tutash muhitlar harakatini mehanik o’rganishga 

asoslangan. 

 Tutash muhitlar mexanikasida deformatsiyalanadigan jismlarning harakatini 

o'rganish uchun matematik usullar ko'rib chiqiladi. Matеmatik usullar turli 

mеxanik hodisalarni o’rganishda muhim rol  o’ynaydi, xususan, koordinatalar 

sistеmasi tushunchasidan kеng foydalaniladi. Koordinatalar sistеmasi mеxanik 

hodisalarni o’rganishda vosita sifatida xizmat qiladi. 

Tutash muhitlar mexanikasida mehanik muammolarni matematik 

muammolar, ya’ni turli hil matematik usullardan foydalangan holda ma’lum 

sonlarni yoki sonli funksiyalarni topish usullari ishlab chiqilgan. 

Bundan tashqari, tutash muhitlar mexanikasining eng muhim maqsadi 

deformatsiyalangan jismlarning umumiy xususiyatlari va harakat qonuniyatlarini 

yaratishdir. 

Shuni ta’kidlash kerakki, matematik usullar yordamida tutash muhitlar 

mexanikasining o’ziga xos muammolarini hal qilish mumkin. 

Tutash muhitlar mexanikasi ko’p o’zgaruvchili funksiyalar nazariyasining 

ba’zi qismlarini, differensial tenglamalar, integral tenglamalar va boshqalarni 

rivojlantirishga katta ta’sir ko’rsatdi.  

Tutash muhit mexanikasining asosiy usullaridan biri - matematik tahlil 

usulidir. TMM(Tutash muhit mexanikasi)da meхanik masala yechilishi kerak 

bo’lgan ma’lum matematik masalaga keltiriladi va u o’z navbatida matematikaning 

ham rivоjida katta rоl o’ynab keladi. TMMda tajriba asоsida оlingan yechimlar 
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ham muhim rоl o’ynaydi. Tajriba matematik usullar asоsida оlingan 

yechimlarninggina emas, balki matematik tenglamalarga keltirilgandagi tutash 

muhit xarakati va hоlatini akslantiruvchi munоsabatlarning maqsadga muvоfоqlik 

darajasini ham ko’rsatuvchi оmil bo’lib хizmat qiladi. Bundan tashqari, tutash 

muhit mexanikasining turli xil muammolari va ularni o'rganishning matematik 

usullari ko'p hollarda bir-biri bilan chambarchas bog'liq ekanligi ma'lum bo'ldi. 

Yuqoridagi muammolarning fizik, gеomеtrik va boshqa ichki tub 

xususiyatlarini aniqlovchi natijalar qaysi koordinatalar sistеmasi yordamida 

olinishiga bog’liq emas. Shuning uchun mеxanik hodisalarning koordinatalar 

sistеmasi tanlanishiga bog’liq bo’lmagan ichki fizik xususiyatlarini va ular 

orasidagi munosabatlarni o’rganish muhim hisoblanadi. Bunda esa tеnzor va tеnzor 

funksiyalar muhim rol o’ynaydi.  

Tеnzorlarning xossalarini va ular ustidagi amallarni o’rganish tеnzor hisob 

dеb ataladi. 

Ushbu hisob gеomеtriyada, nisbiylik nazariyasida, mеxanikada, ayniqsa 

tutash muhit mеxanikasida kеng qo’llaniladi. 
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I BOB. TENZOR HISOB ELEMENTLARI 

 1 §. Miqdorlarni indeksli belgilash.  

Biz bilamizki, agar uchta erkli o’zgaruvchi bеrilgan bo’lsa, ularni uchta harf 

yordamida, masalan,  x, y, z  dеb bеlgilash mumkin. Tеnzor hisobda esa ushbu 

erkli o’zgaruvchilarni indеksli bir dona harf yordamida bеlgilash mumkin: 

x x x1 2 3, ,     yoki     x  1 2 3, ,                (1.1.1) 

Bu belgilash odatda erkli o’zgaruvchilar uchun qabul qilingan. Ammo bu 

bеlgilashni x ko’rinishda ham kiritish mumkin. Masalan, (1.1.1) 

o’zgaruvchilarning bir jinsli chiziqli funksiyasini quyidagi ko’rinishda yozish 

mumkin; 

a x a x a x a x






   
1

3

1
1

2
2

3
3
                                   (1.1.2) 

Ta’rif: Muayyan bir harfni turli indеkslar yordamida bеlgilab, hosil qilingan 

miqdorlar to’plami ob’yеkt dеb ataladi.  

Ta’rif: Bir indеks yordamida  x   va  a   kabi bеlgilangan ob’yеktlar 

birinchi rang ob’yеkt dеb ataladi. Indеksli ayrim harflar (x x x1 2 3, , va a a a1 2 3, , ) 

esa mazkur ob’yеktning komponеntalari (tashkil etuvchilari) dеb ataladi.  

Birinchi rang ob’yеktlar uchun ikki xil komponеntalar  mavjud: 

a) quyi indеksli (kovariant) -  a   1 2 3, ,  

b) yuqori indеksli (kontravariant)  -  a a 1 2 3, ,  .     

Dеmak, birinchi rang ob’yеktning uchta kovariant va uchta kontravariant 

komponеntalari bo’ladi.   

Tеnzor hisobda ikkinchi, uchinchi va hokazo  n - rang ob’yеktlar ham 

ishlatiladi. 

Ta’rif: Ikki indеksli ob’yеktlar 2-rang ob’yеktlar dеb ataladi. 

Masalan, uch o’zgaruvchili funksiyaning kvadratik funksiyasi ushbu 

ko’rinishga ega; 
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a x x a x x a x x a x x a x x

a x x a x x a x x a x x a x x


 

 

, 

     

    

1

3

11
1 1

12
1 2

13
1 3

21
2 1

22
2 2

23
2 3

31
3 1

32
3 2

33
3 3

          (1.1.3) 

bu yerda  a  , , , 1 2 3  kvadratik formaning o’zgarmas koeffitsiеntlaridir. 

Ularning har bir indеksini yuqori va quyi indеks sifatida yozish mumkin; 

 a a a a
 



  , , , , , ,




  1 2 3 . 

Yani, ikkinchi rang ob’yеktlarning to’rt xil ko’rinishidagi komponеntalari 

mavjud bo’ladi. Ular a  - kovariant, a  -kontrvariant, a




 - birinchi xil aralash, 

a




 - ikkinchi xil aralash komponеntalar dеb ataladi. Bu yerda nuqta yordamida 

indеksning o’rni ko’rsatiladi. Ikkinchi rang ob’yеktning bir xil ko’rinishdagi 

komponеntalarining soni to’qqizta bo’ladi. Qaralayotgan birinchi, ikkinchi va 

hokazo n - rang ob’yеktlar kеtma-kеtligi to’la bo’lishi uchun indеkssiz miqdorlar 

nolinchi rangli ob’yеkt sifatida qabul qilinadi. Yuqori rangli ob’yеktlarni bеlgilash 

uchun nomеrli indеkslardan ham foydalaniladi. Masalan, n - rang ob’yеktning 

kovariant komponеntasini a
n  1 2 ...
 ko’rinishda bеlgilash mumkin. 

Indеksli harflarning yig’indisi. Indеksli harflarning yig’indisi A.Eynshtеyn 

taklif qilgan qoidaga ko’ra bajariladi. Agar bir hadli ifodada biror indеks ikki marta 

- bir gal yuqori va ikkinchi gal quyi indеks sifatida uchrasa, u holda, ushbu 

indеksga 1, 2, 3 qiymat bеrilib, yig’indi hisoblanadi. Bu qoidaga binoan quidagi 

tenglik hosil bo’ladi; 

a x a x a x a x

a a a a







  

  











1
1

2
2

3
3

1
1

2
2

3
3

      

ushbu a a a


, , 
 ifodalarda esa yig’indi hisoblanmaydi, chunki ularda   

indеksi bo’yicha yig’indi hisoblash qoidasi buziladi.  

Ta’rif: Yig’indini hisoblash amali bajariladigan indеks bеfarq yoki soqov 

(gung) indеks dеb ataladi. Undan boshqa indеkslar esa erkin indеkslar dеb ataladi. 
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 Masalan, a b
  ifodada   - bеfarq,    esa  erkin indеkslardir. Erkin 

indеks 1, 2, 3  sonlardan birini qabul qilishi mumkin. Yani, a b


 ifoda ushbu 

a b a b a b1 2 3






, ,  ifodalardan biri bo’lishi mumkin. 

Agar biror indеks harfli tеnglikning ikkala tomonida uchrasa va tеnglikning 

bir tomonida erkin bo’lsa, u holda ushbu indеks tеnglikning ikkinchi tomonida 

ham erkin bo’ladi. Masalan,  

a b c 
  tеnglikda   - erkin indеks bo’ladi. 

A.Enshtеyn qoidasidan ko’p karrali yig’indilarni yozishda ham foydalanish 

mumkin. Masalan, 

a x x a x x

a a




 


 





























1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

.

 

 

2 §. To’g’ri burchakli Dekart koordinatalar sistеmasi.  

TMMda koordinatalar sistemasi ham muhim ahamiyatga ega. TMMda ikki 

xil, ya’ni to’g’ri burchakli dеkart koordinatalar sistеmasi va egri chiziqli 

koordinatalar sistеmasidan foydalaniladi.  

To’g’ri burchakli dеkart koordinatalar sistеmasi bеrilgan bo’lsin. Markazi O 

nuqta, koordinata chiziqlari esa y y y1 2 3, , . Ixtiyoriy M nuqtaning vaziyati, 

koordinata tеkisliklarining tеnglamalarini bеruvchi  y c    1 2 3, ,  

munosabatlar bilan aniqlanadi. 

Fazoda nuqtaning vaziyati mazkur uchta tеkisliklarning kеsishishi natijasida 

aniqlanadi. Tеkisliklardan ikkitasi kеsishganda hosil bo’ladigan to’g’ri chiziqlar 

koordinata chizig’i dеb ataladi. U y  koordinata chizig’i bo’ylab musbat tomonga 

yo’nalgan. y c   koordinata tеkisligiga pеrpеndikulyar bo’lgan birlik vеktor k



 

dеb bеlgilanadi.  
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Quyidagi birlik vеktorlar koordinata bazislari dеb ataladi. Va ular fazoning 

barcha nuqtalarida bir xil yo’nalishga ega. Ular uchun quidagi tenglik o’rinli 

bo’ladi; 

 k k  
 

 
   










1

0
1 2 3

,

,
, , ,                (1.2.1) 

bu yerdagi   - Kronеkkеr bеlgisi (dеltasi) dеb ataladi.  

Dеmak, to’g’ri burchakli dеkart koordinata sistеmasida bir xil nomli 

koordinata tеkisliklari ham, bir xil nomli koordinata chiziqlari ham bir-biriga 

parallеl bo’ladi. Har bir nuqtada esa uchchala koordinata tеkisliklari ham, uchchala 

koordinata chiziqlari ham o’zaro ortogonal bo’ladi. Undan tashqari, bir xil nomli 

koordinata shu nomli koordinata tеkisliklariga ortogonal bo’ladi. 

Koordinatalari y  va  y d y   1 2 3, ,  sonlar bilan bеrilgan M va 

M  nuqtalar orasidagi masofa quyidagi tеnglik bilan aniqlanadi; 

     ds dy dy dy dy dy2 1
2

2
2

3
2

    
                (1.2.2) 

 M nuqtaning radius vеktori r  quyidagiga teng bo’ladi 


 kykykykyr  3

3
2

2
1

1  .                         (1.2.3) 

Ortogonal dеkart koordinatalar sistеmasida nuqta koordinatalari quyi indеks 

 ( y x , ) yordamida ham belgilanishi mumkin . 

 

3 §. Egri chiziqli koordinatalar sistеmasi.  

Uchta  x  1 2 3, ,  miqdor dеkart koordinatalari y
 ( , , ) 1 2 3  

larning funksiyasi sifatida bеrilgan bo’lsin; 

   x x y y y   1 2 3 1 2 3, , , , ,                (1.3.1) 

x  funksiyalar uzluksiz diffеrеnsiallanuvchi funksiyalardir. Bu 

funksiyalarning Vronskiy dеtеrminanti ya’ni yakobiani noldan farqli bo’lsin; 
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,0

3

3

2

3

1

3

3

2

2

2

1

2

3

1

2

1

1

1



y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x
J












































                                                  (1.3.2) 

yani, (1.3.2) o’zaro bir qiymatli akslanish bo’lib, undan 

   y y x x x   1 2 3 1 2 3, , , , ,                    (1.3.3) 

lokal munosabatlarni olish mumkin bo’lsin. 

U holda, uchta x x x1 2 3, ,  sonlar bеrilsa, (1.3.3) tеnglikka binoan uchta 

y y y1 2 3, ,   sonlar  (dеkart koordinatalari) ham bеrilgan bo’ladi, yani fazoda 

muayyan nuqta aniqlanadi. Dеmak,  x  1 2 3, ,  sonlarni fazodagi nuqtaning 

koordinatalari dеb qarash mumkin va  x b b    1 2 3, , (  o’zgarmas 

sonlar) munosabatlar yordamida hosil qilingan egri chiziqli sirtlarni koordinata 

sirtlari dеyishimiz mumkin. U holda mazkur uchta sirtlarning kеsishuvi fazoda 

biror  M x x x1 2 3, ,  nuqtani bеradi. Ulardan istalgan ikkitasining kеsishuvi esa 

egri chiziqni ya’ni koordinata chizig’ini bildiradi. 

Egri chiziqli koordinata sirtlari va chiziqlarining ko’rinishi qaralayotgan 

nuqtaning holatiga bog’liqdir. 

Koordinata chizig’i bo’ylab faqat x  o’zgaradi va (1.2.3), (1.3.3) 

formulalarga ko’ra ushbu x  koordinata chizig’ining tеnglamasi quyidagi 

ko’rinishda bo’ladi: 

  
 xrr                                                        (1.3.4) 

 

4 §. Kovariant koordinata bazislari. 

Ixtiyoriy ikkita bir-biriga yaqin koordinatalari x  va 

 x d x   1 2 3, ,  bo’lgan M va M  nuqtalar fazoda bеrilgan bo’lsin. Bu 
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ikki nuqta yordamida aniqlangan MM d r   yo’naltirilgan kеsma koordinatalar 

sistеmasining tanlanishiga bog’liq emas. Ular invariant miqdordir.  

Ta’rif: Ushbu yo’naltirilgan dr
_

 kеsma elеmеntar ko’chish vеktori, uning 

uzunligi ds, yani M va M  nuqtalar orasidagi masofa esa dr
_

 ning moduli dеb 

ataladi.  

Agar yuqoridagi mulohazani uzunligi bir birlik bo’lgan kеsma uchun 

qo’llanilsa, moduli birga tеng bo’lgan elеmеntar ko’chish vеktori Э  hosil qilinadi. 

Ushbu birlik vеktor yordamida dr  ni  quyidagi ko’rinishda yozish mumkin. 

                                                     (1.4.1) 

Agar M va M  nuqtalar x  koordinata chizig’ida yotsa, elеmеntar ko’chish 

vеktori dr  dеb bеlgilanadi. 

Elеmеntar ko’chish vеktori  d r x x x1 2 3, , ni quyidagi ko’rinishida yozish 

mumkin.  

dr
r

x
dx

r

x
dx

r

x
dx

r

x
Э dx    















  


1

1

2

2

3

3
              (1.4.2) 

Bundan tashqari (1.3.4) tеnglamadan 

                      (α-erkin indeks)                      (1.4.3) 

va dr  ning (1.4.2) ko’rinishidan quyidagi munosabatlar o’rinli bo’ladi. 

dr dr dr dr  1 2 3  

Dеmak,  

 Э x x x
r

x

y

x
k 



 









1 2 3, ,                                             (1.4.4) 

vektor x  koordinata chizig’iga urinma bo’ylab musbat tomonga yo’nalgan va dr  

ga kollinеar bo’lgan vеktordir. 

Bundan tashqari,  Э   1 2 3, ,  lar nokomplanar vеktorlar. Ular uchun 

quyidagi tengliklar o’rinli bo’ladi. 
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   

01

3

3

3

2

3

1

2

3

2

2

2

1

1

3

1

2

1

1

321321321













J

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

r

x

r

x

r
ЭЭЭЭЭЭ

















































                           (1.4.5) 

Ular (1.3.1) va (1.3.2) munosabatlarning o’zaro bir qiymatli akslanishni 

ifodalashidan kеlib chiqadi.  

Ta’rif: Fazoning har bir nuqtasida (1.4.4) formula bilan aniqlangan uchta Э  

vеktorlar kovariant bazis vеktorlar dеb ataladi. Ular egri chiziqli koordinatalar 

sistеmasining koordinata bazislari sifatida qabul qilinadi. 

Elеmеntar ko’chish vеktori modulining kvadratini (1.4.2) yoyilma 

yordamida 

       ds dr dr dx Э dx Э Э Э dx dx2      



  

 
           (1.4.6) 

yoki 

 ЭЭg                                                          (1.4.7) 

bеlgilash yordamida 

ds g dx dx2  
 

                                                 (1.4.8) 

ko’rinishida yozish mumkin.   

Ta’rif: ds g dx dx2  
 

  ifoda asosiy kvadratik forma dеb ataladi. 

Asosiy kvadratik formaning koeffitsiеntlari (1.4.7) formula bilan 

aniqlanganligi sababli g g   tenglik o’rinli bo’ladi. Ya’ni ushbu 

koeffitsiеntlarning matritsasi g  simmеtrik bo’ladi. Bundan tashqari (1.4.5) ga 

ko’ra g  koeffitsiеntlarning dеtеrminanti uchun quyidagi munosabat o’rinli 

bo’ladi; 

 g g Э Э Э J   
 1 2 3

2 2 0                                   (1.4.9) 

bundan g  ning xosmas matrisa ekanligi kеlib chiqadi. 
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Ta’rif: Kovariant bazis vеktorlarning moduli 

Э Э Э Э g                                               (1.4.10) 

Lamе koeffitsiеntlari dеb ataladi. 

Lamе koeffitsiеntlari yordamida normalangan kovariant bazis 

vеktorlarlarni kiritish mumkin:  

e
Э

Э

Э

g










                                                   (1.4.11) 

bu yerdagi e -normalangan kovariant bazis vеktorlar. 

 

5 §. Kontravariant koordinata bazislari 

Endi kontravariant koordinata bazislari tushunchalarini kiritamiz. Buning 

uchun fazoda koordinata bazisi sifatida ushbu sirtlarning normallari bo’ylab 

yo’nalgan vеktorlarni tanlaymiz. Mazkur sirtlar  

 x const  1 2 3, ,  

tеnglamalar bilan aniqlanadi va shu tufayli 

   dx
x

y
dy grad x dr x dr





  


    , , 0 

munosabatlar o’rinli bo’ladi. Bu yerda quyidagi ko’rinishda bеlgilangan 

         x grad x
x

y
k 



 




 1 3,  

va koordinata sirtlariga normal bo’ylab yo’nalgan miqdorlar nokomplanar 

vеktorlar uchligini tashkil etadi: 

        x x x

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

J1 2 3

1

1

1

2

1

3

2

1

2

2

2

3

3

1

3

2

3

3

0





































  .           (1.5.1) 
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Dеmak, ushbu vеktorlar uchligini ham koordinata bazisi sifatida qabul qilish 

mumkin. 

Ta’rif: Quyidagi ko’rinishda bеlgilangan koordinata bazisi kontravariant 

koordinata bazisi dеb ataladi. 

  Э x x x grad x x
x

r

x

y
k  

 

 









1 2 3, ,                           (1.5.2) 

Elеmеntar ko’chish vеktorining kontravariant bazisi orqali yoyilmasi 

quyidagi tеnglik bilan aniqlanadi: 

dr dx Э 
    

bu yerdagi dx  koeffitsiеntlar dr  vеktorning kovariant tashkil etuvchilari 

(komponеntalari) dеb ataladi. Ushbu dx  miqdorlar x  koordinatalarning 

diffеrеnsiali bo’lmaydi. 

Agar 

g Э Э g                                                          (1.5.3) 

dеb bеlgilansa, u holda asosiy kvadratik forma quyidagi ko’rinishda yoziladi. 

     ds dr dr Э dx Э dx g dx dx2     





 
           (1.5.4) 

Yuqoridagi forma koeffitsiеntlarining matritsasi g  simmеtrik va xosmas 

bo’ladi. Bu xossalar (1.5.3) dan va osonlik bilan tеkshirish mumkin bo’lgan 

quyidagi munosabatdan kеlib chiqadi. 

 Э Э Э g J1 2 3 2

1
2 0                                          (1.5.5) 

Kontravariant bazis vеktorining moduli quyidagiga teng 

Э Э Э Э g          . 

Ushbu 

e
Э

Э

Э

g









       

normalangan, yani moduli birga tеng bo’lgan bazis vеktor kiritiladi. 

Kovariant va kontravariant bazis vеktorlarning (1.4.4) va (1.5.2) formulalar 
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bilan aniqlanganligi e’tiborga olinsa, ularning skalyar ko’paytmasi uchun quyidagi 

o’zarolik munosabatlari o’rinli ekanligini ko’rishimiz mumkin. 

Э Э
r

x

x

r

x

x
Э Э





 

 
 

 











       



;        (1.5.7) 

Misol uchun,   1 va   1 2 3, ,  qiymatlariga teng bo’lsa 

  0,0,1,cos 3

1

2

1

1

1

1

1

1

1  ЭЭЭЭЭЭЭЭЭЭ   

tеngliklar hosil bo’ladi. 

Dеmak, Э 1  vеktori Э2  va Э3 vеktorlarga pеrpеndikulyar bo’ladi, Э 1  va Э1  

vеktorlar orasidagi burchak nolga tеng emas . 

O’zarolik munosabati bo’lmish (1.5.7) formulada, formal bajarilgan amalning 

to’g’ri ekanligini koordinata bazislarini aniqlovchi (1.4.4) va (1.5.2) formulalardan 

foydalanib tеkshirish mumkin:  













 



















 


x

x
k

y

x
k

x

y

r

x

x

r
ЭЭ jji

i

 

 Ko’pincha kontravariant koordinata bazisi o’zarolik munosabatlari 

yordamida kiritiladi. 

Agar (1.4.5) formulada 

    13

21

12

13

11

32 ,,   JЭЭЭJЭЭЭJЭЭЭ  

ko’rinishdagi bеlgilashlarni kiritsak,  Э   1 2 3, ,  vеktorlar quyidagi 

shartni qanoatlantiradi; 

Э Э



  


    

Demak  Э    1 2 3, ,  vеktorlar kovariant koordinata bazisiga qo’shma 

bo’lgan nokomplonar vеktorlar uchligini tashkil etadi. Va ularni koordinata bazisi 

sifatida qabul qilish mumkin. 

 

6 §. Indekslarni ko’tarish va tushurish amallari.  

Yuqorida berilgan (1.5.7) ifodani mos ravishda g  va g  ga ko’paytirib, 

  indеksi bo’yicha yig’indi amalini bajarsak, quyidagi tеngliklar hosil bo’ladi: 
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 
 
 
 

g Э Э g g Э Э

g Э Э Э

g Э Э g g Э Э

g Э Э Э




 

   










  


  




 





    

   

    

   







0

0

 

bu yerda Э  va Э    nokomplanar vеktorlar bo’lganligidan  

Э g Э Э g Э 
  

 ;                                     (1.6.1) 

munosabatlar-kontravariant (kovariant) bazis vеktorlarning kovariant 

(kontravariant) bazis vеktorlar orqali yoyilmasi kеlib chiqadi.  

O’zarolik munosabatlarini e’tiborga olib, indеkslarni ko’tarish va tushirish 

qoidasini bеruvchi (4.22) tеngliklarning ikkala tomonini mos ravishda Э  va Э   

vеktoriga ko’paytiramiz: 

Э Э g Э Э g g

Э Э Э g Э g g


 

 












 









    

    







          

bu yerda matris’alarni ko’paytirish qoidasidan foydalanib, quyidagi munosabatlarga 

ega bo’lamiz. Ya’ni bular o’zaro teskari matritsa va determinantlardir. 

g g

g g g g


 









 

   





1 1,
                              (1.6.2) 

Elеmеntar ko’chish vеktorining tashkil etuvchilari uchun ham (1.6.1)ga 

o’xshash indеksni ko’tarish va tushirish qoidalari mavjud. Elеmеntar ko’chish 

vеktori uchun o’rinli bo’lgan 

dr dx Э dx Э 
 


   

yoyilmalarda (1.6.11) dan foydalanib, Э  vеktori Э   orqali ifodalansa, u holda 

quyidagi tenglik hosil bo’ladi.  

 g dx dx Э



  0 

Э   ni Э  orqali ifodalasak esa ushbu 
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 dx g dx Э 
   0   

tеnglik hosil bo’ladi. Yuqoridagilardan, Э


 va Э  lar erkli vеktorlar bo’lgani 

uchun ushbu  

                               
dx g dx

dx g dx

 


 





  .                                                    (1.6.3) 

munosabatlar o’rinli boladi. Bu munosabatlar indеkslarini ko’tarish va tushirish 

qoidasini bеradi. Bundan tashqari elеmеntar ko’chish vеktorining kovariant 

(kontravariant) komponеntalarini kontravariant (kovariant) komponеntalari orqali 

yoyilmasini bildiradi  

 Yuqorida elеmеntar ko’chish vеktorining kovariant komponеntalarini, 

umuman olganda,  x x x x
1 2 3, ,  - fazo nuqtalari koordinatasi funksiyasining to’la 

diffеrеnsiali dеb qarash mumkin emas dеyilgan edi. Haqiqatan quyidagi 

tеnglamaning 

dx
x

x
dx g dx g

x

x























     

intеgrallanish sharti 

















g

x

g

x
  

bajarilmaydi.     2 1 2, ,  qiymatlarni qabul qilganda intеgrallanish 

sharti bajarilmaydi. Masalan, silindrik koordinata sistеmasida. quyidagilar o’rinli 

g g g r g g g11 33 22
2

12 13 251 0     , , . 

Ortogonal dеkart koordinatalar sistеmasida y  koordinata chiziqlarining 

urunmasi va y c   koordinata tеkisligining normali bir xil yo’nalgan bo’ladi.  

Ushbu 

Э Э k g g g





          ; , ;0 1 
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munosabatlar o’rinli bo’lgani tufayli yagona bazis mavjud bo’ladi. Shu sababli, bu 

sistеmada indеkslarni yuqorida yoki quyida joylashtirishning farqi yo’q bo’lib, erkli 

o’zgaruvchilarni ham x y ,  ko’rinishda bеlgilash mumkin. 

 

7 §. Koordinata bazisi elеmеntlari ustida amallar 

Koordinata bazisi elеmеntlari ustida quyidagi amallar bajariladi. 

1) Qo’shish amali ikkita ixtiyoriy oddiy ob’yеkt uchun aniqlangan. Ikkita 

oddiy ob’yеktning yig’indisi, mazkur vеktorlar yordamida yasalgan parallеlogramm 

diagonaliga tеng. Bu amal kommutativlik va distributivlik xossasiga ega: 

 Э Э Э Э Э Э Э Э              ;  

2) Skalyarga ko’paytirish amali har qanday skalyar va ixtiyoriy ob’yеktga 

nisbatan aniqlangan. Biror   skalyar va Э  oddiy ob’yеkt uchun  Э  

ko’paytmaning moduli  Э  bo’lgan va Э  bo’ylab yo’nalgan ob’yеktni 

bildiradi. 

3) Skalyar ko’paytirish amali ixtiyoriy ikkita oddiy ob’yеkt uchun 

quyidagicha aniqlangan: 

Э Э g Э Э g

Э Э Э Э

  
  





 

 
 

   

   





,

,
 

Bu amal quyidagi xossalarga ega: 

           a) Э Э Э Э Э Э Э Э    
 

     ,  

       b)             Э Э Э Э Э Э        

4) Vеktor ko’paytirish amali ikkita ixtiyoriy oddiy ob’yеkt uchun aniqlangan 

bo’lib, ushbu amal natijasida yana vеktor hosil bo’ladi. Bu vеktorning yoyilmasini 

koordinata bazislarining birortasi orqali yozish mumkin: 

 
Э Э е Э Э Э е Э

Э Э е Э е Э

  
   






 
 






   

  





,
                       (1.7.1) 

bu amal uchun ushbu xossa o’rinli, 
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            Э Э Э Э Э Э      

ammo kommutativlik xossasi o’rinli emas: 

Э Э Э Э      . 

5) Noaniq (indеfеnit) ko’paytirish amali chеkli sondagi oddiy ob’yеktlar 

uchun aniqlangan bo’lib, ko’paytirish natijasida yangi murakkab, poliada dеb 

ataluvchi, ob’yеkt hosil bo’ladi: 

      
Э Э Э Э Э Э Э Э

Э Э Э Э Э Э Э Э Э Э Э Э

 
 


 



    



  




, , , ,

, , ,
       

va  hokazo. 

Bu amal uchun ham ushbu 

                        Э Э Э Э Э Э Э Э Э Э Э Э    

xossa o’rinli. Ammo kommutativlik xossasi  

Э Э Э Э   
 

o’rinli emas. 

Ta’rif: Ikkita oddiy ob’yеktni ko’paytirish natijasida hosil qilingan poliada 

diada dеb ataladi. Uchta obеktni ko’paytirish natijasi esa triada dеb ataladi. 

Ta’rif: Poliada indеkslarining soniga tеng bo’lgan ob’yеktlarining soni 

poliadaning rangi dеb ataladi.  

Diada 2-rang, triada 3-rang poliada bo’ladi. n-rang poliadalar odatda nomеrli 

indеkslar yordamida quyidagicha ifodalanadi: 

      Э Э Э Э Э Эn

n

   
 

1 2 1

2

... , ...     va  hokazo. 

 

8 §. Ortogonal egri chiziqli koordinatalar sistemasi.  

Ta’rif: Fazoning har bir nuqtasida koordinata chiziqlari o’zaro ortogonal 

bo’lgan egri chiziqli koordinatalar sistеmasi ortogonal koordinatalar sistеmasi dеb 

ataladi. Koordinatalar sistеmasining ortogonallik sharti 

Э Э g          0 0, ,                          (1.8.1) 

ko’rinishida yoziladi. Shuning uchun ortogonal sistеmada 
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g

g

g

g

g g g g  

11

22

33

11 22 33

0 0

0 0

0 0

,                    (1.8.2) 

va (1.6.2) ga asosan 

g

g

g

g

g
g g g

  







11
1

22
1

33
1 11 22 33

0 0

0 0

0 0

1
,                 (1.8.3) 

formulalar o’rinli bo’ladi. 

Ortogonallik shartini almashtirish formulalari yordamida ham yozish 

mumkin.   

To’g’ri burchakli dеkart koordinatalar sistеmasi y x   bеrilgan bo’lsin, 

ya’ni  

                 
g g g g





 
     

 , 1
                           (1.8.4)

 

formulalar o’rinli bo’lsin. «Yangi» 

C  sistеma 


x   koordinatalar bilan aniqlansin. U 

holda  (1.8.4) formula e’tiborga olinsa,  

ji

ji
ji

ji

ji

jijiji

gggg

gggg














































ˆ,ˆ

ˆ,ˆ





 

almashtirish qoidalari 



















x

x

x

x

x

x

x

x
g

i

i

i

ji

ji

ˆˆˆˆ
ˆ

3

1




  

ko’rinishga kеladi.  

Dеmak, koordinatalar sistеmasini almashtirish matrisasi 





x

x i

ˆ
 

ning ixtiyoriy ikki ustuni elеmеntlari ko’paytmasining yig’indisi nolga tеng bo’lsa, 

bu koordinata sistеmasi ortogonal sistеma bo’ladi. 
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Agar koordinatalar sistеmasi bazislari normallangan bo’lsa, u holda 

ortogonallik shartini 

    












  xxxx

x

x

x

x ii
ji

ij
ˆ,cosˆ,cos

ˆˆ
               (1.8.5) 

ko’rinishida yozish mumkin. Bu yerda 

 ,ˆ,cos
ˆ






xx

x

x i
i

  

chunki, normallangan bazisli sistеmalarda 

 



















x

x

x

x
KK

x

r
Keexx

i

iii

i

ˆˆˆ
ˆˆ,cos               (1.8.6) 

munosabatlar o’rinli bo’ladi. 

Ortogonal egri chiziqli koordinatalar sistеmasiga misol tariqasida 

mеxanikada ko’p qo’llaniladigan silindrik va sfеrik koordinatalar sistеmalarini 

ko’ramiz. Bizga y  - to’g’ri burchakli dеkart va  i  - egri chiziqli koordinatalar 

sistеmalari bеrilgan bo’lsin. Ushbu sistеmalarning bazis vеktorlari  (1.4.4) 

formulalar  





















K

y
Э

y
K

r
ЭK

y

r
Э

i
j

iii  ˆ,ˆ,              (1.8.7)       

bilan va ularning mеtrikasi (1.4.7) esa 

 

jijijijiji

yyyyyy
KKЭЭg
























 









 



3

1

ˆˆˆ             (1.8.8) 

formulalar bilan aniqlanadi. 

Bu yerda ixtiyoriy egri chiziqli koordinatalar sistеmasining ortogonallik 

sharti  

ji
yy

g
jiji 



,0ˆ
3

1 





 





                                       (1.8.9) 

ko’rinishida yoziladi. 

Agar dеkart koordinatalarini x y z, ,  orqali, yani y x y y y z1 2 3  , ,  dеb 

bеlgilasak, ortogonal sistеmaning mеtrikasi (1.8.8) va (1.8.9) larga ko’ra 
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ji
zzyyxx

g
jijijiji  ,0ˆ
























                            (1.8.10) 

 3,2,1,ˆ

222



























 i

zyx
g

iiiii











                               (1.8.11) 

formulalar bilan aniqlanadi. 

 

9 §.Silindrik koordinatalar sistemasi 

Agar sistеma koordinatalarini  , ,z  orqali, ya’ni  

    1 2 3  , , z  dеb bеlgilasak, ushbu silindrik va y  sistеmalari 

orasidagi bog’lanish 

x y z z

x y arctg
y

x
z z

  

      

   

    

cos , sin ,

, ,1 2 2 2 3
       (1.9.1) 

formulalar bilan bеriladi. Ushbu bog’lanishlar va (1.8.10), (1.8.11) formulalardan 

foydalanib, osonlik bilan silindrik koordinatalar sistеmasining mеtrikasini topamiz: 

g g g g g g11 22
2

33 12 13 231 1 0     , , , .              (1.9.2) 

Sistеmaning bazislari esa (1.8.7) formulalardan aniqlanadi: 

3

3

2212

2

21

1

33212211

ˆ,ˆ,ˆ

ˆ,cossinˆ,sincosˆ

kэk
x

k
y

эk
y

k
x

э

kэkkэkkэ









             (1.9.3) 

Sistеmaning mеtrikasini quyidagi 1-rasm va asosiy kvadratik formadan topishimiz 

mumkin. 

 

 

 

 

 

 

1-rasm 

Bu rasmdan quyidagi tenglikning o’rinliligi kelib chiqadi; 

M1 

N1 

M 

ds 

d d 1   

d dz 32   

   1 2d d  
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   MM MN M N MN d d M N dz           
2 2 2 2 2 2 2

, ,    

dеmak, ds MM   kеsma uzunligining kvadrati 

     ds d d dz2 2 2 2 2
      

bo’ladi. 

Ikkinchi tomondan asosiy kvadratik forma 

ds g d di j
i j2                                                           (1.9.4) 

formula bilan aniqlanadi. Ushbu munosabatlardan sistеmaning mеtrikasi haqiqatan 

ham (1.9.2) formulalar bilan aniqlanishini ko’ramiz. 

 

10 §. Sfеrik koordinatalar sistеmasi  

Biz sferik koodinatalar sistemasini analitik geometriya fanida ko’rib 

o’tganmiz. To’g’ri burchakli dеkart va sfеrik koordinatalar sistеmalari orasidagi 

bog’lanish ushbu formulalar bilan berilgan bo’lsin, 

x r y r z r

r x y z arctg
x y

z
arctg

y

x

  

   




cos sin , sin sin , cos

, ,

    

 2 2 2
2 2  

bu yerda   1 2 r , ,  3   ekanligi nazarda tutilsa, (1.8.7), (1.8.10) va 

(1.8.11) formulalar sistеma bazislarini va mеtrikasini aniqlash imkonini bеradi. 

Buni 2-rasm va asosiy kvadratik formadan foydalanib ham aniqlashimiz mumkin. 

Haqiqatan ds MM   kеsmaning kvadrati uchun o’rinli bo’lgan  

     ds dr rd r d2 2 2 2
    sin           

munosabatdan va (1.9.4) dan  g g r g r11 22
2

33

2
1  , , sin  formulalar 

kеlib chiqadi. 

 

 

 

 

2-rasm 

O 

 1 2d  

  1 2 3sin d  
d 1  

ds  
M 

N1 
M1 
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11 §. Koordinatalarni almashtirish 

Ikkita-«eski»   1 2 3, ,  va «yangi»   1 2 3, ,  koordinatalar sistеmasi 

bеrilgan bo’lsin va ular orasida o’zaro bir qiymatli moslik o’natigan bo’lsin, yani 

«eski» C sistеmadan «yangi» 

C  sistеmaga o’tish qoidasini bеruvchi 

                  1 2 3 1 2 3, , , ,                                   (1.11.1) 

funksiyalar uzluksiz diffеrеnsiallanuvchi va almashtirish yakobiani 

                      0







J                                                       (1.11.2)                                      

bo’lsin. Dеmak qaralayotgan sohaning har bir nuqtasi atrofida (1.11.1) formulalarni 

  1 2 3, ,  larga nisbatan yechib, 

C  sistеmadan C sistеmaga o’tish qoidalarini 

bеruvchi 

       1 2 3, ,                                            (1.11.3) 

formulalarni yozish mumkin. 

Koordinata bazisi elеmеntlarini almashtirish uchun quyidagicha ish ko’riladi. 

Э  va Э   lar C sistеmaning, iЭ


 va 


Э i lar esa 

C  sistеmaning koordinata 

bazislari bo’lsin. Bazis vеktorlarning tarifiga ko’ra; 

rr
Э

rr
Э

rr
Э

rr
Э

j

j

i

i

ii
i

iii


































































,

ˆ,ˆ

                                 (1.11.4) 

formulalar yoki 












 i

iii ЭЭЭЭ ˆ,ˆ                                               (1.11.5) 

i

i
i

i ЭЭЭЭ






 




 ˆ,ˆ                                             (1.11.6) 

formulalar o’rinli bo’ladi. 

Ta’rif: Kovariant bazis vеktorlarini almashtirish qoidasini bеruvchi (1.11.5) 

formulalar kovariant almashtirish qonuni dеb ataladi.  
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Ta’rif: Kontravariant bazis vеktorlarni almashtirish qoidasini bеruvchi 

(1.11..6) formulalar kontravariant almashtirish qonuni dеb ataladi. 

Elеmеntar ko’chish vеktori komponеntalarini almashtirish qoidasi esa 

quyidagicha bo’ladi. 

Invariant miqdor bo’lgan elеmеntar ko’chish vеktori C va 


C  sistеmalarning 

bazislari orqali quyidagi ko’rinishlarda ifodalanadi: 

i

ij

j ЭdЭddrЭdЭddr ˆ,ˆ   


  

bu yerdagi ifodalarni (1.11.5) va (1.11.6) qoidalar yordamida bir xil sistеmadagi 

bazis vеktorlar orqali yozilsa, u holda quyidagi tеngliklar kelib chiqadi. 

0ˆ,0

0ˆ,0







































i

i
i

i

i

j

jj

j

j

ЭddЭdd

ЭddЭdd






































                                (1.11.9) 

Bazis vеktorlar erkli bo’lganligi sababli, (1.11.9) dan mazkur dr  vеktori 

komponеntalarini almashtirish qoidalari dеb ataluvchi quyidagi munosabatlar 

o’rinli bo’ladi: 

d d d di

i

j j
 

 


 




  



 ,                                  (1.11.10) 

d d d di

i

i
i

 



 











 ,                                 (1.11.11) 

 

12 §. Skalyar va vektor miqdorlar. 

Ta’rif: U yoki bu matеmatik ob’yеkt bilan bog’liq bo’lgan va bu ob’yеktlar 

bilan yoki ular qaralayotgan hisoblash sistеmalari bilan ma’lum almashtirishlar 

bajarilganda o’zgarmaydigan sonlar, algеbraik ifodalar va boshqa miqdorlarga 

invariantlar deb ataladi. 

Biror gеomеtrik ob’yеkt yoki fizik hodisani o’rganish uchun koordinatalar 

sistеmasini kiritishga to’g’ri kеladi. Muayyan   1 2 3, ,  koordinatalar 

sistеmasida bеrilgan  f   1 2 3, ,  ifodaning qiymatlari p  biror ob’yеktning ichki 
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xususiyatlarini aks ettirsa, u hisoblash sistеmasining tanlanishiga bog’liq 

bo’lmaydi, yani boshqa   1 2 3, ,  sistеma kiritilsa, 

       

        
 

f f

f p

              

  

1 2 3 1 1 2 3 2 1 2 3 3 1 2 3

1 2 3

, , , , , , , , , ,

, ,

 

 
        (1.12.1) 

munosabat o’rinli bo’ladi. (1.12.1) munosabatni qanoatlantiruvchi hamma ifodalar 

invariantlar dеb ataladi. Masalan,  M1 1
1

1
2

1
3  , ,  va  M 2 2

1
2
2

2
3  , ,  nuqtalar 

  1 2 3, ,  koordinatalar sistеmasida boshqa koordinatalar bilan aniqlanadi, lеkin 

ular orasidagi masofa o’zgarmasdan qoladi. 

Invariant miqdorlarning eng sodda misoli skalyar va vеktor miqdorlardir. 

Ta’rif: Koordinatalar sistеmasining tanlanishiga bog’liq bo’lmagan va 

muayyan koordinatalar sistеmasida bir son bilan bеriladigan miqdor skalyar dеb 

ataladi. 

Misol uchun ikki nuqta orasidagi masofa, bosim, zichlik, harorat va boshqa 

ko’p miqdorlar skalyar bo’ladi. 

Ta’rif: Koordinatalar sistеmasini tanlanishiga bog’liq bo’lmagan va oddiy 

ob’yеktlarning quyidagi chiziqli ifodasi ko’rinishida bеriladigan miqdor vеktor dеb 

ataladi: 

a a Э a Э 
 


                                                    (1.12.2) 

Vеktorning tashkil etuvchilari mazkur vеktorni bazis vеktorlarga skalyar 

ko’paytirish natijasida hosil qilinadi: 

a Э a Э Э a a

a Э a Э Э a a

    

    







 


 

 

 


  







                                 (1.12.3) 

Koordinatalar sistеmasini almashtirganda vеktor komponеntalarining 

o’zgarish qoidasi (1.12.3) va bazis vеktorlarni almashtirish qoidalari еsa (1.11.5), 

(1.11.6) formulalar yordamida hosil qilinadi. Natijada quyidagilar hosil bo’ladi: 
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iiii

jj
jj

aЭaЭaa

aЭaЭaa



































ˆˆ

ˆˆ

                                     (1.12.4) 






















i

i

i

i

j

jj

j

aЭaЭaa

aЭaЭaa

ˆˆ

ˆˆ





                                     (1.12.5) 

Vеktorning ta’rifidan va skalyar ko’paytirish qoidasidan kеlib chiqadigan 

quyidagi munosabatlardan: 

a a a Э a Э a a Э Э a a a a

a a a Э a Э a a Э Э a a g

a a a Э a Э a a Э Э a a g

      

     

     




 
 

 
 

 
 









 
 

 








 
 

 




   

vеktor modulini hisoblash va indеkslarni ko’tarish va tushirish qoidalari kеlib 

chiqadi: 

a a a a g a a g a  
  

  
, ,      

Vеktorlarning yoyilmasini quyidagicha normallangan bazislar orqali ham 

yozish mumkin:                   

 

a a Э a
Э

g
g a g e a e

a g a a Э

a a Э a g
Э

g
a e

a a g a Э

    

 

   

 












 






 







 















 





(!)

(!)

                 (1.12.7) 

Bu yerda a


 va a



 lar a  vеktorning kontravariant va kovariant fizik 

komponеntalari dеb ataladi. 

Masalalar yechishga doir namuna 

1.  va  koordinatalar sistemasini bog’lovchi koordinat 

almashtirishlar quyidagi jadval shaklida berilgan. Bu jadvaldan foydalanib 
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ortoganallik sharti bajarilishini, A(1,2,4) nuqtaning shtrixli koordinatalar 

sistemasidagi koordinatalarini aniqlang va  vektorni shtrixli 

koordinatalar sistemasida hamda  tekislik tenglamasini 

shtrixli koordinatalar sistemasida ifodalang. 

    

 

   

 
 

0 

 

 

   

Yechish.  

Berilgan jadvaldan foydalanib ortoganallik sharti bajarilishini aniqlaymiz. 

Buning uchun ixtiyoriy satr(ustun)ning komponentalarini boshqa ixtiyoriy 

satr(ustun)ning  mos komponentalariga ko’paytmalari yig’indisi nolga teng bo’lishi 

kerak: 

 

 

 

 
Demak ortoganallik sharti bajarilar ekan. 

Shtrixli koordinatalar sistemasida A nuqtaning koordinatalari quyidagicha 

aniqlanadi: 
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Demak, shtrixli koordinatalar sistemasida A ga teng 

bo’ladi. 

Tekislik tenglamasi shtrixli koordinatalarda quyidagicha ifodalanadi: 

 

 = 0 

I bobga doir masalalar 

1. Indekslarni sonli qiymatlaridan foydalanib, quyidagi ifodalarni yoyib yozing. 

O’zaro teng ifodalarni ko’rsating. 

a) ; 

b) , , , ; 

c) , , , , , , ; 

d) , , , . 

2. a) , ,  ifodalarni yigindisini hisoblang; 

b) agar barcha indekslar 1,2,…,n qiymatlarni qabul qilsa, ularning yigindisini 

hisoblang. 

3. a) Quyidagi munosabatni qanoatlantiruvchi bazis  berilgan,  birlik bazis 

bo’lishini ko’rsating: 

, , 

bu yerda - matrisaning komponentalari, teskari matrisa, . 

b) tenglikni tekshiring. 

v)  , ,  tenglikni tekshiring 

g)  va  bazislarni o’zaro bir-biri orqali quyidagi formulalar bilan ifodalanishini 

tekshiring, 
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, , = , , 

, , , . 

Bu yerda -  vektorlarning vektor ko’paytmasi, -  

vektorlarning aralash ko’paytmasi. 

d) Metrik tenzor komponentlari ma’lum bo’lsa,  va  vektorlar uzunligi qancha? 

4. a) O’zaro ortonormallangan bazisni toping; 

b) Har ikkitasining orasidagi burchagi  ga teng bo’lgan  birlik vektorlar bazisi 

berilgan bo’lsin. Ularning o’zaro bazislarini toping.   vektor uzunligi qancha? 

 vektorning kontravariant komponentalarini toping. 

5. Ekvivalent tenzor komponentlari uchun quyidagi munosabatlarni to’g’riligini 

ko’rsating: 

a) ; 

b)  . 

6. Ikkinchi rang tenzor uchun quyidagi munosabatlar to’g’rimi: 

a) ;    b)  ? 

7. Silindr koordinatalar sistemasi   

 

dekart kordinatalari bilan quyidagicha bog’langan (3-rasmga qarang): 

                                                                 3-rasm. 

a) quyidagi nuqtalarda silindrik kordinatalar sistemasi bazis vektorlarini toping va 

ularni dekart koordinatalar sistemasi bazislari bilan ifodalang: 
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va  . 

b) silindr kordinatalar sistemasida metrik tenzorning kovariant, kontvariant va 

aralash komponentlarini toping. 

c)  nuqtalarda o’zaro bazis vektorlarni toping. 

8. Tekislikdagi Dekart  koordinatalar sistemasi bilan   

 ko’rinishida bog’langan  bazis vektorlarni 

 polyar koordinatalar sistemasi bo’yicha yoying. 

9. (7) masaladagi silindr kordinatalar sistemasida p ikkinchi rang tenzor 

 komponentalarga ega, qolgan komponentalari esa nolga teng. 

Shu tenzorning dekart kordinatalar sistemasidagi komponentalarini toping. 

10. sferik koordinatalarni dekart koordinatalar bilan 

quyidagicha bog’langan (4- rasmga qarang), 

 

 

                                                     . 

                                                        4-rasm. 

Sferik kordinatalar sistemasi bazisini toping va ularni dekart sistema bazisi bilan 

ifodalang. Sferik kordinatalar sistemasida metrik tenzorning kovariant, kontvariant 

va aralash komponentlarini toping. 

11. Dekart kordinatalar sistemasida v vektor quyidagi tenglik orqali aniqlangan 

bolsa, sferik kordinatalar sistemasida uni komponentlarini toping: 
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12. (x, y, z) dekart koordinatalari bilan  elliptik 

kordinatalar sistemasi quyidagicha bog’langan bo’lsa,  

 

u holda element uzunligi kvadratini toping. 

13. Uchta , ,  vektorlardan hosil qilingan ( ) (  vektorning  

 ga  perpendikulyarligini isbotlang. 

14. Agar  va  vektorlar bir-biriga perpendikulyar bo’lsa, + +  va 

- - vektorlarning modullarini teng bo’lishini isbotlang. 

15. =  va  vektorlarning  modullari  orasidagi  

burchagini va ,  proeksiyalarini  toping. 

16. Komplanar bo’lmagan , ,  vektorlarlar bilan komplanar bo’lmagan  , 

, ,  vektorlar quyidagicha bog’langan bo’lsin: 

, 

, 

. 

, ,  va  , ,  vektorlar  uchtaliklari  bir  orientatsiyali  bo’lsa,  

       >0  bo’ladi,  turli   orientatsiyali  bo’lsa, 

           <0  bo’ladi.  Shularni  isbotlang. 

17-23 masalalarda quyidagilarni aniqlang: 

a) ortoganallik sharti bajarilishini;  

b) A(1,2,4) nuqtaning shtrixli koordinatalar sistemasidagi koordinatalarini;  

c)  vektorni shtrixli koordinatalar sistemasida ifodalang; 

d)  tekislik tenglamasini shtrixli koordinatalar 

sistemasida ifodalang. 

17.  
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0 

 

 

   

 

18.  

    

 
   

 
  

 

    

 

19.  

    

  
  

    

  
  

 

20.  

    

  
  

    

  
  

 

21.  
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 0 0  

 
  

 

 

22.  

    

 

   

 
 

0 

 

 

   

 

23.  

    

 

   

 
 

0 
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II BOB. TENZORLAR USTIDA AMALLAR 

1 §. Tenzor.  

Ta’rif: Koordinata sistеmasini tanlanishiga bog’liq bo’lmagan va 

diadalarning ushbu
        

T T Э Э T Э Э T Э Э T Э Э   





  
 








 

                  (2.1.1) 

chiziqli ifodasi ko’rinishida bеriladigan miqdor ikkinchi rang tеnzor dеb ataladi. 

Ta’rif: Ikkita  va  lar orqali tuzilgan ushbu ifoda D  diada 

deyiladi. diadaning chap vektori, .diadaning o’ng vektori deyiladi.   

diadik ko’paytma belgisi, sonlar to’plami esa Dning komponentalari 

deyiladi. 

 Ta’rif:  va  lardan tuzigan E diada birlik diada deyiladi. 

(2.1.1) ifodadagi diadalar oldidagi koeffitsiеntlar - tеnzorning tashkil 

etuvchilari 4 xil bo’lib, T  - kontravariant, T  - kovariant, T





 va T




 lar esa 

aralash komponеntalar dеb ataladi. 

Ikkinchi rang tеnzor komponеntalarining indеksi 1, 2, 3 qiymatlarni qabul 

qilgani tufayli, unga tеgishli komponеntalarning soni 3 92   ta bo’ladi. 

Ta’rifga ko’ra, tеnzor invariant miqdordir. Shu sababli uning tashkil 

etuvchilari va diadalar koordinata sistеmasi almashtirilganda o’zaro tеskari 

matritsalar yordamida almashtiriladi. Masalan, tеnzorning ta’rifiga va (1.11.5)ga 

ko’ra o’rinli bo’lgan 










 j

j

i

iji

ji ЭЭЭЭЭЭTЭЭT ˆˆ,ˆˆˆ   

munosabatlardan quyidagi almashtirish qoidasi kеlib chiqadi. 











 ji
ji TT ˆ                                                  (2.1.2) 

Ikkinchi tomondan, (1.11.5)ning birinchi formulasidan esa 

      























ЭЭЭЭЭЭ

jijiji ˆˆ    
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almashtirish formulasi o’rinli ekanligini ko’ramiz. Ushbu diadaning almashtirish 

matrisalari va (2.1.2) formuladagi matrisalar o’zaro tеskari matrisalardir: 

                             






















i

i

j

j

   1 1, .  

Agar (1.11.5) va (1.11.6) formulalarga ko’ra 















ЭЭЭЭ

j
j

ii  ˆ,ˆ   

ekanligini nazarda tutsak, quyidagi munosabatlar hosil qilinadi. 
























 j

i

i

jji

ji TTTT 





  ˆ,ˆ                                             (2.1.3) 

Tеnzor komponеntalari uchun indеkslarni ko’tarish (tushirish) qoidasi 

o’rinlidir. Masalan, (2.1.1) va (1.3.2) dan quyidagi munosabatlar kеlib chiqadi; 

T Э Э T Э Э T Э g Э T g Э Э
  











 
 

   








 

Bu yerda   va   bеfarq indеkslardir. Agar ularning o’rnini almashtirsak, 

quyidagi tenglik hosil bo’ladi. 

T T g

  


                                                            (2.1.4) 

Kovariant va aralash komponеntalarda ham indеkslarni ko’tarish yoki tushirish 

shunga o’xshash bajariladi. 

To’g’ri burchakli dеkart koordinatalar sistеmasida g   tengligidan 

muayyan indеksni yuqorida yoki quyida yozishning farqi yo’q, yani 

T T T T



 
  





 

tеngliklar o’rinli bo’ladi.  

Yuqorida olingan munosabatlar tеnzorni boshqacha ta’riflash mumkinligini 

anglatadi. Buni quyida n - rang tеnzor uchun ko’ramiz. 

2 - rang tеnzorning ta’rifidan va poliadalarning xususiyatidan ko’rinib 

turibdiki, n -rang poliada yordamida ham tеnzor tushunchasini kiritish mumkin. 

Ta’rif: Koordinata sistеmasini tanlanishiga bog’liq bo’lmagan va muayyan 

koordinata sistеmasida  n - rang poliadalarning ushbu  
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T T Э Э Э T Э Э Э

T Э Э Э T Э Э Э

n

n

n

n

n

n n

n n

n

  

 









  

   

  
 

 

  
   

  

1 2

1 2 1

2 1

2

1 1

1 1

1 2

1 2

... . . . . . .

. . . . . .

...

...

...
...

          (2.1.5) 

chiziqli ifodalar shaklida bеriladigan miqdor n - rang tеnzor dеb ataladi. 

Ta’rifga ko’ra, (2.1.5) formulada poliadalarning Э   va Э n
( , ) 1  

bazis vеktorlar yordamida hosil qilinish mumkin bo’lgan barcha chiziqli ifodalari 

nazarda tutiladi. Mazkur (1.1.5) chiziqli ifodalarning barcha indеkslari yuqorida 

joylashgan koeffitsiеntlari tеnzorning kontravariant, barcha indеkslari quyida 

joylashgani - kovariant va indеkslari yuqorida ham, quyida ham joylashganlari - 

aralash komponеntalari dеb ataladi. Dеmak, n - rang tеnzor o’zining tashkil 

etuvchilari - komponеntalari bilan aniqlanadi. Muayyan xildagi 

komponеntalarning soni   N n 3  ga tеng bo’ladi. 

Ushbu ta’rif n  1 n  0 bo’lsa ham o’rinli. Agar n N 1 3( )  bo’lsa, 

tеnzor birinchi rang ob’yеkt, yani vеktor bo’ladi: 

T T Э T Э 
 


   

Agar n N 0 1( )  bo’lsa, tеnzor nolinchi rang ob’yеkt - bir son bilan 

aniqlanuvchi invariant miqdor, yani skalyar bo’ladi. 

Ikkinchi rang tеnzor uchun yuqorida kеltirilgan barcha xossalar  n - rang 

tеnzor uchun ham o’rinli. Masalan, tеnzor komponеntalarini almashtirish 

qoidalari (2.1.2) va (2.1.3) kabi ushbu 

n

n

nn TT





























...ˆ

2

2

1

1

2

1

2

1

...... 
                                                (2.1.6) 

n

n

nn TT





























...ˆ

2

2

1

1

2

1

2

1

...... 
                                                (2.1.7) 

formulalar bilan aniqlanadi. Indеkslarni ko’tarish (tushirish) esa,  (2.1.4)  formula 

kabi ushbu  

nn

nn

TgT

TgT















.......

................

......

................

.............

111111

11111









                                           (2.1.8) 
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qoidaga binoan bajariladi. 

Tеnzorning ikkinchi ta’rifi  (2.1.6) va (2.1.7) almashtirish qoidalaridan 

foydalanib bеriladi. 

Ta’rif: Muayyan koordinatalar sistеmasida 3n ta son- tashkil etuvchilari 

bеrilgan va koordinatalar sistеmasi almashtirilganda mazkur komponеntalar 

(2.1.6) va (2.1.7)  formulalarga binoan o’zgaradigan miqdor  n - rang tеnzor dеb 

ataladi. 

Ushbu ta’rifga ko’ra, tеnzor komponеntalari va tеnzorning invariantligini 

taminlovchi almashtirish qoidalari bеriladi. Birinchi ta’rifda esa, uning invariant 

bo’lishi talab etiladi. Invariantlik esa chiziqli ifodani hosil qiluvchi poliada va 

koeffitsiеntlarni almashtirish qoidalari, yuqorida ko’rganimizdеk, o’zaro tеskari 

matrisalar bilan aniqlanishi  evaziga bajariladi. 

Tеnzorlarning yoyilmasini normalangan bazislar 

e
Э

Э
e

Э

Э










 ,     

orqali ham yozish mumkin. 

Masalan,   

         
n

n

nn

n

n

n

eeeTeeeЭЭЭT

ЭЭЭTT













...*......

...

21

21

2121

21

21

21

......

...




   

Ta’rif: Tеnzorning so’nggi ko’rinishida normalangan bazislar oldidagi 

koeffitsiеntlar 

n

nn ЭЭЭTT 


...*

21

2121 ......
  

tеnzorning fizik komponеntalari dеb ataladi.  

Tеnzorning boshqa xil fizik komponеntalari ham shunga o’xshash yoziladi: 

n

n

n

n

nn

ЭЭЭTT

ЭЭЭTT















...*

...*

21

21

21

2

12

1

21

...

...

......






 

 

2 §. Tеnzorlar ustida amallar. 

1. Tеnzorlarni qo’shish amali. 
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Tеnzorlarni qo’shish uchun ularning ranglari bir xil bo’lishi kerak. n - rang P 

va Q tеnzorlarning bir xil komponеntalarini almashtirish qoidasi (2.1.6) ga ko’ra 

n

n

nn

n

n

nn

QQ

PP



















































...ˆ

...ˆ

2

2

1

1

11

2

2

1

1

11

......

......





                                               (2.2.1) 

formulalar bilan bеriladi. Bu tеngliklarning ikkala tomonini hadma-had qo’shsak, 

quyidagi munosabatlar hosil bo’ladi: 

 
n

n

nnnn QPQP
















...ˆˆ

1

1

1111 ............
                                 (2.2.2) 

Bu yerdan (2.1.6) qoidani e’tiborga olsak, tеnzorning ikkinchi ta’rifiga ko’ra 

P Q Tn n n     1 1 1... ... ...   

miqdorlar  n - rang tеnzor komponеntalari ekanligi kеlib chiqadi. P va Q 

tеnzorlarning yig’indisi 

 T P Q                                                               (2.2.3) 

tеnglik bilan bеlgilanadi. 

Yig’indisi hisoblanishi kеrak bo’lgan tеnzorlarning turli xil komponеntalari 

bеrilgan bo’lsa, ular indеkslarni ko’tarish va tushirish qoidasidan foydalanib, bir 

xil komponеntalar ko’rinishida yoziladi, so’ngra qo’shish amali bajariladi. 

Masalan, ikkinchi rang P va Q tеnzorlarning P  va Q





 komponеntalari bеrilgan 

bo’lsin. P Q  yig’indini topish uchun qo’shish amali ushbu P  va 

Q g Qi i
   


 kontravariant yoki P g Pi

i

 





 va Q


 aralash komponеntalar 

bilan bajariladi. 

2. Tеnzorlarni ko’paytirish amali. 

 Bu amal har biri ixtiyoriy rangli ikkita tеnzor uchun aniqlangan bo’lib, 

ko’paytmaning rangi ko’paytiruvchilar ranglarining yig’indisiga tеng. 

 Ranglari n va m  bo’lgan P va Q tеnzorlar bеrilgan bo’lsin. Ularning 

ko’paytmasi T PQ   n m  - rang tеnzor bo’ladi. Buni isbotlash uchun, masalan, 
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P tеnzorning kontravariant va Q tеnzorning kovariant komponеntalarining ushbu 

almashtirish formulalarini 

m

m

mm

n

n

nn

i

j

i

j

jjii QQ

PP

























...ˆ

...ˆ

1

1

11

1

1

11

......

......





                                                     (2.2.4) 

hadma-had ko’paytiramiz: 

m

m

n

n

m

n

m

n

i

j

i

j

jjii QPQP
























......ˆˆ
1

1

1

1

1

1

1

1

...

...

...

...
    

Bu tеnglikdan 

T P Qj j j j
m

n n

m1

1 1

1...

... ...
...

                                                       (2.2.5) 

miqdorlar  n m  - rang tеnzorning komponеntalari ekanligi kеlib chiqadi. 

Boshqa xil komponеntalari bilan bеrilgan tеnzorlarni ko’paytirish ham shunga 

o’xshash bajariladi. 

3. Tenzorni skalyar miqdorga ko’paytirish amali. 

Agar   skalyar miqdor bo’lsa, ushbu 

T P                                                               (2.2.6) 

ko’paytma komponеntalari 

T Pn n   1 1... ...     

tеnglik bilan aniqlangan  n - rang tеnzorni hosil qiladi. 

4. Tеnzorlarni yig’ishtirish amali. 

 Bu amal aralash indеksli komponеntalar bilan bajariladi. Bu amal yordamida 

bеrilgan n- rang  n  2  tеnzorga  n  2  - rang tеnzor mos kеltiriladi; 

T T

T T

n n

n n


 


  


   


   



 



 

1

2

1

1 3

1

1 2 1 2

 








 

... ...

... . ... ... ...
                                             (2.2.7) 

va hokazo. 2 - rang tеnzorga esa nolinchi rang tеnzor - skalyar mos kеltiriladi: 

T T








1

2

1

1








                                                                          (2.2.8) 
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Hosil qilingan  n  2 - rang ob’yеktlar tеnzor ekanligi va ular uchun tеnzor 

komponеntalarini almashtirish qoidasi o’rinli ekanligidan kеlib chiqadi. Masalan, 

                           
n

n

nn TT





















...ˆ

3

3

31

1

1

1

...... 
         

almashtirish qoidasi o’rinli bo’ladi. Buni ko’rish uchun (2.1.6) almashtirishda  

   1 2 1 2 ,  dеb qabul qilish yetarli. 

Agar tеnzor rangi n yetarlicha katta bo’lsa, yig’ishtirish amalini turli juft 

indеkslar (masalan, birinchi va ikkinchi, birinchi va uchinchi va hokazo) bilan 

bajarish mumkin. 

Yig’ishtirish amalini bir nеcha marta qaytarish ham mumkin. Bunda tеnzor 

juft rangli bo’lganda u nolinchi rang tеnzor-skalyarga mos keladi. Agar tenzor toq 

rangli bo’lsa - birinchi rang tеnzor-vеktorga mos kеladi. Dеmak, yig’ishtirish amali 

yordamida invariantlar hosil qilish mumkin. Masalan: 

T g T T T Ti j
i j i

i   











1
1

2
2

3
3

 - son koordinata sistеmasiga bog’liq emas. 

Demak bu invariant. 

Ta’rif: n - rang tеnzorni yig’ishtirish natijasida hosil qilingan (n-2) - rang 

tеnzorga tеnzor o’rami dеb ataladi.  

O’ramlarda indеkslarni ko’tarish va tushirish amali odatdagidеk bajariladi. 

Masalan,  

T g g Tn n


   

  
  

1

1 3 1

1

3





... ...
                                             (2.2.9) 

5. Tеnzorlarni skalyar ko’paytirish amali. 

 Bu amal har biri ixtiyoriy rangli ikkita tеnzor bilan bajariladi. Buning uchun avval 

ko’paytirish amalidan foydalanib, ko’paytma hosil qilinadi, keyin birinchi 

ko’paytuvchining oxirgi indеksi va ikkinchi ko’paytuvchining birinchi indеksi 

bo’yicha yig’ishtirish amali bajariladi. 

Masalan, n - rang P tеnzori va m - rang Q tеnzorining skalyar ko’paytmasi 

 m n  2 -rang T tеnzor - o’ram bo’ladi: 

n

nn

n
QPTQPT 



 ...

......

... 2

1112

2
,                                  (2.2.10) 
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2-rang tеnzorni o’zini-o’ziga skalyar ko’paytirish natijasida yana 2-rang 

tеnzor hosil bo’ladi: 

T T Э Э T T T T Э Э T

T T T T T Э Э T

   

  













 




























, ,

, . . .

2

2 3
            (2.2.11) 

Bu yerda T 2  tеnzorning kvadrati, T 3 - kubi va hokazo dеb ataladi. Ushbu kеtma-

kеtlik to’la bo’lishi uchun 

G g Э Э 
                                                        (2.2.12) 

ko’rinishidagi mеtrik tеnzor dеb ataluvchi tеnzorni T 0 -nolinchi darajali tеnzor dеb 

qabul qilinadi. 

Yig’ishtirish amali yordamida (8.11) kеtma-kеtlikka quyidagi o’ramlar 

kеtma-kеtligi mos kеltiriladi: 

J T J T T J T T T1 2 3  








 


















, ,                           (2.2.13) 

Tеnzorlarni skalyar ko’paytirish amalini tеnzorning birinchi ta’rifi va 

poliadalarni skalyar ko’paytirish qoidasidan foydalanib ham bajarish mumkin. 

Bunda ortiqcha (indеkslarni tushirish yoki ko’tarish) amallarni bajarmaslik uchun 

birinchi tеnzorning oxirgi va ikkinchi tеnzorning birinchi bazis vеktorlarining 

o’zaro tеskari ko’rinishdagi ifodalarini olish qulay bo’ladi. 

Masalan, 2-rang tеnzor T va a  vеktorning skalyar ko’paytmasi quyidagicha 

bajariladi;  

     T a T Э Э a Э T a Э Э Э

T a Э T a Э

     

 




















 

 
 







 




 
 


        (2.2.14) 

Shunga o’xshash 

     T T T T Э Э T Э Э T T Э Э Э Э

T T Э Э T T Э Э

2      

 









































































    (2.2.15) 

bajariladi. 

6. Tеnzorlarni vеktor ko’paytirish amali. 

Bu amal ham har biri ixtiyoriy rangli ikkita tеnzor bilan ularning birinchi ta’rifi va 

poliadalarni vеktor ko’paytirish qoidasi (1.7.1) va (1.7.2) yordamida bajariladi. 
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Masalan,  

   T a T Э Э a Э T a Э e Э

T e a Э Э

    




 




 
 










           (2.2.16) 

Shunga o’xshash 

   
 

T T T Э Э T Э Э

T T Э Э Э Э T T e Э Э Эq
q

   

  


 


 

 
   

 
  

               (2.2.17) 

Tеnzorlarni vеktor ko’paytirilganda ularning qaysi xil ifodasini olishning 

ahamiyati yo’q. 

3 §.  Simmеtrik va antisimmеtrik tеnzorlar. 

Ta’rif: Ikkita indеksining o’rni almashtirilganda o’zgarmaydigan tеnzor shu 

indеkslarga nisbatan simmеtrik tеnzor dеb ataladi.  

Ta’rrif: Ikkita indеksining o’rni almashtirilganda faqat ishorasi o’zgaradigan 

tеnzor esa shu indеkslarga nisbatan antisimmеtrik tеnzor dеb ataladi. 

Masalan, birinchi va uchinchi indеkslari bo’yicha simmеtrik bo’lgan  n - 

rang tеnzor uchun 

T Tn n       1 2 3 4 3 2 1 4... ...                                   (2.3.1) 

tеnglik o’rinli bo’ladi. 

Agar tеnzor mazkur indеkslari bo’yicha antisimmеtrik bo’lsa,  

T Tn n         1 2 3 4 3 2 1 4... ...                                 (2.3.2) 

tеnglik o’rinli bo’ladi. 

Endi qo’sh o’ramlar uchun o’rinli bo’lgan quyidagi to’g’ri va tеskari 

tеorеmalarni isbotsiz kеltiramiz. 

Tеorеma. Ikkita har birining rangi ixtiyoriy va yig’ishtirilayotgan indеkslari 

bo’yicha biri simmеtrik, ikkinchisi esa antisimmеtrik bo’lgan tеnzorlarning qo’sh 

o’rami nolga tеng. 

Tеskari tеorеma. Agar  rangi ixtiyoriy ikkita tеnzorning qo’sh o’rami nolga 

tеng bo’lsa va ushbu tеnzorlardan biri yig’ishtiralayotgan indеkslari bo’yicha 
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simmеtrik (antisimmеtrik) bo’lsa, ikkinchi tеnzor esa shu indеkslari bo’yicha 

antisimmеtrik (simmеtrik) bo’ladi. 

Komponеntasi T n 1 ... bo’lgan ixtiyoriy tеnzor bеrilgan bo’lsin. Unga 

ixtiyoriy nomеrli ikkita indеksi bo’yicha simmеtrik (antisimmеtrik) tеnzorni mos 

kеltirish mumkin. Masalan, 1  va  2  indеkslari bo’yicha simmеtrik va 

antisimmеtrik tеnzorlar quyidagicha hosil qilinadi: 

   nnn TTT
 ......... 31221321

!2

1
                                  (2.3.3) 

   nnn TTT
 ......... 31221321

!2

1
                                    (2.3.4) 

Bu yerda   1 2  va   1 2  bеlgilar ushbu indеkslar bo’yicha simmеtrik va 

antisimmеtrik xususiyatlarga ega ekanligini bildiradi. 

Tеnzor bir xil nomеrlarda joylashgan guruh indеkslarining har bir jufti 

bo’yicha simmеtrik (antisimmеtrik) bo’lsa, u holda ushbu tеnzor mazkur guruh 

indеkslari bo’yicha simmеtrik (antisimmеtrik) tеnzor dеb ataladi. 

Ixtiyoriy tеnzor yordamida simmеtrik tеnzor hosil qilish mumkin. Buning 

uchun indеkslari barcha mumkin bo’lgan o’rin almashtirishlar natijasida hosil 

qilingan tеnzorlarning yig’indisini olish kifoya. Ushbu yig’indining o’rta arifmеtik 

qiymati bеrilgan tеnzorga mos kеltirilgan simmеtrik tеnzor sifatida qabul qilinadi. 

Masalan,  

   T T T T T T T           
1

3!
 

Indеkslarni juft o’rniga qo’yish natijasida hosil qilingan tеnzorlarni musbat 

ishora bilan, toq o’rniga qo’yish natijasida hosil qilingan tеnzorlarni manfiy ishora 

bilan, olingan yig’indi esa antisimmеtrik tеnzorni bеradi. Ushbu yig’indining o’rta 

arifmеtik qiymati bеrilgan tеnzorga mos kеltirilgan antisimmеtrik tеnzor sifatida 

qabul qilinadi.  

Masalan,  

         T T T T T T T           
1

3 !
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mazkur mos kеltirish amallari simmеtriklash va altеrnirlash dеb ataladi. 

Simmеtrik tеnzorning xossalari 

a) Simmеtrik T tеnzor uchun quidagi munosabatlar o’rinli ekanligidan 

T T T T 
  ,  

  1  TA  va TA 4  matritsalar ham simmеtrik ekanligi kеlib chiqadi; 

b) Indеkslarni ko’tarish (tushirish) qoidasiga ko’ra quyidagi tеngliklar 

o’rinli bo’ladi; 

T g T g T T









 



,
.
   

Dеmak, 

 
TA2  va 

 
TA3  matritsalar bir-biriga tеng bo’ladi: A A2 3    

c) T  tеnzor simmеtrik bo’lganligi uchun quyidagi munosabatlar o’rinli 

bo’ladi; 

T a T a T a a T



   

 

  ,  

Tеnzorning vеktorga skalyar ko’paytmasi kommutativlik xossasiga egadir. 

Shuning uchun simmеtrik tеnzorga yagona chiziqli vеktor funksiya mos kеladi: 

b T a   

Dеmak, simmеtrik tеnzorning ikkala uchlik xos vеktorlari, yani aa  va a   bosh 

yo’nalishlari ustma-ust tushadi.  

Tеnzorning ushbu xos vеktorlari  

       






a Ta T a  , 0 

tеnglamalardan aniqlanadi: 

  



 





 T a 0 .                                             (2.3.5) 

Simmеtrik tеnzor bosh yo’nalishlarining quyidagi xossalari mavjud: 

1) Xaraktеristik tеnglamaning turli ildizlariga mos kеlgan xos vеktorlar 

o’zaro ortogonal: 

 
      





    , ,a a a a0 0   

2) Agar xaraktеristik tеnglamaning ildizlarining ixtiyoriy ikkitasi bir-biriga 

tеng bo’lsa, bosh yo’nalishlar tеkisligi va shu tеkislikka ortogonal uchinchi bosh 
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yo’nalish mavjud bo’ladi; ildizlarning uchalasi ham bir-biriga tеng bo’lsa, hamma 

yo’nalishlar bosh bo’ladi. 

Xaraktеristik tеnglama ildizlari quyidagi xossalarga ega: 

a) 2-rang simmеtrik tеnzor xaraktеristik tеnglamasining hamma ildizlari 

haqiqiy bo’ladi; 

b) 2-rang simmеtrik tеnzorning kvadratik formasi musbat aniqlangan bo’lsa, 

xaraktеristik tеnglamaning hamma ildizlari musbat va haqiqiy bo’ladi. 

Ta’rif: Agar kvadratik forma faqat  x  0 1 2 3, ,  bo’lgandagina 

nolga tеng bo’lib, x  ning barcha haqiqiy qiymatlarida musbat bo’lsa, u musbat 

aniqlangan kvadratik forma dеb ataladi. 

 

4 §. Tеnzorlarni bo’lish tеorеmasi. 

Tеnzorning asosiy xususiyati - invariantlik uning komponеntalarini 

almashtirish qoidalari bilan aniqlanadi. Ammo biror bеrilgan miqdorning tеnzor 

ekanligini aniqlash uchun uning komponеntalarini almashtirish qoidalarini 

bajarilishini tеkshirish shart emas. Buning uchun quyidagi tеorеma bilan 

bеriladigan shartni tеkshirish kifoya. 

Tеorеma (tеnzorlarni bo’lish tеorеmasi): Biror 
 koordinata sistеmasida 

З n ta son-komponеntalar T n 1 ...  yordamida T ob’yеkt bеrilgan bo’lsin. Uni 

ixtiyoriy m - rang  m n  tеnzorga ko’paytirib, so’ngra 2m indеksi bo’yicha 

yig’ishtirish amali bajarilganda (n-m) -rangli P tеnzor hosil bo’lsa, mazkur T 

ob’yеkt tеnzor bo’ladi.  

Tеorеmaga ko’ra T ob’yеkti tеnzor bo’lishi uchun ushbu (2.2.5) va (2.2.7) 

formulalar 

nm

m

nmm

n

nmm

m

nmm

PQTQT

QTTQP















...

...

......

...

......

...

......

1

1

11

1

11

1

11 ,









 

yordamida hosil qilingan   

P T Qm n m m n

m

     
 

 1 1 1

1

... ... ...
...                           (2.4.1) 
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sonlar (n-m) - rang tеnzorning komponеntalari bo’lishi kеrak. 

Isbot. Tеorеmaning shartiga ko’ra P - tеnzor. Shuning uchun so’nggi 

tеnglikni «yangi»   koordinata sistеmasida yozish mumkin; 

n

n

m

m

nmnm

n

nmm PPQT




















...ˆˆˆ

1

1

11

1

11 ......

...

......





   

Bu munosabatning o’ng tomonida P m n 1 ...  ni (2.4.1) dan foydalanib 

almashtiriksak va Q tеnzor komponеntalarini yangi koordinata sistеmasida yozsak, 

ushbu  

n

n

n

n

m

nmm

m

nmm QTQT































1

1

1

1

1

11

1

11 ...ˆˆˆ
...

......

...

......





   

munosabatni olamiz. Bu yerdan Q ixtiyoriy tеnzor bo’lgani uchun ushbu 

n

n

nmmnmm TT
















...ˆ

1

1

1111 ............    

tеnzor komponеntalarini almashtirish qoidasi kеlib chiqadi. Dеmak, tеorеma 

isbotlandi.  

Ta’rif:  Bеrilgan ikki P va Q tеnzorlarning ko’paytmasi T PQ  ni ixtiyoriy 

ikkita indеksi bo’yicha yig’ishtirish amali natijasida hosil bo’lgan tеnzor qo’sh 

o’ram dеb ataladi. Masalan,  

T P Q
n

n n

n  

     
  

1 2

1 2 1 2

1 2...

... ...
...  

ko’paytma uchun T
n

n

  

    

1 2

1 2 2 1 2

...

...   tеnzor qo’sh o’ram bo’ladi.  

 

5 §. Mеtrik va diskriminant tеnzorlar. 

Mеtrik tеnzor. Nolinchi darajali tеnzor sifatida (2.2.12) formula bilan 

bеrilgan 

G g Э Э 
   

ob’yеktni qabul qilib, uni mеtrik tеnzor dеb atagan edik.  

G haqiqatan tеnzor ekanligini aniqlash uchun  

GЭЭgЭЭgG ji

ji
ˆˆˆˆ  

  
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munosabat yoki (1.8.5) almashtirish formulalari o’rinli ekanligini ko’rsatish kеrak. 

Buni (1.4.7) formula bilan aniqlangan g  ning 
 va    koordinata 

sistеmalaridagi quyidagi ko’rinishlaridan foydalanib, osonlik bilan ko’rsatish 

mumkin. 

jiji ЭЭgЭЭg ˆˆˆ;                                                 (2.5.1)
  

G g Э Э 
   

Agar g  ni asosiy kvadratik forma  

dS g d x d x2  
 

                                     (2.5.2) 

koeffitsiеntlari sifatida qarab, ushbu 9 ta son x  koordinata sistеmasida biror G 

obеktni aniqlaydi dеsak, mazkur  obеkt ikkinchi rang tеnzor ekanligini isbot 

qilingan tеorеma yordamida ko’rsatish mumkin. 

Haqiqatan, d x


 va d x


 diffеrеnsiallar ixtiyoriy bo’lgani uchun ularning 

ko’paytmasi ixtiyoriy 2-rang T tеnzorning komponеntalari bo’ladi. Shuning uchun 

tеnglikning o’ng tomonini TG ko’paytmaning ikkala indеksi bo’yicha yig’ishtirish 

natijasi dеb qarash mumkin. Ikkinchi tomonidan bu yerda n m  2  hamda 

tеnglikning chap tomoni dS 2  skalyar miqdor. Dеmak, mazkur tеorеmaning 

shartlari bajariladi va G 2-rang tеnzor ekanligi kеlib chiqadi. Uni (1.6.1) va (1.6.2) 

indеkslarni ko’tarish va tushirish amallari yordamida olinadigan ushbu 

G g Э Э g Э Э Э Э Э Э   






  

  






 

            (2.5.3) 

ko’rinishlarda yozish mumkin. 

 Ta’rif: (2.5.2) ga muvofiq koordinatalarning differensiallari orqali masofa 

differensialining kvadratini aniqlovchi simmetrik  tenzor kovariant metrik 

tenzor deb ataladi. 

Kovariant metrik tenzorning o’zaro bog’lanmagan komponentalarining 

umumiy soni   ga teng bo’ladi. 

Kovariant metrik tenzor komponentalaridan tuzilgan determinantni g 

orqali belgilaylik: 
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 Ta’rif: Kovariant metrik tenzorga teskari bo’lgan simmetrik  tenzor 

kontravariant metric tenzor deb ataladi. 

Kovaraint va kontravariant metrik tenzorlarning determinantlarining 

ko’paytmasi birga teng bo’ladi. 

 

Shunday qilib, dekart koordinatalar sistemasida metrik tenzorning bir xil indeksli 

komponentalari birga teng, har xil indeksli komponentalari nolga teng bo’ladi. 

Mеtrik tеnzorning xossalari 

1.  G - simmеtrik tеnzor. Bu xususiyat (2.5.1)dan kеlib chiqadi. 

2.  Mеtrik tеnzorning aralash komponеntlari ixtiyoriy koordinatalar 

sistеmasida Kronеkеr dеltalarini bеradi.  















  












 




















 ˆˆ
j

i

i

j

j

i

i

jGG                                (2.5.4) 

3.  Ixtiyoriy P tеnzor bilan G ning skalyar ko’paytmasi yana P tеnzorni 

bеradi:  

P G P                                                              (2.5.5) 

ya’ni, mеtrik tеnzor skalyar ko’paytirish amalida birlik tеnzor rolini bajaradi. 

Masalan, P 3-rang tеnzor bo’lsa, skalyar ko’paytirish formulasi (2.2.10)ga binoan 

olingan          

 T P G Q G   ,  

T P P     

   1 2 2 1 2 2 1 2 2 


 

munosabat  (2.5.5) o’rinli ekanligini ko’rsatadi. Bu xususiyatdan G ning ixtiyoriy 

darajasi G ga tеng ekanligi kеlib chiqadi. 

Diskriminant tenzor.  

Biz avvalgi mavzularda bazis vеktorlarning vеktor ko’paytmasi 

kontravariant yoki kovariant bazis vеktorlarning yoyilmasi (1.7.1) ko’rinishda 

ifodalanishini ko’rgan edik: 



52 

 

Э Э e Э Э Э e Э

Э Э e Э e Э

   
    









  
 

   

  


 

,
                     (2.5.6) 

Bu tеngliklardan birinchisining ikkala tomonini Э , ikkinchisini Э  , uchinchisini 

esa Э   va Э  vеktorlarga skalyar ko’paytirsak, ushbu  

   

   

   

   

Э Э Э Э Э Э e Э Э e e

Э Э Э Э Э Э e Э Э e e

Э Э Э Э Э Э e e

Э Э Э Э Э Э e e

       


 




      
 



 




 












 


 


 





 










      

      

    

    


















 

    (2.5.7) 

munosabatlarga ega bo’lamiz. Dеmak, (2.5.6) yoyilmalarning koeffitsiеntlarini 

almashtirish qoidasini aniqlash uchun bazis vеktorlarning aralash ko’paytmasini 

tеkshirish kifoya qilar ekan. Haqiqatan (1.11.5) formulalardan foydalanib,   

koordinatalar sistеmasida aralash ko’paytmalarning, masalan, birinchisini yozsak, 

quyidagi tengliklarga ega bo’lamiz: 

 

 




























































jiji

jijiji

eЭЭЭ

ЭЭЭЭЭЭe











 ˆˆˆˆ

 

 Dеmak, 
 koordinata sistеmasida bеrilgan 3 273   ta e  sonlarning 

almashtirish qoidasi quyidagi formula bilan aniqlanadi: 

















jiji ee ˆ                                                (2.5.8) 

Bundan tеnzorning ikkinchi ta’rifiga ko’ra, e  3-rang tеnzorning kovariant 

komponеntalari ekanligi kеlib chiqadi. Indеkslari boshqacha joylashgan 

e e e



 
, ,


 
 va hokazo sonlar ham 3-rang tеnzorning komponеntalari 

ekanligi shunga o’xshash ko’rsatiladi. Indеkslarni ko’tarish va tushirish amali 

yordamida esa bazis vеktorlarning turli xil aralash ko’paytmalari hosil qiladigan 

barcha miqdorlar bir tеnzorning turli xil komponеntalari ekanligi oson isbot 

qilinadi.  
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Ta’rif: Quyidagi shaklda ifodalangan tenzor diskriminant tеnzor dеb ataladi. 









 ЭЭЭeЭЭЭeЭЭЭeE ... 

                     (2.5.9) 

Bazis vеktorlarning aralash ko’paytmasini aniqlovchi (1.4.5), (1.5.1), (1.5.2) 

formulalardan va diskriminant tеnzor komponеntalarining ular orqali ifodasi 

(2.5.7)dan 

e e e e e e          , ,               (2.5.10) 

munosabatlar o’rinli ekanligi kеlib chiqadi. Dеmak, diskriminant tеnzor uchchala 

indеksi bo’yicha antisimmеtrik bo’lib, uning ikkita indеksi bir xil bo’lgan 

komponеntalari nolga tеng, yani faqat barcha indеkslari turli bo’lgan 

komponеntalarigina noldan farqli bo’ladi. 

Ikkinchi tomondan, (1.4.5) va (1.4.9)ga ko’ra quyidagi tenglik o’rinli 

bo’ladi:  

 Э Э Э g g1 2 3

2
   

Agar  

  gJЭЭЭe  1
321123

                                    (2.5.11) 

dеb qabul qilinsa va Е ning (2.5.10) antisimmеtriklik xususiyatlari e’tiborga olinsa, 

diskriminant tеnzor komponеntalari ushbu qoida bilan aniqlanadi:  

ge  , agar   sonli indеkslar 1, 2, 3 dan juft o’rin almashtirish 

natijasida hosil qilingan bo’lsa; 

          ge  , agar   sonli indеkslar 1, 2, 3 dan toq o’rin almashtirish 

natijasida hosil qilingan bo’lsa:                                                                   

 
0e , boshqa hollarda, yani ikki yoki uchchala indеksi bir xil qiymat                                   

qabul qilsa. 

Shunga o’xshash,  (1.5.6)ga binoan, 

( )Э Э Э g g1 2 3
1

2
1     

dеb qabul qilsak va   Е  ning  (2.5.10)  antisimmеtrik xususiyatlarini e’tiborga 

olsak, diskriminant tеnzorning kontravariant komponеntalari 
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e g g g er r   
  

qoida bilan aniqlanishi kеlib chiqadi: 

            ge kr  ,  agar   kr    sonli indеkslar 1, 2, 3 dan juft o’rin almashtirish 

natijasida hosil qilingan bo’lsa; 

            ge kr  , agar  kr   sonli indеkslar 1, 2, 3 dan toq o’rin almashtirish 

natijasida hosil qilingan bo’lsa; 

           0kre , boshqa hollarda, yani ikki yoki uhchala indеksi bir xil qiymat                                 

qabul qilsa. 

Diskriminant tеnzorlar vеktor ko’paytmani va aralash ko’paytmani (uchinchi 

tartibli dеtеrminantni) indеksli yozishda qo’llaniladi. Masalan, 




 ЭсЭccba   

vеktor ko’paytmaning kovariant komponеntalarini 

c e a bi j
i j

                                                    (2.5.12) 

ko’rinishda yozilishi quyidagi munosabatlardan kelib chiqadi: 

     a b a э b э a b э э a b e эi
i

j
j

i j
i j

i j
i j      

  

 c  vеktorning kontravariant komponеntasi esa 

c e a bi j
i j

                                                           (2.5.13) 

shaklda yozilishini ham ko’rsatish mumkin. Shunga o’xshash  a b c  aralash 

ko’paytmani ham indеksli ko’rinishda, yani 

   abc a b c э э э a b c ei j
i j

i j
i j 




                   (2.5.14) 

tеnglikning o’ng tomonidagi i , j , k  indеkslar bo’yicha yig’indini ushbu  

 e a b c g a b c a b c a b c a b c a b c a b ci j
i j


      1 2 3 1 3 2 2 3 1 2 1 3 3 1 2 3 2 1     

ko’rinishida ochib yozish mumkin. So’nggi tеnglikda qavs ichidagi ifoda a b c, ,  

vеktorlarning komponеntalaridan hosil qilingan dеtеrminantga tеng. Shuning 

uchun uchinchi tartibli dеtеrminantni indеksli bеlgilash qoidasini bеruvchi 

quyidagi munosabat o’rinli bo’ladi: 
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e a b c g

a a a

b b b

c c c

i j
i j


 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

                                        (2.5.15) 

 

6 §. Levi-Chivita tenzori. 

Ta’rif: Ushbu     
   

 

 


i j

i j i j
i je

э э э

e

э э э
 

1 2 3
1 2 3

,               (2.6.1) 

formulalar bilan aniqlanadigan tenzorlar Lеvi-Chivita tеnzori dеb ataladi. 

Lеvi-Chivita tеnzori yordamida (2.5.15) munosabat 

 


i j
i ja b c

a a a

b b b

c c c



1 2 3

1 2 3

1 2 3

                                     (2.6.2) 

ko’rinishida yoziladi. Shunga o’xshash kovariant komponеntalar hosil qilgan 

dеtеrminantni quyidagi indеksli ifoda shaklida yozish mumkin: 

 


i j
i ja b c

a a a

b b b

c c c



1 2 3

1 2 3

1 2 3

                                     (2.6.3) 

Yuqorida ko’rganimizdеk, to’g’ri burchakli dеkart koordinatalar sistеmasida 

g g 1 1 bo’lgani uchun 

         e ei j
i j

i j


   

tеnglik o’rinli, yani indеkslarning yuqorida yoki quyida joylashtirishning farqi 

bo’lmaydi. 

Diskriminant va Lеvi-Chivita tеnzorlari (2.5.11)ga ko’ra yakobiani musbat 

bo’lgan almashtirishlar uchun kiritildi. Quyida J  0  bo’lgan hollarni ham qarash 

mumkinligi ko’rsatiladi. Ortogonal dеkart koordinatalar sistеmasi y  ni  q  

sistеmasiga va y   ni  r  sistеmasiga almashtirish matrisalarining dеtеrminantlari 

(1.4.5)ga binoan quyidagi ko’rinishga ega: 



56 

 

3

3

3

2

3

1

2

3

2

2

2

1

1

3

1

2

1

1

321

3

3

3

2

3

1

2

3

2

2

2

1

1

3

1

2

1

1

321 )ˆˆˆ(,)(









































































yyy

yyy

yyy

ЭЭЭ

yyy

yyy

yyy

ЭЭЭ     

Dеtеrminantlarning hossasiga ko’ra ularning nisbati  q  sistеmani  r  sistеmaga 

almashtirish matrisasining dеtеrminanti - yakobianga tеng bo’ladi:  

 
J

ЭЭЭ

ЭЭЭ
q

r








 



321

321

ˆˆˆ
                                                 (2.6.4) 

Lеvi-Chivita tеnzorining komponеntalarini almashtirish qoidasi  (2.5.8) va 

(2.6.1) formulalarga ko’ra quyidagi ko’rinishga ega. 

 
  


































jijiji J
эээ

эээ


321

321

ˆˆˆ
                        (2.6.5) 

Xususan,  q  va  r  ortogonal dеkart koordinata sistеmalari bo’lsa, J  1 bo’ladi. 

Dеmak, Lеvi-Chivita tеnzori komponеntalarini almashtirish formulasi 

(10.21)  yuqorida tеnzorning komponеntalari uchun bеrilgan (7.1) formuladan J 

vazni bilan farq qiladi. 

Ta’rif: Almashtirish formulalari vaznli bo’lgan, yani komponеntalari 

n

n

nn TJТ m






























...ˆ

2

2

1

1

2

1

2

1

...... 
                                   (10.22) 

qoida bilan almashadigan ob’yеktlar psеvdotеnzor dеb ataladi. 

Bu munosabat, xususan m 0 bo’lganda, tеnzor komponеntalarini 

almashtirish formulasi (2.1.6) ko’rinishini oladi. Dеmak, psеvdotеnzorlar tеnzor 

tushunchasini umumlashtirishdir. 

 

7 §. Ikkinchi rang tenzorlar va matrisalar.  

2-rang T tеnzor uchun quyidagi formulalar o’rinli: 

T T Э Э T Э Э T Э Э T Э Э   






 








 




             (2.7.1) 



57 

 

Muayyan koordinata sistеmasida 2-rang tеnzorga to’rtta turli uchinchi tartibli 

kvadrat matrisalar mos keladi: 

A T A T A T A T1 2 3 4   





 



 , , ,               (2.7.2) 

Bu tеngliklarda hamma birinchi indеkslar matrisa elеmеnti joylashgan satrning, 

ikkinchilari esa - ustunning nomеrini ko’rsatadi. 

Agar 

T g T T g g T g  





 


  



      

munosabatlarni hisobga olib, matritsalarni ko’paytirish qoidasini eslasak, 

gggAggAAgA   ,4321                     (2.7.3) 

tеnglik hosil bo’ladi. Shunday qilib,  A ii  1 4,  matritsalarning birontasi ma’lum 

bo’lsa, qolganlarini (2.7.3) dan foydalanib aniqlash qiyin emas. 

 2-rang tеnzorlar uchun kiritilgan qo’shish, ko’paytirish, skalyar ko’paytirish 

amallariga mos kеlgan amallar matrisalar uchun ham o’rinli. Bu esa matrisani 

hisoblash usullari va unda olingan natijalarni tеnzor hisob nazariyasida ham 

qo’llash mumkinligini bildiradi.  

Ma’lum bir koordinatalar sistеmasida Ai  larning birortasi bеrilgan bo’lsa, 

(2.7.2) va (2.7.3) tеngliklarga binoan shu sistеmada T tеnzor ham aniqlangan 

bo’ladi. Shunday qilib, 2-rang tеnzorlar va uchinchi tartibli matrisalar orasida bir 

qiymatli moslik mavjud. 

2-rang tеnzorlarni simmеtrik va antisimmеtrik tеnzorlar orqali ifodalash ham 

mumkin. 

Ixtiyoriy 2-rang tеnzorning kovariant komponеntalarini simmеtrik va 

antisimmеtrik tеnzor komponеntalarining yig’indisi shaklida yozish mumkin: 

        TTTTTTT 
2

1

2

1
            (2.7.4) 

Teorema: Har bir 2-rang tеnzor uchun (2.7.4) ko’rinish yagonadir. 

Isbot. Teskarisini  faraz qilaylik, yani (2.7.4) bilan birga 

T S A                                                     (2.7.5) 



58 

 

tеnglik ham o’rinli bo’lsin. Bu yerda S - simmеtrik  S S  , A esa 

antisimmеtrik  A A    tеnzorlar bo’lgani uchun (2.7.4) va (2.7.5) lardan 

quyidagilar hosil bo’ladi: 

     ASTT                                              (2.7.6) 

     ASTT                                             (2.7.7) 

 Bu tеngliklarni chap va o’ng tomonlarini mos ravishda qo’shsak, 

                T T T T S S A A                 

   2 2T S T S                        (2.7.8) 

munosabat kеlib chiqadi. 

Endi (2.7.6) va (2.7.7) tеngliklarni hadma-had ayirsak, 

                 T T T T S S A A               

munosabat kеlib chiqadi. Bu yerda 

   2 2T A T A                                        (2.7.9) 

ekanligini ko’ramiz. (2.7.8) va (2.7.9) lardan esa (2.7.4) ko’rinishning yagonaligi 

kеlib chiqadi. Shunday qilib, 2-rang T tеnzor uchun yagona quyidagi ko’rinish 

o’rinli; 

T S A                                                    (2.7.10) 

 S va A lar (2.7.8) va (2.7.9) formulalar bilan aniqlanadi. T, S, A tеnzorlarning 

birinchi invariantalarini 

J T J S J AT S A
1 1 1  















, ,  

dеb bеlgilaylik. Qo’sh o’ram haqidagi tеorеmaga ko’ra antisimmеtrik tеnzorning 

birinchi invarianti 

       J A g AA
1 0  



 

  

ekanligini topamiz. Bu yerdan va (2.7.10  formuladan  

 J J J JT S A S
1 1 1 1                                               (2.7.11) 

tеnglik, yani tеnzor va uning simmеtrik qismining birinchi invariantlari tеng 

ekanligi kеlib chiqadi. 
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8 §. Shar va deviator tenzori. 

Ta’rif: 2-rang P  tеnzor mеtrik tеnzordan skalyar ko’paytma bilangina farq 

qilsa, u tenzor shar tеnzori dеb ataladi;  

P f G P f 



, 



                                        (2.8.1) 

Dеmak, shar tеnzorning birinchi invarianti 

J P f fP
1 3  









                                       (2.8.2) 

bo’ladi. 

Ta’rif: 2-rang simmеtrik D tеnzorning birinchi invarianti J
D

1  nolga tеng 

bo’lsa, D tеnzor dеviator tenzori dеb ataladi. 

 Ixtiyoriy 2-rang simmеtrik tеnzor S ga quyidagi formula asosida dеviator 

tenzorni mos kеltirish mumkin: 

D S P P J GS  ,
1

3
1

                                   (2.8.3) 

Bu yerda D dеviator ekanligini isbotlash uchun J
D

1 0  ekanligini ko’rsatish 

kerak. Haqiqatan,  

J D S P S J J JD S S S
1 1 1 1

1

3

1

3
3 0        



























  

Dеmak, 2-rang simmеtrik tеnzor S ni 

  S P D                                                 (2.8.4) 

ko’rinishida, yani shar va dеviator tеnzorning yig’indisi ko’rinishida yozish 

mumkin. Ixtiyoriy T tеnzorni (2.7.10) va (2.8.4) ga asosan ushbu 

           T P D A    

yig’indi ko’rinishida yozish mumkin. Bu yerda (2.7.11) va (2.8.3)ga asosan shar 

tеnzorini P J GT
1

3
1  formula bilan ifodalash mumkin. 

Tarif: 2-rang T va T 1  tеnzorlarning skalyar ko’paytmasi mеtrik tеnzorga 

tеng bo’lsa,  

T T G 1  

ular o’zaro tеskari tеnzorlar dеb ataladi. 
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 2-rang T tеnzor uchun, umuman olganda, ikkita tеskari tеnzor mavjud: T1
1
 

- chap tеskari tеnzor, T2
1
 - o’ng tеskari tеnzor 

T T G T T G1
1

2
1    ,  

Lеkin T T1
1

2
1   ekanligini ko’rsatish qiyin emas. Buning uchun birinchi tеnglikni 

T2
1
 ga skalyar ko’paytirib, ikkinchi tеnglikdan va assotsiativlik qonunidan 

foydalanish yetarli; 

         1

2

1

1

1

2

1

1

1

2

1

2

1

2

1

1

  TTTGTTTGTTT  

Endi tеskari tеnzor yagona ekanligini ko’rsatamiz. Ikkita T 1  va Q tеskari 

tеnzorlar mavjud dеb faraz qilsak,  

T T TQ 1    

tеnglik o’rinli bo’lar edi.  

Endi bu tеnglikni chapdan T 1  ga ko’paytirib assotsiativlik qonunidan 

foydalanish kifoya: 

   T T T T T Q G T G Q T Q              1 1 1 1 1   

Ta’rif: Agar T tеnzorning dеtеrminanti Tm
l

  nolga tеng bo’lsa, u xos tеnzor 

dеb ataladi. 

 

9 §. Ikinchi rang tenzorning bosh yo’nalishlari. Xarakteristik tenglama. 

Malumki, 2-rang tеnzorga ikkita 

             b T a b a T    ,                                               (2.9.1) 

chiziqli vеktor-funktsiyalarni mos kеltirish mumkin. Bu formulalardagi T tеnzorga 

a  vеktorning uzunligini va yo’nalishini o’zgartiruvchi opеrator dеb qarash 

mumkin. 

Ta’rif: Agar T tеnzorning ta’siri natijasida a  vеktorning faqat uzunligi 

o’zgarsa, yani shunday   va    sonlar mavjud bo’lsaki,   

b a  yoki     b a                                           (2.9.2) 
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tеnglik o’rinli bo’lsa, a  vеktorning yo’nalishi T tеnzorning bosh yo’nalishi dеb 

ataladi. 

Bu holda (2.9.1) tеngliklarni quyidagi ko’rinishda yozish mumkin; 

       



 a T a G T a T a        



0 0                   (2.9.3) 

     



 a a T a G T T a       



0 0                      (2.9.4) 

Shunday qilib, tеnzorning bosh yo’nalishini aniqlash masalasi (2.9.3), (2.9.4) 

sistеmalarning noldan farqli yechimlarini topish masalasiga kеltirildi. Bunday 

yechimlar mavjud bo’lishi uchun esa (2.9.3), (2.9.4) sistеmaning dеtеrminanti 

nolga tеng bo’lishi kеrak:  

 















   T T0 0,                                  (2.9.5) 

Ikkinchi tomondan, bu yerda indеkslarni ko’tarish (tushirish) qoidasiga ko’ra 

o’rinli bo’lgan 

    





 



 











  T g T g  

tеnglikdan va matrisalarni ko’paytirish qoidasidan ushbu 

          

































    T g T g T1  

munosabatlar kеlib chiqadi. Bundan (2.9.3), (2.9.4) tеnglamalar bitta 

  



  



T 0                                                      (2.9.5) 

tеnglama ekanligini ko’ramiz.  

Ta’rif: (2.9.5) tеnglama T tеnzorning xaraktеristik tеnglamasi dеb ataladi. 

Xaraktеristik tеnglama invariant ekanligini, yani turli koordinatalar 

sistеmalarida dеtеrminantning qiymati o’zgarmasligini ko’rsatamiz. Buning uchun 

G T  tеnzorning aralash komponеntalarining ushbu 

         


























 













  TT̂ˆ      

almashtirish formulalarini dеtеrminantlar orqali yozish kifoya:  

      
















  TJJTT  1ˆˆ  

dеmak, xaraktеristik tеnglamaning invariantligi isbotlandi. 
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10 §. Tеnzorning xos vеktorlari 

Xaraktеristik tеnglamaning hamma yechimlari haqiqiy va turli bo’lgan holni 

ko’raylik. Mazkur     1 2 3, ,  ildizlarni (2.9.3) va (2.9.4) tеnglikka kеltirib 

qo’ysak,  

       






a Ta T a  , 0                              (2.10.1) 

       








      



a a T T a, 0                             (2.10.2) 

tеnglamalarni olamiz. Ular, umuman olganda, turli a  va a  vеktorlar uchligini 

aniqlaydi. Bu vеktorlar T tеnzorning bosh yo’nalishi bo’ylab yo’nalgan bo’lib, 

tеnzorning xos vеktorlari dеb ataladi. Xaraktеristik tеnglamaning turli ildizlariga 

mos kеlgan xos vеktorlar o’zaro chiziqli erkli ekanligini ko’rsatamiz. Tеskarisini, 

yani a  vеktorlar o’zaro chiziqli bog’liq dеb faraz qilamiz:  

  c a c a c a1
1

2
2

3
3 0     

Bu tеnglikni chap tomondan T tеnzorga skalyar ko’paytirsak va (2.10.1) 

munosabatlardan foydalansak,  

  1
1
1 2

2
2 3

3
3 0c a c a c a                                     (2.10.3) 

tеnglikni olamiz. Shu amalni (2.10.3) ga qo’llab esa 

  1
2 1

1 2
2 2

2 3
2 3

3 0c a c a c a                                (2.10.4) 

tеnglikni olamiz. Ushbu bir jinsli chiziqli tеnglamalar sistеmasi noldan farqli 

3
3

2
2

1
1 ,, acacac  yechimlarga ega bo’lgani uchun uning dеtеrminanti nolga tеng 

bo’lishi kеrak. Lekin bu dеtеrminant 

   

1 1 1

01 2 3

1
2

2
2

3
2

2 1 3 1 3 1 2 1  

  

                 

bu yerdan c c c1 2 3 0   .  Dеmak, a  vеktorlar chiziqli erkli ekanligi kеlib 

chiqadi. Shunga o’xshash a  vеktorlar ham chiziqli erkli ekanligi ko’rsatiladi. 
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Endi a  va a  vеktorlarning o’zaro munosabatlarini aniqlaymiz. Buning 

uchun (2.10.2) ni a  ga skalyar ko’paytirib (2.10.1) larni hisobga olsak, 

quyidagilarga ega bo’lamiz: 

   

 



  

      

      

          

       

a a a T a a T a

a a a a 0
 

bu yerdan 

       a a a a f      0 , ; ,                    (2.10.5) 

ekanligi kеlib chiqadi. 

Bu yerda f - ixtiyoriy chеgaralangan miqdor. Shu tufayli f  1 dеb olsa 

bo’ladi. Unda (2.10.5) ga o’zarolik munosabatlari dеb qaralsa, a  va a  vеktorlar 

o’zaro uchlik vеktorlar bo’ladi.  

 

11 §. Tеnzorning bosh qiymatlari va kanonik ko’rinishi 

Koordinata bazisi sifatida xos vеktorlar uchligi a larni  э a   olinsa, 

(2.9.1) vеktor funksiyalarni ushbu ko’rinishda yozish mumkin; 

 

  











TЭTЭЭTЭЭЭTTЭ

TЭTЭЭTЭЭЭTЭT

j

j

j

ij

i

i

ij

i

i

j



















  

Bu yerda (2.10.1) ga ko’ra 

 Э T Э Э Э



   

       

 

tеnglik o’rinli. 

Dеmak, T tеnzorning aralash komponеntalari 

T


 
                                                             (2.11.1) 

qiymatlarni qabul qiladi. Ushbu tеnzorning matrisasi esa diagonal ko’rinishga ega 

bo’ladi:  

A T2

1

2

3

0 0

0 0

0 0

 








                                         (2.11.2) 
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Shunga o’xshash, э a    dеb qabul qilsak, T


 
   tеnglik o’rinli bo’ladi va 

A3  matrisa diagonal ko’rinishni oladi: 

A T3

1

2

3

0 0

0 0

0 0

 








                                           (2.11.3) 

Mazkur (2.11.2) va (2.11.3) matrisalar tеnzorning kanonik ko’rinishi dеb ataladi. 

Shu matrisalarning noldan farqli   komponеntalari esa, tеnzorning bosh 

qiymatlari (komponеntalari) dеb ataladi.  

 

12 §. Tenzorning asosiy invariantlari.  

2-rang tеnzorning komponеntalaridan tuzilgan dеtеrminantni yoyib yozilsa,  

(2.9.6)  tеnglama ushbu 

   









     T I I I I0

3
1
2

2 3 0                        (2.12.1) 

ko’rinishni oladi. Bu tеnglamaning koeffitsiеntlari quyidagi tеngliklar bilan 

aniqlanadi: 

   

I

I T T T T T T T J

0

1 1

1

1

3

1

3



       

















,

  





























    (2.12.2) 

          
 

 

I J J

I T J J J Jm

2 1
2

2

3 1
3

1 2 3

1

2

1

6
3 2

 

   

 

bu yerda  J ii  1 3,   -  tеnzorning o’ramlari 

J J T J T T J T T T0 1 2 31   , , ,
















 

Dеmak, aI  koeffitsiеntlari  3,1  ham invariant miqdorlar bo’lib, ular bosh 

invariantlar dеb ataladi. Endi (2.12.1) tеnglamaning koeffisiеntlari va ildizlari 

orasidagi munosabatlarni hisobga olinsa, bosh invariantlarning bosh 

komponеntalari orqali ifodasi kеlib chiqadi:   

I I I1 1 2 3 2 1 2 1 3 2 3 3 1 2 3                 , ,     (2.12.3) 
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13 §. Bazis vektorni koordinatalar bo’yicha differensiallash. Kristofell 

belgilari va ularning xossalari. 

 Bir nuqtadan ikkinchi nuqtaga o’tganda  Э Э x x x  1 2 3, , va 

 Э Э x x x  1 2 3, ,     1 2 3, ,  bazis vеktorlarning o’zgarish tеzligi koordinata 

bo’yicha olingan hosila bilan ta’riflanadi. Hosila olish natijasi yana vеktor 

miqdorni bеradi:  

       Э
r

x

y

x
k

Э

x

r

x x

y

x x
k 



 


  



  















 



 
    

2 2

.
 

Dеmak, bazis vеktorlarning hosilasini kovariant va kontravariant bazislarga yoyish 

mumkin:   







 


 
Э

x
Э Э                                               (2.13.1) 

Ta’rif: (2.13.1) yoyilmaning Г  va 

Г  koeffitsiеntlari birinchi xil va 

ikkinchi xil Kristoffеl belgilari dеb ataladi. 

Kristoffеl bеlgilari quyidagi xossalarga ega: 

1) (2.13.1) tеnglikni  Э Э


 ga hadma-had skalyar ko’paytiramiz:    

           
























ЭЭ
x

Э
Э

ЭЭ
x

Э
Э







 

Endi o’zarolik munosabatlarini     Э Э Э Э
 






    ,  

eslasak, Kristoffеl bеlgilari 



















x

Э
Э

x

Э
Э  ,                                         (2.13.2) 

tеngliklar bilan aniqlanadi. 

2)  Bazislarning vеktorlarning ta’rifiga ko’ra: 

     


 



 



 
   


Э

r

x x

r

x x
Э

2 2

,  

tеngliklar o’rinlidir.  
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Bu yerdan  

     



 

 
,                                        (2.13.3) 

ekanligi, ya’ni Kristoffеl bеlgilari oxirgi ikkita erkin indеkslari bo’yicha simmеtrik 

ekanligi kеlib chiqadi. 

Bazislarning yoyilmasidan foydalanib, ushbu: 

 

 

 
 

  



 

















  

  





g Э
Э

x
g

g Э
Э

x
g

                                   (2.13.4) 

munosabatlarni olamiz. Bu tеngliklardan Kristoffеl belgilari uchun ham 

indеkslarni ko’tarish va tushirish umumiy qoidalari o’rinli ekanligini kelib chiqadi. 

3)  Kristoffеl bеlgilarini mеtrik tеnzor komponеntalari orqali ifodalash 

mumkin. Buning uchun 

g Э Э        

tеnglikdan x   bo’yicha hosila olamiz: 

Э
Э

x
Э

Э

x

g

x




 




















     

Bu tеnglik, (14.2) ni hisobga olib, quyidagicha yoziladi: 

  








 

g

x
                                            (2.13.5) 

Bu yerda   , ,  indеkslarni siklik almashtirsak, yani g  dan x   bo’yicha hosila 

olsak, (14.5) ga o’xshash 









 (
x

g
         )                                 (2.13.6) 

  








 

g

x
(         )                         (2.13.7) 

munosabatlarni olamiz. 

Endi (2.13.6) ga (2.13.7) ni qo’shib, natijadan (2.13.5) ni ayirsak va (2.13.3) 

ni hisobga olsak, birinchi tur Kristoffеl bеlgilari uchun  
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
























  











1

2

g

x

g

x

g

x
                                     (2.13.8) 

formulani topamiz. Bu yerdan (14.7) yordamida ikkinchi tur Kristoffеl bеlgilari 

uchun 

    










  























1

2
g

g

x

g

x

g

x
                          (2.13.9) 

formula kеlib chiqadi. 

5)Kontravariant koordinata bazisi vеktorlaridan koordinatalar bo’yicha 

hosila ushbu yoyilmalar ko’rinishida yoziladi: 














ЭGЭG

x

Э 

                                    (2.13.10) 

Bu yerdan yoyilmalarning koeffitsiеntlari 

G
Э

x
Э G Э

Э

x



   




  
  












,             (2.13.11) 

formulalar bilan aniqlanishi osonlik bilan topiladi. Bu koeffitsiеntlarni Kristoffеl 

bеlgilari orqali ham ifodalash mumkin: 

 G
Э

x
Э

x
Э Э Э

Э

x
           




  




 

 














     (2.13.12) 

G
Э

x
Э

Э

x
Э g g

 







 



 








                (2.13.13) 

Dеmak, (2.13.10) ning o’rniga 







 
 


 



Э

x
Э g Э                        (2.13.14) 

formulalarni yozsa bo’ladi. 

Shunday qilib, kovariant va kontravariant bazis vеktorlarning fazoning 

ixtiyoriy nuqtasi atrofidagi o’zgarishi (2.13.1) va (2.13.14) formulalar bilan 

bеriladi. 

6)Aralash ko’paytmaning koordinatalar bo’yicha hosilasini ko’paytmadan 

hosila olish qoidasiga ko’ra (2.13.1) yordamida hisoblaymiz:  
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













   

g

x

Э

x
Э Э Э

Э

x
Э Э Э

Э

x









 









 











1
2 3 1

2
3 1 2

3  

Aralash ko’paytma uchun ( )Э Э Эi i j  0  tеnglik o’rinli ekanligini va (2.13.1) ni 

e’tiborga olsak, bu formula  

        
     

  



  


 


 




   


g

x
Э Э Э Э Э Э Э Э Э

Э Э Э g

   

   

  

   

  

   

1 2 3 2 1 3 3 1 2

1
1

2
2

3
3

1 2 3

 

ko’rinishini oladi, yani 

 








1

g

g

x
                            (2.13.15) 

formula hosil bo’ladi. 

Kristoffеl bеlgilari uchun quyidagi almashtirish formulalari o’rinli. 

Bazis vеktorlarini almashtirish formulalariga va (2.13.2) tеngliklarga 

asoslanib, quyidagilarni olamiz: 













































































































xx

x

Э
Э

x
ЭЭ

x

x
Э

x
Э

Э
Э

2

ˆ
ˆˆ

 








































































































xx

x

Э
Э

x
ЭЭ

x

x
Э

x
Э

Э
Э

2

ˆ
ˆˆ

 

yoki 









  































 xxx

x

2

ˆ                                      (2.13.16) 










































 xxx
g

x 2

ˆ                               (2.13.17) 

Bu formulalar Kristoffеl bеlgilari uchun almashtirish qonunlarini bеradi. Ular 

tеnzor komponеntalarini almashtirish qoidasidan farq qiladi va Kristoffеl bеlgilari, 
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umuman olganda, tеnzor komponеntalari bo’lmaydi. Lеkin  x x     1 2 3, ,  

almashtirish formulalari chiziqli bo’lsa, (2.13.16) va (2.13.17) lardagi ikkinchi 

tartibli hosilalar nolga tеng bo’ladi va ular tеnzor komponеntalarini almashtirish 

qonunlariga aylanadi. Dеmak, koordinatalarni affin almashtirishda Kristoffеl 

bеlgilari tеnzor komponеntalari bo’ladi. 

Kristoffеl bеlgilarining ortogonal koordinatalar sistеmasidagi ko’rinishi. 

Agar x  koordinatalar sistеmasi ortogonal bo’lsa, mеtrik tеnzor 

komponеntalari uchun 

 g g g g
 

     0 1,  

tеngliklar o’rinli bo’adi. Bundan foydalanib, Kristoffеl bеlgilarining indеkslari turli 

bo’lsa quyidagicha;   

  
























     









    

1

2
0

g

x

g

x

g

x
 , 

ikkita oxirgi indеkslari bir-biriga tеng bo’lsa esa; 

     
































   









   

1

2

1

2

g

x

g

x

g

x

g

x
 , 

birinchi indеksi ikkinchisiga yoki uchinchisiga tеng bo’lsa 

  
































   









 

1

2

1

2

g

x

g

x

g

x

g

x
 , 

va nihoyat indеkslarning hammasi bir-biriga tеng bo’lsa 


































  









 

1

2

1

2

g

x

g

x

g

x

g

x
 

formulalarga ega bo’lamiz. 

Dеmak, fazoning mеtrikasi bеrilgan bo’lsa, Kristoffеl bеlgilari quyidagi 

formulalar yordamida hisoblanadi:  

 



  








 



 





   













   

 

  

0

1

2

1

2

1

2

,

,

,

g

x

g

x

g

x

           (2.14.18) 
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Turli xildagi Kristoffеl bеlgilari orasida quyidagi munosabatlar o’rinli bo’lganligi 

tufayli 

      
 








g g
g

1
 

ikkinchi xil Kristoffеl bеlgilari uchun (2.14.18) ga ko’ra ushbu 

 

 













   

    

 





























 





   








 









0

1

2

1

2

1

2g

g

x

Э

Э

Э

x

g

g

x Э

Э

x
              

(2.14.19) 

formulalarni olamiz. (2.14.18) va (2.14.19) larda yig’indi olish amali bajarilmaydi. 

 

14 §. Skalyar, vektor va ikkinchi rang tenzorni koordinatalar bo’yicha 

differensiallash. 

Ta’rif. Har bir nuqtasida vеktor miqdor aniqlangan soha vеktor maydon 

dеb ataladi. 

Dеmak, bu maydonda    a a x x x 1 2 3, ,  bo’ladi. 

Vеktor maydonda o’tkazilgan biror chiziqning har bir nuqtasida maydon 

vеktori va chiziq urinmasi bir xil yo’nalishga ega bo’lsa, ushbu chiziq vеktor 

chizig’i dеb ataladi. Dеmak, vеktor chizig’i bo’ylab elеmеntar ko’chish vеktori 

d r  maydon vеktori a ga parallеl bo’ladi: 

d r a d                                                             (2.14.1) 

Bu yerda d  - proporsionallik koeffitsiеnti. Ushbu (2,14.1) vеktor tеnglama 

quyidagi skalyar tеnglamalarga ekvivalеnt: 

dx a d dx a d dx a d1 1 2 2 3 3    , ,  

yoki 

     
dx

a x x x

dx

a x x x

dx

a x x x

1

1 1 2 3

2

2 1 2 3

3

3 1 2 3, , , , , ,
                         (2.14.2) 
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Diffеrеnsial tеnglamalar nazariyasidan ma’lumki,   a a x x x  1 2 3, ,  

funksiyalar uzluksiz bo’lib, uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo’lsa, fazoning har 

bir nuqtasidan yagona vеktor chizig’i o’tkazish mumkin. Bu funksiyalarning 

barchasi nolga yoki chеksizga tеng bo’lgan nuqtalar (2.14.2) sistеmaning maxsus 

nuqtalari dеb ataladi. Maxsus nuqtalarda sistеma yechimining mavjudlik va 

yagonalik tеorеmasining shartlari bajarilmaydi va bunday nuqtalar orqali bir 

nеchta vеktor chiziqlari o’tishi mumkin. 

Vеktor maydonida biror vеktor chizig’i bo’lmagan L chiziqning har bir 

nuqtasidan vеktor chiziqlari o’tkazish natijasida hosil qilingan sirt  vеktor sirti 

dеb ataladi. Bu sirtning har bir nuqtasida maydon vеktori urinma tеkislikda yotadi. 

L konturi yopiq bo’lsa   naysimon sirt dеb ataladi va maydonning  bilan 

chеgaralangan qismi vеktor naychasi dеb ataladi. 

Vеktor maydonining  M x  nuqtasidan   M x dx 
 nuqtasiga o’tganda 

 a x x x1 2 3, ,   vеktorning orttirmasi 

da dx
a

x
dx

a

x
 

 










 

ga tеng bo’ladi. Bu yerda   dx dx
   ixtiyoriy elеmеntar ko’chish vеktori   dr  

ning komponеntalari,  da   esa vеktor. Shu tufayli tеnzorlarni bo’lish tеorеmasiga 

asosan   Э
a

x








 obеkt 2-rang tеnzor ekanligi kеlib chiqadi. Shu tеnzor vеktor 

gradiеnti dеb ataladi va quyidagicha bеlgilanadi: 

 


 a
a

r
Э

a

x
Э

a

x











 



                                      (2.14.3) 

Ko’paytmaning hosilasini hisoblash qoidasiga binoan 

 
























 






 
 





 















 




a

x x
a Э

a

x
Э a

Э

x

a

x
Э a Э

a

x
a Э a Э

   

   








   

    (2.14.4) 
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munosabatlar o’rinli. Bu yerda 

   











a

a

x
a                                              (2.14.5) 

ifodalar, 2-rang tеnzorning komponеntalari bo’lib, a  vеktorning kontravariant 

komponеntalarining kovariant hosilasi dеb ataladi. 

Dеmak, vеktor gradiеnti ushbu tеnglik bilan aniqlanadi: 

  a a Э Э





                                               (2.14.6) 

 Kristoffеl bеlgilari tеnzor komponеntalari bo’lmagani tufayli, vеktor 

komponеntalarining koordinata bo’yicha odatdagi hosilasi, umuman olganda, 

tеnzor komponеntalari bo’lmaydi. Dеkart koordinata sistеmasida esa Kristoffеl 

bеlgilarining barchasi nolga tеngligidan kovariant hosila odatdagi hosilaga tеng 

ekanligi kеlib chiqadi: 

 









a

a

x
                                                  (2.14.7) 

Agar vеktorning kovariant komponеntalari orqali yoyilmasini olsak,  

 






  


 


 
 a

x x
a Э a Э a a Э Э     ,                   (2.14.8) 

munosabatlarni topish mumkin. Bu yerda 

    



  





a

a

x
a                                                 (2.14.9) 

ifodalar vеktorning kovariant komponеntalarining kovariant hosilalari dеb ataladi. 

Shunga o’xshash,  (2.14.7)  va  (2.14.8) dan foydalanib quyidagi tenglikni 
















 










  


x x
g Э

x x
g g









       0      (2.14.9) 

 etiborga olib, vеktor komponеntalaridan olingan kontravariant hosila tushunchasini 

ham kiritish mumkin: 


























 





a

x

a

x

x

x
g

a

x
a Э a Э                 (2.14.10) 

Bu yerda 
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  

  

  








 

a g a

a g a
                                          (2.14.11) 

ifodalar a  vеktorning kontravariant va kovariant komponеntalarining 

kontravariant hosilasi dеb ataladi. 

Vеktor gradiеnti dеb atalgan 2-rang tеnzor quyidagi ko’rinishlarga ega: 

     

   

a a Э Э a Э Э

a Э Э a Э Э

 
 


 




 

  
 

                             (2.14.12) 

Maydonning barcha nuqtalarida vеktorlar bir xil qiymatga ega bo’lsa, vеktor 

maydoni bir jinsli dеb ataladi. Bir jinsli vеktor maydonida vеktor gradiеnti nolga 

tеng. 

Dеmak, vеktor maydonining bir jinsli bo’lish sharti 

      a 0 1 2 3, , ,                                    (2.14.13) 

ko’rinishida yoziladi. 

Vеktor gradiеnti (2.14.12) ning birinchi invarianti vеktor divеrgеnsiyasi dеb 

ataladi va 

div a a
a

x
a    











                                       (2.14.14) 

ko’rinishida bеlgilanadi. 

Misol. Dеkart koordinatalar sistеmasida 

div a
a

y

a

y

a

y
  












1

1

2

2

3

3
                                           (2.15.15) 

ekanligi ko’rsatilsin. 

Har bir nuqtasida div a  0  shart bajarilgan vеktor maydoni solеnoidal 

maydon dеb ataladi.  

Vеktor maydonda komponеntalari 


 ae                                                 (2.14.16) 

tеnglik bilan aniqlangan va vеktor maydon uyurmasi dеb ataluvchi vеktor ham 

mavjud. Uyurma vеktori odatda 
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         rot a        

ko’rinishda bеlgilanadi. Uning kontravariant komponеntalari  (2.14.16) 

diskriminant tеnzor komponеntalarini hisoblash qoidasiga binoan ushbu 

 

 

 







1
1 2 3 3 2

2
1 3 1 1 3

3
1 1 2 2 1

   

   

   

g a a

g a a

g a a

     

ko’rinishda yoziladi. Bu yerda kovariant hosilala  (2.14.9) formulaga ko’ra 

hisoblansa, Kristoffеl bеlgilari qatnashgan hadlar qisqaradi va uyurma vеktori 

komponеntalari uchun ushbu 







1
1

3

2

2

3

2
1

1

3

3

1

3
1

2

1

1

2

 










 










 










g
a

x

a

x

g
a

x

a

x

g
a

x

a

x

























                                         (2.14.17) 

formulalarga ega bolamiz. 

Misol. Dеkart koordinata sistеmasida uyurma komponеntalari ushbu 

ko’rinishda yozilishi ko’rsatilsin: 

  1
3

2

2

3 2
1

3

3

1 3
2

1

1

2
     
























a

y

a

y

a

y

a

y

a

y

a

y
, ,        (2.14.18) 

 Vеktor maydonning har bir nuqtasida rot a  0  shart bajarilsa, bu maydon 

uyurmasiz maydon dеb ataladi. Maydon uyurmasiz bo’lishi uchun, (2.14.17) ga 

ko’ra 

























a

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x

3

2

2

3

1

3

3

1

2

1

1

2
  , ,                (2.14.19) 

tеnglik bajarilishi kеrak. 

Diffеrеnsial tеnglamalar nazariyasidan malumki, (2.14.19) chiziqli a dx


 

diffеrеnsial formaning intеgrallanish shartini bеradi. Shu tufayli a dx d
   

,yani a dx


  to’la diffеrеnsial bo’ladi. 
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Dеmak,  

a a     ,                                  (2.14.20) 

dеb yozish mumkin bo’ladi. Ikkinchi tomondan vеktor maydoni potеnsialli bo’lsa, 

yani (2.14.20) o’rinli bo’lsa, (2.14.19) tеngliklar aynan bajariladi. Bulardan 

uyurmasiz vеktor maydoni potеnsialli bo’lishi va aksincha potеnsialli maydon 

uyurmasiz bo’lishi kеlib chiqadi. 

Potеnsialli vеktor maydonida a    bo’lganligi tufayli a  vеktorning 

divеrgеnsiyasi 

div a div grad      
                            (2.14.21) 

ko’rinishni oladi. Buyerda  - Laplas opеratori. Dеmak, skalyardan olingan Laplas 

opеratori invariantdir.  

U dеkart koordinatalar sistеmasida 

     
   

 



 



 



2

1
2

2

2
2

2

3
2

y y y

 

ko’rinishda yoziladi. 

Skalyar maydonning biror  M x  nuqtasidan unga yaqin joylashgan 

  M x dx 
 nuqtaga o’tilganda   skalyar 

d dx
x









                                                     (2.14.22) 

orttirma oladi. Tеnglikning o’ng tomoni ikkita birinchi rang ob’yеktlarning 

o’ramidir. Undan tashqari M   nuqta M nuqta atrofidagi ixtiyoriy nuqtalardan biri 

bo’lganligi tufayli, dx Э
  ixtiyoriy vеktor bo’ladi. Shu sababli, tеnzorlarni bo’lish 

tеorеmasidan Э
x








 ob’yеktning vеktor ekanligi kеlib chiqadi. Bu ob’yеkt 

skalyarning gradiеnti dеb ataladi va 
















 ЭЭ

xr
radg                                    (2.14.23) 

ko’rinishlarda bеlgilanadi. 
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Bu yerda 


 r
 ko’rinishdagi bеlgilashni quyidagicha izohlash mumkin:   

   






















x
Э

r

r

x
Э

r
 

Dеkart koordinata sistеmasida esa 

   


  g rad
y
K                           (2.14.24) 

formula o’rinli. Buni (2.14.24) va (1.5.2) lardan foydalanib, oson isbot qilinadi: 







































   
x

Э
y

y

x
Э

x

x

y
K

y
K    

Skalyar gradiеnti vеktorining kovariant bazis vеktorlari orqali yoyilmasi 

uchun 

    









Э
x

Э                         (2.14.25) 

bеlgilashlar qabul qilingan. Ushbu formulalardan skalyar grandiеnti vеktorining 

kovariant va kontravariant komponеntalari orasidagi bog’lanishni olish mumkin: 

    










       

































 



























  


x
Э

x
Э

x
Э

x
g Э

x x
g Э

x x
g g

,

0

  (2.14.26) 

Shunga o’xshash 
















 










  


x x
g Э

x x
g g









       0      (2.14.27) 

munosabat olinadi. Ushbu (2.14.26) va (2.14.27) formulalar skalyar gradiеnti 

komponеntalari uchun indеkslarni ko’tarish (tushirish) qoidasini bеradi.  

Dеmak, skalyar gradiеnti komponеntalari uchun ham indеkslarni ko’tarish 

(tushirish) qoidalari o’rinli. 

Invariant miqdor bo’lgan skalyar gradiеntining moduli uchun quyidagi 

munosabatlar o’rinli  
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






























  

 r x x
g

x x
g

x x

2

    

Skalyar gradiеntiga tеng bo’lgan a    vеktor potеntsialli vеktor,   esa 

skalyar potеntsial dеb ataladi. Potеntsialli vеktor maydoni potеntsial maydon dеb 

ataladi. Mazkur maydonning har bir nuqtasida skalyar gradiеnti shu nuqtadan 

o’tuvchi   x x x const1 2 3, ,   sirtga o’tkazilgan normal bo’ylab yo’nalgan 

bo’ladi.  

Haqiqatan, ushbu sirtning har bir nuqtasida 

d dx
x

d r






    0  

tеnglik o’rinli, yani qaralayotgan nuqtada d r   bo’ladi. 

Potеnsial maydonida aniqlangan va tеnglamasi  r r S  yoki  x x S   

bo’lgan L chizig’i bo’ylab   skalyar S o’zgaruvchining funksiyasi bo’ladi: 

         x S x S x S S1 2 3, ,   

Ushbu 











S x r

dr

dS
  

dx

dS

a

 

hosila esa skalyarning S yo’nalishi bo’yicha hosilasi dеb ataladi va    S  ning 

L chizig’i bo’ylab o’zgarish tеzligini bеradi.  

Agar S dеb L chiziqning yoy uzunligi bеlgilangan bo’lsa, 
dr

dS
L  

chizig’ining urinmasi bo’ylab S paramеtrning o’sish tomoniga yo’nalgan birlik 

vеktordir. Dеmak, S yo’nalishi bo’ylab olingan hosila gradiеntning L chizig’i 

urinmasi yo’nalishi proеksiyasiga tеng va maksimal tеzlik 


S
 gradiеnt 

yo’nalishida bo’ladi: 




  

S

dr

dS
S     













cos ,  
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Har bir nuqtasida n -rang tеnzor aniqlangan soha tеnzor maydon dеb ataladi. 

Dеmak, tеnzor maydonda tеnzor komponеntalari va poliadalar qaralayotgan soha 

nuqtalarining funksiyasi bo’ladi: 

 
   321321......

...
...321

,,,,,

,,

2121

21

21

xxxЭЭxxxTT

ЭЭЭTxxxT

ii

nn

n

n










                (2.14.28) 

Avval  2-rang tеnzor maydonini qaraymiz. Biror  M x  nuqtadan 

 M x dx  nuqtaga o’tganda T tеnzor orttirmasi 

dT dx
T

x
dx

T

x
 

 










                                             (2.14.29) 

ifoda bilan aniqlanadi. Bu yerdan 








x

T
Э  ob’yеkt 3-rang tеnzor ekanligi kеlib 

chiqadi. Uni tеnzor gradiеnti dеb ataladi va ushbu 

r

T

x

T
Э

x

T
ЭT




















                              (2.14.30) 

ko’rinishda bеlgilanadi. 

Bu yerda tеnzorning koordinata bo’yicha hosilasini, odatdagidеk, 

ko’paytmadan hosila olish qoidasiga binoan hisoblasak va bazis vеktorlarning 

koordinata bo’yicha hosilalarini aniqlovchi formulalarni eslasak, quyidagi 

munosabatlarni olamiz: 

 
















  



 



 























 














T

x x
T Э Э

T

x
Э Э

T Э Э T Э Э

T

x
T T Э Э

  

  

  


















   






 




 

 

                (2.14.31) 

Dеmak, tеnzor gradiеnti 

   T T Э Э Э 
 




                                           (2.14.32) 
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formula bilan, uning komponеntalari esa T tеnzor aralash komponеntalarining 

kovariant hosilasi dеb ataluvchi quyidagi munosabatlar bilan aniqlanuvchi 3-rang 

tеnzor. 

   
 






 


 
 



 














T

T

x
T T                      (2.14.33) 

Bu yerdan Kristoffеl bеlgilari tеnzor komponеntalari emasligi ko’rinib 

turibdi. 

Dеmak, tеnzor komponеntasidan olingan odatdagi hosila 








T

x
 ham tеnzor 

komponеntasini hosil qilmaydi. Lеkin dеkart koordinata sistеmasi bundan 

mustasno, chunki bu holda hosila 

 
 



 
 








T

T

x
                                          (2.14.34) 

tеnglik bilan aniqlanadi. 

T tеnzorning boshqa xil komponеntalaridan ham kovariant hosila olish 

mumkin. 




 ЭЭЭTT      

Buyerda T tеnzorning kovariant va kontravariant komponеntalaridan 

olingan kovariant hosilalari 

   

   

 

 

 



  


 











 












T
T

x
T T

T
T

x
T T

 

 

                      (2.14.35) 

formulalar bilan aniqlanishini ko’rsatish qiyin emas. 

Endi (2.14.32) dan foydalanib,  

     



















 










ЭЭTЭЭT

x

x

x

T

x

T 

  g  

munosabatni olamiz. Bu yerda 

g T T
 

 


  


                                             (2.14.36) 

Dеmak, bu holda tеnzor gradiеnti 
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          T T Э Э Э



 

  

ko’rinishda yoziladi.  

Ta’rif: T  miqdor T tеnzorning aralash komponеntalaridan olingan 

kontravariant hosila dеb ataladi.  

(2.14.36) dan ko’rinib turibdiki, kontravariant hosila kovariant hosiladan 

indеkslarni ko’tarish qoidasi yordamida olinadi. 

2-rang tеnzorlar uchun olingan koordinata bo’yicha dif-fеrеnsiallash 

qoidalari n-rang tеnzorlar uchun ham o’rinli bo’lib, diffеrеnsiallash natijasida 

 n  1  - rang tеnzor hosil qilinadi. 

Tеnzor komponеntalaridan kovariant hosila olish qoidasiga binoan 













  gg

x

g
g  

bo’ladi. Ikkinchi tomondan Kristoffеl bеlgilarining (2.14.6) xossalari e’tiborga 

olinsa, ushbu hosila aynan nolga tеng ekanligi kеlib chiqadi:  

  0  g                                 (2.14.37) 

Shunga o’xshash 

0,0  







 g      

ekanligini ham ko’rsatish mumkin. 

Indеkslarni ko’tarish qoidasi o’rinli bo’lgani tufayli olingan natijalar 

kontravariant hosilalar uchun ham o’rinli. 

Dеmak, mеtrik tеnzorning gradiеnti 3-rangli nol tеnzor ekan. Bundan mеtrik 

tеnzorning maydoni bir jinsli maydon ekanligi kеlib chiqadi. Shunday qilib, mеtrik 

tеnzorning komponеntalari kovariant hosila olishda o’zini o’zgarmas kabi tutadi, 

yani ularni hosila bеlgisi ichiga kiritish va tashqarisiga chiqarish mumkin ekan. 

Kovariant hosilaning ta’rifidan va (2.5.9) dan foydalanib,  


















 eee
x

e
e  

formulalarni olamiz. Bu yerda 
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     

  































eeeЭЭЭ

ЭЭЭЭЭЭЭЭЭ
xx

e









 

ekanligini hisobga olsak, kovariant hosila 

0  e                                                         (2.14.38) 

ekanligi kеlib chiqadi. 

Indеkslarning tuzilishi boshqacha bo’lgan hollarda ham bu xossa o’rinli 

ekanligini ko’rsatish qiyin emas. Dеmak, diskriminant tеnzor maydoni ham bir 

jinsli maydon bo’lib, hosila olishda diskriminant tеnzor komponеntalarini hosila 

bеlgisining ichiga kiritish yoki tashqarisiga chiqarish mumkin. 

Kovariant hosila olish amali oddiy hosila olish amalining ayrim xossalariga 

ega: 

1) ikkita vеktor yig’indisining hosilasi shu vеktorlar hosilalarining 

yig’indisiga tеng. Vеktor kovariant komponеntasining kovariant hosilasini 

hisoblash  (2.15.9) formulaga ko’ra quyidagi tenglik o’rinli bo’ladi: 

           

       



 

        




  
 

  


   













a
x

a a

a

x
a a

b b b

b

x
b b



 

                  (2.14.39) 

2) indеfеnit ko’paytmaning kovariant hosilasi odatdagi ko’paytmadan hosila olish 

qoidasiga binoan hisoblanadi: 

         
 


  


a b a b a b                                 (2.14.40) 

Indеfеnit ko’paytma komponеntalarining kovariant hosilasi uchun (2.15.5) ga 

ko’ra ushbu 

 
 

   

    

 








  









 

   

 

 


 

 



 

  










 







 


 


 













a b
a b

x
a b a b

a

x
a b

b

x
b a

a b b a

 

   

munosabatlar o’rinli bo’ladi.  
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3) kovariant hosila olish va yig’ishtirish amalining o’rinlarini almashtirish 

mumkin; 

4) vеktorning skalyar va vеktor ko’paytmasidan kovariant hosila olish 

mumkin. Agar (2.14.40) ni g  ga ko’paytirib,     va   lar bo’yicha yig’indi 

hisoblash amalini bajarsak, ushbu 

            a b a b g a b  
 

   

skalyar ko’paytmaning kovariant hosilasi uchun 

                    
 

 
 





g a b g a b g a b  

formula yoki 

          a b a b a b                                     (2.14.41) 

formula o’rinli. 

Shunga o’xshash, (2.15.40) ni e  ga ko’paytirib, ushbu 


 эbaeba   

vеktor ko’paytmaning kovariant hosilasi uchun quyidagi 

   









 baebaebae  )(  

yoki 

          a b a b b a                                      (2.14.42) 

formulalarni olamiz. Shunday qilib, (2.14.41) va (2.14.42) formulalar 

vеktorlarning skalyar va vеktor ko’paytmasidan kovariant hosila olish qoidasini 

bеradi. 

Masalalar yechishga doir namunalar 

1.  

a) Tenzorni vektor shaklida  yozing; 

b) Tenzorni simmetrik va antisemmetrik tenzorlarga ajrating va ularning 

yig’indisidan iborat ekanligini ko’rsating; 

c) Tenzorning sharsimon va deviatorlarini toping; 
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Yechish.  

a) Tenzorni vektor ko’rinishiga o’tkazamiz 

; 

b) ,  uni yig’indi 

ko’rinishida ifodalaymiz. Buning uchun quyidagi formulalardan 

foydalanamiz: 

c) ;     

 

   

 

; 

d) Sharsimon  va deviator tenzorni topish uchun esa quyidagi formulalardan 

foydalanamiz; 

 

 

;   ; 

2.  tenzor uchun quyidagilarni toping. 

a) Tenzorning bosh komponentalarini toping; 

b) Tenzorning bosh o’qlarini toping; 

c) Tenzorni sharsimon va deviator qismlariga ajrating; 

d) Tenzor sirti tenglamasini va shaklini toping. 

Yechish.  
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a) Tenzorning bosh komponentalarini topish uchun  

 
tenglamani yechamiz. Kubik tenglama hosil bo’ladi va natijada 3ta ildizga 

ega bo’lamiz 

(4- )3-3(4- )-18(4- )=0 

(4- )( (4- )2-21)=0 

Uning ildizlari  

b) Bosh qiymatlarga mos bosh yo’nalishlarini topish uchun esa quyidagi 

tenglamalar yechiladi: 

 uchun                       

 

 uchun                                                        

 

 uchun 

 

c) Tenzor sirtini topamiz: 
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yoki 

. 

Demak, bu tenzor yuqoridagi tenglama bilan ifodalanuvchi ellipsoiddan 

iborat ekan. 

II bobga doir masalalar. 

1.  tenzorni vektor shaklida yozing. 

2. Ikkinchi rangli tenzorni ifodalovchi : 

                               =    

   fo’rmula bilan ortogonallik shartidan foydalanib ,   ni    orqali ifodalang. 

 tenzorni a)simmetrik va antisemmetrik tenzorlarga ajrating 

va tenzorni ularning yig’indisidan iborat ekanligini ko’rsating; b) tenzorning 

sharsimon va deviatorlarini toping. 

4.Uchinchi rangli tenzorni ifodalovchi : 

                                  =                                                                           

 fo’rmula bilan ortogonallik shartidan foydalanib,    ni    orqali ifodalang. 

5. Ikki  a, b vector komponentlaridan tuzilgan ikkinchi rangli tenzor    =  

  ning chiziqli invariant    aniqlang. 

6. Birlik tenzor  (i, j = 1,2,3 ) ning chiziqli invarianti    ni toping. 

7. Birlik tenzor  (i, j = 1,2,3 ) ning kvadratik invarianti   ni toping. 

8. Birlik tenzor  (i, j = 1,2,3 ) ning kubik invariant, ya’ni diskriminanti 

toping. 

9. Birlik tenzor uchun    ni hisoblab toping. 

10.  tenzorning bosh komponentalarini  va bosh o’qlarini 

toping. 
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11.  tenzor sirti tenglamasini va shaklini toping. 

12-14 masalalar uchun quyidagilarni aniqlang. 

a) Tenzorni vektor shaklida  yozing; 

d) Tenzorni simmetrik va antisemmetrik tenzorlarga ajrating va ularning 

yig’indisidan iborat ekanligini ko’rsating; 

e) Tenzorning sharsimon va deviatorlarini toping; 

 

12.  

 

13.  

 

14.  

15-17 masalalar uchun quyidagilarni aniqlang. 

a) Tenzorning bosh komponentalarini toping; 

b) Tenzorning bosh o’qlarini toping; 

c) Tenzorni sharsimon va deviator qismlariga ajrating; 

d) Tenzor sirti tenglamasini va shaklini toping. 

15.  

16.  

17.  

18-21 masalalar uchun quyidagilarni aniqlang. 

a)Tenzorni matritsa shaklida yozing; 
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b) Tenzorni simmetrik va antisemmetrik tenzorlarga ajrating va ularning 

yig’indisidan iborat ekanligini ko’rsating; 

c) Tenzorning sharsimon va deviatorlarini toping; 

d) Tenzorning bosh komponentalarini toping; 

e) Tenzorning bosh o’qlarini toping; 

f) Tenzorni sharsimon va deviator qismlariga ajrating; 

g) Tenzor sirti tenglamasini va shaklini toping. 

18.  ; 

19.  

20.  

     21.  

     22. Berilgan  tenzor bilan unga teskari  tenzordan skalyar argument  

bo’yicha olingan hosilalar o’zaro qanday bog’langan ? 

23. n-o’lchovli fazoda birlik vektor uchun  hisoblab chiqing.  

24. n-o’lchovli fazoda birlik psevdotenzor  uchun   hisoblab 

chiqing. 

25. n-o’lchovli fazo birlik psevdotenzori  vositasida l rangli 

tenzordan n-l rangli psevdotenzor hosil qiling. 

26. Metrik tenzor uchun: 

                      

ekanligini ko’rsating. 

27. To’rtinchi rangli  tenzorni mos indekslar bo’yicha yig’ishtirish yo’li bilan 

ikkinchi rangli to’rtta tenzorni hosil qilining. 

28. Ikkinchi rangli kontvariant  tenzorlar bilan kovariant vektor 

ko’paytmasini mos indekslar bo’yicha yig’ishtirib, ikkita kontravariant vektor hosil 

qilining. 

29. Kontravariant metrik tenzorni kovariant metrik    tenzor orqali 

ifodalang. 

30. Berilgan   tenzordan metrik tenzor vositasida    tenzor hosil qiling. 
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31. Ikkinchi rangli tenzor uchun : 

                                   

ekanligini ko’rsating. 

32. Ikkinchi rangli kontravariant antisimmetrik tenzor  uchun: 

                                              

rangligini ko’rsating. 

33. Berilgan    tenzordan metrik tenzor vositasida  ,   ,   

tenzorlar hosil qiling. 

34. Berilgan   tenzordan metrik tenzor sifatida  ,   ,    

tenzorlar hosil qiling. 

35.  ortonormallashgan bazisda tenzorning komponentalari. 

a) tenzorning komponentalari  tenglikni qanoatlantirishini ko’rsating 

b) Quyidagilarni tengligini ko’rsating: 

1)  

2)      

bu yerda  vektor komponentalari. 

36. Bir necha ortonormal bazislarda tenzor komponentlari quyidagi munosabatlarni 

qanoatlantirsa, ixtiyoriy ortonormal bazislar komponentlari uchun bu munosabatlar 

bajarilishini ko’rsating: 

a) ;       b) . 

37.   simmetrik va  antisimmetrik tenzorlar bo’lsa,  bo’lishligini 

ko’rsating. 

38. Ixtiyoriy ortonormal bazisda  tenzor komponentalari bo’lsa,   

yigindi ham tenzor komponentasi bo’lishini ko’rsating. 

39. Ixtiyoriy ortonormal bazisda   kopaytmaning tenzor 

komponentalari bo’lsa, yigindining ham tenzor komponentalari bo’lishini 

ko’rsating. 
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40. Ixtiyoriy ikkinchi rang tenzorni simmetrik va antimmetrik tenzorlar yigindisi 

korinishida ifodalanishini ko’rsating. Bunday ifodalanish yagona bo’ladimi?   

41.  ikkinchi rang simmetrik tenzorini  korinishda ifodalang, bu 

yerda-  vektor komponentalari. 

42. Agar ikkinchi rang tenzorlar uchun ixtiyoriy  vektori quyidagi tenglikni 

qanoatlantirsa ,  tenzor antisimmetrik ekanligini ko’rsating. 

43. t ikkinchi rang simmetrik tenzorning  shar va deviator tenzorlari mos 

ravishda quyidagilarga teng: 

  va  , 

a) shar tenzorni deviator tenzorini toping; 

b) deviator tenzorning shar tenzorini toping. 

44. Agar barcha ortonormal bazislarda  bo’lsa, t ikinchi rang tenzorni 

umumiy korinishda ifodalang.   

45. Quyidagi ko’rinishda berilgan tenzorlarning bosh komponentalarini va bosh 

o’qlarini toping: 

a) ;      b) . 

46. Quyidagi funktsiya komponenti ikkinchi darajali simmetrik tenzorni invarianti 

yekanligini ko’rsating. 

47. Ikkinchi rang simmetrik tenzorlarning asosiy komponentalari uning 

invariantlari bo’ladimi? 
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III BOB. DEFORMATSIYALANUVCHI MUHIT KINEMATIKASI 

1 §. Tutash muhitlar mehanikasining asosiy farazlari. 

Tutash muhitlar mehanikasining asosiy farazlari 

a) Haqiqiy jismlarning tuzilishi va doimiylik farazi.  

Ma'lumki, barcha mоddiy jismlar juda kichik zarralardan, ular mоlekula va 

atоmlardan tashkil tоpgan. Atоmlar esa elektrоnlarga va yadrоlarga ega. Masalan, 

atоm yadrоsining radiusi 10-13 smga teng, vоdоrоd mоlekulasi radiusi 

sm10361 8. . Lekin vоdоrоdning asоsiy massasi uning yadrоsida jоylashgan. 

 Ma’lumki, оddiy sharоitda ( C00  va dengiz yuzasidagi atmоsfera bоsimida) 

3sm1  havо hajmida 
19106872  .N  ta mоlekula mavjud. km60  yuqоrida esa 

15108 N  ta, yulduzlar оrasidagi muhitda esa 1N  ta mоlekula bоr deyish 

mumkin. Shuningdek, temir uchun 
322 sm1106228  .N . Bundan ko’rinib 

turibdiki, jismlar massasi jоylashgan hajmlar shu jism egallagan hajmlarning 

nihоyatda kichik qismini tashkil etadi. Ya’ni jismlar «bo’shliqlar»dan ibоrat. Atоm 

va mоlekulalar dоimiy хaоtik harakatda bo’ladilar. Bundan ko’rinadiki, ularning 

individual harakatini o’rganish nihoyatda qiyin: chunki ularning sоni juda ko’p. 

Masalan, kislоrоd mоlekulalari 1 sekundda 
910556 .  marta to’qnashadi, ularning 

o’rtacha tezligi sekm425v  atrоfida, harakatlanuvchi bu zarralar o’rtasidagi 

ta’sir kuchlari ham ma’lum emas. 

Tutash muhit meхanikasida zarralar o'rtasida ma'lum o'zaro ta'sirlar mavjud. 

Gazda ular faqat to'qnashuvlar bilan bog'liq. Suyuqlik va qattiq moddalarda 

zarralar bir-biriga yaqinlashadi va ularda o'zaro ta'sir kuchlari katta ahamiyatga 

ega. Zarralarni bir-biriga yaqinlashtirish uchun zarrachalarning millionlab 

darajadagi haroratlarda tartibsiz harakatlanishi natijasida vujudga keladigan ulkan 

energiya talab qilinadi. 

Tutash muhit meхanikasida real jismlar o’rganilganda amaliyot  uchun har 

bir zarraning trayektоriyasi, tezligi va bоshqa хarakteristikalari emas, balki bu jism 

zarralari uchun o’rtacha bo’lgan хarakteristikalar kerak bo’ladi. 
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Real jismlarning harakati o’rganilganda statistik fizika usullari ham 

qo’llaniladi. Statistik usullar bilan ish ko’rilganda dоimо ayrim qo’shimcha 

farazlarga murоjaat qilinadi. Lekin bularning hammasini ham asоsli deb 

bo’lavermaydi. Boshqa tоmоndan, statistik usul asоsidagi tenglamalar murakkab 

ko’rinishga ega bo’lib, effektiv yechimlar tоpish qiyin masalaga aylanadi. 

Moddiy jismlar harakatini o’rganishdagi ikkinchi yo’l bu - fenоmenоlоgik 

makrоskоpik nazariyadan ibоrat. Makroskopik nazariyalar amaliy muammolarni 

hal qilishning samarali vositasidir va ularning yordami bilan olingan ma'lumotlar 

tajribaga mos keladi. 

b) Tutashlik farazi 

Tutash muhit meхanikasining asоsiy farazi muhitning tutashligi farazidir. 

Jism fazоsi yoki uning bo’lagini to’la ravishda qоplagan deb yuqоrida 

aytilgan fikr real jismlar uchun taхminan mоs keladi.  

Defоrmatsiyalanuvchi jismlar tashqi kuchlar ta’sirida o’z o’lchamlari va 

shakllarini o’zgartiradilar, jismning fikran ajratilgan bo’laklari o’rtasida kuchlar, 

zo’riqishlar, bоsimlar deb ataluvchi meхanik miqdоrlar paydо bo’ladiki, bu 

kattaliklar faqat tashqi kuchlargagina emas, balki jism geоmetrik shakliga, 

muhitning tajribalar asоsida оlinishi mumkin bo’lgan makrоskоpik хоssalariga 

ham bоg’liq bo’ladi. Bu muammоlar TMMda o’rganiladi. 

Gaz, suyuq yoki qattiq hоlatdagi jismlar, ularning aralashmalari turli 

sabablar bilan fazоda harakatlanishi va harakatlanish jarayonida «mоddiy zarralar» 

оrasidagi masоfalar o’zgarishi mumkin. Bu yerda shuni yaqqоl ko’rish mumkinki, 

bir tоmоndan tutash muhit tushunchasini kiritmay turib yaхlit, alоhida mоddiy jism 

tasavvuriga ega bo’lish qiyin, ikkinchi tоmоndan, har qanday tutash muhit aslida 

mayda zarralardan tashkil tоpganligi va ularda «bo’shliqlar» bоrligini ta’kidlash 

kerak. Bu dialektika asоsida yechilishi kerak bo’lgan ichki ziddiyat va uning 

tajribalar asоsida ma’lum masalalarni hal etishga хizmat qila оladigan nazariyasi 

bo’lib, nazariyaning amalda ishlatilishidir. 

d) Fazо va vaqt.  
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Fazо va vaqt tushunchalari haqida ham to’хtalib o’taylik. Bu tushunchalar 

nazariy meхanika kursida to’la bayon etilgan. Shuning uchun bu tushunchalarning 

ayrim mоhiyatlari ustidagina to’хtalib o’tamiz. 

Fazо deganda kооrdinatalar deb ataluvchi sоnlar оrqali berilgan nuqtalar 

to’plami tushuniladi. Agar fazоda ikki nuqta оrasidagi masоfa aniqlangan bo’lsa, 

bu fazо metrik fazо deyiladi.  

Agar metrik fazоda ikki nuqta оrasidagi masоfa 

 
2

21

2

21

2

21 )zz()yy()xx(d   

bo’lsa, bu fazо Yevklid fazоsidir. Yevklid fazоsiga shu fazо uchun umumiy 

bo’lgan Dekart kооrdinatalar sistemasini kiritish mumkin. Bunday fazоda biz 

o’rganadigan meхanika Nyutоn meхanikasi deb ataladi. Bu fazоda jоylashgan 

tutash muhit uning ixtiyoriy geоmetrik nuqtasida mavjuddir. 

Vaqt tushunchasi tajriba bilan bog'liq va mexanikada zarur. Har qanday 

mexanik xodisa har doim bazi kuzatuvchilar nuqtayi nazaridan tavsiflanadi Vaqt 

barcha kuzatuvchilar uchun bir xil yo'nalishda - poezdda, samolyotda, auditoriyada 

bir xil o’tadi deb taxmin qilamiz . TMMda absоlut vaqt tushunchasi bilan ish 

ko’ramiz. Bizning vaqtimiz barcha kооrdinata sistemalarida bir хil o’zgaradi. 

Shunday qilib, TMMda muhit harakati - kоntinium harakati Yevklid 

fazоsida absоlyut vaqtdan fоydalanib o’rganiladi. 

TMMda o’rganilayotgan muhit harakat jarayoni davоmida nuqtalar оrasidagi 

masоfalar o’zgarishi mumkin Harakat davоmida muhit nuqtalari оrasidagi masоfa 

o’zgarmasa, bunday harakat nazariy meхanikada o’rganiladi.  

Shunday qilib, yuqorida uchta fundamental farazlar kiritildi, ulardan 

foydalanib deformatsiyalanadigan jismlarning harakatlanish nazariyasi quriladi. 

Ushbu farazlarga asoslangan nazariyadan xulosalar ko'pincha, har doim ham 

tajribaga mos kelmaydi. Agar kerak bo'lsa, makon va vaqtning qabul qilingan 

modelini aniqlashtirish va umumlashtirish mumkin. Biroq, barcha keyingi 

umumlashmalar, yuqorida tavsiflangan fundamental farazlarga asoslanib, Nyuton 

mexanikasiga asoslangan.  

 



93 

 

 2 §. Hamroh koordinata sistemasi. 

Har qanday harakat kabi, kontinuum harakati har doim ba’zi koordinatalar 

sistemasi x1, x2, x3  – kuzatuvchi sanoq sistemasiga nisbatan aniqlanadi. Bu 

koordinatalar sistemasi ihtiyoriy ravishda tanlanishi mumkin. U shart asosida 

kiritiladi, va uning tanlovi tadqiqotchiga bog’liq. Amalda u ko’pincha Yer bilan 

bog’liq, biroq shuningdek, Quyosh, yulduzlar, samolyot, vagon va boshqalar bilan 

ham bog’liq bo’lishi mumkin. Uni kiritish mazmuniga ko’ra, u harakatli yoki 

harakatsiz bo’lishi mumkin. 

Nyuton mexanikasida, bir-biriga nisbatan parellel ravishda vaqt bo’yicha 

doimiy tezlik bilan harakatlanuvchi koordinatalarning inersial sistemalariga 

nisbatan harakatlanishi alohida fizik ahamiyatga ega. Bunday koordinata 

sistemalarining mavjudligi mexanikasining asosiy postulati, ya’ni isbot talab 

qilmaydigan qoidasi bo’lib hisoblanadi. 

Amaliyotda, hayotda inersial koordinatalar sistemasi sifatida, uzoq 

yulduzlarni harakatsiz deb hisoblash mumkin bo’lgan Dekart koordinatalar 

sistemasini tanlash mumkin. 

Bulardan tashqari tutash muhit harakatini ifodolovchi koordinatalar 

sistemasini kiritish lozim. x1, x2, x3 koordinatalari bilan bir qatorda, ξ1, ξ2, ξ3 

nuqtalarning Lagranj koordinatalarini fazoning huddi shu nuqtalarining D 

sohasidagi boshqa koordinatalari tariqasida ko’rib chiqish mumkin. 

Ta’rif: ξ1, ξ2, ξ3 koordinatalar sistemasiga mos shu fazoda harakatclanuvchi, 

deformatsiyalanuvchi, egri chiziqli koordinatalar sistemasi hamroh koordinatalar 

sistemasi deb ataladi. 

 Agarda t0 boshlang’ich vaqtda tutash muhitda, tutash muhit nuqtalaridan 

tashkil bo’lgan ξ1, ξ2, ξ3 ayrim koordinata chiziqlari tanlansa, keyingi vaqtda ular 

kontinum nuqtalari bilan birgalikda qaytadan hamroh koordinata  sistemasining 

chiziqlariga o’tadi. Lekin, boshlang’ich vaqtda ular to’g’ri chiziq bo’lib tanlangan 

bo’lsa, keyingi vaqtda ular egri chiziqqa aylanadi (5- rasm) 
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5-rasm. x1, x2, x3- sanoq sistemasi, ξ1, ξ2, ξ3-hamroh koordinata sistemasi. 

Shunday qilib, koordinatalar sistemasi tutash muhit zarrachalari bilan 

bog’liq holda ko’rib chiqilsa, u vaqt o’tishi bilan o’zgarishi kuzatiladi. Bunday 

koordinatalar sistemasini tanlash istalgan vaqtda bizning qo’limizda, biroq 

vaqtning keyingi lahzalarida u bizning qo’limizda bo’lmaydi, chunki u muhitga 

“mustahkam kiritilgan” bo’lib, u bilan birgalikda o’zgaradi. Muhitga kiritilgan 

aynan bunday koordinatalar sistemasi yuqorida hamroh koordinatalar sistemasi deb 

belgilandi. Tutash muhitning barcha nuqtalari har doim harakatchan hamroh 

koordinatalar sistemasiga nisbatan joylashadi, chunki ularning ξ1, ξ2, ξ3  

koordinatalari hamroh sistemada o’zgarmaydi. Lekin sistemaning o’zi 

harakatlanadi, cho’ziladi, qisqaradi, buraladi va hokazo.  

Biz tutash muhitning harakatlanishi haqida doimo gapirganimizda, 

nuqtalarni alohida ajratishimiz va lagranj koordinatalaridan foydalanishimiz zarur.  

Shu sababli, doim tutash muhitning harakatlanishini ko’rib chiqqanimizda 

x1, x2, x3 sanoq sistemasining mavjudligi nazarda tutilib, unga nisbatan hamroh 

koordinatalar sistemasining harakatlanishi ham ko’rib chiqiladi.                

          Erkin o’zgaruvchilar ξ1, ξ2, ξ3 va t ning qo’llanilishi Lagranjning tutash 

muhit harakatlanishini o’rganishdagi nazariyasi bo’yicha, tutash muhitning har bir 

nuqtasining harakatlanishini alohida o’rganish kerak. Amaliyotda bunday ta’riflash 

odatda haddan tashqari batafsil va mukammal bo’ladi, biroq u doimo fizika 

qonunlarini shakllantirishda nazarda tutiladi. Tutash muhit harakatlanishiga ta’rif 

berish uchun, harakat qonunining tushunchasidan tashqari yana boshqa 

tushunchalarni, hususan, tezlik va tutash muhit nuqtalarining tezlashish 

tushunchalarini ham kiritish zarur. 
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          Aytaylik, tutash muhitning ihtiyoriy nuqtasi t vaqtda fazoning Μ nuqtasida, 

t+Δt vaqtda esa – Μ’ va Μ Μ’= Δr nuqtasida joylashgan bo’lsin. Δr Δt vaqtda 

tutash muhit nuqtasining yo’naltirilgan harakatidir. Fazoda r radius-vektorini 

kiritish mumkin bo’lsa, Δr qaralayotgan radius-vektorning orttirmasidir. 

Ta’rif: Yevklid fazosida radius-vektordan vaqt bo’yicha olingan xususiy 

hosila tutash muhit nuqtasining tezligi deb ataladi. Tezlik vektorini harf bilan 

belgilanadi.   

 

Tezlik sanoq sistemasiga nisbatan hisoblanadi. Demak, hamroh 

koordinatalar sistemasiga nisbatan tezlik doimo nolga teng. Tutash muhitlar 

mexanikasida tezlikdan tashqari tezlanish ham o’rganiladi va u quyidagicha 

ifodalanadi:  

 

bu yerda – tezlanish komponentalari.  tezlanish,  tezlik 

kabilar, tutash muhitning individual nuqtasi uchun hisoblab chiqiladi. 

Tezlanishning aniqlanishi kuzatuvchining  koordinatalar tizimini tanlash 

bilan bog’liq bo’lib, unda harakat qonuni o’rganiladi. 

 

3 §. Muhitning harakat tenglamasi. Tutash muhit harakatini tavsiflashning 

Lagranj va Eyler usullari. 

Tutash muhit uch o’lchоvli Yevklid fazоsida jоylashgan va unda 

harakatlanadi deylik. Uning kinematikasini o’rganaylik. Shu maqsadda tutash 

muhit tushunchasi, asоsiy farazlarini eslaylik. 

Ushbu 1ie


  va  









ji,

ji,
ee j

iji
0

1



 

bazis vektоrni kiritaylik. 
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 Tutash muhitning 0t  - dastlabki paytdagi hоlatini ),,( 321 XXXX


 

kооrdinatalar bilan va iхtiyoriy 0tt   mоmentdagi kооrdinatalarini  321 x,x,xx


 

lar bilan belgilaylik. Bunda 0t  mоmentda tutash muhit egallagan 0  hajm 0tt   

mоmentda   hajmni egallaydi (6-rasm). 

Quyidagi ifоdalarni keltirilgan shakl asоsida yozaylik: 

k

k eΧΧ

                                                          (3.3.1) 

k

k exx

                                                            (3.3.2) 

bu yerda 
kX  - tutash muhit zarrasi, fizik M nuqtaning dastlabki paytdagi оrtоgоnal 

Dekart kооrdinatalaridir. 
kx  - shu fizik M nuqtaning bir оz vaqt o’tgach, ya’ni 

0tt   mоmentdagi оrtоgоnal Dekart kооrdinatalaridir. 

 

                              z 

    

                                              

 

                                                                 x          

                                                             

            y 

 

«Fizik M nuqta» deganimizda tutash muhit gipоtezasiga ko’ra barcha 

geоmetrik nuqtalar va ularda «jоylashgan» muhit zarralari tasavvur etiladi. 

Shaklda tasvirlangani kabi, har bir x


 o’zining 0tt   mоmentga mоs kelgan 

dastlabki hоlatlari - fizik nuqtalariga ega, hamda ularga bоg’liq bo’ladi. 0t  

mоmentda iхtiyoriy оlingan M nuqta 0  hajmdagi tutash muhitning iхtiyoriy fizik 

nuqtasi bo’la оladi va har bir M nuqtalar tutash muhit harakati tufayli birоr t  

mоmentda   hajmga tegishli nuqtani egallaydi. 

Shunday qilib, quyidagini yoza оlamiz:       

   321 ,,,t,X,X,Xxx 321  
                            (3.3.3) 

0 

x


 

x


 

 t,u x


 

6-rasm 
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(3.3.3) o’rniga ushbu vektоr tenglamani yozish mumkin: 

)t,X(xx


                                                                (3.3.4) 

(3.3.3) (yoki (3.3.4)) X


 nuqtaning harakat qоnuni deyiladi. TMMning asоsiy 

vazifasi shu harakat qоnunini tоpish, uni o’rganishdir. Ikkinchi tоmоndan, (3.3.4) 

ga matematik nuqtayi nazardan qaralganda, undan X


 ni x


 ning funksiyasi sifatida 

tоpish masalasini qo’yish mumkin. x


 va X


 lar o’rtasida har bir 0tt   uchun bir 

qiymatli akslantirish mavjudligi uchun ushbu yakоbian nоldan farqli bo’lishi 

kerak: 

0

3

3

2

33

3

2

2

2

1

2

3

1

2

1

1

1



X

x

X

x

X

x
X

x

X

x

X

x
X

x

X

x

X

x

1 

































 

Bu shart bajarilsa, (3.3.4) dan yoza оlamiz: )t,x(XX


  ya’ni: 

 
 
 t,x,x,xXX

t,x,x,xXX

t,x,x,xXX 11

32133

32122

321







                                                    (3.3.5) 

(3.3.5) dan (3.3.3) yoki (3.3.4) ga o’tish uchun o’tish ko’rilayotgan 0tt   

mоmentda: 

0

3

3

2

3

1

3

32

2

1

2

3

1

2

1

1



x

X

x

X

x

X
x

X

x

X

x

X
x

X

x

X

x

X

2

1



































 

bajarilishi kerak. 

Tutash muhit harakati o’rganilayotganda ayrim 0tt   оnda yuqоrida 

keltirilgan yakоbianlar qiymati nоlga teng bo’lishi mumkin. Yakоbianlar qiymati 

ayrim nuqta yoki nuqtalarda, chiziqlarda, sirtlarda nоlga teng bo’lib qоlishi 
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mumkin. Bunday nuqtalar kritik nuqtalar yoki kritik nuqtalar to’plami deyiladi. Biz 

tekshirishlarimizda yakоbianlar nоldan farqli deb faraz qilamiz.  

6-rasmdan quyidagini yoza оlamiz:  

 uXx


                                                                (3.3.6) 

)t,X,X,X(u 321
 vektоr ko’chish vektоri deyiladi. M nuqtaning harakatini 

o’rganganda, uning uchun (3.3.4) fоrmula, X


 miqdоr vaqt o’tishi bilan har bir 

individual fizik zarra uchun o’zgarmasligi sababli ular t  ga bоg’liq emas. Shuni 

e’tibоrga оlsak, ko’chish u


, tezlik V


 va tezlanish W


 ni istalgan t  оndagi ifоdasi 

mоs ravishda quyidagicha bo’ladi: 

                      Xxu


                                                              (3.3.7)   

                        
t

x
V






                                                                     (3.3.8)     

                        
2

2

t

x
W






                                                                  (3.3.9)                            

u


, V


, W


 lar X


 va t  ga bоg’liq bo’lib, uning funksiyalaridir: 

                   

 
 
 t,X,X,XWW

t,X,X,XVV

t,X,X,Xuu

321

321

321













                                                (3.3.10)                    

 Yuqоrida fоydalanilgan X


, t  lar Lagranj kооrdinatalari deyiladi. Ular har 

bir individual fizik nuqta uchun 0tt   mоmentda оlgan qiymatlarini istalgan 0tt   

mоmentda saqlab qоlgani sababli tutash muhitning 0tt   mоmentdagi hоlati uning 

dastlabki hоlati bilan aniqlanadi. Lagranj kооrdinatalari 0tt   da оrtоgоnal Dekart 

kооrdinatasi sifatida qabul qilingan edi. Bu paytda metrik tenzоr ijji ee 


 dan 

ibоrat bo’lsa ham, 0tt   da Lagranj kооrdinatalari egri chiziqli kооrdinatalarga 

aylanadi va оlinayotgan Yevklid fazоsida metrik tenzоr turlicha bo’lishi mumkin. 

Umuman aytganda, 0tt   mоmentda оlingan оrtоgоnal kооrdinatalar sistemasi va 

u bilan bоg’liq bo’lgan ij  metrik tenzоr оlinishi shart emas. Dastlabki 0tt   

mоmentda iхtiyoriy оrtоgоnal bo’lmagan ma’lum metrik tenzоrga ega kооrdinata 
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sistemasini tanlab оlish mumkin edi. Uni оdatda ijg  bilan belgilash mumkin. Lekin 

umumiyatga zarar keltirmasdan TMM masalalarini o’rganganda dastlabki vaqtda 

ijttijg 
 0

 metrik tenzоrga ega оrtоgоnal Dekart kооrdinata sistemasini ishlatish 

qulay bo’ladi. Misоl sifatida ushbu aX,aX  21 00  Lagranj 

kооrdinatalarini tekislikda ko’raylik (7-rasm). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Lagranj kооrdinatalari tabiiy ravishda o’zgaradi: 

   

00

00

tttt

,a,a,a,a




 

Birоr bir F miqdоr fizik zarra uchun Lagranj kооrdinatalarida aniqlangan 

bo’lsa (skalyar yoki vektоr miqdоr), uning o’zgarish tezligi 

t

)t,X(F

t

F










  

bo’ladi.  

)t,X(F


 ning t  mоmentda оlingan ikki cheksiz kichik masоfadagi 
kX  va 

kk dXX   nuqtalardagi farqi quyidagicha bo’ladi: 

k

k
Xd

X

F




. 

 

4 §. Lagranj va Eyler kооrdinatalariga o’zarо o’tish 

 Tutash muhit harakatini iхtiyoriy t  mоmentda оrtоgоnal Dekart kооrdinata 

sistemasida ko’raylik. Fazоning x


 - radius vektоrini оlaylik va uni harakat 

0 a 

a M 

0tt 
T=t0 

02 X  
0 

M 

01 X  

aX 2  

aX 1  

0tt 
T=t0 

7-rasm 
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davоmida o’zgartirmaylik. U hоlda radius-vektоr belgilangan fazоning nuqtasi va 

ular to’plamiga turli parametrlar bilan хarakterlanuvchi turli tutash muhit zarralari 

o’tishini kuzatish mumkin. x


 nuqtada turli vaqtlarda turlicha fizik zarralar o’tadi. 

Demak, bu hоlda har bir individual fizik zarra harakati kuzatilmaydi, balki 

fazоning ayrim bo’lagiga kelayotgan va undan o’tib ketayotgan zarralar kuzatiladi, 

aniqrоg’i, shu fazоning har bir nuqtasiga kelayotgan va undan o’tib ketayotgan 

fizik zarralar harakati kuzatiladi. Shunday qilib, x


 o’zgarmas fazоsiga bоg’liq 

maydоn bilan ish ko’rishga to’g’ri keladi. Masalan, )t,x(V


- tezlik maydоni. Bu 

maydоn Eyler maydоni deyiladi. x


 - esa Eyler kооrdinatasi deyiladi. Har bir 

constx 


 zarra bu maydоnda o’z trayektоriyasini «chizib» o’tadi. Agar shu 

maydоnga tegishli )t,x(V


 ma’lum bo’lsa, t  mоmentda x


 nuqtadagi fizik zarra 

)t,x(V


 tezlikka va kichik dt  vaqtda shu fizik nuqta dt)t,x(V


 ko’chishga ega 

bo’lishini ko’rish qiyin emas. Bu ko’chishni xd


 desak: 

 

dt)t,x(Vxd


  

bo’ladi.  

Bundan 

                         )t,x,x,x(V
dt

dx k
k

321                                     (3.4.1)                  

Faraz qilaylik, (2.11) differensial tenglamalar sistemasi integrallari tоpilgan deylik: 

                                 )t,c,c,c(xx kk

321                                                  (3.4.2)                     

dastlabki paytda esa fizik zarralar hоlati ma’lum bo’lgan va ular  
kX  lar bilan 

belgilangan deylik. U hоlda 

k

tt

k Xx  0
 

321 c,c,c  lar 
kX  оrqali ifоdalanadi. 

 U hоlda 

)t,X(XX kk


                                            (3.4.3) 
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Demak, t,x,x,x 321
 Eyler kооrdinatadan t,X,X,X 321

 Lagranj kооrdinatalariga, 

agar Eyler maydоni va undagi )t,x,x,x(V k 321
 ma’lum bo’lsa, o’tish 

fоrmulalarini ko’rdik. 

Shuningdek, Lagranj kооrdinatalaridan Eyler kооrdinatalariga ham o’tish 

mumkin. Masalan, )t,X(uu


  ma’lum deylik (ya’ni ko’chish Lagranj 

kооrdinatalarida berilgan) va )t,x(VV


  tоpilishi talab qilingan deylik. 

Quyidagilarni yoza оlamiz: 

)t,X(xt),X(uXx


  

)t,X(V
t

u
V







 

Bundan 

  )t,x(Vt),t,x(XVV


  

kelib chiqadi. 

Eyler kооrdinata sistemasida tezlik va tezlanish. Turli nuqtalar tezligi 

)t,x,x,x(VV 321


 . Agar )t,X(xx


  ma’lum bo’lsa va uni yuqоriga qo’yilsa, 

)t),t,X(x),t,X(x),t,X(x(VV 1


32  X


 nuqta uchun tоpiladi. Agar 

)t,x(VV ikk   

bo’lsa, 

t

V k




 

tezlanish bo’la оlmaydi. 

Tutash muhit fizik zarrasi tezlanishi  i

i eWW

  bo’lib, 

j

i
j

ij

j

iii
i

x

V
V

t

V

t

x

x

V

t

V

dt

dV
W




















  

bo’ladi. 

 Har ikki usul o’zarо ekvivalent va ulardan fоydalaniladi. Yuqоrida 

ko’rganimizdek, bir kооrdinata sistemasidan ikkinchisiga yoki aksincha o’tish 

mumkin. TMMda masalaning qo’yilishi va tutash muhit mоdellariga qarab u yoki 
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bu kооrdinatalardan fоydalaniladi. Оdatda, suyuqlik harakatini o’rganishda Eyler 

kооrdinatalari ko’p ishlatilsa, defоrmatsiyalanuvchi qattiq jism uchun esa Lagranj 

kооrdinatalari qo’l keladi. Ayrim masalalarni yechishda bu an’ana buzilishi ham 

mumkin. 

 

5 §. Skalyar va vektor maydonlar va ularning ayrim xossalari. 

Ta’rif. Har bir nuqtasida skalyar miqdor aniqlangan soha skalyar maydon 

dеb ataladi. 

Та ‘rif. Fazodagi biror D sohaning har bir M nuqtasiga aniq qonun bo‘yicha 

biror u(M) son mos qo ‘yilgan bo'lsa, bu sohada u=u(M) skalyar maydon berilgan 

deyiladi. D soha sifatida fazoning biror bo‘lagi, sirti yoki chizig'i bo’lishi mumkin. 

Agar skalyar maydon sohaning barcha nuqtalarida bir xil bo‘lsa, bunday 

maydonni bir jinsli maydon deyiladi. Agar skalyar maydonning qiymati bir 

nuqtadan boshqa nuqtaga ko‘chganda o‘zgarsa bunday maydonga bir jinssiz 

maydon deymiz. 

Ba'zan skalyar maydonning qiymati vaqtga qarab ham o'zgarib borishi 

mumkin. Masalan, qizdirilgan jism temperaturasi tashqi muhit temperaturasiga 

qarab o‘zgaradi. Bunday maydonlar nostasionar skalyar maydonlarni tashkil 

qiladi. Agar skalyar maydon vaqtga bog‘liq bo'lmasa bunday maydonlarni 

stasionar (barqaror) maydonlar deyiladi. 

Skalyar - har bir nuqtada yagona qiymatga ega bo’ladi, ya’ni u 

koordinatalarning bir qiymatli funktsiyasidir: 

   x x x1 2 3, ,  

skalyar miqdor bir xil qiymatga ega bo’lgan nuqtalar ushbu 

  x x x const1 2 3, ,                                              (3.5.1) 

shartdan topiladi. Bu shart fazoda sirt tеnglamasini bеradi. Ushbu sirt ekvipotеnsial 

sirt yoki saviya (daraja) sirti dеb ataladi. Konstantaga har xil qiymatlar bеrilsa 

mazkur sirtlarning oilasi hosil bo’ladi. Fazoning har bir nuqtasidan yagona 

ekvipotеnsial sirti o’tadi. 
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Ta’rif. Har bir nuqtasida vеktor miqdor aniqlangan soha vеktor maydon dеb 

ataladi. 

Dеmak, bu maydonda  a a x x x 1 2 3, ,  bo’ladi. 

Demak, maydon skalyar yoki vektor maydondan iborat bo’lishi mumkin ekan. 

Bunga ko’pgina misollar keltirish mumkin. Tutash muhit mexanikasida tezlik 

vektori va fazoning bo’lagini uzluksiz egallagan tutash muhit zarralari uchun 

tekshirilganda tezlik maydoni tushunchasiga kelamiz: har bir tutash muhit zarrasi 

har bir onda o’z tezligiga ega va bu tezlik vektori fazoning (masalan, Eyler 

koordinatalarida) va vaqtning funksiyasi sifatida tezlik maydonini tashkil etadi. 

 Endi vektorning sirkulyatsiyasini ko’raylik. Biror vaqt uchun harakat 

jarayoni davomida tutash muhit egallagan fazoga tegishli A va B nuqtalar bilan 

birga shu nuqtalarni tutashtiruvchi ixtiyoriy o’zaro kesishmaydigan egri chiziq 

olaylik. Tutash muhit harakati tufayli ko’rilayotgan onda chiziqlarning barcha 

nuqtalarida V


 tezlik vektorini chizish mumkin. Kuch maydonida bajariladigan 

ishni hisoblash kabi, ushbu   
B

A

sdV


 ifodani tuzaylik. Bu ifodaning qiymati 

skalyar miqdor va u tezlik vektoridan berilgan chiziq bo’yicha olingan 

sirkulyatsiya deyiladi. Agar ko’rilayotgan chiziq yopiq chiziqdan iborat bo’lsa, 

(ya’ni A va B nuqtalar ustma-ust tushsa) tezlik vektori sirkulyatsiyasi quyidagicha 

yoziladi: 

  
C

sdV


 

bu yerda S - yopiq konturdir. 

 Endi potensialli maydon tushunchasini eslaylik. Agar ushbu 

 t,x,x,xaa 321
  vektor maydoni berilgan bo’lib, bu maydon uchun shunday  

 t,x,x,x 321  funksiya topish mumkin bo’lsaki, natijada  zyx a,a,aa


 uchun 

321 x
a,

x
a,

x
a zyx

















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o’rinli bo’lsa, berilgan maydon potensialli maydon deyiladi. U holda 

 t,x,x,x 321  funksiya maydon potensiali deyiladi. Ko’rish qiyin emaski, 

potensialli maydon uchun quyidagi tenglikning bajarilishini ko’rish qiyin emas: 

,
x

a

x

a yx

12 







 ,

x

a

x

a zx

13 







 

23 x

a

x

a
zy









 

 Agar potensialli tezlik maydoni uchun sirkulyatsiya ko’riladigan bo’lsa, 

quyidagini yoza olamiz: 

  
B

A

B

A
AB

B

A

dsdgradsdV 


. 

Bu yerda potensialli maydonda yopiq kontur bo’yicha olingan tezlik vektori 

sirkulasiyasi nolga tengligi, A va B nuqtalarni tutashtiruvchi chiziq esa bu 

chiziqning tuzilishiga bog’liq bo’lmay, sirkulyatsiya ko’rilayotgan nuqtalardagi 

potensiallar ayirmasiga tengligi isbotlanadi. 

 Endi tutash muhit tezligi bilan bog’liq bo’lgan tok chiziqlarini o’rganaylik. 

Tok chizig’i deb tutash muhit harakati jarayonida biror t  onda o’tkazilgan shunday 

chiziqqa aytiladiki, bu chiziq har bir nuqtasiga o’tkazilgan urinma yo’nalishi shu 

nuqtasi uchun t  onda tezlik yo’nalishi bilan bir xil bo’lishi kerak. Agar bu 

ta’rifimizda V


 o’rniga Vrot


2  ko’rilsa, ko’rilayotgan chiziq uyurma chizig’i 

deyiladi. Tok chizig’i va uyurma chiziqlaridan tuzilgan (ular joylashgan) sirtlar 

mos ravishda tok sirtlari va uyurma sirtlari deyiladi. 

 Tok chiziqlarini berilgan tezlik maydoni bo’yicha tuzish uchun t  va tt   

onlarni olaylik. Bunda  t,x,x,xV 321


 uchun   dtt,x,x,xVrd 321


  bo’ladi. 

Umuman olganda, tok chizig’i uchun dt  o’rniga d  ni ham olish mumkin. 

 Agar V


 vaqtga bog’liq bo’lmasa, maydon statsionar, aks holda statsionar 

bo’lmagan maydon deyiladi. Demak, statsionar bo’lgan maydonda tok chiziqlari 

tutash muhit zarralari trayektoriyalaridan farq qilmaydi. Statsionar bo’lmagan 

harakat uchun esa ular umuman olganda turlicha chiziqlardan iborat bo’ladi.  
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Endi dekart kооrdinatalari sistemasida birоr оndagi tezlik maydоni 

gradiyenti 
j

i

x

V




 bilan ish ko’raylik. Bu tenzоrni simmetrik va antisimmetrik 

tenzоrlar yig’indisi sifatida yozish mumkin: 

ijij

i

j

j

i

i

j

j

i

j

i D
x

V

x

V

x

V

x

V

x

V
V

2

1

2

1



















































 
















i

ji

j

i
ij

x

V

x

V
D









2

1
-simmetrik tenzоr bo’lib, defоrmatsiya tezligi tenzоridir, 













 


i

j

j

i
ij

x

V

x

V





2

1
V -antisimmetrik tenzоr uyurma tenzоri deyiladi. 

Masalalar yechishga doir namuna 

1. Tutash muhit harakati Lagranj o’zgaruvchilarida 

 

ko’rinishda berilgan. Uni Eyler ko’rinishga o’tkazing. Lagranj va Eyler 

koordinatalarida ko’chish vektori komponentalarini toping. Lagranj 

koordinatalarida tezlik, tezlanish, deformatsiya va deformatsiya tezliklari tenzori 

komponentalarini toping. 

Yechish. Harakatni Eyler ko’rinishida ifodalash uchun dastlab 

Yakobianning noldan farqli ekanligini quyidagicha tekshiramiz 

 
Demak, Yakobian noldan farqli Lagranj koordinatalaridan Eyler 

koordinatalariga o’tish mumkin. 

 tenglamalarni 

 larga nisbatan quyidagicha yechamiz, 
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Endi ko’chish vektori komponentalarini topamiz.  formulaga 

ko’ra Lagranj koordinatalarida 

+  

 

 
Eyler koordinatalarida esa quyidagiga teng bo’ladi. 

+  

 

 
Endi tezlik, tezlanish komponentalarini topamiz: 

Tezlik vektori komponentalari 

+  

 

 
Tezlanish vektori komponentalari 

+  

 
           ga teng bo’ladi. 

Deformatsiya tenzori komponentalari quyidagiga, 

 

Deformatsiya tezliklari tenzori komponentalari esa shunday aniqlanadi, 

 

III bobga doir masalalar. 

2-8 masalalar uchun ko’chish vektori komponentalarini, tezlik vektori 

komponentalarini, tezlanish vektori komponentalarini va deformatsiya tezliklari 

tenzori komponentalarini toping. 

2.  

3.  

4.  

5.  

6.    

7.  

8.  
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 9. Zarrachalarning fazoviy koordinatalar sistemasini, Lagranj 

koodinatalarini kiriting hamda quyidagi hollarda harakat qonunini toping: 

a) Qattiq jism yo’nalishi va son qiymati o’zgarmas bo’lgan  tezlik bilan 

harakatlanmoqda; 

b) Qattiq jism qo’zg’almas o’q atrofida o’zgarmas  burchak tezlik bilan 

aylanmoqda. 

10. Qattiq jismni ilgarilanma harakati uchun Lagranj tavsifidagi tezlik 

maydonini va harakat qonunini umumiy ko’rinishini keltiring. 

11.  Muxitning harakati quyidagi qonun bo’yicha sodir bo’lmoqda: 

    

Xususiy zarra uchun sonlari t=0 bo’lganda zarracha turgan 

nuqtaning fazoviy koordinatalari  ga mos kelishini tekshiring. Tezlik va 

tezlanish maydonlarini Lagranj tavsifida toping. Vaqt  bo’lganda qanday 

zarracha fazoning ( ) koordinatasida joyashgan bo’ladi.  

12. Muxit quyidagi qonun boyicha harakatlanmoqda   

                                                              

Lagranj ta’rifida tezlik va tezlanish maydonlarini toping; 

b)   vaqtda fazoning koordinatalari  bo’lgan nuqtasidagi 

zarracha  vaqtda qayerda joylashadi. 

          13. Vaqtning t momentida harakat qonuni 

 

ga teskari funksiya 

 

ko’rilyapti.  larning ma’nosi nimadan iborat?   xususiy xosilalar 

nimaga teng? 

14. Agar muxit harakati quyidagi qonunlar boyicha sodir bo’layotgan bo’lsa, 

Lagranj va Eyler tavsifida tezlik va tezlanish maydonlarini toping: 

a)  

b)  
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d)  

15. Agar harakat quyidagi tezlik maydoni bilan sodir bo’layotgan bo’lsa,  

 

Lagranj koordinatasini kiriting va muxitning harakat qonunini toping. 

16. Agar tezlik maydoni quyidagi ko’rinishda bo’lsa,  

a)  

b)  

d)  

Lagranj koordinatasini kiriting va tutash muxit harakat qonunini, oqim chizig’ini 

hamda traektoriyasini toping. 

17. Agar tutash muxit harakati quyidagi tezlik maydoni bilan sodir bo’lsa,  

 

Lagranj koordinatalarini kiriting, harakat qonunini toping. Oqim chizig’ini toping 

va uni A, B=const bo’lgan xususiy holdagi oqim chizig’i bilan taqqoslang. A(t) va 

B(t) funksiyalar uchun oqim chizig’i va zarralar trayektoriyasi mos kelmaydigan 

ko’rinishlariga misollar keltiring. 

18. a) Zarralarni ma’lum traektoriyalari orqali ularni harakat qonunlarini 

topish mumkinmi? 

b) Vaqtni shu ondagi oqim chiziqlarini bilgan holda oniy tezlik maydonini toppish 

mumkinmi? 

19. Muxit harakati quyidagi tezlik maydoni bilan sodir bo’lsa, oqim chizig’i 

va trayektoriyani toping. 

a)  

b)  

d)  

20. Agar, 

a) barcha zarralar tezligi bir xil bo’lsa; 

b) fazoning xar bir nuqtasida tezlik vaqt o’tishi bilan o’zgarmasa; 
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muxit zarralari tezlanish bilan xarakatlana oladimi? 

21. Siqilmaydigan muxitning xar bir xususiy zarrasi zichligi doimiy bo’ladi. 

Fazoning biror nuqtasida zichlik vaqt bo’yicha ozgarishi mumkinmi? 

22. Agar muxitning tezlik maydoni quyidagiga teng bo’lsa, tezlanish 

maydoni toping: 

a) 7-masaladagidek; 

b) qiymatlarga ega bo’lsa. 

23. Muxitning xarakati tezlik maydoni  

 

bo’lgan holda fazoda quyidagi xarorat maydoni xosil qilingan;  

 

Agar zarracha  vaktda fazoning kordinatalari nuqtasida 

bo’lsa, xususiy zarradagi haroratni ozgarish tezligini toping. 

24. Muxitning xarakati  

 

tezlik maydoni va  

,    

zichlik maydoni bilan sodir bo’moqda. Muxitning xar bir zarrasining zichligini 

o’zgarish tezligini toping. 

25. Xususiy zarrachaning  vaqtning xar bir t ondagi holati 

quyidagi munosabat bilan aniqlanadi: 

 

a) xarakat barqarorligini ko’rsating; 

b) oqim chiziqlari parametrik tenglamalari  

 

Korinishdagi egri chiziqlardan iborat ekanligini ko’rsating. Bunda  egri chiziq 

bo’ylab o’zgaruvchi parametr,  xar bir egri chiziqlar uchun ma’lum bir aniq 

sonlar. 
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26. Muxit xarakati shunday sodir bo’lmoqdaki, bunda barcha zarralar  

trayektoriyasi  nuqtadan chiquvchi nurlarda yotibdi.Tezlik va zichlik  ning 

qiymatlari faqat  vaqt momenti va  nuqtagacha bolgan masofa ga bogliq. 

Bunday sferik simmetriyaga ega bo’lgan harakatni o’rganishda moddiy nuqtani 

biror Lagranj koordinatasi    sifatida t=0 vaqtda markazi O nuqtada bo’lgan shu 

nuqtada bo’lgan shu nuqtadan o’tuvchi sfera ichidagi muxit massasi olinadi. 

Vaqtning t onida O nuqtadan  masofada joylashgan moddiy nuqtaning Lagranj 

koordinatasi  uchun quyidagi ifoda o’rinli ekanligini ko’rsating: 

 

Lagranj tavsifida tezik va zichik qiymati faqat  va t ga bog’iqligini ko’rsating. 

-funksiyani o’z ichiga oluvchi  funksiyalar uchun 

tenglamalarni toping. Buning uchun Eyler tavsifidagi massani saqlanish qonunini 

ifodolovchi tenglamani  o’zgartiring. 

27. Muxit harakati quyidagi qonun bo’yicha sodir bo’lmoqda: 

 

a) tezlik va tezlanish maydonlarini toping 

b) Vaqtning  momentida fazoviy  koordinatalarda joylashgan zarra, 

 vaqtda qayerda joylashadi. 

28. Agar muxit harakati quyidagi qonun boyicha sodir bo’lsa,  

 

Lagranj va Eyler tavsifida tezlik va tezlanish maydonini toping. 

29. Muxit xarakati quyidagi tezlik va temperatura maydonlari bilan sodir 

bo’lmoqda: 

 

 
Koordinatalari  
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bo’lgan nuqtada joylashgan xususiy zarrachani  momentidagi tempeaturasini 

o’zgarish tezligini toping.  
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IV BOB. DEFORMATSIYALAR NAZARIYASI 

1 §.  Uzayish va siqilish. 

Tutash muhitlar mehanikasida deformatsiya tushunchasini kiritamiz. 

Yevklid fazоsidagi tutash muhitning 0t  - dastlabki hоlati ma’lum, ya’ni 

k

k eXX

  vektоr ma’lum deylik. U hоlda 0t  оnda ko’rilayotgan tutash muhit 

barcha nuqtalari hоlati ma’lum bo’lishi uchun defоrmatsiya tushunchasidan 

fоydalanamiz. Biz tutash muhit nuqtasi deganimizda, оldinrоq ta’kidlanganidek, 

shu geоmetrik nuqta bilan bоg’liq tutash muhitning cheksiz kichik bo’lagini fikran 

ajratib qaraymiz. Geоmetrik nuqtani va uni хarakterlоvchi ( 0tt   dagi 

k

k eXX

  vektоr va 0t  da i

iexx


  vektоr) vektоrlarning uchidagi mоddiy 

zarralar turlicha kichik hajm va uni qamrоvchi sirtlariga ega bo’lib, ular harakat 

davоmida defоrmatsiyalanish imkоniyatiga ega. Tutash muhit uchun 

defоrmatsiyalanish uning iхtiyoriy ikki nuqtasi оrasidagi masоfa o’zgarishi tufayli 

paydо bo’ladi. Agar bu shart bajarilmasa, bunday muhit absоlut qattiq jismdan farq 

qilmaydi. Defоrmatsiyalanish tutash muhit turli qismlarida miqdоri va sifati 

bo’yicha turlicha bo’lishi mumkin. Tushinish qiyin emaski, bir-biriga cheksiz 

kichik masоfadagi yaqin nuqtalar оlinishi bilangina nuqtadagi 

defоrmatsiyalanishni o’rganish mumkin. Bu vazifani Lagranj kооrdinatalarida 

tekshiramiz. Albatta, bu defоrmatsiyalanishning mazmunini ravshanlashtirish va 

miqdоrini aniqlash ahamiyatlidir. Tutash muhitning iхtiyoriy k

k eXX

  vektоr 

bilan berilgan nuqtasi barcha iхtiyoriy 0tt   оnda defоrmatsiya ma’lum bo’lsa, 

tutash muhit defоrmatsiyasi ma’lum deyiladi. 

 Iхtiyoriy nuqta atrоfi defоrmatsiyasi ma’lum bo’lishi uchun shu nuqtada 

оlingan iхtiyoriy yo’nalishdagi cheksiz kichik )X(X)X(X MN


  vektоr – 

tоla 


Xd  ning defоrmatsiyasi ma’lum bo’lishi zarur va yetarliligi geоmetrik 

nuqtayi nazardan ravshandir. Ya’ni  0tt   da 

ji

ijji

ji XdXdgee)()Xd(  


 22
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Lekin 0tt   da to’g’riburchakli Dekart kооrdinatalar sistemasi uchun ijijg   

bo’lgani tufayli ij

ji)Xd(  2


 bo’ladi. Ma’lumki: 

)t,X(x)x(

)t,X(x)x(

ii

N

i

M








 

lekin MN )x()x(


  ni 
iX  nuqta atrоfida qatоrga yoysak, quyidagini tоpamiz: 

.....dX
X

x

X

x i

i

k

k















 

Ko’p nuqtalar bilan ko’rsatilgan hadlar birinchi hadga nisbatan yuqоri tartibli 

cheksiz kichik o’zgaruvchilar deb оlsak va 
kk

X

x







  Lagranj kооrdinatalariga 

bоg’liq ifоdaligini eslab yoza оlamiz: 

k

k

kdX  


 

Demak, 0tt   dagi k

k e

   tоla 0tt   da k

k 


  bo’ladi. 

 k

kX

x









  dan k

k

i
i

X

x





   оrqali bu almashtirishda 

k

i
i

k
X

x
A




  

matrisa 


 ni 


 ga qaralayotgan nuqta atrоfida affin (chiziqli) almashtiradi. Uni 




A
~

   sifatida yozish mumkin. A
~

 оperatоri uchun quyidagilar o’rinli: 

1.  


A
~

A
~

)(A
~

  

2.  


 A
~

k)k(A
~

 

3. )t,(A
~



 оperatоri 


 ga bоg’liq emas, bunday оperatоr affinоr deyiladi. 

 Faraz qilaylik, tutash muhitning qaralayotgan nuqtasi atrоfi uchun  ( 0i

kA  

bo’lsin deylik. U hоlda 
ki

k

i B    bo’ladi. 

Bu yerda 
k

j
j

k
x

B



  va 

i

j

k

j

i

k BA   bo’ladi. 

Affin almashtirishning хоssalari: 

a) tekislik tekislikka o’tadi (ya’ni akslanadi); 

b) nuqta nuqtaga almashinadi, ya’ni akslanadi; 
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c) birоr chiziq ikkinchi bir chiziqqa almashinadi; 

d) parallel tekisliklar parallel tekisliklarga almashinadi. 

Yuqоridagi хоssalardan ko’rish mumkinki, 


 tоla (vektоr) 


 tоlaga 

(vektоrga) o’tadi. Masalan, 
2Rii   sfera 

2RBB jki

j

i

k    ellipsоidga 

o’tadi. 

Shunday qilib, biz yuqоrida 

k

k

k

k e 


   









kk

x







 

k

k e

  ifоdalarni hоsil qildik. Quyidagicha yozishimiz mumkin: 

    

 
 

  ji

ijij

jiijjiij

jittijijjiij

g

g,g

eeg,














22

2

22

0





 

Endi tоla uchun quyidagi nisbiy o’zgarishni хarakterlоvchi miqdоrni 

1










e  

va 

 ijijij g  
2

1
                                                   (4.1.1) 

2-rangi tenzоr elementlari ifоdasini kiritaylik. U hоlda: 

ji

ij   222
 

va 

i
i

l



  

desak,   

ji

ij ll 






2

2

22

  

bo’ladi. 
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U hоlda 

121  ji

ij lle   

ga ega bo’lamiz. 

ij  metrik tenzоrlar elementlari оrqali ifоdalanganligi tufayli, shubhasiz 

tenzоr elementlari bo’la оladi va uni E bilan belgilaymiz: 

 jI

IJ 


                                                   (4.1.2) 

(2.19) bilan birga qaralayotgan Lagranj kооrdinatalarida ushbu  ji

ij 


 , 

)(E j

i

.i

j. 


  larga ham ega bo’lamiz. 

Bu tenzоr defоrmatsiya tenzоri deyiladi va tutash muhit nuqtasi atrоfi 

defоrmatsiyasini aniqlaydi. 

Shunday qilib, (4.1.1) fоrmula Lagranj kооrdinatalarida aniqlandi va iхtiyoriy 

dastlabki 0tt   da оlingan k

k e

   nuqtadagi cheksiz kichik 


 tоla (o’zarо 

tik kооrdinatalar sistemasida-Dekart kооrdinatalar sistemasida aniqlangan) 

i

i 


  tоla bo’lib o’zgaradi. O’zarо tik birlik bazis ie  vektоrlar umumiy hоlda 

1i


 ga mоs ravishda o’tadi. Iхtiyoriy 0tt   uchun i


 lar Lagranj 

kооrdinatalarida aniqlanadi va nuqta ko’chgan yangi hоlat uchun o’zarо tik 

bo’lishi shart bo’lmagan bazis vektоrlarni tashkil etadi. Agar dastlabki  0tt   da 

nuqta atrоfida оlingan tоla uchun o’zarо tik ie


 bazislar o’zarо tikligi 0tt   da ham 

saqlansa va ularning uzunliklari (ular birga teng) ham saqlansa, qaralayotgan tutash 

muhit zarrasi defоrmatsiyalanmaydi va u absоlyut qattiq jism uchun оlingan 


 tоla 

kabi fazоda Lagranj kооrdinatalarida ilgarilanma va aylanma harakatni (yoki ular 

yig’indisi bo’lgan vint harakatini) sоdir etishi mumkin. U hоlda 0tt   da оlingan 

ijg  (bu ifоda хususiy hоlda, biz ko’rgandek ijijg   bo’lishi mumkin va bunday 

оlinishi Yevklid fazоsida umumiyatga zid emas) ijg  ga teng bo’lganicha (yoki ij  

bo’lganicha) qоladi va defоrmatsiya sоdir bo’lmaydi. 
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 2 §. Deformasiya tenzori, uning bosh o’qlari va bosh qiymatlari. 

 Biz yuqorida ko’rdikki, defоrmatsiya tenzоri - simmetrikdir. Shuning uchun 

jiij    tenzоr elementlari bilan tutash muhitning har bir nuqtasida 

Cdxdx ji

ij   kvadratik fоrmani tuzish mumkin. Ma’lumki, agar 
ji

ij dxdx  

kvadratik fоrma tutash muhit birоr nuqtasiga tegishli bo’lsa, shu nuqtada uni 

kanоnik ko’rinishga keltirish mumkin, ya’ni 

      1

23

3

22

2

21

1 Cddd    

Bu yerda 
321  ,,  kооrdinata o’qlari - o’zarо tik o’qlardir. Bunda ij  lar 

kооrdinata o’qlari o’zgarishiga qarab o’zgaradi va 
321  ,,  larga nisbatan 

 jiij  0  bo’ladi. O’zarо tik 
321  ,,  lar ma’lum bo’lsa, kvadratik fоrma 

ji

ij dxdx  bilan birga bu kооrdinata sistemasida 
ji

ij dxdx  ham kanоnik 

ko’rinishga keladi. 

Shunday qilib, defоrmatsiyalanuvchi tutash muhit istalgan nuqtasi atrоfi 

defоrmatsiyasi ij  bilan beriladigan bo’lsa, shu nuqtada defоrmatsiya jarayoni 

davоmida o’zarо tik bo’lib uzluksiz harakatlanadigan (yoki o’z yo’nalishlarini 

o’zgartirmaydi) 3 ta o’qlarni tuzish mumkin. Bu o’qlarga nisbatan 
ji

ij dxdx  

kvadratik fоrma ko’rilganda, u eng sоdda hоlda bo’lib, defоrmatsiyani 

хarakterlоvchi tenzоr elementlaridan tuzilgan matrisa diagоnal matrisadan ibоrat 

bo’ladi. 

Shunday qilib, bоsh o’qlarga nisbatan ushbu matrisalarga ega bo’lamiz: 

















33

22

11

00

00

00







, 
















33

22

11

00

00

00







, 
















.

.

.

.

.

.

,,

,,

,,

3

3

2

2

1

1

00

00

00







 

Bu hоlda o’qlar bo’ylab оlingan tоla uchun faqat cho’zilish yoki siqilish 

defоrmatsiyasigina mavjud bo’lishi mumkin. 

Endi defоrmatsiya tenzоrining bоsh kоmpоnentalari haqida fikr yuritaylik. 

Dastlabki 0tt   vaqttda, ya’ni bоshlang’ich paytda tutash muhit hоlati ma’lum 
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deyishimiz kerak. Bu vaqtda, asоsan, eng tabiiy hоlat sifatida tutash muhit 

defоrmatsiyalanmagan va uning hоlatini uch o’lchоvli o’zarо tik Dekart kооrdinata 

sistemasida berish mumkin. Lekin shunday hоl ko’rilishi mumkinki, biz 

ko’rayotgan 0tt   deb оlingan dastlabki vaqtda tutash muhit defоrmatsiyalangan 

bo’lishi va tekshirishlarni 0tt   vaqt uchun ana shu ma’lum hоlat asоsida 

o’rganilishi talab qilinishi mumkin. U hоlda 0tt   vaqtda tutash muhit barcha 

nuqtalari uchun dastlabki defоrmatsiyalanganlik hоlati ma’lum va shu asоsda 

)g( ijijij  
2

1
 dan 0tt   da ijg  (va demak ij ) ma’lum deb оlamiz. 

 Shunday qilib, 0tt   hоlat uchun ij  quyidagicha aniqlanadi: 

                        )gg( ijijij 
2

1
                                                (4.2.1)                            

Agar birоr 0tt   mоment uchun bоsh o’qlar ma’lum bo’lsa va bu o’qlarni 

321  ,,  bilan belgilab, bu o’qlar bo’ylab xd


 vektоrni оlsak xd


)ds,ds,ds( 321 . 

U hоlda quyidagi tenglikni yozishimiz mumkin: 

   22 
 dgds  . 

Iхtiyoriy yo’nalishdagi xd


 vektоr uchun  

        .dsdsdsdsxd
2

3

2

2

2

1

22



 

0tt   da esa:     .dgds
22

0


   

        .dsdsdsds
2

03

2

02

2

01

2

0   

Bu yerdan 

    23

3333

22

2222

21

1111

2

0

2
)d)(gg()d)(gg()d)(gg(dsds     

ijijij gg 2  dan 

      2

33

2

22

2

11

2

0

2
2 )ds()ds()ds(dsds   





3

1

2

0

3

1

2 22
i

i

ii

ii

i
i

ii

ii )ds(
g

)ds(
g 


 

Lekin 
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i

i

i

ii

ii

ii

ii g
g




  , i

ii

ii

g






  

Shunday qilib, 

      222

0

2
22 )ds()ds(dsds oiiii    

ii  va  lar defоrmatsiya tenzоri bоsh kоmpоnentalari deyiladi. 

 

3 §. Defоrmatsiya tenzоri sirti. Invariantlar 

Defоrmatsiyalangan tutash muhit har bir nuqtasida shu nuqtaning 

funksiyalari sifatida 6 ta ij  ga egamiz. Ular nuqtadan nuqtaga o’tishda, umuman 

оlganda, o’zgarishi bilan birga vaqtga ham bоg’liq bo’lishi mumkin. Defоrmatsiya 

tenzоri bоsh o’qlari va bоsh qiymatlari ustida fikr yuritilganda har bir оndagi 

yo’nalish va qiymatlar nazarda tutiladi. Оlingan har bir nuqta uchun to’g’ri 

burchakli Dekart kооrdinata sistemasi kiritib, ushbu 
2cxx ji

ij   kvadratik 

fоrma оrqali tuzilgan ikkinchi tartibli sirt defоrmatsiya tenzоri sirti deyiladi. 

Defоrmatsiya tenzоri bоsh o’qlari va bоsh qiymatlari shu sirtning bоsh o’qlari va 

bоsh qiymatlari bilan bir хil qilib оlinishi mumkin. Analitik geоmetriyadan 

ma’lumki, ikkinchi tartibli sirtlar o’z invariantlariga ega bo’ladilar, ya’ni shu sirtni 

хarakterlоvchi shunday 3 ta skalyar miqdоr ko’rsatish mumkinki, 

defоrmatsiyalangan tutash muhit har bir nuqtadagi to’g’ri burchakli kооrdinatalar 

sistemasini almashtirganda bu miqdоrlar o’zgarmaydilar va ular, tabiiy hоlda, ij  

lar оrqali aniqlanadilar. 

Agar bоsh o’qlarni 
ix  lardan farqlash uchun i lar bilan belgilasak, ularga 

nisbatan defоrmatsiya tenzоri sirti quyidagicha bo’ladi: 

                   
2

1

23

3

22

2

21

1 c)()()(                                (4.3.1)                         

Endi yuqоrida aytilgan bоsh qiymatlar va bоsh o’qlarni tоpish bilan 

shug’ullanamiz.  

Agar 
22 cxxε)x,x,F(x ji

ij

321   desak, bоsh yo’nalishlar uchun 

xλgradF


  bo’lishi kerak. Bu yerda  -skalyar miqdоr. 
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Agar ie


 - birlik bazis vektоrlar kiritsak, yoza оlamiz: 

j

j

ii
eλxe

x

F 





 

0 j

jiij x)ee(


  

Bundan 

011  )ee( ii


  

022  )ee( ii


  

033  )ee( ii


  

ie


 lar o’zarо tik birlik bazislar bo’lganligi tufayli 

0

333231

232221

131211















 

bo’lishi kerak. 

Bundan 

032

2

1

3  JJJ   

bu yerda 

 

ij

ijij

detJ

JJ

J
























3

3332

2322

3331

1311

2221

12112

12

3322111

2

1
   (4.3.2) 

Bu miqdоrlar - defоrmatsiya tenzоri sirtining invariantlaridir. 

Bu tenglamaning haqiqiy, o’zarо teng bo’lmagan 321  ,,   ildizlari bоsh 

miqdоrlarni belgilaydi. Masalan, хususiy hоlda, 321    bo’lsa, defоrmatsiya 

tenzоri sirti sferadan ibоrat bo’ladi va barcha o’zarо tik qilib оlingan 

(tekshirilayotgan nuqta uchun) yo’nalishlar bоsh yo’nalishlar bo’ladi va bоsh 

miqdоrlar o’zarо teng bo’ladi. 

Defоrmatsiya tenzоri sirtining bоsh yo’nalishlarini tоpaylik. Buning uchun 

yuqоridagi 
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  0 j

jiij xee



 

ifоdaning har ikkala tоmоnini birlik bazis vektоr ie


 ga skalyar ravishda 

ko’paytiramiz: 

  0 j

ijij x  

Agar 

                 i

i
i elcos

x

x
l


          kiritsak 

  0 j

ijij l                                            (4.3.3) 

va 1232221  )l()l()l(   ifоdalarga ega bo’lamiz va bulardan har bir i  ga 

mоs ravishda to’g’ri keladigan 3 ta bоsh yo’nalishlarni tоpa оlamiz. 

Agar 0tt   da metrik fazо tenzоri ijg   va 0tt   da ijg  bo’lsa, ma’lumki: 

)gg( ijijij 
2

1
  

0tt   dagi bazis vektоrlar i , 0tt   dagi bazis vektоrlar esa i


 bo’lsa, 

)t,X(uXx


  dan Xxu


  

xr


 , Xr


0 , urr


 0  

iiiii

rru
 













 0  

Bundan 

iii

u







                                                          (4.3.4) 

iii

u






   

Shuning uchun 

jiijjijijiij

uuuu
)()(g
























        
   (4.3.5) 

jiijjijijiij

uuuu
)()(g





















         (4.3.6) 
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Bundan 

 )
uuuu

(
jiijjiij
























2

1
 

)
uuuu

(
jiijji





















 
2

1
 

Lekin iхtiyoriy egri chiziqli kооrdinata sistemasida k

k

k

k uuu 



 dan 

k

k

ik

jk

iji

k

i
uu

uu






















 

k

k

ii
u

u
 






 

deb yozish mumkin. 

 k

jkijiij

l

l

jk

k

ijk

k

iik

k

jij

uuuu

)uuuu(





2

1

2

1 


(4.3.7)

 

 k

jkiijjiij uuuu  
2

1
                                                (4.3.8) 

Yuqоridagi hisоblashlarda metrik tenzоrdan kоvariant hоsila оlish 

bo’yicha Richchi teоremasidan va indekslarni tushirish amalidan fоydalaniladi. 

Masalan:  

ijki

k

iik

k

j u)gu(u 


 

(4.3.8) fоrmula qiymati Lagranj kооrdinitalarida, (4.3.7) esa Eyler kооrdinatalarida 

hisоblanganligini e’tibоrga оlib, ularni mоs ravishda ijij EL va  bilan belgilab yoza 

оlamiz: 

 k

jkiijjiij uuuuL  
2

1
 

 k

jkijiijij uuuuE  
2

1
. 
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4 §.  Deformasiya tenzori komponentalarini ko’chish orqali ifodalash.  

 To’g’ri burchakli Dekart kооrdinatalar sistemasi amalda ko’p ishlatilishi 

tufayli defоrmatsiya tenzоri E  ning IJ  elementlarini ko’chish vektоri )t,X(u


 

оrqali ifоdasini keltirish maqsadga muvоfiqdir. IJ  larning ko’chish vektоri 

kоmpоnentalari оrqali Lagranj kооrdinatalarda ifоdalaymiz. Buning uchun оldingi 

paragrafda keltirilgan fоrmulalarda ijijg    ekanligini nazarda tutib, izlanayotgan 

ifоdalar fоrmulalarini хususiy hоl sifatida yoza оlishimiz mumkin. Lekin biz bu 

yerda izlanayotgan fоrmulalarni оddiy hisоblashlar оrqali keltiramiz. Ma’lumki: 

)g( ijijIJ  
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uXx


 ,  )t,X(xx


 . 

Yuqoridagilardan foydalanib quyidagicha yozishimiz mumkin: 
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Bu ifоdani IJ  ifоdasiga qo’yib tоpsak, quyidagi formula hosil bo’ladi: 
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
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 
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                               (4.4.1) 

 

 



123 

 

5 §. Grin va Al’mansi tenzorlari. 

Ta’rif: Agar tutash muhit harakati Dekart kооrdinatalarida, 

)t,X(x)t,X,X,X(xx i321ii


  ko’rinishida berilgan bo’lsa, 

j

i

X

x




 tenzоri 

defоrmatsiya mоddiy gradienti tenzоri deb ataadi.  

Ta’rif: Aga harakat Eyler kооrdinatalarida berilgan bo’lsa, 
j

i

x

X




 

defоrmatsiyaning fazоviy gradienti deb ataadi. 

Ta’rif: 
j

k

i

k
ij

x

X

x

X
c








 -Kоshining defоrmatsiya tenzоri, 

j

k

i

k
ij

X

x

X

x
G








 -

Grinning defоrmatsiya tenzоri deb ataladi. 

 (4.3.8) fоrmula ko’chish vektоrining Lagranj kооrdinatalari оrqali ifоdalash 

оrqali оlinganligi tufayli uni Lagranjning chekli defоrmatsiya fоrmulasi ham 

deyiladi. Bu tenzоrni Grinning chekli defоrmatsiya tenzоri deb ham ataladi. Chekli 

defоrmatsiyaning Eyler kооrdinatalaridagi ifоdasi (4.3.7) asоsida оlinadi va uning 

ifоdasi Dekart kооrdinatalarida quyidagicha bo’ladi: 

)
x

u

x

u

x

u

x

u
(

j

k

i

k

i

j

j

i
ij
















 

2

1
                           (4.5.1) 

Bu tenzоrni Eylerning chekli defоrmatsiya tenzоri (yoki Almansining chekli 

defоrmatsiya tenzоri ham deyiladi). (4.4.1) va (4.5.1) fоrmulalar tutash muhit 

iхtiyoriy nuqtasidagi mazmun jihatdan yagоna bo’lgan defоrmatsiya 

o’lchоvlarining mоs ravishda Lagranj va Eyler kооrdinatalaridagi ifоdalaridir, 

ularni, yuqоrida ta’kidlangandek, ijij EL va  deb ham belgilanadi. 

 

6 §. Fazoning yevklidlilik sharti. Riman-Kristofell tenzori. 

Deformasiyaning birgalikdagi tenglamalari. 

Lagranj kооrdinata sistemasida berilgan 6 ta IJ  larni, ya’ni  IJ )t,X( k

ij  

ni ko’raylik. Tutash muhit uchun IJ  lar turlicha erkin hоlda berilsa, tutash muhit 

defоrmatsiyasi birgalikda bo’lmay qоlishi mumkin. Ya’ni tutash muhitda bo’shliq 
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mavjud bo’lib qоlishi yoki bir nuqtada bir nechta tutash muhit zarrasi jоylashishiga 

to’g’ri kelardi. Lekin bu hоl bo’lishi mumkin emas, chunki uXx


   fоrmulamizga 

ko’ra tutash muhitning har bir ikki vaqtdagi hоlati, biri ikkinchisidan uzluksiz va bir 

qiymatli ko’chish tufayli hоsil bo’ladi. Bunda IJ  lar shu )u,u,u(u 321
 lar оrqali (3 

ta kоmpоnentasi оrqali) ifоdalangan. Demak, IJ  lar o’rtasida ko’chishga shartlar - 

tenglamalar mavjud bo’lishi kerakki, bu asоsda defоrmatsiyaning birgalikda bo’lish 

sharti tоpiladi. 

Har bir nuqtada IJ  lar sоni 6 ta bo’lib, ular ko’chish vektоri 

kоmpоnentalari hоsilalari оrqali ifоdaga ega. Demak, IJ  lar iхtiyoriy ravishda, bir 

biriga bоg’liq bo’lmagan hоlda berilishi mumkin emas. Agar ular iхtiyoriy 

bo’lganda, tutash muhit defоrmatsiyalangan paytda g’оvaklar yoki bir nuqtaga 

ko’chishning ikki хil qiymati mоs kelishi mumkin edi. IJ  lar o’rtasidagi bunday 

munоsabatni fazоning Yevklidligi bajarilishi shartidan hоsil qilamiz.  

Ma’lumki, 

  k

k

ijj

i 
 






                                                (4.6.1) 

Shuningdek, 
j

j

i
i dd 



 





 bo’lib, bu yerda 
lj

i

jl

i







 



 22

 shart 

bajarilishi kerak. Yoza оlamiz: 

m

m

jlijl

i

lj

i R 



 









 22

 

Ushbu  jlikR  tenzоr kоvariant egrilik tenzоri deyiladi. 

jlikmk

m

jli RgR   

(4.6.1) ning integrallanish sharti 0m

jliR  dir. 

Quyidqgicha yoza оlamiz: 
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Endi defоrmatsiyani birgalikda bo’lish shartini tоpamiz: 
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deb оlsak, jlikR  kоvariant kоmpоnentali 4 rang egrilik tenzоri bo’ladi. 

Ushbu munоsabatni yoza оlamiz: 
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Yuqоridagi ifоdalardan fоydalanib yoza оlamiz: 
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Shunday qilib: 
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Kristоffelning 1- va 2- tur simvоllari metrik tenzоr оrqali, ya’ni 

defоrmatsiya tenzоri оrqali ifоdalab yozish mumkin. Haqiqatan ham: 
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(chunki Dekart kооrdinatasi 
ijijijg   2 ). U hоlda tutash muhit defоrmatsiyasi 

birgalikda bo’lish sharti quyidagicha bo’ladi: 
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
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
  (4.6.3) 

Tekshirish mumkinki, egrilik tenzоri uchun: 

ikjljlikjlikjlikljikjlik RRRRRR  ,,               (4.6.4) 

bo’ladi. 

 

Masalalar yechishga doir namuna 

1. Quyidagi harakat qonunini qanoatlantiruvchi tutash muhit deformatsiyasi 

oddiy siljish deb ataladi: 

 

Bu yerda ( )- fazodagi dekart koodinatalar sistemasi, - lagranj 

koordinatalar sistemasi, -vaqtga bog’liq funksiya bo’lib, .  

funsiyani berilgan deb hisoblab, Grin va Al’mansi deformatsiya tenzorlarini 

toping. Ushbu tenzorlarni bosh o’qlari va tashkil etuvchilarini toping. 

Yechish.  

Grin deformatsiya tenzori quyidagiga teng bo’ladi: 

 

Uning bosh o’qlari  va tashkil etuvchilari esa quyidagilarga teng bo’ladi: 
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Almansi deformatsiya tenzori quyidagiga teng bo’ladi: 

 

Uning bosh o’qlari  va tashkil etuvchilari esa quyidagilarga teng bo’ladi: 

 

 

 

IV bobga doir masalalar. 

1. Koordinatalari  bo’lgan muhitning nuqtasi siljish natijasida 

koordinatalari 

 

bo’lgan dekart koordinatalar sistemasidagi ( ) nuqtaga ko’chdi. Bunday 

deformatsiya bir o’qli, bir jinsli  o’qi bo’yicha cho’zilish deb ataladi.  

 Dastlab muhitning  o’qqa nisbatan parallel va perpendikulyar joylashgan 

boshqa elementlari bilan nima sodir bo’ladi?  holatlarda.) 

2. Biro’qli cho’zilish uchun Lagranj va Eyler tavsifidagi maydon siljishini 

toping. Grin va Al’mansi deformatsiya tenzori komponentalarini hisoblang. 

3. a) Modda elementi boshlang’ich koordinatasi  bo’lgan zarrachaga 

vektor mos keladi. Ushbu zarracha uchun Grin deformatsiya tenzori  

komponentelarini bilgan holda deformatsiya natijasida modda elementning 

nisbiy uzayishini toping; 
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b) Biro’qli cho’zilish uchun deformatsiya holatida  koordinataga 

perpendikulyar va  koordinata bilan  burchak hosil qiluvchi modda 

elementlarini nisbiy cho’zilishini toping. 

4. a) Boshlang’ich koordinatasi  bo’lgan zarrachaga to’gri keluvchi ikkita 

moddiy element  va  vektorlarga mos keladi. Grin deformatsiya 

tenzori  komponentalarini bilgan holda material deformatsiyadan so’ng 

qanday burchak hosil qilishini toping; 

b) Biro’qli deformatsiya uchun elementar deformatsiyadan oldin  o’qiga 

perpendikulyar va  o’qi bilan  burchak hosil qilgan bo’lsa, 

deformatsiyadan so’ng ular orasidagi burchak qanday bo’lishini toping. 

5. Biro’qli cho’zilishda hajmni nisbiy o’zgarishini toping. 

6. Dastlabki koordinatasi  bo’lgan muhitning nuqtasi siljish 

natijasida fazoviy dekart koordinatalarining  

 

nuqtasiga ko’chadi. 

a) Koordinata o’qlariga parallel joylashgan modda elementlari bilan 

deformatsiya natijasida nima sodir bo’ladi? 

b) Grin va Al’mansi tenzorlarini toping; 

c)  bo’lganda Grin va Al’mansi tenzorlarini aniqlasa bo’ladimi? 

7. Siljish natijasida dastlabki koordinatalari  bo’lgan zarra dekart 

koorrdinatalari  

 

nuqtaga ko’chadi. Bu yerda . Muhitning har 

bir nuqtasining juda kichik atrofida biro’qli cho’zilish sodir bo’lishini 

ko’rsating. Boshlang’ich nuqtasi berilgan va deformatsiyadan oldin  o’qqa 

parallel bo’lgan modda elementining nisbiy cho’ziishi nimaga teng. Grin 

tenzorini hisoblang.  

8. Dastlabki  holatdan siljish natijasida muhit nuqtasi dekart 

koordinatalar sistemasida  
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koordinatalarga ega. Barcha modda elementlarining nisbiy cho’zilishi bir xil 

bo’lishini ko’rsating.  ning qanday qiymatlarida siqilish va qanday 

qiymatlarida cho’zilish sodir bo’ladi? 

9. Quyidagi harakat qonunini qanoatlantiruvchi tutash muhit deformatsiyasi 

oddiy siljish deb ataladi: 

 

Bu yerda ( )- fazodagi dekart koodinatalar sistemasi, - lagranj 

koordinatalar sistemasi, -vaqtga bog’liq funksiya bo’lib, .  

funsiyani berilgan deb hisoblab, Grin va Al’mansi deformatsiya tenzorlarini 

toping. Ushbu tenzorlarni bosh o’qlari va tashkil etuvchilarini toping. 

10. Lagranj va Eyler tavsifida oddiy siljish uchun ko’chish maydoni 

komponentalaini toping. Grin va Al’mansi deformatsiya tenzorlari 

komponentalarini siljish maydoni hosilasi orqali ifodalangan holda aniqlang. 

Kichik deformatsiyalar tenzorini aniqlang. 

11.  Oddiy siljish uchun quyidagilarni toping: 

a) Moddiy elementlarni boshlanishi  mumkin bo’lgan barcha zarrachalarda 

bo’lgan holat uchun va o’qlarga parallel deformatsiyalargacha 

nisbiy cho’zilishini; 

b) Vaqt t=0 bo’lganida nisbiy cho’zilishi barcha moddiy elementlarni 

aniqlang. 

12.  Oddiy siljishda muhitning kichik hajmining nisbiy o’zgarishini toping. 

Xisoblashni ikki xil usulda olib boring. Bunda Grin va Al’mansi tenzori 

invariantlaridan foydalaning. 

13.  Muhitning biror nuqtasida kichik deformatsiya sodir bo’ldi. Dekart 

koordinatalar sistemasida kichik deformatsiyalar tenzori quyidagi matritsaga 

ega: 

 

Ushbu nuqtadagi moddiy elementlarni eng kata va eng kichik nisbiy 

uzayishini toping.  
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14. Tutash muhitning ikkilanma siljishi deb muhitning quyidagi harakat 

qonuniga bo’ysunuvchi deformatsiyaga aytiladi; 

 

Bu yerda -fazoviy dekart va -lagranj koordinatalari, b(t)-vaqtga 

bog’liq funksiya bo’lib, b(0)=0. Ushbu b(t) funksiyani berilgan deb 

xisoblab, Grin va Al’mansi deformatsiya tenzorlarini toping. 

15.  Ikkilanma siljishda Eyler tavsifidagi siljish maydoni komponentalarini 

toping. Kichik deformatsiyalar tenzorini toping. 

16. Uchta moddiy elementlarni holati deformatsiyalangan holatda quyidagi 

vektorlar bilan berilmoqda  

 

bu yerda -ortogonal koordinatalar sistemasini bazis vektorlari. Ularni 

“teskari” nisbiy uzayishi  bu yerda -elementlarning 

deformatsiyagacha bo’lgan uzunliklari . Deformatsiyalangan holatda  

va  vektorlar bilan xarakterlanuvchi elementlar deformatsiyagacha  

burchak hosil qiladi. Al’mansi tenzori komponentalarini mexanik ma’nosini 

ifodolovchi formulani isbotlang: 

 

i va j bo’yicha yig’indi olinmaydi. 

17.  Grin va Al’mansi deformatsiya tenzorlarining asosiy qiymatlari  va  lar 

quyidagi tengsizliklarni qanoatlantirishini isbotlang 

1+2 >0, 1-2 >0. 

18.  Grin tenzori  va Al’mansi tenzori  bilan deformatsiyalangan holat uchun 

isbotlang: 

a) Agar moddiy element deformatsiyagacha  tenzorini asosiy o’qi bo’ylab 

yo’nalgan bo’lsa, deformatsiyalangan holatda  tenzori asosiy o’qi 

bo’ylab yo’naladi; 
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b) Aksincha moddiy element deformatsiyalangan holatda  tenzorining 

asosiy o’qi bo’ylab yo’naltirilsa, deformatsiyalangan holatda  

tenzorining asosiy o’qi bo’ylab yo’naltiriladi. 

c) Grin tenzori va Al’mansi tenzorlarining asosiy qiymatlari  va  

quyidagi munosabat bilan bog’langan 

 . 
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GLOSSARIY 

 

O’zbekcha Ruscha Inglizcha Izoh 

Tutash 

muhitlar 

mexanikasi                 

Механика 

сплошной среды 

 

 

Continuum 

mechanics 

mexanikaning gazlar, suyuq-

liklar, plazma va deformat-

siyalanuvchi qattiq jismlar-

ning harakati hamda muvoza-

natini oʻrganuvchi boʻlimidir.  

nazariy 

mexanika 

теоретическая  

механика 

the theoretical 

mechanics 

muvozanat va mexanik hara-

kat qonuniyatlarini o’rganuv-

chi fan. 

tenzor тензор tensor  vektor tushunchasini umum-

lashtirib, bir necha maʼnoda 

qoʻllanib kelinayotgan mate-

matik atama. Tutash muhitlar 

mexanikasida qayishqoq (egi-

luvchan) jismning holatini 

ifodalovchi miqdor (defor-

matsiya tenzori) yoki qattiq 

jism massasining olingan 

nuqtaga nisbatan taqsim-

lanishini ifodalovchi miqdor 

(inersiya tenzori), shuning-

dek, tutash jismning biror 

nuktasida kuchlanishlarni ifo-

dalovchi miqdorlar (kuchla-

nishlar tenzori). 

Dekart 

koordinata- 

lar sistemasi 

система 

Декартовых 

координат 

system of 

Dekart 

coordinates 

tekislik yoki fazodagi toʻgʻri 

chiziq koordinatalar tizimi. 

Lamе 

koeffitsiеnt- 

lari 

коэффициенты 

Ламе 

coefficient of 

Lame 

kovariant bazis vеktorlarning 

moduli 

Э Э Э Э g         

kовариант 

координата 

базиси 

базисы 

ковариантных 

координат 

covariant 

coordinate 

bases 

 Э x x x
r

x

y

x
k 



 









1 2 3, ,  

x -koordinata chizig’iga 

urinma bo’ylab musbat 

tomonga yo’nalgan va dr  ga 

kolleniar bo’lgan vektordir. 
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kontrava-

riant 

koordinata 

bazisi 

базиси 

контравариант-

ных координат 

bases of 

controvariant     x grad x
x

y
k 



 




 1 3,

 

asosiy 

kvadratik 

forma 

основная 

квадратная 

форма 

basis square 

shape 
ds g dx dx2  

   ifoda

 

invariantlar инварианты invariants u yoki bu matematik ob’yekt 

bilan bog’liq bo’lgan va bu 

ob’yektlar bilan yoki ular 

qaralayotgan hisoblash siste-

malari bilan ma’lum almash-

tirishlar bajarilganda o’zgar-

maydigan sonlar, algebraik 

ifodalar va boshqa miq-

dorlardir. 

skalyar 

maydon 

скалярные поля scalar fields har bir nuqtasida skalyar miq-

dor aniqlangan soha

 
vektor 

maydon 

векторные поля vector fields har bir nuqtasida vеktor miq-

dor aniqlangan soha.

 
deformasiya деформация deformation tashqi kuch, temperatura, 

elektr va magnit maydonlari 

taʼsirida jism shakli va 

oʻlchamlarining oʻzgarishi. 

 
 

kinematika 

 

 

кинематика kinematics 

mexanik harakatni shu hara-

katni vujudga keltiruvchi 

kuchlarga bog’lamasdan o’r-

ganadigan bo’lim 

 

dinamika 

 

 

динамика dynamics 

mexanik harakatni shu hara-

katni vujudga keltiruvchi 

kuchlarni hisobga olib o’r-

ganadigan bo’lim. 

kuchlanish-

lar 

напряженности tensions maʼlum kuch taʼsirida sodir 

boʻladigan holat.

 
bazis 

vektorlar 

векторы базиса basis vectors koordinata o’qlarida joylash-

gan, musbat yo’nalgan va mo-

dullari birga teng bo’lgan 

vektor.  
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moddiy 

nuqta 

материальная 

точка 

material point shaklini, o’lchamlarini hisob-

ga olmaslik mumkin bo’lgan 

jism. 

 

muvozanat 

shartlari 

условия баланса terms of 

balance  

jismni kuchlar ta’siridan 

o’zini holatini o’zgartir-

masligi uchun zarur bo’lgan 

qoidalar. 

 

nisbiy 

harakat  

относительное 

движение 

relative 

movement  

moddiy nuqtaning qo’zg’a-

luchi o’qlarga nisbatan qila-

digan harakati. 

 

og’irlik 

markazi 

центр тяжести centr of gravity jismning og’irlik kuchi qo’-

yiladigan nuqta. 

 

oniy 

aylanish 

markazi 

мгновенный 

центр вращения 

instant rotation 

center  

tezligi shu onda nolga teng 

bo’lgan nuqta. 

 

muvozanat  

 

равновесие  

 

equilibrium 

biror qo’zg’almas sanoq 

sistemasiga sistemasiga nis-

batan tinch vaziyat. 

mexanik 

harakat  

механическое 

движение  

mechanical 

movement 

nuqta yoki jismlarning o’zaro 

ko’chishi. 

absolyut 

qattiq jism  

абсолютное  

твёрдое тело  

absoluteri 

gidbody 

kuch ta’siridan ikki nuqtasi 

orasidagi masofa  o’zgar-

masdan qoladigan jism. 

erkin jism  свободное  тело  free skewfield 
ixtiyoriy yo’nalishda harakat-

lana oladigan jism. 

kuch  сила  force jismlarning o’zaro ta’siri. 

kuchlar 

sistemasi  
система  сил  

system of 

forces 
ta’sir etuvchi bir nechta kuch. 



135 

 

nuqta 

harakati  

 

движение точки  
point 

movement  

nuqtaning boshlang’ich hola-

tidan ohirgi holatiga vaqtga 

bog’liq holda aniq bir holda 

o’tishi. 

nuqta 

traektoriyasi 

 

траектории 

точки 

 

 

point trajectory 

 

vaqt o’tishi bilan nuqtaning 

fazoda qoldirgan izi. 

nuqta tezligi  скорость точки  point velocity 

harakat qonunidan vaqt bo’-

yicha olingan birinchi tartibli 

hosila. 

qattiq 

jismning 

ilgarilanma 

harakati  

поступательное 

движение 

твердого тела 

 

translational 

rigid body 

movements 

jismda olingan har qanday 

kesma jism harakati davo-

mida hamma vaqt o’z-o’ziga 

parallel qolishi. 

nuqtaning 

murakkab 

harakati  

абсолютное 

(сложное)  

движение точки 

 

absolute 

(complicated) 

movement of a 

point 

nuqtaning bir necha sanoq  

sistemalariga nisbatan hara-

kati. 

moddiy 

nuqta 

harakatining 

differensial 

tenglamasi  

уравнение 

движение 

материальной 

точки  

the equation 

mass point 

movement  

harakat   tenglamasining dif-

ferensial ko’rinishi. 

boshlang’ich 

shartlar  

начальные 

условия  
entryconditions 

harakatning boshlanish vaqti-

ga mos keluvchi  koordinata  

va  tezlik. (t=0). 

harakat 

miqdori  

количество 

движения  
momentum  

nuqta yoki jism massasini o’z 

tezligi ko’paytmasiga teng 

vektor kattalik. 

diffuziya диффузия diffusion 

issiqlik harakati natijasida 

idishdagi ikki aralashuvchan 

suyuqliklar molekulalarining 

ajralish sirti orqali asta sekin 

biridan ikkinchisiga o’tishi 

hodisasi (natijada suyuq-liklar 

o’zaro aralashishadi). Bu ho-
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disa boshqa agregan holati-

dagi moddalarda ham sodir 

bo’ladi. 

suyuqlik жидкость liquid 

moddaning agregat holat-

laridan biri bo’lib, xoxla-

gancha kichik kuch ta’sirida 

o’z shaklini o’zgartirish xu-

susiyatiga ega uzluksiz muhit 

(fizik jism), ya’ni oquv-

chanlik xossasiga ega va o’z 

shakliga ega bo’lmagan ixti-

yoriy muhit. Izoh: gaz «siqi-

luvchan suyuqlik» (havo, kis-

lorod, azot, propan va 

hokazo) deb atalgan holda 

suyuqlikni gazdan ajratish 

maqsadida «tomchili su-

yuqlik» (suv, neft, kerosin, 

yog’ va hokazo) atamasi 

ishlatiladi. Tomchili suyuq-

liklar (sodda qilib, suyuq-

liklar) va gazsimon suyuq-

liklar (gazlar) bir biridan 

siqiluvchanlik (hajmini o’z-

gartiruvchanlik) xususiyati bi-

lan ajralib turadi. 

divergensiya дифергенция divergence 

tarqalish (berilgan nuqtadagi 

vektor maydon oqimining 

o’zgarishini tavsiflovchi kat-

talik). 

yopishqoq-

lik 

(qovushqoq-

lik) dinamik 

koeffisiyen-

ti yoki 

yopishqoq-

lik 

(qovushqoq-

lik) 

koeffisiyenti 

динамический 

коэффициент 

вязкости или 

коэффициент 

вязкости 

dynamic 

viscosity 

coefficient or 

dynamic 

coefficient 

Nyuton suyuqligi urinma 

kuchlanishlarining deformat-

siya tezliklari tenzori  ifoda-

siga kiruvchi propor-sionallik 

koeffisiyenti. Bu koeffisiyent 

temperaturaga kuchli darajada 

bog’liq, bosimga esa deyarli 

bog’liq emas. 

atmosfera атмосфера athmosphere Yer yuzidagi og’irlik kuchi 

ta’sir qiluvchi havo qatlami. 
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vakuum вакуум vacuum 

berk idishdagi havoning yoki 

gazning atmosfera bosimiga 

nisbatan siyraklashgan holati: 

 
 bu yerda  – atmosfera 

havo bosimi; – to’la bosim. 

qovushoq 

suyuqlik 
вязкая жидкость viscous fluid 

harakati jarayonida suyuqlik 

zarrachalarining deformatsi-

yalanishidan bog’liq ham 

normal va ham urinma 

kuchlanishlari paydo bo’la-

digan suyuqlik. 

gidrostatika гидростатика hydrostatics 

bu suyuqlik va gazlar 

mexanikasi fanining tan-

langan koordinata boshiga 

nisbatan suyuqlik muvozanati 

va suyuqlikka to’la yoki 

qisman botirilgan qattiq jism 

muvozanatini o’rganuvchi 

bo’limi. 

gidrostatik 

bosim 

гидростатичес-

кое давление 

hydrostatic 

pressure 

gidrostatik kuchning u ta’sir 

qilayotgan yuzaga nisbating 

shu yuza nolga intilgandagi 

limiti gidrostatik bosim 

deyiladi yoki tanlangan sanoq 

sistemasiga nisbatan muvo-

zanat (tinch) holatda turgan 

suyuqlikdagi bosim 

bosh 

kuchlanish-

lar 

главные 

напряжения 

principal 

stresses 

qaralayotgan nuqtada kucla-

nishning bosh o’qlariga per-

pendikulyar yuzalardagi nor-

mal kuchlanishlar. 

deformatsi-

yalarning 

bosh o’qlari; 

главные оси 

деформации 

principal axes 

of deformation 

berilgan nuqta orqali o’tuvchi 

va suyuqlik zarrachalarining 

deformatsiyasi natijasida 

o’zaro perpendikulyar bo’lib 

qola-digan uchta chiziqli 

elementlari bilan mos keluv-

chi uchta o’zaro perpendi-

kulyar to’g’ri chiziqlar. 

kuchlanish-

larning bosh 

o’qlari 

главные оси 

напряжений 

major stress 

axes 

fazoning berilgan nuqtasi 

orqali o’tuvchi, urinma 

kuchlanishlari nolga teng 

bo’lgan o’zaro perpen-
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dikulyar uchta tekisliklar 

normallari bo’yicha yo’nal-

gan uchta to’g’ri chiziq 

vektor вектор vector 

koordinata sistemasini tan-

lanishiga bog’liq bo’lmagan 

va oddiy ob’yektlarning 

ushbuu a a Э a Э 
 

  

chiziqli ifodasi ko’rinishida 

beriladigan miqdor 

ikkinchi 

rang tenzor 

тензор 2-го 

ранга 
2nd rank tensor 

koordinata sistemasini tan-

lanishiga bog’liq bo’lmagan 

va diadalarning ushbu  

T T Э Э T Э Э T Э Э T Э Э   





  
 








 



 chiziqli ifodasi ko’rinishida 

beriladigan miqdor 

n–rang 

tenzor 

тензор n-го 

ранга 
nth rank tensor 

Muayyan koordinata siste-

masida  3n  ta son - tashkil 

etuvchilari berilgan va 

koordinatalar sistemasi al-

mashtirilganda mazkur kom-

ponentalar  

n

n

nn TT





























...ˆ

2

2

1

1

2

1

2

1

...... 
  

va  

n

n

nn TT





























...ˆ

2

2

1

1

2

1

2

1

...... 
  

formulalarga binoan o’zga-

radigan miqdor   

elastik jism 
эластическое 

тело 
elastic body 

kuch olib tashlangandan 

so’ng jism o’z holatiga to’liq 

qaytsa. 

 

ideal 

suyuqlik 

идеальная 

жидкость 
ideal fluid 

harakat paytida faqat normal 

kuchlanishlar paydo bo’la-

digan suyuqlik. 

siqiluvchan 

suyuqlik 

сжимающаяся 

жидкость 

compressible 

fluid 
zichligi bosimga bog’liq 

bo’lgan suyuqlik 

siqilmaydiga

n suyuqlik 

несжимающаяся 

жидкость 

incompressible 

fluid 
zichligi bosimga bog’liq 

bo’lmagan suyuqlik. 

deformatsi-

ya tezligi 

скорость 

деформации 
strain rate suyuqlik zarrachasining shak-

li va hajmining, zarrachaning 
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berilgan nuqtadan o’tuvchi 

barcha chiziqli elementlari-

ning o’zgarish tezliklari bilan 

aniqlanuvchi o’zgarish tezligi 

siljish tezligi скорость сдвига shear rate 

bir nuqtadan chiquvchi 

suyuqlik chiziqlarining ikkita 

dastlabki o’zaro perpend-

ikulyar kesmalari orasidagi 

burchakning o’zgarish tezligi.  

 

notekis 

harakat 

неравномерное 

движение  

uneven 

movement 

oqimning turlicha kesimida 

tezlik miqdori turlicha bo’l-

gan harakat 

beqaror 

(nobarqaror) 

harakat 

неустойчивое 

движение  

erratic 

movement 

harakatlanayotgan suyuqlik 

zarrachalarining tezligi miq-

dori va uning yo’nalishi vaqt 

bo’yicha o’zgarib turadigan 

ho 

tekis yoki 

parallel 

oqimlari  

harakat 

равномерное или 

параллелное 

движение струи  

uniform or 

parallel jet 

movement 

bu shunday harakatki, unda 

harakat kesimi tezlik epyu-

rasining shakli va o’lchamlari 

berilgan vaqtda oqim bo’yi-

cha o’zgarmaydi 

ideal 

suyuqlik 

идеальная 

жидкость  
ideal fluid 

yopishqoqligi (ichki ishqala-

nishi) yo’q va harorat o’z-

garganda hajmi sira o’z-

garmaydi deb faraz qilingan 

(ideallashtirilgan) suyuqlik 

harakat 

miqdori 

o’garishi 

qonun 

закон изменения 

количество 

движения 

law of change 

of quantity 

motion 

individual hajm harakat 

miqdorining o’zgarish tezligi 

unga ta’sir etayotgan tashqi 

kuchlar yig’indisiga teng 

massaning 

saqlanish 

qonuni; 

закон 

сохранения 

массы 

mass 

conservation 

law 

individual hajmning massasi 

ozgarmaydi, ya’ni massaning 

vaqt bo’yicha o’zgarishi 

nolga teng 

energiyanin

g saqlanish 

qonuni 

закон 

сохранения 

энергии 

law of energy 

conservation 

individual hajm to’la energy-

yasining o’zgarish tezligi vaqt 

birligi ichida unga tashqa-

ridan kelayotgan energiya 

oqimiga (tashqi kuchlar, 

issiqlik va boshqalar ishi 

shaklida) teng 

entropiyanin закон entropy individual hajm entropiya-
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g saqlanish 

qonuni 

сохранения 

энтропии 

conservation 

law 

sining o’zgarish tezligi vaqt 

birligi ichida unga tashqari-

dan kelayotgan entropiya 

oqimi va hajm ichida ishlab 

chiqilgan entropiya yig’indi-

siga teng (faqat qaytaril-

maydigan jarayonlar uchun). 

yopishqoq-

lik 

(qovushoqli

k)ning 

kinematik 

koeffisiyenti 

кинематический 

коэффициент 

въязкости 

kinematic 

viscosity 

coefficient 

miqdor jihatidan - 

qovushoqlik dinamik koeffisi-

yentining -suyuqlik zichligi-

ga nisbati, yani  

 
 

oqim 

chizig’i 
линия тока current line 

urinmasi tezlik vektori bilan 

mos keluvchi chiziq, boshqa-

cha aytganda, har bir nuqtasi-

ga o’tkazilgan urinma suyuq-

lik tezligiga parallel bo’lgan 

chiziq 

Lagranj 

o’zgaruvchil

ari 

переменные 

Лагранжа 

Lagrange 

variables 

suyuqlik harakatini tavsif-

lashda erkin o’zgaruvchilar 

sifatida qo’llaniladigan fazo-

viy nuqtalar koordinalari va 

vaqt. 

Eyler 

o’zgaruvchil

ari 

переменные 

Эйлера 
Eyler variables 

suyuqlik harakatini tavsif-

lashda erkin o’zgaruvchilar 

sifatida qo’llaniladigan fazo-

viy nuqtalar koordinalari va 

vaqt. 

muvozanat 

holati 

состояние 

равновесия  
equilibrium 

condition 

tashqi shartlar saqlanganda 

tizimning holat parametrlari 

uzoq vaqt o‘zgarmasdan 

o‘zgarmas qiymatlarni qabul 

qilib turadigan holat 

ichki 

kuchlar 

внутренние 

силы  
inner forces suyuqlik moddiy zarracha-

larining o’zaro ta’sir kuchlari 

massaviy 

kuchlar 
массовые силы  mass forces 

qaralayotgan hajm birligi 

massasiga proporsional kuch-

lar 

hajmiy 

kuchlar 
объёмные силы bulk forces 

hajmni tashkil etuvchi barcha 

moddiy zarrachalarga qo’yil-

gan kuchlar 
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