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Kirish

Funksional analiz matematikaning alohida. bo''limi sifatida. XVIII asrning 
oxiri va XIX asr boshlarida shakllana boshlangan. Funksional analizga oid 
dastlabki ilmiy ishlar italyan matemagi Vol terra. fransuz matematigi Puankare 
va nemis matematigi Hilbertga t-aalluqlidir. Metrik fazo tushunchasi fanga 
fransuz matematigi Freshe tomonidan XX asr boshlarida kiritilgan. normalan- 
gan fazo tushunchasi 1922 yilda polyak matematigi Валах va unga bog'liq 
bo'lmagan holda amerikalik matematik Viner tomonidan kiritilgan.

Ma’lumki universitetlarning nMatematika", "Mexanika” va "Amaliy ma­
tematika va informatika" yo'nalishlari uchun tuzilgan o'quv rejada "Funk- 
sional analiz" fani ko‘zda tut.ilgan bo'lib, uslibu fan ixtisoslik fanlar ichida 
asosiy o'rin tutadi.

Universitetlarda "Funksional analiz" kursi asosan ikki qismdan iborat, ular 
shartli ravishda quyidagieha nomlanadi:
I qism. Haqiqiy o'zgaruvcliining funksiyalari nazariyasi.
II qism. Operat-orlar nazariyasi.

Amaldagi "Funksional analiz" kursi fan dasturida I qism "O'lchovli to‘p- 
lamlar nazariyasi". "Lebeg integral!" va "Metrik fazolar" bo‘limlarini o'y 
ichiga oladi. II qism esa. "Normaiangan fazolar" va "Operatorlar nazariyasi" 
bo'limlarini o'z ichiga oladi. Universitetlarning matematika mutaxassisligida 
ta ’lim oluvchi talabalar uchun "Funksional analiz" kursidan olzbek alifbosi- 
da, birinchi marotaba akademik T.A. Sarimsoqov tomonidan darslik nashr 
etilgan (T.A. Sarimsoqov. Haqiqiy o;zgaruvchining funksiyalari nazariyasi; 
T.A. Sarimsoqov. Funksional analiz kursi). Oliy o‘quv yurtlarida ta’lim shak- 
li ikki bosqichli tizimga (bakalavriatura va magistratura) o£tishi munosabati 
bilan OTMlari barcha fan dasturlarida jiddiy o'zgarishlar yuzaga keldi. Bu 
o‘zgarishlar o'z navbatida. barcha yo'nalishlar uchun tegishli darslik va o'quv 
qo^lanmalarni islilab chiqishni talab etmoqda. Ushbu [6, 7] o‘quv qo;llanmalar, 
universitetlarning bakalavriatura o'quv rejasidagi "Funksional analiz" kursidan 
yuqoridagi ehtiyojlarrii qondirish maqsadida yaratilgandir.



Mazkur o‘quv qo‘llanma, universitetlarning mafccrnatikri yo'nalishi talabalari 
uchun "Funksional analiz” kursidan anmliy тм,ч1щ*ulolUirni olib borishda 
lotin yozuviga asoslangan o‘zbek alifbosida adabiyotlar tanqiHligmiiig oldini 
olish maqsadida. yozilmoqda. Mazkur qo‘llanmada "FimkHioual analiz” fani- 
ning I qismini tashkil etuvchi o'lchovli to^lamlar nazariyasi. Lebeg integrali 
va metrik fazolarga. oid mavzuiar uchun tegishli ta ’riflar, xossalar, teoremaiar 
bayoni berilgan,, shuningdek misol va masalalar namuna sifatida yechib kocrsa- 
tilgan.

Birinchi bo4im oclchovli to:plamlar nazariyasiga bagHshlangan bo'iib, qo4l- 
lanmada to;plamlar va ularning o‘lchovlariga. Did mavzuiar bayon qilinadi. 
Har bir mavzuga oid asosiy tushunchalar ta’rifi, asosiy teofemalar va xos­
salar keltirilgan. Qo'llanma to4plamlar, akslantirishlar, to'plamlar quvvati/ • 
to;plamlar sist.emasi,p‘lchovli to^plamlar, o'lchovning umumiy ta:rifi va o£lchov- 
ni Lebeg ma’nosida davom ettirish kabi mavzularni o4z ichiga oladi. Har bir 
mavzu namunaviy misollar bilan boyitilgan. Shuningdek, mavzularni o'zlash- 
tirish va mustaqil o;rganish uchun yetarlicha misol va masalalar berilgan.

Ikkinchi bo‘lim integrall&r nazariyasiga bag'ishlangan. Qo'llanmada o'lchovli 
funksiyalar, oHchovli funksiyalar ketma-ketliklarining yaqmlashishlari, Lebeg 
integrali, monoton funksiyalar, o;zgarishi chegaralangan funksiyalar, absolyut 
uzluksiz funksiyalar va Lebeg-Stiltes integraliga oid ma.?lumotiar bayon qilina­
di. Har bir mavzuga oid asosiy tushunchalar ta/'rifi, teoremaiar va xossalar kel­
tirilgan. Barcha mavzuiar bo-yicha. namunaviy misollar yeohimi bilan berilgan-. 
Shuningdek, talabalar mavzularni yaxshi o‘zlashtirishi va mustaqil o'rganishi 
uchun liar xil tipdagi misol va masalalar jamlangan.

Uchinchi bo'lirii' metrik fazolar nazariyasiga bag4ishlangan. Qo;llanmada. 
metrik fazolar, yaqinlashuvchi ketma-ket liklar, to‘la metrik fazolar, ochiq va 
yopiq tO' plamlar, kompakt to'plamlar, separabel metrik fazolar va qisqartirib 
akslantirishlarga oid mavzuiar bayon qilingan. Har bir mavzuga oid asosiy 
tushunchalar ta'rifi, asosiy teoremaiar va xossalar keltirilgan. Mavzularga oid 
namunaviy misollar yechib ko‘rsatilgaii. Shuningdek, mavzuiar bo;yicha uy

4



vazifalarini bajarish va mustaqil o'rganish uchun yetarlicha masalalar berilgan.
Misol va masalalar tuzishda Ayupov Sh.A., Ibragimov M.M.. Kudavberge- 

nov K.K.(Funksional anaiizdan misol va masalalar, Nukus, ’'BILIM4, 2009) va 
Очан Ю.С.(Сборник задач по математическому анализу, Москва, Просве­
щение, 1981) hamda Abdullayev J.I., G;anixo:jayev R.N., Shermatov M.H. va
О.I. Egamberdiyevlarning "Funksional analiz11 (Toshkent-Sarharqand, 2009) 
o'quv qo'llanmasidan keng foydalanildi. Ushbu oJquv qo^lanma O'zbekiston 
Milliy universiteti, Samarqand d.avlat universitetida Funksional analiz hamda 
Funksional analiz va integral tenglamalar fanlaridan ma’ruza va amaliy mash- 
g4ilotlar olib boruvchi professor-o’qituvchilarning ko;p yillik ish tajribalari 
asosida yozilgan.

Mualliflar o:quv qo''llanmani yaxshilashda bergan foydali maslahatlari uchun 
mas’ul muharrir va taqrizchilarga, hamda matnni tahrir qilgani uchun B.E.Dav- 
ranovga o‘z minnatdorchiliklarini bildiradilar.

Qollanma birinclii marta chop qilinayotgani uchun xato va kamchiliklar 
bo^ishi mumkin. Xato va kamchiliklar haqidagi Rkr va mulohazalaringizni 
jabduilaev@mail.ru elektron manziliga jo4natishlaringizni so‘raymiz.

mailto:jabduilaev@mail.ru


I. 0 ‘LCHQVLI TO'PLAMLAR

Ushbu boUim to‘plamlar, akslantirishlar, to'pUuuhvr quvvati, to‘plaml|fc sis- 
temasi, o£lchovli. to‘plamlar, o‘lchovning umumiy tn'rlfl vn. oMchovni Lebeg 
manosida. davom ettirish kabi mavzularni p‘z ichiga oladi. Har bir imtvzuda na­
munaviy misollar yechimi bilan keltirilgan. Shuningdek, amaliy mashgkulotlar 
va uy vazifasi uchun yetarlicha misol va masalalar berilgan.

I- §. To‘plamlar ustida amallar

Matematikada juda xilma-xil tQ£plamlarga duch kelamiz. Haqiqiy sonlar 
to£pla.mi. tekislikdagi ko£pburchaklar to‘plami, ratsional koeffitsiyentli ko‘phad- 
lar.to£plami va hokazo. To‘plam tushunchasi matematikada t^yanch tushun- 
chalardan bo£lib. unga ta’rif berilmaydi. To ‘plam so£zining sinonimlari sifatida 
ob'ektlar jamlanmasi yoki elementlar majmuasi so£z birikmalaridan foydalani- 
ladi. To£plamlar nazariyasi hozirgi zamon matematikasida juda muhim o£ringa 
ega. Biz uning ayrim xossa.la.rini o£rganish bilan cheklanamiz.

To£plamlarni lotin alifbosining bosh harflari A, В <... ularning elementlar- 
ini esa kichik - а, harflar bilan belgilaymiz. Biz asosan quyidagi bel- 
gilashlardan foydalanamiz. N — natural sonlar tocplami. Z — butun sonlar 
to4plami, Q — ratsional sonlar to£pla.mi. R — haqiqiy sonlar to4plami, С 
— kompleks sonlar to4plami, R+ = [0, oc), Z+ = {0} U N hamda Rn sifati- 
da n  — o£lchamli arifmetik Evklid fazo belgilanadi.

Matematik simvollarning ma'nolariga to'xtalamiz. a £ A belgisi a ele­
ment A t o ‘plamga tegishli ekanligini bildiradi. Bu tasdiqning inkori a A 
shaklda.yoziladi va a element A t o ;plamga tegishli emas deb o'qiladi. А С В  
belgi A to ‘plamning barcha elementlari В  t o ‘plamga, ham tegishli ekanligi­
ni bildiradi. Bu holda. A to'plam В to4plamning qismi deyiladi. Ma.sa.lan. 
natural sonlar to£plami haqiqiy sonlar to4pla.mining qismi bo£ladi. Agar A va 
В  to'plamlar bir xil elementlardan tashkil topgan bo£lsa, u holda ular teng 
to'plamlar deyiladi va A — В  shaklda yoziladi. Ko£pincha, to£plamlarning 
tengligini isbotlashda А С В vs, В  С A munosabatlarning bajarilishi
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ko'rsatiladi ([1] ga qarang). Ba’zida birorta ham elementi mavjud bo'lmagan 
to;plamlarni qarashga to:g:ri keladi. Masalan, 2 < x < 2 qo‘sh tengsiz- 
likni qanoatrantiruvchi haqiqiy sonlar to‘plami yoki |rc| = ■«*! tenglamaning 
yechimlari to'plami va hokazo. Bunday to;plamlar uchun maxsus bo ‘sh to :plam 
nomi berilgan va uni belgilashda 0 simvoldan foydalaniladi. Ma'lumki, har 
qanday to4plam bo‘sh to‘plamni o'zida saqlaydi va har qanday to1 plain opining 
qismi sifatida qaralishi mumkin. To;plamlarning bo‘sh to'plamdan va o'zidan 
farqli barcha qism to‘plamlari xos qism to ‘plamlar deyiladi. o'quv qoUlanmada 
A va V belgilari riios ravishda va hamda yoki scrzlariga mos keladi.

Ixtiyoriy tabiatli A va В  to'*plamlar berilgan bo‘lsin.

A U В  == {x : x €  A V x € B} 

to;plam A va, В  to’plamlarning y i g :indisi yoki birlashmasi deyiladi.

А П В m  {x x G А Д vx Щ B}

to*plain A va В  to'plamlarning kesishmasi deyiladi. Ixtiyoriy (chekli, chek- 
siz) sondagi Aa to‘plamlammg yig'indisi va kesishmasi ham shiinga o'xshash 
aniqlanadi:

U Aq = {x : 3 Qo € X, x € Лао} , П _ Aa = {x : V a  E X, x G Aa} .a&Y - : aeX, • i

A va, В  to;plamlarnmg ayirmasi deb

A\B = {x : x € A A x ф B}

to‘plamga aytiladi. Agar В С A bo;lsa, A\B ta'plam В  to:plamning A 
to;plamgacha to4diruvchi to 'plami deyiladi va CaB  := С В  shaklda belgi- 
lanadi. Ba'zan, A va В  toplamlarnmg simmetrik ayirmasi tushunchasini 
kiritish maqsadga muvofiq bo'ladi. A\B va B\A to:plainlarning birlashmasi- 
dan iborat to'plamga A va В  to'plamlarning simmetrik ayitmasi deyiladi, 
ya’ni
Ш ЛАВ = (A\B) U (B\A).

7



Agar /1, H C G boTib, (I dn M -| ' munli iii!H|!niiymi Iи• |ми, и Iк*1<In

/1 -j* В == {с  ; с ■  а +  о ( || /м  Р |

to'plam Л va В to*plamlftniing arifmctik i/n/'tmiivi dnyilndl.
A” va Y  to‘plamlarning dekart ko'paytniani d^gHiidu

Х х У  = {(x,i/): »'■« x ;  y e Y j

to‘plam tushuniladi. X x Y to4plamnmg ixtiyoriy H qism toplami mimosa- 
hat deyiladi. x element (x , y ) juftlikning birinchi koordinatasi, у  element 
esa uning ikkinchi koordinatasi deyiladi va mos ravishda x = pr i (x. y )  va 
У = Pr 2{x: У) kabi belgilanadi. Xuddi shunday X x Y to'*plamning ixtiyo­
riy R qism to’plamining birinchi va ikkinchi koordinatalarga x>royeksiyalari 
aniqlanadi:

pr\R = {x : x G l ,  3 у  G Y. (x. y)  G R} .

pr^R = {у : у  G Y. Зх G X, (x. y) £ R} .

Bu to'plamlar R rmmosabatning mos ravishda aniqlanish sohasi va qiymatlar 
sohasi  deyiladi. Bundan kevin biz ЩХ) bilan X ning barcha qism to4pla.mlari 
sistemasini belgilaymiz.

Endi mavzuga oid namunaviy misollar yechib ko'rsatamiz.

1.1. To'plamlar yig;indisi va kesishmasi kommutativ. Isbotlang.

A U B  = B U A  А П В  = В  П A.

Isbot. Ixtiyoriy x G A U В  eleitientni olamiz. Bundan

х £А  V x G В ==> x G В  V x E A = > x £ B U A

ni olamiz. Dema.k, A U В  С B U  A ekan. Agar у  G В  U A ixtiyoriy element 
bo‘lsa. u holda

у е в  v  y e A = > y e A  v  у е в = > у е А и в

bo'ladi, ya'ni В  U A С A U В  ekan. Yuqorida keltirilgan munosabatlardan 
A U В  = В  U A ekanligi kelib chiqadi. □
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1.2. Distributivlik qonunlarini isbotlang:

( Аи В ) Г \ С  = ( АПС) и ( ВГ\  C).

(АП B)  U С  = (AU С) Г) (B U C).

Isbot. x £ (Al )  В)  П С  ixtiyoriy elementn bo'lsin. Ta’rifga ko'ra. 
x £ A U В  A x £ С  bo'ladi. Bu yerdan

(x £ A V x £ В)  Ax £ С => x £ AUC A x £ BUC => x £ (ЛиС)П(ВПС)

kelib chiqadi. Demak, (A U В)  П С  С (A U С)  П (B  U C)  ekan. Agar у  £ 
(A U С)  П (B  U C)  ixtiyoriy element bo'lsa., u holda

у  £ A D C  A у  £ B U C  => (у £ A V у  £ С) А ( у  £ В  V у  £ С)

bo‘ladi. Bu yerdan у  £ (А I) В)  П С ni olamiz, ya ni (A U С)  П (В  U С)  С 
(A U В)  П С ekan. Yuqorida keltirilgan munosabatlardan (A \J В)  П С = 
(A U С)  П (В  U С)  ekanligi kelib chiqadi.

(.4 П В)  U С = (A U С)  П (В  U С)  tenglik shunga o'xshash isbotlanadi. □ 
To'plamlar nazariyasida muhim o£rin tutadigan va ikkilik prinsipi deb 

nomlanuvchi quyidagi munosa.batni isbotlang.

1.3. YigHndining to;ldiruvchisi toUdiruvchilar kesishmasiga teng:

E\uA a = П{Е\Аа), Aa С E. (1.1)o. a 4 '

Isbot. Ixtiyoriy x £ E\U Aa elementni olamiz, bu yerdan x £ E vaa
x ф U Aa ekanligi kelib chiqadi. Bundan ixtiyoriy a  uchun x ning Aa
to‘plamga tegishli emasligiga kelamiz. Demak. x element ,4a. to'plamlarning
to‘ldiriivchilaridayotadi. Shunday qilib. ixtiyoriy a  uchun x £ E\Aa munos-
abat o'rinli, bundan biz x £ П(Е\Аа) ga. ega boUamiz. Bu esaa

E\ U .4(l с  П(Е\Л«) (1.2)
q a

munosa.batni keltirib chiqaradi. Endi teskari munosabatni isbotlaymiz. Agar 
./■ £ П(Е\Аа) bo‘lsa. u holda barcha a  larda. x £ 'E\Aa bo‘ladi va x
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element A(y tcrplamlarning birortasiga ham tegishli emas, bu esa x $ U Afy■ . • a
ekanligini bildiradi. Demak, x E E\U Aa ekan. Bundan biz

a

E\UAa ^  n(E\Aa) (1.3)a a
g& kelamiz. (1.2) va (1.3) munosabatlar (1.1) tenglikni isbotlaydi. □

1.4. A = {(t. y)  : \x\ < 4, \y\ < 4} va В = {{xry)  : x2 + y 2 < 25} to4p- 
lamlar uchun Au В , A\B> AABr АП В  to'plamlarni t-ekislikda tasvir- 
lang.

Yechish. Tekislikda to‘g;ri burchakli koordinatalar sistemasini qaraymiz. 
Bu holda A — [—4; 4] x [—4; 4] kvadra.tdan, В  esa markazi koordinatalar 
boshida radiusi 5 bolgan yopiq doiradan iborat bo;ladi (1.1-chizi^aga qarang). 
A U B -  1.1-chizmada shtrixlangan soha, A\B kvadratning uchlaridagi ver- 
tikal shtrixlangan soha, AAB — chizmada vertikal va gorizontal shtrixlangan 
soha, АП В  — chizmada qiyalab shtrixlangan soha. □

У

1.1-chizma

1.5. {X\Y) \Z = X\ (Y U Z) tenglikni isbotlang.

Isbot. Berilgan to‘plamlaming tengligini tekshirish А с  В  va В  с  A 
munosabatlarni ko‘rsatish orqali amalga oshiriladi. Endi x G (X\Y')\Z ix­
tiyoriy element bo‘lsin. U holda x G X\Y, x £ Z => x £ X. x ^ Y, x ф 
Z=> x G X, x <£ ( Y U Z )  => ' x G X\{YUZ) .  Demak, (X\Y)\Z с  
X\ (Y U Z) munosabat о4ппН. Endi teskari munosabatni ko;rsatamiz. у  G 
X\(Y U Z) ixtiyoriy element bo4sin. U holda | £ I ,  у  ф Y  U Z bo’ladi. 
Bu yerdan у  E X, у  ф Y.y ф Z ekanligini, bundan esa у  E X\Y, у  ф Z
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na.tija.da у  Е (X\Y )\Z ekanligini olamiz. Demak, (X\Y) \Z D X\ (Y U Z) 
munosabat o'rinli. Olingan bu ikki munosabatdan (X\Y) \Z = X\(Y  U Z) 
tenglik kelib chiqadi. □

1.6. (X DXi) x (Y П Yi) = (X x Y) П (X i x Yi) tenglikni isbotlang.

Isbot. Bu yerda ham 1.5-misoldagi kabi vo'l tutamiz. V(x. у) E (X nX i) x 
(Y П l i )  & € l f l  Xi, у  E Y П Y\. Bu yerdan я E X. у  E Y A x E 
A i, у  € Yi => (x, y)  e  X x Y A (x, у)  E Xi x Yi ekanligini, bundan 
esa (а:, у) E (X x Y) П (Xi x Yi) ni olamiz. Ya’ni (X П Xi) x (Y П Yi) 
С (X x Y ) n ( X i x Y i )  munosabat o'rinli. Teskari munosabatni kp‘rsatish 
uchun (x, у)  E (X x Y) П (Xi x Yi) dan orqagaqarab harakatlanish yetarli. 
Shunday qilib. (X flX i) x (Y n  Y\) = (X x Y) П (Xi x Y{) tenglik isbot.landi.

1.7. Ixtiyoriy '{Дг} to'plamlar ketma-ketligi uchun shunday {Bn} to'plam­
lar ketma-ketligini tuzingki,

a) Bn С An, Bi П Bj = 0, %ф j ,  U Bn = U An bo'lsin:n=l n=1

b) Bn D Ап; B n.i-i D U B n = U An bo'lsin:/7=1 ??=1
c) B n с  An, B n+1 с  B„. П B 1t = П Лп bo'lsin.

11—1 yt=l

Yechish. Berilgan {AnJ  ketma-ketlik uchun {B?1} to'plamlar ketma- 
ketligini quyidagicha tuzamiz:

— &u &2 — . . . .  B n = An\ U Д&,. . . .yfeii

Hosil qilingan {Bn} to'plamlar ketma-ketligi misolning a) bandidagi barcha 
sliartlarm qanoatlantiradi. Quyida biz b) va c) ba.ndda.gi shartlarni qanoat- 

iruvchi {Bn} to'plamlar ketma-ketligini keltiramiz:
b) B\ = Ait B% = A\ U Aq. . . . .  B n = U A%r. . .k=l
c) B\ = j4i, B2 = B n = П' Ak. '■ " -- □

к- 1
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777 1 771 1
1.8. Ushbu ( ------- —г. — h —r I . in 6 Z, /м_ N intervallarnmg; heeh biri

7i 4ti2' ti 4ti2 
\/2 sonini o*z ichiga olmasligini isbotlang. Demak,

m€Zn€M 4 7

Isbot. -\/2 soni irratsional bo^ganligidan, ixtiyoriy butun m, n  sonlari 
uchun \m2 — 2n2\ Ф 0 bo’ladi. Binobarin |ттг2 —2n’2| > 1 tengsizlikka kelamiz.

777Endi ixtiyoriy butun m  G Z va natural тг G N sonlari uchun I-----\/2| > —n
тг 4n2

tengsizlikni isbotlayrniz. Bu yerdan

r r  , I I I  I /  777. 1 m  1

77.€N *
777munosabat kelib chiqadi. Agar m  < 0 bo:lsa. u holda ravshanki I----- 4/21 >n

\/2 > 1.4 > —r tengsizlik o;rinli. Demak, m  > 0 bo‘lgan hoi, yan i n G N 
4rr

777- 1 777
uchun |----- \/2| > — 7 tengsizlikni isbotlash kifoya. Agar — > 2  bo;lsa.n  4 n l n m
u holda tengsizlik yana o'rinli bo;ladi. Shunday qilib, n. rn G N va — < 2 
bo:lganda tengsizlikni isbotlash yetarli. U holda

, о л о, 1 ,7712 Al , 771 .771 rrN
1 < m2 -  2n <*=> —« < —5- — 2 = —- — v 2| (— + V2) <

n- 71 n  71

< (2 + л/2) |— — \/2| < 4 |— — v/ij.” n n

Bundan esa, I —— \/2| > -t“o tengsizligi kelib chiqadi. Shunday qilib, ixtiyoriy n  4 n z
771 G Z va тг € N uchun

1 m  1 
+4тг2? /г ' 4n2

Shuni isbotlash talab qilingan edi. □

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

1.9-1.17-misollarda keltirilgan munosabatlarni isbotlang.

12



1.9. To'plamlar yig’indisi va kesishmasi assotsiativ.

(A U B) U C = A U (B U С), {А П В) ПС = АП(ВП С).

1.10. Kesishmaning to'ldiruvchisi to'ldiruvchilar yig'indisiga teng:

l  » E\ П Aa = U(E\Aa) ,  • Aa С E. ' '  ' ( 1 4
a  a

1.11. M 5  = ( i U B ) \ ( i n B ) ,

1.12. А и В  = ( А Д В ) Д ( Л П В ) .

1.13. А\В = АА{ АПВ) .  ' \

1.14. Agar А С Е ,  В с  E bo‘lsa; (E\A)A(E\B) = AAB tenglik o‘rinli.

1.15. (A U B)A(C U D) с  (ЛАС) U (BAD).

1.16. A va В to'plamlar uchun Л с  BU (AAB) munosabat oMnli.

1.17. Agar Ai va A2 to'plamlar kesishmasa, ixtiyoriy B\ va B2 lar uchun 
B\ П Во С (A\ABi) U (A2AB2) munosabat o'rinli.

1.18-1.24-misollarda berilgan A va В to'plamlar uchun A U B ,  A\B. 
ЛАВ, АП В ko'rinishdagi to;plamlarni toping. 1.23-1.24-misollarda esa 
Л и В. A\B. AAB, АП В to'plamlarni tekislikda tasvirlang.

1.18. A = [0, 1], В = (0, 1).

1.19. Л = {2.4, 6 , . . . .  2n, ...},■ В = {3,6; 9 , . .  3n , . . .} .

1.20. A = Q, В = IR\Q— irratsional sonlar to*plami.

1.2 1 . Л == [0 . 1] \Q. B = [0, l ]n Q .

1.22. A = {ж € Ш : sin 4a; = 0} , В = {x еШ : cos 2x = 0} .

1.23. A = {(x.y)  : 0 < x < 1, 0 < у  < я} .
В = {(ж. у )  : 0 < х < 1. х < у < 1}-.

13



1.24. A = {( x , y ) :  x2 + у 2 < 16} , В = l ( x , y ) : + у  < l j  . 

1.25-1.38-inis()!!ai'(ia kelririlgau muuosabariarui isbotlang.

1.25. 1 с У Ф = 5 > Х и У  = У 1 Л  Y = X.

1.26. X <Z Z A Y С | M  XU Y  C ,Z.

1.27. Z с  X A Z С У фмк Z с  А П Y.

1.28. А\У = A\ (X П Y)  Ш  U Y) \Y.

1.29. X\ (Y\Z) = (X\Y) U (X П Z ) .

1.30. (А\У) П (Z\U) = (1 (1  Z) \ W  J  U) ■ ’ щ

1.31. А' П (У\2) --= (X П 50 \ (Л' П Z ) .

1.32. (A\Z) П (Y\Z) = (X n'Y) \Z.

1.33. (A U Y) \Z = (X\Z) U (У \ 2 ).

1.34. А П У  = 0 <=> X С CY Y с  CX.
1.35. А  с  У CY  С CX. 1.37. А  Д A  = 0.

1.36. А  Д У  = У Д А . 1.38. А Д 0  = А.

1.39. Shunday X С  Z va У' С Z to‘plamlar topingki. A  x У /  У х  A 
bo£lsin. A  x У = У x A  tenglikdan A  = У kelib chiqadimi?

1.40. A  = {1,3,5} , У = {2,4} to‘plamiar uchun A  x У, Y у, X to!plamlar 
elementlarini yozib chiqing. A  x У = У x A  tenglik to!g‘rimi?

1.41-1.43-misollarda. keltirilgan munosabat lami isbotlang.

1.41. A  x (У U Z) = (A x У) U (A., x Z ) .

1.42. (A  x У) U (Ai x Yi) с  (A  U A i) x (У U Yi) .

1.43. (A x У) П (Aj x У) = (А  П A x) X У.

14



1.44. {X x Y) U (Хх х Yi) = (X U Хх) х (У и  Уг) tenglik to‘grimi?

1.45. Ushbu A U В  = А А (В\А) tenglikni isbotlang. Demak. ” U ” amalni 
” A” va 55 \': amallar orqali ifodalash mumkin. Shunga o'^xshash:

a) ” U ” amalni 55 A" va ” П 55 amallar orqali;

b) ” fT  amalni 5:Ar: va 55 U ” amallar bilan;

c) ” П ” amalni ” A" va \:? amallar orqali ifodalang.

Umuman, ” U ”, ” ПM. ?5\”, “A” amallardan ixtiyoriy birini:

d) qolgan uchtasi;

e) qandaydir ikkitasi orqali ifodalash mumkinmi?

LAG. {Ад} to‘plamlar ketma-ketligi uchun quyidagi belgilashlarni
о с  ОС ОС- ОС

A *  =  П U A m , -4* = U П j4m
n= l m=/j 77=1 m=n

. . .' 00 ' oc
kiritamiz. U holda П An с  А* С A* С U An munosabatlarni isbot-

n=i , ri=l
lang.

1.47. Agar A\ С Ач с  ••• bo’lsa. {A,,} to'plamlar ketma-ketligi o ‘suv- 
chi, aksincha, A\ D A2 Э • • • bo‘lganda {An} kamayuvchi deyiladi. 
0 ‘suvchi to'plamlar ketma-ketligi uchun

A* = A* = U An.n=1

hamda kamayuvchi to'plamlar ketma-ketligi uchun

A* = A* = n An
n—1

tengliklarni isbotlang.

1.48. AH = : A; € Z j  — maxraji n  G N bo'lgan barcha ratsional sonlar 
to'plami bo'lsa, Л* = Z, A* = Q tengliklarni isbotlang.

1.49. Agar Asn = B, Â n- i  = С. Лз7?.-2 = D, n £ N boclsa. A* va A* 
to’plamlarni В. C, D to'plamlar orqali ifodalang.

lo



1.50. Акп = ( к -  к + -  ] , к. т е  N to'plamlar uchun
п  п

ОС ОС ОС ОС 'ОС о с
П n JLj  U U U П Аы;

71= 1 к—1 п= 1  А—1 п = 1  А'=1

ОС ЭО ОС 'ОС ОС ' ОС' '

и п Акп- ,п и Аы- п и Акп.
к - 1 п=1 к—1п=1 п=1А—1

ter plamlarni toping.
ОС' ОС' ОС ОС

1.51. Ushbu (J П Аы С П U Аы munosabat ixtiyoriy {Дд.„К к, п  G N
Л-=171—1 п~ 1 к=1

to'plamlar uchun to‘g‘ri. Isbotlang.

1.52. П = {x : x = (xlt $ 2, . - ?xn, . . . )} "barcha ketma-ketliklar to£pteani. 
£ln = { x : % = (xi, rr2, ....£ruO, 0....)} esa n 4- 1 -  hadidan boshlab 0

T / 00 /-Чdan iborat. ketma.-ketliklar to'plami bo'lsin. U holda Q Ф U Un ekan-
J  71 — 1

ligini tushuntiring.

1.53. c0 — < x : x — (iCi, x% ...). lim x n — 0 \ -  0 ga yaqinlashuvchi bar-
l  ~ П-+ОС- • J

cha ketma.-ketlikla.rdan iborat to4plain va p  £ N uchun
OG

i p  =  < X : X — ( х ь ^ 2 ,  . . . )  I X}\P <  4 -0 0
I i= 1

ya’ni modulining p— darajalaridan tuzilgan qator yaqinlashuvchi bo'lgan 
barcha ketma-ketliklar to.‘plami bo'lsin. U holda

ОС OC
Co 13 LJ va Co ~f~ U £p

p = i  • p = i  •

bo'lishini isbotlang.

1.54. Ratsional sonlar to'plami Q = {rji, щ . . . .  . . .} biror usulda nomer- 
langan boflsin. Ixtiyoriy e  > 0 uchun

u> -  £, % '+ 4n= 1

tenglikni isbotlang.
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2-§. Akslantirishlar

Funksiya tushunchasini umumlashtirish. Malumki. matematik anal- 
izda funksiya tushunchasi quyidagicha ta ’rifianadi: X sonlar o'qidagi biror 
to*plain bo'lsin. Agar har bir x G X songa / qoida bo'yicha aniq bir 
у  = f ( x )  son mos qo'yilgan bo'lsa, u holda X to'plamda / funksiya aniqlan- 
gan  deyiladi. Bunda X to*plain / funksiyaning aniqlanish sohasi deyila­
di. bu funksiya. qabul qiladiga.11 barcha qiymatlardan tashkil bo'lgan E( f )  
to* plain / funksiyaning qiymatlar sohasi deyiladi, ya’ni

E( f )  = { y - y  = f ( x ) , x e x } .  '

Agar sonli to'plamlar o'rnida. ixtiyoriy to'plamlar qaralsa., u holda funksiya 
i ushunchasining umumlashmasi, ya ’ni akslantirish ta'rifiga. kelamiz. Bizga ix- 
l iyoriy X va Y to'plamlar berilgan bo'lsin. Agar har bir x G X elementga 
biror / qoida bo'yicha Y to'plamdan yagona у  element mos qo'yilsa, u 
holda X to'plamda aniqlaiigan Y to'plamdan qiymatlar qabul qiluvchi f  
akslabtirisk berilgan deyiladi. Bundan keyin funksiya termini o'rniga akslan­
tirish atamasini ishlatamiz. Agar Y = К yoki Y = С bo'lsa / ga. X da 
miiqlangan haqiqiy yoki kompleks qiymatli funksiya deyiladi.

X to'plamda aniqlangan va Y to'plamdan qiymatlar qabul qiluvchi / 
akslantirish uchun f  : X -> Y belgilashdaii foydalaniladi. Endi / : X —> Y  
akslantirish uchun quyidagi tushunchalarni keltiramiz.

Har bir a G X uchun unga mos qo'yilgan b — f ( a )  G Y element 
a olementiiing / akslantirishdagi tasviri yoki aksi deyiladi. Umuman, X 
lo’plamning biror A qismi berilgan bo'lsa, A to'plam barcha elementlar- 
ining Y dagi tasvirlaridan iborat bo'lgan to'plam A to'plamning / ak- 
Hlmitirishdagi tasviri yoki aksi deyiladi va f (A)  bilan belgilanadi. Endi b G 
V ixtiyoriy element bo'lsin. X to'plamning b ga akslanuvchi barcha ele- 
MHMiI.laridan iborat qismi b elementning / akslantirishdagi asli deyiladi va u
J 1’(Ь) — {x G X : f ( x )  = b} bilan belgilanadi. O'z na.j|lfc jgd»XaOfH В с  У
o‘plam uchun X ning В  ga akslanuvchi (o'
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akslantirishdagi asli deyiladi va = {x G A : f ( x )  G B} shaklda bel-
gilanadi. Agar barcha b G В  elementlar uchun ularning f~ l{b) aslilari bo'sli 
bo'lsa. u holda В  to'plamning asli ham bovsh to'plam bo'iadi. Umuman olgan- 
da, Y to'plam sifatida / akslantirishning qiymatlar sohasini o‘zida saqlovchi 
to'plam qaraladi. Aniqlanish sohasi X bo'lgan / : X —> Y akslantirishda 
/(A) = Y tenglik bajarilsa. / akslantirish X to'plamni Y  to'plamning 
ustiga yoki syuryekiiv akslantirish deyiladi. Urnumiy holda. ya’ni f ( X)  С Y 
bo'lsa, u holda / akslantirish A  to'plamni Y to'plamning ichiga akslantira- 
di deyiladi. Agar / : X —► Y akslantirishda X dan olingan har xil x\ va x-2 

elementlarga har xil y\ = f ( x i) va У2 = f{x2) tasvirlar mos kelsa, u holda 
f  inyektiv akslantirish yoki inyeksiya deyiladi. Bir vaqtda ham syuryektiv

%ham inyektiv bo'lgan / : A —> Y akslantirishga biyektiv akslantirish yoki 
biyeksiya deyiladi.

Endi / : A  —> Y akslantirishga misollar keltiramiz.
2.1-2.3 misollarda keltirilgan akslantirishlarning qiymatlar sohalarini toping.

2.1. f {x)=: x2.

Yechish. / : R —> E, f ( x)  — x? akslantirishning qiymatlar sohasi 
E( f )  = [0, oc) dan iborat. Chunki barcha x G R lar uchun x2 > 0 va 
ixtiyoriy у  6 [0, 00) uchun f ( y/y)  = у  tenglik o'rinli. □

2.2. g  : R —> R. g(x)  = [x]. Bu yerda. [x] belgi x sonining butun qismi.

Y ech ish . g  : R —► R, g(x) — [ar] akslantirish uchun ixtiyoriy % G R da 
g(x)  G Z ,ya 'n i E(g)  С Z. Ikkinchidan ixtiyoriy n G Z uchun g (n )  — n .  
ya’ni Z С E(g) . Bulardan E(g)  — Z ekanligini olamiz. □

2.3. Dirixle funksiyasi X) : R —> R.

(2 .1 )
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Yechish. Dirixle funksiyasi T) :R  —> R ning qiymatlar sohasi, aniqlanishi- 
ga ko‘ra E(T)) — {0.1} ikki nuqtali to'plamdan iborat. □

2.4. 2.1-misoldagi / akslantirishda A = [0, 3) to'plamning aksi (tasviri) va 
В  = (1, 4) to'plamning aslini toping.

Yechish. f ( x )  ’= x2 akslantirish R+ = [0, oo) da o'suvchi va uzluk- 
siz funksiya W lganiigi uchun /([0, 3)) = [0, 9) bo'ladi. Endi В  = (1, 4) 
to£plamning / akslantirishdagi aslini topamiz. {x € R : x2 £ (1, 4)} yoki
I < x2 < 4 q#sh tengsizlikni qanoatlantiruvchi haqiqiy sonlar to'plami 
f  Л(В)  ga teng. Bu tengsizlikning yechimi (—2, —1) U (1, 2) to'plamdan 
iborat. Demak, £~ЦВ) = (—2, —1) U (1, 2) ekan. □

2.5. 2.3-misoldagi 33 akslantirishda A = R\Q to'plamning aksi va В = 
(1. ОС') to'plamning aslini toping.

Yechish. £> akslantirish R\Q to'plamning barcha elementlariga nolni mos 
qo'yadi, shining uchun 2)(R\Q) — {0}. Dirixle funksiyasining 1 dan katta 
qiymatlari mavjud emas. Demak. X)~1(JB) = 0. ‘ □

2.6. / : R —* R, f  (x) = ax -j- b, а Ф 0 akslantirish biyeksiya ekanligini 
isbotlang.

Isbot. Chiziqli f  : R —> R akslantirishning biyeksiya ekanligini ko'rsatisli 
uchun ixtiyoriy c G l  da ax+b — с  tenglamaning yagona yechimga ega ekan­
ligi ni ko'rsatish yetarli. Yechimning mavjudligi / : R —> R... akslantirishning 
нуuryektivligini. yechimning yagonaligi esa uning inyektivligini ta ’minlaydi.
Hii tenglamaning vechimi yagona bo'lib. n x = -----  dan iborat. □

a

2.7. Agar / : X —> Y  biyektiv akslantirish bo'lsa. u holda ixtiyoriy А с  X 
uchun / : A —> В (В  == f (A) )  ham biyeksiya bo'lishini isbotlang.

Isbot. f (A)  == В  ekanligidan uning syuryektiv akslantirish ekanligi kelib 
oliiqadi, inyektivligi esa / : X —> Y ning inyektivligidan kelib chiqadi. □
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2 .8 . Ikki to4plain birlashmasining aksi ular tasvirlarining birlashmasiga teng. 
ya?ni quyidagi tenglikni isbotlang

' f { AUB)  = f  (A) U f(B).  (2.2)

Isbot. Agar у  £ f ( A U j B )  ixtiyoriy element bo'lsa, u holda у  = f ( x )  

bo;lib, x element A va В  to'plamlardan aqalli biriga tegishli bo'ladi. Shun­
day ekan, у  £ f ( A)  U f ( B ) .  Bu yerdan /(.4 U В)  С f ( A)  U f {B ) .  Endi 
teskari munosabatni ko'rsatamiz. Faraz qilaylik. у  £ f{A)  U f ( B )  ixtiyoriy
element bo4lsin. U holda у  = f ( x )  bo'lib, x element A va В  to4plamlarda.n«.
aqalli biriga tegishli bo'ladi, ya'ni x £ AUВ . Bundan, у  ~ f ( x )  £ f ( A U B )  

va demak, f ( A)  U f ( B )  с  f ( A\JB) .  Bu munosabat 1 ardan^2.2) tenglik kelib 

chiqadi. ,,v - □

Uy vazifalari va mavzuni o4zlashtirish uchun masalalar

2.9-2.11-misollardagi akslantirishlarning qiymatlar sohasini toping.

2.9. Riman funksiyasi 91 : R —» R,

!
1 171 Г77 КЧТ—, aqar  x = —, m  £ Z. n  £ M 
n  * n  ■ (2.3)

0. a g a r  x £ R\Q.

771
Bu form ulada------qisqarmas kasr.

n
2.10. Ortogonal proyeksiyalash funksiyasi P  : R2 —> R. P{x. y )  — x.

2.11. Sferik simmetrik akslantirish

S  : M3 —> R, S(xi> x2: хз) = x\ + x\ + x\.

2.12 . 2.2-misoldagi g  akslantirishda A = [0, 3) to'plamning aksi va В  = 

(1, 4) to'plamning aslini toping.

2.13. 2.9-misoldagi akslantirishda A = R\Q to4plamning tasviri va В — 

(1, 6o) to'plamning aslini toping.
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.14. Syuryektiv (inyektiv) funksiyalar yig'indisi va ayirmasi syuryektiv (inyek­
tiv) bo'lishi ham, bo'lmasligi ham mumkin. Bu hollarga misollar keltiring.

.15. Biyektiv funksiyalar yig'indisi va ayirmasi biyektiv bo'lishi ham, bo'lmasli- 
gi ham mumkin. Bu hollarga misollar keltiring.

.10 . Agar / inyektiv funksiya bo'lsa, u holda ixtiyoriy nolmas a  £ R son 
uchun a f  ham inyektiv funksiya bo'ladi. Isbotlang.

.17. Agar / inyektiv funksiya bo'lsa, u holda ixtiyoriy a  £ R  son uchun 

a  + / ham inyektiv funksiya bo'ladi. Isbotlang.

.IK. Agar / : R —*• R syuryektiv funksiya bo'lsa, u holda ixtiyoriy nolmas 
a  £ R son uchun a  f  ham syuryektiv funksiya bo'ladi. Isbotlang.

,11). Agar / : R —> R syuryektiv funksiya bo'lsa, u holda ixtiyoriy a  £ R 
sou uchun a  H- / ham syuryektiv funksiya bo'ladi. Isbotlang.

,20. Agar / biyektiv funksiya bo'lsa, u holda в  £ R  va nolmas a  £ R sonlar 
uchun a  f  -h i? ham biyektiv funksiya bo'ladi. Isbotlang.

.21 . Agar f ( x )  = kx -\-l. к > 0 funksiya uchun f ( a )  = c. f ( b )  — d  bo'lsa, 
и holda / : [a, 6] —> [c. d] chiziqli funksiya. biyeksiya bo'ladi. Isbotlang.

,22 Ikki to’plam birlashmasining asli iflar aslilarining birlashmasiga teng, 
ya ni quyidagi tenglikni isbotlang

^ ■ T  , ,  . ■ Г 1( А ц В ) ^ Г 1( А ) . и Г 1(В). ■

i33, Ikki to'plam kesishmasining asli ular aslilarining kesishmasiga teng, y a ’ni 

quyidagi tenglikni isbotlang

r \ A  n  B)  = r \ A )  n  r \ B ) .

2 I. Quyidagi tengliklarni isbotlang:

, /71 ( u  Aa )  = U r \ A n), r 1 (n  Aa )  = П Г Ц А а) .
\ a  ' / a \q / a
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2.25. (2.3) tenglikni ixtiyoriy (chekli yoki cheksiz) sondagi to*plamlar uchun 
o‘rinli ekanligini. ya'ni / I U A® ) = U f  (A,y) tenglikni isbotlang.

2.26. Umuman olganda, ikkita to‘plam kesishmalarining aksi ular aksilarining 
kesishmasiga teng emas. Bunga. misol keltiring.

2.27. 2.5-misolda keltirilgan ortogonal proyeksiyalash akslantirishi P(x. y )  = x 
va. A = {(x. y)  : 0 < x < 1. у  = 0}. В  = {(x,y)  : 0 < x < 1, у  = 1} 
to^plamlar berilgan. P  (АГ\ В)  = P  (А) П P  (B)  tenglik td4grimi?

2.28. f  (АП В)  с  f  (Л) П f  (B)  munosabatni isbotlang.

2.29. Biror X to4plam va. А С X qism to‘plain berilgan bo‘lsin. X to'plamda
%

aniqlangan

funksiya A to'plamning xarakteristik funksiyasi yoki indikatori deyi­
ladi. X\A: A U B\ АП B: A\B; AAB tp‘plamlarning xarakteristik 
funksivalarini xa (%) va xb (#) funksiyalar orqali ifodalang.

2.30. Quyidagi ikki tenglikni isbotlang.

a) / : M —» M akslantirish syuryektiv ham, inyektiv ham emas:

b) / : R —» R+ akslantirish syuryektiv. ammo inyektiv emas:

c) / : R+ —> R+ akslantirish ham syuryektiv. ham inyektiv ekanligini 
isbotlang.

2.32. Agar f  : A —> В  va g  : В  —> A inyektiv akslantirishlar ma.vjud bo'lsa. 
if : A —► В  biyeksiya mavjudligini isbotlang.

2.33. Agar / : A —> В  va. g  : В  —> A syuryektiv akslantirishlar mavjud 
bo'isa. A ni В  ga biyektiv akslantirish mavjudmi?

Q CY

(2.4)

XU«An Ы  = sup XAa (x) ; XnaAa Ы, = inf Ж  •

2.31. / (ж) s i  x2 bo'lsia. U holda:
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..44. / : R2 —> R akslantirish / ( (x. y) )  = у  tenglik bilan aniqlangan. A = 
{(0. у)  : у  € R} va В = {(1, у)  : у  e  R} to'plamlar uchun f  (А П B)  
va / (А) П / (B)  to’plamlarni toping. Berilgan / : R2 —> R akslantirish 
uchun f  (АП В)  = / (Л) П / (S ) tenglik to'g'rimi?

.35. Ixtiyoriy / : X —► У akslantirish va А, В  С  X to'plamlar uchun 
.4 С В bo‘lsa, / (Л) с  f  (В)  munosabatni isbotlang.

.30. / : X —> Y akslantirish uchun quyidagi jumlalar teng kuchli ekanligini 
isbotlang:

a) /— inyektiv;

b) ixtiyoriy A , B c X  uchun f  (АП B)  = f  (А) П / (B)  ;

c) barcha В  с  A to;plamlar uchun / (A\B) = f  (Л) \ f  (B) :

(.1) ixtiyoriy А с  X uchun Z"1 (/ (Л)) = A .

•'17. f  : X —> Y akslantirish va А, В  С Y to'plamlar uchun 

Р Л») / ( Г 1 ( Л ) ) = Л п / ( Х ) ,

b )A p  В  bo4lganda /-1 (Л\Б) = f~ 1 (A)\f~1 (B)  tengliklarni isbot­
lang.

,;iH. /' : X —> [5. 10]. f ( x )  = x2+1 funksiya berilgan. / ustiga (syuryektiv) 
akslantirish bo4ladigan maksimal X  to;plamni toping.

,31). / : R —► R . /(&’) = 0. 5 • [a;] funksiya berilgan. Agar A = [0, 8], 
/? = (2. 3) bo:lsa, /(Д) va /_1(£) to4piamlarni toping,

10. / : A' —> R+, f ( x )  = X2 + 1 funksiya berilgan. X  to4plam qanday 
tanlansa. / inyektiv akslantirish bo’ladi?

11. M(x. y)  nuqta (0. 1) x (0, 1) kvadratning ixtiyoriy nuqtasi bo'lsin.
I Jning abssissasi x va ordinatasi у  larni cheksiz davriy o4nli kasr ko4rini- 
shida x = 0. П1П2Щ . . .  va у  = 0, rriimomz . . .  tasvirlaymiz. Quyidagi



/ : (0. 1) х (0. 1) —> (0, 1) akslantirishni

/(М (0. П1П2П3 . . . .  0. трщгпщ  •••)) — ^ ( 0? щ т х щ гп ъ щ т ъ . . . )  

aniqlavmiz. Bu akslantirish syuryektiv bo'ladimi? Biyektivchi?

2.42. / : [0, 7rj -»  [-1 . 1], /(z) = cos a:,

# : [0. 3] —> [0. 10]. 'ф(х) = x2 + 1. akslantirishlar ichidan inyektiv. 
syuryektiv va biyektivlarini ajrating.

To4plamlarni sinflarga ajratish. Ekvivalentlik munosabat lari.
Ko'pgina masalalarda berilgan to'plam element larini ba'zi belgilariga qarab 

o'zaro kesishmaydigan qism to'pla.mlarga ajratiladi. Masalan, fazoni markazi 
koordinata. boshida va radiusi r bo'lgan har xil sferalarga ajratish mumkin 
va bu sferalar o'zaro kesishma.ydi. Bir shahar aholisini bir yilda. tug'ilganlik 
belgisiga ko'ra qism to'plamlarga ajratish mumkin. Bunday misollarning har 
biri to'plarrmi o'zaro kesishmaydigan sinflarga ajratish deyiladi.

To'plamlarni o'zaro kesishmaydigan sinflarga ajratish belgilari har xil bo'li- 
shi mumkin. Ammo bu belgilar ixtiyoriy emas. Masalan. tekislikda. ikki a va 
b nuqtalar orasida.gi masofa 1 dan kichik bo'lsa. ularni bitta sinfga kiritsak. 
bu belgi tekislikni o'zaro kesishmaydigan sinflarga ajratmavdi, chunki a va 
b nuqtalar orasida.gi masofa 1 dan kichik. b va с  nuqtalar orasidagi masofa 
ham 1 dan kichik bo'lib, a va с  nuqtalar orasidagi masofa. 1 dan katta bo'lishi 
mumkin. Bundan ko'rinadiki, a va b nuqtalar bir sinfda, b va. с  ham bir 
sinfda. U holda bir sinfga orasidagi masofa 1 dan katta bo'lgan a va с  nuq­
talar tegishli bo'ladi. Hosil qilingan xulosa. sinflarning tashkil qilinishiga zid. 
ya’ni tekislik bu belgi yordamida. o'zaro kesishmaydigan sinflarga ajralmaj'di.

Endi to'plam elementlari qanday shartlarni qanoatlantiruvchi belgilar yor- 
damida o'zaro kesishmaydigan sinflarga. ajralishini qarab chiqamiz.

g  : [0, тг] Щ [0 ,1], g (x)  = sin ж. 
i f (x) = sin.T,

3- § . To4plamlar quvvati
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3.1-ta’rif. X x X to ‘plarnning ixtiyoriy R qism, toplami munosabat dey ­
iladi, у  a ’ni  (a .b ) G R bo'lsa, a e l em en t  b e l em en t  bilan R munosabatda 
deyiladi va a ~ b shaklda belgilanadi.

3.2-ta’rif. Agar R munosabat quyidagi shartlarni qanoatlantirsa, unga 
t kvivalentlik rnunosabati deyiladi:

1. Ixtiyoriy a £ X e l em en t  uchun a  ~ a (refleksivlik);
2. Agar a  ~ b bo'lsa, и holda b ~ a (simmetriklik);
3. Agar a  ~ b va b ~ с  b o ‘Isa. и holda d ~ С (tranzitivlik).
Ekvivalent to ‘plamlar. Chekli va cheksiz to‘plamlar. Chekli dona el-

«•mrntdan iborat to'plamga chekli to'plam deyiladi, aks holda to'plam cheksiz 
doyiladi. Cheksiz to'plamlar ichida eng soddasi sanoqli to'plam deb ata.luvchi- 
liiridir. / : / '

3 .3 -ta ’rif. Agar M  to'plam bilan natural sonlar to'plami о rtasida biyek­
tiv moslik о ‘rnatish mumkin bo'lsa. M  ga sanoqli to'plam deyiladi.

Hoshqacha aytganda, agar M  to'plam elementlarini natural sonlar vosi- 
Inaida a-i. a,2:. « . . ; an. . . .  cheksiz ketma-ketlik ko'rinishida nomerlab chiqish 
mumkin bo'lsa. M  ga sanoqli to'plam  deyiladi. Chekli yoki sanoqli to1 pla.mla.r- 

n I ifodalashda biz {} qavsdan foyda.lana.miz. Masalan. 1. 2, 3. 4 sonlardan 
Iborat to'plamni {1,2.3.4} shaklda yozamiz.

3 .1 -ta ’rif. Sanoqli bo'lmagan cheksiz to'plam sanoqsiz to'plam deyiladi.

3 .5 -ta ’rif. Agar A va В  to'p lamlar о 'rtasida biyektiv moslik o'rnatish  

mum kin bo'lsa, и holda ular ekvivalent to 'p lamlar deyiladi va A ~ В  shaklda 

hcltjilanadi

Kndi sanoqli to'plam tushunchasini boshqacha ta.'riflash mumkin: agar to‘p- 

Inin natural sonlar to'plamiga. ekvivalent bo'lsa. u sanoqli to 'p lam  deyiladi.

3 .0 - ta ’rif. [0. 1] kesrna va unga ekvivalent bo'lgan to 'p lamlar kontinuum  

(ftnwatti to 'p lamlar deyiladi,

.’i. 1-t.eorema. [0; 1] kesmadagi  haqiqiy son la r  to 'p lami sanoqsizdir.

I \ nntor-Bernshteyn teoremasi yordamida to£pla.mlarning ekvivalentligi oson 

nknliiriladi. Bu teorernani quyidagicha bayon qilish mumkin.



3 .2 -teo rem a (K an t o r -B e rn sh t e y n ). Agar A t o y l a m  В to 'p lamning  B\ 
qismiga, В  to 'p lam  e sa  A to 'p lamn ing  A\ qismiga ekvivalent bo'lsa. и  holda 

A va В  to  ‘p lam la r  ekvivalentdir .

To4p lam la r  quvvati. Agar ikkita chekli to'plam ekvivalent boisa, ularn- 
ing elementlari soni teng bo'ladi. Agar A va В  to'plamlar ekvivalent bo’lsa, u 
holda ular bir xil quvvatga ega  deyiladi. Shunday qilib, quvvat ixtiyoriy ikki ek­
vivalent to'plamlar uchun umumiylik xususiyatidir. A to'plamning quvvati A 

bilan belgilanadi. Agar A va В  to'plamlar bir xil quvvatga ega bo'lsa. u holda 

biz A = В  shaklda yozamiz. Agar *4 va В  to'plamlar ekvivalent bo'lmasa va 
A to'plam В  to'plamning biror qismiga ekvivalent bo'lsa, u holda В  to'plam 
A to'plamdan quvvatliroq deyiladi va A < В  shaklda yoziladi. Agar A chekli 

to'plam bo'lib, uning elementlari soni n  ga teng bo'lsa, u holcfe. A = n  shakl­

da yoziladi. Natural sonlar to’plaini va unga ekvivalent to:plam quvvati uchun 
No (,falefnolH deb o’qiladi) belgidan foydalaniladi. [0. 1] kesma va unga ekvi­
valent to'plamlar Mkontinuum quvvat11 li to'plamlar deyiladi. Bu quvvat uchun 
с  simvol ishlatiladi, ya'ni A ~ [0, 1] bo'lsa, u holda A — с  shaklda yoziladi. 

Agar В  to'plamning biror B\ xos qism to’plami kontinuum quvvatli bo'lib, 

В > B\ bo'lsa. u holda В g ip e rk or i t inm m  quvvatli to !p lam  deyiladi.
Agar A va В  to'plamlar chekli to'plamlar bo'lib, n  va m mos ravishda 

bu to'plamlar elementlarining soni bo'lsa, A to'plamni В  to'plamga barcha 
akslantitishlar soni m n ga tengdir. Bunga ko'ra ixtiyoriy quwatlarni darajaga 

ko'tarishni quyidagicha ta ’riflash mumkin: A va В  to'plamlar quvvati mos 

ravishda a  va 0  bo'lsin. U holda A to'plamni В  to'plamga barcha aks 
ettirishlar to'plami B A ning quvvati /3 ning a  darajasi deyiladi va 6 a kabi 
belgilanadi.

3 .3 -teo rem a. 2K° = c.

3 .4 -teo retiia . B o ‘sh  b o im a ga n  A to 'p lam quvvati a  b o ’lsa. и holda  .4 

n in g  barcha qism to'p lamlaridan tuzilgan to 'p lam quvvati 2C\ shu A to'plam  

quvvatidan katta. ya 'n i  2a > a .

3.1. Bizga / : X —» Y akslantirish berilgan bo'lsin. Agar a .b  G A" ele-
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mentlar uchun f ( a )  = f ( b )  bo'lsa. ularni tp munosabatda deymiz. Bu 

munosabatning ekvivalentlik munosabati bo'lishini isbotlang.

Isbot. Ixtiyoriy a  G X  uchun f ( a )  = /(a) tenglik o'rinli, ya ’ni a ~ a 
(refleksiv) munosabat o'rinli. f ( a )  = f  (b) tenglikdan f ( b )  = f ( d )  tenglik 
kelib chiqadi. bundan <p munosabatning simmetriklik xossasi kelib chiqadi. 

Agar f ( a )  = f ( b )  va f ( b )  = /(c) bo'lsa. u holda f ( a )  = f ( c ) bo'ladi. Bu 

run \p munosabatning tranzitivlik xossasini isbotlaydi. Demak. ip munosabat 

ekvivalentlik munosabati bo'ladi. □

.'1.2. Z — butun sonlar to'plami sanoqli. Isbotlang.

Isbot. Butun sonlar to'plami Z va natural sonlar to'plami N o'rtasida 

biyektiv moslikni quyidagicha o'rnatish mumkin:

' _ __ . . f 2n - b l .  a g a r  n >  0 
К  / : Z —> N, /(n) ■

[  —2n. a g a r  n <  0. 

f  ning biyektiv akslantirish ekanligi oson tekshiriladi. Demak. butun sonlar

to'plami sanoqli ekan. □

.4.3. Ixtiyoriy ikkita [a, b) va [c. d] kesmalardagi nuqtalar to'plamlari ekvi- 

valentligini isbotlang. Bu yerda a < b, с  < d  deb faraz qilinadi.

Isbot. Bu to'plamlar o'rtasida biyektiv moslikni

<p : [a, b] [c, d]. <p{x) = ^(x -  a) + c. n'"‘ -

HK|nli o'rnatish mumkin. <p(a) = c, ip(b) = d  ekanligini hisobga olsak. ip 
нищ biyektiv akslantirish ekanligi 2.21-misoldan kelib chiqadi. □

.1 1 . [0, 1] kesmava (0. 1) interval ekvivalent ekanligini-isbotlang.

Isbot. Bu to'plamlarni ekvivalent ekanligini ko'rsatishda. Kantor-Bernshteyn 

Imrrmasidan foydalanamiz. A = [0. 1]. A\ = (0; 1), В  = (0. 1) va B\ =

|l l. 1/2] desak. u holda3.3-misolgako'ra A ~ B\ bo'ladi. A\ = В  boiganligi 
iи 'linn I : Ai  —> B,  Ix — x akslantirish biyeksiya bo'ladi. y a ’ni В  ~ A\.

!\ niitor-Bernshteyn teoremasiga ko'ra A ~ В . □
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3.5 . Kantor tocplamim kontinuum quvvatli ekanligini isbotlang.

I • 
1

'—I | Сл>
o'

1 
1 U ‘2 1 

9 r 3 U ’2 1  

3 : 9 и [1']

Isbot. Dastlab Kantor to:plami qurilishini bayon qilamiz. E = [0, 1] 
bo4lsiii. Undan = (3_1, 2 • 3-1) intervalni chiqarib tashlaymiz, qolgan 
yopiq to'plamni Fi bilan belgilaymiz. Keyin Fi dan K 21 = (9_1.2 • 9-1) va 
К 22 = (7-9_1, 8-9-1) intervallarni chiqarib tashlaymiz, ularning birlashmasim 
K 2 orqali, qolgan yopiq to:plamni. ya’ni

Fi\K2 =

to:plamni F2 bilan (3.1-chizma) belgilaymiz. Bu to'rtta kesmaning har bin 
teng 3 qismga bo‘linib, o'rtadagi uzunligi 3~3 ga teng bo'lgan interval chiqarib 
tashlanadi. Chiqarib tashlangan ^

^ 31U K 32 U A'33 U K 34 m Щ  ( J  (X  ^  Щ  U Щ
to'plamni А'з bilan Е2\Кз ni esa bilan (3.1-chizma) belgilaymiz. Bu 
jarayonni cheksiz davom ettirib, yopiq to'plamlar ning kamayuvchi Fn ketma- 
ketligini hosil qilamiz. Agar

'Y 4

»  a Фn=l
deb belgilasak, К  yopiq to‘plam bo;ladi. U [0. 1] kesmadan sanoqli sonda- 
gi К 1, /<2; • ■ •, K nr ■ • • intervallarni chiqarib tashlash natijasida hosil bo'ladi. 
Hosil bo'lgan К  to'plam Kantor  to 'plami deyiladi.

- -------------------------------------------  - -■ 1̂
1/3 2/3

1/9  2/9  1/3 2/3 7/9 8/9

0 i £ 1  2 Ц  1 2  19 30 7  8 25 26 1
27 27 9 9 27 27 3 3  27 27 9  9 2? 27

3.1-chizma
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lindi К  to'plamning tuziiishini (strukturasini) o'rganamiz. Ravshanki, [0. 1] 
k<\smadan chiqarib tashlangan intervallarning oxirlari bo'lgan

л , 1 2 1 2 7  8 / 0 ,4
К '  ’ 3 ’ .3f. 9 ’ 9< 9.’ 9 ’ ® ^
nuqtalar К  ga tegishli bo'ladi. Biroq К  to'plam faqat shu nuqtalarda.n iborat 
riuas. [0, 1] kesmadagi К  ga tegishli bo'lgan nuqtalarni quyidagicha xarak- 
I,or l ash mumkin. Buning uchun [0, 1] kesmadagi har bir x ni uchlik sistemada 
y< >zamiz:

a i  _L 0,2 _L. а з  _i_ i ° n  ,
. У  Ш М  ^

bu yerda an sonlar 0, 1 va 2 raqamlardan birini qabul qilishi mumkin. 0 ;nli 
kasrlar holidagidek bu yerda ham ba'zi sonlarni ikki xil ko’finishda yozish 
mumkin. Masalan,

1 1 0 0 0 2 2 
K ,  3 “ 3 + 35 + "'  + F  + ' " “ 3 + ^  + '" + F + ;"

Endi К  to'plamga tegishli sonlarning uchlik sistemadagi yoyilmasi haqida
/1  2\ щ и  . H ‘likr yuritamiz. Ravshanki. ( -  1 intervaldagi sonlarning uchlik sistemadagi

yoyilmasida son albatta 1 ga teng bo'ladi, va ~ J inter-

vallarga tegishli sonlarning uchlik sistemadagi yoyilmasida son albatta 1
I 2 \ ( 7  8 4 /19 20\к;п teng bo’ladi. Xuddi shunga o'xshash

27? 27 J  J \27* 27 J r \ 27: 27

va intervallarga tegishli sonlar uchun ularning uchlik sistemada-
i',i yoyilmalarida аз son albatta 1 ga teng bo'ladi va hokazo. Shunday qilib, 
ixtiyoriy x E [0.. 1 )\K  son uchun uning uchlik sistemadagi yoyilmasida qat- 
nnshuvchi aiz,a%, •.• dn, . . .  sonlarning kanxida. bittasi 1 ga teng. Aytilgan mu- 
loluizalaxdan quyidagi xulosa kelib chiqadi: К  to'plamga kamida bir usul bi- 
bui uchlik kasr ko'rinishida tasvirlanuvchi shunday x E [0, 1] sonlar kiradiki, 
ulmga mos a\. a2. . . .  a„ , . . .  ketma-ketlikda 1 raqami biror marta ham uchra- 
mnydi. Shunday qilib. liar bir x £ К  uchun

ai, a2, .. . a n 
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ketma-ketlikni mos qo'yish mumkin, bu yerda a n raqaxn 0 yoki 2 ni qabul 
qiladi. Bunday ketma-ketliklar to'plami kontinuum quvvatli to'plamni tashkil 

qiladi. В unga ishoneh hosil qilish uchun har bir (3.2) ketma-ketlikka

ЬЪ Ь2, (3.3)

ketma-ketlikni shunday mos qo'yamizki, agar an — 0 bo'lsa, bn = 0 bo'ladi. 

agar % = '2 bo'lsa, bn = 1 bo'ladi. Har bir (3.3) ketma-ketlikni, [0, 1] 

kesmadagi biror x sonning ikkilik kasr yozuvi deb qarash mumkin. Shunday 

qilib. К  to'plamni [0, 1] ga biyektiv akslantirishni olamiz. Bu yerdan К  

ning kontinuum quvvatli to'plam ekanligi kelib chiqadi. □

Uy vazifalari va mavzuni o4zlashtirish uchun rfcasalalar

3.6. M  to'plamda kiritilgan \p munosabat M  ni o'zaro kesishmaydigan 

sinflarga ajratishi uchun uning ekvivalentlik munosabati bo'lishi zarur va 

yetarli. Isbotlang.

3.7. Har qanday f  : X Y  akslantirish yordamida. X  ni o'zaro kesishmay­

digan sinflarga ajratish mumkinligini isbotlang.

3.8. 3.7-misoldan foydalanib. ortogonal proyeksiyalash akslantirishi
P  : R 2 —> R, P ( x , y )  = x yordamida R 2 ni o'zaro kesishmaydigan 

sinflarga ajrating.

3.9. Sferik simmetrik akslantirish S  : R3 —> R+, S[x i, x% £3) = x\ -f x\ + x\ 

yordamida R3 fazoni o'zaro kesishmaydigan sinflarga ajrating.

3.10. Agar x va у  haqiqiy sonlarning ayirmasi butun son bo'lsa. ularni ip 

munosabafeda deymiz. Bu munosabat ekvivalentlik munosabati bo'lishini 

isbotlang.

3 .11 .  Butun qismlari bir xil haqiqiy sonlarni bir sinfga to'plash yo'li bilan 

haqiqiy sonlar to'plamini sinflarga ajratamiz. Bu sinflarga ajratishga mos 

keluvchi akslantirishni quring.
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.'1. 12. Agar a  va 3  kompleks .sonlarning mavhurn qismlari teng bo'lsa., ularni 

if munosabat da deymiz. Bu munosabat ekvivalentlik munosabati bo'ladimi

Endi sanoqli va sanoqsiz to'plamlarga. misollar keitiramiz.

4. 14. Barcha juft natural sonlar to'plami va natural sonlar to'plami ovrtasida 

biyektiv moslik cHmating.

4 14. liatsional sonlar to’plamining sanoqli ekanligini isbotlang.

t I .ri. Sanoqli to‘pianming ixtiyoriy qism to'plami chekli yoki sanoqlidir. Isbot- 
lang.

4 1(1. Chekli yoki sanoqlita sanoqli to‘plamlar birlashmasi yana. sanoqli to;p- 

lamdir. Isbotlang.

I 17. Chekli sondagi sanoqli to’plamlar ning Dekart ko'paytmasi sanoqli to;p- 
lamdir. Isbotlang.

4 IH. Mar qanday cheksiz to:plam sanoqli qism to’plamga ega.

\ ID. R va. (0, 1) interval ekvivalent to^lam lar ekanligini isbotlang.

it120. Ixtiyoriy cheksiz to'plam o'zining biror xos qism to'plamiga ekvivalent 
bo'ladi. Isbotlang.

4.21. ( Vzbekistondagi barcha talabalar to‘plami sanoqlimi?

1.22. Ayirmasi chekli, kesishmasi sanoqli bollgan A va В  sanoqli to:plamlar- 
gj| misol keltiring.

HiЭЯ. Simmetrik ayirmasi sanoqli. kesishmasi chekli bolga.n A va В  sanoqli 

lo'plamlarga misol keltiring.

124. .1 va В  sonli to'plamlar sanoqli bo4Isa; ularning arifmetik yig‘indisi 
I мин sanoqli bo4lishini isbotlang.

till A i | г  С E : sin x = 0,5} to'plam sanoqli ekanligini isbotlang.



3.26. {х € R  : cosx £ Q} to'plamning quvvatini toping.

3.27. Barcha ratsional koeffitsiyentli ko'phadlar to'plami sanoqli ekanligini is­

botlang.

3.28. Agar £ son biror ratsional koeffitsiyentli ko/'phadning ildizi bo'lsa, £ al- 
gebraik s o n  deyiladi. Algebraik sonlar to'plamining sanoqli ekanligini is­

botlang.

3.29. Agar A to'plam В ga. В to4plam С  ga ekvivalent bo'lsa. u holda A 
to'plam С  ga ekvivalent boTishini isbotlang.

3.30. To'plamlar o4rtasida kiritilgan ekvivalentlik munosabati refleksiv, sim­

metrik va tranzitiv bo'lishini isbotlang. Ц

3.31. [0, 1] kesmadagi haqiqiy sonlar to'plami sanoqsizdir. Isbotlang.

3.32. [0, 1] kesmani (0. 1) intervalga biyektiv akslantiruvchi moslikni quring.

3.33. [—1. 1] x [—1, 1] kvadrat va [a, 6] x [c, d\ to'g'ri to'rtburchak o'rtasida 

biyektiv moslik o'mating.

3.34. [—1, 1] x [0, 1] va R2 o'rtasida biyeksiya o'mating.

3.35. Haqiqiy sonlar to'plami sanoqsizdir. Isbotlang.

3.36. R\Q va R  o'rtasida biyeksiya o'rnating.

3.37. A chekli В sanoqli to'plam bo'lsin. u holda В ~ AU B. B y  AAB 

ekanligini isbotlang.

3.38-3.42-misollarda keltirilgan to'plamlarni kontinuum quvvatli ekanligini 

isbotlang.

3.38. Tekislikdagi barcha nuqtalar to'plami.

3 .39. Sfera sirtidagi nuqtalar to'plami.

3 .40. Uch o'lchamli fazodagi nuqtalar to'plami.
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II. II. Sfera ichidagi nuqtalar to'plami.

t 12 , [a, b] kesmada. aniqlangan uzluksiz funksiyalar to'plami.

t 1.4 . Tokislikdagi ratsional koordinatali nuqtalar to'plamining sanoqli ekanlig- 

ini isbotlang.

Л I I. Ixtiyoriy cheksiz M  va sanoqli A to'plamlar uchun M ~ M U.4 munos- 

abatni isbotlang.

i IГ». Ixtiyoriy kontinuum quvvatli M  va sanoqli A to'plamlar uchun 

Л / ~ M  U A, M  M\A , M  MAA  munosabatlarni isbotlang.

I Id. Ikkita har xil cheksiz d*nli kasrli yoyilma.larga ega bo'lgan sonlar to'pla­
mining sanoqli ekanligini isbotlang.

I 17. Barcha irratsional sonlar to'plamining sanoqsiz ekanligini isbotlang.

I 18. [0, 1] dagi barcha ratsional sonlar bilan [0, 1] x [0, 1] dagi barcha rat­

io n a l koordinatali nuqtalar to'plami o'rtasida biyeksiya o'rnating.

I M). Koordinata boshidan o't.uvchi barcha to'g'ri chiziqlar to'plami [0, 1] to'p- 

Ьшiga ekvivalent mi ?

J|,50. [0, 1] to'plamni [0, 1] x [0, Ij to'plamga biyektiv akslantiring.
OO С

:\ 51. I Jshbu YI 7̂ 7 qatorda e n soni 0 yoki 1 ga teng bo'lishi mumkin. Demak.
U— 1 ^

(jn tor yaqinlashuvchi. Ixtiyoriy x € [0, 1] uchun s n sifatida 0 yoki 1 
Monlarni shunday tanlash mumkinki,

ЭО

_____________ I  m
n= l  ■ •

leuglik o'rinli bo'ladi. Isbot qilmg. Qanday x sonlar uchun bu tanlash 
yagona usulda amalga oshiriladi?

| ,|9, S o n l a r  o'qidagi A to'plamning ixtiyoriy ikki nuqtasi orasidagi masofa 

birdan katta bo'lsa, A ning chekli yoki sanoqli to'plam ekanligini isbot-

Imig.
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3.53. 3.51-masaladan foydalanib hadlari faqat 0 yoki 1 bo'lgan barcha ketma- 
ketliklar to’plami kontinuum quvvatli ekanligini isbotlang.

3 .54 . Chekli sondagi kontinuum quvvatli to'plamlarning Dekart ko'paytmasi 

kontinuum quvvatga ega.. Isbotlang.

3.55. Kontinuum quvvatli sonli to'plamlarning arifmetik yig'indisi yana. kon­
tinuum quvvatli to4 plaini bo'&hini isbotlang.

3.56. Sanoqli va kontinuum quvvatli to'plamlar ning Dekart ko'paytmasi kon­

tinuum quvvatga ega. Isbotlang.

3.57 . Sanoqli va kontinuum quvvatli sonli to'plamlar ning arifmetik yig'indisi 

kontinuum quvvatli to'plam boTishini isbotlang. *

3.58. Agar А С В  с  С  bo'lib, А — С  bo'lsa, А ~ В  bo'lishini isbotlang.

3.60-3.62-misolla.rda keltirlgan to'plamlarni 3.4-teoremadan foydalanib gi- 
perkontinuum quvvatli ekanligini isbotlang.

3 .59 . [0, 1] kesmaning barcha qism to'plamlaridan iborat to'plam.

3.60. [О, 1] kesmada aniqlangan va. qiymatlari faqa-t 0 yoki 1 bo'lgan barcha 

funksiyalar to'plamining kontinuumdan quwatliroq, ya.’ni giperkontinu- 

um quvvatli bo'lishini isbotlang.

3.61. E2 ning barcha qism to'plamlaridan iborat to'plam.

3.62. [0. 1] kesmada aniqlangan barcha funksiyalar to'plami.

4-§. To4plamlar sistemalari

To'plamlar halqasi va yarim halqasi. Elementlari to'plamlardan ib­

orat to'plam to 'p lamlar sisternasi deyiladi. Biz asosan oldindan berilgan X 

to'plamning ba'zi qism to'plamlaridan iborat sistemalarni qaraymiz. To'plam­
lar sistemalarini belgilash uchun biz gotik alifbosining bosh harflaridan foydala- 
namiz. Bizni asosan to'plamlar ustidagi ba‘zi amallarga nisbatan yopiq bo'lgan 

sistemalar qiziqtiradi.
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4 .1 -ta ’rif. Agar © to 'p lamlar s i s t em a s i  s immetr ik  ayirrna va kesishm.a 

amallariga nisbatan yopiq. у  a ’n i  ixtiyor iy  A, В  £ (3 to 'p lamlar u chun AAB £
0  va АП В  € & bo'lsa. и holda  © to 'p lamlar s is ternasiga halqa deyiladi.

I. I. Agar S  to'plamlar sistemasi halqa bo'lsa, u holda © birlashma va a.yir- 

ina amallariga nisbatan ham yopiq bo‘ladi. Isbotlang.

Isbot. Ixtiyoriy A, В  to'plamlar uchun A J  В  = (AAB)  А (А П B)
( I 12-misol) va A\B = А А ( АПВ)  (1.13-misolga qarang) tengliklar o’rinli. 

Ilu lengliklkrdan hamda 0  sistema halqa ekanligidan A u B  G 6  va A\B G 

& numosabatlar kelib chiqadi. □

Demak, halqa birlashma va ayirma. amallariga nisbatan ham yopiq sistema 

b<>'|nr (»kan. Ushbu A\A = 0 tenglik ko/rsatadiki. har qanday halqa. o'zida.
1 и ГнЬ to'plamni saqlavdi. Faqa.t bocsh to‘plamdan iborat sistema mumkin bo'l- 
c.iiii halqalar ichida eng kichigi bd'ladi.

Agar 0  to'plamlar sistemasida shunday E G © to'plam mavjud bo'lib.

I к I iyony A G 0  uchun А П E = A bo'lsa. E to4plam © sistemaning "bir- 

4k r I rm en t i4 yoki f,b i f i n deyiladi. Sistemaning b in  deganda shu sistemadagi 
maksimal to 'p lam  tushuniladi. Hamma sistemalar ham maksimal to'plamga 
ngn bo'lavermaydi. Masalan, natural sonlar to'plamining barcha. chekli qism 

Bfplfimlaridan iborat sist.emada. maksimal to'plam mavjud emas. Birlik ele- 

iiiciilga ('ga bo'lgan to'plamlar halqasi algebra deyiladi. Ba'zan. halqa tushun- 
i bhKlga nisbatan umumiyroq bo'lgan to'plamlar yarim halqasi tushunehasidan 
I in m (oydalaniladi.

1.2-ta’rif. Agar © to 'p lamlar s i s t em a s i  quyidagi itch shar tn i  qanoatlantir- 
44, и и (/a, ya r im  halqa deyiladi:

o) © s i s t em a  bo'sh to 'p ldmni saqlaydi:
h) © s i s t ema  to 'p lamlar kesishmasi amaliga nisbatan yop iq . ya/ni A, В  £ 

nnmosabatdan AD В  G © munosabat kelib chiqadi; 

i l Ayar A G ©, Ai £ © bo llib, A\ С А ЬоЪа. и holda  © s i s t em an in g  

fWVfY) kesishmaydigan A2)• •. > An cheklita e l em en t la r i  m av jud  boiib . quyida-



g i  ta sv i r  о ’rinli bo 'ladi:

А\Аг = и 2 Ак.

Agar A to'plam o'zaro kesishmaydigan A\. A2y. . . ,  An to'plamlar birlash- 
masidan ibora.t bo'lsa, bu birlashma A to'plamning chekli y o y i lm a s i  deyiladi

n
va A — Ц  A'k shaklda ham yoziladi. 

k=l
Ixtiyoriy © to'plamlar halqasi yarim halqa bo'ladi, chunki halqa bo'sh 

to'plamni saqlaydi va kesishma amaliga nisbatan yopiq. Endi c) shartning 
bajarilishini ko'rsatamiz. A va A\ (A\ с  .4) to'plamlar © halqaga tegish­
li bo'lsa, u holda A2 = A\Ai 6 © bo'lib, A = A\ U A2 chekli yoyilma 
o'rinli bo’ladi. Demak. har qanday halqa yarim halqa bo'lar ekan. Lekin, yarim 

halqa aoim halqa bo’lavermaydi (4.14-misolga qaraiig). А ш е  © to'plamlar 
halqasi undan olingan ixtiyoriy Ax. A2t •. • , 4 , . . .  to'plamlar ketma-ketligi

oe
bilan birgalikda ularning yig'indisi U An ni ham o'zida saqlasa, u holda ©

n = l
sistemaga a  — halqa deyiladi. Agar © to'plamlar halqasi undan olingan ix­

tiyoriy Ax.A2. . . . .  An. . . .  to'plamlar ketma-ketligi bilan birgalikda ularning
ОС

kesishmasi П An ni ham o'zida saqlasa, u holda © sistemaga 6 — halqa
n=  1

deyiladi. Agar a  — halqaning birlik elementi mavjud bo'lsa, u a. — algebra  
deyiladi. Birlik eiementli 6 — halqa 5 — algebra deyiladi. Shuni ta/kidlash 

lozimki, ikkilik prinsipidan, y a ii i

E\ U Ля = П |E%A^h E\ П An = U (E\A„)П n n 11

munosobatlardan ((1.1) va (1.4) ga qarang) a  — algebra va S — algebra tushun-
chalarining ustma-ust tushishi kelib chiqadi.

4 .1 -teo rem a. Ixtiyoriy  b o ‘shmas  © to 'p lam lar  s i s t em a s i  u chun  © ni

о lzida saq lov ch i  va © ni saq lovch i barcha ф halqalarda saqlanuvchi ya gona
$?(© ) m in im a l  halqa mavjud. Agar © ya r im  halqa bo 4sa, и holda  OT(©)

■ n  i 11-min im a l  halqa A& to 'p lamlar  L4fe £ ©) bo ‘y i ch a  A = U Ak chekli yoy i l -
k== i

m aga  ega bo'lgan A to 'plarnlarning X s i s t em a s i  bilan u s tma-us t  tushadi, 

ШТ(©)— © sistema ustiga qurilgan min ima l  halqa deyiladi.

Har qanday cheksiz A to'plamning barcha qism to'plamlari sistemasi ЩА) ,
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algebra bo‘ladi. Agar biror в  sistema berilgan bo'lsa, doim uni saqlovchi

algebra mavjud. Haqiqatan ham. agar X  = U A  desak, X  ning barcha
ae©

\ш\ tolplamlaridan tuzilgan 2l(X). sistema 6  ni o:zidasaqlovchi a  — algebra 

bo‘ladi. Agar ф, 6  ni o'zida saqlovchi ixtiyoriy a  — algebra va X  uning biri 

bn'Isa, u holda ixtiyoriy A E & to'plam А С X  muiiosabatga bo‘ysunadi, va 

nhuuday ekan, X  — U А  С  X . Agar & ni saqlovchi ф — о — algebraning
AEG

biri V uchun X  — X  munosabat bajarilsa, bu a  — algebra (© ga nisbatan) 
kt'llirilmaydigan a — algebra deyiladi.

1.2-teorema. Ixtiyoriy bo‘shmas 6  to'plamlar sistemasi uchun (bu sis- 

tcniuga nisbatan) keltirilmaydigan shunday 53(6), о — algebra mavjudki, bu 

algebra © ni saqlaydi va 6  ni saqlovchi barcha a  — algebralarda 

mqlanadi.

1.2-teorem ada keltirilgan  a  — algebra © sistem a ustiga qurilgan m inimal

• » algebra deyiladi.

Sonlar o‘qidagi barcha [a, b] kesm alarva  [a, 6), (a, 6] yarim  intervallar 

vii (i ; , b) intervallar dan tashkil topgan © yarim  halqani qarasak. u holda 

© ubtida qurilgan keltirilm aydigan m inim al 93(©). cr — algebra elementlari 

Unn'l t o 'p lam la r i  yoki "Bore l  t ip ida g i"  t o 'p lam la r  deyiladi.

1№ sonlar o'qi, xq uning biror nuqtasi bo'lsin. R  da 0 € (xq) = = ( x q  —  

ги -f e) interval xq nuq tan in g  e  — atro f i  ueyiladi. Bizga M  С M to'plam 

\ i\ г e  R  nuqta berilgan bo'lsin. Agar ixtiyoriy г > 0 uchun 0 £(x) П 

W / (Л munosabat bajarilsa, x nuqta M  ning u r in i sh  nuqtasi  deyiladi.
\ I to'plamning barcha urinish nuqtalaridan iborat to'plam , M  ning y o p i g ‘i 

d»'vibu.U va u [M] bilan belgilanadi. Agar x ning ixtiyoriy 0 £(x) atrofi M  
rheksiz ko:p elementiarini saqlasa. u holda x nuqta M  to'plamning l im ­

it tk nuqtasi deyiladi. M  ning barcha lim itik nuqtalaridan iborat to;plamni 
M* bilan belgilaymiz. Agar M  — M ' bo'lsa., M  ga m ukamm al t o y l a m  dey- 
\lmli А/ to'plamga tegishli x nuqta uchun shunday £ > 0 mavjud bo'lib, 

0 v (.r) П M  = {#} bo'lsa, u holda x nuqta M  to:plamning yakkalangan 
ftUqlusi deyiladi. Agar M  to;plain uchun M  = [M] tenglik bajarilsa, M  ga



yopiq to 'p lam  deyiladi. Boshqacha aytganda, agar to'plam opining barcha li­

mitik nuqtalarini saqla.sa. u yop iq  to 'p lam  deyiladi. Agar x G M  nuqta uchun 
shunday s  > 0 mavjud bo4lib. 0 E(x) С M  bo'lsa, x nuqta M  to'plamning 

ichki nuqtasi  deyiladi. Agar to'plamning barcha nuqtalari ichki nuqta bo'lsa. 

u ochiq to'plam  deyiladi. Ya ni faqat ichki nuqtalardan tashkil topgan to'plam 

ochiq to 'p lam  deyiladi. Agar A va В to'plamlar uchun В с  [A] bo'lsa. 
u holda A to'plam В to'plamda zich deyiladi. Xususan. agar [A] = R 
bo'lsa. A to'plam M ning hamrna y e r id a  zich deyiladi. Agar A to'plam 

birorta ham (х$ — е.  £o+-)  intervalda zich bo'lmasa, u holda A he ch  y e rda  
zichmas  deyiladi. Xuddi shunday tekislikdagi to'plamlar uchun ham ochiq 

va yopiq to'plam, hamda hamrna yerda zich va hech yerda zichmas to'plam 
tushunchalari kiritiladi. *

Endi Borel to'plamlarini quyidagicha ham ta ’riflash mumkin.

4.3-ta ’rif. Sonlar  o'qidagi barcha ochiq va yopiq to'plamlar. u larn ing chek­

li yoki sanoqli birlashmalaridan iborat to 'p lamlar va u larn ing  to'Idiruvchilari 

Bore l  to'p lamlari yoki Bore l  t ip idagi to 'p lamlar deyiladi,
4.4-ta ’rif. Bo'sh  bo'Imagan X to 'p lamda  * binar amal kiritilgan bo'lib, 

и quyidagi shart larn i qanoatlantirsa:

1), ixtiyoriy  x, y .  z G X lar u chun  (x * y )  * z = x * ( y  * z) bo'lsa;

2) shunday e  G X e l em en t  m av jud  bo'lib, ixtiyoriy x € X uchun e  * x — 
x- * e  = x bo'lsa:
3) ixtiyoriy x G X uchun shunday x~l G X e l em en t  mav jud  bo'lib, x * 

x~l = e  bo'lsa, (X . *) juftlikka gruppa deyiladi.  Agar X gruppadagi ixt iyoriy 

x . y  lar u chun  x * у  — у  * x bo'lsa. X ga  kommutativ  g ruppa deyiladi.

4.2. Sonlar o'qidagi barcha [a. b) yarim ochiq intervallar sistemasi — <3 yarim 
halqa bo'lishini isbotlang.

Isbot. G bo'sh [a, a) — 0 to'plamni saqlaydi. © to'plamlar kesishrna 

amaliga nisbatan yopiq. ya'ni [a, 6), [c, d) G в  munosabatdan [а. 6/П [c. d) G

S  (4.1-chizma.) munosabat kelib chiqadi.
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[а,2>)Л[с,<0 = [с, b)

а  с  Ъ d

4.1-chizma

|(f, b) £ ©, [а-i, 61) £ ©, va [аь b\) С [а, 6) ekanligidan [а. 6)\[ai, 61) 
[я. с/[) U [bi. b) tasvir (4.2-chizmaga qarang) o'rinli hamda [a. a i )  va 

\l>), b) lar © ga qarashli. Demak, © yarim halqa bo:ladi. □

[a, b)\[o1, bL) = [a, a j  U [J^, b)

---------------- 1---------------------------------------- ^ ------------------------- ^ -------------------------------------1-----------------

а  Щ jg  b

4.2-chizma

1..Ч. 1.2-misolda keltirilgan © sistema halqa bo'linaydi. Isbotlang.

Isbot. Buning uchun © sistemaning to'plamlar simmetrik ayirmasi ama- 
hni nisbatan yopiq emasligiiii ko:rsatish yetafii. © sistemadan olingan A = 
|i), Г>) va В  =;[1, 3) to'plamlarning simmetrik ayirmasini qaraymiz. Bu hol- 

iln \AB = [0. 1) U [3, 5) bo'lib. u © sistemaga qarashli emas. Demak, © 

ulrttnma halqa boimaydi. П

I 1. © = {A С R .: A y o  R\A t o  v l a m la r d a n  b ir i  ch ek l i}  sistemaning a  — 
algebra boHa olmasligini ko:rsating.

Isbot. Berilgan © sistema sanoqli birlashmaga nisbatan yopiq emas. Ma-
эс

им I n n ,  An =  {n} £ ©, lekin ularning birlashmasi U  P □
n= l

I Agar © to'plamlar sistemasi halqa bo'lsa, u simmetrik ayirma amaliga 
nisbatan kommutativ gruppa tashkil qiladi. Isbotlang.

Isbot. 4.4-ta’rif shartlarini bajarilishini tekshiramiz:

I) Ixtiyoriy A, В, С £ © lar uchun ( AAB) AC = AA( BAC)  ya'ni 
1 1 1 11) * С  = A * ( В  * C)  o'rinli..
'( . I mi 1 ixtiyoriy x £ X  element uchun e  * z  = z * e  = z tenglikni qanoat- 

ItilH it uvehi e  £ X  element sigatida I 6 © ni olamiz. U holda 0Д Д  —
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АД0 = A tenglik o'rinli bo'ladi.

3) teskari elementning mavjudligi. Ixtiyoriy x = A £ в  uchun х~г sifatida

A €  & ni olamiz. u holda x * x~l = e  tenglik AAA =• 0 ko£rinishni oladi.

4) kommutativlik x * y  = у  * x  sharti esa AAB  = BAA tenglik ko'rinishga

ega bo'ladi. □

Uy vazifalari va mavzuni o;zlashtirish uchun masalalar

4.6. Agar 0  to'plamlar sistemasi halqa bo'lsa, u holda 0  chekli sondagi 
birlashma va kesishma amallariga nisbatan yopiq bo'ladi. Isbotlang.

4.7. Agar 0  to'plamlar sistemasi simmetrik ayirma va birlashma amallariga 

nisbatan yopiq bo'lsa, uning halqa bo;lishini isbotlang.^

4.8. Agar 0  to'plamlar sistemasi simmetrik ayirma va ayirma amallariga 
nisbatan yopiq bo'lsa, uning halqa bo'lishini isbotlang.

4.9. Agar © to'plamlar sistemasi kesishma va ayirma amallariga nisbatan 
yopiq bo'lsa. u halqa bo'lmasligi mumkin. Misol keltiring.

4 .10 . Agar 0  to'plamlar sistemasi birlashma va kesishma amallariga nisbatan 
yopiq bo'lsa, u halqa. bo'lmasligi ham mumkin. Misol keltiring.

4.11. Ixtiyoriy A to'plam uchun uning barcha qism to'plamlaridan tuzilgan 

21(A)— sistema, biri E = A bo'lgan algebra bo'ladi. Isbotlang.

4.12. Ixtiyoriy A to'plam uchun uning barcha chekli qism to'plamlaridan tuzil­

gan sistema halqa. bo'ladi. Bu halqa. algebra bo'lishi uchun A chekli 

to'plam bo'lishi zarur va yetarli. Isbotlang.

4.13 . Ixtiyoriy bo'shmas A to'plam uchun A va 0 to'plamlardan tuzilgan 

{A, 0} sistema, biri E = A bo'lgan algebra, bo'ladi. Isbotlang.

4.14. Sonlar o'qidagi barcha. chegaralangan to'plamlar sistemasi halqa bo'ladi. 

ammo algebra bo'lmaydi. Isbotlang.
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Г>. Ixtiyoriy {фа} halqalar sistemasi uchun ularning kesishmasi ф = П фа 

ynna halqa bo'ladi. Isbotlang.

U. Ixtiyoriy bo’shnias © to'plamlar sistemasi uchun © ni o'zida saqlov­
chi va © ni saqlovchi barcha ф halqalarda saqlanuvchi yagona ШТ(©) 

minimal halqa mavjud. Isbotlang.

7. [0. 1) dagi barcha [a. b) yarim ochiq intervallar va ularning chekli 
Hondagi birlashmalaridan iborat sistemani qa.ra.ymiz. Uning halqa bo'lishi­

ni isbotlang.

H. 1.1.7-misolda keltirilgan sistemaning algebra bo'lishini isbotlang.

N. i.l7-m isolda keltirilgan sistemaning a  — algebra bo'la olmaisligini is­
botlang. '

0 . © yarim halqadan A to'plam va o'zaro kesishmaydigan Ax, . An ' 

lo’plamlar olingan bo'lib. ularning har biri A to'plamda saqlansin. U 

holda A i, Л 2, . • •, An to'plamlarni An+1, . . . ,  A3 G ©  to'plamlar bilan 
/1 to'plamning chekli yoyilmasiga qadar to'ldirish mumkin. Isbotlang.

I. © yarim halqadan olingan har qanday cheklita. A\. A%.-. . . ,  An to'p- 

I n.11 ilar sistemasi uchun © da shunday o'zaro kesishmaydigan cheklita 

I1\, . . .  , B t to'plamlar sistemasi mavjudki. har bir A to'plam B \. . . .  ,.£* 
fco‘plamlardan ba'zilari yordamida A* = U B s yig'indi ko'rinishida 
tasvirlanadi. Bu yerda Mk С {1, 2 , . . . ,  t} . Isbotlang.

2 . Agar © yarim halqa bo'lsa. u holda bu yarim halqadan hosil qilingan

minimal halqa Ад. to'plamlar bo'vicha A = U Аъ. At G © chekli
A*>i ' -•

yoyilmaga ega bo'lgan A to'plamlarning X sistemasi bilan ustma-ust 
tushadi. Isbotlang.

1 . I V'kislikdagi barcha kvadratlar to'plami yarim halqa bo'ladimi?

I. Yarim halqalarning Dekart ko'paytmasi yarim halqa bo'ladimi?
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4.25 . Sonlar o'qidagi barcha ochiq va. yopiq to:plamlar sistemasi yarim halqa 

(halqa) tashkil qiladimi?

4.26 . Sonlar o;qidagi barcha chekli yoki to:ldiruvchisi chekli bo;lgan to4plamlar 
sistemasi halqa tashkil qiladimi?

4.27 . 0  = {A C M : , 4 y o  Ш\А to 'p lam la rd a n  b ir i  ch ek l i}  sistemaning al­
gebra tashkil qilishini isbotlang.

4.28 . © = {A:C  Ш : A y o  M\A to 'p lam la rd a n  bir i  ch ek l i  yok i  sanoq l i}  sis­

temaning a  — algebra bo;lishini isbotlang.

4.29 . © =■- {А П В  : А С M — yopiq ,  B e l  o ch iq  t o ' p l a m } sistemaning al­

gebra bo'lishini isbotlang. ц

4.30. 20-misolda keltirilgan sistemaning a — algebra bokla olmasligini ko;rsating.

4 .31 . Shunday © va ф halqalarga misol keltiringki. ularning birlashmasi halqa 
oo'lmasin.

4 .52 . A — {a. b. c} to;plamning halqa va algebra tashkil qiluvchi barcha qism 

tcfplamlari sistemasini yozib chiqing.

4 .33 . Sonlar o'qidagi barcha chekli to:plamlar sistemasi halqa (yarim halqa) 
tashkil qiladimi?

4.34 . Sonlar o'qidan olingan barcha [a, b] kesmalarva [a, b). (a. b] yarim in­

tervallar va (a, b) intervallar sistemasi yarim halqa bo'lishini isbotlang. 

Bu sistemaning halqa bo;la olmasligini ko:rsating.

4.35 . Tekislikdagi barcha yarim ochiq {(x, y )  : a < x < b, с  < у  < d} to'g^i 

to4rtburchaklar sistemasi yarim halqa bo'fishini isbotlang. Bu sistemaning 

simmetrik ayirma amaliga, nisbatan yopiq emasligini ko'rsating.

4.36 . Tekislikda {(x, y )  £ R2 : a < x < b, с  < у  < d ]  ko;rinishdagi barcha 
to4g4ri to'rtburchaklar sistemasi yarim halqa bo'lishini isbotlang. Bu sis­
temaning birlik elementi mavjudmi? Bu sistema halqa bo'ladimi?



17. б  — {(х. у)  : а < х < Ь. с  < у  < d} yarim halqada А\ С A shartni 
<|anoatlantiruvchi А — [0.7) х [0.7) va А\ — [1.3) х [3.5) to'plamlar 
I >mlgan. А\А i to'plamning chekli yoyilmasida eng kamida nechta to'g'ri 

io*i l burchak qatnashadi. Л\Л i to'plam yoyilmasidagi to‘g 4ri to'rtbur- 

clmklarni shunday tanlangki. ular perimetrlari vig'indisi minimal bo'lsin.

IS, Sonlar o'qidagi barcha chegaralangan to'plamlar sistemasi halqa bo'lishi- 
ni isbotlang. Bu sistema a  — halqa bo'ladimi? a  — algebrachi?

И). ф halqa bo'lsin. Har bir A G ф uchun фд bilan {АП В.  В  € ф } . 
ko’rinishdagi to'plamlar sistemasini belgilaymiz. ф^ ning algebra bo'li- 

Hhini isbotlang. Agar ф sistema a  — halqa bo'lsa. u holda ф,4 to'plamlar 
sist emasi о  — algebra bo'ladi. Isbotlang.

t(). X cheksiz elementli to'plam bo'lsin. Uning barcha chekli yoki sanoqli 

qism to'plamlaridan iborat sistema o  — halqa bo'lishini isbotlang. X 

t.okplamga qanday shart qo'yilsa bu sistema algebra bo'ladi.

11. ( Juyida berilgan to'plamlar sistemasi yarim halqa. halqa va algebra tash- 
kil qiladimi? Tekshiring.

a) {[a, b] : a G Q, b G Q Л a < b} U 0.

b) {(a. b] : a  G Z. b G Z Л a  < b} U 0,

c) {[a, b) : a G K\Q, b G R\Q Л a < 6} U 0.

t'J. I M)\sh bo'lmagan X to'plamning barcha qism to'plamlaridan tashkil top- 

gnn ЩХ)  sistema simmetrik ayirma ” A" amaliga nisbatan kommutativ 

gruppa tashkil qilishini isbotlang.

I In pnragrafda biz o'lchovning urnumiy tarifin i beramiz. O'lchovni yarim 

tilt pninn halqaga davorn ettirish masalasini qaraymiz. Bundan tashqari o’lchov- 

iih* .lordan va Lebeg ma’nosidagi davomlari qaraladi va ularning additivlik. 

ndditivlik xossalari o'rganiladi.
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Dastlab sonlar o';qidagi va tekislikdagi to4plamlaming Lebeg maiiosidagi 
o4lchoviga ta/rif beriladi. Jordan va Lebeg maiiosidagi o’lchovli to'plamlar 
solishtiriladi.

5 .1 - ta ’rif. Aniqlanish sohas i  0 M ya r im  halqa bo'lgan p  : 0 A, —* Ж+

to :plant funksiyas i  additiv ЬоЧва. у  a 'ni o'zaro k es ishmaydigan ixtiyoriy Aj, Ao,

. . .  y An G to 'plamlar u chun  U Â . G 0 A, bo i ganda
k=l

** [ UAk)= £ ^ 4  
\ * = 1  /  k= 1

tenglik о ‘rinli bo clsa, f . t : 0 M —► да 0 1I chov  deyiladi.
Boshqacha aytganda, 11 to'plam funksiyasi quyidagi 

1) aniqlanish sohasi yarim halqa, 2) qiymatlari haqiqiy va manfiymas, 3) 
additivlik shartlarini qanoatlantirsa, unga о 'Ichov deyiladi.

5 .1 -es la tm a . 0 — 0 U 0 yoyilmadan д(0) = 2д(0). ya?ni д(0) — 0 tenglik 

kelib chiqadi.

5 .2 - ta ’rif. Agar m  o ’l ch ovn in g  aniqlanish soha s i  &m ikkinchi ц  о 4chov-  
n in g  aniqlanish sohas i  B M da saqlansa  ( 0 m С 0 /£) va ixtiyoriy A G ©m 
to 'plam u chun

ц{А) = m{A)

tenglik o 'r in l i  bo'lsa. и  holda f.t o4 ch o v  m  o :l ch ovn in g  davorrii deyiladi.
5.1-teorem a. Aniqlanish sohas i  0 m ya r im  halqa bo Чдап har  bir m  о :Ichov 

u chun  aniqlanish soha s i  ШТ(0 ш) (&m ni o :zida saq lovch i m in im a l  halqa) 

bo Чдап y a g on a  m l  davom  mavjud.

5 .3 -ta ’rif. Agar &rn sisterriada aniqlangan m  o :l ch o v  va ixt i yor i y o'zaro
ОС

kesishmaydigan sa-noqlita Ai, . ; . ,  An-..... G &m to'p lamlar u chun  U Aj*. G
: v, ’ 5 1

@yti bo ’Iganda

СШ  \  DC

IЩ J  A:=l
tenglik 0 ''r inli bo'lsa, и holda m  o ‘Ichov sanoqli additiv yoki a — additiv
0 4chov deyiladi.
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MuiM;i. to4p lam  o4lchovi. Aytaylik a  va b lar ixtiyoriy sonlar bo'lsin. 
’'«иiIni o’qida { . .

a < x  < b , a < x  < b ,  a < x < b, a < x < b

i' iii'.M/liklarning istalga.n biri bilan aniqlangan to'plamlar sistemasi berilgan 

I in Inin. Bu to'plamlarni oraliqlar deb atavmiz. Xususan. agar yuqoridagi shart- 
lni tUtu birini qanoatlantiruvchi nuqtalar mavjud bo'lmasa (masalan a  > b ), 
N t» in 0 tokplamni ham oraliq deb ataymiz. © bilan sonlar o‘qidagi barcha 
i И n I к |bu sistemasini belgilaymiz.

'» I. S( mlai; o‘qidagi barcha oraliqlar sistemasi — © yarim halqa tashkil qiladi.

In)>ot. © sistemaningelement-lari [a, 6]. [a. b), (a, b\. (a. b) ko^rinish-
• IM|j,i oraliqlardan iborat. © sistemadan olingan va a. b sonlari bilan aniqlan- 
fijin (y<>piq, ochiq yoki yarim ochiq) oraliqni P  = Раь bilan belgilaymiz. © 

I k i  n l i  | f / ,  r /,)  == 0  to’plamni saqlaydi. ©  sistema to’plamlar kesishmasi amali- 

)<,n uinbatan yopiq. ya'ni ikki Раь va PCd oraliqning kesishmasi bo;sh to'plam 
vnki у шт. Р(,ь П Pcd = Pnm, n  ~ max: {a, c}. m  = min{b. d} oraliq (5.1- 
i lil/.пшда qarang) bo'ladi.

Pab Pcd

a  с  Y‘ b  d
Pcb

Pab ^  Pcd ~  Pcb

5.1-chizma

\h,m G 6 , Pcd G © bo;lib Pcd С Pa.b bo‘lsa5 u holda Pab\Pcd =

II, i i /!//, yoyilma (5.2-chizma) o'rinli. Demak. © yarim halqa bo;ladi. □

Pab

---- -
a  с  J  d  Y  b

Рас Pcd Pab

Pab\Pcd =  Рас V Pdb

5.2-chizma
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© yarim halqadan olingan va a, 6 sonlari bilan aniqlangan (yopiq, ochiq 
yoki yarim ochiq) bo'sh bo'lmagan P  — Pab oraliq uchun m (P) = b - a  sonni 

mos qo£yamiz, agar P  bo'sh to.4pla.m bo'lsa m ( P )  щ  0 deymiz. U holda 
m  : © —-> R to'plam funksiyasi 5.1-tafrif shartlarini qanoatlantiradi, ya ’ni 

m  : © —> R  o'lchov bo'ladi. Bu o‘Ichovnmg additivlik shartini keltiramiz:

agar
??

P =  u  Pb Pi n  Pk = 0, i  ф  к , P, П  € ©A-i

bo'lsa, u holda m(P) = X] ^ (P aO tenglik ©‘rinli,
fc=l

ШТ(©) bilan © yarim halqa ustiga qurilgan minimal halqani belgilaymiz.
4.1-teoremaga ko'ra S0t(6) halqaning har bir elementi A o'zaro kesishmaydi-

%gan Pa> G © oraliqlarning birlashmasi ko'rinishida. tasvirlanadi, ya’ni A =

Ц  Рд,. SDT(©) halqa elementlarini sodda to 'p lamlar  deymiz. Endi 9Л(6) 
k=i
halqadagi to'plamlarning, y a ’ni sodda to'plamlarning o'lchovi tushunchasini

n
kiritamiz. Har bir A = Ц  Pk G 9Jl(©) sodda to'plamga

Wi
n

k= 1

sonni mos qo4yuvchi m l  : 9Jt(©} —> R moslikni aniqlaymiz. m\A)  miqdor 

A to'plamning оЧскот  deyiladi.

Lebeg o‘lchovi. Dastlab E — [0, 1] birlik kesmada saqlanuvchi to'p­

lamlar bilan chegaralanamiz.
5 .4 - ta ’rif. Ixtiyoriy А С E to'plam uchun

p*(A)= ini У ^ т (рк) ' (5.2)
Ai'

s o n  A to 'p lamning  tashqi о i c h o v i  deyiladi.
(5.2) da aniq quyi chegara .A to'plamni qoplovchi oraliqlarning barcha 

chekli yoki sanoqli sistemalari bo'yicha olinadi. Shuni ta ’kidlaymizki. ixtiyoriy 

А С E to'plamning tashqi o'lchovi mavjud. Chunki infimum belgisi ostidagi 

ifoda. Y Im  (Pa ) manfiymas, shuning uchun u quyidan nol bilan chegaralanga-n.
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IJliykluu chegaralangan sonli tcrplam esa aniq quyi chegaraga ega. Endi A с  

I lo'plam o ' l chov i  t-a’rifini beramiz.
Agar ixtiyoriy  e  > 0 uchun shunday В  G Ш(&) sodda to'plam  

wmvjud bo ‘lib. (j,*(AAB) < e  tengsizlik bajarilsa. и  holda A Lebeg т й ’поШ а  

n'l< hovli to 'p lam deyiladi,
Адмг A Lebeg ma’nosida o’lchovli to'plam bo'lsa, uning olchovi deb tashqi 

hIi'Ik>viui qabul qilamiz. Faqat o'lchovli to'plamlar sistemasi U(E) da aniqlan- 

I'nii //* to'plam funksiyasi Lebeg o ' l chov i  deviladi va. u {J biian belgilanadi. 

Mnutdny qilib, olchovli io ‘plamlar sistemasi U(E) va imda Lebeg o'lchovi f.i 
n11it|ln.ruli. Demak, ixtiyoriy A G U(i?) uchun fJ (̂A) = H*{A).

Hi/ yuqorida faqat E — [0, 1] kesmada saqlanuvchi to'plamlarni qaradik. 

Mu rhoklashdan xalos boclish mumkin, Ma'lumki, R  ni

En = [n , n  + 1). n  G Z

i и nIi<(Jnr yig‘indisi ko‘rinishida tasvirlash mumkin, ya ni

. R = ( j £ „ .
n

ft.O-t.u’rif. Agar liar bir n  G Ъ uchun A„ — A n  E„ to 'p lamlar o ' l chov l i  
ba'lmi, и holda A t o ’plam. o ' l chov l i  deyiladi. Agar A to 'p lam o ' l chov l i  bo'lsa , 
i jin/til in// y i g  Hndi

E : (5-3)
neZ

i In pi m im ing  Lebeg o ' l chov i  deyiladi.
\",.и (.»,.4) qator yig'indisi chekli bo'lsa. A chekli o ' l chov l i  to 'p lam  deyiladi. 

ini!i1.1. .1 cheksiz o ' lchov l i  to 'p lam  deyiladi. Shuning uchun f i o;lchov

* hi lt I/ 11iy111,at ham qabul qilishi mumkin.

1.9. .4 -  U - —. — -f — j ni sodda to’plam ekanligini ko;rsa.ting. Uni
S ' n  8)

tutn sondagi o‘zaro kesishmaydigan P\. P2. . . . .  Pn oraliqlar birlash-
• 11иi«i'>i l<n*riui$hida tasvirlang. A — U Pk yoyilmadan foydalanib, A to:p-

Л—1
Imi 1 iniug o'lchovini toping.
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Yechish. Pn =
1

n
i  — 4- ~ I , n  — 1, 2. . . . . .  8 belgilash olamiz va Pr
8 n  8

oraliqlarning kesishish yoki kesishmasligini tekshiramiz.

5 11
P  = .........P s - ° ' I -24 24

5.3-chizmadan ma'lum bo'ldiki, Pi ПР2 = 0. Pk ftPk+i Ф 0 , к — 2 , 3 . . . . ,  8 . 
Sliuning uchun

8

77= 2

5
0. - ) ,  P i . Q i e e

tasvir eng kam sonli yoyilma. bo'ladi. Demak, A sodda to'plam. Bu yoyil- 

madan quyidagi tenglikni olamiz:
2 5

li(A) — p(P\) 4- f i (Q 1) — -  4- -  — □

4 -
-A_

*2

A
+1-

11
24

&
A .

24

5.3-chizma

Elementar to4plam o4lchovi. Endi tekislikdagi to'plamlarning Lebeg 

o'lchoviga to'xtalamiz. Aytaylik <2. b. с  va d  lar ixtiyoriy haqiqiy sonlar 

bo'lsin. Tekislikda biror Dekart koordinatalar sistemasi tayinlangan bo4lib. 

shu sistemada

a < x < 6, a  < x < b, a < x <b ,  a  < x < b

va

с  < у  < d, с  < у  < d, с  < у  < d, с  < у  < d

tengsizliklarning istalgan bir jufti bilan aniqlangan to'plamlar sistemasi beril­
gan bo'lsin. Bu to'plamlarni to 'g'ri to lrtburchaklar deb ataymiz. Xususa.11. agar 

yuqoridagi shartlardan birini qanoatlantiruvehi nuqtalar mavjud bo'lmasa (ma- 

salan a > b yoki с  > d  bo'lsa) uni ham t o ' g ‘r i to'rtburchak  deb ataymiz. 
©2 bilan tekislikdagi barcha to'g'ri to'rtburchaklar sistemasini belgilaymiz.
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Sniiliu* O'qi holidagidek tekislikdagi А С E2 = [0, 1] x [0, 1] to4plamning 

fmhqi o ’l chov i  va. Lebeg о ‘Ichovi t a ’rifiarim berish mumkin. 

ft.7-ta’rif. Ixtiyoriy А с  E2 t o ‘plain uchun

1 ^ ( A )  =  Ы  T m ( P k)  (5.4)
ACUkPk

ft’

тш \ I о 'plarnning tashqi o ' l ch ov i  deyiladi.

lin yerda aniq quyi chegara A to'plamni qoplovchi to‘g"ri to'rtburchaklar- 

lilliy, barcha chekli yoki sanoqli sistemalari bo4yicha oliiiadi.
Tekisl ikdagi barcha to'g'ri to4rtburchaklar sistemasi — 0 2 yarim halqa tash- 

I l lq i lad i  (5.24-5.25 inisollarga qarang). & 2 yarim halqadan olingan va a, b, c. 
t/ Hoalari bilan aniqlanga.il (ochiq, yopiq. yoki yarim ochiq) bo‘sh boUmagan 

I'ubcd to4g‘ri toi'tburchak uchun m ( P )  = (b — a ) (d  — с ) sonni mos 
(((I'ynini/,, agar P  bo*sh to4plam boJlsa m ( P )  = 0 deymiz. Bu qonuniy-
iii b n 'y id ia  aniqlangan m : 0 2 —■> R to‘pla.m funksiyasi o‘lchov (5.1-ta’rif)
• 11 m 11,1n гi 11 i ([anoatlantiradi.

№l(© ') bilan yarim halqa ustiga qurilgan minimal halqani belgilaymiz.
') lmlqaning elementlari e l em en ta r  to 'p lamlar  deyiladi. 

ft.H-taVif. Agar ixtiyoriy e  > 0 u chun  shunday В  £ ШТ(©2) e l em en ta r  
to filmi) inuvjud boHib. f.l*(AAB) < e  tengsizlik bajarilsa. и holda A Lebeg 
мы но* t tin o ' l chov l i  to 'p lam deyiladi.

I и* |«11 o'Ichovli to:plamlar sistemasi i l (E 2) da aniqlangan // to4plain funk- 
и -I 11 hqi o ' l chov i  deyiladi va u /л bilan belgilanadi. Shunday qilib. oclchovli 

‘ ■ i |«Iм 1111м i niMtemasi i i (E 2) va unda Lebeg o4chovi f i aniqlandi. Demak, ix- 

I i i [ (E2) uchun ц(А)  == .
l i i b l i  in»iilar o':qi holidagidek t-ekislikni. y a ’ni R 2 ni

| (x, y )  : m  < x < m  -f  1, n  < у  < n  -f 1} , Щ Ш Ш. Ш 

MSi h I i n i  I n i  \ ij', indisi kolinishida tasvirlash mumkin:

=  U
m . п$Ж
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5.9-ta ’rif. A С R 2 biror to 'p lam bo'lsin. Agar i s ta lgan m. n  butun s o n ­
lar u chun  Amn = А П Emr} to 'p lamlar o ' l chov l i  b o ‘Isa. и holda A to 'p lam  
о ‘Ichovli deyiladi. Agar A to 'p lam o ' l chov l i  b o ‘Isa.

^ 2  v(Amn)> (5-5)
m. n£Z

y ig ' ind i  A to 'p lamn ing  Lebeg o ' l chov i  deyiladi.

Agar (5.5) qator yig';indisi chekli bo£lsa, А с  3&2 chekli o ' l chov l i  to‘plam 

deyiladi. Aks holda A cheksiz o ' l chov l i  to;plam deyiladi.

5.2-teoroem a (O 'l chovn ing  a — additwlik xossasi) . Agar {A„} — o'zaro 
kes ishmayd igan  o ' l chov l i  to 'p lamlar ketma-ketl igi bo'lsa.■ и holda

S
м  U-4”) =X>(-4")

\?7 =  1 /  77 =  1

UK o'rinli.
5.3-teorem a  (O ' l chovn in g  uzluksizlik xossasi) . Ада-r o ' l chov l i  to 'p lamlar-

oc
n in g  Ai D Az 3  • • • D Av Э ■ • • ketma-ketl ig i u ch un  A = П Av bo 4sa. и

n= l
holda f i t  A) — lim f i (An) tenglik o'rinli.

n—*oc
5.1-natija. Agar А$ С Â  С • • • С An С • • • o ' lchov l i  to 'p lamlar ketma-

ЭС
ketligi u chun  A = U An bo'lsa* и holda f i(A) = lim /./,(A„,) tengl ik o'rinli.

?г=1 ' п —* эс
Agar (5.2) tenglikda aniq quvi chegara A С R to'plamni qoplovchi bar- 

clia В sodda to'plamlar bo'yicha olinsa, A to’plamning Jordan m a’nosidagi 

tashqi o ' l ch o v i  hosil bo'ladi, u j *(A)  bilan belgilanadi, ya ’ni

Ushbu

j * ( A) =  inf m '(B ) .  В е Щ в ) .
BdA

j*(A) = sup ш/(Б), в  e ая(б),
В с  A

son A to4plamning Jordan ma'nosidagi ichki o ' l chov i  deyiladi.

5 .10 -ta ’rif. Agar j * (A) = j *(A) bo'lsa, A Jordan  m a 'no s ida  o' lchovli 
to 'plarn d ey i lad i .
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SI и I ii i ta'kidlash joizki, agar A Jordan ma’nosida o'lchovli to'plam bo'lsa, 

и I i'Im-j* ma’nosida, ham o‘Ichovli to'plam bo’ladi va bu o£lchovlar o'zaro teng

I и гMl.

ft M, Li'bng ma’nosida oUchovli, ammo Jordan ma'nosida o'lchovli boUmagan 
lo'plnmga inisol keltiring.

Yivhinh. E — [0, 1] bo'Ism. A esa [0, 1] kesmadagi barcha ratsional sori- 

ln 1 in'pliuni bo'lsin. A to'plam E da zich bo'lganligi uchun A ni saqlovchi 

him Мл to* plain E m  ham o'zida saqlaydi. Shuning uchun j *(A)  == 1 bo'ladi. 
I in'plmuda saqlariuvchi sodda В to'plam faqat chekli to'plamdir. Shun- 

111Г. iii'li 1111 j *(A)  = 0 tenglik o'rinli. Bu yerdan j *(A) Ф j*(A).  Demak, A 
i" 1»111111 Jordan ma’nosida o'lchovli emas. Ma’lumki. A sanoqli to'plam, shun- 

iii;1, uchun lining elementlarini {xi^xv. . . .  , xn. . . .} ketma-ketlik ko^rinishida 
1 и и 1 им In I > chiqish mumkin. Shunday ekan

A С U Pk, Pk = {x : xk < x <  xk} = [rr*: xk). k—1

IИ imlii tomondan ixtiyoriy к £ N uchun rn(Pk) = 0. Bu yerdan

' (A)

i«U<i 11111.1 kelib cliiqadi. Shuni ta'kidlash lozimki. tashqi o'lchovi nolga teng 

Iи 1 Inin hnr qanday to'plam o'lchovli to'plamdir. Buning uchun sodda to'plam

■ Ihil к In П = 0 ni olish yetarli:

/j*(AAB) = 11*(AM)) = //(Л) = 0 < c.

1114link. .1 Lebeg ma'nosida o'lchovli to'plam. Shunday qilib. A Lebeg ma'110-

■ 11 l»i и Idinvli bo'lgan. lekin Jordan ma’nosida o{Ichovli bo'liiiagan to'pla-mga 

iiilhi i| 11 (г I n>( 1 i . □

|(). I ] — bilan shunday sonlar to'plami belgilanganki. ularning chek- 
1 ' Mil] least yoyilmasida 5 raqami ishtirok et.ma.ydi. f-i(A) ni toping.

51



Yechish. A to'plam to'ldiruvchisining o'lchovini topamiz.. [О, 1]\A to'p- 

lam elementlarining cheksiz o'nli kasr yoyilmasida 5 raqami ishtirok etadi. 

[0. 1] kesmani teng o'*n bo'lakka bo‘lamiz va oltinchi [0,5 ; 0, 6) bo'lakni A\ 
bilan belgilaymiz. A  dagi har bir sonning cheksiz o'nli kasr yoyilmasida, 

verguldan keying! birinchi raqami 5 bo4 lad i. Qolgan 9 ta  bo’lakning har biri- 

ni teng o'n bo:lakka. bo'lamiz va ulardagi oltinchi bo;laklarning birlashmasi- 

ni [0.15; 0,16) U [0,25; 0,26) U ■ • * U [0,95; 0, 96) = A2 bilan belgilaymiz. 
A-2 to'plamdagi sonlarning cheksiz o'nli kasr yoyilmasida verguldan keyingi 
ikkinchi raqami 5 bo'ladi. Va hokazo bu jarayonni cheksiz davom ettiramiz. 

Hosil bo'lgan Ai, A-2, . . . .  An. . . .  to’plamlar juft-jufti bilan kesishmaydi va 

ularning birlashmasi [0, 1 }\A ga teng. O'lchovning a -  ad^litivlik xossasiga

ko'ra ОС
м([0-. 1 ]V4) = 5 ^m(Ai )

n = l

tenglik o'rinli. Murakkab bo'lmagan hisoblashlar shuni ko'rsatadiki fi{A\) = 

10”1, fi{A2) = 9 • 10-2 . fi(An) = IP "4 • 10"n, . . .  tengliklar o4rinli. Demak,
°° 00 q n - i  a  i

м([0: 1]\Л) == ti(An) = 7  r ^ 9  i h
? ?= 1  n = 1

Shunday qilib, f i (A)  4- /i([0, 1 ]\A). = 1 dan f i (A) = 0 ekanini olamiz. □

5.5. Shunday {A,} ’’Borel tipidagi to'plam” larga misol keltiringki, quyida- 

gilar bajarilsin: /i(A„) = -foe, A„ D Аи-ъ n >  I, fj.  ̂f] A t j  = 0-

Y echish. иBorel tipidagi to'plam” sifatida An = [n, o c ) , n  €  N larni 
olamiz. Natijada istalgan n £ N uchun / i(A ) = +oo va A n D An+1 munos-

oc /  ОС \

abat bajariladi. Kesishma f )  An = 0 bo'lganligi uchun f i 1 f] A r/ j = 0
n = l " \n= 1 J

bo:ladi. □
Quyidagi misolda A \ С  A shartni qanoatlantiruvchi A va A  to'plamlar 

berilgan. A \A  1 to'plamni eng kam sondagi o'zaro kesishmaydigan P\, P2. ...  . Pn
7?

to'g'ri to'rtburchaklar birlashmasi ko'rinishida tasvirlang. A \A  1 = (J  Pk
k=l

yoyilinadan foydalanib A \A  1 to'plam o'lchovini toping.



(1. 1 {(.г. у )  : 0 < х <7 .  О <  у  <  7 } ',

Аг =  { {х ,  у )  : 4 <  х <  7, 3 <  у  <  7}

\Whish. Tekislikda A va Лх to‘plamlami chizmada tasvirlaymiz. 5.4- 

/ 11 им Inn A \A \ = P\ U P‘2 U Ps yoyilmani olamiz.

Ill vtn.ln l\ [0, 4 ) x [0. 7), P2 =  [4, 7 ) x [0. 3], Ps =  {7 }Я Щ  7]. Ш и Щ п

' »Ilium lutUlm o 'z a r o  kesishmaydi. O'lchovning additivlik xossasiga ko*ra,

• И  \\) //(/])+/i(P2) + м(Рз) = 28 + 9 + 0 = 37. "  vV ' ' ! □
o c

7. 1 > Mmvning a -  additivlikxossasidanfoydalanib. A = |J
1 1 \

M Ml/iiuniui?; o’lchovini toping. 

\ • *■ I I 11 i„ orqali 1 1
. —r j to'planmi belgilaymiz. An to‘plamlar

(71 +  1 ) !  7l\
4ft* jillli InUi.ii u’/nro kesishmaydi, shuning uchun o'ichovning cr— additivlik

1 ll'M I*.» » 111
ЭС*

l § l t  =
71=1

им!» """I ' '  to'planming o'lchovi fi(Anj  == —
1

n ! ( n  — 1 )!
dan foy-

V 1 1 1 1

n\ (n  — 1)!

Hi (hi 11 □
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Ayrim umumlashtirishiar. Bizga sonlar o‘qida aniqlangan, kamaymav- 

digan, o'ngdan uzluksiz F  funksiya berilgan bo'lsin. Bo*sh bo'lmagan interval, 

kesma va yarim intervallarga F  funksiya yordamida quyidagi sonlami mos 

qo‘yamiz:

m ( ( a .  b)) = F(b  — 0) — F(a) .  m  ([a, 6]) = F(b)  -  F (a  -  0), 

m  ((a, b]) = F{b) -  F (a ) ,  m  ([a, b)) = F (b  -  0) -  F (a  -  0).

Ravshanki, bu usulda aniqlangan m  to'plam funksiyasi manfiymas va additiv. 

Yarim halqada kiritilgan bu o'lchovning davomini f ip  bilan belgilaymiz. Umu- 
man olganda. p p  o'lchovga nisbatan o'lchovli to'plamlar sinfi F  funksiyaning 

tanlanishiga bog'liq. Ammo R da o'ngdan uzluksiz. kanwm aydigan istal­

gan F  funksiya uchun ochiq va yopiq to'plamlar, shuningdek. ularning istal­

gan sanoqli yig'indi va sanoqli kesishma.la.ri др o'lchovga nisbatan o'lchovli 

to'plamlar bo'ladi.
5 .11 -ta ’rif. Biro r  karnay m a y  dig an, o/ngdan uzluksiz F  funksiya vo  sit  asi- 

da qurilgan f ip  о 'Ichov Lebeg-Stiltes o ' l chov i  dey i lad i .

Bizga Lebeg o'lchovi /i va Lebeg-Stiltes o'lchovi др berilgan bo'lsin.

5.12-ta ’rif. Agar ц(А) = 0 ekanligidan Цр(А) — 0 tenglik kelib chiqsa. 

j ip  abso lyut uzluksiz о ‘Ichov deyiladi,
5 .13 -ta ’rif. Agar p p  о ‘Ichov chekli yoki sanoqli qiyrnat qabul qiluvchi F  

funksiya yo rdam ida  aniqlansa. j ip  diskret о ‘Ichov deyiladi,

5 .14 -ta ’rif. Agar j i p  o4 chovda  istalgan bir nuqtali to 'p lam n o t  o ' l ch o v ­

ga  ega  bo'lsa va Lebeg o ' l chov i  nolga t en g  b o ’lgan biror A to 'p lam uchun  
f ip(M\A) — 0 bo'lsa. и holda f ip  s in gu lya r  о 'Ichov deyiladi.

ш
0 ‘lchovning Lebeg bo^yicha davomi. Birlik elementli yarim halqa­

da aniqlangan o'lchovning Lebeg bo'yicha davomini qaraymiz. Agar &m da 

aniqlangan m  o'lchov cr—additiv bo'lsa, u holda. m  ni <3W dan Ш(&т ) 

ga nisbatan kengroq bo'lgan va qandavdir ma'noda maksimal sinfga davom 

ettirish mumkin. В uni Lebeg bo'yicha davom ettirish yordamida amalga os- 

hirish mumkin. Bizga biror &m birlik elementli yarim halqada. aniqlangan



»• .uMiiiv т  оЧсЬоу berilgan boMsin va E to'plam &m yarim halqaning 
nlomenti bcrlsin. E ning barcha qism to:plamlaridan tashkil topgan 

’Jl( S)  sistemacla tashqi o'lchov deb ataluvchi p* to'plam fimksiyasini quyida- 

M.l liquid a aniqlaymiz.
•». 15-ta ’rif. Ixtiyoriy  А С E to'p lam uchun

t f {A)  = inf m ( B n) ,
П

"•и \ /1) ' idamning tashqi o ' l ch ov i  deyiladi. Bu ye rda  aniq quyi ch egara  A 
h i /</</////// qoplovbhi barcha chekli yoki sanoqli {Bn} . B n G &m to'p lamlar  

musi  ho'yicha olinadi.

Г» l-l ('Oreina . Agar .4 va sanoqlita A\r Ao, . .  •; An. . . .  to 'p lamlar u chun

I J \n 1ю'Isa, и holda quyidagi tengsizlik o'rin li

< j r  '

n = l

« HI IuYif. Agar А С E to 'p lam va istalgan e > 0 u chun  shunday  В G 

B f f  m ) lo'plaiti mav jud  bo 'lib,

V .  М А Д В )  < e

i' lik Imjnrilma, A (Lebeg m a ’nos ida )  o ' i chov l i  to 'p lam deyiladi.

n Irliovli to’plamlar sistemasi ЩЩ da aniqlangan jj,* to;plam funksi- 
jflll tttbpfj n l rhn v i  deyilkdi va'ti /л harfi bilan belgilanadi. Ravshanki, ©m va 
|t!|(rv, > 'I'" i olitigan to‘plamlar o'lchovli bo'ladi. Bunda., agar A G va

• ) I’O’Isa, u holda

J( ^(A) = m(A) .  f i (B)  m  m \ B ) .

\f-n I n  Irltovli to'plam va /j *(AAB) < s  tengsizlikni qanoatlantiruvchi 
» 0 t(*.i.  * I" pl'iin berilgan bolsa,

AAB = (E\A)A(E\B)



tenglikdan A ning t.o'ldiruvchi to‘plami E\A ning ham o'lchovli ekanligi kelib 

chiqadi.
5.5-teorema. OHchovli to 'p lamlar s i s t em a s i  li(-E) halqa bo'ladi.

5.2-eslatma. &m ning birlik elementi - E o*lchovli to'plamlar sistemasi

i i (E )  uchun ham birlik element, bo'ladi, shuning uchun o'lchovli to'plamlar 

sistemasi i i (E )  algebra tashkil qiladi.
5.6-teorema. O'lchovli  to 'p lamlar s i s t em a s i  i i (E ) da aniqlangan ц  t o 'p ­

lam funksiyasi  additivdir.

5.7-teorema. O'lchovli  to 'p lamlar s i s t em a s i  i i (E ) da aniqlangan j i  to 'p ­
lam funksiyasi  a — addituvdir.

5.8-teorema. Lebeg bo 'y icha o ' lchov l i  b o ’lgan barcha to 'p lamlar s i s t em a s i  

i i{E) . E birlik e l em en t l i  a — algebradir.
5 .17-ta ’rif. O'lchovli to 'p lamlar s i s t em a s i  ЩЕ) da aniqlangan ua &(E) 

da tashqi o ' l ch o v  /л* bilan u s tma-u s t  tu shuvch i  \i funksiya m  o ' l ch ovn in g  

/./ = L (m ) Lebeg davom i dey i lad i .
5.9-teorema. Istalgan boshlang' i ch m  o ' l ch o v  uchun Lebeg bo 'y icha o ' l­

chov l i  to 'p lamlar s i s t em a s i  i i (E)  5— halqa bo'ladi. Sanoqli s ondag i  o ' l chov l i
o c

A1.A2. . . . ,  An, . . .  to 'p lamlar bir lashmasi bo'lgan A — U An to 'p lamning
n=l

o ' lchov l i  bo'lishi. u chun  (i  ̂U A ^  m iqdorn ing  n  g a  bog liqsiz o 'zgarmas  
bilan chegara langan bo'lishi zarur va yetarli .

Lebeg o'lchovining у ana bir xossasini keltiramiz.

5 .18 -ta ’rif. Agar f j (A) = 0 va A' С A bo'lishidan A' n ing  o ' l chov l i  

ekanligi kelib chiqsa, (x o ' l ch o v  to'la deyiladi.

Agar /i o'lchov to 'la bo'lsa. A' to'plam uchun ju(A') — 0 bo'ladi. 
Ixtitoriy o'lchovning Lebeg davomi to 'la bo'ladi. Haqiqatan ham, A' С A. 

f i (A) = /и* (A) = 0 bo'lsa, /i*(A') = 0 bo'ladi va В  = 0 G &m ni olsak.

ц*(А'АФ) = f i*(A') = 0

bo'ladi, y a ’ni A' ning o'lchovli ekanligi va f i(A') == 0 kelib chiqadi.

5.8. O'lchovsiz to'plamlarning birlashmasi o'lchovsiz bo'ladimi?
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Yrrhish. O'lchovsiz to'plamlarning birlashmasi o'lchovli ham o'lchovsiz 
liniii bo’lishi mumkin. Masalan. А С [0. 1] o'lchovsiz to'plam bo'lsin, u holda 

|(), \]\A ham o‘lchovsiz to'plam bo'ladi. Ularning birlashmasi AU В  =

I) 11 (‘ма o’lchovli to'plam. Agar A С [0. 1) o'lchovsiz to'plam, В  С [1. 2) 

и Irhowsi/ to'plam bo'lsa, u holda ularning birlashmasi С  = A U В  to'plam 
in Iniи, . \<) = С  П Eo = A o'lchovsiz to'plam bo'lganligidan 5.6-ta'rifga ko‘ra 

,1 U  В o'lchovsiz to'plam bo'ladi. □

5,1), /'(./;) = [x] funksiya yordamida qurilgan j iF— Lebeg-Stiltes o'lchovi 

dinkret o‘lchov bo'lishini ко'rsating.

Yochish. F(x) = [ж] funksiya monoton kamaymaydigan o'ngdan uzluksiz 

hillUniyn bo‘lib. lining qiymatlar sohasi butun sonlar to'plami Z dan iborat. 

I Ini ini Honlar t.o^lami esa sanoqli to'plam bo'lganligi uchun. 5.13-ta'rifga. ko'ra. 

Hi (llnkret o'lchov bo'ladi. □

Uy vazifalari va mavzuni o'zlashtirish uchun m asalalar

f* lo'plam funksiyasi m ' : ШТ(6 ) —» R o'lchov bo'ladi. Isbotlang.

'•И  (ПД) Uuiglik bilan aniqlangan m !  : 9Jt(G) —>. R funksiyaning qiyma-
11 \ sodda to'plamni chekli sondagi o'zaro kesishmaydigan oraliqlar 

vi^’indisiga yoyish usulidan bog'liq emas. Isbotlang.

Itl'iJ, ///' : 9Л(6) —> R o'lchov m  : 6  —► R o'lchovning davomi bo'ladi. 

Ubnthmg.

l i t  К 11 I i Nodda to'plamning birlashmasi, kesishmasi, ayirmasi va simmetrik 

ну 11 mnsi yana sodda to'plam bo’ladi. Isbotlang.

Ai'.mi ,1 G Ш(6 ) to'plam oraliq bo'lsa. u holda in'(A) = m(A).  bo'ladi. 

Ми и lung.
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J *-ьс4*1. ; i  v. w v у у UV iWMli V1LV1V1J. UVXl'.l ClK.i У-* bU'l V XVVI V ~ *0---- --- • xn
: . . ,  An sodda to'plamlarning yig'indisi, ya’ni A = JJ >1* shaklda tasvir-

k=l
lansa, quyidagi tenglikni isbotlang:

™'(A)rf  Y I  m ' ( Ak)- 
k=l

5.16. Agar A 6 9ft(S) sodda to;plam. {Д„}— sodda to'plamlaming chekli 
yoki sanoqli sistemasi bo‘lib, A c  U An bo:lsa,n

rri (A) < 2 2  m ' &Ц5
n

¥
tengsizlik o' rinli bo'ladi. Isbotlang.

5.17. A sodda to'plam sanoqli sondagi o‘zaro kesishmaydigan Ai, A%y... , 
An-,. . .  sodda to'plamlarning yig'indisidan iborat, ya’ni

oc

n=l

bo'lsin. U holda quyidagi tenglikni isbotlang:
00

m!{A) = 2 ^ r n '  (A„).
П— 1

5.18-5.23-misollarda keltirilgan Л c l  ni sodda to'plam ekanligini ko'rsa-
ting. Uni eng kam sondagi o'zaro kesishmaydigan Pi, P2, . . . ,  Pn oraliqlar
birlashmasi ko'rinishida tasvirlang. A = U Pk yoyilmadan foydalanib, .4k=1
to'plamning o6lchovini toping.

5.18. A = U Г32~", 23_n) . 5.21. A
П = 1  "

5.19. A= \J [З3-", e4-" ). 5.22. A
77 =  1

5.20. A = U
77=1

n 6 — n
_2(n -f 1) 1' 2n!

4
U

n = 1

72 5 —

rH4_______1

4n

* ( 1 1 1u ■ r -
77 =  1 \n 8 72
4 ( 3 1 3u ---------

77.= 1 0 72
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O.Z4 . ikkita yarim halqaning Dekart ko‘paytmasi yarim halqa bo'ladi. Isbot­

lang.

5.25. 6  x 6  = 6 2 tenglikni isbotlang.

5.26. Tekislikclagi barcha to'g'ri to'rtburchaklar sistemasi — @2 yarim halqa. 
tashkil qiladi. Isbotlang.

"Serpin gilarni" nomli ma.sa.la. M2 dagi E2 — [0. 1] x [0, 1] kvadrat-
1 2 1 2 ni x = —. x = —, у  = у  = -  tog’ri chiziqlar yordamida 9 ta bir xil
3 3 3 3 

kvadratlarga bo:lamiz va markazdagi ochiq

( ,  . 1 2 1 21  
з < * < з .  з < х < з |

kvadratni (5.5a-chizma) tashlaymiz. Kevin qolgan 8 ta kvadratning har birini 
yuqoridagidek 9 ta bir xil kvadratlarga bo'lamiz (5.5b-chizma) va markazdagi 
kvadratni tashlaymiz. Bu jarayonni cheksiz marta davom ettiramiz. Natijada 
qolgan to'plamni A bilan belgilaymiz. Bu to'plamga "Serpin gilarni" nomi 
berilgan.

У'/уб

Ш Щ

з  , 3  a) b)
5.5-chizma

Si7. S(M |)in gilamining o£lchovini toping.

M  * - [0, 1] -  bilan shunday sonlar to4plamini belgilaymizki, ularning 
(jlipkwi/ o‘uli kasr yoyilmasida 2 raqami 3 raqamidan oldin uchraydi. Bu 
i" phiilining oichovini toping.
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5.29. А  С [О, 1] — bilan cheksiz o'nli kasr yoyilmasida 8 raqami qatnasha- 

digan sonlar to4plamini belgilaymiz. Uning o’lchovini toping.

5.30. А  С [О, 1] — shunday to ;plamki. uning elementlarini cheksiz o'nli kasr 

yoyilmasida 1 dan 9 gacha raqamlarning barchasi qatnashadi. Uning 

o’lchovini toping.

5.31. Kantor to'plami К  с  [0. 1] ning Jordan ma’nosida o‘lchovli emasligini 

isbotlang.

5.32. "Kantor tarogH" nomli masala. K — Kantor to'plami bolsin.

A  =  {(z, y)  : x  e  [0, 1], у  € К } .
[I  *; - t  I  ' J ^

to4plam "Kantor tarogH” deyiladi. A  to'plam [0, 1] x [0. 1] ning hech 

yerida zich emas, yopiq va f-i(A) =  0. Isbotlang.

,!Serpin qabristoni1' nomli masala. R2 da [0, 11 x [0, 1] kvadratni x  =
1 2 1  2 . . .  .—, x  =  —, у  == —, у  =  — tog;ri chiziqlar yordamida 9 ta  teng kvadratlarga3 3 3 3
bo:lamiz. Asosiy kvadratning uchlariga yopishgan 4 ta

Pi
/У /.У /У -

Pa

У ///А
У%Уу/У ////Л

У ///Л

'УууУ ,
/ / / / / / ,
у /л у у /
/ / / / / / ,
/ / / / / / /У ///У /,

n
У /У //А/ / / / / A
/ / / / / / ./ / / / / / ,
/ / / / / A

Рг

Ш
Ш1Qz

Ш
/77/77// / / / / ,
Тулу/' / / / / / /

<?5■ Q6ш'Шщшж
10* <?4 Qiш Qe/ / / / / /  ///////  
У//У/Л

yyyyyy.

Щу/Л
У////У'VУУ/'// / / / / / / /

о*ШQio яШ Ql4
ШikWw<ШШ 'ШШш£Ш.
Qxi1 Qizу/у/уу,У /////, Qu

a) b)
5.6-chizma

Pi =  |  (z,y) : 0 < x <  i  0 <  у  < ^  j  ,

6 0



Рз =

р 4 =

yopiq kvadratlarni (5.6a-chizma) birinchi rang kvadratlari deb ataymiz.

Bu to 'r t kvadratning birlashmasini A \  =  P\ U P2 U P3 U P4 bilan bel- 

gilaymiz. Birinchi rang kvadratlarining har biririi yuqoridagidek 9 ta teng 

kvadratlarga bo'lamiz. Birinchi rang kvadratlari P \.  P^- Рз- P 4 uchlariga

deymiz. Bu 16 ta  kvadratning birlashmasini A  2 bilan belgilaymiz. Va hokazo 

bu jarayonni cheksiz mart a davom ettiramiz. Natijada ichma-ich joylashgan 

A \ D A 2 D  . . .  D A n D  . . .  ketma-ketlikka ega bolamiz. Ularning kesish-
OG J

masini A  =  П A  n bilan belgilaymiz. A  to'plam Serpin qabristoni deyiladi.

5.33. Serpin qabristoni A  ning o'lchovi nol ( p { A )  =  0) va [0, 1] x [0, 1] 

kvadratning hech verida zich emasligini isbotlang.

5.34. A c M  to ’plamning o‘lchovi nolga teng bo;lsa, fj( A )  = 0  bo‘lishi shart- 

mi? Bu yerda A  — A  to'plamning yopig‘i.

5.35. А  С Ш chegaralanmagan musbat o'lchovli to'plam bo’lsin, u holda shun­

day x . y  £ A  lar mavjudki x  — у  6 Q bo'ladi. Isbotlang.

6.36. A  С R ixtiyoriy musbat o'lchovli to'plam bo-Ism, u holda shunday x,  у  E 

A  mavjudki x — у  € R \Q  bo'ladi. Isbotlang.

5.37. R dagi nol o’lchovli to:plamlar sistemasi a  — halqa bo'lishini isbotlang.

6.38. A C.R Borel tipidagi to'plam ekanligini ko'rsating. uning Lebego;lchovini 

toping:

yopishgan kvadratlarni ikkinchi rang kvadratlari (5.6b-chizmada Q \ — Q \q )

<') A  =  [0, 1]\Q.
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5.39. Quyida berilgan А  с  R to'plamniixg Bore! tipidagi to'plam  ekanligini 

ko'rsating. keyin uning o:lchovini toping.

b) A  =  { x  G R : x 4 E
oc

a) A  =  (R \Q ) П [0, 1], 

c) A  =  [a, oc),

e) Л — Q
n=0

1 1n ---, n + —
m  4v

oc

f) U71=0

n=0

7Г _1
5"

1
■577

П (R \Q ).

5.40. Shunday { A $  "Borel tipidagi to^plam11 larga. misol keltiringki, quyida- 

giiar bajarilsin:

a) /n(An) =  1, n  >  1, U A n =  R,
71=1

b) /i(A„) =  +oc, Д ? э  An,4-1, n  >  1, [i ( П ^ # 4  “  L
;/r-=l

c) /i(An) — -foe, n > 1 , П Д , =  N.

d) (л(Ап) =  -foo, An p) Am =  0, n Ф m, n, m  E N.

5.41. Л С M2 ning “Borel tipidagi to 'plam ” ekanligini kvrsatib, uning 

b’lchovini toping:

a) A =  у) €  I 2 : 0 <  у <  ( ,

b) . 4 = /  (cc, y)  € i.2 : - 1  <  x  <  1, 0 < y <
1

\ / l  — x 2

5.42. a  G (0, 1) ixtiyoriy son bo'lsin: [0, 1] kesmaning ©frtasidan uzunligi
a . ( 2  -  a  2 +  a \  . . . . .
-  ga: teng A  i =  I —- — , —- — 1 mterva.ini chiqarib tashlaymiz. A  i

ni o‘rta  interval deb ataymiz. Ikkinchi qadamda qolgan ikki kesmaning

uzunligi ~ ga teng bolgan o‘rta  intervalini chiqarib tashlaymiz. Bu in- 
8

tervallar birlashmasini A? bilan belgilaymiz. Uchinchi qadamda qolgan

to£rtta  kesmaning bar biridan uzunligi —  ga teng bo'lgan o‘rta  inter-
oz

valini chiqarib tashlaymiz. Ularning birlashmasini Л3 orqali belgilaymiz.
OG

Bu jarayonni cheksiz davom ettiramiz. A  bilan. [0, 1]\  U A n to£plamni
n=1

belgilaymiz. A  ning o'lchovli ekanligini ko‘rsating va uning oUchovini 

toping.
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j : t ,  ...'12-iiiisolda keltirilgan A  to'plam [0? 1] kesmaning hech yerida zich 

riiiasligini isbotlang.

I I. A С [a, b] olchovli to'plam va fj(A) — A >  0 bo4lsin. U holda f ( x )  =

(i ([а. x)  П A)  funksiyaning uzluksizligini isbotlang. /  : [ft. b] —* R 

limksiyaiiing qiyrnatlar sohasini toping.

IГ». |(), I] kesmada [0, 1] dan farqli va o'lchovi 1 bo'lgan yopiq to'plam 

mavjudmi?

10, T rlm likda  shunday o'lchovli A  с  R2 to'plamga misol keltiringki. uning 

koord iuata  o'qlariga proyeksiyaiari o'lchovsiz bo'lsin.

I) l7-0.49-misoll^r4a A \  С A  shartni qanoatlantiruvchi A  va A \  to'plamlar

м i II}.',/ui. A \ A i  to'planmi eng kamsondagi o'zaro kesishmaydigan Pi, Pn
п. I

• •к и to'rtburchaklar birlashmasi ko'rinishida tasvirlang. A \ A  1 =  1J Pk
ы

н\ I In км In и foydalanib Л \Л  1 to'plam o'lchovini toping.

17, I {(.г, у) : 0 <  x < 7. 0 <  у  <  7 } ,

A \  =  {(x, y) : 4 <  x <  6. 3 <  у  <  5}.

IN I )(./•, y) : 0 <  x <  7. 0 <  у  <  7},

A \  =  {(x. y)  : 3 <  x < 7. 0 <  у  <  7} .

(II 1 {(.г, у) : 0 <  х < 7. 0 <  <  7}, .

А\ =  { (х ,  у)  : 0 <  х < 7. 0 <  t/ <  6}.

* <н |(>! ininollarda keltirilgan tasdiqlarni isbotlang.

II! in'plum o'lchovli bo^ishi uchun ixtiyoriy с > 0 ga ko'ra. shunday 

1 и • 1 \) (><'J 1 iq to'plam mavjud bo'lib. f j * (G\ A)  <  s  tengsizlikning

• 1 miIi lii /111 nr va yetarli.
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5.51. Agar Л С Ж o'lchovli to 'p lam  bo'lsa. и holda ixtiyoriy e >  0 uchun 

shunday G  ( G  С  A )  yopiq to 'p lam  inavjud bo4ib, j.l* ( A \G )  <  e  teng­

sizlik bajariladi.

5 .52. Agar А  С В  bo'lsa, /л*(Л) <  p * ( B )  bo'ladi.

5 .53. Agar A  — sodda to 'p lam  bo'lsa, u holda ц*{ А)  =  m ' ( A ) tenglik o4rinli.

5 .54. Agar chekli yoki sanoqli sondagi {Лп} to 'plam lar sistemasi uchun Л С 

(J A„  bo'lsa. u holda quyidagi tengsizlik o'rinli
n

p * ( A ) < J 2 » 4 A n) ,  . .

5.55. Agar A c  [0. 1] o'lchovli to 'plam  bo‘l£&: [0, 1 ]\A  ham  o'lchovli bo'ladi.

5 .56. Agar A  va В  to 'p lam laro 'lchovlibo‘lsa ,u h o ld a  A U B ,  AC\B, A A B , A \H  

to 'p lam lar o'lchovli bo'ladi.

5 .57. O'lchovli to 'plam lar sistemasi £l(R) halqa tashkil qiladi.

5 .58. Chekli sondagi o'lchovli to 'plam larning birlashmasi va kesishtnasi yarm 

o'lchovli to 'plam dir.

5 .59. Agar A  va В  lar o:za.ro kesishmaydigan o'lchovli to 'plam lar bo'lsa, и 

holda pt(A  U B ) =  f i ( A)  4- f i ( B )  tenglik o'rinli.

5 .60. Agar A  va В  lar o'lchovli to 'p lam lar bo‘lsa, quyidagi tengliklar o'rinli:

a) ц(А U B) = fx(A) 4- i~t(B) -  f.t(A П B), '*■

b) f i ( A A B )  =  р (Л ) +  ai ( B)  -  2/х(Л П В ) .  I

5 .61. Ixtiyoriy ikkita Л va В  to 'plam lar uchun quyidagi tengsizlik o'rinli:

У ( А ) - » * ( В ) \ < ^ ( А А В ) .  . Ж

5.62. Л С Е  — [0, 1] o'lchovli to 'p lam  uchun f i ( E \ A )  =  1 — fd(A) tenglik 

o'rinli.
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h <п

- n i 

ij lib,

it I Hi

R 111

I 'M

M U

П и

Sanoqli sondagi o'lchovli to 'plam larning birlashmasi va kesishmasi yana 

"  lehovli to'plamdir.

( )‘Ichovli to 'plam lar sistemasi U (R ), a — algebra tashkil qiladi.

<)‘lf!hovning o — additivlik xossasidan foydalanib, quyidagi to'plam lar- 

iiiug olchovini toping:
2OC'

ri=l
00c) .1 = U [2"", 21-’1) ;

П= 1

oo
иn=1

2п — — , 3"
ОС
ип= 1

(  1
1,(п +  1)!

3 n

1
n\

( ) Ichoviling uzluksizlik xossasi va uning natijasidan foydalanib, quyidagi 

in piniularning o'lchovini toping:
no

I) A ■-■■■ n 
00

о n - П
/<--*0 L 
oo

О -I - U
n-1

( i  +  i i e f i  +  V  ) ;
ib ть

к ! 16 2n 2n

n. -5 n

n - U
HMD

1 -

П

n  , n  
•i 4 + n 4-1

( 'Iи i*,ni abuigan o'lchovsiz to 'plam ga misol keltiring.

JГ» misollarga ham  5.8-misol kabi javob bering. 

i i It Inivч /, lo'plamlarning kesishmasi o'lchovsiz bo'ladimi? 

n i i  liHVsi/ U/plamlarning ayirmasi o'lchovsiz bo'ladimi?

I i tMaHiVwl/ l.o'plamlarning simmetrik ayirmasi o'lchovsiz bo'ladimi?

|0, 10] o'lchovsiz to 'plam , В  С E  o'lchovli to 'plam . Ularning 

ill ImmI 111 ни» I o'lchovli bo'lishi mumkinmi? A c В  hoini-tahlil qiling.

n ’lchovsiz to 'plam , В С  E  o'lchovli to 'plam . А  П В  to 'plam  

i hit1 11 bn Indimi? А П В  == 0-, В  С  А, А С В  hollarni tahlil qiling.
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5.73 . А  С Е  o’lchovsiz to ’plam. В  С Е  o'lchovli to 'plam  bo'isin. А \ В  

to 'plam  o'lchovli bo'lishi mumkinmi? А  С В , В  С A  hollarni tahlil 

qiling.

5 .74 . А  С E  o'lchovsiz to 'plam . В  С E  o'lchovli to 'plam  bo'isin. B \ A  

to 'plam  qanday hollarda o'lchovli, qachon o’lchovsiz bo'lishini misollarda 

tushuntiring. А П Б  =  0 , В  С. А ,  А  С  В  hollarni tahlil qiling.

5 .75 . А  С E  o’lchovsiz to 'plam , В  С E  o'lchovli to ’plam bo'isin. A A B

to 'plam  o'lchovli bo iish i mumkinmi? Л П В  =  0 , В  С A , А  С В
¥

hollarni tahlil qiling.

5 .76 . A \  D A 2 Э • 13 A n D • • • o'lchovli to'plamlar^ketma-ketligi uchun
OG

u(  П A n) =  lim /л(А„)  tenglikni isbotlang.
n =  1  ТС—О с

5 .77 . O'lchovli to 'plam larning Ai С A2 С * С  Ara С * • * ketma-ketligi uchun
ОС

/i( U Ад) =  lim  ц { А п) tenglikni isbotlang.
n—1 ti—* o c

5 .78 . Agar il(R )— sonlar o'qidagi Lebeg m a’nosida o'lchovli to 'plam lar sis­

temasi, [a, b\ ixtiyoriy kesma bo'lsa, u holda [a, b\ kesmada saqlanuvchi 

o'lchovli to 'plam lar sistemasi a -  algebra tashkil q iladi Isbotlang.

5 .79 . Kantor to 'plam ining o'lchovi nolga teng ekanligini isbotlang.

5 .80 . Ixtiyoriy A С R  sanoqli to 'plam  uchun /i(A) =  0 ekanligini isbotlang.

5 .81 . A  va В  lar sonlar o'qidagi nol o'lchovli to 'plam lar bo'lsa, A U В  vn 

A A B  lar ham nol o'lchovli to 'plam lar bo'ladi. Isbotlang.

5 .82 . A d  nol o'lchovli to 'plam  va ixtiyoriy В  c l  to ’plam uchun f.i(A П

В )  =  0 ekanligini isbotlang.

5 .83 . Sonlar o'qidagi barcha nol o'lchovli to 'plam lar sistemasi a  halqa va 

halqa bo'lishini isbotlang.

5.84. Sonlar o’qidagi barcha nol o'lchovli to 'plam lar sistemasi simmetrik ayirnifl 

amaliga nisbatan komm utativ gruppa bo'lishini isbotlang.
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h Mil, |o, I] kesmada, o'lchovi 0,9 ga teng bo'lgan va [0, 1] ning hech yerida 

'id,! bo’lmagan mukammal to 'plam ga misol keltiring.

f>,H7. |(l, 11 kesmada, o'lchovi 1 ga teng bo'lgan va [0, 1] ning hech yerida 

zirh bo’lmagan mukammal to'plam  mavjudmi?

fVNH. 1 < |(). 1] hech yerda zich bo'lm agan nol o'lchovli to 'plam  bo'lsa, uning 

vnpij'/i A ham nol o'lchovli to 'plam  bo'lishi shartm i?

ftitt)* |(), I] kosma.tla, nol o'lchovli va [0, 1] ning hamm a yerida zich kontinu- 

Ч1П quvvatli to'plamga misol keltiring.

ItfO . Sliniulay nol o'lchovli i C l  va В  С R  to 'plam larga misol keltiringki, 

illuming arifmetik yig'indisi A  -f В  — {с : с =  a - 1- b, a  €  A.  b E B }

1111 imI )m( o'lchovli bo'lsin.

,Shunday A С [0, 1] va В  С [0, 1] to 'plam larga misol keltiringki, 

i|iiyi(ln.Kil«r bajal’llsin: p ( A )  =  p ( B )  =  0. д(А  +  В )  == 2.

/ ( i ) 2 t +  I funksiya yordamida qurilgan p f  — Lebeg-Stiltes o'lchovi 

мI• • >1 v 111 ii/luksiz o'lchov bo'lishirii isbotlang.

Г(,т) - 2.r-f 1 o'lchov bo'yicha A  — (1, 5] to'plam ning o'lchovini 

I • 11Н1Щ.

/ ’(,/') •• |:t"J Lebeg-Stiltes o'lchovi bo'yicha A  — ( 1. 5] U {7, 8} 

i о pin Mini иг, o'lchovini toping.

I. in I. m ni  o r  to ‘plami — К  (3.5-misolga qarang) bilan bog’liq bo'lgan 

т ш и  Мппроца funksiyasin i (5.7-chizma) keltiramiz. Kantorning zinapoya 

Hkbti Л bilan belgilaymiz va uni R  da quyidagicha aniqlaymiz: Я ( х )  =

» U| va Д (х )  =  1, x  €  [ l ,o o ) . Я  ni [0, l ] \ K  da quyidagicha

AiNR. Sonlar o 'q id a  kontinuum  quvvatli, nol o 'lchovli to 'p lam ga. m isol keltiring.

-  ) to 'plam  va uning chegarasida (5.7-chizmaga qarang)



Я{ х )  = - f х  е
1 2

3 ’ 3

А 2 =  #21 и  /\22 =  f |  ) t ° 4plani va uning chegaralarida

f i ( x )  =

Г 1
4
3
4

Endi

f f 3*= и  /г 3* = t& H S i  
k=1

x e 

ag a r a: G

_7 _§_ 
33’ 33

1 2
9 5 9 
‘7 8
9 ’ 9

19 20 
3®’ 33

to 'plam  va uning chegaralarida

2k -  1
Я( х )

23
ж £ Аз/с, /с =  1. 2. 3,4.

i -  

7/8 -  

3/4 - 

5/8 -  

1/2 -  

3/8 -  

1/4 -  

1/8 - \

0
—1-------1------ г~
1/9 2/9 1/3

5 .7-ch izm a
) 7 > - i

25 26
¥'■ 33

~г----- 1----- 1----- 1 *
2/3 7/9 8/9 1 *

Xuddi shunday К п == (J K nk to4plamning k -  qo'slmi interval! va un-
k= 1

ing chegarasida

Л(х) =
2k -  1 

2"
. x e K m  k =  1 ,2 ,3 , . . . , 2  
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Shunday qilib, K ri to 'plam lar va ularning chegaralarida Я  funksiya aniq-
oc

landi. Bu U ^ K n =  [0, 1 ] \ K  to 'p lam  [0. 1] kesmadazich. Endi xq g  К  soni 

Я  funksiya aniqlanmagan biror nuq ta  bo'isin, u holda

deymiz. Hosil qilingan funksiya K a n to m ir ig  zinapoya fu nksiyasi deyiladi.

5 .95 . Kantorning zinapoya funksiyasi Я  ning [0. 1] kesmada uzluksiz, mono­

ton kamaymaydigan funksiya ekanligini isbotlang.

Stiltes o'lchovi — ji& bo:lsin.

a) /i-д ning singulyar o'lchov ekanligini isbotlang.

b) =  1 tenglikni isbotlang. Bu yerda К  — Kantor to'plami.

c) A  Kantor to'plam im  saqlovchi (A" С A )  ixtiyoriy to ’plam bo'isin. 

/i-д(.4) =  1 tenglikni isbotlang.

5 .97. a) F ( x )  — x  funksiya yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes o'lchovi absolyut 

uzluksiz o'lchov bo ladimi?

b) F ( x )  =  2[x] +  1 funksiya yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes o'lchovi 

diskret o'lchov bo’ladimi?

c) Singulyar Lebeg-Stiltes o‘lchoviga misol keltiring.

5.98. Additiv, ammo a -  additiv bo'lm agan o'lchovga misol keltiring.

5.99. Har bir A c l  to 'plam ga

hem A

sonni mos qo4yamiz. m  to 'plam  funksiyasi o'lchov bo’lishini ko'rsating. 

A  =  ( - o c ,  0) va В  — [1, 4] to 4plam larning o4chovlarini toping.

5 .96 . Kantorning zinapoya funksiyasi F ( x )  =  Я  (x)  yordamida qurilgan Lebeg-

69



I bobni tak ro rlash  uchun te s t savollari

1. Quyidagi tengliklar ichidan to ^ r ila r in i  ajrating.

1. A A B  =  ( A  U B ) \ ( A  П B ) ,  2. A A B  =  { A  U B ) A ( A  П B ) :

3. A A B  =  { A \ B ) U { B \ A ) .

A) 1. 2 B) 2, 3 C) L  2, 3 D) 1. 3

2 . E — universal to'plam . Ikkilik m unosabatlarini toping.

1) E \ U A a =  n ( E \ A Q), 2) E \ n A a =  U ( E \ A a )

3) A A B  =  ( A U B ) \ ( A n B ) ,  4) ( E \ A ) A ( E \ B )  =  A A B  

A) 1 .2  B) 2, 3 C) 3. 4 D>1, 4

3. A  va В  to 'plam lar o'zaro kesishmaydi. Quyidagiiar kh idan  to ‘g‘rilarini 

aj rating. 1) A A B  =  A  U B ,  2) A \ B  =  A,  3) B \ A  =  В

A) 1. 2 B) 2, 3 C) I] 2, 3 D) 1. 3

4. A \  va A 2 to 'plam lar o'zaro kesishmaydi. Quyidagiiar ichidan to 'g 'rilari- 

ni ajrating. 1) B \  П Во С (A \  A  B \ )  'J  (A 2 A  B 2) ,  2) A 1A A 2 =  0.

3) A 1A A 2 =  A 1U A 2, 4) ( A i { J A o ) A ( B i  [j  B 2) С U ( A 2A B 2)

A) 1. 2, 3 B) 2, 3: 4 C) 1. 2, 3, 4 D) 1. 3 .4

5. /  : R  —* R. f ( x )  =  [0,5 ж] akslantirish berilgan. Bu yerda [x] belgi x  

sonining butun qismi. Agar A  =  [0. 8] bo'lsa, f ( A )  ni toping.

A) {0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7} B) [0,'8]‘

C) {0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8} ; D) {0; 1; 2; 3; 4}

6 . f  : X  [5. 26], f ( x )  =  x 2 +  l funksiya berilgan. / — ustiga (suryek- 

tiv) akslantirish bo'ladigan maksimal X  to 'plam ni toping.

A) [—5, -2 ]  U [2. 5] B) [—2. 5] C) [2, 5] D) (2, 5)

7. /  : [О.тг] —*• [—1.1]. f ( x )■-= cos я . g  : [О.тг] —► [0.1]. g ( x )  =  s in x,  

ip : [0, Щ  —> [0,1]. <p(x) =  s in x , 'ф : [0. 2] —> [0. 5], ф (х )  =  x 2 +  l
ш

A) f : g : ip B) f . g . i p  С) д , ( руф  D)
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8. /  : [0. тг\ -> [-1,1], f ( x )  =  cos ж, g : [0.7r] -+ [0,1], s(.r) =  sinz,

P  : [0? ? ]  ~ * [0, 1], ^ (я )  =  sin а:, ф  : [0, 2] —» [0.5]. #>(x) =  £2 +  1 

akslantirishiar ichidan biyektivlarini ajrating.

A) f.,9 В) / , ф  С) f j p  D) v , ib  ,

9. Quyidagilar ichidan sanoqli to :plam larni ajrating.

1) Jahon banklaridagi valyutalar to'plami.

2) Barcha ratsional sonlar to ’plami.

3) Yer sharidagi barcha qushlar to'plam i.

4) Barcha tub  sonlar to'plam i.

A) 1, 3 B) 2? 4 C) 1? 2, 3 D) 1, 3, 4

10. Quyidagi tasdiqlar ichidan to 'g 'rilarini ajrating.

1) Chekli tovplamlarning ayirmasi chekli to 'plam  bo'ladi.

2) Sanoqli to 'plam larning ayirmasi sanoqli to 'plam  bo'ladi.

3) Kontinuum quvvatli to 'plam larning ayirmasi kontinuum quvvatli to 'p ­

lam bo'ladi.

A) 1, 3 B) 2, 3 С) 1 D) 1, 2, 3

11. Quyidagi tasdiqlar ichidan to 'g ’rilarini ajrating.

1) Chekli to 'plam larning kesishmasi chekli to 'plam  bo'ladi.

2) Sanoqli to 'plam larning kesishmasi sanoqli to 'plam  bo'ladi.

3) Kontinuum quvvatli to ‘plam lam ing kesishmasi kontinuum quvvatli 

to 'plam  bo'ladi.

A) 1, 3 B) 2, 3 С) 1 D) 1, 2, 3

12. Quyidagi tasdiqlar ichidan to 'g 'rilarini ajrating.

1) Chekli to'plam larning birlashmasi chekli to 'plam  bo'ladi.

2) Sanoqli to 'plam larning birlashmasi sanoqli to 'plam  bo'ladi.

3) Kontinuum quvvatli to 'plam larning birlashmasi kontinuum quvvatli 

to ’plam bo'ladi.

A) 1, 3 B) 2, 3 С) 1 D) %  2, 3
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13. Kesishmasi kontinuum, simmetrik ayirmasi sanoqli bo'lgan A \  va A?  

kontinuum quvvatli to 'plam larga misol keltiring.

А) А г =  [0, 1| 5 A 2 =  (0, 1) B) =  [0, l), A 2 =  [0, 1] U Q

C) A \  =  [0, oo), A 2 =  [ - 2, oo) D) k i  =  ( -o o . 0]. A 2 =  (0. oo)

14. Chekli to 'plam lar ko'rsatilgan javobni toping.

A) Q. Z t N B) {2; 3}; 0 C) {2 :3} , [0, 1], Z D) R , Q, Z

15. Sanoqli to 'plam lar ko'rsatilgan javobni toping.

A) Q. Z,  N B) {2; 3}; 0 C) {2 ;3} , .[0, 1], Z  D) R, Q : Z

16. Kontinuum quvvatli to 'plam lar ko'rsatilgan javobni toping.

A) Q, Z, N B) {2; 3}, 0 C) {2; 3 } , [0, 1], Z  D) [0, 1], R s R \Q

17. Ekvivalent to 'plam lar ko'rsatilgan javobni toping.

A) (Q) ~  Z  ~  ~  M B) [0, 1] ~  [0, oo) ~  R  ~  (Q)

C) [0. 1] ^  R  ~  R 2 ~  R \Q  D) [0, 1] ^  R  ~  ~  Q

18. Sonlar o'qidagi barcha [a. 6) yarim intervallar sistemasi © :

A) Yarim halqa bo'ladi. halqa. bo'lmaydi.

B) Halqa bo'ladi. algebra bo'lmaydi.

C) Ham halqa. ham algebra bo'ladi.

D) Ham algebra., ham a  algebra, bo'ladi.

19. Sonlar o'qidagi barcha chekli to 'plam lar sistemasi 6  :

A) Yarim halqa. bo'ladi. halqa bo'lmaydi.

B) Halqa bo'ladi. algebra bo'lmaydi.

C) Ham halqa, ham algebra bo'ladi.

D) Ham algebra, ham  a  algebra, bo'ladi.

20. Sonlar o'qidagi barcha chekli, sanoqli va. kontinuum quvvatli to 'plam lar 

sistemasi 0  :

A) Yarim halqa bo'ladi. halqa. bo'lmaydi.

B) Halqa bo'ladi. algebra, bo'lmaydi.



C) Ham halqa, ham algebra bo'ladi.

D) Ham algebra, ham a  algebra bo'ladi.

21. Sonlar o'qidagi barcha chegaralangan to 'plam lar sistemasi 6  :

A) Yarim halqa bo'ladi, halqa bo'lmaydi.

B) Halqa bo'ladi. algebra bo'lmaydi.

C) Ham halqa, ham algebra bo'ladi.

D) Yarim halqa tashkil qilma.ydi.

22. Tekislikdagi barcha to 'g 'ri to 'rtburchaklar sistemasi 0  :

A) Yarim halqa bo'ladi, halqa bo'lmaydi.

B) Halqa bo'ladi. algebra bo'lmaydi.

G) Ham halqa, ham algebra bo'ladi.

D) Ham algebra, ham a  algebra bo'ladi.

23. E  =  { (x ,y ) : 0 <  x  <  l f 0 <  у  <  1} birlik kvadratdagi barcha 

elementar to 'plam lar sistemasi 6  :

A) Yarim halqa bo'ladi, halqa bo'lmaydi.

B) Halqa bo'ladi. algebra bo'lmaydi.

C) Ham halqa, ham algebra bo'ladi.

D) Ham algebra, ham a  algebra bo'ladi.

24. E  — [0. 1] to'plam ning barcha qism to 'plam laridan tashkil topgan 21(E) 

sistema simmetrik avirm a Д  amaliga nisbatan gruppa tashkil qiladi. 

Uning birlik elementi e (e * x =  x * e =  e) ni toping.

A) e =  [0, 1] B) 6 =  0 C) e =  {0} D) e =  (0, 1)

25. E  =  [0. 1] to 'plam ning barcha qism to 'plam laridan tashkil topgan 21 ( E)  

sistema simmetrik ayirma Д  amaliga nisbatan gruppa tashkil qiladi. Bu 

gruppada x  =  (0, 1) elementga teskari elementni toping.

A) x- 1 =  {0} B) x - 1 =  0 C) x ^1 =  (0. 1) D) x - 1 =  [0, 1]

26. P  =  { 1.4 < x <  A  2 , 5  <  #  £  ^
{ 5 ' 2

VIni toping.

j- to 'g 'ri to 'rtburchakning o'lcho-



27. Р  =  {0 <  х <  1, 0 <  у  <  1} va Q =  {О, 3 <  х  < 0 ,8. О <  у  <  1} 
to‘g‘ri to;rtburchaklar kesishmasining o‘lchovini toping.
A) 0 ,5  B) 0 .8  C) 0,15 D) 0 ,75 •

28. P  =  {0 <  x  <  1, 0 <  у  <  1} va Q  =  {0,5 <  x  <  1 ,5, 0 <  у  <  1} 

to ‘g‘ri to ‘rtburchaklar birlashmasining o'lchovini toping.

A) 1,3 B) 1 ,4  C) 1,5 D) 2

29. P = {0 <  x  < 1, 0 < у < 1} va Q  =  {0,5  < x  $ .1 ,5 , 0 < у < 1} 

to‘g'ri to!rtburchaklar simmetrik ayirmasining o’lchovini toping.

A) 0 ,5  В) 1 C) 1 ,5  D) 0 ,8  ' ^

30. P  =  {0 <  x <  5, 0 <  у  <  5}, P i =  {O' <  x  < 2 ,  0 <  у  <  2}. P \P ^  

ayirnianihgchekli yoyilmasida eng kamida nechta to ‘g‘ri tb 'rtburehak qat- 

nashadi?

A) 4 В) 3 C) 2 D) 5 

31 . A  =  {0 <  x <  1, 0 <  у  <  0 ,2} U {0 <  x  <  1, 0 ,8  <  у  <  1} 

elementar to‘plamning o‘lchoyini toping. 
A) 0,2 B) 0 ,3  C) 0 ,4  D) 0 ,5

32. A  =  {0 <  x  <  1,- 0 <  у  <  x} to'plam ning tashqi o‘lchovmi toping.

A) 0 ,2  B) 0 ,3 ' 'C) 0 ,4  ; D) 0 ,5  

33. Lebeg b’lchovining additivlik xossasini ko‘rsating.

A) ц ( t )  A h)  Ж  П ̂  = 0 f  i  Щ
7 . *.=1

B )  ц  (  U  . 4 „ )  =  f )  а « ( Л „ ) ,  A i  C \ A j  =  4) ,  j  ,
\r i= l J  n = 1

C) lim  f j ( An) — A  — U А П1 A \  С A 2 С • • • С A n С • • •
n—*oс ' n=1

D) ц- (  U -4„) <  Y ,  m(Aj) "■
V " = 1  > 71= 1



34. Lebeg o'lchovining yarim additivlik xossasini ko:rsating.

4-) м E  А*П Aj.== 0 , i^= j
л-— X

в ) /i (  и  .4„) =  £  рСАЙ* А ' n  !%  =* 0 : i Ф j
471-1 7 n=l

C) lim  ц ( А п) =  //(A ), A =  U 4  Ai С Л2 С • -ч С аУ с
п -4  ОС 7 1 = 1

D )  ц  (  и  Л „ )  <  £  j U . ( A n )

35. Lebeg o‘lchovining a — additivlik xossasini ko‘rsating.

A) ц  f  ft а Л  = X  m(Aa-).- А*' П A, = 0 , г /  j  ‘
'*=i /  fc=i

B ) V f  §  A „) =  £  K An)-, At П Aj  Ш 0 , i ^ j/  n=:1

C) lim /л(Лл) =  д (Л ). Л =  U Лл , . Л* С Л2 С • • • С А п С • * •
п—»ОС 7 7 = 1

Р  D ) / i ( .U ,A n)  <  E  ^ A J  ' Л ' nihii . *ebi;H.'i8 tb»to*Vn=i J U=1

36. Lebeg olchovixiing uzluksizlik xossasini toping.

I Й  Й ( p .  Ak) = J2 m(Aa): A I П Aj  -  0 . i Ф j  
\k= i /  §2|

. В) Ц (  U а Л  ш  J r  д(А „), А,- n  Aj =  0 , г Ф j  
Vn“ 1 J ШШ

C) lim //•(Лд) =  f. i(A), A  =  U Дw, Л 1 С Л 2 С • • *. С Л п с, •
П-+ОС ' 73 =  1

■ D) / х( и  А,,) <  £  ц(Аг.) § § §  •' ■ J  : ' s
W .1 /  Н=1

37. А с  [0, 1] — o'lchovsiz to :pla.m. Q u y id ag ite rid iid a ii^ lA w siz  to^plarQlariji 

.ajrating. 1) [0, 1]\A. 2) А П Q. 3)1A ft ([0, 1]\Q ).

' A) 1, 3 B) 2. 3 C ) 1, 2 D) 1, 2, 3

38. A G [0, 1] — o'lchovsiz to'plam, K ~  Kantor to 'plam i bo'isin. Quyidag- 

ilar ichidan o'lchovli to !plamlarni ajrating.

1)J0, 1]\A. 2) A n<Q. 3) А П К .

A) 1 ,3  В) 2 ,3  С) 1 ,2  D) 1, 2 ,3

30. h f  o'lchov F(x') =  [x] funksiya yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes o‘lchovi. 

A  =  {1, 2. 3} bo‘lsin. i i f {A)  ni hisoblang.
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40. F( x)  =  Я ( х ) — Kantorning zinapoya. funksiyasi, /лр— esa F ( x )  yorda- 

mida qurilgan Lebeg-Stiltes o;lchovi bo'lsin. A  =  ^  to'plamning 

oichovini toping.

A ) i  B) § | |  D )0

I bob uchun javoblar va ko4rsatm alar

l-§. To‘plamlar ustida amallar

10. x  G E \  p| A a ixtiyoriy element bo'lsin. U holda x  G E  va x  ф Q  A n 
a . ' r* '

bo:ladi. Bundan shunday ao mavjud bo'lib, x  ning ACVo to'plamga tegish­

li emasligiga kelamiz. Demak, x  element A ao to :plamni%g toidiruvchisida 

yot-adi. Shunday qilib, a 0 uchun x  G E \ A a * munosabat o'rinli, bundan biz 

x  G (J(£\>1q) ga ega bo;lamiz. Bu esa
а

£\ p| Аа с U(£\A>) I (1-U)
a a

munosabatni keltirib chiqaradi. Endi teskari munosabatni isbotlaymiz. Agar 

x  G U(£\Aq-) ho‘ls&* u holda biror qq uchun x  G E \ A m  boiadi, bundan
а

x  element A ao to'plamga tegishli bo'lmaydi, bu esa x ^  p| A a ekanligini
а

bildiradi. Demak, x  G E \ f ] A a ekan. Bundan biz

А) 1 В) 2 С) 3 D) О

CY

E \ f ] A a ^ [ j ( E \ A a ) ■ (1.2j)
a  a

munosabatga kelamiz. ( l.lj) , (1.2j) munosabatlar (1.4) tenglikni isbotlaydi.

18. A U B  =  [0, 1], A \B  1}■; AA B  =  {0, 1 } * В  =  (0, 1).' 81

19. AL)  В  =  {2, 3, 4, 6, 8, 9. 10, 12, 14, 15, 16, 18,20, 21,22, 24, . . .} ,  

A \ B  =  {2, 4 , . . . ,  2(3n -  2), 2(3n -  1 ) ,.. .}  , А  П B 1 =  {6, 1 2 , . . . ,  6n , ...}  

A A B  =  {2, 3, 4, 8, 9, 10, 14/Ш , 16,I

20.; A  U.B  =  R, A \ B  = Q ,  A A B  =  K,,rA П В  =?J. , ,

21. A U В  =  [0, 1], A \ B  m  A , A A B  =  [0, l]f. A n  В  =  0,
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22. А — j  — . п 6 z j  . В  — |  — -f — , п е Z j . Bu yerda В с  A munosa- 

bat o'rinli, demak A U B  =  А, А П В  =  B, A \B  =  AAB  =  , n £ z j  .

23. Д to4plam l.lk-chizmada gorizontal shtrixlangan soha, В  to‘plam l.lk - 

chizmada vertikal shtrixlangan soha. A U B  m {(x, у)  : 0 <  x <  1, 0 <  у  <  1} . 
A \ B  =  { ( x , | | : 0 <  Щ <  1, 0 <  у  < x } ,

А  П В  =  {(x, у)  : 0 <  x  < 1, у — x }  .

A A B  =  { (x ,у)  : 0 <  x < 1, 0 <  у  <  x} U { { x . y )  : 0 <  x < 1, x <  у <  1}

24. i U B  -  1.2k-chizmada shtrixlangan soha, A \ B  -  chizmada gorizon­

tal shtrixlangan soha, A A B ; -  chizmada vertikal va gorizontal shtrixlangan 

soha, А П  В  — chizmada qiyalab shtrixlangan soha.

1.2k-chizma

39. Z  =  Z, X  =  {1, 2}, Y  =  {3}. X  x Y  =  Y  x X  tenglikdan X ' V ' Y  
kelib clilqadi.

40. X  x Y  =  { (1 ,2). (1,4), (3 , 2), (3 , 2 );f5 -4 )} |

У X x  = { ( 2 , 1),  (2 , 3). (2, 5). (4 , 1).  (4 . 3). (4 , 5) } .  ■

.V x Y  — Y  x X  tenglik umuman olganda. to 'g‘ri emas.

44. To‘g4ri emas. masalan X  =  [0.1]. X \  =  [1,2], Y  =  [2,3], Y\ =  [3,4].

49. A* =  В  U С  U D,  A* =  B D C n D .

52. x m =  ( - l ) m ketma-ketlik Q ga qarashli, lekin {x„,} ^ (J fin.



2 -§ . A k s la n tir is h la r  

9. Е(9t) =  (о , JL i  . . . ,  . Д  ' 10. Е{Р) = Ж. 11. £ (S ) =  [0, ос).
^  О П  1

12. 5 (Л) =  {0; 1,2}, 5- 1(В) =  [2:4). 13. 91(A) =  {0}, <Я~Ъ(В) = 0. 

14. /(х )  =  х, д{х) = 1 -  at, ( f  + д){х) = 1, 

/(х )  =  х, д(х) = х -  3, ( /  -  0)(х) =  3.
26. 2.27-misolga qa.ra.ng.

27. Л va. В  tcrplam lar o 'za.ro kesishmaydi, ya'ni А  Г) В  — 0. Bu yer­

dan Р ( А  П В )  =  0 ekanligini olamiz. Bu to ‘plam larning F  akslantirishdagi 

tasvirlari ustm a-ust tushadi, ya'ni P ( A )  == [0, 1] , P ( B )  =  [0, 1]. Demak, 

P ( A )  П P ( B )  =  [0, 1 ] ^ ®  =  Р { А П Б ) .

29. X x \ A  (x) — 1 — x a  { x )  , X a u b  ( x )  =  Х а  (я) +  Х в  (x) *  fes (2 ) * X b  ( x )  , 
Хлпв (x) =  x a  ( x )  • x b  ( x ) , x a \ b  ( x )  = X a ( x )  -  x a  ( x )  X b  ( x )  ,'

X a a b  ( x )  =  X a  ( ж )  +  X b  ( x )  -  2 x a  ( x )  ■ X b  ( x )  ■

33. Mavjud. 34. To'g'ri emas. 38. X  —• [—3. —2] U [2,3].

39. f (A )  =  L | 2, | , 3 ,1 4} » Г \ В )  =  [5,6).

40. X  С (—oc, 0] yoki X  с  [0 ,-hoc) dagi ixtiyoriy to ‘plam.

41. Bu akslantirish ham syuryektiv, ham biyektiv.

42. Inyektivlari / .  ip, ф.  Syuryekt.ivlari / ,  g , (p. Biyektivlari / ,

3-§. T o4p la m la r  q u v v a ti

8 . К  a =  { ( x , y )  : x  — a, —00 <  у  <  0 0}  — sinf t.ekislikda. x  =  a  vertikal 

to ‘g£ri chiziqdan iborat.

9. K r — {(re. y, 2:) : x 2 4- y 2 -h 22 =  r}  — sinf fazoda. markazi koordinata boshi- 

da radiusi r  >  0 bo'lgan sferadan iborat.

12. BoUadi. 13. f ( 2 n )  =  n. _

19. Bu to ‘plam lar o 'rtasida biyektiv moslikni

/ : R - * ( 0 ,  1), / (X )  =  -arc.tgx +  i
7Г Z

funksiya yordamida o4rnatish mumkin. Bu akslantirishning biyektiv ekanligi 

arktangens funksiyaning xossa.larida.11 kelib chiqadi.
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21. Yo'q, bu chekli to 'plam . 22 . A  =  N. В  =  { 3 , 4 n . . . . } .

23. A =  N, В  =  { . . . - 2 , - 1 , 0 . 1 , 2 } .  26. Sanoqli. ' J

32. A  =  | o .  1, . . . .  —. . .  . В  =  | . . . .  —. . .  to 'plam lar bo'lsin. 

U holda [0. 1]\A  =  (0, 1 ) \ B  =  С . A  va В  lar sanoqli to 'plam lar bo'lganligi

uchun f  : A  —> В  biyektiv akslantirish mavjud. U holda
J /( ;r ) ,  a g a r  x  G A  

g ( x )  =  \  funksiya [0, 1] ni (0. 1) ga biyektiv akslantiradi.
 ̂ x.  a g a r  x  G С

33. f ( x , y ) =  ( a  +  i ± i ( f t - a ) , c + ^ ( d - A  (x, y)  e  [ -1 . I]2. ‘

36. A  С R \Q  biror sanoqli to 'p lam  bo'lsin, u holda В  =  A u Q  ham  sanoqli

to ’plam bo'ladi. /  : A  —> В  biror biyektiv akslantirish mavjud. U holda 
f ( x ) .  a g a r  x  G A

funksiya K \Q  ni Ш ga biyektiv akslan-
x . a g a r  x  G M \(Q  U A )  

tirish bo’ladi.

49. Ekvivalent. 51. Irratsional sonlar uchun.

59. A  =  [0; 1] kontinuum quvvatli bo’lgani uchun 3.4-teoremaga ko 'ra uning 

barcha qism to 'plam laridan iborat to 'plam  giperkontinuum quvvatli bo'ladi. 

GO. A  С [0. 1] dagi ixtiyoriy to 'p lam  bo'lsin. f ( x )  =  Xa(#) ~  A  to 'plam ning 

xarakteristik funksiyasini olamiz. U holda Xa  xarakteristik funksiya A  to 'plam  

orqali bir qiymatli aniqlanadi. Demak, [0, 1] da aniqlangan va faqat 0 yoki 

I qiyrnat qabul qiluvchi funksiyalar to 'plam i bilan [0, 1] ning barcha qism 

l.o'plamlari o 'rtasida biyektiv moslik mavjud. [0. 1] to 'plam ning barcha qism 

to’plam laridan iborat sistemaning quvvati giperkontinuum bo'lgani bois [0, 1] 

da aniqlangan va faqat 0 yoki 1 qiym at qabul qiluvchi funksiyalar to 'plam i 

giperkontinuum quvvatli to 'p lam  bo'ladi. ‘ л

01. 3.4-teoremaga ko'ra ning barcha qism to 'plam laridan iborat to 'plam  

Ki I) or kontinuum quvvatli bo'ladi.

(12. Bu to 'plam  60-misolda keltirilgan to'plam ni saqlaydi, shuning uchun u

H,ipcTkontinuum quvvatli bo 'lad i.

9 { x ) = .

4- § . T o ‘p la m la r  s is te m a la r i  
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10. Sonlar o'qidagi yopiq to 'plam lar sistemasi.

15. Agar А,  В  £  ф  =  П bo'lsa, u holda. ixtiyoriy a  da. A,  В  £
a

bo'ladi. halqa bo'lganligi uchun A A B  £  фг>, А П  В  €  ф п. U holda 

A A B  G ф  ya А П В  е  ф .

23. Yarim halqa bo'lmaydi.

24. Bo'ladi.

25. Yarim halqa bo'ladi, lekin halqa bo'lmaydi.

26. Halqa. tashkil qiladi.

30. Sistema sanoqli birlashmaga nisbatan yopiq emas. Masalan, A n — {ft-1 } £
00

© lekin (J A n £  ©.
n=l ' . - * 1 - 1

31. 0  halqa sifatida tayinlangan O x y  koordinatalar sist^masidagi elementar 

to 'plam lar sistemasini olamiz. 045 halqa sifatida O x y  ni 4-5° ga. burishdan 

hosil bo'lgan koordinatalar sistemasidagi elementar to 'plam lar sistemasini bel­

gilaymiz. © U ©45 sistemaning halqa emasligi ravshan. Cliunki bu to 'plam lar 

sistemasi kesishma amaliga nisbatan yopiq emas.

32. ©i =  { A  0} , ©2 =  { A ,  {a}, {6, c}, 0}, 6 3 =  { A ,  {b} .  {a,  c}, 0} , ©4 =  

{ A ,  {c}, {a, 6}, 0} , ©5 =  { A .  { a } ,  {6}, {c}, {a, 6}, {a, c}, {6, c}, 0} bu sistema- 

lar ham  halqa. ham algebra bo'ladi. =  {0, {a}} , Ф 2 =  {0: {&}} , Фз — 

{0, {c}} bu sistem alar halqa bo'ladi. lekin algebra bo'lmaydi.

33. Halqa. tashkil qiladi.

34. Bu sistema simmetrik ayirma amaliga nisbatan yopiq emas. Masalan, 

A  =  [0,7], В  =  (1 ,3) uchun A A B  =  [0,1] U [3.7] to 'plam  bu sistemaga 

qarashli emas.

35. A  =  (0,7] x (0,7] va В  — (0,5] x (3,5] to 'plam lar uchun A A B  bu 

sistemaga qarashli emas.

36. Bu sistemada birlik element mavjud emas. Bit sistema halqa bo'lmaydi.

37. Eng kamida 4 ta  to 'g 'ri to 'rtburchak qatnashadi. Minimal perim etr 50.

38. Bu sistema a  — halqa bo'lmaydi. a  — algebra bo'lmaydi.

39. ф д  ning halqa ekanligini ко'rsataymiz. Haqiqatan ham  B \  — AC\B\. Bo =
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А П В2 b o is in . U holda

B i n B 2 =  (А  П В г )  П ( А  П В 2)  =  А  П ( В 1 П В 2) G ф_4.

Xuddi shunday

В 1А В 2 =  {А  П В г) А { А  П В 2) =  ((Л  П f t )  U (Л П ft>)) \  (Л П (В 1 П В 2) )  =

=  А П  ( В ХА В 2)  €  Ш

m unosabat o'rinli. Demak, ф .4 sistem a halqa bo'ladi. Bu sistemada A  to 'plam  

birlik element bo'ladi, ya’ni ф a sistema algebra bo'ladi. Agar sistema 

a  — halqa bo'lsa. u holda ф д  to 'plam lar sistema.sining a  — algebra bo'lishi 

yuqoridagidek ko'rsatiladi.

40. X  sanoqli to 'plam  bo'lsa.

41. a) Yarim halqa tashkil qilmaydi. b) va c) lar yarim halqa tashkil qiladi. 

[a va algebra tashkil qilmaydi.

5-§. 0 4lchov li t o ‘p ia m la r

18. A  =

19. A  =

20 . A =

21. A  =

22. A  =

— . e J U  [3.. e2) U [9,-e3) , /4(4 ) =  e3 -f e2 -4- e -  12

1
27 2)
1 e\

27 V
1 1

60' 24
3 1

27

U _1_ 5 N 
16: 2.

1
256: 4 /  ^  [256  J ^

° x t x y !
1

61
256

27. f i (A)  =  0. 28. ц ( А )  =  29. f t (A)  =  1.

30. Ak  С [0. 1]. к  €  {1, 2. 3, 4, 5. 6, 7. 8, 9} bilan sonlarining cheksiz 

o'nli kasr yoyilmasida к raqami qatnashadigan sonlar to‘plamini belgilaymiz. 

T3iz sonlarning cheksiz o'nli kasr yoyilmasida 5 raqami qatnashadigan son­

lar to'plam inining o'lchovi 1 ekanligini 5.4-misolda. ko'rsatdik. Xuddi shunday. 

istalgan k £  { 1, 2 . . . . .  9} uchun д(/Ц.) =  1 ekanligi ko'rsat.iladi. Sonlarning
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cheksiz o'nli kasr yoyilmasida 1 dan 9 gacha bo'lgan barcha raqamlar qat- 

nashadigan sonlar to'plami A i  П П * • ■ П Ag dan iborat bo’ladi. U holda

M 9

Щ- l  J \k=l
, Щ а м  < 5 > ( [ ° .

k=1

bo'ladi. Demak, f i (Ai  П П * • • П Ag) =  1 bo'ladi.

34. Shart emas. Masalan, A =  [0, l]flQ  bo'lsin, u holda f-i{A) — 0, fi(A) =  1. 

38. a) 4.3-ta/rifga ko'ra A Borel tipidagi to'plam bo'ladi.

to'plamlar o'zaro kesishmaydi, shuning uchun f i (A)A n =  n  — — . n H-----
3"' 2n■n

DC •DC 1 1
E  р Ф У  =  Е ( ^ 7 - Ь ^ г ) = ^ * Ь )  ц (А)  =  oo, с) д(А) =  1.

3
п—1 и— 1 v271 3 V  2
39. а) д(А) == 1, Ь) |i(A) =  0, с) ц( А)  =  oo, d) /i(A) ^  3, 5.

е) м ( Л ) = 2 ±  +  - ^ 1 _  f )  м И ) = . 2 ^ ; ,

40. a) A ‘2n-i  =  [п — 1, гг). Агй — [—гг, 1 — n ) . b) А п — [п. сю) U (0 ,1).
00 Г 1 ' . 1 \

V n  +  k л/п -Ь к — 1
с) А п =  ( ос ,п)  UN. d) А п =  (J

k=1
41. а.) /л(А) — 7r, b) £i(A) =  тг.

42. /i(A) =  1 — a.  44. £ ( / )  =  [0, А]. 45. Mavjud emas.

46. В С [0.1] o'lchovsiz to^plam bo‘lsm. U holda A =  {(я. у) : x  €  В, у =  1} 

U {(х, у)  : х =  1. у  Е Б } to'plam uchun p r rA — Ж  pr.yA =  В bo'ladi.

47. Л\Лх =  Pi  U Р2 U Рз U J !  (S.lk-chizmaga qarang). Pi — [0,4) х [0. 7), 

Р2 =  [4, 7) х [5, 7), Р3 =  [6, 7) х [0, 5), Р4 =  [4, б) х [0,3). 0 Й М Л й  =  45.

у

Рг

рг
Р3

Рл

о
5.1k-chizm a

48. Л\Лх =  Pi U Р2. 5.2k-chizmaga qarang. Pi — [0,3) х [0,7), Р2 =  

[0; 7] х {7} . /i(A \A i) =  21.

82



t 'v 
7 -----

5.2k-chizm a

49. A \ A i  =  P i  U P -2 U P 3. 5.3k-chizmaga qarang. Pi =  [0.7] x [6. 7], P2 =  

[0, 7] x {0}, P3 =  { 7 }  x [0,6). -  7.

p3 

—►
X

5.3k-chizm a

60. a) f . i (AUB)  =  f-t(A) + /i(J5) — ̂ .(Л П Р) tenglikni isbotlaymiz. Л и 5  ni 

o;zaro kesishmaydigan to'plamlarning birlashmasi ko'rinishida tasvirlaymiz:

A U B  =  ( А \ { А П  B ) )  U ( В  \  ( А  П B ) )  U { А  П B) .

Bu yovilmadan va o'lchovning additivlik xossasidan

f i {A U B ) - =  /ф 4  \  (А  П B ) )  +  \  (А  П B ) j  -f pj*A П B)  (5.1 j )

ni olamiz. MaUumki o'lchovli E  va A to Jplamlar uchun А  с  E  bolganda. 

(i(E \  A) == fi{E) — ji(A)  tenglik o'rinli. Shunga ko'ra /i(A \  (А П B) )  =  

(л(А) -  (i{A П В ), f i (B \  (А П В )) =  ( i (B)  -  ji(A  П B). bo'ladi. Bularni (5.1j) 

tenglikka. qoJyib #(A  U B ) =  j-i(A) +  ц { В )  -  fi(A П B )  tenglikni olamiz.

b) tenglikni isbotlashda yuqoridagi tenglikclan fovdalanamiz:

t i { A A B )  =  f i ( (A U B ) \  {:А П B ) )  =  v ( A  U В )  -  v ( A  n  B) .  (5.2j )

(5.2j) da 0 ( A  U B )  o;rniga pi{A) 4- f-t(B) -  j i (A  П B )  ni qo‘yib, j j ( A A B )  =  

( i (A)  +  / i { B)  — 2/л(А П В)  tenglikni olamiz.
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65. а) ц( А)  =  1. Ъ) fi (A)  =  2. с) ц ( А)  =  1. d) f i (A)  =  1.

66. а) /л(А) =  11 — 2е. Ь) ц( А)  =  3. с) ц( А)  =  4-f- 2е. d) д(Л) =  5.

67. Chegaralangan o'lchovsiz to'plam quyidagicha quriladi. Bulling uchun 

[—1. 1] kesmaning nuqtalari orasida ekvivalentlik tushunchasini kiritamiz: 

agar x  va у  ning ayirmasi x -  у  €  Q  bo4Isa. ular ekvivalent deyiladi. Bu 

munosabat ekvivalentlik munosabati bo;ladi. Shuning uchun [—1, 1] kesma 

o'zaro ekvivalent bo'lgan elementlardan iborat K ( x ) ,  x  E [—1, 1] sinflarga 

ajraladi. Bunda turli sinflar o'zaro kesishmaydi. Shunday qilib [—1, 1] kesma 

o'zaro kesishmaydigan K ( x ) ,  x  G [—1, 1] sinflarga ajraladi. Endi bu sin- 

flaming har biridan bittadan element tanlab olib, bu tanlab olingan elementlar 

to'plamini A  bilan belgilaymiz. Hosil bo'lgan A  to'plam o'lchovsiz to'plam 

bo'ladi.

68. O'lchovli ham o'lchovsiz ham bo'lishi mumkin. Masalan, A  с  [0,1) da­

gi В  С [1,2) dagi o'lchovsiz to'plamlar bo'lsin. U holda ularning kesishmasi 

А  П В  =  0 o'lchovli to'plam, А  П A  — A  o'lchovsiz to'plam bo'ladi.

69. O'lchovli ham, o'lchovsiz ham bo'lishi mumkin. Masalan, Aq =  [0. 1) 

o'lchovsiz to'plam bo'lsin. A  =  Aq U [1, 2), В  =  Aq bo'lsa, A \ B  =  [1. 2) 

o'lchovli to'plam bo'ladi. Agar A  =  AoU[l. 2), В  =  [1 . 2) desak, A \ B  =  Aq 

o'lchovsiz to'plam bo'ladi.

70. O'lchovli ham, o'lchovsiz ham bo'lishi mumkin. 71. Mumkin.

72. Agar АГ\ В  =  0 bo’lsa, keshishma o’lchovli to'plam bo'ladi. Agar В  с  A  

bo'lsa, keshishma А  П В  — В  o'lchovli to'plam bo'ladi. Agar А  С В  bo'lsa, 

keshishma А П  В  =  A  o'lchovsiz to'plam bo'ladi.

73. Agar А  С В  bo'lsa, A \ B  =  0 o'lchovli to'plam bo'ladi. Agar В  с  A  

bo'lsa, A \ B  o'lchovsiz to'plam bo'ladi.

74. А  П В  =  0 holda B \ A  =  В  o'lchovli to'plam bo'ladi. В  С A  holda 

B \ A  =  0 o'lchovli to'plam bo'ladi. А  с  В  holda B \ A  o'lchovsiz to'plam 

bo'ladi.
75. А П  В  =  0 , o'lchovli to'plam. В  с  A  va А с  В  hollarda A A B  to'plam 

o'lchovsiz bo'ladi.
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85. Kantor to'plami.

86. 5.42-misolda a — 0.1 deb olsak. f i (A)  =  0,9 bo'ladi. Bu A  to'plam 

hech yerda zich bo‘lmagan mukammal to'plam bo'ladi.

87. Mavjud emas. 88. Shart emas.

89. A  — К  U ([0 .1 jn Q ). Bu yerda К  Kantor to‘plami.

90. А  — К .  В  — К . Bu yerda К  Kantor to'plami.

91. A  =  В  — К . Bu yerda К  Kantor to:plami. К  4  К  =  [0,2] tenglik 

13.5-misolda isbotlangan.

93. 5.11-ta’rifga ko;ra, f.iF{A) =  F ( 5) -  F ( l )  =  11 — 3 =  8. 94. ц( А)  =  6.

97. b ) Ha. c) 5.96-misolga qarang.

98. X  =  [0, 1] p |Q  deymiz. ©m orqali X  ning (a, b) interval, [a. b] 

kesma va [a, b), (a, b] yarim intervallar bilan kesishmalaridan iborat to 'p­

lamlar sistemasini belgilaymiz. S m yarim halqa. bo'ladi. Agar А аь =  X  f ) (a ; b) 

(П[«-, b], P (a , 6], f][a.  b)) desak. va har bir A as to'plamga т (А аь) =  b — a. 

sonni mos qo'ysak, bu to'plam funksiyasi m  : 6 m —> additiv, ammo 

a  — additiv bo^lmagan o'lchov boladi.

99. 1) m  to'plam funksiyasining aniqlanish sohasi M ning barcha qism 

to'plamlari sistemasi bo'ladi. Bu sistema yarim halqa tashkil qiladi.

2) m ( A )  >  0 tengsizlik m  ning aniqlanishidan kelib chiqadi.

3) agar .4 va. В  to'plamlar kesishmasa

I  « л о т -  E  l - ' E  £+ Ё
neNf ){A{JB)  n eN  П л  n e Nf ) B

tenglik oTinli. Bu yerdan o;lchovning additivlik xossasi kelib chiqadi. f.t(A) =  

0, f.i{B) =  0? 875.

I  b o b d a  keltirilgan  te s t  javob lari

1-C 2-A 3-C 4-D 5-D 6-A 7-A 8-C 9-B 10-C 11-C 12-D 13-B

1.4-B 15-A 16-D 17-C 18-A 19-B 20-D 21-B 22-A 23-C 24-B 25-C 

20-B 27-A 28-C 29-B 30-C 31-C 32-D 33-A 34-D 35-B 36-C 

37-A 38-В 39-C 40-D.
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II. LEBEG INTEGRALI

Ushbu bcflimda o'lchovli funksiyalar va ularning Lebeg integrali xossalari 

bayon qilingan. O'lchovli funksiyalar Lebeg integrali tushunchasini kiritishda 

asosiy manba hisoblanadi. O'lchovli funksiyalar ta ;rifi. ularning asosiy xos­

salari keltirilgan. Jumladan, o'lchovli funksiyalar to'plamining arifmetik amal- 

larga nisbatan vopiqligi, shuningdek o'lchovli funksiyalar ketma-ketligi xos­

salari va Lebeg integrali ta 5rifi, asosiy xossalari bayon etilgan. Amaliv mashg'u- 

lotlar va liy vazifalari uchun yetarlicha masalalar berilgan.

Bu paragrafda uzluksiz funksiyaga "qaysidir" m a’noda yaqin bo'lgan o 'l­

chovli funksiya tushunchasini keltiramiz. O'lchovli funksiyalar Lebeg integrali- 

ni kiritishda asosiy manba hisoblanadi. Bizga E  С R  (E  С R 2) Lebeg 

m a:nosida o'lchovli to 'plam  va unda aniqlangan haqiqiy qiymatli /  funksiya 

berilgan bo'lsin.

6 .1 - ta ?rif. Agar ix tiyoriy  с £ R uchun { x  E E  : f ( x )  <  c j  E ( f  <  с) 

to'plam o'lchovli bo'lsa, f  funksiya E  to'plamda o'lchovli deyiladi.

6.1. /  : E  —> R, f ( x )  =  a — con st funksiyaning o'lchovli ekanligini t a ’rif 

yordamida ko'rsating.

Y echish. Ixtiyoriy с E R uchun

tenglik o‘rinli. E  va 0 to'plamlar o'lchovli. Demak, ixtiyoriy с G 1  uchun 

E ( f  <  c) to'plam  o'ichovli ekan. 6.1-ta'rifga ko'ra, f ( x )  =  a funksiya E  da

E ( f  <  c) == {x- E E  : f ( x )  <  c}
E . agar  с >  a. 

0. agar с <  a

o'lchovli bo'ladi. □

6.2. Funksiyalarni ta 'rif yordamida o'lchovli ekanligini ko'rsating.



а) Д х ) =  х  6 :0. 2). b) f ( x )  =  х  е.[0, 2 ).,

I  с) / ( а-) =  2х  +  3, х  £ [О, 3]. cl) /.(х) =  х 2 -  5, ж е  [-2 , 3].

. е) j f i x )  *  2* t-r 1. 4  € f e  2,1.. . f) f ( x )  =1н(ш.+ 1), щт  [0, 2). . 
g) f ( x )  =  sin я 4- 5. x  G [0, тг]. h) f ( x )  -= cos a; +  5. i G  [—7Г, 0]. 

Yechish. Biz a) misolning yechimini beramiz. Ixtiyoriy c G l  uchun

0, араг с <  0 

£ ( /  <  с) =  {х  G Е  : [х] < с} — < [0, 1), agar  0 <  с <  1

[О, 2), agar с > 1

tenglik о‘rinli. 0 va [0, 1), [0, 2) to'plamlar o'lchovli. Demak, ixtiyoriy с G 

R uchun £ ( /  <  c) to'plam o'lchovli ekan. 6.1-ta’rifga ko'ra, /(a?) =  [x] 

funksiya E  — [0, 2) da o'lchovli bo'ladi. □

6.3. O'lchovli bo'lmagan funksivaga misol keltiring.

Y echish. E  musbat o'lchovli to'plam, А  С E  o'lchovsiz to'plam bo'lsin. 

Quyidagi funksiyani qaraymiz:

J — 1, aqar x  G A  
f ( x )  M  • (6.1)

|  1, agar x  G E \ A .

Bu funksiya uchun E ( f  <  0) =  A  bo'lib, u o'lchovsiz to'plam. Demak, /  

funksiya E  da o'lchovli emas. 1 П

6.4. Agar А  с  E  o'lchovsiz to'plam bo'lsa, u holda g(x)  =  X e \ a ( x ) funksiya. 

o'lchovsiz bo'lisllini isbotlang.

Isb o t. To'plam xarakteristik funksiyasi ta ’rifiga ko'ra E ( g  <  0. 5) — A  

bo'lib, u o'lchovsiz to'plam. Demak, g : E  —* R o'lchovli funksiya emas. □

6.5. Agar /  funksiya E  to'plamda o'lchovli bo'lsa, u holda ixtiyoriy a, b G R 
lar uchun quyidagi to ’plamlarning har biri o'lchovli boiishini isbotlang: 

1 ) £ ? ( / >  a); 2) E ( a < f < b ) :  3) E ( f  =  a):

4) E ( f < a ) ;  5) E ( f  >  a).  ,



Is b o t. Aytaylik. /  o'lchovli funksiya bo‘lsin, u holda ta 'rifga ko:ra. ixtiy­

oriy a  €  R  uchun E ( f  <  a ) to 'plam  o'lchovli bo'ladi.

1) E ( f  >  a) =  E \ E ( f  <  a ) tenglikdan. hamda. o‘lchovli to 'plam ning 

to'ldiruvchisi o'lchovli ekanligidan E ( f  >  a ) to 'plam ning o'lchovli ekanligi 

kelib chiqadi.

2) E ( a  <  f  <  b) — E ( f  >  а)  П E ( f  <  b) tenglikdan, ham da o'lchovli 

to 'plam lar kesishmasi o'lchovli ekanligidan E ( a  <  f  <  b) to 'plam ning o'lchovli 

ekanligi kelib chiqadi.

3) E ( f  =  a)  to 'plam ning o'lchovli ekanligini ko'rsatamiz.

£ ( /  = <*)= f |  E ( a < f < a  + -
77 =  1 N  П

Bu yerda E ( a  <  f  <  a + l / n )  to 'plam  2) ko'rinishdagi to 'plam  bo'lgani uchun 

u - o'lchovli. O'lchovli to'plam larning sanoqli sondagi kesishmasi o'lchovli 

bo'lganligi uchun E ( f  =  a)  to 'plam  o'lchovli bo'ladi.

4) E { f  <  a)  to 'plam ning o'lchovli ekanligi ta 'rifdan, 3) dan ham da E ( f  <

a) =  E ( f  <  a)  U E ( f  =  a)  tenglikdan kelib chiqadi.

5) E ( f  >  a) to 'plam ning o'lchovli ekanligi E ( f  >  a ) =  E \ E ( f  <  a) 

tenglikdan va to'ldiruvchi to 'plam ning o'lchovli ekanligidan kelib chiqadi. □

6.6 . Agar /  va g  lar E  da o'lchovli funksiyalar bo'lsa. u holda

{ x €  E  : f ( x )  >  g ( x ) }

to 'plam  o'lchovli bo'ladi. Isbotlang.

I s b o t .  Ratsional sonlar to 'plam i Q sanoqli bo'lgani uchun uning element- 

larini nomerlab chiqamiz, ya'ni Q  == { г Г 2, . ,  r n. . . .}  Va. quyidagi tenglikni 

isbotlaymiz:

'DO' ’
{ x  e . E  : f ( x )  >  g { x ) }  =  U' %{x : j г*} Л {a ;: g ( x )  <  j>}) (6.2)

К— 1

Faraz qilaylik. xq G { x  €  E  : f ( x )  >  ^(x)} bo'isin. Ratsional sonlarning zich- 

lik xossasiga ко'ra. shunday G Q mavjudki. f ( x o) >  r k >  g ( x o) munosabat
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o 'rin li bo 'lad i. D em ak.

M  {■? : f ( x )  >  г*} П f e i  g { x )  .< rk}  .

Bundan

Zo €  U ({ x  : f ( x )  >  ? Q  Л  {±  : g { x )  <  r*J)
A- — 1

ekanligi kelib chiqadi. Endi

rr0 €  U ({ x  : f ( x )  >  r k}  П { x  : g( x )  <  r k} )  
k= l

ixtiyoriy nuqta bo'isin, u holda xq birlashmadagi to'plam larning hech bo'lrna- 

ganda. bittasiga. tegishli bo'ladi, ya 'n i shunday r& £  Q  mavjudki. bir vaqtda 

f ( x о) >  r* va g ( x о) <  гд; bo'ladi. Bundan f ( x o) >  ^(^o) ekanligi va demak. 

xo £  { x  £  E  : f ( x )  >  g ( x ) }  ekanligi kelib chiqadi. (6.2) tenglik isbotlandi. 

{ x  £  E  : f ( x )  >  g ( x ) }  to 'plam ning o'lchovli ekanligi (6.2) tenglikdan, ham­

da o'lchovli to 'plam larning sanoqli birlashmasi va kesishmasi yana o'lchovli 

ekanligidan kelib chiqadi. □

O'lchovli funksiyalar ketm a-ketligining yaqinlashishlari. Bu band- 

da ekvivalent funksiyalar. ularning ay rim xossalari va o'lchovli funksiyalar 

ketma-ketliklarining turli yaqinlashishlari orasidagi bog'lanishlarni o'rganamiz.

6 .2 - ta ’rif. E  о 'Ichovli to ’plarnda aniqlangan f  va g  funksiya lar uchun  

/.i ( { x  £  E  : f ( x )  g ( x ) } )  =  0 bo'lsa. f  va g  lar ekvivalent funksiyalar  

deyiladi va  f  ~  g shaklda belgilanadi.

6.3 -ta’rif. A gar biror xossa  E  to 'plam ning nol o'lchovli qism ida bajaril- 

rnay. qolgan qism ida bajarilsa . bu xossa E  to 'plarnda deyarli bajariladi dey i­

ladi.

Endi 6.2-ta'rifni quyidagicha ham aytish mumkin. Agar ikki funksiya de- 

yarli teng bo'lsa, ulax ekvivalent funksiyalar  deyiladi.

6 .4 -ta’rif. A g a r  E  to ’p lam da  aniqlangan { f nJ  funksiya lar  ketm a-ketligi-  

ning f  funksiyaga yaqinlashm aydigan nuqtalari t o ‘p lam in ing  o'lchovi nol bo'l­

sa (ya 'n i  lim f n(x)  =  f  (x)  tenglik E  to'plarndagi deyarli barcha x  lar
11-+QО
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uchun o'rinli ЬоЪа), и holda { f n}  funksiyalar ketma-ketligi E  to'plamda 

f  funksiyaga deyarli yaqinlashadi deyiladi.

Bizga E  to ;plamda aniqlangan { f n}  o'lchovli funksiyalar ketma-ketligi 

va f  o4lchovli funksiya berilgan bo;lsin.

6 .5 -ta ’rif. Agar ixtiyoriy 5 >  0 uchun

lim д { {x  € E  : | / л(ж) -  /(.?)| > '£}) =  0
ft—» OC

tenglik bajarilsa, и holda {/„.} funksiyalar ketma-ketligi E  to'plamda f  

funksiyaga o4chov bo'yicha yaqinlashadi deyiladi.

6 .1 -teo rem a (Yegorov). E  chekli о 'Ichovli to'plamda { f n}  funksiyalar 

ketma-ketligi f  ga deyarli yaqinlashsin. U holda ixtiyoriy S >  0 uchun shun­

day E$ С E  to'plam mavjudki, f i (E \E § )  <  S va E$ da%{fn} funksiyalar  

ketma-ketligi f  ga tekis yaqinlashadi.

6 .2 -teo rem a (Luzin), [a, b] kesmada aniqlangan f  funksiya o'lchovli 

boHishi uchun ixtiyoriy s  >  0 son uchun [a. b\ da uzluksiz bo'lgan shun­

day cp funksiya mavjud bo'lib, (i ( { x  £  [a, b] : f ( x ) ^ i p ( x ) } )  <  s  tengsizlik 

bajarilishi zarur va yetarli.

6.7. Dirixle funksiyasi £) ((2.1) ga qarang). Riman funksiyasi ((2.3) ga 

qarang), nol funksiya 6(x) =  0 hamda bir I ( x )  m  1 funksiyalar orasidan 

oczaro ekvivalent funksiyalarni ajrating.

Yechish. Ma’lumki, Q sanoqli to'plam, shuning uchun fx( Q) =  0. Lebeg 

o'lchovi - to* la о Ichov (5.20-ta’rifga qarang), shunday ekan, ixtiyoriy A  С Q 

uchun Jjl(A) =  0. Endi bu funksiyalarni ekvivalentlikka tekshiramiz:

{я : 2)(ж) ф 0( x ) }  =  Q, { x  : *R(x) ф  0(я)} =  Q,

{ x  : 2)(x) ф Щ х ) }  С Q, { x  : V ( x )  ф  I ( x ) }  =  R \Q . . ,

Bu yerdan quyidagi tengliklarni hosil qilamiz:

j i f f§  : X){x) ф  0(z)}) =  Ц ( { x  : V\(x) ф 0(x) } )  =  /i (Q) =  0,

fx ({я. : Э (я) ф  9*0*0 }) =  Or № ({^ : 2)(x) Ф I ( x ) } )  — (i (M\Q) ф  0.
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D em ak, 2) ~  (9, 9 t ~  0. £) ~  m unosabatlar o 'rinli. £>,£H va (9 funksiyalar-

funksiyaning E  to'plam da o'lchovli bo'lishini isbotlang.

Isb o t. Ixtiyoriy c E l  da

{  x  e  E  : f ( x )  <  с }  =  { x  E Ai : f i ( x )  <  c}  U { x  G A2 : f 2{x)  <  c}

tb 'plam  - o'lchovli Haqiqatan ham, { x  G Ai : f i ( x )  < c} va { x  G Л2 : 
f '2(*£.) <  c} to'plamlarning o'lchovli ekanligi f i  va /2 funksiyalarning o'lchovli 

ekanligidan kelib chiqadi. { x  €  E  : f ( x )  <  c} esa o'lchovli to'plamlarning 

birlashmasi sifatida o'lchovlid. Demak, /  funksiya E  da o'lchovli. □

U y  vazifalari va mavzuni o'zlashtirish uchun m asalalar

6.9. Agar /  va g  funksiyalar E  to 'plam da o'lchovli bo'lsa, u holda ularning 

yig'indisi /  +  g, ayirmasi /  — g va ko'paytmasi /  • g o'lchovli bo'ladi. 

Agar E  dagi barcha x  lar uchun g(x)  Ф 0 bo'lsa, u holda /  : g funksiya 

ham E  da o'lchovli bo'ladi. Isbotlang.

6.10. A c l  to'plamning xarakteris tik funksiyasi (2.29-misol, (2.4) formulaga 

qarang) у =  x a { x ) o'lchovli boiishi uchun A ning o'lchovli bo'lishi 

zarur va yetarli. Isbotlang.

6.11. O'lchovsiz funksiyalar yig'indisi o'lchovsiz boiadim i? А С E  — [0, 1] 

o'lchovsiz to'plam uchun f ( x )  =  Xa( x ) va d{ x ) =  X e \a ( z )  n* tahlil 
qiling.

6.12. O'lchovsiz funksiyalar ko'paytmasi o'lchovli boiishi mumkinmi? A С 

E  =  [0, 1] o'lchovsiz to'plam. f ( x )  =  x a W  va 9 i x ) — X e \ a { x ) holni 

tahlil qiling.

ning, birortasi ham I  bilan ekvivalent emas. □
6.8. Ayt.avlik, E  — A \  U A 2 va A \C \ A 2 =  0 bo'isin. Agar J |  : A \  —> Ш ш  

f 2 : A 2 —> R  funksiyalar o'lchovli bo'lsa, u holda
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6.13. Agar /  funksiya E  da o'lchovsiz. g esa E  da o'lchovli bo'lsa, ularning 

yig'indisi f  +  g funksiya E  da o'lchovli bo‘lishi mumkinmi?

6.14. O'zi o'lchovsiz, kvadrati o'lchovli bo’lgan funksiyaga misol keltiring. 6.3- 

misoldagi (6.1) tenglik bilan aniqlangan f  funksiyani tahlil qiling.

6.15. O'zi o'lchovsiz. moduli o'lchovli bo'lgan funksiyaga misol keltiring. (6.1) 

tenglik bilan aniqlangan /  funksiyani tahlil qiling.

6.16. Agar ixtiyoriy a. b £  R lar uchun 6.5-misolda keltirilgan 1), 2), 4). 5) 

ko'rinishdagi to'plamlarning birortasi o'lchovli bo'lsa.. u holda /  funksiya 

E  to'plamda o'lchovli bo'ladi. Isbotlang.

6.17. Ixtiyoriy a £  M uchun E ( f  =  a) to'plamning o'lchovi ekanligidan /  

ning E  to'plamda o'lchovli bo'lishi kelib ehiqmaydi. Misol keltiring.

6.18. А  с  [0, 1] o'lchovsiz to'plam. £  : R —» R funksiyani quyidagicha 

aniqlaymiz:

Bu funksiya uchun har bir a■ £  R  da { x  : £(x) =  a }  to'plamning o'lchovli 

ekanligini isbotlang.

6.19. (6.3) tenglik bilan aniqlangan £  funksiya uchun {x  £  [0,1] : £(x) < 0} 

to'plamning o'lchovsiz ekanligini isbotlang.

6.20. (6.3) tenglik bilan aniqlangan £  funksiyaning E [—1, 1] to ’plamda 

o'lchovsiz ekanligini isbotlang.

6.21. /  : E  —> R o'lchovli funksiya bo'lishi uchun ixtiyoriy A  С R Borel 

to'plami uchun f ~ l {A)  ning o'lchovli to'plam bo'lishi zarur va yetarli. 

Isbotlang.

6.22. Я  : R —* R -  Kantorning zinapoya funksiyasi. I \ n. n =  1 .2 ,. . .  lar 

Kantor to'plamining qurilishida n — qadamda chiqarib tashlangan K ni

x. agar x  £  A  

—x . agar x  ф A.
(6.3)



intervallar birlashmasi. Ularning Borel to'plamlari bo'lishini ko’rsating, 

Я~1{ К 2), Я ~1(К з )  va Я ~ 1( К п) larni toping.

6.23. Agar /  : E  —* R o‘lchovli funksiya .bo'lsa, u holda /  funksiya E  ning 

ixtiyoriy o'lchovli A  qismida ham o'lchovli bo'lishini isbotlang.

6.24. [—2. 2] kesmada o'lchovli bo’lmagan funksiyaga misol keltiring.

6.25. [—2, 2] kesmada o'lchovli bo’lmagan, lekin moduli o'lchovli bo'lgan funk­

siyaga misol keltiring.

6.26. Har bir /  : [a. 6] — > Ш  uchun

I  f +{ x )  =  max { /(x ) . 0}. /  (я) =  miri { /(s ) . 0}

deymiz. Quyidagilarni isbotlang.

a) Agar /  o'lchovli bo'lsa, u holda /_  va /_  lar o'lchovli bo’ladi.

b) Agar /+  va /_  lar o'lchovli bo’lsa, /  ham o'lchovli bo'ladi.

6.27. Shunday /  va g funksiyalarga misol keltiringki, ularning yig'indisi o'l­

chovli bo'lsin, lekin ayirmasi o'lchovli bo'lmasin. А  с  E  =  [0: 1] o'lchov- 

siz to'plam.' f ( x )  =  Xa {x ) va g(x)  =  Xe \ a {%) holni tahlil qiling.

6.28. Shunday /  va g  funksiyalarga. misol keltiringki, ularning ko'paytmasi 

olchovli bo'lsin, lekin yig'indisi o'lchovli bo'lmasin.

6.29. Dirixle funksiyasi (2.3-misol, (2.1) formulaga qarang) 2) ning [0, 3] =  E  

to'plamda o'lchovli ekanligini ta ’rif yordamida ko’rsating.

6.30. Agar /  funksiya E  da o'lchovli bo'lsa, u holda h(x)  =  s ig n /(x ) ning 

o'lchovli ekanligini isbotlang.

6.31. Agar /  funksiya E  to'plamda o'lchovli bolsa, u holda

В  /+(*) Ц  ( /(* )  +  !/(*)!) ■ ' " (6-4)

funksiyaning o'lchovli ekanligini isbotlang.
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6.32. Agar /  funksiya E  to ’plamda o'lchovli bo'lsa, u holda

Ш  =  \ Ь № \ - Л * ) )  (6 '5)

funksiyaning o'lchovli ekanligini isbotlang.

6.33. Agar /  va g funksiyalar E  to ’plamda o'lchovli boisa, u holda m (x) =  

min { /(x ) . g ( x ) }  funksiyaning o'lchovli ekanligini isbotlang.

6.34. Agar /  va g  funksiyalar E  to 'plam da o'lchovli bo’lsa, u holda A/(x) =  

m ax { f ( x ) . g ( x ) }  funksiyaning o'lchovli ekanligini isbotlang.

6.35. Agar /  funksiya E  da o’lchovli bo’lsa, u holda h (x) =  [ f {x) ]  ning 

oichovli ekanligini isbotlang. Bu yerda [x] bilan t  ning butun qismi 

belgilangan.

6.36. /  : E  — R  oichovli boiishi uchun / 3 ning oichovli boiishi zarur va 

yet.arli. Isbotlang.

6.37. Agar /  va g  funksiyalar E  to'plam da oichovli, (p : R 2 —> R  uzluk­

siz funksiya boisa, u holda h(x)  =  i p ( f ( x ) .  g ( x ) )  funksiyaning oichovli 

ekanligini isbotlang.

6.38. /  : E  —> R  oichovli boiishi uchun h(x)  =  e ^ x' funksiyaning oichovli 

boiishi zarur va yetarli. Isbotlang.

6.39. h(x)  =  c o s /(x )  funksiyaning oichovli ekanligidan /  : E  —> R  ning 

oichovli ekanligi kelib chiqmaydL 6.3-misoldagi (6.1) tenglik bilan aniqlan­

gan /  funksiya misolida buni tahlil qiling.

6.40. Kompleks qiymatli / ( x )  =  u (x )+ ru (x ) funksiya berilgan bo'isin. Agar и  

va v funksiyalar oichovli bo'lsa, /  : E  —> С oichovli funksiya  deyiladi. 

Agar kompleks qiymatli f ( x )  =  u( x)  +  ?4'(x) funksiya oichovli boisa, 

uning moduli va argumenti oichovli funksiya bo'lishini isbotlang.

6.41. Kompleks qiymatli / (x )  =  eu:. x  € [—7г,7г] funksiyaning oichovli ekan­

ligini isbotlang.
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6.42. f  : [0, 1] —» R uzluksiz funksiya. Ha.r bir у  G R uchun N f ( y )  bilan 

f ( x )  =  у  tenglama yechimlari sonini belgilaymiz. N j  : R —> Z+ funksi­

yaning oichovli ekanligini isbotlang.

6.43. Nol oichovli A  to ’plamda aniqlangan ixtiyoriy /  : A  —> R funksiyaning 

oichovli boiishini isbotlang.

6.44. Agar /  : E  —+ M funksiya. oichovli g  : E  —> R funksiyaga ekvivalent 

boisa, u holda /  ham E  da oichovli funksiya boiadi. Isbotlang.

6.45. Agar /  : [0, 1] —> R va g  : [0. 1] —> R uzluksiz funksiyalar ekvivalent 

boisa, ular avnan teng boiishini isbotlang.

6.46. Agar { f n}  oichovli funksiyalar ketma-ketligi E  to'plamning har bir nuq- 

tasida /  ga yaqinlashsa, quyidagi tenglikni isbotlang:

6.47. Agar {/„} oichovli funksiyalar ketma-ketligi har bir x  G E  da f ( x )  

funksiyaga yaqinlashsa, u holda- limitik funksiya /  oichovli boiadi. Is-

О.48. Nolga ekvivalent { f n}  funksiyalar ketma-ketligi uchun fn(x ) qator

deyarli barcha x  G E  larda yaqinlashuvchi boiadi va f ( x )  =  / u(x)

ham nolga ekvivalent funksiya boiadi. Isbotlang.

(1.49. [0, 1] kesmada shunday oichovli funksiyaga misol keltiringki, uning o;zi 

va unga ekvivalent boigan ixtiyoriy funksiya har bir nuqtada uzilishga 

ega boisin.

0.50. Quyidagi qatorlar yaqinlashadigan nuqtalarda yigindi bilan aniqlangan 

/  : R —► R funksiyaning oichovli ekanligini isbot qiling.

(6.6).

botlang.
OC

oc

a) f ( x )  =
n = 1 F I  -i- П
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(I.Г» I . Quyidagi qator yaqinlashadigan nuqtalarda yig'indi bilan aniqlangan /  : 

R 2 —» R  funksiyaning o'lchovli ekanligini isbot qiling.

6 .53 . f n(x)  =  cosn x,  E  =  [0, 27r] funksiyalar ketma-ketligi nol funksiyaga 

deyarli yaqinlashadi. Isbotlang.

6 .54 . Agar E  to 'p lam da { f n}  o’lchovli funksiyalar ketma-ketligi /  ga deyarli 

yaqinlashsa, u holda /  ham o'lchovli funksiya bo'ladi. Isbotlang.

ya.qinla.shsa va /  ~  g  bo'lsa. u holda {/„} ketma-ketlik g  ga ham deyarli 

yaqinlashadi. Isbotlang.

6 .56 . Agar { f n}  o'lchovli funksiyalar ketma-ketligi ham / ,  ham g  ga deyarli 

yaqinlashsa, u holda. /  va g  lar ekvivalent bo'ladi. Isbotlang.

6 .57. Lebeg teorem asin i isbotlang. Agar {/„} o'lchovli funksiyalar ketma- 

ketligi E  (f-i(E) <  oo) to 'plam da /  funksiyaga deyarli yaqinlashsa, 

u holda { f n}  ketma-ketlik E  to 'plam da f  ga o'lchov bo'yicha. ham  

yaqinlashadi.

6 .58 . O'lchov bo'yicha nol funksiyaga yaqinlashuvchi, lekin biror nuqtada ham 

nolga ya.qinla.shmaydiga.n {/„} ketma-ketlikka. misol keltiring.

6 .59 . R iss teorem asin i isbotlang. Agar {/„} o'lchovli funksiyalar ketma-ketligi 

E  to 'p lam da /  funksiyaga. o'lchov bo'yicha yaqinlashsa, u holda {/„} 

ketma-ketlikdan /  ga deyarli yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratish

6 .52 . Quyida berilgan /  : R 2 —> R funksiyaning o'lchovli ekanligini isbot

qiling:

a) f{x ,  y) =  sign(cosir(a;2 +  y 2)) ,  b) f i x ,  y) =  (|a:| +  |j/|). • «W,

c) f{x ,  у) = [я]2 +  [у]3, d) f{x ,  у ) = ln (l +  [x2 + y2)).

6 .55 . Agar E  to 'p lam da {/„} o'lchovli funksiyalar ketma-ketligi /  ga deyarli

mumkin.
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6 .60 . f  : [ - 1 ,  2] —> R, /( .г )  =  sign x  funksiyaning o'lchovli ekanligini ta 'r if  

yordam ida ко 'rsating.

6 .61 . [О, тг] kesmada aniqlangan

1  ' =  f  sm x , x  € ] 0 ; > ] \ Q

[ cos2 (sin.?:), x  G Q

funksiya o'lchovli bo'lishini Luzin teorem asidan foydalanib isbotlang.

6 .62 . Agar /  : E  - *  R -o 'lc h o v li funksiya va А  с  E -  o'lchovli to 'p lam  

bo'lsa, u holda /  : A  —> R  funksiyaning A  to'plamda. o'lchovli bo'lishini 

isbotlang.

6 .63 . Agar /  ~  g  va g  ~  ip bo'lsa, u holda f  ^  p  ekanligini isbotlang.

6 .64 . f n ( x )  — cos" x ,  E  =  [0, 2тг] ketm a-ketlik uchun Yegorov teoremasi 

shartlarin i qanoatlantiruvchi E's to 'p lam ni I  =  10-3 uchun quring.

6 .65 . [0, 1] kesmada Dirixle va R im an funksiyalari uchun Luzin teoremasining 

shartlarin i qanoatlantiruvchi uzluksiz <p funksiyani toping.

6 .66 . f  funksiyaga har bir nuqtada yaqinlashuvchi, lekin tekis yaqinlashmay- 

digan f n funksiyalar ketma-ket.ligiga misol keltiring.

6 .67 . f n( x )  =  x 1*} x  £  [0, 1] funksional ketm a-ketlikning 6 (x )  =  0 funksi­

yaga nuqtali, deyarli va o'lchov bo'yicha yaqinlashishini tekshiring.

(>.68. f n( x )  =  x n , X G [—1. 1] funksional ket.ma-kefclik Dirixle yoki Riman 

funksiyalariga deyarli yaqinlashadi mi?

6 .69 . Deyarli yaqinlashuvchi funksional ketm a-ketlikning lim itik funksiyasi ya­

gona bo'ladim i?

6.70 . Quvida berilgan f  : R  —> R  funksiya uchun shunday g  : R  —► R  uzluksiz 

funksiya topingki, g ( x )  =  f i x )  tenglik deyarli barcha i G l  lar uchun 

o 'rinli bo'lsin.
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sin s . z e Q  j arctgx, x  € Z

0, * € R \ Q ,  3' {  тт. x e  R \Z ,

c) /(x )  =  /  *2 € Q . d) /(x ) =  f  b d  I- H )- € R \Q
\  0, x2 € R \Q , \  sin ж2, e ': € Q.

6.71. Quyida berilgan /  : R2 .г*# M  funksiya uchun sbmday g : R2 —I R 
uzluksiz funksiya topingki. g(x,  y)  =  f ( x ,  y )  tenglik deyarli barcha 

(x. y )  S  R  lar uchun o'rinli bo'isin.

x  +  y,  ( x .y )€  Q x Q  

x 2. ( x , y )  Щ R \(Q  x Q) ,  ■ ■ ■

sin x +  cos у,  Щ  y)  €  Q x R

COS Ж — s i n y ,  ( l ; ; ! / )  ^  Q  X 1 . .  %

xy,  (x, y)  s  (R\<Q>) x R 

X  s ,  йг. y) £  (R \Q ) X R, .

a) f ( x ,  у ) =

b) f ( x ,  y)

с) / ( я ,  у)  =

d) f { x ,  y)  =
F j  +  [y\ 5 \X : У/  €  'M  X 

chx, ( x , y )  ф R  x Q.

6.72. Faraz qilaylik, jf> : [a. 5] —> R. к — 1. 2 , . . . .  n  lar oichovli funksiyalar 

boisin. Qtiyida berilgan funksiyalarning [a, b] kesniada oichovli boiishini 

isbotlang.

a) min { / i ( r ) . . . , s7n(x)} ; b) m a x { /i(x ) ,. . . , / n(x )} ;
j  M x )  ^  fijx)  , fej fi(x) • h(%)

ch[f2(x)Y  1 +  |т а х { /3(х ) , /4(х)}Г

6.73. A -  oichovli to'plam, / ,  f n. gn : A  —» E  oichovli funksiyalar boisin. 

Quyidagi to'plamlarning oichovli ekanligini isbotlang.

a) U {,r e  A : Л (^ ) >  0} . b) П {s € A  : / п(ж) > /(ж)} .
77 =  1 П =  1

j r j  ̂x £ A : sup /„(я) ^  / Щ)  
n> 1 ,Y  d ) {

M ^x £ A  : lim f„(x)  >  f ( x )
11—tOC f > {
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g) U { x e A  : f n(x) <  Уп{х)}  . h) рЙ* inf' f n(x) ±  inf gn(x) \  .
H = 1  I У7>1 П > 1  I
°° { x  e  A  : f n(x) <  Gnix)}  . h)

П>1 гс>1

6.74. Quyidagi f n : R —» R ketma-ketlik uchun shunday g : R —> R uzluk­

siz funksiya topingki lim f n(x) = дШ  tenglik R ning deyarli barcha
п —* эс

nuqtalarida o'rinli bo'lsin.

a) f n ( x ) =  cos '1 x.  b) f n(x) =  ^ a r c t g x j  + s in ri2rc.

A  •> j  4  9 . V 9 n i  / ч n 2 • sin2 xч mm  =  x~ ■ s m ' x~- d )  fn{x) = -— о— ~ — •
1 -f n-  • sm x

e )  Ш  =  2  +  s i n V t '  f )  Щ  -

X* — 1

6.75. Quyidagi /„  : R 2 —* R ketma-ketlik uchun shunday y\  : R2 —» R 

uzluksiz va go : R 2 —> R uzilishga ega bo'lgan funksiyalar topingki, 

x)  — gi (x)  va lim / п(ж) =  g2(x) tengliklar R2 ning deyarlin
‘$—>0C ■ n —'OC
hamma yerida bajarilsin.

1  a) f n{x,  y)  ■» cos* (ж2 +  у2) . b) f n(x,  y) =  exp { - n  [x2 +  y 2) ) .

I ) / ’ c) fn&i, y ) ‘m  e x p ( -n jx  +  y01 '4  Щ  v T =  2saf"k'*!,A  ‘

«) /„(* . y) =  ^ |* Г  +  Ы ** f) /*(*, ») -  n  ■ In j^l +  .

к  l )  /n(a:, y) =  exp(x +  - y 2). li) /„(ж, yj $  exp(sinn a; +  cos’7 y).

6.76. Д  : Л —»• R ketma-ketlikning deyarli yaqinlashuvchi ekanligini isbotlang. 

Yegorov teoramasidan foydalanib. berilgan г  >  0 uchun shunday A s С 

A  o'lchovli to'plam tanlangki, < e va { f n}  ketma-ketlik A £

to'plamda tekis yaqinlashuvchi bo'lsin.

a) /n W  =  cos" (я), A  =  [0. 2тг], e =  10_1.

I  b) /„(*) = ;T̂ ,  Ш Ц , I « f e L  ■ , • л

[Q: 1], e ~  10 31 +  n2z 2
d | AM  =  a r t - x 2'\  A m [0. 1], *  10“*,

e  T n i x  =
9  n " ;sill 7T.x|

1 - t - r i , 2  |sin t t x \

A =  f-1 . I1,.. 6- =  1СГ5.
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Ц f n( x ) =  ехр(п(я — 2)), Л =  [0, 2]. е  =  10 б.

6.77. / л : R —* R, /п(х) =  ketma-ketlik f ( x )  =  1 funksiyaga har 

bir nuqtada yaqinlashadi, iekin {/„} ketma-ketlik f ( x )  =  lg a  oichov 

bo'yicha yaqinlashmaydi. Bu Lebeg teoremasiga (6.57-misolga qarang) 

zid emasmi? Sababini tushuntiring.

6.78-6.80-misolla.rda keltirilgan f n : R —» R funksiyalar ketma-ketligini 

oichov bo'yicha yaqinlahuvchilikka tekshiring. Yaqinlashuvchi boisa, limitik 

funksiyasini toping.

6.78. /n W  =  ^ iV ra ]( 4

6.79. f n{x) = Sin" X • Х[2т,2яп+я]{х)-

6.80. / п(а :)=  E  XI*.*+*-»](ж).
k—ll

6.81-6.84-misollarda keltirilgan funksiyalarni Luzin teoremasidan foydala- 

nib [0. 1] da oichovli ekanligini isbotlang. Bu yerda К  — Kantor to ’plami.

6.81. f { x )  =  я-Х!ол]\о(я).

6.82. /(аО =  Х>(х) +  «К(а:).

6.84. f ( x )  =

x, x  E К  

1 ■+■ x 2. x  E [0. l ] \ /^

sin ж* x  € [0. 1]\(A' U

1 +  X2, X €  К  U Q

6.85. f u{x) =  X[n.n+ij(^) ketma-ketlik uchun har bir x  E R da

lim f n(x)  =  0
n —t 3C

tenglikni isbotlang. Bu ketma-ketlik nol funksiyaga oichov bo;yicha yaqin- 
lashadimi?
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6.86. Agar { f n} oichovli funksiyalar ketma-ketiigi /  : E  —> M funksiyaga har 

bir x  € E  da yaqinlashsa. u holda ixtiyoriy g : R —* R uzluksiz funksiya 

uchun , .= g( f n ) }  ketma-ketlik g ( f )  funksiyaga nuqtali yaqinlashadi. 

Isbotlang.

6.87. Agar {/„} oichovli funksiyalar ket.ma-ketligi /  : E  —> R funksiyar 

ga oichov bo‘yicha yaqinlashsa, u holda ixtiyoriy g : Ж —> R uzluksiz 

funksiya uchun {apn =  g ( f n) }  ketma-ketlik g ( f )  funksiyaga E  to ‘plamda 

oichov bo'yicha yaqinlashadi. Isbotlang.

7-§. Chekli oichovli to ‘plam larda Lebeg integrali

Bu paragrafda oichovli A  to'plamda aniqlangan, oichovli /  funksiyani 

qaraymiz va ц( Л)  <  -foe deb faraz qilamiz.

7 .1 -ta ’rif. Agar f  : A —> R oichovli bo:lib, uning qiymatlari to'plami 

ко‘p i  bilan sanoqli bo Isa, и holda f  sodda funksiya deyiladi.

Dastlab cheklita y i,  y*i, . . . .  y n qiymatlarni qabul qiluvchi /  sodda funksiya 

uchun Lebeg integrali ta ’rifini beramiz. Ixtiyoriy к € {1 .2 , . . . ,  n }  uchun 

quyidagicha belgilash olamiz:

7.2-ta’rif. Cheklita г/i, y2. . . . ; y n qiymatlarni qabul qiluvchi f  : A  —> R 

sodda funksiya berilgan bo 4sin. U holda

k=l
y ig ’indi f  sodda funksiyaning A to'plam bo'yicha olingan Lebeg integrali 

deyiladi va quyidagicha belgilanadi

Endi sanoqlita yi>y%,. . . .  yn, • • • qiymatlarni qabul qiluvchi f : A —+ R 

sodda funksiya berilgan boisin. /  funksiya uchun quyidagi formal

Ak  — {a- £ A  : f ( x )  — y^}. (7.1)

n

n



qatorni qaraymiz, bu yerda Ak lar (7.1) tenglik bilan aniqlanadi.

7 .3 - ta ’rif. Agar (7.2) qator absolyut yaqinlashuvchi bo‘Isa, и holda f  sod­

da funksiya A  to ‘plantda Lebeg m a ’nosida integrali'anuvchi deyiladi. (7.2) qa­

tor ning yigHndisi f  funksiyaning A  to ’plam  bo{yicha olingan Lebeg integrali 

deyiladi va quyidagicha belgilanadi
/» OC

/  /(z)d/i ff Y ]  ynfl (A*)-

Shuni ta'kidlaymizki. (7.2) qatorning absolyut yaqinlashishi iiiuhim. Aks 

holda bu shartli yaqinlashuvchi qator yig'indisi funksiya qiymatlanning tar- 

tiblanishiga bogiiq bo'lib.. integralning qiymati funksiya qiymatlarining nomer- 

lanishiga bog'liq bo1 lar edi (matema.tik analizdan Riman teqcemasini eslang).

7.3-ta'rifda yn qiyinatlarning har xilligi talab qilingan. Lekin yn larning 

har xilligini talab qilmasdan ham sodda funksiyalar uchun Lebeg integrali 

ta 5rifmi keltirish mumkin.

7 .4 -ta ’rif. Faraz qilaylik. A  =  {JB^.' B h p| B j  — 0. i ф j  yoyilma  
■ . " ’ •; |  - ? к '

o ‘rinli bo ‘lib. har bir о ‘Ichovli Bk to ‘plamda f  funksiya faqat bitta c* qiyrnat

qabul qilsin. Agar

• (7.3)

qator absolyut yaqinlashuvchi bo‘Isa, и holda f  sodda funksiya A  to 'plarn- 

da Lebeg maMosida integrallanuvchi deyiladi. (7.3) qatorning yig'indisi f  

funksiyadan A  t o ‘plain bo‘yicha olingan Lebeg integrali deyiladi.

Endi /  ixtiyoriy o'lchovli funksiya bo'lsin.

7 .5 -ta ’rif. Agar A  t o ‘plamda f  funksiyaga tekis yaqinlashuvchi, inte­

grallanuvchi sodda funksiyalarning {/„} ketma-ketligi mavjud bo‘Isa. и holda 

f  funksiya A  t o ‘plamda Lebeg ma'nosida integrallanuvchi deyiladi va uning 

integrali quyidagi tenglik bilan aniqlanadi

lim I  f n{x ) dp  =  [  f ( x ) d n . (7.4)
?woc J a J a

Lebeg integraliga uning o'zi tomonidan berilgan ta :rifni keltiramiz. Chek­

li o'lchovli A  to'plamda aniqlangan o'lchovli, chegaralangan /  : A  —» R



funksiyani qaraymiz. Bu holda shunday m  va M  sonlari mavjudki, barcha 

x € A  larda

rn <  f ( x )  <  M

tengsizlik bajariladi. [m } M]  kesmani m  =  y \  <  у 2 <  • • • < уn- i  <  Уп — 

nuqtalar yordamida n  bo'lakka bo'lamiz. Bu bo’linishni II bilan belgilaymiz. 

Har bir [ук-ъ Ук)- к =  1 , 2 , . . . .  n — 1 yarim interval yordamida A^ =  

{ x  e  A  : g i_ | <  f { x )  <  y k}  to'plamni va A„ =  { x  €  A  y u- i <  f ( x )  <  г/,,} 
to'planmi aniqlaymiz. Bu II bo'linishga mos Lebegning quyi va yuqori yig:indi- 

larini topamiz:

$ n

т ( Л  =  Vk-iM(Ak): Su ( / )  =  ykp(Ak%
k=  1 • j A~1

Ixtiyoriy II boJlinishga mos Lebegning quyi yig‘indisi £ц (/) yuqoridan chega- 

ralangan (masalan M-/j (A)  bilan), yuqori yig'indisi S u ( f )  esa quyidan chega- 

ralangan (masalan m  • f i (A)  bilan). Shuning uchun quyidagilar mavjud va 

chekli:

! * ( / ) =  sup s u ( f ) ,  L*{ f )  — inf 5ц (/)••’ -  (7.5)

(7.5) da aniq quyi va aniq yuqori chegaralar \m. M ]  kesmaning barcha chekli 

bo'linishlari bo'yicha olinadi. £ * (/) soni /  funksiyadan A  to'plam bo'yicha 

olingan quyi integral\ L* ( f )  esa /  funksiyadan A  to'plam bo'yicha olingan 
yuqori integral deyiladi.

7 .6 -ta ’rif. Agar L*( f )  =  L*( f )  bo'lsa, chegaralangan f  funksiyani A  

to'plamda Lebeg ma'nosida integrallanuvchi deymiz. L*(/) va L*( f )  lam ing  

bu um um iy qiymati f  funksiyadan A  to 'plam bo ‘yicha olingan Lebeg integrali 

deyiladi, у  a Jni

I  h ' ■■■ j j \ x ) d ^  ь м у й щ п .  ' ; '

Quyidagi

0 <  S n ( f )  -  s n ( f )  <  A„ • f i (A),  Xn- =  max {ук+1 ~ Уь )  '
0 < k < n —l
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tengsizlikdan chekli o'lchovli A  to 'plam da aniqlangan har qanday chegara- 

langan o'lchovli /  funksiyaning Lebeg ma'nosida integrallanuvchi ekanligi ke­

lib chiqadi. Bundan Lebeg hayratga tushgan va bu jamlash usulining boshqa 

afzalliklarini qidirgan va topgan. Chegaralangan o'lchovli funksiyaning integ- 

rallanuvchanligi hozirda Lebeg integralining IV xossasi sifatida keltiriladi.

Endi chekli o'lchovli A  to'plam da aniqlangan chegaralanmagan /  : A  —■> M. 

funksiyaning Lebeg integrali t a l ’ifini keltiramiz. Dastlab /  hi A  to 'plam da 

manfivmas deb faraz qilamiz. ya:ni Vx E A  uchun f ( x )  >  0 bo'lsin. Bu holda 

/  : A  —* R  funksiya yordamida {/„} ketma-ketlikni quyidagicha quramiz:

Bu usulda qurilgan f n funksiya A  da o'lchovli va chegaralangan bo'ladi. 

Ma’lumki bu ketma-ketlik monoton, yarni

7 .7 - ta ’rif. Agar  (7.6) lim it chekli bo 4sa, m anfiym as f  funksiya A  to 'plam-

Endi chegaralanmagan /  : A  —> R  funksiya A  da har xil ishorali qiymatlar 

qabul qilsin. Bu holda /  funksiyadan A  to'plam bo'yicha olingan integralni 

aniqlashda

f v ( x )  <  fn + \{x ) ,  Vx e  А . У п Е  N.

Shuning uchun quyidagi (chekli yoki cheksiz) limit mavjud

(7.6)

da integrallanuvchi deyiladi. Bu holda f  dan A  to :plam  bo^yicha olingan in­

tegral deb (7.6) limitning qiym ati qabul qilinadi, y a ’ni

/(®) =  f + i x ) -  /-0*0,

/ + 0 )  =  \  (1/0*01 +  / ( » )  >  o, / _ ( i )  =  |  ( |/(x ) ; -  / 0 ) )  >  0 (7.7)
1

yoyilmadan foydalanamiz.
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7 .8 - ta ’rif. Agar A  to 'plamda / 1  va  /_  funksiyalar integrallanuvchi bo 4sa, 

и holda f  ni A  da integrallanuvchi deym iz va uning integrali deb

ni qabul qilamiz, у  a 'ni

[  £ Щ ф т .  f  f+(x)dfj ,  — f  f - { x ) d n .  . i  Щ ; 
и  J A J A

7 .1 -teo rem a  (Lebeg integralining a — additivlik xossasi). 04chovli A  to'p­

lam о :zaro kesishmaydigan A \ .  A 2. . . . .  A n. . . .  o4chovli to 'plamlarning bir- 

lashmasidan iborat bo4sin, y a ’ni

A =  U A n. A j П A j — 0. г ф  j ,
n=1

va f  funksiya A  to'plamda integrallanuvchi bo'lsin. U holda har bir A n 

to'plam bo'yicha f  funksiyaning integrali m avjud ,
rv 4.

я #

qator absolyut yaqinlashadi va quyidagi tenglik o'rinli

n= 1 *  4 »

f  f ( x ) d i t  =  f  f ( x ) di L (7-8)
J a J  An

Endi m alum  m a'noda 7.1-teoremaga teskari hisoblanuvchi quyidagi teore- 

mani keltiramiz.

7 .2 -teo rem a . O'lchovli A  to'plam 0 lzar'o kesishmaydigan A i ,  A*i\ . . . ,  

A n. . . .  o'lchovli to'plamlarning birlashmasi dan iborat bo'lsin, y a ’ni

oc
- М щ м .А ш  Д П ' А * 0 .  i m A

П— 1

Agar har bir A n to 'plamda f  funksiya integrallanuvchi bo 4ib,
oc

\1Ы  i$Si

qator yaqinlashuvchi bo :lsa. и holda f  funksiya A  to 'plam da integrallanuvchi 

bo4adi va  (7.8) tenglik 0 rinli.
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7.3-teorerna (Lebeg integralining absolyut uzluksizlik xossasi). A g a r  f

or iy  £ >  0 son uchun shunday S >  0 son  m avjudki, f - i ( D )  <  S tengsizlikni 

qanoatlantiruvchi har qanday D  С A  to 'p lam  uchun

tengsizlik о Tinli.

Endi Riman va Lebeg integrallarini taqqoslash haqidagi teoremani kelti-

R im a n  integrali m avjud  bo'lsa, и holda f  funksiya  [a, 6] kesm ada Lebeg 

m a ’nosida ham  integrallanuvphi b o ia d i  va quyidagi tenglik о Tinli:

7.1. Ko:pi bilan sanoqlita har xil y i.  y o , . . .  > y n, . . .  qiym atlarni qabul qiluvchi 

f  : A  —> R  funksiya o'lchovli boiish i uchun

to^plamlarning o'lchovli bo'lishi zarur va yetarli. Isbotlang.

Isbot. Zaruriyligi. f  funksiya A  to 'plam da oichovli bo isa , A n to 'plam - 

larning oichovli ekanligi 6.5-inisoldan kelib chiqadi.

Yetarliligi. A n to 'plam larning har biri oichovli ekanligidan /  funksi­

yaning o'lchovli ekanligini keltirib chiqaramiz.

A (  f  <  c) =  { x  e  A  : f  (x )  <  c }  =  U A n

tenglikdan va o'lchovli to'plam larning chekli yoki sanoqli birlashmasi o'lchovli

funksiya  A  {/.i(A) <  oc) to 'p lam da integrallanuvchi bo'lsa, и holda ixtiy-

ramiz.

7.4-teorem a. A g a r  [a, b} kesm ada

A n =  { x  £  A  : f { x )  =  y n}

ekanligidan f  ning A  da oichovli funksiya ekanligiga kelamiz. □
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7.2. Kantorning zinapoya funksiyasi Я  ning K n to 'plam  bo'yicha olingan 

Lebeg integralini hisoblang.

9П-1

Y ech ish . Malumki, K n =  IJ K nk to 'plam ning к — qo'shni intervali
k= 1

K nk da Я  funksiya y k =  (2k — 1) • 2~n. (к =  1. 2. 3 , . . . ,  2n~l ) qiymatni 

qabul qiladi. ya'ni

A k =  { x e  K n : Я ( х )  =  y k}  -  K nk, к =  1 , 2 , 3 . . . . ,  Г ' 1.

Bundan tashqari barcha к  E { l, 2, 3 . . . . ,  277-1} lar uchun f i ( K nk) — 3~n 

ekanligini hisobga olsak. sodda funksiyalar uchun Lebeg untegrali ta'rifidan

on—1 9»!—1

J K n  k =  1 k = l

1 1 +  2n — 1 2n_a _ l  2”
2V 13^ 2 4 377

tenglikka ega bo'lamiz. Bu yig'indini hisoblashda arifmetik progressiyaning 

dastlabki n  ta hadi yig'indisi uchun S n =  — -—-  n  dan foydalandik. □

7.3. Kantorning zinapoya funksiyasi Я  dan [0. l ] \ K  to 'plam  bo'yicha olin­

gan integralni hisoblang. Bu yerda K — Kantor to'plami.

oc
Y ech ish . Malumki. [0. 1 } \ K  =  (J K n tenglik oi'inli va K n to 'plam lar

7 7 = 1
juft-jufti bilan o‘zaro kesishmaydi. Lebeg untegralining a — additivlik xossa- 

siga (7.1-teorema va (7.8) ga qarang) kcfra quyidagiga ega boiam iz:

Г _ f  ^  1 n n  1 2 -1

/  я { х ) й ц 4 • p =  4 • 7 ^ -2  =  f  (7 -9)
i[0.1]\x r ^ l j K n r^ l 4 6 4 1 _ 3 1

Bu yerda biz oldingi misol natijasidan ham da cheksiz kamayuvchi geometrik

progressiya yig'indisi uchun S  =  -—-— formuladan foydalandik. □
1 - q

7.4. Chekli o'lchovli A  to 'plam da chegaralangan /  sodda funksiya integral- 

lanuvchidir. Isbotlang.
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Isb o t. Bu xossa sodda funksiyalar uchun Lebeg integralining C) xossasi 

deb yuritiladi. /  sodda funksiya chegaralangan bolganligi uchun biror M  > 0 

va barcha x  G A  larda \ f {x) \  <  M  bo4ladi. Faraz qilaylik, /  sodda funksiya 

Aj  to :plamda fj  qiyrnatni qabul qilsin. U holda

] T  \fi\fi. (A )  < M - J 2  м ( A )  =  M  ■ n  (.4).
| i

Demak, 7.3-ta’rifga ko;ra /  sodda funksiya integrallanuvchi. □

7.5. A  — (0, 1] oraliqda /  funksiyani quyidagicha aniqlaymiz: f ( x )  =  n,

, n  G N.v f  sodda funksiya A  =  (0, 1] 

integrailanuvchimi? Agar integrallanuvchi 

bo;lsa, uning integralini hisoblang.

Yechish. Malumki,

U A n =  (0. 1], A n П A m — 0, n ф m.
I i—i

va A n — {.r G A  : f ( x )  — n}  tenglik o'rinli. Sodda funksiyalar uchun Lebeg 

integrali ta ’rifiga ko'*ra,
oo oc -

^2 , У ; Л А п) = Y L n  ' r f  J (7 L0)
77 =  1 ■ 77 =  1

qator yaqinlashuvchi bo'lsa, /  sodda funksiya A =  (0. 1] da integrallanuvchi 

bo'ladi. Bu holda musbat hadli qatorlarni taqqoslash haqidagi Dalamber alo- 

matidan foydalanish qulay:

T. ^n+i r  n  + 1  2n 1lim ------ F= lim — - • --- — — < 1.
n-»oo a n n—*oc 2n~rL n  2

Demak, (7.10) qator yaqinlashuvchi. Bu yerdan /  sodda funksiyaning Lebeg 

m a’nosida integrallanuvchi ekanligi kelib chiqadi. Endi (7.10) qator yig'indisini 

hisoblaymiz. Uning qismiy yig'indisi Sn uchun

to‘plamda Lebeg ma'nosida



\  2 /
ekanligini olamiz. □

Shuni ta'kidlash joizki, yuqorida. biz integralini hisoblagan sodda funksiya. 

chegaralanmagandir. Malumki, Riman integrali ta'rifl dastlab chegaralan- 

gan funksiyalar uchun keltiriladi. Chegaralanmagan funksiyalar uchun Riman 

integrali alohida xosm&s integral sifatida ta'riflanadi. Lebeg integrali chegar­

alangan va chegaralanmagan funksiyalar uchun bir xilda. ta ’riflanadi.

7.6. O'lchovli /  : A —> R funksiya A (fi(A) <  oo) to'plamda. integrallanuvchi 

bo'lishi uchun har bir n E N da

sodda funksiya integrallanuvchi bo'lishi zarur va yetarli. Isbotlang.

Isb o t. Zaruriyligi. f  : A  —> R o'lchovli ekanligidan hamda 7.12 va. 7.19- 

misollardan, har bir n  £ N da (7.11) tenglik bilan aniqlangan /*“* ning sodda 

funksiya ekanligi kelib chiqadi. Quyidagi tengsizlikdan

va VII xossadan f„ut funksiyaning integrallanuvchi ekanligi kelib chiqadi.

Yetarliligi. f „ Jt sodda funksiya har bir n  £ N da integrallanuvchi bo'lsin. 

{ f n 11}  sodda funksiyalar ketma-ketligining /  ga tekis yaqinlashuvchi ekanli­

gini ko'rsatamiz. Haqiqatan ham, barcha x E A  larda

tengsizlik o4rinli. Demak, { f i }ut}  ketma-ketlik f  ga tekis yaqinlashadi. 7.5-

(7.11)

tn.'rifga ko'ra /  funksiya .4 to'plamda integrallanuvchidir. □



7.7. Ijobog maliojsida integrallanuvchi. lekin Riman ma'nosida integrallanuvchi 

bolmagan funksiyaga misol keltiring.

Yechish. Dirixle funksiyasini [0. 2] kesmada Lebeg va Riman ma’nolarida 

integrallanuvchanlikka tekshiramiz. sodda funksiya bo4 lib. uning Lebeg 

integrali quyidagiga teng: .

[  D (.t)d p  =  1 fx ([0, 2] П Q) +  0 • /i ([0; 2]\Q) =  0.
J[ 0.2]

Dirixle funksiyasi [0, 2] kesmada Riman ma'nosida integrallanuvchi emas. 

Buni ko-rsatish uchun [0, 2] kesmani 0 =  xq <  x \ <  <  • • * < x n- \  <  

x„ =  2 nuqtalar yordamida teng n bo'fakka bolamiz. Malumki. Dirixle 

funksiyasining [xk-u  &*] bolakchadagi aniq yuqori che^rarasi ‘A/* barcha 

к G {1, 2; . . . .  n} uchun 1 ga teng. Dirixle funksiyasining bu bolakchalardagi 

aniq quyi chegarasi пгц esa 0 ga teng. Bu bo linishga mos Darbuning yuqori 

f tn va quyi x n yiglndilarini qaraymiz:
n2 " 2 ' 2 2 

n r, = -  E M»= -  1 2 1 = 2= "» = - Е т ‘ = - Е о  = o.
A—1 fc= 1 k = 1 b = l

Bu yerdan,

lim Qn =  2, lim w n — 0
n— OC n — “DC

tengliklarga kelamiz. Demak, Dirixle funksiyasi [0, 2] kesmada Riman ma'­

nosida integrallanuvchi emas. □  

Shuni ta ’kidlaymizki, IV. VI. VII va VIII xossalar faqat Lebeg integrali 

uchun xos. Bu xossalar Riman integrali uchun oi-inli emas. Buni 7.8-7.9 va 

7.49-7.50-misollarda ko‘rib chiqamiz.

7.8. Lebeg integrali ning IV xossasi, Riman integrali uchun o'rinli emasligini. 

ya’ni shunday oichovli va chegaralahgaii funksiyaga misol keltiringki. u 

Riman ma’nosida integrallanuvchi bolmasin.

Yechish. [0, 2] kesmada Dirixle funksiyasini qaraymiz. U chegaralangan 

va oichovli, demak IV xossaga ko la  u Lebeg ma'nosida integrallanuvchi, lekin
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Dirixle funksiyasi [0. 2] kesmada Riman m a’nosida integrallanuvchi emas. Bu 

tasdiq 7.7-misolda kcT’rsatlldi. □

7.9. Lebeg integralining VII xossasi. Riman integrali uchun o’rinli emas. Ya’ni, 

shunday integrallanuvchi ip : A  —* M va o'lchovli /  : A —* E  funksiya­

larga misol keltiringki, barcha x  € A  larda. J/(ff)| <  (p(x) bo'lsin, lekin 

/  funksiya Riman ma’nosida integrallanuvchi bo'lmasin.

Yechish. Quyidagi funksiyalarni qaraymiz: (p(x) =  2 va

Barcha x  6 [0, 2] lar uchun \ f ( x ) \  <  fp(x) tengsizlik o’rinli. tp : [0. 2] —> R 

o‘zgarmas funksiya sifatida [0. 2] kesmada Riman maiiosida integrallanuv- 

chi bo'ladi. Lekin /  funksiya [0. 2] kesmada Riman ma'nosida integral­

lanuvchi emas. Bu tasdiq D ning Riman ma'nosida integrallanuvchi emasligi-

7.10. Chebishev tengsizligini isbotlang. ya'ni A  o'lchovli to*plamda. manfiymas 

(p funksiya va с >  0 son berilgan bo'lsa, u holda

7.11. f ( x )  =  3x2 +  2, x  6 [0, 1] funksiyaning integralini ta ’rif yordamida 

hisoblang. Javobingizni Riman va Lebeg integrallarini taqqoslash haqida- 

gi 7.4-teoremadan foydalanib tekshiring.

ill

(7.12)

ga o'xshash isbotlanadi. □

(7.13)

tengsizlik O'rinli. (7.13) Chebishev tengsizligi deyiladi.

Yechish. Aytaylik, A c =  { x  €  A  : tp(x) >  c}  bo'lsin. U holda

I hi yerdan (7.13) tengsizlikning isboti kelib chiqadi. □



Y ecm sti. berilgan j [ x )  =  ox* -f Z) x  G [U, IJ tuiiksiya sodda iunksiya 

emas. Bu funksiya o'lchovli va [0, 1] kesm ada chegaralangan, shuning uchun 

u integrallanuvchi. /  ga tekis yaqinlashuvchi va integrallanuvchi { f n}  sodda 

funksiyalar ketma-ketligini shunday tan lash  kerakkL har bir n  €  N da %  ning 

integralini hisoblash mum kin bo isin , ham da lim  fA fn'tx) dfi ni hisoblash
71—> 0 0

oson bo'isin. Shu m aqsadda biz quyidagicha y o i tu tam iz. [0, 1] kesmani

1 2 n  — 1 n
0 <  — <  — < • •  < --------<  -  =  1

n  n n n

nuqtalar yordam ida teng n  bo'lakka bo'lam iz va 

к - I  к
Ak  =

n  n
. к =  1 . 2 . . . . ,  i f  — 1, A n =

it — 1
--------, 1n

belgilashlarni kiritam iz. Tanlanishiga ko'ra bu to 'p lam lar juft%ufti bilan o'zaro
n

kesishmaydi va (J  Л*. =  [0. 1]. /„  sodda funksiyani [0. 1] kesmada quyida- 
fr=l

gicha aniqlavmiz:

/« (» )  =  /  f  =  3—j  +  2, x  ' e A k , к  m  1 ,2 ,\П  /  Tl

Tanlangan ketm a-ketlikni [0. 1] da /  ga tekis yaqinlashishini ko'rsatam iz. 

m ax | f n(x)  -  f ( x )  | '=  m ax m a x \ fn{ x )  -  / ( x ) |  =  “ ^  *

u t u T X  м 3(2fc — 1) 3 ( 2 n - l )=  m ax m ax  / ( k / n )  — f ( x ) \  =  m ax  —— -— -  =  —— -—
i < k < n x e A k ]JK '  \  у  l < k < n  n 2 n 2

Demak, bu ketm a-ketlik [0, 1] da /  ga tekis yaqinlashadi. Endi f n sodda 

funksiyaning [0, 1] to 'p lam  bo'yicha Lebeg integralini hisoblaymiz.

4 f l ^  +  2 =  f e  +  Ц<г "  +  У  +  2. ' (7.14)
n  “ f n 3 6 2 n2 «.'=1

Yig4indini hisoblashda barcha n  G N lar uchun o'rinli bo'lgan

о 9 9 n ( n  +  l ) (2n  + 1 )
1 + 2  + 3  1----- +  v — * > 3

6
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tenglikdan foydalandik. (7.14) tenglikda n  —+ oc limitga o'tib,

l i m / '  f v{x) dfi =  lim  f a  +  10) ( ; n +  k  + 2)  = l + - 2 = ' 3
7 7 . - 0 0  J f0 Д |  , 7 - О С  у  2  7 lZ J

ni hosil qilamiz. Olingan natijani Rim an va Lebeg integrallarini taqqoslash 

haqidagi 7.4-teorema yordamida tekshiramiz.

- I -9 \ d r  =  (/ (3or 4- 2) dx  =  (x 6 4- 2 x )  |* =  1 +  2 — 0 =  3. 
Щ

Demak. ta ’rif yordamida hisoblangan integral to 'g 'ri ekan. □

Uy vazifalari va m avzuni o4zlashtirish uchun m asalalar

7.12. Agar /  : A  —» R o'lchovli funksiya bo'lsa. u holda g( x )  =  [/(#)] 

funksiya A  da sodda funksiya bo'lishini isbotlang. Bu yerda [a] belgi a  

sonining butun qismini bildiradi.

7.13. 0 4lchovli А  С E  to 'plam ning у  —  \ a  (я)  xarakteristik funksiyasi E  

da sodda funksiya ekanligini t a ’rif va 7.1-misol yordamida A n to 'plam ­

larning o'lchovli ekanligidan foydalanib ko'rsating.

7.14. у  =  sign x ning E  =  [—1. 3] da sodda funksiya ekanligini t a ’rif yorda­

m ida va 7.1-misol tasdig'idan foydalanib ko'rsating.

7.15. Agar /1 : A  —> R va /2 : E \ A  —> R sodda funksiyalar bo'lsa, u holda

f i ( x ) ,  x  €  A  

f 2(x% x  e  E \ A

funksiya E  da sodda funksiya bo'lishini isbotlang.

Л И  =

7.16. Kantorning zinapoya funksiyasi Я  ning [0. 1 ] \ K  da sodda funksiya 

bo'lishini ko'rsating. B11 yerda K — Kantor to'plami.

V. 17. Я  : К  —► R Kantor funksiyasining sodda funksiya emasligini isbotlang. 

Bu yerda K — Kantor to'plam i.
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7.18. Quyidagi sodda funksivalarning [0, 1] to 'p lam  bo'yicha olingan Lebeg 

integralini hisoblang.

7.19. Sodda funksiyaning songa ko;paytm asi yana sodda funksiya bo'lishini is­

botlang.

7 .20. Sodda funksiyalar yig'indisi yana sodda funksiya bo'lishini isbotlang.

7 .21. Agar /  va g  lar sodda funksiyalar vbo'; Isa, u holda a  /  +  (3 g  funksiya 

ham  sodda funksiya bo'ladi. Isbotlang.

7 .22 . Agar /  : A  —* Ш va g  : A  —» R  lar sodda funksiyalar bo'lsa. u holda 

/  • ig ham  sodda funksiya bo'ladi. Isbotlang.

7 .23. /  : A  - +  R  funksiya o'lchovli bo'lishi uchun unga tekis yaqinlashuvchi 

sodda funksiyalar ketma-ketligining mavjud bo'lishi zarur va yetarli. Is­

botlang.

7 .24 . Kantorning zinapoya funksiyasi Я  ga [0, 1] da tekis yaqinlashuvchi va 

cheklita qiym at qabul qiluvchi sodda funksiyalar ketma-ketligini quring.

7 .25. Agar /  va g  sodda funksiyalar A  to 'plam da integrallanuvchi bo'lsa, u 

holda a  f  +  8  g  funksiya ham A  to 'p lam da integrallanuvchi bo'ladi va

tenglik o'rinli. Isbotlang.

7.26. f ( x )  =  [#], x  E [0, 5) ==’ A  ning sodda funksiya ekanligini ko 'rsating va 

uning A  to 'p lam  bo'yicha olingan integralini hisoblang.

7.27. Ixtiyoriy o'lchovli А  с  E  uchun f E x a {%) dp- =  ft {A)  tenglikni isbot

X  E К  

x  E K n.

j,

qiling.
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7.28. А = {х Е [—7г, тг] : sin а: < 0 ,5 }  uchun ^  Ха {%) dv  integralni hi- 

soblang.

7.29. Dirixle funksiyasining sodda funksiya ekanligini ta 'rif yordamida ko'rsating. 

Uning A  =  [0.3] to 'plam  bo'yicha olingan integralini hisoblang.

7.30. Riman funksiyasining sodda funksiya ekanligini ko'rsating va uning A  =  

[0,1] to 'plam  bo'yicha olingan integralini hisoblang.

7.31-7.37-misollarda berilgan /  : A  —* M funksiyani sodda ekanligini 

ko'rsatib, uning integralini hisoblang.

7.31. f ( x )  = [2x); АЩО; 2) :

7.32. f ( x )  = signx, 4̂ =  [— 1,’

7.33. /(* ) = а д \о ( * ) |  A =  [-1,

7.34. /(я )  =  [x] +  sign a:, ' A  = '[ -1 , 2]. ,

7.35. f  (x)  = 8ignx.+ xiL2j.H . 4  =  [-1 , 4]. .

7.36. Д х) = .n, x- 6 A n =  ^ ,  ^  , n 6 N. A — (0, 1].

7'37|§ г Л "1 «
7.38. /  ga tekis yaqinlashuvchi va A  to 'plam da integrallanuvchi har qanday 

sodda funksiyalar ketma-ketligi uchun (7.4) limit mavjud. Isbotlang.

7.39. Berilgan /  funksiya uchun (7.4) limit, unga tekis yaqinlashuvchi {/„} 

ketma-ketlikning tanlanishiga bog'liq emas. Isbotlang.

7.40. Lebeg integralining bir jinsUlik xosscisini isbotlang. Bu xossani matema- 

tik simvollar vordamida quyidagicha yozish mumkin.

J  к - ./(ж) dp =  к f i x )  d/л, к € E .
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7.41. Lebeg integralining additivlik: xossasin i  isbotlang. Bu xossani m atem atik 

simvollar yordamida quyidagicha yozish mumkin:

J (/(я) + д{х))ёц=- lj{x)dn + Ĵg(x)dp.
7.40 va 7.41-misolla.rda keltirilgan xossalar adabiyotlarda. ([1] ga qarang) 

Lebeg integralining II va III xossalari deb berilgan.

7.42. Lebeg integralining IV xossasin i isbotlang. A  to 'plam da chegaralangan. 

oichovli /  funksiya integrallanuvchidir.

7 .43. Lebeg integralining m onotonlik  xossasin i (V xossa) isbotlang. A  to'plam- 

da manfiyinas f ( x )  >  0 funksiyaning integrali manfiymas.

k
7.44 . Lebeg integralining VI xossasin i isbotlang. Agar /i (A )  — 0 b o isa , u 

holda ixtiyoriy f  : A  Ш funksiyaning integrali nolga teng.

7 .45 . Agar deyarli barcha x  €  A  lar uchun f ( x )  =  g ( x )  bo isa , u holda

f f(x)d/j. = f g(x)dfx 
J  A  J A

tenglik o’rinli. Isbotlang. Bu ham Lebeg integralining VI xossasi deyiladi.

7.46 va 7.47-misollarda keltiriladigan tasdiqlar mos ravishda Lebeg inte­

gralining VII va VIII xossasi deb ataladi ([1] ga qarang).

7 .46. Agar if  funksiya A  to 'p lam da integrallanuvchi bo iib , deyarli barcha 

x  £  A  lar uchun \ f { x ) \  <  ( f ( x ) bo isa , u holda /  oichovli funksiya 

ham  A  to 'p lam da integrallanuvchi boiishini isbotlang.

7 .47 . Agar /  oichovli funksiya bo isa , u holda /  va ]/(  funksiyalar bir vaqtda 

integrallanuvchi yo integrallanuvchi emas. Isbotlang.

7 .48. Agar har bir n  G N uchun (7.11) tenglik bilan aniqlanuvchi f^ut sodda 

funksiya integrallanuvchi bo isa, quyidagi tenglikni isbotlang

[  f  (x ) dfi =  lim f  f ^ \ x ) d ^ .
A J A
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7.49 . Lebeg integralining VI xossasi, Riman integrali uchun oi'inli emas. Ya’ni,

keltiringki, ulardan biri R im an m a'nosida integrallanuvchi, ikkinchisi esa 

integrallanuvchi boim asin. A  =  [0, 2] kesmada Dirixle 2) (ж) va nol 

9(x)  ==0 funksiyalarini tahlil qiling.

7 .50 . Lebeg integralining VIII xossasi Riman integrali uchun o'rinli emas. Y ain , 

Riman m a'nosida integrallanuvchi bo im agan shunday /  : A —i  R  funk­

siyaga misol keltiringki, uning moduli | / |  esa, Riman m a’nosida inte­

grallanuvchi bo isin . (7.12) bilan aniqlangan /  funksiyani tahlil qiling.

7.51. [—1, 1] kesmada aniqlangan Riman m a'nosida integrallanuvchi b o im a­

gan, lekin kvadrati Riman m aiiosida integrallanuvchi bo igan  funksiyaga 

misol keltiring. 7.9-misol yechimida qaralgan f  funksiyani tahlil qiling.

7 .52. (7.12) tenglik bilan aniqlangan /  funksiya va <p(x) щ 1 funksiyani 

[—1, 1] kesmada ekvivalent ekanligini isbotlang. Ularni [—1, 1] kesma­

da Lebeg va Riman m a’nolarida integrallanuvchanlikka tekshiring.

7 .55. Agar /  funksiya A  to ;plam da integrallanuvchi bo isa , u holda /  funksiya 

A  to :plamning ixtiyoriy oichovli A! qismida ham integrallanuvchi bo iad i 

Isbotlang.

7.54. Agar f A | f ( x )  | dj i  — 0 bo isa , u holda deyarli barcha x  G A  lar uchun 

f ( x )  =  0 boiadi. Isbotlang.

7.55. Lebeg integralining absolyut u zh ksiz lik  xossasidan  foydalanib  isbotlang. 

Agar /  funksiya A  (fJ.{A) <  oo) to 'plam da integrallanuvchi bo isa, 

u holda ixtiyoriy n  £ N son uchun shunday rn G N son mavjudki,

<  n T l  tengsizlikni qanoatlantiruvchi har qanday oichovli D  С A  

to 'plam  uchun

shunday /  : A  —» R  va g  : A  —» R  ekvivalent funksiyalarga misol

tengsizlik bajariladi.



7.56. [О, 1] kesmada chegaralanmagan. ammo Lebeg m a’nosida integrallanuvchi 

bo'lgan sodda funksiyaga misol keltiring.

7 .57. f ( x )  =  [x ] funksiyaning A  =  [0, 2] to 'plam  bo'yicha olingan Lebeg 

integralini hisoblang.

7 .58. [a. b] kesmada uzluksiz funksiya sodda funksiya bo'la oladimi?

7 .59 . Dirixle. Riman funksiyalari sodda funksiya bo'ladimi? Ularning [0, 4] 

to 'plam  bo'yicha olingan Lebeg integralini hisoblang.

7.60-7.65-misollarda berilgan /  : A  —► M funksiyaning integralini ta/rif 

yordamida hisoblang. Javobingizni Riman va Lebeg integrallarini taqqoslash 

haqidagi 7.4-teoremadan foydalanib tekshiring. Ц

7.60 . f ( x )  =  2 x  4-1. x  G [0; 3].

7 .61. f { x )  =  6x  -  3, s € [ - l .  2].

7.62. f i x )  == 3 x 2 - 2 x ,  x  G Г-1, 1].

7 .63. f  (x)  =  6a:24 4 x  -  5, x  G [—1. 1].

7 .64. f ( x )  =  2T 4- 3, x  G [0: 2].

7 .65 . f ( x )  =  e r 4- 3a:, x  G [0, 1].

7 .66. Quyidagi integrallarni hisoblang.

a) J sign(cos 7rx)dfi: b) f  sign(sin — )d/i;
M :3 ] (0,1] x

c) I f  , d ) , U  V i y  -  *]<*#»•
[0.2] x [0.2] ■ *<{/<4

7.67-misolni Lebeg integrali ta ’rifi va xossalaridan foydalanib hisoblang. Bu 

yerda T)— Dirixle. 9л— Riman. Я — Kantor funksiyasi.

7 .67. a) /  s -X[o, i ]\q{x)dfj..: b) /  ( 1 4 - 2x)dji:
[ 0 . 1 ]  [ 0 . 2 ]  

c) J  (3x2 4 - 1) dfji; d) f  (2T 4- 2) d/u;
[ 0 . 2 ]  j o . i j
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е) /  (In 3 +  ех) ф ;  f) J  Я Щ  dji:
[0,1] [0Л!

g) f  x  (1 — D (x))d(i-\ h) f  x  (1 — *R(x))d[i: 
i t  i] to, i]

i) /  (х +  Я ( х ) ) ф ;  j) f  x - R { x ) d i i \
[0.1] ' ”  [0,1] 

k) f  x 2 • 9 \(х )  dji.
[0.1]

7.68. Har bir n  £  N uchun f  ,, : [0, 1] —> R funksiyani quyidagicha aniqlaymiz. 

f n funksiyaning x  .£ [0, 1] nuqtadagi qiymati, x  ning cheksiz ikkilik 

kasrga yoyilmasidagi n — raqarniga teng. Masalan, / 2(0, 10010. . . )  . =  0. 

/ з ( 0 ,10110 ....) =  1. Bu ketma-ketlik uchun quyidagilarni isbotlang:

HL,*;'., . f  п ф т ,  I  . (/„(*))2ф =* . ,
J[0.1] 4 У [0.1] ' «

7.00. Har bir n  G N uchun <?r, : [0, 1] —* Ш funksiyani quyidagicha aniqlaymiz. 

Agar x  G [0, 1] ning cheksiz ikkilik kasrga yoyilmasida n — raqami 1 

b o isa , gn (x)  — 1, agar n — raqam i 0 b o isa , gn(x)  =  —1. Bu ketma- 

ketlik uchun quyidagilarni isbotlang:

I  fjb(x)g.m{x)d,u — О, n ф т . ’ / (g „(x ))2,d ii  
J[0A] ./[0.1]

8- §. Lebeg integrali beigisi ostida lim itga o4tish

Integral beigisi ostida limitga o;tish yoki qatorlarni hadm a-had integrallash 

m.isajasi ko’plab muammoiarni yechishda uchraydi. Boshqacha qilib aytganda

1 i-mday shartlarda

Н | и  . lim I  f n( x ) d n  =  [  lim f n{ x ) d n  f  f ( x ) d j x  (8.1)П-CO J A J A П-+ОС J A

tniglik o'rinli bo iad i, ya’ni limit va integral belgilarining o iiiilarim  almashtirish 

mumkin? Integral beigisi ostida limitga o'tishning yetarli shartlaridan biri 

borilgan ketma-ketlikning tekis yaqinlishish shartidir, lekin bu shart. ta i'ifda

I н и . Shuning uchun tekis yaqinlishishdan kuchsizrocj shart lar qo'ygan holda 

(8.1) tenglikning bajarilishini tekshiramiz. Agar {/„,} integrallanuvchi funksi- 

vi 1 In,1; ketma-ketligi A  to 'plam ning har bir nuqtasida /  funksiyaga yaqin- 

Iii.i i| is a. (8.1) tenglik to ‘gcrimi degan savol tug ilad i. Umuman olganda, nuqtali
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yaqinlashish integral belgisi ostida limitga o'tishni ta 'ininlay olmas ekan. Buil- 

ga quyidagi misolda ishoneh hosil qilamiz.

8 .1 . [О, тг] kesmada quyidagi funksional ketma-ketlikni qaraymiz

[ n s m n x , x  G
\ n ~7T
1 0. x  G 7Г

.??
Ш  « l . .  Г7Г L° ’ nJ  (8.2)

Bu ketma-ketlik har bir nuqtada nolga yaqinlashadi. Bu ketma-ketlik 

uchun (8.1) tenglik to-g^imi?

Y echish . Har bir x  G [0, тг] uchun lim f v {x)  =  0 tenglik oson tekshiri-
V—*oc

ladi. Endi f n ning [0. тг] kesma bo'yicha olingan integralini hisoblaymiz:

Г  , s f "  ^/ f n(x)d{d =  n  sin n x d p  — 2 .
Jo ' Jo

Ikkinchi tom ondan
/»7Г Г7Т

lim /  f n( x ) d p  =  2 ^  /  0 (x)df i  =  0.
7 7 * ^ o c  Jo Jo

Demak, bu ketma-ketlik uchun integral belgisi ostida limitga o 'tish to4g'ri 

emas. □

Quyida biz integral belgisi ostida lim itga o 'tish belgilarini keltiramiz.

8 .1 - te o re m a  (Lebeg). A gar  {/,,.} ketm a-ketlik  A  to 'p lam ning har bir 

nuqtasida f  funksiyaga yaqinlashsa va barcha n  G N lar uchun | f , , {x)  | < 

ip (x)  tengsizlik  bajarilib. <p funksiya  A  to'plam da integrallanuvchi bo'lsa. 

и holda lim itik  funksiya  f  ham A  da integrallanuvchi bo'ladi va  quyidagi 

tenglik о 'rinli

lim /  f n( x ) d p =  /  f ( x ) d f i .
n _ ^ o c  J  a  J a

8 .1 -n a tija . A gar  | f n(x)  | <  M  — c o n s t  va barcha x  G A  larda lim  f n(x)  

f ( x )  bo'lsa. и holda quyidagi tenglik o'rinli
П—У oc

lim f f 1}(x)d[i.  =  [  f ( x ) d f i .  
J a  J a

Nol o'lchovli to 'p lam da funksiyaning qiymatini o'zgartirish integral qiy- 

m atiga ta :sir qilmaydi. shuning uchun 8.1-teoremada { f n}  ketma-ketlikning
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/  funksiyaga deyarli yaqinlashishini va | f ( x )  | <  <p(x) tengsizlikning ham 

deyarli barcha x  lar uchun bajarilishini talab qilish yetarli.

8.2-teorem a  (Levi). A  to'plamda monoton

h { x )  < / 2  ( ж )  < • > • < fn (x) < ■ ■ ■ ;■■■ - » i ' > •

integrallanuvchi {/??} funksiyalar ketma-ketligi berilgan bo'lib. barcha n  £ N 

lar uchun

J  f n(x )d n <  К  ,

tengsizlik bajarilsin. U holda A  to ‘plamning deyarli hamrna yerida lim f n(x)
n—> oc

— f ( x )  chekli limit, mavjud hamda f  funksiya A da integrallanuvchi va 

integral belgisi ostida limitga 0ctish mumkin, ya ’ni

lim f f n( x ) d p =  f f ( x )  dfi
Ja Ja

8.2-natija. Agar гр,^x ) >  0 bo'lib,

00 r
/  Wn(x)d/J.. <  -foo

гг=1 «

bo'lsa. и holda A  to ‘plamning deyarli barcha nuqtalarida
o c

|; . Ш  V $ ■' ■ r  \
n= l  ' . . . .

yaqinlashadi va bu qatorni hadlab integrallash mumkin, ya ’ni
o c  \  OC „

^ 2  ) « р = 2 Г /  ф ■
-4 \?г=1 /  n=L J A

8 .3 -teo rem a (Fatu). Agar manfiymas. o'lchovli {/„} funksiyalar ketma- 

ketligi A to'plamda f  funksiyaga deyarli yaqinlashsa va

К  f  fn (x )  d/л <  К

bo'lsa.. и holda f  funksiya A  to'plamda integrallanuvchi va

| Г  ' JA f l x ) d n < K
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igsizlik о 'null.

Shu paytgacha biz faqat chekli oichovli (ц(А)  <  oc) to'plamlarda Lebeg 

integrali va uning xossalarini oi'gandik. Lekin ko'plab masalalarni yechishda 
cheksiz oichovli to'plamda berilgan funksiyaning integralini qarashga to'g'ri 

keladi. Masalan, R =  ( - 00. 00) da berilgan funksiyaning Lebeg integralini 

qarashga to 'g ii keladi. Biz X  to'plam sanoqli sondagi chekli oichovli X n 

to'plamlarning birlashmasi ko'rinishida tasvirlanishi mumkin boigan hoi bilan 

chegaralanamiz.
8 .1 -ta ’rif. Agar X  to ‘plamda /1 0 ‘Ichov berilgan bo 'Tib, X  to'plarnni 

sanoqli sondagi chekli 0 'Ichovli to 'plamlaming birlashmasi ко rimshida tasvir­

lash mumkin bo 4sa. и holda X  da berilgan fi- 0 :lchov a — chekli 0 ‘Ichov dey­

iladi. s
a — chekli oichovlarga sonlar o'qidagi va tekislikdagi Lebeg o'Ichov lari 

misol bo ia  oladi.

8 .2- ta ’rif . Agar monoton o'"suvchi { X n}  ( X n С X n4 x) to'plamlar ketma- 

ketligi quyidagi ikki sharini qanoatlantirsa
o c

1) (J X n = X . 2) barcha n  £ N lar uchun p ( X n) < 00,
n=  1

{X77} да X  to plamni qoplovchi ketma-ketlik deyiladi.

8 .3 -ta ’rif. X  to 'plamda a — chekli (i 0 *Ichov va X  da aniqlangan rnan- 

fiymas f  funksiya beiilgan bo:lsin. Agar f  funksiya ixtiyoriy chekli o'lchovli 

А С X  to iplamda integrallanuvchi bo: lib, biror qoplovchi {X„,} ketma-ketlik 

uchun

lim f f (x)d( i

chekli limit, mavjud bo'lsa, и holda f  funksiya X  to'plamda integrallanuvchi 

deyiladi va bu limit

[  f ( x ) d p  = lim [  f ( x )dp
J x  n^°° Jx n

f  dan X  to :plain bo'yicha olingan Lebeg integrali deyiladi.

Endi f  ixtiyoriy funksiya boisin. Uni ikkita manfiymas funksiyalar ayir 

masi shaklida tasvirlaymiz, ya7ni f ( x )  — f+(x) — f ~ ( x ) . bu yerda /+  va /_
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lar (7.7) tenglik bilan aniqlanadi.

8 .4 -ta ’rif. Agar (7.7) tenglik bilan aniqlangan /+  va /_  manfiy­

mas funksiyalar X  to :plamda integrallanuvchi bo 4sa, и holda f  funksiya X  

to \plamda integrallanuvchi deyiladi va

f = / U ‘(x)dp% j  f  (x)dn.
J X  J x  J X

Lebeg va Riman integrallari orasidagi quyidagi bog'lanishni keltiramiz. 

Agar [a. b] kesmada /  funksiya Riman ma'nosida integrallanuvchi bo1 Isa. 

u holda /  funksiya [a, b] kesmada Lebeg ma'nosida ham integrallanuvchi 

bo'ladi va bu integrallar teng bo'ladi (7.4-teoremaga qarang).
Agar /  funksiya [0, 1] kesmada xosmas ma'noda Riman bo'yicha integral­

lanuvchi bo'lsa, u Lebeg ma'nosida integrallanuvchi bo'lmasligi ham mumkin. 

Masalan,

p " '  ' " Ш М  (8.3)
J о 1 1

xosmas integral Riman ma’nosida mavjud (integrallanuvchi). Haqiqatan ham.

о‘zgaruvchilarni almashtirib

f l 1 dt f x sin x  ,
/ sin -  — =  / ------dx

Jo t t J i  X
sin x

ga kelamiz. Dirixle alomatiga ko'ra bu. integral yaqinlashuvchi ( f { x )  = ------
OC

. 1 1
funksiya integrallanuvchi). f ( t )  — sin -  ■ -  funksiya (0, 1) oraliqda Lebeg 

ma’nosida integrallanuvchi emas. Faraz qilaylik. bu funksiya Lebeg ma’nosida 

integrallanuvchi bo'lsin. U holda VIII xossaga ko'ra

[ l . 1 dt
/ sm - —

/0 t t

integral ham mavjud bo'ladi. Bundan esa yana o'zgaruvchilarni almashtirib.



tcuynizlik о ‘I'iiili.

SI и i payt-gacha biz faqat chekli oichovli (ц(А)  < oc) to'plamlarda Lebeg 

integrali va uning xossalarini oi'gandik. Lekin ko'plab masalalarni yechishda 

cheksiz oichovli to'plamda berilgan funksiyaning integralini qarashga to'g'ri 

keladi. Masalan, R =  (—00. 00) da berilgan funksiyaning Lebeg integralini 

qarashga to'g'ri keladi. Biz X to'plam sanoqli sondagi chekli oichovli X n 

to'plamlarning birlashmasi ko'rinishida tasvirlanishi mumkin boigan hoi bilan 
chegaralanamiz.

8 .1 -ta ’rif. Agar X  to'plamda ц  0 ‘Ichov berilgan bo'Tib. X  to 'plarnni 

sanoqli sondagi chekli 0 ’Ichovli to 'plamlarning birlashmasi ко ‘nnishida tasvir­

lash mumkin bo'isa, и holda X  da berilgan o'lchov a — chekli 0 ‘Ichov dey­

iladi. S

a — chekli oichovlarga sonlar o'qidagi va tekislikdagi Lebeg oichovlari 

misol bo'la oladi.

8 .2 - ta ’rif. Ада-r monoton o'suvchi {X„} (X„ С X.,7+i) to'plamlar ketma- 

ketligi quyidagi ikki shartni qanoatlantirsa

fiymas f  funksiya berilgan bo'isin. Agar f  funksiya ixtiyoriy chekli 0 'Ichovli 

A  C l  to ’plamda integrallanuvchi bo'lib, biror qoplovchi {Xn} ketma-ketlik 

uchun

Endi /  ixtiyoriy funksiya boisin. Uni ikkita manfiymas funksiyalar ayir­

masi shaklida tasvirlaymiz, ya’ni f ( x )  — f +(x) — f - ( x ) . bu )^erda f \  va /_
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oc
1) (J X n = X , 2) barcha n £ N lar uchun p ( X u) < 00,

n= 1
{Xrt} да X  to 'plarnni qoplovchi ketma-ketlik deyiladi.

8 .3 -ta ’rif. X  to'plamda a —chekli \i o'lchov va X  da aniqlangan man

chekli limit mavjud bo'lsa, и holda f  funksiya X  to plamda integrallanuvchi 

deyiladi va bu limit

f  dan X  to'plam bo'yicha olingan Lebeg integrali deyiladi.



lar (7.7) tenglik bilan aniqlanadi.

8 .4 -ta ’rif. Agar (7.7) tenglik bilan aniqlangan, / ( va J tinm/li/ 

mas funksiyalar X  to'plamda integrallanuvchi bo'lsa. и holda f  Junks/у a \ 

to 'plamda integrallanuvchi deyiladi va

| t  f f ( x ) d f i — f  f +(x)d ^  — f  f - {x)dn.
J x  J x  J X

Lebeg va Riman integrallari orasidagi quyidagi bog'lanishni keltiramiz. 

Agar [a. b] kesmada /  funksiya Riman ma'nosida integrallanuvchi bo‘lsa. 

u holda /  funksiya [a. b\ kesmada Lebeg ma'nosida ham integrallanuvchi 

bo'ladi va bu integrallar teng bo'ladi (7.4-teoremaga qarang).

Agar /  funksiya [0, 1] kesmada xosmas ma'noda Riman bo'yicha integral­

lanuvchi bo'lsa, u Lebeg ma'nosida integrallanuvchi bo'lmasligi ham mumkin. 

Masalan.

Г ” l st° n  , "  №й)
xosmas integral Riman ma'nosida mavjud (integrallanuvchi). Haqiqatan ham.

()‘zgaruvchilarni almashtirib

f l . 1 dt f 00 sin ж .
/ s m -  -  =« /  — - d x  

i/o t I J i x
sin x

ga kelamiz. Dirixle alomatiga ko'ra bu. integral yaqinlashuvchi ( /(x )  m -----
1 1  ^  

funksiya integrallanuvchi). f ( t )  =  sin -  • -  funksiya (0, 1) oraliqda Lebeg

ma'nosida integrallanuvchi emas. Faraz qilaylik. bu funksiya Lebeg ma'nosida

Integrallanuvchi bo'lsin. U holda VIII xossaga ko‘ra

dt ..
T'0

. 1 
sm -  

t

integral ham mavjud bo'ladi. Bundan esa yana o'zgaruvchilarni almashtirib.

■1

./o
s m -  — = > / -------d x =  / ------------- d x  =

t | t  J i x  Ji x  Ji  2x

dx f 06 cos 2x
■dx

Jl  «  ./i ^2x /i 2x
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cos 2a: . i --------dx
Jl X

integral yaqinlashnvchi. Birinchi integral esa uzoqlashuvchi. Demak,

h hi llM'i» I «'ImiiiI/, < )xil'gl

. 1 
■sin -  

t
dt
tj  о

integral ham uzoqlashuvchi. Shuni ta ’kidlaymizki, agar manfiymas funksiya 

Riman ma’nosida integrallanuvchi boisa, u holda bu funksiya Lebeg ma'nosida 

ham integrallanuvchi boiadi va bu integrallar teng boiadi.

8 .4-teorem a. Aytaylik A  to ’plamning oichovi cheksiz bo’isin. Cheklita 

nolmas у i, y2, . . . .  yn qiymatlarni qabul qiluvchi f  : A  —> R sodda funksiya 

A da integrallanuvchi boiishi uchun tAk = {x  £ A  : \ f ( x )  = у^}, к =

1. 2 , . . . ,  n to lplarnlarning o 'lchovi chekli boiishi zarur va yetarti. Xususan 

В С A  to ’plamning xarakteristik funksiyasi - Xb (%) integrallanuvchi boiishi 

uchun f j{B) < oc bo'lishi zarur va yetarli.

8 .5 -ta ’rif. Aytaylik A cheksiz о 'Ichovli lo'ploM. f  : A —> R sanoqlita 

yi, yz*- • • гУы • • • qiymatlarni qabul qiluvchi sodda funksiya bo'isin. Agar har 

bir nolm.as uchun A% =  {x G A : f ( x )  — y^} to ‘plam chekli oichovli
o c

bo‘lib, Уп n{An) qator absolyut yaqinlashuvchi boisa, f  : A  —» R sodda
n=i

funksiya A  to'plamda Lebeg ma'nosida integrallanuvchi deyiladi.

8.2. Quyida keltirilgan funksiyalar R da Lebeg ma’nosida integrallanuvchi 

boiadimi?
o c  ( —  1  Э С  C l n  77

a) №  =  £  ^X [,.n+i](^); b) f i x )  =  £
Tl — 1 71 к П=1 n

,: , c)  f i x ) = E  d) / ( ? ) « £
n~= 1 71 71=1

fli ........................  »
e) /(* )  *  £  ■ vviXKrvtDW; f) /(* )  “  E  ^ГХ[в.п+1)(я).

Yechish. Hozir biz f) ning yeehimini beramiz. Berilgan funksiyaning aniqlan- 

ishidan quyidagilarga ega boiamiz. Aq — (-o c . 1) to'plamda f ( x )  = 0 =  y0
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п2
va f ( x )  =  — , x  e  A n = [n, n -f 1). 8.5-ta’rifga ko'ra* /  : R —> R funksiya 

integrallanuvchi bo'lishi uchun

I  I  ̂ .. " •
n  =  l  ! 77. =  1 ■

qator yaqinlashuvchi bo'lishi zarur va-yetarli. Musbat hadli qatorlarni taqqoslash 
haqidagi Dalamber alomatidan foydalanib ( q = 0 /5), hosil bo'lgan qatorning 

yaqinlashuvchi ekanligiga ishionch hosil qilamiz. Demak. /  funksiya R da 

iutegrallanuvchi bo'ladi. □
oc

8.3. A =  U [n, n H- n~°)  to'plamning xarakteristik funksiyasi / { х ) = х а (%)
72=1

parametr a  ning qanday qiymatlarida R da integrallanuvchi bo'ladi?

Yechish. 8.4-teoremaga ko'ra, f ( x )  = x.a {%) funksiya integrallanuvchi 

bo‘lishi uchun A  to'plam chekli o'lchovli bo'lishi zarur vayetarli. A  to'plamning 

o'lchovi, o'lchovning a — additivlik xossasiga ko'ra

I
74=1

yig'indiga. teng. Ma’lumki, bu qator parametr a ning 1 dan ka.tta. barcha 

qiymatlarida yaqinlashuvchi bo'ladi. Demak, barcha a  6 (1, oc) larda A 

to'plamning x a  xarakteristik funksiyasi, R da integrallanuvchi bo'ladi. □

8.4. Quyidagi limitlarni integral belgisi ostida limitga o'tish haqidagi teore- 

malardan foydalanib yeching.

a) lim f  exp f —h x 2) da: b) lim f  exp [ —— ) da:
I;- ”̂ (oij ^[o.i] • \ nJ

c) lim J  -S-n --^  йщ  d) lim J  exp(— cos" x) dp,:
n~¥0CR 1 +  X n_>:)C[0.7r]

dp
e) lim f  n  (exp -  l )  -—

— [0.x] V V riJ ) l + x ±

Yechish. a) ning yecliimi. Integral belgisi ostida limitga o'tish haqidagi 
Lebeg teoremasidan foydalanamiz. Berilgan f n(x) =  exp(—nx ) ketma-ketlik
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[О, 1] koHinaning deyarli barcha (nol liuqtadan tashqari) liuqtalarida 9(x) ш. 0 

funksiyaga yaqinlashadi. Integrallanuvchi ip : [0. 1] —> R funksiya sifatida 

ip(x) =  1 ni olamiz. U holda barcha x  G [0, 1] va n  E N lar uchun \ fn{x)\ < 

ip(x) tengsizlik bajariladi. Integral beigisi ostida limitga o4ish haqidagi Lebeg 

teoremasining shartlari bajariladi. Teorema tasdigiga koia

lim / exp(—n x 2) df.i =  /  6(x) du  =  0. □
7?-*oc J[o, i] ‘ ' ' ; J\q. l j :

8.5. f ( x )  — ----- r~p- x  e  A  = [0. oc) funksiya A  da integrallanuvchimi?
1 I [x\

Yechish. .Sonning butun qismi ta'rifiga ko^ra /  : A  —> R sodda funksi­

ya boiib. A n = [n, n  +  1), n = 0 ,1 , . . .  to'plamda yn =±-------t  qivmatni
m -f wm  i

qabul qiladi va --------  • 1 cjator yaqinlashuychi. Demak. 8.5-tai‘ifga ko4ra
n= о 1 +  n

f ( x )  — funksiya. A  ±= [0, oc) da integrallanuvchi. □

U y vazifalari va m avzuni o‘zlash tirish  uchun m asala lar

8 .6 . Quyida keltirilgan funksiyalar a  > 0 parametrning qanday qiymatlarida. 

R da integrallanuvchi boiadi?

a ) ' / ( * ) -  £  ' 3 l  ф )  &  £  ,
71=1 ™ . 77=1 71
Ш ( - 1)^

C) 2  ~7y X[n2. ( ? 7 + l ) 2 )

n x a8.7. Parametr a  ning qanday qiymatlarida f n(x) = — ------ . x  E [0. 1].
fix +  1'

ketma-ketlik integral beigisi ostida limitga. o‘tish haqidagi Lebeg teore- 
masi shartlarini qanoatlantiradi?

8 .8 . Quyidagi {gn} ketma-ketlik integral beigisi ostida limitga o4ish haqidagi 

Levi teoremasi shartlarini qanoatlantiradimi?

Щ 4 ',S - : ч fy - • i .TlX2
ffn(X) X e  [0. 1].nx-  +  1
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8.9. Fatu teoremasi sliartlari bajarilganda.

lim j  f n(x)dfj,= j
n-*°° Ja  Ja

tenglik o'rinlimi? O'rinli bo'lmasa., misol keltiring.

8 .10 . Integral belgisi ostida limitga o'tish haqidagi teoremalarda.n foydalanib 

quyidagi limitlarni hisoblang.

a) lim J  exp (— (cr2 4- y2)) cos ( — x  • у j dx dy\
\ n  J

b) lim f П—гг * sin — da.
» >  ( 1 + X * )  n

8.11. Agar manfiymas funksiya xosmas ma’noda Riman ma’nosida integralla­

nuvchi bo'lsa, u Lebeg ma’nosida integrallanuvchi bo'lishini isbotlang.

8.12. (8.3) integrating absolyut integrallanuvchi emasligini isbotlang.

8.13. f ( x )  — ---- -p -, x  G A  =  [0, oc) funksiya A  da integralianuvchimi?

8 .14. h ( x )  Щ / 2 ( 4  =  I  =  . f i ( x )  =  

funksiyalarni kro(l) — {(2*1. x 2) G R 2 : x2 4- x \  <  1} to’plamda integral- 
lanuychi ekanligini ko;rsa.ting.

H.L5. /r(ar) =  --------— ■X-1-------- r i — 1, 2 funksiyalarni l/b(l) — {U’i- x 2) £
2 — cos Xi — cos x 2 . . .

E 2 : x\  4- x\  < 1} to'plamda integrallanuvchi ekanligini ko’rsating.

1 IX j I
*•16. f { x )  m  - у - — я i— 2 va M x ) ~  ~o~,—IN— 2! * ж 1 . 2, 3 funksiyalarni4" X’2 4- £3 4* #2 *̂ 3

B0(l) =  {(жь  X2‘ #3) G E 3 : x2 4- x \  4- x \  < 1} to'plamda integral­

lanuvchi ekanligini isbotlang. Ularning #o(l) to'plam bo'yicha olingan 
integralini hisoblang.

м 17. f f x )  — ---------------- ------------------ funksiyani Bq(1) to'plamda integral-
3 — COS Xi — COS X2 — cos £3

lanuvchi ekanligini ko'rsating:



9- §. M onoton va o‘zgarishi chegaralangan funksiyalar

9 va 10-paragraflarda biz sonlar o'qida aniqlangan funksiyalarning Lebeg 

integralini qaraymiz. Bunda integralni tayinlangan /  da to'plam funksiyasi 

sifatida o’rganamiz. Agar /  funksiya X" С M oichovli to'plamda integral­

lanuvchi boi.sa, u holda

' I  f  (x) dfi ' ................... |  ' (9.T)
A

integral barcha oichovli А С X  to'plamlar uchun mavjud.va u tayinlangan /  

da to'plam funksiyasi boiadi. Bu integral Lebegning aniqmas integrali deyiladi. 

X  sonlar o'qidagi oraliq boiishi ham mumkin. Bu holda A to'plam X  dagi 

kesmadan iborat boisa. (9.1) integral kesma chetki nuqt alarming funksiyasi 

boiadi. A  — [a. b] kesma chap chekkasini tayinlab. Ц

j  f ( t )dp  '  (9.2)
M

integralning xossalarini o'rganamiz. Bu masala bizni sonlar o'qida aniqlangan 

funksiyalarning ba:zi muhim sinflarini qarashga olib keladi. Bular monoton 

funksiyalar, o'zgarishi chegaralangan funksiyalar va absolyiit uzluksiz funksiya­

lar sinflaridir.
M onoton funksiyalar. Dastlab o'suvchL kamayuvchi hamda kamaymay- 

digan, o'smaydigan funksiyalar taiiflarini beramiz.

9 .1 -ta ’rif. [a. b] kesmada aniqlangan f  funksiya, shu kesmadan olingan 

har qanday x 2 lar uchun x \ < x 2 boiganda

: I  f ls sY . (/(a:i) > /(x /))  ■

boisa, f  funksiya [a, b] kesmada kamaymaydigan (o'smaydigan) funksiya 

deyiladi.
9 .2 -ta ’rif. [a. b} kesmada aniqlangan f  funksiya, shu kesmadan olingan 

har qanday x \ , x 2 lar uchun x \ < x 2 boiganda

f ( x i) < f ( x 2) ( f ( x i) > f ( x 2)) (9.3)
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bo 'Isa. f  funksiya [a, b] kesmada o'suvchi (kamayuvchi) funksiya deyiladi.

Umuman, qisqalik uchun monoton funksiya deyilganda. 9.1 va 9.2-ta'riflarda 

keltirilgan funksiyalar tushuniladi. Ba'zan o‘quvchining diqqatini jalb qilish 
uchun o^suvchi yoki kamayuvchi funksiyani, qat'iy o'suvchi yoki qat'iy ka­

mayuvchi. yoki qat'iy monoton deb ataymiz.

Lebegning aniqmas integrali (9.2) ning xossalarini o'rganishni quyidagi sod­

da va muhim xossadan boshlaymiz. Agar /  manfiymas funksiya bo'lsa, u hol­

da (9.2) monoton kamavmaydigan funksiya bo'ladi. Har qanday integrallanu­

vchi funksiya ikkita manfiymas integrallanuvchi funksiyalar ayirmasi shaklida 

Uisvirlanadi

H I  f i x )  = f+(x)  -  /_(ж),

I m yerda /+ va /_  lar (.7.7) tenglik bilan aniqlanadi.

Shuning uchun (9.2) integral ikkita monoton kamavmaydigan funksiyalar- 

tiiug ayirmasi shaklida ifodalanadi. Shu sababli yuqori chegarasi o'zgaruvchi 

bo'lgan (9.2) integralni o'rganisll, monoton fuiiksiyalarning xossalarini tek- 

Hhirish masalasiga keladi.

Haqiqiy sonlar to'plami R da aniqlangan /  funksiya va xq £ R nuqta 

I и nilgai! bo'lsin. Agar

lim f ( x о -1- h) ( lim f ( x q 4- h))
h->Q-r- ' h  —‘0 -

limit mavjud bo'lsa, bu limitga /  funksiyaning xq nuqtadagi o'ng (chap) lim­

it i deyiladi va /(xo +  0) (f(xQ — 0)) ко1 rinishda belgilanadi. Agar /  funksiya- 

ninj*, xq nuqtadagi o‘ng (chap) limiti mavjud bo'lib.

! iч11•;Iiк o'rinli bo'lsa, /  funksiya xq nuqtada о 'ngdan (chapdan) uzluksiz de- 
■ lliidi. Agar /  funksiyaning xq nuqtada o'ng va chap limit lari mavjud bo'lib,

Щ  ' /(.Tu +  0} =  / ( i ’o) = 7 (a ’o -  0)

ii'iii'Jik o'rinli bo'lsa, f  funksiya xq nuqtada uzluksiz deyiladi. Agarda

H p -  f ( z о -  о) Ф f ( x 0 +  0)
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boifla, /  funksiya .то nuqtada birinchi tur uzilishga ega deyiladi, xq nuqt a 
esa f  funksiyaning birinchi tier uzilish nuqtasi deyiladi.

qiymatga /  funksiyaning x e  (a. b) nuqtadagi sakraski deyiladi. /  funksiya­

ning kesma chetlaridagi sakrashlan deb Д /(а) =  f ( a  +  0) -  / (а ) , Д /(6) =  

f (b) ~  f ( b  — 0) miqdoiiarga aytiladi.

Agar /  funksiyaning x0 nuqtadagi o'ng va chap limitlaridan birortasi 
mavjud boim asa yoki ulardan biri cheksizga aylansa, bu nuqta /  funksiya­
ning ikkinchi tur uzilish nuqtasi deyiladi.

mos ravishda /  funksiyaning x.q nuqtadagi o'ng yuqori, chap yuqori, o'ng 

quyi va chap quyi hosila sonlari deyiladi.

Endi monoton funksiyalarning xossalariga doir misollar qaraymiz.

9.1. / (#) =  [x]-\-2- sign (a? -f 1] +  3 * X(-li) (#)> [—2. 1] funksiyani [—2. 1] 

kesmada monotonlikka tekshiring. Ulardan qaysilari o'ngdan uzluksiz, 

qaysilari chapdan uzluksizligini aniqlang. Ularning barcha uzilish nuq- 
talarini toping, uzilish nuqtalaridagi sakrashlarini hisoblang.

Yechish. Berilgan funksiyaning har bir qo:shiluvchisini alohida tahlil qil- 

amiz. Sonning butun qismi ta'rifiga ко'та у\(х) =  [.r] funksiya barcha butun 

nuqtalarda uzilishga ega., kamaymaydigan, oiigdan uzluksiz. uzilish nuqta- 

lardagi sakrashlari esa 1 ga teng. y2{x) =  sign (x + 1) funksiya birgina x  =  — 1 

nuqtada uzilishga ega. Bu nuqtadagi o'ng va chap limitlar esa quyidailarga

-  /(*- о)

Quyidagi sonlar

teng:

lim sign (0 — h) =  — 1 ф sign 0 =  0 ^  lim sign(0 -f h) =  1 . 
h-* 0+ /(—*04-
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У2(х) — sign(x +  1) kamavmaydigan funksiya bo'lib, uzilish nuqtasidagi 

sakrashi y2{— 1 +  0) — y2(—l  ~  0) — 2 ga teng. (9.4) dan ma?lumki, bu 

funksiya x  =  — 1 nuqtada o4ngdan ham chapdan ham uzluksiz emas. So'nggi. 

У з ( х )  = ,Y(-i.i](^) funksiya ham [—2. 1] kesmaning faqat x — — 1 nuqtasida 

uzilishga ega. Bu funksiya x = — 1 nuqtada chapdan uzluksiz va sakrashi 1 

ga teng. Tekshirish natijalariga terra  quyidagi xulosaga kelamiz. yi f y2 va //3 

funksiyalar kamaymaydigan va musbat sonlarga ko'paytirib yig'ilganligi uchun

K -  /(* )  =  M  ■+ 2 ■ siga (* + Щ  +  3 • X(-i.i]I>)

ham [—2, 1] da kamaymaydigan funksiya bo'ladi. Uning uzilish nuqtalari — 1 

va 0 nuqtalardir. Bundan tashqari / ( — 1) =  — 1, /(0 ) =  5 va

lim f ( - l - h )  = - 2  +  2 - ( - l )  =  - 4  ф lim Д - 1  +  ft) =  -1 4 -2 -1 +  3-1 -  4,
h —tO -r h —* 04-

lim f  (0 -  ft) =  - 1  +  2 • 1 +  3 • 1 -  4 ф lim f(0 +  ft) -  0 4- 2 • 1 +  3 - 1 =  5.
/1404-  V '  h - *  04- *

liu funksiyaning —1 va 0 nuqtadagi sakrashlari 1110s ravishda A /(—1) — 8 

va A/(0) =  1. Berilgan funksiya x  — —1 nuqtada o‘ngdan ham chapdan 

liam uzluksiz emas, x — 0 nuqtada o4ngdan uzluksiz. □

0.2. Faraz qilaylik, /  : [a, b] —> R kamaymaydigan funksiya. ci.co, ■ ■ ■ ■ cn 

shu kesmadagi ixtiyoriy muqtalar bo'lsin. U holda
n

Щ  , . . (9-5)
i- 1

tengsizlik #rinli. Isbotlang.

Isbot. Faraz qilaylik, /  : [a, b] —> R kamaymaydigan funksiya. c± < c2 < 

L, < cn lar shu kesmadagi, o'sish tartibida joylashgan ixtiyoriy muqtalar
n

Iи Isi 11. Quyidagi $2Д/(с*) yig:indini qaraymiz:
i=l

5 . (J {(4 +  0) — /  (c-i — 0)) — /  (ci +  0) — f ( c i  — 0) -f • • • -f f ( c n +  0) — }  (cn — 0).
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Ми у Iд" iii( I ini qnyichigk'ha yozib olamiz:
P n

J 2  A f №  =  / ( c« +  °) -  / ( c 1 -  0 ) -  ]T (/(c ,;  - 0 ) -  f i d - 1  +  0 ))- (9 .6 ) 
i=l i=2

Kamaymaydigan /  funksiya va istalgan c, > q_i uchun

Щ  -  °) -  Ш - l  +  0 ) > 0  (9.

tngzislik oiinli. (9.6) va (9.7) larclan

n
J 2  A / M J j A g  +  o) -  /(Ci -  0) <  f (b)  -  f (a]  (9.8)
i= 1

ni olamiz. Bu esa (9.5) tengsizlikning o{zidir. % □

9.3. /  : [a, 6] —> R kamaymaydigan funksiya, n  G N ixtiyoriy son boisin. 

U holda Dn =  G [a, b] : Д f (x)  > — j* chekli to‘plam. Isbotlang.

Isb o t. Teskaridan faraz qilaylik, biror n  £ N uchun D n to ;plamning 

elementlari soni cheksiz boisin. u holda ixtiyoriy m  G N uchun Dn dan 

ci., £2, . . .  j Cn, G Dn nuqtalar olish mumkin. (9.5) hamda D n ning aniqlanishi- 
dan quyidagini olamiz:

Ж  i
f (b)  -  f(ci) > У 2  >~  n

7 = 1

Bu yerdan m  < n ( f  (b) — f  (a)) ekanligi kelib chiqadi. Bu tengsizlik m  ning 

ixtiyoriy natural son ekanligiga zid. Demak, D n chekli to ;plam, □

9.4. f  : [a, b\ —> Ш kamaymaydigan funksiya. Ci, C2, .... ?cn, . .. lar uning
oc

uzilish nuqtalari boisin. U holda Af(&0 qator yaqinlashuvchi va
71=1

oc

E  Щ ( Ш  ^  / 0 ) -  f ( a)
n= 1

tengsizlik o;rinli. Isbotlang.
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Isb o t. Kamaymaydigan /  : [a, 6] —> R funksiya va [a% I)| kebinadasaqlanu- 

vchi ixtiyoriy ci. c2 v .. ,cn nuqtalar uchun (shu jumladan uning uzilish nuq-
n

talari uchun ham) £ A /(c ,)  < f(b) - , f ( a )  tengsizligi 2-misolda ((9.8) ga
1=1

•DC

qarang) ko'rsatildi. Bu esa musbat hadli Y1 Д /(с«) qatorning qismiy yigindi-
?i=i

lari ketma-ketligi Sn ning yuqoridan chegaralanganligini bildiradi. Demak.
OC

£  Д f{cn) qator yaqinlashuvchi. (9.8) tengsizlikda n oc da limitga. o;tib
n=i

OC

B; 5 Z л / ( с") ^  / ( 6) -  / ( a )
/1=1

tengsizlikni olamiz. □

9 .5 . /  : [a, b\ —> Ж kamaymaydigan funksiya, Ci, c2. . . .  lar uning uzilish 

nuqtalari boisin.

Щ  ' ' 7d(a:) =  ] Г Д / ( с , ) ,  х е  [а,Ъ]'  (9.9)
а<  x

funksiya, f  ning sakrashlari funksiyasi deyiladi. fa : [a. 6] —> R oiigdan 

uzluksiz kamaymaydigan funksiya. Isbotlang.

Isbo t. Kamaymaydigan /  : [a, b] R funksiyaning uzilish nuqtalari 

c i, . . .  larni o'sib borish tartibida joylashtivish mumkin boigan hoi bilan 

Hioklanamiz, ya’ni сг < c2 < • • • < cn < • • • boisin. (9.9) tenglik bilan 

aniqlangan
H L  fd(x) =  A/(Ci), I  6 [o, 6]

ni [a, 6] kesmada kamaymaydigan funksiya ekanligini ko'rsatamiz. Faraz qi- 

laylik, X\ < x 2 G [a, b] kesmaning ixtiyoriy ikki nuqtasi boisin. U holda 

lounaymaydigan /  funksiya va istalgan с G [a, b} uchun Д /(с) >  0 ekanligi- 

dun

j ■■ fd{x l) =  E  Д / ( С') -  E  +  ■. 5 Z  A / ( fv) =  fd{x-i) ■
C i < X  1  X l < C j < X 2
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111 nliimiz. Ни она /  : [г/. /;] > !R и ini', kniiinymiiy<lii',nii tVinkwiya ekanligini 

bildiradi. Shuni ta ’kidlaymizki f  va funkHiyalarning uzilish nuqtalari bir 

xil bo'lib, ular ci, C2, . . .  lar dan iborat. Xuridi shunday /  va fa funksiyalarn- 

ing d  uzilish nuqtasidagi sakrashlari teng, ya’ni Д/(с<) * Д /г/(с?;). Har bir 

(с./, c?:+i) intervalda fd funksiya o'zgannasdir. □

9.6. f ( x )  — ,x +  2[x]. x  G [0.2] funksiyani [0,2] kesmada kamaymaydi­

gan ekanligini ko‘rsatib5 uning sakrashlari funksiyasi va uzluksiz qismini 

toping.

Yechish. Ma’lumki. x ning butun qismi — [rc] o'ngdan uzluksiz va ka­

maymaydigan funksiyadir. g(x) =  x esa uzluksiz va o’suvchi funksiyadir. 

Demak. ularning yig'indisi bo'lgan /  funksiya o’ngdan uzluksiz kamaymaydi­

gan funksiya boiadi. Uning uzilish nuqtalari a?i == 1 va x -2 =  2 lar bo’lib. bu 

nuqtalar dagi sakrashlari A /(x i) == A f ( x  2) =  2. Bulardan =  2[x] va

fc{%) =  x  ekanligini olamiz. □

O zg a rish i chegara langan  funksiyalar. Ma lumki. Lebegning aniqmas 

integrali (9.2) ikkita monoton funksiyaning ayirmasi shaklida tasvirlanadi. Ikki 

monoton funksiya ayirmasi shaklida tasvirlanuvchi funksiyalar sinfi hozir biz 

ta'rifini keltirmoqchi bo'lgan o'zgarishi chegaralangan funksiyalar sinfi bilan 

ustma-ust tushadi.

9 .3 -ta ’rif. Bizga, [a, b] kesmada aniqlangan f  funksiya berilgan bo'lsin. 

Agar [a, 6] kesmani

a — xo < x \ < • • • < x n- \  < x„ = b

nuqtalar bilan ixtiyoriy n qismga bo'Iganimizda x.j(i =  1 , 2. . . . ,  n) nuqta- 

larni tanlab olishga bog -Uq ЬоЪпадап va ushbu
Г»

< C (9.10)
b= 1

tengsizlikni qanoatlantiruvchi o'zgamias С  son mavjud bo'lsa. и holda f  

funksiya [ct. 6] kesmada o'zgarishi chegaralangan deyiladi.
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9 .4 -ta ’rif. Bizga [a. b] kesmada о '"zgarishi chegaralangan f  funlmijn 

berilgan bo'isin. (9.10) yig'indilarning barcha chekli bo'linishlar bo'yicha olin­

gan aniq yuqori chegarasi f  funksiyaning [a, 6] kesmadagi toia o'zgarishi 

(to ‘la variatsiyasi) deyiladi va Vab [/] bilan belgilanadi, ya ’ni

ri

К  К 6 [/] =  SUP 5 1  W M  -  f ( x i - l)l • (9Л1)
Щ  W p i  .

9.7. Har qanday kamaymaydigan /  : [a. b] —» R funksiya [a, b] kesmada 

crzgarishi chegaralangan va uning to ia  o'zgarishi f (b)  — f [a)  ga teng. 

Isbotlang.

Isbot. [a. b] kesmani Xj(i = 1 , 2 . . . . ,  n) nuqtalar yordamida

a = xo < x \  < • • • <  x n- i  < x n = b 

ixtiyoriy n  qismga boiamiz va bu boiinishga mos

Щ "  Y ,  I / Ш  -  f  (*»-d  I (9.12)
K«;j; bl'iltr/ ч  ‘f lP l

yig'indmi qaraymiz. /  kamaymaydigan funksiya boigani uchun \ f  (xk) -  

J (xk-г) | =  /  (#&) -  f  ( xk-1) tenglik o4rinH. Bu tenglikdan (9.12) yigindi- 
iiing qiymati /(&) — f (a)  ga teng ekanligi kelib chiqadi. Demak, monoton 
kiunaymaydigan funksiyalar uchun (9.12) yigindining qiymati [a, fc] kesma- 

iling boiinishiga bogiiq emas va u f (b)  -  f (a)  ga teng. Shunday ekan, 

I f r / ;  =  f { b } ~  f[a)  tenglik oTinli. '□

O.K. Agar /  : [a, 6] —> R funksiya [a. b) yarim intervalda monoton boisa, 
u holda uning o'zgarishi chegaralangan va

S ' = \ f ( b - 0 ) -  f {a) \+) f (b)  - 7 (6 - 0 )) (9 .1 3 )

tenglik o'rinli. Isbotlang.



Isbo t. [a. 6] kesmani X j ( i  =  1 , 2 . . . . ,  n )  nuqtalar yordamida ixtiyoriy 

boiinishini qaraymiz. Funksiyaning [a. b) yarim intervalda monoton ekanlig­

ini hisobga oisak, quvidagiga ega boianliz:
n n—i

Y I  i /  w  -  /  i =  E I/ ) i + 1/  (&) -  /  i =
b=l Дг=1

77—1

k=l
+  I f  (fy — f  ix » i)

= . \ f ( x n ~ i ) - f { a ) \  + \ f ( b ) - f ( x n - i ) \ .  r (9.14)

Endi ф(х) =. Jf ( x )  -  / ( a ) | +  | / ( 6) -  / (x ) |,  x  G [a. 6) ning кашаутау- 

digan funksiya ekanligini isbotlaymiz. Bulling uchun [a, b) yarim intervalda 

yotuvchi ixtiyoriy X\ < x 2 nuqtalar uchun ф (X2) — V (Hl) >  0 ekanligini 

ko'rsatish kifoya.

=  1/ ( ^ 2) -  /(o)[ +  If{b) -  f { x 2)\ = \ f ( x 2) -  f { x t )  +  f { x i )  -  f (a ) \+  '

+(/(&) • /(•■'■'i) -  ( / (* 2) -  /(a 'i))i =  |/(ж 2) -  / ( i i ) |  -r |/ ( .r : ) -  f (a) \+-  :

+lf(b) -  / ( * ’1) -  ( / Ы  -  / (® i) ) |.  . (9.15)

(9.15) dagi oxirgi tenglik /  ning [a. 6) yarim intervalda monoton (ya!ni 

/(•^2) — f ( x  1) bilan /(x i)  — /(a )  ning ishorasi bir xil) ekanligidan kelib chiqa­

di. Ixtiyoriy с va cl sonlar uchun \c — d\ > \c\ — |d| ekanligidan foydalansak.

I =

«  !/(&) -  f (X l )  -  ( f ( x 2) - . f ( x  1)) | +  1/ Ы - / Ы 1 - \ f { b )  - f i x  1}! .. 

ayirmaning manfiymasligiga kelamiz. Bu esa Ф ning [a. b) da kamaymaydigan 

funksiya ekanligini isbotlaydi. (9.14) tenglikdan
n

sup 5 2  I/ (xk) -  /  (xk- i )  I =  sup Ф (x„_i) =  Ф ( b -  0)
Iw fS f

tenglik kelib chiqadi. Funksiya to'la o'zgarishining ta :rifiga ko'ra ushbuga ke­

lamiz:

Vaif] *  f  ( b ~  0) m  1 /(6 -  0) -  /(a )I +  Im  - n r ~  0) 1- и

136



9.9. f ( x )  = sinx funksiyani [0, тг] kesmada o‘zgarishi chegaralangan ekan- 

ligini ta/rif yordamida ko'rsating.

Yechish. [0. тг] kesmani x* (i =  1 ,2 .. . . .  n) nuqtalar yordamida ixtiyoriy

n boiakka boiamiz va bu boiinishga mos 
ft n

К  | /  (Xfc) -  /  (xk- 1) I =  ^  | s inx k -  sin x k-i\  (9.16)
k= 1 k=1

x  +  У • ‘T ~  У j \ 1 j - yigindini baholaymiz. Agar sin x — sin у =  2 cos —-— sin —-— va | sin x\  <
x. x  > 0 munosabatlardan foydalansak. (9.16) ni quyidagicha baholash 

mumkin:

v " '  i r /  ч с / \ i i о X k  H- Щ - i  • x k ~  &k-11 j?
2 ^ 1 / W - / ( ^ - i ) l  =  21^I2 c°s — g— sin— —— | <
A:=l A'=l

Щ ,  <  e  2 ( = ? n -  x 0 = -  i. .  . , .  f
k=i '  '

Demak, f { x )  = s i n x  funksiya [0, тг] kesmada o‘zgarishi chegaralangan. □

U y vazifalari va m avzuni o4zlashtirish uchun m asalalar

9.10-9.13-misollarda berilgan funksiyalarni [a, b] kesmada monotonlikka 
tekshiring. Ulardan qaysilari oiigdan uzluksiz, qaysilari chapdan uzluksizlig- 
iui aniqlang. Ularning barcha uzilish nuqtalarini toping, uzilish nuqtalaridagi 

sakrashlarini hisoblang.

9.10. f ( x )  = [x]y [-1, 3].

0,11. f { x )  = signer. [—1. 5]-.

9.12. f ( x )  =  X{oa){x ) ,  [-2 , 4]. • - ‘ :v ;

9.13. f { x )  =  2 -s ignx-h3-X (- i .o ) (^ ) ,  [~4; 5Г- t .

9.14. [a, b] kesmada aniqlangan har qanday monoton funksiya shu kesmada 
chegaralangan, oichovli hamda Riman va Lebeg maiiolarida integralla- 

liuvchidir. Isbotlang.
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0 . 1Г>, КMiimynmyiligun, 0‘ugdan uzluksiz /  : [a, b] —► К funksiya uchun

. / (.(х) =  /( .t)  -  f d(x), x e [ a , b ]

funksiya, /  uzluksiz qismi deyiladi. f c : [a, 6] —► R ning uzluksiz 

ekanligini isbotlang. Bu yerda fj. (9.9) tenglik bilan aniqlanadi.

9.16. Kamaymaydigan (o:smaydigan) funksiyalar yig'indisi kamaymaydigan (o‘s- 

maydigan) funksiyadir. Isbotlang.

9.17-9.20-misollarda keltirilgan funksiyalarning kamaymaydigan ekanligini 

ko£rsatib, ularning sakrashlari funksiyasi va Uzluksiz qismini toping.

9.17. / 0 )  =  x  +  signar +  X l-i.o^X  x  € [-2 . 2 j. 1 ^  ^

x 3, x  € [-10, -2),
9.18. f ( x )  ф - 7 ,  'x G [-2,0), 

X  — 3, X  G [0. 4].

2x

9.19. f ( x )  =
-bsin3x, i e [ ~ , 0)

7Г

2 '

sin2 x 4- sign xv x G fO,

9.20. f ( x )  — 2x +  [x], x G [-2 . 4].

Monoton funksiyalarning quyidagi xossalarini (9.21-9.23) isbotlang.

9.21. Monoton funksiya faqat birinchi tur uzilish nuqtalarga ega.

9.22. Monoton funksiyaning uzilish nuqtalari ko;pi bilan sanoqlidir.

9.23. O’ngdan uzluksiz bo’lgan har qanday monoton funksiyani yagona usul 

bilan uzluksiz monoton funksiya va o4ngdan uzluksiz bo’lgan sakrashlar 
funksiyasi yig;indisi shaklida tasvirlash mumkin.

9.24. f ( x )  — x+[x] funksiyani [—2. 1] kesmada uzluksiz monoton funksiya va 

o’ngdan uzluksiz bo’lgan sakrash funksiyasi yig’indisi shaklida tasvirlang.
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9.25. Sakrashlar funksiyasining hosilasi deyarli barclui liiKjlnl.inlii in»Iкм Imiim 

Isbotlang.

9.25. Monoton funksiyaning songa ko’paytmasi yana monoton funksiya I>oim!i. 

Isbotlang.

9.26. Kamaymaydigan funksiyaning musbat songa ko4paytmasi kamaymaydi­
gan funksiya boiadi. Isbotlang.

9.27. 0 ‘suvchi funksiyaning manfiy songa ko'paytmasi kamayuvchi funksiyadir. 

Isbotlang.

9.28. Agar f ( x )  > 0, x  G [a, b] integrallanuvchi funksiya boisa.

kamaymaydigan funksiya boiadi. Isbotlang.

9.29. Ikki monoton funksiyaning yig'indisi monoton funksiya boiadimi? 

f ( x )  = x 2, g(x) =  1 — 2x, x  € [0, 2] funksiyalarni tahlil qiling.

9.30. Ikkita monoton funksiyaning ko'paytmasi monoton funksiya boiadimi? 

f ( x )  = x. g(x) — x  — 2. x  € [0, 2] funksiyalarni tahlil qiling.

9.31. Agar /  va g lar [a. b] da kamaymaydigan funksiyalar boiib, f ( x )  > 0 

va g(x) > 0. Va* E [a, b] boisa. u holda <p(x) = g(x)  * f ( x )  funksiya 

[a. b] da kamaymaydigan funksiya boiadi. Isbotlang.

9.32. Agar /  funksiya [a. 6] da o^suvchi funksiya boiib. f (a)  — A,  f{b) =  В  

va g : [A, В ] —> R — monoton funksiya boisa. u holda g{f{x))  funksiya 

[a. 6] da monoton boiadimi?

9.33. Har qanday o‘smaydigan /  : [d. b] —* R funksiya [a. b] kesmada 

o;zgarishi chegaralangan va uning to ia  o'zgarishi f (a)  — f(b)  ga teng. 

Isbotlang. Teskari tasdiq tocgi*imi?
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ii 11 \ft.iti I |«/ ft] ► IR funksiya (a, 6] da monoton bo'lsa, u holda uning 

ii /дмпкЫ chegaralangan va

Y l in  = I f(a. + 0) -  /(в ) |.+ I m  -  /(Л + 0)

tenglik o'rinli. Isbotlang

9.35. Agar /  : [a. b] —> R funksiya (a, 6) intervalda monoton bo'lsa, u holda 

uning o'zgarishi chegaralangan va

v ab[f}'=  I / ( a  + .0) -  /(a )I +  1/(6  -  0) -  f ( a  +  0)| +  | / ( 6) -  / (6  -  0)|

9.36-9.43-misollarda berilgan funksiyaning o'zgarishi chegaralangan ekan­
ligini ta'rif yordamida ko'rsating.

9.37. f ( x )  =  2x2 +  5, [-1 , 3]. 9.41. / ( 2c) 5s, [ - 2 /  3].

9.44-9.52-misollarda keltirilgan tasdiqlarni isbotlang.

9.44. Agar /  : [a, b] —> R funksiya [a, 6] kesmada o'zgarishi chegaralangan 
bo'lsa, u holda ixtiyoriy к £  R uchun к -j- /  ning ham o'zgarishi chegar­
alangan va V£ [k 4- /] — [/] tenglik o;rinli.

9.45. Agar /  : [a, b] —> R funksiya [a, b] kesmada o'zgarishi chegaralangan 

bo'lsa, u holda ixtiyoriy к 6 R son uchun к • f  ning ham o'zgarishi 
chegaralangan va quyidagi tenglik o'rinli

tenglik o'rinli. Isbotlang.

9.36. f ( x )  = 3x + l,  [0, 2]. 9.40. / (x )  =  k i(l +  x),  [0, e].

Va[kf]  = \k\Vah[f}.
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9.46. Agar f  : [a. b\ —> R funksiya [a, b] kesmada olzgarishi chegamlangmi 

boisa, u holda ixtiyoriy /с, / G R sonlar uchun к  • jr 4- / ning ham 
o'zgarishi chegaralangan va quyidagi tenglik oiinli

Щ  . [/] [ k - f  + 1) =  j*| V? [ / ] .

9.47. /  : [a, 6] —$ R funksiyaning [a, 6] kesmadagi to ia  o;zgarishi nol 

boiishi uchun f ( x )  — const boiishi zarur va. yetarli. Isbotlang.

9.48. Ixtiyoriy /  va g o'zgarishi chegaralangan funksiyalar uchun

■  Kb {/ Hr 5] <  Kb [/] +

tengsizlik oiinli.

9.49. Ixtiyoriy /  va g o'zgarishi chegaralangan funksiyalar uchun <f{x) — 

f  {x) • g(x)  ning ham o'zgarishi chegaralangan boiadi va

K l f - 9) < sup \ f { x ) \ -V^[g]+  sup |^з;)] ■ V% [/]
r€  [a. 6] .re [a. ft]

tengsizlik o‘rinlL

9.50. Ixtiyoriy с G (a, b) uchun Vab [/] =  Vac [/] 4- Vcb [/] tenglik o'rinli.

9.51. Agar /  : [a. b] —» R o'zgarishi chegaralangan funksiya boisa, u holda 
t ’(x’) =  V* [f] — kamaymaydigan funksiya boiadi.

9.52. Agar f  : [a, b] —* R uchun shunday a = x q < x\  < • • • < x n =  b 

boiinish mavjud boiib, har bir [x^ £*+iL к =  0. 1 , . . . .  n - 1 , kesmada 

/  monoton boisa, u holda /  ning [a, b] da o^garishi chegaralangan 
hamda. quyidagi tengliklar oiinli

kjh : • '
I  Va I f )  =  ~  f ( X j ) \  +  I f ( X ) -  / ( * * ) I ■ X  p  \?hr Xk+l\  Г

j=0

n—1

I  Kb[/] =  l/(-^+i) -  (917)
.7=0
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U.53. 9.52-miHol va (9.17) tenglikdan foydalanib, 9.36-9.43-misollarda keltirilgan 
funksiyalarning to 'la o^zgarishini toping.

9 .5 4 . Quyidagi funksiyalarning to'la o'zgarishini toping.

f i x )  = *
x “, 0 <  x  <  1.

0, x  =  1,

1 , 1 <  X  <  2.
9{x) Ш

r ,  0 <  x  <  1. 

5. x  =  1. 

x  -j- 3, 1 <  x  <  2 .

9 .5 5 . [0, 2] kesmada f  funksiyaning to'la o'zgarishini toping.

x  — 1, X <  1.

a, x  — 1. 

x 2 x  > 1.
*

Parametr a £ M ning qanday qiymatida /  funksiyaning to'*la o'zgarishi 

minimal bo'ladi? Minimallik shartini qanoatlantiruvchi a yagonami?

9 .5 6 . Agar o'zgarishi chegaralangan /  funksiya x* £ [a, b] nuqtada o'ngdan 

uzluksiz bo'lsa. u holda t-’(x) =  V* [/] ham x* nuqtada o'ngdan uzluksiz 
bo'ladi. Isbotlang.

9 .5 7 . Agar /  : [a, 6] —> Ш o'zgarishi chegaralangan funksiya bo'lsa, u holda 

yy (x) — V£[f] — f  (x) kamaymaydigan funksiya bo'ladi. Isbotlang.

9 .5 8 . Har qanday o'zgarishi chegaralangan funksiyani ikkita kamaymaydigan 

funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlash mumkin. Isbotlang.

9 .5 9 . f ( x )  — 1 -  sin x,  g(x)  =  1 +  | cos x \ , ф(х) = (x -  2)2 , Щх )  =  sin2 x  

funksiyalarni [0, тг] kesmada ikkita kamaymaydigan funksiyalar ayirmasi 
shaklida tasvirlang.

9 .6 0 . 9.36-9.44-misollarda keltirilgan funksiyalar uchun v(x)  — Vcf[f]  va <p(x) - 

v(x) — f ( x )  funksiyalarni toping.
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9.61. Quyida berilgan /  funksiyaning x =  0 nuqtadagi hosila soiilanni I <»| >i11v.

0.62. Agar /  funksiya [a. 6] kesmada tekis uzluksiz bo'lsa.. uning o'zgarishi 
chegaralangan bo'ladimi?

0.63. Agar /  funksiya [a. b] kesmada chegaralangan hosilaga ega bo’lsa, u 

holda /  ning [a. 6] kesmada o'zgarishi chegaralangan bo'lishini isbot­

lang.

I>.04. [0, 1] kesmada uzluksiz

funksiyalarning to'la o‘zgarishi Vq1 [/] =  Vj [g] =  oc ekanligini isbotlang.

0,65. Agar /  funksiya [a, b] da Lipshits shartini qanoatlantirsa, u holda /  

ning [a, 6] da. o'zgarishi chegaralangan bo'lishini isbotlang.

0.00. [a. b] kesmada o'zgarishi chegaralanmagan va a  E (0. 1) tartibli 

Gyolder shartini qanoatlantiruvchi funksiyaga misol keltiring.

0 07. a va 8  musbat sonlar, f ( x )  == x a • s in — , / ( 0) =  0 bo'lsin.

munosabatni isbotlang.

|» te . A  С [a, 6] to'plamning xarakteristik funksiyasi Xa(^) > A  ga qanday 

sliartlar qo’yilganda [a. b] da o'zgarishi chegaralangan funksiya bo'ladi? 

Qanday shartda minimal bo'ladi?
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9.09. Agar /  ; [a, 6] —f R o'zgarishi chegaralangan, g : [a. 0] —> [a. 6] 

uzluksiz, o'suvchi biyektiv akslantirish boisa, u holda ф(х) = f ( g ( x )), 

x  G [а, Д] o'zgarishi chegaralangan funksiya bo'ladi va V%[f] =  V£[y, 

tenglik o‘rinli. Isbotlang.

л
2J keemadaei to layx — sin a: va У2 =  cos ж funksiyalarning

o'zgarishini mbs ravishda vs(x) — V^ 2 [sin] va vc(x) — V t  2 [cos] orqali 
belgilaymiz. Bu funksiyalar uchun quyidagilarni (9.70-9.71) isbotlang.

9.70. vs : R —*• R va vc : R —> R lar uzluksiz. chegaralangan va 2тг davrli 

funksiya. v

9.71. Ixtiyoriy a < b lar uchun V%\p$ -f vc] =  0 o'rinli. kf

9.72. Shunday a G (0, 7г/2) sonni topingki, [0, a] va [а, тг/2] kesmalarda vs 

monoton funksiya bo'isin.

9.73. V ^ 2[v̂ [ -f V “/ 2[vc] ni hisoblang.

9.74. v>(x) =  sin] funksiyaning o'zgarmas ekanligini isbotlang.

9.75. Agar /  : [a, 6] —> R integrallanuvchi funksiya bo'lsa, u holda

Л »  ife f  f ( t )  d i
J a

o'zgarishi chegaralangan funksiya bo'ladi va

V ba [F]= j  \ f{t)\dt
J a

tenglik o:rinli. Isbotlang.

9.76. Agar /  : [a, 6] —* R o'zgarishi chegaralangan funksiya bo'lsa. u holda

g (a) =  0, g(x) = ——  I  f ( t )dt .  x  G [a, 6]
x - a  J a

o'zgarishi chegaralangan funksiya boiadi. Isbotlang.

144



9.77. [a. b] da aniqlangan har qanday o'zgarishi chegaralangan funksiya o'lchov­

li bo'lishini isbotlang.

9.78. Agar {/,, } lar [a. b] da o'zgarishi chegaralangan funksiyalar bo'lib, biror 

/  : [a, 6] —> R uchun lim K f[/ — f n] =  0 bo'lsa, u holda /  ham [a, 6]
n —*oc

da o'zgarishi chegaralangan funksiya bo'ladi. Isbotlang.

10- §. Absolyut uzluksiz funksiyalar. Lebeg-Stiltes integrali

Lebegning aniqmas integrali (9.2) quyida biz ta'rifini keltirmoqchi bo'lgan 

absolyut uzluksiz funksiyalar sinfiga qarashli bo'ladi.

10 .1 -ta’rif. Bizga [a, b] kesmada aniqlangan f  funksiya berilgan bo isin. 

Agar ixtiyoriy s  > 0 son uchun shunday 5 > 0 mavjud bo 'lib, soni chek­

li va har ikkisi o'zaro kesishmaydigan har qanday {(a*. 6*.)}jJ=1 intervallar 

s istemasi uchim
n n

L K  c ip* % Tfo* n  < i
A—1 A—1

sim ilar bajarilganda
и

( t  E i l ) |  /(a*}| <-5 . r  (10.1)
k= l

I(lujsizlik o'rinli bo'lsa, и holda f  funksiya [a, b] kesmada absolyut uzluksiz 

funksiya deyiladi.
10.2-ta’rif. Agar uzluksiz va o'zgarmasdan farqli o'zgarishi chegaralangan 

f  funksiyaning hosilasi deyarli barcha x  larda nolga teng bo'lsa. и singulyar 

funksiya deyiladi.

[a. b} kesmada kamaymaydigan va o'ngdan uzluksiz F  : [a. b) —» R 

I unksiya vositasida qurilgan o'lchovlar (5- § ga qarang) Lebeg-Stiltes o'lchovlari 

ilnyiladi va ular iip bilan belgilanadi.

10.3-ta’rif. Agar Lebeg o'chovi nolga teng bo'lgan ixtiyoriy A to'plam 

in'In i,7i / i f  (A) = 0 bo'lsa. и holda (ip (Lebeg о lchoviga nisbatan) absolyut 

uzluksiz o'lchov deyiladi.



Shuni ta ?kidla.ymizki, agar F  funksiya absolyut uzluksiz boisa, u yordami­

da hosil qilingan Lebeg-Stiltes olchovi jxp ham absolyut uzluksiz oichov 
boiadi.

boiib, A  bilan kesishmaydigan ixtiyoriy В  to'plam uchun = 0

ЬоЧза. и holda д г  diskret oichov deyiladi.

Agar F  sakrashlar funksiya (zinapoyasimon funksiya) boisa. u yordamida 
hosil qilingan Lebeg-Stiltes olchovi fip  diskret oichov boiadi.

yar oichov boiadi.V*

Hozir biz chekli oichovli A  to'plamda aniqlangan va chegaralangan funksi­

yalar uchun Lebeg-Stiltes inregrali ta'rifini keltiramiz. Cheksiz oichovli A  

to;plamda aniqlangan funksiyalar va chegaralanmagan funksiya uchun Lebeg- 

Stiltes inregrali ta llfi shunga o'xshash ta ’riflanadi.

Chekli oichovli А  С Ш. to'plamda aniqlangan kamaymaydigan F  : A  —* Ж 

va chegaralangan, oichovli /  : A —> Ш funksiyalarni qaraymiz. Bu holda 

shunday m  va M  sonlari mavjudki, barcha x  e  A  larda

tengsizlik bajariladi. [m. AI] kesmani m = yo < yi < • • • < yn- i  < yv =

У11- 1 Ш .V» А» =f {х  €  А : J <  f ( x ) : < уп}
to'plamlarni aniqlaymiz. Bu П bolinishga mos Lebeg-Stiltesning quyi va 

yuqori viglndilarini aniqlaymiz:

10 .4-ta’rif. Agar [ip oichov uchun chekli yoki sanoqli A  to ‘piam mavjud

10 .5-ta’rif. Agar jjp о ichovda istalgan bir nuqtali to'plam nol oichovga 

ega boisa va Lebeg oichovi nolga teng boigan biror A  to'plam mavjud bo ‘lib.

f j . p { M \ A )  — 0 boisa, и holda ptp  singulyar oichov deyiladi.

Singulyar funksiyalar yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes Olchovi fip singul-

m  < f ( x )  < M

M  nuqtalar yordamida n bolakka boiamiz. Bu bolinishni П bilan bel­

gilaymiz. Har bir yarim interval [уа-ь У к ) к  — — 1. yordamida

n n



Quyi yigindi sn ( /)  yuqoridan, yuqori yig'indi S n (/) esa quyidan chegara­

langan. Shuning uchun quyidagiiar mavjud va chekli:

I  L M )  = m > m f h  L \ f )  =  inf 5 n (/) . (10.2)

( 10.2) da aniq quyi va aniq yuqori chegaralar [т . M] kesmaning barcha chekli 

bo'linishlari bo4yicha olinadi.
10 .6-ta’rif. Agar £*(/) — L*( f )  bo'lsa., chegaralangan f  funksiyani A 

to'plamda Lebeg-Stiltes ma'nosida integrallanuvchi deymiz. L*(/) va L*(f)  

laming bu umumiy qiymati f  funksiyadan .4 to'plam bo'yicha olingan Lebeg- 

Stilt.es integrali deyiladi. у a ’ni

H L  /  f(x)dF(xhr ! « ( / ) - ! * ( / ) •

Endi g : A  —> R ixtiyoriy o‘zgarishi chegaralangan funksiya bo'lsin. Uni 

ikkita kamaymaydigan F  : .4 —► R va Ф : A  —> R funksiyalarning ayirmasi 

nliiilclida tasvirlaymiz. ya'ni g(x) =  -F(^) — Ф(х) .

10.7-ta’rif. /  : Л — R funksiyadan g : S  —> Jfc o'zgarishi chegara­

langan funksiya bo'yicha olingan Lebeg-Stiltes integrali deganda quyidagi in- 

Ivgral tushuniladi:

f(x)dg\x) Ш J  f(x)'dF(x)J f{x)d<t>(x).
Hi I, J (x) — x 2 +  3. [0, 1] funksiyani absolyut uzluksiz ekanligini ta ’rif 

y<)rdamida ko'Tsating.

VbdJilsh. [0, 1] kesmada har ikkisi o'zaro kesishmaydigan va uzunliklari 

Vij'/iiidisi J > 0 dan oshmaydigan 6a:)}£=1 intervallar sistemasini olamiz

Nil unga; mos (10.1) yigHndini qaraymiz:
n n

J i  1/(6*) “  /(ttfc)l 3 • a | -  3| =
/, I k—1 A’=l

Им \vrda biz 6д. +  cik < 2 tengsizlikdan foydalandik. chunki b -̂ a/? G [0. 1].
I in Ii ixtiyoriy s > 0 uchun 5 — s /2  deb olamiz. U holda (10.1) -tengsizlik 

м 11 ill i boiadi. Demak. /  absolyut uzluksiz funksiya ekan. □
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10.2. f ( x )  =  2x2H-5, x  G [—1, 3] funksiyani ikkita kamaymaydigan absolyut 

uzluksiz funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlang.

Yechish. f ( x )  =  v(x) -  ip{x),r u\x) =  Vf[f]y ip(x) = v(x) -  f ( x ) .
Biz /(x )  =  2x2 -(- 5. x  G [—1, 3] funksiyani ikkita kamaymaydigan absolyut 

uzluksiz funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlaymiz. Ma'lumki. har qanday ab­

solyut uzluksiz funksiya o'zgarishi chegaralangan funksiya bo'ladi. O’zgari- 

shi chegaralangan funksiya esa kamaymaydigan funksiyalar ayirmasi shaklida 

tasvirlanadi. Demak, kamaymaydigan v(x)  — V*i[f] va if(x) =  v(x) — f  (x) 

funksiyalarni topamiz. /  ning absolyut uzluksizligidan v  va funksiyalarn­

ing absolyut uzluksiz ekanligi kelib chiqadi va f ( x )  = v(x )— <p(x)  tenglik 

o'rinli. Berilgan funksiya [—1, 0] kesmada kamayuvchi va JO. 3] da o'suvchi, 

shuning uchun 9.35 va 9.34-misollarga ko'ra quyidagilarni olamiz:

10.3. Kantorning zinapoya funksiyasi Я ni (5.95-misolga qarang) [0, 1] kesma­

da absolyut uzluksizlikka tekshiring.

Yechish. Kantor to'plami К  ning Lebeg o'lchovi nolga teng. Lebeg o'lchovi 

ta ’rifiga ko'ra, ixtiyoriy S > 0 uchun shunday. o'zaro kesishmaydigan 

{(a*.. bk)}l=1 invervallar sistemasi mavjudki, quyidagi lar bajariladi:

Ikkinchi tomondan. Дд.([0, l ] \ i f )  =  0 va Дд([0, 1]) =  Я(1) — Я(0) =  1.
Bu yerda да Kantorning zinapoya funksiyasi yordamida qurilgan Lebeg- 

Stiltes o'lchovi. Bu tenglikdan kelib chiqadiki.

Endi o'lchovning yarim additivlik xossasidan hamda (10.3) dan foydalansak, 

quyidagiga ega bo'lamiz:

3 — 4a:2. x  G [—1, 0]i . j □

- 3 ,  x  G (0, 3]...

(10.3)

m ( K)  -  1.



Demak, Kantorning zinapoya funksiyasi — Я absolyut uzlukisiz funk ilyn I n 

rifini qanoatlautirmaydi, ya?ni u absolyut uzluksiz emas.

10.4. Jj0oc) 2~xdF(x)  Lebeg-Stiltes integralini hisoblang. Bu yerda A — [0, oc)

yarim o:q, F(x)  = [x] funksiya esa x  ning butun qismi.

Yechish. Ma’lumki, F(x)  = [x] o'ngdan uzluksiz kamaymaydigan sakrash- 

lar funksiyasi bo'lib. uning A  — [0, oc) dagi uzilish nuqtalari barcha natural 

Ronlardir. Shuning uchun 10.43-misolga ko'ra, bu integral ((10.5) ga qarang)

qator yigfindisiga teng. Agar barcha n £  N lar uchun F (n) — F (n  — 0) — 1 

Uuiglikni e’tiborga olsak, so'nggi qator yig:indisini hisoblash mumkin. Bu qator

, ,-j

Bu yerda A  =  [0, 3] kesma, F (x )  — x 2 +  3.

Yechish. Ma’lumki, F(x )  =  x? -f 3 absolyut uzluksiz fLLnksiya,' shuning 

U( Im n (10.44-misolga qarang) (10.6) .ga ko;ra, quyidagini olamiz: .

birinchi hadi b\ = 1/ 2 , maxraji q =  -  bo'lgan cheksiz kamayuvchi geometrik
щ

I >fogressiyaning yig4mdisini ifodalaydi. Shuning uchun,

□

10.5. Quyidagi Lebeg-Stiltes integralini hisoblang:

Hggi integralning qiymati 27 ga teng. Shunday qilib.



О.в. t/j0 г]х Л Я & )  Lebeg-Stiltes integralini hisoblang.

Yechish. I usul. Bo'laklab integrallash usulidan foydalanamiz.

I  хс1Я(х) = ;rJ?(:r)jJ — j  Я(х) dx = I — 0 — -  =  -■
J[ o. i] J[o. i] 2 2

Bu yerda biz Jj0 ^ Я(х) dx =  0.5.  ya'ni 7.67 f)-misol natijasidan foydalandik.

II usul. Shuni ta ’kidlaymizki, bu integralni odatdagi Lebeg integrali yoki 

biror qator yig'indisi ko'rinishida tasvirlab bo'lmaydi. Shuning uchun integral 

ta :rifi va xossalaridan foydalanamiz. Malumki,

J  xdЯ(x)  = J  xdЯ(x)  -f J  jcd&(x) H- J  xdЯ(x)  (10.4)
[0,1] (0-1/3] [1/3.2/3] [2/3. J]

tenglik o'rinli. Agar biz Я(х) — 1/2. x  £ [1/3. 2/3] ning [1/3, 2/3] da 

o'zgarmas ekanligini hisobga olsak. (10.4) tenglikda o'rtadagi [1/3, 2/3] to'p­

lam bo'yicha olingan integral (10.45-misolga qarang) nolga teng bo'ladi. bun­

dan

J  xdЯ(x)  — J  xdЯ(x)  4- J  xdЯ(x).

[0.1] [0-1/3] [2/3,1]

2 t
Birinchi integralda 3x = t , ikkinchi integralda x  — -  -(- -  deb almashtirish

о о
olamiz, natijada

J  xdR{x) =\ j  td& (0 + i j  (2 +  t)dM (| +  0  
[0.1] {0.1] [0.1] 

tenglikka ega boiamiz. Endi Kantor funksiyasining 10.34-misolda keltirilgan 

xossalaridan foydalansak,

J  хйЯ(х)  =   ̂J  tdR(t) +  i J  (2 +  t )d£(t)  = J  ldR(t)  +  ^
[0 . 1] [0 . 1] [0 . 1] [0 . 1] 

tenglikni olamiz. Bu yerdan

J  xdR (x) =  0,5
[0.1]

ekanligini hosil qilamiz. □
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10.7. f ( x )  =  Л  (ж) va F(x)  =  Л (ж) funksiyalar uchun Lebeg-Stiltes integrali 

I  /  Ш  dF{x)

К л ь  . . |M$

ni hisoblang.

Yechish. 10.47-misolda keltirilgan boiaklab integrallash formulasidan 

((10.7) ga qarang) foydalanamiz:

I  Si(x)d&{x)  =  Л(1)‘Л (1)-Л (0)-Я (0)- /  Д(ж)сШ(х) =  1 -  j  &{x)d.&{x) 

(041 [0.1] ’ " [0,1]

Bu yerdan f  Я(х) d&(x) = 0.5 ekanligini olamiz. □
[0Л1

U y vazifaiari va m avzuni o4zlash tirish  uchun m asalalar

10.8-10.16-misollarda berilgan funksiyalarning absolyut uzluksiz ekanligini 

ta ’rifdan foydalanib ko'rsating.

10.8. f ( x )  = 3x4-1, [0, 2]. 10.13. f { x )  == x  ln (i 4- ж), [0. e].

10.14. f ( x )  =  2X 4- 5ж, [-1 . 3].
10.9. f ( x )  =  2x2 4- 5. [—1. 3].

10.10 . f ( x )  = sinx , [0, тг].

10 .1 1 . f ( x )  =  2|c o s i |,  И .  *  10Л 5- J * *  Ч-

10.12. Да?) =  t g j ,  [ - т г ^ т г ] . , .  10.16. f ( x )  =  3 | : t — l l  +  4 .  [0, 2]. ..J..

10.17. Absolyut uzluksiz funksiyalar yig:indisi, ayirmasi yana absolyut uzluksiz 

funksiyadir. Isbotlang.

10.18. Absolyut. uzluksiz funksiyaning soiiga ko{paytmasi yana absolyut uzluksiz 

funksiyadir. Isbotlang.

10.19. Agar /  va g lar [a, b] da absolyut uzluksiz funksiyalar bo'lsa. u holda 

f - g  va /  : g (g{x) Ф 0, Vx € [a. 6]) funksiyalar ham [a. 6] da absolyut 

uzluksiz funksiyalar bo:ladi. Isbotlang.



10.20. Лг.пг f  funksiya [a. 6] kesmada absolyut uzluksiz boisa, 11 [a, b] da 

o'zgarishi chegaralangan ham boiadi. Isbotlang.

10.21. Har qanday absolyut uzluksiz funksiyani ikkita monoton kamaymaydi­

gan absolyut uzluksiz funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlash mumkin. 

Isbotlang.

10.22. 10.8-10.16-misollarda keltirilgan funksiyalarni ikkita ( v(x)  — Vj[/],;‘ 

<p(x) = v(x)  — f ( x ) ) kamaymaydigan absolyut uzluksiz funksiyalar ayir­

masi shaklida tasvirlang.

10.23. Agar /  : [a. b] —> R integrallanuvchi funksiya boisa. u holda

funksiya [a. 6] da absolyut uzluksiz boiadi. Isbotlang.

10.24. [a, b] kesmada absolyut uzluksiz F  funksiyaning hosilasi F'  (x) =  /  (:r) 

integrallanuvchi va deyarli barcha x  E [a. 6] lar uchun

tenglik o'rinli. Isbotlang.

10.25. Agar / — kamaymaydigan absolyut uzluksiz funksiya boiib. f ' ( x )  = 0 

tenglik deyarli barcha x  lar uchun o'rinli boisa. u holda /  o'zgarmas 

funksiya boiadi. Isbotlang.

10.26. Har qanday o'zgarishi chegaralangan /  funksiya uchta funksiya yigindisi 

koiinishida tasvirlanadi.

I f e t  г  И М  t  + Лс(х).

Bu yerda fd sakrashlar funksiyasi, f 9 singulyar funksiya. f ac absolyut 
uzluksiz funksiya. Isbot qiling.



10.27. Agar /  funksiya [a, b] kesmada Lipshits shartini qanoatlantirsa, f  

ning [a. b] kesmada absolyut. uzluksiz boiishini isbotlang.

10.28. Agar /  funksiya [a, b] kesmada absolyut uzluksiz, щ : R —» R funksiya 

Lipshits shartini qanoatlantirsa. u holda (p(f(x)).  x £ [a, b] funksiya 

[a. b\ da absolyut uzluksiz boiadi. Isbotlang.

10.29. Agar /  funksiya [a, b\ kesmada absolyut uzluksiz, A  С [a, b] - nol 

oichovli to'plam boisa. u holda /i(J (4 }) == 0 boiishini isbotlang,

10.30. Shunday uzluksiz. syuryektiv /  : [0, 1] —» [0, 1] akslantirishga va A  С 

[0. 1] to'plamga misol keltiringki, quyidagilar bajarilsin:

10.31. Shunday uzluksiz /  : [0, 1] —> [0. 1] funksiyaga va A  С [0, 1] to'plamga 

misol keltiringki, quyidagilar bajarilsin:

10.32. [a. b] kesmada uzluksiz hosilaga ega boigan f  funksiyaning [a, b] da 

absolyut uzluksiz boiishini isbotlang.

10.33. Agar /  : [a, 6] —> R kamaymaydigan funksiya boiib.

tenglik oiinli boisa. u holda /  absolyut uzluksiz boiadi. Isbotlang.

10.34. f ( x )  = x  4- Л(х). x £ [0. 1] funksiyani qaraymiz. Bu yerda Я Kan­

torning zinapoya funksiyasi. Quyidagilarni isbotlang.

a) /  : [0, 1] —> [0, 2] uzluksiz va qatiy  o'suvchi funksiya;

b) /  : [0. 1] —> [0, 2] biyektiv akslantirish:

c) u ( f ( K ) )  = l 3 К  — Kantor to'plami.

1) //(.4) -  «g 2) Ш М Щ  =  !■

b

10.35. Kantor funksiyasining quyidagi xossalarini isbotlang.



a) Л ( ! )  '•= • Я(.т), х е [ 0, 1]; ‘

b) л  ( 1  +  | ) = 1  +  ^ я ( 4  ‘* е  [0, 1 ].

10.36. [a. b] kesmada tekis uzluksiz, lekin absolyut uzluksiz bo:lmagan funksiya­

ga misol keltiring.

10.37. Agar /  funksiya [a, b] da absolyut uzluksiz bo;lsa. u holda | / |  ham 

absolyut uzluksiz funksiya bo:ladi. Isbotlang.

10.38. | / |  ning absolyut uzluksiz ekanligidan /  ning absolyut uzluksiz ekanligi 

kelib chiqmaydi. Quyidagi niisolni tahlil qiling.

Д х ) Л  ~ L '  -r € Q - 
X t; x e R \ Q .

10.39. Agar /  funksiya [a. b] da uzluksiz ■bo'lib, | / |  absolyut uzluksiz bo'lsa, 

u holda /  ham absolyut uzluksiz bo;ladi. Isbotlang.

10.40. Agar f n : [a, b] —* R, n £ N lar kamaymaydigan absolyut uzluksiz
oo

funksiyalar bo;lib, har bir x  £  [a. 6] da. YI fn{x ) qator /  ga yaqinlash-
77=1

sa, u holda limitik finksiya /  ham [a, 6] da absolyut uzluksiz bo'ladi. 

Isbotlang.

10.41. Agar f n : [a, b] —* R singulyar funksiyalar ketma-ketligi uchun shun­

day /  : [a. b] —> R o'zgarishi chegaralangan funksiya mavjud bo’lib, 

lim V"[f  — fn] =  0 bo;lsa. u holda limitik finksiya /  yo o‘zgarmas, yo
n —•■oc
singulyar funksiya bo'ladi. Isbotlang.

10.42. Agar f n : [a, b] —> R absolyut uzluksiz funksiyalar ketma-ketligi uchun 

shunday f  ■ [cl, b] R o'zgarishi chegaralangan funksiya mavjud bo'lib, 

lim Vg[f — f n] — 0 bo'lsa, u holda limitik finksiya /  ham absolyut
n—* oc
uzluksiz funksiya bo‘ladi. Isbotlang.
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10.43. Agar F  : [a. 6] —* R oiigdan iizlukni/ к nMiiiymnyiliivui ill ifc lilii iMtiUnl 

yasi boiib. ci ,62, . . .  lar lining [a. b] dagi uziliNh 1Ш(](.м1мг11 н г |нм и In In

В '  I  f ( x )d F [ x )  =  E  /(c*.)[F(cfc), -  F(c* -
A:=l

tenglik oiinli. Isbotlang.

10.44. Agar F  : [a. 6] —► R absolyut uzluksiz funksiya boisa. и holda

I  [  f { x ) d F ( x ) =  f f ( x ) F ' ( x )  d/j, (10.6)
J\a,b] J[a.b]

tenglik o'rinli. Isbotlang.

10.45. Agar F(x)  — const boisa. и holda ixtiyoriy /  : [a. 6] -*  R chegaralan­

gan funksiya uchun

H f  [  f ( x ) d F ( x )  = 0
J[u.b\

tenglik oiinli. Isbotlang.

10.46. Quyidagi tenglikni isbotlang.

' j  1 ■ dF(x)  =  W (A}1.

10.47. Lebeg-Stiltes integrali uchun ham bo‘laklab integrallash qoidasi o'rinli. 

Yaiii /  : [a, b\ —> R va g : [a, b] —* R lar o'zgarishi chegaralangan 

funksiyalar boisa, quyidagi tenglikni isbotlang.

[  f (x )dg(x)  =  f(b)g(b) — f{a)g(a)  — I  g{x)df{x).  (10.7)
J[a,b\ J[a.b]

10.48. Aytaylik, x = (p(t), a  < t < в  uzluksiz va o‘suvchi funksiya boiib. 

p(a)  =  a. (f (0) = b boisin. /  : [a, b] —> R uzluksiz. F  : [a, 6] —> R 

kamaymaydigan funksiyalar boisin. U holda

I  /  f ( x ) d F ( x ) ~  f  f  dF(<p(t))
J[a,b] */[«../?]

tenglik oiinli, ya’ni Lebeg-Stiltes integralida о ‘zgaruvchilarni almashti­

rish mumkin. Isbot qiling.



10.49. Agar /  : [a, b] —» 1  va g : [a, 6] —> R funksiyalar uchun Riman-Stiltes 

integrali mavjud bo'lsa, u holda Lebeg-Stiltes integrali ham mavjud va 
ular o;zaro teng, ya’ni

(L — S)  f  f { x ) dg (x )  =  ( R —S)  f f (%)dg(x  
J  [a . b] Ja

10.50. f  R{x)d.F(x) Lebeg-Stiltes integralini hisoblang. Bu yerda £(x) — Кап­
ри] _
torning zinapoya funksiyasi, F(x)  = 2x  4- 1.

10.51. f  &(x)dF{x)  Lebeg-Stiltes integralini hisoblang. Bu yerda Л(;г)— Kan-
m '

torning zinapoya funksiyasi, F(x)  = [3a;] 4- 2x.

10.52. Quyidagi /  : [0. 1] —> R funksiyaning [0, 1] da dj^ferensiallanuvchi 

ekanligini ko;rsating. Hosila funksiyaning [0, 1] da integrallanuvchi emas-

ligini isbotlang.

f 0, x = 0
f ( x ) ~ 4  2 t  ' •

x  sm — . 0 < x  < 1
V X 1 '-

10.53. /  : [a. b\ —> R uzluksiz, F  : [a. b] —> R kamaymaydigan funksiyalar 

uchun o;rta  qiymat haqidagi teoremani isbotlang, ya’ni

f  f ( x ) d F ( x )  = f ( c ) [ F( b ) -F( a ) } ,  3 c  £ [a, 6].
' M]

10.54. Quyida f ( x )  va F(x)  funksiyalar berilgan. Lebeg-Stiltes integrali

[  f ( x )  d F ( x ;
{a.b\

ni hisoblang.

1) f ( x )  = x. F(x)  =  cos x, x  £ [0.

2) f ( x )  =  sin ж, F(x)  =  |x[. x  £ [—тг, тг].
• ' ж 4- 2 , x  £ [—2, — 1],

3) f ( x )  = x 2 4- 3; F(x)  = < 2. x. £ ( -1 , 0),

x 2 4- 1, x £ [0, 2].
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4) f ( x )  =  a?, F(x)  =  Щ  x  G [0, n}: n  G N.

5) f {x )  Л  x 2, F(x)  =  [x], x  G [0, n], n  G N.
ft) f ( x )  f  2, jF(^) =  exp ж • sign(cos a:), G [—7Г. тг].
7) /(ж) =  X’ — 1. -F(x) =  cos а:, а: G [0, тг].

8) f ( x )  — x2, F(x)  = Я(х) .  x  G [0. 1].

9) f ( x )  =  1 +2x ,  F(x)  = Я (x), x  G [0. 1].

10) f {x )  = [3x], F { x ) = R { x ) : x  G [0, 1]. . f)

55. Quyidagi qatorni qaraymiz:

oc

■* f { x ) — ^ b ?7cos(anTrx), b G (0, 1). a G N va toq son.
77=0

Bu /  : M —► 3R funksiyaning usluksiz ekanligini isbotlang. Agar ab >
3

1 H- -тг bo'lsa, f  : R —> R funksiya biror nuqtada ham chckli hosilaga 

ega emasligini ko'rsating.

56. Quyida berilgan absolyut uzluksiz funksiyalarni kamaymaydigan absolyut 

uzluksiz funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlang:

I  a) f ( x )  ~  x 2 +  2, x  G [—1. 2], b) f {x )  =  exp x 2, x  G [ -1 :. 2],

c) f ( x )  =  | cosx|. x  G [—тг. тг]. d) f ( x )  =  sin x. x  G [—тг, тг].

II bobni tak ro rlash  uchun te s t savollari

1. Quyidagi belgilashni kiritamiz:

I  ,  ,_ч l/(* )i +  A * ) f м
/+ W  ---------- 2--------J ' ” --------2-------- ’

Quyidagi tasdiqlar ichidan to'g'rilarini ajrating.
1) f + o’lchovli bo'lsa, /  ham o'lchovli bo'ladi.

2) /_  o'lchovli bo'lsa, /  ham o'lchovli bo'ladi.

3) /+  va /_  lar o'lchovli bo'lsa. /  ham o'lchovli bo'ladi.

В  A) 1, 2 В) 1, 3 C) 2; 3 D) 3
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2 . Quyidagi tasdiqlar ichidan to-g‘rilanni aj rating.

1) | / |  o'lchovli bo'lsa, /  ham o'lchovli bo'ladi.

2) f 2 o'lchovli bo'lsa, /  ham olchovli bo4ladi.

3) /+  va /_  lar o'lchovli bo'lsa. /  ham o'lchovli bo'ladi.

A) 1, 2 В) 1, 3 C) 2. 3 D) 3

3 . f ( x )  =  2x. x  G E  =  [0. 5] funksiya uchun E ( f  <  6) to'plamni toping. 

A) [0, 2] В) [0, 3) C) [0, 5) D) [0, 2)

4. f ( x )  =  [2x], x  G E  =  [0. 5] funksiya uchun E ( f  == 4) to'plamni 
toping. I

A) [0, 2] B) [2, | )  C) [2. 5) D ) [ 2( g)

5. f ( x )  =  In (x2 — 2x -f- l) , x  G E  = (0, qp) funksiya uchun 

{:£• : f ( x )  < 0} to'plamni toping.

A) (0, 2) B) (0, 1) U (1; 2) C) (0, oc) D) (0, 3)

6 . f ( x )  — 2х — 1 funksiya uchun {x  G [0, 5] : 3 < /(x )  < 7} to'plamni 
toping.

A) [0, 3] B) (2, 3) C) [0: 3) D) [2, 3)

7. { x  G [0, тг] : sinx <  2-1} to'plam o'lchovini toping.

A)f B>f „ В л  D,U . ,
8. {x  G [0. тг] : sinx <  cos ж } to'plam o'lchovini toping.

A) J  B> f  C) T  D) |  Ji

9. A  С [0. 1]— o'lchovsiz to'plam. /D — Dirixle funksiyasi. /i(x ) =

2:6 ; /з& ) **'&(*}
[ 1, X £ [0. 1] \л  

O'lchovli bo'lmagan funksiyalarni toping.

A) h  B) / 1: / ,  C) / ; .  h  D) h ,  f.,

10. A  С [0. 1] — o'lchovsiz to‘plam. Riman funksiyasi.
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Л Or) =  1 -  Ха(х):  / 2 {х)  = ^ А ( х )  - Щ х ) , -  / з ( х )  =  / 2(x ) - S ( r ) .  

O'lcbavli funksiyalaeii toping,

L  A) h  B) f 2, f s C) f 3 D) h  '

• [0, 1] kesmada nolga ekvivalent funksiyalarni toping:, 

j h { x )  = <Я(х), f 2(x) = Ю(х)у f 3(x) =  x. 

j,r A) Л B) / 2. h  , G) /3 D) f \ ,  /2

12 . /^a;) =  ! +  щ м .  / 2(х) *  i  +  £ 1(2;), «  i f  M M  +  Ш

funksiyalar ichidan /(x )  =  1 ga ekvivalent funksiyalarni toping.

I  A) / 1;/ 2 в ) f i , f 2, f s  C) / 2, /3  D) / 1, /3 8 *

P -  /ln(x) =  sin2"X. f 2n(x) =  cos"Я, /з„(х) =  2: / 4n(x) =  1 +
1 I /Z «2/

x n o'lchovli funksiyalar ketma-ketliklaridan qaysilari [0, 1] to'plamda 

/  (x) =  0 funksiyaga tekis yaqinlashadi?

: A )  f ln в ) f 2n.h n  G ) f bu f zn:hn .  | D ) f lnj 2„ £fi

l 4 - Лп(х) =  sin" 1C, fm ip ) . =  cos" а:, /з«(ж) ^ „Т Т Г -Г !»  /«>(»)
1 + П X

o;lchovli funksiyalar ketma-ketliklaridan qaysilari [0, 1] to'plamda 
/ (x )  = 0  funksiyaga nuqtali yaqinlashadi?

}£ A) /i ,? B) fin.Jan C) fin-, h m  h n  D) f m i f i n

15. E  =  [0. 4] to'plamda berilgan /  sodda funksiyani toping.

A) /(x )  =  x В) /(x )  =  [x] C) /(x )  = ex . D) f  (x) =  sinx

16. £  =  [0, 3] to'plamda berilgan sodda funksiyalarni ko'rsating. 

f i {x)  = x,  / 2(x) =  1, /з(х) =  S (x )

iit. А) / ь  / 2, /з В) / i ,  /3 С) f i ,  / 2 D) / 2; / 3

17. / (x)  =  1 -f signx sodda funksiya uchun Л1 =  { iG  [—2, 3] : /(x )  =  0} 
to'plamni toping.

. A) [-2 , 0] B) [-2 , 0) C) [—2. - 1] D) [-2 , 3]

18. / (x)  =  5 -  [2x] sodda funksiya uchun Ai  = {x  G [—2. 3] /(x )  =  1} 

to'plamni toping.
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А) [2, 3] В) %  3) С) [2, 2*5) D) [2, .2,6]

19. Integrating additivlik xossasini toping.

A) Agar f i(A) = 0 bo'lsa, u holda f A f ( x ) d p  = 0

в ) +  f f f P *  =  I a  +  I a  9 ( x №
C) Ja к ■ f  (x)dp = к JA f{x)d/ j

D) Agar f ( x )  > 0 bo‘lsa, u holda JA f(x)d/j,  > 0

20. Integralning bir jinslilik xossasini toping.

A) Agar p(A) = 0 bo'lsa. u holda f A f ( x ) d p  =  0

B ) JaL/X*) +  9 ix ) W  =  J a f ( x )dM + ' J a 9{x)dp  

' c ) J a k  • f ( x) dlJ =  k J a Л # ! * #  '
D) Agar f ( x )  > 0 bo‘lsa, u holda JA f ( x ) d f x>  0

*

21. Integralning monotonlik xossasini toping.

A) Agar (j,(A) =  0 bo'lsa, u holda JA f (x)df j  =  0

B) f A[f{x)  +  n i x ) W  = f A f  (x)dfi +  f A g(x)dji:

C) f A k - f i x ) d n ' J k f A f ( x ) d n

D) Agar f i x )  > g(x)  bo‘Isa, u holda f A f{x)d/.i > JA g(x)df.i

22. Lebeg integralining monotonlik xossasidan foydalanib, quyidagi sonlar

ichidan eng kattasini toping.
• 2  * 44 1  п  T  « i n  r

a0 =  0. a i =  f  ------—dp, ci2 = I — zr-dp, a3 =  f  sin xdfj,
(0Л) * (0,1) ‘ (0Л)

A) ai В) a-2 С) аз D) ao

23. A  =  [0. 3] to-plamda berilgan f ( x )  = 3  4- D(x) sodda funksiyaning 

integralini hisoblang.

A) 3 B) 2 C) 6 D) 9

24. A = [0. 2] to'plamda berilgan f ( x )  =  4 — [x] sodda funksiyaning 

integralini hisoblang.

A) 3 B) 7 C) 6 D) 4
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25. [—2. 2] kesmada berilgan monoton funksiyani toping.

. A) f i x )  =  cos x  B) f ( x )  = [x] C) f ( x )  = e*2 D) f  (x) =  sin x

26. f ( x )  — [я], x  € [—2, 2] funksiyaning uzulish nuqtalarini toping.

A) { -1 ; 0; 1} B) f * f f  0; 1; 2} C) { -1 ; 1} D) {-2* - 1; 0;

27. [0, 3] kesmada aniqlangan zinapoyasimon funksiyalarni koi'sating. 

f i ( x )  = x. f 2(x) m  1, f 3(x) =  [x]

p. a )  / i ,  / 2,/3  в ) f 2, /3  c ) f u . f i  ■ т т ш

28. [0, 1] kesmada o^suvchi funksiyalarni ko'rsating. 

f i {x)  = -  cos x , f 2{x) =  sin x.' / 3(:г) =  1 -f fjf 

А) / ь / 2, /3 В ) / 2: / з  C) / 1?/ 2 D) f \ ,  /3

29. [—1, 1] kesmada o‘smaydigan funksiyalarni krrsating.

К  р й  =  cosX} M i  =  (1 -  ас)8, l p  [ж] • ^  &

f " A )  Л , / 2, /3  B) / 2, /3  c j  / 1: / ,  D) / ь  /з

30. [0, 1] kesmada kamayuvehi funksiyalarni ko^rsating. 

f i ( x )  =  sinx, f 2(x) =  [x]. / 3(2 ) = cosx

t  A) f i ,  / 2, /3 В) / 2 ;/ 3 С ) / ь / 2 D) /3

31. /(* )  =  sign# funksiyaning jcq =  0 nuqtadagi sakrashini toping.

■L A) 2 В) 0 С) 1 D) 3

32. f f i t j  = [x] funksiyaning Xq = 0 nuqt adagi chap limit ini toping.
W  A) 2 В) 0 С) - 1  D) 1

33. f ( x )  = 2x — {a*} funksiyani uzluksiz monoton funksiya va sakr 

funksiyalarining yig'indisi shaklida vozing.
В  A) x  4- [x] B) x  — [~x] C) 2x 4* [x] D) {x}  -j-

34. f ( x )  — [2x] funksiyaning [—2. 3] dagi to la  o^garishini toping.

A) 3 B) 5 C) 10 D) 6



3D. J(x)  =  sm.T tunksiyaning | —тг, ttJ dagi to 'la o'zgarishini toping.

A) 2 B) 4 C) 1 D) 5

36. [—2, 2] kesmada berilgan absolyut uzluksiz funksiyani toping.

A) {x}  В) [x] C) e2'2 D) signx

37. [—2, 2] kesmada absolyut uzluksiz bo£lmagan funksiyani toping.

A)x В) [x] C) e*2 D) зттга;

38. [0, 1] kesmada berilgan singulyar funksiyani toping.

A) cos x  B) 9t(x) C)J)(x)  D) R{x)

39. Lebeg-Stiltes integralining xossalaridan foydalanib. f ( x )  — x  funksiya­

ning A  = [0,3] to'plam bo'yicha olingan f A f ( x )  dF(x) ,  F(x)  =  [x] 

integralini hisoblang.

A) 2 В) 3 C) 4 D) 6

40. Lebeg-Stiltes integralining xossalaridan foydalanib. f ( x )  = 2x funksi­

yaning A  =  [1 . 3] to'plam bo'yicha olingan JA f ( x ) d F ( x ) ,  F(x)  = 

In я integralini hisoblang.

A) 2 В) 3 C) 4 D) 6

II bob uchun javoblar va ko4rsa tm alar 

6-§ . 0 ‘lchovli funksiyalar

1 1 . O'lchovsiz funksiyalar yig'indisi o'lchovli ham, o'lchovsiz ham bo'lishi 

mumkin. Tahlil qilinishi taklif qilngan /  va g laming yig'indisi ( /  +  g) (x) 

=  1, x  E [0, 1] bo'lib, u o'lchovlidir.

12 . O'lchovsiz funksiyalar ko'paytmasi o'lchovli ham, o'lchovsiz ham bo'lishi 

mumkin. Tahlil qilinishi taklif qilngan /  va g funksiyalarning ko'paytmasi 

f ( x )  • g(x)  =  0, x  G [0. 1] bo'lib u o'lchovlidir.
13. Mumkin emas.

{1, x  6  A
bu yerda A  С [0. 1] o'lchovsiz to'plam.

~ i ,  x  €  [o, l ] \ a . M l ;  J
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15. 14 ga qarang. 17. 6.18 -  misolda. keltirilgan £{x)  funksiya.

18. Har bir f l G l  da {.t G 1  : £ (^) == a} tocplam ko'pi bilan ikki elementli 

to'plam bo'ladi. Haqiqatan ham £ (x i) == £ (£ 2) bo'lsin. Agar x \ r Х2 € A  

bo4sa. u holda £(x i )  = £ ( x 2) tenglikdan x \ =  x -2 kelib chiqadi. Xuddi shun­

day xi ,  x<i $  A  bo'lsa, u holda £ (x i) =  £ (2:2) tenglikdan —щ  — —x-i yoki 

$t% = X9 kelib chiqadi. Agar 2*1 £ A  va x% 0  A  bo4sa, u holda £(xi) =  

tenglikdan ' ±1 == — x^ kelib chiqadi. Shunday qilib, {x  G R : £(x) =  a} 

to'plam a G A \  {0} uchun ikki elementli to’plam. qolgan a lar uchun bir 

olementli to‘plam bo'ladi. Shuning uchun ham {x  G 1  : £(x) =  a} oichovli 
to'plamdir.

19. {x G [0, 1] : £( x )  < 0} =  [0, 1] \  A  tenglik o'rinli. A  o'lchovsiz to'plam 
bo'lgani uchun [0, 1] \  A  ham o'lchovli emas.

20. Barcha x  G [—1, 0] larda £(x) >  0 bo'lganligi uchun {x  G [—1, 1] : 

£{x) < 0} =  [0, 1] \  A  tenglik o'rinli bo'ladi (19-inisolga qarang). 

o'lchovsiz bo'lgani uchun £  funksi-va E  da o'lchovsiz funksiya bo'ladi.

k =  15 2, . . . ,  2— 1

24 . A  C  [—2, 2] o'lchovsiz to 4p lain  X a & )  =

25. A  С [--2. 2] o'lchovsiz to‘plam f ( x

Ц .  x G i  
0, x e  [—2, 2] \A.

1? x  Ш A

- 1 ,  §  G [т-2, 2 ] \ A _
27. A  С  [0, 1] =  E  o'lchovsiz to'plam va f ( x )  =  X a ( x ) i 9{x)  — X e \ a ( x

o'lchovli funksiya emas. f ( x )  -4- g ( x )  = 1 .

28. A  С  [0, 1] =  E  o'lchovsiz to4plam f ( x )  =  X a ( x ):  9{x ) — ~ X e \ a ( x ) • 

f ( r ) - g { x )  =  0, x e E ,

I  c <  0

E \ Q, 0 < с < 1 

E. с > 1.
Ml. Agar /  : E  —* R o'lchovli funksiya bo'lsa, {x  £ E  : f ( x )  < a} =

20. Е(Ш> <  c )  =  <
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{.г G Е  : f  (х) < a3} tenglikdan / 3 oichovli funksiya ekanligi kelib chiqadi. 

Chunki a soni — oc dan +00  gacha bolgan qiymatlarni qabul qilganda а 

ham (—oc, oc) to4plamni to la  bosib o'tadi. {x  G E  ; / 3(x) < c} =  {x  G 

E  : f ( x )  < c^} tenglik o'rinli. Demak. /  va / 3 lar bir vaqtda. oichovli yoki 

olchovsiz funksiyalar boiadi.

41. Eyler formulasi elx — cos x  +  i sin x  dan. hamda cos a; va sin a; laming 

[—тг, тг] kesmada oichovli ekanligidan. f ( x )  =  e7r funksiyaning [—тг, тг] 

to‘plamda oichovli ekanligini olamiz.

49. [0. 1] =  A  U В  shaklda yozamiz. A  va В  oichovli to'plamlar va 

fj.-(A) > 0. -5; /J-(B) =  0,5. A  va В  lar quyidagi xossalarga ega. Bar­

cha x  G [0, 1] va ixtiyoriy S > 0 uchun f i(A П (x — 6. x  -f d)) > 0 va 

li(B  П (a; — S} x  -I- J)) >  0 boisin. U holda Xa(x)  misol Jhartlarini qanoat- 

lantiruvchi funksiya boiadi.

58. [0, 1] kesmani teng n  bolakka boiamiz. Har bir n  G N uchun

{Х!^,Д]0г ) Ш
l  n  ■ n  J

xarakteristik funksiyalar oilasini qaraymiz. Bu funksiyalar oilasini quyidagicha 

nomerlaymiz.

A f t f  =Х\0:ф)- .  h{x)  = Xp.^](x% 1з{х)^ХЦ1}{%) 

va hokazo biror 1/  uchun 

fu{x) =  ,Y[0.i](x ); f„+i(x) =  X[i. 2-,(ж),. . . ,  f v+n-i(x) = Хгнга.цОг)-. •..I • 71J _ In • П •» ■ l П •*

Hosil bolgan f ,? ketma-ketlik [0. 1] da oichov bo'yicha nol funksiyaga yaqin­

lashadi. lekin biror nuqtada ham nolga yaqinla.shma.ydi.

60. E ( f  < c) =  {x G [—1. 2] : sign x  < c} to'plamni barcha. c G l  larda 

oichovli ekanligini ko'rsating.

=  £3L  „  _  _£Л  i i /V ’i  _f_ 9„ _  r - 1
64' E5 l i o 3’ & 103/  ^  Г  ■ 103’ ^  io3J 5 £ € v0 , 4
65. tp(x) = 0 . x  G [0. 1].

66. f ( x )  =  0. x  G [0. 1). f n(x) =  x n, x  G [0, 1).
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67. f n(x) = x n, x  € [0, 1] funksional ketma-ketlik 6(x)  =  0 funksiyaga d( 

yarli va o‘lchov bo'yicha yaqinlashadi. nuqtali yaqinlashmaydi.
68. Ha. 69. Yosq.

70. a) g(x)  =  0, b) g{x)  — ж, с) g ( x )  =  0, d) g(x)  =  ln(l +  |z|).

71. a] g(x, y) =  x 2, b) g(x.  у ) =  cosx -  siny, с) g(x , y) =  xy,

74. a) g(x)  =  0: b) g(x)  =  0, с) y(ar) =  0; d) g(x)  a |  ,
e) g(x) =  0,' {) g(x) =  0.

1 ,' (x. y) G Q x Q

0, (я, у) < £ Q x Q  

1 - Щ  у) e  Q x Q
0, (x,  y) i Q x Q  " '

1, ( i j J e l x Q  

0, [x, y) £  R  x Q

i> (®> y) £  Q  x  Q '
2, ( x , y )  e Q x Q

I®!-,

75. a) gx(x,  у ) =  0, g2(x^y) =

Ь), 9i(x,  2/) =  0, g2( x , y )  =

cj 9i(x,  у) ш  0. 9г(х.у)

(•1) 9i (x,  y)  =  1, g2( x , y )  =

<>) 9i(x,,y) =. , 9i(x, y) }y\; |#Ф|И
0, III =

П 9i(x< У) =  i x  I ±  | f  J. 9i (x,  y) =

ex:< X ф  — y

0, x  =  y

| r |  4- \y\, X ф у

К) 9i(x,  у) = К  9%(x,y) -  

Ii) 9i {x , У) =  1; 92(x,y)  -

Т 0 . в ) Л « - [ 1  Д - i  U

i) A,

•) A*

1
1001 ’

1
5 • 105

1 . d) A e =

I  1

0, x  — —y

0, x 2 =  y2

1, X2 ф y2

lj , 1 ~ a  1 
50’ 50 

1 0 ~ 4 1

b) A i  = 0 . 1 -
101

5 • 105’
U

1
1 -

5 • 105
77. Sababi д(М) =  oo. 78-79. f ( x )  = 0 .  80. f ( x )  =  0. 85. Yo‘q.
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7-§. Chekli o‘lchovli to ‘p lam larda Lebeg integrali

13. Xarakteristik funksiya ikkita 0 va 1 qiymatlarni qabul qiladi. 7.1-misoldan 

va A i =  {x  G E  : Xa (x ) =  0} =  E \A . A 2 =  {x  G E  : x a (%) — 1} =  A  

to'plamlarning o'lchovli ekanligidan xa  ning o'lchovli. sodda funksiya ekanligi 

kelib chiqadi.

14. A i = {x  € E  : sign a; — —1} =  [—1, 0). A 2 =  {x  € E  : signx =  0} =  

{0}, А 3 =  {x  G E  : sign a: =  1} == (0, 3] to'plamlarning o'lchovli ekanligi­

dan у  =  signx  ning E  da sodda funksiya ekanligi kelib chiqadi.

16. Я  : [0, lj —► R o'lchovli funksiya 6.23-misolga ko'ra Я  funksiya [0. 1] \ K  

da o'lchovli funksiya bo'ladi. Har bir n G N uchun K n da (7.2-misolyechimiga. 

qarang) Я funksiya cheklita. qiymat qabul qiladi. Shuning u^hun Я  funksiya
OO
U K n =  [0, 1] \ K  da. sanoqlita qiymat qabul qiladi. demak u sodda funksiya.
OC’
и 

1 1 = 1
ОС. _  n  * 2n 1 .4 1 л   ̂ г / \ [пЯ{х

1 8 - a )  4
26. Bu funksiya y\ =  0. У2 =  1, Уз =  2f y± =  З .1/5 =  4. qiymatlarni mos 

ravishda. A x =  [0,1), A 2 = [1,2), Д3 =  [2,3), Л4 =  [3,4), Л5 =  [4,5) 
to'plamlar da qabul qiladi. Uning integrali 7.2-ta‘rifga ko'ra 10 ga teng.

2 8 - T  • П
29. Dirixle funksiyasi o'lchovli va ikkita (0 va 1) qiymat qabul qiladi. Uning 

[0, 3] to'plam bo'yicha olingan integrali 0 ga teng.

30. Riman funksiyasi o'lchovli va sanoqlita <|o, 1, qiymat qa­

bul qiladi. Uning [0. 1] to'plam bo'yicha olingan integrali 0 ga. teng.
3

31. 3. 32. 2. 33. 1. 34. 1. 35. 4. 36. - .  37. e - 2.

56. 7.5-misolga qarang. 57. 5 — \/2 — \/3.

58. O'zgarmasdan farqli uzluksiz funksiya sodda funksiya bo'la olmaydi.

59. Ikkalasi ham sodda funksiya. ularning integrallari 0 ga. teng.
4 1

6 0 . 1 2 .  6 1 . 0 .  6 2 . 2 .  63. - 6 . 64. —  +  5. 65. e - f - .
m 2 2

66 . a) 0. b) In4 —. 1, c) 6. d) -  — . 67. a) b) 6 , c)



8-§. Lebeg integrali belgisi ostida lim itga o4ish

2 . a) Yo4q. b) Yo'q, c) Yo'q, d) Yo‘q, e) Ha, f) Ha.

4. a) f t b) 1, c) 0, d) тг.

6 . a) a  >  1. b) a  > 1, с) a  > 2 .

7. q > 1. 8. Ha. 10. а) тг, b) 13. Ha. j

9-§. M onoton va o‘zgarishi chegaralangan funksiyalar

10. Kamaymaydigan funksiya, o£ngdan uzluksiz, uzilish nuqtalari 0. 1,

2 ,3 .  Barcha uzilish nuqtalaridagi sakrashi 1 ga teng.
11. Kamaymaydigan funksiya, faqat x  =  0 nuqtada uzilishga ega. x  =  Ю da 

o'ngdan ham. chapdan ham uzluksiz emas. x  =  0 nuqtadagi sakrashi 2.

12. Kamaymaydigan funksiya, faqat x — 0 nuqtada uzilishga ega. x  =  Oda, 

chapdan uzluksiz, uzilish nuqtasidagi sakrashi 1 ga teng.
13. [—4. 0) dava [0, 5] da kamaymaydigan funksiya. Bu funksiyaning uzilish 

nuqtalari x  =  — 1. x =  0. x  — —1 nuqtada o'ngdan uzluksiz va bu nuqtadagi 

sakrashi 3 ga teng. x  =  0 da o'ngdan ham, chapdan ham uzluksiz emas. 

funksiyaning x — 0 nuqtadagi sakrashi 1 ga teng.

21). Monoton funksiyalar yig'indisi monoton bo'lmasligi mumkin.

30. Monoton funksiyalar ko'paytmasi monoton bo'lmasligi mumkin.

Г> I. 3 6. V \ f ]  = 6, 37 , V[ f ]  =  20, 38. V[f]  =  8, 39. V[f]  *> 2, 40. V[f] m

o, x e  [—2. - l )

17. f d ( x ) =  1, x €  [-1 , 0]

I  2, x  e  (0, 2],

I  0, x E [ - 10, - 2)
18. f d( x ) =  r ~ 1)

f c(x) =  X 1.

a x3. x  6 [—10. —2) 
f c(x) =  < - 8, x  € [—2, 0).

x ^ - 8. x  6 [0, • 4]v.

‘20. f ( x )  =  f c(x) + f d(x), f d(x) =  [x] +  2, f e(x) =  2x -  2 .

32. Ha. 33. Ha.
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1п{1 +  е), 41. f f f f Я Щ К  42. V[f] =  е2 + 1, ’43. V [/] Ш 6.
4

54. V [/] =  3, У’Ы =  7,
2 2

5 5 . V [/] =  4 +  |а| 4- jl — а| barcha а £ [0. 1] larda V [/] minimal boiadi.

59. J(x)  = v(x)  tp(x). v ( x } ±  V J[/]. 
s in s , a re  0. —1

vf {x), = 2.J
2 -  sinx, x  G ( —, тг

! =
2 sin x — 1. x G 0

* /7Г L -
1. xG 7Г

I V2 .

71
’ 2J

W fif =  V [§] =  м м  -t ,G [0, 27r], <^(x) =  | cos a: | - fe rn s  , —

4 -  (x -  Ж  d  €  [0, 2] 

4 -И я  -  2) V ®  €  (2: я-]
f& M  =

TF

4 -  2(a: -  2)2, x € [0. 2] 

' 4. x  6 (2, тг],

Ш x  e
YUp(x) =

71

; 2J

—4x3 — 3. x € [—1, 0]

sm x, x G
S H  . 0. . .. J H2 — sm x. x G , /«
60. {36. v(x)  =  3x. v?(x) =  — 1.

2 — 2x2. x G [-1 . 0]
37. »lx! =  ( 0 у?(ж) =

2 +  2x , x G (0, 3]: ' [ —3. x G (0, 3].

2 c o sx -f  2, x £  [-тг, 0] J 2: x G [ - t t ,  0]
38. l’(x) tat <( (f{X) =  <

6 — 2 cosx , x G [0. тг], [  6 — 4cosx. x G [0, тг].
39. n(x) =  tgx +  1, (p(x) =  1. 40. v(x)  =  ln (l 4- x), <^(x) =  0.

41. u(x) =  2X +  5x +  9 j ,  < (̂x) =  9 j .  42. t?(x) =  xex+1 4-1, <p(x) =  —4. 

43. i?(x) =  3 4-3(x — 1), </?(x) =  3x — 4 — 3 |x  — 1| }.

61. А/ =  —j3. Л/ =  —а , Л,. =  а. Л,- =  6.

62. Yo'q (9.65 -  misolga. qarang).

63. Agar /  funksiya [a. 6] kesmada chegaralangan hosilaga ega boisa.. u 

holda f  ning [a. b] kesmada o'zgarishi chegaralangan boiishini isbotlang. 

68. A  sodda to'plam boisa, A  =  [a, 6] boisa. V [xa] minimal boiadi.

10-§. A bsolyut uzluksiz funksiyalar. Lebeg-Stiltes integrali

8- E  \ f { h ) ~ f { a k)\ =  E  |3&A. +  l - 3 a t:- l |  = 3  E ( 6/f- a ;,) < 3 6  va 6 =  |
W  /с=1 k=l 6n

desak, ]T] \${bk) — /{&&)| <  £ tengsizlik bajariladi. Demak, / ( x )  =  3x 4- 5
/г=1
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funksiya [0. 2] kesmada. absolyut uzluksiz funksiya ekan.
9 . a2 -  b2 = (a — b)(a -h b) dan foydalaning. 10.1-misol yechimiga qarang.

10. |sinx -  sin у| < \ x  — y\ dan foydalaning.
1 1 . ||cosx | — |cos?/|I <  |cosx -  cosy| <  \x -  y\ dan foydalaning.

16. Boiinish nuqtasiga Xk =  1 ni qo*shib, moduldan qutiling.

22. {8. y(x) = Зх. ф )  =  -1 . 9. v{x) =  xг <IT1

10. v(x)

11. v(x) =

v(.x} =

sinx. x  G 0 .
I L ШM l =

2 — sinx. x  € I —' 77

2 -f 2cosx, x  G [—тг, 0]
6 — 2co8x. x G (0, тг].

2 +  2 cos x — 2 |cos x j . x G [-тг. 0]

6 — 2 cosx  — 2 |cos x | . x  € (0, тг]. 
x

1 -  2 V ~ 5  я G h i ,  0]
1 +  ж G (0, 1].

12.« (a ) =  t f f |  +  l ,  ^ (x )  =  l- .13- < * )  =  * ln ( l  +  a:), Ф )  °-

14. t;(i) ss 2X +  5x +  4 ,5 . <p(a;) =  4,5. 
f 1 -  y f^ X  x  €  [ - 1, 0]

15- V(X) =  \ l  +  V i  x  €  (0, ljor,/' ii , . ,
16. v{x) = 3x, fp(x) =  3x — 3|1 — ж| — 4.}
30,;Д *,) =  &{x), A  =  [0, l \ \ K .  31. f i x )  =  я (х ) ,, .4  =  к .

36. Kantorning zinapoya funksiyasi.

50 .1 . 51.3. . ,
1 n(n +  1) „  ,

54. 1) —7Г, 2) 4. 3) 2 5 - , 4) ---- , '  5
n(n +  l ) ( 2n  +  1)

6 з
C) 2e -  2е*1г -  (1 +  fr)e* +  (1 -  7г)е *, 7) 2 — w, 8) g,

9) 2. 10) 1 .

II b o b d a  keltirilgan test javoblari

■j" 1-D 2-D 3-B 4-B 5-B 6-B 7-A 8-A 9-B 10-C 11-D 12-B 13-A 

14-В 15-B 16-D 17-B 18-C 19-B 20-C 21-D 22-C 23-D 24-B 25-B 

2C-B 27-B 28-C 29-B 30-C 31-A 32-C 33-A 34-C 35-B 36-C 

37-B 38-D 39-D 40-C.
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III . M E T R IK  FAZOLAR

Bu bob 7 paragraf (11-17) dan iborat. Bobning 1 1-paragrafida. metrik fa­

zolar, undagi asosiy tushunchalarning mohiyatini ocliib beruvchi misol va 

masalalar jamlangan. 12-paragra.fda yaqinlashuvchi va fundamental ketma- 

ketliklarga doir misollar qaralgan. 13-paragrafda ochiq va yopiq sharlar ham­
da ochiq va yopiq to'plamlarning xossalarini tekshirishga doir misollar qar­

algan. 14-paragra.f to'1a. metrik fazolar va metrik fazolarni t.o'ldirishga doir 

misollarga bag‘ishlangan. Bu yerda Ber teoremasining qo'llanishiga. hamda 

hamma yerda zich va hech yerda zichmas to‘plamlarga doir qiziqarli misollar 

bor. 15-paragrafda metrik fazolarni uzluksiz akslantirishlar hamda izometrik, 

gomeomorf metrik fazolarga. doir misollar jamlangan. 16-p^agra.fda qisqar- 

tirib akslantirish prinsipining qo:lla.nishiga doir misollar qaralgan. Kompakt 

to'plamlar va kompakt metrik fazolarga doir misollar 17-pa.ragrafda jamlan­
gan.

l l -§ .  M etrik  fazolar

Bu paragrafda. foydalaniladigan asosiy tushunchalar va ta ’riflarni keltiramiz. 

X  bo'sh bo'lmagan to :plam va X  x X  bilan X  ni o'zini-o'ziga dekart 

ko'paytmasini belgilaymiz.

l l . l - t a ’rif. Agar p : X  x X  —*■ R akslantirish quyidagi uchta shartni 

qanoatlantirsa unga X  dagi masofa yoki metrika deyiladi:

1)  p(x, y)  > 0 . Vx,y E X.  p(x, y) =  0 <=> x  = у (ayniyat aksiomasi),

2) p(x,y)  = p(y> x),  VX, у  G X  (simmetriklik aksiomasi).

3) p(x, z) < p(x. y) -h p(y. z) , Vi ,  z/, 2: G X  (uchhurchak aksiomasi).

(X , p) juftlik esa metrik fazo deyiladi.

Odatda metrik fazo, ya’ni (X, p) juftlik bitta X  h&rfi bilan belgilana- 

di. Agar X  to'plamda p\. p2, . • • p?? metrikalar aniqlangan bo'lsa, u holda 

(X , pi), (X , рч) , .. •, (X . pn) metrik fazolar mos ravishda X u  X 2<

. . . .  X n harflari bilan belgilanadi.
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11 .2 -ta’rif. Agar shunday C\ > 0 va С2 > 0 sonlar mavjud bo'lib, barcha 

x .y  G X  lar uchun

Щ Щ Ш Щ  y) <  C2f t ( x .  g)

tengsizliklar o'rinli bo'lsa. p\ va P2 lar ekvivalent metrikalar deyiladi.

Bu bobda va. bundan keying! boblarcla fovdalaniladigan asosiy belgilash- 

larni keltiramiz.

== =  (xi.  x% • • ■, x n) , щ  6 1 } -  n  o'lchamli vektor fazo, m — bar­
cha. chegaralangan ketma-ketliklar to'plami. с — barcha yaqinlashuvchi ketma- 

ketliklar to'plami. cq — nolga yaqinlashuvchi barcha. ketma-ketliklar to'plami. 

f*2 — kvadrati bilan jamlanuvchi barcha ketma-ketliklar to'plami, ya’ni
r ■DC 1

4
x  = [xu*& . . . , Xn, . . . ) : m

. n=1 .

,24\ < OQ j

£p(p > 1) — absolyut qiyrnat.ining p — darajalaridan tuzilgan qator yaqin­

lashuvchi bo;lgan barcha ketma-ketliklar to'plami. ya’ni
00

IX-nV < OCi v =■ I x  =  (xiyx2i . . . , x n. . . . ) :  ^ 3
V .■ . n = i

Xususan p =  1 da t v to'plam -  hadlarining modullaridan tuzilgan qator 

yaqinlashuvchi bo'ladigan barcha ketma-ketliklardan iborat bo'ladi. С [a, b} — 

|(/. b] kesmada aniqlangan barcha uzluksiz funksiyalar to'plami. M[a. b 

[(/. b\ kesmada. aniqlangan chegaralangan funksiyalar to'plami. C^ [a .  b 

|(/. b] kesmada. aniqlangan barcha uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar 

lo'plami. C ^ \a .  6] — [a, b] kesmada. aniqlangan n  marta. uzluksiz differensia.l- 

lmiuvchi funksiyalar to'plami. V[a, b\ — [a, b] kesmada. aniqlangan o'zgarishi 

chegaralangan funksiyalar to'plami. A C  [a. b] — [a, 6] kesmada aniqlangan 

I nu cha absolyut uzluksiz funksiyalar to'plami. Lp[a, b\— o'lchovli va. [a, 6] 

kesmada (p >  1) p — darajasi bilan Lebeg ma’nosida integrallanuvchi bo'lgan 
limksiyalar to*'plami. Lp [a. 6] С Lp[a, b) bilan nolga ekvivalent funksiyalar

1 и 'Ivlamini belgilaymiz. Agar /  — g G LP [a, b] bo'lsa. ularni ip- munos- 

fttltda deymiz. Bu munosabat, ekvivalentlik munosabati bo'ladi va u Lp[a, b
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ni сгza.ro kesishmaydigan sinflarga. ajratadi. Hosil ho4ga.n sinflar toJplamini 

Lp[a, b] bilan belgilaymiz. Xususa.11 p =  1 boiganda, [a, b] kesmada Lebeg 

ma’nosida. integrallanuvchi ekvivalent funksiyalar sinflari to'plami hosil boiadi 

va. u L\[a, b] bilan belgilanadi. Xuddi shunday p  =  2 boiganda [a, b] kesma­

da kvadrati Lebeg ma’nosida. integrallanuvchi bolgan ekvivalent funksiyalar 

sinflari hosil boiadi va u £ 2[a, 6] bilan belgilanadi.

Bu paragrafda metrik fazolar va akslantirishlarga doir misollar qaraladi.

11.1. R 2 to'plamda. x  =  (xi. x 2)  va. у = (yi , у2) elementlar uchun kiritilgan 

ushbu

=4% — ml + |ж2 - m U  ' = - m\

Pz  P i у) = P |  -  У2: -Ь Щ  -  2/11; Pa, ( x ,  у ) — j Р щ Ш 

akslant,irishlardan qaysi biri metrika boiadi?

Yechish. p\ akslantirishning metrika aksiomalarini qanoatlantirishini tek- 

shiramiz.

Pi(x.y)  > 0 shart modulning manfiymasligidan kelib chiqadi. Faraz qilaylik, 

Pi(x, y) =  |x*x — y i \4- \x2 — y2\ — 0 boisin. U holda |x\  — y\| =  \х2 — У2\ = 0  

boiadi. Bundan x \  — yi, X2 = y2, ya’ni x = y. Endi x = у  boisin. ya’ni

— У X2 — у2 • Bu yerdan

Pi(x ,y)  =:t|si -  yi\ + j i 2 -  2/2I = 0

ekanligini olamiz. Demak. 1-aksioma. bajariladi. Quyidagi tenglikdan

P i ( x ,  у ) =  1ft; -  yi\ + Ш  -  Ы = \vi ~ r a j  + ш  -  s2| = pi(y, ф  ,

2-aksioma.ning bajarilishi kelib chiqadi. Nihoyat,

pi{x\ z) = \ x i -  zi\ +  \xf  -  z21 =  Щ  -  yi 4- yi -  zi \ 4- \x2 - у 2 + У2 - г 2\ <

<  |% ~  ШI 4- \yi -  Zi\ 4 - 1#2 -  у21 4- IУ2 ~  4 \  =  Pi(z> У) 4- pi(y, z)

tengsizlikdan 3-aksiomaning bajarilishi kelib chiqadi. Shunday qilib. (R2, pi) = 

R2 metrik fazo boiadi. □
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II.2.  p^x.  y ) — sup \хп — уп\ . х , у  G со akslantirishning metrika shartlari-
1<п<оо

ni qanoatlantirishini tekshiring.

Yechish. { x n} va {yn} ketma-ketliklar nolga yaqinlashuvchi bo'lganligi 

uchun ular chegaralangan bo'ladi. Shuning uchun sup \xn — yn\ barcha x. у  G
l< n < o c

Co larda chekli bo'ladi. Ixtiyoriy n  G N da \xn — yn\ > 0 ekanligidan 
p(xy y) =  sup \±n — yn\ > 0 ekanligi kelib chiqadi. Endi p(x. y) = sup \xn — yn\ =

и>1 и>1
0 bo'lsin. u holda barcha n  G N larda \x7). — y„| =  0 bo'ladi. Bu yerdan x  =  у 

tenglikka. kelamiz. Agar x  = у bo'lsa, u holda p(x. у) =  0 bo'ladi. Demak, 1- 

shart bajarilar ekan. \xn — yn | =  \yn — x n\ tenglikdan 2-shartning bajarilishi 

kelib chiqadi. Uchburchak tengsizligi

\xn -  Zn\ <  \xn -  y„\ +  \yn -  Zn\. sup(a;n +  yn) <  su p x n +  su p y„
Ц 11 11

Irngsizliklardan kelib chiqadi. Demak, berilgan p : cq x  со Ш akslantirish 

uchun metrikaning barcha shartlari ba.jarila.di. □

A

I 1.3. p[ x . y )  == (x — y) j x.  у  G R akslantirish metrikaning qaysi shartini 
qanoatlantirmasligini aniqlang.

Yechish. p(x.  y) — (x — у )2 , x. у G R akslantirish metrikaning 1— va.

2 - shartlarini qanoatlantiradi. Bu akslantirish uchun uchburchak tengsizligi 

o'rinli emasligini ko'rsatamiz. Buning uchun x  =  0, у =  3, z = 5 nuqtalarni 

nhiiniz. U holda p(x, z) — 25. p[x. y) — 9. p(y, z) =  4 bo'lib.

25 =  p(x. z) > p(x. y) +  p(y. z) =  9 4- 4 =  13.

I)(‘iria.k, p uchun uchburchak aksiomasi o'rinli emas. □

I I I .  X  =  Ж 7[0.7т]. x ( t )  =  sin t. y ( t )  = 0  metrik fazoda x  G X  va. 

у € X  elementlar orasidagi masofani toping.

Yechish. AC[0. тг] metrik fazoda x  va у  nuqtalar orasidagi masofa. p(x,y)  =

11 (*)) “  2/(0)| 4- Vq[x y] tenglik bilan hisoblanadi. Ma'lumki. x  (t) =? sin t
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funksiyaning [0. тг] kesmadagi tola o'zgarishi 2 ga teng. Shuning uchun 
x (t) =  sin t va у (t) = 0 nuqtalar orasidagi masofa quyidagiga teng: p(x , y) =

11.5. R sonlar o'qida p (x, y) =  | arctgrr — arctgy | akslantirish metrika boii­
shini tekshiring. p\ (x.y) — arctg | x — y\ akslantirish R to'plamda 
metrika boiadimi?

11.6. Rn to'plamda ushbu akslantirishlar metrika boiadimi?

11.7. R3 fazoda boshi koordinatalar markazida bolgan barcha birlik (uzunligi 
birga teng) vektorlar to'plamida

p(x . y) =  arccos(f. y) = arccos(xiyi + х 2у2 4- £зУз)

akslantirish metrika boiishini isbotlang.

11.8. [0. 1] kesmadagi barcha ochiq to'plamlardan iborat sistema X  boisin. 
Agar ii— sonlar o:qidagi Lebeg olchovi boisa,

x(0) -  2/(0) | 4- V£[x -  y] =  V$[x) = 2. □

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

n

p(A,  В) = ц ( А А В )

akslantirish X  da metrika boiishini isbotlang.

11.9. Barcha ko'phadlardan iborat IP to4plamda
oc

akslantirish metrika boiishini isbotlang.



11.10. N atural sonlar to 'p lam i N da

1 + 1

pi (n, m) — \e%n — etm\ ; p2 (n. m) —  ̂ n  +  m
0. agar n =  m

akslantirishlar metrika bo'lishini isbotlang.

11.11. Butun sonlar to'plami Z da

fix In, m)  =
m  — n

p2 (n, m) — 10 k.
x / i + r r ?  * \ / l  +  n2 

(bu yerda к son | n — m  | ayirmaning oxiridagi nollar soni, agar n — m  
bo'lsa, к = oo deb hisoblaymiz) ifodalar metrika bo'lishini ko'rsating.

11 .12. Ushbu | 2 | < 1 tengsizlikni qanoatlantiruvchi kompleks sonlar to'plami- 
da

(>{zи z2) =  In
1 +

Z2 “  Zl
1 - Z2Zi

1 ^
z 2 -  Zl

1 - Z2Zl

akslantirish metrika bo'lishini isbotlang. Bu metrika. Lobachevskiy metrikasi 
deyiladi.

zgarmas11.13. [a. b] kesmada aniqlangan a; funksiya uchun shunday a  va, (3 o! 
sonlar mavjud bo'lib. barcha t\. t2 € [a. b] lar uchun

\x( t i )  - x ( t 2) | < p - \ t i ~ t 2ICY

tengsizlik bajarilsa, x  funksiya. a ko'rsatkichli Gyolder shartini qanoat- 
lantiradi deyiladi. Bu shartni qanoatlantiruvchi barcha. funksiyalar to'p- 
lamini H a[a. b\ orqali belgilaylik. Agar a > 1 bo'lsa.. H a[a, 6] faqat 
o'zgarmas funksiyalardan iborat ekanligini isbotlang. Agar 0 < a  <  1 
bo'lsa,

p(x, y) =  max f*f§ -  2/(01 +„sup ..i x( t2)— EiMll
; a<t<b |tl — t2\a-

akslantirish Ha[a. b] to'plamda metrika. bo'lishini isbotlang. H Q[a. b] 
Gyolder fazosi, a — 1 bo'lganda. Lipshits fazosi deyiladi.
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11.14. [a, b] kesmada cheksiz marta differensiallanu vchi funksiyalar to'plami 
С00 [a. b] da

oc- ^ m ax |a ;W (£) -
/  4 _ JL OS'S

“ J 2* 1 +  max |a#’)(£) — yW{i)
|P p  a < t < b

akslantirish metrika bo'lishini isbotlang.

11.15. [X,p)  metrik fazo bo'lsa. X  to'plamda

Pi(x,y)  =  ^  -r; p2(x iV) =  ln( l  + p  (a;,j/J); 
I t A W

p3 (s, y) =  -  1; p4 (a?j y) =  min { 1; p {x, y )} 

akslantirishlarning har biri metrika bo'lishini isbotlang.

11.16-11.34-misolla.rda p : X x X  —> R akslantirishning metrika shartlarini 
qanoatlantirishini tekshiring. Ular asosiy metrik fazolardir.

in
11.16. p(x,y)  =  p f  , e r .

?=i

11.17. Poc(‘T, y) — max \xi -  y?| , x. у  G R?\!</<«

11.18. pi (ж, y) =  E  I »  “  Ш| > у G Rn.
fc=l

11.19. pp (z; у) =  1% -  V > -T> 2/ ё  Rn*

11 .20. p ( x , y ) =  sup \xn - y n\ , x . y e m .
l < n . < o c

11.21. p (ж,г/) =  sup '\xtl -  !/„•, m-u € c.
l < ? ? < o c

•oc

11 .22. p(x,y)  = j Y , \ x -n-yn\ , X, y £  1%
n= 1

00

11.23. p(x, у) — X) I fe—f»L 2/ .€l iv
n = l
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Р (-г*, у) Ё  П
72=1

, х ,  у  е  е„.

Р (Л 9) = max | /  (ж) -  д (х)| , / ,  д 6 С7[а„ Ь].
а<х<0

11.24.

11.25.

11.26. Р1(/, g  =  £  J /fi)  -  ф ) |  dx,  I ,  f  1  С [a, 6].

11.27. (/ ,$)=■ #} -  ^  fv f  €  Ĉ CL 6]

I 1.28. I /0*0  ~ g(x)\p dx, p > 1. f . g e  C[a, b\.

II .29. p (x, у ) ?r max | x( t )  -  у (t) | -f max \xf (t) -  y' (t) I, x, у G
a<t<b Jt&mma<t<b

a.

11.30. p(x,y)  =  |.т(а) - t/(o ) | #  M i  Щ у 1  Via, 6].

11.31. p(x, у) = |.г(а) — y(a)| +  V£Jx -  г/], x, у  €  AC[a, 6]

11.32. p{f .  g) =  Й  'J(x) -  g('xj | i x ,  f ,  g e Li [a. b). -

11.33. p (/,§ ) = Я  dx:-' к  £ ,6].

I 1.34. p(/,fir) 4$ -  9 { x ) f d x , ,  p  P  1, j§  Л  i/yfe

Yuqprida aytilgaoiga amal qilib quyidagi belgilesiiiami kiritamiz:

(R* pi) 'l 5 r 'o c . "ос:

(C[a. blpi )  C,[a, b}. (C[n, &],p2) =  C2[a, Щ, (C[a, b), ppj =  Cp[a: 6]. 

11.35-11.43-misollarda p : X  x X  —» M akslantirish metrikaning qaysi
ang.

BB. ■ p (x.
0, x = у

E I \ U K ( x , у), x ф у

0, x = у
EKUB( x ,  у), х ф у

в ,  р(х,

ЧТ. /9 (х, у) =  | sinх  — sinу\ . х, у G М.

, х, у  G N.



О, х  — у

11.38. р ( х . у )  = {  1. х < у  X, у  Щ К.

% Х > У'.

11.39. р ( х , у )  Ш jS! -  2/21 + }yi Т- 2C*t * J ^ e R 2.

11.40. р(х,  у)  =  l^i — у\\ +  ?,[ж2 — "хь. j/'SHR2.

11.41. /7 {х. у) =  |яц -  J/11 +  |Ж2 - 1/2| , X; у €  К3.

11.42. р ( /: 5) =  I / (0) -  ^ (0) 1 +  {/ (1) -  5 (1) I , f . . g * C [ 0,1].

11.43. р [х. у) =  53 Iх п — ynf  : 2 , 2/ €  €2.
71=1

11.44-11.58-misollarda х £  X  va у £ X  elementlar orasidagi maso- 

fani toping. Masofa ко*rsaiilmagan misollarda'tabiiy metrika qaraladi. Ularni

11.16-11.34 misollardan qarab dling.

11.44. X  =  N, x =  5, у =  25, p (x.y)  =  0,1 ♦ \x —

11.45. X  =  R3, # =  (8,4,3) ,  у  =  (6, 0 , - 1 ) .

11.46. X  =  Щщ, x  =  ( -1 , -2 ,  3, 0), у  =  (4, 2, 0, -2 ) . .

11.47. X  =  R f, ® =  (4. 5, 0; 1), у =  ( -3 , 0, 2, 7).
1

11.48. X  =  Р<„, x(t) =  1 +  t. y(t) =  2£, p[x. у) = J  \x(t)
о

11.49. X  =  C[0, тг], x Ш ш  У =  cos -̂

11.50. X  =• С2[—тг, тг], х (t) =  е?г, у (t) — e~lt.

11.51. X  =  m , х п =  ( -  1)'г, 2/« =  - — Г-п  +  1

11.52. X  =  с. х п =  ( - I ) '4- -
п  I,- n

11.53. Х  =  С0, -  2*"*, У „ = - 2 1Г".  •

11.54. ж =  (1,1,0,1,0.0, . . . ) ,  у =  (0, .0,0, ...)."
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11.55. X  — Li[0, тг], • x(t)  =  sinU y{t) — cost.

11.56. X  — Z/2[0, тг], x(t) = sin t, y(t) = cost.

11.57. X  — V[—тг, тг], X (t ) =  cos t 5 y{t )  — l.

11.58. X  — M[О, 2тг], p[x, y) — sup — y ( t ) \ . x(t) =  t, y(t) = sint.
0<if<4

12-§. Y aqinlashuvchi va fu n d am en ta l ketm a-ketlik lar

X  metrik fazoda X\. 2*2, . . . ,  x n. . . .  ketma-ketlik va x  nuqta berilgan 

bo'lsin. Agar lim p ( x n.x)  — 0 munosabat bajarilsa, ketma-ketlik xfi—Юр
nuqtaga. yaqinlashadi deyiladi. x  nuqta esa { x n}  ketma-ketlikning limiti 

deyiladi. Agar ixtiyoriy s > 0 uchun shunday Ns natural son mavjud bo'lib, 

barcha n > N E va m  > N s lar uchun p ( x n, x.in) < e tengsizlik bajarilsa, u 

holda { ga fundamental ketma-ketlik deyiladi.

12.1. Agar lim p ( x n, x о) =  0 va lim p (xn, yn)  — 0 bo'lsa, u holdaП—‘OC n—*- OC
lim p (y 11. x o) — 0 ekanligini isbotlang. 

n —*oc

Isb o t. Metrikaning 1 va 3-aksiomalaridan foydalansak,

0  <  pbfu IЩ  S P (Ут, Xn J  j*. p {Xn, •%)

lengsizlikka ega bolamiz. Bu sonli tengsizlkda limitga o4ib,

lim p{lin:Xo) := 0
n —*oc

ni olarniz. . 0

12.2 . x n (t) — n 2t ■ e~nt funksiyalar ketma-ketligi x(t)  — 0 funksiyaga har 

bir nuqtada yaqinlashuvchi. ammo Ci  [0, 1] metrik fazoda yaqinlashuvchi 

emas. Isbot qiling.

Isbo t. Har bir t € [0, 1] uchun lim x n(t) =  0 tenglik matematik analiz
n —*oc

kursidan malum. Demak, x n (t) funksiyalar ketma-ketligi x(t)  =  0 funksiya-

/•.n. har bir nuqtada yaqinlashadi. Endi pi (xn, 0) masofani hisoblaymiz.
l • i l

p\ (xn, x) — J  |x./((t) — 0| dt =  J  |:г,г(£)[ dt = J  fi2te~ntdt m  1 — (n +  l)e~??.
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Integralni hisoblashda bolaklab integrallash usulidan foydalanildi. Bu yerdan

lim pi(xn, x) =  1
ti—* o c

ni olamiz. Demak, {x n} ketma-ketlik x(t) =  0 funksiyaga Ci[0, 1] fazo 
metrikasida. yaqinlashuvchi emas. □

Uy vazifalari va mavzuni o4zlashtirish uchun masalalar

12.3. (X. p) metrik fazoning ixtiyoriy x. y. z. t  nuqtalari uchun

a) | p(x, z) - p  (y. t \ r <  p (x. y) +  p (z. t )g
b) | p (x, z) — p (y. z) | <  p {x. y) t.engsizliklarni isbotlang.

12.4. {#77} ketma-ketlik berilgan boisin. Agar lim p (x 2njo) =
0 0  .

lim p (x 2n+i:b) =  0 va lim p (x n.c) =  0 bo'lsa. a =  b =  с hamda
П —+ 00 ’ 72—►OQ

lim p (xny a) =  0 munosabatlarni isbotlang.
t7 r-* b 0

12.5. С  [0. 1] metrik fazoda ushbu

а) Щ  (t ) =  tn -  b) yn (t ) =  t n -  t2n;
m fn+l

c) (t) =  t n -  2tP+1 +  ■ d) u „Щ  = ----------—-
n n +  1

ketma-ketliklar yaqinlashuvchi boiadimi?

12.6. Oldingi misoldagi funksiyalar ketma-ketligi C ^[0 , 1]. Ci[0. 1] metrik 
fazolarda yaqinlashuvchi boiadimi?

12.7. Ci[0.  1] metrik fazoda yaqinlashuvchi, ammo C[0. 1] metrik fazoda 

yaqinlashuvchi bolm agan xn(t) uzluksiz funksiyalar ketma-ketligiga mis­

ol keltiring.

12.8. Ci[0. 1] metrik fazoda x(t) — 0 funksiyaga yaqinlashuvchi, ammo hech 

bir t G [0. 1] nuqtada 0 ga yaqinlashmaydigan funksiyalar ketma-ketligiga 

misol keltiring.

12.9. Agar xn(t) uzluksiz funksiyalar ketma-ketligi C[0, 1] metrik fazoda 

x (t) funksiyaga yaqinlashsa. bu ketma.-ketlik Ci[0 , 1] va C^O. 1] metrik 

fazolarda. ham shu x (t) funksiyaga. yaqinlashadi. Isbotlang.
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12.10 . С[0. 1] metrik fazoda yaqinlashuvchi. ammo 1] metrik fazoda 
yaqinlashuvchi bolmagan uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalardan ib­
orat ketma-ketlikka misol keltiring.

12.11. Ushbu

|  a) xn =  (1, 2, . . . ,n ,  0 , . . . ) ;  b) yn =  (—l r 2; (4 ljp n , 0 , . . . ) ;  ’ 

■jr. c) zn =  (i. l, . 1 '., l. o ,;..) ; й) Щ  -  ffi, . л  " i ;  o , . .J: j ;
n

Б  e) en =  (0, . . . , 0sl, 0, . ..) ;  f) wn =  . . . ,  - 1  0, . . . ) ;  «  >  0 ■------V-----'f\ \пл rfi v
n n

ketma-ketliklarning qaysilari cq, c . £p . m  metrik fazolarda yaqin­
lashuvchi bo'ladi.

12.12. R da metrika p (x, y) =  | arctgx — arctgу  j tenglik bilan aniqlangan 

boisin. U holda ixtiyoriy monoton ketma-ketlik (masalan, xn =  n ) fun- 

damentaldir. Isbotlang.

12.13. Biror qismiy ketma-ketligi yaqinlashuvchi bolgan fundamental ketma- 

ketlik yaqinlashuvchidir. Isbotlang.

12.14. Biror tayinlangan. с > 0 son uchun p (Xk, x7„) > s > 0, к ф т  shartni 

qanoatlantiruvchi ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi va hatto funda­
mental qismiy ketma-ketlik ajratib olish mumkin emas. Isbotlang.

12.15. (X, p) metrik fazo, {:£„}. {yn} esa undan olingan fundamental ketma- 

ketliklar boisin. U holda {an =  p (xru yn) } sonli ketma-ketlik yaqin­
lashuvchi ekanligini isbotlang.

I * 1(5. {.Tn.} fundamental ketma-ketlik boisin. Agar biror {yn} ketma-ketlik 

uchun lim p {x n,yn)  == 0 boisa. {t/^} ketma-ketlik ham fundamental 
boiishi kelib chiqadimi? .

I * 17. {a:,,} va {yn} fundamental ketma-ketliklar uchun

lim p (xm yn) =  0n—ЮО
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shart bajarilsa. bu ketma.-ketlikla.rni ekvivalent deylik va {xn} ~  { yn}  

ko'rinishda yozaylik. Bu (vaqtincha) kiritilgan munosabat refleksiv. sim­

metrik va tranzitiv ekanligi. yalii haqiqatan ham ekvivalentlik munos- 

abati bo'lishini isbotlang.

12.18. {x„}, {yn} , {2,,}, {£n} fundamental ketma-ketliklar uchun {xn}  ~  

{yn} va { zn}  ~  { tn} bo'lsa. quyidagi tenglikni isbotlang

lim p (x„, z„) *= lim p(y„. tn) .
n —*oo n —*oc

13-§. Ochiq va yopiq to‘plamlar

Bizga X  metrik fazo, uning xq nuqtasi va r >  0 son berilgan bo'lsin. 

X  metrik fazoda markazi xq nuqtada, radiusi r bo'lgai^ ochiq shar deb 

{x  € X  : p(x.xo) <  r}  to'plamga aytiladi va u Б(жо,г) kabi belgilanadi, 
Berilgan xq € X  va r >  0 da p (x, x0) <  r  shartni cjanoatJaiitiruvchi bar­

cha x £ X  element lar to'plami B[xo,r] orqali belgilanadi va u markazi x .q 

nuqtada, radiusi r bo'lgan yopiq shar deyiladi. p ( x ,x 0) =  r shartni qanoat- 

lantiruvehi barcha x G X  elementlar to'plami 5[:t'o. ?’] orqali belgilanadi 
va. u markazi xq nuqtada, radiusi r bo'lgan sfera deyiladi. Metrik fazoda 

markazi xq nuqtada va radiusi £ > 0 bo'lgan В (xo, c) -ochiq shar. Xq nuq- 

taning e— atrofi deyiladi va u Oe (xq) ko'rinishda belgilanadi. X  metrik 
fazo, M  uning qism to^plami va x G X  bo'lsin. Agar ixtiyoriy в >  0 uchun 

0 £ Cx) ПЛ/ Ф 0 munosabat bajarilsa. x nuqta M  ning urinish nuqtasi dey­
iladi. M  to'plamning barcha urinish nuqtalaridan iborat to'plam M ning

I n  'Л ' ' " ̂  '■ r ) V '  •;.) N * *• * 1 *.1 • . .- A. /' Т.» * ‘ > * * - ’ Jf ’ v ну. f .

yopig'i deyiladi va u [M] yoki M  ko'rinishda. belgilanadi. Agar x G X  ning 

ixtiyoriy 0 £ (x) atrofi M  ning cheksiz ko'p elementlarini saqlasa, u holda. 
x £ X  nuqta M  to'plamning limitik nuqtasi deyiladi. 'M to'plamga. 

tegishli x  nuqta uchun shunday e > 0 mavjud bo'lib, 0.: (x) П A/ =  {a-} 
bo'lsa, u hoida x nuqta M  to'plamning yakkalangan (yolg(iz) nuqtasi deyi­

ladi. Agar X  metrik fazodagi M  to'plam uchun M  =  [M] tenglik bajarilsa. 

M  yopiq to'plam, deyiladi. Boshqacha aytganda, agar to'plam o'zining bar­

cha limitik nuqtalarini saqlasa, u yopiq to'plam deyiladi. Agar x G M  nuqta
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uchun shunday e >  0 mavjud boiib, O e[x ) С  M  bo'lsa. x nuqta AI 

toJplamning ichki nuqtasi deyiladi. Agar to:plamning barcha nuqtalari ichki 

nuqta boisa, u ochiq to'plam, deyiladi. Ya’ni faqat, ichki nuqtalardan tashkil 
topgan to‘pla.m ochiq to'plam deyiladi. Agar metrikaning 3-a.ksiomasi. ya’ni 
uchburchak t.engsizligi p (x. z) <  max {p (x, y ) , p (y, z )}  tengsizlik bilan al- 

mashtirilsa. (X , p) ga ulirarnetrik fazo deyiladi. Ochiq va yopiq to‘plamlar 
haqida quyidagi tasdiqlar oiinli.

13.1-teorema. Ixtiyoriy sondagi yopiq to'plamlar kesishmasi va chekli 

sondagi yopiq to'plamlar yig'indisi yopiqdir.

13.2-teorema. Ixtiyoriy sondagi ochiq to 'plamlar yig'indisi va chekli sonda­

gi ochiq to *plamlar kesishmasi у ana ochiq to ‘plarridir.

13.3-teorema. M  to'plam ochiq bo'lishi uchun uning butun fazogacha 

to'ldiruvchisi X \ M  yopiq bo'lishi zarur va yetarli.

13.1. M da ochiq va yopiq to4plamlarning tuzilishi

Ixtiyoriy metrik fazodagi ochiq va yopiq to‘plamlar haqida 13.1-13.3-teore- 

malar o'rinli. Sonlar o^idagi ochiq to'plam t-avsifi quyidagi teorema. orqali 
ifodalanadi.

13.4-teorema. Sonlar o'qidagi ixtiyoriy ochiq to‘plam chekli yoki sanoqli 

sondagi o'zaro kesishmaydigan intervallar yig'indisi ко rinishida tasvirlanadi.

13.1. Kattaroq radiusli shar kichikroq radiusli shaming qismi boiishi mumkin­
mi? Misol keltiring.

Yechish. Faraz qilaylik. X  =  R+ va p {x ,y )  =  \x — y\ boisin. Agar 
/ /(1. 5) =  {x € [0. oc) : \x — 1| < 5} deb markazi 1 nuqtada va radiusi 5 

ga teng sharni. hamda J5(3.4) =  {x G. [0, oc) : \x — 3| < 4} deb markazi 3 

nuqtada va radiusi 4 ga teng bolgan ochiq sharlarni olsak, u holda .
=  .5 >  r i  и  4 . ammo [0* 6) — В  (1 ,5) С В (3.4) =  [0, 7).

1.1,2 . R3 to'plamda

□

з
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metrika kiritilgan. Markazi (0. 1. 2) nuqtada radiusi esa a) 1 ga; b) 2 ga:
c) 3 ga teng bo'lgan sferalarni chizing.

Yechish. Radiusi 1 ga teng sfera - (0. 1. 2) nuqtadan o'tuvchi va koordi- 
nata. o'qlariga parallel to'g'ri chiziqlardan ularning kesishish nuqtasi (0 . 1, 2) 

nuqtani chiqarib tashlashdan hosil bo'lgan to'plam bo'ladi, 13.1 chizmaning

a) siga qarang. Radiusi 2 ga teng sfera - (0. 1. 2) nuqtadan o'tuvchi va ko- 
ordinata tekisliklariga parallel tekisliklardan. har juft tekislikning kesishish 

chizig'ini chiqarib tashlashdan hosil bo'lgan to'plam bo'ladi, 13.1 chizmaning

b) siga qarang. Radiusi 3 ga teng sfera -  R 3 fazoda.n (0. 1. 2) nuqtadan 
o'tuvchi va koordinata tekisliklariga parallel tekisliklarni chiqarib tashlashdan 
hosil bo'lgan to'plam bo'ladi. Ц □

V

/ /
/ /

/ Xi

1

13.1-chizma

13.3. Diskret metrik fazoda har qanday to'plam ham ochiq, ham yopiq to'plam 

ekanligini isbotlang.

Isbot. Diskret metrik fazoda ixtiyoriy M  uchun [M] 

Shuning uchun M  yopiq to'plam. Faraz qilaylik, x ) 

ta bo'lsin. u holda ixtiyoriy £ G (0. 1) uchun 0 £(x 

saqlanadi. Demak, M  ochiq to'plam.

■ M  tenglik o'rinli. 
M  ixtiyoriy nuq- 

{x }  atrof M  da 

□

13.4. Interval ochiq. kesma. yopiq to'plam ekanligini isbotlang.

Isbot. R da ixtiyoriy (a, b) interval ochiq to'plamdir. Haqiqatan ham. 

agar x G (a, b) desak. e =  min{x — a. b — x}  son uchun Ог(х) с  (a, b).
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Endi ( — oc. a) to'plamning ochiq ekanligini ko'rsa.tamiz. Agar ixtiyoriy x G 

(— oc. a) uchun, ш — a—x desak, 0 £(x) С ( — oc, a), Xuddi shunday (b. oc) 
to'plamning ochiq ekanligi ko'rsatiladi. Ochiq to'plamlarning birlashmasi ochiq 
ekanligidan ( — oc, a) U (b. oc) to'plamning ochiq ekanligi kelib chiqadi. 13.3- 

teoremaga ko'ra bu ochiq to'plamning to'ldiruvchi to'plami bo'lgan [a, 6] 

kesma. yopiqdir. □

13.5. К  -f- К  := ( z  =  x +  у : x, у G A'} =  [0. 2] tenglikni isbotlang.

Isbo t. Kantor to'plami К  dan ixtiyoriy
oc oo ■ >’

w  va i= 1 i= 1
larni olamiz. Bu yerda e* va 4;' lar 0 yoki 2 raqamlaridan birini qabul qiladi. 
Agar

ОС ОС- ОС' г- ОС 7

i=l ?=1 /=1 ?=1 
shaklda yozsak, u holda щ va bj lar 0 yoki 1 raqamlaridan birini qabul

ОС p .

qiladi va. ularning yig'indisi x 4- у =  2 Y2 =  ai +  k  bo'lib. c* — 0. 1
i=l о

yoki '2 raqamlaridan istalgan birini qabul qila oladi. Ya'ni x 4- г/, .rG К. у  G. 

К  sha.klda.gi yig'indini [0. 2] kesmadagi ixtiyoriy songa teng qilish mumkin. 
Demak, К  4- К  =  [0, 2] tenglik o'rinli. □

U y vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

3.6. Agar radiusi 7 ga teng bo'lgan shar, radiusi 3 ga teng bo'lgan shar ichiga 

joylashsa ular ust.ma-ust tushadi. Isbotlang.

3.7. R2 to'plamda x =  (xi, X2) , у =  (UuWd- uchun

a) A(f» 2/) = |»| -  yi I + \x2 -  г/г I;
b) P2 (®>2/) =  ma x ( | a : i - y i | ,  | a?2 — )  |

R  e) p3 (x , y) =  ^(xx  -  2/1 )2 +  (a:2 -  y2f \

d) pi(x. y) =  sign Ix 1 -  yi I +  sign [ж* -  §&jf
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tengliklar orqali kiritilgan metrikalarning har birida markazi 0 =  (0 . 0) 

nuqtada va radiusi 1 ga teng ochiq shar B (0, 1), yopiq shar B[0, 1] va 

5[0, 1] sferalarni chizib ko'rsating.

13.8. Kengaytirilgan to‘g‘ri chiziq M* =  (—oc, -hoc) U { —oc} U {-Ьос} da

a) Pi (ж, у) =  Г И  -- U  ; b) P2 Щ  у) =  X yl  +  \x\ 1 +  12/1
metrikalar kiritilgan. Agar 0 <  r  <  1 bo'lsa, В  (—oo. r ) ; B ( o c ) r) 

to'plamlarni, ya’ni markazi ± o o , radiusi r  bo'lgan ochiq sharlarni chiz- 

ing.

13.9. M  С {X, p ) tosplamning diametri diarfiM =  sup p (x, y) tenglik bi-
x.;y£M

lan aniqlanadi. U holda: ... .

a) diamB(xp, r) <  2r  tengsizlikni isbotlang-;

b) d iam B (xo ,r ) <  2r  bo'lgan sharga misol keltiring;

c) diam B(xo,r)  =  diamB[xo, r] tenglik to ‘g‘rimi?

13.10. Ochiq shar - ochiq to ;plam, yopiq shar esa yopiq to'plam boclishini isbot­

lang.

13.11. R 2 tekislikda (0, 1) va (0, —1) nuqtalardan hamda O X  o'qidagi (—1. 1) 

intervaldan iborat to ‘plamm M  deb belgilab, M  to'plamda Evklid 

metrikasini kiritamiz:

p (x : у) = у  (xi -  yi)  + ' (x2 -  y2) ; X  =  (a?i* x2) , у  =  (уъ, y2)  €  M.

U holda markazi (0, 0) nuqtada, radiusi 1 ga teng ochiq shaming yopiq 

to :plain, ammo yopiq shar emasligini isbotlang.

13.12. Shunday yopiq sharga misol keltiringki, u ochiq to'plam bo'lsin, ammo 

ochiq shar bo'lmasin.

13.13. Diskret metrik fazoda ixtiyoriy ikkita shar yoki kesishmaydi yoki biri 

ikkinchisining qismi bo'lishini isbotlang.
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13.14. Diskret metrik fazoda ixtiyoriy "uchburchak" teng tomonli, ultrametrik 

fazoda esa har qanday "uchburcha.k1' teng yonli ekanligini isbotlang.

13.15. Fi va F2 yopiq to4plarfilar o'zaro kesishmasin, ya'ni F\ П F2 =  0 . 

U holda shunday G\ D Д  va G2 D F2 ochiq to'plamlar mavjudki. 

G\  П G2 =  0. Isbot qiling.

13.16. O'zaro kesishmaydigan intervallardan iborat to'plamlarning quvvati chek­

li yoki sanoqli ekanligini isbotlang.

13.17. R  da ixtiyoriy ochiq to'plam  chekli yoki sanoqli sondagi о‘ш о  kesjsh- 

maydiga-n intervallaming hirlashrnasidan iborat bo'lishini isbotlang. Bu 

yerda (—oc. a ), (a. o c ) , (—0 0 , oc) va. (a. a) =  0 to^.lamlar ham 

intervallar jumlasiga kiradi.

13.18. R  dagi ixtiyoriy yopiq to'plamni (—oc, 0 0 )  dan o'zaro kesishmaydigan 

chekli yoki sanoqli sondagi intervallarni chiqarib tashlash nat.ija.sida hosil 

qilish mumkin. Isbot qiling.

13.19. Ixtiyoriy x  G [0, 1] sonni uchlik kasrga yoyish mumkinligini isbotlang:
OC' p .

x =  YI ip ■ bu yerda щ  — 0, 1 , 2 raqa.mla.rdan biri. U holda ш  =  
1=31

0. £ \s2 . . .  ko'rinishda yozamiz. Agar biror x G [0, 1] uchun shunday n 

mavjud bo'lib. щ  Ф 0 va en^i =  e,n+2 — ... =  0 bo'lsa, x  soni chekli 

uchlik kasrga yoyilgan deyiladi. Bu x  sonini cheksiz yoyilma ko'rinishda
~ / ' • i.fk+жШ t 4 » f- ф $

ham yozish mumkin: x  =  0 . e**... • e # 0 :■ =  0 . e \ .. \ en- \  (en ~  1)22 . . .  

masalan. 0Д 00 ... —0.0222 .... F\ orqali yoyilmasida- 1 raqami qat- 

nashmaydigan usulda yozish mumkin bo'lgan barcha x  G [0. 1] sonlar

to'plamini belgilaylik. Masalan. 0.1=0,0222... yoki -  =0.020202__ Fi

to'plamning yopiq va kontinuum quvvatli to'plam  ekanligini isbotlang. 

F\ =  К  to'plam Kantor to iptarm deyiladi.

Ill HO. 0,25 G К  ekanligini isbotlang.
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Agar X  metrik fazoda ixtiyoriy fundamental ketma-ketlik yaqinlashuvchi 

bo'lsa, u holda X  ga to'la m.etrik fazo deyiladi. X  metrik fazoning ikkita 

A  va В  qism to'plamlari berilgan bo'lsin. Agar В  С [A] bo'lsa, u holda 

A  to'*plain В  to'plamda zich deyiladi. Xususan, agar [A] — X  bo'lsa, A 

to'plam hamma yerda zich ( X  da zich) deyiladi. Agar A to'plam birorta 

ham sharda zich bo'lmasa (ya’ni har bir В  С X  sharda A to'plam bilan 

umumiv elementga ega bo'lmagan B f shar saqlansa), u holda A hech yerda 

zichmas deyiladi. (X , p) metrik fazoda x  nuqta. va M  to'plam orasidagi 

m.asofa deganda

p(x,  M )  =  inf p(x, y) s
уем

miqdor tushiniladi. Xuddi shunday (X , p) metrik fazoda A  va В  to'plamlar 

orasidagi masofa deganda

p(A- B)  — inf n p(x,y)
■xeA.yeB

miqdor tushiniladi. Metrik fazolarning to'laligini tekshirishda quyidagi teore- 

madan foydalaniladi.

14 .1 -teo rem a. X  metrik fazo to 4a bo'lishi uchun undagi ixtiyoriy ichma- 

ich joylashgan va radiuslari nolga intiluvchi yopiq sharlar ketma-ketligining 

kesishmasi bo'sh bo'lmasligi zarur va yetarlidir.

Agar R  metrik fazo to 'la bo'lmasa, uni biror usul bilan (aslini olganda, 

yagona usul bilan) biror to 'la metrik fazo ichiga joylashtirish mumkin.

1 4 .1 -ta ’rif. Agar: 1) R metrik fazo R* to'la metrik fazoning qism fazosi 

bo isa; 2) R  to lplam R* ning hamrna yerida zich. у a 'ni [i?] =  R* bo Ъа. и 

holda R* m.etrik fazo R  metrik fazoning to 4dirmasi deyiladi.

14 .2 -teo rem a. Har bir R  metrik fazo to i  dir mag a ega va bu toidirrna 

fazo R ning nuqtalarini qo 'zghalmas holda qoldiruvchi izometnya aniqligida 

yagonadir.

14.1. R  metrik fazo to'la. Isbotlang.

14-§. То6la metrik fazolar
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Isb o t. Matematik analiz kursidan m a’fumki. ixtiyoriy fundamental sonli 

ketma-ketlik yaqinlashuvchidir. Demak. R  to 'la  metrik fazo. □

14.2. C\[— 1. 1] metrik fazo to ’l a  emas. Isbotlang.

Isb o t. C\[—l.  1] fazoning to 'la  emasligini ko'rsatamiz. Buning uchun 

C\ [— 1. 1J fazoda uzluksiz funksiyalarning

— 1, agar x  G [—1, —n r 1] 

f n(x) — ( n x .  agar x  G (—n~l . n~l )

1 . agar x  €  [ft-1. 1]

ketma-ketligini (funksiya grafigi 14.1-chizmada keltirilgan) qaraymiz. Bu ketma- 

ketlik C\  [— 1. 1] fazoda fundamentaldir, chunki barcha x  €  [—1. 1] lar uchun 

I f n  (ж) — f m  (#)| <  1 ekanligini hisobga olsak va n <  m  desak,

14.1-chizm a

tp(x)

/1 ri/n 2 
I fn (x) -  fm (x) I dx <  ld x  = ----- >0 . n  —> oc.

1 J - l / n  n

Biroq {/„} ketma-ketlik C \[—1 , 1] fazodagi birorta ham funksiyaga yaqin-

lashmaydi. Haqiqatan ham. /  G C i[— 1. 1] ixtiyoriy funksiya va

—1. agar x  G [—1. 0),

1.- agar x G [0, 1] 

ml nuqtada uzilishga ega funksiya bo'lsin. Ko'rinib turibdiki,

(X x  6  .[-1, -1/ra] (J [1/n. 1].

fn (%) ~  (%) =   ̂ n x -h 1. x  G ( — 1/n. 0) .

nx  — 1. x  G [0. 1/n).
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Bundan tashqari barcha x  €  [—1, 1] lar uchun [/»■(#) — I $  1- Shuning 

uchun

l I fn

[  \fn(x) -~!f(x)\dx =  f  \fn(x) -  tp(x)\dx <  -  ->'0, ft ->oo . ■ (14.1)
n

1 - 1  f n

Agar in teg ra ting  monotonlik xossasidan foydalansak 

1 1 it
j  \ f{x)-<p{x)\dx.  < j  |/ (x )  -  f n(p)\tfx + J  % ( x )  -  ^(x) \dx.  (14.2) 
-1 -1 -1

tengsizlikka kelamiz. Endi quyidagi

J  I / fif — p  (x)| dx > 0  ̂ (14.3)

tengsizlikni isbotlaymiz. Uning isbotini ikki holga. ajratamiz.

1) Faraz qilaylik, /(0 )  <  0 bo'isin, u holda /  ning uzluksizligiga, ko'ra 

shunday <)i >  0 mavjudki, barcha x  E [0 . di] lar uchun f ( x )  < 1 /2  bo'ladi. 

Bundan

I /  (x) -  If (x) I >  1/2. . x  €  [0, 6i] (14.4)

tengsizlik kelib chiqadi. (14.4) tengsizlikni [0, d\] kesma bo‘yicha integrallab,

/•1 rS{
I f  ЩШ — x  ШМ d x  >  •I - i f ( x Y d x >  J  \ f ( x ) - i f ( x ) \ d x > - ^

tengsizlikka kelamiz.

2) Agar biz /(0 )  > 0 deb faraz qilsak, u holda shunday >  0 mavjudki, 

barcha x  €  [—£2,* 0) lar uchun | f  (x) — (p (x) | >  1/2 bo'ladi. Bundan

J  I/ (x) -<p(x) | dx > -j : \ f { x )  -  ip (z)| dx >

Demak, (14.3) tengsizlik isbot bo*ldi. (14.2) tengsizlikdan 

l l l 

J \ J ( x )  -  fn(x)\dx > J  i f  { x ) ~  (f(x) I dx -  f  [/„( x) -  <p{x)\dx (14.5) 
-1 -1 -1
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ni olamiz. (14.1). (14.3) va (14.5) lardan 

f  P (f ; fn )  =  j  \ f  (x) -  f n (x)\'dx

ning nolga. yaqinlasha. olmasligi kelib chiqadi, ya’ni { /„} ketma-ketlik C\ [—1. 1] 

dagi birorta. ham funksiyaga. yaqinlasha.olmaydi. □

14.1. Separabel m etrik fazolar

Hamma yerda zich sanoqli qism to'plamga. ega bo'lgan metrik fazolar sepa­

rabel metrik fazolar deyiladi. M  to'plamning barcha ichki nuqtalaridan iborat
0

to'plam M  to'plamning ichi deyiladi va M  bilan belgilanadi. A  to'plamning 

chegarasi F r A  ■= А  Г\ (ЛГ\Л) tenglik bilan aniqlanadi.

14.3-teorem a (Ber teoremasi). To;la metrik fazoni hech yerda zich bo'lrna- 

gan sanoqli sondagi to'plamlar yig'indisi ko'rinishida tasvirlash mumkin emas.

Endi, mukammal to'plam. 1-va 2-ka.tegoriya to'plamlar tushunchalarini kelti- 

ramiz. M  to'plamning barcha. limitik nuqtalaridan iborat to'plamni M' bi- 

lan belgilaymiz. Agar M  M '  tenglik o'rinli bo'lsa. M  ga mukammal. 

to'plam deyiladi. Agar X  to 'la metrik fazodagi M  to'plamni hech yer­

da zich bo'lmagan sanoqli sondagi to'plamlar birlashmasi ko'rinishida tasvir­

lash mumkin bo'lsa M  to'plamga. 1 -kategoriyali to'plam deyiladi. Agar M  

to'plamni hech yerda zich bo'lmagan sanoqli sondagi to 'plam lar birlashmasi 

ko'rinishida tasvirlash mumkin bo'lmasa. M  ga 2-kategoriyali to'plam deyila-

14.3. Q, R \Q  to'plamlarning har biri M metrik fazoda zich ekanligini isbot­

lang-

Isb o t. Faraz qilaylik, x  E R  ixtiyoriy haqiqiy son bo'lsin. U holda x n =  

[7ix] : n ratsional sonlar ketma-ketligi x ga yaqinlashadi. Вu yerda [rr] deb x 

ning butun qismi belgilangan. Demak, ratsional sonlar to'plami Q haqiqiy son- 

lar to'plami R  ning hamma yerida. zich ekan. Endi irratsional sonlar to'plami 

1 R \ Q  haqiqiy sonlar to'plami R  da. zich ekanligini isbotlaymiz. Ixtiyoriy x G R
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haqiqiy son uchun yn =  J— i  4- — irratsionai sonlar ketma-ketligi x ga yaqin­

lashadi. Ya ni, R \Q  to'plam R da zich. Demak. [Q] =  [R\Q] =  M. □

14.4. R  metrik fazoda Q to'plam 1-kategoriyali. R \Q  to'plam 2-kat.egoriyali 

to'plam ekanligini isbotlang.

Isb o t. Ma’lumki, Q  - sanoqli to'plam. shuning uchun uning elementlarini 

{xi, X9i £3, . . . ,  xn, . . .}  ko'rinishda nomerlab chiqish mumkin. Shunday eka.11

Q  =  U M n, M n =  {irn}
n= 1

yoyilma o'rinli va Мщ n =  1 .2 , . . .  lar R  nifig hech yerida zich emas. Ta’rifga 

ko'ra Q 1-kategoriyali to'plam. Endi irratsionai sonlar to'plami R \Q  ning 2- 

kategorivali to'plam ekanligini isbotlaymiz. Teskaridan faraz qilaylik,

1-kategoriyali to'plam bo'lsin. U holda 14.44-misolga ko'ra. to 'la metrik fazo 

R =  Q  (j (R \Q ) , 1-kategoriyali to'plam bo'lar edi. Bu esa Ber teoremasiga. 

zid. Demak, R \Q  2-kategoriyali to'plam. ■ □

14.5. x haqiqiy grinning kasr qismi {x} ko'rinishda belgilanadi. {n • \/2}  , 

n G N sonlar to'plami [0, 1] kesmada zich ekanligini isbotlang. Umu- 

man. a — irratsionai son bo'lsa., {n  • a]  . n  G N sonlar to'plami [0, 1] 

kesmada zich. Isbot qiling.

Isb o t. Biz a irratsionai son bo'lsa, {n  • a}, n  G N sonlar to'plamining 

[0, 1] kesmada. zich ekanligini ko'rsatamiz. [0, 1] kesmani teng N  bo'lakka 

bo'lamiz. {a}, {2a} ,. . . .  {JVa}, { ( N -t- l)a}  sonlari har xil bo'ladi. Haqiqatan 

ham. agar biror ki ф ко uchun ’{&ia} =  {k^a} bo'lsa, u holda (ко — k\)a  =
T il

[k2d\ — [k\a] =  m  bo'lib, a — -------—- bo'lar edi. Bu esa a ning irratsionai
ко — к, i

son ekanligiga zid. N  +  1 ta  {a}, {2a } , . . . ,  {/Va}, { ( N  -f l)a}  nuqta N.. ta

---
---

-1
0 1 2 \ \ N  -  1 N '

Ж Ж г У ж |  r . 1--
---

---
--

---
---

--
---

---
--

---
--

> 1

to'plamda yotgani bois hech bo'lmaganda ulardan ikkitasi bir oraliqqa qarashli
£ - 1  e

bo'ladi. Masalan, {fcia}, {koa} €
N  : N
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ziyon yetkazmagan holda &2 >  fci deb faraz qilib. |{fea} — {A-1a}| < — ni 

olamiz. Sonning kasr qismi ta ’rifiga ко'та

{кча} — {A^a} =  (A^a — [foa]j — (k\a  — [Aria]) — (Ar2 — Ari)a 4- [Aria] — [Â a]

ni olamiz. Agar x  =  у  4- Щ n £  Z boisa, u holda {x} =  {г/} yoki {x} ,== 

1 — { y }  tenglik o'rinli bo'ladi. Demak. |{A^a} — {Aria}| =  {{k% — ki)a}  yoki 

\{k2a} — {kia}\  =  1 — {(At2 — ki)ct} boiadi. JV ixtiyoriy natural son bolganligi 

uchun shunday xulosa qilish mumkinki, istalgan e > 0 uchun shunday n  G N 

mavjudki. {na} <  e yoki 1 — {na} <  e tengsizligi bajariladi. Faraz qilaylik. 

1 —{na} <  e boisin. Agar 1 — {n a }  =  8 desak. 6 G (0. s)  boiadi.: 1 —{na} =  

6 tenglikdan foydalanib, na uchun

na = [na] 4 - 1 -  S (14.6)

ifodani olamiz. Aniqlik uchun a >  0 deb faraz qilamiz, U holda [na] > 0 

butun son boiadi. Agar 1 — 25 > 0  boisa., u holda 2na =  2[na]+2 — S ((14.6) 

ga qarang) {2na} = 1  — 26 ni olamiz. Va hokazo agar 1 — mS >  0 boisa. u 

holda {m n a}  =  1—mS tenglik o'rinli. Shunday eng kichik m  sonini topamizki 

1 — (m 4- 1)5 <  0 boisin. U holda S >  1 — md >  0 tengsizligi o'rinli va. 

{m na}  =  1 — mS <  6 tengsizlik ham bajariladi. Demak, ixtiyoriy s >  0 uchun 

shunday ne G N mavjudki {nffa} < £ tengsizligi bajariladi. Endi x  =  0 soni 

xn =  {na} ketma-ketlikning limitik nuqtasi ekanligini ko‘rsatamiz. Ixtiyoriy 

e >  0 uchun shunday n  G N mavjudki 0 < {n a}  =  S < e <  0, 5 tengsizligi 

bajariladi. U holda shunday eng kichik m  sonini topamizki 0 <  rad <  1 va. 

(m 4-1)5 >  1 boisin. U holda {m n a}  =  mS va {(m 4- l)na}  =  Si <  S,e 

boiadi. Demak, (0, s) oraliqda xn =  {na}  ketma-ketlikning cheksizta hadi 

bor, ya’ni x — 0 bu ketma-ketlikning limitik nuqtasi. Endi e ni yetarlicha 

kichik musbat son deb olamiz. U holda shunday n € N soni mavjudki, {na} =

6 < £ boiadi. U holda

5. 25. 35, . . . ,  m i  G (0, 1) 
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bo'lib, (m -f 1)(5 >  1 bo'ladi. Bu yerda S ham irratsionai son bo'ladi. Aks

holda {гш} =  na — [na] =  5 bo'lgani uchun a =  -  — — — bo'lib. bu a
n

ning irratsionai ekanligiga zid. Shuning uchun ixtiyoriy m  G N da mS Ф

1. (14.7) munosabatdan ixtiyoriy x G [0. 1] uchun shunday m  topiladiki 

|{m n a }  — x\ =  \mS — x\ <  5 tengsizlik bajariladi. Yuqorida.gi mulohazalarni 

tokrorlab ixtiyoriy x  G [0, 1] va e >  0 uchun (x — s. +  e) oraliqda 

x n =  {n a}  ketma-ketlikning cheksizta elementi yotishini ko'rsatisn mumkin. 

Demak. [0. 1] dagi barcha nuqtalar x n =  {na} ketma-ketlikning limitik 

nuqtalari bo'ladi. □

14.6. Diskret metrik fazoda ixtiyoriy to'plamning chegarasi bo'sh ekanligini 

isbotlang. ц

Isbot. M  diskret metrik fazodagi ixtiyoriy to'plam bo'lsin. Ma'lumki (8.3- 

misolga qarang), bu fazoda ixtiyoriy M  to'plam uchun M  — M  tenglik 

o'rinli. Shunday ekan X \ M  =  X \ M  tenglik ham o'rinli. To'plam chegarasi 

ta'rifiga ko'ra M  uchun F r M  =  M  П ( X \ M )  — M  П ( X \ M )  — 0 tenglikni 

olamiz. □

U y vazifaiari va m avzuni o'zlashtirish uchun m asalalar

14.7. с metrik fazoning to'laligini isbotlang.

14.8. To'la metrik fazolarning dekart ko'paytmasi yana to 'la  metrik fazo bo'lishi- 

ni isbotlang. Demak, R 77 metrik fazo to'la-

14.9. C[a. 6] uzluksiz funksiyalar to'plamida metrika

P { x : y)  =  J  Sign I a; (t) - y ( t ) \ d t  
J  a

ifoda- bilan aniqlangan bo'lsa. (C[a, 6], p) metrik fazo to 'la  bo'ladimi?

14.10. C®[a. b]— uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar to'plam ida metrika

p (x. у ) =  max | x ( t )  — у (t ) |
a<t<b
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tenglik bilan aniqlangan bo'lsa, (Cnl^[a, b\,p) metrik fazo to la  emas. 

( C ^ [a, b\.p) metrik fazoning toldirm asini toping.

1,4.11. /  : Ж —> R funksiya qanday shart larni qanoatlantirsa p ( x . y )  =

| /  (as) — f  (y) | akslantirish R  to'plamda: a) metrika bo'ladi: b) (R. p) 

to 'la  metrik fazo boiadi?

14.12. Agar p(x,  y)  =  jarctgx — arctg у  | bo'lsa. (R. p) metrik fazoning to ld ir- 

masini toping.

14.13. Ф — barcha finit ketma-ketliklar. ya’ni faqat cheklita hadi noldan farqli 

x =  (xi, xo: ■ • ., x n, 0 .0 . . . . )  ketma-ketliklar to‘plami boisin. Agar

oc

Pi {x, у) - Xi -  yi\ ; P2 (X , y )  =  m ax | x f -  y,;|
z— * l< i< o c/=1

boisa, ($ ,P i)  va. (Ф,/)2) metrik fazolarning toldirm asini toping.

metrika kiritilgan.
. x  — у 

smI 1.14. X  =  (—тг, тг) to'plam da p ( x , y )  =  __
2

(X , p) metrik fazoning toldirm asini toping.

11.15. IP -  barcha. haqiqiy koeffitsiyentli ko'phadlar to'plamida. x. у  G IP uchun

0 < K 1

0 < f < l

[x (t ) -- у it) J 4- max I 0<f<l 1
x "(t) -  y" (t) \

| x ( 0 -- У it)  i 4- max I 0<f.<l \ x ( t ) - у 1 it) 1;

I  с) /93 = ma^! [о: (̂ ) — г/ (̂ ) | + | (0) |

metrikalar kiritilgan. (P. p i) , (F, p2) , (IP, рз) .metrik fazolarning to l ­

dirmasini toping.

И Ml. : m, n e  z j  to'plamning R da zich ekanligini isbotlang.

I 1 17. Z, /  — : n G Z, n -ф 0 1 . / i  -|- — : n, m G Z, n • m Ф o l  to'plam- 
{ п  J I n m  J

lar R metrik fazoning liech yerida zich emas. Isbotlang.

1 i in. Mamma yerda zich, ichi bo‘sh bolgan to‘pla.mga. misol keltiring.
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14.19. Kantor to'plamining o'lchovi nolga teng.

14.20. Kantor to'plamining yakkalangan nuqtalari mavjud emas.

' I  v 1 1 014.21. Kantor to'plamining ichki nuqtalari mavjud emas, ya’ni К  — 0 -

14.22. Kantor to'plami [0, 1] kesmaning hech yerida zich emas.

14.23. Kantor to'plami mukammal to'plam. ya'ni К  =  К ' .

о T
14.24. R  metrik fazoda shunday A  to'plamga misol keltiringki, A.  Д. A,

_0_ 7  J *
A. A , A  to'plam lar turli. ya’ni hech qaysi ikkisi teng bo'lmasin.

14.25. А С (X,  p) hech yerda zich bo’lmasa. X \ A  to'plam hamma yerda 

zichligini isbotlang.

14.26. Agar A  hamma yerda zich va ochiq to'plam  bo'lsa, X \ A  to'plam  hech 

yerda zich emas. Isbotlang.

14.27. Shunday A to'plamga misol keltiringki, A va X \ A  to'plamlarning har 

biri hamma yerda zich bo'lsin.

14.28. Ф — finit ketma-ketliklar to'plami Co va £p (p >  1) metrik fazolarda 

zich joylashgan, ammo с va m  metrik fazolarda zich emasligini isbot 

qiling.

14.29. Agar A  to 'plam  В  da, В  esa С  da zich joylashgan bo'lsa. A to'plam 

С  da zich ekanligini isbotlang.

14.30. F  — barcha ko'phadlar to'plami C[a. b] metrik fazoda zich. Isbotlang.

14.31. [a. b] kesmada a — t \  <  t2 <  • • • <  t n — b nuqtalar va ixtiyoriy 

Xi . $ 2, * • • ?£??. sonlar berilgan bo'lsin. U holda x( t j )  =  x.j.; i  =  l . n  

va. [ti . tj+i] oraliqlarning har birida. chiziqli bo'lgan x(t)  . funksiya qis- 

man chiziqli uzluksiz funksiya deyiladi. Barcha qisman chiziqli uzluksiz 

funksiyalar to'plami С [a. b] metrik fazoda zich ekanligini isbotlang.

Kantor to'plamining quyidagi (9.19-9.23) xossalarini isbotlang.
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14.32. Barcha sodda funksiyalar (oichovli va qiymatlari to'plami kokpi hilan 

sanoqli bolgan funksiyalar) to'plami L\[a , b] metrik fazoda zich ekan­

ligini isbotlang.

14.33. Sodda funksiyalar to ‘plami Lp[a, b] (p >  1) metrik fazoda zich. Isbot­

lang.

14.34. [a, b] kesmada a =  t \  < t 2 <  * • • <  tn = b nuqtalar berilgan boisin. 

(UiU+i)> i =  l , n  — 1 intervallarning har birida o‘zgarmas. ti boli- 

nish nuqt-alaridagi qiymatlari esa ixtiyoriy bolgan funksiya pog‘onasimofi 

funksiya deyiladi. Ravshariki, pog'onasimon funksiya sodda funksiya bo ia­

di. Pog£onasimon bolm agan sodda funksiyaga misol keltiring.

14.35. Pog'*onasimon funksiyalar Lp[a, b] (p >  1) metrik fazodagi barcha sod­

da funksiyalar to'plamida zich joylashgan. Isbotlang.

14.36. Pog‘onasimon funksiyalar Lp[a, b] (p >  1) metrik fazoda zich ekanligini 

isbotlang. .

14.37. Barcha uzluksiz funksiyalar Lp[a, 6] (p  >  1) metrik fazodagi pog^ona- 

simon funksiyalar to ‘plamida zich. Isbotlang. Demak. C[a, b] to 'plam  

sifatida Lp[a, b] metrik fazoda zich.

I 1.38. [a, b} i kesmada aniqlangan ixtiyoriy uzluksiz funksiyani istalgancha aniq- 

likda Lp[a,b\ fazo metrikasida ko:phad bilan yaqinlashtirish mumkin, 

ya'ni x(£) uzluksiz funksiya va ixtiyoriy s  >  0 uchun shunday p(t) 

ko'phad mavjudki,

# # ♦  p) =  (У Iх

tengsizlik o'rinli. Isbotlang.

I 1.39. Oldingi 14.38-masaladagi p(t)  ko£phadning barcha koeflitsiyentlarini rat­

sional sonlar qilib tanlash mumkin. Isbot qiling.
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14.40. Separabel metrik fazoning to'ldirmasi ham separabel bo'ladimi? Misol 

keltiring.

14.41. Separabel fazoda ixtiyoriy G ochiq to'plamni sanoqli yoki chekli sondagi 

o'zaro kesishmaydigan ochiq sharlarning yig'indisi ko'rinishida:

tasvirlash mumkin. Isbot qiling.

14.42. Separabel metrik fazoda ixtiyoriy F  yopiq to'plamni mukammal M  va 
chekli yoki sanoqli N  to'plamlarning birlashmasi ko'rinishida tasvirlash 

mumkin. Isbotlang.

14.43. Diskret metrik fazo separabel bo'lishining zarur va yetarli shartini toping.

14.44. M  va N  lar 1-kategoriyali to'plamlar bo'lsin. U holda M  U N  ning
1-kategoriyali to'plam ekanligini isbotlang.

14.45. Darajasi n dan oshmaydigau ko'phadlarning P<.„ to'plami C[a, b] 

metrik fazoning hech yerida zich emas. Isbot qiling.

14.46. P  =  (J P<n barcha ko'phadlar to'plami C[a, b] metrik fazoda 1- kate­

goriyali to'plam bo'lishini ko'rsating.

14.47. Ьо{а. b] to'plam Li\a, b] metrik fazoda 1-kategoriyali to'plam. Isbot-

14.48. xn(t) — uzluksiz funksiyalar va ixtiyoriy t E R uchun lim xn (t) =

xo (t) bo'lsa, xo (t ) funksiyaning uzilish nuqtalaridan iborat to'plam 1- 

ka.tegoriyali to'plam ekanligini isbotlang.

14.49. С  [a. 6] to'plamda

G =  U В (xm r„ ) , В  (m> rf) П В (xr, ts) =  0, г ф зII

lang.

p (x. y) =  sign | x (t) -  у (t) | dt

metrika. kiritilgan. (C[a. b\.p) separabel emas. Isbotlang.
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j J Mn =  {x  : j*(f) -  x(t") | <  n : \t' -  t" \ , Vf> f  € [a, 6]}

to'plam yopiq va hech yerda zich emas. Isbotlang.

1.4.51. С  [a, b] fazoda Lipshits shartini qanoatlantiruvchi funksiyalar to'pla-
oc

mi M  =  [J Л4 (14.50-masa.laga qarang) 1-kategoriyali to‘plam. M
n=i

to'plam yopiq emas va С [a, 6] fazoda zich ekanligini isbotlang.

14.52. С [a, 6] fazoda. har bir n E N da

D n =  {x  : x \ t )  E C[a. 6] va max \x'(t)\ <  n }a<t<b
to'plam yopiq va yech yerda zich emasligini isbotlang.

14.53. C[a,b] fazoda. uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar to'plami
oc-

C^[a,  6] =  [J D n ( Dn ~  14.52-misolda aniqlangan) 1-kategoriyali
n= l

to'plam, yopiq emas va hamma yerda. zich ekanligini isbotlang.

14,64. Hech yerda zich bo'lmagan to'plamning qism to'plami hech yerda zich 
emas. Isbotlang.

I 1.55. Chekli sondagi hech yerda zich bo'lmagan to'plamlarning yig'indisi hech 
yerda. zich emas. Isbot qiling.

I 1.56. (A.p) to'la metrik fazo. Л/ С X  esa 1-kategoriyali to'plam bo'isin. U 
holda. X  \M  to'plam X  fazoda zich bo'lishini ko'rsating.

I 1.57. (X., p) to'la metrik fazo, Gn С X.  тг E N esa ochiq va hamma. yerda.
oc'

zich to'plamlar bo'isin. U holda M  == p) Gn to'plarn ham hamma. yerda
w=l

zich ekanligini isbotlang.
|

14158. M  to'plam hech yerda zich bo‘lmasligi uchun M  =  0 shartning bajar­
ilishi zarur va yetarli. Isbotlang.

I *1,50. X  - to'la metrik fazo, M  С X  esa 1-kategoriyali to'plam bo'isin. U holda 

X \ M  2-ka.tegoriyali to'plam. Isbot qiling.

14.50. С[а, Ъ] metrik fazoda
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14.60. Agar i/o £  B(xo: r) bo 'lsa . B(yo. r) С B(xq, 2r) m unosabatn i isbo t qi­

ling.

14.61. Biror A  to'plamning e — atrofi ushbu

V*(A) =  { x  e  X  : inf p(x, y)  <  e
l у£Л

tenglik bilan aniqlanadi. U holda A =  f \  Ve(A)  tenglikni isbotlang.
£>0

14.62. To'g'ri chiziqda. [a, b\. (a, 6), Z, Q. [a. oo), 0 to'plamlarning che- 

garalarini toping.

14.63. Hech yerda zich bo'lmagan to'plamning yopig'i ham hech yerda zich emas. 

Isbotlang '

14.64. Fr ( A  U В)  С F r  A  U Fr  В  munosabatni isbotlang. Agar А П  В  =  0 

bo'lsa. Fr ( A  U B)  =  F r A  U Fr  В  tenglikni isbot qiling.

14.65. Separabel metrik fazoda ixtiyoriy to'plamning yakkalangan nuqtalari chek­

li yoki sanoqli to'plam  bo'ladi. Isbotlang.

14.66. { x n}  С [a, 6] bo'lsin. Ixtiyoriy (a, 8 ) С [a. b] interval uchun n(a:/3)

orqali X\YX^ i • •, x n nuqtalarning (a, 0 ) oraliqqa tushganlarining sonini

belgilaylik. Agar ixtiyoriy (a. i3) С [a. b] uchun

.. nia: 6) 6 — a  
lim ----- -— — -------

n—> oo n b — a

tenglik bajarilsa. {xn} ketma-ketlik [a, b) kesmada tekis taqsirnlangan
_ . _. . . 1 1  2 1 2  3 1 2  k - 1  . J . 

deyiladi. Ushbu 0.1, , —— . . . .  ketma-ket-
Z о  o  4  4  4  К К К

lik [0 , 1] kesmada tekis taqsirnlangan bo'ladimi?

14.67. a — irratsionai son bo'lsin. { n a }  == n a  — [na], ya’ni n a  sonining 

kasr qismlaridan tuzilgan ketma-ketlik [0 . 1] kesmada tekis taqsirnlangan 

bo'lishini isbotlang.

14.68. 14.67-masaladan foydalanib. 1 .5 .52. . . . ,  5n, . . .  ketma-ketlikdagi 5” son- 

ning (o'nlik sanoq sistemasida) 13 dan boshlanish ehtimolligini toping.

200



14.69. X  to£la metrik fazo, { f n}  esa X  da aniqlangan uzluksiz funksiyalar 

bo'lsin. Agar ixtiyoriy x  G X  uchun chekli lim f r,(x) =  f ( x )  mavjud
7l—*OC '

bo4Isa, /  funksiyaning uzilish nuqtalari to'plami 1-kategoriyali to'plam 

ekanligini isbot qiling.

14.70. Agar /  : M —> R funksiya har bir nuqtada chekli hosilaga ega bo£lsa.. 

f ' (x)  funksiya uzluksiz bo‘ladigan nuqtalar to^plami 2- kategoriyali to'p- 

larn ekanligini isbotlang.

15-§. U zluksiz akslantirishlar

X  =  (X, p) va Y  =  (Y. d) -  metrik fazolar, /  esa X  ni Y  ga ak­

slantirish bo'lsin. Agar ixtiyoriy e >  0 uchun shunday § . > 0 mavjud 

bo£lib, p (x, x q ) < J  shartni qanoatlantiruvchi barcha x  G X  nuqtalar uchun 

d ( f ( x ) . f ( x o)) <  e tengsizlik o'rinli bo'lsa. u holda /  akslantirish xq G X  

nuqtada ‘uzluksiz deyiladi. Agar /  akslantirish X  ning hamma nuqtalarida 

uzluksiz bo'lsa. u holda /  akslantirish X  da uzluksiz deyiladi. Agar ix­

tiyoriy £ >  0 uchun shunday S >  0 mavjud bo'lib. p (x, y) <  S shartni 

qanoatlantiruvchi barcha x. у  G X  nuqtalar uchun d( f (x) .  f { y ) )  <  £ teng­

sizlik bajarilsa, u holda /  akslantirish X  da tekis uzluksiz deyiladi. Agar 

/  : X  —» У biyektiv akslantirish bo'lib. /  va f ~ l akslantirishlar uzluksiz 

I ю; Isa. u holda f  gorneomorf akslantirish yoki gomeomorfizrn deyiladi. X  va

Y  fazolar esa gorneomorf fazolar deyiladi. Agar (X.  p) va (Y, d) metrik fa­

zolar o£ rtasida biyektiv moslik o'rnatuvchi /  akslantirish ixtiyoriy G X  

lar uchun p ( x \ . x2) — d ( /  (xi ) , f  (x2)) shartni qanoatlantirsa, u holda /  ak­

slantirishga izometriya deyiladi. X  va Y  fazolar esa izometrik fazolar deyi­

ladi.' ' v ‘ ' v  '

15.1. /  : R 2 —> R funksiya har bir tayinlangan x  da у o'zgaruvchi bo’yicha. 

ko‘phad va har bir tayinlangan у  da x o'zgaruvchi bo'yicha ко'phad 

bo'lsa, f  (x. y) funksiya ikkala. argumenti bo'yicha ham ko'phad ekanlig­

ini isbotlang.
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Isbot. Shartga ko'ra f (x , y )  funksiyani quyidagicha tasvirlash mumkin

.. / ( у ,  у) .= йо(ж) У. +  <*?(*),if2г+/, у" ' . Й 5-1)

f ( x , y )  = b0(y) + bi{y)x+ b2(y)x2 + ■••+,&„>(у)х™, ;а (15.2)

Bundan /  ning х va у  o'zgaruvchilar bo'yicha differensiallanuvchi ekanligi 

kelib chiqadi. Agar у =  0 bo'lsa., u holda (15.1) va (15.2) lardan quyidagini 
olamiz

f (x,  0) =  a0(x) =  b0(0) -f h(0) x 4- 62(0) x2 4-------j- 6m(0) xm .

Xuddi shunday (15.1) va. (15.2) lardan у bo'yicha xususiy hosila olib, ularning 
у =  0 dagi qiymatlarini tenglashtirib

ai(x) =  b'0(0) 4- b[(0) x 4- 62(0) x2 4-------h b^(%) xm

tenglikni olamiz. Va hokazo f (x , y )  ning (15.1) va (15.2) ifodalaridan у 

bo'yicha. n — tartibli hosila olib. ularning у — 0 dagi qiymatlarini teng­
lashtirib

an(x) =  Ь^(0) 4-i f f x 4- Ь ^ф ) x2 4- * • • 4- &&̂ (0) x m

tenglikka. ega. boiamiz. a0(x), a i(x ) ,. . . ,  an(x) lar uchun topilga.11 bu ifo- 

dalarni (15.1) ga. qo'yib, / ( x, y) ning ikkala argumenti bo'yicha ham ko'phad 
ekanligiga ishonch hosil qilamiz. □

15.2. Shunday /  : R —> R uzluksiz funksiya va G — ochiq. F — yopiq to'plam- 

larga misol keltiringki’’ f (G)  to^plam ochiq emas, f (F)  to'plam esa yopiq 
emas.

Yechish. Agar F chegaralangan yopiq (kompakt) to'plam bo'lsa. u holda. 

f ( F)  ham kompakt. xususan yopiq chegaralangan to'plam boiadi. Demak, F 

yopiq, lekin chegaralanmagan to'plam boiadi.

cos#, agar x £ [—4я\ 4тг],

I  1 +  (x■ -  An)2 : x2, agar |p|

G =  (—2тг — 1, 1) ochiq to'plamni olsak, f (G)  — [—1, 1] yopiq boiadi. 

F  — [47Г, 00)  yopiq to'plamni olsak, f ( F)  =  [1, 2) yopiq to'plam emas. □
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15.3. /  : С [О, 1] —> Li[0. 1] akslantirish =  x(t) tenglik bilan

aniqlangan bo1 Isa, lining uzluksiz ekanligini isbotlang.

Isbo t. xq E C[0, 1] ixtiyoriy nuqta bo'lsin. u holda

l ' ' l 
p ( f ( x ) J ( x  o ) )  =  J  \x(t) -  x0(t)\dt  <  m & x \ x ( t ) - x 0(t)\ J  dt =  p(x,x0)

о о

tengsizlik o'rinli. Berilgan с > 0 uchun # =  с  desak, u holda p (x. xq) < 5 

shartni qanoatlantiruvchi barcha x E  X  larda p(f(x).  /(xo)) < i  tengsizlik 
ham o'rinli bo'ladi. xo E C[0. 1] ixtiyoriy nuqta bo'lgani uchun /  akslan­
tirish uzluksiz bo'ladi. □

15.4. /  : C[0, 1] —> <7[0, 1] akslantirish quyidagi

a) f (x( t ) )  =  f  x ( s )d s : b) f (x( t ))  =  f s i n( t  -  s)x(s)ds :
0 . 0

c) =  f  x 2(s)ds ; d) f(x( t ) )  =  x( ta), a  >  0
о

tenglik bilan aniqlangan. Ularning qaysilari uzluksiz. qaysilari tekis uzluk­

siz bo%di?

Yechish. a), b) va. d) tar tekis uzluksiz. c) uzluksiz, lekin tekis uzluksiz 
emas. Biz misolning a) qismini tekshirish bilan cheklanamiz. /  akslantirishni 
tekis uzluksizlikka tekshiramiz. Barcha x, у E C[0. 1] lar uchun

p ( / 0 ): f {v))  =  max I f  (x(s) -  y(s)) ds
0 <  t  < 1

< max kc(s-) — y(s)\ /  ds. ' o<s<i л L  ;

ya’ni p ( f ( x ) , f ( y ) ) <  p(xyy) tengsizlik o'rinli. Tekis uzluksizlik ta ’rifidagi S 

ui e ga teng desak. u holda p(x,  y) < 6 shartni qanoatlantiruvchi barcha 

x. у E X  larda p(f(x) .  f {y) )  <  Ж tengsizlik bajariladi. Demak. /  akslan­
tirish tekis uzluksiz ekan. Tekis uzluksiz akslantirish uzluksiz bo'ladi. • □

5.5. R da pi(x.  y) =  \x — y\ va po (x.y)

metrikalar ekvivalent emas. Isbotlang.

203

1. agar x Ф у 

0. agar x — у



Isbot. Teskarisini faraz qilaylik, y a m  pi va p2 metrikalar ekvivalent 

bo'isin. U holda shunday C x >  0, C2 >  0 sonlar mavjud boiib , barcha 

x ф у л x . y  £  (—oc, oo) lar uchun

C 1p1{ x , y ) < p 2( x , y ) < C 2p 1{x:y) *=> C \ \ x - y \  <  1 < C 2\ x - y \

tengsizliklar bajarilishi kerak. Lekin \x — y\ — desa.k, oxirgi tengsizlik 

bajarilmaydi. Demak, pi va p2 metrikalar ekvivalent emas. □

15.6. C[a , b] to 4plamda kiritilgan

Poc{z,y)  =  m a x \x(t) -  y ( t ) \ ' : ' fe fc ,  f f  =  J  J  \x(t) -  y{t )\2dt l
a<t<b у a
b b 

P i(x ,y) =  f  Ix(t )  -  y (i)|A , Pi(x, y) =  f  sjgn|*tf) -  y( t) \d t
a a ! |

metrikalarning ixtiyoriy ikkitasi ekvivalent” emas. Isbotlang.

Isbot. Biz pi va рос metrikalarni ekvivalent emasligini kol rsatamiz, С  [a, b] 

fazoda y(t)  =  0 va

1 — n(t  — a), agar t £  [a, a 4- -]

0, a f a r  £ E (a 4- 6]

funksiyalar uchun poo(xn, y) =  1 <  6> i(:rn, 2/) tengsizlikni qanoatlantiruvchi 

С  >  0 soni mavjud emas. Chunki n  —> oo da

Жп (i)

n

/ X д ^

a

sonlar ketmaketligi nolga iiitiladi. Demak, pi va p^. metrikalar ekvivalent 

emas. □

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

15.7. Ikki argumentli /  : [0, 1] x [0, 1] —» R  funksiya har bir x  da у  bo'yicha 

va. har bir у da x bo'yicha uzluksiz boisa. shunday (xo. г/о) nuqta. mavjud­

ki, bu nuqtada /  funksiya ikkala argumenti bo'yicha birgalikda uzluksiz 

boiadi. Isbot qiling.
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15.8. /  funksiya (0, 1) intervalda cheksiz m arta differensiallanuvchi bo'lsin. 

Agar ixtiyoriy x  G (0. 1) uchun shunday n =  n(x)  G N mavjud bo'lib. 

/(«)('f) — о bo'lsa, /  ning ko'phad ekanligini isbotlang.

15.9. (X.  p) va (У, d) metrik fazolar bo'lsin. /  : X  —> У akslantirishning 

uzluksizligi quyidagi shartlarning har biriga teng kuchli ekanligini isbot­

lang:

a) ixtiyoriy G  С У ochiq to'plam  uchun f ~ l (G)  С X  ham ochiq 

to'plam;

b) ixtiyoriy F  С У yopiq to'plam  uchun f ~ l (F)  с  X  ham yopiq 

to'plam; »- • •

c) ixtiyoriy {xn} С X  yaqinlashuvchi ketma-ketlik uchun { f ( x n)}  С У 

ketma-ketlik ham yaqinlashuvchi.

15.10. Ixtiyoriy fundamental ketma-ketlikni yana fundamental ketma-ketlikka 

akslantiruvchi funksiya uzluksiz bo'lishi shartmi?

15.11. Agar X  diskret metrik fazo bo'lsa. har qanday f  : X  —> У akslantirish 

uzluksiz bo'ladi. Isbotlang.

15.12. fi  : X  —> Y, (i =  1. 2) uzluksiz akslantirishlar bo'lsin. U holda 

M  =  {x G X  : / i(x )  =  f 2(x)}  to'plam yopiq ekanligini isbotlang.

15.13. fi : X  —> У, (г =  1,2) uzluksiz akslantirishlar va X  da zich bo'lgan 

biror M  to'plam  berilgan bo'lsin. Agar barcha x G M  uchun / i(x )  =  

/ 2(x) bo'lsa, f i  =  / 2 , ya’ni akslantirishlar butun X  fazoda teng. Isbot 

qiling.

15.14. /  : X  —» У uzluksiz akslantirish bo'lsin. Quyidagi implikatsiyalardan 

qaysi biri to 'g 'ri? Ixtiyoriy M  С A” to'plam uchun:

i -  a) x e M  => f ( x )  G / (M )  ; 0

b) x G i b / ( x ) G / ( M )  : ‘ , J
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c) м е М[ *  f i x )  е (/(Л/))';
d) X G F r M  => f (x)  G Fr  (f ( M ))

15.15. X  separabel metrik fazo va /  : X  —> Y  haqiqiy funksiya boisin. M  

orqali X  fazodagi barcha shunday nuqt alar ni belgilaymizki. lim f  (x)
т—>а

mavjud va lim /  (x) ф f  (a) boisin. M  to'plamning ko'pi bilan sanoqli
x—m

ekanligini isbotlang.

15.16. 5  =  { z  G С : \z\ =  1} aylariada p(z\ .  zo) =  \zi — z<i| metrika kiritilgan. 

Ixtiyoriy /  : S —> R uzluksiz funksiya uchun shunday Zq G S  mavjudki, 
f(zo) =  f { —zo) tenglik oiinli. Demak, aylanada aniqlangan uzluksiz 
funksiya qandaydir diametral qarama-qarshi nuqtalarda. teng qiymatlarni 

qabul qiladi. Isbotlang. '. •.

15.17. /  : C[a, 6] ->• C[0, 1] akslantirish f (x( t ) )  =  x(a +  ( b - a ) t ) :, 0 < t < l  

tenglik bilan aniqlangan. Bu akslantirish:

a) uzluksiz, b) izometriya boiadimi?

15.18. f {x( t ) )=zx( t 2) tenglik bilan a) f  : C [ - 1. 1] C[0. 1];
b) /  : Lp[~ 1. 1] Lp[0, 1]; c) /  : C [ - l ,  1] —> Щ 0; 1] akslantirish- 
lar aniqlangan. Ularning har birini uzluksizlikka tekshiring.

15.19. f(x(t ))  =  x2(t) tenglik bilan a) /  : C[0, 1] —* C[0. 1];

b) /  : LP[Q. 1] -  L2[0, 1]; с) /  : Za[0, 1] Г  X2[0, 1]; .
d) /  : £ 2[0. 1] -> bi[0, 1]; e) /  : Li[0. 1] -* Li[0,-.1] akslantirishlar 
aniqlangan. Ularni uzluksizlikka tekshiring.

15.20. /  : L2[0, 1] —> L2[0, 1] akslantirish quyidagi

a) f {x( t ) )  =  f  x(s)ds: b) f (x( t ) )  =  f  sin(t -  s)x(s)ds ;
0 I  °t

c) f (* it) l  =  J x2(s)ds; a) /(*(*)) =  I  x(sa)ds, a >  0
о о

tenglik bilan aniqlangan. Ularning qaysilari uzluksiz, qaysilari tekis uzluk­

siz boiadi?
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15.21. /  : L2[0, 1] —> L2[0. 1] akslantirish ushbu

a) ' x (t). и e  C[0 , 1]; b) f(x( t ))  =  x(ta), a  > 0
tenglik bilan aniqlangan. Ularni uzluksizlikka tekshiring.

15.22. M da uzluksiz. lekin tekis uzluksiz bo'lmagan funksiyaga misol keltiring.

15.23. X .  Y— metrik fazolar bo'lib, Y — to'la bo'lsin. Agar M  С X  hamma 
yerda zich. /  : M  —> Y  tekis uzluksiz akslantirish bo'lsa, shunday F : 
X  —> Y tekis uzluksiz akslantirish mavjudki. F |л/ =  / ,  ya’ni ixtiyoriy 
x £ M  uchun F(x)  =  /(x ). Isbotlang.

15.24. Lipshits shartini qanoatlantiruvchi akslantirish tekis uzluksiz akslantirish 
bo'lishini isbotlang.

15.25. К (£, $) funksiya [a, 6] x [a, 6] kvadratda ikkala argument! bo'yicha 
uzluksiz bo'lsa,

tenglik bilan aniqlangan A  : С  [а, b] —> С [a. b) akslantirish Lipshits shar­
tini qanoatlantirishini isbotlang.

15.26. O'lchovli K( t . s )  funksiya uchun

akslantirish tekis uzluksiz bo'lishini isbotlang.

15.27. f  : X  —> Y  tekis uzluksiz va g : Y  —* Z  Lipshits shartini qanoat­
lantiruvchi akslantirishlar bo'lsin. U holda g о /  : X  —> Z  akslantirish 

tekis uzluksiz (Lipshits shartini qanoatlantiruvchi) bo'ladimi?

15.28. [0. 1] kesmada tekis uzluksiz. ammo Lipshits shartini qanoatlantirmay- 

digan funksiyaga misol keltiring.

b

tengsizlik o'rinli bo'lsa. A : L2[a: b] —> L2{a. 6]
b
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15.29. ( X, p )  metrik fazo bo'isin. p : X  x X  —:> R akslantirish

a) uzluksiz; b) tekis uzluksiz bo'ladimi?

15.30. (X ,p) metrik fazo, A =£ 0, А С X  biror to'plam  bo’isin. d : X  R

funksiya c?(x) =  inf p( x , ?/) tenglik bilan aniqlangan. Shu akslantirislm-
yzA

ing tekis uzluksiz ekanligini isbotlang.

15.31. R 2 da p(x,  y)  =  >/(^1  ~  ^ i) 2 +  (ж2 ~  У2)2 metrika, С kompleks son­

lar to'plamida d(zi,z-2) — \zi -  z2\ metrika kiritilgan. Bu fazolarning 

izomet.rik ekanligini isbotlang.
. r >r\ . - - • V

15.32. X  va У lar metrik fazolar bo'isin. X x Y  v a F x I  metrik fazolarning 

izometrik ekanligini isbotlang. 4

15.33. с va R  x со fazolarning izomet.rik ekanligini isbotlang.

15.34. C[0, 1] va С  [a, b] metrik fazolar orasida izometriya. o'mating.

15.35. Izometriya ekvivalentlik munosabati bo'lishini isbotlang.

15.36. R  metrik fazoning barcha. izometriyalarini toping.

15.37. R 2 metrik fazoning (p(x, y )  =  л / {%i ~  У1)2 +  (x2 — у 2)  ) barcha izo­

metriyalarini toping.

15.38. Metrik fazoni o'zini-o'ziga akslantiruvchi barcha izometriyalar gruppa 

tashkil etishini isbotlang.

15.39. Biror X  to'plamda. pi va. p2 ekvivalent metrikalar berilgan bo'isin. X  

to'plamdagi barcha metrikalar uchun kiritilgan bu munosabat haqiqacda 

ham ekvivalentlik munosabati bo'lishini isbotlang.

15.40. X  chekli to'plam bo'lsa, unda. kiritilgan ixtiyoriy ikki metrika ekvivalent 

ekanligini isbotlang.

15.41. R n da. kiritilgan pi, p2 =  P va p^. metrikalar ekvivalent ekanligini is- 

botlang.
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15.42. Ekvivalent metrikalarning birida yaqinlashuvchi (fundamental) bo'lgan 

ketma-ketlik ikkinehisida ham yaqinlashuvchi (fundamental) bo'lishini is­

botlang.

15.43. Ekvivalent metrikalarning birida ochiq (yopiq) bo'lgan to'plam ikkinchisi- 

da ham ochiq (yopiq) ekanligini isbotlang.

15.44. pi va p2 ekvivalent metrikalar bo'lsin. Agar (X, pi) metrik fazo a) 

to'la; b) separabel: c) diskret bo'lsa, (X , pi) metrik fazo ham shu xossaga 

ega bo'ladi. Isbot qiling.
??

15.45. C” to'plamda poc(x, y) — max |;r* — y , |, рг(хл у) =  |щ  —
1<г<п i.= 1

P2 { X , y )  =  — Уг\2 metrikalarning ixtiyoriy ikkitasi ekvivalent
i= 1

ekanligini isbotlang.

15.46. X  to'plam [a, 6] kesmada o'lchovli va chegaralangan funksiyalardan 

iborat. Shu to'plam da aniqlangan

И В Ё'Й  =

(  b \  /  b \  x/p 

J  ; P2(x,y) Ш 1 p i x ( t )  ~y( t ) \P2dt j
\ a  )  \ a  /

metrikalar pi ф po, (pi  >  L p2 >  1) bo'lganda ekvivalent emasligini 

isbotlang.

I V 17. Gomeomorfizm ekvivalentlik munosabati ekanligini isbotlang.

15.-18. /  : X  > Y  gomeomorfizm, M  С X  to'plam berilgan bo'lsin. Ushbu 

tasdiqlarni isbotlang:

a) M  ochiq to'plam bo'lsa, f ( M )  ham ochiq;

b) M  yopiq to 'piani bo'lsa, f ( M )  liarn yopiq:

c) m m  m  щ
1.40. Gorneomorf metrik fazolardan biri separabel bo'lsa, ikkinchisi ham sepa- 

rabel bo'lishini ko'rsating.
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15.50. R  to'plam da p\ (x , y )  =  \x -  y\ va p2(x, y) =  |arctgx -  arc tg# | 

metrikalar kiritilgan, (R. p \ ) va (R, P2) metrik fazolar gomeomorf ekan­

ligini isbotlang. xn =  n  ketma-ketlik (R. p2) metrik fazoda. fundamen­

tal, (R, pi) fazoda esa. fundamental emasligini isbotlang.

(R. pi)  to 'la  metrik fazo. (R, p2) esa to 'la emas. Demak. gomeomorf 

metrik fazolarning biri to 'la bo'lsa, ikkinchisi to'la bo'lishi shart emas. 

X ulosa. Metrik fazoning to'laligi topologik xossa. emas.

p(x у )
15.51. ( X. p )  metrik fazo bo'isin. Agar pi(x^y)  =  -------- ■ ■ bo‘lsa, (X . p )1 i~ p\X, yj

va. (X, pi)  metrik fazolar gomeomorf ekanligini isbotlang.

15.52. R  va. R 2 metrik fazolar gomeomorf emas. Umuman тЬф m  da R n va 

Rw , metrik fazolar gomeomorf emasligini.isbotlang.

15.53. [a. b] to'plamda. aniqlangan

metrikalarning ekvivalent ekanligini isbotlang.

15.54. (X.p)  va. (У, d) metrik fazolar bo'isin. Agar (Y. d) fazoning biror 

metrik qism fazosi (X , p) metrik fazoga izometrik (gomeomorf) bo'lsa. 

(X.  p) fazoni (Y.d)  fazoga izometrik (gomeomorf)  joylashtirish, mumkin 

deyiladi. Agar n <  m  bo'lsa. R” metrik fazoni Rm fazoga izometrik 

joylashtirish mumkinligini isbotlang. Bu yerda. metrika sifatida

Pi(x,  y) =  max Ix{ t )  -  y( t) \  +  max. \ x \ t )  - y ' ( t ) \  +  т а к  \x"(t) -  / ( f ) | .
a<t<b a<t<b a<t<b

p2(x,y)  =  max |x(f) -  y(t)\ + max |x"{t) -  y"(t)\
a<t<b a<t<b

a<t<b

к

к
Poo (x, y) =  max -  Di\, pi {x, y) j*| -  yt

1<7<k —7

(fc =  n yoki к =  ni) ifodalardan biri olingan.
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15.55. S  tabiiy metrika kiritilgan aylana bo'lsin. U holda S  x [0, 1] va S  x S  

metrik fazolarning har birini R 3 metrik fazoga gorneomorf joylashtirish 

mumkinligini isbotlang.

15.56. Uchta nuqtadan iborat bo'lgan ixtiyoriy metrik fazoni R 2 metrik fazoga 

izometrik joylashtirish mumkinligini isbotlang. To'rtta nuqtadan iborat 

bo4gan diskret metrik fazoni R 2 metrik fazoga izometrik joylashtirish 

mumkin emas. ammo R 3 metrik fazoga izometrik joylashtirish mumkin­

ligini isbotlang.

15.57. To 'rtta nuqtadan iborat shunday metrik fazo mavjudki, uni R n metrik 

fazolarning birortasiga. ham izometrik joylashtirish rnumkin emasligini 

isbotlang.

15.58. L2[0; 1] metrik fazoni Li[0, 1] metrik fazoga

a) gorneomorf, b) izometrik joylashtirish mumkinmi?

16-§. Q isq a rtir ib  aks e ttir ish  p rin sip i

Agar /  : (X, p) —> (Y. d) akslantirish uchun shunday L > 0 son mavjud 

bo'lib, ixtiyoriy xi,  x 2 G X  lar uchun d ( /  (ajj). /  (2:2)) <  L p (xi, x%) shart 

bajarilsa., u holda /  akslantirish Lipshits shartini qanoatlantiradi deyiladi. 

Agar f . : X  —> X  akslantirish Lipshits shartini qanoatlantirsa. va. Lipshits 

o'zgarmasi L <  1 bo'lsa. /  akslantirish qisuvchi deyiladi. Agar A : X  —> X  

akslantirish uchun shunday x €  X  nuqta mavjud bo4lib, Ax — x tenglik 

bajarilsa x nuqta A  akslantirishning qo'zg:almas nuqtasi deyiladi.

1 6 .1 -teo rem a  (Qisuvchi akslantirishlar prinsipi). To'la 'metrik fazoda aniq­

langan har qanday qisuvchi akslantirish yagona qolzg:almas nuqtaga eg a,

1,6 .1 . x — -  cos x — 2 tenglama yagona yechimga ega ekanligini isbotlang.
о

Kalkulyator yordamida yechimni 0,001 aniqlik bilan toping.
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Yechish. Haqiqiy sonlar to ‘plami R — to41a. metrik fazo.

/  : R  —> R . f ( x )  =  -  cos x  — 2 akslantirish esa
о

p ( /  w i , /  ^  p (*i, ^ 2)

shart ni qanoatlantiradi. ya'ni -  qisuvchi. Shuning uchun 16.1-teorema.ga ko£ra. 

berilgan tenglama yagona yechimga ega. Uning yechimi taqriban 

x Ш —2.194749. □

16.2. C[—a. a] metrik fazo va : C[ —a. a] —> C[—a, a] (i =  1.2) ak- 

slantirishlar f \ (x ( t ) )  =  x ( —t) va. / 2(x(i)) =  —x ( —t) tengliklar bilan 

aniqlangan. Shu akslantirishlarning qo'zg'almas nuqtalarini toping.

Yechish. C[ —a. a ] metrik fazoda. juft funksiyalar to'pmmini C* [ —a, a] 

bilan. toq funksiyalar to£plamini esa C~[—a< a] bilan belgilaylik. U holda 

ixtiyoriy x + G C *[—a. a] uchun /i(x ^ )  =  x + tenglik o'rinli. Xuddi shun­

day ko£rsatish mumkinki. har bir x~ G C~[—a, a] da. / 2(x“ ) =  x -  tenglik 

o'rinli. Demak, barcha juft funksiyalar /1 akslantirishning qo‘zg;almas nuq­

talari, barcha toq funksiyalar esa /2 ning qo'zg'almas nuqtalari bo4lar ekan. 

□  ' '  ** '

16.3. R  metrik fazoda. shunday /  : R  —> R akslantirishga. misol keltiringki, 

barcha x, у  €  R, x ф у  lar uchun

p ( f i x )-. f(y)) <  р(Х:У)

tengsizlik o£rinlI, ammo /(x )  =  x  tenglama yechimga ega bo'lmasin.

Yechish. Barcha x  G R  lar f ( x )  =  л/х*2 +  1 H— . funksiya musbat
v x 2 4-1

qiyrnatlar qabul qiladi. Bu funksiya. uchun barcha. x, у G R, x Ф у larda 

p( f (x) ,  f { y ) )  <  p(x. y) tengsizlik o'rinli, ammo f ( x )  =  x tenglama. yechim­

ga ega emasligini ko'rsatamiz. Funksiya qiymatlari musbat bo'lganligi uchun 

x <  0 larda / (x )  =  x tenglama yechimga. ega. emas. Shuning uchun x >  0 

holni qaraymiz:
-----  1 1 1



V "  ■ P(/(z), f ( y )) < p(x, у) 4=^1 f ( x )  -  f ( y) \  < |.T -  i/j

tengsizlikni isbotlaymiz. Funksiya hosilasi uchun

у = vP+T " (̂ /?г+T)3 = V ^ + i {1 ~ = (*2 +1 )3/2
((uiglik o'rinli. Bu yerdan kelib chiqadiki, barcha x € R  larda. /X T) 1 

o‘rinli. Shuning uchun

l / (* ) - / (y ) i  ^ | / ' ( С ) 1 ! г - ^ |< . | z - y | ,  х ф у

tengsizlik o'rinli. □

U y vazifaiari va m avzuni o 4zlashtirish uchun m asalalar

10.4. Agar /  : R  —> R va |/ '( .r ) | <  q <  1 bo'lsa. x — f ( x )  tenglama yagona 

yechimga ega ekanligini isbotlang.

1(1.5. Agar /  : [a, 6] —* [a, 6] uzluksiz funksiya bo'lsa. x  =  f [ x )  tenglarna- 

nirig yechimi mavjudligini isbotlang.

1(1.0. Agar 0 <  a <  1 bo'lsa.

~  a)- ~0 ** 0

rekurrent usulda aniqlanuvchi { xn}  ketma-ketlikning ^/a soniga. yaqin- 

lashishini isbotlang.

Hi,7. Diskret metrik fazoda qanday akslantirish qisuvchi bo'ladi?

M i8 . S  =  { z  : \z\ =  1} aylana bo'lsin. f  : S  —> S  qisuvchi akslantirish 

mavjudmi?

III,!). Л’ metrik fazo. /  : X  —> X  qisuvchi akslantirish bo'lsin. U holda /  

akslantirish uzluksiz va hatto tekis uzluksiz bo'lishini isbotlang.

Demak, barcha x  € R  larda f ( x )  > x  o'rinli. Endi



16.10. X  t.o£la metrik fazo va f j ' . X —* X  (i =  1.2) akslantirishlar berilgan 

bo'isin. Agar Д  qisuvchi bo'lsa, hamda f i  о f 2 =  / 2 о j \  tenglik o'rinli 

bo'lsa, /2 akslantirishning qo'zg'almas nuqtasi mavjudligini isbotlang.

16.11. R 2 metrik fazoda yagona qo'zg'almas nuqtaga. ega bo'lgan izometriya 

shu nuqta atrofida burishdan iborat ekanligini isbotlang.

16.12. X  to 'la metrik fazo, /  : X  —> X  biror akslantirish bo'isin. /  akslan­

tirishning iteratsiyalari (daraja.la.ri) ushbu

f 2 =  f o f : ■ f « = r J 1 6 /  I

tengliklar bilan aniqlanadi. Agar biror n uchun f n qkuvchi bo'lsa., /  : 

X  X  akslantirish yagona qo'zg'almas nuqtaga ega bo'ladi.. Isbot qil- 

ing.

16.13. K( t .  s) funksiya [a. b\ x [a. b} kvadratda uzluksiz bo'isin. U holda Vey- 

ershtrass teoremasiga ko'ra К (t. 5)  funksiya chegaralangan, ya’ni barcha. 

t ys  G [a, b] lar uchun

\ K { U s ) \ < M

tengsizlik o'rinli. Ushbu

(Ax)(t )  =  f  K( t ,  s)x(s)ds  
J  a

akslantirish C\a. 6] metrik fazoni o'zini-o‘ziga. akslantirishi va. barcha 

x. у  £ C[a. b\ funksiyalar uchun

p(Ax. Ay) <  M(b — a)p(x.y)

tengsizlikning bajarilishini isbotlang.

16.14. К (t. s) o'lchovli funksiya uchun

f f \ K ( t  s)\2dtds < M  
Ja Ja
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tengsizlik o'rinli bo'lsin. U holda b] fazoda aniqlangan

x(t)  =  A f  K ( t , s)aj(s) ds  4- y{t),  у  G L 2[a, 6]

integral tenglama Л parametrning yetarlicha kichik (moduli bo'yicha) 

qiymatlarida yagona yechimga. ega ekanligini isbotlang.

I fi, 15. K{ b ys)  funksiya a <  s <  t <  6 uchburchakda (sohani chizib ko'rsating) 

uzluksiz bo'lsin. U holda

tenglik bilan aniqlangan .4 : (7 [a, 6] —* С  [a, 6] akslantirish uchun shun­

day n  natural son mavjudki, A71 : C[a,  b) —> C[a. 6] akslantirish qisu­

vchi bo'ladi. Isbotlang..

16.16. K ( t Ys) funksiya a <  s  < t  < b  uchburchakda. y(t)  funksiya esa [a, 6] 

kesmada uzluksiz bo'lsa.

integral tenglama ixtiyoriy Л G R uchun yagona uzluksiz yechimga ega. 
Isbotlang.

t .

10.17. (Ax)( t )  =  J  x 2(s)ds  tenglik bilan aniqlangan A  : C[0, a] —> C[0, a]
° s |  •Щ

akslantirish hech bir a >  0 uchun qisuvchi emas, Isbot. qiling.

Ml. 18. a >  0 sonning qanday qiymatlarida

x(t )  =  1 +  f  x 2(s)ds

integral tenglama C[0 , a] fazoda yechimga ega?

1(1.19. R" fazoda



qism to'plam simpleks deyiladi. Agar P  =  {pij). i - j  — I. n m atritsa el-
n

ementlari Щ  >  0 va YjPi j  =  1 ; J =  1 : 2 , . . . .  n shartlarni qanoatlantir-
/=i

sa, P  stoxastik matritsa deyiladi. x i—> P x  akslantirish 5 ?7_1 simpleksni 

o‘zini-o‘ziga akslantirishini ко;rsating. 5 n_1 to'plamda

n .

p{x,y)  =  ТЦ }xi -  yil, 5’’*-1
Ы1

metrika. kiritilgan bo'isin. Agar P  matritsaning biror satri musbat el- 

ementlarda.il iborat bo'lsa. (рц >  O.p® >  0, >  0), P x  =  x

tenglama 5 77" 1 simpleksda yagona yechimga ega. bo'lishini isbotlang.

16.20. K ( t , s )  funksiya. [0, 1] x [0, 1] kvadratda. uzluksiz bo'isin.

max /  IК  ( t . s) \ ds =  M  o<t<i J 0

belgilash kiritaylik. Agar AM |A| < 1 tengsizlik bajarilsa,

x(i)  =  1 +  A I  K( t .  s)x(s)ds  
Jo

integral tenglama C[0 . 1] fazoda yagona yechimga ega ekanligini isbot­

lang.

16.21. Kalkulyatordan foyda.la.nib,

a) 5x — 3 sin x  =  7. b) 3a: +  e- ^  =  10. c) x  =  In \ / l  -I- x 2 — 3 

tenglarnalar yechimini 0,01 aniqlikda toping.

16.22. /  biror uzluksiz funksiya bo'lsa,

l l f f l  1  sin [M Q

tenglikni qanoatlantiruvchi x € C[0, 1] funksiya mavjud. Isbotlang.

16.23. Ushbu

x(t)  =  e~r^  +  sin t 

tenglamaning C[0. 1] fazoga tegishli yechimi mavjud. Isbotlang.
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16.24. X  to 'la  metrik fazo. A : X  —> X p ( A x , A y )  <  qp{x , y ) ,  0 <  q <  1 

qisuvchi akslantirish bo'lsin. Ixtiyoriy x 0 G X  uchun Ax =  x  tenglama-

' *  ning yechimi B[x0, ^ — ] sharga tegishli. Isbotlang.

10.25. X  to 'la metrik fazo, B[xo.r]  С X 'yopiq shar va /  : B[xo:r] —* X  

biror akslantirish bo'lsin. Agar /  akslantirish B[a;0: r] sharni qisqartirib 

akslantirsa. ya’ni

p { f ( x ) , f { y ) ) < q - p ( x , y ) ,  0 < q < : 1, x. у  G B[x0)r]

shartni qanoatlantirsa va p ( f { x ) :x0) <  (1 -  q) • r tengsizlik bajarilsa. 

f { x)  =  x  tenglama B[x0. r] sharda yagona yechimga ega. Isbotlang.

10.26. X  to 'la  metrik fazo, /  : X  —» X  uzluksiz akslantirish

|  P(f(x):  f ( y ) )  >  f  • P(x: y), a  >  1, x\ у £ X

shartni qanoatlantirsin. U holda f ( x )  =  x tenglama yechimga ega bo'lishi 

shartmi?

10.27. R 77 fazoda metrika n

\  i = 1

tenglik bilan aniqlangan. A  =  (a^). i , j  =  1 . n m atritsa elementlari
n

. max V  Ifiil < 1
l < j < n

i =  1

shartni qanoatlantirsa. .4 : R n .—>• R ” akslantirish qisuvchi bo'ladi. Isbot­

lang.

10.28. A  =  (a-ij) cheksiz m atritsa bo'lsin. x =  (n-i.£ 2. . . .  , x n. . . . )  uchun
OC OC oo \

^ 2 a2iXu U . . .  1
Й  i = 1 . . Щ  /

belgilash kiritaylik. Quyidagi tasdiqlarni isbotlang:
oc

a) agar sup \а^\ < 1 bo'lsa. A : l \  —> | | .- qisuvchi:-
l < j < X  i = l
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b) agar sup Y2 \a>i\ <  1 bo'lsa, A : m  —> m - qisuvchi:
1 < г < о о  j = 1

OO 00
c) agar YI YI \aijI < 1 bo'lsa. A : t 2 £2 - qisuvchi.

j=i Ш

16.29. Akslantirish A : C[0, 1] —»• C[0, 1], Ax(t) =  A x(ta), a  >  0 tenglik 

bilan berilgan. Parametr A ning qanday qiymatlarida bu akslantirish 
qisuvchi boiadi?

16.30. /  va g uzluksiz funksiyalar boiib, |/(0 )| <  1, |/(1 )| < 1 shart ba.ja.r- 
ilsa,

? $ ! =  • Й Й 1 +  9(t)

ega ekanligini isbotlang.

16.31. A : 1/2[0, 1] —» L2[0, 1] , (Ax)(t) =  A • x(t°),  0 <  a  <  1 akslantirish 

A parametrning qanday qiymatlarida qisuvchi bo'ladi?

16.32. K( t . s )  uzluksiz va a  < 1 bo'isin. Parametr A ning qanday qiymatlarida 
A : C[0, 1] -> C[0, 1]

(Ax)(t)  =  A • f  x(s) ds
J0 \l “

akslantirish qisuvchi bo‘ladi?

17-§. Metrik fazolarda kompakt to ’plamlar

Agar К  С X  to'plamning istalgan ochiq qoplamasidan chekli qism qopla- 
ma ajratish mumkin bo'lsa, u holda К  kompakt to ‘plam deyiladi. Agar X  

fazoning istalgan ochiq qoplamasidan chekli. qism qoplama. ajratish mumkin 

bo'lsa. u holda X  kom.pakt. metrik fazo deyiladi. Kompakt to'plamni quyida­
gicha ham ta'riflash mumkin. Agar К  to'plamdan olingan ixtiyoriy {xn} 

ketma-ketlikdan К  da yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin 

bo'lsa, К  ga kompakt to'plami deyiladi. Agar M  to'plamning yopig'i [M] 

kompakt to'plam bo'lsa, M  nisbiy kompakt to'plam deyiladi. Agar ixtiyoriy
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\ х  G М  uchun shunday a G A mavjud bo'lib. р(х, а) < е tengsizlik bajarilsa, 
A to'plam М  to'plam uchun £ to 'r deyiladi. Agar ixtiyoriy e > 0 son 
uchun M  to'plamning chekli с to*ri mavjud bo'lsa, M  to'la chegaralangan 

to'plam deyiladi.

Har qanday to'la chegaralangan to'plam chegaralangan bo'ladi, lekin teskari- 
si o'rinli emas. Metrik fazolarda to'plamning nisbiy kompakt bo'lishligi haqida. 
quyidagi tasdiq o'rinli.

17.1-teorem a. (X, p) to:la metrik fazodagi M to'plam nisbiy kompakt 

bo'lishi uchun, uning to'la chegaralangan bo'lishi zarur va yetarli.

С  [a, 6] fazoda F  funksiyalar oilasi berilgan bo'lsin. Agar shunday С  >  0 
mavjud bo'lib. ixtiyoriy ф G F va barcha x G [a, b) lar uchun | ф(х) j <  С  

tengsizlik bajarilsa, u holda F  funksiyalar oilasi tekis chegaralangan deyiladi. 

Agar ixtiyoriy e > 0 son uchun shunday 6 > 0 son mavjud bo'lib. |xi -  x2| <
S tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy х г, x2 G [a, b} hamda barcha ф G F 

lar uchun | ф (xi) — ф (x2) \ < £ tengsizlik bajarilsa. F  funksiyalar oilasi tekis 

darajada uzluksiz deyiladi.

17.2-teorem a (Arsela teoremasi). M  с  C[a,b\ to'plam nisbiy kompakt 

bo'lishi uchun uning tekis chegaralangan va tekis darajada uzluksiz bo'lishi 
zarur va yetarli.

Endi biz Rn yoki C” fazoda to'plamning kompaktlik va nisbiy kompaktlik 
кriteriysini beramiz.

17.3-teorem a. Rn( C,?) metrik fazodagi К  to'plam kompakt bo'lishi uchun. 

uning chegaralangan va yopiq bo'lishi zarur va yetarli.

17.1-natija. Rn(C n ) metrik fazodagi К  to'plam nisbiy kompakt bo'lishi 

uchun. uning chegaralangan bo'lishi zarur va yetarli.

17.1. X  metrik fazoda A va В nisbiy kompakt to'plamlar bo'lsa, AUB.  A n  

В  to'plamlar ham nisbiy kompakt bo'lishini isbotlang.

Isbot. A va В  nisbiy kompakt to'plamlar bo'lgani uchun. 17.l-teorema- 

gn ko'pa, ular to'la chegaralangan bo'ladi. Demak. A va В to'plamlar uchun
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Ae va В5 chekli е to 'dar mavjud. U holda A U  В  to'plam uchun As U B£ 

to'plam chekli e to'r bo'ladi. Bundan A U B  to'plamning to'la. chegaralangan 
ekanligi. 17.1-teoremada.n esa A U В ning nisbiy kompakt to'plam ekanligi 

kelib chiqadi. 17.3-misol tasdig'iga ko'ra kesishma АП В С A nisbiy kompakt 
to'plam bo'ladi. □

17.2. C[a.b] fazoda.

F = { y { s )  =  J  К  (s, t) x (t) d t . x Щ B[  0, 1 ] | (17.1)

funksiyalar oilasini nisbiy korhpaktlikka tekshiring. Bu yerda £>[0, 1] 
to'plam - С  [a, b\ fazodagi markazi noY (x(t) =  0) nuqtada radiusi 1 
ga teng bo'lgan yopiq shar. К  (s. t) - [a, 6] x [a, b] kvadratda aniqlangan 

uzluksiz funksiya:

Yechish. Arsela teoremasiga ko'ra. F  funksiyalar oilasining tekis chegara­

langan va tekis darajada uzluksiz ekanligini ko'rsatish yetarli. К ($, t ) funksiya

- [a, 6] x [a, b] kvadratda uzluksiz bo'lganligi uchun u chegaralangan, ya’ni 
shunday С >  0 son mavjudki. barcha s. t  € [a, 6] lar uchun |K(s , t ) \  <  С  

tengsizlik o'rinli. x € B[0, 1] shartdan max \x (£) | <  1 ekanligi kelib chiqa-
a<t<b,

di. Endi F funksiyalar oilasining tekis chegaralangan ekanligini ko'rsatamiz:

| у ( s )  | =  f  К  ( 5 ,  t) x( t )  dt  I <  f  |К  (s, t) [ * ! x  (t) | dt <  С  • 1 • (6 —  a ) . 
J  a \ J  a

Bu tengsizlik F  funksiyalar oilasining tekis chegaralangan ekanligini isbotlay- 
di. Endi F funksiyalar oilasining tekis darajada uzluksiz ekanligini ко'rsatamiz:

2 /(S 2> l.=  f a  K { s u t )  x fc t )  d t  — f l  К  (S2 : f )  X {t)  j i t  | <  _ 

<  f l  \ K  ( s b  t )  -  К  ( s 2, t )  I .• I X (t). I d t  <  e  • 1 - (b -  a) .

So'nggi munosa.bat \si — s2| < 5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha s i ,s 2 E 
[a, b] va hamma. x  € £?[0, 1] lar uchun o'rinli. Demak, F funksiyalar oilasi 
tekis darajada. uzluksiz ekan. Shunday qilib. Arsela teoremasiga ko'ra (17.1) 
tenglik bilan aniqlangan F funksiyalar oilasi nisbiy kompakt to'plam bo'ladi. 

□  - . . , ...
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17.3. С[0: 1] fazoda.

Ш  ф = | * e ( t >= . Q е  (0’ тп  ,(17-2)„

funksiyalar oilasini nisbiy kompaktlikka tekshiring.

Yechish. Arsela. teoremasiga ko'ra. (17.2) tenglik bilan aniqlangan Ф 
funksiyalar oilasining tekis chegaralangan va. tekis darajada uzluksiz ekanligini 
tekshirishimiz kerak. (1 — a t )2 =  1—2 at-\-a2t2 >  0 tengsizlikdan | xQ (t) | <  

1 ekanligi kelib chiqadi. Demak, Ф funksiyalar oilasi tekis chegaralangan ekan. 
Tekis darajada uzluksiz emas degan tushunchani ta'riflaymiz. Agar biror e > 0 

son va ixtiyoriy S > 0 uchun shunday xa G Ф va shunday t\. t2 € [0. 1] lar 
mavjud bo'lib, 1t\ — t<i| < S tengsizlik bajarilganda

| X a (tl ')  %ai (^2 ) I ^  -

tengsizlik bajarilsa, Ф funksiyalar oilasi tekis darajada uzluksiz emas deyiladi.
Endi c =  l /2 v a .( )> 0  - ixtiyoriy son bo'lsin. Agar a  >  — va =  —. t2 =  0

0 a
bo'lsa,. u holda 11\ — £21 — — <  S bo'ladi. ammo

a

К  2 a -  —
I *a (h) -  Xa (h) I =  --------- =  1 >  s

1 +  Q2 • 4a1
tengsizlik o'rinli. Demak, Ф funksiyalar oilasi tekis darajada uzluksiz emas 
ekan. Shunday qilib, (17.2) tenglik bilan aniqlangan Ф funksiyalar oilasi nisbiy 
kompakt to'plam emas ekan. □

17.4. X  metrik fazoda sanoqli va kompakt bo'lgan to'plamga misol keltiring.

Yechish. X  =  (—00, oc) va M  =  {0, 2. 2~1, . . . .  2~n. . . .  } boTsin. 
Д/ to'plam sanoqli va. yagona. limitik nuqtasi 0 ni saqlaydi. Demak. M  yopiq 

to'plam. M  to'plam quyidan 0. yuqoridan 2 bilan chegaralangan, ya.'ni chegar­

alangan to'plam. 17.3-teoremaga. ko'ra. M  kompakt to'plam bo'ladi. □

Uy vazifaiari va mavzuni o4zlashtirish uchun masalalar
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17.5. X  metrik fazo A  undagi kompakt to'plam  bo'lsin. U holda ixtiyoriy 

B (B  С A) to'plamning nisbiy kompakt bo'lishini isbotlang.

17.6. X  metrik fazo A  undagi kompakt to'plam  bo'lsin. Shunday B (B  с  Д) 

to'plamga misol keltiringki, u kompakt to'plam bo'lmasin.

17.7. X  metrik fazo A  undagi nisbiy kompakt to'plam  bo'lsin. U holda ix­

tiyoriy B (B  С A)  to'plamning nisbiy kompakt bo'lishini isbotlang.

17.8. X  metrik fazoda A  va В  kompakt to'plamlar bo'lsa, A  U В. А П  В  

to'plam lar ham kompakt bo'lishini isbotlang.
I . » 1 , . ■ . V

17.9. Kompakt. metrik fazo to 'la ekanligini isbotlang.
%

17.10. Kompakt metrik fazo separabel. Isbot qiling.

17.11. Kompaktning uzluksiz akslantirishdagi tasviri yana kompakt bo'lishini 

isbotlang.

17.12. X  kompakt metrik fazo, {-Fq}qg/ esa undagi yopiq to'plamlar bo'lsin

Agar Fa to'plamlarning ixtiyoriy cheklitasi bo'sh bo'lmagan kesishnmgrt

ega bo'lsa, u holda f]  Fa kesishma ham bo'sh emas. Isbotlang.
nei

17.13. Kompakt metrik fazolarning dekart ko'paytmasi yana kompakt bo'lishi и I 

isbotlang.

17.14. X. Y  metrik fazolar, Y  kompakt va /  : X  —> Y  uzluksiz va inyektiv 

akslantirish bo'lsin. U holda X  va f ( X )  gorneomorf ekanligini isbot Inn д

17.15. X  kompakt metrik fazo va /  : X  —-> X  akslantirish uchun

. f { y ) )  t  y)> Уж,у ш Х  Ш

tengsizlik bajarilsa. /  izometriya bo'lishini isbotlang.

17.16. X  kompakt metrik fazo va. /  : X  X  akslantirish

v u  ■ ; . p ( f { x ) J { y ) )  < р ( х :у)л х ф у  :



м! 111 rtni qanoatlantirsin. U holda f ( x )  =  x tenglama yagona yechimga 

ri'ii bo'lishini isbotlang.

IV, Y kompakt metrik fazo va /  : X  —> X  izometriya bo'isin. U holda 

/'( V) =  X  ekanligini isbotlang.

| f ,  |И. Ik iiM'l rik fazoda a) Z ,b )  M n =  : к €  z |  to'plam R uchun qanday 

I o' i и i tashkil etadi?

Ill 7,' in'plain R 2 da qanday to'rni tashkil etadi?

||0 Irkinlikdagi A =  {1 <  x  <  -5, 0 <  у  <  4} to'plam uchun chekli £ =  

lo’r quring. Chekli £ =  л/2 to 'rlar ichidan eng kam elementlisining 

• I»• 11н 111 lari sonini toping.

V > Y  tekis uzluksiz. M  С X  to'plam to 'la chegaralangan bo'lsa, 

f h i/)  to'plam ham to'la chegaralangan. Isbot qiling. Agar tekis uzluksi- 

lll *•!inrt ini faqat uzluksizlik sharti bilan almashtirilsa, xulosa noto'g'ri 

Ini I Mill, Misol keltiring.

S iiH'I.rlk fazo. Agar ixtiyoriy uzluksiz /  : X  —-> R funksiya chegaralan- 

,n In»’Isa. X  kompakt metrik fazo bo'lishini isbotlang. •KM

I ii nit11 V 11i.otrik fazoda uzluksiz, ammo chegaralanmagan funksiya mavjud 

|iiM \ knmpii,кt metrik fazo emas.

M Адш W kompakt to'plam, F — yopiq to'plam va M  П F  =  0 bo'lsa, 

t|iivi'ln/’i iongsizlikni isbotlang

d ( M . F ) =  p(x. y )  ■> 0.
xeM .ye F

MIiiiihImn M va F  yopiq to'plamlarga misol keltiringki, M  П F  =  0 va 

inf p(x.  у) =  0 bo'isin.
trVAf.yGF

1 йН I ^Ill'll

/ ' ) .  a  > 0; b) { s in a £ } , a  € R;
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V_/ I ~ (  ,  U l  ^  K J .  V..I I Л  --------- r» ^  \ J  % ,  , ,

\  a  4-12 /  \  1 + 12 j
funksiyalar oilalarining qaysilari [0, 1] kesmada tekis darajada uzluksiz?

Qaysilari tekis chegaralangan?

17.26. К  kompakt, C( K)  shu kompaktda uzluksiz bo'lgan barcha haqiqiy 

(kompleks) qiymatli funksiyalar to'plami bo'lsin. Agar

p{x, y) =  max Ix(t) -  y(t)\" 
t £ h

deb olsak. C ( K ) to'la va separabel metrik fazo ekanligini isbotlang.

17.27. X  metrik fa;zo va К  С  X  kompakt to'plam bo'lsin. Ixtiyoriy x £ X  

uchun shunday у £  К  mavjudki. Щ

p{x, y) =  inf p(x,z)
Z £ l i

ya’ni x uchun К  da unga eng yaqin element mavjud. Isbotlang.

17.28. X  metrik fazoda A" to'plam berilgan. Agar ixtiyoriy с > 0 uchun К  

to'plamning kompakt £■ to'ri mavjud bo'lsa. К  kompakt bo'lishini is­

botlang.

17.29. Arsela teoremasidan foydalanib, C (1- [a, b\ metrik fazoda К  to'plamning 

nisbiy kompakt bo'lishining zarur va yetarli shartini toping.

17.30. C[0, 1] metrik fazoda ushbu
M 1 =  {x £ C [ 0, 1]: |x ( t ) |< l } ;  .

M2 =  { x £  C[0, 1] : J

Щ  =  {x £ C[0, 1] 1 \x
M* =  { x £  C[0, 1] : Э # |  < 1, \x"(t) | <  2} ;

Mb = Ц i \Щ  i  h И*)1 < 2} j
to'plamlardan qaysilari nisbiy kompakt to'plam bo'ladi?

x—1V
I \x'(t)\ <  2};

1 <  1> \x'(t)\ <  2. |:

17.31. К  =  [0, 1] x [0, 1] kvadratda uzluksiz differensiallanuvchi va

IS/ I  „ 19/



shart,larni qanoatlantiruvcbi /(£ 1, t2) funksiyalardan iborat Wplam C( K)  

metrik fazoda kompakt ekanligini isbotlang.

7 .42. {an} sonlar qa.nda.y boiganda M  =  {x £ i 2 : |x„| <  an}  "parallelepi­

ped" (2 metrik fazoda kompakt boiadi?

Т.ЛЗ. К  С X  kompakt, f n lar shu kompaktda. aniqlangan. haqiqiy qiymatli 
uzluksiz funksiyalar. Agar ixtiyoriy x € К  uchun {/„(#)} monoton 
kamaymovchi

fl{x ) < f2(x) <  • • * <  f„(x) < * • ■

boisa, hamda lim f n(x) =  f (x)  uzluksiz funksiya boisa, {/„} funk-
Л—* oc '

sional ketma-ketlik /  funksiyaga tekis yaqinlashadi: ya’ni C( K)  metrik 
fazoda p (/n, / )  —> 0. Isbot qiling.

I l l  bobni tak ro rlash  uchun te s t savollari

1. R fazo metrikasini koi'sating.

A) p(x, y) =  |ar -  y\ В) p(x, у) m  |x| -  Щ 

С) p{x, у ) =  \x Л  y \2 • D) p{x, y) =  | 4 +  Ы

2. R" fazo metrikasini ko£rsa.ting.

■  A) p(x , y ) =  i i J 2  Ы  -  Ук)2 в)  p(x : y) =  Y2 Ifffc ^  Ук\
У A-=l k=l

■ ' • n - 2
C) p | J  =  max -Xk -  Ук\ D) p{x,y)  =  ix k ~  IW

1 <k<n  »._2

8 . Щ fazo metrikasini ko:rsating.
Г п ~ n

A) ,p(x,y ) = J E  (xk -  Ы  B) p{x, y) =  J 2 1% -.Ук\
У A-=l A-=l

n
с) р(ж, у) =  max f*$ — 2/*t О) X х -. У) =  E  Ыl<fc<n A-=l

I, fazo metrikasini ko‘rsatihg.

H  A) pi;x, y) =  J X )  (xk - y k)2 B) p(x, y) =  ^2\xk - y k\
Щ-Ш . . Jr=i

Ж о
(!) p(x, y) =  max \xk -  yk\ D) p(x, у) =  £  (гг* -  jfc)

1<*<и A-=i
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5. С[а. 6] fazo metrikasini ko'rsating.
b

A) p(x, у) -  \П  W<) -  y{t) f  at B) p(x, y) = J  |x(£) -  y(t)| dt
V a a

С) Щ y) =  max f e S f l y(t)\ . D) p{x, у) =  /.|i(« ) -  y(i) |2 dta<t<b (bBlOfl a

6 . Ci[a. b] fazo metrikasini ko'rsating. j
, f i  ь

A) p(x, у) = у  /  |i(t) -  y(t)|2 dt B) p(x, y) = f  |i(t) -  y(t)\ dt

b " '
С) p(x, у ) =  max |i( i)  $  y(t)\ D) p(x, y) =  J  |ar(t) -  y(t) |2 dt 

e<t<i> „

7. Co[a: b] fazo metrikasini ko'rsating. v
Г

A) p(x,y) =  J f  \x(t) -  y(t)\®dt B) p(x,y)  =  f f r ( t )  - y { t ) \ d t  
У a n

jf b '
C) p(x, y) -  max Ц ф »  j/(t)|i ■ D) p(x, y) =  /  |i( t)  *- yW |2 *

а<*<Ь ц

8 . p >  1 fazo metrikasini ko'rsating.

sup \xk -  yk| B) |
l<k<oc k=l

00

A) p(x,j/) =  sup [я* -  yk | В) p(x,y)  m £  |x* -  yk

oc oc
c) p{x, y) =  f/ £  Ns -  №-|P D) p (i, г/) =  £  lift -  

A:=l A’= l

9. £2 fazo metrikasini ko'rsating.
oc-

A) p{x, y) =  sup |ift -  ykI B) p{x, 2/) =  £ >  * N* ~  Si!
l<k<oc k—1

OO OO

C) p(x, у) IJ2 W  -  Ук\2 D) p(X, у) =  E  (lit -  2/ft):
1 fe=l

10. Ratsional sonlar to'plami Q ning barcha limitik nuqtalarini toping. 

A) R B) Q C) 0 D) R \Q

11. Ratsional sonlar to'plami Q ning barcha urinish nuqtalarini toping. 

A) R B) Q C) 0 D)

1 2 . Ratsional sonlar to'plami Q ning barcha yakkalangan nuqtalarini toping.

A) R B) Q C) 0 D)
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13. Butun sonlar to'plami Z ning barcha limitik nuqtalari to£plainini toping.
|  A) R B) Q C) 0 D) Z

14. Butun sonlar to'plami Z ning barcha urinish nuqtalari to'plamim toping. 
A) R B) Q C) 0 D) Z

15. Butun sonlar to'plami Z ning barcha yakkalangan nuqtalari to'plamini 
toping.
A) R B) Q C) 0 D) Z

16. R dagi ochiq to'plamni toping.
A) (0, 2) B) (0, 2] C) [0, 2) D) [0, 2]

L7. R dagi yopiq to'plamni toping.

A) (0, 1) B) [0, 1) C) (0, 2] D) [0, 4]

18. R dagi chegaralangan tq4plamni toping.
A) [0, 1] B) (—oo, 0) C) Q  D) (0, oc)

19. (X. p) metrik fazoda chegaralangan to4plahi ta’rifini keltiring.
A) F  С X  to'plam X  dagi birorta sharda saqlansa;

B) F  С X  - yopiq to'plam bo'lsa;

C) F С X  - ochiq to'plam bo'lsa:
Dj F  С X  - chekli yoki sanoqli dona elementdan iborat bo'lsa,

20. Quyidagilar ichidan metrika shartlarini ajrating.

1) p(x. у) =  0 x =  y; 2) p(x, y) m  p(y.  x),. Vx. ij & X
3) p(\x ,  y) = \ p ( y ,  x), 4) p ( x , y ) < p ( x , z )  +  p ( z , y ) , Vx . y , z , €  X.
A) 1,  2, 3 B) 1,. 2, 4 C) 1, 3, 4 D), 1, 2, 3, 4

2 I . Quyidagilarning qaysilari (X , p) metrik fazodagi yopiq to'plam ta ’rifi 
bo'ladi?

1. Agar F  to'plam barcha limitik nuqtalarini o'zida saqlasa;
2. Agar F ning barcha nuqtalari ichki nuqta bo'lsa;

3. Agar F =  [F] bo'lsa:
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4. Agar F  ning to'ldiruvchisi ochiq to ‘plam bo'lsa.

A) 1. % 3 В) 1, 3, 4 C) 2. 3, 4 D) 1, 2. 3. 4

22. Quvidagilarning qaysilari (X.  p) metrik fazodagi ochiq to'plam ta ’rifi 

bo'ladi?

1. Agar F  to'plam barcha limitik nuqtalarini o'zida. saqlasa:

2. Agar F  ning barcha nuqtalari ichki nuqta bo'lsa;

3. Agar F  =  [F] bo'lsa;

4. Agar F  ning to'ldiruvchisi yopiq to'plam bo'lsa.

A) 1, 2, 3 B) 1 , 3, 4 C) 2. 3, 4 D) 2, 4

23. R  metrik fazoning hamma yerida zich to'plamni toping.

A) Q - ratsional sonlar to'plami B) tub sonlar to^)lami

C) Z  - butun sonlar to'plami D)" N - natural sonlar to'plami

24. R  metrik fazoning hamma yerida zich to'plamni toping.

A) murakkab sonlar to'plami B) R \Q  - irratsionai sonlar to'plami

C) Z  - butun sonlar to'plami D) N - natural sonlar to'plami

25. R  metrik fazoning hech yerida zich bo'lmagan to'plamni toping.

A) Q - ratsional sonlar to'plami B) Z - butun sonlar to ’plami

C) R \Q  - irratsionai sonlar to'plami D) [0, oc)

26. Quyidagi tasdiqlardan to'g'rilarini ajrating.

1) Ochiq to'plamning to'ldiruvchisi yopiq to'plamdir.

2) Ochiq to'plamning to'ldiruvchisi ochiq to'plamdir.

3) Sanoqli sondagi ochiq to'plamlarning birlashmasi ochiq to'plamdir.

4) Sanoqli sondagi ochiq to'plamlarning kesishmasi ochiq to'plamdir.

A) 1 ,2 , 4 Э] 1. 2. 3 С) 1. 4 D) 1, 3

27. Quyidagi tasdiqlardan to'g'rilarini ajrating.

1) Yopiq to'plamning to'ldiruvchisi ochiq to^plamdir.

2) Yopiq to'plamning to'ldiruvchisi yopiq to'plamdir.

3) Sanoqli sondagi yopiq to'plamlarning birlashmasi yopiq to'plamdir.
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4) Sanoqli sondagi yopiq to'plamlarning kesishmasi yopiq to'plamdir. 

A) 1, 2. 4 B) 1; 2, 3 С) 1, 4 D) 1, 3

28. Quyida. keltirilganlardan qaysilari to 'la metrik fazo bo'ladi?

1) R  2) W 1 3) C[a , 6] 4) 4  5) C2[a, 6].

A) 1, 2, 3, 4 В) 1, 2, 4. 5 С) 1 , 2; 3, 5 D) 2, 3, 4, 5

29. C i[— 1. 1] fazoda quyidagi ketma-ketliklardan qaysilari nolga yaqinlasha­

di? l ) f n(x) =  x \ . 2) /„(* ) =  1 - a r V
3) =  (sinx)"’, 4) /д(ж) =  (cosх )/г . >

A) 1, 3, 4 В) 1 , 2 С) 2? 4 D) 1 , 2, 3

30. C2P0, 1] fazoda x n(t) =  -f f 7"’"1 ketma-ketlikning limitini toping.

A) x(t )  = 0  B) x(f) — 21 C) x(£) =  1 D) x(t)  =  2

31. R" fazoda Koshi-Bunyakovskiy tengsizligini ko'rsating.

A) E \ a k -bk\ ^ E 4 - E b i  
k= 1 k= 1 b=l

/  n
B) E  |a* • 6*| <  E

k=l \ b l  /  \jb=l

c) ftt i j  p>i

D) E  ak ' h  
k= 1 < 4 / X > K / E * i

fc=l У A—1

32. R ” fazoda Minkovskiy tengsizligini ko'rsating.
n

k= 1A) E  • bk

B) ( e l e *  +  ь*|р) '  < ( e  Ie * |^ p + ;( E  Ы Y ; . P > 1

2 < ± 4 ' £ ь 1
fc*=l Ы

c) E  a t • h  
k—1 
n

1  D) Е к - Ы <  f e k f V  • ( £ \ ь кП ,  P, q > i ,  -  +  -  
к.=1 W l  J  .W 13 )  P q

33. Rn fazoda. Gyolder tengsizligini ko'rsating.

=  1
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34. Yopiq birlik shar qaysi fazoda kompakt to'plam  bo'ladi?

A) IP* da В) С  [a, b] da C) l 2 da D) m  da

35. R n fazoda kompaktlik kriteriysini keltiring.

A) To'plamning chegaralangan va. ochiq boiishi ^

B) To'plamning chegaralangan va yopiq boiishi

C) To'plamning chegaralangan va sanoqli boiishi

D) To'plamning chegaralangan boiishi

36. R n fazoda nisbiy kompaktlik kriteriysini keltiring.

A) To'plamning chegaralangan va ochiq boiishi

B) To'plamning chegaralangan va yopiq boiishi

C) To'plamning chegaralangan va sanoqli boiishi

D) To'plamning chegaralangan boiishi

37. To'la metrik fazoni ko'rsating.

A) С  [a. b] B) Ci[a. b] C) C2[a, b] D) C3[a; b\

38. Separabel metrik fazolar keltirilgan javobni toping.

A) R n, С  [a. b\: i 2, m  B) RJ. C[a,  6], £2> 0)

C) R£>, C[a, b\: 4 :  rn D) GT\  C 2{a. b\, m

39. Separabel bo'lmagan metrik fazoni ko'rsating.

A) Rn B) C[a. b] 1 |  m  D) %

40. Birlik shar qaysi fazoda nisbiy kompakt to'plam boiadi?

A) R n da В) L2[0: 1] da C) t 2 da D) m  da



I l l  bob uchun javoblar va ko‘rsatmalar

I

l l - § .  M etrik fazolar

1. Agar x =  (1, 1). у  =  (2, 2) deb olsak, u holda p2(x. y)  — |1 — 1| 4-

12 — 21 =  0 tenglik oi'inli, ammo x ф у.  Demak. p2 akslantirish uchun 

metrikaning 1-a.ksiomasi bajarilmaydi.

Xuddi shunday ko'rsatish mumkinki, x  =  (2, 3 ), у  =  (3, 2) har xil nuq- 

talar uchun рз(х, y) =  |2 — 2| 4 -13 — 3| = 0  va р±(х, у) =  |2 • 3 — 3 • 2| =  0 

tengliklar bajariladi. Demak, рз va pi  akslantirishlar uchun metrikaning

1-aksiomasi baj arilmaydi.

5. Ha. 6 . p2 metrika. bo4 lmaydi. p 1.p 3.p 4 lar metrika. boiadi.

16-34 misollarda keltirilgan p : X  x X  —* M akslantirish metrikaning barcha 

shartlarini qanoatlantiradr.

35, 36 va 40, 43-misollarda metrikaning 3-sharti bajarilmaydi.

37, 39, 41, 42-misollarda metrikaning 1-sharti bajarilmaydi.

38-misolda. metrikaning 2-sha.rti bajarilmaydi.

44. 2. 45. 6 . 46. 5. 47. 20. 48. 0,5, 49. v/2. 50. 2y/n. 51. 2.

52. 1. 53. 3. 54. y/3. 55. 2\/2 . 56. , /? .  57. 4. 58. 2-тг.

12-§. Y aqin lashuvchi va  fu n d a m e n ta l k e tm a-k e tlik la r

Г», a) Ha. b) Yo!q.’’c) Ha, d) На. Д Ц Щ Ь ;

(I. CW[0 , 1] da yo‘q,. Ci[0 , 1] da lia.

7. y1}( t ) = t ” - t 2\

M. Har bir к €  N uchun [0, 1] kesmada f [ k\  . . . ,  funksiyalarni

ijuyidagi usul bilan aniqlaymiz: /,• (0) =  1 va.

{
г — 1 I

1 , agar - г — <  г  <  ~> 
... f i  — 1 г 

0 , agar ж e  (0: 1] \ ;; fc

lii funksiyalarni tartib bilan nomerlab, { ^n} ketma-ketlikni hosil qilamiz. 

//„ \ ketma-ketlik nol funksiyaga CifO. 1] fazoda yaqinlashadi, lekin biror
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nuqtada ham nolga yaqinlashmaydi.

10. x n (t) = t n - t n+1.

1 1 . xn, yn. -Mm en ketma-ketliklar barcha metrik fazolarda uzoqlashuvchi, 

un ketma-ketlik co,c va m  metrik fazolarda yaqinlashuvchi, agar a p  >  1 
bo'lsa. u t p fazoda ham yaqinlashuvchi, t \  da uzoqlashuvchi.

16. Ha.

13-§. Ochiq va yopiq to ‘plamlar

b). c)

13.1k-ch izm a

a), b), c) larga mos ochiq sharlar 13.2k-chizmada. a), b). c) lar

b)

13.2k-chizm a

a), b). c) larga mos sferalar 13.3k-chizma.da a), b), c) lar

У 1

w
X

13.3k-chizm a

larga mos yopiq sharlar 13.1k qhizmada a), b). c) lar,
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d) J3(0, 1) =  {0}, jB[0, 1]-yopiq shar O.Ti va O.X2 o'qlarining birlashma- 

sidan iborat. 5[0. 1] sfera esa koordinat o‘qlaridan (0: 1) nuqtani chiqarib 

tashlangan to'plamdan iborat.

8. а) В  (—ос, г) =  В  (oo. г)  =  0. b) В  (—ос, г) =  (—00, —(1 -  г)/г)-.  

В ( о с . г ) =  =  ((1 — г ) / г .  ос.)

9. b) Diskret metrik fazodagi birlik ochiq shar uchun

diam B ( xq. 1) =  0 <  2 • 1 . c) Har doim to‘g‘ri emas.

Diskret metrik fazoda 0 =  diam В (x0. 1) <  diamB[:r0; 1] =  1.

1 2 . Diskret metrik fazodagi birlik yopiq shar.
1 1 00 2

20. -  ni -  =  Y2 097 ko'rinishda uchlik kasrgayoyish mumkin. Bu yoyilmada 
4 4 о

1 raqami qatnashma.yapti. Demak, 0.25 G К  ekan.

14-§. T o ‘la  m e tr ik  fazo lar

9. W q . 10. С  [a. b).

11. a) /  - qat'iy monoton funksiya bo‘lsa. b) / -  qat'iy monoton funksiya. 

bo'lib, lim f ( x )  — ± o c  bo'lsa.
x —>±oc

12. ToUdirmasi X  =  ——, — to'plamga izomorf.

13 . (Ф,Рх) m h , (Ф:р2) = m.

15. a) (P. Pi) =  1], b) P ,p 2) =  ( P } [ 0, 1],

e) (P. p3) =  { x  G C[— 1, 1] va t= 0  da. hosilasi mavjud funksiyalar}.

18. R  da ratsional sonlar to'plami.

24. (5, 6) oraliqdagi ratsional sonlarni nomerlab chiqamiz:

= (5, б) П Q.

Quyidagi ochiq to'plamni kiritamiz:

I A i ~  У  v ' i  i p i # X k + 10 - ) 'n*— J.

A to'plam sifatida. A =  ((0. l ) f l Q ) U  (2. 3) U {4} U A\  ni olamiz. U holda

0 . "0" JL
A =  (2. 3) U A Xf A  D [2,, 3] U [5, 6], A  =  (0: 1) U (2, 3) U (5, 6



0 §
А =  [0, 1] U [2, 3] U [5, 6], А Э (2. 3) U [5, 6].

27. X  = R ,  A  =  <Q>.
34. [0,1] da Riman yoki Dirixle funksiyasi.
43. X  ning sanoqli boiishi.
44. Ta’rifga. ko'ra. quyidagi yoyilmalar oiinli:

ос <ю
м  =  и  Щ ,  N  =  ' и  щ Д ,ы=1 n—1

Bu yerda. va N^n-i la.r X  metrik fazoning hech yerida. zich bolma.ga.ri 
to'plamlar. U holda M  U N  =  U Nn tenglik oiinli. Demak, M  U N  1-n—1
ka.tegoriya.li to‘plam.
62. Fr{a, b] =  Fr(a, b) gt {a, 6}, Fr  Z =  Z , F rQ  =  R , *
Fr[a, oo) =  {a} , F r0  =  0.
66 . {xn} ketma-ketlikning [a, b] kesmada tekis ta.qsimla.ngan boiishi. yehun. 

ixtiyoriy /  £ С  [cl, b] da

I h _  n
/  f (x)dx m lim ------  V '  f ( x k)

1 f  1 ж A
----- /  X(a.i3)(x)dx =  lim -  V ' X(a.3)(xn) =  lim
— a  J  ■ n-roc n  *—'  n.—»cx>

n -* o c  П
fc=1

boiishi zarur va yetarli. Har bir (а, в)  С [a, 6] uchun X(a.,3)(^) funksiyani 
uzluksiz funksiya bilan yaqinlashtirib tekis taqsimlangan ketma-ketlik uchun

n(a.. 0) (3 — a  
n  =  6^ “

a k=1

w  i * • ~ 1 1 2  1 2  3 1 2  / с - 1tenglikka. kelamiz. 0. 1, - ....... ;— ,. -. ketma-ket-2 3 3 4 4 4 ’ к ’ к к
lik {xn} boisin. U holda n =  k{k 4-1) : 2 deb olamiz. 

deb olsak к

£=I

234



integral yiglndi va bular uchun

lim \&k — ©fcl =к—гэс' А’—«ос
/ ( 1)

к
О

munosabat o'rinli. Shuning uchun
•l

lim ©A: =  7 f {x)dx
A—oo J {)

tenglik oiinli. Endi n =  — —— uchun 0 vn I ном birini hrililnb,

I  -  У )  / Й Й  =  ~ ® l  +  - ® 2  H--------- h - в *
n n n n

ni olamiz. Ma.temat.ik analizdagi Tyoplit.s teoremasiga ko ia

1 2  к f 1 
lim (—0 i H— 02  +  * • • 4— 0 aO =  Hni 0 a- =  /  f (x)dx  

п-юс- п  п  п  /с—*oc J  о

— 1) к ( к  — 1)
Umglikka kelamiz. Endi ---- ----- < n < -----------  boisin. U holda

I
i—1 £=1 f — k{k—\) | j

boiadi. Kolinib turibdiki 
k(k+l)

1 v -  ,/ ч M k  2M  л 7
r_. . j  2

k { k  — 1)Inin. Bu yerda M  =  max \f(x)\.  hamda lim — —----=  1. Shuning
x€[0, 1] ' n-* oo I n

lim ~У 2/(зв4J =  [  f(x)dx.  
вм о о  n  i n

*i

■ , 1/0

I )nmak. {x„} ketma-ketlik [0, 1] kesmada tekis taqsimlangan boiadi.

uchun
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15-8. Uzluksiz akslantirishlar

10. Ha. 14. a) to 6g':rk b). c) va d) lar doim t.o'g'ri emas.

17. a) uzluksiz. b) izometriya. bo'ladi.

18. a) va c) uzluksiz, b) uzluksiz emas.

19. a) va d) uzluksiz, b), c) va e) lar uzluksiz emas.

2 0 . a) va. b) lar tekis uzluksiz, c) uzluksiz, lekin tekis uzluksiz emas,

d) ft- £  (0 , 2) da. tekis uzluksiz, a  >  2 da. tekis uzluksiz emas.

2 1 . a) tekis uzluksiz, b) a  £  (0 , 2) da. tekis uzluksiz, a  > 2  da tekis uzluksiz 

emas.

22. f ( x )  =  x a\ a  >  1. 27. Tekis uzluksiz bo'ladi. 28. f ( x )  =  y/x.

29. a) Uzluksiz bo'ladi. b) har doim tekis uzluksiz emas. ^

34. 15.17-misolga. qarang.

36. f { x)  =  a ±  x, x G i

37. R 2 fazodagi evklid harakati, yam

/ (xi t £2) == (% cos ip — x 2 sin ip -f a-i, x\  sin tp 4- £2 cos ip 4- a2) va. 

g{x 1, x 2) — (x2, % ) shakldagi izometriyalar va ularning kombinatsiyasi.

58. a) Ha. b) Yo'q.

16-§. Qisqartirib aks ettirish prinsipi

8 . Ha. 18. a < 1 .  21. a) x =  1,414, b) x  =  3, 321, c) x =  - 2 .  369.

26. Shart, emas. 29. A £ (—q. q). 0 <  q <  1. 31. A £  (0, 1).

17-§. M etrik fazolarda kompakt to ‘plamlar

5. A  kompakt. to'plam  bo'lgani uchun, istalgan г  >  0 da. uning As chekli 

t  to 'ri mavjud. В С A  bo'lganligi uchun At to'plam В  uchun ham chekli £ 

to 'r bo'ladi; l?.l-teorem aga ко'pa. В  nisbiy kompakt to'plam bo 'ladi

6 . X  =  R. A =  [0, l ] , В =  (0 ,1). 7* l7J-niisol kabi isbotla.na.di.

18. a) £ =  0 ,5.  b) e  =  . 19. g = = - - - ,
2 n 2

20. Tekislikning 4 ta  M i (2,1), М2(2 ,3), М3(4,1) va M 4(4, 3) nuqtalaridan
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tashkil topgan to'plam A  uchun eng kam elementli e =  y/ 2  to‘r (17.1k- 

chizma.) boiadi.

Vi
4

M,

0 1 > X

17.1k-chizm a

21. X  =  R. M  =  (0.1). f ( x )  =  —.

24. X  =  R 2. M  =  {(#, у) : у  =  0}. F  =  {(ж, у) : a: >  0. у =  rr-1} yoki 

tekislikda M  sifatida у =  x to 'g 'ri chiziqni. F  sifatida esa. asimptotikasi 

у =  x  bolgan va u bilan kesishmaydigan biror egri chiziqni olish mumkin.

25. Birortasi ham tekis darajada uzluksiz emas. a), b), d) lar tekis chegar- 

alangan.

29. [a, b] fazodagi К  to'plam nisbiy kompakt boiishi uchun uning tekis 

chegaralangan hamda o‘zi va hosilalari tekis darajada uzluksiz boiishi zarur 

va yetarli.

30. M2, М3. M4. 32. lim an =  0.
n—♦ 00

III bobda keltirilgan test javoblari

1-A 2-A 3-B 4-C 5-C 6-B 7-A 8-С 9-C 10-A 11-A 12-C 13-C 

H-D 15-D 16-A 17-D 18-A 19-A 20-B 21-B 22-D 23-A 24-B 25-B 

26-D 27-C 28-A 29-A 30-A 31-D 32-B 33-C 34-A 35-B 36-D 

37-A 38-B 39-C 40-A.
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