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Kirish

Funksional analiz matematikaning alohida. bo"limi sifatida. XVIII asrning
oxiri va XIX asr boshlarida shakllana boshlangan. Funksional analizga oid
dastlabki ilmiy ishlar italyan matemagi Volterra. fransuz matematigi Puankare
va nemis matematigi Hilbertga t-aalluglidir. Metrik fazo tushunchasi fanga
fransuz matematigi Freshe tomonidan XX asr boshlarida kiritilgan. normalan-
gan fazo tushunchasi 1922 yilda polyak matematigi Banax va unga bog'liq
bo'Imagan holda amerikalik matematik Viner tomonidan kiritilgan.

Ma’lumki universitetlarning nMatematika"”, "Mexanika” va "Amaliy ma-
tematika va informatika" yo'nalishlari uchun tuzilgan o'quv rejada "Funk-
sional analiz" fani ko‘zda tut.ilgan bo'lib, uslibu fan ixtisoslik fanlar ichida
asosiy o'rin tutadi.

Universitetlarda "Funksional analiz" kursi asosan ikki gqismdan iborat, ular
shartli ravishda quyidagieha nomlanadi:

I gism. Haqiqgiy o'zgaruvcliining funksiyalari nazariyasi.
Il gism. Operat-orlar nazariyasi.

Amaldagi "Funksional analiz" kursi fan dasturida | gism "O'lchovli to‘p-
lamlar nazariyasi”. "Lebeg integral!" va "Metrik fazolar" bo‘limlarini o'y
ichiga oladi. Il gism esa. "Normaiangan fazolar" va "Operatorlar nazariyasi"
bo'limlarini o'z ichiga oladi. Universitetlarning matematika mutaxassisligida
ta’lim oluvchi talabalar uchun "Funksional analiz" kursidan olzbek alifbosi-
da, birinchi marotaba akademik T.A. Sarimsogov tomonidan darslik nashr
etilgan (T.A. Sarimsoqov. Hagiqly o;zgaruvchining funksiyalari nazariyasi;
T.A. Sarimsoqov. Funksional analiz kursi). Oliy o‘quv yurtlarida ta’lim shak-
li ikki bosgichli tizimga (bakalavriatura va magistratura) offishi munosabati
bilan OTMlari barcha fan dasturlarida jiddiy o'zgarishlar yuzaga keldi. Bu
o‘zgarishlar o'z navbatida. barcha yo'nalishlar uchun tegishli darslik va o'quv
go”lanmalarni islilab chigishni talab etmoqgda. Ushbu [6, 7] o‘quv qo;llanmalar,
universitetlarning bakalavriatura o'quv rejasidagi "Funksional analiz" kursidan
yuqoridagi ehtiyojlarrii gondirish magsadida yaratilgandir.



Mazkur o‘quv go‘llanma, universitetlarning mafccrnatikri yo'nalishi talabalari
uchun "Funksional analiz” kursidan anmliy mulufulolUirni olib borishda
lotin yozuviga asoslangan o‘zbek alifbosida adabiyotlar tangiHIligmiiig oldini
olish magsadida. yozilmogda. Mazkur go‘llanmada "FimkHioual analiz” fani-
ning | gismini tashkil etuvchi o'lchovli to”lamlar nazariyasi. Lebeg integrali
va metrik fazolarga. oid mavzuiar uchun tegishli ta’riflar, xossalar, teoremaiar
bayoni berilgan,, shuningdek misol va masalalar namuna sifatida yechib koasa-
tilgan.

Birinchi bo4im odchovli to:plamlar nazariyasiga bagHshlangan bo'iib, qo4-
lanmada to;plamlar va ularning o‘lchovlariga. Did mavzuiar bayon gilinadi.
Har bir mavzuga oid asosiy tushunchalar ta’rifi, asosiy teofemalar va xos-
salar keltirilgan. Qo'llanma todlamlar, akslantirishlar, to'plamlar quvvati/e
to;plamlar sist.emasi,p‘lchovli to”plamlar, o'lchovning umumiy ta:rifi va ofichov-
ni Lebeg ma’nosida davom ettirish kabi mavzularni o4 ichiga oladi. Har bir
mavzu namunaviy misollar bilan boyitilgan. Shuningdek, mavzularni o'zlash-
tirish va mustaqil o;rganish uchun yetarlicha misol va masalalar berilgan.

Ikkinchi bo‘lim integrall&r nazariyasiga bag'ishlangan. Qo'llanmada o'lchovli
funksiyalar, oHchovli funksiyalar ketma-ketliklarining yagmlashishlari, Lebeg
integrali, monoton funksiyalar, o;zgarishi chegaralangan funksiyalar, absolyut
uzluksiz funksiyalar va Lebeg-Stiltes integraliga oid ma.lumotiar bayon gilina-
di. Har bir mavzuga oid asosiy tushunchalar ta/'rifi, teoremaiar va xossalar kel-
tirilgan. Barcha mavzuiar bo-yicha. namunaviy misollar yeohimi bilan berilgan-.
Shuningdek, talabalar mavzularni yaxshi o‘zlashtirishi va mustagil o'rganishi
uchun liar xil tipdagi misol va masalalar jamlangan.

Uchinchi bo'lirii" metrik fazolar nazariyasiga bag4shlangan. Qo;llanmada.
metrik fazolar, yaginlashuvchi ketma-ketliklar, to‘la metrik fazolar, ochiq va
yopiq tOplamlar, kompakt to'plamlar, separabel metrik fazolar va gisgartirib
akslantirishlarga oid mavzuiar bayon gilingan. Har bir mavzuga oid asosiy
tushunchalar ta'rifi, asosiy teoremaiar va xossalar keltirilgan. Mavzularga oid
namunaviy misollar yechib ko‘rsatilgaii. Shuningdek, mavzuiar bo;yicha uy
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vazifalarini bajarish va mustaqgil o'rganish uchun yetarlicha masalalar berilgan.

Misol va masalalar tuzishda Ayupov Sh.A., Ibragimov M.M.. Kudavberge-
nov K.K.(Funksional anaiizdan misol va masalalar, Nukus, "BILIM4, 2009) va
OuaH HO.C.(C6opHMK 3aa4 no MaTemaTM4eckomy aHanmn3y, Mocksa, Mpocse-
LeHve, 1981) hamda Abdullayev J.1., G;anixojayev R.N., Shermatov M.H. va
O.l. Egamberdiyevlarning "Funksional analizl (Toshkent-Sarhargand, 2009)
o'quv go'llanmasidan keng foydalanildi. Ushbu olguv go”™lanma O'zbekiston
Milliy universiteti, Samargand d.avlat universitetida Funksional analiz hamda
Funksional analiz va integral tenglamalar fanlaridan ma’ruza va amaliy mash-
gdilotlar olib boruvchi professor-o'gituvchilarning ko;p yillik ish tajribalari
asosida yozilgan.

Mualliflar o:quv go"llanmani yaxshilashda bergan foydali maslahatlari uchun
mas’ul muharrir va tagrizchilarga, hamda matnni tahrir gilgani uchun B.E.Dav-
ranovga o'z minnatdorchiliklarini bildiradilar.

Qollanma birinclii marta chop gilinayotgani uchun xato va kamchiliklar
bo/Nishi mumkin. Xato va kamchiliklar hagidagi Rkr va mulohazalaringizni
jabduilaev@mail.ru elektron manziliga joatishlaringizni so‘raymiz.


mailto:jabduilaev@mail.ru

. 0 'LCHQVLI TO'PLAMLAR

Ushbu boUim to‘plamlar, akslantirishlar, to'pUuuhvr quvvati, to‘plaml|fc sis-
temasi, offichovli. to‘plamlar, o‘lchovning umumiy tn'rlifl w1 oMchovni Lebeg
manosida. davom ettirish kabi mavzularni p‘z ichiga oladi. Har bir imtvzuda na-
munaviy misollar yechimi bilan keltirilgan. Shuningdek, amaliy mashgkulotlar
va uy vazifasi uchun yetarlicha misol va masalalar berilgan.

I- 8. To‘plamlar ustida amallar

Matematikada juda xilma-xil tQflamlarga duch kelamiz. Hagigiy sonlar
tofpla.mi. tekislikdagi kofbburchaklar to‘plami, ratsional koeffitsiyentli ko‘phad-
lar.tofplami va hokazo. To'plam tushunchasi matematikada t"*yanch tushun-
chalardan bofib. unga ta’rif berilmaydi. Toplam sofining sinonimlari sifatida
ob'ektlarjamlanmasi yoki elementlar majmuasi sof birikmalaridan foydalani-
ladi. Tofblamlar nazariyasi hozirgi zamon matematikasida juda muhim o£inga
ega. Biz uning ayrim xossa.larini ofganish bilan cheklanamiz.

Tofplamlarni lotin alifbosining bosh harflari A, B <... ularning elementlar-
ini esa kichik - a, harflar bilan belgilaymiz. Biz asosan quyidagi bel-
gilashlardan foydalanamiz. N —natural sonlar toglami. Z — butun sonlar
todlami, Q —ratsional sonlar toflami. R — hagiqgiy sonlar todlami, C
—kompleks sonlar todlami, R+= [0, oc), Z+ = {0} UN hamda Rn sifati-
da n —ofichamli arifmetik Evklid fazo belgilanadi.

Matematik simvollarning ma'nolariga to'xtalamiz. a £ A belgisi a ele-
ment A toplamga tegishli ekanligini bildiradi. Bu tasdigning inkori a A
shaklda.yoziladi va a element A toplamga tegishli emas deb o'giladi. AC B
belgi A toplamning barcha elementlari B toplamga, ham tegishli ekanligi-
ni bildiradi. Bu holda. A to'plam B todlamning gismi deyiladi. Ma.sa.lan.
natural sonlar tofHlami hagigiy sonlar to4la.mining gismi bofladi. Agar A va
B to'plamlar bir xil elementlardan tashkil topgan boflsa, u holda ular teng
to'plamlar deyiladi va A —B shaklda yoziladi. Kofincha, toflamlarning
tengligini isbotlashda A C B vs, B C A munosabatlarning bajarilishi
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ko'rsatiladi ([1] ga garang). Ba’'zida birorta ham elementi mavjud bo'lmagan
to;plamlarni garashga to:g:ri keladi. Masalan, 2 < x < 2 qo'sh tengsiz-
likni ganoatrantiruvchi haqgiqgiy sonlar to‘plami yoki jd = m* tenglamaning
yechimlari to'plami va hokazo. Bunday to;plamlar uchun maxsus bo ‘sh to plam
nomi berilgan va uni belgilashda 0 simvoldan foydalaniladi. Ma'lumki, har
ganday toglam bo‘sh to‘plamni o'zida saglaydi va har ganday toJplain opining
gismi sifatida garalishi mumkin. To;plamlarning bo‘sh to'plamdan va o'zidan
farqli barcha gism to‘plamlari xos gism to plamlar deyiladi. o'quv goUlanmada
A va V belgilari riios ravishda va hamda yoki scrzlariga mos keladi.
Ixtiyoriy tabiatli A va B to™plamlar berilgan bo'lsin.

AUB ={x:.x€ AV x€ B}
to;plam A va, B to’plamlarning yig:indisi yoki birlashmasi deyiladi.
ATIB m {x x GA Aw LWB}

to*plain A va B to'plamlarning kesishmasi deyiladi. Ixtiyoriy (chekli, chek-
siz) sondagi Aa to‘plamlammg yig'indisi va kesishmasi ham shiinga o'xshash
aniglanadi:

&%(Aq: {x: 3@¢€ X, x€ Jlao},. a&_ea = {x: Va EX, xGAa}.
A va, B to;plamlarnmg ayirmasi deb
A\B={x: x€ A Ax B}

to‘plamga aytiladi. Agar B C A Dbo;lsa, A\B ta'plam B to:plamning A
to;plamgacha to4diruvchi to‘plami deyiladi va CaB = CB shaklda belgi-
lanadi. Ba'zan, A va B toplamlarnmg simmetrik ayirmasi tushunchasini
kiritish magsadga muvofig bo'ladi. A\B va B\A to:plainlarning birlashmasi-
dan iborat to'plamga A va B to'plamlarning simmetrik ayitmasi deyiladi,
ya'ni

LLI NNAB = (A\B) U (B\A).
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Agar /1, HC G boTib, (I dn M{ "' munli iii'H]!niiymi Ine W 1 IRI<dn
1B ={; cm a+ o( || m P
to'plam J1 va B to*plamlftniing arifmctik i/n/'tmiivi dnyilndl.
A” va Y to‘plamlarning dekart ko'paytniani d*gHiidu
XxY ={(x,i/); »m«x; yeY]

to‘plam tushuniladi. X x Y todlamnmg ixtiyoriy H gism toplami mimosa-
hat deyiladi. x element (x,y) juftlikning birinchi koordinatasi, y element
esa uning ikkinchi koordinatasi deyiladi va mos ravishda x = pri(x.y) va
Y = Pr2{x:'y) kabi belgilanadi. Xuddi shunday X x Y to™*plamning ixtiyo-
riy R qism to’plamining birinchi va ikkinchi koordinatalarga x>royeksiyalari
aniglanadi:

PN\R={x: xGI, 3y GY. (x.y) GR}.

pr*R={y: y GY. 3x GX, (x.y) £R} .
Bu to'plamlar R rmmosabatning mos ravishda aniglanish sohasi va giymatlar
sohasi deyiladi. Bundan kevin biz LLLX) bilan X ning barcha gism to4la.mlari
sistemasini belgilaymiz.

Endi mavzuga oid namunaviy misollar yechib ko'rsatamiz.

1.1. To'plamlar yig;indisi va kesishmasi kommutativ. Isbotlang.

AUB =BUA  ATIB =B TIA

Isbot. Ixtiyoriy x GAUB eleitientni olamiz. Bundan
x£EA V XxXGB =>xGB V xEA=>x£BUA

ni olamiz. Demak, AUB C BU A ekan. Agar y GB U A ixtiyoriy element
bo‘lsa. u holda

yeB v yeA=>yeA v yeB=>yeAuns

bo'ladi, ya'ni B UA C AUB ekan. Yuqorida keltirilgan munosabatlardan
AUB = B UA ekanligi kelib chigadi. O
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1.2. Distributivlik gonunlarini isbotlang:
(AuB)I\C = (AMC)u(Br\ C).
(ArMB) UC =(AUC) N (B UC).

Isbot. x £ (Al) B) MC ixtiyoriy elementn bo'lsin. Ta'rifga ko'ra.
XE£AUB A x £C bo'ladi. Bu yerdan

(XEAVXEB) AXEC =>x £ AUC A x £BUC => x £ (JInC)r(BriC)

kelib chigadi. Demak, (AUB) NMC C (AUC) (B UC) ekan. Agar y £
(AUC) N(B UC) ixtiyoriy element bo'lsa., u holda

y EADC Ay £EBUC => (yEAVYEC) A(YEB Vy £C)

bo‘ladi. Bu yerdan y £ (Al) B) I'C ni olamiz, yani (AUC) IN(BUC) C
(AUB) INC ekan. Yuqorida keltirilgan munosabatlardan (AN B) MNC =
(AUC) MN(B UC) ekanligi kelib chigadi.
(4MB) UC = (AUC) N(B UC) tenglik shunga o'xshash isbotlanadi. O
To'plamlar nazariyasida muhim ofin tutadigan va ikkilik prinsipi deb
nomlanuvchi quyidagi munosa.batni isbotlang.

1.3. YigHndining to;ldiruvchisi toUdiruvchilar kesishmasiga teng:
E\%Aa = aI‘I{E\Aa), Aa C E. Q.l)
Isbot. Ixtiyoriy x £ E\LgAa elementni olamiz, bu yerdan x £ E va
X ¢ UAa ekanligi kelib chigadi. Bundan ixtiyoriy a uchun x ning Aa
to‘plamga tegishli emasligiga kelamiz. Demak. x element ,4a to'plamlarning

to‘ldiriivchilaridayotadi. Shunday qilib. ixtiyoriy a uchun x £ E\Aa munos-
abat o'rinli, bundan biz x £ I;I(E\Aa) ga. ega boUamiz. Bu esa

E\g.4(| C gl(E\fI«) (1.2)

munosa.batni keltirib chigaradi. Endi teskari munosabatni isbotlaymiz. Agar
A £ T1(E\Aa) bo‘lsa. u holda barcha a larda. x £ 'E\Aa bo'ladi va x

9



element A tcrplamlarning birortasiga ham tegishli emas, bu esa x § UAf
ekanligini bildiradi. Demak, x E E\U Aa ekan. Bundan biz

E\lgAa A Q(E\Aa) (1.3)
o0& kelamiz. (1.2) va (1.3) munosabatlar (1.1) tenglikni isbotlaydi. O

1.4, A= {(t.y) : N <4, W<4} va B = {{xry) . x2+y2<25} todh-
lamlar uchun AuB, A\B> AABr AlB to'plamlarni t-ekislikda tasvir-

lang.

Yechish. Tekislikda to‘g;ri burchakli koordinatalar sistemasini garaymiz.
Bu holda A —[—4; 4 x [4; 4] kvadra.tdan, B esa markazi koordinatalar
boshida radiusi 5 bolgan yopiq doiradan iborat bo;ladi (1.1-chiziaga garang).
A U B - 1.1-chizmada shtrixlangan soha, A\B kvadratning uchlaridagi ver-
tikal shtrixlangan soha, AAB —chizmada vertikal va gorizontal shtrixlangan
soha, Al B —chizmada qgiyalab shtrixlangan soha. O

y

1.1-chizma
1.5. {X\Y)\Z = X\ (Y UZ) tenglikni isbotlang.

Isbot. Berilgan to‘plamlaming tengligini tekshirish A ¢ B va B ¢ A
munosabatlarni ko‘rsatish orgali amalga oshiriladi. Endi x G (X\Y')\Z ix-
tiyoriy element bo‘lsin. U holda x GX\Y, X £Z = x£X. x*Y, X0
Z=> x G X, x €£(YUZ) ='x GX\{YUZ). Demak, (X\Y)\Z c
X\ (Y UZ) munosabat o4inH. Endi teskari munosabatni ko;rsatamiz. y G
X\(Y U2Z) ixtiyoriy element bodsin. U holda | £1, y ® Y UZ bo’ladi.
Buyerdan y E X,y @ Y.y ¢ Z ekanligini, bundan esa y E X\Y, y @ Z

10



natija.da y E (X\Y )\Z ekanligini olamiz. Demak, (X\Y)\Z D X\ (Y U2)
munosabat o'rinli. Olingan bu ikki munosabatdan (X\Y)\Z = X\(Y U2)

tenglik kelib chigadi. O
1.6. (X DXi) x (Y ITYI) = (X x Y) M(Xi x Yi) tenglikni isbotlang.

Isbot. Bu yerda ham 1.5-misoldagi kabi vo'l tutamiz. V(x.y) E (XnXi) x
(Y i) &EIfl Xi, yEYTNY\.Buyerdan a EX. y EY AXE
Ai, y €Y1 = (xy) ¢ X XY A (xy) E Xi x Yi ekanligini, bundan
esa (a,y) E (X x Y) IM(Xi x Yi) ni olamiz. Ya'ni (X M Xi) x (Y MYi)
C (X xY)n(XixYi) munosabat o'rinli. Teskari munosabatni kp‘rsatish
uchun (x,y) E (X x Y) IM(Xi x Yi) dan orgagagarab harakatlanish yetarli.
Shunday qgilib. (X fIX1) x (Yn Y\ = (X x Y) M(Xi x Y{) tenglik isbot.landi.

1.7. Ixtiyoriy '{Ar} to'plamlar ketma-ketligi uchun shunday {Bn} to'plam-
lar ketma-ketligini tuzingki,

a) BnC An, BillBj =0, %dj, nngn: ng An Dbo'lsin:

b) BhDAn;, Bnii D /%Bn: 7glAn bo'lsin:

c) Bnhc An, Bntlc B,,. Bl= yEll'lrl bo'lsin.

oL
Yechish. Berilgan {An ketma-ketlik uchun {B?} to'plamlar ketma-
ketligini quyidagicha tuzamiz:

—&U &2 — ... Bn=An\_U [1&,....
yfeli

Hosil gilingan {Bn} to'plamlar ketma-ketligi misolning a) bandidagi barcha
sliartlarm ganoatlantiradi. Quyida biz b) va c¢) bandda.gi shartlarni ganoat-
iruvchi {Bn} to'plamlar ketma-ketligini keltiramiz:
b) B\ = Ait BA=A\UAg..... Bn= kL:J|A%
¢c) B\ =jdi, B2= Bn= K_FllAk m " - O
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1.8. Ushbu ( ------- 4?5 — h_E I.in 6 Z, /m_N intervallarnmg; heeh biri
ti

\/2 sonini o*z ichiga olmasligini isbotlang. Demak,

mE€Zn€M 4 7

Isbot. -V2 soni irratsional bo”ganligidan, ixtiyoriy butun m, n sonlari
uchun \mz—2n2\® 0 bo’ladi. Binobarin fm2—2n2|> 1 tengsizlikka kelamiz.
Endi ixtiyoriy butun m GZ va natural T GN sonlari uchun | ----- V2| > Tn”z
tengsizlikni isbotlayrniz. Bu yerdan

re L 1L 1 /T 1 m 1
776N "
munosabat kelib chigadi. Agar m < 0 bo:lsa. u holda ravshanki I ----- 4/21>
V2>14> Err tengsizlik o;rinli. Demak, m > 0 bo‘lgan hoi, yani n G N
uchun |%72—— V2| > —4:]7' tengsizlikni isbotlash kifoya. Agar —7:]7>2 bo;lsa.

u holda tengsizlik yana o'rinli bo;ladi. Shunday qgilib, n. rn c N va AR 2
bo:lganda tengsizlikni isbotlash yetarli. U holda

1< m8 ﬂn <*:>—«< 77]\2;—2—’7—ZI'-—V2| +Vr5\|<

n- n

< 2+ /2 |n——V2| <4 |n——v/ij.”

Bundan esa, In——V2| > Afn(z) tengsizligi kelib chigadi. Shunday qilib, ixtiyoriy
e Z va € N uchun

1 m 1
42} £ T 4n2

Shuni isbotlash talab gilingan edi. O

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

1.9-1.17-misollarda keltirilgan munosabatlarni isbotlang.
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1.9. To'plamlar yig’indisi va kesishmasi assotsiativ.
(AUB)UC=AU(BUC), {ANB)INC=Arn(BMc).

1.10. Kesishmaning to'ldiruvchisi to'ldiruvchilar yig'indisiga teng:
| » E\[Aa = UE\AY, <AaCE. ©t (14
1.11. M 5 = (iUB)\(inB),
1.12. AnB = (AA4AB)4(NNB).
1.13. A\B = AA{ANB). ' \
1.14. Agar ACE, B ¢ E bo'lsa; (ENA)A(E\B) = AAB tenglik o'rinli.
1.15. (AUB)A(C UD) ¢ (J1IAC) u (BAD).
1.16. A va B to'plamlar uchun /1c¢ BU (AAB) munosabat oMnli.

1.17. Agar Ai va A2 to'plamlar kesishmasa, ixtiyoriy B\ va B2 lar uchun
B\ NMBo C (A\ABIi) U (A2AB2) munosabat o'rinli.

1.18-1.24-misollarda berilgan A va B to'plamlar uchun AUB, A\B.
JIAB, AI1B ko'rinishdagi to;plamlarni toping. 1.23-1.24-misollarda esa
ln B. A\B. AAB, Al B to'plamlarni tekislikda tasvirlang.

1.18. A=1[01], B= (0, 1).

1.19. N=4{24,6,....2n, ...}, mB ={3,6;9,.. 3n,...}.
1.20. A= Q, B = IR\Q—irratsional sonlar to*plami.

1.21. 1=p. 1]\Q. B=10, IInQ.

1.22. A= {x€ LW:sinda, =0}, B = {xell :cos2x = 0}.

123. A={(xy) :0<x<1, 0<y <a}.
B={0ky) :0<x<l x<y<I1}

13



1.24.

1.25.

1.26.

1.27.

1.28.

1.29.

1.30.

1.31.

1.32.

1.33.

1.34.
1.35.

1.36.

1.39.

1.40.

1.41.

1.42.

1.43.

A={(x,y): x2+y2<16}, B=I(x,y): +y <Ij .

1.25-1.38-inis()!ai'(ia kelririlgau muuosabariarui isbotlang.

lcYd=5>Xuy =y 11Y=X

X<ZZ AYC|M XUYCZ

Zc X AZCYdMKZc A MY,

A\Y = A\ (X Y)W UY)\Y.

X\ (Y\Z) = (X\Y) U(X MZ).

(A\Y) M(Z\U) = (1(1 Z)\W J U) = .
A TI(Y\2) =(X M50\ (T MZ).

(A\Z) M(Y\Z) = (X n'Y) \Z

(A UY)\Z = (X\Z) U(Y\2).

AlMY =0<=XCCY Y ¢ CX.
AcY CY C CX. 1.37. AAA =0.

ALY =Y JA. 1.38. AJ0 =A.

Shunday X ¢ Z va ¥Y'C Z to'plamlar topingki. A XY / ¥ x A
bofisin. A x ¥ =¥ x A tenglikdan A =Y kelib chigadimi?

A ={135}, Y = {24} to'plamiar uchun A x ¥, Y y X to!plamlar
elementlarini yozib chiging. A x ¥ =¥ x A tenglik to!g‘rimi?

1.41-1.43-misollarda. keltirilgan munosabat lami isbotlang.

AxYUZ)=AxY)UA,x Z).
(AXY)U(AixYi)c (AUAI) x (YUYi).
(AXY)TT(A] xY) = (ATIAX XV.
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144, {XxY)U(Xxx Yi)= (X UXX x (¥Yn ¥) tenglik to‘grimi?
1.45. Ushbu AUB = AA (B\A) tenglikni isbotlang. Demak. ” U’ amalni
”A” va B\". amallar orqali ifodalash mumkin. Shunga o0“*xshash:
a) 7 U” amalni A" va ” % amallar orqali;
b) ”fT amalni 5Ar. va HU” amallar bilan;
c) ”IM” amalni ”A" va \? amallar orgali ifodalang.
Umuman, ”U”, ”TTM B\”, “A” amallardan ixtiyoriy birini:
d) golgan uchtasi;

e) gandaydir ikkitasi orgali ifodalash mumkinmi?

LAG. {An} to‘plamlar ketma-ketligi uchun quyidagi belgilashlarni

oc ocC oG OC
ax = M U am, 4=_U Tl j4m
n=1 m=/j 7=l m=n

kiritami"z. U holda niﬂi'An c A*C A*C rig An munosabatlarni isbot-
lang. |

1.47. Agar A\ C A4 c e Dbo’lsa. {A,} to'plamlar ketma-ketligi o ‘suv-
chi, aksincha, A\ D A2 O eee bo‘lganda {An} kamayuvchi deyiladi.
0 ‘suvchi to'plamlar ketma-ketligi uchun

A*= A= U An.
n=1

hamda kamayuvchi to'plamlar ketma-ketligi uchun

* — * —
A* = A* = nn_lAn
tengliklarni isbotlang.
1.48. AH= A€ Z] —maxraji n GN Dbo'lgan barcha ratsional sonlar

to'plami bo'lsa, JT* = Z, A* = Q tengliklarni isbotlang.

1.49. Agar Asn = B, AM-i = C. JI13722 = D, n £ N bodsa. A* va A*
to’plamlarni B. C, D to'plamlar orgali ifodalang.

lo



1.50.

1.51.

1.52.

1.53.

1.54.

An = (K- . K+h ], k Te N to'plamlar uchun
oCcC OcC oCcC OcC 'OC oc
NN nJlJLj U U U Abl;
71=1 K—1 n=1Aa—1 n=1 A'=1
OoC 230 OC 'OC oc' oc
M n AKr ,n 1 Abl- N N AHKl
K-1n=1 K—in=1 n=1A-

terplamlarni toping.

oCc oOcC

Ushbu (J FI Abl C 1 U Abl munosabat ixtiyoriy {aa.,K k, n GN
=1 n-—- 1k=1

to'plamlar uchun to‘g‘ri. Isbotlang.

M= {x: x=(xIlt $2,.-?xn, ...)} "barcha ketma-ketliklar tofteani.
fIn = {x: %= (xi, n2,....£ru0,0....)} esa n4 1- hadidan boshlab 0
dan iborat. ketma.-ketliklar to'plami bo'IsJin. U holda Q i 71({_91611 ekan-
ligini tushuntiring.

0 —<x : x —(iGi, X% ..). limxn—0 \ 0 ga yaginlashuvchi bar-

Mn-+0cC-

cha ketma.-ketlikla.rdan iborat to4lain va p £ N uchun

oG
ip= < X: X—(xp"2,..) IX\P < 4-00
I i=1

ya’'ni modulining p—¢darajalaridan tuzilgan gator yaginlashuvchi bo'lgan
barcha ketma-ketliklar to.‘plami bo'lsin. U holda
oBLU va o+USH
p=i « p=i e

bo'lishini isbotlang.

Ratsional sonlar to'plami Q = {rji, u .... ...} biror usulda nomer-
langan bofisin. Ixtiyoriy ¢ >0 uchun

A5 - £ %'+4

tenglikni isbotlang.
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2-8. Akslantirishlar

Funksiya tushunchasini umumlashtirish. Malumki. matematik anal-
izda funksiya tushunchasi quyidagicha ta’rifianadi: X sonlar o'gidagi biror
to*plain bo'lsin. Agar har bir x G X songa / qoida bo'yicha aniq bir
y = f(x) son mos qo'yilgan bo'lsa, u holda X to'plamda / funksiya aniglan-
gan deyiladi. Bunda X to*plain / funksiyaning aniglanish sohasi deyila-
di. bu funksiya. gabul qgiladiga.l barcha giymatlardan tashkil bo'lgan E(f)
to*plain / funksiyaning giymatlar sohasi deyiladi, ya'ni

E(f) = {y-y =f(x), xex}.

Agar sonli to'plamlar o'rnida. ixtiyoriy to'plamlar garalsa., u holda funksiya
Iushunchasining umumlashmasi, ya’ni akslantirish ta'rifiga. kelamiz. Bizga ix-
liyoriy X va Y to'plamlar berilgan bo'lsin. Agar har bir x GX elementga
biror / qoida bo'yicha Y to'plamdan yagona y element mos qo'yilsa, u
holda X to'plamda aniglaiigan Y to'plamdan qiymatlar gabul giluvchi f
akslabtirisk berilgan deyiladi. Bundan keyin funksiya termini o'rniga akslan-
tirish atamasini ishlatamiz. Agar Y = K yoki Y = C bo'lsa / ga X da
miiglangan haqiqiy yoki kompleks giymatli funksiya deyiladi.

X to'plamda aniglangan va Y to'plamdan qiymatlar gabul qiluvchi /
akslantirish uchun f : X ->Y Delgilashdaii foydalaniladi. Endi /7 : X —Y
akslantirish uchun quyidagi tushunchalarni keltiramiz.

Har bir a G X uchun unga mos go'yilgan b —f(a) G Y element
a olementiiing / akslantirishdagi tasviri yoki aksi deyiladi. Umuman, X
lo’plamning biror A qismi berilgan bo'lsa, A to'plam barcha elementlar-
ining Y dagi tasvirlaridan iborat bo'lgan to'plam A to'plamning / ak-
Himitirishdagi tasviri yoki aksi deyiladi va f(A) bilan belgilanadi. Endi b G
V ixtiyoriy element bo'lsin. X to'plamning b ga akslanuvchi barcha ele-
MHMil laridan iborat gismi b elementning / akslantirishdagi asli deyiladi va u
J b)) —{x GX : f(x) = b} bilan belgilanadi. O'z ngjifggd»XaOfH B ¢ ¥
o‘plam uchun X ning B ga akslanuvchi (o' mUfljly) y~rni /

17 MIOfcQT WHUKI HAtKAZI
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akslantirishdagi asli deyiladi va = {X GA :f(x) GB} shaklda bel-
gilanadi. Agar barcha b G B elementlar uchun ularning f~I{b) aslilari bo'sli
bo'lsa. u holda B to'plamning asli ham bowvsh to'plam bo'iadi. Umuman olgan-
da, Y to'plam sifatida / akslantirishning giymatlar sohasini o‘zida saglovchi
to'plam qaraladi. Aniglanish sohasi X bo'lgan /7 : X —Y akslantirishda
/(A) =Y tenglik bajarilsa. / akslantirish X to'plamni Y to'plamning
ustiga yoki syuryekiiv akslantirish deyiladi. Urnumiy holda. ya'ni f(X) C Y
bo'lsa, u holda / akslantirish A to'plamni Y to'plamning ichiga akslantira-
di deyiladi. Agar / : X —»Y akslantirishda X dan olingan har xil X\ va x2
elementlarga har xil y\ = f(x1i) va Y2 = {{x2 tasvirlar mos kelsa, u holda
finyektiv akslantirish yoki inyeksiya deyiladi. Bir vaqtda ham syuryektiv
ham inyektiv bo'lgan / : A —Y akslantirishga biyektiv(yﬁkslantirish yoki
biyeksiya deyiladi.
Endi / : A —Y akslantirishga misollar keltiramiz.
2.1-2.3 misollarda keltirilgan akslantirishlarning giymatlar sohalarini toping.

2.1. f{x)=:x2.

Yechish. / : R —E, f(x) —x? akslantirishning giymatlar sohasi
E(f) = [0,oc) dan iborat. Chunki barcha x G R lar uchun x2 > 0 va
ixtiyoriy y 6 [0, 00) uchun f(y/y) =y tenglik o'rinli. O

2.2. § :R —R. ¢(x) = [x]. Buyerda. [X] belgi x sonining butun gismi.

Yechish. g : R —»R, ¢(x) —[a] akslantirish uchun ixtiyoriy %GR da
9(x) G Z,ya'ni E(g) C Z. Ikkinchidan ixtiyoriy n G Z uchun g(n) —n.
ya'ni ZC E(g).Bulardan E(g) —Z ekanligini olamiz. O

2.3. Dirixle funksiyasi X) :R —R.

(2.1)



Yechish. Dirixle funksiyasi T) :R —R ning gqiymatlar sohasi, aniglanishi-
ga ko‘ra E(T)) —{0.1} ikki nuqtali to'plamdan iborat. O

2.4. 2.1-misoldagi / akslantirishda A= [0, 3) to'plamning aksi (tasviri) va
B = (1, 4) to'plamning aslini toping.

Yechish. f(x) = x2 akslantirish R+ = [0, 00) da o'suvchi va uzluk-
siz funksiya Wlganiigi uchun /([0, 3)) = [0, 9) bo'ladi. Endi B = (1, 4)
tofblamning / akslantirishdagi aslini topamiz. {x € R :x2 £ (1, 4)} yoki
| < x2 < 4 g#sh tengsizlikni ganoatlantiruvchi hagigiy sonlar to'plami
f JIB) ga teng. Bu tengsizlikning yechimi (—2, —) U (1, 2) to'plamdan
iborat. Demak, £~LB) = (—2, —1) U (1, 2) ekan. O

2.5. 2.3-misoldagi 33 akslantirishda A = R\Q to'plamning aksi va B =
(1. A’ to'plamning aslini toping.

Yechish. £>akslantirish R\Q to'plamning barcha elementlariga nolni mos
go'yadi, shining uchun 2)(R\Q) —{0}. Dirixle funksiyasining 1 dan katta
giymatlari mavjud emas. Demak. X)~1(B) =0. O

26. /R =R, f(x) =ax--b, a ® 0 akslantirish biyeksiya ekanligini
isbotlang.

Isbot. Chizigli f : R —R akslantirishning biyeksiya ekanligini ko'rsatisli
uchun ixtiyoriy ¢ G | da ax+b —¢ tenglamaningyagonayechimga ega ekan-
ligini ko'rsatish yetarli. Yechimning mavjudligi / : R —R.. akslantirishning
Hyuryektivligini. yechimning yagonaligi esa uning inyektivligini ta’minlaydi.
Hi tenglamaning vechimi yagona bo'lib. n x = - dan iborat. O

2.7. Agar / : X —Y biyektiv akslantirish bo'lsa. u holda ixtiyoriy Ac¢ X
uchun /7 : A—B (B =f(A)) ham biyeksiya bo'lishini isbotlang.

Isbot. f(A) =B ekanligidan uning syuryektiv akslantirish ekanligi kelib
oliigadi, inyektivligi esa / : X —Y ning inyektivligidan kelib chigadi. O
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2.8. Ikki todlain birlashmasining aksi ular tasvirlarining birlashmasiga teng.
yahi quyidagi tenglikni isbotlang

‘f{AUB) = f (A) Uf(B). (2.2)

Isbot. Agar y £ f(AUjB) ixtiyoriy element bo'lsa, u holda y = f(x)
bo;lib, x element A va B to'plamlardan aqgalli biriga tegishli bo'ladi. Shun-
day ekan, y £ f(A) Uf(B). Buyerdan /(.4 UB) C f(A) Uf{B). Endi
teskari munosabatni ko'rsatamiz. Faraz qilaylik. y £ f{A) Uf(B) ixtiyoriy
element bodsin. U holda y = f(x) bo'lib, x ei_gment A va B todlamlarda.n
agalli biriga tegishli bo'ladi, ya'ni x £ AUB. Bundan, y ~ f(x) £f(AUB)
va demak, f(A) Uf(B) ¢ f(A\JB). Bu munosabatlardan”2.2) tenglik kelib
chigadi. V- O

Uy vazifalari va mavzuni o4lashtirish uchun masalalar

2.9-2.11-misollardagi akslantirishlarning giymatlar sohasini toping.
2.9. Riman funksiyasi 91: R —»R,

1 _n Q/ H
] - T £ ' £
- agar x - m .n (2.3)

0. agar x £ R\Q.

71 .
Bu formulada-ﬁ----qlsqarmas kasr.

2.10. Ortogonal proyeksiyalash funksiyasi P :R2—R. P{x.y) —x.

2.11. Sferik simmetrik akslantirish
S : M3 —=R, S(xi>x2 x3) = x\ + x\ + x\.

2.12. 2.2-misoldagi ¢ akslantirishda A = [0, 3) to'plamning aksi va B =
(1, 4) to'plamning aslini toping.

2.13. 2.9-misoldagi akslantirishda A = R\Q to4lamning tasviri va B —
(1, 60) to'plamning aslini toping.
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14,

15.

.10.

7.

AK

,20.

21.

22

Syuryektiv (inyektiv) funksiyalar yig'indisi va ayirmasi syuryektiv (inyek-
tiv) bo'lishi ham, bo'lmasligi ham mumkin. Bu hollarga misollar keltiring.

Biyektiv funksiyalar yig'indisi va ayirmasi biyektiv bo'lishi ham, bo'Imasli-
gi ham mumkin. Bu hollarga misollar keltiring.

Agar / inyektiv funksiya bo'lsa, u holda ixtiyoriy nolmas a £ R son
uchun a f ham inyektiv funksiya bo'ladi. Isbotlang.

Agar / inyektiv funksiya bo'lsa, u holda ixtiyoriy a £ R son uchun
a + / ham inyektiv funksiya bo'ladi. Isbotlang.

Agar / : R — R syuryektiv funksiya bo'lsa, u holda ixtiyoriy nolmas
a £R son uchun a f ham syuryektiv funksiya bo'ladi. Isbotlang.

. Agar / : R —R syuryektiv funksiya bo'lsa, u holda ixtiyoriy a £ R

sou uchun a H / ham syuryektiv funksiya bo'ladi. Isbotlang.

Agar / biyektiv funksiya bo'lsa, u holda 8 £R vanolmas a £ R sonlar
uchun a f -hi? ham biyektiv funksiya bo'ladi. Isbotlang.

Agar f(x) = kx -\-l. k > 0 funksiya uchun f(a) =¢. f(b) —d bo'lsa,
nholda /7 : [a, 6] —[c. d] chizigli funksiya. biyeksiya bo'ladi. Isbotlang.

Ikki to’plam birlashmasining asli iflar aslilarining birlashmasiga teng,
ya ni quyidagi tenglikni isbotlang

Am T .m T 1(AUB)ATIA).MrLB). =

133,

2 1.

Ikki to'plam kesishmasining asli ular aslilarining kesishmasiga teng, ya'ni

quyidagi tenglikni isbotlang

rNA nB)=r\A)nr\B).

Quyidagi tengliklarni isbotlang:
: /71(% Aa} = ng\A n), r 1(3 Aa} = aI'II'LI,Aa).
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2.25.

2.26.

2.27.

2.28.
2.29.

2.30.

2.31.

2.32.

2.33.

(2.3) tenglikni ixtiyoriy (chekli yoki cheksiz) sondagi to*plamlar uchun
o‘rinli ekanligini. ya'ni / I8A®) = Uf (Ay) tenglikni isbotlang.
(04

Umuman olganda, ikkita to‘plam kesishmalarining aksi ular aksilarining
kesishmasiga teng emas. Bunga. misol keltiring.

2.5-misolda keltirilgan ortogonal proyeksiyalash akslantirishi P(x.y) = x
va A={(xy) :0<x<ly=0} B={(xy):0<x<1ly=1}
to”plamlar berilgan. P (AN\B) =P (A) MNP (B) tenglik td4rimi?

f (A B) ¢ f (J1) MNf (B) munosabatni isbotlang.

Biror X todplamva A C X gism to‘plain berilgan bo‘lsin. X to'plamda
%
aniglangan i

(2.4)
funksiya A to'plamning xarakteristik funksiyasi yoki indikatori deyi-

ladi. X\A: AUB\ AIlB: A\B; AAB tp‘plamlarning xarakteristik
funksivalarini xa (%) va xb (#) funksiyalar orqgali ifodalang.

Quyidagi ikki tenglikni isbotlang.
XUAnbl =supXfa(x); Xnalabl, =inf >K e

/ (k) six2 bo'lsia. U holda:

a) / : M—M akslantirish syuryektiv ham, inyektiv ham emas:

b) / : R — R+ akslantirish syuryektiv. ammo inyektiv emas:

c) / : R+ —R+ akslantirish ham syuryektiv. ham inyektiv ekanligini

isbotlang.

Agar f : A—B va g : B —A inyektiv akslantirishlar ma.vjud bo'lsa.
if : A—»B biyeksiya mavjudligini isbotlang.

Agar / . A—B va g : B —=A syuryektiv akslantirishlar mavjud
bo'isa. A ni B ga biyektiv akslantirish mavjudmi?
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A4,/ R2—R akslantirish /7 ((x.y)) =y tenglik bilan aniglangan. A =
{(0.y) :y €R} va B = {(1,y) :y e R} to'plamlar uchun f (AT1B)
va / (A) N/ (B) to’plamlarni toping. Berilgan / : R2—R akslantirish
uchun f (AMB) =/ (1) M/ (S) tenglik to'g'rimi?

35. Ixtiyoriy / : X —»Y akslantirish va A B ¢ X to'plamlar uchun
4 C B bo'lsa, /(J1) ¢ f (B) munosabatni isbotlang.

30. / : X —Y akslantirish uchun quyidagi jumlalar teng kuchli ekanligini
isbotlang:
a) /— inyektiv;
b) ixtiyoriy A ,B¢X wuchun f (AMB) =f (A M/ (B) ;
c) barcha B ¢ A to;plamlar uchun /7 (A\B) =f (J1) \f (B) :
(D ixtiyoriy Ac X uchun Z"1(/ () = A.
¢17. f . X —Y akslantirishva A, B C Y to'plamlar uchun
P Jb) /(I 1(N))=Nn/(X),
b)Ap B bodganda /-1(/I\B) = f~1(A)\f~1(B) tengliklarni isbot-

lang.

JH. /X —[5 10]. f(x) = x2+1 funksiya berilgan. / ustiga (syuryektiv)
akslantirish bod4adigan maksimal X to;plamni toping.

31). / R —»R. /(&) = 0.5<[a] funksiya berilgan. Agar A = [0, 8§],
/7= (2. 3) bolsa, /(4) va /_1(£) todiamlarni toping,

10. / : A —R+, f(x) = X2+ 1 funksiya berilgan. X to4lam ganday
tanlansa. / inyektiv akslantirish bo’ladi?

11. M(x. y) nugta (0. 1) x (0, 1) kvadratning ixtiyoriy nugtasi bo'lsin.
IJning abssissasi x va ordinatasi y larni cheksiz davriy oli kasr ko4ini-
shida x = 0. Turewd,... vay = 0, rriimomz ... tasvirlaymiz. Quyidagi



/(0. 1) x (0. 1) —=(0, 1) akslantirishni
/(M(O.TIMAB.... 0. Tpwrnw, o)) — (02 TXWIABWTSH...)
aniglavmiz. Bu akslantirish syuryektiv bo'ladimi? Biyektivchi?

242. /[0, *%-» [-1. 1], /(z) =cosa,
g : [0, LW, [0,1], g(x) = sinx
if(x) = sin.T,

#:.[0. 3 —=[0. 10]. ‘'m(x) = x2+ 1. akslantirishlar ichidan inyektiv.
syuryektiv va biyektivlarini ajrating.

3- 8. Todlamlar quvvati

Todplamlarni sinflarga ajratish. Ekvivalentlik munosabatlari.

Ko'pgina masalalarda berilgan to'plam elementlarini ba'zi belgilariga garab
o'zaro kesishmaydigan gism to'pla.mlarga ajratiladi. Masalan, fazoni markazi
koordinata. boshida va radiusi r bo'lgan har xil sferalarga ajratish mumkin
va bu sferalar o'zaro kesishma.ydi. Bir shahar aholisini bir yilda. tug'ilganlik
belgisiga ko'ra gism to'plamlarga ajratish mumkin. Bunday misollarning har
biri to'plarrmi o'zaro kesishmaydigan sinflarga ajratish deyiladi.

To'plamlarni o'zaro kesishmaydigan sinflarga ajratish belgilari har xil bo'li-
shi mumkin. Ammo bu belgilar ixtiyoriy emas. Masalan. tekislikda. ikki a va
b nuqtalar orasida.gi masofa 1 dan kichik bo'lsa. ularni bitta sinfga kiritsak.
bu belgi tekislikni o'zaro kesishmaydigan sinflarga ajratmavdi, chunki a va
b nuqgtalar orasida.gi masofa 1 dan kichik. b va ¢ nuqtalar orasidagi masofa
ham 1dan kichik bo'lib, a va ¢ nugtalar orasidagi masofa. 1 dan katta bo'lishi
mumkin. Bundan ko'rinadiki, a va b nuqtalar bir sinfda, b va. ¢ ham bir
sinfda. U holda bir sinfga orasidagi masofa 1 dan katta bo'lgan a va ¢ nug-
talar tegishli bo'ladi. Hosil gilingan xulosa. sinflarning tashkil gilinishiga zid.
ya’'ni tekislik bu belgi yordamida. o'zaro kesishmaydigan sinflarga ajralmaj'di.

Endi to'plam elementlari ganday shartlarni ganoatlantiruvchi belgilar yor-
damida o'zaro kesishmaydigan sinflarga. ajralishini garab chigamiz.
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3.1-ta’rif. X x X toplarnning ixtiyoriy R gism, toplami munosabat dey-
iladi, yani (a.b) GR bo'lsa, a element b element bhilan R munosabatda

deyiladi va a ~ b shaklda belgilanadi.
3.2-ta’rif. Agar R munosabat quyidagi shartlarni ganoatlantirsa, unga

tkvivalentlik rnunosabati deyiladi:

1 Ixtiyoriy a £ X element uchun a ~ a (refleksivlik);

2. Agar a ~ b bo'lsa, n holda b~ a (simmetriklik);

3. Agar a ~bva b~c¢ bo'lsa. u holda d ~ C (tranzitivlik).

Ekvivalent to‘plamlar. Chekli va cheksiz to‘plamlar. Chekli dona el-
«emrntdan iborat to'plamga chekli to'plam deyiladi, aks holda to'plam cheksiz
doyiladi. Cheksiz to'plamlar ichida eng soddasi sanogli to'plam deb ata.luvchi-
liiridir. /. 7/ '

3.3-ta’'rif. Agar M to'plam bilan natural sonlar to'plami o rtasida biyek-
tiv moslik o ‘rnatish mumkin bo'lsa. M ga sanoqgli to'plam deyiladi.

Hoshgacha aytganda, agar M to'plam elementlarini natural sonlar vosi-

Inaida a-i.a2:«..;an.... cheksiz ketma-ketlik ko'rinishida nomerlab chigish

mumkin bo'lsa. M ga sanoqli to'plam deyiladi. Chekli yoki sanoqgli tolpla.mla.r-
nl ifodalashda biz {} gavsdan foyda.lana.miz. Masalan. 1. 2, 3. 4 sonlardan
Iborat to'plamni {1,2.3.4} shaklda yozamiz.

3.1-ta’rif. Sanogli bo'lmagan cheksiz to'plam sanoqsiz to'plam deyiladi.

3.5-ta’'rif. Agar A va B to'plamlar o'rtasida biyektiv moslik o'rnatish

mumkin bo'lsa, u holda ular ekvivalent to'plamlar deyiladi va A ~ B shaklda

hcltjilanadi
Kndi sanoqli to'plam tushunchasini boshgacha ta.'riflash mumkin: agar to‘p-
Inin natural sonlar to'plamiga. ekvivalent bo'lsa. u sanoqli to'plam deyiladi.

3.0-ta’rif. [0. 1] kesrna va unga ekvivalent bo'lgan to'plamlar kontinuum

(ftnwatti to'plamlar deyiladi,
i. 1-t.eorema. [0; 1] kesmadagi haqiqiy sonlar to'plami sanogsizdir.
I\nntor-Bernshteyn teoremasi yordamida tofla.mlarning ekvivalentligi oson

nknliiriladi. Bu teorernani quyidagicha bayon gilish mumkin.



3.2-teorema (Kantor-Bernshteyn). Agar A toylam B to'plamning B\
gismiga, B to'plam esa A to'plamning A\ gismiga ekvivalent bo'lsa. n holda
A va B toplamlar ekvivalentdir.

Todlamlar quvvati. Agar ikkita chekli to'plam ekvivalent boisa, ularn-
ing elementlari soni teng bo'ladi. Agar A va B to'plamlar ekvivalent bo’lsa, u
holda ular bir xil quvvatga ega deyiladi. Shunday qilib, quvvat ixtiyoriy ikki ek-
vivalent to'plamlar uchun umumiylik xususiyatidir. A to'plamning quvvati A
bilan belgilanadi. Agar A va B to'plamlar bir xil quvvatga ega bo'lsa. u holda
biz A = B shakldayozamiz. Agar *4 va B to'plamlar ekvivalent bo'Imasa va
A to'plam B to'plamning biror gismiga ekvivalent bo'lsa, u holda B to'plam
A to'plamdan quvvatliroq deyiladi va A < B shaklda yoziladi. Agar A chekli
to'plam bo'lib, uning elementlari soni n ga teng bo'lsa, u holcfe. A = n shakl-
da yoziladi. Natural sonlar to’plaini va unga ekvivalent to:plam quvvati uchun
No (,falefnolHdeb o’qiladi) belgidan foydalaniladi. [0. 1] kesma va unga ekvi-
valent to'plamlar Montinuum quvvatl li to'plamlar deyiladi. Bu quvvat uchun
¢ simvol ishlatiladi, ya'ni A~ [0, 1] bo'lsa, u holda A —¢ shaklda yoziladi.
Agar B to'plamning biror B\ xos gism to’plami kontinuum quvvatli bo'lib,
B > B\ bo'lsa. u holda B giperkoritinmm quvvatli to plam deyiladi.

Agar A va B to'plamlar chekli to'plamlar bo'lib, n va m mos ravishda
bu to'plamlar elementlarining soni bo'lsa, A to'plamni B to'plamga barcha
akslantitishlar soni m n ga tengdir. Bunga ko'ra ixtiyoriy quwatlarni darajaga
ko'tarishni quyidagicha ta’riflash mumkin: A va B to'plamlar quvvati mos
ravishda a va 0 Dbo'lsin. U holda A to'plamni B to'plamga barcha aks
ettirishlar to'plami B A ning quvvati 3 ning a darajasi deyiladi va 6a kabi
belgilanadi.

3.3-teorema. 2K =,

3.4-teoretiia. Bo'sh boimagan A to'plam quvvati a bo’lsa. n holda .4
ning barcha gism to'plamlaridan tuzilgan to'plam quvvati 2& shu A to'plam
quvvatidan katta. ya'ni 2a > a.

3.1. Bizga / : X — Y akslantirish berilgan bo'lsin. Agar a.b G A" ele-
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mentlar uchun f(a) = f(b) bo'lsa. ularni tp munosabatda deymiz. Bu

munosabatning ekvivalentlik munosabati bo'lishini isbotlang.

Isbot. Ixtiyoriy a G X uchun f(a) = /(a) tenglik o'rinli, ya'ni a ~ a
(refleksiv) munosabat o'rinli. f(a) = f (b) tenglikdan f(b) = f(d) tenglik
kelib chigadi. bundan < munosabatning simmetriklik xossasi kelib chigadi.
Agar f(a) = f(b) va f(b) = /(c) bo'lsa. u holda f(a) = f(c¢) bo'ladi. Bu
run Y munosabatning tranzitivlik xossasini isbotlaydi. Demak. ip munosabat

ekvivalentlik munosabati bo'ladi. O
'1.2. Z — butun sonlar to'plami sanoqli. Isbotlang.

Isbot. Butun sonlar to'plami Z va natural sonlar to'plami N o'rtasida

biyektiv moslikni quyidagicha o'rnatish mumkin:
' .. Ton-pl >
K /[ F—sN— /(R) n-bl. agar n>0
[ —2n. agar n < o.
f ning biyektiv akslantirish ekanligi oson tekshiriladi. Demak. butun sonlar

to'plami sanoqli ekan. O

4.3. Ixtiyoriy ikkita [a, b) va [c. d] kesmalardagi nuqtalar to'plamlari ekvi-
valentligini isbotlang. Bu yerda a <b, ¢ <d deb faraz gilinadi.

Isbot. Bu to'plamlar o'rtasida biyektiv moslikni

f:lab [cd <= ~x-a+tc n'**-
HK]ni o'rnatish mumkin. <p(@) = c, ip(b) = d ekanligini hisobga olsak. ip
nmwy, biyektiv akslantirish ekanligi 2.21-misoldan kelib chigadi. O

11. [0, 1] kesmava (0. 1) interval ekvivalent ekanligini-isbotlang.

Isbot. Bu to'plamlarni ekvivalent ekanligini ko'rsatishda. Kantor-Bernshteyn
Imrrmasidan foydalanamiz. A= [0. 1. A= (0; 1), B = (0. 1) va B\ =
I . 1/2] desak. uholda3.3-misolgako'ra A~ B\ bo'ladi. A\ = B boiganligi
in'linrn 1 : Ai —B, Ix —x akslantirish biyeksiya bo'ladi. ya’'ni B ~ A\.
N\niitor-Bernshteyn teoremasiga ko'ra A~ B . O
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3.5. Kantor togplamim kontinuum quvvatli ekanligini isbotlang.

Isbot. Dastlab Kantor to:plami qurilishini bayon gilamiz. E = [0, ]]
bo4siii. Undan = (3_1,2 «3-1) intervalni chigarib tashlaymiz, golgan
yopig to'plamni Fi bilan belgilaymiz. Keyin Fi dan K21 = (9 1.2 «9-1) va
K2 = (7-9_1,8-9-1) intervallarni chigarib tashlaymiz, ularning birlashmasim
K2 orqali, gqolgan yopiq to:plamni. ya'ni

, _ o £y 2 2 1
Kkz= o5 U ga Usigl [1']
to:plamni F2 bilan (3.1-chizma) belgilaymiz. Bu to'rtta kesmaning har bin

teng 3 gismga bo'linib, o'rtadagi uzunligi 3~3 ga teng bo'lgan interval chigarib
tashlanadi. Chigarib tashlangan N

A3IUK 32UABUK 34m w (X N ow U

to'plamni A3 bilan E2\K3 ni esa bilan (3.1-chizma) belgilaymiz. Bu
jarayonni cheksiz davom ettirib, yopiq to'plamlarning kamayuvchi Fn ketma-
ketligini hosil gilamiz. Agar

Y4

» a O]
n=l

deb belgilasak, K yopiqg to‘plam bo;ladi. U [0. 1] kesmadan sanogli sonda-
gi K1, /<2 «m Knr me intervallarni chigarib tashlash natijasida hosil bo'ladi.
Hosil bo'lgan K to'plam Kantor to ‘plami deyiladi.

- N
1/3 2/3
1/9 2/9 1/3 2/3 7/9 8/9
0if 1 2 U4 1 2 19 30 7 82521
21 2719 927273 327279 9 27 27
3.1-chizma
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lindi K to'plamning tuziiishini (strukturasini) o'rganamiz. Ravshanki, [0. 1]
k<\smadan chigarib tashlangan intervallarning oxirlari bo'lgan

n, 1 2 1 2 7 8 /0,4
K* 3739 <99 ® N
nugtalar K ga tegishli bo'ladi. Biroq K to'plam fagat shu nugtalarda.n iborat
riuas. [0, 1] kesmadagi K ga tegishli bo'lgan nuqtalarni quyidagicha xarak-
l,orlash mumkin. Buning uchun [0, 1] kesmadagi har bir x ni uchlik sistemada

y<>zamiz:
ai L 02 Las i i °n |
Y WM N

bu yerda an sonlar 0, 1 va 2 ragamlardan birini gabul gilishi mumkin. 0 ;nli
kasrlar holidagidek bu yerda ham ba'zi sonlarni ikki xil ko’finishda yozish
mumkin. Masalan,

1 1 0 0 0 2 2
K, 3“34+3B+" +F +""“34+N "+ F +:"

Endi K to'plamga teglshll sonlarnmg uchlik sistemadagi yoyilmasi hagida
likr yuritamiz. Ravshanki. \1 intervaldagi sonlarning uchlik S|steanadag|

yoyilmasida  son albatta 1 ga teng bo'ladi, va ~J inter-

vallarga tegishli sonlarning uchlik sistemadagi yoyilmasida  son albatta 1
I 2\ (7 84 /19 20\

277 273 J \27* 27J) r \27: 27

va intervallarga tegishli sonlar uchun ularning uchlik sistemada-

knteng bo’ladi. Xuddi shunga o'xshash

Il yoyilmalarida a3 son albatta 1 ga teng bo'ladi va hokazo. Shunday qilib,
ixtiyoriy x E [0. )\K son uchun uning uchlik sistemadagi yoyilmasida gat-
nnshuvchi aiz,a%e.s dn, ... sonlarning kanxida. bittasi 1 ga teng. Aytilgan mu-
loluizalaxdan quyidagi xulosa kelib chigadi: K to'plamga kamida bir usul bi-
bui uchlik kasr ko'rinishida tasvirlanuvchi shunday x E [0, 1] sonlar kiradiki,
ulmga mos a\. a2.... a,,,... ketma-ketlikda 1 ragami biror marta ham uchra-
mnydi. Shunday qilib. liar bir x £ K uchun

ai, a2,...an (3.2)
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ketma-ketlikni mos qo'yish mumkin, bu yerda an ragaxn O yoki 2 ni gabul
giladi. Bunday ketma-ketliklar to'plami kontinuum quvvatli to'plamni tashkil
giladi. Bunga ishoneh hosil gilish uchun har bir (3.2) ketma-ketlikka

bb 2, (3.3)

ketma-ketlikni shunday mos go'yamizki, agar an —0 bo'lsa, bn = 0 bo'ladi.
agar % = "2 bo'lsa, bn = 1 bo'ladi. Har bir (3.3) ketma-ketlikni, [0, 1]
kesmadagi biror x sonning ikkilik kasr yozuvi deb garash mumkin. Shunday
qilib. K to'plamni [0, 1] ga biyektiv akslantirishni olamiz. Bu yerdan K
ning kontinuum quvvatli to'plam ekanligi kelib chigadi. O

Uy vazifalari va mavzuni o4lashtirish uchun rfcasalalar

3.6. M to'plamda kiritilgan ¥ munosabat M ni o'zaro kesishmaydigan
sinflarga ajratishi uchun uning ekvivalentlik munosabati bo'lishi zarur va
yetarli. Isbotlang.

3.7. Harganday f : X Y akslantirish yordamida. X ni o'zaro kesishmay-
digan sinflarga ajratish mumkinligini isbotlang.

3.8. 3.7-misoldan foydalanib. ortogonal proyeksiyalash akslantirishi
P :R2—=R, P(x,y) = x yordamida R2 ni o'zaro kesishmaydigan
sinflarga ajrating.

3.9. Sferik simmetrik akslantirish S : R3—R+, S[xi, X% £3) = x\ -fx\ +x\
yordamida R3 fazoni o'zaro kesishmaydigan sinflarga ajrating.

3.10. Agar x va y haqgigiy sonlarning ayirmasi butun son bo'lsa. ularni ip
munosabafeda deymiz. Bu munosabat ekvivalentlik munosabati bo'lishini
isbotlang.

3.11. Butun gismlari bir xil hagigiy sonlarni bir sinfga to'plash yo'li bilan
haqiqgiy sonlar to'plamini sinflarga ajratamiz. Bu sinflarga ajratishga mos
keluvchi akslantirishni quring.
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1.12. Agar a va 3 kompleks .sonlarning mavhurn gismlari teng bo'lsa., ularni
if munosabatda deymiz. Bu munosabat ekvivalentlik munosabati bo'ladimi

Endi sanoqli va sanoqgsiz to'plamlarga. misollar keitiramiz.

4. 14. Barcha juft natural sonlar to'plami va natural sonlar to'plami owtasida

biyektiv moslik cHmating.
4 14. liatsional sonlar to’plamining sanogli ekanligini isbotlang.

t In. Sanogli to‘pianming ixtiyoriy gism to'plami chekli yoki sanoqglidir. Isbot-

lang.

4 1(1 Chekli yoki sanoqlita sanoqli to‘plamlar birlashmasi yana. sanoqgli to;p-

lamdir. Isbotlang.

| 17. Chekli sondagi sanoqli to’plamlarning Dekart ko'paytmasi sanoqgli to;p-
lamdir. Isbotlang.

4 IH Mar ganday cheksiz to:plam sanogli gism to’plamga ega.
\ID. R va (0, 1) interval ekvivalent to”lamlar ekanligini isbotlang.

it120. Ixtiyoriy cheksiz to'plam o'zining biror xos gism to'plamiga ekvivalent
bo'ladi. Isbotlang.

4.21. (Vzbekistondagi barcha talabalar to‘plami sanoglimi?

1.22. Ayirmasi chekli, kesishmasi sanoqgli bollgan A va B sanoqli to:plamlar-
g | misol keltiring.

H3A. Simmetrik ayirmasi sanoqli. kesishmasi chekli bolga.n A va B sanoqli

lo'plamlarga misol keltiring.

124, 1 va B sonli to'plamlar sanogli bodsa; ularning arifmetik yig‘indisi
IMvH sanogli bodishini isbotlang.

tillA- |r CE : sinx = 0,5} to'plam sanoqgli ekanligini isbotlang.



3.26.

3.27.

3.28.

3.29.

3.30.

3.31.

3.32.

3.33.

3.34.

3.35.

3.36.

3.37.

{x € R : cosx £ Q} to'plamning quvvatini toping.

Barcha ratsional koeffitsiyentli ko'phadlar to'plami sanoqli ekanligini is-
botlang.

Agar £ son biror ratsional koeffitsiyentli ko/'phadning ildizi bo'lsa, £ al-
gebraik son deyiladi. Algebraik sonlar to'plamining sanoqli ekanligini is-
botlang.

Agar A to'plam B ga. B todlam C ga ekvivalent bo'lsa. u holda A
to'plam C ga ekvivalent boTishini isbotlang.

To'plamlar o4tasida Kiritilgan ekvivalentlik munosabati refleksiv, sim-
metrik va tranzitiv bo'lishini isbotlang. L],

[0, 1] kesmadagi hagigiy sonlar to'plami sanogsizdir. Isbotlang.
[0, 1] kesmani (0. 1) intervalga biyektiv akslantiruvchi moslikni quring.

[—1. 1] x [4, 1] kvadrat va [a, 6] x [c, O\ to'g'ri to'rtburchak o'rtasida
biyektiv moslik o'mating.

[, 1] x [0, 1] va R2 o'rtasida biyeksiya o'mating.
Hagqiqiy sonlar to'plami sanogsizdir. Isbotlang.
R\Q va R o'rtasida biyeksiya o'rnating.

A chekli B sanogli to'plam bo'lsin. u holda B ~ AU B. By AAB
ekanligini isbotlang.

3.38-3.42-misollarda keltirilgan to'plamlarni kontinuum quvvatli ekanligini

isbotlang.

3.38.

3.39.

3.40.

Tekislikdagi barcha nuqtalar to'plami.
Sfera sirtidagi nuqtalar to'plami.

Uch o'lchamli fazodagi nuqtalar to'plami.
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IIl. 11. Sfera ichidagi nuqtalar to'plami.
t 2, [a b] kesmada. aniglangan uzluksiz funksiyalar to'plami.

t 14. Tokislikdagi ratsional koordinatali nuqtalar to'plamining sanoqli ekanlig-

ini isbotlang.

N 1l Ixtiyoriy cheksiz M va sanogli A to'plamlar uchun M ~M U.4 munos-
abatni isbotlang.

I 1M Ixtiyoriy kontinuum quvvatli M va sanogli A to'plamlar uchun
V~MUA M M\A M MAA munosabatlarni isbotlang.

| Id. Ikkita har xil cheksiz d*nli kasrli yoyilma.larga ega bo'lgan sonlar to'pla-
mining sanoqli ekanligini isbotlang.

| 17. Barcha irratsional sonlar to'plamining sanoqsiz ekanligini isbotlang.

| 18. [0, 1] dagi barcha ratsional sonlar bilan [0, 1] x [0, 1] dagi barcha rat-
ional koordinatali nugtalar to'plami o'rtasida biyeksiya o'rnating.

| M. Koordinata boshidan o't.uvchi barcha to'g'ri chiziglar to'plami [0, 1] to'p-
buiga ekvivalentmi?

J|.50. [0, 1] to'plamni [0, 1] x [0, Ij to'plamga biyektiv akslantiring.

@C
\51. Hshbu L\ﬁlz‘? gatorda en soni 0 yoki 1ga teng bo'lishi mumkin. Demak.

(jntor yaginlashuvchi. Ixtiyoriy x € [0, 1] uchun sn sifatida 0 yoki 1
Monlarni shunday tanlash mumkinki,

20

m
n=1| m

leuglik o'rinli bo'ladi. Isbot gilmg. Qanday x sonlar uchun bu tanlash
yagona usulda amalga oshiriladi?

.19, soniar 0'gidagi A to'plamning ixtiyoriy ikki nuqtasi orasidagi masofa
birdan katta bo'lsa, A ning chekli yoki sanoqgli to'plam ekanligini isbot-
Imig.
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3.53.

3.54.

3.55.

3.56.

3.97.

3.58.

3.51-masaladan foydalanib hadlari fagat 0 yoki 1 bo'lgan barcha ketma-
ketliklar to’plami kontinuum quvvatli ekanligini isbotlang.

Chekli sondagi kontinuum quvvatli to'plamlarning Dekart ko'paytmasi
kontinuum quvvatga ega.. Isbotlang.

Kontinuum quvvatli sonli to'plamlarning arifmetik yig'indisi yana. kon-
tinuum quvvatli to4laini bo'&hini isbotlang.

Sanogli va kontinuum quvvatli to'plamlarning Dekart ko'paytmasi kon-
tinuum quvvatga ega. Isbotlang.

Sanogli va kontinuum quvvatli sonli to'plamlarning arifmetik yig'indisi
kontinuum quvvatli to'plam boTishini isbotlang. *

Agar ACB ¢ C bo'lib, A—C bo'lsa, A~ B bo'lishini isbotlang.

3.60-3.62-misolla.rda keltirlgan to'plamlarni 3.4-teoremadan foydalanib gi-

perkontinuum quvvatli ekanligini isbotlang.

3.99.

[0, 1] kesmaning barcha gism to'plamlaridan iborat to'plam.

3.60. [Q 1] kesmada aniglangan va. giymatlari faga-t 0 yoki 1 bo'lgan barcha

funksiyalar to'plamining kontinuumdan quwatliroq, ya.’ni giperkontinu-
um quvvatli bo'lishini isbotlang.

3.61. E2 ning barcha gism to'plamlaridan iborat to'plam.

3.62. [0. 1] kesmada aniglangan barcha funksiyalar to'plami.

4-8. Todplamlar sistemalari

To'plamlar halgasi va yarim halqgasi. Elementlari to'plamlardan ib-

orat to'plam to'plamlar sisternasi deyiladi. Biz asosan oldindan berilgan X

to'plamning ba'zi gism to'plamlaridan iborat sistemalarni garaymiz. To'plam-
lar sistemalarini belgilash uchun biz gotik alifbosining bosh harflaridan foydala-
namiz. Bizni asosan to'plamlar ustidagi ba‘zi amallarga nisbatan yopiqg bo'lgan
sistemalar qizigtiradi.



4.1-ta’'rif. Agar © to'plamlar sistemasi simmetrik ayirrna va Kkesishm.a
amallariga nisbatan yopiq. yani ixtiyoriy A, B £ (3 to'plamlar uchun AAB £
0 va AMNB € & bo'lsa. n holda © to'plamlar sisternasiga halga deyiladi.

I.1. Agar S to'plamlar sistemasi halga bo'lsa, u holda © birlashma va a.yir-
ina amallariga nisbatan ham yopiq bo‘ladi. Isbotlang.

Isbot. Ixtiyoriy A, B to'plamlar uchun AJ B = (AAB) A (ATIB)
(1 12-misol) va A\B = A A (ATlB) (1.13-misolga garang) tengliklar o’rinli.
llu lengliklkrdan hamda 0 sistema halga ekanligidan AuB G 6 va A\B G
& numosabatlar kelib chigadi. O

Demak, halga birlashma va ayirma. amallariga nisbatan ham yopiq sistema
b<>|r (»kan. Ushbu A\A = 0 tenglik ko/rsatadiki. har ganday halga. o'zida.
mlHb to'plamni saglavdi. Faga.t bosh to‘plamdan iborat sistema mumkin bo'l-
ciiii halgalar ichida eng kichigi bd'ladi.

Agar 0 to'plamlar sistemasida shunday E G © to'plam mavjud bo'lib.
Ikliyony A GO uchun ATTE = A bo'lsa. E todlam © sistemaning "bir-
4k rlrmenti4 yoki fbifin deyiladi. Sistemaning bin deganda shu sistemadagi
maksimal to'plam tushuniladi. Hamma sistemalar ham maksimal to'plamga
ngn bo'lavermaydi. Masalan, natural sonlar to'plamining barcha. chekli gism
Bfplfimlaridan iborat sist.emada. maksimal to'plam mavjud emas. Birlik ele-
i bhKlga nisbatan umumiyroq bo'lgan to'plamlar yarim halgasi tushunehasidan
linm (oydalaniladi.

1.2-ta’rif. Agar © to'plamlar sistemasi quyidagi itch shartni ganoatlantir-
44, nn(/ yarim halga deyiladi:

0) © sistema bo'sh to'pldmni saglaydi:

h) © sistema to'plamlar kesishmasi amaliga nisbatan yopiq. ya/ni A, B £

nnmosabatdan AD B G®© munosabat kelib chigadi;

Il Ayar AG©O©, Ai £© bollib, A\ C A boba. n holda © sistemaning
PMMY) kesishmaydigan A2)ee. SAn cheklita elementlari mavjud boiib. quyida-



gi tasvir o’rinli bo'ladi:
A\Ar = n 2 AK.
Agar A to'plam o'zaro kesishmaydigan A\. A2y..., An to'plamlar birlash-

masidan ibora.t bo'lsa, bu birlashma A to'plamning chekli yoyilmasi deyiladi
n
va A—kLi| Ak shaklda ham yoziladi.

Ixtiyoriy © to'plamlar halgasi yarim halga bo'ladi, chunki halga bo'sh
to'plamni saqlaydi va kesishma amaliga nisbatan yopig. Endi c) shartning
bajarilishini ko'rsatamiz. A va A\(A\ ¢ .4) to'plamlar © halgaga tegish-
li bo'lsa, u holda A2 = A\AI 6 © bo'lib, A = A\ U A2 chekli yoyilma
o'rinli bo’ladi. Demak. har ganday halgayarim halga bo'lar ekan. Lekin, yarim
halga aoim halga bo’lavermaydi (4.14-misolga garaiig). Awe © to'plamlar
halgasi undan olingan ixtiyoriy Ax A2te.« 4 ... to'plamlar ketma-ketligi
bilan birgalikda ularning yig'indisi nf_}_el An ni ham o'zida saqlasa, u holda ©
sistemaga a — halga deyiladi. Agar © to'plamlar halgasi undan olingan ix-
tiyoriy AXAZ2..... An.... to'plamlar ketma-ketligi bilan birgalikda ularning
kesishmasi nC;I'CIlAn ni ham o'zida saqglasa, u holda © sistemaga 6— halga
deyiladi. Agar a — halganing birlik elementi mavjud bo'lsa, u a — algebra
deyiladi. Birlik eiementli 6 — halqga 5— algebra deyiladi. Shuni ta/kidlash

lozimki, ikkilik prinsipidan, yaiii
E\ l].lll'lﬂ = [ IE%A™M  E\ FIAn = %(E\A,,)

munosobatlardan ((1.1) va (1.4) ga garang) a —algebrava S—algebra tushun-
chalarining ustma-ust tushishi kelib chigadi.

4.1-teorema. Ixtiyoriy bo'shmas © to'plamlar sistemasi uchun © ni
0 zida saqglovchi va © ni saqlovchi barcha do halgalarda saglanuvchi yagona
$?(©) minimal halga mavjud. Agar © yarim halga bo4sa, u holda OT(©)
minimal halqga A& to'plamlar L4fe £ ©) bo'yicha A= kg Ak cheRfi yoyil-
maga ega bo'lgan A to'plarnlarning X sistemasi bilan ustma-ust tushadi,

LLIT(©—®© sistema ustiga qurilgan minimal halga deyiladi.

Har ganday cheksiz A to'plamning barcha gism to'plamlari sistemasi LLLA) ,
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algebra bo‘ladi. Agar biror B sistema berilgan bo'lsa, doim uni saglovchi

algebra mavjud. Haqgigatan ham. agar X = U@A desak, X ning barcha
ae

\w\ tolplamlaridan tuzilgan 21(X). sistema 6 ni o:zidasaglovchi a —algebra
bo‘ladi. Agar b, 6 ni o'zida saglovchi ixtiyoriy a — algebrava X uning biri
bn'lsa, u holda ixtiyoriy A E & to'plam A C X muiiosabatga bo‘ysunadi, va

nhuuday ekan, X —ALEJGA C X. Agar & ni saglovchi ¢ —o— algebraning

biri V uchun X —X munosabat bajarilsa, bu a —algebra (© ga nisbatan)
kt'llirilmaydigan a — algebra deyiladi.
1.2-teorema. Ixtiyoriy bo‘'shmas 6 to'plamlar sistemasi uchun (bu sis-

tcniuga nisbatan) keltirilmaydigan shunday 53(6), o — algebra mavjudki, bu
algebra © ni saglaydi va 6 ni saglovchi barcha a — algebralarda
mglanadi.
12-teoremada keltirilgan a — algebra © sistema ustiga qurilgan minimal
o» algebra deyiladi.

Sonlar o‘gidagi barcha [a, b] kesmalarva [a, 6), (a, 6] yarim intervallar
vii (i;, b) intervallardan tashkil topgan © yarim halgani garasak. u holda
© ubtida qurilgan keltiriimaydigan minimal 93(©). a— algebra elementlari
Unn'l to'plamlari yoki "Borel tipidagi*" to'plamlar deyiladi.

Nosonlar o'qi, xq uning biror nuqtasi bo'lsin. R da 0€(xq) = = (xa —
m-fe) interval xq nuqtaning e — atrofi ueyiladi. Bizga M C M to'plam
\i\ 1 ¢ R nuqta berilgan bo'lsin. Agar ixtiyoriy r > 0 uchun 0 £(x) I

W / (1 munosabat bajarilsa, x nugta M ning urinish nuqtasi deyiladi.

\I to'plamning barcha urinish nuqtalaridan iborat to'plam, M ning yopigf

d»'vibuU va u [M] bilan belgilanadi. Agar x ning ixtiyoriy 0 £(x) atrofi M

rheksiz ko:p elementiarini saglasa. u holda x nuqta M to'plamning lim-
ittk nugtasi deyiladi. M ning barcha limitik nuqtalaridan iborat to;plamni

M* bilan belgilaymiz. Agar M —M"' bo'lsa, M ga mukammal toylam dey-
\Imi A/ to'plamga tegishli x nuqta uchun shunday £ > 0 mavjud bo'lib,

Ov(r) MM = {#} bo'lsa, u holda x nuqta M to:plamning yakkalangan
ftUglusi deyiladi. Agar M to;plain uchun M = [M] tenglik bajarilsa, M ga



yopiq to'plam deyiladi. Boshgacha aytganda, agar to'plam opining barcha li-
mitik nuqtalarini sagla.sa. u yopiq to'plam deyiladi. Agar x GM nugqgta uchun
shunday s > 0 mavjud bodib. 0 Ex) C M bo'lsa, x nugta M to'plamning
ichki nuqtasi deyiladi. Agar to'plamning barcha nugqtalari ichki nuqta bo'lsa.
u ochiq to'plam deyiladi. Ya ni fagat ichki nuqtalardan tashkil topgan to'plam
ochigq to'plam deyiladi. Agar A va B to'plamlar uchun B ¢ [A] bo'lsa.
u holda A to'plam B to'plamda zich deyiladi. Xususan. agar [Al = R
bo'lsa. A to'plam M ning hamrna yerida zich deyiladi. Agar A to'plam
birorta ham (x$—e. £0+-) intervalda zich bo'Imasa, u holda A hech yerda
zichmas deyiladi. Xuddi shunday tekislikdagi to'plamlar uchun ham ochiq
va yopiq to'plam, hamda hamrna yerda zich va hech yerda zichmas to'plam
tushunchalari kiritiladi. *

Endi Borel to'plamlarini quyidagicha ham ta’riflash mumkin.

4.3-ta’'rif. Sonlar o'gidagi barcha ochig va yopiq to'plamlar. ularning chek-
li yoki sanoqli birlashmalaridan iborat to'plamlar va ularning to'ldiruvchilari
Borel to'plamlari yoki Borel tipidagi to'plamlar deyiladi,

4.4-ta’'rif. Bo'sh bo'Imagan X to'plamda * binar amal Kiritilgan bo'lib,
n quyidagi shartlarni ganoatlantirsa:
1), ixtiyoriy x,y.z GX laruchun (x *y) *z =x*(y *z) bo'lsa;
2) shunday ¢ G X element mavjud bo'lib, ixtiyoriy x € X uchun ¢ *x —
X-*e = x bo'lsa:
3) ixtiyoriy x G X uchun shunday x~I G X element mavjud bo'lib, x *
X~ =¢ bo'lsa, (X.?*) juftlikka gruppa deyiladi. Agar X gruppadagi ixtiyoriy
x.y laruchun x*y —y *x bo'lsa. X ga kommutativ gruppa deyiladi.

4.2. Sonlar o'qidagi barcha [a. b) yarim ochiq intervallar sistemasi —<3 yarim
halga bo'lishini isbotlang.

Isbot. G bo'sh [a, a) —0 to'plamni saqlaydi. © to'plamlar kesishrna
amaliga nisbatan yopig. ya'ni [a, 6), [¢,d) GB munosabatdan [a. 6/ [c.d) G
S (4.1-chizma.) munosabat kelib chigadi.
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[a,2>)]1[c,<0 = [c, b)

a C b d

4.1-chizma

If b) £ ©, [ai, 61) £ ©, va [ab b\) C [a, 6 ekanligidan [a. 6)\[ai, 6l)
[7. ¢/) U [bi. b) tasvir (4.2-chizmaga garang) o'rinli hamda [a ai) va
\3, b) lar © ga garashli. Demak, © yarim halga bo:ladi. O

[a,b)\[0LbL) = [a,a j U[J*b)

a L jg b

4.2-chizma
14 1.2-misolda keltirilgan © sistema halga bo'linaydi. Isbotlang.

Isbot. Buning uchun © sistemaning to'plamlar simmetrik ayirmasi ama-

I, 3 va B =;[1, 3) to'plamlarning simmetrik ayirmasini garaymiz. Bu hol-
iin \AB =[0. 1) U[3, 5) bo'lib. u © sistemaga qgarashli emas. Demak, ©
ulrttnma halga boimaydi. I

| 1L ©={ACR.:Ayo R\A tovlamlardan biri chekli} sistemaning a —
algebra boHa olmasligini ko:rsating.

Isbot. Berilgan © sistema sanoqli birlashmagaaréisbatan yopig emas. Ma-
minn, An = {n} £ ©, lekin ularning birlashmasi U P O

n=|
| Agar © to'plamlar sistemasi halga bo'lsa, u simmetrik ayirma amaliga
nisbatan kommutativ gruppa tashkil giladi. Isbotlang.

Isbot. 4.4-ta’rif shartlarini bajarilishini tekshiramiz:
I) Ixtiyoriy A, B, C £ © lar uchun (AAB)AC = AA(BAC) ya'ni
11111)*C = A*(B *C) a'rinli..
'( . Imi 1ixtiyoriy x £ X element uchun ¢ *z =z *e¢ = z tenglikni ganoat-
liHituvehi ¢ £ X element sigatida | 6 © ni olamiz. U holda 044 —
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AL0 = A tenglik o'rinli bo'ladi.

3) teskari elementning mavjudligi. Ixtiyoriy x = A £ B uchun x~r sifatida
A € & niolamiz. u holda x * x~l = ¢ tenglik AAA =0 kofinishni oladi.
4) kommutativlik x*y =y *x sharti esa AAB = BAA tenglik ko'rinishga
ega bo'ladi. O

4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

4.11.

4.12.

4.13.

4.14.

Uy vazifalari va mavzuni o;zlashtirish uchun masalalar

Agar 0 to'plamlar sistemasi halga bo'lsa, u holda 0 chekli sondagi
birlashma va kesishma amallariga nisbatan yopiq bo'ladi. Isbotlang.

Agar 0 to'plamlar sistemasi simmetrik ayirma va birlashma amallariga

nisbatan yopiq bo'lsa, uning halga bo;lishini isbotlang.”

Agar 0 to'plamlar sistemasi simmetrik ayirma va ayirma amallariga
nisbatan yopiq bo'lsa, uning halga bo'lishini isbotlang.

Agar © to'plamlar sistemasi kesishma va ayirma amallariga nisbatan
yopiqg bo'lsa. u halga bo'lImasligi mumkin. Misol keltiring.

Agar 0 to'plamlar sistemasi birlashma va kesishma amallariga nisbatan
yopiq bo'lsa, u halga. bo'lmasligi ham mumkin. Misol keltiring.

Ixtiyoriy A to'plam uchun uning barcha gism to'plamlaridan tuzilgan
21(A)—sistema, biri E = A bo'lgan algebra bo'ladi. Isbotlang.

Ixtiyoriy A to'plam uchun uning barcha chekli gism to'plamlaridan tuzil-
gan sistema halga. bo'ladi. Bu halga. algebra bo'lishi uchun A chekli
to'plam bo'lishi zarur va yetarli. Isbotlang.

Ixtiyoriy bo'shmas A to'plam uchun A va 0 to'plamlardan tuzilgan
{A, 0} sistema, biri E = A bo'lgan algebra, bo'ladi. Isbotlang.

Sonlar o'qidagi barcha. chegaralangan to'plamlar sistemasi halga bo'ladi.
ammo algebra bo'lImaydi. Isbotlang.
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> Ixtiyoriy {pa} halqgalar sistemasi uchun ularning kesishmasi dp = I doa

ynna halga bo'ladi. Isbotlang.

U. Ixtiyoriy bo’shnias © to'plamlar sistemasi uchun © ni o'zida saqlov-
chi va © ni saglovchi barcha ¢ halgalarda saglanuvchi yagona LUT(©)

minimal halga mavjud. Isbotlang.

7. [0. 1) dagi barcha [a b) yarim ochig intervallar va ularning chekli
Hondagi birlashmalaridan iborat sistemani ga.ra.ymiz. Uning halga bo'lishi-
ni isbotlang.

H 11.7-misolda keltirilgan sistemaning algebra bo'lishini isbotlang.

N i.I7-misolda keltirilgan sistemaning a — algebra bo'la olmaisligini is-
botlang.

0. © yarim halgadan A to'plam va o'zaro kesishmaydigan AXx, .An'
lo’plamlar olingan bo'lib. ularning har biri A to'plamda saglansin. U
holda Ai, n2,.++ An to'plamlarni An+l,..., A3 G © to'plamlar bilan
/1 to'plamning chekli yoyilmasiga gadar to'ldirish mumkin. Isbotlang.

I. © yarim halgadan olingan har ganday cheklita. A\. A%-..., An to'p-
Inllilar sistemasi uchun © da shunday o'zaro kesishmaydigan cheklita
I1\,... ,Bt to'plamlar sistemasi mavjudki. har bir A to'plam B\.... ,.£*
fooplamlardan ba'zilari yordamida A* = U Bs vyig'indi ko'rinishida
tasvirlanadi. Bu yerda Mk C {1, 2,..., t}. Isbotlang.

2. Agar © yarim halga bo'lsa. u holda bu yarim halgadan hosil gilingan
minimal halga Az to'plamlar bo'vicha A = AL*J>iAb" AE G © chekli
yoyilmaga ega bo'lgan A to'plamlarning X sistemasi bilan ustma-ust
tushadi. Isbotlang.

1. IV'kislikdagi barcha kvadratlar to'plami yarim halga bo'ladimi?

I. Yarim halgalarning Dekart ko'paytmasi yarim halga bo'ladimi?
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4.25.

4.26.

4.27.

4.28.

4.29.

4.30.

4.31.

4.52.

4.33.

4.34.

4.35.

4.36.

Sonlar o'gidagi barcha ochiq va yopiq to:plamlar sistemasi yarim halga
(halga) tashkil giladimi?

Sonlar o;qidagi barcha chekli yoki to:ldiruvchisi chekli bo;lgan todlamlar
sistemasi halga tashkil giladimi?

0 = {ACM:,4y0 UNA to'plamlardan biri chekli} sistemaning al-
gebra tashkil qgilishini isbotlang.

© = {A:C WW: Ayo M\A to'plamlardan biri chekli yoki sanoqli} sis-
temaning a —algebra bo;lishini isbotlang.

© = {ATIB : AC M—yopiq, B e | ochig to'plam} sistemaning al-
gebra bo'lishini isbotlang. 1]

20-misolda keltirilgan sistemaning a —algebra boKa olmasligini ko;rsating.

Shunday © va ¢ halgalarga misol keltiringki. ularning birlashmasi halga
00'Imasin.

A —{a. b. ¢} to;plamning halqga va algebra tashkil giluvchi barcha gism
tcfplamlari sistemasini yozib chiging.

Sonlar o'qgidagi barcha chekli to:plamlar sistemasi halga (yarim halga)
tashkil giladimi?

Sonlar o'qgidan olingan barcha [a, b] kesmalarva [a, b). (a. b] yarim in-
tervallar va (a, b) intervallar sistemasi yarim halga bo'lishini isbotlang.
Bu sistemaning halga bo;la olmasligini ko:rsating.

Tekislikdagi barchayarim ochig {(x,y) : a<x<bh, ¢ <y <d} to'g"i
to4tburchaklar sistemasi yarim halga bo'fishini isbotlang. Bu sistemaning
simmetrik ayirma amaliga, nisbatan yopig emasligini ko'rsating.

Tekislikda {(x, y) £ER2:a <x<b ¢ <y <d] kojrinishdagi barcha
to44i to'rtburchaklar sistemasi yarim halga bo'lishini isbotlang. Bu sis-
temaning birlik elementi mavjudmi? Bu sistema halga bo'ladimi?



17.

11.

t'J.

6 —{(X.y) ra<x<hb ¢<y<d} yarim halgada A\ C A shartni
<]anoatlantiruvchi A —J[0.7) x [0.7) va A\ —[1.3) x [3.5) to'plamlar
I>mlgan. A\AI to'plamning chekli yoyilmasida eng kamida nechta to'g'ri
I0*1 |burchak gatnashadi. JI\J/1i to'plam yoyilmasidagi to‘g4i to'rtbur-
clmklarni shunday tanlangki. ular perimetrlari vig'indisi minimal bo'lsin.

Sonlar o'qidagi barcha chegaralangan to'plamlar sistemasi halga bo'lishi-
ni isbotlang. Bu sistema a —halga bo'ladimi? a —algebrachi?

¢ halga bo'lsin. Har bir A G ¢ uchun dg bilan {AlNB.B € ¢ }.
ko’rinishdagi to'plamlar sistemasini belgilaymiz. ¢ ning algebra bo'li-
Hhini isbotlang. Agar ¢ sistema a —halga bo'lsa. u holda g4 to'plamlar
sistemasi 0 —algebra bo'ladi. Isbotlang.

. X cheksiz elementli to'plam bo'lsin. Uning barcha chekli yoki sanoqli

gism to'plamlaridan iborat sistema o —halga bo'lishini isbotlang. X
tokplamga ganday shart qo'yilsa bu sistema algebra bo'ladi.

(Juyida berilgan to'plamlar sistemasi yarim halga. halga va algebra tash-
kil giladimi? Tekshiring.

a) {[a, b]:aGQ, bGQMa<h}UO.

b) {(a. h:a GZ. bGZNa <b}UDQ,

c) {[a, b) :a GK\Q, b GR\Q /1a < 6} UQO.

IM\sh bo'Imagan X to'plamning barcha gism to'plamlaridan tashkil top-

gnn LLLX) sistema simmetrik ayirma ”A" amaliga nisbatan kommutativ
gruppa tashkil gilishini isbotlang.

IIn pnragrafda biz o'lchovning urnumiy tarifini beramiz. O'lchovni yarim

tilt pninn halgaga davorn ettirish masalasini garaymiz. Bundan tashqari o’lchov-

iin*.lordan va Lebeg ma’nosidagi davomlari gqaraladi va ularning additivlik.

ndditivlik xossalari o'rganiladi.



Dastlab sonlar o;gidagi va tekislikdagi to4lamlaming Lebeg maiiosidagi
o4choviga ta/rif beriladi. Jordan va Lebeg maiiosidagi o’lchovli to'plamlar
solishtiriladi.

5.1-ta’'rif. Aniglanish sohasi 0 M yarim halga bo'lgan p : 0 A —=* >kt
to plant funksiyasi additiv boYsa. ya 'ni o'zaro kesishmaydigan ixtiyoriy Aj, Ao,
.. YAn G to '‘plamlar uchun kL:JI A GO0 A boiganda

HUA=E "4

tenglik o ‘rinli bodsa, f.t: 0 M—»  pa odchov deyiladi.

Boshgacha aytganda, 11 to'plam funksiyasi quyidagi
1) aniglanish sohasi yarim halga, 2) giymatlari hagigiy va manfiymas, 3)
additivlik shartlarini ganoatlantirsa, unga o 'lchov deyiladi.

5.1-eslatma. 0 —0UO yoyilmadan g(0) = 24(0). yahi a(0) —O0 tenglik
kelib chigadi.

5.2-ta’rif. Agar m o’lchovning aniglanish sohasi &m ikkinchi 1 0 4chov-

ning aniqglanish sohasi BM da saglansa (Om C 0 A va ixtiyoriy A G ©m
to 'plam uchun

i{A) = m{A)

tenglik o'rinli bo'lsa. n holda ft od4chov m o:lchovning davorrii deyiladi.
5.1-teorema. Aniglanish sohasi 0 myarim halga boYgan har bir m o:lchov
uchun aniglanish sohasi L0 w) (&m ni o:zida saglovchi minimal halga)
bo Ygan yagona ml davom mavjud.
5.3-ta’rif. Agar &m sisterriada aniglangan m o:chov va ixtiyoriy o'zaro
kesishmaydigan sa-noglita Ai, :V.’; ., An-.... g;&m to'plamlar uchun (ile*. G

@ti holganda
\ DC

tenglik o'inli bo'lsa, u holda m o‘lchov sanoqli additiv yoki a— additiv
o4chov deyiladi.



MuiMii. todlam o4chovi. Aytaylik a va b lar ixtiyoriy sonlar bo'lsin.
"wilni 0'gida {.

a <X <b, a<x<bh, a<x<bh a<x<b

I' ili".M/liklarning istalga.n biri bilan aniglangan to'plamlar sistemasi berilgan
lin Inin. Bu to'plamlarni oraliglar deb atavmiz. Xususan. agar yuqoridagi shart-
Ini tUtu birini ganoatlantiruvchi nuqtalar mavjud bo'lImasa (masalan a > b),
Nbin 0 tokplamni ham oralig deb ataymiz. © bilan sonlar o‘qgidagi barcha
I/l Jbu sistemasini belgilaymiz.

» |. §(mlai; o‘qidagi barcha oraliglar sistemasi —®© yarim halqga tashkil giladi.

In>ot. © sistemaningelement-lari [a, 6. [a. b), (a, b\ (a. b) ko™rinish-
IMji oraliglardan iborat. © sistemadan olingan va a. b sonlari bilan aniglan-
fijin (y<pig, ochiq yoki yarim ochiq) oraligni P = Pa bilan belgilaymiz. ©
ki nli |f1, 1) == o to’plamnisaqlaydi. ¢ sistema to’plamlar kesishmasi amali-
Xnhuinbatan yopiqg. ya'ni ikki Pab va P@ oraligning kesishmasi bo;sh to'plam
vnki ywt. P(b MPad = Pnm, n ~ max:{a, ¢}. m = min{b. d} oraliq (5.1-
i lil/.nwga qarang) bo'ladi.

Pab Pcd

a ¢ Y b d
Pcb
Pab ™ Pcd ~ Pcb

5.1-chizma

\hm G6, Pd G© bojlib Pd C Pab bo‘lsa5u holda Pa\Pcd =
I, ii A/ yoyilma (5.2-chizma) o'rinli. Demak. © yarim halga bojladi. O

Pac Pcd Pab
Pab\Pcd = Pac V Pdb

5.2-chizma
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© yarim halgadan olingan va a, 6 sonlari bilan aniglangan (yopiq, ochiq
yoki yarim ochiq) bo'sh bo'Imagan P —Pab oraliq uchun m(P) = b-a sonni
mos gofyamiz, agar P bo'sh to.plam bo'lsa m(P) w 0 deymiz. U holda
m : © —R to'plam funksiyasi 5.1-tafrif shartlarini ganoatlantiradi, ya’ni
m : © —R o0'lchov bo'ladi. Bu o‘lchovnmg additivlik shartini keltiramiz:
agar
P= ﬁin PinPk=0, igpk, PN €0

bo'lsa, u holda m(P) = X] (P& tenglik Orinli,

LLIT(©) bilan © yarime:hIana ustiga qurilgan minimal halgani belgilaymiz.
4.1-teoremaga ko'ra SO0t(6) halganing har bir elementi A o'zaro kesishmaydi-
gan B> G © oraliglarning birlashmasi ko'rinishida. tasvirlang/&i, ya'ni A =
Ll Pg,. SDI(© halga elementlarini sodda to'plamlar deymiz. Endi 9J1(6)
hgiqadagi to'plamlarning, ya’ni sodda to'plamlarning o'lchovi tushunchasini
Kiritamiz. Har bir A = VITnll'i Pk G9JI(©) sodda to'plamga

n

k=1
sonni mos qo4uvchi ml : 9Jt(©} —R moslikni aniglaymiz. m\A) miqdor
A to'plamning oYckoT deyiladi.
Lebeg o‘lchovi. Dastlab E — [0, 1] birlik kesmada saglanuvchi to'p-
lamlar bilan chegaralanamiz.
5.4-ta’rif. Ixtiyoriy A C E to'plam uchun

Pr(A)= ini VAT (pK) ° @2

son A to'plamning tashgi oichovi deyiladi.

(5.2) da aniq quyi chegara .A to'plamni qoplovchi oraliglarning barcha
chekli yoki sanoqli sistemalari bo'yicha olinadi. Shuni ta’kidlaymizki. ixtiyoriy
A C E to'plamning tashqi o'lchovi mavjud. Chunki infimum belgisi ostidagi

ifoda. YIm (Pa) manfiymas, shuning uchun u quyidan nol bilan chegaralanga-n.
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lJliykluu chegaralangan sonli tcrplam esa aniq quyi chegaraga ega. Endi A c
I lo'plam o'lchovi t-a'rifini beramiz.

Agar ixtiyoriy e >0 uchun shunday B G (&) sodda to'plam
wmvjud bo ‘lib. §,*(AAB) <e tengsizlik bajarilsa. n holda A Lebeg Tit’'nolla
nl<hovli to'plam deyiladi,

Aavr A Lebeg ma’nosida o’lchovli to'plam bo'lsa, uning olchovi deb tashqi
hli'lk>viui gabul gilamiz. Fagat o'lchovli to'plamlar sistemasi U(E) da aniglan-
I'nit // to'plam funksiyasi Lebeg o'lchovi deviladi va. u {J biian belgilanadi.
Mnutdny gilib, olchovli io‘plamlar sistemasi U(E) va imda Lebeg o'lchovi fi
nllit]inruli. Demak, ixtiyoriy A GU(i?) uchun fINA = H*{A).

H/ yugorida fagat E —[0, 1] kesmada saglanuvchi to'plamlarni garadik.
Mu rhoklashdan xalos bodish mumkin, Ma'lumki, R ni

En=[n,n+1). ncZ
imnli<(rr yig‘indisi ko‘rinishida tasvirlash mumkin, ya ni

R=(jE,.

n
ft.O-tu'rif. Agar liar bir n ¢ b uchun A, —AnN E, to'plamlar o'lchovli
ba'lmi, unholda A toplam.o'lchovli deyiladi. Agar A to'plam o'lchovli bo'lsa,
jin/tilin// yig Hndi
E 0 (5-9)
neZ
I In pimiming Lebeg o'lchovi deyiladi.
\".n (.»4) gator yig'indisi chekli bo'lsa. A chekli o'lchovli to'plam deyiladi.
inilil.l .1 cheksiz o'lchovli to'plam deyiladi. Shuning uchun fi o;lchov
*hi It I/ liyat ham gabul gilishi mumkin.
19. 4- U Sy n—-f 8_)j ni sodda to’plam ekanligini ko;rsa.ting. Uni
tutn sondagi o‘zaro kesishmaydigan P\.P2..... Pn oraliglar birlash-
nid> [<n*riuishida tasvirlang. A —ntllPk yoyilmadan foydalanib, A to:p-
Imliniug o'lchovini toping.
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Yechish. Pn = —45 I, n —1,2..... 8 belgilash olamiz va Pr

n I8 n

oraliglarning kesishish yoki kesishmasligini tekshiramiz.
— 5 11
- 24 24 s o

5.3-chizmadan ma'lum bo'ldiki, Pi MP2 = 0. PkftPk+i & 0, k —2,3...., 8.
Sliuning uchun

0. -5), Pi.Qiee

77=2
tasvir eng kam sonli yoyilma. bo'ladi. Demak, A sodda to'plam. Bu yoyil-
madan quyidagi tenglikni olamiz:
: _ 2 5
li(A) —p(P\) 4-fi(Q1) —- 4- - — ]
*2
- A
4- ﬂli

24
24

5.3-chizma

Elementar to4lam odchovi. Endi tekislikdagi to'plamlarning Lebeg
o'lchoviga to'xtalamiz. Aytaylik & b. ¢ va d lar ixtiyoriy hagigiy sonlar
bo'lsin. Tekislikda biror Dekart koordinatalar sistemasi tayinlangan bodib.
shu sistemada

a<X<6 a<x<h a<x<bh, a<x<hb

va

c<y<d c¢<y<d c¢<y<d c¢<y<d

tengsizliklarning istalgan bir jufti bilan aniglangan to'plamlar sistemasi beril-
gan bo'lsin. Bu to'plamlarni to 'g'ri to Irtburchaklar deb ataymiz. Xususa.1l agar
yugoridagi shartlardan birini ganoatlantiruvehi nuqtalar mavjud bo'Imasa (ma-
salan a > b yoki ¢ > d bo'lsa) uni ham to'g‘ri to'rtburchak deb ataymiz.
©2 bilan tekislikdagi barcha to'g'ri to'rtburchaklar sistemasini belgilaymiz.
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Sniiliv* O'qi holidagidek tekislikdagi AC E2 = [0, 1] x [0, 1] todlamning
fmhqi o’lchovi va. Lebeg o‘Ichovi ta’rifiarim berish mumkin.
ft.7-ta’rif. Ixtiyoriy Ac E2 to’plain uchun

1 AA) = AthJlkPkTwm (PR (5.4)

Tw \ lo'plarnning tashqgi o'lchovi deyiladi.

lin yerda anig quyi chegara A to'plamni goplovchi to‘g"ri to'rtburchaklar-
lilliy, barcha chekli yoki sanoqli sistemalari bo4icha oliiiadi.

Tekislikdagi barcha to'g'ri to4tburchaklar sistemasi —0 2 yarim halga tash-
I llgiladi (5.24-5.25 inisollarga gqarang). & 2 yarim halgadan olinganva a, b, c.
t/ Hoalari bilan aniglanga.il (ochig, yopig. yoki yarim ochiq) bo‘sh boUmagan

I'ubed to4y‘ri toi'tburchak uchun m(P) = (b —a)(d —c) sonni mos

((('ynini/Z,, agar P bo*sh todlam bolsa m(P) = 0 deymiz. Bu qgonuniy-
il bn'yidia aniglangan m : 0 2 —wR to‘pla.m funksiyasi o‘lchov (5.1-ta’rif)
JImILinrilli (Janoatlantiradi.

Nd(©") bilan yarim halga ustiga qurilgan minimal halgani belgilaymiz.

) Imlganing elementlari elementar to'plamlar deyiladi.

ft.H-taVif. Agar ixtiyoriy ¢ > 0 uchun shunday B £ LUT(C2) elementar
to filmi) inuvjud boHib. fF(AAB) < e tengsizlik bajarilsa. u holda A Lebeg
Mbl HO*ttin o'lchovli to'plam deyiladi.

| |l o'Ichovli to:plamlar sistemasi il(E 2) da aniglangan // to4lain funk-

n4 lihgi o'lchovi deyiladi va u A bilan belgilanadi. Shunday qgilib. odchovli
‘| jdvlvi niMtemasi 1i1(E2) va unda Lebeg o4chovi fi aniglandi. Demak, ix-

i i[(E2) uchun L(A) =
iioni iMviilar :qi holidagidek t-ekislikni. ya'ni R2 ni

IX,y) : m<x<m41l n<y<n-f1}, LLILILL

msinlini Ini \IJ, indisi kolinishida tasvirlash mumkin:



5.9-ta’rif. A C R2 biror to'plam bo'lsin. Agar istalgan m. n butun son-
lar uchun Amn = ATTEm} to'plamlar o'lchovli bo‘lsa. n holda A to'plam
0 ‘Ichovli deyiladi. Agar A to'plam o'lchovli bo'lsa.

N2 v(Amn)> (5-5)
m.nEZ

yig'indi A to'plamning Lebeg o'lchovi deyiladi.
Agar (5.5) gator yig';indisi chekli boflsa, A ¢ &2 chekli o'lchovli to‘plam
deyiladi. Aks holda A cheksiz o'lchovli to;plam deyiladi.

5.2-teoroema (O'lchovning a—additwlik xossasi). Agar {A,} —o'zaro
kesishmaydigan o'lchovli to'plamlar ketma-Kketligi bo'lsa.m holda

S
M U-47) =X>(-4")
=1/ =1
K o'rinli.
5.3-teorema (O'lchovning uzluksizlik xossasi). Apa-r o'lchovli to'plamlar-
ning Ai D Az 3 eseD Av 3 me ketma-ketligi uchun A = n(l);clI Av bodsa. u
holda fitA) —nli_qgcfi(An) tenglik o'rinli.
5.1-natija. Agar A3 C A" C e« C An C e 0'Ichovli to'plamlar ketma-
ketligi uchun A = ?EchlAn bo'lsa*u holda fi(A) = nlir;c //(A,) tenglik o'rinli.
Agar (5.2) tenglikda anig quvi chegara A C R to'plamni qoplovchi bar-
clia B sodda to'plamlar bo'yicha olinsa, A to’plamning Jordan ma’nosidagi
tashqgi o'lchovi hosil bo'ladi, u j*(A) bilan belgilanadi, ya'ni
j*(A)= infm"(B). Bell B).

BdA
Ushbu
i*(A) = sup w/(B), B e aa(6),

BcA
son A todplamning Jordan ma'nosidagi ichki o'lchovi deyiladi.
5.10-ta’rif. Agar j*(A) = j*(A) bo'lsa, A Jordan ma'nosida o'lchovli
to ‘plarn deyiladi.
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Shuliii ta'kidlash joizki, agar A Jordan ma’nosida o'lchovli to'plam bo'lsa,

n 11'Imj* ma’nosida, ham o‘lchovli to'plam bo’ladi va bu ofichovlar o'zaro teng
lrMl.

ft M Li'bng ma’nosida oUchovli, ammo Jordan ma'nosida o'lchovli boUmagan
lo'plnmga inisol keltiring.

Yivhinh. E —[0, 1] bo'Ism. A esa [0, 1] kesmadagi barcha ratsional sori-
In1in'pliuni bo'lsin. A to'plam E da zich bo'lganligi uchun A ni saglovchi
hmMn to*plain E m ham o'zida saqlaydi. Shuning uchun j*(A) =1 bo'ladi.

I in'plmuda saqglariuvchi sodda B to'plam fagat chekli to'plamdir. Shun-
e wrhian j*(A) = 0 tenglik o'rinli. Bu yerdan j*(A) © j*(A). Demak, A
I DI Jordan ma’nosida o'lchovli emas. Ma’lumki. A sanogli to'plam, shun-
lii;uchun lining elementlarini {xi*xv. ... ,xn. ...} ketma-ketlik ko”rinishida
mmin 1>chigish mumkin. Shunday ekan

ACkglPk, Pk = {x: xk<x< xk} = [~ xK.

I imlii tomondan ixtiyoriy k £ N uchun rn(Pk) = 0. Bu yerdan

(A)

KNI kelib cliigadi. Shuni ta'kidlash lozimki. tashqi o'lchovi nolga teng
Inllnin hnr ganday to'plam o'lchovli to'plamdir. Buning uchun sodda to'plam
mhil kIn = 0 ni olish yetarli:

/i*(AAB) = 11*(AM)) = //(1) = 0 <.

11ink. .1 Lebeg ma'nosida o'lchovli to'plam. Shunday qilib. A Lebeg ma'li0
b 1 Idinvli bo'lgan. lekin Jordan ma’nosida oflchovli bo'liliagan to'pla-mga

ilhi i] 24(r Irdi. O
0. 1]—Dbilan shunday sonlar to'plami belgilanganki. ularning chek-
1 "MlI] least yoyilmasida 5 ragami ishtirok et.ma.ydi. f-i(A) ni toping.
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Yechish. A to'plam to'ldiruvchisining o'lchovini topamiz.. [ 1]\A to'p-
lam elementlarining cheksiz o'nli kasr yoyilmasida 5 ragami ishtirok etadi.
[0. 1] kesmani teng 0*n bo'lakka bo‘lamiz va oltinchi [0,5; 0,6) bo'lakni A\
bilan belgilaymiz. A dagi har bir sonning cheksiz o'nli kasr yoyilmasida,
verguldan keying! birinchi ragami 5 bo4adi. Qolgan 9 ta bo’lakning har biri-
ni teng o'n bo:lakka. bo'lamiz va ulardagi oltinchi bo;laklarning birlashmasi-
ni [0.15; 0,16) U [0,25; 0,26) U m*U [0,95; 0, 96) = A2 bilan belgilaymiz.
A2 to'plamdagi sonlarning cheksiz o'nli kasr yoyilmasida verguldan keyingi
ikkinchi ragami 5 bo'ladi. Va hokazo bu jarayonni cheksiz davom ettiramiz.
Hosil bo'lgan Ai, A2,.... An.... to’plamlar juft-jufti bilan kesishmaydi va
ularning birlashmasi [0, 1}\A ga teng. O'lchovning a - ad”litivlik xossasiga
ko'ra @
M([0- 1]V4) = 5 *m(Ai)

n=I

tenglik o'rinli. Murakkab bo'Imagan hisoblashlar shuni ko'rsatadiki fi{A\) =
1071, fi{A2) = 910-2. fi(An) =1P"4 «10"n, ... tengliklar o4inli. Demak,

e 00 qgn-i a i
M([0: 1]\JT) =  ti(An) = 7r™~ 9 ih

29=1 n=1

Shunday qilib, fi(A) 4- /i(J0, 1]\A). = 1 dan fi(A) = 0 ekanini olamiz. O

5.5. Shunday {A,} "Borel tipidagi to'plam”larga misol keltiringki, quyida-
gilar bajarilsin:  /I(A,) = -foe, A, DAU-b n> I, §. "] At] =0

Yechish. vBorel tipidagi to'plam” sifatida An = [n,oc), n € N larni
olamiz. Natijada istalgan n £ N uchun /i(A) = +00 va An D An+1 munos-

abat bajariladi. Kesishma f) An = 0 bo'lganligi uchun filf] Ar/Jj =0
= " \n=1
bo:ladi. ’ ” =

Quyidagi misolda A\ C A shartni ganoatlantiruvchi A va A to'plamlar
berilgan. A\A 1to'plamnieng kam sondagi o'zaro kesishmaydigan P\, P2_,.. .Pn

4
to'g'ri to'rtburchaklar birlashmasi ko'rinishida tasvirlang. A\A 1 = Ing

yoyilinadan foydalanib A\A 1 to'plam o'lchovini toping.



@ 1 {(r.y) :0<x<7. Oo<y <7},

Ar= {{x,Yy) :4<x<T7 3<y< T}

\Whish. Tekislikda A va Jix to‘plamlami chizmada tasvirlaymiz. 5.4-
[ mminn A\A\ = P\ U P2U Ps yoyilmani olamiz.

M vtn.in I\ [0, 4)x[0.7), P2=[4, 7)x[0.3], Ps = {7}ALL, 7]. WwnLn
»Hium lutUm o'zaro kesishmaydi. O'lchovning additivlik xossasiga ko*ra,

“.\N //(/])+/i(P2) +m(P3) =28+9+0=37." W' ' ! O
oc 1\
7. 1>Mmvning a- additivlikxossasidanfoydalanib. A= |J
M NViiuniui?; o’lchovini toping.
: : 1 1
“all 11 i, orgali . j to' ' i iz. ‘
\ ,» Orga 1+ 1) ﬁ{ﬁj to'planmi belgilaymiz. An to‘plamlar
4ftx jillli InUiii u’/nro kesishmaydi, shuning uchun o'ichovning cr— additivlik
1II'M Po» 1M1
1§ 1t =
71=1
nmly to'planming o'lchovi fi(An = — ' dan foy-
n! (n —1)!
\V 11 1 1
N\ (n—1)!
Hi (hi 1 []
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Ayrim umumlashtirishiar. Bizga sonlar o‘qida aniglangan, kamaymav-
digan, o'ngdan uzluksiz F funksiya berilgan bo'lsin. Bo*sh bo'lmagan interval,
kesma va yarim intervallarga F funksiya yordamida quyidagi sonlami mos

qo‘yamiz;
m((a. b)) = F(b —0) —F(a). m ([a, 6]) = F(b) - F(a- 0),

m ((a, b]) = F{b) - F(a), m ([a, b)) = F(b- 0)- F(a - 0).

Ravshanki, bu usulda aniglangan m to'plam funksiyasi manfiymas va additiv.
Yarim halgada kiritilgan bu o'lchovning davomini fip bilan belgilaymiz. Umu-
man olganda. pp o'lchovga nisbatan o'lchovli to'plamlar sinfi F funksiyaning
tanlanishiga bog'lig. Ammo R da o'ngdan uzluksiz. kanwmaydigan istal-
gan F funksiya uchun ochiqg va yopiq to'plamlar, shuningdek. ularning istal-
gan sanoqli yig'indi va sanoqli kesishma.la.ri gp o'lchovga nisbatan o'lchovli
to'plamlar bo'ladi.

5.11-ta’rif. Biror karnaymaydigan, o/ngdan uzluksiz F funksiya vositasi-
da qurilgan fip o'lchov Lebeg-Stiltes o'lchovi deyiladi.

Bizga Lebeg o'lchovi /i va Lebeg-Stiltes o'lchovi ap Dberilgan bo'lsin.

5.12-ta’rif. Agar u(A) = 0 ekanligidan Lip(A) —O0 tenglik kelib chigsa.
jip absolyut uzluksiz o ‘Ichov deyiladi,

5.13-ta’rif. Agar pp o0 ‘lchov chekli yoki sanogli giyrnat gqabul giluvchi F
funksiya yordamida aniglansa. jip diskret o‘lchov deyiladi,

5.14-ta’rif. Agar jip o04chovda istalgan bir nuqtali to'plam not o'lchov-
ga ega bo'lsa va Lebeg o'lchovi nolga teng bo’lgan biror A to'plam uchun
fip(M\A) —O0 bo'lsa. n holda fip singulyar o'lchov dLﬁinadi.

0 ‘Ichovning Lebeg bo”yicha davomi. Birlik elementli yarim halqa-
da aniglangan o'lchovning Lebeg bo'yicha davomini garaymiz. Agar &n da
aniglangan m o'lchov cr—additiv bo'lsa, u holda. m ni W dan W(&T)
ga nisbatan kengrog bo'lgan va gandavdir ma'noda maksimal sinfga davom
ettirish mumkin. Buni Lebeg bo'yicha davom ettirish yordamida amalga os-
hirish mumkin. Bizga biror &m birlik elementli yarim halgada. aniglangan



» .UMiiiv T oYcboy berilgan boMsin va E to'plam &m yarim halganing
nlomenti bcrlsin. E ning barcha gism to:plamlaridan tashkil topgan

JI(S) sistemacla tashqi o'lchov deb ataluvchi p* to'plam fimksiyasini quyida-
M liquida aniglaymiz.
o, 15-ta’rif. Ixtiyoriy A C E to'plam uchun

tf{A) = inf m(Bn)
I

"o\ A)'idamning tashqgi o'lchovi deyiladi. Bu yerda anig quyi chegara A
hi A& qoplovbhi barcha chekli yoki sanogli {Bn}. Bn G &m to'plamlar

musi ho'yicha olinadi.
» I-1 ('Oreina . Agar .4 va sanoglita A\rAo,.. «; An.... to'plamlar uchun

IJ Y 1w'lsa, n holda quyidagi tengsizlik o'rinli

<jr
n=I
« H luYif. Agar A C E to'plam va istalgan e > 0 uchun shunday B G
B ffm) lo'plaiti mavjud bo'lib,

vV . MA/LB) <e

I"lik Imjnrilma, A (Lebeg ma’nosida) o'ichovli to'plam deyiladi.
n Irliovli to’plamlar sistemasi LLLLL, da aniglangan jj,* to;plam funksi-
Jfl tttbpf] nlrhnvi deyilkdi va'ti /A harfi bilan belgilanadi. Ravshanki, ©m va

It'|(rv, >'I""i olitigan to‘plamlar o'lchovli bo'ladi. Bunda., agar A G va
. ) I'Olsa, u holda
J NA) = m(A).  fi(B) m m\B).

\f-n In Irltovli to'plam va f*(AAB) <s tengsizlikni ganoatlantiruvchi

» Ot(*.i. * I" pl'iin berilgan bolsa,

AAB = (E\A)A(E\B)



tenglikdan A ning t.o'ldiruvchi to‘plami ENA ning ham o'lchovli ekanligi kelib
chigadi.

5.5-teorema. OHchovli to'plamlar sistemasi li(-E) halga bo'ladi.

5.2-eslatma. &m ning birlik elementi - E o*Ichovli to'plamlar sistemasi
1i(E) uchun ham birlik element, bo'ladi, shuning uchun o'lchovli to'plamlar
sistemasi ii(E) algebra tashkil giladi.

5.6-teorema. O'lchovli to'plamlar sistemasi ii(E) da aniglangan iy to'p-
lam funksiyasi additivdir.

5.7-teorema. O'lchovli to'plamlar sistemasi ii(E) da aniglangan ji to'p-
lam funksiyasi a— addituvdir.

5.8-teorema. Lebeg bo'yicha o'lchovli bo’lgan barcha to'plamlar sistemasi
IH{E). E birlik elementli a— algebradir.

5.17-ta’rif. QO'lchovli to'plamlar sistemasi LLLE) da aniglangan ua &(E)
da tashqi o'lchov /v bilan ustma-ust tushuvchi N funksiya m o'lchovning
//= L(m) Lebeg davomi deyiladi.

5.9-teorema. Istalgan boshlang'ich m o'lchov uchun Lebeg bo'yicha o'l-
chovli to'plamlar sistemasi i1i(E) 5—halga bo'ladi. Sanoqli sondagi o'lchovli
A1A2...., An,... to'plamlar birlashmasi bo'lgan A—HOL:JIAn to'plamning
o'lchovli bo'lishi. uchun (i ~U A” migdorning n ga bog ligsiz 0'zgarmas
bilan chegaralangan bo'lishi zarur va yetarli.

Lebeg o'lchovining yana bir xossasini keltiramiz.

5.18-ta’rif. Agar fj(A) = 0 va A" C A bo'lishidan A" ning o'lchovli
ekanligi kelib chigsa, (x o'lchov to'la deyiladi.

Agar /i o'lchov to'la bo'lsa. A' to'plam uchun ju(A') —0 bo'ladi.

Ixtitoriy o'lchovning Lebeg davomi to'la bo'ladi. Hagigatan ham, A" C A.
fi(A) = M(A) =0 bo'lsa, /i*(A") =0 bo'ladi va B = 0 G &m ni olsak.

U*(A'AP) = fi*(A') =0
bo'ladi, ya’'ni A’ ning o'lchovli ekanligi va fi(A') =0 kelib chigadi.
5.8. O'lchovsiz to'plamlarning birlashmasi o'lchovsiz bo'ladimi?
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Yrrhish. O'lchovsiz to'plamlarning birlashmasi o'lchovli ham o'lchovsiz
liniii bo’lishi mumkin. Masalan. A C [0. 1] o'lchovsiz to'plam bo'lsin, u holda
10, \]NA ham ofIchovsiz to'plam bo'ladi. Ularning birlashmasi AU B =

) 1 (‘mao’lchovli to'plam. Agar A C [0. 1) o'Ichovsiz to'plam, B C [1. 2)
n Irhowsi/ to'plam bo'lsa, u holda ularning birlashmasi C = AUB to'plam
inIniy .\y= C NEo = A 0o'lchovsiz to'plam bo'lganligidan 5.6-ta'rifga ko‘ra
J1u B o'lchovsiz to'plam bo'ladi. O

51, /(/) = [x] funksiya yordamida qurilgan jiF—Lebeg-Stiltes o'lchovi
dinkret o‘lchov bo'lishini ko'rsating.

Yochish. F(x) = p{ funksiya monoton kamaymaydigan o'ngdan uzluksiz
hillUniyn bo‘lib. lining giymatlar sohasi butun sonlar to'plami Z dan iborat.
IIni ini Honlar t.o”lami esa sanoqli to'plam bo'lganligi uchun. 5.13-ta'rifga. ko'ra.
Hi (linkret o'lchov bo'ladi. O

Uy vazifalari va mavzuni o'zlashtirish uchun masalalar

f* lo'plam funksiyasi m' : LLI6 ) — R o'lchov bo'ladi. Isbotlang.

‘I (M) Uuiglik bilan aniglangan m! : 9Jt(G) — R funksiyaning giyma-
I\ sodda to'plamni chekli sondagi o'zaro kesishmaydigan oraliqlar

viV'indisiga yoyish usulidan bog'lig emas. Isbotlang.

It'iJ, # : 9N1(6) —R o'lchov m : 6 —»R o0'lchovning davomi bo'ladi.
Ubnthmg.

lit K 1L1i Nodda to'plamning birlashmasi, kesishmasi, ayirmasi va simmetrik
Hyllmnsi yana sodda to'plam bo’ladi. Isbotlang.

A'm 1 GLU(e ) to'plam oralig bo'lsa. u holda in'(A) = m(A). bo'ladi.

Mu niung.
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J e i v. wv iy y UV VWML VALV, UKL CIKD > bU'lL v >3x4 V ...*0____ -— oX

n

..., An soddato'plamlarning yig'indisi, ya’ni A = JJ >I* shaklda tasvir-
k=l

lansa, quyidagi tenglikni isbotlang:

™ (A YT m'(AK)-
v (Ak)
5.16. Agar A 6 9ft(S) sodda to;plam. {4, }— sodda to'plamlaming chekli
yoki sanoqli sistemasi bo'lib, A c H An bo:lsa,

rri (A) <22 m'&L5
n
¥
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Isbotlang.
5.17. A sodda to'plam sanoqli sondagi o‘zaro kesishmaydigan Ai, A%... ,
An-,... sodda to'plamlarning yig'indisidan iborat, ya’'ni

(0,08
n=|

bo'lsin. U holda quyidagi tenglikni isbotlang:
@
m{A) =2”rn' (A,,).

5.18-5.23-misollarda keltirilgan /1 ¢ | ni sodda to'plam ekanligini ko'rsa-
ting. Uni eng kam sondagi o'zaro kesishmaydigan Pi, P2,..., Pn oraliglar
birlashmasi ko'rinishida tasvirlang. A = U, Pk yoyilmadan foydalanib, .4

i1

to'plamning odchovini toping.
4 7 5-—
5.18. A= U @~ 23n). 5.21. A U1 2 dn
5.19. A= \] [, e4" 520. A U ool
19 A= N [, e ), ce A Uiar-g p
_ n 6 —n 4 (3 13
220 A=Y omfyr 2n b — 0 2



OZ4. ikkita yarim halganing Dekart ko‘paytmasi yarim halga bo'ladi. Isbot-

lang.
5.25. 6 x 6 = 6 2 tenglikni isbotlang.

5.26. Tekislikclagi barcha to'g'ri to'rtburchaklar sistemasi —@2 yarim halga.
tashkil giladi. Isbotlang.

"Serpin gilarni" nomli masala. M2 dagi E2 —[0. 1] x [0, 1] kvadrat-

ni x = ;— X =—Yy = y = ; tog’ri32chiziqlar yordamida 9 ta bir xil

3
kvadratlarga bo:lamiz va markazdagi ochiq
(, . 1 2 1 21
3< *< 3, 3 < x <3|

kvadratni (5.5a-chizma) tashlaymiz. Kevin golgan 8 ta kvadratning har birini
yuqoridagidek 9 ta bir xil kvadratlarga bo'lamiz (5.5b-chizma) va markazdagi
kvadratni tashlaymiz. Bu jarayonni cheksiz marta davom ettiramiz. Natijada
golgan to'plamni A bilan belgilaymiz. Bu to'plamga "Serpin gilarni" nomi

berilgan.

YAf

5.5-chizma
S7. S§M]in gilamining ofichovini toping.

M *- [0, 1]- bilan shunday sonlar to4plamini belgilaymizki, ularning
(lipkw/ o‘uli kasr yoyilmasida 2 ragami 3 ragamidan oldin uchraydi. Bu
I" phiilining oichovini toping.
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5.29

5.30.

5.31.

5.32.

1
31
bo

. A C [O 1] — bilan cheksiz o'nli kasr yoyilmasida 8 ragami gatnasha-
digan sonlar to4plamini belgilaymiz. Uning o’lchovini toping.

A C [Q 1] — shunday to;plamki. uning elementlarini cheksiz o'nli kasr
yoyilmasida 1 dan 9 gacha ragamlarning barchasi gatnashadi. Uning

o’lchovini toping.

Kantor to'plami K c¢ [0. 1] ning Jordan ma’nosida o‘lchovli emasligini

isbotlang.

"Kantor tarogH" nomli masala. K —Kantor to'plami bolsin.

A=*{(_Z,€/) - HO, 1], ¥€5(}. .

[

todplam "Kantor tarogH” deyiladi. A to'plam [0, 1] x [0. 1] ning hech
yerida zich emas, yopiq va f-i(A) = 0. Isbotlang.

JSerpin gabristoniZ nomli masala. R2 da [0, 11 x [0, 1] kvadratni x =

2 1 2 e - .
X = 3 y =? y = 3—tog;r| chiziglar yordamida 9 ta teng kvadratlarga

lamiz. Asosiy kvadratning uchlariga yopishgan 4 ta

Pi Pa
IYIYTY -

g”/gﬁ/ v 1

nyyl
AY
y g’ﬂA’9//”§ /,
1]/
TR
11111A

a)

n

5.6-chizma

Pi=|(z,y) :0<x <1 0<y<~rj,
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yopiq kvadratlarni (5.6a-chizma) birinchi rang kvadratlari deb ataymiz.

Bu to'rt kvadratning birlashmasini A\ = P\ UP2U P3 U P4 bilan bel-

gilaymiz. Birinchi rang kvadratlarining har biririi yugoridagidek 9 ta teng

kvadratlarga bo'lamiz. Birinchi rang kvadratlari P\. P~ P3- P4 uchlariga

yopishgan kvadratlarni ikkinchi rang kvadratlari (5.6b-chizmada Q\ —Q\q)

deymiz. Bu 16 ta kvadratning birlashmasini A 2 bilan belgilaymiz. Va hokazo

bu jarayonni cheksiz marta davom ettiramiz. Natijada ichma-ich joylashgan

A\ D A2D ... D An D ... ketma-ketlikka ega bolamiz. Ularning kesish-

@ J
masini A = [1 An bilan belgilaymiz. A to'plam Serpin gabristoni deyiladi.

5.33.

5.34.

5.35.

6.36.

5.37.

6.38.

Serpin gabristoni A ning o'lchovi nol (p{A) = 0) va [0, 1] x [0, 1]

kvadratning hech verida zich emasligini isbotlang.

A c¢cM to’plamning o‘Ichovi nolga teng bo;lsa, fj( A) =0 bo‘lishi shart-
mi? Bu yerda A — A to'plamning yopig/.

A C LU chegaralanmagan musbat o'lchovli to'plam bo’lsin, u holda shun-

day x.y £ A lar mavjudki x —y 6 Q bo'ladi. Isbotlang.

A C R ixtiyoriy musbat o'lchovli to'plam bo-Ism, u holda shunday x,y E
A mavjudki x —y € R\Q bo'ladi. Isbotlang.

R dagi nol o’Ichovli to:plamlar sistemasi a —halga bo'lishini isbotlang.

A C.R Boreltipidagi to'plam ekanligini ko'rsating. uning Lebego;lchovini

toping:

< A= [0 1]\Q.
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5.39.

5.40.

5.41.

5.42.

Quyida berilgan A ¢ R to'plamniixg Bore! tipidagi to'plam ekanligini

ko'rsating. keyin uning o:lchovini toping.

a) A = (R\Q) MIO, 1], b) A= {x GR :x4E
A = [a, ,
C) [a, OC) -
1 1 oc 1 1
e) /1 —ngo n---,n+— f) 7929 [ = T(RWQ).

Shunday {A $ "Borel tipidagi to”plamIlarga. misol keltiringki, quyida-
giiar bajarilsin:

a) In(An) = 1, n>1 UAn=R,

71=1

) fi(A,) = +oc, 75 AL n > 1 [i (1 A4 "L
/=

c) /i(An) —-foe, n>1, I A4,= N.
d) (n(An) = -foo, Anp)Am=0, ndm, n, m EN.

N1 C M2 ning “Borel tipidagi to'plam” ekanligini kvrsatib, uning

b’Ichovini toping:

a) A= y) €1 2: 0<y< ( ,
. 1
b) .4=/(cy) € 2:-1 <x<1 0<yx<
\/I —x2
a G (0, 1) ixtiyoriy son bo'lsin: [0, 1] kesmaning ©frtasidan uzunligi
a . i2-a2+a\. e . ..
- gateng Ai = | ——,—— 1 mterva.ini chigarib tashlaymiz. A

ni o‘rta interval deb ataymiz. Ikkinchi gadamda qolgan ikki kesmaning
uzunligi é ga teng bolgan o‘rta intervalini chigarib tashlaymiz. Bu in-
tervallar birlashmasini A? bilan belgilaymiz. Uchinchi gadamda qolgan
tofitta kesmaning bar biridan uzunligi P ga teng bo'lgan o‘rta inter-
valini chigarib tashlaymiz. Ularning birlashmasini /13 orgali belgilaymiz.
Bu jarayonni cheksiz davom ettiramiz. A bilan. [0, 1]\ nEiJBAn tofplamni
belgilaymiz. A ning o'lchovli ekanligini ko‘rsating va uning oUchovini

toping.
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j:t, ..'"12-iiiisolda keltirilgan A to'plam [0? 1] kesmaning hech yerida zich
ritiasligini isbotlang.

Il. AC [a b olchovli to'plam va fj(A) —A> 0 bodsin. U holda f(x) =
(i ([a. x) MA) funksiyaning uzluksizligini isbotlang. / : [ft. b] —=* R
limksiyaiiing giyrnatlar sohasini toping.

IBx |(), [] kesmada [0, 1] dan fargli va o'lchovi 1 bo'lgan yopiq to'plam

mavjudmi?

10, Trimlikda shunday o'lchovli A ¢ R2 to'plamga misol keltiringki. uning
koordiuata o'glariga proyeksiyaiari o'lchovsiz bo'lsin.
) 17-0.49-misoll*r4a A\ C A shartni ganoatlantiruvchi A va A\ to'plamlar
Mmill}ui. A\Ai to'planmieng kamsondagi o'zaro kesishmaydigan Pi, Pn

nl
esk 1 to'rtburchaklar birlashmasi ko'rinishida tasvirlang. A\A 1 = 1] Pk

bl
H\ linkminn foydalanib J1\J1 1 to'plam o'lchovini toping.

17, 1 {(r,y) :0<x<7. 0<y< 7},

A\ = {(X,y) :4< x<6.3<y<5}
IN I )/, y) :0<x<7. 0<yc< 7},

A\ = {(X.y) :3<x<T7 0<y<T}.
m 1 {(r,y) :0<x<7.0< <7}, .

A\ = {(x,y) :0<x <7 0<t/ <6}

* < |(>! ininollarda keltirilgan tasdiglarni isbotlang.

I in'plum o'lchovli bo”ishi uchun ixtiyoriy ¢ > 0 ga ko'ra. shunday
1 ne 1\) (Xiq to'plam mavjud bo'lib. fj*(G\A) < s tengsizlikning
elmili lii Allnr va yetarli.
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5.51.

5.92.

5.53.

5.54.

5.95.

5.56.

5.57.

5.58.

5.59.

5.60.

5.61.

5.62.

Agar J1 C X o'lchovli to'plam bo'lsa. n holda ixtiyoriy e > 0 uchun
shunday G (G C A) yopiq to'plam inavjud bo4ib, j©(A\G) < e teng-

sizlik bajariladi,.

Agar A C B bo'lsa, /n*(J1) < p*(B) bo'ladi.

Agar A — sodda to'plam bo'lsa, u holda y*{A) = m'(A) tenglik o4inli.
Agar chekli yoki sanoqgli sondagi {/Iin} to'plamlar sistemasi uchun J1 C

(J A,, bo'lsa. u holda quyidagi tengsizlik o'rinli
n

p*(A)<JI2»4An,

Agar A ¢ [0. 1] o'Ichovli to'plam bo‘lE& [0, 1]\A ham o'lchovli bo'ladi.

Agar A va B to'plamlaro’lchovlibo‘lsa,uholda AUB, AC\B, AAB, A\H

to'plamlar o'lchovli bo'ladi.
O'lchovli to'plamlar sistemasi £I(R) halga tashkil giladi.

Chekli sondagi o'lchovli to'plamlarning birlashmasi va kesishtnasi yarm

o'lchovli to'plamdir.

Agar A va B lar o:za.ro kesishmaydigan o'lchovli to'plamlar bo'lsa, wn

holda pt(A U B )= fi(A) 4-fi(B) tenglik o'rinli.
Agar A va B lar o'lchovli to'plamlar bo‘lsa, quyidagi tengliklar o'rinli:
a) U(A UB) = fx(A) 4 i#(B) - f.t(An B), *m

b) fi(AAB) = p(J1) + ai(B) - 2/x(J/1 M B). |

Ixtiyoriy ikkita /1 va B to'plamlar uchun quyidagi tengsizlik o'rinli:

Y(A)-»*(B)\<~"(AAB). . X
N CE — [0, 1] o'lchovli to'plam uchun fi(E\A) = 1—fd(A) tenglik
o'rinli.



h <n Sanoqli sondagi o'lchovli to'plamlarning birlashmasi va kesishmasi yana

" lehovli to'plamdir.
-n i ()‘Ichovli to'plamlar sistemasi U(R), a — algebra tashkil giladi.

ij lib, <)‘Ifthovning o —additivlik xossasidan foydalanib, quyidagi to'plamlar-

liiug olchovini toping:
ac 00] 2

2
n—=
ri=l rt 3" 3n

00 . _ a ( 1 1
9 1_r91 27, 2F); M1 L+ ) n\

it IHi () Ichoviling uzluksizlik xossasi va uning natijasidan foydalanib, quyidagi

In piniularning o'lchovini toping:
no

|)A-n (|+ib ||ef|+\1/5 );
00

on-nK_1Db

0L 2n 2n
04 -U
—_ n. 5
n-1 n
n , n
- 1. i 4+
Nt e

R11 ('lmi*nabuigan o'lchovsiz to'plamga misol keltiring.
J» misollarga ham 5.8-misol kabi javob bering.

'm 11 EIniva/ lo'plamlarning kesishmasi o'lchovsiz bo'ladimi?
MU nii liHVsi/ U/plamlarning ayirmasi o'lchovsiz bo'ladimi?
Mu iWVBEHWW l.o'plamlarning simmetrik ayirmasi o'lchovsiz bo'ladimi?

|0, 10] o'lchovsiz to'plam, B C E o'lchovli to'plam. Ularning

ill Inmd a1 o'Ichovli bo'lishi mumkinmi? A ¢ B hoini-tahlil giling.

n’lchovsiz to'plam, B C E o'lIchovli to'plam. A M B to'plam
i hitt1lbn Indimi? AN B =o0-, B ¢ A, A C B hollarni tahlil giling.
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5.73.

5.74.

5.75.

5.76.

S5.77.

5.78.

5.79.

5.80.

5.81.

5.82.

5.83.

5.84.

A C E o’lchovsiz to’plam. B C E o'Ichovli to'plam bo'isin. A\B

to'plam o'lchovli bo'lishi mumkinmi? A C B, B C A hollarni tahlil
giling.

A C E o0'lchovsiz to'plam. B C E o'lchovli to'plam bo'isin. B\A
to'plam ganday hollarda o'lchovli, gachon o’lchovsiz bo'lishini misollarda

tushuntiring. AMB6 =0, B C A, A C B hollarni tahlil giling.

A C E o’lchovsiz to'plam, B C E o'lchovli to’plam bo'isin. AAB
to'plam o'lchovli boiishi mumkinmi? 1 NMB = 0, B C A, A C B

¥
hollarni tahlil qgiling.

A\ D A2 3 13 An D e+ 0'Ichovli to'plamlar*ketma-ketligi uchun
a

u( M An) = lim /n(A,,) tenglikni isbotlang.
n=1

TG—O ¢
O'lchovli to'plamlarning Ai C A2C * C AmC ** ketma-ketligi uchun
/i( fjl Apn) = t_Iim u{An) tenglikni isbotlang.
n— *

1—oc
Agar il(R)— sonlar o'gidagi Lebeg ma’nosida o'lchovli to'plamlar sis-
temasi, [a, b\ ixtiyoriy kesma bo'lsa, u holda [a, b\ kesmada saglanuvchi

o'lchovli to'plamlar sistemasi a - algebra tashkil giladi Isbotlang.
Kantor to'plamining o'lchovi nolga teng ekanligini isbotlang.
Ixtiyoriy A C R sanoqli to'plam uchun /i(A) = 0 ekanligini isbotlang.

A va B lar sonlar o'qidagi nol o'lchovli to'plamlar bo'lsa, A U B wvn

AAB lar ham nol o'lchovli to'plamlar bo'ladi. Isbotlang.

A d nol o'lchovli to'plam va ixtiyoriy B ¢ | to’plam uchun f.i(ATl

B) = 0 ekanligini isbotlang.

Sonlar o'gidagi barcha nol o'lchovli to'plamlar sistemasi a halga va

halga bo'lishini isbotlang.

Sonlar o’qidagi barcha nol o'lchovli to'plamlar sistemasi simmetrik ayirnifl

amaliga nisbatan kommutativ gruppa bo'lishini isbotlang.
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AINR.

h M,

BH7.

AVNH.

ftitt)*

ItfO.

Sonlar o'qida kontinuum quvyvatli, nol o'lchovli to'plamga. misol keltiring.

lo, 1] kesmada, o'lchovi 0,9 ga teng bo'lgan va [0, 1] ning hech yerida

'd,! bo’lImagan mukammal to'plamga misol keltiring.

|(I, 1L kesmada, o'lchovi 1 ga teng bo'lgan va [0, 1] ning hech yerida

zirh bo’lmagan mukammal to'plam mavjudmi?

1< |(). 1] hech yerda zich bo'Imagan nol o'lchovli to'plam bo'lsa, uning

vnpij'/i A ham nol o'lchovli to'plam bo'lishi shartmi?

|0, I] kosma.tla, nol o'Ichovli va [0, 1] ning hamma yerida zich kontinu-

UM quvvatli to'plamga misol keltiring.

Sliniulay nol o'lchovli i C | va B C R to'plamlarga misol keltiringki,
illuming arifmetik yig'indisi A -fB —{c: c¢= a-1b, a € A. b E B}
Mim ) o'lchovli bo'lsin.

Shunday A C [0, 1] va B C [0, 1] to'plamlarga misol keltiringki,
ilityi(In.Kil«r bajalllsin: p(A) = p(B) = 0. a(A + B) =2

/ (1) 2t+ | funksiya yordamida qurilgan pf — Lebeg-Stiltes o'lchovi

Mle «3vIMl ii/luksiz o'lchov bo'lishirii isbotlang.

() -2r-f1 o'lchov bo'yicha A — (1, 5] to'plamning o'lchovini
[o11HILL],

/°(/) = |tJ Lebeg-Stiltes o'lchovi bo'yicha A — (1. 51 U {7, 8}

io pin Minivr, o'lchovini toping.

. in I.mnior to‘plami —k (3.5-misolga garang) bilan bog’lig bo'lgan
T w 1 Mnnpoua funksiyasini (5.7-chizma) keltiramiz. Kantorning zinapoya
Hkbti /1 bilan belgilaymiz va uni R da quyidagicha aniglaymiz: A(x) =

» U va A(x) = 1, x € [l,00). 4 ni [0, I]\K da quyidagicha

- ) to'plam vauning chegarasida (5.7-chizmaga garang)



A{x) = -f x e

3’ 3
A2= #21wn N22 = f | ) t°$lani va uning chegaralarida
r1 1 2
X e
fi B 959
i(x) = 7 8
agar a G
9’9
Endi
7 8 19 20 25 26
. _ :
ff3*= k|/|:1/|-3* = t& HSI 33’ 33 W B v'm 33
to'plam va uning chegaralarida
2k - 1
A(x) XE Aslc, c= 1.2 3,4.
23
[
7/8 -
3/4 -
5/8 -
172 .
3/8 -
1/4 -
1/8 -\
e b [~ ~ +—-31-1 *
0 19 209 13 23 79 8l9 1 %
5.7-chizma

)7>-i

Xuddi shunday Kn= (J Knk todlamning k - qo'simi interval! va un-
k=1
ing chegarasida

2k - 1
ney = . - xe Km k=1,2,3,...,2""
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Shunday qilib, K to'plamlar va ularning chegaralarida A funksiya aniqg-

oc
landi. Bu U~Kn = [0, 1]\K to'plam [0. 1] kesmadazich. Endi xq g K soni

A funksiya aniglanmagan biror nuqta bo'isin, u holda

deymiz. Hosil gilingan funksiya Kantomirig zinapoya funksiyasi deyiladi.

5.95.

5.96.

5.97.

5.98.

5.99.

Kantorning zinapoya funksiyasi 4 ning [0. 1] kesmada uzluksiz, mono-

ton kamaymaydigan funksiya ekanligini isbotlang.

Kantorning zinapoya funksiyasi F(x) = A (x) yordamida qurilgan Lebeg-
Stiltes o'lchovi —ji& bo:lsin.
a) /i-g ning singulyar o'lchov ekanligini isbotlang.

b) = 1 tenglikni isbotlang. Bu yerda K — Kantor to'plami.

c) A Kantor to'plamim saglovchi (A" C A) ixtiyoriy to’plam bo'isin.
li-a(.4) = 1 tenglikni isbotlang.

a) F(x) —x funksiyayordamida qurilgan Lebeg-Stiltes o'lchovi absolyut
uzluksiz o'lchov bo ladimi?

b) F(x) = 2[x] + 1 funksiya yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes o'lchovi
diskret o'lchov bo’ladimi?

c) Singulyar Lebeg-Stiltes o‘lchoviga misol keltiring.

Additiv, ammo a - additiv bo'Imagan o'lchovga misol keltiring.

Har bir A c | to'plamga
hemA

sonni mos qo4amiz. m to'plam funksiyasi o'lchov bo’lishini ko'rsating.

A = (-oc, 0) va B —[1, 4] todplamlarning o4chovlarini toping.
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| bobni takrorlash uchun test savollari

. Quyidagi tengliklar ichidan to”rilarini ajrating.

1. AAB = (AUB)\(AMNB), 2 AAB = {AUB)A(ATB):
3. AAB = {A\B)U{B\A).

A) 1.2 B) 2, 3 C)L 23 D) 1.3

. E— universal to'plam. Ikkilik munosabatlarini toping.

1) E\UAa=n(E\AQ), 2) E\nAa= U(E\Aa)

3) AAB = (AUB)\(AnB), 4) (E\A)A(E\B) = AAB
A) 1.2 B) 2,3 C) 3. 4 D>1, 4

. A va B to'plamlar o'zaro kesishmaydi. Quyidagiiar khidan to‘g‘rilarini
ajrating. 1) AAB = A UB, 2) A\B = A, 3) B\A =B
A) 1 2 B) 2, 3 C)1nza3 D) 1.3

. A\ va A2 to'plamlar o'zaro kesishmaydi. Quyidagiiar ichidan to'g'rilari-
ni ajrating. 1) B\ NMBo C (A\A B\) J (A2A B2, 2) AlIAA2= 0.

3) AIAA2= ALUA2, 4) (Ai{JA0)A(Bi [jB2) C U (A2A B 2)
A) 1.2 3 B) 2, 3:4 C) 1234 D) 1. 3.4

.l R —=*R. f(x) = [0,5x] akslantirish berilgan. Bu yerda [x] belgi x
sonining butun qgismi. Agar A = [0. 8] bo'lsa, f(A) ni toping.

A) {0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7} B) [0,8]°

C) {0; 1,2, 3; 4,5 6,7, 8 ;D) {0; 1; 2; 3; 4}

. f X [6. 26], f(x) = x2+ | funksiya berilgan. / — ustiga (suryek-
tiv) akslantirish bo'ladigan maksimal X to'plamni toping.
A) [-5, -2] U2 9 B) [2. 9] C) [2 9] D) (2, 5)

.| O] == [—1.1]. f(x)m=cos4a. g : [O1r] —»[0.1]. g(x) = sinx,
ip: [0, —[0,1]. <p(x) = sinx, '®:[0.2] —[0.5], d(x) = x2+ |

A) f:g:ip B) f.g.ip C) a.(pyd D)
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8.

10.

11.

12.

[ :[0.m->[-1,1], f(x) = cosx, g :[0.74] -+ [0,1], s(.r) = sinz,
P :[0??] ~*[0,1], ~(a) = sina;, ¢ :[0,2] » [0.5]. #(X) = £2+ 1
akslantirishiar ichidan biyektivlarini ajrating.

A) f.,9 B) /.o C) fjp D) v,ib ,

. Quyidagilar ichidan sanoqli to:plamlarni ajrating.

1) Jahon banklaridagi valyutalar to'plami.

2) Barcha ratsional sonlar to’plami.

3) Yer sharidagi barcha qushlar to'plami.

4) Barcha tub sonlar to'plami.

A) 1,3 B) 2?4  C) 1?2, 3 D) 1,3, 4

Quyidagi tasdiqlar ichidan to'g'rilarini ajrating.

1) Chekli toyplamlarning ayirmasi chekli to'plam bo'ladi.

2) Sanoqli to'plamlarning ayirmasi sanogli to'plam bo'ladi.

3) Kontinuum quvvatli to'plamlarning ayirmasi kontinuum quvvatli to'p-
lam bo'ladi.

A) 1,3 B)2,3 C)1 D)1,23

Quyidagi tasdiglar ichidan to'g’rilarini ajrating.

1) Chekli to'plamlarning kesishmasi chekli to'plam bo'ladi.

2) Sanogli to'plamlarning kesishmasi sanoqli to'plam bo'ladi.

3) Kontinuum quvvatli to‘plamlaming kesishmasi kontinuum quvvatli

to'plam bo'ladi.
A) 1l 3 B) 2, 3 C) 1 D) 1 2 3

Quyidagi tasdiqglar ichidan to'g'rilarini ajrating.

1) Chekli to'plamlarning birlashmasi chekli to'plam bo'ladi.

2) Sanogli to'plamlarning birlashmasi sanogli to'plam bo'ladi.

3) Kontinuum quvvatli to'plamlarning birlashmasi kontinuum quvvatli
to’plam bo'ladi.

A) 1 3 B) 2,3 C)1 D) % 2, 3
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Kesishmasi kontinuum, simmetrik ayirmasi sanoqgli bo'lgan A\ va A?
kontinuum quvvatli to'plamlarga misol keltiring.

A) Ar= [0, 1|5A2= (0, 1) B) =100, 1), A2= 1[0, 1] UQ

C) A\ = [0, 00), A2= [-2,00) D) ki = (-00. 0]. A2= (0. 00)

Chekli to'plamlar ko'rsatilgan javobni toping.

A) Q.zZtN B) {2;3};0 C) {23}, [0,1],Z D)R,Q,Z

Sanoqli to'plamlar ko'rsatilgan javobni toping.

A) Q.z, N B) {2, 3};0 C) {2;3}, [0,1, Z D) R,Q:Zz

Kontinuum quvvatli to'plamlar ko'rsatilgan javobni toping.

A) Q, Z, N B) {2,3},0 C) {2;3}, [0,1],Z D) [0, 1], RsR\Q

Ekvivalent to'plamlar ko'rsatilgan javobni toping.
AQ~Z2~ ~M B) [0,1 ~ [0,00)~R~@Q
C) 0] R ~R2~ R\Q D) [0, 1] » R ~ ~ Q

Sonlar o'qidagi barcha [a. 6) yarim intervallar sistemasi © :
A) Yarim halga bo'ladi. halga. bo'Imaydi.

B) Halga bo'ladi. algebra bo'Imaydi.

C) Ham halga. ham algebra bo'ladi.

D) Ham algebra.,, ham a algebra, bo'ladi.

Sonlar o'gidagi barcha chekli to'plamlar sistemasi 6 :
A) Yarim halga. bo'ladi. halga bo'Imaydi.

B) Halga bo'ladi. algebra bo'Imaydi.

C) Ham halga, ham algebra bo'ladi.

D) Ham algebra, ham a algebra, bo'ladi.

Sonlar o'gidagi barcha chekli, sanoqli va. kontinuum quvvatli to'plamlar
sistemasi O :

A) Yarim halga bo'ladi. halga. bo'Imaydi.

B) Halga bo'ladi. algebra, bo'Imaydi.



21.

22.

23.

24,

25.

26.

C) Ham halga, ham algebra bo'ladi.

D) Ham algebra, ham a algebra bo'ladi.

Sonlar o'gidagi barcha chegaralangan to'plamlar sistemasi 6 :
A) Yarim halga bo'ladi, halga bo'Imaydi.

B) Halga bo'ladi. algebra bo'Imaydi.

C) Ham halga, ham algebra bo'ladi.

D) Yarim halga tashkil gilma.ydi.

Tekislikdagi barcha to'g'ri to'rtburchaklar sistemasi 0 :
A) Yarim halga bo'ladi, halga bo'Imaydi.

B) Halga bo'ladi. algebra bo'Imaydi.

G) Ham halga, ham algebra bo'ladi.

D) Ham algebra, ham a algebra bo'ladi.

E = {(X,¥y) : 0 < x < If 0 <y < 1} birlik kvadratdagi barcha
elementar to'plamlar sistemasi 6 :

A) Yarim halga bo'ladi, halga bo'lImaydi.

B) Halga bo'ladi. algebra bo'Imaydi.

C) Ham halga, ham algebra bo'ladi.

D) Ham algebra, ham a algebra bo'ladi.

E — [0. 1] to'plamning barcha gism to'plamlaridan tashkil topgan 21(E)
sistema simmetrik avirma [ amaliga nisbatan gruppa tashkil giladi.
Uning birlik elementi e (e *x = X *e = ) ni toping.

A) e= [0, 1 B) 6=0 C) e= {0} D) e= (0, 1)

E = [0. 1] to'plamning barcha gism to'plamlaridan tashkil topgan 21(E)
sistema simmetrik ayirma [ amaliga nisbatan gruppa tashkil giladi. Bu
gruppada x = (0, 1) elementga teskari elementni toping.

A) x-1= {0} B) x-1=0 C) x™= (0.1 D) x-1=10, 1

P = &1.4 < X < A5 2,5 <# £ ’\2 j- to'g'ri to'rtburchakning o'lcho-
VIni toping.



27

28.

29.

30.

31.

32.

33.

P={0<x<1 0O<y<1}vaQ={03<x<0,80<y< 1}
to‘g‘ri to;rtburchaklar kesishmasining o‘Ichovini toping.
A) 0,5 B) 0.8 C) 0,15 D) 0,75 .

P={0<x<1 0<y<1l}vaQ={05<x<15 0<y< 1}
to‘g‘ri to‘rtburchaklar birlashmasining o'lchovini toping.
A) 1,3 B) 1,4 C) 1,5 D) 2

P={0<x<1 0<y<1}vaqQ={05<x$%$15 0<y<1}
to‘g'ri tolrtburchaklar simmetrik ayirmasining o’lchovini toping.
A) 0,5 B) 1 C) 1,5 D) 0,8 'A

P={0<Xx<5 0<y<5} Pi={0<x<2, 0<y< 2} P\P~
ayirnianihgchekli yoyilmasida eng kamida nechta to‘g‘ri tb'rtburehak gat-
nashadi?

A)4 B)3 C2 D)5

A= {0<Xx< 1l 0<y<02bU{0 < Xx <1 08<y< 1}
elementar to‘plamning o‘lchoyini toping.
A) 0,2 B) 0,3 C) 0,4 D) 0,5

A={0< x<1-0<y< x} to'plamning tashqgi o‘lchovmi toping.
A) 0,2 B) 0,3' 'C) 0,4 ; D) 0,5

Lebeg b’lchovining additivlik xossasini ko‘rsating.

A t) A X TN =01
) 4 (t) f)7 ey 1
B) u (U .4,,3 = f) a«(N,), AiC\Aj = 4), j
\ri=1 n=1
C) lim fj(An) — A — UATL A\ CA2C ¢2eC AnC oo
n—C n=1

D) - ( U -411) <Y, m(AJ) L

v" =1 > 71=1



34. Lebeg o'lchovining yarim additivlik xossasini ko:rsating.

35.

36.

37.

38.

30.

4-) m E A*M Aj.==0 , I"=]
—X

B) /i (n .4,) = £ pCAN* A'nl!% =*0:1d]
471-1 7 n=l

C) lim u(Am = //(A), A= U 4 AiC/2C-uCaYc

71=1

D ) U'(M noL) < £ ju (A n)

Lebeg o‘lchovining a— additivlik xossasini ko‘rsating.
Aufftan =X mpe)- ATA=0,r1/j"
i

_ _ . -
B)V f § A,,)-r%lKAn), AtnmAjWwo,inj
C) lim /n(in) = a(N). 1= U Nn, . 1* C JI2C ¢+« C An C o*e
D) /i(\M:iA nz < MAY n’ nihii . *ebi:H.'i8 tb»to*
Lebeg olchovixiing uzluksizlik xossasini toping.
" I/I LP Ak §]glm(Aa) AINAj - 0.19j
B (U a/ml wilr g(A,), A-nAj=0,rdj

W'l J

C) HIir(r)1C//-(l'|,c|,) = fi(A), A= U Aw, N1C 12C «+*C Jinc, *

D) /x\(lel_1 A,,) < H£:1 u(Ar) § 88 ¢ | J 'S

A ¢ [0, 1] — o'lchovsizto:plam. Quyidagiteridiidaii®lAwsiz to”plarQlariji

ajrating. 1) [0, 1M\A. 2) AMQ. 3)1A ft ([0, 1]\Q).

A)1,3 B)23 C)L2 D123

A G [0, 1]— o'lchovsiz to'plam, K ~ Kantor to'plami bo'isin. Quyidag-
ilar ichidan o'lchovli to!plamlarni ajrating.

1)JO, 1]\A. 2) An<Q. 3) AMK.

A) 1,3 B) 2,3 C) 1,2 D) 1, 2,3

h¥ o'lchov F(x') = [x] funksiyayordamida qurilgan Lebeg-Stiltes o‘lchovi.

A = {1, 2. 3} bofsin. iif{A) ni hisoblang.
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A1 B)Y2 €3 DO

40. F(x) = A(x)— Kantorning zinapoya. funksiyasi, /np— esa F(x) Yyorda-
mida qurilgan Lebeg-Stiltes o;lchovi bo'lsin. A = A to'plamning
oichovini toping.

A)i B) § || D)0

| bob uchun javoblar va ko4satmalar

I-§8. To‘plamlar ustida amallar

10. x G E\ p| Aa ixtiyoriy element bo'lsin. U holda x GE va x ¢ Q An
bo:ladi. Bundan shunday ao mavjud bo'lib, x ning AGH to'éﬁzmlga tegish-
li emasligiga kelamiz. Demak, x element Aao to:plamni%g toidiruvchisida
yot-adi. Shunday qilib, a0 uchun x G E\A a* munosabat o'rinli, bundan biz

x G (J(E\>1q) gaega bo;lamiz. Bu esa

£\ e| Aac %J(£\A>) | (V)

munosabatni keltirib chigaradi. Endi teskari munosabatni isbotlaymiz. Agar

x G U(E\Aqg-) ho‘ls& u holda biror qq uchun x G E\Am boiadi, bundan
a

x element Aao to'plamga tegishli bo'Imaydi, bu esa x » p|Aa ekanligini

bildiradi. Demak, x G E\f]A a ekan. Bundan biz

E\flAa~[j(E\Aa) m (1.2))
a a

munosabatga kelamiz. (1.1j), (1.2J) munosabatlar (1.4) tenglikni isbotlaydi.
18. AUB = [0, 1], A\B 1})m; AAB={0,1 } * B=(0, 1) 81
19. AL) B = {2, 3, 4, 6, 8,9. 10, 12, 14, 15, 16, 18,20, 21,22, 24, ...},
A\B = {2,4,...,2(3n- 2),2(3n- 1),...} , ANB1= {6,12,...,6n,...}
AAB = {2, 3, 4, 8,9, 10, 14/LU, 16,
20, AUB=R, A\B =Q, AAB = K,fATIB =7J. , ,
21. AUB =10, 1], AABmA, AAB = [0, I]f. An B =0,
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22. A—j— .n6zj) . B—| —-f—,ner.Buyerda B ¢ A munosa-

bat o'rinli, demak AUB = A, ATlB = B, A\B = AAB = , nfE£zj.
23. [1 todplam l.Ik-chizmada gorizontal shtrixlangan soha, B to‘plam I.Ik-
chizmada vertikal shtrixlangan soha. AUB m {(x,y) : 0<x < 1 0<y< 1}.
A\B = {(x,]]:0< W< 1, 0 <y <x},

ATB = {(x,y) :0<x <1 vy—x}.

AAB = {(X,y) :0<x<10<y<x}U{{xy):0<x<1lx<y< 1}

24. iU B - 1.2k-chizmada shtrixlangan soha, A\B - chizmada gorizon-
tal shtrixlangan soha, AAB ;- chizmada vertikal va gorizontal shtrixlangan

soha, AN B — chizmada qiyalab shtrixlangan soha.

1.2k-chizma

39. z =2, X ={1,2}, vy = {3}. X XY =Y x X tenglikdan X'V'Y

kelib clilgadi.
40. X xY = {(1,2). (1,4), (3,2, (3, 2);f5-4)}
Y Xx ={(2,1),(2,3). (2,5). (4,1). (4.3). (4,5)}. n

VXY —Y x X tenglik umuman olganda. to'g‘ri emas.

44. To'g4i emas. masalan X = [0.1]. X\ = [1,2], Y = [2,3], Y\ = [3/4].
49. Ax=BUCUD, A*=BDCnD.

52. xm = (-1)m ketma-ketlik Q ga garashli, lekin {x,,,} ~ (J fin.



2-8. Akslantirishlar

9. E(9t) = (o,\lLL S 'ﬂi ' 10. E{P) =X 11. £(S) = [0, oc).
12. 5(1) = {0;1,2}, 5-1(B) = [24). 13. 91(A) = {0}, <+KB) = 0.
14. /(x) =x, a{x) = 1- a, (f+p){x) =1,

I(x) =x, a(x) =x- 3, (/- 0)(x) =3.

26. 2.27-misolga ga.ra.ng.

27. N1 va. B tcrplamlar o'za.ro kesishmaydi, yani A N B — 0. Bu yer-
dan P(A M B) = 0 ekanligini olamiz. Bu to‘plamlarning F akslantirishdagi
tasvirlari ustma-ust tushadi, ya'ni P(A) = [0, 1], P(B) = [0, 1]. Demak,
P(A) MP(B) = [0, 1]1"® = P{AMNB).

29. Xx\A (X) —1—xa {x), Xaub (x) = Xa () + X8 (X) * fes (2) *xb (x) ,
XnnB (X) = xa (x) *xb (x), xa\b (x) = Xa(x) - xa (x)Xb (x),'

Xaab (x) = Xa (x)+ Xb (x) - 2xa (x) mXb (x) m

33. Mavjud. 34. To'g'ri emas. 38. X —[3. —2] U [2,3].

39. f(A) = L| 2,/,3,14}»T\B) = [5,6).

40. X C (—oc, 0] yoki X ¢ [0,-hoc) dagi ixtiyoriy to‘plam.

41. Bu akslantirish ham syuryektiv, ham biyektiv.

42. Inyektivlari /. ip, ¢. Syuryekt.ivlari /, g, (p. Biyektivlari /,

3-§. Todplamlar quvvati

8. Ka = {(x,y) :x —a, —00 < y < 00} — sinf tekislikda. x = a vertikal
to‘gfi chizigdan iborat.

9. Kr —{(re.y, 2) : x24-y2-h 22 = r} —sinffazoda. markazi koordinata boshi-
da radiusi r > 0 bo'lgan sferadan iborat.

12. BoUadi. 13. f(2n) = n._

19. Bu to‘plamlar o'rtasida biyektiv moslikni
[:R-*(0, 1), /(X) = -arc.tgx + i
T Z

funksiya yordamida o4natish mumkin. Bu akslantirishning biyektiv ekanligi

arktangens funksiyaning xossa.larida.ll kelib chiqadi.
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21. Yo'q, bu chekli to'plam. 22. A= N.B={ 3,4 n....}.
23. A=N,B={...-2,-1,0.1,2}. 26. Sanogli. ' J
32. A =]o0.1, . . B = | e /i to'plamlar bo'lsin.

U holda [0. 1\A = (0, 1)\B = C . A va B lar sanoqgli to'plamlar bo'lganligi

uchun f : A —B biyektiv akslantirish mavjud. U holda

J I(;r), agar x G A ) _ _ _ o
g(x) =\ funksiya [0, 1] ni (0.1) ga biyektiv akslantiradi.
N x. agar x GC

33. f(x,y)= (a+izxi(ft-a),c+"~(d-A (xy)el[-1.1]2 °
36. A C R\Q biror sanoqli to'plam bo'lsin, u holda B = AuQ ham sanoqli

to’plam bo'ladi. / : A — B Dbiror biyektiv akslantirish mavjud. U holda

f(x). agar x G A ) ) ) )
9{x)=. funksiya K\Q ni LW ga biyektiv akslan-
X. agar x GM\(Q UA)

tirish bo’ladi.

49. Ekvivalent. 51. Irratsional sonlar uchun.

59. A = [0; 1] kontinuum quvvatli bo’lgani uchun 3.4-teoremaga ko'ra uning
barcha qgism to'plamlaridan iborat to'plam giperkontinuum quvvatli bo'ladi.
GO. A C [0. 1] dagiixtiyoriy to'plam bo'lsin. f(x) = Xa(#) ~ A to'plamning
xarakteristik funksiyasini olamiz. U holda Xa xarakteristik funksiya A to'plam
orgali bir giymatli aniqlanadi. Demak, [0, 1] da aniglangan va fagat O yoki
| giyrnat gabul giluvchi funksiyalar to'plami bilan [0, 1] ning barcha qism
l.o'plamlari o'rtasida biyektiv moslik mavjud. [0. 1] to'plamning barcha gism
to’plamlaridan iborat sistemaning quvvati giperkontinuum bo'lgani bois [0, 1]
da aniqglangan va fagat O yoki 1 qiymat gabul qiluvchi funksiyalar to'plami
giperkontinuum quvvatli to'plam bo'ladi. n

01. 3.4-teoremaga ko'ra ning barcha gism to'plamlaridan iborat to'plam
Kil)orkontinuum quvvatli bo'ladi.

(12. Bu to'plam 60-misolda keltirilgan to'plamni saqlaydi, shuning uchun u

H,ipcTkontinuum quvvatli bo'ladi.

4- 8. To‘plamlar sistemalari
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10. Sonlar o'gidagi yopiq to'plamlar sistemasi.

15. Agar A, B £ ( = I;I bo'lsa, u holda. ixtiyoriy a da. A, B £
bo'ladi. halga bo'lganligi uchun AAB £ @r>, AN B € ¢n. U holda
AAB G® ya AMB e ¢.

23. Yarim halga bo'Imaydi.

24. Bo'ladi.

25. Yarim halga bo'ladi, lekin halga bo'Imaydi.

26. Halga. tashkil giladi.

30. Sistemaa)t sanoqli birlashmaga nisbatan yopiqg emas. Masalan, An —{ft-1} £

© lekin (J An£f ©.

= ! . - *
31. 0 halqga sifatida tayinlangan Oxy koordinatalar sist®masidagi elementar

to'plamlar sistemasini olamiz. 045 halqga sifatida Oxy ni 4-5° ga. burishdan
hosil bo'lgan koordinatalar sistemasidagi elementar to'plamlar sistemasini bel-
gilaymiz. © U ©45 sistemaning halga emasligi ravshan. Cliunki bu to'plamlar
sistemasi kesishma amaliga nisbatan yopiq emas.

32. ©i = {A 0}, ©2= {A, {a}, {6,c}, 0}, 63={A, {b}. {a,c},0}, ©4=
{A, {c}, {a, 6},0}, ©5 = {A. {a}, {6}, {c}, {a, 6}, {a, c}, {6,c}, O} bu sistema-
lar ham halga. ham algebra bo'ladi. = {0,{a}}, ®2= {0:{&}}, P3 —
{0, {c}} bu sistemalar halga bo'ladi. lekin algebra bo'Imaydi.

33. Halqga. tashkil giladi.

34. Bu sistema simmetrik ayirma amaliga nisbatan yopig emas. Masalan,
A = [0,7], B = (1,3) uchun AAB = [0,1] U [3.7] to'plam bu sistemaga
garashli emas.

35. A = (0,7] x (0,7] va B — (0,5] x (3,5] to'plamlar uchun AAB bu
sistemaga garashli emas.

36. Bu sistemada birlik element mavjud emas. Bit sistema halga bo'Imaydi.
37. Eng kamida 4 ta to'g'ri to'rtburchak gatnashadi. Minimal perimetr 50.
38. Bu sistema a —halga bo'Imaydi. a — algebra bo'Imaydi.

39. ®a ning halga ekanligini ko'rsataymiz. Hagigatan ham B\ — AC\B\. Bo =
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AN B2 boisin. U holda
BinB2= (ANBr)NMN(ANB2 = AN(BLMNB2) G ¢ 4.
Xuddi shunday
BIAB2= {ATBNA{AMNB2 = (1Nft) UNNft>)\ NTN(BLIMNBI) =

= AN (BXAB2 € LW

munosabat o'rinli. Demak, ¢ 4 sistemahalga bo'ladi. Bu sistemada A to'plam

birlik element bo'ladi, ya’ni ¢ a sistema algebra bo'ladi. Agar sistema

a — halga bo'lsa. u holda ¢ g to'plamlar sistema.sining a — algebra bo'lishi

yuqoridagidek ko'rsatiladi.

40. X sanoqli to'plam bo'lsa.

41. a) Yarim halga tashkil gilmaydi. b) va c) lar yarim halga tashkil giladi.
[a va algebra tashkil gilmaydi.

5-8. 0 4chovli to ‘piam lar

1
18. A =
217 a

19. A= — VU [B.e2) U[9-e3), /44) = e3-fe24e- 12
77 €U B U0-e9), 144) = eB-Te2de- 12,
1 1 1 5N

20. A= —=
60' 24 U 16: 2
3 1 1 61

21. A =
256:4/ A [256] A 256

22 A =

X tx y !

27. fi(A) = 0. 28. u(A) = ! 29. ft(A) = L

30. Ak C [0. 1]. «k € {1, 2. 3,4, 5. 6,7 8,9} bilan sonlarining cheksiz
o'nli kasr yoyilmasida k ragami gatnashadigan sonlar to‘plamini belgilaymiz.
T3iz sonlarning cheksiz o'nli kasr yoyilmasida 5 ragami gatnashadigan son-
lar to'plaminining o'lchovi 1 ekanligini 5.4-misolda. ko'rsatdik. Xuddi shunday.

istalgan k £ {1, 2..... 9} uchun g(/W.) = 1 ekanligi ko'rsat.iladi. Sonlarning

81



cheksiz o'nli kasr yoyilmasida 1 dan 9 gacha bo'lgan barcha ragamlar gat-
nashadigan sonlar to'plami Ai M I1*m1 Ag dan iborat bo’ladi. U holda

M 9 ,Woam <5>([°
LLIJ J \k=1 k=1

bo'ladi. Demak, fi(Ai M M *ee[1Ag) = 1 bo'ladi.
34. Shart emas. Masalan, A = [0, I]flQ bo'lsin, u holda f-i{A) —0, fi(A) =
38. a) 4.3-ta/rifga ko'ra A Borel tipidagi to'plam bo'ladi.

A= n —3—",. n H--Z_Fl to'plamlar o'zaro kesishmaydi, shuning uchun fi(A)
DC 1 3

Ep®Y = ME_l(“M 3“V)"‘*b) u(A) = oo, ¢) A(A) = 1

39 a) a(A) =1, b) |i(A) =0, ¢) u(A) = oo, d) /i(A) 3,5

ey Mm(N)=2++ -~1 _ fmnn)=.2

40. a) Atn-i = [m—1,rr). Ari —[—r1,1—n).b) An—[n. c0) U (0,1).
c) An= ( oc,n) UN. d) An= Eﬁ)r o 1 !
k=1 Vn + k nin -bx —1
41. a) /In(A) — &, b) £i(A) =T
42. li(A) = 1—a. 44. £(/) = [0,Al. 45. Mavjud emas.
46. B C [0.1] o'lchovsiz to”plam bo‘lsm. U holda A = {(a.y) :x € B,y = 1}
U{(x,y) :x = 1.y EB} to'plam uchun prrA —>XX pryA = B bo'ladi.
47. M\Jix = pi UP2UP3 UJ! (S.lk-chizmaga garang). Pi —[0,4) x [0.7),
P2=[4,7)x [57), P3=[6,7) x [0,5), P4= [4,6) x [0,3). OMMii = 45,

Pr

pr

Pn
0

5.1k-chizma

48. JI\JIx = Pi U P2. 5.2k-chizmaga garang. Pi — [0,3) x [0,7), P2 =
[0; 7] x {7} . li(A\Ai) = 21.
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5.2k-chizma

49. A\Ai = Pi UP2UP3. 5.3k-chizmaga garang. Pi = [0.7] x [6.7], P2=
[0,7] x {0}, P3= {7} x [0,6). - 1.

B

—>

X

5.3k-chizma

60. a) f.i(AUB) = f-t(A) +/i(J5) —*.(JIMP) tenglikni isbotlaymiz. JT1u5 ni

0;zaro kesishmaydigan to'plamlarning birlashmasi ko'rinishida tasvirlaymiz:
AUB = (A\{AT B)) U(B\ (ANB)) U{AMB).
Bu yovilmadan va o'lchovning additivlik xossasidan
fi{A UB)-= /b4 \ (A TIB)) + \ (A MB)j -fpj*A M B) (5.1j)

ni olamiz. MaUumki o'lchovli E va A tollamlar uchun A ¢ E bolganda.
(i(E\ A) = fi{E) —ji(A) tenglik o'rinli. Shunga ko'ra /i(A\ (AN B)) =
(n(A) - ({ANB), fi(B\ (AMB)) = (i(B) - Ji(ANB). bo'ladi. Bularni (5.1))
tenglikka. qolib #(A UB) = J-i(A) + u{B) - fi(A N B) tenglikni olamiz.

b) tenglikni isbotlashda yuqoridagi tenglikclan fovdalanamiz:
ti{fAAB) = fi((AUB)\ {ATB)) = v(A UB) - V(A n B). (5.2))

(5.2)) da 0(A UB) o;rniga pi{A) 4-f-t(B) - ji(ATIB) ni qo'yib, jj(AAB) =
(i(A) + /i{B) —2/n(AT1B) tenglikni olamiz.
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65. a) u(A)
66. a) /n(A)

1. b) fi(A) = 2. ¢) u(A) = 1 d) fi(A) = 1.
11 —2e. b) u(A) = 3.¢) y(A) = 4-f-2e. d) a(1) = 5.

67. Chegaralangan o'lchovsiz to'plam quyidagicha quriladi. Bulling uchun

[1. 1] kesmaning nuqtalari orasida ekvivalentlik tushunchasini kiritamiz:
agar x va y ning ayirmasi x - y € Q bodsa. ular ekvivalent deyiladi. Bu
munosabat ekvivalentlik munosabati bo;ladi. Shuning uchun [, 1] kesma
o'zaro ekvivalent bo'lgan elementlardan iborat K(x), x E [, 1] sinflarga
ajraladi. Bunda turli sinflar o'zaro kesishmaydi. Shunday qilib [—1, 1] kesma
o'zaro kesishmaydigan K(x), x G [, 1] sinflarga ajraladi. Endi bu sin-
flaming har biridan bittadan element tanlab olib, bu tanlab olingan elementlar
to'plamini A bilan belgilaymiz. Hosil bo'lgan A to'plam o'lchovsiz to'plam
bo'ladi.

68. O'lchovli ham o'lchovsiz ham bo'lishi mumkin. Masalan, A ¢ [0,1) da-
gi B C [1,2) dagi o'lchovsiz to'plamlar bo'lsin. U holda ularning kesishmasi
A 1B = 0 o'Ichovli to'plam, A TTA — A o'lchovsiz to'plam bo'ladi.

69. O'lchovli ham, o'lchovsiz ham bo'lishi mumkin. Masalan, Aq = [0. 1)
o'lchovsiz to'plam bo'lsin. A = AqU[1, 2), B = Aq bo'lsa, A\B = [1. 2)
o'lchovli to'plam bo'ladi. Agar A = AoU[l. 2), B = [1. 2) desak, A\B = Aq
o'lchovsiz to'plam bo'ladi.

70. O'lchovli ham, o'lchovsiz ham bo'lishi mumkin. 71. Mumkin.

72. Agar Ar\ B = 0 bo’lsa, keshishma o’lchovli to'plam bo'ladi. Agar B ¢ A
bo'lsa, keshishma A B — B o'lchovli to'plam bo'ladi. Agar A C B bo'lsa,
keshishma AM B = A o'lchovsiz to'plam bo'ladi.

73. Agar A C B bo'lsa, A\B = 0 o'lchovli to'plam bo'ladi. Agar B ¢ A
bo'lsa, A\B o0'lchovsiz to'plam bo'ladi.

74. ANB = 0 holda B\A = B o'lchovli to'plam bo'ladi. B C A holda
B\A = 0 o'lchovli to'plam bo'ladi. A ¢ B holda B\A o'lchovsiz to'plam
bo'ladi.

75. AN B = 0, o'lchovli to'plam. B ¢ A va A ¢ B hollarda AAB to'plam

o'lchovsiz bo'ladi.



85. Kantor to'plami.

86. 5.42-misolda a — 0.1 deb olsak. fi(A) = 0,9 bo'ladi. Bu A to'plam
hech yerda zich bo‘lImagan mukammal to'plam bo'ladi.

87. Mavjud emas. 88. Shart emas.

89. A —K U([0.1jnQ). Buyerda K Kantor toplami.

90. A —K. B —K . Buyerda K Kantor to'plami.

91. A = B — K. Bu yerda K Kantor to:plami. K 4 K = [0,2] tenglik
13.5-misolda isbotlangan.

93. 5.11-ta’rifga kojyra, fiF{A) = F(5) - F(l) = 11 —3 = 8. 94. u(A) = 6.
97. b) Ha. c¢) 5.96-misolga garang.

98. X = [0, 1] p|Q deymiz. ©m orqgali X ning (a, b) interval, [a. K
kesma va [a, b), (a, bl yarim intervallar bilan kesishmalaridan iborat to'p-
lamlar sistemasini belgilaymiz. S m yarim halga. bo'ladi. Agar Aas = X f)(a; b)
(M[«-, b], P(a, 6], fl[a. b)) desak. va har bir Aas to'‘plamga T (Aa) = b—a
sonni mos qo'ysak, bu to'plam funksiyasi m : 6 m — additiv, ammo
a — additiv bo”lmagan o'lchov boladi.

99. 1) m to'plam funksiyasining aniglanish sohasi M ning barcha gism
to'plamlari sistemasi bo'ladi. Bu sistema yarim halga tashkil giladi.

2) m(A) > 0 tengsizlik m ning aniglanishidan kelib chigadi.

3) agar .4 va. B to'plamlar kesishmasa

| «nor- E I|-'E £+ E

neNf){A{JB) neN [n neNf)B

tenglik oTinli. Bu yerdan o;lchovning additivlik xossasi kelib chigadi. f.t(A) =
0, f.i{B) = 07875.

| bobda keltirilgan test javoblari

1-C 2-A 3-C 4D 5D 6-A 7-A 8-C 9-B 10-C 11-C 12-D 13-B
14B 15-A 16-D 17-C 18-A 19-B 20-D 21-B 22-A 23-C 24-B 25-C
20-B 27-A 28-C 29-B 30-C 31-C 32-D 33-A 34-D 35-B 36-C
37-A 38-B 39-C 40-D.



Il. LEBEG INTEGRALI

Ushbu bcflimda o'lchovli funksiyalar va ularning Lebeg integrali xossalari
bayon gilingan. O'lchovli funksiyalar Lebeg integrali tushunchasini kiritishda
asosiy manba hisoblanadi. O'lchovli funksiyalar ta;rifi. ularning asosiy xos-
salari keltirilgan. Jumladan, o'lchovli funksiyalar to'plamining arifmetik amal-
larga nisbatan vopigligi, shuningdek o'lchovli funksiyalar ketma-ketligi xos-
salari va Lebeg integrali ta5ifi, asosiy xossalari bayon etilgan. Amaliv mashg'u-

lotlar va liy vazifalari uchun yetarlicha masalalar berilgan.

Bu paragrafda uzluksiz funksiyaga "gaysidir" ma’noda yaqin bo'lgan o'l-
chovli funksiya tushunchasini keltiramiz. O'lchovli funksiyalar Lebeg integrali-
ni kiritishda asosiy manba hisoblanadi. Bizga E C R (E C R2 Lebeg
ma:nosida o'lchovli to'plam va unda aniglangan hagiqgiy qiymatli / funksiya
berilgan bo'lsin.

6.1-ta%if. Agar ixtiyoriy ¢ £ R uchun {x E E :f(x) < cj E(f < ¢)

to'plam o'lchovli bo'lsa, f funksiya E to'plamda o'lchovli deyiladi.

6.1. /| :E —R, f(x) = a — const funksiyaning o'lchovli ekanligini ta’rif

yordamida ko'rsating.

Y echish. Ixtiyoriy ¢ E R uchun

E. agar c> a.
E(f <c¢c)={xEE :f(x) < c}
0. agarc< a
tenglik o‘rinli. E va 0 to'plamlar o'lchovli. Demak, ixtiyoriy ¢ G1 uchun
E(f < ¢) to'plam o'ichovli ekan. 6.1-ta'rifga ko'ra, f(x) = a funksiya E da

o'lchovli bo'ladi. []

6.2. Funksiyalarni ta'rif yordamida o'lchovli ekanligini ko'rsating.



a) Ox) = x 6 :0. 2). b) f(x) = x e.[0, 2).,
c) /(a)=2x+ 3, x£[Q 3] c) /.(x) = x2- 5, xe [-2, 3].

. e)jfix) * 2*trl. 4 €fe 21. . f) f(x) =1H(w.+1), wT [0, 2).
g) f(x) =sina 45 x G0, m. h) f(x) -=cosa;+ 5. i1G [, 0].
Y echish. Biz a) misolning yechimini beramiz. Ixtiyoriy ¢ G | uchun

0, aparc< 0
£(/ <c)={XGE :[{]<c}—<10, 1), agar0<c< 1
[@ 2), agarc>1

tenglik o‘rinli. Ova [0, 1), [0, 2) to'plamlar o'Ichovli. Demak, ixtiyoriy ¢ G
R uchun £(/ < c¢) to'plam o'lchovli ekan. 6.1-ta’rifga ko'ra, /(a?) = [X]
funksiya E —[0, 2) da o'lchovli bo'ladi. O

6.3. O'lchovli bo'lImagan funksivaga misol keltiring.

Yechish. E musbat o'lchovli to'plam, A C E 0'lchovsiz to'plam bo'lsin.

Quyidagi funksiyani garaymiz:

J —1, agar x GA

f(x) M
| 1, agar x G E\A.

(6.1)

Bu funksiya uchun E(f < 0) = A bo'lib, u o'lchovsiz to'plam. Demak, /

funksiya E da o'lchovli emas. 1 M

6.4. Agar A ¢ E o0'lchovsiz to'plam bo'lsa, u holda g(x) = xe\a(x) funksiya.
o'lchovsiz bo'lisllini isbotlang.

Isbot. To'plam xarakteristik funksiyasi ta’rifiga ko'ra E(g < 0.5 —A

bo'lib, u o'lchovsiz to'plam. Demak, g : E —R 0'Ichovli funksiya emas. O

6.5. Agar / funksiya E to'plamdao'lchovli bo'lsa, u holda ixtiyoriy a, b GR
lar uchun quyidagi to’plamlarning har biri o'Ichovli boiishini isbotlang:
DE?(/> a); 2)E(a<f<b): 3)E(f = a):

4)E (f<a); D5H)E(f>a). |,



Isbot. Aytaylik. / o'lchovli funksiya bo‘lsin, u holda ta'rifga ko:ra. ixtiy-
oriy a € R uchun E(f < a) to'plam o'lchovli bo'ladi.

1) E(f > a) = E\E(f < a) tenglikdan. hamda. o‘lchovli to'plamning
to'ldiruvchisi o'lchovli ekanligidan E (f > a) to'plamning o'lchovli ekanligi
kelib chigadi.

2) E(a < f < b) —E(f > a) ME(f < b) tenglikdan, hamda o'lchovli
to'plamlar kesishmasi o'lchovli ekanligidan E(a < f < b) to'plamning o'lchovli
ekanligi kelib chigadi.

3) E(f = a) to'plamning o'lchovli ekanligini ko'rsatamiz.

E(/=<)>=f| E(a<f<a +-

7=1 N M
Buyerda E(a < f < a+I/n) to'plam 2) ko'rinishdagi to'plam bo'lgani uchun
u - o'lchovli. O'lchovli to'plamlarning sanogli sondagi kesishmasi o'lchovli
bo'lganligi uchun E (f = a) to'plam o'lchovli bo'ladi.

4) E{f < a) to'plamning o'lchovli ekanligi ta'rifdan, 3) dan hamda E (f <
a) = E(f < a) UE(f = a) tenglikdan kelib chigadi.

5 E(f > a) to'plamning o'lchovli ekanligi E(f > a) = E\E(f < a)

tenglikdan va to'ldiruvchi to'plamning o'lchovli ekanligidan kelib chigadi. O
6.6. Agar / va g lar E da o'lchovli funksiyalar bo'lsa. u holda
{x€ E :f(x) > g(x)}
to'plam o'lchovli bo'ladi. Isbotlang.

Isbot. Ratsional sonlar to'plami Q sanoqli bo'lgani uchun uning element-
larini nomerlab chigamiz, ya'ni Q ={rrl 2,. , rn....} \a quyidagi tenglikni
isbotlaymiz:

1)}

{x e.E :f(x) > g{x)} = Kﬂ%{x g r*} N {a;:g(x) <j>}) (6.2)

Faraz gilaylik. xq G {x € E :f(x) > ~(x)} bo'isin. Ratsional sonlarning zich-

lik xossasiga ko'ra. shunday G Q mavjudki. f(x0) > rk > g(x0) munosabat
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o'rinli bo'ladi. Demak.
M {m?:f(x) > r*}I fei g{x) .<rk}.

Bundan

Z0€ U ({x :f(x) >?2Q N {£ :g{x) <r*))
A1

ekanligi kelib chigadi. Endi
o € kgl {x :f(x) > rk} M{x :g(x) < rk})

Ixtiyoriy nuqta bo'isin, u holda xgq birlashmadagi to'plamlarning hech bo'lrna-
ganda. bittasiga. tegishli bo'ladi, ya'ni shunday r& £ Q mavjudki. bir vaqtda
f(x0) > r* va g(x0) < rg bo'ladi. Bundan f(xo0) > ~("0) ekanligi va demak.
xo £ {x £ E :f(x) > g(x)} ekanligi kelib chigadi. (6.2) tenglik isbotlandi.
{x £ E :f(x) > g(x)} to'plamning o'lchovli ekanligi (6.2) tenglikdan, ham-
da o'lchovli to'plamlarning sanogli birlashmasi va kesishmasi yana o'lchovli
ekanligidan kelib chigadi. [

O'lchovli funksiyalar ketma-ketligining yaqginlashishlari. Bu band-
da ekvivalent funksiyalar. ularning ayrim xossalari va o'lchovli funksiyalar
ketma-ketliklarining turli yaginlashishlari orasidagi bog'lanishlarni o'rganamiz.

6.2-ta’rif. E o'lchovli to plarnda aniglangan f va g funksiyalar uchun
i ({x £ E :f(x) g(x)}) = 0 bo'lsa. f va g lar ekvivalent funksiyalar
deyiladi va f ~ g shaklda belgilanadi.

6.3-ta’rif. Agar biror xossa E to'plamning nol o'lchovli gismida bajaril-
rnay. golgan gismida bajarilsa. bu xossa E to ‘plarnda deyarli bajariladi deyi-
ladi.

Endi 6.2-ta'rifni quyidagicha ham aytish mumkin. Agar ikki funksiya de-
yarli teng bo'lsa, ulax ekvivalent funksiyalar deyiladi.

6.4-ta’rif. Agar E to plamda aniglangan {fn)] funksiyalar ketma-ketligi-
ning f funksiyaga yaqginlashmaydigan nuqtalari to plamining o'lchovi nol bo'l-

sa (ya'ni ]Lil&)fn(x) = f (x) tenglik E to'plarndagi deyarli barcha x lar
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uchun o'rinli boba), u holda {fn} funksiyalar ketma-ketligi E to'plamda
f funksiyaga deyarli yaginlashadi deyiladi.

Bizga E to;plamda aniglangan {fn} o'lchovli funksiyalar ketma-ketligi
va f odchovli funksiya berilgan bo;lsin.

6.5-ta’rif. Agar ixtiyoriy 5> 0 uchun
i - - 2 ! =
f!l_)ngcp, {{x € E:|In(x)- /(.?)|>'E}) =0

tenglik bajarilsa, n holda {/,.} funksiyalar ketma-ketligi E to'plamda f
funksiyaga o4chov bo'yicha yaqginlashadi deyiladi.

6.1-teorema (Yegorov). E chekli o'lchovli to'plamda {fr} funksiyalar
ketma-ketligi f ga deyarli yaginlashsin. U holda ixtiyoriy S > 0 uchun shun-
day E$ C E to'plam mavjudki, fi(E\E8) < S va E$ da%{fn} funksiyalar
ketma-ketligi f ga tekis yaginlashadi.

6.2-teorema (Luzin), [a, b] kesmada aniglangan f funksiya o'lchovli
boHishi uchun ixtiyoriy s > 0 son uchun [a. b\ da uzluksiz bo'lgan shun-
day o funksiya mavjud bo'lib, (i ({x £ [a, b] : f(x)?ip(x)}) < s tengsizlik

bajarilishi zarur va yetarli.

6.7. Dirixle funksiyasi £) ((2.1) ga garang). Riman funksiyasi ((2.3) ga
garang), nol funksiya 6(x) = 0 hamda bir 1(x) m 1 funksiyalar orasidan

ozaro ekvivalent funksiyalarni ajrating.

Yechish. Ma’lumki, Q sanogli to'plam, shuning uchun fx(Q) = 0. Lebeg
o'lchovi - to*la olchov (5.20-ta’rifga qarang), shunday ekan, ixtiyoriy A C Q
uchun Jji(A) = 0. Endi bu funksiyalarni ekvivalentlikka tekshiramiz:

{8 :2)00 d 0(x)} = Q, {x :*R(x) & 0(2)} = Q,
{x 12)(x) d Wx)} CQ, {x:V(x)dI(x)}=R\Q. .
Bu yerdan quyidagi tengliklarni hosil gilamiz:

JItE8 1 X){x) & 0(z)}) = L({x :V\(x) & 0(x)}) = /i (Q) = O,

({8 :3(a) & 00N = O Ne({” :2)(X) @ 1(x)}) —(i (M\Q) & O.
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Demak, 2) ~ 9 9t~ 0. £) ~ munosabatlar o'rinli. £5£H va Q funksiyalar-

ning, birortasi ham 1 bilan ekvivalent emas. []

6.8. Aytavlik, E —A\ UA2 va A\C\ A2= 0 bo'isin. Agar J| : A\ =Ll w

f2 : A2—R funksiyalar o'lchovli bo'lsa, u holda

funksiyaning E to'plamda o'lchovli bo'lishini isbotlang.

Isbot. Ixtiyoriy ¢ E | da
{xe E :f(x) <c}={x EAI :fi(x) <c}U{x GA2:f2{x) < c}

tb'plam - o'lchovli Hagigatan ham, {x G Ai : fi(x) < c} va {x G /12 :
f'2(€) < c} to'plamlarning o'lchovli ekanligi fi va /2 funksiyalarning o'lchovli
ekanligidan kelib chigadi. {x € E : f(x) < c} esa o'Ichovli to'plamlarning

birlashmasi sifatida o'lchovlid. Demak, / funksiya E da o'lchovli. O
Uy vazifalari va mavzuni o'zlashtirish uchun masalalar

6.9. Agar / va g funksiyalar E to'plamda o'lchovli bo'lsa, u holda ularning
yig'indisi / + g, ayirmasi / —g va ko'paytmasi / g o'lchovli bo'ladi.
Agar E dagi barcha x lar uchun g(x) ® 0 bo'lsa, u holda / : g funksiya

ham E da o'lchovli bo'ladi. Isbotlang.

6.10. A c | to'plamning xarakteristik funksiyasi (2.29-misol, (2.4) formulaga
garang) Y = xa{x) o0'lchovli boiishi uchun A ning o'lchovli bo'lishi

zarur va yetarli. Isbotlang.

6.11. O'lchovsiz funksiyalar yig'indisi o'lchovsiz boiadimi? A C E — [0, 1]
o'lchovsiz to'plam uchun f(x) = Xa(x) va d{x) = Xela(z) n*tahlil
giling.

6.12. O'lchovsiz funksiyalar ko'paytmasi o'lchovli boiishi mumkinmi? A C
E = [0, 1] o'lchovsiz to'plam. f(x) = xaW va 9ix) —xe\a{x) holni

tahlil giling.
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6.13.

6.14.

6.15.

6.16.

6.17.

6.18.

6.19.

6.20.

6.21.

6.22.

Agar / funksiya E dao'lchovsiz. g esa E da o'lchovli bo'lsa, ularning
yig'indisi f + g funksiya E da o'lchovli bo‘lishi mumkinmi?

O'zi o'lchovsiz, kvadrati o'lchovli bo’lgan funksiyaga misol keltiring. 6.3-

misoldagi (6.1) tenglik bilan aniglangan f funksiyani tahlil giling.

O'zi o'lchovsiz. moduli o'lchovli bo'lgan funksiyaga misol keltiring. (6.1)
tenglik bilan aniglangan / funksiyani tahlil giling.

Agar ixtiyoriy a. b £ R lar uchun 6.5-misolda keltirilgan 1), 2), 4). 5)
ko'rinishdagi to'plamlarning birortasi o'lchovli bo'lsa.. u holda / funksiya
E to'plamda o'lchovli bo'ladi. Isbotlang.

Ixtiyoriy a £ M uchun E (f = a) to'plamning o'lchovi ekanligidan /
ning E to'plamda o'lchovli bo'lishi kelib ehigmaydi. Misol keltiring.

A ¢ [0, 1] o'lchovsiz to'plam. £ : R — R funksiyani quyidagicha
aniglaymiz:

X. agar x £ A
(6.3)
—X. agar x ¢ A.

Bu funksiya uchun har bir am£ R da {x : £(x) = a} to'plamning o'lchovli

ekanligini isbotlang.

(6.3) tenglik bilan aniglangan £ funksiya uchun {x £ [0,1] : £(x) < O}

to'plamning o'lchovsiz ekanligini isbotlang.

(6.3) tenglik bilan aniglangan £ funksiyaning E [, 1] to’plamda
o'lchovsiz ekanligini isbotlang.

/| : E — R o'lchovli funksiya bo'lishi uchun ixtiyoriy A C R Borel
to'plami uchun f~I1{A) ning o'lchovli to'plam bo'lishi zarur va yetarli.

Isbotlang.

A : R =& R - Kantorning zinapoya funksiyasi. I\n. n = 1.2,... lar
Kantor to'plamining qurilishida n—aqadamda chiqarib tashlangan Kni



6.23.

6.24.

6.25.

6.26.

6.27.

6.28.

6.29.

6.30.

6.31.

intervallar birlashmasi. Ularning Borel to'plamlari bo'lishini ko’rsating,

A~1{K2), A~1(K3) va A~1(Kn) larni toping.

Agar / : E —*R o’lchovli funksiya .bo'lsa, u holda / funksiya E ning

ixtiyoriy o'lchovli A gismida ham o'lchovli bo'lishini isbotlang.
[2. 2] kesmada o'lchovli bo’lmagan funksiyaga misol keltiring.

[2, 2] kesmadao'lchovli bo’Imagan, lekin moduli o'Ichovli bo'lgan funk-

siyaga misol keltiring.
Har birs : [a. 6] —>w uchun
f+{x) = max {/(x). 0}. / (5) = miri{/(s). 0}

deymiz. Quyidagilarni isbotlang.
a) Agar / o'lchovli bo'lsa, u holda /_ va /_ lar o'lchovli bo’ladi.

b) Agar /+ va /_ lar o'lchovli bo’lsa, / ham o'lchovli bo'ladi.

Shunday / va g funksiyalarga misol keltiringki, ularning yig'indisi o'l-
chovli bo'lsin, lekin ayirmasi o'lchovli bo'Imasin. A ¢ E = [0: 1] o'Ichov-

siz to'plam.' f(x) = Xa{x) va g(x) = Xe\a{%) holni tahlil giling.

Shunday / va g funksiyalarga. misol Kkeltiringki, ularning ko'paytmasi

olchovli bo'lsin, lekin yig'indisi o'lchovli bo'Imasin.

Dirixle funksiyasi (2.3-misol, (2.1) formulaga gqarang) 2) ning [0, 3] = E
to'plamda o'lchovli ekanligini ta’rif yordamida ko’rsating.

Agar / funksiya E da o'lchovli bo'lsa, u holda h(x) = sign/(x) ning

o'lchovli ekanligini isbotlang.
Agar / funksiya E to'plamda o'lchovli bolsa, u holda

[+() 4 () + H()) = ‘ " (6-4)
funksiyaning o'lchovli ekanligini isbotlang.
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6.32.

6.33.

6.34.

6.35.

6.36.

6.37.

6.38.

6.39.

6.40.

6.41.

Agar / funksiya E to’plamda o'lchovli bo'lsa, u holda

W =\b N \-J*)) (6'5)

funksiyaning o'lchovli ekanligini isbotlang.

Agar / va g funksiyalar E to’plamda o'lchovli boisa, u holda m(x) =

min {/(x). g(x)} funksiyaning o'lchovli ekanligini isbotlang.

Agar / va g funksiyalar E to'plamda o'lchovli bo’lsa, u holda A/(x) =

max{f(x).g(x)} funksiyaning o'lchovli ekanligini isbotlang.

Agar / funksiya E da o’lchovli bo’lsa, u holda h(x) = [f{x)] ning
oichovli ekanligini isbotlang. Bu yerda [x] bilan t ning butun gismi

belgilangan.

/ : E — R oichovli boiishi uchun /3 ning oichovli boiishi zarur va

yet.arli. Isbotlang.

Agar / va g funksiyalar E to'plamda oichovli, (p : R2 —R uzluk-
siz funksiya boisa, u holda h(x) = ip(f(x). g(x)) funksiyaning oichovli
ekanligini isbotlang.

/| :E —R oichovli boiishi uchun h(x) = e~x" funksiyaning oichovli

boiishi zarur va yetarli. Isbotlang.

h(x) = cos/(x) funksiyaning oichovli ekanligidan / : E — R ning
oichovli ekanligi kelib chigmaydL 6.3-misoldagi (6.1) tenglik bilan aniglan
gan / funksiya misolida buni tahlil giling.

Kompleks giymatli /(x) = u(x)+ru(x) funksiya berilgan bo'isin. Agar u
va v funksiyalar oichovli bo'lsa, / : E —C oichovli funksiya deyiladi.
Agar kompleks giymatli f(x) = u(x) + ?4'(x) funksiya oichovli boisa,

uning moduli va argumenti oichovli funksiya bo'lishini isbotlang.

Kompleks giymatli /(x) = eu:. x € [—T,7f] funksiyaning oichovli ekan-
ligini isbotlang.
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6.42

6.43.

6.44.

6.45.

6.46.

6.47.

0.48.

(1.49.

0.50.

f . [0, 1] — R uzluksiz funksiya. Har bir y G R uchun Nf(y) bilan
f(x) = y tenglama yechimlari sonini belgilaymiz. Nj : R —=Z+ funksi-

yaning oichovli ekanligini isbotlang.

Nol oichovli A to’plamda aniglangan ixtiyoriy / : A —R funksiyaning

oichovli boiishini isbotlang.

Agar / : E — M funksiya. oichovli g : E —R funksiyaga ekvivalent

boisa, u holda / ham E da oichovli funksiya boiadi. Isbotlang.

Agar / : [0, ] —R va g : [0. 1] —R uzluksiz funksiyalar ekvivalent

boisa, ular avnan teng boiishini isbotlang.

Agar {fn} oichovli funksiyalar ketma-ketligi E to'plamning har bir nug-
tasida / ga yaginlashsa, quyidagi tenglikni isbotlang:

(6.6).

Agar {/,,} oichovli funksiyalar ketma-ketligi har bir x G E da f(x)
funksiyaga yaginlashsa, u holda- limitik funksiya / oichovli boiadi. Is-

botlang.

oC
Nolga ekvivalent {fn} funksiyalar ketma-ketligi uchun fn(x) qator

oc
deyarli barcha x G E larda yaqinlashuvchi boiadi va f(x) = / u(x)

ham nolga ekvivalent funksiya boiadi. Isbotlang.

[0, 1] kesmada shunday oichovli funksiyaga misol keltiringki, uning o0;zi
va unga ekvivalent boigan ixtiyoriy funksiya har bir nuqtada uzilishga
ega boisin.
Quyidagi gatorlar yaginlashadigan nuqtalarda yigindi bilan aniglangan
/ R —»R funksiyaning oichovli ekanligini isbot qgiling.
a) f(x) =

n=1FI -i.n
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(IM»1.

6.52.

6.53.

6.54.

6.55.

6.56.

6.57.

6.58.

6.59.

Quyidagi gator yaginlashadigan nuqtalarda yig'indi bilan aniglangan / :

R2 —»R funksiyaning o'lchovli ekanligini isbot qgiling.

Quyida berilgan / : R2 — R funksiyaning o'lchovli ekanligini isbot
giling:

a) f{x,y) = sign(cosir(a;2+ y2)), b)fix, y) = (ja)] + |j/]). *«W,

o) f{x,y) = [A2+ BB, d) f{x,y) =In(l + [x2+y2).

fn(x) = cosnx, E = [0, 27r] funksiyalar ketma-ketligi nol funksiyaga
deyarli yaqginlashadi. Isbotlang.

Agar E to'plamda {fn} o’lchovli funksiyalar ketma-ketligi / ga deyarli

yaqginlashsa, u holda / ham o'lchovli funksiya bo'ladi. Isbotlang.

Agar E to'plamda {/,,} o'lchovli funksiyalar ketma-ketligi / ga deyarli
ya.ginla.shsava / ~ g bo'lsa. u holda {/,,} ketma-ketlik g ga ham deyarli
yaginlashadi. Isbotlang.

Agar {fn} o'lchovli funksiyalar ketma-ketligi ham /, ham g ga deyarli

yaginlashsa, u holda. / va g lar ekvivalent bo'ladi. Isbotlang.

Lebeg teoremasini isbotlang. Agar {/,} o'lchovli funksiyalar ketma-
ketligi E (f-i(E) < 00) to'plamda / funksiyaga deyarli yaqinlashsa,
u holda {fn} ketma-ketlik E to'plamda f ga o'lchov bo'yicha. ham
yaginlashadi.

O'lchov bo'yicha nol funksiyaga yaginlashuvchi, lekin biror nugtada ham

nolga ya.ginla.shmaydiga.n {/,,} ketma-ketlikka. misol keltiring.

Riss teoremasini isbotlang. Agar {/,,} o'lchovli funksiyalar ketma-ketligi
E to'plamda / funksiyaga. o'lchov bo'yicha yaginlashsa, u holda {/,}
ketma-ketlikdan / ga deyarli yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratish

mumkKin.

96



6.60

6.61.

6.62.

6.63.

6.64.

6.65.

6.66.

6.67.

(>.68.

6.69.

6.70.

f :[-1, 2] —=R, /(.r) = signx funksiyaning o'lchovli ekanligini ta'rif

yordamida ko'rsating.
[O m kesmada aniglangan

= f smx, x €]0;>]\Q
[ cos2(sin.?:), x GQ

funksiya o'lchovli bo'lishini Luzin teoremasidan foydalanib isbotlang.

Agar / : E -* R-o'lchovli funksiya va A ¢ E - o0'lchovli to'plam
bo'lsa, u holda / : A —R funksiyaning A to'plamda. o'lchovli bo'lishini

isbotlang.

Agar / ~ g va g ~ ip bo'lsa, u holda f ~ p ekanligini isbotlang.

fn(x) — cos"x, E = [0, 2] ketma-ketlik uchun Yegorov teoremasi
shartlarini ganoatlantiruvchi E's to'plamni | = 10-3 uchun quring.
[0, 1] kesmada Dirixle va Riman funksiyalari uchun Luzin teoremasining

shartlarini ganoatlantiruvchi uzluksiz <p funksiyani toping.

f funksiyaga har bir nugtada yaqinlashuvchi, lekin tekis yaginlashmay-

digan fn funksiyalar ketma-ket.ligiga misol keltiring.

fn(x) = x¥ x £ [0, 1] funksional ketma-ketlikning 6(x) = 0 funksi-

yaga nuqtali, deyarli va o'lchov bo'yicha yaginlashishini tekshiring.

fn(x) = xn, X G [l 1] funksional ket.ma-kefclik Dirixle yoki Riman

funksiyalariga deyarli yaqginlashadimi?

Deyarli yaqginlashuvchi funksional ketma-ketlikning limitik funksiyasi ya-

gona bo'ladimi?

Quvida berilgan f :R —R funksiya uchun shunday g : R —»R uzluksiz
funksiya topingki, g(x) = fix) tenglik deyarli barcha i G | lar uchun
o'rinli bo'lsin,
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6.71.

6.72.

6.73.

sins. zeQ j arctgx, x € Z

0, *€R\Q, 3 { T xe R\Z,
c) /(x) =1 *2€Q .d) /(x)= fbd FH)- € R\Q
\ 0, x2€R\Q, \ sinx2, e"€ Q.

Quyida berilgan / : R2.r*# M funksiya uchun sbmday g : R2 4 R
uzluksiz funksiya topingki. g(x, y) = f(x, y) tenglik deyarli barcha
(x. y) S R lar uchun o'rinli bo'isin.

x+y, (X.y)€QxQ

f , =

@) T0x ) x2. (x,y) WR\(Q x Q), mu
sinx + cosy, WL y)€ QxR

b) f(x, ) _
COSX —siny, (I;;thH ~ Q X1.. %
xy, (x,y) s (R<Q) xR

c) I(a,y) = .
X s, wur.y) £ (R\Q) xR, .

d) fix, y) = Fi + I-y\s \ XYl € 'M X

chx, (x,y) ® R x Q.

Faraz qilaylik, jf>:[a. 5 —R. k —1.2,.... n lar oichovli funksiyalar
boisin. Qtiyida berilgan funksiyalarning [a, b] kesniada oichovli boiishini
isbotlang.
a) min{/i(r)...,s’n(x)} ; b) max{/i(x),...,/n(x)};
J MX) N figx) o, fy fi(x) *h(%)

ch[f2(x)Y 1+ |tax{/3(x),/4(x)}I
A - oichovli to'plam, /, fn.gn : A — E oichovli funksiyalar boisin.

Quyidagi to'plamlarning oichovli ekanligini isbotlang.

a) 77EJI{,re A:Nn(™) > 0}. b) rL_Il{S €A :/npK > /0x)} .
- . N

JrJ’\(EA.sntipi/,,(ﬂ) /LLI'),Y d)q

v XEA im0 > f(x) f>{
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6.74.

6.75.

1)/

6.76.

g B {xeM :fn(x) < Bn{x)}. h) pA* inf fn(x) + infgn(x) \ .
H=1 | vl c>1 I

Quyidagi fn: R —»R ketma-ketlik uchun shunday g : R —=R uzluk-
siz funksiya topingki lim fn(x) = gl tenglik R ning deyarli barcha

nuqtalarida o'rinli bo'lsin.

a) fn(x)= cos'lx. b) fn(x) = “arctgxj +sinri2rc
A >j 4 9 .V.9 N f f4_  n2esin2x
G mm - XSen x= o TrfX) = o

xX*—1

e ) w = 2+ s in Vv ot [ u

Quyidagi /,, : R2 —* R ketma-ketlik uchun shunday y\ : R2 » R
uzluksiz va go : R2 —= R uzilishga ega bo'lgan funksiyalar topingki,
n x) —gi(x)- va nli[gcln(m) = g2(x) tengliklar R2 ning deyarli

$—6C
hamma yerida bajarilsin.

a) fn{x, y) mcos* 0x2+ y2) . b) fn(x, y) = exp{-n [x2+ y2)).
c) fn&i, y)mexp(-njx +yol '4 W, vT= 2af'kK*IA ¢

«) /1, (*.y)= ~N*T + bl** ) /*(*, ») - n mn jM +

) /In(a:, y) = exp(x + -y 2. i) /,,0k, yj $ exp(sinna + cos’7y).

O N1 —»R ketma-ketlikning deyarli yaginlashuvchi ekanligini isbotlang.
Yegorov teoramasidan foydalanib. berilgan r > 0 uchun shunday As C
A o'lchovli to'plam tanlangki, < e va {fn} ketma-ketlik A£

to'plamda tekis yaginlashuvchi bo'lsin.

a) InW = cos"(a), A =1[0.2m], e=101.

b) /,,(*) = ;1™ , W LL,l«f e L | : * N
1+ n%2 [Q1], e~ 10 3
dl AM =art-x2\ AmMIo. 1], * 10“%
n® sill 7T
e Tnix = ) A=f-1.1L 6= 1CI5.
1-t-ri2 |S|nttX\
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L, fn(x) = exp(n(s —2)), N =1[0,2]. e= 10 6.

6.77. In:R —=*R, /n(x) = ketma-ketlik f(x) = 1 funksiyaga har
bir nugtada yaqinlashadi, iekin {/,,} ketma-ketlik f(x) = Iga oichov
bo'yicha yaginlashmaydi. Bu Lebeg teoremasiga (6.57-misolga garang)
zid emasmi? Sababini tushuntiring.

6.78-6.80-misolla.rda keltirilgan fn : R — R funksiyalar ketma-ketligini
oichov bo'yicha yaginlahuvchilikka tekshiring. Yaginlashuvchi boisa, limitik
funksiyasini toping.

6.78. InW =7~ iVra](4

6.79. fn{x) = Sin" X «X[2T,29n+]{x)-

6.80. /n(a:)= E XI**+*- :
n(a:) S »](K)

6.81-6.84-misollarda keltirilgan funksiyalarni Luzin teoremasidan foydala-

nib [0. 1] da oichovli ekanligini isbotlang. Bu yerda K — Kantor to’plami.

6.81. f{x) = a-Xlon]\o(q).
6.82. /(a0 = X>(X) + «K(&).
X, x EK
1mmx2. x E [0. [TV”
sinx* x € [0. 1]\(A'U
6.84. f(x) =

1+ X2, X€ KUQ

6.85. fu{x) = X[n.n+ij(*) ketma-ketlik uchun har bir x E R da

lim fn(x) = 0

n—t3C

tenglikni isbotlang. Bu ketma-ketlik nol funksiyagaoichov bo;yicha yaqin-
lashadimi?
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6.86. Agar {fn} oichovli funksiyalar ketma-ketiigi / : E —M funksiyaga har
bir x € E da yaginlashsa. u holda ixtiyoriy g : R —=*R uzluksiz funksiya
uchun ,.=g(fn)} ketma-ketlik g(f) funksiyaga nuqtali yaginlashadi.
Isbotlang.

6.87. Agar {/,} oichovli funksiyalar ket.ma-ketligi / : E — R funksiyar
ga oichov bo‘yicha yaginlashsa, u holda ixtiyoriy g : )X —=R uzluksiz
funksiya uchun {apn = g(fn)} ketma-ketlik g(f) funksiyaga E to‘plamda

oichov bo'yicha yaginlashadi. Isbotlang.
7-8. Chekli oichovli to‘plamlarda Lebeg integrali

Bu paragrafda oichovli A to'plamda aniglangan, oichovli / funksiyani
garaymiz va y(/1) < -foe deb faraz gilamiz.

7.1-ta’rif. Agar f : A — R oichovli boilib, uning giymatlari to'plami
Kopi bilan sanogli bolsa, n holda f sodda funksiya deyiladi.

Dastlab cheklita yi, y*i,.... yn giymatlarni gabul giluvchi / sodda funksiya
uchun Lebeg integrali ta’rifini beramiz. Ixtiyoriy k € {1.2,...,n} uchun

quyidagicha belgilash olamiz:
Ak —{a- £ A : f(x) —y"}. (7.1)

7.2-ta’rif. Cheklita i, y2....;yn giymatlarni gabul giluvchi f : A —R

sodda funksiya berilgan bo4sin. U holda
n

k=I
yigindi f sodda funksiyaning A to'plam bo'yicha olingan Lebeg integrali

deyiladi va quyidagicha belgilanadi

Endi sanoglita yi>)%,.... yn, ee* giymatlarni gabul giluvchi f : A —+ R
sodda funksiya berilgan boisin. / funksiya uchun quyidagi formal



gatorni garaymiz, bu yerda Ak lar (7.1) tenglik bilan aniglanadi.

7.3-ta’rif. Agar (7.2) gator absolyut yaginlashuvchi bo‘lsa, n holda f sod-
da funksiya A to plantda Lebeg ma™nosida integrali‘anuvchi deyiladi. (7.2) ga-
torning yigHndisi f funksiyaning A toplam boficha olingan Lebeg integrali

deyiladi va quyidagicha belgilanadi
b a

I 1(2)dli Y] ynfl (A%

Shuni ta'kidlaymizki. (7.2) gatorning absolyut yaqinlashishi iiiuhim. Aks
holda bu shartli yaginlashuvchi gator yig'indisi funksiya giymatlanning tar-
tiblanishiga bogiiq bo'lib.. integralning giymati funksiya giymatlarining nomer-
lanishiga bog'lig bolar edi (matema.tik analizdan Riman teqgcemasini eslang).

7.3-ta'rifda yn qiyinatlarning har xilligi talab gilingan. Lekin yn larning
har xilligini talab gilmasdan ham sodda funksiyalar uchun Lebeg integrali
tagifmi keltirish mumkin.

7.4-ta’rif. Faraz gilaylik. A = {JB~.' Bhp|Bj — 0. i ¢ j yoyilma
o‘:i'nllli bo 1ib. har’ b.i;l’ o‘_lchovli?Bk to ‘pll(amdé f funksiya fagat bitta ¢* giyrnat

gabul qilsin. Agar
. (7.3)

gator absolyut yaginlashuvchi bo‘lsa, n holda f sodda funksiya A to 'plarn-
da Lebeg maMosida integrallanuvchi deyiladi. (7.3) qatorning yig'indisi f
funksiyadan A toplain bo‘yicha olingan Lebeg integrali deyiladi.

Endi / ixtiyoriy o'lchovli funksiya bo'lsin.

7.5-ta’rif. Agar A toplamda f funksiyaga tekis yaginlashuvchi, inte-
grallanuvchi sodda funksiyalarning {/,,} ketma-ketligi mavjud bo‘lsa. n holda
f funksiya A toplamda Lebeg ma'nosida integrallanuvchi deyiladi va uning

integrali quyidagi tenglik bilan aniglanadi

lim 1| fn{x)dp = [ f(x)dn. (7.4)
WoC Ja Ja

Lebeg integraliga uning o'zi tomonidan berilgan ta:rifni keltiramiz. Chek-

li o'lchovli A to'plamda aniglangan o'lchovli, chegaralangan / : A —» R



funksiyani gqaraymiz. Bu holda shunday m va M sonlari mavjudki, barcha

x € A larda
r< f(x) <M

tengsizlik bajariladi. [m} M] kesmani m = y\ < y2< eee< yn-i < ¥Yn —

nuqgtalar yordamida n bo'lakka bo'lamiz. Bu bo’linishni 11 bilan belgilaymiz.
Har bir [yk-» Y)- k = 1,2,....n —1 yarim interval yordamida A" =
{x e A:gi_|< f{x) < yk} to'plamniva A, = {x € A yu-i< f(x) < 1/}
to'planmi aniqlaymiz. Bu Il bo'linishga mos Lebegning quyi vayugori yig:indi-

larini topamiz:

T(N = Vk-iM(Ak):  Su(/) = ykp(Ak%
k=1 - i Al

Ixtiyoriy Il bodinishga mos Lebegning quyiyig‘indisi £4(/) yuqgoridan chega-
ralangan (masalan M-/j(A) bilan), yuqori yig'indisi Su(f) esaquyidan chega-
ralangan (masalan m e<fi(A) bilan). Shuning uchun quyidagilar mavjud va
chekli:

I*(/)= supsu(f), L*{f) —inf5u (/)e’ - (7.5)

(7.5) da aniq quyi va aniq yuqori chegaralar \m. M] kesmaning barcha chekli
bo'linishlari bo'yicha olinadi. £*(/) soni / funksiyadan A to'plam bo'yicha
olingan quyi integral\ L*(f) esa / funksiyadan A to'plam bo'yicha olingan
yuqori integral deyiladi.

7.6-ta’rif. Agar L*(f) = L*(f) bo'lsa, chegaralangan f funksiyani A
to'plamda Lebeg ma'nosida integrallanuvchi deymiz. L*(/) va L*(f) laming
bu umumiy giymati f funksiyadan A to 'plam boYyicha olingan Lebeg integrali
deyiladi, yadi
Il h "mm jj\x)d” bmyinuwn. ' ;

Quyidagi

0 < Sn(f) - sn(f) < A, *fi(A), Xn-= 0<nk1<ag(_l {yk+1~Yb)
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tengsizlikdan chekli o'lchovli A to'plamda aniglangan har ganday chegara-
langan o'lchovli / funksiyaning Lebeg ma'nosida integrallanuvchi ekanligi ke-
lib chigadi. Bundan Lebeg hayratga tushgan va bu jamlash usulining boshqga
afzalliklarini gidirgan va topgan. Chegaralangan o'lchovli funksiyaning integ-
rallanuvchanligi hozirda Lebeg integralining 1V xossasi sifatida keltiriladi.
Endi chekli o'lchovli A to'plamda aniglangan chegaralanmagan / : A —=M
funksiyaning Lebeg integrali tal’ifini keltiramiz. Dastlab / hi A to'plamda
manfivmas deb faraz gilamiz. ya:ni vx E A uchun f(x) > 0 bo'lsin. Bu holda

/| A —*R funksiya yordamida {/,,} ketma-ketlikni quyidagicha quramiz:

Bu usulda qurilgan fn funksiya A da o'lchovli va chegaralangan bo'ladi.

Ma’lumki bu ketma-ketlik monoton, yami
fv(x) < fn+\{x), Vxe A. YnE N.
Shuning uchun quyidagi (chekli yoki cheksiz) limit mavjud
(7.6)

7.7-ta’rif. Agar (7.6) limit chekli bo4sa, manfiymas f funksiya A to 'plam-
da integrallanuvchi deyiladi. Bu holda f dan A to plam bo”yicha olingan in-

tegral deb (7.6) limitning giymati gabul gilinadi, yahi

Endi chegaralanmagan / : A —R funksiya A da har xil ishorali giymatlar
gabul qilsin. Bu holda / funksiyadan A to'plam bo'yicha olingan integralni

aniglashda
/(®) = f+ix) - /-0*0,
[+0) =\ (1/0%01 + /(») > o, /_(i) = |1(|/(x); -/0)) >0 (7.7)
yoyilmadan foydalanamiz.
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7.8-ta’rif. Agar A to'plamda /1 va /_ funksiyalar integrallanuvchi bo4sa,

n holda f ni A da integrallanuvchi deymiz va uning integrali deb

ni qabul gilamiz, ya 'ni

[ W, . f f+x)dfj, —f f-{x)dn. .i LW ;
u JA JA

7.1-teorema (Lebeg integralining a — additivlik xossasi). 04chovli A to'p-
lam o zaro kesishmaydigan A\. A2..... An.... o4dchovli to'plamlarning bir-

lashmasidan iborat bo4sin, ya™i

A = nL=J1An. AjTMTAj] —0. roj,

va f funksiya A to'plamda integrallanuvchi bo'lsin. U holda har bir An

to'plam bo'yicha f funksiyaning integrali mavjud,

rvd

a #

n=1*4»
gator absolyut yaginlashadi va quyidagi tenglik o'rinli

f f(x)dit = f f(x)diL (7-8)
JAN

Ja
Endi malum ma'noda 7.1-teoremaga teskari hisoblanuvchi quyidagi teore-
mani keltiramiz.
7.2-teorema. O'lchovli A to'plam Okar'o kesishmaydigan Ai, A*i\...,

An.... o'lchovli to'plamlarning birlashmasidan iborat bo'lsin, yahi

ocC
'M“J'rhf'_f‘m OM'A*0. imA

Agar har bir An to'plamda f funksiya integrallanuvchi bo 4ib,
oc

\Ibl i$Si

gator yaginlashuvchi bo 1sa. n holda f funksiya A to'plamda integrallanuvchi

bodadi va (7.8) tenglik Orinli.
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7.3-teorerna (Lebeg integralining absolyut uzluksizlik xossasi). Agar f
funksiya A {/.i(A) < oc) to'plamda integrallanuvchi bo'lsa, n holda ixtiy-
oriy £ > 0 son uchun shunday S > 0 son mavjudki, f-i(D) < S tengsizlikni

ganoatlantiruvchi har ganday D C A to'plam uchun

tengsizlik o Tinli.
Endi Riman va Lebeg integrallarini tagqoslash haqidagi teoremani kelti-
ramiz.

7.4-teorema. Agar [a, b} kesmada

Riman integrali mavjud bo'lsa, n holda f funksiya [a, 6] kesmada Lebeg

ma’nosida ham integrallanuvphi boiadi va quyidagi tenglik oTinli:

7.1. Ko:pi bilan sanoqlita har xil yi. yo,... >yn,... giymatlarni gabul giluvchi

f : A —R funksiya o'lchovli boiishi uchun
An= {xX £ A : f{x) = yn}
to”plamlarning o'lchovli bo'lishi zarur va yetarli. Isbotlang.

Isbot. zaruriyligi. f funksiya A to'plamda oichovli boisa, An to'plam-
larning oichovli ekanligi 6.5-inisoldan kelib chigadi.
Yetarliligi. An to'plamlarning har biri oichovli ekanligidan / funksi-

yaning o'lchovli ekanligini keltirib chigaramiz.
A(f <c)={xe A:f(x) <c}= U An

tenglikdan va o'lchovli to'plamlarning chekli yoki sanoqli birlashmasi o'lchovli

ekanligidan f ning A da oichovli funksiya ekanligiga kelamiz. ]
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7.2. Kantorning zinapoya funksiyasi A ning Kn to'plam bo'yicha olingan

Lebeg integralini hisoblang.

dl1

Yechish. Malumki, Kn = 1J Knk to'plamning k — qo'shni intervali
k=1
Knk da A funksiya yk = (2k — 1) *2~n. (k = 1.2.3,..., 2n~l) qgiymatni

gabul giladi. ya'ni
Ak = {xe Kn:4d(x) = yk} - Knk, k= 1,2,3....,T "L

Bundan tashgari barcha « E {l, 2,3...., 277-1} lar uchun fi(Knk) — 3~n

ekanligini hisobga olsak. sodda funksiyalar uchun Lebeg untegrali ta'rifidan

on— o1
JKn k=1 k=1

1 1+ 2n—1 2n_a_| 27

2Vv13n 2 4 37

tenglikka ega bo'lamiz. Bu yig'indini hisoblashda arifmetik progressiyaning

dastlabki n ta hadi yig'indisi uchun Sn= — -— n dan foydalandik. O

7.3. Kantorning zinapoya funksiyasi 4 dan [0. 1]\K to'plam bo'yicha olin-

gan integralni hisoblang. Bu yerda K — Kantor to'plami.

oc

Yechish. Malumki. [0. 1}\K = (J Kn tenglik oi'inli va Kn to'plamlar
77=1
juft-jufti bilan o‘zaro kesishmaydi. Lebeg untegralining a— additivlik xossa-

siga (7.1-teorema va (7.8) ga garang) kcfra quyidagiga ega boiamiz:

r _ f A1oonn 1 2 1
/ s X 7 4dep = 47N-2 = f 79
1[0.1]\x { r’\IjK)n ", r~l 4 % 4 1 3 1 (79)

Bu yerda biz oldingi misol natijasidan hamda cheksiz kamayuvchi geometrik

progressiya yig'indisi uchun S = T formuladan foydalandik. O
-q

7.4. Chekli o'lchovli A to'plamda chegaralangan / sodda funksiya integral-

lanuvchidir. Isbotlang.
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Isbot. Bu xossa sodda funksiyalar uchun Lebeg integralining C) xossasi
deb yuritiladi. / sodda funksiya chegaralangan bolganligi uchun biror M > 0
va barcha x G A larda \f{x)\ < M bodadi. Faraz gilaylik, / sodda funksiya
Aj to:plamda fj giyrnatni gabul gilsin. U holda

1T \fiffi. (A) <M =-J2 m (A) = M mn (4).
| i

Demak, 7.3-ta’rifga ko;ra / sodda funksiya integrallanuvchi. O

7.5. A — (0, 1] oraligda / funksiyani quyidagicha aniglaymiz: f(x) = n,
, n GNvf sodda funksiya A = (0, ]]
to‘plamda Lebeg ma'nosida integrailanuvchimi? Agar integrallanuvchi

bo;lsa, uning integralini hisoblang.
Y echish. Malumki,
IiL—JiAn = (0. 1], AnlTAm—O0, n ¢ m.

va An — {r GA :f(x) —n} tenglik o'rinli. Sodda funksiyalar uchun Lebeg

integrali ta’rifiga ko™ra,

00] oc
~N2Y MAN) =Y Ln'rf J (7 Lo
=1 ] =1

gator yaginlashuvchi bo'lsa, / sodda funksiya A = (0. 1] da integrallanuvchi
bo'ladi. Bu holda musbat hadli gatorlarni taqqoslash hagidagi Dalamber alo-

matidan foydalanish qulay:

A
fim 204 e gt 20 1
00 an n—oc 2nfk n 2

Demak, (7.10) gator yaqginlashuvchi. Bu yerdan / sodda funksiyaning Lebeg
ma’nosida integrallanuvchi ekanligi kelib chigadi. Endi (7.10) gator yig'indisini

hisoblaymiz. Uning gismiy yig'indisi Sn uchun



ekanligini olamiz. []

Shuni ta'kidlash joizki, yugorida. biz integralini hisoblagan sodda funksiya.
chegaralanmagandir. Malumki, Riman integrali ta'rifl dastlab chegaralan-
gan funksiyalar uchun keltiriladi. Chegaralanmagan funksiyalar uchun Riman
integrali alohida xosm&s integral sifatida ta'riflanadi. Lebeg integrali chegar-

alangan va chegaralanmagan funksiyalar uchun bir xilda. ta’riflanadi.

7.6. O'Ichovli / : A —R funksiya A (fi(A) < o0) to'plamda. integrallanuvchi
bo'lishi uchun har bir n EN da

(7.11)
sodda funksiya integrallanuvchi bo'lishi zarur va yetarli. Isbotlang.

Isbot. Zaruriyligi. f : A —R 0'lchovli ekanligidan hamda 7.12 va. 7.19-
misollardan, har bir n £ N da (7.11) tenglik bilan aniglangan /*** ning sodda
funksiya ekanligi kelib chigadi. Quyidagi tengsizlikdan

va VIl xossadan f,,ut funksiyaning integrallanuvchi ekanligi kelib chigadi.

Yetarliligi. f,, X sodda funksiya har bir n £ N da integrallanuvchi bo'lsin.
{fn1} sodda funksiyalar ketma-ketligining / ga tekis yaginlashuvchi ekanli-
gini ko'rsatamiz. Haqigatan ham, barcha x E A larda

tengsizlik o4inli. Demak, {fijut} ketma-ketlik f ga tekis yaqinlashadi. 7.5-
tn.'rifga ko'ra / funksiya .4 to'plamda integrallanuvchidir. []



7.7. ljobog maliojsida integrallanuvchi. lekin Riman ma'nosida integrallanuvchi

bolmagan funksiyaga misol keltiring.

Y echish. Dirixle funksiyasini [0. 2] kesmada Lebeg va Riman ma’nolarida
integrallanuvchanlikka tekshiramiz. sodda funksiya bodib. uning Lebeg
integrali quyidagiga teng: .

[ D(tydp=1 &([0, 21N Q) + 0/i ([0; 2]\Q) = O.

Jj0Z]
Dirixle funksiyasi [0, 2] kesmada Riman ma'nosida integrallanuvchi emas.
Buni ko-rsatish uchun [0, 2] kesmani 0 = xg < x\ < < ee* < xn-\ <
X,, = 2 nuqtalar yordamida teng n bo'fakka bolamiz. Malumki. Dirixle
funksiyasining [xk-u &*] bolakchadagi anig yuqori che”rarasi A/* barcha
kK G{1,2;.... n} uchun 1 gateng. Dirixle funksiyasining bu bolakchalardagi
aniqg quyi chegarasi nry esa 0 ga teng. Bu bo linishga mos Darbuning yuqgori

ftn va quyi xn yiglndilarini garaymiz:

2 " ) . 2
nr=- E M»=- 121=2= "»=- T‘=-E 0 =0
A—1 fc=1 k=1 b=1
Bu yerdan,
lim Qn= 2, limwn—0
n— 0OC n— ‘DC

tengliklarga kelamiz. Demak, Dirixle funksiyasi [0, 2] kesmada Riman ma'-
nosida integrallanuvchi emas. O

Shuni ta’kidlaymizki, V. VI. VII va VIII xossalar fagat Lebeg integrali
uchun xos. Bu xossalar Riman integrali uchun oi-inli emas. Buni 7.8-7.9 va

7.49-7.50-misollarda ko‘rib chigamiz.

7.8. Lebeg integralining IV xossasi, Riman integrali uchun o'rinli emasligini.
ya’ni shunday oichovli va chegaralahgaii funksiyaga misol keltiringki. u

Riman ma’nosida integrallanuvchi bolmasin.

Yechish. [0, 2] kesmada Dirixle funksiyasini qaraymiz. U chegaralangan

va oichovli, demak IV xossaga kola u Lebeg ma'nosida integrallanuvchi, lekin
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Dirixle funksiyasi [0. 2] kesmada Riman ma’nosida integrallanuvchi emas. Bu
tasdig 7.7-misolda kcTrsatlldi. O

7.9. Lebeg integralining VII xossasi. Riman integrali uchun o’rinli emas. Ya'ni,
shunday integrallanuvchi ip : A —= M va o'lchovli / : A —=*E funksiya-
larga misol keltiringki, barcha x € A larda. J/(ff)| < (p(x) bo'lsin, lekin
/ funksiya Riman ma’nosida integrallanuvchi bo'lmasin.

Yechish. Quyidagi funksiyalarni qaraymiz: (p(x) = 2 va
(7.12)

Barcha x 6 [0, 2] lar uchun \f(x)\ < fp(x) tengsizlik o’rinli. tp : [0. 2] —R
o‘zgarmas funksiya sifatida [0. 2] kesmada Riman maiiosida integrallanuv-
chi bo'ladi. Lekin / funksiya [0. 2] kesmada Riman ma'nosida integral-
lanuvchi emas. Bu tasdig D ning Riman ma'nosida integrallanuvchi emasligi-

ga o'xshash isbotlanadi. []

7.10. Chebishev tengsizligini isbotlang. ya'ni A o'lchovli to*plamda. manfiymas

(p funksiyava c¢c > 0 son berilgan bo'lsa, u holda

(7.13)
tengsizlik O'rinli. (7.13) Chebishev tengsizligi deyiladi.
Yechish. Aytaylik, Ac= {x € A :tp(x) > ¢} bo'lsin. U holda
Ihi yerdan (7.13) tengsizlikning isboti kelib chigadi. []

7.11. f(x) = 3x2+ 2, x 6 [0, 1] funksiyaning integralini ta’rif yordamida
hisoblang. Javobingizni Riman va Lebeg integrallarini taggoslash hagida-

gi 7.4-teoremadan foydalanib tekshiring.



Yecmstl. bertlgan J|IX) = OX™ -T£) X G |U N tulikslya sodda I1unkslya
emas. Bu funksiya o'lchovli va [0, 1] kesmada chegaralangan, shuning uchun
u integrallanuvchi. / ga tekis yaginlashuvchi va integrallanuvchi {fn} sodda
funksiyalar ketma-ketligini shunday tanlash kerakkL har bir n € N da % ning
integralini hisoblash mumkin boisin, hamda lim fAfn'tx) dfi ni hisoblash

71—00
oson bo'isin. Shu maqgsadda biz quyidagicha yoi tutamiz. [0, 1] kesmani

belgilashlarni kiritamiz. Tanlanishiga ko'ra bu to'plamlar juft%ufti bilan o'zaro

n
kesishmaydi va (J /. = [0. 1]. /,, sodda funksiyani [0. 1] kesmada quyida-
fr=l
gicha aniglavmiz:
[«(») = [ l\fn/ = 3ﬁ} + 2, x'eAk, km 1,2,

Tanlangan ketma-ketlikni [0. 1] da / ga tekis yaginlashishini ko'rsatamiz.

max [fn(x) - f(x)|'= max max\fn{x) - /(x)| = “~ *

= max max/ HJn) —f(x)'YI max 2@fe—1) _ 3(2n-1)
i<k<nxeAk JJK I<k<n n2 n?2

Demak, bu ketma-ketlik [0, 1] da / ga tekis yaqinlashadi. Endi fn sodda
funksiyaning [0, 1] to'plam bo'yicha Lebeg integralini hisoblaymiz.

4 f I N +2=fFfe+ U<r" + Y + 2. ' (7.14)
n _I n3 6 2n2
K=
Yig4ndini hisoblashda barcha n G N lar uchun o'rinli bo'lgan

0 9 9 n(n+ D(2n +1
1+2 +3 1-—-- + \(/ )(—*>3}
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tenglikdan foydalandik. (7.14) tenglikda n — oc limitga o'tib,

lim/' fv{x)dfi= lim fa + O(n+ k + 2 =1+-2="3
,7-0C vy J

77.-00 J 04| 2" 71z

ni hosil gilamiz. Olingan natijani Riman va Lebeg integrallarini taggoslash

hagidagi 7.4-teorema yordamida tekshiramiz.

I (3or 4-2)dx
LLL

(x64-2x)[*= 1+ 2—0 = 3.

Demak. ta’rif yordamida hisoblangan integral to'g'ri ekan. O

7.12.

7.13.

7.14.

7.15.

7.16.

V. 17.

Uy vazifalari va mavzuni o4lashtirish uchun masalalar

Agar / : A — R o'Ichovli funksiya bo'lsa. u holda g(x) = [/(#)]
funksiya A da sodda funksiya bo'lishini isbotlang. Bu yerda [a] belgi a

sonining butun qgismini bildiradi.

0 4chovli A C E to'plamning y — \a (s) xarakteristik funksiyasi E
da sodda funksiya ekanligini ta’rif va 7.1-misol yordamida An to'plam-

larning o'lchovli ekanligidan foydalanib ko'rsating.

y = signx ning E = [—l 3] da sodda funksiya ekanligini ta’rif yorda-

mida va 7.1-misol tasdig'idan foydalanib ko'rsating.
Agar /1 :A —R va /2 :E\A —R sodda funksiyalar bo'lsa, u holda

fi(x), x € A

nmn =
f2(x% x e E\A

funksiya E da sodda funksiya bo'lishini isbotlang.

Kantorning zinapoya funksiyasi A4 ning [0. 1]\K da sodda funksiya
bo'lishini ko'rsating. Bllyerda K — Kantor to'plami.

A : K —»R Kantor funksiyasining sodda funksiya emasligini isbotlang.

Bu yerda K — Kantor to'plami.
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7.18.

7.19.

7.20.

7.21.

7.22.

7.23.

7.24.

7.25.

7.26.

7.27.

Quyidagi sodda funksivalarning [0, 1] to'plam bo'yicha olingan Lebeg

integralini hisoblang.

X E K
x E Kn.

Sodda funksiyaning songa ko;paytmasi yana sodda funksiya bo'lishini is-

botlang.

Sodda funksiyalar yig'indisi yana sodda funksiya bo'lishini isbotlang.

Agar / va g lar sodda funksiyalar wo';lsa, u holda a/ + (3g funksiya

ham sodda funksiya bo'ladi. Isbotlang.

Agar / : A —=1Wlva g : A —»R lar sodda funksiyalar bo'lsa. u holda
/ » p ham sodda funksiya bo'ladi. Isbotlang.

/ : A -+ R funksiya o'lchovli bo'lishi uchun unga tekis yaqinlashuvchi
sodda funksiyalar ketma-ketligining mavjud bo'lishi zarur va yetarli. Is-

botlang.

Kantorning zinapoya funksiyasi 4 ga [0, 1] da tekis yaqginlashuvchi va

cheklita giymat qgabul giluvchi sodda funksiyalar ketma-ketligini quring.

Agar / va g sodda funksiyalar A to'plamda integrallanuvchi bo'lsa, u

holda a f + 8 g funksiya ham A to'plamda integrallanuvchi bo'ladi va

tenglik o'rinli. Isbotlang.

f(x) = [#], x E [0, 5) =A ning sodda funksiya ekanligini ko'rsating va

uning A to'plam bo'yicha olingan integralini hisoblang.

Ixtiyoriy o'lchovli A ¢ E uchun fExa{%)dp- = ft{A) tenglikni isbot
qgiling.
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7.28. A = {X E [, ] : sina < 0,5} uchun N Xa{%9dv integralni hi-

soblang.

7.29. Dirixle funksiyasining sodda funksiya ekanligini ta'rif yordamida ko'rsating.

Uning A = [0.3] to'plam bo'yicha olingan integralini hisoblang.

7.30. Riman funksiyasining sodda funksiya ekanligini ko'rsating va uning A =

[0,1] to'plam bo'yicha olingan integralini hisoblang.

7.31-7.37-misollarda berilgan / : A —* M funksiyani sodda ekanligini

ko'rsatib, uning integralini hisoblang.

7.31. f(x) = [2X); AWO; 2):

7.32. f(x) =signx, ™M= 4/

7.33. /(*) = ag\o(*)| A=]-1,

7.34. [(a) = [] + signa, " A ="[-1, 2]. ,
7.35. f (x) = 8ignx.+ xiL3.H. 4 = [-1, 4].

7.36. AX) =.n, x6An=~ , A~  nB6N A—(0, 1]

71318r/1"1 «

7.38. / ga tekis yaqginlashuvchi va A to'plamda integrallanuvchi har gqanday

sodda funksiyalar ketma-ketligi uchun (7.4) limit mavjud. Isbotlang.

7.39. Berilgan / funksiya uchun (7.4) limit, unga tekis yaginlashuvchi {/,}

ketma-ketlikning tanlanishiga bog'lig emas. Isbotlang.

7.40. Lebeg integralining bir jinsUlik xosscisini isbotlang. Bu xossani matema-

tik simvollar vordamida quyidagicha yozish mumkin.

J K-.J(x)dp = k fix)d/n KE€E.
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7.41. Lebeg integralining additivlik: xossasini isbotlang. Bu xossani matematik

simvollar yordamida quyidagicha yozish mumkin:

J (@ +ARE ) dn+Itp

7.40 va 7.41-misolla.rda keltirilgan xossalar adabiyotlarda. ([1] ga garang)

Lebeg integralining Il va Il xossalari deb berilgan.

7.42. Lebeg integralining IV xossasini isbotlang. A to'plamda chegaralangan.

oichovli / funksiya integrallanuvchidir.

7.43. Lebeg integralining monotonlik xossasini (V xo0ssa) isbotlang. A to'plam-

da manfiyinas f(x) > 0 funksiyaning integrali manfiymas.

k
7.44. Lebeg integralining VI xossasini isbotlang. Agar /i (A) —0 boisa, u

holda ixtiyoriy f : A LU funksiyaning integrali nolga teng.

7.45. Agar deyarli barcha x € A lar uchun f(x) = g(x) boisa, u holda

tenglik o’rinli. Isbotlang. Bu ham Lebeg integralining VI xossasi deyiladi.

7.46 va 7.47-misollarda keltiriladigan tasdiqlar mos ravishda Lebeg inte-

gralining VII va VIII xossasi deb ataladi ([1] ga garang).

7.46. Agar if funksiya A to'plamda integrallanuvchi boiib, deyarli barcha
x £ A lar uchun \f{x)\ < (f(x) boisa, u holda / oichovli funksiya

ham A to'plamda integrallanuvchi boiishini isbotlang.

7.47. Agar / oichovli funksiya boisa, u holda / va ]/( funksiyalar bir vaqtda

integrallanuvchi yo integrallanuvchi emas. Isbotlang.

7.48. Agar har bir n GN uchun (7.11) tenglik bilan aniglanuvchi f~ut sodda

funksiya integrallanuvchi boisa, quyidagi tenglikni isbotlang

[ f(x)dfi= lim f fA\x)d~.
A JA
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7.49.

7.50.

7.51.

7.52.

7.95.

7.54.

7.55.

Lebeg integralining VI xossasi, Riman integrali uchun oi'inli emas. Ya’ni,
shunday / : A —» R va g : A —» R ekvivalent funksiyalarga misol
keltiringki, ulardan biri Riman ma'nosida integrallanuvchi, ikkinchisi esa
integrallanuvchi boimasin. A = [0, 2] kesmada Dirixle 2)(x) va nol

9(x) ==0 funksiyalarini tahlil qgiling.

Lebeg integralining VIII xossasi Riman integrali uchun o'rinli emas. Y ain,
Riman ma'nosida integrallanuvchi boimagan shunday / : A — R funk-
siyaga misol keltiringki, uning moduli |/| esa, Riman ma’nosida inte-

grallanuvchi boisin. (7.12) bilan aniglangan / funksiyani tahlil giling.

[—1, 1] kesmada aniglangan Riman ma'nosida integrallanuvchi boima-
gan, lekin kvadrati Riman maiiosida integrallanuvchi boigan funksiyaga

misol keltiring. 7.9-misol yechimida garalgan f funksiyani tahlil qgiling.

(7.12) tenglik bilan aniglangan / funksiya va <p(x) w 1 funksiyani
[1, 1] kesmada ekvivalent ekanligini isbotlang. Ularni [—1, 1] kesma-

da Lebeg va Riman ma’nolarida integrallanuvchanlikka tekshiring.

Agar / funksiya A to;plamda integrallanuvchi boisa, u holda / funksiya
A to:plamning ixtiyoriy oichovli A! gismida ham integrallanuvchi boiadi

Isbotlang.

Agar fA |f(x) |dji —O0 boisa, u holda deyarli barcha x G A lar uchun
f(x) = 0 boiadi. Isbotlang.

Lebeg integralining absolyut uzhksizlik xossasidan foydalanib isbotlang.
Agar / funksiya A (fJ{A) < 00) to'plamda integrallanuvchi boisa,
u holda ixtiyoriy n £ N son uchun shunday rn G N son mavjudki,

< nTI tengsizlikni ganoatlantiruvchi har ganday oichovli D C A

to'plam uchun

tengsizlik bajariladi.



7.56.

7.57.

7.58.

7.59.

[O 1] kesmada chegaralanmagan. ammo Lebeg ma’nosida integrallanuvchi

bo'lgan sodda funksiyaga misol keltiring.

f(x) = [x] funksiyaning A = [0, 2] to'plam bo'yicha olingan Lebeg

integralini hisoblang.
[a. b] kesmada uzluksiz funksiya sodda funksiya bo'la oladimi?

Dirixle. Riman funksiyalari sodda funksiya bo'ladimi? Ularning [0, 4]

to'plam bo'yicha olingan Lebeg integralini hisoblang.

7.60-7.65-misollarda berilgan / : A —»M funksiyaning integralini ta/rif

yordamida hisoblang. Javobingizni Riman va Lebeg integrallarini taggoslash

hagidagi 7.4-teoremadan foydalanib tekshiring. L
7.60. f(x) = 2x4-1. x G [0; 3].
7.61. f{x) = 6x- 3, s€[-]. 2].
7.62. fix) =3x2-2x, x GTI-1, 1].
7.63. f(x) = 6a2A4x -5 x G[— 1]
7.64. f(x) = 2T4-3, x G[0: 2].
7.65. f(x) = er4-3a, x GJ[0, 1].
7.66. Quyidagi integrallarni hisoblang.

a) J sign(cos *x)dfi: b) f sign(sin 9d/i;
M :3] (0,1] X
I f ,d), U Viy - *<
C)[o.z]x[o.z] " )*<{/<4 R

7.67-misolni Lebeg integrali ta’rifi va xossalaridan foydalanib hisoblang. Bu

yerda T)— Dirixle. 9n—Riman. A— Kantor funksiyasi.

7.67. a) [/ s-X[o,iNgX)df.. b) I (14-2x)dji:

[0.1] [0.2]
c) J (3x24-1) dfji d f (2T4-2) du

[0.2] jo.ij
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e) / (In3+ ex)h; f) J auw dji:

[0,1] [on!

g) f x (L —D(x))d(i-\ h) f x (I —*R(x))d[i:
it i] o, i]

i)/ (x+A(x)d; i) f x-R{x)dii\

o1 [01]

K) f x29\(x) dji.
[0.1]

7.68. Har bir n £ N uchun f, : [0, 1] —R funksiyani quyidagicha aniglaymiz.
fn funksiyaning x .£ [0, 1] nuqtadagi giymati, x ning cheksiz ikkilik
kasrga yoyilmasidagi n—raqarniga teng. Masalan, /2(0,10010...) .= 0.
/3(0,10110....) = 1. Bu ketma-ketlik uchun quyidagilarni isbotlang:

H*. .. (O™
1 Y01 ; T yp1 '\ «

7.00. Har bir n GN uchun <, : [0, 1] — W funksiyani quyidagicha aniglaymiz.
Agar x G [0, 1] ning cheksiz ikkilik kasrga yoyilmasida n—ragami 1
boisa, gn(x) — 1, agar n—ragami 0 boisa, gn(x) = —1. Bu ketma-

ketlik uchun quyidagilarni isbotlang:

| fib(x)g.m{Xx)du—0O ndT.’ / (9..(x))2dii
J[0A] J[0.1]

8- 8. Lebeg integrali beigisi ostida limitga o4ish

Integral beigisi ostida limitga o;tish yoki gatorlarni hadma-had integrallash
m.isajasi ko’plab muammoiarni yechishda uchraydi. Boshgacha qilib aytganda

li-mday shartlarda

H |n . Hgy L fn0odn = [ dim fa{x)dn £ f(x)djx (8.1)
tniglik o'rinli boiadi, ya’ni limit va integral belgilarining oiiiilarim almashtirish
mumkin? Integral beigisi ostida limitga o'tishning yetarli shartlaridan biri
borilgan ketma-ketlikning tekis yaqinlishish shartidir, lekin bu shart. tai‘ifda
IHn. Shuning uchun tekis yaqginlishishdan kuchsizrocj shartlar go'ygan holda
(8.1) tenglikning bajarilishini tekshiramiz. Agar {/,,,} integrallanuvchi funksi-
villn]l ketma-ketligi A to'plamning har bir nuqtasida / funksiyaga yaqin-

liiijisa. (8.1) tenglik to‘gaimi degan savol tugiladi. Umuman olganda, nuqtali
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yaginlashish integral belgisi ostida limitga o'tishni ta'ininlay olmas ekan. Buil-

ga quyidagi misolda ishoneh hosil gilamiz.
8.1. [O m] kesmada quyidagi funksional ketma-ketlikni garaymiz

[ nsmnx, x G

LU I\ . Hr 7 nJ 8.2
«\lﬁ.XG”7F " ( )

Bu ketma-ketlik har bir nuqtada nolga yaqinlashadi. Bu ketma-ketlik
uchun (8.1) tenglik to-g”~imi?

Y echish. Har bir x G [0, m] uchun VIi_r’pocfv{x) = 0 tenglik oson tekshiri-

ladi. Endi fn ning [0. m] kesma bo'yicha olingan integralini hisoblaymiz:

I tnodigd=n T sinnxdp —2. "
Jo ' Jo

Ikkinchi tomondan

lim / fn(x)dp =27 [ 0(x)dfi = 0.
77*’\0c\J0 \]0

Demak, bu ketma-ketlik uchun integral belgisi ostida limitga o'tish to4y'ri
emas. O

Quyida biz integral belgisi ostida limitga o'tish belgilarini keltiramiz.

8.1-teorema (Lebeg). Agar {/,.} ketma-ketlik A to'plamning har bir
nugtasida f funksiyaga yaginlashsa va barcha n G N lar uchun |f, {x) | <
ip (x) tengsizlik bajarilib. < funksiya A to'plamda integrallanuvchi bo'lsa.
n holda limitik funksiya f ham A da integrallanuvchi bo'ladi va quyidagi
tenglik o'rinli

lim / fn(x)dp= / f(x)dfi.
PN P Ja

8.1-natija. Agar |fn(x) | < M —const va barcha x G A larda I_Ili_rgcfn(x)

f(x) bo'lsa. n holda quyidagi tenglik o'rinli

lim ff]}(x)d[i.= [ f(x)dfi.
Ja Ja

Nol o'lchovli to'plamda funksiyaning giymatini o'zgartirish integral qiy-

matiga ta:sir qilmaydi. shuning uchun 8.1-teoremada {fn} ketma-ketlikning
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| funksiyaga deyarli yaginlashishini va |[f(x) | < <p(X) tengsizlikning ham
deyarli barcha x lar uchun bajarilishini talab gilish yetarli.

8.2-teorema (Levi). A to'plamda monoton
h{x) </2x) < e><fn(X) < mmmm - »i' > e

integrallanuvchi {/??} funksiyalar ketma-ketligi berilgan bo'lib. barcha n £ N
lar uchun
J fn(x)dn< K ,

tengsizlik bajarilsin. Uholda A to plamning deyarli hamrna yerida lim fn(x)
n—ec
— f(x) chekli limit, mavjud hamda f funksiya A da integrallanuvchi va

integral belgisi ostida limitga Od¢ish mumkin, ya™i

im T tn)dp= T #(x) dfi

Ja Ja
8.2-natija. Agar rp,"x) > 0 bo'lib,
D r
[ Wn(x)d/J.. < -foo
m=1 «

bo'lsa. n holda A toplamning deyarli barcha nuqtalarida

oc

N 1 1 V $ | - \
n=1"
yaginlashadi va bu gatorni hadlab integrallash mumkin, yahi
oc \ oC
N2 ) «p=2T 1 ¢ m
4 \7r=1 / n=L JA

8.3-teorema (Fatu). Agar manfiymas. o'lchovli {/,,} funksiyalar ketma-

ketligi A to'plamda f funksiyaga deyarli yaginlashsa va

K f fn(x)din< K

bo'lsa.. un holda f funksiya A to'plamda integrallanuvchi va
|r ! JAflx)dn<K

121



igsizlik o'null.

Shu paytgacha biz faqgat chekli oichovli (4(A) < oc) to'plamlarda Lebeg
integrali va uning xossalarini oi'gandik. Lekin ko'plab masalalarni yechishda
cheksiz oichovli to'plamda berilgan funksiyaning integralini garashga to'g'ri
keladi. Masalan, R = (-00. 00) da berilgan funksiyaning Lebeg integralini
garashga to'gii keladi. Biz X to'plam sanoqli sondagi chekli oichovli Xn
to'plamlarning birlashmasi ko'rinishida tasvirlanishi mumkin boigan hoi bilan
chegaralanamiz.

8.1-ta’rif. Agar X toplamda /1 O‘lchov berilgan bo'Tib, X to'plarnni
sanogli sondagi chekli O'lchovli to'plamlaming birlashmasi korimshida tasvir-
lash mumkin bo4sa. n holda X da berilgan fi- 01chov a— chekli O 1chov dey-
iladi. S

a— chekli oichovlarga sonlar o'gidagi va tekislikdagi Lebeg o'lchovlari
misol boia oladi.

8.2-ta’rif. Agar monoton o™suvchi {Xn} (XnC Xn4dx) to'plamlar ketma-
ketligi quyidagi ikki sharini ganoatlantirsa
1) Ef] Xn=X. 2) barchan £ N lar uchun p(Xn) < 00,

{X%}1 pa X toplamni goplovchi ketma-ketlik deyiladi.

8.3-ta’rif. X to'plamda a—chekli (i O%chov va X da aniglangan rnan-
fiymas f funksiya beiilgan boilsin. Agar f funksiya ixtiyoriy chekli o'lchovli
A C X toplamda integrallanuvchi bodlib, biror goplovchi {X,,} ketma-ketlik
uchun

im T fo0d(i
chekli limit, mavjud bo'lsa, n holda f funksiya X to'plamda integrallanuvchi
deyiladi va bu limit
[ f(x)dp = lim [ f(x)dp
JX n°° Jxn

f dan X toplain bo'yicha olingan Lebeg integrali deyiladi.
Endi f ixtiyoriy funksiya boisin. Uni ikkita manfiymas funksiyalar ayir
masi shaklida tasvirlaymiz, yahi f(x) —f+(x) —f~(x). bu yerda /+ va /_
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lar (7.7) tenglik bilan aniglanadi.
8.4-ta’rif. Agar (7.7) tenglik bilan aniglangan /+ va /_  manfiy-

mas funksiyalar X toplamda integrallanuvchi bo4sa, n holda f funksiya X
to\plamda integrallanuvchi deyiladi va

f :/ U (x)dp%j f (x)dn.
JX JX X

Lebeg va Riman integrallari orasidagi quyidagi bog'lanishni keltiramiz.
Agar [a. bl kesmada / funksiya Riman ma'nosida integrallanuvchi bolsa.
u holda / funksiya [a, b] kesmada Lebeg ma'nosida ham integrallanuvchi
bo'ladi va bu integrallar teng bo'ladi (7.4-teoremaga garang).

Agar / funksiya [0, 1] kesmada xosmas ma'noda Riman bo'yicha integral-

lanuvchi bo'lsa, u Lebeg ma'nosida integrallanuvchi bo'lmasligi ham mumkin.
Masalan,

oo L M 8.3
b Jo 11 (8:3)

xosmas integral Riman ma’nosida mavjud (integrallanuvchi). Hagigatan ham.
0°‘zgaruvchilarni almashtirib

fl . 1 dt fx sinx |
/[ sin- —= [ - dx

Jo t t Ji X

ga kelamiz. Dirixle alomatiga ko'ra bu. integral yaqginlashuvchi (f{x) = ol

101
funksiya integrallanuvchi). f(t) —sin- m- funksiya (0, 1) oraliqda Lebeg
ma’nosida integrallanuvchi emas. Faraz qgilaylik. bu funksiya Lebeg ma’nosida
integrallanuvchi bo'lsin. U holda VIII xossaga ko'ra

integral ham mavjud bo'ladi. Bundan esa yana o'zgaruvchilarni almashtirib.



Slni payt-gacha biz fagat chekli oichovli (4(A) < oc) to'plamlarda Lebeg
integrali va uning xossalarini oi'gandik. Lekin ko'plab masalalarni yechishda
cheksiz oichovli to'plamda berilgan funksiyaning integralini garashga to'g'ri
keladi. Masalan, R = (—00. 00) da berilgan funksiyaning Lebeg integralini
garashga to'g'ri keladi. Biz X to'plam sanoqgli sondagi chekli oichovli Xn
to'plamlarning birlashmasi ko'rinishida tasvirlanishi mumkin boigan hoi bilan
chegaralanamiz.

8.1-ta’rif. Agar X to'plamda u O‘chov berilgan bo'Tib. X to'plarnni
sanoqli sondagi chekli O’Ichovli to ‘plamlarning birlashmasi ko nnishida tasvir-
lash mumkin bo'isa, n holda X da berilgan  o'lchov a— chekli 0‘1chov dey-
iladi. S

a— chekli oichovlarga sonlar o'gidagi va tekislikdagi Lebeg oichovlari
misol bo'la oladi.

8.2-ta’rif. Aga-rmonoton o'suvchi {X,} (X, C X /A#i) to'plamlar ketma-
ketligi quyidagi ikki shartni ganoatlantirsa
1) fﬁ Xn=X, 2) barcha n £ N lar uchun p(Xu) < 00,

{X?t}l pa X to'plarnni goplovchi ketma-ketlik deyiladi.

8.3-ta’rif. X to'plamda a—chekli \i o'lchov va X da aniglangan man
fiymas f funksiya berilgan bo'isin. Agar f funksiya ixtiyoriy chekli O'lchovli
A C | toplamda integrallanuvchi bo'lib, biror qoplovchi {Xn} ketma-ketlik

uchun

chekli limit mavjud bo'lsa, n holda f funksiya X toplamda integrallanuvchi

deyiladi va bu limit

f dan X to'plam bo'yicha olingan Lebeg integrali deyiladi.
Endi / ixtiyoriy funksiya boisin. Uni ikkita manfiymas funksiyalar ayir-

masi shaklida tasvirlaymiz, ya’ni f(x) —f+(x) —f-(x). bu )*erda f\ va /_
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lar (7.7) tenglik bilan aniqlanadi.
8.4-ta’rif. Agar (7.7) tenglik bilan aniglangan, / ( va J tinm/li/

mas funksiyalar X to'plamda integrallanuvchi bo'lsa. n holda f Junks/ya \
to'plamda integrallanuvchi deyiladi va

It fex)dfi— T e+)dr — T f-{x)dn.
JX JX JX
Lebeg va Riman integrallari orasidagi quyidagi bog'lanishni keltiramiz.
Agar [a. b] kesmada / funksiya Riman ma'nosida integrallanuvchi bo‘lsa.
u holda / funksiya [a B kesmada Lebeg ma'nosida ham integrallanuvchi
bo'ladi va bu integrallar teng bo'ladi (7.4-teoremaga garang).
Agar / funksiya [0, 1] kesmada xosmas ma'noda Riman bo'yicha integral-

lanuvchi bo'lsa, u Lebeg ma'nosida integrallanuvchi bo'Imasligi ham mumkin.
Masalan.

r- | st° n , " Nei)

xosmas integral Riman ma'nosida mavjud (integrallanuvchi). Hagigatan ham.
()‘zgaruvchilarni almashtirib

}I .1 dt @sin X ..
sm- - =« — -dx

i/o t | Ji X

sin x
ga kelamiz. Dirixle alomatiga ko'ra bu. integral yaginlashuvchi (/(x) m -----

11
funksiya integrallanuvchi). f(t) = sin- «- funksiya (0, 1) oraligda Lebeg
ma'nosida integrallanuvchi emas. Faraz gilaylik. bu funksiya Lebeg ma'nosida
Integrallanuvchi bo'lsin. U holda V111 xossaga ko‘ra

S.ml dt
"0 t T

integral ham mavjud bo'ladi. Bundan esa yana o'zgaruvchilarni almashtirib.

dx f 06 cos 2x
J. X i Bx
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h hi IMi» 1 <Imiiil/, <)xil'gl

i C0s2aj,
JI X
integral yaginlashnvchi. Birinchi integral esa uzoglashuvchi. Demak,
.1 dt
Sl -
io t ot

integral ham uzoqglashuvchi. Shuni ta’kidlaymizki, agar manfiymas funksiya
Riman ma’nosida integrallanuvchi boisa, u holda bu funksiya Lebeg ma'nosida
ham integrallanuvchi boiadi va bu integrallar teng boiadi.

8.4-teorema. Aytaylik A toplamning oichovi cheksiz bo’isin. Cheklita
nolmas yi, y2, .... yn giymatlarni gabul giluvchi f : A —R sodda funksiya
A da integrallanuvchi boiishi uchun Ak = {x £ A :\f(x) = y*}, Kk =
1.2,..., n toblarnlarning o'lchovi chekli boiishi zarur va yetarti. Xususan
B C A toplamning xarakteristik funksiyasi - Xb (%) integrallanuvchi boiishi
uchun fj{B) < oc bo'lishi zarur va yetarli.

8.5-ta’rif. Aytaylik A cheksiz o'lchovli lo'ploM. f : A —R sanoglita
yi, yz*- eerYbl ee¢ giymatlarni gabul giluvchi sodda funksiya bo'isin. Agar har
bir nolm.as uchun A% = {x G A : f(x) — y”} toplam chekli oichovli

ocC

bolib,  Yn{An) gqator absolyut yaqinlashuvchi boisa, f : A —» R sodda
n=i
funksiya A to'plamda Lebeg ma'nosida integrallanuvchi deyiladi.

8.2. Quyida keltirilgan funksiyalar R da Lebeg ma’nosida integrallanuvchi

boiadimi?
oc (- 1 3¢ ciIn 77
Ne = AXT,.n+H (D) b) fi = £
A Ne = f, " XLHICYS By IO =g
9 fiX):nlil 71 d) /(?)«7?:1
fli »

e) /(*)* £ m WiXKrvtDW;  f) /(*) “ E ~TX[B.n+1)(A).

Y echish. Hozir biz f) ning yeehimini beramiz. Berilgan funksiyaning aniglan-
ishidan quyidagilarga ega boiamiz. Aqg — (-oc. 1) to'plamda f(x) = 0= y0
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n2
va f(x) = —, x e An=[n, n-f1). 8.5-tarifga kora* / : R —R funksiya
integrallanuvchi bo'lishi uchun

n=1 ! =1 -t L )
gator yaginlashuvchi bo'lishi zarur va-yetarli. Musbat hadli gatorlarni taggoslash
haqidagi Dalamber alomatidan foydalanib (g = 0/5), hosil bo'lgan gatorning
yaginlashuvchi ekanligiga ishionch hosil gilamiz. Demak. / funksiya R da

iutegrallanuvchi bo'ladi. O

oC
8.3. A= U [n n Hn~°) to'plamning xarakteristik funksiyasi /{x) = xa (%
72=1
parametr a ning ganday giymatlarida R da integrallanuvchi bo'ladi?
Yechish. 8.4-teoremaga ko'ra, f(x) = xa{% funksiya integrallanuvchi
bo‘lishi uchun A to'plam chekli o'lchovli bo'lishi zarur vayetarli. A to'plamning

o'lchovi, o'lchovning a—additivlik xossasiga ko'ra

74=1
yig'indiga. teng. Ma’lumki, bu gator parametr a ning 1 dan katta. barcha
giymatlarida yaginlashuvchi bo'ladi. Demak, barcha a 6 (1, oc) larda A
to'plamning xa xarakteristik funksiyasi, R da integrallanuvchi bo'ladi. O

8.4. Quyidagi limitlarni integral belgisi ostida limitga o'tish hagidagi teore-

malardan foydalanib yeching.

a) lim f expf—hx2) da: b) lim f exp[—) da:
|;- "Nolj No.i] e nJ
c) limJ Sn-" i d) lim J exp(—cos"x) dp,:
n~Y0R 1+ X n>)J0. 1
dp

e) lim f n (ex -
)— [0.x] {/pv riJ 3I+xi

Yechish. a) ning yecliimi. Integral belgisi ostida limitga o'tish hagidagi
Lebeg teoremasidan foydalanamiz. Berilgan fn(x) = exp(—hx ) ketma-ketlik
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[@ 1] koHinaning deyarli barcha (nol liugtadan tashqari) liugtalarida 9(x) w 0
funksiyaga yaqinlashadi. Integrallanuvchi ip : [0. 1] — R funksiya sifatida
ip(x) = 1 ni olamiz. U holda barcha x G [0, 1] va n E N lar uchun \fn{x)\ <
ip(x) tengsizlik bajariladi. Integral beigisi ostida limitga o4ish hagidagi Lebeg

teoremasining shartlari bajariladi. Teorema tasdigiga koia

lim / _exp(—x2)dfi= / 6(x)du=0. O
”*ccdoi] ¢ " ; Nalj:
8.5. f(x) —1T [;\p x e A = [0. oc) funksiya A da integrallanuvchimi?

Yechish. .Sonning butun gismi ta'rifiga ko™a / : A —R sodda funksi-

ya boiib. An=[n, n + 1), n = 0,1,... to'plamda yn :an---%-wt givmatni
i -

m
gabul giladi va e 1 cjator yaginlashuychi. Demak. 8.5-tai‘ifga ko4a
n=

f(x) — funksiya. A #=[0, oc) da integrallanuvchi. O
Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

8.6. Quyida keltirilgan funksiyalar a > 0 parametrning ganday giymatlarida.

R da integrallanuvchi boiadi?

TN E Ste) &t 2 ’
w (-)"
C) 2 ~7y  X[n2.(27+1)2)
: : : nxa
8.7. Parametr a ning ganday giymatlarida fn(x) = T x E [0. 1].

ketma-ketlik integral beigisi ostida limitga. o‘tish haqidagi Lebeg teore-

masi shartlarini ganoatlantiradi?

8.8. Quyidagi {gn} ketma-ketlik integral beigisi ostida limitga o4ish hagidagi
Levi teoremasi shartlarini ganoatlantiradimi?
4S - y fy -o i

ffn(X) Xe [0.1].

nx- + 1
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8.9.

8.10.

» >

8.11.

8.12.

8.13.

8.14.

H.L5.

*e16.

M 17.

Fatu teoremasi sliartlari bajarilganda.

lim, j fnGodfi,= J

tenglik o'rinlimi? O'rinli bo'lmasa., misol keltiring.

a

Integral belgisi ostida limitga o'tish haqidagi teoremalarda.n foydalanib
quyidagi limitlarni hisoblang.

a) lim J exp (—(cr24-y2)) cos (n—x -ij dx dy\
b) lim f [T *sin — da.
(1+X*) n

Agar manfiymas funksiya xosmas ma’noda Riman ma’nosida integralla-
nuvchi bo'lsa, u Lebeg ma’nosida integrallanuvchi bo'lishini isbotlang.

(8.3) integrating absolyut integrallanuvchi emasligini isbotlang.

f(x) —-—-9 -, x GA = [0, oc) funksiya A da integralianuvchimi?

h(x) L 12 (4 = | = Cfi(x) =
funksiyalarni ko(l) —{(21. x2) GR2: x24-x\ < 1} to’plamda integral-
lanuychi ekanligini ko;rsa.ting.

Ir(ar) = é-:éas—)(ii%-c-ég)-(-zr i — 1, 2 funksiyalarni I/b(l) —{U’i- x2) £

E2: x\ 4 x\ < 1} to'plamda integrallanuvchi ekanligini ko’fsafind.

1 IXjl
V- —q i ~ ~0~—[N—21 * ' '
f{x) m-y ,,>a4F|—E§ va M x) 04*#9\1 *g > 1. 2, 3 funksiyalarni
BO(l) = {(xp X2°#3) G E3 : x24 x\ 4-x\ < 1} to'plamda integral-
lanuvchi ekanligini isbotlang. Ularning #o(l) to'plam bo'yicha olingan
integralini hisoblang.

ffX) —_ é':&'éé‘)‘(‘i-"_-C-:(-)-S“)Zé“_"&-dé-ééfunkﬁyanl BCI(].) to plam da Integral-

lanuvchi ekanligini ko'rsating:



9-8. Monoton va o‘zgarishi chegaralangan funksiyalar

9 va 10-paragraflarda biz sonlar o'gida aniglangan funksiyalarning Lebeg
integralini gqaraymiz. Bunda integralni tayinlangan / da to'plam funksiyasi
sifatida o’rganamiz. Agar / funksiya X' C M oichovli to'plamda integral-
lanuvchi boi.sa, u holda

! I fO)dfi" e Ch)

A
integral barcha oichovli A C X to'plamlar uchun mavjud.va u tayinlangan /

da to'plam funksiyasi boiadi. Bu integral Lebegning anigmas integrali deyiladi.
X sonlar o'gidagi oraliq boiishi ham mumkin. Bu holda A to'plam X dagi
kesmadan iborat boisa. (9.1) integral kesma chetki nugtalarming funksiyasi
boiadi. A — [a. b] kesma chap chekkasini tayinlab. L

] f(t)ydp (9.2)
M
integralning xossalarini o'rganamiz. Bu masala bizni sonlar o'gida aniglangan
funksiyalarning ba:zi muhim sinflarini garashga olib keladi. Bular monoton
funksiyalar, o'zgarishi chegaralangan funksiyalar va absolyiit uzluksiz funksiya-
lar sinflaridir.
Monoton funksiyalar. Dastlab o'suvchL kamayuvchi hamda kamaymay-
digan, o'smaydigan funksiyalar taiiflarini beramiz.
9.1-ta’rif. [a. b kesmada aniglangan f funksiya, shu kesmadan olingan

har ganday x2 lar uchun x\ < x2 boiganda
I flssY. (/(a:i) > [(x/)) |

boisa, f funksiya [a, b] kesmada kamaymaydigan (o'smaydigan) funksiya
deyiladi.
9.2-ta’rif. [a. b} kesmada aniglangan f funksiya, shu kesmadan olingan

har ganday x\,x2 lar uchun x\ < x2 boiganda

f(xi) < f(x2) (f(xi) > f(x2) (9.3)
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bo'lsa. f funksiya [a, b] kesmada o'suvchi (kamayuvchi) funksiya deyiladi.

Umuman, gisgalik uchun monoton funksiya deyilganda. 9.1 va 9.2-ta'riflarda
keltirilgan funksiyalar tushuniladi. Ba'zan o‘quvchining diqgqgatini jalb qilish
uchun o”suvchi yoki kamayuvchi funksiyani, qat'iy o'suvchi yoki gat'iy ka-
mayuvchi. yoki gat'ity monoton deb ataymiz.

Lebegning anigmas integrali (9.2) ning xossalarini o'rganishni quyidagi sod-
da va muhim xossadan boshlaymiz. Agar / manfiymas funksiya bo'lsa, u hol-
da (9.2) monoton kamavmaydigan funksiya bo'ladi. Har gqanday integrallanu-
vchi funksiya ikkita manfiymas integrallanuvchi funksiyalar ayirmasi shaklida
Uisvirlanadi
H | fix) = f+(x) - /_(x),

Im yerda /+ va /_ lar (.7.7) tenglik bilan aniqlanadi.

Shuning uchun (9.2) integral ikkita monoton kamavmaydigan funksiyalar-
tilug ayirmasi shaklida ifodalanadi. Shu sababli yuqori chegarasi o'zgaruvchi
bo'lgan (9.2) integralni o'rganisll, monoton fuiiksiyalarning xossalarini tek-
Hhirish masalasiga keladi.

Hagiqgiy sonlar to'plami R da aniglangan / funksiya va xq £ R nuqta
Innilgai! bo'lsin. Agar

lim f(xo-kh) (lim f(xqg4-h))

h->Q-r- h—0-
limit mavjud bo'lsa, bu limitga / funksiyaning xq nuqtadagi o'ng (chap) lim-
iti deyiladi va /(xo + 0) (f(xQ—0)) koZXinishda belgilanadi. Agar / funksiya-
nin*, xg nugtadagi o‘ng (chap) limiti mavjud bo'lib.

liulklik o'rinli bo'lsa, / funksiya xq nuqtada o'ngdan (chapdan) uzluksiz de-
mliidi. Agar / funksiyaning xq nuqtada o'ng va chap limitlari mavjud bo'lib,

LL] " /(Tu+ 0}=/(i’0)=7(a’0o- 0)
i'ni'Jik o'rinli bo'lsa, f funksiya xq nuqgtada uzluksiz deyiladi. Agarda
Hp- f(zo- 0) ®f(x0+ 0)
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boifla, / funksiya .10 nuqgtada birinchi tur uzilishga ega deyiladi, xg nuqta

esa f funksiyaning birinchi tier uzilish nuqtasi deyiladi.
-1(*- 9

giymatga / funksiyaning x e (a. b) nuqtadagi sakraski deyiladi. / funksiya-
ning kesma chetlaridagi sakrashlan deb [A/(a) = f(a +0)- /(a), A4/(6) =
f(b) ~ f(b —0) miqdoiiarga aytiladi.

Agar / funksiyaning x0 nuqtadagi o'ng va chap limitlaridan birortasi
mavjud boimasa yoki ulardan biri cheksizga aylansa, bu nuqta / funksiya-
ning ikkinchi tur uzilish nuqtasi deyiladi.

Quyidagi sonlar

mos ravishda / funksiyaning xg nugtadagi o'ng yuqori, chap yugori, o'ng
quyi va chap quyi hosila sonlari deyiladi.
Endi monoton funksiyalarning xossalariga doir misollar garaymiz.

9.1. I (#) = [x]-\-2-sign @-f 1] + 3*X(-l) #> [—2. 1] funksiyani [—2. 1]
kesmada monotonlikka tekshiring. Ulardan qaysilari o'ngdan uzluksiz,
qaysilari chapdan uzluksizligini aniglang. Ularning barcha uzilish nug-
talarini toping, uzilish nugtalaridagi sakrashlarini hisoblang.

Yechish. Berilgan funksiyaning har bir go:shiluvchisini alohida tahlil qil-
amiz. Sonning butun gismi ta'rifiga ko'ta y\(x) = [r] funksiya barcha butun
nugtalarda uzilishga ega., kamaymaydigan, oiigdan uzluksiz. uzilish nuqgta-
lardagi sakrashlari esa 1 gateng. y2{x) = sign (x+1) funksiya birgina x = —
nuqgtada uzilishga ega. Bu nuqgtadagi o'ng va chap limitlar esa quyidailarga

teng:

. = : _aA fim e ) _
h[tr(r)1+3|gn(0 hy = — ¢sign0=20 /(Il_*r(r)14FS|gn(0fh) 1.
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¥Y2(x) — sign(x + 1) kamavmaydigan funksiya bo'lib, uzilish nugtasidagi
sakrashi y2{—1 + 0) —y2(—l ~ 0) — 2 ga teng. (9.4) dan ma?lumki, bu
funksiya x = —1 nuqtada oshgdan ham chapdan ham uzluksiz emas. So'nggi.
ys(x) = ,Y(-L.i]J(") funksiya ham [—2. 1] kesmaning fagat x — —1 nuqtasida
uzilishga ega. Bu funksiya x = —1 nuqtada chapdan uzluksiz va sakrashi 1
ga teng. Tekshirish natijalariga terra quyidagi xulosaga kelamiz. yif y2 va /3
funksiyalar kamaymaydigan va musbat sonlarga ko'paytirib yig'ilganligi uchun

K - [(*) = M m2miga (* + LWL+ 3 «X(-1.i]1>)
ham [—2, 1] da kamaymaydigan funksiya bo'ladi. Uning uzilish nuqtalari —
va 0 nugqgtalardir. Bundan tashqgari /(—1) = —1, /(0) = 5 va

lim f(-1-h) =-2+2-(-1) = -4 ¢ lim O0-1+ft)=-14-2-1+3-1 - 4,
h —*04-

h—O-r

lim f(0- f)= -1 +2+1+3+1- 4 lim f(O+ f)- 04-241+3-1=5

/1404- V h-* 04- *

liu funksiyaning —1 va 0 nuqtadagi sakrashlari 1110s ravishda A/(—1) —8
va A/(0) = 1. Berilgan funksiya x — —1 nuqtada o‘ngdan ham chapdan

liam uzluksiz emas, x — 0 nuqgtada osgdan uzluksiz. O

0.2. Faraz qilaylik, / : [a, b] —R kamaymaydigan funksiya. ci.co, mmmmcn
shu kesmadagi ixtiyoriy mugqtalar bo'lsin. U holda

n

L1, - ;. . (95

tengsizlik #rinli. Isbotlang.

Isbot. Faraz gilaylik, / : [a, b —R kamaymaydigan funksiya. ct < c2 <

L, < cn lar shu Iﬁesmadagi, o'sish tartibida joylashgan ixtiyoriy mugqtalar

In Isill Quyidagi $2|ﬂ,/(c*) yig:indini garaymiz:
1=

5 .(J{@4+ 0)—/ (ci—0)) —/ (ci + 0) —f(ci —0) -fese-ff(cn+ 0)—} (cn—0).
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M yig'ii(lini gnyichigk'ha yozib olamiz:
P n
J2 AfNe = /(c«+ °)- /(ct- 0)- ]T(/(c,; - 0)- fid-1 +0))- (9.6)

i=l =2

Kamaymaydigan / funksiya va istalgan ¢, > q_i uchun
u - °)-w -1+0)>0 (9.

tngzislik oiinli. (9.6) va (9.7) larclan

n
J2A/M JjA g +0)- /(Ci- 0) < f(b) - f(a] (9.8)
i=1
ni olamiz. Bu esa (9.5) tengsizlikning ofidir. % O

9.3. [/ :[a 6] =R kamaymaydigan funksiya, n G N ixtiyoriy son boisin,
U holda Dn = G [a b : 4f(x) > —* chekli to‘plam. Isbotlang.

Isbot. Teskaridan faraz qilaylik, biror n £ N uchun Dn to;plamning
elementlari soni cheksiz boisin. u holda ixtiyoriy m G N uchun Dn dan
c.,£2,... Jn G Dn nugqtalar olish mumkin. (9.5) hamda Dn ning aniqglanishi-
dan quyidagini olamiz:

X i
f(b) - f(ci) > ¥2 >

7=1

n

Bu yerdan m < n(f(b) —f (a)) ekanligi kelib chigadi. Bu tengsizlik m ning
ixtiyoriy natural son ekanligiga zid. Demak, Dn chekli to;plam, O

9.4. f : [a, b — LU kamaymaydigan funksiya. Ci,@,.... ?cn,... lar uning
oc

uzilish nuqgtalari boisin. U holda Af(&O0 gator yaqginlashuvchi va
71=1

ocC

E W (W ~/0)- f(a)

n=1
tengsizlik o;rinli. Isbotlang.
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Isbot. Kamaymaydigan / : [a, 6] —R funksiya va [a%) kebinadasaqlanu-

vchi ixtiyoriy ci.c2v..,cn nuqtalar uchun (shu jumladan uning uzilish nug-
n

talari uchun ham) £A/(c,) < f(b) -,f(a) tengsizligi 2-misolda ((9.8) ga

1=1
garang) ko'rsatildi. Bu esa musbat hadli ,}(1- [ /(c«) qgatorning gismiy yigindi-
2i=i
lari ketma-ketligi Sn ning yuqoridan chegaralanganligini bildiradi. Demak.

Ec_p,f{cn) gator yaqginlashuvchi. (9.8) tengsizlikda n  oc da limitga. o;tib
n=i

oC

B; 5Z2n/(c") ™ [(6)- /(a)

/1=1

tengsizlikni olamiz. O

9.5. / : [a bh — XK kamaymaydigan funksiya, Ci, c2.... lar uning uzilish
nuqtalari boisin.

TR ‘7d(az) = [T 4/(c,), xe [ab]" (9.9)

a<x

funksiya, f ning sakrashlari funksiyasi deyiladi. fa : [a. 6] —R oiigdan

uzluksiz kamaymaydigan funksiya. Isbotlang.

Isbot. Kamaymaydigan / : [a, b] R funksiyaning uzilish nuqgtalari
ci, ... larni o'sib borish tartibida joylashtivish mumkin boigan hoi bilan
Hioklanamiz, ya’ni cr < c2 < eee < cn < eee poisin. (9.9) tenglik bilan
aniglangan
H L fd(x) = A/(Ci), | 6 [o, 6]

ni [a, 6] kesmada kamaymaydigan funksiya ekanligini ko'rsatamiz. Faraz qi-
laylik, X\ < x2 G [a, b] kesmaning ixtiyoriy ikki nuqtasi boisin. U holda
lounaymaydigan / funksiya va istalgan ¢ G [a, b} uchun A/(c) > 0 ekanligi-
dun

j mfd{xl) = E [A/(C) - E +m5Z A/(fv) = fd{x-1) =

Ci<X1 XI<Cj<X2
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M nliimiz. H oHa / : [f. /] >R uini', kniiinymiiy<lii',nii tVinkwiya ekanligini
bildiradi. Shuni ta’kidlaymizki f va funkHiyalarning uzilish nuqtalari bir
xil bo'lib, ular ci, @, ... lardan iborat. Xuridi shunday / va fa funksiyalarn-
ing d uzilish nugtasidagi sakrashlari teng, ya’ni AO/(c<) * A/r(c?). Har bir

(c/, c?+i) intervalda fd funksiya o'zgannasdir. O

9.6. f(x) — x+ 2[x]. x G [0.2] funksiyani [0,2] kesmada kamaymaydi-
gan ekanligini ko‘rsatib5uning sakrashlari funksiyasi va uzluksiz gismini

toping.

Y echish. Ma’lumki. x ning butun gismi —|[r] o'ngdan uzluksiz va ka-
maymaydigan funksiyadir. g(x) = x esa uzluksiz va o’suvchi funksiyadir.
Demak. ularning yig'indisi bo'lgan / funksiya o’ngdan uzluksiz kamaymaydi-
gan funksiya boiadi. Uning uzilish nuqtalari @ =1 va x2= 2 lar bo’lib. bu
nuqtalardagi sakrashlari A/(xi) = Af(x2) = 2. Bulardan = 2[x] va
fc{%) = x ekanligini olamiz. O

Ozgarishi chegaralangan funksiyalar. Ma lumki. Lebegning anigmas
integrali (9.2) ikkita monoton funksiyaning ayirmasi shaklida tasvirlanadi. Ikki
monoton funksiya ayirmasi shaklida tasvirlanuvchi funksiyalar sinfi hozir biz
ta'rifini keltirmoqchi bo'lgan o'zgarishi chegaralangan funksiyalar sinfi bilan
ustma-ust tushadi.

9.3-ta’rif. Bizga, [a, b] kesmada aniglangan f funksiya berilgan bo'lsin.

Agar [a, 6 kesmani
a —X0 <X\ < eee< xn-\ <x, =D

nugtalar bilan ixtiyoriy n gismga bo'lganimizda x.j(i = 1,2...., n) nuqgta-
larni tanlab olishga bog-Ug bobnagan va ushbu

b

<C (9.10)
b=1

tengsizlikni ganoatlantiruvchi o'zgamias C son mavjud bo'lsa. n holda f

funksiya [d. 6] kesmada o'zgarishi chegaralangan deyiladi.

134



9.4-ta’rif. Bizga [a. b] kesmada o ™zgarishi chegaralangan f funimijn
berilgan bo'isin. (9.10) yig'indilarning barcha chekli bo'linishlar bo'yicha olin-
gan anig yuqori chegarasi f funksiyaning [a, 6] kesmadagi toia o'zgarishi
(to‘la variatsiyasi) deyiladi va Vab[/] bilan belgilanadi, yahi

ri

K K6[/]= S P51 WM - f(xi-DI 9Nl
i [/] WtV (xi-1) (9/11)
9.7. Har ganday kamaymaydigan / : [a. b] —» R funksiya [a, b] kesmada

crzgarishi chegaralangan va uning toia o'zgarishi f(b) —f[a) ga teng.
Isbotlang.

Isbot. [a bl kesmani Xj(i = 1,2...., n) nuqtalar yordamida

a=XxX0 <X\ < eee< xn-1 <Xxn=2"0

Ixtiyoriy n qismga boiamiz va bu boiinishga mos

L, Y,/ - f (*»-d I (9.12)
Kej; bliltr/ u “fIP |
yig'indmi garaymiz. / kamaymaydigan funksiya boigani uchun \f (xk) -
J(xk-r) | = I #&) - f (xk-1) tenglik o4inH. Bu tenglikdan (9.12) yigindi-
iiing giymati /(&) —f(a) ga teng ekanligi kelib chigadi. Demak, monoton
kiunaymaydigan funksiyalar uchun (9.12) yigindining giymati [a, I kesma-
iling boiinishiga bogiiq emas va u f(b) - f(a) ga teng. Shunday ekan,
Ifr/; = f{b}~ f[a) tenglik oTinli. ‘O

OK Agar / :[a, 6] —R funksiya [a b) yarim intervalda monoton boisa,
u holda uning o'zgarishi chegaralangan va

3 = \f(b-0)- f{a)\+)f(b) -7 (5- 0)) (9.13)

tenglik o'rinli. Isbotlang.



Isbot. [a. 6 kesmani xj(i = 1,2...., n) nuqtalar yordamida ixtiyoriy
boiinishini garaymiz. Funksiyaning [a b) yarim intervalda monoton ekanlig-

ini hisobga oisak, quvidagiga ega boianliz:

n n—
Y1ilw - i=E I )it 1 (8- i =
b=l Ar=1
7—1
£ 1f (Fy —f ix» i)
k=
= \f(xn~i)-f{a)\ + \f(b)-f(xn-i)\. r(9.14)

Endi dp(x) = J(x) - /(a)| + |/(6) - /(x)|, x G [a. 6) ning KawayTay-
digan funksiya ekanligini isbotlaymiz. Bulling uchun [a, b) yarim intervalda
yotuvchi ixtiyoriy X\ < x2 nugtalar uchun ¢ (X2) —V (HI) > 0 ekanligini
ko'rsatish kifoya.

= (") - 1(0)[ + I{b) - F{x2\ = \f(x2) - f{xt) + f{xi) - f(a)\+"

+(/(&) o [(ommi) - (/(*2) - /(@'D))i = |[[(k2) - [(ii)| -r|/(.r:) - f(a)\+-
HED) - /=) - (/b1 - @) . (9.15)
(9.15) dagi oxirgi tenglik / ning [a. 6) yarim intervalda monoton (yahi
[(#"2) —f(x 1) bilan /(xi) —/(a) ning ishorasi bir xil) ekanligidan kelib chiga-
di. Ixtiyoriy ¢ va d sonlar uchun \c—d\ > \c\ —|d| ekanligidan foydalansak.

« W&) - f(XI) - (f(x2)-.f(x1) |+ V bl -/bl 1-\f{b) -fix I} .
ayirmaning manfiymasligiga kelamiz. Bu esa ® ning [a b) da kamaymaydigan

funksiya ekanligini isbotlaydi. (9.14) tenglikdan

n
sup52 I/ (xk) - / (xk-i) 1= sup P(x,, i) = d(b- 0)
IwfSf

tenglik kelib chigadi. Funksiya to'la o'zgarishining ta:rifiga ko'ra ushbuga ke-

lamiz:
Vaif] * f (b~ 0 m 1/(6- 0)- /(a)l+ Im - nr~ 0)L Z
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9. f(x) = sinx funksiyani [0, ] kesmada o‘zgarishi chegaralangan ekan-

ligini ta/rif yordamida ko'rsating.

Yechish. [0. m] kesmani x*(i=1,2..... n) nugtalar yordamida ixtiyoriy

n boiakka boiamiz va bu boiinishga mos

K

ft n
11 OF) - | (xk-1) 1=" |sinxk- sinxk-i\ (9.16)
k=1 k=1

yigindini baholaymiz. Agar sinx —siny = Zcos—-—sm—-— va{ \nlx\J <

X.

x > 0 munosabatlardan foydalansak. (9.16) ni quyidagicha baholash

mumKin:

Ll

5 i/(N '/(C’('|)| _21"||%chka D itk &k 12
AH

: <e 2( =?n- x0= - L. ., . f
k=i ' '

Demak, f{x) = sinx funksiya [0, m] kesmada o‘zgarishi chegaralangan. O

Uy vazifalari va mavzuni o4lashtirish uchun masalalar

9.10-9.13-misollarda berilgan funksiyalarni [a, b kesmada monotonlikka

tekshiring. Ulardan qaysilari oiigdan uzluksiz, qaysilari chapdan uzluksizlig-

iui aniglang. Ularning barcha uzilish nuqtalarini toping, uzilish nuqgtalaridagi

sakrashlarini hisoblang.

9.10.
0,11.
9.12.

9.13.

9.14.

f(x) = [xly [-1, 3].

f{x) = signer. [ 5-

f(x) = x{oa){x), [-2, 4]. .- ‘ Vo
f{x) = 2-signx-h3-X(-i.0)("), [~4: 5 t .

[a, b] kesmada aniglangan har ganday monoton funksiya shu kesmada
chegaralangan, oichovli hamda Riman va Lebeg maiiolarida integralla-

liuvchidir. Isbotlang.
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0.1 KMiimynmyiligun, O‘ugdan uzluksiz / : [a, b] —»K funksiya uchun
[((x) = /(.t) - fd(x), xe[a,b]

funksiya, / uzluksiz gismi deyiladi. fc: [a, 6] —R ning uzluksiz
ekanligini isbotlang. Bu yerda fj. (9.9) tenglik bilan aniglanadi.

9.16. Kamaymaydigan (o:smaydigan) funksiyalar yig'indisi kamaymaydigan (o‘s-
maydigan) funksiyadir. Isbotlang.

9.17-9.20-misollarda keltirilgan funksiyalarning kamaymaydigan ekanligini

kofisatib, ularning sakrashlari funksiyasi va Uzluksiz gismini toping.

9.17. /0) = x + signar + XI-i.o"X x € [-2.2]. 1 A A

x3, x € [-10, -2),
9.18. f(x) & -7, 'x G[-2,0),
x —3, x G[O0.4].

2X
-bsin3x, ie [ ~7r, 0)
9.19. f(x) = 2"

sin2x 4-signxv x G fQ
9.20. f(x) —2x+ [x], x G[-2. 4].
Monoton funksiyalarning quyidagi xossalarini (9.21-9.23) isbotlang.
9.21. Monoton funksiya fagat birinchi tur uzilish nugtalarga ega.
9.22. Monoton funksiyaning uzilish nuqgtalari ko;pi bilan sanoqglidir.

9.23. O’ngdan uzluksiz bo’lgan har ganday monoton funksiyani yagona usul
bilan uzluksiz monoton funksiya va ohgdan uzluksiz bo’lgan sakrashlar
funksiyasi yig;indisi shaklida tasvirlash mumkin,

9.24. f(x) —x+[x] funksiyani [2. 1] kesmada uzluksiz monoton funksiya va

o’ngdan uzluksiz bo’lgan sakrash funksiyasi yig’indisi shaklida tasvirlang.

138



9.25.

9.25.

9.26.

9.27.

9.28.

9.29.

9.30.

9.31.

9.32.

9.33.

Sakrashlar funksiyasining hosilasi deyarli barclui liKjlnLinlii inkv Irriim
Isbotlang.

Monoton funksiyaning songa ko’paytmasi yana monoton funksiya I>oim!i.
Isbotlang.

Kamaymaydigan funksiyaning musbat songa ko4aytmasi kamaymaydi-
gan funksiya boiadi. Isbotlang.

0 ‘suvchi funksiyaning manfiy songa ko'paytmasi kamayuvchi funksiyadir.
Isbotlang.

Agar f(x) >0, x G|[a b] integrallanuvchi funksiya boisa.

kamaymaydigan funksiya boiadi. Isbotlang.

Ikki monoton funksiyaning yig'indisi monoton funksiya boiadimi?

f(x) =x2, g(x) = 1—2x, x € [0, 2] funksiyalarni tahlil giling.

Ikkita monoton funksiyaning ko'paytmasi monoton funksiya boiadimi?

f(x) =x. g(x) —x —2. x € [0, 2] funksiyalarni tahlil giling.

Agar / va g lar [a b] da kamaymaydigan funksiyalar boiib, f(x) > 0
va g(x) > 0. V& E [a, b boisa. u holda <p(x) = g(x) *f(x) funksiya
[a b] da kamaymaydigan funksiya boiadi. Isbotlang.

Agar / funksiya [a 6] da o”suvchi funksiya boiib. f(a) —A, f{b) = B
va g : [A, B]—R—monoton funksiya boisa. u holda g{f{x)) funksiya

[ 6] da monoton boiadimi?

Har ganday o‘smaydigan / : [d B —= R funksiya [a b] kesmada
0;zgarishi chegaralangan va uning toia o'zgarishi f(a) —f(b) ga teng.

Isbotlang. Teskari tasdig to@i*imi?
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i1 Mtiti | | f] w»R funksiya (a, 6] da monoton bo'lsa, u holda uning
Il /apmnkbl chegaralangan va

Ylin = If(a. +Q- /(B) |.+|m - /(ﬂ+0)

tenglik o'rinli. Isbotlang

9.35. Agar / :[a b —R funksiya (a, 6) intervalda monoton bo'lsa, u holda

uning o'zgarishi chegaralangan va
va[f}'=I1/(a +.0)- /(a)l + 1/(6 - 0)- f(a + Q)|+ |/(6)- /(6 - 0)

tenglik o'rinli. Isbotlang.

9.36-9.43-misollarda berilgan funksiyaning o'zgarishi chegaralangan ekan-
ligini ta'rif yordamida ko'rsating.

9.36. f(x) = 3x+1, [0 2] 9.40. /(x) = ki(l +x), [0 €]

9.37. f(x) = 2x2+ 5, [-1, 3.  9.41. /(2) 5s, [-2/ 3].

9.44-9.52-misollarda keltirilgan tasdiglarni isbotlang.

9.44. Agar / :[a bl —R funksiya [a, 6] kesmada o'zgarishi chegaralangan
bo'lsa, u holda ixtiyoriy k £ R uchun k4-/ ning ham o'zgarishi chegar-
alangan va VE [k4- /] — [/] tenglik o;rinli.

9.45. Agar / :[a, b] =R funksiya [a, b] kesmada o'zgarishi chegaralangan

bo'lsa, u holda ixtiyoriy k 6 R son uchun k «f ning ham o'zgarishi
chegaralangan va quyidagi tenglik o'rinli

Va[kf] = \k\Van [f}.
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9.46.

9.47.

9.48.

9.49,

9.50.

9.51.

9.52.

Agar f :[a B —R funksiya [a, b] kesmada olzgarishi chegamlangmi
boisa, u holda ixtiyoriy fc,/ G R sonlar uchun K <jr 4-/ ning ham
0'zgarishi chegaralangan va quyidagi tenglik oiinli

[] [k-f+D=j*V?[/].
/| : [a 6] —=$ R funksiyaning [a, 6] kesmadagi toia o;zgarishi nol
boiishi uchun f(x) —const boiishi zarur va. yetarli. Isbotlang.
Ixtiyoriy / va g o'zgarishi chegaralangan funksiyalar uchun
Kb{/ H5] < Kb[/] +
tengsizlik oiinli.

Ixtiyoriy / va g o'zgarishi chegaralangan funksiyalar uchun <f{x) —
f {x) *g(x) ning ham o'zgarishi chegaralangan boiadi va
KI1f-9)< sup \f{x)\-VA[g]+ sup |"3;)] m\%[/]
r€ [a. 6] refa. fi]

tengsizlik o‘rinlL
Ixtiyoriy ¢ G (a, b) uchun Va[/] = Va[/] 4 Vd[/] tenglik o'rinli.

Agar / :[a b —» R o0'zgarishi chegaralangan funksiya boisa, u holda
t’(x) = V* [f] — kamaymaydigan funksiya boiadi.

Agar f : [a bl =¥ R uchun shunday a = xg< x\ < eee < xn = b
boiinish mavjud boiib, har bir [x* £%+iL k= 0.1,.... n - 1, kesmada
/' monoton boisa, u holda / ning [a B da o”garishi chegaralangan
hamda. quyidagi tengliklar oiinli

kjh T '
Va If) = ~ F(XPHV + (X)) - /(**)Im X p \?hr Xk+I\ T
i=0
n—
Kb[/] = 1/(-"+i) - (917)
7=0
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U.53. 9.52-miHol va (9.17) tenglikdan foydalanib, 9.36-9.43-misollarda keltirilgan

funksiyalarning to'la o”zgarishini toping.

9.54. Quyidagi funksiyalarning to'la o'zgarishini toping.

X“ 0<x < 1 r, O0O<x«<]1.
fix) =* o, X = 1, 9{x) W 5. x = 1
1, 1< X< 2 X 43, 1l<x<2,

9.55. [0, 2] kesmada f funksiyaning to'la o'zgarishini toping.

Xx —1, X< 1.
a, X — L *

X2 x> 1

Parametr a £ M ning ganday giymatida / funksiyaning to*la o'zgarishi
minimal bo'ladi? Minimallik shartini ganoatlantiruvchi a yagonami?

9.56. Agar o'zgarishi chegaralangan / funksiya x* £ [a, b] nugtada o'ngdan
uzluksiz bo'lsa. u holda t'(x) = V* [/] ham x* nuqtada o'ngdan uzluksiz
bo'ladi. Isbotlang.

9.57. Agar / :[a 6] — LU o'zgarishi chegaralangan funksiya bo'lsa, u holda
w(x) —VE[f] —f (x) kamaymaydigan funksiya bo'ladi. Isbotlang.

9.58. Har ganday o'zgarishi chegaralangan funksiyani ikkita kamaymaydigan
funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlash mumkin. Isbotlang.

9.59. f(x) —1-sinx, g(x) =1+ |cosx\, p(x) = (x- 2)2, Wx) = sin2x
funksiyalarni [0, ] kesmada ikkita kamaymaydigan funksiyalar ayirmasi

shaklida tasvirlang.

9.60. 9.36-9.44-misollarda keltirilgan funksiyalar uchun v(x) —Vd¢[f] va <p(X) -
v(x) —f(x) funksiyalarni toping.

142



9.61.

0.62.

0.63.

1>.04,

0,65.

0.00.

007,

|»te.

Quyida berilgan / funksiyaning x = 0 nuqtadagi hosila soiilanni I<}31i

X X
0, x=20 . O<a<0,0<acx<h

X X

Agar / funksiya [a 6] kesmada tekis uzluksiz bo'lsa.. uning o'zgarishi
chegaralangan bo'ladimi?

Agar / funksiya [a b] kesmada chegaralangan hosilaga ega bo’lsa, u
holda / ning [a 6] kesmada o'zgarishi chegaralangan bo'lishini isbot-

lang.

[0, 1] kesmada uzluksiz

funksiyalarning to'la o‘zgarishi ML[/] = Vj[dl = oc ekanligini isbotlang.

Agar / funksiya [a, b] da Lipshits shartini ganoatlantirsa, u holda /
ning [a, 6] da. o'zgarishi chegaralangan bo'lishini isbotlang.

[a. b] kesmada o'zgarishi chegaralanmagan va a E (0. 1) tartibli

Gyolder shartini ganoatlantiruvchi funksiyaga misol keltiring.

a va 8 musbat sonlar, f(x) =xaesin—, /(0)= 0 bo'lsin.

munosabatni isbotlang.

A C [a 6] to'plamning xarakteristik funksiyasi Xa(*) >A ga ganday
sliartlar go’yilganda [a. b] da o'zgarishi chegaralangan funksiya bo'ladi?
Qanday shartda minimal bo'ladi?
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9.09. Agar / ; [a, 6] — R o'zgarishi chegaralangan, g : [a. 0] — [a. 6]
uzluksiz, o'suvchi biyektiv akslantirish boisa, u holda ¢p(x) = f(g(x)),
x G [a, O o'zgarishi chegaralangan funksiya bo'ladi va V%[f] = VE]y,

tenglik o‘rinli. Isbotlang.

n
yx — sina va Y2 = cosx funksiyalarning 9 keemadaei tola

0'zgarishini mbs ravishda vs(x) — VA 2[sin] va vc(x) — Vt 2[cos] orqali
belgilaymiz. Bu funksiyalar uchun quyidagilarni (9.70-9.71) isbotlang.

9.70. vs : R —#R va vc : R —R lar uzluksiz. chegaralangan va 2 davrli

funksiya. %
9.71. Ixtiyoriy a < b lar uchun V%\p$-fvd = 0 o'rinli.  kf

9.72. Shunday a G (0, 7/2) sonni topingki, [0, & va [a, Tr/2] kesmalarda vs

monoton funksiya bao'isin.
9.73. V *2[vY -f V*72]vc] ni hisoblang.
9.74. v>(x) = sin] funksiyaning o'zgarmas ekanligini isbotlang.
9.75. Agar / :[a 6] —R integrallanuvchi funksiya bo'lsa, u holda

no» ife f f(t) di
Ja

o'zgarishi chegaralangan funksiya bo'ladi va

Vb[F]:Jj \f{t)\dt
a
tenglik o:rinli. Isbotlang.

9.76. Agar / :[a, 6] =R o'zgarishi chegaralangan funksiya bo'lsa. u holda

g(@ =0 g(x) = < a Jla f(t)ydt. x G[a €

o'zgarishi chegaralangan funksiya boiadi. Isbotlang.
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9.77. [a. b] da aniglangan har ganday o'zgarishi chegaralangan funksiya o'lchov-
li bo'lishini isbotlang.

9.78. Agar {/,,} lar [a b dao'zgarishi chegaralangan funksiyalar bo'lib, biror
/ :[a, 6 —R uchun nli—E‘rc])ch[/ —fn]= 0 bo'lsa, u holda / ham [a, 6]
da o'zgarishi chegaralangan funksiya bo'ladi. Isbotlang.

10- 8. Absolyut uzluksiz funksiyalar. Lebeg-Stiltes integrali

Lebegning anigmas integrali (9.2) quyida biz ta'rifini keltirmoqchi bo'lgan
absolyut uzluksiz funksiyalar sinfiga garashli bo'ladi.

10.1-ta’rif. Bizga [a, b] kesmada aniglangan f funksiya berilgan boisin.
Agar ixtiyoriy s > 0 son uchun shunday 5 > 0 mavjud bo'lib, soni chek-
li va har ikkisi o'zaro kesishmaydigan har ganday {(a*. 6*)}J=1 intervallar

sistemasi uchim
n n
LK  cip% Tfo*n <

similar bajarilganda
"

('t E il) | /(a*} <5 .1 (10.1)
k=1

I(lujsizlik o'rinli bo'lsa, n holda f funksiya [a, b] kesmada absolyut uzluksiz
funksiya deyiladi.

10.2-ta’rif. Agar uzluksiz va o'zgarmasdan fargli o'zgarishi chegaralangan
f funksiyaning hosilasi deyarli barcha x larda nolga teng bo'lsa. n singulyar
funksiya deyiladi.

[ b} kesmada kamaymaydigan va o'ngdan uzluksiz F : [a. b) —» R
lunksiya vositasida qurilgan o'lchovlar (5- § ga qarang) Lebeg-Stiltes o'lchovlari
ilnyiladi va ular iip bilan belgilanadi.

10.3-ta’rif. Agar Lebeg o'chovi nolga teng bo'lgan ixtiyoriy A to'plam
in'Iniai /if (A) = 0 bo'lsa. n holda (ip (Lebeg olchoviga nisbatan) absolyut

uzluksiz o'lchov deyiladi.



Shuni takidla.ymizki, agar F funksiya absolyut uzluksiz boisa, u yordami-
da hosil gilingan Lebeg-Stiltes olchovi jxp ham absolyut uzluksiz oichov
boiadi.

10.4-ta’rif. Agar [ip oichov uchun chekli yoki sanogli A topiam mavjud
boiib, A bilan kesishmaydigan ixtiyoriy B to'plam uchun =0
boUsa. n holda ar diskret oichov deyiladi.

Agar F sakrashlar funksiya (zinapoyasimon funksiya) boisa. u yordamida
hosil gilingan Lebeg-Stiltes olchovi fip diskret oichov boiadi.

10.5-ta’rif. Agar jjp oichovda istalgan bir nuqtali to'plam nol oichovga
ega boisa va Lebeg oichovi nolga teng boigan biror A to'plam mavjud bo 1ib.
fi.p{M\A) — 0 boisa, u holda ptp singulyar oichov deyiladi.

Singulyar funksiyalar yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes Olchovi fip singul-
yar oichov boiadi.

Hozir biz chekli oichovli A to'plamda aniglangan va chegaralangan funksi-
yalar uchun Lebeg-Stiltes inregrali ta'rifini keltiramiz. Cheksiz oichovli A
to;plamda aniglangan funksiyalar va chegaralanmagan funksiya uchun Lebeg-
Stiltes inregrali tallfi shunga o'xshash ta’riflanadi.

Chekli oichovli A C Wto'plamda aniglangan kamaymaydigan F : A —*)K
va chegaralangan, oichovli / : A —> LW funksiyalarni garaymiz. Bu holda

shunday m va M sonlari mavjudki, barcha x e A larda
m < f(x) < M

tengsizlik bajariladi. [m. Al] kesmani m = yo < yi < eee < yn-i < yv =
M nuqtalar yordamida n bolakka boiamiz. Bu bolinishni I bilan bel-
gilaymiz. Har bir yarim interval [ya-b YK)K — — 1. yordamida

yi 1l My A» =f {x € A: J< f(x):<yn}
to'plamlarni aniglaymiz. Bu 1 bolinishga mos Lebeg-Stiltesning quyi va
yugori viglndilarini aniglaymiz:

n n



Quyi yigindi sn(/) yugoridan, yuqori yig'indi Sn(/) esa quyidan chegara-
langan. Shuning uchun quyidagiiar mavjud va chekli:

I LM) =m>mfh L\f) = inf5n(/). (10.2)

(10.2) da aniqg quyi va aniq yugori chegaralar [T. M] kesmaning barcha chekli
bo'linishlari bo4yicha olinadi.

10.6-ta’rif. Agar £*(/) — L*(f) bo'lsa., chegaralangan f funksiyani A
to'plamda Lebeg-Stiltes ma'nosida integrallanuvchi deymiz. L*(/) va L*(f)

laming bu umumiy giymati f funksiyadan .4 to'plam bo'yicha olingan Lebeg-
Stilt.es integrali deyiladi. ya hi

H L | F)AFXN 1 (1) -1% (1)

Endi g : A —R ixtiyoriy o‘zgarishi chegaralangan funksiya bo'lsin. Uni
ikkita kamaymaydigan F :.4 —R va ® : A —R funksiyalarning ayirmasi
nliiilclida tasvirlaymiz. ya'ni g(x) = -F(*) —®(x).

10.7-ta’rif. / : 1 — R funksiyadan g : S —=Jfc o'zgarishi chegara-
langan funksiya bo'yicha olingan Lebeg-Stiltes integrali deganda quyidagi in-
Ivgral tushuniladi:

9o LI 1(x)"dF(X)J HYCKAX).

Hi I, J(xX) —x2+ 3. [0, 1] funksiyani absolyut uzluksiz ekanligini ta’rif
yJrdamida ko'Tsating.

VbdJilsh. [0, 1] kesmada har ikkisi o'zaro kesishmaydigan va uzunliklari

Vij'/itidisi J > 0 dan oshmaydigan 6a)}£=1 intervallar sistemasini olamiz
NI unga; mos (10.1) yigHndini garaymiz:
n n
Ji 1/(6*) “ I(ttfc)l 3 ea|- 3= T (bk-ak)(bk+ak)<26.
o1 k—1 Al

m \vrda biz 65+ ck < 2 tengsizlikdan foydalandik. chunki b a? G [0. 1].
I inli ixtiyoriy s > 0 uchun 5 —s/2 deb olamiz. U holda (10.1) -tengsizlik
M Lilli boiadi. Demak. / absolyut uzluksiz funksiya ekan. O
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10.2. f(x) = 2x2H-5, x ¢ [, 3] funksiyani ikkita kamaymaydigan absolyut
uzluksiz funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlang.
Yechish. f(x) = v(x) - ip{X),r u\x) = Vf[fly ip(x) = v(x) - f(x).
Biz /(x) = 2x2+-5. x G [, 3] funksiyani ikkita kamaymaydigan absolyut
uzluksiz funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlaymiz. Ma'lumki. har ganday ab-
solyut uzluksiz funksiya o'zgarishi chegaralangan funksiya bo'ladi. O’zgari-
shi chegaralangan funksiya esa kamaymaydigan funksiyalar ayirmasi shaklida
tasvirlanadi. Demak, kamaymaydigan v(x) — V*i[f] va if(x) = v(x) —f (x)
funksiyalarni topamiz. / ning absolyut uzluksizligidan v va  funksiyalarn-
ing absolyut uzluksiz ekanligi kelib chigadi va f(x) = v(x)— 9(x) tenglik
o'rinli. Berilgan funksiya [—1, 0] kesmada kamayuvchi va JO. 3] da o'suvchi,
shuning uchun 9.35 va 9.34-misollarga ko'ra quyidagilarni olamiz:
3—4a2 xc6 [, (q
-3, x G (0, 3.
10.3. Kantorning zinapoya funksiyasi A ni (5.95-misolga garang) [0, 1] kesma-
da absolyut uzluksizlikka tekshiring.

Y echish. Kantor to'plami K ning Lebeg o'lchovi nolga teng. Lebeg o'lchovi
ta’rifiga ko'ra, ixtiyoriy S > 0 uchun shunday. o'zaro kesishmaydigan

{(@.. bk)}I=1 invervallar sistemasi mavjudki, quyidagilar bajariladi:

(10.3)

Ikkinchi tomondan. Aa.([0, I]\if) = 0 va Aa([0, 1]) = A1) —A(0) = 1.
Bu yerda ga Kantorning zinapoya funksiyasi yordamida qurilgan Lebeg-
Stiltes o'lchovi. Bu tenglikdan kelib chigadiki.
m (K) - L

Endi o'lchovning yarim additivlik xossasidan hamda (10.3) dan foydalansak,

quyidagiga ega bo'lamiz:



Demak, Kantorning zinapoya funksiyasi —9$ absolyut uzlukisiz funk ilyn In
rifini ganoatlautirmaydi, ya’hi u absolyut uzluksiz emas.

10.4. JjOoc) 2~xdF(x) Lebeg-Stiltes integralini hisoblang. Bu yerda A — [0, oc)

yarim 0:q, F(x) = [X] funksiya esa x ning butun gismi.

Yechish. Ma’lumki, F(x) = [x] o'ngdan uzluksiz kamaymaydigan sakrash-
lar funksiyasi bo'lib. uning A —[0, oc) dagi uzilish nuqtalari barcha natural

Ronlardir. Shuning uchun 10.43-misolga ko'ra, bu integral ((10.5) ga garang)

gator yigfindisiga teng. Agar barcha n £ N lar uchun F(n) —F(n —0) —1
Uuiglikni e’tiborga olsak, so'nggi qator yig:indisini hisoblash mumkin. Bu qator
birinchi hadi b\ = 1/2, maxraji g = - bo'lgan cheksiz kamayuvchi geometrik
I>fogressiyaning yigdndisini ifodalaydﬁ Shuning uchun,

[

10.5. Quyidagi Lebeg-Stiltes integralini hisoblang:

v

Bu yerda A = [0, 3] kesma, F(x) —x2+ 3.

Yechish. Ma’lumki, F(x) = x? -f 3 absolyut uzluksiz fLLnksiya,' shuning
U Imn (10.44-misolga qarang) (10.6) .ga ko;ra, quyidagini olamiz: .

Hgoi integralning giymati 27 ga teng. Shunday qilib.



O.B. 1j0r]x/TA&) Lebeg-Stiltes integralini hisoblang.
Yechish. | usul. Bo'laklab integrallash usulidan foydalanamiz.
| xclAX) = ;1 0?2(NjJd —j _Ax)dx=1—0—- = -m
ool (x) (N Jl[o. ] (x) 5,3
Bu yerda biz JjO™ A(x) dx = 0.5. ya'ni 7.67 f)-misol natijasidan foydalandik.
I usul. Shuni ta’kidlaymizki, bu integralni odatdagi Lebeg integrali yoki

biror gator yig'indisi ko'rinishida tasvirlab bo'Imaydi. Shuning uchun integral

ta:rifi va xossalaridan foydalanamiz. Malumki,

J xdax) = J  xdd(x) £ J jcd&(x) H J xdf(x) (10.4)
[0,1] (0-1/3] [1/3.2/3] [2/3.]]
tenglik o'rinli. Agar biz A(x) — 1/2. x £ [1/3. 2/3] ning [1/3, 2/3] da
0'zgarmas ekanligini hisobga olsak. (10.4) tenglikda o'rtadagi [1/3, 2/3] to'p-
lam bo'yicha olingan integral (10.45-misolga garang) nolga teng bo'ladi. bun-
dan

J xdax) —J xda(x) 4 J  xda(x).
[0.1] [0-1/3] [2/3,1]
Birinchi integralda 3x = t, ikkinchi integralda x —-i -(--; deb almashtirish

olamiz, natijada

J xdrp) =\ j e (0 +1j @ oam (| + 0
0.1 0.1 D.1]

tenglikka ega boiamiz. Endi Kantor funksiyasining 10.34-misolda keltirilgan

xossalaridan foydalansak,

J xiaeo = N wr) + | J (2+ )de(t) = J 1dR@t) + A
0.1 [0.1] 0.1 0.1

tenglikni olamiz. Bu yerdan

J xdR(x) = 0,5
P.1

ekanligini hosil gilamiz. O
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10.7. f(x) = T(k) va F(x) = 1(K) funksiyalar uchun Lebeg-Stiltes integrali

I [ W dF{x)
Knb . : |IM$
ni hisoblang.

Yechish. 10.47-misolda keltirilgan boiaklab integrallash formulasidan
((10.7) ga garang) foydalanamiz:

I Si(x)d&{x) = N(1)N(1)-N(0)-A(0)- / A0K)cI(X) = 1- j &{X)d.&{x)
(! 0.1 !
Bu yerdan f #(x) d&(x) = 0.5 ekanligini olamiz. O
1

Uy vazifaiari va mavzuni o4lashtirish uchun masalalar
10.8-10.16-misollarda berilgan funksiyalarning absolyut uzluksiz ekanligini
ta’rifdan foydalanib ko'rsating.
10.8. f(x) = 3x4-1, [0, 2]. 10.13. f{x) =x In(i 4-x), [O. €]

10.9. f(x) = 2x24-5. [—L 3].

10.14. f(x) = 2X4-5«, [-1. 3]
10.10. f(x) = sinx, [0, ]
10.11. f(x) = 2|cosi|, W . * 10N15- J** Y-
10.12. Aa?) = tgj, [-TrATrl.,. 10.16. f(x) = 3;:t— 11+ 4. [0, 2]. .J.

10.17. Absolyut uzluksiz funksiyalar yig:indisi, ayirmasi yana absolyut uzluksiz
funksiyadir. Isbotlang.

10.18. Absolyut. uzluksiz funksiyaning soiiga ko{paytmasi yana absolyut uzluksiz
funksiyadir. Isbotlang.

10.19. Agar / va g lar [a, b] da absolyut uzluksiz funksiyalar bo'lsa. u holda

f-g va/ :g (g{x) ® 0, Vx € [a. 6]) funksiyalar ham [a. 6] da absolyut
uzluksiz funksiyalar bo:ladi. Isbotlang.



10.20.

10.21.

10.22.

10.23.

10.24.

10.25.

10.26.

nr.or £ funksiya [a. 6] kesmada absolyut uzluksiz boisa, 11 [a, b] da

0'zgarishi chegaralangan ham boiadi. Isbotlang.

Har ganday absolyut uzluksiz funksiyani ikkita monoton kamaymaydi-
gan absolyut uzluksiz funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlash mumkin.
Isbotlang.

10.8-10.16-misollarda keltirilgan funksiyalarni ikkita ( v(x) —Vj[/],;"
<p(x) = v(x) —f(x)) kamaymaydigan absolyut uzluksiz funksiyalar ayir-

masi shaklida tasvirlang.

Agar / :[a bl —R integrallanuvchi funksiya boisa. u holda

funksiya [a. 6] da absolyut uzluksiz boiadi. Isbotlang.

[a, b] kesmadaabsolyut uzluksiz F funksiyaning hosilasi F' (x) = / (ir)

integrallanuvchi va deyarli barcha x E [a. 6] lar uchun

tenglik o'rinli. Isbotlang.

Agar / — kamaymaydigan absolyut uzluksiz funksiya boiib. f'(x) =0
tenglik deyarli barcha x lar uchun o'rinli boisa. u holda / o'zgarmas

funksiya boiadi. Isbotlang.

Har ganday o'zgarishi chegaralangan / funksiya uchta funksiya yigindisi

koiinishida tasvirlanadi.

Ifetr UM t + J1c(x).

Bu yerda fd sakrashlar funksiyasi, f9 singulyar funksiya. fac absolyut
uzluksiz funksiya. Isbot giling.



10.27.

10.28.

10.29.

10.30.

10.31.

10.32.

10.33.

10.34.

10.35.

Agar / funksiya [a, b] kesmada Lipshits shartini ganoatlantirsa, f
ning [a b] kesmada absolyut. uzluksiz boiishini isbotlang.

Agar / funksiya [a, b] kesmada absolyut uzluksiz, u, : R —»R funksiya
Lipshits shartini ganoatlantirsa. u holda (p(f(x)). x £ [a b funksiya
[a b\ da absolyut uzluksiz boiadi. Isbotlang.

Agar / funksiya [a, B kesmada absolyut uzluksiz, A C [a b - nol
oichovli to'plam boisa. u holda /i(J(4 }) =0 boiishini isbotlang,

Shunday uzluksiz. syuryektiv / : [0, 1] — [0, 1] akslantirishga va A C
[0. 1] to'plamga misol keltiringki, quyidagilar bajarilsin:

Shunday uzluksiz / : [0, 1] —[0. 1] funksiyagava A C [0, 1] to'plamga
misol keltiringki, quyidagilar bajarilsin:
1) /1(4) - « )W MUIW = 'm

[a b kesmada uzluksiz hosilaga ega boigan f funksiyaning [a b da
absolyut uzluksiz boiishini isbotlang.

Agar / :[a, 6§ =R kamaymaydigan funksiya boiib.
b

tenglik oiinli boisa. u holda / absolyut uzluksiz boiadi. Isbotlang.
f(x) = x 4 N(x). x £ [0. 1] funksiyani garaymiz. Bu yerda A Kan-
torning zinapoya funksiyasi. Quyidagilarni isbotlang.

a) / :[0, 1]—[0, 2] uzluksiz va gatiy o'suvchi funksiya;

b) / :[0. 1] —[0, 2] biyektiv akslantirish:

c) u(f(K)) =13 K — Kantor to'plami.

Kantor funksiyasining quyidagi xossalarini isbotlang.



10.36.

10.37.

10.38.

10.39.

10.40.

10.41.

10.42.

a) 1 (1) '= <4d(71), xe[0, 1],

b)n(L+[)=1 +7~a(4 “*e] 1]

[a b] kesmada tekis uzluksiz, lekin absolyut uzluksiz bo:Imagan funksiya-
ga misol keltiring.

Agar / funksiya [a, b] da absolyut uzluksiz bo;lsa. u holda |/| ham
absolyut uzluksiz funksiya bo:ladi. Isbotlang.

|/| ning absolyut uzluksiz ekanligidan / ning absolyut uzluksiz ekanligi
kelib chigmaydi. Quyidagi niisolni tahlil giling.
x)Nn ~L ' ¥€Q -
A x) X t; Xxe R\(()?.

Agar / funksiya [a b] da uzluksizmbo'lib, |/| absolyut uzluksiz bo'lsa,

u holda / ham absolyut uzluksiz bo;ladi. Isbotlang.

Agar fn : [a, 5] ¥ R, n £ N lar kamaymaydigan absolyut uzluksiz
00

funksiyalar bo;lib, har bir x £ [a. 6] da. YI fn{x) gator / ga yaginlash-
77=1

sa, u holda limitik finksiya / ham [a, 6] da absolyut uzluksiz bo'ladi.

Isbotlang.

Agar fn : [a, ) —=* R singulyar funksiyalar ketma-ketligi uchun shun-
day / : [a. 5] —R o0'zgarishi chegaralangan funksiya mavjud bo’lib,
lim V"[f —fn] = 0 bo;lsa. u holda limitik finksiya / yo o‘zgarmas, yo
N—emxr

singulyar funksiya bo'ladi. Isbotlang.

Agar fn : [a, b] =R absolyut uzluksiz funksiyalar ketma-ketligi uchun
shunday t m[a, 5] R 0'zgarishi chegaralangan funksiya mavjud bo'lib,
lim Vg[f —frl — 0 bo'lsa, u holda limitik finksiya / ham absolyut
rl]J;I(zJCksiz funksiya bo‘ladi. Isbotlang.
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10.43.

10.44.

10.45.

10.46.

10.47.

10.48.

Agar F :[a 6] —=*R oiigdan iizlukni/ knMiiiymmyiliivui ill ifc lilii iMiUhl
yasi boiib. ci,62,... larlining [a. b] dagi uziliNh ILL{J(MIMAHT [HV 1 In In
I f(x)dF[x) = E [/(c*.)[F(cf),- F(c* -
A=l

tenglik oiinli. Isbotlang.
Agar F :[a. 6] —R absolyut uzluksiz funksiya boisa. n holda
[ (x)dF)= T 1) F ) dj (10.6)

J\a,b] J[a.b]

tenglik o'rinli. Isbotlang.

Agar F(x) —const boisa. 1 holda ixtiyoriy / :[a. 6] -* R chegaralan-
gan funksiya uchun

[ f(x)dF(x) =0
J[u.b\

tenglik oiinli. Isbotlang.
Quyidagi tenglikni isbotlang.
"j 1mdF(x) =W(A}L

Lebeg-Stiltes integrali uchun ham bo‘aklab integrallash qoidasi o'rinli.
Yaiii / :[a, bh —R va g : [a, bl =% R lar o'zgarishi chegaralangan
funksiyalar boisa, quyidagi tenglikni isbotlang.

[ f(x)dg(x) = f(b)g(b) —f{a)g(a) —1 g{x)df{x).  (10.7)
J[a,b\ J[a.b]

Aytaylik, x = (p(t), a < t < B uzluksiz va o‘suvchi funksiya boiib.
p(a) = a. (f(0) = b boisin. / :[a, b =R uzluksiz. F : [a, 6] =R
kamaymaydigan funksiyalar boisin. U holda

[ f(x)dF(x)~ f f dF(<p(t))

J[a,b] *I[./?]
tenglik oiinli, ya’ni Lebeg-Stiltes integralida ozgaruvchilarni almashti-

rish mumkin. Isbot qiling.



10.49.

10.50.

10.51.

10.52.

10.53.

10.54.

Agar / :[a, bl =1 va g :[a 6] =R funksiyalar uchun Riman-Stiltes
integrali mavjud bo'lsa, u holda Lebeg-Stiltes integrali ham mavjud va
ular o;zaro teng, ya’ni

(L—S) f f{x)dg(x) = (R—S) f f(%)dg(x
J[a.g Ja

f R{x)d.F(x) Lebeg-Stiltes integralini hisoblang. Bu yerda £(x) — Kan-
pr] _
torning zinapoya funksiyasi, F(x) = 2x 4-1.

f &(x)dF{x) Lebeg-Stiltes integralini hisoblang. Bu yerda JI(;r)— Kan-
m .
torning zinapoya funksiyasi, F(x) = [3] 4- 2x.

Quyidagi / : [0. ] — R funksiyaning [0, 1] da dj“ferensiallanuvchi
ekanligini ko;rsating. Hosila funksiyaning [0, 1] da integrallanuvchi emas-
ligini isbotlang.

f 0, Xx =0

f —_ 1
(x)~4 xzsm t— O<x <1
Vv X1

[ :[a b —R uzluksiz, F : [a b —= R kamaymaydigan funksiyalar

uchun o;rta qiymat hagidagi teoremani isbotlang, ya’ni

f f(x)dF(x) = f(c)[F(b)-F(a)}, 3c £ [a 6]
- M]

Quyida f(x) va F(x) funksiyalar berilgan. Lebeg-Stiltes integrali

[ f(x) dF(X;
{ab.
ni hisoblang.
1) f(x) =x. F(x) =cosx, x £ [0.
2) f(x) = sinx, F(x) = [X[. x £ [4r, ]
o' x4-2, x £ [2, ]
3) f(x) =x24-3; F(x) = < 2 x £ (-1, 0),
x24-1, x £ ][0, 2].
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55.

56.

B

4) f(x) =& F(x) =W, x G0 n}: nGN.

5 f{x) N1 x2, F(x)=1[x], xG[0, n], n GN.

ft) f(x) f 2, JF(™) = exp xesign(cos a:), G [ ]
7) I0k) = X—1 -F(xX) = cos a, a G [0, ]

8) f(x) —x2, F(x) =4(x). x G[0. 1].

9) f(x) = 1+2x, F(x) = 4(x), x G[0. 1]

10) f{x) = Bx], F{x)=R{x): x G0, 1]. . 1)

Quyidagi gatorni garaymiz:

oc

f{x) —" b 7cos(anTrx), b G (0, 1). a GN va toq son.

77=0
Bu / : M —»®R funksiyaning usluksiz ekanligini isbotlang. Agar ab >
3
1H -1r bo'lsa, f : R —R funksiya biror nugtada ham chckli hosilaga

ega emasligini ko'rsating.

Quyida berilgan absolyut uzluksiz funksiyalarni kamaymaydigan absolyut
uzluksiz funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlang:

a) f(x) ~x2+ 2, x G[. 2], b) f{x) = expx2, x G[-1: 2],

c) f(x) = |cosx|. x G[—r. m]. d) f(x) =sinx. x G [—r, ]

Il bobni takrorlash uchun test savollari

Quyidagi belgilashni kiritamiz:

ot NS AT, T Do
Quyidagi tasdiglar ichidan to'g'rilarini ajrating.
1) f+ olchovli bo'lsa, / ham o'lchovli bo'ladi.
2) /_ o'lchovli bo'lsa, / ham o'lchovli bo'ladi.
3) /+ va /_ lar o'lchovli bo'lsa. / ham o'lchovli bo'ladi.
A 12 B) 1,3 C) 2 3 D) 3
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10.

. Quyidagi tasdiglar ichidan to-g‘rilanni ajrating.

1) |/| o'lchovli bo'lsa, / ham o'lchovli bo'ladi.

2) f2 o'lchovli bo'lsa, / ham olchovli bo4adi.

3) /+ va /_ lar o'Ichovli bo'lsa. / ham o'lchovli bo'ladi.
A 1,2 B) 1,3 C) 2.3 D) 3

f(x) = 2x. x G E = [0. 5 funksiya uchun E (f < 6) to'plamni toping.
A) [0, 2] B) [0, 3) C) [0, 5) D) [0, 2)

f(x) = [2X], x G E = [0. 5] funksiya uchun E(f = 4) to'plamni
toping. I
A) [0 2] B) 2 1) C) [2 5) D)[2(9)

f(x) =In(x2—2x 1) , x GE = (0, gp) funksiya uchun
{£ : f(x) < 0} to'plamni toping.
A) (0, 2 B) (0, 1) U(L; 2 C) (0, oc) D) (0, 3)

f(x) —2x —1 funksiya uchun {x G [0, 5] :3 < /(x) < 7} to'plamni
toping.
A) [0, 3] B) (2, 3) C) [0: 3) D) [2, 3

{x G [0, m] :sinx < 2-1} to'plam o'lchovini toping.
Af Bf,Bn DU. ,

{x G [0. ] : sinx < cosx} to'plam o'lchovini toping.
A J B> f OT D) | J

A C [0. 1]—o'lchovsiz to'plam. D — Dirixle funksiyasi. /i(x) =

[1, X% p 1 3&) r&Ch

O'lchovli bo'Imagan funksiyalarni toping.
A) h B) /1/, C) /;.h D) h, f,

A C [0. 1] —oo'lchovsiz to‘plam. Riman funksiyasi.
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NOr)=1- Xa(x): [/2{x) =~A(x) -W, x),- /3(x) = 12(x)-S(r).
O'lcbavli funksiyalaeii toping,
L A)nh B) f2,fs C) f3 D) h

. [0, 1] kesmada nolga ekvivalent funksiyalarni toping:,
J h{x) =<4(x), f2(x) = KO(x)y f3(x) = x.

r AN B) /2.h , G) /3 D) f\, /2

12. /™a;) = V+wm. [2x)* 1+ £12), « 1 f MM + LU
funksiyalar ichidan /(x) = 1 ga ekvivalent funksiyalarni toping.

I A)/1;/2 B)fi,f2fs C) /12,13 D) /1,/3 8 *

P- /In(x) = sin2'X. fh(x) = cos"HA, /3,,(x) = 1 |/Z<d2: Id(x) = 1+

xn o'lchovli funksiyalar ketma-ketliklaridan qaysilari [0, 1] to'plamda
/ (X) = 0 funksiyaga tekis yaginlashadi?
A) fin B) f2n.hn G) fbufzn:hn. | D) fiInj 2, £fi

14- Nn(x) = sin"1§ fmip).= cos"a, /3«(>+<)",,T1T+r- >!<» [«>(»)
0;lchovli funksiyalar ketma-ketliklaridan qaysilari [0, 1] to'plamda
/(x) =0 funksiyaga nuqgtali yaginlashadi?

P A 1,? B) fin.Jan C) fin-, hm hn D) fmifin

15. E = [0. 4 to'plamda berilgan / sodda funksiyani toping.
A) /(x) =x B)/(x) =[] C)/(x)=ex .D) f(x)=sinx

16. £ = [0, 3] to'plamda berilgan sodda funksiyalarni ko'rsating.
fi{x) = x, /2(x) = 1, /3(x) = S(x)
it A) /b /213 B) /i, /3 C) fi, /2 D) /2,13

17. /(x) = 1-fsignx sodda funksiya uchun 11= {iG [2, 3] : /(x) = 0}
to'plamni toping.
A) [-2, Q] B) [-2, 0) C) [2 -1] D) [-2, 3]

18. /(x) = 5- [2x] sodda funksiya uchun Ai = {x G [—2. 3] /(x) = 1}
to'plamni toping.
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19.

20.

21.

22,

23.

24.

A 2 3] B) % 3) C) [2 2*5) D) [2,.2,6]

Integrating additivlik xossasini toping.

A) Agar fi(A) = 0 bo'lsa, u holda fAf(x)dp = 0
B) + fffP* = la + la 9(xNe

C) Ja k of (x)dp = K JAf{x)d/j

D) Agar f(x) > 0 bo‘lsa, u holda JAf(x)d/j, > 0

Integralning bir jinslilik xossasini toping.
A) Agar p(A) = 0 bo'lsa. u holda fAf(x)dp =0
B) JaL/X*) + 9ix)W = Jaf(x)dM+"Ja9{x)dp

c) Jak «f(x)dll= klan#!*# ' «
D) Agar f(x) > 0 bo‘lsa, u holda JAf(x)dfx> 0

Integralning monotonlik xossasini toping.

A) Agar (j,(A) = 0 bo'lsa, u holda JAf(x)dfj = 0

B) fA[f{x) + nix)W = fAf (x)dfi + fAg(x)dji:

C) fAk-fix)dn'JkfAf(x)dn

D) Agar fix) > g(x) bo‘lsa, u holda fAf{x)d/.i > JAg(x)df.i

Lebeg integralining monotonlik xossasidan foydalanib, quyidagi sonlar

ichidan eng kattasini toping.

4Tn 27 cin?
a0=0. ai= f —-—-—dp, d2= | —zr-dp, a3= f sinxdfj,
om = 01) ‘ @
A) ai B) a2 C) a3 D) ao

A = [0. 3] to-plamda berilgan f(x) =3 4 D(x) sodda funksiyaning
integralini hisoblang.
A) 3 B) 2 C) 6 D) 9

A = [0. 2] to'plamda berilgan f(x) = 4 —[x] sodda funksiyaning
integralini hisoblang.
A) 3 B) 7 C) 6 D) 4
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25. [—2. 2] kesmada berilgan monoton funksiyani toping.
. A) fix) = cosx B) f(x) = [x] C) f(x) =e*2 D) f(x) = sinx

26. f(x) —[d], x € [2, 2] funksiyaning uzulish nuqgtalarini toping.
A {-1;0;1} B) f*ffo0; 1,2y C) {-1; 1}y D) {-2*-1; 0

27. [0, 3] kesmada aniglangan zinapoyasimon funksiyalarni koi'sating.
fi(x) =x. f2(x) m 1, f3(x) = [¥
p a) /i, /2,/3 B) f2,/3 c) fu.fi m T T w

28. [0, 1] kesmada o”suvchi funksiyalarni ko'rsating.
fi{x) = - cosx, f2{x)=sinx." [/3(r)= 1-ffjf
A /b l213 B)/2:/3 C) /122 D) f\, /3

29. [, 1] kesmada o‘smaydigan funksiyalarni krrsating.
K pin =cosX} M i=(1- a)s, Ip P &
f"A) N,/2,13 B) /2,3 cj 11/, D) /b /3

30. [0, 1] kesmada kamayuvehi funksiyalarni ko”rsating.
fi(x) =sinx, f2(x) = [x]. /3(2) = cosx
t A fi, /213 B) /2;/3 C)/bl2 D) /3

31. /(*) = sign# funksiyaning jog = 0 nugtadagi sakrashini toping.
W A)2 B) 0O C) 1 D) 3

32. ffitj = [X] funksiyaning Xg= 0 nugtadagi chap limitini toping.
W A2 BO0O C)-1 D)1

33. f(x) = 2x — {&*} funksiyani uzluksiz monoton funksiya va sakr
funksiyalarining yig'indisi shaklida vozing.
B A x4 [ B) x —[~x] C) 2x 4*[X] D) {x}

34. f(x) —[2X] funksiyaning [—2. 3] dagi tola o”garishini toping.
A) 3 B) 5 C) 10 D) 6



3D.

36.

37.

38.

39.

40.

J(x) = sm.T tunksiyaning |—r, ttJ dagi to'la o'zgarishini toping.
A) 2 B) 4 C)1 D) 5

[2, 2] kesmada berilgan absolyut uzluksiz funksiyani toping.
A) {x} B) [X] C) e D) signx

[2, 2] kesmada absolyut uzluksiz boAmagan funksiyani toping.
A)X B) [X] C) e*2 D) 37Tra;

[0, 1] kesmada berilgan singulyar funksiyani toping.
A) cosx B) 9t(x) C)J)(x) D) R{x)

Lebeg-Stiltes integralining xossalaridan foydalanib. f(x) —x funksiya-
ning A = [0,3] to'plam bo'yicha olingan fAf(x) dF(x), F(x) = [X]
integralini hisoblang.

A) 2 B) 3 C) 4 D) 6

Lebeg-Stiltes integralining xossalaridan foydalanib. f(x) = 2x funksi-
yaning A = [l. 3] to'plam Dbo'yicha olingan JAf(x)dF(x), F(x) =
Ina integralini hisoblang.

A) 2 B) 3 C) 4 D) 6

Il bob uchun javoblar va ko4satmalar

6-8. 0 ‘Ichovli funksiyalar

11. QO'lchovsiz funksiyalar yig'indisi o'lchovli ham, o'lchovsiz ham bo'lishi

mumkin. Tahlil gilinishi taklif gilngan / va g laming yig'indisi (/ + g) (X)
= 1, x E [0, 1] bo'lib, u o'Ichovlidir.

12.

O'lchovsiz funksiyalar ko'paytmasi o'lchovli ham, o'lchovsiz ham bo'lishi

mumkin. Tahlil gilinishi taklif gqilngan / va g funksiyalarning ko'paytmasi
f(x) g(x) = 0, x G[0. 1] bo'lib u o'lchovlidir.

13.

Mumkin emas.

= X 6 A )
bu yerda A C [0. 1] o'Ichovsiz to'plam.

i, x€[o I\a. M1
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15. 14 ga garang. 17. 6.18 - misolda. keltirilgan £{x) funksiya.

18. Har bir fIG | da {t G1 : £(*) =a} toglam ko'pi bilan ikki elementli
to'plam bo'ladi. Haqgigatan ham £(xi) = £(£2) bo'lsin. Agar x\r X2 € A
bo4dsa. u holda £(xi) = £(x2) tenglikdan x\ = x 2 kelib chigadi. Xuddi shun-
day xi, xd $ A bo'lsa, u holda £(xi) = £(22) tenglikdan —u — —x-i yoki
#%= X9 kelib chigadi. Agar 21 £ A va x% 0 A bo4sa, u holda £(xi) =
tenglikdan 't1 = —x”* kelib chigadi. Shunday qilib, {x G R : £(x) = a}
to'plam a G A\ {0} uchun ikki elementli to’plam. qolgan a lar uchun bir
olementli to‘plam bo'ladi. Shuning uchun ham {x G1 :£(x) = a} oichovli
to'plamdir.

19. {XxX G0, 1] :£(x) <0} = [0, J\ A tenglik o'rinli. A 0o'lchovsiz to'plam
bo'lgani uchun [0, 1]\ A ham o'lchovli emas.

20. Barcha x G [, Q] larda £(x) > 0 bo'lganligi uchun {x G [, 1] :
£{x) <0} = [0, 1\ A tenglik o'rinli bo'ladi (19-inisolga garang).

o'lchovsiz bo'lgani uchun £ funksi-va E da o'lchovsiz funksiya bo'ladi.

k =152,..., 2—1

L. xG i
0, xe [—2, 2]\A.
1?7 x WA
-1, § G[1-2, 2]\A_
27. A C [0, 1] = E o0'lchovsiz to'plam va f(x) = Xa(x)i 9{X) — Xe\a (x

24. A C [—2, 2] o'Ichovsiz todlain Xa &) =

25. A C [--2. 2] d'lchovsiz to‘plam f(x

o'lchovli funksiya emas. f(x) 4g(x) = 1.
28. A C [0, 1] = E o0'lchovsiz todplam f(x) = Xa(x): 9{X) — ~Xela(x) e
f(r)-g{x) = 0, xeE,
| ¢< 0
20. HUPb<¢) = < E\Q, O0<c<1

E. ¢c>1
M. Agar / : E —* R o0'lchovli funksiya bo'lsa, {x £ E : f(x) < a} =
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{rGE :f (x) < a3} tenglikdan / 3 oichovli funksiya ekanligi kelib chigadi.
Chunki a soni —ec dan +00 gacha bolgan giymatlarni gabul gilganda a
ham (—oc, oc) todplamni tola bosib o'tadi. {x GE ;/3(X) < c} = {x G
E :f(x) < c*} tenglik o'rinli. Demak. / va /3 lar bir vagtda. oichovli yoki
olchovsiz funksiyalar boiadi.

41. Eyler formulasi elx —cosx + isinx dan. hamda cosg va sina; laming
[T, m kesmada oichovli ekanligidan. f(x) = e7 funksiyaning [—r, T
to‘plamda oichovli ekanligini olamiz.

49. [0. 1] = A UB shaklda yozamiz. A va B oichovli to'plamlar va
fi-A) > 0.5 /J(B) = 0,5. A va B lar quyidagi xossalarga ega. Bar-
cha x G [0, 1] va ixtiyoriy S > 0 uchun fi(ATN (x —6.x -fd)) > 0 va
li(B M (& —S}x -I-J)) > 0 boisin. U holda Xa(x) misol Jhartlarini ganoat-
lantiruvchi funksiya boiadi.

58. [0, 1] kesmani teng n bolakka boiamiz. Har bir n GN uchun

{X,!fuﬂ]or) LL

xarakteristik funksiyalar oilasini qaraymiz. Bu funksiyalar oilasini quyidagicha

nomerlaymiz.

Aftf =X\0:h)-. h{x) = Xp.J(x% 13{x)"XL11}{%)

va hokazo biror 1 uchun

fu{x) = MO,i}(x); f,,+i(x) = _Xm..ﬁ;),(»(),..., fv+-i(x) = XpHRauor)-. «..

Hosil bolgan f,? ketma-ketlik [0. 1] da oichov bo'yicha nol funksiyaga yagin-
lashadi. lekin biror nuqtada ham nolga yaqginla.shma.ydi.

60. E(f < ¢) = {xXG[ 2] :signx < c} to'plamni barcha. ¢ G | larda
oichovli ekanligini ko'rsating.

64' E5 I£i30L3’<’§L_ 153]} 'A'/r\”-“iBB’%”‘ i03) 5 £€ \r/(),zll

65. tp(x) =0. x G [0. 1].

66. f(x) = 0. x G[0. 1). fn(x) = xn, x GO, 1).
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67. fn(x) = xn, x € [0, 1] funksional ketma-ketlik 6(x) = 0 funksiyaga d(
yarli va o‘lchov bo'yicha yaqinlashadi. nuqtali yaginlashmaydi.
68. Ha. 69. Yog.

70. @) g(x) = 0, b) g{x) —>x ¢)g(x) = 0, d) g(x) = In(l + [z]).
71.a] g(x, y) = x2, b) g(x. y) = cosx - siny, ¢)g(x,y) = xy,
74.a) g(x) = 0: b) g(x) =0, ¢)y@r)=0; d) g(x)a |

e) g(x) =0, P g(x) =0

75. @) gx(x, y) = 0, g2(x™y) = 1) (x.y) GQxQ
0, (7, y) <£QxQ
i I- W y)eQxQ
b’9|(xi = 0, 2(x,y) = -
) 7 R 0, (x, ) iQxQ

1, (ijlelxQ

cj 9i(x, y) w 0. 9r(x.y) 0, [X,y) £ R X Q

i > @vy) £
€D 9i(x, y) = 1, g2(x,y) = ( y) £ Q x Q
2, (x,y) eQxQ
I&H
9 9y = Sy [#PIA
0, Il =
0, x =y
Moix<Y) = ix Iz |[fJ 9i(x, y) =
Ir] 4- W\ Xy
ex< X
K 9i(x, y) = K  9%(xy) - b —y
0, X ——y
0, x2=y2
i) 9i{x, Y) = 1, 92(x,y) -
) 9i{x,Y) (x,y) L Xy
B « - - i IJ ) 1 =~ a- 1 H — i
TO.B) N [ 1 i U 50’ 5 b) Ai 0 1 o1
10~4 1
1 . =
) A, 1001 d) Ae
A 1 TR
) 5105 5 «'105 54105

77. Sababi g(M) = oo. 78-79. f(x) =0. 80. f(x) = 0. 85. Yo“.
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7-8. Chekli o‘lchovli to‘plamlarda Lebeg integrali

13. Xarakteristik funksiya ikkita 0 va 1 giymatlarni gabul giladi. 7.1-misoldan
va Ai = {Xx GE : Xa(x)= 0} = ENA. A2= {xGE : xa(p —1} = A
to'plamlarning o'lchovli ekanligidan xa ning o'lchovli. sodda funksiya ekanligi
kelib chigadi.

14. Ai = {x € E : sigha —1} = [, 0). A2={x € E : signx = 0} =
{0}, A3= {x GE : signa = 1} = (0, 3] to'plamlarning o'lchovli ekanligi-
dan y = signx ning E da sodda funksiya ekanligi kelib chigadi.

16. A : [0, Ij —»R o'lchovli funksiya 6.23-misolga ko'ra A funksiya [0. 1] \K
da o'lchovli funksiya bo'ladi. Har bir n G N uchun Kn da (7.2-misolyechimiga.
garang) A funksiya cheklita. qiymat gabul giladi. Shuning u*hun A funksiya

W Kn= [0, ]J\K da sanoglita qiymat gabul giladi. demak u sodda funksiya.
11=1
Tpn*2n1 41 27 17\ [nA{x

lgé.a) Bu funksiya y\ﬂ. 0.2 = 1, = 2fyx = 3.15 = 4. giymatlarni mos
ravishda. Ax = [0,1), A2 = [1,2), A3 = [2,3), N4 = [3,4), 15 = [4)5)
to'plamlarda gabul giladi. Uning integrali 7.2-ta‘rifga ko'ra 10 ga teng.

%8 Izl)-irix.le funksiyasi o'IchovII_iI va ikkita (0 va 1) giymat gabul giladi. Uning
[0, 3] to'plam bo'yicha olingan integrali 0 ga teng.

30. Riman funksiyasi o'lchovli va sanoqglita <o, 1, giymat ga-
bul giladi. Uning [0. 1] to'plam bo'yicha olingan in?'fegrali 0 ga teng.

31. 3. 32. 2. 33. 1 34.1. 35 4. 36. -. 37. e - 2.

56. 7.5-misolga garang. 57. 5 —\/2 —\/3.

58. O'zgarmasdan farqli uzluksiz funksiya sodda funksiya bo'la olmaydi.
59. lkkalasi ham sodda funksiya. ularning integrallari 0 ga. teng.

60.12. 61.0. 62.2. 63. -6. 64 £2+ 5. 65. e-f-;.

66.a) 0. b) In4d—=1, ¢ 6. d -— : 67. a) b) 6, ¢



8-8. Lebeg integrali belgisi ostida limitga o4ish

2.a) Yo4. b) Yo'q, ¢) Yo'q, d) Yo‘q, e) Ha, f) Ha

4.a) ft b) 1, ¢) 0, d) m

6.a) a>1 b)a>1 c)a > 2.

7.9q>1 8. Ha 10.a) m b) 13. Ha. j

9-§. Monoton va o‘zgarishi chegaralangan funksiyalar

10. Kamaymaydigan funksiya, ofhigdan uzluksiz, uzilish nuqtalari 0. 1,

2,3. Barcha uzilish nuqtalaridagi sakrashi 1 ga teng.
IKOda

11. Kamaymaydigan funksiya, fagat x = 0 nuqgtada uzilishga ega. x
o'ngdan ham. chapdan ham uzluksiz emas. x = 0 nuqtadagi sakrashi 2.

12. Kamaymaydigan funksiya, fagat x — 0 nuqtada uzilishga ega. x = Oda,
chapdan uzluksiz, uzilish nugtasidagi sakrashi 1 ga teng.

13. [4. 0) dava [0, 5] da kamaymaydigan funksiya. Bu funksiyaning uzilish
nuqtalari x = —1. x = 0. x ——1 nuqtada o'ngdan uzluksiz va bu nuqtadagi
sakrashi 3 ga teng. x = 0 da o'ngdan ham, chapdan ham uzluksiz emas.

funksiyaning x — 0 nuqgtadagi sakrashi 1 ga teng.

0, xe [2. -1)
17. fd(x)= 1, x€ [-1, (] fe(x) =X L
| 2, x e (0, 2],
I 0, x E[-10, - 2) a x3 x6 0. =)
18. fd(x)= r~ 1) fc(x) = < -8, x € =2, 0).

X"-8. x 6 [0,*4)v.

20. f(x) = fc(x) + fd(x), fd(x) = [x]+ 2, fe(x) = 2 - 2.
21). Monoton funksiyalar yig'indisi monoton bo'Imasligi mumkin.
30. Monoton funksiyalar ko'paytmasi monoton bo'lmasligi mumkin.

32. Ha.  33. Ha
Bl. 36.V\f] = 6, 37,V[f] = 20, 38. V[f] = 8, 39. V[f] *2, 40. V[f] m
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{1+ e), 41.ffff4 LLI,Z( 42. V[f] = e2+ 1, ’43. V[/] WLG.
54. V[/1 =3, ¥'bl =17,

55. \2/[/] = 4+ |a| 4-j| —a| barcha a £ [0. 1] larda \2/[/] minimal boiadi.
59. J(x) = v(x) tp(x). v(x}x VI[/].

sins, are 0. —1 2sinx —1. x G o, )
vig, = A - s UD
- — . X
sinx, x G (— T | v "
Wfif=V[g=m m™m t ,G[0, 2ir], <™M(x) = |cosa|-ferns —
4- (x->XX d€]0 7 fe M 4- 2@- 2)2, x € [0. 2
4-Ns- 2)V® € (2: 5 - ' 4, X 6 (2, T,
sm x, xG x e _;J
S H ' 9'—sm"x x’bHTF k¢ Yp(x) = |
60. {36.v(x) = 3x. v?(x) = —L
2 —2x2. x G [-1. (] —4x3—3. x € [, Q]
37. »Ix! = ( 0 y20K) =
2+ 2x ,x G (0, 3]: [ 8. x G(0, 3]
2cosx-f2, x£ [-Tr, O] J 2. xG[-tt,
38. I’(x) tat < (f{X) = <
6 —2cosx, x G[0. ], [ 6 —4cosx. x G [0, .

39. n(x) =tgx+ 1, (p(x) = 1L 40. v(x) = In(l 4-x), <Mx) = 0.

41. u(x) = 2X+ 5x + 9j, <NX) = 9). 42. tAx) = xex+l 4-1, <p(x) = —4.
43. 1?(X) = 34-3(x —1), <AX) = 3x —4 —3|x —1| }.

61. A= —3 N/= —a, N.=a /N-=6.

62. Yo'q (9.65 - misolga. garang).

63. Agar / funksiya [a. 6] kesmada chegaralangan hosilaga ega boisa.. u
holda f ning [a. b] kesmada o'zgarishi chegaralangan boiishini isbotlang.

68. A sodda to'plam boisa, A = [a, 6] boisa. V [xa] minimal boiadi.
10-8. Absolyut uzluksiz funksiyalar. Lebeg-Stiltes integrali
8- E \f{h)~f{ak\= E [3&A+ |-3at:-1| =3 E (6/f-a;) <36 va 6 =|
W 0 Ic=1 k=l 6
desak, H\S}{bk) —H{&&)| < £ tengsizlik bajariladi. Demak, /(x) = 3x 4-5
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funksiya [0. 2] kesmada. absolyut uzluksiz funksiya ekan.

9. a2- b2 = (a—b)(a-hb) dan foydalaning. 10.1-misol yechimiga garang.
10. [sinx - siny| <\x —y\ dan foydalaning.

11. ||cosx| —|cos?/|l < |cosx - cosy| < \x - Y\ dan foydalaning.

16. Boiinish nuqtasiga Xk = 1 ni qo*shib, moduldan qutiling.

22. {8. y(x) =3x. ) S 9v) = x

sinx. x G 0. ' I
10.v(x) UM | =
2—sinx. x € 1—17

2 -f2cosx, x G [ (]
6 —2co8x. x G (0, ]

11.v(x) =

2+ 2cosx —2|cosxj. x G[-r. Q]

vix}= 6 —2cosx —2 |cosx|. x € (0, ).
12.«(a) = tFf] + 1, A(x) = I- 13- <*) = *In(l + a), & ) °
14. t;(i) ss 2X+ 5x + 4,5. <p(&) = 4,5.
f1-yfrX x € [-1, 0] 1-2V~5 aGhi, 0]
15-V) =\l +Vi x€ (, ljor,/ ii,. , Lt xG( 1]

16. v{x) = 3%, fp(x) = 3x —3|1 —« —4.}
30,;4*) = &{x), A = O,I\\K. 31. fix) = a(x),,.4 = K.
36. Kantorning zinapoya funksiyasi.

50.1. 51.3. L
1 n(n'+ 1), n(n+ 1)(2n + 1)
54. 1) —T, 2)4. 3) 25-, 4) —."5 A
3
O 2e - 2*Ir- (1+fre*x+ (1- e > 7)2—w, 8) g,
9) 2. 10) 1.

Il bobda keltirilgan test javoblari

mj" 1-D 2D 3B 4B 5B 6B 7-A 8A 9-B 10-C 11-D 12-B 13-A
4-B 15B 16D 17-B 18-C 19-B 20-C 21-D 22-C 23-D 24-B 25B
2CB 27-B 28-C 29-B 30-C 31-A 32-C 33-A 34-C 35B 36-C
37-B 38-D 39-D 40-C.
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1. METRIK FAZOLAR

Bu bob 7 paragraf (11-17) dan iborat. Bobning 11-paragrafida. metrik fa-
zolar, undagi asosiy tushunchalarning mohiyatini ocliib beruvchi misol va
masalalar jamlangan. 12-paragra.fda yaginlashuvchi va fundamental ketma-
ketliklarga doir misollar garalgan. 13-paragrafda ochiq va yopiq sharlar ham-
da ochiq va yopiqg to'plamlarning xossalarini tekshirishga doir misollar qgar-
algan. 14-paragra.f to'la. metrik fazolar va metrik fazolarni t.o'ldirishga doir
misollarga bag‘ishlangan. Bu yerda Ber teoremasining qo'llanishiga. hamda
hamma yerda zich va hech yerda zichmas to‘plamlarga doir gizigarli misollar
bor. 15-paragrafda metrik fazolarni uzluksiz akslantirishlar hamda izometrik,
gomeomorf metrik fazolarga. doir misollar jamlangan. 16-p”agra.fda qisgar-
tirib akslantirish prinsipining qgo:lla.nishiga doir misollar garalgan. Kompakt
to'plamlar va kompakt metrik fazolarga doir misollar 17-pa.ragrafda jamlan-
gan.

I1-§. Metrik fazolar

Bu paragrafda. foydalaniladigan asosiy tushunchalar vatariflarni keltiramiz.
X Dbo'sh bo'Imagan to:plam va X x X bilan X ni o'zini-o'ziga dekart
ko'paytmasini belgilaymiz.

I1.1-ta’rif. Agar p : X x X —&R akslantirish quyidagi uchta shartni
ganoatlantirsa unga X dagi masofa yoki metrika deyiladi:

1) p(x,y) >0. Vx,y EX. p(x,y) =0 <=x =y (ayniyat aksiomasi),
2) p(x,y) = p(y>x), VX,y GX (simmetriklik aksiomasi).

3) p(x, z) < p(x.y) -hp(y.z) , Vi, Z,2:.G X (uchhurchak aksiomasi).

(X, p) juftlik esa metrik fazo deyiladi.

Odatda metrik fazo, ya’ni (X, p) juftlik bitta X h&fi bilan belgilana-
di. Agar X to'plamda p\. p2, .+« p? metrikalar aniglangan bo'lsa, u holda
(X, pi), (X ,p4),.. », (X .pn) metrik fazolar mos ravishda Xu X 2<
..... Xn harflari bilan belgilanadi.
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11.2-ta’rif. Agar shunday C\ > 0 va C2 > 0 sonlar mavjud bo'lib, barcha
x.y G X lar uchun

WL LWL y) < C2ft(x. g)

tengsizliklar o'rinli bo'lsa. p\ va P2 lar ekvivalent metrikalar deyiladi.
Bu bobda va bundan keying! boblarcla fovdalaniladigan asosiy belgilash-
larni keltiramiz.
= = (Xi.x%eemxn), w 61} - n o'lchamli vektor fazo, m — bar-
cha. chegaralangan ketma-ketliklar to'plami. ¢ —barcha yaqginlashuvchi ketma-
ketliklar to'plami. cq—mnolga yaqginlashuvchi barcha. ketma-ketliklar to'plami.

2— kvadrati bilan jamlanuvchi barcha ketma-ketliklar to'plami, ya’ni
r L 1

2 .
X:[xu*&...,Xn,...)Z m N < Q)
4 n=1.

£p(p > 1) — absolyut giyrnat.ining p—darajalaridan tuzilgan gator yaqin-
lashuvchi bo;lgan barcha ketma-ketliklar to'plami. ya’ni

00
iv=alx = (xiyx2...,xn....): *3 Knv < QC
\% u . n=i

Xususan p = 1 da tv to'plam - hadlarining modullaridan tuzilgan gator
yaginlashuvchi bo'ladigan barcha ketma-ketliklardan iborat bo'ladi. C[a, b}—
|(/. b kesmada aniglangan barcha uzluksiz funksiyalar to'plami. M[a. b

[(. B kesmada. aniglangan chegaralangan funksiyalar to'plami. C*[a. b

|(. b] kesmada. aniglangan barcha uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar
lo'plami. CM\a. 6]—a, b] kesmada. aniglangan n marta. uzluksiz differensia.l-
Imiuvchi funksiyalar to'plami. V[a, B —J[a, b] kesmada. aniqlangan o'zgarishi
chegaralangan funksiyalar to'plami. AC[a bl —[a 6] kesmada aniglangan
Inucha absolyut uzluksiz funksiyalar to'plami. Lp[a, b\— o'Ichovli va. [a, 6
kesmada (p > 1) p — darajasi bilan Lebeg ma’nosida integrallanuvchi bo'lgan
limksiyalar to*'plami. Lp [a 6] C Lp[a, b bilan nolga ekvivalent funksiyalar
in'lvlamini belgilaymiz. Agar / —g G LP [a bl bo'lsa. ularni ip- munos-

fttltda deymiz. Bu munosabat, ekvivalentlik munosabati bo'ladi va u LpJ[a, b

171



ni crza.ro kesishmaydigan sinflarga. ajratadi. Hosil ho4ga.n sinflar toJlamini
Lp[a, bl bilan belgilaymiz. Xususall p = 1 boiganda, [a, b] kesmada Lebeg
ma’nosida. integrallanuvchi ekvivalent funksiyalar sinflari to'plami hosil boiadi
va.u L\[a, b] bilan belgilanadi. Xuddi shunday p = 2 boiganda [a, b] kesma-
da kvadrati Lebeg ma’nosida. integrallanuvchi bolgan ekvivalent funksiyalar
sinflari hosil boiadi va u £2[a, 6] bilan belgilanadi.

Bu paragrafda metrik fazolar va akslantirishlarga doir misollar qaraladi.

11.1. R2to'plamda. x = (xi. x3 va y = (yi, y2) elementlar uchun Kiritilgan
ushbu

:4%—H1+|)IQ-mU ' = - m\
pzPiy) =P |- y2:bu - 2IL  pa(x.y)—] Pw LL
akslant,irishlardan qaysi biri metrika boiadi?

Yechish. p\ akslantirishning metrika aksiomalarini ganoatlantirishini tek-
shiramiz.
Pi(x.y) > 0 shart modulning manfiymasligidan kelib chigadi. Faraz qgilaylik,
Pi(x,y) = px—yi\4d-\x2—y2\ —0 boisin. U holda |x\ —y\| = \x2—Y2 =0
boiadi. Bundan x\ —yi, X2=y2,ya’ni x =y. Endi x =y boisin. yani

—Y X2—y2+Bu yerdan

Pi(x,y) =:si - yi\ +ji2- 221=10
ekanligini olamiz. Demak. 1-aksioma. bajariladi. Quyidagi tenglikdan
Pi(x,y)=1ft;- yi\ + L - bl = Wi~/i| +W - s2 = pi(y, d ,

2-aksioma.ning bajarilishi kelib chigadi. Nihoyat,

pi{x\z) = \xi- zi\ + \xf- z21= W - yi4-yi - zi\4-\x2-y 2+ ¥Y2-T1 2\<

< |% ~ Wi4-\yi - Zi\4-HR- y214- 2 ~ 4\ = Pi(z>Y) 4 pi(y, 2)
tengsizlikdan 3-aksiomaning bajarilishi kelib chigadi. Shunday qilib. (R2, pi) =
R2 metrik fazo boiadi. O
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11.2. p~x.y)— sup \xn—yn\. x,y G co akslantirishning metrika shartlari-
l<n<oo

ni ganoatlantirishini tekshiring.
Yechish. {xn} va {yn} ketma-ketliklar nolga yaginlashuvchi bo'lganligi
uchun ular chegaralangan bo'ladi. Shuning uchun sup \xn—yn\ barcha x.y G

I<n<oc

@ larda chekli bo'ladi. Ixtiyoriy n G N da \xn—yn\ > 0 ekanligidan
p(xyy) = 3Mu>€ \+n —yn\ > 0 ekanligi kelib chigadi. Endi p(x.y) = ?/Ili[]? \xn —yn\ =
0 bo'lsin. u holda barcha n G N larda \x3 —vy,,| = 0 bo'ladi. Buyerdan x =y
tenglikka. kelamiz. Agar x =y bo'lsa, u holda p(x. y) = 0 bo'ladi. Demak, 1-
shart bajarilar ekan. \xn —yn| = \yn —xn\ tenglikdan 2-shartning bajarilishi
kelib chigadi. Uchburchak tengsizligi

- Zn\< \xn- y,\+ \Wn- Zn\. SLll_t)(a;n+ yn) < SIlepxn+ SLﬁpy,,

Irngsizliklardan kelib chigadi. Demak, berilgan p : g x co L akslantirish

uchun metrikaning barcha shartlari ba.jarila.di. O

11.3. p[x.y) = (x —y)Aj X. Yy G R akslantirish metrikaning qaysi shartini
ganoatlantirmasligini aniglang.

Yechish. p(x.y) — (x —y)2, x. y G R akslantirish metrikaning 1—va.
2 -shartlarini gqanoatlantiradi. Bu akslantirish uchun uchburchak tengsizligi
o'rinli emasligini ko'rsatamiz. Buning uchun x = 0, y =3, z = 5 nuqtalarni
nhiiniz. U holda p(x, z) —25. p[x.y) —9. p(y, z) = 4 bo'lib.

25 = p(x.z) > p(x.y) + p(y.z) = 94-4 = 13
D(‘iriak, p uchun uchburchak aksiomasi o'rinli emas. O

1. X = X7[0./7]. x(t) =sint. y(t) =0 metrik fazoda x G X va
y € X elementlar orasidagi masofani toping.

Yechish. AC[0. m] metrik fazoda x va y nuqtalar orasidagi masofa. p(x,y) =
1) “ 2/(0)] 4- Vg[x y] tenglik bilan hisoblanadi. Ma'lumki. x (t) =?sin t
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funksiyaning [0. m] kesmadagi tola o'zgarishi 2 ga teng. Shuning uchun

X (t) = sint vay (t) = 0 nuqtalar orasidagi masofa quyidagiga teng: p(x,y) =
x(0) - 2(0)|4- VE[x - y] = V$[x) = 2 []

11.5.

11.6.

11.7.

11.8.

11.9.

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

R sonlar o'gida p (x,y) = |arctgrr —arctgy | akslantirish metrika boii-
shini tekshiring. p\ (x.y) — arctg |x —y\ akslantirish R to'plamda
metrika boiadimi?

Rn to'plamda ushbu akslantirishlar metrika boiadimi?
n

R3 fazoda boshi koordinatalar markazida bolgan barcha birlik (uzunligi
birga teng) vektorlar to'plamida

p(x.y) = arccos(f. y) = arccos(xiyi + x2y24- £3¥3)
akslantirish metrika boiishini isbotlang.

[0. 1] kesmadagi barcha ochiq to'plamlardan iborat sistema X boisin.
Agar ii—sonlar o:qgidagi Lebeg olchovi boisa,

P(A, B) = u(AAB)
akslantirish X da metrika boiishini isbotlang.

Barcha ko'phadlardan iborat IP to4lamda

oc

akslantirish metrika boiishini isbotlang.



11.10.

11.11.

11.12.

11.13.

Natural sonlar to'plami N da

1+
pi (n, m) —\e%hA—etm\ ; p2(n. m) — ~ n+m
0. agar n=m

akslantirishlar metrika bo'lishini isbotlang.

Butun sonlar to'plami Z da
m —n
fixIn,m) = 2(n, m) —10 k.
XIn M) = ierro A/ 4 n2  PEM
(bu yerda Kk son |n —m | ayirmaning oxiridagi nollar soni, agar n —m

bo'lsa, k = 00 deb hisoblaymiz) ifodalar metrika bo'lishini ko'rsating.

Ushbu | 2| < 1 tengsizlikni ganoatlantiruvchi kompleks sonlar to'plami-
da

72« 7l
1+
1- z2Zi
X z2) = In
z2 - ZI
1 AN
1- 7271

akslantirish metrika bo'lishini isbotlang. Bu metrika. Lobachevskiy metrikasi
deyiladi.

[a bl kesmadaaniglangan & funksiya uchun shunday a wva, (3 olzgarmas
sonlar mavjud bo'lib. barcha t\. t2€ [a. b lar uchun

\x(ti) -x(t2 | <p-\ti~t2"

tengsizlik bajarilsa, x funksiya. a ko'rsatkichli Gyolder shartini ganoat-
lantiradi deyiladi. Bu shartni ganoatlantiruvchi barcha. funksiyalar to'p-
lamini Ha[a B orqgali belgilaylik. Agar a > 1 bo'lsa.. Ha[a, 6] fagat
o'zgarmas funksiyalardan iborat ekanligini isbotlang. Agar 0 < a < 1
bo'lsa,

= f~f§ - 2/(01 + — EiMII
p(X, y) e § - 2/(01 +,,sup 1t _It>2<\(at_2) I

akslantirish HaJa W] to'plamda metrika. bo'lishini isbotlang. HQ[a. b
Gyolder fazosi, a — 1 bo'lganda. Lipshits fazosi deyiladi.
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11.14. J[a, b kesmada cheksiz marta differensiallanuvchi funksiyalar to'plami
CM[a b] da

S T BWE -
‘32 1+ max [a#)E) —yW{i)
a<t<

P p

akslantirish metrika bo'lishini isbotlang.

11.15. [X,p) metrik fazo bo'lsa. X to'plamda

Pi(x,y) = | /t\A W - p2(xiV) = In(l +p (a;,j/);

p3(s,y) = - 1 p4@y) = min {1;p{x, y)}
akslantirishlarning har biri metrika bo'lishini isbotlang.

11.16-11.34-misolla.rda p : X x X —R akslantirishning metrika shartlarini
ganoatlantirishini tekshiring. Ular asosiy metrik fazolardir.

in
11.16. p(x,y) = pf, er.

?=i

11.17. Poc(T, y) —0B% \xi - y7, x. y GR?

11.18. piPk y) = E I» “ W|> GRn.
Pi (K, y) E, | y

11.19. pp(z;y) = 1% - V> I>2 6 Rn*
11.20. p(x,y)= sup \xn-yn\,x.yem.
I<n.<oc

11.21. pOkr/)= sup "xtt- !, m-u€c

I<??<oc

11.22. p(x,y) =Y, \x-n-yn\ | X y£ 1%
n=1

11.23. p(x, y) — X) Ife—f»L  2.£€liv
n=1I
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11.24. p (r+y) En X,y e 6,

72=1

1125 P(N9) = max |/ (K- A(X)| ,/, A6 Clla, b

11.26. P1(/,g =£ JIfi)- ¢ )|dx, I, f1 CJa 6]

11.27. (/,$)=m #} - N fuf € CAL g

11.28. 10*0 ~ g(x)\pdx, p> 1 f.ge C[a, b.

129 p(xy) o maxx(t) - y ©]-f max wi(® - y 1, xy6  a

11.30. p(x,y) = |.1(@) -t/(0)|# M I Wyl Via, 6.

11.31. p(x,y) = |.r@@ —y()| + VEXx - ], x,y € ACJ[a, €

11.32. p{f.g)= N'I(x) - g('xjlix, f, geLi[ab. -

11.33. p(/,8) = 9 dx-' K £ 6.

11.34. p(/ fir) 45- 9¢x)fdx,, p P 1, J8J1 ilyfe

Yuqgprida aytilgaoiga amal qilib quyidagi belgilesiiiami kiritamiz:

(R* pi) sroc. T

(Cla. blpi) C,[a, b} (C[n, &,p2) = C2[a LW (C[a, b),ppy = Cp[a: 6.
11.35-11.43-misollarda p : X x X —» M akslantirish metrikaning gaysi

ang.
0, x=y
BB. mp (x.
ENUK(x,y), xdy
0, =
B, p(x, = , X, ¥ GN.

EKUB(x, y), Xd@vy

Ur. B(x,y) = |sinx —sin\\ . x, y GM



O x—y
11.38. p(x.y) ={ 1 x<y X yLWK.

% X>Y.

11.39. p(x,y) WjS! - 22+}yi T- > JNeR2
11.40. p(x,y) = "™ —\\ + ?2pk2 — "Xb.jl'SHR2.
11.41. [i{x.y) = |ay - J11+ PR - 12|, X; y € K3.
11.42. p(/:5=1/0)- 01+ {/(1))-5@Q)I, f..g*C[0,1].
11.43. X.y) = 53 kn—ynf :2,2€ €2
pIxy) 23 y

11.44-11.58-misollarda x £ X va y £ X elementlar orasidagi maso-
fani toping. Masofa ko*rsaiilmagan misollarda'tabiiy metrika garaladi. Ularni
11.16-11.34 misollardan garab dling.

1144, X =N, x=5 y=25 p(xy)=01e\x—
11.45. X =R3, #=(8,4,3), y=(6,0,-1).
11.46. X =Wlw, x= (-1, -2,3,0), y=(4, 20, -2).

11.47. X =Rf, ®= (4.5,0;1), y=(-3,0 2 7).

1

11.48. X = P<,, x(t) = 1+t y() =2E p[x. y) =J \x((t)
0

11.49. X =C[0, ], xLWw Y = coshM

11.50. X = C2[—r,m], x () =eM, vy (1) —e~lt.

11.51. X =m, xn= (-1, 2= h—+r1-
11.52. X =c. = -1)'4 -
C X i I (-1) -
11.53. X = @, - 2xk Yy =-21". .
11.54. x=(1,1,0,1,0.0,...), y = (0,.0,0, ...)."

178



11.55. X —Li[0, ], x(t) = sinU y{t) —cost.
11.56. X —Z2[0, ], x(t) = sint, y(t) = cost.
11.57. X —V[—r,m], X(t)=costs y{t) —I.
11.58. X —MJ[Q 2], p[x, y) — sup —y (t)\. x(t) =t, y(t) = sint.
O<if<4
12-8. Yaqginlashuvchi va fundamental ketma-ketliklar
X metrik fazoda X\. 22,..., xn.... ketma-ketlik va x nuqta berilgan
bo'lsin. Agar 1{i_rgapp(xn.x) — 0 munosabat bajarilsa, ketma-ketlik x

nugtaga. yaginlashadi deyiladi. x nuqta esa {xn} ketma-ketlikning limiti
deyiladi. Agar ixtiyoriy s > 0 uchun shunday Ns natural son mavjud bo'lib,
barcha n > NE va m > Ns lar uchun p(xn,xin) < e tengsizlik bajarilsa, u

holda { ga fundamental ketma-ketlik deyiladi.

12.1. Agar IJll_rJ&Ep(xn,xo) =0 va nIl_%:p (xn,yn —0 bo'lsa, u holda
lim p(yll x0) —O0 ekanligini isbotlang.
n—*oc

Isbot. Metrikaning 1 va 3-aksiomalaridan foydalansak,
0 < pbfullll SP YTX j*.p {Xn,%)
lengsizlikka ega bolamiz. Bu sonli tengsizlkda limitga o4ib,
nIl_mocp{lln:Xo) =0
ni olarniz. : 0

12.2. xn(t) —n2t me~nt funksiyalar ketma-ketligi x(t) — O funksiyaga har
bir nugtada yaqginlashuvchi. ammo Ci [0, 1] metrik fazoda yaqinlashuvchi

emas. Isbot qgiling.

Isbot. Har bir t € [0, 1] uchun lim xn(t) = 0 tenglik matematik analiz
n—*oc
kursidan malum. Demak, xn (t) funksiyalar ketma-ketligi x(t) = 0 funksiya-

fn har bir nuqtada yaqinlashadi. Endi pi(xn, 0) masofani hisoblaymiz.
I . [ I
o\ (xn,x) —J [xA(t) —0|dt = J |rrE)[dt =J fize~ntdt m 1—(n + 1)e~7
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Integralni hisoblashda bolaklab integrallash usulidan foydalanildi. Bu yerdan

t!i_r{‘Cpi(Xn’ x) =1

ni olamiz. Demak, {xn} ketma-ketlik x(t) = O funksiyaga Ci[0, 1] fazo
metrikasida. yaginlashuvchi emas. O

12.3.

12.4.

12.5.

12.6.

12.7.

12.8.

12.9.

Uy vazifalari va mavzuni o4lashtirish uchun masalalar

(X. p) metrik fazoning ixtiyoriy x. y. z. t nuqtalari uchun

a) [p(x,z) -p (y.-t\r<p(x.y) +p(z.t)g
b) |p(x,2) —p (y.2) | < p{x.y) tengsizliklarni isbotlang.

{#M ketma-ketlik berilgan boisin. Agar I|m p(xmjo) =

I|m p(x2n+icb) = 0 va I|m p(xn.c) = 0 bolsa a = b= c hamda
I|m p(xrya) = 0 munosabatlarnl isbotlang.

t7r-*b0

C [0. 1] metrik fazoda ushbu

a) W (t) = tn- b) yn(t) = tn- t2n;
m fn+l
c) () =tn- 2tP+1 + md) u,l = - ~1

ketma-ketliklar yaqginlashuvchi boiadimi?

Oldingi misoldagi funksiyalar ketma-ketligi C~[0, 1]. Ci[0. 1] metrik
fazolarda yaqginlashuvchi boiadimi?

Ci[0. 1] metrik fazoda yaginlashuvchi, ammo C[0. 1] metrik fazoda
yaginlashuvchi bolmagan xn(t) uzluksiz funksiyalar ketma-ketligiga mis-

ol Kkeltiring.

Ci[0. 1] metrik fazoda x(t) —0 funksiyaga yaginlashuvchi, ammo hech

bir t G [0. 1] nuqgtada 0 ga yaginlashmaydigan funksiyalar ketma-ketligiga
misol Kkeltiring.

Agar xn(t) uzluksiz funksiyalar ketma-ketligi C[0, 1] metrik fazoda
x (t) funksiyaga yaginlashsa. bu ketma.-ketlik Ci[0, 1] va C*O. 1] metrik
fazolarda. ham shu x (t) funksiyaga. yaqinlashadi. Isbotlang.
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12.10.

12.11.

mjr.

12.12.

12.13.

12.14.

12.15.

I * 15

| *17.

C[0. 1] metrik fazoda yaginlashuvchi. ammo 1] metrik fazoda
yaginlashuvchi bolmagan uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalardan ib-
orat ketma-ketlikka misol keltiring.

Ushbu
a) xn=(1,2,...,n,0,...); b)yn= (Hdr2; (41jpn, 0,...); ’
c)zn= (i. I, .1, 1. 0,;..); WLW - ffi, n iy o,..d;

n

e) en = (QiJ-LV-Q§-I‘R 0,..); f)wns= \an F1]iv0""); «>0 m
n

n
ketma-ketliklarning qaysilari cq, c. £o . m metrik fazolarda yaqin-
lashuvchi bo'ladi.

R da metrika p (x,y) = |arctgx —arctgy j tenglik bilan aniglangan
boisin. U holda ixtiyoriy monoton ketma-ketlik (masalan, xn= n) fun-
damentaldir. Isbotlang.

Biror gismiy ketma-ketligi yaginlashuvchi bolgan fundamental ketma-
ketlik yaginlashuvchidir. Isbotlang.

Biror tayinlangan.c > 0 son uchun p (Xk,x7,) > s > 0, Ko T shartni
ganoatlantiruvchi ketma-ketlikdan yaginlashuvchi va hatto funda-
mental gismiy ketma-ketlik ajratib olish mumkin emas. Isbotlang.

(X, p) metrik fazo, {:£,,}. {yn} esa undan olingan fundamental ketma-
ketliklar boisin. U holda {an= p (xruyn)} sonli ketma-ketlik yagin-
lashuvchi ekanligini isbotlang.

{Tn} fundamental ketma-ketlik boisin. Agar biror {yn} ketma-ketlik
uchun lim p{xnyn =0 boisa. {t"} ketma-ketlik ham fundamental
boiishi kelib chigadimi?

{a:,} va {yn} fundamental ketma-ketliklar uchun

dimen (xmyn) = 0
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shart bajarilsa. bu ketma.-ketlikla.ri ekvivalent deylik va {xn} ~ {yn}
ko'rinishda yozaylik. Bu (vagtincha) kiritilgan munosabat refleksiv. sim-
metrik va tranzitiv ekanligi. yalii hagigatan ham ekvivalentlik munos-

abati bo'lishini isbotlang.

12.18. {x,.}, {yn}, {2.}, {n} fundamental ketma-ketliklar uchun {xr} ~
{yn} va {zn4 ~ {tn} bo'lsa. quyidagi tenglikni isbotlang

lim p (X,,, ,,) *:nliggcp(y,,. tn) .

n—*00

13-8. Ochiq va yopiq to‘plamlar

Bizga X metrik fazo, uning xq nugtasi va r > 0 son berilgan bo'lsin.
X metrik fazoda markazi xg nuqtada, radiusi r bo'lgai® ochiq shar deb
{x € X : p(x.x0) <r} to'plamga aytiladi va u b(>ko,r) kabi belgilanadi,
Berilgan xq € X va r > 0 da p(x, x0) < r shartni cjanoatJaiitiruvchi bar-
cha x £ X elementlar to'plami B[xo,r] orqali belgilanadi va u markazi x4
nuqtada, radiusi r bo'lgan yopiq shar deyiladi. p(x,x0) = r shartni ganoat-
lantiruvehi barcha x ¢ X elementlar to'plami 5[:to. 7] orgali belgilanadi
va. U markazi xg nuqtada, radiusi r bo'lgan sfera deyiladi. Metrik fazoda
markazi xq nugtada va radiusi £ > 0 bo'lgan B (xo, ¢) -ochiqg shar. Xq nug-
taning e— atrofi deyiladi va u Oe(xq) ko'rinishda belgilanadi. X metrik
fazo, M uning gism to”plami va x G X bo'lsin. Agar ixtiyoriy 8 > 0 uchun
0£CX) MNMJ1/ ®@ 0 munosabat bajarilsa. x nugta M ning urinish nuqtasi dey-
iIaS]Ii Mn”tgf)lvarnnmg barch*a urmlsh _nL_J_qth/arlTEjan _,|b2r9th tofplam M ning
yopig'i deyiladi va u [M] yoki M ko'rinishda. belgilanadi. Agar x G X ning
ixtiyoriy 0 £(x) atrofi M ning cheksiz ko'p elementlarini saglasa, u holda.
x £ X nugta M to'plamning limitik nugtasi deyiladi. ‘M to'plamga.
tegishli x nuqta uchun shunday e > 0 mavjud bo'lib, 0.: (x) MA/ = {a}
bo'lsa, u hoida x nugta M to'plamning yakkalangan (yolg@z) nugtasi deyi-
ladi. Agar X metrik fazodagi M to'plam uchun M = [M] tenglik bajarilsa.
M yopiq to'plam, deyiladi. Boshgacha aytganda, agar to'plam o'zining bar-

cha limitik nuqgtalarini saglasa, u yopiq to'plam deyiladi. Agar x G M nuqta
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uchun shunday e > 0 mavjud boiib, oe[x) ¢ M Dbo'lsa. x nugta Al
toJlamning ichki nugtasi deyiladi. Agar to:plamning barcha nuqtalari ichki
nuqta boisa, u ochiq to'plam, deyiladi. Ya’ni fagat, ichki nugtalardan tashkil
topgan to‘plam ochiq to'plam deyiladi. Agar metrikaning 3-a.ksiomasi. ya’ni
uchburchak t.engsizligi p (x. z) < max{p (x,y),p (y, z)} tengsizlik bilan al-
mashtirilsa. (X ,p) ga ulirarnetrik fazo deyiladi. Ochiq va yopiq to‘plamlar
hagida quyidagi tasdiglar oiinli.

13.1-teorema. Ixtiyoriy sondagi yopiq to'plamlar kesishmasi va chekli
sondagi yopiq to'plamlar yig'indisi yopiqdir.

13.2-teorema. Ixtiyoriy sondagi ochiq to ‘plamlar yig'indisi va chekli sonda-
gi ochiqg to plamlar kesishmasi yana ochiq to plarridir.

13.3-teorema. M to'plam ochig bo'lishi uchun uning butun fazogacha
to'ldiruvchisi X\M yopiq bo'lishi zarur va yetarli.

13.1. Mda ochiq va yopiq todlamlarning tuzilishi

Ixtiyoriy metrik fazodagi ochiq va yopiq to‘plamlar haqida 13.1-13.3-teore-
malar o'rinli. Sonlar o”idagi ochiq to'plam t-avsifi quyidagi teorema. orgali
ifodalanadi.

13.4-teorema. Sonlar o'gidagi ixtiyoriy ochiq toplam chekli yoki sanoqli

sondagi o'zaro kesishmaydigan intervallar yig'indisi ko rinishida tasvirlanadi.

13.1. Kattaroq radiusli shar kichikroq radiusli shaming gismi boiishi mumkin-
mi? Misol keltiring.

Yechish. Faraz gilaylik. X = R+ va p{x,y) = \x —y\ boisin. Agar
/1(1.5) = {x € [0. oc) : \x—1| < 5} deb markazi 1 nuqtada va radiusi 5
ga teng sharni. hamda J5(3.4) = {x G [0, oc) : \x —3| < 4} deb markazi 3
nuqtada va radiusi 4 ga teng bolgan ochiqg sharlarni olsak, u holda .

= 5> riun 4.ammo [0* 6) —B (1,5) C B(3.4) = [0, 7). []

112. R3 to'plamda
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metrika kiritilgan. Markazi (0. 1. 2) nuqtada radiusi esa a) 1 ga; b) 2 ga:
c) 3 ga teng bo'lgan sferalarni chizing.

Yechish. Radiusi 1ga teng sfera- (0. 1. 2) nugtadan o'tuvchi va koordi-
nata. o'glariga parallel to'g'ri chiziglardan ularning kesishish nugtasi (0. 1, 2)
nugtani chigarib tashlashdan hosil bo'lgan to'plam bo'ladi, 13.1 chizmaning
a) siga garang. Radiusi 2 ga teng sfera - (0. 1. 2) nuqgtadan o'tuvchi va ko-
ordinata tekisliklariga parallel tekisliklardan. har juft tekislikning kesishish
chizig'ini chigarib tashlashdan hosil bo'lgan to'plam bo'ladi, 13.1 chizmaning
b) siga garang. Radiusi 3 ga teng sfera - R3 fazoda.n (0. 1. 2) nuqtadan
o'tuvchi va koordinata tekisliklariga parallel tekisliklarni chigarib tashlashdan
hosil bo'lgan to'plam bo'ladi. L1 O

13.1-chizma

13.3. Diskret metrik fazoda har ganday to'plam ham ochiqg, ham yopiq to'plam
ekanligini isbotlang.

Isbot. Diskret metrik fazoda ixtiyoriy M uchun [M] =M tenglik o'rinli.
Shuning uchun M yopiq to'plam. Faraz qilaylik, x ) M ixtiyoriy nug-
ta bo'lsin. u holda ixtiyoriy £ G (0. 1) uchun 0 £(x {x} atrof M da
saglanadi. Demak, M ochiq to'plam. [l

13.4. Interval ochig. kesma. yopiq to'plam ekanligini isbotlang.

Isbot. R da ixtiyoriy (a, b) interval ochiqg to'plamdir. Hagigatan ham.

agar x G (a, b) desak. e = min{x —a. b—x} son uchun Or(x) ¢ (a, b).
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Endi (—oc. a) to'plamning ochiq ekanligini ko'rsa.tamiz. Agar ixtiyoriy x G
(—oc. a) uchun, w—a—x desak, 0 £(x) C (—oc, a), Xuddi shunday (b. oc)
to'plamning ochiq ekanligi ko'rsatiladi. Ochiqg to'plamlarning birlashmasi ochiq
ekanligidan (—oc, a) U(b. oc) to'plamning ochiq ekanligi kelib chigadi. 13.3-
teoremaga ko'ra bu ochiq to'plamning to'ldiruvchi to'plami bo'lgan [a, 0]

kesma. yopiqdir. O
135. KK =(z=x+y: X,y GA} = [0. 2] tenglikni isbotlang.

Isbot. Kantor to'plami K dan ixtiyoriy

oc o0 »’

=W va i=1

larni olamiz. Bu yerda e* va 4;'lar 0 yoki 2 ragamlaridan birini gabul giladi.

Agar

i=l =1 =1 =1
shaklda yozsak, u holda w, va bj lar 0 yoki 1 ragamlaridan birini gabul
giladi va. ularning yig'indisi x 4-y = ZIQ 0' = ai+ k bo'lib. ¢+— 0. 1

yoki 2 ragamlaridan istalgan birini gqabul gila oladi. Ya'ni x4-1/, .1G K. y G
K shaklda.gi yig'indini [0. 2] kesmadagi ixtiyoriy songa teng gilish mumkin.
Demak, K 4 K = [0, 2] tenglik o'rinli. O

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

3.6. Agar radiusi 7 ga teng bo'lgan shar, radiusi 3 ga teng bo'lgan shar ichiga

joylashsa ular ust.ma-ust tushadi. Isbotlang.

3.7. R2 to'plamda x = (xi, X2) , y = (UuWd- uchun
a) A(f» 2) =|»| - yil+\x2- 1fl;
b) P2(®>2) = max(|a:i-yi|, [az— ) |

R € p3(x,y) = ~(xx - )2+ (@2- y2f\
d) pi(x. y) = sign Ix1- yil+ sign px*- &if
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13.8.

13.9.

13.10.

13.11.

13.12.

13.13.

tengliklar orgali Kkiritilgan metrikalarning har birida markazi 0 = (0.0)
nugtada va radiusi 1 ga teng ochiq shar B(0, 1), yopiq shar B[O, 1] va
5[0, 1] sferalarni chizib ko'rsating.

Kengaytirilgan to‘g‘ri chiziq M* = (—oc, -hoc) U {—ec} U {-boc} da

a) Piky)=T1n -U ; b) P2L, y) = I+X\x\ 1Y
metrikalar Kiritilgan. Agar 0 < r < 1 bo'lsa, B (—o0.r); B(oc)r)

to'plamlarni, ya’ni markazi oo, radiusi r Dbo'lgan ochiqg sharlarni chiz-

ing.

M C {X, p) toplamning diametri diarfiM = sup p (x,y) tenglik bi-
X.;YEM

lan aniglanadi. U holda:

a) diamB(xp, r) < 2r tengsizlikni ishotlang-;

b) diamB(xo,r) < 2r bo'lgan sharga misol keltiring;

c) diamB(xo,r) = diamB[xo, r] tenglik to‘g‘rimi?

Ochiq shar - ochiqg to;plam, yopiq shar esa yopiq to'plam bodishini isbot-

lang.

R?2 tekislikda (0, 1) va (0, —1) nuqtalardan hamda O X o'gidagi (—1. 1)
intervaldan iborat to‘plamm M deb belgilab, M to'plamda Evklid

metrikasini Kiritamiz:

p(x:y) =y (xi - yi) +'(x2- y2) ;x = @*x2),y = (yp,y9 € M.

U holda markazi (0,0) nuqtada, radiusi 1 ga teng ochiq shaming yopiq

to:plain, ammo yopiq shar emasligini isbotlang.

Shunday yopiq sharga misol keltiringki, u ochiq to'plam bo'lsin, ammo
ochiqg shar bo'Imasin.

Diskret metrik fazoda ixtiyoriy ikkita shar yoki kesishmaydi yoki biri
ikkinchisining gismi bo'lishini isbotlang.
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13.14.

13.15.

13.16.

13.17.

13.18.

13.19.

Diskret metrik fazoda ixtiyoriy "uchburchak™ teng tomonli, ultrametrik

fazoda esa har ganday "uchburcha.kl teng yonli ekanligini isbotlang.

Fi va F2 yopiq todlarfilar o'zaro kesishmasin, yani F\ M F2 = 0.
U holda shunday G\ D [ va G2 D F2 ochiq to'plamlar mavjudki.
G\ NG2= 0. Isbot giling.

O'zaro kesishmaydigan intervallardan iborat to'plamlarning quvvati chek-

li yoki sanogli ekanligini isbotlang.

R da ixtiyoriy ochiqg to'plam chekli yoki sanogli sondagi o‘w o kesjsh-
maydiga-n intervallaming hirlashrnasidan iborat bo'lishini isbotlang. Bu
yerda (—oc. a), (a. oc), (—00, oc) va (a. a) = 0 to”.lamlar ham

intervallar jumlasiga kiradi.

R dagi ixtiyoriy yopiq to'plamni (—ec, oo) dan o'zaro kesishmaydigan
chekli yoki sanoqgli sondagi intervallarni chiqgarib tashlash nat.ija.sida hosil

gilish mumkin. Isbot giling.

Ixtiyoriy x G [0, 1] sonni uchlik kasrga yoyish mumkinligini isbotlang:

oc p .

X = \il ip mbu yerda w, — 0, 1, 2 raga.mla.rdan biri. U holda w =
0. £\321€ ko'rinishda yozamiz. Agar biror x G [0, 1] uchun shunday n
mavjud bo'lib. w, @0 va en*i = ep+2—... = 0 bo'lsa, x soni chekli
uchlik kasrga yoyilgan deyiladi. Bu x sonini cheksiz yoyllma ko'rinishda
I'e ikl tAE

ham y02|sh mumkin: x = 0.e**. -e#O m= 0.e\.. \en\ (en~ 1)22 ..

masalan. 0400... —0.0222.... F\ orgali yoyilmasida- 1 ragami gat-
nashmaydigan usulda yozish mumkin bo'lgan barcha x G [0. 1] sonlar
to'plamini belgilaylik. Masalan. 0.1=0,0222... yoki - =0.020202___ Fi

to'plamning yopiq va kontinuum quvvatli to'plam ekanligini isbotlang.

F\ = K to'plam Kantor to ptarm deyiladi.

1l HO. 0,25 G K ekanligini isbotlang.
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14-§. Toda metrik fazolar

Agar X metrik fazoda ixtiyoriy fundamental ketma-ketlik yaqinlashuvchi
bo'lsa, u holda X ga to'la m.etrik fazo deyiladi. X metrik fazoning ikkita
A va B qism to'plamlari berilgan bo'lsin. Agar B C [A] bo'lsa, u holda
A to*plain B to'plamda zich deyiladi. Xususan, agar [A] — X bo'lsa, A
to'plam hamma yerda zich (X da zich) deyiladi. Agar A to'plam birorta
ham sharda zich bo'Imasa (ya’ni har bir B C X sharda A to'plam bilan
umumiv elementga ega bo'Imagan Bf shar saglansa), u holda A hech yerda
zichmas deyiladi. (X, p) metrik fazoda x nuqta. va M to'plam orasidagi

m.asofa deganda
M) = inf
P(x, M) = inf p(x, y) s
miqdor tushiniladi. Xuddi shunday (X, p) metrik fazoda A va B to'plamlar
orasidagi masofa deganda

P(A-B) — _ Inf ap(x.y)

miqgdor tushiniladi. Metrik fazolarning to'laligini tekshirishda quyidagi teore-
madan foydalaniladi.

14.1-teorema. X metrikfazo to4a bo'lishi uchun undagi ixtiyoriy ichma-
ich joylashgan va radiuslari nolga intiluvchi yopiq sharlar ketma-ketligining
kesishmasi bo'sh bo'Imasligi zarur va yetarlidir.

Agar R metrik fazo to'la bo'lmasa, uni biror usul bilan (aslini olganda,
yagona usul bilan) biror to'la metrik fazo ichiga joylashtirish mumkin.

14.1-ta’rif. Agar: 1) R metrik fazo R* to'la metrik fazoning gism fazosi
boisa; 2) R toblam R* ning hamrna yerida zich. ya'ni [i?] = R* boba. u
holda R* m.etrik fazo R metrik fazoning to4dirmasi deyiladi.

14.2-teorema. Har bir R metrik fazo toidirmaga ega va bu toidirrna

fazo R ning nugtalarini go'zglalmas holda qoldiruvchi izometnya anigligida

yagonadir.

14.1. R metrik fazo to'la. Isbotlang.
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Isbot. Matematik analiz kursidan ma’*fumki. ixtiyoriy fundamental sonli

ketma-ketlik yaginlashuvchidir. Demak. R to'la metrik fazo. O
14.2. C\[—1l. 1] metrik fazo tola emas. Isbotlang.

Isbot. C\[. 1] fazoning to'la emasligini ko'rsatamiz. Buning uchun
C\[—L. 1) fazoda uzluksiz funksiyalarning

— 1, agar x G[—l, —r]]
fn(x) —( nx. agar x G (—n~Il.n~I)
1. agar x € [ft-1. 1]
ketma-ketligini (funksiya grafigi 14.1-chizmada keltirilgan) gqaraymiz. Bu ketma-
ketlik C\ [—L. 1] fazoda fundamentaldir, chunki barcha x € [—L. 1] lar uchun

lin O0K) — fm (#)| < 1 ekanligini hisobga olsak va n < m desak,

14.1-chizma

ri/n 2
fn (x) - fm (X) ldx < ldx = --—-- >0. n —oc.

1 J-1/n n
Birog {/,,} ketma-ketlik C\[—, 1] fazodagi birorta ham funksiyaga yaqin-

lashmaydi. Hagiqatan ham. / G Ci[—1. 1] ixtiyoriy f
tp(x) —1. agar x G [—L 0),

1- agar x G[0, 1

ml nuqtada uzilishga ega funksiya bo'lsin. Ko'rinib tur

X x6.[-1, -1/ra] J [1/n. 1].

fn%-~ =" nx-hl xG(—L/n. 0).

nx —1. x G [0. 1/n).
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Bundan tashqari barcha x € [—1, 1] lar uchun [/»m(#) — | $ 1- Shuning

uchun
I Ifn
[ \fn(x) -~1f(x)\dx = \fn(x) - tp(x)\dx < - ->'0, ft->00. m(14.1)
1 -1fn

Agar integrating monotonlik xossasidan foydalansak

1 1 it
M) -<p{xX)\dx. <j |/(x) - fn(p)\tfx +J %(x) - *(x)\dx. (14.2)
-1 -1 -1

tengsizlikka kelamiz. Endi quyidagi

J vfif—o01dx > 0 N (14.3)

tengsizlikni isbotlaymiz. Uning isbotini ikki holga. ajratamiz.
1) Faraz qilaylik, /(0) < 0 bo'isin, u holda / ning uzluksizligiga, ko'ra
shunday <i > 0 mavjudki, barcha x E [0.di] lar uchun f(x) < 1/2 bo'ladi.

Bundan

1/ (x) - 1f(x) 1> 1/2. .x € [0, 6i] (14.4)

tengsizlik kelib chigadi. (14.4) tengsizlikni [0, d\] kesma bo‘yicha integrallab,
sl rY
I -if(xYdx>J DA RK(WMAX > "

tengsizlikka kelamiz.

2)  Agar biz /(0) > 0 deb faraz qgilsak, u holda shunday > 0 mavjudki,
barcha x € [—£2*0) lar uchun |f (x) —(P(x) | > 1/2 bo'ladi. Bundan

I 10 —<p)1dx = —j :\f{x) - p(2)|dx >

Demak, (14.3) tengsizlik isbot bo*Idi. (14.2) tengsizlikdan

I I I
JANI(x) - fn(x)\dx > J if{x)~ (f(x)Idx - f [/,,(x) - <p{X)\dx (14.5)
-1 -1 -1
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ni olamiz. (14.1). (14.3) va (14.5) lardan
f P(f;fn) = j \f(x) - fn(x)\"dx

ning nolga. yaginlasha. olmasligi kelib chigadi, ya’ni {/,,} ketma-ketlik C\ [—L. 1]

dagi birorta. ham funksiyaga. yaqginlasha.olmaydi. O
14.1. Separabel metrik fazolar

Hamma yerda zich sanogli qism to'plamga. ega bo'lgan metrik fazolar sepa-
rabel metrik fazolar deyiladi. M to'plamning barcha ichki nuqtalaridan iborat
to'plam M to'plamning ichi deyiladi va M bilan belgilanadi. A to'plamning
chegarasi FrA m=A N (J1M\1) tenglik bilan aniglanadi.

14.3-teorema (Ber teoremasi). Tojla metrik fazoni hech yerda zich bo'lrna-
gan sanogli sondagi to'plamlar yig'indisi ko'rinishida tasvirlash mumkin emas.

Endi, mukammal to'plam. 1-va 2-ka.tegoriya to'plamlar tushunchalarini kelti-
ramiz. M to'plamning barcha. limitik nuqgtalaridan iborat to'‘plamni M"' bi-
lan belgilaymiz. Agar M M* tenglik o'rinli bo'lsa. M ga mukammal.
to'plam deyiladi. Agar X to'la metrik fazodagi M to'plamni hech yer-
da zich bo'Imagan sanogli sondagi to'plamlar birlashmasi ko'rinishida tasvir-
lash mumkin bo'lsa M to'plamga. 1-kategoriyali to'plam deyiladi. Agar M
to'plamni hech yerda zich bo'Imagan sanogli sondagi to'plamlar birlashmasi

ko'rinishida tasvirlash mumkin bo'lmasa. M ga 2-kategoriyali to'plam deyila-

14.3. Q, R\Q to'plamlarning har biri M metrik fazoda zich ekanligini isbot-

lang-

Isbot. Faraz gilaylik, x E R ixtiyoriy haqigiy son bo'lsin. U holda xn =
[7ix] : n ratsional sonlar ketma-ketligi x ga yaginlashadi. Bu yerda [n] deb x
ning butun gismi belgilangan. Demak, ratsional sonlar to'plami Q hagiqiy son-
lar to'plami R ning hamma yerida. zich ekan. Endi irratsional sonlar to'plami

1R\Q haqiqiy sonlar to'plami R da. zich ekanligini isbotlaymiz. Ixtiyoriy xG R
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hagigiy son uchun yn = J— i 4-—irratsionai sonlar ketma-ketligi x ga yagin-

lashadi. Ya ni, R\Q to'plam R da zich. Demak. [Q] = [R\Q] = M. O

14.4. R metrik fazoda Q to'plam l-kategoriyali. R\Q to'plam 2-kat.egoriyali

to'plam ekanligini isbotlang.

Isbot. Ma’lumki, Q - sanoqli to'plam. shuning uchun uning elementlarini

{xi, X9£3,..., xn, ...} ko'rinishda nomerlab chigish mumkin. Shunday eka.ll

Q = nl:Jan, Mn = {irn}

yoyilma o'rinliva Mw, n = 1.2,... lar R nifig hech yerida zich emas. Ta’rifga
ko'ra Q l-kategoriyali to'plam. Endi irratsionai sonlar to'plami R\Q ning 2-
kategorivali to'plam ekanligini isbotlaymiz. Teskaridan faraz qilaylik,

1-kategoriyali to'plam bo'lsin. U holda 14.44-misolga ko'ra. to'la metrik fazo
R = Q ( (R\Q), 1-kategoriyali to'plam bo'lar edi. Bu esa Ber teoremasiga.

zid. Demak, R\Q 2-kategoriyali to'plam. = O

14.5. x hagiqiy grinning kasr gismi {x} ko'rinishda belgilanadi. {n «\/2} ,
n G N sonlar to'plami [0, 1] kesmada zich ekanligini isbotlang. Umu-
man. a — irratsionai son bo'lsa., {n *a] . n G N sonlar to'plami [0, ]]

kesmada zich. Isbot giling.

Isbot. Biz a irratsionai son bo'lsa, {n *a}, n G N sonlar to'plamining
[0, 1] kesmada. zich ekanligini ko'rslatamiz. [0, 1] kesmani teng N bo'lakka
bo'lamiz. {a}, {2a},.... {JVva}, {(I\il +-1)a} sonlari har xil bo'ladi. Hagigatan
ham. agar biror ki ¢ ko uchun {&ia} = {k~a} bo'lsa, u holda (ko —k\)a =

Ti

[k2d\ —[k\a] = m bo'lib, a —-}Z(;--T:-K—i- bo'lar edi. Bu esa a ning irratsionai

son ekan*l"[giga zid. N + 1 ta {a}, <I[2a},..., {/Va}, {(N -f l)a} nuqta N.. ta
o 1 2\ \N - 1 N°

K XK r Y x | o
to'plamda yotgani bois hech bo'Imaganda ulardan ikkitasi bir oraliqga garashli

£-1 e
bo'ladi. Masalan, {fcia}, {koa} € N :N bo'lsin. U holda. umumiylikka

N

—
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ziyon yetkazmagan holda & > fci deb faraz qilib. |{fea} —{Ala}| < — ni

olamiz. Sonning kasr gismi ta’rifiga Ko'Ta
{kua} —{A"a} = (A"a —[foa]j —(k\a —[Avia]) — (A2 —Avri)a 4- [Aria] —[A]

ni olamiz. Agar x = y 4-lW, n £ Z boisa, u holda {x} = {r} yoki {x} =
1 —{y} tenglik o'rinli bo'ladi. Demak. [{A"a} —{Aria}| = {{k% —ki)a} yoki
\{k2a} —{kia}\ = 1—{(A2—ki)ct} boiadi. JV ixtiyoriy natural son bolganligi
uchun shunday xulosa qilish mumkinki, istalgan e > 0 uchun shunday n GN
mavjudki. {na} < e yoki 1—{na} < e tengsizligi bajariladi. Faraz gilaylik.
1—{na} < e boisin. Agar 1—{na} = 8 desak. 6 G (0. s) boiadi.: 1—{na} =
6 tenglikdan foydalanib, na uchun

na = [na] 4-1- S (14.6)

ifodani olamiz. Aniglik uchun a > 0 deb faraz gilamiz, U holda [na] > 0
butun son boiadi. Agar 1—25 >0 boisa., u holda 2na = 2[na]+2 —S ((14.6)
ga qarang) {2na} =1 —26 ni olamiz. Va hokazo agar 1 —mS > 0 boisa. u
holda {mna} = 1—mS tenglik o'rinli. Shunday eng kichik m sonini topamizki
1—(m 4-1)5 < 0 boisin. U holda S > 1—md > 0 tengsizligi o'rinli va
{mna} = 1—mS < 6 tengsizlik ham bajariladi. Demak, ixtiyoriy s > 0 uchun
shunday ne G N mavjudki {nfla} < £ tengsizligi bajariladi. Endi x = 0 soni
xn = {na} ketma-ketlikning limitik nuqtasi ekanligini ko‘rsatamiz. Ixtiyoriy
e > 0 uchun shunday n GN mavjudki 0 < {na} = S< e < 0,5 tengsizligi
bajariladi. U holda shunday eng kichik m sonini topamizki 0 < rad < 1 va
(m 4-1)5 > 1 boisin. U holda {mna} = mS va {(m 4- Dna} = Si < S,e
boiadi. Demak, (0, s) oraligda xn = {na} ketma-ketlikning cheksizta hadi
bor, ya’ni x — 0 bu ketma-ketlikning limitik nuqtasi. Endi e ni yetarlicha
kichik musbat son deb olamiz. U holda shunday n € N soni mavjudki, {na} =
6 < £ boiadi. U holda

5 25 35,..., mi G (0, 1) (14.7)
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bo'lib, (m -f 1)(6 > 1 bo'ladi. Bu yerda S ham irratsionai son bo'ladi. Aks
holda {rw} = na —[na] = 5 bo'lgani uchun a = S bo'lib. bu a
ning irratsionai ekanligiga zid. Shuning uchun ixtiyoriy m G N da mS @
1. (14.7) munosabatdan ixtiyoriy x G [0. 1] uchun shunday m topiladiki
[{mna} —x\ = \mS —x\ < 5 tengsizlik bajariladi. Yuqorida.gi mulohazalarni
tokrorlab ixtiyoriy x G [0, 1] va e > 0 uchun (X —s. + e) oraligda
xn = {na} ketma-ketlikning cheksizta elementi yotishini ko'rsatisn mumkin.
Demak. [0. 1] dagi barcha nugtalar xn = {na} ketma-ketlikning limitik

nugtalari bo'ladi. O

14.6. Diskret metrik fazoda ixtiyoriy to'plamning chegarasi bo'sh ekanligini

isbotlang. 1l

Isbot. M diskret metrik fazodagi ixtiyoriy to'plam bo'lsin. Ma'lumki (8.3-
misolga garang), bu fazoda ixtiyoriy M to'plam uchun M — M tenglik
o'rinli. Shunday ekan X\M = X\M tenglik ham o'rinli. To'plam chegarasi
ta'rifiga ko'ra M uchun FrM = M M(X\M) —M 1 (X\M) —O0 tenglikni

olamiz. O
Uy vazifaiari va mavzuni o'zlashtirish uchun masalalar

14.7. ¢ metrik fazoning to'laligini isbotlang.

14.8. To'lametrik fazolarning dekart ko'paytmasi yana to'la metrik fazo bo'lishi-

ni isbotlang. Demak, R7 metrik fazo to'la-

14.9. C[a. 6] uzluksiz funksiyalar to'plamida metrika

P{x:y) = J Signla (t) -y(t)\dt
Ja

ifoda- bilan aniglangan bo'lsa. (C[a, 6], p) metrik fazo to'la bo'ladimi?

14.10. C®]Ja. b]— uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar to'plamida metrika

p(X.y)= max |x (1) —y ()]
a<t<b
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tenglik bilan aniglangan bo'lsa, (Cnl™a, b\,p) metrik fazo tola emas.

(C ~[a b\.p) metrik fazoning toldirmasini toping.

1,411. /| : XX — R funksiya ganday shartlarni ganoatlantirsa p(x.y) =
|/ (@) —f (y) | akslantirish R to'plamda: a) metrika bo'ladi: b) (R. p)
to'la metrik fazo boiadi?

14.12. Agar p(x, y) = jarctgx —arctgy| bo'lsa. (R. p) metrik fazoning toldir-

masini toping.

14.13. ® — barcha finit ketma-ketliklar. ya’ni fagat cheklita hadi noldan farqli
X = (xi,xo:m., xn,0.0....) ketma-ketliklar to‘plami boisin. Agar

oc

Pi{x,y) - Xi-yi\, P2(X,y) = max |xf- y|

boisa, ($,Pi) va (®,)2) metrik fazolarning toldirmasini toping.

. X
1114, X = (—m ) to'plamda p(x,y) = sm 2y metrika kiritilgan.

(X,p) metrik fazoning toldirmasini toping.

11.15. IP - barcha. haqiqgiy koeffitsiyentli ko'phadlar to'plamida. x. y G IP uchun

pery DX O - yit) 4 gnax Ix*(t) -y (1) \
oerey 1X(0 — ity i4 GAX Ax(t) -y 1it) 1,
9B = maNa() O+ | O

metrikalar Kkiritilgan. (P. pi), (F, p2), (IP, p3) .metrik fazolarning tol-
dirmasini toping.

N M. : m,nezj to'plamning R da zich ekanligini isbotlang.
1117. Z, /{n—: nGZ, n -opO}. /Iin -|-H 'n, mGZ, nem q)oj to'plam-
lar R metrik fazoning liech yerida zich emas. Isbotlang.

li in. Mamma yerda zich, ichi bo‘sh bolgan to‘plamga. misol keltiring.
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Kantor to'plamining quyidagi (9.19-9.23) xossalarini isbotlang.

14.19.

14.20.

14.21.

14.22.

14.23.

14.24.

14.25,

14.26.

14.27.

14.28.

14.29.

14.30.

14.31.

Kantor to'plamining o'lchovi nolga teng.
Kantor to'plamining yakkalangan nuqtalari mavjud emas.

, L ! Y %j 1 " Ig
Kantor to'plamining ichki nuqtalari mavjud emas, ya’ni —0-
Kantor to'plami [0, 1] kesmaning hech yerida zich emas.

Kantor to'plami mukammal to'plam. ya'ni K = K".

_ _ - _ o T
R metrik fazoda shunday A to'plamga misol keltiringki, A. A. A,
07 J *
. A, A to'plamlar turli. ya’ni hech gaysi ikkisi teng bo'Imasin.

A

A C (X, p) hech yerda zich bo’lmasa. X\A to'plam hamma yerda
zichligini isbotlang.

Agar A hamma yerda zich va ochiqg to'plam bo'lsa, X\ A to'plam hech

yerda zich emas. Isbotlang.

Shunday A to'plamga misol keltiringki, A va X\A to'plamlarning har

biri hamma yerda zich bo'lsin.

® — finit ketma-ketliklar to'plami @ va £p(p > 1) metrik fazolarda

zich joylashgan, ammo ¢ va m metrik fazolarda zich emasligini isbot
giling.

Agar A to'plam B da, B esa C da zichjoylashgan bo'lsa. A to'plam
C da zich ekanligini isbotlang.

F —barcha ko'phadlar to'plami C[a. b] metrik fazoda zich. Isbotlang.

[ b] kesmada a —t\ < t2 < eee < tn — b nuqtalar va ixtiyoriy
Xi.$2 *e«£7 sonlar berilgan bo'lsin. U holda x(tj) = xj; i = 1l.n
va. [ti. tj+i] oraliglarning har birida. chizigli bo'lgan x(t) .funksiya qis-
man chizigli uzluksiz funksiya deyiladi. Barcha gisman chizigli uzluksiz

funksiyalar to'plami C[a. bl metrik fazoda zich ekanligini isbotlang.
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14.32. Barcha sodda funksiyalar (oichovli va giymatlari to'plami kokpi hilan
sanoqli bolgan funksiyalar) to'plami L\[a, b] metrik fazoda zich ekan-

ligini isbotlang.

14.33. Sodda funksiyalar to‘plami Lp[a, b] (p > 1) metrik fazoda zich. Isbot-

lang.

14.34. [a, b] kesmada a = t\ <t2< *ee< tn = b nuqtalar berilgan boisin.
(Uiu+i> i = I,n —1 intervallarning har birida o‘zgarmas. ti boli-
nish nuqgt-alaridagi giymatlari esa ixtiyoriy bolgan funksiya pog‘onasimofi
funksiya deyiladi. Ravshariki, pog'‘onasimon funksiya sodda funksiya boia-

di. Pogfonasimon bolmagan sodda funksiyaga misol keltiring.

14.35. Pog*onasimon funksiyalar Lp[a, b] (p > 1) metrik fazodagi barcha sod-
da funksiyalar to'plamida zich joylashgan. Isbotlang.

14.36. Pog‘onasimon funksiyalar Lp[a, bl (p > 1) metrik fazoda zich ekanligini

isbotlang.

14.37. Barcha uzluksiz funksiyalar Lp[a, 6] (p > 1) metrik fazodagi pog”ona-
simon funksiyalar to‘plamida zich. Isbotlang. Demak. C[a, b] to'plam

sifatida Lp[a, b] metrik fazoda zich.

| 1.38. [a, b}i kesmada aniglangan ixtiyoriy uzluksiz funksiyani istalgancha aniqg-
likda Lp[a,b\ fazo metrikasida ko:phad bilan yaginlashtirish mumkin,
ya'ni x(£) uzluksiz funksiya va ixtiyoriy s > 0 uchun shunday p(t)
ko'phad mavjudki,

##te p) = (y X

tengsizlik o'rinli. Isbotlang.

| 1.39. Oldingi 14.38-masaladagi p(t) kofphadning barcha koeflitsiyentlarini rat-

sional sonlar qilib tanlash mumkin. Isbot qgiling.
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14.40.

14.41.

14.42.

14.43.

14.44.

14.45,

14.46.

14.47.

14.48.

14.49.

Separabel metrik fazoning to'ldirmasi ham separabel bo'ladimi? Misol
keltiring.

Separabel fazoda ixtiyoriy G ochiq to'plamni sanoqgli yoki chekli sondagi
o'zaro kesishmaydigan ochiq sharlarning yig'indisi ko'rinishida:

G=\B (xmr,), B (@ rf)B (xr,ts) =0, rds3
tasvirlash mumkin. Isbot giling.

Separabel metrik fazoda ixtiyoriy F yopiq to'plamni mukammal M va
chekli yoki sanogli N to'plamlarning birlashmasi ko'rinishida tasvirlash
mumkin. Isbotlang.

Diskret metrik fazo separabel bo'lishining zarur va yetarli shartini toping.

M va N lar 1-kategoriyali to'plamlar bo'lsin. U holda M UN ning
1-kategoriyali to'plam ekanligini isbotlang.

Darajasi n dan oshmaydigau ko'phadlarning P<,, to'plami C[a, b
metrik fazoning hech yerida zich emas. Isbot giling.

P = (J P<n barcha ko'phadlar to'plami C[a, b metrik fazoda 1- kate-

goriyali to'plam bo'lishini ko'rsating.

bo{a. b to'plam Li\a, bl metrik fazoda 1-kategoriyali to'plam. Isbot-
lang.

xn(t) — uzluksiz funksiyalar va ixtiyoriy t E R uchun lim xn(t) =
xo (t) bo'lsa, xo (t) funksiyaning uzilish nugtalaridan iborat to'plam 1-
ka.tegoriyali to'plam ekanligini isbotlang.

Cla 6] to'plamda

p(x.y) = sign|x(t) - y(t) |dt
metrika. kiritilgan. (C[a. b\.p) separabel emas. Isbotlang.
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14.50.

] J

1.451.

14.52.

14.53.

14,64.

| 1.55.

| 1.56.

| 1.57.

14158.

1*1,50.

Cla, H metrik fazoda
Mn= {x :j*(f) - x(t")|<n:\t-t"\, VT €[a 0}
to'plam yopiqg va hech yerda zich emas. Isbotlang.

C[a, b] fazoda Lipshits shartini ganoatlantiruvchi funksiyalar to'pla-
ocC
mi M = [J N4 (14.50-masa.laga garang) l-kategoriyali to‘plam. M

n=i
to'plam yopig emas va C[a, 6] fazoda zich ekanligini isbotlang.

C[a 6] fazoda. har bir n E N da
Dn= {x : x\t) EC[a.§ va anl%)\x'(t)\ <n}
to'plam yopiq va yech yerda zich emasligini isbotlang.

Cla,b] fazodaénuzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar to'plami
C~a, 6] = [J Dn (Dn ~ 14.52-misolda aniglangan) 1-kategoriyali

n=I
to'plam, yopig emas va hamma yerda. zich ekanligini isbotlang.

Hech yerda zich bo'Imagan to'plamning gism to'plami hech yerda zich

emas. Isbotlang.

Chekli sondagi hech yerda zich bo'Imagan to'plamlarning yig'indisi hech
yerda. zich emas. Isbot giling.

(A.p) to'la metrik fazo. J1/ C X esa 1-kategoriyali to'plam bo'isin. U
holda. X \M to'plam X fazoda zich bo'lishini ko'rsating.

(X, p) to'la metrik fazo, Gn C X. T E N esa ochig va hamma. yerda.
ocC

zich to'plamlar bo'isin. U holda M = p)I Gn to'plarn ham hamma. yerda
W=

zich ekanligini isbotlang.

M to'plam hech yerda zich bo‘lmasligi uchun M = 0 shartning bajar-

ilishi zarur va yetarli. Isbotlang.

X -to'la metrik fazo, M C X esa 1-kategoriyali to'plam bo'isin. U holda
X\M 2-ka.tegoriyali to'plam. Isbot qiling.
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14.60.

14.61.

14.62.

14.63.

14.64.

14.65.

14.66.

14.67.

14.68.

Agar i/o £ B(x0:r) bo'lsa. B(yo. r) C B(xqg,2r) munosabatni isbot gi-
ling.

Biror A to'plamning e— atrofi ushbu
V*(A) = {x e X :inf p(x,y) <e
I yE/
tenglik bilan aniglanadi. U holda A = Ef>\0 Ve(A) tenglikni isbotlang.

To'g'ri chizigda. [a, b\. (a, 6), Z, Q. [a 00), 0 to'plamlarning che-
garalarini toping.

Hech yerda zich bo'Imagan to'plamning yopig'i ham hech yerda zich emas.

Isbotlang '

Fr(AUB) C FrA UFr B munosabatni isbotlang. Agar AN B = 0
bo'lsa. Fr(AUB) = FrA UFr B tenglikni isbot qgiling.

Separabel metrik fazoda ixtiyoriy to'plamning yakkalangan nuqtalari chek-
li yoki sanoqli to'plam bo'ladi. Isbotlang.

{xn} C [a, 6] bo'lsin. Ixtiyoriy (a, 8) C [a b] interval uchun n(a:/3)
orgali X\YX~iee xn nugtalarning (a, 0) oraliqga tushganlarining sonini
belgilaylik. Agar ixtiyoriy (a. i3) C [a. b] uchun

. hia: 6) 6 —a

lim — -

n—00 n b—a

tenglik bajarilsa. {xn} ketma-ketlik [a, b kesmada tekis tagsirnlangan

o . .1 1 212 3 12 k-1 J :
deyiladi. Ushbu 0.1, , —— .... ketma-ket-
Z o o 4 4 4 K K K

lik [0, 1] kesmada tekis tagsirnlangan bo'ladimi?

a — irratsionai son bo'lsin. {na} = na —[na], ya’ni na sonining
kasr gismlaridan tuzilgan ketma-ketlik [0. 1] kesmada tekis tagsirnlangan

bo'lishini isbotlang.

14.67-masaladan foydalanib. 1.5.52. ..., 5n,... ketma-ketlikdagi 5” son-

ning (o'nlik sanoq sistemasida) 13 dan boshlanish ehtimolligini toping.
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14.69. X tofla metrik fazo, {fn} esa X da aniglangan uzluksiz funksiyalar
bo'lsin. Agar ixtiyoriy x G X uchun chekli %fn(x) = f(x) mavjud
bodsa, / funksiyaning uzilish nuqtalari to'plami 1-kategoriyali to'plam

ekanligini isbot qiling.

14.70. Agar / : M — R funksiya har bir nuqtada chekli hosilaga ega boflsa..
f'(x) funksiya uzluksiz bo‘ladigan nuqtalar to”plami 2- kategoriyali to'p-

larn ekanligini isbotlang.
15-8. Uzluksiz akslantirishlar

X = (X,p) va Y = (Y.d) - metrik fazolar, / esa X ni Y ga ak-
slantirish bo'lsin. Agar ixtiyoriy e > 0 uchun shunday §.> 0 mavjud
bodib, p (X, xq) < shartni ganoatlantiruvchi barcha x G X nugtalar uchun
d(f(x).f(x0)) < e tengsizlik o'rinli bo'lsa. u holda / akslantirish xgq G X
nugtada Uzluksiz deyiladi. Agar / akslantirish X ning hamma nuqtalarida
uzluksiz bo'lsa. u holda / akslantirish X da uzluksiz deyiladi. Agar ix-
tiyoriy £ > 0 uchun shunday S > 0 mavjud bo'lib. p(x, y) < S shartni
ganoatlantiruvchi barcha x.y G X nuqtalar uchun d(f(x). f{y)) < £ teng-
sizlik bajarilsa, u holda / akslantirish X da tekis uzluksiz deyiladi. Agar
/| X —» Y biyektiv akslantirish bo'lib. / va f~1 akslantirishlar uzluksiz
lto;lsa. u holda f gorneomorf akslantirish yoki gomeomorfizrn deyiladi. X va
Y fazolar esa gorneomorf fazolar deyiladi. Agar (X. p) va (Y,d) metrik fa-
zolar ofitasida biyektiv moslik o'rnatuvchi / akslantirish ixtiyoriy G X
lar uchun p (x\.x2) —d (/ (xi),f (x2)) shartni ganoatlantirsa, u holda / ak-
slantirishga izometriya deyiladi. X va Y fazolar esa izometrik fazolar deyi-
ladi.’ ' Y ‘ 'V
15.1. / :R2—R funksiya har bir tayinlangan x da y o'zgaruvchi bo’yicha.

ko‘phad va har bir tayinlangan y da x o'zgaruvchi bo'yicha ko'phad
bo'lsa, f (x.y) funksiya ikkala. argumenti bo'yicha ham ko'phad ekanlig-

ini isbotlang.
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Isbot. Shartga ko'ra f(x,y) funksiyani quyidagicha tasvirlash mumkin

. 1(y,Y) .= iio(x) Y+ <) if2r+/, y" . 5-1)
f(x,y) =00(y) + bi{y)x+ b2(y)x2+ meet.& >(y)x™, ja (15.2)

Bundan / ning x va y o'zgaruvchilar bo'yicha differensiallanuvchi ekanligi
kelib chigadi. Agar y = 0 bo'lsa., u holda (15.1) va (15.2) lardan quyidagini
olamiz

f(x, 0) = a0(x) = b0(0) -f h(0) x 4 62(0) x24------j- 6m(0) xm.
Xuddi shunday (15.1) va. (15.2) lardan y bo'yicha xususiy hosila olib, ularning
y = 0 dagi giymatlarini tenglashtirib

ai(x) = H0(0) 4- b[(0) x 4 62(0) x2 4------- h b(%) xm

tenglikni olamiz. Va hokazo f(x,y) ning (15.1) va (15.2) ifodalaridan vy

bo'yicha. n—tartibli hosila olib. ularning y — 0 dagi giymatlarini teng-
lashtirib

an(x) = b~0) 4-i T f x4 b™p) x24- *ee4- &&N0) xm

tenglikka. ega. boiamiz. a0(x), ai(x),..., an(x) lar uchun topilgall bu ifo-
dalarni (15.1) ga. qo'yib, /(x, y) ning ikkala argumenti bo'yicha ham ko'phad
ekanligiga ishonch hosil gilamiz. O

15.2. Shunday / :R —R uzluksiz funksiya va G—ochiq. F—yopiq to'plam-
larga misol keltiringki” f(G) to”plam ochiqemas, f(F) to'plam esa yopiq
emas.

Yechish. Agar F chegaralangan yopiq (kompakt) to'plam bo'lsa. u holda.
f(F) ham kompakt. xususan yopiqg chegaralangan to'plam boiadi. Demak, F
yopiqg, lekin chegaralanmagan to'plam boiadi.

cos#, agar x £ [—4a\ 4m],
| 1+ (x® An)2:x2, agar |p|
G = (—2w—1, 1) ochig to'plamni olsak, f(G) — [, 1] yopiq boiadi.
F —ra7r, 00) yopig to'plamni olsak, f(F) = [1, 2) yopiq to'plam emas. O
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153. / : C[Q 1] — Li[0. 1] akslantirish = x(t) tenglik bilan
aniglangan bollsa, lining uzluksiz ekanligini isbotlang.

Isbot. xq E C[0, 1] ixtiyoriy nuqta bo'lsin. u holda
I
0(F(x)I(Xoy = J \X(t) - xO(\dt < m&x\x(t)-x0E\ J dt = p(x,x0)
0 0
tengsizlik o'rinli. Berilgan ¢ > 0 uchun # = ¢ desak, u holda p (x. xq) < 5
shartni ganoatlantiruvchi barcha x € X larda p(f(x). /(x0)) <i tengsizlik
ham o'rinli bo'ladi. xo E C[0. 1] ixtiyoriy nugta bo'lgani uchun / akslan-
tirish uzluksiz bo'ladi. O

15.4. | :C[0, 1] —<7[0, 1] akslantirish quyidagi

a) f(x(t)) = Bx(s)ds: b) f(x(1)) = Bsin(t - s)x(s)ds :

C) = f x2(s)ds ; d) f(x(t)) = x(ta), a>0
0

tenglik bilan aniglangan. Ularning gaysilari uzluksiz. gaysilari tekis uzluk-

siz bo%di?

Yechish. a), b) va d) tar tekis uzluksiz. ¢) uzluksiz, lekin tekis uzluksiz
emas. Biz misolning a) gismini tekshirish bilan cheklanamiz. / akslantirishni

tekis uzluksizlikka tekshiramiz. Barcha x, y E C[0. 1] lar uchun

p(/0): f{v)) = ‘max | f (x(s) - y(s))ds < Jnax, ke(s-) —y(s)}} If ds.,

ya’ni p(f(x),f(y))< p(xyy) tengsizlik o'rinli. Tekis uzluksizlik ta’rifidagi S
ui e ga teng desak. u holda p(x, y) < 6 shartni ganoatlantiruvchi barcha
X. y E X larda p(f(x). f{y)) < x tengsizlik bajariladi. Demak. / akslan-
tirish tekis uzluksiz ekan. Tekis uzluksiz akslantirish uzluksiz bo'ladi. <« O

. 1. agar x dy
5.5. R da pi(x.y) = \x—\ va po (x.y)
0. agar x —y

metrikalar ekvivalent emas. Isbotlang.
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Isbot. Teskarisini faraz gilaylik, yam pi va pZ2 metrikalar ekvivalent

bo'isin. U holda shunday Cx > 0, C2 > 0 sonlar mavjud boiib, barcha

X pynx.y £ (—oc, 00) lar uchun
Clpl{x,y)<p2(x,y)<C2plx:y) *=> C\\x-y\ < 1<C2\x-y\

tengsizliklar bajarilishi kerak. Lekin \x —y\ — desa.k, oxirgi tengsizlik

bajarilmaydi. Demak, pi va p2 metrikalar ekvivalent emas. O

15.6. C[a, b] todlamda kiritilgan

\x(t) - y{t)\2dtl

Poc{z,y) = gnq%é\x(t) - y(t)\':" fefc, ff = \;g

b b
Pi(x,y) = f K(t) - y(i)|A, Pi(x,y) = f sjgn|*tf) - y(t)\dt

a !
metrikalarning ixtiyoriy ikkitasi ekvivalent”emas. Isbotlang.
Isbot. Biz pi va poc metrikalarni ekvivalent emasligini kolrsatamiz, C [a, b]
fazoda y(t) = 0 va
1—n(t—a), agar t£ [a, a4 -]
Aa (i)
0, afar £E (a4 0]

funksiyalar uchun poo(xn, y) = 1 < 6>i(:rn, 2) tengsizlikni ganoatlantiruvchi

C > 0 soni mavjud emas. Chunki n —o00 da
/n ]
sonlar ketmaketligi nolga iiitiladi. Demak, pi va p”. metrikalar ekvivalent

emas. 0

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

15.7. Ikki argumentli / : [0, 1] x [0, 1] —» R funksiya har bir x da y bo'yicha
va. har bir y da x bo'yicha uzluksiz boisa. shunday (xo. r/o) nugta. mavjud-
ki, bu nuqtada / funksiya ikkala argumenti bo'yicha birgalikda uzluksiz

boiadi. Isbot qgiling.
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15.8. / funksiya (0, 1) intervalda cheksiz marta differensiallanuvchi bo'lsin.
Agar ixtiyoriy x G (0. 1) uchun shunday n = n(x) G N mavjud bo'lib.
/(«)('f) —o bo'lsa, / ning ko'phad ekanligini isbotlang.

15.9. (X.p) va (¥,d) metrik fazolar bo'lsin. / : X — ¥ akslantirishning
uzluksizligi quyidagi shartlarning har biriga teng kuchli ekanligini isbot-
lang:

a) ixtiyoriy G C Y ochiqg to'plam uchun f~I1(G) C X ham ochiq
to'plam;
b) ixtiyoriy F C Y vyopiqg to'plam uchun f~I(F) ¢ X ham yopiq
to'plam; » oo
c) ixtiyoriy {xn} C X yaqginlashuvchi ketma-ketlik uchun {f(xn)} C ¥
ketma-ketlik ham yaqinlashuvchi.

15.10. Ixtiyoriy fundamental ketma-ketlikni yana fundamental ketma-ketlikka
akslantiruvchi funksiya uzluksiz bo'lishi shartmi?

15.11. Agar X diskret metrik fazo bo'lsa. har gqanday f : X — Y akslantirish
uzluksiz bo'ladi. Isbotlang.

15.12. fi : X —Y, (i = 1.2) uzluksiz akslantirishlar bo'lsin. U holda
M= {xGX : [i(x) = f2(x)} to'plam yopiqg ekanligini isbotlang.

15.13. fi : X =¥, (r= 1,2) uzluksiz akslantirishlar va X da zich bo'lgan
biror M to'plam berilgan bo'lsin. Agar barcha x G M uchun /i(x) =
/2(x) bo'lsa, fi = /2 ,ya’ni akslantirishlar butun X fazoda teng. Isbot
giling.

15.14. /| : X —» Y uzluksiz akslantirish bo'lsin. Quyidagi implikatsiyalardan
gaysi biri to'g'ri? Ixtiyoriy M C A” to'plam uchun:

i- a)xeM =f(x) G/(M) ; 0

b) xG ib/(x)G /(M ) ‘ N
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OmeM[* fix) e ([((J1));

d) XGFrM = f(x) GFr (f(M))

15.15.

15.16.

15.17.

15.18.

15.19.

15.20.

X separabel metrik fazo va / : X —Y haqiqiy funksiya boisin. M

orgali X fazodagi barcha shunday nuqtalarni belgilaymizki. ITl_rgaf ()

mavjud va Ii_rpn/ (xX) @ f (a) boisin. M to'plamning ko'pi bilan sanoqli
X

ekanligini isbotlang.

5={z c C:\2\ =1} aylariada p(z\. zo) = \zi —zd| metrika kiritilgan.
Ixtiyoriy / : S —R uzluksiz funksiya uchun shunday Zg G S mavjudki,
f(zo) = f{—=zo0) tenglik oiinli. Demak, aylanada aniglangan uzluksiz
funksiya gandaydir diametral garama-qarshi nuqgtalarda. teng giymatlarni

gabul giladi. Isbotlang.". e

/| :Cl[a, 6] >+ C[0, 1] akslantirish f(x(t)) = x(a+ (b-a)t); 0<t<|
tenglik bilan aniglangan. Bu akslantirish:

a) uzluksiz, b) izometriya boiadimi?

f{x(t))=zx(t2) tenglik bilan a) f :C[-1. 1] C[0. 1];
b) / :Lp[~1 1 Lp[0, 1]; c¢)/ :C[-l, 1] —U0; 1] akslantirish-
lar aniglangan. Ularning har birini uzluksizlikka tekshiring.

f(x(t)) = x2(t) tenglik bilan a) / :C[0, 1] —=CJ[O0. 1];

b) / :LP[Q 1]- L2[0, 1]; «¢)/ :Za0o, I X2[, 1];

d / :£2[0. 1 -> bi[0, 1]; e) / :Li[0. 1] -* Li[0,-1] akslantirishlar
aniglangan. Ularni uzluksizlikka tekshiring.

[ 1 L2p, 1] —L2[0, 1] akslantirish quyidagi

a) f{x(t)) = f x(s)ds:  b) f(x(t)) = f sin(t - s)x(s)ds:
0 | °t
) F(*it)] = J x2(s)ds; ) /(*(*)) = | x(sa)ds, a >0

tenglik bilan aniglangan. Ularning qaysilari uzluksiz, qaysilari tekis uzluk-

siz boiadi?
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15.21.

15.22.

15.23.

15.24.

15.25.

15.26.

15.27.

15.28.

[ :L2[0, ] —L2[0. 1] akslantirish ushbu
a) 'x(t). ne C[0,1]; b) f(x(t)) = x(ta), a >0
tenglik bilan aniglangan. Ularni uzluksizlikka tekshiring.

M da uzluksiz. lekin tekis uzluksiz bo'lmagan funksiyaga misol keltiring.

X. Y—metrik fazolar bo'lib, Y —to'la bo'lsin. Agar M C X hamma
yerda zich. / : M —Y tekis uzluksiz akslantirish bo'lsa, shunday F :
X —Y tekis uzluksiz akslantirish mavjudki. F|n/ = /, ya’ni ixtiyoriy

x £ M uchun F(x) = /(x). Isbotlang.

Lipshits shartini ganoatlantiruvchi akslantirish tekis uzluksiz akslantirish

bo'lishini isbotlang.

K (£ $) funksiya [a, 6] x [a 6] kvadratda ikkala argument! bo'yicha

uzluksiz bo'lsa, b

tenglik bilan aniglangan A : C[a bl —CJa b) akslantirish Lipshits shar-

tini ganoatlantirishini isbotlang.

O'lchovli K(t.s) funksiya uchun

tengsizlik o'rinli bo'lsa. A : L2[a: b —L2{a 6]
b

akslantirish tekis uzluksiz bo'lishini isbotlang.

f : X — Y tekis uzluksiz va g : Y —* Z Lipshits shartini ganoat-
lantiruvchi akslantirishlar bo'lsin. U holda g o/ : X —Z akslantirish

tekis uzluksiz (Lipshits shartini ganoatlantiruvchi) bo'ladimi?

[0. 1] kesmada tekis uzluksiz. ammo Lipshits shartini ganoatlantirmay-

digan funksiyaga misol keltiring.
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15.29

15.30.

15.31.

15.32.

15.33.

15.34.

15.35.

15.36.

15.37.

15.38.

15.39.

15.40.

15.41.

(X,p) metrik fazo bo'isin. p : X x X —R akslantirish
a) uzluksiz; b) tekis uzluksiz bo'ladimi?
(X,p) metrik fazo, A =£0, A C X biror to'plam bo’isin. d : X R

funksiya c?(x) = in;\p(x,?/) tenglik bilan aniglangan. Shu akslantirisIm-
yz

ing tekis uzluksiz ekanligini isbotlang.

R2 da p(x,y) = >/(" ~ ~i)2+ (%2~ ¥Y2)2 metrika, C kompleks son-
lar to'plamida d(zi,z-2) — \zi - z2\ metrika kiritilgan. Bu fazolarning

izomet.rik ekanligini isbotlang.
AL - - .V

X va Y lar metrik fazolar bo'isin. X xY v aF x| metrik fazolarning

izometrik ekanligini isbotlang. 4

c va R x co fazolarning izomet.rik ekanligini isbotlang.

C[0, 1] va CJ[a, b] metrik fazolar orasida izometriya. 0'mating.
Izometriya ekvivalentlik munosabati bo'lishini isbotlang.

R metrik fazoning barcha. izometriyalarini toping.

R2 metrik fazoning (p(x,y) = n/{% ~ Y1)2+ (x2—y2 ) barcha izo-
metriyalarini toping.

Metrik fazoni o'zini-o'ziga akslantiruvchi barcha izometriyalar gruppa

tashkil etishini isbotlang.

Biror X to'plamda. pi va p2 ekvivalent metrikalar berilgan bo'isin. X
to'plamdagi barcha metrikalar uchun kiritilgan bu munosabat hagigacda

ham ekvivalentlik munosabati bo'lishini isbotlang.

X chekli to'plam bo'lsa, unda. kiritilgan ixtiyoriy ikki metrika ekvivalent
ekanligini isbotlang.

Rn da. kiritilgan pi, p2= P va p~. metrikalar ekvivalent ekanligini is-

botlang.
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15.42. Ekvivalent metrikalarning birida yaqinlashuvchi (fundamental) bo'lgan
ketma-ketlik ikkinehisida ham yaqinlashuvchi (fundamental) bo'lishini is-

botlang.

15.43. Ekvivalent metrikalarning birida ochiq (yopiq) bo'lgan to'plam ikkinchisi-
da ham ochiq (yopiq) ekanligini isbotlang.

15.44. pi va p2 ekvivalent metrikalar bo'lsin. Agar (X, pi) metrik fazo a)
to'la; b) separabel: c) diskret bo'lsa, (X ,pi) metrik fazo ham shu xossaga

ega bo'ladi. Isbot giling.

2
15.45. C” to'plamda poc(x,y) — max [;r* —y,|, pr(xny) = W —
L<r<n i=1
P2{X,y) = —Yr\2 metrikalarning ixtiyoriy ikkitasi ekvivalent

i=1
ekanligini isbotlang.

15.46. X to'plam [a, 6] kesmada o'lchovli va chegaralangan funksiyalardan
iborat. Shu to'plamda aniglangan
(b \ /b \ Xp

UBE'N = J P2(x,y) W 1pix(t) ~y(t)\PAt j
\a ) \a /

metrikalar pi ¢ po, (pi > L p2 > 1) bo'lganda ekvivalent emasligini

iIsbotlang.
IV 17. Gomeomorfizm ekvivalentlik munosabati ekanligini isbotlang.

15.-18. / . X >Y gomeomorfizm, M C X to'plam berilgan bo'lsin. Ushbu
tasdiglarni isbotlang:
a) M ochiq to'plam bo'lsa, f(M) ham ochig;
b) M vyopiqg to'piani bo'lsa, f(M) liarn yopiq:
0. . . uw
1.40. Gorneomorf metrik fazolardan biri separabel bo'lsa, ikkinchisi ham sepa-

rabel bo'lishini ko'rsating.
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15.50. R to'plamda p\(x,y) = X - Y\ va p2(x,y) = J|arctgx - arctg#|
metrikalar kiritilgan, (R. p\)va (R, P2) metrik fazolar gomeomorf ekan-
ligini isbotlang. xn= n ketma-ketlik (R. p2) metrik fazoda. fundamen-

tal, (R, pi) fazoda esa. fundamental emasligini isbotlang.

(R. pi) to'la metrik fazo. (R, p2) esa to'la emas. Demak. gomeomorf
metrik fazolarning biri to'la bo'lsa, ikkinchisi to'la bo'lishi shart emas.

Xulosa. Metrik fazoning to'laligi topologik xossa. emas.

15.51. (X.p) metrik fazo bo'isin. Agar pi(x"y) = -------= yj- bo‘lsa, (X.p)

va. (X, pi) metrik fazolar gomeomorf ekanligini isbotlang.

15.52. R va R2 metrik fazolar gomeomorf emas. Umuman T m da Rn va

Rw, metrik fazolar gomeomorf emasligini.isbotlang.

15.53. [a. b] to'plamda. aniglangan
Pi(x,y) = é@&)ﬁ) k{t) - y(t)\ + éﬁ%éj\)(\t) -yt (t)\ + ér<?<|f)\x"(t) -1 (F)].

p2(x,y) = max IX(F) - y(H)\ + max x"{t) - y"(O\

metrikalarning ekvivalent ekanligini isbotlang.

15.54. (X.p) va (¥,d) metrik fazolar bo'isin. Agar (Y.d) fazoning biror
metrik gism fazosi (X ,p) metrik fazoga izometrik (gomeomorf) bo'lsa.
(X. p) fazoni (Y.d) fazoga izometrik (gomeomorf) joylashtirish, mumkin
deyiladi. Agar n < m bo'lsa. R” metrik fazoni Rm fazoga izometrik

joylashtirish mumkinligini isbotlang. Bu yerda. metrika sifatida

K

K
Poo (x,y) = ax - - Di\, pi {x,y) _7]*|- yt

(fc = n yoki k = ni) ifodalardan biri olingan.
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15.55. S tabiiy metrika kiritilgan aylana bo'lsin. U holda S x [0, 1] va S x S
metrik fazolarning har birini R3 metrik fazoga gorneomorf joylashtirish

mumkinligini isbotlang.

15.56. Uchta nuqtadan iborat bo'lgan ixtiyoriy metrik fazoni R2 metrik fazoga
izometrik joylashtirish mumkinligini isbotlang. To'rtta nuqtadan iborat
bo4gan diskret metrik fazoni R2 metrik fazoga izometrik joylashtirish
mumkin emas. ammo R3 metrik fazoga izometrik joylashtirish mumkin-

ligini isbotlang.

15.57. To'rtta nuqtadan iborat shunday metrik fazo mavjudki, uni Rn metrik
fazolarning birortasiga. ham izometrik joylashtirish rnumkin emasligini

isbotlang.

15.58. L2[0; 1] metrik fazoni Li[0, 1] metrik fazoga

a) gorneomorf, b) izometrik joylashtirish mumkinmi?
16-8. Qisqartirib aks ettirish prinsipi

Agar / : (X, p) —= (Y. d) akslantirish uchun shunday L > 0 son mavjud
bo'lib, ixtiyoriy xi, x2 G X lar uchun d (/ (ajj)./ (22)) < Lp (xi, X0 shart
bajarilsa., u holda / akslantirish Lipshits shartini ganoatlantiradi deyiladi.
Agar f.: X — X akslantirish Lipshits shartini ganoatlantirsa. va. Lipshits
o'zgarmasi L < 1 bo'lsa. / akslantirish gisuvchi deyiladi. Agar A : X —X
akslantirish uchun shunday x € X nuqta mavjud bodib, Ax — x tenglik
bajarilsa x nuqta A akslantirishning go'zg:almas nugtasi deyiladi.

16.1-teorema (Qisuvchi akslantirishlar prinsipi). To'la 'metrik fazoda aniqg-

langan har ganday gisuvchi akslantirish yagona qokg:almas nuqtaga ega,

16.1. x — - cos x —2 tenglama yagona yechimga ega ekanligini isbotlang.

0
Kalkulyator yordamida yechimni 0,001 aniqlik bilan toping.
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Yechish. Haqiqgiy sonlar to‘plami R — to4la metrik fazo.

/| :R —R . f(x) = - cos x —2 akslantirish esa
0

p(/w i,/ Ap(*i, "2
shartni ganoatlantiradi. ya'ni - gisuvchi. Shuning uchun 16.1-teorema.ga kofa.

berilgan tenglama yagona yechimga ega. Uning yechimi taqriban
x W —2.194749. O

16.2. C[—a. a] metrik fazo va . C[—a. a —= C[—a, a (i = 1.2) ak-
slantirishlar f\(x(t)) = x(—t) va /2(x(i)) = —x(—t) tengliklar bilan
aniglangan. Shu akslantirishlarning qo'zg'almas nuqtalarini toping.

Yechish. C[—a.a] metrik fazoda. juft funksiyalar to'pmmini C*[—a, 4]
bilan. toq funksiyalar tofplamini esa C~[—a< a] bilan belgilaylik. U holda
ixtiyoriy x+ G C*[—a. a] uchun /i(x") = x+ tenglik o'rinli. Xuddi shun-
day kofisatish mumkinki. har bir x~ G C~[—a, a] da. /2(x“) = x- tenglik
o'rinli. Demak, barcha juft funksiyalar /1 akslantirishning go‘zg;almas nug-

talari, barcha toq funksiyalar esa /2 ning qo'zg'almas nuqtalari bod4ar ekan.
D " **

16.3. R metrik fazoda. shunday / : R — R akslantirishga. misol Kkeltiringki,
barcha x, y € R, x ¢ y lar uchun

p(fix)-.f(y)) < p(X:¥)

tengsizlik offinll, ammo /(x) = x tenglama yechimga ega bo'lmasin.

Yechish. Barcha x GR lar f(x) = n/x2+ 1H— . funksiya musbat

vXx24-1
giyrnatlar gabul giladi. Bu funksiya. uchun barcha. x, y G R, x ® y larda

p(f(x), f{y)) < p(x. y) tengsizlik o'rinli, ammo f(x) = x tenglama. yechim-
ga ega emasligini ko'rsatamiz. Funksiya giymatlari musbat bo'lganligi uchun

x < 0 larda /(x) = x tenglama yechimga. ega. emas. Shuning uchun x > 0

holni gqaraymiz:



Demak, barcha x € R larda f(x) > x o'rinli. Endi

VII

mP(/(z), 1(y)) < p(x, y) 4="11(x) - FY\ <|T- |

tengsizlikni isbotlaymiz. Funksiya hosilasi uchun

y

= VP+T " (NA+T)3=V A+ i {1~ = (2+1)R2

((uiglik o'rinli. Bu yerdan kelib chigadiki, barcha x € R larda. /XT) 1

o‘rinli. Shuning uchun

L/(*)-1(y)r ~|I'(C)1tr-~<.|z-y]|, xady

tengsizlik o'rinli. O

10.4.

1(15.

1(1.0.

Hi,7.

Mi8.

Y.

Uy vazifaiari va mavzuni o4lashtirish uchun masalalar

Agar / :R —R va |/'(.r)] < g< 1 bo'lsa. x —f(x) tenglama yagona

yechimga ega ekanligini isbotlang.

Agar / :[a, 6] = [a 6] uzluksiz funksiya bo'lsa. x = f[x) tenglarna-

nirig yechimi mavjudligini isbotlang.
Agar 0 < a < 1 bo'lsa.

~a) ~0*0

rekurrent usulda aniqlanuvchi {xn} ketma-ketlikning ”~/a soniga. yagin-

lashishini isbotlang.
Diskret metrik fazoda ganday akslantirish gisuvchi bo'ladi?

S = {z: \2A= 1} aylana bo'lsin. f : S — S qisuvchi akslantirish

mavjudmi?

JT metrik fazo. / : X — X qisuvchi akslantirish bo'lsin. U holda /

akslantirish uzluksiz va hatto tekis uzluksiz bo'lishini isbotlang.



16.10.

16.11.

16.12.

16.13.

16.14.

X tofla metrik fazo va fj'. X —=* X (i = 1.2) akslantirishlar berilgan
bo'isin. Agar [ qisuvchi bo'lsa, hamda fi of2= /20j\ tenglik o'rinli

bo'lsa, /2 akslantirishning qo'zg'almas nuqtasi mavjudligini isbotlang.

R?2 metrik fazoda yagona go'zg'almas nuqtaga. ega bo'lgan izometriya
shu nuqta atrofida burishdan iborat ekanligini isbotlang.

X to'la metrik fazo, / : X —X biror akslantirish bo'isin. / akslan-

tirishning iteratsiyalari (daraja.la.ri) ushbu

f2=fof:mf« =1rJ16/ 1

tengliklar bilan aniglanadi. Agar biror n uchun fn gkuvchi bo'lsa., / :
X X akslantirish yagona go'zg'almas nuqtaga ega bo'ladi.. Isbot qil-

ing.

K(t. s) funksiya [a. b\ x [a. b} kvadratda uzluksiz bo'isin. U holda Vey-
ershtrass teoremasiga ko'ra K (t. 5) funksiya chegaralangan, ya’ni barcha.

tys G [a, b] lar uchun
\K{Us)\<M

tengsizlik o'rinli. Ushbu

(Ax)(t) = f K(t, s)x(s)ds
Ja

akslantirish Cla. 6] metrik fazoni o'zini-o‘ziga. akslantirishi va. barcha

X. y £ C[a. b funksiyalar uchun
p(Ax. Ay) < M(b —a)p(x.y)
tengsizlikning bajarilishini isbotlang.

K (t. s) o'lchovli funksiya uchun

ok sndidas <w

Ja Ja
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Ifi, 15.

16.16.

10.17.

M. 18.

1(1.19.

tengsizlik o'rinli bo'lsin. U holda b] fazoda aniglangan

x(t) = Af K(t,s)aj(s)ds 4-y{t), y GL2[a 0

integral tenglama J1 parametrning yetarlicha kichik (moduli bo'yicha)

giymatlarida yagona yechimga. ega ekanligini isbotlang.

K{bys) funksiya a < s < t < 6 uchburchakda (sohani chizib ko'rsating)

uzluksiz bo'lsin. U holda

tenglik bilan aniglangan .4 : (7[a, 6] = C[a, 6] akslantirish uchun shun-
day n natural son mavjudki, A7 : C[a, b —CJ[a. 6] akslantirish gisu-

vchi bo'ladi. Isbotlang..

K(tYs) funksiya a < s <t <b uchburchakda. y(t) funksiya esa [a, 0]

kesmada uzluksiz bo'lsa.

integral tenglama ixtiyoriy J1 G R uchun yagona uzluksiz yechimga ega.

Isbotlang.

t :
(Ax)(t) = J x2(s)ds tenglik bilan aniglangan A : C[0, a] — C[0, a]
(o] S °

akslantirish hech bir a > 0 uchun gisuvchi emas, Isbot. giling.

a > 0 sonning ganday giymatlarida
x(t) = 1+ f x2(s)ds
integral tenglama C[0, a] fazoda yechimga ega?

R" fazoda



16.20.

16.21.

16.22.

16.23.

gism to'plam simpleks deyiladi. Agar P = {pij). i-j —I. n matritsa el-
n

ementlari W, > 0 va YjPij = 1; J = 1:2,.... n shartlarni ganoatlantir-
=

sa, P stoxastik matritsa deyiladi. x i=>Px akslantirish 57 1 simpleksni
0‘zini-0‘ziga akslantirishini ko;rsating. 5n_1 to'plamda
n

p{x,y) = TLI,.}xi - vil, 51
bll

metrika. kiritilgan bo'isin. Agar P matritsaning biror satri musbat el-
ementlarda.il iborat bo'lsa. (py > O.p® > 0, > 0), Px = x

tenglama 57" 1 simpleksda yagona yechimga ega. bo'lishini ishotlang.

K(t,s) funksiya. [0, 1] x [0, 1] kvadratda. uzluksiz bo'isin.

81% J/0 IK (t.s)\ds = M

belgilash kiritaylik. Agar AM|Al < 1 tengsizlik bajarilsa,

x(i) = 1+ A1 K(t. s)x(s)ds
Jo

integral tenglama C[0. 1] fazoda yagona yechimga ega ekanligini isbot-

lang.

Kalkulyatordan foyda.la.nib,

a) 5x —3sinx = 7. b) 3a+e-”" = 10. ¢) x = In\/l --x2—3

tenglarnalar yechimini 0,01 aniglikda toping.

/' biror uzluksiz funksiya bo'lsa,

LHffl 1 sin [MQ
tenglikni ganoatlantiruvchi x € C[0, 1] funksiya mavjud. Isbotlang.

Ushbu

X(t) = e~r™ + sint
tenglamaning C[0. 1] fazoga tegishli yechimi mavjud. Isbotlang.

216



16.24.

10.25.

10.26.

10.27.

10.28.

X to'la metrik fazo. A : X —Xp(AXx,Ay) < gp{x,y), 0<qg< 1
gisuvchi akslantirish bo'lsin. Ixtiyoriy x0 G X uchun Ax = x tenglama-

ning yechimi B[x0, ~ —1 sharga tegishli. Isbotlang.

X to'la metrik fazo, B[xo.r] C X 'yopiq shar va / : B[xo:r] —=&* X
biror akslantirish bo'lsin. Agar / akslantirish B[a;0: r] sharni gisqgartirib

akslantirsa. ya’ni
p{f(x).f{y))<a-p(x,y), 0<qg<:1, x.y GB[x0)r]

shartni ganoatlantirsa va p(f{x):x0) < (1 - q) *r tengsizlik bajarilsa.

f{x) = x tenglama B[x0.r] sharda yagona yechimga ega. Isbotlang.

X to'la metrik fazo, / : X — X uzluksiz akslantirish
P(f(x): f(y)) > f *P(xty), a>1 x\y£X

shartni ganoatlantirsin. U holda f(x) = x tenglama yechimgaega bo'lishi

shartmi?

R fazoda metrika

\Vi=1
tenglik bilan aniglangan. A = (a®). i,j = 1.n matritsa elementlari

n
.max V Ifiil <1

I<j<n
i=1

shartni ganoatlantirsa. .4 : Rn—>R” akslantirish gisuvchi bo'ladi. Isbot-

lang.
A = (aij) cheksiz matritsa bo'lsin. x = (n-i.£2. ... ,xn. ...) uchun
a @ 04] \
N 2 a2iXuU |
i i=1 . L, /

belgilash kiritaylik. Quyidagi tasdiqglarni isbotlang:
o
a) agar sup \a™ < 1 bo'lsa. A : I\ —| | .- gisuvchi:-

I<j<Xx =1l
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16.29.

16.30.

16.31.

16.32.

b) agar sup Y2 \a>\ < 1 bo'lsa, A :m —m - gisuvchi:

l<r<oo j=1

@ 0
c) agar Yl Ijl(_l \aijl < 1 bo'lsa. A :t2 £2 - gisuvchi.
J=1

Akslantirish A : C[0, 1] — C[0, 1], Ax(t) = Ax(ta), a > 0 tenglik
bilan berilgan. Parametr A ning ganday giymatlarida bu akslantirish
gisuvchi boiadi?

/ va g uzluksiz funksiyalar boiib, |/(0)] < 1, |/(1)] < 1 shart bajar-
ilsa,

?2$ 1= AN + 9(t)

ega ekanligini isbotlang.

A 1200, 1] —L2[0, 11, (Ax)(t) = Aex(t°), 0< a < 1 akslantirish

A parametrning ganday giymatlarida gisuvchi bo'ladi?

K(t.s) uzluksizva a < 1 bo'isin. Parametr A ning ganday giymatlarida
A :C[0, 1] -> C[0, 1

(AX)(t) = Aef x(s) ds
JO \ «
akslantirish gisuvchi bo‘ladi?

17-8. Metrik fazolarda kompakt to’plamlar

Agar K C X to'plamning istalgan ochig goplamasidan chekli gism qopla-

ma ajratish mumkin bo'lsa, u holda K kompakt toplam deyiladi. Agar X

fazoning istalgan ochiqg qoplamasidan chekli. gism goplama. ajratish mumkin

bo'lsa. u holda X kompakt. metrik fazo deyiladi. Kompakt to'plamni quyida-
gicha ham ta'riflash mumkin. Agar K to'plamdan olingan ixtiyoriy {xn}

ketma-ketlikdan K da yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin

bo'lsa, K ga kompakt to'plami deyiladi. Agar M to'plamning yopig'i [M]

kompakt to'plam bo'lsa, M nisbiy kompakt to'plam deyiladi. Agar ixtiyoriy
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\X G M uchun shunday a G A mavjud bo'lib. p(x, a) < e tengsizlik bajarilsa,
A to'plam M to'plam uchun £ to'r deyiladi. Agar ixtiyoriy e > 0 son
uchun M to'plamning chekli ¢ to*ri mavjud bo'lsa, M to'la chegaralangan
to'plam deyiladi.

Har ganday to'la chegaralangan to'plam chegaralangan bo'ladi, lekin teskari-
si o'rinli emas. Metrik fazolarda to'plamning nisbiy kompakt bo'lishligi hagida.
quyidagi tasdiqg o'rinli.

17.1-teorema. (X, p) tola metrik fazodagi M to'plam nisbiy kompakt
bo'lishi uchun, uning to'la chegaralangan bo'lishi zarur va yetarli.

C[a 0] fazoda F funksiyalar oilasi berilgan bo'lsin. Agar shunday C > 0
mavjud bo'lib. ixtiyoriy ¢ G F va barcha x G [a,b) lar uchun |dh(x) j < C
tengsizlik bajarilsa, u holda F funksiyalar oilasi tekis chegaralangan deyiladi.
Agar ixtiyoriy e > 0 son uchun shunday 6 > 0 son mavjud bo'lib. |xi - x2| <
S tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy xr, x2 G [a, b} hamda barcha ¢ G F
lar uchun | (xi) —(x2) \ < £ tengsizlik bajarilsa. F funksiyalar oilasi tekis
darajada uzluksiz deyiladi.

17.2-teorema (Arsela teoremasi). M ¢ C[a,b\ to'plam nisbiy kompakt
bo'lishi uchun uning tekis chegaralangan va tekis darajada uzluksiz bo'lishi
zarur va yetarli.

Endi biz Rn yoki C” fazoda to'plamning kompaktlik va nisbiy kompaktlik
Kriteriysini beramiz.

17.3-teorema. Rn(C,?) metrik fazodagi K to'plam kompakt bo'lishi uchun.
uning chegaralangan va yopiq bo'lishi zarur va yetarli.

17.1-natija. Rn(Cn) metrik fazodagi K to'plam nisbiy kompakt bo'lishi

uchun. uning chegaralangan bo'lishi zarur va yetarli.

17.1. X metrik fazoda A va B nisbiy kompakt to'plamlar bo'lsa, AUB. An
B to'plamlar ham nisbiy kompakt bo'lishini isbotlang.

Isbot. A va B nisbiy kompakt to'plamlar bo'lgani uchun. 17.I-teorema-
gn ko'pa, ular to'la chegaralangan bo'ladi. Demak. A va B to'plamlar uchun
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Ae va B5 chekli e to'dar mavjud. U holda AU B to'plam uchun As U BE
to'plam chekli e to'r bo'ladi. Bundan AUB to'plamning to'la. chegaralangan
ekanligi. 17.1-teoremada.n esa A U B ning nisbiy kompakt to'plam ekanligi
kelib chigadi. 17.3-misol tasdig'iga ko'ra kesishma AT B C A nishiy kompakt
to'plam bo'ladi. O

17.2. Cla.b] fazoda.
F={y{s) =J K((s,t) x(t) dt. x WB[O, 1]] (17.1)

funksiyalar oilasini nisbiy korhpaktlikka tekshiring. Bu yerda £5[0, 1]
to'plam - C[a B fazodagi markazi noY (x(t) = 0) nuqtada radiusi 1
ga teng bo'lgan yopiq shar. K (s.t) - [a, 6] x [a b kvadratda aniglangan

uzluksiz funksiya:

Yechish. Arsela teoremasiga ko'ra. F funksiyalar oilasining tekis chegara-
langan va tekis darajada uzluksiz ekanligini ko'rsatish yetarli. K ($,t) funksiya
- [a,6] x [a b kvadratda uzluksiz bo'lganligi uchun u chegaralangan, yani
shunday C > 0 son mavjudki. barcha s. t € [a, 6] lar uchun |K(s,t)\ < C
tengsizlik o'rinli. x € B[0, 1] shartdan am<ta<>l<3 \x (£) | < 1 ekanligi kelib chiga-
di. Endi F funksiyalar oilasining tekis chegaralangan ekanligini ko'rsatamiz:

Yy 1= f K@ t)x(t) di< £ K@) [*Ix(t))d<C-1-(6-a).

Ja \ Ja

Bu tengsizlik F funksiyalar oilasining tekis chegaralangan ekanligini isbotlay-
di. Endi F funksiyalar oilasining tekis darajada uzluksiz ekanligini ko'rsatamiz:

2/(S2>1.= fa K{sut) xfct) dt —fl K (S2:f) X {t)jit | <

< fl \K(sbt) - K(s2,t) Ie1X(t).1dt<e-1-(b- a).
So'nggi munosa.bat \si —s2| < 5 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha si,s2 E
[a,b] va hamma. x € £7[0, 1] lar uchun o'rinli. Demak, F funksiyalar oilasi

tekis darajada. uzluksiz ekan. Shunday qilib. Arsela teoremasiga ko'ra (17.1)
tenglik bilan aniglangan F funksiyalar oilasi nisbiy kompakt to'plam bo'ladi.

] -
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17.3. C[0: 1] fazoda.

LLI b= |*e(t>= . Qe (0’Tn (17-2),,

funksiyalar oilasini nisbiy kompaktlikka tekshiring.

Yechish. Arsela. teoremasiga ko'ra. (17.2) tenglik bilan aniglangan @
funksiyalar oilasining tekis chegaralangan va. tekis darajada uzluksiz ekanligini
tekshirishimiz kerak. (1 —at)2= 1—2at-\-a2t2> 0 tengsizlikdan |xQ(t) | <
1 ekanligi kelib chigadi. Demak, & funksiyalar oilasi tekis chegaralangan ekan.
Tekis darajada uzluksiz emas degan tushunchani ta'riflaymiz. Agar biror e > 0
son va ixtiyoriy S > 0 uchun shunday xa G ® va shunday t\. t2€ [0. 1] lar
mavjud bo'lib, 1t\ —t<i| < S tengsizlik bajarilganda

|Xa (t1) % (*2) 1~ -

tengsizlik bajarilsa, ® funksiyalar oilasi tekis darajada uzluksiz emas deyiladi.

. 12=0

Endi c = I/2va.()>0 - ixtiyoriy son bo'lsin. Agar a > o—va = 'S

bo'lsa,. u holda 11\ —£21—a—< S bo'ladi. ammo

K 2a- —
I*a (h) - Xa (h) |= -—------- =1>5
1+ QZ-gl
tengsizlik o'rinli. Demak, @ funksiyalar oilasi tekis darajada uzluksiz emas
ekan. Shunday qilib, (17.2) tenglik bilan aniglangan ® funksiyalar oilasi nisbiy

kompakt to'plam emas ekan. O
17.4. X metrik fazoda sanogli va kompakt bo'lgan to'plamga misol keltiring.

Yechish. X = (00, oc) va M = {0, 2. 2~1,.... 2~n. ... } boTsin.
[/ to'plam sanoqgli va. yagona. limitik nuqtasi 0 ni saqlaydi. Demak. M yopiq
to'plam. M to'plam quyidan 0. yuqoridan 2 bilan chegaralangan, ya.'ni chegar-
alangan to'plam. 17.3-teoremaga. ko'ra. M kompakt to'plam bo'ladi. O

Uy vazifaiari va mavzuni o4lashtirish uchun masalalar
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17.5.

17.6.

17.7.

17.8.

17.9.

17.10.

17.11.

17.12.

17.13.

17.14.

17.15.

17.16.

X metrik fazo A undagi kompakt to'plam bo'lsin. U holda ixtiyoriy
B(B C A) to'plamning nisbiy kompakt bo'lishini isbotlang.

X metrik fazo A undagi kompakt to'plam bo'lsin. Shunday B(B ¢ f)

to'plamga misol keltiringki, u kompakt to'plam bo'lmasin.

X metrik fazo A undagi nisbiy kompakt to'plam bo'lsin. U holda ix-
tiyoriy B(B C A) to'plamning nisbiy kompakt bo'lishini isbotlang.

X metrik fazoda A va B kompakt to'plamlar bo'lsa, A UB. Al B
to'plamlar ham kompakt bo'lishini isbotlang.
Kompakt. metrik fazo to'la ekanligini isbotlang.
%
Kompakt metrik fazo separabel. Isbot qiling.

Kompaktning uzluksiz akslantirishdagi tasviri yana kompakt bo'lishini

isbotlang.

X kompakt metrik fazo, {-Fq}qg/ esa undagi yopiqg to'plamlar bo'lsin
Agar Fa to'plamlarning ixtiyoriy cheklitasi bo'sh bo'lImagan kesishnmgrt

ega bo'lsa, u holda f] Fa kesishma ham bo'sh emas. Isbotlang.
nei

Kompakt metrik fazolarning dekart ko'paytmasi yana kompakt bo'lishi ul

isbotlang.

X. Y metrik fazolar, Y kompakt va / : X —Y uzluksiz va inyektiv

akslantirish bo'lsin. U holda X va f(X) gorneomorfekanligini isbot Inng
X kompakt metrik fazo va / : X —X akslantirish uchun

f{y)) t y)>> YKy wX LL
tengsizlik bajarilsa. / izometriya bo'lishini isbotlang.

X kompakt metrik fazo va. / : X X akslantirish

vu = ;oo p(F{x)JI{y)) <p(x:y)n xdy



MIrtni ganoatlantirsin. U holda f(x) = x tenglama yagona yechimga

ri'ii bo'lishini isbotlang.

IV, Y kompakt metrik fazo va / : X — X izometriya bo'isin. U holda
I'( V) = X ekanligini isbotlang.

|f, [N. Kk iiMIrik fazodaa) Z,b) Mn = - K€ z | to'plam R uchun ganday

l0"ini tashkil etadi?
Il 7, in'plain R2 da ganday to'rni tashkil etadi?

|0 Irkinlikdagi A = {1 <x< 5 0<y < 4} to'plam uchun chekli £ =
lo’r quring. Chekli £ = n/2 to'rlar ichidan eng kam elementlisining

o b»I4 M lari sonini toping.

\/ >Y tekis uzluksiz. M C X to'plam to'la chegaralangan bo'lsa,
fhi/) to'plam ham to'la chegaralangan. Isbot qgiling. Agar tekis uzluksi-
Il *linrtini fagat uzluksizlik sharti bilan almashtirilsa, xulosa noto'g'ri
Ini IMill, Misol keltiring.

S iiH'Lrlk fazo. Agar ixtiyoriy uzluksiz / : X —>R funksiya chegaralan-

KVh Inylsa. X kompakt metrik fazo bo'lishini isbotlang. -

lii nitll Vv lli.otrik fazoda uzluksiz, ammo chegaralanmagan funksiya mavjud

iM \  knmpii,kt metrik fazo emas.

M Agu W kompakt to'plam, F—yopiq to'plam va M M F = 0 bo'lsa,
tlitvi'In/’i iongsizlikni isbotlang

d(M.F)= <eM yeF p(x.y) = 0.

Miiiihilm - M va F yopiq to'plamlarga misol keltiringki, M INF = 0 va
trV,IA?.;i/:GF p(x. y) = 0 bo'isin.
H 1A
/Y. a >0; b) {sinaf}, a €R;
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17.26.

17.27.

17.28.

17.29.

17.30.

17.31.

V/i \ a 4-12/ , UL~ KJ V.l ‘ 14:-1"2.]
funksiyalar oilalarining gaysilari [0, 1] kesmada tekis darajada uzluksiz?

Qaysilari tekis chegaralangan?

K kompakt, C(K) shu kompaktda uzluksiz bo'lgan barcha hagiqiy
(kompleks) giymatli funksiyalar to'plami bo'lsin. Agar

p{x,y) = max k(t) - y()\"
deb olsak. C(K) to'la va separabel metrik fazo ekanligini isbotlang.

X metrik fa;zo va K ¢ X kompakt to'plam bo'lsin. Ixtiyoriy x £ X
uchun shunday y £ K mavjudki. LLL

pix,y) = Infp(x,2)
ya’ni x uchun K da unga eng yaqin element mavjud. Isbotlang.

X metrik fazoda A' to'plam berilgan. Agar ixtiyoriy ¢ > 0 uchun K
to'plamning kompakt fmto'ri mavjud bo'lsa. K kompakt bo'lishini is-

botlang.

Arsela teoremasidan foydalanib, C(1-[a, b\ metrik fazoda K to'plamning
nisbiy kompakt bo'lishining zarur va yetarli shartini toping.

C[0, 1] metrik fazoda ushbu

M1= {x £C[0, 1]: |x(t)|<I};

M2= {x£ C[O0, 1]: J <X WO\ < 2}
W ={x£C[0, JIWx 1< X®O\<2 [
M*= {x£ C[0, 1]: 3 #| <1 WX'0O) <2};
Mb= Lj \LLLi h wv*1<2j

to'plamlardan qaysilari nisbiy kompakt to'plam bo'ladi?

K = [0, Jx [0, 1] kvadratda uzluksiz differensiallanuvchi va

Is/1 19/



7 .42

T.J13.

H

shart,larni ganoatlantiruvcbi /(£1,t2) funksiyalardan iborat Wplam C(K)
metrik fazoda kompakt ekanligini isbotlang.

{an} sonlar ga.ndayy boiganda M = {x £i2: |x,| < an} "parallelepi-

ped" (2 metrik fazoda kompakt boiadi?

K C X kompakt, fn lar shu kompaktda. aniglangan. haqiqiy giymatli
uzluksiz funksiyalar. Agar ixtiyoriy x € K uchun {/,,(#)} monoton
kamaymaovchi

fI{x) < f2(X) < ee*< f,,(X) < *em
boisa, hamda AEchn(X) = f(x) uzluksiz funksiya boisa, {/,,} funk-
sional ketma-ketlik / funksiyaga tekis yaginlashadi: ya’ni C(K) metrik
fazoda p(/n,/) —0. Isbot qiling.

Il bobni takrorlash uchun test savollari

R fazo metrikasini koi'sating.

A) p(x,y) = far- y\ B) p(x,y) m x| - L
C) p{x,y) = X/1y\2 < D) p{x,y) = [4+ bl

R" fazo metrikasini kofisa.ting.

A p(x,y)= iiJ2|bI - ¥YK)2  B) p(x:y) = kY2| Ifffc ™ WA
Y A= =

n 2

[ ] ! ° -
C)p |J = max K- M D) p{x,y) = , ixk~ W

. L, fazo metrikasini ko:rsating.

B I ~ n

A p(x,y)=JE (xk- bl B) p{x, y) = J21%-.YK\
Y A=l A-=l
n

c) pK,y) = Ig}g&(ﬂf% —a*t 0) Xx=Y) = R bl
fazo metrikasini ko‘rsatihg.

A) pi;x, y) = JIX) (xk-y k)2 B) p(x,y) = "2\xk-y k\
LL- LI . Jr=i

K 0
| = - = -
(1) p(x, y) max \xk- yk\ D) p(x, y) = £_ (- jfc)
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o1

10.

11.

12.

C[a. 6] fazo metrikasini ko'rsating.
b

A) p(x,y) - \Vﬂa W<) - y{t)f at  B) p(x,y) :;] IX(E) - y(1)] dt

Oy Ly y) = maxfeS Fly(yy o D) Plxy) = Lli() - y(i)|2a

. Ci[a. b] fazo metrikasini ko'rsating. j

, Fi
A) p(x,y) = ¥ 1 lit) - y®l2dt B) p(x,y) = f li(t) - y()\dt

N
0) p(x.y) = max li()) $ y(\ D) p(x,y) = I far®) - y(v) [2dt

Co[a: b] fazo metrikasini ko'rsating. v
I

A) p(x,y) = Jyf \X(1) - y(O\®dt  B) p(x,y) = Ffr(t) -y{t)\dt
a n

i b |
C) p(x.y) - max L d > J/(O]i m D) p(x,y) =/ [i(t) *yw[2*

p > 1 fazo metrikasini ko'rsating.
00
A) p(x,j/) = sup TwK- ykK| B) b(x,y) m £ x* - yk
I<k<oc k=l

oc oc

c) p{x,y) = f/£ Ns- NP D) p(i, )= £ lift -
A=l A=

f2 fazo metrikasini ko'rsating.
m_

A) p{x,y) = sup [ift- ykl B) p{x, ) = £> * N*~ Sil
k—

I<k<oc
00

C) p(x,y) 1J2W - Y2 D) p(Xy) = E (lit - 2ft):
1 fe=I

Ratsional sonlar to'plami Q ning barcha limitik nuqtalarini toping.

AR BQ (O D) R\Q

Ratsional sonlar to'plami Q ning barcha urinish nuqtalarini toping.
A R B) Q C) 0 D)

Ratsional sonlar to'plami Q ning barcha yakkalangan nugtalarini toping.

A) R B) Q C) 0 D)

226



13.

14.

15.

16.

L7.

18.

19.

20.

21.

Butun sonlar to'plami Z ning barcha limitik nuqtalari tofplainini toping.
A) R B) Q C) 0 D) Z

Butun sonlar to'plami Z ning barcha urinish nuqtalari to'plamim toping.
A) R B) Q C) o0 D) Z

Butun sonlar to'plami Z ning barcha yakkalangan nugqtalari to'plamini
toping.
A) R B) Q C) 0 D) Z

R dagi ochiq to'plamni toping.
A (0, 2) B) (0, 2] C) [0, 2 D) [0, 2]

R dagi yopiqg to'plamni toping.
A) (0, 1 B) [0, 1) C) (0, 2 D) [0, 4]

R dagi chegaralangan tg4¢lamni toping.
A) [0 1] B) (—o0, 0) C) Q D) (0, oc)

(X. p) metrik fazoda chegaralangan to4lahi ta’rifini keltiring.
A) F C X to'plam X dagi birorta sharda saqglansa;

B) F C X -yopiq to'plam bo'lsa;

C) F C X - ochig to'plam bo'lsa:

Dj F C X - chekli yoki sanogli dona elementdan iborat bo'lsa,

Quyidagilar ichidan metrika shartlarini ajrating.
Dpx.y) =0  x=1y; 2)p(X y) mp(y. X), VX. ij &X

3) p(\x, y) =\p(y, x), 4 p(x,y)<p(x,z) + p(z,y),Vx.y,z,€ X.
A)1,23 B)124 C)134 D),L1234

Quyidagilarning qaysilari (X ,p) metrik fazodagi yopiq to'plam ta’rifi
bo'ladi?

1. Agar F to'plam barcha limitik nugtalarini o'zida saglasa;

2. Agar F ning barcha nugtalari ichki nugta bo'lsa;

3. Agar F = [F] bo'lsa:
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22.

23.

24.

25.

26.

217.

4. Agar F ning to'ldiruvchisi ochiqg to‘plam bo'lsa.
A) 1 %3 B) 1 3, 4 C) 234 D) 1, 2 3.4

Quvidagilarning gaysilari (X. p) metrik fazodagi ochig to'plam ta’rifi
bo'ladi?

1. Agar F to'plam barcha limitik nuqtalarini o'zida. saqlasa:

2. Agar F ning barcha nuqtalari ichki nuqta bo'lsa;

3. Agar F = [F] bo'lsa;

4. Agar F ning to'ldiruvchisi yopiq to'plam bo'lsa.

A) 1 2 3 B)1,3,4 C)234 D) 2, 4

R metrik fazoning hamma yerida zich to'plamni toping.
A) Q - ratsional sonlar to'plami B) tub sonlar to”)lami

C) Z - butun sonlar to'plami D)" N - natural sonlar to'plami

R metrik fazoning hamma yerida zich to'plamni toping.
A) murakkab sonlar to'plami B) R\Q - irratsionai sonlar to'plami

C) Z - butun sonlar to'plami D) N - natural sonlar to'plami

R metrik fazoning hech yerida zich bo'Imagan to'plamni toping.
A) Q - ratsional sonlar to'plami B) Z - butun sonlar to’plami

C) R\Q - irratsionai sonlar to'plami D) [0, oc)

Quyidagi tasdiglardan to'g'rilarini ajrating.

1) Ochiq to'plamning to'ldiruvchisi yopiq to'plamdir.

2) Ochiq to'plamning to'ldiruvchisi ochiq to'plamdir.

3) Sanoqli sondagi ochiq to'plamlarning birlashmasi ochiq to'plamdir.
4) Sanogli sondagi ochiq to'plamlarning kesishmasi ochiq to'plamdir.
A) 12,4 3]1.2.3 C14 D)13

Quyidagi tasdiglardan to'g'rilarini ajrating.

1) Yopiq to'plamning to'ldiruvchisi ochig to”plamdir.

2) Yopiq to'plamning to'ldiruvchisi yopiq to'plamdir.

3) Sanoqli sondagi yopiqg to'plamlarning birlashmasi yopiq to'plamdir.
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28.

29.

30.

31.

32.

1

33.

4) Sanoqli sondagi yopiq to'plamlarning kesishmasi yopiq to'plamdir.
A) 1 2 4 B) 1;2, 3 C) 14 D) 1, 3

Quyida. keltirilganlardan gaysilari to'la metrik fazo bo'ladi?
1) R 2) W1 3) Cl[a, 0] 4) 4 5) CZ[a, ].
A1 23 4 B) 1,2 4.5 C) 1,235 D) 2,3, 4,5

Ci[—L. 1] fazoda quyidagi ketma-ketliklardan qaysilari nolga yaqinlasha-
di? Dfnx)=x\ . 2)/,,(*)=1-arVv

3) = (sinx)"; 4) /g(x) = (cosx)Ir .S

A)1,34 B)Y1,2 €224 D123

C2R), 1] fazoda xn(t) = -ff7"1 ketma-ketlikning limitini toping.
A) x(1) =0 B) x(f) —21  C) x(E) =1 D) x(t) = 2

R" fazoda Koshi-Bunyakovskiy tengsizligini ko'rsating.

A) Eiak-bk\’\ E 4-EDbi
k= k=1 b=l
/ n
la* «6* < E .
\b I / \jb=I

ftt i ] p>i

D) E ak'h <4 /X >K/E*i
k=1 fe=I Y A1

R” fazoda Minkovskiy tengsizligini ko'rsating.
n
A) E * bk

k=1

B) (ele* +b*p)' < (e le*|*p+ (E bl Y;.P>1

C eh 2< 4 '"£b1
)kE—lath 6= bl
n
D) EK-bl < fekfV (£ kM , P,g>i,
) R R 2 S S

+- =1
K=l

P
Rn fazoda. Gyolder tengsizligini ko'rsating.
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34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

Yopiq birlik shar gaysi fazoda kompakt to'plam bo'ladi?

A) IP* da

Rn fazoda kompaktlik Kkriteriysini keltiring.
A) To'plamning chegaralangan va. ochiq boiishi

B) To'plamning chegaralangan va yopiq boiishi

B) C [a, b] da

C) 12 da

D) m da

AN

C) To'plamning chegaralangan va sanogli boiishi

D) To'plamning chegaralangan boiishi

Rn fazoda nisbiy kompaktlik kriteriysini keltiring.

A) To'plamning chegaralangan va ochiqg boiishi

B) To'plamning chegaralangan va yopiq boiishi

C) To'plamning chegaralangan va sanoqgli boiishi

D) To'plamning chegaralangan boiishi

To'la metrik fazoni ko'rsating.
B) Ci[a. h C) CZ[a, b]

A) Cla H

D) C3[a; b

Separabel metrik fazolar keltirilgan javobni toping.

A) Rn, Cla b\:i2, m
C) RE>, CJa, b\:4: rn

Separabel bo'Imagan metrik fazoni ko'rsating.

A) Rn

B) Cla. ] 1| m

D) GT

D) %

B) RJ. C[a, 6], £2>0)
C2{a b\, m

Birlik shar gaysi fazoda nishiy kompakt to'plam boiadi?

A) Rn da

B) L2[0: 1] da

C) t2 da

D) m da



11l bob uchun javoblar va ko‘rsatmalar
II-§. Metrik fazolar

1. Agar x = (1, 1). y = (2, 2) deb olsak, u holda p2(x.y) — |1 —1] 4
P —21= 0 tenglik oi'inli, ammo x ¢ y. Demak. p2 akslantirish uchun
metrikaning 1-a.ksiomasi bajarilmaydi.

Xuddi shunday ko'rsatish mumkinki, x = (2,3), y = (3,2) har xil nug-
talar uchun p3(x,y) = |2 —2| 4-13—3| =0 va px(X,y) = |23 —3¢2/ =0
tengliklar bajariladi. Demak, p3 va pi akslantirishlar uchun metrikaning
l-aksiomasi bajarilmaydi.

5. Ha. 6. p2 metrika. bodmaydi. pl.p3.p4 lar metrika. boiadi.

16-34 misollarda keltirilgan p : X x X —*M akslantirish metrikaning barcha
shartlarini ganoatlantiradr.

35, 36 va 40, 43-misollarda metrikaning 3-sharti bajarilmaydi.

37, 39, 41, 42-misollarda metrikaning 1-sharti bajarilmaydi.

38-misolda. metrikaning 2-sha.rti bajarilmaydi.

44. 2. 45. 6. 46. 5. 47. 20. 48. 0,5, 49. v/2. 50. 2y/n. 51. 2.

52. 1. 53. 3. 54. y/3. 55. 2\/2. 56. ,/?. 57.4. 58. 2m

12-8. Yaqinlashuvchi va fundamental ketma-ketliklar

» a) Ha. b) Yolg.c) Ha, d) Ha. AL W b;
(. cWI[0, 1] dayo‘q,. Ci[0,1] da lia.
7. yI(t)=t” -t A

M Har bir k € N uchun [0, 1] kesmada f[R funksiyalarni
ijuyidagi usul bilan aniglaymiz: /» (0)= 1 va
¢ 1, agar -rr_—1<r<—|~>
0, agar xe (0:1]\ i _1;f2

li funksiyalarni tartib bilan nomerlab, {"n} ketma-ketlikni hosil gilamiz.

I,\ ketma-ketlik nol funksiyaga CifO. 1] fazoda yaqinlashadi, lekin biror
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nuqtada ham nolga yaqginlashmaydi.

10. xn(t) =tn- t n+l.

11. xn, yn. -Mn en ketma-ketliklar barcha metrik fazolarda uzoglashuvchi,
un ketma-ketlik co,c va m metrik fazolarda yaginlashuvchi, agar ap > 1

bo'lsa. u tp fazoda ham yaqinlashuvchi, t\ da uzoglashuvchi.
16. Ha.

13-8. Ochiq va yopiq to‘plamlar

b). c) larga mos yopiq sharlar 13.1k ghizmada a), b). c) lar,

13.1k-chizma

a), b), ¢) larga mos ochiqg sharlar 13.2k-chizmada. a), b). c) lar

b

13.2k-chizma
a), b). ¢) larga mos sferalar 13.3k-chizma.da a), b), c) lar

Y1

13.3k-chizma
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d) J3(0, 1) = {0}, jB[O, 1]-yopiq shar OTi va QX2 o'glarining birlashma-
sidan iborat. 5[0. 1] sfera esa koordinat o‘glaridan (0: 1) nuqtani chiqgarib
tashlangan to'plamdan iborat.

8.a) B(—oc, 1) = B(o.1) = 0. b) B(—oc, 1) = (00, H1- n/r)-.
B(oc.r)= = ((L —r)/r. oc.)

9. b) Diskret metrik fazodagi birlik ochig shar uchun

diam B(xg. 1) = 0 < 21 .c) Har doim to‘g‘ri emas.

Diskret metrik fazoda 0 = diam B (x0. 1) < diamB[:r0; 1] = 1.

12. Diskret metrik fazodagi birlik yopiq shar.

20. i ni i = \% 8%7 ko'rinishda uchlik kasrgayoyish mumkin. Bu yoyilmada

1 ragami gatnashma.yapti. Demak, 0.25 ¢ K ekan.
14-8. To‘la metrik fazolar

9. Wq. 10. C[a b).
11. a) / - gat'iy monoton funksiya bo‘lsa. b) /- gat'iy monoton funksiya.

bo'lib, lim f(x) —zxoc bo'lsa.
X—>%0C

12. ToUdirmasi X
13. (P,PX) m h, (P:p2) = m.

15. a) (P.Pi) = 1], b) P,p2) = (P}[0, 1],

e) (P.p3) = {x G C[—1, 1] va t=0 da hosilasi mavjud funksiyalar}.

—— — to'plamga izomorf.

18. R da ratsional sonlar to'plami.

24. (5, 6) oraligdagi ratsional sonlarni nomerlab chigamiz:
=6 6MQ.

Quyidagi ochig to'plamni kiritamiz:

| Ai~Y v 'iipi# Xk+10- )

A to'plam sifatida. A = ((0. DfIQ)U (2. 3) U {4} U A\ ni olamiz. U holda

0 .
A= (2. 3) UAX ADI[2 3U[5, 6], J/IA': (0: DU, 3) UG, 6



A= JUR JUB 6. A3 @2 3)UP 6]

27. X =R, A=

34. [0,]] da Riman yoki Dirixle funksiyasi.
43. X ning sanoqli boiishi.

44. Ta’rifga. ko'ra. quyidagi yoyilmalar oiinli:

_OC _I<|'0
M= N = A

Bu yerda. va N~n-i lar X metrik fazoning hech yerida. zich bolma.ga.ri
to'plamlar. U holda M UN = nLiantenink oiinli. Demak, M UN 1-

ka.tegoriya.li to ‘plam.

62. Fr{a, bj= Fr(a, b)gt{a, 6}, FrZz=27Z, FrQ =R, *

Fr[a, oo) = {a}, FrO = 0.

66. {xn} ketma-ketlikning [a, b kesmada tekis ta.gsimla.ngan boiishi. yehun.
ixtiyoriy / £ C[a, b] da

I h_ n
[ f(x)dx m lim " V ' f(xK)
fc=1

boiishi zarur va yetarli. Har bir (a, 8) C [a, 6] uchun X(a.,3)(®) funksiyani
uzluksiz funksiya bilan yaginlashtirib tekis tagsimlangan ketma-ketlik uchun

1 f 1x a n(a.. 0) @B—a
. / X(a|3)(x)dx = I| n - y_ X(a.3)(xn) = I|m 0 -«
a k=1
12 12 3 12 /cC-
tengl\l\kka |<e|am|z 0.1, 2 3 344 37 — o ketm?(jiet—

lik {xn} boisin. U holda n = k{k 4-1) : 2 d olamiz.

deb olsak

£l
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integral yigIndi va bular uchun

: 3 /(1)
Kllrrgc, \&k —Cfcl = A K @)
munosabat o'rinli. Shuning uchun
J
lim @A = 7 f{x)dx
A—00 J9
tenglik oiinli. Endi n = — —— uchun 0 wn | nHombirini hrililnb,
| -Y)IMWN = ~®1 + -®2 H-m h-B*
n n n n

ni olamiz. Ma.temat.ik analizdagi Tyoplit.s teoremasiga koia

lim (—O|H— 02+*--4—an Hn|0a— / f(x)dx

n-toc-

Umglikka kelamiz. Endi -—- - n < XD boisin. U holda

i— £=1 kY | ]
boiadi. Kolinib turibdiki
K(k+)
1 v- J M k 2M n 7
r_. . 2
k{k —
Inin. Bu yerda M = max \f(x)\. hamda lim ——--= 1. Shuning uchun
x€[0, 1] N-*o0 In
3
lim ~Y2/(384J = [ f(x)dx.
. BMOO N 1/0

Dnmak. {x,} ketma-ketlik [0, 1] kesmada tekis tagsimlangan boiadi.
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15-8. Uzluksiz akslantirishlar

10. Ha. 14. a) to@:rk b). c) va d) lar doim t.0'g'ri emas.

17. a) uzluksiz. b) izometriya. bo'ladi.

18. a) va c) uzluksiz, b) uzluksiz emas.

19. a) va d) uzluksiz, b), c) va e) lar uzluksiz emas.

20. a) va b) lar tekis uzluksiz, c) uzluksiz, lekin tekis uzluksiz emas,

d) - £ (0, 2) da tekis uzluksiz, a > 2 da. tekis uzluksiz emas.

21. a) tekis uzluksiz, b) a £ (0, 2) da. tekis uzluksiz, a >2 da tekis uzluksiz
emas.

22. f(x) = xa a > 1. 27. Tekis uzluksiz bo'ladi. 28. f(x) = y/x.
29. a) Uzluksiz bo'ladi. b) har doim tekis uzluksiz emas. *

34. 15.17-misolga. garang.

36. f{x) = a+x, XxG i

37. R2 fazodagi evklid harakati, yam

| (xit £2) = (% cosip —x2sinip-f a-i, x\ sintp4-£2 cosip4-a2) va

0{x1, x2) —(x2, %) shakldagi izometriyalar va ularning kombinatsiyasi.

58. a) Ha. b) Yo'qg.
16-8. Qisqartirib aks ettirish prinsipi

8.Ha. 18. a<1. 21. a) x= 1,414,b) x = 3,321,¢c) x = -2. 3609.
26. Shart, emas. 29. A£ (—g. q). 0<qg< 1 31. A£ (0, 1.

17-8. Metrik fazolarda kompakt to‘plamlar

5. A kompakt. to'plam bo'lgani uchun, istalgan r > 0 da uning As chekli
t to'ri mavjud. B C A bo'lganligi uchun At to'plam B uchun ham chekli £
to'r bo'ladi; 1?.1-teoremaga ko'pa. B nisbiy kompakt to'plam bo'ladi

6. X =R. A=1[01], B=(0,1). 7% I7J-niisol kabi isbotla.na.di.

18. a) £= 0,5.b) e = o0 19. g::—é—,

20. Tekislikning 4 ta Mi(2,1), M2(2,3), M3(4,1) va M4(4, 3) nugtalaridan
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tashkil topgan to'plam A wuchun eng kam elementli e = y2 to‘r (17.1k-

chizma.) boiadi.

17.1k-chizma

21. X = R. M = (0.1). f(x) = —.

24. X = R2 M = {#y) :y=0}. F = {(xy):a>0. y=rr-1} yoki
tekislikda M sifatida y = x to'g'ri chizigni. F sifatida esa. asimptotikasi
y = x bolgan va u bilan kesishmaydigan biror egri chizigni olish mumkin.
25. Birortasi ham tekis darajada uzluksiz emas. a), b), d) lar tekis chegar-

alangan.
29. [a, b] fazodagi K to'plam nisbiy kompakt boiishi uchun uning tekis

chegaralangan hamda o‘zi va hosilalari tekis darajada uzluksiz boiishi zarur

va yetarli.
30. M2, M3. M4. 32. nl% an= 0.

I11 bobda keltirilgan test javoblari

1-A 2-A 3-B 4-C 5C 6B 7-A 8-C 9-C 10-A 11-A 12-C 13-C
H-D 15-D 16-A 17-D 18-A 19-A 20-B 21-B 22-D 23-A 24-B 25-B
26-D 27-C 28-A 29-A 30-A 31-D 32-B 33-C 34-A 35-B 36-D
37-A 38-B 39-C 40-A.
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