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KIRISH

Mazkur o‘quv qo‘llanmani yozishda O‘zbekiston Respublikasi
Prezidentining “O°‘zbekiston Respublikasi oliy ta’lim tizimini 2030
yilgacha rivojlantirish konsepsiyasini tasdiglash to‘g‘risida”gi PF-5847
sonli farmonini asos qilib oldik.

O‘quv go‘llanmani “Hisob (Calculus)” fan dasturi materiallarini
to‘liq gamrab oladigan quyidagi 7 ta bobga ajratdik:

| bob. Kompleks sonlar;

Il bob. Differensial hisob;

I11 bob. Integral hisob;

IV bob. Sonli va funksional gatorlar;

V bob. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar;

VI bob. Ikki va uch karrali integrallar;

VII bob. Egri chizigli va sirt integrallari.

Kitobda real hayotda uchraydigan misol va masalalarni olishga
harakat qildik, jumladan, iqgtisodiy va moliyaviy Kkattaliklar, ishlab
chigarishdagi  o‘sish, sog‘ligni saqglash, ekologik tadgiqotlar,
gidrometereologiya ma‘lumotlari asosida, turizm hagqida, tarixiy obidalar,
kishilar hayoti, psixologiyasi, anatomiyasi, inson miyasining axborotni
gabul qilish omillari hagida, ma’lumotlarni uzatish tizimlari, mexanik
kattaliklar gatnashgan misol va masalalar tuzdik. Bu bilan
matematikaning qo‘llanilish sohalari ganchalik keng ekanligini
ko‘rsatishga harakat gildik.

“Hisob (Calculus)” fani tushunchalarini grafik, diagramma va
jadvallar yordamida berish bilan talabalarning tasavvurini boyitishga
hamda fanga gizigtirishga urindik. Ushbu fanni o‘rgatish doirasida
talabalarning turli bilim va ko‘nikmalarga ega bo‘lishlarini ham inobatga
oldik. Aynigsa, sirtqi, masofaviy hamda onlayn ta’lim oladigan talabalar
ham darslikdan foydalana olishlari uchun mavzular ketma-ketligini
oddiydan murakkabga, soddadan giyinga tamoyili asosida yoritdik.

O‘quv go‘llanmani yozishda fikr mulohazalarini bildirib, kitobning
ilmiy va uslubiy jihatdan sifatini oshirishga o‘z hissalarini gqo‘shgan,
kamchiliklarni to‘g‘rilashga yordamlashgan hamkasblarimdan, dotsent
O°‘.N.Qalandarov, prof. R.Z.Abdullayev, dots. R.R.Raxmatovlarga,
misollar va testlarni tuzishda, chizmalar dizayniga yordamlashgan
Sh.E.Tadjibayevaga chuqur minnatdorchiligimni bildiraman.
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O°¢Ichov birliklari:

Uzunlik o¢lchovlari

1dyuym [0.0833ft |254 sm
1fut (ft) |12 dyuym |30.48 sm 0.3048 m
1 mil 1760 yard | 742000 sm 7420 m | 7.420 km
1 yard 3ft 91.44 sm

Hajm (suyuglik) o‘lchovlari
1 fl 0.028 litr
1 barrel 158.998 litr
1 gallon 3.785 litr
1 kvart 0.94625 litr

Yuza (maydon) o‘Ichovlari
1 kv.mil 640 akr | 258.99 ga
1 akr 4047 m? | 4840 kv. yard | 43560 ft?
1 kv. yard | 0.836 m?

Massa (og‘irlik) o‘lchovlari
1 misqol |4.25gr 100 ta arpa (bug‘doy) doni og‘irligi
1 funt 453.6 gr
Harorat o‘Ichovlari
0°C 32°F
50C 41°F
10°C 50° F
Selsiy o¢Ichov birligidan Farengeyt o¢Ichov birligiga o‘tish:

F =§C +32
Farengeyt o‘lchov birligidan Selsiy o¢lchov birligiga o‘tish:
5(F —32)
C=
9
Belgilashlar:

3 - mavjudlik belgisi;

V - ixtiyoriylik belgisi;

€ - tegishlilik belgisi;

N - to*plamlarning kesishmasi;
U - to‘plamlarning birlashmasi;

\ - to‘plamlarning ayirmasi.
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1.1-§. Kompleks son hagida tushuncha

Son — matematikaning boshlang‘ich tushunchasi hisonlanadi.
Dastlab narsalarni, buyumlarni sanash va qo‘shish amallarini bajarish
zaruriyati tufayli natural sonlar paydo bo‘ldi. Natural sonlar to‘plami
quyidagicha belgilandi: N ={123,...,n,..}.

Hisoblashda ayirish amali Kkiritilgandan keyin natural sonlar
to‘plami yetarli bo‘Imay goldi, shuning uchun natural sonlarga garama-
garshi sonlarni va nol sonini kiritish bilan butun sonlar to‘plami hosil
gilindi: z={...—n,...-3-2-10123,...,n,..}.

Keyinchalik insoniyat ko‘paytirish va bo‘lish amallarini ham o‘ylab
topdi va hisob ishlarida natural va butun sonlar bilan kifoyalanib bo‘Imay
goldi. Shu bois ratsional sonlar va keyinroq irratsional sonlar fanga
kiritildi. Mana shu barcha sonlarni o‘z ichiga olgan to‘plamni umumiy
nom bilan haqigiy sonlar to‘plami deyiladi va R bilan belgilanadi:

NcZcR

Fan va texnikaning rivojlanishi bilan turli xil tadgigotlarda,
jumladan tovush to‘lginlarini tadqigq qgilishda haqiqiy sonlar to‘plami
uning xususiyatlarini to‘lig ochib bera olmaydi. Shu sababli ham bunday
sohalarda faraziy sonlar bo‘lgan kompleks C sonlarga ehtiyoj sezildi:

NcZcRcC.
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z kompleks son deb, z=Xx+iy Kko‘rinishdagi ifodaga aytiladi,
bunda X va Y - haqiqiy sonlar, i esa i’*=-1 tenglik bilan aniglanuvchi
mavhum birlik. X va Y ni z kompleks sonning haqiqiy (inglizcha “real”
so‘zining bosh harflari “Re”) va mavhum (inglizcha “imajinary”
so‘zining bosh harflari) gismlari deyiladi va bunday belgilanadi:

Rez=x, Imz=y.

Agar x=0 bo‘lsa, u holda z=0+iy=iy mavhum son, agar y=0
bo‘lsa, u holda z=x+i-0=x haqgiqgiy son hosil bo‘ladi. Bundan kelib
chigadiki, haqgigiy va mavhum sonlar z kompleks sonning xususiy
hollaridir.

Agar ikkita z, =x +iy, va z, =x,+iy, kompleks sonlarning haqiqiy va
mavhum qismlari o‘zaro teng bo‘lsa, ularga teng kompleks sonlar
deyiladi, ya’ni Rez, =Rez,, Imz,=Imz, = 1z =1z,

Agar z=x+iy kompleks sonning haqiqiy va mavhum qismlari
nolga teng bo‘lsa, u nolga teng kompleks son bo‘ladi va aksincha.

Fagat mavhum gismlarining ishorasi bilan farq giluvchi kompleks
sonlarga go‘shma kompleks sonlar deyiladi:

Z=X+iy va z=x-iy.

Ham hagigiy, ham mavhum gqismlarining ishoralari bilan farq

giluvchi kompleks sonlarga qarama-qarshi kompleks sonlar deyiladi:
Z,=X+ly va z,=-X-ly.

1.1.1. Kompleks sonning geometrik shakli

Har ganday kompleks sonni xOy tekislikda x va y koordinatali
A(x,y) nugta shaklida tasvirlash mumkin va aksincha, tekislikning har bir
nuqtasiga bitta kompleks son mos keladi.

Im

(]

=X+1y
.1'

9] X Re

1.1-rasm. Komplek's sonlar tekisligi



Kompleks sonlar tasvirlanadigan tekislik z  kompleks
o‘zgaruvchining tekisligi deyiladi. Kompleks tekislikda z sonni
tasvirlovchi nuqtani z nuqta deb ataymiz (1.1-rasm). Ox o‘qda yotuvchi
nuqtalarga haqiqiy sonlar mos keladi (bunda y=0), Oy o‘qda yotuvchi
nuqtalar sof mavhum sonlarni tasvirlaydi (bunda x=0). Shu sababli Ox
haqiqiy 0‘g, Oy mavhum o‘q deyiladi. A(x,») nuqtani koordinatalar

boshi bilan birlashtirib, 04 vektorni hosil qilamiz, bu vektorga z = x+iy
kompleks sonning geometrik tasviri deyiladi.

1.1.1-misol. z=-3+2i kompleks sonni geometrik tasvirlang.

Yechilishi: » x=-3 va y=2 larni xOy tekislikda 1.2-rasmda
ko‘rsatilgandek tasvirlaymiz:

: <
1.2-rasm. z=-3+2i kompleks sonning tasviri

1.1.2-misol. z=+5-i kompleks sonni geometrik tasvirlang.

Yechilishi: » x0y tekislikda x=+v5 va y=-1 larni tasvirlaymiz
(1.3-rasm):

1.3-rasm. z=~5-i kompleks sonning tasviri <
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1.1.3-misol. z=4-3i va z=6i kompleks sonlarni geometrik
tasvirlang.

Yechilishi: » x0y tekislikda z=4-3i komleks son radius vektorni,
z =61 esa nugtani tasvirlaydi (1.4-rasm):

1.4-rasm. z=4-3i va z=6i kompleks sonning tasviri
1.1.2. Kompleks sonning algebraik va trigopnometrik shakllari

z=x+ly ifodaga kompleks sonning algebraik shakli deyiladi. Endi

kompleks sonning trigonometrik shaklini aniglaymiz.
Koordinatalar boshini — qutb nuqgtasi, Ox o‘gining musbat
yo‘nalishini — qutb o°qi deb olib, kompleks tekislikda qutb koordinatalar

sistemasini kiritamiz. ¢ va rlarni T(X,y) nuqtaning qutb koordinatalari
deymiz (1.5-rasm). T nuqtaning qutb radiusi I, ya’ni T nuqtadan
qutbgacha bo‘lgan masofa z kompleks sonning moduli deyiladi va |

kabi belgilanadi:
r=|z=yx*+y? (1.1)

¥4

N

1.5-rasm. Qutb koordinatasi bilan kompleks koordinatani bog‘lash
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T nuqtaning ¢ qutb burchagini z kompleks sonning argumenti deyiladi
va Argz kabi belgilanadi. Argument bir qiymatli aniglanmaydi, uning har
bir giymati 27k qo‘shiluvchiga farq qiladi, bunda Kk -butun son.
Argumentning hamma qiymatlari orasidan  0<¢<27 tengsizlikni
qanoatlantiruvchi bittasini tanlaymiz. Bu qiymat bosh giymat deyiladi va
bunday belgilanadi: ¢ = Argz.
X =1r-C0S @,
Ushbu {

: tengliklarni hisobga olib, z kompleks sonni
y=r-sing

quyidagicha ifodalash mumkin: z=Xx+i-y=r-(cos¢+ising), bunda

r=|z7|=yx*+y* va

arctg X, agar x>0, y>0 bo'lsa,
X
y \
= = 0 bo'lsa,
@ =1 7 +arctg x’ agar X< 0'lsa (1.2)
27 + arctg X, agar x>0, y<0 bo'lsa
X

formulalar yordamida topiladi.

Z=r-(cos@+ising) (1.3)
ifodaga kompleks sonning trigonometrik shakli deyiladi.

1.1.4-misol. z=+3-i sonni trigonometrik shaklda ifodalang:

Yechilishi: »  Bizga kompleks son algebraik shaklda berilgan.
Uni trigonomrtrik shaklga o‘tkazish uchun quyidagi hisob ishlarini
bajaramiz:

X = /3, y=-1, r:w/x2+y2=\/(J§)2+(—1)2=JZ:2,

x>0, y<0, tggozl,
X
1 1 r 11
tgp = ——, =2r—-arctg—=2r——=—r.
NG g B e

Topilgan giymatlarni formulaga qo‘yamiz, natijada ushbu tenglikni hosil
gilamiz:

z:Z-(cosl—lﬂH-sinl—l;zj, <
6 6

10



1.1.3. Algebraik shakldagi kompleks sonlar ustida amallar

Bizga ikkita algebraik shakldagi kompleks son berilgan bo‘lsin:
Z, =X, +1y, va Z, =X, +1Y,.

I. Qo‘shish. Kompleks sonlarning yig‘indisi deb,

5, +2,= (Xl + iyl) + (Xz + iyz) = (X1 + Xz) + i(yl + yz) (14)
tenglik bilan aniglanuvchi kompleks songa aytiladi. Bu formuladan
vektor ko‘rinishdagi kompleks sonlarni qo‘shish vektorlarni qo‘shish
qoidasi bo‘yicha bajarilishi kelib chigadi. Demak, algebraik shaklda
berilgan kompleks sonlarni qo‘shish uchun haqiqiy qismi haqiqiy
qismiga, mavhum qismi mavhum qismiga qo‘shilar ekan.

Il. Ayirish. Ikkita z, =x, +1y; va z, =x,+iy, kompleks sonlarning
ayirmasi deb, shunday songa aytiladiki, u z, ga qo‘shilganda yig‘indida
z, kompleks son hosil bo‘ladi. Demak, algebraik shaklda berilgan
kompleks sonlarni ayirish uchun haqiqiy qismi haqiqiy gismidan,
mavhum qismi mavhum qismidan ayirilar ekan:

2, -2, = (X% +1y;) = (% +1y,) = (%, —X,) +1(Y; —Y,) (15)

Shuni ta’kidlab o‘tamizki, ikki kompleks son ayirmasining moduli
kompleks tekislikda shu sonlarni ifodalovchi nuqtalar orasidagi
masofaga teng:

|Zl_22|:\/(Xl_xz)2+(y1_y2)2 (16)

1.1.5-misol. z,=2+i va z,=2-3i kompleks sonlarning yig‘indisi
va ayirmasini toping.
2,+2,=2+1)+(2-31)=(2+2)+i(1-3)=4-2i
Yechilishi: p 2122~ D= =@+2) 109

2, —2,=(2+i)—(2-3i) = (2-2) +i(L+3) = 4i.

1. Ko‘paytirish. Ikkita z,=x, +iy, va z,=x,+iy, kompleks
sonning ko‘paytmasi deb, bu sonlarni ikkihad sifatida algebraik qoidalar
bo‘yicha ko‘paytirish va i*=-1 ekanini hisobga olish natijasida hosil
bo‘ladigan kompleks songa aytiladi:

2,2, = (% +iY1) - 0% +1Y,) = 006 = V1Y) +i04Y, +%.%1)  (L.7)

1.1.6-misol. Quyidagi kompleks sonlarni ko‘paytiring:
1) z, =+/3-2i, 7, =7+2i\/3;
2) 2,=+3-3i, 7,=2+23i .
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Yechilishi: »
1) z,-z, = (/3-2i)-(7+2i~/3) = 7\/3+2i - (\[3)? —14i — 4i% -1/3=11/3-8i .
2) 7,-7, = (\/3-3i)(2+2/3i) = 2,/3+6i —6i +6./3=8/3 . «

V. Bo‘lish. Kompleks sonlarni bo‘lish amali ko‘paytirishga teskari
amal sifatida aniqlanadi. Agar z-z,=z, bo‘lsa, z soni z =x +iy, ning

z, =X, +iy, kompleks soniga bo‘linmasi (ya’ni z= %) deyiladi. 2, =2-2,
2

tenglikning ikkala gismini z, =x, +iy, ga qo‘shma bo‘lgan zz=x, -iy, ga
ko‘paytiramiz: z, z_2 =1(z, -Z), bundan quyidagini hosil qilamiz:
7= 2 -2, XX TYiY, 4i X2 Y1 = XY,
- o 2 2 2 2
2,1, X +Ys X+ Y
Demak, z ni z, ga bo‘lish uchun bo‘linuvchi va bo‘luvchini
bo‘luvchiga qo‘shma bo‘lgan kompleks songa ko‘paytirish kerak.

(1.8)

1.1.7-misol. z,=1-i ni z,=-2-2i ga bo‘ling.

Yechilishi: »
1o (1-D)(242) _(2+9)+i-(2+2) 4 1, o
z, —-2-2i (-2-2i)-(-2+2i) 4+4 8 2

V. Darajaga ko‘tarish. Mavhum birlik i ning natural darajasi
uchun formula topishga harakat gilamiz:

-1 -
it =1,

i°=i*.i=i.
Bulardan umumiy formula hosil gilamiz:
i4k :1’ i4k+1 — i, i4k+2 — _1’ i4k+3 — —i. (19)

1.1.8-misol. (L+i)" ni hisoblang.

Yechilishi: »
@+i0)° = (A+0)?)° = @+ 2i +i%)° = (2i)° =32i° =32i. «

12



1.1.4. Trigonometrik shakldagi kompleks sonlar ustida amallar

I. Ko‘paytirish. Bizga z, va z, kompleks sonlar trigonometrik
shaklda berilgan bo‘lsin:
z,=r1,-(cosg, +ising) va z,=r,(cosq,+ising,).
Ularning ko‘paytmasini hisoblaymiz:
2,-2, =r(cosg, +ising,)-r,(cosp, +ising,) =
=1, - 1,[(Cos ¢, cos ¢, —Sin ¢, Sin g, ) +i(Sin ¢, oS ¢, +CoS @, SiN@,)] =
=1, -, [(cos(p, + @,) +isin(g, +,)].
Demak, ikkita kompleks son ko‘paytirilganda ularning modullari
ko‘paytiriladi, argumentlari esa qo*‘shiladi:
2,2, = rl'rz[(COS((Pl+(P2)+i5in(¢1+(02)] (1.10)

1.1.9-misol. z, =+/3-3i, z, =2+2/3i kompleks sonlarni algebraik

shakldan trigonometrik shaklga o‘tkazing va ko‘paytiring.
Yechilishi:» Dastlab kompleks sonlarni (1.1), (1.2) va (1.3)
formulalar yordamida trigonometrik shaklga o‘tkazamiz:

z, =+/3-3i
Xx=+3, y=-3, r=+x*+y?>=+3+9=412=2./3
y -3 T Sz
t :—:—:—\/g’ :2 _——  —
go y \/§ Q=< 3 3
) 5 .. 5 ) )
Shunda: 2z, =\/§—3|=2x/§-(COS§7r+ISIn§7r) hosil bo‘ladi,
z,=2+2i/3
x=2, y=23, r=+x*+y?=+/4+12=4
X 2 3
Shunday gilib, z, = 2+2\/§i:4-(cos%+isin%j ni topdik.

Endi hosil gilingan trigonometrik shakldagi kompleks sonlarni
o°zaro ko‘paytiramiz:

5 . . 5 T . . T
Z,-2 :2J§- coOS—zw+1-Sin—x |-4-| coOS—+1-SIn—= |=
Lo ( 3" 3”] ( 3 3)

- sﬁ-((cos(gﬂ +%) +i Sin(gﬂ +%)D =8/3-(cos 2z +isin 27) =

=8/3-(1+i-0)=843.
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I1. Bo‘lish. Agar trigonometrik shakldagi z, =r, - (cos ¢, +ising,)
va Z,=1I,-(cosg, +ising,) kompleks sonlar berilgan bo‘lsa, ularning
birinchisi ikkinchisiga nisbatini quyidagicha yozamiz:

z, r-(cosgp +ising) 1 -(cose +ising,)(cose, —ising,)

=Y
z, T,-(cose,+ising,) r, - (cos® @, +sin® @,)

r : : __ :
=L .[(cos ¢, cos @, +sin ¢, sin @,) +i(sin @, cos ¢, —cos ¢, sin @,)]|=
r2

:%{wﬂ%_%)”ﬂmﬁ—%ﬂ-

2
Shunday qilib, kompleks sonlarni bo‘lishda bo‘linuvchining moduli
bo‘luvchining moduliga bo‘linadi, argumentlari esa ayriladi:

5 - Jeos(p, - ¢,) +isin(e, - 9,)] (1.12)

Z, h

11, Darajaga ko‘tarish. Trigonometrik shakldagi (1.3)
kompleks sonni darajaga oshirishda kompleks sonlarni ko‘paytirish
qoidasidan foydalanamiz.

n =2 darajaga ko‘tarish uchun z*>=z-z =r?(cos2¢p+isin2¢) ;
n =3 darajaga ko‘tarish uchun z° =z*-z=r°(cos3p+isin3yp);...,
Matematik induksiya tamoyiliga ko‘ra, n darajaga ko‘tarish formulasi

z"=r"-(cosngp+isinne) (1.12)
kelib chigadi. (1.11) formulaga Muavr formulasi deyiladi.

1.1.10-misol. (1+i)*° ni hisoblang.

Yechilishi:» (1+i)" ni 1.1.8-misolda algebraik shaklda darajaga
oshirgan edik. Endi uni trigonometrik shaklda darajaga oshiramiz:

7=1+i= \/E(cos£+ isinzj,
4 4

10
=01+ = (\/E)lo(cos% + isin%) = 32((:031077Z +isin mT”j =

=32 coss—”+isin5—7r = 32| cos 27z+Z +1isin 27z+z =32 cos£+isin£ )
2 2 2 2 2 2

<
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IV. lldizdan chigarish. Bu amal darajaga ko‘tarish amaliga teskari
amaldir. Kompleks sonning n darajali ildizi /z deb, shunday W songa
aytiladiki, bu sonning n darajasi ildiz ostidagi songa tengdir, ya’ni agar
Yz =W bo‘lsa, z=W" o‘rinli.

Agar z=r-(cosp+ising) va W = p-(cos@+isind) bo‘lsa, u holda:

%z =1/r-(cosp+ising) = p-(cosO+isinH)
Muavr formulasiga binoan: r-(cosg +ising) = p" - (cosn@+isinng) .
Bundan p"=r, n@=¢+27k ekanligini ko‘ramiz. Shunga ko‘ra, p va
@+ 27K

6 ni topamiz: p=r, 6= .Bunda k - istalgan butun son, ¥r -

arifmetik ildiz. Demak, kompleks sonning n darajali ildizi 3/z quyidagi
formuladan topiladi:

Yz =1fr-(cosp+ising) :W(COS@HWWL”MK) (1.13)

k gal23,..,n—1 giymatlar berib, ildizning n ta har xil giymatiga
ega bo‘lamiz, bu giymatlarning modullari bir xil. kK > n — 1 da ildizning
topilgan giymatlari bilan bir xil bo‘lgan giymatlar hosil bo‘ladi. n ta

ildizning hammasi markazi koordinatalar boshida bo*lib, radiusi Vr ga
teng aylana ichiga chizilgan muntazam n tomonli ko‘pburchak uchlarida
yotadi.

1.1.11-misol. z=+3—i, n=5 k=4 kompleks son uchun
z" va ¥z ni hisoblang.
Yechilishi: » z=+/3-i kompleks sonni trigonometrik shaklga

: : : 11 . .11
1.1.4-misolda keltirganmiz: 2=2-(cos€7r+l-sm€7rj.

1) Endi uni n=5 darajaga oshirish uchun (1.12) formuladan
foydalanamiz:

5
2°=2° -(cosl—l7z+i-sinl—17zj :32(cos§7r+isin§nj=32(coszyz+isinz7rj
6 6 6 6 6 6

2) Kompleks sonni k=4 darajali ildizdan chigarish uchun (1.13)
formuladan foydalanamiz:

ﬁ+2kﬂ' ¥+2k7r

Y7 =42 cos- & 1 +isin—6 1 = i/i(cos—llﬂ;fk” +1isin 1z +12kn ;iZk”j_

4-darajali ildizdan chigarishda barcha yechimlarni gamrab olish uchun k
ga k=0,1,2,3 bo‘lgan 4 ta giymat beramiz:
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k=0 da z=%2 cos 1207 i Mj 4/2[ cos 1 +isin 17 | :
24 24 24 24

k=1 da 22=4«/§(c0511” 27 isintZ +412”j ﬁ( 237 23”]

CoS ——+isin—-
24 24

k=2 da z,=42cos 005 = +isin =
24 24

k=3 da 24:4\/5(00311”“2’3”+isin1h+12'3ﬂj 4\/5(c0547—ﬂ+|sm47—”)—“\/§(fzos£—isin1j.
24 24 24 24 24 24

117 +12-27 ..1lﬂ+12-27rj . ( 357 357rj
+1SIn \/_

<

1.1.5. Ko‘rsatkichli shakldagi kompleks sonlar va ular ustida
amallar. Eyler formulasi

Kompleks analizda trigonometrik funksiya bilan eksponensial
funksiya orasidagi bog‘lanishni ifodalaydigan formulaga  Eyler
formulasi deyiladi va quyidagicha yoziladi:

e'” =cosp+ising (1.14)
bunda ¢—ixtiyoriy haqgigiy son.

AL e=cose+ising
e

1.6-rasm. Ko‘rsatkichli shakldagi kompleks son tasviri

Kompleks sonni ko‘rsatkichli shaklda ifodalash uchun Eyler formulasini
har ikki tomonini r ga ko‘paytiramiz:

cosp+ising=e'? = r-(cosp+ising)=r-e",
Oxirgi tenglikda o‘ng tomonda z =r-(cosg+ising) almashtiramiz
bajaramiz. U holda quyidagi tenglik hosil bo‘ladi: z=r-€'" .
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Shunday qilib, har ganday kompleks sonni ko‘rsatkichli shaklda
quyidagicha ifodalash mumekin:

z=r-e"¥ (1.15)

1.1.12-misol. 1, i, 1+i, —i sonlarni ko‘rsatkichli shaklda ifodalang.

Yechilishi:» Algebraik shakldagi kompleks sonlarni ko‘rsatkichli
shaklga o‘tkazish uchun (1.1), (1.2) va (1.15) formulalardan
foydalanamiz.

1) Agar z,=1 bo‘lsa, r=1 ¢=27k bo‘ladi, bundan 1=e*"

T

2) Agar z,=i bo‘lsa, r=1 go=% bo‘ladi, shunda i=e? .

3) Agar z;=1+i bo‘lsa, r=v2, co:% bo‘ladi, shunda 1+i=+/2e*' .
3x.

4) Agar z,=—i bo‘lsa, r=1, (0:37” bo‘ladi, shunda —i=e? . <«

Ko‘rsatkichli shakldagi kompleks sonlar ustida amallar

Bizga 2 ta ko‘rsatkichli shakldagi z,=r,-€” va z,=r, €'
kompleks sonlar berilgan bo‘lsin. Ular ustida quyidagi amallarni bajarish
qulay:

Ko‘paytirish:  z,-z,=r,-€%-1,-e'"* =1, -1, -€'?*?)

Darajaga oshirish: z" =r"-e";
z, n-e”

; i(p1—p;)
Bo‘lish: —= - € ;
0 z, I,-e%% o, ’

+2kr .
lIdiz chigarish: Yz =%re” =%re
Shunday qilib, kompleks sonni 3 xil — algebraik, trigonometrik va

ko‘rsatkichli shakllarda yozish mumkin ekan:
X+iy =r(cosg+ising) =r-e',

1.1.6. Eyler formulasining go‘llanilishi

Haqiqiy sonni kompleks darajaga oshirish
Siz bilan kompleks sonni hagigiy darajaga ganday oshirishni
o‘rganib chiqdik. Endi hagigiy sonni kompleks darajaga ganday qilib
oshirish mumkin, degan savolga javob izlaymiz. Bizda e sonini
17



kompleks darajaga ko‘taradigan Eyler formulasi bor, keling shu
formuladan foydalanamiz. Eyler formulasini quyidagicha yozib olamiz:
e”® =cosx+isinx vauni Xx— xInb, b>0 deb o‘zgartiramiz,
u holda quyidagi tenglikka kelamiz:
e'®I"®) — cos(xInb) +isin(xInb) =e™" =b™,
Shunday qilib, hagigiy sonni kompleks darajaga oshirish formulasi hosil
bo‘ldi:

b™ =cos(xInb) +isin(xInb) (1.16)
Bundan umumiy formulani quyidagicha yozish mumkin:
b**¥ =pb*b" =b*(cos(yInb) +isin(yInb)) (1.17)

1.1.13-misol. 5***' ni hisoblang.

Yechilishi:» 5% ni kompleks darajaga oshirish uchun (1.17)
formuladan foydalanamiz:

5% =5%.5% =5%(cos(2In5) +isin(2In5)) ~ —124.63+9.65i <«

Kompleks argumentli trigonometrik funksiyalar
Agar Eyler e” =cosx+isinx formulasida, X ——x deb olsak, u
holda ™ =cos x —isin x tenglik hosil bo‘ladi. Bu tengliklarni hadlab
ayiramiz:
e™ = cos X +isin x
_{eix = COS X —isin X
U holda sin x funksiyaning formulasi hosil bo‘ladi:

ixX

e —e ™ =2isinx =
ix _e—ix
2i
Agar bu tengliklarni hadlab go‘shsak, u holda
N e™ = cos X +isin x
e ™ =cosx—isinx
cos x funksiyaning formulasini hosil gilamiz:

e“+e ™ =2cosx =

iX —ix

+€

= e” —e ™ =(cos X +isin x) — (cos X —isin x)

sinX =

(1.18)

= e*+e ™™ =(cosx+isin x)+ (cos x —isin x)

COS X =

(1.19)

Agar (1.18) tenglikda x —ix deb o‘zgartirsak-chi, unda quyidagini
topamiz:
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2

—X X —X

. e e X e e _eX  eX_e* |
Sinix = - =1 — =1 =1 =ishx.
21 21 -2 2

Shunday qilib, kompleks argumentli sinus funksiya bilan giperbolik

sinusning bog‘liglik formulasini keltirib chigardik:
sinix =ishx. (1.20)

Shuningdek, (1.19) tenglikda X — ix deb o‘zgartirsak, unda quyidagini
topamiz:

i2x i°x X X

+e' " e t+e’ e'+el

T = chx.
Ya’ni kompleks argumentli kosinus funksiya bilan giperbolik
kosinusning bog‘liglik formulasi kelib chigadi:
Cos iX = chx. (1.21)

COSIX =

Agar argumenti to‘liq kompleks sondan iborat bo‘lgan
trigonometrik funksiya berilgan bo‘lsa, uni ganday hisoblaymiz?

Ikki burchak yig‘indisining sinusi formulasini maktab kursidan
bilamiz:
sin(a+b) =sinacosb +cosasinb
Ushbu formulada b — bi deb, almashtirish bajarsak, u holda
sin(a+bi) =sinacosbi +cosasinbi =sina-chb +icosa- shb,
ya’ni
sin(a+bi) =sina-chb+icosa-shb (1.22)
tenglikka kelamiz. Xuddi shuningdek, ikki burchak yigindisining
kosinusi
cos(a+b) =cosacosb—sinasinb
formulasini ham kompleks ko‘rinishda yozish mumkin:
cos(a+ bi) =cosacosbi —sinasinbi =cosa-chb —isina- shb.

Kompleks argumentli kosinus funksiya formulasini topamiz:
cos(a + bi) =cosa-chb—isina-shb (1.23)

1.1.14-misol. cos(3+4i) ni hisoblang.
Yechilishi: » Ushbu misolni yechish uchun (1.23) formuladan
foydalanamiz:
cos(3+4i) =cos3-ch4—isin3-sh4 ~ —-27.03+ 3.85i |
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Mavzu yuzasidan savollar:

Kompleks son deb nimaga aytiladi?

Qanday kompleks sonlarga teng kompleks sonlar deyiladi?
Qarama-qgarshi, qo‘shma kompleks son deganda nimani tushunasiz?
Kompleks sonning algebraik va trigonometrik shakllari orasida
qanday bog‘liglik mavjud?

Algebraik shakldagi kompleks sonlarni qo‘shish, ayirish,
ko‘paytirish va bo‘lish qoidalari ganday?

Trigonometrik shakldagi kompleks sonlarni ko‘paytirish va bo‘lish
formulalarini keltirib chigaring.

Muavr formulasini yozing.

Eyler formulasini yozing.

Hagigiy sonni kompleks darajaga oshirish ganday amalga oshiriladi?

. Kompleks argumentli  trigonometrik  funksiyalarni  ganday

hisoblaymiz?

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR

1. Berilgan ifodalarni hisoblang:
a) z,=2+3i, z,=3-4i va z,=5-2i bo‘lsa, (2z, +z,)z, ni hisoblang.

. . . Z,+12,)2 -
b) z,=2+3i, z,=3-4i va z,=1-2i bo‘lsa, (12—3)2 ni hisoblang.
3
C) 2, =2-i,2,=3+4i,2,=1-3i bo‘lsa, z=2%~3%) j hisoblang
"+ 17,7,
d) z,=2-3i,2,=2i-5,2,=1—i bolsa, z=_4*12(&=2%) pjpisoblang.

22 +2,(2-i+12,)

2. Algebraik shakldagi kompleks sonlarni trigonometrik shaklda

ifodalang:

a) z=-1+i, b) z=-4+2i c) z=1-iV2,

d) z=3i; i) z=2+i, f) z=3-3i

) =4, k) z=1-iV3, ) z=243-2i

3. Algebraik shakldagi kompleks sonlarni darajaga oshiring:

) - Vif; b) (1-i)*; 0) (2+2i)°;
-\23 . 1-+/2i ’

d) (3—3|) ; i) [1+ o J .
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4. Algebraik shakldagi kompleks sonlarni barcha ildizlarini toping:

a) ¥2+2i i b) i ; c) 4;
d) ¥2-2i; i) 364 f) §1;
j) V-8-8iV3; k) 3~2+2i.
5. Hisoblang: a) 53 : b) 45+ - ) girai
d) cos(l+2i); i) sin(3+4i); f) cos(3—1i).
TESTLAR

1. 2=3-4i va z,=2-i bo‘lsa, % ni hisoblang.

2

A) 3-2i, B) -2-i, C) 2—-i, D) 0,4-i.
2. z=243-2i kompleks sonning trigonometrik shaklini toping.
A) 4(cos%—isin%); B) 4(cos%+isin%);
S5z . . 5x,. 2r . . 2«
C) 4(cos?+|sm?), D) 4(cos?+|sm?).

3. z=2V3+2i kompleks sonning ko‘rsatkichli shaklini toping.

i~ i~ i35 _i*
A) z=4e?; B) z=4e°; C) z=4e°; D) z=4e 3.

4. (V3-if ni hisoblang.
A) 8+8iV3,  B) 8-8iV3, C) -8+8iv3, D) -8-8i3.

5. 2°+8=0 tenglamaning yechimi noto‘g‘ri berilgan javobni aniglang.
A) -1+iV3,  B) 1+iy3, C) -2, D) 1-iv/3.
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11 BOB.

DIFFERENSIAL
HISOB

2.1-§. Bir o‘zgaruvchili funksiya va uning berilish usullari

Bir o‘zgaruvchili funksiya tushunchasi matematikada juda muhim
tushunchalardan biri hisoblanadi. Bir o‘zgaruvchili funksiyani oddiylik
uchun bundan buyon funksiya deb ataymiz. Funksiya ikkita to‘plam
orasidagi munosabatni aniglaydigan maxsus ko‘rinishdir. Misol
keltiramiz:

1. Telefon klaviaturasidagi har bir belgiga son yozib qo‘yiladi.
2. Do‘kondagi har bir go‘l telefonining modeliga uning bahosi
yoziladi.
3. Har bir hagigiy songa mos uning kubini yozish mumkin.
Ushbu misollardagi birinchi to‘plamga aniglanish sohasi, ikkinchi
to‘plamga o‘zgarish sohasi deyiladi.
Aniqlanish sohasi O‘zgarish sohast

2.1-rasm.To‘plamlarning akslanishi

Aniglanish sohasidan olingan har bir elementga biror goida asosida
0°zgarish sohasidan fagat bitta element mos go‘yilgan bo‘lsa, bu moslikka
funksiya deyiladi.

Funksiya 3 xil usulda: analitik, jadval va grafik (diagramma) usullarida
beriladi.
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2.1.1-misol. Berilgan diagrammalarning gaysi biri funksiya bo‘ladi?

a) iPhone sotilishining umumiy soni b) Kvadratga oshirish
Aniglanish sohasi 0’ zgarish sohasi Aniqlanish sohas 0’zgarish sohasi
2006 = 0 3 > 0
2007 » 1,380,000 4 > 16
2008 > 11,627,000 5 -
2000 > 20,371,000 5 25
€)  Voleybol komandalari d) Voleybol komandalari
Aniglanish sohasi o'zgarish sohasi Aniqlanish sohasi 0°zgarish sohasi
Norarm ——————>* Parg"c-rna Farg'ona —— = Xorazm
Toshkent ————> Qarshi Qarshi —% Toshkent
3 Nukus Nukus
Termiz ——— Sirdaryo Sirdaryo » Termiz
Yechilishi: »

a) - moslik funksiya bo‘ladi, chunki aniglanish sohasining har bir
elementiga o‘zgarish sohasining fagat bitta elementi mos qo‘yilgan.

b) -moslik ham funksiya.

c) Voleybol bo‘yicha musobaga o‘tkazilayotgan bo‘lsin. Ushbu moslik
funksiya emas, chunki aniglanish sohasidagi bitta Toshkent
komandasiga o‘zgarish sohasidan 2 ta Qarshi va Nukus komandalari
mos go‘yilgan. Bitta komanda bir vaqtning o‘zida ikkita komanda
bilan musobagalasha olmaydi.

d) Funksiya ta’rifiga ko‘ra, aniglanish sohasining har bir elementiga
o‘zgarish sohasining fagat bitta element mos go‘yilgan bo‘lishi kerak.
Ushbu misol funksiya bo‘ladi. Bitta komanda navbat bilan ikkita
komanda bilan musobagalashishi mumkin.

Funksiyani sonlar juftligi sifatida garash mumkin, bunda juftlikning
1-koordinatasi aniglanish sohasining elementi, 2-koordinatasi esa

O‘

zgarish sohasiga tegishli bo‘ladi. 2.1.1-misolning b) shartidagi

funksiyani f deb belgilasak, u quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

f ={(-5;,25),(3,9), (4:16), (5;25)}.
Aniglanish sohasi: D(f)={3;4;5;-5},
o‘zgarish sohasi: E(f)={9;16; 25} <
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2.1.2-misol. Quyidagilarning gaysilari funksiya bo‘la oladi?

Aniglanish sohasi Moslik O°¢zgarish sohasi
a) Oila Oila a‘zosining | Musbat sonlar to‘plami
vazni
b) Butun sonlar Har bir sonning | Nomanfiy sonlar
to‘plami kvadrati to‘plami
{.-3-2-10123...} {0,1,4,9,16,25,...}
Yechilishi: »

a) - funksiya bo‘ladi, chunki har bir kishiga fagat bitta vazn to‘g‘ri
keladi.
b) - funksiya bo‘ladi, chunki bitta butun sonning fagat bitta kvadrati
mavjud. <
Funksiya analitik usulda y= f(x) ko‘rinishda beriladi.
Funksiyani mashina deb faraz gilaylik, kirishda x elementni
beramiz, chigishda f(4)=11 funksiya giymati hosil bo‘ladi. Mashina

ichida f(x)=2x+3 ga mos 2-4-+3 amal hisoblanadi.

JFunksiya X)) =2x+ 3 \
y -

Kirish Chigish -
\ == 4
B 11 i
g —7 H\% S
0 3 T f@)

o7 g7 5
[ 2t + 3 Q‘ﬁ/ o=
a+h : 2a+h)+3 a

2.2-rasm. Funksiyaning kirish va chigish giymatlari

2.1.1. Sonli ketma-ketliklar

Natural sonlar to‘plamida  aniqlangan  funksiya, ya’ni
x = f(n), neN funksiya sonli ketma-ketlik deyiladi.

Agar nga 1,2 3,...,n,.. qiymatlar bersak, funksiyaning xususiy
qiymatlarini olamiz, ular ketma-ketlikning hadlari deyiladi:

x=1Q),x,=10),..., x, = f(n),..

Sonli ketma-ketlik {x,} yoki {f(n)} orqali belgilanadi. Ketma-
ketlikning n-hadi uning umumiy hadi deyiladi. Ketma-ketlikning
umumiy hadi ma’lum bo‘lsa, ketma-ketlik berilgan hisoblanadi.
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2.1.3-misol. X:nLJrl funksiyani ketma-ketlik rasmida yozing.

. n . .
Yechilishi: » X=—"7 da n=1 2, 3... natural sonlarni go‘yib,

to‘g‘ri kasrlar ketma-ketligini hosil gilamiz:
n 1 2 3 n
{Xn}—{m}—{z,g,z ..... m,} 4

2.1.3-misolda neN Kketma-ketlik cheksiz ketma-ketlikdir, ya’ni
uning oxirgi hadi mavjud emas.

Barcha hadlari bir xil qiymat qabul giladigan {r,} ketma-ketlik
o‘zgarmas ketma-ketlik deyiladi.

Shunday M son mavjud bo‘lsaki, barcha neN uchun x, <M
tengsizlik bajarilsa, {x,} ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan ketma-
ketlik deyiladi.

Shunday M >0 son mavjud bo‘lsaki, istalgan neN uchun
x,>M tengsizlik bajarilsa, {x,} ketma-ketlik quyidan chegaralangan
ketma-ketlik deyiladi.

Ham quyidan, ham yuqoridan chegaralangan {x,} ketma-ketlik
chegaralangan ketma-ketlik deyiladi. Bu holda shunday ™M >0 son
mavjud bo‘ladiki, istalgan ne N uchun |x,|<M tengsizlik bajariladi.

Agar istalgan neN uchun X, <X, (% >X.,) tengsizlik

bajarilsa, ¥/ monoton o‘suvchi (kamayuvchi) ketma-ketlik deyiladi.
Agar istalgan neN uchun X, =X, (X <X tengsizlik

bajarilsa, {xo} o‘smaydigan (kamaymaydigan) ketma-ketlik deyiladi.

2.1.4-misol. Ketma-ketliklar turlarini aniglang:

.N,...} - o‘suvchi, quyidan chegaralangan;
2) {x,}={-2n}={-1, -3, -5,...} -kamayuvchi, yuqoridan chegaralangan;

3) {xn}z{%}z{l,%,% ..... %} kamayuvchi, yuqoridan chegaralangan
ketma-ketlik.
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2.1.2. Ketma-ketlikning limiti

Limitni ganday tushuntirish mumkin?

Faraz qiling, ustoz bugungi darsda o‘quvchilarga shunday o‘yin
¢’lon qildi, agar o‘quvchi 1-bo‘lib misolni to‘g‘ri bajarsa, bir parta
oldinga o‘tib o‘tiradi. O‘quvchi ketma-ket misollarni hammadan oldin
bajaraverdi, u holda oxirgi 5-partada o‘tirgan o‘quvchi bo‘lsa, u dastlab
4-partaga, keyin 3-, 2- va 1-partaga o‘tiradi, lekin hech gachon 1-partadan
oldinga o‘tmaydi. Aytmogchimizki, limit — bu o‘quvchi bilan 1-parta
orasidagi masofa nolga teng bo‘lgandagi holat deyish mumkin (2.3-rasm).

T -

2.3-rasm. O‘quvchi va 1-parta masalasi

Hisob fani tadqgiq giladigan muhim masala - argument giymatlari
o‘zgarganda, funksiya giymati ganday o‘zgarishini baholashdir. Bunday
tadqiqotlarda limit asosiy o‘rin tutadi.

a o‘zgarmas son va {x, } ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.

Agar istalgan ¢>0 son uchun shunday N=N(¢)>0 son mavjud
bo‘lsaki, barcha Nn=N lar uchun |x,—a|<e tengsizlik bajarilsa, a
o‘zgarmas son {x,} ketma-ketlikning limiti deyiladi va quyidagicha
yoziladi:

limx, =a (2.1)

n—

Agar {x, } ketma-ketlik chekli limitga ega bo‘lsa, u yaginlashuvchi
ketma-ketlik, aks holda esa uzoqlashuvchi ketma-ketlik deyiladi.
|x,—a|<e tengsizlik a—e<Xx,<a+e& tengsizliklarga teng kuchli
ekanini bilamiz. Buni hisobga olsak, limit tushunchasini geometrik nuqtai
nazardan bunday tushuntirish mumkin (2.4-rasm):
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\,‘
a=lmx,
ne»s o ® 9@ L R
a - ) ate
X, —)” = a
1 ' d -t F— >
n
1 2 N N+1

2.4-rasm. Limit tushunchasining geometrik ma’nosi

2.1.5-misol. 0 soni {xn}z{%} ketma-ketlikning limiti ekanligini,

] : ) :
ya’ni lim P Oni ta’rifga ko‘ra isbotlang.

‘E
n

Bundan ko‘rinadiki, N=N(¢) sifatida A dan katta istalgan son, ya’ni

<& yoki

Yechilishi: » 1 usul. Ixtiyoriy ¢ >0 sonni olaylik. ‘H_O

e . : i 1 i 1
<¢ tengsizlikni tuzamiz. Biroq n >0, shuning uchun <& yoki n<=.

|11
<e yoki H_O<g

1 1

N(8)>; olinsa, u holda barcha n>N(g) uchun ‘H
.1

tengsizlik bajariladi. Bu esa Lﬂlﬁ = 0 ekanini bildiradi. Masalan, &=0,01

< 0,01 mos keladi.

1
bo‘lganda N(¢)=100 va n>100 uchun ‘ﬁ

Il usul. Chizma yordamida ketma-ketlik limiti O ga yaqginlashishini
ko‘rsatish mumkin (2.5-rasm):

a:a: a: a;

> > o .

0 1/41/3 172 1

ey |
Im—=20
" »x ’l

.1 e . .
2.5-rasm. !Lm 0 0 limitning geometrik ma’nosi
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Yoki jadval yordamida ko‘rsatish mumkin:

lim =
n =l
1 1
2 0.5
3 0.333...
4 0.25
10 0.1
100 0.01
1000 0.001
10000 0.0001
100000 0.00001

<
1-2n? e 1 L
ketma-ketlik limiti a=-2 ekanini ta’rifga

2.1.6-misol. x, =
6-misol. x, 2+4n?

ko‘ra isbotlang.
Yechilishi: » Ve>0 son uchun unga mos N=N(g)>0 son

mavjudligini ko‘rsatamiz: barcha n=N larda |x,—a|<e shart

bajarilishi kerak.
1-2n? 1H 1-2n? 1‘_|1—2n2+1+2n2|| 2 | 1

20+2n?) 2| | 2+4n? | [2+4n?| 1r2n®

‘Xn_a‘: 2

2+4n* 2

berilgan tengsizlik quyidagi ko‘rinishga keladi: .

1+2n°
Tengsizlikdan n ni topib olamiz: n>,/2i—%.

Demak, limit ta’rifidagi N =N(¢) >0 sifatida N(e) {,/2—18—%}1 olinsa,

2
X, —| ——=
2
Yaginlashuvchi ketma-ketlikning xossalari:
19, {x,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘Isa, u chegaralangan bo*ladi.

20, Agar {x,} ketma-ketlik yaginlashuvchi va lim x, =a bolib,

N—c0

- . 1-2n?
<& bo‘ladi. Buesa Iim -
o 2 +4n

= —% bo‘lishini bildiradi. <

a>p (a<q) bo‘lsa, u holda 3n,eN topiladiki, ¥n>n, bo‘lganda
x,>p (x,<q) bo‘ladi.

30 Agar {x,} va {y, } ketma-ketliklar yaginlashuvchi bo‘lib,
1) lim x, =a, lim vy, =b;

N—00 N—c0
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2) VvVneNuchun x, <y, (x,2VY,) bo‘lsa, u holda a<b (ax=b)
bo‘ladi.

4%, Agar {x } va {z, } ketma-ketliklar yaginlashuvchi bo‘lib,
1) limx,=a, Ilmz, =a

N—o0 N—00

2) vneN uchun x,<y, <z, bo‘lsa, u holda {y,} ketma-ketlik
yaqginlashuvchi va lim y, =a bo‘ladi.

n—o0

, : n®-81 T
2.1.7-misol. Ushbu mm limitni hisoblang.
Yechilishi: » Agar n—o bo‘lsa hamda limit ostidagi ifoda kasr
ratsional ko‘rinishda bo‘lsa, bunday limitni hisoblash uchun kasrning

surat va maxrajini n ning eng katta darajasiga bo‘lib chigish kerak:

n® 81
] n®-81 ] ned  nd 1-0 1
lim = lim—"_1 = =
no>o3n®+4n?+2 n>=3n* 4n® 2 3+0+0 3 <
3 T3 3
n n n

Yaginlashuvchi ketma-ketliklar ustida amallar:

Faraz qilaylik, {x,} hamda {y, } ketma-ketliklar berilgan bo‘lsin:

Quyidagi Xp+ Y1 Xp+ Yo X3+ VY3, o Xpt+ Yy
X1 =Y Xo=Yo X3 =¥z s Xy = VYpyeo
Xl'yl’ X2'y2, X3'y3,...,Xn'yn,...
ﬁ’ X_Z’ ﬁ’ . X_”, (y, =0, n=123, ..)
Yi Y2 Y3 Yn

ketma-ketliklar mos ravishda {x,} va {y,} ketma-ketliklarning
yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi hamda nisbati deyiladi va ular
X

{Xn + yn}’ {Xn - yn}, {Xn . yn}1 {_n}

n

kabi belgilanadi.
50, Aytaylik {x,} va {y, } ketma-ketliklar berilgan bo*lib,
limx, =a, Ilmy,=b, (aeR, beR)

N—o0 N—o0

bo‘lsin. U holda n — oo da
(c-x,)—>c-a; % +Yo—>a+h; X, -y, — ab; ﬁ—)% (b=0)
" ’ Yn
o‘rinli bo‘ladi, ya’ni
a) VceR da lim(c-x,)=c-limx;

nN—o0 N—o0
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b) lim(x, +vy,)=Ilimx, +lmy,;
nN—0 n—o0 nN—0
c) lim(x, -y,)=Ilimx, -limy,;
N—o0 nN—o0 n—0o0
lim X,

d) fim == ).
ey, limy,
i . 3+6+9+...+3n . . . .
2.1.8-misol. LILT; i ;2 :4 L limitni hisoblang.
Yechilishi: »  Limit ostidagi yig‘indi arifmetik progressiyadan
iborat, shuning uchun arifmetik progressiyaning yig‘indisini topish

+a . -
a,+a,+..+a, - &%% . formulasidan foydalanamiz:
2
3+3nn
— 2
"m3+6+29+...+3n:Iirn 22 =1Iim3n2+3n :§. <
N0 n“+4 oo n°44 20 nT+4 2
(2n+D)H(2n + 2)!

2.1.9-misol. Ushbu Lm(2n+3)!_(2n+2)!
Yechilishi: »

lim 2n+DH(2n+2)! lim 2n+D'[1+2n+2] 3
e (20 +3)-(2n+2)! n>= (2n+DI[(2n+2)(2n+3) - (2n+2)]

limitni hisoblang.

i 2n+3 . 2n+3 .0
=lim—; =lim———=1lim—=0. <«
oo 4n°4+10n+6-2n—-2 n>=4n°+8n+4 =4

Agar istalgan ¢>0 son uchun shunday N=N(s)>0 natural son
topilib, n>N(¢) bo‘ladigan barcha n natural sonlar uchun |o,|<e
tengsizlik bajarilsa, u holda {«,} sonli ketma-ketlik cheksiz kichik sonli
ketma-ketlik deyiladi.

Cheksiz kichik sonli ketma-ketliklar quyidagi xossalarga ega:

1° Cheksiz kichik a, va B, sonli ketma-ketliklarning «, * S,
algebraik yig‘indisi ham cheksiz kichik sonli ketma-ketlik bo‘ladi.

20, Cheksiz kichik «, va B, sonli ketma-ketliklarning «, -,
ko‘paytmasi ham cheksiz kichik sonli ketma-ketlik bo‘ladi.
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3% Agar «, cheksiz kichik sonli ketma-ketlik va X, chegaralangan
ketma-ketlik bo‘lsa, u holda «,-X, cheksiz kichik sonli ketma-ketlik
bo‘ladi.

Agar istalgan A>0 son uchun {y,} sonli ketma-ketlikning shunday
bir N(A) tartib ragamini tanlash mumkin bo‘lib, barcha n> N(A) tartib

ragamli hadlar uchun \m > A tengsizlik bajarilsa, u holda { n} sonli
ketma-ketlik cheksiz katta sonli ketma-ketlik deyiladi.

2.1.3. Funksiyaning nugtadagi va cheksizlikdagi limiti

Aytaylik, f funksiya berilgan va faraz gilingki, X giymat biror a
soniga asta-sekin yaqginlashib bormoqda. Agar mos ravishda funksiyaning
giymatlari ham gandaydir L soniga yaginlashib borsa, u holda L soni
funksiyaning X — a nugtadagi limiti bo‘ladi.

x J(x)
2 7
3.6 10.2
.l‘.
3.9 10.8
3.99 10.98

3.990 10.9098

E— - cee —3

4.001 11.002

4.01 11.02 T il | G T
4.1 11.2
4.8 12.6
5 13

2.5-rasm. f(x)=2x+3 funksiyaning nuqgtadagi limiti

f(x) =2x+3 funksiya berilgan bo‘lsin va X—qgiymat 4 ga asta-sekin
yaqinlashib borsin. Jadval va grafikdan ko‘rib turibmizki, agar X giymat
4 ga chapdan yaginlashsa, funksiyaning giymati 11 ga yaginlashmoqda,
agar X giymat 4 ga o‘ngdan yaqinlashsa, funksiyaning giymati yana 11
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ga yaginlashmoqda. Shunga ko‘ra, 4 ga ikkala tomondan yaginlashganda
ham funksiyaning giymati 11 ga teng deyish mumkin (2.5-rasm).

Strelka “— belgisi yaqinlashadi degan ma’noni bildiradi:
x—4 da f(x)=2x+3—11. Buni gisgacha lim(2x+3)=11 deb yozamiz.

O‘qilishi: X giymat 4 ga intilganda, 2x+3 giymat 11 ga intiladi. <

Limitni jadval shaklida ifodalash uning sonli yondoshuvi, grafik
shaklda ifodalash esa grafik yondoshuvi bo‘ladi.

Agar x ning giymatlari biror a soniga yetarlicha yaqin bo‘lib,
lekin teng bo‘lmasa va bunda f funksiyaning barcha giymatlari L
soniga yaginlashib borsa, u holda L soni X ning a ga intilgandagi
funksiya limiti deyiladi va quyidagicha belgilanadi:
limf(x)=L yoki f(x) - L. (2.2)

X—a

Agar limitni lim f(x) =L ko‘rinishida yozsak, x giymat a soniga
ikki tomondan ham yaginlashishini bildiradi. lim f(x) yozuv X giymat

a soniga chap tomondan yaqinlashishini, bunda x<a ekanini, lim f(x)

yozuv X giymat a soniga o‘ng tomondan yaqginlashishini va bunda x>a
ekanini bildiradi. Ularni chap va o‘ng limitlar deyiladi. Limit mavjud
bo‘lishi uchun chap va o‘ng limitlar mavjud va teng bo‘lishi zarur, buni
quyidagi teorema isbotlaydi:

2.1-teorema. Agar chap va o‘ng limitlar mavjud hamda L ga teng
bo‘lsa, x »a da f(x) funksiyaning limiti mavjud va L ga teng bo‘ladi,
ya’'ni agar lim f(x)= lim f(x)=L bo‘lsa, uholda lim f(x) =L bo‘ladi.

Teoremaning teskari tasdig‘i ham o‘rinli: agar lim f(x) =L mavjud
bolsa, u holda lim f(x)chap va lim (x) o‘ng limit mavjud, shuning

bilan birga Lga teng.
2.1.10-misol. f(x)= XX__ll funksiya berilgan.

a) Funksiyaning f (1) giymati nimaga teng?

b) tim* X limitini hisoblang.
Yechilishi: » a) f(1):112__11=g kasrning maxrajida 0 hosil bo‘ldi.

Shunga ko‘ra, x=1da funksiyaning giymati mavjud emas.
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b) fim ™2 lim wzlximl(x+l):2.

x>1 X=1 x>l X—1
Grafikda (1,2) nuqgtada teshikcha hosil bo‘lgan. Funksiya x=1nuqtada
aniglanmagan, lekin funksiyaning x =1 da limiti mavjud (2.6-rasm).

YA

2.6-rasm. lim>* =2 limit grafigi <

-1 x =1

Funksiya limitining Koshi ta’rifi. Agar V¢ >0 son olinganda ham
35=5() >0 topilsaki, VxeXNU;(X,)\{X}) uchun |f(x)-ble
tengsizlik bajarilsa, b soni f(x) funksiyaning x, nuqtadagi limiti
deyiladi va quyidagicha yoziladi:

lim f(x)=b. (2.3)

X—>Xg

soniga ko‘ra 6 =¢ deb olsak, u holda |x-1|]<é (x=1) tengsizlikni

ganoatlantiruvchi vx da ‘__2‘ |x+1-2|=|x-1|]<5 =¢ bo‘ladi.
2
Demak, lim X 1=2.
x=x X—1

2X+2, agar x<1 bolakli anil -
ox—4, agar x>1 PO 'aKllaniglangan funkstya

uchun quyidagi limitlar mavjud bo‘lsa, ularni toping:
a) ImH(x); b) limH(x)

2.1.11-misol. H(x):{

Yechilishi: »
a) Chap va o‘ng limitlarni hisoblaymiz:
lim H(x)=4, lim H(x)=-2

x—1-0 X—1+0
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Bundan kelib chigadiki, funksiya x=1 nugtada aniglangan, lekin bu
nugtada lim H(x) limit mavjud emas, chunki chap va o‘ng limitlar turlicha.
b) x=-3 dachap va o‘ng limitlarni topamiz:

IimOH(x):—4 va XEQOH(X):—A

X—-3-

Demak, funksiya x=-3 nuqgtada aniglangan va bu nugtada lim H(x) =-4
limit mavjud (2.8-rasm).

:I
/
4 |
|
2 ) ! 2
} | /
| /

I
|
|
|
-
E
|

) 4

\/ ’
' <
2.8-rasm. H(x)={§§ti’ Zi: z: funksiya grafigi

Xulosa: Funksiyaning biror nuqtada limiti mavjud bo‘lishi yoki
mavjud bo‘Imasligi funksiyaning shu nuqtadagi qiymatiga bog‘liq emas.
Agar y=1f(x) funksiya X ning vyetarlicha katta giymatlarida
aniglangan bo‘lib, v& >0 son uchun shunday bir yetarlicha katta M >0
son mavjud bo‘lsaki, |x|>M tengsizlikni ganoatlantiradigan barcha X

nugtalar uchun |f(x)-b|<e tengsizlik bajarilsa, u holda b chekli son
f(X) funksiyaning cheksizlikdagi limiti deyiladi va quyidagicha
belgilanadi:

lim f(x)=b (2.4)

2.2-teorema (Limitga ega funksiyaning chegaralanganligi
hagida). Agar lim f(x)=b bo‘lib, b chekli son bo‘lsa, u holda

y = f(x) funksiya X=a nugtaning biror atrofida chegaralangandir.
2.3-teorema (Veyershtrass teoremasi).
a) Agar {x,} ketma-ketlik o‘suvchi va yugoridan chegaralangan bo‘lsa, u
yaqginlashuvchi bo‘ladi;
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b) Agar {x.} ketma-ketlik kamayuvchi va quyidan chegaralangan bo‘lsa,

u yaginlashuvchi bo‘ladi.
Funksiya limitining xossalari
Ushbu xossalar funksiyaning nuqgtadagi limiti uchun ham
cheksizlikdagi limiti uchun ham o‘rinli.

Agar ImT(x)=L va Img(x)=M ¢ biror o‘zgarmas son bo‘lsa,
quyidagilar o‘rinli:
1°. O‘zgarmas sonning limiti uning o°ziga teng: limc=c.
20, Darajaning limiti limitning darajasiga teng:
lim[f (0T =[ lim £ ()]"= L.
Musbat ko‘rsatkichli ildizning limiti limitning shu ko‘rsatkichli
ildiziga teng: lim?/ (x) :n\/lim f() =YL

X—a

agar n juft bo‘lsa, L >0 bo‘lishi kerak.
3% Yigindi (ayirma)ning limiti limitlar yig‘indisi (ayirmasi)ga
teng: lim[f (X)g(x)]=lim f(x)+limg(x)=L+M .
4°. Ko‘paytmaning limiti limitlar ko‘paytmasiga teng:
im[f(x)-g()]=[lim £ (x)]-[img(x)]=L-M
59 Bo‘linmaning limiti limitlar bo‘linmasiga teng:
foo_Imf)_ L
Dagx) limg() M bunda ™M =o0.
6°. O‘zgarmas son ko‘paytmasining limiti limitning o‘zgarmas
songa ko‘paytmasiga teng: lime-T(x)=c-lImf(x)=c-L.

7°. (Oraliq limit hagidagi teorema). Agar f(x)<e(x)<g(x)
funksiyalar uchun 1im f(x) =L va limg(x)=L bo‘lsa, u holda limg(x)=L
bo‘ladi.
Funksiya limitini hisoblashga doir misollar keltiramiz:

2.1.12-misol. lim x(\/x2+4—\/x2—1) funksiya limitini hisoblang.

X—>+0

Yechilishi: »
lim x(\/x2+4—\/x2_1): lim X(\/X2+4—\/X2—1X\/X2+4+x/x2—1)_
X—+00 X—>+o0 \/X2+4+\/X2 _1

~ lim X 2
o X 442 -1 2
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x*—x—-12
X+3

2.1.13-misol. r(x)=

hisoblang.

Yechilishi: » Funksiya r(—3) da aniglanmagan, chunki X ning
o‘rniga -3 giymatni go‘ysak, maxraj nolga aylanadi. Bo‘linmaning limiti
xossasidan to‘g‘ridan to‘g‘ri foydalanib bo‘lmaydi. Shuning uchun
grafikdan foydalanamiz: x = -3 (2.9-rasm).

funksiya berilgan. lmr(x)  ni

........ / B _

2.9-rasm. !irgr(x) limit nuqgta tasviri

: : 2 -x-12 .. : .. i i
Grafikdan 1@3(%}—7 ekanini ko‘rish giyin emas. Endi algebraik
yo‘l bilan, ya’ni xossalardan foydalanib, limitni hisoblaymiz:

2 — — —
lim X=X 12 i B i x4y =7« 3 <
x—-3 X+3 x—>-3 X+3 x—>-3 !

Grafikdan ko‘rinadiki, (-3, -7) nugta bo‘yalmagan. r(-3) giymatda
funksiya aniglanmagan, lekin x — 3 da funksiya limiti mavjud:

2 2
lim X X124 (B - ()12 0
x>3  X+3 x—>-3 —3+3 x—>-3(

bo‘lganligi uchun dastlab kasrni gisqartirib, keyin limitni hisoblash kerak.
Bunday “anigmaslik” kasrning surat va mahrajida umumiy bo‘linuvchi

0
borligini bildiradi, bizning misolda bu x+3. o Yozuv limit mavjud

bo‘lishi mumkinligini bildiradi. Bunday hollarda limitni hisoblash uchun
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oldin algebraik soddalashtirishlar bajarish yoki jadval va grafiklardan
foydalanish magsadga muvofiq (2.7-9).

X+ X2 +x3+..+x"=n

2.1.14-misol. lim . funksiya  limitini
X—> X —
hisoblang.
Yechilishi: »
2 3 n 2 3 n
fim XHX Xt X —n:"m(x—l)+(x D+ (X" =1 +...+(x —1):
x—1 Xx-=1 x—1 x—=1

—lim (X =D+ (X +1)+ (6 + x+1)+ .+ (X" + x"2 4+ x+1)]
xol X—1 N
n(n+1)

=1+2+3+..+n= . 4

Mavzu yuzasidan savollar:
Sonli ketma-ketlikning ta’rifini aytib bering.
Qanday ketma-ketliklar yugoridan (quyidan) chegaralangan deyiladi?
Ketma-ketlik limiti ta’rifini ayting.
Ketma-ketlik limitining mavjudligi haqidagi teoremani aytib bering.
Funksiyaning nuqgtadagi limiti deb nimaga aytiladi?
Funksiyaning cheksizlikdagi limiti ta’rifini ayting.
Funksiya limitining Geyne ta’rifini ayting.
Funksiya limiti bilan ketma-ketlik limitini fargini ko‘rsating.
. Oralig limit hagidagi teoremani tushuntiring.
O Funksiya limitining ganday xossalarini bilasiz?

H“’.OO.\‘.@.U"PSD!\’!—‘

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR

1. Rasmdagi A={x,X,, X%, X, } va B={y,,¥,, Y.} to‘plamlar mosliklari
funksiya bo‘ladimi?

/ !
X ¥ X,
X X X
Y X v
X, x; X,
S
y, V> ) v, Y2 ¥ Vi ¥ Vs
a) b) c)

37



2. Ketma-ketlik limitini ta’rifga ko‘ra isbotlang:

2) a2 3 b) & 001 o
2n-1 2 3n+1
3n? +1 3 9+n® 1
) Y a2 Tw d) Y1 or Ty

3. Ketma-ketliklarning limitlarini hisoblang:

a) Ilim 2N cos NFL b) Iim(\/x2+3x—3—x)

S )
n—>0 2n2 -1 2n-1 X—>-+00
_n*+1-+n-1 d) rim. 2 =3
C) lim . ) LT;S““ 5
"o +1-4n-1 +
4. Funksiya limitini hisoblang:
2 3 ny2
a) limX —>X*0 . b) lim2X 2%
x->2 X* —7X+10 x=0 5X° — 4%

5. Chizigchalar o‘rnini shunday to‘ldiringki, lim f(x) limit mavjud

bo‘lsin:
X
——+1], agar x<2 2_9g
a) f()=1,2 b) f(X>—{X2 |
SXT A X>2 R —
TESTLAR
3 2
1. Hisoblang: lim2X X" =,
x> X7 4+ X—2
A) 2 B) 1 C) 05

< im &N =D(-2)(n-3)

2. Hisoblang: lim 3P oo
A) 213 B) 3/2 C) 2
/2
3. Hisoblang: lim n+Sn+l+n
N0 2n+3
A) 1 B) 2 C) 1/2
4. Hisoblang: ”m1+2+§2+...+n
A) o B) 2 C) 1/2
2"+3

5. Hisoblang: lim
e 2" 3

A) o B) 2 C) 1
38

D)

D)

D)

D)

D)

agar x<?2
agar x>2°

0

0

0

0

0



2.2-§. Birinchi va ikkinchi ajoyib limitlar
Quyida birinchi ajoyib limit deb ataluvchi muhim limit

munosabatni keltirib chiqaramiz:
. sinX
lim—==1 (2.5)

x—0 X

5 4t sin X o 0 ..
A-teorema. — = funksiya X — © da 1 ga teng limitga ega.

Isboti » R radiusli aylana olamiz, radianlarda ifodalangan x

burchak 0 <X <% oraliqda yotadi deb faraz gilaylik (2.10-rasm).

2.10-rasm. Birlik aylana

Rasmdan kO‘“nad'kl SABOA < SABOA sektor < SACOA

Biroq, S poa = —OA BO - sinx = R; sinx
RZ

1 —
SABOA sektor = EOAZ "AB = 7'35,

1 1 R?
Sacoa =EOA-AC =EOA-0A-tgx =7-tgx

Shu sababli tengsizliklar ushbu ko‘rinishni oladi:

RZ R? R? . )
—-Slnx<7-x<7-tgx yokl siny < x < tgx.

2
Qo‘sh tengsizlikning barcha hadlarini sinx > 0 ga bo‘lamiz bunda
yoki

1
0<x<3 1<=—<
] 2 sinx Ccosx
sin X ) .. . : _ _
—— funksiya bir xil limitga ega bo‘lgan LILY])COSX—l va |X|L731—1

X
funksiyalar bilan chegaralangan. Oraliq funksiyaning limiti haqidagi

sin x
teoremaga asosan I|m o =1, «
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: . sin3x ...
2.2.1-misol. leggsme ni hisoblang.

Yechilishi: » (2.5) formuladan foydalanamiz:

lim Sin 3x _lim 3-sin3Xx _3.1im Sin 3x _3 <
x—0 X x—0 3x x—0 3X

2.2.2-misol. fim ¥~ limitni hisoblang,
X—> X

Yechilishi: » 1—cosx=25in2§ ayniyatni hisobga olib va funksiya

limitining xossalaridan foydalanib, hisoblaymiz:

. 2 X . X
2sin“ — sin—
. l-cosx . 2 .1 2
lim 5 =lim 5 =limZ=.| —“ -

x>0 ¥ x>0 ¥ x—0 2 X
2

. X . X

sin— sin —

L him2gm 2|2l <
2 x>0 X x50 X 2

2 2

Birinchi ajoyib limitdan kelib chigadigan natijalar:

1) 1im 3% pim 9 i S i 1%y
x=>0 X x»O X x=>0 X x»O X
2) lim 2N X =a, (ae R);
x—0 X
. Sinax CZ
3 lim a,feR
) x—0 5|nﬂx IB ( B )
4) lim arcsin x —lim arCth :1’
x—0 X x—0 X
5) lim——=1.
x—=05IN X

Monoton chegaralangan ketma-ketlikning limiti haqidagi teoremani
quyidagi muhim limitga qo‘llaymiz. Bu limitga ikkinchi ajoyib limit
deyiladi:

. 1Y
Ml(“ﬁj =e (2.6)
{xn}z{(u%jn} sonli ketma-ketlikni garaymiz, bunda n € N .
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: : 1Y :
2.5-teorema. Umumiy hadi Xn=(1+ﬁj bo‘lgan ketma-ketlik

n — o da2 va 3 orasida yotadigan limitga ega.

1 n
Isboti: » Umumiy hadi X”:(Hﬁj bo‘lgan {x,} ketma-ketlikni

garaymiz. Uni yaginlashuvchi ekanligini isbotlaymiz. Buning uchun
{x,} ketma-ketlikning o‘suvchi va yuqgoridan chegaralanganligini
ko‘rsatish yetarli (2.3-teorema). Nyuton binomi formulasini qo‘llab,
quyidagiga ega bo‘lamiz:
X, :(1+1jn _14n. 100D -iz+...+ n(h-1(n=2)..[n=(n-1)] i
n n 2l n n! n"
Bu ifodani shakl almashtirib, quyidagicha tasavvur gilishimiz mumkin:

RERTE )

Hosil bo‘lgan ifodaning giymati = 2,718281828 ga teng bo‘ladi. Bu
sonni buyuk matematik L.Eyler sharafiga e harfi bilan belgilangan.

: : : 1 1 1 1
Qatorlar mavzusida biz bu sonni e:1+ﬁ+§+§+"'+ﬁ+"' gatorga
yoyish mumkinligini isbotlaymiz.

- 1 1 1 1 . : :
Shunday qilib, 2<1+i+5+§+---+ﬁ+---<3,ya’m e soni 2 va 3 sonlari

orasida yotuvchi sondir. <

1 X
2.6-teorema. (1+;j funksiya X —coda € soniga teng limitga ega:

Iim(1+£jX =e (2.7)

X—>00 X

: 7Y
2.2.3-misol. L'ﬂl(l_ﬁj limitni hisoblang.
Yechilishi: » (2.6) formuladan foydalanamiz:

n
_7(_7)

A

Iim(l—zj = lim 1+i =e”.
n—o0 n n—o0 n

7
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Ikkinchi ajoyib limitdan kelib chigadigan natijalar:

n—o n a—0

%) lim In(1+ x)

x—0 X

n 1
1) Iim(1+1j =lim(1+a)« =e~2,71828;

3) im2 =1 _jna, a>0, azl

x—0 X

g iimHX)

Xx—0 X

=M, meR.

2 X
2.2.4-misol. lim w limitni hisoblang.
x>x| X°—3X+7

Yechilishi: » Berilgan limitni shakl almashtirishlar bajarib, (2.7)

ko‘rinishga keltiramiz.
X(8x-3)

2
X347 | X2 _3x47
8x-3

(X2 +5x+4) . 8x-3 ) . 8x -3
lim| ——-—| =lim 1+ ——— | =lim/| 1+ ——i—— =
x>o| X —3X+7 x>0 X" —=3xX+7 x>0 X" —=3X+7

8-3/x
X2-3x47 {1-3/x+7/x2

—lim (1+Mj ¢

<
Mavzu yuzasidan savollar:

Birlik aylanaga ta’rif bering.

Uchburchak yuzini topish uchun ganday formulalarni bilasiz?
Sector yuzi nimaga teng?

Birinchi ajoyib limit deb nimaga aytiladi? Uni isbotlang.

1-ajoyib limitdan ganday natijalar kelib chigadi?

Ikkinchi ajoyib limit deb nimaga aytiladi? Uni isbotlang.

2-ajoyib limitdan kelib chigadigan natijalarni ayting.
e~2,718281828 soni keltirilganlardan boshqa yana Qayerda
go‘llanilgan?

ONoGakwWwNE
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MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR

1. Birinchi ajoyib limitlarni hisoblang:

. 3xc0s5x . sin 3x-tg 4x
lim 2>~ 9 * 2
8  lim sin7x b) 1% 2x*
2. Ikkinchi ajoyib limitlarni hisoblang:
: ox :
I lim (1—-3x)| In(x+3)—1In
a) Xm[gx_7j. b)  lim @-3x)[In(x+3)-Inx],

. [ X*+9x-6 M. o
3. Im 2+4x.1) [limitni hisoblang.

._arcsin 2(x—-1)
4. I|rrg >
x> x°-1

i I 2) (e o
5. lim arcsin(x +2) limitni hisoblang.
x>0 arctg3x

limitni hisoblang.

TESTLAR
isoblana: lim 19 2x
1. Hisoblang: o sin 4x
A) 4/2 B) 2/4 C) 1 D) 0
: . sin®3x
2. Hisoblang: lxlgg arctg?6x
A) 1/36 B) 1/4 C) 1 D) 4

1

3, Iim(1+§jx hisoblang. A) e”*> B) & C) e’> D)0

x—0

4. Hisoblang: |im(x—+3)

x| X —2
A) e1/3 B) e5 C) el/5 D) el/2
5. Hisoblang: lim x{In(x+1)-Inx]
A) 2 B) C) 1 D) 0
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2.3-§. Cheksiz katta va cheksiz kichik funksiyalar

Limitlar bizga ba’zi funksiyalarga nisbatan cheksizlikning rolini
tushunishimizga yordam beradi.

Agar y = f(x) funksiya x =a nuqtaning biror atrofida
aniglangan va istalgan M > 0 son uchun shunday 6 > 0 son mavjud
bo‘lsaki, |x —a| < § tengsizlikni qganoatlantiradigan barcha x # a
nuqtalar uchun |f(x)| > M tengsizlik bajarilsa, x - a da funksiya
cheksizlikka intiladi deyiladi va quyidagicha yoziladi:

lim f(x) = oo.

Agar lim f(x) = oo (lim f(x) = o) bo‘lsa, u holda f(x)

funksiya x — a da(yoki x — oo da) cheksiz katta funksiya deyiladi.

X°+1

2.3.1-misol. 7(X)={ } va 77(X)={1X;i} lar cheksiz katta

5X +7
funksiyalar ekanligini ko‘rsating.

. . . n®+1 ) . 11=3n®
Yechilishi: B limy, =lime == =co - limz, = lim) === <

Bu ta’rifdan ko‘rinadiki, agar f (x) funksiya cheksiz katta funksiya
bo‘lsa, u holda istalgan M > 0 uchun 3§ > 0 topiladiki, |[x —a] < §
tengsizlikni qanoatlantiradigan barcha x lar uchun [f(x)| > M tengsizlik

bajariladi. Bundan cheksiz katta funksiya chegaralanmagan funksiya
ekani kelib chigadi.

Agar lim f(x) =0 (yoki lim f(x) = 0) bo‘lsa, f(x) funksiya
xX—a X—00
x — a da (yoki x - da) cheksiz kichik funksiya deyiladi.
2.3.2-misol. a(X)={i} va ﬁ(X)={3X_1} lar cheksiz kichik

5X X% +2
funksiyalar ekanligini ko‘rsating.

_ (1 : . [ 3x-1
ilishi- =lim{—}!=0_lim B(x) =lim =0
Yechilishiz > lima(x) LILQ{SX} 0, limA(x) new{x2+2} .«

2.7-teorema.
1) Agar f(x) funksiya x > a da (x - o da) cheksiz kichik

funksiya bo‘lsa, u holda % funksiya x = a da (x - o da) cheksiz
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katta funksiyadir.
2) Agar ¢@(x) funksiya x - a da (x - o da) cheksiz Kkatta

funksiya bo‘lsa, u holda 1

o) funksiya x — a da (x - oo da) cheksiz
kichik funksiyadir.

Cheksiz kichik funksiyalarning asosiy xossalari:

1°. Chekli sondagi cheksiz kichik funksiyalarning algebraik
yig‘indisi cheksiz kichik funksiyadir.

20, Cheksiz kichik funksiyaning chegaralangan funksiyaga
ko‘paytmasi cheksiz kichik funksiyadir.

3% Cheksiz kichik funksiyalarning ko‘paytmasi cheksiz kichik
funksiyadir.

4°. Cheksiz kichik funksiyaning noldan fargli limitiga ega bo‘lgan
funksiya cheksiz kichik funksiyadir.

59,

1) Agar y = f(x) funksiya x — a da limitga ega bo‘Isa, u holda uni
bu limitga teng o‘zgarmas son va cheksiz kichik funksiya yig‘indisi
ko‘rinishda ifodalash mumkin.

2) Agar y = f(x) funksiyani o‘zgarmas son bilan x — a da cheksiz
kichik funksiyaning yig‘indisi ko‘rinishda ifodalash mumkin bo‘lsa, u
holda o‘zgarmas qo‘shiluvchi bu funksiyaning x — a dagi limiti bo‘ladi.

2.3.1. Ekvivalent cheksiz kichik funksiyalar. Cheksiz kichik
funksiyalarni tagqoslash

Aytaylik, bir vagtda birnecha a, B3, v, ... cheksiz kichik miqdorlar
birgina x argumentning funksiyalaridan iborat bo‘lib, x biror a limitga
yoki cheksizlikka intilganda ular nolga intilsin.

Agar #  nisbat chekli va noldan farqli limitga ega, ya’ni
[24

iim”Z = A0 yoki Ixigg%=%¢0 bo‘lsa, u holda g va a cheksiz kichik

-0 ¢

miqdorlar bir xil tartibli cheksiz kichik miqdorlar deyiladi.

2.3.3-misol. a =x, B =sin2x funksiyalar bir xil tartibli cheksiz
kichik migdorlar bo‘ladimi?
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Yechilishi: » a =x, f =sin2x funksiyalar nisbatini x— 0 da
TP : 2
limitini hisoblaymiz: Ilmg—m Smx X_2.

Demak, e =x va f=sin2x bir xil tartibli cheksiz kichik migdorlardir. <«

2.3.4-misol. x—0 da f(x)=cos2x-cos’2x va ¢(x)=3x*-5x>
funksiyalar bir xil tartibli cheksiz kichik miqgdorlar ekanligini isbotlang.
Yechilishi: » f(x) va ¢(x) funksiyalar nisbatining x—0 dagi
limitini topamiz:
f(x) . cos2x—cos®2x .. COSZX(l—COSZZX)
— ==l 2 3 —m 2 3
=0 p(x) x>0 3x*—5x x>0 3% —5x
. COS 2X -sin’ 2x . 8cos2x-sin2x-sin2x 8
=lim| 2- = = ==
x>0 x*(3—-5x) x>0 2x-2x(3-5x) 3
Limitni giymati noldan fargli sondan iborat bo‘lgani uchun berilgan
funksiyalar bir xil tartibli cheksiz kichik migdorlardir. <

Agar ikkita cheksiz kichik migdor Z nisbatining limiti nolga

intilsa, ya’ni “mE_O (Ilmﬁ—ooj bo‘lsa, u holda g cheksiz kichik migdor

x=0 oy

a cheksiz migdorga nisbatan yugori tartibli deyiladi.

2.3.5-misol. @ =x, = X", n>1 funksiyalar ganday tartibli cheksiz
Kichik miqgdorlar?

Yechilishi: » a=x, f=x", n>1. x>0 da nisbatning limitini
hisoblaymiz. f# cheksiz kichik mlqdor a cheksiz kichik miqdorga

nisbatan yugori tartiblidir, chunki lim X = lim x™ =0. Bunda a cheksiz

x—=0 ¥ x—0

kichik miqdor f cheksiz kichik miqdorga nisbatan quyi tartiblidir. <
Agar B va o bir xil tartibli cheksiz kichik migdorlar uchun

im 2= A0 bo‘lsa, B migdorga nisbatan & migdor k - tartibli cheksiz

x—0 a
kichik miqdor deyiladi.

2.3.6-misol. a=x, p=x3 funksiyalar ganday tartibli cheksiz kichik
miqgdorlar?
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Yechilishi: » a=x, p=x3 funksiyalar nisbatining x—0 da limitini
hisoblaymiz. # migdor a miqdorga nisbatan 3-tartibli cheksiz kichik

3

i : o B X
miqdordir, chunki |Xlgga IXITOW 1.«

Agar ikkita cheksiz kichik migdorning g nisbati birga intilsa, ya’ni

'Jﬂ?;%zl bo‘lsa, u holda g va « miqdorlar ekvivalent cheksiz kichik

miqgdorlar deyiladi va a~f shaklida yoziladi.
Amaliyotda quyidagi ekvivalent cheksiz kichik miqdorlar ko‘p

go‘llaniladi:
Sinx ~X; arcsinx ~x; 1-cosx ~X?/2;
tgx ~X; arctgx ~Xx; eX-1 ~X;
a*-1 ~xIna; In(1+x) ~X; (1+x)™-1 ~mx.

Mavzu yuzasidan savollar:

1. y= f(x) funksiyaning x - a va x — oo dagi limiti nima?

2. Qanday funksiyaga chegaralangan funksiya deyiladi?

3. Cheksiz katta funksiyaga ta’rif bering.

4. Cheksiz kichik funksiya deb nimaga aytiladi?

5. Bir xil tartibli cheksiz kichik migdorlar deb nimaga aytiladi?

6. Qanday migdorlarga ekvivalent cheksiz kichik miqgdorlar deyiladi?

7. k - tartibli cheksiz kichik miqdor deb nimaga aytiladi?

8. Amaliyotda qo‘llaniladigan ekvivalent cheksiz kichik miqdorlarga
misol keltiring.

9. Cheksiz kichik miqgdorlarning ganday xossalarini bilasiz?

10. Cheksiz katta miqdor deb nimaga aytiladi?
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2.4-§. Funksiya uzluksizligi. Uzilish nuqgtalari va ularning
turlari

Quyida grafiklari keltirilgan funksiyalar butun hagigiy sonlar
o‘qida, ya’ni (-o0,0) da uzluksiz (2.11-rasm).

2.11-rasm. Uzluksiz funksiyalar

¥

Grafiklarda hech ganday sakrash yoki bo‘yalmay qolgan joylari yo‘q.
Shunga ko‘ra, uzluksizlikning sezgilarimizga asoslangan ta’rifini
beramiz: Agar grafikning bir uchidan ushlab, uning ustidan qo‘limizni
yurgizsak va go‘limiz chizmadan uzilmasdan ikkinchi uchiga borsa, bu
funksiya uzluksiz deymiz. Agar grafikning biror joyida go‘limizni
chizmadan olishga to‘g‘ri kelsa (sakratsak), funksiya uzilishga ega
deymiz.

F(x), G(x), H(x) funksiyalar sonlar o‘gida uzilishga ega ekanligini
ko‘rish mumkin (2.12-rasm).

v ;
T.. I - I: 2 ) jl_ s T -1" ‘ll d P e
: ; 5 s[(1.4)
f=mien — _ _ - + - L'
3. D)= e 3 3 ;
2 2 -

4 .. = i

— ]| l 7345 % 5-4-3-3 1_] | _ 5} + 30X —5—4-3-2 !_L ;3 333X

- ol i[5 x=2 AR RR RPN
- - > o
I

2.12-rasm. F(x), G(x), H(x) funksiyalar grafikléri

Bu funksiyalarning uchchalasi ham uzilishga ega, lekin ularning har biri
0°ziga Xos.

e F(x)funksiya X=0 nuqgtada uziladi. Funksiya 2 bo‘lakdan iborat: (~,0)
va (0,).

e G(x) funksiya x=2 da uziladi va funksiya grafigi 5 ga sakraydi.
Shuning uchun uni ham (-x«,2) va (2,0) gismlarga ajratamiz.
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e H(x) funksiya ham uzilishga ega, bu funksiya 1 ga x —1—0 chapdan
intilganda 4 ga, x >1+0 o‘ngdan intilganda 0 ga teng. Shuning uchun
funksiyaning aniglanish sohasi (-«,1) va (1«) gismlardan iborat bo‘ladi.
F(x), G(x) H(x) funksiyalarning barchasida uzilish nuqgtasi mavjud.
F(x), funksiyaning uzilish nuqtasi x=0, G(x) funksiya uchun x=2,
H(x) funksiya x=1 nugtada uziladi.

Funksiyani nuqtada uzluksizligining 3 xil ta’rifini beramiz, ular
o‘zaro teng kuchlidir:

1) Agar y=f(x) funksiya X, nugtada va uning atrofida aniglangan
bo‘lib, lm f(x) = f(x) bo‘lsa, ya’ni funksiyaning X, nugtadagi limiti uning
shu nuqtadagi qiymatiga teng bo‘lsa, y=f(x) funksiya x, nuqtada
uzluksiz deyiladi.

2) Agar y=f(x) funksiya X, nugtada va uning atrofida aniglangan
bo‘lib, istalgan ¢>0 son uchun 35>0 son mavjud bo‘lsaki, [x—x|<d
shartni ganoatlantiradigan istalgan x uchun |f(x)— f(x,)| <& tengsizlik
o‘rinli bo‘lsa, y=f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz deyiladi.

3) Agar y=f(x) funksiya X, nugtada va uning atrofida aniglangan
bo‘lib, argumentning cheksiz kichik orttirmasiga funksiyaning cheksiz
kichik orttirmasi mos kelsa, ya’ni A])i(l;f)lo Ay =0 bo‘lsa, funksiya x,
nuqgtada uzluksiz deyiladi.

Funksiyaning chap va o‘ng limitlari x, nugtada mavjud va o‘zaro
teng bo‘lsa, y=f(x) funksiya x, nugtada uzluksiz bo‘ladi.

Agar funksiya x, nugtada uzluksiz bo‘lsa, u holda bu nuqgtada limit
va funksiya belgilarining o‘rinlarini almashtirish mumkin:
Misol uchun: Iirq In(x*+1) =In Ii[n (x*+1) =1In2.

Bir tomonlama uzluksizlik
Agar y=f(x) funksiya (a,%,] oraliqda aniglangan va lim ()= (%)

bo‘lsa, bu funksiya x, nugtada chapdan uzluksiz deyiladi.
Agar y="f(x) funksiya [a,%,) oraligda aniglangan va lim f(x) = f(x)

bo‘lsa, bu funksiya x, nugtada o‘ngdan uzluksiz deyiladi.
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Nugtada uzluksiz funksiyalarning xossalari

1°. Yig‘indining uzluksizligi. Agar f(x) va ¢(x) funksiyalar x,
nugtada uzluksiz bo‘lsa, u holda  f(x)£e(x) funksiya ham x, nugtada
uzluksiz funksiyadir, ya’ni

lim[f (X) £ @(x)]= lim f(x) £ lim p(x) = f (X,) £ @(X,).

2°. Ko*paytmaning uzluksizligi. Agar f(x) va @(x) funksiyalar x,
nuqgtada uzluksiz bo‘lsa, u holda  f(x)-¢(x) ko‘paytma ham x, nugtada
uzluksiz funksiyadir, ya’ni

fim[f (X)- ()] = fim £ (- im p(x) = (%) p(x,).

3% Bo‘linmaning uzluksizligi. Agar f(x) va ¢(x) funksiyalar x,
nugtada uzluksiz bo‘lib, ¢(x,)#0 bo‘lsa, u holda % bo‘linma ham X,
nuqtada uzluksiz funksiyadir, ya’'ni
"m{f(x)} am e f (x)

o(x) X'L”QO (x) (o)
Uzilish nugtalari va ularning turlari

Agar X, nugtada y=f(x) funksiya uchun quyidagi shartladan kamida
bittasi bajarilsa, x, nuqta f(x) funksiyaning uzilish nugtasi, funksiyaning
o‘zi esa uzlukli funksiya deyiladi:

1) funksiya X, nuqtada aniglanmagan;

2) funksiya X, nuqtada aniglangan, lekin f(x,-0) va f(x,+0) bir
tomonlama limitlardan kamida biri mavjud emas;

3) funksiya x, nugtada aniglangan, bir tomonlama limitlar mavjud,
lekin o‘zaro teng emas;

4) funksiya x, nugtada aniglangan, bir tomonlama limitlar mavjud,

o‘zaro teng, lekin ular funksiyaning bu nuqtadagi qiymatiga teng
emas: f(x,—0)=f(x,+0)= f(x,).

X—Xg

Ikki turdagi uzilish farglanadi: I tur va Il tur.
| tur uzilish ham ikkiga ajratiladi: bular bartaraf gilinadigan | tur uzilish
hamda sakrashga ega bo‘lgan I tur uzilish.

1) y=1f(x) funksiya x, nugtada aniglanmagan, biroq bu nugtada bir
tomonlama limitlar mavjud va o‘zaro teng, ya’ni f(x,—0)= f(x,+0) bo‘lsa,
X, nuqgta bartaraf gilinadigan I tur uzilish nuqtasi deyiladi.
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2.4.1-misol. X, =0 nugtada f(X)=¥ funksiyani uzluksizlikka

tekshiring.
Yechilishi: » Funksiyaning o‘ng va chap limitlarini hisoblaymiz:

. SinX . sinx . : ..
“mT:1 va |ImT=1, ya’ni f(-0)=f(+0) bir tomonlama limitlar
x—>+0 x—>-0

mavjud va o‘zaro teng, ammo X, =0 nuqtada f(x) funksiya giymati mavjud
emas, demak, X, yo‘qotiladigan uzilish nugtasi, f(0)=f(-0)=f(+0)=1 deb
uzilish nuqgtasini bartaraf gilamiz (2.13-rasm).
£ },'

1 y=

.\ ——

-
—2n \___H“n 0 TN

2.13-rasm. y =

sinx
X
2) Agar funksiya x, nuqtada aniqlangan yoki aniglanmagan, lekin bir
tomonlama limitlar mavjud bo‘lib, ular o‘zaro teng bo‘lmasa, ya’ni
f(x,—0)= f(x,+0) bo‘lsa, bu nugta sakrashga ega bo‘lgan | tur
uzilish nugtasi deyiladi. h=f(x,-0)-f(x,+0) son funksiyaning x,
nugtadagi sakrashi deyiladi.

2.4.2-misol. (9= funksiyani x—0 nugtada uzluksizlikka

X

funksiya grafigi

tekshiring.
Yechilishi: » Funksiyaning o‘ng va chap limitlarini hisoblaymiz:

Va

( ) > o
=3

>

2.14-rasm. y = i funksiya grafigi
X

f (+0) = lim M i 5 g, f (-0) = lim P jim =¥~ 1
x>+0 X  x>+0 X x>0 X xo>+0 X

yani f(+0) f(-0) va sakrashi h=1-(-1)=2.
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Demak, x = 0 — birinchi tur uzilish nuqtasi (2.14-rasm). <«

3) Il tur uzilish. Agar x, nugtada bir tomonlama limitlarning kamida
biri mavjud bo‘lmasa yoki cheksizlikka intilsa, X, nuqgta ikkinchi
tur uzilish nuqtasi deyiladi.

2.4.3-misol. f(x)=32t funksiyani x=- nuqtada uzluksizlikka

1
2
tekshiring.

Yechilishi: » Funksiyaning o‘ng va chap limitlarini hisoblaymiz:

1

1o

1 2 -1
f(%—Oj: lim 321 = |im 3(2 ] =37 =0,

x—>1—0 x—>£—0
2 2

1 2 1
f(%+0}= lim 321 = |im 3[2 j =3"=w

x»1+0 X~>3+0
2 2

Demak, X =% - ikkinchi tur uzilish nugtasi (2.15-rasm).

A

|
|
I
1
|
|
|
|
I
|
|
|
|
|
|

___________________________

1

2.15-rasm. y =32 funksiya grafigi

2.4.4-misol. f(X)=Sin§ funksiya x =0 nugtada uzluksizlikka
tekshiring.

Yechilishi: » f(X)=Sin§ funksiya x =0 nugtada aniglanmagan.
f(x0) = xl—iHrlo Sini tayin limitga ega emas, demak, x=0 nuqta Il tur
uzilish nuqgtasi bo‘ladi (2.16-rasm).
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<
2.16-rasm. y:sin% funksiya grafigi
x?, —o0< X<0,
2.4.5-misol. f(x)=1{(x-1), 0<x<2, funksiyani uzluksizlikka
5—X, 2 < X < oo,

tekshiring va uzilish oraliglarini va uzilish nugtalari turini aniglang.
Yechilishi: »  f(x) funksiya (-o;0],(0;2] va (2;+w) oraligda
aniglangan va bu oraliglarda uzluksiz bo‘lgan elementar funksiyalar bilan
berilgan. Shunday ekan, funksiya fagat x, =0 va x, =2 nuqtalarda uzilishi
mumkin. x =0 nugtada funksiya uzilishga ega bo‘lsa, uzilish turini

aniglaymiz:  lim f(x)= lim x* =0, lim f (X)ZXEEL‘O(X‘l)Z =1,

f(0)=x’ =0, yani, f(x) funksiya x, =0 nugtada I tur uzilishga ega.

X, =2 nuqtada funksiya uzilishga ega bo‘lsa, uzilish turini aniglaymiz:
fim, £ = i (x-2°=1, i, F(x)= i (5-%)=3,

f(2)=(X—l)2‘X:2=1, ya’'ni, f(x) funksiya X, =2 nugtada ham 1 tur
uzilishga ega. «

2.4.6-misol. f(x)=8""%+1 funksiyani X =3 va X,=4 nugtalarda
uzluksizlikka tekshiring.

Yechilishi: » X =3 nuqgtada tekshiramiz:

lim f(x)= lim (8" +1) =8~ +1=1,

x—3-0 x—3-0
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: n 1/(x-3) _ Q® _
xI—IgJOf(X)_xugJO(B +1)_8 +1_OO’

x, =3 nuqtada f(x) funksiya Il tur uzulishga ega.
X, =4 nuqgtada uzluksizlikka tekshiramiz:

Jip, £ (0= Jim (8" +1)=9, i ()= Jim, (8" +1) =9,
f(4)=8""%+1=09.
Funksiyaning chap va o‘ng limitlari x, nugtada mavjud va o‘zaro
teng bo‘lsa, y=1f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz deyiladi.
Demak, funksiya uzluksizligining ta’rifiga ko‘ra, X,=4 nuqtada
funksiya uzluksiz. «

Mavzu yuzasidan savollar:

f(x) funksiyaning X, nuqtada uzluksizligi ta’rifi keltiring.

f(x) funksiyaning X, nuqtada chapdan uzluksizligi ta’rifini ayting.
. y=f(x) funksiyaning X, nuqtada o‘ngdan uzluksizligi ta’rifini ayting.
. Kesmada uzluksiz funksiyaning xossalarini ayting.

. Funksiyaning uzilish nuqtasi deb nimaga aytiladi?

. Funksiyaning ganday uzilish turlarini bilasiz?

. Bartaraf gilinadigan I tur uzilish deb nimaga aytiladi?

. Sakrashga ega bo‘lgan I tur uzilish deb nimaga aytiladi?

. Nugtada uzluksiz funksiyalarning xossalarini ayting.

©CoO~NOoOUA WN K

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR

1. Funksiyalarni uzluksizlikka tekshiring, uzilish oraliglarini va uzilish
nuqgtalari turini aniglang:

x+4, x<-1; -x, xZ0;
a) f(x)=4x*+2, —-1<x<]; b) f(x)=9sinx, 0<x<7;
2x, x>1. x—2, x>n.

2. Funksiyalarni berilgan nuqgtalarda uzluksizlikka tekshiring, agar
mavjud bo‘lsa, uzilish oraliglarini va uzilish nuqtalari turini aniglang:

1
a) f(X)=92_X, =0, x,=2. b) f(x):10%7‘x),x1:5,x2:7,

2

3. f(x)=#x_?12 funksiyaning uzilish nuqgtalarini toping.
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1
4, y=2¢-° funksiyani uzluksizlikka tekshiring, agar mavjud bo‘lsa,
uzilish nugtasini toping.
5. A va B sonlar ganday bo‘lganda funksiya uzluksiz bo‘ladi:

. VA
—-2sinx; X< _E

f(x)={Asinx+B; —-Z<x<Z
2 2

T
COSX;  X=—
2

TESTLAR

T
2
A) Uzluksizlik nugtasi;

B) Bartaraf gilinadigan I tur uzilish nuqtasi;
C) Sakrashga ega bo‘lgan I tur uzilish nugqtasi;
D) Ikkinchi tur uzilish nugtasi.

1. X=—nuqta y =tgx funksiya uchun .... bo‘ladi.

2. x=0 nuqta y =e* funksiya uchun .... bo‘ladi.
A) Ikkinchi tur uzilish nuqtasi;

B) Uzluksizlik nugtasi;

C) Bartaraf gilinadigan I tur uzilish nuqtasi;

D) Sakrashga ega bo‘lgan | tur uzilish nugtasi.
1

3. x==4 nugtalar Y =2 funksiya uchun .... bo‘ladi.
A) Uzluksizlik nuqtasi;

B) Bartaraf gilinadigan I tur uzilish nuqtasi;

C) Sakrashga ega bo‘lgan I tur uzilish nugqtasi;

D) Ikkinchi tur uzilish nugtasi.

4, f(x) =|ni|x| funksiyaning nechta uzilish nugtasi bor?

A) 1 B) 2 C) 3 D) 4

x+1 agar x<1 ¢ . . .
. = a
5. f(x) {3_ax2 agar x>1 bo‘lsa, ning ganday giymatida

funksiya uzluksiz bo‘ladi?
A) a=2 B) a=1 C) a=-1 D) a=0
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2.5-§. Hosila tushunchasi. Funksiya hosilasini hisoblash.
Yuqori tartibli hosila

2.5.1. Funksiyaning nugtadagi hosilasi. Hosilaning geometrik va
mexanik ma’nosi

Aylana bilan bitta umumiy nuqtaga ega bo‘lgan to‘g‘ri chiziqga
urinma deyiladi. Egri chizigga o‘tkazilgan urinma ham u bilan bitta
umumiy nugtaga ega bo‘ladi. L to‘g‘ri chizig egri chiziqga P nugtada

o‘tkazilgan urinma bo‘ladi (2.17-rasm).
.T \,

| |
| |
| |
| |
| |
& :

2.17-rasm. Egri chizigga o‘tkazilgan urinma

L, va L, kesuvchilar, T, T,, T,, T,, T, to‘g‘ri chiziglar urinmalardir
(2.18-rasm).

I

>,

X
2.18-rasm. Egri chiziqgga o‘tkazilgan kesuvchi va urinmalar

Agar egri chiziq sillig bo‘lsa (hech ganday uchlari bo‘lmasa), u holda
egri chizigning har bir nugtasidan urinma o‘tkazish mumkin.
Endi urinma ixtiyoriy egri chiziq uchun ganday ahamiyatga ega
ekanini aniglaymiz. Buning uchun limit tushunchasidan foydalanamiz.
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Egri chizigga P nugtada o‘tkazilgan urinmani topish uchun P va
Q, Q, Qs, Q, nugtalardan o‘tkazilgan kesuvchilarni garaymiz. o
nugtalar P ga yaginlashgani sari kesuvchilar ham T chizigga yaqginlashib
boradi. Har bir kesuvchi og‘ish koeffitsiyentiga ega. Bular m;, m,, m,,
m, koeffitsiyentlar bo‘lib, kesuvchilar T chizigga yaginlashganda, ular
m ga yaginlashadi. Biz T chizigni urinma sifatida aniglaymiz, bu chiziq
P nugtadan o‘tadi va Q nugtalar P ga yaginlashganda ularning og‘ish
koeffitsiyentlarining limiti m og‘ish koeffitsiyentiga intiladi (2.19-rasm).

2.19-rasm. Kesuvchilarning og‘ish koeffitsiyentlari

Multiplikatsiya kadrlarini esga soling, daftar varaglarini
o‘tkazganingizda Q nugqtalar P qo‘zg‘almas nugtaga yaginlashib borib,
barcha kesuvchilar urinma “ustiga” yotadi.

Faraz qgilaylik, P nuqtaning koordinatalari (X, f(x)). U holda Q

nuqtaning koordinatalari (x+h, f(x+h)) dan iborat bo‘ladi (2.20-rasm).

N

fx +h) |— Q(x+h. f(x+h))

J(x) = \if

|

X xX+h

2.20-rasm. Kesuvchining og‘ish koeffitsiyenti

PQ kesuvchining og‘ish koeffitsiyenti f(“hr)]‘f(x) ga teng. Bizning
holatda Q nugtalar P ga yaginlashganda (2.21-rasm)
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<> X+hy

2.21-rasm. Urinmaning og‘ish koeffitsiyenti
x+h giymatlar ham X ga yaginlashib boradi. Bunda h ham nolga
yaqinlashadi, ya’ni h—0 deb olish mumkin. Shunda quyidagi tasdiq
o‘rinli bo‘ladi:
f(x+h) = f(x)

Urinmaning og‘ish koeffitsiyenti m=lim ga teng. Bu limit

f(x) ning X dagi oniy hosilasiga teng bo‘ladi.

Demak, hosila egri chiziqga o‘tkazilgan urinmaning og‘ish
koeffitsiyentiga teng bo‘lib, bu hosilaning geometrik ma’nosini beradi
(2.22-rasm). Funksiyaning X dagi hosilasini f'(x) deb belgilaymiz.
f'(x) ni “funksiyaning nuqtadagi hosilasi” yoki “f shtrix x” deb
o‘gish mumkin.

_f( X))

|
|
|
|
|
|
|
|
1

X

2.22-rasm. Hosilaning geometrik ma’nosi

y=1f(x) funksiyaning nugtadagi hosilasi deb, quyidagi tenglik
bilan aniglanadigan f'(X) funksiyaga aytiladi:
ruymmf“+?‘””

h—0

(2.8)
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Agar hosila ta’rifida h - —0 yoki h - +0 bo‘lsa, bir tomonlama
hosilalarga ega bo‘lamiz, ular f/,(x,) va f',(X,) deb belgilanadi hamda
quyidagiga teng bo‘ladi:

,  fx+h) - f(x)
fio(x) = lim f f

h—-+0 h

+h) —
floCx) = hlirpof (x i)l [
y=1(x) funksiyaning X nugtada hosilasi mavjud bo‘lishi uchun o‘ng va
chap hosilalar mavjud va teng bo‘lishi zarur va yetarlidir, ya’ni
filx) = fI(x).
Hosilani topish jarayoniga funksiyani differensiallash deyiladi.

x nuqtadagi o‘’ng hosila,

x nuqtadagi chap hosila.

Funksiya hosilasini ta’rifga ko‘ra hisoblash 3 ta gadamdan iborat:
f(x+h)—f(x)
h 7

1. Orttirmalar nisbatini yozamiz:

2. Bu nisbatni soddalashtiramiz;

3. Soddalashgan ifodaning h — 0 dagi limitini hisoblaymiz.
2.5.1-misol. f(x)=x* funksiyaning hosilasini toping.
Yechilishi: »
f(x+h)—f(x)  (x+h)>-x°

h=0;
1) h h ] )
3 2 2 3 3 2 2 3
2) f(x+h)—f(x):(x +3x°h+3xh° +h*) —x :3x h+3xh“+h 3% + 3%+ h?
h h h
1y — iy S XN =T () o2 2\ _ ay2
3) f(x)_m . —LIH(I)(?:X +3xh+h%) =3x~,

Demak, f'(x)=3x>.
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f'(x) =3x*formuladan f'(-1)=3: (-)*=3 va f'(1.5)=3-15"=6.75
nuqgtalardagi urinmalarning og‘ish koeffitsiyentlarini topishimiz mumkin
(2.23-rasm). <

2.5.2-misol. f(X)=§ funksiya berilgan.

a) f'(x) hosilani toping;
b) f'(2) ni hisoblang;
c) Funksiya grafigiga X=2 nuqtada o‘tkazilgan urinma tenglamasini
yozing.
Yechilishi: »

a) f'(x) hosilani topamiz:

ru)zmnfo“*o_f“)znm( 1 j:-i-

h h—0

150 Cx(x+hy ) X

b) f'(2) ni hisoblaymiz: f'(2) :_2_12 :_%

c) Funksiya grafigiga x =2 nuqgtada o‘tkazilgan urinma tenglamasini

yozish uchun dastlab, f(X):% funksiyaga urinma o‘tkaziladigan nugtani

aniglaymiz: f(2)=%, bu nugta (Z,EJ ekan. Og‘ish koeffitsiyenti esa

2

Urinma y -y, = m(x—X,) tenglamasiga asosan
1 1 1 1 1 1
——=——(x-2 ——=—X+= =——X+1,
y-5=-,0=2), Y=o = X5 y=-3
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Shunday qilib, f(x)=§ funksiya grafigiga x=2 nugtada o‘tkazilgan
urinma tenglamasi y=—%x+1ko‘rinishda bo‘ladi (2.24-rasm).

f(x):% funksiyaning f(0) nugtadagi gqiymati mavjud emas. Shuning

uchun bu funksiyaning f'(0) hosilasi ham mavjud emas. <
Shunday f(x) funksiyalar ham borki, funksiya biror nugtada
aniglangan, lekin bu nugtada uning f'(x) hosilasini hisoblab bo‘Imaydi.
2.5.3-misol. f(X)=|X funksiyaning x =0 nuqtada hosilasini toping.
Yechilishi: ~ » f(X)=[X funksiya x=0 nuqtada uzluksizlikning

barcha shartlarini ganoatlantiradi, lekin bu nugtada funksiyaning hosilasi
mavjud emas. Bu nugtada funksiyaga o‘tkazilgan urinma ganday?

¥ 4

—0.0

2.25-rasm. f(x) =[x funksiyaning x=0 nugtadagi urinmalari

Faraz qiling, (0,0) nuqgtada funksiyaga urinma o‘tkazmogchimiz.
Funksiya bu nugtada uchli (sillig emas), bu nuqtada funksiyaga cheksiz
ko‘p urinmalar o‘tadi, ularning og‘ish koeffitsiyentlari ham cheksiz
bo‘lishi kerak (2.25-rasm). Keling X=0 nuqgtada funksiya hosilasini
topishga harakat gilamiz.

X, agar x>0 '
f (x) ={ e funksiya hosilasi f'(x) ={
—X, agar x<0

1, agar x>0
-1, agar x<O0.
O°ng va chap limitlar bir-biriga teng emas: lim £'(x) = lim f'(x).
Shuning uchun f(x)=| funksiyaning x=0 nugtada f'(0) hosilasi
mavjud emas. 4

Xulosa. Agar funksiya biror nugtada aniglanmagan bo‘lsa, bu
funksiyaning shu nuqtada hosilasi mavjud bo‘lmaydi. Yoki agar
funksiya biror nuqgtada uzilishga ega bo‘lsa, funksiyaning uzilish

nuqtasida hosilasi mavjud emas.
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Agar funksiya grafigi “uchli” bo‘lsa, funksiyaning shu
nugtadagi hosilasi mavjud bo‘lmaydi.
2.5.4-misol. y =Inx funksiya hosilasini toping.

Yechilishi: »
In(x+hj
(|nx)':|n(x+h)_lnleim X =Iimlln(x+hj=
h h—0 h h—0 h X
h hx
=limIn 1+£ =Inlim 1+l :Ine;:1 |
h—s0 1 h—0 i X
h h

Hosilaning mexanik ma’nosi. Biror M  nuqgta to‘g‘ri chizigda
harakatlanayotgan bo‘lsin (2.26-rasm).

M, S M N
. 2 . 2 L 4

v

2.26-rasm. M nugtaning bosib o‘tgan yo‘li

Biror M, boshlang‘ich vaziyatdan M nugtagacha hisoblanadigan s
masofa t vagtga bog‘liq, ya’ni s masofa t vaqtning funksiyasi bo‘Isin:
s = f(¢t).

Vaqgtning biror t momentida M nuqta M, boshlang‘ich vaziyatdan s
masofada, navbatdagi biror t + At momentda esa bu nuqta N vaziyatda
boshlang‘ich vaziyatdan s + As masofada bo‘Isin. Shunday qilib, At vaqt

oralig‘ida nugta As masofani o‘tgan, ya’ni s kattalik As ga o‘zgargan

As

bo‘ladi. Nugtaning At vaqgt ichida o‘rtacha harakat tezligi v,,; = ~

bo‘lishi ravshan. ALtiH(l) Vot = UV berilgan t momentdagi harakat

A : . : :
Al%moA—i = s’ esa hosila. Shunday qilib, v =s’, ya’ni tezlik

yo‘ldan vaqt bo‘yicha olingan hosila ekan.

tezligi,

2.5.2. Funksiyaning differensiallanuvchanligi

Faraz qilaylik, y=f(x) funksiya berilgan bo‘lsin. “Yy ning x
bo‘yicha hosilasi’ning keng tarqalgan belgilanishi nemis matematigi
Leybnits tomonidan Kiritilgan: j—i. Bu belgilashga asosan quyidagini
yozishimiz mumkin:
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Agar Yy = f(X) funksiya berilgan bo‘lsa, u holda y ning x bo‘yicha
hosilasi %zf’(x) ga teng. Agar hosilani biror nugtada aniglamoqchi

bo‘lsak, masalan, % = f'(2) yozuvni ishlatamiz. Hosilani boshgacha

X=2
dy

if(X) deb ham yozish mumkin. Bu yozuv -

™ belgilash bilan bir xil

ma’noni beradi. Agar hosila olish belgisi % f(x) funksiyaning oldiga

yozib go‘yilsa, bu hosila olishga berilgan “buyruqg” sifatida garaladi,
misol uchun: Dxeoox, sz i(1j=—i
" odx S ' dx\ x x>
Agar y = f(x) funksiya [a,b] kesmaning barcha ichki nugtalarida
differensiallanuvchi hamda chekli bir tomonlama f/(a) va f'(b) hosilalar
mavjud bo‘lsa, bu funksiya shu kesmada differensiallanuvchi deyiladi.
2.8-teorema. Agar y= f(x) funksiya x, nugtada differensiallanuvchi
bo‘lsa, u shu nugtada uzluksizdir.

2.5.3. Hosila hisoblashning asosiy qoidalari

Darajali funksiyaning hosilasini topish:

2.9-teorema. Agar har ganday hagigiy k son uchun y =X
funksiya berilgan bo‘lsa, u holda bu funksiyaning hosilasi quyidagiga
teng bo‘ladi

d k-1

&X =k-Xx (2.9)

O¢zgarmas funksiyaning hosilasini topish:

O‘zgarmas F(x) =c funksiyaning grafigi og‘ish burchagi 0 ga teng
bo‘lgan shakldan iborat (2.27-rasm).

Fix)=c¢ Fix+h)=c¢

*-

|
|
|
|
|
L
X+

“y—————

h X

2.27-rasm. O‘zgarmas funksiyaning grafigi
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2.10-teorema. O‘zgarmas funksiyaning hosilasi nolga teng: ¢’ =0

. Cc—C
=lim——
h—0 h

F(x+h)—F(x)
h

Isboti: » lim = % =0, demak, F'(c)=0. «

Funksiya bilan o‘zgarmas sonning ko‘paytmasi hosilasini topish:
2.11-teorema. Funksiya bilan o‘zgarmasning ko‘paytmasidan
hosila olishda o‘zgarmas sonni hosila belgisidan tashgariga chigarish
mumeKin:
d

d H [ 14
&[c- f(x)]zc-&f(x) yoki [c- f(x)] =c- f'(x). (2.10)

Isboti: »
i FOHM—F) _ e fx+h)—c () . c[f(x+rr1])— f(x)] _

h—0 h h—0 h h—0

:c.nm{f(“hz‘f(x)}zc-f’(x) <

h—0

2.5.5-misol. Tibbiyot masalasi. Saraton kasalligida shar shaklidagi

shish hajmini quyidagicha approksimatsiyalash mumkin: V(r) =g7r re,
bunda r —shish radiusi, sm.

a) Radiusga nisbatan hajm hosilasini toping.

b) r=1.2 sm bo‘lganda hajm hosilasini toping.

Yechilishi: » a) V’(f){gﬂaj =4xr?;

3

b) V'(1.2) = S(L.2) =4z (L2f =5.767 ~18° =18 sm?,
sm

Ya’ni radiusi r=12 sm bo‘lgan shishning radiusi har 1 sm ga
kattalashganda, uning hajmi 18 sm? ga oshib boradi. <«

Yig‘indi va ayirmaning hosilasini topish:
2.12-teorema: 1) Yig‘indining hosilasi hosilalar yig‘indisiga teng:

[£(0+90] = F'(0+0'(x). (2.11)
2) Ayirmaning hosilasi hosilalar ayirmasiga teng:
[f(0)-9(9] = ') -g'(x). (2.12)
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Isboti: » 1) Yig‘indining hosilasi:
i PO —F) L [FOceh) + g+ )] - [ () +9(0)] _

h—0 h h—0 h

:"m{f(x+hr)]— f(x), 9(x+h)-g(x)

h—0 h

} = f'(X) + g'(x).

2) Ayirmaning hosilasini isbotlash uchun yig‘indi hosilasidan foydalanish
mumkin:

[ () - 9] =[F 0+ (DM = £+ (~Dg'(x) = ') - g'(x). «
2.5.6-misol. Hosilalarini hisoblang:

a) y:(3x—43{/§+2); b) y:(xz—%JrS\/;)_

- - oY o 4
Yechilishi: » ) Yy —(3X—43 X+2) —(3x)—(4§/§)+2 _S_BW’

1 3 5
b) vV =| X2 — = +5JX | =2X+— + ——.
)y ( " j MAENr

Ko‘paytmaning hosilasini topish

2.13-teorema. F(x)= f(x)-g(x) funksiya hosilasi uchun quyidagi
tenglik o‘rinli:
F'(x)=f'(x)-g(x)+ f(x)-g'(x) (2.13)

Isboti: B F'(x) = lim-XFMax+) = T()g(x) _
] h—0 h

_lim fF(x+h)g(x+h)— f(x+h)g(x)+ f(x+h)g(x) - F(x)g(x) _

h—0 h

_lim f(x+h)g(x+h)—f(x+h)g(x) T lim fFx+h)g(x) - F(x)9(x) _

h—0 h h—0 h

f(x+h)—f(x):
h

f(x+h)—f(x) _
h —

_lim £ (x+ h) SX N =009
h—0 h
— f(X)IIm g(X+h)—g(X)
h

h—0

+ LI_FI(\) g(x)

+g(x)-L|Lr(1J

=f(x)-g'()+9(x)-F'(x) <
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2.5.7-misol. @X3—X2 —3X+5]'(4X2 +x+1) ifoda hosilasini toping.
Yechilishi: b K%x3—x2—3x+5j-(4x2+x+1)} -

:(%xs—x2—3x+5j -(4x2+x+1)+@x3—x2—3x+5j-(4x2+x+1)’ =

:(x2 —2x—3)°(4x2 +x+1)+(%x3—x2—3x+5j-(8x+1):

:2—??x4—4—;x3—38x2+32x+2 «

Bo‘linmaning hosilasi
2.14-teorema. R(x) =% funksiya funksiya hosilasi uchun
quyidagi tenglik o‘rinli:
R/(X) = F'(x)-9(x) - f(x)-9'(x) (2.14)

lg(0)f

foceh) F00 F(xerh)g0)—f9g(x+h)
Isboti:»  R'(x) = lim 3+ 90) _ i, g(x+h)g(x)
) h—0 h

h—0 h

_lim fF(x+h)g(x)— f(¥)g(x+h)+ f(x+h)g(x+h) - f(x+h)g(x+h) _
0 h-g(x+h)g(x)

_im 3O (x+h) = )] = F(x+ [g(x+h) —g(x] _

h—0 h-g(x+h)g(x)
_ 900 fOEm—F0)  f) g+ —g(x __ F9() - F()9'(X)
g(x)g(x) "o h g(x)g(x) o h 9%(x)
2.5.8-misol. Q(x) =13_J):1 funksiyaning hosilasini toping.
Yechilishi:»
, —2X-(C+) - (1-%7)-3x*  —2x*—2x-3x"+3x*  x'—3x* —2x
Q'(x)= = 3 1\ - 312
(3¢ +1f (x*+1) (+D)° 4
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1-sin
COS X

2.5.9-misol. f(x)= A funksiyaning hosilasini toping.

!

- 1—si 1—sij ' —(1—si ,
Yechilishi: » f'(x):[ SN XJ _ (I-sinx)'cos x g sinx)(cosx)’ _
COS X Cos” X

_ —cosxcosX—(L—sinx)(-sinx) —cos®x+sinx—sin®x _sinx-1
c0os® X cos® X S X

2.5.4. Hosilalar jadvali

1) y=2C, y'=0; C -const;
2) y=x, y =1, x—erklio‘zgaruvchi,
Dy=u, Yy =a-uu
1
4)y =+u, =—u
)Yy V=i
5 _1 r 1 I
)y—u, y'=—5u
6)y =a", y'=a%-lna-u’, a-—const,a>0,a+1;
Ny=e", y =) =e"u]
8)y=u", y' =v-ubt-u +ub - lnu- v
1
9)y =log, u, y' li_lna-u’,a—const,a>0,a¢1;
10) y = lnu, y’=a-u’,
11) y = sinu, y' = cosu-u';
12) y = cosu, y' = —sinu-u’;
1
13) y = tgu, "= -u';
)y =tgu y COSZ% u
14) y = ctgu, = —— “u';
)y = ctgu y sz% u
15) y = arcsinu, y' = —="u’;
\/1—1112
16) y = arccosu, y'= —— u’;
\/11—u2
17)y = tgu, "= ~u';
)y = arctgu y 1"'“; u
18) y = tgu, '=— -u';
)y = arcctgu y 152 u



19) y = shu, y' = chu-u';
20) y = chu, y' =shu-u';
1

21) y = thu, "= ~u';

)y = thu y Chzulu
22) y = cthu, = — u';
)y = cthu y I
1 !/ n !
23)y=ﬁ, y =—un+1-u.

2.5.5. Murakkab funksiya va teskari funksiyaning hosilasi

Murakkab funksiya hosilasi. Faraz gilaylik, y=f(x) funksiya
berilgan bo‘lsin. X esa U vaqtning funksiyasi bo‘lsin. ¥ funksiya X ga
boglig, Xesa t ga bog‘liq, bundan y ning t ga bog‘lig ekanligi kelib
chigadi. Zanjir qoidasidan quyidagi kelib chigadi:

dy dy dx

dt dx di (2.15)
Bundan Y ning hosilasi X ning hosilasiga bog‘lig ekanini ko‘rish
mumkin. Bu istalgan funksiyani har doim vaqtning funksiyasi sifatida
garash zarurligini bildiradi, agar funksiya vaqtga boglig deb berilmasa
ham yoki funksiyaning t bo‘yicha hosilasi 0 ga teng bo‘lsa ham.

Teskari funksiyaning hosilasi. Agar y=f(x) funksiya uchun
teskari funksiya mavjud bo'lsa, u holda x=g(y) teskari funksiyaning

differensiali quyidagiga teng bo‘ladi (bu yerda 3—3 =g'(y)=0):

: ' 1 L
2.5.10-misol. (arctgx) =T tenglikni ishotlang.

Yechilishi: » Tenglikni isbot gilish uchun, y=arctg x funksiya
hosilasini teskari funksiya hosilasi yordamida hisoblaymiz.
y=arctgx = tg(y)=tg(arctgx) = x=tgy
x=tgy tenglikning ikkala tomonidan hosila olamiz:

' ' 1
=(t 1= -y
() ~(9y) = 1=y
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Bu tenglikdan y'=cos®y tenglik kelib chigadi. Bundan, y'= va

1+1tg°y

—_ , 1
x=tgy ni hisobga olsak, (arctgx) = T tenglik kelib chiqadi. <

+X°
Logarifmlab differensiallash.
y=f(x) funksiyani logarifmlab differensiallash uchun quyidagi

formuladan foydalanamiz:

(In f (x))’ = 1;,((:)) 2.16)

2.5.11-misol. y=(sin 2x)X funksiya hosilani toping.

Yechilishi: » Funksiya hosilasini ikki usul bilan hisoblash mumkin:
1-usul. y:(sin2x)X tenglikni ikkala tomonini logarifmlaymiz va hosila

olamiz:
Iny =xInsin2x,

- 2C0S2X

Iny) =(x) Insin2x+ x(Insin2x) =Insin2x+ x-
(Iny) =(x) Insin2x+ x(Insin2x) =Insin2x+ x 5oy

!

bu yerdan, Y —Insin2x+2x- ctg2x.
y

Demak, Y'=y(Insin2x+2x-ctg2x)=(sin2x)’ (Insin2x +2x-ctg2x).

n(sin2x)”

2-usul: y=(sin2x)" =¢' = X2 Kko*rinishga keltiramiz.

y' = (e )' =" (x.Insin2x) = (sin2x)"(Insin2x + 2x-ctg2x) . <

Mavzu yuzasidan savollar

1. Funksiya grafigiga urinma deb nimaga aytiladi?

2. Funksiyaning berilgan x, nuqtadagi hosilasi ta’rifini bering.

3. Hosilaning geometrik ma’nosi nimadan iborat?

4. Hosilaning mexanik ma’nosi nimadan iborat?

5. Qanday funksiya nuqtada differensiallanuvchi deyiladi?

6. Qanday funksiya kesmada differensiallanuvchi deyiladi?

7. O‘zgarmas sonning hosilasini keltirib chiqaring.

8. Yig‘indi, ko‘paytma, bo‘linma hosilalari formulalarini keltiring.
9. Funksiyaning differensiali deb nimaga aytiladi?
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10.
11.
12,
13.
14,

Hosilalar jadvalini yoddan ayting.

Murakkab funksiya deb nimaga aytiladi?
Murakkab funksiya hosilasi ganday topiladi?
Teskari funksiya deb nimaga aytiladi?
Teskari funksiya hosilasi formulasini yozing.

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MASALALAR

1. Darajali funksiya hosilasini hisoblang:
a) y:(3x—43 x+2)4;

b)

1
yz(xz——3+5\/;j4;
X

2
= 6x*—=+5]2
c) vy ( o j

2. Ko‘rsatkichli va trigonometrik funksiyalar hosilasini hisoblang:

a)

y=2"1g2x:

b) y=¢€*"-In2x;

c) y=x"
3. Funksiya hosilasini hisoblang:
a) y=4“"-arctg 2x;

b) ¥ =Incos5x;
V3-5x°

) y=— ;
e —clgx

4. Funksiya hosilasini hisoblang:
a) y=arcsinln2x;

b) ¥y =arcigln8x ;
c) y = Inarcsin3x,

5. Funksiya hosilasini hisoblang:

a) y=x
b) y=x

&

In x
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TESTLAR

1. y=\/§+%+%xm funksiya hosilasini hisoblang.

A) y’=i—i+5x9 B) y =—— +—+5x
2dx  xx 2f f
y’—i+i+x9 Y =——=+—=+10x"
S PN N D) zf xf
2. y=X+ funksiya hosilasini hisoblang
, 2 1 , 1
A) y:1—F+F B) y:l__3+F
: 2 1 , 2 1
C) y:1+F+F D) y:1_F_F

1 : e e
3. Y= |nCOSX—§COSZX funksiya hosilasini hisoblang.

1. 1.
"= —tgX+=sin 2x "=tgX +—=sin 2X
A) Y g > B) Y= >

C) y’=tgx—%sin2x D) Y =-tgx+sin2x

4. y=arccos(1—-2x) funksiya hosilasini hisoblang.
1

1 '
A) Y= B) V=
) Y X — X ) X2 — X
C) y=—on D) V= .
) V= 2% — X2 ) X+ X2

5. y =arcsin(e*) funksiya hosilasini hisoblang.

A ' 20 B yr _ e2X
) y - 1_e4x ) /1_e4x
2e” . 2e*
C) y-= D) ¥- |
) 1-e" ) 1-e*
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2.5.6. Oshkormas funksiya va parametrik funksiyalarni
differensiallash

Ko‘pincha biz funksiyani yozganda x erkli o‘zgaruvchi bilan Yy
erksiz o‘zgaruvchini tenglikning turli tomonlarida ajratib yozamiz.
Bunday y=f(x) yoki y=x*-2x+1 ko‘rinishdagi funksiyaga oshkor
funksiya deyiladi. Shunday murakkab tuzilishdagi oshkormas
funksiyalar borki, ularni oshkor shaklda yozishning iloji yo‘g. Misol
uchun Yy’ + y*x> —x* =15 funksiyani y = f(x) ko‘rinishga keltirish giyin.

F(x,y)=0 ko‘rinishdagi funksiyaga oshkormas funksiya deyiladi.

Funksiyani oshkor ko‘rinishga o‘tkazish uchun bu tenglamani Y ga
nisbatan yechish kerak.

2.5.12-misol. X’ +2y° =6 funksiyani oshkor ko‘rinishda yozing.

Yechilishi: » Buning uchun x°+2y° =6tenglamani y ga nisbatan

) 6—x°
yechamiz: 2y =6-x° = y:%/ 5

Demak, X°+2y° =6 funksiyaning oshkor shakli y:3,/6_2X ckan. <

2.5.13-misol. x*—6xy+9y*>=5 funksiyani oshkor ko‘rinishga
keltiring.

Yechilishi: » x*—6xy+9y*=5 tenglamani Y ga nisbatan
x—+/5
e
X_sﬁekan.4

Oshkormas funksiyadan hosila olishning 2 xil usuli mavjud:
1) Funksiyani oshkor ko‘rinishga keltirib, so‘ngra hosila olish;
2) Oshkormas holida to‘g‘ridan — to‘g‘ri hosila olish.
1-usul. y’=x tenglamani garaylik. Bu tenglamada Yy funksiya

oshkormas ko‘rinishda (2.28-rasm). Funksiyani oshkor ko‘rinishga
keltiramiz:

yechamiz:  (x-3y)’=5; = x-3y=+5: = y=

Demak, x*—6xy +9y* =5 funksiyaning oshkor shakli y=

!

! R B
y=%/x yoki y=x®.Endiundan hosila olamiz: ¥ :[Xaj —3% :
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2.28-rasm. y = x® funksiya grafigi
2-usul. Oshkormas funksiyadan hosila olish uchun tenglikning
iIkki tomoni ham differensiallanadi. Bunda Y ni X ning funksiyasi deb

garaladi: yl=x.

, 1 A NP T R
3 :Xl = 3 2 l:1 = r__ = r_—y2_= X3 =—X3_
(y) yo-y y 3y yoki 'y 37 T3 3

Aytaylik, oshkormas F(x,y)=0 funksiya berilgan bo‘lsin. Undan

hosila olamiz: FX’(X, y) + Fy'(X, y)- ¥, =0;
F, (Y)Y =—F (X y);
F !’
y, = %Y (2.17)
F (X Y)
(2.17) formula oshkormas funksiyaning hosilasini topish formulasidir.

2.5.14-misol. y’+y*x’—x>=15 funksiya hosilasini toping.
Yechilishi: » Awvalo y°+y’x°—x*=15 tenglamani F(x,y)=0
ko‘rinishga keltirib olamiz. y°+ y’x° —x*-15=0. So‘ngra hosila olamiz:
. FX’(x, y) (Y +yx°=x*-15),  5y’x*-3x?
Fy,(x, y) (Y +yC—x*-15),  3y*+2yx°

X

2.5.15-misol. e’+y-x=0 funksiyaning M(10) nugtadagi
ikkinchi tartibli hosilasini toping.
Yechilishi: » Berilgan oshkormas funksiyani birinchi tartibli

hosilasini topamiz: (ey+y—x)':0' va e -y +y-1=0
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tenglikdan y' ni topamiz: y' = y" hosilani M nugtadagi giymati

e +1
y'(l\/l):1 bo‘ladi. Ikkinchi tartibli hosilasini topamiz:
2

!

) ( 1 j (¢”+1) el .y
y = = — ——
e’ +1 (ey +1)2 (ey +1)2
0.1
" Sra .. < e’y 2 1
y" hosilani M nuqgtadagi giymati y'(M) =- = ——. <

€ +1)°> (°+1)° 8
Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiya va uning hosilasi.

x va y o‘zgaruvchilar orasidagi funksional bog‘lanishni har doim
ham y= f(x) oshkor ko‘rinishda yoki F(x,y)=0 oshkormas ko‘rinishda
yozish qulay bo‘lmaydi. Ba’zan yordamchi o‘zgaruvchi t ni kiritib, x
va y o‘zgaruvchilarni t ning funksiyasi sifatida ifodalash qulay bo‘ladi:

{x = ¢(t)
y =)

Bu tenglama funksiyaning parametrik berilishi bo‘lib, t ning
Ixtiyoriy giymatlariga x va y ning aniq qiymati mos keladi. x va y
ning qiymatlari juftiga tekislikda M (x, y) nuqgtani aniglaydi. t parametr
aniglanish sohasidan hamma giymatlarni gabul gilganda M (x,y) nugta
x0y tekislikda biror chizigni chizadi. Yuqoridagi tenglamani shu
chizigning parametrik tenglamasi deyiladi. y ning x ga oshkor
bog‘ligligini topish uchun sistema tenglamalaridan t parametrni topish
kerak. Buning uchun bu sistemaning birinchi tenglamasidan  t ni x
ning funksiyasi sifatida ifodalaymiz: t = u(x), uni ikkinchi tenglamaga
qo‘yib, y = ¥ (u(x)) gayoki y = f(x) gaegabo‘lamiz.

2.5.16-misol. To‘g‘ri chizigning tekislikdagi parametrik tenglamasi

{x = Xo + mt
y=Yyotnt
berilgan bo‘lsa, uning kanonik tenglamasini tuzing (bunda m,n —
yo‘naltiruvchi vektor koordinatalari).
Yechilishi: » Kanonik tenglamani yozish uchun sistemadagi

tenglamalardan t o‘zgaruvchini topib olamiz va o‘zaro tenglashtiramiz:
X~ Xo _ ¢ Y — Yo
m ’ n
Bundan to‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasi kelib chiqadi:
X=X _ Y7V 4
m n

=t.
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2.5.17-misol. Aylananing parametrik tenglamasi {;C] ; gg?si
berilgan. Aylananing umumiy tenglamasini yozing.
Yechilishi: » Tenglamaning har birini kvadratga ko‘taramiz va
go‘shamiz, natijada
{xz = R?cos?t
y? = R?sin’t
aylana tenglamasi kelib chigadi: x% + y? = R2. <

x2 + y? = R?(cos?t + sin’t)

x = @(t)
y =)
formula keltirib chigaramiz; bunda x = ¢(t) funksiya teskari funksiyaga
ega bo‘lsin. Buyerda y ni x ning murakkab funksiyasi deb hisoblash
mumkin, bunda t oraliq argument. Shu sababli murakkab funksiyani

’

differensiallash qoidasiga ko‘ra: Y.=VY.-t.. Ammo bunda x

o‘zgaruvchining t funksiyasi emas, balki t o°‘zgaruvchining x
funksiyasi berilgan, shu sababli teskari funksiyani differensiallash

Parametrik berilgan { funksiya hosilasini topish uchun

goidasiga ko‘ra, t, =% ifodani yuqoridagi tenglikka go‘yib, parametrik

berilgan funksiya uchun hosila formulasini topamiz:
Yy = L

Xt

Parametrik berilgan funksiyaning 2-tartibli hosilasi quyidagicha topiladi:

m Voo X =i X,
_ (v _\x () _Yex-yx

(2.18)

y;, - ;o ' = ' ’ ’
X, X, X, (x)°
p_ Yo X =YX
Demak, Yx = ; 2.19
2.5.18-misol {x = a(t = sint) funksiya hosilasini topin
o " (y = a(1 — cost) y PIng.
Yechilishi: » (2.17) formulaga ko‘ra,
.V (a(l — cost)), a - sint . t
= — = T = =C —_
*ox] (a(t —sint))”  a(l— cost) 97
|
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y=t>+t*+1
2.5.19-misol. 1 tenglama bilan berilgan funksiyaning
X:_
t
ikkinchi tartibli hosilasini toping.
Yechilishi: » Dastlab (2.18), so‘ngra (2.19) formulalardan
foydalanamiz.

1) ﬂ_(t3+t2+1)t _3'[2+2t ~
dx 1 _l
- 2
@t t

oy (23]
2) V== = _

(x)’ (_ 1 T
t2

1 2
—12t° - 6t%) | — - |- (-3t*-2t%).
( ) ( tzj ( ) t* 12t+6+6t+4

&)

2.5.7. Yuqori tartibli hosilalar

3t - 2t%;

18t -10t° <

Bizga y= f(x)=x"-3x"+x+252 funksiya berilgan bo‘lsin. Undan
f'(x) hosila olamiz: y' = f'(x) =5x* —12x® +1.
Funksiyaning hosilasi yana differensiallanuvchi ekan, yana hosila olish
mumkin. Keyingi hosilalar uchun belgilashlar kiritamiz. U holda 2-marta
olinadigan hosilani f(x)=[f'(X)] deb belgilaymiz:
y" = f"(x) = (6x* —12x> +1)’ = 20x° — 36X°.

Xuddi shuningdek, 3-, 4- va h.k. tartibli hosilalarini olish mumkin.

y" = £"(x) = (20x*> —36x%)' = 60X — 72X ;

y™ = £ V) (x) = (60x* —72x)' =120x — 72

yM = £ ¥)(x) = (120x - 72)' =120

yM = M (x)=120'=0:

y®™ = 0, n=>6 butun sonlar uchun.
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2.5.20-misol. Y =(x*+10x)** funksiyaning Y’ va Y" hosilalarini
toping.

Yechilishi: » 1-tartibli hosila:

y' =20(x* +10x)" - (2x +10) =
= 20(x* +10x)"* - 2(x +5) = 40(x* +10x)"*(x +5)

2-tartibli hosila:
y" =[40(x* +10x)*°(x +5)] = 40-19(x* +10x)"®(2x +10)(X +5) + (x> +10x)"° - 1=
= 40(x* +10x)'%(38x* +380x + 950 + x* +10x) = 40(x* +10x)"*(39%* + 390X + 950) . «

2.5.21-misol. y=sinx funksiyaning n- tartibli hosilasini toping.

Yechilishi: » Berilgan funksiyaning n—tartibli hosilasini topamiz.

y’:cosx:sin(xnt%j,

y”:cos(x+£j:sin(x+2-z),

2 2

ymZCOS(X'*‘Z'E):Sin(X-i_g'ZJ""’
2 2

Umumiy formula chigarishga harakat gilamiz:
yt :cos(x+(n—1)%j:sin£x+n-%). <

Mavzu yuzasidan savollar

1. Qanday funksiyalarga oshkormas funksiya deyiladi?

2. Oshkormas holda berilgan funksiyalar qanday differensiallanadi?

3. Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaga ta’rif bering.

4. Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyani differensiallash qanday
bajariladi?

5. Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning 2-tartibli hosilasi
formulasini keltirib chigaring.

6. Funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi deb nimaga aytiladi?

7. Funksiyaning n- tartibli hosilasi deb nimaga aytiladi?
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MUSTAQIL YECHISH UCHUN MASALALAR

1. Oshkormas funksiya hosilasini toping:
a) tg(z) = 5x;
X
b) x—y+arcgy=0;
c) (e -1)(e-1)-1=0.
2. Parametrik Ko‘rinishda berilgan funksiya hosilasini hisoblang:
{x = a(cost +1sint)
a) :
y = a(sint —zcost)
1

xX=—"
t+1

b) L [ﬁf

X =t+Incost
©) 1y =/ Insins
3. Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning 2-tartibli hosilasini
toping:

X=acos’t
b) 3
y=bsin’t

{x =1 +8

C) 5

y=t+2t

4. Funksiyaning n- tartibli hosilasini toping:
a) y = sin2x;
b) y = cos3x;
c) y=ux"

.1
5. d(arCSln ;jni hisoblang.
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TESTLAR

1. y= In(x+ V1+x? ) funksiyaning differensialini toping:
dx dx

A) dy= B) dy=
) X1+ x? ) V1+ x?
C) dy= xdx D) dy= xdx
V1+ x? 1++1+x2°
2. y=arcsin(e™) bo‘lsa, y'=?
Ay v = B) V=
) 1-e ) 1-e®
,  2€ 26
C) ¥= D) ¥'=
) 1_e4x ) 1—62X
X:]-_tz . . . ' 9
3. , parametrik funksiya berilgan. Yy = ¢
y =t +t
A r_ —2t B ' 2t
) Vs 2t +1 )yx_2t+l
. 2t+1 ,:E
C) yx:T D) yx —2t .
4. xy —x?y? =0 oshkormas funksiya berilgan. y' =7
,_y(2xy-1) ,_x(2xy-1)
A Yy="—-—= B) V=—"—1—
)Y =@ 2xy) ) y(L—2xy)
, 2xy -1 Y (2xy+1)
C) 1-2xy D) ¥'= X (1+2xy)
5. x? +iny=0 oshkormas funksiya berilgan. y'=?
A) Y =-2xy B) Yy =2xy
,_2X Y
C)y= y D) VY oy
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2.6-§. Funksiyaning differensiali. Differensial hisobning asosiy
teoremalari (Roll, Lagranj va Koshi teoremalari)

2.6.1. Funksiyaning differensiali

y = f(x) funksiya [a, b] kesmada differensiallanuvchi bo‘lsin. Bu
A
har ganday x € [a,b] uchun f’(X)=A|§rjoA—§ chekli hosila mavjud
ekanligini bildiradi.
f(x) # 0 deb faraz qilaylik, u holda yuqoridagi tenglikdan
Z=f(0)+a (2.20)
ckani kelib chigadi, bunda Ax — 0 da a = 0. Agar oxirgi tenglikning
hamma hadini Ax ga ko‘paytirsak, ushbu
Ay = f'(x) - Ax + a - Ax (2.21)
yoki Ay =f'(x)-Ax+
munosabatga ega bo‘lamiz, bunda f =a-Ax. Ax — 0 da (2.21)
formuladagi ikkala qo‘shiluvchi nolga intiladi. Ularni Ax  bilan
tagqoslaymiz:
a - Ax

Alalcrlloﬂ B Alalcr—r}o Ax — Ax—0

Shunday qilib, birinchi go‘shiluvchi f'(x)-Ax tartibi Ax tartibiga
teng bo‘lgan cheksiz kichik miqgdordir, u Ax ga nisbatan chiziqli;

ikkinchi qo‘shiluvchi g =a-Ax darajasi Ax darajasidan yuqori
bo‘lgan cheksiz kichik migdordir, ya’ni u nolga intiladi. Bundan (2.21)
formulada birinchi go‘shiluvchi f'(x)-Ax asosiy ekanligi kelib chigadi.
Ana shu go‘shiluvchiga funksiyaning differensiali deyiladi:

dy = f'(x)- Ax (2.22)

Demak, agar y=f(x) funksiya x nuqtada hosilaga ega bo‘lsa, u
holda funksiyaning differensiali funksiyaning hosilasi f'(x) ni erkli
o‘zgaruvchining Ax orttirmasiga ko‘paytirilganiga teng bo‘ladi, shu
bilan birga Ax x ga bog‘liq bo‘Imaydi.

v = x funksiya differensialini topamiz. y' =1 bo‘lgani uchun yoki
dy = dx, ya’ni erkli o‘zgaruvchining orttirmasi uning differensialiga
teng. U holda (2.22) formula bunday yoziladi:

dy=f'(x)-dx=y"-dx (2.23)
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Bu formula hosila bilan differensialni bog‘laydi, shu bilan birga
hosila chekli son, differensial esa cheksiz kichik migdordir.
2.6.1-misol. )" =cos(2x+3) funksiya differensialini toping.
Yechilishi: »
% = (cos(2x + 3))' _d (COSEjZXX +3) —sin(2x+3) - (2x+3)’ =—2sin(2x +3)
dy =-2sin(2x+3)dx <«

: , _d : : o .
(2.23)  tenglikdan ¥ :d_i ga egamiz, ya’ni hosilani funksiya

differensialining erkli o‘zgaruvchi differensialiga nisbati deb qarash
mumkin. Funksiyaning differensialini topish masalasi hosilani topishga
teng kuchli, chunki hosilani erkli o‘zgaruvchi orttirmasiga ko‘paytirib,
funksiya differensialiga ega bo‘lamiz. Shunday qilib, hosilalarga tegishli
teoremalar va formulalarning ko‘pchiligi differensiallar uchun ham
to‘g‘ri bo‘lib qolaveradi.
Agar U va Vv differensiallanuvchi funksiyalar bo‘lsa, u holda quyidagi

formulalar o‘rinli bo‘ladi:

1. d(uxv)=du=ady,

2. d(Cu) =Cdu, C —const.

3. d(u-v)=vdu+udv,

d(gj_ vdu —udv
4. v V2 '

2.6.2. Funksiya differensialining geometrik ma’nosi

Aytaylik, y=f(x) funksiya grafigi egri chizigdan iborat bo‘lsin.
Egri chizigda M(x,y) nugtani olamiz, shu nuqtada egri chizigga urinma
o‘tkazamiz, urinma ox o‘gning musbat yo‘nalishi bilan hosil giladigan
burchakni « bilan belgilaymiz. Erkli o‘zgaruvchi x ga Ax orttirma
beramiz, u holda funksiya Ay = f(Xx+Ax)+ f(X) orttirmani oladi.
Chizmada Ay = KN, N nugtaesa N(x + Ax, f(x + Ax)) yoki AMKN
dan: 7K = MK -tga. Ammo tgea = f'(x), MK = Ax, shu sababli

TK = f'(X)- AX.
Differensialning ta’rifiga binoan dy = f'(x)-Ax. Shunday qilib, TK = dy.
Bu differensialning y=f(X) egri chizigga X nugtada o‘tkazilgan
urinmaning orttirmasiga teng ekanligini bildiradi. Differensialning
geometrik ma’nosi shundan iborat.
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2.29-rasm. Differensialning geometrik ma’nosi

Chizmadan NT =Ay—dy ekani kelib chiqadi. Ammo Ay ~dy shu
sababli Ax—0 da %%0. Chizmada Ay > dy. 2.29-rasmdan Ay dy

dan kichik bo‘lishi mumkinligini ko‘ramiz. Agar y=f(x) to‘g‘ri chiziq
bo‘lsa, u holda Ay =dy.

2.6.3. Yugqori tartibli differensiallar. Invariantlikning buzilishi

y="f(x) funksiyani garaymiz, bunda X erkli o‘zgaruvchi. Bu
funksiyaning differensiali dy = f'(x)-dx. ham x ning funksiyasi bo‘ladi,
bunda f'(x) birinchi ko‘paytuvchi x ga bog‘lig bo‘lishi mumkin, 2-
ko‘paytuvchi esa argumentning Ax orttirmasi x ga bog‘liq emas, shu
sababli bu funksiyaning differensiali haqida gapirish mumkin.

Funksiya differensialidan olingan differensialga ikkinchi tartibli
differensial deyiladi d’y deb belgilanadi: d(dy)=d?y.

2-tartibli differensialdan olingan differensialga uchinchi tartibli
differensial deyiladi va d°y deb belgilanadi: d(d’y)=d°y.

(n-1)-tartibli  differensialdan  olingan differensial  n-tartibli
differensial deyiladi va d"y deb belgilanadi: d(d"*y)=d"y.

Endi yuqori tartibli differensiallarni hosilalar orqali ifodalaymiz.
Ikkinchi tartibli differensialning ifodasini topamiz:

d?y =d(dy) =d(y'dx) = (y'dx)'dx = y"dxdx = y"dx>.

Shunday qilib: d?y =y"dx* . (2.24)
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Bu yerda dx? = (dx)?, chunki differensial darajasini yozishda gavslarni
tushirib qoldirish gabul gilingan. Bundan keyin (dx)3 o‘rniga dx> deb
yozamiz va buni dx ifodaning kubi deb tushinamiz.

Uchinchi tartibli differensialning ifodasini ham shunga o‘xshash
topamiz: d3y = d(d?y) = d(y"dx?) = (y"dx?)'dx = y""dx3® =
Shunday qilib,

dy3 = y'"dx3. (2.25)
Bu jarayonni davom ettirib, n — tartibli differensial ifodasini topamiz:
y=d(d"y) =d(y® Vdx®D) = (y("_l)dx"_l)’dx = yMdxn,
Shunday qilib,

d™y = yMdx™, (2.26)
2.6.2-misol. y =5x*—12x3+1 funksiyaning 5-tartibli
differensialini toping.
Yechilishi: »

T : d
1- tartibli differensial d_i =5x* —12x° +1;

e . ) d? d(d
2- tartibli differensial —Z/ = _(_yj = 20x° —36x°:
dx dx \ dx

3

e i d
3- tartibli differensial d—x¥ = 60x° —72x ;

4

d
4- tartibli differensial "y =120x~72;

5

d
5- tartibli differensial dx! =120 ko‘rinishda yoziladi. <

2

d7y

. 21 .
2.6.3-misol. Y= < funksiya uchun o

Yechilishi: »

ni toping.

e s .. .d g\ . 1 _
Dastlab, 1-tartibli differensialni d_i:(x = -1.x2 =~ topamiz.

Endi 2-tartibli differensialni aniglaymiz:

d? 2\ -
o(xrf==Z

Yugori tartibli differensialdan foydalanib, har ganday tartibli
hosilani differensiallarning nisbati sifatida tasvirlash mumkin:

yl — ﬂ y// — dzy "o d3y (n) — dy
dx’ dx2’ dx3’ " dxm’
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Hozirga qadar hamma formulalarda x ozgaruvchi erkli bo‘lib keldi.
Endi x oraliq argument bo‘lsin, ya'ni y= f(x) va bunda x = ¢(t). Bu
holda ham differensial shakli saqglanishini tekshirib ko‘ramiz. Bilamizki,
1-tartibli differensial, x erkli o‘zgaruvchi yoki oralig funksiya bo‘lishiga
garamay, o‘z shaklini saqlaydi, ya’ni dy = y'dx, bunda

dx = ¢'(t)dt # const.

2-tartibli differensial uchun ifoda topamiz:

d?y = d(dy) = d(y)dx + y'd(dx) = y"dx* + y'd*x. (2.26)
Xuddi  shuningdek, 2-tartibli differensialdan boshlab, keyingi
differensiallarning hammasi differensial shakli invariantligi xossasiga ega
bo‘lmaydi. Invariantlik xossasi fagat 1-tartibli differensial uchun o‘rinli.

2.6.4-misol. y = cosx funksiya uchun dy va d?y larni toping, x
erkli o‘zgaruvchi,

Yechilishi: » dy = y'dx = —sinxdx,

d?y = y"dx? = —cosxdx?. <

2.6.5-misol. y = cosx va x = Int murakkab funksiyaning dy va
d?vy larni toping.
Yechilishi: »1) dy = y'dx = —sinxdx -% = —sinxdx?,

chunki % = dx.

2 2
2)d*y = y"'dx?* + y'd*x = —cosx (%) — sinx % =
= —cosxdx? — sinxd?x,
. (1 R e
chunki (3-dt) = dx?, (55) = d?x.
Shunday qilib, d?y = — cosx - dx? — sinx - d*x formula o‘rinli. <

Mavzu yuzasidan savollar

Funksiyaning differensiali deb nimaga aytiladi?

Differensialni hisoblashning ganday goidalarini bilasiz?
Differensialning geometrik ma’nosi deganda nimani tushunasiz?

n- tartibli differensial ta’rifini ayting.

Murakkab funksiyaning differensiali ganday topiladi?
Differensialda invariantlikning  buzilishi  deganda nimani
tushunasiz?

o0k wnE
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ok O M E

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MASALALAR
Differensial yordamida 384 ni tagribiy giymatini toping.
1
d (afCCOS ;j ni hisoblang.

y =xtg’x bo‘lsa, dy-?
d* (In(1+ XZ)) ni hisoblang.
d*(sin® x) ni hisoblang.

TESTLAR

y = (x2 +1)arctgx +a bo‘lsa, dy-?

A) (2xarctgx +1)dx ;
C) 2(xarctgx —1)dx ;

B) (xZarctgx +1)dx;
D) 2(xarctgx +1)dx .

. dZ[InTXjni hisoblang.
A) 3(|nX>;—1) dx. B) 2|nX>;—3 dx
o) HE M p) -T2

d* (sin? 2x) ni hisoblang:
A) — 32sin 4xdx®;
C) —32cos4xdx’;

B) 8sin 4xdx®;
D) 8cos4xdx®.

1y
d (arcsm ;j ni hisoblang:
dx dx
A) dy=— : B) dy= ,
Ve PV
o) dy = dx D) dy - dx
xv1-x?" XV1—x?

3

5. Y=€ " polsa, -2

B) dy = e dx:
D) dy=-3x%"dx.

A) dy = -3x*e*dx;
C) dy=-3x%™;
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2.6.4. Roll, Lagranj va Koshi teoremalari

2.15-teorema. Roll teoremasi (hosilaning nollari haqida).

Agar y=f(x) funksiya [a,b] kesmada aniqlangan, uzluksiz va
differensiallanuvchi bo‘lib, kesmaning oxirlarida teng f(a) = f(b)
qiymatlarni qabul qilsa, u holda kesmaning ichida kamida bitta ¢ € (a, b)
nuqta mavjudki, unda hosila nolga teng, ya’ni f'(c) = 0.

A

f(a)=/(b) / \ /

fix)

4 J

f C
a ¢y Cy b

2.30-rasm. Roll teoremasining geometrik tatbig‘i

Teoremaning  shartlaridan aqalli bittasining buzilishi teorema
tasdig‘ining buzilishiga olib keladi.

2.15-teoremaning geometrik ma’nosi: shunday c € (a, b) nuqgta
mavjudki, bu nuqgtada funksiya grafigiga o‘tkazilgan urinma Ox o‘giga
parallel bo‘ladi (2.30-rasm).

2.16-teorema. Lagranj teoremasi (chekli orttirmalar haqgida).

Agar y=f(x) funksiya [a,b] kesmada aniqlangan, uzluksiz va
differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda [a, b] kesma ichida kamida bitta ¢ €
(a,b) nugta topiladiki, bu nugtada f(b)— f(a)=f'(c)(b—a) tenglik
bajariladi.

Bu teoremaning geometrik ma’nosini aniglash uchun Lagranj
formulasini

flo)-f(a@) _ ..
0o f'(c) (2.27)

ko‘rinishda yozamiz.

2.16-teoremaning geometrik ma’nosi: shunday c € (a, b) nuqgta
mavjudki, bu nuqtada funksiya grafigiga o‘tkazilgan urinma (a, f(a)) va
(b, f(b)) nugtalardan o‘tkazilgan vatarga parallel bo‘ladi (2.31-rasm).
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— fb)

F(a)

2.31-rasm. Lagrang teoremasining geometrik tatbig‘i

2.6.4-misol. y=2x-x* egri chizigning AB yoyida shunday M
nuqgtani topingki, bu nugtada egri chiziqga o‘tkazilgan urinma AB vatarga
parallel bo‘lsin, bunda A(1;1) va B(3;-3).

Yechilishi: » y=2x—x* egri chiziq Lagranj teoremasi shartlarini
ganoatlantiradi. Shu sababli (2.27) formula o‘rinli bo‘ladi:

f(b)_ f(a) — f!(c)
b-a
(@10 _ oy
3-1

2 2
(2‘3‘3;:1(2'1‘1):z_zx o —2=2-2X > x=2.\
y(2)=2-2-22=0,
Shunday qilib, M(2;0) nugtada egri chiziqga o‘tkazilgan urinma AB
vatarga parallel bo‘ladi. <«

2.17-teorema. Koshi teoremasi (ikki funksiya orttirmasining
nisbati haqida).

Agar ikkita f(x) va ¢(x) funksiya [a, b] kesmada uzluksiz, (a, b)
oraligda differensiallanuvchi, shu bilan birga barcha x € (a,b) lar
uchun ¢’(x) # 0 bo‘lsa, u holda [a, b] kesma ichida hech bo‘Imaganda
bitta ¢ € (a, b) nugta mavjudki, u nugtada

f(b)—f(a) _f'(c)
pb)—p(@) ¢'(c)
tenglik bajariladi, bunda ¢ (b) + @(a).

(2.28)
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2.17-teoremaning geometrik ma’nosi: funksiyaning hosilasi
berilgan oraligning aqalli bitta nuqtasida funksiyaning o‘rtacha qiymatiga
teng bo‘ladi.

2.6.5-misol. f(x)=x> va @(x)=x> funksiyalar uchun [0:1]
kesmada Koshi teoremasini ganoatlantiruvchi ¢ nugtani toping.

Yechilishi: » (2.28) formulaga ko‘ra

f(b)-f(a) _f'(c) N f)-f(0) _3%° R P-0° _3x
pb)—p@) ¢'(c) (D) -p(0) 2 -0 2
3% _2 _2
1—7 = X—3. Demak, 0—3- <

Koshining o‘rta qiymat haqidagi teoremasi mazmunidan sof nazariy
tasdigqa o‘xshaydi, lekin uni ham amaliy tatbiq qilish mumkin.
Teoremaning bitta tatbig‘i aniqmasliklarni ochishda qo‘llaniladigan
Lopital qoidasini isbotlashdan iborat.

Mavzu yuzasidan savollar:

1. Roll teoremasini va uning geometrik ma’nosini tushuntirib bering.

2. Lagranj teoremasini va uning geometrik ma’nosini tushuntirib
bering.

. Koshi teoremasini ayting.

4. Koshi teoremasini gayerda tatbig gilish mumkin?

w

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MASALALAR

1. y=x* parabolaning A(L1) vaB(3;9) nuqtalari orasidagi yoyiga
o‘tkazilgan AB vatariga parallel urinmasining urinish nugtasi
absissasini aniglang.

2. Yy=Inx funksiya [ 2] kesmada Lagranj teoremasi shartlarini
ganoatlantirsa, C < [t 2] nugtani aniqlang.

3. [t; 3] kesmada berilgan f(x)=x* va g(x)=x* funksiyalar uchun
Koshi formulasidagi ¢ nugtani aniglang.

4. -1, 0] kesmada berilgan f(x)=x—x* funksiya Roll teoremasi

shartlarini ganoatlantirsa, ¢ nugtani aniglang.

2
uchun Koshi formulasidagi C nugtani aniglang.

5. | 0; Z} kesmada berilgan f(x)=sinx va g(x)=cosx funksiyalar
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TESTLAR

1. y=x* parabolaning A(L1) vaB(3;9) nugtalari orasidagi yoyiga
o‘tkazilgan AB vatariga parallel urinmasining urinish nuqtasi

ordinatasini aniglang.
16

A) y=4; B) y=225; C) y=6,25; D) y=§.
2. [0; 4] kesmada berilgan f(x)=x* va g(x)=x*funksiyalar uchun
Koshi formulasidagi ¢ nugtani aniglang.

1 2
A) 37, B) 23;

1 .. i :
C) 2§; D) Teorema shartlarini ganoatlantirmaydi.

3. [1; 3] kesmada berilgan f(x)=x*>-4x+3 funksiya Roll teoremasi
shartlarini ganoatlantirsa, ¢ nugtani aniglang.
A) c=15; B) c=25;
C) c=2; D) Teorema shartlarini ganoatlantirmaydi.

4. Koshi formulasi gaysi javobda keltirilgan.

VoD
o g o

5. Lagranj formulasi gaysi javobda keltirilgan.
N o e
o e
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2.7-§. Lopital goidasi va anigmasliklarni ochish

. . : 0
Agar limitlarni hisoblashda o’ 2. 0-00, w—a, 0°, 17, o°

ko‘rinishdagi natijalar hosil bo‘lsa, ularga anigmasliklar deyiladi.
2.18-teorema. (% ko‘rinishdagi anigmasliklarni ochish hagida).

Agar f(x) va @(x) funksiyalar x = a nugtaning biror atrofida
uzluksiz, a nugtaning o‘zidan tashqari shu atrofda differensiallanuvchi

bo‘lib, f(a) =0, ¢(a) =0 va ¢'(x) # 0 hamda lim I _ 4

x—a @' (x)
limit (chekli yoki cheksiz) mavjud bo‘lsa, u holda lim (J;(x) limit mavjud
xX—a

va ushbu lim ——= ) llm&

x—aPx) x-ae'(x)

= A tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Agar bir marta hosila olganda yana anigmaslik hosil bo‘lsa, gayta
va gayta Lopital goidasini qo‘llash mumkin:

lim 1) (9] _lim ) (9) _lim %) (Qj T
x—a @(X) 0 x>a @ (X) 0 Xx—a ¢”(x) 0 Xx—a ¢(n) (X)

2.19-teorema. (= ko‘rinishdagi anigmasliklarni ochish hagida).

Agar f(x) va @(x) funksiyalar x = a nuqgtaning biror atrofida
uzluksiz, shu oraligda (x =a nuqtaning o‘zidan tashqari)
differensiallanuvchi hamda  limf(x) = oo, lim@(x) = o, ¢'(x) #+

xX—a

xX—a

0 bo‘lsa va lim Z; Ex)) = A limit (chekli yoki cheksiz)mavjud bo‘lsa,
x—a
u holda  1imZ% limit mavjud va ushbu lim —= L) i L29 =

x—a ¢ (x) x-a@Xx) x-a@/(x)

A tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Agar bir marta hosila olganda yana anigmaslik hosil bo‘lsa, gayta
va gayta Lopital goidasini go‘llash mumkin:

lim 1 X) -(fj—n F'(x) (9j:|imf"(x):(f) im0 _ p
=ap(x) \o) wag(x) (0) =ag'(x) o =2 o (x)
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In x
2.7.1-misol. M === Jimitni hisoblang.

—0 Cth
Yechilishi: »
! in2 2 L\
Iimln—xz(szlim (In X) :|im_S|n X :(Qj:"m (_Sm X) —
x—=0 Ctgx o0 X—0 (Cth)' X—0 X 0 X—0 (X)'

=lim(2sinxcosx) =0. «

x—0

0 - oo ko‘rinishdagi anigmasliklarni ochish.
Bunday anigmasliklarni ochish deganda limf(x) =0, limg(x) = o
xX—a x—a

bo‘lganda lim f (x) - ¢ (x) limitni hisoblash tushuniladi. Agar izlanayotgan
ifoda

limf(x) - p(x) = lim le) yoki  limf(x) - p(x) = @
1€3) &)

ko‘rinishda yozilsa, u holda 0-o ko‘rinishdagi anigmaslikdan x — a da
% ko‘rinishdagi anigmaslikka kelamiz. Uni 2.14-teoremaga asosan

hisoblaymiz.

2.7.2-misol. lllr%x2 Inx ni toping.
X—

Yechilishi: » Berilgan ifodani rasm almashtiramiz va yuqoridagiga
ko‘ra topamiz.

1

lnx o0 - . x2
limx? - Inx = lim—== = (—) = lim %~ = —lim— = 0.«
x—0 x—0 x—z 00 x—0 —x—3 x—0 2

oo — oo ko‘rinishdagi anigmasliklarni ochish.
Bunday anigmasliklarni ochish deganda
limf(x) = oo, limp(x) = oo
x—a x—a
bir xil ishorali cheksizlik bo‘lganda lim (f (x) — go(x)) limitni

topish tushuniladi. Bunday anigmasliklarni — yokl ko‘rinishdagi

anigmasliklarga keltiriladi.
2.7.3-misol.  lim (secx —tgx) nitoping.

x—>Z—0
2

Yechilishi: »  lim secx = co. Lim tgx = oo bo‘lgani uchun
x—>——0 x—>——0

00 — 00 ko‘rinishdagl anigmaslikka ega bo‘lamiz. Eng sodda
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0

almashtirishlar yordamida (5) ko‘rinishga olib kelamiz:

—COoSX

. . 1-sinx 0 .
lim (secx —tgx) = lim = (—) = lim ——=10. <
x>0 x=2-0 cosXx 0 x=2-0 —sinx

1°, 0% oo® ko‘rinishdagi anigmasliklarni ochish.
chi_r){ll(f(x))‘l’(x) limitni topish deganda
a) agar f(x) -1, ¢(x) = o bo‘lsa, 1 ko‘rinishdagi anigmaslikni
ochishni;
b) agar f(x) - o, @(x) = 0 bo‘lsa, ©® ko‘rinishdagi anigmaslikni
ochishni;
c) agar f(x) =0, @(x) > 0 bo‘lsa, 0° ko‘rinishdagi anigmaslikni
ochishni tushinamiz.
Hamma hollarda ham funksiyani oldin logarifmlaymiz, bunda 0 - co

ko‘rinishdagi anigmaslikka ega bo‘lamiz, buni esa oz navbatida % yoki g
ko‘rinishdagi anigmasliklarga keltiramiz. Shundan keyin logarifmning
limiti  bo‘yicha Dberilgan funksiya limitini topamiz. Natijani

potensirlaymiz.
1

2.7.4-misol. lirr(l)(cosx)x_2 ni hisoblang.
X—

Yechilishi: » limcosx =1, lim— = oo bo‘lgani uchun 1%

x—0 x>0 X2 )
ko‘rinishga egamiz. Limitni A = lirr(l)(cosx)x_2 deb belgilaymiz.
X—

Bu ifodani e asos bo‘yicha logarifmlaymiz:

_ 1 In(cosx) 0 ~ (ncosx)’
InA = Inlim(cosx)** = lim ———= (—) = lim ———=
x—0 x—0 X 0 x—0 (xZ)
L (=sinx) 1 ' 1
- sinx
= lim £25X = ——-lim = —=
x—0 2x 2 x-0XCOSX 2

1
Shunday qilib [n4 = 5 buni potensirlab,

1
A =e 2 ni hosil gilamiz. <
Mavzu yuzasidan savollar

1. % ko‘rinishdagi anigmasliklarni ochish hagidagi teoremani ayting.

2. z ko‘rinishdagi anigmasliklarni ochish hagidagi teoremani ayting.
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3. 0 - 00, 00 — 0o anigmasliklar ganday hisoblanadi?
4. 1%, 0°, oo anigmasliklar ganday hisoblanadi?

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MASALALAR

3 2
1. Iim2)(3+—x_25 limitni Lopital qoidasiga ko‘ra hisoblang.
X—>»00 X +X_
2. lim a(:ZCXSTeXX limitni Lopital qoidasiga ko‘ra hisoblang.
3. lim<—L limitni Lopital qoidasiga ko‘ra hisoblang.
x>0 arctgx

4. lim (cos2x)* limitni Lopital qoidasiga ko‘ra hisoblang.

x—0

5. |im[1+gjﬂx limitni Lopital qoidasiga ko‘ra hisoblang.

x—0

TESTLAR

2
1. Iimw limitni Lopital qoidasiga ko‘ra hisoblang.
x>3 X°—4X+3

A) 0 B)1 C)5 D) Lopital goidasini go‘llab bo Imaydi.

, X
tg? >
2. lim X22 limitni Lopital goidasiga ko‘ra hisoblang.
A) 0 B)/4 C)15 D)4

3. [im2X=2CSINX |imitni Lopital qoidasiga ko‘ra hisoblang.
x-0 2X + arctgx

A) 1/3 B) 1/4 C) 1 D) 3

4. |im£L_ij limitni Lopital goidasiga ko‘ra hisoblang.

x>0 sinx  tgx

A) 0 B) 1 C)12 D)4

5. IimM limitni Lopital qoidasiga ko‘ra hisoblang.

x—0 X

A) k B)l+k C) 1 D) 1/k
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2.8-§. Funksiyani hosila yordamida tekshirish va grafigini yasash

Funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli hosilalari — hisob fanining
ish qurollari bo‘lib, ular funksiya grafiklarini chizish va minimal,
maksimal giymatlarini aniglash uchun axborotlar to‘plashda muhim o‘rin
tutadi.

2.8.1. Funksiyaning o‘sish va kamayish shartlari

Agar | oraligdagi barcha a, b sonlar uchun a<b bo‘lganda
f(a) < f(b) tengsizlik bajarilsa, u holda f(x) funksiya I oraligda o‘suvchi
funksiya deyiladi (2.32-rasm, a).

Agar | oraligdagi barcha a, b sonlar uchun a<b bo‘lganda
g(a)>g(b) tengsizlik bajarilsa, u holda g(x) funksiya 1 oraliqda
kamayuvchi funksiya deyiladi (2.32-rasm, b).

.v

gla)

f(b)

fla) g(b)

X a b \\
a) b)
2.32-rasm. O‘suvchi va kamayuvchi funksiyalar

2.20-teorema. Agar (a,b) oraligning barcha x nugtalari uchun
f'(x)>0 bo‘lsa, f(x) funksiya shu oraligda o‘suvchi bo‘ladi.

Agar (a,b) oraligning barcha x nugtalari uchun f'(x) <0 bo‘lsa, f(x)
funksiya shu oraliqda kamayuvchi bo‘ladi.

Teorema tasdig‘ini chizmadan ko‘rish mumkin (2.33-rasm):

1.

f\\l
.
3

v | v

f(x)>0 fx)<0 fx)>0

2.33-rasm. O‘sishdan kamayishga va mayishdan o‘sishga o‘tish
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(—o-1) va (L) oraligda funksiya o‘suvchi, (-11) oraliqda kamayuvchi.

Hosila yordamida funksiyaning o‘suvchi yoki kamayuvchi ekanligi
ochiq oraliqda tekshiriladi, ya’ni oraliq chetidagi nuqtalar qaralmaydi.
E’tibor bering, chizmadagi funksiyaning o‘sish, kamayish oraliglari
yozilganda oraligga x=-1 va X=1 nugtalar Kiritilmaydi. Bu nugtalarga
kritik nugtalar deyiladi.

Ba’zi funksiyalar yoki faqat o‘suvchi yoki fagat kamayuvchi
bo‘ladi. Masalan, f(x)= x>+ 2x funksiya grafigi butun son o‘qida qat’uy
o‘suvchi bo‘lib, uning barcha urinmalari musbat burchak koeffitsiyentiga
ega (2.34-rasm).

Ushbu tasdigni isbotlash uchun hosiladan ganday
foydalanamiz?

Y

7 7
1 -4
Jf -
2.34-rasm. f(x)=x%+2x funksiya grafigi

f (x) = x> + 2x funksiyaning hosilasi x ning barcha giymatlarida
musbat bo‘ladi, chunki f'(x) =3x*+2 . Noma’lum X ni aniglash uchun bu
hosilani manfiy giymatga tenglab, yechib bo‘Imaydi (urinib ko‘ring
®O®O). Hosila x ning kvadrati gatnashgani va golgan sonlar ham musbat
bo‘lgani uchun berilgan funksiya fagat o‘sadi deb xulosa gilamiz.

2.8.1-misol. f(x)=—x*-5x+1funksiya  o‘suvchimi  yoki
kamayuvchimi?

Yechilishi: »  Diagrammaga garab xulosa giladigan bo‘lsak,
funksiya fagat kamayuvchiga o‘xshaydi. Biz grafikning Kkichik bir
bo‘lagini ko‘rib turibmiz xolos. Biz ko‘ra olmaydigan boshga bir
bo‘lagida balki funksiya o‘suvchidir? Diagrammaning o‘zigina yetarli
emas ekan. Hosiladan foydalanib ko‘raylik-chi: f'(x) =—3x* -5 .
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X* had fagat O yoki musbat bo‘ladi, —3x?* esa fagat manfiy yoki O
bo‘ladi. —3x? dan 5 ni ayirsak, yana manfiy giymat hosil bo‘ladi. Xulosa
gilish mumkinki, x ning barcha giymatlarida hosila manfiy ekan. Bundan

ko‘rinadiki, funksiyaga ixtiyoriy nuqtada o‘tkazilgan urinmaning burchak
koeffitsiyenti manfiy va fagat kamayuvchi bo‘ladi.
YA

2.35-rasm. f(x)=-x>-5x+1 funksiya grafigi

Shunga ko‘ra, funksiya grafigi fagat kamayuvchi ekani kelib chigadi
(2.35-rasm). <

Funksiya grafigini chizish bilan uning o‘suvchi yoki kamayuvchi
ekanini aniglash noto‘g‘ri natijaga olib kelishi mumkin ekan. Misol

uchun, f(x)=x*-x* funksiya fagat o‘suvchi bo‘lib ko‘rinadi. Biroq bu
funksiyaning shunday bir kichik oralig‘i borki, funksiya bu oraligqda
kamayadi.

2.8.2. Funksiyaning ekstremum nuqtalari. Ekstremum
mavjudligining zaruriy va yetarli shartlari

Bizga biror f(x) funksiyaning grafigi berilgan bo‘lsin (2.36-rasm):
1) X=¢C, C,, C,, C;, ¢; nugtalarda f'(c)=0 ga teng. Shuning uchun bu
nuqtalarda grafikka o‘tkazilgan urinmalar gorizontal.
2) X=C; G, ¢; nugtalarda f'(c) mavjud emas va bu nugtalarda
o‘tkazilgan urinmalar vertikal.
f(x) funksiyaning kritik nuqtasi deb, uning aniglanish sohasiga
tegishli gandaydir ¢ nuqgtaga aytiladiki, bu nugtada funksiya hosilasi

nolga teng bo‘ladi yoki bu nuqgtada funksiya hosilasi mavjud
bo‘lmaydi.
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=V

G 5 €3 €y Cs g C Cqy

2.36-rasm. I_:unksiyaning Kritik antaIari
2.36-rasmdan ko‘rinadiki,
1) ¢, C,, C,, C;, G nugqtalar kritik nugtalar, chunki bu nugtalarda f'(c) =0.
2) C;, G5, C; nugtalar ham kritik nugtalar, chunki bu nugtalarda f'(c)
mavjud emas.

Shuni ham bilingki, uzluksiz funksiya fagat kritik nuqgtalarda
o‘sishdan kamayishga yoki kamayishdan o‘sishga o‘tishi mumkin.
Funksiya o‘sishdan kamayishga va kamayishdan o‘sishga o‘tadigan
oraliglarini ¢, C,, C,, C;, Cg, C, nugtalar bilan ajratish mumkin. ¢C;, Cq
nuqtalar ham kritik nugtalar, lekin bu nuqtalarda funksiya o‘sishdan
kamayishga yoki kamayishdan o‘sishga o‘tmaydi.

2.8.2-misol. Bizga biror f(x) funksiyaning grafigi berilgan bo‘Isin.

ol Global
—_— : Lokal maksimum
Maksimum maksimum
//\
Global /
Minimum minimum N Lokal
fa) = » “7 minimum
N (T o \‘—077 -
| | [
] L |

2.37-rasm. Funksiyaning maksimum va minimum nuqtalari

Chizmadan ko‘rinadiki (2.37-rasm), funksiyaning bir nechta maksimumi
yoki minimumi bo‘lishi mumkin ekan. ¢, nugta (c, c;) oraligda
funksiya eng katta giymatga erishadigan nugta va f(c,) funksiyaning

(c,, ¢;) oraligdagi eng katta giymati (lokal maksimum) bo‘ladi. C;
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nugta esa [C,, ¢;] oraligda funksiya eng kichik giymatga erishadigan
nugtasi va f(c;) funksiyaning [c,, ¢;] oraligdagi eng Kkichik giymati
(lokal minimum) bo‘ladi.

| oralig f(x) funksiyaning aniqglanish sohasi bo‘lsin.

Agar | oraligda ¢ nugtani o‘z ichiga olgan |, ochiq oraligning
barcha X nugtalari uchun f(c)< f(x) tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, f(c)
giymatga funksiyaning oraliqdagi eng kichik giymati (lokal minimum)
deyiladi.

Agar | oraligda c¢ nugtani o‘z ichiga olgan |, ochiq oraligning
barcha X nugtalari uchun f(c)> f(x) tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, f(c)
giymatga funksiyaning oraligdagi eng katta giymati (lokal maksimum)
deyiladi.

Esda saglang! Lokal minimum funksiyaning aniglanish sohasidagi
eng kichik giymati (minimumi) bo‘Imasligi mumkin. Xuddi shuningdek,
lokal maksimum ham funksiyaning aniglanish sohasidagi eng Kkatta
giymati (maksimumi) bo‘Imasligi mumkin.

Maksimum va minimum giymatlarga ekstremum qiymatlar
deyiladi. Kritik nuqgtalarga ekstremum nugqtalar deyiladi.

2.21-teorema. Ekstremum mavjudligining zaruriylik sharti.
Agar f(x) funksiya biror ochiqg oraligda f(c) ekstremum giymatga ega
bo‘lsa, u holda ¢ kritik nugta bo‘ladi va bu nugtada f'(c)=0 bo‘lishi
zarur.

e Kiritik nuqta bilan ekstremum nuqtaning farqi nimada?
Kritik nuqgtalar ekstremum nuqtalarga shubhali nuqtalar, ya’ni kritik nuqta
ekstremum Dbo‘lishi ham, bo‘lmasligi ham mumkin. Chunki, 2.36-
rasmdan ko‘rish mumkinki, hamma Kkritik nuqgtalar ham maksimum
(global maksimum) yoki minimum (global minimum) bo‘la olmaydi.

Hamma kritik nugtalar ham ekstremum bo‘la olmaydi.

2.8.3-misol.  f(X)=(x-)°+2 funksiyaning maksimum yoki
minimum giymatlarini toping.
Yechilishi: » Funksiyadan hosila olamiz: f'(x) =3(x-1)%.
Hosilani nolga tenglaymiz: f'(x)=3(x-1)*=0
va yechimlarni izlaymiz: x-1=0
x =1 nuqta kritik nuqta bo‘ladi.
Bu nugta aniglanish sohasini 2 ta oraligga ajratadi: (—oc; 1)U (L ).
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2.38-rasm. f(x)=(x-1)°>+2 funksiya grafigi

Lekin funksiya grafigidan ko‘rish mumkinki, f@)=2 qiymat
maksimum ham, minimum ham emas (2.38-rasm). <«

Kritik nugta gachon ekstremum nuqta bo‘la oladi?

Agar kritik nugtada funksiya kamayishdan o‘sishga o‘tsa, bu nuqgta
minimum nuqgta bo‘ladi. Agar Kkritik nugtada funksiya o‘sishdan
kamayishga o‘tsa, bu nugta maksimum nuqta bo‘ladi.

¥

\"/ f _//

v . “x
kamayuvchi O'suvchi kamayuvchi O’suvchi kamayuvchi

2.39-rasm. Grafikdan maksimum va minimumni aniglash

2.22-teorema. Ekstremum mavjudligining yetarlilik sharti. (a,b)
oraligda biror uzluksiz f(x) funksiyaning bitta ¢ kritik nuqtasi bo‘lsa, u
holda

1) hosilaning ishorasi (a,c) da f'(x)<0, (c,b) da f'(x)>0 bo‘lsa,
funksiya ¢ nugtada minimumga erishadi;

2) hosilaning ishorasi (a,c) da f'(x)>0, (c,b) da f'(x)<0 bo‘lsa,
funksiya ¢ nuqtada maksimumga erishadi;

3) hosilaning ishorasi (a,c) va (c,b) oraliglarda bir xil bo‘lsa,
funksiya maksimumga ham, minimumga ham erishmaydi.
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2.8.4-misol. f (x) =2x®> —3x* —12x +12 funksiyaning
ekstremumlarini toping va grafigini yasang.
Yechilishi: » Funksiyaning grafigini chizish so‘ralgan bo‘lsin.
Grafikni to‘g‘ri chizish uchun juda ko‘p nugtalarda funksiya giymatlarini
hisoblash kerak bo‘ladi. Hisoblash esa juda murakkab jarayon.
Nima qilsak bo‘ladi? Grafik eskizini chizish uchun uning egilish
nugtalarini topsak yetarli (2.40-rasm).

X

J(x)

—33
8

19

44

{—lgf‘,
/
| | | — |
-5 4 -3 2 -1

/

!

/

!

/

!
(-3.-33)
!

m = 07 7“20

.\.l
40
30

N
104

-10
=20

=30

PYEREEEE

—
|
\

FTTTTTT,

2.40-rasm. f(x)=2x>—-3x* —12x+12 funksiya ekstremumlari
Dastlab funksiya hosilasini topamiz:

£/(x) = (2x° —3x2 —12x +12) = 6x% —6x—12.
Topilgan ifodani nolga tenglaymiz: 6x* —6x-12=0,

Tenglamani yechamiz:

X*-x—-2=0 — x=2va x=-1.

Bu nugtalarni sonlar o‘giga joylab, uchta oralig hosil gilamiz.
A oraliq (—; —1), Boralig (-1 2) va Coraliq (2; «) dan iborat.

A B

@

(—00,—1)

(=1;2)

Endi har bir oraliq ichida bitta nuqta tanlab olib, funksiya ishorasini

tekshiramiz.
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A oraliqda: x=-2, f'(-2)=6-(-2)* -6-(-2)-12=24>0;

B oraliqda: x=0, f'(0)=6-0°-6-0-12=-12<0;

C oraliqda: x=4, f'(4)=6-4°-6-4-12=60>0,

Jadvalga garab, funksiya X=-1 da maksimumga erishishini bilib
olishimiz mumkin:; f_ (-1)=2-(-1)°-3-(-1)°-12-(-1)+12=19;
x =2 da funksiya minimumga erishadi:

f . (-1)=2.2°-3.22-12.2+12=-8,

Demak, (-1, 19) nugta (lokal) maksimum, (2, —8) nugta (lokal) minimum
ekan (2.41-rasm).

YA
40
30

(-1, 19) 20

II\

/_ Iy
|

| | Ll
1

/llllll
—

—4 =3 -2 = 2 N 2 3 + X
=10
(2,-8)
20
=30
e |
o’suvchi kamayuvchi o’suvchi

)0 J(x) <0 f()s0

2.41-rasm. f(x)=2x>—-3x*>-12x+12 funksiya grafigi

(—o; =D U (2; o) oraligda funksiya o‘suvchi;
(-1 2) oraligda funksiya kamayuvchi. <«

2.8.5-misol. f (x) =2x>—x* funksiyaning ekstremumlarini toping va
grafigini yasang.
Yechilishi: » Funksiyadan hosila olamiz:

f'(x)= (2x3 - x“)' =6%° —4x°
Topilgan ifodani nolga tenglaymiz: 6x°—4x°>=0.
Tenglamani yechamiz: 2x*(3-2x)=0 — x=0 va X=g.
Bu nugtalarni sonlar o‘qgiga joylab, uchta oralig hosil gilamiz:
A oralig (—oc; 0), B oraliq (0; gj va C oralig (g OOJ dan iborat.

Endi har bir interval ichida funksiya ishorasini tekshiramiz.
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A oraliqda;: x=-1, f'(-1)=6-(-1)*-4-(-1)°=10>0;

B oraligda: x=1, f'()=6-1"-4-1=2>0:
C oraligda: x=2, f'(2)=6-2"-4.2°=-8<0
. f(x) : |
-1 -3 - ()
—0.5 —0.31
|
0 0 [ 1 >
0.5 0.19 T
1 1
1.25 1.46 {
f(x)>0  f(x)s0 [f(x)<0
2 0

2.42-rasm. f(x)=2x>—x* funksiya grafigi

Jadvaldan funksiya X=0 da maksimumga ham, minimumga ham
ega emasligini ko‘ramiz, chunki funksiya bu nugtaning chap va o‘ng
tomonlarida bir xil ishorali.

x=g da funksiya maksimumga erishadi: f(gj=2@j —@j

_z
16

Demak, (gi—;j nugta maksimum nugta ekan.

@; ooj oraligda funksiya kamayuvchi.
(-0 0)  va (0; gj oraliglarda  funksiya  o‘suvchi  hamda

f(0)=2-0°-0* =0ga teng, shuning uchun funksiyani (—oo; gj oraligda

o‘suvchi deb aytishimiz mumkin. Chunki bu oraliqda funksiya grafigiga
uning ixtiyoriy 2 nuqtasi orgali o‘tkazilgan kesuvchining burchak
koeffitsiyenti musbat bo‘ladi (2.42-rasm). <«

2.8.3. Funksiyalarning kesmadagi eng katta va eng Kkichik
giymatlari
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Ma’lumki, [a, b] kesmada uzluksiz bo‘lgan y = f(x) funksiya shu
kesmada o‘zining eng katta va eng kichik giymatlariga erishadi. Shu
giymatlarni ganday topish mumkin?

Agar y= f(x) funksiya monoton bo‘lsa, u holda funksiyaning eng
katta va eng kichik giymatlari [a, b] kesmaning oxirlarix =a vax = b
nuqgtalarda bo‘ladi.

Agar y=f(x) funksiya monoton bo‘lmasa, u holda funksiya
ckstremumlarga ega bo‘ladi. Bu holda eng katta va eng kichik giymatlari
ekstremumlar bilan bir xil bo‘lishi mumkin, ma’lumki ekstremumlar
kritik nuqtalarda bo‘ladi.

Shunday qilib, y= f(x) funksiyaning [a,b] kesmadagi eng katta
va eng kichik giymatlarini topish uchun:

1) funksiyaning kritik nugtalarini aniglaymiz;

2) funksiyaning kritik nuqtalardagi va kesmaning oxirlardagi
giymatlarini hisoblaymiz;

3) topilgan giymatlardan eng katta va eng kichik giymatlarini
tanlaymiz, ana shu giymatlar funksiyaning [a, b] kesmadagi eng
katta va eng kichik giymatlari bo‘ladi.

2.8.5-misol. y = x3 + 3x% — 9x + 1 funksiyaning [-2, 5]
kesmadagi eng katta va eng kichik giymatlarini aniglang.
Yechilishi: »

a) Kritik nugtalarini topamiz: y’ hosilani hisoblaymiz:
y' =3x%+ 6x —9. y' = 0 tenglamani yechamiz:

3x2+ 6x—9=0, x; =1, x, = —3.
Berilgan kesmaga fagat x; = 1 nuqta kiradi.
b) Funksiyaning x =1, x = -2, x =5 nuqtalardagi qiymatlarini
hisoblaymiz: (1) = -4, f(=2) =23, f(5) = 156.
c¢) Topilgan giymatlardan eng katta M ni va eng kichik m ni tanlaymiz:
M = f(5) =156, m = f(1) = —4.

Shunday qilib, funksiyaning eng katta giymati kesmaning x =5
o‘ng oxirida ekan, eng kichik giymati esa x = 1 nuqtadagi minimum bilan
bir xil ekan. <«

2.8.4. Ekstremumni ikkinchi tartibli hosila yordamida
tekshirish.
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Funksiyalar grafigini gavariq va botiqglikka tekshirish

Ikkinchi tartibli hosila funksiya grafigining egriligini tahlil gilishda
katta ahamiyatga ega. 2.43-rasmga garang: f(x) funksiyaning grafigi
botig, 9(x) ning grafigi esa gavariq ko‘rinishda.

_v \ _"/ \

a o LD X a b X
100 / | g™
['(x)>0 > g'(x)<0
2.43-rasm. Funksiyaning gavariq va botigligi
2.23-teorema.
1) Agar (a,b) oraligda f"(x)>0 bo‘lsa, f(x) ning grafigi botig bo‘ladi;
2) Agar (a,b) oraligda f"(x)<0 bo‘lsa, f(x) ning grafigi qavariq
bo‘ladi.

Keling, 2-tartibli hosila yordamida funksiyaning biror (a, b) oraliqda
ekstremumi bor yoki yo“qligini tekshirib ko‘ramiz.

Quyidagi grafiklarda botig va gavariq funksiyalar berilgan (2.44-
rasm). 2-tartibli hosila musbat bo‘lsa, funksiya grafigi botig va bu yerda
— maksimal nuqta mavjud, 2-tartibli hosila manfiy bo‘lsa, funksiya grafigi
gavarig — minimal nuqta mavjud bo‘ladi.
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a b X a b X

(=0, f(0=0,
'(c)> 0, [(c) <0,

2.44-rasm. Funksiyaning gavariq va botigligi
2.24-teorema. (Funksiyaning ekstremumlari haqgida).
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f(x)funksiya  (a,b) oraligning har bir X nugtasida
differensiallanuvchi va oraligda f'(x)=0 shartni ganoatlantiradigan c
Kritik nugtaga ega bo‘lsin. U holda
1) Agar f"(c)>0 bo‘lsa, f(c) minimum nuqta;
2) Agar f"(c)<0 bo‘lsa, f(c) maksimum nugta bo‘ladi.
2.45-rasmni qaraylik. Ikkala grafikda ham f'(c)=0, f"(c)=0, lekin
birinchi  funksiyaning ekstremumi mavjud, ikkinchi funksiyada
ekstremum yo‘g. Agar ¢ kritik nugtabo‘lsava f"(c) =0 bo‘lsa, ¢ nugtada
ekstremum bo‘lishi ham, bo‘Imasligi ham mumkin. Shuningdek, agar ¢
kritik nugtada f'(c) mavjud bo‘lmasa, u holda f"(c) ham mavjud
bo‘lmaydi. Boshga hollarda f(c) ning ekstremum ekanligini albatta 2-
tartibli hosila bilan tekshirib ko‘rish zarur.

.\ A _v H

fx)=(x-2)"+1 8
[(x) =4(x-2)*
f(x) = 12(x=2)? 6
f(2)=0
_}"‘1‘2: =0
minimum c=2

T T T T T T T T

T T T T 17T 7171

2.45-rasm. Ikkinchi tartibli hosila yordamida ekstremumni aniglash

Demak, 2-tartibli hosiladan ekstremumni aniglab olish va
funksiyaning grafigini to‘liq va to‘g‘ri chizish uchun foydalanilar ekan.
Buni quyidagi misolda ham ko‘ramiz.

2.8.6-misol. f(x)=x*+3x>-9x-13 funksiyaning ekstremumlarini
toping va grafigini yasang.

Yechilishi: » Funksiyadan hosila olamiz:

f'(x) = (x3 +3x° —9x—13) =3x*+6x-9

Topilgan hosilani nolga tenglaymiz: 3x* +6x-9=0.

Tenglamani yechamiz va kritik nugtalarni topamiz:

X*+2x-3=0 = (x+3)(x-1)=0
X=-3va x=1,

Endi kritik nugtalarda funksiyaning giymatlarini topamiz:

f(=3) =(-3)°+3-(-3)2—9-(-3)-13=14"
f(1)=1°+3-1"-9.1-13=-18,
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Shunda (-3; 14) va (L —-18) ekstremum nugqtalar bo‘ladimi?

2-tartibli hosilani garaymiz. f(x)=(3x?+6x-9) =6x+6 hosilaga
ktirik giymatlarni qo‘yib, tekshiramiz: f"(-3)=6-(-3)+6=-12<0 (lokal)
maksimum f"(1)=6-1+6=12>0 (lokal) minimum nugtalarni topamiz.
Shunday qilib, f(-3) =14 funksiyaning maksimum nugqtasi,
f (1) =-18 funksiyaning minimum nuqtasi ekanligini aniglab oldik.
Endi shu ma’lumotlar asosida funksiya grafigini chizamiz (2.46-rasm):

v

40

30

20

10

-10

=20

______ | I mui

2.46-rasm. f(x)=x>+3x*-9x-13 funksiyaning ekstremumlari <

2.8.5. Funksiya grafigining egilish nuqtalari. Egri chiziglarning
asimptotalari

Egilish nugtasi botiglik va gavariglik orasida joylashib, ularni bir-
biridan ajratib turadigan nugtadir.
Masalan, quyidagi rasmlarda P nuqgta egilish nuqtasidir (2.47-rasm):

.Y N _\I .\.

eV
W\
vV

(xo) =0 [(x,) hosila mavjud ["(%g) =0
emas

2.47-rasm. Funksiyaning egilish nugtalari
2-tartibli hosilaning ishorasi P nuqgtaning ikki tomonidagi botiglik,
gavariglik turini aniglab beradi. Chap va o‘ng tomondagi rasmlarda
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f"(x,) nolga teng, o‘rtadagi rasmda esa 2-tartibli hosila mavjud emas. Har
uchchala holda ham P egilish nuqtasi hisoblanadi.

2.25-teorema (Egilish nuqtalari mavjud bo‘lishining yetarlilik
sharti). Agar X, nugta f(x) funksiyaning egilish nugtasi bo‘lsa, u holda
bu nugtada f"(x,) =0 bo‘ladi yoki f"(x,) mavjud bo‘lmaydi.

Teskari tasdig har doim ham o‘rinli emas, ya’ni agar f"(x;)=0
bo‘lsa yoki f"(x) mavjud bo‘lmasa, u holda X, nugta f(x) funksiyaning
egilish nugtasi bo‘lavermaydi. Misol uchun, f(x)=(x-2)*+1 funksiya
grafigidan ko‘rinadiki, x=2 nugta egilish nugtasi bo‘la olmaydi, lekin
bu nugtada f"(2)=0 (2.48-rasm).

\y

=(x=-2)"+1
) = 4 \—;"'A'

)= 12(x-2)°

X
¢
i
)
e ———
- e -

)y =0
2)=0
minimum c=2

!
| | | | |

| ) I ol 3 i X

|

2.48-rasm. f(x)=(x-2)*+1 funksiya grafigi

Demak, egilish nugtasiga shubhali nugtani topish uchun biz shunday
X, nugtani izlashimiz kerakki, bu nugtada f"(x,)=0 bo‘lsin yoki f"(x,)
mavjud bo‘lImasin.

2.8.7-misol. f(x)=3x"—-20x> funksiyaning 2-tartibli hosilasidan
foydalanib, egilish nuqgtasini toping.

Yechilishi: » Bizda 2- tartibli hosila f"(x)=60x°-120x ga teng.
Uni nolga tenglab, yechimlarni topamiz: 60x°> -120x=0 = x(x*-2)=0.

Bundan, x=0 va x=-J2 hamda x=+2 giymatlarni hosil
gilamiz. So‘ngra shu 3 ta nuqgta yordamida ajratilgan oraliglarda 2-tartibli
hosilaning ishoralarini tekshiramiz.




Endi funksiyaning bu nugtalardagi giymatlarini hisoblaymiz:
f(—/2)=3-(—/2)° —20-(—/2)* =282
f(0)=3-0°-20-0°=0:
f(V2)=3-(/2)° =20-(+/2)* =—28V2.
Demak, (—/2; 28v2), (0;0) va (~/2; —28v2) nugqtalar funksiyaning
egilish nuqtalari ekan (2.49-rasm).

— _\"/
(=2, 28 80

\
00 |—
40—

20

|
)|
|
|
|
|
L ! ;
=3 -2 | -1 2 3 X

| -20— |
: 40—
| —-60 I\
|
| -

J |
|

—80

2.49-rasm. f(x) =3x>—20x® funksiya grafigi
Funksiyaning asimptotalari
Agar lim f(x)=c0,  yoki  lim f(x)=—co, (2.29)

I|m f(X)=0  yoki lim f(x)=-c0

x—a*

limit tengliklardan birortasi o‘rinli bo‘lsa, X=a to‘g‘ri chizigga vertikal
asimptota deyiladi.
E’tibor bering

1) ()= ~16_ (x=A)x+4) funksiyada X=4 nuqtada mahraj nol

bo‘lsa ham, x—4 ch|2|q vertikal asimptota bo‘la olmaydi, chunki x-4
ifoda kasrning surat va mahraji uchun umumiy ko‘paytuvchisi bo‘ladi va
ular gisgarib ketadi.

xX>—4  (x=2)(x+2)

2) 9= x24+x-12  (x=3)(x+4)

nuqgtalarda funksiya uziladi va bu uzilish nuqtalaridan o‘tuvchi to‘g¢ri
chiziglar vertikal asimptotalar bo‘ladi.

=1 (x=1)(x+1)

X2 +X-6 (x=2)(x+3)

funksiyada esa x=-4 va X=3

2.8.8-misol.  f(x)=- funksiyaning vertikal

asimptotalarini toping.
Yechilishi: » 2.50-rasmdan ko‘rinadiki,
lim f(X)=—0  va lim f(x)=o0:

X—2~ x—2"
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lim f(X)=00 va lim f(X)=-o0,

X—>-3" x—>-3"

Shuning uchun x=2 va x=-3 chiziglar vertikal asimptotalar bo‘ladi.
A ) I

TERED S AR SR P o

| | 1 1 1
34 5 BT 8 9 10 H X

x=-3 x=12
2.50-rasm. Funksiyaning asimptotalari <
Vertikal asimptota kasr-ratsional funksiyalarda bo‘ladi, bu
funksiyalarning mahrajini nolga aylantiradigan x=a uzilish nugtasidan
o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq vertikal asimptota hisoblanadi.
2x-1

2.8.9-misol. 9(x) = X(X—3)(x+5) funksiyaning vertikal

asimptotalarini toping.

Yechilishi: » Vertikal asimptotani topishning eng oson yo‘li,
mahrajni nolga aylantiradigan giymatlarni aniglaymiz. Bular  x=0,
x=3 va x=-5 chiziglardir.

Shuning uchun x=0, x=3 va x=-5 chiziglardir vertikal
asimptotalar bo‘ladi. «

2.8.10-misol. f(x)=

toping.
Yechilishi:  » Mahrajni nolga aylantiradigan giymatlarni
aniglaymiz:

2
-_2 1 1 1 - = .
XX3 _XX funksiyaning vertikal asimptotalarini

X? —2X X(X—2) X—2
f(x) =2t = =
X>=x  X(x=D(x+1) (x-=-1)(x+1)’
Shunday qilib, x=1 va x=-1 vertikal asimptotalarni hosil gilamiz. <
Agar Iim f(x)=b yoki lim f(x)=b limitlarning bittasi yoki ikkalasi

X#0

ham o‘rinli bo‘lsa, ¥ =b to‘g‘ri chizigga gorizontal asimptota deyiladi.
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i 3x—4 ) ) . . ..
2.8.11-misol. f(X)=XT funksiyaning gorizontal asimptotasini

toping.
Yechilishi: » Gorizontal asimptotani topish uchun

lim f (x) —Ilmu ni hisoblash kerak. Limit xossalaridan foydalanib,

hisoblasak: |Imu—|l ﬁ—llm——llm(?, 0)=3,
X

X—>0 X X—>0 X X—>0

Shunday qilib, y=3 gorizontal asimptota ekan. <«

. 5x* +3x—4

2.8.12'm|80|. f(X)—m

asimptotasini toping (Kasr suratidagi va maxrajidagi ko‘phadlar daraja
ko‘rsatkichi teng).

funksiyaning gorizontal

Yechilishi: » IlmM limitni hisoblash uchun kasrning surat

s %2 —x—1
va mahrajidagi x ning darajalarini garaymiz. Argument cheksizlikka
intilganda, limitni hisoblash uchun argumentning eng yuqori daraja
ko‘rsatkichiga ega bo‘lgan hadga bo‘lamiz.

5x> 3x 4

7_'_7_7
. BX*43x—4 . 42 42 2 . 5 5
lim —— = > =lim—-=—
xon 2X°—X=1 xo=2x° x 1 =2 2
x> x2 X

= to‘g‘ri chiziqg gorizontal asimptota bo‘ladi. <«

2.8.13-misol. f(x):ﬂ

toping (Kasr suratidagi ko‘phadnlng darajasi maxrajidagi ko‘phad daraja
ko‘rsatkichidan katta).

funksiyaning gorizontal asimptotasini

3X+ 1
3x+1 ] IVERRRNE . 0
ili Ilmf X)=lim———— = X X ~lim==0
YeChIIIShI > ( ) X—)oox _2 2+4 X500 X3 2X2 4 X—)ool
XX X

y =0 to‘g‘ri chiziq gorizontal asimptota bo‘ladi. <«

Xulosa: Agar ratsional funksiyaning suratidagi ko‘phadning daraja
ko‘rsatkichi maxrajdagi ko‘phad daraja ko‘rsatkichidan kichik bo‘lsa, u
holda y =0 to‘g‘ri chiziq yoki OXo‘qi gorizontal asimptota bo‘ladi.

Vertikal ham, gorizontal ham bo‘lmagan chizigli asimptotaga
og‘ma asimptota deyiladi.
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Ba’zi funksiyalarda vertikal va gorizontal asimptotalardan tashgari

2

x4 funksiyaning asimptotasini

Og‘ma asismptota ham mavjud. f(x)==—

garaylik (2.51-rasm).

\
INE
. 4

\'\

\

\

10

2.51-rasm. Funksiyaning asimptotalari

X ning giymatlari cheksizlikka intilgan sari, funksiya grafigi y = x+1
to‘g‘ri chiziqqga intiladi. Bu to‘g‘ri chizig og‘ma asimptota bo‘ladi.

Agar f(x)z% ratsional funksiyaning suratidagi ko‘phadning
darajasi mahrajdagi ko‘phad darajasidan 1 birlik yuqori bo‘lsa, bu
funksiya og‘ma asimptotaga ega bo‘ladi.

Og*‘ma asimptotani ganday aniglaymiz?

I usul.

2.8.14-misol. f(9)==""

Yechilishi: » Ratsional ifodaning suratini mahrajiga bo‘lib, butun
X4 -3
x-1 x-1"

funksiyaning asimptotasini topamiz.

gismini ajratib olamiz:  f(x)=

X ning giymatlari cheksizlikka intilganda funksiyaning —é qismi

nolga intiladi. Funksiyaning butun gismidan tuzilgan y=x+1 to‘g‘ri
chizig og‘ma asimptota bo‘ladi. <«

Il usul. Ratsional funksiyaning og‘ma asimptotasi Yy=kx+b

f (x)

tenglama bilan aniglanadi. k burchak koeffitsiyentini "=1‘LLLT
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limitdan, b ozod hadni esa b=Ilim(f(x)-kx) limit yordamida

aniglaymiz.
3

2.8.15-misol. Y= 72 funksiya grafigining asimptotalarini toping.

Yechilishi: ~ » Funksiya X#*2 da aniglangan.

3

XIL"QZX oy =t po‘lgani uchun, x=-2 va x=2 to‘g‘ri chiziglar funksiya
grafigining vertikal asimptotalari bo‘ladi.
: : . . fx) . X
Endi og‘ma asimptotalarni izlaymiz: k= !'ﬂl% = lim Z a5

X—>00 2 2

3
b= lim ( (x) —kx) = lim| —— — x | = lim —*_ _ ¢
X—>00 X —4 x—0 X — 4 '

Demak, Y =X to‘g‘ri chiziq og‘ma asimptota bo‘ladi. <

2.8.6. Grafik yasashning umumiy sxemasi

Endi funksiyani to‘liq tekshirish algoritmini keltiramiz:

1) Funksiyaning koordinata o‘glari bilan kesishish

nugtalarini aniglash;

2)  Funksiyaning asimptotalarini topish;

3) Funksiyaning aniglanish sohasi topish;

4)  Funksiyaning kritik nuqtalarini topish, ya’ni f'(x)=0
bo‘ladigan yoki f'(x) mavjud bo‘Ilmaydigan nugtalarini topish. Ulardan
foydalanib, finksiyaning maksimum va minimum qiymatlarini topish;
funksiyaning shu nugtalardagi giymatlarini topish;

5) Of¢sish va kamayish oraliglari, ekstremumlarini topish.

X, nugta atrofida f"(x,) ni ishorasini tekshiramiz. Agar f"(x,) <0 bo‘lsa,
f(x,) maksimum nugta, agar f"(x,)>0 bo‘lsa, f(x,) minimum nuqgta
bo‘ladi.

6) Egilish nugtalarini topish. f"(x,)=0 bo‘ladigan yoki f"(x,)
mavjud bo‘lmaydigan nugtalarni aniglaymiz. Bu nuqgtalarda funksiya
giymatlarini hisoblaymiz.

7) Qavariglik va botiglik oraliglarini topish. 4-shartdagi egilishga
shubhali nugtalardan foydalanamiz. Agar f"(x,) >0 bo‘lsa, bu oraligda
funksiya botig, f"(x,) <0bo‘lsa, funksiya gavariq bo‘ladi.
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8) Grafikni yasash. Yugoridagi topilganlarga ko‘ra funksiya grafigini
chizamiz. Agar zarurat bo‘lsa, go‘shimcha ma’lumotlarni ham hisoblab
topamiz.

2
2.8.16-misol. f(x)== ;4 funksiyani to‘liq tekshiring va grafigini
chizing.
Yechilishi:  » 1) Funksiyaning koordinata o‘glari bilan kesishish

0° +4

nugtalari: f(0)= funksiya Oy o‘gi bilan kesishmaydi. f(x)=0

giymatlari ham mavjud emas, ya’ni funksiya OX o‘qgi bilan ham
kesishmaydi.

2)  Funksiyaning asimptotalari: Vertikal asimptota Xx=0 to‘g‘ri
chiziq, gorizontal asimptota yo‘q, chunki funksiyada kasrning surati va
mahrajidagi ko‘phadlarning daraja ko‘rsatkichlari teng emas. Ular teng
bo‘lgandagina kasrning butun gismini ajratar edik. Og‘ma asimptota:

x> +4
f(x)=

X
3) Funksiyaning aniglanish sohasi: Xx#0 shu sabali
D(f)=(—o0; 0)U(0; o)

4)  Funksiyaning kritik nuqgtalari: Funksiyaning f'(x)=0

bo‘ladigan yoki f'(x) mavjud bo‘Imaydigan nugtalarini topamiz.

:x+§, bundan y=x to‘geri chizigni hosil gilamiz.

!

2 2 2
f’(x):(x +4j:x—4 X 4:0

X X2 ’ X2 ]
Funksiya hosilasi X=-2 va X=2 nugtalarda nolga teng, shuning uchun
ular kritik nugtalar bo‘ladi.
5)  O¢sish va kamayish oraliglari, ekstremumlari:
(-2)* + 4
=4,
-2

Funksiya Xx=-2 da maksimumga erishadi: f(-2)=

funksiyaning maksimum nugqtasi (-2;-4).
2> +4

X=2 da minimumga erishadi: f(2)= =4, minimum nuqtasi (2;4).

6) Egilish nugtalari: "(x,)=0 bo‘ladigan yoki f"(x,) mavjud
bo‘lmaydigan nugtalarni aniglaymiz va bu nugtalarda funksiya
giymatlarini hisoblaymiz.

!

2 3 nyd
f,,(x):(xX24J 2488

x* X

Demak, mazkur funksiyaning egilish nugtasi yo“q.
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7)  Qavariglik va botiglik oraliglari va grafigi:

.\\

T T T T

/s
|

1
S S 7 Y
3-2-1,7 23 45

-9-8-7-6-5-4-3-2-1, 1 2 56 78 90 X

FTTTI

[
@

X%+ 4
X

2.52-rasm. f(x)=

funksiya grafigi <«

Biz shu paytgacha funksiya berilgan bo‘lsa, uning asimptotalarini
topgan edik. Endi teskari masalani garaymiz.

Agar asimptotalar berilgan bo‘lsa, kasr-ratsional funksiyaning
analitik ifodasini aniglash mumkinmi?

2.8.17-misol. Vertikal asimptotasi X=-5 va X=2 to‘g‘ri chiziglar,
gorizontal asimptotasi esa y=2 to‘g‘ri chiziq, shu bilan birga f(1)=3
giymat gabul giluvchi gisgarmaydigan ratsional funksiyani aniglang va
grafigini chizing.

Yechilishi: » Vertikal asimptotasi X=-5 va X=2 bo‘lgani uchun
kasrning mahrajida (x+5)(x—2) ko‘paytma bo‘ladi.

Gorizontal asimptotasi y=2 ekanligidan va mahrajdagi gavslarni
ko‘paytirganimizda (x+5)(x—2)=x*+3x-10 kvadrat ko‘phad hosil
bo‘lishidan, kasrning butun gismini ajratganda 2 kelib chigishi uchun
suratida 2x*+C ko‘phad bo‘lishi kerak deb faraz gilamiz, bu yerda C
gandaydir o‘zgarmas son.

Shunda, bizning ratsional funksiya quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

() = 2x* +C
(x+5)(x-2)

Endi C nimaga teng ekanligini aniglaymiz. Buning uchun f(1)=3
tenglikdan foydalanamiz.
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2'12+C 2+C

3=m, — 3:_—6, — -18=2+C — C=-20.
U holda f(x)=% ratsional funksiyani hosil gilamiz.Ushbu

funksiyaning grafigi 2.53-rasmda keltirilgan.

_1|' 4

x==3

Frrrrrr

\

|
L]
[TTTTTTTI

2.53-rasm. f(x)= _x°-20
(X+5)(x-2)

funksiya grafigi <

Mavzu yuzasidan savollar:

Kesmada o‘suvchi va kamayuvchi funksiya ta’rifini ifodalang.
Funksiya o‘suvchi bo‘lishining zaruriy va yetarli shartlari ganday?
Funksiyaning ekstremum nugqtalarini ta’riflang.

Ekstremumning zaruriy shartini ifodalang.

Funksiyaning kesmadagi eng katta va eng kichik qiymatlari ganday
topiladi?

2-tartibli hosila yordamida funksiya ekstremumining Yetarlilik
sharti ganday?

Funksiya grafigining botiq va gavariq bo‘lish ta’rifini bering.
Funksiya grafigining botiqglik va gavariglilik sharti ganday?
Egilish nugtalari uchun yetarlilik sharti nimadan iborat?

Egri chizig asimptotasining ta’rifini ayting.

Qanday asimptotalarni bilasiz?

o bk owhE

= © 00~
o 0
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MUSTAQIL YECHISH UCHUN MASALALAR

1. Funksiyaning asimptotalarini toping:

2X — 3 7X+5
f(x) = f - - =
a) 100 = b) () X2 +7x+6
6x +4x* -7 43 —3X+2
f(X)=—2e f(x)= 2 —92T <4
¢) 1) —X+3 d) () X +2x—4

2. Funksiyaning ekstremumlarini toping:
a) 90)=-— b) g(x)=x%e""
3. Funksiyaning gavariglik va botiglik oraliglarini toping:
a) 900=-5"2 D) 900=5 .
4. Funksiyaning kesmadagl eng katta va eng kichik giymatlarini toping:
_(xx3”
X—4 '
c) y=x%" [40; d) y=e"", [L3];
e) y:(x+1)3\/?, [—g; 3]; f) y=1+)|(nx, E e}.
5. Funksiyani to‘la tekshiring va grafigini yasang:

a) g(X)=% b) g(x)=x*In(x+1)

a) [-4; 3]; b) y=2sinx+cos2x, [0;7/2];

TESTLAR

I 1 i i i .. i
1. y= n(:2+ )+2x funksiyaning asimptotalarini toping.

A) x=0, y=4x, x=-1 B) x=0,y=2x x=-1
C) x=0,y=3xx=1 D) x=0,y=3x, x=-1

2. y=3x"-5x"+4 funksiyaning gavariq va botiq oraliglarini toping.

(—o0;1) da gavariq, (—o0;4) da botiq,
A) (1;+ o) da botiq B) (4;,+)da gavariq
(—o0;3) da gavariq, (—o0;2)dagavariq,
(3;+o0) da botiq (2;+ o) da botiq
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X2

3. y=e 2 funksiyaning gavariglik, botiglik oraliglari topilsin

(-oo;D)va(l;+o0)da

A) gavariq, (-11)da B)
botiq

(—o0;1)va (L + o) da botig,
(-L1)da qavariq

C (—o0;1)da gavariq, C (—o0;2)dagavarig,
) (4, + o) da botiq ) (2;+ o) da botiq

4. [-4; 4] kesmada y=x’-3x’-9x+35 funksiyaning eng katta va
eng kichik giymatlari topilsin.
A) 40 eng katta va -41 eng kichik giymati;
B) 8 eng katta va -41 eng kichik giymati;
C) 20 eng katta va -41 eng kichik giymati;
D) 40 eng katta va -21 eng kichik giymati.

5. y=x -(1+gx) funksiyaning monotonlik oraliglari topilsin.
A) (-15;0) da kamayuvchi, (—;-15)uU (0;+) da o‘suvchi;

B) (0;+x)da kamayuvchi, (—;-15)u (-15;0) da o‘suvchi;

C) (-15;0) da kamayuvchi, (—=;-15) da o‘suvchi;

D) (—;-15)u (0;+)da kamayuvchi, (-15;0)da o‘suvchi;
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2.9-§. Funksiyalarni Lagranj interpolyatsion formulasi yordamida
approksimatsiyalash va egri chiziq yasash

2.9.1. Masalaning qgo‘yilishi. Funksiyalarni interpolyatsiyalash

Approksimatsiyalash — yaginlashtirish degan ma’noni bildiradi.

Ko‘pincha amaliy masalalarni yechishda gandaydir y= f(x)
funksional bog‘lanishlar giymatlarini hisoblashga to‘g‘ri keladi. Bunday
masalalarda ikkita holat bo‘lishi mumkin:

1. [a;b] oraligda x va y lar orasidagi oshkor bog‘lanish ma’lum
emas, fagat {xi, yi}, i=1n tajriba ma’lumotlari jadvali ma’lum. Bu
jadvaldan [xi, Xiz] € [a, b] oraligda y= f(x) bog‘lanishni aniglash
talab gilinadi.

2. y=1(x) bog‘lanish ma’lum va uzluksiz, biroq u amaliy
hisoblashlar uchun murakkablik giladi. Bunday holda y = f(x) funksiyani
va uning (hosilasi, maksimum va minimum giymatlari, funksiya integrali
kabi) xarakteristikalarini  hisoblash ishlarini  soddalashtirish kerak
bo‘ladi.

Shuning uchun moddiy resurslarni va vaqtni igtisod qilish
magsadida gandaydir boshga y = P(x) funksional bog‘lanish tuziladi. Bu
tuzilgan bog‘lanish y = f(x) ga uning asosiy parametrlari bo‘yicha yaqin
bo‘lishi, hisoblash oson va qulay bo‘lishi kerak, ya’ni y = f(x) funksiyani
aniglanish sohasida approksimatsiyalash kerak (2.54-rasm).

i )
/\'— fix)+ &
v=HAx)

v=J(Xx)

A |

2.54-rasm. Fuhksiya va uni approksimatsiyalovchi funksiya

y = P(x) funksiyaga approksimatsiyalovchi funksiya deyiladi.
Agar yaginlashishni biror {x}, i=1n diskret to‘plamda bajarsak,
u holda approksimatsiyaga nuqtaviy approksimatsiya deyiladi.
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[a;b] oraligda yotuvchi, tajriba asosida olingan x; nugtalarni o°sish
tartibida ragamlab chigamiz va ularni tugunlar deb ataymiz:
aA<X, <X <X, <...<X,<Db

Jadval ma’lumotlarini approksimatsiyalashning quyidagi turlari
ma’lum:
1. Jadval ma’lumotlarini algebraik ko‘phadga keltirish
f(x)=a,+ax+a,x’+..+ax";
2. Jadval ma’lumotlarini trigonometrik ko‘phadga keltirish

f(t) = % + i(an cos(nat) + b, sin(nat));

3. Jadval ma’lumotlarini eksponensial ko‘phadga keltirish
f(x) =a,™ +ae™ +a,e” +..+a,e™.
Qaysi turdagi approksimatiyalash formulasidan foydalangan ma’qul?

Algebraik ko‘phad ancha qulay, chunki algebraik ko‘phadni
trigonometrik va eksponensial  ko‘phadlarga garaganda xatoligini
aniqlash, differensiallash, integrallash oson.

Nugtaviy approksimatsiyalash turlariga interpolyatsiyalash va
ekstropolyatsiyalash kiradi.

Interpolyatsiyalashdan maqgsad shuki, (X, Y1), (X, ¥5), «oor (X1 Y0)
ma’lumotlar (nuqtalar) ma’lum. Biroq bizga Y= f(X) funksiyaning
boshga X nugtadagi giymati kerak bo‘lsin. Ma’lumotlar asosida (X, Y) ni
aniglash mumkinmi?  Misol uchun, raketa tezligining 10, 15, 20-
sekundlardagi tezliklarini o‘Ichay olganmiz. Lekin 16-sekunddagi tezligi
nimaga teng?

Ya’ni berilgan oraligda yotuvchi nuqtadagi funksiya giymatini topish
masalasiga interpolyatsiyalash deyiladi, berilgan oraligdan tashgaridagi
nugtada funksiya giymatini topish ekstropolyatsiyalash masalasi deyiladi.

Interpolyatsiyalashning quyidagi turlari mavjud:

1. Chizigli interpolyatsiya;

2. Kvadratik interpolyatsiya;

3. Kubik interpolyatsiya;

4. Lagranj interpolyatsion formulasi;

5. Nyuton interpolyatsion formulasi;

6. O‘rtacha kvadratik yaginlashish usuli.

Interpolyatsiya tugunlari sonining oshishi, algebraik ko‘phad
darajasini oshishiga olib keladi, bu esa tugunlar oralig‘ida funksiyani juda

X
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katta sakrashlariga sabab bo‘ladi. Shu sababli tugunlar sonini ko‘proq
olish magsaddan chetlanib ketishga sabab bo‘ladi.

2.9.2. Chiziqgli interpolyatsiya

Agar [a;b] oraligda berilgan jadval yoki diagrammadan
foydalanib, algebraik ikkihad tuzsak, unga chizigli interpolyatsiya
deyiladi:

f(x)=a, +ax (2.30)
Berilgan oraligga tegishli ikkita x;, x;,; tugunni olamiz (2.55- rasm) va 2
noma’lumli chiziqli tenglamalar sistemasini tuzamiz:
{ f(x)=ag+ax
f (Xi+1) =8y + & X4

fiv

2.55-rasm. Chizigli approksimatsiya
Bu formuladan a,, a ni topib, chizigli interpolyatsiya formulasiga
go‘yamiz.
2.9.1-misol. Raketaning ko‘tarilish tezligi vaqtning funksiyasi
sifatida jadvalda keltirilgan (2.56-rasm). t=16 sekunddagi raketa
tezligini hisoblang.

t (s) v(i) (m/s)
0 0

10 227.04

15 362.78

20 517.35
22.5 602.97

30 901.67

2.56-rasm. Raketaning ko‘tarilish tezligi

Yechilishi: » Chizigli (2.30) interpolyatsiyani tuzib, tezlikni
aniglaymiz: v(t) =a, +at.
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a,, &, ni topish uchun t=16 sekundga eng yaqin nugtalarni

aniglaymiz, ular quyidagilar:
t, =15 v(t,) =362.78
t =20; v(t)=517.35

Bu nugtalarni formulaga qo‘yib, tenglamalar sistemasini tuzamiz:

{v(lS) =a,+15a, = 362.78 a, =—100.93

v(20) =a, +20a, =517.35 a, =30.914
v(t) =a, +a,t =—-100.93+30.914t

Ko‘tarilish tezligining chiziqgli interpolyatsiyasi:
v(t) =30.914t—100.93, 15<t<20

Shunday qilib, raketaning t =16 sekunddagi tezligini topamiz:

v(16) =30.914-16-100.93=393.7 m/s <

2.9.3. Kvadratik interpolyatsiya

Agar [a;b] oraligda berilgan jadval yoki diagrammadan
foydalanib, 3 ta haddan iborat ko‘phad tuzilsa, unga kvadratik

(parabolik) interpolyatsiya deyiladi:
f(x)=a,+ax+a,x’,

(2.31)

Bunda oraliqga tegishli uchta x,_;, X, X, tugunni olamiz va 3 noma’lumli

chizigli tenglamalar sistemasini tuzamiz:
f(x) =2y +ax_, +a,x,

f(x)=a,+aX +a,x’

f (Xi+1) =8+ X, +aX

i

2
i+l

|
\

|
Parabola

% ) | A
- g Xy Xy *

2.57-rasm. Kvadratik (parabolik) interpolyatsiya

¢ accae o cmasse

e b -

Bu formuladan a,, &, a, Kkoeffitsiyentlarni  topib,
interpolyatsiya formulasiga qo‘yamiz.
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2.9.1-misolning 2.56-rasmdagi ma’lumotlaridan  v(16) shartni
kvadratik interpolyatsiya formulasidan topamiz.
» Kvadratik interpolyatsiya (2.31) ni tuzamiz, bunda a,, a, a,

larni topish uchun t=16 sekundga eng yagin bo‘lgan 3 ta nugtani
aniglaymiz, ular quyidagilar:

t, =10, v(t,)=227.04 v(10) = a, +10a, +10%a, = 227.04
t, =15, v(t)=362.78 v(15) = a, +15a, +15°a, =362.78
t,=20, v(t,)=517.35 v(20) = a, + 20a, +20%°a, =517.35
Hosil gilingan tenglamalar sistemasini yechamiz:

a, +10a, +100a, = 227.04 a, =12.05

a, +15a, + 225a, = 362.78 a, =17.733

a, +20a, +400a, =517.35 a, =0.3766

Raketa tezligi uchun kvadratik interpolyatsiyani tuzamiz:
v(t) =0.3766t% +17.733t+12.05, 10<t<20
Shunda raketaning t=16 sekundgagi ko‘tarilish tezligi quyidagicha
bo‘ladi:
v(t) =0.3766-16% +17.733-16 +12.05=392.19 m/s <

2.9.4. Lagranj interpolyatsion formulasi?

Tugunlar soni ortib borishi bilan hisoblash ishlari ham
murakkablashib ketadi. Chunki n noma’lumli tenglamalar sistemasini
yechish amaliyoti ko‘p vaqt va xotira (EHM) talab giladi.

Shuning uchun tenglamalar sistemasi tuzishni talab gilmaydigan va
fagat arifmetik hisoblashlar bajariladigan ancha sodda, (n+1) ta
go‘shiluvchidan  iborat Lagranj interpolyatsion  formulasidan
foydalaniladi.

Jadval ma’lumotlarining berilishiga qarab, teng va tengmas oraliglar
uchun Lagranj interpolyatsion formulalaridan foydalaniladi.

Tengmas oraliglar uchun Lagranj interpolyatsion formulasi:

L, (X)= iyj ﬁ X=X (231)
=0 "i=0 Xj =X
i#]

2. Autar Kaw, E.Erik Kalu “Numerical Methods with Applications:
Abridged”, 2-nd edition, 2011. 756 p.
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(2.31) munosabatning nazariy xatoligini aniglash mumkin:

F0 ()
oD (X)), (2.32)

R,(x)=f(x)-L,(x) =

bunda £e[a, b] va o(X) = (X—=X,)(X=X.)...x—X,).

Teng oraliglar uchun Lagranj interpolyatsion formulasi:

L, (X) = Zy,H— (2.33)
= i=0 ] —
i#]
bunda t= X_hXO , N = Xi+1— X = const.
(2.33) ning nazariy xatoligini aniglash mumkin:
R, (x) = h"Mt(t-1)...¢ - n)w (2.34)
(n+D!

Lagranj interpolyatsion formulasini go‘llashda hisoblashlarni
soddalashtirish uchun uni 2 gismga ajratib ham foydalanish mumkin:

(0 =2 L0OF(x)

(2.35)
Bunda L;(x) ga Lagranj interpolyatsion ko‘phadi deyiladi:
(2.36)
L (x) = HX

j#

2.9.1-misolning 2.56-rasmdagi ma’lumotlaridan  v(16) shartni
Lagranj interpolyatsion formulasidan topamiz.

» a) 2 ta tugun nuqgtani oladigan bo‘lsak, 1-tartibli Lagranj
interpolyatsion formulasi hosil bo‘ladi. (2.35) va (2.36) formulalardan
foydddalanamiz.

V(D) =3 L OV(E) = Lo(Ov(ts) + LOV(E)

t, =15, v(t,)=362.78
t,=20; v(t)=517.35

Lt—t -t o P T
LO=T] =" LO- -
gto—tj t, -t :!_(J):tl_tj [l
]¢0 J;tl
(t)— 4 v(t, )+ by (tl)— —20 -362.78 + t=15 -517.35
t,—t, t - 15-20 20-15
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v(16) = % -362.78 + % -517.35=0.8-362.78+0.2-517.35=393.69 m/s

b) 3 ta tugun nuqgtani oladigan bo‘lsak, 2-tartibli Lagranj
interpolyatsion formulasi hosil bo‘ladi. (2.35) va (2.36) formulalardan
foydddalanamiz.

V(t) = z Li (t)V(ti) = I—o (t)V(to) + Li(t)v(tl) + Lz (t)V(tz)

2 t—t- t—t, 2 t-t,  t—t, t—t
Lty =[]— L (t) = :
0 oty —t; t—t -, lj_lt1 tl—to -t
ot=t, t-t, t-t
L t 0 1
2() th tz_tot t1

ks
ot oty tot tot gy Tttt
t,—t, t,—t, t—t, t—t, t,—t, t,—t,
t, =10, v(t,)=227.04
t, =15, v(t,)=362.78
t, =20, v(t,)=517.35
16-15 16—20 16-10 16—20

v(16) = : .227.04+ : .362.78+
10-15 10-20 15-10 15-20

16 10 16-15
20 10 20-15

J

v(t) =

-517.35=392.19 m/s

c) 3-tartibli Lagranj interpolyatsion formulasi yordamida v(16)
ni topamiz. Bunda 4 ta tugunni olamiz. (2.35) va (2.36) formulalardan
foydddalanamiz.

v(t) = Z L (v (t;) = Lo()v(t,) + L (Ov(L) + L (0v(t,) + Ly ()v(t,)
t, =10, Vv(t,)=227.04
t, =15, v(t)=2362.78

t,=20, v(t,)=517.35
t, =225, v(t,) = 602.97

I_()():li[t—tj _t-t t-t, t-t Ll(t)=ﬁ - —t, t-t, t-t
-0 to—t, to—t -t -t i< t1 t, tl—to t—-t, t, -t
J# J#

LO-T[oh ot 2l ﬁt—, -t t-t t-t,

2 - 3
ot -t -t -t -t - t3 t,—t, t,—t t,—t,

J#2 )
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tt—t1 LT e UL o L A e O

v(t) =
O_tl to_tz to_ts tl_tO tl_tz tl_t3

t—-t, t-t t-t t—t, t-t
n 0. : 3 v(t,)+ 0. 1

t—
: 2 (ts)
tz_to t2_1 tz_t3 t3 to t3 t1 t

-1,

v(16) :16—15'16—20.16—22.5.227 04+16_1O-16_20-16_22'5-362.78+

10-15 10-20 10-22.5 ' 15-10 15-20 15-22.5

16 10 16-15 16-225 517 35 16-10 16-15 16-20

209+ : : -602.97 =
20 10 20-15 20-22.5 225-10 22.5-15 22.5-20

~392.06 m/s <

Mavzu yuzasidan savollar

Approksimatsiyalash deganda nimani tushunasiz?

Nugtaviy approksimatsiyalash va uning turlarini sanab bering.
Interpolyatsiya deganda nimani tushunasiz?

Ekstropolyatsiya deganda nimani tushunasiz?

Teng oraliglar uchun Lagranj interpolyatsion formulasi ganday
tuzilishga ega?

Tengmas oraliglar uchun Lagranj interpolyatsion  formulasi
ganday tuzilishga ega?

7. Lagranj interpolyatsion  formulalarining nazariy xatoliklari
ganday aniglanadi?

O whE

o

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR:

1. x=

Lagranj interpo

1
5 tugun nuqtalari bo‘yicha tengmas oraliglar uchun

ol
-l>||—\
ooll—\

yatsion  formulasidan foydalanib,  f(X)=cosax

funksiyaning x :% nuqtadagi tagribiy giymatini toping va butun oraliq

bo‘yicha xatolikni baholang.

2. x=1 8; 27; 64 tugun nuqtalari bo‘yicha tengmas oraliqlar uchun
Lagranj interpolyatsion formulasiga ko‘ra f (x) =%/x funksiya ko‘phadini
tuzing va x =5 nuqtadagi taqribiy qiymatini toping, butun oraliq bo‘yicha
xatolikni baholang.
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3. x=09; 10; 12; 15 tugun nugqtalari bo‘yicha tengmas oraliqlar uchun
Lagranj interpolyatsion formulasidan foydalanib, f(x)=Inx funksiya
ko‘phadini tuzing, bunda In2=0,693; In3=1,099; In5=1,609 qiymatlardan
foydalaning.

4. x=0; 1 3tugun nugtalarda f(x)=x-2" funksiyaning tengmas
oraliglar uchun Lagranj interpolyatsion ko‘phadini x=2 nuqtadagi
xatoligini va butun oraliq bo‘yicha xatolikni baholang. Funksiyaning
tagribiy giymatini hisoblang.

x 1 24

y 3 81
oraliglar uchun Lagranj interpolyatsion ko‘phadini tuzing va shu asosida
funksiyaning f(3) taqribiy giymatini toping.

jadval asosida y=f(x) funksiyaning tengmas

TESTLAR

1. Interpolyatsion ko‘phadning qoldiq hadi yoki xatoligi tugun
nuqtalarda nimaga teng bo‘ladi?
A) R,(x)=-1 B)R,(x)=0 C)R,(x)=1 D) R,(x) =2.

2. Agar xg, x1, x>, ..., X,- nuqtalar teng oraliqlar bo‘yicha joylashgan
bo‘lsa, u holda ganday belgilash Kiritib, Lagranj interpolyatsion
ko‘phadini hisoblashni soddalashtirish mumkin?

Ax+xo=t-h B)h(x—xy) =t C)x—xy=t-h D)x—h-
Xg =t

3. f(x) funksiya (0.25;4), (0.5;8) nuqgtalardagi qiymati berilgan. Teng
oraliglar uchun Lagranj interpolyatsion ko‘phadi bo‘yicha f(0.3)
ning tagribiy giymati ganday hisoblanadi?

A) £(0.3) = L,(0.1) B) £(0.3) = L,(0.2)
C) £(0.3) = L,(0.3) D) £(0.3) = L,,(0.4)

4. Jadvaldagi interpolyatsiya tugunlari soni 8 ta bo‘lsa, u holda

qidirilayotgan ko‘phadning darajasi nechaga teng bo‘ladi?

A)9 B) 8 C)7 D) 6
5. xg, X1, X3, ..., X, — NUQtalar ganday nomlanadi?
A) Determinatsiya tugunlari B) Interpolyatsiya tugunlari
C) Approksimatsiya tugunlari D) Matematika tugunlari
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3.1-§. Boshlang‘ich funksiya. Anigmas integral. Integrallash usullari
3.1.1. Boshlang‘ich funksiya. Anigmas integral

Faraz qiling, biz differensiallashni teskarisini bajaramiz, ya’ni
hosilasi berilgan funksiyaga teng bo‘lgan funksiyani izlaymiz. Bunga
antidifferensiallash (boshlang‘ich funksiyani topish) deyiladi.

Bizga f(x) funksiya berilgan bo‘lsin. Boshga F(x) funksiyani
shunday aniglaymiz: F(x) funksiyaning hosilasi f(x) ga teng, ya’ni
F'(x) = f(x).

Misol, agar f(x)=2x bo‘lsa, u holda uning boshlang‘ich funksiyasi
F(x) = x* bo‘ladi, chunki F'(x) = (x*)' = 2x.

Birog boshga bir funksiyaning hosilasi ham 2X bo‘lishi mumkin,
aytaylik, quyidagi funksiyalarning: y=x*+5 yo y=x’-1  yoki
y = Xx*+560.
Sababi x* ning hosilasi 2x, o‘zgarmas sonlarning hosilasi esa nolga teng.
Shuning uchun ham f(x)=2x funksiyaning boshlang‘ich funksiyasini
umumiy ko‘rinishda F(x)=x*+C deb yoziladi, bunda C = const.
3.1-teorema. [F(x)+c] =t o‘rinli bo‘lsa, F(x)+C funksiyalar
to‘plami f(x) ning boshlang‘ich funksiyasi bo‘ladi. C-o‘zgarmas songa
integrallash o‘zgarmasi deyiladi.

Natija: Agar F(x) va G(x) funksiyalarning hosilalari bir xil bo‘lsa,
u holda ular o‘zgarmas songa farq giladi: F(x)=G(x)+C.
Agar F(x) funksiya f (x) ning boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsa, uni
ju@szupc (3.1)
ko‘rinishda yozamiz. (3.1) tenglik x o‘zgaruvchiga nisbatan f(x)ning
anigmas integrali F(x)+C ga teng deb o‘qgiladi. j belgi integral belgisi va
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integral olish uchun buyrug, f(x) integral ostidagi funksiya va dx esa
integrallash x o‘zgaruvchi bo‘yicha bajarilishini bildiradi. Chap
tomondagi ifodaga anigmas integral deyiladi.

3.2-teorema. Aniqmas integralning ba’zi qoidalari
1°.  O‘zgarmas sonning integrali: jk dx =kx+C;

n+l

2°. Darajali funksiyaning integrali: jx“ dx = :+1+C, n+-1;

. .ol
3% Natural logarifm qoidasi: j;dx=lnx+c, x>0;

N - - - ax 1 ax
4°, Eksponensial funksiya goidasi: je dx=ge +C, a=0,

Darajali funksiya x" ning integralini hisoblaganimizda daraja
ko‘rsatkichiga 1 ni go‘shib, hosil bo‘lgan darajaga bo‘lamiz, fagat n=-1
da integral bu gqonuniyat asosida hisoblanmaydi:

J‘de: Inx+C, x>0.
X

Anigmas integralning xossalari:
1°.  O‘zgarmas ko‘paytuvchini integral belgisidan tashgariga
chigarish mumkin: fk- f(x)dx = k-J’ f(x)dx:
2°. Funksiyalar algebraik yig¢indisining integrali shu funksiyalar
integrallarining algebraik yig‘indisiga teng:
j [f(X) £ @(x)]dx = j f(x)dx + j P(X)dX .
Integrallashdagi C o‘zgarmas son ba’zi amaliy masalalarda
ahamiyatli hisoblanadi. Shuning uchun bunday masalalarda funksiyaning

anigmas integralini C ga nisbatan yechib, nugtani aniglab olishimiz
mumkin. Bu nuqgtaga boshlang‘ich shart deyiladi.

3.1.1-misol. f'(x)=2x+3 funksiyaning f(1)=-2 nugtadagi
boshlang‘ich funksiyasini toping.
Yechilishi: » Anigmas integralni hisoblaymiz va quyidagi tenglikni
J.(2x+3)dx:x2+3x+c
hosil gilamiz. Endi funksiyaning f (1) =-2 nuqtadagi giymatini topiamiz.
f()=x*+3x+C _ -2=0'+31+C = C=-6.
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3.1-rasm. f(x)=x*+3x+C funksiyaning grafiklari

Bundan aytish mumkinki,

f'(x) =2x+3 funksiyaning f (1)

=-2 nuqgtadagi

boshlang‘ich funksiyasi f(x)=x*+3x-6 dan iborat ekan (3.1-rasm). <«

3.1.2. Bevosita va differensial belgisi ostiga kiritib integrallash

Agar funksiyaning integralini hisoblashda integrallash jadvalidan

foydalanib, to‘g‘ridan-to‘g
integrallash deyiladi.

‘ri_hisoblash mumkin bo‘lsa, unga bevosita

Integrallash jadvali:

1. jdu:u+C
3. d—g=—1+C
u u

5. U _ Inju|+C
Ju

7. [e'du=e"+C

9. |cosudu=sinu+C

15. jctgudu = In\sin uj+C

du
u’-a*> 2a

u-—a
u+a

I +C

17. |
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n+1

+C, n=z-1

2. Jundu_n+1

4. jdu_2f+C

U

+C

6. jadu— na

8. jsm udu =—-cosu+C

10. j =tgu +C

cos’u

+C

j?'—“:mtgﬂ
sinu 2

14. _[tgudu =—Injcosu[+C

1 u
> =—arctg—+C
a a

. u
=arcsin—+C

du
18 [ g ey




19 | au In‘u+ u*+a|+C. 20, [ X ic
BN TPy x(a+bx) a |a+bx
21 [ = 1 +iln +C
"I x(a+bx)® a(a+bx) a® |a+bx

29 [Jx2+aldx = %[x\/xz +a +a? In‘x+ x*+a?
. 2
Xva+bxdx =

23. ’ 15b?
. 2
x%+/a+bxdx =

24. ’ 105b®

}c

3
24C

—12abx +8a°)(a+ bx)% +C

D () 4 2
= bx—2a)s/a+bx +C
25 ) Jarox apr P
x2dx

(3b°x* —4abx +8a’)va+bx +C

26. | Ja+bx " 15 b3

3.1.2-misol. Quyidagi anigmas integrallarni hisoblang:
a) [x-¥¢ -4dx;  b) I(x7—%+5x)dx; ¢) [xJ2+3xdx.

Yechilishi: » Jadvaldagi mos formulalarga qo‘yib, integrallarni

hisoblaymiz:

§+1

a) '[(2x+ — X :x2+§§/F—4x+C;
3 8
—+1
5
1
8 3 X 8 X
b) _[(x ——+5X)dx———2 c=X gy ic
_}+1 In5 8 In5
3
5 2y, 2 %
C) _[x 2+3xdx:ﬁ(9x—4)(2+3x) +C. <

Integrallashda differensial belgisi ostiga kiritish usuli. Differensial
belgisi ostiga kiritish usulida integral ostidagi ifodani quyidagicha
almashtirish mumkin: jdx=fd(x—a)=jd(x+a),
1 1 1
jdx:dd(kx)=Ejd(kx+a)=Ejd(kx—a),

dex:%_[d(xz)zé_[d(xz—a):%jd(x2+a),
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fcosxdx:jd(sinx), Id—::.[d(lnx),

3.1.3-misol. Integrallarni hisoblang: a) I—dx . b) Ie‘xz x dx

A% _jnnxy+c

Yechilishi:» a) lenx_j In x

b) [e™ XdX:—Ejede(—x2)=—%eXZ+C. <

3.1.3. O‘zgaruvchini almashtirib integrallash va bo‘laklab
integrallash usullari

O¢zgaruvchini  almashtirib integrallash usuli. Jadvalda
berilmagan jf(x)dx integralni hisoblash kerak bo‘lsin. x ni t erkli
o‘zgaruvchining biror differensiallanuvchi funksiyasi sifatida ifodalab,

integrallashda yangi t o‘zgaruvchini kiritamiz.
X=¢(t), u holda tenglikning har ikki tomonini differensiallasak

dx=¢/(t)dt hosil bo‘ladi. Topilganlarni integraldagi x va dx larning
o‘rniga qo‘yamiz:
[ £09dx= [ fp®)]-¢' ()t (3.2)
Shunday qilib, integral yangi t o‘zgaruvchi bo‘yicha hisoblanadi.
Tenglikning o‘ng qgismida integrallashdan so‘ng yana eski x
o‘zgaruvchiga gaytiladi.

j COS X

1/Sll’lx

Yechilishi: » (3.2) formuladan foydalanamiz: sinx=t deb
belgilaymiz.

3.1.4-misol. Integralni hisoblang:

—£+1

COS X d(sinx) _cdt t3 3.3 3352
——— dx = +C——t3+C_—\/sm X+C
I3,/sinx j ¥sin x I _7+1 2 2 <
3

Bo‘laklab integrallash usuli, u=u(x) va v=v(x) funksiyalar
berilgan bo‘lsin. Bu ikki funksiya ko*paytmasini differensiallaymiz:
u-v)=u-v+v-u
yoki d(u-v)=u-dv+v-du
bundan u-dv=d(u-v)—v-du Kkelib chigadi.
Oxirgi tenglikning ikkala tomonini integrallaymiz va quyidagini topamiz:
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ju-dv:jd(u-v)—jv-du,
bunda Id(U'V)=U-V o‘rinli. Natijada

J.udv = uv—Iv- du (3.3)
bo‘laklab integrallash formulasi hosil bo‘ladi.

Odatda, (3.3) formula integral ostidagi funksiya turli sinfdagi
funksiyalar ko‘paytmasidan, masalan, darajali va ko‘rsatkichli, darajali va
trigonometrik, trigonometrik va ko‘rsatkichli va hakozo funksiyalarning
ko‘paytmasidan iborat bo‘lganda go‘llaniladi. Bunday integrallarning
Ikki turini ajratib ko‘rsatish mumkin, ularda gaysi funksiyani u deb va
nimani dv deb gabul gilishni aniglab olamiz.

Birinchi tur bo‘laklab integrallashda integral ostidagi ifoda P,(X)
ko‘phad bilan ko‘rsatkichli yoki ko‘phad bilan trigonometrik
funksiyaning ko‘paytmasidan iborat bo‘lsa, u holda u orgali P,(x)
ko‘phad belgilanadi, qolgan hamma ifoda dv deb olinadi:

3.1.5-misol. Integralni hisoblang: jxcos 2xdx,

Yechilishi: »
X=u cos2xdx =dv| ysinox  csin2x
Ixcostdx: sin 2x _ _J' dx =
dx = du > =V 2 2

_ xsin2x _(_ COS 2X
2 4

3.1.6-misol. Integralni hisoblang: jxex dx

j+C =%xsin2x+%c052x+c. <

X=U e *dx =dv

=—xe - j— e dx =
dx =du —e*=v

Yechilishi:» [xe™dx=

=—xe " +_[efxdx C-xe"-e"=C-e"(x+1). <«
Ikkinchi tur bo‘laklab integrallashda integral ostidagi ifoda
P, (X) ko‘phad bilan logarifmik funksiya yoki ko‘phad bilan teskari
trigonometrik funksiyaning ko‘paytmasidan iborat bo‘lsa, unda dv bilan
P, (x)dx ifoda belgilanadi, qolgan hamma ifoda u deb olinadi:

3.1.7-misol. Integralni hisoblang: _[XS Inxdx

_ 3y _
Inx=u xd}—dv %*In x 1

4 4 X

Yechilishi: » [x*Inxdx =

1dx=du X_:V
X 4
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xX*Inx  1¢ 4 1, 1 ., 1,
= —=|xdx==x"Inx——=x"+C==x"(Inx-0.25) + C.

4 I 16 4 ( ) <
Agar bo‘laklab integrallashni bir necha marta bajarishga to‘g‘ri

kelsa, u holda jadval ko‘rinishida integrallash magsadga muvofiq bo‘ladi:

3.1.8-misol. Integralni hisoblang: IX3 e”dx
Yechilishi: » Bu integralni hisoblash uchun 3 marta bo‘laklab

integrallash formulasini qo‘llaymiz:

2X —
1) IX?; 2x dX _ X3 =Uu e dX dV :1X3ezx _EJ‘XZeZXdX
3x%dx = du Eezx =Vv| 2 2
2 _ e?*dx = dv,
2) J‘Xz 2x X" =Uu 1, zlxzezx IXGZXdX
2xdx=du Ee =V 2 2
2% B X=U € XdX:dV 1 oy oy
3) [xe™dx= ey Leroy|Te Zje dx

e dx = ~¢? “+C,
4) | >
5) Topllganlarni joy-joyiga qo‘ysak, quyidagi natijani olamiz:
Ix3 2Xdx_ §x2e2X+§xe2X—£e2X+C=e2X(l x® 3x2+3x——j+c
4 8 16 2" 47 4 8

Agar bu integrallarni quyidagi jadval yordamida hisoblaydigan
bo‘lsak, juda oson chigadi:

f(x) wva- Ko’paytma g(x) va
takroriy differensial ishorasi  takroriy integrallash
x? — = (+) X
3x? - F:-; i e
ox E-{ ) T lex
6 e S
0 _ — ﬁ e
jxs Zxdx— X + O ye e +C=¢e ( 3 §x2+§x—§j+c <
8 2 4" 8
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Mavzu yuzasidan savollar:

Berilgan funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi deb nimaga aytiladi?
Berilgan funksiyaning anigmas integrali deb nimaga aytiladi?
Anigmas integralning eng sodda xossalarini keltiring.

Anigmas integralda bo‘laklab integrallash formulasini keltirib
chiqaring.

Anigmas integralda o‘zgaruvchilarni almashtirish usulini
tushuntiring.

Bevosita integrallash usulini bayon giling.

Differensial belgisi ostiga kiritish usuli nimadan iborat?

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR

1. f(x)=3"-1funksiyaning N(L1) nugtadan o‘tuvchi F(x) boshlangich
funksiyasini toping.

2. Differensial belgisi ostiga Kiritib, integrallang:

2X . Inx+3 °2
a) dx ; b) dx C) |e* x“dx.
'[x2 +1 I X I

3. Bevosita jadvaldan foydalanib, integralni hisoblang:

a) j[x3+5x+§)dx; b) j(%-%/?ujdx; C) I(x x—%+1}dx.

4. Bo‘laklab integrallash formulasidan foydalanib, hisoblang:
a) je_"z x dx b) jxcos2xdx C) j\/;m3xdx_

5. Yangi o‘zgaruvchi kiritib, integralni hisoblang:
dx

. 3
. 2 sin x X
a) Iarcsm xsz b) j — dx C) J2+x4 dx.

COS X
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TESTLAR

L | X’dX_jntegralni hisoblang.

x8 +25
1 x* 1 x*
A —arctg—+C B) Zarctg—+C
) gt ) Garce
C) Sctgx+ L ic D) arctg(x+2)+C
sinzx

2. f(x)=% funksiyaning M, (% 2) nugtadan o‘tuvchi F,(x) boshlang‘ich
funksiyasini toping.

A) F(x-3-= B) F(0-6-=
C) F(0-8-5 D) F(-3-5
3. [ %__ integralni hisoblang.
XS +4x+5
1 x* 1 x*
A) %arcth+C B) garctg?+c
C) 5etgx+ _12 +C D) arctg(x+2)+C
SIn™ X

4. Bo‘laklab integrallash formulasini aniglang:
A) _[udv = uv+.|'vdu B) J'udv:uv—J'vdu

C) '[vdu:uv—'[vdu D) judv:uv+judu

2
5. j(ex+e‘x) dx integralni hisoblang.
A) Le2x oy 1e2x, ¢ B) Ze?¥ 1 2x-Te X +C
2 2 2 2

C) e2X+2x—%e_2X+C D) %e2X+3x—%e_2X+C
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3.2-§. Kasr-ratsional va ba’zi irratsional funksiyalarni integrallash

4.2.1. Kasr-ratsional funksiyalarni sodda kasrlarga ajratish

P(X)=aX"+ax" " +ax"?+..+a _X+a, (3.4)
ko‘rinishidagi funksiyaga m — darajali ko‘phad deyiladi, bunda
a,,8,,8,,...,a, ;,a, —Ko‘phadning koeffitsiyentlari, n  soni daraja
ko‘rsatkichi deyiladi.

(3.4) shakldagi ikkita ko‘phadning nisbatiga kasr-ratsional
funksiya yoki ratsional kasr deyiladi:

R(X) = Qu(x) _ bx" +blxm‘1+b xm‘2 +..+b X+b
P(x) aXx" +ax" " +ax" *+..+a _X+a

Agar ratsional kasrning suratidagi ko‘phadning daraja ko‘rsatkichi
mahrajidagi ko‘phad daraja ko‘rsatkichidan kichik m<n bo‘lsa, unga
to‘g‘ri ratsioanl kasr, agar m>=n Dbo‘lsa, note‘g‘ri ratsional kasr
deyiladi.

R(x) ratsional kasr to‘g‘ri va noto‘g‘ri ratsional kasrga ajratiladi.
Agar R(x) to‘g‘ri ratsional kasr bo‘lsa, uni to‘g‘ridan - to‘g‘ri integrallab
ketiladi. Agar R(x) noto‘g‘ri ratsional kasr bo‘lsa, u holda ko‘phadni
ko‘phadga bo‘lish amalidan foydalanamiz, ya’ni kasrning suratini
mahrajiga bo‘lib, uning butun gismini ajratib olamiz:

Qn(X) r(x)
R(x) = P () =q(x)+ P (x)
bu yerda q(x)-kasrning butun qismi, u son yoki ko‘phad bo‘lishi

(3.5)

[P A7

I. Natijada, noto‘g‘ri

. 1(x)

’ Pn(X)

ratsional kasrni integrallash masalasi ko‘phad va to‘g‘ri ratsional kasrni
integrallashga keltiriladi.

To‘g‘ri ratsional kasrlarga oddiy kasr-ratsional funksiyalar

- A
iladi: 1. ——
deyilad T a
A
Il. ————, (k=2 vabutun son)
(x-a)
1. 2Ax—+B (maxrajning diskreminanti D = p®—4q<0),
X“+ px+q
IV. %, (k=2 va butun, D<0).
(X" + px+0q)

Buyerda A,B,a,p,q - hagigiy sonlar.
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Ushbu kasr-ratsional funksiyalarning integrallarini hisoblaymiz:
. idx= Aln|x—2|+C .
—K A
— = _dx=A[(x-a) dx=- C
. '[(X a) x= A (x-a) ox (k-1)x—a)* "

j4dx integralda A#0 bo‘lsa, kasrning suratida
X"+ pX+(Q

mahrajining hosilasini keltirib chigaramiz va integrallaymiz:

b [ AB AI(ZX”’”(A“’LX__AIﬂd

> dx =— > —
X* 4+ pX+( 2 X“+ px+( 279 X"+ px+(

X+—| +|g——
2 q4

(o P e m o B

Oxirgi integralda q—% = 4q; P >0 (D<0) bo‘lgani uchun, jadvaldagi

juzi—uz integralga keladi. Demak,

jﬂdx_—ln

(x + px+0)+ 2B-Ap arctgﬂ+c_ (3.6) <
X+ px+q Véq-p* Vaq-p*

: 3x—2
3.2.1-misol. j2X2+8X+26
Yechilishi: » Kasrning suratida mahrajining hosilasiga teng

ifodani hosil gilib olamiz.

dx integralni hisoblang.

4
J‘ 3X 2 _.[ZX+4 4-3 _J' 2X+4 4J' dx _
X1 ax+13 X +4x+13 x? +4x+13 (x+2)* +3

3In(x +4x+13)—%arcthL32+C |
V. Ax+B (k=2 va butun, D<0) kasrni intagrallaymiz.
(x> + px+q)* "’
’I Ax+B o ,[ x+p (B_ﬂjj dx .
x +px+q x +px+q 2 ( pY  4q-p?
[x+2j+ A
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A 2X+p A 1 L
Bunda — dx = ——- , oxirgi integralda esa
2 J‘(xz + px+q)k 2 (k —1)(x2 + px+q)k71 J J
J4q - p? . . : —
u= X+§, a =% almashtirish bajaramiz. Shunda quyidagi

integralga kelamiz:
2 2

I(d—u:_J-u +a) u du:ij’(d—u_ij(u—kdu_

u? +a?f (% +a?f a®’ (u2+a’f” a*’l (W +a?)

Bunda 1-integral berilgan integralning tartibi bittaga kamaygan holi,
ikkinchi integralni bo‘laklab integrallash mumekin.
Natijada, quyidagi rekkurent formulani hosil gilamiz:

= (3.7) <

I( du u 2k -3 I( du

w+a?f  2ak-1u’+a’)” T2 (k-1 [+ a? )™

Eslatma. Agar mahrajda ax* +bx+c ko‘phad bo‘lsa, u holda a gavsdan

b ¢
tashgariga chiqariladi: ax*+bx+c= a(x2 +_X+§j

a

7X+3 . .
3.2.2-misol. j dx integralni hisoblang.

+2x+5)
Yechilishi:

6
2X+2-2+
J‘ 7x+3 2|X:7 7 dx 7‘[ 2X+2 |X—4J dx .
(x2 +2x+5) 27 (x2 +2x+5f (x? +2x+5f ((x+1)? +22)
Birinchi go‘shiluvchi
_I 2X+2 7'— a ten
x +2x+5)2 2 X’ 12x+5 9 g

Ikkinchi integral uchun (3.7) rekkurent formulani qo‘llaymiz:

J- dx __ x+1 2-2-3 j d(x+1) _
(x+1?+2°f  2.22@2-1)((x+1)* + 22f T2 (xr1 4 22
Xx+1 11 X+1
I A
Demak,
I x+3 dX = ——— ! - 2X+1 iarctg—1+C |
(x2 +2x+5f 2(x*+2x+5) 8(x*+2x+5)* 16 2
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3.2.2. Integrallashda noma’lum koeffitsiyentlar usuli

Ma’lumki, har ganday haqiqiy koeffitsiyentli ko‘phadni quyidagi
ko‘paytma shaklida ifodalash mumkin:
P () =g (X =) ..o (X=,) " (¢ + PX+ Q)" oo (0 + px+0,)° (3.8)
bu yerda «,,...,a, lar ko‘phadning k,,...,k, karrali haqiqiy ildizlari,
p,” —4q, <0, (i =15)va K +... 4K, +2t +...4+ 2t =n,
3.3-teorema. (To‘g‘ri kasrni oddiy kasrlar yig‘ndisiga ajratish
haqgida). Mahraji (3.8) ko‘rinishda bo‘lgan har ganday to‘g‘ri ratsional
kasrni I-1V turdagi oddiy kasrlar yig‘indisiga yoyish mumkin. Bu
yoyilmada P,(x) ko‘phadning har bir k. karrali «, haqiqiy ildiziga
A& + AZ + A3 .t Ak' v
X—Olr (X_ar) (X—a’r) (X_ar) ' (39)
ko‘rinishdagi k, ta oddiy kasrlar yig‘indisi mos keladi. F,(x) ko‘phadning
har bir juft qo‘shma - kompleks ildiziga
MX+N,  Mpx+N,  Myx+N; M, x+N,

N ) 2 ) g Tt ) t,
p,X+0q, (x +pyx+qy) (x +pyx+qy) (x +p7x+qy)

(3.10)

ko‘rinishdagi t, ta oddiy kasrlar yig‘indisi mos keladi.

Demak, integral ostidagi R(x) to‘g‘ri ratsional kasrni (3.9) va (3.10)
formulalar asosida noma’lum koeffitsiyentli oddiy kasrlarga yoyiladi.
So‘ngra bu kasrlarga umumiy mahraj to‘planadi. Yoyilmadagi A, M, N
koeffitsiyentlar ayniyatga keltirilib, aniglanadi.

X+2

_ x* -3 . o
3.2.3-misol. jwdx integralni hisoblang.

Yechilishi:» Mahrajdagi ko‘phadning x=0 bir karrali va x=-1
iIkki karrali haqiqiy ildizlari borligi uchun (3.9) ga ko‘ra quyidagicha
oddiy kasrlarga ajratamiz:

xX*-3x+2 A B C
—=—+ +
X(x+1)?  x  (x+1)* x+1°
Unga umumiy mahraj berib, suratdagi ko‘phadlarni tenglaymiz:
X* —3x+2= AX* + 2xA+ A+ Bx+Cx* +Cx

x*—3x+2=x"(A+C)+x(2A+B+C)+A,

Noma’lum koeffitsiyentlar usulidan foydalanamiz, x ning darajalari
oldidagi koeffitsiyentlarni tenglaymiz:
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NG A+C=1

X: 2A+B+C =-3;
x°: A4=2.
Bundan, 4=2,B=-6,C=-1,
x> —3x+2 2 6 1
2T Cx =[S dx - dx — dx =
Demak, I X(x +1)° X jx X J‘(x+1)2 X Ix+1x
2
=2In\x\+i—ln\x+ﬂ+C:ln X +L+C.4
x+1 X+ x+1
3.2.4-misol. jw integralni hisoblang.

X(X=1)(x+2)

Yechilishi: » Integral ostida ifoda to‘g‘ri ratsional kasr bo‘lib, u 1

turdagi sodda kasrlar yig‘indisiga ajraladi:
X% +3 A B D
X(X=1)(x+2) :;er——lJr X+2'

bundan x? +3 = A(X -1 (X + 2) + Bx(x + 2) + Dx(x —1).

A, B, D koeffitsiyentlarni topish uchun o‘rniga go‘yish usulidan
foydalanamiz:

x=0 bo‘lganda 3=-2A, bundan A:_g;

4
x =1 bo‘lganda 4=3B, bundan B =3

-
x =-2 bo‘lganda, 7=6D, bundan DZE'

Shunday qilib , quyidagini hosil gilamiz :
j (x® +3)dx __§J~dx +ﬂ‘[d(x—l) +ZJ-d(x+2) _

x(x-)(x+2) 29 x 39 x-1 67 x+2

:—Eln\xhﬂln\x—ﬂ+zln\x+2\+c:Ine\/(x D EHZ‘ +C
2 3 6 X )
3.2.5-misol. [—=X= integralni hisobl

.2.5-misol. N Integralni hisoblang.

Yechilishi: » Integral ostida to‘g‘ri ratsional kasrning mahrajidagi
ko‘phadni ko‘paytuvchilarga ajratamiz va sodda kasrlar yig‘indisi

shaklida ifodalaymiz:
1 1 A Mx + N

= = + :
X*+8 (X+2)(X*—2x+4) x+2 x*-2x+4
Umumiy mahraj berib, suratlarini tenglaymiz:
A(X* —2X+4) +Bx(x+2) +C(x+2) =1
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A, M, N koeffitsiyentlarni topish uchun yugoridagi usullarni birga
go‘llaymiz:
x=-2: 12A=1

X% A+B=0;
x°:  44+2C=1.
1 1 X—4
Bundan, 4=1/12, B=-1/12,C=1/3 va

X 18 12(x+2) 12(x*—2x+4)"
Endi integralni hisoblaymiz:

J-gdx _ 1l dx _i x—4 b —In\x+2\ 1 I(ZZX—Z)—GSdX:
x*+8 127 x+2 12 —2X+4 12 12.27 x*-2x+4

2x+4 47 (x_1)? +(J_)2
:1_|n\x+2\——|n\x —2x+4|+ farctgf

ziln|x+2| I(ZX 2)dx 1 d(x-1)

+C=

(x+2)° + 1 arctg
X2 -2x+4 43 J_

Eslatma. Ratsional kasrni integrallash 4 gadamdan iborat:

1) Ratsional kasrning to‘g‘ri yoki noto‘g‘ri kasr ekanligini
tekshiramiz, agar noto‘g‘ri kasr bo‘lsa, uning butun gismini ajratib,
ko‘phad va to‘g‘ri ratsional kasr hosil gilamiz;

2) To‘g‘ri ratsional kasrni oddiy kasrlar yig‘indisiga ajratamiz;

3) Ayniyatni tenglab, koeffitsiyentlarini topamiz;

4) Hosil bo‘lgan ifodani integrallaymiz.

=1In2

+C4

3.2.3. Ba’zi irratsional funksiyalarni integrallash

Har ganday irratsional funksiyadan tog‘ridan-to‘g‘ri integral olib
bo‘lmaydi. Shunday irratsional funksiyalar borki, ularda shakl
almashtirishlar bajarib, kasr-ratsional funksiyalar ko‘rinishiga keltiramiz
va integralini hisoblaymiz. Quyida bir nechta shakl almashtirishlarni
o‘rganib chigamiz:

ax+b . ax+b 5 ax+b .
: R| X, : X, -
l. Ushbu | [ (CXerj (cx+d) (cx+d) Jd (bu yerda R
ratsional funksiya, a, b, ¢, d - o‘zgarmas sonlar, r;, s; musbat butun
ax+Db

CX +

sonlar) integralni =t" almashtirish yordamida ratsional kasr
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- Kkasrlarning

n

ko‘rinishiga keltirish mumkin. Bu yerda m - Sr—l g—z
1 2

umumiy mahraji, ya’ni m=EKUK(s,,s,,...,s,).
jR(x,x%,xSZ,...xS")dx integralni  hisoblash uchun esa x=t"

almashtirish bajaramiz va ratsional kasrga keltiramiz.

Jx
-mi dx j i hi
3.2.6-misol. j‘i/?+4 integralni hisoblang.
Yechilishi: » m=EKUK(2,4) =4 bo‘lgani uchun,

X x =t 4t? 4 . 16
—dx = dt=4 dt=—t’——Int*+4/+C =
LM RS [y S
:‘t:“\/}‘:%‘{/xs—%ln +C. <
Ax+B e .. . )
1. dx ko‘rinishidaqgi integralni hisoblaymiz.
j\/ax2+bx+c: J J y

Dastlab, kasrning suratida ildiz ostidagi kvadrat uchhadning

differensialini hosil gilamiz (A=0), kvadrat uchhaddan to‘la kvadrat
ajratamiz:

i Ax+B (2ax + b)dx ( B bjj X B
Jax? +bx +c 2a Jax? +bx +c 2a )° Jax® +bx+c
:ém+(B_Abjy o .
a 2a b\’ b2
a x+— | +|c-—
\/ ( 2aj ( 4aj
b? L. ) du
Agar c=-—,a>0 bo‘lsa, oxirgi integralni =1 2+k|+C
gar c# 0 g g jm n‘u+\/u + ‘+

integralga keltirib hisoblaymiz.

2

Agar C>Z_a’a<0 bo‘lsa, u holda j\/i—arcsm +C integralga
keltirib hisoblaymiz.

. 5x +3 . -
3.2.7-misol. dx integralni hisoblang.
j\/x2—4x+8 J J
Yechilishi: »
J~ 5X +3 J- 2x —4 ( 5. 4) dx
«/x2—4x+ VXx*—4x+8 Vx*—4x+8
=5Jx*—4x+8 —5\/x2—4x+8—7ln‘x—2+\/ (x-2) +4‘+C4

7'[1/x 2 +4
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3X -2

X —
8X —

3.2.8-misol. IJlO > —dx integralni hisoblang.
X

Yechilishi: » Qulaylik uchun, avval 2 ni ildizdan chigarib olamiz.
| x-21 . 1I -2 V2.
J5-8x — 2x? V27 5—ax—x? 2

Hosil bo‘lgan integralni hisoblaymiz.
3( 4- 2x)+8

I_I _I :__I —4— 2xdx
V5 —4x —X? V5 —4x —X? V5 —4x — X?

+8jd———3»\/5 4x —x* +8arcsin(x +2) +C,.

1-(x+2)
Demak, j -2 dX=——2\/5—4X—X2 +4~/2arcsin(x+2) +C . «
V10 -8x — 2%’ 2
I11. Agar integral | Ax+B dx ko‘rinishda bo‘lsa, uni

(x—a)vax® +bx +c

X—a =% almashtirish yordamida hisoblash qulay.

3.2.9-misol. | integralni hisoblang.

dx
(X +1)/x* +2x+10
Yechilishi: »

x+1:}

1
Lt
1

dx
I(X”)‘/XZ*ZX”O_dx:—ldt_Il/ 9 Ix/9t2 1
t\Vt?

tZ

+C. <

=—1In‘3t+\/9t2+1‘+C:—1In| 3 + 9 ~+1
3 3 x+1 \(x+1)
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3.3-§. Trigonometrik funksiyalarni integrallash

3.3.1. Trigonometrik ifodalarni integrallashda universal
almashtirish

Agar fagat trigonometrik funksiyalar gatnashgan ratsional ifoda
berilgan bo‘lsa, uni har doim trigonometrik formulalardan foydalanib,
sinx va cosx orgali ifodalash mumkin. Bu ifodani R(sinx, cosx) deb

belgilaymiz. Ushbu IR(Sinx,COSX)dX turdagi integralni tg§=2 o‘rniga

go‘yish bilan z o°zgaruvchili kasr-rasional funksiyaning integraliga
keltirish mumkin,

X . . . . . .
Agar tg§= z belgilash kiritsak, undan x ni topib olamiz: x = 2arctgz

Tenglikni har ikki tomonini differensiallaymiz va dx ni aniglaymiz:

2d i : :

dx = m ;2 . sinx va cosx larni ham yarim burchak tangensiga
almashtiramiz va berilgan integralga qo‘yamiz:

] 2tg§ 22 . 1—tg E 1_22

SINX = = COSX = =

1+tg® 1+2°° 1+tg®>  1+z*°
Natijada quyidagini hosil gilamiz:
z 1-7*) 2dz
R(sinx,cosx)dx = | R :

J. ( ) -[ (1+z 1+22) 1+2z2*° (3.11)
3.3.1-misol. Ushbu Jsinx+3cosx+l integralni hisoblang.
Yechilishi: » (3.11) almashtirishdan foydalanamiz:

20z
_[ dx _J' 1+ 72 _I 2dz _J- dz B
- - - 2 - -
sin X +3cos X + 4 222+3 1-2° , J2fv2z+7 (Z+1)2+(Jg)2
1+2 1+ z°
tg—
z+1
arct +C = arct 2 .C. > |
f T f 6

tgg=2 almashtirish R(sinx, cosx) ko‘rinishdagi har ganday

funksiyani integrallashga imkon beradi, shuning uchun uni universal
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trigonometrik almashtirish deyiladi. Birog amaliyotda bu almashtirish
ancha murakkab ratsional funksiyaga olib keladi. Shuning uchun
ko‘pincha undan foydalanmasdan, integralning turiga garab, mos
soddaroq almashtirishlardan foydalaniladi.
a) Agar R(sinx, cosx) funksiya sinx ga nisbatan toq bo‘lsa,
ya’ni R(—sinx, cosx) = —R(sinx, cosx) bo‘lsa, u holda
COSX = Z, Sin Xdx = —dz (3.12)
o‘rniga qo‘yishdan foydalaniladi.
3.3.2-misol. 1= [0~
2 +COSX
Yechilishi: » Integral ostidagi funksiya sinx ga nisbatan toq
funksiya. Shuning uchun (3.12) almashtirishni bajaramiz:
I :Isinzx-sinxdx :.[(1 cos’ X)sinxdx _ I(l 7%)dz :jzz—l
2+ COSX 2+ COSX 2+1 2+1

dx integralni hisoblang.

dz =

2
—j(z 2+ijdz :——22+3In\z+2\+c = —2cosx+3ln\cosx+2\+C |
7+2 2 2

b) Agar R(sinx, cosx) funksiya cosx ga nisbatan toq bo‘lsa, ya’ni
R(sinx, —cosx) = —R(sinx, cosx) bo‘lsa, u holda
sinX =z, cosxdx = dz (3.13)
o‘rniga qo‘yishdan foydalaniladi.
c) Agar R(sinx, cosx) funksiya sinx va cosx ga nisbatan juft bo‘lsa,
ya’ni R(—sinx, —cosx) = R(sinx, cosx) bo‘lsa, u holda
dz

tgx = z, x =arctgz, dx=1 . (3.14)
+2
almashtirishdan foydalaniladi. Bu holda
., tg’x  Z? , 1. 1
St x_1+tg2x_1+zz' €05 x_1+tg2x_1+zz'
3.3.3-misol. I =] dx integralni hisoblang.

1+sin®x
Yechilishi: P Integral belgisi ostidagi funksiya juft funksiya,
shuning uchun (3.14) almashtirishni bajaramiz.

dt dz
dx 1+z 1+ 27° dz
I — — — = = — =
j1+S|n X I1+ 1+2° +2° j1+22 I1 L I ,
1+ 72 1+ 7 2 E t1
1 1 arctg Z :—arctg\/—Z+C—£arctg\/_tgx+C <
2 |1 1 2
2 2
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3.3.2. Ba’zi trigonometrik funksiyalarni integrallashdagi xususiy
sodda almashtirishlar

Agar ikkala n va m ko‘rsatkichlar juft va nomanfiy bo‘lsa, u holda

trigonometriyadan ma’lum bo‘lgan
1—cos2x 1+ cos2x

sinzsz; coszx:T (3.15)
darajani pasaytirish formulalaridan foydalanamiz.
3.3.4-misol | :jsin“xdx integralni hisoblang.
Yechilishi:» Darajani pasaytirish uchun (3.15) formuladan

foydalanamiz:
" - 2 N2 1-cos2x Y’ 1 )
| = [sin* xdxd = [ (sin’ x) dx:j( ; j dx=Zj(1—2c052x+cos 2% Jdx =

sin2x 1 1 sindx
+—x+§-

2 8

+C =

1+ cos4xj 1
d X—E-

:lf(l—20052x+ 1
4 4

=§x—£sin2x+isin4x+c. <

Quyidagi ko‘rinishdagi integrallarni garab chigamiz:
[ cosnx - cosmxdx,

jsin nx - cosmxdx,

jsin nx - sin mxdx.

Bunday integrallarni hisoblash uchun trigonometrik funksiyalarning
ko‘paytmasini yig‘indiga almashtiruvchi formulalar go‘llanadi:

sin nx cos mx = % [sin(n + m)x +sin(n — m)x]
COS NX COS MX = %[cos(n +m)x + cos(n — m)x]

sin nxsin mx = %[cos(n —m)x —cos(n + m)x]

3.3.5-misol | =jsin3x-costdx integralni hisoblang.
Yechilishi: » Integral ostidagi ko‘paytmani yig‘indiga almashtirib
integrallaymiz.

I =jsin3x-costdx=lj(sin5x+sinx)dx=—l-@—£cosx+c =
2 2 5 2
:—i~@—l-COSX+C 4
10 1



3.3.3. sinx va cosx darajalarining ko‘paytmalari ko‘rinishidagi
integrallarni hisoblash

Agar R (sinx, cosx) funksiya sinx va cosx darajalarining ko*paytmasi
bo‘lsa, ya’ni jsin”x-cosmxdx ko‘rinishdagi integralni hisoblashda, m va

n ga bog‘lig holda turli almashtirishlar bajariladi:
1) agar n>0 va toq bo‘lsa, u holda (3.12) almashtirish;
2) agar m>0 vatog bo‘lsa, u holda (3.13) almashtirish;
3) agar darajalardan biri nolga teng, ikkinchisi manfiy toq son bo‘lsa,

u holda (3.11) almashtirish bajariladi.

dx integralni hisoblang.

3.3.6-misol. | = [
cos' x
Yechilishi:» (3.12) almashtirishni bajaramiz:

2
I_Ism XSin X J(l cos’ x)smxdx J(l z)*dz —d—f+jz—4dz=
cos' X cos’ x 4 4
NEE PP T P
37° 2z 3C0S X COSX

3.3.7-misol. | =jsi?])3(x integralni hisoblang.

Yechilishi: » (3.11) almashtirish bajaramiz:
2dz

2
_I - 1+7° :_I(1+22)dzz
sin® x ( )3 7°
1+ 2°
2 4
ZEJ%ZZEJ‘[%-FZ Zjdz_—i‘F |n|z|+1 Z_+C_
4 Z 4-\ z Z 8z° 4 2

1 .,x 1 X1, .,
— _Cotg? X4+ g S|+ StgP S +C.

8 g 2 2 gz 8g 2

Agar m+n=-2k <0 (juft, nomusbat) bo‘lsa, u holda tgx =1z yoki
ctgx =z almashtirish integralni darajali  funksiyalarning integrallari
yigéindisiga olib keladi. Xususan, n<0, m<0 va m+n=-2k<0
bo‘lsa, kasrning suratini  1=(sin’x+cos’x)° ifodaga almashtirish
m+n

mumkKin, bu yerda s= 5 -1.
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3.3.8-misol. I = [>2~
cos’ X
Yechilishi:  »Bu yerda n=2,m=-6 m+n=-4<0, (3.16)
almashtirishni bajaramiz.
sin®x  sin®x 1 ) (
6. = 2y s — 97X
COS" X COS™ X COS X

dx integralni hisoblang.

- ]: tg°x(L+1g°x)* = z°(L+ z°)?,

COS X
Natijada , I :Ismﬁx dx = [z*(1+ %) az = [(2*+2)dz =
COS’ X 1+z
—Z—+Z—+C:tg x+tg Xic. <
3 5 3 5
3.3.9-misol. | =[——"—— integralni hisoblang.
SINn™ X-COSX
Yechilishi: » Buyerda n=-3 m=-1, m+n=-4<0
A2 2
I:j _ dx :jsw_l 3><+cos XdXZI | dX+Ic_o§x dx —
sin’ X - cosx sin’ X - cosx sin X - COSX sin’ x
=2 ox +Id(smx) = In|tgx| - +C. <

sin2x sin®x 2sin® x

3.3.4. Trigonometrik almashtirishlardan foydalanib, irratsional
ifodalarni integrallash

Agar integral jR(x,\/axz +bx + c}ix ko‘rinishda bo‘lsa, kvadrat
uchhadni to‘la kvadratga ajratib, quyidagi
1) jR(u,\/k2 —u? )ju , u=ksint(u=kcost) almashtirish;
2) jR(u,\/k2 +U? )ju ., u=ktgt(u =kctgt) almashtirish;
3) jR(u,«/uz —k* )1u , U= K (u _ j almashtirishlar

sint cost

yordamida hisoblanadigan integrallardan biriga keltirish mumkin.
3.3.10-misol. j«/3+ 2x —x*dx integralni hisoblang.

Yechilishi: P [V3+2x—x*dx = [{/4—(x-1)*dx = x—1=2sint

dx = 2 costdt

= [N4—4sin’t - 2costdt = 4[ cos’ tdt = 2[ (1+cos2t)dt = 2t +sin 2t + C =
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N

NGO

9.

_ _ / _ 2
=2t+2$int»\/1—sin2t+C=2arcsinX21+(X DV3+2x - X +C. <«

2
3.3.11-misol. | — integralni hisoblang.
\/(xz +4x+5)

Yechilishi: »
[ :HZZ(;?t:j dt i

JO& +ax+5) 7 (x+2f +1f [dx= ogq  cos'ty(tg’t+1)

dt . tgt X+2

= = [costdt =sint+C = +C=—————+C. <

jcoszt\/(tg2t+1)3 I Jigit+1 VX2 +4x+5

Mavzu yuzasidan savollar

Kasr -ratsional funksiyaga ta’rif bering.

Oddiy ratsional kasrlarni integrallash formulalarini keltiring.

To‘g‘ri kasrni oddiy kasrlar yig‘ndisiga ajratish hagidagi teoremani
ayting.

Ratsional kasrlarni integrallashda noma’lum koeffitsiyentlar usuli
algoritmini tushuntiring.

Qanday irratsional funksiyalarni integrallash formulalarini bilasiz?
Universal almashtirish deb ganday almashtirishga aytiladi?

Qanday trigonometrik funksiyalarni bilasiz? Ta’riflarini keltiring.
Trigonometrik funksiyalarni integrallashda darajani pasaytirish
formulasini yozing.

Trigonometrik funksiyalarni integrallashda ko‘paytmadan yig‘indiga
o‘tish formulasini yozing.

10. IR(X, \/ax2+bx+c)dx Ko‘rinishidagi irratsional ifodalarni

integrallashda ganday trigonometrik almashtirishlar bajariladi?

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR

1. Integrallarni hisoblang:
a) [ (< +2x)dx b)  [(8x—2)sinSxdx;

. Integrallarni hisoblang:
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X
a dx b sin® xsin 3xdx :
) 15 >
3. Integrallarni hisoblang:
dx 3
a) |arcsin®x : b arctg x4
) j m ) j T2 dx
4. Integrallarni hisoblang:
Jarct
J' Cll"ng b) IZCOSX sin x dX,
1+ x
5. Integrallarni hlsoblang:
I(sm 2X+C0S 2X) dx b) Il+tgx x -
COS 2X 1-tgx
TESTLAR

A) i+ xec

C) In|x|+ix2+C
10

2. Hisoblang: [tg® xdx

B) lIn|x|+ix+C
5 10

1o 1,
D) 5In|x| 1OX +C

A) tg2x—x+C B) tgx—x+C
C) 2tgx—2x+C D) tgx-2x+C
: _ dx
3. Hisoblang: jxlnx
A) InjIinx|+C B) In|In(Inx)|+C
C) In(2Inx)+C D) In*(Inx)+C
4. Hisoblang: [2X32%5® dx
X X
A) 22507 B) 2250" o
In 2250 In 250
X X
) 250" D) 25,
In 2250 In 2250
(sin3x +cos 3x)
5. Hisoblang: [ —=—dx

A) —Eln|cos3x|+x+C B) —%In|sin3x|+x+C

C) —%In|cos3x|—x+c D) —%In|cos3x|+x+C
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3.4-§. Aniq integral ta’rifi (Riman yig‘indilari). O‘rta qiymat
haqidagi teorema. Nyuton — Leybnits formulasi

3.4.1. Aniq integral va uni hisoblash

Aniq integral tushunchasini kiritish uchun quyidagi amallar ketma-
ketligini bajaramiz: Bizga [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lgan y= f(x)
funksiya berilgan bo‘lsin.

1) [a, b] kesmani quyidagi nuqtalar bilan n ta gismga bo‘lamiz, ularni
qismiy intervallar deb ataymiz (3.2-rasm):
Aa=x1<x%<...<x_1<x,<...<x,<b.

.l‘ J £ ."' i

wieme /| am

a=x; X, X; X, X5 Xo X; Xg b X d=X, . b X

3.2-rasm. FunkS|yan| gismiy intervallarga ajratlsh

2) Qismiy intervallarning uzunliklarini hisoblaymiz:
Ax; = x4 — a,
Ax; = x3 — x4,
Ax; = x; — X1,
Ax, = b —x,_1.
3) Har bir gismiy interval ichidan bittadan ixtiyoriy nuqgta tanlab

olamiz: 65,006, &,
4) Tanlangan nuqtalarda berilgan funksiyaning qiymatlarini
hisoblaymiz: fCD (2 f(G), -, f(§n)

5) Funksiyaning hisoblangan giymatlarini mos qismiy interval
uzunligiga ko‘paytiramiz:
f(§1)Axq, f(§2)A%z, ..., f(§)AX;, ..., f(§n)Axp,.
6) Hosil bo‘lgan ko‘paytmalarni qo‘shamiz va yig‘indini o bilan
belgilaymiz:
o = fEDAX + FEIMx+ ...+ FIE)AX+ ...+ f(En) Ay
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o yig‘indi f(x) funksiya uchun [a, b]kesmada tuzilgan integral yig‘indi
(Riman yig‘indilari) deyiladi va quyidagicha belgilanadi: o = i f(S)AX.

Endi bo‘lishlar soni n ni orttira boramiz (n —» o) va bunda eng katta
intervalning uzunligi nolga intiladi, ya’ni max Ax; — 0 deb faraz qilamiz.
Shunda quyidagi tenglik hosil bo‘ladi:

Jroece i 31

Agar o integral yig‘indi [a, b] kesmani qismiy [x;_4, x;] kesmalarga
ajratish usuliga va ularning har biridan &; nugtani tanlash usuliga bog‘liqg
bo‘lmaydigan chekli songa intilsa, u holda shu son [a, b] kesmada f(x)
funksiyadan olingan aniq integral deyiladi va bunday belgilanadi:

[ £ (x)dx (3.17)

(3.17) ni “f(x) dan x bo‘yicha a va b gacha olingan aniq integral” deb
o‘qiladi. Bu yerda f(x)-integral ostidagi funksiya, [a,b] kesma-
integrallash oralig‘i, a va b sonlar integrallashning quyi va yuqori
chegaralari deyiladi.

Aniq integralning ta’rifidan ko‘rinadiki, aniq integral hamma vaqt
mavjud bo‘lavermas ekan. Biz quyida aniq integralning mavjudlik
teoremasini keltiramiz.

3.4-teorema. (Aniq integralning mavjudlik sharti). Agar y = f(x)
funksiya [a, b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, u integrallanuvchidir.

3.4.2. Aniq integralning asosiy xossalari

1°. Aniq integralning chegaralari almashtirilsa, integralning ishorasi
b a
o‘zgaradi: j f (x)dx = —J' f (x)dx
a b

20, Agar aniq integralning chegaralari teng bo‘lsa, har ganday

a

funksiya uchun ushbu tenglik o‘rinli bo‘ladi: I f (x)dx =0.

3% Bir nechta funksiyaning algebraik yig‘indisining aniq integrali
go‘shiluvchilar integrallarining yig‘indisiga teng:

j [f(X) + @(xX)]dX = j f (x)dx + j P(X)dx
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4°. O‘zgarmas ko‘paytuvchini aniq integral belgisidan tashqariga
b b
chigarish mumkin: fk f (x)dx =k -If(X)dX, bunda k = const.

59 Agar [a,b]kesmada funksiya o‘z ishorasini o‘zgartirmasa, u
holda bu funksiya aniq integralning ishorasi funksiya ishorasi bilan bir xil
bo‘ladi, ya’ni:

a) agar [a,b] kesmada f(x) = 0 bo°‘lsa, u holda ff f(x)dx = 0;

b) agar [a,b] kesmada f(x) < 0 bo‘lsa, u holda ff f(x)dx < 0.

6°. Agar [a, b]kesmada ikki f(x) va @(x) funksiya f(x) = ¢(x)
shartni ganoatlantirsa, u holda ff f(x)dx = ff @(x)dx.

7°. Agar [a,b]kesma bir necha gismlarga bo‘linsa, u holda [a, b]

kesma bo‘yicha aniq integral har bir gism bo‘yicha olingan aniq
integrallar yig‘indisiga teng, agar a < ¢ < b bo‘lsa, u holda

.T f (X)dx = _C[ f (X)dx + .T f (X)dx.

8%. Agar m va M sonlar f(x) funksiyaning [a,blkesmada eng
kichik va eng katta gqiymati bo‘lsa, u holda quyidagi go‘shtengsizlik

b
o*rinli bo‘ladi: m-(b—a)< [ f(x)dx<M - (b—a).

3.4.3. O‘rta qiymat haqidagi teorema

[a,b] kesmada uzluksiz bo‘lgan y=f(x) funksiyaning shu
kesmadagi o‘rtacha giymatini topamiz. Buning uchun
1) [a,b] kesmani x, = a, x4, X5,..., X;_1, X;,..., X, = b nuqgtalar bilan
n ta teng qismga bo‘lamiz.
2) Har bir bo‘lakning uzunligi quyidagiga teng bo‘ladi:

b—a
—— Axy =Axy =...=Ax; =...= Ax, .
3) Har bir bo‘lakning ichidan bittadan nugta tanlaymiz:
§1€AX1 ) 626 AXZ )y fiEAxi R ’ EneAxTL'

4) Bu nuqtalarda berilgan y = f (x) funksiyaning giymatlarini hisoblab
quyidagi n ta giymatini hosil gilamiz:
fG. f) e fD) e, (G0
5) Bu giymatlarning o‘rta arifmetik giymatini hisoblaymiz va uni
[a, b] kesmada y = f(x) funksiyaning o‘rtacha qiymati deb ataymiz:

153



f TG+ T(G)+ 4+ T(G)+..+ T(S,)

ort —
n

6) Bu formulaning har 2 tomonini (b — a) Kkattalikka ko‘paytiramiz:

b-a)f. —b_a) &+ f(52)+...: f@)+.+ HE)

Bundan quyidagini hosil gilamiz:

fon =bi{f(gi)-ﬁ+ f(E) 22 1(E) 22 f(§n)-ﬁ}
—a n n n n

Yoki  fon = [1E)- A%+ F(6) A ot ()-8 4t F(5)-AK]

Buni gisqacha bunday yozish mumkin:
1 n
f  =—" E f(&)-AX.
o'rt b—a = (gl) XI

Demak, [a,b]kesmada y = f(x) funksiya uchun integral yig‘indisini
hosil gilamiz. Endi n - oo da A = maxAx; — 0 bo‘lgandagi limitga
- : e 1< .
o‘tamiz: L'LT}) forr _mm;f(é) AX.

va bundan quyidagi tenglikni hosil gilamiz:
1 b
fon =5 j f (x)dx (3.18)

Demak, [a,b] kesmada Y= f(x)funksiyaning o‘rtacha qiymati shu
kesmada bu funksiyaning aniq integralini kesma uzunligiga bo‘linganiga
teng.

3.4-teorema. Agar y= f(x) funksiyaning [a,b]kesmada uzluksiz
bo‘lsa, bu kesmaning ichida shunday x = ¢ nuqta topiladiki, bu nugtada
funksiyaning qiymati uning shu kesmadagi o‘rtacha qiymatiga teng

bo‘ladi, ya’'ni f(c) = fy¢.

3.4.4. Integralning yugori chegarasi bo‘yicha hosila.
Nyuton-Leybnits formulasi

Agar aniq integralda integrallashning quyi chegarasi a ni tayin qilib
belgilansa va yuqori chegarasi x esa o‘zgaruvchi bo‘lsa, u holda
integralning qiymati ham x o‘zgaruvchining funksiyasi bo‘ladi:

F(x) = [T f()dt. (3.19)
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3.5-teorema (Barrou teoremasi). Agar f(t) funksiya t =x
nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda F(x) funksiyaning hosilasi integral osti
funksiyasining yuqori chegaradagi qiymatiga teng, ya’ni
(; f@®de) = fex)  yoki  F'(x) = f().
Isboti: » X argumentga Ax orttirma beramiz va quydagini hosil
gilamiz:
Flx+ %) = [T f(0)de = [Ffode + [ f(ydt.
F(x) funksiyaning orttirmasi quyidagiga teng bo‘ladi (3.3-rasm):
AF(x) = F(x + Ax) = F(x) = [T f(0)dt (3.20)

v o4

y=f(x)

N
F(x) / Fx)

0 a X c x + Ax X
3.3-rasm. Funksiyaning orttirmasi

O‘rta qiymat haqidagi teoremani (3.20) integralga qo‘llaymiz,
AF = f(c)Ax (3.21)
Bunda ¢ nuqgta x va x + Ax lar orasida yotadi. (3.21) tenglikning ikkala
tomonini Ax ga bo‘lamiz: i—i = f(c) va Ax —» 0 bo‘lganda limitga
o‘tib, ushbu
AF
lim — = lim f(c)

_ o _ _ Ax-0 Ax  Ax-0
ni hosil gilamiz, biroq

lim 2% = li =

Alay = PO @ =76

Chunki Ax — 0 bo‘lganda ¢ = x va f(x) funksiya t — x dauzluksiz.
Shunday gilib, F'(x) = f(x) va ([ f()dt) = f(x).

Teoremadan F(x) funksiya f(x) ning boshlang‘ich funksiyasi
ekanligi kelib chigadi, chunki F'(x) = f(x). <«
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Nyuton-Leybnits formulasi
Ma’lumki, agar f(t) funksiya [a,b] oraligda integrallanuvchi
bo‘lsa, uning qismi [a,X] kesmada ham integrallanuvchi bo‘lib,

G(x) = [ f ()t (3.22)

o‘rinli bo‘lar edi. 3.5-teoremaga ko‘ra, f(x) uchun G(x) funksiya
boshlang‘ich funksiya bo‘lai, ya’ni G'(x) = f(x).

Faraz qilaylik, f(x) funksiya uchun F(x) funksiya ham
boshlang‘ich funksiya bo‘lsin, ya’ni F'(x)=f(x). f(x) uchun G(x) va
F(x)lar boshlang‘ich funksiyalar bo‘lganliklari sababli ular o‘zaro
o‘zgarmas songa farq qilishi kerak:

G(x)=F(x)+C (3.23)

(3.23) da X=a bo‘lganda G(a)=F(a)+C bo‘ladi, lekin

G(x) =J f(t)dt=0 po‘lgani uchun F(a)+C =0 bo‘ladi, bundan C=-F(a)

tenglikka ega bo‘lamiz. Uni (3.23) ga go‘ysak, quyidagi ko rinishni oladi:
G(x) =F(x)-F(a) (3.24)

(3.24) ga asosan (3.22) quyidagi ko‘rinishni oladi: I f(x)dx = F(x)-F(a)

bu tenglikda X =D bo‘Isa,

b

| £(0dx = F(b)-F(a) (3.25)

bo‘ladi. (3.25) dan ko‘rinadiki, f(x) funksiyaning [a,b] kesmadagi aniq
integralini hisoblash uchun uning boshlang‘ich funksiyasi F(x)ning aniq
integrali yuqori chegarasidan quyi chegarasini ayirish kerak ekan:

b
F(b)-F(a) = F(x)|, (3.26)
(3.26) ga asosan (3.25) quyidagi ko‘rinishni oladi:

b

j f(x)dx = F(x)|. .

a

Demak, f(x) funksiya [a; b] kesmada uzluksiz va F(x) uning
boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsin. U holda f(x) funksiyaning a dan b

b
gacha aniq integrali f f(x)dx = F(b)-F(a) ga teng bo‘ladi.

Bu formulaga Nyuton - Leybnits formulasi deyiladi.
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3.5-§. I va Il tur xosmas integrallar. Xosmas integrallarning
yaqginlashishi

3.5.1. Chegarasi cheksiz xosmas integrallar

Aniq integrallarni hisoblashda integral ostidagi ifoda integrallash
oralig‘ida aniglangan va uzluksiz bo‘lishi kerak. Agar funksiya
integrallash oralig‘ida uzilishga ega bo‘lsa yoki funksiyadan cheksiz
oraliqgda integral olinadigan bo°‘lsa, bunday integrallarga xosmas integral
deyiladi. Xosmas integrallarni 2 turga ajratish mumkin:

1. Agar integralning quyi yoki yugori chegarasi yoki ikkala chegarasi
ham cheksiz bo‘lsa, unga I tur xosmas integral deyiladi.

2. Agar integral ostidagi funksiya integrallash oralig‘ining quyi yoki
yugori chegarasida yoki oraliq ichidagi biror nugtada uzilishga ega
bo‘lsa, unga Il tur xosmas integral deyiladi.
| tur xosmas integrallarning quyidagi 3 xil turi mavjud:

[a, o) da uzluksiz bo‘lgan funksiyaning xosmas integrali;

(— oo, b] da uzluksiz bo‘lgan funksiyaning xosmas integrali;

(—oo,0) da uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning xosmas integrallari.

1) [a, «) oraliqda uzluksiz be‘lgan funksiyaning xosmas integrali
ushbu tenglik bilan aniglanadi:

T f(x)dx = m} f ()dx = lim F (), = im[F (b) - F (a)].

Agar ushbu formulada o°‘ngdagi limit mavjud bo‘lsa, u holda
xosmas integral yaginlashuvchi deyiladi. Bu limit integralning giymati
sifatida gabul qgilinadi. Agar limit mavjud bo‘lmasa, xosmas integral
uzoqlashuvchi deyiladi.

3.5.1-misol. [1, «) oraligda f(X)=% funksiya ostidagi soha
yuzasini hisoblang.

Yechilishi: » 3.4-rasmdan ko‘rish mumkinki, bu soha yuzasi
cheksiz. Biz haligacha bunday sohaning yuzasini hisoblab ko‘rmagan

edik. Keling egri chiziq ostidagi soha yuzasini 1 dan b gacha oraligda
b

integrallaymiz.
b
e[
1 X X)), b 1 b

So‘ngra yuzani topish uchun [1, b] oraligda b —« da limit olamiz:
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S(x)=Ilim b —dx = |Im(l—%J =1.

b—w 1 X b—0

.ll.l"h

T».- 1 b X
3.4-rasm. f(x)=% funksiya ostidagi soha
Demak, so‘ralgan yuza chekli bo‘lib, 1 birlikka teng ekan. <«
3.5.2-misol. [1, «) oraliqda f(x)=% funksiya ostidagi soha yuzasini
hisoblang.

b
Yechilishi: B A()=lim [ dx=im(In )} = lim(Inb - In1) = im Inb
1

.‘.

3.5-rasm. f(x)zé funksiya ostidagi soha

y =Inx funksiya grafigidan ma’lumki, u cheksiz o‘suvchi funksiya. Shu
sababli A=limInb yuza cheksiz bo‘ladi (3.5-rasm). <«
3.5.3-misol. [0, «) oraligda f(x)=e™ funksiyaning xosmas

integralini hisoblang.
Yechilishi: » Berilgan funksiya uchun boshlang‘ich funksiya

—kx

I:(X)———bo ladi. Nyuton-Leybnits formulasini qo‘llaymiz:
o
_[e “dx = lim| - —

b—o0 k

_ 1
Agar k >0 bo‘lsa, fe kde:g integral yaginlashuvchi.
0

]:—Ellm(e -1).

b—w
0

Agar k <0 bo‘lsa, Ie_kxdxﬂo integral uzoglashuvchi. <
0
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2) (-, b] oraligda xosmas integral quyidagicha aniqlanadi:
b b
J'f(x)dx= lim J'f(x)dx= lim F(x). = lim [F(b) - F(a)].,

3) (—=, ) oraligda xosmas integral quyidagicha aniglanadi:
Agar y= f(x) funksiya butun sonlar o‘gida uzluksiz bo‘lsa, u holda
oraligni c ixtiyoriy olingan ¢ nugta yordamida ikkita oraliqga ajratamiz va
yugorida keltirilgan holarlarga olib kelamiz:

jf(x)dx— j f(x)dx+[ f (x)dx.

—00 —00

Agar bu formulada o°ng tomondagl ikkala integral ham
yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda xosmas integral ham yaqginlashuvchi
bo‘ladi.

3.5.4-misol. Ushbu integralning yaginlashuvchiligini tekshiring:

©odx
_J;1+x2'

Yechilishi: » Yuqoridagi formulada c=0 deb faraz qilib,

quyidagini hosil gilamiz: j1+x—j1+x j1+x

Tenglikning o‘ng gismidagi xosmas integrallar yaginlashuvchi
0

bo‘ladi, chunki f dx ~=arctgx’_ =arctg0— lim arctgx == ;
’ —oo1+ X X—>—00 2
T odx
_f > =arctgx|. = lim arctgx — arctg0 ==
T dx T
13 _FELF_
Shunga ko‘ra, '[01+x2 +Zen,

Demak, integral yaginlashuvchi va uning giymati = gateng. <
3.5.2. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali

Il tur xosmas integrallarning quyidagi turlari mavjud:
1) (a,b]oraligda uzluksiz va x = ada aniglanmagan yoki Il tur
uzilishga ega bo‘lgan f(x) funksiyaning xosmas integrali quyidagicha

aniq]anadi: J. f (X)dX = I|m J. f (X)dX = I|m[F(b) F(a+ 6‘)]

a+é‘
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Agar oxirgi limit mavjud bo‘lsa, u holda xosmas integral
yaginlashuvchi deyiladi. Agar ko‘rsatilgan limit mavjud bo‘Imasa, u
holda xosmas integral uzoglashuvchi deyiladi.

2) [a,b) oraligda uzluksiz va x = b da aniglanmagan yoki Il tur
uzilishga ega bo‘lgan f(x) funksiyaning xosmas integrali ham shunga

o‘xshash aniglanadi:
b

b-¢&
jf(x)dx:lirrg Jf(x)dx=|ing[F(b—g)—F(a)]_

3) Agarda f(x) funksiya [a,b] kesmaning biror x = ¢ oraliq
nuqtasida uzilishga ega yoki aniglanmagan bo‘lsa, u holda xosmas

integral quyidagi integral bilan aniglanadi:
b c

[ f0odx=] f(x)dx+j~ f (x)dx.

a a

Agar tenglikning o‘ng tomonidagi integrallardan aqalli bittasi
uzoglashuvchi bo‘lsa, u holda xosmas integral uzoglashuvchi bo‘ladi.

Agar o‘ng tomondagi ikkala integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda
xosmas integral ham yaqginlashuvchi bo‘ladi.

4) (a,b) oraligda wuzluksiz, x=a va x = bnuqgtalarda
aniglanmagan yoki Il tur uzilishga ega bo‘lgan f(x) funksiyaning
xosmas integrali quyidagicha aniqlanadi:

b b—¢ c b—e
J'f(x)dx=L|Lrg) jf(x)olx:lg.Ln0 J'f(x)dx+lg|gg jf(x)olx=

=lim[F (c) - F (a+&)]+lim[F (b - &) - F(c)].

4
d
3.5.5-misol.  Ushbu J'T))(( integralni  yaginlashuvchanlikka
0
tekshiring.
Yechilishi: » x >0 da f(x) = % >o. x=0 nuqgta [0,4]
kesmaning chap oxirida yotadi. Shuning uchun quyidagiga ega bo‘lamiz:

tdx .. fdx .
— =lim|—= =2lim+/x
{ /X gﬂ)! /X &0

Demak, integral yaginlashuvchi. <«

4
=2.2=4
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Ishorasi almashinuvchi funksiyalarning xosmas integrallarini
hisoblashda nomanfiy funksiya bo‘lgan holga olib kelinadi:

Agar [|f(0ldx integral yaginlashuvchi bolsa, u holda | f (x)dx

integral ham yaginlashuvchi bo‘ladi. Bunda oxirgi integral absolyut
yaqginlashuvchi integral deyiladi.

Agar If(X)dX integral yaginlashuvchi, ﬂf(X)\dX integral esa

a

uzoglashuvchi bo‘lsa, u holda If(X)dX integral shartli yaginlashuvchi

integral deyiladi.
3.5.6-misol. Ushbu integrallarning yaginlashuvchiligini tekshiring.
]‘f cos xdx ]‘3 sin xdx
. 1+ x° . 1+ X°
Yechilishi: ~ » Integral ostidagi funksiyalar ushbu shartlarni
ganoatlantiradi:

cosx| 1

sin X 1
1+x‘ 1+ x*’ |

1+ x? ‘ 1+ %%

_[ d = arctgx\ = lim arctgx —arctg0 = z
1+ X 2

X—00
0

¢l sin x
a J‘1+x2

0

integral yaqinlashuvchi,

integrallar ham yaginlashuvchi bo‘ladi. <«
Mavzu yuzasidan savollar:

Aniq integral ta’rifini keltiring.

Riman yig‘indilari ganday hosil gilinadi?

O‘rta giymat hagidagi teoremani ayting.

Nyuton-Leybnits formulasini ayting va isbotlang.

| tur xosmas integral deb nimaga aytiladi?

| tur xosmas integralning ganday turlarini bilasiz?

Il tur xosmas integral deb nimaga aytiladi?

Il tur xosmas integralning ganday turlarini bilasiz?

. Absolyut yaqginlashuvchi integral deganda nimani tushunasiz?
O Shartli yaginlashuvchi integral deganda nimani tushunasiz?

'4@90.\‘@.0":593!\’!—‘
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1.

2.

3.

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR

| tur xosmas integrallarni hisoblang:

o dx w@ T odx
a) |2 b) | o) [y
| tur xosmas integrallarni hisoblang:
T odx
) Ix f4x19 ) I1+x ) '([x3+1
Il tur xosmas integrallarni hisoblang:
[ ER
a) 0\/; ) o X ) o X’ ) v XInx
4. 11 tur xosmas integrallarni hisoblang:
% r—arcsin x
dx e dx 2In(2x —-1)
) '([xlnzx b) I 1—x? 2 Jz 2x -1 dx
5. Xosmas integrallarni hlsoblang.
T xdx ¢ dx h dx
) !16x2+1 b) !«/2—4x ) ]/Iz(l—x)lnz(l—x)
TESTLAR
1
1. Xosmas integralni hisoblang: fetdt.
A)e B) e’ C) 2e D) ¢’
: . Ct o dx
2. Xosmas integralni hisoblang: !\/1_—)(
A) -3 B) 5 C) 2 D) 7
3. Xosmas integralni hisoblang: jexfx
A) -3 B) uzoqlashuvchl C) 2 D) 8
4. Xosmas integralni hisoblang: SL.
J J ‘[\/4x—x2—3
A) 0 B) uzoqlashuvchi C) 2 D) 8
dx
5. Xosmas integralni hisoblang: jm
A1l B) uzoglashuvchi C) -1 D) 0
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3.6-§. Aniq integralning tatbiqlari
3.6.1. Aniq integral yordamida yassi shakl yuzini hisoblash

Dekart koordinata sistemasida yassi shakl yuzini hisoblash.

Aytaylik, biror [a,b] oraligda y=f(x) uzluksiz funksiya berilgan
bo‘lsin. Yugoridan y=f(x) egri chizig, Ox o‘qi va X=a hamda x=Db
to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli trapetsiyaning yuzini
topish kerak bo‘lsin. Agar f(x)>0 bo‘lsa, u holda bu yassi shakl yuzi

b
S = f(x)dx (3.27)
ga teng bo‘ladi. Agar [a,b] kesmada f(x) <0 bo‘lsa, u holda aniq integral

b
f f(x)dx <0 bo‘ladi. Shu sababli egri chizigli trapetsiyaning yuzini topish

b
uchun uning modulini olamiz: S =I| f(x) [ dx (3.28)
A
o s W v >

3.6-rasm. y = f(x) funksiya

Agar y=f(x) funksiya [a,b] kesmada ishorasini chekli son marta
o‘zgartirsa, u holda integralni butun [a,b] kesmada gismiy kesmachalar
bo‘yicha integrallar yig‘indisiga ajratamiz. f(x)>0 bo‘lgan kesmalarda
integral musbat, f(x)<0 bo‘lgan kesmalarda integral manfiy bo‘ladi.
Butun kesma bo‘yicha olingan integral Ox o‘gidan yuqgorida va pastda
yotuvchi yuzalarning tegishli algebraik yig‘indisiga teng bo‘ladi (3.6-
rasm).

3.6.1-misol. f(x) :%x2+3 funksiya grafigi ostidagi [2; 5] kesmaga

mos soha yuzasini hisoblang.
Yechilishi: » Tasavvur gilish uchun grafigini chizib ko‘ramiz (3.7-
rasm). (3.27) formuladan foydalanamiz.
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0o 1 2 3 4 5 6 X

3.7-rasm. f(x):%x2+3 funksiya grafigi <

3.6.2-misol. Yangi elektrostansiya kunigaf(x)=x> kW elektr
energiyasi ishlab chigaradi. Bu stansiya 5 kunda gancha elektr energiya
ishlab chigaradi?

Yechilishi: » Funksiya grafigini chizamiz (3.8-rasm).

= i—o —1561 kW -kun
4 4 :

al®

J:.x:‘dx = XI

0
v

23 [

~
X

3.8-rasm. f(x)=x’ funksiya grafigi <

3.6.3-misol. [0; 2] kesmada y = x* -1 funksiya bilan chegaralangan
yuzani toping.

Yechilishi: » Bu funksiya [0; 1] kesmada manfiy, [1; 2] kesmada
musbat giymatlar gabul giladi. Agar yuzani hisoblash uchun funksiyani

[0; 2] kesmada integrallasak, unda noto‘gri yechim hosil bo‘ladi.
Xato qilib go‘ymaslik uchun kesmani [0; 1] va [1; 2] bo‘laklarga ajratish
kerak, so‘ngra yuzalarni qo‘shamiz, 1-bo‘lakda funksiyani absolyut
giymatini olamiz:
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3.9-rasm. y=x’-1 funksiya grafigi

1
X3
——X
2

S, = j(x2 ~1)dx = Jl"x2 —ﬂdx =
0 0

0

S=5,+5, =2+

3.6-teorema. Agar f(x) va g(x) funksiyalar [a;b] kesmada uzluksiz
va f(x)>g(x) bo‘lsa, u holda bu funksiyalar hamda x=a va X=b
chiziglar bilan chegaralangan sohaning yuzasi quyidagiga teng bo‘ladi:

A= [[f () —-g(x)]dx (3.29)

b
‘~ [r(_\-) — g‘,x!] dx

a b X

3.10-rasm. f(x) va g(x) funksiyalar bilan chegaralangan yuza

3.6.4-misol.  Ushbu 4y=8x-x* 4y=x+6 chiziglar bilan
chegaralangan shakl yuzini toping.
Yechilishi: » Bu chiziglardan biri parabola, ikkinchisi to‘g‘ri
chiziq bo‘lib, ularning kesishish nugtasini topamiz:
{4y:8x—x2

yoxss = 8Xx—x’=x+6 = X -7x+6=0
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_ _ _X+6_1+46 7 :x+6:@:
=1 va X,=6, yl_—4 =74 T2 va Yy, 4 2

Shunda bu ikki grafik Dbir-biri bilan A(1;7/4) va B(6;3) nuqtalarda

kesishadi. Bunda tepadagi grafik bilan chegaralangan yuzadan pastdagi

grafik bilan chegaralangan yuzani ayiramiz:

3.

S= %.j[[(Sx—xz)—(x+6)]dx = %_j[(—xz +7x—6)dx =

4 3 2 X

3.6.5-misol. y=x* va y=X+2 chiziglar bilan chegaralangan shakl
yuzini toping.

Yechilishi: » 1) Bu chiziglarning kesishish nugtalarini topib

olamiz (3.11-rasm). Buning uchun tenglamalar sistemasini yechish kerak:

5 .
_5ﬂ kv.birl. <«

=x+2 '
\

T T Tw

[

|
=3 =] 1 2 X

3.11-rasm. y=x* va y = x+2 chiziglar bilan chegaralangan yuza

y=x’
— X=x4+42 — Xx-x-2=0 — x=2, x=-1
y=X+2
1) Endi [-1; 2] kesmada integralni hisoblaymiz:
2 2 3\
S=J.(x+2—x2)dx=(x—+2x—x—] _3
_1 2 3), 2

y=x* va y=x+2 chiziglar bilan chegaralangan shakl yuzi 4.5 kv.
birlikka teng chiqdi. <«

Parametrik shaklda berilgan egri chiziglar bilan
chegaralangan yuzani topish
Egri chizigli trapetsiyaning yuzi tenglamalari parametrik
x=p(t), y=w(t) shaklda berilgan chiziq bilan chegaralangan bo‘lsin,
bunda bu tenglamalar [a,b] kesmadagi biror y=f(x) funksiyani
aniglaydi, bunda te[a, 8] va ¢(@)=a, ¢(B)=b. U holda egri chiziqli
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b
trapetsiyaning yuzini S = Iydx formula bo‘yicha hisoblashimiz mumkin.

Bu integralda o‘zgaruvchini almashtiramiz: x = ¢(t), dx = ¢(t)dt. Shunda
y = f(x) = f(o(t)) bo‘ladi.

Demak, parametrik shaklda berilgan egri chiziq bilan
chegaralangan shaklIning yuzini topish formulasi quyidagicha bo‘ladi:

B
s = [yt (3.30)

2 2

3.6.6-misol. %Jrg—z =1 ellips bilan chegaralangan yuzani hisoblang.

Yechilishi: » Chizmadan foydalanib, ellips tenglamasini
X =acost

parametrik ko‘rinishga o‘tkazamiz (3.12-rasm): {y _ bsint

2 2

3.12-rasm. %+§ =1 ellips bilan chegaralangan yuza

a 0 0 %
5=4-jydx=4-jasint-d(bcost)=4- Iasint-(—bsint)dt:4ab- [sin? tdt =

0 7T2 7T2 0
_4ab_?1—c:032t 2

0

dt =2ab(t—%sin 2t) =ab. «

0

Qutb koordinatasida yassi shakl yuzini hisoblash
Bizga AB egri chiziq qutb koordinatalar sistemasida
p=p0O) , a<0<p (a,BeR)

tenglama bilan berilgan bo‘Isin. Tekislikda AB egri chizig hamda OA va
OB radius vektorlar bilan chegaralangan shakl yuzasini topish so‘ralgan
bo‘lsin.

1) [e, S] segmentni ixtiyoriy P={6,.6,.....6,} (a=6,<6,<..<6,=p)
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bo‘laklarga ajratamiz.
2) O nugtadan har bir qutb burchagi 6, ga mos OA, radius vektor

o‘tkazamiz. Natijada OAB egri chizigli sektor
OA A, (k=012,..n-1 ; Aj=A, A =B)
egri chiziqli sektorchalarga ajraladi (3.13-rasm).

Y »

3) Endi har bir [6,,6,,,] segment uchun radius vektorlari mos ravishda m,

va M, bo‘lgan doiraviy sektorlarni hosil gilamiz. Ularning yuzi mos
ravishda %mf-AHk | %ME'-AQK (A6, =6,..—6,) boladi.

4) Radius vektorlari m, (k=0.L2,...n-1) bo‘lgan barcha doiraviy
sektorlar birlashmasidan iborat shakini Q, desak, u holda Q, =Q bo‘lib,

uning yuzi S(Q1)=%nsz-A9k bo‘ladi.
k=0

5) Radius vektorlari M, (k=012,...n-1) bo‘lgan barcha doiraviy
sektorlar birlashmasidan iborat rasmni Q, desak, u holda Q = Q, bo‘lib,

uning yuzi S(Q2)=%:Zj;|\/lf-A0k bo‘ladi.
4- va 5- gadamda hosil gilingan yig‘indilar %pz(ﬁ) funksiyaning Darbu
yig‘indilari deyiladi. %pz(ﬁ) funksiya [a, f] oraligda uzluksiz bo‘lgani
uchun u integrallanuvchidir. Demak, Q egri chizigli sektorning yuzi

5(Q) - %fpzw)de (3.31)

ga teng bo‘ladi.
3.6.7-misol. Ushbu p=p(0)=a(l-cosd) (aeR, 0<6<2x) funksiya
grafigi bilan chegaralangan shakl yuzini toping.
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Yechilishi: » p=p(@)=a(l-cosd) (aeR, 0<0<2x) funksiya
grafigini kardioda deyiladi (3.14-rasm). Kardioda - bu radiusi r ga teng
bo‘lgan aylananing shu radiusli 2-go‘zg‘almas aylana bo‘ylab harakati
(sirpanmasdan dumalashi) natijasida 1-aylana ixtiyoriy nuqtasining
chizgan chizigidir. Kardioda qutb o‘giga nisbatan simmetrik bo‘lganligi
sababli yugori yarim tekislikdagi shaklning yuzini topib, so‘ngra uni 2 ga
ko‘paytirsak, izlanayotgan yuza kelib chigadi.

3.14-rasm. Kardioda grafigi

0 o‘zgaruvchi [0,7] da o‘zgarganda p radius vektor kardiodaning
yugori yarim tekislikdagi gismini chizadi. Bu yuza quyidagiga teng:

14(Q) = 2-%Tp2(9)d9 =Ta2(1—c059)2d6?:

= asz —2c0sf + lcosZé’}dH =
)2 2

z 3,
0o 2
3.6.8-misol. Grafigi Dekart yaprog‘i deb ataluvchi
3acos @sin @ Vs
T sinfp+cosie (ngggj
funksiya bilan chegaralangan shakl yuzini toping (3.15-rasm).
Yechilishi:  » Qaralayotgan shaklning yuzini (3.31) formuladan
foydalanib topamiz:

2
2

% : 2
Szlj{ 3a005(psmgo}d _% J-
2 0

=a2(§9—23in¢9+1-lsin 20)
2 2 2

2

cos® psin® ¢ 92’ J»
(sin® @ + cos® p)* 2

g’ do
(L+tg°p)® cos’ @

sin® @+ cos® @ 2« <

2% 2 2 2 % 2
:9a 9 e (tg ):9a 9" 1 1 | _3a

1
d Lz _ -, -
2 Wrtgp)? 2 3-([(1+tg ) L T L




3.15-rasm. Dekart yaprog‘l <«
3.6.2. Aniq integral yordamida egri chiziq yoyi uzunligini topish

Dekart koordinata sistemasida egri chizig yoyi uzunligini
hisoblash

Tekislikda to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida egri chiziq
y = f(x) tenglama bilan berilgan bo‘Isin. Bu egri chizigning x=a va x=b
vertikal to‘g*ri chiziglar orasidagi AB yoyining uzunligini topamiz.

AB yoyda absissalari  a= Xy, %, X, X0 X, =b  bolgan
AM;,M,,.,M,,.,B nugtalarni olamiz va AM;,M;M,...M B vatarlarni
o‘tkazamiz, ularning uzunliklarini mos ravishda AL, AL,,..,AL,...,AL
bilan belgilaymiz. AB yoy ichiga chizilgan siniq chizigning uzunligi

L, =D AL bo‘lgani uchun AB yoyning uzunligi L=_lim ZALi
i=1

max AL; —0 i1

bo‘ladi. Faraz gilaylik, y = f(X) funksiya va uning f'(x) hosilasi [a,b]
kesmada uzluksiz bo‘lsin. U holda ALiz\/(Axi)2+(Ayi)2= /1+(%)2-Axi

yoki Lagranj teoremasiga asosan iii:f(xi)_f(xi‘l):f'(é). Bunda
X — X1

x_, <& <x bo‘lgani uchun AL =1+ (f'(£))?Ax bo‘ladi. Ichki chizilgan
siniq chizigning uzunligi esa L, =_Zn:w/l+(f'(§i))2AXi bo‘ladi.
Shartga ko‘ra, f'(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz, demak

JI+(f'(x))* funksiya ham uzluksizdir. Shuning uchun integral
yig‘indining limiti mavjud va u quyidagi aniq integralga teng:
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max Ax; —

n b
L= lim 0;,/1+(f'(§i))2Axi =£ 1+ (f'(x))%dx
Demak, AB yoy uzunligini hisoblash formulasi quyidagicha:

- [ roore- | e @y (332

3.6.9-misol. Ushbu f(x) = (xg)’ (0 < x < 4) funksiyaning egri
chizig yoyi uzunligini toping.
Yechilishi: » Avvalo berilgan funksiyaning hosilasini hisoblaymiz:

3 3 1
fl) = (x2) =Sxz
Unda 1+f’2(x)=1+§x, /1+f’2(x)= /1+%x
bo‘lib, (3.32) formulaga binoan L = f: 1 +%x dx

bo‘ladi. Keyingi integralda 1 + %x = t almashtirish bajaramiz.

Unda dx = zdt va yangi o‘zgaruvchi chegarasi 1<t < 10 bo‘lib,
quyidagi integral hosil bo‘ladi:

4 10

j 1+9 d _9jt%dt_8t%
21X T g =27

0 1

8
= (10v10 —1).
Demak, yoy uzunligi L =%(10\/1_— 1) gateng. <

10 8
| =57 V1000 — 1)

Parametrik shaklda berilgan funksiyaning egri chiziq yoyi
uzunligini hisoblash

Faraz gilaylik, AB yoy (egri chiziq)

x = @(t)
b=warm§t§m

tenglamalar sistemasi, ya’ni parametrik rasmda berilgan bo‘lib,
x=q@(t),y =y(t) funksiyalar [a,B] da aniglangan, uzluksiz va
@' (t), ' (t) uzluksiz hosilalarga ega bo‘lsin. Bunda AB yoy uzunlikka
ega bo‘lib, uning uzunligi

B
L=’ \/(p’z(t)+1,l)’2(t) dt  yoki L=[JIXQF+IyOFdt (3.33)

formulalar yordamida topiladi.
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3.6.10-misol. y=a(l—cost), x=a(t—sint)  sikloidaning bitta
arkasining uzunligini hisoblang (3.16-rasm).

Yechilishi: » Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiya yoy
uzunligini (3.33) formuladan topamiz:

B
L=[JIXOF +[y®Fdt, o<t <27.

X' = (a(t —sint))' = a(l—cost) y = (a(l—cost))' =asint,

)

0 2ra

3.16-rasm. Sikloida grafigi

2 2 2
| = I\/az(l—cost)z +a’sin’tdt = ja\/1—2cost+coszt+sin2tdt = a_HZ(l—cost)dt =

0 0 0

2z

=8a. <«

2r t t
= 2ajsin —dt = —4acos —
5 2 2

0

Qutb koordinatasida yoy uzunligini hisoblash
Faraz gilaylik, AB egri chizigq qutb koordinata sistemasida
p=p@) (@<0<p) (3.34)
tenglik bilan berilgan bo‘lsin (3.13-rasm). Bunda p = p(8) funksiya [a;b]
da uzluksiz va p'(8) uzluksiz hosilaga ega.
Avvalo (3.34) munosabat bilan berilgan egri chizig tenglamasini
parametrik ko‘rinishda ifodalab olamiz:

{<p(0) = p(8) cos b
() = p(6) sinb
So‘ng (3.33) formuladan foydalanib, AB egri chiziq yoyining uzunligini

B B
topamiz: | = [\o*(0)+y"(0)d0 =[/(p(6)cos0)” + (p(6)sin 6) *do

(a <0<p)

B B
= j\/(p'(e) cos @ — p(8)sin6)* + (p'(6)sin 6+ p(6) cos H)*d = J.\/(p'z(é?) +p*(0)do
Demak, (3.34) munosabat bilan berilgan egri chizig yoyining uzunligi

B
| = [J(p"(0)+p*(6)d0 (3.35)

bo‘ladi.
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3.6.11-misol. Ushbu p =2a(1+cosf), (0<6 <2m)egri
chiziq yoyining uzunligini toping.

Yechilishi: » Bu funksiyaning gragini ham kardioda deyiladi, u
yopiq chiziq bo‘lib, qutb o‘giga nisbatan simmetrik joylashgan. Shuning
uchun egri chizigning uzunligi, uning qutb o°gining Yyuqorisida
joylashgan qismi uzunligining ikkilanganiga teng bo‘ladi. (3.35)
formuladan foydalanib topamiz:

| = 2“(,;’%9) +p%(0)d0 = 2T\/(2a(1+ cos0))’? + (2a(L+cos 9))>d0 =

= 2o2aj'\/sin2 0+ (1+cosh)’dl = 4\/§aj'\/1+ cos0do = 8ajcos§d0 =16a
0 0 0
Demak, berilgan egri chiziq yoyining uzunligi [ = 16a bo‘ladi. <
3.6.3. Aylanma sirt yuzini hisoblash

y=f(x) funksiya |a;b] kesmada aniglangan, uzluksiz bo‘lib,
V.€[a,b] uchun f(x)=0 bo‘lsin. f(x) funksiya grafigining Ox o‘qi
atrofida aylantirishdan aylanma sirt hosil bo‘ladi.

Bu sirt yuzasining aniq integral orgali ifodalanishini ko‘rsatamiz.
[a;b] oraligning ixtiyoriy P={xg, X1, ..., X, } (@=xo < x; < - < x, = b)
bo‘linishni olaylik. P bo‘linishning har bir x, = (k =0,1,...,n)
bo‘luvchi nugtalari orgali Oy o‘giga parallel to‘g‘ri chiziglar o‘tkazib,
ularni  AB yoy bilan kesishgan nuqtalarini Ay (xy, f(x)) bilan
belgilaylik. Bu Ay (x, f(x)) (k=0,1,..,n), Ay =A4,A,=B
nugtalarni o°zaro to‘g‘ri chizigq kesmalari bilan birlashtirib, AB yoyga L
siniq chiziq chizamiz. AB yoyni va L chizigni Ox o‘qi atrofida
aylantiamiz. Natijada L ning aylanishidan kesik konus sirtlaridan tashkil

3.17-rasm. Y = f(X) funksiyani Ox o‘qi atrofida aylantirishdan hosil bo‘Igan sirt
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Bu sirtning yuzi ushbu

Q = 2m Sy L) G 0T + [Geer) — F )T (3.36)
formula bilan ifodalanadi.

P bo‘linishning diamemtri 4, — 0 da AB yoyigachizilgan L siniq
chizig perimetri AB yoy uzunligiga intiladi. Demak, A, = 0 da L siniqg
chizigni OXx o‘qi atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan sirtning yuzasi
Q ning limiti biz garayotgan aylanma sirtning Yyuzasini aniglaydi. Bu
yuzaning aniq integral orgali ifodasini topamiz.

Buning uchun f(x) funksiya [a;b] da uzluksiz f'(x) hosilaga ega
deb olamiz. f(x) funksiya [a;b] oraligda uzluksiz bo‘lganligi uchun
[(x1+1, xi] oraliqda shunday &, nugta topiladiki,

f () +2f(xk+1) = f (&), Enel(xr), Xka1]

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Ikkinchi tomondan, Lagranj teoremasiga ko‘ra,
[ (xx), x141] oraligda shunday 7, nuqta topiladiki

fOr) = FOa) = f1 (@) Oeerr — X, Tn€[Xp, Xpeq1]
tenglik ham o‘rinli bo‘ladi. Natijada (3.36) munosabat ushbu

n—1
Q=21 ) £ G = 1) + (0 Cters = 32)” =
k=0

=2m B fE) (14 F (BB,

ko‘rinishni oladi. Bu tenglamaning o‘ng tomonidagi
@1+ @) dx (3.37)
yigindi f (x)y1+ f2(x) (3.38)

funksiyaning integral  yig‘indisini  eslatadi. (3.38)  funksiya
integrallanuvchi bo‘lganligi sababli &, nugta sifatida t, ni olish mumkun.
A, — 0da (3.37) tenglikdan topamiz:

n-1
lim Q = lim ZﬂZf(Tk )\/1 + (1) Axy, =
Ap—0 Ap—0 P

= ZﬂT f(x)y1+ f'?(x)dx

Shunday qilib, Ox o‘qi atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma
sirtning yuzi uchun ushbu formula o‘rinli:
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S= Zﬂi f (X)y1+ f?(X)dx (3.39)

3.6.12-misol. y=+/x funksiya grafigini [0; 1] kesmada Ox o‘qi
atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan sirt yuzini toping.

Yechilishi: » Bu aylanma sirt 3.18-rasmda keltirilgan. (3.39)
formuladan foydalanamiz.

3.18-rasm. y=+/x funksiya grafigi
1 1 3
S=27zj\/§-1/1+idx:27rj-‘/x+£dx:4—”- (x+£j
. 4 . 4 3 \} 4

3.6.4. Aniq integral yordamida hajmlarni hisoblash

1257

48'4

1
0

a) Agar jism OX o‘gining x nuqgtasiga o‘tkazilgan perpendikulyar
tekisliklar bilan kesishishdan hosil bo‘lgan kesim yuzi S(X) berilgan

b
bo‘lsa, jism hajmi V =_[ S(x)dx  formula bilan topiladi.

Buyerda a va b lar x ning o‘zgarish chegaralari, S(x) funksiya [a;b]
kesmada aniqlangan va uzluksiz deb garaladi.

b) y= f(x)funksiya grafigini OX o‘gi atrofida aylantirishdan hosil
bo‘lgan jism hajmini topaylik (3.19-rasm, a).

Agar OX o‘gidan tepadagi yarim tekislikni OX o‘qi atrofida
aylantirsak, u holda funksiya grafigining har bir nuqgtasi aylanma harakat
qilib, aylana chizadi va grafikning barcha nuqgtasi aylanishidan aylanma
sirt hosil bo‘ladi.

y = f (x)funksiya grafigi, Ox o‘qi, x=a, x=b to‘g‘ri chiziglar bilan
chegaralangan yarim tekislik esa Ox o‘qi atrofida aylanishidan aylanma
jism hosil giladi. Bu jismning hajmini topish uchun uni (3.19-rasm, b)
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galinligi judayam kichik bo‘lgan chekli sondagi to‘g‘ri silindrlarga yoki
disklarga bo‘lib chigamiz. Bunda [a; b] oraligni har birining uzunligi Ax
bo‘lgan gism oraliglarga ajratamiz. Shunda har bir silindrning balandligi
h=Axga teng bo‘ladi (3.19-rasm, c). Silindr radiusini esa bo‘lakning

o‘ng tomonidagi X; nuqtasiga mos funksiya giymatiga teng deb olamiz:
r="f(x).Agar f(x) manfiy bo‘lsa, uning modulini |f(x)| olamiz.

a) |  p)

3.19-rasm. Aylanma jism

Bizga ma’lumki, to‘g‘ri silindrning hajmi V =z r*h gateng. U holda
har bir diskning hajmi V =z |f (x)| Ax bo‘ladi. Bundan aylanma jismning
taxminiy hajmi barcha disklarning hajmlari yig‘indisiga teng bo‘lishi

kelib chigadi: V = > 7 |f (x)]"Ax.
i=1

Jismning aniq hajmi esa disklar galinligi nolga intilgandagi, ya’ni
disklar soni cheksizlikka intilgandagi limitga teng bo‘ladi:

V ~ min £ (x) Ax = jlﬁ[f (x)Fox

Demak, y = f(x), OX o‘qva to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan
egri chiziqli trapetsiyaning OX o‘qi atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan
jism hajmi quyidagi formuladan topiladi:

V= Tz[f ([ dx (3.40)

3.6.13-misol. y=+/x funksiya grafigini [0; 1] kesmada OX o‘qi
atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan jism hajmini toping.

Yechilishi: » Bu aylanma jism 3.18-rasmda keltirilgan. (3.40)
formuladan foydalanamiz.

1 1 le
V = J.ﬂ'[\/;]zdx = 7Z'IXdX = ﬂ?

0 0 0

1°—-0° =«
==. <
2 2

=T
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3.6.14-misol. y=e* funksiya grafigini [-1 2] kesmada OX o‘qi
atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan jism hajmini toping (3.20-rasm).
Yechilishi: » (3.18) formuladan foydalanamiz.

i X i 2x e2X2
V =J.7r[e ]de=7zje dx=rx 5

0 0 |—1

4 -2
_28 % L8555
2

YA,

=

3.20-rasm. Yy =¢" funksiya grafigini Ox o‘qi atrofida aylantirish <4

3.6.15-misol. Shaharda suv saglaydigan rezervuar [—40;40]

2
masofada f(X) =50,/1—% funksiya grafigini aylantirishdan hosil gilingan

aylanma jism shaklida yasalgan. Uning hajmini toping (3.21-rasm).

Yechilishi: » Rezervuarning bunday shakliga gisilgan sferoid
deyiladi. Chunki uning vertikal diametri (80ft=24.384m) bo‘lib,
gorizontal diametri(100 ft=30.48m)dan kichik. 2.19-rasmdan ko‘rish
mumkinki, u [-40;40] oraligda bo‘lishi kerak. Hisoblashni
soddalashtirish magsadida oraligning yarmi uchun integralni hisoblab,
keyin natijani 2 ga ko‘paytiramiz.

_" T

—40 -30 -20 -10 10 20 30 40 x

3.21-rasm. Rezervuar
40 Xz 2 40 Xz X3
V,=rx| 50,[1— dx = 25007 [| 1- dx = 25007( X —
) 40 (" 1600 4800
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2000007
3

4 .
%0 gooz ga teng. Ma’lumki, 1ft3

= 0.3048 m?® hajmda 7.48 gallon=28.3118 | suv bo‘ladi, ushbu rezervuar
sig‘imi 3.13-10° gallon=11 847050 litr ga teng ekan. <«

V) x=¢(y) egri chizig, Oy o‘gqiva y=c,y=d to‘g‘ri chiziglar bilan
chegaralangan egri chiziqli trapetsiyaning Oy o‘q atrofida aylanishidan
hosil bo‘lgan jism hajmi

Shunday qilib, rezervuar hajmi V =2V, =

V=z[ (p(y)’dy=7| x’dy (3.41)

formula bilan hisoblanadi.

g) Agar y="f(x) , (a<x<b) egri chiziq parametrik usulda, ya’ni
X = X(t)
y=y(t)
aylanishidan hosil bo‘lgan jismning hajmi

V=z| (y©)*x @)t (3.42)

},aﬁtéﬂ bo‘lsa, egri chizigli trapetsiyaning OX o‘q atrofida

formula bilan topiladi.
d) Qutb koordinatalar sistemasida o = f(x) tenglama bilan berilgan
egri chiziq va ¢=a,p=p radius vektorlar bilan chegaralangan rasmning
qutb o‘qi atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan jism hajmi

B
V=z| p’sin® pdo (3.43)

formula bilan hisoblanadi.
Agar qutb koordinatasida berilgan bo‘lib, O<a<¢<pg<7x bo‘lsa,

27 4 .
jism hajmi V = ?ﬂj p’sin® gde formula bilan hisoblanadi.

2 2
3.6.16-misol. %+§=1 ellipsni Ox va Oy o‘qlari atrofida

aylantirish natijasida hosil gilingan jismlarning hajmlarini hisoblang.
Yechilishi: » Ellips tenglamasidan
2 2
=g -xh X =Z—2(b2 -»%)
funksiyalarni topib olamiz. Ellipsni Ox o‘qi atrofida aylantirishdan hosil
bo‘lgan jismning hajmi:
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a , b2 a , ) b2 ) X3
V=2, =27y dx=27z¥j(a -x)dx =27 (@% -2 fi=
0

2 3
272 @ -8y = 4 bty = A ap?
a 373 3

Ellipsni Oy o‘qi atrofida aylantirishdan hosil bo° Igan jismning hajmi:

V = 2v_27zjx dy = 27z—j(b2—y)dy 27z (bzy——)lo

<
- 27z— (b? ——) - —7; a? V = gﬂazb (kubbirl.)

3.6.5. Aniq integralning fizikaviy tatbiglari

Berilgan kuch ta’sirida bajarilgan ishni hisoblash.

Aytaylik, moddiy nuqta Os to‘g‘ri chizig bo‘ylab F(s) kuch ta’sirida
harakatlanayotgan bo‘lsin.  Yo‘lning [a,b] gismida bu kuch ta’sirida
bajarilgan ish quyidagi formula bilan hisoblanadi:

Asz(s)ds (3.44)

3.6.17-misol. Agar prujinani 1 smga cho‘zish uchun 1kN kuch
sarflansa, shu prujinani 10 sm ga cho‘zish uchun gancha ish bajarish
kerak?

Yechilishi: » Guk gonuniga ko‘ra, prujinani cho‘zish uchun kerak
bo‘ladigan F kuch prujinani cho‘zilishiga to‘g‘ri proportsional, ya’ni
F =kx, bu yerda X—prujinaning cho‘zilishi (metrda), k —proportsionallik
koeffitsiyenti.

Misol shartidan ma’lumki, prujina F=1 KN kuch bilan x=0,01m
cho‘ziladi. Formuladan 1=0,01k — k=100 va F =100x ni topamiz.
Shunda bajarilgan ish (3. 44) formuladan toplladl

A= j100xdx 50x "205 ki. <

Tekis shaklning og¢irlik markazini topish

1)  Zichligi 6 =d(x)bo‘lgan y = f(x) funksiya grafigining moddiy
AB vyoyining og‘irlik markazining koordinatalari  C(x.,y.) quyidagi
formulalar bilan aniglanadi:
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b b
Ix§(x) 1+ y'?dx jyé(x) 1+ y'%dx
a yC — a

Xc =

(3.45)

b , b
j'd(x) 1+ y"?dx j&(x) 1+ y"?dx

2) Agar rasm pastdan y=f(x) va yugoridan y=f,(x),
shuningdek [a,b] kesmada f,(x)<f,(x) tengsizlik o‘rinli va chizigli
zichlik 6=45(x) bo‘lsa, og‘irlik markazining koordinatalari C(x.,Y.)
quyidagi formulalar bilan aniglanadi:

[xS0AL1,00 - {00 ~ [30al200 - 1200

Ye =

Xe

(3.46)

[50001,00 - f,00kx [ 50011, 00— f,00]x

3.6.18-misol. Radiusi R, markaziy burchagi 2a bo‘lgan bir jinsli
sim yoyning og‘irlik markazini toping, (& =const ).

Yechilishi: » 3.22-rasmdan ko‘rinadiki, yoy simmetrik va bir jinsli
materialdan gilingan, shuning uchun y. =0 ga teng. (3.45) formulada

o =const bo‘lganligi uchun x. quyidagi formuladan topamiz:

ix 1+ y'*dx

Xe == ——
j 1+ y?dx
|
a
/"D
oL L
4] £ R X
-a

3.22-rasm. Radiusi R, markaziy burchagi 2« bo‘lgan bir jinsli sim yoy

Integralni hisoblash uchun qutb koordinatasiga o‘tamiz.
o =const, x=Rcost, y=Rsint.
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8x ax
—Rsint
i | = aR at cost
U holda Yakobian: o o

=Rcos’t+Rsin’t=R

sint  Rcost
oR ot
J'chostdt o _
o sint[” sina
XC = a = a
[ Rt t, “
sina

Shunday qilib, sim yoyining og‘irlik markazi x. _RT’ ye=0. <

Mavzu yuzasidan savollar:
Yassi shakllar yuzini hisoblash formulasini yozing.
Yoy uzunligini hisoblash ganday bajariladi?
Aniq integral yordamida hajmlarni hisoblashni bilasizmi?
Aylanma jism sirtining yuzasini hisoblash uchun formula yozing.
Aniq integralning ganday fizikaviy tatbiglarini bilasiz?
Tekis shaklning og‘irlik markazini topish formulasini yozing.
Aniq integral yordamida kuch bajargan ishni topish formulasini
yozing.

Nogak~wNE

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR

1. Rasmda berilgan aylanma shakl hajmlnl ganday hisoblash mumkin?

B & 3 -'»_m/
a—*—-"“- L pere u'—".' =]

iR =

1| l

'.3.23-rasm. Aren'a
2. Yoy uzunligini toping:

) x=cos(%) b) {x:t3+8 ){x=acos2t
a o SR
J =t —sint y=t +2t y =bsin ¢

3. Marsni o‘rganish uchun kosmik kemada robot olib borildi. Unga
v(t) =-0.42t> + 2t km/ soat tezlik berildi. Birinchi 3 soatda robot gancha
masofani bosib o‘tadi (3.24-rasm)?
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3.24-rasm. Mars sayyorasidagi robot

4. y =x funksiya grafigini [0; 1] kesmada OX o‘qi atrofida aylantirishdan
hosil bo‘lgan jism hajmini toping (3.25-rasm).

ya

y=2x

3.25-rasm. Aylanma jism

5. Atom elektr stansiyalarida sovitish mo‘rilari mavjud. Ularning tuzilishi

X2 _ _ _ _
f(x) =501+ 22500 giperbolani —250 < x <250 masofada Ox o‘qi atrofida

aylantirishdan hosil bo‘lgan jism bo‘lib, 3.26-rasmda keltirilgan. Shu jism
hajmini toping.

3.26-rasm. Atom elektr stansiyalaridagi sovitish mo‘rilari
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TESTLAR

1. y’=x+lvay=x-1  chiziglar bilan  chegaralangan  shakl
yuzasini hisoblang.
A) 9/2 B) 2/3 C)9 D) 7/2

2. x:%yz—%lny egri chizigning vy,=1 dan Yy,=e gacha vyoyi
uzunligini toping.

A) e23+1 B) e3:1 C) e24—1 D) e24+1

1 1 1

3. Koordinata o‘glari va x2+y2=a? parabola bilan chegaralangan

shaklni Ox o‘qi atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan jism hajmini
hisoblang.

7a na’ 2ma’ 7a
S T b) 7

4.Aniq integral yordamida hajm hisoblash formulasi berilgan

variantni aniglang.
P2 B

A) =[x B) frlme ©) yxot D) Jybxie

2y a

5. Quyidagilardan gaysi biri yuzani topish formulasi emas?
b ? B B
A) #[f*(dox B) ~friphp  C) [yik(kt D) [xity(et
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[ IV BOB.
A H H|1 J . SONLI VA FUNKSIONAL
lH | Hl QATORLAR

4.1. Sonli gatorlar
4.1.1. Sonli gqatorlar hagida tushunchalar

Elementlari cheksiz haqiqiy sonlardan iborat bo‘lgan ushbu
a,,a,,as,..,a,,..cheksiz ketma-ketlikni garaymiz.

Ushbu a +a,+a,+..+a,+.. ifodaga cheksiz gator yoki gisgacha
gator deyiladi va quyidagicha belgilanadi:

a+a,+a+..+a, +..= D a,. (4.1)
n=1

a,,a,,a,,...,a,,.. dqatorning hadlari deyiladi. «@, ga qatorning
umumiy hadi yoki »-hadi deyiladi. Qatorning umumiy hadi berilgan
bo‘lsa, n ning o‘rniga 1 dan boshlab ketma-ket natural sonlarni go‘yib,
uning yordamida qatorning ixtiyoriy hadini hosil gilish mumkin.

Misol uchun, agar »-hadi an=3i ko‘rinishidagi gator berilgan

n

bo‘lsa, uning umumiy ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:
11 1 1 =1
+ +...t+t—+...= —,
3 9 27 3" ~3
Qatorning hadlari yig‘indilariga gismiy yig‘indilar deyiladi:
Sl =a,
Sz =a, +a,

S;=a,+a,+a,, (4_2)

S,=a+a,+a;+...+a,, ...

Agar Y.a, qatorning qismiy yig‘indilari ketma-ketligi

$1:5,:83: 8y, chekli S=lmS, limitga ega bo‘lsa, u holda > a, gator
n=1
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yaginlashuvchi qator deyiladi chekli limit esa uning yig‘indisi

deyiladi: S=1imS, —IlmZa —Za

Agar Zan gatorning  qgismiy  yig‘indilari  ketma-ketligi
$,,S,,5;,...,5,,... cheksiz limitga ega bo‘lsa yoki limiti mavjud bo‘lmasa,
u holda ian gator uzoglashuvchi gator deyiladi.

Eslatma. Sonli gatorlar nazariyasining asosiy vazifasi gatorning
yaqginlashuvchi yoki uzoqglashuvchi ekanligini aniglash va qatorning
yigindisini hisoblashdan iborat.

4.1.1-misol. Zz =] gatorning gismiy yig‘indilarini toping.
e 1 1 1 1
: —— =14+ -+ -+ + +
Yechilishi: » §2n . A ]
S, =a, =1,
1 4
S,=a,+a,=1+-=—;
2 a1 2 3 31
S;=a,+a,+a —1+1+1—f+1—§'
3TATE T 35 3 5 15
1 1 1 1
S =a+a,+a,+...+a, =1+—+—+—+...+ .
nTHTE " 3 5 7 2n—1 <
) 1 1 1 1 = 1 i ..
4.1.2-misol. St —F it =) — atornin Ismi
3 9 27 3n n:13n q g q y

yig‘indilarini toping.
Yechilishi: B 5,=a, ==

S, +a,+a,+...+a, 1+1+i+ +i <
—a % "T3 9 27 3

4.1.3-misol. Zn gator yaginlashuvchimi yoki uzoglashuvchimi?

Agar yaqlnlashuvchl bo‘lsa, uning yig‘indisini toping.
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Yechilishi: »  Qatorning yaqginlashuvchanligini aniglash uchun
oldin berilgan gatorni n ta hadi yig‘indisini yozib olamiz:
S, :ii=1+2+3+4+5+...+n:@
_ n(n+1) _

S=IlimS, =lim

n—oo n—oo

Qismiy yigindilar ketma-ketligi uzoglashuvchi ekan, demak, gator ham
uzoqlashuvchi. <

4.1.4-misol.

0

71 gator  yaginlashuvchimi  yoki

uzoglashuvchimi? Agar yaginlashuvchi bo‘lsa, uning yig‘indisini toping.
Yechilishi: » Qatorning gismiy yig‘indilar ketma —ketligini yozib

olamiz: S, = Z

2
-1’
i ning o‘rnlga 2 dan n gacha natural giymatlarni go‘ysal, u holda
quyidagi gator hosil bo‘ladi:
11 1 1 1 1 1 1 1 1( 1 1
S,=-t-t+t =+ttt —=—+ + + +ot=| ———.
3 8 15 24 n-1 1.3 2-4 3.5 4.6 2{n-1 n+1
Hosil bo‘lgan ifodada kasrlarni ajratib, ayirma rasmida yozish mumekin:
1(, 1.1 11 1 11 1 1 13 1 1
S, ==|1-——+=——"F+=—F+——H+. A ———— ——— .
2\ 3 2 4 3 5 4 6 n-1 n+1) 2

Endi limitga o“tib, gator yig‘indisini hisoblaymiz:
1(3 1 1 3
S=IlmS, =lim= (——___):_

n—o o222 n n+l1) 4°
Demak, gator yaginlashuvchi va uning yig‘indisi 0,75 ga teng ekan. <

4.1.5-misol. Z.o:(—l)n qator yaginlashuvchimi yoki

uzoglashuvchimi?
Yechilishi: » Qatorning gismiy yig‘indilar ketma —ketligini yozib
olamiz: s, =1;
S,=1-1=0;
S, =1-1+1=1;
S,=1-1+1-1=0 ...
Ko‘rinib turibdiki, gatorning limiti mavjud emas:
lims, :{O, agar n—-toq bo'lsa;
n—o 1, agar n— juft bo'lsa.
Bunday gatorlar uzoglashuvchi bo‘ladi. <
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Qatorlarni yozishda indeks ganday harfiy kattalik bilan yozilishi
muhim emas, gator shu indeksga mos holda berilsa yetarli. Misol uchun,

IR Il s

~n?+l Zi°+1 SKEP+1°

Geometrik gator.
Sonli gqatorga misol gilib amaliyotda ko‘p ishlatiladigan geometrik
progressiyani ko‘rsatish mumkin:

a+aq+aq’ +..+aq"" +... (4.3)
Bunda a-geometrik progressiya(geometrik gator)ning birinchi hadi,
a-q"* - n-hadi, q— gatorning mahraji deyiladi.
all-q')

Birinchi n ta hadining yig‘indisi S, =a+aq+ag®+..+aq"" =

teng, (o #).
1. Geometrik gatorda |q| <1 bo‘lsa n — oo da q" — 0 bo‘lib, uning limiti

Iimsn:Iim[ a_4® j= 2 bo¢ladi. Demak (4.3) gator yaginlashuvchi

n—o n—o ]__q ]__q ]__q
bo‘lib yig‘indisi S=1 g bo‘ladi.
2. lg/>1 bo‘lsa n—wo da ¢"—o bo‘lib, (4.3) gator uzoglashuvchi

bo‘ladi.
3. ¢g=1 bo‘lsa, (4.3) gator a+a+a+...+a+... ko‘rinishda bo‘lib,
uning yig‘indisi S, =a+a+a+...+a=na bo‘ladi. Limitini hisoblasak,
limS, =lim(an)=alimn=co (a~0)ga teng. Demak, qator uzoglashuvchi.

n—oo n—oo

4, g=—1,a#0 bo Isa, (4.3) gator a—a-+a—a+... Ko‘rinishda
bo‘lib, n juft son bo‘lganda, gator yig‘indisi nolga teng: S,=0 va n toq
son bo‘lganda esa S, =a gateng bo‘ladi. Demak, lim S, limit mavjud emas
va shu sababli gator uzoglashuvchi deb xulosa gilamiz.

Shunday qilib, geometrik qator, ya'ni (4.3) qator fagat o<1
bo‘lganda yaginlashuvchi bo‘lib, |¢>1 bo‘lganda uzoglashuvchi bo‘lar
ekan.

4.1.6-misol. 23}_1
n=1L

Agar yaginlashuvchi bo‘lsa, uning yig‘indisini toping.

gator yaginlashuvchimi yoki uzoqglashuvchimi?

Yechilishi: » Ushbu gator geometrik gator bo‘lib, mahraji 9 =3

a=1. Geometrik progressiya Yyig‘indisini topish formulasidan
187



n—oo 3” 2
Qator yaginlashuvchi va uning yig‘indisi 1,5 ga teng. <

3 1 3
Limitga o‘tamiz: S=limS, = lim 2@——) ==,

4.1.7-misol. i9‘”*2'4n+1 gator yaginlashuvchi bo‘lsa, uning

n=1

yig‘indisini toping.

) ) 4n+1 e 4n—1‘42 0
Yechilishi: b 39724 =32 -S4 4 2144( j
n=1 n=1 9 n=1 9 9 -1

Ko‘rinib turibdiki, bu cheksiz kamayuvchi geometrik gator bo‘lib,

uning mahraji q :g<1 ga teng, gator yig‘indisi

b 144 9 1296
S=—1 = =144.2 =222
1-q 1- . 4 5 5 ° <
9
© (_ A\3Nn
4.1.8-misol. Z( 421 gator yaqginlashuvchimi, uzoglashuvchimi?

Yechilishi: » 2(5?1 i (64) 25( j Bu o°suvchi
geometrik gator bo‘lib, uning maxraji [q| =‘—6—54 >1 ga teng, gator yigindisi

S=w. 4

Teleskopik qatorlar (Telescoping Series?) — cheksiz qatorlar
bo‘lib, ularda gavslarni ochish bilan deyarli barcha go‘shiluvchilarning
yig‘indisi nolga teng bo‘lib goladi va gatorning yig‘indisi oson topiladi.

Qatorlarga bunday nom berilishiga sabab, teleskopga o‘xshab oz
uzunligini bir necha marotaba gisgatirishidir.

4.1.9-misol. Zﬁ gator yig‘indisini toping.
Yechilishi: »  Qator yig‘indisini topish uchun dastlab uning n ta
hadi yig‘indisini aniglaymiz:

M. L. Bittinger, D. J. Ellenbogen, S. A. Surgent “Calculus and its Applications”, USA,
Springer, 10-th edition, 2012. -729 p.
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n l n
S = - - = =
" Zol 21312 =O(|+1)(|+2) ;( +1 |+2]
I o i Carred e e e
=|1-—|+| === |+| === |+...+]| —— + — =1- )
2 2 3 3 4 n +1 n+l1 n+2 n+2

n
1 . .
Limitga o‘tamiz: S =limS§, —m(l—mj 1, demak, berilgan gatorning

o0

yig‘indisi 1 ga teng: Zwlmz:l' <

n=0

4.1.10-misol. i

SN gator yig“indisini topin
Sn’+4n+3 yle g
Yechilishi: >

l n
|2+4|+3 2,1(|+1)(|+3)_§,1(T1_Ej

11(1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
e b ol [ B e B [ [ S o) Qe + - =

G5 (3 5) G- G ) )]

i 1 1

212 3 n+2 n+3

_ : 1(5 1 1 5
¢ : S—IlmS =limz|=-———— |=—
Limitga o‘tamiz: n»wz(a = n+3j 12.

Demak, berilgan gatorning yig‘indisi Z

=n’+4n+3 12 gateng. <

4.1.11-misol. Z% gator yig‘indisini toping.
n:l

Yechilishi: » Qator teleskopik bo‘lishi uchun uning hadlarini
ishorasi almashinuvchi bo‘lishi kerak, bu yerda esa gator hadlarining
barchasi musbat. Shu sababli gator uzoglashuvchi:

(1 1
=3t ia) - 4
Yaginlashuvchi gatorning xossalari

19, Agar ian yaqginlashuvchi gator bo‘lsa, u holda har ganday

c =const son uchun ZC a,=c: Za tenglik o‘rinli.

n=1

20, Agar Zan va an yaginlashuvchi gatorlar bo‘lsa, u holda

o0

iam +>°b,
n=1

n=1

i(a +b,) tenglik o‘rinli.

189



Qatorlarni ko‘paytirish amali birmuncha murakkab jarayon, ya’ni
gator hadlarini mos ravishda ko‘paytirganda hosil bo‘ladigan gatorni
analitik shaklda yozish mumkinmi? - degan savolga javob izlaymiz.

Ravshanki, ian -ibn # i(an ‘b,).
n=1 n=1 n=1

Buni qug/idagi_ misol_da ko‘rish mumkin: aytaylik, ikkita chekli gator
berilgan bo‘Isin, ularni ko‘paytiramiz: (2+x)(3—5x+x?) =6-7x—3x* +x°,

Endi cheksiz hadli gatorlarni ko‘paytirganda 1-gatorning har bir
hadiga 2-gatorning har bir hadini ko‘paytirib, yig‘indisini hisoblash
kerak: Za Zb =(a, +a, +a,+..)(b,+b, +b, +...)

n=1

Zan 'an = ch , bunda ¢, = zaibnfi bo‘ladi.
n=1 n=1 n=1 i=1

Bunday qatorning yaginlashishi hagida ham ko‘p narsa ayta
olmaymiz. Berilgan gatorlar yaginlashuvchi bo‘lsa ham, ko‘paytma gator
yaginlashuvchi ham, uzoglashuvchi ham bo‘lishi mumkin. Bo‘limning
oxirida gatorlarni ko‘paytirish masalasiga yana gaytamiz.

Bu yerda muhokama gilishimiz kerak bo‘lgan yana bir narsa — bu
indekslar siljishi. Indeksni o‘zgartirishning asosiy g‘oyasi, har ganday
sababga ko‘ra (buning gonuniy sabablari bor) boshga giymatdagi gatorni
boshlashdir.

4.1.12-misol. Quyidagi n+5

n=2

» Ushbu qatorda agar n=0 nomerdan boshlasak,

n+5_5 3+7+l+g ”+n+5+
—~ 2" 4 16 2"
a0ar n= n+5_7 9 n+5
g B — 2 16 2"

Demak, gatorda indeks n=0 dan boshlansa gatorning giymati n=2
dan boshlanganiga garaganda 8 birlik katta chigar ekan. Qatorning
giymatlari har xil chigar ekan. Shuning uchun indekslarni o‘zgartirganda
ehtiyot bo‘lish kerak.

Indeksni o‘zgartirish juda oddiy jarayon. Aytaylik, yangi indeks
i=n—2 ni hosil gilmogchimiz. Shunda n=2 ni o‘rniga i=0 deb
yozmogqchimiz. U holda e’tibor bering, N=o0 bo‘lganda i=w0—-2=0
bo‘ladi. Shuning uchun bu yerda fagat pastki chegara o‘zgaradi: n=i+2

n+5 (1+2)+5 &i+7
Z _Z 2i+2 _Zznz .

n=2 i=0 i=0
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Qatorlarni yozishda indeks ganday harfiy kattalik bilan yozilishining
ahamiyati yo‘gligini aytgan edik, shunda
SN+5 - n+7
; 2—: :g 2:;2
gatorlar bir xil ekanligi kelib chigadi. Tekshirib ko‘rishingiz mumkin:
in+5 _ 7 N 8 N 9
o on 22 93 " 94
-h+7 7 8 9
nz(; 2n+2 _22+23+24
Shubhasiz,endi ikkala gatorda ham bir xil hadlar gatnashgan. <«

4.1.13-misol. il—s’”l

Yechilishi: »  Ketma-ketlikning dastlabki giymatini 2 ga
oshirmoqchimiz, shuning uchun uning n- hadini 2 ga kamaytirish kerak:

N (n-2)°
Zl 3n+1 Zl 3(n 2)+1 Zl 3n—1

n=1

gatorning indeksini n=3 deb o‘zgartiring.

Qatorlarni yozishda mugobil usullarni ham garab chigaylik:

Dy =+, 8+ gatorni turlicha ko‘rinishdagi indekslar yordamida

ybzish mumkin:

Zan=a1+2an yoki Zan=a1+a2+2an

=a +a,+a,+a, +Za yoki Za —Za +Za

n=1 n=1

2.4,
n=1
Demak, Zan=zai+ Za,- tenglik orinli.
n=1

i=1 j=N+1
4.1.14-misol. a) i“9‘”*2-4n+l va b) 5‘19‘”*2-4”+1 gatorlarning
n=0 n=3
yig‘indilarini toping.
Yechilishi: » a) Ushbu gatorda n=0 hadini alohida qo‘shiluvchi

o : : P 2 g 1296 2916
sifatida yozib olamiz: 29 2.4 =92, 4+Z9 2.4 =324+ Mt

b) D 97™%-4™ qgator yigindisini topish uchun n=1va n=2 hadlarini
n=3
alohida go‘shiluvchi sifatida yozib olamiz:
29 —n+2 4n+l 9 42_|_90 43+29 —n+2 4n+l 208+29—n+2 4n+1

n=1
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Tenglikdan quyidagini topish mumkin:

29 n+2 4n+1 Zg—m—Z 4n+1 208 — 12596 _ 208 — ? 4

n=L

4.1.2. Qator yaginlashishining zaruriy sharti. Garmonik gator

4.1-teorema (yaginlashuvchanlikning zaruriylik sharti). Agar
Za gator yaqginlashuvchi bo‘lsa, u holda llma =0 munosabat o‘rinli

bo ladi.

l Ushbu teoremani noto‘g‘ri ishlatishdan ehtiyot bo‘ling! Bu
teorema bizga yaqinlashish talabini beradi, lekin yaginlashish kafolatini
emas. Boshgacha qgilib aytganda, teoremaning teskarisi o‘rinli emas, ya’ni

agar lima, =0 bo‘lsa, bu berilgan gator yaginlashivchi bo‘ladi degani

n—o0

emas.
Natija. Agar lima, =0 bo‘lsa, uholda qator uzoglashuvchi boladi.

0 2 3

: 4n° —
4.1.15-misol. nZ;‘lO e

gatorni yaginlashuvchilikka tekshiring.

4
2 n3 *_1 1

Yechilishi: » Ilm =lim —— gatorning umumiy hadining
»10+2n° o 10 Ly 2

n®
limiti lima, #0 ga teng bo°ldi, demak, berilgan qator uzoglashuvchi. <

i% =1+%+%+...+%+... gatorga garmonik qator deyiladi. (4.4)

0

4.1.16-misol. Z% garmonik gator yaginlashuvchimi?

n=1
Yechilishi: » Garmonik gator uchun lima, = rll'ﬂlﬁ =0 zaruriy shart

bajariladi. Lekin bu shart yetarli emas. Qatorni quyidagicha yoyib olamiz:

1 1 1 1 1 1 1 11
I+ —+—+. =+ =1+ = || =+ |+..>
e e

1 1) (11 11 1 1

>1+ — |+ =Ft=+=F+- |+ =l+—+—+.. =0
(4 4) (8 8 8 8) 2 2

Hosil bo‘lgan qator  chegaralanmagan, bu esa garmonik gator

uzoglashuvchi ekanini bildiradi. <«
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Demak, qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, zaruriy shart bajariladi, ammo
zaruriy shart bajarilganda gator uzoglashuvchi ham, yaginlashuvchi ham
bo‘lishi mumkin ekan.

: 1 1 1 : . .
4.1.17-misol. 1+ SETa e gator yaqinlashishining zaruriy

shartini tekshiring.

Yechilishi: » Qatorning umumiy hadi u, =# ni hosil gilamiz

-0

va zaruriy shartni tekshiramiz: limu, =lim

n—w 5n—1
Zaruriy shart bajariladi, lekin gator yaginlashuvchi deb xulosa gilishga
shoshmaymiz. Buning uchun yana bitta shartni — yetarlilik shartini
tekshirib ko‘rish kerak bo‘ladi. <

4.1.3. Musbat hadli gatorlarning yaqginlashish alomatlari

Qatorlarni yaginlashuvchanligini aniglashning bir nechta usullari
mavjud:

1) Qatorlarni taggoslash alomati;

2) Umumlashgan tagqoslash alomati;

3) Dalamber alomati;

4) Koshi alomati;

5) Integral alomati.
Bu alomatlarni dastlab ishorasi o‘zgarmas (hadlari fagat musbat yoki
fagat manfiy ishorali bo‘lgan) gatorlarda tushunib olaylik, aniglik uchun
musbat hadli gatorlarni garaymiz.

Hamma hadlari musbat ishorali bo‘lgan gatorga musbat hadli

gator deyiladi.

Taqgoslash alomati: > a, va Y b, musbat hadli gatorlar bo‘Isin.

n=1 n=1

4.2-teorema (yaginlashuvchanlikning yetarlilik sharti).

Za <Zb munosabat o‘rinli bo‘lib, Zb gator yaginlashuvchi

n=1 n=1

bo‘lsa, u holda Zan gator ham yaginlashuvchi bo‘ladi.

n=1

4.1.18-misol. 1+ ;5+3'152 +4_153 +.. Qatorni  yaginlashishga

tekshiring.
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Yechilishi: » Berilgan gator 4.1.17-misoldagi qator bo‘lib, uning

umumiy hadi u, = é — edi. Yetarlilik shartiga ko‘ra, berilgan gatorni
1

1+=
5 5

Ushbu gatorning

1
mahraji Q=g ga teng bo‘lgan geometrik progressiya bo‘lib,

yaqinlashuvchidir. Hamma n lar uchun munosabat o‘rinli.

— <
n.5n—1 5n—1
Shu sababli Z o gator ham yaginlashuvchi. <«

4.3- teorema (uzoqglashuvchanlikning yetarlilik sharti). Agar

a, Zb munosabat o‘rinli bo‘lib, Za gator uzoglashuvchi bo‘lsa,

n=1 n=1

u holda an gator ham uzoglashuvchi bo‘ladi.

) 1 1 1
- 1+ + + +...
4.1.19-misol. 12 2.7 3.7 et

tekshiring.

e . : 1 1 1 1 .
Yechilishi: » Berilgan qatorni 1+ 5t ozttt oy +eqator bilan

tagqoslaymiz. Ma’lumki, keyingi qator mahraji ¢ =% ga teng bo‘lgan
geometrik progressiya bo‘lib, yaginlashuvchidir. Hamma n lar uchun
1 _1
n-2" 2°
tengsizliklar bajariladi, demak taqqoslash alomatiga ko‘ra, berilgan
gatorning ham yaginlashuvchi ekanligi kelib chigadi. <

4.1.20-misol. >
n=03

Yechilishi: » Berilgan gatorni kattaroq gator bilan almashtiramiz:

1
7. 3 V2 tagqoslash alomatini gqo‘llaymiz.
231 gatorning mahraji q—— gateng bo‘lgan geometrik progressiya
n=0
bo‘lib, ii=il 3 yaqginlashuvchidir. Shu sababli i —— (ator ham
=3 1-* 2 =3 +n
3

yaginlashuvchi bo‘ladi. <
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Yechilishi: » Berilgan gatorni kattaroqg gator bilan almashtiramiz:
nN+2 n°+2
<
n+5 n*

© 2 0 © 0 0
>y "2 =Zn—4 Z%:Z% Z% gator yaginlashuvchi.

-1 n’ Pl | R—

va taggoslash alomatini go‘llaymiz.

Shu sababli i:“; gator ham yaginlashuvchi bo‘ladi. <

Umumlashgan tagqgoslash alomati
S c . a

4.4-teorema. Y.a, va Y.b, qatorlar uchun lim-2=k, (0<k<w)
n=1 n=1 n

bo‘lsa, har ikki gator bir paytda yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi
bo‘ladi.

4.1.22-misol. Zﬁ qator yaqinlashishini tekshiring.

n=1n -

Yechilishi: » Berilgan gatorni uzoglashuvchi i% i% gator

n=1 n n=1

n
2

. d . 2 _ 2 n
i iz Im2=limD =805 N —|jm — — — =1<c,
bilan taggoslaymiz: ''m b, n 1 M cos?n

n
Demak, 4.4-teoremaga ko‘ra, berilgan gator ham uzoqlashuvchi. <

oo}

4.1.23-misol.
n:13

Yechilishi: » Berilgan gatorni yaginlashuvchi isin gator bilan

n=1

1
oo d o3 . 3-n
taggoslaymiz: ||m—:||m3T:I|m =1
n—mbn n—w nsw 3
3"—n

Demak, 4.4-teoremaga ko‘ra, berilgan gator ham yaginlashuvchi. <«
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4.1.24-misol. Z \/7 qator yaqinlashishini tekshiring.

Yechilishi: » Berilgan gatorni uzoglashuvchi Z\/— Zi/_ gator

4n%+n

_ _ a, s ont . 3n(@n®+n)
I|m—_I|m =lim ——==4.
bilan taqgoslaymiz: Mo, e 1 e 3 n?

o

Demak, 4.4-teoremaga ko‘ra, berilgan gator ham uzoqglashuvchi. <

Dalamber alomati

4.5-teorema. Agar Z;Un =U +U, +Us+...+U, +... mushat hadli
| <1 bo'lsa, gator yaginlashuvchi;
gatorda !lﬂl UJ“ =1, bunda | >1 bo'lsa, qator uzoglashuvchi;
" | =1 bo'lsa, gator yaqginlashishi anigmas
Dalamber alomatidan gatorning umumiy hadida ko‘rsatkichli funksiya
yoki faktorial gatnashgan bo‘lsa, foydalanish qulay.

4.1.25-misol. 1+%+%+ +ni+ gatorni yaginlashishga
tekshiring.
n o1
Yechilishi: » I—Ilm]/(;:l) —mn—ﬂzkl.
Dalamber alomatiga ko‘ra, berilgan gator yaginlashuvchi. <«
4.1.26-misol. 1+§+g+...+2n_1+... gator  yaginlashishini
tekshiring.
Yechilishi: »
n+1 n+1
- 2
jim Yot — g 206D 7L i 2041 _ i, (0EDENZD 2070l 2
n—oo u n—o00 n n—o0 n n—oo (2n +1)n n—oo 2n +nNn 2
2n-1 2n-1

Bu holda Dalamber alomati savolga javob bermaydi. Berilgan gator
uchun gator yaginlashishining zaruriy shartini tekshiraylik,

1

limu, =lim —#0.

e " now2n—1 2
Qator yaginlashishining zaruriy sharti bajarilmaydi, demak, berilgan
gator uzoglashuvchi. <«
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4.1.27-misol. 251 gatorni yaginlashishga tekshiring.
n=0
(n+1)!
U oGl . n+1)L5" . n+1
Yechilishi: » gmu—:ﬂ@;%:mﬁ:mT:w
5n

Dalamber alomatiga ko‘ra, berilgan gator uzoglashuvchi ekan. <«

Koshi alomati

4.6-teorema.  Agar D Uy =Uy +U, +Ug+...+U, +..mushat hadli
n=1

gatorda
| <1 bo'lsa, gator yaqginlashuvchi;
limy/u, =1, bunda | >1 bo'lsa, gator uzoglashuvchi;
I =1 bo'lsa, gator yaqinlashishi anigmas
: = n Y 1 (2) (3 noY :
- ==+ = | +| = |+t +...
4.1.28-misol. Z‘(Znﬂj 3 (5) (J (2n+1) qatorni

yaginlashishga tekshiring.
Yechilishi: » Koshi alomatidan

/ o n 1
I—Ilm,n/a =limn =lim =—<1
n—»o0 n—o ( n +1j n—o0 2n +1 2

Berilgan qator Koshi alomatiga ko‘ra yaginlashuvchi bo‘ladi. <

Qator yaqginlashishining integral alomati

4.7-teorema. Agar D U =U +U,+Us+...+U, +... gatorning hadlari
n=1

musbat va o‘smaydigan, ya’ni U =U,>U;>..>U,>.. bo‘lsa va f(x)
funksiya uchun f(@)=u, f(@2)=u,, f(@)=u,; .., f(n)=u,, ..tengliklar
o‘rinli bo‘lsa, u holda

1) agar jf(x)dx xosmas integral yaqinlashsa, 2.4, qator
1 n=1

yaqginlashuvchi,

2) agar jf(x)dx xosmas integral  uzoqlashsa, 2.4, gator
1 n=1

uzoglashuvchi bo‘ladi.
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4.1.29-misol. Z% gator yaginlashuvchimi yoki uzoglashuvchimi?

1,
?

Yechilishi: » |

X—0

=—Ilm(1— j 1 dan foydalanamiz.
Berilgan gator yig‘indisi [1«) oraligda yugoridan f(x)—— funksiya

bilan chegaralangan shakl yuzasiga teng bo‘ladi.
y

1.
08}
06}

04

02k

0 - - x
0 1 2 3 4 5 6 7

4.1-rasm. f(x) =% funksiya bilan chegaralangan shakl

4.1-rasmdan ko‘rish mumkinki, bu yuza asos uzunligi bilan balandlik
ko‘paytmasiga teng:
1 1 1
S==-1+5-1+—-1+..
2 S
1 1 1 1 1 ! |
;n—_—z §+¥+F+ ..<1+‘]|j?dle+l:2, ya ni ;F<2
Bundan berilgan gatorning yaginlashuvchi ekanligi kelib chigadi. <«

4.1.30-misol. iﬁ gatorni yaqinlashuvchanlikka tekshiring.
n=2

Yechilishi: » f(x)=——— funksiya ko‘rinishida yozib olamiz va

xIn x
xosmas integralni hisoblaymiz:
0 t
| X _ fim -2 ~ fim(In(in X)), = lim[In(Int) - In(In 2)] = oo
2x|nx t%oo XInx tow t—o

Integral alomatiga ko‘ra, berilgan gator uzoglashuvchi bo‘lib chiqdi. <

4.1.31-misol. ine’nz gatorni yaginlashuvchanlikka tekshiring.
n=0

Yechilishi: »  Qatorning umumiy hadini f(x)=xe™ funksiya
ko‘rinishida yozib olamiz va xosmas integralni hisoblaymiz:
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t (1 1 J 1
=liml =—=¢ —.
0 t—o0 2 2 2

Integral alomatiga ko‘ra, berilgan gator yaqginlashuvchi ekan. <«

0 t
Ixe’xzdx =lim [ xe dx = Iim(—%exz)j
0

t—oo t—owo
0

Umumlashgan garmonik gator

0

1
4.8-teorema. Agar k>0 bo‘lsa, u holda ZF gator p>1bo‘lganda
n=k

yaginlashuvchi, p <1 bo‘lganda esa uzoglashuvchi bo‘ladi.

[ee]

1
Hagigatan ham, fﬁdx integral p>1 bo‘lganda yaqinlashuvchi,
k

p <1 bo‘lganda esa uzoglashuvchi bo‘ladi.

4.1.32-misol. a) i% va

b) Z\/‘ gatorlarni yaginlashuvchanlikka tekshiring.

0

Yechilishi: » a) p=7>1, demak, Z% gator yaginlashuvchi;

:4

b)p— <1, demak, Z T gator uzoqlashuvchi. <

Mavzu yuzasidan savollar

Sonli gator deb nimaga aytiladi?

Qatorning yig‘indisi deb nimaga aytiladi?

Sonli gator yaginlashishining zaruriylik sharti ganday?

Garmonik va umumlashgan garmonik gator deb ganday gatorlarga
aytiladi?

Teleskopik gatorlar ganday bo‘ladi?

Geometrik gatorga ta’rif bering.

Musbat hadli gatorlarning yaginlashish alomatlarini sanang.
Tagqoslash va umumlashgan taqgoslash alomatlarini tushuntiring.
. Dalamber va Koshi alomatlarini ayting.

O Yaginlashishning integral alomati deganda nimani tushunasiz?

NP

H‘DPO.\‘.CD.U"
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MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR:

3, 5 (2n—1)! : : :
L 4o b=+ (atorni yaginlashishga
tekshiring.

: : . 1 2 3
2. Dalamber alomatiga asosan gatorni tekshiring: Stoptote LA

22 2° 2"

2

3. Koshi alomatiga asosan gatorni tekshiring: Z( n+1j

n+2
1 2 4 8 2"t
4

S A A TAL AT e gatorni yaginlashishga tekshiring.

5. Sonli gatorlarni yaginlashishga tekshiring:

) 2 D N9 g
TESTLAR

L 3,5 7
1. Qatorning yig‘indisini toping: 12t 29 916"

A) S=1; B)s=2; C) s=3; D) s=4.

: : L 2 4 6
2. Qatorning umumiy hadini toping: t—+t =+

5 9 13
n 2n n+1l 2n+1
A a=gm Bla=gg O a=g o D) asgT

3. Qatorning birinchi n ta hadining S, yigindisiga ... deyiladi.

A) gatorning yig‘indisi; B) hadlar ko‘paytmasi

C) hadlar ko‘paytmasi; D) qatorning n - xususiy yig‘indisi
4. Agar ... bo‘lsa, u holda gator yaginlashuvchi deyiladi.

A) xususiy yig‘indilarining chekli limiti mavjud bo‘lsa;

B) xususiy yig‘indilarning limiti mavjud bo‘lmasa;

C) xususiy yig‘indilarning limiti cheksiz bo‘lsa;

D) xususiy yigindilarning chekli limiti mavjud bo‘lmasa.

5. 25 - qator uchun

A) yaginlashishning zaruriy sharti bajarilmaydi;
B) yaginlashishning zaruriy sharti bajariladi;
C) n=0da zaruriy shart bajariladi;
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D) n=1 da zaruriy shart bajariladi.
4.1.4. Ishorasi almashinuvchi qatorlar. Leybnits alomati

i(—l)”‘lun =, — U, +Ug —U, +.c+ (D)™ U +... (4.5)

n=1
ko‘rinishdagi gatorga ishorasi navbat bilan almashib keladigan gator
deyiladi. Bu yerdau,,u,,u,,...,u,,... musbat sonlar.

Agar gatorning hadlari orasida musbatlari ham manfiylari ham
bo‘lsa, u holda bunday gator o‘zgaruvchan ishorali gator deyiladi.
U +U, +U; +...4+U +..

Bu yerda u,,u,,u;,...,u,,... lar har xil |shoraI| sonlar.

Ishorasi navbatlashuvchi qatorlar o‘zgaruvchan ishorali gatorning
xususiy holi hisoblanadi.
4.9-teorema (Leybnits alomati). Agar ishorasi navbat bilan

almashinib keluvchi Z(—l)n_lun qatorda
n=1

1) gatorning U, umumiy hadi n— oo da nolga intilsa, ya’ni
limu, =0;

2) qator hadlarining absolyut giymatlari kamayuvchi bo‘lsa, ya’ni
Uy >y >y >y > >uU, >

u holda bu qator yaqinlashuvchi bo‘ladi.
4.1.33-misol. i% gatorni yaginlashuvchanlikka tekshiring.

Yechilishi: » Qatorning Leybnits alomatini ganoatlantirishini
tekshirib ko‘ramiz:

i .1
‘ i i lima, =lim—==0 o‘rinli
1) qatorning &, umumiy hadi uchun fima, =lim — 0 o‘rinli.

2) %> ﬁ bundan a, >a,,, ekanligi, ya’ni qator hadlari kamayuvchi;

Bundan gatorning yaginlashuvchi ekanligi kelib chigadi. <

i% gatorga ishorasi almashinuvchi garmonik qgator deyiladi.

n=1

4.1.34-misol. z(

I yaginlashuvchanlikka tekshiring.

Yechilishi: » Qator yaginlashuvchanligining zaruriylik shartini
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tekshirib ko‘ramiz:

2 2
lima, =lim ——— = lim " J,;?_?:Iim(l— ! j:lio_
n—oo n—wo N + 7 noo nN°4+7 n—»o0 n-+7
Leybnits alomatining 1-shartini ganoatlantirmaydi. Bunday holda 2-
shartni tekshirib ko‘rishning keragi yo‘q, chunki gatorning a, umumiy

hadi n— o danolga intilmasa, gator uzoglashuvchi bo‘ladi.

Keling uzoglashuvchanlikka tekshirib ko‘ramiz:

n.2 2
i S e a2
limit mavjud bo‘lishi uchun ikkala limit ham mavjud bo‘lishi kerak.
Birinchi limit mavjud emas, chunki n juft bo‘lganda 1 ga, toq bo‘lganda
esa -1 ga intiladi. Shuning uchun umumiy limit mavjud emas. Bundan
qatorning uzoqlashuvchi ekanligi kelib chigadi. <
4.1.35-misol. i(_l) Jn
= n+5
Yechilishi: » (-1)"* ekanligi bizni xavotirga solmasligi kerak. Bu
yozuv ham n juft bo‘lganda -1 ni, toq bo‘lganda esa 1 ni hosil giladi.
Qator yagqinlashuvchanligining zaruriylik shartini  tekshirib

gatorni yaginlashuvchanlikka tekshiring.

o1
ko‘ramiz: |iman:|im£=|im n :limﬂ:o,
n—ow n—>acn+5 n—>ooE+§ R |
n n

Qatorning hadlari absolyut giymat bo‘yicha kamayuvchimi yoki
o‘suvchimi ekanligini tekshirib ko‘ramiz. Funksiya ko‘rinishida yozib

olamiz va hosila yordamida tekshiramiz: f(x) =X£+X5 bo‘lsa, u holda

x+5)  (x+5)7  2Jx(x+5)
x=5x=0, x=-5 nugtalarni topdik. Bu yerda x>0 shart ham
bor. Topilgan giymatlarni sonlar o‘qiga qo‘yib, oraliglarda funksiya
hosilasining ishorasini tekshiramiz:
+ _—
0 5
0<x<5 da funksiya o‘sadi, X=5 da kamayadi. Bundan gatorning
umumiy hadi ham 0<x<5 oraligda o‘sadi, Xx=5 oraligda kamayadi.

' 1

s
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Demak, gatorning dastlabki 5 ta hadi o‘sib boradi-da, keyingi hadlari
kamaya boshlaydi. Shuning uchun umuman olganda gator 2-Leybnits
shartini ganoatlantiradi, shuning uchun yaqginlashuvchi deb xulosa
qilamiz. <

4.3.3-misoldan ko‘rinadiki, ba’zan qatorning yaqinlashuvchi
ekanligini ko‘rsatish uchun bir gancha amallarni bajarish kerak. Keling
yana bitta misolni qarab chiqamiz.

4.1.36-misol. Z \/_ qatorniyaqinlashuvchanlikkatekshiring.

Yechilishi: » Berllgan gator ishorasi almashinuvchi gator, chunki
cos(nrz) =(-1)".

o0

Shunda gatorning ko‘rinishi

n=2

Leybnits alomatini tekshiramiz:

1) lima, = l'ﬂlT =0 zaruriylik sharti bajariladi;

n—oo

2) ﬁ > ﬁ bundan a, >a,,, qator hadlari kamayuvchi;

Bundan gatorning yaginlashuvchi ekanligi kelib chigadi. Ushbu
gatorda n butun son va m gatnashganligi uchun yagqinlashuvchi chiqdi,
agar n butun son bo‘lmasa va m qatnashmasa qatorni yaqinlashuvchi
ekanligiga kafolat berolmas edik. <

Agar Z\Un\ gator yaqginlashuvchi bo‘lsa, u holda Zun gatorga
n=1
absolyut yaqlnlashuvchl gator deyiladi.

Agar ZU gator yaginlashuvchi va Z\U | gator uzoglashuvchi

bo‘lsa, u holda berilgan gator shartli yaqmlashuvchl gator deyiladi.

4.10-teorema. Agar Zun gator absolyut yaginlashuvchi bo‘lsa, u
n=1

holda u albatta yaginlashuvchi bo‘ladi.
u, agar u,>0

Isboti: P ‘un‘:{_u agar u <0

modul ta’rifiga ko‘ra,
0<u, +u,| < 2u,| go*sh tengsizlikni yozish mumkin.
Agar 2 U] ni yaginlashuvchi deb faraz gilsak, u holda Y, 2u,| ham
n=1 n=1

203



yaqginlashuvchi bo‘ladi. Taqgoslash alomatidan foydalanib, DU+,
n=1

gatorning ham yaginlashuvchi ekanligi kelib chigadi.

Shunday qilib, D U, =2 U, +[u,|= 2. lu:| tenglik o¢rinli bo*ladi.
n=1 n=1 n=1

Ikkita yaginlashuvchi  qgatorlarning  ayirmasi Zun yana
n=1

yaqginlashuvchi bo‘ladi. <

Qatorning absolyut  yaginlashuvchiligi  yaginlashishning
“kuchlirog” ko‘rinishi hisoblanadi. Chunki, absolyut yaginlashuvchi
bo‘lgan gator albatta yaginlashuvchi bo‘ladi. Lekin yaginlashuvchi
bo‘lgan gator absolyut yaginlashuvchi bo‘lmasligi ham mumkin.

0 -

4.1.37-misol. ZS':gn

Yechilishi: » Ushbu gatorning ko‘rinishi ishorasi almashinuvchi
gatorga o‘xshamaydi, lekin bu gator ishoralari almashinib keladigan
gatordir:

2.sinn  sinl sin2 sin3

Z 3 = 3 T3 T T
~'n 1 2 3

|5|nn|

Bilamizki, —-1<sina<1 = sina|<1. Bundan <

3

i% umumlashgan garmonik gator yaginlashuvchi, tagqoslash alomatiga

ko‘ra, Z'S%n' gator ham yaginlashuvchi bo‘ladi. Shunday qilib, berilgan

I hamdir. «

gator is::sn
n=1
Agar ishorasi almashinuvchi gatorda hadlari o‘rinlarini almashtirib
yozsak, u holda gatorning yig‘indisi o‘zgarishi mumkin,

: 11 1 1 1 1 1
4.1.38-misol. 1_§+§_Z+§_€+7_§+"' gator yig‘indisini toping.
Yechilishi: » Aytaylik, berilgan gatorning yig‘indisi

1111111

T2t3Tats et et
bo‘lsin. Qator hadlarini har bir musbat haddan keyin ikkita manfiy had

: - . 1 1 1 1 1
turadigan gilib almashtiramiz: 1---——+--—-— + ...

Har bir musbat hadni undan keyin keladigan manfiy had bilan qo‘shamiz:
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1) 1 (1 1) 1 11 11 1/, 1 1 1
1-=|-=+|=-=|-= Foa=——F =4 ==|1-=+==-=+...|=2S
(2}4(36}8 2 4 6 8 2(234)

Natijada hadlari berilgan qator hadlarini %ga ko‘paytirishdan hosil
bo‘lgan gatorga ega bo‘lamiz. <«

Absolyut va shartli yaginlashuvchi gatorlarning xossalari:

a) Agar gator absolyut yaqginlashuvchi bo‘lsa, u holda bu gator
hadlarining o‘rni har gancha almashtirilganda ham  u absolyut
yaqginlashuvchi bo‘lib golaveradi, bunda qatorning yig‘indisi uning
hadlari tartibiga bog‘lig bo‘lmaydi (bu xossa shartli yaginlashuvchi
gatorlar uchun o‘rinli bo‘Imasligi mumkin);

b) Agar gator shartli yaqginlashuvchi bo‘lsa, u holda bu gator
hadlarining o‘rinlarini shunday almashtirish mumkinki, natijada uning
yig‘indisi o‘zgaradi va almashtirishdan keyin hosil bo‘lgan qator
uzoglashuvchi gator bo‘lib golishi ham mumkin.

4.1.39-misol. i% gatorni yaqginlashuvchanlikka tekshiring.

Yechilishi: » Dalamber alomatidan foydalanish uchun
(_1O)n (_1O)n+1 (_1O)n+1

u, = va u,, = = hadlarini yozib olamiz.
n 42n+l(n+1) 1 42(n+1)+1((n+1)+1) 42n+3(n+2) y
(_10)n+l
2n+3 _
jim Ut _ i 47 (02| -100n+D)|_5 _,
ey nox (=10) | 16(n+2) | 8
47" (n+1)

Bundan gator absolyut yaginlashuvchi ekanligi ko‘rinadi. <

4.1.40-misol. i(_zg)nmn gatorni yaginlashuvchanlikka tekshiring.

Yechilishi: » Dalamber alomatini go‘llaymiz:
9n+l
lim Upa =lim (_2)n+2n(n +1)

n—o un n—o 9

(_2) n+l n

Qator uzoqlashuvchi. «
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Mavzu yuzasidan savollar:

1. Ishorasi almashinuvchi gator deb ganday gatorga aytiladi?

2. Absolyut yaginlashuvchi gator deganda nimani tushunasiz?

3. Shartli yaqinlashuvchi qator ta’rifini ayting.

4. Absolyut va shartli yaginlashuvchi gatorlarning ganday xossalarini
bilasiz?

5. Ishorasi almashinuvchi gator hadlarining o‘rni almashtirilsa,
gatorning yig‘indisi o‘zgaradimi?

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR

1
n+5

1. i(—l) " gatorni yaginlashishga tekshiring.

2. 2(—1) ﬁ gatorni yaginlashishga tekshiring.

3. 1——+———+...+(_l)n_1

tE it gatorni yaqginlashishga tekshiring.

o0

5.2.(-1)"

n=1

gatorni yaqginlashishga tekshiring.

n*+3
TESTLAR

1
T2 3 T (1)
A) qgator uzoqlashadi;
B) gator yaginlashadi;
C) gator shartli yaginlashadi;
D) qgator yaginlashishini aniglab bo‘lImaydi.

+... qatorni yaqginlashishga tekshiring.

2. 1—?+3—2—4—2+...+(_?;_ +... qatorni yaginlashishga tekshiring.

A) qator uzoqglashadi;
B) gator absolyut yaqinlashadi;
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C) gator shartli yaginlashadi;
D) qgator yaginlashishini aniglab bo‘Imaydi.

n—-1

3. Z gatorni yaginlashishga tekshiring.

A) qator uzoglashadi;

B) gator absolyut yaginlashadi;

C) gator shartli yaginlashadi;

D) qator yaginlashishini aniglab bo‘lmaydi.

(1)’ cos 22
4, znz—+13 gatorni yaginlashishga tekshiring.
A) qgator uzoqglashadi;
B) gator absolyut yaginlashadi;
C) qator shartli yaginlashadi;

D) qator yaginlashishini aniglab bo‘lmaydi.

5. Agar i|an| gator yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda o‘zgaruvchan

ishorali Za qator ..

A) absolyut yaginlashuvchi bo‘ladi;

B) shartli yaginlashuvchi bo‘ladi;

C) vyaginlashuvchi ham, uzoglashuvchi ham bo‘lishi mumkin;
D) uzoglashuvchi bo‘ladi.
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4.2-§. Funksional qatorlar. Darajali gatorlar, yaginlashish radiusi
va yaqginlashish sohasi

4.2.1. Funksional gatorlar. Tekis yaqinlashish. Veyershtrass alomati

Hadlari x o‘zgaruvchining funksiyalaridan iborat bo‘lgan
u () +u, (x)+ .. +u, (x)+... (4.6)
qatorga funksional qator deyiladi.

Agar o‘zgaruvchi X ning aniq bir qiymatini olsak, ya’ni X=X, deb,
uni (4.6) ga qo‘ysak (X)) +U, (%) +...+U,(X) +... sonli gator hosil bo‘ladi.

Demak, o‘zgaruvchi X ga har xil son qiymatlar berish bilan har xil
yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi bo‘lgan sonli qatorlar hosil qilish
mumkin ekan.

Agar (4.6) gator X ning X,, X, X,,.., X, aniq son giymatlarida
yaqinlashuvchi bo‘lsa, uholda X ningbu X,, X, X,,..., X, son giymatlar
to‘plamiga (4.6) ning yaqinlashish sohasi deyiladi.

4.2.1-misol. 1+ x> +x*+...+ X" +... funksional qatorning
yigindisini va yaginlashish sohasini toping.

Yechilishi: » Berilgan gatorning hadlari mahraji ¢=x bo‘lgan
geometrik progressiyani tashkil giladi. Shunga ko‘ra, uning yaqinlashishi
uchun |x/<1 bo‘lishi kerak, ya’ni —1<x<1. U holda (-11) oraligda

gatorning yig‘indisi i ga teng. Shunday qilib, (-1,1) oraligda berilgan

qator S(x) = ﬁ funksiyani aniqlaydi, bu esa qatorning yig‘indisidir, ya’ni

1
= =1+ XX+ X"+ <

1-X
(4.6) gatorning dastlabki » ta hadi yig‘indisini S, (x) bilan belgilaymiz:
S, () = u,(X)+u,(x)+...+u,(x) (4.7)

Agar Lmsn(x): S(x) chekli limit mavjud bo‘lsa, u holda (4.6)
funksional gatorga yaqinlashuvchi qator, S(x)ga esa uning Yyig‘indisi
deyiladi. Agar lims,(x) limit mavjud bo‘lmasa yoki cheksiz bo‘lsa, (4.6)

funksional qatorga uzoqlashuvchi gator deyiladi.
Agar bu qator X ning biror qiymatida yaqinlashsa, u holda
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S(x) =S, (x)+r (x)

bo‘ladi, bu yerda S(x)- qatorning yig‘indisi r,(x)=u,.,(X)+U,.,(X)+...
qatorning qoldig‘i deyiladi.

X ning barcha qiymatlari uchun qatorning yaqinlashish sohasida
lim S,(x)=S(x) munosabat o‘rinli, bundan lim[s, (x)-s(x)]=0 deyish
mumkin, shu sababli limr, (x)=0, ya’ni yaqinlashuvchi qatorning
qoldig‘i » — - da nolga intiladi.

Agar ixtiyoriy ¢ musbat son uchun ¢ ga bog‘liq, shunday N(¢)>0
son topilib, barcha » > N da ko‘rsatilgan sohaga tegishli X lar uchun

r,(x)= ‘S(x) -S (x)‘ <&

tengsizlik bajarilsa, (4.6) gator ko‘rsatilgan sohada tekis yaqinlashuvchi
qator deyiladi.

4.11-teorema (Veyershtrass alomati). Agar (4.6) funksional
qatorning hadlari biror [a,h] sohada absolyut qiymati bo‘yicha
yaqinlashuvchi musbat ishorali  biror ¢ +¢, +...+¢, +... gatorning mos
hadlaridan katta bo‘lmasa, ya’ni  |u,(x)|<c, (n=123,...) bo‘lsa, uholda
berilgan funksional qator [a,5] sohada tekis yaqinlashadi.

sin’ x sin?2x sin? nx
+...+

4.2.2-misol. ot Tt — +... funksional gator X
n
ning gqanday giymatlarida yaginlashuvchi?
Yechilishi: p  Sx sm 2x s, ginksional qator x

5 RN
ning barcha haqiqiy qiymatlarida tekis yaqinlashadi, chunki barcha x va
sin’ nx

3
n

n larda

1 o e 1] 1
<— tengsizlik o‘rinli. Froy et qator esa
n n

yaqinlashuvchidir. <
4.2.3-misol. i% qatorni yaqinlashishga tekshiring.

Yechilishi: » Veyershtrass alomati bu gator uchun bajarilmaydi,
chunki berilgan qator shartli yaqinlashuvchi va x>0 lar uchun i Jlr
=11 T X

qator uzoqlashuvchi. Berilgan qatorni tekis yaqinlashuvchiligini
ko‘rsatish uchun Leybnis teoremasidan foydalanamiz. Berilgan qator
o‘zgaruvchi ishorali va x>0 da absolyut qiymatlari bo‘yicha monoton

kamayuvchi va n-hadi » = da nolga intiladi. Shu sababli, gator [0,0)

yarim o‘qda yaqinlashuvchi va qator qoldig‘i uchun |, (x) <

n+l+x
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1 1
x>0 da |r,(x)| < — 7 gacega bo‘lamiz va Imjl =0 bo‘lgani uchun

qator tekis yaqmlashuvchl. <
Tekis yaqinlashuvchi funksional gatorning xossalari

Tekis yaginlashuvchi funksional qatorlar uchun funksiyalarning
chekli yig‘indisi xossalarini tatbiq qilish mumkin.

1° Agar u,(x)+u,(x)+..+u,(x)+.. funksional qatorning har bir hadi
[a,b] kesmada uzluksiz bo‘lib, bu funksional qator [a,5] kesmada tekis
yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda qatorning yig‘indisi S(x) ham shu
kesmada uzluksiz bo‘ladi.

4.2.4-misol. f(x)= Z(xz + %} funksiyani aniqlanish sohasini toping
n=1

va uzluksizligini tekshiring.
Yechilishi: » Berilgan funksional gatorni Koshi alomatiga ko‘ra
yaginlashish sohasini topamiz:

lim » (xz +lj :lim(x2 +lj=x2.
n—>0 n n—»0 n

Shu sababli qator x> <1 da yaqinlashuvchi, x* >1 da uzogqlashuvchi,
ya’ni qator (-1,1) oraligda yaqinlashuvchi. x=%1 nuqtalarda

uzoqlashuvchi, chunki lim(1+%) =e#0, qator yaqinlashishining

zaruriylik sharti bajarilmaydi.

Funksiyani uzluksizligini tekshiramiz. Buning uchun gatorni
O<a<1 bo‘lgan ixtiyoriy |- a,a] kesmada tekis yaqinlashuvchi
ekanligini ko‘rsatamiz.

0<a<b<1 sonolamiz va shunday N topiladiki, n> N da a + T <b

\/1;) < (a + %j <b*" tengsizlik
bajariladi.

Ravshanki, > +5* +b° +...+b>" +...qator [~ a,a] da yaqinlashuvchi
(chunki bu qator mahraji 5° <1bo‘lgan geometrik progressiya), shu
sababli berilgan qator tekis yaqinlashuvchi. Demak, f(x) funksiya [~ a,a]
kesmada uzluksiz. a (0<a<1) ning ixtiyoriyligidan f(x) funksiya (-1,1)
oraligda uzluksiz.

U holda |x]<a lar uchun (xz + %)

IA
[
=
+
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20 (Qatorni hadlab integrallash). Agar u, (x)+u,(x)+...+u,(x)+..
funksional qatorning har bir hadi [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lib, bu
funksional gator [a b] kesmada tekis yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda

j S(x)dx = j u, (x)dx + j w, (x)dx + ...+ j u, (x)dx +... +

tenglik o‘rinli bo* Iadl

4.25-misol.  1-x*+x*—..+(=1)"x> +... funksional gatorning
yig‘indisini toping.

Yechilishi: > Berilgan gator |x|<1 da tekis yaginlashuvchi va

uning yig‘indisi S() = ! -
+x
gacha hadlab integrallaymiz va quyidagi qatorga ega bo‘lamiz:

3 5 2n+l

Xdx—szdx+Xx4dx—...+ -1 nXxzndx+...= - X (1
-([ -[ -('; D ! 3 " 5 Y 2n+1

Bu qator |x|<1 da tekis yaqinlashadi va uning yig‘indisi quyidagiga teng:

X

j S(x)dx =

= arctg| =arcigx ,
0
Shunday qilib, |x/<1 da tekis yaq1nlashuvch1
3 5 2n+1

X X
arctex =x——+——...+ (-1
g 33 (D"

2n + 1
qatorga ega bo‘ldik. <

3% (Qatorni hadlab differensiallash). Agar[a, 5] kesmada hosilalari
uzluksiz funksiyalardan tuzilgan u,(x)+u,(x) +...+u,(x) +...funksional qator
shu kesmada yaqginlashuvchi va yig‘indisi S(x) bo‘lsa, u holda uning
hadlari hosilalaridan tuzilgan u,'(x)+u,'(x)+...+u,'(x)+... qator ham tekis
yaqinlashuvchi bo‘lib, yig‘indisi S'(x) bo‘ladi.

3 5 2n+1
X

. X X
2. -misol. gx=x——+——...+(-1" +
4.2.6(a)-misol. B arcigx=x 3 (-1 >

. qatorni

qaraymiz. Tenglikni har ikki tomonini X#0 ga hadlab ko‘paytiramiz:

4 6 2n+2
x-arctgx:xz—%+%— +(-1"

on+l
Tenglikning o‘ng tomonida biror gator turibdi. Shu qatorni hadlab
differensiallab, quyidagini topamiz:

3 5 2n+l1
4x N 6x () (2n+2)x N
2n+1
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2n+12 2

Dalamber alomatiga ko‘ra fim 2t = fjm|-22+1

n—wo n—0 2n 20-1
n X
2n—1
Shunday qilib, gator absolyut yaqinlashuvchi va barcha \x\<1 lar

uchun tekis yaqginlashuvchi bo‘ladi.
Demak, berilgan gatorning hosilalaridan tuzilgan gator berilgan
gator yig‘indisidan olingan hosilaga yaginlashadi:
5 =2x—4i+6i—...+(—1)" @ne2)x™ - +
1+x 35 2n+1

x| <1 da tekis yaginlashuvchidir. <

_ lim 2(n+1)(2n-1) RN

oo (2p+1)°

arctgx +

4.2.2. Darajali qatorlar. Abel teoremasi

ian(x—xo)" =a,+a (X—X) +a,(X—%,)* +...+a, (X=X%,)" +... (4.8)

ko‘rinishdagi funksional gatorga darajali gator deyiladi.
X, =0 Dbo‘lganda x ning darajalari bo‘yicha yoyilgan darajali gatorga

ianx”=a0+a1x+a2x2+...+anx”+... (4.9)

n=0
ega bo‘lamiz.
Buyerda a,, a, a,,..,4,,...0°zgarmas sonlar bo‘lib, darajali gatorning
koeffitsiyentlari deyiladi. Darajali gatorlar funksional gatorning xususiy
holidan iborat.
Har ganday darajali gator x=Xx, nugtada yaginlashuvchi bo‘ladi,

chunki bu holda (4.9) gator a,+a,-0+a,-0°+...+4a,-0"+... ko‘rinishda sonli
gatorga aylanadi va lims, (0)=lima, =a, bo‘ladi.

4.12-teorema (Abel teoremasi). Agar > ax" darajali gator x
n=1

ning x=x, (x,#0) giymatida yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda X ning
[X| <|%,| tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha (—|%,.|X|) giymatlarida (4.9)-
darajali gator absolyut yaginlashuvchi bo‘ladi.

Natija: Agar (4.8) darajali qator x=Xx, da uzoglashuvchi bo‘lsa,
u holda x ning |x>|x,| tengsizlikni qanoatlantiruvchi hamma
giymatlarida uzoqlashuvchi bo‘ladi.
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Abel teoremasi darajali qatorning yaqinlashish va uzoqlashish
nuqgtalarining joylashuvi haqida mulohaza yuritish imkonini beradi.
Hagigatdan, agar X=X, nuqgta yaginlashish nugtasi bo‘lsa, u holda
(~%|.|x])  oraligning hammasi absolyut yaginlashish nugtalari bilan
to‘ldirilgan. Agar X=X, nuqta uzoglashish nugtasi bo‘lsa, u holda |x|
dan o‘ngdagi cheksiz yarim to‘g‘ri chizigning va -|x| dan chapdagi
cheksiz yarim to‘g‘ri chizigning hammasi uzoglashish nuqtalaridan iborat
bo‘ladi (4.2-rasm).

Qator absalyut yaginlashuvchi
Qatx\ /\ ﬁator
uzoglashuvch uzoqlashuvct;i
X

- i 0 ult A

4.2-rasm. Qarotning yaginlashish va uzoglashish oraliglari

Bundan shunday R son mavjudligi va [X|<R da absolyut yaginlashish,

X >R da esa uzoglashish nugtalariga ega bo‘lishi kelib chigadi. Shunday
qgilib, darajali gatorning yaginlashish sohasi markazi koordinatalar
boshida bo‘lgan oraligdan iborat (4.3-rasm).

a, +aX, +a,x +...+a,x +.. darajali gatorning yaqinlashish sohasi
deb, shunday (-R, R) oraliqga aytiladiki, bu oraligning ichidagi har
ganday x nugtada gator yaginlashadi va shu bilan birga absolyut
yaqginlashadi, oraligdan tashgarida yotuvchi X  nuqtalarda gator
uzoglashadi. R soni darajali gatorning yaqinlashish radiusi deyiladi.

Qa‘;or absol

Qator uzoglashuvchi R 0 R \Qator uzoglashuvchi

4.3-rasm. Qarotning yaqinlashish radiuslari

t aqinlashuychi

»

Oraligning chetki nuqtalarida, ya’ni x=R va x=-R nuqtalarda
berilgan qatorning yaqinlashishi yoki uzoqlashishi masalasi har bir qator
uchun alohida hal gilinadi.
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Ba’zi qatorlar uchun yaqinlashish intervali nuqtaga aylanib qoladi,
u holda R=0 bo‘ladi; ba’zilari uchun esa butun Ox o‘gini gamrab oladi,
ya’ni R =oobo‘ladi.

Darajali gatorning yaginlashish radiusini aniglash uchun formula
keltirib chigaramiz, ya'ni (4.9) darajali gator hadlarining absolyut
giymatlaridan tuzilgan

0

2.

n=.

musbat hadli gatorni garaymiz. (4.10) gatorni Dalamber alomatiga ko‘ra
yaqinlashishga tekshiramiz:

un+1(x)
u, (X)

a,x"

:|ao|+|a1x|+‘a2x2‘+...+

a,x"

+... (4.10)

n+1
an+1 - X

a, X

an+1
an

=lim

n—o0

lim
nN—oo

=[x|-lim

n—oo

n

mavjud bo‘lsin.
1) agar \x\-l<l—>\x\<% bo‘lsa, gator yaginlashuvchi,

2) agar |x|-I>1—>|x|>% bo‘lsa, gator uzoglashuvchi bo‘ladi.
Demak, (4.9) darajali gator XE(—:I—L %j oraligda absolyut yaqginlashuvchi

va XG(—oo;—%ju (%ﬁwj oraligda uzoqglashuvchi bo‘ladi.

Yugoridagilardan xG(—% %j oralig (4.9) qatorning yaginlashish
_ e 1 . 1|a,
oralig‘i ekanligi kelib chiqadi: R:I:Ml 2 |
n+1

Bu (4.9) darajali qgatorning yaginlashish  radiusini topish
formulasidir.
xe(-R ,R) oraliqga (4.9) darajali qgatorning yaginlashish oralig‘i
deyiladi.

Eslatma:

1) Agar R=0 bo‘lsa, (4.8)-gator x=0 dan tashqari barcha
nugtalarda uzoglashuvchi bo‘lishi mumkin.

2) Agar R— bo‘lsa, uholda xe(—x;+x) da (4.8) gator absolyut

yaginlashuvchi bo‘ladi.

3) i c,(x—a)" =c,+c,(Xx—a)+C,(x—a)’+...+c (x—a)" +...

n=1
umumlashgan darajali gatorning yaqinlashish oralig‘i
x-a]<R<>-R<x-a<R<a-R<x<R+a
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dan iborat bo‘ladi.
Yaginlashish oralig‘ini aniqlash uchun Koshi alomatidan ham

1
; P R=—
foydalanlsh mumkin: i ,—

n—oo

2X (2x) (2x)
4.2.7-misol. — 5 3

yaginlashish orallg ini toping.
Yechilishi: » Dalamber alomatidan foydalanamiz:

—..+(-1)

it % +... darajali gatorning

n 2n+1
an :(_1)n+l'2_ ’ an+1 :(_1)n+2 =
n n+1
Bundan R=lim| 2| =jim 2D _ Ly, n+d 1
el noo  n.2"" 2n—)oo n 2

Demak, XE[_%, %j yaginlashish oralig‘i bo*ladi.

Oraliqg chetlarida gator o°zini ganday tutadi?
x=1 da 1—1+%—% . gatorga ega bo‘lamiz, bu qator Leybnits alomatiga
ko‘ra yaginlashuvchi, chunki quyidagi shartlarni ganoatlantiradi:

a) 1>1>1>1>...>1>...
2 3 4 n
b) I|m|u|—I|m1=£:0.

Nn—o0 n—oo n o0

x:—% da —1—%—%—%—... gatorga ega bo‘lamiz, bu garmonik gator bo‘lib,

uzoglashuvchi.

Shunday qilib, gator yaqginlashish oralig‘i quyidagicha: XE(—%, ﬂ <

4.2.8-misol. Ushbu Z

n=1 +X

funksional gatorning yaginlashish

oralig‘ini toping.
Yechilishi: » Dalamber alomatidan foydalanib topamiz:

lu,(x) XX |x (L+x").
Ilm— =lim 2n+2 ° 2n+2 |1
ool U (X) | el X2 L X m 1+X

X- !1+x ”_)

a) xe(-1,1) da lim

Nesoo 2n+2

1+ X :‘X"

Bu holda berilgan funksional gator (-1,1) da yaginlashuvchi bo‘ladi.
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b) xe(—w0,~1)U(l,+)da lIm ———~=

X
bo‘lib, funksional gator x e(—o,-1)U(l,+) da yaginlashuvchi bo‘ladi.
V) x=+1 oraliq chetlarida berilgan funksional gator mos

o0

rawshdaz Z%sonli gatorlarga aylanadi va ular uzoglashuvchi

n 1 n=1
bo‘ladi. Shunday gilib, garalayotgan gatorning yaginlashish oralig*i
R\{~1,1}=(-o0,-1)uU(-1,1)u(l,+x) bo‘ladi. <
o0 2n

4.2.9-misol. Z; G

darajali gatorning yaqinlashish oralig‘ini va

radiusini toping.
Yechilishi: » Koshi alomatidan foydalanamiz:

2n 2

:X—<1
-3 3

<3 = <3 = ‘X‘<\/§.

Demak, vyaginlashish radiusi R=+/3, yaginlashish oralig‘ini
topamiz: —+/3 <x<+/3. Oraligning chetki nuqtalarida tekshiramiz:

J3)?" J3
X =—/3 daz((s)) ;(((3)” nZ;,( N 3n—Z( )" qator

n=1

n—oo

| =limy

n—oo

n

uzoglashuvchi;

( 3) i(—l)n gator uzoglashuvchi. Bundan

berilgan gatorning yaqmlashlsh oralig‘i —+/3 < x <+/3 ekanini bildiradi <

Absolyut yaqginlashuvchi darajali gatorning xossalari:

1°. Agar darajali gator xe(-R, R) intervalda yaginlashsa, u holda

bu intervalning hamma nugqtalarida qator yig‘indisi uzluksiz funksiyadir;
2°. Yaginlashish intervalining barcha ichki nugqtalarida darajali
gatorni hadma-had differensiallash mumkin;
3%, Darajali qatorni ixtiyoriy xe[a;b]c (-R,R) oraligda hadma-
had integrallash mumkin.
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4.2.10-misol. f(x)=

yozing va uning yaqginlashish oralig‘ini toping.

I darajali gator ko‘rinishida

Yechilishi: » Geometrik gatorni esga olaylik: Zaq =4 bu

gator \OI\ <1 da yaginlashuvchi. Aksincha, \Q\ >1 da gator uzoqlashuvchl
bo‘ladi. Faraz gilaylik, a=1 va g=x bo‘lsin. U holda geometrik gatorni

1
boshgacha yozish mumkin: ZX — \X\<1 Bundan quyidagini hosil

1 n n - - - -
dilamiz: 5= Z( X*)" —Z( "™ Yaginlashish oralig"i

X <1 bo‘ladi. <

4.2.11-misol. i(_i#(ms)” gatorning yaginlashish oraligini

toping.
Yechilishi:  » Yaginlashish oralig‘ini topish uchun Dalamber

alomatidan foydalanamiz:

(n+1)-(x+3)"™

| — 1l _ i 4 |(n+1) (x+3™ 4" | i +3)] <1
ool @ | oo ne(X+3) nﬂw‘ 4" n»oo| 4 |
s
x+3<4
—-4<x+3<4
-7<x<l1

(-7;1) yaginlashish oralig‘i ekanini anigladik, endi oralig chetlarida
gator o‘zini ganday tutishini tekshiramiz.
x=-7 nugtada gatorni yaqginlashishga tekshiramiz:

> ey =S S ey - S Ry 4 = 3 =S

n=1 n=1 n=1

mn o demak x=-7 nuqtada gator uzoqlashuvchl
Endi x=1 nuqtada gatorni yaginlashishga tekshiramiz:

>E gy =3 El e =3y,
,!Lft.l(—l)"“ limitdan x=1 nugtada ham gator uzoglashuvchi ekanligi kelib

chigadi. Shunday qilib, gatorning yaginlashish sohasi -7<x<1, ya’ni
(-7,1) oraligdan iborat. <«
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n

4.2.12-misol. i%(4x—8)” gatorning yaginlashish oralig‘ini toping.

n=1
Yechilishi:  » Yaginlashish oralig‘ini topish uchun Dalamber
alomatidan foydalanamiz:
2" (4x-8)"™*
A =lim n+1
a,| ™ 2"(4x-8)"
n

2n+1(4x_8)n+1 . n |_
n+1 2"(4x-8)

| =1im

nN—o0

I|m|2(4x 8) <1

nN—o0

|4x—8|<E = —1+8<4x<1+8
2 2 2

15 17 15 17
? 4X<E = — < X< —

X =% da gatorni yaginlashishga tekshiramiz:

S L5e2 403547

-1 N
(-1)"
n

lim
n—o

, demak x=§ da gator yaginlashuvchi;

Endi x:% da gatorni yaginlashishga tekshiramiz:

00

22_n(4x—8)”_22nn(4 %—8jn iz( j Z—

1 N ) 1 N n1 N

dan x=% da ham qator yaginlashuvchi ekanligi kelib chigadi.

Shunday qilib, gatorning yaginlashish sohasi %SXS%, ya’'ni [185 187}
oraligdan iborat. <«

4.2.3. Teylor va Makloren qatorlari

y = f(x) funksiya @ nuqtada va uning biror atrofida uzluksiz va a
nuqtada istalgan tartibda hosilaga ega bo‘lsin. U holda y= f(x)
funksiyani darajali qator ko‘rinishida tasvirlash mumkin va aksincha,
ya’ni har doim hosil bo‘lgan darajali qatorni berilgan y = f(x) ko‘rinishida
tasvirlash mumkin:

f(X)=c,+¢ - (x—a)+C,-(Xx—a)’ +..4+C, - (x—a)" +... (4.11)
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Endi y= f(x) funksiyaning darajali qator koeffitsiyentlari bilan qanday
bog‘langanligini ko‘ramiz. (4.11) da x=a deb olsak, f(a)=c,
ekanligini topamiz. Faraz qilaylik, y= f(x) funksiyani yaqinlashish
intervali a nuqtaning biror atrofida bo‘lsin, u holda qgatorni bu atrofda
hadma- had differensiallash mumkin, ya’ni

f'(X)=c, +2¢,(Xx—a)+...+n-c,(x—a)"* +... (4.12)
(4.12) da x=a desak f'(a)=c, bo‘ladi.
f'(x)=2-c,+2:3-c;(x—a)+..+n-(n=1)-c,-(x—a)"* +... (4.13)
f'(a)

(4.13)da x=a desak f'(a)=2c,=c, = o1

f'(x)=2-3-¢,+2:3-4-¢,(x—=@) + ... +N(N=1)Yn—=2)-C, (x—2) "> +... (4.14)
(4.14) da x=a desak, Teylor koeffitsiyenti quyidagicha topiladi:
(n)
f(@)=2-3-c, = cS:fT@,..., cn:fT(a) (4.15)

(4.15) Teylor koeffitsiyentlarini (4.11) ga qo‘yamiz.
(n)
f(x)=f(a)+f (a)(x— a)+f2( )(x a)’ +.. +fn—@(x—a)”+... (4.16)

(4.16) formula y=f(x) funksiyani @ nuqtaning atrofidagi Teylor
qatori deyiladi.

y=f(x) funksiya Xx=a nuqtada (n+1) - tartibgacha hosilalarga ecga
bo‘lsa, u holda quyidagi Teylor formulasi o‘rinlidir:

f(x)=f(a)+ ()(x a)® + ()(x )’ +...+ (nn)()(x a)"+R, (X),

f D [a+0(x-a)]
(n+1)!
shaklidagi qoldiq hadi deyiladi.
a=0 da Teylor formulasining xususiy holi - Makloren formulasi
hosil bo‘ladi:

f(x)= f(0)+

(x—a)"* (0< <) bo‘lib, Lagranj

bu yerda R,(X)=

f'(0 f"(0
1() 2(!)X2+
f " (6x) N
(n+D)!

y=f(x) funksiya & nugta atrofida istalgan marta
differensiallanuvchi bo‘lsa va bu nuqgtaning biror atrofida lim R, (x) =0

n—o0

7O 0 4 g (v,
n!

bu yerda R (X)= (0<6<1]).

bo‘lsa, Teylor va Makloren formulalaridan
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f!

’2(!a) (x—a)*+...+ ()

n!

f(x)= f(a)+ f'(la) (x—a)+

1 (x—a)"+....

va

f(x)=f(0)+ f'(0)x+ () x2+...+mx“+....
1! 2! n!

gatorlar hosil bo‘ladi. Bularning birinchisi Teylor gatori, ikkinchisiga
Makloren qgatori deyiladi. Bu gatorlar x ning limR,(x)=0 bo‘ladigan
giymatlarida y= f(x) ga yaginlashadi.

a nugtani oz ichiga oluvchi biror intervalda istalgan n uchun
f®()[<M, (M biror musbat son) tengsizlik bajarilsa, limR(x)=0
bo‘ladi va y = f(x) funksiya Teylor gatoriga yoyiladi.

4.2.13-misol.  f(x) =e* funksiyani darajali gatorga yoying.

Yechilishi:» (9= @)+ Dy @ IO, (417)

1! 2! n!
Makloren gatoriga yoyishda istalgan x uchun quyidagi hosilalarni
topamiz:

f'(x)=¢",
f"(x)=¢",

fO(x)=¢",...
x=0 deb f(0)=1 f'(0)=1 f"(0)=4 .., f™(0)=1,..
Bularni Makloren gatoriga qo‘yib,

) X 2 3 n
e =1l+—+—+—+..+—+... (-O<X<+m)
1 2 3 n!

ni hosil qilamiz. Oxirgi tenglikdan x=1 desak,

bo‘lib, e soni gator yig‘indisi ko‘rinishida ifodalanadi. Bundan foydalanib
e sonining taqribiy giymatini istalgan darajadagi aniglikkacha hisoblash
mumkin. <«

4.2.14 - misol.  f(x) =sinx funksiyani darajali gatorga yoying.

Yechilishi: ~ » f(x)=sinx funksiyani (4.17) gatoriga yoyishda
istalgan x uchun quyidagi hosilalarni topamiz:
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f'(x) =cosx,
f"(x) = -sinx,
f"(x) = —cos X,
f"V(x)=sinx,....
Bundan f(0)=0, f'(0)=1, f"(0)=0, f"(0)=-1, f"V(0)=0, ...
bo‘lib, bularni Makloren gatoriga qo‘ysak,

3 5 7 X2n—1
SiNX=X——+———+.+(-)"——
31 51 71 (2n —1)l
hosil bo‘ladi. Bu gator istalgan x uchun yaginlashuvchi —oo < x < +o0.
Oxirgi gatorni hadlab differensiallasak,

2 4 6 2n72 2n

X n-1
COSX:].—E-FZ—E ( ) (2 _2)| ( ) (2 )'

gator hosil bo‘ladi, bu f(x)=cosxfunksiya uchun Makloren gatori
bo‘ladi. «

Qatorlarning tagribiy hisoblashga tatbiqglari

4.2.15-misol. ~ cosx ning yoyilmasidan foydalanib cos18° ni
0,001 aniqglikkacha taqribiy hisoblang.
Yechilishi: » cos x funksiyaning gatorga yoyilmasidan foydalanib,

0 V4 1(zYV 1(n)
cosl8 =cos—=1—-——| — | +—| — | —...
10 21110 4110

gatorni hosil gilamiz.

T

2 4
Z* _031416: | = | =0,09870: | Z | =0,00974
10 10 10

va é(%) <0,0001 bo‘lganligi uchun, tagribiy hisoblashda gatorning

birinchi uchta hadi bilan chegaralanamiz, demak
cos18% ~1— 0’092870 + 0’020274 yoki co0s18° ~0,9511. «

4.2.16-misol.  §/11 ni 0,0001 aniqlikkacha taqribiy hisoblang.
1
Yechilishi: » g1 =1+01)5 deb, binomial gatordan foydalansak:
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<L = 1+ 01)° - 1+5 y(y 75 Us Vg0 y'(%_gl?'(%_z)o,oopr

+...=1+0,02—0,0008+0,000048—....
bo‘ladi. To‘rtinchi had 0.000048 < 0.0001 bo‘lganligi uchun, hisoblashda
birinchi uchta hadini olib, hisoblaymiz:
211 ~1+0,02 —0,0008 =1,0192 . <

4.2.17-misol. 3130 ni 0,001 aniglikkacha taqribiy hisoblang.
Yechilishi: »  5° soni 130 ga eng yagin butun sonning kubi
bo‘Iganligi uchun 130 =5° +5deb olish qulay bo‘lib,

1 (721
3/130 =3/5° +5 =3 53(1+i) :5(1+i)3 :5(1+%0,04+%0,0016+

(73( 1)( 2))
yy y 0,000064 +....) = 5+—02500016+5§ -0,000032-...

oxirgi gatorda to‘rtinchi had 0,001 dan kichik bo‘lganligi uchun, birinchi
uchta had bilan chegaralanamiz:
/130 ~5+0,0667 —0,0009 ~ 5,066. <

4.2.18-misol.  In1,04 ni 0,0001 gacha aniglikda taqribiy hisoblang.
Yechilishi: » In(1+x) funksiyaning darajali gatorga yoyilmasidan
foydalanib,
0,04 0,04 0,04

In(L+0,04) =0,04 ———+ — +..,
2 3 4

yoki
In1,04 = 0,04 —0,0008 + 0,000021 - 0,00000064 +...
gatorni hosil gilamiz, hamda uchinchi had 0,0001 dan kichik bo‘lganligi
uchun birinchi ikki hadni hisobga olib hisoblaymiz: In1,04~0,0392. «

Mavzu yuzasidan savollar:
1. Funksional gator deb nimaga aytiladi?
2. Funksional gatorni yaginlashish sohasi deb nimaga aytiladi?
3. Funksional gatorning yaqginlashish radiusi deb nimaga aytiladi?
4. Yaginlashish sohasi bitta nugtadan iborat gqatorga misol keltiring.
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5. Funksional gator uzoglashuvchiligini ganday izohlaysiz?
Yaginlashish alomatlari funksional gatorlarda qanday ishlatiladi?
Makloren va Teylor formulalari ganday bo‘ladi?

Teylor gatori deb ganday gatorga aytiladi?

Qanday funksiyalarni Teylor gatoriga yoyish mumkin?

. Makloran gatori formulasini yozing.

© © 00N>

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR

1. i% darajali gatorning yaginlashish sohasini toping.

o0

2.

n=1

3. y=In(1+ x) funksiyani Makloran gatoriga yoying.

o0

4.3 (-1 X" qatornlng yig‘indisini toping.

n=1

5. sin32%ni 0.001 aniglikda taqribiy hisoblang.

TESTLAR
1. Z Ocrd)" darajali gatorning yaqginlashish sohasini toping.

7(2n-1)!
A) (0,+x) B) (~o0,+x) C) (-11) D) [-11]
2. Zn!x”‘l darajali gatorning yaginlashish sohasini toping.

A)  (0,+x) B) (~o0,+x) C) (-11) D) [-11]

= (x=3)" T - - - T
3. z; (v darajali gatorning yaginlashish sohasini toping.

A) (24] B) (24 C (1) D) [1]

4. y=sinx funksiyani Makloran gatoriga yoyilmasini toping.

A) Z(_l)nﬂ(z)::;)! B) Z ™ 2);+11).
C) g(_l)znﬂ% D) Z nl x2" ;)'

A) -In(1-x)  B) In(1-x) C) -In(1+x) D) In(1+x)
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4.3-§. Furye gatori va uning tatbiqglari

4.3.1. Ortogonal va ortonormal funksiyalar sistemasi

b

Agar [ 0,000, (x)dx =0 (m#n) (4.18)

a

shart bajarilsa,  funksiyalarning {o,(x)} : @(x), ¢,(x),.. ¢,(x) cheksiz

sistemasi [a;b] kesmada ortogonal sistema deyiladi.
b

Ushbu a0 = | 02 (x)elx (4.19)

ifodaga ¢,(x) funksiyaning normasi deyiladi.

4.3.1-misol. (-z,x) oraligda f(X)=sin5x va ¢(X)=cos2x
funksiyalarning ortogonalligini tekshiring.

Yechilishi: » Berilgan funksiyalar ko‘paytmasini (- z,~) oraligda
integrallaymiz:

j C0s 2X - sin 5xdx :%j (sin7x+sin3x)dx = {—%cos?x—%cowx = —i(cosh)—cos?;r) -

. 14 »

it/ -

—%(COSSﬁ—cos&r) =0-0=0.

4.3.2-misol. (—%, %72’) oraligda f(x)=sin2x va ¢(x)=sin4x

funksiyalarning ortogonalligini tekshiring.
7

Z” 27
Yechilishi: » jsinZﬂ-sin4xdx: Isin2ﬂ-sin4ﬂdx:O. <
™ 0

4
Ortogonal  funksiyalar sistemasiga misol qilib [—m, 7] da
aniglangan 1; cosx; sinx ; cos2X;sin2x;...;cosnx; sinnx ;...
trigonometrik funksiyalar sistemasini Ko‘rsatish mumkin.

1) jl-cosnxdx:isinnx
n

7. =0

—-7T

2) _[ 1-sinnxdx = —lcos nx
n

", =0:
3) j COS NX - COS MXdX = % _[ [cos(n +m)x +cos(n—m)xJdx =0-

7T 7T
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4) I cosnx-sinmxdx =0

5) j sinnx-sinmxdx =0
1) - 5)tengliklardan (4.18) shart o‘rinli ekani kelib chigadi.

6) ]T.lzdx =X

F=2r#0

7) J‘cos2 nxdx = j (1+cos2nx)dx = 7 # 0

1
2
a " _ 1 B
8) _J;sm nxdx_EJ; (L—cos2nx)dx =z # 0

6)-8) formulalar (4.19) shartdir.
Biz [—m,m] da trigonometrik funktsiyalar sistemasi ortogonal
ekanligini ko‘rsatdik. 6)-8) lardan

| 1]=v27, |eosnx|=vz,  [sinnx|=V7
ekanligi ko‘rinib turibdi.
Ortogonal funksiyalar sistemasi bilan birga ortonormal funksiyalar
sistemasini ham garash mumdkin.

b
Agar I 97 (x)dx =1 ho‘lsa, uholda {p,(x)} funksiya sistemasi [a;b]da

normallangan sistema deyiladi.
{p,(x)} cheksiz funksiyalar sistemasi ortogonal va normallangan,
¢ 0, agar m=#n

ni X)- @, (X)dx =
ya'ni J (%) 9 (%) {1’ agar m=n

kesmada ortonormallangan sistema deyiladi.

[—m, w]da ushbu

X  TX 2mx 21X nmwx = Nmnx
1; COS—; sin—=; C0S——; sin——;...; cosS——; sin——;.....

umumlashgan ortogonal trigonometrik funksiyalar sistemasini qaraymiz.

y=f(x) funksiya R=(-o,+w) to‘plamda berilgan bolsin.
Ma’lumki, shunday T eR\{0} son topilsaki, ¥xeR da f(x+T)=f(x)
tenglik bajarilsa, y= f(x) davriy funksiya, T =0 son esa uning davri
deyiladi.

Agar y = f(x) davriy funksiya bo‘lib, T =0 son uning davri bo‘lsa,
kT sonlar (k==1,+2,...) ham shu funksiyaning davri bo‘ladi.
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Agar f(x) va g(x) davriy funksiyalar bo‘lib, T =0 ularning davri

bo‘lsa, £(x)+g(x) . f(x)-g(x) | % (g(x)=0) funksiyalar ham davriy
bo‘lib, ularning davri ham T ga teng bo‘ladi.

Aytaylik, y= f(x) davriy funksiya bo‘lib, uning davri T bo‘Isin.
Agar bu funksiya grafigining tasviri [a,a+T] oraligda (aeR) ma’lum
bo‘lsa, uni birin — ketin  x=a+kT (k=%1,+2,...) vertikal to‘gri
chizigga nisbatan simmetrik ko‘chirish natijasida y = f(x) ning (=0, + )
dagi grafigini hosil gilish mumkiny(:1.4-rasm):

VAVAVAVAVAVE

=27 =T o T 2T ar x

4.4-rasm. Davriy funksiya

Bu jarayonni [a,a+T] da berilgan funksiyani g +T ga davriy davom
ettirish deb yuritiladi.

Shuni ta’kidlash lozimki, T davrli y=f(x) funksiya [a,a+T] da
uzluksiz bo‘lsa, uni a+T ga davriy davom ettirishdan hosil bo‘lgan
funksiya (uni ham y=f(x) deymiz) a+T da uzluksiz yoki bo‘lakli
uzluksiz (ya’ni x=a+kT nugtalarda uzilishga ega bo‘lib, boshqga barcha
nuqgtalarda uzluksiz) bo‘lishi mumkin.

4.3.3-misol. f(x)=2,/x@-x) funksiyani [0,1] da berilgan. Uni
a+T oraliugda davriy davom ettirishdan hosil bo‘lgan funksiya grafgini
chizing.

Yechilishi: »  f(x)=2/x(1—x) funksiya grafigini [0,1] oraliqda
chizamiz va uni a+T da takrorlaymiz, ushbu davriy funksiya a+T da
uzluksiz bo‘ladi (4.5-rasm):

-2 -1 0 1 2 3
4.5-rasm. Davriy funksiya <
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4.3.4-misol. [-1,2] da berilgan f(x)=x? funksiya grafigini
chizing va a+T da davriy davom ettiring.

Yechilishi: »  f(x)=x* funksiya grafigini [-1,2] kesmada
chizamiz. Hosil bo‘lgan grafikni a+T da davriy davom ettiramiz, natijada
hosil bo‘lgan funksiya a+T da bo‘lakli uzluksiz bo‘ladi (4.6-rasm):

M

4.6-rasm. f =x? funksiya grafigini davriy funksiyaga aylantirish <

4.1-lemma. Agar y= f(x) davriy funksiya, uning davri T bo‘lib,
[a,a+T] da integrallanuvchi bo‘lsa, u holda

a+T b+T

[ £0Jdx = [ £(x)dx, (beR)
a b
bo‘ladi. Ushbu f(x)= Asin(ax + £) funksiyani garaylik, bunda A,a,8 —

haqiqiy sonlar. Bu davriy funksiya bo‘lib, uning davri 1 _2z (@ #0) ga
(04

teng. Hagigatan,
f(x+27[j = Asin[a(x+2”j+,3j = Asin(ax + f+27) = Asin(ax + ) = (x)-

a a
Odatda, f(x)= Asin(ax + f) funksiyaga garmonika deyiladi.
Garmonikaning grafigi y =sinx funksiya grafigini Ox va Oy o‘glar
bo‘yicha gisish (yoki cho‘zish) hamda Ox o‘qgi bo‘yicha surish natijasida
hosil gilinadi. Garmonikani quyidagicha ham yozish mumkin:

f(x)= Asin(ax + )= A(cosaxsin 3 +sin axcos )=
= Asin - cosax + Acosf - sinax =acosax + bsin ax,

bunda a=Asing , b=Acosp.
Aksincha, f(x)=acosax +bsinax funksiya garmonikani ifodalaydi:
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f(x)=a005ax+bsinax=\/a2+b2[ 8 Cosax+ L sinaxJz
Va® +b? a’ +b?

= A(sin fcosax + cos Bsin ax) = Asin(ax + )

bunda, va?+b*=A, 2 _sing b =Cosf3.

va® +b? " Ja? +b?
4.3.2. Ortogonal funksiyalar sistemasi bo‘yicha funksiyalarni
Furye qatoriga yoyish
Har bir hadi u,(x)=a, cosnx + b, sin nx (n=0,1,2,...)

garmonikadan iborat ushbu
% +(a, cos X+, sin x)+...+(a, cosnx+b_ sinnx)+...=

- 4.20
:&+Z(an cos nx + b, sin nx) (4.20)
n=1
funksional gatorga trigonometrik gator deyiladi. Bunda
a,,a,,b,a,,b,,...,a,,b ...
sonlar trigonometrik gatorning koeffitsiyentlari deyiladi.

Aytaylik, y = f(x) funksiya [- 7, z] da berilgan bo‘lib, u shu oraligda
integrallanuvchi bo‘lsin. Bu oraligda funksiyani trigonometrik gatorga
yoyish mumkin bo‘lsin:

f(x) :%+Zn:(ak CoS NX + b, sinnx) (4.20%)
k=1

U holda gator koeffitsiyentlarini aniglaymiz. a, koeffitsiyentni

topish uchun tenglikni har ikki tomonini [~ z,z] da integrallaymiz:
[ f00ax= | %dx+ | 3" (8, c0s X -+ b, sin nx)dx -
-7 - _7k=1

T

- T
+(a, sinnx—b, cosnx)” =7,

7T

Tﬂf (X)dx =%

Demak, =i f f(x)dx ga teng. (4.21)

Endi, k=0 ning biror giymatida a, koeffitsiyentni topish uchun
(4.20%) tenglikning ikkala qisminicoskxga ko‘paytiramiz va hosil
bo‘lgan ifodani -~ dan 7 gacha hadlab integrallaymiz:
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j f(x)cos kxdx = %’ Icos kxdx + ZLan jcos nx cos kxdx + b, j sin zx coS kxdx]
- - n=1

(1)-(8) formulalarga ko‘ra, o‘ng tomondagi a, integraldan boshqga
hamma integrallarning nolga teng ekanini ko‘ramiz.

V4

Demak, If(x) coskxdx =a, _[cosz kxdx=a r

1 T
bundan a4 =— jf (x)coskxdx  ni topamiz. (4.22)

b, koeffitsiyentni topish uchun (4.20%) tenglikning ikkala gismini

sinkx ga ko‘paytiramiz va hosil bo‘lgan tenglikni —~ dan 7 gacha hadlab
integrallaymiz:
| £(x)sin kxdx = “70 [ sin foxdte + Z(an [ cos mxsin ko + b, [ sinnxsin kxdx]
- - n=1 -z -
(1)-(8) formulalarga ko‘ra, o‘ng tomondagi b, koeffitsiyentli
integraldan boshqa hamma integrallarning nolga teng ekanini ko‘ramiz.

Shunday gilib, |/ (x)sinkedx=b, [sin® kxdx = b,

1 7 )
bundan b, =— [ /(x)sinkdx (4.23)

(4.21), (4.22) va (4.23) formulalar bo‘yicha aniglangan
koeffitsiyentlar 27z davrli f(x) funksiyaning Furye koeffitsiyentlari
deyiladi. Shunday koeffitsiyentli (4.20*) trigonometrik qator esa f(x)
funksiyaning Furye qatori deyiladi: f(x)~ a_20 + i(an cosnx + b, sinnx).

n=1

Endi biz dastlabki qo‘yilgan savolga gaytaylik, ya’ni f(x)funksiya
qanday shartlarni ganoatlantirganda bu funksiya uchun tuzilgan
trigonometrik (Furye) qatori yaqinlashuvchi bo‘lib, yig‘indisi f(x)
funksiya bo‘ladi.

f(x)funksiyani [a,b] kesmada bo‘lakli monoton deyiladi, agarda
bu kesmalarning har birida f'(x) funksiya monoton bo‘lsa, ya’ni har birida
fagat kamayuvchi, yoki faqgat o‘suvchi bo‘lsa.

Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada uzilishga ega bo‘lsa, uzilish
nuqtalari @,x,,x,,....x,, bda faqat 1-tur uzilishga ega bo‘ladi. Qo‘yilgan
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savolga, ya’ni f(x) funksiya Furye qatoriga yoyilishining yetarli shartiga
quyidagi Dirixle teoremasi javob beradi.

4.3.5-misol. Ushbu f(x)=e* (~z<x<z,a#0) funksiyaning
Furye gatorini toping.

Yechilishi: » (4.21) , (4.22) va (4.23) formulalardan foydalanib,
berilgan funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini hisoblaymiz:

a, = i_je‘”dx = a—lﬂ(e“” —e*“”)z a—ZﬂShO{?I,

17 1 acosnx+nsinnx . |° 1 2a
an:—Je“Xcosnxdx:— ———e" =(-1) = ——=shaz, (n=12,...),
Vs a“+n . T oa“+n

1% . 1 asinnx—ncosnx _.|" 421 2n
bn:—fe”“smnxdx: " =(-17 = ——shar, (n=1,2,.)
i a’+n . T at+n

Demak, f(x)=e* funksiyaning Furye gatori quyidagicha bo‘ladi:

f(x)=e” ~ a_20 + i(an cosnx + b, sinnx) =

n=1
. <
2shar| 1 & (-1) )
=== —+ > ———(acosnx—nsinnx)
T |20 pqa+n

4.3.3. 2r davrli funksiya uchun Furye gatori.
Dirixle teoremasi

Faraz qilaylik, y=f(x) funksiya [-z,z]| da berilgan juft funksiya
bo‘lib, u shu oraliqda integrallanuvchi bo‘lsin. Bu funksiyaning Furye
koeffitsiyentlarini topamiz:

:—j f (x)cosnxdx = {j f(x cosnxdx+jf cosnxdx}
0

:—jf X )cosnxdx (n=0,1,2,...),

0

:—jf smnxdx——{jf S|nnxdx+jf smnxdx}

T

— [ f(x smnxdx+jf smnxdx}— (n=1,2,...).
0

o
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Demak, juft f(x) funksiyaning Furye koeffitsiyentlari
:—jf X )cosnxdx (n=0,1,2,...)

b, =0 (n=1,2,..)

n

bo‘lib, Furye gatori f(x)~ a2° +ia cosnx bo‘ladi.

n=1

Aytaylik, y= f(x) funksiya [- z,z] da berilgan toq funksiya bo‘lib,
u shu oraligda integrallanuvchi bo‘lsin. Bu funksiyaning Furye
koeffitsiyentlarini topamiz:

:—j f(x cosnxdx_—{f f(x cosnxdx+jf cosnxdx}

0
1
T

h =L
T

n

f (x)cosnxdx — f(x)cosnxdx}zo (n=0,1,2,...),

_—y Oy

0
f (x)sin nxdx=1{f f (x)sin nxdx+ff X)sin nxdx}

72-—7[ 0

3

=3ﬁ £ (x)sin nxdx} (n=12,..).

Demak, toq y = f(x) funksiyaning Furye koeffitsiyentlari
=0, (n=01.2,..),

b, :E][f(x)sin nxdx , (n=12,..)

o
bo‘lib, Furye qatori  f(x)~ 3 b, sinnx bo*ladi.
n=1

4.3.6-misol. Ushbu f_(x):xz, (-7 <x<x) juft funksiyaning

Furye gatorini toping.
Yechilishi: » Avvalo berilgan funksiyaning Furye koeffitsiyent-

larini topamiz:

=—IX2dX—g7z2
7T 3
_—jx cosnxdx_g 2 sinnx|” _ jxsm nxdx =
Ty T n ‘0 Nz
4 [ xcosnx|® 1% n 4
= — _ d = —1 T :1,2,...
m( L njc:osnx x] (-1) - (n )

Demak, f(x)=x* funksiyaning Furye gatori
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2
f(x)=x2~ " a3 (-1 2
3 1 n’
4.3.7-misol. Ushbu f(x)=x, (~z<x<z) toq funksiyaning
Furye gatorini toping.
Yechilishi: »  Berilgan funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini

bo‘ladi. <«

hisoblaymiz:
T T n-1
b, =—jxsm nxdx = E[— xcosnx)- l'[cosnxde _2=Y) .
7y n n |, ny n
Demak, f(x)=x funksiyaning Furye gatori quyidagicha bo‘ladi:
f(x)~ i(—l)”*%sin nx. <
n=1

[-1,1] oraligdagi berilgan funksiyaning Furye qatori
Faraz qilaylik, f(x) funksiya [-1,1] oraligda (I >0) berilgan bo‘lib, y
shu oraligda integrallanuvchi bo‘lsin.

Ravshanki, ushbu t = % x almashtirish natijasida [-1,1] oraliq [- z, 7]

oraligga o‘tadi. Agar f(x)= f(ltj:(p(t). deyilsa, ¢(t) funksiya [-7,7]
T

oraligda berilgan va shu oraligda integrallanuvchi funksiya bo‘ladi. Uning
Furye gatori ¢(t)~ a—2° + i(an cosnt + b, sinnt)

n=1

== j(p (t)cosntdt (n=0,1,2,..)
bo‘lib, -
b, == j(p(t)sin ntdt (n=1,2,..)
72-*72'

bo‘ladi. Endi t:%x bo‘lishini e’tiborga olib topamiz:

q)(zxj ~ a—;+2(ancosn|£x+bnsin nlzx) :

I n=1

|
a, :%jgo(zx)cosnlzxdx , (n=0,1,2..))

b, j( jsmnlxdx . (n=1,2..)

Natijada berilgan f(x) funksiyaning Furye qgatori quyidagicha
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F(x)~ 20 4 i(am cosnl—ﬂx +b, sin n_;zxj

2 o I
bo‘lib, bunda
I
a, =%jf(x)cosnTﬂde (n=0,1,2..)
e
b, :%jf(x)sinnl—”xdx (n=1,2..)
|
ga teng.

4.3.8-misol.  Ushbu f(x)
gatorini toping.

Yechilishi: »  Yuqoridagi formulalardan foydalanib, f(x)=e¢*
funksiyaning Furye koeffitsiyentilarini topamiz:

e* (-1<x<1) funksiyaning Furye

1
a,=[e*dx=e—e™,
-1
1

. 1
N nzsinnzx —cosnax
a, = [e* cosnmxdx = e

] 1+ n27z'2 1
1 ; e—e’
=—= 2(ecosnyz—e 1cosn7z)=(—1)”ﬁ (n=1,2,...),
1+n°x 1+n°x
1 : 1
$inN7zx — Nz CoSN X
b, = [e* cosnzxdx = — ef| =
1 l1+n“xm -1

1 _
:ﬁ(emzcosmwnne 1cosnyz)z 5
1+n°x 1+n°x

g e—e’
Z(—l)n 1m (n:1,2,...).

N

Demak, f(x)=¢" (-1< x<1) funksiyaning Furye gatori
-1 . _q\n _q\n+l
e -2"% | (e - e‘l)z (—1)cosn7r + Ln;rsin n7x

2 “=l1+n°2? 1+ n?r?

bo‘ladi. «

Furye qatorining Yyaginlashishini isbotlashda muhim bo‘lgan
lemmalarni keltiramiz.

4.2-lemma. Agar ¢(x) funksiya [a,b] da integrallanuvchi bo‘lsa, u

holda
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p—

b
lim [o(x)sin pxdx =0,

b
lim [¢(x)cos pxdx =0
po 7
tengliklar o‘rinli bo‘ladi.
Agar [a,b] oraligni shunday
ao.ai]. [a.a,]. ... [a,1.8,]  (a5=2,a,=b)
bo‘laklarga ajratish mumkin bo‘lsaki, har bir (a, ,a, ;) (k=0,1,2,...,n—1)

oraligda f(x) funksiya uzluksiz bo‘lib, x=a, nugtalarda chekli

o‘ng f(a, +0) (k=0,1,2,...,n-1),

va chap f(a, —0) (k=0,1,2,...,n)

limitlarga ega bo‘lsa, f(x) funksiya [a,b] da bo‘lakli-uzluksiz deyiladi.
Yugoridagi lemma ¢(x) funksiya [a,b] oraligda bo‘lakli uzluksiz

funksiya bo‘lgan holda ham o‘rinli bo‘ladi.
4.2-lemmadan quyidagi natija kelib chigadi.

Natija. Agar f(x) funksiya [-z,7] oraliqda bo‘lakli uzluksiz bo‘lsa,
uning Furye koeffitsiyentlari n — < da nolga intiladi:

lim a, = lim 1 [ f(x)cosnxdx =0,

N—0o0 n—o 71 -

lim b, = lim 1 [ f(x)sinnxdx =0.

noe " g Y
Furye qatorining yaginlashuvchiligi. Agar har bir (a ,a.,) da
(k=0,1,2,...,n-1) f(x) funksiya differensiallanuvchi bo‘lib, x=a,
nugtalarda chekli o‘ng f'(a, +0) (k=0,1,2,...,n-1),
va chap f'(a, —0) (k=0,1,2,...,n)
hosilalarga ega bo‘lsa, f(x) funksiya [a,b] da bo‘lakli-
differensiallanuvchi deyiladi.
4.13-teorema (Dirixle teoremasi). 2z davrli f(x) funksiya [- 7, 7]
oraligda bo‘lakli-differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda bu funksiyaning

Furye qatori f(x)~ a—2° + i(ak coskx+ b, sinkx) [-7,7] da yaginlashuvchi
k=1

f(x+0)+ f(x-0)
2

bo‘lib, uning yig‘indisi ga teng bo‘ladi.

4.3.9 -misol. Ushbu f(x)=cosax (—-z<x<zm,azneZ)
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funksiyani Furye gatoriga yoying va uni yaginlashishga tekshiring.
Yechilishi: »  Bu funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini topamiz.
Qaralayotgan funksiya juft bo‘lgani uchun b, =0  (n=1,2,3,...) bo‘lib,

a, = %jcosaxcosnxdx = [[cos(a—n)x + cos(a + n)x]dx =
0 0

:sinazz(_l)n[ 1,1 }

7 a+n a-n
bo‘ladi. Demak,
f(x)~Sinaﬂ l+§:(—1)”( 1 jcosnx.
7~ |la 3 a+n a-n
Agar f(x)=cosax (-7<x<m,azneZ) funksiya uchun

teoremaning shartlarini bajarishini e’tiborga olsak, unda

cosax:S'naﬁF+i(—l)”( 1 +chosnx}
T )

a a+n a-n

f (x)=cosax (-z<x<m,azneZ) funksiya yoyilmasini topamiz.
Oxirgi tenglikda x=0 deyilsa,

T 1 nf 1 1
=—+) (-1 +
sinar a nz_‘i( ) (a+n a—nj

bo‘lishi kelib chigadi. <

Mavzu yuzasidan savollar:

1. Funksiyalarning ganday sitemasiga ortogonal sistema deyiladi?

1. Funksiyalarning ganday sitemasiga ortonormal sistema deyiladi?

2. Davri2zbo‘lgan funksiyalar uchun Furye koeffitsiyentini yozing.

3. Dirixle sharti nima? Dirixle teoremasini ayting

4. [-r,z] kesmada juft funksiyalar uchun Furye koeffitsiyentlari
ganday bo‘ladi?

5. [-7,7] kesmada toq funksiyalar uchun Furye koeffitsiyentini keltirib
chigaring.

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR:

1. [Fzz]da  f(X)=sin7x va  @(x)=cos3x  funksiyalarning
ortogonalligini tekshiring.
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2. [-7,7]da f(x)=sinx va  @(x)=cos3x  funksiyalarning
ortonormalligini tekshiring.

3. f(x)=x funksiyani [-z,z| kesmada Furye gatoriga yoygandagi b,
koeffitsiyentini toping.

4. f(x)=x* funksiyani [-z,z] kesmada Furye gatoriga yoygandagi b,
koeffitsiyentini toping.

5. f(x)=x*va ¢(x) =cos3x funksiyalarning ortogonalligini tekshiring.

TESTLAR

1. f(x)=x funksiyani [-7z] kesmada Furye gatoriga yoygandagi b,
koeffitsiyentini toping.
A) 2/3 B) 1/3 C)1 D) 3
2. f(x)=x? funksiyani [-7z,z] kesmada Furye gatoriga yoygandagi «,
koeffitsiyentini toping.

AES B (DD C) () D) (-2

3. f(x)=sinx funksiyani [o;ﬂ kesmada kosinuslar bo‘yicha
yoyilmasidagi a, koeffitsiyentini toping.
A 2 B) 7 c) 2 D) Z

4. f(x)=x funksiyani [-z,z] kesmada Furye gatoriga yoygandagi b,
koeffitsiyentni toping.
n+12 ni1 N n+l2
A)(D™S B) (D™D C) @™
5. f(x)=x funksiyani [-z,z] kesmada Furye gatoriga yoygandagi a,
koeffitsiyentini toping.
A 3 B) 1 C)2 D)0

D) (—1)”%
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V BOB.

KO‘P O‘ZGARUVCHILI
FUNKSIYALAR

5.1. Ikki argumentli funksiyaning aniglanish sohasi, grafigi,
limiti va uzluksizligi

5.1.1. Ko*p o‘zgaruvchili funksiyalar hagida umumiy
tushunchalar. Ko‘p argumentli funksiyani aniglanish sohasi

Amaliyotda bir o‘zgaruvchili funksiyalar bilan birga ikki va undan
ortiq o‘zgaruvchili funksiyalar bilan ham ish ko‘riladi, bunday miqdorlar
bog‘lanishlarida birining sonli giymati boshga bir nechtasining sonli
giymati bilan aniglanadi. Oddiy misol, to‘g‘ri to‘rtburchakning yuzasi
uning tomonlari uzunliklariga bog‘liq ravishda o‘zgaradi (ikki
o‘zgaruvchi), parallelepipedning hajmi esa uning uchala girrasining
o‘lchovlari o‘zgarishi bilan o‘zgaradi (uch o‘zgaruvchili). Bosib o‘tilgan
yo‘Ini esa tezlik hamda vaqt funksiyasi sifatida qarash mumkin. Bunday
bog‘lanishlarni ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar tushunchasini Kiritish
bilan tushuntirish mumkin.

R® fazoda biror D to‘plamning bir-biriga bog‘liq bo‘lmagan
ixtiyoriy (x, y) hagigiy sonlari juftligiga biror qoidaga ko‘ra E to‘plamdagi
bitta Z hagigiy son mos go‘yilgan bo‘lsa, D to‘plamda ikki X vVa'y
o‘zgaruvchilarning z funksiyasi aniglangan deyiladi.

Ikki o°zgaruvchining funksiyasi quyidagicha belgilanadi:

z=f(x,y).

Bunda x, y erkli o‘zgaruvchilar, Z esa funksiya deyiladi.

D to‘plam funksiyaning aniglanish sohasi, E to‘plam giymatlar
to‘plami deyiladi.
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. / b flxy)
0 ——— 0~
x — x. v, 0)

5.1-rasm. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning aniglanish va giymatlar sohasi

Demak, ikki o‘zgaruvchili funksiyada har bir juft hagigiy songa
koordinatalar sistemasida bitta nugta mos qo‘yilar ekan (5.1-rasm).

Ikki o‘zgaruvchili funksiyalar ham bir o‘zgaruvchili funksiyalar
kabi 4 xil usulda berilishi mumkin: ular — analitik usul, geometrik (grafik)
usul, jadval usuli yoki so‘z bilan tasvirlash usuli.

Ikki o‘zgaruvchili funksiya analitik usulda berilganda oshkor
z = f(x,y) shaklda yoki oshkormas F(X,Y,z)=0 shaklda beriladi:

1) z =In(x*> + y*> —2) funksiya oshkor shaklda berilgan;

2) 2?2 +3x° +1g y =0 funksiya oshkormas shaklda berilgan.

3) xX*+y*+7°=R® sfera tenglamasi ham ikki o‘zgaruvchili
funksiyaning oshkormas shakliga misol bo‘la oladi, uni oshkor shaklga
o‘tkazilsa, quyidagicha bo‘ladi: z = +\/R? —x2 —y?2.

Ikki o‘zgaruvchili funksiya geometrik usulda berilganda, uning
tasviri fazoda tenglamasi z = f (x,y) bo‘lgan sirtni ifodalaydi.

1) z=x*+y’ funksiya fazoda paraboloidni ifodalaydi (qo‘lda va
Maple dasturi yordamida chizilgan, 5.2-rasm):

5.2-rasm. z = x*+y® funksiya grafigi
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3) z=x*-y? funksiya fazoda egarni tasvirlaydi (5.3-rasm):

5.3-shakl. z = x*—y* funksiya grafigi

4) z=(x’y+1)* funksiya grafigi (5.4-rasm):

Ikki o‘zgaruvchili funksiya jadval usulida quyidagicha berilishi
mumkin:
X: X2 [QO|01[11 10

ogf D)oo (L
2lo1] Voo ¢/
X'10{0 |[@[D o
1¥1)|c|o @O

5.1.1-misol. f(x,y)=6-3x-2y funksiya grafigini chizing.

Yechilishi: » Berilgan funksiya z=6-3x-2y yoki 3x+2y+z=6
tekislikni ifodalaydi. Bu tekislikning koordinata o‘qlari bilan kesishish
nuqtalarini topish uchun quyidagicha ish tutamiz: Ox o‘qini kesib o‘tgan
nuqtasini topish uchun y=2=0 deb olamiz va x =2 ni aniglaymiz, ya’ni
(2,0,0). Xuddi shuningdek, (0,3,0) va (0,0,6) nugtalarni topamiz (5.5-
rasm).
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\‘\
A\ {0, 3,0

g &\.

:2'0-/0;""" il v
X ‘ 4

5.5-rasm. f(x,y)=6-3x—2y funksiya grafigi

\\;'

5.1.2-misol.  f(x,y)=9-x*-y* funksiya grafigini chizing.

Yechilishi: » Berilgan funksiyani z=y9-x’-y* ko‘rinishda yozib
olamiz.

i 'i‘). 0, 3)
"4

= 0

(3, U.V’ ‘ “'\‘

¥

5.6-rasm. f(x,y)=9-x*-y* funksiya grafigi

U sfera bo‘lib  x*+y*+z°=9, aniglanish sohasini topish uchun
9-x*-y*>0 yoki x*+y’<9 deb olamiz. Demak, berilgan funksiyaning
aniglanish sohasi markazi koordinatlar boshida, radiusi 3 ga teng bo‘lgan
doiradan iborat, qiymatlar sohasi esa E(z) =[0,3] bo‘ladi (5.6-rasm). <

5.1.2. Ikki va ko‘p o‘zgaruvchili funksiya limiti

Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning limiti tushunchasini berishdan
oldin, berilgan nuqgtaning & - atrofi tushunchasini kiritamiz.
P, (X0, Yo) Nugtaning & atrofi deb, koordinatalari quyidagi shartni

ganoatlantiruvchi P(x, y) nugtalar to‘plamiga aytiladi:

YO+ (y-yo) <6 (5.1)
Ushbu belgi P va P, nugtalar orasidagi masofani bildiradi.
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Demak, P, nugtaning & atrofi deganda markazi P, nuqtada radiusi
S bo‘lgan doiraning ichida yotuvchi barcha P nugtalarni tushunamiz.

Fazodagi nugtaning & atrofi — markazi P,(x,,Y,.Z,) nuqgtada radiusi
S bo‘lgan sharning ichki nuqtalari bo‘ladi.

N o‘lchovli (n>3) fazoda P,(x,X,,.,X,) nugtaning & atrofi ham
shunga o‘xshash aniglanadi.

Ikki o‘zgaruvchili z = f(x,y) funksiya P, nugtaning biror atrofida
aniglangan bo‘lsa (P, nugtada aniglanmagan bo‘lishi ham mumkin) va
ixtiyoriy &>0 uchun shunday &> 0 topilsaki, p(P,P,) = /(x—%,)2 +(y—y,) <
tengsizlikni  ganoatlantiruvchi  barcha P(x,y) nugtalar uchun
|f(x,y)— Al <e tengsizlik bajarilsa, A o‘zgarmas son z= f(x,y)
funksiyaning P — P, dagi limiti deyiladi va
lim f(P)=A yoki x"jg f(xy)=A (5.2)

PR
Y—Yo

kabi belgilanadi.

Uch va undan ortig o‘zgaruvchi funksiyasining limiti ham
yugoridagiga o‘xshash aniglanadi.

Limitning ta’rifidan kelib chigadiki, A son z = f(x,y) funksiyaning
limiti bo‘lsa, |f(x,y)—A ayirma x-—x,,»—> ¥, da cheksiz kichik
miqdor bo‘ladi. Uch va undan ortig o‘zgaruvchi funksiyasining limiti ham
yuqoridagiga o‘xshash aniglanadi.

Bir nechta o‘zgaruvchili funksiyaning limiti 0 ga teng bo‘lsa,
bunday funksiyaga cheksiz kichik funksiya yoki cheksiz kichik migdor
deyiladi.

y=f(x) funksiya uchun limitlar hagidagi barcha asosiy teoremalar
ko‘p o‘zgaruvchili funksiya uchun ham o‘rinli.

5.1.3-misol. lim %%

o X -2y
Yechilishi: » Agar limit ostida kasr-ratsional funksiya bo‘lsa,
dastlab x va y larning o‘rniga giymatlarini qo‘yib ko‘ramiz:
. x+3y* . 143.(-2* 13
N 2y AN 2.(2) 5
y—>—2

y—>-2

limitni hisoblang.

_ . sinxy
5.1.4-misol. lim

x—>%

y—)

Yechilishi: »  Ushbu misolda ham limit ostida kasr-ratsional
funksiya, x va y larning o‘rniga giymatlarini qo‘yib ko‘ramiz. P, (2;0)
241
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. 0 . . . . . . .
nugtada "% funksiya 0 anigmaslik hosil giladi. Anigmaslikni 1-ajoyib

y

limit m%zl formulasidan foydalanib topamiz:
|ims'”xy:9:|im£x-Mj:|imx-|imM:2-1:2, <
e A ac N C AV I ac R

2 2

: . +y T
5.1.5-misol. lim limitni hisoblang.
0 ety r21 :

y—0

Yechilishi: » Agar limit anigmaslikdan iborat bo‘lib, limit ostida
irratsional funksiya gatnashgan bo‘lsa, uni go‘shmasiga ko‘paytirib,

shakl almashtirish bajaramiz:
X2+ Y (X2 +y*+1+1)

: x> +y? 0 .
x—0 X2+ 2+2_1 0 x—0 X2+ 2+1_1 X2+y2+1+1
y—0 y y—0 y

2 2 / 2 2
= lim (CHY )X +Y +1+1)=Iim1/x2+y2+1+1=2.4

2 2
x—0 x—0
y—0 X"+ y y—0

5.1.6-misol. Ixiig—“xy;é;_z limitni hisoblang.

Yechilishi: » Limit anigmaslikdan iborat, uni hisoblash uchun
shakl almashtirish bajaramiz:

im Y *4=2 0 By +4-2(py+4+2) Xy

ﬁg X+Y 0 gg (x+y)(\/xy+4+2) §3g(x+y)(\/xy+4+2)_

y =kx to'g ri chiziq i X - kX i kX
. . _|=lim =lim =
bo'yicha yaginlashamiz| -9 (x+kx)(VX-kx+4+2) 39 1+ k)(Vkx? +4 +2)

y—0

0«

) S .
5.1.7-misol. Ilmg—y3 limitni hisoblang.
0 X +3y
Yechilishi: » Limitni hisoblash uchun shakl almashtirish
bajaramiz:
. X2y y = kx to'g ri chizig _ N _ K k=1da 0,25
I|mﬁ: v R R =|Imﬁzllm—3: k_2da2
o8 X +3y” |bo'yichayaginlashamiz o8 X +3(kx) §3gl+3k = o5
Ushbu limitning giymatlari k ning turli giymatlarida turlicha chigmoqda,
demak bu limit mavjud emas. <
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5.1.3. Ikki va ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi

z=f(x,y) funksiya Py(x,y,) nugtada hamda uning biror atrofida

aniglangan va lim f(x,y)=1(x,,¥o) bo‘lsa, ya’ni funksiyaning Py(x,Yp)
Y=o

nuqtadagi limiti funksiyaning shu nuqtadagi giymatiga teng bo‘lsa,
funksiya P,(x,,y,) nuqtada uzluksiz deyiladi.

Bu ta’rifga teng kuchli 2-ta’rifni ham keltiramiz.

Az = f(xy+Ax, ¥, +AV) = f(X,¥0) funksiyaning Py (xy, Yo)
nuqtadagi to‘liq orttirmasi bo‘lsin.

z= f(x,y) funksiya Py(x,,y,) hugtada va uning atrofida aniglangan
bo‘lsa, argumentlarning Ax va Ay cheksiz kichik orttirmalariga
funksiyaning ham Az cheksiz kichik orttirmasi mos kelsa, ya’ni
lim Az =0 bo‘lsa, funksiya P,(x,,y,)nuqtada uzluksiz deyiladi.

Ax—0
Ay—0

Uzluksizlik shartlari bajarilmagan nugtalar uzilish nuqtalari
deyiladi. Ikki o‘zgaruvchili funksiya uzilish nugtalari butun chizigni hosil
qilishi mumkin.

5.1.8-misol. z =x? + y? funksiyaning P, (2;3) nugtada uzluksizligini
ko‘rsating.

Yechilishi: » Bu nugtada funksiyaning to‘liq orttirmasini topamiz:

AZ = (24 AX)? + (B3+Ay)? — (2% +3%) = 2% + 2AX + AX? +
+3% 4 BAY + Ay? — 2% —3% = 2AX + AX® + BAY + Ay?
lim Az = lim[2AX + (AX)? +6Ay + Ay |=2-0+0+6-0=0

Ax—0
Ay—0

Shunday qilib, Ax—0, Ay—0 da Az—0. Demak, P, (2;3)
nugtada berilgan funksiya uzluksizdir. Bu holatni istalgan Py(x,,y,) uchun

ko‘rsatish mumkin. <

z= f(x,y) funksiya biror to‘plamning har bir nuqgtasida uzluksiz
bo‘lsa, unga shu to‘plamda uzluksiz deyiladi.

5.1.9-misol. ;= ; 1 2funksiyaning uzilish nugtalarini toping.

X° -y

Yechilishi: » Funksiya koordinatalari x*—y*=0 tenglamani
ganoatlantiruvchi nuqgtalarda uzilishga ega. Bu y=x va y=-x to‘g‘ri
chiziglar bo‘lib, bu to‘g‘ri chiziglarga tegishli har bir nugtada funksiya
uzilishga ega bo‘ladi. <
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2Xy
5.1.10-misol. Ushbu f (x,y)=1 X* +y’
0 , agar x> +y*=0 bo'lsa
funksiyani (0,0) nugtada uzluksizlikka tekshiring.
Yechilishi: » Berilgan funksiyaning (0,0) nuqtadagi xususiy
orttirmalarini yozamiz:
A, 1(0,0)=f (0+Ax,0)-f (0,0)=0,
A, f(0,0=f(0,0+Ay,)-f(0,0)=0.
Ta’rifga ko‘ra, limitni hisoblaymiz:
lim A, f(0,0)=0, lim A, f (0,0)=0,
A y—>

A X—0
Demak, f(x,y) funksiya (0,0) nugtada har bir o‘zgaruvchi bo‘yicha
uzluksiz.
Endi funksiyaning(0,0) nuqtadagi to‘liq orttirmasini tekshiramiz:
2AX-AY
AXZ+AY?
Ushbu  lim Af (0,0) limit mavjud bo‘lmaydi. Demak, berilgan funksiya

Ay—0

(0,0) nugtada uzilishga ega. <

,agar  x°+y®> =0 bo'lsa,

Af(0,0=f(0+Ax,0+Ay)-f(0,0)=

1
2

5.1.11-misol.  f(x,y)=—s .
TX+sin“ry

sin funksiyaning uzilish
nuqtalarini toping.

sintx=0,
sinzy=0
sistemasini ganoatlantiruvchi (x,y) nugtalarida uzilishga ega. Chunki,
sistemaning yechimi  {(x,y)eR% x=neZ, y=meZ | to‘plamdan iborat.
Ko‘rish mumkinki, berilgan funksiyaning uzilish nuqtalari cheksiz ko‘p
bo‘lib, ular {(nm)e R?; neZ, meZ } to‘plamni tashkil etadi. <

Yechilishi: » Ushbu funksiya R? to‘plamning {

Nugtada uzluksiz funksiyalarning xossalari

Ikki o‘zgaruvchili uzluksiz funksiya ham bir o‘zgaruvchili uzluksiz
funksiya ega bo‘lgan asosiy xossalarga ega bo‘ladi.

1°. Yig‘indining uzluksizligi. Agar f(x,y) va 9(xy) funksiyalar
P,(X,,Y,) Nugtada uzluksiz bo‘lsa, u holda  f(x,y)+g(xy) funksiya ham
P, (X, Y,) nuqtada uzluksiz funksiyadir, ya’ni
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fim [ (x, ) g(x, )] = fim £ (x,y) £ lim g(x,¥) = f (%, ¥6)+ 9 (%, Yo)-

Y=>Yo Y—=>Yo Y—=Yo

20 Ko‘paytmaning uzluksizligi. Agar f(xy) va g(xY)
funksiyalar Py(x,,y,) nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda  f(x)-¢(x)
ko‘paytma ham P,(x,,y,) nugtada uzluksiz funksiyadir, ya’ni

fim [ (x,y)- g%, y)]= fim £ () lim g(x y) = f (. ¥o)- 9 0%, ¥o)-

Y—=Yo Y—=Yo Y=>Yo

3°.Bo‘linmaning uzluksizligi. Agar f(x,y) va g(x,y) funksiyalar
f(xy)
g(x,y)

Py(%Y) Nuqtada uzluksiz bo‘lib, g(x.Y,)#0 bo‘lsa, u holda

bo‘linma ham Py(x,,y,) nuqtada uzluksiz funksiyadir, ya’ni

lim f(x,y)
"m{f(x, y)} _ _ %0 ¥0)
% g(x,y) )!I_EQ g(xy)  9(%, o)

Y=Y
Mavzu yuzasidan savollar:

Qanday funksiyalarga ikki o‘zgaruvchili funksiyalar deyiladi?

2 o‘zgaruvchili funksiyalarning aniglanish sohalari nima?

Ikki o“zgaruvchili funksiya limiti deb nimaga aytiladi?

Nugtaning ¢ atrofi tushunchasi nima?

Ikki o‘zgaruvchili funksiya limiti ganday xossalarga ega?

Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning nuqtada uzluksizligini ta’riflang.
Ikki o‘zgaruvchili funksiya ganday nuqgtalarda uzilishga ega
deyiladi?

. Qanday funksiyalar sohada uzluksiz deyiladi?

. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning nuqgtada uzluksizligi ganday
xossalarga ega?

NogakowbdE

O 0o
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MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR

1. z= In(l—xzz—ygj funksiyaning aniglanish sohasini toping.

1
2. =ry funksiyaning uzilish nugtalarini toping.
Iimsin(2xy)

x—0
y—0

3.

limitni hisoblang.

XZ

4. tim[1+ 2 )" limitn hisoblang.
y—>0

5. zzxi_l% funksiyaning aniglanish sohasini toping.

TESTLAR

Z_2x+3y—1
X=y

A) X#Y B) x>y C) x=0;y>0 D) x>

+In(x-y) funksiyaning aniglanish sohasini toping.

1-3y

2. 1im>=¥Y*9 |imitni hisoblang.

e X

A) _% B) 0 C) -1 D) 6
3. 1= 4Xy_8 funksiya gaysi nugtada uzilishga ega?

A) (1) B) (000 ©C) (-1,0) D) (1;1)
4. i =25 fimitni hisoblang,

y—0

A) 0,1 B) 0,4 C) 0,2 D) 2,5

5. z=44-x*-4y® funksiyaning aniglanish sohasini toping.

2 2
A) [x]<2; |y|<1 B) x¥*+4y’<4 C) x+2y<2 D) XZ+yT£1
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5.2-§. IkKki o‘zgaruvchili funksiya hosilasi
5.2.1. IKkKki o‘zgaruvchili funksiyaning xususiy va to‘liq orttirmalari

z = f(x,y) funksiyada X o‘zgaruvchiga biror Ax orttirma berib, y
ni o‘zgarishsiz qoldirsak, funksiya A,z orttirma olib, bu orttirmaga z
funksiyaning X o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy orttirmasi deyiladi va
quyidagicha yoziladi:
A, z=T(X+AXy)— f(XY). (5.3)
Xuddi shuningdek, y o‘zgaruvchiga Ay orttirma berib X
o‘zgarishsiz qolsa, unga z funksiyaning y o‘zgaruvchi bo‘yicha
Xususiy A,z orttirmasi deyiladi va quyidagicha yoziladi:
Ayz=T(xy+Ay)-f(xy). (5.4)
X va y o‘zgaruvchilar mos ravishda AX va Ay orttirmalar
olsa, unda z= f(x,y) funksiya to‘liq orttirma oladi:

Az = f(X+AX, y+Ay)—f(X,Y). (5.5)
a) AllTo AAXXZ chekli limit mavjud bo‘lsa, u holda bu limitga z = f(x,y)

. : o 0
funksiyaning x o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy hosilasi deyiladi va a_)z(

yoki z, = f/(x,y) ko‘rinishida belgilanadi.

X

b) jim 2% chekli limit mavjud bo‘lsa, u holda bu limitga z = f(x, y)
Ay—0 Ay

funksiyaning y o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy hosilasi deyiladi va %

yoki z{ = f (x,y) ko‘rinishida belgilanadi.
Xususty hosilalar ta’riflaridan ko‘rinadiki bir argumentli funksiyani
differensiallashning hamma qoida va formulalari o‘z kuchida qoladi.
Istalgan chekli sondagi o‘zgaruvchilar funksiyasining xususiy
hosilalari ham yuqoridagidek aniglanadi.

5.2.1-misol. z = x* + 2xy + 3y? xususiy hosilalarni toping.
Yechilishi: » Oldin y ni o‘zgarmas deb z, ni topamiz:
2, = (x* +2xy +3y°)} = (x*)} + (2xy)} + (By*) =2x+2y,

endi X ni o‘zgarmas deb z, ni topamiz:
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’ 2 2\ 2\ ’ 2\
z, = (X" +2xy+3y°), = (x9)} +(2xy), +(3y"), =2x+6y. 4

5.2.2.-misol. y =% funksiyaning xususiy hosilalarini toping.
X2 +y2+z°

Yechilishi: » Hosila olish goidalari va formulalaridan foydalanib
quyidagilarni topamiz:

U - X XY ) = x(XP Y +2P), X +yr 2P -2xE —xPryP 4zt
A ryiez? ) (X* +y? +12%)? (X* +y? +2%)° (X2 +y?+2%)%
]
2 2 2 2 2 2
= X :x’y(x +y +Z27)-X(X"+y +z)’y: —2xy
y X2+y2+22 , (X2+y2+22)2 (X2+y2+22)2
!
u'—[ X J X HY ) = x(XP+ Yy 2P, —2xz
z 2 2 2 - 2 2 2\2 - 2 2 2\2 °
X“+y +2° ) (X“+y +2z%) (X“+y“+2z%)

5.2.3.-misol. f(x,y):lntg§ funksiyaning xususiy hosilalarini
toping.

Yechilishi: » ﬂ:i(.m iJ: L1 12
ox OX Y) tgX coX Y ysin<X
y y y
ﬂzi[.mgzj: 1;[_j 2.«
oy 0oy Y) 9= cos? 2\ Y ) yZin<t
y y

2Xy .
m ’ , 0,0) bo'lsa,
5.2 . 4-misol. f(X1y)_{X2+y2 agar (X y);t( ) 0'lsa

0 ,agar (xy)=(0,0) bo'lsa

funksiyaning

xususiy hosilalarini toping.

Yechilishi: »  Aytaylik, (x,y)#(0,0) bo‘lsin. U holda xususiy
hosilalar quyidagiga teng bo‘ladi:

ﬂ:i( 2 Xy jZZy(xz+y2)—2xy-2x:2y(y2—x2).

ox ox( x?+y? (x2 +y2f (x2+y2)2 ’
ﬁ:i( 2 Xy JZZX(XZ+y2)—2>q1-2y:2x(x2—y2)
oy Yy (¢ +y?f (¢ +y?f

Aytaylik, (x,y)=(0,0) bo‘Isin. U holda ta’rifdan foydalanib topsak,

quyidagi hosil bo‘ladi, ya’ni (x,y)=(0,0) nugtada xususiy hosilalar nolga
teng:
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0f(0,0)_ im | (0+Ax,0)-1(0,0)

2AX-0
= |lim ————
OX AXx—0 A X

_Axao AX3

=0,

of(0,0)_ im (0,0+Ay)-1(0,0)

_lim 22Y:0_,. <

oy  Ay-0 Ay Ay-0 Ay?
5.2.5-misol. f(x,y)=+yx?+y? funksiyaning xususiy hosilalarini
toping.
Yechilishi: »  Aytaylik, (x,y)#(0,0) bo‘lsin. U holda xususiy
hosilalar quyidagiga teng bo‘ladi:
of 0 > =2 2x X
ox ox g _2\/x2+y2_\/x2+y2 ’
of 0 [ 2y y
oy oy

Aytaylik, (x,y)=(0,0) bo‘lsin. U holda ta’rifdan foydalanib topsak,
quyidagi hosil bo‘ladi:

0f(0,0)_ im f(0+Ax,0)- f(oo) \Ax\

OX Ax—0 AX

Ax—>0 AX
0f(00)_ . F0.0+4y)-1(00)_ . [AY
ay Ay—0 Ay Ay=0 Ay

Bu limitlar mavjud emas, shuning uchun berilgan funksiya (x,y)=(0,0)
nuqtada xususiy hosilalarga ega bo‘lmaydi. <

3
5.2.6-misol. f(x y){X6x+yy2 cagr  (x,y)=(0,0) bo'lsa,

0 ,agar (x,y)=(0,0) bo'lsa
funksiyaning (0,0) nuqgtadagi xususiy hosilalarini toping.

Yechilishi: » Ta’rifga ko‘ra,
0f(00)_ i f(0+Ax,0)-f(0,0) _

O X Ax—0 A X
01(00)_ . F(0.0+Ay)-1(00)_,
ay Ay—0 Ay

bo‘ladi. Birog berilgan funksiya (0,0) nugtada uzluksiz bo‘Imaydi, chunki

11 1 1)1 1
(n ngJ —(0,0) da f(n ngj—zﬁzif(0,0).<
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Mavzu yuzasidan savollar:

. Funksiyaning xususiy orttirmasi deb nimaga aytiladi?

. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning X o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy
orttirmasi ganday topiladi?

. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning y o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy

orttirmasi ganday topiladi?

Ikki o°zgaruvchili funksiyaning to‘la orttirmasi formulasini yozing.

Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning x o‘zgaruvchisi bo‘yicha xususiy

hosilasi deb nimaga aytiladi?

. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning y o‘zgaruvchisi bo‘yicha xususiy
hosilasi deb nimaga aytiladi?

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR

1. Funksiyaning x o‘zgaruvchisi bo‘yicha xususiy hosilalarini
toping:
y

a) 2=sin |- b) z=xctg(x/y*)

2. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning y o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy
orttirmasini yozing:
a) z:arccos% b) z=arctg(x*+y?)
3. Funksiyaning y o‘zgaruvchisi bo‘yicha xususiy hosilalarini

toping:

a) Z Ze—x2+y2 b) z:yln(3xz+\/§)
4. f(xy)= X4X3L/ y’ agar  (x,y)#(0,0) bo'lsa,
0 ,agr (xy)=(00) bo'lsa

funksiyaning (0,0) nuqgtadagi xususiy hosilalarini toping.

5. f(xy)=Incg &yy funksiyaning xususiy hosilalarini toping.
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TESTLAR

1. z=% funksiyaning xususiy hosilalarini toping.

A) / :_cos.x;:osy’ o s'ln y B) . cos.xgosy’ o s.ln y
sin® x Y sin X sin® x y sin X
C) y :cos.x;:osy’ 7' =0 D) y :_cos.xcosy ny _0.
sin? x sin? x
2
2.1 = funksiyaning xususiy hosilalarini toping.
. 2X G ,o2x x°
A) Zx:_? y Zy:e—y B) ZX:e—y, Zy:—e—y

3. M(0,-1,1) nugtada f(x,y,z) = 22 _ funksiyaning xususiy
X“+Yy
hosilalari giymatlarini toping.
A) f(M)=0, f(M)=1, f(M)=1
B) f(w)=1, fy(M):O, fy(|\/|):0.
C) fm=0, =0, fm)=0.
D) fm=-1, fm=1 £ w)=0.

4. F(x,yz)=0 tenglama bilan berilgan z(x, y)oshkormas funksiyaning
xususiy hosilalarini toping.

F F F
A z,=-2>, z,=-" B) zxz—i, z, =——
F, F, F 7T
F F F F
C) z,=-2*, z,=2" D) z=2>, z,=-".
F, F, F, F,

5. u=2zx’ uch o‘zgaruvchili funksiyaning xususiy hosilalarini
toping.

_ oyt _ gy Yt _ oVt §
u, = yzx’ -, u,=yzx -, u, = yzxs -, u, = yzx’ 1’
— y — y _ y
A) u,=2x"Inx, B) u,=2x"Iny, C) u,=zx"Inx, D) u, =2x’,
u, =x" u, =x’ u, =x'z u, =x"
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5.3-§. Ko*p o‘zgaruvchili funksiya to‘la differensiali. Yuqgori tartibli
xususiy hosilalar va differensiallar

5.3.1. Yuqori tartibli xususiy hosilalar va differensiallar

z=f(x,y) funksiya va ixtiyoriy P(x,y) nugtani qaraymiz.
Ma’lumki, x va y o‘zgaruvchilar mos ravishda Ax va Ay orttirmalar
olsa, B (x+Ax,y+Ay) nugtaga ega bo‘lamiz. Bu nugtalar orasidagi masofa
o =~/(ax) +(ay) bo‘lishi ravshan. z= f(x,y) funksiya

Az = f (X+AX, y+Ay) — f(x,y) tolig orttirma oladi.

Agar z = f(x,y) funksiyaning P(x,y) nugtadagi to‘lig orttirmasini

Az =A-AX+B-Ay+0(p)

ko‘rinishda ifodalash mumkin bo‘lsa, bu funksiya P(x,y) nuqtada
differensialanuvchi deyiladi, bu yerda A B,AxvaAyg@ bog‘lig
bo‘Imagan sonlar, oxirgi qo‘shiluvchi Ax — 0, Ay — 0( — 0) da yuqgori
tartibli cheksiz kichik funksiya bo‘lib, u nolga intiladi, shuning uchun bu
hadni tashlab yuborish mumkin.

Differensiallanuvchi z=f(x,y) funksiyaning argumentlarning
Ax, Ay orttirmalariga nisbatan chizigli ifodasi bo‘lgan bosh bo‘lagi
z=f(x,y) funksiyaning to‘la differensiali deyiladi va dz bilan
belgilanadi:

dz=A-AxX+B-Ay.

5.1-teorema (funksiya differensiallanuvchi bo‘lishining zaruriy
sharti). Agar x funksiya P(x y)nugtada differensiallanuvchi bo‘lsa, u
holda u shu nugtada f/(x,y) va f;(x,y) hususiy hosilalarga ega bo‘ladi,

bunda A= 1(x,y), B=1/(xY).
Ava B Kkattaliklarni xususiy hosilaga almashtirib, quyidagilarga ega
bo‘lamiz: Az = f](x,y)-Ax+ (X, y)- Ay +0(p)

dz = f;(x,y)-Ax+ f (x,y)- Ay
Erkli o‘zgaruvchilarning orttirmalari ularning differensiallariga bevosita
teng, ya’ni dx = AX, dy = Ay, shuning uchun to‘la differensial

’ , : oz oz
dz = f,(x, y)dx+ f (X, y)dy yokidz = &dx+5dy (5.6)

formula bilan hisoblanadi. f/(x,y)dx va f/(x,y)dy qgo‘shiluvchilarga
xususiy differensiallar deyiladi, ular mos ravishda d,z va d,z bilan

belgilanadi.
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Uch o‘zgaruvchili u = F(x,y,z) funksiyaning to‘la differensiali
ou ou ou
du=—dx+—dy+—dz
ox oy T (5.7)
formula bilan hisoblanadi.

5.2-teorema (funksiya differensiallanuvchi bo‘lishining yetarli
sharti). Agar z= f(x,y) funksiya P(x, y) nugtaning biror o atrofida
xususiy hosilalarga ega bo‘lib, bu hosilalar nugtaning o‘zida uzluksiz
bo‘lsa, u holda funksiya shu nuqtada differensiallanuvchi bo‘ladi.

5.3.1-misol. z = ln(x2 + yz)funksiyaning to‘la differensialini toping.
Yechilishi: »  Xususiy hosilalarni topamiz:

y :(x2+y2),x .2 » :(x22+ yzz),y _ 22y ~
X2 +y X2 +y

X2+y2 _X2+y2’ y
Shunda to‘la differensial (5.6) formulaga ko‘ra,
dz=— 2 _ax+—2Y gy boladi. <

X2+y2 X2+y2

To‘la differensialdan  funksiyaning taqribly  qiymatlarini
hisoblashda foydalanish mumkin, ya’ni yuqoridagilardan Az =dz+o(p)
va cheksiz kichik plarda Az=Az yoki f(Xx+Ax, y +Ay)—f(x,y)~dz
tagribiy tenglik hosil bo‘ladi. Demak, taqgribiy hisoblash formulasi
quyidagiga teng:

F(X+AX, y +Ay) ~ F(6y)+ T, (% y)dx+ T, (x, y)dy (5.8)

Taqribiy hisoblash formulasini uch o‘zgaruvchili funksiya uchun
ham umumlashtirish mumkin.

5.3.2-misol. arcctg(%—lj ni taqribiy hisoblang.

Yechilishi:  » (5.8) formuladan foydalanamiz. Berilgan
funksiyaning analitik formulasi quyidagicha: f (x, y) = arcctg(X —1).
y

x=2, y=1 Ax=197-2=-0.03, Ay=1.02-1=0.02
Endi xususiy hosilalarni topamiz:

f (X, y) = arcctg[ﬁ—ljx =- 1 2£=— 5 Y R
y . (x—y) y Yy +(x-y)

y
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f,(x,y) =] arcctg (5—@ y | = %;
y y +(x-y)

1 2
ffe)=——"—5=-05  f@)=——=L1
D= ey D=1 ey

Demak, arcctg (% —lj ~ arcctg G —lj +(-0.5)(-0.03) +1-0.02=0.82 «

z = f(x,y) funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalari deb
birinchi tartibli xususiy hosilalardan olingan xususiy hosilalarga aytiladi.
Ikkinchi tartibli xususiy hosilalar quyidagicha belgilanadi:

olay oz v
b SN T
2 " "

5(&j: 0%z _, ¢ "(X y):
X Ofy é}’@( yx yx e
o(a) &%z " " _
fxy" (x,y)va fyx" (x,y) xususiy hosilalar aralash xususiy hesilalar deyiladi.
Aralash xususiy hosilalar uzluksiz bo‘lgan nugtalarda ular o‘zaro teng
bo‘ladi.

Uchinchi va undan yuqori tartibli xususiy hosilalar ham
yugoridagidek aniglanadi. Ushbu 0"z yozuv Z funksiyani M

Ofxm@/n—m

marta X o‘zgaruvchi bo‘yicha va (N—m) marta y o‘zgaruvchi bo‘yicha
differensiallashni bildiradi.

5.3.3-misol.  z=x"+4x’y*+9xy+15 ikkinchi tartibli xususiy
hosilalarni toping.

Yechilishi: » Birinchi tartibli xususiy hosilalarni topamiz:

%: (x4 +4x2y° +9xy +15)X’ =4x° +8xy° +9y
% = (x4 +4x%y? +9xy +15)y’ =12x%y? + 9x.

Topilgan hosilalardan yana xususiy hosilalar olamiz:

0%z 3 3 ' 2 3 0%z 3 3 ' 2

W:(4x + 8xy +9y)X =12x° +8y~, m:(4x + 8xy +9y)y =24xy°+9,
2 ' 2 '

jy;=(12x2y2+9x)x = 24xy° +9, gyzz — (L2x?y? +9x), = 24x%y. <
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Birinchi tartibli to‘la differensialdan olingan to‘la differensial
ikkinchi tartibli to‘la differensial deyiladi va u d(dz)=d?z kabi
aniglanib, xususiy hosilalar orgali quyidagicha topiladi.

2 2
dzzzé)z o0z

dx? +2 dxdy+é)—22dy2 (5.9)
2 0’3/ @2

5.3.4-misol.  z=x%y*® funksiyaning ikkinchi tartibli to‘la

differensialini toping.
Yechilishi: »  Xususiy hosilalarni topamiz:

z! =(x2y3)x =2xy°; Z;:3x2y2;
=2y, zp =607, z;=6n7, z =607
Shunda ikkinchi tartibli to‘la differensial quyidagiga teng bo‘ladi:
d?z = 2y3dx? +12xy?dxdy + 6x?ydy?. <

5.3.2. IKkKki o‘zgaruvchili murakkab va oshkormas funksiyalarning
hosilalari

z=12(u,v) ikki o‘zgaruvchili funksiya bo‘lsin. u va v argumentlar
ham x erkli o‘zgaruvchining differensiallanuvchi funksiyalari bo‘lsin,
ya'ni u=u(x), v=V(x).
Murakkab funksiyaning hosilasi quyidagicha hisoblanadi:
dz oz du oz dv
dx ou dx ov dx (5.10)
Ikki o‘zgaruvchining differensiallanuvchi z =2z(u,v) funksiyasi
berilgan bo‘lsin. u va v argumentlar ham x vay erkli o‘zgaruvchilarning
differensiallanuvchi funksiyalari bo‘lsin, ya’ni
u=u(x,y), V=V(X,Y). Buholdaberilgan ikki o‘zgaruvchili murakkab
funksiyaning xususiy hosilalari quyidagi formulalar bilan hisoblanadi:
62262 .6u+az'av
OX OU OX oV OX (5.11)

0z 0z _8u+82'8v
oy ou oy ov oy
5.3.5-misol. Agar f(x,y) funksiya R?da differensiallanuvchi bo‘lib,
{x:rcow of of

' bo‘lsa, —, — larni toping.
y=rsing or’ Op
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Yechilishi:» f(x,y) = f(rcose,rsin ) murakkab funksiyaning
xususiy hosilalarini topish (5.11) qoidasiga ko ra

of _of ox af oy of

— = ——COS(0—+SIn(p—: ( —+y—)
or 8X or 5‘y or OX X _|_y

of of ox of oy of of of _of

— =+ — L =—rsinp—+rcosp—=-y—+x—. 4
op X Op 0Oy O ox oy ox oy

Oshkormas F(X, y(x)) =0 funksiyaning hosilasi
OFLOFd o R

! yx 2
OX dx
2 F, (X.Y)

formula orgali hisoblanadi.

Uchta o‘zgaruvchini bog‘laydigan F(x,y,z)=0 tenglamani
garaymiz. Bu yerda z =z(x,y) funksiya bo‘ladi. Bunday ko‘rinishdagi
oshkormas funksiyaning xususiy hosilalari quyidagi formulalardan
topiladi: , ,
R (xy.2) __ R &y.7) (5.12)
ZX :—,—, Zy - -t

F, (X, Y,2) F, (X,Y,2)

5.3.6-misol. Quyidagi funksiyaning xususiy hosilalarini toping:

z=u", buyerda u=ysinx, v=ycosx.

Yechilishi: »Berilgan funksiya ikki o‘zgaruvchili murakkab
funksiyadir. Dastlab z dan u va v o‘zgaruvchilar bo‘yicha xususiy hosila
g =V- Uv_l
ou
so‘ngra u va v funksiyalardan x va y o‘zgaruvchilar bo‘yicha xususiy
hosila hisoblaymiz:

olami oz u’-Inu
1Z. y LT : )
oV

ou ou .
— =YyC0SX, — =sinx;

ov . ov
— =-ysinX, — =CO0S X.
OX

Endi (5.11) formulalardan foydalanamiz:
oz

ox

= (ysin x)y“’“{

=v-u""-ycosx+u'-Inu-(-ysinx) =

y COS” X

—ysinxIn(ysin x)},
sin X
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v-u“t.sinx+u’-Inu-cosx = (ysin x)’***[cos x + cos x In(ysin x)| «

a
oy

, U=2X, v=1+arctgx, X, =0 murakkab

. V
- =
5.3.7-misol. Y]

funksiyaning nugtadagi hosilasini toping.
Yechilishi: » Avval funksiyaning to‘la differensialini topamiz:

1 1 _  4Q+arctgx) N 1 1

dz o0z du oz dv 2V . _
4x+1 1+x*’

= = 2.2_|_ . 5= >
ov dx (2u+1) 2u+1 1+X (4x+1)

Endi berilgan nugtani o‘zgaruvchining o‘rniga qo‘yamiz:
dz __4(1+arcth)+ 1 1 _411-5 <

dx,  (4-0+1)°  4.0+1 1+0°
5.3.8-misol.  xX*-2y*+3z-yz+y=0 oshkormas funksiya uchun
oz oz i :
— va — larni toping.

ox oy
Yechilishi: » Tenglamaning chap tomonini F(x,y,z) deb belgilab,

xususiy hosilalarini topamiz:
Fxl(x, y,Z) =2X, Fy'(x, y,2)=—-4y—27+1], le(x, y,2)=6z-Y.
Oshkormas funksiyaning xususiy hosilalari  formulalaridan
foydalanib, quyidagi yechimlarga ega bo‘lamiz:
oz FX,(x, Y, ) 2x o0z F(xy,2)  1-4y-z
- =-— , = =- . <
62—y ¥  F (xv,2) 62—y

X le(x, y,2)
5.3.9-misol. x*-2y?z+3z* —yz+xyz =0 oshkormas funksiya uchun

oz o1 . . . i
— va — Xususiy hosilalarni toping.

ox oy
Yechilishi: » Tenglamaning chap tomonini F(x,y,z) deb belgilab,

Xususiy hosilalarini topamiz:
FX'(x, y,2) =3x*+z, Fy'(x, Y,2)=-4y1-7+x2, FZ’(X, Y,2) =2y* +62 -y +xy
Oshkormas  funksiyaning xususiy hosilalari  uchun (5.12)
formulalardan foydalanib quyidagi yechimlarga ega bo‘lamiz:
oz FX’(X, y,2) ¥ +yz Fy'(X, Y.2)  xz-4yz-z
x F, (x,y,2) T 2y2+6z-y+xy oy F, (% Y,2) T2V Byt xy
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Mavzu yuzasidan savollar:

1. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning to‘la differensiali deb nimaga
aytiladi?

. Differensiallanuvchalikning zaruriy sharti ganday?

. Differensiallanuvchalikning yetarli sharti ganday?

. Xususiy differensiallar nima?

. To‘la differensialdan taqribiy hisoblashlarda foydalanish mumkinmi?

. Ikkinchi tartibli xususiy hosila ganday topiladi?

. Murakkab funksiyaning hosilasi ganday topiladi?

. Oshkormas funksiyaning hosilasi ganday topladi?

00O ~NO Ol B WN

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR

1. Funksiyaning to‘la differensialini toping:

a) z=vxe b) z=In(y*—e )

C) z=arcctg (x\/y) d) z=ye b
I o XY

e) z_arcsm(2x \/y) f) z=cos N

2. Murakkab funksiyaning nuqtadagi hosilasini toping:

v
7= ,Uu=2x, v=1+arctgx, x,=0
a) 2= 1 &%

b) z=e"*" u=cosx, v=sinx, x, = 7/2.
c) z=In(e"+e"), u=x"v=x"%=-L
d) Z=U%",U=00SX, V=sinx, X, = 7.

e) z=u",u=In(x-1), v=e"? x,=2.

f) z=Ju+v?+3,u=Inx,v=x x, =1.

3. Oshkormas funksiya uchun % va % xususiy hosilalarni toping.

a) X*-2y’z+3z°—yz+xyz=0  b) cos® x+cos® y+cos’ z=3/2.
C) e =CcosXCosy+z. d) Inz=x+2y-z+In3.
e) W+ 72 -3z =5. f) x°3xyz —z* =27.
4. z= f (x,) funksiya berilgan tenglikni qanoatlantirishini ko‘rsating:

Xy 2 aZZ 2 822 .

a z=e€", X — —=0.
) ox? y8y2
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5.

z:ln(x2+y2+2y—|—1), —+—=0.
z =sin’ (y —ax) —=a—.

zZ =

P , 0%z 0’z ,0°z
X Xy

zZ =

2 2
z:arctg(lj %4—%:0.

y 2822+ ,0°z
X

X

TESTLAR

Z= 2arctg¥ funksiyaning 2—; xususiy hosilasini toping.

AL, B2 C) Ao D)
X“+y X“+y X +y X“+y
z =e” funksiyaning 6—; xususiy hosilasini toping.
A) e’ B) xe” C) ¥ D) xye”

z = sinx+cos y* funksiyaning to‘la differensialini toping.
A) dz=cosxdx+2ysin y*dy B) dz=(cosx—2ysiny?)dxdy

C) dz=cosxdx—2ysiny’dy D) dz=cosxdx— ysiny?dy

M(1,2,1) nugtada x?+y?+z>—6x=0 oshkormas z(x,y)
funksiyaning xususiy hosilalari giymatlarini toping.
A) z,(M)=2; z,(M)=-2 B) z,(M)=2; z(M)=0

C) z,(M)=0; z,(M)=-2 D) z,(M)=1 z,(M)=-2
f(x,y)=x*—xy+y® funksiyaning x=2.15, y=1.25 nuqtadagi

tagribiy giymatini toping.
A)4.21 B) 3.45 C) 3.05 D) 45
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5.4-§. IKKi o‘zgaruvchili funksiya ekstremumlari va eng katta, eng
kichik giymatlarini topish. Shartli ekstremumlar

5.4.1. Ikki o‘zgaruvchili funksiya ekstremumi

z=f(x,y) funksiyaning P,(x,,y,) nhuqtadagi qgiymati uning bu
nuqtaning biror atrofidagi istalgan p(x,y) nuqtalaridagi giymatlaridan

katta, ya’ni (X, Y,)> f(x,y) bolsa, z= f(x,y) funksiya Py(x,,y,) hugtada
maksimumga ega deyiladi.

z=f(x,y) funksiyaning P,(X;,y;) nugtadagi giymati uning bu
nuqtaning biror atrofidagi istalgan P(x, y) nuqtalaridagi giymatlaridan
kichik bo‘lsa, ya’ni f(x,y,)<f(X,y) bo‘lsa, z=1f(x,y) funksiya
P, (X;,¥;) nugtada minimumga ega deyiladi.

z =fxy)

f(P)=[(P)

v

5.7-rasm. z = f(x,y) funksiyaning ekstremumlari

Ta’rifga ko‘ra, funksiya maksimumga erishganda f(P,) > f(P)
yoki f(xo, yo) > f (x,y) tengsizlik o‘rinli bo‘ladi (5.7-rasm). Minimumga
erishganda esa f(P,) < f(P) Yoki f(xo yo) < f(x,y) tengsizlik o‘rinli
bo‘ladi. Agar tengsizlikning chap qismidagi ifodani o‘ng gismiga
o‘tkazsak, u holda maksimum be‘lgan holda

Az = f(P) = f(Py) = f(x,¥) — f(x0 ¥) <O 08,
minimum bo‘lgan holda
Az = f(P) — f(Py) = f(x,¥) — f(x0, ¥0) > 0 ga ega bo‘lamiz,
Xulosa: maksimumda funksiyaning to‘lig orttirmasi manfiy Az < 0,

minimumda esa funksiyaning to‘liq orttirmasi musbat Az > 0
bo‘ladi. Teskari da’vo ham o‘rinli.

Funksiyaning maksimum va minimum nugqgtalari ekstremum
nugtalar deyiladi.
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5.3-teorema: (Ekstremum mavjudligining zaruriylik sharti).
Agar differensiallanuvchi  z=f(x,y) funksiya Py(x,Yy,) nuqtada
ekstremumga ega bo‘lsa, u holda uning shu nugtadagi xususiy hosilalari
nolga teng bo‘lishi zarur:

{fxl(xm yo) =0
f);(XO, YO) =0

5.4.1-misol. f(x,y)=x*+y*—-2x—-6y+14 funksiyani ekstremumga
tekshiring.

Yechilishi: » Funksiyaning xususiy hosilalarini topamiz va nolga
tenglaymiz: f/=2x-2, f;/=2y-6.Bundan x=1, y=3 ni topamiz.
f(x,y)=(x-)*+(y-3)*+4 funksiya grafigi elliptik paraboloid bo‘lib,
z(1,3) =4 ga teng (5.8-rasm). Bu nugta funksiyaning minimum nugqtasi
bo‘ladi.

(5.13)

(1, 3,4)

0

/ T
5.8-rasm. f(x,y)=x*+Yy? —2x—6y+14 funksiya grafigi <
Xususiy hosilalar nolga teng bo‘ladigan, xususiy hosilalar mavjud
bo‘lmaydigan yoki cheksizlikka teng bo‘ladigan nugtalari kritik
(statsionar) nuqgtalar deyiladi.

Funksiyaning kritik nugtalarini topish uchun uning ikkala xususiy
hosilasini nolga tenglash va hosil bo‘lgan ikki o‘zgaruvchili ikkita
tenglamalar sistemasini yechish kerak bo‘ladi. Bundan tashqari, xususiy
hosilalari mavjud bo‘lmaydigan nugtalarni topish kerak.

5.4-teorema: (Ekstremum mavjudligining yetarlilik sharti).
Agar z = f(x,y) funksiya Py(x,,Y,) Kritik nugtada va uning biror
atrofida 2-tartibli xususiy hosilalarga ega bo‘lib, bu nugtadagi xususiy

. . fxl (XO’ YO) =0
hosilalari nolga teng bo‘lsa £ (x,y,) =0 u holda P,(x,,y,) nugtada
y\?0r Jo/ —

1) A= A-C — B?>0 bo‘lsa, ekstremum mavjud, bunda
a) agar A>0 bo‘lsa, minimum;
b) agar A<0 bo‘lsa, maksimum;
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2) A= A-C — B% <0 bo‘lsa, ekstremum yo‘q;

3) A= A-C — B?=0 bo‘lsa, ekstremum bo‘lishi ham, bo‘Imasligi
ham mumkin (qo‘shimcha shrtlar bilan tekshiriladi).

Bunda

A= fx’;((xo’yo)’ B= fx;(Xano)v C= f;:;(xo’yo)-

5.4.2-misol. f(x,y)=x*+y*—4xy+1 funksiyaning ekstremumlarini
toping.

Yechilishi: » Funksiyaning xususiy hosilalarini topamiz va nolga
tenglaymiz: f;=4x*—4y, f; =4y’ —4x. Bu hosilalarni nolga tenglab,

x*—y=0 y=x°
{y3—x:0 = {xg—x:o =
X2 —x=x(x® =1 = x(x* =D)(x* +1) = x(x* =)(x* +D(x* +1) ,
x=0, x=1, x=-1 giymatlarni topamiz. Demak, (0,0), (1,1) va (-1,-1)
uchta haqgigiy nugta hosil bo‘ldi, tenglikning kompleks ildizlari ham
mavjud (kompleks ildizlarga to‘xtalib o‘tirmaymiz). Endi 2-tartibli
xususiy hosilalarni topamiz:
A= fx,;(xo’ YO):]-ZXZ’ B= fx,;/(xo’ yo): —4, C= f;:;(xm yo):12y2

P(0,0) nugtada A=AC-B?=12x*-12y*-16=-16<0, A=0, bu
nuqgtada funksiyaning ekstremumi mavjud emas.

P1(1,1) nugtada A=AC —B?=12x*-12y* -16=128>0, A=12.
Funksiyaning bu nugtadagi giymati f(11)=-1 bo‘lib, lokal minimum
bo‘ladi (5.9-rasm).

P,(-1,-1) nugtada A= AC —B? =12x*-12y* -16=128>0, A=12.
Funksiyaning bu nuqtadagi giymati f(-1-1)=-1 bo‘lib, lokal minimum
bo‘ladi.

X

5.9-rasm. f(x,y)=x"+y*—4xy+1funksiya grafigi <
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5.4.3-misol. z=f(xy)=x*+y*+2xy ikki o‘zgaruvchili funksiyani
ekstremumga tekshiring.

Yechilishi: » Bu funksiya butun OXxy tekislikda aniglangan.
Birinchi tartibli xususiy hosilalarini topamiz: f;=3x*+2y; f, =2y+2x.
Ekstremumga ega bo‘lishning zaruriylik shartidan quyidagi sistemani
tuzamiz:

3x*+2y=0 3x*—-2x=0
{2y+2x=0 = {y:x

Demak, ikkita B,(0;0) va P, (% —gj kritik nuqgtalarga ega bo‘lamiz,
boshga kritik nugtalar yo‘q, chunki f/(x,y), f;(x,y) xususiy hosilalar
Oxy tekislikning boshga hamma nugtalarida mavjud va noldan fargli.

Ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni topamiz:

A=f7(xy)=6x; B= fx'y’(x,y):z; C= fy’;(x,y):z.
Har bir kritik nugtada A ni hisoblaymiz:
a) R (0;0) nugtada: A=AC—-B*=6-0-2-2°=-4<0, demak bu nugtada
ekstremum mavjud emas;

2
b) P{é—%) nugtada: A=AC—BZ=6-§-2—22=4>0, A>0 demak, bu

nugtada ekstremum mavjud va P{%,—%J nugta funksiyaning

minimum nugtasi hamda z,,, =—2i7 bo‘ladi. «

Ko‘p ofzgaruvchili funksiya ekstremumga ega bo‘lishining
zaruriylik sharti: f(x) funksiya 1-tartibli hosilalari bilan birgalikda
uzluksiz bo‘lsa, uning ekstremumi quyidagi tenglamalar sistemasini

ganoatlantiradi:

AMX) 474
an - 0’ J _11n (514)

Demak, berilgan f(x) funksiya X, nugtada ekstremumga ega
bo‘lishi uchun bu X, nugta (5.14) sistemaning yechimi bo‘lishi kerak:
H(Xo)
OX;
Oxirgi tengliklar X, nugtada f(X,) funksiya maksimum yoki
minimumga ega bo‘lganda, shu nugtada undan n ta X, X,... X,
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noma’lumlar bo‘yicha olingan xususiy hosilalar 0 ga teng bo‘lishi
kerakligini ko‘rsatadi. Lekin bundan zaruriylik shartini ganoatlantiruvchi
har ganday nugta ham funksiyaga lokal maksimum yoki minimum giymat
beradi degan xulosa kelib chigmaydi.

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya ekstremumga ega bo‘lishining
yetarlilik sharti: n o‘zgaruvchili uzluksiz  f(x)=f(x,X;..... X))
funksiyaning ekstremal nugtasi bo‘lishi uchun kritik nuqtaning 1- va 2-
tartibli xususiy hosilalari quyidagi shartni ganoatlantirishi kerak:

5.5-teorema. X, statsionar nuqta ekstremum nugta bo‘lishi uchun

shu nugtada Gesse matritsasi musbat aniglangan yoki manfiy
aniglangan bo‘lishi yetarlidir.

(X)) *f(X))  2f(X,)

OX? OX, OX, OX, X,

H(Xy) (X))  2f(X,)

HIXo1=| ox,0x, OX3 OX,0X,, (5.15)
FHXy) X | DX
OX, OX, OX, OX, OX?

Xususan, ikki o‘zgaruvchili funksiya uchun Gesse matritsasi
quyidagicha bo‘ladi:

fo Ty
H[Xo]—Lfy,; fy’;J (5.16)
Gesse matritsasi  musbat aniglanganda X, minimum nuqta, manfiy
aniglanganda esa X, maksimum nugta bo‘ladi.
5.4.4-misol.  f(X, %, %) =% +2X+ XX —X —X; —=X;  funksiyaning
ekstremum nuqtalarini toping.

Yechilishi: » Funksiya ekstremumi mavjudligining zaruriy sharti,

ya’ni (5.14) formuladan foydlanamiz:
of

—=1-2x, =0,

0%,

i=x3—2x2 =0,
OX,
ﬂ=2+x2—2x3:0
0Xq
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Bu tenglamalardan tuzilgan sistemaning yechimi X, = [%%%j statsionar

nuqta bo‘ladi. Yetarlilik shartining bajarilishini tekshirish uchun X,
nugtada Gesse (5.15) matrisasini tuzamiz:

2 2 2
G, T, @,
oX, ) 0%,

2 2 2
afZO’ Gf:O, ale;
OX,0X, OX,0Xq OX,0Xy
2 2 2
o°f _o, o f _o, o°f _

OX,0%, OX40X, OX40X,
-2 0 0
H[Xo1=|0 -2 1
01 -2

Bu matrisaning bosh minorlari mos ravishda -2, 4, —6. Ma’lumki, agar
matrisaning bosh minorlaridan tuzilgan sonlar ketma-ketligida ishora
almashinuvchi bo‘lsa, berilgan matritsa manfiy aniglangan bo‘ladi.

Demak, X, nuqgtada f(x,X, X%;)funksiya maksimumga erishadi. <

Agar H[Xo] ishorasi aniglanmagan (noanig) matritsa bo‘lsa, X,
nuqgta egilish nuqtasi bo‘ladi, ya’ni bu nuqtada funksiya ekstremumga
erishmaydi.

5.4.5-misol.  f(x,%)=8xx,+x;  funksiyaning ekstremumini
toping.

Yechilishi: » (5.14) va (5.16) formulalardan foydalanamiz.

Ekstremum mavjudligining zaruriylik shartiga ko‘ra:

of of

T _8x,=0, L =8x +2x,=0.

o X, o X, + 2X,

Bu tenglamalardan tuzilgan sistemani yechib, X, =(0,0) statsionar nugtani

hosil gilamiz. Endi statsionar nugtaning ekstremum nuqta bo‘lishlik
shartini tekshirish uchun Gesse matritsasini tuzamiz:

%

Bu matritsaning bosh minorlari: M;;=2>0, M,,=0. Matritsa
determenanti esa -64<0. Bundan Gesse matritsasining ishorasi
aniglanmaganligi ko‘rinadi. Bu holda X,=(0.0) nuqta egilish nugtasi
bo‘ladi. «
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5.4.2. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning yopiq sohadagi eng katta va
eng kichik qiymatlarini topish

Yopig, chegaralangan D sohada uzluksiz z = f(x,y) funksiya bu
sohada hech bo‘lmaganda 1 marta o°zining eng katta giymati M va eng
kichik giymati m ni gabul qgiladi. Agar funksiya bu giymatlarning
birortasiga D sohaning ichida erishsa, ular ekstremal giymatlar bilan bir
xil bo‘ladi. Agar funksiya bu giymatlarni soha chegarasi L ga tegishli
ba’zi nuqtalarda qabul qilsa, ular ekstremal giymatlar bilan bir xil
bo‘lmaydi.

Demak, sohada uzluksiz funksiyaning eng katta va eng kichik
giymatlarini topish uchun:

1) Soha ichida joylashgan kritik nugtalarni topish va funksiyaning bu
nugtadagi giymatlarini hisoblash kerak;

2) Soha chegarasida joylashgan kritik nugtalarni topish va funksiyaning
bu nugtadagi giymatlarini hisoblash kerak;

3) Funksiyaning soha chegarasining turli gismlari tutashgan
nuqtalardagi qiymatlarini hisoblash kerak;

4) Topilgan barcha giymatlar ichidan eng kattasi M va eng kichigi m ni
tanlash kerak.

5.4.6-misol. z=x*+y? —xy+x+y funksiyaning x<0,y<0,x+y>-3
sohadagi eng katta va eng kichik qiymatlarini toping.

Yechilishi: » Soha AOB uchburchakdan iborat. Soha ichidagi
kritik nuqtalarni topamiz (5.10-rasm):

§£:2x—y+1:O
OX
QE:Zy—x+1:O
oy

bundan x=-1y=-1 bo‘lib, P,(-1,-1) kritik nugtaga ega bo‘lamiz.
Funksiyani soha chegarasida tekshiramiz: 4O chegarada y=0 bo‘lib,
z=x"+x funksiya hosil bo‘ladi. Bu funksiyaning ekstremumi:

7' =2x+1=0va x:—%:—O,S bo*ladi.

Soha AOB uchburchakdan iborat. Soha ichidagi kritik nuqtalarni
topamiz:

oz

ox

oz

—=2y—X+1=0
oy

=2X—y+1=0
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5.10-rasm. x <0,y <0,x+y >=-3 chiziglar bilan chegaralangan soha

bundan x=-1,y=-1 bo‘lib, P,(-1,-1) kritik nugtaga ega bo‘lamiz.
Funksiyani soha chegarasida tekshiramiz: 4O chegarada y=0 bo‘lib,
z=x"+x funksiya hosil bo‘ladi. Bu funksiyaning ekstremumi:

1 :
2l =2x+1=0va X === -0,5 bo‘ladi.

Demak, P, (-0,5, 0) 40 chegaradagi kritik nuqta. Tenglamasi x =0,
BO chegarada z = y* +y funksiya hosil bo‘lib, z/ =2y +1=0, y=-1/2.

Demak, P{O,—%) BO chegaradagi kritik nuqta bo‘ladi. Tenglamasi
y=-3-x bo‘lgan AB chegarada z=3x*+9x+6 funksiya hosil bo‘lib,
z, =6x+9=0 x= —g . AB ning tenglamasidan y = —3+§ = —g, demak, AB
chegaradagi kritik nuqta P, (—E ——j bo‘ladi.

Berilgan funksiyaning F,, R, P,, P, kritik nugtalardagi, hamda A, B, O
nuqtalardagi qiymatlarni hisoblaymiz:

2, £(R)=1(-1-1)=-1; 2= 1R)=1(-5:0)=-%;
= 1(p)=1(0-3)--3 = 1F)= 1[5 )5
z,= f(0)=£(0,0)=0 ; z,=f(A)=f(-30)=6; z, = f(B)=(0,-3)=6.

Funksiyaning topilgan barcha giymatlarini tagqoslab,

=f(A)=1(B)=6 va 7, =f(R)=-1
yopiq sohadagi eng katta va eng kichik giymatlarini topamiz. <

en gkat.
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5.4.3. Shartli ekstremumlar. Lagranj ko‘paytuvchilar usuli

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning ekstremumlarini topishda shartli
ekstremumdan ham foydalaniladi.

z = f(x,y) funksiyaning shartli ekstremumi deb, bu
funksiyaning x vay o‘zgaruvchilarning

@(x,y)=0 (5.17)
tenglik bilan bog‘langanlik shartida erishadigan ekstremum giymatiga
aytiladi.

Agar z = f(x,y) funksiya va xOy tekislikda L chiziq ¢(x,y)=0
tenglama bilan berilgan bo‘lib, z = f(x,y) funksiyaning giymati L
chizigning Po(Xo,Y0) nugtasiga yagin nugtalarida ¢ (x, y)=0 funksiyaning
giymatlariga nisbatan eng katta yoki eng kichik bo‘lsa, u holda Po(Xo,Y0)
nuqgta shartli ekstremum nuqtasi deyiladi.

Odatdagi ekstremum nugqtasi (uni shartsiz ekstremum ham deyiladi)
shu nugtadan o‘tuvchi ixtiyoriy chiziq uchun shartli ekstremum nugtasi
bo‘lishi mumkin. Lekin, teskari da’vo o‘rinli emas, ya’ni shartli
ekstremum nuqtasi shartsiz ekstremum nugqtasi bo‘Imaydi.

Amaliy masalalarni yechishda quyidagi algoritm bo‘yicha ish
ko‘riladi:

1-gadam: @(x,y)=0 tenglikni y ga nisbatan yechib, uni oshkor
ko‘rinishga keltiramiz: y = y(x).

2—qgadam: Topilgan y(x) ni z = f(x,y) funksiyadagi y ni o‘rniga
go°yib, uni bir o‘zgaruvchili funksiyaga keltiramiz: z = f(x, y(x)).

3—-gadam: Bu funksiya ekstremumga erishadigan x ning
giymatlarini aniglaymiz.

4—gadam: Bog‘lash tenglamasi y = y(x) dan y ning mos giymatini
topamiz.

5.4.7-misol. z = /1 — x2 — y2 funksiyaningx + y — 1 =0
chiziqdagi shartli ekstremumini toping.

Yechilishi: »

1) x + y — 1 = 0 ni oshkor ko‘rinishga keltiramiz: y = 1 — x.

2)z=\/1—x2—y2 =\/1—x2—(1—x)2 = V2x — 2x2.

3)z' = (V2x — 2x2)’ =0 desak, x =% maksimum nugtani

topamiz.
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4) Bog‘lash tenglamasidan y=1-—x :% ni topamiz. Demak,

shartli ekstremum nuqtasi P, Giz) ckan. <«

x = x(t)
y=y()
ham shartli ekstremum masalasini yechish uchun, bu ifodalarni
z = f(x,y) funksiyaga qo‘yib, bir o‘zgaruvchili funksiyaga keltiramiz va
ekstremumni oson topamiz.

Agar bog‘lash tenglamasi ancha murakkab ko‘rinishda bo‘Isa, ya’ni
uni oshkor ko‘rinishda ifodalashning iloji bo‘lmasa, u holda shartli
ekstremumni topish uchun Lagranj ko‘paytuvchilar usulidan foydalanish
mumeKin.

Lagranj ko‘paytuvchilar usuli. x va y lar ¢ (x,y) = 0 tenglama
bilan bog‘langanlik shartida z = f(x,y) funksiyaning ekstremumini
topish kerak bo‘lsin.

Shartli ekstremum nugqtalarida ekstremumning zaruriy sharti
bajarilishi kerak, ya’ni z = f(x,y) funksiyaning to‘la differensiali nolga
teng bo‘lishi kerak:

Bog‘lash tenglamasi parametrik shaklda { berilgan bo‘lsa

= RE+HEy) =0 (5.18)
. dy . oAy ex(xy) o .
(5.17) tenglikdan —_ Ni topamiz: —= = ooy Hosilaning topilgan

giymatini (5.18) ga go‘yamiz va quyidagiga ega bo‘lamiz:
FGy) — fGy) 202 =0
Bu tenglamada yangi A o‘zgaruvchi kiritamiz va tenglamani proporsiya
qilib, qulay ko‘rinishga keltiramiz:
febey) _ Gy _ o
ox(xy) 9y (xy) ’
Bu yerda “minus” ishorasi qulaylik uchun qo‘yilgan. Proporsiyadan
quyidagi sistemani hosil gilamiz:
{fxi () + Apx(x,y) =0
fy (e, y) + Apy(x,y) =0
x va y lar bog‘lanish tenglamasini ganoatlantirishi kerak, shuning
uchun (5.19) tenglamalar sistemasi (5.17) bog‘lanish tenglamasi bilan
birgalikda uchta: x, y, A noma’lumli uchta tenglamalar sistemasini hosil
giladi. Bu sistemani quyidagi qoida yordamida eslab golish qulay:
z = f(x,y) funksiyaning ¢ (x, y) = 0 bog‘lanish tenglamasi o‘rinli
bo‘lganda shartli ekstremumi bo‘lishi mumkin bo‘lgan nuqgtalarini topish

(5.19)
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uchun quyidagi Lagranj funksiyasi deb ataluvchi yordamchi funksiyani
Kiritish kerak:

O(x,y,1) = f(x,y) + Ap(x,y), (5.20)

Bunda A — biror o‘zgarmas. So‘ngra ®(x,y, A) funksiyaning x,y, A lar
bo‘yicha xususiy hosilalarini nolga tenglab, hosil bo‘lgan (5.19) va (5.17)
tenglamalardan x,y noma’lumlarni va A yordamchi ko‘paytuvchini
topish kerak.

Shunday qilib, shartli ekstremumni topishni Lagranj funksiyasi
®(x, y, A)ning oddiy ekstremumga tekshirishga keltirish mumkin. (5.19)
va (5.17) tenglamalar ®(x,y,A) funksiya ekstremumi mavjud
bo‘lishining zaruriy sharti bo‘lib xizmat qiladi.

5.4.8-misol. z = xy funksiyaning x vaylar2x+3y—-5=0
tenglama bilan bog‘langan shartidagi ekstremumini toping.

Yechilishi: »
1-gadam: (5.20) ga ko‘ra Lagranj funksiyasini tuzamiz:

d(x,y,A) =xy+ A12x + 3y —5).
2-qadam: x,y, A lar bo‘yicha xususiy hosilalarni topamiz:
oL, y, 1) =y + 24,
@5, (x,y,4) = x + 32,
®(x,y,A) =2x + 3y — 5.
y+21=0
3-gadam: Sistema tuzamiz:{x +34 =0
2x+3y—5=0
Sistemani yechib, 1 = —1—52, X = %, y = Z giymatlarni topamiz.
4-gadam: Demak, bizda Pl(z,z) nuqta hamda 2x + 3y —5 = 0 to‘g"ri

chizigning nugtalari P, (0, %) va Pg(g, 0) uchta nuqta topildi.
Topilgan nugtalarni z = xy ga qo‘yamiz va taqgoslaymiz.
55 5 5 25 | 5\ _ A. E _
2(ie)=7 e m  2(03)=0 7(3.0) =0

Shunday qilib, z = xy funksiya eng katta giymatga Pl(ZE) nugtada
erishadi: z,,qx GZ) = z—z.

Lagranj ko‘paytuvchilar usulini ikkitadan ko‘p o‘zgaruvchili
funksiyalarning ham shartli ekstremumlarini topishga tatbig qilish
mumkin,

Aytaylik, bizga u = f (x4, x5, ..., x,) funksiya ushbu m ta (m < n)
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‘P1(x1;x2» ---:xn) =0,
(pZ(xlle» "')xn) = O»

O (X1, X9, o, X)) =0

tenglamalar bilan bog‘langan degan shart ostidagi ekstremuminni topish
talab etilgan bo‘lsin. U holda Lagrang funksiyasini quyidagicha tuzamiz:

(D(xl,xz, ...,xn,ﬁ.l,/‘{z, ,Am) == f(xl,xz, ...,xn) +

+A101 (X1, X3, o, X)) F 202 (X1, X5, o, X )+ 200+ A @ (X1, X2, v, X7).
So‘ngra bu Lagranj funksiyasining xi,xs,..,%Xn, 41,45, ..., 4, lar
bo‘yicha xususiy hosilalarini topib, nolga tenglaymiz. Hosil bo‘lgan
m+n ta tenglamadan yordamchi o‘zgaruvchi A,,1,,...,4,, lar va
X1, Xy, ..., Xy, larni topamiz.

o N

Mavzu yuzasidan savollar

Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning maksimum nuqtasi deb ganday
nugtaga aytiladi?

Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning minimum nugtasi nima?

. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning ekstremum nugtalari deb nimaga
aytiladi?

. Ikki o‘zgaruvchili funksiya ekstremumga ega bo‘lishining zaruriy

shartini ayting.

. Ikki o‘zgaruvchili funksiya ekstremumga ega bo‘lishining yetarli

sharti ganday?

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya ekstremumga ega bo‘lishining
zaruriylik sharti ganday?

Gesse matritsasi deb nimaga aytiladi?

. Shartli va shartsiz ekstremum deganda nimani tushunasiz?

Ikki o°zgaruvchili funksiyaning biror yopiq sohadagi eng katta va
eng kichik giymatlari qanday topiladi?

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR

1. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning ekstremumini toping:

a) z=3x"-2xy+Yy?-2x-2y+3,
b) z=2x*+xy—y?-7x+5y+2;

271



C) z=X-3xy-y’—4x+6y+1
d) z=3x*+xy—6y? —6Xx—y+9;
e) z=10xy —3x*—2y* —26x+18y -1
f) z=5-7x* -5y +2xy —34x+34y;
2. Funksiyaning sohadagi eng katta va eng kichik qiymatlarini toping:

a) z=3xy—-xX’y—xy’+6, D:0<x<20<y<3.

b) z=x*—xy+y?—4x, D:x>0,y>0,3x+2y-12<0
C) z=x+3y+4, D:x>0,y>0, x*+y?—1<0.
d) z=x*(y+1)-2y, D:lrx <y<2.

e) z=x"+y*—2x-2y+8, D:x>0,y>0,x+y<l.
f) z=3x+6y-x*—xy-y?, D:0<x<10<y<l
3. Uch o‘zgaruvchili f(x, %, %) =X +3% +X,% —2x> —=x; —4x; funksiyaning

ekstremum nuqtalarini toping.

4, F(X, % Xgy X,) = X +5XX, +3%,%,—2X" —x; —3%; +X;  to‘rt  o‘zgaruvchili

funksiyaning ekstremum nugqtalarini toping.

5. (X, % Xg) =—2X + 3%, + X%, —2X +x; —x.  funksiyaning  ekstremum

nugtalarini toping.

TESTLAR
1. 22,1 «iy—2 bo‘lganda funksiyaning ekstremumini toping.
Xy
A) 2. =2(L1) =2 B) z,,, =2(-1)=2
C) z,,, =2(-L0)=2 D) z,,, =2(L0)=2
2. z=x*+y’+xy—3x-6y funksiya ekstremumini toping
A) z,=2(01)=1 B) z,,=2(03)=-9
C) z,,=2(-30)=2 D) Ekstremum mavjud emas

3. Funksiyaning eng katta va eng kichik giymatlarini toping:
z=xX—y>+4xy—6x+5x>0,

y>0,x+y<3
A) Zeng kichik — _47 Zengkatta = 5 B) Zeng kichik — _5; Zengkatta =5
C) Zeng kichik — _5' Zengkatta = 16 D) Zeng kichik — O’ Zengkatta = 16

4. 1=x° +y2;§+%=1 shartda funksiyaning shartli ekstremumini toping:
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A) x=§,y:E da zmaX:§ B) =0 yzﬁ dazmin=%
4 6 24 2 5 25

57 2
C) x=Z,y=‘—1da zmin:§ D) x:l,y=E da zmax=§
4 6 24 4 3 25

5. To‘lasirti S=6x dm® bo‘lgan eng katta hajmli silindrning
o‘lchovlarini aniglang.
A) R=2H=2 B) R=1, H=3
C) R=4,H=3 D) R=LH=2

5.5-§. Optimallashtirish usullari
5.5.1. Masalaning go‘yilishi. Optimallashtirish masalalari

Insonlar o‘z faoliyati davomida har bir ishning mumkin bo‘lgan
variantlaridan eng magbulini tanlashga harakat qgiladi. Agar bu ish
harajatlar bilan bog‘liq bo‘lsa, harajatlarni kamaytirish, agar ish daromad
bilan bog‘liq bo‘lsa, daromadlarni ko‘paytirish maqsad gilinadi. Demak,
masala shartidan kelib chiqib, harajat yoki daromadni ifodalovchi magsad
funksiyasi tuziladi. So‘ngra shu maqsad funksiyasining eng katta yoki eng
kichik qiymatlarini topish kerak bo‘ladi. Bunday masalalarga
optimallashtirish masalalari deyiladi.

Optimallashtirish masalalarini insonlar faoliyatining istalgan
doirasida, shaxsiy ishlardan tortib umumdavlat ishlarigacha bo‘lgan
darajada oshkor yoki oshkormas shaklda uchratamiz. Iqtisodiy
rejalashtirish, boshgarish, chegaralangan resurslarni tagsimlash, ishlab
chiqarish jarayonini tahlil qilish, murakkab ob’yektlarni loyihalash doim
mo‘ljallangan maqgsad nuqtai nazaridan eng maqgbul variantni izlashga
qaratilgan bo‘lishi lozim.

Matematik nuqgtai nazardan maqgsad funksiyasi oshkor formula
bilan berilgan va differensiallanuvchi funksiyadan iborat bo‘lgan hol eng
sodda optimallashtirish masalasi hisoblanadi. Bu holda funksiyaning
xossalarini tekshirish, uning o‘sish va kamayish oraliglarini aniqlash,
lokal ekstremum nugqtalarini izlashda hosiladan foydalanish mumkin.
Optimallashtirish masalalarini hal gilishning 3 ta usuli keng qo‘llaniladi:

1. Oraligni teng ikkiga bo‘lish usuli;
2. Oltin kesim usuli;

3. Nyuton usuli;

4. Eng kichik kvadratlar usuki.
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Oraligni teng ikkiga bo‘lish usuli
Aytaylik, [a,b] oraligda berilgan y=f(x) funksiyaning
maksimum giymatini aniqlash kerak bo‘lsin. Faraz qilaylik, funksiya
o‘zining maksimum qiymatiga € oraliqda erishsin.

a+b
Dastlab oraliq o‘rtasini aniglab olamiz (5.11-rasm): X, = %
So‘ngra funksiya f(%“%} va f(aTer—gj giymatlarini hisoblaymiz.

f(x)
4

a

5.11-rasm. Oraligni teng ikkiga bo‘lish usuli

Agar f(a—;m+gj2f[a—?—gj tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, funksiyaning

maksimumi (minimumi) {a%b—%;b} oraligda yotadi.
Agar f(aTerJrng f[aTer—gj tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, funksiyaning

maksimumi (minimumi) {a;a—;’b%} oraligda yotgan bo‘ladi (5.12-rasm).

5.12-rasm. Oraligni teng ikkiga bo‘lish usuli

274



Hosil bo‘lgan oraliq o‘rtasini topib olib, shu tariga davom qilib,
oraliglarni kichraytirib boraveramiz va lokal maksimumga erishamiz.

Oraliqni teng ikkiga bo‘lish usulida optimal yechim yotgan
oraligning chegaralari berilgan bo‘lishi kerak.

Nyuton usulida y=f(x) funksiya berilishining o‘zi yetarli, unda
yechim izlanishi kerak bo‘lgan oraliq talab qilinmaydi. Boshlang‘ich
optimal qiymat faraz qilinadi. Nyuton usulida boshlang‘ich qiymat
noto‘g‘ri tanlansa, optimal yechimga yaqinlashmasligi ham mumkin.

5.5.1-misol. Ma’lumot uzatish tezligi optik tolaning ko‘ndalang
kesimiga bog‘liq. Optik tola ko‘ndalang kesimining yuzasi
S =4siné(1+cosé) bo‘lib, asosi va yon tomonlari uzunliklari 2 birlikka
teng. & burchak qanday bo‘lganda kesim yuzasi eng katta bo‘ladi? ¢=0,2
deb oling (5.13-rasm).

Yechilishi: » Oraligni teng ikkiga bo‘lish usulidan foydalanib
yechamiz:

- i
———

0 0.7854 T 15708
/, H 2

e

5.13-rasm. Optik tolaning ko‘ndalang kesimi

. T N %
[0, E} =[0; 15708]

f () =4sin (1 + cos O9)
1-iteratsiya:

f(a+ b +5J: f[0+1,5708 +%j - 1(0,8854) = 5,0568
2 2 2 2

f[a+b _fj: f(0+115708_Ej: f (0,6854) = 4,4921
2 2 2 2

f(0,8854)> f(0,6854)
Qiymatlarni tagqoslab, keyingi oraligni aniglab olamiz:

[a_+b _f;b} —[0,6854; 1,5708]
2 2
2-iteratsiya:
f(a;b 3: f(0,6854;1,5708 N o_zzj _ £(12281) = 5,0334
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f(a+b_£j_f(0,6854+1,5708 02
2 2

; _7j = f(1,0281) =51942
f(1,2281)< f (1,0281)

Qiymatlarni tagqoslab, keyingi oraligni aniglab olamiz:

{a; a7+b + ﬂ _[0,6854; 1,2281]

3-iteratsiya:
f(a;—b +§j: f(0,6854;rl,2281+0;22j: f (1,0567) =5,1957

. [a+ b gj: f (0,6854;1,2281 ~ 0_22j _ £(0,8567) =5,0025
f(1,0567) > f(1,8567)

Qiymatlarni tagqoslab, keyingi oraligni aniglab olamiz:

{37”’ —g;b} ~ [08567; 1,2281]

2 2

08567 1,2281

(f) 0.6854 0.7854 10472

7 15708
=

Va hokazo, shu tariga davom etib, 16-iteratsiyadan keyin quyidagiga ega
bo‘lamiz: f(€)=51962, bundan 6=10472 ni radian giymatini
aniqlaymiz, uni gradusga o‘tkazsak 6=60° ekanligi kelib chigadi. Demak,

0=60° ga teng bo‘lganda kesim yuzasi eng katta bo‘ladi:
f(L0472) =51962. <«

5.5.2. Optimal yechim topishning Nyuton usuli

Nyuton usuli  y=f(x) funksiyaning ekstremum giymatlarini

topishda muhim ahamiyatga ega. Bu usulda [a,b] oraligda funksiyaning
sillig bo‘lishi talab qilinadi, ya’ni f(x) funksiyaning ixtiyoriy xe[a,b]
giymatlari uchun f'(x) va f"(x) hosilalari mavjud bo‘lishi va ular
noldan farqli bo‘lishi kerak.

Nyuton usuli  f(x)=0  tenglamani yechishda qo‘llaniladigan
urinmalar (Nyuton-Rapson) usuliga o‘xshaydi.

Urinmalar usuli: Argument orttirmasi nolga intilganda C nuqgtadan
o‘tuvchi CE urinmaning burchak koeffitsiyentini aniglaymiz (5.14-rasm):

o FO)=F(Xi)
Xi_xi+l
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Agar keyingi X,,, yaqinlashish yechim bo‘lsa yoki F(X;)=0
tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda
k = F(X|) -0 .
B Xi - Xi+1 ’

. 12 . ' _ F(X|)
k =F'(X); F (Xi)_—xi X,
_ F(X))
(X))
topib olsak, hosil bo‘lgan tenglik urinmalar usuli formulasi bo‘ladi:

_y _F(X)
i+1 T N F,(X)

tenglikni hosil gilamiz. Bundan X;-X, kelib chigadi. X,,;, ni

4

\4

5.14-rasm. Urinmalar usuli grafigi

Agar ushbu tenglamada F(X)=f'(X) deb gabul gilsak, u holda
F'(X)=f"(X) ham o‘rinli bo‘lib,
_y _ FX)
i+l — N _Txi)
optimal yechimga yaqinlashishning Nyuton usuli formulasi hosil bo‘ladi.
Bu yerda X; - maksimum (minimum) nuqtaga i-yaqinlashish bo‘lsa, X,
- yaginlashish quyidagi formuladan aniglanadi:

_, ')
X, = X 00) (5.17)

Nyuton usulida boshga usullarga garaganda ekstremum giymatga
tezroq yaginlashiladi.

Qachon hisoblash to‘xtatiladi? Hisoblash ishlari |x,, —x|<e
tengsizlik bajarilguncha davom ettiriladi.

5.5.1-misolni Nyuton usulida yechamiz.

Yechilishi: » Ushbu misol Nyuton usulida yechamiz:

f(0) =4sinO(1+cosO)
Dastlab 1- va 2-tartibli hosilalarni topib olamiz:
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f'(0) = 4cos O(L+ cos ) + 4sin @ - (—sin @) = 4(cos 6 + cos* & —sin® 6);
f"(0) =—4sin@- (L+ 4cosb).
Iteratsiya formulasini yozib olamiz va dastlabki yaginlashishni
aniqglab olamiz:

9i+1 - 9! _w Hl = 90 - fN(QO) |:0’£j|
£"(6) £"(6,) 2
1-iteratsiya:
i f’(Zj . 4(cos = +cos® = —sin? )
g-"__\Y 7T " 4 4 4_ _1.0466

1
4 fr1 2 4 —4sin§(1+ 40055)
4 4 4

Topilgan burchakda funksiya giymatini hisoblaymiz:
f(6,) = f (1.0466) = 4sin1.0466 - (1+c0s1.0466) = 5.1962
1@ _ 4 pgp6-F10466) _
f"(6,) f"(1.0466)
4(c0s1.0466 + cos®1.0466 —sin®1.0466)
— 45in1.0466(1 + 4 c051.0466)
Topilgan burchakda funksiya giymatini hisoblaymiz:
f(0,) = f (1.0472) = 4sin1.0472- (1+c0s1.0472) =5.1962
Barcha hisoblab topilgan giymatlarni jadvalga belgilaymiz:

2-iteratsiya: 6, =6, -

=1.0466 — =1.0472

Iteratsiya H, f'(8,) ./.'(8, ) | €, _f.(g,.| )
1 0.78540 | 2.8284 -10.828 | 1.0466 | 5.1962
2 1.0466 | 0.0061898 [ -10.396| 1.0472 | 5.1962
3 1.0472 | 1.0613E-06 | -10.392 | 1.0472 | 5.1962
4 1.0472 | 3.0642E-14 | -10.392 | 1.0472 | 5.1962
5 1.0472 1.3323E-15 [ -10.392 | 1.0472 | 5.1962

Agar 1-tartibli hosila nolga teng chigsa, ko‘zlangan natijaga erishgan
bo‘lamiz. Ish shu joyda to‘xtatiladi. € =1.0472 radianni gradusga
o‘tkazamiz:

180°

T

Demak, 0=60" ga teng bo‘lganda kesim yuzasi eng katta bo‘ladi:
f(1.0472)=5.1962

€ =1.0472rad =1.0472- =60°
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5.5.2-misol. f(x)=-2x"+7x>+5%x* —x+3—>min bir o‘zgaruvchili
funksiyani £ =0.001 xatolik bilan Nyuton usulida optimal yechimini
toping.

Yechilishi: » Dastlab 1- va 2-tartibli hosilalarni topib olamiz:

f'(x) =—8x%+21x* +10x —1; f"(x) = —24x* +42x +10.

(5.17) iteratsiya formulasiga qo‘yamiz: X, =0 deb olamiz.
P) g =8+21+10-1 4 22, 7657 02143
f"(%,) —24+42+10 28

‘xl — xo‘ = ‘1— 0.2143‘ =0.7857 > 0.001

1-iteratsiya: X =X, —

2-iteratsiya:
! 3 2
X =% /() _ 9143 —802143 +21-20.2143 +10-02143-1_ ., .0 20287 .0
f7(x,) —24-0.2143% +42-0.2143+10 17,8984
|, —%,|=|0.2143-0.101 = 0.1133 > 0.001;
3-iteratsiya:
w —x _F%) 5101 ~8.0.101° +21-0.101° +10-0.101-1 _ 0101 0216 _
ST f(x,) —24-0.101% +42-0.101+10 ' 13.9972

=0.101-0.0154 = 0.0856
X, — X,| =[0.101—0.0856| = 0.0154 > 0.001

4-iteratsiya:
! —_— . 3 . 2 . —
X =%, f'(%) _ g ogsg. —80.0856° +21 20.0856 +10-0.0856 -1 _ ) 1or  0,0049 _
f"(x,) —24-0.0856% +42-0.0856 +10 13.4193

=0.0856 —0.00037 = 0.0852
[, — x| =|0.0856 — 0.0852| = 0.0004 < 0.001.

Ruxsat etilgan xatolikdan kichik chigquncha iteratsiyani davom qildik,
yechim x=0.0852 ekan. Demak, X =0.0852 nuqtada funksiya
minimumga erishadi:

(0.0852) = —2-0.0852* +7-0.0852° +5-0.0852> —0.0852 + 3 = 2.9553 «

fmin
7.8. Shartsiz optimallashtirish usullari

Ko‘pgina nazariy va amaliy masalalarni yechish n-o‘lchovli vektor
argumentli f(x) skalyar funksiya ekstremumi (eng katta yoki eng kichik
giymati) ni izlashga keltiriladi. Bundan keyin x deganda n—o‘lchovli

Xl
X2
fazodagi nuqtani, ya’ni vektor-ustunni tushunamiz: *=|
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Vektor-satr esa vektor-ustunni transponirlash bilan hosil gilinadi:
X'=(4, % X)),

Optimallanuvchi  f(x) funksiyaga magsad funksiyasi yoki
optimallashtirish  kriteriysi  deyiladi. Maqgsad funksiyasining
minimumini aniglovchi x* vektorga optimal vektor deyiladi.

Ta’kidlash kerakki, f(x) funksiyani maksimallash masalasini
unga ekvivalent bo‘lgan minimallash masalasiga almashtirish mumkin
yoki aksincha (5.15-rasm). Buni bir o‘zgaruvchili funksiya misolida gqarab
chigamiz.
yA

\ y=Fix)
FixY —&/

|
o
0 |

-fIx% [~ 7
/ y=-fIx)

5.15-rasm. Funksiyaning maksimum va minimum qiymatlari

XV

Agar x* nuqta y= f(x) funksiyaning minimumi bo‘lsa, u holda
f(x) va -f(x) funksiyalarning grafiklari abssisa o‘qiga nisbatan
simmetrik bo‘lganligi sababli y=-f(x) funksiya uchun bu nugta
maksimum nuqtasi bo‘ladi. Demak, o‘zgaruvchining bitta giymatida
f(x) funksiya minimumga; - f(X) funksiya esa maksimumga erishadi,
ya’ni

min f (x) =—max f(Xx).

Bir o‘zgaruvchili funksiyalar uchun o‘rinli bo‘lgan ushbu holatni
ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar uchun ham qo‘llash mumkin. Agar
f(X,,%,,....,X,) funksiyani minimallash masalasini  —f(x,%,,...,X,)
funksiyani maksimallash masalasi bilan almashtirishga to‘g‘ri kelsa, u
holda maksimumni topish o‘rniga f(X,,X,,...,x,) funksiya minimumini
topish yetarli bo‘ladi, ya’ni

min f (X, ,X,,...,X,) =—max f (X;,X,,..., X,) .

Ushbu tasdigdan bundan keyin fagat minimallash masalalari hagida

gapirish mumkin degan xulosa kelib chigadi.
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Haqgiqiy amaliy masalalarda x;,i=12,..,n o°‘zgaruvchiga va
ob’yekt, tizim, jarayonlar sifat xossalarini xarakterlovchi ba’zi
funksiyalar g;(x) ga quyidagicha chegaralar (shartlar) qo‘yilishi mumkin:

g,(x)=0, i=12,..,n; a<x<b, bunda
a b,
b
a=| |, b=|
a b

Bunday masalalarga shartli optimallashtirish masalalari deyiladi.

Cheklovlari bo‘lmagan masalalar shartsiz optimallashtirish
masalalari deyiladi.

Shartsiz ekstremum masalasining yechimini topish talab gilingan
bo‘lsin, ya’ni f(x)= f(x,X,....,X;) funksiyaning maksimumi (minimumi)ni
X;,1 =12,...,n nugtalarda izlash mumkin bo‘Isin.

Ko‘p o‘lchovli optimallashtirish masalasini Nyuton usulida yechish
uchun quyidagi iteratsion formuladan foydalanamiz:

Xirr = X — H 7100 - V() (5.18)

Bunda H — Gesse matritsasi bo‘lib, (5.15) formuladan topiladi.

5.5.3-misol. Berilgan funksiyani Nyuton usulida minimuminin
toping: z = 3x% 4+ 2y% + z% + 2xy + xz + yz — 2x — 3y — 4z - min.

Yechilishi: »

Optimallashtirish masalasida f(x) = f(xq, x5, ..., x,) funksiya
kvadratik funksiya bo‘lsa, boshlang‘ich yaqinlashishni ganday
tanlanishining ahamiyati yo‘q, chunki Gesse matritsasi o‘zgaruvchilarga
bog‘liq bo‘lmaydi.

Mavzu yuzasidan savollar:

1. Optimallashtirish masalalari deganda nimani tushunasiz?

2. Optimallashtirish masalalarini yechishning ganday usullarini bilasiz?
3. Oraligni teng ikkiga bo‘lish usulini tushuntiring.

Bir o‘zgaruvchili funksiya uchun Nyuton usulini tushuntiring.
Shartsiz optimallash usullariga gaysi usullar kiradi?

Magsad funksiyasi nima?

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya uchun Nyuton usulini tushuntiring.
Funksiyani optimallashtirishda gradiyent vektori deb nimaga

aytiladi?

O N Oh
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MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR

1. f(x)=7x>+5x*—x+3—>min funksiyani ¢=0.001 xatolik bilan
oraligni teng ikkiga bo‘lish usulida optimal yechimini toping.

2. f(x)=-2x*-5x*—x+1—>min funksiyani &=0.001 xatolik bilan
Nyuton usulida optimal yechimini toping.

3. z=x%+xy + y? — 3x — 6y » min funksiyani optimallashtirishda

boshlang‘ich yaqinlashish sifatida (2;1) nuqta olingan bo‘lsa,

gradiyent vektorini aniglang?

4.z =3x*+2y*+z*+2xy +xz+ yz— 2x — 3y — 4z - min
funksiyani optimallashtirishda boshlang‘ich yaqinlashish sifatida
(1;2;3) nuqta olingan bo‘lsa, gradiyent vektorni aniqlang?

5. z=3x*+2y*+4+2z>4+2xy+xz+yz—2x—3y—4z > min
funksiyani optimallashtirishda boshlang‘ich yaqinlashish sifatida
(1;2;3) nuqta olingan bo‘lsa, iteratsiya jarayonida birinchi
yaqinlashish natijasini toping?

TESTLAR

1. Optimallashtirish masalasida k+1-gadamda iteratsion jarayon
aynan minimumga garab ketayotganlik sharti buzilsa ganday yo‘l
tutiladi?

A) Xj4q nio‘rniga xj,., = xk%ﬂk olinadi;
B) X4, nio‘rniga x;,; = % olinadi;
C) Xj4q nio‘rniga xj,., = xk%ﬂk olinadi;
D) Xy ni 0‘rniga X, = 217k glinadi.

4

2. Optimallashtirish masalasida iteratsiya jarayonini to‘xtatish
kriteriysi qanday bo‘ladi?

A) f,(xk)

[ (k1)
. B) [————
f(Xk+1) <€ )

; <g,
f(xk)

282



f' (Xk41) . f' (xk41)
) T |~ ® D) 1Tt
3. f(x) = —x3 + 2x% + x > min, £ = 0.001 xatolik bilan yechimni
Nyuton usulida topish talab qilingan bo‘lsin. x; = —0.5 bo‘lsa, agarda
X, topilgandan keyin iteratsiya jarayoni minimumga qarab
ketmayotganligi aniq bo‘lsa, x, ganday giymat bilan almashtirilardi?

A) x; = —0.175 B) x;=—0.375
C) x; = —0.275 D) x; =—0.375

4. Uch o‘zgaruvchili f(x,y,z) fuksiya uchun Gesse matritsasi ganday
ko‘rinishni oladi?

14 14 14 14 14 14

< E.

xx Xy Xz xx xy Xz
144 r 144 144 144
A) yx 1 yz B) yx yy yz
144 144 14 144 144 4
zZXx zy zz zx fzy zz
]_ 144 14 r r 144
xy xz xx xy xz
14 144 14 r r 144
C) yx yy yz D) yx yy yz
r r r r r
zx fzy zZz zx fzy 1

5. Ko‘p o‘lchovli optimallashtirish masalasida Nyuton usuli ganday
ko‘rinishni oladi?

or | ory (2., o)
A) (6x1 P 0y, B) 0x,’ 7 0xp_q
2y o (L. 1)
C) (axf T 9x2 D) 0x,0x, " "’ 0x,0xp)"
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VI BOB.

IKKI VA UCH
KARRALI INTEGRALLAR

6.1-§. Ikki karrali integral
6.1.1. Ikki karrali integral ta’rifi

Ikki va uch karrali integral tushunchalari “Hisob” fanining asosiy
tushunchalaridan bo‘lib, ularning yordamida Yyassi shakl yuzalarini,
jismning massasi, hajmi, og‘irlik markazi, inersiya momenti va shunga
o‘xshash kattaliklarni aniglash mumkin.

Bir o‘zgaruvchili funksiya integralining asosiy g‘oyalarini ko‘p
o‘zgaruvchili funksiyalarga ham tatbiq gilish mumkin, ya’ni integral — bu
aniq turdagi yig‘indidan olingan limit g‘oyasiga asoslangandir.

Shuning uchun Oxy tekisligida L chiziq bilan (yoki bir necha
chiziq bilan) chegaralangan yopiq

R=[a,b]x[c,d]={(x,y)eR?| a<x<h, c<y<d}
sohani qaraymiz, bu sohada f(X,y)>0 bo‘lsin va uning grafigi fazoda
z=f(x,y) uzluksiz funksiyani tasvirlasin. U biror sirt bo‘lib, (R) soha
tepasida joylashgan bo‘ladi (6.1-rasm):
{(x,y,2)eR*| 0<z< f(x,y), (xYy)eR}.
Quyidagi amallarni bajaramiz:

1) (R) sohani Ox va Oy o‘qlariga parallel to‘g‘ri chiziglar bilan
to‘g‘ri to‘rtburchaklarga ajratamiz. Umuman olganda sohani teng
yuzalarga ajratish shart emas. [a,b] kesmani m ta [x,x] bo‘lakka, [C,d]
kesmani esa n ta [y, ;] bo‘lakka ajratamiz, har bir to‘g‘ri to‘rtburchak

enining uzunligi AX; va bo‘yining uzunligi Ay, ga teng bo‘ladi. Shunda
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(R) soha yuzasi AS =AxAy; bo‘lgan yuzachalardan iborat bo‘ladi (6.2-

rasm): Rij :[Xi_llxi]x[yj—l’yj]:{(x’ 91 Xy SX<X, yHSYSyj}.
:f R; i ){ur'.- il
z= flx,y) + +— {
.1}'.1_ny| ' .
i) :,/’.
Fan TR T e
| ¥
R ] 0 a X Xi_1 X b x
; ax
6.1-rasm. Ikki o‘zgaruvchili funksiya 6.2-rasm. Bo‘laklarga ajratish

2) Har bir R; yuzachadan bittadan (X;, y;) nuqtani tanlab olamiz va
bu nugtada z= f(x,y) funksiyaning qiymatlarini hisoblaymiz: f(x,V);

3) Topilgan funksiya giymatlarini elementar yuzalarga mos ravishda
ko‘paytiramiz (X ,y)-AS;, natijada to‘g‘ri to‘rtburchakli prizma hajmi
hosil bo‘ladi (6.3-rasm):

ij ey
6.3-rasm. Bo‘laklarga ajratish 6.4-rasm. Bo‘laklarga ajratish

4) Bu hajmlar yig‘indisini topamiz (6.4-rasm):
220, y)-As,
i=1 j=l
Bu yig‘indiga z=f(x,y) funksiyaning (R) sohadagi integral
yig‘indisi deyiladi. Bu integral yig‘indi turli n, m larda (R) sohani
qismlarga bo‘lish usuliga va har bir gismda nuqtalarni tanlanishiga ham
bog‘liq.
Shunday qilib, tayinlangan n, m larda integral yig‘indilar ketma-
ketligiga ega bo‘lamiz. m,n—c da maxAS; -0 deb faraz qilamiz.
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Quyidagi tasdiq o‘rinli:

6.1-teorema(Ikki karrali integralning mavjudligi haqida). Agar
chegaralangan yopiq (R) sohada z=f(x,y) funksiya uzluksiz bo‘lsa,
u holda bu sohani qismiy sohalarga bo‘lishlar sonini maxAS; -0 qilib

(m,n—o0) bo‘laklar sonini cheksiz orrtirganda
PR ICH DR
il j-
ko‘rinishdagi integral yig‘indining limiti mavjud bo‘ladi.

Bu limit (R) sohani AS; yuzalarga bo‘lish usuliga ham va har bir
qism ichida (X: ) y’;) nuqtani tanlash usuliga ham bog‘liq bo‘lmaydi. Bu
limit qiymatga z=f(x,y) funksiyadan (R) soha bo‘yicha olingan iKkKi
karrali integral deyiladi va quyidagicha belgilanadi:

m n

[[ o yyds = lim > £(<,y7)-A8; (6.1)

m,N—>o0 &= &
(R) i=l J=1

bu yerda (R) - integrallash sohasi, f(X;y) - integral ostidagi funksiya,
X, y - lar integrallash o‘zgaruvchilari, dS yuza elementi deyiladi.

Har bir R, yuzadan olingan (X, y’) nugtalar uchun barcha m, n butun
sonlarda har bir ¢ >0 son uchun quyidagi tengsizlik o‘rinli bo‘ladi:

ﬁ f (x,y)dS — lim zm:if(x;,y;)-As” <&

(R) m,N—o0 i1 j:l

6.1.2. Ikki karrali integralning geometrik va mexanik ma’nosi

(R) soha, tenglamasi z= f(x,y) dan iborat o sirt, yo‘naltiruvchisi
Z hamda yasovchilari 0z o‘qqa parallel bo‘lgan silindrik sirt bilan
chegaralangan jism silidrik jism deyiladi.

Agar (R) sohada  f(x;y)>0 bo‘lsa, u holda har bir FOC,y)-AS,
qo‘shiluvchini asosi AS; dan, balandligi esa f(x;_’,y;_’) dan iborat kichkina

silindrik jismning hajmi sifatida geometrik tasvirlash mumkin. Bu holda
2.2 F(C,y)-AS; integral yig¢indi ko‘rsatilgan silindrik jismninig hajmlari
i=1 jel

yig‘indisidan, boshqacha aytganda, biror zinapoyasimon silindrik
jismninig hajmidan iborat bo‘ladi. (R) soha bo‘yicha z="f(x,y)
funksiyadan olingan ikki karrali integral quyidan (R) soha, yuqoridan esa
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z=f(x,y) sirt bilan chegaralangan silindrik jismnining vV hajmiga teng
bo‘ladi:
V= [ £(x, y)dxdy
(R)
bunda (R) soha z=f(xYy) sirtning Oxy tekislikdagi proeksiyasidir.

Bu ikki karrali integralning geometrik ma’nosidan iborat.

Agar (R) sohada integral osti funksiya f(x;y)=1 bo‘lsa, u holda
ikki karrali integralning giymati son jihatdan integrallash sohasi (R) ning
S yuziga teng bo‘ladi:

S= H dxdy
(R)

Agar integral ostidagi funksiya biror S yuzali bir jinsli plastinaning

=f(x,y) zichligi bo‘lsa, u holda ikki karrali integral plastinkaning
massasi M ga teng bo‘ladi:
m= [ f(xy)ds .
(R
Bu ikki karrali integralning mexanik ma’nosidan iborat.

6.1.3. Ikki karrali integralning xossalari:

1% R={(xy)| a<x<h, c<y<d} sohada ikki Kkarrali integral uchun
quyidagi tenglik o‘rinli:

ﬂ f(x,y)dS ” X, y)dydx=j

ac

f(x, y)dxdy

D ey T

20, O‘zgarmas ko‘paytuvchini ikki karrali integral belgisidan
tashgariga chigarish mumkin:
[[ k- £ (x, yydxdy =k- [[ £ (x, y)dxdy
(R) (R)

3% Berilgan sohada funksiyalar yig‘indisidan olingan ikki karrali
integral shu funksiyalardan alohida hisoblangan ikki karrali integrallar
yig‘indisiga teng:

[TLF 06 y) £ o(x, y)ldxdy = [[ £ (x, y)dxdy [ o(x, y)dxdy
(R) (R) (R)

4%, Agdrberilgan D soha ozaro kesishmaydigan D=D, +D, sohalar

yig‘indisidan iborat bo‘lsa, u holda quyidagi tenglik o‘rinli:
[[ foayyds = [[ f(x,y)ds+ [[ f(xy)ds

(D) (Dy) (D)
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59 a) Agar berilgan funksiya nomanfiy bo‘lsa, u holda
f(x;y)20—>” f(x;y)dS=0 o¢rinli;
(D)
b) Agar berilgan funksiya nomusbat bo‘lsa, u holda
f(x;y)s0—>ﬂ f(x;y)ds<0 o*rinli.
(®)
6°. Ushbu tengsizlik o‘rinli:
f(x,y)2e(x;y)—> ” f(x,y)dS > ”(p(x;y)ds _
(®) (D)
7°. (O‘rta giymat hagidagi teorema) Agar z=f(x,y) funksiya
yopiq chegaralangan (D) sohada uzluksiz bo‘lsa, u holda bu (D) sohada
shunday Py(X,,Y,) nuqta topiladiki, bu nuqta uchun quyidagi tenglik
o‘rinli bo‘ladi:
[] 106 y)ds = 0%, ¥0)-S
(D)
f(X,Y,) qiymatga z=f(x,y) funksiyaning (D) sohadagi o‘rta qiymati
deyiladi:
j j f(x,y)dS

(%3 Yo)= (D)” dxdy

()

8°%. (Integralning chegaralanganligi hagidaghi teorema). Agar
z=f(x,y) funksiya yopiq chegaralangan (R) sohada uzluksiz hamda M
va m lar funksiyaning shu sohadagi eng katta va eng kichik qiymatlari
bo‘lsa, u holda ikki karrali integral, funksiyaning eng kichik qiymatining
integrallash sohasi (R) ning S yuzasiga ko‘paytmasi bilan eng katta
qiymati M ning o‘sha yuzaga ko‘paytmasi orasida yotadi:

m-ssjj f(x,y)dS<M-S
(R)

6.1.1-misol.  Aniglanish  sohasi R=[02]x[0,2] dan iborat
z=16-x*-2y” elliptik paraboloid ostidagi hajmni tagribiy hisoblang.

Yechilishi: » (R) sohani yuzasi 1 birlikka teng bo‘lgan 4 ta
kvadratga ajratamiz (6.5-rasm).

Ajratilgan sohalarda hajmlarni topib, ularning yig‘indisini olamiz:

2 2
v zZ:Z:f(xi’yj)'ASij

i=l =
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2 (2,2)

1 (2.1)

6.5-shakl. z=16-x*-2y* funksiyani bo‘laklarga ajratish

Vv ziiae—xz —2y?) 1= F(@Y) -1+ F(L2)-1+F(21) 1+ f(2.2)-1=

i1 j=1

=(16-1°-2-1)+(16-1"-2-2°) +(16-2* -2.1°) + (16— 2* -2.2*) =13+ 7+10+4 =34,

(aym=n=4V=4L5 (bym=n=28,V=44.875 (c)m=n=16, V= 46.46875

6.6-rasm. z=16-x* -2y’ funksiyani bo‘laklarga ajratish

Agar (R) sohani 16, 64, 256 ta kvadratchalarga ajratsak, u holda jismning
hajmi mos holda 6.6-rasmda ko‘rsatilgan qiymatlarga teng bo‘ladi. «

6.1.4. Dekart koordinatalar sistemasida ikki karrali integralni
hisoblash

Agar (D) sohani Oy o‘qiga parallel ixtiyoriy to‘g‘ri chiziq faqat
ikkita nuqtada kesib o‘tsa, hamda sohaga kirish va chiqish konturlari
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faqat bittadan tenglama bilan berilgan bo‘lsa, bu soha Oy o0°qi bo‘yicha
muntazam soha deyiladi.
Oxy tekisligida yotuvchi (D) soha X o‘zgaruvchining 2 ta uzluksiz
funksiyalari grafiklari bilan chegaralangan bo‘lIsin:
D={(xy)l a<x<b, g(X)<y<g,(x)}.
Bunda 9,(X), 9,(x) funksiyalarning [a,b] kesmadagi bo‘lagi olinadi, Oy
0°‘q yo‘nalishida muntazam soha chizmada quyidagicha tasvirlanadi (6.7-

rasm):
y y ¥
) __Y=R\x) ’ y=glx) - y=g,(x)
- //'(- / S
y
D ( D ( D
N i b, Y 7
y=g,(x) y= g_[..{v',‘" = y=g,(x)
0 a b X 0] 4 b X 0] g b X

6.7-rasm. Oy o°‘q yo‘nalishida muntazam soha

Ox o0‘q yo‘nalishida muntazam soha ham shu singari aniqlanadi
(6.8-rasm):
D={(x,)| h() <x<h,(x), c<ysd}

¥ ¥ ¥
I P : ™
)/ | | =-:'/ \'1
x=hly) [ D I.,_. x=hyly) x=hyy) | D .."I x=hyy) r=hy) u D | x=hly)
\ | | / /
¢ 0 II"\ ,/'{r ‘1- r II"._,J/
0 X ¢ v 0 X

6.8-rasm. Ox o‘q yo‘nalishida muntazam soha

6.2-teorema. z=f(x,y) uzluksiz funksiyaning (D) to‘g‘ri soha
bo‘yicha olingan ikki karrali integrali quyidagiga teng:

b Yo (x) b ( Y2(x)
oy =J.J-f(x;y)dxdy=J-dx I f(x;y)dyzj.( I f(x;y)dy]dx _
(D) a  y(x) a\ yi(x)

Bu integralni hisoblash uchun dastlab qavs ichidagi integralda X
ni o‘zgarmas deb qarab, uni Y bo‘yicha integrallaymiz:
¥2(x)
o(x)= [ f(xiy)dy.

y1(x)
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Integrallash natijasida X ning uzluksiz funksiyasi hosil bo‘ladi. So‘ngra

bu integralni X bo‘yichaadan b gacha chegarada integrallaymiz:
b

l oy = I@(x)dx
Natijada biror o‘zgarmas son hosil bo‘ladi.
Natija: 1) Agar (D) soha Oy o‘qi bo‘yicha muntazam bo‘lsa,

b Ya(x)

as<x<b
D): ¢ f(x;y)dxdy=|dx | f(x;y)dy-
( ){yl(x)SySyz(x) bo‘lganda (,g) (x;y)axdy ! ny) (x;y)dy:

2) Agar (D) soha Ox 0°‘qi bo‘yicha muntazam bo‘lsa,
d X2 (Y)

c<y<d
D): bo‘lganda f(x,y)dxdy = | dy | f(x,y)dx
( ){Xi(y)gxgxz(y) g (IDJ) (x, y)dxdy !yX1(jy)( y)

3) Tashqi integralning chegaralari doim o‘zgarmas sondan iborat
bo‘ladi. Agar soha nomuntazam bo‘lsa, uni muntazam sohalarga ajratiladi
va integral har bir soha bo‘yicha hisoblanadi, keyin esa ularni jamlash
kerak.

4) Agar soha to‘g‘ri to‘rtburchakdan iborat bo‘lsa,

(Dr{agxgb bo*lganda

c<y<d
b d d b
[ (s y)oxdy = [ax[  (x;y)dy = [dy[ £ (x;y)dx  bo‘ladi.
(D) a ¢ c a

2 3
6.1.2-misol. fdxf(1+8xy)dy hisoblang.
1 0

Yechilishi: » Ushbu intagralni hisoblash uchun dastlab ichki
integralni y o‘zgaruvchi bo‘yicha boshlang‘ichini topamiz, so‘ngra
integral chegaralarini qo‘yib hisoblaymiz. 2-gadamda tashqaridagi

integralni hisoblaymiz:
2 2

2 3 2
J.de‘ (1+8xy)dy =J(y + 4xy2)‘zdx = _[(3+ 4x-3° —0)dx :I(3+36x)dx = (3x +18x2)\12 =
1 0 1 1 1

—6+72-3-18=57.
6.1.3-misol.  [[x*ydxdy integralni hisoblang, bunda (D) soha
D

quyidagicha: D={(x,y)eR?*:2<x<51<y<3}.
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Yechilishi: ~ »  Integrallash chegaralarini  mos ravishda

joylashtiramiz:

35 3 X3 - 13 117
[ x?ydxdy = [[] x*ydx]dy = I(?y)xf;dy = 5](12531 —-8y)dy = —( )l 156.
D 12 1 1

Shuningdek, integrallar tartibini (o‘rnini) almashtirib ham hisoblash
mumekin, natija bir xil chigadi:

[] x2yclxdy —T[TXZyoly]olx—f(xzyz)y=3o|x—lf(gx2 - xz)dx—4(x—3)5 ~156. <«
D 2 1 2 2 = 29 3" .

6.1.4.-misol. ﬂ(x+2>’)d8 hisoblang, bunda (D) soha y=2x*, y=1+x*
(D)
parabolalar bilan chegaralangan soha.
Yechilishi: » (D) sohadagi y=2x, y=1+x* parabolalarning

kesishish nuqgtalarini topamiz (6.9-rasm).
2x% =1+, x* =1, x==1. D={(x,y)| -1<x<1 2x*<y<l1+x7},

s V4

\ yl /

\ N
;=14 12 4

(-1, 2)} y=l+x'g, 5

".\\ /

\ /|

W\ /!
| TN /|

6.9-rasm. y=2x°, y=1+x’ parabolalarning kesishish nuqtalari

y=1+x* funksiya grafigi y=2x* funksiya grafigidan tepada joylashgan,
shuning uchun y=1+x* yuqori chegaraga, y=2x’esa quyi chegaraga
yoziladi:

2

ﬂ (x+2y)ds = ﬁz(x +2y)dydx :j [xy + y2] dx = j[x(1+ X%) + L+ x%)% = x(2x%) - (2x?) }jx =

(D) -12%? -1 2%

:.l[[x+x3+l+2x2+x4—2x3—4x4}ix:j[—3x4—x3+2x2+x+1}1|x:
1

-1

x> x' 2 X to3
Y AT NN TAES vl Sl |
5 4 3 2 | 15
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6.1.5.-misol. dedy integralni hisoblang, bunda (D): y?=2x

D
parabola va uning (2, -2) va (8, 4) nugtalarini birlashtiruvchi vatar bilan

chegaralangan soha.

Yechilishi: » y?>=2x parabolaning (2, -2) va (8, 4) nugtalarini
birlashtiruvchi vatar tenglamasini tuzamiz: y = x—4. Shunda y* =2x va
y=x—4 chiziglar bilan chegaralangan (D) soha 6.10-rasmda
tasvirlangan.

x = 2 to‘g‘ri chiziq yordamida (D) sohani ikkita D, va D, sohalarga
ajratamiz. Bunda

D, = {(x y)e R?:0<x<2,—+/2x < y