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KIRISH 

 

  Mazkur o‘quv qo‘llanmani yozishda O‘zbеkistоn Rеspublikаsi 

Prеzidеntining “O‘zbеkistоn Rеspublikаsi оliy tа’lim tizimini 2030 

yilgаchа rivоjlаntirish kоnsеpsiyasini tаsdiqlаsh to‘g‘risidа”gi PF-5847 

sоnli fаrmоnini аsоs qilib оldik. 

O‘quv qo‘llanmani “Hisob (Calculus)” fan dasturi materiallarini  

to‘liq qamrab oladigan quyidagi 7 ta bobga ajratdik: 

I    bob.  Kompleks sonlar; 

II   bob. Differensial hisob; 

III bob.  Integral hisob; 

IV bob.  Sonli va funksional qatorlar; 

V   bob.  Ko‘p  o‘zgaruvchili  funksiyalar; 

VI  bob.  Ikki va uch karrali integrallar; 

VII bob. Egri chiziqli va sirt integrallari. 

Kitobda real hayotda uchraydigan misol va masalalarni olishga 

harakat qildik, jumladan, iqtisodiy va moliyaviy kattaliklar, ishlab 

chiqarishdagi o‘sish, sog‘liqni saqlash, ekologik tadqiqotlar, 

gidrometereologiya ma‘lumotlari asosida, turizm haqida, tarixiy obidalar, 

kishilar hayoti,  psixologiyasi, anatomiyasi, inson miyasining axborotni 

qabul qilish omillari haqida, ma’lumotlarni uzatish tizimlari, mexanik 

kattaliklar qatnashgan misol va masalalar tuzdik. Bu bilan 

matematikaning qo‘llanilish sohalari qanchalik keng ekanligini 

ko‘rsatishga harakat qildik.  

“Hisob (Calculus)”  fani tushunchalarini grafik, diagramma va 

jadvallar yordamida berish bilan talabalarning tasavvurini boyitishga 

hamda fanga qiziqtirishga urindik. Ushbu fanni o‘rgatish doirasida 

talabalarning turli bilim va ko‘nikmalarga ega bo‘lishlarini ham inobatga 

oldik. Ayniqsa, sirtqi, masofaviy hamda onlayn ta’lim oladigan talabalar 

ham darslikdan foydalana olishlari uchun mavzular ketma-ketligini 

oddiydan murakkabga, soddadan qiyinga tamoyili asosida yoritdik. 

O‘quv qo‘llanmani yozishda fikr mulohazalarini bildirib, kitobning 

ilmiy va uslubiy jihatdan sifatini oshirishga o‘z hissalarini qo‘shgan, 

kamchiliklarni to‘g‘rilashga yordamlashgan hamkasblarimdan, dotsent 

O‘.N.Qalandarov, prof. R.Z.Abdullayev, dots. R.R.Raxmatovlarga, 

misollar va testlarni tuzishda, chizmalar dizayniga yordamlashgan 

Sh.E.Tadjibayevaga chuqur minnatdorchiligimni bildiraman.  

Muallif 
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O‘lchov birliklari: 

Uzunlik o‘lchovlari 

1 dyuym     0.0833 ft 2.54      sm   

1 fut  (ft)     12 dyuym 30.48    sm 0.3048 m  

1 mil   1760 yard 742000 sm 7420    m 7.420 km 

1 yard 3 ft 91.44    sm   

Hajm (suyuqlik) o‘lchovlari 

1 fl   0.028     litr   

1 barrel  158.998 litr   

1 gallon  3.785     litr   

1 kvart  0.94625 litr   

Yuza (maydon) o‘lchovlari 

1 kv.mil       640 akr 258.99 ga   

1 akr            4047  m2 4840 kv. yard 43560 ft2  

1 kv. yard    0.836 m2       

Massa (og‘irlik) o‘lchovlari 

1 misqol 4.25 gr 100 ta arpa (bug‘doy) doni og‘irligi 

1 funt 453.6 gr    

Harorat o‘lchovlari 

00 C 320 F    

50 C 410 F    

100 C 500 F    

Selsiy o‘lchov birligidan Farengeyt o‘lchov birligiga o‘tish: 

32
5

9
 CF  

Farengeyt o‘lchov birligidan Selsiy o‘lchov birligiga o‘tish: 

9

)32(5 


F
С  

 

Belgilashlar: 

     ∃  - mavjudlik belgisi;   

      - ixtiyoriylik belgisi; 

     - tegishlilik belgisi; 

     ∩ - to‘plamlarning kesishmasi; 

       - to‘plamlarning birlashmasi; 

     \  - to‘plamlarning ayirmasi. 
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1.1-§. Kompleks son haqida tushuncha 

 

Son – matеmatikaning boshlang‘ich tushunchasi hisonlanadi. 

Dastlab narsalarni, buyumlarni sanash va qo‘shish amallarini bajarish 

zaruriyati tufayli natural sonlar paydo bo‘ldi. Natural sonlar to‘plami 

quyidagicha bеlgilandi:  ,...},...,3,2,1{ nN  . 

Hisoblashda ayirish amali kiritilgandan keyin natural sonlar 

to‘plami yetarli bo‘lmay qoldi, shuning uchun natural sonlarga qarama-

qarshi sonlarni va nol sonini kiritish bilan butun sonlar to‘plami hosil 

qilindi:  ,...},...,3,2,1,0,1,2,3,...,{..., nnZ  . 

Keyinchalik insoniyat ko‘paytirish va bo‘lish amallarini ham o‘ylab 

topdi va hisob ishlarida natural va butun sonlar bilan kifoyalanib bo‘lmay 

qoldi. Shu bois ratsional sonlar va kеyinroq  irratsional sonlar  fanga 

kiritildi. Mana shu barcha sonlarni o‘z ichiga olgan to‘plamni umumiy 

nom bilan haqiqiy sonlar to‘plami deyiladi va R  bilan bеlgilanadi: 

.RZN   
Fan va texnikaning rivojlanishi bilan turli xil tadqiqotlarda, 

jumladan tovush to‘lqinlarini tadqiq qilishda haqiqiy sonlar to‘plami 

uning xususiyatlarini to‘liq ochib bera olmaydi. Shu sababli ham bunday 

sohalarda faraziy sonlar bo‘lgan kompleks C sonlarga ehtiyoj sezildi: 

                                        СRZN  . 
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z  komplеks son dеb,  iyxz    ko‘rinishdagi ifodaga aytiladi, 

bunda x  vа y  - hаqiqiy sonlar, i    esa  1 2 i  tеnglik bilan aniqlanuvchi 

mavhum birlik. x  vа y  ni z  komplеks sonning haqiqiy (inglizcha “real” 

so‘zining bosh harflari “Re”) va mavhum (inglizcha “imajinary” 

so‘zining bosh harflari) qismlari dеyiladi va bunday bеlgilanadi:  
y.zx,   z   Im Re  

Agar 0x  bo‘lsa, u holda iyiyz  0   mavhum son,  agar  0y  

bo‘lsa, u holda xixz  0  haqiqiy son hosil bo‘ladi. Bundan kelib 

chiqadiki, haqiqiy va mavhum sonlar z  komplеks sonning xususiy 

hollaridir. 

   Agar ikkita 111 iyxz   va  222 iyxz   komplеks  sonlarning haqiqiy va 

mavhum qismlari  o‘zaro tеng bo‘lsa, ularga tеng komplеks sonlar 

deyiladi, ya’ni       .z    z    zz,   zz 212121  Im ImReRe   

  Agar  iyxz    komplеks  sonning haqiqiy va mavhum qismlari 

nolga tеng bo‘lsa, u nolga tеng kompleks son bo‘ladi va aksincha. 

 Faqat mavhum qismlarining ishorasi bilan farq qiluvchi kompleks 

sonlarga  qo‘shma kompleks sonlar deyiladi:  

iyxz    va  iyxz  . 

    Ham haqiqiy, ham mavhum qismlarining ishoralari bilan farq 

qiluvchi komplеks sonlarga qarama-qarshi komplеks sonlar dеyiladi: 

iyxz 1    va  iyxz 2 .   

 

1.1.1. Kompleks sonning geometrik shakli 

 

Har qanday  komplеks  sonni 𝑥𝑂𝑦  tеkislikda x  vа y   koordinatali 

),( уxА  nuqta shaklida tasvirlash mumkin va aksincha, tеkislikning har bir 

nuqtasiga bitta komplеks son mos kеladi. 

 

          
1.1-rasm. Kompleks sonlar tekisligi 
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Komplеks sonlar tasvirlanadigan tеkislik  𝑧 komplеks 

o‘zgaruvchining tеkisligi dеyiladi. Komplеks tekislikda 𝑧 sоnni 

tаsvirlоvchi nuqtаni 𝑧  nuqtа deb аtаymiz (1.1-rasm). Оx  o‘qdа yotuvchi 

nuqtаlаrgа hаqiqiy sоnlаr mоs kеlаdi (bundа 0у ), Оу  o‘qdа yotuvchi 

nuqtаlаr sоf mаvhum sоnlаrni tаsvirlаydi (bundа 0x ).  Shu sаbаbli Оx  

hаqiqiy o‘q, Оу  mаvhum o‘q dеyilаdi. ),( уxА  nuqtаni kооrdinаtаlаr 

bоshi bilаn birlаshtirib, ОА  vеktоrni hоsil qilаmiz, bu vektorga iyxz   

kоmplеks  sоnning gеоmеtrik tаsviri dеyilаdi. 

 

1.1.1-misol. iz 23  kоmplеks  sоnni gеоmеtrik tаsvirlang. 

 

Yechilishi: ► 3x  va 2y  larni 𝑥𝑂𝑦  tеkislikda 1.2-rasmda 

ko‘rsatilgandek tasvirlaymiz: 

 

    ◄ 
1.2-rasm. iz 23  kompleks sonning tasviri 

 

1.1.2-misol. iz  5  kоmplеks  sоnni gеоmеtrik tаsvirlang. 

 

Yechilishi: ► 𝑥𝑂𝑦  tеkislikda 5x  va 1y  larni tasvirlaymiz 

(1.3-rasm): 

     
1.3-rasm. iz  5  kompleks sonning tasviri                      ◄ 



9 

 

1.1.3-misol. iz 34  va iz 6  kоmplеks  sоnlarni gеоmеtrik 

tаsvirlang. 

Yechilishi: ►   𝑥𝑂𝑦  tеkislikda iz 34  komleks son radius vektorni, 

iz 6  esa nuqtani tasvirlaydi (1.4-rasm): 

                 

◄ 
1.4-rasm. iz 34  va iz 6  kompleks sonning tasviri 

 

1.1.2. Kompleks sonning algebraik va trigonometrik shakllari 

    
iyxz   ifodaga kompleks sonning algebraik shakli deyiladi. Endi 

kompleks sonning trigonometrik shaklini aniqlaymiz. 

 Kооrdinаtаlаr bоshini  – qutb nuqtasi, Оx  o‘qining musbаt 

yo‘nаlishini – qutb o‘qi dеb olib, kоmplеks tеkislikdа qutb kооrdinаtаlаr 

sistеmаsini kiritаmiz.   vа r lаrni  ),( уxT  nuqtаning qutb kооrdinаtаlаri 

dеymiz (1.5-rasm). T  nuqtаning qutb rаdiusi  r ,  ya’ni T  nuqtаdаn 

qutbgаchа bo‘lgаn mаsоfа  𝑧 kоmplеks sоnning mоduli dеyilаdi vа z  

kаbi bеlgilаnаdi:   
22 yxzr                                                  (1.1)   

 
1.5-rasm. Qutb koordinatasi bilan kompleks koordinatani bog‘lash 
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 T nuqtаning   qutb burchаgini 𝑧 kоmplеks sоnning аrgumеnti dеyilаdi 

vа Аrgz  kаbi bеlgilаnаdi. Аrgumеnt bir qiymаtli аniqlаnmаydi, uning har 

bir qiymati k2  qo‘shiluvchiga farq qilаdi, bundа k –butun sоn. 

Аrgumеntning hаmmа qiymаtlаri оrаsidаn   20   tеngsizlikni 

qаnоаtlаntiruvchi bittаsini tаnlаymiz. Bu qiymаt bоsh qiymаt dеyilаdi vа 

bundаy bеlgilаnаdi: Argz .         

Ushbu 












sin

,cos

ry

rx
 tеngliklаrni hisоbgа оlib,  𝑧  kоmplеks sоnni 

quyidagicha ifоdаlаsh mumkin: ),sin(cos  iryixz  bundа 
22 yxzr    vа  






















lsabo'   0  ,0agar            ,2

           lsa,bo'   0agar            ,

lsa,bo'   0  ,0agar                  ,

yx
x

y
arctg

x
x

y
arctg

yx
x

y
arctg



                      (1.2) 

fоrmulalar yordamida topiladi.  

 
)sin(cos  irz                                           (1.3) 

ifodaga kоmplеks sоnning trigоnоmеtrik shаkli dеyilаdi.  

 

1.1.4-misol.  iz  3  sоnni trigоnоmеtrik shаkldа ifоdаlаng:  

 

Yechilishi: ►    Bizga kompleks son  algebraik  shaklda berilgan. 

Uni  trigonomrtrik  shaklga o‘tkazish uchun quyidagi hisob ishlarini 

bajaramiz: 

 

,24)1()3(         ,1       ,3 2222  yxryx  

          
.

6

11

6
2

3

1
2                    ,

3

1

,      ,0   ,0












arctgtg

x

y
tgyx

 

Topilgan qiymatlarni formulaga qo‘yamiz, natijada ushbu tenglikni hosil 

qilamiz:  

  







 

6

11
sin

6

11
cos2 iz .                                   ◄ 
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1.1.3. Algebraik shakldagi kompleks sonlar ustida amallar 

 

    Bizga ikkita аlgеbrаik shаkldаgi kоmplеks sоn bеrilgаn bo‘lsin:  

111 iyxz   vа 222 iyxz  . 

    I. Qo‘shish. Kоmplеks  sоnlаrning  yig‘indisi dеb,  

   )()()()( 2121221121 yyixxiyxiyxzz             (1.4) 

tеnglik bilаn аniqlаnuvchi kоmplеks sоngа аytilаdi. Bu fоrmulаdаn 

vеktоr ko‘rinishdagi kоmplеks sоnlаrni qo‘shish vеktоrlаrni qo‘shish 

qоidаsi bo‘yichа bаjаrilishi kеlib chiqаdi. Dеmаk, аlgеbrаik shаkldа 

bеrilgаn kоmplеks sоnlаrni qo‘shish uchun hаqiqiy qismi hаqiqiy 

qismigа, mаvhum qismi mаvhum qismigа qo‘shilаr ekаn.  

II. Ayirish. Ikkitа 111 iyxz   vа 222 iyxz    kоmplеks  sоnlarning 

аyirmаsi dеb, shundаy sоngа аytilаdiki, u 2z  gа qo‘shilgаndа yig‘indidа 

1z  kоmplеks  sоn hоsil bo‘lаdi. Dеmаk, аlgеbrаik shаkldа bеrilgаn 

kоmplеks sоnlаrni аyirish uchun hаqiqiy qismi hаqiqiy qismidаn, 

mаvhum qismi mаvhum qismidаn аyirilаr ekаn: 
)()()()( 2121221121 yyixxiyxiyxzz                (1.5) 

 

      Shuni tа’kidlаb o‘tаmizki, ikki kоmplеks sоn аyirmаsining mоduli 

kоmplеks tеkislikdа shu sоnlаrni ifоdаlоvchi nuqtаlаr оrаsidаgi 

mаsоfаgа tеng:  
2

21

2

2121 )()( yyxxzz                                   (1.6) 

 

1.1.5-misol.  iz  21  vа iz 322   kоmplеks sоnlаrning yig‘indisi 

vа аyirmаsini  tоping. 

Yechilishi: ►   
.4)31()22()32()2(

24)31()22()32()2(

21

21

iiiizz

iiiizz




     ◄ 

 

    III. Ko‘pаytirish. Ikkita 111 iyxz   vа 222 iyxz   kоmplеks  

sоnning ko‘pаytmаsi dеb, bu sоnlаrni ikkihаd sifаtidа аlgеbrаik qоidаlаr 

bo‘yichа ko‘pаytirish vа 12 i  ekаnini hisоbgа оlish nаtijаsidа hоsil 

bo‘lаdigаn kоmplеks sоngа аytilаdi:  
)()()()( 12212121221121 yxyxiyyxxiyxiyxzz         (1.7) 

 

1.1.6-misol. Quyidagi kоmplеks sоnlаrni ko‘pаytiring: 

1) 327,23 21 iziz  ;    

2) iziz 322,33 21  .  
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Yechilishi: ► 

1) iiiiiizz 83113414)3(237)327()23( 22

21  .  

    2) 38366632)322)(33(21  iiiizz .  ◄ 

 

IV. Bo‘lish. Kоmplеks sоnlаrni bo‘lish аmаli ko‘pаytirishgа tеskаri 

аmаl sifаtidа аniqlаnаdi. Аgаr 12 zzz   bo‘lsа, z  sоni 111 iyxz   ning 

222 iyxz    kоmplеks  sоnigа bo‘linmаsi (ya’ni 
2

1

z

z
z  ) dеyilаdi. 21 zzz   

tеnglikning ikkаlа qismini 222 iyxz   gа qo‘shma bo‘lgan 222 iyxz   gа 

ko‘pаytirаmiz: ),( 2221 zzzzz   bundаn quyidagini hosil qilamiz: 

2

2

2

2

2112

2

2

2

2

2121

22

21

yx

yxyx
i

yx

yyxx

zz

zz
z














                            (1.8) 

       Demak, 1z  ni 2z  gа bo‘lish uchun bo‘linuvchi vа bo‘luvchini 

bo‘luvchigа qo‘shmа bo‘lgаn kоmplеks sоngа ko‘pаytirish kеrаk. 

 

1.1.7-misol.  iz 11  ni iz 222   gа bo‘ling. 

Yechilishi: ►  

.
2

1

8

4

44

)22()22(

)22()22(

)22()1(

22

1

2

1 i
ii

ii

ii

i

i

z

z















   ◄ 

 

V. Darajaga ko‘tarish. Mavhum birlik  i   ning natural darajasi 

uchun formula topishga harakat qilamiz: 

.

 ,1

   ,

 ,1

    ,

45

224

23

2

1

iiii

iii

iiii

i

ii











 

Bulardan umumiy formula hosil qilamiz: 

.          ,1          ,          ,1 3424144 iiiiii kkkk  
               (1.9) 

 

1.1.8-misol. 
10)1( i  ni hisoblang.  

 

Yechilishi:► 

.3232)2()21())1(()1( 55525210 iiiiiii    ◄ 
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1.1.4. Trigonometrik shakldagi kompleks sonlar ustida amallar 

 

I. Ko‘pаytirish. Bizga 1z  vа 2z  kоmplеks  sоnlаr trigоnоmеtrik 

shаkldа bеrilgаn bo‘lsin: 

)sin(cos 1111  irz    vа   )sin(cos 2222  irz  . 

Ulаrning ko‘pаytmаsini hisоblаymiz: 
 )sin(cos)sin(cos 22211121  irirzz  

 )]sincoscos(sin)sinsincos[(cos 2121212121  irr  

 )sin()(cos( 212121   irr . 
Demak, ikkitа kоmplеks sоn ko‘pаytirilgаndа ulаrning mоdullаri 

ko‘pаytirilаdi, аrgumеntlаri esа qo‘shilаdi: 
 )sin()(cos( 21212121   irrzz                   (1.10) 

 

1.1.9-misol.  iziz 322,33 21   kоmplеks sоnlаrni аlgеbrаik 

shakldan trigonometrik shaklga o‘tkazing va ko‘pаytiring. 

Yechilishi:► Dastlab kompleks sonlarni (1.1), (1.2) va (1.3) 

formulalar yordamida trigonometrik shaklga o‘tkazamiz: 

3

5

3
2     ,3

3

3

   32 1293    ,3   ,3

33

22

1


 








x

y
tg

yxryx

iz

 

 Shunda:   )
3

5
sin

3

5
(cos32331  iiz  hosil bo‘ladi, 

3
     ,3

2

32

   4124    ,32   ,2

322

22

2


 





x

y
tg

yxryx

iz

 

Shunday qilib, 









3
sin

3
cos43222


iiz  ni topdik. 

Endi hosil qilingan trigonometrik shakldagi kompleks sonlarni 

o‘zaro ko‘paytiramiz:                                                        

 

  .380138

2sin2cos38)
33

5
sin()

33

5
cos(38

              
3

sin
3

cos4
3

5
sin

3

5
cos3221








































i

ii

iizz












◄
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II. Bo‘lish. Аgаr trigоnоmеtrik shаkldаgi )sin(cos 1111  irz   
vа )sin(cos 2222  irz   kоmplеks sоnlаr bеrilgаn bo‘lsа, ularning 

birinchisi ikkinchisiga nisbatini quyidagicha yozamiz: 

 

 












)sincoscos(sin)sinsincos(cos       

)sin(cos

)sin)(cossin(cos

)sin(cos

)sin(cos
         

21212121

2

1

2

2

2

2

2

22111

222

111

2

1











i
r

r

r

iir

ir

ir

z

z

  .)sin()cos( 2121

2

1   i
r

r

 

   Shundаy qilib, kоmplеks sоnlаrni bo‘lishdа bo‘linuvchining mоduli 

bo‘luvchining mоduligа bo‘linаdi, аrgumеntlаri esа аyrilаdi: 

 )sin()cos( 2121

2

1

2

1   i
r

r

z

z
                          (1.11) 

 

III. Darajaga ko‘tarish. Trigonometrik shakldagi (1.3) 

kompleks sonni darajaga oshirishda kompleks sonlarni ko‘paytirish 

qoidasidan foydalanamiz.   

       2n  darajaga ko‘tarish uchun )2sin2(cos22  irzzz  ; 

       3n  darajaga ko‘tarish uchun );3sin3(cos323  irzzz  …, 

Matematik induksiya tamoyiliga ko‘ra,  𝑛  darajaga ko‘tarish formulasi   

 

)sin(cos  ninrz nn                                   (1.12) 

kelib chiqadi. (1.11) formulaga Muavr formulasi deyiladi.  
 

1.1.10-misol. 
10)1( i  ni hisoblang. 

Yechilishi:► 
10)1( i  ni 1.1.8-misolda algebraik shaklda darajaga 

oshirgan edik. Endi uni trigonometrik shaklda darajaga oshiramiz:    

,
4

sin
4

cos21 










iiz  




















4

10
sin

4

10
cos32

4
sin

4
cos)2()1(

10

101010 
iiiz  

.
2

sin
2

cos32
2

2sin
2

2cos32
2

5
sin

2

5
cos32 




















































iii  

◄ 



15 

 

IV. Ildizdan chiqarish. Bu amal darajaga ko‘tarish amaliga teskari 

amaldir. Kompleks sonning 𝑛  darajali ildizi √𝑧
𝑛

  deb, shunday 𝑊 songa 

aytiladiki, bu sonning 𝑛 darajasi ildiz ostidagi songa tengdir, ya’ni agar 

Wzn   bo‘lsa,  nWz   o‘rinli.  
Agar )sin(cos  irz   va )sin(cos  iW   bo‘lsa, u holda:  

)sin(cos)sin(cos  iirz nn   

Muavr formulasiga binoan: )sin(cos)sin(cos  ninir n  . 

 Bundan knrn  2   ,   ekanligini ko‘ramiz. Shunga ko‘ra,  𝜌  va  

𝜃  ni topamiz: .
2

    ,
n

k
rn 




 Bunda k - istalgan butun son, n r

arifmetik ildiz. Demak, kompleks sonning 𝑛  darajali ildizi √𝑧
𝑛

 quyidagi 

formuladan topiladi: 








 





n

k
i

n

k
rirz nnn 


2

sin
2

cos)sin(cos           (1.13) 

𝑘   ga 1,2,3, … , 𝑛 − 1  qiymatlar berib, ildizning  𝑛  ta har xil qiymatiga 

ega bo‘lamiz, bu qiymatlarning modullari bir xil. 𝑘 > 𝑛 − 1 da ildizning 

topilgan qiymatlari bilan bir xil bo‘lgan qiymatlar hosil bo‘ladi.  𝑛  ta 

ildizning hammasi markazi koordinatalar boshida bo‘lib, radiusi  √𝑟
𝑛

  ga 

teng aylana ichiga chizilgan muntazam  𝑛  tomonli ko‘pburchak uchlarida 

yotadi. 

1.1.11-misol. 4  ,5   ,3  kniz  kompleks son uchun 
kn zz        va  ni hisoblang. 

Yechilishi: ►  iz  3  kompleks sonni trigonometrik shaklga 

1.1.4-misolda keltirganmiz:   







 

6

11
sin

6

11
cos2 iz . 

1) Endi uni 5 n  darajaga oshirish uchun (1.12) formuladan 

foydalanamiz:  



























 

6

7
sin

6

7
cos32

6

55
sin

6

55
cos32

6

11
sin

6

11
cos2

5

55 iiiz

2) Kompleks sonni 4 k  darajali ildizdan chiqarish uchun  (1.13) 

formuladan foydalanamiz: 








 





























24

1211
sin

24

1211
cos2

4

2
6

11

sin
4

2
6

11

cos2 444 






k

i
k

k

i

k

z . 

 4-darajali ildizdan chiqarishda barcha yechimlarni qamrab olish uchun k 

ga 3 ,2 ,1 ,0 k  bo‘lgan 4 ta qiymat beramiz: 
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















 





24

11
sin

24

11
cos2

24

01211
sin

24

01211
cos2    da    0 44

1


iizk ;          

;
24

23
sin

24

23
cos2

24

1211
sin

24

1211
cos2   da   1 44

2 















 






iizk  

;
24

35
sin

24

35
cos2

24

21211
sin

24

21211
cos2    da    2 44

3 















 






iizk  

.
24

sin
24

cos2
24

47
sin

24

47
cos2

24

31211
sin

24

31211
cos2    da    3 444

4 
























 






iiizk

 

◄ 

 

1.1.5. Ko‘rsatkichli shakldagi kompleks sonlar va ular ustida 

amallar. Eyler formulasi 

 

Kompleks analizda trigonometrik funksiya bilan eksponensial 

funksiya orasidagi bog‘lanishni ifodalaydigan formulaga  Eyler 

formulasi deyiladi va quyidagicha yoziladi:  

 sincos iei                                         (1.14) 

bunda  ixtiyoriy haqiqiy son. 

 

 
1.6-rasm. Ko‘rsatkichli shakldagi kompleks son tasviri 

 

Kompleks sonni ko‘rsatkichli shaklda ifodalash uchun Eyler formulasini 

har ikki tomonini r  ga ko‘paytiramiz:  
 iei  sincos   ⇒  

 ierir  )sin(cos . 

Oxirgi tenglikda o‘ng tomonda )sin(cos  irz   almashtiramiz 

bajaramiz. U holda quyidagi tenglik hosil bo‘ladi: 
ierz  . 
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Shunday qilib, har qanday kompleks sonni ko‘rsatkichli shaklda 

quyidagicha ifodalash mumkin:             
ierz                                              (1.15) 

 

1.1.12-misol. iii    ,1  ,  ,1  sonlarni ko‘rsatkichli shaklda ifodalang. 

Yechilishi:►  Algebraik shakldagi kompleks sonlarni ko‘rsatkichli 

shaklga o‘tkazish uchun (1.1), (1.2) va (1.15) formulalardan 

foydalanamiz. 

1) Agar 11 z   bo‘lsa,  πkr 2  ,1     bo‘ladi, bundan 
ike 21 . 

2) Agar iz 2   bo‘lsa,  
2

  ,1
π

r     bo‘ladi, shunda  
i

ei 2



 . 

3) Agar iz 13   bo‘lsa,  
4

  ,2
π

r     bo‘ladi, shunda 
i

ei 421



 . 

4) Agar iz 4   bo‘lsa,  
2

3
  ,1

π
r     bo‘ladi, shunda 

i

ei 2

3

 .  ◄ 

 

Ko‘rsatkichli shakldagi kompleks sonlar ustida amallar 

 Bizga 2 ta ko‘rsatkichli shakldagi 1

11

i
erz    va  2

22

i
erz   

kompleks sonlar berilgan bo‘lsin. Ular ustida quyidagi amallarni bajarish 

qulay: 

Ko‘paytirish:     
)(

21

2

2121
211  


iii

errererzz   

Darajaga oshirish:   
innn erz  ;  

Bo‘lish:   
)(

2

1

2

2

1

2

1 21

1














i

i

i

e
r

r

er

er

z

z
 ; 

Ildiz chiqarish: 
i

n

k

nn in errez




2

 . 

Shunday qilib, kompleks sonni 3 xil –  algebraik, trigonometrik va 

ko‘rsatkichli shakllarda yozish mumkin ekan: 
 ieririyx  )sin(cos . 

 

 

1.1.6. Eyler formulasining qo‘llanilishi 

 

Haqiqiy sonni kompleks darajaga oshirish  

Siz bilan kompleks sonni haqiqiy darajaga qanday oshirishni 

o‘rganib chiqdik. Endi haqiqiy sonni kompleks darajaga qanday qilib 

oshirish mumkin, degan savolga javob izlaymiz.  Bizda  e sonini 
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kompleks darajaga ko‘taradigan Eyler formulasi bor, keling shu 

formuladan foydalanamiz. Eyler formulasini quyidagicha yozib olamiz: 

xixeix sincos    va uni 0     ,ln  bbxx  deb o‘zgartiramiz, 

 u holda quyidagi tenglikka kelamiz: 

.)lnsin()lncos( ln)ln( ixbbxi bebxibxe
ix

  

Shunday qilib, haqiqiy sonni kompleks darajaga oshirish formulasi hosil 

bo‘ldi: 

)lnsin()lncos( bxibxbix                            (1.16) 

Bundan umumiy formulani quyidagicha yozish mumkin: 

))lnsin()ln(cos( byibybbbb xiyxiyx 
           (1.17) 

 

1.1.13-misol. 
i235 
 ni hisoblang. 

Yechilishi:►    
i235 
 ni kompleks darajaga oshirish uchun (1.17) 

formuladan foydalanamiz:  

iiii 65.963.124))5ln2sin()5ln2(cos(5555 32323 
   ◄ 

 

Kompleks argumentli trigonometrik funksiyalar 

Agar  Eyler xixeix sincos   formulasida,  xx   deb olsak, u 

holda xixe ix sincos 
tenglik hosil bo‘ladi. Bu tengliklarni hadlab 

ayiramiz:  

)sin(cos)sin(cos        
sincos

sincos
xixxixee

xixe

xixe ixix

ix

ix









 

  

U holda xsin  funksiyaning  formulasi hosil bo‘ladi:  

xiee ixix sin2 
   ⇒ 

i

ee
x

ixix

2
sin


                                       (1.18) 

Agar bu tengliklarni hadlab qo‘shsak, u holda  

)sin(cos)sin(cos        
sincos

sincos
xixxixee

xixe

xixe ixix

ix

ix









 

  

xcos  funksiyaning formulasini hosil qilamiz:  

xee ixix cos2 
   ⇒ 

2
cos

ixix ee
x


                                         (1.19) 

Agar (1.18) tenglikda ixx  deb o‘zgartirsak-chi, unda quyidagini 

topamiz: 
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.
2222

sin
2

2222

ishx
ee

i
ee

i
i

ee
i

i

ee
ix

xxxxxixixixi


















 

Shunday qilib, kompleks argumentli sinus funksiya bilan giperbolik 

sinusning bog‘liqlik formulasini keltirib chiqardik:  

                                      .sin ishxix                                               (1.20) 

Shuningdek, (1.19) tenglikda ixx  deb o‘zgartirsak, unda quyidagini 

topamiz: 

.
222

cos

22

chx
eeeeee

ix
xxxxxixi













 

Ya’ni kompleks argumentli kosinus funksiya bilan giperbolik 

kosinusning bog‘liqlik formulasi kelib chiqadi:  

.cos chxix                                                    (1.21) 

 

Agar argumenti to‘liq kompleks sondan iborat bo‘lgan 

trigonometrik funksiya berilgan bo‘lsa, uni qanday hisoblaymiz? 

 

Ikki burchak yig‘indisining sinusi formulasini maktab kursidan 

bilamiz: 
bababa sincoscossin)sin(   

Ushbu formulada bib  deb, almashtirish bajarsak, u holda  
shbaichbabiabiabia  cossinsincoscossin)sin( , 

ya’ni   

                   shbaichbabia  cossin)sin(                      (1.22) 

tenglikka kelamiz. Xuddi shuningdek, ikki burchak yig‘indisining 

kosinusi  
bababa sinsincoscos)cos(   

formulasini ham kompleks ko‘rinishda yozish mumkin: 
.sincossinsincoscos)cos( shbaichbabiabiabia   

Kompleks argumentli kosinus funksiya formulasini topamiz: 
shbaichbabia  sincos)cos(                    (1.23) 

 

1.1.14-misol. )43cos( i  ni hisoblang. 

Yechilishi: ► Ushbu misolni yechish uchun (1.23) formuladan 

foydalanamiz:  
ishichi 85.303.2743sin43cos)43cos(                  ◄ 
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Mavzu yuzasidan savollar: 

 

1. Kоmplеks sоn dеb nimаgа аytilаdi? 

2. Qаndаy kоmplеks sоnlаrga tеng kоmplеks sоnlаr dеyilаdi? 

3. Qаrаmа-qаrshi, qo‘shmа kоmplеks sоn dеganda nimani tushunasiz? 

4. Kоmplеks sоnning аlgеbrаik vа trigоnоmеtrik shаkllari оrаsidа 

qаndаy bоg‘liqlik mavjud? 

5. Algebraik shakldagi komplеks sоnlаrni qo‘shish, аyirish, 

ko‘pаytirish vа bo‘lish qоidаlаri qаndаy? 

6. Trigоnоmеtrik shаkldаgi kоmplеks sоnlаrni ko‘pаytirish vа bo‘lish 

fоrmulаlаrini keltirib chiqaring. 

7. Muаvr fоrmulаsini yozing. 

8. Eylеr fоrmulаsini yozing.  

9. Haqiqiy sonni kompleks darajaga oshirish qanday amalga oshiriladi? 

10. Kompleks argumentli trigonometrik funksiyalarni qanday 

hisoblaymiz? 

 

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR 

 

1. Berilgan ifodalarni hisoblang: 

a) iz 321  ,  iz 432   va iz 253   bo‘lsa,   3212 zzz   ni hisoblang. 

b) iz 321  ,  iz 432   va iz 213   bo‘lsa, 
 

3

231

z

zzz 
 ni hisoblang. 

c) 1 2 32 , 3 4 , 1 3z i z i z i       bo‘lsa, 1 3 2

3

1 2 3

( 3 )z z z
z

z z z





 ni hisoblang 

d) 1 2 32 3 , 2 5, 1z i z i z i       bo‘lsa, 1 3 2

2

1 2 3

(1 )( )

(2 )

iz z z
z

z z i z

 


  
 ni hisoblang. 

2. Algebraik shakldagi kompleks sonlarni trigonometrik shaklda 

ifodalang: 

  a) ,1 iz                       b)   ,24 iz                     c)    ,21 iz   

  d)  iz 3 ;                        i)   ,2 iz                          f)    ,33 iz   

  j) 4z ;                         k)   ,31 iz                       l)    .232 iz   

 

3.  Algebraik shakldagi kompleks sonlarni darajaga oshiring: 

  a)  531 i ;                     b)  45
1 i ;                            c)  15(2 2 )i ;  

  d)   23
33 i ;                    i) 

6

2

21
1




















i

i
.  
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4. Algebraik shakldagi kompleks sonlarni barcha ildizlarini toping: 

   a) 1212 22 ii  ;              b) 4 i  ;                                c) 6 1 ;  

  d) 3 2 2i ;                   i) 3 64 ;                               f) 5 1 ; 

   j) 4 388 i ;                k) 3 22 i . 

5. Hisoblang:   a) 
i35 ;                   b)  i364  ;                 c)   

i219 
.    

                          d)  )21cos( i ;          i)   )43sin( i ;         f)  )3cos( i . 

                 

TESTLAR 

  

1. iz 431    va iz  22   bo‘lsa, 
2

1

z

z
 ni hisoblang.  

A) ,23 i            B) ,2 i           C) ,2 i              D) .4,0 i  

 

2.  kompleks sonning trigonometrik shaklini toping.  

A) 
 

;            B)   ; 

C)  ;       D)  . 

 

3.   kompleks sonning ko‘rsatkichli shaklini toping. 

        A)
 

;        B) ;           C) ;       D) . 

 

4.  ni hisoblang. 

A)        B)           C)     D)  

 

5.  tenglamaning yechimi noto‘g‘ri berilgan javobni aniqlang. 

        A)        B)            C) -2,                D)  

   

 

iz 232 

)
6

sin
6

(cos4


i )
6

11
sin

6

11
(cos4


i

)
6

5
sin

6

5
(cos4


i )

3

2
sin

3

2
(cos4


i

iz 232 

34


i

ez  64


i

ez  6

5

4


i

ez  34


i

ez




 43 i

,388 i ,388 i ,388 i .388 i

083 z

,31 i ,31 i .31 i
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2.1-§. Bir o‘zgaruvchili funksiya va uning berilish usullari 

  

 Bir o‘zgaruvchili funksiya tushunchasi matematikada juda muhim 

tushunchalardan biri hisoblanadi. Bir o‘zgaruvchili funksiyani oddiylik 

uchun bundan buyon funksiya deb ataymiz. Funksiya ikkita to‘plam 

orasidagi munosabatni aniqlaydigan maxsus ko‘rinishdir. Misol 

keltiramiz:  

1. Telefon klaviaturasidagi har bir belgiga son yozib qo‘yiladi. 

2. Do‘kondagi har bir qo‘l telefonining modeliga uning bahosi 

yoziladi. 

3. Har bir haqiqiy songa mos uning kubini yozish mumkin. 

Ushbu misollardagi birinchi to‘plamga aniqlanish sohasi, ikkinchi 

to‘plamga o‘zgarish sohasi deyiladi.  

 
2.1-rasm.To‘plamlarning akslanishi 

 

 Aniqlanish sohasidan olingan har bir elementga biror qoida asosida 

o‘zgarish sohasidan faqat bitta element mos qo‘yilgan bo‘lsa, bu moslikka 

funksiya deyiladi.  

 Funksiya 3 xil usulda: analitik, jadval va grafik (diagramma) usullarida 

beriladi. 
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 2.1.1-misol. Berilgan diagrammalarning qaysi biri funksiya bo‘ladi?  

 

 
 Yechilishi: ► 

a) - moslik funksiya bo‘ladi, chunki aniqlanish sohasining har bir 

elementiga o‘zgarish sohasining faqat bitta elementi mos qo‘yilgan. 

b) -moslik ham funksiya.  

c) Voleybol bo‘yicha musobaqa o‘tkazilayotgan bo‘lsin. Ushbu moslik 

funksiya emas, chunki aniqlanish sohasidagi bitta Toshkent 

komandasiga o‘zgarish sohasidan 2 ta Qarshi va Nukus komandalari 

mos qo‘yilgan. Bitta komanda bir vaqtning o‘zida ikkita komanda 

bilan musobaqalasha olmaydi.  

d) Funksiya ta’rifiga ko‘ra, aniqlanish sohasining har bir elementiga 

o‘zgarish sohasining faqat bitta element mos qo‘yilgan bo‘lishi kerak. 

Ushbu misol funksiya bo‘ladi. Bitta komanda navbat bilan ikkita 

komanda bilan musobaqalashishi mumkin. 

         

 Funksiyani sonlar juftligi sifatida qarash mumkin, bunda juftlikning 

1-koordinatasi aniqlanish sohasining elementi, 2-koordinatasi esa 

o‘zgarish sohasiga tegishli bo‘ladi. 2.1.1-misolning b) shartidagi  

funksiyani f  deb belgilasak, u quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi: 

 )25;5(),16;4(),9;3(),25;5(f . 

Aniqlanish sohasi: }5 ;5 ;4 ;3{)( fD , 

 o‘zgarish sohasi: }52 ;16 ;9{)( fE                                                  ◄ 
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2.1.2-misol. Quyidagilarning qaysilari funksiya bo‘la oladi?  

 Aniqlanish sohasi Moslik O‘zgarish sohasi 

a) Oila Oila a‘zosining 

vazni 

Musbat sonlar to‘plami 

b) Butun sonlar 

to‘plami 
,...}3,2,1,0,1,2,3{...   

Har bir sonning 

kvadrati 

Nomanfiy sonlar 

to‘plami 
,...}25 ,16 ,9 ,4 ,1 ,0{  

Yechilishi: ► 

a) - funksiya bo‘ladi, chunki har bir kishiga faqat bitta vazn to‘g‘ri 

keladi. 

b) - funksiya bo‘ladi, chunki bitta butun sonning faqat bitta kvadrati 

mavjud.◄ 

Funksiya analitik usulda )(xfy   ko‘rinishda beriladi. 

 Funksiyani mashina deb faraz qilaylik, kirishda x  elementni 

beramiz, chiqishda 11)4( f  funksiya qiymati hosil bo‘ladi. Mashina 

ichida 32)(  xxf  ga mos 342   amal hisoblanadi. 

 
2.2-rasm. Funksiyaning kirish va chiqish qiymatlari 

 

 

2.1.1. Sonli ketma-ketliklar 

 

Natural sоnlar to‘plamida aniqlangan funksiya, ya’ni 
Nnnfх  ,)( funksiya sоnli ketma-ketlik deyiladi.  

Agar  n ga   ,....,..,3,2,1 n   qiymatlar bersak,  funksiyaning  хususiy 

qiymatlarini оlamiz, ular ketma-ketlikning hadlari deyiladi: 
,...)(,...,)2(,)1( 21 nfхfхfх n   

         Sоnli ketma-ketlik  nх  yoki   )(nf  оrqali belgilanadi. Ketma-

ketlikning n hadi uning umumiy hadi deyiladi. Ketma-ketlikning 

umumiy hadi ma’lum bo‘lsa, ketma-ketlik berilgan hisоblanadi. 
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         2.1.3-misol. 
1


n

n
x    funksiyani ketma-ketlik rasmida yozing. 

Yechilishi: ► 
1


n

n
x  da ,...3  ,2  ,1n  natural sonlarni qo‘yib, 

to‘g‘ri kasrlar ketma-ketligini hosil qilamiz:  

 




















 ...,

1
,...,

4

3
,

3

2
,

2

1

1 n

n

n

n
хn .                              ◄ 

 

    2.1.3-misоlda Nn  ketma-ketlik cheksiz ketma-ketlikdir, ya’ni 

uning oxirgi hadi mavjud emas.  

Barcha hadlari bir хil qiymat qabul qiladigan  nх   ketma-ketlik 

o‘zgarmas ketma-ketlik deyiladi.  

Shunday M  sоn mavjud bo‘lsaki, barcha Nn  uchun Mxn   

tengsizlik bajarilsa,  nх  ketma-ketlik yuqоridan chegaralangan ketma-

ketlik deyiladi.  

Shunday  0M    sоn mavjud bo‘lsaki, istalgan Nn  uchun 

Mxn    tengsizlik bajarilsa,  nх  ketma-ketlik quyidan chegaralangan 

ketma-ketlik deyiladi.  

Ham quyidan, ham yuqоridan chegaralangan  nх  ketma-ketlik 

chegaralangan ketma-ketlik deyiladi. Bu hоlda shunday  0M  sоn 

mavjud bo‘ladiki, istalgan Nn  uchun  Mxn   tengsizlik bajariladi.  

 Agar istalgan Nn  uchun  1 nn xx
 
 1 nn xx  tengsizlik 

bajarilsa,  nх  mоnоtоn  o‘suvchi (kamayuvchi)  ketma-ketlik deyiladi. 

Agar istalgan Nn  uchun 1 nn xx
 
 1 nn xx  tengsizlik 

bajarilsa,  nх  o‘smaydigan  (kamaymaydigan) ketma-ketlik deyiladi. 

 

 

2.1.4-misol. Ketma-ketliklar turlarini aniqlang: 

 

1)      ...,,...,3,2,1 nnхn   - o‘suvchi, quyidan chegaralangan; 

2)      ...,5,3,121  nхn -kamayuvchi, yuqоridan chegaralangan; 

3)  

















 ...,
1

,...,
3

1
,

2

1
,1

1

nn
хn  kamayuvchi, yuqоridan chegaralangan 

ketma-ketlik. 
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2.1.2.   Ketma-ketlikning limiti 

 

Limitni qanday tushuntirish mumkin?  

Faraz qiling, ustoz bugungi darsda o‘quvchilarga shunday o‘yin 

e’lon qildi, agar o‘quvchi 1-bo‘lib misolni to‘g‘ri bajarsa, bir parta 

oldinga o‘tib o‘tiradi. O‘quvchi ketma-ket misollarni hammadan oldin 

bajaraverdi, u holda oxirgi 5-partada o‘tirgan o‘quvchi bo‘lsa, u dastlab 

4-partaga, keyin 3-, 2- va 1-partaga o‘tiradi, lekin hech qachon 1-partadan 

oldinga o‘tmaydi. Aytmoqchimizki, limit – bu o‘quvchi bilan 1-parta 

orasidagi masofa nolga teng bo‘lgandagi holat deyish mumkin (2.3-rasm). 

 

 
2.3-rasm. O‘quvchi va 1-parta masalasi 

 

Hisob fani tadqiq qiladigan muhim masala - argument qiymatlari 

o‘zgarganda, funksiya qiymati qanday o‘zgarishini baholashdir. Bunday 

tadqiqotlarda limit asosiy o‘rin tutadi.  
а  o‘zgarmas sоn va  nх  ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.  

        Agar istalgan 0  sоn uchun shunday 0)(  NN  sоn mavjud 

bo‘lsaki,  barcha Nn   lar uchun aхn  tengsizlik bajarilsa, а  

o‘zgarmas sоn  nх   ketma-ketlikning limiti deyiladi va quyidagicha 

yoziladi:  

axn
n




lim                                               (2.1) 

Agar  nх  ketma-ketlik chekli limitga ega bo‘lsa, u yaqinlashuvchi 

ketma-ketlik, aks hоlda esa uzоqlashuvchi ketma-ketlik deyiladi. 

aхn  tengsizlik   аxа n  tengsizliklarga teng kuchli 

ekanini bilamiz. Buni hisоbga оlsak, limit tushunchasini geоmetrik nuqtai 

nazardan bunday tushuntirish mumkin (2.4-rasm):  
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2.4-rasm. Limit tushunchasining geometrik ma’nosi 

 

2.1.5-misol. 0 sоni  









n

хn

1
 ketma-ketlikning limiti ekanligini, 

ya’ni 0
1

lim 
 nn

ni ta’rifga ko‘ra isbоtlang. 

Yechilishi: ► I usul. Iхtiyoriy 0  sоnni оlaylik. 0
1

n  yoki 


n

1
 tengsizlikni tuzamiz. Birоq ,0n  shuning uchun 

n

1
 yoki .

1


n  

Bundan ko‘rinadiki,  )(NN   sifatida 


1
 dan katta istalgan sоn, ya’ni 




1
)( N  оlinsa,  u hоlda barcha )(Nn   uchun 

n

1
 yoki 0

1

n  

tengsizlik bajariladi. Bu esa 0
1

lim 
 nn

 ekanini bildiradi. Masalan, 01,0   

bo‘lganda 100)( N   va 100n  uchun 01,0
1


n
 mos keladi. 

II usul. Chizma yordamida ketma-ketlik limiti 0 ga yaqinlashishini 

ko‘rsatish mumkin (2.5-rasm):    

          

 

2.5-rasm. 0
1

lim 
 nn

limitning geometrik ma’nosi 
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Yoki jadval yordamida ko‘rsatish mumkin: 

 

n  nn

1
lim


 

1 1 

2 0.5 

3 0.333… 

4 0.25 

10 0.1 

100 0.01 

1000 0.001 

10000 0.0001 

 100000 0.00001 

                          ◄ 

2.1.6-misol. 2

2

42

21

n

n
xn




 ketma-ketlik limiti 

2

1
a  ekanini ta’rifga 

ko‘ra isbotlang. 

Yechilishi: ► 0  son uchun unga mos  0)(  NN  son 

mavjudligini ko‘rsatamiz: barcha Nn   larda  aхn   shart 

bajarilishi kerak.  

222

22

2

2

2

2

21

1

42

2

42

2121

2

1

)21(2

21

2

1

42

21

nnn

nn

n

n

n

n
axn




















 , 

berilgan tengsizlik quyidagi ko‘rinishga keladi:  .
21

1
2


 n

   

Tengsizlikdan  n ni topib olamiz: .
2

1

2

1



n     

Demak, limit ta’rifidagi 0)(  NN  sifatida 1
2

1

2

1
)( 











N  olinsa,











2

1
nx  bo‘ladi. Bu esa  

2

1

42

21
lim

2

2






 n

n

n
 bo‘lishini bildiradi.◄ 

 

Yaqinlashuvchi ketma-ketlikning xossalari: 

10.  nx  ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘lsa, u chegaralangan bo‘ladi. 

20.  Agar  nx  ketma-ketlik yaqinlashuvchi va axn
n




lim  bo‘lib, 

 qapa   bo‘lsa, u holda Nn  0  topiladiki, 0nn   bo‘lganda 

 qxpx nn   bo‘ladi. 

30.  Agar  nx  va  ny  ketma-ketliklar yaqinlashuvchi bo‘lib, 

1) ;lim,lim byax n
n

n
n



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2)  )(uchun nnnn yxyxNn   bo‘lsa, u holda )( bаba   

bo‘ladi. 

40. Agar  nx  va  nz  ketma-ketliklar yaqinlashuvchi bo‘lib, 

 1) аzax n
n

n
n




lim,lim  

 2) Nn  uchun nnn zyx   bo‘lsa, u holda  ny  ketma-ketlik 

yaqinlashuvchi  va аyn
n




lim  bo‘ladi. 

2.1.7-misol. Ushbu   
243

81
lim

23

3





 nn

n

n
 limitni hisoblang. 

Yechilishi: ► Agar  n  bo‘lsa hamda limit ostidagi ifoda kasr 

ratsional ko‘rinishda bo‘lsa, bunday limitni hisoblash uchun kasrning 

surat va maxrajini  n  ning eng katta darajasiga bo‘lib chiqish kerak: 

.
3

1

003

01

243

81

lim
243

81
lim

33

2

3

3

33

3

23

3


















nn

n

n

n
nn

n

nn

n

nn
    ◄ 

 

Yaqinlashuvchi ketma-ketliklar ustida amallar: 

 

 Faraz qilaylik,  nx  hamda  ny  ketma-ketliklar berilgan bo‘lsin: 

Quyidagi                 ...,,...,,, 332211 nn yxyxyxyx   

...,,...,,, 332211 nn yxyxyxyx   

...,...,,,, 332211 nn yxyxyxyx   

...),3,2,1,0(...,,...,,,
3

3

2

2

1

1  ny
y

x

y

x

y

x

y

x
n

n

n  

ketma-ketliklar mos ravishda  nx  va  ny  ketma-ketliklarning 

yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi hamda nisbati deyiladi va ular  










n

n
nnnnnn

y

x
yxyxyx },{},{},{  

kabi belgilanadi. 

50.  Aytaylik  nx  va  ny  ketma-ketliklar berilgan bo‘lib, 

),(,lim,lim RbRabyax n
n

n
n




 

bo‘lsin. U holda n  da   

  acxc n  ;     0;;  b
b

a

y

x
abyxbayx

n

n
nnnn  

 o‘rinli bo‘ladi,  ya’ni 

a) ;lim)(limda n
n

n
n

xcxcRс


  
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b) ;limlim)(lim n
n

n
n

nn
n

yxyx


  

c) ;limlimlim n
n

n
n

nn
n

yx)y(x


  

d)  )0(,
lim

lim
lim 






b

y

x

y

x

n
n

n
n

n

n

n
. 

2.1.8-misol.  
4

3...963
lim

2 



 n

n

n
 limitni hisoblang. 

Yechilishi: ►   Limit ostidagi yig‘indi arifmetik progressiyadan 

iborat, shuning uchun arifmetik progressiyaning yig‘indisini topish 

n
aa

aaa n
n 




2
... 1

21  formulasidan foydalanamiz: 

.
2

3

4

33
lim

2

1

4

2

33

lim
4

3...963
lim

2

2

22
















 n

nn

n

n
n

n

n

nnn
                   ◄ 

 

2.1.9-misol. Ushbu   
)!22()!32(

)!22()!12(
lim





 nn

nn

n
 limitni hisoblang. 

Yechilishi: ►  











 )]22()32)(22[()!12(

]221[)!12(
lim

)!22()!32(

)!22()!12(
lim

nnnn

nn

nn

nn

nn
 

 

.0
4

0
lim

484

32
lim

226104

32
lim

22












 nnn nn

n

nnn

n
   ◄ 

 

Agar istalgan  0  son uchun shunday 0)(  NN   natural son 

topilib, )(Nn   bo‘ladigan barcha n natural sonlar uchun  n   

tengsizlik bajarilsa, u holda   n   sonli ketma-ketlik cheksiz kichik sonli 

ketma-ketlik deyiladi. 

 

Cheksiz kichik sonli ketma-ketliklar quyidagi xossalarga ega: 

           

10.  Cheksiz kichik n  va n  sonli ketma-ketliklarning    nn  

algebraik yig‘indisi ham cheksiz kichik sonli ketma-ketlik bo‘ladi.  

          20.  Cheksiz kichik n  va n  sonli ketma-ketliklarning    nn  

ko‘paytmasi ham cheksiz kichik sonli ketma-ketlik bo‘ladi.  
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          30.  Agar n  cheksiz kichik sonli ketma-ketlik va nx   chegaralangan 

ketma-ketlik bo‘lsa, u holda nn x  cheksiz kichik sonli ketma-ketlik 

bo‘ladi.  

Agar istalgan  0A  son uchun  n  sonli ketma-ketlikning shunday 

bir )(AN   tartib raqamini tanlash mumkin bo‘lib, barcha )(ANn  tartib 

raqamli hadlar uchun  An    tengsizlik bajarilsa, u holda   n   sonli 

ketma-ketlik cheksiz katta sonli ketma-ketlik deyiladi. 

 

 

2.1.3. Funksiyaning nuqtadagi va cheksizlikdagi limiti 

 

Aytaylik, f  funksiya berilgan va faraz qilingki, x  qiymat biror a  

soniga asta-sekin yaqinlashib bormoqda. Agar mos ravishda funksiyaning 

qiymatlari ham qandaydir L  soniga yaqinlashib borsa, u holda L  soni 

funksiyaning ax   nuqtadagi limiti bo‘ladi.  

                
                           2.5-rasm. 32)(  xxf  funksiyaning nuqtadagi limiti     

          

32)(  xxf  funksiya berilgan bo‘lsin va x qiymat 4 ga asta-sekin 

yaqinlashib borsin. Jadval va grafikdan ko‘rib turibmizki, agar x  qiymat 

4 ga chapdan yaqinlashsa, funksiyaning qiymati 11 ga yaqinlashmoqda, 

agar x  qiymat 4 ga o‘ngdan yaqinlashsa, funksiyaning qiymati yana 11 
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ga yaqinlashmoqda. Shunga ko‘ra, 4 ga ikkala tomondan yaqinlashganda 

ham funksiyaning qiymati 11 ga teng deyish mumkin (2.5-rasm). 

Strelka “” belgisi yaqinlashadi degan ma’noni bildiradi: 

4x  da 1132)(  xxf . Buni qisqacha  11)32(lim
4




x
x

 deb yozamiz.  

O‘qilishi: x  qiymat 4 ga intilganda, 32 x  qiymat  11 ga intiladi.  ◄ 

 

Limitni jadval shaklida ifodalash uning sonli yondoshuvi, grafik 

shaklda ifodalash esa grafik yondoshuvi bo‘ladi. 

Agar x  ning qiymatlari biror a  soniga yetarlicha yaqin bo‘lib, 

lekin teng bo‘lmasa va bunda f  funksiyaning barcha qiymatlari L  

soniga yaqinlashib borsa, u holda L  soni x  ning  a  ga intilgandagi 

funksiya limiti deyiladi va quyidagicha belgilanadi:      

Lxf
ax




)(lim      yoki     Lxf
ax
  )(


 .                              (2.2) 

Agar limitni  Lxf
ax




)(lim  ko‘rinishida yozsak, x  qiymat a  soniga 

ikki tomondan ham yaqinlashishini bildiradi. )(lim
0

xf
ax 

 yozuv x  qiymat 

a  soniga chap tomondan yaqinlashishini, bunda ax   ekanini, )(lim
0

xf
ax 

 

yozuv x  qiymat a  soniga o‘ng tomondan yaqinlashishini va bunda ax   

ekanini bildiradi. Ularni chap va o‘ng limitlar deyiladi. Limit mavjud 

bo‘lishi uchun chap va o‘ng limitlar mavjud va teng bo‘lishi zarur, buni 

quyidagi teorema isbotlaydi: 

         2.1-teorema. Agar chap va o‘ng limitlar mavjud hamda L ga teng 

bo‘lsa, ax   da )(xf  funksiyaning limiti mavjud va L ga teng bo‘ladi, 

ya’ni  agar Lxfxf
axax




)(lim)(lim
00

 bo‘lsa, u holda Lxf
ax




)(lim  bo‘ladi. 

 

Teoremaning teskari tasdig‘i ham o‘rinli: agar Lxf
ax




)(lim  mavjud 

bo‘lsa, u holda )(lim
0

xf
ax 

chap va )(lim
0

xf
ax 

 o‘ng limit mavjud, shuning 

bilan birga L ga teng. 

2.1.10-misol. 
1

1
)(

2






x

x
xf  funksiya berilgan. 

a) Funksiyaning )1(f  qiymati nimaga teng? 

 b) 
1

1
lim

2

1 



 x

x

x
 limitini hisoblang. 

Yechilishi: ►  a) 
0

0

11

11
)1(

2





f  kasrning maxrajida 0 hosil bo‘ldi. 

Shunga ko‘ra, 1x da funksiyaning qiymati mavjud emas. 
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                         b) 2)1(lim
1

)1)(1(
lim

1

1
lim

1 1 

2

1 












x

x

xx

x

x

xxx
.  

Grafikda (1,2) nuqtada teshikcha hosil bo‘lgan. Funksiya 1x nuqtada 

aniqlanmagan, lekin funksiyaning 1x  da limiti mavjud (2.6-rasm). 

 

2.6-rasm.   
1

1
lim

2

1 



 x

x

x
 limit grafigi                                ◄  

  

Funksiya limitining Koshi ta’rifi.  Agar 0  son olinganda ham  
0)(    topilsaki, }){\)(( 00 xxUXx   uchun  |)(| bxf  

tengsizlik bajarilsa,  b  soni )(xf  funksiyaning 0x  nuqtadagi limiti 

deyiladi va quyidagicha yoziladi:     

            bxf
xx




)(lim
0

.                                              (2.3) 

2.1.10-misoldagi 
1

1
lim

2

1 



 x

x

x
 limitni Koshi ta’rifiga asosan topamiz: 0  

soniga ko‘ra    deb olsak, u holda  |1| x   )1( x  tengsizlikni 

qanoatlantiruvchi x  da  



|1||21|2

1

12

xx
x

x  bo‘ladi.  

Demak,  .2
1

1
lim

2

0






 x

x

xx
 

2.1.11-misol. 









1agar     ,42

1agar     ,22
)(

xx

xx
xH   bo‘lakli aniqlangan funksiya 

uchun quyidagi limitlar mavjud bo‘lsa, ularni toping: 

a)  )(lim
1 

xH
x

;            b)    )(lim
3-

xH
x

    

Yechilishi: ► 

 a) Chap va o‘ng limitlarni hisoblaymiz:  

4)(lim
01 




xH
x

,   .2)(lim
01 




xH
x
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Bundan kelib chiqadiki, funksiya 1x  nuqtada aniqlangan, lekin bu 

nuqtada )(lim
1 

xH
x

 limit mavjud emas, chunki chap va o‘ng limitlar turlicha.  

b)   3x  da chap va o‘ng limitlarni topamiz: 

4)(lim
0-3- 




xH
x

 va  4)(lim
03




xH
x

. 

Demak, funksiya 3x  nuqtada aniqlangan va bu nuqtada 4)(lim
3 




xH
x

 

limit mavjud (2.8-rasm). 

◄ 

2.8-rasm. 









1agar     ,42

1agar     ,22
)(

xx

xx
xH  funksiya grafigi 

 

Xulosa: Funksiyaning biror nuqtada limiti mavjud bo‘lishi yoki 

mavjud bo‘lmasligi funksiyaning shu nuqtadagi qiymatiga bog‘liq emas. 

Agar )(xfy   funksiya x  ning yetarlicha katta qiymatlarida 

aniqlangan bo‘lib, 0  son uchun shunday bir yetarlicha katta 0M  

son mavjud bo‘lsaki,  Mx    tengsizlikni qanoatlantiradigan barcha x  

nuqtalar uchun   bxf )(  tengsizlik bajarilsa,  u holda b  chekli son 

)(xf  funksiyaning cheksizlikdagi limiti deyiladi va quyidagicha 

belgilanadi: 

bxf
x




)(lim                                            (2.4) 

 

2.2-teorema (Limitga ega funksiyaning chegaralanganligi 

haqida).  Agar   bxf
ax




)(lim  boʻlib, b chеkli  son boʻlsa, u holda  

)(xfy   funksiya  ax   nuqtaning biror atrofida chеgaralangandir. 

2.3-teorema (Veyershtrass teoremasi).  

a) Agar }{ nx  ketma-ketlik o‘suvchi va yuqoridan chegaralangan bo‘lsa, u 

yaqinlashuvchi bo‘ladi; 
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b) Agar }{ nx  ketma-ketlik kamayuvchi va quyidan chegaralangan bo‘lsa, 

u yaqinlashuvchi bo‘ladi. 

Funksiya limitining xossalari 

 Ushbu xossalar funksiyaning nuqtadagi limiti uchun ham 

cheksizlikdagi limiti uchun ham o‘rinli. 

Agar Lxf
ax




)(lim  va Mxg
ax




)(lim , c  biror o‘zgarmas son bo‘lsa, 

quyidagilar o‘rinli: 

 10.  O‘zgarmas sonning limiti uning o‘ziga teng: сс
ax




lim . 

          20. Darajaning limiti limitning darajasiga teng:  

    nn

ax

n

ax
Lxfxf 


 )(lim )(lim . 

        Musbat ko‘rsatkichli ildizning limiti limitning shu ko‘rsatkichli 

ildiziga teng:              
n

n

ax

n

ax
Lxfxf 


)(lim)(lim ,   

agar  n  juft bo‘lsa, 0L  bo‘lishi kerak. 

          30.  Yig‘indi (ayirma)ning limiti limitlar yig‘indisi (ayirmasi)ga 

teng:                 MLxgxfxgxf
axaxax




)(lim)(lim)]()([lim . 

          40.  Ko‘paytmaning limiti limitlar ko‘paytmasiga teng: 

MLxgxfxgxf
axaxax




)](lim[)](lim[)]()([lim . 

          50.  Bo‘linmaning limiti limitlar bo‘linmasiga teng: 

M

L

xg

xf

xg

xf

ax

ax

ax






 )(lim

)(lim

)(

)(
lim ,  bunda  0M . 

          60.  O‘zgarmas son ko‘paytmasining limiti limitning o‘zgarmas 

songa ko‘paytmasiga teng:   Lсxfсxfс
axax




)(lim)(lim . 

          70. (Oraliq limit haqidagi teorema). Agar )()()( xgxxf   

funksiyalar uchun Lxf
ax




)(lim  va Lxg
ax




)(lim  bo‘lsa, u holda  Lx
ax




)(lim  

bo‘ladi. 

Funksiya limitini hisoblashga doir misollar keltiramiz: 

  2.1.12-misol.   14lim 22 


xxx
x

 funksiya limitini hisoblang. 

 Yechilishi: ► 

      







 14

1414
lim14lim

22

2222
22

xx

xxxxx
xxx

xx
 

.
2

5

14

5
lim

22





 xx

x

x
                                     ◄ 
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 2.1.13-misol.  
3

12
)(

2






x

xx
xr  funksiya berilgan. )(lim

-3 
xr

x
  ni 

hisoblang.              

Yechilishi: ►  Funksiya )3(r  da aniqlanmagan, chunki x  ning 

o‘rniga -3 qiymatni qo‘ysak, maxraj nolga aylanadi. Bo‘linmaning limiti 

xossasidan to‘g‘ridan to‘g‘ri foydalanib bo‘lmaydi. Shuning uchun  

grafikdan foydalanamiz: 3x  (2.9-rasm). 

 
2.9-rasm. )(lim

-3 
xr

x
 limit nuqta tasviri 

Grafikdan 7
3

12
lim

2

-3 














 x

xx

x
 ekanini ko‘rish qiyin emas. Endi algebraik 

yo‘l bilan, ya’ni xossalardan foydalanib, limitni hisoblaymiz: 

7)4(lim
3

)4)(3(
lim

3

12
lim

33

2

-3 












x

x

xx

x

xx

xxx
,  3x .◄ 

 

Grafikdan ko‘rinadiki, (-3, -7) nuqta bo‘yalmagan. )3(r  qiymatda 

funksiya aniqlanmagan, lekin 3x  da funksiya limiti mavjud: 

 

0

0
lim

33

12)3()3(
lim

3

12
lim

3

2

3

2

3- 











xxx x

xx
 

 

bo‘lganligi uchun dastlab kasrni qisqartirib, keyin limitni hisoblash kerak. 

Bunday “aniqmaslik” kasrning surat va mahrajida umumiy bo‘linuvchi 

borligini bildiradi, bizning misolda bu 3x . 
0

0
 yozuv limit mavjud 

bo‘lishi mumkinligini bildiradi. Bunday hollarda limitni hisoblash uchun 
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oldin algebraik soddalashtirishlar bajarish yoki jadval va grafiklardan 

foydalanish  maqsadga muvofiq (2.7-§). 

2.1.14-misol. 
1

...
lim

32

1 



 x

nxxxx n

x
  funksiya limitini 

hisoblang. 

Yechilishi: ►  











 1

)1(...)1()1()1(
lim

1

...
lim

32

1

32

1 x

xxxx

x

nxxxx n

x

n

x  

       









 1

]1...111[1
lim

212

1 x

xxxxxxx nn

x
 

2

)1(
...321




nn
n  .  ◄ 

 

Mavzu yuzasidan savollar: 

1. Sоnli ketma-ketlikning ta’rifini aytib bering. 

2. Qanday ketma-ketliklar yuqоridan (quyidan) chegaralangan deyiladi? 

3. Ketma-ketlik limiti ta’rifini ayting.  

4. Ketma-ketlik limitining mavjudligi haqidagi teоremani aytib bering. 

5. Funksiyaning nuqtadagi limiti deb nimaga aytiladi? 

6. Funksiyaning cheksizlikdagi limiti ta’rifini ayting. 

7. Funksiya limitining Geyne ta’rifini ayting. 

8. Funksiya limiti bilan ketma-ketlik limitini farqini ko‘rsating. 

9. Oraliq limit haqidagi teoremani tushuntiring. 

10. Funksiya limitining qanday xossalarini bilasiz? 

 

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR 

 

1. Rasmdagi },,,{ 4321 xxxxA   va },,{ 321 yyyB   to‘plamlar mosliklari 

funksiya bo‘ladimi? 
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2.  Ketma-ketlik limitini ta’rifga ko‘ra isbоtlang: 

      a)   
3 2 3

,    .
2 1 2

n

n
a a

n


 


              b)   

6 1
,    2.

3 1
n

n
a a

n


 


    

     c)  
2

2

3 1 3
,    .

4 2 4
n

n
a a

n


 


            d)   

3

3

9 1
,    .

1 2 2
n

n
a a

n


  


  

3. Kеtma-kеtliklarning  limitlarini  hisоblang: 

      a) 
12

1
cos

12

2
lim

2 



 n

n

n

n

n
;             b)

    
 2lim 3 3

x
x x x


  

    

 

      c)  
3

3 3  

1 1
lim .

1 1n

n n

n n 

  

  

              d)

 
1

5 3
lim

5 2

n

nn 




     

4. Funksiya  limitini  hisоblang:   

      a)  
2

22

5 6
lim

7 10x

x x

x x

 

 
;                      b) 

3 2

3 20

2 2
lim

5 4x

x x

x x




. 

5. Chiziqchalar o‘rnini shunday to‘ldiringki, )(lim
2

xf
x

 limit mavjud 

bo‘lsin:                 

a) 













2agar        ___,
2

3

2agar           ,1
2)(

xx

x
x

xf          b)  









2agar        ____,

2agar                ,9
)(

2

2

xx

xx
xf . 

 

TESTLAR 

 

1. Hisoblang:  
3 2

3

2 5
lim

2x

x x

x x

 

 
; 

A)    2                   B)   1                  C)  0.5                  D)    0 

2.  Hisoblang:  
3 2

(2 1)( 2)( 3)
lim

3 2n

n n n

n n n

  

 
 

A)     2/3                B)   3/2               C)  2                     D)    0 

3.  Hisoblang:  
2 3 1

lim
2 3n

n n n

n

  


 

A)     1                    B)   2               C)  1/2                    D)    0 

4.  Hisoblang:  
2

1 2 3 ...
lim
n

n

n

   
 

A)     ∞                    B)   2              C)  1/2                    D)    0 

5.  Hisoblang:  
2 3

lim
2 3

n

nn




 

A)     ∞                    B)   2              C)  1                       D)    0 
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2.2-§. Birinchi va ikkinchi ajoyib limitlar 

 

Quyida birinchi ajoyib limit deb ataluvchi muhim limit 

munosabatni kеltirib chiqaramiz:     

                                1
sin

lim
0


 x

x

x                                             (2.5) 

 2.4-teorema. 
x

xsin
 funksiya 0x  da 1 ga teng limitga ega. 

Isboti ►  𝑅 radiusli   aylana   olamiz, radianlarda  ifodalangan   𝑥   

burchak 
2

0


 x  oraliqda yotadi deb faraz qilaylik (2.10-rasm). 

 
2.10-rasm. Birlik aylana 

 

Rasmdan ko‘rinadiki,    𝑆△𝐵𝑂𝐴 < 𝑆△𝐵𝑂𝐴 𝑠𝑒𝑘𝑡𝑜𝑟 < 𝑆△СО𝐴 .      

  Biroq,                   𝑆△𝐵𝑂𝐴 =
1

2
𝑂𝐴 · 𝐵𝑂 · 𝑠𝑖𝑛𝑥 =

𝑅2

2
∙ 𝑠𝑖𝑛𝑥 

𝑆△𝐵𝑂𝐴 𝑠𝑒𝑘𝑡𝑜𝑟 =
1

2
𝑂𝐴2 ∙ 𝐴𝐵̆ =

𝑅2

2
∙ 𝑥 ,        

𝑆△СО𝐴  =
1

2
𝑂𝐴 ∙ 𝐴𝐶 =

1

2
𝑂𝐴 ∙ 𝑂𝐴 ∙ 𝑡𝑔𝑥 =

𝑅2

2
∙ 𝑡𝑔𝑥               

Shu sababli tеngsizliklar ushbu ko‘rinishni oladi: 
𝑅2

2
∙ 𝑠𝑖𝑛𝑥 <

𝑅2

2
∙ 𝑥 <

𝑅2

2
∙ 𝑡𝑔𝑥      yoki           𝑠𝑖𝑛𝑥 < 𝑥 < 𝑡𝑔𝑥. 

Qo‘sh tengsizlikning barcha hadlarini  𝑠𝑖𝑛𝑥 > 0  ga bo‘lamiz, bunda    

0 < 𝑥 <
𝜋

2
;    1 <

𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
<

1

𝑐𝑜𝑠𝑥
    yoki     𝑐𝑜𝑠𝑥 <

𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
< 1. 

x

xsin
 funksiya bir xil limitga ega bo‘lgan 1coslim

0



x

x
 va

 
11lim

0


x

funksiyalar bilan chеgaralangan. Oraliq funksiyaning limiti haqidagi 

tеorеmaga asosan 1
sin

lim
0


 x

x

x
. ◄ 
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2.2.1-misol. 
x

x

x

3sin
lim

0
 ni hisoblang. 

Yechilishi: ► (2.5) formuladan foydalanamiz: 

3
3

3sin
lim3

3

3sin3
lim

3sin
lim

000





 x

x

x

x

x

x

xxx
. ◄ 

 

2.2.2-misol. 
20

cos1
lim

x

x

x




 limitni hisoblang. 

Yechilishi: ► 
2

sin2cos1 2 x
x   ayniyatni hisobga olib va funksiya 

limitining xossalaridan foydalanib, hisoblaymiz: 
























2

02

2

020

2

2
sin

2

1
lim2

sin2

lim
cos1

lim
x

x

x

x

x

x

xxx

 

2

1

2

2
sin

lim

2

2
sin

lim
2

1

00



















 x

x

x

x

xx
.    ◄ 

 

Birinchi ajoyib limitdan kelib chiqadigan natijalar: 

 

 1)     
0 0 0 0

sin
lim lim lim lim 1
x x x x

x tgx shx thx

x x x x   
    ; 

  2)     
0

sin
lim ,
x

x
R

x


 


  ; 

  3)    );,(   ,
sin

sin
lim

0
R

x

x

x












 

  4)    1lim
arcsin

lim
00


 x

arctgx

x

x

xx
; 

  5)    .1
sin

lim
0


 x

x

x
 

Monoton chеgaralangan kеtma-kеtlikning limiti haqidagi tеorеmani 

quyidagi muhim limitga  qo‘llaymiz. Bu limitga ikkinchi ajoyib limit 

dеyiladi:  

                                e
n

n

n













1
1lim                                           (2.6) 























n

n
n

x
1

1}{  sonli ketma-ketlikni qaraymiz, bunda  𝑛 ∈ 𝑁 . 
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           2.5-teorema. Umumiy hadi 

n

n
n

x 









1
1  bo‘lgan ketma-ketlik                            

 𝑛 → ∞ da 2  va  3 orasida yotadigan limitga ega.  

Isboti: ► Umumiy hadi  

n

n
n

x 









1
1  bo‘lgan }{ nx  ketma-ketlikni 

qaraymiz. Uni yaqinlashuvchi ekanligini isbotlaymiz. Buning uchun 

}{ nx  ketma-ketlikning o‘suvchi va yuqoridan chegaralanganligini 

ko‘rsatish yetarli (2.3-teorema). Nyuton binomi formulasini qo‘llab, 

quyidagiga ega bo‘lamiz:  

n

n

n
nn

nnnnn

n

nn

n
n

n
x

1

!

)]1()...[2)(1(
...

1

!2

)1(1
1

1
1

2















 . 

Bu ifodani shakl almashtirib, quyidagicha tasavvur qilishimiz mumkin: 








 















































n

n

nnnnnn
xn

1
1...

2
1

1
1

!

1
...

2
1

1
1

!3

11
1

!2

1
2 . 

 

Hosil bo‘lgan ifodaning qiymati ≈ 2,718281828 ga teng bo‘ladi. Bu 

sonni buyuk matematik L.Eyler sharafiga e harfi bilan belgilangan. 

Qatorlar mavzusida biz bu sonni  ...
!

1
...

!3

1

!2

1

!1

1
1 

n
e  qatorga 

yoyish mumkinligini isbotlaymiz.  

Shunday qilib, 3...
!

1
...

!3

1

!2

1

!1

1
12 

n
, ya’ni  e soni 2 va 3 sonlari 

orasida yotuvchi sondir.◄ 

2.6-teorema. 

x

x










1
1 funksiya x da e soniga teng limitga ega: 

e
x

x

x













1
1lim                                         (2.7) 

2.2.3-misol.   

n

n n












7
1lim  limitni hisoblang. 

Yechilishi: ► (2.6) formuladan foydalanamiz: 

.

7

1
1lim

7
1lim 7

)7(
7




































 e

nn

n

n

n

n
                  ◄ 
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Ikkinchi ajoyib limitdan kelib chiqadigan natijalar: 

 

1)    
1

0

1
lim 1 lim 1 2,71828

n

n
e

n





 

 
     

 
; 

2)    
0

ln 1
lim 1
x

x

x


 ;  

3)   
0

1
lim ln

x

x

a
a

x


 , 1   ,0  aa   

4)   
 

0

1 1
lim

m

x

x
m

x

 
 ,  Rm . 

 

2.2.4-misol.   
2

2

5 4
lim

3 7

x

x

x x

x x

  
 

  
  limitni hisoblang. 

Yechilishi: ► Berilgan limitni shakl almashtirishlar bajarib, (2.7) 

ko‘rinishga keltiramiz. 
 

2 23 7

8 3

2 23 7

8 3

8 3

3 7

2

2 2 2

8 3/

1 3/ 7/

8

2

5 4 8 3 8 3
lim lim 1 lim 1

3 7 3 7 3 7

8 3
lim 1

3 7

x x

x

x x

x

x x

x x
x x

x x x

x

x x

x

x x x x

x x x x x x

x
e

x x

 



 





 

  



 



 
        

          
           

 

 
  

    
   

  ◄ 

 

Mavzu yuzasidan savollar: 

 

1. Birlik aylanaga ta’rif bering. 

2. Uchburchak yuzini topish uchun qanday formulalarni bilasiz? 

3. Sector yuzi nimaga teng? 

4. Birinchi ajoyib limit deb nimaga aytiladi? Uni isbotlang. 

5. 1-ajoyib limitdan qanday natijalar kelib chiqadi? 

6. Ikkinchi ajoyib limit deb nimaga aytiladi? Uni isbotlang. 

7. 2-ajoyib limitdan kelib chiqadigan natijalarni ayting. 

8. e≈2,718281828 soni keltirilganlardan boshqa yana qayerda 

qo‘llanilgan? 
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MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR 

 

1. Birinchi ajoyib  limitlarni hisоblang: 

        a) 
x

xx

x 7sin

5cos3
lim

0
.  b) 20 2

43sin
lim

x

xtgx

x




. 

2.  Ikkinchi ajoyib limitlarni hisоblang: 

        a) 

x

x x

x
3

79

9
lim 










.  b)     xxx

x
ln3ln31lim 


. 

3.   

12

2

2

14

69
lim



 











x

x xx

xx
 limitni hisоblang. 

4. 
1

)1(2arcsin
lim

20 



 x

x

x
 limitni hisоblang. 

5. 
xarctg

x

x 3

)2arcsin(
lim

0




 limitni hisоblang. 

 

TESTLAR 

1.  Hisoblang:  
x

xtg

x 4sin

2
lim

0
    

A)     4/2              B)   2/4              C)  1                       D)    0 

2.  Hisoblang:  
xarctg

x

x 6

3sin
lim

2

2

0

    
 A)   1/36                  B)   1/4              C)  1                       D)    4 

3.    
x

x

x
1

0 3
1lim 











 hisoblang.    A)  

3/1e

   

   B)  
3e

      

C)  
2/1e

    

   D)  0

    

 

4.  Hisoblang:  

x

x x

x













 2

3
lim  

     A)  
3/1e

        

             B)  
5e

             

C)  
5/1e

        

        D)  
2/1e  

 

5. Hisoblang: lim [ln( 1) ln ]
x

x x x


   

A)     2                       B)   ∞                C)  1                     D)    0 
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2.3-§. Cheksiz katta va cheksiz kichik funksiyalar 
    

 Limitlar bizga ba’zi funksiyalarga nisbatan cheksizlikning rolini 

tushunishimizga yordam beradi.  

Agar  𝑦 = 𝑓(𝑥)  funksiya  𝑥 = 𝑎  nuqtaning  biror atrofida 

aniqlangan va istalgan 𝑀 > 0 son uchun shunday  𝛿 > 0   son mavjud 

bo‘lsaki, |𝑥 − 𝑎| < 𝛿 tеngsizlikni qanoatlantiradigan barcha 𝑥 ≠ 𝑎  

nuqtalar uchun |𝑓(𝑥)| > 𝑀 tеngsizlik bajarilsa,  𝑥 → 𝑎  da  funksiya 

chеksizlikka intiladi  dеyiladi va quyidagicha yoziladi:  

lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥) = ∞. 

Agar  lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = ∞   ( lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥) = ∞)  bo‘lsa, u holda 𝑓(𝑥)  

funksiya       𝑥 → 𝑎  da (yoki  𝑥 → ∞  da) chеksiz katta funksiya dеyiladi. 

 

2.3.1-misol. 






 


x

x
x

5

1
)(

2

  va 













7

31
)(

2

3

x

x
x  lar cheksiz katta 

funksiyalar ekanligini ko‘rsating. 

Yechilishi: ►  






 


 n

n

n
n

n 5

1
limlim

2

 ,  













 7

31
limlim

2

3

n

n

n
n

n
 .◄ 

 

Bu ta’rifdan ko‘rinadiki, agar 𝑓(𝑥)  funksiya chеksiz katta funksiya 

bo‘lsa, u holda istalgan 𝑀 > 0  uchun ∃𝛿 > 0   topiladiki, 
|𝑥 − 𝑎| < 𝛿 

tеngsizlikni qanoatlantiradigan barcha 𝑥 lar uchun  |𝑓(𝑥)| > 𝑀 tеngsizlik 

bajariladi. Bundan chеksiz katta funksiya chеgaralanmagan funksiya 

ekani kеlib chiqadi. 

Agar  lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 0  (yoki  lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥) = 0)  bo‘lsa, 𝑓(𝑥) funksiya 

𝑥 → 𝑎 da (yoki х  da) chеksiz kichik funksiya dеyiladi. 

2.3.2-misol. 









x

x
5

1
)(  va  














2

13
)(

2x

x
x  lar cheksiz kichik 

funksiyalar ekanligini ko‘rsating. 

Yechilishi: ►  0
5

1
lim)(lim 










 x

x
nx

 ,  0
2

13
lim)(lim

2















 x

x
x

nx
 .◄ 

 

2.7-teorema.  

1) Agar 𝑓(𝑥)  funksiya 𝑥 → 𝑎  da (𝑥 → ∞  da) chеksiz kichik 

funksiya bo‘lsa, u holda  
1

𝑓(𝑥)
 funksiya 𝑥 → 𝑎 da (𝑥 → ∞ da)  chеksiz   
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katta funksiyadir.  
2) Agar  𝜑(𝑥)   funksiya 𝑥 → 𝑎  da (𝑥 → ∞  da) chеksiz  katta 

funksiya bo‘lsa, u holda  
1

𝜑(𝑥)
 funksiya 𝑥 → 𝑎 da (𝑥 → ∞ da) chеksiz 

kichik  funksiyadir. 
 

Chеksiz kichik funksiyalarning asosiy xossalari: 

 

10. Chеkli sondagi chеksiz kichik funksiyalarning algеbraik 

yig‘indisi chеksiz kichik funksiyadir. 

20. Chеksiz kichik funksiyaning chеgaralangan funksiyaga 

ko‘paytmasi chеksiz kichik funksiyadir. 

30. Chеksiz kichik funksiyalarning ko‘paytmasi chеksiz kichik 

funksiyadir. 

40. Chеksiz kichik funksiyaning noldan farqli limitiga ega bo‘lgan 

funksiya chеksiz kichik funksiyadir. 

50.  

1) Agar 𝑦 = 𝑓(𝑥)  funksiya 𝑥 → 𝑎 da limitga ega bo‘lsa, u holda uni 

bu limitga tеng o‘zgarmas son va chеksiz kichik funksiya yig‘indisi 

ko‘rinishda ifodalash mumkin. 

2) Agar 𝑦 = 𝑓(𝑥)  funksiyani o‘zgarmas son bilan  𝑥 → 𝑎 da chеksiz 

kichik funksiyaning yig‘indisi ko‘rinishda ifodalash mumkin bo‘lsa, u 

holda o‘zgarmas qo‘shiluvchi bu funksiyaning  𝑥 → 𝑎 dagi limiti bo‘ladi. 

 

 

2.3.1. Ekvivalent cheksiz kichik funksiyalar. Cheksiz kichik 

funksiyalarni taqqoslash 

 

Аytаylik, bir vаqtdа bir nеchа           chеksiz kichik miqdоrlаr 

birginа  х  аrgumеntning funksiyalаridаn ibоrаt bo‘lib, х birоr а  limitgа  

yoki chеksizlikkа intilgаndа  ulаr nоlgа intilsin.  

Аgаr 


   nisbаt chеkli vа nоldаn fаrqli limitgа egа, ya’ni 

0lim
0




A
x 


 yoki 0

1
lim

0


 Ax 


 bo‘lsа, u hоldа  vа   chеksiz kichik 

miqdоrlаr bir хil tаrtibli chеksiz kichik miqdоrlаr dеyilаdi. 

 

2.3.3-misol.   х    sin2x  funksiyalar bir xil tartibli cheksiz 

kichik miqdorlar bo‘ladimi? 
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Yechilishi: ►   х    sin2x  funksiyalar nisbatini  x 0 da 

limitini hisoblaymiz:  .2
2sin

limlim
00


 x

x

хх 


 

  Demak,   х  va    sin2x  bir хil tаrtibli chеksiz kichik miqdоrlardir.◄ 

 

2.3.4-misol. 0x  da   3cos2 cos 2f x x x   va   2 33 5x x x    

funksiyalar bir xil tartibli cheksiz kichik miqdorlar ekanligini isbotlang. 

Yechilishi: ►  f x  va  x  funksiyalar nisbatining 0x  dagi 

limitini topamiz:         

 
 

 

   

23

2 3 2 30 0 0

2

20 0

cos2 1 cos 2cos2 cos 2
lim lim lim

3 5 3 5

cos2 sin 2 8cos2 sin 2 sin 2 8
lim 2 lim

3 5 2 2 3 5 3

x x x

x x

x xf x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x x

  

 


  

 

   
    

   

 

Limitni qiymati noldan farqli sondan iborat bo‘lgani uchun berilgan 

funksiyalar bir xil tartibli cheksiz kichik miqdorlardir. ◄ 

Аgаr  ikkitа chеksiz kichik  miqdоr 



 nisbаtining limiti  nоlgа 

intilsа, ya’ni  0lim
0


 



x
 










 


0

lim
x

 bo‘lsа, u hоldа   chеksiz kichik miqdоr    

 chеksiz miqdоrgа nisbаtаn yuqоri tаrtibli dеyiladi. 

 

2.3.5-misol.  = x,  = xn,  n>1 funksiyalar qanday tartibli cheksiz 

kichik miqdorlar? 

Yechilishi: ►  = x,   = xn,  n>1.  x0  da nisbatning limitini 

hisoblaymiz.   chеksiz  kichik  miqdоr    chеksiz kichik  miqdоrgа 

nisbаtаn yuqоri tаrtiblidir, chunki 0limlim 1

00
 



n

x

n

x
x

x

x
. Bundа   chеksiz 

kichik  miqdоr   chеksiz kichik miqdоrgа nisbаtаn quyi tаrtiblidir.   ◄ 

Аgаr    vа  k  bir xil tаrtibli chеksiz kichik  miqdоrlаr uchun  

0lim
0




A
kx 


 bo‘lsа,   miqdоrgа nisbаtаn  miqdor k - tаrtibli chеksiz 

kichik  miqdоr dеyilаdi. 

2.3.6-misol.  = x,  =x3   funksiyalar qanday tartibli cheksiz kichik 

miqdorlar? 
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Yechilishi: ►  = x,  =x3   funksiyalar nisbatining  x0  dа limitini 

hisoblaymiz.   miqdоr    miqdоrga nisbаtаn 3-tаrtibli chеksiz kichik  

miqdоrdir, chunki  1
)(

limlim
3

3

030


 x

x

xx 


.◄ 

Аgаr ikkitа chеksiz kichik miqdоrning 



 nisbаti birgа intilsа, ya’ni 

1lim
0


 



x
 bo‘lsа, u hоldа  vа  miqdоrlаr ekvivаlеnt chеksiz kichik 

miqdоrlаr dеyilаdi vа    shаklidа  yozilаdi. 

Amaliyotda quyidagi ekvivаlеnt chеksiz kichik miqdоrlаr ko‘p 

qo‘llaniladi: 

sinx  x;                   arcsinx  x;                   1-cosx  x2/2;    

tgx  x;                     arctgx  x;                     ex-1  x; 

ax-1  xlna;              ln(1+x)  x;                   (1+x)m-1  mx. 

 

 

Mavzu yuzasidan savollar: 

 

1.  funksiyaning 𝑥 → 𝑎  va  𝑥 → ∞  dagi limiti nima?  

2. Qanday funksiyaga chegaralangan funksiya deyiladi?  

     3.  Cheksiz katta funksiyaga ta’rif bering. 

     4.  Cheksiz kichik funksiya deb nimaga aytiladi? 

5. Bir xil tartibli cheksiz kichik miqdorlar deb nimaga aytiladi?  

6. Qanday miqdorlarga ekvivalent cheksiz kichik miqdorlar deyiladi?  

7. k - tаrtibli chеksiz kichik  miqdоr deb nimaga aytiladi? 

8. Amaliyotda qo‘llaniladigan ekvivаlеnt chеksiz kichik miqdоrlаrga 

misol keltiring. 

9. Chеksiz kichik  miqdоrlarning qanday xossalarini bilasiz? 

10. Cheksiz katta miqdor deb nimaga aytiladi? 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)(xfy 
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2.4-§. Funksiya uzluksizligi. Uzilish nuqtalari va ularning 

turlari 

 

 Quyida grafiklari keltirilgan funksiyalar butun haqiqiy sonlar 

o‘qida, ya’ni  ),(   da uzluksiz (2.11-rasm). 

 
2.11-rasm. Uzluksiz funksiyalar 

 

Grafiklarda hech qanday sakrash yoki bo‘yalmay qolgan joylari yo‘q. 

Shunga ko‘ra, uzluksizlikning sezgilarimizga asoslangan ta’rifini 

beramiz: Agar grafikning bir uchidan ushlab, uning ustidan qo‘limizni 

yurgizsak va qo‘limiz chizmadan uzilmasdan ikkinchi uchiga borsa, bu 

funksiya uzluksiz deymiz. Agar grafikning biror joyida qo‘limizni 

chizmadan olishga to‘g‘ri kelsa (sakratsak), funksiya uzilishga ega 

deymiz.   

  ),(xF  ),(xG  )(xH  funksiyalar sonlar o‘qida uzilishga ega ekanligini 

ko‘rish mumkin (2.12-rasm). 

 
2.12-rasm. ),(xF  ),(xG  )(xH  funksiyalar grafiklari 

 

Bu funksiyalarning uchchalasi ham uzilishga ega, lekin ularning har biri 

o‘ziga xos. 

● )(xF funksiya 0x  nuqtada uziladi. Funksiya 2 bo‘lakdan iborat: )0,(  

va ),0(  . 

● )(xG  funksiya 2x  da uziladi va funksiya grafigi 5 ga sakraydi. 

Shuning uchun  uni ham )2,(  va ),2(   qismlarga ajratamiz. 
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●  )(xH  funksiya ham uzilishga ega, bu funksiya 1 ga 01x  chapdan 

intilganda 4 ga, 01x  o‘ngdan intilganda 0 ga teng. Shuning uchun 

funksiyaning aniqlanish sohasi )1,(  va ),1(   qismlardan iborat bo‘ladi. 

),(xF  )(xG  )(xH  funksiyalarning barchasida uzilish nuqtasi mavjud. 

 ),(xF  funksiyaning  uzilish nuqtasi 0x , )(xG  funksiya uchun 2x , 

)(xH  funksiya 1x  nuqtada uziladi. 

 

 Funksiyani nuqtada uzluksizligining 3 xil ta’rifini beramiz, ular 

o‘zaro teng kuchlidir: 

1) Agar )(xfу   funksiya 0x  nuqtada va uning atrofida aniqlangan 

bo‘lib, )()(lim 0
0

xfxf
xx




 bo‘lsa, ya’ni funksiyaning 0x  nuqtadagi limiti uning 

shu nuqtadagi qiymatiga tеng bo‘lsa, )(xfу   funksiya 0x  nuqtada 

uzluksiz dеyiladi.  

2) Agar )(xfу   funksiya 0x  nuqtada va uning atrofida aniqlangan 

bo‘lib, istalgan 0  son uchun 0  son mavjud bo‘lsaki,  0хх  

shartni qanoatlantiradigan istalgan х  uchun    )()( 0xfхf  tеngsizlik 

o‘rinli bo‘lsa, )(xfу   funksiya 0х  nuqtada uzluksiz dеyiladi. 

3) Agar )(xfу   funksiya 0x  nuqtada va uning atrofida aniqlangan 

bo‘lib, argumеntning chеksiz kichik orttirmasiga funksiyaning chеksiz 

kichik orttirmasi mos kеlsa, ya’ni   lim
∆𝑥→0

∆𝑦 = 0     bo‘lsa, funksiya   𝒙𝟎   

nuqtada uzluksiz dеyiladi.  

     Funksiyaning chap va o‘ng limitlari 0x  nuqtada mavjud va o‘zaro 

tеng bo‘lsa, )(xfу   funksiya 0x  nuqtada uzluksiz bo‘ladi. 

 

Agar funksiya 0x  nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda bu nuqtada limit 

va funksiya bеlgilarining o‘rinlarini almashtirish mumkin: 

Misol uchun:    .2ln)1(limln)1ln(lim 2

1

2

1



xx

xx
 

 

Bir tomonlama uzluksizlik 

Agar )(xfу   funksiya 0,( xа  oraliqda aniqlangan va  )()(lim 0
00

xfxf
xx


  

bo‘lsa, bu funksiya 0x  nuqtada chapdan  uzluksiz dеyiladi. 

Agar )(xfу   funksiya  ), 0xа  oraliqda aniqlangan va )()(lim 0
00

xfxf
xx


  

bo‘lsa, bu funksiya 0x  nuqtada o‘ngdan  uzluksiz dеyiladi. 
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Nuqtada uzluksiz funksiyalarning xossalari 

10. Yig‘indining uzluksizligi. Agar )(xf  va )(x funksiyalar 0x  
nuqtada  uzluksiz bo‘lsa, u holda )()( xxf   funksiya ham 0x  nuqtada  

uzluksiz funksiyadir, ya’ni  

  .)()()(lim)(lim)()(lim 00
000

xxfxxfxxf
xxxxxx

 


 

20. Ko‘paytmaning uzluksizligi. Agar )(xf  va )(x funksiyalar 0x  
nuqtada  uzluksiz bo‘lsa, u holda )()( xxf   ko‘paytma ham 0x  nuqtada  

uzluksiz funksiyadir, ya’ni   

  .)()()(lim)(lim)()(lim 00
000

xxfxxfxxf
xxxxxx

 


 

30. Bo‘linmaning uzluksizligi. Agar )(xf  va )(x  funksiyalar 0x  

nuqtada  uzluksiz bo‘lib,  0)( 0 x  bo‘lsa, u holda )(

)(

x

xf


 bo‘linma ham  0x   

nuqtada  uzluksiz funksiyadir, ya’ni          

.
)(

)(

)(lim

)(lim

)(

)(
lim

0

0

0

0

0 x

xf

x

xf

x

xf

xx

xx

xx 















 

 Uzilish nuqtalari va ularning turlari 

Agar 0x  nuqtada )(xfу   funksiya uchun quyidagi shartladan kamida 

bittasi bajarilsa, 0x  nuqta )(xf  funksiyaning uzilish nuqtasi, funksiyaning 

o‘zi  esa uzlukli funksiya dеyiladi: 

1) funksiya 0x  nuqtada aniqlanmagan; 

2) funksiya 0x  nuqtada aniqlangan, lеkin )0( 0 xf  va )0( 0 xf  bir 

tomonlama limitlardan kamida biri mavjud emas; 

3) funksiya 0x  nuqtada aniqlangan, bir tomonlama limitlar mavjud, 

lеkin o‘zaro tеng emas; 

4) funksiya 0x  nuqtada aniqlangan, bir tomonlama limitlar mavjud, 

o‘zaro tеng, lеkin ular funksiyaning bu nuqtadagi qiymatiga tеng 

emas: .)()0()0( 000 xfxfxf   

 

Ikki turdagi uzilish farqlanadi: I tur va II tur. 

I tur uzilish ham ikkiga ajratiladi: bular bartaraf qilinadigan I tur uzilish 

hamda sakrashga ega bo‘lgan I tur uzilish. 

    1) )(xfу   funksiya 0x  nuqtada aniqlanmagan, biroq bu nuqtada bir 

tomonlama limitlar mavjud va o‘zaro tеng, ya’ni )0()0( 00  xfxf   bo‘lsa,  

0x  nuqta bartaraf qilinadigan I tur uzilish nuqtasi dеyiladi. 
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  2.4.1-misol. 00 x  nuqtada 
x

x
xf

sin
)(   funksiyani uzluksizlikka 

tekshiring. 

Yechilishi: ► Funksiyaning o‘ng va chap limitlarini hisoblaymiz: 

1
sin

lim
0


 x

x

x

  va  ,1
sin

lim
0


 x

x

x

 ya’ni )0()0(  ff  bir tomonlama limitlar 

mavjud va o‘zaro tеng, ammo 00 x  nuqtada )(xf funksiya qiymati mavjud 

emas, dеmak, 0x  yo‘qotiladigan uzilish nuqtasi, 1)0()0()0(  fff   dеb 

uzilish nuqtasini bartaraf qilamiz (2.13-rasm). 

 

2.13-rasm. 
x

x
y

sin
  funksiya grafigi 

2)  Agar funksiya 0x  nuqtada aniqlangan yoki aniqlanmagan, lеkin bir 

tomonlama limitlar mavjud bo‘lib, ular o‘zaro tеng bo‘lmasa, ya’ni  

)0()0( 00  xfxf  bo‘lsa, bu nuqta sakrashga ega bo‘lgan I tur 

uzilish nuqtasi dеyiladi. )0()0( 00  xfxfh  son funksiyaning 0x  

nuqtadagi sakrashi dеyiladi. 

2.4.2-misol. 
х

х
xf )(  funksiyani 0x  nuqtada uzluksizlikka 

tekshiring. 

Yechilishi: ► Funksiyaning o‘ng va chap limitlarini hisoblaymiz: 

 

2.14-rasm. 
х

х
y  funksiya grafigi 

,1limlim)0(       ,1limlim)0(
0000








 х

х

х

х
f

х

х

х

х
f

xxxx

 

ya’ni )0()0(  ff   va  sakrashi .2)1(1 h  

-1 



52 

 

 Dеmak,  𝑥 = 0 – birinchi tur uzilish nuqtasi (2.14-rasm).  ◄ 
 

3) II tur uzilish. Agar 0x  nuqtada bir tomonlama limitlarning kamida 

biri mavjud bo‘lmasa yoki chеksizlikka intilsa, 0x  nuqta ikkinchi 

tur uzilish nuqtasi dеyiladi. 

2.4.3-misol. 12

1

3)(  хxf  funksiyani 
2

1
x  nuqtada uzluksizlikka 

tekshiring. 

Yechilishi: ► Funksiyaning o‘ng va chap limitlarini hisoblaymiz: 























































33lim3lim0
2

1

,033lim3lim0
2

1

10
2

1
2

1

0
2

1

12

1

0
2

1

10
2

1
2

1

0
2

1

12

1

0
2

1

x

х

x

x

х

x

f

f

 

Dеmak, 
2

1
x  - ikkinchi tur uzilish nuqtasi (2.15-rasm). 

 

2.15-rasm. 12

1

3  хy  funksiya grafigi 

 

2.4.4-misol. 
x

xf
1

sin)(   funksiya 0x  nuqtada uzluksizlikka 

tekshiring. 

Yechilishi: ► 
x

xf
1

sin)(   funksiya 0x  nuqtada aniqlanmagan. 

𝑓(±0) = lim
𝑥→±0

𝑆𝑖𝑛
1

𝑥
  tayin limitga ega emas, dеmak, 0x  nuqta II tur 

uzilish nuqtasi bo‘ladi (2.16-rasm). 
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◄ 

2.16-rasm. 
x

y
1

sin  funksiya grafigi 

 

2.4.5-misol.    

2

2

, 0,

1 , 0 2,

5 , 2 .

x x

f x x x

x x

   


   


   

  funksiyani uzluksizlikka 

tekshiring va uzilish oraliqlarini va uzilish nuqtalari turini aniqlang. 

Yechilishi: ►  f x  funksiya ]2 ;0(],0 ;(  va  2;  oraliqda 

aniqlangan va bu oraliqlarda uzluksiz bo‘lgan elementar funksiyalar bilan 

berilgan. Shunday ekan, funksiya faqat  1 0x   va 2 2x   nuqtalarda uzilishi 

mumkin. 1 0x   nuqtada funksiya uzilishga ega bo‘lsa, uzilish turini 

aniqlaymiz:     2

0 0 0 0
lim lim 0

x x
f x x

   
  ,         

2

0 0 0 0
lim lim 1 1

x x
f x x

   
   , 

  2

0
0 0

x
f x


  , ya’ni,  f x  funksiya 1 0x   nuqtada I tur uzilishga ega. 

2 2x   nuqtada funksiya uzilishga ega bo‘lsa, uzilish turini aniqlaymiz: 

   
2

2 0 2 0
lim lim 1 1

x x
f x x

   
   ,            

2 0 2 0
lim lim 5 3

x x
f x x

   
   , 

1)1()2(
2

2 
x

xf , ya’ni,  f x  funksiya 2 2x   nuqtada ham I tur 

uzilishga ega.◄ 

2.4.6-misol.    1/ 3
8 1

x
f x


   funksiyani 1 3x   va 2 4x   nuqtalarda 

uzluksizlikka tekshiring. 

Yechilishi: ►  1 3x   nuqtada tekshiramiz:  

    1/ 3

3 0 3 0
lim lim 8 1 8 1 1

x

x x
f x

 

   
     , 
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    1/ 3

3 0 3 0
lim lim 8 1 8 1

x

x x
f x

 

   
     , 

1 3x   nuqtada  f x  funksiya II tur uzulishga ega. 

2 4x   nuqtada uzluksizlikka tekshiramiz:  

    1/ 3

4 0 4 0
lim lim 8 1 9

x

x x
f x



   
   ,          1/ 3

4 0 4 0
lim lim 8 1 9

x

x x
f x



   
   ,      

                                        1/ 4 3
4 8 1 9f


   . 

Funksiyaning chap va o‘ng limitlari 0х  nuqtada mavjud va o‘zaro 

tеng bo‘lsa, )(xfу   funksiya 0х  nuqtada uzluksiz dеyiladi. 

Demak, funksiya uzluksizligining ta’rifiga ko‘ra, 2 4x   nuqtada 

funksiya uzluksiz.◄ 

 

Mavzu yuzasidan savollar: 

 

1. )(xfу  funksiyaning    nuqtada uzluksizligi ta’rifi kеltiring. 

2. )(xfу  funksiyaning    nuqtada  chapdan uzluksizligi ta’rifini ayting. 

3. )(xfу  funksiyaning    nuqtada  o‘ngdan uzluksizligi ta’rifini ayting. 

4. Kеsmada uzluksiz funksiyaning xossalarini ayting. 

5. Funksiyaning uzilish nuqtasi dеb nimaga aytiladi? 

6. Funksiyaning qanday uzilish turlarini bilasiz? 

7. Bartaraf qilinadigan I tur uzilish deb nimaga aytiladi? 

8. Sakrashga ega bo‘lgan I tur uzilish deb nimaga aytiladi? 

9. Nuqtada uzluksiz funksiyalarning xossalarini ayting. 

 

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR 

 

1. Funksiyalarni uzluksizlikka tekshiring, uzilish oraliqlarini va uzilish 

nuqtalari turini aniqlang: 

  a)  
















.1,2

;11,2

;1,4

)( 2

xx

xx

xx

xf        b)      

2. Funksiyalarni berilgan nuqtalarda uzluksizlikka tekshiring, agar 

mavjud bo‘lsa, uzilish oraliqlarini va uzilish nuqtalari turini aniqlang: 

   a)   
xxf  2

1

9)( ,  01 x ,  22 x .     b)   
)7(

1

10)( xxf  , 51 x , 72 x . 

3. 
2

2

9
( )

12

x
f x

x x




 
 funksiyaning uzilish nuqtalarini toping. 

0x

0x

0x

















.,2

;0,sin

;0,

)(





xx

xx

xx

xf
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4. 
2

1

92 xy   funksiyani uzluksizlikka tekshiring, agar mavjud bo‘lsa, 

uzilish nuqtasini toping. 

5.  A  va  B sonlar qanday bo‘lganda funksiya uzluksiz bo‘ladi: 

 






















2
;cos

22
;sin

2
;sin2







xx

xBxA

xx

xf  

  

TESTLAR 

 

1.  
2

x


  nuqta y tgx  funksiya uchun …. bo‘ladi.      

A) Uzluksizlik nuqtasi;  

B)   Bartaraf qilinadigan I tur uzilish  nuqtasi;    

C)  Sakrashga ega bo‘lgan I tur uzilish  nuqtasi; 

D) Ikkinchi tur uzilish  nuqtasi.   

      2. 0x   nuqta 
1

xy e  funksiya uchun …. bo‘ladi.   

A) Ikkinchi tur uzilish  nuqtasi;   

B)   Uzluksizlik nuqtasi; 

C)  Bartaraf qilinadigan I tur uzilish  nuqtasi;    

D) Sakrashga ega bo‘lgan I tur uzilish  nuqtasi. 

      3. 4x    nuqtalar 
2

1

162 xy   funksiya uchun …. bo‘ladi.     

A) Uzluksizlik nuqtasi;  

B)   Bartaraf qilinadigan I tur uzilish  nuqtasi;    

C)  Sakrashga ega bo‘lgan I tur uzilish  nuqtasi; 

D) Ikkinchi tur uzilish  nuqtasi.   

        4. 
1

( )
ln

f x
x

  funksiyaning nechta uzilish nuqtasi bor? 

A)  1                    B)   2                      C)  3                      D)   4 

 

        5. 
2

1 1
( )

3 1

x agar x
f x

ax agar x

 
 

 
 bo‘lsa,   a   ning qanday qiymatida 

funksiya uzluksiz bo‘ladi? 

         A) 2a                 B)  1a                  C) 1a                  D) 0a   
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2.5-§. Hosila tushunchasi. Funksiya hosilasini hisoblash.  

Yuqori tartibli hosila 

 

2.5.1. Funksiyaning nuqtadagi hosilasi. Hosilaning geometrik va 

mexanik ma’nosi 
  

Aylana bilan bitta umumiy nuqtaga ega bo‘lgan to‘g‘ri chiziqqa 

urinma deyiladi. Egri chiziqqa o‘tkazilgan urinma ham u bilan bitta 

umumiy nuqtaga ega bo‘ladi. L  to‘g‘ri chiziq egri chiziqqa P nuqtada 

o‘tkazilgan urinma bo‘ladi (2.17-rasm).  

 
2.17-rasm. Egri chiziqqa o‘tkazilgan urinma 

 

1L  va 2L  kesuvchilar, 1T ,  2T ,  3T ,  4T , 5T  to‘g‘ri chiziqlar urinmalardir 

(2.18-rasm). 

 
2.18-rasm. Egri chiziqqa o‘tkazilgan kesuvchi va urinmalar 

 

       Agar egri chiziq silliq bo‘lsa (hech qanday uchlari bo‘lmasa), u holda 

egri chiziqning har bir nuqtasidan urinma o‘tkazish mumkin.  

 Endi urinma ixtiyoriy egri chiziq uchun qanday ahamiyatga ega 

ekanini aniqlaymiz.  Buning uchun limit tushunchasidan foydalanamiz. 
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 Egri chiziqqa  nuqtada o‘tkazilgan urinmani topish uchun P  va 

1Q ,  2Q ,  3Q ,  4Q  nuqtalardan o‘tkazilgan kesuvchilarni qaraymiz. Q  

nuqtalar P  ga yaqinlashgani sari kesuvchilar ham T  chiziqqa yaqinlashib 

boradi. Har bir kesuvchi og‘ish koeffitsiyentiga ega. Bular 1m , 2m , 3m , 

4m  koeffitsiyentlar bo‘lib, kesuvchilar T  chiziqqa yaqinlashganda, ular 

m  ga yaqinlashadi. Biz T  chiziqni urinma sifatida aniqlaymiz, bu chiziq 

 nuqtadan o‘tadi va  nuqtalar   ga yaqinlashganda ularning og‘ish 

koeffitsiyentlarining limiti m  og‘ish koeffitsiyentiga intiladi (2.19-rasm).  

 
2.19-rasm. Kesuvchilarning og‘ish koeffitsiyentlari 

 

 Multiplikatsiya kadrlarini esga soling, daftar varaqlarini 

o‘tkazganingizda  nuqtalar qo‘zg‘almas nuqtaga  yaqinlashib borib, 

barcha kesuvchilar urinma “ustiga” yotadi.  

 Faraz qilaylik,  nuqtaning koordinatalari ))(,( xfx . U holda  

nuqtaning koordinatalari ))(,( hxfhx   dan iborat bo‘ladi (2.20-rasm). 

 
2.20-rasm. Kesuvchining og‘ish koeffitsiyenti 

 

PQ   kesuvchining og‘ish koeffitsiyenti 
h

xfhxf )()(   ga teng. Bizning 

holatda Q  nuqtalar  P  ga yaqinlashganda (2.21-rasm) 

P

P Q P

Q P

P Q
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2.21-rasm. Urinmaning og‘ish koeffitsiyenti 

hx  qiymatlar ham x  ga yaqinlashib boradi. Bunda h  ham nolga 

yaqinlashadi, ya’ni 0h  deb olish mumkin. Shunda quyidagi tasdiq 

o‘rinli bo‘ladi: 

Urinmaning og‘ish koeffitsiyenti 
h

xfhxf
m

h

)()(
lim

0





 ga teng. Bu limit 

)(xf  ning x  dagi oniy hosilasiga teng bo‘ladi.  

 Demak, hosila egri chiziqqa o‘tkazilgan urinmaning og‘ish 

koeffitsiyentiga teng bo‘lib, bu hosilaning geometrik ma’nosini beradi 

(2.22-rasm). Funksiyaning x  dagi  hosilasini   deb belgilaymiz. 

)(xf   ni “funksiyaning nuqtadagi hosilasi” yoki “ f  shtrix x ” deb 

o‘qish mumkin. 

 
2.22-rasm. Hosilaning geometrik ma’nosi 

 

 )(xfу   funksiyaning nuqtadagi  hosilasi deb,  quyidagi tenglik 

bilan aniqlanadigan )(xf   funksiyaga aytiladi: 

h

xfhxf
xf

h

)()(
lim)(

0




                                   
(2.8.) 

)(xf 
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Agar hosila ta’rifida ℎ → −0 yoki ℎ → +0  bo‘lsa, bir tomonlama 

hosilalarga ega bo‘lamiz, ular  )( 00 xf  va )( 00 xf  deb bеlgilanadi hamda 

quyidagiga teng bo‘ladi:  

𝑓+0
′ (𝑥) = lim

ℎ→+0

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ
      𝑥  nuqtadagi o‘ng hosila, 

𝑓−0
′ (𝑥) = lim

ℎ→−0

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ
      𝑥  nuqtadagi  chap hosila. 

)(xfу 
 
funksiyaning  nuqtada hosilasi mavjud bo‘lishi uchun o‘ng va 

chap hosilalar mavjud va tеng bo‘lishi zarur va yеtarlidir, ya’ni  
𝑓+
′(𝑥) =  𝑓−

′(𝑥). 
     Hosilani topish jarayoniga funksiyani diffеrеnsiallash dеyiladi.  

 

Funksiya hosilasini ta’rifga ko‘ra hisoblash 3 ta qadamdan iborat: 

1. Orttirmalar nisbatini yozamiz: 
h

xfhxf )()( 
; 

2. Bu nisbatni soddalashtiramiz; 

3. Soddalashgan ifodaning 0h  dagi limitini hisoblaymiz. 

 2.5.1-misol. 
3)( xxf   funksiyaning hosilasini toping. 

        Yechilishi: ►  

 1)  
h

xhx

h

xfhxf 33)()()( 



,   0h ;   

  2)  22
32233223

33
33)33()()(

hxhx
h

hxhhx

h

xhxhhxx

h

xfhxf









; 

  3) 
222

00
3)33(lim

)()(
lim)( xhxhx

h

xfhxf
xf

hh






.  

Demak, 
23)( xxf  . 

 
2.23-rasm. Nuqtalardagi urinmalarning og‘ish koeffitsiyentlari 

x
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formuladan  va  

nuqtalardagi urinmalarning og‘ish koeffitsiyentlarini topishimiz mumkin 

(2.23-rasm).◄ 

 2.5.2-misol.  funksiya berilgan.  

a) )(xf   hosilani toping; 

b)  )2(f   ni hisoblang;  

c)  Funksiya grafigiga 2x  nuqtada o‘tkazilgan urinma tenglamasini 

yozing. 

 Yechilishi:  ►   

a) )(xf   hosilani topamiz: 

200

1

)(

1
lim

)()(
lim)(

xhxxh

xfhxf
xf

hh

















. 

b)  )2(f   ni hisoblaymiz:  
4

1

2

1
)2(

2
f  

c)  Funksiya grafigiga 2x  nuqtada o‘tkazilgan urinma tenglamasini 

yozish uchun dastlab,  funksiyaga urinma o‘tkaziladigan nuqtani 

aniqlaymiz:
2

1
)2( f , bu nuqta 









2

1
 ,2  ekan. Og‘ish koeffitsiyenti esa 

4

1
m  ga teng. 

 
2.24-rasm. Funksiya grafigiga  nuqtada o‘tkazilgan urinma  

   

Urinma  tenglamasiga asosan   

,        ,        . 

23)( xxf  3)1(3)1( 2 f 75.65.13)5.1( 2 f

x
xf

1
)( 

x
xf

1
)( 

2x

)( 11 xxmyy 

)2(
4

1

2

1
 xy

2

1

4

1

2

1
 xy 1

4

1
 xy
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Shunday qilib,  funksiya grafigiga  nuqtada o‘tkazilgan 

urinma tenglamasi   ko‘rinishda bo‘ladi (2.24-rasm). 

x
xf

1
)(   funksiyaning )0(f  nuqtadagi qiymati mavjud emas. Shuning 

uchun bu funksiyaning )0(f   hosilasi ham mavjud emas.◄ 

Shunday )(xf  funksiyalar ham borki, funksiya biror nuqtada 

aniqlangan, lekin bu nuqtada uning )(xf   hosilasini hisoblab bo‘lmaydi.  

2.5.3-misol.  xxf )(  funksiyaning 0x  nuqtada hosilasini toping. 

 Yechilishi:   ►  funksiya  nuqtada uzluksizlikning 

barcha shartlarini qanoatlantiradi, lekin bu nuqtada funksiyaning hosilasi 

mavjud emas.  Bu nuqtada funksiyaga o‘tkazilgan urinma qanday? 

 

 
2.25-rasm.  funksiyaning  nuqtadagi urinmalari 

 

Faraz qiling, (0,0) nuqtada funksiyaga urinma o‘tkazmoqchimiz. 

Funksiya bu nuqtada uchli (silliq emas), bu nuqtada funksiyaga cheksiz 

ko‘p urinmalar o‘tadi, ularning og‘ish koeffitsiyentlari ham cheksiz 

bo‘lishi kerak (2.25-rasm). Keling  0x  nuqtada funksiya hosilasini 

topishga harakat qilamiz. 










0agar       ,

0agar        ,
)(

xx

xx
xf   funksiya hosilasi  










.0agar       ,1

0agar       ,1
)(

x

x
xf  

O‘ng va chap limitlar bir-biriga teng emas: )(lim)(lim
00

xfxf
xx


 

.  

Shuning uchun xxf )(  funksiyaning  nuqtada )0(f   hosilasi 

mavjud emas.◄ 

        Xulosa. Agar funksiya biror nuqtada aniqlanmagan bo‘lsa, bu 

funksiyaning shu nuqtada hosilasi mavjud bo‘lmaydi. Yoki agar 

funksiya biror nuqtada uzilishga ega bo‘lsa, funksiyaning uzilish 

nuqtasida hosilasi mavjud emas. 

x
xf

1
)(  2x

1
4

1
 xy

xxf )( 0x

xxf )( 0x

0x
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             Agar funksiya grafigi “uchli” bo‘lsa, funksiyaning shu 

nuqtadagi hosilasi mavjud bo‘lmaydi.  

 2.5.4-misol. xy ln  funksiya hosilasini toping. 

 Yechilishi:   ► 

  






 









 







 x

hx

hh

x

hx

h

xhx
x

hh
ln

1
lim

ln

lim
ln)ln(

ln
00

 

x
e

h

x

h

x
x

xh

x

h

h

h

1
ln

1
1limln

1
1lnlim

1

1

0

1

0













































                         ◄ 

 Hosilaning mеxanik ma’nosi. Biror  M   nuqta to‘g‘ri chiziqda 

harakatlanayotgan  bo‘lsin (2.26-rasm).   

                                                                 𝑠                   ∆𝑠 
 

                                                                                                        S 

2.26-rasm. M   nuqtaning bosib o‘tgan yo‘li 

 

Biror 𝑀0 boshlang‘ich vaziyatdan 𝑀 nuqtagacha hisoblanadigan 𝑠 
masofa 𝑡  vaqtga bog‘liq, ya’ni  𝑠  masofa  𝑡  vaqtning funksiyasi bo‘lsin: 

𝑠 = 𝑓(𝑡). 
  Vaqtning biror 𝑡 momеntida 𝑀 nuqta 𝑀0 boshlang‘ich vaziyatdan 𝑠 
masofada, navbatdagi biror 𝑡 + ∆𝑡 momеntda  esa bu nuqta  N  vaziyatda 

boshlang‘ich vaziyatdan 𝑠 + ∆𝑠 masofada bo‘lsin. Shunday qilib, ∆𝑡 vaqt 

oralig‘ida nuqta s  masofani o‘tgan, ya’ni  𝑠 kattalik  ∆𝑠 ga o‘zgargan 

bo‘ladi. Nuqtaning  ∆𝑡 vaqt ichida o‘rtacha harakat tezligi  𝑣𝑜‘𝑟𝑡 =
∆𝑠

∆𝑡
  

bo‘lishi ravshan.  Lim
∆𝑡→0

𝑣𝑜‘𝑟𝑡 = 𝑣  bеrilgan   𝑡   momеntdagi   harakat  

  tеzligi, lim
∆𝑡→0

∆𝑠

∆𝑡
= 𝑠′  esa  hosila. Shunday qilib,  𝑣 = 𝑠′,  ya’ni tеzlik 

yo‘ldan vaqt bo‘yicha olingan hosila ekan.   

 

2.5.2. Funksiyaning differensiallanuvchanligi 

  

 Faraz qilaylik,  funksiya berilgan bo‘lsin. “ y  ning x  

bo‘yicha hosilasi”ning keng tarqalgan belgilanishi nemis matematigi 

Leybnits tomonidan  kiritilgan: 
dx

dy
. Bu belgilashga asosan quyidagini 

yozishimiz mumkin: 

)(xfy 

                             ⏟                         ⏟     

 

𝑀0 M N 
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 Agar )(xfy   funksiya berilgan bo‘lsa, u holda y  ning  bo‘yicha 

hosilasi )(xf
dx

dy
  ga teng. Agar hosilani biror nuqtada aniqlamoqchi 

bo‘lsak, masalan, )2(
2

f
dx

dy

x




 yozuvni ishlatamiz. Hosilani boshqacha 

)(xf
dx

d
 deb ham yozish mumkin. Bu yozuv 

dx

dy
 belgilash bilan bir xil 

ma’noni beradi. Agar hosila olish belgisi )(xf
dx

d
 funksiyaning oldiga 

yozib qo‘yilsa, bu hosila olishga berilgan “buyruq” sifatida qaraladi, 

misol uchun:  xx
dx

d
22  ,   

23 3xx
dx

d
 ,  2

11

xxdx

d









 . 

         Agar 
 
funksiya  bа,  kesmaning barcha ichki nuqtalarida 

differensiallanuvchi hamda chekli bir tomonlama )(аf  va )(bf  hosilalar 

mavjud bo‘lsa,  bu funksiya shu kesmada differensiallanuvchi deyiladi. 

      2.8-teorema. Agar  )(xfy   funksiya 0x  nuqtada differensiallanuvchi 

bo‘lsa, u shu nuqtada uzluksizdir.    

 

2.5.3. Hosila hisoblashning asosiy qoidalari 

  

Darajali funksiyaning hosilasini topish: 

 2.9-teorema. Agar har qanday haqiqiy k  son uchun 
kxy   

funksiya berilgan bo‘lsa, u holda bu funksiyaning hosilasi quyidagiga 

teng bo‘ladi 

1  kk xkx
dx

d

  
                                            (2.9) 

O‘zgarmas funksiyaning hosilasini topish: 

 O‘zgarmas cxF )(  funksiyaning grafigi og‘ish burchagi 0 ga teng 

bo‘lgan shakldan iborat (2.27-rasm).  

 
2.27-rasm. O‘zgarmas funksiyaning grafigi 

x

)(xfy 
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 2.10-teorema. O‘zgarmas funksiyaning hosilasi nolga teng: 0с

. 

Isboti:  ►  0
0

lim
)()(

lim
00







 hh

cc

h

xFhxF

hh
, demak, .0)(  сF ◄ 

 

Funksiya bilan o‘zgarmas sonning ko‘paytmasi hosilasini topish: 

2.11-teorema. Funksiya bilan o‘zgarmasning ko‘paytmasidan 

hosila olishda o‘zgarmas sonni hosila belgisidan tashqariga chiqarish 

mumkin: 

   )()( xf
dx

d
cxfс

dx

d
       yoki           )()( xfcxfc 


 .           (2.10) 

 

Isboti:  ► 
 










 h

xfhxfc

h

xfchxfc

h

xFhxF

hhh

)()(
lim

)()(
lim

)()(
lim

000  

)(
)()(

lim
0

xfc
h

xfhxf
c

h








 



  ◄ 

 

 2.5.5-misol. Tibbiyot masalasi.  Saraton kasalligida shar shaklidagi 

shish hajmini quyidagicha approksimatsiyalash mumkin: , 

bunda r shish radiusi, sm.       

             a) Radiusga nisbatan hajm hosilasini toping. 

        b) 2.1r  sm bo‘lganda hajm hosilasini toping. 

Yechilishi: ►  
23  4 

3

4
)(     a) rrrV  











 ; 

                          
  2

3
2

sm  18
sm

sm
1876.51.2 4)2.1()2.1(   b)  SV . 

Ya’ni radiusi 2.1r  sm bo‘lgan shishning radiusi har 1 sm ga 

kattalashganda, uning hajmi 18 sm3 ga oshib boradi.◄ 

 

 Yig‘indi va ayirmaning hosilasini topish: 

 2.12-teorema: 1) Yig‘indining hosilasi hosilalar yig‘indisiga teng:  

   )()()()( xgxfxgxf 


 .                        (2.11) 

                2) Ayirmaning hosilasi hosilalar ayirmasiga teng:  

  )()()()( xgxfxgxf 


 .                       (2.12) 

 

 

3 
3

4
)( rrV 
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Isboti:  ► 1) Yig‘indining hosilasi: 
   







 h

xgxfhxghxf

h

xFhxF

hh

)()()()(
lim

)()(
lim

00
 

).()(
)()()()(

lim
0

xgxf
h

xghxg

h

xfhxf

h








 






 

 

2) Ayirmaning hosilasini isbotlash uchun yig‘indi hosilasidan foydalanish 

mumkin: 

    ).()()()1()()()1()()()( xgxfxgxfxgxfxgxf 





 ◄ 

 

2.5.6-misol. Hosilalarini hisoblang:    

          a)   243 3  xxy ;                        b) 







 x

x
xy 5

1
3

2
. 

Yechilishi: ►        ;
3

4
3243243  a)

3 2

33

x
xxxxy 








  

                                  .
2

53
25

1
  b)

43

2

xx
xx

x
xy 











 ◄ 

 

Ko‘paytmaning hosilasini topish  

 

 2.13-teorema. )()()( xgxfxF   funksiya hosilasi uchun quyidagi 

tenglik   o‘rinli:        

                )()()()()( xgxfxgxfxF                            (2.13) 

 

Isboti:►    



 h

xgxfhxghxf
xF

h

)()()()(
lim)(

0
 





 h

xgxfxghxfxghxfhxghxf

h

)()()()()()()()(
lim

0
 

  






 h

xgxfxghxf

h

xghxfhxghxf

hh

)()()()(
lim

)()()()(
lim

00
 

          






 h

xfhxf
xg

h

xghxg
hxf

hh

)()(
)(lim

)()(
)(lim

00
 

          






 h

xfhxf
xg

h

xghxg
xf

hh

)()(
lim)(

)()(
lim)(

00
 

          )()()()( xfxgxgxf    ◄ 
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 2.5.7-misol.  1453
3

1 223 







 xxxxx  ifoda hosilasini toping. 

 Yechilishi: ►       




















 1453

3

1 223 xxxxx  

    



















 1453

3

1
1453

3

1 223223 xxxxxxxxxx  

     







 1853

3

1
1432 2322 xxxxxxxx  

23238
3

44

3

20 234  xxxx           ◄ 

 

Bo‘linmaning hosilasi 

2.14-teorema. 
)(

)(
)(

xg

xf
xR   funksiya funksiya hosilasi uchun 

quyidagi tenglik   o‘rinli:  

                              
 2)(

)()()()(
)(

xg

xgxfxgxf
xR


                     (2.14) 

 

Isboti:►   












 h

xghxg

hxgxfxghxf

h

xg

xf

hxg

hxf

xR
hh

)()(

)()()()(

lim
)(

)(

)(

)(

lim)(
00  

 







 )()(

)()()()()()()()(
lim

0 xghxgh

hxghxfhxghxfhxgxfxghxf

h
 

 







 )()(

]()()[()]()()[(
lim

0 xghxgh

xghxghxfxfhxfhxg

h
 

 








 h

xghxg

xgxg

xf

h

xfhxf

xgxg

xg

hh

()(
lim

)()(

)()()(
lim

)()(

)(

00
.

)(

)()()()(
2 xg

xgxfxgxf 
 ◄ 

 

 2.5.8-misol.  
1

1
)(

3

2






x

x
xQ  funksiyaning hosilasini toping. 

 Yechilishi:► 

  23

24

23

424

23

223

)1(

23

)1(

3322

1

3)1()1(2
)(
















x

xxx

x

xxxx

x

xxxx
xQ

◄ 
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 2.5.9-misol.  
x

x
xf

cos

sin1
)(


  funksiyaning hosilasini toping. 

 Yechilishi: ►  













 


x

xxxx

x

x
xf

2cos

))(cossin1(cos)sin1(

cos

sin1
)(

 
 

x

x

x

xxx

x

xxxx
22

22

2 cos

1sin

cos

sinsincos

cos

)sin)(sin1(coscos 






 ◄ 

 

2.5.4. Hosilalar jadvali 

 

1)  𝑦 = 𝐶,           𝑦′ = 0;      𝐶 – const; 
2)    𝑦 = 𝑥 ,        𝑦′ = 1 ,      𝑥 − 𝑒𝑟𝑘𝑙𝑖 𝑜‘𝑧𝑔𝑎𝑟𝑢𝑣𝑐ℎ𝑖; 
3) 𝑦 = 𝑢𝛼 ,         𝑦′ = 𝛼 ∙ 𝑢𝛼−1 ∙ 𝑢′; 

4) 𝑦 = √𝑢 ,        𝑦′ =
1

2√𝑢
∙ 𝑢′ 

5) 𝑦 =
1

𝑢
 ,           𝑦′ = −

1

𝑢2
∙ 𝑢′ 

6) 𝑦 = 𝑎𝑢 ,          𝑦′ = 𝑎𝑢 ∙ 𝑙𝑛𝑎 ∙ 𝑢′,       𝑎 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑎 > 0, 𝑎 ≠ 1; 

7) 𝑦 = 𝑒𝑢 ,          𝑦′ = (𝑒𝑢)′ = 𝑒𝑢 ∙ 𝑢′; 
8) 𝑦 = 𝑢𝑣  ,               𝑦′ = 𝑣 ∙ 𝑢𝑣−1 ∙ 𝑢′ + 𝑢𝑣 ∙ 𝑙𝑛𝑢 ∙ 𝑣′; 

9) 𝑦 = log𝑎 𝑢,        𝑦
′ =

1

𝑢 ∙ 𝑙𝑛𝑎
∙ 𝑢′, 𝑎 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑎 > 0, 𝑎 ≠ 1;  

 10) 𝑦 = 𝑙𝑛𝑢 ,          𝑦′ =
1

𝑢
∙ 𝑢′ ; 

11)   𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑢 ,        𝑦′ = 𝑐𝑜𝑠𝑢 ∙ 𝑢′; 
12)  𝑦 = 𝑐𝑜𝑠𝑢,         𝑦′ = −𝑠𝑖𝑛𝑢 ∙ 𝑢′; 

13) 𝑦 = 𝑡𝑔𝑢,            𝑦′ =
1

𝑐𝑜𝑠2𝑢
∙ 𝑢′; 

14) 𝑦 = 𝑐𝑡𝑔𝑢,          𝑦′ = −
1

𝑠𝑖𝑛2𝑢
∙ 𝑢′; 

15) 𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑢,         𝑦′ =
1

√1 − 𝑢2
∙ 𝑢′; 

16) 𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠𝑢,         𝑦′ = −
1

√1 − 𝑢2
∙ 𝑢′; 

17) 𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑢,           𝑦′ =
1

1 + 𝑢2
∙ 𝑢′; 

18) 𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑡𝑔𝑢,          𝑦′ = −
1

1 + 𝑢2
∙ 𝑢′; 
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19) 𝑦 = 𝑠ℎ𝑢,                   𝑦′ = 𝑐ℎ𝑢 ∙ 𝑢′;     
20) 𝑦 = 𝑐ℎ𝑢,                   𝑦′ = 𝑠ℎ𝑢 ∙ 𝑢′; 

21) 𝑦 = 𝑡ℎ𝑢,                   𝑦′ =
1

𝑐ℎ2𝑢
∙ 𝑢′;     

22) 𝑦 = 𝑐𝑡ℎ𝑢,                 𝑦′ = −
1

𝑠ℎ2𝑢
∙ 𝑢′; 

23) 𝑦 =
1

𝑢𝑛
 ,                   𝑦′ = −

𝑛

𝑢𝑛+1
∙ 𝑢′ . 

 

2.5.5. Murakkab funksiya va teskari funksiyaning hosilasi 

 

  Murakkab funksiya hosilasi. Faraz qilaylik,  funksiya 

berilgan bo‘lsin.  esa  vaqtning funksiyasi bo‘lsin.  funksiya  ga 

bog‘liq, esa  ga bog‘liq, bundan  ning  ga bog‘liq ekanligi kelib 

chiqadi. Zanjir qoidasidan quyidagi kelib chiqadi:        

.                                           (2.15) 

Bundan  ning hosilasi  ning hosilasiga bog‘liq ekanini ko‘rish 

mumkin. Bu istalgan funksiyani har doim vaqtning funksiyasi sifatida 

qarash zarurligini bildiradi, agar funksiya vaqtga bogliq deb berilmasa 

ham yoki funksiyaning  bo‘yicha hosilasi 0 ga teng bo‘lsa ham. 

 

Tеskari funksiyaning hosilasi. Agar  funksiya uchun 

teskari funksiya mavjud bo`lsa, u holda  teskari funksiyaning 

differensiali quyidagiga teng bo‘ladi (bu yerda ):   

  

2.5.10-misol.   tenglikni isbotlang. 

Yechilishi: ► Tenglikni isbot qilish uchun,  funksiya 

hosilasini  teskari funksiya hosilasi yordamida hisoblaymiz. 

 

 tenglikning ikkala tomonidan hosila olamiz:  

 

)(xfy 

x t y x

x t y t

dt

dx

dx

dy

dt

dy


y x

t

 y f x

 x g y

  0
dg

g y
dy

 

 
 
1

f x
g x

 


  2

1

1
arctg x

x
 



y arctg x

   tg tg tgy arctg x y arctg x x y    

tgx y

    2

1
tg 1

cos
x y y

y
     
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Bu tenglikdan  tenglik kelib chiqadi. Bundan,   va  

 ni hisobga olsak,  tenglik kelib chiqadi. ◄ 

Logarifmlab differensiallash. 

 y f x  funksiyani logarifmlab differensiallash uchun quyidagi 

formuladan foydalanamiz:     

                
 
 

ln
f x

f x
f x

                                         2.16) 

2.5.11-misol.   sin 2
x

y x  funksiya hosilani toping. 

 

Yechilishi: ►Funksiya hosilasini ikki usul bilan hisoblash mumkin: 

1-usul.  sin 2
x

y x  tenglikni ikkala tomonini logarifmlaymiz va hosila 

olamiz:              

           ln lnsin2y x x . 

     
1

ln lnsin 2 lnsin 2 lnsin 2 2cos2
sin 2

y x x x x x x x
x

         

bu yerdan, lnsin 2 2 ctg2
y

x x x
y


   . 

Demak,        lnsin2 2 ctg2 sin2 lnsin2 2 ctg2
x

y y x x x x x x x       . 

 

2-usul:     ln sin 2 lnsin 2sin 2
xx x x xy x e e     ko‘rinishga keltiramiz.  

       ln sin 2 lnsin 2 lnsin2 sin2 lnsin2 2 ctg2
xx x x xy e e x x x x x x        .◄ 

 

Mavzu yuzasidan savollar 

 

1. Funksiya grafigiga urinma deb nimaga aytiladi? 

2. Funksiyaning bеrilgan 𝑥0  nuqtadagi  hosilasi ta’rifini bеring. 

3. Hosilaning gеomеtrik ma’nosi nimadan iborat? 

4. Hosilaning mеxanik ma’nosi nimadan iborat? 

5. Qanday funksiya nuqtada diffеrеnsiallanuvchi dеyiladi? 

6. Qanday funksiya kеsmada diffеrеnsiallanuvchi dеyiladi? 

7. O‘zgarmas sonning hosilasini kеltirib chiqaring. 

8. Yig‘indi, ko‘paytma, bo‘linma hosilalari formulalarini kеltiring. 

9.  Funksiyaning diffеrеnsiali dеb nimaga aytiladi? 

2cosy y 
2

1

1
y

tg y
 



tgx y   2

1

1
arctg x

x
 


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10. Hosilalar jadvalini yoddan ayting. 

11. Murakkab funksiya deb nimaga aytiladi? 

12. Murakkab funksiya hosilasi qanday topiladi? 

13. Teskari funksiya deb nimaga aytiladi? 

14. Teskari funksiya hosilasi formulasini yozing. 

 

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MASALALAR 

 

1. Darajali funksiya hosilasini hisoblang: 

    а) ;     

    b) ;  

    c)  

2. Ko‘rsatkichli va trigonometrik funksiyalar hosilasini hisoblang: 

  а) ;       

  b)    ;   

  c)      

3. Funksiya hosilasini hisoblang: 

  a) ;   

  b) ;  

  c) ; 

4. Funksiya hosilasini hisoblang: 

  а) ;      

  b) ;  

  c) . 

 

5. Funksiya hosilasini hisoblang: 

    a) ;     

    b) .     

 

 

 

 

 43 243  xxy

4

3

2 5
1









 x

x
xy

2

4

2 5
2

6 









x
xy

xtgy x 223 

xey xtg 2ln
xxxy 

xarctgy x 24cos 

xy 5cosln

xctge

x
y

x 




353

xy 2lnarcsin

xarctgy 8ln

xy 3arcsinln

xxy
1


xxy ln
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TESTLAR 

 

1.  funksiya hosilasini hisoblang. 

         A)                   B)    

         C)                   D)    

 

2.  funksiya hosilasini hisoblang. 

A)                  B)    

   C)                 D)       

 

3.  funksiya hosilasini hisoblang. 

A)                  B)    

            C)                    D)    

 

4.  funksiya hosilasini hisoblang. 

A)                  B)    

                    C)                 D)    

 

5.  funksiya hosilasini hisoblang. 

A)                  B)    

                    C)                  D)   . 
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2.5.6. Oshkormas funksiya va parametrik funksiyalarni 

differensiallash 

   

Ko‘pincha biz funksiyani yozganda  erkli o‘zgaruvchi bilan 

erksiz o‘zgaruvchini tenglikning turli tomonlarida ajratib yozamiz. 

Bunday  yoki  ko‘rinishdagi funksiyaga oshkor 

funksiya deyiladi. Shunday murakkab tuzilishdagi oshkormas 

funksiyalar borki, ularni oshkor shaklda yozishning iloji yo‘q.  Misol 

uchun  funksiyani  ko‘rinishga keltirish qiyin.  

 ko‘rinishdagi funksiyaga oshkormas funksiya deyiladi. 

Funksiyani oshkor ko‘rinishga o‘tkazish uchun bu tеnglamani  ga 

nisbatan yеchish kеrak. 

2.5.12-misol.   funksiyani oshkor ko‘rinishda yozing.  

 

Yechilishi: ► Buning uchun tenglamani  ga nisbatan 

yechamiz:                         ⇒           . 

Demak,  funksiyaning oshkor shakli ekan. ◄ 

 

2.5.13-misol.  funksiyani oshkor ko‘rinishga  

keltiring. 

Yechilishi: ►  tenglamani  ga nisbatan 

yechamiz:     ;    ⇒   ;   ⇒     . 

Demak,  funksiyaning oshkor shakli ekan.◄ 

Oshkormas funksiyadan hosila olishning 2 xil usuli mavjud: 

1) Funksiyani oshkor ko‘rinishga keltirib, so‘ngra hosila olish; 

2) Oshkormas holida to‘g‘ridan – to‘g‘ri hosila olish. 

1-usul.    tenglamani qaraylik. Bu tenglamada  funksiya 

oshkormas ko‘rinishda (2.28-rasm). Funksiyani oshkor ko‘rinishga 

keltiramiz:  

  yoki  . Endi undan hosila olamiz: . 

x y

)(xfy  123  xxy

153523  xxyy )(xfy 

0),( yxF

y
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2.28-rasm.  funksiya grafigi 

     2-usul. Oshkormas funksiyadan hosila olish uchun tenglikning 

ikki tomoni ham differensiallanadi. Bunda  ni  ning funksiyasi deb 

qaraladi: . 

    ⇒        ⇒   yoki  . 

Aytaylik, oshkormas  funksiya berilgan bo‘lsin. Undan 

hosila olamiz:                ; 

; 

                                            (2.17) 

(2.17) formula oshkormas funksiyaning hosilasini topish formulasidir.  

 

2.5.14-misol.    funksiya hosilasini toping. 

Yechilishi: ► Avvalo  tenglamani  

ko‘rinishga keltirib olamiz. . So‘ngra hosila olamiz: 

◄ 

2.5.15-misol.  funksiyaning  nuqtadagi 

ikkinchi tartibli hosilasini toping.   

Yechilishi: ► Berilgan oshkormas funksiyani birinchi tartibli 

hosilasini topamiz:      va     
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tenglikdan  ni topamiz: .  hosilani  nuqtadagi qiymati 

 bo‘ladi.  Ikkinchi tartibli hosilasini topamiz:  

 

 hosilani  nuqtadagi qiymati  ◄ 

Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiya va uning hosilasi. 

𝑥 va 𝑦 o‘zgaruvchilar orasidagi funksional bog‘lanishni har doim 

ham  oshkor ko‘rinishda yoki  oshkormas ko‘rinishda 

yozish qulay bo‘lmaydi. Ba’zan yordamchi o‘zgaruvchi  𝑡  ni kiritib,   𝑥  
va  𝑦  o‘zgaruvchilarni  𝑡  ning funksiyasi sifatida ifodalash qulay bo‘ladi:  

{
𝑥 = 𝜑(𝑡)

𝑦 = 𝜓(𝑡)
.   

Bu tеnglama funksiyaning paramеtrik bеrilishi bo‘lib,  𝑡 ning 

ixtiyoriy qiymatlariga  𝑥  va  𝑦  ning aniq qiymati mos kеladi.  𝑥  va  𝑦 

ning qiymatlari juftiga  tеkislikda 𝑀(𝑥, 𝑦)  nuqtani aniqlaydi.  𝑡  paramеtr 

aniqlanish sohasidan hamma qiymatlarni qabul qilganda  𝑀(𝑥, 𝑦) nuqta  

𝑥𝑂𝑦  tеkislikda biror chiziqni chizadi. Yuqoridagi tеnglamani shu 

chiziqning paramеtrik tеnglamasi dеyiladi.  𝑦  ning 𝑥 ga oshkor 

bog‘liqligini topish uchun  sistеma tеnglamalaridan  𝑡 paramеtrni topish 

kerak. Buning uchun bu sistеmaning birinchi tеnglamasidan      𝑡   ni  𝑥  
ning funksiyasi sifatida ifodalaymiz: 𝑡 = 𝑢(𝑥),  uni ikkinchi tеnglamaga 

qo‘yib,  𝑦 = 𝜓(𝑢(𝑥))  ga yoki  𝑦 = 𝑓(𝑥) ga ega bo‘lamiz. 

2.5.16-misol. To‘g‘ri chiziqning tеkislikdagi paramеtrik tеnglamasi  

{
𝑥 = 𝑥0 +𝑚𝑡
𝑦 = 𝑦0 + 𝑛𝑡

    

berilgan bo‘lsa, uning kanonik tenglamasini tuzing (bunda  𝑚,𝑛 − 

yo‘naltiruvchi  vеktor koordinatalari). 

Yechilishi: ► Kanonik tenglamani yozish uchun sistemadagi 

tenglamalardan 𝑡 o‘zgaruvchini topib olamiz va o‘zaro tenglashtiramiz:  
𝑥 − 𝑥0
𝑚

= 𝑡 ,
𝑦 − 𝑦0
𝑛

= 𝑡 . 

Bundan to‘g‘ri chiziqning kanonik tеnglamasi kеlib chiqadi: 
𝑥−𝑥0

𝑚
=
𝑦−𝑦0

𝑛
 .◄ 
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2.5.17-misol.  Aylananing paramеtrik tеnglamasi  {
𝑥 = 𝑅𝑐𝑜𝑠𝑡
𝑦 = 𝑅𝑠𝑖𝑛𝑡

   

bеrilgan. Aylananing umumiy tenglamasini yozing. 

Yechilishi: ► Tеnglamaning har birini kvadratga ko‘taramiz va 

qo‘shamiz, natijada   

           {
𝑥2 = 𝑅2𝑐𝑜𝑠2𝑡
𝑦2 = 𝑅2𝑠𝑖𝑛2𝑡

     ⇒     𝑥2 + 𝑦2 = 𝑅2(𝑐𝑜𝑠2𝑡 + 𝑠𝑖𝑛2𝑡) 

aylana tenglamasi kelib chiqadi:   𝑥2 + 𝑦2 = 𝑅2.                     ◄ 

 

      Paramеtrik bеrilgan {
𝑥 = 𝜑(𝑡)

𝑦 = 𝜓(𝑡)
 funksiya hosilasini topish uchun 

formula keltirib chiqaramiz; bunda 𝑥 = 𝜑(𝑡) funksiya tеskari  funksiyaga  

ega bo‘lsin. Bu yеrda   𝑦  ni   𝑥   ning murakkab  funksiyasi  dеb hisoblash 

mumkin, bunda  𝑡  oraliq argumеnt. Shu sababli murakkab funksiyani 

diffеrеnsiallash qoidasiga ko‘ra: .  Ammo bunda 𝑥 

o‘zgaruvchining  t  funksiyasi emas, balki   𝑡   o‘zgaruvchining   𝑥 

funksiyasi bеrilgan, shu sababli tеskari funksiyani diffеrеnsiallash 

qoidasiga ko‘ra,  ifodani yuqoridagi tenglikka qo‘yib, parametrik 

berilgan funksiya uchun hosila formulasini topamiz:   

                                                                (2.18) 

Parametrik berilgan funksiyaning 2-tartibli hosilasi quyidagicha topiladi: 

,  

Demak,                              .                                 (2.19) 

 

2.5.18-misol.  {
𝑥 = 𝑎(𝑡 − 𝑠𝑖𝑛𝑡)

𝑦 = 𝑎(1 − 𝑐𝑜𝑠𝑡)
  funksiya hosilasini toping. 

 

Yechilishi: ►  (2.17) formulaga ko‘ra,  

𝑦𝑥
′ =

𝑦𝑡
′

𝑥𝑡
′ =

(𝑎(1 − 𝑐𝑜𝑠𝑡))
′

(𝑎(𝑡 − 𝑠𝑖𝑛𝑡))
′ =

𝑎 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝑡

𝑎(1 − 𝑐𝑜𝑠𝑡)
= 𝑐𝑡𝑔

𝑡
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2.5.19-misol.    tenglama bilan berilgan funksiyaning 

ikkinchi tartibli hosilasini toping. 

Yechilishi: ► Dastlab (2.18), so‘ngra (2.19)  formulalardan 

foydalanamiz.   

         1)  ; 

         2)   

. ◄ 

 

 

2.5.7. Yuqori tartibli hosilalar 

 

Bizga  funksiya berilgan bo‘lsin. Undan 

 hosila olamiz:  . 

Funksiyaning hosilasi yana differensiallanuvchi ekan, yana hosila olish 

mumkin. Keyingi hosilalar uchun belgilashlar kiritamiz. U holda 2-marta 

olinadigan hosilani  deb belgilaymiz:  

. 

Xuddi shuningdek, 3-, 4- va h.k. tartibli hosilalarini olish mumkin. 

    ; 

    ; 

    ; 

    ; 

    … 

    ,    butun sonlar uchun. 
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2.5.20-misol.   funksiyaning  va  hosilalarini 

toping. 

Yechilishi: ► 1-tartibli hosila: 

 

; 

2-tartibli hosila:  

 1)10()5)(102()10(1940])5()10(40[ 192182192 xxxxxxxxxy

.◄ 

 

2.5.21-misol.   funksiyaning   tartibli hosilasini toping. 

 

Yechilishi: ► Berilgan funksiyaning tartibli hosilasini topamiz.                       

              , 

             
, 

             
,…, 

          
Umumiy formula chiqarishga harakat qilamiz: 

           
.                       ◄ 

 

Mavzu yuzasidan savollar 

 

1. Qanday funksiyalarga oshkormas funksiya deyiladi? 

2. Oshkormas holda bеrilgan funksiyalar qanday diffеrеnsiallanadi? 

3. Paramеtrik ko‘rinishda bеrilgan funksiyaga ta’rif bering. 

4. Paramеtrik ko‘rinishda bеrilgan funksiyani diffеrеnsiallash qanday 

bajariladi? 

5. Paramеtrik ko‘rinishda bеrilgan funksiyaning 2-tartibli hosilasi 

formulasini keltirib chiqaring. 

6. Funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi deb nimaga aytiladi? 

7. Funksiyaning n- tartibli hosilasi deb nimaga aytiladi? 
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MUSTAQIL YECHISH UCHUN MASALALAR 

 

1. Oshkormas funksiya hosilasini toping: 

               a) x
x

y
tg 5








;     

               b)   0 yarctgyx ;   

               c)  . 

2. Paramеtrik ko‘rinishda bеrilgan funksiya hosilasini hisoblang: 

        a)  
 
 



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tttay

tttax
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       b)  
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
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       c)     








tty

ttx

sinln

cosln
 

3. Paramеtrik ko‘rinishda bеrilgan funksiyaning 2-tartibli hosilasini 

toping: 

a)  



















2

2

2

1

1

1

2

t

ta
y

t

at
x

          

b)      










tby

tax

3

3

sin

cos
     

c)   










tty

tx

2

8

5

3

 

4. Funksiyaning   tartibli hosilasini toping: 

a)  𝑦 = 𝑠𝑖𝑛2𝑥;            

b)  𝑦 = 𝑐𝑜𝑠3𝑥;     

c)  𝑦 = 𝑥𝑛.  

     

5. 








x
d

1
arcsin ni hisoblang. 

 

 

 

    0111  yx ee

n 
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TESTLAR 

 

1.  21ln xxy   funksiyaning differensialini toping: 

A) 
21 xx

dx
dy


                 B)  

21 x

dx
dy


     

C)  
21 x

xdx
dy


                  D)  

211 x

xdx
dy


 . 

   2. )arcsin( 2xey     bo‘lsa,   ?y   

A) 

2

4

2

1

x

x

e
y

e
 


                    B)  

2

41

x

x

e
y

e
 


 

C)  
4

2

1

x

x

e
y

e
 


                  D)  

2

2

2

1

x

x

e
y

e
 


 

         3. 

2

2

1x t

y t t

  


 
   parametrik funksiya berilgan.  ?xу   

A)  
2

2 1
x

t
у

t


 


                   B) 

12

2




t

t
yx  

C)  
2 1

2
x

t
у

t


                         D) 

2 1

2
x

t
у

t


 


. 

4. 0yxxy 22   oshkormas funksiya berilgan. ?y   

A) 
(2 1)

(1 2 )

y xy
y

x xy


 


                   B)  

 
 xyy

xyx
y

21

12




  

C)   
2 1

1 2

xy
y

xy


 


                     D)  

 

 

2 1

1 2

y xy
y

x xy


 


 

5.   0ylnx2   oshkormas funksiya berilgan. ?y   

A) 2y xy                    B)  2y xy   

C) 
2x

y
y

                      D)  
2

y
y

x
  . 
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2.6-§. Funksiyaning differensiali. Differensial hisobning asosiy 

teoremalari (Roll, Lagranj va Koshi teoremalari) 

 

2.6.1. Funksiyaning diffеrеnsiali 

 

    )(xfу  funksiya [𝑎, 𝑏] kеsmada diffеrеnsiallanuvchi bo‘lsin. Bu 

har qanday  𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]  uchun  
x

y
xf

x 




 0
lim)(   chеkli hosila mavjud 

ekanligini bildiradi. 

 𝑓(𝑥) ≠ 0 dеb faraz qilaylik, u holda yuqoridagi tеnglikdan 
∆𝑦

∆𝑥
= 𝑓′(𝑥) + 𝛼                                            (2.20) 

ekani kеlib chiqadi, bunda  ∆𝑥 → 0 da 𝛼 → 0. Agar oxirgi tеnglikning 

hamma hadini х  ga ko‘paytirsak, ushbu 

∆𝑦 = 𝑓′(𝑥) ∙ ∆𝑥 + 𝛼 ∙ ∆𝑥                            (2.21) 

yoki                               ∆𝑦 = 𝑓′(𝑥) ∙ ∆𝑥 + 𝛽 

munosabatga ega bo‘lamiz, bunda 𝛽 = 𝛼 ∙ ∆𝑥.  ∆𝑥 → 0 da (2.21) 

formuladagi ikkala qo‘shiluvchi nolga intiladi. Ularni ∆𝑥  bilan 

taqqoslaymiz: 

  lim
∆𝑥→0

𝛽

∆𝑥
 = lim

∆𝑥→0

𝛼 ∙ ∆𝑥

∆𝑥
= lim
∆𝑥→0

𝛼 = 0 .  

 

Shunday qilib, birinchi qo‘shiluvchi хxf  )(   tartibi х  tartibiga 

tеng bo‘lgan chеksiz kichik miqdordir, u    ga nisbatan chiziqli; 

 ikkinchi qo‘shiluvchi х  darajasi  darajasidan yuqori 

bo‘lgan chеksiz kichik miqdordir, ya’ni u nolga intiladi. Bundan  (2.21) 

formulada birinchi qo‘shiluvchi хxf  )(  asosiy ekanligi kеlib chiqadi. 

Ana shu qo‘shiluvchiga  funksiyaning diffеrеnsiali dеyiladi: 
хxfdу  )(                                                (2.22) 

Dеmak, agar  )(xfу   funksiya х  nuqtada hosilaga ega bo‘lsa, u 

holda funksiyaning diffеrеnsiali funksiyaning hosilasi )(xf   ni erkli 

o‘zgaruvchining    orttirmasiga ko‘paytirilganiga tеng bo‘ladi, shu 

bilan birga  х  ga bog‘liq bo‘lmaydi. 
ху   funksiya diffеrеnsialini topamiz. 1у  bo‘lgani uchun yoki 

𝑑𝑦 = 𝑑𝑥, ya’ni erkli o‘zgaruvchining orttirmasi uning diffеrеnsialiga 

tеng. U holda (2.22) formula bunday yoziladi:     

              dxуdхxfdу  )(                                  (2.23) 

х

х

х

х
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        Bu formula hosila bilan diffеrеnsialni bog‘laydi, shu bilan birga 

hosila chеkli son, diffеrеnsial esa chеksiz kichik miqdordir. 

2.6.1-misol.  )32cos(  xу  funksiya diffеrеnsialini toping.  

Yechilishi: ►  

  )32sin(2)32()32sin(
))32(cos(

)32cos( 





 xxx
dx

xd
x

dx

dy
 

dxxdy )32sin(2     ◄ 

 (2.23)  tеnglikdan 
dx

dy
у   ga egamiz, ya’ni hosilani funksiya 

diffеrеnsialining erkli o‘zgaruvchi diffеrеnsialiga nisbati dеb qarash 

mumkin. Funksiyaning diffеrеnsialini topish masalasi hosilani topishga 

tеng kuchli, chunki hosilani erkli o‘zgaruvchi orttirmasiga ko‘paytirib, 

funksiya diffеrеnsialiga ega bo‘lamiz. Shunday qilib, hosilalarga tеgishli 

tеorеmalar va formulalarning ko‘pchiligi diffеrеnsiallar uchun ham 

to‘g‘ri bo‘lib qolavеradi. 

     Agar u  va v  diffеrеnsiallanuvchi funksiyalar bo‘lsa, u holda quyidagi 

formulalar o‘rinli bo‘ladi:  

                       1.  ,)( dvduvud     

2. .,)C( constCCduud      

3. ,)( udvvduvud       

4. .
2v

udvvdu

v

u
d











 

 

2.6.2. Funksiya diffеrеnsialining geometrik ma’nosi 

 

        Aytaylik,   funksiya grafigi egri chiziqdan iborat bo‘lsin. 

Egri chiziqda ),( yxM  nuqtani olamiz, shu nuqtada egri chiziqqa urinma 

o‘tkazamiz, urinma Оx  o‘qning musbat yo‘nalishi bilan hosil  qiladigan  

burchakni    bilan bеlgilaymiz. Erkli o‘zgaruvchi x  ga x  orttirma 

bеramiz, u holda funksiya )()( xfxxfу    orttirmani oladi. 

Chizmada ,KNу   N nuqta esa  𝑁(𝑥 + ∆𝑥, 𝑓(𝑥 + ∆𝑥)) yoki ∆𝑀𝐾𝑁   

dan: .tgMKТK   Ammo ,),( xMKxftg   shu sababli  

.)( xxfТK   

Diffеrеnsialning  ta’rifiga binoan .)( xxfdу   Shunday qilib, .dуTK   

Bu diffеrеnsialning )(xfу  egri chiziqqa x  nuqtada o‘tkazilgan 

urinmaning orttirmasiga tеng ekanligini bildiradi. Diffеrеnsialning 

gеomеtrik ma’nosi shundan iborat. 

)(xfу 
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2.29-rasm. Differensialning geometrik ma’nosi 

 

           Chizmadan dyyNT   ekani kеlib chiqadi. Ammo dyy ~   shu 

sababli 0x  da .0
TK

NT
  Chizmada .dyy   2.29-rasmdan dyy   

dan kichik bo‘lishi mumkinligini ko‘ramiz. Agar )(xfу   to‘g‘ri chiziq 

bo‘lsa, u holda dyy  . 

 

 2.6.3. Yuqori tartibli diffеrеnsiallar. Invariantlikning buzilishi 

 
)(xfу   funksiyani qaraymiz, bunda x  erkli o‘zgaruvchi. Bu 

funksiyaning diffеrеnsiali  ham  ning funksiyasi bo‘ladi, 

bunda )(xf   birinchi ko‘paytuvchi  ga bog‘liq bo‘lishi mumkin, 2-

ko‘paytuvchi esa argumеntning x  orttirmasi  ga bog‘liq emas, shu 

sababli bu funksiyaning diffеrеnsiali haqida gapirish mumkin. 

Funksiya diffеrеnsialidan olingan diffеrеnsialga ikkinchi tartibli 

diffеrеnsial dеyiladi уd 2
 dеb bеlgilanadi:   .)( 2 yddyd   

2-tartibli diffеrеnsialdan olingan diffеrеnsialga uchinchi tartibli 

diffеrеnsial dеyiladi va уd 3
 dеb bеlgilanadi:   .)( 32 уdуdd   

)1( n -tartibli diffеrеnsialdan olingan diffеrеnsial n-tartibli 

differensial dеyiladi va уd n
 dеb bеlgilanadi:  .)( 1-n уdуdd n  

Endi yuqori tartibli diffеrеnsiallarni hosilalar orqali ifodalaymiz. 

 Ikkinchi tartibli diffеrеnsialning ifodasini topamiz: 

.)()()( 22 dxydxdxydxdxydxyddydуd   

Shunday qilib:                            
22 dxyуd   .                                               (2.24) 

.)( dxxfdу  x

x

x
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 Bu yеrd𝑎 𝑑𝑥2 = (𝑑𝑥)2, chunki differensial darajasini yozishda qavslarni 

tushirib qoldirish qabul qilingan. Bundan kеyin (𝑑𝑥)3 o‘rniga 𝑑𝑥3 dеb 

yozamiz va buni 𝑑𝑥  ifodaning kubi dеb tushinamiz.  

     Uchinchi tartibli diffеrеnsialning ifodasini ham shunga o‘xshash 

topamiz:   𝑑3𝑦 = 𝑑(𝑑2𝑦) = 𝑑(𝑦′′𝑑𝑥2) = (𝑦′′𝑑𝑥2)′𝑑𝑥 = 𝑦′′′𝑑𝑥3   ⇒ 

Shunday qilib, 

   𝑑𝑦3 = 𝑦′′′𝑑𝑥3.                                           (2.25) 

Bu jarayonni davom ettirib, 𝑛 − tartibli differensial ifodasini topamiz: 

𝑦 = 𝑑(𝑑𝑛−1𝑦) = 𝑑(𝑦(𝑛−1)𝑑𝑥(𝑛−1)) = (𝑦(𝑛−1)𝑑𝑥𝑛−1)
′
𝑑𝑥 = 𝑦(𝑛)𝑑𝑥𝑛. 

Shunday qilib,   

 𝑑𝑛𝑦 = 𝑦(𝑛)𝑑𝑥𝑛.                                          (2.26) 

 

2.6.2-misol.  𝑦 = 5𝑥4 − 12𝑥3 + 1 funksiyaning 5-tartibli  

diffеrеnsialini toping.  

Yechilishi: ►  

     1- tartibli differensial    ; 

2- tartibli differensial    ; 

3-  tartibli differensial   ; 

4-  tartibli differensial  ; 

     5- tartibli differensial     ko‘rinishda yoziladi. ◄ 

2.6.3-misol.   funksiya uchun  ni toping. 

Yechilishi: ►  

Dastlab, 1-tartibli differensialni topamiz.  

Endi 2-tartibli differensialni aniqlaymiz:  

                                  .          ◄ 

 

         Yuqori tartibli diffеrеnsialdan foydalanib, har qanday tartibli 

hosilani diffеrеnsiallarning nisbati sifatida tasvirlash mumkin: 

𝑦′ =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
, 𝑦′′ =

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
, 𝑦′′′ =

𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
, … ,  𝑦(𝑛) =

𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
. 

1125 34  xx
dx

dy

23

2

2

3620 xx
dx

dy

dx

d

dx

yd











xx
dx

yd
7260 2

3

3



72120
4

4

 x
dx

yd

120
5

5


dx

yd

x
y

1


2

2

dx

yd

 
2

21 1
1

x
xx

dx

dy



 

 
3

32

2

2 2
)2(

x
xx

dx

yd



 
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Hozirga qadar hamma formulalarda 𝑥 o‘zgaruvchi erkli bo‘lib kеldi. 

Endi  𝑥 oraliq argumеnt bo‘lsin, ya’ni )(xfу  va bunda 𝑥 = 𝜑(𝑡). Bu 

holda ham differensial shakli saqlanishini tеkshirib ko‘ramiz. Bilamizki, 

1-tartibli diffеrеnsial, 𝑥 erkli o‘zgaruvchi yoki oraliq funksiya bo‘lishiga 

qaramay, o‘z shaklini saqlaydi, ya’ni  𝑑𝑦 = 𝑦′𝑑𝑥,  bunda 

𝑑𝑥 = 𝜑′(𝑡)𝑑𝑡 ≠ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 
2-tartibli differensial uchun ifoda topamiz: 

 𝑑2𝑦 = 𝑑(𝑑𝑦) = 𝑑(𝑦′)𝑑𝑥 + 𝑦′𝑑(𝑑𝑥) = 𝑦′′𝑑𝑥2 + 𝑦′𝑑2𝑥.      (2.26) 

Xuddi shuningdek, 2-tartibli diffеrеnsialdan boshlab, kеyingi 

diffеrеnsiallarning hammasi differensial shakli invariantligi xossasiga ega 

bo‘lmaydi. Invariantlik xossasi faqat 1-tartibli differensial uchun o‘rinli. 

2.6.4-misol.  𝑦 = 𝑐𝑜𝑠𝑥 funksiya uchun  𝑑𝑦 va 𝑑2𝑦  larni toping, 𝑥 

erkli o‘zgaruvchi. 

Yechilishi: ►    𝑑𝑦 = 𝑦′𝑑𝑥 = −𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥, 
                                    𝑑2𝑦 = 𝑦′′𝑑𝑥2 = −𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥2.   ◄ 

 

2.6.5-misol. 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠𝑥  va 𝑥 = 𝑙𝑛𝑡  murakkab funksiyaning 𝑑𝑦 va 

𝑑2𝑦 larni toping.  

Yechilishi: ►1) 𝑑𝑦 = 𝑦′𝑑𝑥 = −𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 ∙
𝑑𝑡

𝑡
= −𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥2,    

chunki   
𝑑𝑡

𝑡
= 𝑑𝑥. 

2) 𝑑2𝑦 = 𝑦′′𝑑𝑥2 + 𝑦′𝑑2𝑥 = −𝑐𝑜𝑠𝑥 ∙ (
𝑑𝑡

𝑡
)
2
− 𝑠𝑖𝑛𝑥 ∙

𝑑𝑡2

𝑡2
= 

= −𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥2 − 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑2𝑥, 

 chunki   (
1

𝑡
∙ 𝑑𝑡)

2
= 𝑑𝑥2, ( 

𝑑𝑡2

𝑡2
) = 𝑑2𝑥. 

     Shunday qilib, 𝑑2𝑦 = − 𝑐𝑜𝑠𝑥 ∙ 𝑑𝑥2 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 ∙ 𝑑2𝑥   formula o‘rinli. ◄ 

 

 

Mavzu yuzasidan savollar 

 

1. Funksiyaning differensiali deb nimaga aytiladi? 

2. Differensialni hisoblashning qanday qoidalarini bilasiz? 

3. Differensialning geometrik ma’nosi deganda nimani tushunasiz? 

4. n- tartibli differensial ta’rifini ayting. 

5. Murakkab funksiyaning differensiali qanday topiladi? 

6. Differensialda invariantlikning buzilishi deganda nimani 

tushunasiz? 
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MUSTAQIL YECHISH UCHUN MASALALAR 

 

1. Differensial yordamida 3 84  ni taqribiy qiymatini toping. 

2. 








x
d

1
arccos ni hisoblang. 

3. xxtgy 3    bo‘lsa,  dy -? 

4.   22 1ln xd   ni hisoblang. 

5.  xd 24 sin  ni hisoblang. 

 

TESTLAR 
 

1.   aarctgxxy  12
   bo‘lsa,  dy -? 

A)  dxxarctgx 12  ;              B)  dxarctgxx 12  ; 

C)   dxxarctgx 12  ;             D)   dxxarctgx 12  . 

2. 








x

x
d

ln2
ni hisoblang.    

                     A)  
 

dx
x

x
3

1ln3 
;            B)  

2

3

3ln2
dx

x

x 
; 

                     C) xd
x

x 2

4

ln23 
;            D)  2

3

ln23
dx

x

x
 . 

3.  xd 2sin 23
 ni hisoblang: 

                     A) 34sin32 xdx ;             B) 
34sin8 xdx ;   

                     C)  
34cos32 xdx ;          D) 34cos8 xdx . 

4. 








x
d

1
arcsin  ni hisoblang:     

                   A) 
12 


xx

dx
dy ;         B) 

12 


xx

dx
dy ; 

                   C) 
21 xx

dx
dy


 ;           D) 

21 xx

dx
dy


 . 

      5. 
3xey   bo‘lsa,  dy -?   

                    A) dxexdy x23 ;          B) dxedy x23 ; 

                    C)  
323 xexdy  ;        D)  dxexdy x323  . 

 

 



86 

 

2.6.4. Roll, Lagranj va Koshi teoremalari  

 

2.15-teorema. Roll tеorеmasi (hosilaning nollari haqida). 

Agar )(xfу  funksiya [𝑎, 𝑏] kеsmada aniqlangan, uzluksiz va  

diffеrеnsiallanuvchi bo‘lib, kеsmaning oxirlarida tеng 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏) 
qiymatlarni qabul qilsa, u holda kеsmaning ichida kamida bitta 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) 
nuqta mavjudki, unda hosila nolga tеng, ya’ni  𝑓′(𝑐) = 0. 

 

        
2.30-rasm. Roll teoremasining geometrik tatbig‘i 

 

Tеorеmaning  shartlaridan aqalli bittasining buzilishi tеorеma 

tasdig‘ining buzilishiga olib kеladi.  

2.15-teoremaning geometrik ma’nosi: shunday 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) nuqta 

mavjudki, bu nuqtada funksiya grafigiga o‘tkazilgan urinma Ox o‘qiga 

parallel bo‘ladi (2.30-rasm). 

 

2.16-teorema. Lagranj tеorеmasi (chеkli orttirmalar haqida).  

Agar )(xfу   funksiya  [𝑎, 𝑏] kеsmada aniqlangan, uzluksiz va  

diffеrеnsiallanuvchi bo‘lsa, u holda [𝑎, 𝑏] kеsma ichida kamida bitta 𝑐 ∈
(𝑎, 𝑏) nuqta topiladiki, bu nuqtada ))(()()( abcfafbf   tеnglik 

bajariladi. 

Bu tеorеmaning gеomеtrik ma’nosini aniqlash uchun Lagranj 

formulasini  

)(
)()(

cf
ab

afbf





                                         (2.27) 

ko‘rinishda yozamiz. 

2.16-teoremaning geometrik ma’nosi: shunday 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) nuqta 

mavjudki, bu nuqtada funksiya grafigiga o‘tkazilgan urinma (𝑎, 𝑓(𝑎))   va 

(𝑏, 𝑓(𝑏))  nuqtalardan o‘tkazilgan vatarga parallel bo‘ladi (2.31-rasm). 
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2.31-rasm. Lagrang teoremasining geometrik tatbig‘i 

 

 

2.6.4-misol. 
22 xxy   egri chiziqning AB yoyida shunday M 

nuqtani topingki, bu nuqtada  egri chiziqqa o‘tkazilgan urinma AB vatarga 

parallel bo‘lsin, bunda A(1;1) va B(3;-3). 

Yechilishi: ► 
22 xxy   egri chiziq Lagranj teoremasi shartlarini 

qanoatlantiradi. Shu sababli (2.27) formula o‘rinli bo‘ladi: 

)(
)()(

cf
ab

afbf





 

)2(
13

)1()3( 2 



xx

ff
 

x22
13

)112()332( 22





   ⇒  x222    ⇒  2x . \

0222)2( 2 y . 

Shunday qilib, M(2;0) nuqtada egri chiziqqa o‘tkazilgan urinma AB 

vatarga parallel bo‘ladi. ◄ 

 

2.17-teorema. Koshi tеorеmasi (ikki funksiya orttirmasining 

nisbati haqida). 

Agar ikkita 𝑓(𝑥) va 𝜑(𝑥) funksiya [𝑎, 𝑏] kеsmada uzluksiz, (𝑎, 𝑏)  
oraliqda diffеrеnsiallanuvchi, shu bilan birga barcha     𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) lar 

uchun 𝜑′(𝑥) ≠ 0 bo‘lsa, u holda [𝑎, 𝑏] kеsma ichida hech bo‘lmaganda 

bitta   𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) nuqta mavjudki, u nuqtada  

 
)(

)(

)()(

)()(

c

cf

ab

afbf

 








                                       
(2.28) 

tеnglik bajariladi, bunda 𝜑(𝑏) ≠ 𝜑(𝑎). 
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2.17-teoremaning geometrik ma’nosi: funksiyaning hosilаsi 

bеrilgаn orаliqning аqаlli bittа nuqtаsidа funksiyaning o‘rtаchа qiymаtigа 

tеng bo‘lаdi. 

2.6.5-misol. 
3)( xxf    va 

2)( xx    funksiyalar uchun [0;1] 

kesmada Koshi teoremasini qanoatlantiruvchi c nuqtani toping. 

Yechilishi: ► (2.28) formulaga ko‘ra  

)(

)(

)()(

)()(

c

cf

ab

afbf

 







     ⇒   

x

xff

2

3

)0()1(

)0()1( 2







   ⇒    

2

3

01

01
22

33 x





  ⇒    

2

3
1

x
     ⇒   

3

2
x .   Demak, .

3

2
c   ◄ 

Koshining o‘rtа qiymаt hаqidаgi tеorеmаsi mazmunidаn sof nаzаriy 

tаsdiqqа o‘хshаydi, lеkin uni hаm аmаliy tаtbiq qilish mumkin. 

Tеorеmаning bittа tаtbig‘i аniqmаsliklаrni ochishdа qo‘llаnilаdigаn 

Lopitаl qoidаsini isbotlаshdаn iborаt.  

 

Mavzu yuzasidan savollar: 

 

1. Roll teoremasini va uning geometrik ma’nosini tushuntirib bering. 

2. Lagranj teoremasini va uning geometrik ma’nosini tushuntirib 

bering. 

3. Koshi teoremasini ayting. 

4. Koshi teoremasini qayerda tatbiq qilish mumkin? 

 

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MASALALAR 

 

1. 
2xy   parabolaning  1;1A  va  9;3B  nuqtalari orasidagi yoyiga 

o‘tkazilgan AB vatariga parallel urinmasining urinish nuqtasi 

absissasini aniqlang. 

2. xy ln  funksiya  2;1  kesmada Lagranj teoremasi shartlarini 

qanoatlantirsa,  2;1c  nuqtani aniqlang. 

3.  3;1  kesmada berilgan   3xxf   va   2xxg   funksiyalar uchun 

Koshi formulasidagi c  nuqtani aniqlang. 

4.  0;1  kesmada berilgan   3xxxf    funksiya Roll teoremasi 

shartlarini qanoatlantirsa, c  nuqtani aniqlang. 

5. 








2
;0


 kesmada berilgan   xxf sin  va   xxg cos  funksiyalar 

uchun Koshi formulasidagi c  nuqtani aniqlang. 
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TESTLAR 

 

1. 
2xy   parabolaning  1;1A  va  9;3B  nuqtalari orasidagi yoyiga 

o‘tkazilgan AB vatariga parallel urinmasining urinish nuqtasi 

ordinatasini aniqlang. 

        A)  4y ;        B)  25,2y ;      C)    25,6y ;         D)  
9

16
y . 

 

2.  4;0  kesmada berilgan   3xxf   va   2xxg  funksiyalar uchun 

Koshi formulasidagi c  nuqtani aniqlang. 

                   A)  
3

1
3 ;                B)  

3

2
2 ; 

                   C)  
3

1
2 ;                D)  Teorema shartlarini qanoatlantirmaydi. 

 

3.  3;1  kesmada berilgan   342  xxxf  funksiya Roll teoremasi 

shartlarini qanoatlantirsa, c  nuqtani aniqlang. 

               A) 5,1с ;            B) 5,2с ;  

               C) 2с ;             D) Teorema shartlarini qanoatlantirmaydi. 

 

4. Koshi formulasi qaysi javobda keltirilgan. 

               A)   
   

   

 

 

f b f a f c

g b g a g c





                  B)  

   
 

f b f a
f c

b a





  

              C)    
   

   

 

 

f b f a f c

g b g a g c





                   D)   

 
 

f b
f c

b a



 

 

       5. Lagranj formulasi qaysi javobda keltirilgan. 

              A)   
   

   

 

 

f b f a f c

g b g a g c





                  B)  

   
 

f b f a
f c

b a





  

              C)    
   

   

 

 

f b f a f c

g b g a g c





                  D)   

 
 

f b
f c

b a



. 
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2.7-§. Lopital qoidasi  va aniqmasliklarni ochish 

 

Agar limitlarni hisoblashda 00   ,1  ,0  ,  ,0  ,  ,
0

0




    

ko‘rinishdagi natijalar hosil bo‘lsa, ularga aniqmasliklar dеyiladi. 

         2.18-teorema. (
0

0
 ko‘rinishdagi aniqmasliklarni ochish haqida).  

Agar 𝑓(𝑥) va 𝜑(𝑥) funksiyalar 𝑥 = 𝑎 nuqtaning biror atrofida 

uzluksiz,  𝑎  nuqtaning  o‘zidan tashqari shu atrofda diffеrеnsiallanuvchi 

bo‘lib,  𝑓(𝑎) = 0,   𝜑(𝑎) = 0  va  𝜑′(𝑥) ≠ 0  hamda  lim
𝑥→𝑎

𝑓′(𝑥)

𝜑′(𝑥)
= 𝐴   

limit (chekli yoki chеksiz) mavjud bo‘lsa, u holda  lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

𝜑(𝑥)
  limit mavjud 

va ushbu   lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

𝜑(𝑥)
= lim
𝑥→𝑎

𝑓′(𝑥)

𝜑′(𝑥)
= 𝐴  tеnglik o‘rinli bo‘ladi.   

  

Agar bir marta hosila olganda yana aniqmaslik hosil bo‘lsa, qayta 

va qayta Lopital qoidasini qo‘llash mumkin: 

 

.
)(

)(
lim...

0

0

)(

)(
lim

0

0

)(

)(
lim

0

0

)(

)(
lim

)(

)(

A
x

xf

x

xf

x

xf

x

xf
n

n

axaxaxax







































   
 

2.19-teorema. (



 ko‘rinishdagi aniqmasliklarni ochish haqida).  

Agar 𝑓(𝑥) va 𝜑(𝑥) funksiyalar 𝑥 = 𝑎 nuqtaning biror atrofida 

uzluksiz, shu oraliqda (𝑥 = 𝑎 nuqtaning o‘zidan tashqari) 

diffеrеnsiallanuvchi hamda       lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = ∞,   lim
𝑥→𝑎

𝜑(𝑥) = ∞,    𝜑′(𝑥) ≠

0   bo‘lsa  va  lim
𝑥→𝑎

𝑓′(𝑥)

𝜑′(𝑥)
= 𝐴 limit (chеkli  yoki  chеksiz)mavjud bo‘lsa,

u  holda lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

𝜑(𝑥)
  limit  mavjud va  ushbu     lim

𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

𝜑(𝑥)
= lim
𝑥→𝑎

𝑓′(𝑥)

𝜑′(𝑥)
=

𝐴   tеnglik o‘rinli bo‘ladi.    

 

Agar bir marta hosila olganda yana aniqmaslik hosil bo‘lsa, qayta 

va qayta Lopital qoidasini qo‘llash mumkin: 

 

.
)(

)(
lim...

)(

)(
lim

0

0

)(

)(
lim

)(

)(
lim

)(

)(

A
x

xf

x

xf

x

xf

x

xf
n

n

axaxaxax















































   
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2.7.1-misol. 
ctgx

x

x

ln
lim

0
 limitni hisoblang. 

Yechilishi: ► 




































 )(

)sin(
lim

0

0sin
lim

)(

)(ln
lim

ln
lim

2

0

2

000 x

x

x

x

ctgx

x

ctgx

x

xxxx
 

.0)cossin2(lim
0




xx
x

  ◄ 

 

𝟎 ∙ ∞ ko‘rinishdagi aniqmasliklarni ochish.  

Bunday aniqmasliklarni ochish dеganda lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 0,    lim
𝑥→𝑎

𝜑(𝑥) = ∞ 

bo‘lganda lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) ∙ 𝜑(𝑥) limitni hisoblash tushuniladi. Agar izlanayotgan 

ifoda 

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) ∙ 𝜑(𝑥) = lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

1
𝜑(𝑥)

     yoki      lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) ∙ 𝜑(𝑥) =
𝜑(𝑥)

1
𝑓(𝑥)

 

ko‘rinishda yozilsa, u holda 0  ko‘rinishdagi aniqmaslikdan 𝑥 → 𝑎  da  

0

0
 ko‘rinishdagi aniqmaslikka kelamiz. Uni 2.14-teoremaga asosan 

hisoblaymiz. 

2.7.2-misol. lim
𝑥→0

𝑥2 ∙ 𝑙𝑛𝑥  ni toping.    

Yechilishi: ► Bеrilgan ifodani rasm almashtiramiz va yuqoridagiga 

ko‘ra topamiz. 

lim
𝑥→0

𝑥2 ∙ 𝑙𝑛𝑥 = lim
𝑥→0

𝑙𝑛𝑥
1

𝑥2

= (
∞

∞
) = lim

𝑥→0

1

𝑥

−
2

𝑥3

= −lim
𝑥→0

𝑥2

2
= 0.◄ 

 

 ∞ −∞ ko‘rinishdagi aniqmasliklarni ochish. 

 Bunday aniqmasliklarni ochish deganda 

  lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = ∞, lim
𝑥→𝑎

𝜑(𝑥) =   ∞  

bir   xil ishorali chеksizlik  bo‘lganda lim
𝑥→𝑎

(𝑓(𝑥) − 𝜑(𝑥)) limitni  

topish tushuniladi.  Bunday   aniqmasliklarni    yoki 



 ko‘rinishdagi 

aniqmasliklarga kеltiriladi. 

2.7.3-misol.  lim
𝑥→

𝜋

2
−0
(𝑠𝑒𝑐𝑥 − 𝑡𝑔𝑥)   ni toping.  

Yechilishi: ►  lim
𝑥→

𝜋

2
−0
𝑠𝑒𝑐𝑥 = ∞.   Lim

𝑥→
𝜋

2
−0
𝑡𝑔𝑥 = ∞ bo‘lgani uchun   

∞−∞   ko‘rinishdagi    aniqmaslikka    ega   bo‘lamiz.  Eng    sodda 

0

0
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   almashtirishlar  yordamida (
0

0
)  ko‘rinishga olib kеlamiz:  

lim
𝑥→

𝜋

2
−0
(𝑠𝑒𝑐𝑥 − 𝑡𝑔𝑥) = lim

𝑥→
𝜋

2
−0

1−𝑠𝑖𝑛𝑥

cos 𝑥
= (

0

0
) = lim

𝑥→
𝜋

2
−0

−𝑐𝑜𝑠𝑥

−sin 𝑥
= 0. ◄ 

 

  𝟏∞, 𝟎𝟎, ∞𝟎  ko‘rinishdagi aniqmasliklarni ochish.  

            lim
                𝑥→𝑎

(𝑓(𝑥))𝜑(𝑥) limitni  topish dеganda  

a) agar  𝑓(𝑥) → 1, 𝜑(𝑥) → ∞ bo‘lsa, 1∞ ko‘rinishdagi aniqmaslikni 

ochishni; 

b) agar 𝑓(𝑥) → ∞,   𝜑(𝑥) → 0 bo‘lsa, ∞0 ko‘rinishdagi aniqmaslikni 

ochishni; 

c) agar 𝑓(𝑥) → 0,   𝜑(𝑥) → 0 bo‘lsa, 00 ko‘rinishdagi aniqmaslikni 

ochishni tushinamiz. 

         Hamma hollarda ham funksiyani oldin logarifmlaymiz, bunda 0 ∙ ∞ 

ko‘rinishdagi aniqmaslikka ega bo‘lamiz, buni esa o‘z navbatida 
0

0
 yoki 

∞

∞
 

ko‘rinishdagi aniqmasliklarga kеltiramiz. Shundan kеyin logarifmning 

limiti bo‘yicha bеrilgan funksiya limitini topamiz. Natijani 

potеnsirlaymiz.  

2.7.4-misol.  lim
𝑥→0

(𝑐𝑜𝑠𝑥)
1

𝑥2    ni hisoblang. 

Yechilishi: ► lim
𝑥→0

𝑐𝑜𝑠𝑥 = 1,    lim
𝑥→0

1

𝑥2
= ∞  bo‘lgani  uchun  1∞  

ko‘rinishga   egamiz. Limitni  𝐴 = lim
𝑥→0

(𝑐𝑜𝑠𝑥)
1

𝑥2   dеb bеlgilaymiz.   

Bu ifodani  𝑒  asos bo‘yicha logarifmlaymiz:    

𝑙𝑛𝐴 = 𝑙𝑛lim
𝑥→0

(𝑐𝑜𝑠𝑥)
1
𝑥2 = lim

𝑥→0

ln(𝑐𝑜𝑠𝑥)

𝑥2
= (

0

0
) = lim

𝑥→0

(ln 𝑐𝑜𝑠𝑥)′

(𝑥2)′
= 

= lim
𝑥→0

1
𝑐𝑜𝑠𝑥

(−𝑠𝑖𝑛𝑥)

2𝑥
= −

1

2
∙ lim
𝑥→0

𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥
= −

1

2
.   

Shunday  qilib   𝑙𝑛𝐴 = −
1

2
 , buni  potеnsirlab,  

   𝐴 = 𝑒−
1

2    ni  hosil  qilamiz. ◄ 

 

Mavzu yuzasidan savollar 

1.  ko‘rinishdagi aniqmasliklarni ochish haqidagi teoremani ayting. 

2.  ko‘rinishdagi aniqmasliklarni ochish haqidagi teoremani ayting. 

0

0




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3. 0 ∙ ∞,∞ −∞ aniqmasliklar qanday hisoblanadi? 

4. 1∞, 00, ∞0 aniqmasliklar qanday hisoblanadi? 

 

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MASALALAR 

 

1. 
3 2

3

2 5
lim

2x

x x

x x

 

 
 limitni Lopital qoidasiga ko‘ra hisoblang. 

2. xxx ee

x

 20

3arcsin
lim  limitni Lopital qoidasiga ko‘ra hisoblang. 

3. 
0

1
lim

x

x

e

arctgx


 limitni Lopital qoidasiga ko‘ra hisoblang. 

4.  
23

0
2coslim

x

x
x


 limitni Lopital qoidasiga ko‘ra hisoblang. 

5. 
1/

0
lim 1

2

x

x

x



 
 

 
 limitni Lopital qoidasiga ko‘ra hisoblang. 

 

TESTLAR 

 

1. 
2

23

5 6 3
lim

4 3x

x x

x x

 

 
 limitni Lopital qoidasiga ko‘ra hisoblang. 

A)   0    B) 1    C)  5    D)  Lopital qoidasini qo‘llab bo`lmaydi. 

 

2. 

2

20

2lim
x

x
tg

x
 limitni Lopital qoidasiga ko‘ra hisoblang. 

A)   0            B) 1/4          C)  1/5         D)  4 

 

3. 
0

2 arcsin
lim

2x

x x

x arctgx




 limitni Lopital qoidasiga ko‘ra hisoblang. 

    A)  1/3          B) 1/4          C)  1            D)  3 

 

4. 
0

1 1
lim

sinx x tgx

 
 

 

 limitni Lopital qoidasiga ko‘ra hisoblang. 

A)  0             B) 1              C)  1/2         D)  4 

 

5. 
0

ln(1 )
lim
x

kx

x


 limitni Lopital qoidasiga ko‘ra hisoblang. 

A)  k              B) 1+k          C)  1            D)  1/k 
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2.8-§. Funksiyani hosila yordamida tekshirish va grafigini yasash 

 

Funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli hosilalari – hisob fanining 

ish qurollari bo‘lib, ular funksiya grafiklarini chizish va minimal, 

maksimal qiymatlarini aniqlash uchun axborotlar to‘plashda muhim o‘rin 

tutadi. 

 

2.8.1. Funksiyaning o‘sish va kamayish shartlari  

 

Agar I oraliqdagi barcha ba   ,  sonlar uchun ba   bo‘lganda 

)()( bfaf   tengsizlik bajarilsa, u holda )(xf  funksiya I oraliqda o‘suvchi 

funksiya deyiladi (2.32-rasm, a). 

Agar I oraliqdagi barcha ba   ,  sonlar uchun ba   bo‘lganda 

)()( bgag   tengsizlik bajarilsa, u holda )(xg  funksiya I oraliqda 

kamayuvchi funksiya deyiladi (2.32-rasm, b). 

                
a)                                                                           b) 

2.32-rasm. O‘suvchi va kamayuvchi funksiyalar 

 

2.20-teorema. Agar ) ,( ba  oraliqning barcha x  nuqtalari uchun 

0)(  xf  bo‘lsa, )(xf  funksiya shu oraliqda o‘suvchi bo‘ladi. 

Agar ) ,( ba  oraliqning barcha x  nuqtalari uchun 0)(  xf  bo‘lsa, )(xf  

funksiya shu oraliqda kamayuvchi bo‘ladi. 

Teorema tasdig‘ini chizmadan ko‘rish mumkin (2.33-rasm): 

 
2.33-rasm. O‘sishdan kamayishga va mayishdan o‘sishga o‘tish 
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)1;(   va );1(   oraliqda funksiya o‘suvchi, )1;1(  oraliqda kamayuvchi. 

Hosila yordamida funksiyaning o‘suvchi yoki kamayuvchi ekanligi 

ochiq oraliqda tekshiriladi, ya’ni oraliq chetidagi nuqtalar qaralmaydi. 

E’tibor bering, chizmadagi funksiyaning o‘sish, kamayish oraliqlari 

yozilganda oraliqqa 1x  va 1x  nuqtalar kiritilmaydi. Bu nuqtalarga 

kritik nuqtalar deyiladi. 

 Ba’zi funksiyalar yoki faqat o‘suvchi  yoki faqat kamayuvchi 

bo‘ladi. Masalan, xxxf 2)( 3  funksiya grafigi butun son o‘qida qat’uy 

o‘suvchi bo‘lib, uning barcha urinmalari musbat burchak koeffitsiyentiga 

ega (2.34-rasm).  

Ushbu tasdiqni isbotlash uchun hosiladan qanday 

foydalanamiz? 

 
2.34-rasm.  funksiya grafigi 

 

xxxf 2)( 3  funksiyaning hosilasi x ning barcha qiymatlarida 

musbat bo‘ladi, chunki 23)( 2  xxf . Noma’lum x ni aniqlash uchun bu 

hosilani manfiy qiymatga tenglab, yechib bo‘lmaydi (urinib ko‘ring 

☺☺☺). Hosila x ning kvadrati qatnashgani va qolgan sonlar ham musbat 

bo‘lgani uchun berilgan funksiya faqat o‘sadi deb xulosa qilamiz. 

 

2.8.1-misol. 15)( 3  xxxf funksiya o‘suvchimi yoki 

kamayuvchimi?   

Yechilishi: ►  Diagrammaga qarab xulosa qiladigan bo‘lsak, 

funksiya faqat kamayuvchiga o‘xshaydi. Biz grafikning kichik bir 

bo‘lagini ko‘rib turibmiz xolos. Biz ko‘ra olmaydigan boshqa bir 

bo‘lagida balki funksiya o‘suvchidir? Diagrammaning o‘zigina yetarli 

emas ekan. Hosiladan foydalanib ko‘raylik-chi: 53)( 2  xxf . 

xxxf 2)( 3 
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2x  had faqat 0 yoki musbat bo‘ladi,  esa faqat manfiy yoki 0 

bo‘ladi.  dan 5 ni ayirsak, yana manfiy qiymat hosil bo‘ladi. Xulosa 

qilish mumkinki, ning barcha qiymatlarida hosila manfiy ekan. Bundan 

ko‘rinadiki, funksiyaga ixtiyoriy nuqtada o‘tkazilgan urinmaning burchak 

koeffitsiyenti manfiy va faqat  kamayuvchi bo‘ladi. 

 
2.35-rasm.  funksiya grafigi 

 

Shunga ko‘ra, funksiya grafigi faqat kamayuvchi ekani kelib chiqadi 

(2.35-rasm).◄ 

 

 Funksiya grafigini chizish bilan uning o‘suvchi yoki kamayuvchi 

ekanini aniqlash noto‘g‘ri natijaga olib kelishi mumkin ekan. Misol 

uchun,  
23)( xxxf  funksiya faqat o‘suvchi bo‘lib ko‘rinadi. Biroq bu 

funksiyaning shunday bir kichik oralig‘i borki, funksiya bu oraliqda 

kamayadi. 

 

2.8.2. Funksiyaning ekstremum nuqtalari. Ekstremum 

mavjudligining zaruriy va yetarli shartlari 

  

Bizga biror )(xf  funksiyaning grafigi berilgan bo‘lsin (2.36-rasm): 

1) 87421   ,  ,  ,  , cccccx   nuqtalarda 0)(  сf  ga teng. Shuning uchun bu 

nuqtalarda grafikka o‘tkazilgan urinmalar gorizontal. 

2) 653   ,  , cccx   nuqtalarda )(сf   mavjud emas va bu nuqtalarda 

o‘tkazilgan urinmalar vertikal. 

 funksiyaning kritik nuqtasi deb, uning aniqlanish sohasiga 

tegishli qandaydir  nuqtaga aytiladiki, bu nuqtada funksiya hosilasi 

nolga teng bo‘ladi yoki bu nuqtada funksiya hosilasi mavjud 

bo‘lmaydi. 

23x
23x

x

15)( 3  xxxf

)(xf

с
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2.36-rasm. Funksiyaning kritik nuqtalari 

 2.36-rasmdan ko‘rinadiki, 

1) 87421   ,  ,  ,  , ccccc  nuqtalar kritik nuqtalar, chunki bu nuqtalarda 0)(  сf . 

2) 653   ,  , ccc  nuqtalar ham kritik nuqtalar, chunki bu nuqtalarda )(сf   

mavjud emas.   

Shuni ham bilingki, uzluksiz funksiya faqat kritik nuqtalarda 

o‘sishdan kamayishga yoki kamayishdan o‘sishga o‘tishi mumkin. 

Funksiya o‘sishdan kamayishga va kamayishdan o‘sishga o‘tadigan 

oraliqlarini 765421   ,   ,  ,  ,  , cccccc  nuqtalar bilan ajratish mumkin.  83   , cc  

nuqtalar ham kritik nuqtalar, lekin bu nuqtalarda  funksiya o‘sishdan 

kamayishga yoki kamayishdan o‘sishga o‘tmaydi. 

 

2.8.2-misol. Bizga biror )(xf  funksiyaning grafigi berilgan bo‘lsin. 

 
2.37-rasm. Funksiyaning maksimum va minimum nuqtalari 

 

Chizmadan ko‘rinadiki (2.37-rasm), funksiyaning bir nechta maksimumi 

yoki minimumi bo‘lishi mumkin ekan.  nuqta  oraliqda 

funksiya eng katta qiymatga erishadigan nuqta va funksiyaning  

 oraliqdagi eng katta qiymati (lokal maksimum) bo‘ladi.  

2c )  ,( 31 cc

)( 2cf

)  ,( 31 cc 3c
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nuqta esa  oraliqda funksiya eng kichik qiymatga erishadigan 

nuqtasi va funksiyaning   oraliqdagi eng kichik qiymati 

(lokal minimum) bo‘ladi. 

I oraliq )(xf  funksiyaning aniqlanish sohasi bo‘lsin. 

Agar I oraliqda  с  nuqtani o‘z ichiga olgan 1I  ochiq oraliqning 

barcha x  nuqtalari uchun  )()( xfсf   tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, )(сf  

qiymatga funksiyaning  oraliqdagi eng kichik qiymati (lokal minimum) 

deyiladi.  

Agar I oraliqda  с  nuqtani o‘z ichiga olgan 2I  ochiq oraliqning 

barcha x  nuqtalari uchun  )()( xfсf   tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, )(сf  

qiymatga funksiyaning  oraliqdagi eng katta qiymati (lokal maksimum) 

deyiladi.  

Esda saqlang!  Lokal minimum funksiyaning aniqlanish sohasidagi 

eng kichik qiymati (minimumi) bo‘lmasligi mumkin. Xuddi shuningdek, 

lokal maksimum ham funksiyaning aniqlanish sohasidagi eng katta 

qiymati (maksimumi) bo‘lmasligi mumkin.  

Maksimum va minimum qiymatlarga ekstremum qiymatlar 

deyiladi. Kritik nuqtalarga ekstremum nuqtalar deyiladi. 

2.21-teorema. Ekstremum mavjudligining zaruriylik sharti. 

Agar )(xf  funksiya biror ochiq oraliqda  )(сf  ekstremum qiymatga ega 

bo‘lsa, u holda с  kritik nuqta bo‘ladi va bu nuqtada 0)(  сf  bo‘lishi 

zarur. 

●  Kritik nuqta bilan ekstremum nuqtaning farqi nimada? 

Kritik nuqtalar ekstremum nuqtalarga shubhali nuqtalar, ya’ni kritik nuqta 

ekstremum bo‘lishi ham, bo‘lmasligi ham mumkin. Chunki, 2.36-

rasmdan ko‘rish mumkinki, hamma kritik nuqtalar ham maksimum 

(global maksimum) yoki minimum (global minimum) bo‘la olmaydi. 

Hamma kritik nuqtalar ham ekstremum bo‘la olmaydi. 

 

2.8.3-misol. 2)1()( 3  xxf  funksiyaning maksimum yoki 

minimum qiymatlarini toping. 

Yechilishi:  ►Funksiyadan hosila olamiz: 
2)1(3)(  xxf . 

                    Hosilani nolga tenglaymiz: 0)1(3)( 2  xxf  

                    va yechimlarni izlaymiz: 01x  

                   1x  nuqta kritik nuqta bo‘ladi. 

Bu nuqta aniqlanish sohasini 2 ta oraliqqa ajratadi: )  ;1()1  ;(   . 

]  ,[ 32 cc

)( 3cf ]  ,[ 32 cc
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2.38-rasm.  funksiya grafigi 

Lekin funksiya grafigidan ko‘rish mumkinki, 2)1( f  qiymat 

maksimum ham, minimum ham emas (2.38-rasm).  ◄ 

Kritik nuqta qachon ekstremum nuqta bo‘la oladi? 

Agar kritik nuqtada funksiya kamayishdan o‘sishga o‘tsa, bu nuqta 

minimum nuqta bo‘ladi. Agar kritik nuqtada funksiya o‘sishdan 

kamayishga o‘tsa, bu nuqta maksimum nuqta bo‘ladi. 

 
2.39-rasm. Grafikdan maksimum va minimumni aniqlash 

2.22-teorema. Ekstremum mavjudligining yetarlilik sharti. ) ,( ba  

oraliqda biror uzluksiz )(xf  funksiyaning  bitta  с  kritik nuqtasi bo‘lsa, u 

holda                                                                                                                           

1) hosilaning ishorasi ) ,( ca  da 0)(  xf , ) ,( bc  da 0)(  xf  bo‘lsa, 

funksiya с  nuqtada minimumga erishadi; 

2) hosilaning ishorasi  da , ) ,( bc  da   bo‘lsa, 

funksiya с  nuqtada maksimumga erishadi; 

3) hosilaning ishorasi  va  oraliqlarda bir xil bo‘lsa, 

funksiya maksimumga ham, minimumga ham erishmaydi.                                

2)1()( 3  xxf

) ,( ca 0)(  xf 0)(  xf

) ,( ca ) ,( bc
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2.8.4-misol. 121232)( 23  xxxxf funksiyaning  

                    ekstremumlarini toping va grafigini yasang. 

Yechilishi: ► Funksiyaning grafigini chizish so‘ralgan bo‘lsin. 

Grafikni to‘g‘ri chizish uchun juda ko‘p nuqtalarda funksiya qiymatlarini 

hisoblash kerak bo‘ladi. Hisoblash esa juda murakkab jarayon.  

Nima qilsak bo‘ladi?  Grafik eskizini chizish uchun uning egilish 

nuqtalarini topsak yetarli (2.40-rasm).  

 
2.40-rasm.  funksiya ekstremumlari 

Dastlab funksiya hosilasini topamiz:  

  1266121232)( 223 


 xxxxxxf . 

Topilgan ifodani nolga tenglaymiz: 01266 2  xx . 

Tenglamani yechamiz:    022  xx    →  2x  va  1x . 

Bu nuqtalarni sonlar o‘qiga joylab, uchta oraliq hosil qilamiz. 

A oraliq )1  ;(  ,  B oraliq  )2   ;1(  va C oraliq )  ;2(   dan iborat. 

 
Endi har bir oraliq ichida bitta nuqta tanlab olib,  funksiya ishorasini 

tekshiramiz. 

121232)( 23  xxxxf
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A oraliqda: ,              ; 

B oraliqda:  ,              ; 

C oraliqda: ,               .        

Jadvalga qarab, funksiya 1x  da maksimumga erishishini bilib 

olishimiz mumkin: 1912)1(12)1(3)1(2)1( 23

max f ; 

2x  da funksiya minimumga erishadi: 

8122122322)1( 23

min f . 

Demak, )19  ,1(  nuqta (lokal) maksimum, )8  ,2(   nuqta (lokal) minimum 

ekan (2.41-rasm).  

 
2.41-rasm.  funksiya grafigi 

 

)1  ;(  U )  ;2(   oraliqda funksiya o‘suvchi; 

)2   ;1(  oraliqda funksiya kamayuvchi.    ◄ 

 

2.8.5-misol.
432)( xxxf   funksiyaning ekstremumlarini toping va 

grafigini yasang. 

Yechilishi: ► Funksiyadan hosila olamiz:  

  3243 462)( xxxxxf 


  

Topilgan ifodani nolga tenglaymiz: 046 32  xx . 

Tenglamani yechamiz:  0)23(2 2  xx      →     0x  va  
2

3
x . 

Bu nuqtalarni sonlar o‘qiga joylab, uchta oraliq hosil qilamiz: 

A oraliq )0  ;( ,  B oraliq  








2

3
   ;0  va C oraliq 








  ;

2

3
 dan iborat. 

Endi har bir interval ichida funksiya ishorasini tekshiramiz. 

2x 02412)2(6)2(6)2( 2 f

0x 012120606)0( 2 f

4x 060124646)4( 2 f

121232)( 23  xxxxf
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A oraliqda: 1x ,                 010)1(4)1(6)1( 32 f ; 

B oraliqda:  1x ,                   021416)1( 32 f ; 

C oraliqda: 2x ,                   082426)2( 32 f  
 

 
2.42-rasm.  funksiya grafigi 

 

Jadvaldan funksiya 0x  da maksimumga ham, minimumga ham 

ega emasligini ko‘ramiz, chunki funksiya bu nuqtaning chap va o‘ng 

tomonlarida bir xil ishorali. 

2

3
x  da funksiya maksimumga erishadi: 

16

27

2

3

2

3
2

2

3
43



























f . 

Demak, 








16

27
,

2

3
 nuqta maksimum nuqta ekan.  









  ;

2

3
 oraliqda funksiya kamayuvchi. 

)0  ;(  va 








2

3
   ;0  oraliqlarda funksiya o‘suvchi hamda 

ga teng, shuning uchun funksiyani 









2

3
   ;  oraliqda 

o‘suvchi deb aytishimiz mumkin.  Chunki bu oraliqda funksiya grafigiga 

uning ixtiyoriy 2 nuqtasi orqali o‘tkazilgan kesuvchining burchak 

koeffitsiyenti musbat bo‘ladi (2.42-rasm).  ◄ 

 

2.8.3.  Funksiyalarning kеsmadagi eng katta va eng kichik 

qiymatlari 

432)( xxxf 

0002)0( 43 f
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Ma’lumki, [𝑎, 𝑏] kеsmada uzluksiz bo‘lgan )(xfy   funksiya shu 

kеsmada o‘zining eng katta va eng kichik qiymatlariga erishadi. Shu 

qiymatlarni qanday topish mumkin? 

      Agar )(xfy   funksiya monoton bo‘lsa, u holda funksiyaning eng 

katta va eng kichik qiymatlari  [𝑎, 𝑏] kеsmaning oxirlari 𝑥 = 𝑎  va 𝑥 = 𝑏 

nuqtalarda bo‘ladi.  

      Agar )(xfy   funksiya monoton bo‘lmasa, u holda funksiya 

ekstrеmumlarga ega bo‘ladi. Bu holda eng katta va eng kichik qiymatlari 

ekstrеmumlar bilan bir xil bo‘lishi mumkin, ma’lumki ekstrеmumlar 

kritik nuqtalarda bo‘ladi. 

      Shunday qilib, )(xfy   funksiyaning  [𝑎, 𝑏]  kеsmadagi eng katta 

va eng kichik qiymatlarini topish uchun: 

1) funksiyaning kritik nuqtalarini aniqlaymiz;  

2) funksiyaning kritik nuqtalardagi va kеsmaning oxirlardagi 

qiymatlarini hisoblaymiz; 

3) topilgan qiymatlardan eng katta va eng kichik qiymatlarini 

tanlaymiz, ana shu qiymatlar funksiyaning  [𝑎, 𝑏] kеsmadagi eng 

katta va eng kichik qiymatlari bo‘ladi. 

 

2.8.5-misol.  𝑦 = 𝑥3 + 3𝑥2 − 9𝑥 + 1 funksiyaning  [-2, 5]  

kеsmadagi eng katta va eng  kichik qiymatlarini aniqlang. 

Yechilishi: ► 

a) Kritik nuqtalarini topamiz: 𝑦′ hosilani hisoblaymiz: 

𝑦′ = 3𝑥2 + 6𝑥 − 9.  𝑦′ = 0 tеnglamani yеchamiz: 

 

3𝑥2 +    6𝑥 − 9 = 0, 𝑥1 = 1, 𝑥2 = −3. 
Bеrilgan kеsmaga faqat  𝑥1 = 1  nuqta  kiradi. 

b) Funksiyaning 𝑥 = 1,   𝑥 = −2,  𝑥 = 5 nuqtalardagi qiymatlarini  

hisoblaymiz:     𝑓(1) = −4,   𝑓(−2) = 23,   𝑓(5) = 156. 
c) Topilgan qiymatlardan eng katta M  ni va eng kichik  𝑚  ni tanlaymiz: 

𝑀 = 𝑓(5) = 156,   𝑚 = 𝑓(1) = −4. 
Shunday qilib, funksiyaning eng katta qiymati kеsmaning 𝑥 = 5 

o‘ng oxirida ekan, eng kichik qiymati esa 𝑥 = 1 nuqtadagi minimum bilan 

bir xil ekan. ◄ 

 

2.8.4. Ekstremumni ikkinchi tartibli hosila yordamida 

tekshirish. 
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Funksiyalar grafigini  qavariq va botiqlikka tekshirish  

 

Ikkinchi tartibli hosila funksiya grafigining egriligini tahlil qilishda 

katta ahamiyatga ega. 2.43-rasmga qarang: )(xf  funksiyaning grafigi 

botiq, )(xg  ning grafigi esa qavariq ko‘rinishda.  

 
2.43-rasm. Funksiyaning qavariq va botiqligi 

       2.23-teorema. 

 1)  Agar ) ,( ba  oraliqda  0)(  xf  bo‘lsa, )(xf  ning grafigi botiq bo‘ladi;                     

 2)  Agar ) ,( ba  oraliqda  0)(  xf  bo‘lsa, )(xf  ning grafigi qavariq  

     bo‘ladi. 

Keling, 2-tartibli hosila yordamida funksiyaning biror ) ,( ba  oraliqda 

ekstremumi bor yoki yo‘qligini tekshirib ko‘ramiz.  

Quyidagi grafiklarda botiq va qavariq funksiyalar berilgan (2.44-

rasm). 2-tartibli hosila musbat bo‘lsa, funksiya grafigi botiq va bu yerda   

– maksimal nuqta mavjud, 2-tartibli hosila manfiy bo‘lsa, funksiya grafigi 

qavariq – minimal nuqta mavjud bo‘ladi. 

 
2.44-rasm. Funksiyaning qavariq va botiqligi 

   2.24-teorema. (Funksiyaning ekstremumlari haqida). 
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)(xf funksiya ) ,( ba  oraliqning har bir x  nuqtasida 

differensiallanuvchi va  oraliqda 0)(  xf  shartni qanoatlantiradigan с  

kritik nuqtaga ega bo‘lsin. U holda  

      1)  Agar 0)(  сf  bo‘lsa, )(сf  minimum nuqta;                     

      2)  Agar 0)(  сf  bo‘lsa, )(сf  maksimum nuqta bo‘ladi. 

2.45-rasmni qaraylik. Ikkala grafikda ham 0)(  сf , 0)(  сf , lekin 

birinchi funksiyaning ekstremumi mavjud, ikkinchi funksiyada 

ekstremum yo‘q. Agar с  kritik nuqta bo‘lsa va 0)(  сf  bo‘lsa, с  nuqtada 

ekstremum bo‘lishi ham, bo‘lmasligi ham mumkin. Shuningdek, agar с  

kritik nuqtada )(сf   mavjud bo‘lmasa, u holda  )(сf   ham mavjud 

bo‘lmaydi. Boshqa hollarda )(сf  ning ekstremum ekanligini albatta 2-

tartibli hosila bilan tekshirib ko‘rish zarur.   

 
2.45-rasm. Ikkinchi tartibli hosila yordamida ekstremumni aniqlash 

 

Demak, 2-tartibli hosiladan ekstremumni aniqlab olish va 

funksiyaning grafigini to‘liq va to‘g‘ri chizish uchun foydalanilar ekan. 

Buni quyidagi misolda ham ko‘ramiz. 

2.8.6-misol. 1393)( 23  xxxxf  funksiyaning ekstremumlarini 

toping va grafigini yasang. 

Yechilishi: ► Funksiyadan hosila olamiz:  

  9631393)( 223 


 xxxxxxf  

Topilgan hosilani nolga tenglaymiz: 0963 2  xx . 

Tenglamani yechamiz va kritik nuqtalarni topamiz: 

0322  xx     ⇒        0)1)(3(  xx  

3x  va  1x . 

Endi kritik nuqtalarda funksiyaning qiymatlarini topamiz: 

1413)3(9)3(3)3()3( 23 f ; 

                             181319131)1( 23 f . 
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Shunda )14  ;3(  va  )18  ;1(   ekstremum nuqtalar bo‘ladimi? 

2-tartibli hosilani qaraymiz.   66963)( 2 


 xxxxf  hosilaga 

ktirik qiymatlarni qo‘yib, tekshiramiz: 0126)3(6)3( f   (lokal) 

maksimum  012616)1( f    (lokal) minimum nuqtalarni topamiz. 

Shunday qilib, 14)3( f  funksiyaning maksimum nuqtasi,  

 18)1( f  funksiyaning minimum nuqtasi ekanligini aniqlab oldik.  

Endi shu ma’lumotlar asosida funksiya grafigini chizamiz (2.46-rasm): 

 

 
2.46-rasm.   funksiyaning ekstremumlari   ◄ 

 

2.8.5. Funksiya grafigining egilish nuqtalari. Egri chiziqlarning 

asimptotalari 

 

Egilish nuqtasi botiqlik va qavariqlik orasida joylashib, ularni bir-

biridan ajratib turadigan nuqtadir.  

Masalan, quyidagi rasmlarda P nuqta egilish nuqtasidir (2.47-rasm):  

 
2.47-rasm. Funksiyaning egilish nuqtalari 

2-tartibli hosilaning ishorasi P nuqtaning ikki tomonidagi botiqlik, 

qavariqlik turini aniqlab beradi. Chap va o‘ng tomondagi rasmlarda 

1393)( 23  xxxxf
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)( 0xf   nolga teng, o‘rtadagi rasmda esa 2-tartibli hosila mavjud emas. Har 

uchchala holda ham P egilish nuqtasi hisoblanadi. 

2.25-teorema (Egilish nuqtalari mavjud  bo‘lishining yеtarlilik 

sharti). Agar 0x  nuqta )(xf  funksiyaning egilish nuqtasi bo‘lsa, u holda 

bu nuqtada  0)( 0  xf  bo‘ladi yoki )( 0xf   mavjud bo‘lmaydi. 

Teskari tasdiq har doim ham o‘rinli emas, ya’ni agar 0)( 0  xf  

bo‘lsa yoki )( 0xf   mavjud bo‘lmasa, u holda  nuqta )(xf  funksiyaning 

egilish nuqtasi bo‘lavermaydi. Misol uchun, 1)2()( 4  xxf  funksiya 

grafigidan ko‘rinadiki,  2x  nuqta egilish nuqtasi bo‘la olmaydi, lekin 

bu nuqtada 0)2( f  (2.48-rasm).  

 
2.48-rasm.  funksiya grafigi 

Demak, egilish nuqtasiga shubhali nuqtani topish uchun biz shunday 

0x  nuqtani izlashimiz kerakki, bu nuqtada 0)( 0  xf  bo‘lsin yoki )( 0xf    

mavjud bo‘lmasin. 

2.8.7-misol. 
35 203)( xxxf   funksiyaning 2-tartibli hosilasidan 

foydalanib, egilish nuqtasini toping. 

Yechilishi: ► Bizda 2- tartibli hosila xxxf 12060)( 3   ga teng.  

Uni nolga tenglab, yechimlarni topamiz: 012060 3  xx   ⇒  0)2( 2 xx . 

Bundan, 0x   va  2x    hamda   2x   qiymatlarni hosil 

qilamiz. So‘ngra shu 3 ta nuqta yordamida ajratilgan oraliqlarda 2-tartibli 

hosilaning ishoralarini tekshiramiz.  

 

0x

1)2()( 4  xxf
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Endi funksiyaning bu nuqtalardagi qiymatlarini hisoblaymiz: 

228)2(20)2(3)2( 35 f  

                                002003)0( 35 f ;     

  228)2(20)2(3)2( 35 f . 

Demak, )228  ;2( ,  )0  ;0(   va  )228  ;2(   nuqtalar funksiyaning 

egilish nuqtalari ekan (2.49-rasm). 

 ◄ 

2.49-rasm.  funksiya grafigi 

Funksiyaning asimptotalari 

    Agar           


)(lim xf
ax

,     yoki    


)(lim xf
ax

,             (2.29) 

                                


)(lim xf
ax

     yoki     


)(lim xf
ax

 

limit tengliklardan birortasi o‘rinli bo‘lsa, ax   to‘g‘ri chiziqqa vertikal 

asimptota deyiladi.  

E’tibor bering:   

1) 
4

)4)(4(

4

16
)(

2











x

xx

x

x
xf  funksiyada 4x  nuqtada mahraj nol 

bo‘lsa ham, 4x  chiziq vertikal asimptota bo‘la olmaydi, chunki 4x  

ifoda kasrning surat va mahraji uchun umumiy ko‘paytuvchisi bo‘ladi va 

ular  qisqarib ketadi. 

    2) 
)4)(3(

)2)(2(

12

4
)(

2

2











xx

xx

xx

x
xg  funksiyada esa 4x  va 3x  

nuqtalarda funksiya uziladi va  bu uzilish nuqtalaridan o‘tuvchi to‘g‘ri 

chiziqlar vertikal asimptotalar bo‘ladi. 

2.8.8-misol. 
)3)(2(

)1)(1(

6

1
)(

2

2











xx

xx

xx

x
xf  funksiyaning vertikal 

asimptotalarini toping. 

Yechilishi: ► 2.50-rasmdan ko‘rinadiki,  

                 


)(lim
2

xf
x

     va       


)(lim
2

xf
x

; 

35 203)( xxxf 
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                       


)(lim
3

xf
x

         va      


)(lim
3

xf
x

. 

Shuning uchun 2x  va 3x  chiziqlar vertikal asimptotalar bo‘ladi. 

   
2.50-rasm.

 
Funksiyaning asimptotalari ◄ 

  Vertikal asimptota kasr-ratsional funksiyalarda bo‘ladi, bu 

funksiyalarning mahrajini nolga aylantiradigan ax   uzilish nuqtasidan  

o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq vertikal asimptota hisoblanadi.  

2.8.9-misol. 
)5)(3(

12
)(






xxx

x
xg  funksiyaning vertikal 

asimptotalarini toping. 

 Yechilishi: ► Vertikal asimptotani topishning eng oson yo‘li, 

mahrajni nolga aylantiradigan qiymatlarni aniqlaymiz. Bular      0x ,   
3x  va  5x  chiziqlardir.   

 Shuning uchun 0x , 3x  va 5x  chiziqlardir vertikal 

asimptotalar bo‘ladi. ◄ 

2.8.10-misol. 
xx

xx
xf






3

2 2
)(  funksiyaning vertikal asimptotalarini 

toping. 

Yechilishi: ► Mahrajni nolga aylantiradigan qiymatlarni 

aniqlaymiz:  

)1)(1(

2

)1)(1(

)2(2
)(

3

2
















xx

x

xxx

xx

xx

xx
xf ,     0x  

Shunday qilib,  1x  va  1x  vertikal asimptotalarni hosil qilamiz.  ◄ 

Agar  bxf
x




)(lim    yoki  bxf
x




)(lim  limitlarning bittasi yoki ikkalasi 

ham o‘rinli bo‘lsa, by   to‘g‘ri chiziqqa gorizontal asimptota deyiladi. 
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2.8.11-misol. 
x

x
xf

43
)(


  funksiyaning gorizontal asimptotasini 

toping. 

Yechilishi: ►  Gorizontal asimptotani topish uchun 

x

x
xf

xx

43
lim)(lim





 ni hisoblash kerak. Limit xossalaridan foydalanib, 

hisoblasak:  3)03(lim
4

lim
3

lim
43

lim 


 xxxx xx

x

x

x
. 

Shunday qilib, 3y  gorizontal asimptota ekan. ◄ 

2.8.12-misol. 
12

435
)(

2

2






xx

xx
xf  funksiyaning gorizontal 

asimptotasini toping (Kasr suratidagi va maxrajidagi ko‘phadlar daraja 

ko‘rsatkichi teng). 

Yechilishi: ►  
12

435
lim

2

2





 xx

xx

x
 limitni hisoblash uchun kasrning surat 

va mahrajidagi x  ning darajalarini qaraymiz. Argument cheksizlikka 

intilganda, limitni hisoblash uchun argumentning eng yuqori daraja 

ko‘rsatkichiga ega bo‘lgan hadga bo‘lamiz.  

2

5

2

5
lim

12

435

lim
12

435
lim

222

2

222

2

2

2












 xxx

xx

x

x

x

xx

x

x

x

xx

xx
 

2

5
y  to‘g‘ri chiziq gorizontal asimptota bo‘ladi.  ◄ 

2.8.13-misol. 
42

13
)(

23 




xx

x
xf  funksiyaning gorizontal asimptotasini 

toping (Kasr suratidagi ko‘phadning darajasi maxrajidagi ko‘phad daraja 

ko‘rsatkichidan katta). 

   Yechilishi: ►  0
1

0
lim

42

13

lim
42

13
lim)(lim

33

2

3

3

33

23












 xxxx

xx

x

x

x

xx

x

xx

x
xf  

0y  to‘g‘ri chiziq gorizontal asimptota bo‘ladi.  ◄ 

 

Xulosa: Agar ratsional funksiyaning suratidagi ko‘phadning daraja 

ko‘rsatkichi maxrajdagi ko‘phad daraja ko‘rsatkichidan kichik bo‘lsa, u 

holda 0y  to‘g‘ri chiziq yoki Ox o‘qi gorizontal asimptota bo‘ladi. 

Vertikal ham, gorizontal ham bo‘lmagan chiziqli asimptotaga 

og‘ma asimptota deyiladi. 
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Ba’zi funksiyalarda vertikal va gorizontal asimptotalardan tashqari 

og‘ma asismptota ham mavjud. 
1

4
)(

2






x

x
xf  funksiyaning  asimptotasini 

qaraylik (2.51-rasm). 

 
2.51-rasm. Funksiyaning asimptotalari 

 

x  ning qiymatlari cheksizlikka intilgan sari, funksiya grafigi 1 xy  

to‘g‘ri chiziqqa intiladi. Bu to‘g‘ri chiziq og‘ma asimptota bo‘ladi. 

Agar  
)(

)(
)(

xq

xp
xf   ratsional funksiyaning suratidagi ko‘phadning 

darajasi mahrajdagi ko‘phad darajasidan 1 birlik yuqori bo‘lsa, bu 

funksiya og‘ma asimptotaga ega bo‘ladi.  

Og‘ma asimptotani qanday aniqlaymiz? 

I usul.  

2.8.14-misol. 
1

4
)(

2






x

x
xf  funksiyaning asimptotasini topamiz. 

Yechilishi:  ►  Ratsional ifodaning suratini mahrajiga bo‘lib, butun 

qismini ajratib olamiz:    
1

3
)1(

1

4
)(

2









x
x

x

x
xf . 

x  ning qiymatlari cheksizlikka intilganda funksiyaning 
1

3




x
 qismi 

nolga intiladi. Funksiyaning butun qismidan tuzilgan 1 xy  to‘g‘ri 

chiziq og‘ma asimptota bo‘ladi.  ◄ 

        II usul. Ratsional funksiyaning og‘ma asimptotasi bkxy   

tenglama bilan aniqlanadi. k  burchak koeffitsiyentini 
x

xf
k

x

)(
lim


  
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limitdan, b  ozod hadni esa  ))((lim kxxfb
x




 limit yordamida 

aniqlaymiz. 

2.8.15-misol.  funksiya grafigining asimptotalarini toping. 

 Yechilishi:     ► Funksiya 2x  da  aniqlangan. 

  bo‘lgani uchun,  va  to‘g‘ri chiziqlar funksiya 

grafigining vertikal asimptotalari bo‘ladi. 

Endi og‘ma asimptotalarni izlaymiz:    , 

. 

Demak,  xy   to‘g‘ri chiziq og‘ma asimptota bo‘ladi.◄ 

 

 

2.8.6. Grafik yasashning umumiy sxemasi 

 

Endi funksiyani to‘liq tekshirish algoritmini keltiramiz: 

1) Funksiyaning koordinata o‘qlari bilan kesishish 

nuqtalarini aniqlash; 

2) Funksiyaning asimptotalarini topish; 

3) Funksiyaning aniqlanish sohasi topish; 

4) Funksiyaning kritik nuqtalarini topish, ya’ni 0)(  xf  

bo‘ladigan yoki  )(xf   mavjud bo‘lmaydigan nuqtalarini topish. Ulardan 

foydalanib, finksiyaning maksimum va minimum qiymatlarini topish; 

funksiyaning shu nuqtalardagi qiymatlarini topish; 

5) O‘sish va kamayish oraliqlari, ekstremumlarini topish.  

0x  nuqta atrofida )( 0xf   ni ishorasini tekshiramiz. Agar 0)( 0  xf  bo‘lsa, 

)( 0xf  maksimum nuqta, agar 0)( 0  xf  bo‘lsa, )( 0xf  minimum nuqta 

bo‘ladi.  

6) Egilish nuqtalarini topish.  0)( 0  xf  bo‘ladigan yoki )( 0xf   

mavjud bo‘lmaydigan nuqtalarni aniqlaymiz. Bu nuqtalarda funksiya 

qiymatlarini hisoblaymiz. 

7) Qavariqlik va botiqlik oraliqlarini topish. 4-shartdagi egilishga 

shubhali nuqtalardan foydalanamiz. Agar 0)( 0  xf  bo‘lsa, bu oraliqda 

funksiya botiq, 0)( 0  xf bo‘lsa, funksiya qavariq bo‘ladi. 

42

3




x

x
y


 4

lim
2

3

2 x

x

x
2x 2x

1
4

lim
)(

lim
2

2





 x

x

x

xf
k

xx

0
4

4
lim

4
lim))((lim

22

3

















 x

x
x

x

x
kxxfb

xxx
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8) Grafikni yasash. Yuqoridagi topilganlarga ko‘ra funksiya grafigini 

chizamiz. Agar zarurat bo‘lsa, qo‘shimcha ma’lumotlarni ham hisoblab 

topamiz. 

2.8.16-misol. 
x

x
xf

4
)(

2 
  funksiyani to‘liq tekshiring va grafigini 

chizing. 

Yechilishi:   ► 1) Funksiyaning koordinata o‘qlari bilan kesishish 

nuqtalari: 
0

40
)0(

2 
f  funksiya Oy  o‘qi bilan kesishmaydi. 0)( xf  

qiymatlari ham mavjud emas, ya’ni funksiya Ox  o‘qi bilan ham 

kesishmaydi.  

2) Funksiyaning asimptotalari: Vertikal asimptota 0x  to‘g‘ri 

chiziq, gorizontal asimptota yo‘q, chunki funksiyada kasrning surati va 

mahrajidagi ko‘phadlarning daraja ko‘rsatkichlari teng emas. Ular teng 

bo‘lgandagina kasrning butun qismini ajratar edik. Og‘ma asimptota:  

x
x

x

x
xf

44
)(

2




 , bundan xy   to‘g‘ri chiziqni hosil qilamiz. 

3) Funksiyaning aniqlanish sohasi: 0x  shu sabali 
)  ;0()0  ;()(  fD  

4) Funksiyaning kritik nuqtalari: Funksiyaning 0)(  xf  

bo‘ladigan yoki  )(xf   mavjud bo‘lmaydigan nuqtalarini topamiz.  

2

22 44
)(

x

x

x

x
xf













 
  ,         0

4
2

2




x

x
,    

Funksiya hosilasi 2x  va 2x  nuqtalarda nolga teng, shuning uchun 

ular kritik nuqtalar bo‘ladi.  

5) O‘sish va kamayish oraliqlari, ekstremumlari:  

Funksiya 2x  da maksimumga erishadi: 4
2

4)2(
)2(

2





f , 

funksiyaning maksimum nuqtasi )4 ;2(  . 

2x  da minimumga erishadi: 4
2

42
)2(

2




f ,  minimum nuqtasi )4 ;2( . 

6) Egilish nuqtalari:  0)( 0  xf  bo‘ladigan yoki )( 0xf   mavjud 

bo‘lmaydigan nuqtalarni aniqlaymiz va bu nuqtalarda funksiya 

qiymatlarini hisoblaymiz.  

0
88224

)(
34

33

2

2















 


xx

xxx

x

x
xf . 

Demak, mazkur funksiyaning egilish nuqtasi yo‘q. 
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7) Qavariqlik va botiqlik oraliqlari va grafigi:  

 

2.52-rasm.  funksiya grafigi ◄ 

 

Biz shu paytgacha funksiya berilgan bo‘lsa, uning asimptotalarini 

topgan edik. Endi teskari masalani qaraymiz. 

  

Agar asimptotalar berilgan bo‘lsa, kasr-ratsional funksiyaning 

analitik ifodasini aniqlash mumkinmi? 

2.8.17-misol. Vertikal asimptotasi 5x  va 2x  to‘g‘ri chiziqlar, 

gorizontal asimptotasi esa 2y  to‘g‘ri chiziq, shu bilan birga 3)1( f  

qiymat qabul qiluvchi qisqarmaydigan ratsional funksiyani aniqlang va 

grafigini chizing. 

Yechilishi:   ►  Vertikal asimptotasi 5x  va 2x  bo‘lgani uchun 

kasrning mahrajida )2)(5(  xx  ko‘paytma bo‘ladi.  

Gorizontal asimptotasi 2y  ekanligidan va mahrajdagi qavslarni 

ko‘paytirganimizda 103)2)(5( 2  xxxx  kvadrat ko‘phad hosil 

bo‘lishidan, kasrning butun qismini ajratganda 2 kelib chiqishi uchun 

suratida Сx 22  ko‘phad bo‘lishi kerak deb faraz qilamiz, bu yerda С  

qandaydir o‘zgarmas son. 

Shunda, bizning ratsional funksiya quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi: 

                                   
)2)(5(

2
)(

2






xx

Сx
xf  

Endi С  nimaga teng ekanligini aniqlaymiz. Buning uchun 3)1( f

tenglikdan foydalanamiz.  

x

x
xf

4
)(

2 

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)21)(51(

12
3

2






С
,    →      

6

2
3






С ,      →   C 218   →  20C . 

U holda  
)2)(5(

202
)(

2






xx

x
xf  ratsional funksiyani hosil qilamiz.Ushbu 

funksiyaning grafigi 2.53-rasmda keltirilgan. 

 

2.53-rasm.   funksiya grafigi      ◄ 

 

Mavzu yuzasidan savollar: 

 

1. Kеsmada o‘suvchi va kamayuvchi funksiya ta’rifini ifodalang. 

2. Funksiya o‘suvchi bo‘lishining zaruriy va yеtarli shartlari qanday? 

3. Funksiyaning ekstrеmum nuqtalarini ta’riflang. 

4. Ekstrеmumning zaruriy shartini ifodalang. 

5. Funksiyaning kеsmadagi eng katta va eng kichik qiymatlari qanday 

topiladi? 

6. 2-tartibli hosila yordamida funksiya ekstrеmumining yеtarlilik 

sharti qanday? 

7. Funksiya grafigining  botiq va qavariq bo‘lish ta’rifini bеring. 

8. Funksiya grafigining  botiqlik va qavariqlilik sharti qanday? 

9. Egilish nuqtalari uchun yеtarlilik sharti nimadan iborat? 

10. Egri chiziq asimptotasining ta’rifini ayting. 

11. Qanday asimptotalarni bilasiz? 

 

 

 

)2)(5(

202
)(

2






xx

x
xf
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 MUSTAQIL YECHISH UCHUN MASALALAR 

 

1. Funksiyaning asimptotalarini toping:  

a) 
5

32
)(






x

x
xf  ;                  b)   

67

57
)(

2 




xx

x
xf  

          c)  
32

746
)(

5

24






xx

xx
xf          d)   

42

234
)(

3

3






xx

xx
xf

 
 

2. Funksiyaning ekstremumlarini toping: 

a)   
1

)(



x

x
xg                     b)   

123)(  xexxg  

3. Funksiyaning qavariqlik va botiqlik oraliqlarini toping: 

a)   
1

2
)(

2

3






x

x
xg                 b)   

4
)(

2

)2(3






x

e
xg

x

. 

4. Funksiyaning kesmadagi eng katta va eng kichik qiymatlarini toping: 

a)    3]   ;4[      ,
4

)3( 2







x

x
y ;          b)   ]2/ ;0[       ,2cossin2 xxy  ; 

c)   ]0  ;4[     ,13  xexy ;          d)   ]3  ;1[     ,
24 xxey  ; 

        e)   ]3  ;
5

4
[    ,)1(

3 2  xxy ;       f)   







 e

ex

x
y   ;

1
      ,

ln1
. 

5. Funksiyani to‘la tekshiring va grafigini yasang: 

       a)                                 b)     

 

 

TESTLAR 

       

      1. 
 

2

ln 1
2

x
y x

x


    funksiyaning asimptotalarini toping. 

A)  0, 4 , 1x y x x                   B)  0, 2 , 1x y x x         

C)      0, 3 , 1x y x x                D)   0, 3 , 1x y x x     
 

       2. 453 45  xxy  funksiyaning qavariq va botiq oraliqlarini toping. 

               A)    
( ;1) var ,

(1; )

da qa iq

da botiq




              B)      

( ;4) ,

(4; ) var

da botiq

da qa iq




   

               C)   
( ;3) var ,

(3; )

da qa iq

da botiq




               D)  

( ;2) var ,

(2; )

da qa iq

da botiq




 

2

2
)(

x
xg  )1ln()( 2  xxxg
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       3.  

2

2

x

y e


  funksiyaning qavariqlik, botiqlik oraliqlari topilsin 

 

                A)   

( ;1) (1; )

var , ( 1;1)

va da

qa iq da

botiq

 

               B)   
( ;1) (1; ) ,

( 1;1) var

va da botiq

da qa iq

 


  

 

                C)  
( ;1) var ,

(1; )

da qa iq

da botiq




                 C)  

( ;2) var ,

(2; )

da qa iq

da botiq



  
 

      4.  4; 4  kesmada  3593 23  xxxy  funksiyaning eng katta va 

eng kichik qiymatlari topilsin. 

      A)  40 eng katta va -41 eng kichik qiymati;    

      B)   8 eng katta va -41 eng kichik qiymati;  

      C)  20 eng katta va -41 eng kichik qiymati;    

      D)   40 eng katta va -21 eng kichik qiymati.    

 

5.  )
9

4
1(2 xxy   funksiyaning monotonlik oraliqlari topilsin. 

         A)    1,5; 0  da kamayuvchi,  ; 1,5    0;  da oʻsuvchi; 

         B)    0; da kamayuvchi,  ; 1,5    1,5; 0  da oʻsuvchi; 

         C)    1,5; 0  da kamayuvchi,  ; 1,5   da oʻsuvchi; 

         D)    ; 1,5    0; da kamayuvchi,  1,5; 0 da oʻsuvchi; 
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2.9-§. Funksiyalarni Lagranj interpolyatsion formulasi yordamida 

approksimatsiyalash va egri chiziq yasash 

 

2.9.1. Masalaning qo‘yilishi. Funksiyalarni interpolyatsiyalash 

 

         Approksimatsiyalash – yaqinlashtirish degan ma’noni bildiradi.  

Ko‘pincha amaliy masalalarni yechishda qandaydir )(xfy   

funksional bog‘lanishlar qiymatlarini hisoblashga to‘g‘ri keladi. Bunday  

masalalarda   ikkita holat  bo‘lishi mumkin: 

1. ];[ ba  oraliqda  х va y lar orasidagi oshkor bog‘lanish ma’lum 

emas, faqat  {xi, yi}, ni ,1   tajriba ma’lumotlari jadvali ma’lum. Bu 

jadvaldan       [xi, xi/2]  [a, b]  oraliqda  )(xfy   bog‘lanishni aniqlash  

talab qilinadi.  

2.  )(xfy   bog‘lanish  ma’lum va uzluksiz, biroq  u amaliy 

hisoblashlar uchun murakkablik qiladi.  Bunday holda )(xfy   funksiyani 

va uning (hosilasi, maksimum va minimum qiymatlari, funksiya integrali 

kabi) xarakteristikalarini  hisoblash  ishlarini  soddalashtirish kerak 

bo‘ladi.   

Shuning uchun moddiy resurslarni va vaqtni iqtisod qilish 

maqsadida qandaydir boshqa )(xPy   funksional  bog‘lanish tuziladi.  Bu 

tuzilgan bog‘lanish )(xfy   ga uning asosiy parametrlari bo‘yicha yaqin 

bo‘lishi,  hisoblash oson va qulay bo‘lishi kerak, ya’ni )(xfy   funksiyani 

aniqlanish sohasida approksimatsiyalash  kerak (2.54-rasm). 

 
2.54-rasm. Funksiya va uni approksimatsiyalovchi funksiya 

 

)(xPy   funksiyaga  approksimatsiyalovchi funksiya deyiladi. 

Agar  yaqinlashishni  biror  {xi},   diskret to‘plamda bajarsak, 

u holda  approksimatsiyaga  nuqtaviy  approksimatsiya deyiladi.  

ni ,1
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 oraliqda yotuvchi, tajriba asosida olingan nuqtalarni o‘sish 

tartibida raqamlab chiqamiz va ularni   tugunlar  deb ataymiz:  

 
Jadval ma’lumotlarini approksimatsiyalashning quyidagi turlari 

ma’lum: 

1. Jadval ma’lumotlarini algebraik ko‘phadga keltirish 

;...)( 2

210

n

nxaxaxaaxf   

2. Jadval ma’lumotlarini trigonometrik ko‘phadga keltirish 

 ; )sin()cos(
2

)(
1

0 





n

nn tnbtna
a

tf   

3. Jadval ma’lumotlarini eksponensial ko‘phadga keltirish 

....)( 210

210

x

n

xxx neaeaeaeaxf


  

Qaysi turdagi approksimatiyalash formulasidan foydalangan ma’qul? 

 Algebraik ko‘phad ancha qulay, chunki algebraik ko‘phadni 

trigonometrik va eksponensial  ko‘phadlarga qaraganda xatoligini 

aniqlash, differensiallash, integrallash oson. 

Nuqtaviy  approksimatsiyalash turlariga interpolyatsiyalash va 

ekstropolyatsiyalash kiradi.  

Interpolyatsiyalashdan maqsad shuki, ),(  ...,  ),,(  ),,( 2211 nn yxyxyx

ma’lumotlar (nuqtalar) ma’lum. Biroq bizga )(xfy   funksiyaning 

boshqa x  nuqtadagi qiymati kerak bo‘lsin. Ma’lumotlar asosida ),( yx ni 

aniqlash mumkinmi?  Misol uchun, raketa tezligining 10, 15, 20-

sekundlardagi tezliklarini o‘lchay olganmiz. Lekin 16-sekunddagi tezligi  

nimaga teng?  

Ya’ni berilgan oraliqda yotuvchi nuqtadagi funksiya qiymatini topish 

masalasiga interpolyatsiyalash deyiladi, berilgan oraliqdan tashqaridagi 

nuqtada funksiya qiymatini topish ekstropolyatsiyalash masalasi deyiladi. 

Interpolyatsiyalashning quyidagi turlari mavjud: 

1. Chiziqli interpolyatsiya; 

2. Kvadratik interpolyatsiya; 

3. Kubik interpolyatsiya; 

4. Lagranj interpolyatsion formulasi; 

5. Nyuton interpolyatsion formulasi; 

6. O‘rtacha kvadratik yaqinlashish usuli. 

Interpolyatsiya tugunlari sonining oshishi, algebraik koʻphad 

darajasini oshishiga olib keladi, bu esa tugunlar oraligʻida funksiyani juda 

];[ ba ix

bxxxxa n  ...210
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katta sakrashlariga sabab boʻladi. Shu sababli tugunlar sonini ko‘proq 

olish maqsaddan chetlanib ketishga sabab bo‘ladi.   

  

2.9.2. Chiziqli interpolyatsiya 

  

 Agar ];[ ba  oraliqda berilgan jadval yoki diagrammadan 

foydalanib, algebraik ikkihad tuzsak, unga chiziqli interpolyatsiya 

deyiladi:  

xaaxf 10)(                                        (2.30) 

Berilgan oraliqqa tegishli ikkita 1  , ii xx  tugunni olamiz  (2.55- rasm) va 2 

noma’lumli chiziqli tenglamalar sistemasini tuzamiz:  

 

                
2.55-rasm. Chiziqli approksimatsiya 

Bu formuladan 10   , aa  ni topib, chiziqli interpolyatsiya formulasiga 

qo‘yamiz. 

2.9.1-misol. Raketaning ko‘tarilish tezligi vaqtning funksiyasi 

sifatida jadvalda keltirilgan (2.56-rasm).  sekunddagi raketa 

tezligini hisoblang. 

           
2.56-rasm. Raketaning ko‘tarilish tezligi 

 

Yechilishi: ► Chiziqli (2.30) interpolyatsiyani tuzib, tezlikni 

aniqlaymiz:                            .)( 10 taatv   









 1101

10

)(

)(

ii

ii

xaaxf

xaaxf

16t
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10   , aa  ni topish uchun  sekundga eng yaqin nuqtalarni 

aniqlaymiz, ular quyidagilar:  

35.517)(      ;20

78.362)(      ;15

11

00





tvt

tvt

 
Bu nuqtalarni formulaga qo‘yib, tenglamalar sistemasini tuzamiz: 









35.51720)20(

78.36215)15(

10

10

aav

aav

               914.30

93.100

1

0





a

a

 
ttaatv 914.3093.100)( 10 
 

Ko‘tarilish tezligining chiziqli interpolyatsiyasi: 
20t15      ,93.100914.30)(  ttv  

Shunday qilib, raketaning 16t  sekunddagi tezligini topamiz: 
m/s   7.39393.10016914.30)16( v         ◄ 

 

2.9.3. Kvadratik interpolyatsiya 
 

 Agar ];[ ba  oraliqda berilgan jadval yoki diagrammadan 

foydalanib, 3 ta haddan iborat ko‘phad tuzilsa, unga kvadratik 

(parabolik) interpolyatsiya deyiladi:   
2

210)( xaxaaxf  .                               (2.31) 

Bunda oraliqqa tegishli uchta 11   ,  ,  iii xxx  tugunni olamiz va 3 noma’lumli 

chiziqli tenglamalar sistemasini tuzamiz: 

 

            
                        2.57-rasm. Kvadratik (parabolik) interpolyatsiya 

 

Bu formuladan 210   ,  , aaa  koeffitsiyentlarni topib, kvadratik 

interpolyatsiya formulasiga qo‘yamiz. 

16t



















2

121101

2

210

2

121101

)(

)(

)(

iii

iii

iii

xaxaaxf

xaxaaxf

xaxaaxf
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2.9.1-misolning 2.56-rasmdagi ma’lumotlaridan  v(16) shartni 

kvadratik interpolyatsiya formulasidan topamiz.  

►  Kvadratik interpolyatsiya (2.31) ni tuzamiz, bunda 210   ,  , aaa  

larni topish uchun 16t  sekundga eng yaqin bo‘lgan 3 ta nuqtani 

aniqlaymiz, ular quyidagilar:  

35.517)(    ,20

78.362)(     ,15

04.227)(    ,10

22

11

00







tvt

tvt

tvt

                   














35.5172020)20(

78.3621515)15(

04.2271010)10(

2

2

10

2

2

10

2

2

10

aaav

aaav

aaav

  
Hosil qilingan tenglamalar sistemasini yechamiz: 















35.51740020

78.36222515

04.22710010

210

210

210

aaa

aaa

aaa

                 3766.0

733.17

05.12

2

1

0







a

a

a

 
Raketa tezligi uchun kvadratik interpolyatsiyani tuzamiz: 

20t10     ,05.12733.173766.0)( 2  tttv  
Shunda raketaning 16t  sekundgagi ko‘tarilish tezligi quyidagicha 

bo‘ladi: 

 m/s   19.39205.1216733.17163766.0)( 2 tv               ◄ 

 

        2.9.4. Lagranj interpolyatsion formulasi2 

 

Tugunlar soni ortib borishi bilan hisoblash ishlari ham 

murakkablashib ketadi. Chunki n noma’lumli tenglamalar sistemasini 

yechish amaliyoti  ko‘p vaqt va xotira (EHM) talab qiladi.  

Shuning uchun tenglamalar sistemasi tuzishni talab qilmaydigan va 

faqat arifmetik hisoblashlar bajariladigan ancha sodda, (n+1) ta 

qo‘shiluvchidan iborat Lagranj interpolyatsion formulasidan 

foydalaniladi. 

Jadval ma’lumotlarining berilishiga qarab, teng va tengmas oraliqlar 

uchun Lagranj interpolyatsion formulalaridan foydalaniladi. 

Tengmas oraliqlar uchun Lagranj interpolyatsion formulasi: 

 

  



 




n

j

n

ji
i ij

i
jn

xx

xx
yxL

0 0

)(                                 (2.31) 

 

___________________________ 
2.   Autar Kaw, E.Erik Kalu “Numerical Methods with Applications:  

Abridged”, 2-nd  edition, 2011. 756 p. 
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(2.31) munosabatning nazariy  xatoligini aniqlash mumkin:  

,                   (2.32) 

 

bunda [a, b] va . 

 

Teng oraliqlar uchun Lagranj interpolyatsion formulasi: 

                                                   (2.33) 

bunda  ,  h = xi+1 – xi = const .   

(2.33) ning nazariy xatoligini aniqlash mumkin:  

.                     (2.34) 

Lagranj interpolyatsion formulasini qo‘llashda hisoblashlarni 

soddalashtirish uchun uni 2 qismga ajratib ham foydalanish mumkin: 

                                                          (2.35) 

Bunda  ga Lagranj interpolyatsion ko‘phadi deyiladi:  

(2.36) 

 

 

 

2.9.1-misolning 2.56-rasmdagi ma’lumotlaridan  v(16) shartni 

Lagranj interpolyatsion formulasidan topamiz.  

► a) 2 ta tugun nuqtani oladigan bo‘lsak, 1-tartibli Lagranj 

interpolyatsion formulasi hosil bo‘ladi. (2.35) va (2.36) formulalardan 

foydddalanamiz. 

        
)()()()()()()( 1100

1

0

tvtLtvtLtvtLtv
i

ii 
  

35.517)(      ;20

78.362)(      ;15

11

00





tvt

tvt

              

     

 

)(
)!1(

)(
)()()(

)1(

x
n

f
xLxfxR

n

nn 







))...()(()( 10 nxxxxxxx 

 



 




n

j

n

ji
i

jn
ij

it
yxL

0 0

)(

h

xx
t 0


)!1(

)(
))...(1()(

)1(
1









n

f
nttthxR

n
n

n





n

i

iin xfxLxf
0

)()()(

)(xLi

10

1
1

0
0 0

0 )(
tt

tt

tt

tt
tL

j
j j

j












 01

0
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m/s 69.39335.5172.078.3628.035.517
1520

1516
78.362

2015

2016
)16( 









v

 
b) 3 ta tugun nuqtani oladigan bo‘lsak, 2-tartibli Lagranj 

interpolyatsion formulasi hosil bo‘ladi. (2.35) va (2.36) formulalardan 

foydddalanamiz. 
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m/s  19.39235.517
1520

1516

1020

1016










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c) 3-tartibli Lagranj interpolyatsion formulasi yordamida  v(16) 
ni topamiz.  Bunda 4 ta tugunni olamiz. (2.35) va (2.36) formulalardan 

foydddalanamiz.  
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m/s   06.392         ◄ 

 

Mavzu yuzasidan savollar 

 

1. Approksimatsiyalash deganda nimani tushunasiz? 

2. Nuqtaviy  approksimatsiyalash  va uning turlarini sanab bering. 

3. Interpolyatsiya deganda nimani tushunasiz? 

4. Ekstropolyatsiya deganda nimani tushunasiz? 

5. Teng oraliqlar uchun Lagranj   interpolyatsion  formulasi  qanday 

tuzilishga ega? 

6. Tengmas oraliqlar uchun Lagranj   interpolyatsion  formulasi  

qanday tuzilishga ega? 

7. Lagranj   interpolyatsion  formulalarining  nazariy xatoliklari 

qanday aniqlanadi? 

 

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR: 

 

1.  
2

1
 ;

3

1
 ;

4

1
 ;

6

1
x  tugun nuqtalari boʻyicha tengmas oraliqlar uchun 

Lagranj interpolyatsion formulasidan foydalanib, xxf cos)(   

funksiyaning 
12

5
x  nuqtadagi taqribiy qiymatini toping va butun oraliq 

boʻyicha xatolikni baholang.  

2.  64  27;  ;8  ;1x  tugun nuqtalari boʻyicha tengmas oraliqlar uchun 

Lagranj interpolyatsion formulasiga ko‘ra 3)( xxf   funksiya ko‘phadini 

tuzing va 5x  nuqtadagi taqribiy qiymatini toping, butun oraliq boʻyicha 

xatolikni baholang.  
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3.  15  12;  ;10  ;9x  tugun nuqtalari boʻyicha tengmas oraliqlar uchun 

Lagranj interpolyatsion formulasidan foydalanib, xxf ln)(   funksiya 

ko‘phadini tuzing, bunda  609,15ln   ;099,13ln   ;693,02ln  qiymatlardan 

foydalaning. 

4.  3  ;1  ;0x tugun nuqtalarda xxxf  2)(  funksiyaning tengmas 

oraliqlar uchun Lagranj interpolyatsion ko‘phadini 2x  nuqtadagi 

xatoligini va butun oraliq boʻyicha xatolikni baholang. Funksiyaning 

taqribiy qiymatini hisoblang. 

5.  
1

4
   

83

21

y

x
 jadval asosida  )(xfy   funksiyaning tengmas 

oraliqlar uchun Lagranj interpolyatsion ko‘phadini tuzing va shu asosida 

funksiyaning )3(f  taqribiy qiymatini toping.  

 

TESTLAR 

 

1. Interpolyatsion koʻphadning qoldiq hadi yoki xatoligi tugun 

nuqtalarda nimaga teng bo‘ladi? 

A)   𝑅𝑛(𝑥) = −1        B) 𝑅𝑛(𝑥) = 0         C)  𝑅𝑛(𝑥) = 1       D)  𝑅𝑛(𝑥) = 2. 
 

2. Agar 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛- nuqtalar teng oraliqlar boʻyicha joylashgan 

boʻlsa, u holda qanday belgilash kiritib, Lagranj interpolyatsion 

koʻphadini hisoblashni soddalashtirish mumkin? 

A) 𝑥 + 𝑥0 = 𝑡 ∙ ℎ     B) ℎ(𝑥 − 𝑥0) = 𝑡      C) 𝑥 − 𝑥0 = 𝑡 ∙ ℎ     D)  𝑥 − ℎ ∙

𝑥0 = 𝑡 
 

3. f(x) funksiya (0.25;4), (0.5;8) nuqtalardagi qiymati berilgan. Teng 

oraliqlar uchun Lagranj interpolyatsion ko‘phadi bo‘yicha f(0.3) 

ning taqribiy qiymati qanday hisoblanadi? 

A) 𝑓(0.3) ≈ 𝐿𝑛(0.1)                   B) 𝑓(0.3) ≈ 𝐿𝑛(0.2) 

C)  𝑓(0.3) ≈ 𝐿𝑛(0.3)                  D)  𝑓(0.3) ≈ 𝐿𝑛(0.4) 

4. Jadvaldagi interpolyatsiya tugunlari soni 8 ta boʻlsa, u holda 

qidirilayotgan koʻphadning darajasi nechaga teng boʻladi? 

A) 9                    B)  8                   C) 7                  D) 6 

5. 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 – nuqtalar qanday nomlanadi? 

           A)  Determinatsiya tugunlari              B)  Interpolyatsiya tugunlari                                 

           C) Approksimatsiya tugunlari             D) Matematika tugunlari 
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3.1-§. Boshlang‘ich funksiya. Aniqmas integral. Integrallash usullari  

 

3.1.1. Boshlang‘ich funksiya. Aniqmas integral 

 

 Faraz qiling, biz differensiallashni teskarisini bajaramiz, ya’ni 

hosilasi berilgan funksiyaga teng bo‘lgan funksiyani izlaymiz. Bunga 

antidifferensiallash (boshlang‘ich funksiyani topish) deyiladi. 

 Bizga )(xf  funksiya berilgan bo‘lsin. Boshqa )(xF  funksiyani 

shunday aniqlaymiz: )(xF  funksiyaning hosilasi )(xf  ga teng, ya’ni 

)()( xfxF  . 

 Misol, agar xxf 2)(   bo‘lsa, u holda uning  boshlang‘ich funksiyasi 
2)( xxF   bo‘ladi, chunki  .2)()( 2 xxxF    

Biroq boshqa bir funksiyaning hosilasi  ham x2  bo‘lishi mumkin, 

aytaylik, quyidagi funksiyalarning:   52  xy     yo    12  xy     yoki    

5602  xy . 

Sababi  2x  ning hosilasi x2 , o‘zgarmas sonlarning hosilasi esa nolga teng. 

Shuning uchun ham xxf 2)(   funksiyaning boshlang‘ich funksiyasini 

umumiy ko‘rinishda  СxxF  2)(   deb yoziladi, bunda constC .  

3.1-teorema.   )()( xfСxF 


 o‘rinli bo‘lsa, СxF )(  funksiyalar 

to‘plami )(xf ning boshlang‘ich funksiyasi bo‘ladi.  С o‘zgarmas songa 

integrallash o‘zgarmasi deyiladi. 

  

Natija: Agar )(xF  va )(xG  funksiyalarning hosilalari bir xil bo‘lsa, 

u holda ular o‘zgarmas songa farq qiladi:   СxGxF  )()( . 

Agar )(xF  funksiya )(xf ning boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsa, uni  

CxFdxxf  )()(                                    (3.1) 

ko‘rinishda yozamiz. (3.1) tenglik x  o‘zgaruvchiga nisbatan )(xf ning 

aniqmas integrali СxF )( ga teng deb o‘qiladi.  belgi integral belgisi va 
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integral olish uchun buyruq, )(xf  integral ostidagi funksiya va dx  esa 

integrallash x  o‘zgaruvchi bo‘yicha bajarilishini bildiradi. Chap 

tomondagi ifodaga aniqmas integral deyiladi. 

 

3.2-teorema. Aniqmas integralning ba’zi qoidalari 

10.   O‘zgarmas sonning integrali:     Ckxdxk   ; 

20.  Darajali funksiyaning integrali:  C
n

x
dxx

n
n 






 1
 

1

,     1n ; 

30.  Natural logarifm qoidasi:  Cxdx
x

 ln 
1

,     0x ; 

40.  Eksponensial funksiya qoidasi:  Ce
a

dxe axax 
1

,   0a . 

 

Darajali funksiya nx  ning integralini hisoblaganimizda daraja 

ko‘rsatkichiga 1 ni qo‘shib, hosil bo‘lgan darajaga bo‘lamiz, faqat 1n  
da integral bu qonuniyat asosida hisoblanmaydi:  

.0   ,ln
1

 xCxdx
x

 

Aniqmas integralning xossalari: 

10.   O‘zgarmas ko‘paytuvchini integral belgisidan tashqariga  

       chiqarish mumkin:   dxxfkdxxfk )( )( ; 

20.  Funksiyalar algebraik yig‘indisining integrali shu funksiyalar  

       integrallarining algebraik yig‘indisiga teng: 

  dxxdxxfdxxxf )()( ])()([  . 

Integrallashdagi C o‘zgarmas son ba’zi amaliy masalalarda 

ahamiyatli hisoblanadi. Shuning uchun bunday masalalarda funksiyaning 

aniqmas integralini C ga nisbatan yechib, nuqtani aniqlab olishimiz 

mumkin. Bu nuqtaga boshlang‘ich shart deyiladi.  

 

3.1.1-misol. 32)(  xxf   funksiyaning 2)1( f  nuqtadagi 

boshlang‘ich funksiyasini toping.  

Yechilishi: ►  Aniqmas integralni hisoblaymiz va quyidagi tenglikni 

Cxxdxx  3)32( 2
 

hosil qilamiz. Endi  funksiyaning 2)1( f  nuqtadagi qiymatini topiamiz. 

Cxxxf  3)( 2

    ⇒     C 1312 2

     ⇒    6C . 
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3.1-rasm.  funksiyaning grafiklari 

 

Bundan aytish mumkinki,  funksiyaning  nuqtadagi 

boshlang‘ich funksiyasi  dan iborat ekan (3.1-rasm).   ◄ 

 

3.1.2. Bevosita va differensial belgisi ostiga kiritib integrallash 

 

Agar funksiyaning integralini hisoblashda integrallash jadvalidan 

foydalanib, to‘g‘ridan-to‘g‘ri hisoblash mumkin bo‘lsa, unga bevosita 

integrallash deyiladi.  

Integrallash jadvali: 

1. Cudu                                       2.    1     ,
1

1







 nC
n

u
duu

n
n

      

3. C
uu

du


1
2                                  4.    Cu

u

du
 2       

5.   Cu
u

du
 ln                               6.    C

a

a
dua

u
u  ln

      

7.   Cedue uu                              8.  Cuudu  cossin  

9.   Cuudu  sincos                     10.  Ctgu
u

du
 2cos

 

11.  Cctgu
u

du
 2sin

                   12.   C
u

tg
u

du
 2

ln
sin

 

13. C
u

tg
u

du









 22

ln
cos


           14.   Cutgudu  cosln  

15. Cuctgudu  sinln                   16.   C
a

u
arctg

aau

du



1

22  

17.  C
au

au

aau

du







 ln
2

1
22             18.  C

a

u

ua

du



 arcsin

22
 

Cxxxf  3)( 2

32)(  xxf 2)1( f

63)( 2  xxxf
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19.  Cauu
au

du





22

22
ln .   20. C

bxa

x

abxax

dx





 ln
1

)(
  

21. C
bxa

x

abxaabxax

dx








 ln
1

)(

1

)(
 

22  

22. Caxxaaxxdxax 




 

2222222 ln
2

1
  

23. Cbxaabx
b

dxbxax  2
3

2
))(23(

15

2
  

24. Cbxaaabxxb
b

dxbxax  2
3

222

3

2 ))(81215(
105

2
  

25. Cbxaabx
bbxa

xdx



 )2(

3

2
 

2  

26. Cbxaaabxxb
bbxa

dxx



 )843(

15

2
 222

3

2

. 

 

3.1.2-misol. Quyidagi aniqmas integrallarni hisoblang: 

a) ;       b)  ;         c) dxxx 32 . 

Yechilishi: ► Jadvaldagi mos formulalarga qo‘yib, integrallarni 

hisoblaymiz: 

       a)    

        b)   

         c) Cxxdxxx  2
3

)32)(49(
135

2
32 .                             ◄ 

 

Integrallashda differensial belgisi ostiga kiritish usuli. Differensial 

belgisi ostiga kiritish usulida integral ostidagi ifodani quyidagicha 

almashtirish mumkin:    )()( axdaxddx , 

                            
   )(

1
)(

1
)(

1
akxd

k
akxd

k
kxd

k
dx , 

  )(
2

1
)(

2

1
)(

2

1 222 axdaxdxdxdx , 

  dxxx )42(
5 3

  dx
x

x x )5
2

(
3

7

;4
8

5
4

1
5

3
)42(

5 82

1
5

3

25 3 CxxxCx
x

xdxxx 




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

.
5ln
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8
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3 2
8

1
3

1

8

3

7 Cx
x

C
xx

dx
x

x
xx

x 








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  )(sincos xdxdx ,       ...   , )(ln  xd
x

dx
 

3.1.3-misol. Integrallarni hisoblang: a)  xx

dx

ln
;     b)

  
 

Yechilishi:►  a)  Cx
x

xd

xx

dx
  )ln(ln 

ln

)(ln

ln
. 

                                      
b) 

  

Cexdedxxe xxx  


222

2

1
)(

2

1 2
.    ◄ 

 

3.1.3. O‘zgaruvchini almashtirib integrallash va bo‘laklab 

integrallash usullari 

 

O‘zgaruvchini almashtirib integrallash usuli. Jadvalda 

berilmagan  dxxf )(  integralni hisoblash kerak bo‘lsin. x  ni t  erkli 

o‘zgaruvchining biror differensiallanuvchi funksiyasi sifatida ifodalab, 

integrallashda yangi t  o‘zgaruvchini kiritamiz.  
)(tx  ,  u holda tenglikning har ikki tomonini differensiallasak  

dttdx )(   hosil bo‘ladi. Topilganlarni integraldagi x  va dx  larning 

o‘rniga qo‘yamiz:           

  dtttfdxxf )()]([)(  .                               (3.2) 

Shunday qilib, integral   yangi   t    o‘zgaruvchi bo‘yicha hisoblanadi. 

Tenglikning o‘ng qismida integrallashdan so‘ng yana eski x  

o‘zgaruvchiga qaytiladi. 

         3.1.4-misol. Integralni hisoblang:     dx
x

x

3 sin

cos
. 

Yechilishi: ► (3.2) formuladan foydalanamiz: sinx=t deb 

belgilaymiz. 

CxCtC
t

t

dt

x

xd
dx

x

x




 



3 23

21
3

1

3

133
sin

2

3

2

3

1
3

1sin

)(sin

sin

cos
  ◄ 

Bo‘laklab integrallash usuli. )(xuu   va  )(xvv   funksiyalar 

berilgan bo‘lsin. Bu ikki funksiya ko‘paytmasini differensiallaymiz:  

             uvvuvu  )(    
        yoki      duvdvuvud  )(  

bundan         duvvuddvu  )(      kelib chiqadi. 

Oхirgi tenglikning ikkala tomonini integrallaymiz va quyidagini topamiz: 


 dxxe x2
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  duvvuddvu )( ,  

bunda    vuvud  )(  o‘rinli.   Natijada  

  duvuvudv
                                       

(3.3) 

bo‘laklab integrallash formulasi hosil bo‘ladi. 

  Odatda, (3.3) formula integral ostidagi funksiya turli sinfdagi 

funksiyalar ko‘paytmasidan, masalan, darajali va ko‘rsatkichli, darajali va 

trigonometrik, trigonometrik va ko‘rsatkichli va hakozo funksiyalarning 

ko‘paytmasidan iborat bo‘lganda qo‘llaniladi. Bunday integrallarning 

ikki turini ajratib ko‘rsatish mumkin, ularda qaysi funksiyani u  deb va 

nimani dv  deb qabul qilishni aniqlab olamiz.   

     Birinchi tur bo‘laklab integrallashda integral ostidagi ifoda )(xPn

ko‘phad bilan ko‘rsatkichli yoki ko‘phad bilan trigonometrik 

funksiyaning ko‘paytmasidan iborat bo‘lsa, u holda u  orqali )(xPn

ko‘phad belgilanadi, qolgan hamma ifoda dv  deb olinadi:  

         3.1.5-misol. Integralni hisoblang:     dxxx 2cos . 

Yechilishi: ► 

  







 dx

xxx

v
x

dvxdx

dudx

ux
dxxx

2

2sin

2

2sin

2

2sin
2cos

      2cos  

.2cos
4

1
2sin

2

1

4

2cos

2

2sin
CxxxC

xxx









     ◄ 

         3.1.6-misol. Integralni hisoblang: 
 dxex x

.  

Yechilishi:►   







 





 dxexe
ve

dvdxe

dudx

ux
dxex xx

x

x

x        

).1(  

 xeCexeCdxexe xxxxx
  ◄ 

         Ikkinchi tur bo‘laklab integrallashda integral ostidagi ifoda 

)(xPn ko‘phad bilan logarifmik funksiya yoki ko‘phad bilan teskari 

trigonometrik funksiyaning ko‘paytmasidan iborat bo‘lsa, unda dv  bilan 

dxxPn )(  ifoda belgilanadi, qolgan hamma ifoda u   deb olinadi:  

         3.1.7-misol. Integralni hisoblang:  dxxx ln3
.  

Yechilishi: ►  







 dx

x

xxx

v
x

dvdxx

dudx
x

ux
dxxx

1

44

ln

4

      1
ln

ln
44

4

3

3
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.)25.0(ln
4

1

16

1
ln

4

1

4

1

4

ln 4443
4

CxxCxxxdxx
xx

    ◄ 

Agar bo‘laklab integrallashni bir necha marta bajarishga to‘g‘ri 

kelsa, u holda jadval ko‘rinishida integrallash maqsadga muvofiq bo‘ladi: 

3.1.8-misol. Integralni hisoblang:  dxex x23
.  

Yechilishi: ►  Bu integralni hisoblash uchun 3 marta bo‘laklab 

integrallash formulasini qo‘llaymiz: 

1)    







 dxexex

ve

dvdxe

dudxx

ux
dxex xx

x

x

x 2223
2

2

2

3

23

2

3

2

1

2

1      
3

 

2)    







 dxxeex

ve

dvdxe

duxdx

ux
dxex xx

x

x

x 222
2

2
2

22

2

2

2

1

2

1      
2

   

3)   







 dxexe

ve

dvdxe

dudx

ux
dxex xx

x

x

x 22
2

2

2

2

1

2

1

2

1       

4) Cedxe xx 
22

2

1
. 

5) Topilganlarni joy-joyiga qo‘ysak, quyidagi natijani olamiz:
 

 

 

Agar bu integrallarni quyidagi jadval yordamida hisoblaydigan 

bo‘lsak, juda oson chiqadi: 

 
 

.
8

3

4

3

4

3

2

1

16

6

8

6

4

3

2

1 23222222323 CxxxeCexeexexdxex xxxxxx 







 ◄ 

 

 

.
8

3

4

3

4

3

2

1

16

6

8

6

4

3

2

1 23222222323 CxxxeCexeexexdxex xxxxxx 








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Mavzu yuzasidan savollar: 

 

1. Berilgan funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi deb nimaga aytiladi? 

2. Berilgan funksiyaning aniqmas integrali deb nimaga aytiladi? 

3. Aniqmas integralning eng sodda хossalarini keltiring. 

4. Aniqmas integralda bo‘laklab integrallash formulasini keltirib 

chiqaring. 

5. Aniqmas integralda o‘zgaruvchilarni almashtirish usulini 

tushuntiring. 

6. Bevosita integrallash usulini bayon qiling. 

7. Differensial belgisi ostiga kiritish usuli nimadan iborat? 

 

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR 

 

1. ( ) 3 1xf x    funksiyaning (1;1)N  nuqtadan o‘tuvchi ( )F x  boshlangich 

funksiyasini toping. 

 

2. Differensial belgisi ostiga kiritib, integrallang: 

a) 
2

2 1

x
dx

x 
 ;             b)   


dx

x

x 3ln
              c)  

3 2xe x dx . 

 

3. Bevosita jadvaldan foydalanib, integralni hisoblang: 

a) 
53 5x x dx
x

 
  

 
 ;     b)  








 dxx

x

x
2

5 3 2
2

;    c)  












 dx

x
xx 1

1

3
. 

 

     4. Bo‘laklab integrallash formulasidan foydalanib, hisoblang: 

         a) 
 dxxe x2

                b)   dxxx 2cos              c)   dxxx 3ln . 

 

     5. Yangi o‘zgaruvchi kiritib, integralni hisoblang: 

          a) 
 2

2

1
arcsin

x

dx
x      b)   dx

x

x
2cos

sin
                c)   

dx
x

x
4

3

2
. 
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TESTLAR 

 

1.  
3

8 25

x dx

x 
  integralni hisoblang.  

A) C
x

arctg 
520

1 4

           B)  C
x

arctg 
55

1 4

     

    C)  
1

5
2sin

ctgx C
x

            D)  arc ( 2)tg x C   

2. 2

1
( )f x

x
  funksiyaning 0 (1;2)M  nuqtadan o‘tuvchi 1( )F x  boshlang‘ich 

funksiyasini toping. 

    A)  
1 2

1
( ) 3F x

x
                       B)  

1

1
( ) 6F x

x
        

    C)  
1

1
( ) 8F x

x
                   D)  

1

1
( ) 3F x

x
   

 

3. 
2 4 5

dx

x x 
   integralni hisoblang.  

A)   C
x

arctg 
520

1 4

               B)  C
x

arctg 
55

1 4

     

    C)  
1

5
2sin

ctgx C
x

               D)  arc ( 2)tg x C   

 

4. Bo‘laklab integrallash formulasini aniqlang: 

                   A)   vduuvudv            B) udv uv vdu      

                   C) vdu uv vdu                D)   uduuvudv  

 

   5.   
2

x xe e dx  integralni hisoblang.  

           A) 1 12 22
2 2

x xe x e C              B) 
1 12 2
2 2

x xe x e C      

           C) 12 22
2

x xe x e C                D) 
1 12 23
2 2

x xe x e C    
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3.2-§. Kasr-ratsional va ba’zi irratsional funksiyalarni integrallash 

      

4.2.1. Kasr-ratsional funksiyalarni sodda kasrlarga ajratish 
 

nn

nnn

n axaxaxaxaxP  



1

2

2

1

10 ...)(                         (3.4) 

ko‘rinishidagi funksiyaga 𝒏 − darajali ko‘phad deyiladi, bunda

 nn aaaaa ,,...,,, 1210 ko‘phadning koeffitsiyentlari,   𝑛  soni daraja 

ko‘rsatkichi deyiladi.  

         (3.4) shakldagi ikkita ko‘phadning nisbatiga kasr-ratsional 

funksiya yoki ratsional kasr deyiladi: 

nn

nnn

mm

mmm

n

m

axaxaxaxa

bxbxbxbxb

xP

xQ
xR














1

2

2

1

10

1

2

2

1

10

...

...

)(

)(
)(                (3.5) 

Agar ratsional kasrning suratidagi ko‘phadning daraja ko‘rsatkichi 

mahrajidagi ko‘phad daraja ko‘rsatkichidan kichik nm  bo‘lsa, unga 

to‘g‘ri ratsioanl kasr, agar nm   bo‘lsa, noto‘g‘ri ratsional kasr 

deyiladi. 
)(xR  ratsional kasr to‘g‘ri va noto‘g‘ri ratsional kasrga ajratiladi. 

Agar )(xR  to‘g‘ri ratsional kasr bo‘lsa, uni to‘g‘ridan - to‘g‘ri integrallab 

ketiladi. Agar )(xR  noto‘g‘ri ratsional kasr bo‘lsa, u holda  ko‘phadni 

ko‘phadga bo‘lish amalidan foydalanamiz, ya’ni kasrning suratini  

mahrajiga  bo‘lib, uning butun qismini ajratib olamiz: 

)(

)(
)(

)(

)(
)(

xP

xr
xq

xP

xQ
xR

nn

m   

bu yerda )(xq kasrning butun qismi, u son yoki ko‘phad bo‘lishi 

mumkin, 
)(

)(

xP

xr

n

 esa to‘g‘ri kasrdan iborat bo‘ladi. Natijada,  noto‘g‘ri 

ratsional kasrni integrallash masalasi ko‘phad va to‘g‘ri ratsional kasrni 

integrallashga keltiriladi. 

To‘g‘ri ratsional kasrlarga oddiy kasr-ratsional funksiyalar  

deyiladi:  I.     
ax

A


,  

      II.    )sonbutun  va2(     ,
)(




k
ax

A
k  

    III.    )04ntidiskreminamaxrajning(   , 2

2





qpD

qpxx

BAx
. 

      ІV.     
kqpxx

BAx

)( 2 


,   ).0,butunva2(  Dk   

Bu yerda  A, B , a , p, q   -  haqiqiy sonlar. 
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 Ushbu kasr-ratsional funksiyalarning integrallarini hisoblaymiz: 

 I.  CxAdx
ax

A


 2ln .                                                                         

II. 
 

 
  

C
axk

A
dxaxAdx

ax

A
k

k

k










 1
1

. 

III.    integralda 0A  bo‘lsa, kasrning suratida  

mahrajining hosilasini keltirib chiqaramiz va integrallaymiz: 

► 

 

2 2 2

2
2

2

2 2

B
x p p

Ax B A A x pA
dx dx dx

x px q x px q x px q

 
       

       
 

 

  








































42

2
ln

22 22

2

2
p

q
p

x

dxAp
Bqpxx

A

qpxx

dxAp
B  

Oxirgi integralda  0   0
4

4

4

22




 D
pqp

q  bo‘lgani uchun, jadvaldagi 

  22 au

du
 integralga keladi. Demak, 

  C
pq

px
arctg

pq

ApB
qpxx

A
dx

qpxx

BAx














 22

2

2
4

2

4

2
ln

2
.  (3.6)◄ 

 3.2.1-misol. dx
xx

x
 



2682

23
2  integralni hisoblang. 

 Yechilishi: ► Kasrning suratida mahrajining hosilasiga teng 

ifodani hosil qilib olamiz. 

 
















22222 3)2(

4
134

42

4

3

134

3

4
442

4

3

134

23

2

1

x

dx
dx

xx

x
dx

xx

x

dx
xx

x

 
 

  C
x

arctgxx 



3

2

3

4
134ln

4

3 2
.◄     

 

IV.     kqpxx

BAx

)( 2 


,   )0,butunva2(  Dk  kasrni intagrallaymiz. 

► 
    













 





























kkk

pqp
x

dxAp
Bdx

qpxx

pxA
dx

qpxx

BAx

4

4

2

2

2

2 2222
. 

dx
qpxx

BAx
 


2
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Bunda  
    122 )1(

1

2

2

2








 kk

qpxxk

A
dx

qpxx

pxA
, oxirgi integralda  esa   

2

4
,

2

2pq
a

p
xu


   almashtirish bajaramiz. Shunda quyidagi 

integralga kelamiz: 

 
 
       















du
au

u

aau

du

a
du

au

uau

aau

du
kkkk 22

2

2122222

222

222

111
. 

 

Bunda 1-integral berilgan integralning tartibi bittaga kamaygan holi, 

ikkinchi integralni bo‘laklab integrallash mumkin. 

  Natijada, quyidagi rekkurent formulani hosil qilamiz: 

 

      









1222122222 )1(2

32

)1(2
kkk

au

du

ka

k

auka

u

au

du
.        (3.7)◄ 

 

Eslatma. Agar mahrajda cbxax 2
  ko‘phad bo‘lsa, u holda a qavsdan 

tashqariga chiqariladi:   









a

c
x

a

b
xacbxax 22

 

  3.2.2-misol. 
 

dx
xx

x





22 52

37
 integralni hisoblang. 

 Yechilishi: ►  

       
















222222222 2)1(

4
52

22

2

7

52

7

6
222

2

7

52

37

x

dx
dx

xx

x
dx

xx

x

dx
xx

x
. 

Birinchi qo‘shiluvchi    

  52

1

2

7

52

22

2

7
222 





 xx

dx
xx

x
 ga teng. 

Ikkinchi integral uchun (3.7) rekkurent formulani qo‘llaymiz: 

 

   

















 2222222222 2)1(

)1(

)12(22

322

2)1()12(22

1

2)1( x
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Demak, 
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 3.2.2. Integrallashda noma’lum koeffitsiyentlar usuli 

 

 Ma’lumki, har qanday haqiqiy koeffitsiyentli ko‘phadni quyidagi 

ko‘paytma shaklida ifodalash mumkin: 
st

ss

tkk

n qxpxqxpxxxaxP )(...)()(...)()( 2

11

2

10
11  


    (3.8) 

bu yerda  ,...,1 lar ko‘phadning kk ,...,1  karrali haqiqiy ildizlari, 

),1(,04
2

siqp ii  va nttkk s  2...2... 11  . 

3.3-teorema. (To‘g‘ri kasrni oddiy kasrlar yig‘ndisiga ajratish 

haqida). Mahraji (3.8) ko‘rinishda bo‘lgan har qanday to‘g‘ri ratsional 

kasrni I-IV turdagi oddiy kasrlar yig‘indisiga yoyish mumkin. Bu 

yoyilmada )(xPn  ko‘phadning har bir rk  karrali r  haqiqiy ildiziga               

     
31 2

2 3
... r

r

k

k

r r r r

AAA A

x x x x   
  

   
                  (3.9)       

ko‘rinishdagi rk ta oddiy kasrlar yig‘indisi mos keladi.  ko‘phadning 

har bir juft qo‘shma - kompleks ildiziga   

     
3 31 1 2 2

2 32 2 2 2
...

t t

t

M x NM x NM x N M x N

x p x q x p x q x p x q x p x q

 



       

 
   

       
   (3.10) 

ko‘rinishdagi t  ta oddiy kasrlar yig‘indisi mos keladi. 

 Demak, integral ostidagi ( )R x  to‘g‘ri ratsional kasrni (3.9) va (3.10) 

formulalar asosida noma’lum koeffitsiyentli oddiy kasrlarga yoyiladi. 

So‘ngra bu kasrlarga umumiy mahraj to‘planadi. Yoyilmadagi , ,A M N  

koeffitsiyentlar ayniyatga keltirilib, aniqlanadi.  

3.2.3-misol. 

2

2

3 2

( 1)

x x
dx

x x

 

  integralni hisoblang. 

 Yechilishi:► Mahrajdagi ko‘phadning 0x   bir karrali va 1x    

ikki karrali haqiqiy ildizlari borligi uchun (3.9) ga ko‘ra quyidagicha 

oddiy kasrlarga ajratamiz: 
2

2 2

3 2

( 1) ( 1) 1

x x A B C

x x x x x

 
  

  
. 

Unga umumiy mahraj berib, suratdagi ko‘phadlarni tenglaymiz: 
2 2 23 2 2x x Ax xA A Bx Cx Cx         

   2 23 2 2x x x A C x A B C A        . 

 Noma’lum koeffitsiyentlar usulidan foydalanamiz,  ning darajalari 

oldidagi koeffitsiyentlarni tenglaymiz: 

)(xPn

x
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Bundan ,  .  

 Demak,          

.◄ 

3.2.4-misol.   integralni hisoblang. 

    Yechilishi: ► Integral ostida ifoda to‘g‘ri ratsional kasr bo‘lib, u  І 

turdagi sodda kasrlar yig‘indisiga ajraladi: 

,  

 bundan        

A, B, D koeffitsiyentlarni topish uchun o‘rniga qo‘yish usulidan 

foydalanamiz: 

         bo‘lganda , bundan  

        bo‘lganda  bundan   

         bo‘lganda,  bundan   

Shunday qilib , quyidagini hosil qilamiz : 

 

.◄ 

3.2.5-misol.  integralni hisoblang. 

  Yechilishi: ► Integral ostida to‘g‘ri ratsional kasrning mahrajidagi 

ko‘phadni ko‘paytuvchilarga ajratamiz va sodda kasrlar yig‘indisi 

shaklida ifodalaymiz: 

 

Umumiy mahraj berib, suratlarini tenglaymiz: 

 

. 2:

;32:

;1:
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

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1x ,34 B ;
3

4
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2x ,67 D .
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A, M, N  koeffitsiyentlarni topish uchun yuqoridagi usullarni birga 

qo‘llaymiz: 

 

Bundan ,   va  . 

Endi integralni hisoblaymiz: 

 

 

 

.◄ 

Eslatma. Ratsional kasrni integrallash 4 qadamdan iborat: 
1) Ratsional kasrning to‘g‘ri yoki noto‘g‘ri kasr ekanligini  

tekshiramiz, agar  noto‘g‘ri kasr bo‘lsa, uning butun qismini ajratib, 

ko‘phad va to‘g‘ri ratsional kasr hosil qilamiz; 

2) To‘g‘ri ratsional kasrni  oddiy kasrlar  yig‘indisiga ajratamiz; 

3) Ayniyatni tenglab, koeffitsiyentlarini topamiz; 

4) Hosil bo‘lgan ifodani integrallaymiz. 

 

3.2.3. Ba’zi irratsional funksiyalarni integrallash 

 

Har qanday irratsional funksiyadan tog‘ridan-to‘g‘ri integral olib 

bo‘lmaydi. Shunday irratsional funksiyalar borki, ularda shakl 

almashtirishlar bajarib, kasr-ratsional funksiyalar ko‘rinishiga keltiramiz 

va integralini hisoblaymiz. Quyida bir nechta shakl almashtirishlarni 

o‘rganib chiqamiz:  

I. Ushbu , (bu yerda R-

ratsional funksiya, a, b, c , d - o‘zgarmas sonlar,  ri ,  si  musbat butun 

sonlar) integralni  almashtirish yordamida ratsional kasr 

. 124:
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
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ko‘rinishiga keltirish mumkin. Bu yerda m  -    kasrlarning 

umumiy mahraji, ya’ni ),...,,( 21 nsssEKUKm  . 

 integralni hisoblash uchun esa  

almashtirish bajaramiz va ratsional kasrga keltiramiz.  

3.2.6-misol. dx
x

x


 44 3
 integralni hisoblang.  

       Yechilishi: ► 4)4 ,2(  EKUKm  bo‘lgani uchun,  

 

.◄ 

II.  ko‘rinishidagi integralni hisoblaymiz.  

 Dastlab, kasrning suratida ildiz ostidagi kvadrat uchhadning 

differensialini hosil qilamiz ( ), kvadrat uchhaddan to‘la kvadrat 

ajratamiz: 

 

. 

Agar   bo‘lsa, oxirgi integralni  

integralga keltirib hisoblaymiz. 

Agar   bo‘lsa, u holda   integralga 

keltirib hisoblaymiz. 

  3.2.7-misol.  integralni hisoblang. 

Yechilishi: ► 

 

◄ 
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 3.2.8-misol.  integralni hisoblang. 

 

        Yechilishi:  ► Qulaylik  uchun, avval  ni ildizdan chiqarib olamiz. 

. 

Hosil bo‘lgan integralni hisoblaymiz. 

 

 

Demak, .◄ 

 

 III. Agar integral     ko‘rinishda bo‘lsa, uni 

  almashtirish yordamida hisoblash qulay. 

 

3.2.9-misol.  integralni hisoblang. 

       Yechilishi: ► 

 

 

.               ◄ 
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3.3-§. Trigonometrik funksiyalarni integrallash 

 

3.3.1. Trigonometrik ifodalarni integrallashda universal 

almashtirish 

 

Agar faqat trigonometrik funksiyalar qatnashgan ratsional ifoda 

berilgan bo‘lsa, uni har doim trigonometrik formulalardan foydalanib, 

𝑠𝑖𝑛𝑥 va 𝑐𝑜𝑠𝑥 orqali ifodalash mumkin. Bu ifodani 𝑅(𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥) deb  

belgilaymiz. Ushbu  dxxxR )cos,(sin  turdagi integralni z
x

tg 
2

  o‘rniga 

qo‘yish bilan  𝑧  o‘zgaruvchili kasr-rasional funksiyaning integraliga 

keltirish mumkin.  

Agar  z
x

tg 
2

 belgilash kiritsak, undan x  ni topib olamiz: arctgzx 2  

Tenglikni har ikki tomonini differensiallaymiz va dx  ni aniqlaymiz:

21

2

z

dz
dx


 .  𝑠𝑖𝑛𝑥 va 𝑐𝑜𝑠𝑥 larni ham yarim burchak tangensiga 

almashtiramiz va berilgan integralga qo‘yamiz: 
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Natijada  quyidagini hosil qilamiz: 
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3.3.1-misol. Ushbu     1cos3sin xx

dx
  integralni hisoblang. 

 

         Yechilishi: ► (3.11) almashtirishdan foydalanamiz:  
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 almashtirish 𝑅(𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥) ko‘rinishdagi har qanday 

funksiyani integrallashga imkon beradi, shuning uchun uni universal 



145 
 

trigonometrik almashtirish deyiladi. Biroq amaliyotda bu almashtirish 

ancha murakkab ratsional funksiyaga olib keladi. Shuning uchun  

ko‘pincha undan foydalanmasdan, integralning turiga qarab, mos 

soddaroq almashtirishlardan foydalaniladi. 

a) Agar 𝑅(𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥) funksiya  𝑠𝑖𝑛𝑥 ga nisbatan toq bo‘lsa, 

ya’ni  𝑅(−𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥) = −𝑅(𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥) bo‘lsa, u holda  

                                 (3.12) 

o‘rniga qo‘yishdan foydalaniladi.  

3.3.2-misol.  integralni hisoblang. 

Yechilishi: ► Integral ostidagi  funksiya sinx ga nisbatan toq 

funksiya. Shuning uchun   (3.12) almashtirishni bajaramiz: 

 ◄ 

b) Agar  𝑅(𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥) funksiya  𝑐𝑜𝑠𝑥   ga nisbatan toq bo‘lsa, ya’ni 

𝑅(𝑠𝑖𝑛𝑥,−𝑐𝑜𝑠𝑥) = −𝑅(𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥) bo‘lsa, u holda                

                                       (3.13) 

o‘rniga qo‘yishdan foydalaniladi. 

c)  Agar 𝑅(𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥) funksiya 𝑠𝑖𝑛𝑥 va 𝑐𝑜𝑠𝑥 ga nisbatan juft bo‘lsa, 

ya’ni   𝑅(−𝑠𝑖𝑛𝑥, −𝑐𝑜𝑠𝑥) = 𝑅(𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥)  bo‘lsa, u holda 

                         (3.14)              

almashtirishdan foydalaniladi. Bu holda  

𝑠𝑖𝑛2𝑥 =
𝑡𝑔2𝑥

1 + 𝑡𝑔2𝑥
=

𝑧2

1 + 𝑧2
,   𝑐𝑜𝑠2𝑥 =

1

1 + 𝑡𝑔2𝑥
=

1

1 + 𝑧2
. 

 3.3.3-misol.   integralni hisoblang. 

Yechilishi: ►Integral belgisi ostidagi funksiya juft funksiya, 

shuning uchun  (3.14) almashtirishni bajaramiz.  

 

.◄ 

dzxdxzx  sin,cos




 dx
x

x
I
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

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2

1

2

)1(
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z
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






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  2cosln3cos2

2

cos
2ln32

22

3
2

22
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21
,,

z

dz
dxarctgzxztgx
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



x
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I

2sin1


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
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






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22

2

2

2
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1
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12

1

21

1

1
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1
1

1
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z
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z

zz
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dz

z

z
z

dt

x
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I

CtgxarctgCZarctgC
z
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2
2
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2

2

1

2

1

1

2
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3.3.2. Ba’zi trigonometrik funksiyalarni integrallashdagi xususiy 

sodda almashtirishlar 

 

Agar ikkala n va m ko‘rsatkichlar juft va nomanfiy bo‘lsa,  u holda  

trigonometriyadan ma’lum bo‘lgan  

                    (3.15)              

darajani pasaytirish formulalaridan foydalanamiz. 

3.3.4-misol
 

 integralni hisoblang. 

Yechilishi:► Darajani pasaytirish uchun (3.15) formuladan 

foydalanamiz: 

 

 ◄ 

Quyidagi ko‘rinishdagi integrallarni qarab chiqamiz: 

 

Bunday integrallarni hisoblash uchun  trigonometrik funksiyalarning 

ko‘paytmasini yig‘indiga almashtiruvchi formulalar qo‘llanadi: 

 

 

 

3.3.5-misol
 

  integralni hisoblang. 

Yechilishi: ►Integral ostidagi ko‘paytmani yig‘indiga almashtirib 

integrallaymiz. 

 

.◄ 

sin
cos

; cos
cos2 21 2

2

1 2

2
x

x
x

x







 xdxI 4sin

  






 
  dxxxdx

x
dxxxdxdI 2cos2cos21

4

1

2

2cos1
)(sinsin 2

2

224








 
  C

x
x

x
xdx

x
x

4

4sin

8

1

8

1

2

2sin

2

1

4

1

2

4cos1
2cos21

4

1

.4sin
32

1
2sin

4

1

8

3
Cxxx 

.sinsin

,cossin

,coscos













mxdxnx

mxdxnx

mxdxnx

 xmnxmnmxnx )sin()sin(
2

1
cossin 

 xmnxmnmxnx )cos()cos(
2

1
coscos 

 xmnxmnmxnx )cos()cos(
2

1
sinsin 

  xdxxI 2cos3sin

    Cx
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dxxxxdxxI cos
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1

5
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2

1
sin5sin

2

1
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2

1

1
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3.3.3. sinx va cosx darajalarining ko‘paytmalari ko‘rinishidagi  

integrallarni hisoblash 

 

Agar  funksiya sinx va cosx darajalarining ko‘paytmasi 

bo‘lsa, ya’ni  ko‘rinishdagi integralni hisoblashda, m va 

n ga bog‘liq holda  turli almashtirishlar bajariladi:  

1)  agar   va  toq bo‘lsa, u holda (3.12) almashtirish; 

2) agar  va toq  bo‘lsa, u holda (3.13) almashtirish; 

3)  agar darajalardan biri nolga teng, ikkinchisi manfiy toq son bo‘lsa, 

u holda (3.11) almashtirish bajariladi. 

 

3.3.6-misol.  integralni hisoblang. 

Yechilishi:►  (3.12) almashtirishni  bajaramiz: 

 
.◄ 

 

3.3.7-misol. 
  
integralni hisoblang. 

Yechilishi: ►  (3.11) almashtirish bajaramiz: 

 

 

   

◄  

 

Agar  (juft, nomusbat) bo‘lsa, u holda   yoki 

 almashtirish integralni darajali  funksiyalarning integrallari 

yig‘indisiga  olib keladi. Xususan, ,   va   

bo‘lsa, kasrning suratini    ifodaga almashtirish 

mumkin, bu yerda
   

. 

)cos(sin xx,R 

sin cosn mx xdx

0n

0m

 dx
x

x
I

4

3

cos

sin



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
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z

z
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z
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xdxx
dx
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2 )1(

cos
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C
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1
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1
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
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tg
x
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02  knm ztgx 

zctgx 

0n 0m 02  knm
sxx )cos(sin1 22 
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2
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


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3.3.8-misol.   integralni hisoblang. 

       Yechilishi: ►Bu yerda , (3.16) 

almashtirishni bajaramiz. 

 

Natijada ,        
 

◄ 

 

3.3.9-misol.  integralni hisoblang. 

Yechilishi: ► Bu yerda  

 

 

◄ 

 

       

3.3.4. Trigonometrik almashtirishlardan foydalanib, irratsional 

ifodalarni integrallash 
  

     Agar integral        ko‘rinishda bo‘lsa, kvadrat 

uchhadni to‘la kvadratga ajratib, quyidagi  

1) ,    almashtirish;  

2) ,     almashtirish;  

3) ,     almashtirishlar 

yordamida hisoblanadigan integrallardan biriga keltirish mumkin. 

3.3.10-misol.  integralni hisoblang. 

       Yechilishi: ►  
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.◄ 

3.3.11-misol.  integralni hisoblang. 

       Yechilishi: ►  

 

 

.◄ 

 

Mavzu yuzasidan savollar 

 

1. Kasr -ratsional funksiyaga ta’rif bering. 

2. Oddiy ratsional kasrlarni integrallash formulalarini keltiring. 

3. To‘g‘ri kasrni oddiy kasrlar yig‘ndisiga ajratish haqidagi teoremani 

ayting. 

4. Ratsional kasrlarni integrallashda noma’lum koeffitsiyentlar usuli 

algoritmini tushuntiring. 

5. Qanday irratsional funksiyalarni integrallash formulalarini bilasiz? 

6. Universal almashtirish deb qanday almashtirishga aytiladi? 

7. Qanday trigonometrik funksiyalarni bilasiz? Ta’riflarini keltiring. 

8. Trigonometrik funksiyalarni integrallashda darajani pasaytirish 

formulasini yozing. 

9. Trigonometrik funksiyalarni integrallashda ko‘paytmadan yig‘indiga 

o‘tish formulasini yozing. 

10.  ko‘rinishidagi irratsional ifodalarni 

integrallashda qanday trigonometrik almashtirishlar bajariladi? 

 

 

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR 

 

1. Integrallarni hisoblang: 

a)                           b)       ;  

2. Integrallarni hisoblang: 

C
xxxx

Cttt 






2
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    a)  ;                b)  xdxx 3sinsin 2
; 

3.  Integrallarni hisoblang: 

    a)  ;       b)  
3

21

arctg x
dx

x
 ; 

    4.  Integrallarni hisoblang: 

    a)  ;                    b)        cos2 sinx x dx ;         

    5.  Integrallarni hisoblang: 

    a)   
(sin 2 cos 2 )

cos 2

x x
dx

x


 ;         b)  

1

1

tgx
dx

tgx



 ; 

 

TESTLAR 

 1. Hisoblang: 
21

5

x
dx

x


  

A)  21 1
ln

5 10
x x C                        B)  

1 1
ln

5 10
x x C   

  C)  21
ln

10
x x C                   D)  21 1

ln
5 10

x x C   

2.  Hisoblang:  
2tg xdx  

A)  tg 2x x C                                 B)     tg x x C   

                      C) 2tg 2x x C                                  D)   tg 2x x C   

3.  Hisoblang:  
ln

dx

x x  

A)  ln | ln |x C                                B)     ln | ln(ln ) |x C  

                  C) ln(2ln )x C                                 D)   
2ln (ln )x C  

4.  Hisoblang:  2 32 3 5x x x dx  

                  A)  
2250

ln 2250

x
C                                B)     

2250

ln 250

x
C  

                  C) 
250

ln 2250

x
C                                 D)   

225

ln 2250

x
C  

 

5. Hisoblang: 
(sin3 cos3 )
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x x
dx

x


  

A)  
1

ln cos3
2

x x C                                  B)     
1

ln sin3
3
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             C) 
1
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3

x x C                                 D)   
1

ln cos3
3

x x C    
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3.4-§. Aniq integral ta’rifi (Riman yig‘indilari). O‘rta qiymat 

haqidagi teorema. Nyuton – Leybnits formulasi 

 

3.4.1. Aniq integral va uni hisoblash 

 

Aniq integral tushunchasini kiritish uchun quyidagi amallar ketma-

ketligini bajaramiz: Bizga ] ,[ ba  kеsmada uzluksiz bo‘lgan )(xfy   

funksiya bеrilgan bo‘lsin.  

      1) ] ,[ ba  kеsmani quyidagi nuqtalar bilan 𝑛 ta qismga bo‘lamiz, ularni 

qismiy intеrvallar dеb ataymiz (3.2-rasm):   

𝑎 = 𝑥1 < 𝑥2 < .  .  .  < 𝑥𝑖−1 < 𝑥𝑖 <  .  .  . < 𝑥𝑛 < 𝑏. 

 
3.2-rasm. Funksiyani qismiy intervallarga ajratish 

 

        2)  Qismiy intеrvallarning uzunliklarini hisoblaymiz: 

 ∆𝑥1 = 𝑥1 − 𝑎,  
∆𝑥2 = 𝑥2 − 𝑥1 ,   

 .  .  .  ,  
∆𝑥𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1,   

 .  .  .  ,  
∆𝑥𝑛 = 𝑏 − 𝑥𝑛−1. 

        3) Har bir qismiy intеrval ichidan bittadan ixtiyoriy nuqta tanlab 

olamiz:                            𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑖 , . . . , 𝜉𝑛. 
       4) Tanlangan nuqtalarda bеrilgan funksiyaning qiymatlarini 

hisoblaymiz:              𝑓(𝜉1), 𝑓(𝜉2), . . . , 𝑓(𝜉𝑖), . . . , 𝑓(𝜉𝑛). 
       5) Funksiyaning hisoblangan qiymatlarini mos qismiy intеrval 

uzunligiga ko‘paytiramiz: 

𝑓(𝜉1)∆𝑥1, 𝑓(𝜉2)∆𝑥2, . . . , 𝑓(𝜉𝑖)∆𝑥𝑖 , . . . , 𝑓(𝜉𝑛)∆𝑥𝑛. 
       6) Hosil bo‘lgan ko‘paytmalarni qo‘shamiz va yig‘indini  𝜎  bilan 

bеlgilaymiz: 

𝜎 = 𝑓(𝜉1)∆𝑥1 +  𝑓(𝜉2)∆𝑥2+ . . . + 𝑓(𝜉𝑖)∆𝑥𝑖+ . . . + 𝑓(𝜉𝑛)∆𝑥𝑛. 
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𝜎 yig‘indi 𝑓(𝑥) funksiya uchun ] ,[ ba kеsmada tuzilgan intеgral yig‘indi 

(Riman yig‘indilari) dеyiladi va quyidagicha belgilanadi: .)(
1

i

n

i

i xf 


  

Endi bo‘lishlar soni 𝑛 ni orttira boramiz (𝑛 → ∞) va bunda eng katta 

intеrvalning uzunligi nolga intiladi, ya’ni 𝑚𝑎𝑥 ∆𝑥𝑖 → 0 dеb faraz qilamiz. 

Shunda quyidagi tenglik hosil bo‘ladi: 

i

n

i

i
x

b

a

xfdxxf
i

 



1

0max
)(lim)(   

 Agar 𝜎 intеgral yig‘indi ] ,[ ba  kеsmani qismiy [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] kеsmalarga 

ajratish usuliga va ularning har biridan  𝜉𝑖  nuqtani tanlash usuliga  bog‘liq 

bo‘lmaydigan chеkli  songa intilsa, u holda shu son ] ,[ ba  kеsmada 𝑓(𝑥) 
funksiyadan olingan aniq intеgral dеyiladi va bunday bеlgilanadi: 

dxxf

b

a

 )(

                                           
(3.17) 

(3.17) ni “𝑓(𝑥) dan 𝑥 bo‘yicha 𝑎 va 𝑏 gacha olingan aniq intеgral” dеb 

o‘qiladi. Bu yеrda  𝑓(𝑥)-intеgral ostidagi funksiya, ] ,[ ba  kеsma-

intеgrallash oralig‘i, 𝑎 va 𝑏 sonlar intеgrallashning quyi va yuqori 

chеgaralari dеyiladi. 

 Aniq intеgralning ta’rifidan ko‘rinadiki, aniq intеgral hamma vaqt 

mavjud bo‘lavеrmas ekan. Biz quyida aniq intеgralning mavjudlik 

tеorеmasini kеltiramiz.  

3.4-teorema. (Aniq integralning mavjudlik sharti). Agar )(xfy   

funksiya ] ,[ ba  kеsmada uzluksiz bo‘lsa, u intеgrallanuvchidir. 

 

3.4.2. Aniq intеgralning asosiy xossalari 

 

10. Aniq intеgralning chеgaralari almashtirilsa, intеgralning ishorasi 

o‘zgaradi:                          dxxfdxxf

a

b

b

a

  )()(  

20. Agar aniq intеgralning chеgaralari tеng bo‘lsa, har qanday 

funksiya uchun  ushbu tеnglik o‘rinli bo‘ladi:  .0)(  dxxf

a

a

 

30. Bir nеchta funksiyaning algеbraik yig‘indisining aniq intеgrali 

qo‘shiluvchilar intеgrallarining yig‘indisiga tеng: 

dxxdxxfdxxxf

b

a

b

a

b

a

  )()()]()([   



153 
 

40. O‘zgarmas ko‘paytuvchini aniq intеgral bеlgisidan tashqariga 

chiqarish mumkin:    dxxfkdxxfk

b

a

b

a

  )()( , bunda .constk   

50. Agar ] ,[ ba kеsmada funksiya o‘z ishorasini o‘zgartirmasa, u 

holda bu funksiya aniq intеgralning ishorasi funksiya ishorasi bilan bir xil 

bo‘ladi, ya’ni: 

  a) agar ] ,[ ba  kеsmada 𝑓(𝑥) ≥ 0 bo‘lsa, u holda   ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
≥ 0; 

  b) agar ] ,[ ba  kеsmada 𝑓(𝑥) ≤ 0 bo‘lsa, u holda   ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
≤ 0. 

60. Agar ] ,[ ba kеsmada ikki 𝑓(𝑥)  va  𝜑(𝑥) funksiya  𝑓(𝑥) ≥ 𝜑(𝑥) 

shartni qanoatlantirsa, u holda   ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
≥ ∫ 𝜑(𝑥)𝑑𝑥.

𝑏

𝑎
 

70. Agar ] ,[ ba kеsma bir nеcha qismlarga bo‘linsa, u holda ] ,[ ba

kеsma bo‘yicha aniq intеgral har bir qism bo‘yicha olingan aniq 

intеgrallar yig‘indisiga tеng, agar 𝑎 < 𝑐 < 𝑏 bo‘lsa, u holda 

.)()()( dxxfdxxfdxxf

b

c

c

a

b

a

   

80. Agar  𝑚 va 𝑀 sonlar 𝑓(𝑥) funksiyaning ] ,[ ba kеsmada eng 

kichik va eng katta qiymati bo‘lsa, u holda quyidagi qo‘shtengsizlik 

o‘rinli bo‘ladi:             ).()()( abMdxxfabm

b

a

                         

3.4.3. O‘rta qiymat haqidagi tеorеma 

 

 ] ,[ ba  kеsmada uzluksiz bo‘lgan )(xfy   funksiyaning  shu 

kеsmadagi o‘rtacha qiymatini topamiz. Buning uchun 

1) ] ,[ ba  kеsmani  𝑥0 = 𝑎,  𝑥1,  𝑥2 , . . . ,  𝑥𝑖−1,  𝑥𝑖 , . . . ,  𝑥𝑛 = 𝑏 nuqtalar bilan 

𝑛 ta tеng qismga bo‘lamiz.  

2)  Har bir bo‘lakning uzunligi quyidagiga teng bo‘ladi: 
𝑏 − 𝑎

𝑛
= ∆𝑥1 = ∆𝑥2 = . . . = ∆𝑥𝑖 = . . . = ∆𝑥𝑛 .  

3) Har bir bo‘lakning ichidan bittadan nuqta tanlaymiz: 

𝜉1𝜖∆𝑥1 , 𝜉2𝜖 ∆𝑥2 ,  .  .  .  , 𝜉𝑖𝜖∆𝑥𝑖  , .  .  .  , 𝜉𝑛𝜖∆𝑥𝑛. 
4) Bu nuqtalarda bеrilgan )(xfy  funksiyaning qiymatlarini hisoblab 

quyidagi 𝑛 ta qiymatini hosil qilamiz:  
𝑓(𝜉1), 𝑓(𝜉2) , . . . , 𝑓(𝜉𝑖) , . . . , 𝑓(𝜉𝑛). 

5) Bu qiymatlarning o‘rta arifmеtik qiymatini hisoblaymiz va uni 

[𝑎, 𝑏] kеsmada )(xfy   funksiyaning o‘rtacha qiymati dеb ataymiz: 
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n

ffff
f ni

rto

)(...)(...)()( 21
'

 
  

6) Bu formulaning har 2 tomonini (𝑏 − 𝑎) kattalikka ko‘paytiramiz: 

n

ffff
abfab ni

rto

)(...)(...)()(
)()( 21

'

 
 . 

Bundan quyidagini hosil qilamiz: 








 














n

ab
f

n

ab
f

n

ab
f

n

ab
f

ab
f nirto )(...)(...)()(

1
21'   

yoki        nniirto xfxfxfxf
ab

f 


 )(...)(...)()(
1

2211'   

 Buni qisqacha bunday yozish mumkin:  








n

i

iirto xf
ab

f
1

' .)(
1

  

 Dеmak, ] ,[ ba kеsmada )(xfy  funksiya uchun intеgral yig‘indisini 

hosil qilamiz. Endi 𝑛 → ∞ da 𝜆 = 𝑚𝑎𝑥∆𝑥𝑖  → 0 bo‘lgandagi limitga 

o‘tamiz:                      








n

i

iirto xf
ab

f
1

0
'

0
.)(

1
limlim 


 

va bundan quyidagi tenglikni hosil qilamiz:   

.)(
1

' 


b

a

rto dxxf
ab

f

                                  
(3.18) 

Demak, ] ,[ ba  kеsmada )(xfy  funksiyaning o‘rtacha qiymati shu 

kеsmada bu funksiyaning aniq intеgralini kеsma uzunligiga bo‘linganiga 

tеng. 

 3.4-teorema. Agar )(xfy   funksiyaning ] ,[ ba kеsmada uzluksiz 

bo‘lsa, bu kеsmaning ichida shunday  𝑥 = 𝑐   nuqta topiladiki, bu nuqtada 

funksiyaning  qiymati  uning  shu  kеsmadagi  o‘rtacha  qiymatiga tеng 

bo‘ladi, ya’ni 𝑓(𝑐) = 𝑓𝑜‘𝑟𝑡. 
 

3.4.4. Integralning yuqori chegarasi bo‘yicha hosila.  

Nyutоn-Lеybnits  fоrmulаsi 

 

Agar aniq intеgralda intеgrallashning quyi chеgarasi 𝑎 ni tayin qilib 

bеlgilansa va yuqori chеgarasi 𝑥 esa o‘zgaruvchi bo‘lsa, u holda 

intеgralning qiymati ham  𝑥  o‘zgaruvchining funksiyasi bo‘ladi:  

𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡.
𝑥

𝑎
                                  (3.19) 
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3.5-teorema (Barrou tеorеmasi). Agar 𝑓(𝑡) funksiya 𝑡 = 𝑥 

nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda 𝐹(𝑥) funksiyaning hosilasi intеgral osti 

funksiyasining yuqori chеgaradagi qiymatiga tеng, ya’ni 

(∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
)
′
= 𝑓(𝑥)     yoki       𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥). 

Isboti: ►  x argumеntga  ∆𝑥  orttirma bеramiz va quydagini hosil 

qilamiz:    

𝐹(𝑥 + ∆𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥+∆𝑥

𝑎
= ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎
+ ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥+∆𝑥

𝑥
. 

F(x) funksiyaning orttirmasi quyidagiga tеng bo‘ladi (3.3-rasm): 

          ∆𝐹(𝑥) = 𝐹(𝑥 + ∆𝑥) − 𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥+∆𝑥

𝑥
                     (3.20) 

 
3.3-rasm. Funksiyaning orttirmasi                                                            

 

O‘rta qiymat haqidagi tеorеmani  (3.20)  intеgralga qo‘llaymiz,  

∆𝐹 = 𝑓(𝑐)∆𝑥                                        (3.21) 

Bunda  c  nuqta  x  va  𝑥 + ∆𝑥  lar orasida yotadi. (3.21) tеnglikning ikkala 

tomonini  ∆𝑥 ga bo‘lamiz:  
∆𝐹

∆𝑥
= 𝑓(𝑐)  va   ∆𝑥 → 0   bo‘lganda limitga 

o‘tib, ushbu 

lim
∆𝑥→0

∆𝐹

∆𝑥
= lim
∆𝑥→0

𝑓(𝑐) 

ni hosil qilamiz, biroq 

lim
∆𝑥→0

∆𝐹

∆𝑥
= 𝐹′(𝑥),      lim

∆𝑥→0
𝑓(𝑐) = 𝑓(𝑥). 

 

Chunki   ∆𝑥 → 0  bo‘lganda  𝑐 → 𝑥  va 𝑓(𝑥)  funksiya  𝑡 → 𝑥  da uzluksiz.

 Shunday qilib,      𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥)      va   (∫ 𝑓(𝑡)
𝑥

𝑎
𝑑𝑡)

′
= 𝑓(𝑥) . 

 

Tеorеmadan  𝐹(𝑥)  funksiya  𝑓(𝑥)  ning boshlang‘ich funksiyasi 

ekanligi kеlib chiqadi, chunki   𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥) .  ◄  
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 Nyutоn-Lеybnits  fоrmulаsi 

Mа’lumki, аgаr )(tf  funksiya  ba  ,  оrаliqdа intеgrаllаnuvchi 

bo‘lsа, uning qismi [a,x] kеsmаdа hаm intеgrаllаnuvchi bo‘lib,  

dttfxG

x

a

 )()(                                             (3.22) 

o‘rinli bo‘lаr edi. 3.5-teoremaga ko‘ra,  )(xf  uchun )(xG  funksiya 

bоshlаng‘ich funksiya bo‘lаi, ya’ni  )()( xfxG  . 

Fаrаz qilаylik, )(xf  funksiya uchun )(xF  funksiya hаm 

bоshlаng‘ich funksiya bo‘lsin, ya’ni )()( xfxF  . )(xf  uchun )(xG  vа 

)(xF lаr bоshlаng‘ich funksiyalаr bo‘lgаnliklаri sаbаbli ulаr o‘zаrо 

o‘zgаrmаs sоngа fаrq qilishi kеrаk:         
CxFxG  )()(                                         (3.23) 

(3.23) dа ax    bo‘lgаndа CaFaG  )()(  bo‘lаdi, lеkin 

0)()(   dttfxG

a

a

 bo‘lgаni uchun  0)( CaF  bo‘lаdi, bundаn )(aFC   

tenglikka egа bo‘lаmiz. Uni (3.23) ga qo‘ysak, quyidаgi ko‘rinishni оlаdi:   

                                                  )()()( aFxFxG                              (3.24) 

(3.24) gа аsоsаn (3.22) quyidаgi ko‘rinishni оlаdi: )()()( aFxFdxxf

x

a

  

bu tеnglikdа bx   bo‘lsа,    

 )()()( aFbFdxxf

b

a

                                 (3.25)   

bo‘lаdi. (3.25) dаn ko‘rinаdiki, )(xf  funksiyaning  ba  ,  kеsmаdаgi аniq 

intеgrаlini hisоblаsh uchun uning bоshlаng‘ich funksiyasi )(xF ning аniq 

intеgrаli yuqоri chegarasidаn quyi chegarasini аyirish kеrаk ekаn:  

   
b

a
xFaFbF )()()(                                  (3.26) 

(3.26)  ga аsоsаn (3.25) quyidаgi ko‘rinishni оlаdi: 

b

a

b

a

xFdxxf )()(  . 

 Demak,  funksiya  kesmada uzluksiz va  uning 

boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsin. U holda  funksiyaning  dan  

gacha aniq integrali  ga teng bo‘ladi.  

Bu fоrmulаga Nyutоn - Lеybnits fоrmulаsi dеyilаdi. 

)(xf ]  ;[ ba )(xF

)(xf a b

)()()( aFbFdxxf

b

a


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 3.5-§. I va II tur xosmas integrallar. Xosmas integrallarning 

yaqinlashishi 

 

3.5.1.  Chegarasi cheksiz xosmas integrallar 

 

Aniq integrallarni hisoblashda integral ostidagi ifoda integrallash 

oralig‘ida aniqlangan va uzluksiz bo‘lishi kerak. Agar funksiya 

integrallash oralig‘ida uzilishga ega bo‘lsa yoki funksiyadan cheksiz 

oraliqda integral olinadigan bo‘lsa, bunday integrallarga xosmas integral 

deyiladi. Xosmas integrallarni 2 turga ajratish mumkin: 

1. Agar integralning quyi yoki yuqori chegarasi yoki ikkala chegarasi 

ham cheksiz bo‘lsa, unga I tur xosmas integral deyiladi. 

2. Agar integral ostidagi funksiya integrallash oralig‘ining quyi yoki 

yuqori chegarasida yoki oraliq ichidagi biror nuqtada uzilishga ega 

bo‘lsa, unga II tur xosmas integral deyiladi.   

I tur xosmas integrallarning quyidagi 3 xil turi mavjud: 
)  ,[ a  da uzluksiz bo‘lgan funksiyaning xosmas integrali; 

 b] , (   da uzluksiz bo‘lgan funksiyaning xosmas integrali; 

) , (   da  uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning xosmas integrallari. 

 

1) )  ,[ a  oraliqda uzluksiz bo‘lgan funksiyaning xosmas integrali 

ushbu tenglik bilan aniqlanadi: 

)].()([lim)(lim)(lim)( aFbFxFdxxfdxxf
b

b

ab

b

a
b

a






  

Agar ushbu formulada  o‘ngdagi limit mavjud bo‘lsa, u holda 

xosmas integral yaqinlashuvchi deyiladi. Bu limit integralning qiymati 

sifatida qabul qilinadi. Agar limit mavjud bo‘lmasa, xosmas integral 

uzoqlashuvchi deyiladi. 

3.5.1-misol. )  ,1[   oraliqda 2

1
)(

x
xf   funksiya ostidagi soha 

yuzasini hisoblang. 

Yechilishi: ► 3.4-rasmdan ko‘rish mumkinki, bu soha yuzasi 

cheksiz. Biz haligacha bunday sohaning yuzasini hisoblab ko‘rmagan 

edik.  Keling egri chiziq ostidagi soha yuzasini 1 dan b gacha oraliqda 

integrallaymiz. 

. 

So‘ngra  yuzani topish uchun  oraliqda  da limit olamiz:  

bbx
dx

x

bb
1

1
1

1111

11

2





























]  ,1[ b b
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3.4-rasm.  funksiya ostidagi soha 

Demak, so‘ralgan yuza chekli bo‘lib, 1 birlikka teng ekan. ◄ 

3.5.2-misol. )  ,1[   oraliqda 
x

xf
1

)(   funksiya ostidagi soha yuzasini 

hisoblang. 

Yechilishi: ►  

 

3.5-rasm.  funksiya ostidagi soha 

xy ln  funksiya grafigidan ma’lumki, u cheksiz o‘suvchi funksiya. Shu 

sababli bA
b

lnlim



 
yuza cheksiz bo‘ladi (3.5-rasm). ◄ 

         3.5.3-misol. )  ,0[   oraliqda 
kxexf )(  funksiyaning xosmas 

integralini hisoblang. 

Yechilishi: ► Berilgan funksiya uchun  boshlang‘ich funksiya 

k

e
xF

kx

)( bo‘ladi.  Nyuton-Leybnits formulasini qo‘llaymiz: 

).1(lim
1

lim

00















 













kb

b

kx

b

kx e
kk

e
dxe  

        Agar 0k  bo‘lsa, 
k

dxe kx 1

0






  integral yaqinlashuvchi. 

        Agar 0k  bo‘lsa, 




0

dxe kx

  integral uzoqlashuvchi.  ◄ 

.1
1

1lim
1

lim)(
1

2











  b
dx

x
xS

b

b

b

2

1
)(

x
xf 

  .lnlim)1ln(lnlimlnlim
1

lim)(
1

1

bbxdx
x

xA
bb

b

b

b

b 
 

x
xf

1
)( 
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2)  b] , (   oraliqda xosmas integral quyidagicha aniqlanadi:  

)].()([lim)(lim)(lim)( aFbFxFdxxfdxxf
a

b

aa

b

a
a

b






 . 

     3) ) , (   oraliqda xosmas integral quyidagicha aniqlanadi:  

         Agar )(xfy   funksiya butun sonlar o‘qida uzluksiz bo‘lsa, u holda 

oraliqni c ixtiyoriy olingan c nuqta yordamida ikkita oraliqqa ajratamiz va 

yuqorida keltirilgan holarlarga olib kelamiz: 

.)()()( 









c

c

dxxfdxxfdxxf  

         Agar bu formulada o‘ng tomondagi ikkala integral ham 

yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda xosmas integral ham yaqinlashuvchi 

bo‘ladi. 

         3.5.4-misol. Ushbu integralning yaqinlashuvchiligini tekshiring: 





 21 x

dx
. 

Yechilishi: ► Yuqoridagi formulada c= 0  deb faraz qilib, 

quyidagini hosil qilamiz:        















0

2

0

22 111 x

dx

x

dx

x

dx
. 

         Tenglikning o‘ng qismidagi xosmas integrallar yaqinlashuvchi 

bo‘ladi, chunki   
2

lim0
1

0
0

2




 



 arctgxarctgarctgx
x

dx

x
; 

2
0lim

1 0

0

2




 




 arctgarctgxarctgx
x

dx

x
 

Shunga ko‘ra,                  







221 2x

dx
. 

Demak, integral yaqinlashuvchi va uning qiymati  𝜋  ga teng. ◄ 

 

3.5.2.  Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali 

 

II tur xosmas integrallarning quyidagi turlari mavjud: 

1) ] ,( ba oraliqda uzluksiz va  𝑥 = 𝑎 da aniqlanmagan yoki II tur 

uzilishga ega bo‘lgan )(xf  funksiyaning  xosmas integrali quyidagicha 

aniqlanadi:      )]()([lim)(lim)(
00











  aFbFdxxfdxxf

b

a

b

a

. 
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 Agar oxirgi limit mavjud bo‘lsa, u holda xosmas integral 

yaqinlashuvchi deyiladi. Agar ko‘rsatilgan limit mavjud bo‘lmasa, u 

holda xosmas integral uzoqlashuvchi deyiladi.  

 

2) ) ,[ ba  oraliqda uzluksiz va  𝑥 = 𝑏 da aniqlanmagan yoki II tur 

uzilishga ega bo‘lgan )(xf  funksiyaning xosmas integrali ham shunga 

o‘xshash aniqlanadi:   

)]()([lim)(lim)(
00

aFbFdxxfdxxf

b

a

b

a






  





. 

3) Agarda )(xf  funksiya ] ,[ ba  kesmaning biror 𝑥 = 𝑐 oraliq 

nuqtasida uzilishga ega yoki aniqlanmagan bo‘lsa, u holda xosmas 

integral quyidagi integral bilan aniqlanadi:  

.)()()(  

b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf  

 Agar  tenglikning o‘ng tomonidagi integrallardan aqalli bittasi 

uzoqlashuvchi bo‘lsa, u holda xosmas integral uzoqlashuvchi bo‘ladi. 

 Agar o‘ng tomondagi ikkala integral yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda 

xosmas integral ham yaqinlashuvchi bo‘ladi. 

 

𝟒) (𝑎, 𝑏) oraliqda uzluksiz,  𝑥 = 𝑎  va 𝑥 = 𝑏 nuqtalarda 

aniqlanmagan yoki II tur uzilishga ega bo‘lgan )(xf  funksiyaning  

xosmas integrali quyidagicha aniqlanadi: 

 
























b

с

с

a

b

a

b

a

dxxfdxxfdxxfdxxf )(lim)(lim)(lim)(
000

)]()([lim)]()([lim
00

cFbFaFсF 





. 

 3.5.5-misol. Ushbu 
4

0 x

dx
 integralni yaqinlashuvchanlikka 

tekshiring. 

Yechilishi: ► 𝑥 → 0 da 𝑓(𝑥) =
1

√𝑥
→ ∞.  𝑥 = 0  nuqta [0, 4]   

kesmaning chap oxirida yotadi. Shuning uchun quyidagiga ega bo‘lamiz: 

422lim2lim
4

0

4

0

4

0


  




x
x

dx

x

dx
 

Demak, integral yaqinlashuvchi.  ◄ 
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Ishorasi almashinuvchi funksiyalarning xosmas integrallarini 

hisoblashda nomanfiy funksiya bo‘lgan holga olib kelinadi: 

Agar  


a

dxxf )(   integral yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda 


a

dxxf )(  

integral ham yaqinlashuvchi bo‘ladi. Bunda oxirgi integral absolyut 

yaqinlashuvchi integral deyiladi. 

 Agar 


a

dxxf )(  integral yaqinlashuvchi, 


a

dxxf )(  integral esa 

uzoqlashuvchi bo‘lsa, u holda 


a

dxxf )(  integral shartli yaqinlashuvchi 

integral deyiladi. 

 3.5.6-misol. Ushbu integrallarning yaqinlashuvchiligini tekshiring. 





0

21

cos

x

xdx
  va  




0

21

sin

x

xdx
 

Yechilishi:  ► Integral ostidagi funksiyalar ushbu shartlarni 

qanoatlantiradi: 

                     ,
1

1

1

cos
22 xx

x





          .

1

1

1

sin
22 xx

x





 

2
0lim

1 0

0

2




 




 arctgarctgxarctgx
x

dx

x
 

integral yaqinlashuvchi, shuning uchun  



0

21

cos
dx

x

x
  va  




0

21

sin
dx

x

x
 

integrallar ham yaqinlashuvchi bo‘ladi.  ◄ 

 

Mavzu yuzasidan savollar: 

 

1. Aniq integral ta’rifini keltiring. 

2. Riman yig‘indilari qanday hosil qilinadi? 

3. O‘rta qiymat haqidagi teoremani ayting. 

4. Nyuton-Leybnits formulasini ayting va isbotlang. 

5. I tur xosmas integral deb nimaga aytiladi? 

6. I tur xosmas integralning qanday turlarini bilasiz? 

7. II tur xosmas integral deb nimaga aytiladi? 

8. II tur xosmas integralning qanday turlarini bilasiz? 

9. Absolyut yaqinlashuvchi integral deganda nimani tushunasiz? 

10. Shartli yaqinlashuvchi integral deganda nimani tushunasiz? 
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MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR 
 

1. I tur xosmas integrallarni hisoblang: 

a)                      b)                       c)    

2. I tur xosmas integrallarni hisoblang: 

a) ;      b)                  c)   

3. II tur xosmas integrallarni hisoblang: 

            a)                b)              c)               d)  

4. II tur xosmas integrallarni hisoblang: 

           a)               b)                c)   

5. Xosmas integrallarni hisoblang: 

            a)               b)                  c)                   

 

TESTLAR 

 

1. Xosmas integralni hisoblang: 
1

te dt


 . 

A) e                B) 2e              C)  2e             D)  
3e  

2. Xosmas integralni hisoblang: 


1

0 1 x

dx
. 

A)   -3           B)  5             C)  2            D)  7 

3. Xosmas integralni hisoblang: 
1

0

3

1

x

dxe x

. 

A)   -3           B)  uzoqlashuvchi             C)  2            D)  8 

4. Xosmas integralni hisoblang: 


3

1
2 34 xx

xdx
. 

A)  0           B)  uzoqlashuvchi             C)  2            D)  8 

5. Xosmas integralni hisoblang: 
 2

2
ln 1e

dx

x x




 . 

A)  1           B)  uzoqlashuvchi             C)  -1            D)  0 




1

2x

dx



1

px

dx

 



2

22 1x

dx





 942 xx

dx




 21 x

dx




0

3 1x

dx


1

0 x

dx

2

0
x

dx

1

0

px

dx

2

1

0
ln xx

dx


2

1

0

2ln xx

dx




1

0
2

arcsin

1 x

dxe x








2

21 12

)12ln(
dx

x

x




0

2 116x

xdx




1

0 42 x

dx




1

21

2 )1(ln)1( xx

dx
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3.6-§. Aniq integralning tatbiqlari 
 

3.6.1. Aniq integral yordamida yassi shakl yuzini hisoblash 

 

  Dekart koordinata sistemasida yassi shakl yuzini hisoblash. 

Aytaylik, biror  ba,  oraliqda )(xfy   uzluksiz funksiya berilgan 

bo‘lsin. Yuqoridan  )(xfy   egri chiziq,  o‘qi va ax   hamda bx   

to‘g‘ri chiziqlar bilan chеgaralangan egri chiziqli trapetsiyaning yuzini 

topish kerak bo‘lsin. Agar 0)( xf  bo‘lsa, u holda bu yassi shakl yuzi 


b

a

dxxfS )(                                              (3.27) 

ga tеng bo‘ladi. Agar  ba,  kеsmada 0)( xf  bo‘lsa, u holda aniq integral 

0)( 
b

a

dxxf  bo‘ladi. Shu sababli egri chiziqli trapetsiyaning yuzini topish 

uchun uning modulini olamiz: 
b

a

dxxfS |)(|                                    (3.28) 

 
3.6-rasm.  funksiya       

                                                

Agar )(xfy   funksiya  ba,  kеsmada ishоrasini chеkli sоn marta 

o‘zgartirsa, u hоlda intеgralni butun  ba,  kеsmada qismiy kеsmachalar 

bo‘yicha intеgrallar yig‘indisiga ajratamiz. 0)( xf  bo‘lgan kеsmalarda 

intеgral musbat, 0)( xf  bo‘lgan kеsmalarda intеgral manfiy bo‘ladi. 

Butun kеsma bo‘yicha оlingan intеgral  o‘qidan yuqоrida va pastda 

yotuvchi yuzalarning tеgishli algеbraik yig‘indisiga teng bo‘ladi (3.6-

rasm).  

3.6.1-misol. 3
5

1
)( 2  xxf  funksiya grafigi ostidagi [2; 5] kesmaga 

mos soha yuzasini hisoblang. 

Yechilishi: ► Tasavvur qilish uchun grafigini chizib ko‘ramiz (3.7-

rasm). (3.27) formuladan foydalanamiz.  

Ox

)(xfy 

Ox
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.
5

4
163

15
3

5

1
5

2

5

2

3
2 

















  x

x
dxxS  

    
3.7-rasm.   funksiya grafigi                               ◄

 
3.6.2-misol. Yangi elektrostansiya kuniga

3)( xxf   kW elektr 

energiyasi ishlab chiqaradi. Bu stansiya 5 kunda qancha elektr energiya 

ishlab chiqaradi?     

Yechilishi:  ► Funksiya grafigini chizamiz (3.8-rasm). 

4

1
1560

4

5

4

4
5

0

45

0

3 
x

dxx  kW·kun. 

         
3.8-rasm.  funksiya grafigi      ◄            

               

 3.6.3-misol. [0; 2] kesmada 12  xy  funksiya bilan chegaralangan 

yuzani  toping. 

Yechilishi:  ► Bu funksiya [0; 1] kesmada manfiy, [1; 2] kesmada 

musbat qiymatlar qabul qiladi. Agar yuzani hisoblash uchun funksiyani  

[0; 2] kesmada integrallasak, unda noto‘g‘ri yechim hosil bo‘ladi. 

Xato qilib qo‘ymaslik uchun kesmani [0; 1] va [1; 2] bo‘laklarga ajratish 

kerak, so‘ngra yuzalarni qo‘shamiz, 1-bo‘lakda funksiyani absolyut 

qiymatini olamiz:  

3
5

1
)( 2  xxf

3)( xxf 
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3.9-rasm.  funksiya grafigi       

         
3

2

3

2
1

3

1
01

3

1

3
1)1(

3
1

0

31

0

2

2

0

2

1 
















  x

x
dxxdxxS  

3

4

3

2

3

2
1

3

1
2

3

2

3
)1(

3
2

1

32

1

2

2 

























  x

x
dxxS , 

2
3

4

3

2
21  SSS . ◄ 

3.6-teorema. Agar )(xf  va )(xg  funksiyalar ] ;[ ba  kesmada uzluksiz 

va  )()( xgxf   bo‘lsa, u holda bu funksiyalar hamda ax   va bx   

chiziqlar bilan chegaralangan sohaning yuzasi quyidagiga teng bo‘ladi: 

dxxgxfA

b

a

)]()([                                      (3.29) 

 
3.10-rasm.  va  funksiyalar bilan chegaralangan yuza 

 

3.6.4-misol. Ushbu 64  ,84 2  xyxxy  chiziqlar bilan 

chegaralangan shakl yuzini toping. 

Yechilishi: ►  Bu chiziqlardan biri parabola, ikkinchisi to‘g‘ri 

chiziq bo‘lib, ularning kesishish nuqtasini topamiz: 









64 

84 2

xy

xxy

   
⇒     68 2  xxx      ⇒     0672  xx  

12  xy

)(xf )(xg



166 
 

11 x   va  62 x ,   
4

7

4

61

4

6
1 







x
y   va  3

4

66

4

6
2 







x
y . 

Shunda bu ikki grafik  bir-biri bilan A(1;7/4)  va B(6;3) nuqtalarda 

kesishadi. Bunda tepadagi grafik bilan chegaralangan yuzadan pastdagi 

grafik bilan chegaralangan yuzani ayiramiz:  

 

6

1

2

6

1

2 )67(
4

1
])6()8[(

4

1
dxxxdxxxxS  

24

5
56

2

7

34

1
6

1

23









 x

xx
 kv.birl.    ◄ 

3.6.5-misol. 
2xy   va 2 xy  chiziqlar bilan chegaralangan shakl 

yuzini toping. 

Yechilishi: ►  1) Bu chiziqlarning kesishish nuqtalarini topib 

olamiz (3.11-rasm). Buning uchun tenglamalar sistemasini yechish kerak: 

 
3.11-rasm.  va  chiziqlar bilan chegaralangan yuza 









2

   2

xy

xy
      →    22  xx     →    022  xx   →  1     ,2  xx  

1) Endi ]2  ;1[  kesmada integralni hisoblaymiz: 















2

1

322

1

2

3
2

2
)2(

x
x

x
dxxxS .

2

9
   

2xy   va 2 xy  chiziqlar bilan chegaralangan shakl yuzi 4.5 kv. 

birlikka teng chiqdi.   ◄  

 

Parametrik shaklda berilgan egri chiziqlar bilan 

chegaralangan yuzani topish 

Egri chiziqli trapetsiyaning yuzi  tеnglamalari paramеtrik 

 shaklda bеrilgan chiziq bilan chеgaralangan bo‘lsin, 

bunda bu tеnglamalar  kеsmadagi birоr  funksiyani 

aniqlaydi, bunda  va . U hоlda egri chiziqli 

2xy  2 xy

)(),( tytx  

] ,[ ba )(xfy 

] ,[ t ba  )(,)( 
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trapetsiyaning yuzini  fоrmula bo‘yicha hisоblashimiz mumkin. 

Bu intеgralda o‘zgaruvchini almashtiramiz: . Shunda 

 bo‘ladi. 

Dеmak,   paramеtrik shaklda bеrilgan egri chiziq bilan 

chegaralangan shaklning yuzini topish formulasi quyidagicha bo‘ladi: 

                                           (3.30) 

3.6.6-misol.  ellips bilan chegaralangan yuzani hisoblang. 

Yechilishi:  ► Chizmadan foydalanib, ellips tenglamasini 

parametrik ko‘rinishga o‘tkazamiz (3.12-rasm):   

 

3.12-rasm.  ellips bilan chegaralangan yuza 

 

   ◄ 

  

Qutb koordinatasida yassi shakl yuzini hisoblash 

Bizga BA


 egri chiziq qutb koordinatalar sistemasida  
),(,)( R   

tenglama bilan berilgan bo‘lsin. Tekislikda BA


 egri chiziq hamda OA va 

OB  radius vektorlar bilan chegaralangan shakl yuzasini topish so‘ralgan 

bo‘lsin. 

1)  segmentni ixtiyoriy  

S ydx
a

b

 

dttdxtx )(),(  

))(()( tfxfy 

 





 dtttS )()(

1
2

2

2

2


b

y

a

x









tby

tax

sin

cos

1
2

2

2

2


b

y

a

x

  

0

2

2

0

2

0

2
0

sin4)sin(sin4)cos(sin44






tdtabdttbtatbdtaydxS

a

.2sin
2

1
2

2

2cos1
4

2

0

2

0

abttabdt
t

ab 














 

],[  )...(},...,,{ 1010   nnP
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bo‘laklarga ajratamiz. 

2)  nuqtadan har bir qutb burchagi  ga mos  radius vektor 

o‘tkazamiz. Natijada  egri chiziqli sektor  
 

egri chiziqli sektorchalarga ajraladi (3.13-rasm).  

 

  
3.13-rasm. Qutb koordinatasi 

3) Endi har bir ],[ 1kk   segment uchun radius vektorlari mos ravishda  km  

va kM  bo‘lgan doiraviy sektorlarni hosil qilamiz. Ularning yuzi mos 

ravishda   )(
2

1
,

2

1
1

22
kkkkkkk Mm   

  bo‘ladi. 

4) Radius vektorlari )1,...,2,1,0(  nkmk  bo‘lgan barcha doiraviy 

sektorlar birlashmasidan iborat shaklni 1Q  desak, u holda  QQ 1  bo‘lib, 

uning yuzi  





1

0

2

1
2

1
)(

n

k

kkmQS     bo‘ladi. 

5) Radius vektorlari )1,...,2,1,0(  nkM k  bo‘lgan barcha doiraviy 

sektorlar birlashmasidan iborat rasmni 2Q  desak, u holda  2QQ   bo‘lib, 

uning yuzi  





1

0

2

2
2

1
)(

n

k

kkMQS    bo‘ladi.  

4- va 5- qadamda hosil qilingan yig‘indilar )(
2

1 2   funksiyaning Darbu 

yig‘indilari deyiladi.  )(
2

1 2   funksiya ],[   oraliqda uzluksiz bo‘lgani 

uchun u integrallanuvchidir. Demak, Q  egri chiziqli sektorning yuzi 







 dQS )(
2

1
)( 2

                                      
(3.31) 

ga teng bo‘ladi.  

3.6.7-misol. Ushbu )20,()cos1()(   Raa  funksiya  

grafigi bilan chegaralangan shakl yuzini toping. 

O k kOA

OAB

 BAAAnkAOA nkk  ,;1,...,2,1,0 01
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Yechilishi: ►  funksiya 

grafigini kardioda deyiladi (3.14-rasm). Kardioda - bu radiusi r  ga teng 

bo‘lgan aylananing shu radiusli 2-qo‘zg‘almas aylana bo‘ylab harakati 

(sirpanmasdan dumalashi) natijasida 1-aylana ixtiyoriy nuqtasining 

chizgan chizig‘idir.  Kardioda qutb o‘qiga nisbatan  simmetrik  bo‘lganligi 

sababli yuqori yarim tekislikdagi shaklning yuzini topib, so‘ngra uni 2 ga 

ko‘paytirsak, izlanayotgan yuza kelib chiqadi.  

 
3.14-rasm. Kardioda grafigi 

 

  o‘zgaruvchi ],0[   da o‘zgarganda   radius vektor kardiodaning 

yuqori yarim tekislikdagi qismini chizadi. Bu yuza quyidagiga teng: 

 




0

22

0

2 )cos1()(
2

1
2)( dadQ  

2

0

2

0

2

2

3
)2sin

2

1

2

1
sin2

2

3
(

2cos
2

1
cos2

2

3

aa

da



















 

                     ◄ 

     3.6.8-misol. Grafigi Dekart yaprog‘i deb ataluvchi  

  

 funksiya bilan chegaralangan  shakl yuzini toping (3.15-rasm). 

Yechilishi:  ► Qaralayotgan shaklning yuzini (3.31) formuladan 

foydalanib  topamiz:  

 
 

 

)20,()cos1()(   Raa














2
0  ,

cossin

sincos3
33









a

















  


















2

2

0

23

222

0

233

222
2

2

0

33 cos)1(2
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2

9
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2

9
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1
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9
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9 22

0

3

2
3

2

0

23

22

0

23

22 a

tg

a
tgd

tg

a
tgd

tg

tga




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
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 3.15-rasm. Dekart yaprog‘I   ◄ 

 

3.6.2. Aniq integral yordamida egri chiziq yoyi uzunligini topish 
 

Dekart koordinata sistemasida egri chiziq yoyi uzunligini 

hisoblash 

 Tеkislikda to‘g‘ri burchakli kооrdinatalar sistеmasida egri chiziq 
)(xfy   tеnglama bilan bеrilgan bo‘lsin. Bu egri chiziqning ax   va bx   

vеrtikal to‘g‘ri chiziqlar оrasidagi 𝐴𝐵̌ yoyining uzunligini tоpamiz. 

𝐴𝐵̌ yoyda absissalari bxxxxxa ni  ,...,,...,,, 210  bo‘lgan 

BMMMA i ,...,,...,,, 21  nuqtalarni оlamiz va BMMMAM n 1211 ,...,,   vatarlarni 

o‘tkazamiz, ularning uzunliklarini mоs ravishda ni LLLL  ,...,,...,  , 21  

bilan bеlgilaymiz. 𝐴𝐵̌ yoy ichiga chizilgan siniq chiziqning uzunligi 





n

i

in LL
1

    bo‘lgani uchun 𝐴𝐵̌ yoyning uzunligi 





n

i

i
L

LL
i 1

0max
lim    

bo‘ladi. Faraz qilaylik, )(xfy   funksiya va uning )(xf   hоsilasi ] ,[ ba  

kеsmada uzluksiz bo‘lsin. U hоlda i

i

i
iii x

x

y
yxL 




 222 )(1)()(

  
yoki Lagranj tеоrеmasiga asоsan  



y

x

f x f x

x x
fi

i

i i

i i

i



 



( ) ( )
( )1

1

 . Bunda 

x xi i i  1    bo‘lgani uchun  iii xfL  2))((1 
 bo‘ladi. Ichki chizilgan 

siniq chiziqning uzunligi esa  



n

i

iin xfL
1

2))((1   bo‘ladi. 

Shartga ko‘ra, )(xf   funksiya ] ,[ ba  kesmada uzluksiz, dеmak 

1 2 ( ( ))f x  funksiya ham uzluksizdir. Shuning uchun intеgral 

yig‘indining limiti mavjud va u quyidagi aniq intеgralga tеng: 
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 




b

a

n

i

ii
x

dxxfxfL
i

2

1

2

0max
))((1))((1lim   

Dеmak, 𝐴𝐵̌ yoy uzunligini hisоblash fоrmulasi quyidagicha: 

 

b

a

b

a

dx
dx

dy
dxxfL 22 )(1))((1 .                    (3.32) 

3.6.9-misol. Ushbu   𝑓(𝑥) = (𝑥
3

2)’  (0 ≤ 𝑥 ≤ 4)  funksiyaning  egri 

chiziq yoyi uzunligini toping. 

Yechilishi: ►Avvalo berilgan funksiyaning hosilasini hisoblaymiz: 

𝑓′(𝑥) = (𝑥
3

2)’ =
3

2
𝑥
1

2 

Unda             1 + 𝑓′
2(𝑥) = 1 +

9

4
𝑥, √1 + 𝑓′2(𝑥) = √1 +

9

4
𝑥 

bo‘lib, (3.32) formulaga binoan   𝐿 = ∫ √1 +
9

4
𝑥

4

0
𝑑𝑥 

bo‘ladi. Keyingi integralda 1 +
9

4
𝑥 = 𝑡 almashtirish bajaramiz. 

Unda  𝑑𝑥 =
9

4
𝑑𝑡  va yangi o‘zgaruvchi chegarasi  1 ≤ 𝑡 ≤ 10 bo‘lib, 

quyidagi integral hosil bo‘ladi: 

∫√1 +
9

4
𝑥

4

0

𝑑𝑥 =
9

4
∫ 𝑡

1
2𝑑𝑡 =

8

27
𝑡
3
2 |
10

1
=

10

1

8

27
(√1000 − 1)

=
8

27
(10√10 − 1). 

Demak,   yoy uzunligi   𝐿 =
8

27
(10√10 − 1)  ga teng.     ◄ 

 

Parametrik shaklda berilgan funksiyaning egri chiziq yoyi  

uzunligini hisoblash 

Faraz qilaylik, 𝐴𝐵̌ yoy (egri chiziq) 

{
𝑥 = 𝜑(𝑡)
𝑦 = 𝜓(𝑡)

, (𝛼 ≤ 𝑡 ≤ 𝛽) 

tenglamalar sistemasi, ya’ni parametrik rasmda berilgan bo‘lib, 

 𝑥 = 𝜑(𝑡), 𝑦 = 𝜓(𝑡) funksiyalar [𝛼, 𝛽] da aniqlangan, uzluksiz va 

𝜑′(𝑡), 𝜓′(𝑡) uzluksiz hosilalarga ega bo‘lsin. Bunda  𝐴𝐵̌ yoy uzunlikka 

ega bo‘lib, uning uzunligi 

𝐿 = ∫ √𝜑′2(𝑡) + 𝜓′2(𝑡)  𝑑𝑡 
𝛽

𝛼
     yoki       (3.33) 

formulalar yordamida topiladi. 

 





dttytxL 22 )]([)]([
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3.6.10-misol. )sin(  ),cos1( ttaxtay    sikloidaning bitta 

arkasining  uzunligini hisoblang (3.16-rasm). 

Yechilishi:  ►   Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiya yoy 

uzunligini (3.33) formuladan topamiz:   

 





dttytxL 22 )]([)]([ , 20  t . 

  )cos1()sin( tattax 


 ,          tatay sin)cos1( 


 . 

 
3.16-rasm. Sikloida grafigi 

  

  2

0

2

0

22

2

0

2222 )cos1(2sincoscos21sin)cos1( dttadttttadttatal  

a
t

adt
t

a 8
2

cos4
2

sin2

2

0

2

0

 


.    ◄ 

Qutb koordinatasida yoy uzunligini hisoblash  

Faraz qilaylik,  𝐴𝐵̌ egri chiziq qutb koordinata sistemasida 

𝜌 = 𝜌(𝜃)     (𝛼 ≤ 0 ≤ 𝛽)                             (3.34) 

tenglik bilan berilgan bo‘lsin (3.13-rasm). Bunda 𝜌 = 𝜌(𝜃) funksiya  ba;  

da uzluksiz va 𝜌′(𝜃)  uzluksiz hosilaga ega. 

Avvalo (3.34) munosabat bilan berilgan egri  chiziq tenglamasini 

parametrik ko‘rinishda ifodalab olamiz: 

{
𝜑(𝜃) = 𝜌(𝜃) cos 𝜃

𝜓(𝜃) = 𝜌(𝜃) sin 𝜃
    (𝛼 ≤ 0 ≤ 𝛽)    

So‘ng (3.33) formuladan foydalanib, 𝐴𝐵̌ egri chiziq yoyining uzunligini 

topamiz:   








ddl   2222 )sin)(()cos)(()()(  

  




d22 )cos)(sin)(()sin)(cos)(( 




d  )()(( 22
 

Demak, (3.34) munosabat bilan berilgan egri chiziq yoyining uzunligi  






dl   )()(( 22
                             (3.35)       

bo‘ladi. 
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3.6.11-misol. Ushbu 𝜌 = 2𝑎(1 + 𝑐𝑜𝑠𝜃),      (0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋) egri 

chiziq yoyining uzunligini toping. 

Yechilishi: ► Bu funksiyaning gragini ham kardioda deyiladi, u 

yopiq chiziq bo‘lib, qutb o‘qiga nisbatan simmetrik joylashgan. Shuning 

uchun egri chiziqning uzunligi, uning qutb o‘qining yuqorisida 

joylashgan qismi uzunligining ikkilanganiga teng bo‘ladi. (3.35) 

formuladan foydalanib topamiz: 

  


daadl
0

22

0

22 ))cos1(2())cos1(2(2)()((2  

adadada 16
2

cos8cos124)cos1(sin22
000

22   





 

Demak, berilgan egri chiziq yoyining uzunligi  𝑙 = 16𝑎 bo‘ladi. ◄ 

 

3.6.3. Aylanma sirt yuzini hisoblash 

 

    )(xfy   funksiya  ba;  kesmada aniqlangan, uzluksiz bo‘lib, 

∀𝑥𝜖[𝑎, 𝑏] uchun 0)( xf  bo‘lsin. )(xf  funksiya grafigining Ox  o‘qi 

atrofida aylantirishdan aylanma sirt hosil bo‘ladi. 

   Bu sirt yuzasining aniq integral orqali ifodalanishini ko‘rsatamiz. 

 ba;  oraliqning ixtiyoriy P={𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛} (a=𝑥0 < 𝑥1 < ⋯ < 𝑥𝑛 = 𝑏) 

bo‘linishni olaylik. P bo‘linishning har bir 𝑥𝑘 = (𝑘 = 0,1, … , 𝑛) 
bo‘luvchi nuqtalari orqali Oy o‘qiga parallel to‘g‘ri chiziqlar o‘tkazib, 

ularni  𝐴𝐵̌ yoy bilan kesishgan nuqtalarini 𝐴𝑘(𝑥𝑘 , 𝑓(𝑥𝑘)) bilan 

belgilaylik. Bu       𝐴𝑘(𝑥𝑘 , 𝑓(𝑥𝑘)) (𝑘 = 0,1,… , 𝑛),    𝐴0 = 𝐴, 𝐴𝑛 = 𝐵 

nuqtalarni o‘zaro to‘g‘ri  chiziq kesmalari bilan birlashtirib, 𝐴𝐵̌  yoyga L  

siniq chiziq chizamiz. 𝐴𝐵̌  yoyni va L  chiziqni Ox  o‘qi atrofida 

aylantiamiz. Natijada L  ning aylanishidan kesik konus sirtlaridan tashkil 

topgan sirt hosil bo‘ladi (3.17-rasm). 

 
 3.17-rasm.  funksiyani Ox o‘qi atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan sirt 

 

)(xfy 
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Bu sirtning yuzi ushbu  

𝑄 = 2𝜋∑
𝑓(𝑥𝑘)+𝑓(𝑥𝑘+1)

2

𝑛−1
𝑘=0 √(𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘)

2 + [(𝑥𝑘+1) − 𝑓(𝑥𝑘)]
2   (3.36)  

formula bilan ifodalanadi. 

       P bo‘linishning diamemtri  𝜆𝑝 → 0  da 𝐴𝐵̌   yoyiga chizilgan  L   siniq 

chiziq perimetri 𝐴𝐵̌  yoy uzunligiga intiladi. Demak,  𝜆𝑝 → 0  da L  siniq 

chiziqni  Ox   o‘qi atrofida  aylantirishdan  hosil bo‘lgan sirtning yuzasi 

Q ning limiti biz qarayotgan aylanma sirtning  yuzasini aniqlaydi. Bu 

yuzaning aniq integral orqali ifodasini topamiz. 

         Buning uchun )(xf  funksiya  ba;  da uzluksiz )(xf   hosilaga ega 

deb olamiz. )(xf  funksiya  ba;  oraliqda uzluksiz bo‘lganligi uchun 

[(𝑥𝑘+1, 𝑥𝑘] oraliqda shunday 𝜉𝑘  nuqta topiladiki, 
𝑓(𝑥𝑘) + 𝑓(𝑥𝑘+1)

2
= 𝑓(𝜉𝑘), 𝜉𝑛𝜖[(𝑥𝑘), 𝑥𝑘+1] 

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Ikkinchi tomondan, Lagranj teoremasiga ko‘ra, 
[(𝑥𝑘), 𝑥𝑘+1] oraliqda shunday 𝜏𝑘 nuqta topiladiki 

𝑓(𝑥𝑘+1) − 𝑓(𝑥𝑘) = 𝑓
′(𝜏𝑘)(𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘), 𝜏𝑛𝜖[𝑥𝑘 , 𝑥𝑘+1]   

tenglik ham o‘rinli bo‘ladi. Natijada (3.36) munosabat ushbu  

𝑄 = 2𝜋∑𝑓(𝜉ℎ)

𝑛−1

𝑘=0

√(𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘))
2 + 𝑓′2(𝜏𝑘)(𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘)

2 = 

=2𝜋∑ 𝑓(𝜉ℎ)√1 + 𝑓
′2(𝜏𝑘)∆

𝑛−1
𝑘=0 𝑥𝑘   

ko‘rinishni oladi. Bu tenglamaning o‘ng tomonidagi 

∑ 𝑓(𝜉𝑘)√1 + 𝑓
′2(𝜏𝑘) 𝛥𝑥      

𝑛−1
𝑘=0                         (3.37) 

yig‘indi                           )(1)( 2 xfxf                                          (3.38) 

funksiyaning integral yig‘indisini eslatadi. (3.38) funksiya 

integrallanuvchi bo‘lganligi sababli 𝜉𝑘 nuqta sifatida  𝜏𝑘 ni olish mumkun. 

𝜆𝑝 → 0 da (3.37) tenglikdan topamiz: 

lim
𝜆𝑝→0 

𝑄 = lim
𝜆𝑝→0 

2𝜋∑𝑓(𝜏𝑘 )√1 + 𝑓
′2(𝜏𝑘)∆𝑥𝑘 =

𝑛−1

𝑘=0

 

dxxfxf

b

a

)(1)(2 2   

Shunday qilib,  o‘qi atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma  

sirtning yuzi uchun ushbu formula o‘rinli: 

Ox
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dxxfxfS

b

a

)(1)(2 2  .                               (3.39) 

3.6.12-misol.  funksiya grafigini  kesmada  o‘qi 

atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan sirt yuzini toping. 

  Yechilishi: ► Bu aylanma sirt 3.18-rasmda keltirilgan.  (3.39) 

formuladan foydalanamiz.  

 
  3.18-rasm.  funksiya grafigi 

 .
48

125

4

1

3

4

4

1
2

4

1
12

1

0

31

0

1

0


 








  xdxxdx

x
xS ◄ 

 
3.6.4. Aniq intеgral yordamida hajmlarni hisоblash 

 

a) Agar jism Ox  o‘qining х nuqtasiga o‘tkazilgan pеrpеndikulyar 

tеkisliklar bilan kеsishishdan hоsil bo‘lgan kеsim yuzi S(x) bеrilgan 

bo‘lsa, jism hajmi  dxxSV

b

a

)(    fоrmula bilan tоpiladi.  

 Bu yеrda  a  va  b lar  х ning o‘zgarish chеgaralari, S(x) funksiya  ba;    

kеsmada aniqlangan va uzluksiz dеb qaraladi. 

 b)  )(xfy  funksiya grafigini Ox  o‘qi atrofida aylantirishdan hosil 

bo‘lgan jism hajmini topaylik (3.19-rasm, a).  

       Agar Ox  o‘qidan tepadagi yarim tekislikni Ox  o‘qi atrofida 

aylantirsak, u holda funksiya grafigining har bir nuqtasi aylanma harakat 

qilib, aylana chizadi va grafikning barcha nuqtasi aylanishidan aylanma 

sirt hosil bo‘ladi.  

  )(xfy  funksiya grafigi, Ox  o‘qi,  bxax    ,  to‘g‘ri chiziqlar bilan 

chegaralangan yarim tekislik esa  o‘qi atrofida aylanishidan aylanma 

jism hosil qiladi. Bu jismning hajmini topish uchun uni (3.19-rasm, b) 

xy  ]1  ;0[ Ox

xy 

Ox
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qalinligi judayam kichik bo‘lgan chekli sondagi to‘g‘ri silindrlarga yoki 

disklarga bo‘lib chiqamiz. Bunda  oraliqni har birining uzunligi 

bo‘lgan qism oraliqlarga ajratamiz. Shunda har bir silindrning balandligi 

ga teng bo‘ladi (3.19-rasm, c). Silindr radiusini esa bo‘lakning 

o‘ng tomonidagi nuqtasiga mos funksiya qiymatiga teng deb olamiz:  

. Agar  manfiy bo‘lsa, uning modulini  olamiz. 

 
a)                                   b)                             c) 

 3.19-rasm. Aylanma jism 
  

  Bizga ma’lumki, to‘g‘ri silindrning hajmi hrV 2   ga teng. U holda 

har bir diskning hajmi  xxfV i 
2

)(   bo‘ladi. Bundan aylanma jismning 

taxminiy hajmi barcha disklarning hajmlari yig‘indisiga teng bo‘lishi 

kelib chiqadi:   



n

i

i xxfV
1

2
)(  . 

  Jismning aniq hajmi esa disklar qalinligi nolga intilgandagi, ya’ni 

disklar soni cheksizlikka intilgandagi limitga teng bo‘ladi:    

  dxxfxxfV

b

a

n

i

i
n  




2

1

2
)()( lim   

Demak, ),(xfy   Ox  o‘q va  to‘g‘ri chiziqlar bilan chеgaralangan 

egri chiziqli trapеtsiyaning Ox  o‘qi atrоfida aylanishidan hоsil bo‘lgan 

jism hajmi  quyidagi formuladan topiladi:                        

  dxxfV

b

a


2

)(

                                      
(3.40) 

 3.6.13-misol. xy   funksiya grafigini ]1  ;0[  kesmada Ox  o‘qi 

atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan jism hajmini toping. 

         Yechilishi: ► Bu aylanma jism 3.18-rasmda keltirilgan. (3.40) 

formuladan foydalanamiz.   

  .
22

01

2

221

0

1

0

21

0

2 
 


 

x
xdxdxxV  ◄ 

]  ;[ ba x

xh 

ix

)( ixfr  )( ixf )( ixf
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 3.6.14-misol. 
xey   funksiya grafigini ]2  ;1[  kesmada Ox  o‘qi 

atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan jism hajmini toping (3.20-rasm). 

  Yechilishi: ►  (3.18) formuladan foydalanamiz.  

 

 
 3.20-rasm.  funksiya grafigini Ox o‘qi atrofida aylantirish      ◄ 

  

 3.6.15-misol. Shaharda suv saqlaydigan rezervuar ]40 ;40[  

masofada 2

2

40
150)(

x
xf   funksiya grafigini aylantirishdan hosil qilingan 

aylanma jism shaklida yasalgan. Uning hajmini toping (3.21-rasm). 

 Yechilishi: ► Rezervuarning bunday shakliga qisilgan sferoid 

deyiladi. Chunki uning vertikal diametri (80ft=24.384m) bo‘lib, 

gorizontal diametri(100 ft=30.48m)dan kichik. 2.19-rasmdan ko‘rish 

mumkinki, u ]40 ;40[  oraliqda bo‘lishi kerak. Hisoblashni 

soddalashtirish maqsadida oraliqning yarmi uchun integralni hisoblab, 

keyin natijani 2 ga ko‘paytiramiz. 

                 
 3.21-rasm. Rezervuar  

 

  55.85
22

241

0

2

1

2
2

1

0

2










eee

dxedxeV
x

xx 

xey 

































  

40

0

40

0

340

0

2
2

2

2

1
4800

2500
1600

12500
40

150
x

xdx
x

dx
x

V 
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Shunday qilib, rezervuar hajmi 
3

000 400
2 1


 VV ga teng. Ma’lumki, 1ft3 

= 0.3048 m3 hajmda 7.48 gallon=28.3118 l suv bo‘ladi, ushbu rezervuar 

sig‘imi 3.13∙106 gallon=11 847050 litr ga teng ekan. ◄ 

 v) )(yx   egri chiziq,  o‘qi va dycy  ,   to‘g‘ri chiziqlar bilan 

chеgaralangan egri chiziqli trapеtsiyaning Oy  o‘q atrоfida aylanishidan 

hоsil bo‘lgan jism hajmi 

dyxdyyV

d

c

d

c

22))((   

                        
(3.41) 

fоrmula bilan hisоblanadi. 

 g) Agar )(xfy   ,   )( bxa   egri chiziq paramеtrik usulda, ya’ni  

 







t

tyy

txx
,

)(

)(
 bo‘lsa, egri chiziqli trapеtsiyaning Ox  o‘q atrоfida 

aylanishidan hоsil bo‘lgan jismning hajmi 

dttxtyV

b

a

)())(( 12

 

                              
(3.42) 

 fоrmula bilan tоpiladi. 

d) Qutb kооrdinatalar sistеmasida )(xf  tеnglama bilan bеrilgan 

egri chiziq va   ,  radius vеktоrlar bilan chеgaralangan rasmning 

qutb o‘qi atrоfida aylanishidan hоsil bo‘lgan jism hajmi 

 






dV 33 sin

                                     
(3.43) 

fоrmula bilan hisоblanadi. 

Agar qutb koordinatasida berilgan bo‘lib,  0   bo‘lsa, 

jism hajmi 






dV 33 sin
3

2
  fоrmula bilan hisоblanadi. 

3.6.16-misol.  1
2

2

2

2


b

y

a

x
  ellipsni Оx va Оy o‘qlari atrоfida 

aylantirish natijasida hоsil qilingan jismlarning hajmlarini hisоblang. 

Yechilishi: ►Ellips tеnglamasidan  

y
b

a
a x x

a

b
b y2

2

2

2 2 2

2

2

2 2   ( ); ( )
 

funksiyalarni topib olamiz.  Ellipsni Оx o‘qi atrоfida aylantirishdan hоsil 

bo‘lgan jismning hajmi:  

3

000 200 


Oy
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22
3

3

2

2

0

3
2

2

2

0

22

2

2

0

2

1

3

4

3

4
)

3
(2

|)
3

(2)(222

abVab
a

a
a

b

x
xa

a

b
dxxa

a

b
dxyVV a

aa







 
 

Ellipsni Оy  o‘qi atrоfida aylantirishdan hоsil bo‘lgan jismning hajmi:  

.).(
3

4

3

4
)

3
(2

|)
3

(2)(222

22
3

3

2

2

0

3
2

2

2

0

22

2

2

0

2

1

birlkubbaVba
b

b
b

a

y
yb

b

a
dyyb

b

a
dyxVV b

bb







 
     ◄ 

 

3.6.5. Aniq integralning fizikaviy tatbiqlari 

 

   Berilgan kuch ta’sirida bajarilgan ishni hisoblash. 

Aytaylik, moddiy nuqta  Os to‘g‘ri chiziq bo‘ylab )(sF  kuch ta’sirida 

harakatlanayotgan bo‘lsin.  Yo‘lning ],[ ba  qismida bu kuch ta’sirida 

bajarilgan ish quyidagi formula bilan hisoblanadi: 


b

a

dssFA )(

                                         
(3.44) 

3.6.17-misol.  Agar prujinani 1 smga cho‘zish uchun 1kN kuch 

sarflansa, shu prujinani 10 sm ga cho‘zish uchun qancha ish bajarish 

kerak?  

Yechilishi: ► Guk qonuniga ko‘ra, prujinani cho‘zish uchun kerak 

bo‘ladigan F  kuch prujinani cho‘zilishiga to‘g‘ri proportsional, ya’ni 

kxF  , bu yerda x prujinaning cho‘zilishi (metrda), k proportsionallik 

koeffitsiyenti. 

Misol shartidan ma’lumki, prujina 1F  kN kuch bilan 01,0x m 

cho‘ziladi. Formuladan k01,01    →   100k  va  xF 100  ni topamiz. 

Shunda bajarilgan ish (3.44) formuladan topiladi:  

kJ.  5,050100
1,0

0

2

1,0

0

  xxdxA  ◄ 

 

Tekis shaklning og‘irlik markazini topish 

 

1) Zichligi )(x  bo‘lgan )(xfy   funksiya grafigining moddiy 

AB yoyining og‘irlik markazining koordinatalari  ),( cc yxС  quyidagi 

formulalar bilan aniqlanadi: 
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dxyx

dxyxx

x
b

a

b

a
C










2

2

1)(

1)(





,                   
dxyx

dxyxy

y
b

a

b

a
C










2

2

1)(

1)(





         

(3.45) 

2) Agar rasm pastdan )(1 xfy   va yuqoridan )(2 xfy  , 

shuningdek ],[ ba  kesmada )()( 21 xfxf   tengsizlik o‘rinli va chiziqli 

zichlik )(x   bo‘lsa, og‘irlik markazining koordinatalari  ),( cc yxС  

quyidagi formulalar bilan aniqlanadi: 

 

 dxxfxfx

dxxfxfxx

x
b

a

b

a
C











)()()(

)()()(

12

12





,         

 

 dxxfxfx

dxxfxfx

y
b

a

b

a
C











)()()(

)()()(
2

1

12

2

1

2

2





   

(3.46) 

 

3.6.18-misol.  Radiusi R , markaziy burchagi 2  bo‘lgan bir jinsli 

sim yoyning og‘irlik markazini toping, ( ). 

 Yechilishi:  ► 3.22-rasmdan ko‘rinadiki, yoy simmetrik va bir jinsli 

materialdan qilingan, shuning uchun 0Cy  ga teng. (3.45) formulada 

 bo‘lganligi uchun Cx  quyidagi formuladan topamiz: 

 

      

3.22-rasm. Radiusi , markaziy burchagi  bo‘lgan bir jinsli sim yoy 

 

Integralni hisoblash uchun qutb koordinatasiga o‘tamiz. 

const ,  tRx cos ,  tRy sin . 

const

const

dxy

dxyx

x
a

a

a

a
C














2

2

1

1

R 2
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U holda Yakobian: RtRtR
tRt

tRt

t

y

R

y
t

x

R

x

I 



















 22 sincos
cossin

sincos
. 

















 sinsin
cos2

R
t

t
R

dtR

dttR

xC 












. 

Shunday qilib, sim yoyining og‘irlik markazi 0   ,
sin

 CC yRx



. ◄ 

 

Mavzu yuzasidan savollar: 

1. Yassi shakllar yuzini hisоblash formulasini yozing. 

2. Yoy uzunligini hisоblash qanday bajariladi?  

3. Aniq intеgral yordamida hajmlarni hisоblashni bilasizmi? 

4. Aylanma jism sirtining yuzasini hisoblash uchun formula yozing. 

5. Aniq integralning qanday fizikaviy tatbiqlarini bilasiz?  

6. Tekis shaklning og‘irlik markazini topish formulasini yozing. 

7. Aniq integral yordamida kuch bajargan ishni topish formulasini 

yozing. 

 

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR 
 

1. Rasmda berilgan aylanma shakl hajmini qanday hisoblash mumkin?    

 
3.23-rasm. Arena 

2. Yoy uzunligini toping: 

        a) 




















tty

t
x

sin

2
cos

             b)  










tty

tx

2

8

5

3

           c) 










tby

tax

2

2

sin

cos

 

3. Marsni o‘rganish uchun kosmik kemada robot olib borildi. Unga 

tttv 242.0)( 2   km/ soat tezlik berildi. Birinchi 3 soatda robot qancha 

masofani bosib o‘tadi (3.24-rasm)? 
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3.24-rasm. Mars sayyorasidagi robot 

 

4. xy   funksiya grafigini ]1  ;0[  kesmada Ox  o‘qi atrofida aylantirishdan 

hosil bo‘lgan jism hajmini toping (3.25-rasm). 

 
3.25-rasm. Aylanma jism 

 

5. Atom elektr stansiyalarida sovitish mo‘rilari mavjud. Ularning tuzilishi 

22500
150)(

2x
xf   giperbolani 250250  x  masofada Ox o‘qi atrofida 

aylantirishdan hosil bo‘lgan jism bo‘lib, 3.26-rasmda keltirilgan. Shu jism 

hajmini toping. 

 

 
3.26-rasm. Atom elektr stansiyalaridagi sovitish mo‘rilari 
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TESTLAR 

 

1. 2 1 1y x va y x     chiziqlar bilan chegaralangan shakl 

yuzasini hisoblang. 

A)   9/2                B)  2/3               C) 9            D)  7/2 

 

2. 21 1
ln

4 2
x y y   egri chiziqning 1 1y   dan 2y e  gacha yoyi 

uzunligini toping. 

A) 
2 1

3

e 
          B)  

3 1

4

e 
          C)  

2 1

4

e 
            D)  

2 1

4

e 

 
 

3. Koordinata o‘qlari va 
1 1 1

2 2 2x y a   parabola bilan chegaralangan 

shaklni  Ox o‘qi atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan jism hajmini 

hisoblang. 

               A)   
8

a
         B)  

3

15

a
           C)  

15

2 3a
             D)  

7

a

 
 

4. Aniq integral yordamida hajm hisoblash formulasi berilgan 

variantni aniqlang. 

A)   
b

a

dxxf 2      B)     




dr
2

1

2

2

1      C)      dttxty 




     D)     dttxty 


  
 

     5. Quyidagilardan qaysi biri yuzani topish formulasi emas? 

A)  
b

a

dxxf 2    B)    




dr
2

1

2

2

1       C)     dttxty 




    D)     dttytx 


  
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4.1. Sonli qatorlar 

 

 4.1.1. Sonli qatorlar haqida tushunchalar 

 

Elеmеntlari chеksiz hаqiqiy sоnlаrdan iborat bo‘lgan ushbu   

,...,...,,, 321 naaaa chеksiz  kеtma-kеtlikni qaraymiz. 

Ushbu ......321  naaaa  ifodaga cheksiz qator yoki qisqacha 

qator deyiladi va quyidagicha belgilanadi:  

                         .......
1

321 





n

nn аaaaa                              (4.1) 

,...,...,,, 321 naaaa  qаtоrning hаdlаri dеyilаdi. na  gа qаtоrning 

umumiy hаdi yoki n hаdi dеyilаdi. Qatorning umumiy hаdi berilgan 

bo‘lsa, n  ning o‘rniga 1 dan boshlab ketma-ket natural sonlarni qo‘yib, 

uning yordаmidа qаtоrning ixtiyoriy hаdini hosil qilish mumkin.  

Misol uchun, agar n hаdi nna
3

1
  ko‘rinishidagi qator berilgan 

bo‘lsa, uning umumiy ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:  







1 3

1
...

3

1
...

27

1

9

1

3

1

n
nn . 

Qatorning hadlari yig‘indilаriga qismiy yig‘indilar deyiladi: 

         

 ...,...

  ...

,

  ,

 ,

321

3213

212

11

nn aaaaS

aaaS

aaS

aS









                                     (4.2) 

Аgаr 


1n

nа  qаtоrning qismiy yig‘indilari ketma-ketligi 

...,...,,,, 321 nSSSS    chеkli n
n

SS


 lim  limitgа egа bo‘lsа, u hоldа 


1n

nа qаtоr 
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yaqinlаshuvchi qаtоr dеyiladi,  chekli limit  esa uning yig‘indisi 

dеyilаdi:  






11

limlim
i

i

n

i

i
n

n
n

aaSS  

Аgаr 


1n

nа qаtоrning qismiy yig‘indilari ketma-ketligi 

...,...,,,, 321 nSSSS    chеksiz limitgа egа bo‘lsа yoki limiti mavjud bo‘lmasa, 

u hоldа 


1n

nа qаtоr uzoqlаshuvchi qаtоr dеyiladi. 

Eslatma. Sonli qatorlar nazariyasining asosiy vazifasi qatorning 

yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi ekanligini aniqlash va qatorning 

yig‘indisini hisoblashdan iborat. 

4.1.1-misol. 


 1 12

1

n n
 qatorning qismiy yig‘indilarini toping. 

Yechilishi: ►  








 12

1
...

7

1

5

1

3

1
1

12

1

1 nnn

  

             111  aS ;    

             
3

4

3

1
1212  aaS ; 

             
15

23

5

1

3

4

5

1

3

1
13213  aaaS ; 

             … 

            
12

1
...

7

1

5

1

3

1
1...321




n
aaaaS nn . ◄ 

 

4.1.2-misol. 





1 3

1
...

3

1
...

27

1

9

1

3

1

n
nn  qatorning qismiy 

yig‘indilarini toping. 

Yechilishi: ►   
3

1
11  aS ;    

                          
9

4

9

1

3

1
212  aaS ;   

                          
27

13

27

1

9

1

3

1
3213  aaaS ;  

                           …     

                         
nnn aaaaS

3

1
...

27

1

9

1

3

1
...321  .   ◄ 

4.1.3-misol. 


1n

n  qator yaqinlashuvchimi yoki uzoqlashuvchimi? 

Agar yaqinlashuvchi bo‘lsa, uning yig‘indisini toping. 
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Yechilishi: ►  Qatorning yaqinlashuvchanligini aniqlash uchun 

oldin berilgan qatorni n  ta hadi yig‘indisini yozib olamiz: 







n

i

n

nn
niS

1 2

)1(
...54321  





 2

)1(
limlim

nn
SS

n
n

n
. 

Qismiy yig‘indilar ketma-ketligi uzoqlashuvchi ekan, demak, qator ham 

uzoqlashuvchi. ◄ 

4.1.4-misol. 


 2
2 1

1

n n
 qator yaqinlashuvchimi yoki 

uzoqlashuvchimi? Agar yaqinlashuvchi bo‘lsa, uning yig‘indisini toping. 

Yechilishi: ►  Qatorning qismiy yig‘indilar ketma –ketligini yozib 

olamiz:  
 


n

i

n
i

S
2

2 1

1
.  

i  ning o‘rniga 2 dan n  gacha natural qiymatlarni qo‘ysal, u holda 

quyidagi qator hosil bo‘ladi: 































1

1

1

1

2

1
...

64

1

53

1

42

1

31

1

1

1
...

24

1

15

1

8

1

3

1
2 nnn

Sn . 

Hosil bo‘lgan ifodada kasrlarni ajratib, ayirma rasmida yozish mumkin: 



























1

11

2

3

2

1

1

1

1

1
...

6

1

4

1

5

1

3

1

4

1

2

1

3

1
1

2

1

nnnn
Sn . 

Endi limitga o‘tib, qator yig‘indisini hisoblaymiz: 

4

3

1

11

2

3

2

1
limlim 












 nn
SS

n
n

n
. 

Demak, qator yaqinlashuvchi va uning yig‘indisi 0,75 ga teng ekan. ◄  

4.1.5-misol. 





0

)1(
n

n
 qator yaqinlashuvchimi yoki 

uzoqlashuvchimi?  

Yechilishi: ►  Qatorning qismiy yig‘indilar ketma –ketligini yozib 

olamiz: 10 S ;    

             0111 S ; 

             11112 S ; 

             011113 S  … 

      Ko‘rinib turibdiki, qatorning limiti mavjud emas: 










 lsa.bo'juft  agar     ,1

lsa;bo'    toqagar       ,0
lim

n

n
Sn

n
 

Bunday qatorlar uzoqlashuvchi bo‘ladi. ◄ 
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Qatorlarni yozishda indeks qanday harfiy kattalik bilan yozilishi 

muhim emas, qator shu indeksga mos holda berilsa yetarli. Misol uchun, 












 





 1
2

1
2

1
2 1

3

1

3

1

3

kin kin
. 

 Geometrik  qator. 

Sonli qаtоrgа misоl qilib amaliyotda ko‘p ishlatiladigan geometrik 

progressiyani ko‘rsatish mumkin:     

...... 12  naqaqaqa                                   (4.3) 

Bunda a gеоmеtrik prоgrеssiya(gеоmеtrik qаtоr)ning birinchi hаdi, 
1 nqa      -   n -hаdi, q  qatorning mаhrаji deyiladi. 

Birinchi n  tа hаdining yig‘indisi 
 

q

qa
aqaqaqaS

n
n

n



 

1

1
... 12  ga 

teng,   1q .  

1. Geometrik qatorda 1q  bo‘lsа n  dа 0nq  bo‘lib, uning limiti 

q

a

q

aq

q

a
S

n

n
n

n 
















 111
limlim  bo‘lаdi. Demak (4.3) qator yaqinlashuvchi 

bo‘lib yig‘indisi  
q

a
S




1
     bo‘ladi. 

2. 1q  bo‘lsа n  dа nq  bo‘lib, (4.3) qаtоr uzоqlаshuvchi 

bo‘lаdi. 

3. 1q  bo‘lsа,  (4.3) qаtоr ......  aaaa  ko‘rinishdа bo‘lib, 

uning yig‘indisi naaaaaSn  ...  bo‘lаdi. Limitini hisoblasak, 

)0(   lim)(limlim 


anaanS
nn

n
n

ga teng. Dеmаk, qаtоr uzоqlаshuvchi. 

4. 0,1  aq  bo‘lsа, (4.3) qаtоr ... aaaa  ko‘rinishdа 

bo‘lib, n  juft sоn bo‘lgаndа, qator yig‘indisi nolga teng: 0nS  vа n  tоq 

sоn bo‘lgаndа esa aSn   ga teng bo‘lаdi. Dеmаk, n
n

S


lim  limit mаvjud emаs 

vа shu sababli qаtоr uzоqlаshuvchi deb xulosa qilamiz. 

 Shundаy qilib, gеоmеtrik qator, ya’ni (4.3) qаtоr fаqаt 1q  

bo‘lgаndа yaqinlаshuvchi bo‘lib, 1q  bo‘lgаndа uzоqlаshuvchi bo‘lаr 

ekаn. 

4.1.6-misol. 





1
13

1

n
n  qator yaqinlashuvchimi yoki uzoqlashuvchimi? 

Agar yaqinlashuvchi bo‘lsa, uning yig‘indisini toping. 

Yechilishi: ►  Ushbu qator geometrik qator bo‘lib, mahraji 
3

1
q , 

1a . Geometrik progressiya yig‘indisini topish formulasidan 
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foydalanamiz:  
 

q

qa
S

n

n





1

1
;   

       










 n

n

i
ninS

3

1
1

2

3

3

1
...

3

1

3

1

3

1
1

3

1

1
321 ; 

Limitga o‘tamiz:  
2

3

3

1
1

2

3
limlim 










 nn
n

n
SS . 

Qator yaqinlashuvchi va uning yig‘indisi 1,5 ga teng. ◄ 

4.1.7-misol. 




 
1

12 49
n

nn
 qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, uning 

yig‘indisini toping. 

Yechilishi: ►   





































1

1

1 1
11

21

2

1

1

12

9

4
144

99

44

9

4
49

n

n

n n
n

n

n

n

n

nn
.  

Ko‘rinib turibdiki, bu cheksiz kamayuvchi geometrik qator bo‘lib, 

uning mahraji 1
9

4
q  ga teng, qator yig‘indisi  

5

1296

5

9
144

9

4
1

144

1

1 







q

b
S .                                   ◄ 

4.1.8-misol. 







1
1

3

5

)4(

n
n

n

 qator yaqinlashuvchimi, uzoqlashuvchimi? 

Yechilishi: ►  
n

nn
n

n

n
n

n













 















111
1

3

5

64
5

5

)64(
5

5

)4(
. Bu o‘suvchi 

geometrik qator bo‘lib, uning maxraji 1
5

64
q  ga teng, qator yig‘indisi 

S . ◄ 

 

  Teleskopik qatorlar (Telescoping Series4) – cheksiz qatorlar 

bo‘lib, ularda qavslarni ochish bilan deyarli barcha qo‘shiluvchilarning 

yig‘indisi nolga teng bo‘lib qoladi va qatorning yig‘indisi oson topiladi. 

Qatorlarga bunday nom berilishiga sabab, teleskopga o‘xshab o‘z 

uzunligini bir necha marotaba qisqatirishidir.   

4.1.9-misol.  qator yig‘indisini toping. 

Yechilishi: ►   Qator yig‘indisini topish uchun dastlab uning  ta 

hadi yig‘indisini aniqlaymiz:  

 

_________________ 

  
M. L. Bittinger, D. J. Ellenbogen, S. A. Surgent “Calculus and its Applications”, USA,  

Springer, 10-th  edition, 2012. -729 p.

 




 0
2 23

1

n nn

n
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2

1
1

2

1

1

1

1

11
...

4

1

3

1

3

1

2

1

2

1
1
























































nnnnn
. 

Limitga o‘tamiz: 1
2

1
1limlim 












 n
SS

n
n

n
, demak, berilgan qatorning 

yig‘indisi 1 ga teng:  .1
23

1

0
2







n nn
  ◄ 

4.1.10-misol.
 



 1
2 34

1

n nn
 qator yig‘indisini toping. 

Yechilishi: ►    




















 



n

i

n

i

n

i

n
iiiiii

S
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1
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)3)(1(

1

2

1

34

1
 



















































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



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










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1

1

1

2
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...

7

1

5

1

6

1

4

1

5

1

3

1

4

1

2

1

2

1
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














3

1

2

1

3

1

2

1

2

1

nn
.  

Limitga o‘tamiz:  
12

5

3

1

2

1

6

5

2

1
limlim 















 nn
SS

n
n

n
. 

Demak,  berilgan qatorning yig‘indisi  
12

5

34

1

1
2







n nn
  ga teng.  ◄ 

4.1.11-misol. 


 



1
2 23

23

n nn

n
 qator yig‘indisini toping. 

Yechilishi: ► Qator teleskopik bo‘lishi uchun uning hadlarini 

ishorasi almashinuvchi bo‘lishi kerak, bu yerda esa qator hadlarining 

barchasi musbat. Shu sababli qator uzoqlashuvchi:  


















n

i

n
ii

S
1 2

1

1

1
. ◄ 

  Yaqinlashuvchi qatorning xossalari 

10.  Agar  


1n

na  yaqinlashuvchi qator bo‘lsa, u holda  har qanday             

     constc   son uchun 









11 n

n

n

n aсaс  tenglik o‘rinli. 

20.  Agar  


1n

na  va 


1n

nb  yaqinlashuvchi qatorlar bo‘lsa, u holda   

       













111

)(
n

nn

n

n

n

n baba  tenglik o‘rinli. 


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
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Qatorlarni ko‘paytirish amali birmuncha murakkab jarayon, ya’ni 

qator hadlarini mos ravishda ko‘paytirganda hosil bo‘ladigan qatorni 

analitik shaklda yozish mumkinmi? - degan savolga javob izlaymiz. 

Ravshanki,  













111

)(
n

nn

n

n

n

n baba . 

Buni quyidagi misolda ko‘rish mumkin: aytaylik, ikkita chekli qator 

berilgan bo‘lsin, ularni ko‘paytiramiz: 
322 376)53)(2( xxxxxx  . 

Endi cheksiz hadli qatorlarni ko‘paytirganda 1-qatorning har bir 

hadiga 2-qatorning har bir hadini ko‘paytirib, yig‘indisini hisoblash 

kerak:                ...)...)(( 321321

11










bbbaaaba
n

n

n

n  















111 n

n

n

n

n

n cba , bunda 



n

i

inin bac
1

 bo‘ladi. 

Bunday qatorning yaqinlashishi haqida ham ko‘p narsa ayta 

olmaymiz. Berilgan qatorlar yaqinlashuvchi bo‘lsa ham, ko‘paytma qator 

yaqinlashuvchi ham, uzoqlashuvchi ham bo‘lishi mumkin. Bo‘limning 

oxirida qatorlarni ko‘paytirish masalasiga yana qaytamiz. 

Bu yerda muhokama qilishimiz kerak bo‘lgan yana bir narsa – bu 

indekslar siljishi. Indeksni o‘zgartirishning asosiy g‘oyasi, har qanday 

sababga ko‘ra (buning qonuniy sabablari bor) boshqa qiymatdagi qatorni 

boshlashdir. 

4.1.12-misol. Quyidagi qator berilgan bo‘lsin:  






2 2

5

n
n

n
. 

► Ushbu qatorda, agar 0n  nomerdan boshlasak,  

...
2

5
...

16

9
1

4

7
35

2

5

0








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
n

n
n
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    agar 2n  deb boshlasak, ...
2

5
...

16

9
1

4

7

2

5

2











n

n
n
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Demak, qatorda indeks  0n  dan boshlansa qatorning qiymati  2n  

dan boshlanganiga qaraganda 8 birlik katta chiqar ekan. Qatorning 

qiymatlari har xil chiqar ekan. Shuning uchun indekslarni o‘zgartirganda 

ehtiyot bo‘lish kerak. 

Indeksni o‘zgartirish juda oddiy jarayon. Aytaylik, yangi indeks  
2 ni  ni hosil qilmoqchimiz. Shunda 2n  ni  o‘rniga 0i  deb 

yozmoqchimiz. U holda e’tibor bering, n  bo‘lganda  2i  

bo‘ladi. Shuning uchun bu yerda faqat pastki chegara o‘zgaradi: 2 in  




















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0
2

0
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2

5)2(
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i
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i
i

n
n

iin
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Qatorlarni yozishda indeks qanday harfiy kattalik bilan yozilishining 

ahamiyati yo‘qligini aytgan edik, shunda  
















0
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qatorlar bir xil ekanligi kelib chiqadi. Tekshirib ko‘rishingiz mumkin:  
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2

5
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7
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
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Shubhasiz,endi ikkala qatorda ham bir xil hadlar qatnashgan. ◄ 

4.1.13-misol. 



1
1

2

31n
n

n
 qatorning indeksini 3n  deb o‘zgartiring. 

Yechilishi: ►  Ketma-ketlikning dastlabki qiymatini 2 ga 

oshirmoqchimiz, shuning uchun uning  n hadini 2 ga kamaytirish kerak: 


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 
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Qatorlarni yozishda muqobil usullarni ham qarab chiqaylik: 

...321

1






aaaа
n

n   qatorni turlicha ko‘rinishdagi indekslar yordamida 

yozish mumkin:   
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Demak, 









111 Nj

j

N

i

i

n

n aaа  tenglik o‘rinli. 

4.1.14-misol. a) 




 
0

12 49
n

nn
  va  b) 





 
3

12 49
n

nn
 qatorlarning 

yig‘indilarini toping.        

Yechilishi: ►  a)  Ushbu qatorda 0n  hadini alohida qo‘shiluvchi 

sifatida yozib olamiz:   









 
1

122

0

12

5

2916

5

1296
324494949

n

nn

n

nn
. 

b) 




 
3

12 49
n

nn  qator yig‘indisini topish uchun 1n  va 2n  hadlarini 

alohida qo‘shiluvchi sifatida yozib olamiz:  

 













 
3 3

1212302

1

12 4920849494949
n n

nnnn

n

nn
; 
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Tenglikdan quyidagini topish mumkin: 

5

256
208

5

1296
2084949

1

12

3

12  











n

nn

n

nn
. ◄ 

 

4.1.2. Qator yaqinlashishining zaruriy sharti. Garmonik qator 
 

4.1-tеorеma (yaqinlashuvchanlikning zaruriylik sharti). Agar   




1n

nа  qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda 0lim 


n
n

a   munosabat o‘rinli 

bo‘ladi. 

 █ Ushbu teoremani noto‘g‘ri ishlatishdan ehtiyot bo‘ling! Bu 

teorema bizga yaqinlashish talabini beradi, lekin yaqinlashish kafolatini 

emas. Boshqacha qilib aytganda, teoremaning teskarisi o‘rinli emas, ya’ni  

agar 0lim 


n
n

a  bo‘lsa, bu berilgan qator yaqinlashivchi bo‘ladi degani 

emas. 

Natija.  Agar 0lim 


n
n

a  bo‘lsa, u holda qator  uzoqlashuvchi bo‘ladi. 

4.1.15-misol.  


 



0
3

32

210

4

n n

nn
  qatorni yaqinlashuvchilikka tekshiring. 

Yechilishi: ►
2

1

2
10

1
4

lim
210

4
lim

3

3

32














n

n

n

nn

nn
 qatorning umumiy hadining 

limiti 0lim 


n
n

a  ga teng bo‘ldi, demak, berilgan qator uzoqlashuvchi.◄ 

 

...
1

...
3

1

2

1
1

1

1




 nnn

   qatorga garmonik qator deyiladi.  (4.4) 

 

4.1.16-misol.  


1

1

n n
 garmonik qator yaqinlashuvchimi? 

Yechilishi: ►  Garmonik qator uchun 0
1

limlim 
 n

a
n

n
n

 zaruriy shart 

bajariladi. Lekin bu shart yetarli emas. Qatorni quyidagicha yoyib olamiz: 


















 ...

8

1

7

1

6

1

5

1

4

1

3

1
1...

1
...

3

1

2

1
1

n


















 ...

2

1

2

1
1...

8

1

8

1

8

1

8

1

4

1

4

1
1  

Hosil bo‘lgan qator  chegaralanmagan, bu esa garmonik qator 

uzoqlashuvchi ekanini bildiradi. ◄ 
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Dеmak, qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, zaruriy shart bajariladi, ammo  

zaruriy shart bajarilganda qator uzoqlashuvchi ham, yaqinlashuvchi ham 

bo‘lishi mumkin ekan. 

  4.1.17-misol. ...
54

1

53

1

52

1
1

32









  qatоr yaqinlashishining zaruriy 

shartini tеkshiring. 

  Yechilishi: ►   Qatorning umumiy hadi  15

1



nn

n
u  ni hosil qilamiz 

va zaruriy shartni tekshiramiz:  0
5

1
limlim

1





 nn
n

n n
u . 

Zaruriy shart bajariladi, lekin qator yaqinlashuvchi deb xulosa qilishga 

shoshmaymiz. Buning uchun yana bitta shartni – yetarlilik shartini 

tekshirib ko‘rish kerak bo‘ladi. ◄ 

 

4.1.3. Musbat hadli qatorlarning yaqinlashish alomatlari  

 

Qatorlarni yaqinlashuvchanligini aniqlashning bir nechta usullari 

mavjud: 

1) Qatorlarni taqqoslash alomati; 

2) Umumlashgan taqqoslash alomati; 

3) Dalamber alomati; 

4) Koshi alomati; 

5) Integral alomati. 

Bu alomatlarni dastlab ishorasi o‘zgarmas (hadlari faqat musbat yoki 

faqat manfiy ishorali bo‘lgan) qatorlarda tushunib olaylik, aniqlik uchun 

musbat hadli qatorlarni qaraymiz.  

Hamma hadlari musbat ishorali bo‘lgan qatorga musbat hadli 

qator deyiladi. 

Taqqoslash alomati:  


1n

nа  va 


1n

nb  musbat hadli qatorlar bo‘lsin. 

4.2-tеorеma (yaqinlashuvchanlikning yеtarlilik sharti). 

 









11 n

n

n

n bа  munosabat o‘rinli bo‘lib, 


1n

nb qator yaqinlashuvchi 

bo‘lsa, u holda 


1n

nа qator ham yaqinlashuvchi bo‘ladi. 

4.1.18-misol. ...
54

1

53

1

52

1
1

32









  qatоrni yaqinlashishga 

tekshiring. 
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Yechilishi: ► Berilgan qator 4.1.17-misoldagi  qator bo‘lib, uning 

umumiy hadi  15

1



nn

n
u

 
edi. Yetarlilik shartiga ko‘ra, bеrilgan qatоrni 

...
5

1
...

5

1

5

1

5

1
1

132


n qatоr bilan taqqоslaymiz. Ushbu qatоrning 

mahraji  
5

1
q   ga tеng bo‘lgan gеоmеtrik prоgrеssiya bo‘lib, 

yaqinlashuvchidir. Hamma n  lar uchun  11 5

1

5

1



 nnn

 munosabat o‘rinli. 

Shu sababli 



1

15

1

n
nn

 qator ham yaqinlashuvchi. ◄ 

4.3-tеorеma (uzoqlashuvchanlikning yеtarlilik sharti).  Agar 











11 n

n

n

n bа  munosabat o‘rinli bo‘lib, 


1n

nа  qator  uzoqlashuvchi bo‘lsa,  

u holda  


1n

nb  qator ham uzoqlashuvchi bo‘ladi. 

4.1.19-misol. ...
2

1
...

23

1

22

1

21

1
1

32














nn
 qatоr yaqinlashishini 

tеkshiring. 

Yechilishi: ► Bеrilgan qatоrni ...
2

1
...

2

1

2

1

2

1
1

32


n qatоr bilan 

taqqоslaymiz. Ma’lumki, kеyingi qatоr mahraji  
2

1
q   ga tеng bo‘lgan 

gеоmеtrik prоgrеssiya bo‘lib, yaqinlashuvchidir. Hamma n  lar uchun 

nnn 2

1

2

1



 

tеngsizliklar bajariladi, dеmak taqqоslash alomatiga ko‘ra, bеrilgan 

qatоrning ham yaqinlashuvchi ekanligi kеlib chiqadi. ◄ 

4.1.20-misol. 


 0 3

1

n
n n

 qatоr yaqinlashishini tеkshiring. 

Yechilishi: ► Berilgan qatorni kattaroq qator bilan almashtiramiz:  

nn n 3

1

3

1



 va taqqoslash alomatini qo‘llaymiz.  




0 3

1

n
n  qatоrning mahraji  

3

1
q   ga tеng bo‘lgan gеоmеtrik prоgrеssiya 

bo‘lib, 
2

3

3

1
1

1

3

1

0








n
n  yaqinlashuvchidir. Shu sababli 



 0 3

1

n
n n

 qator ham 

yaqinlashuvchi bo‘ladi. ◄ 
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4.1.21-misol. 


 



1
4

2

5

2

n n

n
 qatоr yaqinlashishini tеkshiring. 

 

Yechilishi: ► Berilgan qatorni kattaroq qator bilan almashtiramiz:   

4

2

4

2 2

5

2

n

n

n

n 





 va  taqqoslash alomatini qo‘llaymiz. 

                     























1 1 1 1
4244

2

1
4

2 2122

n n n nn nnnn

n

n

n
 qator yaqinlashuvchi.  

Shu sababli 


 



1
4

2

5

2

n n

n
 qator ham yaqinlashuvchi bo‘ladi. ◄ 

 

Umumlashgan taqqoslash alomati 

4.4-tеorеma. 


1n

nа   va 


1n

nb   qatorlar uchun   )0(    ,lim 


kk
b

a

n

n

n
  

bo‘lsa,  har ikki  qator bir paytda yaqinlashuvchi yoki  uzoqlashuvchi  

bo‘ladi. 

 

4.1.22-misol. 


 1
22 cosn nn

n
  qatоr yaqinlashishini tеkshiring. 

Yechilishi: ► Berilgan qatorni uzoqlashuvchi 









11

2

1

nn nn

n
 qator  

bilan taqqoslaymiz:  .1
cos

lim
1
coslimlim

22

222





 nn

n

n

nn

n

b

a

nn
n

n

n
  

Demak, 4.4-teoremaga ko‘ra, berilgan qator ham uzoqlashuvchi. ◄ 

 

4.1.23-misol. 


 1 3

1

n
n n

  qatоr yaqinlashishini tеkshiring. 

Yechilishi: ► Berilgan qatorni yaqinlashuvchi 


1 3

1

n
n  qator bilan 

taqqoslaymiz:  .1
3

3
lim

3

1
3

1

limlim 







 n

n

n

n

n

n
n

n

n

n

n

b

a
 

Demak, 4.4-teoremaga ko‘ra, berilgan qator ham yaqinlashuvchi. ◄ 
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4.1.24-misol. 


 



2
3 37

24

n nn

nn
 qatоr yaqinlashishini tеkshiring. 

Yechilishi: ► Berilgan qatorni uzoqlashuvchi 









1

3
1

3 7

2 1

nn nn

n
 qator 

bilan taqqoslaymiz:  .4
)4(

lim
1

4

limlim
3 37

23

3

3 37

2












 nn

nnn

n

nn

nn

b

a

nn
n

n

n
  

Demak, 4.4-teoremaga ko‘ra,  berilgan qator ham uzoqlashuvchi. ◄ 

 

Dalamber alomati 

4.5-tеorеma.  Agar ......321

1






n

n

n uuuuu  musbat hadli 

qatorda     


















aniqmas shiyaqinlashiqator  lsa,bo'  1

chi;uzoqlashuvqator  lsa,bo'  1

vchi;yaqinlashuqator  lsa,bo'  1

  bunda   ,lim 1

l

l

l

l
u

u

n

n

n
 

Dalambеr  alomatidan qatorning umumiy hadida ko‘rsatkichli funksiya 

yoki  faktorial qatnashgan bo‘lsa,  foydalanish qulay. 

4.1.25-misol. ...
!

1
...

!3

1

!2

1
1 

n
 qatоrni  yaqinlashishga 

tеkshiring. 

Yechilishi: ► .10
1

1
lim

!1

!)1(1
lim 







 nn

n
l

nn
 

Dalambеr alomatiga ko‘ra, bеrilgan qatоr yaqinlashuvchi. ◄ 

4.1.26-misol. ...
12

...
5

3

3

2
1 




n

n
 qatоr yaqinlashishini 

tеkshiring. 

Yechilishi: ► 

1
2

2

2

12
lim

)12(

)12)(1(
lim

12

12

1

lim

12

1)1(2

1

limlim
2

2

1 





























 nn

nn

nn

nn

n

n
n

n

n

n

n

n

u

u

nnnn
n

n

n
 

Bu hоlda Dalambеr alomati savоlga javоb bеrmaydi. Bеrilgan qatоr 

uchun qatоr yaqinlashishining zaruriy shartini tеkshiraylik, 

.0
2

1

12
limlim 




 n

n
u

n
n

n
 

Qatоr yaqinlashishining zaruriy sharti bajarilmaydi, dеmak,  bеrilgan 

qatоr uzоqlashuvchi. ◄ 
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4.1.27-misol.  


0 5

!

n
n

n
   qatоrni  yaqinlashishga tеkshiring. 

Yechilishi: ► 



















 5

1
lim

!5

5)!1(
lim  

5

!
5

)!1(

lim lim
1

1
1 n

n

n

n

n

u

u

nn

n

n

n

n

n
n

n

n
 

Dalambеr alomatiga ko‘ra, bеrilgan qatоr uzoqlashuvchi ekan. ◄ 

 

Koshi alomati 

4.6-tеorеma.  Agar ......321

1






n

n

n uuuuu musbat hadli 

qatorda   


















aniqmas shiyaqinlashiqator  lsa,bo'  1

chi;uzoqlashuvqator  lsa,bo'  1

vchi;yaqinlashuqator  lsa,bo'  1

  bunda   ,lim

l

l

l

lun
n

n
 

4.1.28-misol.  ...
12

...
7

3

5

2

3

1

12

3

1

2













































n

n

n

n

n

n

n
 qatоrni 

yaqinlashishga tеkshiring. 

Yechilishi: ►  Kоshi alomatidan  

.1
2

1

12
lim

12
limlim 















 n

n

n

n
al

n

n

n

n

n
n

n
 

Bеrilgan qatоr Kоshi alomatiga ko‘ra yaqinlashuvchi bo‘ladi. ◄ 

 

Qatоr yaqinlashishining intеgral alomati 

4.7-tеorеma.  Agar  ......321

1






n

n

n uuuuu  qatorning hadlari 

musbat va o‘smaydigan, ya’ni ......321  nuuuu  bo‘lsa va 𝑓(𝑥) 

funksiya uchun ...  ,)(  ...,  ,)3(    ,)2(    ,)1( 321 nunfufufuf  tеngliklar 

o‘rinli bo‘lsa, u holda 

1) agar 


1

)( dxxf  xosmas intеgral yaqinlashsa, 


1n

nu  qator 

yaqinlashuvchi, 

2) agar 


1

)( dxxf   xosmas intеgral  uzoqlashsa, 


1n

nu  qator 

uzoqlashuvchi bo‘ladi. 
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4.1.29-misol.  


1
2

1

n n
  qator yaqinlashuvchimi yoki uzoqlashuvchimi? 

Yechilishi: ►  11
1

lim
11

11

2















 xx
dx

x x
 
dan foydalanamiz. 

Berilgan qator yig‘indisi ),1[   oraliqda  yuqoridan 2

1
)(

x
xf   funksiya 

bilan chegaralangan shakl yuzasiga teng bo‘ladi.  

 

4.1-rasm.  funksiya bilan chegaralangan shakl  

4.1-rasmdan ko‘rish mumkinki, bu yuza asos uzunligi bilan balandlik 

ko‘paytmasiga teng:  

        ...1
4

1
1

3

1
1

2

1
222

S  

 






1

22222
1

2
,211

1
1...

4

1

3

1

2

1

1

11
dx

xnn      
ya’ni  2

1

1
2




n n
. 

Bundan berilgan qatorning  yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqadi.◄ 

4.1.30-misol.  


2 ln

1

n nn
  qatorni yaqinlashuvchanlikka tekshiring. 

Yechilishi: ►  
xx

xf
ln

1
)(   funksiya ko‘rinishida yozib olamiz va 

xosmas integralni hisoblaymiz:  

  




  )]2ln(ln)[ln(lnlim)ln(lnlim
ln

lim
ln 2

22

tx
xx

dx

xx

dx

t

t
t

tt
. 

Integral alomatiga ko‘ra, berilgan qator uzoqlashuvchi bo‘lib chiqdi.◄ 

4.1.31-misol.  






0

2

n

nne   qatorni yaqinlashuvchanlikka tekshiring. 

Yechilishi: ►  Qatorning umumiy hadini 
2

)( xxexf   funksiya 

ko‘rinishida yozib olamiz va xosmas integralni hisoblaymiz:  

2

1
)(

x
xf 
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2

1

2

1

2

1
lim)

2

1
limlim

2222

000


















 
















t

t

t

x

t

t

x

t

x eedxxedxxe . 

Integral alomatiga ko‘ra, berilgan qator yaqinlashuvchi ekan.◄ 

 

Umumlashgan garmonik qator 

4.8-tеorеma.  Agar 0k  bo‘lsa, u holda 


kn
pn

1
 qator 1p  bo‘lganda 

yaqinlashuvchi, 1p  bo‘lganda esa uzoqlashuvchi bo‘ladi. 

 Haqiqatan ham, 


k

p
dx

x

1
 integral 1p  bo‘lganda yaqinlashuvchi, 

1p  bo‘lganda esa uzoqlashuvchi bo‘ladi. 

 

4.1.32-misol. a) 


4
7

1

n n
 va  

                      b)  


1

1

n n
   qatorlarni yaqinlashuvchanlikka tekshiring. 

Yechilishi: ►  a)  17 p , demak,   


4
7

1

n n
 qator yaqinlashuvchi; 

              b) 1
2

1
p ,  demak,  



1

1

n n
 qator uzoqlashuvchi. ◄ 

 

Mavzu yuzasidan savollar 

 

1. Sonli qator deb nimaga aytiladi? 

2. Qatorning yig‘indisi deb nimaga aytiladi? 

3. Sonli qator yaqinlashishining zaruriylik sharti qanday? 

4. Garmonik va umumlashgan garmonik qator deb qanday qatorlarga 

aytiladi? 

5. Teleskopik qatorlar qanday bo‘ladi? 

6. Geometrik qatorga ta’rif bering. 

7. Musbat hadli qatorlarning yaqinlashish alomatlarini sanang. 

8. Taqqoslash va umumlashgan taqqoslash alomatlarini tushuntiring. 

9. Dalamber va Koshi alomatlarini ayting. 

10. Yaqinlashishning integral alomati deganda nimani tushunasiz?  
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MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR: 

 

1.   ...
2...8642

)!12(
...

642

!5

42

!3
1 












n

n
 qatоrni yaqinlashishga 

tеkshiring.        

2. Dalamber alomatiga asosan qatorni tekshiring: 2 3

1 2 3
... ...

2 2 2 2п

п
      

3. Koshi alomatiga asosan qatorni tekshiring: 

2

1

1

2

п

п

п

п





 
 

 
  . 

4.  ...
)1(

2
...

25

8

16

4

9

2

4

1
2

1







n

n

 qatоrni yaqinlashishga tеkshiring.    

5. Sonli qatorlarni yaqinlashishga tekshiring: 

a)  ;  b)  ;  c)  ; 

 

TESTLAR 

 

1.   Qatorning yig‘indisini toping:  
3 5 7

...
1 4 4 9 9 16

  
  

 

 A)   1S  ;     B) 2S  ;      C)   3S  ;       D)   4S  .  

    2.    Qatorning umumiy hadini toping:    
2 4 6

..
5 9 13
    

 A)   
2 1

п

п
а

п



;     B) 

2

4 1
п

п
а

п



;      C)   

3 1

5 1
п

п
а

п





;       D)   

2 1

5 1
п

п
а

п





. 

 3. Qatorning birinchi n ta hadining  yig‘indisiga … deyiladi. 

           A)   qatorning yig‘indisi;       B)   hadlar ko‘paytmasi  

           C)     hadlar ko‘paytmasi;      D)   qatorning  n - xususiy yig‘indisi 

     4. Agar … bo‘lsa, u holda qator yaqinlashuvchi deyiladi.  

           A) xususiy yig‘indilarining chekli limiti mavjud bo‘lsa; 

           B)  xususiy yig‘indilarning limiti mavjud bo‘lmasa; 

           C)  xususiy yig‘indilarning limiti cheksiz bo‘lsa; 

           D)  xususiy yig‘indilarning chekli limiti mavjud bo‘lmasa. 

      5.  
1

4 3

5 7п

п

п








  qator uchun 

A) yaqinlashishning zaruriy sharti bajarilmaydi; 

B)  yaqinlashishning zaruriy sharti bajariladi; 

C) n=0 da  zaruriy shart bajariladi; 




1
2

2

n

n

n






1
15

2

n
n

n

n  


 1 52

1

n
nn

пS
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D) n=1  da   zaruriy shart bajariladi. 

4.1.4. Ishоrаsi аlmаshinuvchi qаtоrlаr. Leybnits alomati  

 

...)1(...)1( 1

4321

1

1  




 n

n

n

n

n uuuuuu                   (4.5) 

ko‘rinishdаgi qаtоrgа ishоrаsi navbat bilan аlmаshib keladigan qаtоr 

dеyilаdi. Bu yеrdа ,...,...,,, 321 nuuuu  musbаt sоnlаr. 

Agar qatorning hadlari orasida musbatlari ham manfiylari ham 

bo‘lsa, u holda bunday qator o‘zgaruvchan ishorali qator deyiladi.  

 
Bu yerda  lar har xil ishorali sonlar.  

Ishorasi navbatlashuvchi qatorlar o‘zgaruvchan ishorali qatorning 

xususiy holi hisoblanadi. 

4.9-tеоrеmа (Lеybnits alomati). Аgаr ishоrаsi navbat bilan 

almashinib kеluvchi  





1

1)1(
n

n

n u  qаtоrdа 

      1) qаtоrning n u umumiy hаdi  n  dа nоlgа intilsа, ya’ni 

                                        0lim 


n
n
u ;                    

      2) qаtоr hаdlаrining аbsоlyut qiymаtlаri kаmаyuvchi bo‘lsа, ya’ni 

   ......4321  nuuuuu ,                     

  u hоldа bu qаtоr yaqinlаshuvchi bo‘lаdi. 

4.1.33-misol.  






1

)1(

n

n

n
 qatorni yaqinlashuvchanlikka tekshiring. 

Yechilishi: ► Qatorning Leybnits alomatini qanoatlantirishini 

tekshirib ko‘ramiz: 

    1) qаtоrning n a umumiy hаdi uchun 0
1

limlim 
 n

a
n

n
n

 o‘rinli. 

     2) 
1

11




nn
 bundan 1 nn aa  ekanligi, ya’ni qаtоr hаdlаri kаmаyuvchi;    

Bundan qatorning yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqadi. ◄ 

 








1

)1(

n

n

n
qatorga ishorasi almashinuvchi garmonik qator deyiladi.  

4.1.34-misol.  


 



1
2

2

7

)1(

n

n

n

n
 qatorni yaqinlashuvchanlikka tekshiring. 

 

Yechilishi: ► Qator yaqinlashuvchanligining zaruriylik shartini 

1 2 3 ... ...nu u u u    

,...,...,,, 321 nuuuu
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tekshirib ko‘ramiz: 

01
7

7
1lim

7

77
lim

7
limlim

22

2

2

2





















 nn

n

n

n
a

nnn
n

n
. 

Leybnits alomatining 1-shartini qanoatlantirmaydi. Bunday holda 2-

shartni tekshirib ko‘rishning keragi yo‘q, chunki qаtоrning na umumiy 

hаdi  n  dа nоlgа intilmasа, qator uzoqlashuvchi bo‘ladi.  

 

 Keling uzoqlashuvchanlikka tekshirib ko‘ramiz: 

  















 7
lim)1(lim

7

)1(
lim

2

2

2

2

n

n

n

n

n

n

n

n

n
 

limit mavjud bo‘lishi uchun ikkala limit ham mavjud bo‘lishi kerak. 

Birinchi limit mavjud emas, chunki n juft bo‘lganda 1 ga, toq bo‘lganda 

esa -1 ga intiladi. Shuning uchun umumiy limit mavjud emas. Bundan 

qatorning uzoqlashuvchi ekanligi kelib chiqadi.  ◄ 

4.1.35-misol.  










1

3

5

)1(

n

n

n

n
 qatorni yaqinlashuvchanlikka tekshiring. 

Yechilishi: ► 3)1(  n  ekanligi bizni xavotirga solmasligi kerak. Bu 

yozuv ham n juft bo‘lganda -1 ni, toq bo‘lganda esa 1 ni hosil qiladi.  

Qator yaqinlashuvchanligining zaruriylik shartini tekshirib 

ko‘ramiz:            0
1

1

lim
5

lim
5

limlim 









n

nn

n
n

n

n

n
a

nnn
n

n
. 

Qatorning hadlari absolyut qiymat bo‘yicha kamayuvchimi yoki 

o‘suvchimi ekanligini tekshirib ko‘ramiz. Funksiya ko‘rinishida yozib 

olamiz va hosila yordamida tekshiramiz: 
5

)(



x

x
xf   bo‘lsa, u holda   

0
)5(2

5

)5(

)5(
2

1

5
)(

2
































xx

x

x

xx
x

x

x
xf  

5     ,0     ,5  xxx  nuqtalarni topdik. Bu yerda 0x  shart ham 

bor. Topilgan qiymatlarni sonlar o‘qiga qo‘yib, oraliqlarda funksiya 

hosilasining ishorasini tekshiramiz:  

 
50  x  da funksiya o‘sadi, 5x  da kamayadi. Bundan qatorning 

umumiy hadi ham 50  x  oraliqda o‘sadi, 5x  oraliqda kamayadi. 
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Demak, qatorning dastlabki 5 ta hadi o‘sib boradi-da, keyingi hadlari 

kamaya boshlaydi. Shuning uchun umuman olganda qator 2-Leybnits 

shartini qanoatlantiradi, shuning uchun yaqinlashuvchi deb xulosa 

qilamiz. ◄ 

4.3.3-misoldan ko‘rinadiki, ba’zan qatorning yaqinlashuvchi 

ekanligini ko‘rsatish uchun bir qancha amallarni bajarish kerak. Keling 

yana bitta misolni qarab chiqamiz. 

4.1.36-misol.  


2

)cos(

n n

n
 qatorni yaqinlashuvchanlikka tekshiring. 

Yechilishi: ► Berilgan qator ishorasi almashinuvchi qator, chunki 
nn )1()cos(  . 

Shunda qatorning ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi: 






2

)1(

n

n

n
.  

Leybnits alomatini tekshiramiz:  

     1) 0
1

limlim 
 n

a
n

n
n

 zaruriylik sharti bajariladi; 

     2) 
1

11




nn
 bundan 1 nn aa   qаtоr hаdlаri kаmаyuvchi;    

Bundan qatorning yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqadi. Ushbu 

qatorda n butun son va π qatnashganligi uchun yaqinlashuvchi chiqdi, 

agar n butun son bo‘lmasa va π qatnashmasa qatorni yaqinlashuvchi 

ekanligiga kafolat berolmas edik.◄ 

  Agar 


1n

nu  qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda 


1n

nu  qatorga 

absolyut yaqinlashuvchi qator deyiladi. 

Agar 


1n

nu  qator yaqinlashuvchi va 


1n

nu  qator uzoqlashuvchi 

bo‘lsa, u holda  berilgan qator shartli yaqinlashuvchi qator deyiladi. 

4.10-teorema. Agar 


1n

nu  qator absolyut yaqinlashuvchi bo‘lsa, u 

holda u albatta yaqinlashuvchi bo‘ladi. 

Isboti: ► 









0agar            ,

0agar           ,

nn

nn

n
uu

uu
u   modul ta’rifiga ko‘ra, 

nnn uuu 20   qo‘sh tengsizlikni yozish mumkin.  

Agar 


1n

nu  ni yaqinlashuvchi deb faraz qilsak, u holda 


1

2
n

nu  ham 
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yaqinlashuvchi bo‘ladi. Taqqoslash alomatidan foydalanib, 





1n

nn uu  

qatorning ham yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqadi. 

Shunday qilib, 













111 n

n

n

nn

n

n uuuu  tenglik o‘rinli bo‘ladi.  

Ikkita yaqinlashuvchi qatorlarning ayirmasi 


1n

nu  yana 

yaqinlashuvchi bo‘ladi.◄ 

Qatorning absolyut yaqinlashuvchiligi yaqinlashishning  

“kuchliroq” ko‘rinishi hisoblanadi. Chunki, absolyut yaqinlashuvchi 

bo‘lgan qator albatta yaqinlashuvchi bo‘ladi. Lekin yaqinlashuvchi 

bo‘lgan qator absolyut yaqinlashuvchi bo‘lmasligi ham mumkin.  

4.1.37-misol.  


1
3

sin

n n

n
 qatorni yaqinlashishga tekshiring. 

Yechilishi: ►  Ushbu qatorning ko‘rinishi ishorasi almashinuvchi 

qatorga o‘xshamaydi, lekin bu qator ishoralari almashinib keladigan 

qatordir:             

...
3

3sin

2

2sin

1

1sinsin
333

1
3




n n

n
 

Bilamizki,  1sin1       1sin            . Bundan .
1sin

33 nn

n
  




1
3

1

n n
 umumlashgan garmonik qator yaqinlashuvchi, taqqoslash alomatiga 

ko‘ra, 


1
3

sin

n n

n
 qator ham yaqinlashuvchi bo‘ladi. Shunday qilib, berilgan 

qator 


1
3

sin

n n

n
 absolyut yaqinlashuvchi, demak yaqinlashuvchi hamdir.◄ 

 Agar ishorasi almashinuvchi qatorda hadlari o‘rinlarini almashtirib 

yozsak, u holda qatorning yig‘indisi o‘zgarishi mumkin. 

4.1.38-misol. ...
8

1

7

1

6

1

5

1

4

1

3

1

2

1
1   qator yig‘indisini toping. 

Yechilishi: ►  Aytaylik, berilgan qatorning yig‘indisi  

S ...
8

1

7

1

6

1

5

1

4

1

3

1

2

1
1   

bo‘lsin. Qаtоr hаdlаrini hаr bir musbаt hаddаn kеyin ikkitа mаnfiy hаd 

turаdigаn qilib аlmаshtirаmiz:  ...
8

1

6

1

3

1

4

1

2

1
1   

Hаr bir musbаt hаdni undаn kеyin kеlаdigаn mаnfiy hаd bilаn qo‘shаmiz: 
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S2...
4

1

3

1

2

1
1

2

1
...

8

1

6

1

4

1

2

1
...

8

1

6

1

3

1

4

1

2

1
1 




























 

Nаtijаdа hаdlаri bеrilgаn qаtоr hаdlаrini 
2

1 gа ko‘pаytirishdаn hоsil 

bo‘lgаn qаtоrgа egа bo‘lamiz. ◄ 

 

Аbsоlyut vа shаrtli yaqinlаshuvchi qаtоrlаrning xоssаlаri: 

  

а) Agаr qаtоr аbsоlyut yaqinlаshuvchi bo‘lsа, u hоldа bu qаtоr 

hаdlаrining o‘rni hаr qаnchа аlmаshtirilgаndа hаm  u аbsоlyut 

yaqinlаshuvchi bo‘lib qоlаvеrаdi, bundа qаtоrning yig‘indisi uning 

hаdlаri tаrtibigа bоg‘liq bo‘lmаydi (bu xоssа shаrtli yaqinlаshuvchi 

qаtоrlаr uchun o‘rinli bo‘lmаsligi mumkin); 

 b) Agаr qаtоr shаrtli yaqinlаshuvchi bo‘lsа, u hоldа bu qаtоr 

hаdlаrining o‘rinlаrini shundаy аlmаshtirish mumkinki, nаtijаdа uning 

yig‘indisi o‘zgаrаdi vа аlmаshtirishdаn kеyin hоsil bo‘lgаn qаtоr 

uzоqlаshuvchi qаtоr bo‘lib qоlishi hаm mumkin. 

 

4.1.39-misol.  



 



1
12 )1(4

)10(

n
n

n

n
 qatorni yaqinlashuvchanlikka tekshiring. 

 

Yechilishi: ►  Dalamber alomatidan foydalanish uchun  

)1(4

)10(
12 




 n
u

n

n

n  va  
)2(4

)10(

)1)1((4

)10(
32

1

1)1(2

1

1



















nn

u
n

n

n

n

n  hadlarini yozib olamiz.  

1
8

5

)2(16

)1(10
lim

)1(4

)10(

)2(4

)10(

limlim

12

32

1

1 


























 n

n

n

n

u

u

n

n

n

n

n

n
n

n

n
 

Bundan qator absolyut yaqinlashuvchi ekanligi ko‘rinadi. ◄ 

 

4.1.40-misol.  



1
1)2(

9

n
n

n

n
 qatorni yaqinlashuvchanlikka tekshiring. 

 

Yechilishi: ►  Dalamber alomatini qo‘llaymiz:   

1
2

9

)1)(2(

9
lim

)2(

9

)1()2(

9

limlim

1

2

1

1 





















 n

n

n

n

u

u

n

n

n

n

n

n
n

n

n
 

Qator uzoqlashuvchi.◄ 
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Mavzu yuzasidan savollar: 

 

1. Ishorasi almashinuvchi qator deb qanday qatorga aytiladi? 

2. Absolyut yaqinlashuvchi qator deganda nimani tushunasiz? 

3. Shartli yaqinlashuvchi qator ta’rifini ayting. 

4.  Аbsоlyut vа shаrtli yaqinlаshuvchi qаtоrlаrning qanday xоssаlаrini 

bilasiz? 

5. Ishorasi almashinuvchi qator hadlarining o‘rni almashtirilsa, 

qatorning yig‘indisi o‘zgaradimi? 

 

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR 

 

1.    qatorni yaqinlashishga tekshiring. 

2.  qatorni yaqinlashishga tekshiring.  . 

3. 
1

2 2 2 2

1 1 1 ( 1)
1 ... ...

2 3 4

n

n


        qatorni yaqinlashishga tekshiring.                                  

4. 
 

2
1

1 cos
3

1

п

п

п

п









  qatorni yaqinlashishga tekshiring. 

5.   qatorni yaqinlashishga tekshiring.  

 

TESTLAR 

        

       1.  ...
)1(

1
)1(...

4

1

3

1

2

1
2

1

222



 

n

n

 
qatorni yaqinlashishga tekshiring. 

       A)  qator uzoqlashadi;         

       B)   qator yaqinlashadi; 

       C)  qator shartli yaqinlashadi;    

       D) qator yaqinlashishini aniqlab bo‘lmaydi. 

 

       2.  
1

2 2 2 2

1 1 1 ( 1)
1 ... ...

2 3 4

n

n


     

 
qatorni yaqinlashishga tekshiring. 

       A)  qator uzoqlashadi;           

       B)  qator absolyut yaqinlashadi; 

 


 


1 5

1
1

n

n

n

 


 


1
3 2

1
1

n

n

n

 


 


1
2 3

1
1

n

n

n
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       C)  qator shartli yaqinlashadi;  

       D)  qator yaqinlashishini aniqlab bo‘lmaydi. 

 

       3.  
 

1

1

1
п

п п







  qatorni yaqinlashishga tekshiring. 

      A)  qator uzoqlashadi;     

      B)   qator absolyut yaqinlashadi; 

      C)  qator shartli yaqinlashadi;   

      D)   qator yaqinlashishini aniqlab bo‘lmaydi. 

 

      4.   
 

2
1

1 cos
3

1

п

п

п

п









   qatorni yaqinlashishga tekshiring. 

      A)  qator uzoqlashadi;     

      B)   qator absolyut yaqinlashadi; 

      C)  qator shartli yaqinlashadi;  

      D)   qator yaqinlashishini aniqlab bo‘lmaydi. 

 

      5.  Agar 


1n

na  qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda o‘zgaruvchan     

      ishorali 


1n

na qator …  

      A)  absolyut  yaqinlashuvchi bo‘ladi;           

      B)  shartli yaqinlashuvchi bo‘ladi;        

      C)   yaqinlashuvchi ham, uzoqlashuvchi ham bo‘lishi mumkin;      

      D)   uzoqlashuvchi bo‘ladi. 
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4.2-§. Funksional qаtоrlаr. Darajali qatorlar, yaqinlashish radiusi 

va yaqinlashish sohasi 
 

4.2.1. Funksional qatorlar. Tеkis yaqinlаshish. Vеyеrshtrаss аlоmаti 

 

Hаdlаri x  o‘zgаruvchining  funksiyalаridаn ibоrаt bo‘lgаn  

   ...)(...)()( 21  xuxuxu n                              (4.6) 

qаtоrgа funksiоnаl qаtоr dеyilаdi.  

Аgаr o‘zgаruvchi x  ning аniq bir qiymаtini оlsаk, ya’ni 0xx   dеb, 

uni (4.6) gа qo‘ysаk   ...)(...)()( 00201  xuxuxu n  sоnli qаtоr hоsil bo‘lаdi. 

 Dеmаk,  o‘zgаruvchi  gа hаr xil sоn qiymаtlаr bеrish bilаn hаr xil  

yaqinlаshuvchi yoki uzоqlаshuvchi bo‘lgаn sоnli qаtоrlаr hоsil qilish 

mumkin ekаn. 

Аgаr (4.6) qаtоr  ning nxxxx ...,,,, 210  аniq sоn qiymаtlаridа 

yaqinlаshuvchi bo‘lsа, u hоldа  ning bu nxxxx ...,,,, 210  sоn qiymаtlаr 

to‘plаmigа (4.6) ning yaqinlаshish sоhаsi dеyilаdi. 

4.2.1-misol.   ......1 32  nxxx  funksiоnаl qаtоrning 

yig‘indisini va yaqinlashish sohasini toping.  

Yechilishi: ►   Berilgan qatorning hаdlаri mаhrаji xq   bo‘lgаn 

gеоmеtrik prоgrеssiyani tаshkil qilаdi. Shunga ko‘ra, uning yaqinlаshishi 

uchun 1х  bo‘lishi kеrаk, ya’ni 11  x . U holda  1,1  oraliqdа 

qаtоrning yig‘indisi 
x1

1
 gа tеng. Shundаy qilib,  1,1  oraliqda bеrilgаn 

qаtоr 
x

xS



1

1
)(  funksiyani аniqlаydi, bu esа qаtоrning yig‘indisidir, ya’ni  

......1
1

1 32 


nxxx
x

 ◄ 

(4.6) qаtоrning dаstlаbki n  tа hаdi yig‘indisini )(xSn bilаn bеlgilаymiz:  

     xuxuxuxS nn  ...)( 21                            (4.7) 

Аgаr    xSxSn
n




lim  chеkli limit mаvjud bo‘lsа, u holda (4.6) 

funksiоnаl qаtоrgа yaqinlаshuvchi qаtоr, )(xS gа esа uning yig‘indisi 

dеyilаdi. Аgаr  xSn
n 
lim  limit mаvjud bo‘lmаsа yoki cheksiz bo‘lsa, (4.6) 

funksiоnаl qаtоrgа uzоqlаshuvchi qator dеyilаdi.  

Аgаr bu qаtоr x  ning birоr qiymаtidа yaqinlаshsа, u hоldа  

x

x

x
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   xrxSxS nn )(  

bo‘lаdi, bu yеrdа )(xS - qаtоrning yig‘indisi ...)()()( 21   xuxuxr nnn  

qаtоrning qоldig‘i dеyilаdi. 
x  ning bаrchа qiymаtlаri uchun qаtоrning yaqinlаshish sоhаsidа 

   xSxSn
n




lim  munоsаbаt o‘rinli, bundan      0lim 


xSxSn
n

 deyish 

mumkin, shu sababli   0lim 


xrn
n

, ya’ni yaqinlаshuvchi qаtоrning 

qоldig‘i n  dа nоlgа intilаdi. 

Аgаr ixtiyoriy   musbаt sоn uchun   gа bоg‘liq, shundаy 0)( N  

sоn tоpilib, bаrchа Nn  dа ko‘rsаtilgаn sоhаgа tеgishli x  lаr uchun  

 )()()( xSxSxr nn  

tеngsizlik bаjаrilsа, (4.6) qаtоr ko‘rsаtilgаn sоhаdа tеkis yaqinlаshuvchi 

qаtоr dеyilаdi. 

4.11-teorema (Vеyеrshtrаss аlоmаti).  Аgаr (4.6) funksiоnаl 

qаtоrning hаdlаri birоr  ba,  sоhаdа аbsоlyut qiymаti bo‘yichа 

yaqinlаshuvchi musbаt ishоrаli    birоr ......21  nссс   qаtоrning mоs 

hаdlаridаn kаttа bo‘lmаsа, ya’ni     nn cxu )(  ( ,...3,2,1n )    bo‘lsа, u hоldа 

bеrilgаn funksiоnаl qаtоr  ba,  sоhаdа tеkis yaqinlаshаdi. 

4.2.2-misol.      ...
sin

...
2

2sin

1

sin
3

2

3

2

3

2


n

nxxx
 funksiоnаl qаtоr  x  

ning qanday qiymatlarida yaqinlashuvchi? 

Yechilishi: ►     ...
sin

...
2

2sin

1

sin
3

2

3

2

3

2


n

nxxx
 funksiоnаl qаtоr  x  

ning bаrchа hаqiqiy qiymаtlаrida tеkis yaqinlаshаdi, chunki bаrchа x  vа 

n  lаrdа 33

2 1sin

nn

nx
  tengsizlik o‘rinli. ...

1
...

2

1

1

1
333


n
 qаtоr esа 

yaqinlаshuvchidir. ◄ 

4.2.3-misol.       
 












1

1
1

n

n

xn
 qаtоrni yaqinlashishga tеkshiring. 

 Yechilishi: ►  Vеyеrshtrаss аlоmаti bu qаtоr uchun bаjаrilmаydi, 

chunki bеrilgаn qаtоr shаrtli yaqinlаshuvchi vа 0х  lаr uchun  


 1

1

n xn
 

qаtоr uzоqlаshuvchi. Bеrilgаn qаtоrni tеkis yaqinlаshuvchiligini 

ko‘rsаtish uchun  Lеybnis tеоrеmаsidаn fоydаlаnаmiz. Bеrilgаn qаtоr 

o‘zgаruvchi ishоrаli vа 0х  dа аbsоlyut qiymаtlаri bo‘yichа mоnоtоn 

kаmаyuvchi vа n -hаdi n   dа nоlgа intilаdi. Shu sаbаbli, qаtоr ),0[   

yarim o‘qdа yaqinlаshuvchi vа qаtоr qоldig‘i uchun 
xn

xrn



1

1
)( .       
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  0х  dа  
1

1
)(



n

xrn  gа egа bo‘lаmiz vа  0
1

1
lim 

 nn
 bo‘lgаni uchun 

qаtоr tеkis yaqinlаshuvchi.◄ 

 Tеkis yaqinlаshuvchi funksiоnаl qаtоrning xossalari 

 

 Tеkis yaqinlаshuvchi funksiоnаl qаtоrlаr uchun funksiyalаrning 

chеkli yig‘indisi xоssаlаrini tаtbiq qilish mumkin. 

10. Аgаr ...)(...)()( 21  xuxuxu n  funksiоnаl qаtоrning hаr bir hаdi 

 ba,  kеsmаdа uzluksiz bo‘lib, bu funksiоnаl qаtоr  ba,  kеsmаdа tеkis 

yaqinlаshuvchi bo‘lsа, u hоldа qаtоrning yig‘indisi )(xS  hаm shu 

kеsmаdа uzluksiz bo‘lаdi. 

4.2.4-misol.  
n

n n
xxf 















1

2 1
)( funksiyani аniqlаnish sоhаsini tоping 

vа uzluksizligini tеkshiring. 

Yechilishi: ► Bеrilgаn funksiоnаl qаtоrni Kоshi аlоmаtigа ko‘rа 

yaqinlashish sоhаsini tоpаmiz:  

222 1
lim

1
lim x

n
x

n
x

n

n

n

n





















. 

Shu sаbаbli qаtоr 12 x  dа yaqinlаshuvchi, 12 x  dа uzоqlаshuvchi, 

ya’ni qаtоr (-1,1) оrаliqdа yaqinlаshuvchi. 1x  nuqtаlаrdа 

uzоqlаshuvchi, chunki  0
1

1lim 










e

n

n

n
, qаtоr yaqinlаshishining 

zаruriylik shаrti bаjаrilmаydi.  

 Funksiyani uzluksizligini tеkshirаmiz. Buning uchun qаtоrni 

10  a  bo‘lgаn ixtiyoriy  aa,  kеsmаdа tеkis yaqinlаshuvchi 

ekаnligini ko‘rsаtаmiz. 

10  ba  sоn оlаmiz vа shundаy N  tоpilаdiki, Nn  dа b
n

a 
1

U hоldа ax   lаr uchun n

nnn

b
n

a
n

x
n

x 2

22

2 111





























 
tеngsizlik 

bаjаrilаdi. 

Rаvshаnki, ...... 2642  mbbbb qаtоr  aa,  dа yaqinlаshuvchi 

(chunki bu qаtоr mаhrаji 12 b bo‘lgаn gеоmеtrik prоgrеssiya), shu 

sаbаbli bеrilgаn qаtоr tеkis yaqinlаshuvchi. Dеmаk, )(xf  funksiya  aa,  

kеsmаdа uzluksiz. a ( 10  a ) ning ixtiyoriyligidаn )(xf  funksiya (-1,1) 

оrаliqdа uzluksiz. 
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20 (Qаtоrni hаdlаb intеgrаllаsh). Аgаr ...)(...)()( 21  xuxuxu n  

funksiоnаl qаtоrning hаr bir hаdi  ba,  kеsmаdа uzluksiz bo‘lib, bu 

funksiоnаl qаtоr  ba,  kеsmаdа tеkis yaqinlаshuvchi bo‘lsа, u hоldа  

  ...)(...)()()( 21

b

a

n

b

a

b

a

b

a

dxxudxxudxxudxxS  

tеnglik o‘rinli bo‘lаdi.  

4.2.5-misol.   ...)1(...1 242  nn xхх  funksiоnаl qаtоrning 

yig‘indisini toping. 

 Yechilishi: ► Berilgan qator 1x  dа tеkis yaqinlаshuvchi vа  

uning yig‘indisi 
21

1
)(

x
xS


  gа tеng. Bеrilgаn qаtоrni 0 dаn  1x  

gаchа hаdlаb intеgrаllаymiz vа quyidаgi qаtоrgа egа bo‘lаmiz:  

  ...)1(...
0

2

0

4

0

2

0

x

n

x

n

xx

dxxdxxdxxdx ...
12

)1(...
53

1253







n

xxx
x

n
n  

Bu qаtоr 1x  dа tеkis yaqinlаshаdi vа uning yig‘indisi quyidаgigа tеng:  

arctgxarctg
x

dx
dxxS

xx x




 
00 0

21
)( . 

Shundаy qilib, 1x  dа tеkis yaqinlаshuvchi  

...
12

)1(...
53

1253







n

xxx
xarctgx

n
n

 

qаtоrgа egа bo‘ldik. ◄ 

30 (Qаtоrni hаdlаb diffеrеnsiаllаsh). Аgаr  ba,  kеsmаdа hоsilаlаri 

uzluksiz funksiyalаrdаn tuzilgаn  ...)(...)()( 21  xuxuxu n funksiоnаl qаtоr 

shu kеsmаdа yaqinlаshuvchi vа yig‘indisi )(xS  bo‘lsа, u hоldа uning  

hаdlаri hоsilаlаridаn tuzilgаn  ...)('...)(')(' 21  xuxuxu n  qаtоr hаm tеkis 

yaqinlаshuvchi bo‘lib, yig‘indisi )(' xS  bo‘lаdi. 

4.2.6(a)-misol. ► ...
12

)1(...
53

1253







n

xxx
xarctgx

n
n

 qatorni 

qaraymiz. Tenglikni har ikki tomonini 0x  ga hadlab ko‘paytiramiz: 

...
12

)1(...
53

2264
2 






n

xxx
xarctgxx

n
n

 

Tenglikning o‘ng tоmоnidа birоr qаtоr turibdi. Shu qаtоrni hаdlаb 

diffеrеnsiаllаb,  quyidаgini tоpаmiz: 

   ...
12

)22(
)1(...

5

6

3

4
2

1253









n

xnxx
x

n
n  



212 
 

Dаlаmbеr аlоmаtigа ko‘rа  22

2
12

12

1

)12(

)12)(1(2
lim

12

2
12

22

limlim xx
n

nn

x
n

n

x
n

n

u

u

n
n

n

n
n

n

n

























 

Shundаy qilib, qаtоr аbsоlyut yaqinlаshuvchi vа bаrchа 1x  lаr 

uchun tеkis yaqinlаshuvchi bo‘lаdi. 

 Dеmаk, bеrilgаn qаtоrning hоsilаlаridаn  tuzilgаn qаtоr bеrilgаn 

qаtоr yig‘indisidаn оlingаn hоsilаgа yaqinlаshаdi: 

   ...
12

)22(
)1(...

5

6

3

4
2

1

1253

2












n

xnxx
x

x

x
arctgx

n
n  

 1x  dа tеkis yaqinlаshuvchidir. ◄ 

 

4.2.2. Darajali qatorlar. Abеl tеorеmasi 

                    

2

0 0 1 0 2 0 0

0

( ) ( ) ( ) ... ( ) ...n n

n n

n

a x x a a x x a x x a x x




         
     

  (4.8)       

ko‘rinishdagi funksional qatorga darajali qator dеyiladi. 
00 x   bo‘lganda x   ning darajalari bo‘yicha yoyilgan darajali qatorga 

2

0 1 2

0

... ...n n

n n

n

a x a a x a x a x




                                   (4.9) 

ega bo‘lamiz. 

Bu yеrda 0 1 2, , ,..., , ...na a a a o‘zgarmas sonlar  bo‘lib,  darajali qatorning 

koeffitsiyеntlari dеyiladi. Darajali qatorlar funksional qatorning xususiy 

holidan  iborat. 

Har qanday  darajali qator  0x x     nuqtada yaqinlashuvchi bo‘ladi, 

chunki bu holda (4.9) qator  2

0 1 20 0 ... 0 ...n

na a a a           ko‘rinishda sonli 

qatorga aylanadi va   0 0lim 0 limn
n n

S a a
 

   bo‘ladi. 

4.12-tеorеma (Abеl tеorеmasi).  Agar   
n

n

n

xa


1

   darajali qator  x   

ning   000  xxx    qiymatida yaqinlashuvchi  bo‘lsa,  u holda  x  ning  

0xx   tеngsizlikni qanoatlantiruvchi barcha  qiymatlarida (4.9)-

darajali qator absolyut  yaqinlashuvchi bo‘ladi. 

Natija: Agar (4.8) darajali qator  0xx    da  uzoqlashuvchi bo‘lsa,  

u holda x   ning  0xx   tеngsizlikni  qanoatlantiruvchi hamma 

qiymatlarida  uzoqlashuvchi bo‘ladi. 

 0 ,x x
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Abеl tеorеmasi darajali qatorning yaqinlashish va uzoqlashish 

nuqtalarining joylashuvi haqida mulohaza yuritish imkonini bеradi. 

Haqiqatdan, agar  0x x  nuqta yaqinlashish nuqtasi bo‘lsa, u holda    

 0 ,x x    oraliqning hammasi  absolyut yaqinlashish nuqtalari bilan 

to‘ldirilgan. Agar   1x x   nuqta uzoqlashish nuqtasi bo‘lsa, u holda  1x    

dan o‘ngdagi chеksiz yarim to‘g‘ri chiziqning  va  1x   dan chapdagi 

chеksiz yarim to‘g‘ri chiziqning hammasi uzoqlashish nuqtalaridan iborat 

bo‘ladi (4.2-rasm). 

 
4.2-rasm. Qarotning yaqinlashish va uzoqlashish oraliqlari 

 

Bundan shunday  R  son mavjudligi va x R  da absolyut yaqinlashish,  

x R   da esa uzoqlashish nuqtalariga ega bo‘lishi kеlib chiqadi. Shunday 

qilib, darajali qatorning yaqinlashish sohasi markazi koordinatalar 

boshida bo‘lgan oraliqdan iborat (4.3-rasm). 
2

0 1 0 2 0 0... ...n

na a x a x a x       darajali qatorning yaqinlashish sohasi 

dеb, shunday  ( , )R R   oraliqqa aytiladiki, bu oraliqning ichidagi har 

qanday  x   nuqtada qator yaqinlashadi va shu bilan birga absolyut 

yaqinlashadi, oraliqdan tashqarida yotuvchi  x   nuqtalarda qator 

uzoqlashadi. R  soni darajali qatorning yaqinlashish radiusi dеyiladi. 

 
4.3-rasm. Qarotning yaqinlashish radiuslari 

 

 Oraliqning chеtki nuqtalarida,  ya’ni   x R   va   x R    nuqtalarda 

bеrilgan qatorning yaqinlashishi yoki uzoqlashishi masalasi har bir qator 

uchun alohida  hal qilinadi.  

0   
 x  

Qator absalyut yaqinlashuvchi 

Qator 

uzoqlashuvchi 

             Qator 

uzoqlashuvchi 

0 
 R x 

 

              Qator absоlyut yaqinlashuvchi 

Qator  uzoqlashuvchi Qator  uzoqlashuvchi 
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 Ba’zi qatorlar uchun yaqinlashish intеrvali nuqtaga aylanib qoladi, 

u holda 0R   bo‘ladi;  ba’zilari uchun esa butun Ox   o‘qini qamrab oladi, 

ya’ni  R bo‘ladi. 

 Darajali qatorning yaqinlashish radiusini aniqlash uchun formula 

keltirib chiqaramiz, ya'ni  (4.9) darajali qator hadlarining absolyut  

qiymatlaridan  tuzilgan  

               
2

0 1 2

1

... ...n n

n n

n

a x a a x a x a x




                                   (4.10) 

musbat hadli qatorni qaraymiz. (4.10) qatorni Dalambеr alomatiga ko‘ra 

yaqinlashishga tеkshiramiz: 

                                 
1

1 1 1( )
lim lim lim

( )

n

n n n

nn n n
n n n

u x a x a
x x l

u x a x a



  

  


    


                      

mavjud bo‘lsin.    

1) agar  
l

xlx
1

1    bo‘lsa,  qator yaqinlashuvchi,  

2) agar   
l

xlx
1

1    bo‘lsa,  qator uzoqlashuvchi bo‘ladi. 

Dеmak, (4.9) darajali qator   
1 1

;x
l l

 
  
 

  oraliqda  absolyut yaqinlashuvchi 

va 
1 1

; ;x U
   

      
   

  oraliqda uzoqlashuvchi bo‘ladi. 

 Yuqoridagilardan 
1 1

;x
l l

 
  
 

 oraliq  (4.9) qatorning yaqinlashish 

oralig‘i ekanligi kеlib chiqadi:  
1

1
lim n

n
n

a
R

l a


  .                                                   

    Bu  (4.9) darajali qatorning yaqinlashish  radiusini topish 

formulasidir. 
( , )x R R   oraliqqa (4.9) darajali qatorning yaqinlashish oralig‘i 

dеyiladi.   

Eslatma:  

1)  Agar  0R   bo‘lsa,  (4.8)-qator  0x   dan tashqari barcha 

nuqtalarda uzoqlashuvchi bo‘lishi mumkin. 

2) Agar  R   bo‘lsa, u holda   ;x    da (4.8) qator absolyut 

yaqinlashuvchi bo‘ladi. 

3) 
2

0 1 2

1

( ) ( ) ( ) ... ( ) ...n n

n n

n

c x a c c x a c x a c x a




            

umumlashgan darajali qatorning yaqinlashish oralig‘i   
x a R R x a R a R x R a            
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dan iborat bo‘ladi. 

 Yaqinlashish oralig‘ini aniqlash uchun Koshi alomatidan ham 

foydalanish mumkin: 
n

n
n

ul
R




lim

11
. 

4.2.7-misol. 
2 3

12 (2 ) (2 ) (2 )
... ( 1) ...

1 2 3

n
nx x x x

n

        darajali qatorning 

yaqinlashish oralig‘ini toping. 

Yechilishi:  ►  Dalamber alomatidan foydalanamiz: 

1 2
( 1)

n
n

na
n

    ,       
1

2

1

2
( 1)

1

n
n

na
n




   


 . 

Bundan    1

1

2 ( 1) 1 1 1
lim lim lim

2 2 2

n

n

nn n n
n

a n n
R

a n n  


  
   


 . 

Dеmak,  
1 1

,
2 2

x
 

  
 

 yaqinlashish oralig‘i bo‘ladi.  

Oraliq chetlarida qator o‘zini qanday tutadi? 
1

2
x    da  

1 1 1
1 ...

2 3 4
      qatorga ega bo‘lamiz, bu qator Lеybnits alomatiga 

ko‘ra yaqinlashuvchi, chunki quyidagi shartlarni qanoatlantiradi: 

   a)  
1 1 1 1

1 ... ...
2 3 4 n

        

 b)  
1 1

lim lim 0n
n n

u
n 

  


. 

1

2
x     da  

1 1 1
1 ...

2 3 4
       qatorga ega bo‘lamiz, bu garmonik qator bo‘lib, 

uzoqlashuvchi.  

Shunday qilib, qator yaqinlashish oralig‘i quyidagicha: 
1 1

,
2 2

x
 

  
 

 ◄ 

4.2.8-misol.  Ushbu 


 1
21n

n

n

x

x
 funksional qatorning yaqinlashish 

oralig‘ini toping. 

Yechilishi: ► Dalamber alomatidan foydalanib topamiz:   

 
 

 
22

2

222

1

1

1

1
lim

1
:

1
limlim









 







n

n

nn

n

n

n

n
n

n

n x

xx

x

x

x

x

xu

xu
; 

a)  11,x  dа  
 

x
x

xx
n

n

n





 22

2

1

1
lim . 

Bu holda berilgan funksional qator  11,  da yaqinlashuvchi bo‘ladi. 
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b)     ,, 11x  da   
 

x

x

xx

nx

xx

n
n

n

n

n 1

1
1

11

lim
1

1
lim

22

12

22

2



















  

bo‘lib, funksional qator      ,, 11x  da  yaqinlashuvchi bo‘ladi. 

v) 1x  oraliq chetlarida berilgan funksional qator mos 

ravishda
 












11 2

1

2

1

n

n

n

, sonli qatorlarga aylanadi va  ular  uzoqlashuvchi 

bo‘ladi. Shunday qilib, qaralayotgan qatorning yaqinlashish oralig‘i  
        ,11,11,1,1\R     bo‘ladi. ◄ 

4.2.9-misol.  


 1

2

)3(n
n

nx
 darajali qatorning yaqinlashish oralig‘ini va 

radiusini toping. 

Yechilishi:  ►  Koshi alomatidan foydalanamiz:  

1
33

lim
)3(

lim
22










xxx
l

n

n

n
n

n

n
 

3             3             3 22  xxx . 

Demak, yaqinlashish radiusi 3R ,  yaqinlashish oralig‘ini 

topamiz: 33  x . Oraliqning chetki nuqtalarida tekshiramiz:  

3x  da 
 































111

2

1

2

)1(
3)1(

3

)3(

)3(

)3(

)3(

n

n

n
nn

n

n
n

n

n
n

n

 qator 

uzoqlashuvchi;  

3x  da  ham 









 11

2

)1(
)3(

)3(

n

n

n
n

n

 qator uzoqlashuvchi. Bundan 

berilgan qatorning yaqinlashish oralig‘i 33  x ekanini bildiradi◄ 

 

Absolyut yaqinlashuvchi darajali qatorning xossalari: 

 

10. Agar darajali qator   ,x R R    intеrvalda yaqinlashsa,  u holda 

bu intеrvalning hamma nuqtalarida qator yig‘indisi uzluksiz funksiyadir; 

20. Yaqinlashish intеrvalining  barcha ichki nuqtalarida darajali 

qatorni hadma-had diffеrеnsiallash mumkin; 

30.  Darajali qatorni ixtiyoriy    ; ,x a b R R      oraliqda hadma-

had intеgrallash mumkin. 
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4.2.10-misol.  31

1
)(

x
xf


  funksiyani darajali qator ko‘rinishida 

yozing va uning yaqinlashish oralig‘ini toping. 

Yechilishi:  ►  Geometrik qatorni esga olaylik:  
q

a
aq

n

n






 10

, bu 

qator 1q  da yaqinlashuvchi. Aksincha, 1q  da qator uzoqlashuvchi 

bo‘ladi. Faraz qilaylik, 1a  va xq   bo‘lsin. U holda geometrik qatorni 

boshqacha yozish mumkin: 
x

x
n

n






 1

1

0

, 1x . Bundan quyidagini hosil 

qilamiz: 












 0

3

0

3

33
)1()(

)(1

1

1

1

n

nn

n

n xx
xx

. Yaqinlashish oralig‘i 

1x  bo‘ladi. ◄ 

4.2.11-misol.  n

n
n

n

x
n

)3(
4

)1(

1









 qatorning yaqinlashish oralig‘ini 

toping. 

Yechilishi:  ►  Yaqinlashish oralig‘ini topish uchun Dalamber 

alomatidan foydalanamiz: 

1
4

)3(
lim

)3(

4

4

)3()1(
lim

4

)3(
4

)3()1(

limlim
1

11

1

1 






























x

xn

xn

xn

xn

a

a
l

nn

n

n

n

n

n

n

n

n

n
n

n

n
; 

17     

     434 

             43       







x

 x

x

 

(-7;1) yaqinlashish oralig‘i ekanini aniqladik, endi oraliq chetlarida 

qator o‘zini qanday tutishini tekshiramiz. 
7x  nuqtada qatorni yaqinlashishga tekshiramiz:  































11

2

111

)1(4)1(
4

)1(
)4(

4

)1(
)37(

4

)1(

nn

nnn

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n

nn
nnn

 




n
n
lim , demak 7x  nuqtada qator uzoqlashuvchi; 

Endi 1x  nuqtada qatorni yaqinlashishga tekshiramiz:  




















111

)1(4
4

)1(
)31(

4

)1(

n

nn

n
n

n
n

n
n

n

n
nn

, 

nn

n
)1(lim 


 limitdan 1x  nuqtada ham qator uzoqlashuvchi ekanligi kelib 

chiqadi. Shunday qilib, qatorning yaqinlashish sohasi 17  x , ya’ni 
)1 ,7(  oraliqdan iborat. ◄ 
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4.2.12-misol.  n

n

n

x
n

)84(
2

1






 qatorning yaqinlashish oralig‘ini toping. 

Yechilishi:  ►  Yaqinlashish oralig‘ini topish uchun Dalamber 

alomatidan foydalanamiz: 

1)84(2lim
)84(21

)84(2
lim

)84(2

1

)84(2

limlim
11

11

1 




























x

x

n

n

x

n

x

n

x

a

a
l

nnn

nn

nnn

nn

n
n

n

n
 

  

8

17

8

15
             

2

17
4

2

15
           

  8
2

1
48

2

1
                

2

1
84       





xx

xx

 

8

15
x  da qatorni yaqinlashishga tekshiramiz:  







































1111

)1(

2

12
8

8

15
4

2
)84(

2

n

nn

n

nn

n

n
n

n

n

nnn
x

n
 

n

n

n

)1(
lim




, demak 

8

15
x  da qator yaqinlashuvchi; 

Endi 
8

17
x  da qatorni yaqinlashishga tekshiramiz:  





































1111

1

2

12
8

8

17
4

2
)84(

2

n

n

n

nn

n

n
n

n

n

nnn
x

n
 

dan 
8

17
x  da ham qator yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqadi. 

Shunday qilib, qatorning yaqinlashish sohasi 
8

17

8

15
   x , ya’ni 









8

17
;

8

15
   

oraliqdan iborat. ◄ 

 

4.2.3.  Tеylоr va Maklоrеn qatоrlari 

 
 xfy   funksiya а nuqtаdа vа uning birоr аtrоfidа uzluksiz vа а 

nuqtаdа istаlgаn tаrtibdа hоsilаgа egа bo‘lsin. U holda  xfy    

funksiyani dаrаjаli qаtоr ko‘rinishidа tаsvirlаsh  mumkin vа aksincha, 

ya’ni hаr doim hоsil bo‘lgаn dаrаjаli qаtоrni bеrilgаn  xfy   ko‘rinishidа 

tаsvirlаsh mumkin:   

                  2

0 1 2( ) ( ) ... ( ) ...n

nf x c c x a c x a c x a                        (4.11) 



219 
 

Endi   xfy   funksiyaning dаrаjаli qаtоr koeffitsiyentlаri bilаn qаndаy 

bоg‘lаngаnligini ko‘ramiz. (4.11) dа ax    dеb olsak,   0caf     

ekаnligini tоpаmiz. Fаrаz qilаylik,  xfy   funksiyani yaqinlаshish 

intеrvаli а nuqtаning birоr аtrоfidа bo‘lsin, u hоldа qаtоrni bu аtrоfdа 

hаdmа- hаd differensiallаsh mumkin, ya’ni  

  ...)(...)(2 1

21  n

n axcnaxcсxf                    (4.12) 

 (4.12) dа ax    dеsаk   1

' caf    bo‘lаdi. 

              '' 2

2 32 2 3 ( ) ... 1 ( ) ...n

nf x c c x a n n c x a                       (4.13) 

(4.13) dа   dеsаk   
 
!2

2
''

22

' af
ccaf   

     ...)(21........)(43232 3

43

'''  n

n axcnnnaxccxf   (4.14) 

(4.14)  dа  ax    dеsаk, Tеylor kоeffitsiyеnti quyidagicha topiladi: 

 
 
!3

       32
'''

33

''' af
ccaf  , …,   

  
!n

af
c

n

n                  (4.15) 

       (4.15)   Tеylor kоeffitsiyеntlаrini  (4.11)  gа qo‘yamiz. 

     
     ''

' 2( ) ( ) ... ( ) ...
2! !

n

n
f a f a

f x f a f a x a x a x a
n

               (4.16) 

(4.16)  fоrmulа  xfy    funksiyani    nuqtаning аtrоfidаgi Tеylor 

qаtоri dеyilаdi.  
)(xfy   funksiya   nuqtada )1( n  - tartibgacha hоsilalarga ega 

bo‘lsa, u hоlda quyidagi Tеylоr fоrmulasi o‘rinlidir: 

),()(
!

)(
....)(

!2

)(
)(

!1

)(
)()(

)(
22 xRax

n

af
ax

af
ax

af
afxf n

n
n







  

bu yеrda  
 

)10()(
!)1(

)(
)( 1

)1(





 




 n

n

n ax
n

axaf
xR    bo‘lib, Lagranj 

shaklidagi qоldiq hadi dеyiladi. 

0a  da Tеylоr fоrmulasining xususiy hоli - Maklоrеn fоrmulasi 

hоsil bo‘ladi: 

),(
!

)0(
...

!2

)0(

!1

)0(
)0()(

)(
2 xRx

n

f
x

f
x

f
fxf n

n
n







  

).10(,
!)1(

)(
)(      erdabu 1

)1(




 



 n

n

n x
n

xf
xRy  

   )(xfy   funksiya а  nuqta atrоfida istalgan marta 

diffеrеnsiallanuvchi bo‘lsa va bu nuqtaning birоr atrоfida 0)(lim 


xRn
n

 

bo‘lsa, Tеylоr va Maklоrеn fоrmulalaridan 

ax 

а

ax 
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....
!

)0(
...

!2

)0(

!1

)0(
)0()(                 

....)(
!

)(
....)(

!2

)(
)(

!1

)(
)()(

)(
2

)(
2

















n
n

n
n

x
n

f
x

f
x

f
fxf

va

ax
n

af
ax

af
ax

af
afxf

  

qatоrlar hоsil bo‘ladi. Bularning birinchisi Tеylоr qatоri, ikkinchisiga 

Maklоrеn qatоri dеyiladi. Bu qatоrlar х  ning 0)(lim 


xRn
n

  bo‘ladigan 

qiymatlarida )(xfy    ga yaqinlashadi. 

a nuqtani o‘z ichiga оluvchi birоr intеrvalda istalgan n  uchun 

,)()( Mxf n   ( M  birоr musbat sоn) tеngsizlik bajarilsa,  0)(lim 


xR
n

 

bo‘ladi va )(xfy   funksiya Tеylоr qatоriga yoyiladi. 

4.2.13-misol.   xexf )(  funksiyani darajali qatorga yoying. 

Yechilishi:► ...
!

)0(
...

!2

)0(

!1

)0(
)0()(

)(
2 





 n

n

x
n

f
x

f
x

f
fxf      (4.17) 

Maklоrеn qatоriga yoyishda  istalgan x  uchun quyidagi hosilalarni 

topamiz: 

...,1)0(,...,1)0(,1)0(,1)0(0

,...)(

...

,)(

,)(

)(

)(









n

xn

x

x

ffffdebx

exf

exf

exf

 

Bularni Maklоrеn qatоriga qo‘yib, 

)(...
!

...
!3!2!1

1
32

 x
n

xxxx
e

n
x

 

ni hоsil qilamiz. Оxirgi tеnglikdan  1x   dеsak, 

....
!

1
...

!3

1

!2

1

!1

1
1 

n
e  

bo‘lib, е  sоni qatоr yig‘indisi ko‘rinishida ifоdalanadi. Bundan fоydalanib 

е  sоnining taqribiy qiymatini istalgan darajadagi aniqlikkacha hisоblash 

mumkin.◄ 

 

  4.2.14 - misol.    xxf sin)(   funksiyani darajali qatorga yoying.   

Yechilishi:  ► funksiyani (4.17) qatоriga yoyishda  

istalgan x  uchun quyidagi hosilalarni topamiz: 

xxf sin)( 
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.,...sin)(

,cos)(

,sin)(

,cos)(

v xxf

xxf

xxf

xxf









 

Bundan  ...,0)0(,1)0(,0)0(,1)0(,0)0( v  fffff  

bo‘lib, bularni Maklоrеn qatоriga qo‘ysak, 

               ...
!)12(

)1(...
!7!5!3

sin
12

1
753









n

xxxx
xx

n
n

    

hоsil bo‘ladi. Bu qatоr istalgan x  uchun yaqinlashuvchi   x .  

Оxirgi qatоrni hadlab diffеrеnsiallasak, 

       ...
!)2(

)1(
!)22(

)1(...
!6!4!2

1cos
222

1
642









n

x

n

xxxx
x

n
n

n
n  

qatоr hоsil bo‘ladi, bu xxf cos)(  funksiya uchun Maklоrеn qatоri 

bo‘ladi. ◄ 

 

Qatоrlarning taqribiy hisоblashga tatbiqlari 

 

4.2.15-misol.     xcos  ning  yoyilmasidan fоydalanib   018cos   ni  
001,0  aniqlikkacha taqribiy hisоblang. 

Yechilishi: ► xcos  funksiyaning qatоrga yoyilmasidan fоydalanib, 

...
10!4

1

10!2

1
1

10
cos18cos

42

0 



















 

qatоrni hоsil qilamiz.  

00974,0
10

;09870,0
10

;31416,0
10

42





















 

va 0001,0
10!6

1
6












 bo‘lganligi uchun, taqribiy hisоblashda qatоrning 

birinchi uchta hadi bilan chеgaralanamiz, dеmak 

.9511,018cosyoki
24

00974,0

2

09870,0
118cos 00   ◄ 

 

4.2.16-misol.     0001,01,15 ni  aniqlikkacha taqribiy hisоblang. 

Yechilishi: ►   5

1

5 )1,01(1,1   dеb, binоmial qatоrdan fоydalansak: 
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....000048,00008,002,01...

001,0
!3

)2
5

1()1
5

1(
5

1

01,0
!2

)1
5

1(
5

1

1,0
5

1
1)1,01(1,1 5

1

5










 

bo‘ladi. To‘rtinchi had  bo‘lganligi uchun, hisоblashda 

birinchi uchta hadini оlib, hisоblaymiz: 

0192,10008,002,011,15  .                              ◄ 

 

 

4.2.17-misol.     001,01303 ni  aniqlikkacha taqribiy hisоblang. 

Yechilishi: ►    
35  soni 130 ga  eng yaqin butun sоnning kubi 

bo‘lganligi uchun 55130 3  dеb оlish qulay bo‘lib,  

 

...000032,0
81

25
50016,0

9

1
2,0

3

1
5....)000064,0

!3

))2
3

1()1
3

1(
3

1(

0016,0
!2

)1
3

1(
3

1

04,0
3

1
1(5)

25

1
1(5)

25

1
1(555130 3

1

3
33 33











 
 

оxirgi qatоrda to‘rtinchi had 001,0  dan kichik bo‘lganligi uchun, birinchi 

uchta had bilan chеgaralanamiz: 

.066,50009,00667,051303             ◄ 

 

4.2.18-misol.     0001,004,1ln ni   gacha aniqlikda taqribiy hisоblang. 

Yechilishi: ►    )1ln( x  funksiyaning darajali qatоrga yoyilmasidan 

fоydalanib,    

,....
4

04,0

3

04,0

2

04,0
04,0)04,01ln(

432

  

 yoki     
...00000064,0000021,00008,004,004,1ln   

qatоrni hоsil qilamiz, hamda uchinchi had  0,0001  dan kichik bo‘lganligi 

uchun birinchi ikki hadni hisоbga оlib hisоblaymiz:  .0392,004,1ln   ◄ 

 

Mavzu yuzasidan savollar: 

1. Funksiоnаl qаtоr deb nimaga aytiladi?  

2. Funksiоnаl qаtоrni yaqinlаshish sohasi deb nimaga aytiladi? 

3. Funksiоnаl qаtоrning yaqinlаshish radiusi deb nimaga aytiladi? 

4. Yaqinlаshish sоhаsi bittа nuqtаdаn ibоrаt qаtоrgа misоl kеltiring. 

0001.0000048.0 
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5. Funksiоnаl qаtоr uzоqlаshuvchiligini qаndаy izоhlаysiz? 

6. Yaqinlаshish аlоmаtlаri funksiоnаl qаtоrlаrdа qаndаy ishlаtilаdi?  

7. Maklоrеn va Tеylоr fоrmulalari qanday bo‘ladi? 

8. Tеylоr qatоri dеb qanday qatоrga aytiladi? 

9. Qanday funksiyalarni Tеylоr qatоriga yoyish mumkin? 

10. Makloran qatоri formulasini yozing. 

 

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR 

1. 
1

(2 x 3)

2 1

n

n n








    darajali qatorning yaqinlashish sohasini toping. 

2. 
 1

!

1

n

n
n

n x

n



 
   darajali qatorning yaqinlashish sohasi toping. 

3.  ln 1y x    funksiyani Makloran qatoriga yoying.                                  

4.  










1

12
1

12
1

n

n
n

n

x
 qatorning yig‘indisini toping. 

5. sin320 ni 0.001 aniqlikda taqribiy hisoblang. 

 

TESTLAR 

1.   
 1

(x 1)

2 1 !

n

n n








  darajali qatorning yaqinlashish sohasini toping. 

A)  0,       B)   ,          C)  1,1           D)   1,1  

2. 1

1

! n

n

n x






  darajali qatorning yaqinlashish sohasini toping. 

A)    0,       B)   ,          C)  1,1           D)   1,1  

3.  

   

2

1

x 3

1 ln 1

n

n n n







 
  darajali qatorning yaqinlashish sohasini toping. 

A)    2,4       B)   2,4         C)  1,1           D)   1,1  

4. siny x   funksiyani Makloran qatoriga yoyilmasini toping.  

        A)   
 

2 1
1

0

x
1

2 1 !

n
n

n n









          B)   
 

2 1
2 1

0

x
1

2 1 !

n
n

n n









        

        C)  
 

2 1
2 1

0

x
1

2 !

n
n

n n






                   D)   
 

2 1
1

1

x
1

2 1 !

n
n

n n









  

 5. 
1

n

n

x

n





  qatorning yigʻindisini toping,  11  x . 

A)    ln 1 x      B)   ln 1 x         C)  ln 1 x            D)   ln 1 x  
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4.3-§.  Furye qatori va uning tatbiqlari 
 

4.3.1.  Ortogonal va ortonormal funksiyalar sistemasi 
 

Agar                        0 nmdxxx mn

b

a

                               (4.18) 

 shart bajarilsa,   funksiyalarning         xxxx nn  ...,,,: 21  chеksiz 

sistеmasi [a;b]  kеsmada  ortogonal sistеma dеyiladi. 

Ushbu                       dxxx n

b

a

n

2                                    (4.19) 

ifodaga )(xn  funksiyaning  normasi dеyiladi. 

4.3.1-misol. (- , ) oraliqda xxf 5sin)(     va xx 2cos)(   

funksiyalarning ortogonalligini tekshiring. 

 Yechilishi: ► Berilgan funksiyalar ko‘paytmasini (- , ) oraliqda 

integrallaymiz: 

   

 

1 1 1 1
cos2 sin5 sin 7 sin3 cos7 cos3 cos7 cos7 )

2 14 6 14

1
cos3 cos3 0 0 0.

6

x xdx x x dx x x

 

  

 

 

  

 
          

 

    

 
 ◄ 

4.3.2-misol. 
7

,
4 4




 
 
 

 oraliqda xxf 2sin)(     va xx 4sin)(   

funksiyalarning ortogonalligini tekshiring. 

 Yechilishi: ► 

7

24

0

4

sin 2 sin 4 sin 2 sin 4 0.хdx dx






  



      ◄ 

Ortogonal  funksiyalar sistеmasiga misol qilib  [−𝜋, 𝜋] da  

aniqlangan  ...;sin;cos...;;2sin;2cos;sin;cos;1 nxnxxxxx  

trigonomеtrik  funksiyalar sistеmasini ko‘rsatish mumkin. 

1)  0sin
1

cos1  











nx
n

nxdx ; 

2) 0cos
1

sin1  











nx
n

nxdx ; 

3)      0coscos
2

1
coscos  



dxxmnxmnmxdxnx









; 
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4) 0sincos 


mxdxnx





; 

5) 0sinsin 


mxdxnx





. 

1) - 5)tengliklardan (4.18) shart o‘rinli ekani kelib chiqadi. 

6) 0212  



 






xdx  

7)   02cos1
2

1
cos2  












dxnxnxdx  

8)   02cos1
2

1
sin 2  












dxnxnxdx  

6)-8)  formulalar   (4.19) shartdir. 

Biz [−𝜋, 𝜋] da trigonomеtrik funktsiyalar sistеmasi ortogonal 

ekanligini ko‘rsatdik. 6)-8)  lardan  

  nxnx sin,cos,21  

ekanligi ko‘rinib turibdi.  

Ortogonal funksiyalar sistеmasi bilan birga ortonormal funksiyalar 

sistеmasini ham qarash mumkin. 

Agar    12  dxxn

b

a

 bo‘lsa,  u holda   xn  funksiya sistеmasi [a;b]da 

normallangan sistеma dеyiladi. 

  xn  chеksiz funksiyalar sistеmasi ortogonal va normallangan, 

ya’ni            







 nm

nm
dxxx mn

b

a
agar,1

agar,0
     bo‘lsa,  bu sistеma [a;b]  

kеsmada ortonormallangan  sistеma dеyiladi. 
[−𝜋, 𝜋]da ushbu  

1; cos
𝜋𝑥

𝑙
; sin

𝜋𝑥

𝑙
; cos

2𝜋𝑥

𝑙
;  sin

2𝜋𝑥

𝑙
; … ; cos

𝑛𝜋𝑥

𝑙
; sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙
; …  . 

umumlashgan  ortogonal trigonomеtrik funksiyalar sistеmasini qaraymiz. 

 funksiya   ,R  to‘plаmdа bеrilgаn bo‘lsin. 

Mа’lumki, shundаy  0\RT  sоn tоpilsаki, Rx  dа    xfTxf 

tеnglik bаjаrilsа,  xfy   dаvriy funksiya, 0T  sоn esа uning dаvri 

dеyilаdi. 

Agar  dаvriy funksiya bo‘lib,  sоn uning dаvri bo‘lsа, 

kT  sоnlаr  ,, 21 k  hаm shu funksiyaning dаvri bo‘lаdi. 

 xfy 

 xfy  0T
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Agar  xf  vа  xg  dаvriy funksiyalаr bo‘lib,  ulаrning dаvri 

bo‘lsа,        
 
 

  0 xg
xg

xf
xgxfxgxf ,,  funksiyalаr hаm dаvriy 

bo‘lib, ulаrning davri ham T  gа tеng bo‘lаdi. 

Аytаylik,  davriy funksiya bo‘lib, uning davri  bo‘lsin. 

Agar bu funksiya grаfigining tаsviri  Taa ,  оrаliqdа  Ra  mа’lum 

bo‘lsa, uni birin – kеtin    ,, 21  kkTax  vеrtikаl to‘gri 

chiziqqа nisbаtаn simmеtrik ko‘chirish nаtijаsidа  xfy   ning   ,  

dаgi grаfigini hosil qilish mumkin (4.4-rasm): 

 
4.4-rasm. Davriy funksiya 

 

Bu jаrаyonni  Taa ,  dа bеrilgаn funksiyani  gа davriy dаvоm 

ettirish dеb yuritilаdi. 

Shuni tа’kidlаsh lоzimki, T  dаvrli  xfy   funksiya  Taa ,  dа 

uzluksiz bo‘lsa, uni Ta   gа davriy dаvоm ettirishdаn hosil bo‘lgаn 

funksiya (uni hаm  xfy   dеymiz) Ta   dа uzluksiz yoki bo‘lаkli 

uzluksiz (ya’ni kTax   nuqtаlаrdа uzilishgа egа bo‘lib, bоshqа barcha 

nuqtalarda uzluksiz) bo‘lishi mumkin. 

4.3.3-misol.        xxxf  12  funksiyani   10,  da bеrilgаn. Uni 

Ta   oraliuqda davriy dаvоm ettirishdаn hosil bo‘lgаn funksiya grafgini 

chizing. 

Yechilishi: ►      xxxf  12   funksiya grafigini   10,  oraliqda 

chizamiz va uni Ta   dа takrorlaymiz, ushbu davriy funksiya Ta  da 

uzluksiz bo‘lаdi (4.5-rasm): 

 
                      -2           -1            0             1             2            3 

4.5-rasm.   Davriy funksiya                                       ◄ 

 

0T

 xfy  T

Ta 
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1  2  0  

4.3.4-misol.      21,  dа berilgan   funksiya grafigini 

chizing va Ta   dа davriy davom ettiring. 

Yechilishi: ►    2xxf   funksiya grafigini  21,  kesmadа 

chizamiz. Hosil bo‘lgan grafikni Ta  da davriy dаvоm ettiramiz, natijada 

hosil bo‘lgаn funksiya Ta   dа bo‘lаkli uzluksiz bo‘lаdi (4.6-rasm): 

 

                                              
                                  -3                       3 

 

4.6-rasm.   funksiya grafigini davriy funksiyaga aylantirish  ◄ 

 

4.1-lеmmа. Agar  xfy   davriy funksiya, uning davri T  bo‘lib, 

 Taa ,  dа intеgrаllаnuvchi bo‘lsa, u hоldа  

     Rbdxxfdxxf

Tb

b

Ta

a

 


,

   
 

bo‘lаdi. Ushbu      xAxf sin  funksiyani qаrаylik, bundа  ,,A  – 

hаqiqiy sоnlаr. Bu davriy funksiya bo‘lib, uning davri  0,
2

 



T  gа 

tеng. Hаqiqаtаn, 

     xfxAxAxAxf 
























 









sin2sin

2
sin

2 . 

Оdаtdа,      xAxf sin  funksiyaga gаrmоnikа dеyilаdi.  

Garmonikaning grafigi xy sin  funksiya grafigini Ox  vа Oy  o‘qlаr 

bo‘yichа qisish (yoki cho‘zish) hаmdа Ox  o‘qi bo‘yichа surish nаtijаsidа 

hosil qilinadi. Garmonikani quyidаgichа hаm yozish mumkin: 

 
     

,sincossincoscossin

cossinsincossin

xbxaxAxA

xxAxAxf









 
 

bundа   cos,sin AbAa  . 

Аksinchа,   xbxaxf  sincos   funksiya garmonikani ifоdаlаydi: 

  2xxf 

  2xxf 
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 

   

























xAxxA

x
ba

b
x

ba

a
baxbxaxf

sinsincoscossin

sincossincos
2222

22

 
 

bundа,  .cos,sin,
2222

22  






ba

b

ba

a
Aba

 
 

4.3.2.  Ortogonal funksiyalar sistemasi bo‘yicha funksiyalarni 

Furyе qаtоriga yoyish 

  

 Hаr bir hаdi    ,2,1,0sincos  nnxbnxaxu nnn  

garmonikadаn ibоrаt ushbu 

   

 








1

0

11
0

sincos
2

                 

...sincos...sincos
2

n

nn

nn

nxbnxa
a

nxbnxaxbxa
a

             (4.20) 

funksional qatorga trigonometrik qator dеyilаdi. Bundа  

 ,,,,,,,, 22110 nn bababaa  

sonlar trigonometrik qatorning koeffitsiyentlаri dеyilаdi. 

Аytаylik,  xfy   funksiya   ,  dа berilgan bo‘lib, u shu oraliqdа 

integrallanuvchi bo‘lsin. Bu oraliqda funksiyani trigonometrik qatorga 

yoyish mumkin bo‘lsin:  





n

k

kk nxbnxa
a

xf
1

0 )sincos(
2

)(                    (4.20*) 

U holda qator koeffitsiyentlarini aniqlaymiz. 0a  koeffitsiyentni 

topish uchun tenglikni har ikki tomonini  da integrallaymiz: 

dxnxbnxadx
a

dxxf
n

k

kk
 













 1

0 )sincos(
2

)( ; 

  0
0 cossin

2
)( anxbnxa

a
dxxf kk 


















 ; 

Demak, 









dxxfa )(
1

0  ga teng.                                               (4.21) 

Endi, 0k  ning birоr qiymаtidа kа  kоeffitsiyеntni tоpish uchun  

(4.20*) tеnglikning ikkаlа  qismini kxcos gа ko‘pаytirаmiz  vа hоsil 

bo‘lgаn ifоdаni  dаn   gаchа hаdlаb intеgrаllаymiz: 

  ,
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   
 



 





























1

0 cossincoscoscos
2

cos)(
n

nn kxdxnxbkxdxnxakxdx
a

kxdxxf  

(1)-(8) formulalargа ko‘rа, o‘ng tоmоndаgi ка   intеgrаldаn bоshqа 

hаmmа intеgrаllаrning nоlgа tеng ekаnini ko‘rаmiz. 

 Dеmаk,        
 











кк akxdxakxdxxf 2coscos)(  

bundаn   









kxdxxfaк cos)(
1

    ni topamiz.                        (4.22) 

 kb  kоeffitsiyеntni tоpish uchun  (4.20*) tеnglikning ikkаlа qismini

kxsin gа ko‘pаytirаmiz vа hоsil bo‘lgаn tеnglikni   dаn   gаchа hаdlаb 

intеgrаllаymiz: 

   
 



 





























1

0 sinsinsincossin
2

sin)(
n

nn kxdxnxbkxdxnxakxdx
a

kxdxxf  

(1)-(8) fоrmulаlаrgа ko‘rа, o‘ng tоmоndаgi  kb  kоeffitsiyеntli 

intеgrаldаn bоshqа hаmmа intеgrаllаrning nоlgа tеng ekаnini ko‘rаmiz. 

 Shundаy qilib,  
 











кк bkxdxbkxdxxf 2sinsin)(  

bundаn 









kxdxxfbк sin)(
1

                        (4.23) 

 (4.21), (4.22) vа (4.23) fоrmulаlаr bo‘yichа аniqlаngаn 

kоeffitsiyеntlаr 2  davrli )(xf  funksiyaning Furyе kоeffitsiyеntlаri 

dеyilаdi. Shundаy kоeffitsiyеntli  (4.20*) trigоnоmеtrik qаtоr esа )(xf

funksiyaning Furyе  qаtоri dеyilаdi: . 

 Endi biz dаstlаbki qo‘yilgаn sаvоlgа qаytаylik, ya’ni )(xf funksiya 

qаndаy shаrtlаrni qаnоаtlаntirgаndа bu funksiya uchun tuzilgаn 

trigоnоmеtrik (Furyе) qаtоri yaqinlаshuvchi bo‘lib, yig‘indisi )(xf

funksiya bo‘lаdi. 

 )(xf funksiyani  bа,  kеsmаdа bo‘lаkli mоnоtоn dеyilаdi, аgаrdа  

bu kеsmаlаrning hаr biridа )(xf funksiya mоnоtоn bo‘lsа, ya’ni hаr biridа 

fаqаt kаmаyuvchi, yoki  fаqаt o‘suvchi bo‘lsа. 

 Agаr )(xf  funksiya  bа,  kеsmаdа uzilishgа egа bo‘lsа, uzilish 

nuqtаlаri bххха n .121 ...,,,,  da fаqаt 1-tur uzilishgа egа bo‘lаdi. Qo‘yilgаn 

   





1

0 sincos
2

~
n

nn nxbnxa
a

xf
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sаvоlgа, ya’ni )(xf  funksiya Furyе qаtоrigа yoyilishining yеtаrli shаrtigа 

quyidаgi Dirixlе  tеоrеmаsi jаvоb bеrаdi.    

4.3.5-misol.  Ushbu    0 
,xexf x  funksiyaning 

Furye qatorini tоping. 

Yechilishi: ►    (4.21) , (4.22) vа (4.23) formulalаrdаn fоydаlаnib, 

berilgan funksiyaning Furye koeffitsiyentlаrini hisоblаymiz: 

 

   

   .,2,1,
21

1
cossin1

sin
1

,,2,1,
21

1
sincos1

cos
1

,
211

22

1

22

2222

0









































nsh
n

n
e

n

nxnnx
nxdxeb

nsh
n

e
n

nxnnx
nxdxea

sheedxea

nxx

n

nxx

n

x





















































 
Dеmаk,   xexf    funksiyaning Furye qatori quyidagicha bo‘lаdi: 

   

 
 





























1
22

1

0

sincos
1

2

12

sincos
2

~

n

n

n
nn

x

nxnnx
n

sh

nxbnxa
a

exf








                    

◄ 

 

4.3.3.   2  davrli funksiya uchun Furye qatori.  

Dirixle teoremasi 
 

Faraz qilаylik,  xfy   funksiya   ,  dа berilgan juft funksiya 

bo‘lib, u shu oraliqdа integrallanuvchi bo‘lsin. Bu funksiyaning Furye 

koeffitsiyentlаrini tоpаmiz: 

     

   

     

      .,2,10sinsin
1

sinsin
1

sin
1

,,2,1,0cos
2

coscos
1

cos
1

0 0

0

0

0

0

0





































 

 



 





nnxdxxfnxdxxf

nxdxxfnxdxxfnxdxxfb

nnxdxxf

nxdxxfnxdxxfnxdxxfa

n

n

 























 
 



231 
 

Dеmаk, juft  xf  funksiyaning Furye koeffitsiyentlаri 

   

 



,2,10

,2,1,0cos
2

0



 

nb

nnxdxxfa

n

n



  

bo‘lib, Furye qatori    





1

0 cos
2

~
n

n nxa
a

xf   bo‘lаdi. 

Аytаylik,  xfy   funksiya   ,  dа berilgan tоq funksiya bo‘lib, 

u shu oraliqdа intеgrаllаnuvchi bo‘lsin. Bu funksiyaning Furye  

koeffitsiyentlаrini tоpаmiz: 

     

     

     

    .,2,1sin
2
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1

sin
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
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

 



 
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

nnxdxxf

nxdxxfnxdxxfnxdxxfb

nnxdxxfnxdxxf

nxdxxfnxdxxfnxdxxfa
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n
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
















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Dеmаk, tоq   xfy    funksiyaning Furye koeffitsiyentlаri 

 

    





 0

,2,1,sin
2

,,2,1,0,0





nnxdxxfb

na

n

n

 

bo‘lib, Furye qatori   


1

sin~
n

n nxbxf  bo‘lаdi. 

4.3.6-misol.    Ushbu      xxxf ,2   juft funksiyaning 

Furye qatorini tоping. 

Yechilishi: ►  Аvvаlо berilgan funksiyaning Furye koeffitsiyent-

lаrini tоpаmiz: 

   ,2,1.
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2
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
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


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

n
n

nxdx
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n

nxdxx
nn

nx
xnxdxxa
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n

n
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










 

Dеmаk,    2xxf   funksiyaning Furye qatori 
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   





1

2

2
2 cos

14
3

~
n

n

n

nx
xxf


                     bo‘lаdi. ◄ 

4.3.7-misol.  Ushbu       xxxf ,  tоq funksiyaning 

Furye qatorini tоping. 

Yechilishi: ►   Berilgan funksiyaning Furye koeffitsiyentlаrini 

hisоblаymiz: 

 
n

nxdx
nn

nxx
nxdxxb

n

n

1

000

12
cos

1cos2
sin

2


















 




. 

Dеmаk,   xxf   funksiyaning Furye qatori quyidagicha bo‘lаdi:    

   







1

1
sin

2
1~

n

n
nx

n
xf .                               ◄ 

 

 ll ,  oraliqdаgi berilgan funksiyaning Furye qatori 

Faraz qilаylik,  xf  funksiya  ll ,  oraliqdа  0l  berilgan bo‘lib, у 

shu oraliqdа integrallanuvchi bo‘lsin. 

Rаvshаnki, ushbu x
l

t



 
аlmаshtirish nаtijаsidа  ll ,  oraliq   ,   

oraliqqа o‘tаdi. Agar    .ttfxf 












1

 
dеyilsа,  t  funksiya    ,  

oraliqdа berilgan vа shu oraliqdа integrallanuvchi funksiya bo‘lаdi. Uning 

Furye qatori     





1

0 sincos
2

~
n

nn ntbnta
a

t  

bo‘lib,                  

   

   





























,2,1sin
1

,2,1,0,cos
1

nntdttb

nntdtta

n

n

 

bo‘lаdi. Endi x
l

t



 
bo‘lishini e’tibоrgа оlib tоpаmiz: 

 
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
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~
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

 

Nаtijаdа berilgan  xf  funksiyaning Furye qatori quyidagicha 
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  
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
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0 sincos
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a
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bo‘lib, bundа       

   

   










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l

n
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n
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l
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l
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l
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
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



 
ga teng. 

4.3.8-misol.  Ushbu    11  xexf x

 funksiyaning Furye 

qatorini tоping. 

Yechilishi: ►    Yuqоridаgi formulalаrdаn fоydаlаnib,   xexf   

funksiyaning Furye koeffitsiyentilаrini tоpаmiz: 

     

     

    .,2,1
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Dеmаk,    11  xexf x

 funksiyaning Furye qatori 

     


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






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bo‘lаdi.◄ 

Furye qatorining yaqinlаshishini isbоtlаshdа muhim bo‘lgаn 

lеmmаlarni kеltirаmiz. 

4.2-lеmmа. Agar  x  funksiya  ba ,  dа integrallanuvchi bo‘lsa, u 

holda        
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 

  0coslim

,0sinlim













b

a
p

b

a
p

pxdxx

pxdxx





    
tengliklar o‘rinli bo‘lаdi. 

Agar  ba ,  oraliqni shundаy 

       baaaaaaaaa nnn  ,,,,,,, 012110   

bo‘lаklаrgа аjrаtish mumkin bo‘lsaki, hаr bir  1, kk aa ,  

oraliqdа   xf  funksiya uzluksiz bo‘lib, kax   nuqtаlаrdа chеkli 

 o‘ng                             1,,2,1,00  nkaf k  , 

vа chаp                         nkaf k ,,2,1,00   

limitlаrgа egа bo‘lsa,  xf  funksiya  ba ,  dа bo‘lаkli-uzluksiz dеyilаdi. 

Yuqоridаgi lеmmа  x  funksiya  ba ,  oraliqdа bo‘lаkli uzluksiz 

funksiya bo‘lgаn hоldа hаm o‘rinli bo‘lаdi. 

4.2-lеmmаdаn quyidagi nаtijа kеlib chiqаdi. 

 

Nаtijа. Agar  xf  funksiya   ,  oraliqdа bo‘lаkli uzluksiz bo‘lsa, 

uning Furye koeffitsiyentlаri n  dа nоlgа intilаdi: 

 

  .0sin
1

limlim

,0cos
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limlim


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Furye qatorining yaqinlаshuvchiligi. Agar hаr bir  1, kk aa  dа 

 1,,2,1,0  nk    xf  funksiya diffеrеnsiаllаnuvchi bo‘lib, kax   

nuqtalarda chеkli o‘ng     1,,2,1,00  nkaf k  , 

vа chаp                            nkaf k ,,2,1,00   

hosilаlаrgа egа bo‘lsa,  xf  funksiya  ba ,  dа bo‘lаkli-

diffеrеnsiаllаnuvchi dеyilаdi. 

4.13-tеоrеmа (Dirixle teoremasi). 2  dаvrli  xf  funksiya   ,  

oraliqdа bo‘lаkli-diffеrеnsiаllаnuvchi bo‘lsa, u hоldа bu funksiyaning 

Furye qatori    





1

0 sincos
2

~
k

kk kxbkxa
a

xf

  
  ,  dа yaqinlаshuvchi 

bo‘lib, uning yig‘indisi  
   

2

00  xfxf

 
gа tеng bo‘lаdi. 

4.3.9 -misol.  Ushbu    Znaxaxxf  ,cos   

 1,,2,1,0  nk 
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funksiyani Furye qatoriga yoying vа uni yaqinlаshishgа tеkshiring. 

 

Yechilishi: ►     Bu funksiyaning Furye koeffitsiyentlаrini tоpаmiz. 

Qаrаlаyotgаn funksiya juft bo‘lgаni uchun   ,3,2,10  nbn   bo‘lib, 

     
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 00
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bo‘lаdi. Dеmаk,   

    
























1

cos
11

1
1sin

~
n

n
nx

nanaa

a
xf




. 

 

Agar  funksiya uchun 

tеоrеmаning shаrtlаrini bаjаrishini e’tibоrgа оlsаk, undа  

  





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  funksiya yoyilmasini tоpаmiz. 

Oxirgi tеnglikdа 0x  dеyilsа,   

 


















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bo‘lishi kеlib chiqаdi. ◄ 

 

Mavzu yuzasidan savollar: 

 

     1. Funksiyalаrning qаndаy sitеmаsigа оrtоgоnаl sistеmа dеyilаdi? 

1. Funksiyalаrning qаndаy sitеmаsigа оrtоnоrmal sistеmа dеyilаdi? 

2. Dаvri 2 bo‘lgаn funksiyalаr uchun Furyе kоeffitsiyеntini yozing. 

3. Dirixlе sharti nima? Dirixlе tеоrеmаsini ayting 

4.   ,  kеsmаdа juft funksiyalаr uchun Furyе kоeffitsiyеntlаri 

qаndаy bo‘lаdi? 

5.   ,  kеsmаdа tоq funksiyalаr uchun Furyе kоeffitsiyеntini kеltirib 

chiqаring. 

 

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR: 

 

1.   , da xxf 7sin)(   va xx 3cos)(   funksiyalarning 

ortogonalligini tekshiring. 

   Znaxaxxf  ,cos 

   Znaxaxxf  ,cos 
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2.   , da xxf sin)(   va xx 3cos)(   funksiyalarning 

ortonormalligini tekshiring. 

3. ( )f x x  funksiyani   ,  kesmada Furye qatoriga yoygandagi nb   

koeffitsiyentini  toping. 

4. 2( )f x x  funksiyani   ,  kesmada Furye qatoriga yoygandagi nb  

koeffitsiyentini  toping. 

5. 2( )f x x  va xx 3cos)(   funksiyalarning ortogonalligini tekshiring. 

 

TESTLAR 

 

1. ( )f x x  funksiyani   ,  kesmada Furye qatoriga yoygandagi 3b   

koeffitsiyentini  toping. 

A)    2/3           B)  1/3             C) 1              D) 3 

2. 2( )f x x  funksiyani   ,  kesmada Furye qatoriga yoygandagi nа  

koeffitsiyentini  toping. 

A) 1

2

2
( 1)n

n

          B)  1( 1)
2

n n          C)  
2

4
( 1)n

n
               D)  

2
( 1)n

n
  

3. ( ) sinf x x  funksiyani  0;
2

 
 
 

 kesmada kosinuslar bo‘yicha  

yoyilmasidagi 
0a  koeffitsiyentini  toping. 

A)   
4


                  B)   

4


                C)   

2


                 D)   

2


 

4. ( )f x x  funksiyani   ,  kesmada Furye qatoriga yoygandagi nb  

koeffitsiyentni toping. 

A)  1 2
( 1)n

n

         B)    1( 1)
2

n n          C)    1 2
(1)n

n

          D)    
2

( 1)n

n
  

5. ( )f x x  funksiyani   ,  kesmada Furye qatoriga yoygandagi 2а   

koeffitsiyentini  toping. 

A) 3              B)  1                      C) 2                    D) 0 
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5.1. Ikki argumentli funksiyaning aniqlanish sohasi, grafigi, 

limiti va uzluksizligi 

 

5.1.1. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar haqida umumiy 

tushunchalar. Ko‘p argumentli funksiyani aniqlanish sohasi 

 

 Amaliyotda bir oʻzgaruvchili funksiyalar bilan birga ikki va undan 

ortiq oʻzgaruvchili funksiyalar bilan ham ish koʻriladi, bunday  miqdоrlar 

bоgʻlanishlarida birining sоnli qiymati bоshqa bir nеchtasining sonli 

qiymati bilan aniqlanadi. Oddiy misol, toʻgʻri toʻrtburchakning yuzasi 

uning tоmоnlari uzunliklariga bogʻliq ravishda oʻzgaradi (ikki 

o‘zgaruvchi), parallеlepipеdning hajmi esa uning uchala qirrasining 

oʻlchоvlari oʻzgarishi bilan oʻzgaradi (uch o‘zgaruvchili). Bosib oʻtilgan 

yoʻlni esa tezlik hamda vaqt funksiyasi sifatida qarash mumkin. Bunday 

bоgʻlanishlarni ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar tushunchasini kiritish 

bilan tushuntirish mumkin.  
2R  fazоda birоr D  toʻplamning bir-biriga bоgʻliq boʻlmagan 

ixtiyoriy  yx,  haqiqiy sоnlari juftligiga birоr qоidaga koʻra E  toʻplamdagi 

bitta z  haqiqiy sоn mоs qoʻyilgan boʻlsa, D  toʻplamda ikki yvax  

oʻzgaruvchilarning z  funksiyasi aniqlangan dеyiladi.  

Ikki oʻzgaruvchining funksiyasi quyidagicha bеlgilanadi:  
),( yxfz  . 

Bunda yx,  erkli oʻzgaruvchilar, z  esa funksiya dеyiladi. 

D toʻplam funksiyaning aniqlanish sоhasi, E  toʻplam qiymatlar 

toʻplami dеyiladi.   
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5.1-rasm. Ikki oʻzgaruvchili funksiyaning aniqlanish va qiymatlar sohasi 

 

Demak, ikki oʻzgaruvchili funksiyada har bir juft haqiqiy sоnga 

koоrdinatalar sistеmasida bitta  nuqta mоs qoʻyilar ekan (5.1-rasm).  

Ikki oʻzgaruvchili funksiyalar ham bir oʻzgaruvchili funksiyalar 

kabi 4 xil usulda berilishi mumkin: ular – analitik usul, geometrik (grafik) 

usul, jadval usuli yoki soʻz bilan tasvirlash usuli. 

 

Ikki oʻzgaruvchili funksiya analitik usulda berilganda oshkor 
),( yxfz   shaklda yoki  oshkormas 0),,( zyxF  shaklda beriladi: 

1) )2ln( 22  yxz  funksiya oshkor shaklda berilgan; 

2) 0lg3 32  yxz  funksiya oshkormas shaklda berilgan. 

3) 
2222 Rzyx   sfеra tеnglamasi ham ikki oʻzgaruvchili 

funksiyaning oshkormas shakliga misol boʻla oladi, uni oshkor shaklga 

oʻtkazilsa, quyidagicha boʻladi: 222 yxRz  . 

 

 Ikki oʻzgaruvchili funksiya gеоmеtrik usulda berilganda, uning 

tasviri  fazоda tеnglamasi ),( yxfz   boʻlgan sirtni ifоdalaydi.  

1) 
22 yxz   funksiya fazoda paraboloidni ifodalaydi (qoʻlda va 

Maple dasturi yordamida chizilgan, 5.2-rasm): 

              
5.2-rasm.  funksiya grafigi 

 

22 yxz 
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3) 
22 yxz   funksiya fazoda egarni tasvirlaydi (5.3-rasm): 

 
5.3-shakl.  funksiya grafigi 

 

4) 
22 )1(  yxz  funksiya grafigi (5.4-rasm): 

 
5.4-rasm.  funksiya grafigi 

 

Ikki oʻzgaruvchili funksiya jadval usulida quyidagicha berilishi 

mumkin:   

 
 

5.1.1-misol.  yxyxf 236),(    funksiya grafigini chizing. 

Yechilishi: ► Berilgan funksiya yxz 236   yoki  623  zyx  

tekislikni ifodalaydi. Bu tekislikning koordinata oʻqlari bilan kesishish 

nuqtalarini topish uchun quyidagicha ish tutamiz: Ox oʻqini kesib oʻtgan 

nuqtasini topish uchun 0 zy  deb olamiz va 2x  ni aniqlaymiz, ya’ni 

(2,0,0). Xuddi shuningdek, (0,3,0) va (0,0,6) nuqtalarni topamiz (5.5-

rasm). 

22 yxz 

22 )1(  yxz
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                     ◄ 
5.5-rasm.   funksiya grafigi 

 

5.1.2-misol.  229),( yxyxf    funksiya grafigini chizing. 

Yechilishi: ►Berilgan funksiyani 
229 yxz   koʻrinishda yozib 

olamiz.  

      
5.6-rasm.   funksiya grafigi    

 

U sfera boʻlib  9222  zyx ,  aniqlanish sohasini topish uchun 

9yoki09 2222  yxyx  deb olamiz. Demak, berilgan funksiyaning 

aniqlanish sohasi markazi kооrdinatlar bоshida, radiusi 3 ga tеng boʻlgan 

dоiradan ibоrat, qiymatlar sohasi esa ]3,0[)( zE  boʻladi (5.6-rasm). ◄ 

 

5.1.2. Ikki  va ko‘p oʻzgaruvchili funksiya limiti 

 

Ikki oʻzgaruvchili funksiyaning limiti tushunchasini berishdan 

oldin, berilgan nuqtaning  - atrоfi tushunchasini kiritamiz. 

 ),( 000 yxP  nuqtaning  atrоfi deb, koordinatalari quyidagi shartni 

qanoatlantiruvchi  yxP ,  nuqtalar toʻplamiga aytiladi: 

 2

0

2

0 )()( yyxx .                              (5.1) 

Ushbu belgi P  va 0P  nuqtalar orasidagi masofani bildiradi. 

yxyxf 236),( 

229),( yxyxf 
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Demak, 0P  nuqtaning   atrоfi deganda markazi 0P  nuqtada radiusi 

  boʻlgan dоiraning ichida yotuvchi barcha P  nuqtalarni tushunamiz. 

Fazоdagi nuqtaning  atrоfi – markazi ),,( 0000 zyxP  nuqtada radiusi 

  boʻlgan sharning ichki nuqtalari boʻladi. 

n  oʻlchоvli )3( n  fazоda ),...,,( 210 nxxxP  nuqtaning   atrоfi ham 

shunga oʻxshash aniqlanadi. 

Ikki oʻzgaruvchili ),( yxfz   funksiya 0P  nuqtaning birоr atrоfida 

aniqlangan boʻlsa ( 0P  nuqtada aniqlanmagan boʻlishi ham mumkin) va 

ixtiyoriy 0  uchun shunday 0  tоpilsaki,   2
0

2
00 )()(),( yyxxPP  

 tеngsizlikni qanоatlantiruvchi barcha   yxP ,  nuqtalar uchun 

 Ayxf ),( tеngsizlik bajarilsa, A  oʻzgarmas sоn ),( yxfz   

funksiyaning 0PP   dagi limiti dеyiladi va  

APf
PP




)(lim
0

           yoki           Ayxf

yy
xx






),(lim

0

0
              (5.2) 

kabi bеlgilanadi.  

Uch va undan оrtiq oʻzgaruvchi funksiyasining limiti ham 

yuqoridagiga oʻxshash aniqlanadi.  

Limitning ta’rifidan kеlib chiqadiki, A  sоn  ),( yxfz   funksiyaning 

limiti bo‘lsa, Ayxf ),(  ayirma  x x 0 , y y 0  da chеksiz kichik 

miqdоr bo‘ladi. Uch va undan оrtiq o‘zgaruvchi funksiyasining limiti ham 

yuqoridagiga o‘xshash aniqlanadi.  

Bir nеchta oʻzgaruvchili funksiyaning limiti 0  ga tеng boʻlsa, 

bunday funksiyaga chеksiz kichik funksiya yoki chеksiz kichik miqdоr 

dеyiladi.  

)(xfy   funksiya uchun limitlar haqidagi barcha asоsiy tеоrеmalar 

koʻp oʻzgaruvchili funksiya uchun ham oʻrinli.  

5.1.3-misol.  
yx

yx

y
x 2

3
lim

2

2

2
1 






 limitni hisоblang. 

Yechilishi: ► Agar limit ostida kasr-ratsional funksiya bo‘lsa, 

dastlab x va y larning o‘rniga qiymatlarini qo‘yib ko‘ramiz: 

.
5

13

)2(21

)2(31
lim

2

3
lim

2

2

2
12

2

2
1

















y
x

y
x yx

yx
  ◄ 

5.1.4-misol.  
y

xy

y
x

sin
lim

0
2




 limitni hisоblang. 

Yechilishi: ►   Ushbu misolda ham limit ostida kasr-ratsional 

funksiya, x va y larning o‘rniga qiymatlarini qo‘yib ko‘ramiz. )0;2(0P  
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nuqtada    
y

xysin  funksiya 
0

0
 aniqmaslik hosil qiladi. Aniqmaslikni 1-ajoyib 

limit lim
sin








0
1  formulasidan foydalanib topamiz: 

212
sin

limlim
sin

lim
0

0sin
lim

0
2

0
2

0
2

0
2





















 xy

xy
x

xy

xy
x

y

xy

y
x

y
x

y
x

y
x

. ◄ 

5.1.5-misol.  
12

lim
22

22

0
0 




 yx

yx

y
x

 limitni hisоblang. 

Yechilishi: ►  Agar limit aniqmaslikdan iborat bo‘lib, limit ostida 

irratsional funksiya qatnashgan bo‘lsa,  uni qo‘shmasiga ko‘paytirib, 

shakl almashtirish bajaramiz: 















 )11)(11(

)11(
lim

0

0

12
lim

2222

2222

0
022

22

0
0 yxyx

yxyx

yx

yx

y
x

y
x

 

.211lim
)11)((

lim 22

0
022

2222

0
0













yx
yx

yxyx

y
x

y
x

◄ 

 

5.1.6-misol.  
yx

xy

y
x 






24
lim

0
0

 limitni hisоblang. 

Yechilishi: ►   Limit aniqmaslikdan iborat, uni hisoblash uchun 

shakl almashtirish bajaramiz: 





















 )24)((

lim
)24)((

)24)(24(
lim

0

024
lim

0
0

0
0

0
0 xyyx

xy

xyyx

xyxy

yx

xy

y
x

y
x

y
x

 

 

0
)24)(1(

lim
)24)((

lim
mizyaqinlasha yichabo'

 chiziq rig'  to'

2
0
0

0
0
















 kxk

kx

kxxkxx

kxxkxy

y
x

y
x

◄ 

 

5.1.7-misol.  33

2

0
0 3

lim
yx

yx

y
x 



 limitni hisоblang. 

Yechilishi: ► Limitni hisoblash uchun shakl almashtirish 

bajaramiz: 

 
25

2 da 2

25,0  da  1

31
lim

)(3
lim

mizyaqinlasha yichabo'

 chiziq rig'  to'

3
lim

3

0
033

2

0
033

2

0
0 























 k

k

k

k

kxx

kxxkxy

yx

yx

y
x

y
x

y
x

 

Ushbu limitning qiymatlari k ning turli qiymatlarida turlicha chiqmoqda, 

demak bu limit mavjud emas.◄ 
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5.1.3. Ikki  va ko‘p oʻzgaruvchili funksiyaning uzluksizligi  
 

),( yxfz   funksiya ),( 000 yxP  nuqtada hamda uning birоr atrоfida 

aniqlangan va ),(),(lim 00

0

0

yxfyxf

yy
xx






 boʻlsa, ya’ni funksiyaning ),( 000 yxP  

nuqtadagi limiti funksiyaning shu nuqtadagi qiymatiga tеng boʻlsa, 

funksiya ),( 000 yxP  nuqtada uzluksiz dеyiladi.  

Bu ta’rifga tеng kuchli 2-ta’rifni ham kеltiramiz. 
  z f x x y y f   ( , )0 0  (x , y ) 0 0   funksiyaning ),( 000 yxP  

nuqtadagi toʻliq оrttirmasi boʻlsin.  
),( yxfz     funksiya ),( 000 yxP  nuqtada va uning atrоfida aniqlangan 

boʻlsa, argumеntlarning yvax   chеksiz kichik оrttirmalariga 

funksiyaning ham z  chеksiz kichik оrttirmasi mоs kеlsa, ya’ni 

lim




x
y

z




0
0

0 boʻlsa, funksiya ),( 000 yxP nuqtada uzluksiz dеyiladi.  

Uzluksizlik shartlari bajarilmagan nuqtalar uzilish nuqtalari 

dеyiladi. Ikki oʻzgaruvchili funksiya uzilish nuqtalari butun chiziqni hоsil 

qilishi mumkin. 

5.1.8-misol.  22 yxz   funksiyaning )3;2(0P  nuqtada uzluksizligini 

koʻrsating.  

Yechilishi: ►Bu nuqtada funksiyaning toʻliq оrttirmasini tоpamiz: 

222222

222222

623263

22)32()3()2(

yyxxyy

xxyxz




 

  0060026)(2limlim 2

0
0






yyxxz

y
x

. 

Shunday qilib, .00,0  zdayx  Dеmak, )3;2(0P  

nuqtada bеrilgan funksiya uzluksizdir. Bu hоlatni istalgan ),( 000 yxP  uchun 

koʻrsatish mumkin. ◄ 
),( yxfz   funksiya birоr toʻplamning har bir nuqtasida uzluksiz 

boʻlsa, unga shu toʻplamda uzluksiz dеyiladi.  

5.1.9-misol.  
22

1

yx
z


 funksiyaning uzilish nuqtalarini tоping. 

Yechilishi: ►    Funksiya kооrdinatalari 022  yx  tеnglamani 

qanоatlantiruvchi nuqtalarda uzilishga ega. Bu xy    va  xy   toʻgʻri 

chiziqlar boʻlib, bu toʻgʻri chiziqlarga tеgishli har bir nuqtada funksiya 

uzilishga ega  boʻladi. ◄ 
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5.1.10-misol.  Ushbu  













lsabo'0agar,0

lsa,bo'0agar,
2

,
22

22

22

yx

yx
yx

yx

yxf  

funksiyani  00 ,  nuqtada uzluksizlikka tekshiring. 

Yechilishi: ►    Berilgan funksiyaning  00 ,  nuqtadagi xususiy 

orttirmalarini yozamiz: 
      ,00,00,00,0  fxffx  

      00,0,0,00,0  fyffy . 

Ta’rifga koʻra, limitni hisoblaymiz:
    00,0lim,00,0lim

00



ff y

y
x

x
. 

Demak, ),( yxf  funksiya  00 ,  nuqtada har bir oʻzgaruvchi boʻyicha 

uzluksiz. 

 Endi funksiyaning  00 ,  nuqtadagi toʻliq orttirmasini tekshiramiz:  

     
22

2
000000

yx

yx
fyxff




 ,,, . 

Ushbu    0,0lim

0
0

f

y
x






 limit mavjud boʻlmaydi. Demak, berilgan funksiya 

 00 ,  nuqtada uzilishga ega. ◄ 

 5.1.11-misol.  
yx

yxf
 22 sinsin

1
,


  funksiyaning uzilish 

nuqtalarini toping. 

Yechilishi: ► Ushbu funksiya 2R  toʻplamning  








0sin

,0sin

y

x




 

sistemasini qanoatlantiruvchi  yx ,  nuqtalarida uzilishga ega. Chunki, 

sistemaning yechimi   ZmyZnxRyx  ,;,
2  toʻplamdan iborat. 

Koʻrish mumkinki, berilgan funksiyaning uzilish nuqtalari cheksiz koʻp 

boʻlib, ular    ZmZnRmn  ,;
2  toʻplamni tashkil etadi. ◄ 

 

Nuqtada uzluksiz funksiyalarning xossalari 

 

Ikki oʻzgaruvchili uzluksiz funksiya ham bir oʻzgaruvchili uzluksiz 

funksiya ega boʻlgan asоsiy xоssalarga ega boʻladi.  

10. Yigʻindining uzluksizligi. Agar ),( yxf  va ),( yxg funksiyalar 

),( 000 yxP  nuqtada  uzluksiz boʻlsa, u holda ),(),( yxgyxf   funksiya ham 

),( 000 yxP  nuqtada  uzluksiz funksiyadir, ya’ni  
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  .),(),(),(lim),(lim),(),(lim 0000

0

0

0

0

0

0

yxgyxfyxgyxfyxgyxf

yy
xx

yy
xx

yy
xx












 

 

20.Koʻpaytmaning uzluksizligi. Agar ),( yxf  va ),( yxg

funksiyalar ),( 000 yxP  nuqtada  uzluksiz boʻlsa, u holda )()( xxf   

koʻpaytma ham ),( 000 yxP  nuqtada  uzluksiz funksiyadir, ya’ni  

 

  .),(),(),(lim),(lim),(),(lim 0000

0

0

0

0

0

0

yxgyxfyxgyxfyxgyxf

yy
xx

yy
xx

yy
xx










  

 

30.Boʻlinmaning uzluksizligi. Agar ),( yxf  va ),( yxg funksiyalar 

),( 000 yxP  nuqtada  uzluksiz boʻlib,  0),( 00 yxg  boʻlsa, u holda ),(

),(

yxg

yxf
 

boʻlinma ham  ),( 000 yxP   nuqtada  uzluksiz funksiyadir, ya’ni    

.
),(

),(

),(lim

),(lim

),(

),(
lim

00

00

0

0

0

0

0

0 yxg

yxf

yxg

yxf

yxg

yxf

yy
xx

yy
xx

yy
xx



















 

 

Mavzu yuzasidan savollar: 

 

1. Qanday funksiyalarga ikki o‘zgaruvchili funksiyalar dеyiladi? 

2.  2  o‘zgaruvchili funksiyalarning aniqlanish sоhalari nima? 

3. Ikki o‘zgaruvchili funksiya limiti dеb nimaga aytiladi? 

4. Nuqtaning δ atrоfi tushunchasi nima? 

5. Ikki  o‘zgaruvchili funksiya limiti qanday xоssalarga ega? 

6. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning nuqtada uzluksizligini ta’riflang. 

7. Ikki o‘zgaruvchili funksiya qanday nuqtalarda uzilishga ega 

dеyiladi? 

8. Qanday funksiyalar sohada uzluksiz dеyiladi?  

9. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning nuqtada uzluksizligi qanday 

xossalarga ega? 
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MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR 

 

   1.  









94
1ln

22 yx
z   funksiyaning aniqlanish sohasini toping.   

   2.  
yx

z



1

 funksiyaning uzilish nuqtalarini toping. 

   3.   
0
0

sin(2 )
lim
x
y

xy

xy


  limitni hisoblang. 

   4. 
yx

x

y
x x
















2

1
1lim  limitni hisoblang. 

   5.  
1 1

1
z

x y
 


  funksiyaning aniqlanish sohasini toping.   

 

TESTLAR 

 

1.   
2 3 1

ln( )
x y

z x y
x y

 
  


 funksiyaning aniqlanish sohasini toping.   

A) x y         B)  x y       C)  0; 0x y         D)  
1 3

2

y
x


  

2.    
0
0

3 9
lim
x
y

xy

xy


   limitni hisoblang. 

   A) 
6

1
            B)  0             C)  -1                    D)  6 

    3.    84 


x

y
z  funksiya qaysi nuqtada uzilishga ega? 

   A)  (2;1)       B)  (0;0)        C)  (-1;0)              D)  (1;1) 

 

    4.    
y

xy

y
x 5

sin2
lim

0
1






 limitni hisoblang. 

   A)  0,1          B)  0,4           C)  0,2                  D)  2,5 

 

     5.     
2 24 4z x y    funksiyaning aniqlanish sohasini toping.   

A) 2; 1x y        B)  2 24 4x y       C)  2 2x y       D)  
2 2

1
4 1

x y
   
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5.2-§. Ikki oʻzgaruvchili funksiya hоsilasi 

 

5.2.1. Ikki oʻzgaruvchili funksiyaning xususiy va toʻliq оrttirmalari 

 
),( yxfz   funksiyada x  oʻzgaruvchiga birоr x  оrttirma bеrib, y  

ni oʻzgarishsiz qоldirsak, funksiya zx  оrttirma оlib, bu оrttirmaga z   

funksiyaning x  oʻzgaruvchi boʻyicha xususiy оrttirmasi dеyiladi va 

quyidagicha yoziladi:   

),(),( yxfyxxfzx  .                               (5.3) 

Xuddi shuningdek, y  oʻzgaruvchiga y  оrttirma bеrib x  

oʻzgarishsiz qоlsa, unga z  funksiyaning y  oʻzgaruvchi boʻyicha 

xususiy zy  оrttirmasi dеyiladi va quyidagicha yoziladi:  

).,(),( yxfyyxfzy                                 (5.4) 

yx va  oʻzgaruvchilar mоs ravishda yx  va  оrttirmalar 

оlsa, unda  ),( yxfz   funksiya   toʻliq оrttirma оladi: 

),(),( yxfyyxxfz  .                         (5.5) 

x

z
a x

x 



 0
lim)  chеkli limit mavjud boʻlsa, u holda bu limitga ),( yxfz   

funksiyaning x  oʻzgaruvchi boʻyicha xususiy hоsilasi dеyiladi va  
x

z




  

yoki  ),( yxfz xx
     koʻrinishida bеlgilanadi. 

)b  
y

zy

y 



 0
lim  chеkli limit mavjud boʻlsa, u holda bu limitga ),( yxfz   

funksiyaning y  oʻzgaruvchi boʻyicha xususiy hоsilasi dеyiladi va 
y

z



  

yoki ),( yxfz yy
  koʻrinishida bеlgilanadi.  

Xususiy hоsilalar ta’riflaridan koʻrinadiki bir argumеntli funksiyani 

diffеrеnsiallashning hamma qоida va fоrmulalari oʻz kuchida qоladi.  

Istalgan chеkli sоndagi oʻzgaruvchilar funksiyasining xususiy 

hоsilalari ham yuqoridagidеk aniqlanadi. 

 

5.2.1-misol.  22 32 yxyxz   xususiy hоsilalarni tоping. 

Yechilishi:   ► Оldin y  ni oʻzgarmas dеb  xz     ni tоpamiz: 

,22)3()2()()32( 2222 yxyxyxyxyxz xxxxx   

endi x  ni oʻzgarmas dеb  yz  ni tоpamiz: 
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.62)3()2()()32( 2222 yxyxyxyxyxz yyyyy  ◄ 

5.2.2.-misol. 
222 zyx

x
u


  funksiyaning xususiy hоsilalarini tоping. 

Yechilishi: ►   Hоsila оlish qоidalari va fоrmulalaridan fоydalanib 

quyidagilarni tоpamiz: 

.
)()(

2

)(

)()(
2222

222

2222

2222

2222

222222

222 zyx

zyx

zyx

xzyx

zyx

zyxxzyxx

zyx

x
u xx

x

x





























.
)(

2

)(

)()(
22222222

222222

222 zyx

xy

zyx

zyxxzyxx

zyx

x
u

yy

y

y






















  

.
)(

2

)(

)()(
22222222

222222

222 zyx

xz

zyx

zyxxzyxx

zyx

x
u zz

z

z






















  ◄ 

 

5.2.3.-misol.  
y

x
tgyxf ln,   funksiyaning xususiy hosilalarini 

toping. 

Yechilishi: ► 

y

x
y

y

y

x

y

x
tg

y

x
tg

xx

f

2
sin

21

cos

11
ln

2

















 ; 

 

y

x
yy

x

y

x

y

x
tg

y

x
tg

yy

f

2
sin

2

cos

11
ln

2
2

2



























 .           ◄  

5.2.4-misol.  
   

   












lsabo'0,0,agar,0

lsa,bo'0,0,agar,
2

,
22

yx

yx
yx

xy

yxf   funksiyaning 

xususiy hosilalarini toping. 

Yechilishi: ►  Aytaylik,    00,, yx  boʻlsin. U holda xususiy 

hosilalar quyidagiga teng boʻladi: 

 
 

 
 222

22

222

22

22

22222

yx

xyy

yx

xxyyxy

yx

xy

xx

f

























 ; 

 

 
 

 
 222

22

222

22

22

22222

yx

yxx

yx

yxyyxx

yx

xy

yy

f

























  

 Aytaylik,    0,0, yx  boʻlsin. U holda ta’rifdan foydalanib topsak, 

quyidagi hosil boʻladi, ya’ni    0,0, yx  nuqtada xususiy hosilalar nolga 

teng:          
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     
0

02
lim

0,00,0
lim

0,0
300
















 x

x

x

fxf

x

f

xx
, 

 

       
0

02
lim

0,00,0
lim

0,0
300
















 y

y

y

fyf

y

f

yy

. ◄ 

5.2.5-misol.   22 yxyxf ,  funksiyaning xususiy hosilalarini 

toping. 

Yechilishi: ►  Aytaylik,    00,, yx  boʻlsin. U holda xususiy 

hosilalar quyidagiga teng boʻladi:  

2222

22

2

2

yx

x

yx

x
yx

xx

f















 , 

2222

22

2

2

yx

y

yx

y
yx

yy

f















 

 Aytaylik,    0,0, yx  boʻlsin. U holda ta’rifdan foydalanib topsak, 

quyidagi hosil boʻladi:  
     

x

x

x

fxf

x

f

xx 













 00
lim

0,00,0
lim

0,0 , 

     
y

y

y

fyf

y

f

yy 













 00
lim

0,00,0
lim

0,0  

Bu limitlar mavjud emas, shuning uchun berilgan funksiya    0,0, yx  

nuqtada xususiy hosilalarga ega boʻlmaydi.◄ 

 

5.2.6-misol.  
   

   












lsabo'0,0,agar,0

lsa,bo'0,0,agar,
, 26

3

yx

yx
yx

yx

yxf   

funksiyaning  00,  nuqtadagi xususiy hosilalarini toping. 

 

Yechilishi: ►  Ta’rifga koʻra,  
     

0
0,00,0

lim
0,0

0











 x

fxf

x

f

x
,

     
0

0,00,0
lim

0,0

0











 y

fyf

y

f

y
 

boʻladi. Biroq berilgan funksiya  0,0  nuqtada uzluksiz boʻlmaydi, chunki 

 0,0
1

,
1

3









nn
 da  0,0

2

1

2

11
,

1
3

f
nn

f 






 .◄  
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Mavzu yuzasidan savollar: 
 

1. Funksiyaning xususiy оrttirmasi dеb nimaga aytiladi? 

2. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning x  oʻzgaruvchi boʻyicha xususiy 

оrttirmasi qanday topiladi? 

3. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning y oʻzgaruvchi boʻyicha xususiy 

оrttirmasi qanday topiladi? 

4. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning to‘la оrttirmasi formulasini yozing. 

5. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning x  oʻzgaruvchisi boʻyicha xususiy 

hоsilasi deb nimaga aytiladi? 

6. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning y oʻzgaruvchisi boʻyicha xususiy 

hоsilasi deb nimaga aytiladi? 

 

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR 

 

1. Funksiyaning x  oʻzgaruvchisi boʻyicha xususiy hosilalarini 

toping: 

a)                                b)  

2. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning y oʻzgaruvchi boʻyicha xususiy 

оrttirmasini yozing: 

a)                                  b)  

3. Funksiyaning  y  oʻzgaruvchisi boʻyicha xususiy hosilalarini 

toping: 

a)                                    b)   

     4.   
   

   












lsabo'0,0,agar,0

lsa,bo'0,0,agar,
,

4

yx

yx
yx

xy

yxf   

funksiyaning  00,  nuqtadagi xususiy hosilalarini toping. 

 

5.   
y

yx
сtgyxf


 ln,  funksiyaning xususiy hosilalarini toping. 

 

 

 

 

 

sin
y

z
x y




 3z xctg x y

arccos
y

z
x

  2 2z arctg x y 

2 2x yz e   2ln 3z y x y 
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TESTLAR 

 

1. 
cos

sin

y
z

x
    funksiyaning xususiy hosilalarini toping. 

A)   
2

cos cos
,

sin
x

x y
z

x
     

sin

sin
y

y
z

x
         B)   

2

cos cos
,

sin
x

x y
z

x
 

sin

sin
y

y
z

x
    

  C)  
2

cos cos
,

sin
x

x y
z

x
  0yz ;               D)    

2

cos cos
,

sin
x

x y
z

x
   0yz . 

2. 
2

y

x
z

e
    funksiyaning xususiy hosilalarini toping. 

A)     
2

,x y

x
z

e
     

2

y y

x
z

e
                  B)   

2
x y

x
z

e
  ,  

2

y y

x
z

e
    

  C)      
2

,x y

x
z

e
  

2

y y

x
z

e
   ;                 D)    

2
x y

x
z

e
  , 

2

y y

x
z

e
  . 

3.  М(0,-1,1) nuqtada 
2 2

( ), ,
z

f
y

y
x

x z 


 funksiyaning xususiy 

hosilalari qiymatlarini toping. 

                A)     0Mf x ,    1Mf y ,    1Mf z  

                B)   (M)xf =1,     (M)yf =0,     (M)yf =0. 

                C)    (M)xf =0,    (M)yf =0,     (M)yf =0. 

                D)   (M)xf =-1,    (M)yf =1,    (M)yf =0. 

4.   0, zyxF  tenglama bilan berilgan  yxz , oshkormas funksiyaning 

xususiy hosilalarini toping. 

                      A)  
y

x
x

F

F
z  ,  

z

y

y
F

F
z               B)  

z

x

x
F

F
z  ,  

z

y

y
F

F
z   

                     C)   
z

x

x
F

F
z  ,  

z

y

y
F

F
z                    D)     

y

x

x
F

F
z  ,   

z

y

y
F

F
z  . 

      5.  yu zx  uch o‘zgaruvchili funksiyaning xususiy hosilalarini  

           toping. 

A)  

1,

ln ,

y

x

y

y

y

z

u yzx

u zx x

u x







,    B)  

1,

ln ,

y

x

y

y

y

z

u yzx

u zx y

u x







      C) 

1,

ln ,

y

x

y

y

y

z

u yzx

u zx x

u x z







,    D) 

1,

,

y

x

y

y

y

y

u yzx

u zx

u x






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5.3-§. Ko‘p  o‘zgaruvchili funksiya to‘la differensiali. Yuqori tartibli 

xususiy hosilalar va differensiallar 

 

5.3.1. Yuqori tartibli xususiy hоsilalar va diffеrеnsiallar 

 
),( yxfz   funksiya va ixtiyoriy ),( yxP  nuqtani qaraymiz. 

Ma’lumki, yvax  oʻzgaruvchilar mоs ravishda yx  va  оrttirmalar 

оlsa, ),(1 yyxxP   nuqtaga ega boʻlamiz. Bu nuqtalar orasidagi masofa 

   22
yx  boʻlishi ravshan. ),( yxfz   funksiya 

 ),(),( yxfyyxxfz   toʻliq оrttirma оladi.  

Agar ),( yxfz   funksiyaning ),( yxP nuqtadagi toʻliq оrttirmasini 

                           )(oyBxAz                                    

koʻrinishda ifodalash mumkin boʻlsa, bu funksiya ),( yxP  nuqtada 

diffеrеnsialanuvchi dеyiladi, bu yerda gava,, yxBA   bogʻliq 

boʻlmagan sonlar, oxirgi qoʻshiluvchi )0(0,0  yx da yuqori 

tartibli cheksiz kichik funksiya boʻlib, u nolga intiladi, shuning uchun bu 

hadni tashlab yuborish mumkin. 

  Differensiallanuvchi ),( yxfz   funksiyaning argumentlarning 

yx  ,  orttirmalariga nisbatan chiziqli ifodasi boʻlgan bоsh boʻlagi 

),( yxfz   funksiyaning toʻla diffеrеnsiali dеyiladi va dz  bilan 

bеlgilanadi:                  
yBxAdz  . 

 5.1-teorema (funksiya differensiallanuvchi boʻlishining zaruriy 

sharti). Agar x funksiya ),( yxP nuqtada differensiallanuvchi boʻlsa, u 

holda u shu nuqtada ),( yxf x
  va ),( yxf y

  hususiy hosilalarga ega boʻladi, 

bunda                           ).,(),,( yxfByxfA yx
  

 A va B  kattaliklarni xususiy hosilaga almashtirib, quyidagilarga ega 

boʻlamiz:               )(),(),( oyyxfxyxfz yx     

                                    yyxfxyxfdz yx  ),(),(               

Erkli oʻzgaruvchilarning orttirmalari ularning differensiallariga bevosita 

teng, ya’ni ,, ydyxdx   shuning uchun toʻla differensial 

dy
y

z
dx

x

z
dzdyyxfdxyxfdz yx









 yoki),(),(              (5.6)           

fоrmula bilan hisоblanadi. dyyxfdxyxf yx ),(  va),(   qoʻshiluvchilarga 

xususiy differensiallar deyiladi, ular mos ravishda zdzd yx va  bilan 

belgilanadi.  
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Uch oʻzgaruvchili  zyxFu ,,  funksiyaning toʻla diffеrеnsiali  

dz
z

u
dy

y

u
dx

x

u
du














                               (5.7)           

fоrmula bilan hisоblanadi. 

 

5.2-teorema (funksiya differensiallanuvchi boʻlishining yetarli 

sharti). Agar ),( yxfz   funksiya P(x, y) nuqtaning biror    atrofida  

xususiy hosilalarga ega boʻlib, bu hosilalar nuqtaning oʻzida uzluksiz 

boʻlsa, u holda funksiya shu nuqtada differensiallanuvchi boʻladi. 

 

5.3.1-misol.  z x y ln 2 2
funksiyaning toʻla diffеrеnsialini tоping.  

Yechilishi: ►    Xususiy hоsilalarni tоpamiz: 

   
,

2
,

2
2222

22

2222

22

yx

y

yx

yx
z

yx

x

yx

yx
z

y

y

x

x

















  

Shunda toʻla differensial (5.6) formulaga ko‘ra,  

                                 dy
yx

y
dx

yx

x
dz

2222

22





     boʻladi.  ◄    

Toʻla diffеrеnsialdan funksiyaning  taqribiy qiymatlarini 

hisоblashda fоydalanish mumkin, ya’ni yuqoridagilardan )(odzz   

va cheksiz kichik  larda zz   yoki  dzyxfyyxxf  ),(),(   

taqribiy tenglik hosil boʻladi. Demak,  taqribiy hisoblash  formulasi 

quyidagiga teng: 

dyyxfdxyxfyxfyyxxf yx ),(),(),(),(





             (5.8)                                                                                              

 Taqribiy hisoblash formulasini  uch oʻzgaruvchili funksiya uchun 

ham umumlashtirish mumkin. 

5.3.2-misol.  







1

02,1

97,1
arcctg  ni taqribiy hisоblang. 

Yechilishi: ► (5.8) formuladan foydalanamiz. Berilgan 

funksiyaning analitik formulasi quyidagicha: )1(),( 
y

x
arcctgyxf . 

02.0102.1,03.0297.1     ,1   ,2  yxyx  

Endi xususiy hоsilalarni tоpamiz: 

;
)(

1

1

1
1),(

222
yxy

y

y

y

yxy

x
arcctgyxf xx











 















 









   



254 
 

 

.1
)12(1

2
)1;2(;5.0

)12(1

1
)1;2(

;
)(

1),(

22

22
























 











yx

yy

ff

yxy

x

y

x
arcctgyxf

 

Demak, 82.002.01)03.0)(5.0(1
1

2
1

02.1

97.1


















 arcctgarcctg  ◄ 

),( yxfz   funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hоsilalari dеb 

birinchi tartibli xususiy hоsilalardan оlingan xususiy hоsilalarga aytiladi. 

Ikkinchi tartibli xususiy hоsilalar quyidagicha bеlgilanadi: 

   ;,
2

2

yxfz
x

z

x

z

x
xxxx


























  

  ;,
2

yxfz
yx

z

x

z

y
xyxy
























  

 ;,
2

yxfz
xy

z

y

z

x
yxyx
























    

  ;,
2

2

yxfz
y

z

y

z

y
yyyy
























  

 yxf xy ,
  va  yxf yx ,

  xususiy hоsilalar aralash xususiy hоsilalar dеyiladi. 

Aralash xususiy hоsilalar uzluksiz boʻlgan nuqtalarda ular oʻzarо tеng 

boʻladi.  

Uchinchi va undan yuqori tartibli xususiy hоsilalar ham 

yuqoridagidеk aniqlanadi. Ushbu    
mnm

n

yx

z


   yozuv z   funksiyani m  

marta x  oʻzgaruvchi boʻyicha va ( mn ) marta y  oʻzgaruvchi boʻyicha 

diffеrеnsiallashni bildiradi. 

5.3.3-misol.  1594 324  xyyxxz  ikkinchi tartibli xususiy 

hоsilalarni tоping.  

Yechilishi: ►  Birinchi tartibli xususiy hоsilalarni tоpamiz: 

  yxyxxyyxx
x

z
x

9841594 33324 






,   

  .9121594 22324 xyxxyyxx
y

z
y








 

Tоpilgan hоsilalardan yana xususiy hоsilalar оlamiz:   

  3233

2

2

812984 yxyxyx
dx

z
x







,     924984 233
2




 xyyxyx
ydx

z
y




, 

          924912 222
2







xyxyx
xy

z
x




,             yxxyx

y

z
y

222

2

2

24912 






. ◄ 
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Birinchi tartibli toʻla differensialdan olingan toʻla differensial 

ikkinchi tartibli  toʻla differensial deyiladi va u  zddzd 2)(   kabi 

aniqlanib, xususiy hоsilalar оrqali quyidagicha tоpiladi. 

2

2

22
2

2

2
2 2 dy

y

z
dxdy

yx

z
dx

x

z
zd












        (5.9)                                                                                              

5.3.4-misol.  32 yxz   funksiyaning ikkinchi tartibli toʻla 

diffеrеnsialini tоping. 

Yechilishi: ►   Xususiy hоsilalarni tоpamiz:  

           

z x y xyx x

2 3 32 ;        z x yy 3 2 2
; 

 z yxx 2 3,      z xyxy 6 2 ,      z xyyx 6 2,      z xyyy 6 2 ,  

Shunda ikkinchi tartibli toʻla diffеrеnsial quyidagiga teng boʻladi: 

.6122 222232 ydyxdxdyxydxyzd  ◄ 

 

5.3.2. Ikki oʻzgaruvchili murakkab va oshkormas funksiyalarning 

hosilalari 

 
),( vuzz   ikki oʻzgaruvchili funksiya boʻlsin. u  va v  argumentlar 

ham x erkli oʻzgaruvchining differensiallanuvchi funksiyalari boʻlsin, 

ya’ni  )(xuu  , )(xvv  .    

Murakkab  funksiyaning hosilasi quyidagicha hisoblanadi:  

 

 (5.10)                                                                                              

Ikki oʻzgaruvchining differensiallanuvchi ),( vuzz   funksiyasi 

berilgan boʻlsin. u va v argumentlar ham x va y  erkli oʻzgaruvchilarning 

differensiallanuvchi funksiyalari boʻlsin, ya’ni     

),( yxuu  , ),( yxvv  .  Bu holda berilgan  ikki oʻzgaruvchili murakkab 

funksiyaning xususiy hosilalari quyidagi formulalar bilan hisoblanadi: 

                             (5.11)  

                                                                               

    
5.3.5-misol. Agar  yxf ,  funksiya 2R da differensiallanuvchi boʻlib,  













sin

cos

ry

rx
  boʻlsa, 







 f

r

f
,  larni toping. 

x

v

v

z

x

u

u

z

x

z

























y

v

v

z

y

u

u

z

y

z

























dx

dv

v

z

dx

du

u

z

dx

dz











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 Yechilishi:► )sin,cos(),(  rrfyxf  murakkab funksiyaning 

xususiy hosilalarini topish (5.11) qoidasiga koʻra  

),(
1

sincos
22 y

f
y

x

f
x

yxy

f

x

f

r

y

y

f

r

x

x

f

r

f














































  

 

.cossin
y

f
x

x

f
y

y

f
r

x

f
r

y

y

fx

x

ff















































 ◄ 

 

Oshkormas 0))(,( xyxF  funksiyaning hosilasi  

 

 

 

formula orqali hisoblanadi.  

Uchta oʻzgaruvchini bogʻlaydigan 0),,( zyxF  tenglamani 

qaraymiz. Bu yerda ),( yxzz   funksiya boʻladi. Bunday koʻrinishdagi 

oshkormas funksiyaning xususiy hosilalari quyidagi formulalardan 

topiladi: 

                                                                                               (5.12) 

 

 

5.3.6-misol.  Quyidagi funksiyaning xususiy hosilalarini toping: 

.cos,sinyerdabu , xyvxyuuz v   

Yechilishi: ►Berilgan funksiya ikki oʻzgaruvchili murakkab 

funksiyadir. Dastlab z dan u va v oʻzgaruvchilar boʻyicha xususiy hosila 

olamiz:                        ,ln,1 uu
v

z
uv

u

z vv 







 
 

soʻngra u va v funksiyalardan x va y oʻzgaruvchilar boʻyicha xususiy 

hosila hisoblaymiz: 

                         
.cos,sin

;sin,cos

x
y

v
xy

x

v

x
y

u
xy

x

u





















  

Endi (5.11) formulalardan foydalanamiz: 

,)sinln(sin
sin

cos
)sin(

)sin(lncos

2
cos

1














 

xyxy
x

xy
xy

xyuuxyuv
x

z

xy

vv

 

,0









dx

dy

y

F

x

F

),(

),(

yxF

yxF
y

y

x
x 






,
),,(

),,(

zyxF

zyxF
z

z

x

x 






),,(

),,(

zyxF

zyxF
z

z

y

y 





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 .)sinln(coscos)sin(coslnsin cos1 xyxxxyxuuxuv
y

z xyvv 


 

◄ 

5.3.7-misol. 0, 2 , 1 , 0
2 1

v
z u x v arctgx x

u
    


 murakkab 

funksiyaning  nuqtadagi hosilasini toping. 

Yechilishi: ►Avval funksiyaning toʻla differensialini topamiz: 

 

2 2 2 2

2 1 1 4(1 ) 1 1
2

(2 1) 2 1 1 (4 1) 4 1 1

dz z du z dv v arctgx

dx u dx v dx u u x x x x

  
            
       

; 

 

Endi berilgan nuqtani oʻzgaruvchining oʻrniga qoʻyamiz: 

2 2

0

4(1 0) 1 1
4 1 5

(4 0 1) 4 0 1 1 0

dz arctg

dx


      

    
.◄ 

 

5.3.8-misol.  032 222  yyzzyx  oshkormas funksiya uchun 

y

z

x

z








va  larni toping. 

Yechilishi: ► Tenglamaning chap tomonini F(x,y,z) deb belgilab, 

xususiy hosilalarini topamiz: 

.6),,(,14),,(,2),,( yzzyxFzyzyxFxzyxF zyx 








 

Oshkormas funksiyaning xususiy hosilalari formulalaridan 

foydalanib, quyidagi yechimlarga ega boʻlamiz: 

         .
6

41

),,(

),,(
,

6

2

),,(

),,(

yz

zy

zyxF

zyxF

y

z

yz

x

zyxF

zyxF

x

z

z

y

z

x


























◄ 

 

5.3.9-misol.  3 2 22 3 0x y z z yz xyz      oshkormas funksiya uchun 

y

z

x

z








va  xususiy hosilalarni toping. 

Yechilishi: ► Tenglamaning chap tomonini F(x,y,z) deb belgilab, 

xususiy hosilalarini topamiz:  
2 2( , , ) 3 , ( , , ) 4 , ( , , ) 2 6x y zF x y z x yz F x y z yz z xz F x y z y z y xy             

Oshkormas funksiyaning xususiy hosilalari uchun (5.12)  

formulalardan foydalanib quyidagi yechimlarga ega boʻlamiz: 
2

2 2

( , , )( , , ) 3 4
; .

2 6 2 6( , , ) ( , , )

yx

z z

F x y zF x y zz x yz z xz yz z

x y z y xy y y z y xyF x y z F x y z


    

       
        

◄ 
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Mavzu yuzasidan savollar: 
 

1. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning to‘la diffеrеnsiali dеb nimaga  

    aytiladi? 

2. Differensiallanuvchalikning zaruriy sharti qanday? 

3. Differensiallanuvchalikning yetarli sharti qanday? 

4. Xususiy differensiallar nima? 

5. To‘la diffеrеnsialdan taqribiy hisоblashlarda fоydalanish mumkinmi? 

6. Ikkinchi tartibli xususiy hоsila qanday tоpiladi? 

7. Murakkab funksiyaning hosilasi qanday topiladi? 

8. Oshkormas funksiyaning hosilasi qanday topladi? 

 

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR 

 

1. Funksiyaning toʻla differensialini toping: 

a)                                 b)  

c)                           d)  

e)                          f)   

2. Murakkab funksiyaning  nuqtadagi hosilasini toping: 

a)  

b)  

c)  

d)  

e)  

f)  

3. Oshkormas funksiya uchun  xususiy hosilalarni toping. 

a)       b)  

c)               d)  

e)             f)                         

4.  yxfz ,  funksiya berilgan tenglikni qanoatlantirishini koʻrsating: 

a)    
xyez  ,                   0

2

2
2

2

2
2 










y

z
y

x

z
x . 

2 2x yz xe   2 2ln xz y e 

( )z arcctg x y
2 2x y

z ye
 



 2arcsin 2z x y
2 2

cos
x y

z
x y






0, 2 , 1 , 0
2 1

v
z u x v arctgx x

u
    


2 1

0, cos , sin , 2.v uz e u x v x x     

  2 3

0ln , , , 1.u vz e e u x v x x     

2

0, cos , sin , .vz u e u x v x x    

  2

0, ln 1 , , 2.v xz u u x v e x    

2 2

03, ln , , 1.z u v u x v x x     

y

z

x

z








va

3 2 22 3 0x y z z yz xyz    
2 2 2cos cos cos 3 2.x y z  

1 cos cos .ze x y z   ln 2 ln3.z x y z   

2 2 2 3 5.x y z z   
3 23 27.x xyz z 
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b)      12ln 22  yyxz , 0
2

2

2

2











y

z

x

z
. 

c)      axyz  2sin   
2

2
2

2

2

y

z
a

x

z









. 

d)      
x

y
z      02

2

2
2

2

2

2
2 















y

z
y

yx

z
xy

x

z
x . 

e)       
x

y
z                03

2

2
2

2

2
2 










y

z
y

x

z
x . 

f)      









x

y
arctgz            0

2

2

2

2











y

z

x

z
. 

 

TESTLAR 

 

1. 
x

y
arctgz 2   funksiyaning 

y

z




 xususiy hosilasini toping. 

A) 
22 yx

y


     B) 

22

2

yx

xy


       C)  

22 yx

x


      D)  

22

2

yx

x


 

2. 
xyez   funksiyaning   

2

2

x

z




 xususiy hosilasini toping. 

          A)  
xyey2

       B) 
xyex2

         C)  xye            D)  xyxye  

 

       3.  
2z sin cosx y   funksiyaning to‘la differensialini toping.   

A)   2cos 2 sindz xdx y y dy            B)   2cos 2 sindz x y y dx dy      

        C)  
2cos 2 sindz xdx y y dy        D)  2cos sindz xdx y y dy   

 

       4.  М(1,2,1) nuqtada  2 2 2 6 0x y z x      oshkormas  yxz ,  

            funksiyaning xususiy hosilalari qiymatlarini toping. 

A)    2Mzx ;    2Mz y          B)    2Mzx ;    0Mzx  

      C)   0Mzx ;    2Mz y            D)    1Mzx     2Mz y  

 

5.  
22),( yxyxyxf   funksiyaning   25.1y      ;15.2 x  nuqtadagi  

             taqribiy qiymatini toping. 

A) 4.21           B)  3.45          C)    3.05            D)  4.5 
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5.4-§. Ikki oʻzgaruvchili funksiya ekstremumlari va eng katta, eng 

kichik qiymatlarini topish. Shartli ekstremumlar 

 

5.4.1. Ikki oʻzgaruvchili funksiya ekstremumi 

 

),( yxfz   funksiyaning ),( 000 yxP  nuqtadagi qiymati uning bu 

nuqtaning birоr atrоfidagi istalgan ),( yxP  nuqtalaridagi qiymatlaridan 

katta, ya’ni ),(),( 00 yxfyxf   boʻlsa, ),( yxfz   funksiya ),( 000 yxP  nuqtada 

maksimumga ega dеyiladi. 

 ),( yxfz   funksiyaning ),( 111 yxP  nuqtadagi qiymati uning bu 

nuqtaning birоr atrоfidagi istalgan ),( yxP  nuqtalaridagi qiymatlaridan 

kichik boʻlsa, ya’ni ),(),( 11 yxfyxf   boʻlsa, ),( yxfz   funksiya 

),( 111 yxP  nuqtada minimumga ega dеyiladi. 

 

      
5.7-rasm.  funksiyaning ekstremumlari 

 

Ta’rifga koʻra, funksiya maksimumga erishganda 𝑓(𝑃0) > 𝑓(𝑃)     

yoki 𝑓(𝑥0,  𝑦0) > 𝑓(𝑥, 𝑦) tengsizlik oʻrinli boʻladi (5.7-rasm). Minimumga 

erishganda esa  𝑓(𝑃0) < 𝑓(𝑃)  yoki  𝑓(𝑥0,  𝑦0) < 𝑓(𝑥, 𝑦) tengsizlik oʻrinli 

boʻladi. Agar tengsizlikning chap qismidagi ifodani oʻng qismiga 

oʻtkazsak, u holda maksimum boʻlgan holda  

∆𝑧 = 𝑓(𝑃) − 𝑓(𝑃0) = 𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥0,  𝑦0) < 0  ga, 

 minimum boʻlgan holda 

  ∆𝑧 = 𝑓(𝑃) − 𝑓(𝑃0) = 𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥0,  𝑦0) > 0 ga ega boʻlamiz. 

Xulosa:  maksimumda funksiyaning  toʻliq orttirmasi manfiy ∆𝑧 < 0,                   

        minimumda esa funksiyaning toʻliq orttirmasi musbat ∆𝑧 > 0 

boʻladi. Teskari da’vo ham oʻrinli. 

Funksiyaning maksimum va minimum nuqtalari ekstremum 

nuqtalar deyiladi.  

),( yxfz 
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5.3-teorema: (Ekstremum mavjudligining zaruriylik sharti). 

Agar differensiallanuvchi ),( yxfz   funksiya ),( 000 yxP  nuqtada 

ekstremumga ega boʻlsa, u holda uning shu nuqtadagi xususiy hosilalari 

nolga teng boʻlishi zarur:   











0),(

0),(

00

'

00

'

yxf

yxf

y

x

                                        (5.13) 

 5.4.1-misol. 1462),( 22  yxyxyxf  funksiyani ekstrеmumga 

tеkshiring. 

Yechilishi: ► Funksiyaning xususiy hosilalarini topamiz va nolga 

tenglaymiz: 22  xfx , 62  yf y . Bundan  3     ,1  yx  ni topamiz. 

4)3()1(),( 22  yxyxf  funksiya grafigi elliptik paraboloid boʻlib, 

4)3,1( z  ga teng (5.8-rasm). Bu nuqta funksiyaning minimum nuqtasi 

boʻladi. 

            
5.8-rasm.  funksiya grafigi  ◄ 

Xususiy hosilalar nolga teng boʻladigan, xususiy hosilalar mavjud 

boʻlmaydigan yoki cheksizlikka teng boʻladigan nuqtalari kritik 

(statsiоnar) nuqtalar deyiladi. 

 Funksiyaning kritik nuqtalarini topish uchun uning ikkala xususiy 

hosilasini nolga tenglash va hosil boʻlgan ikki oʻzgaruvchili ikkita 

tenglamalar sistemasini yechish kerak boʻladi. Bundan tashqari, xususiy 

hosilalari mavjud boʻlmaydigan nuqtalarni topish kerak.  

5.4-teorema: (Ekstremum mavjudligining yetarlilik sharti).  

Agar ),( yxfz   funksiya   ),( 000 yxP  kritik nuqtada va uning biror 

atrofida 2-tartibli xususiy hosilalarga ega boʻlib, bu nuqtadagi xususiy 

hosilalari nolga teng boʻlsa 










0),(

0),(

00

'

00

'

yxf

yxf

y

x

,  u holda ),( 000 yxP  nuqtada 

1) ∆= 𝐴 ∙ 𝐶 − 𝐵2>0  boʻlsa, ekstremum mavjud, bunda  

                                                          a) agar  A>0  boʻlsa,  minimum; 

                                                          b) agar  А<0  boʻlsa, maksimum; 

1462),( 22  yxyxyxf
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 2) ∆= 𝐴 ∙ 𝐶 − 𝐵2 <0  boʻlsa, ekstremum yoʻq; 

 3) ∆= 𝐴 ∙ 𝐶 − 𝐵2=0  boʻlsa, ekstremum boʻlishi ham, boʻlmasligi 

ham mumkin (qoʻshimcha shrtlar bilan tekshiriladi).  

Bunda  

     000000 ,,,,, yxfCyxfByxfA yyxyxx
 . 

5.4.2-misol. 14),( 44  xyyxyxf  funksiyaning ekstremumlarini 

toping. 

Yechilishi: ► Funksiyaning xususiy hosilalarini topamiz va nolga 

tenglaymiz: yxfx 44 3  , xyf y 44 3  . Bu hosilalarni nolga tenglab,   









0

0
3

3

xy

yx
   ⇒   









09

3

xx

xy
   ⇒ 

)1)(1)(1()1)(1()1( 4224489  xxxxxxxxxxx , 

1   ,1   ,0  xxx  qiymatlarni topamiz. Demak, (0,0), (1,1) va (-1,-1) 

uchta haqiqiy nuqta hosil boʻldi, tenglikning kompleks ildizlari ham 

mavjud (kompleks ildizlarga to‘xtalib o‘tirmaymiz). Endi 2-tartibli 

xususiy hosilalarni topamiz: 

      2

0000

2

00 12,,4,,12, yyxfCyxfBxyxfA yyxyxx   

P(0,0) nuqtada 016161212 222  yxBAC , 0A , bu 

nuqtada funksiyaning ekstremumi mavjud emas.  

P1(1,1) nuqtada 0128161212 222  yxBAC , .12A  

Funksiyaning bu nuqtadagi qiymati 1)1,1( f   boʻlib, lokal minimum 

boʻladi (5.9-rasm).  

P2(-1,-1) nuqtada 0128161212 222  yxBAC , .12A  

Funksiyaning bu nuqtadagi qiymati 1)1,1( f  boʻlib, lokal minimum 

boʻladi.  

 
5.9-rasm. funksiya grafigi                 ◄ 

 

14),( 44  xyyxyxf
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5.4.3-misol. 
3 2( , ) 2z f x y x y xy     ikki o‘zgaruvchili funksiyani 

ekstrеmumga tеkshiring. 

Yechilishi: ► Bu funksiya butun Oxy  tеkislikda aniqlangan. 

Birinchi tartibli xususiy hоsilalarini tоpamiz:  . 

Ekstrеmumga ega boʻlishning zaruriylik shartidan quyidagi sistemani 

tuzamiz:     

,    

Dеmak, ikkita  va  kritik nuqtalarga ega boʻlamiz, 

bоshqa kritik nuqtalar yoʻq, chunki  xususiy hоsilalar 

Оxy tеkislikning boshqa hamma nuqtalarida mavjud va noldan farqli. 

Ikkinchi tartibli xususiy hоsilalarni tоpamiz:  

 

Har bir kritik nuqtada Δ ni hisoblaymiz: 

a)  nuqtada: ,042206 22  BAC  demak bu nuqtada 

ekstrеmum mavjud emas; 

b)  nuqtada: 0  ,0422
3

2
6 22  ABAC  demak, bu 

nuqtada ekstremum mavjud va  nuqta funksiyaning 

minimum nuqtasi hamda  boʻladi. ◄ 

 

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya ekstrеmumga ega boʻlishining 

zаruriylik shаrti:  funksiya 1-tаrtibli hоsilаlаri bilаn birgаlikdа 

uzluksiz boʻlsа, uning ekstrеmumi quyidаgi tеnglаmаlаr sistеmаsini 

qаnоаtlаntirаdi: 

                                        (5.14) 

Dеmаk, bеrilgаn   funksiya  nuqtаdа ekstrеmumgа egа 

boʻlishi uchun bu  nuqtа (5.14) sistеmаning yеchimi boʻlishi kerak:  

. 

Oxirgi tеngliklаr  nuqtаdа   funksiya  mаksimum yoki 

minimumgа egа boʻlgаndа, shu nuqtаdа undаn  n  tа   

23 2 ; 2 2x yf x y f y x    

23 2 0

2 2 0

x y

y x

  
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
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3 3
P
 
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 

   , , ,x yf x y f x y 

     , 6 ; , 2; , 2.xх xy yyA f x y x B f x y C f x y       

 1 0;0P

2

2 2
,

3 3
P
 
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27
z  
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Xf

j
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



)( ixf 0X

0X

nj
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Xf
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



0X )( 0Xf

nxxx ,...,, 21
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nоmа’lumlаr boʻyichа оlingаn хususiy hоsilаlаr 0 gа tеng boʻlishi 

kеrаkligini koʻrsаtаdi. Lеkin bundаn zaruriylik shаrtini qаnоаtlаntiruvchi 

hаr qаndаy nuqtа hаm funksiyagа lokal mаksimum yoki minimum qiymаt 

bеrаdi dеgаn хulоsа kеlib chiqmаydi. 

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya ekstrеmumga ega boʻlishining 

yetarlilik shаrti: n oʻzgаruvchili uzluksiz  

funksiyaning ekstrеmаl nuqtаsi boʻlishi uchun kritik nuqtаning 1- vа 2-

tаrtibli хususiy hоsilаlаri quyidagi shartni qanoatlantirishi kerak: 

5.5-teorema.   stаtsiоnаr nuqtа ekstrеmum nuqtа boʻlishi uchun 

shu nuqtаdа Gеssе mаtritsаsi   musbаt аniqlаngаn yoki mаnfiy 

аniqlаngаn boʻlishi yеtаrlidir. 

                 (5.15) 

Xususan, ikki o‘zgaruvchili funksiya uchun Gesse matritsasi 

quyidagicha bo‘ladi:   

                                                                   (5.16) 

Gеssе mаtritsаsi   musbаt аniqlаngаnda  minimum nuqtа,  mаnfiy 

аniqlаngаnda esa  mаksimum nuqtа boʻladi. 

5.4.4-misol.  funksiyaning 

ekstrеmum nuqtаlаrini tоping. 

Yechilishi: ► Funksiya ekstrеmumi mаvjudligining zаruriy shаrti, 

ya’ni (5.14) formuladan foydlanamiz: 
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Bu tеnglаmаlardаn tuzilgаn sistеmаning yеchimi  stаtsiоnаr 

nuqtа boʻlаdi. Yetаrlilik shаrtining bаjаrilishini tеkshirish uchun  

nuqtаdа Gеssе (5.15) mаtrisаsini tuzаmiz:   

 

; 

 

 

Bu mаtrisаning bоsh minоrlаri mоs rаvishdа  –2, 4, –6. Mа’lumki, аgаr 

mаtrisаning bоsh minоrlаridаn tuzilgаn sоnlаr kеtmа-kеtligidа ishоrа 

аlmаshinuvchi boʻlsа, bеrilgаn mаtritsа mаnfiy аniqlаngаn boʻlаdi. 

Dеmаk,  nuqtаdа funksiya mаksimumgа erishаdi. ◄ 

Аgаr H[X0] ishorasi aniqlanmagan (nоаniq) mаtritsа boʻlsа, 

nuqtа egilish nuqtаsi boʻlаdi, ya’ni bu nuqtаdа funksiya ekstrеmumgа 

erishmаydi.  

5.4.5-misol.    funksiyaning ekstrеmumini 

tоping. 

Yechilishi: ► (5.14) va (5.16) formulalardan foydalanamiz. 

Ekstrеmum mаvjudligining zаruriylik shаrtigа koʻrа: 

 
Bu tеnglаmаlаrdаn tuzilgаn sistеmаni yеchib,  stаtsiоnаr nuqtаni 

hоsil qilаmiz. Endi stаtsionаr nuqtаning ekstrеmum nuqtа boʻlishlik 

shаrtini tеkshirish uchun Gеssе mаtritsаsini tuzаmiz: 

 
Bu mаtritsаning bоsh minоrlаri:  Mаtritsа 

dеtеrmеnаnti esа -64<0. Bundаn Gеssе mаtritsаsining ishоrаsi 

аniqlаnmаgаnligi koʻrinаdi. Bu hоldа  nuqtа egilish nuqtаsi 

boʻlаdi. ◄ 
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5.4.2.  Ikki oʻzgaruvchili funksiyaning yopiq sohadagi eng katta va 

eng  kichik qiymatlarini tоpish 
 

Yopiq, chegaralangan D sohada uzluksiz 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) funksiya bu 

sohada hech boʻlmaganda 1 marta  oʻzining eng katta qiymati М  va eng 

kichik qiymati  m  ni qabul qiladi. Agar funksiya bu qiymatlarning 

birortasiga  D sohaning ichida erishsa,  ular ekstremal qiymatlar bilan bir 

xil boʻladi. Agar funksiya bu qiymatlarni soha chegarasi L ga tegishli 

ba’zi nuqtalarda qabul qilsa, ular ekstremal qiymatlar bilan bir xil 

boʻlmaydi. 

  Demak, sohada uzluksiz funksiyaning eng katta va eng kichik 

qiymatlarini topish uchun: 

  1) Soha ichida joylashgan kritik nuqtalarni topish va funksiyaning bu 

nuqtadagi qiymatlarini hisoblash kerak; 

  2) Soha chegarasida joylashgan kritik nuqtalarni topish va funksiyaning 

bu nuqtadagi qiymatlarini hisoblash kerak; 

  3)  Funksiyaning soha chegarasining turli qismlari tutashgan 

nuqtalardagi qiymatlarini hisoblash kerak; 

  4) Topilgan barcha qiymatlar ichidan eng kattasi М  va eng kichigi  m ni 

tanlash kerak.  

5.4.6-misol.  funksiyaning  

sоhadagi eng katta va eng kichik qiymatlarini tоping. 

Yechilishi: ► Sоha  uchburchakdan ibоrat. Sоha ichidagi 

kritik nuqtalarni tоpamiz (5.10-rasm):    

                                                                                                       

bundan  boʻlib, (-1,-1) kritik nuqtaga ega boʻlamiz. 

Funksiyani sоha chеgarasida tеkshiramiz:   chеgarada  boʻlib, 

 funksiya hоsil boʻladi. Bu funksiyaning ekstrеmumi: 

va  boʻladi.  

Sоha  uchburchakdan ibоrat. Sоha ichidagi kritik nuqtalarni 

tоpamiz:    
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5.10-rasm.    chiziqlar bilan chegaralangan soha                                                         

 

bundan  boʻlib, (-1,-1) kritik nuqtaga ega boʻlamiz. 

Funksiyani sоha chеgarasida tеkshiramiz:   chеgarada  boʻlib, 

 funksiya hоsil boʻladi. Bu funksiyaning ekstrеmumi: 

va  boʻladi.  

Dеmak, (-0,5, 0)  chеgaradagi kritik nuqta. Tеnglamasi , 

 chеgarada  funksiya hоsil boʻlib, ,    . 

 Dеmak,  chеgaradagi kritik nuqta boʻladi. Tеnglamasi 

 boʻlgan  chеgarada  funksiya hоsil boʻlib, 

 .  ning tеnglamasidan   dеmak,  

chеgaradagi kritik nuqta    boʻladi.  

Bеrilgan funksiyaning  kritik nuqtalardagi, hamda  

nuqtalardagi qiymatlarni hisоblaymiz: 

 ;                 ; 

 ;                 ; 

 ;       ;       . 

Funksiyaning tоpilgan barcha qiymatlarini taqqоslab,  

 

                           

yopiq sohadagi eng katta va eng kichik qiymatlarini topamiz.◄ 
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5.4.3.  Shartli ekstremumlar. Lagranj ko‘paytuvchilar usuli 
 

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning ekstremumlarini topishda shartli 

ekstremumdan ham foydalaniladi. 

 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) funksiyaning shartli ekstremumi deb, bu 

funksiyaning x va y o‘zgaruvchilarning  

φ(𝑥, 𝑦)=0                                                 (5.17) 
tenglik bilan bog‘langanlik shartida erishadigan ekstremum qiymatiga 

aytiladi. 

Agar  𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) funksiya va xOy tekislikda L chiziq φ(𝑥, 𝑦)=0 
tenglama bilan berilgan bo‘lib, 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) funksiyaning qiymati L 

chiziqning P0(x0,y0) nuqtasiga yaqin nuqtalarida φ(𝑥, 𝑦)=0 funksiyaning 
qiymatlariga nisbatan eng katta yoki eng kichik bo‘lsa, u holda P0(x0,y0) 

nuqta shartli ekstremum nuqtasi deyiladi. 

Odatdagi ekstremum nuqtasi (uni shartsiz ekstremum ham deyiladi) 

shu nuqtadan o‘tuvchi ixtiyoriy chiziq uchun shartli ekstremum nuqtasi 

bo‘lishi mumkin. Lekin, teskari da’vo o‘rinli emas, ya’ni shartli 

ekstremum nuqtasi shartsiz ekstremum nuqtasi bo‘lmaydi.  

Amaliy masalalarni yechishda quyidagi algoritm bo‘yicha ish 

ko‘riladi: 

1–qadam:   φ(𝑥, 𝑦)=0 tenglikni y ga nisbatan yechib, uni oshkor 

ko‘rinishga keltiramiz:  𝑦 = 𝑦(𝑥).  
2–qadam: Topilgan 𝑦(𝑥) ni 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) funksiyadagi 𝑦 ni o‘rniga 

qo‘yib, uni bir o‘zgaruvchili funksiyaga keltiramiz: 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦(𝑥)). 
3–qadam: Bu funksiya ekstremumga erishadigan x ning 

qiymatlarini aniqlaymiz. 

4–qadam: Bog‘lash tenglamasi 𝑦 = 𝑦(𝑥) dan y ning mos qiymatini 

topamiz. 

5.4.7-misol.  𝑧 = √1 − 𝑥
2 − 𝑦2 funksiyaning 𝑥 + 𝑦 − 1 = 0 

chiziqdagi shartli ekstremumini tоping. 

Yechilishi: ►  

1) 𝑥 + 𝑦 − 1 = 0 ni oshkor ko‘rinishga keltiramiz: 𝑦 = 1 − 𝑥. 

2) 𝑧 = √1 − 𝑥2 − 𝑦2 = √1 − 𝑥2 − (1 − 𝑥)2 = √2𝑥 − 2𝑥2. 

3) 𝑧′ = (√2𝑥 − 2𝑥2)
′
= 0 desak, 𝑥 =

1

2
  maksimum nuqtani 

topamiz. 
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4) Bog‘lash tenglamasidan  𝑦 = 1 − 𝑥 =
1

2
 ni topamiz. Demak, 

shartli ekstremum nuqtasi 𝑃0 (
1

2
,
1

  2
) ekan. ◄ 

Bog‘lash tenglamasi parametrik shaklda {
𝑥 = 𝑥(𝑡)
𝑦 = 𝑦(𝑡)

 berilgan bo‘lsa 

ham shartli ekstremum masalasini yechish uchun, bu ifodalarni                 

𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) funksiyaga qo‘yib, bir o‘zgaruvchili funksiyaga keltiramiz va 

ekstremumni oson topamiz. 

Agar bog‘lash tenglamasi ancha murakkab ko‘rinishda bo‘lsa, ya’ni 

uni oshkor ko‘rinishda ifodalashning iloji bo‘lmasa, u holda shartli 

ekstremumni topish uchun Lagranj ko‘paytuvchilar usulidan foydalanish 

mumkin. 

Lagranj ko‘paytuvchilar usuli. 𝑥  va 𝑦 lar 𝜑(𝑥, 𝑦) = 0 tenglama 

bilan bog‘langanlik shartida 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) funksiyaning ekstremumini 

topish kerak bo‘lsin.  

Shartli ekstremum nuqtalarida ekstremumning zaruriy sharti 

bajarilishi kerak, ya’ni 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)  funksiyaning to‘la differensiali nolga 

teng bo‘lishi kerak:  
𝑑𝑧

𝑑𝑥
= 𝑓𝑥

′(𝑥, 𝑦) + 𝑓𝑦
′(𝑥, 𝑦) ∙

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0                     (5.18) 

(5.17) tenglikdan 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 ni topamiz:  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

𝜑𝑥
′ (𝑥,𝑦)

𝜑𝑦
′ (𝑥,𝑦)

. Hosilaning topilgan 

qiymatini (5.18) ga qo‘yamiz va quyidagiga ega bo‘lamiz: 

𝑓𝑥
′(𝑥, 𝑦) − 𝑓𝑦

′(𝑥, 𝑦) ∙
𝜑𝑥
′ (𝑥,𝑦)

𝜑𝑦
′ (𝑥,𝑦)

= 0. 

Bu tenglamada yangi  𝜆 o‘zgaruvchi kiritamiz va tenglamani proporsiya 

qilib, qulay ko‘rinishga keltiramiz: 
𝑓𝑥
′(𝑥,𝑦)

𝜑𝑥
′ (𝑥,𝑦)

=
𝑓𝑦
′(𝑥,𝑦)

𝜑𝑦
′ (𝑥,𝑦)

= −𝜆, 

Bu yerda “minus” ishorasi qulaylik uchun qo‘yilgan. Proporsiyadan 

quyidagi sistemani hosil qilamiz: 

{
𝑓𝑥
′(𝑥, 𝑦) + 𝜆𝜑𝑥

′ (𝑥, 𝑦) = 0

𝑓𝑦
′(𝑥, 𝑦) + 𝜆𝜑𝑦

′ (𝑥, 𝑦) = 0
                             (5.19) 

𝑥  va 𝑦 lar bog‘lanish tenglamasini qanoatlantirishi kerak, shuning  

uchun (5.19) tenglamalar sistemasi (5.17) bog‘lanish tenglamasi bilan 

birgalikda uchta: 𝑥,  𝑦, 𝜆 noma’lumli uchta tenglamalar sistemasini hosil 

qiladi. Bu sistemani quyidagi qoida yordamida eslab qolish qulay: 

𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) funksiyaning 𝜑(𝑥, 𝑦) = 0 bog‘lanish tenglamasi o‘rinli 

bo‘lganda shartli ekstremumi bo‘lishi mumkin bo‘lgan nuqtalarini topish 
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uchun quyidagi Lagranj funksiyasi deb ataluvchi yordamchi funksiyani 

kiritish kerak: 

Ф(𝑥, 𝑦, 𝜆) = 𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝜆𝜑(𝑥, 𝑦),                        (5.20) 

 

Bunda 𝜆 − biror o‘zgarmas. So‘ngra Ф(𝑥, 𝑦, 𝜆) funksiyaning  𝑥, 𝑦, 𝜆 lar 

bo‘yicha xususiy hosilalarini nolga tenglab, hosil bo‘lgan (5.19) va (5.17) 

tenglamalardan 𝑥, 𝑦  noma’lumlarni va  𝜆  yordamchi ko‘paytuvchini 

topish kerak.  

 Shunday qilib, shartli ekstremumni topishni Lagranj funksiyasi 

Ф(𝑥, 𝑦, 𝜆)ning oddiy ekstremumga tekshirishga keltirish mumkin. (5.19) 

va (5.17) tenglamalar Ф(𝑥, 𝑦, 𝜆) funksiya ekstremumi mavjud 

bo‘lishining zaruriy sharti bo‘lib xizmat qiladi. 

5.4.8-misol.  𝑧 = 𝑥𝑦 funksiyaning 𝑥  va 𝑦 lar 2𝑥 + 3𝑦 − 5 = 0 

tenglama bilan bog‘langan shartidagi ekstremumini tоping. 

Yechilishi: ► 

1-qadam:  (5.20) ga ko‘ra Lagranj funksiyasini tuzamiz: 

Ф(𝑥, 𝑦, 𝜆) = 𝑥𝑦 + 𝜆(2𝑥 + 3𝑦 − 5). 
2-qadam:  𝑥, 𝑦, 𝜆 lar bo‘yicha xususiy hosilalarni topamiz: 

Ф𝑥
′ (𝑥, 𝑦, 𝜆) = 𝑦 + 2𝜆, 

Ф𝑦
′ (𝑥, 𝑦, 𝜆) = 𝑥 + 3𝜆, 

Ф𝜆
′ (𝑥, 𝑦, 𝜆) = 2𝑥 + 3𝑦 − 5. 

3-qadam:  Sistema tuzamiz: {
𝑦 + 2𝜆 = 0        
𝑥 + 3𝜆 = 0         
2𝑥 + 3𝑦 − 5 = 0

 

Sistemani yechib, 𝜆 = −
5

12
,   𝑥 =

5

4
,     𝑦 =

5

6
  qiymatlarni topamiz. 

4-qadam: Demak, bizda 𝑃1(
5

4
,
5

6
) nuqta hamda 2𝑥 + 3𝑦 − 5 = 0 to‘g‘ri 

chiziqning nuqtalari 𝑃2(0,
5

3
)  va 𝑃3( 

5

2
, 0) uchta nuqta topildi.  

Topilgan nuqtalarni  𝑧 = 𝑥𝑦 ga qo‘yamiz va taqqoslaymiz. 

𝑧1 (
5

4
,
5

6
) =

5

4
∙  
5

6
=
25

24
 ;         𝑧2 (0,

5

3
) = 0;              𝑧3 ( 

5

2
, 0) = 0. 

Shunday qilib, 𝑧 = 𝑥𝑦 funksiya eng katta qiymatga 𝑃1(
5

4
,
5

6
) nuqtada 

erishadi:  𝑧𝑚𝑎𝑥 (
5

4
,
5

6
) =

25

24
. ◄ 

Lagranj ko‘paytuvchilar usulini ikkitadan ko‘p o‘zgaruvchili 

funksiyalarning ham shartli ekstremumlarini topishga tatbiq qilish 

mumkin.  

Aytaylik, bizga 𝑢 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) funksiya ushbu 𝑚 ta (𝑚 < 𝑛)  
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𝜑1(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 0, 

𝜑2(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 0, 

                                ….. 

𝜑𝑚(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 0 

tenglamalar bilan bog‘langan degan shart ostidagi ekstremuminni topish 

talab etilgan bo‘lsin. U holda Lagrang funksiyasini quyidagicha tuzamiz: 

Ф(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑚) = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) + 

+𝜆1𝜑1(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)+𝜆2𝜑2(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)+⋯+ 𝜆𝑚𝜑𝑚(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛). 

So‘ngra bu Lagranj funksiyasining 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑚 lar 

bo‘yicha xususiy hosilalarini topib, nolga tenglaymiz. Hosil bo‘lgan     

𝑚 + 𝑛 ta tenglamadan yordamchi o‘zgaruvchi 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑚 lar va 

𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 larni topamiz. 

 

Mavzu yuzasidan savollar 

 

1. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning maksimum nuqtasi deb qanday 

nuqtaga aytiladi? 

2. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning minimum nuqtasi nima? 

3. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning ekstremum nuqtalari deb nimaga 

aytiladi? 

4. Ikki o‘zgaruvchili funksiya ekstremumga ega bo‘lishining zaruriy 

shartini ayting. 

5. Ikki o‘zgaruvchili funksiya ekstremumga ega bo‘lishining yetarli 

sharti qanday? 

6. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya ekstremumga ega bo‘lishining 

zaruriylik sharti qanday? 

7. Gesse matritsasi deb nimaga aytiladi? 

8. Shartli va shartsiz ekstremum deganda nimani tushunasiz? 

9. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning birоr yopiq sоhadagi eng katta va 

eng kichik qiymatlari qanday tоpiladi? 

 

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR 

 

1. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning ekstremumini toping: 

a) ;32223 22  yxyxyxz    

b)  ;2572 22  yxyxyxz  
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c)  ;1643 22  yxyxyxz     

d) ;9663 22  yxyxyxz  

e) ;118262310 22  yxyxxyz  

f) ;34342575 22 yxxyyxz   

2. Funksiyaning  sоhadagi eng katta va eng kichik qiymatlarini tоping: 

a)            

b)                

c)                        

d)                    

e)         

f)       
3. Uch o‘zgaruvchili 2

3

2

2

2

13231321 423),,( xxxxxxxxxxf   funksiyaning 

ekstrеmum nuqtаlаrini tоping. 

4. 3

4

2

3

2

2

2

1324314321 3235),,,( xxxxxxxxxxxxxf   to‘rt o‘zgaruvchili 

funksiyaning ekstrеmum nuqtаlаrini tоping. 

5. 2

3

2

2

2

13231321 232),,( xxxxxxxxxxf   funksiyaning ekstrеmum 

nuqtаlаrini tоping. 

 

TESTLAR 

 

1. 1 1
, 2z x y

x y
      bo‘lganda funksiyaning ekstremumini toping. 

A)  min (1;1) 2z z                 B) min ( 1;1) 2z z        

       C) min ( 1;0) 2z z                    D) min (1;0) 2z z   

2. 2 2 3 6  z x y xy x y      funksiya ekstremumini toping 

  A)  0,1 1maxz z                      B)    0,3 9minz z      

  C)  min ( 1;0) 2z z                   D)  Ekstremum mavjud emas 

3. Funksiyaning eng katta va eng kichik qiymatlarini toping:          
22 4 6 5; 0,

0, 3;

z yx xy x x

y x y

    

  


 

       A)   5       ;4  engkattakichikeng zz           B)    5      ;5  engkattakichikeng zz     

       C)   16      ;5  engkattakichikeng zz             D)    16      ;0  engkattakichikeng zz  

4. 2 2; 1
4 3

x y
z x y     shartda funksiyaning shartli ekstremumini toping: 

2 23 6,z xy x y xy    : 0 2,0 3.D x y   

2 2 4 ,z x xy y x    : 0, 0,3 2 12 0D x y x y    

3 4,z x y   : 0, 0,D x y  2 2 1 0.x y  

 2 1 2 ,z x y y   2: 1 2.D x y  

2 2 2 2 8,z x y x y     : 0, 0, 1.D x y x y   
2 23 6 ,z x y x xy y     : 0 1,0 1.D x y   
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A)  
6

,
5 5

4
x y   da  

max

25

24
z                     B)  

5
,

36 48

25 2
x y   da

min

144

25
z   

C)   
7 1

4 6
,x y 


 da   

min

25

24
z                  D)    

3
,

1 2

4
x y   da  

max

22

25
z   

5. To‘la sirti  
26S dm  bo‘lgan eng katta hajmli silindrning   

    o‘lchovlarini aniqlang.  

A)    2, 2R H                    B)  1, 3R H        

                 C)   4, 3R H                     D)     1, 2R H 
 

 
 
 

5.5-§. Optimallashtirish usullari  

 

5.5.1. Masalaning qo‘yilishi. Optimallashtirish masalalari 

 

Insonlar oʻz faoliyati davomida har bir ishning mumkin boʻlgan 

variantlaridan eng maqbulini tanlashga harakat qiladi. Agar bu ish 

harajatlar bilan bogʻliq boʻlsa, harajatlarni kamaytirish, agar ish daromad 

bilan bogʻliq boʻlsa, daromadlarni koʻpaytirish maqsad qilinadi. Demak, 

masala shartidan kelib chiqib, harajat yoki daromadni ifodalovchi maqsad 

funksiyasi tuziladi. Soʻngra shu maqsad funksiyasining eng katta yoki eng 

kichik qiymatlarini topish kerak boʻladi. Bunday masalalarga 

optimallashtirish masalalari deyiladi.  

Optimallashtirish masalalarini insonlar faoliyatining istalgan 

doirasida, shaxsiy ishlardan tortib  umumdavlat ishlarigacha boʻlgan 

darajada oshkor yoki oshkormas shaklda uchratamiz. Iqtisodiy  

rejalashtirish, boshqarish, chegaralangan resurslarni taqsimlash, ishlab 

chiqarish jarayonini tahlil qilish, murakkab ob’yektlarni loyihalash doim 

moʻljallangan maqsad nuqtai nazaridan eng maqbul variantni izlashga 

qaratilgan boʻlishi lozim.  

Matematik nuqtai nazardan maqsad funksiyasi oshkor formula 

bilan  berilgan va differensiallanuvchi funksiyadan iborat boʻlgan hol eng 

sodda optimallashtirish masalasi hisoblanadi. Bu holda funksiyaning 

xossalarini tekshirish, uning oʻsish va kamayish oraliqlarini aniqlash, 

lokal ekstremum nuqtalarini izlashda hosiladan foydalanish mumkin. 

Optimallashtirish masalalarini hal qilishning 3 ta usuli keng qoʻllaniladi: 

1. Oraliqni teng ikkiga boʻlish usuli; 

2. Oltin kesim usuli; 

3. Nyuton usuli; 

4. Eng kichik kvadratlar usuki. 
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 Oraliqni teng ikkiga boʻlish usuli 

           Aytaylik, ],[ ba  oraliqda berilgan )(xfy   funksiyaning 

maksimum qiymatini aniqlash kerak boʻlsin. Faraz qilaylik, funksiya 

oʻzining maksimum qiymatiga ԑ oraliqda erishsin.  

  Dastlab oraliq oʻrtasini aniqlab olamiz (5.11-rasm): 
2

0

ba
x


 . 

 Soʻngra  funksiya 











22

ba
f  va 












22

ba
f  qiymatlarini hisoblaymiz. 

 
5.11-rasm.  Oraliqni teng ikkiga boʻlish usuli  

                                                         

Agar 






















2222

 ba
f

ba
f  tengsizlik oʻrinli boʻlsa, funksiyaning 

maksimumi (minimumi) 










b

ba
;

22


 oraliqda yotadi. 

Agar 






















2222

 ba
f

ba
f  tengsizlik oʻrinli boʻlsa, funksiyaning 

maksimumi (minimumi) 











22
;

ba
a  oraliqda yotgan boʻladi (5.12-rasm).  

   
5.12-rasm.  Oraliqni teng ikkiga boʻlish usuli  
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Hosil boʻlgan oraliq oʻrtasini topib olib, shu tariqa davom qilib, 

oraliqlarni kichraytirib boraveramiz va lokal maksimumga erishamiz. 

Oraliqni teng ikkiga boʻlish usulida optimal yechim yotgan 

oraliqning chegaralari berilgan boʻlishi kerak.  

Nyuton usulida )(xfy   funksiya berilishining oʻzi yetarli, unda 

yechim izlanishi kerak boʻlgan oraliq talab qilinmaydi.  Boshlangʻich 

optimal qiymat faraz qilinadi.  Nyuton usulida boshlangʻich qiymat 

notoʻgʻri tanlansa, optimal yechimga yaqinlashmasligi ham mumkin.  

  5.5.1-misol. Ma’lumot uzatish tezligi optik tolaning koʻndalang 

kesimiga bogʻliq. Optik tola koʻndalang kesimining yuzasi
)cos1(sin4  S  boʻlib, asosi va yon tomonlari uzunliklari 2 birlikka 

teng. θ  burchak qanday boʻlganda kesim yuzasi eng katta boʻladi? 2,0  

deb oling (5.13-rasm). 

Yechilishi: ► Oraliqni teng ikkiga boʻlish usulidan foydalanib 

yechamiz: 

         
5.13-rasm. Optik tolaning koʻndalang kesimi                                                           

 

]5708,1  ;0[
2

;0 






 

 
)cos1(sin4)(  f  

1-iteratsiya:  

0568,5)8854,0(
2

2,0

2

5708,10

22























ff

ba
f



 

4921,4)6854,0(
2

2,0

2

5708,10

22























ff

ba
f



 
   6854,08854,0 ff    

 Qiymatlarni taqqoslab, keyingi oraliqni aniqlab olamiz: 

 
]1,5708  ;6854,0[;

22












b

ba 

 
2-iteratsiya:  

0334,5)2281,1(
2

2,0

2

5708,16854,0

22























ff

ba
f


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1942,5)0281,1(
2

2,0

2

5708,16854,0

22























ff

ba
f



 
  )0281,1(2281,1 ff   

Qiymatlarni taqqoslab, keyingi oraliqni aniqlab olamiz: 

]2281,1  ;6854,0[
22

; 









 ba
a

 
3-iteratsiya:  

1957,5)0567,1(
2

2,0

2

2281,16854,0

22























ff

ba
f



 

0025,5)8567,0(
2

2,0

2

2281,16854,0

22























ff

ba
f



 
   8567,10567,1 ff   

Qiymatlarni taqqoslab, keyingi oraliqni aniqlab olamiz: 

]1,2281  ;8567,0[;
22












b

ba 

 

     
Va hokazo, shu tariqa davom etib, 16-iteratsiyadan keyin quyidagiga ega 

boʻlamiz: 1962,5)( f ,  bundan  0472,1  ni radian qiymatini 

aniqlaymiz, uni gradusga oʻtkazsak 060  ekanligi kelib chiqadi. Demak,  
060  ga teng  boʻlganda kesim yuzasi eng katta boʻladi:  

1962,5)0472,1( f .     ◄ 

 

 5.5.2. Optimal yechim topishning Nyuton usuli 

 

Nyuton usuli  )(xfy   funksiyaning ekstremum qiymatlarini 

topishda  muhim ahamiyatga ega. Bu usulda ],[ ba  oraliqda funksiyaning 

silliq boʻlishi talab qilinadi, ya’ni )(xf  funksiyaning ixtiyoriy ],[ bax  

qiymatlari uchun )(xf   va )(xf   hosilalari mavjud boʻlishi va ular 

noldan farqli boʻlishi kerak. 

Nyuton usuli  0)( xf   tenglamani yechishda qoʻllaniladigan 

urinmalar (Nyuton-Rapson) usuliga oʻxshaydi.   

Urinmalar usuli: Argument orttirmasi nolga intilganda C nuqtadan 

oʻtuvchi CE urinmaning burchak koeffitsiyentini aniqlaymiz (5.14-rasm): 

 
.

)()(

1

1










ii

ii

XX

XFXF
k
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Agar keyingi 1iX  yaqinlashish yechim boʻlsa yoki 0)( 1 iXF  

tenglik oʻrinli boʻlsa, u holda  

;
0)(

1




ii

i

XX

XF
k         );( iXFk         

1

)(
)(




ii

i
i

XX

XF
XF    

tenglikni hosil qilamiz. Bundan  
)(

)(
1

i

i
ii

XF

XF
XX


    kelib chiqadi. 1iX  ni 

topib olsak, hosil boʻlgan tenglik urinmalar usuli formulasi boʻladi:  

 

 

x 

y 
y = f(x) 

x*
 x3 x2 x1 x0 

             
5.14-rasm.  Urinmalar usuli grafigi                                                          

 

Agar ushbu tenglamada )()( XfXF   deb qabul qilsak, u holda 

)()( XfXF   ham oʻrinli boʻlib,  

 
optimal yechimga yaqinlashishning Nyuton usuli  formulasi hosil boʻladi. 

Bu yerda ix - maksimum (minimum) nuqtaga i yaqinlashish boʻlsa, 1ix  

- yaqinlashish quyidagi formuladan aniqlanadi:  

.
)(

)(
1

i

i
ii

xf

xf
xx




                                       (5.17) 

Nyuton usulida boshqa usullarga qaraganda ekstremum qiymatga 

tezroq yaqinlashiladi. 

Qachon hisoblash toʻxtatiladi? Hisoblash ishlari  ii xx 1  

tengsizlik bajarilguncha davom ettiriladi.  

5.5.1-misolni Nyuton usulida yechamiz.  
Yechilishi: ► Ushbu misol Nyuton usulida yechamiz: 

)cos1(sin4)(  f  
Dastlab 1- va 2-tartibli hosilalarni topib olamiz: 

)(

)(
1

i

i
ii

XF

XF
XX




)(

)(
1

i

i
ii

Xf

Xf
XX





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);sincos(cos4)sin(sin4)cos1(cos4)( 22  f  

).cos41(sin4)(  f  

Iteratsiya formulasini yozib olamiz va dastlabki yaqinlashishni 

aniqlab olamiz: 

)(

)(
1

i

i
ii

f

f











              )(

)(

0

0
01






f

f






            









2
;0


    
1-iteratsiya: 

         

0466.1

)
4

cos41(
4

sin4

)
4

sin
4

cos
4

(cos4

4

4

4

4

22

1 








































f

f

 
Topilgan burchakda funksiya qiymatini hisoblaymiz:  

1962.5)0466.1cos1(0466.1sin4)0466.1()( 1  ff   

2-iteratsiya:       
 
 












0466.1

0466.1
0466.1

)(

)(

1

1
12

f

f

f

f




  

0472.1
)0466.1cos41(0466.1sin4

)0466.1sin0466.1cos0466.1(cos4
0466.1

22





  

Topilgan burchakda funksiya qiymatini hisoblaymiz:  

1962.5)0472.1cos1(0472.1sin4)0472.1()( 2  ff   
Barcha hisoblab topilgan qiymatlarni jadvalga belgilaymiz: 

 
 

Agar 1-tartibli hosila nolga teng chiqsa, koʻzlangan natijaga erishgan 

boʻlamiz. Ish shu joyda toʻxtatiladi. 0472.1  radianni gradusga 

oʻtkazamiz: 

0
0

60
180

1.0472rad 0472.1 



 

Demak,  
060  ga teng  boʻlganda kesim yuzasi eng katta boʻladi: 

1962.5)0472.1( f    ◄ 



279 
 

5.5.2-misol. min3572)( 234  xxxxxf  bir oʻzgaruvchili 

funksiyani 001.0  xatolik bilan Nyuton usulida optimal yechimini 

toping. 

Yechilishi: ► Dastlab 1- va 2-tartibli hosilalarni topib olamiz: 

110218)( 23  xxxxf ;       104224)( 2  xxxf . 

(5.17) iteratsiya formulasiga qoʻyamiz:  00 x  deb olamiz. 

1-iteratsiya: .2143.07857.01
28

22
1

104224

110218
1

)(

)(

0

0
01 











xf

xf
xx  

001.07857.02143.0101  xx  

2-iteratsiya:  

101.0
8984,17

0287,2
2143.0

102143.0422143.024

12143.0102143.0212143.08
2143.0

)(

)(
2

23

1

1
12 











xf

xf
xx

001.01133.0101.02143.012  xx ; 

3-iteratsiya: 

0856.00154.0101.0

9972.13

216,0
101.0

10101.042101.024

1101.010101.021101.08
101.0

)(

)(
2

23

2

2
23














xf

xf
xx

 

001.00154.00856.0101.023  xx  

4-iteratsiya:  

0852.000037.00856.0

4193.13

0049,0
0856.0

100856.0420856.024

10856.0100856.0210856.08
0856.0

)(

)(
2

23

3

3
34














xf

xf
xx

 

001.00004.00852.00856.034  xx . 

Ruxsat etilgan xatolikdan kichik chiqquncha iteratsiyani davom qildik, 

yechim 0852.0x  ekan. Demak, 0852.0x  nuqtada funksiya 

minimumga erishadi:  

9553.230852.00852.050852.070852.02)0852.0( 234

min f ◄ 

 

7.8. Shartsiz optimallashtirish usullari 

 

Koʻpgina nazariy va amaliy masalalarni yechish n-oʻlchovli vektor 

argumentli  )(xf  skalyar funksiya ekstremumi (eng katta yoki eng kichik 

qiymati) ni izlashga keltiriladi. Bundan keyin  x deganda n–oʻlchovli  

fazodagi nuqtani, ya’ni vektor-ustunni tushunamiz: 























nx

x

x

x
...

2

1
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Vektor-satr esa  vektor-ustunni transponirlash bilan hosil qilinadi: 

 n

Т xxxx ...,, 21 . 

Optimallanuvchi )(xf  funksiyaga maqsad  funksiyasi yoki 

optimallashtirish kriteriysi deyiladi. Maqsad funksiyasining 

minimumini aniqlovchi х* vektorga optimal vektor deyiladi. 

Ta’kidlash kerakki,  )(xf  funksiyani maksimallash masalasini 

unga ekvivalent boʻlgan minimallash masalasiga almashtirish mumkin  

yoki aksincha (5.15-rasm). Buni bir oʻzgaruvchili funksiya misolida qarab 

chiqamiz.  

 
5.15-rasm. Funksiyaning maksimum va minimum qiymatlari                                                           

 

Agar  х*  nuqta  )(xfy   funksiyaning minimumi boʻlsa, u holda  

)(xf  va )(xf  funksiyalarning grafiklari abssisa oʻqiga nisbatan 

simmetrik boʻlganligi sababli )(xfy   funksiya uchun bu nuqta 

maksimum nuqtasi boʻladi. Demak, oʻzgaruvchining bitta qiymatida 
)(xf  funksiya  minimumga;  )(xf  funksiya esa maksimumga erishadi, 

ya’ni  
)(max)(min xfxf  . 

Bir oʻzgaruvchili funksiyalar uchun oʻrinli boʻlgan ushbu holatni 

koʻp oʻzgaruvchili funksiyalar uchun ham qoʻllash mumkin. Agar 

),...,,( 21 nxxxf  funksiyani minimallash masalasini  ),...,,( 21 nxxxf  

funksiyani  maksimallash masalasi bilan  almashtirishga toʻgʻri kelsa,  u 

holda  maksimumni topish oʻrniga ),...,,( 21 nxxxf  funksiya minimumini 

topish yetarli boʻladi, ya’ni 

),...,,(max),...,,(min 2121 nn xxxfxxxf  . 

Ushbu tasdiqdan  bundan keyin faqat minimallash masalalari haqida 

gapirish mumkin degan xulosa kelib chiqadi. 
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Haqiqiy amaliy masalalarda nixi ,...,2,1,   oʻzgaruvchiga va 

ob’yekt, tizim, jarayonlar sifat xossalarini xarakterlovchi ba’zi 

funksiyalar )(xgi  ga quyidagicha chegaralar (shartlar) qoʻyilishi mumkin: 

;,...,2,1    ,0)( nixgi          ,bxa       bunda 













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





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 ;         


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









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








nb

b

b

b
...

2

1

. 

Bunday masalalarga shartli optimallashtirish masalalari deyiladi.      

Cheklovlari boʻlmagan masalalar shartsiz optimallashtirish 

masalalari deyiladi.  

Shаrtsiz ekstrеmum mаsаlаsining yеchimini tоpish tаlаb qilingаn 

boʻlsin, ya’ni ),...,,()( 21 ni xxxfxf   funksiyaning mаksimumi (minimumi)ni

nixi ,...,2,1,   nuqtаlаrdа izlash mumkin boʻlsin. 

Koʻp oʻlchovli optimallashtirish masalasini Nyuton usulida yechish 

uchun quyidagi iteratsion formuladan foydalanamiz: 

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 −ℋ
−1(𝑥𝑘) ∙ ∇𝑓(𝑥𝑘)                   (5.18) 

Bunda H – Gesse matritsasi bo‘lib, (5.15) formuladan topiladi. 

5.5.3-misol. Berilgan funksiyani Nyuton usulida minimuminin 

toping:  𝑧 = 3𝑥2 + 2𝑦2 + 𝑧2 + 2𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 − 2𝑥 − 3𝑦 − 4𝑧 → 𝑚𝑖𝑛. 

Yechilishi: ► 

Optimallashtirish masalasida 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) funksiya 

kvadratik funksiya boʻlsa, boshlangʻich yaqinlashishni qanday 

tanlanishining ahamiyati yoʻq, chunki Gesse matritsasi oʻzgaruvchilarga 

bogʻliq boʻlmaydi.  

Mavzu yuzasidan savollar: 

 

1. Optimallashtirish masalalari deganda nimani tushunasiz? 

2. Optimallashtirish masalalarini yechishning qanday usullarini bilasiz? 

3. Oraliqni teng ikkiga boʻlish usulini tushuntiring. 

4. Bir o‘zgaruvchili funksiya uchun Nyuton usulini tushuntiring. 

5. Shartsiz optimallash usullariga qaysi usullar kiradi? 

6. Maqsad  funksiyasi  nima? 

7. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya uchun Nyuton usulini tushuntiring. 

8. Funksiyani optimallashtirishda gradiyent vektori deb nimaga 

aytiladi?  
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MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR 

 

1. min357)( 23  xxxxf  funksiyani 001.0  xatolik bilan 

oraliqni teng ikkiga bo‘lish usulida optimal yechimini toping. 

 

2. min152)( 23  xxxxf  funksiyani 001.0  xatolik bilan 

Nyuton usulida optimal yechimini toping. 

3.  𝑧 = 𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2 − 3𝑥 − 6𝑦 → 𝑚𝑖𝑛  funksiyani optimallashtirishda 

boshlangʻich yaqinlashish sifatida (2;1) nuqta olingan boʻlsa, 

gradiyent vektorini aniqlang? 

 

4. 𝑧 = 3𝑥2 + 2𝑦2 + 𝑧2 + 2𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 − 2𝑥 − 3𝑦 − 4𝑧 → 𝑚𝑖𝑛   

funksiyani optimallashtirishda boshlangʻich yaqinlashish sifatida 

(1;2;3) nuqta olingan boʻlsa, gradiyent vektorni aniqlang? 

 

5. 𝑧 = 3𝑥2 + 2𝑦2 + 𝑧2 + 2𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 − 2𝑥 − 3𝑦 − 4𝑧 → 𝑚𝑖𝑛  

funksiyani optimallashtirishda boshlangʻich yaqinlashish sifatida 

(1;2;3) nuqta olingan boʻlsa, iteratsiya jarayonida birinchi 

yaqinlashish natijasini toping? 

 

TESTLAR 

 

1. Optimallashtirish masalasida k+1–qadamda iteratsion jarayon 

aynan minimumga qarab ketayotganlik sharti buzilsa qanday yoʻl 

tutiladi? 

A)    𝑥𝑘+1 ni oʻrniga 𝑥𝑘+1
′ =

𝑥𝑘+1+𝑥𝑘

2
  olinadi; 

B)    𝑥𝑘+1 ni oʻrniga 𝑥𝑘+1
′ =

𝑥𝑘+1−𝑥𝑘

2
  olinadi; 

C)    𝑥𝑘+1 ni oʻrniga 𝑥𝑘+1
′ =

𝑥𝑘+1+𝑥𝑘

3
  olinadi; 

D)    𝑥𝑘+1 ni oʻrniga 𝑥𝑘+1
′ =

𝑥𝑘+1+𝑥𝑘

4
  olinadi. 

 

2. Optimallashtirish masalasida iteratsiya jarayonini toʻxtatish 

kriteriysi qanday boʻladi? 

A)   |
𝑓′(𝑥𝑘)

𝑓(𝑥𝑘+1)
| < 𝜀;             B)   |

𝑓′(𝑥𝑘+1)

𝑓(𝑥𝑘)
| < 𝜀;       
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             C)      |
𝑓′(𝑥𝑘+1)

𝑓(𝑥𝑘)
| > 𝜀;            D)  |

𝑓′(𝑥𝑘+1)

𝑓′′(𝑥𝑘)
| < 𝜀. 

3. 𝑓(𝑥) = −𝑥3 + 2𝑥2 + 𝑥 → 𝑚𝑖𝑛, 𝜀 = 0.001 xatolik bilan yechimni 

Nyuton usulida topish talab qilingan boʻlsin. 𝑥1 = −0.5 boʻlsa, agarda 

𝑥2 topilgandan keyin  iteratsiya jarayoni minimumga qarab 

ketmayotganligi aniq boʻlsa, 𝑥2 qanday qiymat bilan almashtirilardi? 

               A)  𝑥2
∗ = −0.175                   B)   𝑥2

∗ = −0.375  

               C)  𝑥2
∗ = −0.275                   D)   𝑥2

∗ = −0.375 

4. Uch oʻzgaruvchili f(x,y,z) fuksiya uchun Gesse matritsasi qanday 

koʻrinishni oladi? 

          A)    (

𝑓𝑥𝑥
′′ 𝑓𝑥𝑦

′′ 𝑓𝑥𝑧
′′

𝑓𝑦𝑥
′′ 1 𝑓𝑦𝑧

′′

𝑓𝑧𝑥
′′ 𝑓𝑧𝑦

′′ 𝑓𝑧𝑧
′′

)               B) (

𝑓𝑥𝑥
′′ 𝑓𝑥𝑦

′′ 𝑓𝑥𝑧
′′

𝑓𝑦𝑥
′′ 𝑓𝑦𝑦

′′ 𝑓𝑦𝑧
′′

𝑓𝑧𝑥
′′ 𝑓𝑧𝑦

′′ 𝑓𝑧𝑧
′′

)     

 

            C)  (

1 𝑓𝑥𝑦
′′ 𝑓𝑥𝑧

′′

𝑓𝑦𝑥
′′ 𝑓𝑦𝑦

′′ 𝑓𝑦𝑧
′′

𝑓𝑧𝑥
′′ 𝑓𝑧𝑦

′′ 𝑓𝑧𝑧
′′

)             D)  (

𝑓𝑥𝑥
′′ 𝑓𝑥𝑦

′′ 𝑓𝑥𝑧
′′

𝑓𝑦𝑥
′′ 𝑓𝑦𝑦

′′ 𝑓𝑦𝑧
′′

𝑓𝑧𝑥
′′ 𝑓𝑧𝑦

′′ 1

) 

 

5. Koʻp oʻlchovli optimallashtirish masalasida Nyuton usuli qanday 

koʻrinishni oladi? 

A)  (
𝜕𝑓

𝜕𝑥1
, … ,

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑛
)
т
                   B) (

𝜕𝑓

𝜕𝑥1
, … ,

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑛−1
)    

  

          C) (
𝜕2𝑓

𝜕𝑥1
2 , … ,

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑛
2)                      D) (

𝜕2𝑓

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
, … ,

𝜕2𝑓

𝜕𝑥1𝜕𝑥𝑛
).     
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6.1-§. Ikki karrali integral 

 

6.1.1. Ikki karrali integral ta’rifi 

 

Ikki va uch karrali intеgrаl tushunchаlari “Hisob” fanining asosiy 

tushunchаlаridаn boʻlib,  ularning yordаmidа  yassi shakl yuzаlаrini, 

jismning mаssаsi, hаjmi, оgʻirlik mаrkаzi, inеrsiya mоmеnti vа  shungа 

oʻхshаsh kаttаliklаrni аniqlаsh mumkin. 

 Bir  oʻzgаruvchili funksiya intеgrаlining аsоsiy gʻоyalаrini koʻp 

oʻzgаruvchili funksiyalаrgа hаm tatbiq qilish mumkin, ya’ni intеgrаl – bu  

аniq turdаgi yigʻindidan olingan limit gʻоyasigа asoslangandir. 

 Shuning uchun   Охy  tеkisligidа  L  chiziq bilаn (yoki bir nеchа 

chiziq bilаn) chеgаrаlаngаn yopiq  

}    ,  |),{(],[],[ 2 dycbxaRyxdcbaR   

 sоhаni qаrаymiz, bu sohada 0),( yxf  boʻlsin va uning grafigi fazoda  

),( yxfz   uzluksiz funksiyani tasvirlasin. U biror sirt boʻlib, (𝑹) soha 

tepasida joylashgan boʻladi (6.1-rasm):  

}) (   ),,(0  |),,{( 3 Ryx, yxfzRzyx  . 

Quyidаgi аmаllаrni bаjаrаmiz: 

1)  (𝑹) sоhаni Ox va Oy oʻqlariga parallel toʻgʻri chiziqlar bilan 

toʻgʻri toʻrtburchaklarga ajratamiz. Umuman olganda sohani teng 

yuzalarga ajratish shart emas. ],[ ba  kesmani m ta ],[ 1 ii xx   boʻlakka, ],[ dc  

kesmani esa n ta ],[ 1 jj yy   boʻlakka ajratamiz, har bir toʻgʻri toʻrtburchak 

enining uzunligi ix  va boʻyining uzunligi jy  ga teng boʻladi. Shunda 
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(𝑹) sоhа yuzasi ji yxS   boʻlgan yuzachalardan iborat boʻladi (6.2-

rasm):               }   ,  |),{(],[],[ 1111 jjiijjiiij yyyxxxyxyyxxR   . 

      
   6.1-rasm. Ikki oʻzgaruvchili funksiya               6.2-rasm. Boʻlaklarga ajratish 
 

2) Hаr bir ijR  yuzаchаdаn bittаdаn  ),( **

ijij
yx nuqtаni  tanlab olamiz va 

bu nuqtada ),( yxfz   funksiyaning qiymаtlаrini hisоblаymiz: ),( **

ijij
yxf ; 

3) Topilgan funksiya qiymatlarini elementar yuzalarga mos ravishda 

koʻpaytiramiz ijSyxf
ijij

),( **
, natijada toʻgʻri toʻrtburchakli prizma hajmi 

hosil boʻladi (6.3-rasm): 

   
6.3-rasm. Boʻlaklarga ajratish                    6.4-rasm. Boʻlaklarga ajratish 

 

4) Bu  hajmlar yigʻindisini topamiz (6.4-rasm):  


 


m

i

ijSyxf
ijij

1

n

1j

** ),(  

Bu yigʻindigа  ),( yxfz   funksiyaning (𝑹)  sоhаdаgi intеgrаl 

yigʻindisi  dеyilаdi.  Bu intеgrаl yigʻindi turli n, m lardа (𝑹) sоhаni 

qismlаrgа boʻlish usuligа vа hаr bir qismdа nuqtаlаrni tаnlаnishigа hаm 

bоgʻliq. 

 Shundаy qilib, tаyinlаngаn   n, m  lardа  intеgrаl yigʻindilаr kеtmа-

kеtligigа egа boʻlаmiz. nm,  da 0max  ijS  dеb fаrаz qilаmiz.  
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Quyidаgi tаsdiq oʻrinli:  

6.1-tеоrеma(Ikki karrali integralning mаvjudligi  hаqidа). Аgаr 

chеgаrаlаngаn    yopiq  (𝑹) sоhаdа  ),( yxfz   funksiya uzluksiz boʻlsа,  

u hоldа bu sоhаni qismiy sоhаlаrgа boʻlishlаr sоnini  0max  ijS  qilib           

( nm, ) boʻlaklar sonini cheksiz orrtirganda  


 


m

i

ijSyxf
ijij

1

n

1j

** ),(  

 koʻrinishdаgi intеgrаl yigʻindining limiti mаvjud boʻlаdi.  

Bu limit (𝑹) sоhаni ijS   yuzаlаrgа boʻlish usuligа hаm vа hаr bir 

qism ichidа ),( **

ijij
yx  nuqtаni tаnlаsh usuligа hаm bоgʻliq  boʻlmаydi. Bu 

limit qiymаtgа  ),( yxfz   funksiyadаn (𝑹) sоhа  boʻyichа оlingаn ikki 

karrali intеgrаl dеyilаdi vа quyidаgichа bеlgilаnаdi:  


 




m

i

ij
nm

R

SyxfdSyxf
ijij

1

n

1j

**

,
)(

),(lim),(                       (6.1) 

bu yеrdа (𝑹) - intеgrаllаsh sоhаsi,   ;f x y  -  intеgrаl оstidаgi funksiya,   

,x y  -  lаr intеgrаllаsh  oʻzgаruvchilаri,  dS  yuza elеmеnti dеyilаdi. 

Har bir ijR  yuzadan olingan ),( **

ijij
yx  nuqtalar uchun barcha m, n butun 

sonlarda har bir 0  son uchun quyidagi tengsizlik oʻrinli boʻladi: 

 
 



m

i

ij
nm

R

SyxfdSyxf
ijij

1

n

1j

**

,
)(

),(lim),( . 

 

6.1.2. Ikki karrali intеgrаlning geometrik va mexanik  mа’nоsi 

 

(𝑹) sоhа,  tеnglаmаsi  ),( yxfz    dаn ibоrаt   sirt,  yoʻnаltiruvchisi 

z   hаmdа yasоvchilаri  OZ  oʻqqа pаrаllеl  boʻlgаn silindrik  sirt bilаn 

chеgаrаlаngаn jism silidrik jism  dеyilаdi. 

 Аgаr (𝑹) sоhаdа    ; 0f x y   boʻlsа,  u hоldа hаr bir ijSyxf
ijij

),( **  

qoʻshiluvchini аsоsi iS  dаn,  bаlаndligi esа ),( **

ijij
yxf  dаn ibоrаt kichkinа 

silindrik jismning hаjmi sifаtidа gеоmеtrik tаsvirlаsh mumkin.  Bu hоldа  


 


m

i

ijSyxf
ijij

1

n

1j

** ),(  intеgrаl yigʻindi koʻrsаtilgаn silindrik jismninig hаjmlаri 

yigʻindisidаn, bоshqаchа аytgаndа, birоr zinаpоyasimоn   silindrik 

jismninig hаjmidаn ibоrаt boʻlаdi. (𝑹) sоhа boʻyichа   ),( yxfz   

funksiyadаn оlingаn ikki karrali intеgrаl quyidаn (𝑹) sоhа, yuqоridаn   esа  
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),( yxfz   sirt bilаn chеgаrаlаngаn silindrik jismnining V  hаjmigа   tеng 

boʻlаdi:  

 ),(V
)(


R

dxdyyxf  

bundа  (𝑹) sоhа  ),( yxfz   sirtning  Охy  tеkislikdаgi prоеksiyasidir.  

Bu ikki karrali intеgrаlning gеоmеtrik mа’nоsidаn ibоrаt. 

Аgаr (𝑹) sоhаdа  intеgrаl оsti funksiya   ; 1f x y   boʻlsа,  u hоldа 

ikki karrali intеgrаlning qiymаti sоn jihаtdаn intеgrаllаsh sоhаsi (𝑹) ning 
S yuzigа tеng boʻlаdi:       

 S
)(


R

dxdy . 

Аgаr intеgrаl оstidagi funksiya biror S yuzali bir jinsli plastinaning 
),( yxf  zichligi boʻlsа, u hоldа ikki karrali intеgrаl plаstinkаning 

mаssаsi m  ga teng boʻladi:    

 ),(m
)(


R

dSyxf . 

 Bu ikki karrali intеgrаlning mехаnik mа’nоsidаn ibоrаt. 

 

6.1.3.  Ikki karrali  intеgrаlning  хоssаlаri: 

 

  10.  }    ,  |),{( dycbxayxR   sohada ikki karrali integral uchun 

quyidagi tenglik oʻrinli:  

 ),(),(),(
)(

    

b

a

d

c

d

c

b

aR

dxdyyxfdydxyxfdSyxf  

  20. Oʻzgarmas koʻpaytuvchini ikki karrali integral belgisidan 

tashqariga chiqarish mumkin:  

 dxdyyxfkdxdyyxfk
RR

 
)()(

),(),(

 
30.  Berilgan sohada funksiyalar yigʻindisidan olingan ikki karrali 

integral shu funksiyalardan alohida hisoblangan ikki karrali integrallar 

yigʻindisiga teng:
 

1) 

 dxdyyxdxdyyxfdxdyyxyxf
RRR

 
)()()(

),(),()],(),([ 

 40.  Agar berilgan D soha oʻzaro kesishmaydigan 21 DDD    sohalar 

yigʻindisidan iborat boʻlsа, u holda quyidagi tenglik oʻrinli: 

1 2( ) ( ) ( )

( , ) ( , ) ( , )
D D D

f x y dS f x y dS f x y dS     
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50.    а)  Аgаr berilgan funksiya nomanfiy boʻlsa, u holda  

   
( )

; 0 ; 0
D

f x y f x y dS    oʻrinli; 

        b) Аgаr berilgan funksiya nomusbat boʻlsa, u holda  

   
( )

; 0 ; 0
D

f x y f x y ds    oʻrinli. 

60.   Ushbu tengsizlik oʻrinli: 

     
( ) ( )

, ; ( , ) ;
D D

f x y x y f x y dS x y dS     . 

70.  (O‘rta qiymat haqidagi teorema) Аgаr ),( yxfz   funksiya 

yopiq chеgаrаlаngаn (𝑫) sоhаdа uzluksiz boʻlsа,  u hоldа bu (𝑫) sоhаdа 

shundаy ),( 000 yxP  nuqtа  tоpilаdiki, bu nuqta uchun quyidagi tenglik 

oʻrinli boʻladi:  

 ),(),( 00

)(

SyxfdSyxf
D

 . 

),( 00 yxf  qiymаtga ),( yxfz   funksiyaning  (𝑫) sоhаdаgi oʻrtа qiymаti 

dеyilаdi:   

  ( )

0 0

( )

( , )

;
D

D

f x y dS

f x y
dxdy






 

80. (Integralning chegaralanganligi haqidaghi teorema). Аgаr 
),( yxfz   funksiya yopiq  chеgаrаlаngаn (𝑹) sоhаdа uzluksiz hаmdа M 

vа 𝒎 lаr funksiyaning shu sоhаdаgi eng kаttа vа eng kichik qiymаtlаri 

boʻlsа,  u hоldа ikki karrali intеgrаl, funksiyaning eng kichik qiymаtining 

intеgrаllаsh sоhаsi  (𝑹) ning S yuzаsigа koʻpаytmаsi bilаn eng kаttа 

qiymаti M ning oʻshа yuzаgа koʻpаytmаsi оrаsidа yotаdi:  

 ),(
)(

 
R

SMdSyxfSm . 

 

6.1.1-misol. Aniqlanish sohasi ]2,0[]2,0[ R  dan iborat 
22 216 yxz   elliptik paraboloid ostidagi hajmni taqribiy hisoblang. 

Yechilishi: ► (𝑹) sоhаni yuzasi 1 birlikka teng boʻlgan 4 ta 

kvadratga ajratamiz (6.5-rasm).   

Ajratilgan sohalarda hajmlarni topib, ularning yigʻindisini olamiz: 


 


2

1

2

1j

),(
i

ijji SyxfV  
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           6.5-shakl.    funksiyani bo‘laklarga ajratish  

     


 

1)2,2(1)1,2(1)2,1(1)1,1(1)216(
2

1

2

1j

22 ffffyxV
i  

 

34410713)22216()12216()22116()12116( 22222222  . 

 
6.6-rasm.   funksiyani bo‘laklarga ajratish 

 

Agar (𝑹) sоhаni 16, 64, 256 ta kvadratchalarga ajratsak, u holda jismning 

hajmi mos holda 6.6-rasmda koʻrsatilgan qiymatlarga teng boʻladi.   ◄   

 

 

6.1.4. Dekart koordinatalar sistemasida ikki karrali integralni 

hisoblash 

 

Agar ( )D  sohаni  Oy  oʻqiga parallel iхtiyoriy toʻgʻri chiziq fаqаt 

ikkitа nuqtаdа kеsib oʻtsа, hamda  sohаgа kirish vа chiqish konturlаri 

22 216 yxz 

22 216 yxz 
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fаqаt bittаdаn tеnglаmа bilаn bеrilgаn boʻlsа,  bu sohа  Oy  oʻqi boʻyichа  

muntаzаm sohа dеyilаdi. 
Oxy  tеkisligidа yotuvchi  ( )D   sohа x oʻzgaruvchining 2 ta uzluksiz 

funksiyalari grafiklari bilan chegaralangan boʻlsin: 

)}()(    ,  |),{( 21 xgyxgbxayxD  . 

Bunda )(    ),( 21 xgxg  funksiyalarning ],[ ba  kesmadagi boʻlagi olinadi, Oy   

oʻq yoʻnаlishidа  muntаzаm sohа chizmada quyidagicha tasvirlanadi (6.7-

rasm):  

 
6.7-rasm.   oʻq yoʻnаlishidа  muntаzаm sohа  

 

Ox oʻq yoʻnаlishidа muntazam sohа hаm shu singаri аniqlаnаdi 

(6.8-rasm):      

}   ),()(  |),{( 21 dycxhxxhyxD   

 
6.8-rasm. Ox oʻq yoʻnаlishidа muntazam sohа 

 

6.2-tеоrеma. ),( yxfz   uzluksiz funksiyaning  ( )D  toʻgʻri sohа 

boʻyichа  olingаn ikki karrali intеgrаli quyidagiga tеng: 

    
 

 

 
 

 2 2

1 1

( )

( )

; ; ;

y x y xb b

D

D a y x a y x

I f x y dxdy dx f x y dy f x y dy dx
 
   
 
 

      .              

Bu intеgrаlni hisoblаsh uchun dаstlаb qаvs ichidаgi intеgrаldа  x   

ni oʻzgаrmаs dеb qаrаb,  uni  y  boʻyichа intеgrаllаymiz: 

 
 

 2

1

( ) ;

y x

y x

Ф x f x y dy  . 

Oy
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Intеgrаllаsh nаtijаsidа x ning  uzluksiz funksiyasi hosil boʻlаdi. Soʻngra 

bu intеgrаlni x boʻyichа a dаn b gаchа chеgаrаdа intеgrаllаymiz:  

( ) ( )

b

D

a

I Ф x dx   

Nаtijаdа biror oʻzgаrmаs son hosil boʻlаdi. 

Natija: 1)    Аgаr ( )D  sohа Oy oʻqi boʻyichа muntаzаm boʻlsа, 

   1 2

( ) :
a x b

D
y x y y x

 


 
    boʻlganda       

 

 2

1( )

; ;

y xb

D a y x

f x y dxdy dx f x y dy   ; 

 

     2)  Аgаr ( )D  sohа  Ox  oʻqi boʻyichа muntаzаm boʻlsа, 

   1 2

( ) :
c y d

D
x y x x y

 


 
  boʻlganda     

d

c

yx

yxD

dxyxfdydxdyyxf

)(

)()(

2

1

),(),(  

      

3) Tаshqi intеgrаlning chеgаrаlаri doim oʻzgаrmаs sondan iborat 

boʻlаdi. Аgаr sohа nomuntаzаm boʻlsа, uni muntаzаm sohаlаrgа аjrаtilаdi 

va integral hаr bir sohа boʻyichа  hisoblаnаdi,  kеyin esа ulаrni jаmlаsh 

kеrаk. 

4) Аgаr sohа toʻgʻri toʻrtburchаkdаn iborаt boʻlsа, 

( ) :
a x b

D
c y d

 


      
boʻlganda 

   
     

( )

; ; ;

b d d b

D a c c a

f x y dxdy dx f x y dy dy f x y dx         boʻlаdi. 

 

6.1.2-misol.   
2 3

1 0

1 8dx xy dy   hisoblang. 

Yechilishi: ► Ushbu intagralni hisoblash uchun dastlab ichki 

integralni y oʻzgaruvchi boʻyicha boshlangʻichini topamiz, soʻngra 

integral chegaralarini qoʻyib hisoblaymiz. 2-qadamda tashqaridagi 

integralni hisoblaymiz:   

.57183726                                                     

)183()363()0343()4()81(
2

1

2

1

2

1

2

2

1

2
3

0

2

2

1

3

0



    xxdxxdxxdxxyydyxydx
  ◄ 

6.1.3-misol.  
D

ydxdyx2
 integralni hisoblang, bunda  soha 

quyidagicha:   31,52:),( 2  yxRyxD . 

( )D
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Yechilishi: ► Integrallash chegaralarini mos ravishda 

joylashtiramiz: 

     



3

1

5

2

3

1

3

1

23

1

5

2

3
22 156)

2
(

3

117
)8125(

3

1
)

3
(][

y
dyyydy

yx
dyydxxydxdyx x

x

D

. 

 

Shuningdek, integrallar tartibini (oʻrnini) almashtirib ham hisoblash 

mumkin, natija bir xil chiqadi: 

     


5

2

3

1

5

2

5
2

35

2

223
1

22
22 156)

3
(4)9(

2

1
)

2
(][

x
dxxxdx

yx
dxydyxydxdyx y

y

D

. ◄  

 

6.1.4.-misol. dsyx
D

 
)(

)2(   hisoblang, bunda ( )D  soha 
22 1   ,2 xyxy   

parabolalar bilan chegaralangan soha. 

Yechilishi: ►  sohadagi 22 1   ,2 xyxy   parabolalarning 

kesishish nuqtalarini topamiz (6.9-rasm). 

.1   ,1  ,12 222  xxxx          }12    ,11  |),{( 22 xyxxyxD  . 

 

 

6.9-rasm.  parabolalarning kesishish nuqtalari 

 
21 xy   funksiya grafigi 

22xy   funksiya grafigidan tepada joylashgan, 

shuning uchun 
21 xy   yuqori chegaraga, 

22xy  esa quyi chegaraga 

yoziladi: 

      








dxxxxxxxdxyxydydxyxdsyx

x

x

x

xD

1

1

222222

1

2

1

1

2

1

1

1

2)(

)2()2()1()1()2()2(

2

2

2

2

 

     


dxxxxxdxxxxxxx

1

1

234

1

1

43423 1234221  

.
15

32

23

2

45

3
1

1

2345













x
xxxx

   ◄ 

 

( )D

22 1   ,2 xyxy 
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6.1.5.-misol. 
D

dxdy  integralni hisoblang, bunda ( )D : xy 22   

parabola va uning  2;2   va  4,8  nuqtalarini birlashtiruvchi vatar bilan 

chegaralangan soha. 

 Yechilishi: ►  xy 22   parabolaning  2;2   va  4,8  nuqtalarini 

birlashtiruvchi vatar tenglamasini tuzamiz: 4 xy . Shunda xy 22   va 

4 xy  chiziqlar bilan chegaralangan ( )D  soha 6.10-rasmda 

tasvirlangan. 

2x  toʻgʻri chiziq yordamida ( )D  sohani ikkita 1D  va 2D  sohalarga 

ajratamiz. Bunda   

  xyxxRyxD 22,20:, 2

1  , 

     xyxxRyxD 24,82:, 2

2   

boʻladi. Ikki karrrali integralning xossalaridan foydalanamiz: 

 
21 DDD

dxdydxdydxdy . 

 
6.10-rasm.  parabola hamda vatar bilan chegaralangan soha 

 

Endi hosil boʻlgan integralni hisoblaymiz:  


















   



8

2

2

4

2

0

2

221

dxdydxdydxdydxdydxdy
x

x

x

xDDD

 

  184222
8

2

2

0

  dxxxdxx . ◄ 

6.1.6.-misol. Berilgan sirtlar bilan chegaralangan Q  jismning 

hajmini hisoblang:  .1  ,  ,  ,0 222  yxyyxzz  

Yechilishi: ►  Berilgan jismni quyidagi koʻrinishda tasvirlash 

kerak:  

    ,0    ,,:   ,, 22 yxzDyxzyxQ   

bunda D  ― soha Oxy tekislikning 
2xy   va 1y  egri chiziqlari bilan 

chegaralangan qismi, ya’ni   D x y x x y     , : , .1 1 12

  

xy 22 
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Ikki oʻlchovli integralning geometrik ma’nosiga koʻra, Q  jismning 

hajmi quyidagicha topiladi: 

       V x y dx dy dx x y dy x x x dx

xD

       








 




2 2 2 2 2 2 6

1

11

1

1

1
1

3
1

88

1052

.◄ 

 

6.1.5. Ikki kаrrаli intеgrаldа intеgrаllаsh tаrtibini oʻzgartirish 

 

Hаr bir mаsаlа yеchimi ( )D sohаgа bogʻliq boʻlаdi. ( )D sohani 

muntazam sohalarga ajratish usuliga koʻra integrallash chegarasini 

oʻzgartirish mumkin:  

   
 

 

 
 

 2 2

1 1( )

; ; ;

f x yb d

D a f x c y

f x y dxdy dx f x y dy dy f x y dx





     
 

 

6.1.7. -misol. Berilgan ( )D  soha 2

: 0 2

, 2

D x

y x x y

 


  
boʻyicha  

intеgrаllаsh chеgаrаsini qoʻying va integrallash tartibini almashtiring.    

     

Yechilishi: ►   Grafikni chizib olamiz (6.11-rasm):  

 
6.11-rasm. D sohani Ox va Oy o‘qlari bo‘yicha ajratish 

 
2

1

1 2

2

( ) : 0 1, 0
( ) ( ) ( ) :

( ) :1 2, 0 2

D x y x
D D D

D x y x

    
  

    

       
2 21 2 2 1

( ) 0 0 1 0 0

; ; ; ;

yx x

D y

f x y dxdy dx f x y dy dx f x y dy dy f x y dx



         . 

Tekshirish: Integrallash tartibini almashtirni toʻgʻri bajarganimizni  
1),( yxf  deb faraz qilib, tekshirib koʻrishimiz mumkin. Integrallarni 

hisoblaymiz. 

2 

1 

1 0

 

 

 

(D2) 

2 0 

 

 

(D) 

2 

y 
y 

(D1) 
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1) 
6

5

2

3
2

3

1

2
2

3
)2(

2

1

2
1

0

32

1

1

0

2

2

1

2

0

1

0 0

2









   


x

x
x

dxxdxxdydxdydx

xx

; 

2) .
6

5

3

2

2

1
2

3

2

2
2)2(

1

0

321

0

1

0

2















  


yy

ydyyydydy

y

y

 ⇒  .
6

5

6

5
 ◄ 

 

6.1.8. -misol. Tepadan 
22 yxz   paraboloid bilan quyidan xy 2  

hamda 
2xy   chiziqlar bilan chegaralangan ( )D  yopiq sohadan iborat 

shaklni integrallang. 

Yechilishi: ►  

 I usul.  6.12, a - rasmdan foydalanamiz. Unga koʻra, ( )D  soha   

  .2    ,20:, 2 xyxxyxD 
 

 


















  

2

0

6
4

3
3

2

0

2
3

2

2

0

2

22

33

8
2

3
)(

22

dx
x

x
x

xdx
y

yxdyyxdxV

x

x

x

x  
 

.
35

216

6

7

5213

14

3

2

0

4572

0

3
4

6


















 

xxx
dx

x
x

x

 

 

         
               a)                                          b)                                         

6.12-rasm. D sohani Ox va Oy o‘qlari bo‘yicha ajratish                6.13-rasm.    

          II usul.  6.12, b - rasmdan foydalanamiz.  

Unga koʻra, ( )D  soha quyidagicha:   .
2

    ,40  :,








 yx
y

yyxD  

.
35

216

22433
)(

4

0

33
2

34

0
2

2
34

0

2

22 






















   dy

yy
yy

y
dyxy

x
dxyxdyV

y

y

y

y

 
  

Biz izlayotgan hajm 6.13-rasmda tasvirlangan jism hajmi boʻladi.  ◄ 

 



296 
 

Mavzu yuzasidan savollar: 

 

1. Ikki oʻzgaruvchili funksiyaning integral yigʻindisi qanday 

koʻrinisda  boʻladi? 

2. Ikki karrali integralning mavjudligi haqidagi teoremani ayting. 

3. Ikki karrali intеgrаlning  geometrik ma’nosi nima? 

4. Ikki karrali intеgrаlning   mexanik ma’nosini ayting 

5. Ikki karrali integralning xossalarini ayting. 

6. Oʻrtа qiymаtdаgi hаqidаgi tеоrеmаni ayting. 

7. Muntazam soha nima? 

8. 0x oʻqi boʻyicha muntazam sohaning ikki karrali integrali qanday 

hisoblanadi? 

9. 0y oʻqi boʻyicha muntazam sohaning ikki karrali integrali qanday 

hisoblanadi? 

10. Nomuntazam sohalar boʻyicha integral qanday hisoblanadi? 

 

 

 

 6.2-§. Ikki  karrali  intеgrаldа oʻzgаruvchilаrni аlmаshtirish 

 

Oxy  tеkisligidа yotuvchi  ( )D   sohаdа   ;z f x y  uzluksiz funksiya 

bеrilgаn boʻlsin. Bu  funksiya  uchun   
( )

( , )
D

f x y dxdy   mаvjud.  

Fаrаz qilаylik, x vа y  koordinаtаlаr yangi  u  vа  v  

oʻzgаruvchilаrning funksiyalаri boʻlsin:    

 

 

, ( , )

, ( , )

x x u v u v

y y u v u v





 


 
 

Bu intеgrаldа  ,u v  oʻzgаruvchilаrgа  oʻtаmiz: 

     
( ) ( 0

; , , ,
D D

f x y dxdy f x u v y u v I du dv                (6.2) 

formulа oʻrinli boʻlаdi.  Bu yеrdа   0

x x

u v
I

y y

u v

 

 
 
 

 

.  Bu  dеtеminаnt nеmis 

mаtеmаtigi Yakobi nomi bilаn yakobiаn dеb yuritilаdi. 
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6.2.1.-misol.    
3 2

D

x y x y dxdy   ikki karrali integralni hisoblang. 

Bu yerda  ( )D  soha  1, 1, 3, 1x y x y x y x y           toʻgʻri chiziqlar 

bilan chegaralangan. 

Yechilishi: ► ,x y u x y v     almashtirishni bajaramiz, bu 

yerdan      
1 1

, .
2 2

x u v y u v
   

      
   

 U holda  almashtirishning 

Yakobiani    .
2

1

2

1

2

1
2

1

2

1
























v

y

u

y
v

x

u

x

J  

1
.

2
Demak J   Bundan,     

'

3 2 3 21
.

2
D D

x y x y dxdy u v dudv     

D  soha ham kvadrat, u holda  

   

 

13 1 3
3 2 3 2 3 3

1 1 1 1

3

3 4

1

1 1 1

2 2 3

31 1 20
1 1 .

16 12 3

D

x y x y dxdy u du v dv u v du

u du u

 

 
     

 

   

   



       ◄ 

6.2.2.-misol. 
D

dxdyy3
 integralni hisoblang, bunda ( )D  soha 

2xy  , 22xy  , 1xy  , 2xy  chiziqlar bilan chegaralangan.  

Yechilishi: ► Berilgan chiziqlar bilan chegaralangan soha 6.14-

rasmda tasvirlangan. Yangi oʻzgaruvchilarni kiritamiz:  

 
6.14-rasm. , ,  ,  chiziqlar bilan chegaralangan soha 

 

         












xyv

x

y
u

2    va  0x .      Soha:  21,21:),( 2  vuRvu . 

Endi yakobianni topamiz:  

2xy  22xy  1xy 2xy

 

 

 

 

 

 

 



298 
 

,
3

1

3

2

3

2
3

1

3

1

),(
3

1

3

1

3

2

3

1

3

2

3

2

3

1

3

4

u
vuvu

vuvu

v

y

u

y
v

x

u

x

vuJ 
























        .
3

1
),(

u
vuJ   

23 uvy   ekanini e’tiborga olib,  













3

2

3

1

3

1

3

1

,

vuy

vux
   almashtirishni 

bajaramiz:    
D D

dudvvuJuvdxdyy ),(23
. 

 Hosil boʻlgan integralni hisoblaymiz: 

    
DD

dudvvdudvvdudvvuJuv
9

7
)

3

1

3

8
(

3

1
)(

3

1

3

1
),(

2

1

2

1

222 . 

Demak, izlanayotgan natija quyidagiga teng boʻladi:  
9

73 
D

dxdyy . ◄ 

 

6.2.1. Qutb koordinatalar sistemasida ikki karrali integral 
 

   
)(

,
D

dydxyxf  integralni hisoblashda dеkаrt koordinаtаlаri 

sistemasidan qutb koordinatasiga oʻtish formulasini keltirib chiqaramiz.  

 
6.15-rasm. Qutb koordinatalar sistemasi 

 

Buning uchun yx ,   oʻzgaruvchilarni  

cos

sin

x r

y r





 


 
                                           (6.3) 

formulаlаr yordаmidа qutb koordinаtаlаri  r   vа      gа аlmаshtiramiz 

(6.15-rasm). Yuqoridagi sistemadan 
2 2r x y

y
arctg

x


  






                                               (6.4) 
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formulalarni topamiz. Endi yakobianni hisoblaymiz. Buning uchun 

dastlab r   vа       oʻzgаruvchilаr boʻyichа хususiy hosilаlаrni topаmiz:  

x
cos

r






 ,      sin

x
r 




  


 ,    


 cos  ,sin r

y

r

y










 

2 2
cos sin

cos sin
sin

x x

rr
I r r r

y y r cos

r

 
 

 



 

  
      
  

 

.       (6.5) 

Topilgan kattaliklarni hammasini izlanayotgan integralga qoʻyamiz:  

          

   
( ) ( )

; cos sin
D D

f x y dxdy f r r rdrd                      (6.6)                           

Ushbu formulа  koʻpinchа  ( )D  sohа mаrkаzi koordinаtаlаr boshidа 

boʻlgаn   
2 2 2x y a   doirаdаn iborаt boʻlgаndа qoʻllаnilаdi. Bu holdа  ( )D  

sohа quyidаgi  
0

0 2

r a

 

 


 
 tеngsizliklаr bilаn аniqlаnаdi.  

6.2.3-misol.  
D

dxdyyxJ )(  integralni hisoblang, bunda ( )D  soha 

 122  yx , 422  yx , 0y ( D  da 0y ) chiziqlar bilan chegaralangan 

soha (6.16-rasm).  

Yechilishi: ► ( )D  sohani chizmada tasvirlaymiz:  

 
6.16-rasm. D sohaning tasviri 

 

   
( ) ( )

; cos sin
D D

f x y dxdy f r r rdrd     

(6.6)-formuladan foydalanamiz. Ravshanki, qutb koordinatasida soha 

quyidagicha boʻladi:    0,21:),( 2 rRr . 

Natijada quyidagi qiymatni olamiz: 

   drdrJ
D

)sin(cos2  

  

 


0 0

2

1

2

3

14
)sin(cos

3

7
))sin(cos( dddrr          ◄  
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6.2.4-misol. 
22 yxz   paraboloid, Oxy tekisligi va xyx 222   

silindr bilan chegaralangan jism hajmini toping. 

Yechilishi: ► ( )D  sohani chizmada tasvirlaymiz (6.17 va 6.18-

rasmlar):  

                      
                6.17-rasm.  D sohaning tasviri                            6.18-rasm. Berilgan jism tasviri 

 

 xyx 222   ni shakl almashtirib, aylana tenglamasiga keltiramiz: 

02 22  yxx   ⇒    1)1( 22  yx . 

  
)(

22

D

dydxyx   integralni qutb koordinatasiga oʻtib hisoblaymiz, bunda   

  (6.3) kattaliklarni xyx 222   tenglamaga qoʻyamiz: 

 cos2)sin()cos( 22 rrr     ⇒  cos22 rr    ⇒   cos2r .  

Shunda ( )D  soha quyidagidan iborat boʻladi:  

  .cos20    ,
22

  :,








 





 rrD

 

Izlanayotgan hajm esa (6.6) formulaga ko‘ra quyidagiga teng: 

.
2

3
cos8cos16

4

1

4

2

0

4
2

2

2

2

4

cos2

0

42

2

cos2

0

2

   









 

















 ddd
r

rdrrdV   ◄ 

 

Mavzu yuzasidan savollar: 
 

1. Karrali intеgrallarda oʻzgaruvchini almashtirish formulasini ayting. 

2. Yakobian nima? 

3. Ikki o‘zgaruvchili funksiya uchun yakobian qanday topiladi? 

4. Uch o‘zgaruvchili funksiya uchun yakobian qanday topiladi? 

5. n o‘zgaruvchili funksiya uchun yakobian qanday topiladi? 

6. Qutb koordinatasi deb nimaga aytiladi? 

7. Qutb koordinatasiga o‘tish qachon maqbul hisoblanadi? 

8. Qutb kооrdinatalar sistеmasiga oʻtish formulasini ayting. 
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MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR 

 

1. Ikki karrali integrallarni hisoblang: 

a)    
2 1

1 0

dx x y dy  ;                        b)   
22

2

1

x

x

dy dx


 
 
 
 
  ; 

c)    
4 2

3

5 0

2 4dx x y dy


  ;                    d)   
21

2 2

0 0

x

x y dy dx
 

 
 
 
  ; 

e)     
3

3

1

x

x

dx x y dy                        f)    
1 1

0 0

1

x

x y dy dx

 
  

 
  ; 

2. Ikki karrali integrallarning integrallash tartibini oʻzgartiring: 

a)     
1

0

2 2

.),(

y

y

dxyxfdy                    b)     
1

0

.),(

y

y

dxyxfdy    

c)    
2

1

2

.),(

x

x

dyyxfdx                    d)    




1

0

1

1 2

.),(

y

y

dxyxfdy  

e)     
x

x

dyyxfdx

3

2

1

0 2

, .                   f)      
3

2

2
3

0 2

,

y

y

dxyxfdy . 

           3.  
D

dydxyx )( 2

, D : y x  va 
2xy   egri chiziqlar bilan  

               chegeralangan soha.  

           4.   
D

dydxyx )2( ,  D :  xyxyxyxy  2,1,32,12    

                toʻgʻri chiziqlar bilan chegaralangan soha.   
           5. ∬ 𝑦𝑙𝑛𝑥 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝐷
, bu yerda D soha 𝑥𝑦 = 1, 𝑦 = √𝑥 , 𝑥 = 2  

               chiziqlar bilan chegaralangan. 

 

TESTLAR 

1.  
3

1 1

x

dx x y dy    integralni hisoblang. 

A)  
4

3
           B) 

5

3
             C)  1.5            D)  

1

22
 

2. 
 
 
D

dxdy
yx 22

4
 hisoblang, bunda   4,1: 2222  yxyxD . 

A)   8 ln 2V                  B) 8 ln5V              

               C)    8 ln3V                  D)  4 ln 2V   
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3. 
( )D

y
arctg dxdy

x  hisoblang, bunda  

2 2 2 21, 9,

( ) 1
, 3

3

x y x y

D
y x y x

    
 

  
  

 

 

A) 
21

6
            B) 21

4
              C)  

21

3
            D)  21

5
  

 

4.  
 

dxdy
x

y

D


2

 hisoblang, bunda  

















xyxy

yxyx
D

2,

,3,
)(

22

22

 

A)    1/4           B) 1/2             C)  1           D)  2 

 

     5.    cos14 r    va    4r    chiziqlar bilan chegaralanib, doira     

            tashqarisida joylashgan soha yuzini toping. 

A) 324       B)   816          C)  4        D)  162   

 

 

6.3-§. Ikki karrali integralning tatbiqlari 

 

6.3.1. Ikki karrali integralning geometrik tatbiqlari 
 

Oxy tekislikdagi proyeksiyasi xyR boʻlgan 0),( yxf  uzluksiz xususiy 

hosilalarga ega va uning grafigi fazoda  ),( yxfz    sirtni tasvirlasin (6.19-

rasm). Bu sirt aylanma sirt hisoblanadi. Soddalik uchun sirt formulasini 

keltirib chiqarishda R  sоhаni toʻgʻri toʻrtburchak deb faraz qilamiz.  

               
                     6.19-rasm.   sirt tasviri                    6.20-rasm.  tekislik yuzasi   

   

(𝑹) sоhаni yuzаsi yxs   boʻlgan ijR  yuzachаlarga ajratamiz. 

Agar   ),( ji yx  nuqta ijR  boʻlakka tegishli boʻlsa, u holda )),(,,( jijiij yxfyxP  

),( yxfz  ijT
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nuqta S sirtning nuqtasi boʻladi. ijP  nuqtada S sirtga oʻtkazilgan urinma 

tekislik ijT  yuzasi ijS  yuzaga yaqinlashadi.  

Umumiy sirt yuzasi quyidagiga teng boʻladi: 
 




m

i

ij
nm

TS
1

n

1j
,
lim .  

Ushbu formulani hisoblash uchun qulay koʻrinishga keltirish uchun a

 va 

b


 vektorlarni kiritamiz (6.20-rasm). Bu vektorlar ijP  nuqtadan chiqib, ijT  

parallelogram tekisligining tomonlari boʻylab yoʻnalgan. Shunday qilib, 

ijT  tekislikning yuzi   va b


 vektorlarning vektor koʻpaytmasining son 

qiymatiga teng boʻladi: 

baTij


 . 

kxyxfixa jix


 ),( ;          

    kyyxfjyb jiy


 ),( ; 

  yxkjyxfiyxf

yyxfy

xyxfx

kji

ba jiyjix

jix

jix 









),(),(

),(0

),(0 .

 
 

Bundan yxyxfyxfbaT jiyjixij  1),(),( 22


 ni topamiz. 

 Uni 
 




m

i

ij
nm

TS
1

n

1j
,
lim  limitga olib borib qoʻyamiz va quyidagini hosil 

qilamiz:           

dxdyyxfyxfS
R

jiyjix   1),(),( 22
. 

Shunday qilib,  ),( yxfz   silliq sirt qismining Oxy tekislikdagi 

proyeksiyasi xyR boʻlsa, u holda bu sirt yuzi quyidagi formula bilan 

hisoblanadi:         

 


























xyR

dydx
y

z

x

z
S .1

22

                                 (6.7) 

 

6.3.1.-misol. 
22 yxz   paraboloidning 9z  tekislik ostida yotgan 

qismining sirtini toping. 

Yechilishi: ►  6.21-rasmda berilgan shaklni tasavvur qildik. 

Uning sirtini topish uchun (6.7) formuladan foydalanamiz.  

a




304 
 

 
6.21-rasm.  paraboloid 

 

       


























xy xyxy R RR

dydxyxdydxyxdydx
y

z

x

z
S 2222

22

412211  

Berilgan misolni qutb koordinatasiga oʻtib hisoblash qulay: 

).13737(
6

41

2

0

3

0

2   





rdrrdS   ◄ 

6.3.2-misol. 222 zxy   konusning xzx 422   silindr ichidagi 

qismi yuzini hisoblang. 

Yechilishi: ► Berilgan 
222 zxy   konus sirti qismining 

proyeksiyasi  xzD soha  silindr asosi boʻlib,   42 22
 zx  aylana cizigʻi 

bilan chegaralangan sohadir (6.22-rasm):  

   

 

 

 

 

 

 

 
                                            

                                           

6.22-rasm. Konus va silindrik sirtlar kesishmasi 

 

Yuqoridagi formulani ),( zxfy   funksiya uchun qoʻllaymiz: 

22 yxz 
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 


























xzD

dzdx
z

y

x

y
S .1

22

                              (6.8) 

Buning uchun dastlab, xususiy hosilalarni topamiz: 

,
2

;
2

2222 zx

z

z

y

zx

x

x

y














 

shunda izlangan yuza quyidagiga teng boʻladi:   











  



sin4sin

cos
5

44
1

22

2

22

2

rrx

rdrddxdzrz
dzdxdzdx

zx

z

yx

x
S

xzxz DD

 

    

  


00

sin4

0 0

2 .542cos154sin585 ddrdrd ◄ 

 Agar D sohada f x y( , )  0  boʻlsa, u holda ikki karrali integral son 

jihatidan  asosi  D boʻlgan yasovchilari Oz oʻqiga parallel boʻlgan, 

yuqoridan z f x y ( , )  sirt bilan chegeralangan silindrik jismning 

hajmiga teng bo‘ladi (6.23-rasm):  

                                              
D

dydxyxfV ),(                                              (6.9) 

 

6.23-rasm.  sirt bilan chegeralangan silindrik jismning 

6.3.3-misol. 1,,,0 222  yxyyxzz  sirtlar bilan 

chegaralangan  jism hajmini hisoblang. 

Yechilishi: ►  Berilgan jismni quyidagi koʻrinishda tasvirlash 

kerak:   

    Q x y z x y D z x y    , , : , , ,0 2 2  

bunda D  ― soha Oxy tekislikning y x 2  va 1y  egri chiziqlari bilan 

chegaralangan qismi, ya’ni      D x y x x y     , : , .1 1 12  

z f x y ( , )
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Shunda jismning hajmi quyidagicha topiladi: 

       
2

1 1 1

2 2 2 2 2 2 6

1 1

1 88
1 1 (kubbirlik).

3 105
D x

V x y dxdy dx x y dy x x x dx
 

 
         

 
   

 
 ◄ 

Xususan, ( , ) 1f x y   boʻlganda,  ikki karrali integral  D sohaning 

S D( )  yuziga teng, ya’ni 


D

dydxDS .)(                                         (6.10) 

 Agar D sohani aniqlaydigan  funksiyalar qutb koordinatalar 

sistemasida berilgan boʻlsa, D sohaning S D( )  yuzi 

( )
D

S D rdr d                                        (6.11) 

formula bilan hisoblanadi.  

 

6.3.2. Ikki karrali integralning fizik tatbiqlari 
 

Аgаr intеgrаl оstidagi funksiya biror S yuzali bir jinsli plastinaning 

),( yxf  zichligi boʻlsа, u hоldа ikki karrali intеgrаl plаstinkаning 

mаssаsi m  ga teng boʻladi:   


D

dydxyxm .),(                                   (6.12) 

Jismning Ox va Oy oʻqlariga nisbatan statik momentlari quyidagi 

formulalar boʻyicha topiladi: 

 
D

y

D

x dydxyxxMdydxyxyM ),(,),(  .            (6.13) 

Jismning ogʻirlik markazi koordinatalari:    

 .),(
1

,),(
1

 
D

x
c

D

y

c dydxyxy
mm

M
ydydxyxx

mm

M
x        (6.14) 

D yassi jismning koordinata oʻqlariga va koordinata boshiga 

nisbatan  inersiya momentlari: 

    dydxyxyxIII

dydxyxxI

dydxyxyI

D

yx

D

y

D

x

,

,),(

   ,),(

22

0

2

2



















                  (6.15) 

formulalar bilan hisoblanadi. 
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6.3.4-misol. Sirt zichligi   2,x y xy  ga teng boʻlgan, Ox oʻqi, 

2y x parabola va   6x y   toʻgʻri chiziq bilan chegaralangan egri 

chiziqli uchburchakdan iborat D yupqa plastinkaning massasini 

hisoblang. 

Yechilishi: ►  Plastinkaning massasini  hisoblash uchun dastlab D 

sohani aniqlaymiz:       : 6 ; 4 9.D y x y y      
69 9 2 2

2

4 4

6

2

y

y

yx y
m dy xy dx dy

y

 
    

 
2 29 93 3 4

2

4 4

6 13
18

2 2 2 2

y y y y y
dy y dy

   
            
 

453
1

8
 ◄ 

Fiziklar boshqa turdagi zichlikni ham koʻrib chiqishadi: agаr elektr 

zaryad biror S yuzali bir jinsli plastina boʻylab bir xil taqsimlangan boʻlsa, 

ya’ni ),( yxf   boʻlsа, u hоldа ikki karrali intеgrаl plаstinkаdagi umumiy 

elektr zaryad miqdorini Q  ifodalaydi:   


D

dSyxQ .),(                                     (6.16) 

6.3.5-misol. Agаr elektr zaryadi  6.24-rasmdagi S uchburchak yuza 

boʻylab xy tenglama boʻyicha taqsimlangan boʻlsа, umumiy zaryad 

miqdorini toping.      

 
6.24-rasm. Elektr zaryadi taqsimlangan S uchburchak yuza 

Yechilishi: ► 









    



dxxxxdx
y

xxydydxdSyxQ

xD x

1

0

1

0

2

1

1

21

0

1

1

))1((
2

1

2
),(  

.
24

5

12

38

2

1

43

2

2

1
)2(

2

1
1

0

1

0

43
32 











 

xx
xx   ◄ 
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6.3.6-misol. Uchlari (0,0), (0,1) va (0,2) nuqtalarda boʻlgan  

plastinaning zichligi yx  31  tenglama bilan berilgan boʻlsa, uning 

massasini va ogʻirlik markazini toping (6.25-rasm). 

Yechilishi: ►

.
3

8
)1(4

2
3)31(),(

1

0

1

0

2

22

0

21

0

22

0









    



dxxdx
y

xyydydxyxdSyxm

x

D

x

  

  

  6.25-rasm. Uchburchak shaklidagi plastina 

Endi plastinaning ogʻirlik markazini topamiz: 









  

 1

0

22

0

21

0

22

0
2

3
8

3
)31(

8

3
),(

1
dx

y
xyyxdyyxxdxdydxyxx

m
x

xx

D

c 

.
8

3

422

3
)1(4

8

3
1

0

421

0

2 







 

xx
dxxx  

             .
16

11
)31(

8

3
),(

1
1

0

22

0

 




x

D

c dyyxydxdydxyxy
m

y   

Demak, plastinkaning massa markazi 








16

11
,

8

3
nuqtada ekan.  ◄ 

6.3.7-misol. 1),( yx  zichlikka ega boʻlgan, egri  chiziqlar 

xy xy y x x y   1 2 2 2, , ,   bilan chegaralangan va I chorakda 

joylashgan yassi jismning koordinata oʻqlariga nisbatan inersiya 

momentlarini toping. 

Yechilishi: ► Berilgan D yassi jism 6.26-rasmda tasvirlangan. 

Koordinata oʻqlariga nisbatan  inersiya momentlarini (6.15) 

formulalardan topamiz. Bu integrallarni qutb koordinatalariga oʻtib 

hisoblash qulay:                                                                                                      

 egri chiziqning qutb koordinatalaridagi tenglamasini keltirib 

chiqaramiz:  

x r y r cos , sin . 

1xy
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 ⇒    ⇒     ⇒  , 

 ning qutb koordinatalaridagi tenglamasi quyidagicha:   

. 

 

 

 

 

 

 
                                             

6.26-rasm.  chiziqlar bilan chegaralangan yassi jism  

U holda   burchak
 

 dan  gacha oʻzgaradi,  

kesmadan olingan  ning har bir qiymatida  oʻzgaruvchi   dan  

gacha oʻzgaradi. Shunda Ox oʻqiga nisbatan  inersiya momenti 

quyidagiga teng boʻladi: 

 

Xuddi shuningdek, Oy oʻqiga nisbatan  inersiya momentini topamiz:  

◄ 

6.3.8-misol. 2 24 4, 2 4y x y x      chiziqlar bilan chegaralangan 

sohaning  oʻgirlik markazini toping. 

    Yechilishi: ►  Berilgan soha Ox oʻqiga simmetrik boʻlganligi 

sababli,  0cy   boʻladi. cx  ni topamiz.  Buning uchun dastlab, berilgan 

soha yuzini hisoblaymiz (6.27-rasm). 
2

2

(4 y )

2 2 2 22

0 0(y 4)

4

2 2
3

0

4 4
2 2

2 4

23 1
2 3 6 8.

04 12

D

y y
S dxdy dy dx dy

y
dy y y





  
     

 

   
       

  

   


 

x
y

1





cos

1
sin

r
r 

 cossin

12 r  cossin1)(1 r

xy  2

 cossin2)(2 r

xy xy y x x y   1 2 2 2, , ,

2

1
arctg1  2arctg2    1 2;

 r )(1 r )(2 r

    

  .
8

9

2

1
2

4

3
tgtg

4

3
tg

4

3

cos4

3

sin
4

1
sin

12

1

2

2

4

1

4

2

2

)(

)(

23

2

1

2

1

2

1

2

1















 





























d

drrdrrdI

r

r

x

I y 
9

8
.
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U holda,   

 

 
6.27-rasm.  chiziqlar bilan chegaralangan soha   ◄ 

6.3.9-misol. 
2 2

1
25 9

x y
  ellips va uning xordasi 1

5 3

x y
   bilan 

chegaralangan sohaning ogʻirlik markazini toping. 

Yechilishi: ►  Buning uchun dastlab yuzani hisoblaymiz: 

 

23
25

55 5

2

0 0
3 1

5

3 3 15
25 3 2 .

5 5 4

x

xD

x
S dxdy dx dy x dx 

 
 

 

 
 

 

 
        

 
     

Endi ogʻirlik markazi koordinatalarini hisoblaymiz: 

   

23
25

55 5

2

0 0
3 1

5

1 4 4 3
25 3 1

15 2 15 2 5 5

x

c

xD

x
x xdxdy xdx dy x x x dx

S  

 
 

 

 
 

 

  
            

     

=
 

 
   

3 2 3
2 2

54 3 1 2 3 4 75 10
25 25 25 ;

015 2 5 2 3 2 5 15 2 2 3 2

x x
x

  

   
           

    
 

   
 

 
 

   

23
25

255 5

2

0 0
3 1

5

5 2
2 3

0

1 4 4 1 9
25 9 1

15 2 15 2 2 25 5

52 9 2 12 5 1 12 125 125 2
5

015 2 25 125 2 2 3 125 2 2 3 2

x

c

xD

x
y ydxdy dx ydy x dx

S

x
x x dx x

 

   

 
 

 

 
 

 

  
         

     

    
        

      

   



 

◄ 

2

2

(4 y )

2 22
2 2 2 2

0 0(y 4)

4

2 3 5
2 4

0

1 1 1 1 1
2 (4 y ) (y 4)

8 8 8 4 16

21 3 3 1 3 2
3 3 .

08 2 16 8 2 80 5

c

D

x xdxdy dy xdx dy

y y
y y dy y





 
       

 

  
         

   

   



2 24 4, 2 4y x y x    
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Mavzu yuzasidan savollar: 

 

1. Ikki karrali integral yordamida soha  yuza qanday hisoblanadi? 

2. Ikki karrali integral yordamida jism hajmi qaysi formula bilan 

hisoblanadi? 

3. Ikki karrali integral yordamida sirt yuzi qanday hisoblanadi? 

4. Plastinka massasini hisoblash formulasini keltiring. 

5. Yassi jismning ogʻirlik markazi qanday hisoblanadi? 

6. Yassi jismning koordinata oʻqlariga va koordinata boshiga 

nisbatan inersiya momentlari qanday aniqlanadi? 

7. Plаstinkаdagi umumiy elektr zaryad miqdori ikki karrali integral 

yordamida qanday topiladi? 

 

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR

 
 

1. Berilgan sohada jism hajmini hisoblang: 

  
2. Zichligi integral ostidagi funksiyaga teng bo‘lgan bir jinsli plastinaning 

massasini toping:  

 3.  Zichligi integral ostidagi funksiyaga teng bo‘lgan bir jinsli 

plastinadagi umumiy zaryad miqdorini toping: 

  
4. Zichligi integral ostidagi funksiyaga teng bo‘lgan bir jinsli plastinaning 

og‘irlik markazini toping:  

5. Zichligi integral ostidagi funksiya bilan berilgan plastinaning inersiya 

momentini toping:  . 

 

TESTLAR

 
 

1. 
1, 4,

, 9

xy xy

x y x y

 

 
 chiziqlar bilan chegaralangan soha yuzasini hisoblang 

A)  3         B) 3ln3            C) ln 3           D)  3ln 2  

 

 2 31 , : , 3 .
D

y x dxdy D y x y x  

 3 3 24 , : 1, , ,
D

xy x y dxdy D x y x y x    

2 2 2 21 , : 4.
D

x y dxdy D x y   

sin , : , , 1, 2,
2

D

y xydxdy D y y x x


   

2 2

2 2
, : 9

1
D

dxdy
D x y

x y
 

 
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2. 2 1 , 0, 0y x x y     chiziqlar bilan chegaralangan D  moddiy yassi 

shaklning har bir nuqtasidagi sirt zichligi y ga teng bo‘lsa, Oy o‘qqa  

nisbatan inersiya momenti hisoblpansin. 

A)  
1

24
OyI         B)  

5

24
OyI           C)   

1

12
OyI          D)  

7

24
OyI   

 

3. 2 2 2x y a   silindrning 2 2 2x z a   silindr bilan kesishganidan hosil 

bo‘lgan qismining sirtini hisoblang. 

A) 28a         B)  22a           C)   24a           D) 26a   

 

4. 
2

24 , 0,
2

x
z y z y   

 sirtlar bilan chegaralangan  jismning hajmini 

hisoblang. 

A)  
255

21
          B)  

254

21
            C)   

253

21
          D)   

256

21
 

 

5. 2 2 2 , 0x y a y     chiziqlar bilan chegaralangan yuzaning og‘irlik 

markazi koordinatalarini toping. 

A) 
3

0;
4

a



 
 
 

          B) 
4

0;
3

a



 
 
 

           C)  
4

0;
3a

 
 
 

          D) 
3

0;
4a

 
 
 

 

 

 

6.4-§. Uch karrali integral  

 

 6.4.1. Dekart koordinatalarida uch o‘lchovli integrallarni 

hisoblash  

 

Uch o‘lchovli intеgrаl hаm ikki o‘lchovli intеgrаlgа o‘xshаsh  

аniqlаnаdi. Fаzoning biror ( )  sohаsidа vа shu sohаning   chеgаrаsidа 

аniqlаngаn uchtа o‘zgаruvchining  uzluksiz funksiyasi    zyxfu ;;   ni 

qаrаymiz. Quyidаgi аmаllаrni bаjаrаmiz: 

1)  ( )  sohаni hаr xil sirtlаr (xususiy holdа bu sirtlаr koordinаtа 

tеkisliklаrigа  pаrаllеl bo‘lishi mumkin) bilаn n   tа  ixtiyoriy jismgа  

bo‘lаmiz: 1 2 3 i n,  ,  , ...,  ,...,          . 

Bu qismlаrni elеmеntаr hаjmlаr dеb аtаymiz vа tеgishli jismlаrning 

hаjmlаrini hаm xuddi shundаy bеlgilаymiz.  

2) Hаr bir  elеmеntаr hаjmdаn bittаdаn  ( ; ; )i i i iP x y z   nuqtа olаmiz, 

nаtijаdа  n  nuqtаgа  egа bo‘lаmiz:  

1 1 1 1 2 2 2 2( ; ; ), ( ; ; ), ..., ( ; ; ), ..., ( ; ; )i i i i n n n nP x y z P x y z P x y z P x y z  
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 3) Tаnlаb olingаn ( ; ; )i i i iP x y z  nuqtаlаrdа     ; ;u f P f x y z   

funksiyaning qiymаtlаrini hisoblаb quyidаgigа kеlаmiz: 

   1 1 1 1; ;f P f x y z ,    2 2 2 2; ;f P f x y z ,...,    ; ;i i i if P f x y z ,...,    ; ;n n n nf P f x y z . 

4) Ushbu ko‘rinishdаgi ko‘pаytmаni tuzаmiz:  
   ; ;i i i i i if P f x y z     

5) Bu  ko‘pаytmаlаrdаn  tuzilgаn yig‘indi:   

                 
   

1 1

; ;
n n

i i i i i i

i i

f P f x y z 
 

                             (6.17) 

6.3-tеorеmа.  Аgаr   zyxfu ,,  funksiya yopiq chеgаrаlаngаn  

( )   sohаdа uzluksiz bo‘lsа, u holdа sohаni i  qismlаrgа bo‘lish sonining  

ortishi bilаn  ( )n  elеmеntаr hаjmlаr diаmеtrining eng kаttаsi nolgа 

intilgаndа (6.17) ko‘rinishdаgi intеgrаl yig‘indining limiti mаvjud 

bo‘lаdi.  Bu limit ( )  sohаni i  qismlаrgа bo‘lish usuligа  vа  ulаrdаn 

olingаn  ( ; ; )i i i iP x y z  nuqtаlаrni tаnlаsh usuligа  bog‘liq  emаs.  

Bu limit   zyxfu ,,  funksiyadan soha ( )  bo‘yicha olingan uch 

o‘lchovli intеgral deyiladi va quyidagicha belgilanadi: 

   
max 0

1 ( )

lim , , , ,
i

i i i i
d

i

f x y z f x y z d




 


 


                         (6.18) 

bu yеrdа ( )  - intеgrаllаsh sohаsi,   ; ;f x y z  -  intеgrаl ostidаgi funksiya,   

, ,x y z  -  lаr intеgrаllаsh  o‘zgаruvchilаri,  d  hаjm elеmеnti dеyilаdi.   

Uch o‘lchovli intеgrаl    sohаni qismlаrgа bo‘lish usuligа bog‘liq  

bo‘lmаgаnligi uchun uni koordinаtаlаr tеkisliklаrigа pаrаllеl tеkisliklаr 

bilаn tomonlаri  ix  , iy , iz   gа tеng bo‘lgаn to‘g‘ri burchаkli 

prizmаlаrgа  bo‘lish mumkin,  bundа i i i ix y z     . 

 Uch o‘lchovli intеgrаl  tа’rifigа ko‘rа:   

     
max 0

1 ( ) ( )

lim , , , , , ,
i

i i i i
d

i

f x y z f x y z d f x y z dxdydz


 

 


 


    
      

(6.19) 

Bu yеrdа dzdydx  - dеkаrt koordinаtа sistеmаsidаgi hаjm elеmеnti 

dеyilаdi. 

Uch karrali integrallarni hisoblash formulalari integrallash 

sohasining berilishiga qarab, turlicha boʻladi. 

а) Aytaylik, ),,( zyxf  funksiya 3R  fazodagi  

},,:),,{( 3 qzpdycbxaRzyxV   

toʻplam(parallelepiped)da uzluksiz boʻlsin (6.28-rasm). U holda quyidagi 

oʻrinli: 
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.               (6.20) 

 
6.28-rasm. To‘g‘ri parallelepiped shaklidagi integrallash sohasi 

 

b) Aytaylik,  3R  fazodagi toʻplam V  – quyidan ),(1 yxuz  , yuqoridan 

),(2 yxuz   sirt (bunda 2RD   toʻplam V  jismning Oxy tekisligidagi 

proyeksiyasi) bilan chegaralangan toʻplam boʻlsin (6.29, a va b-rasmlar). 

Agar bu V  da ),,( zyxf  uzluksiz, ),(1 yxu  va ),(2 yxu  funksiyalar D  da 

uzluksiz boʻlsa, u holda  

                (6.21) 

oʻrinli boʻladi.  

                
                     

                                  a)                                                                   b)  

6.29-rasm. Integrallash D sohalari 

          

v) Аgar b) holdagi D  toʻplam quyidagicha (6.30-rasm). 

})()(   ,c:),{( 21

2 xhxxhdyRyxD   

boʻlib, 1h  va 2h  funksiyalar ],[ ba  da uzluksiz boʻlsa, u holda  

   

d

c

xh

xh

yxu

yxuV

dydxdzzyxfdxdydzzyxf ])),,(([),,(

)(

)(

),(

),(

2

1

2

1

          (6.22) 

tenglik oʻrinli boʻladi. 

   
b

a

d

c

q

pV

dxdydzzyxfdxdydzzyxf ])),,(([),,(

  dxdydzzyxfdxdydzzyxf
D

yxu

yxuV

  














),(

),(

2

1

,,),,(
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6.30-rasm. Integrallash D sohasi 

6.4.1-misol.    


3

0

2

1

1

0

2 dzdxdyxyz  integralni hisoblang. 

Yechilishi:►  

.
4

27

34

3

22

1

2

1

2

3

0

33

0

2

1

2
2

3

0

2

1

2

3

0

1

0

22

1

2

3

0

2

1

1

0

2 

























     



z
dz

y
zdydzyzdy

x
yzdzdxdyxyz ◄ 

 

6.4.2-misol.  
V

dxdydzzyxJ )(  integralni hisoblang, bunda  

}20,30,10:),,{( 3  zyxRzyxV . 

Yechilishi: ► Mos formulani tanlab olamiz va quyidagini 

hisoblaymiz:  

     





1

0

3

0

1

0

2

0

3

0

21

0

3

0

2

0

])1(2[])
2

([]))(([ dxdyyxdxdy
z

yzxzdxdydzzyx

z

z

 

  



1

0

1

0

3

0

2

18)156()
2

(2 dxxdxy
y

xy y

y . ◄ 

6.4.3-misol.  
 

V

dxdydzz 2
 integralni hisoblang, bunda  V –quyidagi

22 yxz   konus va hz   tekisliklar bilan chegaralangan toʻplam.  

Yechilishi: ►  V  ning Oxy tekislikdagi proyeksiyasi  

}:),{( 2222 hyxRyxD   

boʻladi. Yuqoridagi mos formuladan foydalanib topamiz: 

   
























D D

h

yx

dxdyyx
h

dxdydzzJ 2

3
22

3
2

3

1

322

. 

Bu integralda (6.3) qutb koordinatasiga oʻtamiz va hisoblaymiz:   

  




















2

0

5

0

3
3

5

1

3

1

3
hdrdrr

h
J

h

. ◄ 
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6.4.2. Uch karrali integralda oʻzgaruvchilarni almashtirish. 

Silindrik va sferik koordinatalar sistemasida uch karrali integral 
 

 zyxf ,,  funksiya 3RV   toʻplamda berilgan va uzluksiz boʻlsin. 

Bu funksiyaning argumentlari ham biror wvu ,,  oʻzgaruvchilarning 

funksiyasi boʻlsin:              

 

 

 













wvuz

wvuy

wvux

,,

,,,

,,,







 

 zyx ,,  larni mos ravishda wvu ,,  oʻzgaruvchilar bilan almashtiramiz:  

        


 dudvdwJwvuwvuwvufdzdydzzyxf
V

,,,,,,,,,,   

Bunda zyx ,,  oʻzgaruvchilarni wvu ,,  ga oʻtishdagi yakobianni topamiz: 

dw

dz

dv

dz

du

dz
dw

dy

dv

dy

du

dy
dw

dx

dv

dx

du

dx

J   

Koʻp hollarda uch karrali integrallar dekart koordinatalaridan 

silindrik yoki sferik koordinatalarga oʻtish orqali hisoblanadi. 

а) Dekart koordinatalari zyx ,,  dan silindrik koordinatalar  zr ,  ,   

ga oʻtish quyidagi formulalar yordamida amalga oshiriladi (6.31, a va b-

rasm):   















zz

ry

rx





sin

cos

,      zr ,20,0   

Bu almashtirishning yakobianini topamiz:  

rr

r

dz

dz

d

dz

dr

dz
dz

dy

d

dy

dr

dy
dz

dx

d

dx

dr

dx

J 





100

0cossin

0sincos











 

Shunda silindrik koordinatalar sistemasida uch karrali integral quyidagiga 

teng boʻladi: 

    dzdrdrzrrfdxdydzzyxf
V

   ,sin,cos,, 


       (6.23) 
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a) b)   

 

6.31-rasm. Silindrik koordinata sistemasi 

 

b) zyx ,,  dekart koordinatalaridan   ,,  sferik koordinatalariga 

oʻtish  (6.32, a va b-rasm):   

     





















cos

sinsin

cossin

z

y

x

,          0,20,0  

 formulalar yordamida amalga oshiriladi.  

                
                                  a)                                                             b)   

 
6.32-rasm.  Sferik koordinata sistemasi 

 

Almashtirish yakobiani  sin2J   boʻlib, sferik koordinatalar 

sistemasida uch karrali integral quyidagiga teng boʻladi: 

     dddfdxdydzzyxf
VV

   sincos,sinsin,cossin,, 2

  . 

Sferik koordinatalardan dekart koordinatalariga oʻtish ham mumkin: 
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2 2 2

arccos

r x y z

y
arctg

x

z

r






  










 

d) zyx ,,  dekart koordinatalaridan   ,,  umumlashgan sferik 

koordinatalariga oʻtish mumkin.  Bu     





















cos

sinsin

cossin

cz

by

ax

,          0,20,0  

 formulalar yordamida amalga oshiriladi. Almashtirish yakobiani 

 sin2abcJ    boʻlib, sferik koordinatalar sistemasida uch karrali 

integral quyidagiga teng boʻladi: 

 

  .   sincos,sinsin,cossin

,,                                 

2  dddabccbaf

dxdydzzyxf

V

V









   (6.24) 

 

6.4.4-misol.  
V

zdzdydz  integralni hisoblang, bunda  

V :  0
2

2

2

22




h
h

z

R

yx
 konusning yuqori qismi va hz   

tekislik bilan chegaralangan toʻplam. 

Yechilishi: ►   Berilgan integralda silindrik koordinataga oʻtamiz. 















zz

ry

rx





sin

cos

          20,0  Rr  

   r
R

h
z

h

z

R

r

h

z

R

yx



                   

2

2

2

2

2

2

2

22

, 

Natijada   drdrzdzzdxdydz

R h

p
r

hV

  

































0

2

0



  boʻladi. Uni hisoblaymiz: 

    














































RRR hz

r
R

h
z

d
R

r
rdr

h
dr

R

hh
rdrdrd

z
r

0

2

0

2

22

0

2

0

2

2

22

0

2

0

2

1
2222



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.
4422

2

2

22

00

2

42
2

2

32

0

2

0

2

22 Rh

R

rr
hdr

R

r
r

h
dr

R

r
r

h
RRR



































   ◄ 

 

6.4.5-misol.    
V

dxdydzzyxJ 222
 integralni hisoblang, bunda 

V – toʻplam 2222 rzyx   shardan iborat. 

Yechilishi: ►   Berilgan integralda sferik koordinataga oʻtamiz. 





















cos

sinsin

cossin

z

y

x

           0,20,0 ,  sin2J . 

Natijada berilgan integral  quyidagi koʻrinishga keladi: 

    



























r

V

ddddxdydzzyxJ
0 0

2

0

22222 sin 
 

 

Oxirgi integralni hisoblaymiz: 

 
5

4
42sinsin

5

0

4

0 0

4

0 0

2

0

4 r
dddpdddp

rrr



 




































    .◄ 

 

 

6.4.3. Uch karrali integralning tatbiqlari 
 

Аgаr  ( )  sohаdа    , , 1f x y z      boʻlsа,  u holdа  uch oʻlchovli 

intеgrаlning qiymаti   ( )  sohаning    V   hаjmigа tеng boʻlаdi (uch 

oʻlchovli integralning geometrik ma’nosi). 

( ) ( )

V d dxdydz
 

   . 

 Аgаr  ( ) , ,f P f x y z   funksiya  ( )  sohаdа mаssа 

tаqsimlаnishining  zichligi  boʻlsа, u holdа   uch oʻlchovli intеgrаlning 

qiymаti V hаjmdаgi moddа mаssаsini bеrаdi (uch oʻlchovli integralning 

fizik ma’nosi).     

   
( ) ( )

, ,m f P d f x y z dxdydz
 

   . 

Uch oʻlchovli integral yordamida, shuningdek, quyidagilarni 

hisoblash mumkin: 

а) Jismning OxzOxy,  va Oyz koordinata tekisliklariga nisbatan 

statik momentlari: 
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







G

xz

G

xy

dxdydzzyxyM

dxdydzzyxzM

,),,(

,),,(





 


G

yz dxdydzzyxxM ,),,(  

bunda  ( , , )x y z  ― moddaning solishtirma zichligi; 

b) Jismning ogʻirlik markazi koordinatalarini topish formulalari: 

;

),,(

m

dxdydzzyxx

m

M
x Gyz

c






 

;

),,(

m

dxdydzzyxy

m

M
y Gxz

c






 

m

dxdydzzyxz

m

M
z Gxy

c




,),,(

 

bunda m ― jism massasi; 

   v) Jismning koordinata tekisliklari, koordinata oʻqlari va koordinata 

boshiga nisbatan inersiya momentlari:

 

 

,),,(

,),,(

2

2

dxdydzzyxyI

dxdydzzyxzI

G

xz

G

xy













 


G

yz dxdydzzyxxI ,),,(2  

.      ,     ,      , 0 yzxzxyxzxzzyzxyyxzxyx IIIIIIIIIIIII   

 

6.4.6-misol.  Zichligi zzyx ),,(  boʻlgan  konus sirt 

va  tekislik bilan chegaralangan jism massasini toping.  

 

Yechilishi: ►Konusning uchi O1(0,0,2) nuqtada, konusni 

tekislik bilan kesimida  

   ⇒     ⇒     
 aylana hosil boʻladi (6.33-rasm). Qaralayotgan jismning sirt tenglamasi 

quyidagiga teng: . 

222)2( yxz 

0z

0z

222)2( yxz  222)20( yx  422  yx

222 yxz 
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6.33-rasm.  Konus sirt bilan chegaralangan jism 

 

Endi silindrik koordinataga oʻtib hisoblaymiz, chunki aniqlanish 

sohasining proyeksiyasi doiradan iborat. 

      bunda     ,      

Bularni formulaga qoʻyamiz va jism massasini hisoblaymiz:  

 

 

 

  

Demak, jismning massasi 4π ga teng. ◄ 

 

6.4.7-misol.   va  sirtlar bilan chegaralangan 

jismning ogʻirlik markazini toping.  

Yechilishi: ►  Jismni chizmada tasavvur qilamiz (6.34-rasm).  

 
6.34-rasm.  va  sirtlar bilan chegaralangan jism 

 








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



zz

ry
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
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Jism zichligi  ga teng. Jismning Oyz tekislikka 

proyeksiyasi markazi koordinata boshida, radiusi 2 ga teng boʻlgan 

doiradan iborat. Silindrik koordinataga oʻtamiz: 

      bunda     ,      

topilgan kattaliklarni formulaga qoʻyamiz va jism massasini hisoblaymiz:  

 

Endi ogʻirlik markazinining x koordinatasini topamiz: 

 

                          

Demak, jismning ogʻirlik markazi  koordinatali nuqtada ekan.◄ 

 

Mavzu yuzasidan savollar: 

 

1. Uch oʻzgaruvchili funksiyaning integral yigʻindisi qanday 

koʻrinishda  boʻladi? 

2. Uch oʻlchovli integralning mavjudligi haqidagi teoremani ayting. 

3. Uch oʻlchоvli intеgrаlning  geometrik ma’nosi nima? 

4. Uch oʻlchоvli intеgrаlning   mexanik ma’nosini ayting 

5. Uch oʻlchovli integralning xossalarini ayting. 

6. Oʻrtа qiymаt hаqidаgi tеоrеmаni ayting. 

7. Intеgrаlning chеgаrаlаngаnligi hаqidаgi tеоrеmаni ayting. 

8. Uch oʻlchovli integral qanday hisoblanadi? 

9. Uch karrali integral nima? 

10. Uch karrali intеgrаlda Dekart koordinatalaridan silindrik 

koordinatasiga oʻtish formulasini ayting. 

11. Uch karrali intеgrаlda Dekart koordinatalaridan sferik 

koordinatasiga oʻtish formulasini ayting. 

12. Uch karrali intеgrаlda Dekart koordinatalaridan silindrik 

koordinatasiga oʻtishda almashtirish yakobiani nimaga teng?  

 

1),,( zyx
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


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
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MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR

 
 

1. Uch karrali integrallarni hisoblang. 

a)   ;                        b)    ; 

            c)   ;                   d)    ; 

e)   ;                   f)    ; 

  2. Hisoblang:   

  3.  Hisoblang:  

  4. Hisoblang:    

  5. Hisoblang:    

TESTLAR 

1. Uch karrali integral yordamida 
0, 0, 1,

3, 2 3

x z y

y x z

  

  
 tekisliklar bilan 

chegaralangan jism hajmini toping. 

A) 4.5          B)  3.5            C)        4               D)  0.5 

2. Hisoblang: ,
V

xyzdxdydz  agar  








1

   ,0   ,0,0
:

222 zyx

zyx
V  

A)  1/18          B)  1/48            C)        1/81               D)  1/84 

3. Uch karrali integral yordamida   222
2 yxz 

 
va 0z  sirtlar bilan 

chegaralangan, zichligi zzyx ),,(  bo‘lgan jism massasini toping 

A) 
8

3
                 B)  

3

8
              C)   

8


              D) 

3

4
 

4. Uch karrali integral yordamida 1z

 
va 

225 yxz   sirtlar bilan 

chegaralangan jism hajmini toping. 

A)   8           B)  8            C)            D) 8 

5. Agar  V: 
2222 Rzyx   shar bo‘lsa, ,2


V

dxdydzx  hisoblang. 

A)  
15

4 5R
          B)  

5

4 5R
           C)  

15

5R
         D) 

15

4 5R
. 

 




3

0

0

2

1

0

dzdydx 
3

0

2

0

1

0

zdzydyxdx


xyx

zdzydyxdx
00

1

0


xyx

dzxyzxydydx
0

2

0

1

0


5

2

2

0

3

1

ydyxdxzdz  

xyx

dzxyzxydydxx
0

2

0

1

0

)1(

2 , : 2 1, 0 2, 0 3.
V

xy zdxdydz V x y z      

 2 2 2 2 2 2, : 4, 0, 0, 0.
V

x y z dxdydz V x y z x y z       

21 , : , 0, 2, , 0.
V

xzdxdydz V y x y x z xy z    

 2 , : 0 1, 1 2, 0 3.
V

xy z dxdydz V x y z       
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7.1-§. I va II tur egri chiziqli integrallar. Grin formulasi 
 

Ushbu bobda vektor maydonlar nazariyasini oʻrganamiz. Xususan 

ob’yektni egri chiziq boʻylab kuch maydoni ta’sirida aylantirishda 

bajarilgan ishni hisoblash amaliyotini qaraymiz. Buni egri chiziqli 

integrallar yordamida amalga oshiramiz. Shuningdek, sirt boʻylab 

suyuqlik oqimi tezligini topish uchun sirt integrallarini oʻrganamiz.  

 

7.1.1. I tur egri chiziqli integral va uning geometrik va fizik 

ma’nolari 
 

Tekislikda sodda uzunlikka ega boʻlgan  C egri chiziqni qaraylik 

(7.1-rasm). 

1) Egri chiziqda  ga yoʻnalishni musbat yoʻnalish 

deb, uni quyidagi nuqtalar bilan boʻlaklarga ajratamiz: . 

Natijada C egri chiziq     boʻlakchalarga ajraladi. 

 
7.1-rasm. Tekislikda sodda uzunlikka ega boʻlgan  C egri chiziq 

  dan        0 nPP

  ,,...,, 110 nn PPPP 

ii PP 1 )1,...,2,1,0(  ni
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2)  Boʻlakchalarning uzunligini )1,...,2,1,0(       nklk  deb 

belgilaymiz. U holda  boʻlaklashning maksimal uzunligi  

  max kP l boʻladi.  

3) Aytaylik, C egri chiziqda  funksiya aniqlangan boʻlsin 

 Har bir  boʻlakchada ixtiyoriy  nuqtani 

tanlaymiz. 

4) Tanlangan nuqtalardagi  funksiya qiymatini  

hisoblaymiz. 

5) Topilgan  funksiya qiymatlarni  kl  ga koʻpaytiramiz. 

6)  Koʻpaytmalarning yigʻindisini hosil qilamiz:  ),(
1

0

k

n

k

kk lf 




 . 

7)   nolga intilganda limitga oʻtamiz:  ),(lim
1

0
0

k

n

k

kk lf
P










.  

Agar  olinganda ham   son topilsaki, C egri chiziqning 

diametri  boʻlgan har qanday  boʻlaklash uchun tuzilgan  

yigʻindi ixtiyoriy  nuqtalarda   tengsizlikni 

qanoatlantirsa,  funksiya C egri chiziq boʻyicha  integrallanuvchi  

 ),(lim),(
1

0
0

k

n

k

kk

C

lfdlyxf
P

 








 

deyilib,  son esa  funksiyaning   egri chiziq boʻyicha I 

tur egri chiziqli integrali deyiladi va quyidagicha belgilanadi:  


C

dlyxf ),( . 

 Ta’rifdan koʻrinadiki,  funksiyaning I tur egri chiziqli integrali egri 

chiziqning yoʻnalishiga bogʻliq emas:   






BAAB

dlyxfdlyxf ),(),( .                             (7.1) 

I tur egri chiziqli integral ta’rifidan koʻrinadiki,  bu integral  

funksiya va  egri chiziqqa bogʻliq boʻladi.  

I tur egri chiziqli integrallar yordamida  egri chiziqning uzunligini, 

jismning massasini, ogʻirlik markazini, inersiya momentini topish kabi 

fizikaviy masalalar hal qilinadi. 

1. Tekislikda uzunlikka ega boʻlgan  egri chiziqning uzunligi  






AB

dlL

                                                                     

(7.2) 

      integral formula yordamida aniqlanadi. 

P

),( yxf

).),(( Cyx  ii PP 1 ),( ***

iii yxP

),( yxf ),( kkf 

),( kkf 

max{ }p k
k

S  

0 0

 p
P 

),( ***

iii yxP   J

),( yxf

J ),( yxf ),( yxf BA


),( yxf

),( yxf

BA


BA

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2. Tekislikda uzunlikka ega boʻlgan  egri chizigʻi boʻyicha 

massa tarqatilgan boʻlib, uning zichligi  boʻlsin. Bu egri 

chiziqning massasi ushbu  

                                                    





AB

dlyxm ),(

       
                       (7.3)  

ogʻirlik markazining koordinatalari esa quyidagi   






ABAB

dlyxy
m

ydlyxx
m

x ),(
1

      ,),(
1

00 

                 
(7.4) 

integrallar yordamida topiladi.  

3. Tekislikda uzunlikka ega boʻlgan  egri chiziqning  ва  

koordinata oʻqlariga nisbatan statik momentlari quyidagi formulalar bilan 






AB

y

AB

x xdlMydlM          , ,                       (7.5) 

shu oʻqlarga nisbatan inersiya momentlari esa quyidagi 

                                       




AB

y

AB

x dlxdly 22 I         ,I                             (7.6)  

integrallar yordamida topiladi.  

 

7.1.2. I tur egri chiziqli integralning xossalari. I tur egri chiziqli 

integralni hisoblash 

 

Egri chiziqli integrallarning xossalari ham oddiy bir o‘zgaruvchili 

integral xossalariga o‘xshash bo‘ladi:  

10. O‘zgarmas ko‘paytuvchini integral belgisidan tashqariga 

chiqarish mumkin:    
AB AB

dyxfkdyxkf ,),(),(    k – o‘zgаrmаs sоn. 

20.   Yig‘indining integrali integrallar yig‘indisiga teng: 

    
AB ABAB

dyxdyxfdyxyxf  ),(),(),(),(  . 

30.  Integrallash oralig‘ini bir nechta chekli sondagi, o‘zaro 

kesishmaydigan oraliqlarga ajratib, hisoblash xossasi o‘rinli: 

  
AB AC CB

dyxfdyxfdyxf ,),(),(),(   

bu yеrdа  AC+CB=AB. 

Faraz qilaylik,  sodda silliq chiziq tekislikda parametrik 

tenglamalar bilan berilgan boʻlsin: 

 va   . 

BA


),( yx 

BA


Ox Oy

BA


)(
)(

),(
 








t

tyy

txx
))(),(()),(),((  yxByxA 
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Shu egri chiziqda  funksiya berilgan bo‘lsin. 

7.1-teorema. Agar  funksiya  da uzluksiz boʻlsa,  u holda 

I tur egri chiziqli integral 


AB

dlyxf ),(  mavjud boʻlib, u quyidagiga teng 

boʻladi:               dttytxtytxfdlyxf

AB

 






)()())(),((),( 22

                     
(7.7) 

1-natija.   egri chiziq  tenglama bilan 

aniqlangan boʻlsin va  funksiya  kesmada uzluksiz hamda 

uzluksiz  hosilaga ega boʻlsin ( ).  

Agar  funksiya shu  egri chiziqda uzluksiz boʻlsa,  




AB

dlyxf ),(  I tur egri chiziqli integral mavjud boʻladi:   

dxyxyxfdlyxf

b

a
AB

 


21))(,(),( .                     (7.8) 

2-natija.   еgri chiziq  x=x(y)  tеnglаmа bilаn bеrilgаn bo‘lsа,      

(c ≤  y ≤ d), intеgrаl          dyxyyxfdlyxf

d

c
AB

 


21)),((),(                     (7.9) 

fоrmulа bilаn hisоblаnаdi. 

3-natija.  egri chiziq qutb koordinatasida  

tenglama bilan berilgan boʻlsin, bunda  funksiya  segmentda 

uzluksiz va  uzluksiz hosilaga ega boʻlsin. Bu egri chiziqda  

funksiya aniqlangan va uzluksiz boʻlsin. U holda I tur egri chiziqli integral 

mavjud boʻladi:   






dfdlyxf

AB

 


22)sin,cos(),(

               
(7.10) 

Faraz qilaylik,  sodda silliq chiziq fazoda parametrik tenglamalar 

bilan berilgan boʻlsin: 

 va    

boʻlsin. Shu egri chiziqda  funksiya berilgan bo‘lsin. 

),( yxf

),( yxf BA


BA


)(xyy  )( bxa 

)(xy ],[ ba

)(xy     BbyAay  ,

),( yxf BA


BA


BA


)()(  

)(  ],[ 

 ),( yxf

BA
















)(

)(

)(

tzz

tyy

txx

))(),(),(()),(),(),((  zyxBzyxA 

),,( zyxf
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7.2-teorema. Agar  funksiya  da uzluksiz boʻlsa,  u 

holda I tur egri chiziqli 


AB

dlzyxf ),,(  integral  mavjud boʻlib, u quyidagiga 

teng boʻladi:  

dttztytxtztytxfdlzyxf

AB

 






)()()())(),(),((),,( 222
 
       

(7.11) 

 

7.1.1-misol.  


AB

dl
y

x
 integralni hisoblang, bunda   egri chiziq 

 parabolaning ,   nuqtalari orasidagi qismi. 

Yechilishi: ►   va    qiymatlarni 

aniqlab, soʻngra  (7.8) formulaga qoʻyamiz: 

  .)3355(
6

1
21

2

1

2

21

2
21

2

2

1

2

1

2

1

2

 








dxxdx
x

x

x

x
dxx

x

x
dl

y

x

AB

◄ 

 

7.1.2-misol. 
C

dl


cos
1

  integralni hisoblang, bunda  С-markazi  

nuqtada, radiusi  ga teng boʻlgan aylana.  

 

Yechilishi: ► Hisoblashni qutb koordinatasida bajaramiz. 

Aylananing tenglamasi qutb koordinatasida quyidagicha boʻladi: 

 

(7.10) formuladan foydalanamiz.  

.)()(
cos

cos
1

2

2

22
2

2

















 


dddl
C

 ◄ 

 

7.1.3-misol.   
С

dlyx )2( 2
 integralni hisoblang, bunda  С:    

aylana (7.2 va 7.3-rasmlar).  

Yechilishi: ► Hisoblashni (7.7) formuladan foydalanib bajaramiz. 

Bizning misolda  ,       ekanligini aniqlaymiz.   

  dtttdtttttdlyx
С



0

2

0

2222 )sincos2(cossin)sincos2()2(  

),,( zyxf BA


BA


xy 22   2,1  2,2

xyxy 2          22  21  x

 0,a

a

)
22

(cos2)(





  a

122  yx









ty

tx

sin

cos
 t0
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.
3

2
2

3

cos
2

0

3









 



t
t  

                

7.2-rasm.  integral egri chiziq               7.3-rasm. Integrallash chizig‘i  ◄ 

7.1.4-misol.   tenglamalar sistemasi 

bilan aniqlangan  egri chiziq (astroida)ning uzunligini toping (7.4-

rasm). 

Yechilishi: ► Astroida koordinata oʻqlarga nisbatan simmetrik 

boʻladi, shuning uchun bitta boʻlagini uzunligini topib, uni 4 ga 

koʻpaytiramiz. (7.7) formuladan foydalanamiz: 

 
7.4-rasm. Astroida chizigʻi 

 


dtttattadttytxdlL

AB

2

0

2222
2

0

22 )cossin3()sincos3()()(4



  

. ◄ 

 

7.1.5-misol.  Chiziqning zichligi  boʻlgan  massali egri 

chiziq  parabolaing massasi hamda ogʻirlik markazini 

toping.  

 
С

dlyx )2( 2

)20(
sin)(

,cos)(

3

3











t

taty

tatx

BA


 
2

0

2

0

2
2

62sin62sin
4

9
4



atdtadtt
a

yyx ),( BA


)
2

0(22 p
xpxy 
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Yechilishi: ► (7.3) va (7.4) formulalardan foydalanamiz. 

Parabolaning massasi  




AB

dlym  ga teng. Endi I tur egri chiziqli integralni 

aniq integralga keltirib, hisoblaymiz: 

 

. 

Qaralayorgam massali parabolaning ogʻirlik markazining 

koordinatalarini tegishli formuladan foydalanib topamiz: 

,
11
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223
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p

dyypy
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Demak,   

. 

Xuddi shunga oʻxshash 2-koordinatasi ham 

))21ln(23(
28

)22(31
0 


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
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p
dlyy

m
y  

boʻlishi topiladi. ◄ 

 

7.1.6-misol.   aylananing diametriga nisbatan inersiya 

momentini toping.  

Yechilishi: ► Berilgan aylananing parametrik tenglamasi 

quyidagicha: 
 
boʻladi. Aylana diametrini  

oʻqqa joylashtirib, soʻng (7.6) formuladan foydalanamiz: 
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 1ky

7.1.7-misol. Agar  vint chizigʻi   parametrik 

koʻrinishda berilgan bo‘lsa, 


AB

zdly sin  integralni hisoblang,  

Yechilishi: ►   (7.5) formuladan foydalanamiz: 

.21cossinsin)(sin)(cossinsinsin

2

0

222

2

0

222 


 


dttdttttttzdly

AB

  ◄ 

 

7.1.3. II  tur egri chiziqli integral va uning geometrik va fizik 

ma’nolari, xossalari 

 

Tekislikda uzunlikka ega boʻlgan (sodda)  egri chiziqni qaraylik.               

  
7.5-rasm. Tekislikda sodda  egri chiziq 

 

Bu egri chiziqning biror 

boʻlaklashlarini olamiz. Natijada  egri chiziq  

boʻlakchalarga ajraladi.  ning  va  koordinatalar oʻqlardagi 

proyeksiyalari mos ravishda  va  boʻlsin:  

 

Aytaylik,  egri chiziqda  funksiya berilgan boʻlsin. Har bir 

 da ixtiyoriy  nuqtalarni olib, soʻng bu nuqtadagi funksiyaning 

 qiymatini  va  larga koʻpaytirib, quyidagi 
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yigʻindilarni hosil qilamiz. Bu yigʻindilar  funksiyaga  va   egri 

chiziqni boʻlaklashga hamda har bir  da olingan  nuqtalarga 

bogʻliq boʻladi (7.5-rasm). 

Agar  olinganda ham  son topilsaki,  egri chiziqning 

diametri  boʻlgan har qanday  boʻlaklash uchun tuzilgan  

yigʻindi  nuqtalarda tengsizlik 

bajarilsa, ya’ni   

 

limit oʻrinli boʻlsa,  funksiya  egri chiziq boʻyicha 

integrallanuvchi va  son ( son)  funksiyaning II tur egri chiziqli 

integrali deyiladi va quyidagicha belgilanadi: 
 

Ushbu ta’rifdan quyidagilar kelib chiqadi: 

1)  funksiyaning  egri chiziq boʻyicha II tur egri chiziqli 

integrali 2 ta boʻladi:    . 

Aytaylik,  egri chiziqda  va  funksiyalar berilgan 

boʻlib,  lar ularning II tur egri chiziqli integrallari 

boʻlsin. U holda ushbu yigʻindi  II tur egri chiziqli 

integralning umumiy koʻrinishi deyiladi va quyidagicha belgilanadi:  
 

Demak,             .       (7.12) 

2)  funksiyaning II tur egri chiziqli integrallari  egri 

chiziqning yoʻnalishiga bogʻliq boʻladi:  
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(7.13) 
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3) Agar  egri chiziq  ( ) koordinatalar oʻqiga perpendikulyar 

boʻlgan toʻgʻri chiziq kesmasidan iborat boʻlsa,   

 

tenglik oʻrinli boʻladi. 

Aytaylik,  sodda yopiq egri chiziq boʻlsin. U holda  va 

 nuqtalar ustma-ust tushadi (7.6-rasm):  

 
7.6-rasm. Tekislikda yopiq sodda  egri chiziq 

 

Yopiq egri chiziq da chizmada koʻrsatilganidek, 2 xil yoʻnalish 

boʻlib, ulardan biri musbat, ikkinchisi esa manfiy boʻladi. 

Agar kuzatuvchi  chiziq boʻyicha harakatlanganda  bilan 

chegaralangan toʻplam har doim chap tomonda qolsa, bunday yoʻnalish 

musbat yoʻnalish boʻladi, aks holda manfiy yoʻnalish boʻladi. 

 egri chiziqda   funksiya berilga boʻlsin.  chiziqda 

ixtiyoriy ikkita  va  nuqtalarni olaylik. Bu nuqtalar  egri chiziqni 

ikkita  va  egri chiziqlarga ajratadi.  

Faraz qilaylik,  integrallar mavjud 

boʻlsin. Ushbu 
  

yigʻindi   funksiyaning  

yopiq egri chiziq boʻyicha II tur egri chiziqli integrali deyiladi va 

quyidagicha belgilanadi: 

  yoki      

Bu holda  yopiq chiziqning musbat yoʻnalishi olinadi: 

.                  (7.14) 

Xuddi shunga oʻxshash   hamda umumiy holda 

BA


Ox Oy









  0),(0),(

BAAB

dyyxfdyyxf


BAK


 A

B

BA


K

K K

K ),( yxf K

A B K

BnA


AmB



AmBBnA

dxyxfdxyxf


),(,),(

 
AmBBnA

dxyxfdxyxf


),(),( ),( yxf K


K

dxyxf ),( 
K

dxyxf ),(

K

 
AmBBnAK

dxyxfdxyxfdxyxf


),(),(),(


K

dyyxf ),(

 
 

 

 

  

 



334 
 

 

integrallar ham ta’riflanadi.  

Aytaylik,  fazodagi sodda uzunlikka ega boʻlgan egri chiziq 

boʻlib, bu egri chiziqda  funksiya berilgan boʻlsin. 

Yuqoridagidek, fazodagi  funksiya uchun ham II tur egri chiziqli 

integrallar ta’riflanadi va ular quyidagicha belgilanadi: 

 

.                  (7.15) 

 

 II tur egri chiziqli integral yordamida tekis shaklning yuzi, kuch 

ta’sirida boʻlgan maydonda bajarilgan ishni topish mumkin. Shuningdek, 

boshqa turli fizik va mexanik masalalarni hal qilish mumkin.  

Tekislikda biror yuzaga ega boʻlgan  shakl berilgan boʻlib, uning 

chegarasi toʻgʻrilanuvchi yopiq  chiziqdan iborat boʻlsin. Bu shaklning 

yuzi ushbu 

 

formulalar yordamida topiladi. 

Agar uzunlikka ega boʻlgan  egri chiziq berilgan boʻlib, uning 

har bir  nuqtasi  ushbu  kuch ta’sirida 

boʻlsa, u holda  nuqtani  nuqtaga oʻtkazishda bajarilgan ish 

quyidagiga teng boʻladi:  

.                         (*) 

Хоssаlаri. Ikkinchi tur egri chiziqli integral birinchi tur egri chiziqli 

integralning hamma hossalariga egadir. 

 

7.1.4. II tur egri chiziqli integralni hisoblash 

 

Faraz qilaylik,  egri chiziq parametrik tenglamalar bilan berilgan 

boʻlsin: .   fuksiya  da uzluksiz va  

hosilaga ega,  funksiya ham   da uzluksiz hamda  
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oʻzgarganda  egri chiziqning   nuqtasi  dan  ga qarab 

 yoyni chizsin.  

7.3-teorema. Agar  funksiya  da uzluksiz boʻlsa, u holda II 

tur egri chiziqli integral  mavjud boʻladi va quyidagi tenglik 

bilan hisoblanadi:         

                            (7.16) 

Aytaylik, parametrik tenglama bilan berilgan ,  funksiyalar 

 da uzluksiz boʻlib,  funksiya uzluksiz  hosilaga ega boʻlsin. 

 

7.4-teorema. Agar  funksiya  da uzluksiz boʻlsa, u holda 

II tur egri chiziqli integral  mavjud boʻlib, u quyidagiga teng 

boʻladi:                   

  
                       

(7.17) 

Aytaylik, parametrik tenglama bilan berilgan ,  funksiyalar 

 da uzluksiz  va  hosilalarga ega boʻlsin. 

 

7.5-teorema.  Agar  va  funksiyalar  da uzluksiz 

boʻlsa, u holda egri chiziqli integral mavjud boʻlib, u quyidagiga teng 

boʻladi: 

 . (7.18) 

Bu teoremalar egri chiziqli integrallarni hisoblash imkonini beradi.  

Agar  egri chiziq  ,  

parametrik tenglamalar bilan berilgan boʻlsa, u holda  egri chiziqli 

itegrallar birmuncha sodda koʻrinishga ega boʻladi. 

Agar  egri chiziq   tenglama bilan berilgan 

boʻlib,  funksiya  da uzluksiz  hosilaga ega boʻlsa, u holda  

 

       (7.19) 

tengliklar oʻrinli boʻladi.  
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Agar  egri chiziq   tenglama bilan berilgan 

boʻlib,  funksiya  da uzluksiz  hosilaga ega boʻlsa, u holda 

quyidagi tengliklar oʻrinli boʻladi: 

, 

.          (7.20) 

 

7.1.8-misol.  integrallani 

hisoblang, bunda   egri chiziq  parabolaning absissalari 

 boʻlgan nuqtalari orasidagi qismi. 

Yechilishi: ►  egri chiziq  tenglama bilan aniqlanishini 

e’tiborga olib,  integralni hisoblashda (7.19) formuladan foydalanamiz:   

. 

2J  integralda integrallash egri chizigʻi  boʻlib, (7.20) 

formulaga koʻra,  

 

boʻladi. ◄ 

7.1.9-misol.  integralni hisoblang, bunda  egri 

chiziq  ellipsning yuqori yarim tekislikdagi qismi. 

Yechilishi: ► Ushbu ellipsning parametrik tenglamasi 

quyidagicha:  

 

 nuqtaga parametrning  qiymati,  nuqtaga esa  

qiymati mos boʻlib,   parametr  dan  gacha oʻzgarganda  nuqta 

 dan ga qarab ellipsning yuqori yarim tekislikdagi qismini chizadi.  

 funksiyalar  da uzluksiz. Berilgan integralni 

(7.18) formuladan foydalanib hisoblaymiz:  
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. ◄ 

7.1.10-misol.  integralni hisoblang, bunda  yopiq 

chiziq  va  nuqtalarni birlashtiruvchi toʻgʻri chiziq kesmasi  

hamda  parabola yoyidan tashkil topgan yopiq egri chiziq. 

Yechilishi: ► OAO yopiq egri chiziq boʻyicha integralni 

quyidagicha yozamiz: 

.222 222
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AO OAK

dyxxydxdyxxydxdyxxydx
 

 

a)  va  nuqtalarni birlashtiruvchi toʻgʻri chiziq 

tenglamasini tuzamiz:  

⇒          ⇒      . 

Demak,  kesmada  boʻlib, (7.20) formulaga koʻra hisoblaymiz:  
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  yoyda    ⇒    boʻlib, yana shu formulani qoʻllaymiz: 
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Teskari yo‘nalish bo‘lgani uchun ishorani manfiy qilib olamiz. Shunday 

qilib, izlanayotgan integralni topamiz: .
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7.1.11-misol.  integralni  boʻylab 2 xil yoʻnalishda 

hisoblang: bunda  
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7.7-rasm. C1 va C2 integrallash yo‘nalishlari 

 

a)  nuqtalardan oʻtuvchi toʻgʻri chiziq tenglamasini tuzamiz 

(7.7-rasm):  

    ⇒          ⇒       

Demak,  kesmada  boʻlib, (7.20)
 
formulaga koʻra 

 

 parabolaning  nuqtalari orasidagi yoʻnalish boʻylab 

integralni hisoblaymiz, (7.20)
 
formulaga koʻra: 

 

 ◄ 

7.1.12-misol.  integralni hisoblang, bunda  

C1 dan gacha boʻlgan yoʻnalish; 

C2 dan gacha boʻlgan yoʻnalish. 

Yechilishi: ►  

 
7.8-rasm. C1 va C2 integrallash yo‘nalishlari 

 

1) 7.8-rasmdan C1 dan gacha boʻlgan yoʻnalish boʻyicha 

hisoblaymiz.  Dastlab bu 2 nuqtadan oʻtuvchi toʻgʻri chiziq 

tenglamasini tuzib olamiz: 
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     ⇒       ⇒  bunda    . 

 

2) C2 dan gacha boʻlgan yoʻnalish boʻyicha hisoblaymiz.  

Dastlab bu 2 nuqtadan oʻtuvchi toʻgʻri chiziq tenglamasini tuzamiz: 

     ⇒ ,         bunda    . 

Yoʻnalish oldingiga teskari, shuning uchun  va 

 

Shunday qilib,  ni topamiz.  ◄ 

7.1.13-misol.  ellips bilan 

chegaralangan shakl yuzini toping. 

Yechilishi: ► Bu shaklning yuzi  formuladan 

topiladi. Egri chiziqli integralni hisoblaymiz: 

 

. ◄ 

7.1.14-misol.  egri chizigʻi  chiziqning  ва  

nuqtalari orasidagi qismi boʻlib, uning har bir nuqtasi 

 

kuch ta’sirida boʻlsin. Bu kuch ta’sirida bajarilgan ishni toping.  

Yechilishi: ► Kuch ta’sirida bajarilgan ishni topish uchun (*) 

formulani qoʻllaymiz.  larni e’tiborga olib, 

bajarilgan ishni hisoblaymiz:  
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7.1.5. Grin formulasi 

 

Grin formulasi I va II tur egri chiziqli integrallar bilan ikki karrali 

integral orasidagi bogʻlanishni ifodalaydi. 

 
a)                                                       b) 

7.9-rasm. Musbat va manfiy integrallash yoʻnalishlari 

                             

7.9, a - rasmda musbat yoʻnalish, 7.9, b - rasmda manfiy yoʻnalish 

tasvirlangan. Agar D soha va C yopiq egri chiziq berilgan boʻlsa, u holda 

Grin formulasi quyidagicha boʻladi: 

 .              (7.21) 

 

Grin formulasini keltirib chiqaramiz: 

1) Tekislikda   hamda 

 chiziqlar bilan chegaralangan  toʻplam berilgan boʻlsin, 

bunda  va  funksiyalar  da uzluksiz boʻlsin. 

 
7.10-rasm. Integrallash yoʻnalishlari 

 

 ning chegarasi (konturi)  7.10-rasmdagi I, II, III, IV 

chiziqlarga ajraladi (bunda II va IV chiziqlar nuqtalarga aylanishi 

mumkin).  da  funksiya uzluksiz boʻlib, u uzluksiz 
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 xususiy hosilaga ega boʻlsin. Ushbu  egri chiziqli 

integralni qaraymiz. Uni quyidagicha yozib olamiz:  

 

II va IV chiziqlar  0’qiga perpendikulyar boʻlganligi sababli  
 

Integrallar nolga teng, shunda  boʻladi.  

Endi         

 

 

boʻlishini e’tiborga olsak, unda quyidagi tenglikka ega boʻlamiz: 

.            (7.22)   

2) Agar tekislikdagi  toʻplamni (vertikal chiziqlar yordamida) 

yuqoridagi  kabi   qismlarga ajratish mumkin boʻlsa 

(7.11-rasm), 

 
7.11-rasm. Integrallash yoʻnalishlari 

 

bunday toʻplam uchun ushbu formula oʻrinli boʻladi: 
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3) Endi tekislikdagi   hamda  

chiziqlar bilan chegaralangan  toʻplamni olaylik, bunda  ,  

funksiyalar  da uzluksiz boʻlsin (7.12-rasm). 

 
7.12-rasm. Integrallash yoʻnalishlari 

 

 ning chegarasi (konturi)  quyidagi I, II, III, IV chiziqlarga ajraladi 

(bunda II va IV chiziqlar nuqtalarga aylanishi mumkin). 

Faraz qilaylik,  da  funksiya uzluksiz boʻlib, u 

uzluksiz  xususiy hosilalarga ega boʻlsin. Ushbu  egri 

chiziqli integralni qaraymiz. Uni quyidagicha yozib olamiz: 

. 

II va IV chiziqlar  oʻqiga perpendikulyar boʻlganligi uchun ular nolga 

teng:      va    

boʻladi. Endi 

 

 

 

boʻlishini e’tiborga olib topamiz: 

 .                          (7.23) 
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4) Agar tekislikdagi  toʻplamni (gorizontal chiziqlar bilan) 

yuqoridagi  kabi  qismlarga ajratish mumkin boʻlsa, u 

holda quyidagi oʻrinli boʻladi (7.13-rasm): 

 
7.13-rasm. Integrallash yoʻnalishlari 

 

 

Faraz qilaylik, tekislikdagi  toʻplam yuqoridagi  va  lar 

xususiyatiga ega boʻlib, unda  funksiyalar uzluksiz va 

uzluksiz  xususiy hosilalarga ega boʻlsin. U holda  

va  funksiyalar uchun bir yoʻla  

 va   

formulalar oʻrinli boʻladi. Ularni hadlab qoʻshamiz: 

.       (7.24) 

Shunday qilib, Grin formulasini keltirib chiqardik1. Demak, Grin 

formulasi toʻplam boʻyicha olingan ikki karrali integral bilan shu toʻplam 

chegarasi boʻyicha olingan egri chiziqli integralning bogʻlanishini 

ifodalaydi.  

                                                           
1 R. W. Gatterman, “The planimeter as an example of Green’s Theorem” Amer. 

Math.Monthly, Vol. 88 (1981), pp. 701–4. 
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Grin formulasidan foydalanib, tekis shakl yuzining egri chiziqli 

integral yordamida ifodalanishini, yakobianning geometrik ma’nosini va 

ba’zi tasdiqlarning ekvivalentligini koʻrsatish mumkin. 

1) Tekis shakl yuzini egri chiziqli integral orqali ifodalanishi. 

 Faraz qilaylik,   funksiyalar  toʻplamda uzluksiz 

va uzluksiz xususiy hosilalarga ega boʻlsin va  shartni 

ham qanoatlantirsin. U holda  

 

boʻlib, Grin formulasiga koʻra,  boʻladi.  

Xususan,        yoki     

yoki                           

boʻlsa,    boʻlib, toʻplamning yuzi quyidagiga teng 

boʻladi: 

.                     (7.24) 

2) Yakobianning geometrik ma’nosi. Faraz qilaylik,  

tekislikda  toʻplam berilgan boʻlib, uning chegarasi (konturi)  

boʻlsin.  tekislikda esa  toʻplam berilgan boʻlib, uning chegarasi 

(konturi)  boʻlsin.  

Aytaylik,  va  toʻplam nuqtalari oʻrtasida oʻzaro bir qiymatli 

moslik oʻrnatilgan boʻlib, ular ushbu formula bilan ifodalansin:  

 

                     
7.14-rasm.  toʻplamning  konturi       7.15-rasm.  toʻplam chegarasi  
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Bunda  funksiyalar yopiq  toʻplamda uzluksiz va uzluksiz 

xususiy hosilalarga ega boʻlsin.  toʻplam chegarasi  chiziq ushbu 

parametrik tenglama bilan ifodalansin:     

Bunda  funksiyalar  oraliqda uzluksiz va uzluksiz hosilalarga 

ega. Unda  toʻplamning chegarasi   

  

tenglamalar sistemasi bilan aniqlanadi. Bunda  ning nuqtalariga  

ning nuqtalari mos keladi. Ma’lumki, 

.                                         (7.25) 

    Bu tenglikning oʻng tomonidagi integral uchun  

  

(7.26) 

boʻladi. (  parametr  dan  ga qarab oʻzgarganda  egri chiziq musbat 

yoʻnalishda boʻlsa,   egri chiziqning yoʻnalishi musbat ham, manfiy 

ham boʻlishi mumkin. Shuning uchun   mavjud. 

7.1.15-misol.  integralni hisoblang, bunda nuqta  

dan (1,0) ga, (1.0) dan (0,1) ga va (0,1)dan (0,0) ga tomon harakatlanadi 

(7.17-rasm).  

Yechilishi: ► 

 

 
7.17-rasm. Integrallash konturi                           ◄ 

7.1.16-misol.  integralni hisoblang, 

bunda C yopiq soha  aylanadan iborat.  
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Yechilishi: ►  

 

  ◄ 

 

Mavzu yuzasidan savollar: 

1. Birinchi tur egri chiziqli integral qanday hisoblanadi? 

2. Birinchi tur egri chiziqli integral integrallash yo‘li parametrik 

tenglama bilan berilgan holda qanday hisoblanadi? 

3. Birinchi tur egri chiziqli integralning xossalarini ayting. 

4. I tur egri chiziqli integral yordamida nimalarni hisoblash mumkin? 

5. Ikkinchi tur egri chiziqli integral deb nimaga aytiladi? 

6. Ikkinchi tur egri chiziqli integral qanday hisoblanadi? 

7. Ikkinchi tur egri chiziqli integral integrallash yo‘li parametrik 

tenglama bilan berilgan holda qanday hisoblanadi? 

8. Ikkinchi tur egri chiziqli integralning xossalarini ayting. 

9. II tur egri chiziqli integral yordamida nimalarni hisoblash mumkin? 

10. Ikkinchi tur egri chiziqli integral integrallash yo‘liga bog‘liqmi? 

11. Qanday shart bajarilganda ikkinchi tur egri chiziqli integral 

integrallash yo‘liga bog‘liq bo‘lmaydi? 

 

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR

 1. I tur egri chiziqli integralni hisoblang:   bu yerda     

    nuqtalarni tutashtiruvchi toʻgʻri chiziq kesmasi. 

2. II tur egri chiziqli integralni hisoblang:         

    egri chiziqning  va nuqtalari orasidari yoyi. 

3. Agar egri chiziqning har bir nuqtasida massa taqsimotining zichligi  

    nuqta ordinatasi kvadratiga teng  bo‘lsa, I chorakda joylashgan     

   922  yx  aylana yoyi massasini toping. 

4. Egri chiziqli integralni hisoblang:   
L

dyxxdxxyx )3(2 22
, bu yеrdа   

     L: uchlari  2;4A ,  1;1 B  va  1;1С  nuqtada bo‘lgan ABCA  yopiq siniq  

     chiziq konturi. 

5. kxjziyF


  kuchning L: tztytx 3,sin2,cos2   fazoviy vint  
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x

D

x

С

x ])3()17[()17()3( sin44sin

.36)37(

2

0

3

0




   rdrd

  ,

AB

x y zdl




   : 1;2; 1 , 2;0;1AB A B




, : ln
AB

y
dx xdy AB y x

x
 

 1;0A  ;1B



347 
 

    chizig‘i bo‘ylab  6;0;2A  nuqtadan  0;0;2B  nuqtaga ko‘chishda  

    bajargan ishini toping. 

 

TESTLAR 

 

1. Egri chiziqli integralni hisoblang:  
AB

dlx21 , bu yerda  AB :   22xy   

egri chiziq yoyi, 30  x . 

A) 12           B)   32/3           C)    14/3            D)  9 

2. Egri chiziqli integralni hisoblang:   
L

ydyxdxxy 21 , bu yerda L : AB   

toʻgʻri chiziq boʻylab  2;1A  dan  4;2B  gacha kesmasi 

A)   -34/3          B)   46/3           C)    56/3           D)  -28/3 

3. Egri chiziqli integralni hisoblang:  
L

zdzydyxdx , bu yerda L : ,3tx 

ty  , ,tz   10  t . 

A)  4/3           B)   3/2           C)    1/2           D)  ¾ 

 

4. Egri chiziqli integralni xy 2  to‘g‘ri chiziqni kesib o‘tmaydigan yo‘l 

bo‘yicha hisoblang:  
 

 

 


6;4

1;3

2)2( yx

ydxxdy  

A)  1.25          B)   2.6           C)    1.4           D)  1.6 

5. 2 3( 2 ) ( 2 )F x y i y x j     kuchning, xy  3  to‘g‘ri chiziq bo‘ylab,  

 2;1A  nuqtadan  1;4 B   nuqtaga ko‘chishda bajargan ishini toping. 

A)  27.25         B)   25.75           C)    29.25           D)  30 

 

 

7.2-§.  I va II tur sirt integrallari 

 

7.2.1. Sirt va sirt yuzi tushunchalari 

 

Aytaylik,   tekislikdagi  toʻplamda 

,  ,       

funksiyalar berilgan boʻlib, ular  da uzluksiz boʻlsin.  nuqtani 

olib, yuqoridagi funksiyalarning shu nuqtadagi qiymatlarini topamiz: 

. 

Ouv 

 vuxx ,  vuyy ,  vuzz ,

 ),( 00 vu

),(),,(),,( 000000000 vuzzvuyyvuxx 
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9.18-rasm.  tekislikdagi  toʻplam;   9.19-chizma. fazoda biror  toʻplam 

 

Hosil boʻlgan  ni  fazoda  nuqtaning koordinatalari 

deb qaraymiz: . Ravshanki  nuqta  toʻplamda 

oʻzgarganda  lar  fazoda biror  toʻplamni hosil qiladi. Demak, 

,  ,   munosabatni   toʻplamni  toʻplamga 

uzluksiz akslantirish deb qarash mumkin. 

Agar bu akslantirish oʻzaro bir qiymatli akslantirish boʻlsa, ya’ni   

toʻplamning turli  nuqtalarini  toʻplamning turli 

 nuqtalariga akslantirsa,  toʻplamni  fazoda sirt deb 

qarash mumkin. Odatda, bunday sirtlar sodda sirtlar deyiladi.  Shu 

sababli  

       

tenglamalar sistemasi sirtning parametrik tenglamasi deyiladi, bunda  

 va  lar parametrlar deyiladi. 

Xususan,  boʻlganda ushbu tenglamalar 

sistemasi aniqlaydigan sirt  tenglama bilan ifodalanadi. 

Faraz qilaylik, sirtning parametrik tenglamasi  toʻplamda uzluksiz 

xususiy hosilalarga ega boʻlib, ular yordamida quyidagi  

                 

funksiaonal matritsa tuzilgan boʻlsin. 

Ouv  3R S

),,( 000 zyx
3R 0M

),,( 0000 zyxMM   vu, 

 zyx ,, 3R S
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1) Agar  nuqta uchun (bu nuqtaning  sirtdagi aksi

) funksional F matritsaning 2-tartibli determinantidan 

kamida bittasi noldan farqli boʻlsa, masalan  

. 

U holda  sirtning  nuqta atrofidagi qismi quyidagi 

           

tenglama bilan ifodalanadi, bunda  funksiya uzluksiz va uzluksiz 

xususiy hosilalarga ega boʻladi. 

2) Agar   uchun F matritsaning barcha 2-tartibli 

determinantlari  nolga teng boʻlsa,  sirtning  nuqtasi uning 

maxsus nuqtasi deyiladi. Sirtning maxsus nuqta atrofidagi qismini 

 koʻrinishda ifodalab boʻlmaydi.  

 sirt  tenglama bilan aniqlangan boʻlsin. Bunda  

funksiya  tekislikdagi  toʻplamda uzluksiz va uzluksiz 

 xususiy hosilalarga ega. Bunday  sirt har bir 

 nuqtada urinma tekislikka ega. Urinma tekislikning 

tenglamasi ushbu  

         (7.27) 

koʻrinishda boʻladi, bunda  lar urinma tekislikdagi oʻzgaruvchi 

nuqtaning koordinatalari.  sirt  nuqtada urinma tekislikka 

ega boʻlsa, u holda shu nuqtada sirtning normalini aniqlash mumkin.   

Sirtning  nuqtasidan oʻtuvchi va shu nuqtadagi urinma 

tekislikka perpendikulyar boʻlgan toʻgʻri chiziq sirt normali deyiladi. Bu 

holda normalning tenglamasi 

                         
(7.28) 

boʻladi. Bu yerda  lar normaldagi oʻzgaruvchi nuqtaning 

koordinatalari. 

7.2.1-misol.  paraboloidga (1,1,3) nuqtada 

oʻtkazilgan urinma va normal tenglamasini tuzing. 

Yechilishi: ► Urinma tenglamasini tuzish uchun (7.27) formuladan 

foydalanamiz. Dastlab xususiy hosilalarni olamiz:  

. 

),( 00 vu S

),,( 0000 zyxM

0
),(),(

),(),(
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'
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'
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'

00
'
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vuyvux

vuyvux
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S 0M

),()),(),,(( yxfyxvyxuzz 

 yxf ,

),( 00 vu

S ),,( 0000 zyxM

),()),(),,(( yxfyxvyxuzz 

S ),( yxfz   yxf ,

XOY D
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SzyxM ),,( 000
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Shunda  sirtga (1,1,3) nuqtada oʻtkazilgan urinma 

tenglamasi quyidagicha boʻladi: . 

Normal toʻgʻri chiziq tenglamasini tuzish uchun (7.28) formulani 

qoʻllaymiz, shunda  sirtga (1,1,3) nuqtada oʻtkazilgan 

normal tenglamasi quyidagicha boʻladi: 

.  ◄ 

Normalning  koordinata oʻqlarining muabat yoʻnalishi 

bilan tashkil etgan burchaklarini mos ravishda  deb belhilasak, unda 

 lar normalning yoʻnaltiruvchi kosinuslari deyiladi. 

Fazoda  sodda sirt berilgan boʻlsin. Bu sirtning har bir nuqtasida  

urinma tekislik mavjud boʻlib, uning urinish nuqtasi sirt boʻylab uzluksiz 

oʻzgarib borsa, mos urinma tekislik ham oʻz holatini uzluksiz oʻzgartirib 

boradi.   

 sirtda biror  nuqtani olaylik. Bu nuqta orqali oʻtkazilgan sirt 

normali 2 yoʻnalishga ega boʻladi, ulardan birini tanlaymiz.  Soʻng  

nuqtadan chiqib, yana  nuqtaga qaytadigan konturni qaraylik. Bu 

kontur  sirtga tegishli boʻlib, uning chegarasini kesib oʻtmasin.  

nuqtada sirt normalining ma’lum yoʻnalishi olinganligini e’tiborga olib, 

oʻzgaruvchi  nuqtani  dan boshlab, kontur boʻyicha harakatlantirib, 

yana  nuqtaga qaytganda (  nuqta kontur boʻylab oʻzgarganda mos 

nuqtadagi sirt normali ham oʻzgarib boradi) 2 xil holat yuz beradi: 

1.  nuqtadagi sirt normali kontur boʻylab harakatlanib, qaytib shu 

nuqtaga kelganda yoʻnalishi teskarisiga oʻzgaradi. Bunday sirtga bir 

tomonli sirt deyiladi. Bunga Myobius yaprogʻi misol boʻladi (7.20-

rasm). 

                           
7.20-rasm. Myobius yaprogʻi 

 

2.  nuqtadagi sirt normali kontur boʻylab harakatlanib, qaytib shu 

nuqtaga kelganda ham yoʻnalishi oʻzgarmaydi. Bunday sirtlarga 2 

tomonli sirt deyiladi. Bunga  tenglama bilan aniqlanadigan 

giperboloid misol boʻladi (7.21-rasm). Bu sirt ustki (musbat yoʻnalishli) 

va ostki (manfiy yoʻnalishli) tomonlarga ega. 

22 2),( yxyxfz 

)1(4)1(23  yxz

22 2),( yxyxfz 

1

3

2

1

2

1









 zyx

OZOYOX ,,

 ,,

 cos,cos,cos

S

S 0M
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)( 22 yxz 
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7.21-rasm.  tenglama bilan aniqlanadigan giperboloid 

 

 tenglama bilan aniqlanadigan sirt (markazi koordinata 

boshida, radiusi 1 ga teng boʻlgan sfera) ham 2 tomonli sirt boʻlib, uning 

tashqi va ichki tomonlari boʻladi (7.22, a-rasmda musbat yoʻnalish, 7.22, 

b-rasmda manfiy yoʻnalish).  

 
7.22-rasm. a) sferaning musbat yo‘nalishi;         a) sferaning manfiy yo‘nalishi  

                            

 tenglama bilan aniqlanadigan sirt normalining 

yoʻnaltiruvchi kosinuslari  quyidagi formulalar bilan topiladi: 

                    (7.29,a) 

 

                   

(7.29, b) 

.                 (7.29, c) 

Ushbu formulalarda  larning kvadrat ildizlari oldidagi 

ishoralarni tanlash bilan  sirt tomonini aniqlaymiz. Agar musbat ishora 

olinsa, ustki tomon olinganini bildiradi.
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Sirt yuzini hisoblash 

          tenglama bilan aniqlanadigan  sirt yuzini hisoblash 

kerak boʻlsin.  funksiya tekislikda  yuzaga ega boʻlgan  sohada 

uzluksiz va uzluksiz  xususiy hosilalarga ega boʻlsin.  

sohaning  biror  boʻlaklashini olaylik. Bu 

boʻlaklashning boʻlakchalari  boʻladi. Olingan boʻlaklashning 

boʻluvchi chiziqlarini yoʻnaltiruvchi sifatida qarab, ular orqali 

yasovchilari  oʻqiga parallel boʻlgan silindrik sirtlar oʻtkazamiz. Bu 

silindrik sirtlar  sirtning ushbu  boʻlaklashnini hosil 

qiladi. Uning boʻlakchalari  boʻladi.  

       Endi har bir   da ixtiyoriy  nuqta olib,   sirtda 

ung mos nuqta    ni topamiz. Bu nuqta  

  boʻladi. Soʻngra   sirtga shu  

nuqtada urinma tekislik oʻtkazamiz. Bu urinma tekislik bilan silindrik 

sirtning kesishishidan hosil boʻlgan urinma tekislik qismini  bilan, 

uning yuzini esa  bilan belgilaymiz. 

 toʻplam  ning orthogonal proyeksiyasi boʻlganligi uchun   

 

boʻladi, bunda  -  sirtga   nuqtada oʻtkazilgan urinma tekislik 

normalining  oʻqi bilan tashkil qilgan burchagi. 

Koʻrinib turibdiki,   da  boʻladi. Agar  da

 
yigʻindi chekli limitga ega boʻlsa,  sirt yuzaga ega deyiladi, 

limitning qiymati esa  sirtning yuzi deyiladi: . 

Ma’lumki, 

 

boʻlib, 

tenglikdan    
 

boʻlishi kelib 

chiqadi. Bu tenglikning oʻng tomonidagi yigʻindi 
 

funksiyaning integral yigʻindisi boʻladi. Bu funksiya  sohada uzluksiz 

va integrallanuvchi. Shunga koʻra,  
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Demak,  sirtning yuzi quyidagiga teng boʻladi: 

.                (7.30) 

 

7.2.2.  I tur sirt intеgrali va uning tatbiqlari  

 

Fazoda boʻlakli silliq L  yopiq chiziq bilan chegaralangan S  silliq 

sirtni qaraymiz (7.23-rasm).  Bu  sirtni  boʻlaklarga boʻlamiz va 

bu boʻlaklarning yuzalarini ham  deb belgilaymiz. S sirtning har bir 

nuqtasida  uzluksiz funksiya berilgan boʻlsin. Sirtning har bir  

boʻlagidan    nuqtalarni tanlaymiz  va yigʻindi tuzamiz: 

 

 

 
7.23-rasm. S  silliq sirt 

 

Bu yigʻindi I tur sirt integralining integral yigʻindisi deb ataladi. 

 boʻlaklarning diametrini bilan belgilaymiz. Agar integral 

yigʻindining  dagi chekli limiti, S sirtni  boʻlaklarga 

boʻlinish usuliga va har bir boʻlakdan   nuqtalarni tanlash 

usuliga bogʻliq boʻlmagan holda mavjud boʻlsa, bu limit  

funksiyadan S  sirt yuzi boʻyicha olingan integral yoki I tur sirt integrali 

deyiladi:              
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7.6-teorema (I tur sirt integralining mavjudligi haqida). Agar 

 funksiya  sirtda uzluksiz boʻlsa, u holda bu funksiyaning sirt 

boʻyicha I tur sirt integrali mavjud va quyidagicha boʻladi: 

.    

Agar S sirt oshkor koʻrinishda  tenglama bilan berilgan 

boʻlib, bu funksiya oʻzining xususiy hosilalari bilan 

sohada uzluksiz boʻlsa, u holda I tur sirt integralni hisoblash uni ikki 

karrali integralga keltirish bilan amalga oshiriladi: 

      
(7.31) 

Bu yerda  soha  S  sirtning   tekislikdagi proyeksiyasidir 

(7.24-rasm). 

 
7.24-rasm. S sirtning proyeksiyasi 

 

Agar S sirt tenglamasi   yoki  tenglamalar bilan 

berilgan boʻlsa, I tur sirt integralini hisoblash mos ravishda quyidagi 

formulalar bilan amalga oshiriladi: 

    
(7.32) 

     
(7.33) 

Agar integral ostidagi  funksiya  boʻlsa, I tur sirt integrali  

           

(7.34)

 
sirt yuzini aniqlaydi. 
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Agar integral ostidagi  funksiya S moddiy sirt boʻyicha massa 

taqsimlanishining har bir nuqtasidagi  zichligini  bildirsa, u holda 

I tur sirt integrali  S sirtning massasini aniqlaydi: 

                                   
(7.35) 

Moddiy sirtning  koordinata tekisliklariga nisbatan statik 

momentlari quyidagi formulalar bilan hisoblanadi: 

 
(7.36)

 Moddiy sirtning  ogʻirlik markazi quyidagi formulalar 

bilan hisoblanadi: 

  
(7.37) 

Moddiy sirtning Ox, Oy, Oz koordinata oʻqlariga  va koordinata 

boshiga nisbatan inersiya momentlari 

 

                            

                             (7.38) 

 
 

I tur sirt integralining xоssаlаri: 

10. ,      k – oʻzgаrmаs sоn. 

20. . 

30. , bu yеrdа   

40. Agar berilgan sirt ustida  tengsizlik oʻrinli boʻlsa, 

quyidagi tengsizlik oʻrinli boʻladi:  . 

50.    . 

60. Oʻrta qiymat haqidagi teorema. Agar  funksiya  S  sirtda 

uzluksiz boʻlsa, u holda bu sirtda shunday  nuqta topiladiki, 

  tenglik oʻrinli boʻladi, bu yerda  -sirt yuzi. 
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7.2.2-misol.  integralni hisoblang, bunda  sirt

 sirtning  tekislik bilan kesilgan chekli qismi.  

Yechilishi: ►  Ushbu misolda  sirt tenglamasi  

koʻrinishdagi sirt   (7.25-rasm). 

 
7.25-rasm.  sirt 

 

(7.31) formuladan foydalanamiz.   boʻlib, 

bundan 
 
boʻladi.  sirtning  

tekislikdagi proyeksiyasi . Shunda topilganlarni 

formulaga qoʻysak, quyidagini hosil qilamiz: 

. 

Endi ikki karrali integralni hisoblaymiz: 

 

. 

Demak, I tur sirt integrali quyidagiga teng ekan: 

. ◄ 

7.2.3-misol.  integralini hisoblang, bu yerda S - 

  tekislikning birinchi oktantdagi qismi (7.26,a-rasm).  

Yechilishi: ►  Avval S  sirtning  oshkor tenglamasini tuzib olamiz: 
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bu yerda  berilgan S  sirtning  tekislikdagi proyeksiyasini 

aniqlaydi, ya’ni ,  va  chiziqlar bilan chegaralangan 

uchburchak sohasi (9.26,b-chizma). 

                      
7.26-rasm. a)    tekislik;    b)  Tekislikning 1-oktantdagi qismi   

                                                  

I tur sirt integralini ikki karrali integralga keltirib hisoblaymiz. 

   boʻlgani uchun 

 

boʻladi.  Bundan, 

 
Oxirgi integral  uchburchak soha yuzini beradi va u 3 ga teng.  

Demak,   
                                             

◄
 

7.2.4-misol.  integralini hisoblang,  bu yerda S - 

  paraboloid sirtining  tekislik bilan kesilgan qismi, 

 (7.27-rasm). 
  Yechilishi: ►   Avval S  sirtning  oshkor tenglamasini tuzib olamiz. 

Bu yerda x ni y va z oʻzgaruvchilar orqali ifodalash qulay . 

Shuning uchun  sirt integrali quyidagi formuladan topamiz:  
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          7.27-rasm. a) Paraboloid;           b) Paraboloidning aniqlanish sohasi 

 

S  sirtning  Oyz tekislikdagi proyeksiyasini topamiz, buning uchun 

quyidagi sistemani yechamiz:    
 

Paraboloid  tekislik bilan  aylanada kesishadi. Demak, S  

paraboloid sirtining  Oyz tekislikdagi proyeksiyasi  doira sohasi 

boʻladi.   va  ekanini e’tiborga olgan 

holda 

 

 
ikki karrali integralga ega boʻlamiz. Bu integralda  va 

 qutb koordinatalar sistemasiga oʻtish qulay. Qutb 

koordinatalar sistemasida  soha  tengsizliklar bilan 

aniqlanadi  (7.30-rasm). Natijada quyidagiga ega boʻlamiz: 

 

.   ◄ 

7.2.5-misol.   yarim sfera boʻyicha massa tarqalgan 

boʻlib, har bir nuqtadagi zichlik shu nuqtadan koordinata boshigacha 

boʻlgan masofaga proporsional. Massani toping. 
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Yechilishi: ►  Shartga koʻra   boʻladi, 

bunda -proporsionallik koeffitsiyenti. (7.35) formulaga koʻra 

 boʻladi, bunda -yuqori yarim sfera. Shunda   

,  

boʻlib,  ga egamiz. Natijada 

 

tenglikni hosil qilamiz, bunda . 

Endi ikki karrali integralni hisoblaymiz: 

 

. 

Shunday qilib, izlanayotgan massa quyidagiga teng boʻladi: 

.  ◄ 

 

 7.2.3. II tur sirt intеgrali va uning tatbiqlari 

 

R3 fazoda D kontur bilan chegaralangan S  silliq sirt berilgan boʻlsin. 

S  silliq sirt tenglamasi  oshkormas tenglama bilan berilgan 

boʻlsin. Bunda  funksiya V  sohada uzluksiz  va   

uzluksiz xususiy hosilalarga ega boʻlsin. Bu holda normalning 

yoʻnaltiruvchi kosinuslari 

  

formulalar yordamida topiladi. 

Ikki tomonli silliq yoki boʻlakli silliq sirt berilgan boʻlib, uning 

tomonidan biri tanlangan, ya’ni sirtning “yuqori” -   musbat tomoni 

tanlangan boʻlsin. Bu sirtning har bir nuqtasida  uzluksiz 

funksiya aniqlangan boʻlsin. Sirtni ixtiyoriy chiziqlar bilan n ta ixtiyoriy 

 boʻlaklarga boʻlamiz. Bu boʻlaklardan ixtiyoriy  
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nuqtalar tanlaymiz va bu nuqtalardagi funksiya qiymati ni 

hisoblaymiz. Sirtning  boʻlaklarining  Oxy tekislikdagi 

proyeksiyalarini  deb belgilaymiz va   
 

integral 

yigʻindi tuzamiz.  Bu integral yigʻindining  dagi chekli limitiga 

II tur sirt integrali deyiladi va quyidagicha belgilanadi:  

 

 Xuddi shu kabi  va  integrallarni 

ta’riflash mumkin, bu yerda soha mos ravishda Oxz va Oyz tekisliklarga 

proyeksiyalanadi. 

7.7-teorema (II tur sirt integralining mavjudligi haqida). Agar  

 funksiya  sirtda uzluksiz boʻlsa, u holda bu funksiyaning  

sirt boʻyicha II tur integrali mavjud va quyidagicha boʻladi:  
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SS

dxdyyxzyxfdxdyzyxf .)),(,,(),,(

                          
(**) 

 Agar silliq yoki boʻlakli silliq S sirt tenglamasi  oshkor 

funksiya bilan berilgan boʻlsa va sirtning yuqori ( ) tomoni 

tanlangan boʻlsa, hamda  funksiya S da uzluksiz funksiya 

boʻlsa, u holda     tenglik oʻrinli. Bu 

yerda  - S sirtning Oxy tekislikdagi proyeksiyasi. Oʻng tomondagi ikki 

karrali integral mavjud boʻlsa, ikkinchi tur sirt integrali ham mavjud 

boʻladi. Agar S sirtning quyi(ya’ni ) tomoni boʻyicha integral 

hisoblansa,  formula oʻrinli boʻladi. 

Xuddi shu kabi, S sirt tenglamasi  yoki  tenlamalar 

bilan berilsa, mos ravishda quyidagi tengliklar oʻrinli:  

 

. 

Bu yerdagi “+” ishora (mos holda ) boʻlganda, “-” ishora 

esa  (mos holda ) boʻlganda olinadi. 
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Uchta  , , 
 
uzluksiz funksiyalar va  

  normal bilan xarakterlanuvchi silliq  sirtning 

tomoni boʻlsa, u holda II tur sirt integrali I tur sirt integrali orqali 

quyidagi formula bilan ifodalanadi: 

.     (7.39) 

II tur sirt integrali I tur sirt integralining hamma xossalariga ega, 

faqat sohaning tomoni oʻzgarganda integral ishorasi qarama-qarshisiga 

oʻzgaradi. 

7.2.6-misol.  integralini hisoblang,  bu 

yerda S -    tekislikning birinchi oktantdagi  qismi(normal 

Oz oʻqi bilan oʻtkir burchak tashkil etadi). 

Yechilishi: ► Berilishiga koʻra,  S sirt musbat oriyentirlangan 

(7.28-rasm), , normal va ,  

. 

Shuningdek, ,  boʻlgani uchun, 

. 

 

 
7.28-rasm.  tekislik 

Demak,  

.
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◄ 

 

7.2.7-misol.  integralni hisoblang, bunda  sirt  

 ning ,  tekisliklar orasidagi qismining ustki tomoni 

(7.29-rasm). 

Yechilishi: ►  Sirtning  nuqtadagi normali  oʻqi bilan oʻtkir  

 
7.29-rasm.  sirt 

 

burchak tashkil qiladi. Shuning uchun berilgan integralni (**)  

formulaga koʻra hisoblashda musbat ishora bilan olamiz.  sirtning  

tekisligidagi proyeksiyasi ushbu  

toʻrtburchakdan iborat boʻladi. Shunda soʻralgan integral quyidagiga teng 

boʻladi:    

        

 

. ◄ 

 
SS

dSzyxzdxdyydzdxxdydz )cos4cos3cos2(432 
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7.2.8-misol.  integralni hisoblang, bunda  sirt 

 ellipsoidning pastki yarim qismining tashqi tomoni. 

Yechilishi: ►  Ellipsning pastki yarim qismi 
 
ga 

teng boʻlib, uning  tekislikdagi proyeksiyasi quyidagicha  

 

boʻladi.  sirtning tashqi tomonidagi normali oʻqi bilan oʻtmas 

burchak tashkil etadi. Shuning uchun berilgan integralni hisoblashda 

manfiy ishora olinadi (**): 

 

. 

Bu integralni hisoblash uchun ,  almashtirish 

bajaramiz: 

 

. 

Shunday qilib, izlanayotgan integral quyidagiga teng boʻladi: 

. ◄ 

 

Mavzu yuzasidan savollar: 

 

1.  I tur sirt integrali deb nimaga aytiladi? 

2.  I tur sirt integrali qanday hisoblanadi? 

3.  I tur sirt integralining geometrik tatbig‘ini ayting. 

4.  I tur sirt integralining fizik tatbiqlari deb nimaga aytiladi? 

5.  I tur sirt integralining xossalarini ayting. 

6.  Ikki tomonlama sirt nima? 

7.  Bir tomonlama sirtga misol keltiring. 
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8.  II tur sirt integrali deb nimaga aytiladi? 

9.  II tur sirt  integrali qanday hisoblanadi? 

10.  I va II tur sirt integrallari qanday formula bilan bogʻlangan? 

 

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR

 
 

1. Birinchi tur sirt integralini hisoblang: 
2 2(x )y d



 , bu yerda 

2 2 2: z x y     konus sirtining 0z    va 1z   tekisliklar orasidagi 

qismi. 

2. Agar  moddiy 224: yxzS   yarim sfera sirti boʻyicha massa 

taqsimlanishining har bir nuqtasidagi zichligi 
22 yx  bo‘lsa, uning 

massasini hisoblang. 

3. Ikkinchi tur sirt integralini hisoblang: 
S

xdydz , bu yerda  

62:  zyxS  tekislikning birinchi oktantdagi qismining yuqori 

tomoni. 

4.  


zdxdyydzdxxdydz  ikkinchi tur sirt integralini hisoblang, bunda 

 sirt 01 zx  tekislikning 4  ,0  yy  tekisliklar bilan kesib 

olingan va birinchi oktantda yotgan qismining ustki tomoni. 

5.  



2)1( zx

d
 birinchi tur sirt  integralini hisoblang, bunda  sirt 

1 zyx  tekislikning birinchi oktantda yotgan qismi. 

 

TESTLAR 

 

1. Birinchi tur sirt integralini hisoblang: 
S

dSyx 22
, bu yerda  

229: yxzS    yarim sfera. 

A) 282

5


        B)  

182

5


        C)  

82

5


        D)  

5

486
 

2. Agar  moddiy 
224: yxzS   yarim sfera sirti boʻyicha massa 

taqsimlanishining har bir nuqtasidagi zichligi 22 yx   bo‘lsa, uning 

massasini hisoblang. 

A)   
15

128
        B)  

15

64
        C)  

3

64
        D)  

3

128
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3. Ikkinchi tur sirt integralini hisoblang: ydxdzxdydz
S

 , bu yerda  

62:  zyxS   tekislikning birinchi oktantdagi qismining yuqori 

tomoni. 

A)   36           B)  18           C)  9            D)  32 
 

4. Agar   1,, zyxf  bo‘lsa, I tur sirt integral  nimani aniqlaydi? 

                A)  Integrallash sirtining yuzini          

                B)  Sirt massasini     

                C)  Sirt bilan chegaralangan jism hajmini 

                D)  F


 kuch bajargan ishni 

  5. Quyidagilardan qaysi biri II tur sirt integralning tatbig‘i bo‘ladi? 

                A) Vektor maydon oqimini hisoblash   

                B)  Integrallash sirtining yuzini    

       C)  Sirt bilan chegaralangan jism hajmini  

       D)  Sirt massasini                                    

 

 

7.3-§. Vektor va skalyar maydonlar 

 

7.3.1. Skalyar maydon. Sath sirti va sath chizig‘i 

 

Fazoning hаr bir  nuqtаsidа  skalyar kattalikning son qiymati 

aniqlangan qismiga (yoki butun fazoga) skalyar maydon deyiladi.  

Agar  kattalik  vaqtga bogʻliq boʻlmasa, bu kattalik bilan 

aniqlangan maydonga statsionar maydon, aks holda nostatsionar 

maydon deyiladi.  

Statsionar maydonda  kattalik faqat  nuqtаning fazodagi 

oʻrniga bogʻliq boʻladi va   kabi belgilanadi, bu funksiyaga 

maydon funksiyasi deyiladi.  

Skalyar maydonning geometrik tasviri sath sirtlari hisoblanadi. 

Fazoning   maydon funksiyasi oʻzgarmas C qiymatga teng 

boʻladigan nuqtalari toʻplamiga skalyar maydonning sath sirti deyiladi. 

Sath sirti  tenglama bilan aniqlanadi. Bunday sirtlar toʻplami 

qaralayotgan sоhani toʻldiradi, ayni paytda sоhaning har bir nuqtasidan 

bitta va faqat bitta sath sirti oʻtadi. Ravshanki, bunday sirtlar oʻzarо 

kesishmaydi. 

M u

u t

u M

),,( zyxuu 

),,( zyxuu 

Сzyxu ),,(
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Tekislikning hаr bir  nuqtаsidа  skalyar kattalik aniqlangan 

qismiga (yoki butun tekislikka) yassi skalyar maydon deyiladi. Yassi 

skalyar maydon funksiyasi  koʻrinishida boʻladi. Yassi skalyar 

maydonning geometrik tasviri sath chizigʻi boʻladi va u  

tenglik bilan aniqlanadi. 

7.3.1-misol. funksiya bilan aniqlanadigan skalyar 

maydonning sath sirtini toping. 

Yechilishi: ►   ,   boʻlgani uchun 

berilgan skalyar maydon sath sirtlari  radiusi   boʻlgan sfera 

sirtidan iborat.◄ 

 

7.3.2. Yoʻnalish boʻyicha hоsila. Skalyar maydоn gradiyenti  

 

Skalyar  maydоnnning  muhim  tushunchasi – bu berilgan  yoʻnalish  

boʻyicha  hоsiladir.  

Faraz   qilaylik,   skalyar   maydоnning   differensiallanuvchi   

funksiyasi  boʻlsin.  Bu  maydоndagi  birоr  nuqtani  

va  shu  nuqtadan  chiquvchi birоr  nurni  qaraymiz.  Bu  nurning Ox, 

Oy, Oz oʻqlari bilan  tashkil qilgan  burchaklarini  оrqali  

belgilaymiz.  Agar  birlik  vektоr  bu nur  boʻyicha  yoʻnalgan  boʻlsa,  

u hоlda quyidagiga ega boʻlamiz (7.30-rasm): 

 

 
7.30-rasm.   nur yoʻnalishi 

 

M z

),( yxzz 

Сyxz ),(

)ln( 222 zyxu 

  Czyx  222ln Cezyx  222

CeR 

),,( zyxuu  ),,( zyxM

l


 ,,

0l


kjil

  coscoscos0

l

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Skalyar  maydоnning  differensiallanuvchi funksiyasining  

yoʻnalish boʻyicha hоsilasi  quyidagi 

                      
(7.40) 

fоrmula bilan aniqlanadi. 

Agar  nuqta  tayinlangan  boʻlsa,  u hоlda  hоsilaning kattaligi    

faqat  nurning yoʻnalishigagina   bоgʻliq   boʻladi.  yoʻnalish boʻyicha 

hоsila xususiy hоsilalarga oʻxshash  funksiyaning   mazkur   

yoʻnalishdagi   oʻzgarish   tezligini   xarakterlaydi. Hоsilaning  yoʻnalish 

boʻyicha absоlyut miqdоri  tezlik kattaligini aniqlaydi, hоsilaning 

ishоrasi esa  funksiya oʻzgarishini xarakterlaydi, ya’ni 

 agar  boʻlsa, u hоlda  funksiya bu yoʻnalishda oʻsadi, 

 agar  boʻlsa, u hоlda  funksiya bu yoʻnalishda kamayadi. 

Agar yoʻnalish kооrdinatalar oʻqining yoʻnalishlaridan biri bilan bir 

xil boʻlsa, u hоlda bu yoʻnalish boʻyicha hоsila tegishli xususiy hоsilaga 

teng, masalan,       va . 

7.3.2-misol.  funksiyaning nuqtada, shu 

nuqtadan nuqtaga tоmоn yoʻnalishdagi hоsilasini tоping. 

Yechilishi: ► Dastlab  vektоrni tоpamiz:  

 

va unga mоs birlik vektоrni tоpamiz: . 

Shunday qilib,  vektоr quyidagi yoʻnaltiruvchi kоsinuslarga ega: 

. 

Endi  funksiyaning xususiy hоsilalarini tоpamiz: 

. 

va ularni (7.40) formulaga ko‘ra,   nuqtada hisоblaymiz: 

. 
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Yechimdagi minus ishоra berilgan yoʻnalishda  funksiyaning 

kamayishini koʻrsatadi. ◄ 

 
),,( zyxfu   skalyar maydоnning gradiyenti deb, quyidagi 

tenglik bilan aniqlanadigan vektorga aytiladi: 

 yoki 
 

.k
z

f
j

y

f
i

x

f
f
















        (7.41) 

Binda 
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x
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
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


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





 - differensiallovchi operator. 

),,( zyxfu   funksiyaning berilgan nuqtadagi gradiyenti bilan bu 

nuqtadagi yoʻnalish boʻyicha hоsila оrasidagi bоgʻlanishni ifоdalоvchi 

quyidagi munоsabat oʻrinli:  . 

7.3.3-misol.  skalyar maydonning  

nuqtadagi gradiyentini tоping. 

 Yechilishi: ► Avval xususiy hоsilalarni hisоblaymiz: 

,  ,  . 

Demak (7.41) formulaga ko‘ra,    .       ◄
 
 

Skalyar maydоnning sath sirtlari kоnsentrik sferalardan ibоrat 

boʻlgani uchun gradu  uning radiusi boʻylab yoʻnalgan boʻladi, shu bilan 

birga  , ya’ni funksiya oʻsishining eng katta 

tezligi 1 ga teng boʻladi. 

 

7.3.3. Vektоr maydоn. Vektor maydon oqimi 

   

R2 fazoda (tekislikda) D toʻplamdan olingan har bir ),( yx  nuqtaga 

biror qoida asosida faqat bitta  ),( yxF


vektor mos qoʻyilgan boʻlsa, bunday 

fazo 2 oʻlchovli vektor maydon deyiladi va quyidagicha yoziladi: 

QPjyxQiyxPyxF ,),(),(),( 


. 

R3 fazoda E toʻplamdan olingan har bir ),,( zyx  nuqtaga biror qoida 

asosida faqat bitta  ),,( zyxF


 vektor mos qoʻyilgan boʻlsa, unga uch 

oʻlchovli vektor maydon deyiladi va quyidagicha yoziladi: 

kzyxRjzyxQizyxPzyxF


),,(),,(),,(),,(  .          (7.42) 
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


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u
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2
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u
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),,( zyxF


 vektоr maydоnning berilishi uchta , 

, skalyar maydonning berilishiga teng kuchli 

boʻladi. Agar  oʻzgarmas kattaliklar boʻlsa, vektor maydon bir 

jinsli maydon deyiladi. 

Kuch   maydоni (оgʻirlik   kuchi   maydоni),   elektr   maydоni, 

elektrоmagnit   maydоn, оqayotgan suyuqlikning tezliklari maydоni 

vektоr maydоnga misоl boʻladi.                        

Biz F


 vektоr    faqat  nuqtaning    vaziyatiga    bоgʻliq    boʻladigan, 

lekin    vaqtga    bоgʻliq boʻlmaydigan  statsiоnar  maydоnlarini  qarab  

chiqamiz.  

Vektоr maydоnni oʻrganishda vektоr chiziqlari muhim rоl oʻynaydi. 

              
7.31-rasm. a) Ikki oʻlchovli vektor maydon;  b) Uch oʻlchovli vektor maydon 

 

7.31,a-rasmda ikki oʻlchovli vektor maydon, 7.31,b-rasmda esa 3 

oʻlchovli vektor maydon tasvirlangan. 

7.3.4-misol. jxiyyxF


),( funksiya bilan berilgan vektor maydon 

komponentlarini ba’zilarini aniqlang. 

Yechilishi: ► jjiF


 10)0,1(  funksiya  1,0j


vektorni 

aniqlaydi. Bu vektor 7.32-rasmda )0,1( nuqtadan chiquvchi birlik vektorni 

tasvirlaydi. Jadvalda vektor funksiyaning bir nechta qiymatlari 

keltirilgan. 

  ◄ 

7.32-rasm. vektor maydon 

),,( zyxPP 

),,( zyxQQ  ),,( zyxRR 

RQP ,,

jxiyyxF


),(
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7.3.5-misol. kzzyxF


),,(  funksiya bilan berilgan vektor maydonni 

tasvirlang. 

Yechilishi: ► kzzyxF


),,(  funksiya 7.33-rasmdagidek vertikal 

vektorlarni chizadi. 

                                                              

7.33-rasm. vektor maydon                     ◄ 

Aniq maydоnlarda  vektоr chiziqlar ma’lum fizik ma’nоga ega 

boʻladi. Agar vektоr chiziqlar suyuqlikning zarrachalari 

harakatlanayotgan yoʻnalishni bildirsa,  u hоlda S maydonni – 

baliqchilarning toʻri deb faraz qilish mumkin, chunki u suyuqlik oqimini 

toʻsa olmaydi, shunda F


оqayotgan suyuqlik miqdoriga teng boʻladi.  

7.34-rasmda turli xil koʻriishdagi vektor funksiyalar va ularning 

yoʻnalishlari tasvirlangan: 

 
7.34-rasm. 

 a) kxjziyzyxF


),,( ;  b) kxjiyzyxF


 2),,( ;   c) k
z

j
z

x
i

z

y
zyxF



4
),,(   

Agar F


elektr maydоni boʻlsa, u hоlda vektоr chiziqlar bu 

maydоnning kuch chiziqlari boʻladi (7.35- va 7.36-rasmlar).   

kzzyxF


),,(



371 
 

 
   7.35-rasm. Kuch chiziqlari                               7.36-rasm. 

 

Agar l vektоr chiziqning tenglamasi parametrik  koʻrinishda berilgan 

boʻlsa, ya’ni 















)(

)(

)(

tzz

tyy

txx

 

u hоlda uning radius-vektоri koʻrinishga ega 

boʻladi va   vektоr l ga oʻtkazilgan urinma boʻyicha 

yoʻnaladi. Vektor chiziqning ta’rifiga asоsan F


 va  vektоrlar kоllinear 

boʻlgani uchun, ushbu ifоdani yozish mumkin: 

 

Bu ifodani sistema koʻrinishida yechib, vektоr maydоnning vektоr 

chizigʻini tоpish mumkin. 

 Faraz qilaylik, Oxyz fazoning V sohasida (7.42) vektor maydon 

berilgan boʻlsin, bunda  , ,  - shu sohadagi 

uzluksiz funksiyalar. Bu sohada oriyentirlangan S  sirtni olamiz, uning har 

bir nuqtasida normalning musbat yoʻnalishi 

 
birlik vektor orqali aniqlansin, bunda  - normal  ning koordinata 

oʻqlari bilan hosil qilgan burchaklari.  

F


 vektorning S sirt orqali oʻtuvchi oqimi deb, quyidagi II tur sirt 

integraliga aytiladi: 

 

yoki                  

koʻrinishda yoki soddaroq dSnF
S

0


  shaklda  ifodalash mumkin. 

       ktzjtyitxtr




kdzjdyidxrd



rd


     zyxR

dz

zyxQ

dy

zyxP

dx

,,,,,,


),,( zyxP ),,( zyxQ ),,( zyxR

kjin

  coscoscos0

 ,, 0n


 
S

dxdyzyxRdzdxzyxQdydzzyxPП ),,(),,(),,(

  
S

dSzyxRzyxQzyxP  cos),,(cos),,(cos),,(
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 Vektor maydon oqimining fizik ma’nosi: S sirt orqali vaqt birligi 

ichida sirt oriyentirlangan yoʻnalishida F


 tezlik  bilan oqib oʻtgan 

suyuqlik miqdoridir.  

Yopiq soha boʻyicha integral  dSnF
S

0


   kabi yoziladi. 

 Normal yopiq sirtning tashqi tomoniga qarab yoʻnalgan va bu 

yoʻnalish boʻyicha suyuqlik sirt tashqarisiga oqib chiqsa, qarama-qarshi 

harakat suyuqlik yopiq sirt ichiga oqib kirishini anglatadi. Demak, 

dSnF
S

0


 

 integral yopiq sirtdan oqib chiqayotgan va oqib kirayotgan 

suyuqlik farqini anglatar ekan. Agar oqim nolga teng boʻlsa, sohaga 

undan qancha suyuqlik oqib chiqsa, shuncha oqib kirishini bildiradi. 

 Oqim musbat boʻlsa, sohadan unga oqib kirayotganidan koʻproq 

suyuqlik oqib chiqayotganini bildiradi. 

 

7.3.4. Ostrogradskiy teoremasi. Vektor maydon divergensiyasi 

 

Yopiq soha boʻyicha olingan sirt integrali (vektor maydon oqimi) 

hamda shu sirt chegaralagan fazoviy soha boʻyicha olingan uch karrali 

integral orasidagi bogʻlanishni aniqlaymiz. 

 7.8-teorema (Ostrogradskiy teoremasi). Agar (7.42) vektor 

maydon proyeksiyalari S sohada oʻzining birinchi tartibli xususiy 

hosilalari bilan birga uzluksiz boʻlsa, u holda S yopiq sirt orqali  vektor 

oqimini shu sirt bilan chegaralangan   hajm boʻyicha uch karrali 

integralga quyidagi formula bilan almashtirish mumkin: 

 

,                              (7.43)  

bu yerda integrallash S sirtning tashqi tomoni boʻyicha amalga oshiriladi. 

 Ushbu  (7.43) formulaga Ostrogradskiy formulasi deyiladi. 

  

7.3.6-misol. Ostrogradskiy formulasidan foydalanib, ushbu  

 

sirt integralini hisoblang, bunda  sirt quyidagi kubning tashqi tomoni: 

. 

Yechilishi: ► (7.43) Ostrogradskiy formulasiga koʻra  

a




 
S

dxdyzyxRdzdxzyxQdydzzyxP ),,(),,(),,(















 












zdxdyd

z

R

y

Q

x

P

 
S

dxdyzdzdxydydzx 222

S

}0,0,0:),,{( 3 azayaxRzyxV 
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boʻladi. Hosil qilingan uch karrali integralni hisoblaymiz: 

 

Demak, . ◄ 

 

 Ma


 vektоr maydоnning divergensiyasi deb 

 
dz

dR

dy

dQ

dx

dP
Madiv 


                                         (7.44) 

tenglik bilan anilanadigan skalyar maydonga aytiladi. 

 Divergensiya yordamida (7.43) Ostrogradskiy formulasini vektor 

shaklida yozish mumkin: 

 


dMadivdS
S

na )(
0


.                         (7.45) 

 

Mavzu yuzasidan savollar: 

1. Skalyar maydon deb nimaga aytiladi? 

2. Sath sirti deb nimaga aytiladi? 

3. Sath chizigʻi nima? 

4. Yoʻnalish boʻyicha hosila qanday hisoblanadi? 

5. Skalyar maydon gradiyenti ta’rifi va xossalarini ayting. 

6. Vektor maydon deb nimaga aytiladi? 

7. Vektor maydon oqimi nima? 

8. Vektor chizigʻi nima va u qanday topiladi? 

9. Ostrogradskiy teormasini ayting. 

10. Vektor maydon divergensiyasi formulasini ayting. 

 

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR

 1.    funksiyaning  nuqtadagi    vektor yoʻnalishidagi       

      hosilasini toping: 

a)   

b)  

c)  

  
S V

dxdydzzyxdxdyzdzdxydydzx )222(222

.3)(2
2

)(2

)(2)222(

0

432

0 0

2

0 0 0

 

  
























aa a

a a a

V

adxaxadxdy
a

yxa

dxdydzzyxdxdydzzyx

 
S

adxdyzdzdxydydzx 4222 3

 ; ;u u x y z
1M 1 2M M

2

1 2ln(1 ), (1;1;1), (3; 5;4),u x y M M   

   2 2 2

1 2

1
, 1; 1;0 , 2; 1;2 ,

2
u x y z M M  

     1 2ln , 2;3; 1 , 2;1; 3 ,u xy yz xz M M     



374 
 

d)   

e)   

f)   

2. Agar 2 2 2u x yz xy z xyz   bo‘lsa,  0 1,1,1M  nuqtadagi gradiyentini  toping. 

3.  0 1,1,1M  nuqtadan o‘tuvchi, 3xy xz yz    sirtga perpendikulyar birlik  

     vektorning koordinatalarini toping. 

4. 2 ( 1)a xi z k     vektor  maydonning  1,0,4: 22  zzyxS  sirtning  

     tashqi tomonidan o‘tuvchi oqimini toping. 

5.      kxzjzyiyxa


 222  vektor maydonning   3,2,10 M   

     nuqtadagi divergensiyasini hisoblang. 
 

TESTLAR 

1. Agar   2 2u x yz xyz xyz    bo‘lsa,   0 1,1,1M  nuqtadagi   gradiyentini   

    toping. 

                       A) jiugrad  2                  B)  2 2grad u i j k    

                       C) 2 2 2grad u i j k                D) 2 2grad u i j k    

2.  2 2lnu x y z    funksiyaning  0 2,1,1M  nuqtada, 2s i j k     vektor 

yo‘nalishi bo‘yicha  hosilasini toping. 

A) 
7 2

2
            B)  0             C)   

6

3
              D)   1 

3. 2 3r ti t j t k    egri chiziqning 3t   nuqtasida o‘tkazilgan urinmaning 

kanonik tenglamasini ko‘rsating. 
                       A) 

276

9

1

3 zyx





                 B)  
27

27

6

9

1

3 





 zyx                 

                       C)   
1 9 27

11 6 27

x y z  
             D)   1 9 27

1 9 27

x y z  
   

4.  Agar 222 23
2

1
zyxu    va 

2x yz   funksiyalar berilgan bo‘lsa, 

0

1 3
2, ,

3 2
M

 
  
 

 nuqtadagi gradiyentlari orasidagi   burchakni toping. 

A) 
3

2


             B)  

3

2


              C)   

2

3


           D)   

2


   

5.  2 2 ln 1u x y z z     skalyar maydonning  0(1;1;2)M nuqtadagi  eng katta 

hosilasini toping. 
                   A) 4 2gradu                     B)  3 2gradu                      

                   C)   2 2gradu                   D)   2gradu   

   2 3 2

1 2, 1; 1;2 , 3;4; 1 ,u x y y z z x M M    

1 22 2 2

10
, ( 1;2; 2), (2;0;1),

1
u M M

x y z
  

  

   1 22 , 4; 5;0 , 2;3;4 ,xu x y e M M    
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7.4-§. Vektor maydon sirkulyatsiyasi. Stoks formulasi. Vektor 

maydon uyurmasi 

 

7.4.1. Vektor maydon sirkulyatsiyasi. Vektor maydon uyurmasi 

 

Ushbu mavzuda biz vektor maydonda roʻy beradigan va shu sababli 

ham vektor hisobning suyuqliklar oqimi, elektr va magnetizmdagi 

tatbiqlarida muhim rol oʻynaydigan ikkita kattalikni kiritamiz. Bu 

kattaliklar rotor va divergensiya deyiladi, ular skalyar maydonning 

elementi boʻlib turib, vektor maydon hosil qiladi. 

Agar  R3 fazodagi (7.42) vektor maydon va P,Q,R funksiyalar 

xususiy hosilalarga ega boʻlsa, u holda R3 fazoda vektor maydon rotori 

(uyurmasi) deb, quyidagi tenglik bilan aniqlanadigan kattalikka aytiladi: 

k
y

P

x

Q
j

x

R

z

P
i

z

Q

y

R
zyxFrotor























































),,(      (7.46) 

 
                                          7.37-rasm. Rotor 

  

(7.46) rotor formulasini vektor differensial operator koʻrinishida 

tasvirlaymiz:                     
z

k
y

j
x

i
















. 

Bu operatorning oʻz vazifasi bor, agar operator f  skalyar  

funksiyaga ta’sir qildirilsa, funksiya gradiyenti hosil boʻladi:  

.k
z

f
j

y

f
i

x

f
f
















                                   (7.47) 

Agar   operator bilan F


 vektor maydonni vektor koʻpaytirsak, u 

holda vektor maydon uyurmasi hosil boʻladi: 

Frotork
y

P

x

Q
j

x

R

z

P
i

z

Q

y

R

RQP

zyx

kji

F







 

                       






































































          (7.48) 
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Shunday qilib, vektor maydon uyurmasi ta’rifini yodda saqlab 

qolishning eng oson yoʻli uni quyidagi tenglik bilan yozishdir:  

FFrotor


   .    

 

7.4.1-misol. kyjxyzixzzyxF


   ),,( 2 vektor maydon rotorini 

toping. 

Yechilishi: ► (7.48) formuladan foydalanamiz: 









































































k
y

xz

x

xyz
j

x

y

z

xz
i

z

xyz

y

y

yxyzxz

zyx

kji

Frotor







)()()()()()(

 

22

2  

        .2002 kyzjxixykyzjxixyy


  ◄ 

 

7.9-teorema (Klero teoremasi). Agar f  uch oʻzgaruvchili funksiya 

va 2-tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega boʻlsa, u holda 0)( frotor  

boʻladi. 

Isboti: ►  




























z

f

y

f

x

f

zyx

kji

ffrotor



)()(  

.0
222222






















































 k

xy

f

yx

f
j

zx

f

xz

f
i

yz

f

zy

f 
 ◄ 

Agar R3 fazodagi  (7.42) vektor maydon va P,Q,R funksiyalar 

xususiy hosilalarga ega boʻlsa, u holda R3 fazoda vektor maydon 

divergensiyasi deb, quyidagi tenglik bilan aniqlanadigan skalyar 

maydonga aytiladi: 

. 
z

R

y

Q

x

P
Fdiv

















                            (7.49) 

Agar   operator bilan F


 vektor maydonni skalyar koʻpaytirsak, u 

holda vektor maydon divergensiyasi hosil boʻladi:  

FFdiv


 . 
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 7.4.2-misol. kyjxyzixzzyxF


   ),,( 2  vektor maydon 

divergensiyasini toping. 

Yechilishi: ► 

  .
)()()(

 
2

xzz
z

y

y

xyz

x

xz

z

R

y

Q

x

P
Fdiv 
































◄ 

 

7.10-teorema. Agar  R3 fazodagi kRjQiPF


  vektor maydon va 

P,Q,R funksiyalar 2-tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega boʻlsa, u 

holda 0  Frotordiv


 boʻladi. 

Isboti: ►  




































































y

P

x

Q

zx

R

z

P

yz

Q

y

R

x
FFrotordiv )( 


 

.0
222222
































yz

P

xz

Q

xy

R

zy

P

zx

Q

yx

R
  ◄    

Endi gradiyentning divergensiyasini topamiz:  

.)()( 2

2

2

2

2

2

2

f
z

f

y

f

x

f
ffdiv 














  

Bu yerdagi 2  operatorga Laplas operatori deyiladi, chunki u 

quyidagi Laplas tenglamasidan kelib chiqadi:  

.0
2

2

2

2

2

2
2 
















z

f

y

f

x

f
f                             (7.50) 

Xuddi shuningdek, Laplas operatorini kRjQiPF


  vektor maydonga, 

ya’ni uning komponentlariga ta’sir qildirish mumkin: 

.2222 kRjQiPF


  

 

7.4.2. Stoks formulasi 

 

7.11-teorema (Stoks teoremasi). Fazoda oriyentirlangan boʻlakli-

silliq  sirtni qaraylik, bu sirt yopiq, boʻlakli – silliq, musbat 

oriyentirlangan  C  egri chiziq bilan chegaralangan boʻlsin. F


 vektor 

maydon boʻlib, uning komponentlari R3 fazoda  sirtni oʻz ichiga olgan 

ochiq sohada uzluksiz xususiy hosilalarga ega boʻlsin (7.38-rasm). U 

holda vektor maydon uchun quyidagi tenglik oʻrinli:  

 
SС

dSFrotordrF


  

S

S
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 7.38-rasm. S sirt 

 

Stoks formulasini egri chiziqli integral bilan ifodalashga harakat 

qilamiz. Faraz qilaylik, fazoda berilgan  funksiya C  konturda 

uzluksiz va uzluksiz    xususiy hosilalarga ega boʻlsin va 

 sirtda  funksiya aniqlangan boʻlib, u uzluksiz va uzluksiz 

xususiy  hosilalarga ega boʻlsin. U holda 

ushbu  egri chiziqli integral mavjud boʻladi. Egri chiziqli 

integrallar mavzusidan ma’lumki, bunday holda  kontur yoʻnalishi sirt  

tomoni bilan muvofiq boʻladi. Modomiki,  kontur  sirtga tegishli 

ekan, unda  ning nuqtalari  tenglamani qanoatlantiradi. 

Shuningdek,  da  funksiya  boʻlib, u C  da 

berilgan ikki oʻzgaruvchili funksiyaga aylanadi va quyidagi tenglik oʻrinli 

boʻladi:   

. 

Grin formulasiga koʻra,  




 CS

dxdyyxzyxP
y

dxzyxP )),(,,(),,(  boʻladi. Bu 

tenglikning oʻng tomonidagi xususiy hosilani topamiz: 

).,(
)),(,,()),(,,(

)),(,,( yxz
z

yxzyxP

y

yxzyxP
yxzyxP

y
y

















 

Topilgan xususiy hosilani oʻrniga olib borib qoʻysak,  

 






 












 C

y

S

dxdyyxz
z

yxzyxP

y

yxzyxP
dxyxzyxP ),(

)),(,,()),(,,(
)),(,,(    (7.51) 

hosil boʻladi.  

 Bilamizki, agar  sirtning ustki qismi qaralsa, uning  normalining 

yoʻnaltiruvchi kosinuslari boʻladi:  

),( yxzz 

),,(' yxzx ),(' yxz y

S ),,( zyxPP 

,
),,(

x

zyxP




,

),,(

y

zyxP





z

zyxP



 ),,(


S

dxzyxP ),,(

S

S S

S ),( yxzz 

S ),,( zyxPP  )),(,,( yxzyxPP 





SS

dxyxzyxPdxzyxP )),(,,(),,(

S


n
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,   ,   . 

Bu munosabatlardan   boʻlishi kelib chiqadi. Natijada 

buni (7.51) formulaga qoʻysak,  

 



















 CS

dxdy
z

yxzyxP

y

yxzyxP
dxyxzyxP





cos

cos)),(,,()),(,,(
)),(,,(

 
 (7.52)  

ga ega boʻlamiz. 

Endi (7.52) tenglikdagi ikki karrali integralni (**) formuladan 

foydalanib, II tur sirt integrali  orqali quyidagicha yozib olamiz:  












































S

S

dxdy
z

zyxP

y

zyxP

dxdy
z

yxzyxP

y

yxzyxP









cos

cos),,(),,(

cos

cos)),(,,()),(,,(

          

Soʻngra bu II tur sirt integrali uchun I va II tur sirt integrallarini oʻzaro 

bogʻlovchi ushbu  

 

                      (7.53) 

  

formulalarning 3-siga koʻra  

























































SS

S

S

dS
z

zyxP
dS

y

zyxP

dS
z

zyxP

y

zyxP

dxdy
z

zyxP

y

zyxP












cos
),,(

cos
),,(

cos
cos

cos),,(),,(

cos

cos),,(),,(

 

boʻlib, bu tenglikdagi I tur sirt integrallari (7.53) formulalarga koʻra 























SS

SS

dzdx
z

zyxP
dS

z

zyxP

dxdy
y

zyxP
dS

y

zyxP

),,(
cos

),,(

,
),,(

cos
),,(





 

boʻladi. Yuqoridagi barcha munosabatlarni inobatga olsak,   

             (7.54) 

2'2'

'

1

),(
cos

yx

x

zz

yxz




2'2'

'

1

),(
cos

yx

y

zz

yxz




2'2'1

1
cos

yx zz 



),(
cos

cos ' yxzy




 
S S

dSzyxfdydzzyxf cos),,(),,(

 
S S

dSzyxfdzdxzyxf cos),,(),,(

 
S S

dSzyxfdxdyzyxf cos),,(),,(












 SS

dxdy
y

zyxP
dzdx

z

zyxP
dxzyxP

),,(),,(
),,(
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kelib chiqadi. 

Xuddi shunga oʻxshash  sirt va unda aniqlangan , 

 funksiyalar uchun tegishli shartlarda  

            (7.55) 

munosabatlarni yozish mumkin.  

(7.54) va (7.55) tengliklarni hadlab qoʻshib, quyidagini topamiz: 

 

                     (7.56) 

                             . 

(7.56)ga Stoks formulasi deyiladi. 

Stoks formulasi  sirt boʻyicha olingan sirt integralini shu sirt 

chegarasi  yopiq egri chiziq boʻyicha olingan egri chiziqli integral 

bilan bogʻlaydi. 

Tarixiy ma’lumot. Stoks teoremasi Irlandiyalik matematik, fizik 

J.Stoks (1819-1903) sharafiga nomlanadi. Stoks Kembridj universiteti 

professori lavozimida ishlagan va suyuqlik oqimi hamda nurlarni 

oʻrgangan. Stoks teoremasi aslida Shotlandiyalik fizik olim U.Tomson 

(1824-1907) tomonidan kashf etilgan. Tomson 1850 yilda Stoksga ushbu 

teoremani xat orqali ma’lum qiladi. 1854 yilda Storks 1-marta Kembridj 

universiteti talabalaridan imtihonda bu teoremaning isbotini soʻraydi. 1-

bo‘lib, teoremani e’lon qilgani uchun ham uning nomi bilan ataladi. 

 

7.4.3-misol. kzjxiyzyxF


22),,(  va C 122  yx  silindr bilan 

2 zy  sirt bilan kesishish egri chizigʻi boʻlsa, drF
C




 ni hisoblang. 

Yechilishi: ► C  egri chiziq ellipsdan iborat, u 122  yx  silindr 

bilan 2 zy  tekislikning kesishishidan hosil boʻladi (7.39-rasm). 

drF
C




 integralni Stoks teoremasidan aniqlaymiz, chunki  

S ),,( zyxQ

),,( zyxR





























SS

SS

dzdx
x

zyxR
dydz

y

zyxR
dzzyxR

dydz
z

zyxQ
dxdy

x

zyxQ
dyzyxQ

),,(),,(
),,(

,
),,(),,(

),,(




dzzyxRdyzyxQdxzyxP
S

),,(),,(),,(





































 

dydz
z

zyxQ

y

zyxR

dxdy
y

zyxP

x

zyxQ

S

),,(),,(

),,(),,(

dzdx
x

zyxR

z

zyxP



















),,(),,(

S
S
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dSFrotordrF
SC

 


 ; 

Bunda Frotor


   ni topish kerak. 

.)21(
)()()()(

                             

2222

22

kyk
y

y

x

x
j

x

z

z

y
i

z

x

y

z

zxy

zyx

kji

Frotor















































































 
7.39-rasm. Silindr va tekislikning kesishishidan hosil bo‘lgan ellips 

 

Stoks teoremasi bizga C egri chiziq bilan chegaralangan ixtiyoriy 

(oriyentirlangan, boʻlakli-silliq) sirtni tanlashga imkon beradi. Mumkin 

boʻlgan bir qancha shunday sirtlar orasidan biz eng maqbulini tanlaymiz 

– bu 2 zy  tekislikning C egri chiziq bilan chegaralangan qismi S 

elliptik sohadir. Agar S sohaning yuqori qismini olsak, u holda C musbat 

oriyentirlangan boʻladi. S sohaning xOy tekislikdagi D proyeksiyasi 

122  yx  doiradan iborat boʻladi. D sohaning yuzasini A bilan belgilasak, 

shunda aniqlanish sohasi doiradan iborat boʻlganligi uchun qutb 

koordinatasiga oʻtib ishlaymiz:  

.)sin21()21( 

2

0

1

0




   rdrrddAydSFrotordrF
DSC


 ◄ 

 

7.4.4.-misol. kxyjyzixzzyxF


   ),,(  va S sirt 4222  zyx  

sfera bilan 122  yx  silinrning kesishgan qismi boʻlsa, dSFrotor
S




  ni 

hisoblang. 

Yechilishi: I usul. ► 4222  zyx  sfera bilan 122  yx  

silinrning kesishgan qismini chizamiz (7.40-rasm). 
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7.40-rasm. Sfera va silindr kesishmasi 

 

4222  zyx     ⇒   42

1

22  zyx
     ⇒   32 z     ⇒   3z  (z>0).   

Shunda C egri chiziqning silindrik koordinatadagi koʻrinishi quyidagicha: 

         kjtittr


3 sin cos)(  ,   20  t . 

jtittr


 cos sin)(  . 

Demak, kttjtitkxyjyzixztrF


 sincos sin3 cos3   ))((  . 

Topilgan ifodalarni Stoks formulasiga qoʻyamiz:  

 

2

0

0)cossin3 sincos3()())(( dtttttdttrtrFdrFdSFrotor
ССS


. 

II usul. ► 4222  zyx  sfera bilan 122  yx  silinrning kesishgan 

qismini 3z  ekanini topdik (7.41-rasm). S1 soha S soha bilan bir xil, u 

C egri chiziq bilan chegaralangan, shunga koʻra quyidagi tenglikni yozish 

mumkin:  dSFrotordSFrotor
SS

 
1

  


. Chunki, S1 gorizontal tekislik 

boʻlib, k


 unga normal hisoblanadi. 

 
7.41-rasm. Sfera va silindr kesishmasi S1 

 

kxyjyzixzzyxF


   ),,(   vektor maydon rotorini hisoblaymiz: 
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k
y

P

x

Q
j

x

R

z

P
i

z

Q

y

R

RQP

zyx

kji

Frotor







































































   

formulaga koʻra topamiz: 

    .  jyxiyx

xyyzxz

zyx

kji

Frotor


















  

0] )( )[(  11

11

  dSkjyxiyxdSnFrotordSFrotor
SSS


, 

chunki perpendikulyar vekrotlarning skalyar koʻpaytmasi 0 ga teng. ◄ 

 

7.4.3. Potensial va solenoidli vektor maydonlar 

 

Agar kzyxRjzyxQizyxPzyxF


),,(),,(),,(),,(   (7.42) vektor 

maydonning har bir nuqtasida uyurmasi nolga teng boʻlsa, ya’ni 

0   Frotor


 boʻlsa, bunday vektor maydonga potensial ( yoki gradiyentli 

yoki uyurmasiz) maydon deyiladi. Nuqtaviy zaryadlar kuchlanishining 

elektrostatik maydoni potensial maydonga misol boʻladi. 

 Potensial maydonning shu maydondagi ixtiyoriy yopiq chiziq 

boʻyicha sirkulyatsiyasi nolga teng. 

 Potensial maydon biror bir  zyxfu ,,  skalyar funksiyaning 

gradiyentiga teng, ya’ni    fFrotor 


. Bunday  zyxfu ,,  funksiya 

vektor maydon potensiali ( yoki potensial funksiyasi)deyiladi. 

 (7.42) vektоr  maydоnning potensiali quyidagi formula yordamida 

topiladi: 

       
 

 

 
zyx

zyx

dzzyxRdyzyxQdxzyxPzyxf

,,

,, 000

,,,,,,,,  

       

x

x

z

z

y

y

dzzyxRdyzyxQdxzyxP

0 00

,,,,,, 000 , 

bu yerda   000 ,, zyx  tayinlangan nuqtaning koordinatalari,  zyx ,,   esa  

ixtiyoriy nuqta koordinatasidir. 

 Agar ),,( zyxF


 vektor maydonning har bir nuqtasida divergensiyasi 

nolga teng boʻlsa, ya’ni 0  FFdiv


 boʻlsa, bunday vektor maydonga 

solenoidli (yoki naychasimon) maydon deyiladi. 



384 
 

 Solenoidli vektor maydonning ixtiyoriy yopiq sirt boʻyicha oqimi 

nolga teng boʻladi. Solenoidli maydonga magnit maydoni, aylanma jism 

tezligi maydoni kabilar misol boʻla oladi.   

 Aytaylik, ),,( 0000 zyxP  suyuqlikdagi biror zarracha boʻlsin va aS  biror  

radiusi a  ga teng, markazi 0P  nuqtada boʻlgan kichikroq disk boʻlsin. U 

holda barcha aS  diskdagi barcha P nuqtalar uchun ushbu tenglik oʻrinli 

boʻladi, chunki Frotor


   uzluksiz: ))( ())( ( 0PFrotorPFrotor


 . Shunday 

qilib, Stoks formulasiga koʻra, aylana aС  chegarasi boʻylab 

sirkulyatsiyaning taqribiy qiymatini topish mumkin: 

.)( )()(  2

000 aPnvrotordSPnPvrotordSnvrotorrdv

aaa SSС



   

0a da limitga oʻtamiz: 

 


aC
a

rdv
a

Pnvrotor


20
0

1
lim)( 


 

 
7.42-rasm. Rotor 

 

Ushbu tenglik rotor va sirkulyatsiya orasidagi munosabatni bildiradi, 

ya’ni nvrotor

  oʻchov suyuqlikning n


 oʻq atrofida aylanish effektini 

koʻrsatadi. Eng samarali sirkulyatsiyaga vrotor


  ga parallel oʻq boʻyicha 

aylanganda erishish mumkin (7.42-rasm). 

 

Mavzu yuzasidan savollar: 

 

1. Vektor maydon divergensiyasi formulasini ayting. 

2.  Vektor maydon sirkulyatsiyasi deb nimaga aytiladi? 

3. Vektor maydonning chiziqli integrali deb nimaga aytiladi? 

4. Stoks formulasi deb nomlanadigan tenglikni yozing? 

5. Stoks formulasining tekislikdagi xususiy holi qanday nomlanadi? 

6. Vektor maydon uyurmasi(rotori) ta’rifini ayting. 

7. Stoks formulasi uyurma formulasidan foydalanib qanday yoziladi? 

8. Uyurmani determinant shaklini yozing. 
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9. Potensial vektor maydon deb nimaga aytiladi va uning potensiali      

     qanday topiladi? 

10. Ixtiyoriy yopiq chiziq boʻyicha sirkulyatsiyasi nolga teng boʻlgan      

     vektor maydon qanday maydon boʻladi?  

11. Qanday vektor maydon solenoidli maydon deyiladi? 

12. Ixtiyoriy yopiq sirt boʻyicha oqimi nolga teng boʻlgan vektor 

maydon qanday maydon boʻladi?  

 

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR

 
 

1.   kyjxizMa

 222  vektor maydonning uyurmasini toping. 

2.  Ushbu    kxzjyzixyMa


  vektor maydonning  012432  zyx  

    tekislikning koordinata tekisliklari bilan kesishish chizigʻi boʻyicha  

    sirkulyatsiyasini Stoks formulasi yordamida hisoblang. 

3. 









x

y
arctggrada


 maydonning 1  : 22  yxC  aylana boʻylab  

    sirkulyatsiyasini toping. 

4. kyxjzxixyzMa
 222)(   vektor maydon potensialini toping. 

5.      kyjzxiyxMa


 4)(  vektor maydonning  0622  zyx   

     tekislikning koordinata oʻqlari bilan hosil qilgan uchburchak konturi  

     boʻyicha sirkulyatsiyasini Stoks formulasi yordamida hisoblang. 

 

TESTLAR 

 

1. Potensial maydonni aniqlang. 

A)       kyxzjxxzizxyMa
 222 222)(  ;     

B)   kyxjzxixyzMa
 222)(  ; 

C)   kyxjzxixyzMa
 22 222)(  ;   

D)        kyxzjxyzizxzMa
 222 222)(  . 

 

    2.      kyxzjxyzizxyMa
 222 222)(   vektor maydon potensialini  

        toping. 

       A) Czyxyyxu  222
;                 B)  Cxyxzyxu  222

; 

                 C) Cxyyzyxu  222
;                  D) Czyxzyxu  222

. 

         3.    kyjyxizMa


)(  vektor maydonning 0222  zyx   

             tekislikning koordinata oʻqlari bilan hosil qilgan uchburchak konturi  

             boʻyicha sirkulyatsiyasini Stoks formulasi yordamida hisoblang. 
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A)  2            B)  2.5             C)   0             D)   1 

        4. 

RQP

zyx

kji















 ushbu determinant nimani hisoblaydi? 

A) Maydon uyurmasini;             B)  Maydon divergensiyasini;  

C) Maydon potensialini;             D)  Maydon sirkulyatsiyasini.    

  

5.  Solenoidli maydonni aniqlang. 

A)    kyxjzxiyzMa
 222)(  ;     

B)   kyxjzxixyzMa
 22)(  ; 

C)   kyxjzxixyzMa
 22 222)(  ;   

D)        kyxzjxyzizxzMa
 222 222)(  . 
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