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SO‘Z BOSHI

Mazkur o‘quv uslubiy majmua “Differensial geometriya va topologiya” fanidan
“5130100-Matematika” ta’lim yo‘nalishi uchun mo‘ljallangan bo‘lib, fizika-matematika
fakultetining “Matematika” kafedrasi katta o‘qituvchisi tomonidan ishlab chiqilgan.
“Differensial geometriya va topologiya” fani o‘quv uslubiy majmuasini yaratishda
yetakchi xorijiy OTMlari o‘quv dasturlariga asosiy adabiyotlar ro‘yxatiga kiritilgan
Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry (1978 by Springer-Verlag,
New York Inc. Printed in the United States of America), Izu Vaisman Analytical
Geometry (World Scientific 1997), M.A.Arstrong, Basic Tpology (Springer, 1998 y)
adabiyotlardan foylalanildi.

“Differensial geometriya va topologiya” fani “5130100-Matematika” ta’lim
yo‘nalishi o‘quv rejasiga asosan 3- va 4-semestrlarda mos ravishda 72 soat ma'ruza va
72 soat amaliy mashg ulot auditoriya soatlarda o‘qitiladi.

Ushbu o‘quv uslubiy qo‘llanma beshta qismdan iborat bo‘lib, 0’quv materiallari,
mustaqil ta’lim mashg ulotlari, kurs ishi va kurs loyihasi, glossariy va ilovalar

(namunaviy va ishchi o‘quv dastur, nazorat savollari va test savollari)dan tashkil topgan.



KIRISH

Differensial geometriya kursida uch o‘lchamli fazodagi chiziglar va sirtlar
matematik analiz yordamida o’rganiladi. Ma’lumki, analitik geometriya kursida
chiziglar va sirtlarni o‘rganish ularning tenglamalarini tekshirish yordamida amalga
oshiriladi. Shuning uchun algebraik metodlar analitik geometriya kursida asosiy ro‘l
o‘ynaydi. Differensial geometriya kursida biz chiziq va sirtlarni tenglamalar yordamida
emas, balki fazodagi ma’lum xossalarga ega bo’lgan figuralar sifatida aniqlaymiz va
ularni matematik analiz yordamida o‘rganish uchun differensialanuvchi funksiyalar
yordamida parametrlaymiz. Geometriyada matematik analiz metodlarini tadbiq gilishga
Peterburg fanlar akademiyasi a’zosi L.Eyler katta hissa qo‘shdi. U chizigni
parametrlash, sirt nugtasida bosh yo‘nalishlar kabi muhim tushunchalarni kiritdi va juda
ajoyib teoremalarni isbot qildi. Differentsial geometriyaning asosiy masalalari
sistematik ravishda yoritilgan birinchi asarni Gaspar Monj yozdi. Uning «Cheksiz
kichiklar analizining geometriyaga tadbiqi» nomli kitobi 1795 yili chop etildi. G.
Monjning shogirdlari Dyupen, Menye ham sirtlar nazariyasiga katta hissa go‘shdilar.
Geometriya fani XIX asrda juda tez rivojlandi. 1826 yili buyuk matematik N.I.
Lobachevskiy Evklid geometriyasidan fargli geometriya mavjud ekanligini ko‘rsatdi.
Bu geometriyada geodezik uchburchak ichki burchaklari yig¢indisi 180° dan kichikdir.
1827 yili Gauss sirtning to‘liq egriligi uning ichki geometriyasiga tegishli ekanligini
isbotladi. 1854 yili B.Riman Lobachevskiy geometriyasini ham oz ichiga oluvchi yangi
geometriyani asoslab berdi. Bu geometriya Riman geometriyasi deb ataladi. Riman
geometriyasida geodezik uchburchaklar ichki burchaklar yig‘indisi 180° dan katta ham,
kichik ham bo‘lishi mumkin. XX asrda differensial geometriyaning rivojlanishida
chiziglar va sirtlar o‘rniga har xil differensial strukturalar kiritilgan silliq ko‘pxilliklarni
o‘rganish tendensiyasi paydo bo‘ldi va rivojlandi. Bu obyektlarni (sillig ko‘pxilliklarni)
o‘rganish qulayligi shundaki, ular chiziglar va sirtlar kabi Evklid fazosining gism
to‘plamlari sifatida emas, balki differensial struktura Kkiritilgan abstrakt topologik fazolar
sifatida aniglanadi. Ko‘pxilliklar nazariyasida chiziglar va sirtlar mos ravishda bir

o‘lchamli va ikki o‘lchamli ko‘pxilliklarni tashkil etadi. Hozirgi vaqtda ko‘pxilliklar
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nazariyasi geometriya kursining asosiy gismlardan biri bo‘lib goldi.

GLOSSARIY

Absolyut buralish. Tabiiy parametrlashtirilgan chiziq y :¥ =r(S)
tenglamasi orgali berilgan bo’lsin. P(S), Q(S + AS) € ¥ cheksiz yagin nugtalarida
chizigga yopishma tekisliklar o'tkazaylik. Yopishma tekisliklar tashkil etgan
burchakni AQ=<(/1, - I1,) belgilaylik. Yopishma tekisliklar tashkil etgan AQ

burchak P va Q nugtalardagi ,E’(S), ,B(S + AS) binormal vektorlar tashkil etgan
burchakka teng, ya ni AQ =Z(B(S), B(S +A)). » chizigning P va Q nugtalar bilan
chegaralangan kesmasi (yoyi)ning uzunligi | AS | bolsin.

7 chizigning P nuqtasidagi absolyut buralishi deb, AQ :|AS | nisbatning Q nugta chizig
bo'ylab P nugtaga intilgandagi limitiga aytiladi va

| K, = lim-22. ' rinishda belgilanadi

2= 0P AS | g :

Akslantirish. X,y ixtiyoriy to’plamlar bo’lib, X ning har bir elementiga Y ning bitta
elementi mos qo’yilgan bo’lsa X ni Y ga akslantiruvchi moslik yoki akslantirish
berilgan deyiladi va f: X —Y ko’rinishida yoziladi.

Ajraluvchan topologik fazo. Agar topologik fazoning har ganday ikki nuqgtasi uchun
o’zaro kesishmaydigan atroflar mavjud bo’lsa, u holda ushbu fazoning ajraluvchan yoki
xausdorf fazosi deyiladi. Bittadan ortig nuqtaga ega bo’lgan antidiskret fazo
ajralmaydi.Diskret fazo ajraluvchanlik xossaga ega. Har qganday metrik fazolar
ajraluvchan.

Asimptota. Egri chiziq ustidagi nugta chizig bo'ylab cheksiz uzoglashganda, bu
nugta bilan birorta to"g ri chiziq orasidagi masofa nolga intilsa, u holda bu to g ri chiziq
egri chizigning asimptotasi deyiladi.

Aylana. Tekislikda markaz deb ataluvchi berilgan M nugtadan bir xil r>0 masofada
turuvchi nugtalar tiplamini aylana deb ataladi.

Arximed spirali. M nugta ON togri chiziq
bo yalab harakatlansin. ON to'gri chizig esa O nuqta
atrofida aylansin. Qutb atrofida tekis aylanayotgan
to'g'ri chiziq ilgarlanma tekis harakat qiluvchi
nugtaning chizgan iziga Arximed spirali deyiladi.
Arximed spiralining qutb kordinatalari ~ bo'yicha
tenglamasi r = agp.




Aylanma sirt. y:x=¢(u), z=w(u) tenglamalar orgali berilgan chizigning (OZ) o'q
atrofida aylanishidan hosil bo’lgan sirt aylanma sirt deyiladi.

Asimptotik yo nalish. Sirtdagi biror (du:dv) yo'nalishda K, normal egrilik nolga
aylansa, bu holda ushbu yo nalishni asimtotik yo nalish deyiladi. Normal egrilikning

Asimptotik chizig. Sirtga garashli biror chizigning har bir nuqgtasidagi urinma
yo nalishshi asimptotik yo nalishi bo'lsa, bu holda ushbu chizigni sirtning asimptotik
chizig'i deb ataladi.

Binormal. Chizigning yopishma tekisligiga perpendikulyar normali chizigning

r'rYy
binormali deb ataladi. Binormalning yo naltiruvchi ort vektori g = ‘[:—t]]
KT

Bog’lanishli to’plam. (X,7)-topologik fazo, AcX-qism to’plam bo’lsin. Ikkita G

va G; ochiq qism to’plamlar mavjud bo’lib:
1) A=(ANG)U(ANG,)
2) (ANG)N(ANG,) =0
3) AnG, #3,ANG, #J
shartlar bajarilsa, A to’plam bog’lanmagan to’plam deyiladi. Ushbu shartlarni
ganoatlantiruvchi G; va G; ochiq to’plamlar mavjud bo’lmasa, A to’plamni
bog’lanishli to’plam deyiladi.
Bosh normal. Chizigning yopishma tekisligida yotuvchi normali chizigning bosh
Ikidld

normali deb ataladi. Bosh normalning yonaltiruvchi ort vektori V = W
rr; T
2 |t

Bir parametrli chiziglar oilasini o'ramasi. F(x,y,c)=0 bir parametrli chiziglar
oilasining o’ramasini F(x,y,c)=0 va F/(xy,c)=0 tenglamalar sistemasini yechib F, va
F, bir vagtda nolga aylanmasa diskiriminant chiziq tarkibidan aniglanadi.

Bog‘lanishli to‘plamlar. (X,7)-topologik fazo, Ac X-qism to’plam bo’lsin. Ikkita
G1 va Gy ochiq gism to’plamlar mavjud bo’lib:

1) A=(ANG)U(ANG,)
2) (ANG)N(ANG,)=T
3) AnG, #T,ANG, 2T

shartlar bajarilsa, A to’plam bog’lanmagan to’plam deyiladi. Ushbu shartlarni
ganoatlantiruvchi G; va G; ochiq to’plamlar mavjud bo’lmasa, A to’plamni
bog’lanishli to’plam deyiladi.

Buralish teoremasi. Regulyar (uch marta uzluksiz differensiallanuvchi) chiziq
0°zining , (egrilik) noldan fargli bo"lgan har bir nugtasida ma’lum bir absolyut buralish



|K,| da ega. Agar chiziq y:r=r(S) ko rinishdagi tenglama orqgali berilgan bo’lsa, uy
holda |, |(Ff N1 ko'rinishda belgilanadi.

1

Differensiyallash goidalari(vektor funksiya). r(t), (i=123) va f(t) funksiyalar
differensiallanuvchi bo’lsa, u holda quyidagi differensiallash qoidalari o’rinli.

a) (i) +5,(1)« = £(1) £ (1),

b) (f®)F () = LOF®+ fOF),
0) (5() L) =FORLO +EOFO),
d) EOLOED) =EOLORO)+EORORO)+EORLOF®)
Egri chizigning asimptotasi. Tekis egri chiziq quyidagi parametrik tenglamalari
orgali berilgan bo’lsin: 7 ix=x(t),y=y().
A Birorta ¢ to g ri chizig mavjud bo’lib, y chiziq ustidagi M(t)

nugta chiziq bo’ylab cheksiz uzoglashganda, ushbu nugtadan
¢ to g ri chiziggacha masofa nolga intilsa , u holda ¢ to'g'ri
chizigni berilgan » chizigning asimptotasi deb ataladi.

Ax+By+C=0,
to'gri chizigni y:x=x(t),y = y(t). chizigga asimptota bo lish
sharti:
0 lim|Ax(t) +By(t)+C|=0.

Asimptota y=kx+b, ko'rinishdagi tenglamaga ega bo’lsa, koeffitsientlarni
quy|dag|Chat0p||ad| k = I|m yé;, b= Ilm[y(t) kx(t)]

t-T

y i x=x(t),y =y(t). egri chiziq vertikal asimptotaga ega bo'lsa, uning tenglamasi
a= i@ @ limy(t)=co- Gorizontal asimptota uchun  limx(t)=c, b=limy(t).

t—>T
t>T

Tekis chiziq y=f(x), tgenglama orqali berilgan bo’lsa, asimptota uchun
i (¥ () b=lim[ f (x)-kx]| koeffisientlarni hisoblaymiz.

X—>00 X—00

Elementar sirt. Tekislikdagi ochiq sohani R® fazoga topologik akslantirish
natijasida hosil gilingan nugtalar to'plamiga elementar sirt deyiladi. Elementar sirtga
tekislik, elliptik va giperbolik paraboloidlar va parabologik silindr misol bo"la oladi.

Elliptik nuqta. Agar sirtning  biror nutasidagi yopishma paraboloidi elliptik
paraboloid bo’lsa, u holda bu nugtani elliptik nugta deyiladi.

Evolyuta. Berilgan chiziqg egrilik markazlarining geometrik o'rni evolyuta bo’lib,

- - r2 , N = =
uning tenglamasi X = x — yt,xt— VY =y X! x{* +y{* . ko'rinishda
X{Yi ‘xt ¥
A YA Iy
boladi.



Evolventa. Evolyutaga otkazilgan urinmalarning ortogonal traektoriyasiga uning
evolventasi deyiladi. Evolventa tenglamasi: p =r(s) + (1 —s)z(s).
Frene formulalari. 1) 7(S)=Kyu(S) 2) V(S)=-K,7-K,B

3) A(S)=+K,7(S); bu yerda K; va K; chizigning mos ravishda egriligi va buralishi;
Gauss — Bonne teoremasi. : Sirtning doiraga gomeomorf @ sohasi , regulyar
chiziq bilan chegaralangan bo’lsin. U holda  [K ds=27-[[Kds formulaning chap

gismida integral y eQ chizigning s =ngzuz_al yoy uzunligi bo’yicha olinsa 0'ng

tamonida @ sohaning yuzi bo'yicha olinadi. Kg musbat yoki manfiy giymatli bo'lishi
mumkin. Bu sohaning gavariq yoki botigligiga boglig.

Agar » regulyar chiziglar yoylarining

kesishmasidan iborat bo’lib uchlaridagi

ichki burchaklari o bo’lsa, [Kds+Y (r—a)=27-[[Kds

Topologik fazo. X ning gism to’plamlar oilasi 7 = {G_} dan quyidagi shartlarni
bajarilishini talab gilaylik.

1) ¢ oilaga tegishli to’plamlar ixtiyoriy sistemasining birlashmasi r ga tegishli bo’lsin
2) r oilaga tegishli har qanday ikkita to’plamning umumiy qismi (kesishmasi) r ga
tegishli bo’lsin.

3) @ bo’sh to’plam 7 ga tegishli bo’lsin

4) X to’plam « ga tegishli bo’lsin.

U holda - oilani X dagi topologik struktura deyiladi.
to’plamda biror ¢ topologik struktura aniglangan
bo’lsa, holda (X, ) juftlikka topologik fazo
deyiladi.

Topologik fazo bazisi. (X,z) fazoning ixtiyoriy
ochiq qism to’plamini B oilaga tegishli to’plamlar
yig’indisi sifatida yozish mumkin bo’lsa, B oila (X,7)
topologik fazoning bazasi deyiladi.

Uzluksiz almashtirish. Agar f almashtirish xeF nugtani x’' e F' nuqtaga o tkazsa
va ixtiyoriy & >0 cheksiz kichik son uchun & >0 cheksiz kichik son mavjud bo’lsaki,
p(x,y) <o tengsizlikni ganoatlantiruvchi har ganday yeF nugta p,(x,y) <e
tengsizlikka ganoatlantiruvchi y’' e F’ nugtaga o'tsa, u holda f ni uzluksiz almashtirish
deyiladi.

Vektor funksiya. Agar skalyar o’ zgaruvchi t ning [a,b] kesmadagi har bir
giymatiga biror goida asosida aniq bir ¥ vektor mos kelsa, u holda bu vektor t
parametrning vektor funktsiyasi deyiladi va gisgacha r =r(t) shaklda ifodalanadi.
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O QUV MATERIALLARI (Ma'ruza)
1.YEVKLID FAZOSI. YEVKLID METRIKASI

Reja

1. R" fazoda ikki nuqta orasidagi masofa formulasi.

2. Masofaga qo’yilgan talablar

3. Ochiq va yopiq shar tushunchasi

4. Teoremalar.

5. Chizigli R" fazo

6. Evklid fazosi

Tayanch iboralar. Yevklid fazosi, ochiq shar, yopiq shar, R" fazoe, ochiq
to plam, yopiq to plam.

Xagqiqiy sonlar to’plami R',bo’yicha R"=R'xR'x...R" (n marta) fazo quraylik. n
>1 uchuna" {(x! x%, ... , x") x' e(a',b'),i=12.,n} Q"< R“.(a',b') — sonli intervallar
bo’lib R! ga qism. R" to’plamda x=(x*,x2.x") va y=(y!,y2..,y") nuqtalar orasidagi
masofani

A0 Y) =y =X+ (v =X 4+ (" =X (L)
formula  bilan  aniqlaymiz. d:R"XR"—R'  funksiya  quyidagi shartlarni
qanoatlantiradi:
1) musbat aniglangan, ya’ni vx,y e R" uchun x=y bo’lsa d(x,y)=0, x=y bo’lganda
d(x,y)>0 munosabatning bajarilishi zarur va Yetarli.
2) Simmetrik, ya’ni vx,y uchund (x,y)=d(y,X).

3) Uchburchak tengsizligini ganoatlantiradi, ya'ni d(X,y) <d(x,z)+d(z,vy).
Matematik tahlil kursidan, shuningdek analitik geometriyadan bizga quyidagi Koshi

tengsizligi ma’lum
1

1 1
{i(a‘ +b‘)2}2 s(ia”jg +(ib‘2j2(1.2)
i=1 i=1 i=1
Ushbu tengsizlik asosida uchburchak tengsizligini isbotlash mumkin. x=(x!,x?,...,x"),
y=(yLY3,...y"), 2= (24,22, .. z") nuqtalarni olib,a' =x' -z', b’ =z' - y' belgilash kiritsak,
Koshi tengsizligidan d(x,y)<d(X, z)+d(z,y) tengsizlik kelib chigadi.

R" da ikki nuqta orasidagi masofani (1.1) formula bo’yicha kiritish bilan uni
metrik fazoga aylantiramiz. R"da ochiq to’plam tushunchasini ochiq koordinat
parallelopipedi yoki ochiq shar orqali kiritish mumkin.

1- ta’rif. R" da ochiq koordinat parallelopipedi deb Q" ={M(x' x*,..,x")/
a' <x'<b',i=12,..n} nugtalar to’plamiga aytiladi.

2- ta’rif. R" da yopiq koordinat parallelopipedi deb Q" ={M(x' x*,...,x")/
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a' <x'<b',i=12,.n} nuqtalar to’plamiga aytiladi.

Yevklid fazosida x,(x!,xZ,..,x") markazli var > o radiusli shar tushunchasiga
ta’rif beraylik.

3-ta’rif, U (X, 1) = {X(X4, X2, X)) /(¢ =X )2 + ..+ (X" = x")? < r?}
nuqtalar to’plamiga Xx,-markazli va r radiusli ochiq shar deyiladi.
4-ta’rifU (X, 1) ={X(x, X%, X" /(X = x2)? +..+ (X" —xD)* <r®} nugqtalar
to’plamiga yopiq shar deyiladi. Son o’qida ochiq shar (x,-I, Xo+r) ochiq intervaldan
yopiq shar esa [X,-I, Xo+I'] kesmadan iborat bo’ladi.

Yevklid fazasida berilgan x markazli va r > o0 radiusli ochik shar va yopiq shar
tushunchalariga quyidagicha ta’rif berish ham mumkin.

3'-ta’rif. V, (x)={yeR" d(X,y)<r} to’plam markazi x nuqtada va radiusir ga teng
ochiq shar deb ataladi.

4 - ta’rif. B, (xX)={yeR" d(X,y) < r} to’plam esa markazi x nuqtada va radiusi r
ga teng yopiq shar deb ataladi.

Ochiq shardan foydalanib R" da ochiq to’plam tushunchasini kiritaylik.

5-ta’rif. Berilgan A to’plam va unga tegishli har qanday nuqta uchun shunday
r>o0son mavjud bo’lib, B (a)cAbo’lsa, anuqta A to’plamning ichki nuqtasi deyiladi.

6-ta’rif. Hamma nugqtalari ichki nuqtalari bo’lgan to’plam ochiq to’plam
deyiladi. Xulosa shuki, xar ganday ochiq shar B, (a) ochiq to’plamdir, ya’ni Vxe B_(a)

uchun d(a,x)<r=r-d(a,x)=r,>0X nuqta va uning rc atrofi uchun

B, (X) =B, (2) ni ko’rsatishimiz talab gilinadi.

Vy < Brx (X) ni olib, yeB. (a) ni ko’rsataylik
d(y,a) <d(y,x)+d(x,a)<r, +d(x,a)=r,+r—r, =r ya’ni

d(y,a)<r=yeB,(X) = B,(a).Bo’sh to’plamni @ simvol bilan belgilaymiz.
@- to’plamni har ganday to’plamning qism to’plami deb kelishamiz.
To’plamning ochiq qism to’plamlari uchun ushbu teorema o’rinlidir.
1-Teorema 1) R" fazo ochiq to’plamdir;
2) O to’plam ochiq to’plamdir;
3) Chekli sondagi ochiq qism to’plamlarning kesishmasi ochiq
to’plamdir.
4) Har ganday ochiq qism to’plamlar oilasi uchun bu oiladagi har
qanday ochiq to’plamlar yigindisi ochiq to’plamdir.
Isboti: Teoremaning ikkinchi talablari isbotlashimiz shart emas, chunki O-
ochiq to’plam. Birinchi talabni isbotlash uchun va eR" element (nuqta)ni olamiz
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V>0 son uchun

B:(a)c R" hardoim o’rinli bo’lganidan R"-fazo ochiq to’plamdir. Endi uchinchi
talab ya’ni Aj, Ax..., Ay larning har biri ochiq to’plam bo’lsa, A:ﬁAi to’plamning

i=1

ochiq bo’lishini ko’rsatamiz.

A=@ = A —ochiq to’plam. Shuning uchun A # @ deb faraz qilib, A ga tegishli
vano’ktaning ichki nuqta ekanligini ko’rsataylik.

Agara € A = a € Aj—barcha i-larda o’rinli. Har bir A; ochiq to’plam bo’lgani
uchun shunday ri>o soni mavjudki B, (a) € A bajariladi.

n

_ﬂlri =T belgilasak, B, (a) cR,;(a) c A = B,(a)c A va a nuqta A to’plamning

i
ichki nugqtasidir. Endi teoremadagi to’rtinchi da’voni isbot qilaylik. {A,} - ochiq
to’plamlar  sistemasi bo’lsin. A=U A yig’'indining ochiq to’plam ekanligini
ko’rsataylik Va e A nuqtani olib, uning ichki nuqta ekanligini ko’rsatamiz. a e A nuqta
{A }to’plamning kamida birorta elementiga tegishli bo’ladi.

Faraz qilaylik a€ A, bo’lsin A, to’plam ochiq bo’lganidan, biror r >0 son
mavjud bo’lib, B,(a) = A, = B,(a) = A.. Bundan a ning A to’plam uchun ichki nuqta
bo’lishi kelib chiqgadi. Endi yopiq to’plam tushunchasini kiritaylik.

7-ta’rif. CA=R"\ A to’plamga A to’plamning to’ldiruvchisi deyiladi.

8-ta’rif CA to’plam ochiq to’plam bo’lsa, A ni yopiq to’plam deb ataladi.

Quyidagi teoremani isbotsiz keltiraylik.
2-Teorema.l) R" fazo yopiq to’plamdir

2) @ bo’sh to’plam yopiq to’plamdir

3) Har qanday yopiq qism to’plamlar oilasi uchun shu oiladagi ixtiyoriy yopiq
to’plamlar sistemasining kesishmasi yopiq to’plamdir.

4) Chekli sondagi yopiq to’plamlarning yig’indisi yopiq
to’plamdir.

Teoremani LO{ CaA = C(Q A )sa QCAa = C(li '3‘) ikkilanganlik gonunlariga

asoslanib, 3-§ da isbotlashga aloxida to’xtalamiz R" da ;={x1,x2,.., x”},§ ={y",y*,...y"}
elementlarni olib, ular orqali ;+§ = {x’+ y,ox2+y? X"+ y" } Ax ={AX', AX?,.Ax"}
qoidalar bilan yangi ;+; €R", AxeR" elementlarni aniklashimiz mumkin. Shunday
amallarga nisbatan R" chiziqli fazo bo’ladi. ;;— elementlarni vektorlar deyiladi. X = XY
belgilasak, X ni X vektorning boshlangich nuqtasi Y ni esa oxiri deyiladi. R" chizigli
fazoda ;ea; vektorning skalyar ko’paytmasi (;,9) kiritilsa, R"- Yevklid fazosiga
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aylanadi. Yevklid fazosida affin almashtirishni ; — Ax+a formula bilan berish mumkin.

X' a'
N X2 N a2 NN - = - - - -
Bunda x = .a= , A=H(aij)||, (Ax,ij:(xAT,Ay)z(x,y) A"A=E. E-birlik
x" a"

matritsa, AT esa transponirlangan matritsa, A-ortogonal matritsa bo’lib, detAql
bo’lganda affin almashtirish harakatga o’tishi mumkin. Harakat natijasida masofa
o’zgarmaydi, shu bilan birga fazoda orientratsiya (aylanish) ham saqlanadi.

Agar A matritsaning har bitta ustuni uchun barcha elementlar kvadratlarining
yig’indisi birga teng bo’lib, turlicha ikkita wustunlar uchun mos elementlar
ko’paytmalarining yig’indisi nolga teng bo’lsa, u holda A ni ortogonal matritsa
deyiladi.

Agar B={0, ej , ez e: } -ortonormallashgan reper, ya’'ni

G, -] b
0,acap—1#]j

u holda shu reperga nisbatan 9: Ax+a ko’rinishda berilgan akslantirishning
harakatdan iborat ekanligi bizga analitik geometriya ko’rsidan ma’lum.

Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-Verlag,
New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-Igbol, 2016y.
Nazorat savollari
R™ da ochig to plam tushunchasi ganday to plamlar orgali Kiritilishi mumkin?
R™ da nuqgtalar orasidagi masofa ganday shartlarni ganoatlantiradi?
Yevklid fazosida ochiq to plam deb nimaga aytiladi?
Yevklid fazosida yopiqg to plam deb nimaga aytiladi?
Yevklid fazosida to plamning ichki nugtasi deb ganday nutaga aytiladi?
Chekli sondagi ochiq gism to plamlarning kesishmasidan ganday to plam hosil
bo ladi?
To plamning toldiruvchisi deb ganday to pamga aytiladi?+
8. Ihtiyoriy sondagi yopiq gism to plamlarning kesishmasidan ganday to plam
hosil bo’ladi?

ook wWwNE

~

Glossariy

R" fazo — n o‘Ichovli dekart koordinatalari sistemasidan iborat bo‘lgan fazo.
Yevklid fazosi — R" to’plamda x=(x!x2.x") va y=(y%,y2..,y") nuqtalar orasidagi
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masofani

d(x,y) =/ (Y =X+ (Y2 =x3)? +..+(y"=x")?  (1.1)
formula bilan aniglaymiz. d:R"xR" — R' funksiya quyidagi shartlarni ganoatlantirsa:
1) musbat aniglangan, ya’ni vx,y e R" uchun x=y bo’lsa d(x,y)=0, x=y bo’lganda
d(x,y)>0 munosabatning bajarilishi zarur va yetarli.
2) simmetrik, ya’ni vx,y uchund (x,y)=d(y,x).

3) uchburchak tengsizligini ganoatlantiradi, ya'ni d(X,y) <d(x,z)+d(z,Vy).
U holda, bunday fazo Yevklid fazosi deyiladi.

Ochiq to plam - hamma nugqtalari ichki nugtalar bo’lgan to’plam.

Yopig to plam - R"\ A to’plam bo’lsa, A ni yopiq to’plam deyiladi.

Ochig shar - V; (x)={yeR": d(x,y)<r} to’plam.

Yopiq shar - B, (x)={yeR™ d(x,y) < r} to’plam.

2.METRIK FAZOLAR.METRIK FAZODA OCHIQ VA YOPIQ
TO PLAMLAR.

Reja

1. Metrik fazo.

2. Metrik fazoga misollar.

3. Ochiq va yopiq to plamlar

Tayanch iboralar: Metrik fazo, metrika,ochiq to plam, yopiq to plam.

Metrik fazolar topologik fazolarning juda muhim sinfini tashkil etadi. Bu
fazolarda ixtiyoriy ikki nuqta uchun ular orasidagi masofa tushunchasi kiritiladi.
X - ixtiyoriy to’plam X xX =X2 to’g’ri ko’paytmada P X xX--> R! funksiya
aniglangan bo’lib, qo’yidagi shartlarni qanoatlantirsin.
1) P (Xy)=0 v X,y €X
2) P(xy)=0<=>x=y, vV Xy €X
3) P(xy)=Pyx), v xy X
4) pPXy)< PXD+ Py Vv Xy zeX

Yuqoridagi shartlar metrik fazo aksiomalari deyiladi. (X, 2 ) juftlikni metrik fazo
deyiladi. (X, £ ) —metrik fazo, x € X,r >0 bo’lsa, markazi X nuqta va radiusi r ga teng
ochiq shar Uy(x) qo’yidagicha aniglanadi:
U(X)={y e X/ P (X,y)<r}.
Ochiq shar yordamida metrik fazoda ochiq to’plam tushunchasini kiritish mumkin.
AcX —qism to’plam, x € X bo’lib birorta r >0 son uchun U;(X)c A bo’lsa, x nuqta A
to’plamning ichki nuqtasi deyiladi. Hamma nuqtalari ichki nuqtalar bo’lgan to’plam
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ochiq to’plam deyiladi. Agar T oila sifatida (X, P ) metrik fazoning hamma ochiq
qism to’plamlari va bo’sh to’plamdan iborat oilani olsak natijada

(X, ~) —juftlik topologik fazoga aylanadi.
Bu topologiya (X, P ) fazoga £ metrika yordamida kiritilgan topologiya deb ataladi.

Endi 7 oilaning topologik fazo aksiomalarini qanoatlantirishini tekshiraylik.

1) x€ X va r>0ixtiyoriy son bo’lsa, U/(X)c X bo’lgani uchun X to’plam (4 oilaga
tegishlidir.

2) Bo’sh to’plam ham 4 oilaning elementi.

A, A; € T bo’lsin. Agar A1~ Ar# @ bo’lsa, ikkinchi shartga ko’ra A1~ Aze 4
Faraz qilaylik, A1~ A= @ vax€A= Ai~A; bo’lsin.

A1,A; to’plamlar ochiq bo’lgani uchun shunday r,>0, r,>0 sonlar mavjudki, U, (x) c
A1, U, (x) cAz munosibatlar bajariladi.

Agar 0<r<min(ry,I;) bo’lsa,U/(X) c A= A;~ A, munosibat bajariladi. Demak,A= A; n
A e T

H{Aa}-T ga tegishli to’plamlar oilasi bo’lsin.

LaJAa € T ekanini ko’rsataylik. Buning uchun XEA=:‘) U, nuqgtani qaraylik. x

nuqtaning yig’indiga qarashliligidan shunday indeks « ¢ mavjudki, x € Aa o munosibat
o’rinli. Aa o to’plamning ochigligidan shunday r>0 son mavjudki, U/(X) cA aoc 4

munosibat bajariladi. Demak T oila topologik fazoning 1)-4) aksiomalarini
qanoatlantiradi.
1-misol X=R*, P (X,y)=|x - y| to’g’ri chizigning standart metrikasi

2-misol X=R", O (x,y)= /Zn:(xi —y')?, buerda £ (X,y) x=(x},x2,....x"), y=(y1,¥?,....y")
i=1

nuqtalar orasidagi evklid bo’yicha oddiy masofa. 4)- aksioma Koshi tengsizligi [

n 1 n.o, 1 noo 1

Y@ +b)?17 <(Oa")2 +(Yb')? dan foydalanib
i-1 i=1 i=1

tekshiriladi.

3-misol. X=CJ[a,b] [a,b] kesmada aniqlangan uzluksiz funksiya-lar to’plami bo’lsin.
Bu to’plamda x(t), y(t) funksiyalar uchun r(x,y)=sup/y(t)-Xx(t)/;tE€[a,b] formula
bo’yicha metrika kiritamiz. Bu holda r funksiya uchun metrik fazo aksiomalarini
tekshirish engil, shuning uchun bu mashg’ulot t alabalarga tavsiya etiladi.

Metrik fazo uchun ichki,chegaraviy va urinish nuqtalarini quyidagicha kiritish
mumkin. AcX-gismto’plam ,xe X bo’lib, ixtiyoriy r>0 uchun U;(X) " A= va U(X)
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A (X/A) = @ bo’lsa,x nuqta A to’plamning chegara nugtasi deyiladi.

Agar ixtiyoriy r>0 uchun faqat U, (X) A= @ bo’lsax nuqta A to’plamning urinish
nuqtasi deyiladi.
Biror r>0 son uchun U;(X) c A munosabat bajarilsa, x nuqta A uchun ichki nuqta
deyiladi.

Metrik fazolar shunday bir ajoyib xususiyatga egaki, bu xususiyat Xausdorf

aksiomasi deyiladi. x,y € X,x=Y,(X P )- metrik fazo bo’lsin. Agar d= L0 (x,y),0<r<%

bo’lsa, U(x), Ur(y) sharlar o’zaro kesishmaydi. Topologik fazolar uchun ham Xausdorf
aksiomasining bajarilishi talab qilinadi.
Xausdorf aksiomasi. (X, 7 )-topologik fazo, x, yEX va xzYy bo’lsa, x vay
nuqtalarning o’zaro kesishmaydigan atroflari mavjud.
Xausdorf aksiomasi bajaraladigan topologik fazolar  Xausdorf fazolari deyiladi.
Hamma topologik fazolar uchun ushbu aksiomaning har vaqt bajarilishi talab
qilinadi. Jumladan, metrik fazolar (X, T )-topologik fazo {xp}€ X, n=1,2,.... vax
€ X bo’lsin.
Ta’rif. x nuqtaning ixtiyoriy U atrofi uchun shunday N>0 son mavjud bo’lib,
n>N da x, € U munosabat bajarilsa, {xn}ketma-ketlik x nuqtaga yaqinlashadi deyiladi
va

lim x, = X{ (x,—>x) ko’rinishda yoziladi.

—>0
n-> n—>o0

10-Teorema. Xausdorf fazosida har ganday yaqinlashuvchi ketma-ketlik yagona
limitga egadir.
Isbot. {xn} -yaqinlashuvchi ketma-ketlik va lim x, =X bo’lsin .Agar X,->y va y= X

bo’lsa, x vay nuqtalarning o’zaro kesishmaydigan atroflarini U; va U, bilan
belgilasak, {x,}-ketma-ketlik x va y nuqtalarga yaqinlashganligi uchun shunday
N,N2 sonlar mavjudki, n>N; da x, €U, n>N, 0a x, €U, bo’lib, n>max{N;N,}

olinsa xn € U1~ Uz= @ munosabat kelib chigadi. Ko’ramizki, UjnU,= @ Bu
ziddiyatdan y=x limitning yagonaligi kelib chiqadi. Teorema isbot bo’ldi.
Foydalanilgan adabiyotlar

1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-

Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-Igbol, 2016y.

Nazorat savollari
1) Metrik fazo deb nimaga aytiladi?
2) Metrik fazolarga misollar keltiring.

3) Metrik fazoda ochiq to plam deb ganday to plamga aytiladi?
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4) Metrik fazoda yopiq to plam deb ganday to plamga aytiladi?
5) Metrik fazoda sonli ketma-ketlikka misollar keltirng.
6) Metrik topologiya deb nimaga aytiladi?
7) Metrik fazo uchun ichki,chegaraviy va urinish nugqtalar to plamlariga misollar
keltiring.
Glossariy

Metrik fazo - bu ixtiyoriy ikki nuqta uchun ular orasidagi masofa bilan aniglangan
fazo.

Metrika - X - ixtiyoriy to’plam va Xx X =X2to’g’ri ko paytmada P X xX—R! funksiya
aniqlangan bo’lib, qo’yidagi shartlarni ganoatlantirsin:

1) o (Xy)>0 vXxy €X

2) P(Xy)=0<=>x=y, vXy €X

3) P (xy)= P (yx), vxy €X

4) P (Xy)<P (X2)+P (zy), vXYy,z €X

U holda, (X, P ) juftlikni metrika deyiladi.

3.TOPOLOGIK FAZOLAR.OCHIQ VA YOPIQ TO PLAMLAR.
Reja
1.To plarlar oilasi.
2.Topologik fazo.
3.Yopiq to plamlar.
Tayanch iboralar:to plamlar oilasi, topologiya,ochiq to plam, yopig to plam.
Biror X to’plam va uning gism to’plamlaridan iborat z = {G, }oila berilgan bo’lsin.

Bu oila chekli sondagi elementlarga ega bo’lishi ham mumkin. Jumladan, 7 oilaga X
to’plamning barcha qism to’plamlari tegishli bo’lishi mumkin. Shundan kelib chiqib,
quyi « indeksning gabo’l qilishi lozim bo’lgan qiymatlari qanday to’plamga tegishli
ekanligini ko’rsata olmaymiz. X to’plam elementlarini nuqtalar deyiladi.

Ta’rif. Xning qism to’plamlar oilasi r = {G, } dan quyidagi shartlarni bajarilishini
talab qilaylik.

1) ¢ oilaga tegishli to’plamlar ixtiyoriy sistemasining birlashmasi  ga tegishli
bo’lsin

2) ¢ oilaga tegishli har qanday ikkita to’plamning umumiy qismi (kesishmasi) ¢
ga tegishli bo’lsin.

3) @ bo’sh to’plam r ga tegishli bo’lsin

4) X to’plam ¢ ga tegishli bo’lsin.

U holda ¢ oilani X dagi topologik struktura deyiladi. X to’plamda biror ¢
topologik struktura aniglangan bo’lsa, holda (X, ¢ ) juftlikka topologik fazo deyiladi.
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Biror to’plamni topologik fazoga aylantirish uchun uning yuqoridagi to’rtta shartlarni
qanoatlantiruvchi gism to’plamlaridan iborat birorta oilani aniqlash etaridir. (X, )
topologik fazo bo’lsa, Xning elementlarini nuqtalar deb, rga tegishli Xning qism
to’plamlarini esa ochiq to’plamlar deb ataladi. 1)-4)-shartlarni topologik fazo
aksiomalari deyiladi. Endi misollar keltiraylik.

1-misol. X ixtiyoriy to’plam, r oila bo’sh to’plam () va X dan iborat bo’lsa, (X,
7 ) juftlik topologik fazo bo’ladi. Bu fazoda faqat ikkita ochiq qism to’plam mavjud. Bu
fazoni trivial yoki antidiskret topologik fazo deyiladi.

2-misol. X ixtiyoriy to’plam, R(x)qr Xning barcha qism to’plamlari oilasi bo’lsa,
(X, 7) juftlik topologik fazo bo’lib, uni diskret topologik fazo deyiladi. Bitta nuqtadan
iborat diskret topologik to’plamning ochiq to’plam bo’lishi 4) dan kelib chigadi. 1)-4)-
aksiomalar bajarilishini tekrishish o’quvchiga tavsiya etiladi.

3-misol. X=[0,00) nur bo’lib,  oila @, x va {[a, ©), a>0} nurlardan iborat bo’lsa,
1)-4)-aksiomalarni tekshirish mumkin.(x, r ) fazoni strelka (yo’nalish) deyiladi.

4-misol. X=R" bo’lsin. R" da ochiq to’plam deb, har bir nuqgtasi shu to’plamga
tegishli biror sharning markazi bo’la oladigan to’plamga aytiladi. Ya’ni ixtiyoriy G € R"
to’plamni olsak, bu to’plam ochiq bo’lishi uchun har bir x, € G nuqta uchun r>0 son

mavjud bo’lib, U(xo,I)e G bo’lishi talab qilinadi, bunda U(x,)={ X‘d (X, X)<Tr}.
Masofani koordinatalar orqali ifodalasak

X(X", X2, X)) € R™, X (X5 X1y X) € R”

o 1 Ng 1

d(x,%) = (¢ = %)% + (X = %) +..(x"—x,")’ <T  (@-1)

(R",7) juftlikka tabiiy topologiya deyiladi va E" orgali belgilanadi

2-aksiomaning bajarilishini  tekshiraylik G; va Gy E" da ochiq to’plamlar
bo’lsin G=G;~G; belgilaylik XeG=XxeG;,xeG,. U xolda r>0,r,>0 sonlar
mavjud bo’lib, U(x,r) € G, ,U(X,1,) =G,. min (I},1,) =T belgilasaq, ko’ramizki,
U(X,r) cG =G - ochiq to’plam.

S5-misol X =R". X fazodagi ochiq to’plamlar deb markazi fiksirlangan
(mahkamlangan) X, nuqtada bo’lgan {U (Xo,r)} sharlar oilasiga, X ga va @ ga aytiladi.
1)-2) aksiomalarni tekshiraylik {U(Xo,I2)} — ochiq to’plamlar sistemasi bo’lsa,

U(Xoar):gu(xo:ra)i bunda r:Sgpra ( Suprazoo bO’lSﬂ, U(Xo1r):X)

U(x,,r)c X

U(Xo,I1) va U(Xo,r2) ikkita to’plamlar kesishmasini
U(Xo,)=U(Xo,r1) N U (U(Xo,r2) belgilasag, r=min (ry,r2) bo’lib, U(X,,I) =« X Bunday
topologiyani R" da konsentrik deb nomlanadi.
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6-misol A, affin tekislikda R=ABCD paralellogrammni olaylik

0 - - -

P={k/AK =1 AB+ B AD,0<4,,5<1} to’plamga P ning ichkarisi
deyiladi.
F < A, bo’lib, F to’plamning har gaysi M nuqtasi uchun R paralellogramm mavjud va

MePcF bo’lsa, F ni ochiq to’plam deyiladi. A, dagi barcha ochiq to’plamlar
sistemasi 7 uchun topologik fazoning 1)—4) aksiomalari o’rinlidir.

Demak (A, T )-topologik fazo.

X-ixtiyoriy to’plam, F uning qism to’plami bo’lsa, u holda X\F=CsF F ni X
gacha to’ldiruvchi to’plam deyiladi. quyidagilar o’rinlidir: F.c,F =@, FUCxF=X,
Cx(CxF)=F

Shu bilan birga ikkilanganlik formulalari deb ataluvchi qo’yidagi formulalar
engillik bilan tekshiriladi.

UCF,=C.(O0F, (13) NCF =C,UF, (L4

Ta’rif (X, T ) —topologik fazoda F c Xto’plam uchun uning to’ldiruvchisi
X\F ochiq to’plam bo’lsa, F to’plamni yopiq to’plam deb ataladi.

Masalan: [a,0) tuplam (-c0,a) ochiq to’plam to’ldiruvchisi sifatida yopigq.
Topologik faza aksiomalaridan va (1e3), (1e4) formulalardan yopiq to’plamlar uchun
quyidagi xossalarni keltirish mumkin.

1. Yopiq to’plamlar ixtiyoriy sistemasining kesishmasi yopiq to’plamdir.

2. Chekli sondagi yopiq to’plamlarning birlashmasi yopiq to’plamdir.

3. X fazo yopiq to’plamdir.

4, @-bo’sh to’plam yopiq to’plamdir.

1)-2) xossalarni isbotlaylik

F,- "yopiq to’plamlar oilasining {F, } sistemasini (araylik CxF,= X\F, tuldiruvchi
to’plam har bir 4 uchun ochiq to’plam bo’lganligidan {G, =C,F, } — ochiq to’plamlar

sistemasini tashqil etadi. GG, =F,=F= Q F, = QCsz =C, (Lg G,)
Ko’ramizki F yopiq to’plamdir, chunki LJGA-ochiq to’plam bo’lib, F uning

to’ldiruvchisidir.
IKkinchi xossani isbotlash uchun 2=12 holni garaylik {Fi,F.}- yopiq
to’plamlar sistemasi

G,=C,F,=X\F, to’ldiruvchini 2=1 va 1=2 (iymatlarda ochiq to’plam
bo’lishi ravshan.
F= ;JleGl —Cx(rz] G,); G,NG,=(X\F)n(X\F,)= ikkita ochiq
=. A=s
to’plamlarning kesishmasi sifatida ochiq to’plam (2-aksiomaga binoan), F esa G
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~ G2 ning to’ldiruvchisi sifatida yopiq to’plamdir. Uchinchi va turtinchi
xossalarning isboti o’quvchiga tavsiya etiladi

Foydalanilgan adabiyotlar

1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.

2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.

3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.

1
2
3
4
5
6

Nazorat savollari
To plamlarning ganday oilasi topologiya tashkil etadi?
Topologik fazolarga misollar keltiring.
Diskret toplogiyaga misollar keltiring.
Trivial toplogiyaga misollar keltiring.
Toplogik fazoda ochiqg to plam deb nimaga aytiladi?
Toplogik fazoda yopiq to plam deb nimaga aytiladi?

Glossariy

Topologik fazo - X ning qism to’plamlar oilasi 7 = {G,} dan quyidagi shartlarni
bajarilsin:
1) ¢ oilaga tegishli to’plamlar ixtiyoriy sistemasining birlashmasi r ga tegishli
bo’lsin
2) ¢ oilaga tegishli har qanday ikkita to’plamning umumiy qismi (kesishmasi) ¢
ga tegishli bo’lsin.
3) @ bo’sh to’plam r ga tegishli bo’lsin
4) X to’plam « ga tegishli bo’lsin.
U holda - oilani X dagi topologik struktura deyiladi va (X, ¢ ) juftlikka
topologik fazo deyiladi.
To plamlar oilasi - Biror X to’plamning gism to’plamlaridan iborat 7 = {G, }

to’plam, to’plamlar oilasi deyiladi.

4. TO’PLAMNING ICHKI, CHEGARAVIY TASHQI VA

URINISH NUQTALARI
Reja
1.Atrof tushuchasi.
2.1chki nugta.
3.Urinish nugta.
4.Chegaraviy nuqta.

Tayanch iboralar: nugtaning atrofi, ichki nugta, chegara nuqta, urinish

nuqta.
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(X, T )-topologik fazo vaae X biror nugqta.

Ta’rif. Agar U ochiq to’plami bo’lib, A va acU bo’lsa, U ni a nuqtaning atrofi
deyiladi. X fazoda A to’plamni olaylik.

Ta’rif: a nuqtaning U atrofi mavjud bo’lib, acU = F munosabat o’rinli bo’lsa, a ni F
to’plamning ichki nuqtasi deyiladi. F to’plamning barcha ichki nuqtalar to’plami int F
orqali belgilanadi.

Ta’rif: a nuqtaning U atrofi mavjud bo’lib, shu atrofda F to’plamga tegishli
nuqtalar mavjud bo’Imasa, u holda a ni F to’plamning tashqi nuqtasi deyiladi va ext F
orqali belgilanadi.

A F to’plam uchun tashqi nuqta bo’lsa, X \F uchun ichki nuqta bo’ladi.

Ta’rif: Agar a € X nuqtaning har qanday U atrofida F ga va X\F ga tegishli

nuqtalar mavjud bo’lsa u holda a ni F to’plamning chegara nuqtasi deyiladi.
F to’plamning barcha chegara nuqtalar to’plamiga F ning chegarasi deyiladi va o F
belgilanadi. To’plamining ichki va tashqi va chegara nuqtalari tarifidan xar ganday F
to’plam uchun X fazo Int F, ext F, va 0F dan iborat 3ta to’plamga ajraladi. Bu
to’plamlar juft- jufti bilan umumiy nuktalarga ega bo’lmaydi, yani

int f Nextf =extFoh=int f oh=0(1.5)

Shu bilan birga int FUext FU UoF = X (1.6)

Ko’ramizki, int F =extC,F, extF =intC F, extF =intC,F(1,7).

intF c F, extF cC,F (1.8)

Teorema. Har ganday F to’plam uchun int F - ochiq to’plamdir.
Isboti: acintF ixtiyoriy nuqgtani olaylik. a nuqtaning shunday atrofi U, ni aniqlash
mumkinki U,cF. Ochiq to’plam o’zini har gqanday nuqtasini atrofi ekanligidan
intF=Ua va topologik fazoning 1- aksiomasiga ko’ra aeintF - ochiq to’plamdir.
Ushbu teorema va (1.7) munosibatdan quyidagi teorema kelib chiqadi:
Teorema:Har ganday F to’plam uchun ext F ochiq to’plamdir.
teorem:F to’plam ochiq bo’lishi uchun u o’zining ichkarisi int F bilan ustma-ust tushishi
zarur va Yetarli.
Zaruriyligi: Ochiq to’plam shu to’plamga tegishli ixtiyoriy nuqtasining atrofi bo’lganligi
uchun F  int F(*)
(1.8) dan intF & F(**) o
(*) va (**)dan F=int F kelib chiqadi.
Yetarliligi: int F- ochiq to’plam bo’lgani uchun 3- teoremaga ko’ra
F —ochiq to’plamdir.
1-misol: X=R; F=]a,b[ bo’lsin a,b —haqiqiy sonlar va a<b
int F =]a,b[ bo’lib, oF ={a,b}
2-misol: X=R;F- hamma ratsional sonlar to’plami bo’lsin. 6F —qanday to’plam?

Yechish: oF =X,chunki ixtiyoriy haqiqiy son uchun unga yagqinlashuvchi ratsional
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sonlar ketma-ketligi mavjud.

Ta’rif: F € X, x € X bo’lib, x nuqtaning ixtiyoriy atrofida F to’plamga tegishli
nuqtalar mavjud bo’lsa, x nugqta F to’plamning urinishi nuqtasi deyiladi. F to’plamning

hamma urinishi nuqtalari to’plami F bilan belgilanadi va F ning yopilmasi deyiladi.

Ta’rifdan: F = int FU.oF =C, (extF) (1.9)

Ko’ramizki F to’plamning yopilmasi to’plamning ichki va chegaraviy nuqtalaridan
iborat bo’lib, tashqi qism uchun to’ldiruvchi to’plamdir. 4- teoremaga ko’ra F — ochiq
to’plam bo’lib, uning yopilmasi F — yopiq to’plamdir.F to’plamning har ganday nuqtasi

uning yopilmasi F ga tegishliligidan F € F (1.10)
munosabat o’rinlidir.
To’plamning qoplamasi haqidagi teoremalar
Teorema:F yopiq to’plam bo’lish uchun u 0’zining qoplamasi bilan ustma- ust tushishi
zarur va Yetarlidir.
Isboti: Zaruriyligi.F yopiq to’plam bo’lsin.

F=F bo’lishini ko’rsatamiz.C,F — ochiq bo’lgani uchun 5 — teoremaga va (1.7) tenglikka
asoslansak,
CxF =int CxF=ext F (1.11).

(1.9), (1.11) va 2-§dan (1.2) bo’yicha F=F kelib chiqadi.

Yetarliligi: Har qanday to’plam uchun uning qoplamasi yopiq to’plam bo’lishidan kelib
chigadi.

Natija: To’plamning ikki karrali qoplamasi uning bir karrali qoplamasi bilan ustma — ust
tushadi.

(F)=F (112)
7-Teorema. Agar A F yopiq to’plamga qism to’plam bo’lsa, u xolda AcF
Isbot: Ac F => Ac F . 6-teoremadan F =F Shuning uchun AcF.

Natija F to’plamining qoplamasi F.,F ni 0’z ichiga oluvchi barcha yopiq to’plamlar
kesishmasidan iboratdir.
8- Teorema: Har qanday F nuqtaning chegarasi o F yopiqdir.
Isbot: 4 —§ da keltirilgan (1.5) va (1.6) tengliklardan

oF intF U ext F larning X fazoga to’ldiruvchi to’plam ekanligi kelib chigadi.3 va 4
teoremalar bo’yicha int FUextF - ochiq to’plam. Ma’lumki, o F = Cy (intFUextF) => >
o F — yopiq.

9-Teorema:Ikki to’plam birlashmasining qoplamasi shu to’p-lamlar qoplamalarining
birlashmasiga teng, ya’ni AUB = AUB (1.13)
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Isbot: (1.5) tenglikka ko’ra (1.13)ni go’yidagicha ifodalash mumkin. Cx(AUB)=Cx (

AUB) (1.14) = (1,8) asosida Cx(AUB)=(CxA)N(CxB ) (1.15) ga (1.9) tenglikni
qo’llab, ext(AUB)= ext AnextB (1.16) tenglikni hosil gilamiz. Ushbu (1.16) tenglik
(1.13)ga teng kuchli bo’lib,teoremani isbotlash uchun (1.16) tenglikni isbotlash

Yetarlidir. a € ext (AUB) bo’lsa a nugtaning U atrofi mavjud bo’lishi mumkinki U

(AUB)= ¢ =>UNA= & vaUNB=¢ =aA.
va B to’plamlariga nisbatan tashqi nuqtadir.

Ext(AUB) C— extAN extB (1.17), a € extAN extB bo’lsin. U holda « nugtaning U
va V atroflari mavjud bo’lib, UN A= ¢ VNB=¢ W=UNB to’plam ham « nuqtaning
atrofi bo’lib, WNA=2 WNB=0 va WN (AUB) = @ =>a € ext(AUB)=>ext AN ext
B C_ ext (AUB) (1.18. (1.17) va (1.18) tengliklardan (1.16) kelib chigadi.

Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-Igbol, 2016y.
Nazorat savollari
1. Topologik fazoda nugtaning atrofini keltiring.

2. Topologik fazoda to plamning tashgi nuqtasi deb ganday nugtaga aytiladi.
3. Qanday nugta toplogik fazoda to plamning chegara nugtasi deyiladi?

4. Toplogik fazoda to planning barcha tashgi nugtalar to"plami ganday to plam
bo’ladi?

5. Toplogik fazoda To plamning ichi deb ganday to plamga aytiladi?
6. Toplogik fazoda chegaraviy va urinish nugtalar to plamlariga misollar keltiring.
7. Toplogik fazoda to plamning zichligiga misollar keltiring.

Glossariy

Nugtaning atrofi — biror A to’plamning ixtiyoriy a nuqtasi uchun VYaeU
munosabat bajariladigan biror U ochiq to’plam.

Ichki nugta - a nugtaning U atrofi mavjud bo’lib, acU < F munosabat o’rinli
bo’ladigan ixtiyoriy nuqta F to’plamning ichki nuqtasi deyiladi.

24



Chegara nuqgta - Agar a € X nuqtaning har qanday U atrofida F ga va X\F ga
tegishli nugtalar mavjud bo’lsa u holda a ni F to’plamning chegara nuqtasi
deyiladi.

Urinish nugta - F € X, x € X bo’lib, x nugtaning ixtiyoriy atrofida F to’plamga
tegishli nugtalar mavjud bo’lsa, x nuqta F to’plamning urinishi nuqtasi deyiladi.

5.AJRALUVCHAN (XAUSDORF) TOPOLOGIK FAZO.
Reja

1.T, fazo.

2.T, fazo.

3.T, fazo.

Tayanch iboralar: To fazo, T, fazo, T» fazo.

Ta’rif. Agar topologik fazoning har qanday ikki nuqtasi uchun o’zaro
kesishmaydigan atroflar mavjud bo’lsa, u holda ushbu fazoning ajraluvchan yoki
xausdorf fazosi deyiladi.

Ta’rifni qo’yidagicha talqin qilish mumkin: (X,7)-Xausdorf topologik fazo
bo’lsa, ixtiyorly a,be X,a=#b nuqtalar uchun U,V er to’plamlar mavjud bo’lib,
aeU,beV va UnV = bajariladi.

U va V atroflar a va b nuqtalarni bir-biridan
ajratadi.

Ta’rifdan natijalar: 4

1-Teorema. (X,z) Xausdorf topologik fazoda
har biriga bittadan nuqta qarashli bo’lgan qism X

to’plamlar yopiqdir.

1-chizma

Isbot. x, € X bo’lsin. {Xo}-ning yopiqligini ko’rsatish uchun X \ {xo} to’ldiruvchi
to’plamning ochiqligini tekshirish Yetarlidir. Haqiqatda ham, har qanday ye X \{x}
nuqta V atrofga ega bo’lib, x, €V, chunki X— ajraluvchan fazo. Ko’ramizki, y e X \{x,}
ga ichki nuqta y eV < X \{x,} = X —{x,}- ochiq to’plam. U holda {X¢}-yopiq bo’ladi.

Natija. Xausdorf fazosida chekli to’plamlar yopiqdir.

2-Teorema. Xausdorf fazosi X ning har ganday 4 qism fazosi ajraluvchan fazodir.

Isbot. Agar a,b e A ikkita turli nuqtalar bo’lib, U,V < X —ularning kesishmaydigan

atroflari bo’lsa, U A va VA ushbu nuqtalarning 4 qism fazodagi kesishmaydigan
atroflaridir.

1-misol. Bittadan ortiq nuqtaga ega bo’lgan
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antidiskret fazo ajralmaydi.

2-shakl

2-misol. Diskret fazo ajraluvchanlik xossaga ega.

3-misol. Har qanday metrik fazolar ajraluvchan (5-%).
Ajraluvchan fazoda elementlar sonining ikkitadan kam bo’lmasligi talab etiladi.
Xausdorf fazosi aksiomalarini keltiraylik:
AAq: Fazoda (Ty) turlicha nuqtalarining har bir jufti uchun, nuqtalardan biri ikkinchisini
0’z ichiga olmaydigan atrofga egadir.
AA;1: Fazoda ikkita turlicha nuqtalarning har bittasi ikkinchisini 0’z ichiga olmaydigan
atrofga ega (T1-fazo).
AAj: Fazoda har ganday ikkita turlicha nuqtalar uchun kesishmaydigan atroflar
mavjuddir (Tz-fazo).

Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-Igbol, 2016y.
Nazorat savollari

1. Qanday fazo ajraluvchan fazo deyiladi?

2. Qanday fazo Xausdorf fazosi deyiladi?

3. Xausdorf fazosi uchun teoremani aytib bering.

4. T, fazoning ta'rifini keltiring.

5. T, fazoning ta'rifini keltiring.

6. Qanday fazoda har qanday ikkita turlicha nuqtalar uchun kesishmaydigan atroflar
mavjuddir?

Glossariy
To fazo - Fazoda turlicha nuqtalarining har bir jufti uchun, nuqtalardan biri
ikkinchisini 0’z ichiga olmaydigan atrofga ega.
T1 fazo - Fazoda ikkita turlicha nuqtalarning har bittasi ikkinchisini 0’z ichiga
olmaydigan atrofga ega.
T> fazo - Fazoda har qanday ikkita turlicha nuqtalar uchun kesishmaydigan
atroflar mavjud.

6.BOG’LANISHLI TO’PLAMLAR

Reja
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1.Bog lanmagan fazo.

2.Bog lanishli fazo.

3.Bog lanishlilik komponentasi.

Tayanch iboralar:bog lanishli to’plam, boglanishsiz to plam, bog lanishlilik
komponentasi.

(X,7)-topologik fazo, AcX-qism to’plam bo’lsin. Ikkita G; va G2 ochiq gism
to’plamlar mavjud bo’lib:

1) A=(ANG)U(ANG,)

2) (ANG)N(ANG,) =D

3) AnG, 2T, ANG, =D
shartlar bajarilsa, 4 to’plam bog’lanmagan to’plam deyiladi. Ushbu shartlarni
qanoatlantiruvchi G; va Gz ochiq to’plamlar mavjud bo’lmasa, A to’plamni bog’lanishli
to’plam deyiladi.

A=X holni garaylik. Bu holda X nG, =G, X NG, =G, bo’lganligi uchun 1)-3) shartlarni
qo’yidagicha yozish mumkin:

1) X =G, UG,

2)G,NG, =0

3G, #9,G, =0
xulosa shuki,

Gi1 va G2 ochiq qism to’plamlar mavjud bo’lib, ular 1Y), 27),3") shartlarni
qanoatlantirsa, X ni bog’lanmagan topologik fazo deb ataladi. Aks holda, X ni
bog’lanishli topologik fazo deb ataymiz.

Diskret topologik fazo bog’lanmagan fazoga misol bo’la oladi. X da bittadan ortiq
nuqta mavjuddir. Har ganday U =X,U=J to’plamni olsak, V=X\U uning
to’ldiruvchisi bo’lib, shu bilan X bo’sh bo’lmagan ikkita ochiq to’plamlarga ajratiladi.

Agar bog’lanmagan X fazo umumiy qismga ega bo’lmagan ikkita U va V bo’sh
bo’lmagan ochiq to’plamlarga ajratilsa, u holda U=CV vaV =CU.

Shu asosda bog’lanishli to’plamga qo’yidagicha ta’rif berish mumkin:

Ta’rif. Agar X fazo yoki bo’sh to’plam bir vaqtda ochiq va yopiq to’plam bo’lsa,
u holda X fazoni bog’lanishli deyiladi.

1-Teorema. Topologik fazo bog’lanishli bo’lishi uchun uning har gqanday ikki
nugqtasi biror bog’lanishli to’plamga tegishli bo’lishi zarur va Yetarli.

Isbot. Zaruriyligi bog’lanishlilik ta’rifiga ko’ra 0’z-0’zidan tushunarli.

Yetarliligi X-topologik fazo bo’lib, ixtiyoriy ikki nuqtasi birorta bog’lanishli
to’plamda yotsin. X ni bog’lanmagan bo’lsin deb faraz qilaylik, ya’'ni G, UG,,G,G, -
ochiq to’plamlar, G, #J,G, #J, GG, = aeG,beG, nuqtalarni olaylik. Kc X a
va b nuqtalarni 0’z ichiga oluvchi bog’lanishli to’plam bo’lsin. U holda G, va G, K ning
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qoplamasi bo’lib, G,"K =, G, "K =, lekin G, "G, "K =@. Bunday munosabada K
bog’lanmagan bo’ladi. Qarama-qarshilik kelib chiqdi. Teorema to’la isbot gilindi.
2-Teorema. Bog’lanishli to’plamning qoplamasi ham bog’lanishli to’plamdir.

Isbot (X,7)-topologik fazo, Ac X bog’lanishli qism to’plam bo’lsin. Agar 4 ning
qoplamasi A bog’lanmagan to’plam bo’lsa, G1 va G, ochiq gism to’palmlar mavjud
bo’lib, qo’yidagi

A=(G,NA)U(G,NA), (GNANG,NA) =D, GNA~-D,G,NA#D bo’lganligi
uchun

(G,NA)YNA=G,NA (G,NA)NA=G,NA (GNAUG,nA) =A
tengliklar o’rinlidir G "A= D, G,NnA=J, GG, "A=D.

A bog’lanishli bo’lgani uchun A ning G, va G, larning biri bilan kesishmasi bo’sh
to’plam. G,nA=< bo’lsin. Bundan A ni X \G, yopiq to’plamga tengli bo’lishi kelib
chigadi, ya’ni Ae X\G,. U holda A4 ning qoplamasi A ham X \G, ga gism bo’ladi.
Ko’ramizki, AnG, =@. Bu qarama-qarshilikdan A ning bog’lanishli ekanligi kelib
chiqadi.

3-Teorema. Kamida bitta umumiy nuqtaga ega bo’lgan ikkita bog’lanishli
to’plamlarning yig’indisi bog’lanishli to’plamdir (3-shakl).

3-shakl.
Isbot. A, B X topologik fazoning AnB = & shartni qanoatlantiruvchi bog’lanishli

qism to’plamlari bo’lsin, ya’ni CeG, UG, bunda G, va G, C to’plam bilan umumiy
nuqtalarga ega bo’lgan ochiq to’plamlar bo’lib, G,, G, va C larning kesishmasi &
to’plam: G nNC=9,G,NnC=J,G,nG,nNC=g. U holda A va B larning
bog’lanishliligidan A va B larning har biri G, va G, lardan birining ichida to’laligicha
yotishi va ikkinchisi bilan kesishmasligi kelib chigadi. AeG, bo’lsin. DeG, desak, u
holda CcG,=9,BcG, bo’lsa AnBc=G nG,nC=0. Har ikki farazimiz zidlikka
uchradi. Teorema isbotlandi.

Natija: Teorema talabi bog’lanishli to’plamlarning ixtiyoriy oilasi uchun o’rinli
bo’lib, ular kesishmasining bo’sh to’plam (&) dan farqli bo’lishligi talab qilinadi.

4-Teorema. Umumiy nuqtaga ega bo’lgan bog’lanishli to’plamlar oilasining
birlashmasi bog’lanishidir.

Isboti. X dagi bog’lanishli to’plamlarning ixtiyoriy oilasi {A }

acel

bo’lsin X, € N A,
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-umumiy nuqta. Bog’lanishlilik kriteriyasi bo’yicha U A, ning bog’lanishli bo’lishini
isbotlash uchun uning ikkita @ va b nuqtalari uchun Y A, to’plamning ushbu nuqtalarni

0’z ichiga oluvchi bog’lanishli qism to’palmini ko’rsatish kifoya. Masalan, ae A, va
beA,, @ fel bo’lsa, a va b lar A, UA, to’plamga tegishlidir. A, UA, 18-teoremaga

ko’ra bog’lanishli to’plam. Teorema isbotlandi.

Har qanday antidiskret fazo, haqiqiy to’g’ri chiziq R?, (0,1)-interval bog’lanshili
to’plamlardir. N-natural sonlar to’plami, Q-ratsional sonlar to’plami va har qanday
chekli to’plamlar bog’lanishsiz to’plamlardir.

Agar Ac R to’plam a va b nuqtalarni 0’z ichiga olib a va b nuqtalar oralig’idagi
biror ¢ nuqta (a<c<b) A ga tegishli bo’lmasa, u holda 4 bog’lanmagan bo’ladi.
Hagigatan ham

G, =(-,¢), G, =(c,0) G,NG,=T, G NA=2J, G,nA=T,G NG, nA=g. To’g’ri
chiziq (-w,) interval orqali tasvirlanadi. a X topologik fazoning ixtiyoriy nugqtasi
bo’lsin. 18-teoremaga ko’ra a ni 0’z ichiga oluvchi bog’lanishli qism to’plamlar orasida
eng kattasi mavjud. Bu to’plamga a ni 0’z ichiga oluvchi har ganday qism to’plam
tegishlidir.

Ta’rif. a ni 0’z ichiga oluvchi eng katta bog’lanishli qism to’plamga a nuqtani X
dagi komponentasi deyiladi.

Agar n, va ny a va b nuqtalarning komponentalari bo’lib, H, "H, =@ bo’lsa, u
holda 18-teorema va komponenta ta’rifidan H, UH,=H_,=H.,.

Xulosa qo’yidagicha: Turli ikkita nuqtalarning komponentalari yoki kesishmaydi
yoki ustma-ust tushadi.

Bundan har qanday X topologik fazo o0’z nugqtalarining juft-jufti bilan
kesishmaydigan komponentalari yig’indisiga ajralishi kelib chigadi. X fazodagi
nuqtalarning bog’lanishli komponentalarini X ning komponentalari deyiladi. Qo’yidagi
teoremani mustagqil isbotlashga qoldiriladi.

5-Teorema. X fazo komponentalari yopiq to’plamlardir.

Ta’rif. X fazodagi bog’lanishli ochiq to’plamga soha deyiladi. Soha yopilmasga
yopiq soha deyiladi.

Antidiskret fazo har qanday bog’lanishli to’plamdagi kabi bitta komponentaga
(fazoning 0’zi1) ega. Diskret fazoda har biri bitta nuqtadan tashkil topgan qism to’plamlar
alohida komponentalardir.

Q-ratsional sonlar to’plamida har bir nuqta alohida komponentani tashkil etadi (ochiq
bo’lmagan komponentalar).
Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
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2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.
Nazorat savollari

7. Topologiya bazasi ganday to plamlarga aytiladi?
8. Xausdorf, regulyar, tixonov va normal fazolarga misollar keltiring.
9. Chiziqgli bog’lanishli to’plam deb ganday to plamga aytiladi?
10.Chizigli bog’lanishsiz to’plam deb ganday to plamga aytiladi?
11.Nugtaning komponentasi deb nimaga aytiladi?
12.Regulyar, tixonov fazolariga misollar keltiring.
13.Qanday fazo bog lanishli deyiladi?
14.Qanday fazo bog lanishsiz deyiladi?

7. KOMPAKT TO’PLAMLAR
Reja
1.To plamning qoplamasi.
2.Kompakt to plamlar.
3.Kompakt to plam xossalari.
Tayanch iboralar:ochiqg qobig’, chekli goplama, kompakt to plam.
(X,7)-topologik fazo, Ac X qism to’plam va birorta {A }-ochiq to’plamlar oilasi
berilgan bo’lsin.
Birinchi oila uchun U A, > A munosabat bajarilsa, {A }oila A to’plamning ochiq

a

qobig’i deyiladi. Agar qobiq chekli sondagi to’plamlardan iborat bo’lsa, u chekli qobiq
deyiladi.

Ta’rif. 4 to’plamning ixtiyoriy ochiq qobig’idan chekli qobiq ajratish mumkin
bo’lsa, A to’plam kompakt to’plam deb ataladi.

A=X uchun kompakt fazo tushunchasi qo’llaniladi. {A} oila X uchun qobiq

bo’lsa, unda U A, > X munosabat yoziladi.

o

1-Teorema. X-kompakt fazo, Ac X yopiq to’plam bo’lsa, A kompakt to’plamdir.
Isbot. > ={A,}-oila X da A to’plam uchun ochiq qobiq bo’lsin. A yopiq bo’lgani

uchun X\A ochiq to’plam. {A} ga X\A ni qo’shib, X ning ochiq qobig’i > ' ni hosil
qilamiz. ) ' dan X fazoning ) " chekli qobig’ini tanlaymiz. ) " da X\A qatnashmasa,
uholda )" > ning chekli qismi bo’lib, 4 uchun qobiq bo’ladi. X\ Ae> " bo’lsa, u
holda )" dan X\F ni chiqarib, 4 ni qobig’idan iborat bo’lgan ' ning qism sistemasini

hosil gilamiz. 4 ning kompaktligi ta’rifdan kelib chigadi.
2-Teorema. F X Xausdorf fazosining kompakt qism to’plami bo’lib, a€ F bo’lsin.
U holda F =G, va AcG, kesishmaydigan ochiq to’plamlar mavjuddir.
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Isbot. Har ganday xeF nuqta uchun kesishmaydigan xeQ (x) va aeQ,(x)

atroflar mavjud.
> ={Q} F ning ochiq qobig’i. F kompakt bo’lgani uchun >  dan chekli

sondagi Q ,Q ,..,Q  qism qobigni ajratish mumkin.
k k
G, =uQ,G, =0 (x) izlangan to’plamlardir.

3-Teorema. X-Xausdorf fazo, Ac X kompakt to’plam va xeX\A bo’lsa,
shunday ochiq kesishmaydigan G, va G, to’plamlar mavjudki, AeG,, xeG, bo’ladi.

Isbot. A ga tegishli ixtiyoriy Yy nuqtani olsak, Xausdorf aksiomasiga ko’ra
xeG,, yeG, bo’ladi. {G,:ye A} oila 4 to’plam uchun ochiq qobiq bo’ladi va 4 ning

kompaktligidan bu oiladan A4 uchun chekli qobiq ajratish mumkin. Ajratilgan chekli
qobiqga tegishli to’plamlar G, ,G G, bo’lsin. Bu ochiq to’plamlar bilan

yp 1t Py

kesishmaydigan x nuqtaning atroflari mos ravishda G (y,),G,(Y,),....G,(y,) to’plamlar
bo’lsin. Agar G, = ikerlei .G, = ik:mJlGX(yi) bo’lsa, ravshanki AcG, xcG, va G nNG,=J
o’rinli.

4-Teorema. X-Xausdorf fazo, Ae X -kompakt to’plam bo’lsa, A yopiq to’plamdir.

Isbot. 4 ning yopiq ekanligini ko’rsatish uchun X\A ning ochiq ekanligini
ko’rsatamiz. Agar xe X\ A bo’lsa, shunday ochiq G to’plam mavjudki, xeGc X \A
munosabat bajariladi. Demak x nuqta X \ A uchun ichki nuqta va x ning ixtiyoriyligidan
X \ A ning ochiq to’plam ekanligini kelib chigadi. U holda 4 yopiq bo’ladi.

5-Teorema. X =R",Ac X bo’lsa 4 ning kompakt to’plam bo’lishi uchun 4 ning
yopiq va chegaralangan to’plam bo’lishi zarur va Yetarli.

Isbot. Zaruriyligi. Metrik fazoda to’plam birorta shar ichida yotsa, uni
chegaralangan to’plam deyiladi. 4 kompakt to’plam bo’lsa, R" ning Xausdorf fazo
ckanligidan A4 ning yopiq to’plam ekanligi kelib chiqadi (24-teorema). Endi A4 ni
chegaralanganligini ko’rsataylik. Buning uchun birorta x € A nuqtani olib, markazi shu
nuqtada bo’lgan {B, (x)} sharlar oilasini qaraymiz (n=12...). Bu oila 4 uchun ochiq

qobiq bo’ladi va 4 ning kompaktligidan bu oiladan chekli qobiq ajratish mumkin. Agar
chekli qobiq B, (x),B, (x),..., B, (x) sharlardan iborat bo’lsa, N bilan r]r;gi({ni} ni belgilasak,

B,(x) markazi x nuqtada radiusi n bo’lgan ochiq shar bo’lib, AcB, (x)= A

chegaralangan. Yetarliligini isbotlash o’quvchiga tavsiya etiladi. Kompakt to’plamga
misollar keltiraylik.

1-misol. Har qanday antidiskret fazo kompakt.

2-misol. Har qanday chekli topologik fazo kompakt.

3-misol. Chekli ochiq to’plamlardan iborat har qanday fazo kompakt, son 0’qi R?
nokompaktdir.
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4-misol. Cheksiz nuqtalarga ega diskret fazo nokompakt.
Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.
Nazorat savollari
To plamning ochiq gobig'i deb ganday to plamga aytiladi?
Qanday to plam kompakt to plam deyiladi? Misollar keltiring.
Qanday fazolar lokal kompakt fazolar deyiladi? Misollar keltiring.
Yevklid fazolarida kompaktlik deb nimaga aytiladi?
Kompakt to"plam yopig to plam bo’lishi mumkinmi? Misollar keltiring.
Har ganday chekli toplogik fazo kompakt bo"ladimi? Misollar keltiring.
Yevklid vazosida to plam ganday shartlarni bajarsa, doim kompakt to plam
bo ladi?

No Ok owh e

8. UZLUKSIZ AKSLANTIRISHLAR.
Reja
1.Akslantirish tushunchasi.
2.Uzluksiz akslantirish.
3.Uzluksiz akslantirishning xossalari.
Tayanch iboralar: akslantirish,akslantirishning obrazi, uzluksiz akslantirsh,
ochiq akslantirish.
X,Y ixtiyoriy to’plamlar bo’lib, X ning har bir elementiga Y ning bitta elementi

mos qo’yilgan bo’lsa X ni Y ga akslantiruvchi moslik yoki akslantirish berilgan deyiladi
va f:X —Y ko’rinishida yoziladi.

Agar f:X —Y akslantirish berilgan bo’Isa xe X uchun y = f(x) element x ning
aksi (obrazi) yeY uchun f7(y) {xeX:f(x)=y} Y ning asli (proobrazi) deyiladi.

Ac X qism to’plam uchun uning aksi f(A)=BcY bo’lib B ning asli (proobrazi)
f*(B) qism to’plamdir. Agar f(X)=Y bo’lsa f ni ustlama akslantirish f(X)cY
bo’lganda esa ichiga akslantirish deyiladi.

Birorta f:X —Y ustlama akslantirish uchun x,x, e X va x #x, dan f(x)=# f(x,)
kelib chigsa f ni o’zaro bir qiymatli akslantirish deyiladi.

X, Y topologik fazalar bo’lIsin.
Ta’rif: f:X —>Y akslantirish berilgan bo’lib x X ning biror nuqtasi bo’lsin

(xe X) f(x)eY nuqtaning har bir V atrofi uchun xe X nuqta shunday U atrofga ega

bo’lsaki f(U)<V munosabat bajarilsa f akslantirishni x nuqtada uzluksiz deyiladi.
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Ta’rif: Agar f akslantirish Ac X to’plamning har bir nuqtasida uzluksiz bo’lsa,
u holda uni A to’plamda uzluksiz deyiladi.

To’plamda uzluksiz akslantirish ta’rifida to’plamning barcha nuqtalari uchun
akslantirishning uzluksizligi ko’zda tutiladi. Agar f akslantirish X ning hamma
nugqtalarida uzluksiz bo’lsa uni uzluksiz akslantirish deyiladi.

1-teorema f:X —Y akslantirish X da uzluksiz bo’lishi uchun G<Y ochiq
to’plamning proobrazi f *(G) X da ochiq bo’lishi zarur va Yetarli

Isbot. Zaruriyligi f uzluksiz akslantirish G <Y ochiq to’plam bo’lsin f*(G) ni
ochiq ekanligini ko’rsatishimiz kerak.

Agar xe f*(G) bo’lsa f(x)eG bo’ladi.

f akslantirish x nuqtada uzluksiz bo’lgani uchun x ning shunday U atrofi
mavjudki, U c f *(G) bo’ladi.

Bundan esa xeU < f *(G) kelib chigadi. Demak, f*(G) ochiq to’plamdir.

Yetarliligi. Endi ixtiyoriy G cY ochiq to’plam uchun f*(G) ochiq to’plam,
x e X bo’lsin.

y = f(x) nuqtaning ixtiyoriy atrofi V ni qarasak U = f *(V) ochiq to’plam bo’lib
x nuqtaning atrofidir. f(U)=V bo’lgani uchun f x nuqtada uzluksiz akslantirish. x
ning ixtiyoriyligidan teorema to’la isbot qilindi. Yopiq to’plamlar uchun teorema
to’ldiruvchi to’plamlarga o’tish orqali isbot gilinadi.
2-teorema X,Y,z topologik fazalar bo’lsin. f:X >Y, g:Y >Z akslantirishlar
uzluksiz bo’lsau holda h=g0 f:X —Z akslantirish uzluksiz akslantirish bo’ladi.

Isbot: W Z da ixtiyoriy ochiq to’plam bo’lsin. 26-teoremadan V =g~*(W) va
U =g (V) lar ochig. V =h™(W) bo’lgani uchun 26-teoremani qayta tadbiq etish bilan h
ning uzluksizligi isbot bo’ladi.

Uzluksiz akslantirishda yopiq (ochiq) to’plamning aksi yopiq (ochiq) bo’Imasligi
ham mumkin.

Masalan U =e*cosy , V =¢*siny qoida asosida  (x,y) e X nuqtalarning
(u,v) eY nuqtalarga akslantirishni qaraylik.

Bu akslantirish X dagi x<0,y=0 nur (yopiq to’plam)ni Y dagi O<u<1 v=0
yopiq bo’lmagan to’plamga akslanishini ko’ramiz.

Agar akslantirishda barcha nuqtalarning obrazlari ustma-ust tushsa (o’zgarmas
akslantirish) ochiq to’plamning obrazi ochiq emasligini ko’ramiz.

3-teorema. X,Y topologik fazolar f:X —Y uzluksiz akslantirish Ac X kompakt

to’plam bo’lsa f(A)cY ham kompakt to’plamdir.
Isbot: {U,} oila f(A) to’plamning ochiq qobig’i bo’lsin.

f uzluksiz akslantirish bo’lgani uchun vV, = f *(U,) to’plam hamma « lar uchun ochiq
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to’plam bo’ladi. Demak{v,}  oila A uchun ochiq qobiq bo’ladi. A kompakt to’plam

bo’lganligi uchun bu qobiqgdan chekli qobiq ajratish mumkin. Ajratilgan chekli qobiq

elementlari V, v, ,..,V,  bo’lsin. Shunda ularning obrazlari U, .U, ,...,U

to’plamlar f(A) to’plam uchun {U,} oiladan ajratilgan chekli qobigni tashkil etadi.
Bundan f(A) ning kompaktligi kelib chigadi.

4-teorema. X,Y topologik fazolar f:X — Y uzluksiz akslantirish Ac X
bog’lanishli to’plam bo’lsa f(A) ham bog’lanishli to’plamdir.

Isbot: Agar f(A) bog’lanishsiz to’plam bo’lsa bo’sh bo’lmagan G, vaG, ochiq

to’plamlar mavjud bo’lib,
F(A) =(F(ANG)U(F(ANG,),(F(ANG)N(F(ANG,) =D va

f (AN G, =, f(A)NG, # D munosabatlar o’rinli
f akslantirish uzluksiz bo’lgani uchun A = f*(G) 6a 4, = f(G,) to’plamlar X ning

ochiq qism to’plamlaridir.
f(A)NG, 2T va f(A)NG,# munosabatlardan A nA=<J va A nA=J kelib

chigadi. Ko’ramizki (ANANANA =T, A=(ANnAUA NA). Bundan A ning
bog’lanmaganligi aniglanadi. Bu ziddiyatdan teoremaning isboti kelib chiqadi.
S-teorema. | =[a,b] yopiq kesma bog’lanishli to’plamdir.
Isbot: Faraz qilaylik [a,b] bog’lanmagan bo’lsin. U holda ochiq va bo’sh
bo’lmagan U; va U; to’plamlar mavjud bo’lib 1 =(1 nU,)u(l nU,), 1 nU, #3, 1 NU, =
va (I nU,)n(I nU,) = munosabatlar o’rinli bo’ladi.

Endi | ni topologik fazoga aylantiraylik. Buning uchun | ning gism to’plami A
uchunR* da ochiq G to’plam mavjud bo’lib, A=1 ~G bo’lsa, A ni ochiq to’plam deb
qabul gilamiz. Hosil bo’lgan I ning ochiq qism to’plamlari oilasi 1 da topologiya hosil
qiladi va I topologik fazoga aylanadi. Bu topologiyada | va & ochiq to’plamlardir.

Agar | bog’lanmagan bo’lsa | da ochiq va bo’sh bo’lmagan U, nU, to’plamlar

mavjud bo’lib U NU,=F va | =U,uU, munosabatlar bajariladi. Endi

0,xeU,
f(x)= qoida bilan berilgan f akslantirishni qaraylik.
1,xeU,

lagar 0,1eG
D,agar 0£G,1¢G
U,,agar 0€G,1¢G
U,,agar 0¢G,1eG

Agar G c R' ochiq to’plam bo’lsa  f*(G) =

tenglik o’rinlidir. 1,4,U,,U, to’plamlar ochiq bo’lganligi uchun 26-teoremaga

34



ko’ra f uzluksiz funksiyadir. Koshi teoremasiga ko’ra funksiya 0 va 1 oralig’idagi
hamma qgiymatlarni qabul qilishi kerak. Bundan | ning bog’lanishliligi kelib chigadi.
Bu ziddiyatdan teoremaning isboti kelib chiqadi. X topologik fazo f :[0,1]— X uzluksiz
akslantirish bo’lsin. Bu erda [0,1] kesmadagi topologiya 30-teorema isbotidagi kabi
evklid topologiyasi yordamida aniglanadi.

Agar x=f(0), y=f (1) bo’lsa x va y nuqtalar x yo’l yordamida tutashtirilgan deb
ataymiz.

Ta’rif: Agar Ac X qism to’plamning har qanday ikki nuqtasini shu to’plamda
yotuvchi yo’l yordamida tutashtirish mumkin bo’lsa A to’plam chizigli bog’lanishli
to’plam deyiladi.

6-teorema. Chiziqli bog’lanishli to’plam bog’lanishli to’plamdir.

Isbot: X-topologik fazo Ac X -chizigli bog’lanishli to’plam bo’lsin. Ta’rifga
ko’ra A ga tegishli ixtiyoriy X,y nuqtalar uchun uzluksiz f:1 — X akslantirish mavjud
bo’lib f(0)=x, f()=y sa f(I)c 4 bo’ladi. Agar A bog’lamagan to’plam bo’lsa, ochiq
bo’sh bo’lmagan G, va G, to’plamlar mavjud bo’lib,
A=(ANG)U(ANG,), AnG, =, AnG, = J munosabatlar bajariladi.

ANG, to’plamdan x nuqtani ANG, to’plamdan y nugqtani olaylik. A chizigli
bog’lanishli bo’lgani uchun f:1 — X yo’l mavjud bo’lib, f(0)=x , f(1)=y val =[0,1]
2 va 3 teoremalarga ko’ra | =[0,1] bog’lanishli. Lekin A=(ANG,)U(ANG,) tenglikdan
f()=(f(1)NG)u(f(1)nG,) tenglikni yozish mumkin.
xef()NG,yef()nG,=f(1)nG =3, f(1)NG, =

Bundan f(1) ning bog’lanmaganlikni ko’ramiz. +arama-qarshilik kelib
chiqdi. Demak A bog’lanishli to’plam.

/-teorema X -chiziqli bog’lanishli fazo bog’lanishlidir.

Isbot: Teskarisini faraz qilaylik. U holda bir vaqgtda ham ochiq, ham yopiq bo’lIgan
U vaV to’plamlar mavjud bo’lib UV =X va UnV=g aeU,beV nuqtalarni
qaraylik.

L:1 - X a va b nuqtalarni tutashtiruvchi yo’l f[lI] bog’lanishli (nega?). Ikkinchi
tomondan L, =L(1)nU va L, = L[] "V induksiyalangan topologiyada ham ochiq
ham yopiq bo’lib L,uL,=1 va L,nL =2. Hosil qilingan qarama-qarshilikdan
teoremaning isboti kelib chigadi.

X birorta topologik fazo bo’lsin. X, X, = X ikkita chiziqli bog’lanishli fazolar
bo’lib, umumiy nuqtaga ega bo’lsa, ravshanki X, u X, qism fazo ham chiziqli bog’langan
bo’ladi. Bundan X ning o’zaro kesishmaydigan chizigli bog’lanishli qism fazolar
birlashmasi ko’rinishda ifodalanishi kelib chigadi. Bunday qism fazolarni X fazoning
chiziqli bog’lanishli komponentlari deyiladi.
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X fazoning har bir chziqli bog’langanlik komponentasi nuqtalarning shunday
to’plamidirki, ularning har birini ushbu komponentaning ixtiyoriy nuqtasi bilan yo’llar
orqali tutashtirish mumkin. Komponentlar ta’rifidan qo’yidagi teorema kelib chigadi.

8-teorema. X bog’lanishli topologik fazo bo’lib, har bir nuqtasi chiziqli
bog’langanlik munosabatidagi atrofga ega bo’lsa, u holda X chiziqli bog’langandir.

Isbot. ae X bo’lib U a nuqtaning chiziqli bog’langanlik komponentasi bo’lsin.
Teorema shartidan U va X \U larning ochiq to’plamlar bo’lishi kelib chigadi. Bundan
ularning yopiqligi ravshan. U #& bo’lib, X ning bog’lanishliligidan U =X kelib
chigadi, ya’ni X -chizigli bog’langan fazo.

O-teorema. f:X —Y wuzluksiz akslantirish f(X)=Y bo’lib X -bog’lanishli
bo’lsa,Y ham bog’lanshli to’plamdir.

Isbot: Y bog’lanmagan deb faraz gilaylik. U holda bir vaqtda ochiq va yopiq bo’sh
bo’lmagan U, va U, to’plamlar mavjud bo’lib Uuul,=Y va UnU,=0 . f
uzluksiz akslantirish bo’lgani uchun V,=f"U,) sa V,=f"'(U,) bo’sh bulmagan
to’plamlar bir vaqtda ham ochiq, ham yopiqdir.

V,uV, =X ,V,=X\V,= X - bog’lanishsiz. Kelib chigqan qarama-qarshilikdan
teoremaning isboti kelib chiqadi.

1-misol. Diskret topologiyalik X fazoning ixtiyoriy Y fazoga akslantirishning
uzluksizligi isbotlansin.

Yechish: vxe X nuqtani qaraylik V f(x) nuqtaning ixtiyoriy atrofi bo’lsin.

U=f"*(V)c X to’plam x nuqtaning atrofi bo’lib fU)= f(f*(V))cV . x nuqtani
atrofi uchun shu nuqtaning o’zini olish ham mumkin. U holda f(U)= f(x)cV

2-misol. Har qanday X fazoning trivial topologiyalik Y to’plamga ixtiyoriy
akslantirishning uzluksizligini isbotlang.

Yechish: vx e X nuqgtani qaraylik f(x) nuqta uchun Y ni atrof deb olish mumkin.

f(Y)=X ochiq to’plam bo’lib uni x nuqtaning atrofi deb qarash mumkin. f(X)cY
munosabat 0’z-0’zidan ravshan.

3-misol. Tekislikning O(0,0) va A(0,1) nuqtalaridan farqli bo’lgan har bir
nugqtasini 0’z-0’ziga O ni A ga va A ni O ga o’tkazuvchi f:E* > E?
akslantirishning uzluksiz bo’lmasligini ko’rsating.

Yechish: f akslantirish 0 nugtani A ga f™ akslantirish A nuqtani 0 nuqtaga
o’tkazadi. O nugqta atrofidagi nuqtalar A nuqtaning atrofidagi nuqtalarga o’tmaydi. 0
ning atrofidagi nuqtalarga A ning atrofidagi nuqtalar o’tmaydi. 0 ning atrofi U , A ning
atrofi V bo’lsa, f(U)<V o’rinli emas, shuningdek f (V) cU munosabat o’rinni emas.
— fuzluksiz akslantirish emas.

4-misol. (Bolsano-Koshi teoremasi)

f sonli funksiya bog’lanishli X to’plamda aniglangan va uzluksiz bo’lsin. Agar
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a va b X ning nugtalari va we[f(a), f(b)] bo’lsa u holda X da kamida bitta shunday
x nugta mavjudki, f(x)=w
Isbot: f(X) R'da bog’lanishli to’plam Y [f(a), f (b)] ni 0’z ichiga oladi.

xe X —f>a)e[f(a) , T(b)]
Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.
Nazorat savollari
1. Qanday akslantirishlar uzluksiz akslantirishlar deyiladi? Misollar keltiring.

2. Uzluksizlik hagidagi teoremalarni aytib bering.

3. O’zaro bir giymatli akslantirishlar deb ganday akslantirishlarg aytiladi? Misollar
keltiring.

4. Ichiga akslantirishlar deb ganday akslantirishlarga aytiladi? Misollar keltiring.

5. Uzluksiz akslantirishda kompakt to plamning obrazi gaday to plam bo"ladi?

6. Chizqli bog lanishli to"plam deb ganday to plamga aytiladi?

7. Chizigli boglanishli to"plam boglanishli to"plam bo’ladimi? Misollar keltiring.

9. TOPOLOGIK AKSLANTIRISHLAR(Gomeomorfizmlar)
Reja
1.Uzluksiz akslantirish.
2.Teskari akslantirish.
3.Topologik akslantirish.

Tayanch iboralar: uzluksiz  akslantirish, teskari  akslantirish,
gomeomorfizm.

Uzluksiz akslantirishlar orasida eng muhimi topologik akslantirishlardir.
Topologik akslantirishni gomeomorfizm deb ham ataladi.

Ta’rif: X,Y topologik fazolar f:X —Y akslantirish berilgan bo’lsin. Agar f
akslantirishga teskari akslantirish f* mavjud va f,f™ akslantirishlar uzluksiz bo’lsa,
f topologik akslantirish yoki gomeomorfizm deb ataladi.

Gomeomorfizmga eng sodda misol qilib f(X)=X qoida bilan aniglangan
f:X —> X ayniy akslantirishni olish mumkin. Ta’rifdan agar f topologik akslantirish
bo’lsa unga teskari akslantirish f* ham topologik akslantirish ekanligi kelib chiqgadi.
Endi f uchun teskari akslantirish mavjud bo’lishi uchun zaruriy va Yetarli shartlarga

e’tibor beraylik.
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Teskari akslantirish Y ning har bir nuqtasiga X ning bitta nuqtasini mos qo’yadi.

Demak ixtiyoriy yeY nuqta uchun birorta xe X nuqta mavjud bo’lib f(x)=y
tenglik bajariladi.

Bundan tashqari f teskari akslantirish ustlama akslantirish bo’lib y €Y nuqtaga
bitta xe X nuqtani mos qo’yganligidan x, = x, bo’lganda f(x)=f(x,) bo’lishi
ya’ni uning o’zaro bir qiymati akslantirish ekanligi aniglanadi.

Shunday qilib, f ga teskari akslantirish f mavjud bo’lishi uchun f ustlama va

o’zaro bir qiymatli akslantirish bo’lishi zarur va Yetarli.
Agar X va Y topologik fazolar uchun f:X —Y topologik akslantirish mavjud

bo’lsa X va Y topologik fazolar o’zaro gomeomorf yoki topologik ekvivalent fazolar
deb ataladi.

Topologik fazolarning topologik akslantirishda saqlanib qoladigan (biridan
ikkinchisiga o’tadigan) xossalari topologik xossalar deb ataladi. Topologiya figuralar va
topologik fazolarning topologik xossalarini o’rganish bilan shug’ullanadi.

1-teorema. f:X ->Y g:Y >Z gomeomorfizmlar bo’lsa h=g0 f:X - Z ham

gomeomorfizmdir.

Isbot: f va g akslantirishlar biektiv va uzluksiz bo’lgani uchun h akslantirish
ham biektiv va uzluksizdir. f va g topologik akslantirishlar bo’Iganidan ularga teskari
akslantirishlar f*va g* ham wuzluksizdir. Shuning uchun (fJ g)*=f"0g¢g™"
akslantirishning biektiv va uzluksizligidan h ning gomeomorfizm ekanligi kelib
chigadi.

2-teorema. f:X —Y uzluksiz akslantirish X kompakt fazo Y -Xausdorf fazosi
va f ga teskari akslantirish f™ mavjud bo’lsa, f gomeomorfizmdir.

Isbot. Teoremani isbotlash uchun f ning uzluksizligini ko’rsatishimiz kerak.
Buning uchun ixtiyoriy ochiq G < X to’plamning f ™ akslantirishga nisbatan proobrazi
Y da ochiq ekanligini ko’rsatishimiz kerak.

Agar G ochiq bo’lsa X\G yopiq to’plamdir. X\G ning f~ ga nisbatan
proobrazi f(X\G) to’plamdan iborat.

X\G yopiq va X kompakt bo’lganligidan 28-teoremaga ko’ra f(X\G) ham
kompakt f(X\G)cY Xausford fazosi bo’lganligi uchun 24-teoremaga ko’ra f(X\G)
yopiq to’plamdir. f(G)=Y\f(X\G) tenglikdan f(G) ning ochiqligi kelib chigadi.

Endi bir nechta misollar keltiraylik.

1-misol. X =(a,b),Y =(c,d) bo’lib X Y fazolarda topologiya R* dagi topologiya
yordamida aniqlanadi.

Shunda f :X =Y akslantirishni f(x):F (X —a) +c formula
-a

yordamida Aniqlasak f gomemomorfizm bo’ladi, chunki f chizigli funksiya uzluksiz
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va unga teskari funksiya ham uzluksizdir.
T

2-misol. X = {_E’E] Y =[-11] bo’lsin.

Ma’lumki T (X) =SINX uzluksiz unga teskari funksiya xqarcsiny [-1,1] da

aniglangan va uzluksizdir. shuning uchun f:X —-Y gomeomorfizmdir.

3-misol (a,b) interval va son o’qi R' gomeomorfizmdir. y:tg(

n(x-a) =«
b-a _Ej
funksiya orqali X =(a,b) va Y =R" orasidagi gomeomorfizmni o’rnatishimiz mumkin.
4-misol. Sfera va kubning sirti gomeomorfizmdir. Gomemorfizmni o’rnatish
uchun sferaga ichki chizilgan kubni olib umumiy markazga nisbatan markaziy
proeksiyalash orgali moslik o’rnatish kifoya.

5-misol. Bitta nuqtasini 0’yib tashlangan sfera tekislikka gomeomorf.

Tekislikni sferaga o’yib tashlangan nuqtaga diametral qarama-qarshi nuqtada
urinadigan qilib o’tkaziladi. O’yilgan nuqtani proeksiya markazi uchun olib sferani
tekislikka proeksiyalanadi.

6-misol. Tekislikdagi D* = {(x, V)X +y? < RZ} ochiq doira tekislikka

gomemorf.

_ X y )
Bu erda f(X! y) {R_\/m’ R_m} formula bilan f:D* > R?

akslantirishni aniglasak f gomemorfizm bo’ladi. Bu akslantirishning uzluksizligi

X

v(X,y)=——F=—=
R—\X*+y?

X
h(x,y) = - i
R_ ,XZ N yz‘ funksiyalarning uzluksizligidan

Rx Ry
1+/X2 +y2 1+4/x2 +y?

kelib chigadi. Teskari akslantirishni f 7 (x,y) = { } formula bilan

aniqlaymiz .

.. . T RX Ry
Bu akslantirishning uzluksizligi  u(X,y) =4 ——+, 0(X,y) = ——=—=
¢ © Lﬁ} {1ﬁ}

funksiyalarning uzluksizligidan kelib chiqadi. Endi f(x,y) akslantirish haqiqatdan
ham f ga teskari akslantirish ekanligini ko’rsataylik. Buning uchun
f(u(xy), 0(x,¥))=(x,y) tenglikni isbotlaymiz.

f(u(x,y),w(x,y))={ Zﬂ(x’y) > ’ 2¢(x,y) > }:
R=J12 (% Y)+@* (X, y)  R=\1’(x,Y)+@"(X,Y)
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Rx Ry
1+X>+V° 1+4X*+y°
) RYXZ+y? RyX* +y? = 0Y)
R- Y Rr- Y
1+4X>+y° 1+X>+y°

Demak f akslantirish gomeomorfizmdir. X va Y topologik fazalar f:X —Y
uzluksiz akslantirish bo’lib
bu fazolar o’zaro gomeomorf munosabatda bo’Imasligi mumkin.

7-misol. X =(0.1) interval bo’lib ¢: X — E* 4-shakldagi figura bo’lsin. Y =¢(x) Y
dagi topologiya E’ topologiyasining induksiyalash orqali kiritiladi. f:X —Y
akslantirish ¥xe(0.1) uchun f(x)=¢(x) qoida asosida o’rnatiladi.

1
f uzluksiz va teskarilanuvchi akslantirish lekin f™ akslantirish a= f (Ej nuqtada

uzluksiz emas. Shunday qilib X va Y orasidagi moslik gomeomorfizm emas.
Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.
Nazorat savollari
Qanday akslantirishlar toplogik akslantirishlar deyiladi?
Teskari akslantirish mavjud bo'lishi uchun zarur va yetarli shartlarni ayting.
Qanday fazolar topologic ekvivalent fazolar deyiladi?
Gomeomorf akslantirishlarning kompozitsiyasi qanday akslantirish bo"ladi?
Misollar keltiring.
Ayniy akslantirish deb ganday akslantirishga aytiladi?
Gomeomorf akslantirishlarga misollar keltiring.
7. Qanday fazolar o"zaro gomeomorf fazolar deb ataladi?
10.SKALYAR ARGUMENTLI VEKTOR FUNKTSIYA
Reja:

BN e

o o

. Ta’rifi va belgilanishi

. Vektor funktsiya r(t) ning koordinatalari
. CHeksiz kichik o’zgaruvchi vektor

. O’zgaruvchi vektorning limiti

. Limitlar haqgidagi teoremalar

. 7(t) vektor funktsiyaning uzluksizligi

. Vektor funktsiya orttirmasi

~N O O A W N~
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8. Misollar

Tayanch iboralar: vektor-funksiya, godograf, limit,uzluksizlik,cheksiz

kichik funksiya.

Mavzuning bayoni:

Fazoda 0 markazli dekart koordinatalar sistemasini belgilaymiz.

1-ta’rif: Agar skalyar o’zgaruvchi t ning [a,b] kesmadagi har bir giymatiga biror
goida asosida aniq bir © vektor mos kelsa, u holda bu vektor ¢ parametrning vektor
funktsiyasi deyiladi va gisgacha

r=r(t) (1)

shaklda ifodalanadi.

1-chizma
2-ta’rif: Uzunligi nolga intiluvchi vektor cheksiz kichik vektor deyiladi va
a = af(t) belgilanadi. |a(t) |- 0

Agar i,j,k OX, OY, 0Z koordinat o’qglarining yo’naltiruvchi ort vektorlari
bo’lsa, u holda
F(t) =X + y)] +z(t)k (2)
yoyilma o’rinlidir, bunda x(t),y(t),z(t) skalyar funktsiyalar bo’lib F(t) vektorning
o’qlardagi proektsiyalaridir. x(t), y(t),z(t) - larni f(t) vektor funktsiyaning koordinatalari
deb ataymiz. r(t) vektor [a,b] segmentda berilgan bo’lsin.
3-ta’rif: Agar biror o’zgarmas @ vektor mavjud bo’lib t parametr t, <[a,b] ga
intilganda r(t)—a ayirma cheksiz kichik &(t) o’zgaruvchi vektor bo’lsa, u holda 4
vektor r(t) o’zgaruvchi vektorning limiti deyiladi va u
limr(t)=4a (3)

belgilanadi.
Ko’ramizki,
r)—a=at)=[r)-aHa(t)|

| G(t) | ——>0 =| F(O) —a > 0= & = limF (1)

t—t,

4-ta’rif: Vektorlarning {r } ketma ketligi uchun lim|f —-a|=0 tenglik o’rinli
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bo’lsa, u holda o’zgarmas a vektor {7 } ning limiti deyiladi.

r=r(t) vektor funktsiya t €[a,b] segmentda aniglangan bo’lib x(t), y(t), z(t) uning
koordinatalari bo’lsin. @ o’zgarmas vektor r(t) ning limiti bo’lib «,8,y -
koordinatalarga ega bo’lsin. Ya’ni a=ai + 4 + K .

1-teorema: O’zgarmas a vektor r(t) vektor funktsiyaning limiti bo’lishi uchun
t, e[a,b] da @ vektor koordinatalari f(t) vektor koordinatalarining limiti bo’lishi zarur
va yetarlidir.

Isbot: Zaruriyligi !LTl r(t)-dj=0 bo’lsin

Ix(t) -l ) -al; [yt)-pldrt)-allzt) -y < Ft)-al=

= !LTI X(t) —a =0, !LTl y(t) - BI=0, !LT |2(t) -7 = 03!LT x(t) = «,

tILT y(t) =5, !LTZ(I) =7

Etarliligi: |F(t)-d|= \/(X(t) —a)?+(yt) - B’ +(@Mt) —»)* < x(t) —a |+

V()= 1 +]2(0) — 7 | —5—>0=> lim|[F() — = 0= limF(t) =4

teorema isbot bo’ldi.
2-teorema: Bir necha vektor yig’indisining limiti shu vektorlar limitlarining

yig’indisiga teng.
Isboti: n=2 holni garaylik
limf(t)=a, limr,(t) =4, bo’lsin
L) —a =a,t), L{)-d =a,(t) bo’lib
(LMO+R1)-@E+&)=a)+a, ()
|(FM) +LM)-@E +&) Ha ) +a,t) >0
| &, (t) + &, (t) < 2| &, (t) |—>0 buyerda |a&(t)|< &, )| olindi.
SHunday gilib, lim| (RO + 1) - @ +&)[=0=
lim(F,(t) + T, (t)) = lim(@@, + &,) = lima, + lima, = limF,(t) + limf, (t)
Qo’shiluvchilar soni n ta bo’lgan holda ham teorema o’rinli. Quyidagi teoremani

isbotsiz keltiramiz.
3-teorema: Agar limr, (t) =&, limF, (t) =&,, limA(t) = 4, bo’lsa u holda

1) !LT(ﬁ(t)ﬁ(t)) = Aody,

2) t'LT(ﬁ(t)Fz(t)) =(a,&,),

3) limi(r, (O, (1)]=[4 &, ],
AgaroerpF?,(t) =4, bo’lsa, u holda
4) !pr([ﬁ R1-1)=(a4,4;)
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r(t) vektor funktsiyaning uzluksizligiga skalyar analizdagi kabi ta’rif berish

mumkin.
5-ta’rif: Agar t »t, da r(t) ning limiti r(t,) ga teng bo’lsa, ya’ni limr (1) =7 (t)

bo’lsa, u holda r(t) vektor funktsiya t =t, qiymatda uzluksiz deyiladi.

r(t) vektor (a,b) intervalda uzluksiz bo’lishi uchun shu intervalning har bir
nuqtasida uzluksiz bo’lishi kerak. Vektor funktsiya orttirmasi deb AF =F(t+At) - (t) (4)
ayirmaga aytiladi.

Funktsiya uzluksiz bo’lsa argument t — ning cheksiz kichik At orttirmasiga
funktsiya r(t) ning Ar orttirmasi mos kelishi va At —0 dan Ar(t) >0 kelib chigishi
kerak, ya’ni limAr=0. Quyidagi teoremalarni isbotsiz keltiramiz.

4-teorema: r(t) vektor funktsiya t, nuktada uzluksiz bo’lishi uchun uning
koordinatalari x(t), y(t), z(t) ning t, nuqtada uzluksiz bo’lishi zarur va yetarlidir.

5-teorema: Agar Ff(t), T, (t), i,(t) funktsiyalar [a,b] oralikda uzluksiz bo’lsa, u
holda

1) F(t) = A O K + 4, () -1, () + A1) - K (0);

2) £ =(RORO):

3) FO =[LORO]

4) 9(t) = (ROLOT()
ko’paytmalar uzluksiz bo’ladi, bunda 4, 4,,4, lar ham [a,b]da uzluksiz funktsiyalardir.

Misollar:

1. F=at+b.a,b (0’zgarmas vektorlar —oo<t <oo) to’g’ri chiziq tenglamasi.

2. F=costi +sinfj,  (0<t<2r) birlik aylana tenglamasi.
3. F=acosti +asintj+bk  (0<t<oo) vint chiziq tenglamasi
Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-Igbol, 2016y.
Nazorat savollari
Skalyar argumentli vektor funksiyani tarifini ayting.
Vektor funktsiyaning limit tushunchasini ayting va misollar keltiring.
Qanday vektor funksiya uzluksiz vektor funksiya deyiladi? Misollar keltiring.
Bir nechta vektor funkisiya godogrflarini chizib ko rsating.
Qanday vektor funksiyalar cheksiz kichik o’zgaruvchi vektor funksiya deyiladi?
5. Vektor funksiya uchun limit teoremalarini keltring.

B wnN e
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6. Vektor funksiyaning koordinatalari nimani ifoda etadi?
7. Qanday giymatga vektor funksiyaning ortirmasi deyiladi?

11.VEKTOR-FUNKTSIYANING HOSILASI VA INTEGRALI.
Reja :

1. Hosila ta’rifi

2. Hosilaning geometrik ma’nosi

3. Vektorni differentsiallash qoidalari

4. Moduli va yo’nalishi doimiy vektorlar

5. O’zgaruvchi vektorni Teylor gatoriga yoyish
Tayanch iboralar:funksiya ortirmasi, differensiallash, teylor formulasi.

Mavzuni bayoni:

[a,b]segmentda F =r(t) vektor funktsiya berilgan bo’lsin.

Ta’rif: Agar vektor funktsiyaning AF=F(t+At)-F(t) orttirmasini At=t-t,
argument orttirmasiga bo’lishdan chiqgan nisbatning At —0 dagi limiti (i m i—:) mavjud
bo’lib, bitta limit vektorga intilsa, u holda bu limit r(t) vektor funktsiyaning t+ argument
bo’yicha hosilasi deyiladi va r'(t) = Liﬂ?)i_: — belgilanadi. r'(t) = %.

Hosilasi mavjud bo’lgan vektor funktsiyani differentsiallanuvchi deyiladi. Vektor
funktsiya hosilasiga t =t, nuqtada ta’rif berish ham mumkin. Hosilasi mavjud bo’lgan
vektor-funktsiya uzluksizdir.

Teorema: Agar r(t) vektor-funktsiyaning t,e[a,b] nugtada hosilasi mavjud
bo’lsa, u holda shu nuqtada vektor koordinatalarining hosilalari mavjud bo’ladi va
F'(t,) = X'(t,) +y'(t,) ] +2'(t,)k yoyilma o’rinli bo’ladi.

Teorema: (t),o(t),w(t) funktsiyalar [a,b] oraligda differentsiallanuvchi
funktsiyalar bo’Isa (T(t)+o(t) +W(t)) =U'(t) + 0'(t) + W'(t).

Differentsiallashning quyidagi goidalarni isbotsiz keltiramiz.

1. ORL@O) = [FOLO) + (GOF )

2. [rOLOT =[FOLO1+[ROEO];

3. (A () =A(O)r )+ AM)r'(t).

Agar r(t) vektor funktsiya [ab] oraligda k-marta (k>1) uzluksiz
differentsiallanuvchi bo’lsa, u holda shu oralikda vektor funktsiyaning k -tartibligacha
uzluksiz hosilaga ega deyiladi.

F(t)eC®[a,b] - belgilaymiz.

Agar r(t) vektor funktsiyasining [a,b] oraligda hosilasi mavjud bo’lsa, y R
reperdagi koordinatalariga nisbatan ham hosilaga ega bo’ladi va aksincha
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F(t) = xt)i +y(t)j+Z(t)k vektor funktsiya koordinatalarining t, €[a,b] nugtada Teylor
qatoriga yoyilmasi berilgan bo’lsa,
ya’'ni

AX = X(8) - X(t,) = X(t,) At + (A;)z X(t) + oot X (to)(%)" T 5, (L AD (AD)"
&Y =YY = YAy () By 1) By

Az =2(t) - 2(t,) = 2'(t,) At + z”(to)% +..+ 2z (to)(An—tl)n + & (AY)"
u holda
Ar = Ari + Ayj + Azk = F'(t, ) At + r"(to)%+...+ r (to)(AnLl)”w(At)“

Bu formula r(t) vektor funktsiyaning t, €[a,b] nugta atrofida Teylor gatoriga
yoyilmasini ifoda etadi. Bu yerda At - 0= £(t,,At) >0 ga e’tibor beriladi.

Foydalanilgan adabiyotlar
. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-Igbol, 2016y.
Nazorat savollari
1. Vektor funksiya uchun hosila tarifini aytib bering.
2. Vektor funsiya hosila hagidagi teoremani keltiring.
3. Differensiallash qoidalariga ayting va misollar keltiring.
4
5

|

w N

. Vektor funksiya uchun Teylor gatorini yozing va misollarda ko rsating.
. Vektor funksiya uchun argument ortirmasi ganday formula bilan beriladi?
12-13.CHIZIQ TUSHUNCHASI
Reja:
1. Topologik almashtirishlar
2. Ta’riflar
3. CHiziq tenglamasi
4. Misollar
5. Regulyar chiziq
Tayanch iboralar:topologik akslantirish, elementar chizig, sodda chiziq,
regulyar chiziq.
Mavzu bayoni:
Tekislikda F figurani olaylik. Agar F figuraning har bir nuqgtasi biror goida
asosida siljitilsa, ya’ni F' figura kelib chigsa F', F figurani almashtirish bilan hosil
bo’ladi.
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Agar f almashtirish F ning cheksiz yagin nugtalarini F' ning cheksiz yaqin
nuqtalariga, o’tkazsa, u holda bu almashtirishni uzluksiz deb ataladi.

1-Ta’rif: Agar f almashtirish xe F nuqgtani x’' e F' nuqtaga o’tkazsa va ixtiyoriy
&>0 cheksiz kichik son uchun &6 >0 cheksiz kichik son mavjud bo’lsaki, p(x,y)<J
tengsizlikni ganoatlantiruvchi har ganday yeF nugta p,(x,y)<e tengsizlikka
ganoatlantiruvchi y’e F' nuqtaga o’tsa, u holda f ni uzluksiz almashtirish deyiladi.

2-Ta’rif: f:F — F' almashtirishda
1) x#y nugta x'# y' nuqtaga o’tsa,
2)fva f:F'>F (teskari almashtirish) uzluksiz bo’lsa,
u holda f ni topologik almashtirish deyiladi.

[«, 5] sigmentda uzluksiz ¢(t),w(t) funktsiyalarni garaylik. F figura uchun L —
to’plamni olaylik.

VM (x,y) e L nugta koordinatalari

x=p(t), y=y(t) a<t<p (1)

ifodalar bo’yicha aniqlangan bo’lsin.

B
U= Q.‘J"/t ,,"‘ M l(v,X ’ {l )
________ : .
|
| /
4 |
Ao_“f‘/ l
|
|
] =
0 x=p(t) Y
1
2-chizma

3-Ta’rif: t ning [, 51 segmentdagi turli giymatlariga L ning turli nugtalari mos
kelsa, u holda L ni elementar yoy deyiladi.
4-Ta’rif: Ochiq kesmani topologik almashtirish natijasida hosil bo’lgan figuraga

elementar chiziq deyiladi. Elementar yoy, elementar chiziq tushunchalari ba’zan ustma
ust tushadi.

Elementar chiziqda o’z-0’zini kesish nuqtalari, ustma ust tushgan qicmlari
mavjud bo’Imaydi. Intervalning «, 8 - chegaraviy giymatlariga mos A, B nuqgtalarni L
elementar chizigning chegaraviy nuqtalari deyiladi.

Elementar chizig parametrik tenglamasini x=t,y = f (t) a <t<p ko’rinishda olish
ham mumekin. L - chizigning parametrik tenglamasi turlicha bo’lishi mumkin. Masalan
(1) ko’rinishda. To’g’ri chiziq, parabola, yarim aylana elementar chiziqlardir.
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5-Ta’rif: Agar L figuraning har bir nuqtasi, fazoviy atrofga ega bo’lib, uning shu
atrofdagi qismi elementar chiziq bo’Isa, u holda L figurani sodda chiziqg deb ataladi.
x=acost, y=asint,a>0, 0<t<2r aylana sodda chizigga misol bo’la oladi.
6-Ta’rif: Sodda chizigni lokal topologik almashtirish natijasida hosil bo’lgan
chizigga umumiy chiziq deyiladi.
Umumiy chiziqda 0’z o’zini kesish nuqtalari mavjud bo’lishi mumkin.
t? -1 t? —

X=a y=at

—, ~ a> 0 strofoida.
t°+1 t°+1

3-chizma
t=-16a t=1 da (0, 0) nugtada kesishadi. CHizigni ikkita sirtlarining kesishish
chizigi sifatida olish ham mumkin.

Fl(X, Y, ’Z) =0 (2)
F(xy,2)=0

o oF,

aag g #0 shart bajarilsa (2) sistemani yechsak y=w(t) z=¢(t) funktsiyalar hosil

oy oz
gilinadi.

Masalan viviani chizig’i.

x*+y?+z°=a’, x*+y’—ax=0 sfera bilan a diametrli doiraviy tsilindrning
kesishish chizig’i:

X=t y:im, z:im, 0<t<a

Fazoviy chiziq parametrik tenglamasini

x=x(t), y=y(t), z=2() 3)
ko’rinishda ifodalash mumkin.
Bu funktsiyalar uzluksiz bo’lib, t, #t, uchun

(X(t;) = X(t.))* + (¥(t,) - y(1,))" + (2(t,) - 2(t,))* =0

Regulyar chiziq

7 chiziq regulyar (k marta differentsiallanuvchi) deyiladi, agar uni (3) ko’rinishda
ifodalash mumkin bo’lib, bu funktsiyalar regulyar (k-marta differentsiallanuvchi) bo’lsa
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va x'2+y'?+2'2 %0 shart bajarilsa. k=1 bo’lganda y ni silliq chiziq deyiladi.
Ba’zan 7 ni y=f(x), z=¢(x) ko’rinishda ifodalash ham mumkin.
Hagigatan ham, x'(t) =0 bo’lsa, x = x(t) teskarilanuvchi bo’ladi, ya’ni
X)20=>t=y(x), uholda y=y(y(x)=1(x)  z=2((x)=p(x).
Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.
Nazorat savollari
1. Chiziq va uning turlarini aytib bering.
2. Elementar chizig deb nimaga aytiladi? Misollar keltiring.
3. Sooda chiziglarni aytib bering.
4. Oshkormas ko rinishda berilgan chiziglarga misollar keltiring.
5. Parametrik ko rinishda berilgan chizigga misollar keltiring va chiziq grafigini
chizing.
6. Qanday akslantirishlar uzluksiz akslantirishlar deyiladi? Misollar keltiring.
7. Umumiy chigga misollar aytib bering.

14.CHIZIQNING ODDIY VA MAXSUS NUQTALARI
Reja:

. Regulyar yoy
. Oddiy va maxsus nugqta ta’rifi
. Oshkormas funktsiyaning mavjudlik teoremasi
. CHiziq nuqtasining oddiy bo’lishi uchun yetarli shart
. Karrali maxsus nugtalar
. Maxsus nugta atrofida chizigning tuzilishi
. Maxsus nugta tiplari
. Misollar

Tayanch iboralar: regulyar yoy, oddiy nuqgta, maxsus nugta, ajralgan
maxsus nugta, tugun maxsus nuqta, I-tur gaytish maxsus nuqtasi, Il1-tur gaytish
maxsus nugtasi.

Mavzuning bayoni:

CHiziq oshkormas ko’rinishda, ya’ni

F(x,y)=0 @
oshkormas funktsiya orqali berilgan bo’lIsin.
Ba’zan (1) tenglamani y ga nisbatan yechib
y=f(x) (a<x<b) (2)
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ni keltirib chigarishimiz mumkin.
Ta’rif: Agar (2) funktsiya
1) bir giymati  2) uzluksiz va 3) tegishli
tartibli uzluksiz hosilalarga ega bo’lsa, u holda (2) tenglamani ganoatlantiruvchi
nugqtalar to’plamiga (1) chizigning regulyar yoyi deyiladi.
Agar (1) chizigdagi nuqtaning yetarlicha kichik atrofi regulyar yoy bo’lsa, bunday
nugtani chizigning oddiy nugqtasi deb ataladi.
CHizigning oddiy bo’lmagan barcha nuqtalarini uning maxsus nuqtalari deyiladi.
M, (%, Yo) 0ddiy nugta atrofida (1) va (2) tenglamalar teng kuchlidir.

4-chizmadagi chizigda [a,b] segmentda aniglangan M,M, yoyning barcha
nugqtalari oddiy nuqtalar bo’lib M, maxsus nuqtadir.

V

me—

4-chizma

f'(x) - uzluksiz bo’lganidan chizigning har bir oddiy nugtasida tayin urinma
o’tkazish mumkin va nuqta regulyar yoy bo’ylib o’zgarsa, urinma ham yo’nalishini
o’zgartiradi deyishga asos bo’ladi. M; maxsus nuqtadan ikkita regulyar yoy o’tadi.

SHu nugtada urinma ikkita. Bu esa f(x) funktsiyaning bir giymatlilik talabiga zid
bo’ladi. (1) chiziq nugtasining oddiy bo’lishi uchun yetarli shartni matematik analizdagi
oshkormas funktsiyaning mavjudlik teoremasi orqali ifodalash mumkin.

Teorema: Agar My(x,.Y,) nugta (1) chizigda yotib F(x,y) funktsiya My nuqgta

atrofida uzluksiz xususiy hosilalarga ega va %(xo,yo);so bo’lsa, u holda fagat bitta

y=f(x) funktsiya mavjudki, u My nugtaning biror atrofida (1) tenglamani
ganoatlantiradi va x=x, da y =y, giymat gabul giladi.
y = f(x) funktsiya shu atrofda uzluksiz hosilaga ega bo’lib,

oF
4y _ -0
o= 00= -
oy

Agar M, nugtada %:O lekin, Z—';;to bo’lsa, ham teorema o’rinli bo’ladi.

Teorema shartini qisman o’zgartirish mumkin.
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Masalan: M, nuqtada F,F, hosilalar birdaniga nolga aylanmasa, ya’ni
F’°+F,"#0 bo’lsa, F(x,y)=0 ni yechib yugoridagi uchta shartlarni ganoatlantiruvchi
y = f(x) funktsiyani aniglash mumkin.

Ta’rif: Agar (1) chizigdagi biror My(x,, y,) nugtada F,” +F,” =0 bo’lsa, M, nuqta

oddiy bo’ladi.
M, (X, Yo) nuqta (1) chizigning maxsus nuqtasi bo’lsa F(X,,Y,) =0,
OF (X0, Yo) _ 0 OF (X9, Yo) _ 0 (3)
OX oy

tengliklar o’rinli bo’lishi kerak.
Oddiy nugtada urinma tenglamasi
(X_Xo)Fx'(Xo’yo)"'(y_yo)Fy’(Xo’yo):0 (4)
bo’lib, normal tenglamasi
X=X __ Y=Y (5).
F (X, o) Fy(Xo. Yo)
Endi chizig maxsus nugtalarini va maxsus nugtalar atrofida chizigning tuzilishini
tekshiraylik. (1) chiziq uchinchi tartibligacha xususiy hosilalarga ega bo’lsin.
F.F.F F F/

X! yl XX ! Xyl yy"'

Maxsus nuqtada (3) tengliklar o’rinli bo’lib, ikkinchi tartibli xususiy hosilalar
orasida aqalli bittasi nolga teng bo’lmasin.

Masalan: F} = 0. CHizigning (3) shart bajariladigan M(x,,Yy,) maxsus nugtasini
ikki karrali (qo’shaloq) nuqta deyiladi.

Agar (3) dan tashgari ikkinchi tartibli xususiy hosilalar M,(x,,Y,) nugtada nolga
aylanib uchinchi tartibli xususiy hosilalar orasida nolmasi mavjud bo’lsa, u holda M,
maxsus nugtani uch karrali deyiladi.

Faraz gilaylik, M, maxsus nuqtadan chizigning regulyar yoyi o’tsin. CHiziqning
M, (X, Yo) maxsus nuqtasi orqali o’tuvchi regulyar yoyi (2) ko’rinishdagi tenglamaga ega
bo’lIsin. (1) ga (2) ni gqo’ysak F(x, f (x)) =0 ayniyat kelib chikadi. Bu ayniyatni X bo’yicha
ikki marta differentsiallaymiz.

F/+Ff'(x)=0

Fr+2F /() +F) f2(x)+F/f"(x)=0
Bu tenglamalardan birinchisi M, nugtada ayniyatdan iborat, chunki

F(%:¥0) =0, Fj(%,,¥,) =0.
Ikinchisidan esa

Fa (X0, Yo) +2F (%o, Yo) £ /(%) + Fyy (%o, ¥o) T2 (%,) =0

kelib chigadi.
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F06) =k, Falxo, Yo) =au, By (% o) =, Fy (%, Yo) =2
Belgilash kiritsak
a,,k* +2a,k+a,=0 (6)
kvadrat tenglamaga ega bo’lamiz. k ning har bir giymati (1) chiziq regulyar yoy
urinmasining mos yo’nalishini aniglab beradi. Demak, M, maxsus nuqgtadan ikkitadan
ortiq bo’lmagan regulyar yoy o’tadi. Quyidagi hollar bo’lishi mumkin.

1) D=a}, —a,a, >0 (6) tenglama ikkita turlicha hagiqgiy ildizga ega. M, nugtadan
chizigning ikkita rerulyar yoyi o’tadi.

2) D=a’—a,3, <0 (6) tenglamaning ildizlari qo’shma kompleks. M ;nugtadan
chizigning regulyar yoyi o’tmaydi.

3) D=aj, —a,a, =0 tenglama karrali ildizga ega. M, maxsus nuqtadan o’tuvchi
regulyar yoylar umumiy urinmaga ega bo’ladi.

Birinchi holda M, maxsus nugtni tugun nuqta, ikkinchi holda ajralgan nuqgta
deyiladi. Uchinchi holda esa M, maxsus nugta yoki regulyar yoylarning urinish nuqtasi,
yoki birinchi tip qaytish nuqtasi yoki ikkinchi tip qaytish nuqtasi bo’lishi mumkin.

Yugoridagi 3- ta holga misol keltiraylik :

a) y’—x*=0 (0,0) maxsus nugta.

b) x* —y® —3axy=0. (0,0) maxsus nugta.

Dekart yaprog’i uchun k, =0, k, =« a’2—a,a, =9’ >0 (0,0)tugun nugta

V) F(x,y)=x"-4x*—y*=0 (0,0) maxsus nuqta

5-chizma
a’ —a,-a, =0-16<0 ajralgan nuqta
g) 0(0,0) — 2 tip gaytish nuqtasi.
d) 0(0,0)— 1 tip gaytish nugtasi.
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a) b)
5-chizma

Agar a,=0,3a,=0,a,, =0 bo’lsa,

Foo +3Fg £/(X,) +3F £ 2(x) +Fy, 2(%,) =0
yoKi

azzzk3 + 3a122k2 +3a,k+a,;, =0 (7)
tenglamaning ildizlari yoki uchta turlicha haqiqiy yoki bitta haqiqgiy va bir juft qo’shma
kompleks sonlardan iborat bo’lishi mumkin.

Mos ravishda M,(X,,Y,) - maxsus nuqta uch karrali bo’lishi mumkin yoki M,
nuktadan chizigning faqat bitta regulyar yoyi o’tishi mumkin.

Masalan: (x* +y®)* —ax(x’ —y?) =0

Uch yaprogli gul deyiladi. a,;, =2a =0, k, =1k, =-1, k; =

Urinma tenglamalari: x=y, y=-x, x=0

Endi parametrik ko’rinishda berilgan chizigning P maxsus nuqtasi atrofida
tuzilishini tekshiraylik.

6-chizma
yix=x(t), y=y(t), z=2(t) bo’lib (8)
X2 +y?+7% %0 (9)
bo’lsa P(t,) - oddiy nuqta bo’ladi. Agar chizigni (8) ko’rinishda ifodalab bo’Imasa P(t,)

maxsus nuqta bo’ladi.
Teorema: Yassi chiziq x =x(t), y=y(t) parametrik ko’rinishda berilgan bo’lsin.
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Agar P(t,) nugtadagi noldan fargli x™(t,), y™(t,) hosila toq tartibli bo’lsa P(t,) oddiy
nuqta, aks holda maxsus nuqta bo’ladi.
n -juft, m -toq bo’lib, n<m bo’lsa P — birinchi tip gaytish nuqta, n - juft, m —
juft bo’lsa, P — ikkinchi tip gaytish nuqta bo’ladi.
Masalan: x=t-sint y=1-cost tsikloida uchun (0,0) birinchi tip gaytish nuqtasi
bo’ladi.
Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-Igbol, 2016y.
Nazorat savollari
1. Chizgning oddiy nuqta ta rifini aytib bering.
2. Chizigning maxsus nugta t'rifini ayting. Chiziq grafikda oddiy va maxsus
nuqtalarni ajratib bering.
3. Chizgning go shalog nugta at rifini aytib bering.
4. Maxsus nugta tiplarni aytib bering. Grafikda maxsus nuqta tiplarini ajratib
bering.
5. Chizigning karrali nugtalariga misollar keltiring.
6. Parametrik ko rinishda berilgan chizigning maxsus nuqgta tiplarini aniglash
uchun uni ganday shartlarga tekshirish kerak?
7. Oshkormas ko rinishda berilgan chizigning maxsus nugta tiplarini aniglash
uchun uni ganday shartlarga tekshirish kerak?

15.TEKIS CHIZIQ ASIMPTOTALARI.ALGEBRAIK CHIZIQ
ASIMTOTALARI.
Reja:

1. Asimptota ta’rifi
2. Ax+By+C =0 to’g’ri chizigning asimptota bo’lish sharti
3. CHizigning koordinat o’qlariga parallel asimptotalari
4. Asimptota urinmaning limit vaziyati
. Algebraik chiziq asimptotalari

6. Misollar

Tayanch iboralar:vertical asimptota, gorizantal asimptota, og'ma asimptota,
algebraic chiziq.

Mavzuning bayoni:

Tekislikda egri chizigning regulyar yoyi

x=Xx(t),y=y(), t, <t<T (1)

o1
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parametrik tenglamasi orqali berilgan bo’lsin. t—T da M(t) chiziq bo’ylab
cheksizlikka intiladi.

(Mg, M) = (X(0) = %) + (YD)~ ¥o)* —57>0 (2).
1-Ta’rif: (1) egri chiziq ustidagi nuqta chiziq bo’ylab cheksiz uzoqlashganda, bu
nuqta bilan birorta to’g’ri chiziq orasidagi masofa nolga intilsa, u holda bu to’g’ri chiziq
egri chizigning asimptotasi deyiladi.
p(M,N)———0, bunda MN L1.

8-chizma
Har ganday chizig uchun (2) shartning bajarilishiga garamay, asimptota mavjud
bo’lmasligi mumkin. Jumladan p=e* logarifmik spiralning asimptotasi yo’q.
Logarifmik spiral deb hamma radius vektorlarni bir xil burchak ostida kesib o’tadigan
chiziqga aytiladi.

9-chizma

Boshlang’ich nuqgta atrofida istalgancha aylanib, gancha uzoglashmasin,
harakatdagi nuqta yaqinlasha oladigan to’g’ri chizig mavjud emas.

p=2 3)
¢

tenglama orqgali berilgan giperbolik spiral uchun asimptota mavjud. Ordinata o’qiga
parallel bo’Imagan asimptotani gidiraylik.
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10-chizma
Asimptota tenglamasi
Ax+By+C =0 (4)
ko’rinishda bo’lsin. (1) chizigda biror M (x(t), y(t)) nuqtani olib, shu nuqtadan (4) to’g’ri
chiziqgacha bo’lgan p(M,N) masofani hisoblaymiz. Analitik geometriyadan ma’lumki
o(M,N) masofa
| Ax(t) + By(t)+C |

p(M,N) = Nrony ()
(4) to’g’ri chiziq asimptota bo’lishi uchun t »T da p(M,N)— 0 bajarilishi kerak. (5)
da maxraj o’zgarmas son bo’lgani uchun

!Lrp | Ax(t) + By(t)+C |=0 (6)

kasr suratining limiti nolga tengligi kelib chiqadi. Biz (4) ni asimptota bo’lishi uchun
zaruriy va yetarli shartni anigladik.
Endi chiziq asimptotasini y—kx—b=0 ko’rinishda olib, t »T da k va b larni

hisoblash formulalarini aniglaylik. (6) kabi quyidagi tengliklar o’rinlidir.

lim{y(t) - kx(t) ~b] =0 ()
. YO 5l g it — o boloan
!Lrp{x(t){ (0 k x(t)}} 0 IIL m X(t) bo’lgani uchun
Iim{w—k—i}:O:Iimw—k—limL:O: mL:O
=T X(t) X(t) T X(t) =T X(t) T X(t)
_1imY®
k= !Lrp X(t) (8)
k —ni (7) ga qo’ysak
b =1im[y(t) - kx(®)] ©)

kelib chigadi.

Agar (8) va (9) ning chekli limiti mavjud bo’lmasa asimptotani y-kx—b=0
ko’rinishida ifodalab bo’lmaydi. Agar (1) chizigning asimptotasi ordinata 0’qiga parallel
bo’lsa, u holda asimptotaning tenglamasi

x—a=0 (10)
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ko’rinishga ega bo’ladi. t > T da x(t)—a— 0= x(t)———a.
Agar limx(t) mavjud bo’lmasa, asimptota aniqlanmaydi. Abstsissa o’qiga prallel
asimptota uchun
y-m=0 (11)
ga ega bo’lamiz.
Agar chiziq y= f(x) ko’rinishda berilgan bo’lsa, x=t,y= f(t) parametr Kiritish
mumkin.

k= Iimﬂ, bzlirg(y(x)—kx) (12)

xow X

Asimptotaning boshga ta’rifi ham mavjud.

2-Ta’rif: CHiziqdagi nuqta shu chiziq bo’ylab cheksizlikka intilganda
urinmaning limit vaziyati mavjud bo’lsa, limitda hosil qilingan to’g’ri chiziq
asimptotadir.

Lekin asimptota urinmaning limit vaziyati bo’lmasligi ham mumkin. Hagigatan

ham, t > T da x(t) > o, y(t) >« bo’lgan holda % nisbatga t — T da Lopital goidasini
X

qo’llaymiz.
imYO i Y® ) Y ®1 v _kxeb da k i qo’vi
k=lim (0 “mx’(t)’ b =lim[y(t) - x(t) x'(t)] y=kx+b ga k va b larni qo’yish
mumekin.
Agar chiziq y= f(x) shaklda berilgan bo’lsa,

k=limf'(x), b=lim[y-xf'(] (13)

k va b chekli sonlar bo’lsa, asimptota mavjud bo’lib uning tenglamasi y=kx+b
ko’rinishida bo’ladi.

SHunday chiziq mavjud bo’lishi mumkinki, uning tenglamasiga Lopital qoidasini
qo’llab bo’Imaydi.

cosx?
X2

Masalan: y = chizig x—»« da OX o’qdan iborat asimptotaga ega, lekin bu

cosx?
2

chizig urinmasining burchak koeffitsienti y’(x) = —2sinx? — , Xx—>o da xech ganday

cosx?
XZ X—0

limitga intilmaydi. ( »0) lekin sinx? ni limiti yo’q (-1) va (+1) orasida

tebranib turadi.

Endi algebraik ifoda orqali berilgan chiziq asimptotasini aniglash masalasini
garaylik. F(x,y) =0 funktsiya ko’pxad bo’lib, kasrlardan va radikallardan ozod gilingan,
ya’ni AxPy® ko’rinishidagi birhadlarning yig’indisidan iborat bo’lsin.

CHizigning asimptotasi sifatida, urinish nuqtasi cheksizlikka intilganda
urinmaning limit vaziyatini qabul qilishimiz mumkin. Bu to’g’ri chiziq ustma ust
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tushgan cheksiz uzoq ikki nuqtadan o’tadi.
Ikki holni garaymiz.
1) asimptota OY o’qqa parallel bo’lmasin.
{ -1 2,,2 y - kX+ b -1 -2 -1 (14)
F(X, y)=aX"+ax" y+ax “y +..+ay" +bx""+bx"“y+..+b, ,y" +..=0

(14)da y o’rniga kx+b ni qo’ysak
A (K)X" +A (K b)x" +..+A =0 (15)
tenglama hosil bo’ladi.
Bu tenglama cheksiz katta ikkita ildizga ega bo’lishi kerak, chunki urinish nuqtasi
cheksiz uzoqdadir.
Algebradan ma’lumki bunday holda
AK)=0 ea A(k,b)=0 (16)
tenglamalar o’rinli bo’lib, k va b lar aniglanadi.
Misollar. 1. Dekart yaprog’i x*®+y®-3axy berilgan bo’lsin. Bu tenglama

x=—2t 3at” - gateng kuchlidir.

P41 0 o+

a)t=-1da x=o0,y=o k= 1imY® _jimt = -1

t—t, X(t) t—-1

b=Ilim

t=—1

{ 3at? 3at

1 P J——a asimptota y=-x—a to’g’ri chizigdan iborat.

=kx+b
b) 3 y3 i =1+k®=0k’b—-ka=0=k=-1b=-a
X +y’ —3axy=0

2) Algebraik chizigning asimptotasi ordinata o’qiga parallel bo’lsa
F(x,y)=0 ea x=a tenglamalarni birgalikda yechib y ga nisbatan
B,y" +B,(a)y"" +B,(a)y"* +..+B, =0 (7)
tenglamani hosil gilinadi.
B, koeffitsient a ga bog’liq emas. SHu bilan birga B, =0, B,(a)=0 tengliklar
bajariladi. B,(a)=0 dan a ni aniglash mumkin.
Masalan: x(x* +y?) =ay’
y® - oldidagi koeffitsient nolga teng bo’lib,
(x—a)y’+x*=0=>x=a#0
Asimptota tenglamasi x—a=0 ko’rinishga ega.
Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.
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Nazorat savollari
1. Tekis chiziq asimptotasi ta rifini aytib bering.
2. Tekis chizig asimptotasi uchun asosiy teoremani keltirng.
3. Qanday asimptota og ma asimptota deyiladi? Misollar keltirng.
4. Qanday asimptota gorizontal asimptota deyiladi? Misollar keltirng.
5. Qanday asimptota vertikal asimptota deyiladi? Misollar keltirng.
6. Algebraik chiziq asimptotalariga misollar ayting va ularni grafikda berilishini
chizing.

16.CHIZIQ URINMASI VA NORMAL TEKSILIGI
Reja :
1. Ta’riflar
2. Asosiy teorema
3. Urinmaning turlicha tenglamalari
4. Normal tekislik tenglamasi
5. Misollar
Tayanch iboralar: chizig rinmasi, normal tekisligi, parametric tenglamasi,
oshkor tenglama, oshkormas tenglama.
1-Ta’rif: Berilgan chizigning P nugtasidagi urinmasi deb P va unga cheksiz
yaqgin chiziq ustidagi Q nugta orgali utuvchi (PQ) kesuvchining Q — P dagi limit
vaziyatiga aytiladi.
Tekislikda chiziq
y:r=rt) (1)
parametrik tenglamasi orqali berilgan bo’lsin. P nuqtadagi urinmani g-orqali
belgilaylik Q ey nuqgtadan g ga QR perpedikulyar o’tkazamiz. P nuqtadan Q gacha
masofani d orgali Q nugtadan g gacha masofani s orqali belgilaymiz.

7-chizma

2-Ta’rif: éiirg)g:O tenglik bajarilsa g to’g’ri chizigni y ning P nuqtasidagi
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urinmasi deyiladi. PQR uchburchakdan gzsinq), ¢ =<(PQ,PR). Ko’ramizki
§—>0<:>(p—)0.

Teorema: (1) ko’rinishda berilgan silliq chiziq o’zining har bir nuqtasida birdan
bir urinmaga ega; r'(t) uning yo’naltiruvchi vektori.

Isbot: g-y- ning P nuqtasidagi urinmasi bo’lsin. P(t), Q(t+At) desak
d=|rt+At)—r(t)]

5[PQ7]] - bo’lib, 7-g ning yo’naltiruvchi ort  vektori
o _llraxan —rie] WO _ o, ¢4y~ 27, 7'(t) va 7 - kollinear.
d |[F(t+At)—r(t)| | r'(t) | ’

Mavjudligi ¢ - POl _o_ ;9 _ o ya’ni g urinma to’g’ri chiziq.
d @] P d

Fazoda to’g’ri chizigning kanonik tenglamasi analitik geometriyadan ma’lum:
X=X _ Y=Y _Z2-%

m n k

Bunda M,(x,, V¥,,2,) - Dboshlang’ich nuqta, p{m,n,k} to’g’ri chizigning
yo’naltiruvchi vektori. Agar chiziq (1) ko’rinishda berilgan bo’lsa, u holda P(t,) ey
nuqtadagi urinmasi

F(t)=T(t,)+Ar'(t,) (2)
tenglamaga ega.

Bu tenglamani koordinat ko’rinishda yozsak
X=X Y=Yy %-%

X(t) V) Z() )
kelib chigadi.
Tekislikda esa urinma tenglamasi
X=X, _ Y=Y
X(t) Yt @
ko’rinishda bo’ladi.
Agar chiziq
yiy="f(x),z2=0(x) )

Ko’rinishda bo’lsa, urinma tenglamasi
y=f(%)+ F'(X)(X=%), 2= 0(%) + @' (%) (X—X,) (6)

ko’rinishda bo’ladi.
Agar chiziq oshkormas ko’rinishda berilgan bo’lsa, ya’ni
¢(X’ y,-Z) = 01 W(X! y,-Z) = 0 (7)

U holda urinma tenglamasi
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X=X _Y¥=Y¥ _%2-% (8)
wy ¢Z (01 (pX <0x (By
Wy '7[/; WZ l//x [//x Wy

M, Mo M,
3-Ta’rif: P(t,) nuqta orqali o’tuvchi va urinmaga perpendikulyar tekislikka
normal tekislik deyiladi.
Normal tekislik
(X_Xo)Fx""(y_yo)Fy'+(Z_20)Fz,:0 (9)
ko’rinishdagi tenglamaga ega bo’ladi.
Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.
Nazorat savollari
7. Chiziq urinmasi ta'rifini aytib bering.
8. Urinma uchun asosiy teoremani keltiring.
9. Oshkormas ko rinishda berilgan funksiya uchun chizig urinmasi tushunchasini
ayting va misollar keltiring.
10.0shkor ko rinishda berilgan funksiya uchun chizig urinmasi tushunchasini
ayting va misollar keltiring.
11.Parametrik ko rinishda berilgan funksiya uchun chizig urinmasi tushunchasini
ayting va misollar keltiring.
12.Chizqgning berilsh usuliga garab chzigning normallarini chizib ko rsating.

17.CHIZIQLAR OILASINING O°’RAMASI
Reja:

1. Bir parametrli va ikki parametrli chiziglar oilasi

2. O’rama ta’rifi

3. O’ramaning parametrik tenglamasi

4. Diskriminant chizig

5. Misollar

Mavzuning bayoni:

y?=2px, p — parametrga bog’liq uchi 0(0,0) nuqtada bo’lib, simmetriya o’qi
abstsissalar o’qidan iborat parabolalar oilasini ifoda etadi.

y=kX, k— parametrga bog’liq 0(0,0) nuqta orqali o’tuvchi to’g’ri chiziglar
oilasini aniqglaydi.

y =kx+D, ikki parametrli to’g’ri chiziglar oilasi bo’lsa, (x—a)*+(y—b)* =R?,
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uch parametrli aylanalar oilasining tenglamasidir.

Umumlashtirsak, bir parametrli chiziglar oilasini F(X,y,c) =0 ko’rinishda, ikki
parametrli chiziglar oilasini F(X,Y,c;,c,) =0 ko’rinishda ifodalash mumkin.

n — ta parametrga bog’liq chiziglar oilasi esa

F(x,y,¢,C,..,C,)=0 (1)
oshkormas tenglama orgali ifodalanadi.
C,,C,,...,C, — parametrlarni aniglash uchun esa n — ta nuqta berilishi kerak.
Bizga bir parametrli chiziglar oilasi
F(x,y,c)=0 (2
oshkormas tenglamasi orqali berilgan bo’lIsin.

Oilaning biror chizig’ini hosil gilish uchun s parametrga ¢, <c<c, oraligdan
ma’lum bir qiymat berish kerak.

Bir parametrli oila chiziglari uchun ba’zan shunday chiziq topiladiki, uning har
bir nugtasidan (2) oilaning kamida bitta chizigi urinib o’tadi.

Ta’rif: Har bir nugtasida (2) oilaning kamida bitta chizig’iga urinuvchi va o’zi
shu urinish nuqtalardan iborat bo’lgan tekislikdagi chiziqga bir parametrli chiziglar
oilasining o’ramasi deb ataladi.

Agar (2) oila o’ramasi mavjud bo’lsa, uning tenglamasini

x=x(c), y=y(c) 3)
bo’lsin deb olamiz.

12-chizma
(2) ga (3) ni qo’ysak ayniyat kelib chikadi.
F(x(c),y(c),c)=0 (4)

Bu ayniyatni s bo’yicha differentsiallaymiz.
ﬁ % + ﬁ ﬂ + ﬁ =0 (5)
ox dc oy dc oc
Ta’rifga ko’ra oila chizig’i va o’rama bir-biriga urinadi. Oshkormas tenglamasi
orgali berilgan chizigning M, (X,,Y,) nugtasidagi urinmasining tenglamasi
ﬂ%&w%)(x_&0+6mey&
X oy

ko’rinishga ega.

“(Y=Y,)=0 (6)
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(3) orgali berilgan chizigning shu nugtasidagi urinmasining

e N ™)
X Ye
tenglamasidan
X=X =2X,Y =Yoo=  (8)
kelib chigadi. (8) ni (6) ga go’yamiz.
Z(FX,(XO’ yo)Xé + Fy,(XO’ yo)Yé) =0 9)
(5) va (9) umumiy M (X,,Y,) nuqtada teng kuchli tenglamalar bo’lishi uchun shu

aF(XO’ yO) :O

nugtada P

(10)

tenglik bajarilishi kerak.
SHunday qilib, agar (2) oilaning o’ramasi mavjud bo’lsa, uning ixtiyoriy M (X, Y)
nuqtasi
F(x,y.c)=0, F/(x,y,c)=0 (11)
tenglamalarni yechishdan topiladi.
Ba’zan M (X,,Y,) nugtada F/(X;,Y,)=0, F/(X,,¥,)=0 bo’lib urinmaning

d
burchak koeffitsienti K = d_i ni aniglab bo’lmaydi.

Bunday nugtani (2) oilaning maxsus nuqgtasi deyiladi. Agar (3) chizig maxsus
nugqtalardan tashkil topgan bo’lsa, uni diskriminant chiziq deymiz. Diskriminant chiziq
o’rama bo’lishi uchun uning nuqtalari oddiy nuqtalar bo’lishi kerak. O’ramani (11)
tenglamalarni yechish orgali topiladi.

Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-

Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-Igbol, 2016y.
Nazorat savollari
1. Bir parametrli chiziglar oilasining o"ramasi ta rifini aytib bering.

Ikki parametrli va ikki parametrli chiziglar oilasining o’ ramasi tushunchasini
keltiring . O ramani misollar bilan ishlab ko rsating.
Diskriminant chiziq tarifini ayting.
O rama va diskiriminant chiziq fargini ko rsating.
Chizigning o ramasi chiziq grafigi bilan ganday holatda joylashadi?
Parametrik ko rinishda berilgan chizigning o rama tenglamasini keltiring.

no

o ok w

18.YOPISHMA TO’G’RI CHIZIQ VA YOPISHMA AYLANA.
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Reja:

1. Ikki va uch parametrli chiziglar oilasining yopishma chizig’i

2. Yopishma chiziq ta’rifi
3. Yopishma to’g’ri chiziq
4. Yopishma aylana

5. Misollar

Mavzuning bayoni:
yix=x(), y=y()

1)

chizigni olaylik. M,(t,) € chiziq nugtasi atrofidagi yoyining xossalarini tekshirish
magsadida shu nuqtadan o’tgan va y chizigqa yaqin alogador bo’lib, tuzilishi soddaroq
bo’lgan ikkinchi chizigni olib kerakli xossalarni tekshiramiz. SHu magsadda uch
parametrli chiziglar oilasiga murojat etamiz.

F(x y,¢,¢C,,C)=0

(2)

(2) oiladan (1) ga M, nugtasida yaginroq turgan chizigni ajratib olishimiz kerak.

My, M;, M, nugta koordinatalari (2)-ni ganoatlantiradi.

F(X(to)y y(tO)!Cl’ Cz* C3) =0

F(X(tl)! Y(t1)1C1’ C2’ C3) =0

F(X(tz)a y(tZ)’Cl’ C2’ Cs) =0

Y
My,
A 2
. M/ :M,L-_ g M/-T\
M, S
A
0 ————
13-chizma

Ammo (2)-ni (1)-ning har ganday nugtasi (masalan M;) ganoatlantirmaydi.
(2) ga (1)-ni go’ysak yordamchi funktsiya kelib chigadi.
f(t) = F(x(®), y(©).C,,C,;,C,) 3)
f(t) funktsiya va uning hosilalari t — parametrga nisbatan uzluksiz bo’lib, t,,t,t,-

giymatlarda nolga teng.
f(t,)=0,f(t)=0,f(,)=0.

f(t,.C,.C,,Cy)=0, f(t,C,,C,,C;)=0 funktsiyalarga Pol teoremasini ¢o’llasak,
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shunday t; - giymat mavjud bo’ladiki t, <ty <t; bo’lib, f'(t;,C,,C,,C;) =0,
SHuningdek f'(t/,C,,C,,C,)=0,t <t/ <t,.

Endi Pol teoremasini f'(t;,C,,C,,C;)=0, f'(t,C,,C,,C;)=0 funktsiyalarga
go’llaymiz.

SHunday t," (t; <t; <t;) giymat mavjudki f"(t;,C,,C,,C;)=0.

Agar t,t,,t;-ga intilsa, ty,t;,t;-lar ham va t;ga intiladi. M,,M;,M, nuqtalar
orgali o’tgan oila siljib yoki egilib limit holatga intiladi.

SHu vagtda ¢,,c,,Cc; parametrlar ham a,b,c-larga intiladi. Quyidagi sistema hosil
bo’ladi:
f(t,,a,b,c)=F(x(t,),y(t,),a,b,c)=0
f'(t,,a,b,c)=F'(x(t,),y(t,),a,b,c)=0 (4)
f"(t,,a,b,c)=F"(x(t,),y(t,),a,b,c)=0
(4) sistemani yechib topilgan a,b,c -parametrlarni (2) ga go’ysak izlangan chizigning
tenglamasi kelib chigadi.
F(x,y,a,b,c)=0 5)
(5) — tenglama yopishma chizigni ifoda etadi.

Ta’rif: Berilgan y chizigning berilgan M (t,) nugtasidagi yopishma chizig’i deb
F(X,y,¢,C,,C;) =0 oilaga garashli bo’lgan y chizigning M,,M;,M, nugtalaridan
o’tgan chizigning M;,M, nugtalar M, nugtaga intilgandagi limit vaziyatiga aytiladi.

Yopishma chizig tenglamasini aniglash uchun yordamchi funktsiya tuzib, undan
birinchi va ikkinchi tartibli hosila olamiz. So’ngra bu funktsiya va uning hosilalaridagi
t o’rniga t, ni qo’yib (4) tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. Sistemani yechib a,b,c
-larni aniglab, ularni oila tenglamasiga go’yamiz. n - parametrga bog’lig chiziglar

oilasini olib yugoridagi muloxazalarni takrorlash orgali yopishma chizigni aniglash ham
mumkin.

Endi (1) chizigning M,(t,) nugtasidagi yopishma to’g’ri chizig’ini aniglaylik.
To’g’ri chiziglar oilasining tenglamasi ikki parametrli bo’lgani uchun uni
y—kx—b=0 (6)
ko’rinishda olamiz.
f(t)=y(®)-k(x(®)-b (7)
yordamchi funktsiya tuzamiz.
(4) sistema quyidagi ko’rinishda bo’ladi.
fty) =y(t,) —kx(t;) —b=0
{f (t) = ¥'(t,) kb (t;) = O ®)
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Bulardan

YD) ey Y ()

—Xﬁd,b—ym) xm)“%) 9)
(9) ni (6) ga qo’ysak yopishma to’g’ri chiziq tenglamasi

Y ()

y W%)—%m)w X(ty)) (10)

ko’rinishda bo’ladi.
Demak yopishma to’g’ri chiziq urinma ekan. Endi yopishma aylanani ko’rib
o’tamiz. Aylanalar oilasini

(x—a)*+(y-b)*-R*=0 (11)
formula orgali ifodalaymiz. SHu oiladan shunday aylanani aniglaymizki, u berilgan (1)
chizigning M, nuqtasidagi yopishma aylanasi bo’lsin. Yordamchi funktsiya tuzamiz.
f(t,a,b,R) = (x(t)—a)* + (y(t)—b)* —R? (11)
Parametrlar soni uchta bo’lgani uchun ikki marta hosila olib (4) sistemani
tuzamiz.
f (tO’a’b1 R) = (X(to) _a)2 + (y(to) _b)z -R=0
f ”(to ,a,b,R) =2(x(t, —a) X'(to) +2(y(t,) - b)y'(to) =0
f"(ty,a,b,R) = (X(te) =) X"(to) + (Y(to) =) Y" () + X* (t) + Y (t,) =0
Sistema yechsak

X*(t) +y" (L) .,

a=X(t,) - o y'(t,)

yl y” MO
12
(t)+y"(t)

r "
X

h=y(t)+ * (I

y! y" MO

N S YR ()
Xl X”
y! y"
a,b,R larni (11) ga qo’yib yopishma aylana tenglamasini topamiz.

Mo

1
0(a, b) -chizigning egrilik markazi K =g esa M, nugtadagi egriligidir.

Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
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2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.
Nazorat savollari

. 'Yopishma chiziq ta'rifi ganday?

. Yopishma to"g ri chizq ta'rifini ayting.

. Ikki va uch parametrli chiziqlar oilasining yopishma chizig’iga misollar
keltiring.

. 'Yopishma aylana ta'rifini ayting.

. Oshkormas ko rinishda berilgan chizigning yopishma aylanasiga misollar
keltiring.

6. Oshkormas ko rinishda berilgan chizigning yopishma to g ri chizig'iga

misollar keltiring.

w N P

(G2 I =N

7. Chizigning egriligi deganda nimani tushunish mumkin?

19.CHIZIQNING YOPISHMA TEKISLIGI
Reja:

1. Yopishma tekislik ta’rifi

2. Asosiy teorema va uning isboti

3. Yopishma tekislik tenglamasi

4. Bosh normal va binormal

5. To’g’rilovchi tekislik

6. Misollar

Tayanch iboralar: yopishma tekislik, binormal, boshnormal, to g rilovchi

tekislik, normal tekislik, urinma.

Mavzuning bayoni:

Fazoviy y chiziq

r=r(t) (1)

parametrik formulasi orgali berilgan bo’lsin. P(t) €  nuqta orqali o’tuvchi IT tekislikni
olaylik. P va Q orasidagi masofa p(P,Q)=d,Q nuqgtadan 11 tekislikgacha masofa
p(Q,IT) = 6 bo’lsin.

11-chizma
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o
1-Ta’rif: Agar Q > P s6a 4 nisbat nolga intilsa, u holda 11 tekislikni y

chizigning P nugtasidagi yopishma tekisligi deb ataladi.

Yopishma tekislik tushunchasini fazoviy y chizigning cheksiz yagin uchta ™M,
N, K nugtalari orgali o’tuvchi tekislikning nuqtalaridan ikkitasi chiziq bo’ylab uchinchi
nugtaga yaqinlashgandagi tekislikning limit vaziyati deb garashimiz mumkin.

Teorema: (1) ko’rinishda berilgan ikki marta differentsiallanuvchi chiziq,
o’zining har bir nuqtasida yoki birdan bir yopishma tekislikka ega bo’lib nokollinear
r'(t), r"(t) vektorlarga parallel bo’ladi yoki urinma orqali o’tuvchi tekisliklar
dastasining ixtiyoriy tekisligi yopishma tekislik bo’lishi ham mumkin.

Isboti: 11 — yopishma tekislik bo’lsin. Fazoda ixtiyoriy 0 nuqta (polyus)
tanlaymiz. F(t)=OP(t), F(t+At)= OQ(t + At) bo’Isin. U holda
PQ =AF =F(t+At)—F(t), 5=|PQHF(t+At)—F(t)| 11 tekislikning birlik normal
vektori i bo’lsin. i* =1 Q nuqtadan QR L /7 tushiramiz.

N- ni R nuqgtaga ko’chiraylik. @ va 0 -kollinear vektorlar bo’lib,
(PQM) =/ PQ|-|n|cosp=| PQ| cosp =d cosp =&

Bunda ¢ = Z(PQR) QRP =90°
5 @A) -F@)] _|(ﬁ(F’(t)-At+”"(t)t+glAt )|
d2 |F(t+A)-F(@t)| (FL(t)- At + £,At)?
|(RF'( t)) (Ar'() (2)
‘ : 2! >0
F'(t) +é,

At—0

o’rinli bo’lib,

nLr'@),nLr'®)=r'O)/I, ")/

SHunday qilib, 1T-yopishma tekislik bo’lsa, u birdan birdir, chunki fi- IT ga
yagona normal vektor bo’la oladi. SHu bilan birga 7'(t), r"(t) vektorlar yoki 1T ga
tegishli yoki unga parallel vaziyatda bo’lishi mumkin.

Teoremaning ikkinchi qismini isbotlash uchun quyidagi tenglikka e’tibor
beraylik.

aig t)) (r'@©) .
LA 2
d A + e
(Ar'(t)) =0, (Ar"(t)) =0 bo’lgani uchun
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o _ & N
d* ) +e 7

.0
Bundan 11 tekislik hagigatan ham yopishma tekislik ekani (é@d—ZZOJ kelib

chigadi.
o
Agar r"(t) || r'(t) yoki r'(t) =0 bo’lsa ham d—ZWO.
Endi yopishma tekislik tegnlamasini yozaylik. 11 tekislikda ixtiyoriy M nugtani
olamiz

PM = AF'(t) + 47" (t) (3)

Uchta vektorlarning komplanarligidan (WF’(t)F”(t)) =0 (4)
Agar fazoda dekart reper o’rnatilgan bo’lib, shu reperda P(Xy,Y,.%,), M(X,y,2)
koordinatalarga ega bo’lsa (4) ni quyidagicha ifodalash mumkin

X=X Y=Y Z—%,

X’(to) y,(to) 1Z,(to) =0 (5)

X'(t) Y'(t) 2'(t%)

2-Ta’rif: CHizigning P nuqtasidan o’tib urinmasiga perependikulyar to’g’ri
chizigqa uning normali deyiladi. Yassi chiziq uchun normal yagona bo’lib, yopishma
tekislikda yotadi.

3-Ta’rif: CHizigning P nuqgtasidagi yopishma tekisligida yotib, urinmaga
perpendikulyar to’g’ri chizigga bosh normal deyiladi.

4-Ta’rif: CHizigning P nugqtasidan o’tib yopishma tekislikka perpendikulyar
to’g’ri chizigga binormal deyiladi.

Ta’rifdan binormalning urinma va bosh normalga perpendikulyarligi kelib
chiqadi. Agar urinmaning yo’naltiruvchi birlik vektori

- T(t)
t=—01w1=, 6
I ©
binormalning yo’naltiruvchi birlik vektori
5 _ [FOF®) -

ool
bo’lsa, u holda bosh normalning yo’naltiruvchi birlik vektori [Bf] =0 bo’lib
ALt ea i Lb=rq|[th], fi=[th] (8)
5-Ta’rif: CHizigning P nugqtasidagi urinmasi va binormali orqali o’tuvchi
tekislikka to’g’rilovchi tekislik deb ataladi.
Misol: x=cost, y=sint, z=t vint chizigning (1,0,0) nugtasidagi urinmasi,
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yopishma tekisligi, normal tekisligi, bosh normali va binormali aniglansin.
Echilishi: cost=1 sint=0 t=0 bo’lgani uchun 7'(t){0,11}, r"(t) {-10,0}

- V2 V2 | =2 V2 3 _ .
£50,—,— b:0,——,— [{1,0,0} urinma tenglamasi
2 2 2 2
X—_lzlzi: y=2 x=1
0 1 1

Yopishma tekislik tenglamasi - y—z=0;
Normal tekislik tenglamasi - y+2z=0;
Bosh normal tenglamasi - y=2z=0;
Binormal tenglamasi - y=-2, x=1,
Foydalanilgan adabiyotlar

1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-

Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-Igbol, 2016y.

Nazorat savollar
1. Chizigning yopishma tekislik ta rifini aytib bering.
2. Oshkor ko rnishda berilgan chizigning yopishma tekislik tenglamasini
ko rsating. Misollar bilan ifodalang.
3. Qanday tekislik chizigning normal tekisligi deyiladi?
4. Qanday to g ri chizig chizigning bosh normal to"gri chizig'l deyiladi? Misollar
keltiring.

5. Qanday to"g ri chiziqg chizigning binormali bo"ladi?
Chizigning to grilovchi tekisligini misollar orgali grafikda ajratib ko rsating.
7. Chizigning urinma tekislik, yopishma tekislik va to g rilovchi tekisliklarini

grafikda chizmasini ko rsating.

o

20.CHIZIQNING YOY UZUNLIGI.
Reja:

1. Yoy uzunlik ta’rifi
2. Asosiy teorema
3. Turlicha berilgan chiziglar uchun yoy uzunlik formulalari
4. Yoy uzunligi parametr sifatida
5. Vektor-funktsiyaning S -bo’yicha hosilalari
Tayanch iboralar:yoy uzunligi,parametrik tenglama, tabiiy tenglama.
Mavzuning bayoni:
Elementar chizig vektor ko’rinishidagi parametrik tenglamasi
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F=r(t) (1)
yoki koordinat ko’rinishdagi parametrik tenglamalari
x=x(), y=y(@), z=2() (2
orqali berilgan bo’lIsin.

Ta’rif: CHizigning a<t<b oraligdagi yoy uzunligi deb, uchlari chizigga
qarashli M;(x(t;), y(t;), 2(t;)), t,=a, t,,t,... t, =b(t, <t, <...<%,) nugtalarda bo’lib
ungi ichki chizilgan siniq chiziq perimetrining uchlar soni n— < dagi yoki eng katta
bo’g’in uzunligi nolga intilgandagi limitiga aytiladi.

Teorema: Har ganday sillig chizigning biror anig yoy uzunligi mavjud. (1)
ko’rinishda berilgan chizigning a <t <b kesmadagi yoy uzunligi

S=[ [F()|dt 3)

formula bo’yicha aniqlanadi.
Isboti: 0 qutb tanlaymiz. Uchlari  M,(t), M,(t,),.... M, (t ),

My (t )M, () nuqtalarda bo’lgan siniq chiziq, perimetri r bo’lsin.
OM 1 =T (), 6Mk =r(t), belgilasak |M 1 My = 1F(tk) —r| b |

=> IF(t)-F(t.) = f |7'(t) | dt +

{Z (t ~te) [T/t I |dt} {Z |7 () Z(tk—tk_l)lf'(tk)l} (4)

14-chizma

quyidagi tengliklarga e’tibor beraylik:

Z(tk _tk—l) | F'(tk) = Z

tf F'(t,)dt

k-1

()

t
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tj r'(t)dt

fe1

(6)

Zl IT(tk) - F,(tk—l) |: Z

k

(4) dagi uchta go’shiluvchilardan ikkitasini baholashimiz mumkin.

Jumladan {Z(tk—tkl)lf'(tk)l—j \F’(t)|dt\} =

{ j| (t)|dtj|F’(t)dt} gj|r'(tk)—r'(t)|dt<j,sdt=g|b—a| (7)

e

{Zlf(tk)—F(tk_l)l—thk ~te |l F’(tk)l} {ZI [rtydt]-
tk o b ®)
—Z|j (t, )dt|szj|F’(t)—F’(tk)|dt—>j|r'(t)—F’(tk)|dt<jedt:g(b—a)

tea Kot
k—>o dae—0.
U holda

S :IikrpwP:j'|F’(t)|dt (9)

ega bo’lamiz, bunda r'(t) ning uzluksizligidan foydalanildi.
(2) ko’rinishda berilgan chizigning yoy uzunligi

t
S= J‘\/xt +y2+ 2 dt (10)
t
y .y = f(x) chiziq uchun
S :j 1+ 2dx (11)

Regulyar chiziq yoy uzunligi uchun yugorida isbotlangan (3) formulada yugori
chegarani o’zgaruvchi deb garasak,

S(t) = [I7'(t) | dt (12)

funktsiya kelib chigadi.
Buning geometrik ma’nosi shuki | S(t)| chizigning [t,,t] kesma uzunligi.

ds _, o )
at =/ F'(t)[> 0 (13) dan ko’ramizki S(t) funktsiya qat’iy monoton. U holda S -ni

parametr sifatida olishimiz mumkin. y chiziq uchun S -ni parametr sifatida garasak uni
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dF
tabiiy parametrlashgan deyiladi. (13) dan [~ ds =1 Kkelib chigadi.

dr d2 "

& =-|7(S)| belgilaymiz. Keyingi hosilalar - = r(S) =7 (S),..

Xulosa: S - parametr bo’Isa urinmaning yo’naltiruvchl vektori birlik vektor bo’ladi,
ya'ni |[F(S)|=L F(S)=7 belgilaymiz. | 7 |=1= F(S)]|.
Foydalanilgan adabiyotlar

1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.
Nazorat savollari
1. Vektor funksiya orgali berilgan chizigning biror oraliqdagi yoy uzunligi ganday
bo ladi?
2. Parametrik ko rinishda berilgan chizigning biror oraliqdagi yoy uzunligiga
misollar keltiring.
3. Oshkor ko rinishda berilgan funksiyaning yoy uzunlik formulasi va unga oid
misollar keltiring.
4. Vektor funksiyani o"zgaruvchili oraligda yoy uzunligi orgali ganday
parametrlashtirish mumkin.
5. Turlicha berilgan chiziglar uchun yoy uzunlik formulalarini keltirib chigaring.
Misollar orgali ko rsating.
6. Qutb tenglamasi orgali berilgan chizigning yoy uzununlik formulasini ayting va
misollar keltiring.

21.CHIZIQNING EGRILIGI
Reja:
1. Egrilik ta’rifi
2. Asosiy teorema
3. Ixtiyoriy parametrlashtirilgan chiziq egriligi uchun formula
4. Xususiy hollar
5. Misol
Mavzuning bayoni:
Regulyar chiziq
y:F=r(S) (1)
tenglama orqali berilgan bo’lsin. P,Q 7 chizigning cheksiz yaqin nuqtalari bo’lsin.

SHu nuqtalardagi chiziqqa o’tkazilgan urinmalar tashkil etgan burchak AQ bo’lsin. |5(j
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yoy uzunligi | AS | bo’Isin.

A
Ta’rif: y chizigning P nuqtadagi egriligi deb, ﬁ nishatining Q — P dagi

L o oa K= lim 29
limitiga aytiladi va K; @O [ AS |
Teorema: (Ikki marta uzluksiz differentsiallanuvchi) Regulyar chiziq o’zining

belgilanadi.

har bir nugtasida biror K, egrilikka ega bo’lib, (1) formula orqali berilgan chizigning
egriligi uchun
K, =[F(S)] 2)
o’rinlidir.
Isboti: P(S), Q(S+AS) 7 chizigning cheksiz yaqin nugtalari bo’lib, shu
nugtalardagi  urinmalar  7(S) =F(S), 7(S+AS) =F(S+AS)  yo'naltiruvchi  birlik
vektorlarga ega bo’lsin.

£(7(S),7(S+AS)) =AQ 3
| AB |= 7(S +AS) - 7(S) | (4)

- . AQ

AB |=2sin—
| AB = 2sin— (5)

/ | ‘ &
15-chizma
APB uchburchak teng yonli PB =PA=1, < APB =AQ bo’lgani uchun
|7(S+AS)—7(S)| _2sin‘? sin“? sin‘? AQ
AS |AS| |AS| 2@ |AS] (6)

2

Q- P da AQ -0 va |AS |- 0, u holda (6) dan | T(S)|= K, kelib chigadi. Isbot
yakunlandi.

rs) .
K,#0 nuqtalarda r}(< ) =0(S) belgilaymiz |5(S)|=1 bo’lib yopishma
1
tekislikda yotadi. 72 =1=(77(S))=0=7(S) L7 =TF(S) =k, - (5) bo’lib 7(S), 5(S)
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yopishma tekislikda yotadi va uzaro perpendikulyar vektorlardir.

v - bosh normal uchun vyo’naltiruvchi birlik vektor. Endi ixtiyoriy
parametrlashtirilgan chizig uchun egrilik formulasini aniglaylik. y : 7 =1 (t) (7) dan ikki
va uch tartibligacha hosila olamiz. Oralig parametr Kiritamiz. y :x = x(t), y = y(t), z = 2(t)

(7)

dr dr ds P as,  as Y | 7
E_d_d_ =) HT (S)II || | IS'® M (8)
dt ds dt ds dt

[F'(t)F"(t)] = [?%%(S)sf +F(S)S.1=[FF(S)IS"(t) = [F,01S" (1) = K, B(S)S™ (1)
[F'r"] - binormal yo’nalishiga ega bo’lib, uning yo’naltiruvchi birlik vektorini
S(S) belgilaymiz.

P [[F'©Or" O]l 2 _[F7']°
[IF'@OF"O1= K, |- S'() =1 K, I—W:> K= o)
yoki
»  [FF'O)TF
ST (10
(7) ko’rinishda berilgan chiziq uchun
)
2 Y20 2" X X"y (11)

LY 2P0

Misol: uchun OXY koordinat tekisligiga garashli chizig uchun
2 "2(x

Lo (1y+ y()) "2
ki — egrilik «+», «-» ishoradagi qiymatlarga ega bo’lishi mumkin.
P — nuqgtada k; ga «+» ishora qo’yiladi.
Q nuqgtada esa k; ga «-» ishora qo’yiladi.

K, = F"(t)|=0 chiziq to’g’ri chiziqdan iborat. F(t)=at+b

16-chizma
Foydalanilgan adabiyotlar
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1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.
Nazorat savollari
1. Chizgning egrilik ta'rifini aytib bering.
2. Chizigning egrigi uchun asosiy teoremani keltring.
3. Vektor ko rinishda berilgan chizigning egrililarini hisoblash formulasi yozing.
Misollar keltiring.
4. Parametrik ko rinishda berilgan chizigning egrililarini hisoblash formulasi
yozing. Misollar keltiring.
5. Ixtiyoriy parametrlashtirilgan chiziqg egriligi uchun formulasini vektor funksiya
differensiali orgali ganday toppish mumkin?

22-23.CHIZIQNING BURALISHI. FRENE FORMULALARI
Reja:

1. Buralish ta’rifi va belgilanishi

2. Asosiy teoremaning isboti

3.Ixtiyoriy parametrlashtirilgan chiziq buralishining formulasi

4. Misollar

5. Frene formulalari

Tayanch iboralar:chizigning buralishi, frene formulasi, tabiiy tenglamasi,
parametrlashgan chiziqg.

Mavzuning bayoni:

Tabiiy parametrlashtirilgan chiziq

y:T=F(S) (1)

tenglamasi orqali berilgan bo’lsin. P(S), Q(S + AS) ey cheksiz yaqin nuqtalarida
chiziqga yopishma tekisliklar o’tkazaylik. Yopishma tekisliklar tashkil etgan burchakni

AQ=<(II, - I1,) belgilaylik. Yopishma tekisliklar tashkil etgan AQ burchak P va Q

nugtalardagi B(S), B(S+AS) binormal vektorlar tashkil etgan burchakka teng, ya’ni

AQ:A(B(S),B(S +A)). 7rchizigning P va Q nugtalar bilan chegaralangan kesmasi
(yoyi)ning uzunligi | AS | bo’Isin.
Ta’rif. y chizigning P nuqtasidagi absolyut buralishi deb, AQ :|AS | nisbatning
Q nugqta chiziq bo’ylab P nuqtaga intilgandagi limitiga aytiladi va
K, = Jim @)
ko’rinishda belgilanadi.
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Teorema. Regulyar (uch marta uzluksiz differentsiallanuvchi) chiziq o’zining K,
(egrilik) noldan farqli bo’lgan har bir nuqgtasida ma’lum bir absolyut buralish | K, | ga
ega. Agar y chiziq (1) ko’rinishdagi tenglama orqali berilgan bo’lsa, u holda

N ©
o’rinlidir.

Isboti: P sa Q nugtalarda K, #0 bo’lgani uchun f(S) 6a f(S) o’zaro kallinear
yoki ulardan biri nols vektor bo’lishi mumkin emas. Aks holda shu nuqtalarda 17, IT,

yopishma tekisliklarni mavjudlik va birdan birlik sharti bajarilmaydi.

17-chizma

Pesa Q nugtalardagi E’(S),E(S+AS) binormal vektorlarni 0 nuqgtaga
ko’chiramiz. Ular birlik vektorlar bo’lgani uchun OAV uchburchak teng yonli

AB |= 2 n—Q B B _ 2 B(S)l= = lim P B _

o
lim sz-lim[ AQ J— lim 29k

20 A2 osp(|AS|) Q=p|AS|

2 |

SHunday gilib, |K, H 4S)|  (4)
F(S) =1= 2(B(S)A(S) = 0= B(S) L B(S)  (¥)
B(S) =[7(S)5(S)]= B(S) L 7(S), B(S) L 5(S)
B(S) =[7(S)5(S)1+[7(S)5(S)1=[K il +[70]=[7(S)D(S)] = B(S) L T(S) (**)
(*) va (**) munosabatlardan E(S) ea 0(S) vektorlarning kollinearligi kelib chigadi.
K, H (B(S)5(S))] (5)
(5) ga

3]

% oa B(S)=T 6)
larni qo’ysak,
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| K, = ‘ (7)

kelib chigadi. SHuni isbot qilish so’ralgan edi. | K, |= £K,

«+» ishorada chiziq bo’ylab P nugtadan Q nuqtaga o’tishda yopishma tekislik
urinma atrofida g dan ¢ tomonga buriladi «-» ishorada esa V dan g yo’nalishga
buriladi.

Endi r=r(t) ko’rinishda berilgan ixtiyoriy parametrlashtirilgan chizig uchun
buralish formulasini yozaylik. S va t parametrlar orasida S =S(t) moslik o’rinli

r(S)=Tt(S), I, =22 (S) + T /() ®)
Fo(S) =1t + Al P! &)
t(s)= - 9),

|7
@) RP (REET)|
I (6] o

Agar 7 chiziqg x=x(t), y=y(), z=2(@1) koordinat ko’rinishida berilgan bo’lsa
(10) quyidagicha yoziladi.

| K. |

XI yV -Z’
mod X” y” -Z”
B X(" y"l -Z”'
|K2 |: AN - [ (11)
Xylz |y |z |2 x|
X” y” P y” -Z” p -Z” X” P
Misol: Har bir nugtasida K, =0 bo’lgan chizigni aniklang.
Ma’lumki

1K, H (V) |=0= K, =0= #=0,(fr) =0, (88)=0= S =0, =const. ko’ramizki 7
chiziq tekis chiziq bo’lib (F-T)5=0. y chizigning har bir P(S) nuqtasidan
yo’naltiruvchi vektorlari 7(S), V(S), (S) bo’lgan uchta nurlar chigadi. Ular uch yoqli
burchakning girralarini ifodalaydi. Ushbu uchyoqni tabiiy uch yoq deb ataymiz.

7,5,V vektorlarning hosilalarini shu vektorlarning o’zlari bilan ifodalaymiz

r(S)=7(S) = KJ¥(S)

B(S)=K¥(5)

¥(3) =[F21 = [Fe1+ [BE () =[K 971+ KT = K, B~ K7
SHunday qilib

7(S)=KJu(S)  V(S)=—K7-K,z
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B(S) = +KN(8) (12)
(12)-ni Frene formulalari deyiladi.

Egrilik K; va buralish K; chizig bo’ylab S — parametrning funktsiyasi bo’lib
K.=¢(S), K,=w(S) (13)tenglamalarni chizigning tabiiy tenglamalari deyiladi.
Agar chizigning tabiiy tenglamalari berilgan bo’lib K, >0 bo’lsa, u 0’zining fazodagi
o’rni fargi bilan bir giymatli ravishda anigladi.

Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-Igbol, 2016y.
Nazorat savollari
1. Chizqgning buralish ta rifini keltiring.
2. Chizigning buralishi uchun asosiy teoremasini keltiring.
3. Ixtiyoriy parametrlashtirilgan chiziq buralish formulasini vector funksiya
differensiali orgali ganday toppish mumkin?
4. Frene formulalarini keltiring.
5. Qanday tenglamalar chizigning tabiiy tenglamalari.

24. TEKIS CHIZIQNING EVOLYUTA VA EVOL VENTASI
Reja
1.Evolyuta.
2.Evolventa.
y:F=r(S) tenglama orqgali berilgan regulyar (uch marta differentsiallanuvchi)
chiziq bo’lsin. CHizigning P nuqtasidagi normaliga © yunalishda szi uzunlikdagi

1
kesmani joylaymiz. Kesmaning ikkinchi uchini uning egrilik markazi deb ataymiz.
Markazi shu nuqtada bo’lib, radiusi o bo’lgan aylana berilgan 7 chiziq bilan P
nuqgtada 3-tartibli yopishuvga ega. Ma’lumki, chizigning urinmasi chiziq bilan 2-tartibli
yopishuvga ega.
Ta’rif: 7 chiziq egrilik markazlarining geometrik o’rniga uning evolyutasi,

evolyutaga o’tkazilgan urinmalarning ortogonal traektoriyasiga uning evolbventasi

deyiladi.
CHizigning evolyutasi normalarining o’ramasi bo’lishini ko’rsataylik.
1
e 1
p=F+ < v (2)

evolyutaning vektor tenglamasi.
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()

18-chizma
(2) dan 5'||Vv K;#0 bo’lgani uchun evolyutaning a<S<b oraliqdagi yoy

uzunligi

fip©les i ] ST ey ©

kesma uchlaridagi egrilik radiuslarinin*g ayirmasiga teng.
Agar berilgan chiziq ¥ =r(S) tenglamaga ega bo’lib, uning M nuqtasidagi urinmasiga
7 yunalishda |S| uzunlikdagi kesmani qo’ysak M M =d(M,N) tenglikni bajaruvchi N
nuqgta kelib chigadi. N nugtalar chizgan chizig evolsventa bo’ladi.
p=F-ST 4)
evolsventa tenglamasidir.
p=F-T-SKD=-SKV=pIlVv
Bundan evolyutaning urinmalari evolsventa uchun normal bo’lishi kelib chigadi.
Masalan tekis chiziqlardan traktrisa va xalqa chiziglardan biri evolyuta bo’lsa
ikkinchisi evolsventa bo’ladi.
Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-Igbol, 2016y.
Nazorat savollari
1. Chizigning evalyutasi ta rifini aytib bering.
2. Chizigning birir nugtasidagi egrilik markazi chizmada ganday ko rininshda
bo ladi?
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3. Chizigning evolventasi ta rifini keltiring.
Chizig normallari o ramasidan ganday chizig hosil bo"ladi?
5. Chiziq yopishma aylana markazlarining geometric o'rni ganday chizigni hosil
qgiladi?
6. Grafikda chizigning evalyuntasi va evolventasini tasvirlang.
25.Sirt tushunchasi-Sirt tenglamasi,regulyar sirt
Reja:

&

Ochiq soha
Topologik akslantirishlar
Elementar sirt,sodda sirt,umumiy sirt ta’rifi
Sirt tenglamalari. Regulyar sirt
Sirtga garashli chiziglar
6. Misollar

Mavzuning bayoni:

G -tekislidagi nuqtalar to’plami bo’lsin. Agar G to’plamining x nuqtasiga yetarlicha
yagin barcha nugtalar G to’plamga tegishli bo’lsa, u holda x nugtani G to’plamning
ichki nuqtasi deyiladi. Ta’rifdan ¢ >0 son mavjud bo’lib, tekislikning x nugtasidan «
dan kichik masofada turuvchi barcha nugtalari G to’plamga tegishli bo’ladi, degan
xulosaga kelamiz. Barcha nuqtalari ichki nugtalardan tuzilgan G to’plam ochiq to’plam
bo’lib, uning har qaysi ikki nuqtasini shu to’plamga tegishli siniq chiziq orgali
tutashtirish mumkin bo’lsa, u holda G ni soha deyiladi.

Doiraning chegaraviy aylanasi kirmagan gismi ochiq sohaga misol bo’la
oladi. G - tekislikda soha bo’lIsin. Tekislikning x nuqtasi uchun shu nuqtaga cheksiz
yagin nuqtalar orasida G ga tegishli nuqtalar va unga tegishli bo’lmagan nugqtalar
mavjud bo’lsa, u holda x ni G to’plamning chegara nuqtasi deyiladi. G to’plamning
barcha chegara nuqtalar to’plamiga uning chegarasi deyiladi. Agar G sohaga chegara
qo’shilsa, yopiq soha hosil bo’ladi

XY -ixtiyoriy to’plamlar bo’lib, biror f qgonun (qoida) X ning har bir x
elementiga Y ning anig Y elementini mos keltirsa, u holda X ni Y ga akslanitirish
o’rnatilgan deyiladi. Akslantirishni f: X —Y ko’rinishda belgilaymiz. x < X uchun

y = f(x) element x ning aksi, yeY uchun x = f *(y) element uning asli deyiladi.

BN

f:GcX >dcY f(x)cY bo’lsa f niichiga akslantirish, f(X)=Y bo’lsa, ustiga

akslantilish deyiladi. Agar f(X)=Y bo’lib f akslantirishda X to’plamning har qanday

x, = X, elementlari Y to’plamning », = y, elimentlariga o’tsa, u holda f akslantirishni

o’zaro bir giymatli deyiladi. Agar f akslantirish X to’plamning cheksiz yaqin

nuqgtalarini Y to’plamning cheksiz yaqin nuqtalariga akslantirsa , ya’ni har qanday ¢ >0

son uchun cheksiz kichik >0 son topilsaki vx,,x, e X|x,—=x,|<5 dan |y, -y,|<¢
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kelib chigsa ,u holda f akslantirishni uzluksiz akslantirish deyiladi. X to’plamning Y
to’plamga o’zaro bir qiymatli va o’zaro uzluksiz akslantirishni topologik yoki
gomeomorf akslantirish deyiladi.

1-ta’rif: Tekislikdagi ochiq sohani E, fazoga topologik akslantirish natijasida

hosil gilingan nugqtalar to’plamiga elementar sirt deyiladi.

Elementar sirtga tekislik, elliptik va giperbolik paraboloidlar va parabologik
tsilindir misol bo’la oladi.

2-ta’rif : Agar Q figuraning har bir nuqtasi fazoviy atrofga ega bo’lib , uning
shu atrofdagi gismi elementar sirtdan iborat bo’lsa , u holda € figurani sodda sirt
deyiladi.

Sodda sirt chekli yoki sanoqgli sondagi elementar sirtlarning birlashmasidan
tashkil topadi. Sodda sirtga sfera, ellipsoid, tor, krendel, tsilindr misol bo’la oladi .

Kpendens

19-chizma

3-ta’rif: Sodda sirtni lokal —topologik almashtirish natijasida hosil gilingan
sirtga umumiy sirt deyiladi .
Umumiy sirtda 0’z-0’zi bilan kesishuvchi chiziglar, ustma-ust tushuvchi

yopishgan (qo’shaloq ) nugqtalar, atrofi elementar sirt bo’lmagan nuqtalar mavjud
bo’lishi mumkin.

— u®-1 u?-1 . e
Misol: X= T y=urg o z=v funktsiya  tekisligidagi
2 J—
P={uv)-2<u<20<u<2}  to’rtburchakni E® fazoga akslantiradi. x= L’Z +i’
2 —
y=u L‘Z j , —2<u<2 tekislikda strofoidani ifodalaydi. Har bir nugtasidan OZ o’qqa

parallel o’tkazilsa , umumiy tsilindirik sirt kelib chigadi. x=0,y=0,z=v |v|<2 kesma

sirtning 0’z-0’zini kesish chizig’i bo’ladi.Ko’ramizki sirt tushunchasi murakkab
tushuncha bo’lib, har qanday sirt uchun yaroqli
umumiy ta’rif berishda hali hanuzgacha 't
yakdillik yo’q. Fazoda dekart koordinatalar "l p
sistemasi o’rnatilgan bo’lsa sirtga bunday
ta’rif berish mumkin:
4-ta’rif : Sirt deb koordinatalari
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F(x,y,z)=0 @)
tenglamani ganoatlantiruvchi nuqtalar to’plamiga aytiladi.
Ushbu ta’rifni qabul etish uchun (1) oshkormas tenglamaga quyidagi talablar
qo’yiladi.
a) F(x,y,z) biror sohada uzluksiz ;
b) F,, F,, F, birinchi tartibli xususiy hosilalarga ega .
V) FZ+F?+F?2=0.

Q —elementar sirt bo’Isin.Bu sirt G tekis sohani £* fazoga topologik akslantirish
orgali hosil gilinadi. M(u,v)e G- ni f topologik akslantirish M'(x,y,z)e E, ga quyidagi
qoidaga ko’ra o’tkazsiH.

x=x(u,v), y=y(u,v), z=1z(u,v) (1%)

Bu tenglamani elementar sirtning parametrik tenglamasi deyiladi. Fazoda

{0,i,7,k } dekart reper tanlangan bo’lsa,
r(u,v)=x(u )i + y(u,v)j +z(u,v)k (2)
yoki
r=r(u,v) 3

ni hosil gilamiz. (3) ni Q —clementar sirtning vektor ko’rinishidagi parametrik tenglamsi
deyiladi .Sirtga garashli M '(x,y,z) nugtaning vaziyatini aniglovchi u,v —parametrlarga
sirtning egri chiziqli yoki Gauss koordinatalari deyiladi.

5-ta’rif: Agar Q sirtning har bir nugtasi uchun regulyar parametrlashtirish
mumkin bo’lgan atrof mavjud bo’lsa va sirtni shu atrofda (1*) tenglamalar orqali
ifodalash mumkin bo’lib bu funktsiyalar regulyar (kk marta uzluksiz
differentsiallanuvchi, k >1)

Xy YuZy
X YuZ,
bo’lsa , u holda € ni regulyar sirt deyiladi. k=1 bo’lganda silliq sirt deyiladi. Silliq

sirtni

rang =2

z=f(xy) (4)
ko’rinishda ifodalash mumkin (isbotlansin ). Q — sirtga qarashli ixtiyoriy egri
chizigning parametrik tenglamasi sifatida
u=u(t)
{ ©

v=v(t)
ni olishimiz mumkin.U holda y = Q chiziq

r=r(u(t).v(t)) =r(t) (6)
vektor tenglamaga ega bo’ladi . u yoki v parametrlarni fiksirlab , sirtning koordinat
chiziglariga ega bo’lamiz.
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[13 29

u ’chiziq

u=t, L
{ r =r(u,const);
V = const;
74
“vchiziq
u=cosnt,
Vet r =r(const,v) (7)

Misol: 1. y =x* parabolik tsilindrning

Kk £
parametrik tenglamasi yozilsin . ks A
Javob: x=u, y=u?, z=v. (/5 =]’ -
2. Z=pxy sirtning parametrik X

tenglamasi yozilsin .
Javob: x=u, y=V, z=puv,

Foydalanilgan adabiyotlar

1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-

Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.

2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.

3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-Igbol, 2016y.
Nazorat savollari

Sirt tushunchasi va uning berilish usullarini aytib bering.

Elementar sirt,sodda sirt,umumiy sirt ta’riflarini keltiring.

Regulyar sirt deb ganday sirtga aytiladi?

Sirtga tegishli chiziglar va ularning berilish usullarini ko rsating. Misollar

keltiring.

Qanday chiziglar koordinat chiziglar deb nomlanadi?

Qanday sirtlar tog ri chizigli sirtlar deb ataladi?

7. Aylanma sirtlar deb ganday sitrlarga aytiladi? Misollar keltiring.

W e

o

26.Sirtning urinma tekisligi va normali.
Reja:
1. Urinma tekislik ta’rifi
2. Asosiy teorema
3. Urinma tekislikning turlicha tenglamalari
4. Sirt normalining ta’rifi va tenglamasi
5. Misollar
Mavzuning ba’yoni:
Regulyar sirt
Q :T=7(u,v) (1)
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parametrik tenglamasi orqali berilgan bo’lsin.

Sirtda P(u,v) € Q nugtani olaylik. Sirtda P

nuqgtaga cheksiz yaqin Q(u+du,v+dv) nugtani 22-chizma

tanlaymiz. P nuqtanidan o’tuvchi 11 tekislikni garaylik. P va Q nuqtalar

tanlaymiz. P nuqtanidan o’tuvchi 11 tekislikni garaylik. P va Q nuqgtalar orasidagi
masofani d orgali, Q nugtadan 11 tekislikkacha masofani ¢ orqali belgilaymiz.

1-ta’rif: Agar Q nuqgta sirtda yotib , P nugtaga intilganda §—> 0 (nishat 0 ga

intilsa), u holda 11 tekislikni Q sirtning P nugtasidagi urinma tekisligi deb ataladi.
Urinma tekislikka boshqa ta’rif berish ham mumkin:
2-ta’rif: Agar Q —» P da P Q to’g’ri chiziq va 11 tekislik tashkil etgan burchak
nolga intilsa, u holda 11 tekislikni sirtning P nuqtadagi urinma tekisligi deyiladi.
Asosiy teorema : (1) tenglama orqali berilgan silliq sirt o’zining har bir
nugtasida birdan-bir urinma tekislikka ega bo’lib, uning P(u,v) nuqtasidagi urinma
tekisligiga r/(u,v) , F/(u,v) vektorlar parallel vaziyatdadir.
Isboti: Q sitrning P(u,v)nugtasidagi urinma tekisligi 11 mavjud bo’lsin, ya’ni

Ilmg =0 bajarilsin. Urinma tekislikning 7,7, vektorlarga parallel vaziyatda bo’lishi va

V'

birdan birligini ko’rsataylik 11 tekislikka perpendikulyar birlik vektorni i orgali
belgilaylik. O-qutb tanlaymiz.

[Fu, Fed=h

23-chizma

OP = F(u,v), 00 = F(u + &,V + &) ; d :‘%‘ =[F(u+ 8, v+ &v)— 7 ( u,v)|
— _ s |(F(u+ou,v+ov)-
= P = _—=
P (lu- v+ d)-rluli) s =FE MV) - V)
duva o&v o’zaro bog’ligsiz ravishda nolga intilsa, Q nuqta P ga intiladi va shu bilan
birga d — 0.Umumiylikni daxlsiz qoldirib Q nuqtani “U ” chiziqgda olaylik . (2) nisbat
quyidagi ko’rinishga ega.

i) (o)
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5 _|((Flu+du,v+v)-7 ( v))i) >0 3)

d  [Flu+ouv+or)-rluyv) &P
Q € Q nuqta “v” chiziqda yotsa,
5 _|(Flu+du,v+ov)- ”( v))n) .
d [Flu+dauv+av)—Fluyv) *° 0 %
(3) va (4) dan
|(F(u +5u,v)—F(u,v)ﬁ |F(u,v+§\/)—F(u,v)ﬁ
5 _| & Llem_ o s | & @nf_,
d [Fu+d&u,v)—F(u,v)| @0 | Cod o [FUV+ &) —F(u,v)| a0 ||
&u | | &
F,|=0, IF,| =0 bo’lganligidan
(FA)=0, (FA)=0 (5)

tengliklarga ega bo’lamiz.(5) dan r, LA va r, Ld kelib chigadi. [r r]n
ekan.Ko’ramizki 7,1 va r|ri. A ning yagonaligidan urinma tekislikning birdan-

birligi ~ kelib  chigadi. Qe nugtaning  umumiy  vaziyati  uchun
U+adu,v+ov u,v+ov ru,v+ov)-r,v) .

5 | " A )&\ (E)ou + (ER)o-+.5, 207

d | F(u+éU,v+2/J)—F(u,v+§\/)aHF(u,v+i/\/)—F(u,v)5v | FSU+ /00 + 8, U +

(6) tenglik o’rinli bo’lib ,6u —0,& —0 da |g| - 0]s,| -0 (6) dan (5) ni e’tiborga
olsak, Q > P da §—>0 kelib chigadi.Endi urinma tekislikning mavjud bo’lishini

ko’rsatamiz. Bunda (5) tengliklarning bajarilishidan foydalanamiz. (6) dan

g \ou? + o0
i ErE—— - )
d R+ Joul+ou®| |, & o &
BV TR ERN  TERRP Y

U —0,N—>0, |g—>0, |&—0, §—> 0 ni ko’rsatish uchun (7) maxrajini o’zgarmas

miqdor bo’lishini ko’rsatishimiz kifoya.

B
SU? + ov? SU? + ov?
bo’lgani uchun qo’shuvchilardan biri % dan kichik emas deyish uchun asos bo’ladi.

> L 1 tekislikda 7,F, vektorlarga nisbatan komplanar 7, vektorga

u \ \

o
Nou? + ov?

perpendikulyar birlik & vektorni tanlaylik.
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2|Fu|sin0i:C1

J2

bunda Q-f,,F, vektorlar tashkil etgan burchak. Yugoridagi kabi muloxaza yurgizib

i > — ni e’tiborga olsak

1
Jouz+ s W2

| I |2|F|sin¢9i=C
Vo +o2 Jat+or| U N2
ga ega bo’lamiz. Buyerda & L7, -qilib olinadi. SHunday qilib (7) ning maxraji C,
va C, sonlardan kichikroq son bo’lishi mumkin. Teorema to’la isbotlandi.
Endi urinma tekislik tenglamasini tuzamiz. Sirtning  P(u,v) nuqtasidagi urinma
tekislik 1 da ixtiyoriy K nugtani olaylik. PK,F, T, -komplanar vektorlar.
Prr)=0 @
(8)-urinma tekislik tenglamasi . Agar sirt
x=x(u,v), y=y(uv), z=2(u,v) 9)
ko’rinishda berilgan bo’lsa, P(u,,v,) nugta koordinatalarini x, = x(u,,v,), Y, = y(Uy.V,)
, 2, = 2(uy,v,) belgilasak , u holda P(x,,y,.2,), k(x,y,z) nugtalar uchun (8) ni quyidagi
ko’rinishda yozish mumkin.

X=Xy Y=Yy -1,

X, Y, z, =0 (10)
Xy Yy Yo Lo
Agar sirt
z=1(x,y) (11)

ko’rinishda berilgan bo’lsa ,u holda x=u, Y=V, z=f(uv)dan

X=Xo Y=Y 7214

1 0 f/(X,Yo) |=0 (12).
0 1 f) (X0, Yo)
Urinma tekislik tenglamasiga ega bo’lamiz . (12) ni ochiq holda yozsak
2= £ (%, Yo )+ £ (X, Vo)X= Xo) + F, (X0, Yo) (¥ = ¥o) (13)
kelib chigadi . P(0,0,0) nugta uchun
z=1/(0,0)x+ f(00)y (14) .
Oshkormas ko’rinishda berilgan sirt uchun urinma tekislik tenglamasini yozaylik .
Q:p(x,y,2)=0 (o5 +oy +9; #0) (15)

@(x(u,v), y(u,v), z(u,v)) =0 ayniyatga ega bo’lamiz. SHu ayniyatni u va v parametrlar
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bo’yicha differentsiallaymiz.
X+ Y, + 9,2, =0

X+ @Y, + 9,2, =0 49
(16) N(¢}.9}.9!.) va 7/, vektorlarning skalyar ko’paytmasi ekanidan
(NF,) =0, (NF) =0 (17)
kelib chigadi.
Ko’ramizki N L/, N L7, uholda N[, r].

SHunday qilib, urinma tek islik tenglamasi:
@ (Xo1 Yo, Zo)(X—Xo) + (0; (Xo» Yos Zo)(Y = Yo) + 93 (X0, Yo, 20)(2 — 25) =0 (18)
3.Ta’rif: Q sirtning P nugqtasidagi normali deb shu nuqtadan o’tuvchi urinma
tekislikka perpendikulyari to’g’ri chiziqqa aytiladi.N vektor normal to’g’ri chiziqqa
yo’naltiruvchi vektor bo’lgani uchun uning tenglamasi

X=Xy Y=Y L—1,
0r (%01 Y0r20) 95 (%01Y0r20) (%, YoiZo) 19
yoki
=l S n (20)
Y 2, Z, X, X, X,
YeZul, 1ZoXil, 1Yo Yul,
ko’rinishga ega.
Misol: x* +y*+2z° =169  sirtning P(3,412) nugtasidigi urinma tekisligi
va normalining tenglamasi yozilsin.

Yechish:
2% (X=%o) +2Yo(Y = ¥o) +225(2 - 25) =0 =

3x+4y+12z2-169=0  urinma tekislik.
x-3 y-4 z-12
3 4 12
Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-Igbol, 2016y.
Nazorat savollari
1. Sirtning urinma tekislik ta rifini aytib bering.
Sirtning urinma tekislik hagidagi teoremasini keltring.
3. Parametrik ko rinishda berilga sirtning urinma tekislikning tenglamasi yozing va
misollar keltiring.

- normal tenglamasi.

no
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4. Sirtning normali deb ganday chizigqa aytiladi?

5. Oshkor va oshkormas ko rinishda berilga sirtning urinma tekislikning turlicha
tenglamasi yozing va misollar keltiring.

6. Parametrik ko rinishda berilga sirtning normal to"g ri chizig tenglamasini yozing
va misollar keltiring.

7. Oshkor va oshkormas ko rinishda berilga sirtning normal to"g ri chiziq
tenglamasini yozing va misollar keltiring.

27.Sirtning yopishma paraboloidi. Sirt nuqtalarining klassifikatsiyasi

Reja:
Y opishma paraboloid ta’rifi
Mavjudlik va yagonalik teoremasi
Yopishma paraboloid tenglamasi
Sirt nuqgtalarining klassifikatsiyasi
Sirtning Dyupen indikatrisasi
6. Misollar.

Mavzuning bayoni:

Regulyar sirtning ixtiyoriy nugtasini olib, shu nugtani yetarlicha kichik atrofida
tuzilishini aniglash uchun uning shu nugtasidagi urinma tekisligiga nisbatan
chetlanishini turli yo’nalishlar uchun baholash kerak. Agar sirtning ixtiyoriy tanlangan
nuqtasi atrofida yopishma paraboloidga nisbatan turli yo’nalishlar bo’yicha chetlanishi
baholansa, sirtning tuzilishi va shakli hagida aniqroq tasavvurga ega bo’lamiz. Sirtning
yopishma paraboloidi ganday figura. Urinma tekislikdan fargi nimada, uning xususiy
hollari ganday kabi savollarga javob izlaylik.

Q -regulyar sirt bo’lsin. P €Q nuqgtani olaylik P nugtada sirt urinma tekislik va
normalga ega bo’lsin. Uchi shu P nuqtada bo’lib, o’qi sirtning P nuqtadagi normali
bilan ustma-ust tushuvchi U - paraboloidni garaylik.

Q sirtda P nugtaga yaqinQ € Q nuqta olamiz. P va Q orasidagi masofa

o s wn e

d bo’lsin. Q nuqtadan paraboloid o’qiga paralel to’g’ri chiziq o’tkazib uning U

paraboloid bilan kesishish nugtasini Q" orqgali belgilaymiz.

Q va Q' nuqtalar orasidagi masofa

5 bo’lsin. p(P,Q)=d, p(Q,Q)=5
1-ta’rif:Agar regulyar sirtning

ixtiyoriy P nugtasida U - paraboloid

mavjud bo’lib, Q € Q nugta P nuqgtaga

intilganda
5 5
70 (im—7=0) (1)
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bajarilsa, u holda U ni sirtning yopishma
paraboloidi deb ataladi.
Teorema: Regulyar (ikki marta uzluksiz differentsilanuvchi) sirtning har  bir

nuqtasida birdan-bir yopishma paraboloid va uning aynigan
hollari parabolik tsilindr yoki tekislik mavjuddir.

Isboti: sirt

Q: F=r(u,v) (2)

vektor ko’rinishida berilgan bilib, [ 7,,F, ]=0bo’lsin. Fazoviy dekart koordinatalar
sistemasini shunday o’rnataylikki, P koordinatalar boshi bilan ustma-ust tushsin. XY
koordinata tekisligi uchun sirtning shu nuqtadagi urinma tekisligini olaylik, u holda Z
0’q sirt normali bilan ustma-ust tushadi.

Z o’qining yo’naltiruvchi vektori [F,,F, | ga kollinear bo’lishini ko’ramiz.

fools]
u holda

x =x(u,v), y=y(u,v) funktsiyalar teskarilanuvchi bo’ladi va biz sirtning
z=f(xy) 3)
ko’rinishidagi oshkor tenglamasiga ega bo’lamiz. Sirtning P(x,,Y,,Zz,) nuqtasidagi
urinma tekisligi

XU XV
YuYy

X, X,
Yur Yy

#0

Z=17y+ fx’(xo’yo)(x_xo)"' fy’(xmyo)(y_yo) (4)
tenglamaga ega bo’lib P(0,0,0) bo’lganda
2= 1,(00)x+1,(0,0)y (5)

tenglamaga ega bo’lamiz.
Lekin bizda urinma tekislik xy tekislik bo’lib z=0 tenglamaga egadir. U holda
(5) dan
£/(0,0)=0, f/ =(0,0)=0 (6)
kelib chigadi.
SHunday qilib, koordinatalar boshi atrofida f (x, y) funktsiyaning Teylor
gatoriga yoyilmasi

f(x,y)= %(rx2 +2sxy+ty?) + &(x, y)(X* + y?) (7)

ko’rinishda bo’ladi.
Bunda r=f7(00), s=1f7(00), t="f!(00), &(x,y) >0, x>0, y >0 da
sirtning koordinatalar boshi atrofidagi tenglamasi
z= %(rx2 +2sxy +ty?) + &(X, y)(X* + y?) (8)

ko’rinishda bo’lishi aniglanadi. Uchi P(0,0,0) nuqtada bo’lgan paraboloid va uning
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aynigan hollari parabolik tsilindr yoki tekislik tenglamasini
z= %(ax2 + 2bxy +cy?) 9)

ko’rinishda ifodalash mumkin. a=0, b=0, ¢=0 da tekislik kelib chigadi. Yopishma
paraboloid mavjud deb faraz qilib, uning birdan-birligini ko’rsataylik.
P(0,0,0), Q(x,y. f), Q'(xy,2).

p(P.Q) =d =/x* +y> + f2(x,y) (10)

PQ.Q)=5= ‘%(r )+ (s —b)xy+§(t e)y? + (%, Y)(C + ¥?) (11)

5 |;(r —a)x* +(s —b)xy+;(t —e)y’ + (X, y)(X* + y°)

- 12
d? X2+ Y2+ f2(x,y) (12)

dan y=0, x>0 da %—)%(r—a) kelib chigadi. Bundan a=r ga ega bo’lamiz. y =0,

x—0 da %a%(t—c)—m:c:t x=0, y—>0 da b=s bo’lishi aniqglanadi.

SHunday qilib, yopishma paraboloid mavjud bo’lsa, uning tenglamasi
z= %(rx2 + 25Xy +ty?) (13)

ko’rinishga ega va birdan-bir. (13) paraboloidning yopishma paraboloid ekani ta’rifni

. o . . 5 s n0E+y?)
tekshirish orgali isbotlanadi. Hagigatdan ham, —=-——7%F—3 <le(x,y) >0
d X“+y + f9(Xy)

teorema isbotlandi.

Yopishma paraboloidga bog’liq ravishda sirt nuqtalarini klassifikatsiyalash
mumkin.

rt—s®> >0 da (13) elliptik paraboloid,

rt—s® <0da (13) giperbolik paraboloid,

rt—s? =0 da parabolik tsilindrni ifoda etadi,

r =t = s da tekislikka ayniydi.

2-ta’rif: Agar sirtning P nuqtasidagi yopishma paraboloidi elliptik paraboloid
bo’lsa, u holda P nugtani elliptik nugta deyiladi.

3-ta’rif: Agar sirtning P nuqgtasidagi yopishma paraboloidi giperbolik
paraboloid bo’lsa, u holda P nugtani giperbolik nugta deyiladi.

4-ta’rif: Agar sirtning P nuqtasidagi yopishma paraboloidi parabolik tsilindr
bo’lsa, u holda P nugtani parabolik nugta deyiladi.

5-ta’rif: Agar sirt P nuqtasining yetarlicha kichik atrofi tekislik gismidan iborat
bo’lsa, u holda P nugtani sirtning dumaloglanish nugtasi deyiladi.

P -elliptik nuqgta bo’Isin. SHu nuqtada yopishma paraboloid o’rnatib, uni urinma
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tekislikka nisbatan % masofada (uzoqlikda) turuvchi tekislik bilan kesamiz. Kesimda

ellips hosil bo’ladi. Kesimdagi ellipsni urinma tekislikdagi ortoganal proektsiyasiga
Dyupen indikatrisasi yoki egrilik indikatrisasi deyiladi. Paraboloidning  (13)

tenglamasiga z = i% qo’ysak,

rx* +2sxy +ty? = +1 (14)
kelib chigadi. Paraboloid fazoning z>0 gismida joylashsa, "+" ishora, z<0qismida
joylashsa, «-» ishora olinadi.

Sirtning P nuqtasida urinma tekislik (ellips) yasalgan bo’lsin. Ellipsning P
markazidan ikkita qo’shma diametrlarni o’tkazsak, ularning yo’nalishlariga sirtning
qo’shma yo’nalishlari deyiladi.

Dyupen indikatrisasi o’qlarining yo’nalishlariga sirtning bosh yo’nalishlari
deyiladi. Sirtning giperbolik nuqtalarida indikatrisa yuqoridagi kabi ta’riflanadi (14)
tenglama qo’shma giperbolalarni ifodalaydi. Sirtning giperbolik nuqtalarida qo’shma va
bosh yo’nalishalardan tashqari asimptotik yo’nalishlar tushunchasini ham kiritish
mumkin. P-giperbolik nuqta bo’lsa, indikatrisa urinma tekislikka qarashli qo’shma
giperbolalar ko’rinishida bo’lib, uning bir juft asimptotalari mavjuddir. P -sirtning
parabolik nugqtasi bo’lsa, sirtning Dyupen indekatrisasi P nuqtaga nisbatan simmetrik
joylashgan bir juft parallel to’g’ri chiziglardan iboratdir. Sirtning dumaloglanish
nuqgtalarida indikatrisa mavjud emas. Sirtning indikatrisasi tushunchasini frantsuz
geometrigi Dyupen Kiritgan.

26-chizma

Elliptik nugtalar uchun rt—s? >0
Giperbolik nugtalar uchun rt—s* <0 va
Parabolik nugtalar uchun rt-s? =0 munosabatlar o’rinlidir.
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X2
a2

Misol:

+y—2+z—2=1 ellipsoidning  (0,0,c) nuqtasidagi paraboloidning

QD
oy
(@}

tenglamasi yozilsin.

' a

fX
2 2 2 .2
Echish: (xy)=2-¢1- -2 b 00 =0,
cy

D £/00)=0 £2(00)=- £7(0.0)= - £7(0,0)=0
XZ yZ a b
sy

- C2 e 1 X2 y2
SHunday qilib rt-s? :W>0 bo’lib, Z:C(I_E[?+b_2j].

Foydalanilgan adabiyotlar

1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.

2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.

3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-Igbol, 2016y.

Nazorat savollari

1. Sirtning yopishma paraboloid ta rifini aytib bering.

2. Sirtning yopishma paraboloidining mavjudlik va yagonalik teoremasi keltring.
3. Sirt nugtalarining klassifikatsiyasi ganday?

4,
5
6

Sirtning ganday nugqtasi eliptik nugta deyiladi?

. Sirtning ganday nuqtasi giperbolik nuqgta deyiladi?
. Sirtning ganday nugtasi dumaloglanish nugta deyiladi?

28-29-30.SIRTNING CHIZIQLI ELEMENTI VA UNING
TADBIQLARI.
SIRT SOHASINING YuZl
Reja.
. Sirtning birinchi kvadratik formasi
. Birinchi kvadratik formasining ishorasi
. Sirtga garashli chizigning yoy uzunligi
. Sirtga garashli chiziglar tashkil etgan burchak
. Sirt koordinat chiziglari tashkil etgan burchak
. Sirt soxasining yuzini hisoblash ta’rifi
. Sirt soxasining yuzini hisoblash formulasi
. Misollar

o N O b WN B
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Mavzuning bayoni:
Q regulyar sirt F=r(u,v) vektor tenglamasi orgali berilgan bo’lsin. P(u,v)
nuqtada
[1/,1/]% 0., = o (2)
ifodaga sirtning birinchi kvadratik formasi deyiladi. Ko’ramizki, sirtning birinchi
kvadratik formasi T - to’la differentsialining kvadratiga teng. df =7/du+F/dv bundan

dr? = r’du® +2(F,r,)dudv+ F,”dv?
@, =F/du® + 2(F/,F)dudv+ F/*dv? (2)
(2) sirtning har bir nugtasida du va dv larga nisbatan kvadratik formani ifodalaydi.
dF'? =ds?, ds=+/dr’? ni e’tiborga olsak,
ds? = % + 2(F/,F/)dudv+ F dv? (3)
(3) ni sirtning chiziqgli elementi deyiladi va uni birinchi kvadratik forma desa bo’ladi.
Quyidagi belgilashlarni kiritaylik.
E=f°, F=(.r), G=F] (4)
(9, =779, = (F,F)),9,, =) belgilash ham mumkin. ¢, = Edu® + 2Fdudv+ Gdv’
Bundan
EG-F?>0 (6)
hagigatan ham, ¥°r? —(r,r,)> =[r,F,]’ >0. Ko’ramizki ¢, musbat ishoraliva r” >0. Q
-sirtga qarashli y chizig u=u(t), v=v(t) parametrik tenglama orqali berilgan bo’lib,
t, <t <t .y chizigning vektor tenglamasi
F =r(u(t),v(t)) @)
ko’rinishga ega. 7 chizigning M(t,) va N(,) nuqgtalari orasidagi yoy uzunligini
xisoblaylik.

du2 du _ dv dv)’
ds =|dr| =|F'(u(t),v(t))|dt = V/dr? = = |E| — 2QF —*—— 4+ G| — | dt
N~ 6 = o = e )] 2 9 8]

Bundan

N(t;)

[’}
st) = | \/Eldtzj.\/Eu{2+2Fut’v{+Gv{2dt (8)

M (to) to

(8) ©Q sirtga garashli y sillig chizigning M(t,) va N(,) nuqgtalari orasidagi yoy
uzunligining hisoblash formulasidir.

Q regulyar sirtda y sillig chizigdan tashqgari ushbu chiziq bilan kesishuvchi L
sillig chizig u=u(r), v=v(r) tenglama orgali aniglangan bo’lsin. y va L chiziglar
P(u,v) € @ nuqtada kesishsin.

Ta’rif: Q regulyar sirtga garashli  va L sillig chiziglar tashkil etgan burchak
deb, ularning kesishish P nugtasida 7 va L chiziglarga o’tkazilgan urinmalar tashkil
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etgan eng kichik burchakka aytiladi. 7 chiziqqa o’tkazilgan urinma vektor
dr ; du ; dv

Zof a2 9
gt odt " de ®)
L chiziqga P nuqtada o’tkazilgan urinma vektor
CU S (10)

st ‘or 'or
dr =r/du+r/dv , oF' =T/ou+Tr,ov
vektorlarni skalyar ko paytmasidan
(dror)

Jar Vo Y

CoSQp =

kelib chigadi.

df ? = Edu® + 2Fdudv + Gdv?*(a)

2 =E&? +2Fdudv + Cov?(B)

(dr&F) = F2dudu + (F/F))(dudv + dvéu) + F2dvév =
= Edudu + F (dudv + dvéu) + Gdvov(y)

formuladan foydalansak,
Edudu + F (dudv + dvdu) + Ddvov

JEdU? + 2Fdudv+ Gdv? VESU? + 2FSudv + GV
formulaga ega bo’lamiz. Q sirtga garashli koordinat chiziglar kesishib tashkil etgan
burchak formulasini yozaylik.

" {u =t L {u = const (13)

27-umsMa

COSp = (12)

vV = const v=t

7 uchun dv=0, L uchun & =0 bo’lgani uchun (12) dan
Fduov  F
JEdu?\Ga?  VEG
(14) dan quyidagi teorema kelib chigadi.
Teorema: © sirt koordinat chiziglari ortogonal bo’lishi uchun F =0
shartning bajarilishi zarur va yetarlidir.
Endi ¥ =r(u,v) vektor ko’rinishda berilgan € sillig sirt sohasining yuzini hisoblash
formulasini yozaylik.

Sirtning sillig chiziglar gism yoylari bilan chegaralangan @ sohasini
ajrataylik. @ sohani u ,v parametrlarining o’zgarish sohasi deb garash mumkin. @
sohaning har bir nugtasiga u ,v parametrning fiksirlagan giymatlari mos keladi va
aksincha. @ soxani "u" va "v* koordinat chiziglar oilasi orgali egri chizigli
parallelogrammlarga ajratamiz. garama-garshi tomonlar juftlaridan biri "u"chiziglar
bilan, ikkinchisi "v" chiziglar bilan chegaralanadi.

Cosp = (14)
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28-chizma
CHizmada PP, P,P, egri chiziqli parallelogramm tasvirlangan bo’lib, uchlari

P(u,v), P(u+Au,v), P,(uv+Av), P,(u+Au,v+Av) koordinatalarga ega. N -sirtning P
nuqgtadagi normal vektori bo’lsin. "u* va "v' chiziglarga P nuqtada urinmalar
o’tkazamiz. PP, P,P, egri chizigli parallelogrammni N ga parallel ravishda urinma
tekislikka proektsiyalaymiz. Urinma tekislikda PQSR to’g’ri parallelogramm hosil
bo’ladi. Uni ¥, Au va ¢, Av vektorlar bo’yicha ko’rilgan urinma tekislikka tegishli
parallelogramm bo’lishidan PP, P,P, parallelogramm o’rniga olish mumkinligi kelib
chigadi.

PQSR parallelogramm yuzini G(g) orqgali belgilaylik. & sohadagi egri chizigli
parallelogrammlarning yig’indisi G =) G(g) bo’lsin.
Ta’rif: Sirt sohasi @ ning yuzi deb, g soha o’lchov bo’yicha cheksiz

Kichrayganda
S=1im > G(g) (15)

Av—>0 9
songa aytiladi.

G(g) =[[F;au 7Av]=|[F/ F_V’]AUAV (16)

r,r/ hosilalarning uzluksizligidan (15) limit mavjud bo’lib, ikki karrali integral

ta’rifi bo’yicha

S= J‘J‘ [F7, Jdudv (17)
ga tengdir.
SHunday qilib,
S=1lim) G
2.6
[T + () =7°F° (18)
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(4) dan foydalanib, (18) dan

(77 )=VEG-F* (19)
tenglikni keltirib chigarish mumkin.
S = [[ VEG-F? dudv (20)

(20) Q sirt @ sohasi yuzini hisoblash formulasi bo’lib, ¢, forma koeffitsientlari orgali
ifodalanadi.
Misol: R radiusli sfera yuzi hisoblansin. Sferaning parametrik tenglamasi
x=Rcosucosv, y=Rsinucosv, r=Rsinv

D= {(U,V%O <u< 271,—% <v< %}

F/ =—Rsinucosv-i +Rcosucosv- j , F/ =—Rcosusinv-i —Rsinusinv- j,
E=F"?%u)=R’cos’v, G=F"*(v)=R?, F=(,F))=0,

VEG -F?% =R?cosv,
2z %
S =ﬂ\/EG—F2dudv: Rj‘du_|‘cosvdv=47zR2
@ 0o 7

2

Agar sirt z=g(x,y) tenglamasi orqali berilgan bo’lsa, uning yuzini hisoblash

formulasi
S:”,/1+gf+g§ dx dy (21)

(@)
ko’rinishda yoziladi. Isbotlashni o’quvchiga tavsiya etamiz.
Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-Igbol, 2016y.
Nazorat savollari
Sirtning birinchi kvadratik formasi ta rifini ayting.
Sirtning chizigli elementi ganday tadbiglarga ega?
Sirtga garashli chizigning yoy uzunligini ganday toppish mumkin?
Sirt koordinat chiziglari tashkil etgan burchak ganday formula bilan
hisoblanadi?
Sirt soxasining yuzini hisoblash ta’rifini keltirng.
Sirt soxasining yuzini hisoblash formulasini aytib bering. Misollar keltiring.

> wh e

o o
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31.Sirtning ikkinchi kvadratik formasi. Sirtga garashli chiziglarning

normal va geodezik egriligi. Mense teoremasi
Reja:

1. Ikkinchi kvadratik forma ta’rifi

2. Ikkinchi kvadratik forma koeffitsientlari

3. Normal va geodezik egrilik

4. Normal va geodezik egrilik formulalari

5. Menke teoremasi

6. Misollar

Mavzuning bayoni:

Sirt 1kki marta uzluksiz differentsiallanuvchi bo’lib,

F=r(u,v), (Uv)ed (1)

vektor ko’rinishida berilgan bo’lsin. Sirtning P(u,v) nugtasidagi normalning birlik
vektori

_ F 1 o,
T @
Radius vektorni ikki marta differentsiallasak
d?F =7/ du’® +2F/dudv+r/dv? +7/d’u+rd’v  (3)
Ta’rif: L sirtning ikkinchi kvadratik formasi debd?r va ii vektorlarning skalyar
ko’paytmasiga aytiladi va

0, =(d%Ffi)=(£7) du? + 2(Ffi)du dv+ (F75)- dv? (4)
belgilanadi.

L=(gh), M=(@Fn) , N=(ign) )
belgilash Kiritamiz.

@ = Ldu® +2Mdu dv + Ndv? (6)

(6) du, dv differentsiallarga nisbatan kvadratik formadir. L,M , N koeffitsentlari uchun
go’yidagi hisoblash formulalari

L=t (R M = (E 7)) N = —— (R R)

muuuv ﬁuvuv ﬁwuv

o’rinli bo’lib, ularni
L=—(r/ n,) =—(F/A))=—(F/ fi)) N=—( fi)
ko’rinishida ifodalash ham mumkin. Buning uchun (d’Ffi)=—(d’F o) tenglikdan
foydalanish kerak (isbotlang). Q regulyar sirtda P(u,v) nuqta orqali o’tuvchi
y:u=u(s),v=v(s) chizigni olaylik. 7 urinmasining birlik vektori bo’lsin. d =[i7]
belgilaylik P(u,v) e Q nugtada 7, i va b chiziqgli erkli vektorlar orgali
F.=af+ i+ (10)
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ko’rinishda ifodalash mumkin.
(7)=05a=0 F=pmi+p (1)
p=.7)r =)

koeffitsientlar geometrik ma’noga ega.

29-chizma

Ta’rif: sirtga qarashli y chizigning P(u,v) nugtasidagi normal egriligi deb
chizigning p(u,v) e @ nugtasidagi egrilik vektorini sirtning birlik normal vektori garashli
bo’lgan to’g’r1 chiziqga proektsiyasiga aytiladi.

Normal egrilikni k, = (F.ii) belgilaymiz. Ko’ramizki, k, = 8

Ta’rif: sirtga garashli y chizigning P € Q nuqtasidagi geodezik egriligi deb v
chizigning P nugtadagi . egrilik vektorini b vektor garashli bo’lgan to’g’ri chiziqqa
proektsiyasiga aytiladi va uni k, =7 =(7,;b) belgilaymiz.

Agar 7 chizigning P nuqtadagi oddiy egriligi noldan farqli bo’lsa, ya’ni
k, =|f.|#0, r, =k u holda,

s

k, = (F,,f) =k, (V,) = k, cos@ (12)
bunda 6= 4(3, ﬁ)

K (Fs,D) =k, (V, 7, 7) (13)
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30-rasm

Sirtning P(u,v) nugtasida umumiy (du,dv) yo’nalishdagi sirtga qarashli barcha
chiziglar uchun kcosé bir xil giymatga egaligini ko’rsataylik.

d2r ., (du)’ .., dudv _,(dv) _,d%u _,d%
=T s +2r, ——+T, & +T +T

ds> " “dsds " “ds® ' ds?

(14) ning chap va o’ng qismini i vektorga skalyar ko’paytirib (r/i)=(r/i)=0 ni

(14)

e’tiborga olsak,

2 2
k, = (F.f) =k, cosd =L dul o dudv fdv (15)
ds ds ds ds
ds® = ¢, = Edu® + 2Fdudv+ Gdv® (16)
2 2
k Kk, cosf— Ldu® +2Mdudv+ Ndv® _ ¢, (17)

Edu® + 2Fdudv+Gdv? ¢
Ta’rif: Sirtning P nugtasidagi normal egriligi deb, ikkinchi kvadratik
formaning birinchi kvadratik formaga bo’lgan nisbatiga aytiladi.
Ko’ramizki k, » € Q chizigning P nuqtasidagi urinmasining yo’nalishiga ya’'ni
du:dv nisbatga bog’liq. Umumiy urinmalik barcha chiziglar uchun k, bir xil giymatga
ega.

Q sirtning P(u,v) nugtasidan shu nugtadagi i vektorga va du:dv yo’naishga
parallel ravishda 11 tekislik o’tkazaylik. 11 tekislik ©Q sirt bilan normal kesim deb
ataluvchi chiziq bo’yicha kesishadi.

SHunday qilib, sirtning P nuqtasi orgali du:dv yo’nalish bo’yicha o’tuvchi
sirtga garashli chiziglar orasida L normal kesim ham mavjud. Normal kesim egriligiga
teskari migdorga normal egrilik radiusi, uning ikkinchi uchiga normal egrilik markazi
deyiladi.

Mense teoremasi. Sirtning P(u,v) nugtasisidan du:dv yo’nalish bo’yicha 11
tekislik o’tkazilgan bo’lsin. 11 tekislik Q sirt bilan 7 -og’ma kesim bo’yicha kesishsin.

U holda normal kesim L egrilik markazining 11 tekislikdagi proektsiyasi » og’ma
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kesimning egrilik markazi bilan ustma-ust tushadi.

31-chizma
32-chizmada C, nugta normal kesimning egrilik markazi, C esa ixtiyoriy kesim

7 ning egrilik markazi bo’lib C,C L CP
po=pc0=kil, p=p, = (18)
Mense teoremasini boshlang’ich varianti quyidagicha. Sirt ustida yotuvchi va sirtning
berilgan nuqtasidan o’tuvchi umumiy urinmali barcha chiziglarning egrilik markazlari
diametri shu nuqtadagi normal kesimning egrilik radiusiga teng bo’lib, 0’zi esa
chiziglarning umumiy normal tekisligida yotgan aylanada joylangandir. Normal kesim
uchun 6 =0 bo’lib (17) formuladan
k, =k, (19)

kelib chigadi, ya’ni normal kesim uchun normal egrilik oddiy egrilikka aylanadi.

Agar sirtda du:dv yo’nalish aniglangan bo’lsa, u holda shu yo’nalishdagi
normal egrilik

_ Ldu? +2Mdudv+ Ndv?
" Edu’® + 2Fdudv+ Gdv?

formula orgali hisoblanadi

32-chizma
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Misol: z= %(axz +by®) paraboloidning (0,0,0) nugtasidagi dx:dy yo’nalish
bo’yicha normal egriligi aniqlansin.
Echish: x=u, y=v, z =%(ax2+by2) ,u=0,v=0.

E=x’+y +2/°=1, F=x/x+yly,+2z, =0

_ [2 72 72_
G=x"+y, " +z," =1

X:u yl.,J,U ZSU a O a d 2 bd 2
L=)x, vy, z|=1 0 0=a,M=0,N=b, k=22
dx® +dy
X, y. oz 010

Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.
Nazorat savollari
Sirtning ikkinchi kvadratik formasi tarifini aytib bering.
ISirtning ikkinchi kvadratik forma koeffitsientlari ganday hisoblanadi?
Qanday egrilik sirtning normal egriligi deyiladi?
Sirt ustidagi chizigning egriligi deb ganday egrilikka aytiladi? Misollar keltring.
Sirtning ganday egriligi uning geodezik egriligi deyiladi?
Sirtning normal va geodezik egrilik formulalari gaysi vektorlar orgali
ifodalanadi?
7. Men'e teoremasi teoremasini aytib bering.

o gk wh e

32. Bosh egriliklar. Sirtning Dyupen indikatrisasi
Reja:

Indikatrisa ta’rifi

Indikatrisa formulasi

Sirt nugtalarini sinflarga ajratish

Eyler formulasi
. Bosh yo’nalishlar

Mavzuning bayoni:
Regulyar sirt
r=r(uv) (1)

vektor ko’rinishda berilgan bo’lsin. Sirtning P(u,v) nugtasidagi du:dv yo’nalish

SANEEE A

bo’yicha normal egriligi K, bo’lsin. Sirtning P nuqtasida urinma tekislik yasaymiz.

SHu nuqgtadan o’tuvchi barcha normal kesimlarning urinmasiga boshlang’ich P
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nugtadan uzunligi R, = ga teng kesmalarni mos ravishda qo’yamiz.

1
VK,

Ta’rif: Sirtning P nuqtasidan o’tuvchi urinma tekislikka qarashli /|R,| ga
teng uzunlikdagi kesmalar ikkinchi uchlarining geometrik o’rniga sirtning P nuqgtadagi
Dyupen indikatrisasi deyiladi.

P nugtani koordinatalar boshi uchun r,, r, vektorlarni bazis vektorlar uchun
tanlaymiz. SHu bilan urinma tekislikda affin koordinatalar sistemasini o’rnatgan
bo’lamiz

Indikatrisada ixtiyoriy M nugtani tanlaymiz.
PM = &, +17, 2)

PM yo’nalishning birlik vektori 7 = % bo’lsin.

d
sVRIS =R ®3)

bundan
du dv 7
- (4)

o ﬂd R

K =1 L[du) +2M — du dv N[%jz formulaga (4) ni qo’yamiz
"R \ds dsds  \ds 8 Yy
Ril_| . :
: =LE +2MEn+Nn 5)

n

R
|R”| =+1  bo’lgani uchun

n

LE2+2MEn+ N2 =+1  (6)
&:np=du:dv bo’lgani uchun
Ldu® + 2Mdudv + Ndv? =+1  (7)
Dyupen indikatrisasining formulasiga ega bo’lamiz. Dyupen frantsuz
matematigi 1784-1873 vaqt oralig’ida yashagan.
LN -M? <0 bo’lsa, P-giperbolik nugta., bo’lib, indikatrisa bir juft qo’shma
giperbola ko’rinishida bo’ladi.
LN -M? >0 bo’lsa P-elliptik nugta. Indikatrisa ellipsdan iborat.
LN -M?=0 ,bo’lsa P- parabolik nuqta bo’lib, indikatrisa P -nugtaga
nisbatan simmetrik bir juft parallel to’g’ri chiziq ko’rinishida bo’ladi.
Dyupen indikatrisasi tushunchasi bilan egrilik indikatrisa quyidagi hol uchun
ustma-ust tushadi.
Q sirtni
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7= % (rx? +2sxy +ty*) + (X, y)(X* + y°) (8)

ko’rinishdagi tenglama bilan ifodalash mumkin bo’lsin. (mavzu: Yopishma
paraboloidga garang).
P(0,0) nuqgtadagi sirtning dyupen indikatrisasi
rx* +2sxy+ty’ = +1 (9).
Sirt va uning P nugtadagi yopishma paraboloidi

Z= %(rx2 + 25Xy + tyz) (10)
SHu nugtada bir xilda ¢, va ¢, formalarga egadir.
@, = dx* +dy’ (11)
@, = rdx’ +2Sdxdy +tdy?
bundan
K - rx* + 2sxy + ty? (12)

x> +y?
Indikatrisaning M nugtasi dx:dy  yo’nalishda M(x,y) koordinatalarga ega
bo’lsin.
dx:dy=x:y (*)
U holda (12) ni
rx* + 2sxy + ty?

K =
n X2 +y° (13)
ko’rinishda yozish mumkin. (13) ga (9) ni qo’yamiz
+1 +1
K, = = 14
" xP+y? PM? (14)
Bunda PM-—1_ bo’lib sirtning dyupen indikasasi va normal egriligi o’zaro (14)

Kl

munosabatda bo’ladi. SHuning uchun uni sirtning egrilik indikatrisasi deyishimiz
mumkin.
(14) dan quyidagi natijalar kelib chigadi:

a) Asimptotik yo’nalishlardagi normal egrilik nolga teng.
Asimptotik yo’nalishda R=o va PM =

b) o’zaro perpendikulyar va  qo’shma yo’nalishlarda
normal  egrilik eng katta va eng  kichik
(ekstremal) giymatlarga erishadi.

Analitik geometriyadan ellips o’qlarining

34— yysMa
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yo’nalishlari bosh yo’nalishlar ekani ma’lum.
Bosh yo’nalishlarda F =M =0 shart o’rinlidir. r=L, s=M, t=N bo’lgani uchun (13)
dan

2 2
dx dy
K,=r +t 15
[W/dx2+dy2J [de2+dy2J (1)
Birinchi bosh yo’nalish uchun dy=0 bo’lsa, K; =r ikkinchi bosh yo’nalishi
uchun dx=0 bo’lsa, K?=t bunda K! , K2 bosh yo’nalishlar bo’yicha normal

n ? n

egriliklar. Qo’yidagi belgilashlarni kiritaylik:

ﬁ =C0sé, ﬁ =sind, K,=K!cos’0+K?zsin>¢  (16) formula
kelib chigadi.

(16) Eyler formulasi bo’lib, sirt ixtiyoriy qiyshiq kesimining normal egriligi va
bosh normal kesimlarning normal egriliklari orasidagi bog’lanishni ifodalaydi.

6 - ixtiyoriy kesim yo’nalishi bilan K® ga mos bosh yo’nalish  tashkil etgan burchak.

Sirtning bosh egriliklari
Sirtning berilgan P(u,v) nuqtasidagi normal egriligi sirtda du:dv yo’nalish
tanlashga bog’liq bo’lib,
_ Ldu?® + 2Mdudv + Ndv?
" Edu®+ 2Fdudv + Gdv®
formula bo’yicha ifodalanadi.
Ta’rif: Agar du:dv yo’nalishda sirtning K, normal egriligi  ekstremal

(1)

qiymatlarga erishsa u holda, ushbu yo’nalishni bosh yo’nalish deyiladi.

Ikki marta uzluksiz differentsiallanuvchi sirtda kamida ikkita bosh yo’nalishlar
mavjuddir.
P nuqgtadagi biror ¢&:7 yo’nalishni garaylik.

LEZ +2MEn+ Ni?
(2)
EE? +2FEn+Gn?

Kn = Kn (g’n) =

normal egrilik formulasini
&= pcose,n=psing
orqali qutb koordinatalarga o’tkazsak

Kn = Kn ((0) =

kelib chigadi. K, =k, () uzluksiz funktsiya bo’lib K,(0)=K,(27) bo’lgani uchun

[0,27] kesmada yoki u 0’zgarmas funktsiyalar yoki kamida bitta maksimum va kamida

Lcos’p+ M sin2¢p+ Nsin® ¢ 3)
E cos® ¢ + Fsin 2p+Gsin® ¢

bitta minimumga ega bo’lishi mumkin. Bundan ikki marta uzluksiz differentsiallanuvchi
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regulyar sirtning har bir nuqtasida ikkita turli bosh yo’nalishlarning mavjud bo’lishi
aniglanadi.

Ta’rif: Sirt normal egriligining bosh yo’nalishlardagi ekstremal qiymatlariga
sirtning berilgan nuqtasidagi bosh egriliklari deb ataladi.

35-chizma.
(2) formuladan ¢,7 ga nisbatan quyidagi ayniyat kelib chigadi.
(L+K,E)&E+2(M —K,F)én+(N—K,G)? =0 (4)
Bosh yo’nalish uchun normal egrilik hosilalarining nolga aylanishini e’tiborga
olib (4) ni differentsiallash orgali
(L-K,E)E+(M —K,F)p=0
(M=K, F)é+(N-K,G)p=0
sistemani hosil gilamiz.
Bunda k(&) yo’nalishdagi bosh egrilik. (5) sistema nolmas yechimga ega

(5)

bo’lishi uchun
L-K,E,M-K,F
M-K F,N-KG| =0 (6)

tenglik bajarilishi kerak.
Determinantni hisoblab
KZ(EG - F?)-K,(EM —2FM +GL)+LN -M? =0 (7)
kvadrat tenglamani keltirib chigaramiz. (7) bosh egriliklarni hisoblash uchun asosiy
tenglamadir.
Bu tenglama ikkita turli hagigiy K! , K? ildizlarga yoki ustma-ust tushuvchi
K:=K? ildizga ega bo’lishi mumkin.
Xususiy hollar:
1)  (7) tenglama ikkita turli ildizlarga ega bo’lsin. Bu ildizlarga sirtda (& ,7,) va
(&,,71,) ikkita bosh yo’nalishlar to’g’ri keladi.
(L-KEK +(M -KiF)y, =0
(8a)
{(M —KF)E +(N-K!G)p, =0
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(L-KZE), +(M —KZF )y, =0 -
e ey o o)

Agar sirtning ba’zi bir nuqtalarida sirtning koordinat chiziglari bosh
yo’nalishlarga ega bo’lsa, u holda bunday nuqtalarda F =M =0 bo’lishini ko’rsataylik.
Koordinant chiziglarining (£,,0) va (0,,) (i =12) yo’nalishlari bosh yo’nalishlar bo’lsin.
U holda (8 a,b)dan.

L-K!E=0, M-K!F=0 (9a)

M-KIF=0, N-KG=0 (9b)
K!# K2 bo’lgani uchun (9a), (9b) ning ikkinchi va uchinchi tengliklaridan F=M =0
kelib chigadi. Qolgan tengliklardan
1 2 N

K“:E’ K”:E (10)

ga ega bo’lamiz.
2) (7) tenglamaning ildizlari karrali bo’lsin. U holda sirtdagi istalgan yo’nalishning bosh
yo’nalish bo’lishini ko’rsataylik.

Regulyar sirt uchun P(u,v) nuqtadan ikkita bosh yo’nalishlarning
mavjudligidan (7) sistemaning ikkita turli ildizlarga ega bo’lishi kelib chiqadi. Buning
uchun go’yidagi tengliklar bajarilishi kerak.

L-K,E=0, M-K,F=0, N-KG=0 = L=K,E, M=KF, N=K,G
U holda K, =const bo’lishini aniglanadi.

SHunday qilib, sirtning P nuqtasidagi normal egriligi 0’zgarmas miqdor bo’lib,
yo’nalishga bog’liq bo’lmaydi, ya’ni ixtiyoriy yo’nalish bosh yo’nalishga aylanadi.

Sirtning bunday nuqtasi yoki sirtning zichlanish nuqtasi (har ganday yo’nalish
uchun K, =0), yoki uning dumaloglanish(ombilik)nuqgtasi K, >0 bo’lishi mumkin.
Ombilik nugtada bosh yo’nalishlar anigmas bo’ladi.

Masalan: Tekislikning barcha nuqtalari zichlanish nuqtalar bo’lib, sferaning
nugqtalari esa ombilik nuqtalardan iborat bo’ladi.

M-K,F=0= agar F=0 , bo’lsa, u holda M =0 bo’lib , sirtdagi bosh
yo’nalishlar koordinat chiziglarning yo’nalishi bilan ustma-ust tushadi.

Sirtning egrilik va asimtotik chiziglari

Ta’rif: Har bir nuqtadagi urinmasining yo’nalishi sirtning shu nuqtasidagi
bosh yo’nalishi bilan usma-ust tushuvchi sirtga tegishli chizigqa uning egrilik chizig’i
deb ataladi.

du va dv difrentsiallar bosh yo’nalish (du:dv) ni aniglashi uchun quyidagi
ifodalarning o’rinliligi zaruriy va yetarli shartlar bo’lishini biz yuqoridagi mavzularda
isbotladik.

(L-K,E)du+(M -K,F)dv=0, (M-K,F)u+(N-K,G)dv=0 (1)
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Bunda K, -(du:dv) yo’nalishi bo’yicha normal egrilik.

(1) ifodalardan K, ni chigarsak

Ldu+Mdv  Mdu + Ndv
Edu+Fdv  Fdu+Gdv

(2)

yoki
(LF — ME)du? + (LG — NE )dudv+ (MG — NF )dv® =0 (3)
kelib chigadi. Bu tenglama (du: dv) yo’nalishining bosh yo’nalish bo’lishi uchun zaruriy
va yetarli shartdir. (3 ) ni quyidagi simmetrik shaklda ifodalash mumkin.
dv® —dudv du®
E F G |=0 (4)
L M N

(4) egrilik chiziq uchun differentsial tenglamadir. Sirtning P(u,v) nugtasidagi birilik
normal vektori uchun fi? =1 dan (if;)=0, (Af, =0) =n,, A, vektorlar R nugtadagi

urinma tekislikda bazis vektorlar ekanini e’tiborga olinsa
A, =af, + fr,, 0, =/ +&, 5)
kelib chigadi .
(5) ni 7/ var, vektorlarga skalyar ko’paytirib,L,M , N | E F G lar uchun
belgilashlar asosida
~L=aE+fpF, -M=)E+F (6)
-M=aoF+pG, -N=F+5G
bog’lanishlarni aniglaymiz. Sirtda koordinat chiziqlar sirt egri chiziglari bilan ustma-

ust tushsa

F=M=0 (7)
zaruriy va yetarli shart bajariladi. U holda (6) dan
L N
S —a=0 -
L e N
Kn - E ! Kn - G (9)
(8) va (9) dan
a=-K!:, 5=-K? (10)
kelib chigadi. SHunday qilib
n, =-Kif,, 1 =-KiT (11)

formulalarga ega bo’lamiz. Ushbu formulalardan Rodrig teoremasining isboti kelib
chigadi.
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36-chizma
Rodrig teoremasi: Sirt vektori r(u,v) va sirtning birlik normal vektori ri(u,v) larning
bosh yo’nalishlardagi hosilalari kollinear bo’lib, proportsionallik koeffitsienti bosh
normal egriliklardan fagat ishora bilan farq giladi.
Ta’rif : Sirtdagi biror (du:dv) yo’nalishda K, normal egrilik
nolga aylansa, bu holda ushbu yo’nalishni asimtotik yo’nalish deyiladi.
Normal egrilikning

K — Ldu? + 2Mdudv+ Ndv?
" Edu? + 2Fdudv+ Gdv?

sirtning elliptik nuqtalarida asimptotik yo’nalishlarning mavjud emasligi , giperbolik
nugqtalarda aniq ikkita asimptotik yo’nalishlarning mavjudligi, parabolik nuqtalarda
ularning yagonaligi va zichlanish nuqtalardagi har ganday yo’nalishning asimptotik
yo’nalish bo’lishi mumkinlig ini ko’rsatamiz.

Ta’rif: Sirtga garashli biror chizigning har bir nuqtasidagi urinma yo’nalishshi
asimptotik yo’nalishi bo’lsa, bu holda ushbu chizigni sirtning asimptotik chizig’i deb
ataladi.

(12) difrentsial tenglama sirt asimptotik chizig’ining tenglamasi ekanini

formuladan

ko’ramiz.

Giperbolik nugtalarda LN -M? <0 asimptotik chiziglar uchun sirtning
koordinat chiziglari olinsa, ularning har birini birinchi tartibli  differentsial
tenglamalarning integral chiziglari kabi aniglash mumkin. (du;0) va (0;dv)
yo’nalishlarning asimptotik yo’nalishlar uchun olinsa. L=N =0 kelib chigadi. U holda

@, = 2Mdudv
Xossalari
1) Sirtga to’g’ri chiziq qarashli bo’lsa , u shubhasiz asimptotik chiziq bo’ladi.
2) Asimtotik chizigning har bir nuqgtasidagi yopishma tekisligi sirtning shu nuqtasidagi
urinma tekisligi bilan ustma-ust tushadi.
Isboti: ¢, = (d*Ffi) = Ldu® + 2Mdudv+ Ndv* =0
Misol: x=ucosv, y=usinv, z=av gelikoid ustidagi egrilik chiziglarning tenglamasi
yozilsin.
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Yechish: E=1, F=0, G=u’+a’, ¢ =ds*=du®+(u*+a’)Jdv?, L=0, N =0,

a =— 2a dudv

2

E,F.G,LM,N koeffitsientlarni quyidagi tenglamaga qo’yamiz.

M =-—

dv> —dudv du’ dv>  —dudv du? ,
E F G|=0=1 0 ra=0= M g2-0=
L M N o -2 0 (\/u2+a2)

Ju? +a?
ST DR :O:In(u+\/u2+a2)—v:Cl,In(u+\/u2+a2)—v:C2
Vu?® +a? u®+a’

Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.
Nazorat savollari
1. Sirtning indikatrisa ta rifini aytib bering.
2. Dyupen indikatrisasi qanday shart bajarilsa, u bir juft go’shma giperbola
ko’rinishida bo’ladi?
3. Sirtning indikatrisasi gachon ellipsdan iborat bo"ladi?
4. Dyupen indikatrisasi tushunchasi bilan egrilik indikatrisasi ganday hollarda
ustma-ust tushadi?
5. Qanday yo nalish sirtning bosh yo nalishi deyiladi?
6. Qanday egrilik sirtning bosh egriligi deyiladi?

33-34.Sirtning o’rta va to’la egriligi. To’la egriligi. O’zgarmas sirtlar

Reja:
O’rta va to’la egrilik ta’rifi
O’rta va to’la egrilik formulasi
Aylanma sirtning ¢, va ¢, formalari
K>0, K <0 bo’lgan sirtlar
. Misollar

Mavzuning bayoni:

Regulyar sirting berilgan nugtasidagi bosh egriliklari K', K? xisoblangan

ok e

bo’lsin.
1-Ta’rif: Bosh egriligi yig’indisining yarmiga sirtning berilgan nuqtasidagi o’rta
egrilik deyiladi.
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2-Ta’rif: Bosh egriliklarning ko’paytmasiga sirtning berilgan nuqtasidagi to’la
egriligi deyiladi.
O’rta egrilikni H orqali, to’la egrilikni K orqali belgilasak , ta’rifga ko’ra
H =2 (KE+KD), K=KIK? (1)
formulalarni yozish mumekin. Sirtning berilgan nugtasidagi bosh egriliklarni
K}EG - F2)-KZ(EN —2FM +GL)+LN —M? =0 (2)
kvadrat tenglamani yechish orqali topiladi.
Kvadrat tenglama ildizlarini xossalaridan foydalansak

HZEEN—FMJ;GL (3)
2 EG-F
LN —M?
K= 4
EG-F? (4)
formulalar aniglanadi. Eyler formulasidan foydalansak
K,(p)=Klcos?p+KZsin?¢ (5)
1 27
H =—— | K.(p)dp (6)
4 0

kelib chigadi. (1) va (4) formulalardan sirtning to’la egriligi K elliptik nugtalarda
musbat, giperbolik nugtalarda manfiy ishorali giymatlarga hamda sirtning parabolik va
zichlanish nugtalarida K =0 giymatga erishadi. Ko’ramizki, K ning ishorasi sirtning ¢,
(ikkinchi kvadratik forma) diskriminanti bilan ustma-ust tushadi. Misol tarigasida
aylanma sirtning to’la egriligining formulasini aniqlaylik.
Ta’rif: Tekis chiziq y € 1 ning tekislikdagi biror a to’g’ri chiziq atrofida
aylanishdan hosil bo’lgan sirtga aylanma sirt, a to’g’ri chizigni esa uning o’qi
deyiladi.

37-chizma
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O’q orqali o’tuvchi har qanday tekislik aylanma sirtning meridian bo’yincha
kesib o’tadi.O’qqa perpendikulyar tekisliklarning sirt bilan kesishib hosil gilingan
chiziglarga parallellar deyiladi.

Sirtga garashli meridianlar va parallellar to’r tashkil etadi. Fazoda OXYZ to’g’ri
burchakli dekart koordinatalar sistemasini shunday o’rnataylikki aylanma sirtning a 0’qi
OZ o0’q bilan ustma-ust tushsin.

11 tekislikda OUZ koordinatalar sistemasini o’rnatamiz va bu sistemada y €7

ning tenglamasi
z=f(u) (7)
bo’lsin.
OU € OXY < XOU =¢ bo’lsin, 0<p<27,; y chizigda ixtiyoriy M nugta olamiz.
M nugta O' markazi OZ o’qda bo’lib, radiusi O'M ga teng bo’lgan aylana chizadi.
OXYZ sistemada M nuqta M(x,y,z) koordinatalarga ega.

X =UC0Sp, y=using, z=f(u) (8)
bunda ON=u, MN=00'=z

X, yLoz) _|[cosg sing f, 9)

X, Y, Z,| |-using ucosep 0

(9) matritsaning rangi har ganday M(u,p)eQ nuqgtada ikkiga tengligidan € -
sirtning sillig elementar sirt ekanligi kelib chigadi. OM =r(u,p) belgilaylik .

F=ucose-i +using-j + f(u)-k (10)
F/ =cosp-i +sing-j+ f'(u)-k (11)
F, =-using-i +ucose- j (12)
E=f”=1+f"?(u), F=0, G=u? (13)
@, =ds? = (L+ £'2(u))du? +u’dv? (14)
ry =1"(u)-k, T/ =-ucose-i-using-j (15)
L= () -—2)_ m—o,
Uyl+ f2(u)
S u®f'(u)
N=\r'IT )=————t— 16
(FriTy)=- T (16)
_LN=M?  uf'(u)fu), 1 _ fu)f(u)
T EG-F2  (1+f7(u)) u (l+f2(u)) u(l+ f?(u))?
SHunday qilib
RTOIRO) an

U@+ fEW)?
1-misol: Sferaning to’la egriligi aniqglansin. Yechish: 11 tekislikdagi
meridian(aylana) tenglamasini
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2 +ut=a’
ko’rinishda olamiz. (a -radius) z >0 da yarim aylana tenglamasi uchun

f(u)=z=+va*-u? (18)
ifodaga egamiz.
W)= )= (19)
a —u (a_2 _UZ)E
(17) ga (19) ni qo’yib
1

ga ega bo’lamiz.
2-misol: Psevdosferaning to’la egriligi aniglansin.
Echish: Traktrisaning (0Z) bazasi atrofida aylanishidan psevdosfera hosil bo’ladi.

Traktrisa
z= a[lntg£+costJ ,u=asint (21)
z
acos’t z! s
Z) = ,u/ =acost = f'(u)=—"ctgt, (tz=) (22 M
d .,
i) g ® 1
fr = SR — (23)
du Uy asin“tcost @

(17) dan (22) va (23) orgali (24) kelib chigadi. Demak, sfera K >0 sirtga misol bo’lsa,
psevdosfera K <0 sirtga misol bo’la oladi.
Foydalanilgan adabiyotlar
1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-Igbol, 2016y.
Nazorat savollari
Qanday egrilik sirtning o rta egriligi deyiladi?
Qanday egrilik sirtning to"la egriligi deyiladi?
Sirtning tola egrilik formulasini keltiring.
Sirtning o rta egrilik formulasini keltirng.
Qanday chiziq sirtning egrilik chizig’i deb ataladi?
Qanday chiziq sirtning asimptotik chizig'i deyiladi?
Aylanma sirt formulalarini keltiring.

No ok owhRE
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35. Sirtlar nazariyasining asosiy tenglamalar
Reja:
1. ¢, va ¢, formalar va sirtlar orasidagi bog’lanish
2. Derivatsion formulalar
3. Koeffitsientlar uchun ifodalar
Mavzuning bayoni:

Fazoviy chiziglar uchun frene formulalariga 0’xshash regulyar sirtlar uchun
muhim formulalar mavjud. Sirt berilgan bo’lsa, uning ¢, va ¢, formalarini
hisoblash mumkin .Biz bu ish bilan yuqoridagi mavzularda shug’ullandik. Agar ¢,
va ¢, formalar oldindan ma’lum bo’lsa, qanday shart bajarilganda ular fazoda biror
sirtni aniqlashini ko’rsatish lozim.

¢, = Edu® + 2Fdudv+ Gdv® (1)

@, = Ldu® + 2Mdudv+ Ndv® (2)
kvadratik formalar berilgan bo’lsin.Birdan-bir sirt mavjud bo’lib , uning ¢,saq,
formalari berilgan (1) va (2) formalardan iborat bo’lishishni ko’rsatish lozim.

Q -regulyar sirt

r=r(uv) (3)
ko’rinishda ifodalangan bo’lib, r(uv) funktsiya ikki marta uzluksiz

differentsiallanuvchi bo’lsin. € sirtning har bir nugtasida r/, r, va F”E%:ﬁ
rUrV

vektorlar chizigli erkli sistema tashkil etadi. Fazoning har ganday vektorini r;, r,

va fi vektorlar orgali chizigli ifoda etish mumkin. Jumladan, ¢, 7, r", [, va A/

1 uu ! w ! uv ! u

larni chizigli erkli vektorlar uchligi orgali ifodalashimiz lozim.
Quyidagilar o’rinli bo’lIsin.

Fuﬁ = Flllﬁf + 1—‘121Fv’ +An,
ﬁj'\; = rl:I-ZﬁJ' +F122f:,' + 4,
Fv:/' = 1—‘212 ﬁ; + 1—~222 ﬁ/’ +vn (4)

!

—_ '’ r n
=ayul, +a,l, +a;n,

Bunda r*

ij !

bog’lanish koeftfitsientlarini ¢, va ¢, orqali ifodalashimiz lozim. Ma’lumki

a;,va 4, #, v anigqlashimiz lozim bo’lgan koeffitsientlar (i, j=12)



(4) formulalarning chap va o0’ng qismini i ga skalyar ko’paytirib (F/i)=0 (F/i)=0
va (5), (6), (7) larni e’tiborga olinsa

A=L, wu=M, v=N (8)
kelib chigida. Endi (4) dagi 1, 7., . vektorlarni r/, r/ vektorlarga skalyar
ko’paytirib (5) ni e’tiborga olinsa

(FR)=TRE+DEF,  (FIF)=T;F+I4G (9)
hosil gilinadi. (4) dan

N | -

()= €L (ER) = F - SE! (10)
shuningdek (4) dan

(Fur)+ () =F,  2(nr)=E (11)
munosabatlar kelib chigadi. (7/r/) ni chigarsak

r;lzl[ieu' -F;Fﬁegpj (12)

y\2 2

bunda

y =EG-F? (13)
SHuningdek

rh -2 2ere-Laie)

y\ 2 2

g =1(EG;E —EE;FJ (14)
y\2 2

I, :l[—lGJG +F,G —EG;FJ
yi 2 2

Iy -koeffitsientlarni Xristofel simvollari deyiladi. i*=1 niu vav parametrlar

bo’yicha differentsiallab (n/fi)=(f/i)=0 ni e’tiborga olsak , i/ va . larning
urinma tekislikka parallelligidan (4) dan «,, =a,, =0 ga erishamiz. i = o, + a,,F,
tenglikning chap va o’ng qismini r, va r, ga ketma-ket ko’paytirib (6), (7) ni

MF - LG LF - ME

e’tiborga olinsa ~L=a,E+a,F,~M =a,F+0,G=a, = , Q=
Y Y

(15) SHuningdek A=,/ +a,f/ dan
NF - MG MF — NE
Oy =~ Qp = (16)
y y
SHunday qilib, barcha koeffitsientlar ¢, va ¢, forma koeffitsientlari va ularning
hosilalari orgali ifoda qgilindi. (4) ni sirtlar uchun derivatsion (asosiy) tenglamalar

deyiladi.

Foydalanilgan adabiyotlar
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1. Wilhelm Klingenberg, A Course in differential geometry,1978 by Springer-
Verlag, New York Inc. Printed in the United States of America.
2. M.A.Arstrong, Basic Tpology, Springer, 1998 y.
3. Narmanov A.Ya. Differentsial geometriya. T. Turon-lgbol, 2016y.
Nazorat savollari
1. Sirtlar nazariyasining asosiy teoremalarini aytib bering.
2. Sirtning birinchi va ikkinchi kvadratik formalari va sirtlar orasidagi bog’lanish
ko rsatib bering.
3. Derivatsion formulalarini keltiring.
4. Xristofel simvollarini ganday formula orqgali ifodalanadi?
5. Agarg, va ¢, formalar oldindan ma’lum bo’lsa, ganday shart bajarilganda ular

fazoda biror sirtni aniglaydi?

36.Sirtning ichki geometriyasi. Sirtning to’la va geodezik egriligi
Reja:
1. Sirt ichki geometriyasi tushunchasi
2. Sirtning Gauss egriligi ichki geometriya ob’ekti
3. Geodezik egrilik ichki geometriya ob’ekti
Mavzuning bayoni:

Ta’rif: Sirtning ichki geomentriyasi deb, sirtga garashli chiziq uzunligiga
bog’liq xossalarini o’rganuvchi geometriya bo’limiga aytiladi. Regulyar sirtlar
uchun uning birinchi kvadratik formasi shu sirtga garashli chiziq uzunligi, chiziglar
tashkil etgan burchak va sirt sohasining yuzini hisoblash imkonini beradi. Bir
xildagi chizigli element (¢,) ga ega bo’lgan ikki sirt bir xildagi ichki geometriyaga
ega. Bunday sirtlarni izometrik deyiladi. Sirtlardan birini deformatsiyalash (egish)
orqali ikkinchisini hosil gilish mumkin. Bunda ichki geometriya o’zgarmaydi. Sirt
ichki geometriyasi ob’ektlaridan biri uning Gauss egriligidir.

LN —M?
_ N oM 1
EG - F? (1)
K Vi 7l K Vi 20
L—;x’ y¥ z! N—;x' ;’ 2! (2)
JeG-F2|, o, [ JEG-F%|, .
XV yv ZV XV yV ZV
X Yoo Ziy
M ot X! yy’ z, 3)
JEG-F? |, y“, y

iIfodalarni garaylik . (2) va (3) dan
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1
IN=— = [(fF)) E  F (4)
R (B S
(AN
‘= EG_F? (FF) E F (5)
Fr) F G
(4) va (5) dan
1 (I_’LI’L,I Fvc - ruz:z (FU,[J I_:u’) (F:J’L'J '_—:/, 0 (ru:; ru’) (ru:; r-v’
Keegmezyl @0) B F @) E - F (6)
(R7) F G ||m%) F G
1 1 1 1
-4/ =_El 48744 =_Gl zne! —— ! -4/a24 — l__ ’ 4744 —
( uu rLI) 2 u? (rUVrV) 2 u? (rUVrU) 2 EV ] (rUU r-V) FU 2 EV 1 (rW rV)
- 1 - L2 1 1
A7d4 :F!__GI " [/ _ 4 :__G" FN__EII 7
(rW ru) v 2 u 1 (rUU rW) r-UV 2 uu + uv 2 w ( )
(6) ga (7)n1 qo’ysak
1 " " 1 ” 1 i ' 1 i 1 1
~ZG! +F!'-=F'| ZE! |F/-ZE : /
( 2 uu + uv 2 Wj 2 u ( u 2 Vj 0 E EV EGU
K:;“ (FV’—EGL’,J E F-Rer E F (8)
(EG - F?) 2 2
EG' F G 1GL'| F G
2 2

(8 ni , ya’'ni K ni E,F ,G miqdorlar va ularning hosilalari orgali ifodalash
mumkinligini birinchi marta nemis matematigi Karl Fridrix Gauss isbotladi. Agar sirtnig

¢, formasi
ds® = Edu® + Gdv®
ko’rinishda bo’lsa,

1 "
K = _ﬁ(\/g)uu (10)

formulani keltirib chiqirish mumkin. Sirt ichki geometriyasi ob’ektlaridan yana biri
uning geodezik egriligidir. Sirtning ¢, formasi mavzusida geodezik egrilikka ta’rif berib

uning formulasini
K :Kl(q{ﬁ) (11)

g9

ko’rinishda tasvirlandi, bunda 7 yeQ chiziq urinmasining yo’naltiruvchi birlik
vektori, Vv bosh normalning birlik vektori , i esa sirt normalining birlik vektori. 7(s),

v(s) vektorlarni 1 = F(t) vektor hosilalari orgali ifodalash mumkin. Hagigatan ham
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__dr_w o dr 1 (5T
=—=— V= =T, ~T
i T = (2
(11) dan (12) yordamida
1 2=
Ky = ﬁ(rttrtn) (13)
i
kelib chigadi.
R'=Tu + LV (14)
= Foo (Ug)” + 2000, + 7 (v))° + Flug + Fvg (15)

(15) ga derivatsion formulalarni qo’llaymiz.
Fy = (ug + AR+ (v +B)F, +Cn (16)
Bunda
A= ()" +Tpuivy + o (v
B =1 (uf)* + Tgupvy + 5 (v)° 17)
C=L(u)* +Mu)v +N(v)
(14) va (16) n1 (13) ga qo’yamiz.

o=l -op as)
:
I8 = JE(!)? +2Fuv + G(v) ) (19)
()= e = VEG ~F* (20)
(19) va (20) ni (18) ga qo’yamiz.
. Jem®
’ JEU Y +2Fulv, +G(v) )’ (21)

" 1(,r)\2 1,0, 1 \2 |, " 2( 1\2 2000, 2 (N2 ),
o+ 8 007+ T+ T ) b = v 0+ Ty + T () o

Ko’ramizki , K, Xristofel simvollari yordamida ifodalangan bo’lib ¢, forma

9
koeffitsientlari orgali aniglash mumkin . Bundan K sirt ichki geometriyasi ob’ekti ekani

kelib chigadi.
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Nazorat savollari
1. Sirt ichki geometriyasi tushunchasini aytib bering.
2. Sirtning ganday egriligi Gaus egriligi deyiladi?
3. Qanday egrilik sirtning geodezik egriligi deyiladi?
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4. Qanday chiziglar sirtning geodezik chiziglari deyiladi?
5. Gauss- Bonne teoremasini aytib bering.
6. Ichki geometriya ob’ektlarini sanab bering.
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