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Qisqacha sharh

Ushbu darslik mualliflarning Matematik Tahlil deb nomlangan
2 qismlik o‘quv qo‘llanmalarini gayta ishlash natijasida yozilgan 3
gismli kitobning ikkinchisidir. Ushbu qism o‘z ichiga ko‘p haqiqiy
o‘zgaruvchili funksiya differensial va integral hisobining klassik kur-
siga kiruvchi bo‘limlarini olgan. Kitobda dastlab ko‘p o‘zgaruvchili
funksiyalar xossalari o‘rganiladi (11-bob). So‘ngra bunday funksiya-
larni differensiallash va integrallash nazariyalari (12-13-boblar) ham-
da ko‘p o‘zgaruvchili holda xosmas integrallarning yaqginlashish shart-
lari tadqiq gilinadi (14-bob). Bundan so‘ng egri chiziqli (15-bob) va
sirt (16-bob) integrallarining xossalari o‘rganiladi.

Mazkur kitobda, xuddi birinchi gismdagi singari, barcha matem-
atik xulosalar qisqa va sodda isbotlar asosida bayon qilingan va
ko‘p sonli misollar bilan oydinlashtirilgan. Har bir bobning oxirida
mavzularni chuqur o‘zlashtirishga yo‘naltirilgan masalalar keltiril-
gan.

Ushbu darslik Mirzo Ulug‘bek nomli O‘zbekiston Milliy univer-
siteti va M. V. Lomonosov nomli Moskva davlat universitetining
Toshkentdagi filiali talabalariga mualliflar tomonidan o‘gilgan
ma’ruzalar asosida tayyorlangan. Ushbu darslik universitetlarning
"Matematika ", "Amaliy matematika va Informatika", "Mexanika",
"Informatika va axborot texnologiyalari" yo‘nalishlari bo‘yicha ta’-
lim oluvchi hamda oliy matematika chuqur o‘rganiladigan texnika
oliy o‘quv yurtlarida ta’lim oluvchi talabalar uchun mo‘ljallangan.
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Annorannsa

Lannasg kHura gaBiasieTcs BTOPOH M3 TpeX KHHUI HATUCAHHBIX B
pesynbTare nepepaboTKN ABYXTOMHOTO Y9eOHOTO TocoOud aBTOPOB
o MareMarnieckoMmy anaynzy. OHa BKIOYaeT B cebs  Pa3deibl,
BXOAAIMUE B KJIaccUuecKnit Kypc JaudpepeHnuanbHOro u WHTer-
pPaILHOTO HcHuCAeHns (DYHKIUN MHOTUX AeliC TBUTENBHBIX TIepeMeH-
HbIX. Buadane mzyuaiorcd cpoiicTBa (OyHKIMNA MHOIMX TEPEMEHHBIX
(lmama 11). Barem mznaraiorcs teopuu audepeHInpPOBAHNUS U
nHTErpupoBanus Takux Gpyukmii ([naper 12 1 13), a TakKe BOMPOCHI
CXOJIAMOCTH HECOOCTBHHHBIX WHTETPAJIOB B MHOTOMEPHOM CIIyUae
(I'masa 14). Hanee msydarorcs cBoiicTBa Kpuposuueiinbix (Imasa
15) u moeepxHOcTHBIX uHTerpanos (I'masa 16).

Tax ke Kax 1 B TEPBOM TOME, BCE MATEMATHYECKUE YTBEPK IEHU
CHADXKEHB! KPATKUMHU U TPOCTBIMHU JIOKA3ATENLCTBAMHE U ITPOUJLITIOC-
TPUPOBAHLI OOJBITUM KOJUYIECTBOM TPUMEpPOB. B KoHIle KaxK10ii
IJ1aBbl MPUBOAUTCS HAOOD 3a/1a4, MpeIHA3HAUEHHBIX s JYHIIero
YCBOEHWS MaTepuasa.

Hacrositiiee yuebHoe mocobue HAnucaHo Ha OCHOBE JIEKITHE, YU TAB-
MmuXcst aBTOpaMu cTyAeHTaM HanumonanbHOro yumpepcurtera ¥30e-
KuctaHa wuMeHn Mwupszo Vayroeka m  Tamgentckoro dhunamaia
MockoBCcKOTO ToCcymapcTBeHHOTo yuuBepcuTeTa nmenu M. B. Jlomo-
HocoBa. [Ipeanasznadeno Aj1s CTYAEHTOB YHUBEPCUTETOB 110 HAITPAB-
nennsM «Maremarnkas, «lIpuknaanas MaremaTnka u nH(GOPMATH-
Kay, «MudopmaTnka n nHGOPMAITMOHHBIE TEXHOIOTHHY 1 «MexaHu-
Ka» a TaKyKe JJid CTYJIEHTOB TEXHUYECKHX BY30B C YIVIYOJEHHBIM
U3YYEHUEM BBICIIEN MATAMATHKH.
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Annotation

This book is the second volume of the second edition of the two
volume books of these authors named Mathematical Analysis. This
book includes sections belonging to a classical course of differential
and integral calculus of functions of several real variables. First, we
study properties of functions of several variables (Chapter 11). Then
we outline the theory of differentiation and integration of functions
(Chapters 12 and 13), as well as issues of convergence of improper
integrals in the multidimensional case (Chapter 14). Next, we study
properties of curvilinear integrals (Chapter 15) and surface integrals
(Chapter 16).

As in the first volume, all mathematical statements are equipped
with short and simple proofs and are illustrated by many examples.
At the end of each chapter there is a set of tasks designed to enable
better absorption of the material.

This manual is based on lectures given by the authors to students
of the National University of Uzbekistan named after Mirzo Ulugbek
and the Tashkent branch of Moscow State University named after
M. V. Lomonosov. It is designed for students of universities in areas
of "Mathematics", "Applied Mathematics and Computer Science",
"Information technology"and "Mechanics"as well as for advanced
students of engineering with indepth study of higher mathematics.
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So‘z boshi

Ushbu kitob mualliflarning Matematik Tahlil deb nomlangan
2 qismlik (1-gism 2012 yil va 2-qism 2017 yil chop etilgan) o‘quv
go‘llanmalarini qayta ishlash natijasida yozilgan 3 ta kitobdan ikkin-
chisidir. Ushbu gismda ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalarning xossalari,
ularni differensiallash va integrallash nazariyalari, karrali xosmas
integrallar, egri chizigli va sirt integrallari o’rganiladi.

Shuni alohida qayd etish zarurki, o‘zgaruvchilarning biri bo‘yi-
cha hosila uchun bu so‘zning original kelib chiqishi lotincha "partialis-
gismiy" ekanini hisobga olgan holda, "qismiy hosila" degan atamani
ishlatish magsadga muvofiq bo‘lar edi. Lekin bu hosila uchun o‘zbhek
tilidagi adabiyotlarda an’ana ho‘yicha "xususiy hosila" atamasi qab-
ul gilingani uchun, biz ham shu atamani ishlatdik.

Xuddi birinchi kitobdagidek, ayrim paragraflar, bandlar hamda
alohida tasdiglarning tartib raqamlariga yulduzcha qo‘yilgan. Bun-
ing ma’nosi shundan iboratki, bu paragraf va bandlar, asosiy matn-
dan unchalik giyin bo‘lmasada, matematik tahlil bo‘yicha odatdagi
dasturlarga kirmagan, lekin matematik tahlilni hamda uning tad-
biglarini kelgusidagi o‘rganishlarda foydali bo‘lgan materiallarga
egadirlar.

Darslikda qulaylik uchun isbotlar yakuni qora kvadrat B orqali
belgilangan.

Kitob Mirzo Ulug‘bek nomli O‘zbekiston Milliy universiteti va
Lomonosov nomli Moskva davlat universitetining Toshkentdagi
filiali talabalariga mualliflar tomonidan o‘qgilgan ma’ruzalar asosida
yozilgan.

Ushbu "Matematik analiz" deb nomlangan 3 ta kitob birga-
likda universitetlarning "Matematika", "Amaliy matematika va
informatika", "Mexanika", "Informatika va axborot texnologiya-
lari" va "Axborat tizimlarini matematik va dasturiy ta’'minoti"
yo‘nalishlari bo‘yicha hamda oliy matematika chuqur o‘rganiladigan
texnika oliy o‘quv yurtlarida ta’lim oluvchi talabalar uchun mo‘ljal-
langan bho‘lib, u differensial va integral hisobi kursini to‘la qamrab
oladi.



11-bob. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar

11.1-§. R* Evklid fazosi

1. R” Evklid fazosi. Ushbu paragrafda biz n ni birdan katta
tayinlangan natural son deb, x orqali quyidagi

x = (X1,22,...,Tn) (11.1.1)

tartiblangan n ta son jamlamasini belgilaymiz. Barcha bunday jamla-
malar to‘plami R™ fazoni tashkil giladi. (11.1.1) jamlamalarning
o‘zini esa, R” fazoning nuqtalari yoki elementlari deb ataymiz. Har
qanday (11.1.1) ko‘rinishdagi x € R™ element uchun z; haqiqiy son-
lar bu elementning komponentalari yoki uning koordinatalari deyi-
ladi.

R™ fazoda har qanday ikki x = (x1,29,...,2,) va y =
(Y1, Y2, ---, Yn) elementning yig‘indisi tabiiy ravishda mos koordinata-
larning yig‘indisi sifatida aniqlanadi:

x+y = (21 +y1, 22+ Y2, ooy Tn + Yn)- (11.1.2)

Xuddi shu singari istalgan x elementning A haqiqiy songa ko‘paytma-
si bu sonni har bir koordinataga ko‘paytirish orqali kiritiladi:

Ax = ()\%1,)\%2,...,)\%“). (11.1.3)

Kiritilgan amallar R"™ ni wektor fazoga (chizigli fazo deb ham
ataladi) aylantiradi. Vektor fazo elementlari vektorlar deb ham ata-
ladi. R™ fazosida nol element sifatida
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vektor olinadi. Agarda vektor fazosida skalyar ko‘paytma aniqlan-
gan bo‘lsa, bunday fazo FEvklid fazosi deyiladi. Biz istalgan ikki x €
R" va y € R™ element uchun skalyar ko ‘paytmani

(x,y) = X'y = Xy = 2iy1 +@2y2 + .. + 2y, (11.1.4)

tenglik bilan aniglaymiz.

Bunday aniqlangan skalyar ko‘paytma, ravshanki, quyidagi to‘rt-
ta xossaga ega:

(1) (X7Y) - (Y7X)7

i) xty.2) = (x2)+(y.2),

(111) ()‘X7Y) - )‘(X7Y)7

(iv) (x,x) >0 va, agar (x,x) = 0 bo‘lsa, x = 0 bo‘ladi.

Berilgan x € R™ element uzunligi |x| simvoli orqali belgilanib,
u kvadrati (x,x) skalyar ko‘paytmaga teng manfiy bo‘lmagan son
sifatida aniqlanadi, ya'ni:

x| = V(x,x) = \/:E%+:E%+...+m%. (11.1.5)

Bunda, ravshanki, istalgan j nomer uchun x vektorning z; kom-
ponentasi shu vektor uzunligi bilan baholanadi:

5] < [x].

Bundan tashqari, vektor uzunligi o‘zining eng katta komponenta-
sining absolyut giymati bilan yuqoridan baholanadi. Hagigatan,

x|? = 27+ 25+ ... +22 < n- max |z,]?
1<j<n
va shuning uchun,

< . il
x| _v%]gﬁzmﬂ

Bevosita yuqoridagi (11.1.5) ta'rif va skalyar ko‘paytmaning xos-
salariga ko‘ra

x+yl? = x*+2xy)+ Iy (11.1.6)
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Agar
(xy) =0

bo‘lsa, x va y elementlar ortogonal (yoki perpendikulyar) deyiladi.
Xususan, nol istalgan elementga ortogonaldir. Bundan tashqari,
agar x va y elementlar ortogonal bo‘lsa, u holda (11.1.6) ayniyatga
ko‘ra
x+y[? = xI*+ Iy

Bu tenglik bizga ma’lum bo‘lgan Pifagor teoremasining vektor ko‘ri-
nishidir.

11.1.1 - jumla. Iztiyoriy ikki x € R™ vay € R™ element uchun,
Koshi tengsizligi deb ataluvchi,

[y < [x] -y (11.1.7)

tengsizlik o ‘rinli.

Isbot. Albatta, agar x yoki y elementlardan aqalli bittasi nolga
teng bo‘lsa, (11.1.7) tengsizlik tenglikka aylanadi va uning bajaril-
ishi o‘z-o‘zidan ko‘rinib turibdi.

Shuning uchun x # 0 va y # 0 deymiz. U holda, skalyar
ko‘paytma xossalaridan va (11.1.6) ayniyatdan foydalanib,

2 (xy)

X |y
— 1+ 2
x| - [yl

x|yl

+1 >0

tengsizlikni olamiz. Bundan esa, quyidagi

x,y)
x|yl —

munosabat kelib chiqadi. Demak,

— Il Iyl

<1

Ravshanki, bu tengsizlik (11.1.7) ning aynan o‘zidir.l
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11.1.2 - jumla. Iztiyoriy ikki x € R" vay € R"™ element uchun,
uchburchak tengsizligi deb ataluvchi,

Ix+yl < |x| + |yl (11.1.8)

tengsizlik o‘rinli.
Isbot. (11.1.6) ayniyat va (11.1.7) Koshi tengsizligiga ko‘ra,

x+y]* = x*+2x,y) +]y]* <

2
< xPr2x -yl P = (xlElyD®

Bu tengsizlikning har ikki tomonidan kvadrat ildiz olsak, talab
qilingan (11.1.8) tengsizlikka kelamiz.H

Yuqoridagi (11.1.8) munosabatning uchburchak tengsizligi deb
atalishiga asos quyidagidan iborat. Ikki x € R”® va y € R™ nugtalar
orasidagi masofa deb |x —y| manfiy bo‘lmagan songa aytamiz. Agar
x,y va z nuqtalar tomonlari (x — z), (x —y) va (y — z) bo‘lgan
uchburchakning uchlari bo‘lsa, u holda (11.1.8) dan

x—z] < [x—y| + |y —z (11.1.9)

tengsizlik kelib chigadi. Bu tengsizlik esa, uchburchakning istalgan
tomoni uzunligi uning qolgan ikki tomoni uzunliklari yig‘indisidan
katta emasligini anglatadi.

2. R” fazosida istalgan {xp} nuqtalar ketma-ketligini qaray-
lik. Yuqorida kiritilgan ikki nuqta orasidagi masofa tushunchasi bu
ketma-ketlik uchun limit tushunchasini kiritish imkonini beradi.

Ta’rif. Biror a € R” nugta va xp € R™ vektorlar ketma-ketligi
berilgan bo‘lsin. Agar ixtiyoriy £ > 0 uchun shunday N = N(g)
nomer topilsaki, k > N bo‘lganda

xp—a| < e (11.1.10)

tengsizlik bajarilsa, u holda a nuqta {x} ketma-ketlikning limiti
deyiladsi.
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Bunda {x;} ketma-ketlik a nuqtaga yaqinlashadi deyiladi va

lim x, = a
k—oo
yoki
k—oo da x,—a

kabi yoziladi.
11.1.1 - teorema. Berilgan

X = (LElk,wgk,...,LEnk), ]{]:1,2,3,... (11.1.11)
elementlar ketma-ketligining
a = (a1,a2,...,0n)

elementga yaginlashishi uchun istalgan 7 = 1,2,...,n nomerlarda
{2 )32, sonli ketma-ketliklarning a; elementlarga yaginlashishi,
ya’'ni
klggo LTjp = 4y, j = 1,2, N IN
tengliklarning bajorilishi zarur va yetarlidir.
Isbot yuqorida qayd etilgan

2 —a;] < |xp—al < Vi max |vy —ajl (11.1.12)
1<j<n
go‘shaloq tengsizlikdan bevosita kelib chiqadi.

Keltirilgan teorema sonli ketma-ketliklar nazariyasidagi barcha
asosiy natijalarni R” elementlaridan tuzilgan ketma-ketliklarga o‘tka-
zish imkonini beradi. Bunda ta’riflar, tasdiglar va ularning isboti
sonli ketma-ketliklar holidan deyarli farq qilmaydi.

Ta’rif. Agar x; € R” elementlar ketma-ketligi uchun har ganday
g > 0 olinganda ham shunday N = N(g) nomer topilsaki, k > N
va m > N bo‘lganda

|xp —Xm| < € (11.1.13)
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tengsizlik bajarilsa, u holda {xy} ketma-ketlik Koshi ketma-ketligi
deyiladi. Koshi ketma-ketligi fundamental ketma-ketlik deb ham
ataladi. Ravshanki,

|2k — Zjm| < |xk —xm| < Vn max |xjp —xpm|  (11.1.14)
1<j<n

qo‘sh tengsizlikdan (11.1.11) ko‘rinishdagi x;, elementlar ketma-ketli-
gi fundamental bo‘lishi uchun istalgan j = 1,2, ...,n larda {z;x}7°
ketma-ketliklarning fundamental bo‘lishi zarur va yetarli ekanligi
kelib chigadi.

11.1.2 - teorema (Koshi kriteriysi). R" fazo elementlari-
dan tuzilgan ketma-ketlikning yaqinlashishi wchun uning fundamen-
tal bolishi zarur va yetarlh.

Isbot 11.1.1 - teorema va sonli ketma-ketliklar uchun Koshi kri-
teriysidan (2.5.1 - teorema) kelib chiqadi. Haqiqatan, R™ fazosining
x; elementlaridan tuzilgan ketma-ketlikning yaginlashishi uchun,
11.1.1 - teoremaga ko‘ra, bu elementlar komponentlaridan iborat
{x;1}72 sonli ketma-ketliklarning yaqinlashishi zarur va yetarli.
Buning uchun esa, 2.5.1 - teoremaga ko‘ra, bu komponentalardan
iborat sonli ketma-ketliklarning fundamental bo‘lishi zarur va yetar-
li, bundan chiqdi, {xx} ketma-ketlikning fundamental bo‘lishi zarur
va yetarlidir.

Agar {x;} ketma-ketlik uchun shunday M > 0 soni topilib,
barcha k nomerlarda
xi| < M (11.1.15)

tengsizlik bajarilsa, u holda bu ketma-ketlik chegaralangan deyiladi.

Har ganday yaginlashuvchi ketma-ketlikning chegaralangan eka-
nini ko‘rsatish qiyin emas. Albatta, teskari tasdiq o‘rinli emas, lekin,
xuddi sonli ketma-ketliklar holidagi singari, har qanday chegaralan-
gan ketma-ketlik yaginlashuvchi qismiy ketma-ketlikka ega. Bunda
R"™ elementlarining gismiy ketma-ketligi xuddi sonli gismiy ketma-
ketliklar singari aniglanadi.

11.1.3 - teorema (Bolsano-Veyershtrass). R” fazosining
har ganday chegaralangan ketma-ketligidan yaqinlashuvchi qismiy
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ketma-ketlik ajratish mumbkin.

Isbot. Aytaylik, {x} chegaralangan ketma-ketlik bo‘lsin. Rav-
shanki, har bir j = 1,2, ..., uchun {x;;}7>, komponentalar ketma-
ketligi ham chegaralangan bo‘ladi. Xususan, birinchi komponentalar-
dan tuzilgan {x;} sonli ketma-ketlik chegaralangan, va shuning
uchun, klassik Bolsano-Veyershtrass teoremasiga ko‘ra, biror a; soni-
ga yaqinlashuvchi {21, } ketma-ketlik mavjud.

Endi ikkinchi komponentalarning chegaralangan qismiy {x2p, }
ketma-ketligini qaraymiz. Bu ketma-ketlikdan, xuddi yuqoridagi sin-
gari, biror az soniga yaqinlashuvchi qismiy {24, } ketma-ketlikni
ajratishimiz mumkin. Bu jarayonni davom ettirib, biz oxirgi n -
komponentalarning biror a, soniga yaqinlashuvchi {zpm,} qismiy
ketma-ketligini olamiz. Shubhasiz, mj nomerli barcha gismiy ketma-
ketliklar yaginlashuvchi bo‘lib,

k—oo da xjm, — a;, j=12,..,n
11.1.1 - teoremaga asosan, bundan
Xm, — a = (ai,0az,...,0p)

ekani, ya'ni {x,,, } qismiy ketma-ketlikning yaqinlashuvchi ekani ke-
lib chigadi.l

Shuni aytish kerakki, Koshi kriteriyasi ham, Bolsano-Veyershtrass
teoremasi ham hagqiqiy sonlar to‘plamining to‘lalik xossasiga asoslana-
di.

3. Ochiq va yopiq to‘plamlar. Ushbu bandda biz £ orqali
R™ fazosining biror to‘plamini belgilaymiz.

Faraz qilaylik, R Evklid fazosining ixtiyoriy a nuqtasi va istal-
gan musbat r» > 0 son berilgan bo‘lsin. Radiusi r va markazi a
nuqtada bo‘lgan (n o‘lchovli) ochiq shar deb

B(a,r) = {x eR" : |x—a|<r} (11.1.16)

to‘plamga aytamiz.
Radiusi » va markazi a nuqtada bo‘lgan (n o‘lchovli) yopiq shar
deb
B(a,r) = {x eR" : |x—a|<r} (11.1.17)
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to‘plamga aytamiz.

Agar £ > 0 bo‘lsa, berilgan a € R" nuqgtaning e-atrofi deb
markazi a nugtada va radiusi £ bo‘lgan ochiq sharga aytamiz.

Ta’rif. Agar a € £/ C R™ nugta o‘zining biror e-atrofi bilan birga
E to‘plamga tegishli bo‘lsa, bu nuqta E to‘plamning ichki nuqgtast
deyiladsi.

Ochiq B(a,r) sharning barcha nuqtalari ichki nugta bo‘lishini
ko‘rsatish giyin emas. Haqiqatan, faraz qilaylik, b € B(a,r), ya'ni
|b — a| < r bo‘lsin. Musbat ¢ sonini

0 < e <r—|b—al

shartni gqanoatlantiradigan qilib tanlab olaylik.
U holda radiusi £ va markazi b nuqtada bo‘lgan B(b,z) shar
B(a,r) sharning ichida yotadi. Chunki, agar x € B(b, 2) bo‘lsa,

x—a|<|x—b|+b—al<es+t+|b—a]<r

bo‘ladi, ya'mi x € B(a,r).

Ta’rif. Agar E C R™ to‘plam berilgan bo‘lib, markazi a € R™
nuqtada bo‘lgan har qanday shar bu to‘plamga ham tegishli bo‘lgan,
ham tegishli bo‘lmagan nuqgtolarnt o‘z ichiga olsa, u holda a nugta
E to‘plamning chegaraviy nuqtasi deyiladi.

Masalan,

S(a,r) = {xeR": |x—a|=r} (11.1.18)

tenglik bilan aniqlangan, radiusi r va markazi a bo‘lgan S(a, r) sfera
B(a,r) sharning barcha chegaraviy nuqtalari to‘plami bo‘ladi. Ba-
yonimizni murakkablashtirmaslik magsadida, biz bu tasdiqni sfera
markazi koordinatalar boshi bilan ustma-ust tushgan holda, ya’ni
a = 0 bo‘lgan holda ishotlaymiz.

Aytaylik, b € S(0,r), ya'ni |b| = r bo‘lsin. Ravshanki, 0 < § < 1
intervaldan olingan istalgan 4 uchun

x5 = (1—0)b
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nuqta B(0,r) sharga tegishli bo‘lib,
ys = (1+9)b
nuqta esa, bu shardan tashqarida yotadi. Shu bilan birga,
xs—b| — [ys—b| — ro.

Demak, istalgan £ > 0 uchun § ni ré < £ shartdan tanlab olsak,
har ikki x5 va ys nugta b ning e-atrofida yotadi. Bundan chiqdi, b
nuqta B(0,r) shar uchun chegaraviy nuqgta bo‘lar ekan.

Berilgan £ to‘plamning barcha chegaraviy nuqtalari to‘plami
OF orqali belgilanadi va £ ning chegarasi deb ataladi. Demalk,
OB(a,r) = S(a,r).

Shubhasiz, istalgan &£ C R™ to‘plamning har bir nugtasi uning
ichki yoki chegaraviy nuqtasi bo‘ladi.

E’tibor bering, F to‘plamning chegaraviy nuqtalari £ ga te-
gishli bo‘lishi ham, va aksincha, tegishli bo‘lmasligi ham mumkin.
Masalan, agar F ochiq shar bo‘lsa, ya'ni £ = B(a, r) bo‘lsa, u holda
S(a,r) sferaning barcha nuqtalari F to‘plamning chegaraviy nuqta-
lari bo‘lib, ular F to‘plamga tegishli bo‘lmaydi. Ammo, agar F yopiq
shar bo‘lsa, ya'ni £ = B(a,r) bo‘lsa, bunda ham S(a,r) sferaning
barcha nugtalari ¥ to‘plamning chegaraviy nuqtalari bo‘ladi, lekin
endi ularning barchasi F ga tegishli bo‘ladi.

Ta’rif. Agar berilgan to‘plamga uning birorta ham chegaraviy
nuqtast tegishli bo‘lmasa, bunday to‘plam ochiq to‘plam deyilads.

Ta’rif. Agar berilgan to‘plamga uning barcha chegaraviy nuqta-
lari tegishli bo‘lsa, bunday to‘plam yopiq to‘plam deyiladi.

Masalan, har qanday to‘plam chegarasi yopiq to‘plam bo‘lishini
ko‘rsatish giyin emas.

Agar to‘plam umuman chegaraviy nuqtaga ega bo‘lmasa, bun-
day to‘plam bir vaqtning o‘zida ham ochiq va ham yopiq bo‘ladi.
R™ fazosida bunday to‘plamlar faqat ikkita: R™ fazosining o‘zi va @
simvol bilan belgilanuvchi bo‘sh to‘plam, ya’ni birorta ham element-
ga ega bo‘lmagan to‘plam.

Yuqoridagi bayonimizga ko‘ra, har qanday ochiq shar ochiq to‘p-
lam bo‘ladi va har qanday yopiq shar yopiq to‘plam bo‘ladi.
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Albatta, na ochiq va na yopiq bo‘lgan to‘plamlar ham mavjud.
Bu shunday to‘plamlarki, ular chegarasining bir gismini o‘z ichiga
olib, qolgan gismini o‘z ichiga olmaydi. Bunday to‘plamga misol
sifatida

E = {xeR": r<|x| <R}

to‘plamni olishimiz mumkin.

Berilgan E C R” to‘plamning to ‘ldiruvchisi deb R” fazoning F
to‘plamga tegishli bo‘lmagan barcha nuqtalari to‘plamiga aytiladi.
F to‘plamning to‘ldiruvchisi

CE = R"\ E (11.1.19)

simvol orqali belgilanadi.

Bevosita chegaraviy nuqtaning ta’rifidan, berilgan to‘plamning
har bir chegaraviy nuqtasi to‘ldiruvchisining ham chegaraviy nuqtasi
ekani kelib chigadi. Shunday ekan, agar E to‘plam ochiq bo‘lsa,
uning barcha chegaraviy nuqtalari £/ dan tashqarida yotadi, ya’ni
C'F ga tegishli bo‘ladi va demak, C'E yopiq to‘plam bo‘ladi. Xuddi
shu singari, agar I yopiq bo‘lsa, u o‘zining barcha chegaraviy nuqta-
larini o'z ichiga oladi, ya’ni birorta ham chegaraviy nuqta C'E ga
tegishli bo‘lmaydi, bu esa, o'z navbhatida, C'FE ning ochiq ekanini
anglatadi.

Shunday qilib, agar to‘plamning to‘ldiruvchisi yopiq bo‘lsa, to‘p-
lamning o‘zi ochiq bo‘ladi va aksincha, to‘ldiruvchisi ochiq bo‘lsa,
to‘plam yopiq bo‘ladi.

Ochiq to‘plamga, avvalgisiga teng kuchli ravishda, quyidagicha
ham ta’rif berish mumkin: agar to‘plamning barcha nuqtalari ich-
ki nuqta bo‘lsa, bunday to‘plamga ochiq to‘plam deyiladi. Yopiq
to‘plamni esa, ochiq to‘plamning to‘ldiruvchisi sifatida aniglashimiz
mumkin.

FE to‘plamni oz ichiga oluvchi eng kichik yopiq to‘plamga K
to‘plamning yopilmasi deyiladi. Yopilma, odatda, I simvol orqali
belgilanadi. Aynan shu sababli biz ochiq va yopiq sharlar uchun
yuqoridagi belgilashlarni kiritgan edik.

To‘plam yopilmasini limit nugta tushunchasi yordamida konstruk-
tiv ravishda tavsiflash mumkin.
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Ta’rvif. Faraz qilaylik, a € R™ nugta va £ C R™ to‘plam berilgan
bo‘lsin. Agar shunday xp € E elementlar ketma-ketligi topilsaki,
barcha k larda x;, # a bo‘lib, xi — a bo‘lsa, v holda a nugta
to‘plamning limit nugtasi deyiladi.

To‘plam fagat va fagat barcha limit nuqgtalarini o‘z ichiga ol-
ganda yopiq bo‘lishini ko‘rsatish qiyin emas. Agar F to‘plamning
barcha limit nuqtalari to‘plamini E’ bilan belgilasak, u holda F
to‘plamning yopiqligi quyidagi

E' c FE

munosabat bajarilishini anglatadi.
Har qanday £ C R™ to‘plam yopilmasini olish uchun unga limit
nuqtalarini kiritish kifoya, ya'ni:

F = FEUE"

Yuqorida hiz a € R™ nuqtaning s-atrofi tushunchasini kiritgan
edik. Ko‘pincha nuqgta atrofining markazi shu nugtada bo‘lgan shar
ko‘rinishida bo‘lishi ahamiyatga ega emas. Shuning uchun, odatda,
navbatdagi ta'rifdan foydalaniladi:

Ta’rif. Berilgan a € R™ nugtaning atrofi deb shu nugtani o‘z
tchiga oluwchi istalgan ochiq to‘plamga aytiladi.

Berilgan a nuqtaning bunday atrofiga misol sifatida, har hir qir-
rasining uzunligi 24 ga teng,

Q ={reR":aq;—0<2;<a;+6, j=1,2,..,n}
ochiq kubni, yoki istalgan musbat 3; va 7; haqiqiy sonlar uchun
P = {meR”:aj—ﬁj<wj<aj+vj, j=1,2,..,n}

ko‘rinishdagi ochiq parallelepipedni olishimiz mumkin.

4. Bog‘langan to‘plamlar. R" fazosida uzluksiz egri chiziq
tushunchagini kiritamiz.

Ta’rif. R” fazosida uzluksiz egri chiziq deb, barcha komponen-
talari sonlar o‘qining biror |, 5] C R kesmasida bir o‘zgaruvchili
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uzluksiz funksiyadan iborat bo‘lgan, ® : |, 5] — R™ akslantirishning
qiymatlart to‘plamiga aytamiz.

Boshgacha aytganda, I. C R™ to‘plamning uzluksiz egri chiziq
bo‘lishi uchun shunday [c, 8] C R kesma va & : [«, 5] — R™ akslan-
tirish topilishi kerak ekanki, bunda quyidagi 3 ta shart bajarilsin:

(1) D(t) = (91(8), 22(L), s u(1)) bo'lib, 9;(t) funksiyalar o, J
kesmada uzluksiz bo‘lsin;

(i) istalgan ¢ € [a, 8] uchun ®(f) nuqta L to‘plamga tegishli
bo‘lsin;

(iii) istalgan x € L nuqgta uchun shunday t € [, 3] topilsinki,
d(t) = x tenglik bajarilsin.

Misol uchun,

Oty = (¢, 2, .., 1Y), 0<t<1,

akslantirish R™ da uzluksiz egri chizigni aniqlaydi.
Ta’rvif. Faraz qilaylik, ® : [a, f] — R™ akslantirish hamda a €
R™ va b € R™ nugtalar berilgan bo‘lsin. Agar

(o) = a, P(5) = b

tengliklar bajarilsa, ® akslantirish bilan aniqlangan wzluksiz egri chi-
ziq a va b nugtalarni tutashtiradi deymiz.

Ravshanki, yuqoridagi misolda keltirilgan uzluksiz egri chiziq
(0,0,...,0) va (1,1, ..., 1) nugtalarni tutashtiradi.

11.1.1 - misol. Faraz qilaylik, R™ dan olingan biror a va b
nuqtalar berilgan bo‘lsin. U holda

O(t) = (1—t)a + th, 0<t<1,

akslantirish R™ da kesma deb ataluvchi va [a, b] simvol bilan belgila-
nuvchi uzluksiz egri chizigni aniglaydi.

Ta’rif. Agar E C R™ to‘plamning istalgan ikki nuqtasini barcha
nuqtalari shu to‘plamda yotuvchi kesma bilon tutashiirish mumkin
bo‘lsa, u holda E gqavariq to‘plam deyiladi.

Qavariq to‘plamga eng sodda misol sifatida istalgan sharni oli-
shimiz mumkin. Hagigatan, masalan markazi koordinatalar boshida
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va radiusi r ga teng bo‘lgan B(0, r) sharni olaylik. Agar a va b bu
sharning ixtiyoriy ikki nugtasi bo‘lsa,

la] < r, |b] < r

bo‘ladi. Bundan chiqdi, 0 < ¢ < 1 kesmadan olingan istalgan ¢
uchun

(1—ta+th] <(1—t)a] + tb] < (1—t)r+tr=r

tengsizlik o‘rinli. Demak, [a, b] kesmaning barcha nuqtalari B(0, r)
sharda yotadi.

Ta’rif. Agar E C R™ to‘plamning istalgan ikki nuqtasini barcha
nuqtalari shu to‘plamda yotuvchi uzluksiz egri chiziq bilan tutashti-
rish mumkin bo‘lsa, u holda E bog‘langan (bog‘lamli) to‘plam
deyiladsi.

Ravshanki, har qanday qavariq to‘plam bog‘langan ho‘ladi. Xusu
san, har qanday shar bog‘langan to‘plamdir.

11.1.2 - misol. Agar a = (r,0,0, ..., 0) desak, ikki o‘zaro kesish-
maydigan sharlardan tashkil topgan

E = B(—a,r)U B(a,r)

to‘plam bog‘langan emas.

Hagiqatan, ixtiyoriy x € B(—a, r) nuqtaning birinchi koordinata-
si manfiy, ya'ni x1 < 0; ixtiyoriy y € B(a,r) nuqtaning esa birinchi
koordinatasi musbat, ya'ni y; > 0. Endi faraz qgilaylik, L bunday
ikki nuqtani tutashtiruvchi ixtiyoriy uzluksiz egri chiziq bo‘lsin. U
holda bu egri chiziq, barcha ¢;(t) komponentalari |, 5] kesmada
uzluksiz bo‘lgan biror ®(t) = (@1(t), pa(t), ..., pn(t)) akslantirish
bilan aniqlanib, bunda

p1(a) =21 <0, w1(f) =y1>0

munosabatlar bajariladi.
Bundan chiqdi, ¢ funksiyaning uzluksizligiga ko‘ra, shunday
&, a < & < p, nugta topiladiki, bu nuqtada ¢1(§) = 0 bo‘ladi.
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Shunday ekan, £ to‘plam barcha elementlarining birinchi koordi-
natalari noldan farqli bo‘lgani sababli, ®(£) nuqta £ to‘plamga te-
gishli emas. Bu degan so‘z, L egri chiziq barcha nugtalari bilan F
to‘plamda yotmaydi. Demak, ¥ bog‘langan to‘plam emas.

Ta’rif. Ochiq bog‘langan to‘plam soha deyiladsi.

Masalan, har ganday ochiq shar soha bo‘ladi. Yana boshqa misol
sifatida, barcha komponentalari a; < b; shartni qanoatlantiruvchi
istalgan ikki a € R™ va b € R” nuqtalar bilan aniqlangan,

P = {:EER”:aj<acj<bj, j:1,2,...,n}

ochiq parallelepipedni olishimiz mumkin.

Shuni aytish kerakki, soha uchun bog‘langanlik ta’rifini biroz
soddalashtirish mumkin. Chunonchi, har ganday ikki nugtani uzluk-
siz egri chiziq bilan emas, balki kesmalardan iborat maxsus egri
chiziq bilan tutashtirish mumkinligini talab qilish yetarli. Bu tasdig-
ning isboti kompakt to‘plamlar xossalariga asoslangan bo‘lib, biz uni
6* bandda keltiramiz.

Ta’rif. Agar @ : [, ] = R"™ akslantirish bilan aniglangan uzluk-
stz egri chiziq uchun shunday

P={a=1ty<t; <..<tlpm=p} (11.1.20)

bo‘linish topilsaki, bunda har bir qismiy [tx—1,tx] kesmada ®(t) aks-
lantirishning har bir komponentasi chiziqli funksiya bo‘lsa, u holda
bunday egri chiziq siniq chiziq deyilads.

Albatta, har ganday kesma siniq chizigdir va har qanday siniq
chiziq chekli sondagi kesmalarning birlashmasidir. Siniq chizigni aniqg-
lovchi akslantirish uzluksiz bo‘lakli-chiziqli akslantirish deb ataladi.

Har qanday uzluksiz egri chizigni siniq chiziglar bilan yaqinlashti-
rish mumkin. Bu tasdigni isbotlashda biz navbatdagi sodda lemma-
dan foydalanamiz. Bu lemma har qanday chegaralangan funksiyani,
shu funksiya bilan kesmaning chekkalarida ustma-ust tushuvchi chi-
zigli funksiya bilan yaqginlashtirish usulini beradi.
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Berilgan f funksiyaning A = [a, b] kesmadagi tebranishi

w(f,A) = sup |f(t) — [(s)| (11.1.21)

a<t<s<b

kattalik bilan aniglanganini eslatib o‘tamiz.
11.1.1 - lemma. Berilgan [ funksiya |a, b] kesmada chegaralan-
gan bo‘lsin. Agar

g(t) = bb:if(a) + E:Zf(b) (11.1.22)
deb belgilasak,
1f(8) — 9] < w(f, ) (11.1.23)

baho bajariladi.
Isbot. Talab gilingan baho

£~ g(t) = 3 (1)~ f@)] +

ayniyat va (11.1.21) ta’rifdan bevosita kelib chigadi:

b—t t—a

50 = 9] < 3 1) = @]+ 2 |10~ FO)] <
< LA () = w(fa).

11.1.1 - tasdiq. Faraz qilaylik, L uzluksiz egri chiziq ® : o, 5] —
R™ akslantirish bilan berilgan bo‘lsin. U holda, istalgan € > 0 uchun
shunday K siniq chizig topiladiki, bunda K ni aniglovchi uzluksiz
bo‘lakli-chiziqli W : [a, ] — R™ akslantirish

tengliklarni va
|O(t) — ¥(t)| < €

tengsizlikni qanoatlantirads.
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Isbot. Berilgan |«, 5] kesmani m ta teng bo‘lakka bo‘lamiz va
bunda hosil bo‘lgan bo‘linishni

P ={a=ty<t; <..<tm=p}

orqali belgilaymiz. K siniq chizigni aniqlovchi ¥ akslantirish sifatida
har bir [tx_1, tx] kesmada chizigli bo‘lib, bo‘linish nuqtalarida beril-
gan ¢ akslantirish bilan ustma-ust tushuvchi, ya’ni

U(ty) = B(ty), k=0,1,..,m,

tengliklarni ganoatlantiruvchi uzluksiz akslantirishni olamiz.

Tekis uzluksizlik haqgidagi teoremaga ko‘ra, m nomerni shunday
katta qilib olish mumkinki, bunda & akslantirishni har bir ¢;(1)
komponentasining Ay = [tx_1, tx] qismiy kesmadagi tebranishi /y/n
dan kichik bo‘ladi. Shunday ekan, 11.1.1 - lemmaga asosan, W akslan-
tirishning 1;(¢) komponentalari uchun har bir Ay qismiy kesmada

[0i(t) — ()] < wlepy, Ar) < %
baho bajariladi.
Demalk,
n n 3
W) — e = > O -e0R < ([ =~ = W
Jj=1 =1

Eslatma. R” fazosida ikki nuqta va ularni tutashtiruvchi uzluk-
siz egri chiziq berilgan bo‘lsin. Isbotlangan tasdigqga ko‘ra, beril-
gan chizigni o'z ichiga oluvchi yo‘lakchani ganchalik tor olmaylik,
bu yo‘lakchaga berilgan ikki nuqtani tutashtiruvchi siniq chizigni
joylashtirish mumkin.

5. Kompakt to‘plamlar. Zamonaviy matematik tahlilda mu-
him ahamiyatga ega bo‘lgan yana bir tushunchani kiritamiz.

Ta’rif. Agar E C R” to‘plamga tegishli har qanday x € E nug-
talar ketma-ketligidan E ga tegishli nugtaga yaginlashuvchi qismiy
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ketma-ketlik ajratish mumkin bo‘lsa, bu to‘plam kompakt to‘plam
deyiladsi.

Navbatdagi tasdiglar R™ dagi kompakt gismiy to‘plamlarning
to‘la tavsifini beradi.

Agar F C R” to‘plam berilgan bo‘lib, shunday M > 0 son
topilsaki, barcha x € E elementlar uchun

x| < M, z€B, (11.1.24)

tengsizlik bajarilsa, I to‘plam chegaralangan deyiladi.

11.1.3 - jumla. R” ning har bir kompakt qismiy to‘plami yopiq
va chegaralangandir.

Isbot. Faraz qilaylik, & to‘plam kompakt bo‘lsin. Biz uning
yopiq va chegaralangan ekanini ko‘rsatamiz.

Aytaylik, a nugta F to‘plamning ixtiyoriy chegaraviy nuqtasi
bo‘lsin. Chegaraviy nuqta ta'rifiga ko‘ra, istalgan £ > 0 olganda
ham shunday x € F nuqta topiladiki, shu uchun

x—a| <z (11.1.25)

bo‘ladi.

11 1
Biz ¢ ga ketma-ket 1, —, — —, .. qiymatlarni beramiz. Har

273 77k
1
bir £ = z uchun shunday x; € FE nuqta topiladiki, u (11.1.25)

tengsizlikka ko‘ra,
1

|Xk — a| < 2
shartni qanoatlantiradi.

Ma’lumki, x; — a va I ning kompaktligi tufayli a € F, ya’ni K
to‘plam o‘zining barcha chegaraviy nuqtalarini o‘z ichiga olar ekan.
Bundan chiqdi, £ - yopiq to‘plam.

Endi, agar I chegaralanmagan deb faraz qilsak, yuqoridagi che-
garalangan to‘plam ta’rifiga ko‘ra, shunday x; € F nugtalar ketma-
ketligi topiladiki, u uchun |xg| > k bo‘ladi. Albatta, bu ketma-
ketlikdan yaqinlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratib bo‘lmaydi. Bu
esa I/ to‘plamning kompaktligiga ziddir. Demak, F - chegaralangan
to‘plam.l
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11.1.4 - jumla. R™ fazosining har bir yopiq chegaralangan qis-
may to‘plami kompakidir.

Isbot. I to‘plamni yopiq va chegaralangan deb faraz qilib, uni
kompakt ekanini ko‘rsatamiz.

Buning uchun ixtiyoriy x; € F nuqtalar ketma-ketligini olamiz.
Tasdiq shartiga ko‘ra, bu ketma-ketlik chegaralangan. Demak, Bolsa-
no-Veyershtrass teoremasiga (11.1.3 - teorema) asosan, bu ketma-
ketlikdan hiror a elementga yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlik aj-
ratish mumkin. Endi a € I¥ ekanini ko‘rsatish yetarli.

Faraz qilaylik, a nuqta F to‘plamga tegishli bo‘lmasin. U hol-
da istalgan B(a,¢) sharda E to‘plamga tegishli bo‘lgan (masalan,
{xr} ketma-ketlikning yetarlicha katta k& nomerli elementlari) va
tegishli bo‘'lmagan (masalan, a nuqtaning o‘zi) nuqtalar topiladi.
Bundan chiqdi, a yopiq ¥ to‘plamning chegaraviy nuqtasi ekan. De-
mak, a € F. Hosil bo‘lgan gqarama-qarshilik tasdig‘imizning to‘g'ri
ekanini ko‘rsatadi.ll

Bevosita 11.1.3 - va 11.1.4 - tasdiglardan ushbu bandning quyida-
gi asosiy natijasi kelib chigadi.

11.1.4 - teorema. E C R"” {o‘plamning kompakt bo‘lisht uchun
uning yopiq va chegaralangan bo‘lishi zarur va yetarli.

R™ dagi kompakt to‘plamlarga quyidagi misollarni keltirish mum-
kin:

1) chekli sondagi nugtalar to‘plami - bu to‘plam chegaralangan
va yopiq, chunki u o‘zining barcha chegaraviy nuqgtalaridan iborat;

2) B(a,r) yopiq shar;

3) R” fazosining, koordinatalari

a; < b;, 7=12,..n,

shartlarni qanoatlantiruvchi, istalgan a va b elementlari yordamida
aniglangan

Pla,b] = {x€eR": a; <2; <b;, j=12,..,n}

yopiq parallelepiped.
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Yuqoridagidek tanlangan a va b lar orqali aniglanuvchi
Pla,b) = {xeR": a; <z; <b;, j=12,..,n}

ochiq parallelepiped kompakt emas, chunki u chegaralangan ho‘lsa-
da, yopiq emas.

R™ fazosining oxirgi koordinatalari manfiy bo‘lmagan nuqtalari-
dan tashkil topgan

RY = {#€R" : z, >0}

varim fazo kompakt emas, chunki u yopiq bo‘lsada, chegaralangan
emas.

Kompakt to‘plamlar kompaktlar deb ham ataladi.

6*. To‘plamlar orasidagi masofa. Ikki ¥ C R” va FF C R”
to‘plam orasidagi masofa deb manfiy bo‘lmagan

dis{, I} = inf inf |z —y|

songa aytamiz.

Albatta, agar F' va F to‘plamlar aqalli bitta umumiy nuqtaga
ega boflsa, u holda ular orasidagi masofa nolga teng. Shuningdek,
har ganday to‘plam va uning to‘ldiruvchisi orasidagi masofa ham
nolga teng, ya’'ni o‘zaro kesishmaydigan to‘plamlar orasidagi masofa
ham nol bo‘lishi mumkin. Ammo, agar ikki o‘zaro kesishmaydigan
to‘plamlardan biri yopiq va ikkinchisi kompakt bo‘lsa, u holda bu
ikki to‘plam orasidagi masofa mushat ekanini, ya'ni noldan qat’iy
katta ekanini ko‘rsatish qiyin emas.

Ikki to‘plam orasidagi masofaning navbatdagi xossasidan zamona-
viy matematik tahlilda ko‘p foydalaniladi.

11.1.2 - tasdiq. Agar K istalgan Q C R" sohasining kompakt
qismiy to‘plami bo‘lsa, u holda dis{K, 90} > 0 bo‘ladi.

Isbot. Sohaning ta'rifiga ko‘ra, € ochiq to‘plam. Demak, u €2
chegaraning bhirorta ham nuqtasini o‘z ichiga olmaydi. Bundan chig-
di, K C Q shartdan K NdQ = @ kelib chiqadi.
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Endi, faraz qilaylik, dis{ K, 9Q} = 0 bo‘lsin. U holda shunday
X, € K va yi € 90 ketma-ketliklar topiladiki, ular uchun

|Xk_Yk| — 07 I{]—>OO,

munosabat o‘rinli bo‘ladi.

K kompakt to‘plam bo‘lgani sababli, zarur bo‘lsa qismiy ketma-
ketlik olib va uni gayta nomerlab, x; ketma-ketlikni biror a € K
ga yaginlashadi deyishimiz mumkin. U holda, ravshanki, y, — a va
0€2 chegara yopiq bo‘lgani uchun a € 9€}. Bundan chiqdi, a nuqta
K kompakt va 9€) chegara uchun umumiy nuqta ekan. Hosil bo‘lgan
garama-qarshilik tasdigning to‘g‘ri ekanini ko‘rsatadi.ll

Isbotlangan tasdiq yordamida soha uchun bog‘langanlik ta’rifini
biroz soddalashtirish mumkin.

11.1.3 - tasdiq. Sohaning har qanday tkki nugtasini shu sohada
yotuwchi siniq chiziq orqali tutashtirish mumkin.

Isbot. Aytaylik, {2 sohaning istalgan ikki a va b nuqtasi berilgan
bo‘lsin. Ta’rifga ko‘ra, €} soha bog‘langan. Demak, bu ikki nugtani
tutashtiruvchi L uzluksiz egri chiziq mavjud. Uni aniglovchi akslan-
tirish @ : [0, 1] — R™ bo‘lsin, yani ®(|0, 1]) = L bo‘lsin. Ravshanki,
L yopiq va chegaralangan to‘plam, ya'ni kompakt. Demak, 11.1.2 -
tasdiqqa asosan,

dis{L,0Q} > 0.

11.1.1 - tasdigga ko‘ra esa, a va b nugtalarni tutashtiruvchi
shunday K siniq chiziq topiladiki, uni aniglovchi ¥ : [0,1] — K
akslantirish

|[W(t) — ®(t)| < dis{L,00}

bahoni ganoatlantiradi. Bu tengsizlikdan, shubhasiz, K C € kelib
chigadi.®

Shunday qilib, har qanday ikki nuqtasini siniq chiziq bhilan tutash-
tirish mumkin bo‘lgan ixtiyoriy ochiq to‘plamni soha deb atash
mumkin ekan.
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11.2-§. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi

1. Ushbu paragrafda biz /£ C R™ to‘plamni R ga akslantiruvchi
funksiyalarni o‘rganamiz. Ya’'ni, o‘rganiladigan f funksiyalar biror
E C R” to‘plamning har bir x elementiga f(x) haqiqiy sonni mos
go‘yvadi. Bunda F to‘plam f funksiyaning aniglanish sohasi deb ata-
ladi va ba’zan D( f) simvol orqali belgilanadi. Bunday funksiyalarni
biz f: IX — R ko‘rinishda ham belgilaymiz.

Ba’zan, f funksiyaning n ta o‘zgaruvchiga bog'‘liq ekanini ko‘rsa-
tish magsadida, funksiya qiymatini

f(X) - f(mlvm% 7mn)

ko‘rinishda ham yozamiz.
Xuddi bir o‘zgaruvchili funksiyalar holidagidek, bir xil aniqla-
nish sohasiga ega bo‘lgan har qanday ikki f va g funksiyaning f +g¢

yig‘indisi, f — g ayirmasi, f - g ko‘paytmasi va 5 nisbati tabiiy
ravishda quyidagicha kiritiladi:

(f+9)x) = [(x) +9(x), (f-9&) = [fx)-9&),

(F-0)60 = F69 -9, 60 = T (agar g0 # 0 bo'ka),
g 9(x)
bunda nisbat fagat maxraj noldan farqli bo‘lgan nugtalarda aniglan-
gan deb hisoblanadi.

Ikki f va g funksiya ustidagi arifmetik amallarni bu funksiyalar
turli aniqlanish sohasiga ega bo‘lganda ham, ya'ni D(f) # D(g)
bo‘lganda ham aniglash mumkin. Odatda, bu holda arifmetik amal-
lar ikki funksiyaning aniglanish sohalari kesishmasida, ya’ni D(f) N
D(g) da aniglangan deb hisoblanadi.

2. Bir o‘zgaruvchili funksiyalar holidagidek, ko‘p o‘zgaruvchili
funksiyalarni o‘rganishda ham ularning grafiklari muhim rol o‘ynay-
di.
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Eslatib o‘tamiz, bir o‘zgaruvchili f funksiya grafigi deb, koordina-
talari x5 = f(x1) ko‘rinishda bog‘langan, tartiblangan (a1, x2) juft-
liklar to‘plamiga aytgan edik.

Bundan chiqdi, n o‘zgaruvchili funksiya grafigini aniqlash uchun
(n + 1) - olchovli R*t! fazoni qarashimiz kerak. Bu fazoning
(r1,22, ..., Tn, Tny1) nuqtalarini biz (x, ,41) ko‘rinishda ham belgi-
laymiz, bunda x = (21,22, ..., Tn).

FE C R”? to'‘plamda aniqlangan f : ¥ — R funksiya grafigi deb

L(f) ={(x f(x)) eR™,  xe L}

ko‘rinishda aniqlangan I'(f) C R**! to‘plamga aytiladi.

Boshgacha aytganda, [ funksiya grafigi - bu koordinatalari
Tnt1 = f(x1,29,...,2,) munosabat bilan bog‘langan barcha
(21,22, ..., Tn,Tny1) € R?TY nuqtalar to‘plamidir.

Aynigsa ikki (21, 22) € E C R? o‘zgaruvchili funksiya grafigini
ko‘z oldimizga yaqqol keltirishimiz mumkin. Bunda grafik funksiya-
ning F aniglanish sohasi ustida joylashgan I' sirtdan iborat bo‘lib,
R? ga perpendikulyar istalgan to‘g‘ri chiziq bu sirtni ko‘pi bilan bir
nuqgtada kesishi mumkin.

3. Xuddi bir o‘zgaruvchili funksiyalar holidagidek, ko‘p o‘zgaruv-
chili funksiyalar uchun limit giymat va uzluksizlik tushunchalari
kiritiladi.

Bu tushunchalarni kiritishdan avval, berilgan a € R” nuqta
FE C R” to‘plam limit nugtasi bo‘lishining ta'rifini eslataylik: agar
F to‘plamning a ga yaqinlashuvchi va shu bilan birga, a dan farqli
X elementlari mavjuq bo‘lsa, a nuqta F to‘plamning limit nuqtasi
deyiladi.

Ta’rif (H.E.Heine). F C R” to‘plamda aniglangan f funksiya
va bu to‘plammning biror a limit nuqtasi berilgan bo‘lsin. Agar argu-
mentning a ga yaginlashuvchi va X, # a shartni qanoatlantiruvchi
iztiyoriy X, € E ketma-ketligi uchun f(xg) qiymatlar ketma-ketligi
biror ¢ soniga yaginlashsa, bu son [ funksiyaning a nugtadagi limit
qiymati deyiladi.

Agar ¢ soni f funksiyaning a nuqtadagi limit gqiymati bo‘lsa,

lim f(x) = ¢
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deb yoziladi.

Ta'rifdagi x; # a shartning mohiyati shundan iboratki, unga
ko‘ra funksiya, umuman aytganda, a nugtada aniglanmagan bo‘lishi
mumkin. Bordiyu f funksiya a nuqgtada aniqlangan bo‘lsa, bu shart-
ga asosan, f funksiyaning a nuqtadagi limit qiymati f(a) bilan
ustma-ust tushishi shart emas.

Funksiyaning a nuqtadagi limit giymati funksiyaning a nugtada-
gi limiti deb ham ataladi.

Navbatdagi tasdiq xuddi bir o‘zgaruvchili funksiya holidagidek
ishotlanadi.

11.2.1 - teorema. Agar

il—% f(x) = b, il_)rr; g(x) = ¢ (11.2.1)

bo‘lsa,
I (/19)(x) = bre, Jim (f=g)(x) =b—c, lim (J-g)(x) = bec
(11.2.2)

tengliklar bajariladi va ¢ # 0 bo‘lganda

7 B
iy () 00 -
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Bir o‘zgaruvchili funksiyaning limit giymatiga biz boshgacha
ham ta'’rif bergan edik. Chunonchi, agar @ nuqtaning yetarlicha
kichik atrofida f funksiya qiymatlari & dan juda kam farq qilsa,
biz b soniga [ funksiyaning a nuqtadagi Koshi ma’'nosidagi limit
giymati degan edik. Boshqacha aytganda, agar x nuqta a nuqta-
ning d-atrofida bo‘lib, & > 0 yetarlicha kichik bo‘lsa, f(x) qiymatlar
b sonidan ¢ dan kichik songa farq qilishi kerak, ya’ni b nuqtaning
c-atrofida yotishi kerak. Ravshanki, bu ta'rifni ko‘p o‘zgaruvchili
funksiyalar uchun ham keltirish mumkin.

Ta’rif (A.L.Cauchy). Berilgan f funksiya E C R™ to‘plamda
aniqlangan bo‘lib, a nugta E to‘plamning biror limit nugtasi bo‘lsin.
Agar har qanday £ > 0 olganda ham shunday 6 > 0 topilsaki,

oo

O<|x—al<d, x€F, (11.2.4)
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shartni bajaruvchi barcha x € E lar uchun
lf(x)—b < ¢ (11.2.5)

tengsizlik bajarilsa, b soniga [ funksiyaning a nugtadagt limit qiy-
mati deyiladi.

(11.2.4) tengsizlikning chap tomoni x # a ekanini, ya’'ni a nuqta-
ning §-atrofida yotuvchi va a nuqtaning o‘zidan farqli barcha x € K
nuqtalar uchun (11.2.5) tengsizlik bajarilishini anglatadi. Bundan
chigdi, xuddi Heine ta’rifidagidek, limit giymatni a nugtada aniglan-
magan funksiyalar uchun ham aniglash mumkin, bordiyu funksiya
bu nuqgtada aniqlangan bo‘lsa, f funksiyaning a nuqtadagi limit qiy-
mati f(a) bilan ustma-ust tushishi ham, tushmasligi ham mumkin.

Xuddi bir o‘zgaruvchili funksiyalar holidagidek, limit giymat-
ning yuqorida keltirilgan Koshi va Heine ta’riflari o‘zaro teng kuchli,
yva'ni navbatdagi teorema o‘rinli.

11.2.2 - teorema. Berilgan [ funksiya E C R" to‘plamda
aniqlangan bo‘lib, a nugta shu to‘plam limit nugtasi bolsin. U hol-
da, b son [ funksiyaning a nugtadagi Koshi ma’nosida limit qiymati
bo‘lishi uchun bu son [ funksiyaning a nugtadagi Heine ma’nosida
limit qiymati bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot xuddi 3.1.2 - teorema isboti singari olib boriladi.

3. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya uzluksizligi ham, funksiya limit
giymati tushunchasiga suyangan ravishda, bir o‘zgaruvchili funksiya
uzluksizligi kabi ta’riflanadi.

Ta’rif. Berilgan f funksiya £ C R™ to‘plamda aniglangan bo‘lib,
a € F nugta F to‘plamning limit nugtasi bolsin. Agar f funksiya-
ning a nuqgtadagi limit qiymati mavjud bo‘lib, u f(a) ga teng bo‘lsa,
ya’'ni

lim f(x) = f(a) (11.2.6)
X—a

bo‘lsa, [ funksiya a € F nugtada uwzluksiz deyiladi.

Limit giymatining Heine va Koshi ta'riflarini esga olsak, biz
funksiyaning nuqtadagi uzluksizligiga ikki o‘zaro teng kuchli ta’rif
berishimiz mumkin.

Uzluksizlikning Heine bo‘yicha ta'rifi quyidagi ko‘rinishga ega:
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Ta’rif (H.E.Heine). Berilgan f funksiya £ C R™ to‘plamda
aniqlangan bo‘lib, a € E nugta E to‘plamning limit nugtasi bo‘lsin.

Agar argumentning a ga yaginlashuvchi istalgan x, € I ketma-
ketligi uchun unga mos f(xx) funksiya qiymatlari ketma-ketligi f(a)
ga yaginlashsa, [ funksiya a € E nugtada uzluksiz deyiladi.

Uzluksizlikning Koshi bo‘yicha ta'’rifi esa quyidagi ko‘rinishga
ega:

Ta’rif (A.L.Cauchy). Berilgan f funksiya E C R™ to‘plamda
aniqlangan bo‘lib, a € E nugta E to‘plamning limit nugtasi bo‘lsin.

Agar istalgan £ > 0 olinganda ham shunday & > 0 topilsaki,

|Ix —a| <4, x€F,
shartni ganoatlantiruvchi barcha x lar uchun

If(x) = f(a)| <=

tengsizlik bajarilsa, [ funksiya a € E nugtada uzluksiz deyilads.
Bundan buyon biror funksiyani £ to‘plamning har bir nuqtasi-
da uzluksiz deyish o‘rniga, biz, gisqaroq qilib, o‘sha funksiyani F
to‘plamda uzluksiz deymiz.
Berilgan f(x) funksiyaning n — 1 ta argumentini tayinlab, faqat
bitta, masalan j - argumentini o‘zgaruvchi deb qarasak, biz bir
o‘zgaruvchili

QO(LE]') - f(al, ceey aj_l, :Ej, aj+1, ceey an)

funksiyani hosil gilamiz. Agar bu ¢(z;) funksiya a; nuqtada uzluksiz
bo‘lsa, f(x) funksiyani a nuqtada z; o‘zgaruvchi bo‘yicha uzluksiz
deymiz. Masalan,

f(x) = 1 -signay

funksiya x; o‘zgaruvchi bo‘yicha har bir a € R? nuqgtada uzluksiz

bo‘lib, 22 o‘zgaruvchi bo‘yicha esa, abssissalar o‘qining musbat va

manfiy nurlaridan tashqari, barcha nuqtalarda uzluksizdir.
Uzluksiz funksiyalar quyidagi xossaga ega:
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agar f(x1,22,...,2n) funksiya a € R™ nugtaning biror atrofida
aniqlangan bo‘lib, shu nugtada uzluksiz bo‘lsa, u holda bu funksiya a
nuqtada har bir x; bo‘yicha uzluksiz bo‘ladi.

Masalan, ikki o‘zgaruvchili f = f(x1,22) uzluksiz funksiyani
qaraydigan bo‘lsak, bu xossa bir o‘zgaruvchili ¢(x1) = f(x1,a2)
funksiyaning x1 = a1 nuqtada va bir o‘zgaruvchili ¥(x2) = f(a1,22)
funksiyaning zo = a5 nuqtada uzluksizligini anglatadi.

Yuqoridagi xossaning teskarisi o‘rinli emasligini ko‘rish oson.
Hagigatan, quyidagi

XX .
fenes) — 2l agar (x1,r2) # (0,0) bo‘lsa, 112.7)
0, agar (r1,r2) = (0,0) bo‘lsa,

ikki o‘zgaruvchili funksiyani garaylik.

Ravshanki, har qanday tayinlangan a; € R uchun f(ay,z2) bir
o‘zgaruvchili funksiya sonlar o‘qgida, ya’ni —co < x5 < +o0 da
uzluksiz va har ganday tayinlangan as € R uchun f(x1,a2) bir
o‘zgaruvchili funksiya sonlar o‘qgida, ya’ni —co < 21 < +o0 da
uzluksiz. Ammo o‘rganilayotgan (11.2.7) ikki o‘zgaruvchili funksiya
a = (0, 0) nugtada uzluksiz emas. Bunga ishonch hosil gilish uchun

11
= |-, - 11.2.8
x — (17) (11.28)
ketma-ketlikni garaylik.

Albatta, x; — 0 va shuning uchun f(xz) — f(0) = 0 tenglik
bajarilishi kerak edi, ammo

fos) = 5

va bundan chiqdi, (11.2.6) munosabat bajarilmaydi, yami (11.2.7)
funksiya nol nuqtada uzluksiz emas.

Shunday qilib, ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning har bir argumenti
bo‘yicha uzluksizligidan uning ko‘p o‘zgaruvchili funksiya sifatida
uzluksizligi kelib chigmas ekan.
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Agar biz

T Xa
—, a4y agar (%1,%2) 7& (070) bo‘lsaﬂ
flay,a) = {21+ (11.2.9)
0,

agar (x1,r2) = (0,0) bo‘lsa,

ko‘rinishdagi funksiyani qaraydigan bo‘lsak, tasdiqimiz yanada kucha-
yishi mumkin.
Ravshanki, f(x1,0) = 0 va noldan farqli har qanday as € R

uchun
T - ag

f(mlan) - £E% T agv

tenglik o‘rinli. Bundan chiqdi, (11.2.9) funksiya ikkinchi argument
tayinlanganda, birinchi argument bo‘yicha uzluksiz ekan. (11.2.9)
funksiya simmetrik bo‘lganligi uchun, u birinchi argument tayinlan-
ganda, ikkinchisi bo‘yicha ham uzluksizdir. Ammo bu funksiya nol
nuqtada ikki o‘zgaruvchili funksiya sifatida nafaqat uzluksiz emas,
balki chegaralangan ham emasdir. Hagigatan, yana nolga intiluvchi
(11.2.8) ketma-ketlikni qarasak,

k]2

f(xk) = >

tenglikka ega bo‘lamiz, ya'ni (11.2.9) funksiya koordinatalar boshi-
ning istalgan atrofida chegaralanmagan ekan.

4. Ko'p o‘zgaruvchili uzluksiz funksiyalar ham xuddi bir o‘zgaruv
chili uzluksiz funksiyalar kabi xossalarga ega. Bunda xossalar isboti
xuddi bir o‘zgaruchili funksiyalar holidagidek bo‘lgani sababli, biz
navbatdagi teoremalardan ba’zilarini to‘la isbotlamasdan, isbotning
asosiy qadamlarinigina keltiramiz.

11.2.1 - tasdiq (uzluksiz funksiya ishorasi saqlanishi haqi-
da). Berilgan a € R™ nugtaning biror atrofida aniqlangan f funksiya
shu nuqtada uzluksiz bo‘lsin. Agar f(a) > 0 bo‘lsa, shunday B(a, R)
shar topiladiki, unda

fla), x—al <R,
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tengsizlik o‘rinli bo ladi.

Isbot bir o‘zgaruvchili holga to‘la o‘xshash bo‘lib, bevosita uzluk-
sizlik ta’rifidan kelib chigadi.

11.2.3 - teorema. Biror a € R™ nugtada uzluksiz bo‘lgan ikki
uzluksiz funksiya yig ‘indisi, ayirmasi, ko ‘paytmasi va nisbati (mazraj
noldan farqli bo‘lganda) shu nugtada uzluksiz bo ‘ladi.

Isbot bevosita uzluksizlik ta’rifi va 11.2.1 - teoremadan kelib
chigadi.

Ko'p o‘zgaruvchili funksiyalar uchun superpozitsiya tushunchasi-
ni, ya’ni murakkab funksiya tushunchasini kiritamiz.

Faraz qilaylik, ¥ C R” to‘plamda aniglangan f : E — R
funksiya va V' C R™ to‘plamda aniglangan ¢ : V — R"” funksiya
berilgan bo‘lsin. Bunda ¢ vektor-funksiya bo‘lib, agar t =
(t1,t2,...,tm) desak, u

Qp(t) - (gOl(t),QOQ(t),...,QOn(t)), teV,

ko‘rinishga ega (vektor-funksiyalar keyingi paragrafda batafsil o‘rga-
niladi).

Biz ¢ akslantirish qiymatlari to‘plami F da yotsin deb faraz
qilamiz, ya'ni istalgan t € V uchun ¢(t) € FE bo‘lsin deymiz.
Boshgacha aytganda,

Ty = @1(t1, t27 "'7tm)7

Tro = @2(151, tg, ...,tm),

Tn = @n(tl,tg,...,tm)
koordinatalarga ega bo‘lgan x € R™ nuqta E to‘plamga tegishli
bo‘lsin.
U holda
Bt) = [fle(t)], teV,

ko‘rinishda ta’sir giluvchi F' = f[p] : V' — R murakkab funksiyani
aniglash mumkin.
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F funksiya f va @ akslantirishlar superpozitsiyasi deb ham ata-

ladi va
F = foyp
ko‘rinishda belgilanadi.

Shunday qilib,

(feop)t) = [fle)].

Navbatdagi teorema uzluksiz akslantirishlar superpozitsiyasi uz-
luksiz ekanini ta’kidlaydi.

11.2.4 - teorema. Faraz qilaylik, V- C R™ to‘plamda aniqlangan
@V — R™ vektor-funksiya qiymatlari E C R™ to‘plamda yotsin va
E to‘plamda aniglangan [ : F — R funksiya berilgan bo‘lsin.

Agar o(t) vektor-funksiya biror a € V nugtada va f(x) funksiya
esa, b = (a) nugtada uzluksiz bo‘lsa, u holda flo(t)] murakkab
Junksiya t = a nugtada uzluksiz bolads.

Isbot bevosita uzluksizlik va limit giymatning Heine bo‘yicha
ta’riflaridan kelib chiqadi. Hagiqatan, agar tx — a bho‘lsa, x =
©(tg) — b va demak, f(xx) — f(b) = flp(a)] bo‘ladi.

11.2.5 - teorema (har qanday oraliq qiymatni gqabul qi-
lish haqida). Faraz gilaylik, E C R™ sohada uzluksiz f : E — R
funksiya bertlgan bo‘lib,

fla)=A, f(b)=B, ack, bek,

bo‘lsin.
U holda A va B orasidan istalgan C hagigiy son olganda ham
shunday ¢ € E nuqgta topiladiki, w uchun

fle) = €

bo ‘ladi.

Isbot. Soha ta’rifiga ko‘ra, F to‘plam bog‘langandir. Shunday
ekan, a va b nugtalarni butunlay F da yotuvchi biror uzluksiz L egri
chiziq bilan tutashtirish mumkin. Faraz qgilaylik, mana shu L egri
chiziq ® : |« §] — F akslantirish orqali aniglangan bo‘lib, ®(«) = a
va () = b bo‘lsin. Quyidagi

Pty = fle@)], a<t<p,
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murakkab funksiyani qaraymiz.

Bu murakkab funksiya [« 5] kesmada uzluksiz bolib, F'(a) = A
va () = B shartlarni qanoatlantiradi. Demak, 3.5.3 - teorema-
ga ko‘ra, shunday ¢ € (a, 8) nugta topiladiki, u uchun F(¢) = C
bo‘ladi. Endi ¢ = ®(£) deb olish yetarli.l

11.2.6 - teorema (Veyershtrassning birinchi va ikkinchi
teoremalari). Kompakt to ‘plamda uzluksiz bo‘lgan funksiya chegara-
langan bo‘lib, u o‘zining maksimal va minimal qiymatlariga erishads.

Isbot. Aytaylik, f funksiya biror K C R™ kompaktda uzluksiz
bo‘lsin. Quyidagi

lim f(xx) = sup f(x) (11.2.10)
k—o0 xeK

shartni qanoatlantiruvchi x; € K ketma-ketlikni gqaraymiz (bunda
biz sup f(x) = 400 holni ham inkor gilayotganimiz yo‘q). K kom-
pakt bo‘lgani uchun x;, — a € K qismiy ketma-ketlik topiladi.
Bundan chiqdi, uzluksizlikka ko‘ra,

lim f(xg;) = f(a). (11.2.11)
j—oo
Agar (11.2.10) va (11.2.11) tengliklarni taqqoslasak, talab qilin-
gan

sup f(x) = f(a)

xeK
tenglikka ega bo‘lamiz, ya'ni aniq yuqori chegara chekli bo‘lib, unga
f funksiya a nuqtada erishar ekan.ll

Xuddi bir o‘zgaruvchili funksiyalar holidagidek, ko‘p o‘zgaruvchili
funksiyalar uchun ham R"™ dagi to‘plamlarda tekis uzluksizlik tushun-
chasini kiritish mumkin.

Ta’rif. Faraz qgilaylik, & C R"™ to‘plamda aniglangan f: FE — R
funksiya berilgan bo‘lsin. Agar istalgan € > 0 olganda ham shunday
0 > 0 topilsaki, |x —y| < & shartni qanoatlantiruvchi barcha x € E
vay € E lar uchun

fx) = f)] < ¢
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tengsizlik bajarilsa, [ funksiya I to‘plamda tekis uzluksiz deyiladi.

11.2.7 - teorema (kompaktda tekis uzluksizlik haqidagi
Kantor teoremasi). K C R™ kompakt to‘plamda uzluksiz funksiya
shu to‘plamda tekis uzluksiz bo‘ladi.

Isbot xuddi bir o‘zgaruvchili funksiya holidagidek, teskarisini
faraz qilish usuli bilan olib boriladi. Chunonchi, teorema tasdig‘i
o‘rinli emas deb faraz qilsak, biz shunday &9 > 0 son hamda ikki
X, € F va y, € E ketma-ketlikka ega bo‘lamizki, ular uchun

s~ il < 7
X —_ J—
k— Yk 2
bo‘lsada,
|f(xx) = f(yr)| = 0 (11.2.12)
bo‘ladi.

K to‘plamning kompaktligiga ko‘ra, {x;} ketma-ketlikdan biror
a € K ga yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. Biz
bu ketma-ketlikni, belgilashni soddalashtirish maqgsadida, yana {xy }
orqali belgilaymiz. Ravshanki, bunga mos {yx} ketma-ketlik ham
o‘sha a soniga yaginlashadi. U holda, f funksiyaning a nugtada
uzluksizligi sababli, {f(x,)} va {f(y»)} sonli ketma-ketliklar f(a)
ga teng bo‘lgan umumiy limitga ega. Bu esa (11.2.12) tengsizlikka
ziddir.l

1-eslatma. Agar 2 C R” soha kompakt bo‘lmasa, ya’ni yopiq
yoki chegaralangan bo‘lmasa, u holda £ da uzluksiz bo‘lib, lekin
tekis uzluksiz bo‘lmagan funksiyaga misol keltirish qiyin emas.

2-eslatma. Xuddi bir o‘zgaruvchili funksiyalar holidagidek, tekis
uzluksizlik hagidagi Kantor teoremasi ko‘p o‘zgaruvchili uzluksiz
funksiyalarning integrallanuvchi ekanini isbotlashda muhim rol o‘y-
naydi.

11.3-8. Vektor qiymatli ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar

1. O‘zaro bir qiymatli akslantirishlar. Ushbu paragrafda ix-
tiyorly £ C R™ to‘plamni R™ fazosining biror to‘plamiga o‘tkazuv-
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chi akslantirishlar o‘rganiladi. Har bir shunday f : I* — R™ akslanti-
rish x = (21,29,...,2,) € E nuqtani biror y = (y1,¥2,---,Ym) €
R™ nuqtaga o‘tkazadi va n o‘zgaruvchili m ta sonli funksiya orqali
quyidagicha aniqglanadi:

[ fl(mlvm%“'vmn)v
Y2 = f2(m17$27“'7$n)7
Ym = [m(21, 22, .., ).

Har bir x € £ uchun f akslantirishning qiymati f(x) =
(f1(x), fa(x), ..., fm(x)) € R™ ko‘rinishdagi vektor bo‘lgani sababli,
f akslantirish wektor giymath funksiya yoki soddaroq qilib, vektor-
Sfunksiya deb ataladi.

Agar f : ' — R™ akslantirish turli nuqtalarni turli nuqtalarga
o‘tkazsa, ya'ni istalgan x’ € F va x” € E uchun x' # x” shartdan
f(x') # £(x") shart kelib chigsa, u holda bunday akslantirishni F
to‘plamda teskarilanuvchi deb ataymiz. Har qanday teskarilanuvchi
f vektor-funksiva £ C R™ to‘plamni M = f(F£) C R™ to‘plamga
o‘zaro bir qiymatli akslantiradi. Ravshanki, bunda f=' : M — F
teskari akslantirish mavjud bo‘lib, bu akslantirish giymatlari R™ da
yotgan vektor-funksiya bo‘ladi.

Bundan buyon vektor-funksiyani, fagat vektor gqiymat gabul qili-
shini qayd etish zarur bo‘lsagina, qalin f harfi bilan belgilaymiz.

Agar £ C R” va M C R™ to‘plamlar orasida o‘zaro bir giymatli
moslik o‘rnatish mumkin bo‘lsa, ya’ni o‘zaro bir qiymatli f : I/ —
M akslantirish mavjud ho‘lsa, bunday to‘plamlarni ekvivalent deb
atagan edik. Bunda E va M to‘plamlar bir xil quvvatga ega ham
deyiladi. Chunonchi, [0,1] C R kesmaga ekvivalent bo‘lgan barcha
to‘plamlar kontinuum quvvatli to‘plamlar deyiladi.

Bu borada shuni qayd etish kerakki, istalgan natural n va m
larda R™ va R™ fazolarning bir xil quvvatga ega bo‘lishi haqida-
gi G. Kantor natijasi nihoyatda kutilmagan hol bo‘ldi. G. Kantor,
xususan, n o‘lchovli

Q" = {xeR":0<2;<1,j=12,...,n}
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birlik kubning [0, 1] kesmaga ekvivalentligini isbotladi.

Masalan, Q% kvadratning Q' = [0,1] kesmaga ekvivalentligini
quyidagicha ko‘rsatish mumkin. Aytaylik, (a, b) — birlik Q2 kvadrat-
ning istalgan nugtasi bo‘lsin. Bu nuqtaning koordinatalarini cheksiz
o‘nli kasr sifatida yozamiz:

a = 0,aja2a3...

b — 0,bybobs. ..

Agar bu koordinatalardan birortasi ikki xil o‘nli kasr ko‘rinishiga
ega bo‘lsa (ya'ni 0 yoki 9 sonlari davriy qatnashsa), biz 9 soni davriy
gatnashgan holni olamiz. Birlik @2 kvadratning (a,b) nuqtasiga
Q' = [0, 1] kesmaning

c = O, alblagbgagbg N

nuqtasini mos qo‘vamiz. Ravshanki, bunday qurilgan ¢ = f(a,b)
akslantirish teskarilanuvchidir, ya’ni u turli nuqtalarga turli nuqta-
larni mos qo‘yadi. Bundan chiqdi, @2 kvadrat [0, 1| kesmaning biror
f(Q?) qismiga ekvivalent ekan. E’tibor bering, bunda f(Q?) # Q!,
chunki, masalan

¢ = 0,4590909090. ..

nuqta [0, 1] kesmada yotsada, u f(Q?) to‘plamga tegishli emas.

Lekin shunga qaramasdan, Q2 va Q' to‘plamlar bir xil quvvatga
ega. Chunki, hozir ko‘rsatganimizdek, Q% kvadrat @' kesmaning
biror gismiga ekvivalent, kesma bo‘lsa, ravshanki, kvadratning biror
gismiga ekvivalent. Bundan Q2 va Q' to‘plamlarning o‘zaro ekviva-
lent ekanini keltirib chigarish qiyin emas.

Shunday qilib, o‘zaro bir qiymatli akslantirishlar n # m ko‘rsat-
kichli R™ va R™ fazolarini farqlamas ekan, chunki bu fazolarning
barchasi R sonlar o‘qiga ekvivalentdir.

2. Uzluksiz akslantirishlar. Uzluksiz akslantirishlar sinfi nis-
batan muhimroq va ancha mazmundordir. Akslantirish uzluksizligi-
ning Koshi ma’nosidagi ta’rifini keltiraylik.
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Ta’rif. ¥ C R” to‘plamni R™ fazoga o‘tkazuvchi [ : E — R™
akslantirish va a € E nugta berilgan bo‘lsin. Agar istalgan € > 0
uchun shunday & > 0 topilsaki,

xeF, |x—al<y,

shartdan
|f(x)— f(a)] < ¢

tengsizlik kelib chigsa, w holda [ akslantirish a nugtada uzluksiz
deyiladsi.

Agar akslantirish £ to‘plamning har bir nugtasida uzluksiz bo‘lsa,
u It to‘plamda uzluksiz deyiladi.

Navbatdagi tasdigqqa o‘tishdan avval, f : £ — R™ akslan-
tirish deganda biz f(x) = (f1(x), f2(X), ..., fm(x)) vektor-funksiyani
tushunishimizni yana eslatamiz, bunda har bir f; komponenta n
o‘lchovli x € IV o‘zgaruvchining funksiyasidir.

11.3.1 - tasdiq. Berilgan [ : E — R™ wvektor-funksiyaning
a € E nugtoda uzluksiz  bo‘lishi  uchun shu nugtada har bir
[, 7 =1,2,...,m komponentaning uzluksiz bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot 11.1.1-teoremaning isbotiga o‘xshash bo‘lib,

m 1/2
[f5(x) = fi(a)] < |f(x) = f(a)] = <Z|fk(><)—fk(a)l2>
k=1

munosabatdan kelib chigadi.

Biror kesmada berilgan uzluksiz sonli funksiyalar uchun o‘rinli
bo‘lgan bir gator tasdiglar vektor giymatli funksiyalar uchun ham
o‘rinlidir. Bunda faqat kesmani ixtiyoriy kompakt bilan almashtirish
yetarli. Misol sifatida navbatdagi ko‘p foydalaniladigan tasdigni kel-
tiramiz.

11.3.2 - tasdiq. Faraz qilaylik, R™ fazosining E kompakt to‘pla-
mi berilgan bo‘lsin. Agar f: E — R™ akslantirish uzluksiz bo‘lsa, u
holda f(FE) to‘plam R™ fazosininig kompakt qismiy to‘plami bo‘ladi.

Isbot. Ixtiyoriy yx € f(F) ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Ush-
bu f(xk) = y, tenglikni qanoatlantiruvchi x, € E ketma-ketlikni
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garaymiz. Kompakt to‘plam ta’rifiga ko‘ra, biror a € F nuqtaga
yaqinlashuvchi xg; qismiy ketma-ketlik topiladi. O‘z navbatida, f
akslantirishning uzluksizligiga ko'ra, mos yx, = f(xx;) ketma-ketlik
f(a) € f(F) nuqtaga yaqinlashadi. Bu esa f(F) to‘plamning kom-
paktligini anglatadi.

Ixtiyoriy uzluksiz akslantirishlar nihoyatda umumiy tabiatga ega
va ularning xossalari, yuqorida keltirilgan G. Kantor natijasi singari,
geometrik intuitsiyaga ziddek ko‘rinishi mumkin. Masalan, Italiyalik
matematik G. Peano [0, 1] kesmani butun {(z1,22) : 0 < 2 <
1, 0 < 22 < 1} kvadratga o‘tkazuvchi uzluksiz akslantirish qurdi
(bu akslantirish Peano egri chizig‘i deb ataladi). Bundan R sonlar
o‘qini R? tekislikka o‘tkazuvchi uzluksiz akslantirish (ya’ni, butun
tekislikni to‘ldiruvchi uzluksiz egri chiziq) mavjudligi kelib chigadi.
Demak, n < m shart bajarilganda, istalgan R™ fazosini R fazoga
uzluksiz akslantirish mavjud ekan.

Shuni qayd etish zarurki, Peano qurgan uzluksiz akslantirish
o‘zaro bir qiymatli emas.

3. Homeomorfizm. Agar o‘zaro bir giymatli akslantirishning
o‘zi va teskarisi uzluksiz bo‘lsa, bunday akslantirish homeomorfizm
(yoki homeomorf akslantirish) deyiladi.

Masalan,
X

f(x) = TIXIQ

funksiya R™ fazo va n o‘lchovli B = {y € R™ : |y| < 1} ochiq shar
orasida homeomorfizm o‘rnatadi. Bunda teskari akslantirish
-1 y
=) e

ko‘rinishga ega.

Xususan, n = 1 da bu akslantirish R sonlar o‘qi va (—1, 1) inter-
val o‘rtasida o‘zaro bir qiymatli va o‘zaro uzluksiz moslik o‘rnatadi.

Bir o‘lchovli holda har qanday uzluksiz akslantirish kesmani
kesmaga o‘tkazishini ko‘rgan edik. Agarda bu uzluksiz akslantirish
yana o‘zaro bir gqiymatli ham bo‘lsa, u homeomorfizm bo‘ladi, chun-
ki bunda teskari akslantirishning uzluksiz bo‘lishi shart (3-bobdagi
3.5.6 - teoremaga qarang).
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Bu teoremaning ko‘p o‘lchovli analogi navbatdagi tasdigqdan ibo-
rat.

11.3.1 - teorema. Faraz qilaylik, ¥ € R™ va M € R™ kompakt
to‘plamlar berilgan bo‘lsin. Agar o‘zaro bir qiymath f : E — M
akslantirish uzluksiz bo‘lsa, uning teskarisi ham uzluksiz bo‘lib, nati-
jada [ homeomorfizm bo‘ladi.

Isbot 3.5.6 - teorema ishotidagi mulohazalarni so‘zma-so‘z qayta-
rishdan iborat.

Eslatma. 11.3.1 - teoremada kompaktlilik sharti muhimdir. Ko‘p
o‘lchovli holda ixtiyoriy (kompakt bo‘lmagan) bog‘langan to‘plamni
o‘zaro bir qiymatli akslantirishning uzluksizligidan, umuman aytgan-
da, uning teskarisining uzluksizligi kelib chigmaydi.

11.3.1* - misol. Quyidagi
Q = {t=(ti,t2) €ER* : a<t; <b 0<1ty <21}

to‘g‘ri to‘rthburchakda aniglangan va

(11.3.1)

f1(t) = tycosts,
fg(t) = tlsintg

ko‘rinishga ega bo‘lgan f : Q — R? akslantirishni qaraylik.

Agar b > a > 0 bo‘lsa, x = f(t) akslantirish @ to‘g‘ri to‘rtbur-
chakni

R = {(x1,22) €R? : a? <2? + 22 <b?}

halgaga o‘tkazadi.

Ravshanki, bu akslantirish uzluksiz va o‘zaro bir qiymatlidir.
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Bunda, agar ¢(x) deb quyidagi

x
arctg x_2’ birinchi kvadrantda,
1

x
T + arctg x_2’ ikkinchi va uchinchi kvadrantlarda,
1

x
2 4 arctg x_2’ to‘rtinchi kvadrantda,
1

p(x) =
0, abssissa o‘qida,
T . .. . .
5 ordinata o‘gining musbat qismida,
37

— ordinata o‘gining manfiy qgismida,

funksiyani olsak, u holda teskari t = f~!(x) akslantirish

{t1 — VAT

ta = (1, 22),

ko‘rinishga ega bo‘ladi.
Ikki o‘zgaruvchili ¢(x;, z2) funksiyani

I = {(x1,22) €R? : a<x; <b x23=0}

intervalda uzluksizlikka tekshiraylik. Ravshanki, bunda ¢(x1,0) = 0
bo‘lsada, ¢(x1,0 — 0) = 27 ekanini tekshirish qiyin emas. Demak,
w(x1, x2) funksiya uzluksiz emas; u x5 o‘zgaruvchining funksiyasi
sifatida I intervalning har bir nugtasida birinchi turdagi uzilishga
ega bo‘lib, bunda uning sakrashi 27 ga teng.

Shunday qilib, yuqoridagi eslatmada qayd qilinganidek, o‘zaro
bir qiymatli akslantirish uzluksiz bo‘lsa ham, uni teskarisining uzluk-
siz bo‘lishi shart emas ekan. Shuning uchun homeomorfizm ta'rifida
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akslantirishning o‘zining ham, teskarisining ham uzluksizligi talab
gilinadi.

Ravshanki, 11.3.1*-misolda qaralgan @ ni R ga akslantirish ho-
meomorfizm emas.

Eslatma. Agar 11.3.1%-misolda @ va R o‘rniga mos ravishda
quyidagi ko‘rinishda aniglangan

Q1 = {(ti,t)) ER?ta <ty < b0 <ty <21}

va
Ry = {(21,22) € R* 1 a® < 2] + 23 < b*}\

{(r1,22) 1 a <1 < bws =0}

ochiq to‘plamlarni olsak, u holda (11.3.1) akslantirish homeomor-
fizm bo‘ladi.

Aytaylik, £ C R™ va M C R™ to‘plamlar berilgan bo‘lsin. Bu
to‘plamlar orasidagi f : £ — M uzluksiz akslantirish tushunchasi
ochiq to‘plam tushunchasi bilan chambarchas bog‘lig. Ochiq to‘plam
deb har bir nugtasi ichki nugta bo‘lgan to‘plamga, ya’'ni har bir
nuqtasi o‘zining biror atrofi bilan shu to‘plamga tegishli bo‘lgan
to‘plamga aytgan edik.

Yuqoridagi fikrimiz tasdig‘i sifatida a € F nuqtada uzluksiz-
likning Koshi ta'rifini eslatamiz: agar f(a) € M nuqgtaning istalgan
g-atrofi V' uchun a nuqtaning shunday d-atrofi U topilsaki,

JUNE) Cc V (11.3.2)

shart bajarilsa, f : £ — M akslantirish a nuqtada uzluksiz deyiladi.

E’tibor bering, bu ta’rifda atroflar o‘lchovini ko‘rsatish zarur
emas, chunonchi, navbatdagi teng kuchli ta’rif o‘rinlidir:

agar f(a) € M nugtaning istalgan V' atrofi uchun a nugtaning
shunday U atrofi topilib, (11.3.2) tegishlilik sharti bajarilsa,
[ E — M adkslantirishni a € E nugtada uzluksiz deymiz.

Uzluksiz akslantirishda ochiq to‘plamning aksi ochiq bo‘lishi
shart emasligini ko‘rsatish giyin emas. Haqigatan, masalan, ¥ to‘p-
lamda o‘zgarmas bo‘lgan funksiya, uning ixtiyoriy qismiy to‘plamini
nuqtaga akslantiradi, qaysiki ochiq to‘plam emas.
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Shunga qaramasdan, navbatdagi sodda tasdiq o‘rinli.

11.3.3 - tasdiq. Faraz qilaylik, E C R™ ochiq to‘plam bo‘lsin.
Agar [+ E — M C R"™ akslantirish uzluksiz va teskarilanuvchi
bo'lsa, f~' : M — E akslantirish ochiq to‘plamni ochiq to‘plamga
o ‘tkazadi.

Isbot. Ixtiyoriy G C M ochiq to‘plam uchun Q = f~3&)
to‘plamning ochiqligini isbotlaymiz. Buning uchun har bhir a € Q
nuqta o‘zining biror atrofi bilan 2 ga tegishli ekanini, ya’'ni bunday
nugta §2 to‘plamining ichki nuqgtasi ekanini ko‘rsatamiz.

G ochiq to‘plam bo‘lgani uchun, f(a) nuqta o‘zining biror V
atrofi bilan G to‘plamga tegishli. f akslantirishning uzluksizligi sabahb-
li, a nuqtaning shunday U atrofi topiladiki, u uchun (11.3.2) shart
bajariladi. Endi, birinchidan, ¥ ning ochiqligi tufayli, Uy = UNE
to‘plam ham a nuqtaning atrofi bo‘ladi, ikkinchidan, (11.3.2) ga
ko‘ra, U1 C €2, ya'ni, a nugta §2 to‘plamning ichki nuqtasi bo‘ladi.l

Eslatma. 11.3.1% - misoldan ko‘rinib turibdiki, agar 11.3.3 -
tasdiqda £ to‘plamning ochigligini talab qilmasak, tasdiq o‘rinli
bo‘lmay qoladi. Hagigatan, qayd qilingan misolda R ochiq xalqa
ochiq bo‘lmagan @ to‘g‘ri to‘rtburchakka akslantiriladi.

Homeomorfizm, ya'ni 0‘zi va teskarisi uzluksiz bo‘lgan akslanti-
rish, to‘plamning ochigligini saglash xossasiga ega.

11.3.2 - teorema. Ochiqg 0 C R” to‘plamni ochiqg M C R"™
to‘plamga o‘tkazuvchi f : Q@ — M homeomorf akslantirish berilgan
bo‘lsin. U holda istalgan ochiq G C Q qismiy to‘plam uchun f(G)
to‘plam ochiq bo‘ladi.

Isbot. Aytaylik, f : & — M akslantirish teorema shartlarini
ganoatlantirsin. U holda, ravshanki, teskari f=!': M —  akslan-
tirish ham homeomorfizm bo‘ladi. Bundan chiqdi, bu akslantirishga,
teskari bo‘lgan f, 11.3.2 - tasdigga ko‘ra, har bir ochiq G C
to‘plamni ochiq f(G) C M to‘plamga akslantiradi.l

11.3.4 - tasdiq. Homeomorfizm bog langan to ‘plamni bog‘langan
to‘plamga akslantirads.

Isbot. Aytaylik, f bog‘langan F to‘plamni M to‘plamga homeo-
morf akslantirsin. M to‘plamning bog‘langanligini ko‘rsatamiz.

Faraz qilaylik, M to‘plamning ixtiyoriy ikki b; va bs nugtasi
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berilgan ho‘lsin. ¥ to‘plamdan shunday a; va as nuqtalarni olamiz-
ki, ular uchun f(a;) = by, j = 1,2 tengliklar bajarilsin. £ to‘plam
bog‘langanligi sababli, a; va as nuqtalarni tutashtiruvchi va butunli-
gicha F to‘plamda yotuvchi uzluksiz L egri chiziq mavjud. Mu-
rakkab funksiyaning uzluksizligi haqidagi 11.2.4 - teoremadan f(L)
ning ham uzluksiz egri chiziq ekani kelib chiqadi. Ravshanki, bu
chiziq b; = f(a;) va by = f(a2) nuqtalarni tutashtiradi hamda bu-
tunligicha M da yotadi. Bu esa M ning bog‘langan to‘plam ekanini
anglatadi.ll

Ochiq bog‘langan to‘plamni biz soha deb atagan edik. Sohaning
yopilmasi G = G U OG ko‘rinishdagi yopiq to‘plam bo‘lib, bunda
OG berilgan G soha chegarasidir.

11.3.3 - teorema. Faraz qiloylik, Q& C R™ ochiq to‘plamni M C
R™ ochiq to‘plamga akslantiruvehi f : Q& — M homeomorfizm beril-
gan bo'lsin. U holda, G C Q shartni qanoatlantiruvehi iztiyoriy G
soha uchun E = f(G) to‘plam ham soha bo‘lib, bu akslantirishda
0G chegara OF chegaraga o‘tadi.

Isbot. 11.3.2 - teoremaga ko‘ra, E = f((') ochiq to‘plam bo‘lib,
uning bog‘langan ekani 11.3.4 - tasdigdan kelib chiqadi. Demak,
f(OG) = 9f(G) tenglikni ko‘rsatish yetarli.

Agar G* = Q\ G desak, G, G va G* to'plamlar, ravshanki,
o‘zaro kesishmaydi va ularning yig‘indisi 2 ga teng bo‘ladi, ya’'ni

GUIGUG" = Q.

Agar E* = M\ E deb belgilasak, E* = f(G*) tenglik bajarili-
shini ko‘rish qiyin emas.

Agar yana ' = f(9G) desak, f akslantirish o‘zaro bir qiymatli
bo‘lgani sababli, G, G va G* to‘plamlar aksi, ya’ni, mos ravishda,
E, F va E* to‘plamlar ham o‘zaro kesishmaydi va ularning yig‘indisi
M ga teng bo‘ladi, ya'ni

FEUFUE* = M.

Shunday qilib, yuqgoridagi bayonimizdan F va E* to‘plamlarning
ochiq ekani kelib chigadi. Demak, ularning barcha nuqtalari ichki



11-bob. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar 49

nuqta bo‘lib, chegaraga tegishli bo‘la olmaydi. Shunday ekan, K
to‘plam chegarasi I’ to‘plamda yotadi, ya’ni

OF C F.

Teskari tasdiq ham o‘rinli ekanini ko‘rsatamiz. Aytaylik, b € F
va V' shu nugtaning ixtiyoriy atrofi bo‘lsin. U holda, F' to‘plam
ta'rifiga ko‘ra, f(a) = b tenglikni qanoatlantiruvchi a € 9G nuqta
topiladi. f akslantirishning uzluksizligi sababli, a nugtaning shun-
day U atrofi topiladiki, u uchun f(U) C V bo‘ladi.

Nihoyat, a nuqta G to‘plamning chegaraviy nuqtasi bo‘lgani
uchun, uning ko‘rsatilgan U atrofida x € G va y ¢ G nuqtalar
topiladi. Ravshanki, u holda f(x) € F va f(y) ¢ E, buning ustiga
bu ikki nugta b nugtaning V atrofida yotadi. Demak, b nuqta £
sohaning chegaraviy nuqtasi bo‘lar ekan va bu nuqtaning tanlanishi
erkin bo‘lgani sababli,

Fcor.

Shunday qilib, ' = 9F, ya'ni f(0G) = df(G).A

Eslatma. "Homeomorfizm" iborasini atoqli fransuz matematigi
A. Puankare (H. Poincare) kiritgan.

Shuni ta’kidlash joizki, Kantorning barcha R™ fazolarining teng
kuchliligi haqgidagi natijasi u qurgan o‘zaro bir qiymatli, lekin uzluk-
siz bo‘lmagan akslantirishga asoslangan. Boshqa tomondan, n < m
bo‘lganda Peano misoliga asoslanib qurilgan R”™ fazosini R™ fazosi-
ga o‘tkazuvchi akslantirish uzluksiz, lekin o‘zaro bir qiymatli emas.
Shunday qilib, o‘zaro bir qiymatli akslantirish ham, xuddi uzluksiz
akslantirish kabi, fazo o‘lchovini saglamasligi mumkin ekan.

Bu borada, agar R™ va R™ fazolari homeomorf bo‘lsa, u holda
albatta n = m bo‘lishi hagidagi Hollandiyalik matematik L. Brauer-
ning (L. Brouwer) teoremasi ajoyib bo‘lib chiqdi. Shunday qilib,
homeomorfizmda (ya'ni, o‘zaro bir qiymatli va o‘zaro uzluksiz aks-
lantirishda), bizga geometrik intuitsiyamiz bildirganidek, fazolar o‘l-
chovi saglanar ekan.
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11.4-§. Misollar

1 - misol. Faraz qilaylik, R” elementlaridan tuzilgan x; ketma-
ketlik yaqinlashsin, y; ketma-ketlik esa, uzoqlashsin. U holda xj +
vi ketma-ketlikning yaginlashishi hagida nima deyish mumkin?

Kofrsatma. Sonli ketma-ketliklarda ikki yaqinlashuvchi ketma-
ketlikning ayirmasi ham yaqinlashuvchi bo‘ladi (birinchi qismdagi
2.1.1 - va 2.1.2 - teoremalar natijasiga qarang). 11.1.1 - teoremadan
foydalanib, bu tasdigni R™ elementlari uchun isbotlang.

2 - misol. z = f(y/x + y) tenglama bilan berilgan sirt xarakte-
rini aniglang hamda sath chiziglarini toping.

Ko‘rsatma. Faqat bitta |x| = /2% + 22 + - + 22 o‘zgaruv-
chiga bog‘liq funksiyalar radial funksiyalar deyiladi. Berilgan funksi-
ya aynan shunday funksiyadir. Bunday funksiyalar grafigi z = f(¢)
bir o‘zgaruvchili funksiya grafigini Oz o‘qi atrofida aylantirish nati-
jasida hosil bo‘ladi. Masalan, f(t) = ¢ bo‘lsa, bunga mos grafik
konusdan iboratdir.

Biror g(x) ko‘p o‘zgaruvchili funksiya sath chizig‘i (argumentlar
soni uchdan katta bo‘lganda sath sirti deyiladi) deb bu funksiya bir
xil giymat gabul giladigan nuqgtalar to‘plamiga aytiladi, ya’ni sath
chizig'i g(x) = C tenglama bilan aniglanadi.

3 - misol. Quyidagi

XK — T2
x) = f(xy,22) =
f(x) = flar,22) pra———
funksiya uchun
. . _ o L _
At S et = 1 It i, S, 22))

bo‘lsada, limyx_o f(x) mavjud emas ekanini tekshiring.
Kofrsatma. Birinchi ikki limitni hisoblash oson. Oxirgi limitni
tekshirish uchun x, = (%, %) vayx = (%, %) ketma-ketliklarga
mos kelgan limitlarni hisoblang.
4 - misol. Quyidagi
1 1

fx) = flay,22) = ($1+$2)Sinm—lsinm—2
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funksiya uchun

lim,, o{limg,—o f(21,22)} va limg,o{limy, o f(21,22)}
takroriy limitlar mavjud bo‘lmasada, limx_ f(x) = 0 ekanini
tekshiring.

Kofrsatma. Takroriy limitlar mavjud emasligini tekshirish oson.
Oxirgi limitni hisoblash magsadida berilgan funksiya uchun, barcha
21 # Ovaxy # 0larda o‘rinli bo‘lgan, 0 < |f(x1,22)| < |21+ |22]
bahodan foydalaning.

T

5 - misol. Agar f(x,y) = e<*+v* funksiyada qutb koordinata-
lariga o‘tsak, ya’ni x = pcos va y = psing almashtirish bajarsak,
@ burchakning qanday giymatlari uchun quyidagi

lim epi—yz
p—+40
limit mavjud bo‘ladi?

Ko‘rsatma. f(x,y) funksiya qutb koordinatalarida e 7 ko'ri-
nishga ega ekanini qayd qilish yetarli.

6 - misol. f(xq,29,23) = 2r1—32x2+5x3+9 chizigli funksiyani
R? fazoda tekis uzluksizlikka tekshiring.

Ko‘rsatma. R? fazosining ixtiyoriy x va y nuqtalari uchun

|f () = F(¥)] < 2oy — g + 3lwa —yof + 5wz — ysl

bahodan foydalaning.

7 - misol. Quyidagi f(x) = |x| = 2} + 23+ -+ 22 funk-
sivani R™ fazoda tekis uzluksizlikka tekshiring.

Ko‘rsatma. Istalgan x va y uchun

<l = Iyl < ey =yl + oz — gl + -+ 20 — Yl

tengsizlik o‘rinli ekanini isbotlang.

8 - misol. Agar biror ¢ C R? sohada aniqlangan f(xy,x2)
funksiya x1 bo‘yicha uzluksiz bo‘lib, x5 bo‘yicha Lipshits shartini
ganoatlantirsa, ya’ni bu funksiya uchun biror L o‘zgarmas bilan

|f(m17ml2) - f($1,$lgl)| < L|ml2 _ml2l|7 (581755/2)7 (LEl,LEIQI) € Gv
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baho o‘rinli bo‘lsa, u holda f(x1,22) funksiya G sohada uzluksiz
ekanini ko‘rsating.
Kofrsatma. Lipshits shartidan foydalanib, GG sohaning istalgan

x vax? = (29, 29) nuqtalari uchun

|f(x) = F(x)| < Llwz — a5] + | f(w1,25) — f(2}, 23)]

bahoni ishotlang. So‘ngra berilgan funksiyaning birinchi argument
bo‘yicha uzluksizligidan foydalaning.

9 - misol. Agar x € R"\ {0} lar uchun aniglangan
f(x) = (f1(x), f2(x)) akslantirishda

1
x| || )

J1(x)

fa(x) = sin #

bo‘lsa, bu akslantirishning uzluksiz ekanini ko‘rsating.
Kofrsatma. 11.3.1 - tasdigdan foydalaning.
10 - misol. Quyidagi

x
r)—=ct
flw) = ctg (3 —)
funksiya (a,b) C R ochiq interval va R sonlar o‘qi orasida homeo-
morfizm o‘rnatishini ko‘rsating.
Kof‘rsatma. Teskari funksiya uzluksiz ekanini isbotlash yetarli.



12-bob. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalarni
differensiallash

12.1-8. Xususiy hosilalar

1. Xususiy hosilalar. Faraz qilaylik, ko‘p o‘zgaruvchili f funksi-
ya berilgan bo‘lsin. Agar bitta o‘zgaruvchidan boshqga barcha o‘zga-
ruvchilarni o‘zgarmas deb qarasak, biz bir o‘zgaruvchili funksiyani
hosil gilamiz. Bu bir o‘zgaruvchili funksiyani differensiallasak, hiz
xususiy hosila deb ataluvchi hosilaga ega bo‘lamiz. Aniqroq tasavvur
qilish magsadida, biz avval ikki o‘zgaruvchili funksiyalarni qaraymiz
va R? fazo elementlarini (x,7) € R? deb belgilaymiz, bunda 2 € R
vay € R.

Ta'rif. f(x,y) funksiya (a,b) € R? nugtaning biror atrofida
aniqlangan bo‘lsin. [ funksiyaning (a,b) nugtadagi x o‘zgaruvchi
bo‘yicha rususiy hosilasi deb

iy L1000 = J (0.0

h—0

limitga aytiladi va v quyidag:

%(avb) = f'(a,b) = lim fla+h,b)— f(a,b)

h—0 h

(12.1.1)

stmwollardan biri orgali belgilanadsi.

Xuddi shu singari i o‘zgaruvchi bo‘yicha f, xususiy hosila ham
aniqglanadi.

12.1.1 - misol. Quyidagi

fla,y) = sin(ay)
funksiyaning istalgan («,y) nuqtadagi xususiy hosilalari uchun

of(x,y) of(xy)
p = ycos(xy), oy = xcos(xy)
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tengliklar o‘rinli.
12.1.2 - misol. Avvalgi bobda qaralgan (11.2.9) funksiya, ya’'ni

x-y
—— agar (z, 0,0) bo‘lsa,

flay) = <ot +yt ) 70,0 (12.1.2)
0, agar (z,y) = (0,0) bo‘lsa,

funksiya misolida har ikki f; va f, xususiy hosilaga ega bo‘lgan
funksiya hattoki chegaralanmagan ham bo‘lishi mumkinligini ko‘rsa
bo‘ladi. Hagigatan,

M agar (x,y) # (0,0) bo‘lsa
flay) = T at 1y B8 ’ T (12.1.3)
0, agar (z,y) = (0,0) bo‘lsa,

tenglik bajarilishini ko‘rish giyin emas. Xuddi shu singari tenglik
le/ uchun ham o‘rinli. Demak, qaralayotgan funksiya R? fazoning
har bir nugtasida xususiy hosilalarga ega bo‘lsada, u koordinatalar
boshining istalgan atrofida chegaralanmagan.

Umumiy holda ixtiyoriy n ta o‘zgaruvchili funksiyaning qismiy
hosilalari ham yuqoridagidek kiritiladi. Buning uchun e, orqali k-
nomerli komponentasi 1 ga teng bo‘lib, qolgan komponentalari nolga,
teng bo‘lgan

er = (0,..,1,0,...,0)

vektorni belgilaylik. Shubhasiz, har qanday a = (a1, as,...,a,) € R

vektor uchun
n
a — E arer
k=1

tenglik o‘rinli.

Ta’rif. f(x) funksiya a € R™ nugtaning biror atrofida aniglan-
gan bo‘lsin. [ funksiyaning a nugtadagi xr o0‘zgaruvchi bo‘yicha
zususiy hosilasi deb

o T her) — ()
h—0 h
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limitga aytiladi va v quyidag:

or
8xk

(@) — f (a) — lim L3FNeR) = /(3)

12.1.4
h—0 h ( )

stmwollardan biri orgali belgilanadsi.

(12.1.4) tenglikdan ko‘rinib turibdiki, berilgan funksiyaning biror
o‘zgaruvchi bho‘yicha xususiy hosilasini topish uchun, biz qgolgan
o‘zgaruvchilarni o‘zgarmas deb hisoblab, funksiyani o‘sha o‘zgaruvchi
bo‘yicha differensiallashimiz kerak ekan.

12.1.3 - misol. Quyidagi

fx) =[x = a?+ady . tal (12.1.5)

funksiyaning ixtiyoriy x € R” nuqtadagi xususiy hosilalari

of
= = 2 12.1.6
() = 2 (12.1.6)
ko‘rinishga ega.

12.1.4 - misol. Bir o‘zgaruvchili holdagidek, |x| funksiya R™
fazoda uzluksiz bo‘lib, koordinatalar boshidan tashqari barcha nuq-
talarda gismiy hosilalarga ega. Hagiqatan,

f(x) = [x| = \/x% a3 a2 (12.1.7)
funksiyaning ixtiyoriy x # 0 nuqtadagi qismiy hosilalari
(’9f T
. = — 12.1.8
a.Tk (X) |X| ( )

ko‘rinishga ega.

2. Ko‘p ofzgaruvchili funksiyaning nuqtada differensialla-
nuvchanligi. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya uchun differensiallanuv-
chanlik tushunchasini xususiy hosilalarning mavjudligi bilan bog‘la-
maslik kerak ekani (12.1.2) misoldan ko‘rinib turibdi. Buning o‘rniga
funksiyaning differensiallanuvchi bo‘lishining 4.1.1 - teoremada kelti-
rilgan ta'rifini asos qilib olish tabiiyroq bo‘ladi.
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Bir o‘zgaruvchili funksiya holidagi kabi, agar a(h) funksiya yetar-
licha kichik h € R™ larda aniglangan bo‘lib,

a(h)

— 12.1.9

TN T (12.1.9)

tenglik o‘rinli bo‘lsa, a(h) kattalikni h — 0 da |h|¥ ga nisbatan
yugoriroq tartibli cheksiz kichik deymiz va

a(h) = o(|h|*), h—0, (12.1.10)
deb yozamiz.
Xususan,
a(h) = o(/h|), h—0, (12.1.11)
belgilash
_a(h)

tenglikning bajarilishini anglatadi.

Ta’rif. Agar f funksiya a € R™ nugtaning biror atrofida aniglan-
gan bo‘lib, shunday A = (Ay, Asg, ..., Ap) € R™ vektor topilsaki, u
uchun

fa+h)— f(a) = (A,h)+o(/h|), h—0, (12.1.13)

tenglik bajarilsa, u holda bu funksiyani a € R™ nugtada differensialla-
nuvchi deymiz.

Bu tenglikning o‘ng tomonidagi birinchi qo‘shiluvchi A va h
vektorlarining skalyar ko‘paytmasidir. (12.1.13) tenglikni batafsilroq

f(a1 +hi,a2+ ho,...,an + hn) — f(al, as, ..., an) =

= Ay +A2h2+...+Anhn+o<\/h2{+h§+...+hg> (12.1.14)

ko‘rinishda yozish mumkin.

Keltirilgan ta'rifdan ko‘p o‘zgaruvchili differensiallanuvchi funk-
sivaning har bir o‘zgaruvchisi bo‘yicha xususiy hosilaga ega bo‘lishi
kelib chigadi.
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12.1.1 - teorema. Agar f funksiya biror a € R” nugtada dif-
ferensiallanuvchi bo‘lsa, u holda shu nugtada f funksiyaning har bir
o ‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy hosilalari mavjud bo‘lib,

fla+h)—f(a) = Z%(a)hk +o(h)), h—0, (12.1.15)
k=1

tenglik bajarilads.

Isbot. Shartga ko‘ra [ differensiallanuvchi bo‘lgani uchun
(12.1.13) tenglik o‘rinli. Bundan chiqdi, unga teng kuchli bo‘lgan
(12.1.14) tenglik ham bajariladi. Faraz gilaylik, h vektor

h = (h1,0,0,...,0)

ko‘rinishga ega ho‘lib, h1 shunday haqiqiy son bo‘lsinki, a+h vektor
f funksiyaning aniglanish sohasida yotsin. U holda (12.1.14) teng-
likni

f(a1 + h1,as, ...,an) — f(al,ag, ...,an) = Aihy + 0(|h1|)

deb yozish mumkin.
Demak,

f(a1 + hi,az, ... an) — f(al, A2y ...y an)
hy

= A1 + 0(1)
Agar h; ni nolga intiltirsak, xususiy hosila ta’rifiga ko‘ra,
of

— = A

e (a) 1

tenglikka ega bo‘lamiz.
Xuddi shu usulda boshqa o‘zgaruvchilar bo‘yicha ham qismiy
hosilalar mavjudligini va ular uchun

af

= A =1,2,...
amk(a) k> k y Ly eeey Ty

tengliklarning bajarilishini ko‘rsatish mumkin.
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Endi Ay larning topilgan qiymatlarini (12.1.14) formulaga qo‘y-
sak, talab gilingan (12.1.15) munosabatni olamiz.l

(12.1.15) formulani ixchamroq ko‘rinishga keltirish magsadida
quyidagi

Vf(x) = (%(X),%(X),,%(X)) (12.1.16)

belgilashni kiritamiz (V belgisi irlandiyalik matematik Hamilton
(W. R. Hamilton, (1805-1865)) tomonidan kiritilgan bo‘lib, ko‘rinishi
o‘xshash bo‘lgan musiqga asbobi nomi bilan <nabla> deb o‘giladi).

(12.1.16) tenglikning o‘ng tomonidagi vektor f funksiyaning x
nuqtadagi gradienti deb ataladi va u

_ o

grad f(x) I

(x) = Vf(x) (12.1.17)

simvollar orqali ham belgilanadi.
Agar f funksiya x nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsa, (12.1.16)
belgilash yordamida (12.1.15) tenglikni

f(x+h)— f(x) = Vf(x)-h +o(h|) (12.1.18)

ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda nuqta orqali skalyar ko‘paytirish
belgilangan.

3. Ikki o‘zgaruvchili funksiya differensiallanuvchi bo‘li-
shining geometrik ma’nosi. Aytaylik, ikki o‘zgaruvchili f(z,y)
funksiya (a,b) € R? nuqtaning biror atrofida aniglangan bo‘lsin.
Yuqgorida gayd qilganimizdek, bunday funksiyaning grafigi uch o‘l-
chovli fazoda

L(f) = {(x,y,2) €R® 2= f(x,y)}

ko‘rinishdagi sirtdan iborat.
Agar ¢ = f(a,b) desak, (a, b, ¢) nuqta, albatta, shu grafikda yota-
di. Ravshanki, har qanday A va p haqiqiy sonlar uchun R? fazosida

z = fla,b)+ Mz —a) + w(y — b) (12.1.19)
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tenglama bilan berilgan P tekislik grafikning (a, b, ¢) nuqtasidan
o‘tadi.
Agar

Fla,y) = fa,b) + Mo —a) + ply = b) + o(v/ (2 — )2 + (y — b)?)

(12.1.20)
tenglik  o‘rinli  bo‘lsa, P  tekislik f funksiya grafigiga
(a,b, f(a,b)) € R?® nuqtada urinadi deymiz. Boshqacha aytganda,
agar berilgan funksiya bilan tekislik tenglamasi orasidagi farq biror
nuqta atrofida bu nuqtagacha bo‘lgan masofaga nisbatan yuqoriroq
tartibdagi cheksiz kichik miqdor bo‘lsa, u holda P tekislik f funksiya
grafigiga o‘sha nuqtada urinadi deymiz.

Ravshanki, agar (12.1.20) tenglik bilan (12.1.15) differensialla-
nuvchi bo‘lishlik shartini solishtirsak, biz navbatdagi tasdiqga ega
bo‘lamiz: P tekislikning f funksiya grafigiga (a, b, f(a,b)) nuqtada
urinishi uchun f funksiya (a, b) nuqtada differensiallanuvchi bo‘lib,
urinma tekislik tenglamasining

of of

z = fla, b)+(m—a)%(a, b) +(y—b)a—y(a, b) (12.1.21)

ko‘rinishga ega bo‘lishi zarur va yetarlidir.

4. Murakkab funksiyaning differensiallanuvchanligi. Ush-
bu bandda biz ko‘p o‘zgaruvchili murakkab funksiyaning differensial-
lanuvchi bo‘lish shartlarini o‘rganamiz.

Buning uchun biz £ C R™ to‘plamda aniglangan biror f : £ —
R funksiyani va V C R™ to‘plamda aniglangan ¢ : V — R"
funksiyani qgaraymiz. Bunda ¢ vektor-funksiya bo‘lib, agar
t = (1,12, ..., tm) desak, u

Qp(t) - (gOl(t),QOQ(t),...,QOn(t)), teV,

ko‘rinishga ega.
Biz ¢ akslantirishning giymatlar to‘plami £ da yotsin deb faraz
gilamiz, ya’'ni istalgan t € V uchun

Ty = @1(t1, t27 "'7tm)7
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XTo — @2(151, ta, ...,tm),

Tn = @n(tl,tg,...,tm),

koordinatalarga ega bo‘lgan x € R™ nuqta E to‘plamga tegishli
bo‘lsin.
U holda, yuqorida qayd gilinganidek,

Bt) = fle®)], teV,

ko‘rinishda ta’sir giluvchi F' = f[p] : V' — R murakkab funksiyani
aniglash mumkin.

Navbatdagi teoremada murakkab funksiyaning differensiallanuv-
chi bo‘lishi uchun shartlar va uning xususiy hosilalarini hisoblash
qoidasi keltiriladi.

12.1.2 - teorema. V C R™ to‘plamda aniglangan ¢ : V — R"
vektor-funksiyaning qiymatlor to‘plami E C R™ da yotsin va shu
to‘plamda aniglangan [ : EE — R funksiya berilgan bo‘lsin.

Agar o(t) funksiyaning har bir komponentasi biror a € V' nug-
tada differensiallanuvchi bo‘lib, f(x) funksiya b = @(a) nuqtada
differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda F(t) = flp(t)] murakkab funk-
stya t = a nugtada differensiollanuvchi bo‘lib, uning wususiy hosi-
lalart uchun

& f (9g0]
§ j RN 2] 1.2, 12.1.22
8tk 2 D, b) 5 (@) k= 12m, ( )

formulalar o‘rinli bo‘ladi.

Isbot. Shartga ko‘ra, ¢;(t) funksiyalar a nuqtada differensialla-
nuvchi. Bundan chiqdi, ixtiyoriy yetarlicha kichik h € R™ vektor
uchun, (12.1.15) formulaga ko‘ra,

QJ

p;(a+h)— -y ai a)hy + o(|h|) (12.1.23)
k—1

tenglik bajariladi.
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Agar
Ap = p(a+h)—y(a) (12.1.24)

deb belgilasak, (12.1.23) tenglikka ko‘ra, bu vektorni har bir kompo-
nentasi h — 0 da nolga intiladi. Demak, 11.1.1 - teoremaga asosan,
h — 0 da Ap — 0, yoki, yanada aniqroq,

Ay = O(lh)). (12.1.25)

Shunday ekan, f funksiyaning differensiallanuvchanligi tufayli,
(12.1.17) va (12.1.15) tengliklarga ko‘ra,

f(b+Ap)—f(b) = VF(b)-Apto(|Ag]) = 3 —=(b)Ag;+o([h])
Jj=1 I

(12.1.26)
tenglikka ega bo‘lamiz.
Ma’lumki, b = @(a) va (12.1.24) belgilashga ko‘ra, b + Ay =
w(a + h). Shuning uchun, bevosita F'(t) = f[y(t)] murakkab funk-
siyaning ta’rifi va (12.1.23)-(12.1.26) formulalardan

Fla+th)—F(a) = f(b+Ap) - f(b) =

=3 ) ag; + o(fh)) =

Jj=1 w]
— “L bt h h|).
]21 8% <k§1 tk a)hy +o(|h]) | +o(|h])

tenglik kelib chigadi.
Bundan, yig‘ish tartibini o‘zgartirib, quyidagi

Flat = Zaxj ) S22 ) | b+ o)

tenglikni olamiz.
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Hosil bo‘lgan tenglik, (12.1.15) ga ko‘ra, F'(t) murakkab funksi-
yvaning a nuqtada differensiallanuvchi ekanini va uning xususiy hosi-
lalarini (12.1.22) formulalar bilan hisoblanishini anglatadi.l

1 - eslatma. Agar

o9 (a% D2 a¢n>

Ot oty Oty Oty
deb belgilash kiritsak, ravshanki, (12.1.22) tenglikni
oF 0
ar Vf(b) gO(a)v k:1727'“7m7

Ot ’ 8—tk

kabi yozish mumkin.
2 - eslatma. Agar ¢ akslantirish har bir k& o‘lchovli t € R¥

vektorga biror n o‘lchovli ¢(t) € R™ vektorni mos qo‘ysa, ¢ : RF —
R"™ deb yozamiz. Bunda

91 Op 91
oty Oty T Oty

O Opa 02 )

3 = o, o, | ot (12.1.27)
oty Oty T Oty

simvol orqali ¢ vektor-funksiya komponentalarining qgismiy hosilala-
ridan iborat (n x k)— matritsani belgilaymiz. (12.1.16) vektorni
(12.1.27) matritsaga ko‘paytirish qoidasiga ko‘ra, (12.1.22) tenglikni

of _of 9y

ot ox ot

ko‘rinishda, ya’ni xuddi bir o‘zgaruvchili funksiya uchun zanjir qoida-

si singari yozish mumkin (bunda biz (12.1.17) belgilashdan foyda-
landik).

5. Yo‘nalish bo‘yicha hosila. Faraz gilaylik, a € R? nugtaning

biror atrofida aniglangan va shu nuqtaning o‘zida differensiallanuv-

chi bo‘lgan f funksiya berilgan bo‘lsin. 12.1.1 - teoremaga ko‘ra,

(12.1.28)
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f(z1,22,23) funksiya har bir z; o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy hosila-
ga ega, ya'ni f ni, qolgan koordinatalarni tayinlab, shu bir o‘zgaruv-
chining funksiyasi deb qarasak, bu funksiya o‘sha koordinata o‘qi
bo‘ylab differensiallanuvchidir. Boshqacha aytganda, agar s simvoli
orqali koordinata o‘glaridan biri bo‘ylab yo‘naltirilgan birlik vek-
torni belgilasak, u holda faqat ¢ o‘zgaruvchi funksiyasi deb garalgan
f(a + ts) funksiya t = 0 nuqtada hosilaga ega va bu hosila mos
xususiy hosila bilan ustma-ust tushadi.

Endi s deb koordinata o‘qlari bilan «q,as va as burchaklarni
tashkil qiluvchi birlik vektorni belgilaylik. Bu vektorning koordinata
o‘qlariga proeksiyalari yuqoridagi burchaklarning kosinuslari bo‘lga-
ni sababli,

s = (cosaq, cosqy, COSag) (12.1.29)

deb yozishimiz mumkin.

Agar F'(t) = f(a+ ts) ni ¢ ning bir o‘zgaruvchili funksiyasi deb
garasak, u { = 0 da differensiallanuvchi bo‘lib, uning hosilasi, 12.1.2
- teoremaga ko‘ra,

formula yordamida hisoblanadi.
Bu hosilaga [ funksiyaning s yo‘nalish bo‘yicha hosilasi deb ata-

ladi va u 5
af af ,
s = ; 7 COS (v

kabi belgilanadi.
Agar gradient ta’rifini yodga olsak, oxirgi tenglikni gradient va
s vektorning skalyar ko‘paytmasi ko‘rinishida yozish mumkin:
of
Os
12.1.5 - misol. Quyidagi

Vf-s.
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funksiyaning ixtiyoriy x € R? nuqtadagi (12.1.29) yo‘nalish bo‘yicha
hosilagini hisoblang.

Ravshanki,
V[f(x) = (221,2x9,2x3) = 2%.
Demak,
% = V[ -s=2x"s.

Xuddi shu usulda ixtiyoriy n o‘zgaruvchili funksiya uchun yo‘na-
lish bo‘yicha hosila aniglanadi. Chunonchi, a € R” nugtaning biror
atrofida aniglangan va shu nugtaning o‘zida differensiallanuvchi bo‘l-
gan f funksiya berilgan bo‘lsin. Faraz qilaylik, s = (s1, 2, ..., 8p)
ixtiyoriy birlik vektor bo‘lsin, ya’'ni

ls| = \/3%+3%+...+3%: 1.

Bu vektorni har bir komponentasining absolyut qiymati 1 dan
katta bo‘lmagani uchun, bir giymatli aniglangan shunday «; bur-
chaklar topiladiki, ular uchun

s; = cosay, O0<a;<nm i —=1,2,...n
J J 7 9 J ) <y s 10y

tengliklar bajariladi.
Shunday qilib, har bir birlik vektorni

s = (cosaq, COSQ, ..., COSQy,) (12.1.30)

ko‘rinishda yozish mumkin.
Agar ¢ : R — R” vektor-funksiya

o(t) = a+ts

tenglik bilan aniglangan bo‘lsa, u holda uning giymatlar to‘plami
a nugtadan s yo‘nalish bo‘yicha o‘tuvchi to‘g‘ri chizigdan iborat
bo‘ladi. Endi F'(t) = f(a -+ ts) funksiyani ¢ ning bir o‘zgaruvchili
funksiyasi deb garasak, u ¢t = 0 nuqtada differensiallanuvchi bo‘ladi



12-bob. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalarni differensiallash 65

va uning hosilasi f funksiyaning a nuqtadagi s yo‘nalish bo‘yicha
hosilasi deyiladi. 12.1.2 - teoremaga ko‘ra, s yo‘nalish bo‘yicha hosila

of — Jf
= = ; %jcosaj:st (12.1.31)
ko‘rinishga ega.

Navbatdagi tasdigqa ko‘ra, differensiallanuvchi funksiya gradi-
enti bu funksiya grafigining <eng tik> ko‘tarilishining yo‘nalishini
aniglaydi.

12.1.1 - tasdiq. Agar s* = v/ desak,

i
of Lot
pel e — |V/f] (12.1.32)

tenglik o‘rinli.
Isbot. (12.1.31) tenglikka Koshi-Bunyakovskiy tengsizligini qo‘l-
lasak,

e (12.1.33)

Os

bahoga ega bo‘lamiz.
Yana o‘sha (12.1.31) tenglikka ko‘ra,

of v
Js* IVl

= Vf-s = Vf- =|Vfl|. (12.1.34)
Ravshanki, (12.1.33) va (12.1.34) munosabatlardan talab qilin-
gan (12.1.32) tenglik kelib chiqadi.l
Shunday qilib, biror nugtadagi yo‘nalish bo‘yicha hosila o‘zining
eng katta giymatiga gradient yo‘nalishi bo‘yicha erishar ekan.
12.1.1 - lemma. Berilgan f funksiya biror @ C R™ sohada
differensiallanuvchi bo‘lib, |a,b] kesma butunligicha Q da yotsin.
Agar bu kesmaning har bir nuqtasida

Vf(x) = 0, x€]ab, (12.1.35)
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tenglik o ‘rinli bo‘lsa, f(a) = f(b) bo‘ladi.
Isbot. h = b — a deb belgilab, quyidagi

F(t) = f(a+th)

bir o‘zgaruvchili funksiyani qaraymiz.

Bu funksiya ¢ bo‘yicha [0,1] kesmada differensiallanuvchidir.
Shunday ekan, hosilani murakkab funksiyani differensiallash qoidasi
bo‘yicha topib, (12.1.35) shartni e’tiborga olsak,

F'(t) = Vf(a+th)-h =0, 0<t<1, (12.1.36)

tenglikka ega bo‘lamiz.
Lagranj formulasiga ko‘ra, 0 < ¢ < 1 intervaldan shunday ¢
topiladiki, u uchun

F(1) — F(0) = F'(1)

tenglik bajariladi. Demak, (12.1.36) tenglikka asosan, F'(1) = F'(0),
yami f(b) — f(a).M

Eslatib o‘tamiz, soha deb ochiq bog‘langan to‘plamga aytgan
edik.

12.1.3 - teorema. Faraz qilaylik, [ funksiya biror & C R"
sohada differensiallanuvchi bo‘lsin. Agar bu sohaning har bir nugta-
sida

Vfx) = 0, xe€Q,

tenglik bajarilsa, u holda [ funksiya € da o‘zgarmas bo‘ladi.
Isbot. Aytaylik, a va b berilgan €2 sohaning ixtiyoriy ikki nug-
tasi bolsin. Bu ikki nugtani €2 da butunligicha yotuvchi siniq chiziq
bilan tutashtiramiz (11.1.3 - tasdigqa asosan buning imkoni bor). U
holda, 12.1.1 - lemmaga asosan, bu siniq chizigning har bir kesmasi-
da f funksiya o‘zgarmas bo‘ladi. Demak, f(a) = f(b) va bundan
chigdi, f funksiya €2 sohada o‘zgarmas bo‘lar ekan.ll
6. Yugqgori tartibli xususiy hosilalar. Faraz qilaylik, ikki

o‘zgaruvchili f(x,y) funksiya biror Q € R? sohada (’9_;; xususiy hosi-
laga ega bho‘lib, bu hosila ham, o‘z navbatida, €2 sohada xuddi o‘sha
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x o‘zgaruvchi bo‘yicha
0 of
ox Ox
xususiy hosilaga ega bo‘lsin.
Bu hosila f funksiyaning x o‘zgaruvchi bo‘yicha ikkinchi tartibli
xususiy hosilasi deb atalib,

o OF 0 0f
w 2 dx dr
ko‘rinishda belgilanadi.

Xuddi shu kabi y o‘zgaruvchi bo‘yicha ikkinchi tartibli qismiy
hosila aniglanadi:

i T}
vy ayQ ay ay :
. Of . . : . .
Endi 55 xususiy hosila € da y bo‘yicha xususiy hosilaga ega
bo‘lsin deylik:
o 9f
oy Ox’

Bu hosila f funksiyaning « va y bo‘yicha ikkinchi tartibli (ara-
lash) xususiy hosilasi deb ataladi va

. f 00
w yox Ay Ox

kabi belgilanadi.

Shunday qilib, bu ikkinchi tartibli aralash xususiy hosilani topish
uchun avval f funksiyani x bo‘yicha, so‘ngra y bo‘yicha differensial-
lash kerak.

Xuddi shu kabi quyidagi

2 0o
oxdy — Ox Oy’

1
fyz -

ikkinchi tartibli aralash xususiy hosila aniglanadi.
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12.1.6 - misol. Quyidagi

fle,y) = ysinx
funksiyani qaraylik.
Bu funksiyaning har ikki f; va f, xususiy hosilaga ega bo‘lishini
ko‘rish giyin emas. Bunda
fglc(may) = Yycosw
va
folx,y) = sina.

Demak, har qganday x va y lar uchun

w(@y) = fy(z,y) = cosa.

Shunday qilib, f(z,y) = ysina funksiyaning xususiy hosilalari
barcha x va y lar uchun

*f  *f

oxdy  Oydx

(12.1.37)

tenglikni ganoatlantiradi.

Albatta, (12.1.37) tenglikni funksiyalarning juda keng sinfi uchun
bajarilishini kutish tabiiydir. Bu hagigatan ham shunday va biz bu
tasdigni quyida isbotlaymiz. Lekin, shunga garamasdan, bu teng-
likni doimo o‘rinli bo‘ladi deb bo‘lmaydi, chunki shunday funksiyalar
ham borki, ular har ikki xususiy hosilaga ega bo‘lsada, bu hosilalar
o‘zaro teng emas.

12.1.7 - misol. Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya quyidagi

ay - (@ +y)
—— 0,0) bo‘l
0 , agar (x,y) = (0,0) bo'lsa,

ko‘rinishda aniglangan bho‘lsin.
Bu funksiya va (x — y) ning ko‘paytmasidan iborat

u(z,y) = (x—y)f(x,y) (12.1.39)
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funksiyani qaraymiz.
Ravshanki, koordinata o‘qlarida f nolga teng:

f(x,0) = f(0,y) = 0. (12.1.40)

Bundan tashqari, to‘g‘ridan-to‘g‘ri hisoblash orqali bu funksiyani
R? fazosining har bir nuqtasida 2 va y bo‘yicha xususiy hosilalarga
ega ekanini ko‘rsatish mumkin. Bunda, agar x #£ 0 va y # 0 bo‘lsa,

0y = 1, fi(x,0) = 1 (12.1.41)

tengliklar bajariladi.

Demak, (12.1.39) tenglik bilan aniglangan u(x,y) funksiya ham
x va y bo‘yicha R? fazosining har bir nuqtasida xususiy hosilalarga
ega. Biz endi, bu funksiya koordinatalar boshida ikkinchi tartibli
aralash xususiy hosilalarga ega bo‘lsada, bu xususiy hosilalar o‘zaro
teng bo‘lmasligini ko‘rsatamiz. Hagigatan,

uy(x,y) = flo,y) + (@ —y)fule,y)

va xususan, u’,(0,0) = 0.
Shunday ekan, (12.1.40) va (12.1.41) tengliklarga ko‘ra,

Uz (0, 1) = (0,0) = (0, ) + (0 — h) f(0, ) = —hf;(0,h) = —h,

va demak,

. 1
Xuddi shu usulda
Uy, (0,0) = 1

ekani ko‘rsatiladi.

Shunday qilib, (12.1.39) funksiya uchun (12.1.37) tenglik koordi-
natalar boshida bhajarilmas ekan.

Qaralgan misolda u(x,y) funksiyaning aralash xususiy hosilalari
koordinatalar boshida uzilishga ega ekanini ko‘rish giyin emas. Bordi-
yvu bu aralash hosilalar uzluksiz bo‘lsa, navhatdagi teorema ularning
o‘zaro teng bo‘lishini ta’kidlaydi.
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12.1.4 - teorema. Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya (a,b) € R?
nuqtaning biror atrofida fu(x,y) va f,(x,y) zususiy hosilalarga ega
bo'lsin. Agar o‘sha atrofda ikkinchi tartibli f)!, (x,y) va f,,(x,y) ar-
alash zususiy hosilalar mavjud bolib, ular (a,b) nuqtada uzluksiz
bo‘lsa, u holda

0%f 0%f

= 12.1.42
(@)~ () (12.1.42)
tenglik o‘rinli.
Isbot. Ixtiyoriy yetarlicha kichik k& sonini tayinlab,
b(x) = f(x,b+h) — f(z,b) (12.1.43)

funksiyani qaraymiz.

Ikki marta Lagranj formulasini qo‘llasak, a va a + h orasida
yotuvchi shunday ¢; hamda b va b+ h orasida yotuvchi shunday m
sonlar topiladiki, ular uchun

®(a+h)—®(a) = (&) h =

= [fol€, b+ 1) = folén, )b = fi, (&, m) - B2 (12.1.44)

tenglik bajariladi.
Xuddi shunga o‘xshash,

\Ij(y) - f(a+hvy) _f(avy)

funksiyani qarasak, a va a + h orasida yotuvchi shunday &> hamda
b va b+ h orasida yotuvchi shunday 7, sonlar topiladiki, ular uchun

U(b+h)— V() = Vip) h =

= [fyla+ b)) = fla,m)lh = fy(&a,m0)-h* (12.1.45)

tenglik bajariladi.
Boshqa tomondan, to‘g‘ridan-to‘g‘ri hisoblash orqali

®(a+h) —P(a) = Wb+ h)— V(b

ekanini ko‘rish mumkin.
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Shunday ekan, (12.1.44) va (12.1.45) tengliklarni taqqoslab,

w(§1,m2) = fue(&2,1m2)

munosabatni olamiz.

Oxirgi tenglikda h — 0 deb (bunda, albatta, & — a va nx — b),
aralash hosilalarning uzluksizligini esga olsak, talab qilingan (12.1.42)
tenglikka ega bo‘lamiz.l

Endi biror  C R" sohada aniglangan f(x) funksiyani qaraymiz.
Faraz qilaylik, bu funksiya €} sohada v gismiy hosilaga ega bo‘lib,

93
bu xususiy hosila ham, o'z navbatida, €2 da z; o‘zgaruvchi bo‘yicha

xususiy hosilaga ega bo‘lsin:
9 9
8xj 8:1% )
Bu hosila f funksiyaning xx va x; o‘zgaruvchilar bo‘yicha ikkin-
chi tartibli zususiy hosilasi deb ataladi va u
P N
TR ;0 dx; Oy,

ko‘rinishda belgilanadi.

1 1
Agar fIkI] va TGjTL

12.1.4 - teoremaga ko‘ra,

ikkinchi tartibli hosilalar uzluksiz bo‘lsa,

(92f B (92f
Ow;oxy  Owpdx;

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Umumiy holda, x,, Zk,, --., Zk,, 0'zgaruvchilar bo‘yicha m - tar-
tibli xususiy hosila induktiv ravishda quyidagicha aniglanadi:

amf ! am—lf
= .o (12.14
8ka8ka71...8xkl (’9ka 8ka718ka72...8xkl ( 6)
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Agar berilgan funksiyaning m - tartibgacha bo‘lgan barcha qis-
miy hosilalari biror sohaning har bir nuqtasida uzluksiz bo‘lsa, u hol-
da bu funksiyaga o‘sha sohada m marta uzluksiz differensiallanuvchi
deyiladi.

Albatta, m marta uzluksiz differensiallanuvchi funksiya uchun m
- tartibgacha bo‘lgan xususiy hosilalarning qaysi tartibda hisoblan-
ishi ahamiyatga ega emas. Bunda, agar (12.1.46) ta’rifdagi indek-
slardan ba’zilari o‘zaro ustma-ust tushsa, maxrajdagi ko‘paytma,
odatda, daraja bilan almashtiriladi. Masalan,

0 f 0 f

Ow10x20w1  Oxjowy

12.2-§. Teylor formulasi

1. Differensial.

Ta’rvif. Faraz qilaylik, [ funksiya a € R™ nugtaning biror atrofida
aniqlangan bo‘lib, shu nugtada differensiallanuvchi bo‘lsin. Bu funk-
siyaning a nuqtadagi differensiali df (a,h) deb argumentning yetar-
licha kichik h orttirmasiga mos kelgan funksiya orttirmasining h ga
nisbatan chiziql gismiga aytiladi, ya'ni

f(a+h)— f(a) = df(a,h)+o(|h|), h—0. (12.2.1)

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya differensialining aniq ko‘rinishi haqi-
dagi navbatdagi tasdiq bevosita 12.1.1 - teoremadan kelib chiqadi.

12.2.1 - tasdiq. Agar f funksiya biror a € R™ nugtada differen-
stallanuvchi bo‘lsa, u holda uning shu nugtadagi differensiali

df(a,h) = Zﬂ(a) hy = h-Vf(a) (12.2.2)
ko‘rinishga ega.

Shunday qilib, agar f funksiya har bir x € £ C R" nuqtada
differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda uning differensiali ikki x va h
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vektor o‘zgaruvchining funksiyasi bo‘lib, h argument bo‘yicha chiz-
igli bo‘ladi:
df(x,h) = h-Vf(x).

Odatda, h o‘zgaruvchi dx simvol orqali belgilanadi va differensial

df (x,dx) = Vf(x) -dx = Zﬁ(x) dxy, (12.2.3)

ko‘rinishda yoziladi.
¥
2. Birinchi differensial formasining invariantligi.

Berilgan f(x) funksiyaning x argumenti t € R™ o‘zgaruvchi-
ning vektor-funksiyasi bo‘lgan vaqtdagi differensialini topamiz. Bun-
da, agar bu vektor-funksiyaning har bir komponentasi differensial-
lanuvchi bo‘lsa, uni differensiallanuvchi deymiz. Shunday qilib,

Ft) = flx(t)] (12.2.4)

ko‘rinishdagi murakkab funksiyani qaraymiz va bu funksiyani t argu-
mentining dt orttirmasiga mos keluvchi differensialini topamiz.

Agar f(x) va x(t) funksiyalar differensiallanuvchi bo‘lsa, /' mu-
rakkab funksiya ham differensiallanuvchi bo‘lib, murakkab funksiya-
ni differensiallash qoidasiga ko‘ra,

m

dF = dF(t,dt) Z . Z(}i% ‘Zf)dt]
] =1

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Bundan, yig‘ish tartibini o‘zgartirib,

ua &vk
Z &Ek 2. 8—15] - dt;

formulaga ega bo‘lamiz.
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E’tibor bering, bu formulaning o‘ng tomonida turgan qavs ichida-
gi ifoda z(t) funksiyaning dxj differensialidir. Shuning uchun bu

tenglikni
zn:
Oxp
k=1

ko‘rinishda yozish mumkin.
Shunday qilib,

zn: a—f (12.2.5)
k=1

Bu formuladan ko‘rinib turibdiki, f(x) funksiyaning birinchi
differensiali, x argumentining o‘zi biror o‘zgaruvchining funksiyasi
bo‘lgan vaqtda ham, xuddi (12.2.3) ko‘rinishda bo‘lar ekan. Bunda
farq shundan iboratki, (12.2.5) tenglikda dxj funksiya differensia-
lidir va shuning uchun, bu formulani aslida

n

df (x(t), dt) Z - dag(t, dt) (12.2.6)

deb tushuniladi.
Keltirilgan tasdiq birinchi differensial formasining invariontligs
deb yuritiladi.

3. Ikkinchi differensial.
19, Biror © C R” sohada differensiallanuvchi bo‘lgan f funksiyani
garaylik. Faraz qgilaylik, bu funksiyaning differensiali, ya’ni

df (x,dx) = Vf(x)dx

funksiya, orttirmaning har bir tayinlangan dx giymatida x o‘zgaruv-
chining differensiallanuvchi funksiyasi bo‘lsin. U holda, x ga h orttir-
ma berib,

df (x +h,dx) — df(x,dx) = [Vf(x+h)-Vf(x)]dx =
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= {VI|Vf(x)-h] + a(x, h) -h} dx

tenglikka ega bo‘lamiz, bunda h — 0 da a(x,h) — 0.
Demak, birinchi differensialning differensiali, ya'ni birinchi diffe-
rensial orttirmasining h ga nisbatan chizigli qismi,

VIVf(x) h]dx

ko‘rinishga ega.

Uning h = dx dagi qiymatiga f funksiyaning ikkinchi differen-
siali deb ataladi va u d?f = d?f(x, dx) simvol bilan belgilanadi.
Shunday qilib,

d?f(x,dx) = ~da;d
fx dx) = V[V[(x) ;2} awkam vy,
(12.2.7)
yva’ni ikkinchi differensial dx orttirmaning kvadratik funksiyasi bo‘lar
ekan.
Masalan,

d?[sin(z +y)] = —sin(x +y) (dx + dy)>.

2°. Endi berilgan f(x) funksiyaning ikkinchi differensialini x ar-
gumentning o‘zi biror t € R™ o‘zgaruvchining funksiyasi bo‘lgan
vaqtda hisoblaymiz. Boshqacha aytganda,

B(t) = f(x) = [x(t)] (12.2.8)

murakkab funksiyani qaraymiz va uning t argumentini dt orttirma-
siga mos kelgan ikkinchi differensialini topamiz.

Agar f(x) va x(t) funksiyalar ikki marta differensiallanuvchi
bo‘lsa, u holda F' murakkab funksiya ham ikki marta differensialla-
nuvchi bo‘lib,

O*F o~ O f Oxj Oxy, L of 0wy
Otgta ;; Orpdr; Oty Olg + Zam] Ot g0t a
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tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Demak,

m m aQF
d°F = d?F(t,dt) = dto dts =
(t,dt) ;; T 5

N Nn [ PP Oy Ox | = Of 0%y
=22 Z;axkaxj e at5+;%j’atﬁa§a At atp.

Agar yig'ish tartibini o‘zgartirsak, (12.2.8) murakkab funksiya
uchun

d?f = dr;d L d?%x; 12.2.9

tenglikni olamiz.
Bu tenglikni olishda biz

8xj

a=1

ekanini, ya'ni yig‘indi x;(t) funksiyaning birinchi differensialiga teng
ekanini va

tenglikni, ya’ni qo‘sh yig‘indi o‘sha funksiyaning ikkinchi differensi-
aliga teng ekanini hisobga oldik.

Agar (12.2.7) va (12.2.9) tengliklarni taqqoslasak, x o‘zgaruvchi-
ning o‘zi boshga bir t o‘zgaruvchining funksiyasi bo‘lganda ikkinchi
differensialda qo‘shimcha had paydo bo‘lganini ko‘ramiz. Bu qo‘-
shimcha had (12.2.9) ning o‘ng tomonidagi ikkinchi yig‘indidan ib-
orat. Bunda, yuqorida gayd etilganidek, d2:1cj simvol x; o‘zgaruvchi-
ning ikkinchi differensialini anglatadi. Shunday qilib, murakkab funk-
siyaning ikkinchi differensialining ko‘rinishi (12.2.7) dan farq qilar
ekan, ya’ni ikkinchi differensial invariantlik xossasiga ega emas ekan.
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Shuni aytish kerakki, agar t € R™ bo‘lib, xg(t) o‘zgaruvchilar
1; o‘zgaruvchilarga chizigli bog liq bo‘lsa (ya’ni biror ay ; o‘zgarmas

koeffitsientlar bilan xp = Z akjt; tenglik bajarilsa), d?wx(t)

ikkinchi differensiallar nolga teng bo‘lib, (12.2.9) ga ko‘ra, f funksiya-
ning ikkinchi differensiali o‘zining (12.2.7) ko‘rinishini saqlaydi.

3%, Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalarning turli xossalarini o‘rganish-
da ikkinchi differensialning muhimligi tufayli, ikkinchi tartibli hosi-
lalardan tuzilgan quyidagi

ﬁ o f Of
a2 Ox10xy ~ Ox10x,

R R 5
H = Oxo02 O3 T OwaOxy, (12.2.10)

o:f B 92 f

dwpdry Ox,0xe ~  Ox2,

matritsa bhilan bog‘liq
(Hh,h) zn: zn: i (12.2.11)
8wk8w]

:1]:1

kvadratik forma maxsus hessian degan nom olgan (nemis matemati-
gi O. Hesse (Otto Hesse (1811-1874)) sharafiga). Ravshanki, (12.2.7)
tenglikka ko‘ra, ikkinchi differensial hessian orqali quyidagicha ifoda-
lanadi:

d?f(x,dx) = (Hdx,dx).

12.1.4 - teoremaga asosan, (12.2.10) matritsa simmetrikdir. Shu-
ning uchun (12.2.11) kvadratik forma ham simmetrik deyiladi. Bun-
dan tashqgari, agar ixtiyoriy h # 0 vektor uchun

(Hh,h) > 0, h#0, (12.2.12)
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tengsizlik bajarilsa, (12.2.11) kvadratik forma musbat aniglangan
deb ataladi.

(12.2.11) kvadratik forma h argumentning uzluksiz funksiyasi
bo‘lgani uchun u, Veyershtrassning ikkinchi teoremasiga asosan, kom-
pakt bo‘lgan {h € R™ : |h| = 1} birlik sferada o‘zining aniq quyi
chegarasiga erishadi, ya’ni

(Hh,h) = (Hho, ho), [h| = |ho| = 1.

Agar 1 = (Hhg, hp) deb belgilasak, musbat aniglangan kvadratik
forma uchun, (12.2.12) shartga ko‘ra, i > 0 tengsizlikka ega bo‘lamiz.
Demak,

h
— deb,

Endi, agar h noldan farqli ixtiyoriy vektor ho‘lsa, v = |

oxirgi tengsizlikka ko‘ra,

h h
O0<u< (Hv,v) = <H—

1

munosabatni olamiz.
Bunda biz kvadratik formaning 2-darajali bir jinsli funksiya ekani-
ni, ya'ni istalgan A haqiqiy son uchun

(HAh, \h) = A\2(Hh,h)

tenglik bajarilishini hisobga oldik.
Shunday qilib, agar (12.2.11) kvadratik forma musbat aniqlan-
gan bo‘lsa, u holda istalgan h € R™ uchun

(Hh,h) > plh|?, p>0, (12.2.13)

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
Shuni aytish kerakki, ¢ > 0 kattalik, umuman aytganda, hes-
sian hisoblanayotgan x nuqtaga bog'liq. Lekin, agar f funksiyaning
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ikkinchi hosilalari uzluksiz bo‘lsa, u holda s kattalikni ixtiyoriy kom-
paktda, undan olingan barcha x lar uchun o‘zgarmas qilib olish
mumkin. Bunga ishonch hosil qilish uchun, yana yuqoridagidek,
Veyershtrassning ikkinchi teoremasini qo‘llash yetarli.

Agar ixtiyoriy h # 0 vektor uchun

(Hh,h) < 0, h#0,

tengsizlik bajarilsa, u holda (12.2.11) kvadratik forma manfiy aniqlan-
gan deyiladi.
Manfiy aniglangan kvadratik forma uchun

(Hhvh) < _,U|h|27 ,U>Ov

tengsizlik o‘rinli.
49, Faraz qilaylik, h vektor t o‘zgaruvchining chiziqli funksiyasi
bo‘lsin, ya'ni biror kvadratik S matritsa bilan

h = St

tenglikni qanoatlantirsin. Bundan tashqari, bu almashtirishni ortogo-
nal deb faraz qilaylik, ya'ni S~! = S* bo‘lsin deylik. U holda

(Hh,h) = (HSt,St) = (ST'HSt,t)

tenglikka ega bo‘lamiz.

H matritsa simmetrik bo‘lgani uchun, S matritsani shunday tan-
lash mumkinki, natijada yangi hosil bo‘lgan H = S™'H S matritsa
diagonal ko‘rinishga ega bo‘ladi:

A0 0 ... 0
H — 0 X 0 ... O
0 0 ... 0 A\,

Bunda Ag sonlar haqiqiy bo‘lib, agar ularni o‘sish tartibida joy-
lashgan desak, ular bir gqiymatli aniqlanadilar.
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Agar barcha A sonlar noldan fargli bo‘lsa, H matritsa Tosmas
deb va aks holda bu matritsa zos deb hisoblanadi. Bunga mos rav-
ishda yuqoridagi (Hh, h) kvadratik forma ham xosmas yoki xos deb
ataladi.

Agar barcha Ay sonlar bir xil ishorali bo‘lsa, xosmas (Hh,h)
kvadratik formaning ishorasi aniglangan deyiladi va agar bu sonlar-
dan ba’zilari (hammasi emas) musbat bo‘lib, qolganlari manfiy bo‘l-
sa, bu kvadratik formaning ishorasi o‘zgaruvchan deyiladi.

Shunday qilib, ikkinchi differensial xos yoki xosmas kvadratik
formadan iborat bo‘lib, oxirgi holda bu formaning ishorasi aniglan-
gan yoki aniglanmagan bo‘lishi mumkin. Funksiya ikkinchi differen-
siali ishorasining aniglanganligi ekstremal nuqtalarni topishda mu-
him ahamiyatga egadir.

4. Yugqori tartibli differensiallar.

Berilgan f funksiyaning m-tartibli differensiali induktiv ravish-
da aniglanadi. Chunonchi, faraz qilaylik, f funksiya biror € so-
hada m marta differensiallanuvchi bo‘lib, uning (m — 1)-tartibli
d™ 1 f(x,dx) differensiali barcha x € € lar uchun aniqlangan bo‘lsin.
U holda bu (m — 1)-tartibli differensial x o‘zgaruvchining differen-
siallanuvchi funksiyasi bo‘ladi. Demak,

4™ J (x4 dx) — 7 f(x, dx) = V[d™ ' f(x,dx)]-h + of|hl).

Bu orttirmaning h bo‘yicha chiziqli qgismi

V[d™1f(x,dx)] - h (12.2.14)
ga teng bo‘lib, uning h = dx dagi giymati f funksiyvaning m-tartibli
differensiali deyiladi.

Bu differensialning ko‘rinishini aniglash magsadida quyidagi

- 5,
(h-V) = Z hk%
k=1 k

formal ko‘rinishdagi amalni kiritamiz.
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Bu amal yordamida istalgan differensiallanuvchi f funksiya uchun

n he 2! L (x) (12.2.15)

deb yozish mumkin.
Endi m = 2,3, ... uchun induktiv ravishda

(h-V)"f(x) = (h-V)[(h- V)" f(x)] (12.2.16)

deb aniglaymiz.

Yuqorida keltirilgan m-tartibli differensialning (12.2.14) ta’rifini
hisobga olib, m = 1,2, ... uchun induktiv ravishda bu differensial-
ning

d” f(x,dx) = (dx-V)"f(x) (12.2.17)
ko‘rinishga ega ekanini ko‘rsatish mumkin.

O‘z navbatida, (12.2.15) va (12.2.16) ta’riflardan foydalanib,

h-v)ymf) — S 3 ) g, gy - - B
( )" f(x) 222 D Oar,.Omp, Tt Ko
- —

(12.2.18)
tenglikka ega bo‘lamiz.
Shunday qilib, biz quyidagi tasdiqqa kelamiz.
12.2.2 - tasdiq. m-tartibli differensial uchun

3
3

d™f(x,dx) = Z Z Z o (x) drg, day, - dry,,

Owy, Oy, ...0x
kim1ko—1 R

(12.2.19)
tenglik o‘rinli.
Isbot bevosita (12.2.17) va (12.2.18) tengliklardan kelib chiqadi.
Shuni ta’kidlash joizki, agar x argument t o‘zgaruvchining chizig-
li bo‘lmagan funksiyasi bo‘lsa, u holda m > 2 lar uchun f(x) funksiya
m-tartibli differensialining ko‘rinishi biroz murakkabroq bo‘ladi, ya’-
ni yuqori tartibli differensial invariantlik xossasiga ega bo‘lmaydi.
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Biror nuqtada m marta uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar
uchun quyidagi tasdiq o‘rinli.

12.2.3 - tasdiq. Agar f funksiya biror a € R™ nugtada m
marta uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lsa, w holda bu funksiyaning
m-tartibli differensioli ham shu nugtada uzluksiz bo‘lib, yetarlicha
kichik h € R™ [ar uchun

d"f(x,h) — d"f(a,h) = a(x,h)|h|™ (12.2.20)
tenglik o‘rinli bo‘ladi; bunda h bo‘yicha tekis ravishda

x —a da a(x,h) — 0.

Bu yerda "tekis ravishda"deganimiz quyidagini anglatadi: istal-
gan £ > 0 olganda ham shunday & > 0 topiladiki, |x —a| < §
bo‘lganda barcha qaralayotgan h lar uchun

la(x,h)| < £ (12.2.21)

tengsizlik bajariladi.
Tasdigning isboti bevosita 12.2.2 - tasdigdan kelib chigadi.
Hagigatan, 12.2.2 - tasdiqqa ko‘ra,

dmf(X, h) - dmf(av h) -

Sk - o f(x) o f(a)
Z Z Z ((’9 5 _ )hkl%...hkm.
ol e R — Ly xkz...aka 8xk18xk2...8ka
(12.2.22)
Berilgan f funksiyaning barcha m-tartibli xususiy hosilalari a
nuqtada uzluksiz bo‘lgani uchun, har qanday & > 0 olsak ham,
shunday ¢ > 0 topiladiki, |x — a] < § bo‘lganda qavs ichidagi ifoda
¢’ dan kichik bo‘ladi. Shunday ekan, (12.2.22) ga ko‘ra,

la(x,h)| - [h|™ = [d"f(x,h) — d"f(a,h)| <

n

n
Se'z

k1=1 ko=1

T by g, | = <Z|hk|> :
km=1 k=1
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Lekin Koshi-Bunyakovskiy tengsizligiga asosan,

n

n 1/2
> Il < Vi (Zhi) = V|hl.
k=1

k=1

Demak,
|a(x, )| - [h[™ < &2 [h|™

yoki
la(x,h)| < &n™/2. (12.2.23)

Shunday ekan, & = n~™/2¢ deb tanlab, (12.2.23) dan talab qilin-
gan (12.2.21) bahoni olamiz. M

5. Teylor formulasi.

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar uchun Teylor formulasining eng
ixcham ko‘rinishi differensiallarda yoziladi. Bir o‘zgaruvchili funksi-
yvalar uchun Teylor formulasining diffrensiallardagi ko‘rinishi 4.6 -
paragraf oxiridagi eslatmada keltirilgan edi.

12.2.1 - teorema (Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadli Tey-
lor formulasi). Faraz gilaylik, m > 0 butun son bo‘lib, f funksiya
a € R™ nugtaning biror atrofida aniqlangan va shu atrofda (m + 1)
marta differenstallanuvchi bo‘lsin. Bundan tashqari, h € R™ shun-
day vektor bo‘lsinki, a + h nugte a ning yuqoridagi otrofida yotsin.
U holda 0 < 0 < 1 intervaldan shunday 0 son topiladiki, v uchun

Yah) Ef(ah)  d"f(ah)

(12.2.24)
tenglik bajoriladi, bunda
m+1 h.h
Roa(ahy = LS+ 0hb) (12.2.25)

(m+ 1)!

Isbot. Ushbu
F(t) = f(a+th)
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tenglik bilan 0 < ¢ < 1 kesmada aniglangan bir o‘zgaruvchili F(t)
funksiyani qaraylik. Ravshanki, bu funksiya [0, 1] kesmada (m + 1)
marta differensiallanuvchi va bundan chiqdi, uning uchun Lagranj
ko‘rinishidagi qoldiq hadli

_ ) F”(O))+M+F<m>(0)+F<m“>(9)

FO=F0) = =+ ml im0

0<d<1,

(12.2.26)
Teylor formulasi o‘rinli.
Murakkab funksiyani differensiallash qoidasiga asoslanib, F' funk-
sivaning hosilasini topamiz:

F'(t) = h-Vf(a+th).
Hosila olishni davom ettirib,

FR@ = (h-V)*fla+th), k=1,2,..,m+1,
tengliklarga ega bo‘lamiz.
Hosil bo‘lgan formulani (12.2.17) bilan taqqoslasak,
F® @) = d*f(a+ th,h) (12.2.27)
tenglikni olamiz.
Xususan, t =0da k= 1,2,...,m uchun
F®(0) = d*f(a,h) (12.2.28)

bo‘ladi.
Shunga o‘xshash, k& = m + 1 uchun yana (12.2.27) formulani
go‘llasak,

Fribgy = @™+ f(a+ 6h,h) (12.2.29)

tenglikka kelamiz.

Endi F' funksiya hosilalari uchun topilgan (12.2.28) va (12.2.29)
ifodalarni (12.2.26) formulaga qo‘ysak, talab qilingan (12.2.24) va
(12.2.25) tengliklarni olamiz.
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Natija (Peano ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formu-
lasi). Faraz qilaylik, m > 0 butun son bo‘lib, f funksiya a € R”
nuqgtaning biror atrofida aniglangan va shu nugtada m marta uzluksiz
differensiallanuvchi bo‘lsin. U holda quyidagi

df(a,h)  d?f(a,h d™f(a, h
f(i, )+ f(;;l )+...+ J;(j )+0(|h|m)

flath) —f(a) =
(12.2.30)
tenglik bajarilads.
Isbot. Agar 12.2.1 - teoremada m o‘rniga m — 1 ni olsak,

d(ah)  df(ah)

fa+h)— f(a) = T 51 + ..+
d™1f(a,h) d™f(a+60h h)

12.2.31

(m —1)! + m! ( 31)

tenglikka ega bo‘lamiz.
Lekin, 12.2.3 - tasdiqqa ko‘ra,
d"f(a+6h,h d"f(a,h "
L)

m! m!

Shunday ekan, talab qilingan (12.2.30) formula bevosita (12.2.31)
tenglikdan kelib chigadi.ll

6*. Multiindekslar. Ushbu bandda biz zamonaviy matematik
adabiyotlarda formulalar ko‘rinishini ixchamlashtirish magsadida
foydalaniladigan maxsus belgilashlar bilan tanishamiz. Quyida biz
biror £2 C R™ sohada aniqlangan funksiyalarni qaraymiz.

Multiindeks deb komponentalari manfiy bo‘lmagan butun sonlar-
dan iborat vektorga aytamiz. Multiindekslarni yunoncha harflar or-
gali belgilaymiz, masalan:

a=(a1,0,...,00), =012, 1<j<n.
Multiindeksning uzunligi deb manfiy bo‘lmagan a; + as + ... +

ay, butun songa aytamiz va uni |« simvoli orqali belgilaymiz, ya'ni
|a| = aq +ag+ ...+ ap. Aynan shu simvol orqali (11.1.5) vektorning
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ham uzunligini belgilaganimiz hech qanday anglashmovchilik keltir-
maydi, chunki har gal shu simvolga duch kelganimizda ganday uzun-
lik to‘g‘risida gap ketayotgani matn mazmunidan tushunarli bo‘ladi.

Har qanday x = (21,29, ...,2,) € R” vektor va a multiindeks

uchun

belgilashni kiritamiz va bu belgilashdan foydalanishda 0° = 1 deb
kelishib olamiz.
Endi

Dj = (12.2.33)
deb belgilab, quyidagi
D = (Dy,Ds,....Dy) (12.2.34)

differensiallash vektorini kiritaylik.
(12.2.33) va (12.2.34) belgilashlardan

Df(x) = Vf(x)

tenglik kelib chigadi.
Har ganday « multiindeks uchun

D* = DS.DS2... pin (12.2.35)

deymiz.
Bu belgilash quyidagi

ol 1 x)

o1 2 py
Ox{"0xy”...0ry

Df(x) = (12.2.36)

tenglik o‘rinli ekanini anglatadi.
Masalan, agar n = 3 va a = (3,2, 1) desak, |a| = 6 bo‘lib,

0°f(x)

Ox30w30x;

Df(x) =

tenglik bajariladi.
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Multiindekslar matematik tahlildagi ko‘p tasdiglarni ixcham ko*-
rinishda yozishga imkon beradi. Masalan, Teylor formulasi va ikki
funksiya ko‘paytmasini differensiallashning Leybnits qoidasi shular
jumlasidandir.

Har qanday o« = (a1, ag, ..., @) multiindeks uchun

al = ap!l-as! oyl

deb belgilaymiz.
Yuqoridagi belgilashlarda, masalan, Teylor formulasi

fE+h) = f(x)= ) %!(X) “h® + Ryppi(x,h) | (12.2.37)

laj<m

kabi yoziladi, bunda Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq had

Rppa(x,h) = ) W -h® (12.2.38)

|o]=m—+1

ko‘rinishga ega bo‘ladi.

Keltirilgan (12.2.37) va (12.2.38) formulalarda, odatdagidek, f
funksiya # € R” nuqtaning biror atrofida (m + 1) marta differensi-
allanuvchi deb faraz qilinadi va h € R™ yetarlicha kichik vektor, 8
esa 0 < # < 1 intervaldan olingan biror son deb hisoblanadi.

Istalgan v multiindeks uchun ikki funksiya ko‘paytmasini differen-
siallashning Leybnits formulasi quyidagi

D7 u(x)v(x)] = Z O;/—/!BIDQU(X)~D5U(X) (12.2.39)
a+p=y

ko‘rinishda yoziladi, bunda yig‘indi, yig‘indisi v ga teng bo‘lgan,
barcha « va 8 multiindekslar bo‘yicha olinadi.

Yuqoridagi (12.2.37)-(12.2.39) formulalardan xususiy hosilali dif-
ferensial tenglamalarning zamonaviy nazariyasida keng foydalanila-
di.
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12.3-§. Oshkormas funksiyalar

1. Oshkormas funksiyalar. R” Evklid fazosidan biror §2 so-
hani olib, barcha x € €} va barcha u € R larda aniglangan hamda
sonli gqiymat gabul giluvchi F(x,u) funksiyani, ya'ni

F:OxR—>R

funksiyani qaraymiz.
Agar shunday f : € — R funksiya topilsaki, barcha x € Q lar
uchun
F(x, f(x)) =0 (12.3.1)

tenglik bajarilsa, u holda f funksiya (12.3.1) tenglama orgali oshkor-
mas ko‘rinishda berilgan deyiladi va bu funksiya oshkormas funksiya
deb ataladi.

12.3.1 - misol. Quyidagi

F(x,u) =e*—1—|x|?

ko‘rinishda aniqlangan F': R® x R — R funksiyani qaraylik.
Ravshanki, bunda (12.3.1) tenglama birgina

f(x) = In(l+[x*)

oshkormas funksiyani aniqlaydi. Bundan chigdi, ushbu misolda osh-
kormas funksiya mavjud, yagona, uzluksiz va istalgan marta diffe-
rensiallanuvchi bo‘lar ekan.
12.3.2 - misol. Faraz qilaylik, Q C R? tekislikdagi birlik doira
bo‘lsin:
Q= {xecR®: 2% 2l <1}.

Ushbu
F(x,u) =1 — 2% — 23 —u? (12.3.2)

ko‘rinishdagi F': @ x R — R funksiyani qaraylik.
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Bu holda (12.3.1) tenglik birdan ko‘p oshkormas funksiyani aniq-
lashini ko‘rish qgiyin emas. Masalan, bunday oshkormas funksiyalar-
dan biri

fi(x) = /1 —af —a3

kabi aniqlanadi. Ravshanki, (12.3.1) tenglik

fa(x) = — /1 —at —a}

oshkormas funksiyani ham aniqlaydi.
Bundan tashqari, agar & to‘plam €} sohasining istalgan qismiy
to‘plami bo‘lsa,

V1—|x|? FE bo'l
Fx) = 1 —|x|?, agar x € E bo‘lsa, (12.3.3)
—/1—|x|?, agarx € Q\ E bo‘lsa,

ko‘rinishdagi funksiya ham (12.3.1) tenglik bilan aniqlangan oshkor-
mas funksiya bo‘ladi.

Shunday qilib, oshkormas funksiya, umuman aytganda, bir qiy-
matli aniglanmas ekan. Bundan tashqari, (12.3.3) funksiya misolida
ko‘rinib turibdiki, oshkormas funksiyani aniglovchi /' funksiya chek-
siz differensiallanuvchi bo‘lishiga qaramasdan, oshkormas funksiya-
ning o‘zi uzilishga ega bo‘lishi ham mumkin ekan (qaralayotgan mis-
olda F' funksiya (12.3.2) ko‘rinishdagi polinomdir).

Shuni qayd qilish kerakki, agar F' funksiya hech bir nuqtada nol
giymatni gqabul qilmasa, masalan,

F(x,u) = e+ 1+ |x/|?

ko‘rinishga ega bo‘lsa, (12.3.1) tenglama hech qanday oshkormas
funksiyani aniglamaydi, ya’ni oshkormas funksiya, umuman aytgan-
da, mavjud bo‘lmasligi ham mumkin.

2. Oshkormas funksiyaning mavjudligi va differensialla-
nuvchanligi.

F(x,u) funksiyaning u o‘zgaruvchi bo‘yicha qat’iy monotonligi
(12.3.1) tenglama bilan aniglanuvchi oshkormas funksiya uchun mu-
him mavjudlik va yagonalik shartidir.



90 12.3-§. Oshkormas funksiyalar

Buni ko‘rish uchun R™! fazoda silindr tushunchasini kiritamiz.
Chunonchi, agar B (ochiq yoki yopiq) R™ dagi biror shar bo‘lib,
I = [a, B] biror kesma bo‘lsa, @ = B x I to‘plamga silindr deymiz.
Shunday qilib,

Q = {(x,u) eR"":xe B, a<u<p} (12.3.4)
Berilgan [« 5] kesmadan olingan istalgan ¢ uchun
St) = {(x,u) eR"":xec B, u=t}

to‘plamga @ silindrning kesimi deymiz, bunda S(a) kesimga @
silindrning quyi asosi va S(f) kesimga esa, silindrning yugori asosi
deymiz.

Monotonlik shartining ahamiyati quyidagi lemmada yaqqol ko‘ri-
nadi.

12.3.1 - lemma. Faraz qilaylik, F(x,u) funksiya (12.53.4) ko ‘ri-
nishdagi biror silindrda aniglangan bo‘lib, uning quyi asosida manfiy
va yuqori asosida musbat qiymatlorni gabul qilsin.

Agar har bir tayinlangan x uchun F(x,u) funksiya u bo‘yicha
uzluksiz va qat’iy o‘suvchi bo‘lsa, u holda (12.3.1) tenglama bilan
aniqlanuvchi oshkormas funksiya maviud va yagonadir.

Isbot. Aytaylik, F'(x,u) funksiya @ = B X [a, ] silindrning
barcha nuqtalarida aniglangan bo‘lib, ixtiyoriy tayinlangan x € B
uchun

F(x,a) < 0, F(x,p6) >0

tengsizliklar bajarilsin.

U holda, F(x,u) funksiya u o‘zgaruvchi bo‘yicha [, 8] kesmada
uzluksiz bo‘lgani uchun, 3.5.3 - teoremaga ko‘ra, u barcha oraliq
giymatlarni gabul qgiladi. Shunday ekan, har bir x € B nugta uchun
[c, 5] kesmada yotuvchi shunday & = £(x) son topiladiki,

F(x,¢(x)) =0, x€B,

tenglik bajariladi. F'(x,u) funksiyaning u o‘zgaruvchi bo‘yicha qat’iy
monotonligidan esa, bu nugtaning yagonaligi kelib chiqadi. Shunday
qilib, f(x) = &(x) oshkormas funksiya mavjud va u yagona ekan.ll
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Albatta, lemmadagi F(x,u) funksiyaga, silindrning yuqori va
quyi asoslarida har xil ishoralarga ega bo‘lib, silindr ichida u o‘zga-
ruvchi bo‘yicha uzluksiz va qat’iy monoton bo‘lsin deb shart qo‘yish
yetarlidir.

Bunga misol tariqasida B deb radiusi 1/2 ga teng va markazi
koordinatalar boshida bo‘lgan doirani olib, yani B = {x € R? :
|x| < 1/2} deb, 12.3.2 - misoldagi (12.3.2) funksiyani endi

@ = Bx [Ov 2]
silindrda qaraylik. U holda, barcha x € B lar uchun
F(x,0) > 0, F(x,2) <0

tengsizliklar bajariladi. Bundan B doirada aniglangan yagona oshkor-
mas funksiyaning mavjudligi kelib chiqadi. Bu funksiyaning

fx) = v1I-[x?

ko‘rinishga ega ekanini ko‘rsatish oson.

Ma’lumki, funksiya hosilasining noldan farqliligi uni monotonli-
gining yetarlilik shartidir. Navbatdagi lemmada fagat bir nuqtadagi-
na hosilaning noldan farqli va uzluksiz bo‘lishi shu nugtaning biror
atrofida funksiya monotonligini ta’'minlashi ko‘rsatiladi.

Ixtiyoriy a € R™ va o > 0 uchun B,s orqali quyidagi sharni
belgilaymiz:

B.,s={xeQ:|x—a| <d}. (12.3.5)

12.3.2 - lemma. Faraz qilaylik, F(x,u) funksiya (a,w) € R*H

nuqtaning biror atrofida aniglangan va uzluksiz bo‘lib,

or

%(avw) 7£ 0

OF
shartni qanoatlantiruvchi va (a,w) nuqtada uzluksiz T TUSUSTY

hostlaga ega bo‘lsin. Bundan tashqari,

Fla,w) = 0 (12.3.6)
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bo‘lsin.
U holda ixtiyoriy yetarlicha kichik € > 0 uchun shunday & > 0
son topiladiki,
Q= DBas X |[w—¢c,w+ ¢ (12.3.7)

sthindrda F' funksiya u o‘zgaruvchi bo ‘yicha qat’ty monoton bo‘lib, bu
stlindrning quyi va yugort asoslarida turli ishorali qgiymatlar gabul
qiladsi.
Isbot. Aniglik uchun
oF
—(a,w) >0
5y (& W)
deylik (teskari tengsizlik bajarilgan hol ham bir xilda o‘rganiladi).
Bu tengsizlik va xususiy hosilaning (a,w) nuqtada uzluksizligi-
dan, 11.2.1 - tasdigga ko‘ra, qayd etilgan nuqtada markazga ega
bo‘lgan biror (n + 1)-o‘lchovli sharda
oF
—(x,u) >0 12.3.8
() (12.3.8)
shartning bajarilishi kelib chigadi.
Xususan, x = a desak, F'(a, u) funksiyaning u o‘zgaruvchi bo‘yi-
cha biror (w — 2o, w + £¢) intervalda gat’iy monotonligini olamiz.
Shunday ekan, istalgan musbat & < £¢ uchun (12.3.6) shartdan

Fla,w—¢) <0, Flaw+¢)>0

tengsizliklar kelib chigadi.

Lekin, F'(x,u) funksiyaning x o‘zgaruvchi bo‘yicha uzluksizligi-
ga ko‘ra, shunday § > 0 topiladiki, bu ikki tengsizliklar a € R"
nuqtaning §-atrofida ham saglanadi, ya’'ni

Fx,w—2) <0, F(xw+z) >0, |x—al<d.

Demak, F' funksiya (12.3.7) silindrning quyi asosida manfiy va
yugori asosida esa, musbat bo‘ladi.

Nihoyat, agar & ni yetarlicha kichik qilib olsak, garalayotgan
silindr (12.3.8) tengsizlik bajariladigan yuqoridagi (n + 1)-o‘lchovli
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sharning ichida yotadi, ya'ni bunday silindrda F'(x,u) funksiya u
o‘zgaruvchi bo‘yicha qat’iy o‘sadi.ll

Shuni aytish kerakki, umumiy holda (12.3.1) tenglamaning ye-
chimga ega bo‘lishini ta’'minlaydigan shartlar lokal xarakterga ega,
va’ni bunday shartlar yechimning garalayotgan nugtaning yetarlicha
kichik atrofida mavjud va yagonaligini kafolatlaydi. Muhimi shunda-
ki, bu atrof x o‘zgaruvchining R™ fazosidan emas, balki (x, u) o‘zga-
ruvchining R**! fazosidan olinadi. Chunonchi, navbatdagi teorema
o‘rinli.

12.3.1 - teorema. Faraz qiloylik,
F.OxI—-R

Sfunksiya R™ Evklid fazosidan olingan biror £ sohasining barcha x
nuqtalarida va biror I intervalning barcha w nugtaelaride aniglan-
gan bo‘lib, x € Q) bo‘yicha uzluksiz bo‘lsin. Bundan tashqari, biror
(a,w) € Q@ x I nugtada

F(a,w) =0 (12.3.9)

tenglik bajorilsin.
Nihoyat, (a,w) € Q x I nugtaning biror atrofida, shu nuqtada

uzluksiz bo‘lgan va

g—i(a,w) #£0 (12.3.10)

OF
shartni qanoatlantiruvchi T zususiy hosila mavjud bo‘lsin. U holda

(a,w) nugtaning
Q=DBasxw—g,w+e], Bas CQ, [w—e,w+e| CI, (12.3.11)
ko ‘rinishdagi shunday silindrik atrofi topiladiks,
F(x,u)=0, (xu)e€qQ, (12.3.12)

tenglama a nuqtada uzluksiz bo‘lgan yagona f : Bas — R oshkormas
Sfunksiyani aniqlaydi.
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Isbot. 12.3.1 - va 12.3.2 - lemmalarga ko‘ra, istalgan yetar-
licha kichik £ > 0 uchun (12.3.11) ko‘rinishdagi shunday silindrik
atrof topiladiki, unda oshkormas funksiyani aniqlaydigan (12.3.12)
tenglama f = f(x) ko‘rinishdagi yechimga ega bo‘lib, bu yechim
yagona bo‘ladi. Bunda, albatta, f(a) = w munosabat o‘rinlidir.

Endi f funksiyaning a nuqtada uzluksizligini ko‘rsatish yetarli.
Lekin biz ixtiyoriy € > 0 uchun shunday ¢ > 0 topdikki, |x —a|] < ¢
bo‘lganda bu funksiyaning grafigi, 12.3.2 - lemmaga ko‘ra, (12.3.11)
silindr ichida yotadi. Demalk,

|f(x) = f@)] = [f(x)-w[< &

Bu esa f funksiyaning a nuqtadagi uzluksizligini anglatadi.ll

Eslatma. Yuqoridagi teoremaning ma'nosi quyidagidan iborat:
(12.3.11) silindrik atrofda yotuvchi va F'(x,u) = 0 tenglamani qano-
atlantiruvchi barcha nuqtalar oshkormas funksiyaning grafigidan
iborat sirtni tashkil etadi.

Isbotlangan teorema (12.3.10) shart bajarilganda (12.3.1) teng-
lama bilan aniglanuvchi oshkormas funksiyaning mavjud, yagona
va uzluksiz ekanini ko‘rsatadi. Agar, qo‘shimcha ravishda, F(x,u)
funksiyaning (x,u) argumentlar bo‘yicha uzluksiz differensiallanuv-
chiligi talab gilinsa, u holda oshkormas funksiyaning ham uzluk-
siz differensiallanuvchi bo‘lishini isbotlash mumkin. Bunda, ko‘p
o‘zgaruvchili funksiyani uzluksiz differensiallanuvchi deganda, biz
bu funksiyaning har bir o‘zgaruvchi bo‘yicha birinchi tartibli uzluk-
siz qismiy hosilalarga ega ekanini tushunamiz.

12.3.2 - teorema. Faraz qilaylik, F(x,u) funksiya 12.5.1 -
teoremaning barcha shartlarini qanoatlantirsin hamda bunga qo‘-
shimcha ravishda, (a,w) € Q x I nugtaning biror atrofida uzluksiz
differensiallanuvchi bo‘lsin. U holda, (12.3.1) tenglik bilan anigqlanuv-
chi f(x) oshkormas funksiya (12.3.5) ko ‘rinishdagi biror Ba s sharda
uzluksiz differensiallanuvchi bo‘ladi.

Isbot. 12.3.1 - teoremaga ko‘ra, (12.3.11) ko‘rinishdagi biror ¢

silindrda
oF

%(X,U) 7£ 0
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tengsizlik bajariladi.

12.3.1 - teoremada x € B,s uchun mavjudligi, yagonaligi va
uzluksizligi kafolatlangan oshkormas funksiyani f(x) deb belgilay-
lik. Istalgan x € B, s nugtani tayinlab, x+h € B, s shartni qanoat-
lantiruvchi h € R” orttirma olamiz. So‘ngra

Af = Jx+h)—[(x)

deb belgilaymiz.
U holda, (12.3.12) tenglikka asosan,

0 = F(x+th, f(x+h))—F(x, f(x)) = F(x+h, f(x)+Af)—F(x, f(x)).

Lagranj formulasiga ko‘ra, (0, 1) intervalda shunday € son topiladi-
ki, u uchun

0 = F(x+h, f(x)+Af) - F(x, f(x)) =

O | o, f(x)+0Af)~h+g—5(x+0h, F(x)+0AF) - Af

ox
tenglik bajariladi. Bu tenglikka ko‘ra,
oF
(’9_(X +6h, f(x)+0Af)-h
Af = — gF : (12.3.13)
%(x + 60h, f(x) +0Af)
Quyidagi
oF
o S)
Ax) = - & (12.3.14)
o x 19)
ou

oF
vektorni gqaraylik. Teorema shartiga ko‘ra, T xususiy hosila uzluk-

siz va (12.3.11) ko‘rinishdagi @ yopiq silindrda noldan farqli. Shun-
ing uchun, qaralayotgan funksiyalarning uzluksizligiga asosan,

g—f:(x+9h, J(x) +O0Af)
or
%(erGh, J(x) +O0Af)

— Ax) + o(1), h—0, (12.3.15)



96 12.3-§. Oshkormas funksiyalar

munosabatga ega bo‘lamiz. Natijada, (12.3.13) tenglik va (12.3.15)
bahodan

fx+h)—f(x) = Ax)-h + of|h])
tenglik kelib chigadi. Bu esa f funksiyaning x nuqtada differensialla-

nuvchi ekanini anglatadi. Bundan tashqari, (12.3.15) va (12.3.14)
munosabatlarga ko‘ra,

oF
Vi) - 2 M. (12.3.16)
Ox or
S (% /(%))

Bu tenglikdan, teorema shartiga ko‘ra, f oshkormas funksiyani
barcha xususiy hosilalarining uzluksizligi kelib chiqadi. Demak, f
uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lar ekan.ll

Eslatma. (12.3.16) vektor tenglikni gradientning har bir kompo-
nentasi uchun alohida yozish mumkin. Bunda biz gismiy hosilalar
uchun quyidagi

of 1 IF
8—m(X) = — 3% ~8mk(x,f(x)) (12.3.17)

o x, f())

tengliklarni olamiz.
3. Funksiyalar sistemasi va vektor funksiyalar.

19, Ikki oshkormas funksiyani aniqglash uchun quyidagi ikki tengla-
malar sistemasini qaraymiz:

Fl(X,Ul,'UQ) — 07

Fy(x, ut,u) = 0, (12.3.18)

bu yerda, agar u = (uq, uz) desak, Fj(x, u) berilgan haqiqiy funksiya-
lar bo‘lib, ular n ta (x1, x2, ..., x,) va ikkita (u1, u2) larning funksiya-
laridir.
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Faraz qilaylik, biror (a, w) € R" x R? nugtada

oF

a—m(a,w) £0 (12.3.19)

bo‘lsin. U holda, 12.3.1 - teoremaga ko‘ra,
Fi(x, o(x,uz),uz) = 0
ayniyatni qanoatlantiruvchi
up = o(x,u2) (12.3.20)

funksiya mavjud va yagonadir.
Topilgan uy giymatni (12.3.18) ning ikkinchi tengligiga qo‘ysak,
u2 funksiyani aniglash uchun

FQ(ngp(Xvu2)vu2) =0

tenglamaga ega bo‘lamiz. 12.3.1 - teoremani yana hir marta qo‘llash
magsadida,

v(x,uz) = Fy(x, p(x,u2),u2) (12.3.21)
funksiyaning wp bo‘yicha xususiy hosilasining noldan farqgli bo‘lish

shartini topamiz.
Murakkabh funksiyani differensiallash qoidasiga ko‘ra,

. _OF 0p | OF
8uQ - (’9u1 (’9uQ 8uz'

Bundan tashqari, (12.3.17) formulaga asosan,

Gp L oh
8U27 @ 8uz'
(’9u1

Shunday ekan,

v 1 (0F OF, 0F, 0F
8uQ a @ (’9u1 (’91@ (’9u1 8uQ '
(’9u1
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Agar F simvol orqali F(x,u) = (Fi(x, u), F>(x, u)) vektor-funksi-
vani belgilasak, qavs ichidagi ifoda

OF OR
OoF 8u1 8uQ
| on om
8u1 aUQ

matritsaning determinanti ekanini ko‘ramiz. Bu matritsa Yakobi
matritsasi deb va uning determinanti esa, yakobian deb ataladi.

0
Shunday qilib, % gismiy hosilaning noldan farqli bo‘lish sharti
2
quyidagi
oF

det a—u(

a,w) £ 0 (12.3.22)

ko‘rinishga ega ekan.
Bu shart bajarildi deb faraz qilib, (12.3.21) funksiyaga 12.3.1 -
teoremani qo‘llasak,

v(x, fa(x)) = Falr, o(x, f2(x)), f2(x)] = 0

ayniyatni qanoatlantiruvchi

uy = fa(x)

funksiyaning mavjud va yagona ekaniga iqror bo‘lamiz.
Nihoyat,
N(x) = ¢, f2(x))
deb belgilasak, (f1, f2) funksiyalar juftligi (12.3.18) tenglamalar sis-
temasini qanoatlantirishini ko‘ramiz.

20, Umumiy holda ham, ixtiyoriy sondagi tenglamalar sistemasi-
ning yechimga ega bo‘lishini mos yakobianning noldan fargli bo‘lishi
kafolatlashini kutish tabiiydir. Ushbu bandda haqgiqatan ham shun-
day ekanini ko‘rsatamiz.

Vektor giymat qabul giluvchi akslantirishlarni (ya’ni vektor-funk-
siyalarni), skalyar (ya’'ni sonli qiymat qabul qiluvchi) funksiyalardan
farglash magsadida, galin harflar bilan belgilaymiz.
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Faraz qilaylik, f : R® — R™ vektor-funksiya berilgan bo‘lsin,
ya'ni,

f(x) = (/1(3), f2(%), -, fn(x))

bo‘lib, har bir fi(x) funksiya n ta (21,22, ...,2,) o‘zgaruvchining
haqiqiy qiymat qabul giluvchi funksiyasi bo‘lsin. Albatta, bu ko‘ri-
nishdagi oshkormas vektor-funksiyani aniglash uchun biror x € R”
vau € R™ larda aniglangan m ta Fi(x,u), j = 1,2, ..., m, funksiyani
garash lozim.

Agar F = (F1, Fy, ..., F},) deb belgilasak,

F(x,u) = 0 (12.3.23)

tenglama x ga bog‘liq m ta noma’lum funksiyani aniglash uchun m
ta tenglamalar sistemasidan iborat bo‘ladi.

F vektor-funksiyani differensiallanuvchi deb faraz qilamiz, ya’ni
uning har bir komponentasi x va u ho‘yicha differensiallanuvchi
bo‘lsin deymiz.

(12.3.23) sistemaga mos keluvchi

OF _||0F;
8u7 8uk

Yakobi matritsasini qaraylik.

Ta’rvif. F = (F, Iy, ..., ) vektor-funksiyaning u = (uq, ug, ...,
Um) 0‘zgaruvchilar bo‘yicha Yakobi determinanti yoki yakobiani
deb quyidagi

DF OF
J = — = det—
Du ¢ Ju
determinantga aytamiz.

Bundan keyin R™ fazosidagi radiusi r va markazi a € R™ nuqtada
bo‘lgan sharni, o‘lchovini alohida qayd etish magsadida, B,(a,r)
simvoli orqali belgilaymiz, ya’ni

Bp(a,r) = {xeR":|x—a|] <r}.
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12.3.3 - teorema. Faraz qilaylik, F(x,u) biror Q@ C R™ sohan-
ing barcha x nuqgtalarida va biror G C R™ sohaning barcha u nug-
talarida aniglangan bo‘lib, qiymatlar to‘plami R™ da bo‘lgan vektor-
Sfunksiya bo‘lsin:

F:OxG—R™

Bundan tashqari, biror (a,w) € Q x G nuqtada
F(a,w) =0 (12.3.24)

tenglik bajarilib, shu (a, w) nugtaning biror atrofida F vektor-funksi-
ya uzluksiz differensiallanuvchi bo ‘lsin va o‘sha nugtaning o ‘zida esa,
yakobian noldan farqli bo‘lsin:

OF
det (’9_u(a’ w) 7 0. (12.3.25)
U holda, istalgan yetarlicha kichik € > 0 uchun (a,w) € Q x G
nugtaning shunday Q = Bp(a,d) X Bp(w,2) atrofi, ya’'ni

Q = {(x,u) : |x—a|] <, Jlu—w|<e, x€, uedG}
atrofi topiladiki, bunda
F(x,f(x)) = 0 (12.3.26)

tenglamani qanoatlantiruvchi va Bn(a, §) sharda uzluksiz differensi-
allanuvchi £ : By(a,d) — Bp(w, £) oshkormas vektor-funksiya mav-
jud va yagona bo‘ladi.

Isbot. Avval m = 1 bo‘lganda bu teorema 12.3.2 - teorema
bilan ustma-ust tushishini qayd etamiz. Shuning uchun, teoremani
umumiy holda ishot gilish uchun matematik induksiya usulidan foy-
dalanamiz.

Shunday qilib, m = 1 da teorema o‘rinli. Endi birdan katta
istalgan m natural sonini olib, teorema (m — 1) ta tenglama uchun
o‘rinli bo‘lsin deylik. Biz bundan teoremaning m ta tenglama uchun
o‘rinli bo‘lishini keltirib chigaramiz.

(12.3.25) shartga ko‘ra, (a, w) nuqtada (hosilalarning uzluksizli-
giga ko‘ra, bu nuqtaning biror atrofida ham)
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% oF; oF;
(’9u1 o (’9um_1 aum
aFr'n—l ' aFr'n—l aFr'n—l £ 0.
our T Oum—1  Oum
oF,, oF,, oF,,
(’9u1 o (’9um_1 aum

Shunday ekan, bu yakobianning biror (m — 1)-tartibli minori ham
noldan farqli bo‘ladi. Faraz qilaylik, noldan farqli minor matritsan-
ing chap yuqori burchagidagi minor bo‘lsin, ya’ni

oF oF
a—m R G
A A
OFm—1 OFm—1
(’9u1 o 8um_1

Biz u,, ni erkli o‘zgaruvchi deb hisoblashimiz mumkin. U holda,
induksiyaning faraziga ko‘ra, shunday (m — 1) ta

U = Pp(X,Um), k=1,2,...,m—1,
funksiyalar topiladiki, ular uchun quyidagi

Fj(Xv Qpl(xv Um), ceey me—l(xv Um), Um) - 07 .7 - 17 27 sy — 17
(12.3.27)
ayniyatlar bajariladi.
Endi um, ni shunday tanlash kerakki, yuqoridagi singari ayniyat
4 = m da ham bajarilsin. Buning uchun

V(X Um) = Fn(X, 01(X, Um), oy Pm—1(X, Um), Um)  (12.3.28)

0
deb, a—v(a,wm) # 0 ekanini ko‘rsatamiz. Bundan so‘ng 12.3.1 -
Um,

teoremani qo‘llasak, (12.3.27) ko‘rinishdagi tenglamaning j = m da
ham yechimga ega bo‘lishi kelib chigadi.
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Murakkabh funksiyani differensiallash qoidasiga ko‘ra,

m—1

Fm (’9Fm
. 12.3.29
231 Ouy, (’9um OUn, ( )

(’9um

Endi (12.3.27) ayniyatni u,, bo‘yicha differensiallasak,

I F;

, J=1L2,.,m—1, 12.3.30
(’9uk (’9um (’9um J m ( )

tengliklarni olamiz.
Ravshanki, hosil bo‘lgan (12.3.29) va (12.3.30) tengliklar birgalik-
da

Ay = g

ko‘rinishdagi tenglamalar sistemasini tashkil qiladi, bu yerda

OF

A= 5

matritsa bo'lib, ¥ va g lar esa R™ fazosining

dp, O B0
. ( LN NG Ll 1) va g<0,0,...,0, ﬁ)

Ny, O, My, O,

ko‘rinishda aniglangan vektorlaridir.

Shartga ko‘ra, A matritsaning determinanti noldan farqli. Shu-
ov
ﬁ(a,wm) = 0 deb faraz qilsak, yami g = 0
desak, yuqoridagi tenglamalar sistemasining o‘ng tomoni nolga teng
bo‘lib, bundan y = 0 tenglik kelib chigar edi. Bu esa y,, = 1 teng-
likka, ziddir.

Demak, bizni gizigqtirayotgan hosila noldan farqli ekan. Bun-
dan kelib chiqqan holda, (12.3.28) funksiyaga 12.3.1 - teoremani
go‘llashimiz mumkin. Bu teoremaga ko‘ra,

ning uchun, agar

U = fm(X)
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ko‘rinishdagi shunday oshkormas funksiya topiladiki, u uchun

Fon(%,01(%,um), s @m—1(X, Um), frm(x)) = 0

ayniyat bajariladi.
Shunday ekan,

fk(X) - QO]C(X, fm(X))v k= L2,...,m—1,

deb  belgilab, biz  (12.3.26) tenglamani  ganoatlantiruvchi
f = (f1, f2, ..., fm) vektor-funksiyaga ega bo‘lamiz.l

Eslatma. Keltirilgan isbotdan oshkormas funksiyaning =; o‘zga-
ruvchi bo‘yicha xususiy hosilasini hisoblash qoidasini topishimiz
mumkin. Buning uchun (12.3.26) ayniyatni, murakkab funksiyani
differensiallash qoidasiga ko‘ra, x; bo‘yicha differensiallaymiz:

OF OF 0Ou

&vi + %(’93@, a

So‘ngra hosil bo‘lgan tenglikni quyidagi

oF of OF
—_— = — 12.3.31
ou (9:81' (9:81' ( 33 )

m ta chizigli tenglamalar sistemasi ko‘rinishida yozamiz. Bu sistema-

da
of  [(0fi Ofs  Ofm
8:@’ 8:1@,"'"’ 8:10,

8:@
noma’lum vektordir.
Shartga ko‘ra, — matritsaning determinanti noldan farqli yako-

biandir. Shu sababli}l(12.3.31) sistema yechimga ega. Shunday ekan,
chizigli tenglamalar sistemasini bizga ma’lum usullar bilan yechib,
izlanayotgan hosilalarni topishimiz mumkin.

12.3.3 - misol. Faraz qilaylik, F : R? x R? — R? vektor-
funksiyaning komponentalari

Fl(mvyvuvv) - 6“‘|"U—$7 F2($ayaU7'U) - ev_u_y
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ko‘rinishga ega bo‘lsin.
Bu funksiyaga mos kelgan yakobian oson hisoblanadi. Haqgiqatan,

o, O
ou ov u
J = ‘ 61 11, = " 1.
or, op | 171
ou ov

Demak, yakobian hech qaysi nugtada nolga aylanmaydi. Ya’'ni, istal-
gan (2o, Yo, uo,vo) nuqta atrofida F(x,y,u,v) = 0 tenglama ikki
u = u(x,y) va v = v(x,y) oshkormas funksiyani aniqlaydi.

Masalan, g = yo = 1 va ug = vg = 0 koordinatalarga ega
bo‘lgan nuqgtani olaylik. U holda, 12.3.3 - teoremaga ko‘ra, u{x, y) va
v(x,y) oshkormas funksiyalar (1, 1) nugtaning biror atrofida mavjud
va uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lib, ular w(1,1) = »(1,1) = 0
shartlarni qanoatlantiradi.

Misol tariqasida, bu funksiyalarning « bo‘yicha (1, 1) nuqtadagi
xususiy hosilalarini hisoblaylik. Ravshanki, bu holda (12.3.31) sis-
tema

e“a—u ov 1
Ox = Ox ’
L0 Ou
e % — % =0
ko‘rinishga ega bo‘ladi.
Bundan
ou e’ ov 1

dr 1 levto’ dr 171 ewtv

tengliklarga ega bo‘lamiz. Demak, u(1,1) = v(1, 1) = 0 shartimizga
ko‘ra,

ou ov 1

—(,1)=—(1,1) = —.

=2, =

4. Teskari funksiya haqidagi teorema.
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Faraz qilaylik, biror €2 C R"” sohada aniglangan f : @ —
vektor-funksiya berilgan bo‘lsin. Ushbu bandda biz teskari f=1
vektor-funksiyaning mavjud bo‘lish shartlarini va uning qanday so-
hada aniglanganligini hamda qganchalik silliq bo‘lishini o‘rganamiz.
Berilgan f akslantirish har bir x € Q nuqtaga y = f(x) € ¢
nuqtani mos qo‘ysin deylik, ya'ni, agar y = (y1,¥2, ..., Yn) desak,

= fu(x) = felzi, 20, 20), k=1,2,..,n,

RTL

bo‘lsin.

12.3.4 - teorema. Faraz qilaylik, f(x) vektor-funksiya a € R™
nuqtaning biror atrofida aniglangan va uzluksiz differenstallanuvchi
bo‘lib, R™ da qiymat qabul qilsin. Bundan tashqari, a nugtaning
o‘zida 5

de t—f( ) £0 (12.3.32)

shart bajarilsin.

U holda, b = f(a) nugtaning biror atrofida uzluksiz differensial-
lanuwvchi teskari f~1 funksiya aniglangan bo‘lib, u bu atrofni a nugta-
ning biror atrofiga o‘tkazads.

Isbot. b = f(a) nugtaning biror atrofida aniglangan shunday u
vektor-funksiyani topish talab gilinadiki, u qayd qilingan atrofdan
olingan barcha y lar uchun

fuy) =y (12.3.33)

tenglikni gqanoatlantirsin.
Buning uchun
Fly,w) — f(u) -y (12.3.34)
funksiyani qaraymiz.
(12.3.32) shartga ko‘ra,
or 0
det —(b,a) = det —f( ) £ 0. (12.3.35)
Ju
Bundan tashqari, (12.3.34) ta'rifdan, agar u = avay = b =
f(a) desak,
F(b,a) = 0 (12.3.36)
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tenglik kelib chigadi.

Demak, oshkormas funksiya haqidagi 12.3.3 - teoremaning bar-
cha shartlari o‘rinli. Bundan chiqdi, F(y,u(y)) = 0 tenglikni
qanoatlantiruvchi va uzluksiz differensiallanuvchi u vektor-funksiya
mavjud. Oxirgi tenglik esa, F' funksiyaning (12.3.34) ta’rifiga asosan,
(12.3.33) tenglikka teng kuchlidir. Shunday ekan, u vektor-funksiya
biz izlayotgan f~! funksiya bo‘ladi.l

Shuni gayd etish kerakki, isbotlangan teorema lokal xarakterga
ega, va'ni u teskari funksiyani garalayotgan nuqtaning fagat biror
yetarlicha kichik atrofida mavjudligini kafolatlaydi, xolos. Bunga
sabab masalaning mohiyatida ekanligini navbatdagi misolda ko‘rish
mumkin.

12.3.4 - misol. Faraz qilaylik, f : (0,1) x (0,47) — R? vektor-
funksiya quyidagi

floy) = (lx,y), falw,y) = (weosy, wsiny)  (12.3.37)

ko‘rinishda aniglangan bho‘lsin.
Bu funksiyaning Yakobi matritsasi

o, y)

o —xsin
o1, f2) Y Y
siny x cosy
ko‘rinishga ega. Demalk,

D(flva) _ detw = > 0.

D(x,y) O(x,y)

Shunday ekan, 12.3.4 - teoremaga ko‘ra, (0,1) x (0,47) to‘g‘ri
to‘rthurchakning har bir nuqtasi shunday atrofga egaki, uni qarala-
yotgan vektor-funksiya biror ochiq to‘plamga o‘zaro bir giymatli
ravishda akslantiradi. Lekin, shunga garamasdan,

f(LE, 7T) - (—LE, O)v f(LE, 37T) - (—LE, O)

tengliklardan ko‘rinib turibdiki, bu akslantirish to‘g‘ri to‘rtburchak-
ning ikki turli nugtasini bir nugtaga akslantirar ekan. Bundan chig-
di, garalayotgan akslantirish butun to‘g‘ri to‘rthurchakda o‘zaro bir
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giymatli emas. Demak, teoremaning global varianti to‘g‘ri bo‘lmas
ekan.

Agar (12.3.37) vektor-funksiyani yopiq [0, 1] x[0, 47] to‘gri to‘rt-
burchakda garasak, ravshanki, u to‘g‘ri to‘rtburchakning x = » ab-
ssissali har bir vertikal kesmasini radiusi r ga teng bo‘lgan aylanaga
akslantiradi. Bunda y o‘zgaruvchi 0 dan 47 gacha o‘zgarganda, bu
aylanadan ikki marta o‘tiladi.

5. Diffeomorfizm. Agar o‘zaro bir giymatli akslantirishning
o‘zi va teskarisi differensiallanuvchi bo‘lsa, bu akslantirish diffeomor-
fizm deb ataladi.

Aytaylik, R™ fazosining biror ochiq 2 to‘plami berilgan bo‘lsin.
Bu to‘plamda f : Q — R™ akslantirishni qaraymiz. Faraz qilaylik,
f akslantirish € da uzluksiz differensiallanuvchi va teskarilanuvchi
bo‘lsin, ya’ni f turli nugtalarda turli giymatlarni gabul gilsin. Bun-
da albatta, f akslantirish € to‘plamni £ = f(§2) to‘plamga o‘zaro
bir giymatli akslantiradi.

Endi qo‘shimcha ravishda, f akslantirishning yakobiani, ya'ni

% matritsaning determinanti butun @ da noldan farqli bo‘lsin,
deb faraz qilaylik:
of
Ix
U holda, teskari funksiya haqidagi 12.3.4 - teoremaga ko‘ra, f~!
funksiya har bir b € E = f(Q) nuqtaning biror atrofida uzluksiz
differensiallanuvchi bo‘ladi.
Shunday qilib, (12.3.38) shart teskarilanuvchi funksiya uchun
uning diffeomorfizm bo‘lishini ta’minlaydi.

det == £ 0, x€Q. (12.3.38)

12.4-§. Funksiyalar sistemasining bog‘liq va
bog‘ligmasligi

Biror 2 € R™ sohada aniglangan bho‘lib, uzluksiz differensialla-
nuvchi va haqiqiy giymatlar gabul giluvchi m ta

Yr(x) = pp(rr, 22, ..5my), x€Q, k=12...,m, (12.4.1)
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funksiyalarni qaraylik.

Bu funksiyalardan birining, masalan ¢, ning qolganlariga bog'-
ligligi quyidagicha ta'riflanadi: agar m — 1 ta o‘zgaruvchiga bhog‘lig
shunday F'(u1,ua, ..., Um—1) uzluksiz differensiallanuvchi funksiya to-
pilsaki, barcha x € € lar uchun

pm(x) = F(pi1(x); g2(%); s m-1(x)) (12.4.2)

tenglik bajarilsa, u holda ¢,, funksiya {2 sohada (12.4.1) funksiyalar-
ning birinchi m — 1 tasiga bog'liq deyiladi.

Agar (12.4.1) funksiyalardan birortasi (qaysi biri bo‘lishidan qat’-
iy nazar) qolganlariga €2 sohasida bog‘liq bo‘lsa, bu m ta funksiyalar-
ni 2 sohada bogTig deymiz. Aks holda esa, (12.4.1) funksiyalarni
sohada bog‘ligmas deymiz.

Bu ta'rifga ko‘ra, agar (12.4.1) funksiyalar biror V. C Q qis-
miy sohada bhog‘ligmas bo‘lsa, ular, albatta butun €2 sohada ham
bog‘ligmas bo‘ladi. Xususan, agar berilgan funksiyalar biror ¢ €
! nuqtaning qandaydir atrofida bog‘ligmas bo‘lsa, ular £} da ham
bog‘ligmas bo‘ladi.

Eslatma. Chizigli algebra kursida berilgan m ta funksiyaning
chizigli bog‘liglik tushunchasi kiritiladi: agar (12.4.2) tenglikda F'
funksiya o'z argumentlarining chizigli funksiyasi bo‘lsa, u holda
(12.4.1) funksiyalar chizigli bog‘liq deyiladi.

Ravshanki, agar (12.4.1) funksiyalar chizigqli bog‘liq bo‘lsa, ular
bo‘gliq ham bo‘ladi. Navbatdagi misol bu tasdigning teskarisi o‘rinli
emasligini ko‘rsatadi.

12.4.1 - misol. Uch o‘zgaruvchili quyidagi funksiyalarni qaray-
miz:

p1(z,y,2) = 2+y+z,

902(587%2) £E2+y2+22,

ws(x,y, 2) xy +yz + xz.

Bu funksiyalarning chizigli bog‘ligmasligi o‘z-o‘zidan ko‘rinib
turibdi, chunki ularning chizigli kombinatsiyasi ikkinchi tartibli ko‘p-
had bo‘lib, u aynan nolga teng bo‘lishi uchun chizigli kombinatsiya-
ning barcha koeffitsiyventlari nolga teng bo‘lishi zarur. Lekin shunga
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garamasdan, qaralayotgan funksiyalar o‘zaro bog‘ligdir, chunki

2 = (p1)® — 2ps.

Ko‘plab amaliy masalalarni yechishda (12.4.1) ko‘rinishdagi m
ta @i (x) funksiyalar sistemasining bog'‘liq yoki bog‘ligmasligini aniq-
lash muammosi muhimdir. Agar

p(x) = (p1(x), p2(x), oy om(X))

deb belgilasak, bu muammoni yechishda quyidagi

%1 O 91
Or,  Ora T O,
D Ip2 Opa 92
Oom Bom  Bom
Or,  Ora T O,

(m x n) matritsaning rangi hal giluvchi rol o‘ynaydi.

12.4.1 - teorema. Faraz qilaylik, n > m bo‘lib, n ta o‘zgaruvchi-
lim ta (12.4.1) funksiya Q@ C R™ sohada uzluksiz differensiallanuv-
chi bo'lsin. Agar x; o‘zgaruvchilarning biror m tasi bo‘yicha bu
Sfunksiyalardon tuzilgan yakobian gandaydir a € Q nugtada noldan
farqli bo‘lsa, v holda bu funksiyalar & da bog‘ligmas bo‘ladi.

Isbot. Aniqlik uchun, (21,22, ...,2m,) o‘zgaruvchilar bo‘yicha
olingan yakobian biror a nuqtada noldan farqli bo‘lsin deylik, ya’'ni

91 O 01
Oxr,  Ore 1 O
Oy Opa Ipa
Oom  Opm  Oom
Oxr,  Ore 1 O
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(12.4.1) funksiyalarning bog‘liqmas ekanini isbotlaymiz. Agar
buning aksi bo‘lsa, bu funksiyalardan bittasi, masalan ¢, , a nuqta-
ning biror atrofida qolganlariga bog‘liq bo‘lar edi, ya'ni, by = @i (a)
(k =1,2,...,m — 1) koordinatalarga ega bo‘lgan b € R™~! nuqta-
ning atrofida uzluksiz differensiallanuvchi shunday F'(uy, ug, ..., Un—1)
funksiya mavjud bo‘lar ediki, a nugtaning ko‘rsatilgan atrofidan
olingan barcha x lar uchun

em(x) = F(p1(x), p2(x), oy om-1(x))

tenglik bajarilar edi.
Bundan, murakkab funksiyani differensiallash qoidasiga ko‘ra,

m—1
Oom oF Oy,
—_— = . =1,2,...
Oxk ; ou; Oz’ b & e Ty

tengliklarga ega bo‘lamiz.
Demak, agar \; = g—i(a) desak, u holda a nuqtada

m—1

Iom i
. 7 > — 1727"'7 >
Dy E A k m

deb yozish mumkin.

Bu tenglik (12.4.4) determinantning m-satri a nuqtada golgan
satrlarning chiziqli kombinatsiyasidan iborat ekanligini anglatadi.
Bundan chigdi, bu determinant nolga tengdir. Lekin bu tasdiq
(12.4.4) shartga zid. Hosil bo‘lgan ziddiyat teoremani isbotlaydi.l

12.4.2 - misol. Hosilalari noldan farqli bo‘lgan, bir o‘zgaruvchili
ikkita f(t) va g(t) differensiallanuvchi funksiyalar berilgan bo‘lsin.
Ikki o‘zgaruvchili

go(x,y) - f(m_y)v
v(x,y) = glo+y)

funksiyalarning bog‘ligmas ekanini ko‘rsatamiz. Buning uchun mos
yakobianni hisoblaylik:

D@, ) | flla—y) —fle—-y | . ‘
Dx,y) | gty gz +y) = 2f(x—y)g(x+y) #0.
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Shunday ekan, bu funksiyalarning bog'ligmas ekani 12.4.1 - teore-
madan kelib chigadi. Bu ikki funksiya quyidagi

0u 0u

a2 " op 0

tenglikni ganoatlantirishiga e’tibor beraylik. Demak, qaralayotgan
funksiyalar yuqoridagi xususiy hosilali differensial tenglamaning ikki
o‘zaro bog‘ligmas yechimlaridan iborat ekan.

Isbotlangan 12.4.1 - teoremani (12.4.3) matritsa rangi iboralar-
ida ifodalash mumkin. To‘gri to‘rthurchakli matritsa rangi deb un-
ing chizigli bog‘liq bo‘lmagan satrlarining maksimal soniga aytilishi-
ni eslatib o‘tamiz. Berilgan matritsaning rangini hisoblash uchun
uning noldan farqli minorlarini olib, ular ichida maksimal tartib-
ni topish kerak. Ana shu tartib matritsaning rangi bo‘ladi. Shunday
qilib, 12.4.1 - teoremaga teng kuchli tasdiq quyidagi ko‘rinishga ega.

12.4.1% - teorema. Faraz qilaylik, n > m bo‘lib, n ta o‘zgaruv-
chili m ta (12.4.1) funksiya a = (aq,a2,...,an) nugtaning biror
atrofida uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lsin. Agar (12.4.3) matritsa-
ning rangi a nugtada m ga teng bo‘lsa, u holda bu funksiyalar a
nuqgtaning qayd etilgan atrofida bog‘ligmas bo‘ladi.

Agar qaralayotgan (12.4.3) matritsaning rangi funksiyalar soni
m dan kichik bo‘lsa, u holda (12.4.1) funksiyalar bo‘g‘ligmas bo‘la
olmaydi. Chunonchi, navbatdagi tasdiq o‘rinli.

12.4.2 - teorema. Faraz qilaylik, n > m bolib, (12.4.1)
Sfunksiyalar Q sohada uzluksiz differenstallanuvchi bo‘lsin. Bundan
tashqari, (12.4.3) matritsaning rangi barcha x € Q lar uchun m — 1
ga teng bo‘lsin. Agar biror a € Q nugtada quyidagi

D(p1,02, ..., om—1)
D(LEl, L2y eeny LEm_l)

(12.4.5)

yakobian noldan fargli bolsa, u holda @, funksiya a nugtaning biror
atrofida 1, 02, ..., Om—1 funksiyalarga bog‘lig bo ladi.

Isbot. (12.4.3) matritsa elementlarining uzluksizligiga ko‘ra,
(12.4.5) yakobianni a nuqtaning biror atrofida noldan fargli deyishi-
miz mumkin. Shunday ekan, ana shu atrofda (12.4.3) matritsaning
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birinchi (m — 1) ta satr va ustunlari bazis minorni tashkil giladi.
Shu sababli, m-satr, ya’'ni,

Ox  \Ooxy Oxy’ 7 Oxyn )]

birinchi (m—1) ta satrning chiziqli kombinatsiyasidan iborat bo‘ladi.
Demak, shunday A; koeffitsientlar topiladiki, umuman aytganda x
ga bog‘lig bo‘lgan, ular uchun

a@m Z A dip;

I ox

tenglik bajariladi.
Bu tenglikni komponentalar bo‘yicha yozish mumkin:

8gpm opj .
E =1,2,..,n. 12.4.
amz )\] amz ? ? < 7n ( 6)

Quyidagi x* = (21,22, s Trn—1) va X' = (T, Tmt1, .- Tn) bel-
gilashlarni kiritaylik. Bunda a* va a’ belgilashlar ham xuddi shu
ma’noga ega bo‘lsin.

Birinchi m — 1 ta komponentadan tashkil topgan

w*(X*v XI) - (Qpl(X*v Xl)v 902(X*7 Xl)v sy me—l(X*v XI))

vektor-funksiyani kiritib, uni x* ning funksiyasi deb va x’ ni esa,
parametr deb garaymiz.
Agar y = (ylv Y2, ---7ym—1) desak7

y(x") = ¢"(x" %)
vektor-funksiya, (12.4.5) shartga va 12.4.4 - teoremaga ko‘ra, teskari

x* = Y(y,x) (12.4.7)

vektor-funksiyaga ega. Teskari funksiya ta’rifiga asosan, bu funksiya

Py, x), x| =y
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ayniyatni qanoatlantiradi.
Boshqacha aytganda, ¢*(a) nuqtaning biror atrofidagi barcha y
lar va a’ nugtaning biror atrofidagi barcha x’ lar uchun

ij[w(Y7XI)7XI] = Y5 .7 — 1727 e — 17 (1248)

tengliklar o‘rinli.
Shunday ekan, (12.4.8) ayniyatlarni x’ o‘zgaruvchi bo‘yicha diffe-
rensiallab, zanjir qoidasini qo‘llasak,
o, 00 | O,
ox* ox! ox!
tengliklarni olamiz.
Agar (12.4.9) dagi har bir tenglikni A; ga ko‘paytirib, ularni
yig‘sak, (12.4.6) tenglikka ko‘ra, quyidagi

0om % Oom

~—0, j=1,2,...m—1, (12.4.9)

= 12.4.
ox* ox’ ox! 0 (12.4.10)
muhim munosabatga ega bo‘lamiz.
Endi
Fy,x') = omli(y, %), %] (12.4.11)

funksiyani kiritib, uni x’ parametrlarga bog‘liq emasligini ko‘rsata-
miz. 12.1.3 - teoremaga asosan, buning uchun

oF  (OF 9F  OF
ox' \Oxm Ovpmi1’ " Ox,

vektorning nolga tengligini ko‘rsatish yetarli.
Murakkabh funksiyani differensiallash qoidasiga ko‘ra,

OF _ Dpw 0| Do
ox'  ox* ox ox
Agar (12.4.12) ni (12.4.10) bilan taqqoslasak, talab gilingan

(12.4.12)

—— = 0 munosabatga ega bo‘lamiz. Demak, I funksiya x' o‘zgaruv-
X

chilarga bog‘ligmas va shuning uchun, (12.4.11) tenglikni

eml(y,x'), x| = F(y)
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ko‘rinishda yozish mumkin.

Bunda y va x' lar mos ravishda ¢*(a) va a’ nuqta-
larning atroflaridan olingan ixtiyoriy vektorlardir. Oxirgi tenglikda
v = (©1(x), p2(x), ..., om—1(x)) desak, u holda (12.4.7) ga ko'ra,

em(x) = F(p1(x), p2(%), .. Pm—1(x))

ayniyatni olamiz. Bu esa, ¢, funksiyaning qolgan (12.4.1) funk-
sivalarga bog‘liq ekanini anglatadi.ll
12.4.3 - misol. Berilgan

901(357%2) - (Z_m_y)loov

902(357%2) - eererZv
p3(2,y,2) = sin(z +y)2

uchta funksiyaning o‘zaro bog‘liq yoki bog‘ligmasligini aniqglang.
Avval bu funksiyalardan tuzilgan yakobianni hisoblaymiz:

D(g1, p2,93)
D(x,y, 2)

—100(z —2 —9)?? —100(z —x — )% 100(z — 2 —y)?°

_ eTtytz eTtytz eTty+z _
zcos(x + y)z zcos(x +y)z (x +y)cos(z +y)z
-1 -1 1
= 100(z — 2 — )PV = cos(a +y)z | 1 1 1 = 0.
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Endi quyidagi

—100(z —x —y)» 100(z —ax —y)*?
D(e1, p2) - ( v) ( v)

D(yv Z) B em+y+z em+y+z

= —200(z —x —y)Pe Ve

yvakobianni garasak, uning z = x + y tekislikdan tashgarida noldan
fargli ekanini ko‘ramiz.

Shunday ekan, 12.4.2 - teoremaga asosan, bu tekislikdan tashqa-
rida yotgan har bir nuqtaning biror atrofida 3 funksiya 1 va s
funksiyalarga bog'liq bo‘ladi. Ya'ni, shunday uzluksiz differensialla-
nuvchi F(uq, uz) funksiya topiladiki, qayd etilgan atrofda

sin(x + y)z Fl(z —x— y)loo, eVt

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Umumiy holda, (12.4.1) funksiyalar ichida o‘zaro bog‘ligmaslari-
ning maksimal soni (12.4.3) matritsaning rangiga teng. Chunonchi,
navbatdagi teorema o‘rinli.

12.4.3 - teorema. Faraz qilaylik, n > m bo‘lib, (12.4.1) funksi-
yalor  sohada uzluksiz differensiallonuwvchi bo‘lsin. Bundan tashqgari,
(12.4.3) matritsaning rangi barcha x € Q nugtalarda r < m ga teng
bo‘lsin. Agar biror a € Q nugtada

D(p1, 02, ..., ¢r)
D($1, L2y ey m?‘)

yakobian noldan farqli bo‘lsa, u holda barcha k = r+1,r+2,...,m lar
uchun a nugtaning biror atrofida wi funksiya 1,02, ..., ©r funksiya-
larga bog‘liq bo‘ladi.

Isbot bevosita 12.4.2 - teoremadan kelib chiqadi. Hagigatan,
buning uchun r + 1 ta

L1, P25 oy Pry Pk

funksiyalarni olib, 12.4.2 - teoremani qo‘llash yetarli.
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12.4.2 - va 12.4.3 - teoremalar lokal xarakterga ega ekanini qayd
etamiz, ya'ni, bu teoremalar (12.4.1) funksiyalarning (12.4.3) matrit-
sa uchun bazis minorni tashkil giluvchi funksiyalarga bog'ligligini
butun £} sohasida emas, balki fagat garalayotgan nugtaning biror
atrofidagina o‘rnatadi. Bunga sabab isbotning mukammal emasligi
emas, balki masalaning mohiyatidadir. Navbatdagi misolda (12.4.2)
formulaning butun 2 da o‘rinli bo‘lishini ta’minlaydigan yagona F
funksiyaning, umuman aytganda, mavjud emasligi ko‘rsatilgan.

12.4.4 - misol. R? da aniqlangan quyidagi uchta

901(357%2) - ($+Z) cosy,
902(357%2) - ($+Z) Sinyv
903(357%2) =Y

funksiyani qaraymiz.
Chegaralanmagan

Q = {(x,9,2) €R® : >0, z> 0}

sohani har bir nuqtasining biror atrofida uchinchi funksiya qolgan
ikkitasiga bog‘liq ekanini ko‘rsatamiz. Buning uchun quyidagi yako-
bianni hisoblaymiz:

cosy —(x+ z)siny cosy
siny (x4 z)cosy siny | = 0.
0 1 0

D(p1,¢2,03)
D(x,y,2)

Lekin navbatdagi yakobian

D(pi,2) | cosy —(z+2)siny

D(z,y) | siny (x4 2)cosy = ¥tz

{2 ning har bir nugtasida noldan farqli.

Bundan chiqdi, 12.4.2 - teoremaga ko‘ra, €2 ning har bir nuqgtasi
uchun shunday uzluksiz differensiallanuvchi F'(u1, u2) funksiya topi-
ladiki, o‘sha nuqtaning biror atrofida

w3 = F(o1,p2)
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tenglik bajariladi.

Ammo, shunga qaramasdan, butun 2 da bu tenglikni ganoatlan-
tiruvehi  F'(uq,uz) funksiya mavjud emas. Chunki, har ikkala
w1z, y, 2) va wa(x,y, 2) funksiya, ravshanki, y bo‘yicha 27 davriy
funksiyadir. Albatta, bundan chiqdi, F(¢1,2) funksiya ham vy
bo‘yicha 27 davriy bo‘ladi. Lekin s funksiya esa davriy emas.
Demak, yuqoridagi shartni qanoatlantiruvchi F(uq,us) funksiya
mavjud bo‘lmas ekan.

Xuddi shu mulohazalar uzunligi 27 dan katta bo‘lib, Oy o‘qiga
parallel bo‘lgan kesmani o‘z ichiga oluvchi istalgan £2; C € sohada
ham o‘rinli bo‘lishini ko‘rish giyin emas.

12.5-§. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya ekstremumi

1. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya ekstremumi. Ekstremum-
ning zaruriylik shartlari.

Faraz qilaylik, n ta o‘zgaruvchili f(x) funksiya a nuqtaning biror
atrofida aniglangan ho‘lsin.

Ta’rif. Agar a nugtaning shunday atrofi topilsaki, bu atrofdan
olingan istalgon x nugta uchun

fa)y > f(x) (12.5.1)

tengsizlik bajarilsa, v holda f funksiya a € R™ nugtada lokal maksi-
mumga ega deyilads.

Bunday xossaga ega bo‘lgan a nuqta lokal maksimum nugta deb
ataladi. Agarda (12.5.1) o‘rniga

J(a) < f(x) (12.5.2)

tengsizlik bajarilsa, u holda a lokal minimum nugte deyiladi.
Lokal maksimum nugtalar va lokal minimum nuqtalar lokal eks-
tremum nugtalar deb ataladi.

12.5.1 - teorema (lokal ekstremumning zaruriylik shar-
ti). Faraz qilaylik, f(x) funksiya a nugtada barcha birinchi tartibli
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zususiy hosilalarga ega bo‘lsin. Agar a lokal ekstremum nuqta bo‘lsa,
u holda

Vfa) =0 (12.5.3)

bo ‘ladi.
Isbot. Aniqlik uchun, a nugtani lokal maksimum nugta deylik,
ya’ni bu nugtaning biror atrofida

fx) < f(a)

tengsizlik bajarilsin.
Bir o‘zgaruvchili

g(t) = f(t a2, as,...,an) (12.5.4)

funksiyani qaraymiz.
Ravshanki, agar { nuqta a; ga yetarlicha yaqin bo‘lsa, bu funksiya

g(t) < glar) = f(a)

tengsizlikni qanoatlantiradi, ya'ni ¢ = a1 nuqta g(¢) funksiya uchun
lokal maksimum nuqta bo‘ladi. Shunday ekan, Ferma teoremasi-
ga (4.3.1 - teorema) ko‘ra, g’'(a;) = 0 tenglik bajariladi. Demalk,
(12.5.4) ni esga olsak,
of
(9%1

Xuddi shu usulda qolgan xususiy hosilalarning nolga tengligi
ko‘rsatiladi.ll

Natija. Faraz qilaylik, f(x) funksiya a nugtada differensialla-
nuvchi bolsin. Agar a lokal ekstremum nugtasi bo‘lsa, bu nugtada f
Sfunksiyaning differensiali nolga teng:

(a) = 0.

df(a,dx) = 0. (12.5.5)

Bu tasdigning o‘rinli ekanligi bevosita (12.5.3) va (12.2.3) teng-
liklardan kelib chigadi.
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Ta’rif. Agar a nugtada V f(a) = 0 shart bajarilsa, u holda a
nugta [ funksiyaning statsionar nugtasi deyiladi.

Shunday ekan, lokal ekstremum nugtalarni statsionar nuqtalar
ichi-dan izlash kerak.

2. Ekstremumning yetarlilik shartlari.

12.5.2 - teorema. Furaz qilaylik, [ funksiya a € R™ statsionar
nugtada tkki marta uzluksiz differensiallanuochi bo‘lsin. Agar [ funk-
styaning tkkinchi differensiali shu nugtada musbat aniqlangan kvad-
ratik forma bo‘lsa, u holda a nugta [ funksiyaning lokal minimum
nuqtast bo‘ladi.

Isbot. Peano ko‘rinishidagi qoldiq hadli quyidagi

d(a.h)  df(ah)

flath) —f(a) =

Teylor formulasidan foydalanamiz.

Bu formuladagi birinchi differensial, a nuqta statsionar bo‘lgani
uchun, nolga teng. Shunday ekan, Teylor formulasi

d’f(a,h
flat+h) —fla) = % + o(|h|?) (12.5.6)

ko‘rinishga keladi.

Shartga ko‘ra, ikkinchi differensial musbat aniglangan kvadratik
forma. Demak, (12.5.5) va (12.2.13) larga asosan,

fla+h) —f(a) > phl® +o(|h|?)
baho o‘rinli.
Bundan chiqdi, yetarlicha kichik h lar uchun
fla+h) = f(a) = LI

deb yozish mumkin. Bu esa a lokal minimum nuqta ekanini anglatadi.ll
Natija. Faraz qilaylik, [ funksiya a € R"™ statsionar nugtada
tkki marta uzluksiz differensiallanuochi bo‘lsin. Agar f funksiyaning
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tkkinchy differensioli shu nugtada manfiy aniglangan kvadratik for-
ma bo‘lsa, u holda a nugta [ funksiyaning lokal maksimum nugtasi
bo‘ladi.

12.5.3 - teorema. Furaz qilaylik, [ funksiya a € R™ statsionar
nugtada tkki marta uzluksiz differensiallanuochi bo‘lsin. Agar [ funk-
styaning tkkincht differensialt shu nuqtada ishorasi o ‘zgaruvchi kvad-
ratik forma bo‘lsa, u holda a nugta [ funksiyaning lokal ekstremum
nuqtast bo lmaydi.

Isbot. Agar ikkinchi differensial ishorasi o‘zgaruvchi kvadratik
forma bo‘lsa, shunday ikki h* va h™ vektorlar topiladiki, ular uchun
|lht| = |h~| =1 bo'lib,

df(x,h") >0, d?f(x,h7) <0 (12.5.7)

tengsizliklar bajariladi.

Berilgan a nuqtaning statsionarligini hisobga olib, Peano ko‘rini-
shidagi qoldiq hadli (12.5.6) Teylor formulasini qo‘llaymiz. Bu formu-
laga ko‘ra, ikkinchi differensial bir jinsli kvadratik forma bo‘lgani
sababli, |h| = 1 shartni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy tayinlangan h €
R™ vektor va yetarlicha kichik ¢ lar uchun

t2 d2f(a7 h)

TR o(t?) (12.5.8)

flatth) — fla) —
munosabat o‘rinli.

Shunday ekan, agar (12.5.7) dagi tengsizliklarni hisobga olsak,
yetarlicha kichik ¢ larda quyidagi ikki

fa+thh) — f(a) = ¢ {%+o(1>} >0 (12.5.9)
va
fa+th™) — f(a) = ¢2 {%+o(1>} < 0 (12.5.10)

tengsizliklarga ega bo‘lamiz.
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Demak, a nugtaning ixtiyoriy kichik atrofida f funksiya a nuqta-
dagi gqiymatidan ham katta, ham kichik giymatlar qabul gilar ekan.
Bundan, a lokal ekstremum nuqta bo‘la olmasligi kelib chigadi.ll

3. Shartli ekstremum. Lagranjning ko‘paytuvchilar usuli.

19. Ushbu bandda biz berilgan funksiyalarning ekstremal qiymat-
larini biror qo‘shimcha shartlar bajarilganda topish masalasini o‘rga-
namiz. Bunday masalalar matematika tatbiqida ko‘p uchraydi. Bun-
da, odatda, qo‘shimcha shartlar o‘zgaruvchilarning gabul gilishi mum-
kin bo‘lgan giymatlarini cheklash shaklida beriladi.

Masalan, uchta o‘zgaruvchili f(x,y, z) funksiya maksimal qiyma-
tini, argumentlari

g(mvyvz) =0

go‘shimcha shartni qanoatlantirganda topish masalasini olaylik. Bu
go‘shimcha shart bog‘lash sharti deb ham ataladi. Bunda g uch
o‘zgaruvchili berilgan (odatda silliq, ya'ni yetarli marta differensialla-
nuvchi) funksiyadir. Bunday maksimal qiymat shartli maksimum
deb ataladi. Bu masalani yechishning eng tabiiy usuli quyidagidan
iborat:

1) g(x,y,z) = 0 shartdan z ni ikki  va y o‘zgaruvchining
funksiyasi sifatida topamiz, yani shunday z = @(x,y) funksiyani
topamizki, g(x,y, ¢(x,y)) = 0 tenglik x va y bo‘yicha ayniyatga
aylansin;

2) topilgan z ning giymatini f funksiyaga qo‘yamiz; natijada u
ikki o‘zgaruvchining funksiyasiga aylanadi: F'(x,y) = f(x,y,©(x,y));

3) nihoyat, F'(x,y) funksiyaning oddiy maksimumini topamiz.

Odatda, bunday ketma-ketlikdagi eng qiyin qadam ekstremal
nuqtaning biror atrofida g(x,y, z) = 0 tenglama orqali aniglanuvchi
z = (x,y) oshkormas funksiyani topishdan iboratdir.

J. Lagranj mana shu eng qiyin gqadamni chetlab o‘tish yo‘lini
topdi, ya’ni u izlanayotgan ekstremal giymatni qayd etilgan oshkor-
mas funksiyani aniglamasdan topish usulini taklif gildi. Chunonchi,
faraz qilaylik, ekstremal nuqta atrofida g funksiya gradientining
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0
hech bo‘lmasa bitta komponentasi, masalan o9 noldan farqli bo‘lsin.

U holda, bog‘lash shartini qanoatlantiruvchi j = (x,y) oshkormas
funksiya mavjud. Endi biz (a,b) koordinatali nuqtada F(x,y) =
f(x,y, o(x,y)) funksiyaning (hech qanday shartsiz) ekstremumi mav-
judligining zaruriy shartidan foydalansak bo‘ladi. Bu shart quyidagi
ko‘rinishga ega:

oF oF
%(avb) - Ov a_y(avb) = 0.

Bu tengliklarni, murakkab funksiyani differensiallash qoidasiga hino-

an,

of of dp, .

g @0+ - 5m(a,b) = 0 (12.5.11)
va

of of dp,

ay( )+ 5 a_y(a’b)* 0 (12.5.12)

ko‘rinishda yozish mumkin.
Endi g(«, y, ¢(x,y)) = 0 ayniyatni x va y bo‘yicha differensialla-
sak,

dg dg Oy

% + % : % =0 (12.5.13)
. o9 9y o
og q 2
L= = 12.5.14
(’9y 9z 0z Oy 0 (12:5.14)

munosabatlarga ega bo‘lamiz.
Agar ¢ = ¢(a, b) deb,

Dp
= (1, 0, —=(a,b
s ( , 0, ax(aa ))

h — (0, 1, aﬁ(a,b)>
Ay
belgilashlar kiritilsa, (12.5.11) va (12.5.12) tengliklarni

va

Vf(a,bc)-s = Vf(a,b,e)-h =0



12-bob. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalarni differensiallash 123

ko‘rinishda, (12.5.13) va (12.5.14) ayniyatlarni esa,
Vg-s = Vg-h =0

ko‘rinishda yozish mumkin.

Bundan chiqdi, (a,b,c) nuqtada V f(a,b,¢) va Vg(a,b,c) uch
o‘lchovli vektorlar o‘zaro kollinear bo‘lmagan s va h vektorlarga mos
ravishda ortogonal ekan. Ya’'ni, bu gradientlar s va h vektorlar bilan
aniglangan tekislikka ortogonal. Shuning uchun, bu ikki gradient
o‘zaro kollinear bo‘ladi, ya'ni, Vg(a,b,c) # 0 ekanini esga olsak,
shunday A soni topiladiki, u uchun

Vf(a,b,c) = AVy(a,b,c)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Lagranj funksiyasi deb ataluvchi

L(mvyvzv)‘) - f(mvyvz) - )\9(%%2’) (12515)

funksiyani kiritamiz.

Agar A ni yuqoridagidek tanlasak, f funksiyaning ¢ = 0 bog‘lash
sharti ostidagi lokal ekstremum nuqtasida (x,y,z) o‘zgaruvchilar
bo‘yicha hisoblangan gradient uchun

VIL(x,y,z,\) = 0 (12.5.16)

tenglik bajariladi.

Hosil bo‘lgan (12.5.16) tenglamani, gradient komponentalariga
0‘tib, uchta skalyar tenglama ko‘rinishida yozish mumkin. Agar bun-
ga g = 0 shartni qo‘shsak, biz to‘rtta a,b, ¢ va A haqiqiy sonlarni
topish uchun to‘rtta skalyar tenglamaga ega bo‘lamiz.

Ravshanki, bog‘lash sharti bajarilganda, bevosita Lagranj funksi-
yasining (12.5.15) ta’rifidan

L(mvyvzv )‘) - L(av bv ¢, )‘) - f(mvyvz) - f(av bv C)

tenglik kelib chiqadi. Demak, Lagranj funksiyasi hamda bog‘lash
sharti bajarilgan holda, f funksiya ekstremumga bir xil nuqtalarda
erishadi.
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O‘z-o‘zidan ko‘rinib turibdiki, keltirilgan mulohazalar o‘zgaruv-
chilar soniga bog‘liq emas; ular istalgan natural n o‘lchovli funksiya-
lar uchun o‘rinli.

12.5.1 - misol. Faraz qilaylik, asosidagi aylananing radiusi R
ga va balandligi H ga teng bo‘lgan to‘g'ri silindr sirtining yuzi S
ga teng bo‘lib, bu son tayinlangan bo‘lsin. R va H o‘rtasida shun-
day munosabat topish kerakki, natijada silindr hajmi V' eng katta
giymat gabul qilsin.

Demak,

2nR* + 2nRH = S

shart bajarilganda
V(R,H) = nR*H

funksiyaning maksimumini topish talab qilinadi.
Bu holda Lagranj funksiyasi quyidagi ko‘rinishga ega:

L(R,H,)\) = wR*H — \2wR?+2rRH — 5S).

Statsionar nuqgtada navbatdagi ikki

oL
—— — 27RH — MN4nR +27H) =
5 RH — M47R ) =0
’ oL
2
22 = 7R?2-)27R =
= R?— X21R = 0

shartlar bajariladi.
Ikkinchi tenglikdan

Ay

ni topib, A ning bu giymatini birinchi tenglikka qo‘yamiz:

R
S @R+ H).

RH

Demak,
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Shunday qilib, sirt yuzasi tayinlanganda, to‘g‘ri doiraviy silindr
hajmi o‘zining maksimumiga silindr balandligi asosining diametriga
teng bo‘lganda erishar ekan.

20, Xuddi yuqoridagi singari, bog‘lash sharti ikkita:

gi(@,y,2) = 0 va go(2,y,2) = 0

bo‘lganda ham f(x,y, z) funksiyaning ekstremal qiymatlarini topish
masalasini o‘rganish mumkin.

Bu shartlar o‘zaro bog‘ligmas, deb faraz gilamiz. Buning uchun,
masalan,

g1 9
dy 0z
£ 0 (12.5.17)
Pg D
dy 0z

tengsizlikning bajarilishi yetarli.

Bu holda shunday oshkormas y = () va z = ¥(x) funksiyalarni
topish mumkinki, ular uchun bog‘lash shartlari ayniyatga aylanadi,
ya'ni

gi(@, o(x), Y@)) = 0, g, ¢), ¥(@) = 0. (125.18)

Endi biz a nugtada bir o‘zgaruvchili F(z) = f(x,p(x),¥(x))
funksiyaning (hech qanday shartsiz) ekstremumi mavjudligining za-
ruriy shartidan foydalansak bo‘ladi. Bu shartga ko‘ra, x = a nuqta-
da

¥) =gt ¢ (x) + aw'(x) =0 (12.5.19)

tenglik bajariladi.
(12.5.18) ayniyatlarni differensiallab,
o 991 ,

o Vot @t

991

P(x) = 0 (12.5.20)
va
—§2+—£2 '(x) J2 ()

- = 12.5.21
o aygo + 0 (12.5.21)

0z
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munosabatlarni olamiz.

Agar b = p(a) va ¢ = ¥(a) deb belgilasak, (12.5.19)-(12.5.21)
tengliklar uch o‘lchovli V f, Vg1 va Vgo vektorlarning (a, b, ¢) ekstre-
mum nuqgtada noldan farqli

s = (L, ¢(a), ¥'(a))

vektorga ortogonal ekanini anglatadi. Shunday ekan, bu uch vektor
bir tekislikda yotadi. Demak, (12.5.17) shartga ko‘ra, Vg, va Vgs
vektorlar o‘zaro chiziqli bog‘ligmas ekanini hisobga olsak, shunday
haqiqgiy A1 va Ag sonlar topiladiki, ekstremum nuqtasida

Vf = MVgr + AV

tenglik bajariladi.
Agar Lagranj funksiyasini

Lz, y, 2, M\, 02) = fla,9,2) — Migi(x,y,2) — Aaga(z,y, 2)

tenglik bilan aniglasak, u holda ekstremum nuqtasida (x, y, z) o‘zga-
ruvchilar bo‘yicha olingan gradient uchun

VIL{(x,y,z, A1, 2) = 0

tenglik bajariladi.

Endi bu uchta skalyar tengliklarga ikkita bog‘lash shartini qo‘sh-
sak, beshta haqiqiy @, b,c, Ay va Ay sonlarni topish uchun beshta
tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz.

Shunday qilib, Lagranjning ko‘paytuvchilar usuli, bog‘lash shart-
lari bilan aniglangan oshkormas funksiyalarni topmasdan turib, lokal
shartli ekstremum nugtasini aniglashga imkon berar ekan.

3%, Endi umumiy holni garaymiz, ya’ni biror Q C R™ sohasida
aniglangan f funksiyaning ekstremal giymatlarini m ta

g(x) =0, k=1,2,....m (12.5.22)

bog‘lash shartlari bo‘lgan holda topish masalasini o‘rganamiz.



12-bob. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalarni differensiallash 127

Agar a € Q nugtaning shunday atrofi topilsaki, bu atrofdan
olingan va (12.5.22) bog‘lash shartlarini qanoatlantiruvchi barcha x
lar uchun

f(a)y > f(x) (12.5.23)
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya a € Q nuqtada (12.5.22) shartlar
ostida shartli maksimumga ega deymiz.

Xuddi shunga o‘xshab, shartli minimum aniglanadi. Agar a nug-
ta yoki shartli maksimum nugta yoki shartli minimum nugta bo‘lsa,
u shartli ekstremum nugta deb ataladi.

Odatda m < n deb, ya'ni bog‘lashlar soni o‘zgaruvchilar sonidan
kichik deb va (12.5.22) dagi bog‘lash shartlar takrorlanmaydi deb
faraz qilinadi. Oxirgi shart matematik tilda gi(x), k = 1,2,...,m,
funksiyalarning bog‘ligmasligini bildiradi. Buning uchun, 12.4.1 -
teoremaga ko‘ra, bu funksiyalardan m ta biror z; o‘zgaruvchilar
bo‘yicha tuzilgan yakobian noldan farqli ekanini talab qilish yetar-
li. Bu holda, oshkormas funksiya haqidagi 12.3.3 - teoremaga asosan,
biz ko‘rsatilgan o‘zgaruvchilarni qolganlarining oshkormas funksiyasi
sifatida yozishimiz mumkin. Keyingi mulohazalar xuddi yuqoridagi-
dek olib boriladi.

Chunonchi, aytaylik, g; funksiyalardan zy, z2, ..., 2, o‘zgaruvchi-
lar bo‘yicha olingan yakobian noldan fargli bo‘lsin:

o1 O Og1
ory vz Orm
dg2  0g2 992
owy 01y | O # 0. (12.5.24)
Ogm Dgm O
Or, Ore O,

U holda, 12.3.3 - teoremaga asosan, (12.5.22) bog‘lash shartlari
™m ta
v, = (X)), k=1,2,...,m, (12.5.25)

oshkormas funksiyalarni aniglaydi, bunda x’ = (Zm41, Zmt2, . Tn) €
R,
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Natijada, f(x) funksiyani (12.5.22) shartlar ostidagi shartli eks-
tremumini topish masalasi

F(XI) - f(gpl(xl)7 902(XI)7 ) me(xl)v XI)

funksiyaning shartsiz ekstremumini topish masalasiga keladi.
Oxirgi funksiya uchun a € €2 nuqtadagi ekstremumining zaruriy
sharti quyidagi
—(a) =0, j=m+1lm+2 ..,n
5 mj( ) j
ko‘rinishga ega.

Murakkab funksiyani differensiallash qoidasiga ko‘ra, bu tenglik-
larni

O, )+Z OT @)% o, j—mt1Lm+2, .., (12526

deb yozish mumkin.

Agar gi(x) funksiyalarda birinchi m ta x; o‘zgaruvchi o‘rniga
ularning (12.5.25) formuladagi qiymatini qo‘ysak, (12.5.22) shartlar
navbatdagi

g/lc(901(Xl),g02(X'),...,gpn(x’)7 X’) -0

ayniyatlarga aylanadi. Bu ayniyatlarni differensiallab, yangi

d 0 8
gk +Z gk QOZ 07 .7: m+17m+27"-7n7 k= 1727""m

ox; 8:10@

ayniyatlarga ega bo‘lamiz.
Xususan, bu tengliklar a nuqtada ham o‘rinli:

agk Z 8gk 8%

*O j = 1 2,.. k=1,2,...,m.
am] amz Y .7 m+ 7m+ Y 7n7 » = 7m

(12.5.27)
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Navbatdagi
Sl — ( acpl }) acp2 AR acpm ) 17 07 07 ) 07 >7
OCmi1 OTmi1 OTm 11
0 0
S2 — ( Cpl }) Cp2 AR acpm ) 07 17 07 707 ) )
o’ O%pmyo DT y2
D1 D2 Dom
—m = 0,0, ..,0, 1
Spn—m (amn_mv amn_mv ) amn_mv s Yy s Uy Ly

(n — m) ta chizigli bog‘ligmas n o‘lchovli vektorlarni kiritamiz.
U holda (12.5.26) tengliklar

Vis =0, j=12..,n—m, (12.5.28)
ko‘rinishga, va (12.5.27) tengliklar esa,
Vor-s; =0, j=1,2,..,n—m, k=12..,m, (12.5.29)

ko‘rinishga keladi.

Bundan chiqdi, a nugtada olingan n o‘lchovli Vf, Vg1, Vga, ...,
Vgm vektorlar R™ fazosining s, s, ..., Sh_m vektorlar tashkil qil-
gan (n —m) o‘lchovli gism fazosiga ortogonaldir. Shunday ekan,
qayd qilingan gradientlar (ya'ni m + 1 ta vektor) R™ fazosining
bitta m o‘lchovli gism fazosida yotadi. (12.5.24) shartga ko‘ra,
Vgr, kK = 1,2,....m, vektorlar chiziqli bog‘ligmas ekan. Demak,
shunday A1, A2, ..., A, sonlar topiladiki, ular uchun

Vf = MVgr+ Ve + ...+ AnVgm (12.5.30)

tenglik bajariladi.
Endi A = (A1, A2, ..., Apy) deb belgilab,

L(x,\) = f(x) — Mg1(x) — A2ga(x) — ... — Amgm(x) (12.5.31)

Lagranj funksiyasini kiritamiz.
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Ma’lumki, (12.5.30) tenglik f funksiyaning (12.5.22) shartlar os-
tidagi lokal ekstremum nuqtasi bo‘lgan a nuqtada

VL(a,\) = 0 (12.5.32)

tenglikning bajarilishini anglatadi.

Bu n ta skalyar tenglamaga m ta bog‘lash shartini qo‘shsak, n+
m ta tenglamaga ega bo‘lamiz. Aniglanishi lozim bo‘lgan noma’lum-
lar ham aynan n+m ta haqiqiy sonlardan iborat, ya'ni lokal ekstre-
mum nuqgtasining n koordinatasi va m ta A larning giymatlari.

Shunday qilib, biz navbatdagi tasdigni isbotladik.

12.5.1 - tasdiq. Faraz gilaylik, a € R™ nugta [ funksiyaning
(12.5.22) bog‘lash shartlaridagi lokal ekstremum nugtasi bo‘lib,
(12.5.22) shartlarga kiruvchi g funksiyalarning gradientlari chiz-
1qli bog‘ligmas bo‘lsin. U holda, shunday hagiqiy Mg, kK =1,2,...,m,
sonlar topiladiki, uwlar uchun (12.5.31) Lagranj funksiyasi (12.5.32)
shartni qanoatlantirads.

12.5.2 - misol. Berilgan b € R” vektor uchun

f(x) = (b,x) = bixy +baxs + ... + by

funksiyaning
x| =r
shart ostidagi ekstremum nuqtalari topilsin.
Bog‘lash shartini
x%+w%+...+wi — 2 =0
ko‘rinishda yozib,
L(x,N) = (b,2) = A(|x[* = r%) =

= bixy Fbowa + o A by —Nat i 2 — )
Lagranj funksiyasini kiritamiz.
U holda, 12.5.1 - tasdiqga ko‘ra,
OL(x, \)

—— = b, =2\ =0
Bz k L
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tenglamalarga ega bo‘lamiz.
Bundan xx ni A ning funksiyasi sifatida aniqlaymiz:

b
20\
Endi A ni bog‘lash shartidan topamiz. Bu shartga ko‘ra,

n [ b 2
|x|2];x§ = Z(%) _

k=1

T =

Bundan chiqdi, |b|? = (2))%r?, yoki

b
ox — ol
r
Ravshanki, agar bu tenglikning o‘ng tomonida < + > ishorani

olsak, lokal shartli ekstremum nuqtasi

X = rb—k
g |b|

koordinatalarga va agar < —> ishora olinsa, lokal shartli ekstremum
nuqtasi

koordinatalarga ega ho‘ladi.

Bu nuqtalardan biri shartli lokal minimum nuqtasi va ikkinchisi
esa, shartli lokal maksimum nuqtasi bo‘lishini ko‘rish qiyin emas.

Aynigsa, (12.5.22) bog‘lash shartlaridan oshkormas funksiyalarni
topish murakkab ho‘lgan hollarda Lagranj usuli samarali bo‘lishini
gayd etib o‘tamiz.

Eslatma. Agar qo‘shimcha (2,41, Zni2, -y Tnpm) O‘zgaruvchi-
larni kiritib, X = (21, 22, ..., Tnim) simvoli orqali R* ™ fazosining
nuqtalarini belgilasak, u holda Lagranj funksiyasini

LX) = f(x) = Y niage(x) (12.5.33)
k=1
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ko‘rinishda aniglash mumkin.

Ravshanki, bunda Lagranj funksiyasining x,, x qo‘shimcha o‘zga-
ruvchilar bo‘yicha xususiy hosilalari gi(x) funksiyalarga teng bo‘lib,
[ funksiyaning (12.5.22) shartlar ostidagi shartli lokal ekstremum

nuqtasida
oL

ox
tenglik bajariladi. Bundan chiqdi, ekstremum nuqtada (12.5.33) Lag-
ranj funksiyasidan barcha n + m ta o‘zgaruvchi bo‘yicha olingan
gradientning nolga teng bo‘lishi zarur ekan.

Shartli ekstremum topish masalasiga bunday yondashuv matema-
tikaning turli tadqiqlarida keng qo‘llaniladi.

4. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalarni eng katta va eng kichik
giymatlarini topishning umumiy sxemasi.

Biror yopiq Q = QUIQ sohada f funksiyaning ekstremal giymat-
larini topish muammosi ikki masalaga bo‘linadi: birinchi masala
ekstremal giymatni ochiq €2 sohasida topishdan iborat bo‘lib, ikkin-
chi masala esa, ekstremumni soha chegarasi 952 da topishdan iborat.

Birinchi masalani yechish uchun avval {2 sohasida f funksiya
gradienti nolga aylanadigan statsionar nuqtalar izlanadi, so‘ngra bu
nuqtalarda ikkinchi differensialning ishorasi aniq kvadratik forma
bo‘lish yoki bo‘lmasligi o‘rganiladi.

Ikkinchi masala, odatda, f funksiyaning shartli ekstremumini
topishga keltiriladi, bunda bog‘lash sharti €2 sohasi chegarasi o)
ning tenglamasidan iborat bo‘ladi.

Eslatma. Keyingi bobdan boshlab n o‘lchovli R™ fazosi nuqtala-
rini, yozuvni soddalashtirish magsadida, ko‘pincha qalin harflar bi-
lan emas, balki lotin alifbosining oddiy

=0

x = (x1,22,...,Tp)

harflari bilan belgilaymiz, bunda matndan bu harf bilan sonlar emas,
vektorlar belgilangani tushunarli bo‘ladi.
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12.6-§. Misollar
1 - misol. Agar
J(x,y) = x+ (y—1)arcsin \/g

bo‘lsa, f.(x,1) ni toping.

Ko‘rsatma. f,(z,b) = % (x,b) tenglikdan, ya'ni f(z,y) funksi-
vani x bo‘yicha xususiy hosilasining y = b nuqtadagi qiymati bir
o‘zgaruvchili f(x,b) funksiya hosilasiga teng ekanidan foydalaning.

2 - misol. Agar f(x,y) = yxy bo'lsa, f-(0,0) va f,(0,0) xususiy
hosilalarni toping. Bu funksiya (0,0) nuqtada differensiallanuvchi
bo‘ladimi?

Ko‘rsatma. Yuqoridagi misolda qo‘llangan usuldan foydalanib,
J2(0,0) = f,(0,0) = 0 ekanini ko‘rsating. Differensiallanuvchanlikni
(12.1.13) ta’rifdan foydalanib tekshiring. Bunda

Je,y) = £(0,0) = Yy = ale,y)vVa? +y?

deb yozib olib, a(x,y) = e/@\/m?lTy? funksiyaning /22 +y2 — 0
da cheksiz kichik emasligiga ishonch hosil qgiling.
3 - misol. Quyidagi

2 1,2\ o
x° + sin ——,
flay) = s

0 , agar (z,y) = (0,0) bo‘lsa,

agar (z,y) # (0,0) bo‘lsa,

funksiyaning f;, f, xususiy hosilalari (0,0) nuqtada uzilishga ega
bo‘lib, bu nugtaning istalgan atrofida chegaralanmagan ekanini is-
botlang. Shunday bo‘lsada, bu funksiya (0, 0) nugtada differensialla-
nuvchi bo‘lishini ko‘rsating.

Ko‘rsatma. Agar (x,y) # (0,0) bo‘lsa, oddiy hisoblash orqali
[ va [, xususiy hosilalarni toping. Agarda (z,y) = (0,0) bo‘lsa,
f2(0,0) = 0 va fy(0,0) = 0 ekanini, 1 - misolda qo‘llangan usuldan
foydalanib, ko‘rsating. So‘ngra, masalan, f, funksiyaning (0, 0) nug-
tada uzilishga ega va chegaralanmagan ekaniga ishonch hosil gilish
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uchun, f;(2 1k7T, ﬁ) ketma-ketlikning k& — oo dagi limitini hisob-

lang.
Berilgan funksiyaning (0, 0) nuqtada differensiallanuvchi ekanini
ko‘rsatish uchun

Fla) = 10.0) = @ +9) sin——s — VP 52 alay)

deb yozib olib, f;.(0,0) = 0 va f,(0,0) = 0 tengliklarni hisobga olgan
1
holda, afz,y) = /22 +y? sin — T funksiyani mos shartlarni
z Y

bajarishga tekshiring.
. 2 2 . .
4 - mlsol.zf(:v,y) =1— (%; 4+ ¥) funksiyaning M = (%, %)
2
nuqtada > + Zé—z = 1 egri chiziqqa o‘tkazilgan ichki normal yo‘nalishi
bo‘yicha hosilasini hisoblang. M nuqtada f funksiya gradientini top-
ing.
Ko‘rsatma. M nuqta atrofida egri chiziq tenglamasi y =
b\/a? — 22 ko'rinishga ega. Qayd qilingan nuqtada egri chizig norma-
lining Oz o‘qi bilan tashkil gilgan burchak tangensi tga = —ﬁ

NZ
kabi aniglanadi. Bundan ichki normal yo‘naltiruvchi kosinuslarini

topib, (12.1.31) formula yordamida talab qilingan hosilani hisoblang.
Gradientni (12.1.16) formula orgali toping.
5 - misol. Quyidagi

fy) = ety —a® +y°

funksiyaning barcha ikkinchi va uchinchi tartibli gqismiy hosilalarini

hisoblang va,
0% f B 0% f

oxdy  Oydx

tenglikni tekshiring.

Ko‘rsatma. Oxirgi tenglik mos xususiy hosilalarni to‘g‘ridan-
to‘g‘ri hisoblash orqali ko‘rsatiladi.

6 - misol. Agar f(x1,22,23) funksivada argumentlar chizigli
ravishda w1 = a11t1 + a2t + aisls, w2 = a21t1 + aztz + azsts va
r3 = as1t1 +assls + assts kabi almashtirilsa, bu funksiyani ixtiyoriy
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tartibli differensialining formasi saglanishini ko‘rsating ((12.2.9) for-
muladan keyingi Eslatmaga qarang).

Ko‘rsatma. (12.2.9) formuladan foydalanib, ikkinchi differen-
sial (12.2.7) formani saqlashini isbotlang. So‘ngra, d?xp = 0, k =
1,2, 3 tengliklardan foydalanib, (12.2.9) formulani

2f = (a%ldxl + ai@dxg + a%gdngf
ko‘rinishga keltirib, matematik induksiya usuli yordamida, istalgan
tartibli differensial uchun bu forma saqlanishiga ishonch hosil giling.

7 - misol. f(x,y) = 2% — 2y — y? — 62 — 3y + 5 funksiyani
(x,y) = (1, —2) nuqgta atrofida Teylor formulasiga yoying.

Kofrsatma. Berilgan funksiyaning 3-tartibdan boshlab, barcha
differensiallarining nolga teng ekanini hisobga olib, (12.2.24) formu-
ladan foydalaning.

8 - misol. Faraz qilaylik, (a, b) intervalda aniglangan f(x) funksi-
ya uzluksiz va (¢, d) intervalda aniqlangan g(y) funksiya esa, uzluksiz
va qat’iy o‘suvchi bo‘lsin. Qanday hollarda g(y) = f(x) tenglama
y = ¢ '(f(x)) funksiyani aniglaydi? R sonlar o‘qida aniqlangan
quyidagi e¥ = |z| va e¥ = —|x| misollarni tahlil giling.

Ko‘rsatma. §12.3 dagi mulohazalardan quyidagi natija kelib
chiqadi: agar (¢, d) intervalda uzluksiz va qat’iy o‘suvchi g(y) funksi-
ya berilgan bo‘lib, A soni g funksiya giymatlar to‘plamiga tegishli
bo‘lsa, g(y) = A tenglama yagona y = g~ (A) yechimga ega. Mana
shu tasdigdan foydalaning.

9 - misol. Agar 22 + 2y +y? = 3 bo'lsa, v/, 9/ vay
toping.

Ko‘rsatma. Avval % = —Z;—é formuladan foydalanib ((12.3.16)
ga qarang), 3’ ni toping. So‘ngra, topilgan formulani 2 bo‘yicha ikki
marta differensiallang; bunda 4’ uchun topilgan ifodadan foydalan-
ing.

10 - misol. Agar @ > 0 va m > 1 bo‘lsa, f(x1,22,...,2,) =
x4 a5t + - -+ a2 funksiyaning 1 + 22 + - - - + 2, = na bog‘lash
sharti ostidagi ekstremumini toping. Ekstremum nuqtada funksiya
maksimum yoki minimumga erishishini aniglang.

I hosilalarni
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Ko‘rsatma. (12.5.15) Lagranj funksiyasini tuzib, (12.5.16) shart-
dan ekstremum nuqtalarni toping. Funksiya bunday nuqtada mini-
mum yoki maksimumga erishishini aniglash uchun 12.5.2 - teore-
mani qo‘llang.



13-bob. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyani
integrallash

13.1-§. Kvadratlanuvchi shakllar

1. Kvadratlanuvchi shakllar. 7-bobda (§7.2 ga qarang) yassi
shaklning kvadratlanuvchanligi va uning yuzi tushunchalari kiritil-
gan edi. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar uchun integral yig‘indining
ta’rifi aynan shu yassi shakl yuzi tushunchasiga asoslanadi. Shu
sababli ushbu paragrafda, o‘quvchiga qulaylik tug‘dirish magsadida,
§7.2 da keltirilgan ba’zi ta’rif va tasdiglarni takrorlab o‘tamiz.

Tomonlari koordinata o‘qlariga parallel bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtbur-
chak regulyar to‘rtburchak deyiladi. Regulyar to‘rthurchak yuzi un-
ing tomonlari uzunliklarining ko‘paytmasiga teng.

Chekli sondagi regulyar to‘rthurchaklar birlashmasi sifatida tas-
virlash mumkin bo‘lgan shaklni ko‘pburchakli shakl deb ataymiz.
Agar P ko‘pbuchakli shaklni tashkil giluvchi chekli sondagi to‘rtbur-
chaklar o‘zaro umumiy ichki nugtaga ega bo‘lmasa, u holda ko‘pbur-
chakli shaklning | P| yuzasi uni tashkil qiluvchi to‘rtburchaklar yuza-
larini yig‘indisiga teng deb aniqlanadi.

Yassi shakl deb ixtiyoriy chegaralangan £ C R? to‘plamga ayti-
ladi. Har qanday yassi shakl uchun ushbu

|El« = sup |P|
PCE

tenglik orqali uning |F|,« quyi yuzi aniglanadi, bunda aniq yuqori
chegara F ga ichki chizilgan barcha P ko‘pburchakli shakllar bo‘yicha
olinadi. Agar E ga birorta ham ko‘pburchakli shaklni ichki chizib
bo‘lmasa, biz uning quyi yuzini nolga teng deb gabul qilamiz. Asli-
da, agar bo‘sh to‘plamni ham yuzi nolga teng bo‘lgan ko‘pburchakli
shakl deb qarasak, bu kelishuvga hojat qolmaydi.
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Shu singari F to‘plamning yuqori yuzi ham aniglanadi:

E|* = inf
| E] Jnf 1<,
bunda aniq quyi chegara F ga tashqi chizilgan barcha @ ko‘pbur-
chakli shakllar bo‘yicha olinadi.
Agar yassi shaklning quyi yuzi yuqori yuziga teng bo‘lsa, bunday
shakl kvadratlanuvchi deyiladi. Bunda

Bl = [Els = |E]"

son F kvadratlanuvchi yassi shaklning yuzi (yoki yuzasi) deb ata-
ladi.

Shakl yuzi bilan egri chiziq uzunligini farqlash zarur bo‘lgan hol-
da, biz E to‘plamning yuzini |F|2 simvoli orqali va uzunlikni esa,
|E|1 simvoli orqali belgilaymiz.

Tomonlarini uzunliklari ¢ va b ga teng bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtbur-
chakning yuzi ab ga teng bo‘lib, ikki o‘zgaruvchili ko‘phadning uzluk-
sizligiga ko‘ra, bu kattalik tomonlar uzunligiga uzluksiz bog‘liqdir.
Demak, istalgan regulyar P to‘rtburchak uchun P ni ichida yotuvchi
shunday yopiq to‘g‘ri to‘rtburchak topish mumkinki, uning yuzi P
to‘rthurchakni yuzidan istalgancha kam farq giladi. Buning uchun
P to‘rtburchakning tomonlarini salgina kamaytirib, hosil bo‘lgan
to‘rthurchakning yopig‘ini olish yetarli. Xuddi shunga o‘xshash, to-
monlari uzunligini salgina oshirib, P ni o‘z ichiga oluvchi shunday
to‘g‘ri to‘rtburchak topish mumkinki, uning yuzi P ni yuzidan istal-
gancha kam farq giladi.

Ravshanki, har ganday P regulyar to‘g‘ri to‘rtburchak uchun
uning barcha ichki nuqtalari P ning ichida yotuvchi ochiq to‘g'ri
to‘rthurchakni tashkil qiladi va P ning yopilmasi esa, P ni o'z
ichiga oluvchi yopiq to‘g‘ri to‘rtburchakni tashkil giladi; bunda bu
to‘rtburchaklarning yuzlari | P| ga teng bo‘ladi.

Shunday ekan, agar IV to‘plamning quyi yoki yuqori yuzalari
ta’rifida aniq chegarani ¥ to‘plamni mos ravishda ichida yotuvchi
yoki uni o‘z ichiga oluvchi yopiq ko‘pburchakli shakllar bo‘yicha
olinsa, I to‘plamning | E|, quyi yuzi yoki | E|* yuqori yuzi qiymatlari
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o‘zgarmaydi. Bunga sabab shundan iboratki, istalgan ko‘pburchakli
shakl uchun uni ichida yotuvchi yopiq P ko‘pburchakli shaklni va
uni o'z ichiga oluvchi yopiq @ ko‘pburchakli shaklni, |Q|—|P| ayirma
giymati istalgancha kichik bo‘ladigan qilib, tanlash mumkin.
Xuddi shu eslatma aniq chegaralarni £ ni ichida yotuvchi barcha
ochiq ko‘pburchakli shakllar bo‘yicha, yoki I ni o'z ichiga oluvchi
barcha ochiq ko‘pburchakli shakllar bo‘yicha olganda ham o‘rinli.
Xususan, agar I C R? vyassi shaklni yuzi istalgancha kichik
bo‘lgan ochiq (yoki yopiq) ko‘pburchakli shakl bilan qoplash mumkin
bo‘lsa, u holda bu yassi shakl yuzi nolga teng bo‘ladi. Boshgacha
aytganda, agar istalgan £ > 0 olinganda ham shunday chekli sondagi
ochiq (yoki yopiq) {Pr}}_, to‘gri to‘rtburchaklar (o‘zaro umumiy
ichki nugtaga ega bo‘lishi ham mumkin) topilsaki, ular uchun

n
ECUPk
k=1

munosabat o‘rinli bo‘lib,

n
Z |P| < ¢
k=1

tengsizlik bajarilsa, I to‘plam yuzi nolga teng bo‘ladi.

Quyidagi xossalarning o‘rinli ekanligi o‘z-0‘zidan ko‘rinib turib-
di:

1) yassi shakl yuzi nolga teng bo‘lishi uchun uni yuqori yuzining
nolga teng bo‘lishi zarur va yetarlidir;

2) yuzi nolga teng bo ‘lgan yassi shakining istalgan qismiy to ‘plami
kvadratlonuvchi bo‘lib, uning yuzi ham nolga teng bo‘ladi;

3) yuzi nolga teng bo‘lgan chekli sondagi yassi shakllarning bir-
lashmasi ham yuzi nolga teng bo‘lgan yassi shakl bo‘ladi.

Yuzi nolga teng bo‘lgan kvadratlanuvchi shaklga muhim misol
sifatida to‘g‘rilanuvchi egri chizigni keltirish mumkin. To‘g‘rilanuvchi
egri chiziq tushunchasi ham yuqorida qayd etilgan 7-bobda keltiril-
gan bo‘lib (§7.1 ga qarang), to‘g‘rilanuvchi egri chiziq uzunligi unga
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ichki chizilgan siniq chiziglar uzunliklarining aniq yuqori chegarasi-
ga teng qilib aniglangan edi.

13.1.1 - tasdiq. Tekislikdagi to‘g‘rilanuvchi egri chiziq kvadrat-
lanuvchi bo ‘lth, uning yuzi nolga teng.

Hagigatan, uzunligi [ teng bo‘lgan ixtiyoriy to‘g‘rilanuvchi L egri
chizigni tomonlari £ ga teng bo‘lib, umumiy soni [/ dan oshmaydi-
gan kvadratchalar bilan qoplash mumkin. Bu kvadratchalar tashkil
gilgan ko‘pburchakli shaklning yuzi €2 - [/ = l= dan oshmaydi. De-
mak, £ ning ixtiyoriyligiga ko‘ra, L egri chizigning tashqi yuzi nolga
teng. Shunday ekan, L kvadratlanuvchi bo‘lib, uning yuzi ham nolga
teng.

2. Yassi shaklning chegarasi. Eslatib o‘tamiz, agar a € R?
nuqgtaning istalgan atrofida berilgan E C R? to‘plamga tegishli
bo‘lgan va tegishli bo‘lmagan nuqtalar mavjud bo‘lsa, bunday nuqta
F to‘plamning chegaraviy nuqtasi deyilar edi.

F yassi shaklning barcha chegaraviy nuqtalari to‘plami uning
chegarasi deb ataladi va OF simvoli orqali belgilanadi. Ravshanki,
a € OF bo‘lishi uchun a ga yaqinlashuvchi ikki z, € F va y, ¢
F ketma-ketlikning topilishi zarur va yetarlidir. Bunda, bu ketma-
ketliklardan birining barcha elementlari ¢ nuqgta bilan ustma-ust
tushishi ham mumkin.

F yassi shaklning chegarasi quyidagi o‘z-o‘zidan tushunarli xos-
saga ega:

agar a € E va b ¢ E bo'lsa, a va b nugtalarni tutashtiruvchi
kesmada ¢ € OF nugta topiladi.

Boshgacha aytganda, agar nuqtalardan biri biror to‘plamda yot-
sa va ikkinchisi esa, bu to‘plamda yotmasa, bu nugtalarni tutashtiru-
vchi kesma albatta bu to‘plam chegarasini kesib o‘tadi.

Haqiqatan,

x(t) = (1 —1t)a + tb

deylik.

M simvoli orqali z(¢) € E shartni qanoatlantiruvchi ¢ € [0, 1]
nuqtalar to‘plamini belgilaylik. U holda, ravshanki, { = 0 nuqta bu
to‘plamga tegishli, lekin £ = 1 nuqgta esa, tegishli emas. Agar tg
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nuqta M to‘plamining aniq yuqori chegarasi bo‘lsa,
c = z(to) = (1 —to)a + tob

nuqta F to‘plamining dF chegarasida yotishini ko‘rsatish qiyin emas.
Yuzalar xossalarini o‘rganishda yassi shaklning kvadratlanuvchi
bo‘lishining navbatdagi kriteriysi muhim ahamiyatga ega (7.2.2 -
teorema natijasiga qarang).
13.1.2 - tasdiq. Yassi shakining kvadratlanuvchi bo‘lishi uchun
uning chegarast yuzining nolga teng bo‘lishi zarur va yetarlidir.
Isbot. Hagiqatan, I¢ yassi shakl berilgan bo‘lib, ikki ixtiyoriy P
(ochiq) va @ (yopiq) ko‘pburchakli shakllar quyidagi

PCECQ

munosabatni ganoatlantirsin.
U holda 0F chegara ushbu

OE CQ\ P

shartni qanoatlantiradi, bunda @ \ P yopiq ko‘pburchakli shakl
bo‘lib, u ¢ dan P ko‘pburchakli shaklning barcha nuqgtalarini chiqa-
zib tashlashdan hosil bo‘lgan. Shuning uchun,

OBI* = inf |Q\P| =  inf —|P|) = inf |Q| — sup |P].
OB = dul IQ\PL = il (IQI-1P]) = jof 0] — sup [P

Demak,
OE* = |EI" —|E]. .

Shunday qilib, chegara yuqori yuzining nolga teng bo‘lishi uchun
vassi shaklni yuqori yuzining shu shaklni quyi yuziga teng bo‘lishi
zarur va yetarli bo‘lar ekan, ya’ni kvadratlanuvchi yassi shaklda
chegara yuzi nolga tengdir va aksincha, agar yassi shakl chegarasi-
ning yuzi nolga teng bo‘lsa, u kvadratlanuvchidir.ll

13.1.3 - tasdiq. Agar yassi shakl chegarasi to‘g‘rilanuvchi egri
chiziq bo‘lsa, u holda bunday yassi shakl kvadratlanuvchi bo lads.

Haqiqatan, bu tasdigning to‘g‘riligi 13.1.1 - va 13.1.2 - tasdiglar-
dan kelib chigadi.
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Ofz-o‘zini kesmaydigan uzluksiz egri chiziqni sodda egri chiziq
deb atagan edik. Agar L sodda egri chiziq & = ¢(t) tenglama bilan
berilib, ¢ : [a, b] — R? biror [a,b] C R kesmani R? tekislikka uzluk-
siz differensiallanuvchi akslantirish bo‘lsa, bunday sodda egri chiziq
silliq egri chiziq deyiladi. Bunda L = ¢([a, b]).

7 - bobda har ganday silliq egri chizigning to‘g‘rilanuvchi bo‘lishi
ko‘rsatilgan edi.

Agar egri chizigni har biri silliq bo‘lgan chekli sondagi qism-
larga ajratish mumkin bo‘lsa, u bo‘lakli-silliq egri chiziq deyila-
di. Ravshanki, har ganday bo‘lakli-silliq egri chiziq to‘g‘rilanuvchi
bo‘lib, natijada uning yuzi nolga teng bo‘ladi.

Natija. Agar yassi shaklning chegarasi bo‘lakli-silliq egri chizig
bo‘lsa, bu shakl kvadratlanuvchi bo‘ladi.

Shuni qayd etish joizki, chegaraning to‘g‘rilanuvchi bo‘lishi -
bu yassi shakl kvadratlanuvchi bo‘lishining fagat yetarli shartidir.
Navbatdagi misol yassi shakl kvadratlanuvchi bo‘lib, chegara esa
to‘g‘rilanuvchi bo‘lmasligi ham mumkinligini ko‘rsatadi.

13.1.1 - misol. Faraz qilaylik, @(x) va ¥(x) funksiyalar [a, b] C
R kesmada berilgan bo‘lib, shu kesmada uzluksiz bo‘lsin. Bundan
tashqari, quyidagi

pla) < P@), a<a<b,

shart bajarilsin. U holda tekislikning bu ikki funksiya grafigi orasida-
gi nugtalari to‘plami, ya’ni

E = {(x,y) eR* : p(x) <y <y(a), a<a<b)

kvadratlanuvchi shakl bo‘ladi.
Hagiqatan, 7 - bobda ko‘rsatilganidek ((7.2.16) formulaga qarang),
I shakl yuzi uchun ushbu

b

E| = / [(e) — ()] de

a

tenglik o‘rinli.
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FE shakl chegarasi to‘rtta gismdan, ya'ni ¢ va ¢ funksiyalar
grafigi hamda bu grafiklarning boshi va oxirini tutashtiruvchi ik-
ki vertikal kesmalardan iborat. Agar i uzluksiz funksiya grafigini
to‘g‘rilanuvchi bo‘lmaydigan qilib tanlasak (7.1.2 - misolga qarang),
kvadratlanuvchi F yassi shaklning chegarasi ham to‘g‘rilanuvchi
bo‘lmaydi.

3. Kvadratlanuvchi shakllar xossalari.

13.1.2 - tasdiq yordamida navbatdagi ikki xossani osongina isbot-
lash mumkin.

13.1.4 - tasdiq. Ikki kvadratlanuvchi shakl birlashmast yana
kvadratlanuvchi shakl bo ‘ladi.

Isbot. Quyidagi sodda jumla o‘rinli: agar Ivy va Fy ikki kvadratla-
nuvchi shakl bo‘lib, ¥ = Fy U F» bo‘lsa, u holda quyidagi

OF C (0E1 U OE,)

munosabat o‘rinli bo‘ladi.

Hagigatan, agar ¢ € 9F bo‘lsa, u holda a ga yaginlashuvchi
ikki x, € F va y, ¢ F ketma-ketlik topiladi. Zarur bo‘lsa gismiy
ketma-ketlikka o‘tib, barcha =, nuqtalarni F; va F» to‘plamlardan
bittasiga tegishli deb hisoblash mumkin. Bu esa a nugtaning ko‘rsa-
tilgan to‘plam chegarasiga tegishli ekanini anglatadi.

Endi 13.1.4 - tasdigning to‘g‘riligi isbotlangan jumladan bevosita
kelib chiqadi:

|(9E| < |(9E1| + |(9E2| =0 N

13.1.5 - tasdiq. Ikki kvadratlanuvchi shakl kesishmasi yana
kvadratlonuvchi shakl bo‘lads.

Isbot. Navbatdagi sodda jumla xuddi yuqoridagi jumla kabi
isbotlanadi: agar Fq va Fs ikki kvadratlanuvchi shakl bo‘lib, £ =
FE1 N E5 bo'lsa, u holda

OF C (0E1 U OE,)

munosabat o‘rinli bo‘ladi. Hagigatan, agar a € 0F bo‘lsa, a ga
yaqinlashuvchi ikki x,, € E va y, ¢ E ketma-ketlik topiladi. Lozim
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bo‘lsa qgismiy ketma-ketlikka o‘tib, barcha ¥, nuqtalarni F; va Fs
to‘plamlardan bittasiga tegishli emas deb hisoblash mumkin. Lekin
barcha z, nugtalar bu to‘plamlarning har biriga tegishli bo‘lgani
uchun, a nuqta 9k yoki 9Fs to‘plamlardan biriga va demak, ular-
ning birlashmasiga tegishli.

Isbotlangan jumladan, ravshanki, tasdigimiz kelib chigadi.l

Endi kvadratlanuvchi shakl yuzining xossalarini o‘rganishga o‘ta-
miz.

1 - xossa (monotonlik). Agar Fy va FEo yassi shakllar kvadrat-
lanuwchi bolib, E1 C Ey bo‘lsa, |E1| < |Ea| tengsizlik o‘rinli.

Ravshanki, bu tengsizlik yuqori va quyi yuzalar uchun o‘rinli.
Bundan chiqdi, xossa ham o‘rinli bo‘lar ekan.

Hagqiqiy sonlar to‘plamida arifmetik amallar distributivlik xossa-
siga ega bo‘lgani sababli, tog‘ri to‘rtbuchaklar yuzi va demak, ko‘p-
burchakli shakllar yuzalari ham additivlik xossasiga ega.

2 - xossa (additivlik). Agar £ va FEy kvadratlanuvchi shakllar
kestshmasa, u holda

|E1UE2| = |E1| + |E2| (1311)

tenglik o‘rinli.

Haqiqatan, £ = K7 U Es birlashmaning kvadratlanuvchi ekani
13.1.5 - tasdigdan kelib chigadi. Bundan tashqari, agar P; va P
ko‘pburchakli shakllar P, C Fy va P> C E5 shartlarni qanoatlantir-
sa, u holda

|P1| + |P] = |PAUPR| < B U L)

munosabat o‘rinli bo‘ladi va bu munosabatda aniq yuqori chegaraga
o‘tsak, quyidagi
|y + o] < |Ey U By (13.1.2)

tengsizlikni olamiz.
Xuddi shu kabi, agar Q1 va ()2 ko‘pburchakli shakllar £y C (1
va Fy C ()9 shartlarni qanoatlantirsa, u holda

|E1U By < |Q1U(Q2\Q1)| = [@1] + [(@2\Q1)] <|Q1] + Q2]
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munosabat o‘rinli bo‘ladi va bu munosabatda aniq quyi chegaraga
o‘tsak, ushbu
|E1 UE2| < |E1| + |E2| (13.1.3)

tengsizlikni olamiz.
(13.1.2) va (13.1.3) baholarni taqqoslab, talab gilingan (13.1.1)
tenglikka ega bo‘lamiz.
Natija. Agar F1, Fs, ..., B, kvadratlanuvchi shakllar o‘zaro ke-
stshmasa, u holda
n
U
k=1

= ) |Ex (13.1.4)
k=1

tenglik bajarilads.

Eslatib o‘tamiz, kvadratlanuvchanlik nazariyasini qurayotgani-
mizda to‘g‘ri to‘rtburchak yuzini uning tomonlari uzunliklarining
ko‘paytmasi sifatida aniqlashimiz asos bo‘lib xizmat qilgan edi. Bun-
day aniqlashni biz fagat to‘g‘ri to‘rthurchakning tomonlari koordina-
ta o‘qlariga parallel bo‘lganda qo‘lladik. Lekin, xuddi shu usulda,
istalgan ikki o‘zaro ortogonal a = (aj,az) va b = (b1,b2) vek-
torlar yordamida qurilgan to‘g‘ri to‘rtburchak yuzini ham aniglash
mumkin.

Hagigatan, analitik geometriya kursidan yaxshi ma’lumki, istal-
gan ikki a va b vektorlar yordamida qurilgan parallelogramm yuzi

S(a,b) = |det D(a,b)| = |aiby — a2b1] (13.1.5)
kabi aniqlanadi, bunda o‘ng tarafda

ar b

D(a,b) = ‘ a4 by

‘ (13.1.6)

matritsa determinantining absolyut qiymati turibdi.
Agar gayd qilingan vektorlar ortogonal bo‘lsa, ya'ni ularning
skalyar ko‘paytmasi nolga teng bo‘lsa:

a-b = aiby +asby = 0,
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u holda
2a1a2b1by = —(ajb] + a3b3)

va demak,
5% = (arba—agh1)? = a3b2 — 2a1a2b1by + adb? = (ad+ad)-(b3+b3)

tenglik o‘rinli.
Shunday ekan, to‘g‘ri to‘rthurchakning yuzi bu holda ham tomon-
lar uzunliklari ko‘paytmasi sifatida aniqlanadi, ya'ni

S = a2t a3 /63 183 = |a]-[b]. (13.1.7)

Bundan, ortogonal akslantirishda kvadratlanuvchi shakl yuzi-
ning saqlanishi to‘g‘ridan to‘g‘ri kelib chigadi.

Yana, bevosita to‘g'ri to‘rtburchak yuzining ta’rifiga ko‘ra, paral-
lel ko‘chirishda ham kvadratlanuvchi shakl yuzi o‘zgarmaydi. De-
mak, har qanday izometrik akslantirish, y’ani masofani saglovchi ak-
slantirish, ortogonal akslantirish va parellel ko‘chirishning superpoz-
itsiyasi bo‘lgani sababli, izometrik akslantirishda kvadratlanuvchilik
xossasi ham, shakl yuzining giymati ham saqlanar ekan. Shunday
qilib, navbatdagi tasdiqqa ega bo‘lamiz.

3 - xossa (invariantlik). Faraz qilaylik, U akslantirish R? tek-
islikni o ‘ziga izometrik akslantirsin, ya’'ni istalgan x € R? va y € R?
nuqtalar uchun

Uz —Uy| = [z —y

tenglik bajorilsin.
U holda tstalgan kvadratlanuvchi E shakl wchun UE shakl ham
kvadratlonuvchi bo‘lib,

UE| = |E]
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Endi istalgan
A = ‘ oz ‘ (13.1.8)
Q21 (22

matritsa yordamida aniglangan xosmas chizigli A : R? — R? akslan-
tirishni qaraymiz.
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Bu akslantirishning xosmas ekani det A # 0 shart bajarilishini
anglatadi.
Bunda = = (21, 22) vektor quyidagi

y = Ar = (anzr+ ors, a2 + o)
vektorga akslanadi (ko‘paytma natijasida vektor-ustun vektor-satr
ko‘rinishida yozildi).
Demak, a; = (¢1,0) va az = (0, ¢3) vektorlar bilan aniglangan
P ={0<z1<c1, 0<22 <2}
to‘g‘ri to‘rthurchak

by = Aa; = (aiic1, agic1) va bo = Aay; = (a12c2, (202)

vektorlar bilan aniglangan parallelogrammga o‘tadi.
(13.1.5) va (13.1.6) formulalarga ko‘ra, bu parallelogrammning
S(bl, bg) yuzi

matritsa determinantining absolyut qiymatiga teng.
Bu matritsani (13.1.8) matritsa bilan taqqoslasak,

x11€1 (1262

B =
21 C1 (22 C2

S(by,by) = |detB| = |c1-cy-det A] = |P|-|det A

tenglikka ega bo‘lamiz.
Shunday qilib, P to‘g‘ri to‘rtburchakning va AP parallelogramm-
ning yuzalari ushbu

|AP| = |P|-|det A (13.1.9)

munosabat yordamida bog‘langan ekan.

Agar istalgan @ ko‘pburchakli shakl AQ) yassi shaklga akslantiril-
sa, bevosita (13.1.9) formuladan oxirgi shaklning kvadratlanuvchi
ekani va

[AQ| = |Q| - |det Al
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formulaning o‘rinli ekani kelib chigadi.

Bundan, o‘z navhatida, quyidagi tasdiqqa ega bo‘lamiz.

13.1.6 - tasdiq. A : R?> — R? zosmas chizigli akslantirish
kvadratlonuvchi IS shakini kvadratlonuvchi AE shoklga o‘tkazadi va
bunda

|AFE| = |E|-|det A] (13.1.10)

tenglik bajarilads.
Eslatma. Bu tasdigdan bevosita quyidagi natija kelib chigadi:
agar ¢ chizigli funksiya bo‘lib, A akslantirish ushbu

Ar = p(x)
tenglik bilan aniglansa, u holda (13.1.10) formula

det (’9_@

()] = |- [det =

ko‘rinishga keladi, bu tenglikning o’ng tomonida ¢ vektor-funksiya-
ning Yakobiani turibdi.

13.2-§. Ikki karrali Riman integralining ta’rifi

1. Riman integral yig‘indilari. Faraz qilaylik, & C R? kvadrat-
lanuvchi shakl bo‘lsin. Bu shaklning P = {5}, bolinishi deb
quyidagi uch shartni:

1) har bir Ey to‘plam kvadratlanuvchi shakl bo‘lsin;

2) Ey to‘plamlar o‘zaro kesishmasin;

3) Ey to‘plamlar birlashmasi E shaklga teng bo lsin;
ganoatlantiruvchi qismiy to‘plamlarining chekli sondagi oilasiga ayta-
miz.

Ravshanki, bu shartlarga ko‘ra,

n
> 1Bl = |E|
k=1
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Fy qismiy to‘plam diametri deb manfiy bo‘lmagan

d(Ex) = sup |z —y
LY DI TT<F /N
songa aytamiz. Bu d(Fy) sonlardan eng kattasini P bo ‘linishning
d(P) diametri deymiz.
F to‘plamda aniglangan va haqiqiy qgiymatlar gabul giluvchu
ixtiyoriy f : IY' — R funksiya berilgan bo‘lsin. Istalgan ravishda
&k € Fy nugtalarni tanlab,

op(f) = > [ - Bl (13.2.1)

k=1

integral yiginding tuzamiz.

Ta’rif. Agar iztiyoriy £ > 0 son olinganda ham shunday & = §(¢)
son topilsaki,
d(P) < & shartni qanoatlantiruvchi har qanday P = {FEy} bo ‘linish
uchun, & € Ey nuqtalarning tanlanishiga bog‘lig bo‘lmagan ravish-
da, quyidagi

lop(f) — 1] < ¢

tengsizlik bajarilsa, u holda I soniga (13.2.1) integral yig‘indilar-
ning d(P) — 0 dagi limiti deyiladi.

F to‘plamda aniglangan har gqanday funksiya uchun ham inte-
gral yig‘indi limitga ega bo‘lavermaydi. Bunga misol keltirish giyin
emas. Lekin, aynan mana shu limit mavjud bo‘lgan funksiyalar alo-
hida qiziqish uyg‘otadi.

Ta’rvif. Agar E to‘plamda aniglangan [ funksiyaning (13.2.1)
integral yig‘indilari d(P) — 0 da biror I limitga ega bo‘lsa, u holda
bu funksiya E to‘plamda Riman bo‘yicha integrallanuvchi deyilads.

Bu imit [ funksiyadan E bo‘yicha olingan ikki karrali Riman
integroli deb ataladi va

I = é/f(wl,wg)dwldmg
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ko‘rinishda belgilanadsi.
Bu belgilash bilan bir gatorda zamonaviy matematik adabiyotlar-

da
I = | f(x)de
/

belgilash ham ishlatiladi. Bunda integralning ikki karrali ekani K
orqali tekislikdagi kvadratlanuvchi shakl belgilanganidan kelib chiqa-
di.

Berilgan f funksiya integral ostidagi funksiya va I kvadratlanuv-
chi shakl esa, integrallash sohast deb ataladi.

Integrallanuvchi eng sodda funksiya sifatida o‘zgarmas funksiyani
olish mumkin:

fle) = ¢ 2x€k.

Hagiqatan, istalgan P = { E}} bo‘linish uchun, £ € Ej nuqtalar-
ni har ganday tanlaganda ham

n

op(f) = > ¢ |E| = c|B|

k=1

tenglik o‘rinli.
Demak, integral yig‘indilarning limiti mavjud, ya'ni o‘zgarmas
funksiya integrallanuvchi bo‘lib, uning integrali

/cdw = ¢|E|

E

ga teng.

Kvadratlanuvchi to‘plamlarning xarakteristik funksiyalari, sod-
da bo‘lishiga qaramasdan, integrallanuvchi funksiyalarga muhim mis-
ol bo‘ladi.

Berilgan M C R? to‘plamning xarakteristik funksiyasi deb quyi-
dagi

w(x, M) =

{1, agar x € M bo‘lsa, (13.2.2)

0, agar x¢ M bo'lsa,
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tenglik bilan aniglangan w : R? — R funksiyaga aytamiz.

13.2.1 - tasdiq. Foraz qilaylik, E kvadratlanuvchi shakl bo‘lib,
M esa E  ning kvadratlanuvchi qismiy to‘plami bo‘lsin. U hol-
da w(x, M) funksiya E da Riman bo‘yicha integrallanuvchi bo‘lib,
ushbu

/ (z, M)dox = |M] (13.2.3)

E
tenglik bajarilads.
Isbot. Istalgan £ > 0 uchun yopiq ko‘pburchakli F' shaklni va
ochiq ko‘pburchakli G shaklni shunday tanlaymizki, ¥ C M C G
bo‘lib, quyidagi

IF| > M| —¢, |G| <|M]|+e (13.2.4)

shartlar bajarilsin.
Bundan tashqari, F, G va M to‘plamlar chegarasi o‘zaro kesish-
masin deb shart qo‘yib, § sonini quyidagi

5 < dis{oF,0M}, § < dis{oM,0G}

shartlardan tanlaymiz.

Kvadratlanuvchi £ shaklning, diametri d(P) < é bahoni qanoat-
lantiruvchi, istalgan P = {Ej} bo‘linishini olib, w = w(x, M) xarak-
teristik funksiya integral yig‘indilarini uch gismga bo‘lamiz:

o) = 3w MIE] + 3 wign M| Byl

k k
+Z w(Ex, M)| Egl. (13.2.5)

Birinchi yig‘indiga Fj to‘plamlar to‘laligicha berilgan M da yota-
digan hadlarni kiritamiz. Bu holda &, € M va w(&, M) = 1, ya'ni,
har bir had |Fx| ga teng. ¢ sonini tanlashimizga ko‘ra, birinchi
yvig‘indiga kirgan to‘plamlar ko‘pburchakli F' shaklni to‘la qoplaydi
va shu sababli, birinchi yig‘indi quyidan | F'| qiymat bilan baholana-
di.
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Ikkinchi yig‘indiga E} to‘plamining bir gismi (bo‘sh bo‘lmagan)
M da yotib, boshqa qismi (bo‘sh bo‘lmagan) M dan tashqarida
yotgan hadlarni kiritamiz. § sonini tanlashimizga ko‘ra, barcha bun-
day Fj to‘plamlar ko‘pburchakli ) shakldan tashqariga chigmaydi.
Shu sababli, birinchi va ikkinchi yig‘indi birgalikda yuqoridan |G|
kattalik bilan baholanadi.

Uchinchi yig‘indiga Fj, to‘plamlar M to‘plamdan butunlay tash-
garida yotgan hadlarni kiritamiz. Ravshanki, bu yig‘indiga kiruvchi
har bir had nolga teng.

Shunday qilib, (13.2.5) integral yig‘indi navbatdagi qo‘sh tengsiz-
likni gqanoatlantiradi:

F| < opw) < 1G] (13.2.6)
Shunday ekan, (13.2.4) va (13.2.6) dan ushbu
M| —2 < op(w) < |M|+¢

munosabat kelib chigadi.

Bu esa integral yig'indilar limiti mavjud ekanini va demak,
w(zx, M) funksiya integrallanuvchi bo‘lib, (13.2.3) tenglik o‘rinli bo‘-
lishini anglatadi.ll

Eslatma. Biror kesmada integrallanuvchi bo‘lgan bir o‘zgaruv-
chili funksiyvadan farqli o‘laroq, ikki o‘zgaruvchili funksiyaning istal-
gan kvadratlanuvchi shakl boyicha integrallanuvchiligidan bu funk-
sivaning chegaralangan ekani kelib chigmaydi. Bunga eng sodda
misol sifatida tekislikda yotuvchi biror kesmada aniglangan va bu
kesmada chegaralanmagan funksiyani olish mumkin. Haqgigatan, kes-
maning yuzi nolga teng bo‘lgani sababli, u kvadratlanuvchi shakl
bo‘ladi. Kesmani har bir gismiy to‘plamining ham yuzi nolga teng
bo‘lgani uchun, barcha integral yig‘indilar nolga teng, ya’ni kesmada
chegaralanmagan funksiya ikki o‘zgaruvchili funksiya sifatida integ-
rallanuvchi bo‘ladi.

Navbatdagi misolda yuzi musbat kvadratlanuvchi to‘plamda
aniglangan funksiyani qaraymiz.

13.2.1 - misol. ¢ simvol orqali

Q={0<2m <1, 0<2 <1}
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ko‘rinishdagi birlik kvadratni va I orqali esa, abssissalar o‘qgidagi
I ={(x1,22) €R? : 1< <3, 23 =0}

intervalni belgilab, /¥ = @ U I bog‘langan to‘plamni garaymiz.
Bu to‘plamda aniqlangan

0 , agar 0<z; <2 bolsa,
f(LE) - xr1—2

£El—37

agar 2 <z <3 ho'lsa,

funksiya I da chegaralanmagan, ammo uning integral yig‘indilari
limitga ega bo‘lib, bu limit nolga teng. Bu tasdiq F to‘plamning
d(P) < 1 shartni qanoatlantiruvchi istalgan P bo‘linishi uchun bar-
cha mos integral yig‘indilarining nolga tengligidan kelib chigadi.

E’tibor bering, bu funksiya (yopiq bo‘lmagan) F to‘plamda uz-
luksizdir. Albatta, bu misolni murakkablashtirib, aniq ifoda qilish
giyin bo‘lgan qandaydir kvadratlanuvchi sohada Riman ma’nosida
integrallanuvchi funksiya chegaralangan bo‘lishi hagida umumiy tas-
diq keltirish mumkin.

Lekin, bunday tasdigga hojat yo‘q, chunki Riman ma’nosida
integrallanuvchi bo‘la turib, chegaralanmagan funksiyalar to‘plami
mazmunan yuqorida keltirilgan misoldagiga o‘xshash funksiyalar-
dangina iborat ekan. Chunonchi, quyidagi tasdiq o‘rinli.

13.2.2 - tasdiq. Agar f funksiya biror kvadratlanuvchi F to‘p-
lamda integrallanuwvchi bo‘lsa, u holda yuzi nolga teng bo‘lgan shun-
day Ey C E to‘plam topiladiki, f funksiya E'\ Fo to‘plamda chegar-
alangan bo‘ladi.

Isbot. Faraz qilaylik, f funksiya yuzi musbat kvadratlanuvchi
F to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsin, ya'ni integral yig‘indilar limiti
mavjud bo‘lib, u biror I soniga teng bo‘lsin. Bundan chiqdi, P =
{£}?_, bo'linishni shunday tanlash mumkinki, quyidagi

lop(f) — 1| <1

tengsizlik & € FEj nugtalarni istalgancha tanlashda ham o‘rinli
bo‘ladi.
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Bu tengsizlik va integral yig‘indilarining (13.2.1) ta’rifiga ko‘ra,

< |I]+1. (13.2.7)

> S - Bl
k—1

Umuman aytganda, P = {Fy}7_, bo‘linishdagi ba'zi E}, qgismiy
to‘plamlar yuzi nolga teng bo‘lishi mumkin. Shu sababli integral
yig‘indini ikki qismga bo‘lamiz:

or(f) = S f@ 1E + 3 @ - 1B
k k

Bunda birinchi yig‘indiga |Fg| > 0 tengsizlikni qanoatlantirgan
barcha hadlarni kiritamiz va ikkinchi yig‘indiga esa, |Ey| = 0 shart-
ni ganoatlantiruvchi hadlarni kiritamiz. Ikkinchi yig‘indiga kiruvchi
barcha Fy to‘plamlar birlashmasini Fy orqali belgilaymiz, ya'ni:

B = | Ew
k

Ravshanki, chekli sondagi yuzi nolga teng to‘plamlarning bhirlash-
masi bo‘lgani sababli, Iy to‘plam yuzi nolga teng. Shunday ekan,
(13.2.7) dan

< [I+1

S 1B
k

tengsizlikning & € Ej nugtalarni istalgancha tanlaganda ham o‘rinli
bo‘lishi kelib chigadi.

Bu tengsizlikka ko‘ra, yuzi musbat bo‘lgan har bhir K qismiy
to‘plamda f funksiya chegaralangan bo‘ladi. Haqgiqatan, faraz qilay-
lik, f yuzi musbat bo‘lgan biror FE,, to‘plamda chegaralanmagan
bo‘lsin. Oxirgi tengsizlikni

FENEnl + 3 1@ 1Bl < 11141 (13.2.8)

k#£m

ko‘rinishda yozamiz.
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Barcha k& # m lar uchun & € Fj nuqtalarni tayinlab, biz
¢m € Fp, nugtani (13.2.8) tengsizlikni chap qismi istalgancha kat-
ta bo‘ladigan qilib tanlashimiz mumkin. Bu esa oxirgi tengsizlikka
ziddir.

Demak, f funksiya yuqoridagi birinchi yig‘indiga kirgan barcha
to‘plamlar birlashmasida, ya'ni

e = |J'E
k

to‘plamda chegaralangan. Bu to‘plam, E\ Fy bilan ustma-ust tushadi.ll

Bundan buyon, zaruriyat bo‘lganda, biz integrallanuvchanlikka
tekshirilayotgan funksiyani chegaralangan ho‘lishini talab gilamiz.
13.2.2 - tasdiqqa ko‘ra, funksiya giymatini yuzi nolga teng bo‘lgan
biror to‘plamda o‘zgartirib, bunga doimo erishish mumkin.

2. Ikki karrali Riman integralining asosiy xossalari.

13.2.1 - teorema (integralning chiziqliligi). Agar f va g
Sfunksiyalar kvadratlanuvchi E to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa, u
holda har ganday A va p hagiqiy sonlar uchun Af + pg funksiya
ham integrallanuvchi bo ‘lib,

/ AF() T pg(@)] dz — A / f@)de + p / g@)de  (13.2.9)
E

E E

tenglik bajarilads.
Isbot

op(Af +ng) = Xop(f) + pop(y)
tenglikdan kelib chigadi. Hagigatan, bu tenglikda P bo‘linishning

d(P) diametrini nolga intiltirsak, talab gilingan (13.2.9) munosabat-
ni olamiz.

13.2.1 - lemma. Agar g funksiya kvadratlanuvchi E to‘plamda
integrallanuvchi bo‘lib, E da g(x) > 0 shartni qanoatlantirsa, u hol-
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da
/g(:v) de > 0
E

tengsizlik o‘rinli.
Isbot bevosita har qanday integral yig‘indi uchun

op(g) =2 0

tengsizlik bajarilishidan kelib chigadi.

13.2.2 - teorema (tengsizlikni integrallash haqida). Agar
[ va g funksiyalar kvadratlanuvchi E to‘plamda integrallanuvchi
bo‘lib, E da f(x) < g(x) shartni qanoatlantirsa, u holda

[t@ar < [ g i
E

E

tengsizlik bajariladsi.
Isbot, agar 13.2.1 - lemmani g— f funksiyaga qo‘llasak, bevosita
13.2.1 - teoremadan kelib chigadi.

13.3-§. Darbu nazariyasi

1. Darbuning quyi va yuqori yig‘indilari. Darbu nazariyasi
funksiyaning kvadratlanuvchi to‘plamda integrallanuvchi ekanini
aniqglash masalasini samarali ravishda hal giladi.

Berilgan M C E to‘plamining w(x, M) xarakteristik funksiyasi
(13.2.1) tenglik bilan aniglangan bo‘lsin. Sodda funksiya deb kvadrat-
lanuvchi to‘plamlar xarakteristik funksiyalarining

flo) = epw(, Ey)
k=1

ko‘rinishdagi chiziqli kombinatsiyvasiga aytamiz.
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Ravshanki, har gqanday sodda funksiya integrallanuvchi bo‘lib,
(13.2.3) tenglikka va 13.2.1 - tasdiqqa ko‘ra,

/f(x)d:v = ) crlExl (13.3.1)
) k=1

munosabat o‘rinli.

Endi kvadratlanuvchi £ C R? to‘plamda ixtiyoriy chegaralangan
/ : E — R funksiya berilgan bo‘lsin. Istalgan P = {£}}}_; bo‘linish
uchun

mg = inf f(x), M = sup f(x) (13.3.2)
mGEk meEk
belgilash kiritib, mos ravishda Darbuning quyi funksiyasi va Darbu-
ning yuqori funksiyasi deb ataluvchi, quyidagi ikki sodda funksiyani
garaymiz:

h(x, P) = z”: w(x, Ey) (13.3.3)

" -
H(z, P) = ) Mpw(z, Ey). (13.3.4)

k=1

Albatta, istalgan P bo‘linish uchun
h(z,P) < f(x) < H(xz, P) (13.3.5)

tengsizlik o‘rinli.
Bundan istalgan ikki P; va P, bo‘linishlar uchun

h(z, P1) < H(x, P) (13.3.6)

tengsizlik kelib chigadi.
Xuddi bir o‘zgaruvchili holdagidek, mos ravishda Darbuning quyi
va yuqori yig‘indilarini kiritamiz:

= me-|Exl, S(f,P Z My - | Byl (13.3.7)
P
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Bevosita (13.3.1) dan Darbuning quyi sodda funksiyasidan olin-
gan integral Darbuning quyi yig‘indisiga va Darbuning yuqori sodda
funksiyadan olingan integral Darbuning yuqori yig‘indisiga tengligi
kelib chigadi. Shunday ekan, istalgan P; va P, bo‘linishlar uchun,
(13.3.6) tengsizlik va 13.2.2 - teoremaga ko‘ra,

S(f,Pl) S S(f, PQ) (13.3.8)

munosabatga ega bo‘lamiz.

2. Darbuning quyi va yuqori integrallari. Darbuning quyi
integrali deb

I(f) = sup s(f, P) (13.3.9)
P

kattalikka va yuqori integrali deb

I(f) = inf S(f, P) (13.3.10)

kattalikka aytamiz.
Bu integrallar uchun (13.3.8) dan kelib chiquvchi

1(f) < I(f) (13.3.11)

tengsizlik ularga berilgan nomlarning to‘g‘ri ekanini tasdiglaydi.

Ta’rif. Agar E to‘plamda berilgan f funksiya uchun Darbuning
quyt integrali Darbuning yuqori integraliga teng bo‘lsa, bu funksiya
FE to‘plamda Darbu ma’nosida integrallanuvchi deyiladi va bu
umumiy giymat [ funksiyaning Darbu ma’nosidagi integrali deyila-
di:

Ip(f) = I(f) = I()).

Navbatdagi magsadimiz Darbu ma’nosidagi integrallanuvchan-
lik Riman bo‘yicha integrallanuvchanlik bilan ustma-ust tushishi-
ni isbotlashdan iborat. Buning uchun Darbuning quyi va yuqori
yig‘indilarining xossalarini mukammalroq o‘rganish zarur.

Agar P* = {E]* 7%, bo'linishning har bir E7 qismiy to‘plami
P = {Ey}}_; bo'linishning biror Fj, gismiy to‘plami ichida yotsa,
P* bo'linishni P bo‘linishning maydalangani deymiz.
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13.3.1 - tasdiq. Agar P* bo‘linish P ning maydalangani bo‘lsa,
u holda

s(f, Py < s(f,P%), S(f,P") < S(/f,P) (13.3.12)

bo ‘ladi.

Isbot. Tengsizlikni yuqori yig‘indilar uchun isbotlaymiz. Quyi
yig‘indilar uchun ham isbot shunga o‘xshash bo‘ladi.

P bo‘linishning gismiy to‘plamlaridan biri, masalan Fj, mayda-
lanish natijasida o‘zaro kesishmaydigan ikki F, va I} kvadratlanuv-
chi to‘plamlarga bo‘lingan holni qarash yetarli. Agar f funksiyaning
ana shu qismiy to‘plamlardagi aniq yuqori chegaralarini mos ravish-
da Mj, va M}! orqali belgilasak,

M, < My, M < Mg

bo‘ladi.
Bundan, Darbu yuqori yig‘indilarining mos hadlari uchun

MpEL| + MUEY < My (|Ep +|EL) = My Eyl

bahoga ega bo‘lamiz. Demak, P bo‘linishning maydalanganiga mos
keluvchi yuqori yig‘indilar dastlabki yuqori yig‘indilardan oshib ket-
mas ekan.ll

Ikki P = {£}} va P" = {£}/} bo'linishlarning ko ‘paytmasi deb
Ej, = E;N Ey ko‘rinishdagi barcha bo‘sh bo‘lmagan to‘plamlardan
iborat bo‘linishga aytamiz.

Ikki boflinishning ko‘paytmasi bu bo‘linishlardan har birining
maydalangani bo‘lishi aniq.

13.3.1 - teorema (Darbu ma’nosida integrallanuvchi bo‘-
lish kriteriysi). Chegaralangan f funksiyaning E to‘plamda Darbu
ma’ nosida integrallanuvchi bo‘lishi uchun istalgan € > 0 olganda
ham E to‘plamning shunday P = P() bo‘linishi topilib, u uchun

S(f,P)—s(f,P) < & (13.3.13)

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarlidir.
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Isbot. 1) Istalgan P bo‘linish uchun bevosita yuqori va quyi
yig‘indilar hamda Darbu integrallari ta'rifidan quyidagi

s(f,P) < I(f) < I(f) < S(f,P) (13.3.14)

tengsizlik kelib chigadi.

Avval (13.3.13) shart bajarildi deylik. U holda, (13.3.14) tengsiz-
liklarga ko‘ra, I(f) = I(f) . Demak, f funksiya Darbu ma’nosida
integrallanuvchi bo‘lar ekan.

2) Endi f funksiya Darbu ma’nosida integrallanuvchi bo‘lsin
deylik. Istalgan £ > 0 uchun shunday P’ va P” bo‘linishlarni tanlay-
mizki, bunda ushbhu

I(f) —e < s(f,P") < S(f,P") < I(f) +e

tengsizliklar bajarilsin.
U holda, P bo‘linish sifatida P’ va P” bo‘linishlar ko‘paytmasini
olib, 13.3.1 - tasdigdan foydalansak, quyidagi

I()—e < s(f,P) < S([,P) < I(f) +¢

munosabatga ega bo‘lamiz. Bu esa (13.3.13) shartning bajarilishini
anglatadi.ll

3. Riman integralining Darbu ma’nosidagi integral bi-
lan ustma-ust tushishi. Endi, xuddi bir o‘zgaruvchili holdagidek,
funksiyaning Darbu ma’nosida integrallanuvchi bo‘lishi uchun un-
ing Riman bo‘yicha integrallanuvchi bo‘lishi zarur va yetarli ekanini
ko‘rsatish mumkin. Buning uchun Darbuning yuqori va quyi yig‘indi-
larining navbatdagi xossalarini ishotlash yetarli.

Darbuning yordamchi lemmasi. Faraz gilaylik, kvadratlonuo-
chi F to‘plamda chegaralangan f funksiya berilgan bo‘lib, P* bu
to‘plamning ixtiyoriy tayinlangan bo ‘linisht bo Isin.

U holda, istalgan € > 0 olganda ham shunday 6 > 0 son topiladi-
ki, d(P) < & shartni ganoatlantiruvchi F to‘plamning har qanday P
bo‘linishi uchun ushbu

s(f,P) > s(f,P*) —e, S(f,P)<S(f,P)+e  (13.3.15)
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tengsizliklar bajariladi.

Isbot. Lemmani Darbuning yuqori yig‘indilari uchun isbotlaymiz.
Umumiylikni saqglagan holda, f funksiya F to‘plamda manfiy bo‘lma-
gan giymatlar qabul qiladi, deb faraz qilishimiz mumkin. Chunki,
har ganday o‘zgarmas C' uchun

S(f+C.P) = S(f,P) + ClE|

tenglik o‘rinli va C' > 0 o‘zgarmasni tanlash hisobiga f+C' funksiyani
musbat gilishimiz mumkin.

Berilgan P* bo‘linishning barcha qismiy to‘plamlari chegaralari-
ning birlashmasini, ya’'ni

r - J oE; (13.3.16)
j=1

yopiq to‘plamni gqaraymiz.

Har bir EY to'plam kvadratlanuvchi bo‘lgani sababli, uni OE7
chegarasining yuzi nolga teng. Demak, I" ning yuzi ham nolga teng.
Bundan chiqdi, agar M = sup f(z) desak, I' ni shunday ko‘pbur-

xeE
chakli ochiq ¢ shakl bilan qoplash mumkinki, uning yuzi quyidagi
€
€ —- 13.3.17
@1 < = (13.317)

shartni qanoatlantiradi.

Har ikki I' va 0Q¢ chegara kompakt va o‘zaro kesishmaydi,
shuning uchun dis{I', 9Q°} > 0. Bu kattalikni (13.3.16) chegaraviy
to‘plamni qoplovchi ko‘phurchakli ¢ shaklning eng kichik <yarim
kengligi> deb garash mumkin.

Endi

5= os) — %dis{F,aQE} (13.3.18)

deb, diametri 6 dan kichik istalgan P = {Ej}}_, bo‘linish uchun
(13.3.15) tengsizlik bajarilishini ko‘rsatamiz. Bunday bo‘linish uchun
Darbuning yuqori yig‘indisini ikki yig‘indiga ajratish mumkin:

!/ "
S(fLP) = Y MdE + ) MilE, (13.3.19)
k k
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bunda birinchi yig‘indiga F% to‘plamlar to‘laligicha ¢ ko‘pburchakli
shakl ichida yotgan hadlar va ikkinchi yig‘indiga esa, Fy to‘plamlar
(¢ dan tashqgarida aqalli bitta nugtaga ega bo‘lgan hadlar kiritilgan.

1) Birinchi yig‘indining har bir hadi M|FEx| dan katta emas.
Bundan tashqari, yig‘indidagi Fj to‘plamlar Q¢ ko‘pburchakli shakl
ichida yotadi va o‘zaro kesishmaydi. Shuning uchun, (13.3.17) ga
ko‘ra,

!/ !/
Y OMiE < MY B < M|Q7| < e.  (133.20)
k k

2) P bo‘linish diametri (13.3.18) tenglik bilan aniglangan § soni-
dan kichik bo‘lgani sababli, ikkinchi yig‘indidagi har bir Fy to‘plam
I' bilan umumiy nuqtaga ega emas va to‘laligicha biror £ to‘plam-
ning ichida yotadi. Haqgiqatan, agar Iy to‘'plam a € £} va b ¢ Y
nuqtalarga ega bo‘lganda edi, uzunligi ¢ dan kichik bo‘lgan [a, b]
kesma I' ni kesar va demak, § ning tanlanishiga ko‘ra, Fj qismiy
to‘plam to‘laligicha ko‘pburchakli ¢)* shakl ichida yotar edi va bun-
dan chiqdi, mos had birinchi yig‘indiga kirishi kerak edi.

Shunday qilib,

M, < M;
va demak, har bir hadning musbatligiga ko‘ra,
1z Uil
> MylE| < ) MIE}| = S(f,P%) (13.3.21)
k j=1

tengsizlikka ega bo‘lamiz.
Endi (13.3.19), (13.3.20) va (13.3.21) lardan talab qilingan

S(fP) < S(,P) + €

baho kelib chigadi.
Quyi yig‘indilar uchun ishot xuddi yuqoridagidek olib boriladi.l
Darbuning quyi va yuqori yig‘indilarining yuqorida o‘rnatilgan
xossalari ularning, bo‘linish diametri nolga intilganda, limitga (bal-

ki o‘zaro ustma-ust tushmaydigan) ega ekanini isbotlashga imkon
beradi.
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Ta’rvif. Faraz qilaylik, [ funksiya kvadratlanuvchi E to‘plamda
chegaralangan bo‘lsin.

Agar A biror hagiqiy son bo‘lib, istalgan ¢ > 0 olganda ham,
shunday & > 0 topilsaki, E to‘plamining diametri d(P) < & shartni
qanoatlantiruvchi har qanday P bo‘linishi uchun quyidagi

IS(f,P) — Al < ¢

tengsizlik bajarilsa, w holda A somi Darbu yuqori yig‘indilarining
d(P) — 0 dagi limiti deyiladi.

Darbu quyi yig‘indilari limiti ham xuddi shu singari kiritiladi.
Bir o‘zgaruvchili holdagi kabi navbatdagi tasdiq Darbu nazariyasi-
dagi eng asosiy tasdiqdir.

Darbuning asosiy lemmasi. Faraz qilaylik, E kvadratlanuv-
chi to‘plam bo'lib, [ shu to‘plamda aniqlangan chegaralangan funksi-
ya bo'lsin. U holda, Darbu yuqori yig‘indilarining limitt Darbuning
yuqori integraliga, Darbu quyt yig ‘indilarining limiti esa, Darbuning
quyt integraliga teng bo‘ladi.

Isbot. Ixtiyoriy £ > 0 soni berilgan bo‘lsin. Shunday & > 0
sonni topish mumkinligini ko‘rsatamizki, u uchun d(P) < § shartni
ganoatlantiruvchi har ganday P bo‘linish olganda ham quyidagi

I < S(f,P) <1+ ¢ (13.3.15)

qo‘sh tengsizlik bajarilsin. Bunda, albatta, tengsizlikning fagat o‘ng
gismi isbot talabdir.

Yuqori integralning (13.3.10) ta'rifiga ko'ra, P* = {E7}7; bo'li-
nishni shunday tanlash mumkinki, u uchun

S(PY) < T+ g (13.3.16)
munosabat o‘rinli bo‘ladi.

Darbuning yordamchi lemmasiga ko‘ra esa, ko‘rsatilgan £ > 0
uchun shunday & > 0 soni topiladiki, diametri § dan kichik har
qanday P = {Fx} bo‘linish olganda ham ushbu

€
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tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Demak, bu bo‘linishlar uchun, (13.3.16) ga ko‘ra, (13.3.15) teng-
sizlik bajariladi.

Darbuning quyi yig‘indilari uchun isbot xuddi yuqoridagidek
olib boriladi.®

13.3.2 - teorema. Furaz qilaylik, E kvadratlanuvchi to‘plam
bo‘lsin. E da chegaralangan funksiyaning Riman bo ‘yicha integralla-
nuchi bo lishi uchun uning Darbu ma’nosida integrallanuvchi bo‘lishi
zarur va yetarlidir. Bunda, agar bu integrallardan biri mavjud bo‘lsa,
tkkinchist ham mavjud bo‘lib, Riman integrali Darbu ma’nosidagi
integralga teng bo‘ladi.

Isbot. Ravshanki, kvadratlanuvchi ¥ to‘plamining har gqanday
P boflinishi uchun Riman integral yig‘indisi Darbuning quyi va
yugori yig‘indilari bilan quyidagi

s(f, P) < op(f,{&}) < S(/,P) (13.3.23)

tengsizlik orqali bog‘langan.

1) Agar f Darbu ma’nosida integrallanuvchi bo‘lsa, u holda,
Darbuning asosiy lemmasiga ko‘ra, yuqoridagi tengsizlikning chap
va o‘ng tomoni Darbu ma’nosidagi integralga intiladi. Demak, Ri-
man integral yig‘indilari ham xuddi o‘sha limitga ega.

2) Endi teskarisini ko‘rsatamiz. Agar funksiya Riman bo‘yicha
integrallanuvchi bo‘lsa, & nuqtalarni tanlash hisobiga, integral yi-
g‘indilarni Darbuning quyi yig‘indilariga istalgancha yaqin qilib
olish mumkin. U holda, Darbuning quyi yig‘indilari xuddi integral
yig‘indilari ega bo‘lgan limitga ega bo‘ladi. Bundan chiqdi, Darbu-
ning asosiy lemmasiga ko‘ra, Darbuning quyi integrali Riman integ-
raliga teng bo‘ladi.

Xuddi shunga o‘xshash, & nuqtalarni boshgacha tanlash natijasi-
da integral yig‘indilarni Darbu yuqori yig‘indilariga istalgancha ya-
gin qilish va buning natijasida, Darbuning yuqori integrali Riman
integraliga teng ekanini ko‘rsatish mumkin. Demak, Riman bo‘yicha
integrallanuvchi funksiya Darbu ma’nosida ham integrallanuvchi bo‘-
lar ekan.l
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Eslatma. 13.3.2 - teoremada f funksiyaning chegaralanganligi
muhimdir. Chunonchi, biror kvadratlanuvchi to‘plamda chegaralan-
magan bo‘lib, ammo shu to‘plamda Riman bo‘yicha integrallanuvchi
funksiyaga misol keltirish mumkin (13.2.1 - misolga qarang). Rav-
shanki, bunday funksiya Darbu bo‘yicha integrallanmaydi, chunki
u uchun Darbu yig‘indilarini aniglash mumkin emas.

Bundan buyon, ushbu paragrafda biz qaralayotgan funksiyalarni
chegaralangan deb faraz qilamiz.

1 - natija. Darbu ma’nosida integrallanuvchs bo‘lish kriteriysi
(13.3.1 - teorema) Riman bo‘yicha ham integrallanuchi bo ‘lish krite-
riysidir.

2 - natija. Agar f funksiya biror kvadratlanuvchi E to‘plamda
Riman bo‘yicha integrallanuvchi bo‘lsa, u holda bu funksiya istalgan
kvadratlonuvchi Ew C E gismiy to‘plamda ham integrallanuvchi bo‘-
lads.

Hagigatan, kvadratlanuvchi £ to‘plamning har qanday P bo‘li-
nishi tabiiy ravishda F; to‘plamning biror P; bo‘linishini hosil qila-
di. U holda, ravshanki,

S(fvpl) - S(fvpl) < S(f,P) - S(f,P)

tengsizlik bajariladi.

Endi, f funksiyaning /' to‘plamda integrallanuvchi bo‘lgani sa-
babli, bu tengsizlikning o‘ng tomonini avvaldan berilgan istalgan
sondan kichik gilib, Darbu kriteriysini qo‘llash yetarli.

Ikki karrali Riman integralining navbatdagi xossalarining to‘g'ri
ekani xuddi bir o‘zgaruvchili funksiya uchun 6 - bobda tekshirilgan-
dek isbotlanadi.

13.3.3 - teorema. Kvadratlanuvchi E to‘plamda integrallanuov-
chi f funksiyaning qiymatlar to‘plami [ A, B] kesmadan iborat bo ‘Isin.
Agar g : |A, Bl = R funksiya Lipshits shartini qanoatlantirsa, u hol-
da gl f(x)] murakkab funksiya E da integrallanuvchi bo‘ladi.

Isbot xuddi bir o‘zgaruvchili funksiya uchun mos tasdiq isbhoti
singari olib boriladi.

1 - natija. Agar f funksiya kvadratlanuvehi F to‘plamda integral-
lanuwvchi bo‘lsa, u holda istalgan g(t) ko‘phad uchun g|f(x)] mu-
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rakkab funksiya ham E to‘plamda integrallanuwvchi bo‘ladi.

2 - natija. Agar f va g funksiyalar kvadratlanuvchi E to‘plamda
integrallanuvchi bo‘lsa, u holda f(x)g(x) funksiya ham E to‘plamda
integrallanuvchi bo‘ladi.

Hagigatan, bu tasdigning to‘g‘riligi quyidagi

fg = 11U 197 ~ (/-9

ayniyat va 13.2.1 - teoremaning 1 - natijasidan kelib chigadi.

3 - natija. Agar f funksiya kvadratlonuvchi E to‘plamda integ-
rallanuvchi bo‘lsa, u holda | f(x)| funksiya ham E to‘plamda integral-
lanuvchi bo‘ladi.

Haqgiqatan, agar g(t) = [t| desak, bu funksiya Lipshits sharti-
ni ganoatlantiradi. Endi |f(x)] = g[f(x)] deb, 3.3.3 - teoremani
qo‘llash yetarli.

4. Darbu ma’nosida integrallanuvchi bo‘lish kriteriysi-
ning natijasi. Funksiya integrallanuvchi bo‘lishining Darbu krite-
riysi bir karrali va ikki karrali integrallar uchun bir xilda o‘qilishi
ajoyib natijalarga olib keladi. Darbu kriteriysining bu xossasini qo‘l-
lashga misol tariqasida navbatdagi sodda tasdiq isbotini keltiramiz;
bunda bir o‘lchovli holda zaruriylik va ikki o‘lchovli holda esa, yetar-
lilik shartidan foydalanamiz.

13.3.2 - tasdiq. Faraz qgilaylik, f funksiya |a,b] kesmada va g
funksiya esa, |c,d] kesmada Riman bo‘yicha integrallanuvchi bo Isin.
U holda tkki o‘zgaruvchili ®(x,y) = f(x)g(y) funksiya

Q = [a,b] x[c,d] = {(z,y) €R? : a<a<b c<y<d}

to‘g‘ri to‘rtburchakda integrallanuvchi bo‘ladi.

Isbot. Avval har ikki f va g funksiya chegaralangan ekanini,
ya'ni | f(z)| < My va|g(y)| < M; ekanini qayd etamiz. Bundan chiq-
di, umumiylikni saglagan holda, har ikki f va g funksiyvani manfiy-
mas deb hisoblasak bo‘ladi (zarur bo‘lsa, bunga o‘zgarmas qo‘shish
bilan erishish mumkin).

Darbu kriteriysiga ko‘ra, har qanday ¢ > 0 olganda ham [a, b]
kesmaning shunday P; bo‘linishi topiladiki, bunda f funksiya uchun
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Darbuning s(f, P1) quyi va S(f, P1) yuqori yig‘indilari
S(f,P1)—s(f,P1) < & (13.3.24)

bahoni gqanoatlantiradi.

Xuddi shu singari, [¢, d] kesmaning shunday P bo‘linishi topila-
diki, bunda g funksiya uchun Darbuning s(g, P2) quyi va S(g, F2)
yugori yig‘indilari

S(g, P2) —s(g, P2) < ¢ (13.3.25)

bahoni gqanoatlantiradi.

P va P> bo‘linishlar tabiiy ravishda ¢ to‘g‘ri to‘rtburchakning
P = P; x P; bo‘linishini hosil giladi. Ravshanki, ®(z,y) = f(z) -
g(y) funksiya uchun Darbuning s(®, P) quyi va S(®,P) yuqori
yig‘indilari mos ravishda

S(q)vp) - S(fvpl) ’3(97P2)7 S(@,P) - S(fvpl) S(gvp2)
(13.3.26)
ko‘rinishda aniglanadi.
Demak, (13.3.24) va (13.3.25) baholarga ko‘ra,

S(®, P) —s(®,P) =
= S(f, P1)[S(g, P2) — 5(g, P2)] + (g, P2) [S(f, P1) —s(f, P1)] <

< M [S(g,PQ) —S(g,PQ)] + My [S(f, Pl) —S(f, Pl)] < (M1 +M2)€.

Darbu kriteriysiga ko‘ra, bundan ®(x,y) funksiyaning @ to‘g‘ri
to‘rthurchakda integrallanuvchi ekani kelib chigadi.ll

Eslatma. Bevosita (13.3.26) munosabatlardan 13.3.2 - tasdiq
shartlari bajarilganda

d

[ s@gtwdzay - /b fdo | | [away|  zsen
g /

c
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tenglikning o‘rinli bo‘lishi kelib chigadi.

Darbu kriteriysining yana bir tadbiqi sifatida navbatdagi foydali
xossani isbotlaymiz. Bu xossa ixtiyoriy o‘lchovli integrallash sohalari
uchun integrallanuvchi bo‘lishlikning sodda va oson tekshiriladigan
yetarli shartini beradi.

Quyidagi teoremalar shartida F to‘plam sifatida sonlar o‘qining
biror kesmasini, yoki tekislikdagi istalgan kvadratlanuvchi to‘plamni
olish mumkin.

13.3.4 - teorema. Berilgan [ funksiya E to‘plamda chegaralan-
gan bo lsin. Agar istalgan £ > 0 uchun F da integrallanuvchi shun-
day ikki @-(x) va Y(x) funksiya topilsaki, ular uchun

ve(x) < flx) < Y(x), x€E, (13.3.28)

munosabat o‘rinlt bo‘lib, quyidagi

/m(x)—%(xn dv < e (13.3.29)

E

tengsizlik bajarilsa, u holda f funksiya F da integrallanuvchi bo‘ladi.
Isbot. Agar (13.3.24) shart bajarilsa, £ to‘plamning istalgan P
bo‘linishi uchun o‘z-o‘zidan ko‘rinib turgan, quyidagi

s(ps, P) < s(f,P) < S(f,P) < S, P)

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
Bundan

I(pe) < I(f) < I(f) < I(¥e)

tengsizlik va @.(x), ¥-(x) funksiyalar integrallanuvchi bo‘lgani sababli,

[ewir < 1) < T < [wew)s
E E
tengsizlik kelib chigadi. L

Shunday ekan, (13.3.25) bahodan I(f) = I(f) tenglikni olamiz.
Bu esa f funksiyaning integrallanuvchi ekanini anglatadi.ll
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Bevosita 13.3.4 - teorema yordamida navbatdagi nihoyatda mu-
him tasdigni isbotlash mumkin.

13.3.5 - teorema. Faraz qiloylik, E to‘plamda integrallanuvchi
{fa} funksiyalar ketma-ketligi f funksiyaga o‘sha to‘plamda tekis
yaginlashsin. U holda [ funksiya ham E to‘plamda integrallanuvchi
bolib,

n—ro0

lim [ fole)de = | f(x)dx (13.3.30)
o]

tenglik bajariladi.
Isbot. Tekis yaqinlashish ta’rifiga ko‘ra, istalgan £ > 0 uchun
shunday N = N(g) nomer ko‘rsatish mumkinki, n > N bo‘lganda

[ful@) = f(0)] < & wek,

tengsizlik bajariladi.
Bu tengsizlikni

falx) —2 < f(2) < [fol2) +e (13.3.31)

deb yozish mumkin.

Demak, 13.3.4 - teoremaga ko‘ra, f funksiya integrallanuvchi
ekan.

Endi (13.3.31) tengsizlikni quyidagi

fl@) —e < [falr) < f(2)t+e

ko‘rinishda yozib olib, uni integrallasak,

/ f(2)de — |B| < / ful@)de < / f(@)de +elEl, n>N,
E E E

munosabatni olamiz. Bu esa (13.3.30) tenglik bajarilishini anglatadi.l

Eslatma. 13.3.5 - teorema tekis yaqinlashishda Riman bo‘yicha
integrallanuvchi funksiyalar sinfining saqlanishini, ya'ni limit funksiya
shu sinfda qolishini ko‘rsatadi.
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13.4-§. Ikki karrali integral xossalari

1. Kvadratlanuvchi to‘plam funksiyasi sifatida Riman in-
tegralining additivligi.

13.4.1 - teorema (integralning additivligi haqida). Faraz
qilaylik, E1 va Ey kvadratlanuvchi shokllar uchun E1 N Ey = @
bolib, ¥ = E1U Es bo‘lsin. Agar [ funksiya K1 va Fy to‘plamlarda
chegaralangan va integrallanuvchi bo‘lsa, u holda bu funksiya E da
ham integrallanuvchi bo ‘lib,

flxyde = | f(x)de + [ f(z)de (13.4.1)
[ [ ]

tenglik bajarilads.

Isbot. I to‘plamning istalgan P; bo‘linishi va Fs to‘plamning
istalgan P, bo‘linishi birgalikda £ = Fy U FEy to‘plamning biror
P boflinighini hosil giladi. Bunda Darbuning mos quyi va yuqori
yig‘indilari uchun quyidagi

S Py = s(f, P) = [S(, P1) — s(f, PO] + [S(f, P2) — s(f, P2)]

0‘z-0‘zidan ko‘rinib turgan tenglik o‘rinli bo‘ladi.

f funksiyaning F, va F5 to‘plamlarda integrallanuvchi bo‘lgani
sababli, Darbu kriteriysiga ko‘ra, yuqoridagi tenglikning o‘ng tomo-
nini oldindan berilgan ixtiyoriy sondan kichik qilish mumkin. Bun-
dan, yana o‘sha Darbu kriteriysiga ko‘ra, f funksiyaning F da integ-
rallanuvchi ekani kelib chigadi.ll

1 - eslatma. Bu tasdigning teskarisi ham ofrinli. Ya’'ni, agar
Fq va FE> kvadratlanuvchi shakllar bo‘lib, £ = E; U Es bo'lsa, E
da integrallanuvchi [ funksiya F va Fs larda ham integrallanuvchi
bo‘ladi va (13.4.1) tenglik bajariladi. Bu xossaning to‘g‘riligi 13.3.2
- teoremaning 2 - natijasidan kelib chigadi.

2 - eslatma. Bir o‘zgaruvchili holdan farqli o‘laroq, 13.4.1 -
teorema shartlarida funksiyaning chegaralanganlik shartini tashlab
yuborib bo‘lmaydi. Haqigatan, £ birlik ochiq kvadrat bo‘lsin:

Ey, = {2€R? : 0<a1 <1, 0<uaxy<l},
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F> esa abssissalar o‘gidagi birlik interval bo‘lsin:
— {2eR* : 0<a1<1, 22=0}.

Shunday f funksiyani qaraymizki, u £ da 0 ga teng bo‘lib, Fs
da esa chegaralanmagan bo‘lsin (misol uchun, Fy da

1
flx) = —, 0<z1 <1, 22=0,

deb olamiz).

Bunda F; va Fsy to‘plamlar kvadratlanuvchi bolib, |Ey| = 1 va
| 5| = 0. Ravshanki, f funksiya har bir £ va Es da integrallanuvchi
bo‘lsada, ammo E = Eq U Ey da integrallanuvchi emas, chunki mos
integral yig‘indilari chegaralanmagan.

2. Uzluksiz funksiyalarni integrallanuvchanligi.

13.4.2 - teorema. Agar E yopiq kvadratlanuvchi shakl bo‘lsa,
w holda E da uzluksiz har ganday funksiya E da integrallanuvchi
bo‘ladi.

Isbot. Kantor teoremasiga ko‘ra, yopiq chegaralangan F to‘p-
lamda uzluksiz funksiya shu to‘plamda tekis uzluksiz bo‘ladi. Shun-
day ekan, istalgan £ > 0 uchun shunday & > 0 son topiladiki,
diametri 4 dan kichik bo‘lgan ixtiyoriy F' to‘plamda f funksiyaning
tebranishi £ dan kichik bo‘ladi. Bundan chiqdi, £ to‘plamning
diametri d(P) < ¢ shartni qanoatlantiruvchi istalgan P = {Ex}7_,
bo‘linishi uchun

S(f,P) — = ) (Mp—my) - | B < eZ|Ek| — ¢|E|
k=1 =

munosabat o‘rinli. Bundan, 13.3.1 - teoremaga ko‘ra, f funksiyaning
integrallanuvchi ekani kelib chigadi.ll

Albatta, agar funksiya yopiq bo‘lmagan to‘plamda uzluksiz bo‘l-
sa, bu funksiya chegaralanmagan ham bo‘lishi mumkin. Ammo, agar
qo‘shimcha ravishda berilgan funksiyani ixtiyoriy kvadratlanuvchi
(yopiq bo‘lishi shart bo‘lmagan) to‘plamda chegaralanganligini ta-
lab qilsak, navbatdagi teoremada tasdiglanganidek, nafagat uzluksiz



172 13.4-§. Ikki karrali integral xossalari

funksiya, hatto uncha katta bo‘lmagan uzulish nuqtalar to‘plamiga
ega bo‘lgan funksiya ham, integrallanuvchi bo‘lar ekan.

13.4.3 - teorema. Faraz qilaylik, E kvadratlanuvchi shakl bo‘lsin.
Agar f funksiya E da chegaralangan bo‘lib, yuzi nolga teng bo‘lgan
wzilish nuqtalar to‘plamiga ega bo‘lsa, u holda bu funksiya E da in-
tegrallanuvchi bo lads.

Isbot. Berilgan f funksiya F da | f(z)| < M tengsizlikni qanoat-
lantirib, ¥ ning, |F| = 0 shartni qanoatlantiruvchi F' C E qismiy
to‘plamidan tashqari, barcha nuqtalarida uzluksiz bo‘lsin.

E\ F to‘plam kvadratlanuvchi bolib, |E'\ F| = |E| bo‘lgani
uchun, istalgan ¢ > 0 olganda ham shunday yopiq kvadratlanuvchi
P C E'\ F shakl topiladiki, u uchun

£
P FEl - — 13.4.2
Pl > 1Bl — 5o (13.4.2)
tengsizlik bajariladi.
Quyidagi
f(x), agar x € P bo‘lsa,
plx) = ‘
—M, agar x¢ P bo'lsa,

va
f(x), agar x € P bo'lsa,

€X fr—
Vi@ {M, agar x & P bo'lsa,

funksiyalarni qaraymiz.

Ravshanki, bu ikki funksiya yopiq ko‘pburchakli P shaklda uzluk-
siz va 13.4.2 - teoremaga ko‘ra, P da integrallanuvchi. Demak, in-
tegralning additivligi haqidagi 13.4.1 - teoremaga asosan, bu ikki
funksiya Iv da integrallanuvchi.

Ravshanki,
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baho o‘rinli.

Shunday ekan, f funksiyaning integrallanuvchi ekani 13.3.4 - teo-
remadan kelib chigadi.ll

3. O‘rta qiymat formulasi. Navhatdagi tasdiq bir o‘zgaruvchili
holdagi o‘rta qiymat haqidagi umumiy formulaning ikki o‘zgaruvchili
ko‘rinishidir.

13.4.4 - teorema. Foraz qiloylik, E kvadratlanuvchi shakl bo ‘lib,
chegaralangan f(x) va p(x) funksiyalar E da integrallanuvchi bo‘lsin.
Bundan tashqari, p(x) > 0 shart bajarilsin. U holda shunday pv soni
topiladiki v uchun

Inf flx) <p < sup f(z) (13.4.3)

shart o‘rinli bo‘lib, quyidagi

/f(w)p(x) de — u/p(:v) dx (13.4.4)

E E

tenglik bajarilads.
Isbot. Agar
m = inf f(x), M = sup f(x)
belgilashlarni kiritsak, p(x) funksiya manfiy bo‘lmagani uchun, ush-
bu
m-p(x) < fla)p(x) < M- p(x)

go‘sh tengsizlikka ega bo‘lamiz.
Bu tengsizlikni integrallab, 13.2.2 - teoremaga ko‘ra, quyidagi

/ Ydx < /f x)de < M/ (13.4.5)

munosabatni olamiz.

Agar (13.4.4) ning o‘ng tomonidagi integral nolga teng bo‘lsa,
(13.4.5) ga ko‘ra, chap tomondagi integral ham nolga teng bo‘lib,
ishotlanayotgan tenglik istalgan p uchun o‘rinli bo‘ladi.
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Agar (13.4.4) ning o‘ng tomonidagi integral musbat bo‘lsa, quyi-

dagi
b[ f(x)p(a) de

e O (13.4.6)
E

belgilashni kiritib, (13.4.5) ga ko‘ra, ushbu
m < p <M

tengsizlikni olamiz. Bu esa, isbotlanayotgan (13.4.3) tengsizlikning
o‘zidir.H

Eslatma. Agar p funksiya musbat yuzali F to‘plamda uzluksiz
va chegaralangan bo‘lib, bu to‘plamning har bir nuqtasida p(x) > 0
shartni gqanoatlantirsa, u holda

/p(ac)dw > 0

E

qat’iy tengsizlik bajarilib, natijada p o‘rta giymat (13.4.6) teng-
likdan aniqlanadi. Hagiqatan, agar ) yopiq ko‘pburchakli shakl £
ning ichida yotib, yuzi musbhat bo‘lsa, Veyershtrassning ikkinchi
teoremasiga ko‘ra, p funksiya biror xyp € @ nuqtada m(Q) > 0
minimumga erishadi. Shunday ekan, quyidagi

/ p@)de > m(@Q)IQ] > 0

E

baho bajariladi.l

Agar integral ostidagi funksiya uzluksiz bo‘lib, integrallanayot-
gan soha bog‘langan to‘plam bo‘lsa, u holda o‘rta giymat haqgidagi
formula eng sodda ko‘rinishga ega bo‘ladi.

Eslatib o‘tamiz, bog‘langan to‘plam deganda biz chizigli bog‘lan-
gan to‘plamni tushunar edik, ya’ni bu shunday to‘plamki, uning
istalgan ikki nugtasini, to‘laligicha shu to‘plamda yotuvchi, uzluksiz
egri chiziq bilan bog‘lash mumkin.
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Ravshanki, bog‘langanlik xossasi to‘plamni uzluksiz akslantirish-
da saglanadi. Chunonchi, agar 1 : £ — F akslantirish bog‘langan F
to‘plamni biror F' to‘plamga uzluksiz va o‘zaro bir gqiymatli akslantir-
sa, I’ to‘plam ham bog‘langan bo‘ladi. Bu tasdigning to‘griligi ¢ va
¥ uzluksiz akslantirishlarning ®(¢) = 1[p(t)] superpozitsiyasi ham
uzluksiz bo‘lishidan kelib chigadi. Ya'ni, agar biz F to‘plamning
istalgan ikki nuqtasini uzluksiz egri chiziq bilan tutashtirsak, biz I
to‘plamning ham istalgan ikki nuqtasini uzluksiz egri chiziq bilan
tutashtirgan bo‘lamiz (11.3.3 - tasdiqqa qarang).

Bog‘langan to‘plamda ixtiyoriy uzluksiz funksiya barcha oraliq
giymatlarni qabul gilishini ko‘rsatish qiyin emas (isbot xuddi 11.2.5
- teorema isboti kabidir). Bu xossa bog‘langan to‘plamni xarakterlov-
chi muhim xossadir.

13.4.5 - teorema (o‘rta giymat formulasi). Faraz gilaylik, F
bog‘langan kvadratlanuvchi to‘plam bo'lib, [ funksiya F da uzluksiz
va chegaralangan bo‘lsin. U holda shunday & € E nugta topiladiki,
w uchun quyidagi

/ fxyde = f(6)-|5] (13.4.7)
E

tenglik bajarilads.
Isbot. 13.4.4 - teoremaga ko‘ra, chekkalari yuqorida aniglangan
[m, M| kesmada shunday g soni topiladiki, u uchun

/f(x)dx — p 1B
E

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Demalk, teoremani isbotlash uchun shunday ¢ € I nuqta topishi-
miz kerakki, bu nuqtada f(£§) = g bo‘lsin. E’tibor bering, bunda
muammo shundan iboratki, & to‘plam, umuman aytganda, kompakt
bo‘lmagani sababli, qaralayotgan funksiya m va M giymatlarga bu
to‘plamda erishmasligi mumkin.
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Albatta, agar |F| = 0 bo‘lsa, bunday nuqta sifatida F to‘plam-
ning istalgan nuqtasini olishimiz mumkin. Shuning uchun, |E| > 0
deb hisoblaymiz.

Avval m < u < M bo‘lgan holni garaylik. Bunda shunday a va
b nugtalarni ko‘rsatish mumkinki, ular uchun f(a) son m ga, f(b)
son esa M ga istalgancha yaqin bo‘ladi. Xususan, quyidagi f(a) <
i < f(b) qo‘sh tengsizlik o‘rinlidir. Demak, f funksiya uzluksiz
va I to‘plam bog‘langan bo‘lgani sababli, shunday & € F nuqta
topiladiki, u uchun f(¢) = p tenglik bajariladi. Ya'ni, bu holda
(13.4.7) tenglik isbotlandi.

Endi, masalan, 4 = M bo‘lsin deylik. U holda yuqoridagi muloha-
zalarga ko‘ra,

J11 = s@)de — 0
B
bo’ladi. Demak, M — f(x) > 0. Lekin 13.4.4 - teoremaga berilgan
eslatmadagi mulohazalarga ko‘ra, M — f(x) > 0 qat’iy tengsizlik
barcha nuqtalarda o‘rinli bo‘la olmaydi, ya'ni shunday ¢ € E nuqta
topiladiki, unda f(§) = M = u bo‘ladi.l
1 - eslatma. Agar || > 0 bo‘lsa, (13.4.7) formulani

ﬁ/ﬂ@wf@ (13.4.8)
E

deb yozishimiz mumkin.

(13.4.8) ning chap tomondagi kattalikka f funksiyaning E to‘p-
lamdagi o ‘rta giymati deyiladi. Shunday qilib, 13.4.5 - teorema uzluk-
siz funksiya biror nugtada o‘rta giymatni qabul qilishini tasdiglaydi.

2 - eslatma. Agar F to‘plam bog‘langan bo‘lmasa, teorema
xulosasi o‘z kuchini yo‘qotadi. Hagigatan, ikki bir xil o‘zaro kesish-
maydigan yopiq doiralardan iborat £ sohani olib, bu doiralarning
birida 0 va ikkinchisida esa, 1 giymatni qabul giluvchi funksiyani
qaraylik. Albatta, bu holda funksiyaning o‘rta qiymati 1/2 ga teng,
lekin hech ganday nuqtada funksiya bu giymatni qabul gilmaydi.

4. Integrallash sohasi. Riman integrali ta'rifida integrallash
sohasi sifatida ixtiyoriy kvadratlanuvchi shakl olinadi. Lekin bunda,
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yuqoridagi misollarda ko‘rsatilganidek, integral yaxshi xossalarini
saqlab qolishi uchun, funksiyadan qo‘shimcha ravishda chegaralan-
ganlikni talab qilishga to‘g‘ri keladi. Agar integrallash sohasi sifatida
shunday shaklni olsakki, u 11 - bobda berilgan ta’rif ma'nosidagi
soha bo‘lsa, bunday misollarni chetlab o‘tish mumkin.

Eslatib o‘tamiz, soha deb biz ochiq bog‘langan to‘plamga aytgan
edik. Ochiq to‘plam ta’rifiga ko‘ra, u o‘zining chegarasi bilan umu-
miy nuqtaga ega emas, ya'ni istalgan  soha uchun QN oQ = @
munosabat o‘rinli.

Agar Q (ochiq) soha bo‘lsa, u holda yopig soha Q deb

Q= QUIN

to‘plamga aytamiz.

Ochiq va yopiq soha chegaralari 9Q C 9 munosabat bilan
bog‘langan ekanini ko‘rsatish giyin emas. Bu tegishlilik gat’iy ham,
noqat’iy ham bo‘lishi mumkin. Masalan,

Q = {(z,y) eR? : 22 142 <1}
ochiq doiraning yopig‘i quyidagi
Q= {(z,y) €R? : 22 +¢? <1}

yopiq doiraga teng va bu holda ochiq va yopiq doiralarning chegara-
lari
o0 =00 = {(x,y) eR* : 2?4+ y* =1}

aylanadan iborat.
Agar soha bir nuqtasi chigarib tashlangan ochiq doira bo‘lsa,
ya'ni
Qo = {(z,y) €R? : 0<a? +y? <1}
bo‘lsa, u holda, Qg yana yopiq doira bo‘ladi va uning chegarasi yana
aylanadan iborat ho’ladi. Lekin bu holda €}g ning chegarasi aylana
va chiqarib tashlangan nugtadan iborat:

% = {(z,y) eR* : 2% + 9% =1} U{0}.
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Demak, bu holda 90 € 9 va lekin Qg £ 0.

Kvadratlanuvchi shakllarning eng muhim sinfi bu kvadratlanuv-
chi sohalardir. 13.1.4 - tasdiq natijasiga ko‘ra, to‘g‘rilanuvchi chega-
raga ega bo‘lgan har qanday soha kvadratlanuvchi bo‘ladi. Xususan,
bo‘lakli uzluksiz chegaraga ega bo‘lgan soha kvadratlanuvchidir.

Agar ochiq soha kvadratlanuvchi bo‘lsa, uning yopig‘i ham kvad-
ratlanuvchi bo‘lib, ularning yuzi o‘zaro teng bo‘lishi yuqoridagi mu-
lohazalardan kelib chigadi (chegaraning yuzi nolga tengligini eslatib
o‘tamiz).

Bevosita kvadratlanuvchi shaklning ta’rifidan har qanday kvad-
ratlanuvchi sohaning chegaralanganligi kelib chigadi.

Navbatdagi tasdiq o‘rinlidir.

13.4.6 - teorema. Faraz qilaylik, Q soha kvadratlonuvchi bo‘lsin.
Agar f funksiya Q da integrallanuvchi bo‘lsa, u chegaralangandir.

Isbot. Avval biz berilgan Q) sohasi uchun istalgan § > 0 olganda
ham shunday P = {Q}}_, bo‘linish mavjudligini ko‘rsatamizki, u
uchun d(P) < ¢ bo‘lib, har bir Q ning yuzi musbat bo‘lsin.

Buning uchun istalgan m natural son olib, tekislikni sanoqli
sondagi o‘zaro kesishmaydigan
Q{meR2: 2ngx1<’2+—ml, 2im§x2<32%1}, i,j e,
kvadratlarga bo‘lamiz.

Kvadratlanuvchi €2 sohamiz chegaralangan. Shunday ekan, ixti-
yoriy tayinlangan m nomer uchun bu sohani tomoni uzunligi 27
ga teng chekli sondagi yuqoridagi {Qr}7_, kvadratlar bilan qoplash
mumkin. Bunda biz qoplash uchun faqat QN # @ shartni qanoat-
lantirgan @; kvadratlarnigina olamiz.

Ravshanki, har bir tanlab olingan kvadrat €2 bilan umumiy ichki
nugtalarga ega. Shuning uchun, har bir Q0 = QN Q kvadratlanuv-
chi to‘plam bo‘sh bo‘lmagan ichki nuqtalar to‘plamiga ega. Demak,
bunday to‘plamning yuzi, har qanday bo‘sh bo‘lmagan ochiq to‘p-
lamning quyi yuzi gat’iy musbat bo‘lgani sababli, musbatdir.

Agar f funksiyani 2 sohada chegaralanmagan deb faraz qilsak,
u holda bu funksiya biror €, to‘plamda chegaralanmagan bo‘ladi.
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Integral yig‘indini ushbu

op(f) = FENQl + D F(&k) - 1%l
k#q

ko‘rinishda yozib, k # ¢ lar uchun barcha & € Q. nuqtalarni tayin-
lab qo‘yamiz. op(f) integral yig‘indini birgina &, € 2, nuqtani tan-
lash hisobiga istalgancha katta qilish mumkinligi ravshan (albatta,
agar €1, gismiy to‘plam yuzi nolga teng bo‘lganda, biz bunga eri-
sha olmas edik). Ammo bu f funksiyaning integrallanuvchi ekaniga
ziddir.l

Agar € ochiq sohada aniglangan funksiya uning istalgan kom-
pakt kvadratlanuvchi ££ C ) gismiy to‘plamida integrallanuvchi
bo‘lsa, bu funksiya € da lokal integrallanuvchi deyiladi. @ da
lokal integrallanuvchi bo‘lib, lekin € boyicha integrallanmaydigan
funksiyaga misol keltirish giyin emas. Bunday misollar, asosan, €2
chegarasi yaqinida chegaralanmagan (demak, €2 da chegaralanma-
gan) funksiyalardan iborat.

Agar funksiya €} da chegaralangan bo‘lsa, navbatdagi tasdiqda
ko‘rsatilganidek, integrallanuvchanlik va lokal integrallanuvchanlik
tushunchalari ustma-ust tushadi.

13.4.7 - teorema. Kvadratlanuvchi € soha berilgan bo‘lsin.
Agar Q da lokal integrallanuvchi funksiya chegaralangan bo‘lsa, u
butun Q1 sohada integrallanuvchi bo‘ladi.

Isbot. Faraz qilaylik, £2 da lokal integrallanuvchi f funksiya

[ < M, xeq,

shartni qanoatlantirsin.
{2 soha kvadratlanuvchi bo‘lgani sababli, istalgan £ > 0 uchun
shunday yopiq ko‘pburchakli P C € shakl topiladiki, @ = Q\ P

to‘plam yuzi
£

|Q|<m

shartni qanoatlantiradi.
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Endi w(x, @) orqali @ to‘plamning xarakteristik funksiyasini bel-
gilab, quyidagi ikki

p(@) = f@)l —w(@ Q) £ Mw(r,Q)

funksiyani kiritamiz.

Bu funksiyalar P da f funksiya bilan ustma-ust tushadi va de-
mak, P da integrallanuvchi (chunki P - kompakt). Bundan tashqari,
bu funksiyalar, o‘zgarmas bo‘lgani sababli, ¢ da ham integrallanuv-
chidir. Shunday ekan, 13.4.1 - teoremaga asosan, ular {2 = PUQ da
integrallanuvchi bo‘ladi,ya’ni

e (@) < fl2) < i), zeq.

Bundan tashqari,

/ oF () — o (@) de = 2M / @, Q)dr — 2M|Q| < .

Q Q

Bundan chiqdi, 13.3.4 - teoremaga ko‘ra, f funksiya €2 da integral-
lanuvchidir.l

Eslatma. Faraz gilaylik, €2 soha kvadratlanuvchi bo‘lib, f funksi-
ya yopiq € sohada aniqlangan va chegaralangan bo‘lsin. Agar f
funksiya ochiq 2 sohada integrallanuvchi bo‘lsa, u holda bu funksiya
yopiq © sohada ham integrallanuvchi bo‘lib,

/f(w) dr — /f(ac) dx (13.4.9)
a 2

tenglik bajariladi.
Bu tasdigning to‘g‘riligi 13.4.1 - teoremadan kelib chiqadi.
13.3.2 - teoremaning 2 - natijasiga ko‘ra, {} sohada integrallanuv-
chi har qanday f funksiya ixtiyoriy kvadratlanuvchi &£ C €} to‘plam-
da ham integrallanuvchi bo‘ladi. Shuning uchun

o(E) = | fla)de (13.4.10)
/
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integralni, f funksiyani tayinlab qo‘yib, kvadratlanuvchi I to‘plam-
ning funksiyasi deb qarashimiz mumkin.

Berilgan €} sohasining har bir kvadratlanuvchi gismiy to‘plamiga
biror haqiqiy sonni mos qo‘yuvchi akslantirishga to‘plam funksiyasi
deyiladi. To‘plam funksiyasiga eng sodda misol bu kvadratlanuvchi
to‘plam yuzidir: &(F) = |E|.

Faraz qilaylik, 2 da aniglangan ®(F) to‘plam funksiyasi beril-
gan bo‘lsin. Agar istalgan ¢ > 0 olganda ham shunday 4 > 0 son
topilsaki, |F| < § shartni qanoatlantiruvchi har qanday kvadratla-
nuvchi £ C Q gismiy to‘plam uchun |®(E)| < ¢ tengsizlik bajarilsa,
O(F) to‘plam funksiyasi 2 da absolyut uzluksiz deyiladi.

Navbatdagi xossaga Riman integralining to‘plam funksiyasi sifa-
tida absolyut uzluksizligi deyiladi.

13.4.8 - teorema (integralning absolyut uzluksizligi ha-
qida). Berilgan Q sohasi kvadratlanuvchi bo‘lsin. Agar f funksiya Q
da integrallanuvchi bo‘lsa, u holda (13.4.10) tenglik bilan aniglangan
O(F) kattalik E C Q kvadratlanuvchi to‘plamlarning absolyut uzluk-
stz funksiyasi bo‘ladi.

Isbot. 13.4.6 - teoremaga ko‘ra, f funksiya () da chegaralangan,
ya'ni biror M > 0 o‘zgarmas uchun |f(z)| < M, z € Q, tengsizlik
bajariladi. Bundan chiqdi, (13.4.10) tenglik va 13.2.2 - teoremaga
ko‘ra,

oB) < [li@lde < [ Mde — 1B,
E E

Istalgan ¢ > 0 uchun § = /M deymiz. U holda, ravshanki,
|E| < o shartni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy kvadratlanuvchi £ C
Q2 to‘plam uchun |®(F)| < ¢ tengsizlik o‘rinli. Bu esa ®(F) ning
to‘plam funksiyasi sifatida absolyut uzluksiz ekanini anglatadi.ll

Shuni alohida ta’kidlash joizki, fagat £ to‘plam yuzini kichiklash-
tirish hisobiga (13.4.10) integral qiymatini istalgancha kichik qilish
mumkin. Bunda £ ning shakli va uning €} ichida joylashgan o‘rni
ahamiyatga ega emas.

5. O‘rtacha uzluksizlik. Ravshanki, integrallanuvchi funksiya-
ning uzluksiz bo‘lishi shart emas. Shunday bo‘lsada, xuddi bir o‘zga-
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ruvchilik holdagidek (10.8.3 - teoremaga qarang), har qanday integ-
rallanuvchi funksiyaning o‘rtacha ma’noda uzluksiz ekanini ko‘rsa-
tish mumkin. Isbot har qanday integrallanuvchi funksiyani uzluksiz
funksiyalar bilan approksimatsiyalash mumkinligi hagidagi navbat-
dagi teoremaga (10.3.1 - teoremaning ikki o‘zgaruvchili holi) asos-
landi.

13.4.9 - teorema. Faraz qilaylik, [ funksiya kvadratlanuvchi £
to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsin. U holda istalgan € > 0 olganda
ham R? tekisligida uzluksiz bo‘lgan shunday o funksiya topiladiki, u
wchun quyidagi

/|f x)de < ¢ (13.4.11)

tengsizlik bajarilads.

Isbot. 1) Aytaylik, h(x) shunday eng sodda pog‘onasimon funk-
siya bo‘lsinki, u tomoni a ga teng bhiror K kvadratda 1 ga va undan
tashgarida nolga teng bo‘lsin. Bu funksiya integrali, kvadrat yuzi-
ga, ya'ni a? ga teng. h(z) funksiyani £ > 0 aniqlikda o(x) uzluksiz
funksiya bilan, masalan, quyidagicha approksimatsiyalash mumkin.
Asosi K bo‘lgan yetarlicha katta balandlikka ega bo‘lgan to‘g‘ri pi-
ramida olaylik. U holda quyi asosi K va balandligi 1 bo‘lgan kesik
piramida hajmi a? dan ¢ dan kamga farq qiladi. Qidirilayotgan ()
uzluksiz funksiya grafigini kesik piramida yon sirti va yuqori asosi-
ga teng qilib olamiz (K kvadratdan tashqarida bu funksiyani nolga
teng deymiz). Bunday tanlashda, albatta,

/|h x)|de < ¢

tengsizlik bajariladi.

Bundan chiqdi, gayd qilingan eng sodda pog‘onasimon funksiya-
larning istalgan chekli chizigli kombinatsiyalarini uzluksiz funksiya-
lar bilan o‘rtacha approksimatsiyalash mumkin ekan. Hagqiqatan,
aytaylik, h;(z) biror K; C K kvadratda 1 ga teng eng sodda pog‘o-
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nasimon funksiya va
h(z) = ) eihy(x)
j=1

bo‘lsin. Faraz qilaylik, ¢;(x) uzluksiz funksiyalar h;(x) larni ¢;
aniglikda o‘rtacha approksimatsiyalasin:

[ Ihs@) - eyl de < .
K

U holda, agar
p(@) = > i)
j=1

deb, £; ni ¢4|¢;| < ¢/n shartdan tanlab olsak,

n n
[ 1hta) = et de < 3 les| [ [ste) = oyto| do < Dol <=
K =1 K 7=1
tengsizlikka ega bo‘lamiz.

2) Endi biror kvadratlanuvchi E to‘plamda Riman bo‘yicha integ
rallanuvchi ixtiyoriy manfiymas f funksiya berilgan bo‘lib, K esa, It
ni o'z ichiga oluvchi istalgan kvadrat ho‘lsin. ¥ to‘plamdan tashqari-
ga f funksiyani nol qilib davom ettiramiz.

K kvadratni n ta kichik K; kvadratlarga bo‘lib, h(x) orqali
Darbuning (13.3.3) quyi funksiyasini belgilaylik. Darbu nazariyasiga
ko‘ra, yetarlicha kichik bo‘linish olib, f funksiyani Darbu quyi funk-
siyalari yordamida o‘rtacha approksimatsiyalash mumkin. Boshqa
tomondan, yuqoridagi mulohazalarga asosan, Darbu quyi funksiyasi-
ni uzluksiz funksiyalar bilan approksimatsiyalash mumkin. Bu ikki
tasdiq teoremaning manfiy bo‘lmagan funksiyalar uchun to‘g‘riligini
ko‘rsatadi.

3) Agar f istalgan integrallanuvchi funksiya bo‘lsa,

f@) = fe(@) - [-(2)
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deymiz, bu yerda f1 (@) = (|f(@)] + f(2))/2 va f-(2) = (|f(@)] -
f(x))/2 integrallanuvchi manfiymas funksiyalar. Agar bu funksiya-
larni £/2 aniqlikda ¢ () va po(2) uzluksiz funksiyalar bilan approk-
simatsiyalasak, u holda () = 1 (x)—p2(x) qidiralayotgan funksiya
bo‘ladi.l

Eslatma. 13.4.9 - teorema isbotida keltirilgan ¢ funksiyani qu-
rish usulidan bu funksiyani

lo(x)] < |f(x)], x€E, (13.4.12)

shartni ganoatlantiruvchi qilib tanlash mumkinligi bevosita ko‘rinib
turibdi.

13.4.10 - teorema. Furaz qilaylik, [ funksiya kvadratlonuvchi
E to‘plamda integrallanuvchi bo‘lib, bu to‘plamdan tashqarida nolga
teng bo‘lsin. U holda

}11_%/|f(m+h)—f(x)|dm _ 0 (13.4.13)
E

tenglik o‘rinli.

Isbot. Agar o funksiya R? tekislikda uzluksiz bo‘lib, kvadratla-
nuvchi F to‘plamdan tashqarida nolga teng bo‘lsa, u holda (13.4.13)
tenglik tekis uzluksizlikdan kelib chiqadi (11.2.7 - teoremaga qarang).
Hagigatan, bu holda quyidagi

/I@(Hh)—@(w)ldw < sup lp(@+h)—p(@)|-|E] = 0, h—0,
EAS
E

(13.4.14)
munosabat o‘rinli.
Agarda f teoremamiz shartini qanoatlantiruvchi ixtiyoriy funksi-
ya bo‘lsa, 13.4.9 - teoremaga ko‘ra, istalgan £ > 0 uchun (13.4.11)
tengsizlikni qanoatlantiruvchi uzluksiz ¢ funksiya mavjud. Bu hol-
da,

/If(w+h)—f(w)|dw < /If(w+h)—g0(x+h)ldx+
E

E
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+/|g0(x+h) |dm+/|f x)| dr
)

deb yozish mumkin.

Har ikki f va ¢ funksiya I dan tashqarida nolga teng bo‘lgani
uchun, o‘ng tomondagi birinchi integral uchinchi integraldan kichik
yoki unga teng. Demak, (13.4.11) ga ko‘ra,

/|f(x+h)—f(:v)|dx < /Igo(x+h)—g0(x)|dx + 2e.
E B

Bu tengsizlikda h — 0 deb, yuqori limitga o‘tsak, (13.4.14)
munosabatga ko‘ra,

]@)/u(ﬁh)—f@)mx < 2

tengsizlikka ega bo‘lamiz.

¢ > 0 ning ixtiyoriyligiga ko‘ra, bundan (13.4.13) munosabat
kelib chigadi.l

Eslatma. Agar F ochiq yoki yopiq soha bo‘lsa, u holda har ikki
13.4.9 - va 13.4.10 - teorema "o‘rta kvadratik ma’noda" ham o‘rinli
bo‘ladi.

Hagigatan, bu holda 13.4.6 - teoremaga ko‘ra, integrallanuvchi f
funksiya chegaralangan bo‘ladi, ya'ni |f(x)| < M. (13.4.12) bahoga
asosan approksimatsiyalovchi funksiya ham |p(z)| < M tengsizlikni
ganoatlantiradi. Bundan chiqdi,

[f(2) — (@) < 2M|f(z) — p(a)].
Demak,

/|f |2d:v<2M/|f (2)] da.

Shunday qilib, har ganday integrallanuvchi funksiyani o‘rta kvad-
ratik ma'noda uzluksiz funksiyalar bilan approksimatsiyalash mumkin.
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Navbatdagi

/|f<x+h>—f<x>|2dx < 2M/|f<x+h>—f<x>|dx
E E

tengsizlik xuddi yuqoridagidek ko‘rsatiladi.

Demak, har qanday integrallanuvchi funksiya o‘rta kvadratik
ma’'noda ham uzluksiz bo‘lar ekan.

Integrallanuvchi funksiyalarning bu xossalari muhim ahamiyat-
ga ega bo‘lib, Fur’e integrallari va gatorlari nazariyasida keng foyda-
laniladi (19 - va 20 - boblarga qarang).

6. Bo‘lakli-silliq chegarali sohalar. Bundan buyon integral-
lash, asosan, ochiq yoki yopiq bo‘lgan biror soha bo‘yicha amalga
oshiriladi. Avval quyidagi belgilashlarga kelishib olaylik.

St simvol orqali quyidagi

St = {xeR? : 22 422 =1}

ko‘rinishdagi birlik aylanani belgilaymiz.
Har gqanday sodda yopiq egri chiziq tenglamasi singari, aylana-
ning ham tenglamasini parametrik ko‘rinishda berish mumkin, ya’ni

x1(t) = cost, wxa(t) = sint, —-7n<t < 7.
Agar birlik aylanada f : S — R funksiya berilgan bo‘lib,
F(t) = f(cost,sint)

funksiya [—m, 7] kesmada bo‘lakli-silliq bo‘lsa, biz f funksiyani ayla-
nada bo‘lakli-silliq deymiz.

Agar L C R? egri chiziq o‘zaro bir giymatli ¢ : S' — L akslanti-
rishda birlik aylananing aksi bo‘lib, bu akslantirishning har bir ¢ ()
va o(x) komponentalari uzluksiz bo‘lakli-silliq bo‘lsa, u holda biz
L ni yopiq bo‘lakli-silliq egri chiziq deymiz.

Yopiq bo‘lakli-silliq egri chizigqa misol sifatida

Q = {2eR? : |z|<a, |x2]<a} (13.4.15)
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kvadratning 9¢ chegarasini olishimiz mumkin.
Hagigatan, bunda ¢ akslantirish sifatida, masalan, quyidagi

(21, 22) a-signxy, agar |xi| > |xs| bo'lsa,
(@1, 22) =
P riavV2, agar |z1| < |x2| bo'lsa,
va
(21, 22) a-signxs, agar |xi| <|xs| bo'lsa,
2(®1,22) =
pRIL raa V2, agar |z1| > |x2| bo'lsa,

komponentalarga ega bo‘lgan akslantirishni olsak bo‘ladi.
Ravshanki,
bp(t) = r(cost,sint)

funksiya [—m, 7| kesmada bo‘lakli-silliqdir.

Agar () sohagining 9} chegarasi chekli sondagi o‘zaro kesishmay-
digan gismlardan iborat bo‘lib, bu gismlarning har biri yopiq bo‘lakli-
silliq egri chiziq bo‘lsa, bu sohani bo‘lakli-silliq chegaraga ega deymiz.
Bo‘lakli-silliq chegarali sohaga misol tarigasida (13.4.15) ochiq kvad-
ratni, yoki bu kvadratdan o‘zidan kichik yopiq kvadratni chigarib
tashlash natijasida hosil bo‘lgan shaklni olishimiz mumkin.

Agar soha chegarasi birgina yopiq bo‘lakli-silliq egri chizigdan
iborat bo‘lsa, bunday sohaga bhir bog‘lamli soha deyiladi. Har qgan-
day doira bunday sohaga misol bo‘ladi.

13.5-§. Ikki karrali integralni takroriy integralga
keltirish

1. Ikki karrali intergalni hisoblashning asosiy usuli uni ikki marta
bir karrali integralni hisoblashga keltirishdan iboratdir.

13.5.1 - teorema. Berilgan f funksiya Q = |a,b] x [c,d] to‘gri
to‘rtburchakda integrallanuvchi bo‘lib, har qanday x1 € |a,b] qiymat

wchun
d

I(iEl) = /f(iEl,LEQ)dLEQ (13.5.1)

c
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integral mavjud bo‘lsin.
U holda I{x1) funksiya |a,b] kesmada integrallanuvchi bo‘lib,
ushbu

b
/f(x) doe = /I(xl) d (13.5.2)
Q a

tenglik bajarilads.

Isbot. Agar istalgan (yopiq yoki ochiq) regulyar Qo C @ to‘g‘ri
to‘rtburchakning xarakteristik funksiyasini olsak, (13.5.2) tenglik-
ning chap va o‘ng tomonini to‘g‘ridan-to‘g‘ri hisoblash yordamida,
bu tenglikning o‘rinli ekanini ko‘rsatish mumkin. Aniqrog‘i, bunda
tenglikning ikki tomoni ham Qg ning yuziga, ya'ni |Qg| ga teng.

Bundan chiqdi, isbotlanayotgan tenglik bunday funksiyalarning
istalgan chekli sondagi chiziqli kombinatsiyasi uchun ham o‘rinli
bo‘ladi.

Endi berilgan ) to‘g'ri to‘rthurchakning, vertikal va gorizon-
tal to‘g'ri chiziglar yordamida @ to‘g‘ri to‘rtburchaklarga bo‘lish
natijasida hosil bo‘lgan, P bo‘linishni qaraymiz. U holda, yuqorida-
gi mulohazalarimizga ko‘ra, (13.5.2) formula, P bo‘linishga mos
keluvchi va mos ravishda (13.3.3) hamda (13.3.4) formulalar bilan
aniqlangan, Darbuning quyi h(x, P) va yuqori H(x, P) funksiyalari
uchun o‘rinli bo‘ladi.

Quyidagi

d d
o) = / W1, 22, P)des,  (z1) — / H(ay, a0, P) das

belgilashlarni kiritaylik.

Ma’lumki, bu funksiyalar |a, b] kesmada integrallanuvchi bo‘lib,
ulardan olingan integrallar mos ravishda (13.3.7) tengliklar bilan
aniglangan Darbuning quyi va yuqori yig‘indilariga teng:

b

b
/gp(ml) oy — s(f,P), /w(ml)dxl _S(P).  (1353)

a
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Shartga ko‘ra f funksiya integrallanuvchi bo‘lgani sababli, istal-
gan £ > 0 uchun yuqoridagi P bo‘linishni shunday tanlash mumkin-
ki, u uchun quyidagi

b

/ W) — pla) dey = S(f,P)—s(f,P) <

a

tengsizlik bajariladi.
Endi, o‘z-o‘zidan ko‘rinib turgan

plr1) < I(wr) < Plan) (13.5.4)

tengsizlikni hisobga olsak, 13.3.4 - teoremadan [(x;) funksiyaning
|a, b] kesmada integrallanuvchi ekani kelib chiqadi. Demak, (13.5.3)
va (13.5.4) ga ko‘ra,

b

S(f,P) < /I(xl)da@l < S(,P).

a

Bundan talab gilingan (13.5.2) tenglikning kelib chigishi aniq.H
1 - eslatma. Odatda (13.5.1) va (13.5.2) tengliklarni quyidagi

//f(:v,y) dedy = /bdw/df(w,y) dy (13.5.5)
o) a c

formula ko‘rinishda yozishadi. E’tibor bering, chap tomonda ikki
karra-li integral turibdi, o‘'ng tomondagi integralni esa, takroriy in-
tegral deyishadi.

2 - eslatma. Agar f funksiya 13.5.1 - teorema shartlarini qanoat-
lantirsa hamda har qanday x2 € [e, d| qiymat uchun

b

J(x2) = /f(wlai@)diﬁl

a
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integral mavjud bho‘lsa, u holda bu teoremadan quyidagi

//f(wl,wg)dwldmg = /bdml/df(:vl,:vg)dwg =
Q a c
d b
/dwg/f(wl,wg) dxq

tengliklar kelib chigadi.

3 - eslatma. (13.5.5) ning o‘ng tomonidagi takroriy integralning
mavjudligidan, chap tomondagi ikki karrali integralning majudligi,
umuman aytganda, kelib chigmaydi. Bunga misol tarigasida quyida-
gi

to‘g‘ri to‘rthurchakda aniglangan

flx,y) = yD(x)

funksiyani qaraylik, bunda D(x) orqali, odatdagidek, Dirixle funksi-

yasini belgiladik. f(x,y) funksiya @ to‘g‘ri to‘rtburchakda integral-

lanuvchi emas, ammo u uchun (13.5.5) ning o‘ng tomonidagi takroriy

integral mavjud hamda nolga tengligini tekshirish qiyin emas.
13.5.1 - misol. Quyidagi

f(z,y) = ycoswy

funksiyadan
Q ={0<z<n 0<y<l1}

to‘g‘ri to‘rthburchak bo‘yicha olingan integralni hisoblang.
Buning uchun (13.5.5) formuladan foydalanish yetarli:

1 ™
//ycosmydwdy = /ydy/cos:vyd:v
Q 0 0

1

2
/sinﬂydy = —.
v

0
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2. Xuddi yuqoridagiga o‘xshash usulda, integrallash sohasi to‘g‘ri
to‘rthurchak bo‘lmasdan, ikki funksiya grafiklari orasidagi soha bo‘l-
ganda ham, ikki karrali integralni takroriy integralga keltirish mum-
kin.

13.5.2 - teorema. Faraz qilaylik, o va 5 funksiyalar |a,b] kes-
mada uzluksiz bo‘lib, ) soha ushbu

Q= {(x,9) €R® : a(2) <y <pr), a<a<b)

ko ‘rinishga ega bo‘lsin.
Agar [ funksiya Q sohada integrallanuvchi bo‘lib, istalgan x €
[a, b] uchun
B(x)

I(x) — / f(y) dy

o(z)

integral mavjud bo‘lsa, u holda I(x) funksiya |a,b] kesmada integral-
lanuvchi bo ‘lib,

// flx,y)dedy = /bd:v 7)f(w,y) dy (13.5.6)
) a  al)

tenglik bajarilads.

Isbot. Avval f funksiyani € sohasidan tashqariga nolga teng
qilib davom ettiramiz. So‘ngra, £2 sohasini o‘z ichiga oluvchi biror )
regulyar to‘g‘ri to‘rtburchakni olib, uning uchun 13.5.1 - teoremani
qo‘llasak, talab qilingan (13.5.6) tenglikka ega bo‘lamiz.H

13.5.2 - misol. Quyidagi

fle,y) = VR —y?
funksiyadan
Q = {(x,y) €eR? : 22 +y? < R?}

soha bo‘yicha olingan ikki karrali integralni hisoblang.
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Buning uchun (13.5.6) tenglikni qo‘llash yetarli:

R VE2Z—y?
// vV R? —y2dedy — /\/RQ—dey / dr =
Q -R e

R
= 2/(R2—y2)dy = gRS.
-R

Ba’zan, integrallash sohasi murakkabroq ko‘rinishga ega bo‘l-
ganda ham, integrallash sohasini soddaroq ko‘rinishga ega chekli
sondagi gismlarga bo‘lib, integral hisoblashni yuqorida ko‘rilgan hol-
ga keltirish mumkin.

13.5.3 - misol. Faraz qilaylik, 2 soha xalgadan iborat bo‘lib,
bunda ichki doira radiusi r ga va tashqi doira radiusi esa, R ga teng
bo‘lsin:

Q = {(x,y) €R? : r? <2? +9° < R?}.

Shu sohada
I il
f(m) - (%2 +y2)2
funksiyadan olingan ikki karrali integralni hisoblang.

Bu sohani to‘rt gqismga bo‘lib, integralni har bir gqismda alohida
hisoblaymiz. Bunda

R VT R VP
j. /dy / || da _ /dy / 2x dx _
(22t 2)2 / (22 + )2
r _ /Rz_yz r

R
= Rz—yzd / L1y, (R
—0 vy = y2  R? Y~ TRy

R
_ / 1
a 22 + 92

r
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va

r VI -y r o/ R2—42
o /d / xdx B 1/ 1 - Y p
2 — Y (£E2 +y2)2 o 2 x2+y2 HC:W Y
AN -
R2—7’2
R2y =

Ravshanki, I3 va I integrallar hisoblab bo‘lingan integrallarga
teng va shuning uchun,

(R—r)? N 2R2—7°2 ~ 4R-7)

I =2
R2y R2y Ry

3. Yuqorida biz ikki karrali integrallarni takroriy integrallarga,
va’ni ketma-ket ikkita bir karrali integralga keltirib hisoblashni misol-
larda ko‘rdik. Ba’zan bunga teskari amalni bajarish, ya’ni bir karrali
integralni ikki karrali integral ko‘rinishida yozib olib, so‘ngra 13.5.1
- teoremadan foydalanish magsadga muvofiq bo‘ladi.

13.5.4 - misol. Faraz qilaylik, bir o‘zgaruvchili f(x) va g(x)
funksiyalar [a, b] kesmada Riman bo‘yicha integrallanuvchi bo‘lsin.
U holda ikki o‘zgaruvchining h(z,y) = f(x)g(y) funksiyasi Q@ =
[a,b] x [a,b] kvadratda integrallanuvchi bo‘ladi (13.3.2 - tasdiqqa
qarang). Ravshanki,

/ / F@)g(y) — TWg@)P dudy > 0.
Q

Qavslarni ochib, 13.5.1 - teoramadan foydalansak,

b b b 2
2/f2(ac)d:v /92(:10) de — 2 /f(:v)g(ac)dw >0

munosabatni olamiz.
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Bu tengsizlikni, albatta,

b b b
/f(x)g(x)dx < /f2(x)dx /92(x)dx (13.5.7)

ko‘rinishda ham yozish mumkin.
Eslatib o‘tamiz, (13.5.7) munosabat Koshi-Bunyakovskiy teng-
stzligi deb ataladi.

13.6-§. Ikki karrali integralda o‘zgaruvchini
almashtirish

1. Silliq akslantirishda soha yuzining o‘zgarishi.

Ushbu bandda kvadratlanuvchi shakllar yuzining uzluksiz akslan-
tirishdagi o‘zgarish qoidalari o‘rganiladi. Lekin, shuni qayd etish
kerakki, uzluksiz akslantirishda yuzi nolga teng bo‘lgan shakl ham
yuzi mushat bo‘lgan shaklga akslanishi mumkin. Mana shunday
g‘alati hollarning oldini olish magsadida biz, qo‘shimcha ravishda,
o‘rganilayotgan akslantirishlarning uzluksiz diffrensiallanuvchi bo‘li-
shini talab gilamiz.

Eslatib o‘tamiz, ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar uchun biror nuqta-
da differensiallanuvchanlik tushunchasi qaralayotgan funksiya shu
nuqtaning biror atrofida anigqlangan holda kiritilgan edi. Soha ochiq
to‘plam bo‘lgani uchun, uning barcha nuqtalari o‘zining biror atrofi
bilan shu sohaga kiradi. Shu sababli, har qanday sohada aniglangan
funksiya uchun uzluksiz differensiallanuvchanlik tushunchasi nimani
anglatishi ravshan.

Lekin, yopiq soha holida chegaraviy nuqtalarda differensiallanuv-
chanlikni aniglashda muammo paydo bo‘ladi. Bunga sabab shunda-
ki, ba'zan soha chegarasi shunchalik murakkab tuzilishga ega ho‘la-
diki, natijada ba’zi chegaraviy nuqtalarda hech qaysi o‘zgaruvchi
bo‘yicha ayirmali nishatni tuzib bo‘lmaydi, chunki istalgan yo‘nalish
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bo‘yicha har ganday siljish nugtani garalayotgan sohadan chetga
chigarib yuboradi.

Agar funksiya tomonlari koordinatalar o‘qlariga parallel bo‘lgan
yopiq to‘g‘ri to‘rtburchakda aniglangan bo‘lsa, masala oson hal bo‘la-
di. Bu holda har bir chegaraviy nuqtada har qaysi o‘zgaruvchi bo‘yi-
cha aqalli bir tarafli hosilani aniglash mumkin. Mana shu hosilani
biz chegaraviy nugtadagi hosila giymati deb qabul gilamiz.

Shunday qilib, funksiyaning yopiq to‘g‘ri to‘rtburchakda uzluk-
siz defferensiallanuvchi ekani quyidagini anglatadi: 1) funksiya yopiq
to‘g‘ri to‘rtburchakning barcha nuqtalarida (chegaraviy nuqtalar ham
bunga kiradi) aniglangan; 2) barcha ichki nuqtalarda differensialla-
nuvchi va chegaraviy nuqtalarda mos bir tarafli xususiy hosilaga
ega; 3) bunday aniqlangan xususiy hosila yopiq sohada uzluksiz.

Ushbu paragrafdagi bizning asosiy maqgsadimiz, ¢ : @ — R?
silliq vektor-funksiya bilan berilgan, © C R? kvadratlanuvchi sohani
homeomorf akslantirishni o‘rganishdir. Bunda ¢ = (1, ¢2) vektor-
funksiyani silliq deganda, biz uni har bir ¢;(z) komponentasining
uzluksiz differensiallanuvchi funksiya ekanini tushunamiz.

Ma’lumki, y = @(x) akslantirishning Yakobi determinanti yoki
yakobiani deb quyidagi

dp1(x)  Ipi(x)

D Ox1 0x2

D(yhyz) _ det 892(90) ~ det (13.6.1)
(@1, 22) x Opa(x)  Opa(x)
Oxq 0xs

determinantga aytilar edi.

Bu formulaning chap tarafida yakobianni belgilashda ishlatilayot-
gan simvol yakobian (x1,22) nuqtani (yi,y2) nuqgtaga o‘tkazuvchi
akslantirish bilan bog'liq ekaniga urg‘u beradi.

Akslantirishimizning silligligidan 2 nuqtaning yetarlicha kichik
atrofida uning chiziqli akslantirishdan kam farq qilishi va bundan
tashgari, bunday akslantirishda uzayish koeffitsienti = nuqtadagi
yvakobianning absolyut qiymatiga teng ekani kelib chiqadi.

Bu mulohazalar navbatdagi tasdiqda o‘z aksini topgan.
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13.6.1 - tasdiq. Faraz qilaylik, QQ yopiq to‘gri to‘rtburchak
bolib, Q ni (Q) yassi shaklga akslantiruvchi ¢ : Q — R? uzluksiz
differensiallanuvchi homeomorfizm berilgan bo‘lsin. U holda o(Q)
shakl kvadratlanuvchi bo‘lib, uning yuzi quyidagi

(@) = /‘detag—;m) dx (13.6.2)
Q

tenglik bilan aniglanadi.

Isbot. p(Q) yassi shaklning kvadratlanuvchi ekani chegarasi-
ning bo‘lakli-silligligidan (chunonchi, chegara to‘rtta silliq gismdan
iborat) kelib chiqadi.

Berilgan @ to‘g'ri to‘rtburchakning har bir tomonini m ta teng
bo‘lakka bo‘lamiz. Bunda n = m? ta (yopiq yoki yarim ochiq) qis-
miy @ to‘g'ri to‘rtburchaklarga ega bo‘lamiz. Aytaylik, & har bir
gismiy to‘g‘ri to‘rthurchakning markazi va h uni katta tomonining
uzunligi bo‘lsin.

Yopiq ) to‘g‘ri to‘rtburchakning kompaktligiga ko‘ra, ¢ akslanti-
rishning uzluksiz hosilalari ¢ da tekis uzluksiz bo‘ladi. Shuning
uchun, @ to‘g'ri to‘rtburchakning chegarasida yotuvchi istalgan x
uchun

plx) = (&) + (£ —=&) Ver) + oh) (13.6.3)

tenglik k£ bo‘yicha tekis ravishda bajariladi.
Ravshanki,

Yr(x) = @) + (@ — &) Vo)

affin akslantirishidir, ya’ni bu akslantirishda to‘g‘ri chiziq to‘gri
chiziqga akslanadi. Demak, bu akslantirishda @)y, to‘g‘ri to‘rtburchak
P, = ¥r(Qy) parallelogrammga o‘tadi va bunda Py ning yuzi, 13.1.7
- tasdigga ko‘ra,

90 (&k)
ox

[Uk(Qr)| = ‘det Qx| (13.6.4)
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tenglik bilan aniqlanadi.

(13.6.2) tenglikka ko‘ra, ¢ akslantirish Q. to‘g‘ri to‘rtburchakni
shunday ¢(Qy) to’plamga akslantiradiki, bunda bu to’plam ¥ (Qp)
parallelogrammdan, oshib borsa, o(h) tartibli masofaga tashqariga
chigishi mumkin.

Modomiki 1, silliq akslantirish Lipshits shartini qanoatlantirar
ekan, u masofani ko‘p uzaytirib yubormaydi. Bundan chiqdi, ¥ (Qg)
parallelogrammning perimetri, xuddi @ to‘g'ri to‘rthurchak peri-
metri kabi, h tartibga ega. Demak, ¢(Qx) to’plamning 1 (Q%) par-
allelogrammdan tashqariga chigqan gismi yuzining tartibi i -o(h) =
o(h?) ga teng. Bu esa,

(@) = [(Qu)] + o(h?)

munosabat o‘rinli ekanini anglatadi.
Agar (13.6.4) tenglikni hisobga olsak, oxirgi tenglikni

Op(Sk)

Qi+ o)

H(@Qe)] — \det

ko‘rinishda yozishimiz mumkin.
Bundan, har bir gismiy Qg to‘g‘ri to‘rtburchakning yuzi h? ga
proporsional bo‘lgani uchun,

@ul = [ 28 ju + ol

tenglikka ega bo‘lamiz.

Ravshanki, o(1) kattalik h — 0 da k bo’yicha tekis ravishda nol-
ga intiladi. Shunday ekan, yuqoridagi tenglikni barcha k lar ho’yicha
yig’ib chigsak,

Yo le@al = >

k—1 k=1

Op(Sk)

det o

@kl + o(1) > |Qx]
k=1

tenglikni olamiz.
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Yuzaning additivligi sababli, chap tomon |p(Q)| ga teng. O'ng
dp(x)
Ox
ral yig’indisidan iborat, ikkinchi yig’indi esa, |@Q| ga teng. Shuning
uchun, agar h — 0 desak, talab gilingan (13.6.1) tenglikni olamiz.H

13.6.1 - misol. Faraz qilaylik, 0 < A < 1 bo‘lib,

tomondagi birinchi yig’indi |det uzluksiz funksiyaning integ-

Qy = {($1,$2)€R2 A< <1, OSLBQSW}

to‘g‘ri to‘rtburchak berilgan bo‘lsin. Bundan tashqari, y = @(x) bu
to‘g‘ri to‘rtburchakni R? tekislikka akslantirish bo‘lib, uning kompo-
nentalari

p1(x) = axycosxs,

wo(x) = brysina,

ko‘rinishga ega bo‘lsin.
Qaralayotgan to‘g‘ri to‘rtburchakning ¢(Q) aksi quyidagi ikki

v3 yi Y3

2
Ll 1
T Naz T2

a? -1

+
ellips bilan chegaralangan sohaning yuqori yarmidan iborat. Mana
shu yopiq (@) sohaning yuzini topish talab qilinadi.

Buning uchun quyidagi yakobianni hisoblaymiz:

D(ylv y2)

D(LEl, LEQ)

acosxry —axisines

. = abxy .
bsinxg bx1 cosxy

Shunday ekan, (13.6.1) formulaga ko‘ra,

™ 1
1
(@) = /abwl drydry — ab/dwg/wl dry = §7rab (1 —)\2).
Q 0 A

13.6.1 - tasdiq yordamida istalgan kvadratlanuvchi to‘plam yu-

zining silliq akslantirishda qanday o‘zgarishini ko‘rishimiz mumkin.
2. Ikki karrali integralda o‘zgaruvchini almashtirish.
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13.6.1 - teorema (ikki karrali integralda o‘zgaruvchilarni
almashtirish haqida). Faraz gilaylik, uzluksiz diffrensiallanuvchi
@ : Q — G akslantirish kvadratlanuvchi € sohant kvadratlanuvchi G
sohaga homeomorf akslantirsin.

Agar (13.6.1) yakobian Q da chegaralangan bo‘lsa, u holda G da
integrallanuvchi har qanday [ funksiya uchun

!f(x /f ‘d t%‘ dy (13.6.5)

tenglik o‘rinli bo‘lib, bunda o‘ng tarafdogi integral mavjuddir.
Isbot silliq akslantirishda hajmning o‘zgarishi haqidagi 13.6.1 -
asosoiy tasdiqqa asoslanadi. Bu tasdiqni quyidagi ko‘rinishda ham
yozish mumkin:
wstalgan Q@ C 1 to‘gri to‘rtburchak aksining xarakteristik funk-
styast, ya'ni quyidagicha aniglangan

0, agar ¢ @(Q),

funksiya uchun (13.6.5) formula o‘rinli.

Ikki karrali integralning additivligiga ko‘ra, (13.6.5) formula bu
kabi funksiyalarning istalgan chiziqli kombinatsiyasi uchun ham o‘rin-
li. Boshqacha aytganda, isbotlanayoitgan teorema istalgan € C €
ko‘pburchak va P = p(Q) to’plamda bo‘lakli-o‘zgarmas bo‘lgan
wtiyoriy [ funksiya uchun o‘rinli.

Endi G da integrallanuvchi ixtiyoriy f funksiyani qaraylik. Dar-
buning asosiy lemmasiga ko‘ra (13.3 paragrafning 3-bandiga qarang),
ixtiyoriy € > 0 uchun P da ho‘lakli-o‘zgarmas ho‘lgan shunday ikki
g(x) va h(x) funksiyalarni ko‘rsatish mumkinki, ular uchun

hz) < flz) <glx), xeP =pQ),

bo‘lib, quyidagi

o) — {1, agar o € p(Q),

lg(@) — h(x)]de < e
i
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tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Demak, ixtiyoriy y € @ uchun

o)l < fle)] <gle), veQ,

tengsizlik bajarilib, yuqorida ishbotlanganiga ko‘ra,

[ el = et - jaer 252 ay <
Q

Shunday ekan, 13.3.4 - teoremadan Yakobianga ko‘paytirilgan
fle(y)] funksiyaning @ ko‘pburchakda integrallanuvchi ekani, 13.3.5
- teoremadan esa, quyidagi

[t~ [ sl e B2y P g 360)
P Q

tenglik kelib chigadi.

Shunday qilib, (13.6.6) tenglik istalgan @ C € ko‘pburchak
uchun o’rnatildi. Endi 13.4.7 - teoremani qo’llasak, (13.6.6) teng-
likning o’'ng tomonidagi integral ostida turgan funksiyaning butun
 bo’yicha integrallanuvchi ekanini ko‘ramiz.

Nihoyat, (13.6.6) formulada @ sifatida yuzalari kvadratlanuvchi
(! shaklga intiladigan kengayuvchi ko‘pburchaklar ketma-ketligini
olib, ikki karrali integralning absolyut uzluksizligidan foydalansak
(13.4.8 - teoremaga qarang), talab qilingan (13.6.5) tenglikka ega
bo‘lamiz.l

Eslatma. Isbotlangan teorema ko‘pincha quyidagi ko‘rinishda
go‘llaniladi.

Faraz qilaylik, ¢ uzluksiz vektor-funksiya ochiq kvadratlanuvchi
(2 sohani ochiq kvadratlanuvchi G sohaga homeomorf akslantirsin va
2 da bu vektor-funksiya uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lsin. Bun-
dan tashqari, ¢ vektor-funksiyani va mos yakobianni 2 sohasining
chegarasiga shunday davom ettirish mumkin bo‘lsinki, bunda davom
ettirilgan funksiyalar yopiq Q = QU 9 sohada uzluksiz bo‘lsin.
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U holda G da integrallanuvchi har ganday f funksiya uchun

[iwd = [ sl \det a@—;y)\ dy (13.6.7)
G Q

formula o‘rinli.

Haqiqatan, ochiq €2 va (' sohalarga 13.6.1 - teoremani qo‘llash
mumkin. Bu teoremaga ko‘ra, (13.6.5) tenglik bajariladi. Endi,
(13.4.9) tenglikka asosan, ochiq soha bo‘yicha integrallashni yopiq
soha bo‘yicha integrallashga almashtirib, talab qgilingan (13.6.7) teng-
likni olamiz.

13.6.2 - misol. Agar o > 0 va

22 2
G = {(w,y)ERQ : §+b—2§1}

$2 y2 &

integral hisoblansin.
Buning uchun yopiq

bo‘lsa,

Q= {(st) : 0<s<1,0<t<2n}

to‘g‘ri to‘rtburchakda x = (s, t) va y = ¥(s,t) komponentalarga
ega bo‘lgan vektor-funksiyani qaraymiz, bunda

o(s,t) = ascost, (s,t) =bssint. (13.6.8)
Mos yakobianni hisoblaylik:
D(x,y) acost —assint
D(s,t) | bsint  bscost ‘ - abs.
Endi (13.6.7) formulani qo‘llasak,
a1

Jo = / (1 — s cos?t — s?sin? t)a absdsdt = ab/dt/(l—sQ)o‘ ds =
J 0 0

Q
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1

1
= 27rab/(1—32)0‘3d3 = ﬂab/(l—u)o‘ du =
0

0

mab
a+1

tenglikni olamiz.

Eslatma. E’tibor bering, yuqoridagi yopiq € to‘g‘ri to‘rtbur-
chakni yopiq G ellipsga o‘tkazuvchi (13.6.8) akslantirish homeomorf
ham emas va hattoki, o‘zaro bir giymatli ham emas. Haqiqatan,
(13.6.8) vektor-funksiya butun

Iy = {(s,t) €R? : 5=0, 0<t<2n}

kesmani x = 0, y = 0 koordinatali nuqtaga akslantiradi. Lekin,
shunga garamasdan, bu akslantirish

Q= {(s,t) : 0<s<1, 0<t<2m}

ochiq to‘g‘ri to‘rtburchakni, ochiq ellipsdan P, = [0, a) yarim inter-
val chigarib tashlangan, quyidagi

A
ochiq sohaga homeomorf akslantiradi. Bu esa bizga (13.6.7) formu-
ladan foydalanishga imkon beradi.

Yana shuni qayd etish joizki, (13.6.7) formulaning o‘rinli bo‘lishi
uchun yakobian noldan farqli bo‘lishi shart emas. Hagigatan, qarala-
yotgan misolda yakobian [y kesmaning barcha nuqtalarida nolga
teng.

3. Egri chiziqli koordinatalar.

1Y. Faraz qilaylik, Q C R? soha o‘zaro bir giymatli ravishda G' C
R? sohaga akslantirilsin. € soha nuqtalari koordinatalarini (&,n)
orqali, GG soha nuqtalari kordinatalarini esa, (x,y) orqali belgilaylik.
Qaralayotgan akslantirish sillq bo‘lib,

r = o&n),
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y = (),

ko‘rinishga ega bo‘lsin va bundan tashqari, mos yakobian noldan
fargli bo‘lsin:

D(x,y) _ D(p,¥) /0

D(&n) — D(&n) '

Bunda €2 sohasining {¢ = const} ko‘rinishdagi koordinata to‘g‘ri
chiziglari, G sohada joylashgan va koordinata egri chiziglari deb
ataluvchi qandaydir egri chiziglarga akslanadi. Xuddi shu kabi, {n =
const} ko‘rinishdagi to‘g‘ri chiziglar ham koordinata egri chizig-
lari deb ataluvchi gandaydir egri chiziglarga akslanadi. Akslantirish
o‘zaro bir qiymatli bo‘lgani sababli, G sohaning har bir nuqtasi
orqali bitta birinchi ko‘rinishdagi koordinata egri chizig‘i va bitta
ikkinchi ko‘rinishdagi koordinata egri chizig‘i o‘tadi.

Shunday qilib, G sohaning (x,y) koordinatali har bir nuqtasi,
shu nugtaning egri chiziqli koordinatalari deb ataluvchi ikkita (&, )
son orqali o‘zaro bir giymatli aniglanar ekan.

29, (p, ) qutb koordinatalari

{x T pese (13.6.9)

y = psing,

tengliklar yordamida kiritiladi.
Bunda (p, ¢) nuqta

Q= {(pp)eR? : p>0, 0<p<2r}

sohada o‘zgarganda (x,y) nuqta G = R?\ (0,0) sohada o‘zgaradi.
(7 sohasida p = const koordinata chiziglari markazi koordinata-
lar boshida bo‘lgan aylanalardan iborat bo‘lsa, v = const ko‘rinish-
dagi koordinata chiziglari esa, koordinatalar boshidan chiquvchi nur-
lardan iborat.
(13.6.9) almashtirish yakobiani oson hisoblanadi:

D(x,y) | cosp —psing
D(p, ¢) sing  peosy
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Faraz qilaylik, (p, ) o‘zgaruvchilarning o‘zgarish sohasi biror
Q) C R? kvadratlanuvchi soha bolib, u (13.6.9) funksiyalar sistemasi
yordamida kvadratlanuvchi ¢ € R? sohaga homeomorf ravishda
akslansin. Agar f(x,y) funksiya GG sohada aniglangan bo‘lsa, u hol-
da f bilan (13.6.9) almashtirishning kompozitsiyasi deb €2 sohasida
aniqlangan f(pcos, psinp) funksiyaga aytamiz.

Agar f funksiya (G sohada integrallanuvchi bo‘lsa, u holda, 13.6.1
- teoremaga ko‘ra,

//f(x,y)dxdy = //f(pcossoapsiw)pdpdso
G Q

tenglik bajariladi.

(7 integrallash sohasi o‘zining biror nuqtasiga nisbatan yulduzli
bo‘lgan hollarda qutb koordinatalar sistemasi ayniqsa samarali qo‘l-
laniladi.

Ta’rif. Agar A € G nugta bilan iztiyoriy B € 0G nugtani tu-
tashtiruvchi |AB] kesmaning barcha ichki nugtalari G sohada yotsa,
u holda G soha A nugtaga nisbatan yulduzli deyiladi.

Masalan, ixtiyoriy qavariq soha o‘zining har ganday nuqtasiga
nishatan yulduzli bo‘ladi.

Aytaylik, (¢ soha biror A € (G nugtaga nisbatan yulduzli bo‘lsin.
Markazi A da bo‘lgan qutb koordinatalarini kiritamiz. Bu koordina-
talarda GG soha chegarasini 0 < ¢ < 27 da aniglangan biror R(y)
yordamida

OG = {(@,y) = (pcosyp, psing) : p=R(p), 0<p <27}

ko‘rinishda yozish mumkin.
Odatda bu to‘plamni gisqaroq qilib quyidagicha yozishadi:

OG = {p=R(p), 0<p <27} (13.6.10)
Bunda G soha

Q= {(p) : 0<p<R(p), 0<p<2r} (13.6.11)
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to‘plamning aksi bo‘ladi.

13.6.1 - teoremadan navbatdagi tasdiqning to‘g‘riligi kelib chiqa-
di.

13.6.2 - tasdiq. Faraz qilaylik, kvadratlanuvchi G C R?
soha koordinatalar boshiga nisbatan yulduzli bo‘lib, uning chegarasi
(13.6.10) munosabat bilan berilgan bo‘lsin. Agar f(x,y) funksiya G
sohada integrallanuvchi bo‘lsa, u holda f(pcosp, psing) funksiya
(13.6.11) tenglik bilan aniqlangan Q sohada integrallanuvchi bo‘lib,

R(yp)

2
//f(x,y)dwdy = /dcp / f(pcosp, psing) pdp  (13.6.12)
G 0

0

tenglik bajariladi.

Agar (G sohaning ¢ = « va ¢ = 3 koordinatalik nurlar tashkil
qilgan burchak ichida yotuvchi G gismiy to‘plamini olsak, bu soha
bo‘yicha olingan integralning

B R(»)
//f(x,y)dwdy = /dcp / f(pcosep, psing) pdp  (13.6.13)
Gaﬂ 8 0

ko‘rinishga ega ekanini tekshirish qiyin emas.

Koordinatalar boshi ' sohaning chegarasida yotganda ham
(13.6.13) formula o‘rinli ekanini qayd etamiz.

13.6.3 - misol. Arximed spirali o‘ramasining birinchi yarmi va
abssissalar o‘qi orasida yotgan shakl yuzi topilsin.

Qutb koordinatalarida Arximed spirali tenglamasi quyidagi

p = ap, a>0,
ko‘rinishga ega. Demak, ushbu misolda
Q = {(pyp) : 0<p<ap, 0<p <7}

uchburchakning aksidan iborat G shakl yuzini topish talab gilina-
yvapti.
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Buning uchun (13.6.13) formuladan foydalanish yetarli:

T T 2,2
1
|G| = /dgp/pdp = /agpdgo :671'3&2.
0 0 0

13.7-§. Uch karrali integrallar

1. Kublanuvchi sohalar.

Uch karrali integrallar ham xuddi ikki karrali integrallar kabi
kiritiladi. Chunonchi, avval ma’lum bir £ C R3 to‘plamlar sinfi
uchun hajm deb ataluvchi biror o‘lchov (ikki o‘lchovli holdagi yassi
shakl yuzi singari) tushunchasi aniglanadi. Bunda hajmga ega to‘p-
lam kublanuvchi deb ataladi. Bundan so‘ng, berilgan funksiyaning
aniglanish sohasi mayda kublanuvchi gismiy to‘plamlarga bo‘linib,
integral yig‘indi tuziladi. Agar kublanuvchi qismiy to‘plamlarni chek-
siz maydalashtirilganda integral yig‘indilar limiti mavjud bo‘lsa,
funksiyani integrallanuvchi deb e’lon gilinadi va bu limit berilgan
funksiyadan olingan integral deyiladi.

Ixtiyoriy uch o‘lchovli to‘plam hajmining ta’rifi to‘g‘ri burchakli
parallelepiped hajmining tabiiy ta’rifiga, ya'ni parallelepiped haj-
mi uning uch tomoni uzunliklari ko‘paytmasiga teng, degan ta’rifga
asoslanadi.

Regulyar yopiq parallelepiped deb biz

F={(x,y,2) eR? . ay <z <ay b <y<b,, c1 <z<cey}
(13.7.1)
ko‘rinishdagi to‘plamga aytgan edik, bunda a1, as, b1, b, c1,c2 lar
ixtiyoriy haqiqiy sonlar bo‘lib, a1 < as, by < b2 va ¢1 < ¢o.
Regulyar ochiq parallelepiped

G={(x,y,2) €ER?® . ay <x<ay, b<y<by, c1<z<cs}
(13.7.2)
ko‘rinishdagi to‘plamdan iborat.
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Ravshanki, qayd etilgan ikki parallelepiped bir xil chegaraga ega:
OG =0F = F\ G.

(13.7.1) ko‘rinishdagi yopiq F' parallelepipedning ham, (13.7.2)
ko‘rinishdagi ochiq G parallelepipedning ham hajmini

|F| = |G| = (a2 —a1) - (ba —b1) - (c2 — 1) (13.7.3)

tenglik bilan aniglaymiz.

O‘z-o‘zidan ko‘rinib turibdiki, har qanday regulyar parallelepiped
hajmi musbat sondir.

Yopiq ko‘pyoqli jism deb biz chekli sondagi regulyar parallelepi-
pedlar birlashmasiga aytgan edik, ya'ni

F = PUPRU---UF,,

bu yerda Py lar regulyar yopiq parallelepipedlardir.

Ochiq ko'pyoqli G jism deb F' yopiq ko‘pyoqli jismdan barcha
chegaraviy nuqtalarni chiqarib tashlash natijasida hosil bo‘lgan to‘p-
lamga aytamiz:

G = F \ OF.

Nihoyat, agar biror £ C R? to‘plam uchun shunday G ochiq
ko‘pyoqli jism topilsaki, uning uchun

G C E C (GUOG)

munosabat bajarilsa, /£ to‘plamni ko ‘pyoqli jism deymiz. Bunda GG
to‘plam F ko‘pyoqli jismning ichki gismi deb ataladi.

Shunday qilib, biz ta’riflagan ko ‘pyoqli jism chegarasini oz ichi-
ga olishi yoki olmasligi, yoki bo‘lmasa chegaraning biror gisminigina
o'z ichiga olishi mumkin ekan.

Agar ikki ko‘pyoqli jismning ichki gismlari umumiy nuqtalarga
ega bo‘lmasa, biz bu jismlarni biri ikkinchisini ustiga tushmaydi
deymiz.

Ta’rif. Agar Q ko ‘pyoqli jism

Q = PhHuUubPU---UP,
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ko‘rinishga ega bo‘lib, bunda Py regulyar parallelepipedlar o‘zaro
biri ikkinchisi ustiga tushmasa, u holda bu jismning |Q| hajmi deb
quyidagi songa aytamiz:

n

@l = Y IR

k=1

Bu ta'rifning korrektligi xuddi ko‘pburchakli shakl yuzi ta’rifining
korrektligi kabi ko‘rsatiladi.

Quyi va yuqori yuza tushunchalari singari quyi va yuqori hajm
tushunchalari kiritiladi.

Uch o‘lchovli R? fazosining chegaralangan B to‘plami berilgan
bo‘lsin.

Ta’rif. Berilgan B to‘plamning quyi hajmi |B|s deb B ga ichki
chizilgan P ko‘pyoqli jismlar hajmlarining aniq yuqori chegarasiga
aytiladi:

[Bl« = sup [P].
PCB

Agar B to‘plam ichida birorta ham ko‘pyoqli jism yotmasa,
|Blx = 0 deb gabul qgilinadi. Lekin, agar, shakl yuzi holidagidek,
bo‘sh to‘plamni ham hajmi nolga teng ko‘pyoqli jism deb hisoblasak,
bu tushuntirish talab qilinmaydi.

Ta’rif. B to‘plamning yuqori hajmi |B|* deb B ga tashqi chizil-
gan Q ko‘pyoqli jismlar hajmlarining aniq quyt chegarasiga aytamiz:

BI* = inf |Q|.
| B (gBIQI

Ta’rvif. Agar B to‘plamning quyi hajmi uning yugori hajmiga
teng bo‘lsa, bu to‘plam kublanuvchi deyiladi. Bunda

|Bl = |Blx = |B["

son kublanuvchi B to‘plamning hajmi deb ataladsi.
Kublanuvchi to‘plam ta'rifidan bevosita navbatdagi tasdiq (ya'ni
7.3.1 - teorema) kelib chiqadi:
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B to‘plammning kublanuvchi bo lishi uchun istalgan £ > 0 olganda
ham unga ichki va tashqgt chizilgan shunday mos rovishda P va Q)
ko ‘pyoqli jismlar topilib, quyidagi

QI — [P < ¢

shartning bajarilishi zarur va yetarlidir.

Bundan, xuddi kvadratlanuvchi shakllar holidagidek, navbatda-
gi jumlaga ega bo‘lamiz: £ C R? to‘plamning kublanuvchi bolishi
wchun uni OF chegarasi hajmining nolga teng bo lishi zarur va yetar-
lidir.

Uch oflchovli to‘plam hajmi ham xuddi yassi shakl yuzi singari
xossalarga ega. Biz R? fazosini chiziqli almashtirish bilan bog‘liq
bo‘lgan xossanigina keltiramiz.

13.7.1 - tasdiq. A : R® — R? chizigli almashtirish kublanuvchi
E to‘plamni hajmi

IAE| = |E|-|det A

ga teng bo‘lgan AL kublanuvchi to‘plamga akslantiradi; bu yerda A
orqali A chiziglt almashitirish matritsasi belgilangan.

2. Uch karrali Riman integralining ta’rifi.

Faraz qilaylik, £ C R? kublanuvchi to‘plam bo‘lsin. Bu to‘plam-
ning P = {Ex}}_, bo‘linishi deb quyidagi uch shartni:

1) har bir Ey to‘plam kublanuvchi bo‘lsin;

2) Ey to‘plamlar o‘zaro kesishmasin;

3) Eyx to‘plamlarning birlashmasi E to‘plamga teng bo‘lsin;
ganoatlantiruvchi qismiy to‘plamlarining chekli sondagi oilasiga ayta-
miz.

Fy. to‘plamining diametri deb

d(Ek) =  sup  |w—y|
rely, yeky
ko‘rinishdagi musbat songa aytiladi.
d(Ey) sonlarning eng kattasiga P bo‘linishning d(P) diametri
deymiz.
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Faraz qilaylik, I da aniglangan va haqiqiy giymat qabul giluvchi
ixtiyoriy f : IY' — R funksiya berilgan bo‘lsin. Istalgan ravishda
& € By nugtalarni tanlab,

P(f &) = D J(&) - 1Bkl - (13.7.4)
k=1

integral yiginding tuzamiz.

Ta’rvif. Ixtiyoriy £ > 0 son olganda ham shunday 6 > 0 son
topilsaki, diametri d(P) < 0 shartni qanoatlantiruvchi har qanday
P = {E} bo‘linish uchun, & € Ex nugtalarning qanday tanlanishi-
dan qat’ty nozar, biror I soni bilan quyidag:

lop(fi{&ey) — 1 < ¢

baho o‘rinli bo‘lsa, I soniga (15.7.4) integral yig‘indilarning d(P) —
0 dagi limiti deyiladi.

Ta’rvif. Agar [ funksiyani (13.7.4) integral yigindilarining
d(P) — 0 da limiti mavjud bo‘lsa, bu funksiya E da Riman bo‘yicha
integrallanuvchi deb ataladi. Bu limit [ funksiyaning E bo‘yicha uch
karrali Riman integrali deyiladi va

- // f(x1, 29, x3) dridradrs
E

ko‘rinishda belgilanadsi.
Bu belgilash bilan bir gatorda matematik adabiyotlarda yana

- [ f@ds
E

belgilash ham ishlatiladi, bunda integralning uch karrali ekani £
to‘plamning uch o‘lchovli kublanuvchi jism ekanidan bilinadi.
Bunda f funksiya integral ostidagi funksiya va kublanuvchi E
jism esa, integrallash sohasi deb ataladi.
3. Darbu nazariyasi. Uch karrali Riman integralining mavjud-
ligini samarali aniglash magsadida Darbu nazariyasi quriladi.
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Darbu nazariyasini qurishda avval berilgan funksiya kublanuvchi
to‘plamlar xarakteristik funksiyalarining chiziqli kombinatsiyasidan
iborat sodda funksiya bo‘lgan hol garaladi. Boshgacha aytganda,
agar w(x, M) ixtiyoriy M C E to‘plamning (13.2.2) tenglik bilan
aniglangan xarakteristik funksiyasi bo‘lsa, berilgan funksiyamiz

fx) = ) ewola, By)
k=1

ko‘rinishda bo‘lsin, deb faraz qilinadi. Bunday funksiya uchun Ri-
man integrali (13.3.1) kabi aniqlanadi.

So‘ngra kublanuvchi £ C R? to‘plamda ixtiyoriy chegaralangan
[+ E — R funksiyani qaraymiz. Istalgan P = {£}}7?_; bo'linish
uchun

my = inf f(z), My = sup f(x)
€ Fy, el

belgilash kirirtib, mos ravishda Darbuning quyi funksiyasi va Darbu-
ning yuqori funksiyasi deb ataluvchi, quyidagi ikki sodda funksiyani
aniglaymiz:

Mz, P) = z”: my w(z, Fi)
k=1

va

H(x,P) = z”: My w(x, E).
k=1

Ravshanki, istalgan P bho‘linish uchun quyidagi
Ma,P) < f(z) < H(x, P)

baho o‘rinli.
Endi, xuddi ikki o‘lchovli holdagidek, mos ravishda Darbuning
quyi va yuqori yig‘indilarini kiritamiz:

s(,P) = > mi-|El, S(L,P) = > M- |El.
k=1 k=1
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Bevosita sodda funksiyalarning ta’rifidan ((13.3.1) ga qarang)
Darbuning quyi funksiyasidan olingan integral Darbuning quyi yi-
g‘indisiga va Darbuning yuqori funksiyasidan olingan integral esa,
Darbuning yuqori yig‘indisiga tengligi kelib chigadi.

Darbuning quyi integrali

I(f) = sup s(f, P)
P

kabi, yuqori integrali esa,

I(7) = inf S(/,P)

kabi aniglanadi.
Darbuning quyi va yuqori yig‘indilari xossalaridan

1)) < I())

munosabat kelib chigadi. Bu baho, xususan, quyi va yuqori integral-
lar to‘g‘ri nomlanganini ko‘rsatadi.
Agar

I(f) = 100

tenglik bajarilsa, f funksiyani Darbu ma’'nosida integrallanuvchi
deymiz.

Navbatdagi Darbuning asosiy lemmasi o‘rinli:

Faraz gilaylik, kublanuvchi E to‘plamda chegaralangan [ funksiya
berilgan bo lsin. U holda, Darbu yuqort yig‘indilorining limiti Darbu-
ning yuqori integraliga va Darbuning quyi yig ‘indilarining limiti Dar-
buning quyi integraliga teng bo‘ladi.

Bundan so‘ng chegaralangan funksiyoning Darbu ma’nosida integ-
rallanuwvchi bo‘lisht uchun uning Riman bo‘yicha integrallanuvchi
bo‘lisht zarur va yetarli ekani isbotlanadi.

Bevosita Darbu nazariyasidan quyidagi Riman bo‘yicha integral-
lanish kriteriysi kelib chiqadi:
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berilgan f funkstyaning kublanuvchi E to‘plamda Riman bo‘yicha
integrallanuvchi bo lishi uchun, istalgan € > 0 olganda ham E to‘pla-
mining shunday {I,}7_, bo‘linishi topilib, quyidagi

n
> w(f,EW)E < e
k=1

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarlidir, bu yerda w(f, Eg) orqali
[ funksiyaning Ey qismiy to‘plamdagi tebranishi belgilangan.

Yuqorida keltirilgan barcha tasdiglar isboti ikki o‘zgaruvchili
holdan farq qgilmaydi.

4. Uch karrali integral xossalari. Uch karrali integral ham
xuddi ikki karrali integral kabi xossalarga ega. Bu xossalardan eng
asosiylarini navbatdagi uchta tasdigda keltiramiz.

13.7.2 - tasdiq (integralning chiziqliligi). Agar f va g funk-
styalar kublanuvchi E to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa, har qanday
A wva o hagiqiy sonlar uchun Af + pg funksiya ham integrallanuvchi
bo‘lib,

/ AF() T pg(@)] dz — A / f@)de + p / g@)de  (13.75)

E E E

tenglik bajarilads.

13.7.3 - tasdiq (integralning additivligi haqida). Faraz qi-
laylik, E1 va Esy kublanuvchi to‘plamlar bo‘lib, E1 N Ey = @ bo‘lsin.
Bundan tashqgari, [ funksiye I = FEqy U Ey to‘plamda aniglangan va
chegaralangan bo‘lsin.

i) Agar f funksiya E1 va Fa to‘plamlarda integrallanuvchi bo‘lsa,
w F da ham integrallanuvchi bo‘lib,

flxyde = | f(x)de + [ f(z)de (13.7.6)
1o [ ]

tenglik bajariladi.
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it) Agar f funksiya E da integrallanuvchi bo‘lsa, v ham Ei da,
ham Es da integrallanuvchi bo‘lib, (13.7.6) tenglik bajariladi.

13.7.4 - tasdiq (integralning monotonligi haqida). Agar f
va g funksiyalar kublanuvchi E to‘plamda integrallanuvchi bolib, E
da f(x) < g(x) baho o‘rinli bo‘lsa, u holda

/f(x) de < /g(x) dx (13.7.7)
E

E

tengsizlik bajarilads.

Bu tasdiglarning to‘g'riligi xuddi ikki o‘zgaruvchili holdagidek
ishotlanadi. Bunda isbot ikki o‘zgaruvchili holdagi isbotni deyarli
so‘zma-so‘z qaytarishdan iborat bo‘ladi. Bu fikrimizning tasdiqi sifa-
tida uch karrali integrallarni kam o‘lchovli takroriy integrallarga
keltirish hagidagi tasdigni isboti bilan keltiramiz.

13.7.1 - teorema. Faraz qilaylik, f funksiya Q = la1,b1] x
[az, ba] X [as, bs] parallelepipedda integrallanuvchi bolib, |as, bs] kesma-
ning istalgon rs nugtast uchun

b1 by

I(iEg) = //f(LEl,iEQ,LEg)dLEldiEQ (13.7.8)

ai a9

tkki korralt integral mavjud bo‘lsin.
U holda I(x3) funksiya [as,bs] kesmada integrallanuvchi bo‘lib,

b3

/f(x) doe = /I(xs) dus (13.7.9)
Q

a3

tenglik bajarilads.

Isbot. Agar istalgan (yopiq yoki ochiq) regulyar @y C P paral-
lelepipedning xarakteristik funksiyasini olsak, (13.7.9) tenglikning
chap va o‘ng tomonini to‘g‘ridan-to‘g‘ri hisoblash yordamida, bu
tenglikni o‘rinli ekanini ko‘rsatish mumkin. Aniqrogi, tenglikning
ikki tomoni ham ()¢ ning hajmiga, ya'ni || ga teng.
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Bundan chiqdi, isbotlanayotgan tenglik bunday funksiyalarning
istalgan chekli sondagi chiziqli kombinatsiyasi uchun ham o‘rinli
bo‘ladi.

Endi berilgan ¢} parallelepipedning, koordinatalar o‘qlariga per-
pendikulyar tekisliklar yordamida @y parallelepipedlarga bo‘lish nati-
jasida hosil bo‘lgan, P bo‘linishni qaraymiz. U holda, (13.7.9) for-
mula P bo‘linishga mos keluvchi Darbuning quyi h(x, P) va yuqori
H(x, P) funksiyalari uchun o‘rinli bo‘ladi.

Quyidagi

b1 by

pas) = //h(mlam%m?np)dmldw%

a1 a3z

b1 bo

P(rs) = //H($17$27$37P)d$1d$2

ai a9

belgilashlarni kiritaylik.
Ravshanki,

h(z, P) < f(x)

IA

H(x, P),

bundan chiqdi,

IA

wlrs) < I(x3) W(xs) . (13.7.10)

Yuqoridagi mulohazalarga ko‘ra, ¢ va v funksiyalar [ag, b3 kes-
mada integrallanuvchi bo‘lib, ulardan olingan integrallar mos ravish-
da Darbuning quyi va yuqori yig‘indilariga teng:

b3

b3
/gp(mg)dwg = s(f, P), /1/1(:103) des = S(f,P). (13.7.11)

as

Berilgan f funksiya integrallanuvchi bo‘lgani sababli, (13.7.11)
ga ko‘ra, ixtiyoriy £ > 0 olganda ham berilgan parallelepipedning
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yugorida aniqlangan shunday P bo‘linishini topish mumkinki, bun-
da

b3

/ W) — p(as)des — S(LP)—s(f.P) < = (13712)

as

baho o‘rinli bo‘ladi.

U holda, 13.3.4 - teoremadan [(x3) funksiyaning |as, b3] kesma-
da integrallanuvchi ekani kelib chigadi. Shunday ekan, (13.7.10)
tengsizlikni integrallab, (13.7.11) ga ko‘ra, quyidagi

b3

S/ P) < / Iws)dzs < S(f,P)

a3

go‘sh tengsizlikni olamiz.
Bundan, Darbuning quyi /( f) va yuqori I(f) integrallari ta’rifini
hisobga olib,

b3
S P) < () < / I(xs)des < T(f) < S(f.P)

bahoga ega bo‘lamiz.

(13.7.12) bahoga asosan, bu tengsizliklarning chetki hadlari bir-
biridan ¢ dan kichik songa farq qiladi. Bundan chiqdi, ¢ ixtiyoriyligi-
ga ko'‘ra,

b3
1) - /I(:Eg) des — T(P).
as
Demak, talab gilingan (13.7.9) tenglik bajarilar ekan.ll
1 - eslatma. (13.7.8) va (13.7.9) tengliklar, odatda, quyidagi

b3
/// f(:El,iEQ,LEg) d:EldiEQdiEg - /d£E3 //f(LEl,LEQ,LEg) ClLElClLEQ
Q a3 P

(13.7.13)



13-bob. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyani integrallash 217

ko‘rinishda yoziladi, bu yerda P = [a1, b1] X [ag, ba].
2 - eslatma. 13.5.1 - va, 13.7.1 - teoremalarni birgalikda qo‘llasak,

b1 bo b3
/// f(LEl,iEQ,LEg) dLEldiEQdiEg = /d£E1 /diEg/f(iEl,LEQ,LEg) d£E3
Q al ag as

(13.7.14)
tenglikni olamiz.

Integrallash sohasi parallelepipeddan murakkabroq ko‘rinishga
ega bo‘lganda ham uch karrali integralni takroriy integrallarga kelti-
rish mumkin.

Faraz qilaylik, £ C R? kublanuvchi to‘plam bo‘lib, Oz o‘qiga
proeksiyasi [a, b] kesmadan iborat bo‘lsin, bu yerda a < b. Bundan
tashqari, S(t) berilgan E to‘plamini z = ¢ (a <t < b) tekislik bilan
kesimining Oxy tekislikka proeksiyasi bo‘lib, ya’ni

Sty = {(x,y) €R? : (2,9,1) € E} (13.7.15)

bo‘lib, [a, b] kesmadan olingan har bir ¢ uchun S(t) to‘plam kvadrat-
lanuvchi bo‘lsin.

13.7.2 - teorema. Fuaraz qilaylik, [ funksiya E to‘plamda integ-
rallanuvchi bo‘lib, istalgan z € |a, b] uchun

I(z) = /f(:v,y,z)dwdy (13.7.16)
S(z)

integral mavjud bo‘lsin.
U holda 1(z) funksiya |a,b] kesmada integrallanuvchi bo‘ladi va
quyidagt

/E//f(zv,y,Z) dedydz = jdz!!f(w,y,z)dwdy (13.7.17)

tenglik bajarilads.
Isbot. P simvoli bilan quyidagi

P = [al,bl] X [ag,bg]
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to‘gri to‘rthurchakni belgilab, uni shunday tanlaylikki, ¥ to‘plam
Q@ = P x |a,b] parallelepipedning ichida yotsin.

Bunda, ravshanki, har bir z € [a,b] uchun S(z) C P munosabat
o‘rinli bo‘ladi.

Berilgan f funksiyani butun () parallelepipedga, I dan tashqari-
da nolga teng qilib, davom ettiramiz va davom ettirilgan funksiyani
yana f bilan belgilaymiz. Bunday aniqlangan f funksiya /v da teore-
ma shartiga ko‘ra integrallanuvchi va uning @ \ E to‘ldiruvchisida
esa, nolga teng bo‘lgani uchun integrallanuvchi bo‘ladi. Bundan
chiqdi, integralning additivligiga ko‘ra (13.7.4.i - tasdiqqa garang),
f funksiya ¢ da integrallanuvchi bo‘lib,

/Q//f(w,y,Z) drdydz = /E//f(:v,y,z) dedydz  (13.7.18)

tenglik bajariladi.

Xuddi yuqoridagidek mulohazalar yordamida har bir tayinlan-
gan z € |a, b] uchun f(x,y, z) funksiya (z, y) o‘zgaruvchilar bo‘yicha
nafaqat S(z) to‘plamda, balki P to‘g‘ri to‘rtburchakda ham integralla-
nuvchi bo‘lib,

//f(w,y,z)dwdy = //f(w,y,z)dwdy (13.7.19)
P 5(2)

tenglikning bajarilishini ko‘rsatish mumkin.

Endi (13.7.18) va (13.7.19) integrallar giymatlarini (13.7.13) for-
mulaga qo‘ysak, talab qilingan (13.7.17) tenglikni olamiz.l

Eslatma. (13.7.17) tenglikdan Kavaleri prinsipi kelib chigadi:
agar Ey va Es kublanuvchi jismlarning S1(z) va Sa(z2) kesimlari
yuzi bir xil bo‘lsa, ya’ni |S1(z)| = |S2(2)| bo‘lsa, u holda bu jismlar
hajmi ham teng bo‘ladi: |E1| = | Ea|.

13.7.1 - misol. Agar R > 0 va h > R bo‘lsa, uch karrali

Ir(h) = / . dm;lydz — (13.7.20)
224y +22<R? Vet byt =)
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integral hisoblansin.
Agar

S(z) = {(w,y) eR® : 2?4 y* <R* -2}, —R<z<R,

desak, 13.7.2 - teoremaga ko‘ra,

/dz// \/:E2+Zmiyz—h)2'

Ichki integralni hisoblash uchun (13.6.21) qutb koordinatalar sis-
temasini kiritamiz. Natijada

RZ_.2

// dx dy _ 9r / pdp _
Vi L y? (2 —h)? ) p?+ (2 — h)?

27T\/p+T‘pm 2n (VRE=2:h+ 12 —h+ 2)

tenglikka ega bo‘lamiz.
Demak,

1
Ir(h) = 27r/<\/R2—2zh+h2 —h+z) dz =
“1

z=R
4 1
— R —

1 22
_ 2 23/2 z° _ .
7r< 3h(R 2zh + h7) hz + 5 LT3 N

r—

Eslatma. Butun olam tortishish qonuniga ko‘ra, (13.7.20) integ-
ral radiusi R ga va zichligi 1 ga teng bo‘lgan shar hosil gilgan
gravitatsiya maydonining potensialiga teng. Bunda potensial shar
markazidan h ga teng uzoglikda yotgan nuqtada hisoblanayapti.
Yuqorida keltirilgan hisoblashlar ko‘rsatishicha, bu potensial, beril-
gan shar massasiga teng massali moddiy nuqta hosil gilgan gravitat-
siya potensialiga teng bo‘lar ekan.
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5. Uch karrali integralda o‘zgaruvchilarni almashtirish.

Faraz qilaylik, kublanuvchi @ C R? soha va bu sohada & =
w(y) silliq vektor-funksiya bilan aniglangan homeomorf akslantirish
berilgan bo‘lsin. Odatdagidek, agar har bir ¢;(y) funksiya uzluksiz
differensiallanuvchi bo‘lsa, biz ¢ = (@1, 2, @s) vektor-funksiyani
sillig deymiz.

Eslatib o‘tamiz, x = ¢(y) vektor-funksiyaning Yakobi determi-
nanti yoki yakobiani deb quyidagi

dp1 Op1 Opr

Oy Oya  Oys
D
(21, 29,23) det doly) det Opa  Opa Oy
D(y1,y2,93) dy oyr Oy Oys
Ops  Op3 O3
Oy Oy2  Oys
(13.7.21)

determinantga aytgan edik.

Bu formulaning chap tomonida yakobianning belgilashda ishlati-
layotgan simvol yakobianni (y1,y2, y3) nuqtani (21,2, x3) nuqtaga
o‘tkazuvchi akslantirish bilan bogliq ekaniga urg‘u berayapti.

Akslantirish silliq bo‘lgani uchun, u ¢ nugtaning yetarlicha kichik
atrofida chiziqli akslantirishdan kam farq qiladi va bundan tashqari,
bunday akslantirishda uzayish koeffitsienti y nuqtadagi yakobian
absolyut giymatiga teng bo‘ladi. Bunga mos ravishda kublanuvchi
sohaning hajmi va demak, bu soha bo‘yicha olingan integral ham
o‘zgaradi.

Navbatdagi tasdiq ikki karrali integrallar uchun ishotlangan 13.6.2
- teoremaning uch o‘lchovli holidir.

13.7.3 - teorema (uch karrali integralda o‘zgaruvchilarni
almashtirish haqida). Faraz gilaylik, uzluksiz diffrensiallanuvchi
@ : Q — G akslantirish kublanuvchi & sohani kublanuvchi G sohaga
homeomorf o‘tkazsin.

Agar (13.7.21) yakobian Q da chegaralangan bo‘lsa, u holda G
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da integrallanuvchi har qanday [ funksiya uchun

!f(w) dr = Q/f[go(y)]~‘det ag—(yy)‘ dy (13.7.22)

tenglik o‘rinli bo‘lib, bunda o‘ng tomondagi integral mavjuddir.
Isbot 13.7.1 - tasdiqqa asoslangan bo‘lib, xuddi 13.6.2 - teorema
isboti singari olib boriladi.

6. Egri chiziqli koordinatalar.

1%, Faraz qilaylik, © C R? soha o‘zaro bir gqiymatli ravishda G C
R? sohaga akslantirilsin. €2 soha nuqtalari koordinatalarini (¢, 7, ¢)
orqali, GG soha nuqgtalari kordinatalarini esa, (x,y, z) orqali belgilay-
lik. Bu akslantirish sillq bo‘lib,

r = 90(57777 C)v
y = ¥ n0),
£ = X(fﬂ%()

ko‘rinishga ega bo‘lsin va bundan tashqari, mos yakobian noldan
fargli bo‘lsin:

D(x,y,2) _ D(p,¥,x) 40

D(&n,¢Q) — D(En,Q)

Bunda € sohasining {£ = const} ko‘rinishdagi koordinata tekis-
liklari G sohada joylashgan va koordinata sirtlari deb ataluvchi gqan-
daydir to‘plamlarga akslanadi. Xuddi shu kabi, {n = const} va {¢ =
const} ko‘rinishdagi tekisliklar ham, koordinata sirtlari deb atalu-
vchi qandaydir to‘plamlarga akslanadi. Akslantirish o‘zaro bir qiy-
matli bo‘lgani tufayli, G sohasining har bhir nugtasi orqali bittadan
birinchi, bittadan ikkinchi hamda bittadan uchinchi ko‘rinishdagi
koordinata sirtlari o‘tadi.

Shunday qilib, G sohasining (x,y,z) koordinatali har bir nug-
tasi, shu nuqtaning egri chiziqli koordinatalari deb ataluvchi uchta
(&,m,¢) son orqali o‘zaro bir qiymatli aniglanar ekan.
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29, Markazi Dekart koordinatalari boshida bo‘lgan, (r, 0, ) sferik
koordinatalarni kiritamiz. Buning uchun

x = rsinf cosyp,
= rsind siny, (13.7.23)
z = rcos#,

deb belgilaylik.
Bunda r o‘zgaruvchi 0 < r < oo yarim to‘g'ri chiziqda o‘zgaradi,
(6, ) burchak o‘zgaruvchilarining o‘zgarish sohasi esa,

2 = {(6,p) €eR? : 0<O<m 0<p<2r}  (13.7.24)

to‘g‘ri to‘rtburchakdan iborat.

Agar ¢ > 0 bo‘lsa, {r = ¢} koordinata sirti radiusi ¢ bo‘lgan
sferadan iborat bo‘lib, ¢ = 0 bo‘lganda bu sirt nuqtaga aylanadi.

{6 = ¢} koordinata sirti 0 < ¢ < 7 bo‘lganda doiraviy to‘g‘ri
konusning sirti bilan, ¢ = 0 bo‘lganda z o‘qining musbat nuri bilan
va ¢ = 7 bo‘lganda esa, z o‘qining manfiy nuri bilan ustma-ust
tushadi.

Nihoyat, {¢ = ¢} koordinata sirti 0 < ¢ < 27 shartni qanoatlan-
tiruvchi barcha ¢ larda chegarasi Oz o‘qi bo‘lgan yarim tekislikdan
iborat.

(13.7.23) almashtirishning Yakobi matritsasi

sinfcosyw rcostcosywy —rsinfsing
A = || sinfsiny rcosfsing  rsinfcosyp

cos — rsind 0

ko‘rinishga ega.
Shunday ekan, (13.7.23) almashtirishning yakobiani uchun quyi-
dagi

— detA = r?sin@ (13.7.25)
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tenglik o‘rinli.

Sferik koordinatalar sistemasi €2 integrallash sohasi o‘zining biror
nuqtasiga nisbatan yulduzli bo‘lgan hollarda aynigsa samarali qo‘lla-
niladi.

Eslatib o‘tamiz, agar A € € nuqta bilan ixtiyoriy B € 92 nug-
tani tutashtiruvchi [A B] kesmaning barcha ichki nuqtalari €2 sohada
yotsa, () sohani A nuqtaga nisbatan yulduzli degan edik.

Masalan, ixtiyoriy qavariq soha o‘zining har ganday nuqtasiga
nishatan yulduzli bo‘ladi.

Aytaylik, G soha o‘zining biror nugtasiga nishatan yulduzli bo‘lsin.
Markazi shu nuqtada bo‘lgan sferik koordinatalarini kiritamiz. Bu
koordinatalarda (' sohaning chegarasini (6, ) € %? da aniqlangan
biror R(0, ) funksiya yordamida ushbu

oG = {(w,y,2) : 7= R(0,9), (0,9)ex?} (13.7.26)

ko‘rinishda yozish mumkin.

Faraz qilaylik, (r, 0, ¢) sferik o‘zgaruvchilarning o‘zgarish sohasi
Q0 C R™ to‘plam bo‘lib, bu to‘plam (13.7.23) funksiyalar sistemasi
yordamida G C R"™ sohaga homeomorf akslantirilsin. Agar f(x,y, z)
funksiya G sohada aniglangan bo‘lsa, f funksiya va (13.7.23) almash-
tirishning kompozitsiyasi ! da aniglangan funksiya bo‘ladi. Biz bu
funksiyani f(r, 0, ¢) simvoli orqali belgilaymiz.

Agar R(0, ) funksiya uzluksiz bo‘lsa,

Q = {(r0,0) €R® : 0<r<RO,p), (0,0) € ¥}, (13.7.27)

soha (r, 8, ) o‘zgaruvchilar fazosida kublanuvchi bo‘ladi.
(13.7.25) va 13.7.3 - teoremadan navbatdagi tasdiq kelib chigadi.
13.7.5 - tasdiq. Faraz qilaylik, (13.7.27) soha (13.7.23) funksi-
yalar sistemasi yordamida (13.7.26) ko ‘rinishdagi chegaraga ega kub-
lanuvchi G C R™ sohaga akslansin. Agar f(x,y,z) funksiya G so-
hada integrallanuvchi bo‘lsa, u holda f(r,0,¢) funksiya Q0 sohada
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integrollanuvchi bo ‘lib,

2w ™ R(0,)
/f(w,y,z) dedydz = /dgp/sin&d& / f(r,0,0)r?dr
G 0 0 0
(13.7.27)
tenglik bajariladi.
Eslatma. Agar Gy berilgan G sohasining quyidagi
P = {ar<p<ay, p1<0< B}
fazoviy burchak ichidagi qismi bo‘lsa, u holda
a3 B2 R(&@)
/f(w,y,z) dedydz = /dgp/sin&d& / f(r,0,0)r*dr
Go o1 B1 0
(13.7.28)

tenglik o‘rinli.
13.7.2 - misol. Ushhu

Br = {(z,y,2) €R® : 2?4 y? + 22 < R?*}

shar hajmi topilsin.

Ma’lumki, bu sharning {0 < ¢ < 7/2, 0 < 6 < 7/2} ko‘rinish-
dagi birinchi oktantada joylashgan gismining hajmini topish yetarli.
U holda, (13.7.28) formulaga ko‘ra,

w/2 w/2 R R3 \
|Br| = S/dgo/sinedﬁ/err _ g o3
2 3 3
0 0 0

3Y. Ko‘pincha uch o‘lchovli matematik masalalarni yechishda
silindrik koordinatalar sistemasidan foydalaniladi. Bu shunday koor-
dinatalar sistemasiki, bunda («, y, z) Dekart koordinatalarining birin-
chi ikkitasini, ya’'ni (x,y) ni (p, ) qutb koordinatalariga o‘zgartirib,



13-bob. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyani integrallash 225

z koordinatasini esa, o‘zgartirmay qoldiramiz. (p, ¢, ) silindrik koor-
dinatalar sistemasiga o‘tish formulasi, odatda, quyidagicha yoziladi:

= peosy,
= psing, (13.7.29)

z = Z.

Bunda p o‘zgaruvchi 0 < p < oo yarim to‘g'ri chizigda, ¢
burchak o‘zgaruvchisi 0 < ¢ < 27 yarim intervalda va nihoyat z
o‘zgaruvchi R sonlar o‘qida o‘zgaradi.

{p = ¢} koordinata sirti ¢ > 0 bo‘lganda, o‘qi Oz koordinatalar
o‘gidan iborat to‘g‘ri doiraviy silindr sirti bilan, ¢ = 0 bo‘lganda
esa, Oz o‘qining o‘zi bilan ustma-ust tushadi.

{¢ = ¢} koordinata sirti 0 < ¢ < 27 shartni qanoatlantiruv-
chi barcha ¢ larda, chegarasi Oz o‘qidan iborat yarim tekislik bi-
lan, {z = ¢} koordinata sirti esa, Oz o‘qiga ortogonal tekislik bilan
ustma-ust tushadi.

(13.7.29) almashtirishning Yakobi matritsasi

cospy —psing 0
J = || sing pcosy O

0 0 1

ko‘rinishga ega bo‘lib, uning determinanti, ya’ni (13.7.29) almashti-
rishning yakobiani oson hisoblanadi:

D(x,y,z)

D(p, ¢, z)

13.7.3 - misol. Agar GG soha

G = {(z,y,2) : 0<p< R, —h/2<z<h/2}

= detJ = p. (13.7.30)

silindrdan iborat bo‘lsa,

I = /(:102 + 22) da dy dz (13.7.31)
G
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integral hisoblansin.
Silindrik koordinatalar sistemasiga o‘tib,

27T h/2
/dgp/ /pcosgoJrz)pdelJrIg
—h/2 0

tenglikka ega bo‘lamiz.
Oson hisoblashlar yordamida

27 h/2 R
R4
I = /cos2g0dg0/dz/p3dp7r~h~j
0 —hj2 0
va
27 h/2 R h3 R2
f— 2 f—  — —
Ig/dgo/zdz/pdp27r12 5
0 —h/2 0

tengliklarni olamiz.
Demak,

Eslatma. (13.7.31) integral zichligi 1 ga teng bo‘lgan bir jinsli
silindrning Oy o‘giga nisbatan inersiya momentiga teng. E’tibor
bering, Oy o‘qi silindr massasi markazidan uning simmetriya o‘qiga
perpendikulyar bo‘lib o‘tadi. Ravshanki, bunday silindr massasi u-
ning hajmiga teng, ya’ni

m = wR2h.
Demak, 13.7.3 - misolda topilgan inersiya momentini quyidagi

mR?  mh?

I = =
VT

ko‘rinishda yozish mumkin.
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13.8-§. n o‘zgaruvchili funksiyalarni integrallash

1. n o‘lchovli hajm ta’rifi.

n > 3 bo‘lganda n o‘zgaruvchili funksiya ham xuddi ikki va
uch o‘zgaruvchili funksiya singari integrallanadi. Chunonchi, avval
R™ fazosining istalgan to‘plami uchun munosib ravishda o‘lcham
tushunchasini kiritib, uni n o‘lchovli hajm deb nomlanadi va ha-
jmga ega to‘plamni kublanuvchi deb ataladi. So‘ngra qaralayot-
gan funksiyaning aniglanish sohasini mayda kublanuvchi gismiy so-
halarga bo‘lib, integral yig‘indi tuziladi. Agar kublanuvchi qismiy
sohalarni cheksiz maydalashtirilganda integral yig‘indilarining limi-
ti mavjud bo‘lsa, u holda funksiya integrallanuvchi deb €’lon gilinadi
va bu limit berilgan funksiyvadan olingan integral deb ataladi.

n o‘lchovli hajm ta’rifi uch o‘lchovli to‘g‘ri burchakli parallelepi-
ped hajmining tabiiy ta’rifiga, ya’ni parallelepiped tomonlarining
uzunliklarini a, b, ¢ desak, V = abc formulaga asoslangan.

n o‘lchovli regulyar parallelepiped deb

P ={2xeR" :a;<z;<b;, j=12,...,n}

ko‘rinishda aniglangan P C R" to‘plamga aytamiz, bu yerda a; va b;
haqiqiy sonlar a; < b; shartni qanoatlantiradi. P parallelepipedning
hajmi
n
1P| = [J®;—a)) = (b1 —ar)(bz—az) - (bn — an)
j=1
formula bilan aniglanadi.
Chekli sondagi Pj regulyar parallelepipedlarning birlashmasini,
ya'ni
F =P UbPU---UP,
to‘plamni ko‘pyoqli jism deb ataymiz. Bunda, regulyar parallelepiped-
larning istalgan ikkitasi fagat umumiy chegarasi bo‘ylab kesishadi
deb hisoblab, ko‘pyoqli jism hajmi |F| deb

m
[F| = Y|Pl = [P+ |Pol + ..+ | P
k=1
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musbat songa aytamiz.

Bunday aniglangan hajm ko‘pyoqli jismni regulyar parallelepiped-
larga qanday bo‘linishiga bog‘liq emasligini ko‘rish qiyin emas. Bo‘sh
to‘plamni ham hajmi nolga teng bo‘lgan ko‘pyoqli jism deb hisoblash-
ga kelishib olamiz.

Faraz qgilaylik, R™ fazosining chegaralangan £ to‘plami berilgan
bo‘lsin.

E to‘plamining n o‘lchovli quyi hajmi |E|. deb E da joylash-
gan P ko'pyoqli jismlar hajmining aniq yuqori chegarasiga aytamiz,
ya'ni

|Ely = sup |P).
PCE

F to‘plamining n o‘lchovli yuqori hajmi | F|* deb F ni o‘z ichiga
oluvchi ) ko‘pyoqli jismlar hajmining aniq quyi chegarsiga aytamiz,
ya'ni

|El* = inf |E|.
QDK

Agar F to‘plamning quyi hajmi yuqori hajmi bilan ustma-ust

tushsa, bu to‘plamni kublanuvchi deymiz. Bunda

Bl = [Bl« = |B["

songa kublanuvchi F to‘plamning hajmi deyiladi.

Bevosita kublanuvchi to‘plam ta’rifidan navbatdagi tasdiq kelib
chigadi:

E C R to‘plamning kublonuvchi bo‘lishi uchun tstalgan £ > 0
olganda ham shunday E da joylashgan ko‘pyoqli P jism va E ni 0z
tchiga oluwchi ko‘pyoqli @ jism topilib, ular uchun

QI — [P < ¢

bahoning bajarilishi zarur va yetarlidir.

Xuddi ikki va uch o‘zgaruvchili holdagidek, bundan quyidagi
tasdiq kelib chigadi: £ C R” to‘plamning kublanuvchi bo lishi uchun
uning OF chegarasi hajmining nolga teng bo‘lishi zarur va yetarlidir.
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n o‘lchovli to‘plam hajmi ham xuddi uch olchovli hajm kabi
xossalarga ega. Biz R™ fazosini chizigli almashtirish bilan bog‘liq
xossanigina keltiramiz.

13.8.1 - tasdiq. A : R™® — R"” chizigli almashtirish kublanuvchi
E to‘plamni, n o‘lchovlt hajmi

IAE| = |E|-|det A

bo‘lgan kublanuvchi AL to‘plamga akslantiradi; bu yerda A simvol
bilan A chiziqli almashtirishning matritsasi belgilangan.

2. n karrali Riman integralining ta’rifi.

Faraz qilaylik, & C R™ kublanuvchi to‘plam bo‘lsin. Bu to‘plam-
ning P = {Ex};_, bo‘linishi deb quyidagi uch shartni:

1) har bir Ey to‘plam kublanuvchi bo‘lsin;

2) Ey to‘plamlar o‘zaro kesishmasin;

3) Ey to‘plamlarning birlashmasi E to‘plam bilan ustma-ust tush-
sy
ganoatlantiruvchi gismiy to‘plamlarning chekli sondagi oilasiga ayta-
miz.

FEy to‘plamining diametri deb

d(Ex) =  sup  |v—y|
x€Ey, yeEy

ko‘rinishdagi musbat songa aytiladi.

d(FE}) sonlarning eng kattasiga P bo‘linishning d(P) diametri
deymiz.

Faraz qilaylik, I da aniglangan va haqiqiy giymat qabul giluvchi
ixtiyoriy f : IY' — R funksiya berilgan bo‘lsin. Istalgan ravishda
&p € Ep nugtalarni tanlab, quyidagi

p(f, {&}) ngk |y - (13.8.1)

integral yiginding tuzamiz.
Ta’rvif. Ixtiyoriy £ > 0 son olganda ham shunday 6 > 0 son
topilsaki, diametri d(P) < 0 shartni qanoatlantiruvchi har qanday
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P = {Eg} bo‘linish uchun, & € Ex nugtalarning qanday tanlanishi-
dan qat’iy nazar, biror I soni bilan

lop(f, {&}) — 1| < €

baho o‘rinli bo‘lsa, w holda I soni (13.8.1) integral yig‘indilarning
d(P) — 0 dagi limiti deyiladi.

Ta’rvif. Agar [ funksiyani (13.8.1) integral yigindilarining
d(P) — 0 da limiti mavjud bo‘lsa, u holda bu funksiya E da Riman
bo‘yicha integrallanuvchi deb atalad:

Bu limit [ funksiyaning E bo‘yicha n karrali Riman integrali

deyiladi va
I = / f(z)de.
E
ko‘rinishda belgilanadsi.

[ funksiya integral ostidagi funksiya va kublanuvchi F jism esa,
integrallash sohasi deb ataladi.

n karrali integralning mavjudlik masalasi Darbu nazariyasi yor-
damida yechiladi. Bu nazariya xuddi ikki yoki uch o‘lchovli integral-
lar holidagidek quriladi.

3. n karrali Riman integrali xossalari.

Yuqorida kiritilgan 7 karrali Riman integrali xuddi ikki va
uch karrali integrallar singari xossalarga ega. Chunonchi, u integral
ostidagi funksiyaga chiziqli bog'‘liq va integrallanish sohasining addi-
tiv funksiyasidir.

13.8.2 - tasdiq (integralning chiziqliligi). Agar f va g funksi-
yalor kublanuvcht E C R™ to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa, har
qanday hagiqiy A va @ sonlar uchun \f+pg funksiya ham integralla-
nuvcht bo‘lib,

/ NF(2) + pgla)] dz — A / f@)de + p / g@)dr  (13.82)
E

E E

tenglik bajarilads.
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13.8.3 - tasdiq (integralning additivligi haqida). Faraz qi-
laylik, 1y C R™ va Ey C R™ kublanuvchi to‘plamlar bo‘lib, E1 N
Ey = @ bo‘lsin. Bundan tashqari, f funksiya E = E1UFy to‘plamda
aniqlangan va chegaralongan bo‘lsin.

i) Agar f funksiya E1 va Fy to‘plamlarda integrallanuvchi bo‘lsa,
w F da ham integrallanuvchi bo‘lib, ushbu

flxyde = | f(x)de + [ f(z)de (13.8.3)
1o [ ]

tenglik bajariladi.
it) Agar f funksiya E da integrallanuvchi bo‘lsa, v ham Ey da,
ham Es da integrallanuvchi bo‘lib, (15.8.3) tenglik bajariladi.
13.8.4 - tasdiq (integralning monotonligi haqida). Agar
[ va g funksiyalar kublanuvchi E C R™ to‘plamda integrallanuvchi
bo‘lib, E da f(x) < g(x) baho o‘rinli bo‘lsa, u holda

/f(iE) dr < /g(m) d (13.8.4)
E

E

tengsizlik bajarilads.

Bu tasdiglarning to‘g‘riligi xuddi ikki va uch o‘zgaruvchili holda-
gidek isbotlanadi.

n karrali integralni kamroq karrali integrallar yordamida hisob-
lash navbatdagi tasdiq yordamida amalga oshiriladi.

Ixtiyoriy @ = (21,22, ..., Xn) uchun ¥ = (21,22, ..., 2,—1) deymiz
va x = (Z,x,) deb belgilaymiz. Faraz gilaylik, £ C R” kublanuvchi
to‘plam bo‘lib, uning Oz, o‘qiga proeksiyasi [a, b] kesmadan iborat
bo‘lsin, bunda albatta, a < b.

Istalgan ¢ € [a, b] uchun

St) = {zeR™! . (T,t) e B}

deb belgilaymiz.
|a, b] kesmadan olingan har bir ¢ da S(¢) to‘plam (n—1) o‘lchovli
kublanuvchi to‘plam bo‘lsin, deb faraz gilamiz.
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13.8.5 - tasdiq. Faraz gilaylik, [ funksiya E to‘plamda integral-
lanuvchi bo‘lib, har bir t € [a,b] uchun

- / 13, 0) d7
S(t)
integral mavjud bo‘lsin.

U holda I(t) funksiya |a,b] kesmada integrallanuvchi bo‘lib,

/f /dt/f:vtd:v

tenglik bajarilads.

4. n karrali integralda o‘zgaruvchilarni almashtirish.

Faraz qilaylik, kublanuvchi 2 C R™ soha va bu sohada x = (y)
silliq vektor-funksiya bilan aniglangan ¢ : 2 — R™ homeomorf aks-
lantirish berilgan bo‘lsin. Odatdagidek, agar har bir ¢;(y) funksiya
uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lsa, biz ¢ = (1, Y2, ..., n) vektor-
funksiyani silliq deymiz.

Eslatib o‘tamiz, x = ¢(y) vektor-funksiyaning Yakobi determi-
nanti yoki yakobiani deb quyidagi

dp1 O dp1
dyi Oy Oy
D(xy, 22, ...;xy) et de(y) et Doy Do dpo
D(ylv Y2, ... yn) ay ayl ayQ ayn
agpn agpn agpn
oyr Oy Oyn

(13.8.5)

determinantga aytgan edik.

Akslantirish silliq bo‘lgani uchun, u ¢ nugtaning yetarlicha kichik
atrofida chiziqli akslantirishdan kam farq qiladi va bundan tashqari,
bunday akslantirishda uzayish koeffitsienti y nuqtadagi yakobian
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absolyut giymatiga teng bo‘ladi. Bunga mos ravishda kublanuvchi
jismning hajmi va demak, bu soha bo‘yicha olingan integral ham
o‘zgaradi.

13.8.6 - teorema (n karrali integralda o‘zgaruvchilarni
almashtirish haqida). Faraz gilaylik, uzluksiz diffrensiallanuvchi
@ Q = G akslantirish kublanuvchi @ C R™ sohant kublanuvchi
G C R™ sohaga homeomorf o‘tkazsin.

Agar (13.8.5) yakobian Q da chegaralangan bo‘lsa, u holda G da
integrallanuvchi har qanday [ funksiya uchun

! fayde = Q/ fle)]- \det a@—;y)\ dy (13.86)

tenglik o‘rinli bo‘lib, bunda o‘ng tomondagi integral mavjuddir.
Isbot R™ fazosini chiziqgli akslantirishda jismlar hajmini 13.8.1 -
tasdiqda keltirilgan hisoblash qoidasiga asoslanadi.

5. Sferik koordinatalar.
Markazi koordinatalar boshida bo‘lgan (r, ) sferik koordinata-
larni kiritamiz, bunda 6 = (6,6, ..., 0,—1). Buning uchun

r1 = rsinf; sinfy - -sinf,_1,
9 = rcosby sinfy ---sinf,_1,
r3 = rcosfysinfs ---sinf,_1,

(13.8.7)

Tp—1= 7 cOSOp_o sinb,_1,

Tn = T COSOp_1

bo‘lsin deymiz.
Bu almashtirishda r ning o‘zgarish sohasi 0 < r < oo yarim
to‘g‘ri chizigdan va @ burchak o‘zgaruvchilarining o‘zgarish sohasi

Pl — {geRY D 0<0 <27, 0< O <7, k=2,3,..,n—1}
(13.8.8)
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to‘plamdan iborat.

O
Endi 0,, = r deb, (13.8.7) almashtirish yakobianini, ya’ni o

00y,

9

j, k =1,2,...,n, matritsa determinantini hisoblaymiz.
Agar (13.8.7) tengliklarni differensiallasak, 1 < j <k <n—1
lar uchun
8xj
90y,
munosabatlar o‘rinli ekanini ko‘ramiz.
Demak, Yakobi matritsasining bosh diagonali va undan yuqorida
to oxirgi ustungacha yotgan elementlarini

ox; )
a—eizwj ctglp, 1<j<k<n—-1,
ko‘rinishda yozish mumkin.
Agar (13.8.7) tengliklarni k = (j — 1)-o‘zgaruvchi bo‘yicha diffe-
rensiallasak,
8xj
00;_1
tengliklarga kelamiz.
Bundan chiqdi, bosh diagonal tagidagi yon diagonal elimentlari
8xj
00;_1

=1 coslj_1sind;---cosl---sinf,_;

= —rsinf;_ysind;---sinf,—1, 2<j<n,

= =Ty tng_l, 2§j§n,

ko‘rinishga ega.

Ravshanki, Yakobi matritsasining k£ < j — 1 bo‘lgandagi (yani
qayd qgilingan yon diagonal tagidagi) barcha elementlari nolga teng,
ya'ni

8xj
—J_0, 1<k<j-—L1.
90y ==
Demak, Yakobi matritsasining birinchi n—1 ta ustun elementlari
0o agar k < j—1 bo'lsa,
&Ej ., .
0, )Y tgfj—1, agar k=j—1 bolsa,

xj ctglr , agar k> j—1 bo'lsa,
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ko‘rinishda bo‘lar ekan.
Nihoyat, belgilashimizga ko‘ra, oxirgi ustun elementlari uchun
(ya’ni k = n bo‘lganda)

tengliklar o‘rinli.
Shunday qilib, (13.8.7) almashtirishning Yakobi matritsasi uchun
quyidagi

rictghy  xpetghy ... wyctgl, g x1/r
—wotgfhy agctglhy ... woctgl,_ xa/r
O 0 —x3tgfhy ... x3ctgbh_ xs/r
‘ 901, : : : : :
0 0 cer Tp_1Ct80p_1 Xp_1/T
0 0 cor —Xptglh_q Tn /T
(13.8.9)

tenglikni olamiz.
Endi (13.8.9) matritsaning determinantini hisoblaymiz. Buning
uchun yordamchi (n x n) lik, elementlari

0o agar k < j—1 bo'lsa,

ajp = { —tg? 0j—1, agar k=j—1 bo'lsa,

1, agar k> j—1 bo'lsa,

ko‘rinishda bo‘lgan,
1 1 e 1 1
—tg2 0, 1 . 1 1
A, = 0 — tg2 Oy ... 1 1 (13.8.10)

0 0 s =820, 1

matritsani kiritamiz.
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13.8.1 - lemma. Quyidagi tenglik o‘rinli:

n—1

1
A, = . 13.8.11
det kchos2 7 (13.8.11)

Isbot. (13.8.10) matritsa determinantini hisoblash uchun uni
oxirgi satr bo'yicha yoyamiz. Bunda oxirgi satr va oxirgi ikki us-
tundan birini o‘chirish bilan hosil bo‘lgan ikki matritsa ustma-ust
tushib, A,,_1 matritsaga teng bo‘ladi. Bundan chiqdi, mos algebraik
to‘ldiruvchilar fagat ishora bilan farq qiladi. Natijada

det A, = —(=tg?0p_1) -det A,y + 1-detA,_; =
1
= —— det A
cos2 0,1 det !

tenglikka ega bo‘lamiz.

Bundan, induksiya bo‘yicha, talab gilingan (13.8.11) tenglikni
olamiz.l

13.8.1 - teorema. (13.8.7) almashtirishning J(r,0) yakobiani
quyidagt

J(r,0) = = 7" lsinfysin? @3- - -sin® 2 6,_; (13.8.12)

ko‘rinishga ega.

Isbot. Agar 6,, = r desak, yuqorida (13.8.7) almashtirish yakobi-
ani (13.8.9) matritsadan iborat ekanini ko‘rdik. Bu matritsaning j-
satridan z; ko‘paytuvchini va £ < n bo‘lganda k-ustundan ctg 0

1
ko‘paytuvchini so‘ngra oxirgi ustundan — ko‘paytuvchini matritsa-
dan tashqariga chiqarsak, biz (13.8.10) matritsaga kelishimizni tek-
shirish qiyin emas.
Demak, (13.8.9) va (13.8.10) matritsalarning determinantlari
ushbu

1
J(r,0) = (2122 xn) - (ctgbyctgls---ctgbhp_q) - o det A,
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munosabat bilan bog‘langan ekan.
Bundan, 13.8.7 - lemmaga ko‘ra,

I 129 T
(r.0) = r - (cosf1cosby---coslp_1) - (sinfysinfy---sinb,_1)
(13.8.13)
tenglikni olamiz.
Agar
O(h) = sinbysin®6y---sin" 20, (13.8.14)

desak, (13.8.7) ga ko‘ra,
X122 Tp =

= " (cosfycosly---cosb,_1) - (sinfysinfy---sinf,_1) - ¢(0)
(13.8.15)
tenglik bajarilishini tekshirish qiyin emas.
Endi (13.8.15) ni (13.8.13) kasrning suratiga qo‘ysak,

J(r,0) = r"1o(6)

tenglikka ega bo‘lamiz. Bu tenglik, (13.8.14) ni hisobga olsak, talab
qilingan (13.8.12) tenglik bilan ustma-ust tushadi.ll

(? integrallash sohasi o‘zining biror nugtasiga nisbatan yulduzli
bo‘lgan hollarda sferik koordinatalar sistemasi aynigsa samarali qo‘l-
laniladi.

Hagigatan, markazi ana shu nuqtada bo‘lgan sferik koordina-
talar sistemasini kiritaylik. U holda €2 soha chegarasini barcha 8 €
¥»~! nugtalarda aniqlangan biror R(#) funksiya yordamida quyida-
gi

o0 = {(r,0) : r=R(H), 0ecx} (13.8.16)

ko‘rinishda yozish mumkin.

Faraz qilaylik, (13.8.7) funksiyalar sistemasi (r, #) sferik o‘zgaruv-
chilarning o‘zgarish sohasi bo‘lgan @ C R” to‘plamni £ C R"” so-
haga homeomorf akslantirsin. Agar f(z) funksiya £ da aniqlan-
gan bo‘lsa, u holda f va (13.8.7) akslantirish kompozitsiyasi €2 da
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aniqlangan funksiya bo‘ladi. Biz bu funksiyani f(r, #) bilan belgilay-
miz.

13.8.1 - teorema va 13.8.6 - tasdiq yordamida biror nugtasiga nis-
batan yulduzli bo‘lgan sohalar bo‘yicha integralni hisoblash uchun
quyidagi qulay formulaga ega bo‘lamiz.

Natija. Faraz qilaylik, chegarasi (13.8.16) munosabat bilan anig-
langan, kublanuvchi Q@ soha (13.8.7) funksiyalar sistemasi orqali
kublanuvchi E C R™ sohaga homeomorf akslantirilsin. Agar f(x)
funksiya E sohada integrallanuvchi bo‘lsa, u holda f(r,0) funksiya
Q sohada integrollonuvchi bo‘lib, quyidag:

/f(:v) de = 7d01]d92...]¢(9) dOn_1 R/w)f(r, ) r"~"dr
E 0 0 0 0

(13.8.17)
tenglik bajariladi.
13.8.1 - misol To‘rt o‘lchovli

By(R) = {x € R : |x| < R}.

shar hajmi topilsin.
Buning uchun (13.8.17) formulada f(z) = 1 deyish yetarli:

s s R

2m
|B4(R)| = / de = /d&l/sin02d92/81n203d93/7°3d7° =
0 0

Bu(R) 0 0

4 2 pd
— QW.Q.E.R_ — WR.
2 4 2

1 - eslatma. Agar 3, ; C R*"! (13.8.8) tenglik bilan aniqlan-
gan to‘plam bo‘lsa,

27 T T
Wy = / do = /d&l/sin92d92~~~/sin”_29n_1d9n_1
yn—1 0 0 0

(13.8.18)
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belgilashni kiritib (bu kattalik 17 - bobda hisoblangan; (17.3.11)
formulaga qarang), n o‘lchovli

Bu(R) = {x €R" : |2| < R}

shar hajmi uning radiusi bhilan ganday bog‘langanini aniglaymiz.
(13.8.17) ga ko'ra,

[Bn(R)| = do =
Bn(R)

s s R

2
/dGl/sin02d92.../sinn—29n_1 dgn_l/rn—l dr .
0 0 s

0
Bundan, (13.8.18) belgilashga ko‘ra, talab gilingan

|Ba(R)| = %‘R” (13.8.19)

munosabatga ega bo‘lamiz.

2 - eslatma. (13.8.19) formulaga asosan, shar hajmining radiusi-
ga bog‘ligligi o‘zgaruvchilar soni oshgan sari sezilarliroq bo‘lar ekan.
Masalan, shar radiusi ikki marta oshganda uch o‘lchovli shar haj-
mi 8 marta oshsa, 10 o‘lchovli shar hajmi esa, 1000 martadan ko‘p
oshar ekan.

Umuman, (1 + ¢) radiusga ega bo‘lgan n o‘lchovli shar hajmi
radiusi birga teng bo‘lgan shar hajmidan (1 + &)™ marta katta, ya'ni
istalgancha kichik £ > 0 uchun n ning oshishi bilan hajm istalgancha
katta bo‘lishi mumkin. Bundan chiqdi, ko‘p o‘lchovli sharning asosiy
massasi uning chegarasi atrofida to‘plangan bo‘lar ekan.

Xulosa. Ushbu bobda o‘rganilgan to‘plamlarni o‘lchash sxe-
masi birinchi marta Fransuz matematigi K. Jordan tomonidan taklif
gilingan. Shuning uchun bu o‘lchov Jordan o‘lchovi deyiladi hamda
n = 2 da kvadratlanuvchi shakl va n > 3 da kublanuvchi jism Jordan
ma’ nosida o‘lchovli deb ataladi. Shunday qilib, yassi kvadratlanu-
vchi shaklning Jordan o‘lchovi uning yuzidan, n o‘lchovli kublanu-
vchi jismning Jordan o‘lchovi esa, jismning n o‘lchovli hajmidan
iborat bo‘lar ekan.
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13.9-§. Misollar

1 - misol. Agar D = [0, 1] x[0, 1] kvadrat bo‘lsa, [, xy dx dy in-
tegralni integral yig‘indilari yordamida hisoblang. Xuddi shu integ-
ralni avval (13.5.5) formulani, so‘ngra Nyuton-Leybnits formulasini
go‘llab ham hisoblang.

Kofrsatma. D sohaning bo‘linishi sifatida tomonlari koordinata
o‘qlariga parallel bo‘lib, uzunligi % ga teng bo‘lgan kvadratchalarni

va &; sifatida esa, kvadratchalarning o‘ng cho‘qqilarini oling. Nati-

jada
1 , )
//wydwdy = klg]goFZsz
D

tenglikni hosil gilib, limitni hisoblang.

2 - misol. Agar D = [1,2] x [1, 3] to‘g‘ri to‘rtburchak bo‘lsa,
Dnngz = 1+%,y =1+ %7 (i, = 0,k), bo'linishini olib,
flx,y) = 22 + 92, (x,y) € D, funksiyadan D soha bo‘yicha olin-
gan integral uchun Darbuning quyi va yuqori yig‘indilarini tuzing.
Bu yig‘indilarning £ — oo dagi limitini hisoblang.

Ko‘rsatma. D sohaning qayd etilgan bo‘linishini P = {F; ;}
deb belgilaylik, bunda F; ; tomonlari uzunligi % va % bo‘lgan to‘g'ri
to‘rtburchaklardir. Ravshanki, |P; ;| = % va P, ; da

i = 4 2 g = (1 Ty 2L

Endi Darbu yig‘indilarini tuzish va limitni hisoblash oddiy arif-
metik amallar orqali amalga oshiriladi.

3 - misol. Agar D = {(z,y) € R? : |2| + |y| < 10} bo‘lsa, o‘rta
giymat formulasidan foydalanib,

// dx dy

I =

100 + cos?2x + cos? y
D
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integralni 0, 1 aniglikda baholang.

Ko‘rsatma. Maxrajdagi funksiyani f(x,y) desak va 100 < f(x,y) <
102 ekanligini hisobga olib, 13.4.5 - teoremani qo‘llash kifoya.

4 - misol. Agar D uchlari O(0,0), A(2,1) va B(—2,1) bo‘lgan

uchburchak bo‘lsa,
= [ r@pdedy
D

integralni takroriy integrallarga keltiring.
Ko‘rsatma. Integrallash sohasini ikki qismga bo‘ling: D = DU
Ds, bu yerda

Di = {(wy)€R?: —2<2<0, -2 <y<1}
va .
Dy = {(wy) eR*:0<a <2 o <y<1}

Endi integralning additivlik xossasini e’tiborga olib, (13.3.6) formula-
dan foydalaning.
5 - misol. Quyidagi

/1 da 7f(x,y) dy
0 0

takroriy integralda integrallash sohasini aniglang va integrallash
tartibini o‘zgartiring.

Ko‘rsatma. Integrallash sohasini chizmada aniglang. So‘ngra,
x argument 0 dan 1 gacha o‘zgarganda y argument 0 dan 2 gacha
o‘zgarishini hisobga olib, integralni avval y bo‘yicha, keyin z bo‘yicha
takroriy integral ko‘rinishida yozing.

6 - misol. Agar D sohaning 0 D chegarasi xy =1, 2y =2,y =
x, y = 4x (x > 0, y > 0) tenglamalar bilan berilgan bo‘lib, f(¢), t >
0, uzluksiz funksiya bo‘lsa, I = [[ f(xy) dx dy integralda o‘zgaruv-

D

chilarni almashtirib, bir karrali integralga keltiring.
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Ko‘rsatma. Integralda u = zy, v = £ deb, o‘zgaruvchilarni
almashtirish bajarsak, D soha D' = {(u,v) €R?:1<u <2, 1<
v < 4} to‘g'ri to‘rtburchakka diffeomorf akslanadi. Endi (13.6.8)
formuladan foydalanish kifoya.

7 - misol. Agar D = {(x,y) € R? : 2* + y* < 1} bo'lsa,
[f(2* + y?)dx dy integralni hisoblang.

Y Ko‘rsatma. Agar integralda p, ¢ qutb koordinatalariga o‘tsak,

D sohaning 8D chegarasi uchun p*(sin* ¢ + cos? ¢) = 1 tenglamaga
ega bo‘lamiz. Demak,

1
Vsin® o+ costyp’
Endi (13.6.24) formuladan foydalanib, hosil bo‘lgan bir karrali integ-

ralni hisoblang.
8 - misol. Agar D = {(x,y,2) € R® : 22 + 9 + 22 < z} bo‘lsa,

/// Va? 4 y? + z2dx dy dz
D

0<p<

0<y<2r.

integralni hisoblang.
Ko‘rsatma. Agar sferik koordinatalarga o‘tsak,

0< <o, ogegg, 0< p < cosé,

munosabatga ega bo‘lamiz. Endi (13.7.27) formulani qo‘llab, hosil
bo‘lgan bir karrali integralni hisoblang.
9 - misol. Agar f(t), t > 0, uzluksiz funksiya bo‘lsa, quyidagi

/dtl/dtg 71ft1 f(t2)- ftn) ni/tf
0

formulani isbotlang.
Kof‘rsatma. Avval n = 2 deylik. U holda, ravshanki,

= [ f{)dty | f(l2)dly =
[revm ]
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¢ t1 2 ¢
- %/d /f(tg)dtg :% /f(T)dT
0 0 0

Endi umumiy holda matematik induksiya usulini qgo‘llash kifoya.

10 - misol. Agar D = {x = (21,22,...,2,) €E R : 0 < 17 <
t, 0 <xj; <wxj_1, j =2,n, t >0} bo'lib, f(x) funksiya D sohada
uzluksiz bo‘lsa,

/dwl/dwg / dwn/dmn/dwnl /f Yday

tenglikni ishotlang.

Ko‘rsatma. Integrallash sohasini D = {x = (21,22, ...,2,) €
R":0<ux, <t xj41 <z <1, j =n—1,1} ko‘rinishda yozib,
13.5.2 - teoremadan foydalanish magsadga muvofigdir.




14-bob. Karrali xosmas integrallar
14.1-8. R” fazosi bo‘yicha integrallash

1. Xosmas integral ta’rifi. Amaliyotda muhim bo‘lgan masala-
larni yechish uchun integralni chegaralangan soha bo‘yicha hisoblash-
ni bilish yetarli. Ammo nazariy izlanishlarda chegaralanmagan so-
ha, xususan, butun fazo bo‘yicha ham integrallashga to‘g‘ri keladi.
QQizig‘i shundaki, bunda olingan natijalar ko‘pincha amaliy masalalarni
yechishda ham foydali bo‘ladi.

Avval R” fazosida funksiyani integrallash masalasini ko‘rib chi-
gaylik. Ushbu paragrafda hiz, bunga ba’zan alohida urg‘u bermas-
dan, f funksiyani R” fazosida aniglangan va istalgan kublanuvchi
(n = 2 bo‘lganda kvadratlanuvchi) 2 C R™ sohada integrallanuvchi
deb faraz qilamiz. Bunday funksiyalarni R™ da lokal integrallanuvchi
deb ham ataymiz.

Bir o‘zgaruvchili holda, R to‘g‘ri chiziq bo‘yicha integrallash
masalasini yechishda, avval istalgan [a, b kesma bo‘yicha integralla-
nib, so‘ngra ¢ — —oo va b — 400 deb, limitga o‘tilgan edi. Boshqa-
cha aytganda, |ag, bx] C [ak i1, bpy1] va limg_oo|ak, bx] = R xossalar-
ga ega bo‘lgan [ag, br| kesmalar ketma-ketligiga o‘tilgan edi. Agar
bunda hosil bo‘lgan integrallar ketma-ketligi limitga ega bo‘lsa, ana
shu limit R to‘g‘ri chiziq bo‘yicha olingan xosmas integral deb atal-
gandi.

Ko‘p o‘zgaruvchili holda ham xuddi shu yo‘lni tutishimiz mum-
kin. Tabiiyki, bunda

Q) = | flx)da (14.1.1)
/

integrallar ketma-ketligini qarab, () sifatida kengayib borib, limiti
R™ fazosini batamom to‘ldiruvchi (biz qamrab oluvchi degan jumlani
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ishlatamiz) kublanuvchi sohalar ketma-ketligini olish kerak. Ammo,
bir o‘lchovli holdan farqli o‘laroq, ko‘p o‘lchovli fazo fazoni gam-
rab oluvchi to‘plamlar ketma-ketligiga ancha boy. Masalan, ikki
o‘lchovli holda tekislikni gamrab oluvchi to‘plamlar ketma-ketligi
sifatida markazi koordinatalar boshida bo‘lib, radiusi cheksizga in-
tiluvchi doiralar ketma-ketligini olish mumkin. Xuddi shu singari,
markazi koordinatalar boshida bo‘lib, tomonlari uzunligi cheksizga
intiluvchi kvadratlar ketma-ketligini ham olsa bo‘ladi. Lekin, agar
fagat shunday ketma-ketliklar bilan cheklanib qolsak, biz bir qa-
tor muammolarga duch kelamiz. Masalan, shunday funksiya tuzish
mumkinki, u uchun bu limitlardan biri mavjud bo‘lib, ikkinchisi
esa mavjud bo‘lmaydi. Yoki bo‘lmasa, shunday funksiya ko‘rsatish
mumkinki, u uchun bu limitlarning har ikkalasi mavjud ho‘lsada,
ular o‘zaro farq qiladi.

Masalan, agar {Q} lar R? fazoni gamrab oluvchi kengayuvchi
kvadratlar ketma-ketligi bo‘lsa, quyidagi

lim // sin(a? + y?) de dy
k—oo
Qp

limit mavjud bo‘ladi. Lekin, agar {Q} lar R? fazoni qamrab oluvchi
kengayuvchi doiralar ketma-ketligi bo‘lsa, u holda yuqoridagi limit
mavjud bo‘lmaydi (14.3.5 - misolga qarang).

Bunday hollarni istisno qilish uchun, (14.1.1) ketma-ketliklar
limitining R™ ni qamrab oluvchi har qanday {Q} to‘plamlar ketma-
ketligi uchun mavjudligini talab qilish yetarlidir.

Xosmas integralning klassik ta’rifida R™ ni gamrab oluvchi to‘p-
lamlar sifatida kublanuvchi (ikki o‘lchovli holda - kvadratlanuvchi)
sohalar, ya'ni bog‘langan ochiq to‘plamlar olinadi. Biz ham shu
yo'lni tutamiz.

Ta’rif. Faraz qilaylik, Qp C R™ sohalarning {Qx}32, ketma-
ketligi quyidagi tkki sharini qanoatlantirsin:

1) har bir Qg soha Qg1 sohada yotsin, ya’ni:

O C Uyt (14.1.2)
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2) barcha Q. sohalarning birlashmasi R™ fazosini batamom to‘l-
dirsin, ya’'ni:

U = r". (14.1.3)
k=1

U holda bundaoy ketma-ketlik R”™ fazosini gamrab oladi deymiz.

Masalan, Ry radiusli bir-birining ichida joylashgan sharlar ketma-
ketligi, Ry sonlar ketma-ketligi o‘sib borib, cheksizlikka intilganda,
R™ fazosini gamrab oladi.

1 - eslatma. Agar {{2;} sohalar ketma-ketligi R™ fazosini qam-
rab olsa, u holda istalgan K C R kompakt to‘plam uchun shunday
N nomer topiladiki, j > N bho‘lganda

KCQj

munosabat o‘rinli bo‘ladi.
Hagiqatan, agar bunday bo‘lmasa, shunday x; € K nuqtalar
ketma-ketligi topilar ediki, u uchun

x; ¢ Q5 j=1,2, ...

bo‘lar edi.

Bu nuqtalar ketma-ketligidan, K to‘plamning kompaktligiga
ko‘ra, biror zp € K nuqtaga yaqinlashuvchi qismiy z;, ketma-ketlik
ajratish mumkin. (14.1.3) shartga asosan esa, shunday €, soha
topiladiki, g nuqta o‘zining biror atrofi bilan €2, sohada yotadi.
U holda, biror nomerdan boshlab z;, ketma-ketlikning barcha nug-
talari ham €2, da yotadi, demak, (14.1.2) ga binoan, bu nuqtalar
Jr = m bo‘lganda 2;, sohada yotadi. Bu esa x; ketma-ketlikning
tanlanishiga ziddir.

Xuddi bir karralik integral holidagidek, quyidagi

/f(w) dx (14.1.4)
R

simvol bilan f funksiyadan R™ fazosi bo’yicha olingan (birinchi tur)
xosmas integralni belgilaymiz.
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Ta’rif. Agar f lokal integrallanuwvchi funksiya bolib, R™ fazosini
qamrab oluvchi har qanday kublanuvchi {4} ketma-ketlik uchun

lim /f(:v) dx (14.1.5)
k—o0

Qp
limit mavjud bo‘lsa, u holda (14.1.4) xosmas integral yaginlashadi
deyiladi.

Bunda f funksiyaga R™ fazo bo’yicha (xosmas ma’noda)
integrallanuvchi deymiz.

Agar (14.1.5) limit mavjud bo‘lmasa, (14.1.4) integralni
uzogqlashadi deymiz.

2 - eslatma. Bu ta'rifda har bir €2 soha kublanuvchi va demak,
chegaralangan. Bundan chiqdi, bunday sohada olingan integral od-
diy aniq (xos) integral bo‘ladi.

3 - eslatma. Agar [ funksiya R™ bo‘yicha integrallanuvchi
bo‘lsa, u holda (14.1.4) limit qamrab oluvchi {€} sohalarining tan-
lanishiga bog‘liq emas.

Hagigatan, agar bunday bo‘lmasa, R™ ni gamrab oluvchi shun-
day ikki {Q,} va {Q]} sohalar ketma-ketligi topilar ediki, ularga
mos (14.1.5) integrallar limiti o‘zaro teng bo‘lmas edi:

lim I(Q)) =« # f = lim I(Q}).
k—o0 k—00

Lekin, 1 - eslatmaga ko‘ra, R™ ni qamrab oluvchi {€} sohalar
ketma-ketligini shunday tuzish mumkinki, bunda {€235_;} element-
lar {2, } ketma-ketlikning biror qismiy ketma-ketligi, {C2 } lar esa,
{Q } ketma-ketlikning biror qismiy ketma-ketligi bo‘ladi. Ravshan-
ki, bunday {2} lar uchun mos (14.1.5) sonli ketma-ketlik ikki xil
limitga ega:

lim I(ng_l) =, lim I(ng) — ,3 .
k—o0 k—o0

Bundan chiqdi, {/(2x)} ketma-ketlik yaqginlashuvchi bo‘lmas

ekan. Bu esa xosmas integralning yaginlashish ta’rifiga ziddir.
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Shunday qilib, agar (14.1.5) limit R™ ni qamrab oluvchi iztiyoriy
sohalar ketma-ketligi uchun mavjud bo‘lsa, u holda bu limit sohalar
ketma-ketligining tanlanishiga bog‘liq bo‘lmaydi. Bu limit f funksi-
vadan R™ fazo bo‘yicha olingan zosmas integral deyiladi va ushbu

k—o0

/f(x) dr = lim /f(:v) d (14.1.6)
R™ o

ko‘rinishda belgilanadi.

E’tibor bering, (birinchi tur) xosmas integral deb (14.1.4) simvol-
ga ham, (14.1.6) limitga (bu limit mavjud bo‘lganda) teng songa
ham aytilar ekan.

14.1.1 - teorema. Agar f va g funksiyalardan R™ bo‘yicha olin-
gan xosmas integrallar moviud bo‘lsa, u holda istalgan hagiqiy A va
wosonlar uchun Af + pg funksiyadan olingan rosmas integral ham
mavjud bo‘lib, quyidagi

n

/ (@)t pg(a)]de = A / F@)de + p / o(x) da
J

Rn

tenglik bajarilads.

Isbot xos integrallarning integral ostidagi funksiyaga chizigli
bog'ligligi hamda limitga o‘tish amalining chiziqliligidan oson kelib
chigadi.

2. Manfiymas funksiyadan olingan xosmas integral. Agar
ta'rifga qat’iy amal qilsak, (14.1.4) xosmas integralni yaqinlashishi-
ni ishotlash uchun (14.1.5) limitning barcha qamrab oluvchi {§2}
ketma-ketliklar uchun mavjudligini ko‘rsatish kerak. Ammo man-
fiymas funksiyalar uchun xosmas integralning yaqinlashishi ancha
oson tekshiriladi.

14.1.2 - teorema. Agar R" da lokal integrallanuvchi f funksiya
manfiymas bo‘lib,

Q) = | fa)de
/
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sonli ketma-ketlik R™ ni gqamrab oluvchi {Qr} sohalarni aqalli bitta
tanlashda chegaralangan bo‘lsa, u holda (14.1.4) integral yaginlasha-
di.

Isbot. Faraz qilaylik, 7(€) sonli ketma-ketlik R™ ni qamrab
oluvchi biror ketma-ketlik uchun chegaralangan bo‘lsin. Ta’rifga ko*-
ra, {2 sohalar kengayadi va teorema shartiga ko‘ra, f funksiya man-
fiymas. Shunday ekan, 1(§2;) ketma-ketlik o‘suvchi, demak, chekli

k—o0
limit mavjud. Bundan tashqari, istalgan k nomer uchun
Q) < I (14.1.7)

tengsizlik o‘rinli.

Endi R™ ni qamrab oluvchi boshqa bir {Q;} ketma-ketlik olay-
lik. Yuqorida gayd qilinganidek, istalgan j nomer uchun shunday &
nomer topiladiki, Q_; C Qg bo‘ladi va integral ostidagi funksiya man-
fiymas bo‘lgani uchun, () < I(Q). Demak, (14.1.7) ga ko'ra,
istalgan j nomer uchun

Q) < I

tengsizlik bajariladi.

Bundan chiqdi, {/(€2})} sonli ketma-ketlik o‘suvchi va chegara-
langan, demak, u yaginlashadi.

Shunday qilib, (14.1.5) limit istalgan gamrab oluvchi {£2;}
ketma-ketlik uchun mavjud. Bu esa (14.1.4) xosmas integralning
vaginlashishini anglatadi.ll

Natija. Faraz qilaylik, [ va g funksiyalar R™ da lokal integralla-
nuvcht bo‘lib,

0 < fl2) < g(2)

shartni qanoatlantirsin.

Agar g funksiyadan R™ bo‘yicha olingan zosmas integral yagin-
lashsa, u holda [ funksiyadan olingan xosmas integral ham yaginla-
shadi.
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Haqiqatan,

tengsizliklarga ko‘ra, agar o‘ng tomondagi integrallar ketma-ketligi

vaginlashsa, u holda chap tomondagi integrallar ketma-ketligi chega-

ralangan bo‘ladi, demak, 14.1.2 - teoremaga asosan, yaginlashadi.
14.1.1 - misol. p € R ning qanday giymatlarida

dx
I, = - 14.1.8
P /1+|£E|p ( )
R»
integral yaginlashishini aniglang.
Quyidagi
O = {xeR” . |z| <k}

sharlar (n = 2 da doiralar) ketma-ketligini qaraylik.

Ravshanki, €2y, ketma-ketlik R” ni qamrab oladi. (14.1.1) integral-
larni hisoblash uchun sferik koordinatalar sistemasiga o‘tib, (13.8.17)
va (13.8.18) formulalardan foydalanamiz:

k
dx rn=Ldr
() = = Wy .
() /1+|x|1’ “’/1+rp
0

Qp

Agar p > n bo‘lsa, oxirgi bir karrali integral k bo‘yicha chegara-
langan. Shunday ekan, 14.1.2 - teoremaga ko‘ra, (14.1.8) integral
p > n da yaqinlashadi va p < n da uzoqlashadi.

3. Taqqoslash alomatlari. Yuqorida o‘rnatilgan manfiymas
funksiyalardan olingan xosmas integrallar xossalari yordamida xos-
mas integrallar yaqinlashishining taqqoslash alomatlari deb ataluv-
chi, yetarli shartlarini aniglash mumkin.

14.1.3 - teorema (taqqoslashning umumiy alomati). Faraz
qilaylik, [ va g funksiyalar R™ da lokal integrallanuvchi bo‘lib, quyi-
dagi

|f@)] < g(x)
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shartni qanoatlantirsin.
Agar g funksiyadan R™ bo‘yicha olingan zosmas integral yagin-
lashsa, u holda [ dan olingan xosmas integral ham yaginlashadi.
Isbot. Ikki

iy = M@ S

fo(z) = M (14.1.9)
manfiymas funksiyalarni kiritaylik.
Ushbu funksiyalar lokal integrallanuvchi ho‘lib,

0 < fel@) < |f(2)] < g(2)

tengsizliklar bajariladi.

14.1.2 - teoremaning natijasiga ko‘ra, har ikki fi funksiyalar
R"™ da xosmas ma’noda integrallanuvchi, demak, 14.1.1 - teoremaga,
ko‘ra, f = f+ — f- funksiya ham integrallanuvchi bo‘ladi.ll

14.1.4 - teorema (taqqoslashning xususiy alomati). Faraz
qilaylik, [ funksiya R™ da lokal integrallanuvchi bo‘lsin.

1) Agar

[f (@) <

}) > })
Lz P70

shart bajarilsa, (14.1.4) xosmas integral yaginlashadi.
2) Agar

<
T+ P2

shart bajarilsa, (14.1.4) rosmas integral uzoqlashadi.
Isbot 14.1.3 - teorema va 14.1.1 - misoldan kelib chigadi.
n karrali xosmas integralga muhim misollardan biri quyidagi

Py = /e—@?“%*"“%) daydzy...dzy, (14.1.10)
R»
integraldir.

Taqqoslashning xususiy alomatidan bu integralning yaginlashishi
kelib chigadi.
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Shuni aytish kerakki, bir o‘zgaruvchili holda
[e @]
P o= / e~ du (14.1.11)
—00
integralni Nyuton-Leybnits formulasi yordamida hisoblash oson
emas, chunki integral ostidagi funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi
elementar funksiya bo‘lmaydi.

Biz (14.1.10) integralni hisoblashni n = 2 holdan boshlaymiz.
14.1.2 - misol. Ikki karrali quyidagi

Py = /e‘<$2+y2>dmdy (14.1.12)
R2

xosmas integralni hisoblang.
R? tekislikni gamrab oluvchi ketma-ketlik sifatida

Dp = {(z,y) €R? : 22 +9? < k?}

doiralarni olamiz.
Quth koordinatalariga o‘tib,

ok
Py(Dy) = /e‘<$2+y2>dwdy = /dgp/e‘rzrdr =
Dy, 0 0
r=k
= —27r~%e_7“2 = ﬂ(l—e_kQ)
r=0
tenglikka ega bo‘lamiz.
Demak,
Py, = lim P(Dy) = m,
k—o0
ya'ni

/6_@2”2) dedy = 7.
R2
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14.1.3 - misol. Bir o‘lchovli (14.1.11) integralni hisoblang.
Avval ikki karrali (14.1.12) integralni, R? tekislikni qamrab
oluvchi ketma-ketlik sifatida

Qr = {(@,y) R = 2| <k, [yl <k}

kvadratlarni olib, hisoblaymiz.

Ma’lumki,
Po(Qr) = /6_@2@2) dedy =
Qx
k k k 2
— /e‘mzdx /e‘yzdy = /e e
—k —k k
Endi k£ — oo deb limitga o‘tsak,
Py, = P}
tenglikni olamiz.
Demak,
(o)
b = /e_mzdm = V.
—0

14.1.4 - misol. n karrali (14.1.10) xosmas integralni hisoblang.
R"™ fazoni gamrab oluvchi ketma-ketlik sifatida

Qr = {x eR” : |x5] <k, j=1,2,...,n}

kublarni olamiz.
U holda

Pn(Qk) = /€_<m%+m%+'"+mi)ClLEld:EQ...dLEn =
Qk
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k k k k n
_ 2 2 2 .2
= /e “1dx /e “2dxs .../e Trde, = /e Tde | .
Zk Zk Zk k

Endi k£ — oo deb limitga o‘tsak,
P, = P! = Va°

tenglikka kelamiz.
Demak,

/e—<$%+$%+‘u+m%> drides...dx, = 7rn/2. (14'1'13)
Rn

4. Xosmas integrallarning absolyut yaqinlashishi. Bir
o‘zgaruvchili holdagiga o‘xshash karrali xosmas integrallar uchun
ham absolyut yaginlashish tushunchasini kiritish mumkin.

Ta’rif. Agar quyidagi

/If(w)l dx (14.1.14)
i

integral yaginlashsa, (14.1.4) xosmas integral absolyut yaginlashadi
deyiladi.

Bevosita 14.1.3 - teoremadan lokal integrallanuvchi funksiyadan
olingan absolyut yaqinlashuvchi xosmas integralning yaqinlashishi
kelib chigadi.

Shartli yaginlashuvchi xosmas karrali integral tushunchasini ham,
odatdagidek, yaqginlashuvchi, lekin absolyut yaginlashmaydigan xos-
mas integral deb kiritsa bo‘lar edi. Lekin bunday integral mavjud
emas. Bunga sabab R™ ni gqamrab oluvchi sohalar ketma-ketligini
tanlash imkoniyatining kengligidadir. Chunonchi, biz shunday qam-
rab oluvchi sohalar ketma-ketligini tuzishimiz mumkinki, bunda tu-
zilgan sohalarning katta qismi berilgan f funksiyaning musbat bo‘l-
gan to‘plami bilan ustma-ust tushadi. Bunday to‘plamda f(x) =
| f(x)| tenglik bajarilib, f dan olingan integralning yaqinlashishi | f|
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dan olingan integralning ham yaqinlashishini ta’minlaydi. Navbatda-
gi teorema bu mulohazalarimizning asosli ekanini ko‘rsatadi.

14.1.5 - teorema. Yaginlashuvchi zosmas karrali integral absol-
yut yaginlashads.

Isbot. (14.1.4) integral yaqinlashsin deb faraz qilib, (14.1.14)
integralning ham yaginlashishini ishotlaymiz. Hagigatan, agar bun-
day bo‘lmasa, (14.1.9) funksiyalarning biridan, masalan, f(x) dan
olingan xosmas integral uzoqlashadi.

R™ ni qamrab oluvchi sohalar ketma-ketligi sifatida radiusi mono-
ton ravishda 400 ga intiluvchi

Qp = {reR” : || <Ry}, k=1,2,3, ..,

sharlar ketma-ketligini olamiz.

Xosmas integral yaqinlashishining ta’rifidan (14.1.6) limitning
mavjudligi kelib chigadi. Boshqa tomondan, f; dan olingan xosmas
integralni uzoqlashadi deb faraz qilganimiz uchun, 14.1.2 - teorema-
ga ko‘ra,

lim /f+(w) dx = +oo.
k—o0

Qp
Ly, orqali

Ly = {z€R" : Ry <|z| < Rgp1}, k=123, ..

ko‘rinishdagi shar qatlamini (n = 2 da doiraviy xalqani) belgilaymiz
va o‘suvchi { Ry} ketma-ketlikni quyidagi

/f+(m)d:v >k (14.1.15)
Ly,

shartni gqanoatlantiradigan qilib tanlab olamiz.

Endi quyidagicha yol tutish mumkin edi. Ya'ni, P orqali Ly
gatlamning f funksiya musbat bo‘lgan nugtalari to‘plamini belgi-
lab, bu to‘plam ochiq, bog‘langan va kublanuvchi bo‘lsin deb faraz
gilamiz. U holda (~2k = Q. U Py, sohalar ketma-ketligi ham qamrab
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oluvchi bolib, kublanuvchi to‘plamlardan iborat bo‘ladi. Shunday
ekan, f funksiyvadan {2 sohalar bo‘yicha olingan integrallar ketma-
ketligi ham yaginlashadi. Bundan chiqdi, (~2k \ Q = Py sohalar
bo‘yicha olingan integrallar ketma-ketligi ham yaqinlashishi kerak.
Lekin bu (14.1.15) ga zid, chunki = € Py uchun f;(z) = f(z) tenglik
bajariladi va demak,

Py Py Ly

Ammo bu mulohazalarning kamchiligi shundaki, f; (x) > 0 shart
o‘rinli bo‘lgan P, to‘plam ochiq, bog‘langan va kublanuvchi bo‘lmas-
ligi mumkin. Shu sababli, teoremani isbotlash uchun qo‘shimcha
mulohazalar yuritish zarur.

Ly shar gatlamining bog‘langan kublanuvchi to‘plamlardan ibo-
rat bo‘lgan shunday {F;}7%; bo‘linishini olamizki, bunda (14.1.15)
ning chap tomonidagi 1ntegral uchun Darbuning quyi yig‘indisi shu
integraldan 1 sonidan kamga farq qilsin (bo‘linish diametrini yetar-
licha kichik qilib tanlab, bunga doim erishish mumkin). U holda,
m;(fy) = mlenEf‘ [ (x) desak, (14.1.15) dan

7

™=

mi(fOlE;| > k—1 (14.1.16)
7=1

baho kelib chigadi.
Ushbu

to‘plamni qaraylik, bu yerdagi shtrix yig‘indining m;(fy) > 0 ba-
ho bhajarilgan to‘plamlar bo‘yicha olinayotganini bildiradi. Ushbu
to‘plam kublanuvchi va unda f; funksiya qgat’iy musbat. Bundan
chiqdi, barcha x € I}, lar uchun
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tenglik o‘rinli.
Ma’lumki, Darbuning quyi yig‘indisi integraldan oshib ketmay-
di. Demak, (14.1.16) ga ko‘ra,

=2

[t@de = Y molel = Y mirisl > k-
i i i=1
(14.1.17)
Hajmi nolga teng bo‘lgan dF}) chegarani chiqarib tashlab, Fj
to‘plamni ochiq qilib olishimiz mumkin. Hosil bo‘lgan to‘plamga uni
Q. shar bilan tutashtiruvchi radial ravishda joylashgan yetarlicha
tor ko‘pyoqlilarni qo‘shib, shunday kublanuvchi Hy C Lj to‘plamni
olamizki, bunda QUH} to‘plam ochiq va bog‘langan bo‘ladi. Tutash-
tiruvchi ko‘pyoqlilarda f funksiya manfiy bo‘lib, (14.1.17) tengsizlik
buzilishi mumkin. Lekin bu ko‘pyoqlilarni shunchalik tor qilib tan-
lash mumkinki, natijada

/f(w)dw > k-2 (14.1.18)
Hy,

tengsizlik bajariladi.
Endi quyidagi
Q;c = QL. UH,

kengayuvchi sohalar ketma-ketligini qaraylik.
Har ikki {Q2} va {Q)} ketma-ketlik R™ fazosini qamrab oladi.
Demak, f funksiyadan olingan xosmas integralning yaqinlashishiga

ko‘ra,
k—o0 k—o0

lim [ f(x)der = lim [ f(x)dx
[roe= i

limitlar mavjud va o‘zaro teng.
Ammo bu, (14.1.18) ga ko‘ra o‘rinli bo‘lgan quyidagi
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tengsizlikka ziddir.

Hosil bo‘lgan ziddiyat absolyut yaginlashmaydigan integralning
umuman yaginlashmasligini isbotlaydi.ll

14.1.5 - misol. Ushhu

3 2 2
I - /wdmdy (14.1.19)
2 . +y
R

ikki karrali xosmas integralni yaginlashishga tekshiring.
Qamrab oluvchi ketma-ketlik elementlari sifatida

O = {(z,y) €R? : 2?2 4 9% < R2)

doiralarni olamiz.
Quth koordinatalariga o‘tsak,

(@2 1 12) B 2 g
sin(x® +y sin p sin¢
Qp 0 0

tenglikka kelamiz.
Oxirgi bir karrali integralning limiti mavjud bo‘lib, u 7/2 ga
teng. Demak,

(2 2 2
lim /L(f Y vy — (14.1.20)
k—oo x4+ y 2

Qp

Shunday qilib, kengayuvchi doiralar ketma-ketligiga mos kelgan
integrallar limiti 72/2 ga teng ekan. Shu faktga asoslanib, (14.1.19)
integralni yaqinlashadi deya olamizmi? Yo‘q, chunki ta'rifga ko‘ra,
gayd gilingan limit gamrab oluvchi ketma-ketliklarni ixtiyoriy tan-
lashda ham mavjud bo‘lishi kerak.

(14.1.19) integralning yaqinlashish masalasini hal qilish uchun
barcha qamrab oluvchi ketma-ketliklarda yaqinlashishni tekshirish
o‘rniga, 14.1.5 - va 14.1.2 - teoremalardan foydalanamiz. Buning
uchun integral ostidagi funksiya modulidan olingan integralni agalli
bitta gamrab oluvchi ketma-ketlik uchun tekshirish yetarli.
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Hagigatan, £ sifatida yana yuqoridagi doiralar ketma-ketligini
olsak,

Ry, Ry

|sin(m2+y2)|dwd B 27T/|sinp2| P ﬂ/|sint| it

22 1 g2 U 2 pap = n
0 0

Qp

tenglikka kelamiz.

Ma’lumki, oxirgi bir karrali integral Ry — oo da +oo ga intiladi,
demak, (14.1.19) integral absolyut yaginlashmaydi. Bundan chiqdi,
u umuman yaginlashmas ekan.

5. Karrali xosmas integrallar bilan karrali sonli qatorlar
yaqinlashishi orasidagi bog‘liqlik. Bir o‘zgaruvchili holda son-
li qator yaginlashishining Koshi-Makloren alomati mos birinchi tur
xosmas integral yaqinlashishiga asoslangan edi (9.2.5 - teoremaga
qarang). Xuddi shu singari yaqinlashish alomati karrali sonli qator-
lar uchun ham o‘rinli.

Faraz qilaylik, @ = {(z,y) € R? : z > 0,y > 0} kvadrant-
da aniqlangan ikki o‘zgaruvchili f(x,y) funksiya har bir argumenti
bo‘yicha monoton kamaysin:

fet+&y+tn) < flry), (vy) e, £>0,n>0. (14.1.21)

Bu funksiya lokal integrallanuvchi bo‘lgani uchun biz quyidagi

I = //f(ac,y)dwdy = /Oo/oof(:v,y) dx dy (14.1.22)
Q 00

birinchi tur xosmas integralni qarashimiz mumkin.
Bu integral bilan birga ushbu

S = i i Sk, m) (14.1.23)

k=0 m=0

ikki karrali qatorni olaylik.
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E’tibor bering, bir o‘zgaruvchili holdan farqli o‘laroq, (14.1.23)
gator yaginlashishi jamlanishning gaysi nomerdan boshlab amalga
oshirilishiga bog‘liq. Masalan, (14.1.23) qator uzoqlashsada,

S = i i F(k,m) (14.1.24)

k=1m=1

gator yaginlaghishi mumkin. Misol sifatida koordinata o‘glarida bir-
ga va o‘qlardan tashqarida nolga teng f funksiyani olish kifoya.

Navbatdagi tasdiq o‘rinli.

14.1.6 - teorema. Faraz qilaylik, Q@ kvadrantda aniqlangan man-
fiymas f funksiya (14.1.21) monotonlik shartini qanoatlantirsin.

1) Agar (14.1.22) integral yaginlashsa, (14.1.24) sonli qator ham
yaginlashadi.

2) Agar (14.1.22) integral uzoglashsa, (14.1.23) sonli qator ham
uzoqlashadi.

3) Yaginlashuv o‘rinli bo‘lgan holda navbatdagi

YOS fkym) < //f(ac,y) dedy < ) f(k,m) (14.1.25)
Q

k=1m=1 k=0 m=0

tengsizliklar bajariladi.
Isbot. Butun koordinatali har qanday (k,m) € @ nuqta uchun
navbatdagi

Qlk,m) = {(z,y) €R? : k<ax<k+1l, m<y<m+1}

birlik kvadratni qaraymiz.
Ma’lumki, bunday kvadratlar o‘zaro kesishmaydi va ularning
birlashmasi butun ¢ kvadrantni qoplaydi:

G Qk,m) = Q. (14.1.26)

k,m=0

(14.1.21) monotonlik shartiga ko‘ra, Q(k, m) kvadratning har bir
nuqtasida

fk+1,m+1) < fla,y) < f(k,m), (2,y) € Qk,m),
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tengsizlik o‘rinli.
Bu tengsizliklarni Q(k, m) kvadrat bo‘yicha integrallab, kvadrat
yuzi 1 ga tengligini hisobga olsak, quyidagi

fktLmr1) < / ey dedy < flkm)

munosabatga kelamiz.

Bu tengsizliklarni barcha & > 0 va m > 0 lar bo‘yicha yig‘ib,
(14.1.26) ni hisobga olsak, teorema tasdig‘iga va talab qilingan
(14.1.25) munosabatga ega bo‘lamiz.l

Eslatma. Odatda, (14.1.22) xosmas integral yaginlashishi biror
R > 0 radiusli shardan tashqarida, ya’'ni 22 + % > R? da tekshiri-
ladi.

14.1.6 - misol. Ushhu

Z Z BT m2 5T (14.1.27)

k=1m— 1
ikki karrali qator «« > 0 ning qaysi giymatlarida yaqinlashishini
aniglang.
Agar

1

fla,y) = @2 +y2)e?
1, 2 +y? <,

2y >,

desak, shubhasiz

SN fk,m) Z Z En m2 Sy (14.1.28)

k=1m=1 k=1 m= 1

tenglik bajariladi.
Bundan tashqari, agar ((a) Riman dzeta-funksiyasi bo‘lsa
((9.6.17) formulaga garang),

S5 ftkm) *1+Zka+Zm+ZZW:

k—0m=0 m=1 k=1 m:l
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= 1 4+2¢(a) + ZZ k:2+m2 T - (14.1.29)

klml

f funksiyadan ) kvadrantning birlik doiradan tashqaridagi qis-
mi bo‘yicha olingan integralni baholaymiz. Buning uchun qutb koordina-

talariga o‘tsak,
dx dy B p_
1

2er2>1

tenglikka ega bo‘lamiz. Bu integral o« > 2 da yaqinlashadi, demak,
14.1.6 - teoremaga ko‘ra, (14.1.27) qator « > 2 da yaqinlashadi.
Agarda o < 2 bo'lsa, integral uzoqlashadi va shuning uchun
(14.1.29) gator uzoqlashadi. Bundan (14.1.27) gatorning o < 2 da
uzoqlashishi kelib chigadi. Xususan, navbatdagi gator uzoqlashadi:

sz’2+m2 = T oo

k=1m=1

Xuddi ikki karrali gator singari aniqlanadigan n karrali qatorlar
uchun ham yuqoridagi natija o‘rinli.

Butun k; > 1 koordinatali k = (k1, ko, ..., k) vektorni kiritaylik.
Agar a; haqiqiy sonlar bo‘lsa,

i i i ag (14.1.30)

k1=1kx=1 kn=1

formal yig‘indini n karrali sonli qator deymiz. Ikki karrali gatorlar
holidagidek, (14.1.30) qator yaqinlashishiga turli ta’riflar berish
mumkin. Masalan, bu gatorni takroriy qator deb garash mumkin,
yva’ni avval bir indeks bo‘yicha 1 dan oo gacha yig‘ib chigamiz,
so‘ngra boshqa indeks bo‘yicha va hokazo.

Ko‘p kompleks o‘zgaruvchili funksiyalarni o‘rganishda quyidagi
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to‘g'ri to‘rtburchakli gismiy yig‘indilarni qarashga to‘g‘ri keladi, bu
yerdam = (mq, ma, ..., My) butun musbat koordinatali vektor. Agar

lim S, = S

min{m; }—o0

bo‘lsa, (14.1.30) qator S soniga to‘g‘ri to ‘rtburchaklar bo‘yicha yaqin-
lashadi deyiladi.
Differensial operatorlarning spektral nazariyasida quyidagi

> a

|k|<R

doiraviy (yoki sferik) qismiy yig‘indilar muhim rol o‘ynaydi, bu yer-
da R musbat son bo‘lib, yig‘indi esa indeksi

k| = \/k%+k§+...+kg < R

shartni qanoatlantiruvchi barcha ag hadlar bo‘yicha olinadi.
Umumiy holda (14.1.30) gator yaqinlashishi qismiy yig‘indi ko‘ri-
nishini tanlashga bog‘liq. Ammo, agar gatorning barcha hadlari
manfiymas bo‘lsa, qator yaqinlashishi bu tanlovga bog‘liq emas (9.3.3
- teoremaga qarang). Bu holda 14.1.6 - teoremaga o‘xshash tasdiq
o‘rinli.
14.1.7 - teorema. Faraz qilaylik, manfiymas f(x) funksiya

= {2z eR"” : 2; 20, j=1,2,...,n}
sohada aniglangan bo‘lib, bu sohada quyidagi

fle+g) < fl@), ¢§eR" & =0, (14.1.31)

monotonlik shartini qanoatlantirsin.
U holda ushbu

/f de < ) f(k (14.1.32)
kj

k >1 >0
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qo‘sh tengsizlik bajarilib, agar tengsizlik biror qismi chekli bo‘lsa,
undan chapdagi qismi ham chekli bo‘ladi.

Isbot xuddi 14.1.6 - teorema isboti kabidir.

14.1.7 - misol. Ushbu

1 1
Sa = > T== > — sy (14.1.33)
kEZm kA0 I kezn kA0 (KT + k3 + - k3

gator « > 0 ning qanday giymatlarida yaqginlashishini aniqlang.
Xuddi 14.1.6 - misoldagidek mulohaza yuritib, (14.1.33) qator-
ning « > n da yaqinlashib, < n da esa, uzoqlashishini ko‘ramiz.

14.2-§. Ixtiyoriy soha bo‘yicha xosmas integrallar

1. Xosmas ma’noda integrallash muammosiga berilgan funksiya
garalayotgan sohada chegaralanmagan bo‘lgan holda ham duch ke-
lamiz. Odatda bunday funksiyalar sohaning istalgan kompakt qismi-
da chegaralangan bo‘ladi. Boshqacha aytganda, funksiya chegaralan-
magan giymatlarni fagat chegara atrofidagina qabul giladi.

Bundan buyon bu bohda biz, bunga alohida urg‘u bermasdan,
biror £ C R™ sohada berilgan funksiya 2 ning istalgan kompakt
kublanuvchi (n = 2 bo‘lganda kvadratlanuvchi) qismiy to‘plamida
integrallanuvchi deb faraz gilamiz, ya'ni istalgan kompakt kublanuv-
chi £ C £ to‘plam uchun quyidagi

I(E) = | f(z)de (14.2.1)
/

integralni mavjud deb hisoblaymiz.
Bunday funksiyalarni biz Q da lokal integrallanuvchi deymiz.

Masalan,
1

1) = e

funksiya istalgan a > 0 uchun

Q= {xeR” : |z| <R}
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sharda lokal integrallanuvchi.
Boshqa bir misol sifatida shardan markazi chigarib tashlangan

Q = {zeR” : 0<|z| <R} (14.2.2)

sohada (ya’ni, bir nuqtasi "o‘yib olingan" sharda) lokal integralla-
nuvchi

1
f(m):W7 /8>07

funksiyani olish mumkin.

2 sohada lokal integrallanuvchi f funksiyadan §2 bo‘yicha olin-
gan xosmas integral, xuddi R™ bho‘yicha olingan xosmas integral
kabi, € ni qamrab oluvchi {Q} sohalar ketma-ketligi yordami-
da aniglanadi. Bu holda, butun R” fazosidan farqli o‘laroq, gqam-
rab oluvchi sohalar ketma-ketligini fagat monoton qilib olish (ya’ni
(14.1.2) shartni gqanoatlantiruvchi qilib olish) yetarli emas. Chunki,
agar €} soha kublanuvchi bo‘lsa, u holda bunday ketma-ketlik ele-
menti €2 bilan, yoki uning f funksiya oddiy ma’noda integrallanuvchi
bo‘lmagan gismi bilan ustma-ust tushishi mumkin.

Bunday holni chetlab o‘tish magsadida, ketma-ketlik elementlari-
ni € ichida yotuvchi biror kompaktning qismi qilib olish yetarli.
Masalan, qamrab oluvchi ketma-ketlikning €2 elementlarini ular-
ning Q yopig'i ©Q da yotadigan qilib olish mumkin. U holda, f
funksiya lokal integrallanuvchi bo‘lgani sababli, €2 sohalar bo‘yicha
f dan olingan integrallar mavjud bo‘ladi.

{2 sohani gamrab oluvchi sohalar ketma-ketligini quyidagi umum
gabul gilingan ko‘rinishda kiritamiz.

Ta’rif. Faraz qilaylik, Qr C Q sohalarning {172, ketma-
ketligi quyidagi tkki sharini qanoatlantirsin:

1) Qp sohaning Q. = Qp U O yopigi Qy1 sohada yotsin,
ya'ni:

Qe C eyt (14.2.3)

2) barcha Qp sohalarning birlashmasi Q soha bilan ustma-ust
tushsin, ya’ni:

U = (14.2.4)
k=1
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U holda bunday ketma-ketlik €1 sohani gamrab oladi deymiz.

Masalan, markazi biror nugtada bo‘lgan konsentrik (ya'ni biri
ikkinchisi ichida yotgan) sharlar ketma-ketligini olaylik. Agar ular-
ning Ry radiuslari qat’iy o‘sib, R soniga intilsa, bu ketma-ketlik
markazi o‘sha nuqtada va radiusi R ga teng bo‘lgan sharni qamrab
oladi.

Boshqa bir misol sifatida bir nuqtasi o‘yib olingan (14.2.2) sharni
gamrab oluvchi

1
Qp = {xeR” : E<|m|<R}
ketma-ketlikni olishimiz mumkin.
1 - eslatma. Agar {Q,,} sohalar ketma-ketligi € sohasini qam-
rab olsa, u holda istalgan K C € kompakt to‘plam uchun biror N
nomerdan boshlab

K c 9y, m>N,

munosabat o‘rinli bo‘ladi.

Bu tasdiq xuddi R” fazo holidagidek isbotlanadi (§14.1 ning 1 -
bandiga qarang).

Xuddi bir karralik integral holidagidek, quyidagi

/f(w) dx (14.2.5)
Q

simvol bilan f funksiyadan € soha bo’yicha olingan (ikkinchi tur)
xosmas integralni belgilaymiz.

Ta’rif. Agar f funksiya Q sohada lokal integrallanuvchi bo‘lib, bu
sohani qamrab oluvchi har qanday kublanuvchi {Q} sohalar ketma-
ketligi uchun

lim f(z)dx (14.2.6)
k—o0
Qp

limit mavjud bo‘lsa, u holda (14.2.5) xosmas integral yaginlashadi
deyiladi.
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Bunda f funksiyani €2 soha bo‘yicha (xosmas ma’'noda) integral-
lanuvchi deymiz.

Agar (14.2.6) limit mavjud bo‘lmasa, (14.2.5) integralni
uzogqlashadi deymiz.

2 - eslatma. Agar f funksiya {2 soha bo‘yicha xosmas ma’noda
integrallanuvchi bo‘lsa, u holda yuqoridagi limit gqamrab oluvchi
{Q%} ketma-ketlik tanlanishiga bog‘liq emasligini ko‘rsatish qiyin
emas. Bu tasdiq xuddi R” fazosi bo‘yicha xosmas integrallar holidagi-
dek isbotlanadi.

Agar (14.2.5) xosmas integral yaqinlashsa, (14.2.6) limit f funksi-
vadan €} soha bo‘yicha olingan xosmas integral deyiladi va quyidagi

/f(w) dr = lim /f(x) dx (14.2.7)
Q O

k—o0

ko‘rinishda belgilanadi.

E’tibor bering, (ikkinchi tur) xosmas integral deb (14.2.5) simvol-
ga ham, (14.2.6) limitga (bu limit mavjud bo‘lganda) teng songa
ham aytilar ekan.

14.2.1 - teorema. Agar f va g funksiyalardan Q0 soha bo‘yicha
olingan xosmas integrallar yaginlashsa,u holda istalgan haqigiy A va
1 sonlart uchun X f+pg funksiyadan olingan rosmas integral mavjud
va navbatdagi

[+ g@ide = A [ @+ on [ gla)da
0 0 0
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Isbot aniq integral va limitga o‘tish amalining chiziqliligidan
kelib chigadi.

2. Butun fazo ho‘yicha integral holidagidek, navbatdagi shart
manfiymas funksiyadan istalgan soha bo‘yicha olingan xosmas integ-
ralning yaqinlashishini ta’minlaydi.

14.2.2 - teorema. Agar [ funksiya manfiymas bo lib,

1) = / f(@) du
Qg
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sonli ketma-ketlik Q@ sohani qamrab oluvchi aqalli bitta {Q} ketma-
ketlik uchun chegaralangan bo‘lsa, w holda (14.2.5) integral yaqinla-
shadi.
Isbot butun fazo bo‘yicha integral holidagidek olib boriladi.
14.2.1 - misol. Agar

Q= {xeR” : |z| <R}

bo‘lsa,
dz
Aw) = [ s
= e

integralni « ning qanday giymatlarida yaqinlashishini aniqglang.
! ni qgamrab oluvchi ketma-ketlik sifatida

1
Qp = {:EGR” : |£E|<R—E}
sharlarni olamiz.
Agar sferik koordinatalarga o‘tsak,

R—1/k

Qp

tenglikni olamiz.

Oxirgi bir o‘lchovli integral £k — oo da « < 1 lar uchungina
yaqinlashadi. Demak, A(«) integral o < 1 da yaqinlashadi va o > 1
da uzoqglashadi.

14.2.2 - misol. Agar

Q= {xreR” : 0<|z|<R}

bo‘lsa,
dx
B(p) = Rk

integralni 8 ning qanday qgiymatlarida yaqginlashishini aniglang.
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! ni qgamrab oluvchi ketma-ketlik sifatida

1
7a— {xeR” : E<|x|<R}

shar gatlamlarini olamiz.
Sferik koordinatalariga o‘tsak, 5 < n lar uchun

d i 1

X P w 1\""
— = W = 2 |pB_ (=
/leﬁ N / rP n—p (’f) ]
tengliklarni olamiz.

Qy 1/k
Demak, 5 < n da B(f) integral yaqginlashadi va u

BE) = R

ga teng.

Agar 5 > n bo‘lsa, B(f3) uzoqlashadi.

14.2.3 - misol. Agar 2 C R" ixtiyoriy kublanuvchi soha bo‘lib,
a uning biror tayinlangan nuqtasi bo‘lsa,

d
) - [ 52
Q

integralni 8 ning qanday qgiymatlarida yaqginlashishini aniglang.

Biz I(5) ni berilgan  sohadan a nugtani o‘yib olingan Q(a) =
2\ {a} soha bo‘yicha xosmas integral deb qarashimiz mumkin. ©(a)
ni qamrab oluvchi ketma-ketlik sifatida

1
/— {:EEQ : |w—a|>E}

sohalar ketma-ketligini olamiz.
1
Endi N nomerni shunday tanlaymizki, radiusi — ga teng va

markazi a € ) nuqtada bo‘lgan shar to‘laligicha £ da yotsin. U
holda k£ > N lar uchun

/ dx B / dx . / dx
lv —al? |z — al® |z — al?
Qp QN

2\
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deb yozishimiz mumkin.

O‘ng tomondagi birinchi integral ostidagi funksiya chegaralan-
gan va bu integral k ga bog‘liq emas, ikkinchi integral esa, parallel
ko‘chirish yordamida 14.2.2 - misolda qaralgan integralga keladi.
Demak, 8 < n bo‘lsa, I(5) integral yaqinlashadi va 5 > n da I(3)
integral uzoqlashadi.

3 - eslatma. Bundan buyon, biror a € 2 nuqtada yakkalangan
maxsuslikka ega bo‘lgan funksiyadan €2 soha bo‘yicha olingan integ-
ral deganda, aynan 14.2.3 - misoldagi integralni, ya'ni Q\ {a} soha
bo‘yicha olingan xosmas integralni tushunamiz.

3. Taqqoslash alomatlari. Xosmas integrallar yaqinlashishi-
ning, taqqoslash alomatlari deb ataluvchi yetarli shartlarini keltira-
miz. Ishot xuddi butun fazo bo‘yicha integral holidagidek olib borila-
di.

14.2.3 - teorema (taqqoslashning umumiy alomati). Faraz
qilaylik, [ va g funksiyalar Q1 da lokal integrallanuvchi bo‘lib,

|f(@)] < g(x)

shart bajarilsin.

Agar Q bo‘yicha g funksiyadan olingan xosmas integral yaginlash-
sa, u holda [ funksiyadan olingan xosmas integral ham yaqinlashadi.

Isbot 14.1.3 - teorema isbotiga o‘xshash.

14.2.4 - teorema (taqqoslashning xususiy alomati). Faraz
qilaylik, a kublanuvchi Q& C R™ sohasining ixtiyoriy nugtasi bo‘lib, f
funksiya Q\ {a} da lokal integrallanuvchi bo‘lsin.

1) Agar x # a lar uchun

@) < —2

< ma B <mn,

shart bajarilsa, u holda (14.2.5) xosmas integral yaginlashadi.
2) Agar x # a lar uchun

f@) > —2

> mv B =>n,
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shart bajarilsa, (14.2.5) xosmas integral uzoqlashadi.
Isbot 14.2.3 - teorema va 14.2.3 - misoldan kelib chigadi.
14.2.4 - misol. Ushhu

dx
|]e
R’n
integralni yaqinlashishga tekshiring.
Biz bu integralni 2 = R™\ {0} soha, ya’'ni butun fazodan koordi-
natalar boshi chigarib tashlangan soha bo‘yicha xosmas integral deb
garashimiz mumkin. Quyidagi

1
Qp = {xeR” : E<|m|<k}
sohalar ketma-ketligini kiritamiz.
Bu ketma-ketlik ) sohasini gamrab oladi. Sferik koordinatalarga
o‘tsak,

k =4 _ fa—n
an 17k 21nk, qg=n,

munosabatni olamiz.

Shubhasiz, ixtiyoriy ¢ € R giymatlarda bu integrallar ketma-
ketligi k — oo da cheksizga intiladi. Demak, ixtiyoriy ¢ € R lar
uchun garalayotgan xosmas integral uzoqglashar ekan.

4. Agar
J1s@lda.
Q
xosmas integral yaqinlashsa, (14.2.5) integral absolyut yaqinlashadi
deyiladi.

Istalgan €2 soha uchun 14.1.5 - teoremaga o‘xshash tasdiq o‘rinli,
chunonchi, lokal integrallanuvchi funksiyadan olingan integral faqat
va faqat absolyut yaginlashganda yaginlashadi. Isbot xuddi yuqorida-
gi sxema bo‘yicha olib boriladi, lekin bunda 2 sohaning ixtiyoriy
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shaklda bo‘lishi mumkinligi bilan bog‘liq bo‘lgan qo‘shimcha qiyin-
chiliklar tug‘iladi.
14.2.5 - misol. Agar

= {xeR? : 0<|z| <R}
bo‘lsa,

I = /ﬂdx (14.2.8)
Q

integralni yaqinlashishga tekshiring.
o ni qamrab oluvchi ketma-ketlik sifatida

1
QO = {xeR2 : E<|x|<R}’ k=1,2,..

xalqalarni olamiz.
Quth koordinatalariga o‘tib, burchaklar bo‘yicha integrallagan-

dan so‘ng,
L Filad /pd /pcowd

1/k

tenglikni olamiz.

Demak, kengayuvchi xalqalar bo‘yicha olingan integrallar ketma-
ketligi nolga intilar ekan. Ammo bu berilgan integral yaqinlashishi-
ni anglatmaydi, chunki buning uchun, )y sohasini gamrab oluvchi
istalgan ketma-ketlik olganda ham, unga mos integrallar ketma-
ketligi yaqinlashishini isbotlashimiz kerak.

14.2.4 - teoremada Kkeltirilgan taqqoslash alomatlari bu misol
uchun ish bermaydi, chunki integral ostidagi funksiyaning yuqoridan
aniq bahosi

ko‘rinishga ega bo‘lib, bu baho integral yaginlashishini ta’'minlamay-
di. Boshqa tomondan, z; = 0 koordinatalar o‘qida integral ostida-
gi funksiya nolga teng. Shunday ekan, biz bu funksiyani quyidan
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biror musbat funksiya bilan baholab, integralni uzoqlashishini ham
ko‘rsata olmaymiz.

Shuning uchun biz, ikki karrali integral yaqinlaghishi uning absol-
yut yaqinlashishiga teng kuchli ekanidan foydalanib, 14.2.2 - teore-
mani qo‘llaymiz.

Yuqoridagi kengayuvchi xalqgalar ketma-ketligi uchun

|m1| /pd /p|cosg0|d >/ /cos wdyp = mIn( Rk)

1k 0

baho o‘rinli bo‘lib, bunday integrallar ketma-ketligi chegaralanma-
gan, demak, (14.2.8) integral uzoqlashadi.
14.2.6 - misol. Agar

O = {reR” : 0<|z| <R}

bo‘lsa, quyidagi

I] - | |7’L+1 d'x j — 17 27 ] n7 (14'2'9)

Qo

n karrali integrallarni yaqinlashishga tekshiring.
Sferik koordinatalarga o‘tib, {2 ni gamrab oluvchi

1
7a— {xeR” : E<|x|<R}

shar qatlamlari ketma-ketligi uchun

tenglik bajarilishini tekshirish qiyin emas.
Endi, xuddi avvalgi misoldagidek, (14.2.9) integral absolyut ya-
ginlashmasligini va bundan chiqdi, uzoqglashishini ko‘rsatish oson.
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14.2.7 - misol. Agar a kublanuvchi 2 C R” sohaning ixtiyoriy
tayinlangan nugtasi bo‘lsa, quyidagi

(:Ej - aj) .

integrallarni yaqginlashishga tekshiring.
Faraz qilaylik, £, kamayib nolga intiluvchi biror ketma-ketlik
bo‘lsin. Qamrab oluvchi sohalar ketma-ketligi elementlari sifatida

Qp = {zeQ : |x—a|l>er}

sohalarni olamiz.

N nomerni shunday tanlaymizki, radiusi €5 ga teng bo‘lib, markazi
a € €} nuqtada bo‘lgan shar to‘laligicha €} da yotsin. U holda k > N
lar uchun

(wj — ay) / (wj — ay) / (@; —aj)
G ZG) gy [ T W) S Rk’ V)
[ e —apt o —ap
k Qn 2\

tenglikni hosil gilamiz.

O‘ng tomondagi birinchi integral ostidagi funksiya chegaralan-
gan va bu integral £ ga bog‘liq emas. Ikkinchi integral, parallel
ko‘chirish yordamida, 14.2.6 - misolda qaralgan integralga keladi
va demak, u nolga teng. Shunday qilib,

: (x; — ay) (xj —ay)

| — P dr = — 2 r.

v | — a|?t! ¢ |z — a|?t! v
2 Qn

Lekin shunga qaramasdan, xuddi 14.2.6 - misoldagi kabi, (14.2.10)
integrallar absolyut yaqinlashmaydi va shu sababli uzoqlashadi.

14.3-§. Karrali xosmas integralning bosh qiymati

1. Yuqorida aniqglangan xosmas karrali integrallar tadbigiy masa-
lalarni yechishda foydalaniladigan ko‘p zarur xossalarga ega. Ammo
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shunga garamasdan, ba’zi muhim hollarda yuqoridagi ta’rifga ko‘ra
vaginlashuvchi integralga ega bo‘lgan funksiyalar sinfi ancha tor-
lik giladi. Integrallanuvchi funksiyalar sinfini kengaytirish uchun,
tabiiyki, integralning yaqinlashish ta’rifidagi shartlarni kuchsizlan-
tirish zarur. Bunday ta’riflar bir gancha, lekin tadbigda eng ko'p
uchraydigan ta’riflardan biri integralning Koshi ma’nosidagi yaqin-
lashishi ta’rifidir.

Ta’rif. Faraz qilaylik, € C R™ ixtiyorty kublanuvchi soha bo‘lib,
a bu sohaning biror nugtasi bo‘lsin.

Bundan tashgari, [ funksiya ixtiyorty € > 0 uchun €. =
{xr € : |z —a| > =} sohada integrallanuvchi bo lsin.

Agar

gi_rg% / f(x)dx
Qe

limit mavjud bo‘lsa, a € Q nugtada mazsuslikka ega bo‘lgan

[ e 1o
Q

integralni Koshi ma’nosida yaginlashadi deymiz.
Bu limit (14.3.1) zosmas integralning bosh qiymati deyilib,

e—0

Vp. | fle)de = lim [ f(x)dx (14.3.2)
[ - ]

ko‘rinishda belgilanadsi.
14.3.1 - misol. Faraz qilaylik, a biror kublanuvchi £} sohaning
istalgan nuqtasi bo‘lib,

(x; —ay) )
[ile) = Wv L<j=<mn,

bo‘lsin. f;(x) funksiyadan olingan integralni Koshi ma’nosida yaqin-
lashishga tekshiring.
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Aytaylik, radiusi R ga teng va markazi a nugtada bo‘lgan shar
to‘laligicha €2 sohasida yotsin. U holda istalgan musbat £ < R uchun

(xj —aj) / (w; —aj)
S G Rkl VS )
/ o — a|n+1 o —api1 @ — a1
Qp Q:\QpR

deb yozish mumkin.

O‘ng tomondagi birinchi integral xos bo‘lib, u € ga bog‘ligmas,
ikkinchi integral esa, 14.2.6 - va 14.2.7 - misollarga ko‘ra, nolga teng.
Bundan chiqdi, integralning bosh giymati mavjud va u

(xj —ay) - (xj —aj)
Vip- |z — a|t! dv = |z — |t d
Qr

ga teng. Bunda o‘ng tomondagi integral xosdir.

1 - eslatma. 14.2.7 - misolga ko‘ra, yuqoridagi xosmas integral
oddiy ma’noda yaginlashmaydi.

2 - eslatma. Oddiy (<regulyar>) yaqinlashuvchi xosmas integ-
rallardan farqli o‘laroq, bosh giymat ma’nosidagi integrallar singul-
yar integrallar deb ham ataladi.

2*, 14.3.1 - misoldagiga o‘xshash integrallar gravitatsiya nazari-
vasi va elektromagnetizmda muhim o‘rin tutadi. Masalan, n = 3 da
bunga o‘xshash integrallar o‘zgarmas p zichlikli € jism hosil qil-
gan tortishish maydoni potensialining hosilasini hisoblashda hosil
bo‘ladi. p(x) zichlik o‘zgarmas bo‘lmagan hollarda integral Koshi
ma’nosida yaqinlashmasligi mumkin, ammo agar u(a) funksiya biror
silliglikka ega bo‘lsa, navbatdagi misolda ko‘rsatilganidek, qarala-
yotgan integral Koshi ma’nosida yaginlashadi.

Agar 0 < a < 1 berilgan son bo‘lib, shunday M > 0 soni topil-
saki, istalgan = € € va y € £ nugtalar uchun

() — w(y)| < Mz —y|* (14.3.3)

tengsizlik bajarilsa, €2 sohasida aniqlangan p(x) funksiya « ko‘rsat-
kich bilan Holder shartini qanoatlantiradi deymiz.
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Agar o = 1 bo‘lsa, Holder sharti, odatda, Lipshits sharti deyi-
ladi.

14.3.2 - misol. Agar u(x) funksiya Q2 sohasida aniglangan bo‘lib,
(14.3.3) Holder shartini qanoatlantirsa, a € 2 nugtada maxsuslikka
ega bo‘lgan

I(a) = % (u(x) d (14.3.4)

integralni Koshi bo‘yicha yaqinlashishini ko‘rsating.
Quyidagi

) ) da

Qe

_ -g%%%%umw—umnm:+um> ﬁ%ﬁ%%ﬂw

ayniyatni garaymiz.

14.3.1 - misolga ko‘ra, yetarlicha kichik = > 0 larda oxirgi
integral € ga bog‘liq emas. Bu integralni A;(a) simvoli bilan belgilab,
yetarlicha kichik £ > 0 larda

L uta) /|x—mm1 ()= ()] do 1 Xy(a)pla)

£

tenglikni yozishimiz mumkin.

O‘ng tomondagi xosmas integral oddiy ma’noda yaqinlashishi-
ni ko‘rish qiyin emas. Haqiqatan, (14.3.3) Holder shartiga binoan,
integral ostidagi funksiya uchun

|l — al M
—— M|z —a|* = ———
= |z —al*t! | | | — a|r—e

baho o‘rinli. Shunday ekan, xosmas integral yaqginlashishi taqqoslash-
ning xususiy alomatidan kelib chiqadi (14.2.4 - teoremaga qarang).
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Demak, (14.3.4) integral Koshi ma’nosida yagqinlashib, uning
bosh qiymati

Vo [ Stk oyt = [ o)t de e @uta)
Q Q

ga teng.

Ahamiyat bering, o‘ng tomondagi xosmas integral oddiy ma’noda
vaginlashadi.

3. Xuddi yuqoridagidek, butun fazo ho‘yicha integralning Koshi
ma’nosida yaginlashish tushunchasi kiritiladi.

Ta’rvif. Faraz qilaylik, [ funksiya R™ da aniglangan va lokal in-
tegrallanuvchi bo‘lsin. Agar

[ s
|z|<R

limit mowvjud bo‘lsa,

/f(w) dx (14.3.5)
R’n

integralni Koshi ma’nosida yaginlashadi deymiz.
Bu limit (14.3.5) xosmas integralning bosh qiymati deyiladi va

R—0
lz|<R

Vp. | flx)der = lim f(x) dx (14.3.6)
/ /

kabi belgilanadsi.
14.3.3 - misol. Ikki karrali

2 2
I = /wdwdy (14.3.7)
x? + y?
RZ

xosmas integralning bosh qgiymati topilsin.
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Quth koordinatalarga o‘tsak,

(2 R R2

sin(z? + y?) sint
/ m2+ s—drdy = 27 / pdpﬂ/Tdt
22 +y2< R? 0 0

tenglikni olamiz.
Oxirgi bir o‘lchovli integralning R — +oo dagi limiti mavjud va
/2 ga teng. Shunday ekan,

sin(z? + 2 72
V.p./#yg)dmdy =5
RQ
3 - eslatma. (14.3.7) ko‘rinishdagi integrallar to‘lqin optikasida
muhim o‘rin tutadi. 14.1.5 - misolga ko‘ra, bu xosmas integral oddiy
ma’'noda uzoqlashadi va shuning uchun u ma’noga ega emas. Lekin
Koshi ma’nosida yaginlashish unga yangi bir ma'no berib, undan
amaliy hisob-kitoblarda foydalanishga imkon beradi.
4 - eslatma. 14.3.2 - misoldagiga o‘xshash, (14.3.7) integralni
shunday o‘zgartirish mumkinki, natijada hosil bo‘lgan integral oddiy
ma’'noda yaginlashadi. Buning uchun

1
u(p) = ek v(p) =1 = cos p?
deb, bo‘laklab integrallash kifoya.
U holda )
du(p) = — dv(p) = 2psin p?,
demak,
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1— 2 1— 2 2
. cos R N / cos(x® +y )dwdy.

R2 (.CE2 + y2)2
2oty <R?

Bundan chiqdi,

sin(z? + y?) / 1 — cos(x? + y?)

V., | ——~dxdy — dx d

p/ 22+ 2 ray (@2 | y?)2 Ay,
2

R2

bunda o‘ng tomondagi xosmas integral oddiy ma’noda yaqinlashadi.
4*. Endi umumiyroq ko‘rinishga ega bo‘lgan

I{g) = /g(w,y) sin(a? + 9%) da dy (14.3.8)
R2

xosmas integralni garaymiz.
14.3.4 - misol. Agar

2w

G(p) = /g(pcosgo,psingp)dgp (14.3.9)
0

funksiya p — +oo da monoton kamayib, nolga intilsa, (14.3.8) xos-
mas integralning Koshi ma’nosida yaginlashishini ko‘rsating.
Quth koordinatalariga o‘tib, quyidagi

g(x,y) sin(z® + y?) da dy

22 4y2 < R?

R 27

= /sianpdp/g(pcowypsiw)d@ =
0

0
R R?

- /G(p) sin p? pdp = %/G(\/%)sintdt
0 0

tenglikni olamiz.



14-bob. Karrali xosmas integrallar 281

G(y/t) funksiya t — +oo da monoton ravishda nolga intilgani
uchun, oxirgi integral, Dirixle-Abel alomatiga ko‘ra, R — +oco da
limitga ega.

Bundan chiqdi,

1 [e @]
V.p./g(m,y) sin(z? 4+ y?) de dy = §/G(\/f) sintdt. (14.3.10)
R2 0

5 - eslatma. Umuman aytganda, (14.3.10) tenglikning o‘ng
tomonidagi xosmas integral shartli yaqinalshadi. Agar (14.3.9) teng-
lik bilan aniglangan G(p) funksiya differensiallanuvchi bo‘lib, uning
hosilasi yetarlicha tez nolga intilsa, u holda bu integralni bo‘laklab
integrallab, absolyut yaqinlashuvchi integralga keltirish mumkin.

5*. Ba’zi hollarda kengayuvchi sharlar o‘rniga R™ fazosini qam-
rab oluvchi boshga tayinlangan ketma-ketliklar olinadi. Masalan,
ikki o‘zgaruvchili holda kengayuvchi konsentrik

D(R) = {(z,y) € R* : x* +y* < R?*} (14.3.11)

doiralar o‘rniga ha’zan, tomonlari koordinata o‘qlariga parallel bo‘l-
gan quyidagi

Q(R) = {(x,y) €R? : |z| <R, |y| < R} (14.3.12)

ko‘rinishdagi kengayuvchi kvadratlar olinadi.

Lekin bunda shuni hisobga olish kerakki, bunday kengayuvchi
sohalar bo‘yicha integrallarining limiti mavjud bo‘lgan funksiyalar
sinfi Koshi bo‘yicha integrallanuvchi funksiyalar sinfidan farq giladi.

14.3.5 - misol. Quyidagi

I = /sin(w2 + y?) da dy
RrR2
xosmas integralni qaraylik.

Integral ostidagi funksiyaning har bir x va y o‘zgaruvchi bo‘yicha
juft ekanini hisobga olib,

Qr = {(z,y) €R® : 2| <R, |y| < R}
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kvadrat bo‘yicha gismiy integralni hisoblaymiz:

I(Qr) = /(sin x?cosy? + cosa?siny?) dedy —

Qr
R R R R
=2 / sin 22dx /cosdey =28 /sin:v2d:v : /cosy2dy
—R —-R 0 0

O‘ng tomondagi har bir integral Dirixle-Abel alomatiga ko‘ra
(6.6.4 - misolga qarang), R — oo da chekli limitga ega bo‘lib, 17 -
bobda ko‘rsatilganidek ((17.2.34) va (17.2.35) formulalarga qarang),
bu limit /7 /8 ga teng, ya'ni

[e @] [e @]
/siandm = /cosy2dy = %
0 0

Demak, kvadratlar bo‘yicha integrallar ketma-ketligi limitga ega
va

lim I —
plim (Qr) = =

Ammo, kengayuvchi doiralar bo‘yicha limitning mavjud emasligi-
ni ko‘rsatish giyin emas, ya’ni qaralayotgan funksiya Koshi ma’nosida
integrallanuvchi bo‘lmaydi. Hagigatan, qutb koordinatalariga o‘tib,

R
sin(a? +y?) dedy = 27r/sin7°27°d7° = (1 — cos R?)

22 y? < R? 0

tenglikka ega bo‘lamiz. Ravshanki, R — 400 da o‘ng tomon limitga
ega emas.

Navbatdagi misol yuqoridagi tasdigning teskarisi ham o‘rinli eka-
nini, ya’ni kengayuvchi doiralar bo‘yicha integrallarning yaginlashi-
shidan kengayuvchi kvadratlar bo‘yicha integrallarning yaqinlashishi
kelib chigmasligini ko‘rsatadi.
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14.3.6 - misol. g(z,y) funksiyani qutb koordinatalarida

g(r,p) = rtcosdp
ko‘rinishda aniglaylik.
Bu funksiyadan R > 0 radiusli doirada olingan integral nolga
teng:
R 27w 2w
/ glr,p)rdrdy = /7" dr | cosdpdp =
00

Demak, integral Koshi ma’nosida yaqlnlashadl va u nolga teng.
Lekin g(r, ) funksiyani

g(r,) = r*(cost ¢ +sin* ) —6rt cos? psin?p = 2t +yt —62%y?

ko‘rinishda ham yozishimiz mumkin. Shunday ekan, bu funksiyadan
{]z]| < R, |y| < R} kvadrat bo‘yicha integral uchun

436 4R6 2R3 2R3 16
//:E+y —622yY) da dy = —6 T —ER6

tenglik o‘rinli.

Demak, kvadratlar bo‘yicha integrallar B — +oco da —oco ga
intiladi, ya’ni qaralayotgan funksiya Koshi ma’'nosida kvadratlar
bo‘yicha integrallanuvchi emas.

6 - eslatma. Yuqorida shartli yaginlashuvchi karrali integrallar-
ning mavjud emasligi qayd qilingan edi. Shunday bo‘lsada, Koshi
bo‘yicha yaqinlashuvchi karrali xosmas integrallar, aslida, xuddi bir
o‘lchovli holdagi shartli yaginlashuvchi integrallar rolini o‘ynaydi.
Koshi bo‘yicha yaginlashish xosmas ma’noda integrallanuvchi funk-
siyalar sinfini, demak, mos ravishda, karrali xosmas integrallar yor-
damida yechiladigan masalalar sinfini sezilarli darajada kengayti-
rishga imkon beradi.
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14.4-§. Misollar

1 - misol. Quyidagi

// dx dy
L [)p(1 4 [y])e

xosmas integralni yaginlashishga tekshiring.

Ko‘rsatma. 14.1.2 - teoremadan foydalanib, R? fazoni qamrab
oluvchi sohalar ketma-ketligini shunday tanlangki, natijada o‘rgani-
layotgan integralning yaqginlashish masalasi bir karrali integral yaginla-
shighini o‘rganishga kelsin.

2 - misol. Quyidagi

I — // 6—312—3y2—2my—2m+2y—2dm dy

RZ

xosmas integralni yaginlashishga tekshiring.
Ko‘rsatma. Agar £ = v —y + 1 va n = = + y almashtirish
bajarsak, integral

I = //6—52—2772—1d5dn — ! //e—fz—%zdgdn

R2 R2

ko‘rinishga keladi.

Endi R? fazoni qamrab oluvchi ketma-ketlik elementlari sifatida
B = {(&,n) €R% €] < k,|n| < k} to‘plamlarni olish yetarli.

3 - misol. Agar £ = R x [0, 1] bo‘lib, E sohada integrallanuvchi
@ funksiya uchun 0 < m < |p(x,y)| < M tengsizlik o‘rinli bo‘lsa,

quyidagi
7 / / o(r,y) dr dy
B 1422 +y?)

xosmas integralni yaginlashishga tekshiring.
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Ko‘rsatma. Ravshanki, I integral quyidagi

B dr dy
= // (1+a2 1 2P //fmy oy

integral bilan bir vaqtda yoki yaginlashadi, yoki uzoqlashadi. Endi

x,y), agar (x,y) € E bo'lsa,
Flay) {f( y), agar (.y)

0, agar (z,7) € R:\E bo‘lsa,

deb belgilasak, /; integral

// F(x,y)dx dy
B2

ko‘rinishga keladi. Bu integralni, § 14.1 natijalaridan foydalanib,
vaginlashishga tekshirish qiyin emas.
4 - misol. Agar E = {(x,y) € R?: 0 <2 <y} bo'lsa, quyidagi

E

xosmas integralni yaginlashishga tekshiring.
Kof‘rsatma. Avval
e~ agar (x,y) € E bo'lsa,

Fa, =
@9) {O, agar (x,y) € R®\E bo'lsa,

deb belgilab, I integralni § 14.1 da o‘rganilgan

// F(x,y)dx dy
B2

xosmas integral ko‘rinishiga keltiring. Endi integral ostidagi funksi-
yvaning manfiymas ekanini hisobga olib, integralni 14.1.2 - teorema
yordamida yaqinlashishga tekshiring.
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5 - misol. Agar £ = {(x,y,2) € R®: 224y?+22 < 1} bo'lib, ¥
sohada integrallanuvchi ¢ funksiya uchun 0 < m < |p(z,y,2)| < M
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, quyidagi

[ /// o(x y, d:vdydz
— —

xosmas integralni yaginlashishga tekshiring.

Ko‘rsatma. Integral yaginlashishiga ¢ funksiya ta’sir gilmasli-
giga ishonch hosil gilib, I integral yaqinlashishini 14.2.1 - misoldagi
singari o‘rganing.

6 - misol. Agar F = {(x,y) € R?: 0 < 2? +y? < 1} bo'lsa,

quyidagi
I = / In /a2 + y2dx dy

E
xosmas integralni hisoblang.
Ko‘rsatma. Qutb koordinatalar sistemasiga o‘ting. Integral —%
ga teng.
7 - misol. Ushbu

kzz L+ k) 1+m)q

ikki karrali qator p va ¢ larning qanday qiymatlarida yaqinlashishini
aniglang.

Ko‘rsatma. Agar Q = {(z,y) € R?> : 2 > 0,y > 0} desak,
14.1.6 - teoremaga ko‘ra, S qator

// dx dy
L [)p(1 4 [y])e

xosmas integral yaqginlashganda yaginlashadi. Bu integralni yaqinla-
shishga tekshirish uchun 1 - misoldan foydalaning.
8 - misol. Ushbu

©
3202

k=1m=1
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ikki karrali gqatorni yuqoridan baholang.
Kof‘rsatma. 14.1.6 - teorema va 14.1.2 - misoldan foydalaning.
9 - misol. Agar

1, agar |z| <41 bo'lsa,
Yla) = T
0, agar |z| >3 bo'lsa,

funksiya berilgan bo‘lsa,

s = o (15 - via)

funksiya uchun kengayuvchi doiralar va kengayuvchi kvadratlar bo‘-
yicha olingan integrallar ketma-ketligi limiti farq qilishini ko‘rsating.
Kof‘rsatma. Kengayuvchi doiralar bo‘yicha integrallar limitini

hisoblashda, (%) funksiya 1 (x) dan tekislikni koordinata-

lar boshi atrofida 7/4 burchakka burish natijasida hosil bo‘lgani
sababli, bu ikki funksiyadan markazi koordinatalar boshida bo‘lgan
har ganday doira bho‘yicha olingan integrallar o‘zaro teng ekanini
hisobga oling.
Kengayuvchi kvadratlar bo‘yicha integrallar limitini hisoblash-
m J—
da esa, 1 (%) funksiyadan istalgan kvadrat bo‘yicha olingan
integral diagonal va undan 1 birlik yuqoridan o‘tgan parallel to‘gri
chiziq orasidagi yo‘lakchaning yuziga teng ekanidan foydalaning.
10 - misol. Yuqoridagi misol belgilashlarida

glw,y) = V2 ) — w(%}%

funksiya uchun kengayuvchi doiralar va kengayuvchi kvadratlar bo‘-
yicha olingan integrallar ketma-ketligi limiti farq qilishini ko‘rsating.
Ko‘rsatma. Kengayuvchi kvadratlar bo‘yicha integrallar limiti
yugoridagi misolda keltirilgan xossalarga tayanib hisoblanadi.
Kengayuvchi doiralar bo‘yicha integrallar limitini hisoblashda
esa, g(x,y) funksiyani quyidagi

gla,y) = (V2—1)-9(2) + {w(m)_d,(wkyﬂ
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ko‘rinishda yozib olib, yuqorida keltirilgan misoldagi mulohazalar-
dan foydalaning.
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15.1-§. Birinchi tur egri chiziqli integrallar

1. Ma'lumki, f funksiyadan [a,b] kesma bo‘yicha olingan
integralni, shu kesma bilan ustma-ust tushuvchi va chizigli zichligi
f funksiyaga teng bo‘lgan o‘zakning massasi deb hisoblash mumkin.
Endi bordiyu kesma bukilib, biror egri chiziqqa aylangan bo‘lsa, u
holda bunday bukilgan o‘zak massasini qanday topish mumkin?

Buning uchun xuddi kesma bo‘yicha olingan aniq integral holida-
gidek ish tutamiz. Chunonchi, bu egri chizigni gismiy yoylarga bo‘la-
miz va har bir bo‘lakni taxminan bir jinsli deb faraz qilib, barcha
bo‘laklar massasini yig‘ib chigamiz. Aynan mana shu hosil bo‘lgan
kattalik bukilgan o‘zakning taxminiy massasi bo‘lib, uning giymati
egri chizigli integral tasavvurini beradi.

Shunday qilib, A € R? va B € R? nuqtalarni tutashtiradigan
sodda (yani o‘zini o‘zi kesmaydigan) to‘g‘rilanuvchi L C R? yassi
egri chiziq berilgan bo‘lsin. Bu egri chizigni My, My, ..., M,, nuqta-
lar yordamida m ta ALk yoylarga bo‘lamiz. So‘ngra My = A va
M,, = B deb, hosil bo‘lgan bo‘linishni 7" harfi bilan belgilaymiz.
Har bir AL yoy My_1 va My nuqtalarni tutashtirsin va

m

L = |J AL,
k—1
m

L] = > |AL
k—1

tengliklar bajarilsin deb faraz qilamiz. Bu yerda yoyning absolyut
giymati uning uzunligini anglatadi. 7" bo‘linishning diametri deb

a(ry = max |ALg|
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songa aytamiz.

Faraz qilaylik, L da aniglangan biror f : L, = R funksiya (masa-
lan, f(x) funksiya x = (x1,22) € L nuqtadagi chiziqli zichlik bo‘lishi
mumkin) berilgan bo‘lsin. Istalgan ravishda & € ALg nugtalarni
tanlab,

m
or(f) = > f(&) - |AL (15.1.1)
k=1
integral yig‘indini tuzamiz.

Agar iztiyoriy € > 0 son olinganda ham shunday § > 0 son
topilsaki, d(T) < 0 shartni qanoatlantiruvehi har qanday T bo‘linish
uchun, & € ALy nugtalarni tanlanishiga bog‘liq bo‘lmagan ravishda
biror I soni topilib, quyidagi

lor(f) — 1] < ¢

tengsizlik bajarilsa, u holda I soniga (15.1.1) integral yig ‘indilarining
d(T) — 0 dagi limiti deyiladi.

Integral yig‘indilarining limiti f funksiyadan L egri chiziq bo‘yi-
cha olingan birinchi tur egri chizigli integral deyiladi va

/fdl - / @) di(z) (15.1.2)
L AB

ko‘rinishda belgilanadi.
2. Parametrik ko‘rinishda berilgan

L ={xeR? : x2=>0()= (o), v®), a<t<b} (15.1.3)

egri chiziqni garaymiz.

Eslatib o‘tamiz, agar ®(t) vektor-funksiyaning har ikki ¢ va
komponentasi [a,b] kesmada uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lsa, L
egri chiziq silliq deyiladi.

Agar ®'(7) = 0 bo‘lsa, (15.1.3) parametrik ko‘rinishda berilgan
L egri chizigning £ = ®(7) nuqtasi mazsus deyiladi. Bundan buy-
on biz egri chizigni fagat shunday parametrlashtirishni qaraymizki,
bunda egri chizigimiz maxsus nuqtaga ega bo‘lmasin.
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Biz dastlab tabiiy parametrlashtirishni garaymiz. Chunonchi,
agar L(x) berilgan L egri chizigning A nuqtasidan x nuqtasigacha
bo‘lgan qismi bo‘lsa, |L{x)| = [ deb belgilaylik. U holda L egri chi-
zigning quyidagi

= X)) = ("D, v* () (15.1.4)

ko‘rinishda berilishi tabity parametriash deyiladi.

Navbatdagi tasdiq o‘rinli.

15.1.1 - teorema. Faraz qilaylik, L tabity parametrlashiiril-
gan sodda to ‘g rilanuvchi yassi egri chiziq bo‘lib, f shu egri chizigda
berilgan funksiya bo‘lsin. U holda

IL|

/ flaydl = / Fle Wt (0] dl (15.1.5)
L 0

tenglik o‘rinli bolib, agar bu integrallardan biri mavjud bo‘lsa, ikkin-
chisi ham mavjud bo‘ladi.
Isbot. Agar lyp = 0, l,, = |L| deb, |0, |L|] kesmaning

lh<lhi<ly<..<ln

nuqtalari tashkil gilgan ixtiyoriy P bo‘linishni garasak, bunga mos
ravishda L  egri chizigning xp = ®*(lx) kabi aniglangan
20, X1, 22, ..., Lm Nuqgtalari biror 7" bo‘linishni aniglaydi. Aksincha,
L egri chizigning har qanday bo‘linishiga [0, |L|] kesmaning biror
bo‘linishi mos keladi. Bevosita tabiiy parametrlashtirishning ta’rifi-
dan

Al = I — ey = ALy

tenglik kelib chigadi.

Agar ixtiyoriy ravishda Ag € [lk—1, [g] nuqtani tanlasak, bu nuqta-
ga & = P*(Ag) = (©*(A\k),¥*(Ag)) ko'rinishda aniqlangan & €
AL nugta mos keladi va bu moslik o‘zaro bir giymatli bo‘ladi.

Demak,

D FE) 1AL = D @ ), v () Al (15.1.6)
k=1 k=1
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tenglik o‘rinli.

Ahamiyat bering, bu tenglikning chap tomonida (15.1.5) ning
chap tomonidagi egri chiziqli integralga mos keluvchi integral yig‘indi
va o‘ng tomonida esa, (15.1.5) ning o‘ng tomonidagi aniq integralga
mos keluvchi integral yig‘indi turibdi. Shunday ekan, agar bir inte-
gral yig‘indining limiti mavjud bo‘lsa, ikkinchi integral yig‘indining
ham limiti mavjud bo‘lib, bu limitlar o‘zaro teng bo‘ladi.l

3. Endi umumiy parametrlashtirish holiga o‘tamiz, ya’'ni (15.1.3)
formulada ¢, yoy uzunligi bilan ustma-ust tushishi shart bo‘lmagan
ixtiyoriy parametr bo‘lsin.

Navbatdagi tasdiq o‘rinli.

15.1.2 - teorema. Faraz gilaylik, L (15.1.3) formula bilan beril-
gan va maxsus nugtaga ega bo‘lmagan egri chizig bo‘lsin. Agar f
funksiya L da uzluksiz bo‘lsa, v holda [ dan L egri chizig bo‘yicha
olingan birinchi tur egri chiziqli integral maovjud bo‘lib, u uchun

b
/ Jaydl — / Tl e OF T ORd  (15.1.7)
L a

formula o‘rinli bo‘ladi.
Isbot. Ravshanki, (15.1.3) parametrlashtirish (15.1.4) tabiiy para-
metrlashtirish bilan quyidagicha bog‘langan: agar

v = () = DY)

bo‘lsa, u holda yuqorida aniglangan L(x) uchun

[L{x)| = 1 = /\/[@’(S)JQHW(S)PdS (15.1.8)

munosabat o‘rinli ((7.1.12) ga qarang).
Endi (15.1.5) ning o‘ng tomonidagi integralda

I - / VIPOPE T W) ds (15.1.9)
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almashtirish bajarsak, integralda o‘zgaruvchi almashtirish qoidasiga
ko‘ra, (15.1.7) formulaga ega bo‘lamiz.l

Eslatma. L egri chiziq yopiq, ya'ni ®(a) = ®(b) bo‘lganda ham
(15.1.7) formula o‘rinli bo‘lib qolaveradi.

15.1.1 - misol. Agar ¢ > 0 bo‘lsa, quyidagi

L = {(mvy)€R2 : $2/3+y2/3:a2/3}

egri chiziq bo‘yicha ushbu

1 [l
L

birinchi tur egri chiziqli integral hisoblansin.
Bu egri chiziq astroida deb ataladi. Uning parametrik ko‘rinishi
quyidagicha

:E:acos3t, y:asin3t, 0 <1 <2,

yoziladi.
Shuning uchun

[ P + [ ()]> = 9a(cos*t sin?t + sin® ¢ cos® t)
bo‘lib, ildiz olsak,

V0P + [ (#)]?2 = 3alcost sint] = %|sin2t|

tenglikka ega bo‘lamiz.
Bundan tashqari, integral ostidagi funksiya (x, y) o‘zgaruvchilar-
ning har biri bo‘yicha juft bo‘lgani uchun,

2

f/wwwmww+wwwt

0

w/2

4/WﬁWBVW@P+WWWﬁ
0




294 15.1-§. Birinchi tur egri chizigli integrallar

deb yozish mumkin.

Demak,
w/2 w/2
3
I = 4/a1/3|sint|~?a|sin2t|dt — 6a4/3/sintsin2tdt —
0 0
1 t=m/2
— 3a*3 (sint — = sin3¢ = 4a*/3.
3 =0

4. Fazoviy egri chiziqlar uchun ham birinchi tur egri chizigli
integral xuddi yuqoridagidek kiritiladi. Chunonchi, A € R* va B €
R? nugtalarni tutashtiruvchi sodda (ya’ni o‘zini o‘zi kesmaydigan)
to‘g'rilanuvchi L C R? egri chiziqni qaraylik. Berilgan egri chizigni
My, My, ..., My, 1 nugtalar yordamida m ta AL, yoyga bo‘lamiz.
My = A va My, = B deb, hosil bo‘lgan bo‘linishni T" bilan belgilay-
miz. Har bir ALy yoy My_1 va M nuqtalarni tutashtirsin va

m

L = |J AL,
k—1
m

L] = > |AL|
k—1

tengliklar bajarilsin deb faraz qilamiz. Bu yerda yoyning absolyut
giymati uning uzunligini anglatadi. 7" bo‘linishning diametri deb

a(ry = max |ALg|

songa aytamiz.
Ixtiyoriy f : L. — R funksiya uchun istalgan ravishda & € AL
nuqtalarni tanlah, quyidagi

m

or(f) = > [(&) - |AL (15.1.10)

k=1

integral yig‘indini tuzamiz.
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Agar iztiyoriy € > 0 son olinganda ham shunday § > 0 son
topilsaki, d(T) < 0 shartni qanoatlantiruvehi har qanday T bo‘linish
uchun, & € ALy nugtalarni tanlanishiga bog‘liq bo‘lmagan ravishda
biror I soni topilib, quyidagi

lor(f) — 1] < ¢

tengsizlik bajarilsa, w holda I soniga (15.1.10) integral yig‘indilari-
ning d(T) — 0 dagi limiti deyiladi.

Integral yig‘indilari limiti f funksiyadan L fazoviy egri chiziq
bo‘yicha olingan birinchi tur egri chiziqli inetgral deyiladi va

/ Jaydl — / f (@) di(z)
L AB

ko‘rinishda belgilanadi.
Faraz qilaylik, L fazoviy egri chiziq parametrik ko‘rinishda, ya’ni

L = {xeR®: o=301) = (o), v(t), x(1), a<t<b}
(15.1.11)
ko‘rinishda berilgan bo‘lsin. Eslatib o‘tamiz, agar ®(¢) vektor-funksi-
yaning uchchala ¢, b va y komponentasi [a,b| kesmada uzluksiz
differensiallanuvchi bo‘lsa, L egri chiziq sillig deyiladi.

Agar ®'(7) = 0 bo'lsa, ¢ = ®(7) nuqta parametrik ko‘rinishda
berilgan (15.1.11) silliq egri chizigning mazsus nuqtasi deyiladi.
Xuddi yuqoridagidek, biz o‘rganilayotgan parametrik ko‘rinishdagi
fazoviy silliq egri chizigni maxsus nuqtaga ega emas deb hisoblaymiz.

5. Yassi egri chiziq holidagidek, fazoviy egri chiziq tabiiy para-
metrlashtirilganda, ya’ni parametr sifatida yoy uzunligi [ olinib, egri
chiziq

v = () = (0,1, x* (1),

ko‘rinishda berilganda, egri chiziqli integral [0,|L|] kesma bo‘yicha
olingan oddiy aniq integral orgali osongina ifodalanadi.

15.1.3 - teorema. Faraz qilaylik, L tabiiy parametrlashtirilgan
sodda to‘grilanuvchi egri chiziq bo‘lib, [ shu egri chiziqda aniqlan-
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gan funksiya bo‘lsin. U holda

|L|
/ )l = / Tl 0t (0, x* (O] dl (15.1.12)
L 0

tenglik o‘rinli bolib, agar bu integrallardan biri mavjud bo‘lsa, ikkin-
chisi ham mavjud bo‘ladi.

Isbot xuddi 15.1.1 - teorema isbotidek.

Umumiy ko‘rinishdagi parametrlashda 15.1.2 - teorema singari
tasdiq o‘rinli.

15.1.4 - teorema. Faraz qilaylik, L (15.1.11) formula bilan
berilgan maxsus nugtasiz silliq egri chizig bo‘lsin. Agar f funksiya
L bo‘ylab uzluksiz bo‘lsa, v holda [ funksiyadan L bo‘yicha olingan
birinchi tur egri chiziqli integral mavjud bo‘lib, u uchun

b

/ faydl — / Tt vt xOIVIZDOE T W OP T W OF dt
L a

(15.1.13)

tenglik o‘rinli.
Isbot 15.1.2 - teorema isbotini so‘zma-so‘z qaytarishdan iborat.
15.1.2 - misol. Burama egri chizigning bir o‘rami bo‘lmish

L—={(x,y,2) €R®: x = Rcost, y = Rsint, z = ht, 0 <t <2}

fazoviy egri chiziq bo‘yicha olingan quyidagi

I/zdl

L

birinchi tur egri chiziqli integral hisoblansin.

[ (O] + [ ()2 + [X'(1)]* = R?sin®t + R?cos®t + h? = R* + h2.
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tenglik va (15.1.14) formulaga ko‘ra,

2w
I — /fm/R? +h2dt = 27°h/ R2 + h2
0
bo’ladi.

15.2-§. Ikkinchi tur egri chiziqli integrallar

1. Egri chizigli integrallarning yana boshqa xili L egri chiz-
iq bo‘yicha harakatdagi nuqtaga ta’sir giluvchi F kuch bajarayot-
gan mexanik ish ta’rifi bilan bog‘liqdir. Avval F kuchni o‘zgarmas
deylik. Agar harakat to‘g‘ri chiziq bo‘yicha ro‘y berayotgan bo‘lib,
boshlang‘ich va oxirgi nuqgtalarni tutashtiruvchi vektorni s deb bel-
gilasak, u holda A ish

A= F-s

skalyar ko‘paytmaga teng bho‘ladi.

Endi, faraz qilaylik, o‘zgaruvchi F(x,y, z) kuch ta’sirida qarala-
yotgan nuqta . = AB sodda egri chiziq bo‘ylab A nuqtadan B
nuqtagacha harakatlansin. Bu kuch bajargan ishni topish magsa-
dida, odatdagidek My = A va M,, = B deb, L. egri chizigni
My, My, M, ..., M,, nuqtalar yordamida AL, qismiy yoylarga
bo‘lamiz. Hosil bo‘lgan T' = {My, My, ..., M, } bo‘linish diametri-
ni shunchalik kichik qilib tanlaylikki, bunda qismiy yoylarni taxh-
minan kesma deb va F kuchni esa, bu yoylarda o‘zgarmas deb
hisoblash mumkin bo‘lsin.

Fazoning M;_; va M, nuqtalarini tutashtiruvchi vektorni Al
orqali belgilaylik, ya'ni

Alk = Mk_Mk—ly k::1,2,...,m.

F kuchning M;_; nuqtadan M} nuqtagacha bajargan ishini
taxminan
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skalyar ko‘paytmaga teng deyish mumkin, bunda (&g, g, (x) nuqta
AL gismiy yoyning istalgan nuqtasidir. Bundan chiqdi, A dan to
B gacha bajarilgan tola ish taxminan quyidagi

k=1

integral yig‘indiga teng.

Agar d(T) — 0 da (15.2.2) integral yig‘indilar limiti mavjud
bo‘lsa, u holda bu limit F' vektor-funksiyadan AB egri chiziq bo‘yi-
cha olingan ikkinchi tur egri chizigli integral deyiladi va

/ Fdl = hm or(F) (15.2.3)
T)—0
kabi belgilanadi.

Birinchi tur egri chiziqli integralning ikkinchi tur egri chizigli
integraldan asosiy farqi shundaki, ikkinchi tur integral integrallana-
yotgan egri chizigda o‘rnatilgan yo‘nalishga bog‘liqdir. Boshqgacha
aytganda, birinchi tur integral uchun

/f(x)dl _ /f(:v) dl
AB BA

tenglik o‘rinli bo‘lsa, ikkinchi tur integral uchun esa,
/ Fdl = — / Fdl
AB BA

tenglik o‘rinli.

Bu tengliklarning fizik ma’nosi tushunarli: bukilgan o‘zakning
massasini o‘lchash bu o‘zakning yo‘nalishiga bog'liq emas, ammo
biror masofada bajarilgan ishni hisoblashda harakat yo‘nalishiga
qarab quvvat ortishi yoki kamayishi mumkin.

Navbatdagi bandda biz birinchi va ikkinchi tur egri chiziqli integ-
rallarni bog‘lovchi matematik munosabatlarni o‘rnatamiz. Bunda
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biz R? fazosi nuqtalari koordinatalarini (z, ¥, z) ko‘rinishda belgilay-
miz.
2. Faraz qgilaylik, kuch vektori quyidagi

F(mvyvz) - (P(mvyvz)vQ(mvyvz)vR(mvyv Z))
komponentalarga va Al vektor esa,
Alk = (A:Ek,Ayk,AZk)

komponentalarga ega bo‘lsin.
Bunda (15.2.1) skalyar ko‘paytma

ko‘rinishda yoziladi.
Shunday ekan, (15.2.2) integral yig‘indini, har bir komponentaga
mos keluvchi uchta integral yig‘indiga ajratish mumkin:

or(F) = o (P) + o2(Q) + o (R),

bu yerda
o (P) = 3" P&, e, Go) A, (15.2.4)
k=1
k=1
oP(R) = > R(&k, 1k, Gi) Az (15.2.6)
k=1

deb belgilangan.
Biz har bir (15.2.4)-(15.2.6) integral yig‘indini 7" bo‘linishning
d(T) diametri nolga intilganda limitga ega bo‘lsin deb faraz gilamiz.
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Bu limitlar ham ikkinchi tur egri chiziqli integral deb ataladi va
quyidagi

. 1
d(l}gri)o 0<T)(P) = / P(z,y,2)dx, (15.2.7)
AB
lim o2(Q) = / 2.
d(]%go gr (Q) Q(mvyv Z) dyv (15 2 8)
AB
lim oY(R) = / 2.
d@lgri)o o (R) R(x,y,2)dz (15.2.9)

AB

ko‘rinishda belgilanadi.
Shunday qilib, (15.2.3) ikkinchi tur egri chizigli integralni koordi-
natalar ho‘yicha

/F(w,y,z) dl = /P(:E,y,z) dr + Q(x,y, 2) dy + R(z,y, 2) dz
AB AB

(15.2.10)
deb yozishimiz mumkin.

E’tibor bering, xuddi birinchi tur egri chizigli integral singari,
(15.2.3) ikkinchi tur egri chizigli integral va (15.2.10) yig‘indi ham,
Dekart koordinata sistemasini parallel ko‘chirish va burishda o'z qiy-
matini saqlaydi. Bu bevosita egri chiziqli integral ta’rifidan kelib
chiqadi. Lekin, shunga qaramasdan, har bir (15.2.7)-(15.2.9) ko‘rinishdagi
ikkinchi tur egri chizigli integral, ravshanki, koordinata sistemasin-
ing tanlanishiga bog‘ligdir.

Agar L egri chiziq biror koordinata o‘qiga perpendikulyar bo‘lgan
tekislikda yotsa, u holda bu o‘qqa mos (15.2.7)-(15.2.9) ko‘rinishdagi
egri chizigli integral nolga aylanadi. Masalan, agar L egri chiziq
Oxy tekislikda yotsa, u holda barcha k larda Azp = 0 bo‘lgani
sababli, (15.2.6) integral yig‘indida hamma hadlar nolga teng. Shun-
ing uchun, integral yig‘indilarining limiti ham, yani (15.2.9) integral
ham nolga teng.

3. Berilgan A € R? va B € R? nugtalarni tutashtiruvchi uzluksiz
sodda (ya'ni o‘zini o'z kesmaydigan) L C R? fazoviy egri chiziqni
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garaylik. Bu egri chizigni I, = AB deb ham belgilaymiz. Faraz qi-
laylik, bu egri chiziq

M = @) = ('), 0" O, x"(1), 0=<1<|L,

ko‘rinishda tabiiy parametrlashtirilgan bo‘lib, [ parametr yoyning
A nugtadan boshlab o‘lchalgan uzunligi bo‘lsin. Agar nugta bu
egri chiziq bo‘ylab harakatlanayotganda [ parametr o‘ssa, u hol-
da nuqtani A dan B ga garab harakatlanayapti deb hisoblaymiz.
Bunda L = AB egri chiziqda yo‘nalish o‘rnatilgan (yoki egri chiz-
iq orientirlangan) deymiz. Xuddi shu egri chizigqni yoy uzunligini
B nuqgtadan boshlab o‘lchab, teskari yo‘nalishda ham orientirlash
mumkin. Boshqacha aytganda, AB va BA egri chiziglar o‘zaro qa-
rama-qarshi yo‘nalishlarda orientirlangan.

L = AB silliq egri chizigning, chetki B nuqtasidan fargli, har
qanday M nuqtasida quyidagi ko‘rinishda aniglangan 7 (<tau> deb
o‘qiladi) urinma vektorni kiritish mumkin. Aytaylik, M nuqtani L
egri chiziq bo‘ylab B ga qarab siljitish natijasida u biror M’ € L
nuqtaga o‘tsin. M nuqtadan M’ nuqtaga yo‘naltirilgan birlik vek-
torni qaraymiz. Albatta bu vektor

MM
e —
M)

ko‘rinishga ega.

Agar M’ nuqta M ga intilganda e birlik vektor biror 7 vektorga
intilsa, ana shu limit vektorni L egri chiziqga M nugtada o‘tkazilgan
urinma deb ataymiz.

Bunday ta'rifdan ko‘rinib turibdiki, urinma vektor egri chizig-
ning shakli va unda o‘rnatilgan yo‘nalish orqali aniglanib, egri chizig-
ning ganday parametrlashtirilganiga bog‘liq emas.

4. Aytaylik, L silliq egri chizigning, undagi yonalishni saglovchi
va

O(t) = (), v(t),x(), a<t<y, (15.2.11)

ko‘rinishga ega bo‘lgan ixtiyoriy parametrlashtirishi berilgan bo‘lsin.
Bu degani, ¢ parametr oshgan sari A nuqta bilan ®(¢) nugtani tu-
tashtiruvchi yoy uzunligi ham oshib borsin.
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Eslatib o‘tamiz, biz parametrik ko‘rinishda berilgan va maxsus
nuqtaga ega bo‘lmagan silliq egri chiziglarni qaraymiz, ya'ni butun
[a, b] kesmada ®'(1) # 0 deb faraz gilamiz.

Agar silliq egri chizig maxsus nuqtaga ega bo‘lmasa, u holda
[a, b] kesmada

2 2 2
|®'(1)]? = (Z—f) + (%) + (%) >0, a<t<b,

tengsizlik bajariladi.

[a, b] kesmada uzluksiz bo‘lgan |®/(¢)| funksiya, Veyershtrassning
ikkinchi teoremasiga ko‘ra, shu kesmada o‘zining M maksimal va
m minimal giymatlariga erishadi. Ravshanki, M > m > 0 bo‘lib,
quyidagi

m < [®t) < M, a<t<b, (15.2.12)
tengsizlik o‘rinli.

5. Faraz qilaylik, ®(¢) vektor-funksiya (15.2.11) tenglik bilan
aniglangan bo‘lsin. ¢ argumentga yetarlicha kichik h > 0 musbat
orttirma berib, ®(¢) nuqtadan ®(¢+h) nuqtaga yo‘nalgan e(h) birlik
vektorni qaraylik. Ma’lumki, bu vektor

Ot + h) — (1)

o) = ey e

(15.2.13)

ko‘rinishga ega.

Mana shu e(h) birlik vektorning A — 0+ 0 da 7 vektorga, ya'ni
biz AB egri chizigning M nuqtadagi urinmasi deb atagan vektorga,
intilishini ko‘rsatamiz.

Buning uchun (15.2.13) munosabatni

Ot + h) — (t) h

e(h) = - A EEET0] (15.2.14)

ko‘rinishda yozib olamiz.
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Farazimizga ko‘ra AB egri chiziq silliq bo‘lgani uchun, (15.2.14)
ning o‘ng tomonidagi birinchi kasr ®(¢) vektor-funksiya hosilasiga
intiladi, ya'ni

O(t+ h) — ()

li = '(1).
B0 h ()

Demak,
@(t+hf)b—<1>(t)‘ _ ).

Bundan chiqdi, urinma vektori mavjud va u

lim
h—0

'(t)
T(t) ) (15.2.15)
ko‘rinishga ega ekan.

L egri chiziq maxsus nugtaga ega bo‘lmagani uchun, (15.2.12)
dan maxrajning noldan qgat’iy katta ekani kelib chigadi.

6*. Yuqgorida qayd qgilinganidek, 1. egri chizigqga urinma vektori-
ning ta’rifidan uning egri chiziq shakli va unda o‘rnatilgan yo‘nalish-
ga bog‘liqligi va shu bilan birga, egri chizigni ganday parametrlashti-
rilganiga bog‘ligmasligi kelib chigadi. Bu tasdigni bevosita (15.2.15)
formuladan ham keltirib chigarish mumkin. Haqiqatan, aytaylik,
o‘sha L egri chiziq yo‘nalishni saglovchi boshga ko‘rinishda, ya’ni

Di(s) = (w1(s),¥1(s),xa(s)), a1 <s<by,

ko‘rinishda ham parametrlashtirilgan bo‘lsin. L egri chiziq sodda
(ya’'ni o‘zini o‘zi kesmaydigan) bo‘lib, maxsus nuqtaga ega bo‘lma-
gani uchun, shunday silliq ¢ : [a,b] — [a1,b1] funksiya topiladiki,
gayd gilingan ikki parametrlashtirish o‘zaro

() = ®¢ifg()], a<t<b,

kabi bog‘langan bo‘ladi. Yo‘nalishning saglanishi va maxsus nuqta-
ning yo‘qligidan ¢'(t) > 0, ¢ € [a, b], tengsizlik kelib chigadi. Shun-
day ekan, murakkab funksiyani differensiallash qoidasiga ko‘ra,

() = 0i(s) - g (1), |D'(D)] =[@1(s)] - 4'(1)
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tengliklarga ega bo‘lamiz.
Demak,

R U O
= e T e -

yva'ni yangi parametrlashtirish bilan aniglangan 71 urinma vektor 7
bilan, ya’ni dastlabki urinma vektor bilan ustma-ust tushar ekan.
7. (15.2.11) belgilashni hisobga olib, (15.2.15) tenglikni quyidagi

(0,40, X' (1) 50,16
VIR + (0P + X0
koordinatalar ko‘rinishida yozish mumkin.

Bevosita bu tenglikka ko‘ra, [0, 7] kesmada o‘zaro bir giymatli
aniglangan shunday uchta «, 3, v son topiladiki, ular uchun

T(t) =

- gpl(t) 15.2.17
T VRORT OR T WO (15:2.17)

- wl(t) 15.2.18
cos 3 VIFOP 0P IO ( )

= X' (1)
cosy = VIEOR + )2 + X ()2 (15.2.19)

tengliklar va
cos® a + cos? 3 +C0s2fy _

munosabat bajariladi.
(15.2.17)-(15.2.19) dagi kattaliklar 7 urinma vektorning yo ‘nal-
tiruvchi kosinuslari deb ataladi va odatda,

T = (cosa,cos f3,co87)

ko‘rinishda belgilanadi.
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Urinma vektor egri chiziq shakli va unda o‘rnatilgan yo‘nalish
orqali aniglanib, egri chizigning qanday parametrlashtirilganiga bog’-
lig bo‘lmagani uchun, yo‘naltiruvchi kosinuslar, odatda, parametr-
ning emas, balki M nugtaning, aniqrog‘i bu nuqtani (x,y, z) koordi-
natalarining funksiyasi deb hisoblanadi. Shuning uchun yuqoridagi
tenglik batafsilroq

T(mvyvz) - (COSOZ(LE,y,Z), COSﬁ(%yaz)a COS’Y(anyaZ))

kabi yoziladi.
8. Parametrik ko‘rinishda berilgan

L = {(x,y,2) eR® : a= (1), y = 9(t), 2 =x(1), a<t<b}
(15.2.20)
egri chiziqni garaymiz.

Eslatib o‘tamiz, agar , v va y funksiyalar [a, b] kesmada uzluk-
siz differensiallanuvchi bo‘lsa, L egri chiziq silliq deb atalar edi.
Biz L silliq egri chizigni maxsus nugtaga ega emas deb, ya’ni & =
(0, ¥, x) akslantirishning ®'(¢) hosilasi [a, b] kesmaning birorta ham
nuqtasida nolga aylanmaydi deb faraz gilamiz. Bunday akslantirish-
lar quyidagi muhim xossaga ega.

15.2.1 - lemma. Faraz qilaylik, L (15.2.20) formula bilan beril-
gan silliq egri chiziq bo‘lib, mazxsus nugtaga ega bo‘lmasin. |[a,b]
kesmaning istalgan P bo linishini oltb, L egri chizigning ® akslanti-
rish yordamida aniglangan mos bo‘linishini T bilan belgilaymiz. Agar
m va M orqali |®(t)| funksiyaning |a,b] kesmadagi mos ravishda
minimumi va maksimuming belgilasak, v holda bu bo‘linishlarning
d(P) va d(T) diametrlari quyidagi

m-d(P) < d(T) < M -d(P)

tengsizlikni qanoatlantiradi.
Isbot. [a,b] kesmaning istalgan

P ={a=th<ti <..<tm="5}

bo‘linishi berilgan bo‘lsin. My = ®(tx) deb, L egri chizigning
Mo, My, ..., My, nuqgtalari tashkil gilgan I" bo‘linishini qaraymiz.
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Uzunligi Aty = tp—tr—1 ga teng bo‘lgan [tr_1, tx] qismiy kesmani
¢ akslantirish ALy = Mg_1 M}, qismiy yoyga otkazadi. Bu yoyning
uzunligi

ty
ALy — / (1)) e
tp—1

ga teng.
Endi (15.2.12) tengsizlikni qo‘llasak,

m- Aty < |[ALg| < M- Aty

bahoga ega bo‘lamiz.
Demak, istalgan £ nomer uchun

m- Aty < |ALg < M-d(P)

va,
m-Aty < d(T) < M-d(P)
tengsizliklar o‘rinli.

Ravshanki, bevosita oxirgi bahodan lemmaning tasdig‘i kelib
chigadi.®

Navbatdagi tasdiq ikkinchi tur egri chizigli integrallarni hisob-
lashni kesma bho‘yicha olingan oddiy aniq integralni hisoblashga olib
keladi.

15.2.1 - teorema. Faraz qilaylik, L (15.2.20) formula bilan
berilgan silliq egri chizig bo ‘lib, maxsus nugtaga ega bo ‘Imasin. Agar
[ funksiya L egri chizig bo‘ylab uzluksiz bo‘lsa, bu funksiyadan L
bo‘yicha olingan ikkinchi tur egri chizigli integrallar mavjud bo ‘lib,
quyidagt

/ [y, 2) de = / Flp®), ). M) - ' de, (152.21)
AB

/ Sy, 2)dy = / Flp(t), b0, M) - 't (15.2.22)
AB
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va
b
/ f(ay,2) dy = / Fle(®), b ] (B dt (15.2.23)
AB a

tengliklar o‘rinli bo‘ladi.

Isbot. (15.2.21) tenglikning to‘g‘ri ekanini ko‘rsatamiz. (15.2.8)
ta'rifga ko‘ra, (15.2.21) ning chap tomonidagi integral (15.2.5) ko‘ri-
nishdagi integral yig‘indilarning limitiga teng, ya’ni

A/B flx,y,2)de = d(%rgo ;f(ﬁk,nk,ck)Axk. (15.2.24)

Orientirlangan I. = AB egri chizigning istalgan My, My, ..., M,
nuqtalari tashkil gilgan 7" bo‘linishi berilgan bo‘lsin. |a, b] kesmaning
bu bo‘linishga mos kelgan, ya'ni ®(tx) = M tenglik orqali aniqla-
nuvchi nugtalar tashkil gilgan

P ={a=th<ti <..<tm="5}

bo‘linishini qaraymiz. Ravshanki,

ty

Baw = plt) = plter) = [ S
tp—1
Agar biror (&g, Mk, Ce) € ALy nuqtani tanlasak, (&g, Mg, Ge) =

O (1) tenglik unga 71 € [tr—1, k] nuqtani mos qo‘yadi.
Shunday ekan, (15.2.24) ning o‘ng tomonidagi integral yig‘indini

) = Y S Ao = Y pm) - [ o
k=1 k=1 te 1

ko‘rinishda yozish mumkin.
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Agar (15.2.21) tenglikning o‘ng tomonidagi integralni I simvoli
orqali belgilasak, bu integralning additivligiga asosan,

W -1 =Y [ @) - el oa
k—1 th 1

tenglikni olamiz.

15.2.1 - lemmaga ko‘ra, agar L egri chizigning 71" bo‘linishining
d(T) diametri yetarlicha kichik bo‘lsa, u holda [a, b] kesmaning mos
P bo‘linishining d(P) diametri ham yetarlicha kichik bo‘ladi.

Shartga ko‘ra, f(®(t)) funksiya [a,b] kesmada tekis uzluksiz.
Shunday ekan, istalgan £ > 0 uchun [a, b] kesma bo‘linishining di-
ametrini shunchalik kichik qilsih mumkinki, har bir [¢5_1, tx] qismiy
kesmada

|f(@(1k)) — F(R@))] < &, 7 € [te—1,tk], T € [th1, k],

baho bajariladi.
Demak, 7" bo‘linish diametri yetarlicha kichik bo‘lganda,

aVn - I‘gz /e\cp’(t)\dtgez /\@’(t)\dt

k=ly" k=147,

m
=) |AL| =€l
k=1

tengsizlikka ega bo‘lamiz.
Bu baho (15.2.24) integral yig‘indilarining limiti I ga teng ekani-
ni, ya’ni talab gilingan (15.2.21) tenglikning bajarilishini anglatadi.l
15.2.1 - misol. Parametrning o‘sish yo‘nalishi bo‘yicha quyida-
gi

L={(x,y,2) €R*:2 = Rcost, y = Rsint, 2z =ht, 0 <t <27}

fazoviy egri chiziq bo‘ylab olingan
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1 = /yderxdy + zdz
L

ikkinchi tur egri chizigli integralni hisoblang.

Buning uchun (15.2.21)-(15.2.23) formulalarni qo‘llash yetarli:

2

I = /(Rsint -Rsint + Rcost - Rcost + ht - h)dt = 27 (R2 +7rh2) .

0

9. Navbatdagi teorema ikkinchi tur egri chiziqli integrallarni bi-
rinchi tur egri chizigli integrallar orqali ifodalashga imkon beradi.

15.2.2 - teorema. Faraz qilaylik, L (15.2.20) formula bilan
berilgan silliq egri chiziq bo‘lib, maxsus nuqtaga ega bo lmasin. L
egri chizigqa (x,y, 2) nugtada o‘tkazilgan urinma vektorni

T(LE, Y, Z) - (COSOZ(LE, Y, Z)v COSIB(m7 Y, Z)v COS’Y(% Y, Z))

deb belgilaymiz.

Agar f funksiya L bo‘ylab uzluksiz bo‘lsa, u holda bu funksiyadan
L egri chiziq bo‘ylab olingan ikkinchi tur egri chizigli integrallar bi-
rinchi tur egri chiziqli integral bilan quyidagt

/f(ac,y,z)d:v = /f(w,y,z)cosa(w,y,z)dl, (15.2.25)
AB L
[1@undy — [ fegeoss@yad. 15220
AB L

/ﬂ%%@w/ﬂ%%@ww@@@ﬂ (15.2.27)
AB L

tengliklar yordamida bog‘langan.
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Isbot. (15.2.25) formulaning o‘ng tomonidagi birinchi tur egri
chizigli integralni (15.1.13) formula yordamida parametr bo‘yicha
olingan aniq integralga keltiramiz:

/f(ac,y, z)cosafx,y, z)dl =
L

b
= /f[@(t)aw(t)ax(t)] cosa - /[ ()2 + [ (0] + [ (D)2 dt.

Oxirgi integralda cos o ni uning (15.2.17) formuladagi giymati,
ya'ni

cos o —

bilan almashtiramiz.
Natijada

b
/f(w,y,Z) cos o, y, z) dl = /f[@(t)aw(t)ax(t)] (1) dt
L a

tenglikka ega bo‘lamiz.

Bundan va yuqorida isbotlangan (15.2.21) formuladan talab qi-
lingan (15.2.25) tenglik kelib chigadi.

(15.2.26) va (15.2.27) tengliklar ham xuddi shunga o‘xshab is-
botlanadi.l

1 - eslatma. Isbotlangan teoremaga ko‘ra, (15.2.10) tenglikni

quyidagi
[ Pl -
AB

= / [P(z,y,2) cosa+ Qx,y, z) cos B+ R(x,y, z) cos|dl

AB
(15.2.28)

ko‘rinishda yozish mumkin.
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Bu formulani ko‘pincha vektor ko‘rinishda, ya’ni
/ F(x,y,z)dl = / F-rtdl (15.2.29)
AB AB

deb yozishadi.

E’tibor bering, (15.2.29) ning chapida ikkinchi tur egri chizigli
integral va o‘ng tomonida esa, birinchi tur egri chizigli integral
turibdi. Birinchi tur egri chiziqli integral egri chiziqda o‘rnatilgan
yo‘nalishga bog‘liq emas, ammo yo‘nalish teskarisiga o‘zgartirilganda
T urinma vektor — 7 ga o‘zgaradi va shuning uchun, ikkala integral-
ning ishorasi o‘zgarib, tenglik o‘z kuchida qoladi:

/F(w,y,z)dl = /F~le.
BA BA

2 - eslatma. Agar dl vektor AB egri chizigning 7 urinma, vek-
tori va dl skalyar differensial bilan quyidagi

dl = 7dl

ko‘rinishda bog‘langan deb kelishib olsak, formal ravishda (15.2.29)
tenglikning to‘g‘riligi o‘z-o‘zidan ko‘rinib turibdi.

10. Fazoviy egri chiziq bo‘yicha ikkinchi tur egri chizigli inte-
gralni ganday aniglagan bo‘lsak, xuddi shu usulda bunday integralni
tekislikdagi egri chiziq bo‘yicha ham aniglashimiz mumkin. Ammo
bunga o‘rin yo‘q, chunki har qanday yassi egri chiziqni fazoviy egri
chiziq deb ham garashimiz mumkin.

Haqiqatan, egri chizigning (15.2.20) tenglamasida oxirgi kompo-
nenta aynan nol bo‘lsin deylik, ya'ni x(¢) = 0 deb faraz qilaylik. Bu
talab egri chizigning tekislikda, aniqrog‘i, Ozry tekisligida yotishi-
ni anglatadi. Tkkinchi tur egri chizigli integralning ta'’rifiga ko‘ra,
bu holda F vektor-funksiyaning oxirgi R(x,y,z) komponentasi in-
tegral giymatiga ta’sir qilmaydi va shuning uchun, R(x,y,z) = 0
deb hisoblash mumkin. Natijada z ga bog‘liglik yo‘qoladi va biz
tekislikdagi egri chiziq bo‘yicha ikkinchi tur egri chizigli integralga
ega bo‘lamiz.
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Shunday qilib, L yassi egri chiziq parametrik ko‘rinishda
L = {(x,y) €R® : 2 =p(t), y=4(t), a<t<b} (15.2.30)

kabi berilgan bo‘lsin.
Bu egri chizigni

E - {(w,y,Z)ERS : ngp(t)v y:w(t)v z=0, agtﬁb}

ko‘rinishda berilgan fazoviy egri chiziq deb ham garash mumkin. L
egri chiziqda berilgan F'(z,y) = (P(x,y), Q(x,y)) vektor-funksiyani
esa, L egri chiziqda berilgan F = (P, Q,0) vektor-funksiya deb
hisoblaghimiz mumkin.

Shunday ekan, F' vektor-funksiyadan L yassi egri chiziq bo‘yicha
olingan ikkinchi tur egri chizigli integralni biz

/FM/FM
L I

tenglik orqali aniglaymiz.
Yassi egri chiziq bo‘yicha ikkinchi tur egri chiziqli integral koordi-
natalarda

/Fdl = /P(x,y) dx 4+ Q(x,y) dy (15.2.31)
L

L

ko‘rinishda yoziladi.
(15.2.16) formulaga ko‘ra, L egri chiziqqa o‘tkazilgan urinma
vektor shu egri chiziq bilan bitta tekislikda yotadi va koordinatalar-

da
(¢'(1),9'(1))
VIE O + [ (1)]2

() = (15.2.32)

ko‘rinishga ega.
Har qanday ¢ € [a,b] son olganda ham —r < « < 7 shartni
ganoatlantiruvchi shunday yagona « soni topiladiki, u uchun

¢'(t)
VIEOP + (0

cosax —
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Y'(t)
VIPOP + [P

sina =

tengliklar bajariladi.

Bunda, agar @ = ¢(t), y = ¥(t) desak, L egri chiziqqa (z,y)
nuqgtada o‘tkazilgan urinma vektor Ox o‘q bilan « burchak tashkil
giladi deyiladi va

T(x,y) = (cosalx,y), sinalx,y)) (15.2.33)

deb yoziladi.

Shunday qilib, yassi egri chiziq holida urinma vektorning yo‘nal-
tiruvchi kosinuslari o‘rniga urinma vektor bilan abssissa o‘qi tashkil
gilgan burchak tushunchasi ishlatilar ekan.

15.2.2 - misol. Parametrik ko‘rinishda berilgan

S = {(x,y) €R? : = Rcost, y = Rsint, 0<t<2r}

aylanaga o‘tkazilgan urinma vektorni toping.
Quyidagi

p(t) = Rcost, (t) = Rsint

belgilashlarni kiritaylik.

U holda (15.2.32) formulaga ko‘ra, urinma vektor uchun quyida-

1
¢ ) — (—Rsint, Rcost)
V R2sint + R2cos?t

tenglikni olamiz.

Agar sint = y/R va cost = x/ R tengliklarni hisobga olsak, o‘ng
tomondan parametrni yo‘qotib,

= (—sint, cost)

(—y,x)
R2

T =

tenglikka ega bo‘lamiz.
Bu vektor abssissa o‘qi bilan shunday a burchak tashkil giladiki,
u uchun
{4 . x
cosa = —o, sina = 4
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tengliklar bajariladi.

11*, Agar L € R? silliq egri chiziqning My = (20, 50) = ®(to)
nuqtasi maxsus bo‘lmasa, ya'ni ®(fp) # 0 bo‘lsa, u holda L egri
chizigni shu nugtaning yetarlicha kichik atrofida yotgan qismi biror
uzluksiz differensiallanuvchi funksiya grafigi bilan ustma-ust tusha-
di.

Haqigatan, masalan ¢'(tg) # 0 deb faraz qilsak, o = (o) nug-
taning biror atrofida t = ¢~ !(x) teskari funksiya aniglangan bo‘ladi.
Natijada, agar  f(z) = 9[o ()] desak, egri chiziq tenglamasi
Mo = (x0,yo) nuqtaning biror U atrofida

y = [(2)

ko‘rinishga ega bo‘ladi.

Qulaylik uchun My nuqtaning ko‘rsatilgan U atrofida lokal koor-
dinatalarga o‘tamiz. Bu koordinatalarni shunday tanlash mumkinki,
bunda urinma tenglamasi nihoyatda sodda ko‘rinishga ega bo‘ladi.
Bunday koordinatalarni kiritish uchun bizga muhim bir tushuncha,
yva'ni yassi egri chizigqqa o‘tkazilgan normal tushunchasi kerak.

L C R? silliq yassi egri chiziqqa istalgan M € L nuqtasida
o‘tkazilgan normal deb 7(M) urinma vektorga ortogonal birlik vek-
torga aytamiz. Agar n normal bo‘lsa, (—n) vektor ham normal
bo‘ladi va yassi egri chizigning qaralayotgan nuqtasidan boshga nor-
mal o‘tmaydi.

15.2.3 - misol. Faraz qilaylik,

S = {(z,y) €eR? : 2?2 +y>=R?}}
aylana quyidagi
x = Rcost, y= Rsint, 0<t <2,

parametrik ko‘rinishda berilgan bo‘lsin. Bu aylanaga o‘tkazilgan
normal topilsin.
15.2.2 - misolga ko‘ra, (x,y) nugtadagi urinma vektor

o (_yv :E)
= 7R2
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ko‘rinishga ega.
(@,y)

Ravshanki, n = ~—== vektor urinma vektorga (z,y) nuqtada
ortogonal bo‘lib, uzunligi 1 ga teng, ya’ni bu vektor normaldir. Yana
boshga normal vektor —n = é; y) ga teng.

Markazi My = (x0,y0) nugtada bo‘lib, abssissa o‘qi T urinma
vektor bo‘ylab va ordinata o‘qi n normal bo‘ylab yo‘nalgan to‘g‘ri
burchakli { MyTn} lokal koordinatalar sistemasini kiritamiz. M nug-
taning yangi (£,7n) koordinatalari eski (x,y) koordinatalari bilan
quyidagicha

§ = (x—wo)cosa+ (y—yo)sina,

n = —(x—wxo)sina + (y — yo) cos a

bog‘langan.
E’tibor bering, bu yerda «  shunday burchakki, u uchun

tga = f'(wo,Yo)-
Yangi koordinatalardan eski koordinatalarga o‘tish formulasi

x = xo+Ecosa—nsina,

Yy = Yo +Esina +ncosa

ko‘rinishga ega.

My nuqtaning yuqorida ko‘rsatilgan U atrofi yangi koordinatalar-
da koordinata boshining biror V atrofiga o‘tadi. Ana shu V atrofda
(&,m) o‘zgaruvchilarning

Fg,n) = y&n)— fle§n)] =

= Yo +Esina+necosa — flrg+ & cosa —nsing]

funksiyasini gqaraymiz.
Murakkabh funksiyani differensiallash qoidasiga ko‘ra,

OF(§,n)

on = cosa + f'(x)sina.
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Shuning uchun (£, ) = (0, 0) nugtada

oF(0,0) —cosa + f'(xo)sina = cosa + tga sinay =
on 0 N &  cosa

£0

shart bajariladi.

Demak, koordinatalar boshining yetarlicha kichik atrofida
F(&,n) = 0 tenglama n ga nisbatan yechiladi. Bu degani, L egri
chiziq tenglamasi bu atrofda

n = g(g)v (5777) €L, (15'2'34)

kabi beriladi; bu yerda g funksiya uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lib,
u F(&,9(¢)) = 0 tenglama orqali oshkormas ko‘rinishda berilgan. Bu
funksiya hosilasi

IF
") — 8¢ sina— fl(w)cosa
g - OF  cosa+ f/(x)sina
on
ga teng.
Agar f'(xg) = tg a tenglikni e’'tiborga olsak,
oy — — sina — f'(xzo)cosa sina—tgacosa 0
g  cosa+t fl(zg)sinae cosattgasina
tenglikka ega bo‘lamiz.
Demak, g funksiya koordinatalar boshida
g(0) = ¢'(0) =0 (15.2.35)

shartlarni qanoatlantiradi.

Egri chizigning qaralayotgan qismi g funksiyaning lokal koor-
dinatalardagi grafigi bilan ustma-ust tushadi. Shunday qilib, har
gqanday maxsus nuqtasiz silliq egri chizigni lokal ravishda (15.2.35)
shartni qanoatlantiruvchi (15.2.34) tenglama orqali berish mumkin.
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E’tibor bering, lokal koordinatalarda My nuqtadagi urinma vek-
tor va normal mos ravishda

T = (1,0), n = (0,1)

kabi aniglanadi.

3 - eslatma. Urinma vektor va normalni biz fagat maxsus
nugqtasiz silliq egri chiziglar uchun aniqladik. Kesmaga homeomorf
bo‘lgan har qanday uzluksiz egri chiziq uchun ham urinma vektor va
normalni aniglab bo‘lmaydi. Agar L egri chiziq bo‘lakli-silliq bo‘lsa,
u holda urinma va normal fagat chiziq silliq bo‘lgan nugtalardagina
kiritiladi. Egri chiziqning ikki silliq gismi ulangan nuqtalarda (bun-
day nuqtalar chekli sonda bo‘ladi) normal va urinma aniglanmagan.

12. Yassi egri chiziq bo‘ylab ikkinchi tur egri chiziqli integrallar
uchun 15.2.1 - va 15.2.2 - teoremalar o‘rinli. Biz ularni navbatdagi
ikki tasdiq ko‘rinishida keltiramiz.

15.2.1 - tasdiq. Faraz qilaylik, L (15.2.30) formula bilan beril-
gan silliq egri chizig bo‘lib, mazsus nugtaga ega bo‘lmasin. Agar f
funksiya L bo‘ylab uzluksiz bo‘lsa, u holda f dan L egri chizig bo‘ylab
olingan ikkinchi tur egri chiziqli integrallar mavjud bo‘lib,

b
/ f(y) de = / Flp(t), ()] - (1) dt, (15.2.36)
L a

b
/ fay) dy = / Flip(t), (0] (1) d (15.2.37)
L a

tengliklar bajariladi.

15.2.2 - tasdiq. Faraz qilaylik, L (15.2.30) formula bilan beril-
gan silliq egri chizig bo‘lib, maxsus nugtaga ega bo‘lmasin. L egri
chizigqa (x,y) nugtada o‘tkazilgan urinma vektorni

T(x,y) = (cosafa,y),cos f(x,y))

deb belgilaymiz.
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Agar [ funksiya L bo‘ylab uzluksiz bo‘lsa, u holda f funksiyadan
L egri chiziq bo‘ylab olingan ikkinchi tur egri chizigli integrallar bi-
rinchi tur egri chiziqli integral bilan quyidagt

/f x,y)de = /f x,y) cos ax,y) dl, (15.2.38)

/f:v y)dy = /f(w,y) sin a(x, y) dl (15.2.39)
7

tengliklar yordamzda bog ‘langan.

Bu tasdiqlarni to‘g‘riligi bevosita 15.2.1 - va 15.2.2 - teoremalar-
dan kelib chigadi.

E’tibor bering, agar L egri chiziq ordinatalar o‘qiga parallel
kesmadan iborat bo‘lsa, u holda bu kesmaning har bir nuqtasida
a = 7/2 yoki a = —7/2 bo‘ladi. Demak, cosa = 0 bo‘lib, har
qanday f funksiya uchun (15.2.38) egri chiziqli integral nolga teng.
Shunga o‘xshash, agar L abssissalar o‘qgiga parallel kesmadan iborat
bo‘lsa, u holda (15.2.39) egri chiziqli integral nolga teng.

4 - eslatma. Yuqorida keltirilgan barcha tasdiglar bo‘lakli-silligq
egri chiziq uchun ham, ya’ni chekli sondagi silliq gqismlarga ajratish
mumkin bo‘lgan egri chiziq uchun ham, o‘rinli. Bunday egri chiziq
bo‘yicha egri chizigli integral barcha silliq gismlar bo‘yicha olingan
egri chizigli integrallar yig‘indisi sifatida aniglanadi.

13. Amaliy masalalarni yechishda yopiq yassi egri chiziq bo‘yicha
olingan, ya'ni egri chizigning (15.2.30) parametrlashtirishi ®(a) =
®(b) shartni qanoatlantirgan holdagi ikkinchi tur egri chiziqli integ-
rallar muhim rol o‘ynaydi.

Agar L egri chiziq birlik aylananing homeomorf aksi bo‘lsa, u
Jordan egri chizig'i deyiladi.

Ravshanki, L = {(x,y) € R? : 22 +y? = 1} aylana R? tekislikni
ikki gismga bo‘ladi: birinchisi quyidagi

Q={(x,y) €R? : 22 +9? <1} (15.2.40)
chegaralangan soha bo‘lib, ikkinchisi esa, ushbu

O = {(x,y) e R? : 2® +4° > 1} (15.2.41)
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chegaralanmagan sohadir.
Boshgacha aytganda,

R*\ L = QUQ* (15.2.42)

bo‘lib, bunda € va O lar yuqoridagi bog‘lamli ochiq o‘zaro kesish-
maydigan to‘plamlardir (15.1 - rasm).

15.1-rasm

Jordanning klassik teoremasiga ko‘ra, aylananing homeomorf ak-
si ham aynan shu xossaga ega. Chunonchi, har qanday I Jordan
egri chizig‘i tekislikni ikki © va Q* ochiq bog‘lamli to‘plamlarga
bo‘ladi; bulardan biri chegaralangan bo‘lib, ikkinchisi esa, chegara-
lanmagan to‘plamlardir. Bu to‘plamlar o‘zaro kesishmaydi va
(15.2.42) shartni qanoatlantiradi. Bundan tashqari, L egri chiziq ©
to‘plamning ham va Q* to‘plamni ham chegarasidir, ya'ni

L = 00 = 90, (15.2.43)

E’tibor bering, har gqanday ochiq bog‘lamli to‘plam chegarasi-
ning Jordan egri chizig‘i bo‘lishi shart emas. Hagiqatan, agar (15.2.40)
ochiq birlik doiradan abssissalar o‘qining [0,1) yarim intervalini
chigarib tashlasak, hosil bo‘lgan €} to‘plam bog‘lamli, ochiq va
chegaralangan bo‘ladi. Uning 0¢}; chegarasi birlik aylana va chigarib
tashlangan [0, 1) yarim interval birlashmasidan iborat (15.2 - rasm).
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o

15.2-rasm

Bu chegaraning Jordan egri chizig‘i emasligi aniq. Bundan tash-
qari, Qf = R2\ Q; desak,

00 £ 00

munosabat o‘rinli.

Shuni aytish kerakki, Jordan teoremasining mazmuni yaqqol ko‘-
rinib turgan bo‘lsa ham, uning isboti texnik jihatdan ancha murak-
kab va katta hajmga ega. Shu sababli biz isbotni bu yerda keltirmay-
miz.

Bundan buyon, kontur deganda hiz bo‘lakli-silliq Jordan egri
chizig‘ini tushunamiz. Yuqoridagi bayonimizga ko‘ra, har qanday L
Jordan egri chizig‘i biror chegaralangan €2 sohaning chegarasidan
iborat bo‘lib, L egri chizigni istalgan nuqtasining har qanday atrofi-
da € ga tegishli nugtalar ham, Q* = R?\ Q ga tegishli nuqtalar ham
mavjud.

Biror L = 02 kontur bo‘yicha ikkinchi tur egri chizigli integralni
aniglash uchun bu konturda ganday tartibda yo‘nalish o‘rnatishni
kelishib olishimiz kerak.

Har ganday konturda ikki o‘zaro qarama-qarshi yo‘nalish tan-
lash mumkin va bunga mos ravishda, egri chizigning har bir nug-
tasida urinma vektor sifatida o‘zaro garama-qarshi yo‘nalgan ikki
vektordan birini tanlash mumkin. Biz maxsus bir yo‘nalish tanlash
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usulini ko‘rsatib, bu yo‘nalishni musbat va unga teskari yo‘nalishni
esa, manfiy yo‘nalish deb ataymiz. Albatta, musbat yo‘nalishni tan-
lash tekislikda berilgan Dekart koordinatalar sistemasining qanday
orientirlanganiga bog‘liqg.

Avval L = 9Q sillig konturda istalgan bir yo‘nalish tanlangan
deb faraz gilamiz. Aytaylik, M bu konturning biror nuqtasi bo‘lib,
T egri chizigda tanlangan yo‘nalishga mos keluvchi M nuqtadagi
urinma vektor va n esa, M nuqtadagi ikki normaldan biri bo‘lsin.

Ushbu paragrafning 11* - bandida keltirilgan mulohazalarga asos-
lanib, navbatdagi tasdigni isbotlash giyin emas:

agar L = 0 silliq egri chizigning M nuqtasi mazsus bo‘lmasa,
u holda shunday £ > 0 topiladiki, v uchun M nuqtadan chiquuvchi
en yo ‘naltirilgan kesma butunlay (boshlang‘ich M nugta bundan is-
tisno) yoki Q sohaning ichida, yoki uning tashqarisida, ya’'ni Q* =
R%\ Q da yotadi.

Birinchi holda normal €2 sohasining ichiga yo‘nalgan va ikkinchi
holda esa, normal §2 sohasining tashqarisiga yo‘nalgan deyiladi.

{? sohasining ichiga yo‘nalgan normal ichki va qarama-qarshi
tomonga yo‘nalgan normal esa, tashqi normal deyiladi.

E’tibor bering, biz ichki normalni butunlay {2 sohasining ichida
yotadi deb ayta olmaymiz. Hagiqatan, agar bu soha yetarlicha kichik
bo‘lsa, u holda ichki normalning birlik vektori albatta €2 dan chiqgib
ketishini 15.2.3 - misolda ko‘rgan edik.

Berilgan konturning musbat yo‘nalishini qaralayotgan tekislikda-
gi {Oxy} Dekart koordinatalar sistemasiga bog‘lab aniglaymiz. Bu-
ning uchun markazi M nugtada bo‘lib, abssissalar o‘qi T urinma
vektor bo‘ylab va ordinatalar o‘qi esa, n ichki normal vektori bo‘ylab
yo‘nalgan yangi {M7n} to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasini
kiritamiz.

Agar {MTn} koordinatalar sistemasini {Oxy} Dekart koordina-
talar sistemasini parallel ko ‘chirish va burish yordamida hosil qilish
mumkin bo‘lsa, u holda L da tanlangan yo‘nalishni musbat deymiz.

Konturning qarama-qarshi yo‘nalishini manfiy deymiz.

Masalan, agar tekislikdagi Dekart koordinatalar sistemasi o‘ng
tomonli bo‘lsa, u holda konturning musbat yo‘nalishiga mos { M7n}
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koordinatalar sistemasi ham o‘ng tomonli bo‘lishi kerak.

5 - eslatma. Xayolan abssissalar o‘qi bo‘ylab musbat yo‘nalishda
harakat qilayapmiz deylik. Agar bunda ordinatalar o‘qi chapga yo‘-
nalgan bo‘lsa, tekislikdagi bunday Dekart koordinatalar sistemasini
o‘ng tomonli deymiz. Bunday atamalashga asoslanib, I konturning
musbat yo‘nalishini quyidagicha ta’riflashimiz mumkin:

Agar L kontur bo‘ylab berilgan yo‘nalishda harakatlonganda ich-
ki normal chap tomonga yo‘nalgan bo‘lsa, bu yo‘nalish konturning
musbat yo‘nalishi deyilads.

Boshgacha aytganda, musbat yo‘nalishda soha chegarasini ayla-
nib chigilayotganda soha chap tomonda qolishi kerak.

6 - eslatma. Musbat yo‘nalish fagat yopiq kontur uchun, ya’ni
bo‘lakli-silliq Jordan egri chizig‘i uchun kiritiladi. Yopiq bo‘lmagan
egri chiziq uchun unda aniglanishi mumkin bo‘lgan ikki yo‘nalish
ham teng kuchlidir va bunday egri chiziglarda mushat yo‘nalish
hamda ichki yoki tashqi normal kabi tushunchalar kiritilmaydi.

15.2.4 - misol. Markazi koordinatalar boshida va radiusi birga
teng bo‘lgan

Q= {(x,y) €eR? : 22 192 <1}

doira berilgan bo‘lsin. Bu doiraning chegarasidan iborat birlik ayla-
nada mushat yo‘nalishni aniqglang.
Agar aylana

x =cost, y=sint, 0<t<2r, (15.2.44)

parametrik ko‘rinishda berilgan bo‘lsa, chegaraning ganday yo‘na-
lishda aylanib chiqilishini aniglaymiz.

Agarr = (x,y) vektor 9 chegaraga tegishli bo‘lsa, uning kompo-
nentalari 22 + 2 = 1 shartni qanoatlantiradi. 15.2.2 - misolga ko'‘ra,
(r,y) nuqtadagi urinma vektor

T = (-y, @)

ga teng.
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Ravshanki, r = (z,y) vektor (z,y) nugtadagi urinmaga ortogo-
nal bo‘lib, uning uzunligi 1 ga teng. Demak, bu vektor normaldir.
Boshga normal —r = (—2, —y) ga teng.

Ichki normal n = — r vektordan iborat, chunki u (2, y) nugtadan
doira markaziga yo‘nalgan. Unga qarama-qarshi bo‘lgan (—n) = r
vektor tashqi normaldir.

E’tibor bering, { M7n} koordinatalar sistemasi o‘ng tomonlidir,
chunki u xuddi dastlabki {Oxy} Dekart koordinatalar sistemasi sin-
gari orientirlangan. Hagigatan, masalan, (z,y) = (0, —1) nuqtada
urinma vektori 7 = (1,0) komponentalarga ega bo‘lib, ichki nor-
mal vektori esa, n = (0,1) komponentalarga ega, ya'ni urinma
abssissalar o‘qi bilan va ichki normal esa, ordinatalar o‘qi bilan bir
xilda yo‘nalgan.

Shunday qilib, (15.2.44) parametrlash birlik aylanada musbat
yo‘nalishni beradi.

7 - eslatma. (15.2.44) parametrlashda parametrning oshib bori-
shi natijasida nuqtaning birlik aylana bo‘ylab harakati soat miliga
garama-garshi yo‘nalishdagi harakat deyiladi. Shunday qilib, soat
miliga qarama-qarshi yo‘nalishdagi harakat birlik aylanada musbat
yo‘nalishni aniglaydi.

8 - eslatma. Birlik aylana

x =cost, y=—sint, 0<t<2m,

tenglamalar bilan ham parametrlanishi mumkin.

Bu parametrlash birlik aylanada manfiy yo‘nalishni aniglaydi.
Bunda nuqtaning parametr oshgandagi harakati soat mili bo‘yicha
bo‘ladi.

Bundan buyon, yassi kontur bo‘yicha egri chiziqli integralni qara-
yotganda, biz integrallash musbat yo‘nalishda olib borilayapti deb
hisoblaymiz. Ba’zan, yopiq L kontur bo‘yicha integrallanayotganiga
urg‘u berish magsadida, egri chiziqli integral uchun quyidagi

I = %P(x,y)dx+62(x,y)dy
L
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belgilashdan foydalaniladi.
15.2.5 - misol. Ushbu

2 2
L = {(w,y)ERQ : w_+y_1}

a? b2

ellips bo‘yicha soat miliga teskari yo‘nalishda quyidagi

I = ¢e—y)de+(x+y)dy
/

ikkinchi tur egri chizigli integralni hisoblang.
Ellipsni

xr = acost, y = bsint, 0<1{< 27,

parametrik ko‘rinishda yozib olamiz.

Ravshanki, bu parametrlash ellipsning musbat yo‘nalishiga mos
keladi.

Yuqoridagi integralni hisoblash uchun (15.2.36) va (15.2.37) teng-
liklarni qo‘llash yetarli:

2 2
I= /(acos t—bsint)(—asin t)dt+/(acos t+bsint)bcost dt = 2mab.
0 0

15.3-8. Grin formulasi

Grin formulasi biror funksiya hosilasidan ikki o‘lchovli €2 sohasi
bo‘yicha olingan ikki karrali integralni bu sohaning 0¢2 chegarasi
bo‘yicha funksiyaning o‘zidan olingan egri chizigli integral bilan
bog‘laydi. Nyuton-Leybnits formulasi bir o‘lchovli integral uchun
ganday rolni o‘ynasa, bu formula ham matematik tahlilda xuddi
shu rolni o‘ynaydi.

Biz quyida 02 chegarani musbat yo‘nalish o‘rnatilgan yopiq
bo‘lakli-silliq egri chiziq deb faraz qilamiz. Bu degani egri chizigni
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shunday parametrlashtirishni anglatadiki, bunda parametr oshib
borib, nugta 9€) kontur bo‘yicha harakatlanganda, ¢} soha chap
tomonda qoladi.

1. Biror |a, b] kesmada ikki y1(z) va y2(x) uzluksiz bo‘lakli-silliq
funksiyalar berilgan bo‘lsin. Ushbu

Q = {(x,9) €R? : y(2x) <y <ya(z), a<z<b} (15.3.1)

ko‘rinishda berilgan © C R? sohani qaraymiz.
Bu soha chegarsiga tegishli 4 ta nuqtani

A= (avyl(a))v Ay = (ava(a))v By = (bvyl(b))v By = (bv yQ(b))
(15.3.2)
kabi belgilaymiz (15.3 - rasm).

y(8)

y2(a)
(&)

»ia)

15.3-rasm

Musbat yo‘nalish bo‘yicha chegarani quyidagicha aylanib chigish
mumkin: A4; nuqtadan boshlab y = y;(x) egri chiziq bo‘ylab x
ning o‘sish yo‘nalishida B; nuqtagacha harakatlanamiz, so‘ngra B
nugtadan B nugtagacha x = b to‘g‘ri chizigning vertikal kesmasi
bo‘ylab, keyin y = y2(x) egri chiziq bo‘ylab x ning kamayish yo‘nali
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shida to Az nugtagacha va nihoyat, x = a to‘g‘ri chizigning ver-
tikal kesmasi bo‘ylab As nuqtadan to boshlang‘ich A; nugtagacha
harakat lanamiz (15.3 - rasm).

Chegarani aylanish yo‘nalishi haqidagi kelishuvimizni simvolik
ravishda quyidagicha yozish mumkin:

o[ o

o0 A1 B B1 By BsAg AgAq

Biz bitta yoki ikkala vertikal kesmani nuqtaga aylanish holini
istisno gilmaymiz. Shu sababli har qanday qavariq sohani (15.3.1)
ko‘rinishda yozish mumkin.

Navbatdagi tasdiq o‘rinli.

or
15.3.1 - teorema. Faraz qilaylik, P(x,y) funksiya va uning Ty

zususiy hosilasi (15.3.1) ko‘rinishdagi Q = Q U 0Q yopiq sohada
uzluksiz bo‘lsin. U holda

//%Zyy)dmdy = —%P(way)dx (15.3.4)
Q

12;9]

tenglik o‘rinlt bo‘ltb, bunda o‘ng tomondagi integral €1 sohasining
chegarasi bo‘yicha, ya’ni yopiq egri chiziq bo‘yicha olingan ikkinchi
tur egri chizigli integraldan tborat.

Isbot. Nyuton-Leybnits formulasiga ko‘ra,

ya2(x)

/ %Z’y)dy = P(x,y2(x)) — Plx,yi(2)).

vi(z)
Bu tenglikni 2 bo‘yicha |a, b] kesmada integrallasak,

ya ()

b b b
/dw/%ﬁ’y)dy/P(wyg /P:vyl

yi(x)

tenglikka ega bo‘lamiz.
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Chap tomondagi takroriy integral, 12.5.2 - teoremaga ko‘ra, 2
sohasi bo‘yicha olingan ikki karrali integralga teng. O‘ng tomondagi
integrallar esa, ikkinchi tur egri chizigli integrallar bilan ustma-ust
tushadi. Shuning uchun bu tenglikni

//%ﬁzyy)dwdy - /P(:E,y)dx— /P(:E,y)dw (15.3.5)
Q

Az Bg A1By

ko‘rinishda yozish mumkin.
Boshga tomondan, (15.3.4) ning o‘ng tomonidagi egri chizigli
integralni, (15.3.3) ga ko‘ra,

%P(m,y)dw /+ / + / +/ P(x,y)dx

a0 A1B1 B1 B> B2 As Az Ay
(15.3.6)

deb yozsa bo‘ladi.

Endi bu tenglikning o‘ng tomonidagi 4 ta integralga ahamiyat
beraylik. By Ba va A3 A; vertikal kesmalar bo‘yicha olingan ikkinchi
va to‘rtinchi integrallar nolga teng. Shunday ekan, uchinchi integral-
da integrallash yo‘nalishini qarama-qarshi tomonga o‘zgartirsak,

[rawi = [ Peyi - [ Paagde
o0 A1B1 A2 B
tenglikni olamiz.
Bu tenglikni (15.3.5) bilan taqqoslasak, talab gilingan (15.3.4)

tenglikka kelamiz.Hl
Natija. Agar 15.3.1 - teorema shartlari bajarilsa,

é/%ﬁ’y)dwdy = —84P(:E,y) cos afx, y) dl, (15.3.7)

tenglik o‘rinlt bo‘lib, bu tenglikning o‘ng tomoni birinchi tur egri
chiziqli integraldan tborat.
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1 - eslatma. Isbotlangan (15.3.4) formula chekli sondagi (15.3.1)
ko‘rinishga ega bo‘lgan sohalar birlashmasi uchun ham o‘rinli. Haqi-
qatan, aytaylik,

Q= QuUQul

bo‘lsin, bunda I' = 991 N 9€2 - bo'lakli-silliq egri chiziq va 21 N
Qo = O (15.4 - rasm).

15.4-rasm

Har bir ©; va € soha uchun (15.3.4) tenglikni yozamiz:

OP(x,y)
/ / 7{’9y dr dy
Qg

Bu tengliklarni qo‘shib, ikki karrali integralning additivligiga
ko‘ra,

//%Z’y)dwdy = —/P(:E,y)dac - /P(x,y)dm
a

o0 2i9d

—/P(:E,y)d:v, k=12,
o

tenglikni olamiz.
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Endi

/P(:E,y)dw = /P(x,y) dx + /P(:E,y)d:v

a0 o0 0

ekanini qayd etish yetarli.

Aslida o‘ng tomondagi yig‘indi 9 <tashqi> chegara va I' =
0€21 N 9€)y ichki egri chiziq bo‘yicha olingan integraldan iborat
bo‘lib, bunda I" bo‘yicha ikki marta o‘zaro qarama-qarshi yo‘nalishlar
bo‘yicha integrallanadi. Shuning uchun, I' bo‘yicha olingan ikkinchi
tur egri chizigli integral nolga teng ho‘lib, fagat 9} bo‘yicha integral
goladi.

2 - eslatma. (15.3.1) da y1(x) = 0 bo‘lsin deylik. (15.3.4) for-

P

mulani P(x,y) = y funksiyaga qo‘llaymiz. U holda g— = 1 bo‘lib,
Y

(15.3.4) formulaning chap tomonidagi integral 2 sohaning || yuzi-

ga teng. Demak,
Q] = —%ydm.

[2:9]
Bu egri chiziqli integralni, (15.3.6) dagi kabi, 4 ta integral yig‘in-
disi ko‘rinishida yozish mumkin. Bu integrallardan fagat uchinchisi-
ning noldan farqli ekanini ko‘rish giyin emas. Shuning uchun

Q] = — / ydx.

Bs As

Bu yerda minus ishora paydo bo‘lishiga sabab shundaki, kelishu-
vimizga ko‘ra, chegarani musbat yo‘nalishda aylanayotganda, Bs
nuqtadan As nuqtagacha yoy bo‘yicha harakat x o‘zgaruvchining
kamayishi bilan amalga oshadi va shuning uchun integral manfiy
giymatga ega bo‘ladi. Yo‘nalish o‘zgarganda egri chizigli integral
ishorasi o‘zgargani uchun, oxirgi tenglikni quyidagi

b

Q| = /ydw = /yg(w)dw

Ao B> a
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ko‘rinishda ham yozish mumkin.

Bu formula y, () funksiya grafigi ostidagi egri chiziqli trapetsiya
yuzining klassik formulasi bilan ustma-ust tushadi.

2. Endi biror [¢, d] kesmada ikki 21 (y) va x2(y) uzluksiz bo‘lakli-
sillig funksiyalar berilgan bo‘lsin. Ushbu

QO = {(x,y) €R? : 1(y) <x <a2(y), c<y<d} (15.3.8)

ko‘rinishda berilgan @ C R? sohani qaraymiz. Bu bandda ham biz
0€2 chegara deganda musbat yo‘nalish o‘rnatilgan bo‘lakli-silliq egri
chizigni tushunamiz, ya’ni parametrning qiymati oshib borganda
nuqta egri chiziq bo‘ylab shunday harakat qiladiki, bunda €} soha
chap tomonda qoladi.

oQ

15.3.2 - teorema. Faraz qilaylik, Q(x,y) funksiya va uning s

wususiy hosilasi (15.3.8) ko‘rinishdagi Q = Q U 9Q yopiq sohada
uzluksiz bo‘lsin. U holda

//%dmdy = %Q(way) dy (15.3.9)
Q 50

tenglik o‘rinlt bo‘ltb, bunda o‘ng tomondagi integral €1 sohasining
chegarast bo‘yicha, ya’'ni yopiq egri chiziq bo‘yicha olingan ikkinchi
tur egri chizigli integraldan tborat.

Isbot. Nyuton-Leybnits formulasiga ko‘ra,

x2(y)
/%%MMQmww—@mmw
x1(y)

Hosil bo‘lgan tenglikni y bo‘yicha [¢, d] kesmada integrallasak,

d  =2(y) d d
0
Jar [ PP~ [ouawndr = [ Qi
¢ x(y) c ¢

tenglikka ega bo‘lamiz.
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Bundan, xuddi 15.3.1 - teorema isbotidagidek,

0Q(x,
J[H D sy [ @ + [ @i
Q

Ch Do D1Cq

tenglikni olamiz, bu yerda
Cr= (fEl(C),C), Cy = ([EQ(C)vC)v Dy = (LEl(d),d), Dy = (mQ(d)vd)

deb belgilangan. Endi gorizontal C7C% va DDy kesmalar
bo‘yicha ikkita nolga teng bo‘lgan integrallarni qo‘shsak, talab qilin-
gan (15.3.9) tenglikka ega bo‘lamiz.l

Natija. Agar 15.3.2 - teorema shartlari bajarilsa, quyidagi

//%dmdy - /Q(%y) sina(e,y)dl  (15.3.10)
@ 80

tenglik o‘rinlt bo‘lib, bu tenglikning o‘ng tomoni birinchi tur egri
chiziqli integraldan tborat.
3 - eslatma. Isbotlangan (15.3.9) formula chekli sondagi (15.3.8)
ko‘rinishga ega bo‘lgan sohalarning birlashmasi uchun ham o‘rinli.
4 - eslatma. (15.3.8) da 21(y) = 0 deylik. (15.3.9) formulani
Q(x,y) = x funksiyaga qo‘llaymiz. U holda (;99_@ = 1 bo‘lib, (15.3.9)

x
formulaning chap tomonidagi integral 2 sohasining || yuziga teng.

Demak,
Q] = /:Edy = /:Edy.

N CaDg
Oxirgi ikkinchi tur egri chizigli integralda y ning o‘sish yo‘nali-
shida integrallanayapti. Shuning uchun
d
9 — [t dy
C
bo‘lib, bu formula x5 (y) funksiya grafigi va ordinatalar o‘qi orasidagi

egri chizigli trapetsiya yuzining klassik formulasi bilan ustma-ust
tushadi.
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3. Faraz qilaylik, © sohani chekli sondagi (15.3.1) ko‘rinishga ega
sohalarning yoki chekli sondagi (15.3.8) ko‘rinishga ega sohalarning
birlashmasi sifatida yozish mumkin bo‘lsin. Bunday sohani lo‘nda
qilib regulyar deb ataymiz. Regulyar soha chegarasini L orqali belgi-
lab, uni regulyar kontur deymiz.

Ma’lumki, regulyar sohada har ikki 15.3.1 - va 15.3.2 - teore-
ma o‘rinli. Bu tasdiglarni birlashtirib, Grin formulasi deb ataluvchi
navbatdagi tasdigni olamiz.

15.3.3 - teorema (Grin formulasi). Faraz gilaylik, Q regul-

P _
yar soha bo‘lib, P, @, E;—y, % Sfunksiyalar yopiq @ sohada uzluksiz

bo‘lsin. U holda quyidagi

0Q opr B
// (% _8_y> dvdy = /szHQdy (15.3.11)
@ 80

tenglik o‘rinli.

Isbot. To‘g'ridan-to‘g‘ri yoki zarur bo‘lsa, avval €@ sohani
(15.3.1) va (15.3.8) ko‘rinishdagi qismiy sohalarga bo‘lib, so‘ngra,
mos ravishda, 15.3.1 - va 15.3.2 - teoremalarni qo‘llashdan iborat.

Grin formulasi juda ko‘p tadbiglarga ega. Masalan, kontur bo‘yi-
cha integral yordamida soha yuzini topish mumkin. Hagigatan, faraz
gilaylik, P va ¢ funksiyalar uchun

oQ oOP
— —— =1 15.3.12
dr Oy (15.3.12)

tenglik o‘rinli bo‘lsin. U holda (15.3.11) formulaning chap tomoni-
dagi integral €2 sohasining yuziga teng.
15.3.1 - misol. Quyidagi
L = {(x,y) eR? : 2%/3 +y2/3 = a2/3}

astroida bilan chegaralangan €2 sohaning yuzini toping.
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Agar P(z,y) = —y/2, Q(z,y) = x/2 desak, (15.3.12) tenglik
o‘rinli bo‘ladi va Grin formulasiga ko‘ra,

1
Q| = 5/—ydw+xdy.

o0
Astroidaning
= acos3t, Yy = asin3t, 0<t<2n,

ko‘rinishdagi parametrik tenglamasi mushat yo‘nalishni beradi. Shu-
ning uchun

2

1
9 = 5 [l ® ety ol -
0
2w
1 3 24 o 3 -2 3T o
=3 [asin® t-3acos”tsint + acos’t-3asin“tcost|dt = =
0

Grin formulasidan yana egri chizigli integral hisoblashni ikki kar-
rali integral hisoblashga keltirishda foydalanish mumkin.
15.3.2 - misol. Agar

L = {(x,y) €R? : 2? +y* = R?}
aylana bo‘lsa, Grin formulasi yordamida
1 = /:E2y3 de — 23y% dy
L

ikkinchi tur egri chizigli integralni hisoblang.
P =223, Q = —2®y? deylik. U holda

0P L, 0

322
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bo‘lib, Grin formulasiga ko‘ra,

// <@—8—5> dedy = —G/Q/wadedy.

Oxirgi € doira bo‘yicha integral, qutb koordinatalariga o‘tib
oson hisoblanadi:

—

I
|

@)

—

U

AS)
O\D:J

e
o
@]
wn
AS)
=
2
=
AS)
=

=N
=
\

15.4-§. Egri chiziqli integralning integrallash yo‘liga
bog‘ligmaslik sharti

1. Q C R? sohada aniglangan P(z,y) va Q(x,y) funksiyalarni
qaraymiz. Agar €2 sohada differensiallanuvchi shunday U(x, y) funk-
siya topilsaki, uning birinchi differensiali uchun

dU(x,y) = P(x,y)de + Q(x,y)dy (15.4.1)

tenglik bajarilsa, u holda

Px,y)de + Qx,y)dy (15.4.2)
ifodani €2 sohada to‘la differensial deymiz.
Bunda
oU(z,y) oU (x,y)
p _ _ %Y 15.4.3
(z,y) o Q(x,y) o ( )

tengliklar o‘rinli bo‘ladi.
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Ko‘pincha U(x,y) funksiyani F = (P(z,y),Q(z,y)) kuchning
potensiali deb atashadi.

Masalan,

wide + yidy
ifoda to‘la differensialdir, chunki U(xz,y) = (2 + y3)/3 funksiya
differensiali shu ifodaga teng.

Lekin, agar

yide + xidy
ifodani qarasak, quyida ishotlanadigan 15.4.2 - teoremadan uning
to‘la differensial emasligi, ya’'ni differensiali bu ko‘rinishga ega bo‘l-
gan U(x,y) funksiyaning mavjud emasligi kelib chigadi.

Qanday shartlarda (15.4.2) ifodaning to‘la differensial bo‘lishlik
masalasi, ya'ni biror U (z, y) funksiya bilan (15.4.1) tenglikning baja-
rilishi nihoyatda muhim ahamiyatga ega. Bu masalaning yechimla-
ridan biri navbatdagi teoremada keltirilgan.

15.4.1 - teorema. Faraz qilaylik, P va Q funksiyalar Q € R?
sohada uzluksiz bo‘lsin. U holda (15.4.2) ifodaning to‘la differensial
bo‘lishi uchun har qanday thki A € Q va B € Q nugtalar olganda
ham Q da yotuvchi hamda A va B nugtalarni tutashtiruvehi bo ‘lakli-
stlliq egri chiziq bo‘yicha olingan

/P(:E,y) de + Qx,y)dy (15.4.4)
AB

egri chizigli integralning integrallash yo‘lini tanlashga bog‘liq bo‘l-
masligi zarur va yetarlidir.

Isbot. 1) Faraz gilaylik, (15.4.2) ifoda to‘la differensial bo‘lsin,
ya'ni (15.4.1) shartni qanoatlantiruvchi U(x,y) funksiya mavjud
bo‘lsin.

Bundan tashqari, A va B nugtalarni tutashtiruvchi bo‘laki-sillig
egri chiziq ®(t) = ((t),¥(t)) parametrik tenglama orqali berilgan
bo‘lib, ®(a) = A, &(b) = B bo‘lsin. U holda, 15.2.1 - tasdiqqa ko‘ra,

/P(w,y) de + Qx,y)dy —

AB
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b

= [{rea.vole

a

4

(1) + QUe(t), w0 (1)} di .

Boshga tomondan, murakkab funksiyani differensiallash qoidasi-
dan

dU[@(fli,w(t)] _ 8Uéiay) ) + 8Ug;,y) o) —

4 4

= Plp@),v®)]e (1) + Qlp), ()] (1)

tenglik kelib chigadi.
Shunday ekan, Nyuton-Leybnits formulasiga ko‘ra,

b

/P(w,y) dr + Q(z,y) dy /

AB a

e, v ,

= t = U(B) - U(A).

Demalk, integral faqat U(x, y) potensialning A va B nuqtalardagi
giymatiga bog‘liq bo‘lib, integrallanayotgan AB egri chizigning tan-
lanishiga bog‘liq bo‘lmas ekan.

2) Endi (15.4.4) egri chizigli integral integrallanayotgan egri
chiziqning tanlanishiga bog‘liq emas deb faraz qilaylik.

Ixtiyoriy A = (a1,a2) € Q nuqtani tayinlaylik. Aytaylik, B =
(x0,%0) € Q bolib, AB bu ikki A va B nuqgtani tutashtiruvchi va
sohada yotuvchi silliq egri chiziq bo‘lsin (eslatib o‘tamiz, soha deb
ochiq bog‘lamli to‘plamga aytgan edik). Quyidagi

Ulxo,y0) = /P(:E,y)derQ(w,y)dy (15.4.5)
AB

belgilashni kiritamiz.

Farazimizga ko‘ra, bunday aniglangan funksiya qiymati fagat
(x0,y0) nuqtaga bog'liq bo‘lib, A va B nuqtalarni tutashtiruvchi
egri chizigning tanlanishiqa bog‘liq emas. Biz mana shu shart ostida
(15.4.3) tenglik bajarilishini ko‘rsatishimiz kerak.



15-bob. Egri chiziqli integrallar 337

Ravshanki, ixtiyoriy yetarlicha kichik h uchun By, = (zo + h, yo)
nuqta ham  sohada yotadi. [ BBy, simvol orqali B va B, nugtalarni
tutashtiruvchi kesmani belgilaylik.

U holda, farazimizga ko‘ra,

U(xo+ h,yo) = /Pd:v+Qdy + / Pdx+Qdy. (15.4.6)
AB [BBy]

Bu tenglikning o‘ng tomonidagi birinchi integral, (15.4.5) ga aso-
san, U(xo,yo) ga teng. [B By kesma x o‘qiga parallel bo‘lgani uchun,
ikkinchi integralda dy ko‘paytuvchi qatnashgan hadni tashlab yubo-
rish mumkin. Natijada

Ulwo + hoao) — Ulzo,ge) — / Pla.y)da
[BBy]

tenglikka ega bo‘lamiz.
P(x,y) funksiyaning (2o, yo) nuqtada uzluksizligiga ko‘ra esa,

/ P(mvy)dm - P('xOvyO) h + O(h)v h— 07
[BBp]

munosabatni olamiz.
Demak,

Uxzo + h,yo) — U(o, ) = P(xo,y0) -h + o(h), h—0.

Bu esa,

aU(m(b yo)
ox

tenglikning o‘rinli ekanini, ya’'ni (15.4.3) dagi birinchi tenglik bajari-
lishini anglatadi.

Xuddi shunga o‘xshab, (15.4.3) dagi ikkinchi tenglik ham isbot-
lanadi.®

= P(m()vy())
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Natija. Faraz qilaylik, P va Q funksiyalar Q sohada uzluksiz
bo‘lsin. Agar (15.4.2) ifoda to‘la differensial bo‘lsa, u holda istalgan
requlyar yopiq L C Q kontur uchun

%P(w,y) dr 4+ Q(x,y)dy = 0 (15.4.7)
7

tenglik o‘rinli.

Hagigatan, istalgan ikki A € L va B € L nuqtani tanlab, L
konturni ikki (AB)" va (BA)" yoyga bo‘lamiz. U holda, integral A
va B nuqtalarni tutashtiruvchi egri chizigning tanlanishiga bog‘liq
emasligini hisobga olsak, talab gilingan natijani olamiz:

%P(w, y)de +Qx,y)dy —

L

/ P(x,y)de + Q(x,y) dy + / P(z,y)de + Qx,y)dy =
(ABY (BA)"

= /P(x,y)d:HQ(x,y)dy— / P(x,y) de+Qx,y)dy = 0.
(ABY (AB)"

2. Agar P va @ funksiyalarni faqat uzluksiz emas, balki uzluksiz
(Z—]; va % hosilalarga ham ega deb faraz qilsak, u holda (15.4.2)
ifoda to‘la diffrensial bo‘lishi uchun oson tekshiriladigan shartni
keltirish mumkin. Bu tasdigning isboti ixtiyoriy soha uchun ancha
murakkab bo‘lgani sababli, biz maxsus sohalar sinfini (lekin ancha
keng bo‘lgan) qarash bilan cheklanamiz.

Eslatib o‘tamiz, agar berilgan A € € nugta bilan ixtiyoriy B &
02 nuqtani tutashtiruvchi kesmaning barcha ichki nugtalari €2 soha-
sida yotsa, bunday sohani A nuqtaga nisbatan yulduzli degan edik.

Masalan, har qanday qavariq soha o‘zining ixtiyoriy nuqtasiga
nishatan yulduzli bo‘ladi.

Navbatdagi tasdiq o‘rinli.
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orP o
15.4.2 - teorema. Faraz gilaylik, P, Q, a—y, a—g funksiyalar bi-
ror A nugtaga nisbatan yulduzli bo‘lgan yopiq requlyar Q sohada
uzluksiz bo‘lsin.
(15.4.2) ifodaning to‘la differensial bo‘lishi uchun Q0 sohada

o0Q(x,y)  OP(x,y)
w oy (15.4.8)

tenglikning bajarilishi zarur va yetarlidir.

Isbot. 1) Faraz qilaylik, (15.4.2) ifoda biror U(x,y) funksiyan-
ing to‘la differensiali bo‘lsin, ya'ni U funksiya differensiali (15.4.1)
ko‘rinishga ega bo‘lsin. U holda (15.4.3) tengliklar o‘rinli bo‘ladi.
Bu tengliklardan birinchisini y bo‘yicha, ikkinchisini esa, & bo‘yicha
differensiallab, quyidagi

oP(x,y) _ PUx,y)  0Qy)  0°U(x,y)

= = 15.4.9
oy dyoxr D dxdy ( )

tengliklarga ega bo‘lamiz.

Teorema shartiga ko‘ra, bu tengliklarning chap tomonlari uzluk-
siz. Bundan chiqdi, tengliklarning o‘ng tomonlari ham uzluksiz bo‘lib,
aralash hosilalarning tengligi haqidagi teoremaga ko‘ra, ular o‘zaro
teng bo‘ladi, ya'ni (15.4.8) tenglik bajariladi.

E’tibor bering, teoremaning bu qismini isbotlashda biz 2 soha-
ning yulduzli ekanidan foydalanmadik.

2) Endi (15.4.8) munosabat bajarilsin deb faraz gilaylik. U holda
har qanday regulyar G C €2 sohaning chegarasidan iborat regulyar
L kontur uchun, Grin formulasiga ko‘ra,

?{ (xy)deerydy//(any ap(gzy)>dwdy()

(15.4.10)

tenglik o‘rinli.
Berilgan A nuqta bilan ixtiyoriy (xo,yo) koordinataga ega bo‘l-
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gan B nuqgtani tutashtiruvchi kesmani [AB] orqali belgilab,

Ulaow) = [ Play)do+ Q) dy (15.4.11)
[AB]
funksiyani qaraymiz.
Agar B, = (xo + h,yo) desak, Q sohaning ochiqligiga ko‘ra,
yetarlicha kichik h uchun BBj kesma butunligicha €2 da yotadi.

ABBy, uchburchak tomonlari regulyar konturni tashkil giladi va
shuning uchun, (15.4.10) tenglikka asosan,

/de+Qdy+/ de+Qdy+/ Pdr+Qdy =0 (15.4.12)
[AB] [BBy] [BrAl

munosabat o‘rinli.
U funksiyaning (15.4.1) ta’rifiga ko‘ra

/ Pdr+Qdy — — / Pde+Qdy = — Ulxzo + hy o)
[Bn Al [AB]

tenglik o‘rinli bo‘lgani uchun, (15.4.12) dan

U(zo + hayo) — Ulzo,ye) — / Pla,y)de 1 Qla,y) dy
[BBy]

munosabat kelib chigadi.
Bundan, xuddi 15.4.1 - teorema ishotidagi singari,

U(xo + h,y0) — Ulxo,90) = P(x0,%) -h +o(h)

tenglikni olamiz.

Demak, (15.4.3) tengliklardan birinchisi bajarilar ekan.

Xuddi shu singari, (15.4.3) tengliklardan ikkinchisi ham isbotla-
nadi. Bundan chiqdi, (15.4.2) ifoda (15.4.11) tenglik bilan aniglan-
gan funksiyaning to‘la differensiali bo‘lar ekan.Hl
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or 0Q
oy’ ox
taga nisbatan yulduzli bo‘lgan yopiq requlyar Q sohada wzluksiz bo'l-
SN

Agar Q sohada yotuvchi istalgan L aylana uchun

Natija. Faraz qilaylik, P,Q, — funksiyalar biror A nug-

%P(w,y) dr 4+ Q(x,y)dy = 0 (15.4.13)
L

tenglik bajarilsa, w holda (15.4.2) ifoda to‘la differensial bo‘ladi.
Haqgiqatan, (15.4.13) dan (15.4.8) tenglik kelib chiqgishini ko‘r-
satamiz.
Buning uchun (15.4.8) tenglik biror nuqtada bajarilmasin deb
faraz qilaylik. U holda, garalayotgan xususiy hosilalar uzluksiz ho‘lga-
ni uchun, biror K doirada

0Qx,y)  OP(x,y)
Ox oy

tengsizlik bajariladi deyish mumkin.
Lekin, (15.4.13) farazimiz va Grin formulasiga ko‘ra,

// <8Q 0:0) apézz, y)) dz dy 82({ P(x,y)de+Q(x,y) dy = 0.

Hosil bo‘lgan qarama-qarshilik (15.4.8) tenglikning bajarilishi-
ni anglatadi. Demak, 15.4.2 - teoremaga ko‘ra, (15.4.2) ifoda to‘la
differensial bo‘lar ekan.ll

Eslatma. Agar (15.3.13) tenglik istalgan L aylana uchun bajaril-
sa, u holda, 15.4.1 - teoremaga ko‘ra, bu tenglik har qanday regulyar
L kontur uchun ham bajariladi.

15.4.2 - teoremadan (15.4.8) shartning (15.4.2) ifoda biror U(z, y)
funksiya differensiali bo‘lishi uchun kriteriy ekanligi kelib chigadi.
Yuqoridagi bayonimizga ko‘ra, (15.4.8) shart bajarilganda har qan-
day A € QY va B € Q) nugtalar uchun

/P(:E,y) de + Q(x,y)dy = U(B) —U(A) (15.4.14)
AB

>0
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tenglik o‘rinli bo‘ladi, bunda A B sifatida A va B nuqtalarni tutashti-
ruvchi istalgan bo‘lakli-silliq egri chizigni olishimiz mumkin. E’tibor
bering, U potensial o‘zgarmas qo‘shiluvchi aniqligida topiladi.
(15.4.14) tenglik U (z, y) potensialni topish masalasini mos ikkin-
chi tur egri chizigli integral hisoblashga keltiradi. Ammo ba’zi hollar-
da U potensial nisbatan oson topilib, bunda (15.4.14) tenglikdan,
aksincha, egri chiziqli integralni hisoblash uchun foydalaniladi.
15.4.1 - misol. Agar AB bo‘lakli-silliq egri chiziq koordinatalar

1
boshi A = (0,0) va B = (g, 5) nuqtani tutashtirsa, u holda ushbu

I = /ey(cos:vdersin:vdy) (15.4.15)
AB

ikkinchi tur egri chizigli integral hisoblansin.
Quyidagi
P(x,y) =eYcosx, Qx,y) =eYsinx

belgilashlarni kiritaylik.
Bunda (15.4.8) shartlarning bajarilishi aniq. Agar

U(x,y) = eYsinx

desak, bu funksiya uchun

ou ou
T eYcosx = P(x,y), By =eYsinae = Q(x,y)
munosabatlar o‘rinli.

Demak, (15.4.15) integral ostidagi ifoda U funksiya differensiali
bo‘lib, (15.4.14) formulaga ko‘ra,

/ey(coswdersin:vdy) — U(B)-U(A) = e'?sinn/2-0 = /e
AB
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3*. 15.4.2 - teorema va uning natijasi biror nuqtaga nisbatan
yulduzli sohalardan ko‘ra ancha umumiyroq sohalar uchun ham
o‘rinli. Bu xulosaga quyida keltirilgan mulohazalarga asoslanib ke-
lish mumkin.

Biror A € Q nugtani tayinlab, uni ixtiyoriy B € €2 nuqta bilan
to‘g‘rilanuvchi (AB)’ egri chiziq yordamida tutashtiramiz (€ soha
bog‘lamli bo‘lgani uchun buni amalga oshirish mumkin). So‘ngra,
xuddi shunday boshqa (AB)" egri chiziq olib, yo‘nalishni qarama-
garshisiga o‘zgartirsak, biz biror D C €2 sohani chegaralovchi L =
(AB)'U(BA)" konturga ega bo‘lamiz. Agar (15.4.8) shart bajarilsa,

// (@ B 8_];) dedy = L/PdﬂHQdy (15.4.16)

Grin formulasidan (15.4.16) dagi ikki karrali integralning nolga teng-
ligi kelib chigadi. Shuning uchun, L = (AB)'U(BA)” kontur bo‘yicha
ikkinchi tur egri chizigli integral ham nolga teng va

/Pdeery = / Pdx +Qdy

(AB) (AB)"

tenglik o‘rinli.

Bundan chiqdi, egri chizigli integral integrallash egri chizig‘ini
tanlashga bog‘liq emas. Demak, integral ostidagi ifoda to‘la diffe-
rensial bo‘ladi.

Ammo bu mulohazalarni mukammal deb bo‘lmaydi. Muammo
shundaki, I, egri chiziq kontur bo‘lmasligi, ya’ni biror I sohani
chegaralovchi yopiq egri chiziq bo‘lmasligi mumkin. Hatto kontur
bo‘lgan taqdirda ham, u D sohasining to‘la chegarasi bo‘lmasligi
mumkin va shu sababli, bu holda (15.4.16) Grin formulasini qo‘llab
bo‘lmaydi.

Mana shu qiyinchiliklarni chetlab o‘tish magsadida, 15.4.2 - teo-
remada biz {2 sohani yulduzli, deb faraz qildik; bunda A va B nug-
talarni tutashtiruvchi standart chiziq sifatida [AB] kesmani olish
mumkin.
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Umumiy holda, agar nomatematik tilda aytadigan bo‘lsak,
sohada <bo‘shliglars> yo‘q deb faraz qilishimiz zarur. Bunday soha-
larning aniq ta'rifini berish uchun ba’zi yangi tushunchalarni kiri-
tishga to‘g‘ri keladi.

Q2 sohada yotuvchi va ® : [a,b] — Q akslantirish yordami-
da berilgan L egri chizigni qaraylik. Faraz qilaylik, o parametrga
bogliq va (t,«) € [a,b] x [0,1] da uzluksiz bo‘lgan shunday ®, :
[a,b] — Q akslantirish mavjud bo‘lsinki, 2 sohadan olingan biror
M nugta uchun

To(l) = (1), ®1(1) = M, a<t<b,

ayniyatlar bajarilsin.

Agar bunday shartni ganoatlantiruvchi &, akslantirish topilsa,
u holda L egri chiziq Q sohada uzluksiz ravishda M nugtaga tortib
kelinadi deymiz.

Eslatib o‘tamiz, agar L yopiq egri chiziq birlik aylananing homeo-
morfizmi bo‘lsa, uni Jordan egri chizig‘i deb atagan edik.

Ta’rif. Agar bog‘lamii Q sohada yotuvchi istalgan Jordan egri
chizig‘int Q sohada uzluksiz ravishda bir nugtaga tortib kelish mumkin
bo‘lsa, u holda bunday sohani bir bog‘lamli deymiz.

Masalan, biror nuqtaga nisbatan yulduzli bo‘lgan har ganday
soha bir bog‘lamli bo‘ladi.

Hagigatan, umumiylikni saglagan holda, €} sohani koordinatalar
boshiga nisbatan yulduzli deyishimiz mumkin. Aytaylik, L C € Jor-
dan egri chizig'i ®(t) = (p(t),¥(t)) akslantirish yordamida berilgan
bo‘lsin. Bu degani, (x,y) € L bo‘lishi uchun

r = Qp(t)v Yy = w(t)v a§t§b7

tengliklar bajarilib, ®(a) = ®(b) bo‘lishi kerak.
@, : [a,b] — R? akslantirishni ®,(t) = (1 — a)®(t) ko‘rinishda
aniglaylik. Bu akslantirishning 0 < « < 1 dagi aksi

v = (l—a)p(), y = (1—a)p(t), a<t<b

kabi aniglangan L, egri chiziq bolib, Lo = L va o« = 1 da Iy
to‘plam nugtadan, ya’ni koordinata boshidan iborat bo‘ladi.
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2 soha koordinata boshiga nishatan yulduzli bo‘lgani sababli,
barcha 0 < « <1 larda L, C £ bo‘ladi.

Ma’lumki, @, akslantirishlar oilasi L. egri chizigni uzluksiz ra-
vishda nuqgtaga, ya'ni koordinatalar boshiga tortib keladi.

Bir bog‘lamli bo‘lmagan sohaga

Q = {(z,9) €R? : a< Va2 +y2<b}

ko‘rinishda aniqlangan xalga misol bo‘la oladi.

Agar radiusi R, a < R < b, bo‘lib, markazi koordinatalar boshi-
da bo‘lgan L aylanani olsak, uni €} sohadan chigmasdan turib nug-
taga uzluksiz ravishda tortib kelish mumkin emas.

Navbatdagi tasdiqni biz isbotsiz keltiramiz:

Faraz gilaylik, Q ixtiyoriy bir bog‘lamli soha bo‘lsin. Agar P, @,
oP O
—_—, —Q funksiyalar Q sohaning yopig‘ida uzluksiz bo‘lib,
oy’ Or
or o
oy  Ox
tenglik bajarilsa, uw holda istalgan yopiq bo lakli-silliq L C Q0 kontur
bo‘yicha olingan egri chizigli integral uchun

%P(x,y) de+Qx,y)dy = 0
L

tenglik bajarilib, integral ostidagi ifoda to‘la differensialdan tborat
bo‘ladi.

Bu tasdigning ishoti, bo‘lakli-silliq egri chiziglar murakkab ko‘ri-
nishga ega bo‘lgani sababli, ancha texnik qiyinchiliklarni yechishni
talab qgiladi.

Bir bog‘lamlilik talabining muhimligi navhatdagi misolda ko‘ri-
nadi.

15.4.2 - misol. Faraz qilaylik, 0 < a < b bo‘lib, €} soha

Q = {(z,9) €R? : a< Va2 +y2<b}

ko‘rinishda berilgan bo‘lsin.
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Agar

P(z,y) = 2 2 Qz,y) = 2 2
x“+y ety

desak, ravshanki,

or. 0Q  y-a?

oy  oxr (a2 +y?)?
tengliklar bajariladi. Ammo, a < R < b bo‘lganda ixtiyoriy L =
{(z,y) : 2*+ y* = R?} aylana uchun

™

—Rsiny d(R cos
%P(w,y) de + Qa,y)dy = / gORQ( . "
H -7

Jr/Rcosgplc;gRsmgo) B /(sin2go+cos290) dy = 2m,

vani L C € yopiq kontur bo‘yicha olingan egri chizigli integral
nolga teng emas.

4. Fazoviy egri chiziq bo‘yicha olingan umumiy ikkinchi tur egri
chiziqli integralning, ya’ni

/ P(x,y, z)de + Q(x,y,2) dy + R(x,y,2)dz (15.4.17)
AB

integralning integrallanayotgan egri chiziq tanlanishiga bog‘ligmaslik
masalasi ham xuddi yuqoridagidek hal qgilinadi.

Agar shunday differensiallanuvchi U(a,y, z) funksiya topilsaki,
u uchun

dU = P(x,y,z)dr + Q(x,y,2)dy + R(x,y, z)dz (15.4.18)

bo‘lsa, integral ostidagi ifoda to‘la differensial bo‘ladi, bunda

o

ox

ou ou
- P(iE,y,Z), a_y - Q(mvyv Z)y E = R(x,y,z) (15419)
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munosabatlar o‘rinli.
15.4.1 - teoremaning fazoviy analogi navbatdagi ko‘rinishga ega.
15.4.3 - teorema. Agar P, Q va R funksiyalar Q € R?® sohada
uzluksiz bo‘lsa, u holda (15.4.17) integral ostidagi ifodaning tola
differensial bo‘lishi uchun ixtiyoriy A € Q va B € Q nugtalarni
olganda ham bu nugtalarni tutashtiruvchi va Q da yotuvchi bo lakli-
silliq egri chiziq bo‘yicha olingan (15.4.17) egri chiziqli integralning
egri chizigni tanlanishiga bog‘liq bo‘lmasligi zarur va yetarlidir.
Isbot 15.4.1 - teorema isbotini so‘zma-so‘z qaytarishdan iborat.
Aslida 15.4.2 - teoremaning ham uch o‘lchovli analogi o‘rinli.
Ammo mos tasdigni keltirish va isbotlash uchun bizga qo‘shimcha
tushunchalar zarur bo‘ladi. Biz bu tushunchalarni keyingi boblarda
keltiramiz.

15.5-§. Misollar

1 - misol. Agar C' uchlari O(0,0), A(1,0) va B(0,1) bo‘lgan
uchburchak bo‘lsa, quyidagi

/(:E+y)2ds

C

birinchi tur egri chizigli integralni hisoblang.

Kof‘rsatma. Uchburchakning OA va OB tomonlari bo‘yicha
olingan egri chiziqli integrallar aniq integralga keladi. AB tomon
boyicha integralni hisoblashda integral ostidagi funksiya 1 ga tengli-
gini hisobga oling.

2 - misol. Tekislikdagi

C = {(x,y) € R? : 2 = a(cost+tsint),y = a(sint—tcost)0 < ¢ < 27}
egri chiziq bo‘yicha quyidagi

/(£E2 +y?) ds

C
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birinchi tur egri chizigli integralni hisoblang.

Ko‘rsatma. 15.1.2 - teorema yordamida aniq integralga kelti-
ring.

3 - misol. Fazoviy

C = {(x,y,2) €R® : & =acost, y=asint, z =bt, 0 <t <2r}
egri chiziq bo‘yicha quyidagi

/(\/:v2 + 42 +2)ds

c

birinchi tur egri chizigli integralni hisoblang.

Ko‘rsatma. 15.1.4 - teorema yordamida aniq integralga kelti-
ring.

4 - misol. Agar C quyidagi

y=2a, —1<zx<l,
parabola bo‘lsa, x ning o‘sish yo‘nalishi bo‘yicja olingan
/ (2 — 2ay) de + (y° — 22%y) dy
c

ikkinchi tur egri chizigli integralni hisoblang.
Ko‘rsatma. Parametrni x deb olib, 15.2.1 - teoremani qo‘llang.
5 - misol. Agar to‘g‘ri chizigning A(0,7) va B(w,0) nuqtalar
orasidagi kesmasini AB deb belgilansa, quyidagi

/ siny dz + sinx dy
AB

ikkinchi tur egri chizigli integralni hisoblang.
Ko‘rsatma. AB kesma tenglamasi

rty=7m, 0Zzx<m,
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ko‘rinishga ega. Endi x ni parametr deb, 15.2.1 - tasdigdan foyda-
laning.
6 - misol. Fazoviy

C = {(z,y,2) €R® - x=t, y=13 2=1>, 0<t<1}

egri chiziq bo‘ylab parametrning o‘sish yo‘nalishi bo‘yicha olingan

/(y2 — 2 de + 2yzdy — 2 dz
C
ikkinchi tur egri chizigli integralni hisoblang.
Ko‘rsatma. 15.2.1 - teorema yordamida aniq integralga kelti-
ring.
7 - misol. Agar

C = {(x,y) eR? : 2% +y* =a?)}

aylana bo‘lsa, Grin formulasini qgo‘llab, quyidagi

%wa dy — 22y dx
c

ikkinchi tur egri chizigli integralni hisoblang.

Ko‘rsatma. P(x,y) = —2%y va Q(z,y) = 2y? deb, (15.3.11)
Grin formulasini qo‘llang. Hosil bo‘lgan doira boyicha integralni
hisoblash uchun qutb koordinatalar sistemasiga o‘ting.

8 - misol. Quyidagi

C = {(x,y) €R? : x =acost, y = bsint, 0 <t <2r}

ellips bilan chegaralangan () sohaning yuzini toping.
Ko‘rsatma. Agar P(x,y) = —y/2, Q(x,y) = /2 desak,
(15.3.12) tenglik o‘rinli bo‘ladi va Grin formulasiga ko‘ra,

2
C

1
Q| = —/wdy—ydm.
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Hosil bo‘lgan ikkinchi tur egri chiziqli integralni 15.2.1 - tasdiq yor-
damida aniq integralga keltirib hisoblang.

9 - misol. Agar AB bo‘lakli-silliq yassi egri chiziq A = (0, 1) va
B = (2, 3) nugtalarni tutashtirsa, u holda quyidagi

/(w+y)dw+(m—y)dy
AB

ikkinchi tur egri chizigli integral ostidagi funksiya to‘la differensial
ekaniga ishonch hosil qilib, uni hisoblang.

Ko‘rsatma. P(z,y) = z +y va Q(x,y) = x — y deb, (15.4.3)
shartni tekshiring. Agar bu shartni qanoatlantiruvchi U (z, y) funksi-
ya topilsa, integralni (15.4.14) formula yordamida hisoblang.

10 - misol. Agar AB bo‘lakli-silliq fazoviy egri chiziq A =
(1,2,3) va B = (6, 1, 1) nuqgtalarni tutashtirsa, u holda quyidagi

/yzder:Ezderxydz
AB

ikkinchi tur egri chizigli integral ostidagi funksiya to‘la differensial
ekaniga ishonch hosil qilib, uni hisoblang.

Ko‘rsatma. P(x,y,2) = yz, Q(xr,y,2) = 2z va R(x,y,2) = ay
deb, (15.4.19) shartni tekshiring. Agar bu shartni qanoatlantiruvchi
U(x,y, z) funksiya topilsa, integralni

/ P(x,y,z)de + Qx,y,2)dy + R(x,y,2)dz = U(B) —U(A)
AB

formula yordamida hisoblang (bu formula xuddi (15.4.14) singari
isbotlanadi).
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16.1-8. Sirt yuzi

1. Sirtga klassik misol sifatida S? sferani, ya’ni uch o‘lchovli shar
sirtini olishimiz mumkin. Biror S? sferani istalgan P nuqtasining
d-atrofini, aniqrog‘i, markazi P nuqtada va radiusi 4 ga teng uch
o‘lchovli sharni garaylik. Ravshanki, yetarlicha kichik 4 lar uchun
bu sharning S? sfera bilan kesishmasi sferaga P nugtada urinuvchi
va radiusi § ga teng doira bilan deyarli ustma-ust tushadi (16.1-
rasm qarang). Boshqacha aytganda, sferani istalgan nuqtasining shu
sferada yotuvchi kichik atrofi kichik radiusli yassi doira ko‘rinishida
bo‘ladi. Aynan shu lokal xossa uch o‘lchovli fazodagi ikki o‘lchovli
sirtning umumiy ta'rifi asosida yotadi.

16.1-rasm

Eslatib o‘tamiz, agar R? fazosining ikki qismiy to‘plamlari uchun
ulardan birini ikkinchisiga o‘zaro bir gilymatli va o‘zaro uzluksiz
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akslantirish mavjud bo‘lsa, bunday to‘plamlar homeomorf deb ata-
ladi.

Biror S C R? to‘plam berilgan bo‘lsin. Istalgan P € S nuqta
uchun U(P) orqali bu nugtaning ixtiyoriy atrofini, ya'ni P nuqtani
o'z ichiga oluvchi R? dagi ochiq to‘plamni belgilab,

V(P) = UP)NS (16.1.1)

ko‘rinishdagi to‘plamni qaraymiz. Qizig‘i shundaki, agar .S sirt bo‘lsa,
U(P) atrofni doimo shunday tanlash mumkinki, natijada V' (P) to‘p-
lam doiraga homeomorf bo‘ladi. Bu sirtning har bir nuqtasini xarak-
terlovchi xossadir.

Ta’rif. Agar S C R? boglangan to‘plamning har bir nuqtasi
uchun shunday atrof topilsaki, bu atrofning S bilan kesishmasi biror
doiraga homeomorf bo‘lsa, u holda bunday S to‘plamga sirt deb ata-
lads.

V(P) to‘plamni P nuqtaning S da yotuvchi biror <atrofi> deb
qarash mumkin. Bundan buyon (16.1.1) ko‘rinishdagi to‘plamni P
nugtaning S sirtga nisbatan atrofi, yoki qisqa qilib, P ning S dagi
atrofi deb ataymiz.

16.1.1 - misol. Biror ikki o‘lchovli sohada uzluksiz funksiyaning
grafigi sirtdan iborat ekanini ko‘rsatamiz.

Eslatib o‘tamiz, Q@ C R? sohada aniglangan f : Q@ — R
funksiyaning grafigi deb

L(f) = {(x,y,2) €R® : 2= f(x,9), (x,y) € Q} (16.1.2)

to‘plamga aytgan edik.

S =T'(f) to'plam sirt ta’rifidagi barcha shartlarni qanoatlantiri-
shini tekshiramiz. Faraz qilaylik, Py = (20, yo, 20) grafikning istal-
gan nuqtasi bo‘lsin, yani (xo,y0) €  bo‘lib, f(xo,y0) = 2o teng-
lik bajarilsin. ) tekislikning ochiq gismiy to‘plami bo‘lgani sababli,
shunday

D = {(x,y) eR® : (x—20)* + (y — p)* < 6°}

doira topiladiki, uning D = DUSD yopig'i butunligicha © da yotadi.
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f funksiya Q da uzluksiz bo‘lgani uchun, u D da chegaralangan.
Shunday ekan, bu funksiyaning D da qabul giladigan barcha giymat-
lari biror (a,b) C R interval ichida yotadi. Fy nuqtaning, balandligi
b — a va ko‘ndalang kesimi DD dan iborat bo‘lgan, quyidagi

UPy) = {(z,y,2) €R® : a<z<b, (,y) € D}

ochiq silindr ko‘rinishidagi atrofini qaraymiz. Bu silindrning f :
1 — R funksiya grafigi bilan kesishmasi (16.1.1) ko‘rinishdagi V (/)
to‘plamdan iborat. Ma’lumki, V(P,) to‘plam D C R? doiraga ho-
meomorf va bunda homeomorfizm D doiraning har bir (z, y) nuqtasi-
ga I'(f) grafikning (x,y, f(x,y)) nuqtasini mos qo‘yuvchi akslanti-
rishdan iborat.

Shunday qilib, ta'rifga ko‘ra, S = I'(f) to‘plam sirt ekan.

1 - eslatma. Yuqorida keltirilgan ta’rifga ko‘ra, sirtning bar-
cha nugtalari <ichki> nuqtadir, ya'ni sirt <chegaraviy> nuqtaga
ega emas. Aslida sirt uchun chegaraviy nuqta tushunchasiga aniq-
lik kiritish zarur. Masalan, S? sferani istalgan nuqtasining ixtiyoriy
atrofida R? fazosining bu sferaga tegishli bo‘lmagan nuqtasi topila-
di. Shunday ekan, sferaning har bir nuqtasi §11.1 da keltirilgan ta’rif
ma’nosida chegaraviy nuqtadir.

Sirt chegarasiga mantigan to‘g‘ri ta’rif berish uchun limit nuqta
va yopilma tushunchalaridan foydalanamiz. Eslatib o‘tamiz, ixti-
yoriy I C R™ to‘plamning yopilmasi deb, ¥ ga uning barcha limit
nuqtalarini qo‘shish natijasida hosil bo‘lgan E to‘plamga aytgan
edik (§11.1 ga qarang).

Faraz qilaylik, S ixtiyoriy sirt va S uning yopilmasi bo‘lsin. S
sirtning chekkasi deb I'(S) = S\ S to‘plamga aytamiz.

Masalan, agar S sirt ochiq doiradan iborat bo‘lsa, uning chekkasi
aylana bo‘ladi.

Har qanday sirt ham chekkaga ega bo‘lavermaydi, ya’'ni ba’zi
sirtlarning chekkalari bo‘sh to‘plamdan iborat. Masalan, S? sfera
chekkasiz sirtdir, ya'ni I'(S?) = (. Umuman, biror  C R? sohaning
chegarasidan iborat har gqanday &€ sirt chekkasiz sirtdir, ya’'ni
I'(092) = @. Bunday sirtlar yopiq deyiladi.
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2 - eslatma. Sirt ta'rifida (16.1.1) tenglik bilan aniglangan
V(P) to‘plamning biror ochiq D doiraga homeomorf bo‘lishi talab
gilingan edi. Ravshanki, doirani unga homeomorf{ bo‘lgan istalgan
boshqa to‘plam bilan almashtirish mumkin. Masalan, V' (P) to‘plam-
ning biror ochiq @ kvadratga homeomorf bo‘lish sharti ta’rifdagi
talabga teng kuchlidir.

Ushbu paragrafning asosiy magsadi sirt yuzi tushunchasini kiri-
tishdan iboratdir.

Eslatib o‘tamiz, uch o‘lchovli jism hajmini aniglash uchun biz
jismni ichki chizilgan ko‘pyoqlilar bilan approksimatsiyalab, hajm
sifatida bu ko‘pyoqlilar hajmlarining aniq yuqori chegarasini olgan
edik. Xuddi shu kabi, egri chiziq uzunligini unga ichki chizilgan siniq
chiziglar uzunliklarining aniq yuqori chegarasi sifatida aniqglagan
edik.

Afsuski, sirt yuzini yuqoridagi usulda aniglab bo‘lmas ekan. Ne-
mis matematigi H. Shvars (Hermann Schwarz) silindr ichiga garmon
cholg‘u asbobini eslatuvchi ko‘pyoqlikni (Shvars <etigi> deb atasha-
di, 16.2 -rasm) chizib, bu ko‘pyoqlik sirti yuzini istalgancha katta
gilish mumkinligini ko‘rsatdi. Bundan chiqdi, silindrik sirt yuzini
ichki chizilgan ko‘pyoqliklar yuzi yordamida aniglab bo‘lmas ekan.

16.2-rasm
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Ixtiyoriy sirt yuzi ta’rifi asosida quyidagi prinsip yotadi. Sirt
kichik gismlarga bo‘linadi va har bir gqism urinma tekislikka proeksi-
valanadi. Proeksiyalar yuzi yig‘ilib, bu yig‘indining limiti sirt yuzi
deb gabul qgilinadi.

Bunday ta’rifni to‘g‘ri ekanini asoslash uchun, avval, urinma
tekislik tushunchasini kiritish zarur, so‘ngra har bir nuqtaning yetar-
licha kichik atrofini mana shu nugtada sirtga urinuvchi tekislikka,
ortogonal proeksiyalash mumkinligiga ishonch hosil gilish kerak va
nihoyat, sirtlarning yetarlicha katta sinfi uchun proeksiyalar yuzlari
yig‘indisining limitga ega ekanini ishotlash zarur. Aynan mana shu
ishlarni ushbu paragrafda amalga oshiramiz.

2. E’tibor bering, sirt ta’rifi lokal xarakterga ega. Sodda qilib
aytganda, bu ta'rifda sirtning har bir nuqtasi uchun, uni o‘z ichiga
oluvchi, sirtning yetarlicha kichik qismini doiraga o‘xshash to‘plam
bo‘lishi talab qgilinadi.

Yuqoridagi misolda ko‘rganimizdek, uzluksiz funksiya grafigidan
iborat sirt butunligicha tekislikdagi biror sohaga homeomorfdir. Al-
batta, har ganday sirt ham bunday xossaga ega bo‘lavermaydi. Ma-
salan, sfera hech qanday € C R? sohaga homeomorf emas.

Bizning navbatdagi maqsadimiz tekislikdagi biror sohaga homeo-
morf bo‘lgan eng sodda sirtlarni o‘rganishdir.

Ta’rif. Biror Q C R? sohaga homeomorf bo‘lgan S sirtni sodda
sirt deymiz.

Odatda, © soha nuqtalari (u,v) € € simvol orqali belgilanadi,
bunda u va v kattaliklar parametr deb ataladi. Shunday qilib, S C
R? sodda sirt biror © C R? sohaning

r = r(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)), (u,v)€Q, (16.1.3)

akslantirish bilan berilgan homeomorfizmidan iborat ekan.
Bu tenglikda r radius-vektor komponentalari parametrlarning
biror funksiyalaridan iborat, ya'ni

x=(u,v), y=uvu,v), z=x(u,v)). (16.1.4)

Bunda S sirt (16.1.3) akslantirish bilan parametrik ravishda
berilgan deyiladi.
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Agar (16.1.3) akslantirish silliq bo‘lsa, ya’ni uning (16.1.4) kom-
ponentalari uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar bo‘lsa, u holda
bunday sirt sillig deyiladi.

Biz ikki o‘zgaruvchili silliq funksiya grafigi tashkil gilgan sirt-
ni o‘rganishdan boshlaymiz. 16.1.1 - misolda ko‘rsatilganidek, biror
Q) C R? sohada uzluksiz z = f(x,y) funksiya grafigi sodda sirtdan
iborat. Bu sirt tenglamasini formal ravishda (16.1.3) va (16.1.4) kabi
quyidagicha yozish mumkin:

x=u, y=v, z= f(u,v).

Biz f : £ — R funksiyani uzluksiz differensiallanuvchi deb faraz
gilamiz. U holda bu funksiyaning (16.1.2) grafigi silliq sodda sirt
bo‘ladi.

Eslatib o‘tamiz, grafikning (a, b,¢) € I'(f) (bu yerda ¢ = f(a, b))
nuqtasida urinuvchi tekislik deb, biz tenglamasi

df(a,b) df(a,b)

z =c + e (x—a) + Y (y—10)

ko‘rinishga ega bo‘lgan tekislikka aytgan edik.

Biz (a,b,¢) € I'(f) nuqtani o'z ichiga oluvchi, f funksiya grafigi-
ning bhiror yetarlicha kichik gismini urinma tekislikka ortogonal pro-
eksiyalash mumkinligini ko‘rsatamiz. Quyida keltirilgan mulohazalar
15-bobni 2-paragrafining 11-bo‘limida keltirilgan mulohazalarga o‘x-
shash.

16.1.1* - tasdiq. Faraz qilaylik, z = f(x,y) funksiya Q@ C
R? sohada uzluksiz differensiallanuvehi bolsin. U holda bu funksiya
grafigining istalgan P nuqtast uchun markazi O' = P nugtada bo‘lgan
shunday {O'én¢} Dekart koordinatalar sistemasini kiritish mumkin-
ki, bunda quyidagi shartlor bajariladi:

i) O'&n koordinatalar tekisligi grafikning P nuqtasida o ‘tkazilgan
urinma tekislik bilan ustma-ust tushadi;

it) 2 = f(x,y) funksiya tenglamasini P nuqgtaning biror atrofida
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ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda g - koordinatalar boshining
atrofida uzluksiz differensiallanuvchi funksiya;

iit) quyidagi

dg dg
0,0) = —=(0,0) = —=(0,0) = 0 16.1.5
90.0) ~ 0.0 - 0.0 (16.1.5)
tengliklar o‘rinli.

Isbot. i) Aytaylik, P = (a,b, ¢) berilgan f funksiya grafigining
ixtiyoriy nuqtasi, ya'ni f(a,b) = ¢ bo‘lsin. Applikata o‘qi bo‘ylab
parallel ko‘chirish, burish va so‘ngra cho‘zish yordamida markazi
O = (a, b, ¢) nugtada bo‘lgan shunday yangi {O‘¢n(} koordinatalar
sistemasini kiritamizki, bunda O‘¢ o‘q urinma tekislikka perpendi-
kulyar bo‘lib,

0 b 0 b
¢ = =o)Ly
tenglik bajarilsin.

U holda urinma tekislik tenglamasi ( = 0 ko‘rinishga keladi.
Eski o‘zgaruvchilar yangi o‘zgaruvchilar bilan quyidagicha

LE:QO(&U,C); y:w(£7n7<)v z:X(£7n7<)v

bog‘lanadi, bunda ¢, v, x — biror chiziqli funksiyalardir.
Xususan,

¢ = ntem 0= =20 fot,,0)-a =20 e n o)

(16.1.6)
ayniyat o‘rinli bo‘ladi.
Bundan tashqari, o‘zgaruvchilarni bunday almashtirishda (0, 0,0) =
a, 1(0,0,0) = b, x(0,0,0) = ¢ tengliklar bajariladi.
ii) Koordinatalar boshining biror atrofida

funksiyani qaraylik. Ayonki,

F(0,0,0) = x(0,0,0) — f[¢(0,0,0),%(0,0,0)] = ¢— f(a,b) = 0.
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(16.1.7) funksiyaning ¢ o‘zgaruvchi bo‘yicha hosilasini hisoblay-
lik. Murakkabh funksiyani differensiallash qoidasiga ko‘ra,

or _ ox _ Of(x,y) Op  Of(xy) OY

S A i} LA A A iR It 16.1.

¢ ¢ x ¢ dy ¢ (16.0.8)
Boshga tomondan, (16.1.6) ayniyatni differensiallasak,

L0 old) P 9fwh) pw o

tenglikka ega bo‘lamiz.

Agar f funksiya xususiy hosilalarining uzluksizligini hisobga olib,
(16.1.8) va (16.1.9) tengliklarni taqqoslasak, biz (a, b, ¢) nuqtaning
yetarlicha kichik atrofida (16.1.8) ning chap tomoni 1 sonidan kam
farq qilishini ko‘ramiz. Shuning uchun, qayd etilgan atrofda

oF
— > 0
a¢
shart o‘rinli.
Shunday ekan, oshkormas funksiya haqidagi teoremaga (12.3.2 -
teoremaga qarang) ko‘ra, koordinatalar boshining yetarlicha kichik
atrofida aniqlangan shunday ¢ = g(&, ) funksiya topiladiki, u uchun

F(gvnvg(gvn)) =0

tenglik bajariladi.

Ahamiyat bering, (16.1.7) tenglikka ko‘ra, { = g(&,n) funksiya
grafigi f funksiya grafigining qaralayotgan qismi bilan ustma-ust
tushadi.

iii) Oshkormas ko‘rinishda berilgan { = ¢(£,n) funksiyaning
bevosita (16.1.7) ta’rifidan ¢(0,0) = 0 tenglik kelib chigadi. En-
di, agar (16.1.7) tenglikni oshkormas funksiya hosilasini hisoblash
goidasiga ko‘ra ((12.3.17) formulaga qarang) differensiallasak,

o 1 oF 1 [ox  Ofwy) 9y  Of(xy) Y
o¢  OF o¢  OF |o¢ ox 06 dy o€
¢ P

(16.1.10)
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tenglikni olamiz.
Boshga tomondan, (16.1.6) ayniyatni £ o‘zgaruvchi bo‘yicha
(boshqa o‘zgaruvchilarni o‘zgarmas deb hisoblab) differensiallasak,

Ox  Of(ab) dp  Of(ab) W
9 ox 9E oy o€

munosabatga ega bo‘lamiz.
Bu tenglikni (16.1.10) tenglik bilan taqqoslab, urinish nuqtasida

a¢
— =0
23
shart bajarilishini ko‘ramiz.
Quyidagi
9¢
— =0
on

tenglik ham xuddi yuqoridagidek ko‘rsatiladi.

iv) Zaruriyat bo‘lsa, O‘C o‘qi bo‘ylab masshtabni o‘zgartirib,
{Oxyz} Dekart koordinatalar sistemasidan yangi {O‘¢€n(} koordina-
talar sistemasiga o‘tishni izometrik qilish mumkin. Bunda, xuddi
avvalgidek, koordinatalar boshining atrofida funksiya grafigi urinma
tekislikda aniglangan funksiya grafigi bilan ustma-ust tushaveradi.ll

Natija. Faraz qilaylik, = = f(x,y) funksiya Q@ C R? sohada
uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lsin. U holda U(f) grafikni istalgan
P nugtasining U(f) da shunday atrofi topiladiki, bu atrof P nugtada
L(f) ga wrinuvchi tekislikka ortogonal proeksiyalanadi.

Hagiqatan, ortogonal proeksiya 16.1.1* - tasdiqdagi ¢ = g(&,n)
funksiya bilan beriladi.

3. Ma’lumki, har ganday sirt ham sodda bo‘lavermaydi. Misol
sifatida sferani olishimiz mumkin:

Sk = {(x,y,2) R’ : 2® 49> +2° = R*}.
Boshqa misol sifatida

x = (a+bcosv)cosu,
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y = (a+bcosv)sinu,
z = bsinw,

komponentali r(u,v) radius-vektor bilan berilgan T, torni olsak
bo‘ladi, bunda a > b > 0 bo‘lib, (u,v) parametrlar

—r<u<q7w, —wm<ov<7

kvadratda o‘zgaradi.

Shuni aytish kerakki, zamonaviy matematik adabiyotlarda Ty
tor ba’zan T? = [—7, 7] x [, 7] kvadrat bilan almashtiriladi. Bun-
da, torda berilgan f funksiyani T? kvadratda berilgan va quyidagi

f(uv _ﬂ-) - f(uvﬂ-)v f(_ﬂ-vfu) - f(ﬂ-vfu)

davriylik shartini qanoatlantiradi, deb hisoblanadi.

Ochiq sohada berilgan ikki o‘zgaruvchili istalgan uzluksiz funksi-
ya grafigining sodda sirt bo‘lishi yuqorida qayd etilgan edi. Ammo
bu tasdigning teskarisi o‘rinli emas. Masalan, sferadan bir nugtani
olib tashlasak, hosil bo‘lgan to‘plam sodda sirt bo‘ladi, lekin u hech
ganday ikki o‘zgaruvchili funksiyaning grafigi bo‘la olmaydi.

16.1.2 - misol. Diametri Oz o‘qining [0, 1] kesmasi bo‘lgan S
sferani, ya'ni

1\? 1
S = {(w,y,z)eR?’ : m2+y2+<z—§> Z}

sferani garaylik.
S* simvol orqali S dan <shimoliy qutbni> olib tashlash natijasi-
da hosil bo‘lgan to‘plamni belgilab, ya’ni

§* = S\ {N}, N =1(0,0,1) €R?
deb, S* ning sodda sirt ekanini ko‘rsatamiz. Buning uchun, 11.3-

paragrafning 3-bandi natijalariga ko‘ra, S* ning R? tekisligiga ho-
meomorf ekanini ko‘rsatish yetarli.
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Faraz qilaylik, M = (x,y,0) nuqta z = 0 tekisligining ixtiyoriy
nuqtasi bo‘lsin. Bu nugtani S sferaning N = (0,0, 1) nuqtasi bi-
lan tutashtiruvchi kesma S sferani biror P nuqtada kesadi. Biz bu
nuqtani M ga mos qo‘yamiz. Shunday qilib,

P = ®(M)

tenglik bilan ® : R? — S* akslantirish aniglandi. Aynan shu akslanti-
rish izlanayotgan homeomorfizm bo‘ladi.

Hagiqatan, R3 da (p, ¢, z) silindrik koordinatalarni kiritaylik.
Sodda hisoblashlar ko‘rsatadiki, agar

p P’
s U R
desak, ® akslantirish har bir M = (p, ¢,0) € R? nuqtaga (r, v, 2)
koordinatalarga ega bo‘lgan P € S* nuqtani mos qo‘yadi.

Bundan ® ning R? ni S* ga homeomorf akslantirish ekani bevo-
sita kelib chigadi.

Eslatma. Yuqoridagi mulohazalarga ko‘ra, bir nuqtasi olib tash-
langan sfera sillig sodda sirt bo‘ladi.

4. Bundan buyon biz S sodda sirtni aniqlovchi r(u,v) vektor-
funksiyani sillig, ya’ni € sohasida uzluksiz differensiallanuvchi, deb
faraz qilamiz.

Agar v = const deb tayinlasak, r(u, v) funksiya u o‘zgarganda S
da yotuvchi biror egri chiziqni aniqlaydi. Bu egri chizigni koordinata
egri chizig'i deyishimiz mumkin. 15.2- paragrafda ko‘rsatilganidek,

or
e = oo (16.1.11)
vektor (birlik bo‘lishi shart emas) bu egri chizigqa urinma bo‘ladi.

Xuddi shu kabi,
or
= — 16.1.12
To ov ( )
vektor S da yotuvchi boshqa © = const koordinata egri chizig‘iga
urinma bo‘ladi.
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Ravshanki, S sirtning har bir nugtasidan ikki koordinata egri
chiziglaridan bittadan o‘tadi.

Agar r, va r, vektorlar (ug,vo) € Q nuqtada nolga aylanmasa
va o‘zaro kollinear bo‘lmasa, u holda [r,, r,| vektor ko‘paytma ham
shu nuqtada noldan farqgli bo‘lib, har bir r,, va r, vektorga ortogonal
bo‘ladi.

Agar, bordiyu, qayd etilgan vektor ko‘paytma biror nuqtada
nolga teng bo‘lsa, u holda bu nuqtani (16.1.3) radius-vektor bilan
parametrlangan sirtning mazsus nugtast deymiz. Bundan buyon,
buni alohida gayd qilmasdan, bhiz fagat maxsus nuqtasiz sirtlarni
garaymiz.

Aytaylik, ® : Q — R? homeomorfizm bo‘lib, r = ®(u,v) tengla-
ma S sodda silliq sirtni aniglasin. S da yotuvchi va P = r(ug,vo)
nuqtadan o‘tuvchi ixtiyoriy L silliq egri chizigni qaraymiz. Bu chiziq
Q) sohada yotuvchi A = ®~1(L) egri chiziqqa homeomorf.

Faraz qilaylik, A egri chiziq parametrik ko‘rinishda berilgan bo‘l-
S1n:

A= {(u,v) €Q : u=alt), v=03(1), a<t<b}.

U holda I C S egri chizigni ham & homeomorfizm yordamida
parametrik ko‘rinishda yozishimiz mumkin, ya’ni

r = ®(alt),f(), a<t<bh

Agar (ug,vo) = (a(to), B(to)) desak, 15.2-paragraf natijalariga
ko‘ra, 2 vektor I egri chiziqqa r(ug, vo) nugtada urinadi va murak-
kab funksiyani differensiallash qoidasiga ko‘ra,

B o) = T2 clto) + 22 Blto) = ollto)ra+ Hlto) v
Bundan chiqdi, P nuqtada L egri chiziqqa o‘tkazilgan urinma r,,
va r, vektorlarning chizigli kombinatsiyasi bo‘ladi.

Boshgacha aytganda, S sirtda yotuvchi egri chiziglarga P nuqta-
da o‘tkazilgan barcha urinmalar bitta tekislikda, aniqrog‘i, kollinear
bo‘lmagan r,, va r, vektorlardan o‘tuvchi tekislikda yotar ekan.
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Ta’rif. Faraz qilaylik, mazsus nuqtasiz silliq S strining ixtiyoriy
P nugtasi berilgan bo‘lsin. S da yotuvchi va P nugtadan o‘tuvchi
barcha silliq egri chiziglarga shu nugtada o‘tkazilgan wrinmalor yo-
tuwvchi tekislikni urinma tekislik deymiz.

S sirtning P nuqtasidagi urinma tekislikni 7'(P) orqali belgilay-
miz.

5. Agar S sirtning P = r(u, v) nuqtasi maxsus bo‘lmasa,

n = 2 (16.1.13)

ko‘rinishdagi vektorni aniglash mumkin.

Vektor ko‘paytmaning xossasiga ko‘ra, bu vektor r,, va r, vektor-
larga ortogonaldir va demak, u 7'(P) urinma tekislikka ham ortogo-
nal bo‘ladi. (16.1.13) vektor S sirtga r(u,v) nuqtada o‘tkazilgan
birlik normal vektor, yoki qisqa qilib, S sirtga normal deyiladi.

(Qarama-qarshi yo‘nalgan m = —n vektor ham normal vektor
deyiladi.

Ravshanki, [0, 7] kesmada bir giymatli anigqlangan shunday «, 3
va v sonlar mavjudki, ular uchun

n = (cosa,cosf,cos?y),

bo‘lib,
In|? = cos?a +cos? B +cos?y = 1
tenglik bajariladi.
Qayd etilgan kosinuslar normalning yo‘naltiruvchi kosinuslari
deyiladi.
6. Endi [r,, ry] vektor ko‘paytmani batafsilroq o‘rganamiz. Ma’-
lumki, bu vektor ko‘paytmani quyidagi

i j k
[y, Ty] = det|| 2o Yu 2u (16.1.14)
Ty Yo 2o

determinant ko‘rinishida yozish mumkin. Bu yerda i,j,k lar mos
ravishda Ox, Oy, Oz o‘qglarining yo‘naltiruvchi birlik vektorlaridir.
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Determinantni birinchi satr elementlari boyicha yoyib,

Yu Zu
Yo %o

Tu Yu
Ty Yo

k (16.1.15)

[rame] = ‘

tenglikka ega bo‘lamiz.
O‘ng tomondagi ikkinchi tartibli har bir determinant

r(u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v)), (u,v) €Q,
akslantirishga mos yakobianlardan birini beradi, ya’ni:

D(y,z) . D). Dy,
D(u,v) D(u,’u)‘] D(u,v)

(16.1.16)

[ruvrv] -
Bu tenglikni

[ruv I‘v] - (yuzv - vau)l + (zumv - vau).] + (muyv - mvyu) k

ko‘rinishda ham yozish mumkin.

Quyidagi
A‘yuzu T R T
Yo 2o |’ 2o Ty | LT
(16.1.17)

belgilashlarni kiritaylik.

Silliq sirtning ta’rifiga ko‘ra, A(u,v), B(u, v), C'(u,v) funksiyalar
Q) C R? sohada uzluksiz bo‘ladi.

(16.1.17) belgilashdan foydalanib,

[ry,ry] = Al + Bj + Ck

deb yozishimiz mumkin.
U holda

[ru,rs]] = VA2 + B2 4 C2. (16.1.18)
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Demak, normal vektor uchun

A .
n o At B+ Ck (16.1.19)
VA? + B2+ C?
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formulaga ega bo‘lamiz.

16.1.3 - misol. Faraz qilaylik, S sirt f : @ — R funksiyaning
grafigi bolsin. Agar u = x va v = y desak, bu sirtni r = (2,¥, 2)
radius-vektor bilan berish mumkin, bu yerda z = f(x,y). Bunda,
(16.1.17) ta’rifga ko‘ra,

0z 0z

A== p-=_=Z ~1
am7 ay? C Y

demak, (16.1.18) ga asosan,

[ru, ro]| = \/1 + (%)2 + (%)2. (16.1.20)

Bu holda (16.1.13) normal vektori, (16.1.19) ga ko‘ra, quyidagi

—Zy — 2y 1
cosq=—————— ¢coSffl=—2—— C08SY= ————
1422+ 22 W1+ 22+ 22 V1 t22 g
(16.1.21)

komponentalarga ega.

Shuni aytish kerakki, garalayotgan sirt uchun normal vektorin-
ing Oz o‘qiga proeksiyasi mushat. Odatda, bunday hollarda normal
<yuqoriga yo‘nalgan> deyiladi.

7. Eslatib o‘tamiz, agar S sirtning P = r(u,v) nuqtasi-
da [ry,ry] = 0 shart bajarilsa, bu nugtani maxsus degan edik.
Yugoridagi mulohazalarga ko‘ra, P nuqtaning maxsus bo‘lmasligi
uchun (16.1.17) determinantlardan aqalli bittasining bu nuqtada
noldan farqgli bo‘lishi zarur va yetarli. Bu, o‘z navbatida, quyida-
gi matritsaning rangi ikkiga tengligini anglatadi:

Ty Yu Ru
Ty Yv <o

rank

‘ — 2. (16.1.22)

Agar S sirtning Py = (20, v0,20) = r{ug,vp) nuqtasi maxsus
bo‘lmasa, u holda bu nugtaning biror atrofini koordinata tekisliklari-
dan biriga bir qiymatli proeksiyalash mumkin.
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Haqgiqatan, faraz qilaylik, (16.1.22) shart bajarilsin. U holda
(16.1.17) determinantlardan biri, masalan, C, (ug,v9) € £ nugtada
noldan farqli bo‘ladi:

on oy
ou  Ou

C = £ 0. (16.1.23)
o oy
ov  Ov

Uzluksizlikka ko‘ra, bu determinant (ug, vo) nugtaning biror atro-
fida ham noldan farqli. Bundan chiqdi, oshkormas funksiya haqidagi
teoremaga (12.3.4 - teoremaga qarang) ko‘ra, (zo,y0) € R? nuqgta-
ning biror atrofida teskari (u(x,y), v(x,y)) akslantirish mavjud. Bu
akslantirishning komponentalarini z = z(u,v) funksiyaga qo‘ysak,
P nuqgta atrofida S sirtning

z = z(ulz,y),v(x,y) = flz,y)

ko‘rinishdagi tenglamasiga ega bo‘lamiz.

Bu esa talab gilingan tasdiqni, ya'ni .S sirtni qaralayotgan qismi
(x,y) o‘zgaruvchilarning biror uzluksiz funksiyasi grafigidan iborat
ekanini va bundan chiqdi, Oxy koordinatalar tekisligiga bir gqiymatli
proeksiyalanishini anglatadi.

16.1.2 - tasdiq. Faraz qilaylik, S mazsus nuqtasiz sodda sillig
sirt bo‘lsin. U holda har qanday P € S nugta uchun T(P) urinma
tekislikka ortogonal proeksiyalanuvchi (16.1.1) ko‘rinishdagi V(P)
atrof mavjud.

Isbot. Yuqoridagi mulohazalarga ko‘ra, har qanday P € .S nug-
ta S da shunday atrofga egaki, bu atrof koordinata tekisliklaridan
biriga bir qiymatli proeksiyalanadi. Bu degani, P nuqtaning mana
shu atrofini biror ikki o‘zgaruvchili uzluksiz funksiya grafigi ko‘rini-
shida tasvirlash mumkin. Shunday ekan, 16.1.1 - tasdigning natijasi-
ga ko‘ra, P nuqtaning S da shunday atrofi topiladiki, u 7'( P) urinma
tekislikka ortogonal proeksiyalanadi.ll

Eslatma. Urinma tekislikka ortogonal proeksiyalanuvchi atrof-
ning kattaligi, umuman aytganda, nuqtadan nuqgtaga o‘zgaradi va
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istalgancha kichik bo‘lishi ham mumkin. Ammo tekis silliq deb ata-
luvchi akslantirishlar uchun bunday atroflar o‘lchovini quyidan bar-
cha nugtalar uchun bitta mushat son bilan chegaralash mumkin.
Eslatib o‘tamiz, ixtiyoriy V' C R? to‘plamning diametri deb, biz
V) = sup |z —y|
xeV,yev
songa aytgan edik.

Agar S sirt tenglamasi bo‘lgan (16.1.3) akslantirishning kompo-
nentalari €2 sohada tekis uzluksiz hosilalarga ega bo‘lsa, bunday
akslantirishni tekis sillig deymiz. 11.2.7 - teoremaga ko‘ra, akslanti-
rish tekis silliq bo‘lishining yetarli sharti uning barcha qismiy hosila-
larini © = QU 99 yopiq sohada uzluksiz bo‘lishidan iborat.

Tekis silliq akslantirishlar uchun shunday § > 0 son ko‘rsatish
mumkinki, istalgan P € S nuqta olganda ham uning S dagi, di-
ametri § dan kichik, har qanday atrofini urinma tekislikka bir qiy-
matli proeksiyalash mumkin.

Bundan buyon hiz, bunga alohida urg‘u bermasdan, sodda sillig
sirtni aniglovchi akslantirish hosilalarini tekis uzluksiz, deb faraz
gilamiz.

8. Endi biz sodda sirt yuziga ta’rif bera oladigan holatga keldik.

S sodda silliq sirtni bo‘lakli-silliq egri chiziglar yordamida yetar-
licha kichik S; gismlarga ho‘lib, har bir qismda ixtiyoriy ravishda
&k € Sk nuqgtani tanlaymiz va bu nuqtada 7'(&) urinma tekislikni
o‘tkazamiz. Hosil bo‘lgan P = {Sk} bo‘linish diametri deb

d(P) = max diam Sk

songa aytamiz.

16.1.2 - tasdiqqa ko‘ra, yetarlicha kichik d(P) diametr uchun har
bir Sy qismni 7'(&;) urinma tekislikka ortogonal ravishda proeksiya-
lash mumkin. Hosil bo‘lgan proeksiya bo‘lakli-silliq chegarali yassi
shakldan iborat va shuning uchun, u kvadratlanuvchidir. Bu proeksi-
va yuzini o orqali belgilab,

S(P) =) o (16.1.24)
k
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yig‘indini gqaraymiz.

Agar istalgan £ > 0 uchun shunday & > 0 son topilsaki, S sirt-
ning d(P) < § shartni qanoatlantiruvchi har qanday P = {Si}
bo‘linishini olib, & € Sy nuqtalarni istalgancha tanlaganda ham,
biror I soni bilan

PUP)—1| < &

baho bajarilsa, u holda bunday I soniga (16.1.24) yig‘indining dia-
metr nolga intilgandagi limiti deymiz.

Ta’rif. S silliq sodda sirtning yuzi deb quyidagi

S) = i 16.1.25
a(S) . zk:mc ( )

limitga aytiladsi.

Eslatib o‘tamiz, |S| simvolni biz S to‘plamning Jordan o‘lchovi
uchun ishlatgan edik. Bundan buyon biz bu simvol bilan, agar bunda
biror tushunmovchilik hosil bo‘lmasa, .S sirtning yuzini ham belgi-
laymiz, ya’ni

S| = o(S).

Bizning endigi magsadimiz har qanday silliq sodda sirt yuzaga
ega ekanini ishotlash va bu yuzani hisoblash usulini ko‘rsatishdan
iborat.

(16.1.3) formula bilan berilgan sirt yuzini hisoblashda [r, ry]
vektor ko‘paytmaning abhsolyut qiymati asosiy rolni o‘ynaydi. Chu-
nonchi, navbatdagi tasdiq o‘rinli.

16.1.1 - teorema. Faraz qilaylik, Q kvadratlanuvchi soha bo‘lsin.
r: Q — R? sillig akslantirish bilan berilgan har qanday S sodda sirt
yuzi uchun

S| — //Hru,rv” du dv (16.1.26)
Q

tenglik o‘rinli.
Navbatdagi band bu teorema isbotiga bag‘ishlanadi.
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9. Faraz qilaylik, S (16.1.3) formula bilan berilgan ixtiyoriy sod-
da silliq sirt bo‘lsin. Avval biz |[r,, ry|| kattalik koordinatalar sis-
temasini parallel ko‘chirish va burishga nisbatan invariant (ya’ni,
0‘z qiymatini o‘zgartirmas) ekanini ko‘rsatamiz.

16.1.1 - lemma. Faraz qilaylik, a biror tayinlangan vektor bo‘lib,

r(u,v) = r(u,v) + a
bo‘lsin. U holda
[?u,ﬂ,] = [rmrv]-
Isbot quyidagi
T, = (’9_? = @ =r T, = r
u — au - au - us v T v

0‘z-0‘zidan ko‘rinib turgan tengliklardan kelib chiqadi.
16.1.2 - lemma. Faraz qilaylik, @ ortogonal matritsa bo‘lib,

F(U,’U) — QI‘(U, U)
bo‘lsin. U holda
[0, To]| = [[ru, roll-

Isbot. () matritsa elementlari o‘zgarmas sonlar bo‘lgani uchun

-~  0Qr  _Or ~
ry, = ou Qau = Qr,, T, = Qry,

tengliklar o‘rinli.
Endi a va b vektorlarning [a, b| vektor va (a, b) skalyar ko‘payt-
malarini bog‘lovchi

[a,b]I* + (a,b)* = |af*-|b[?
ayniyatdan foydalansak, () matritsa ortogonal bo‘lgani uchun,
[Fu, o] = [Ful® - [Fo]? = FurTo)® =

— |Qr,?  |Qr.)? — (Qr,,Qr,)? =
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= |ru|2’|rv|2 - (ru:rv)2 = |[ruarv]|2

tengliklarga ega bo‘lamiz.l

Eslatib o‘tamiz, (16.1.3) formula yordamida S sirtni aniglovchi
r(u,v) vektor komponentalarini (u,v) € € parametrlarning silliq
funksiyalari, deb faraz qilgan edik.

16.1.3 - lemma. Faraz qilaylik, P bertlgan S sirtning shunday
nugtasi bo ‘lsinki, bunda T(P) urinma tekislik Oxy koordinatalar te-
kisligiga parallel bo‘lsin. U holda yetarlicha kichik & > 0 lar uchun
P nugtaning S dagi, diametri & dan kichik, istalgan atrofida

D(z,y)
D(u,v)

+ o(1) (16.1.27)

frwrl |

tenglik o‘rinli, bu yerda § — 0 da o(1) — 0.
Isbot. P nugtaning yetarlicha kichik atrofida sirt tenglamasini
z = z(x,y) ko‘rinishda yozish mumkin; bunda P nuqtada

0z 0z
or Oy
tengliklar o‘rinli bo‘ladi.
Demak, bu nugtada
b 0z om0z by 0z
ou  oOx Ou oy oy O oOv

Shunday ekan, (16.1.15) ga ko‘ra, bu nuqtada

_ D(z,y)
k= D(u,v)k

Ty Yu
Ty Yo

[y, ry] =

deb yozishimiz mumkin. Demak, P nugtada

D(z,y)
D(u,v)

frurll |

tenglik o‘rinli bo‘lar ekan. Yakobian (u,v) €  o‘zgaruvchilarga
uzluksiz bog‘liq bo‘lgani uchun, P nuqtaning d-atrofida (16.1.27)
tenglik bajariladi. W
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Navbatdagi lemmada S ni (16.1.3) formula bilan berilgan silliq
sirt deb, § > 0 son esa shunday tanlanganki, bunda P € S nuqtaning
diametri 4 dan kichik bo‘lgan istalgan V' C S atrofi 7'(P) urinma
tekislikka ortogonal proeksiyalanadi (16.1.2 - tasdiqqa qarang), deb
faraz qilamiz. P nugtaning V" atrofini qayd etilgan proeksiyasi yuzini
op(V) simvol bilan belgilaymiz. Bundan tashqari, W bilan Q ning
(16.1.3) akslantirish yordamida V" ga akslantiriluvchi gismiy sohasini
belgilaymiz.

16.1.4 - lemma. Istalgan P € S nugta va uning S dagt,
diametry & dan kichik hamda bo‘lakli-silliq chegarali, ixtiyoriy V
atroft uchun

//Hru,rvﬂ dudv — op(V) + o(1)[V] (16.1.28)
w

tenglik o‘rinli, bu yerda § — 0 da o(1) — 0.

Isbot. 1) Avval P nugtada 7'(P) urinma tekislik Oxy koordinata
lar tekisligi bilan ustma-ust tushadi deb faraz gilamiz. Bu holda
16.1.3 - lemmaga ko‘ra, (16.1.27) tenglik bajariladi. Bu tenglikni W
soha bo‘yicha integrallasak,

//|ru,rv|dudv//‘ ‘dud’U+0 / du dv

(16.1.29)

tenglikka ega bo‘lamiz.

E’tibor bering, = x(u,v), y = y(u,v) akslantirish W ni V' C
S to‘plamning Oxy koordinatalar tekisligidagi proeksiyasiga, ya’ni
T'(P) urinma tekislikka o‘tkazadi. Shunday ekan, 13.6.1 - teoremaga
ko‘ra, (16.1.29) ning o‘ng tomonidagi yakobiandan olingan integral
bu proeksiyaning op(V') yuziga teng. (16.1.29) ning o‘ng tomonidagi
oxirgi integral esa |W| ga teng. Demak, (16.1.29) tenglik (16.1 28)
tenglik bilan ustma-ust tushadi.

2) Endi, faraz qilaylik, P nugta S sirtning ixtiyoriy nuqtasi
bo‘lsin. Parallel ko‘chirish va burish yordamida shunday yangi
{O*'XY Z} koordinatalar sistemasiga o‘taylikki, bunda 7'(P) urin-
ma tekislik O‘ XY koordinatalar tekisligi bilan ustma-ust tushsin. .S
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sirtni aniglovchi radius-vektorni r(u, v) simvol orqali belgilab, ishot-
ning birinchi gismini qo‘llaymiz. Agar Jordan o‘lchovining parallel
ko‘chirish va burishga nisbatan invariantligini e’tiborga olsak,

//I[Fu,ﬁ]l dudv — ap(V) + o(1)|W] (16.1.30)
w

tenglikka ega bo‘lamiz.
Ravshanki, 16.1.1 - va 16.1.2 - lemmalarga asosan,

[Fu, To]| = [[ru, ro]l.

Shunday ekan, (16.1.30) dan talab qilingan (16.1.28) tenglik kelib
chigadi.®

16.1.1 - teorema isboti. Faraz qilaylik, 2 kvadratlanuvchi
soha bo‘lib, S silliq r : © — R? akslantirish yordamida berilgan
sodda sirt bo‘lsin.

Ixtiyoriy yetarlicha kichik & > 0 olib, S sirtni bo‘lakli-silliq egri
chiziglar yordamida diametri § dan kichik Si gismlarga bo‘lamiz.
Bu boflinish berilgan €} sohasining, kvadratlanuvchi €25 qismlardan
iborat, mos bo‘linishini hosil giladi; bunda r(€;) = Sk.

Har bir S da ixtiyoriy ravishda & € Sy nuqtani tanlab, bu
nuqtada 7'(§) urinma tekislikni o‘tkazamiz. 16.1.4 - lemmaga ko‘ra,
Sk ni T'(&) urinma tekislikka ortogonal proeksiyasining oy yuzi

or — //Hru,rv” dudv 1+ o(1) Q]
Qp

munosabatni qanoatlantiradi.
Agar bu tengliklarni yig‘sak, quyidagi

O — Hru;rv” dudv + (1)|Q|
zk: 3 /Q/ udv + o

tenglikka ega bo‘lamiz.
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Bundan, d(P) — 0 deb limitga o‘tib, sirt yuzining (16.1.25)
ta'rifini e’tiborga olsak, talab qilingan (16.1.26) tenglikka ega
bo‘lamiz.l

10. 16.1.1 - teorema tadbig‘iga misollar keltiramiz.

16.1.4 - misol. Quyidagi

2 = xy, 22+y? < R?

tenglama bilan berilgan S sirtning yuzini toping.
S sirt ikki o‘zgaruvchili funksiyaning grafigi bo‘lgani uchun,
biz (16.1.20) formuladan foydalanishimiz mumkin. Demak,

I[rw,v]]? = 1+ 9z 2+ oz 2*1+ 2t
uwy Tol]|” = B ay - Y .

Shunday ekan, (16.2.26) formulaga ko‘ra,
S| — // VIt § dady .
z2+y? < R2

Ikki karrali integralni quth koordinatalariga o‘tib hisoblasak,

R
2
S| = 2%/\/1+p2pdp = T arye -
0

tenglikni olamiz.

E’tibor bering, (16.1.26) formula bu formuladagi integral xosmas
bo‘lganda ham o‘rinli.

16.1.5 - misol. Yarim sferaning, ya’ni

2= VR —a?—y2, 2’ +y* < R?

tenglama bilan berilgan S sirt yuzini toping.
(16.1.20) formuladagi ifoda

cr (Y (Y
ox oy) R2 —x2 —y2
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y2 R2

R2—£E2—y2 o R2—£E2—y2

ko‘rinishga ega.
Agar (16.1.26) formulada qutb koordinatalar sistemasiga o‘tsak,

Rdxd
0

R2—£E2—y2

z?4y? < R?

= 27R

R
/ﬂ 2R \/RE — p2‘“R — 27 R?
) VR —p? r=0
tenglikka ega bo‘lamiz.
(16.1.26) formulani S sirt sodda bo‘lmasada, lekin chekli sondagi
sodda sirtlar yig‘indisidan iborat bo‘lsa ham qo‘llash mumkin.
16.1.6 - misol. Faraz qilaylik, a > b > 0 bo‘lib, (u, v) o‘zgaruv-

chilar T? = |-, 7| x [—7, 71| kvadratga tegishli bo‘lsin:
—7m < u<7T -7 <0< T
Quyidagi
x = (a+bcosv)cosu,
y = (a+bcosv)sinu,

z = bsinw,
komponentalarga ega r(u, v) radius-vektor bilan berilgan sirt, yani
tor yuzini toping.

R(v) = a + bcosv deb belgilab, (16.1.17) va (16.1.18) formu-
lalarni qo‘llaymiz. Sodda hisoblashlar ko‘rsatadiki,

A = ‘ R(?)Coéu 0 R(v)bcosucoswv,
—bsinvsinu bcosv

B 0 _R.(U) SR R(v)bsinu cos v
becosv —bsinvcosu
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va,
o - ‘ —R.('U)smu R(p)co§u — R@)bsin.
—bsinvcosu —bsinvsinu
Bundan
VA2 + B2+ C? = bR(v).
Demak,

|S| = //b(a+bcosv)dudv = 27rb/(a+bcosv)dv = 472ab.
T2 -

16.2-§. Sirtning birinchi kvadratik formasi

1. Faraz qilaylik, € ikki o‘lchovli soha bo‘lib, S sodda sirt r :
Q) — R3 silliq akslantirish bilan aniglangan bo‘lsin.
Eslatib o‘tamiz, radius-vektor

r(u,v) = (x(u,v),y(u,v), 2(u,v))

ko‘rinishda aniqlangan bo‘lib, har bir z,y va z komponenta ikki
(u,v) € Q o‘zgaruvchining silliq funksiyasidan iborat.
r(u,v) vektor-funksiyaning birinchi differensialini qaraylik:

dr(u,v) = rydu + r,dv. (16.2.1)

dr o‘rniga dr deb belgilash umum gabul gilingan bo‘lib, bu bel-
gilash differensialning vektor qiymatli funksiya ekaniga urg‘u beradi.

Birinchi differensial du va dv erksiz o‘zgaruvchilarning chizigli
funksiyasi bo‘lgani sababli, u chizigli forma deb ham ataladi.

Birinchi differensialning skalyar kvadrati, ya’ni quyidagi

dr? = dr-dr = r2du® + 2r, r,dudv + r2dv? (16.2.2)

ifoda kvadratik formadan iborat bo‘lib, u S sirtning birinchi kvadra-
tik formast deb ataladi.
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Odatda, bu formaning koeffitsiyentlari

E(u,v) =12, F(u,v) =1y 1, G(u,v)=r? (16.2.3)

w?

ko‘rinishda helgilanadi. Bu bhelgilashlardan foydalanib, birinchi kvad-
ratik formani quyidagi

dr?® = E(u,v)du® + 2F(u,v)dudv + G(u,v)dv? (16.2.4)

standart ko‘rinishda yozish mumkin.

Agar sirt sodda silliq maxsus nuqtasiz bo‘lsa, bevosita (16.2.2)
dan birinchi kvadratik formaning qat’iy musbat aniglangan forma
ekani kelib chigadi.

16.2.1 - misol. Birinchi misol sifatida eng sodda sirtni, ya’'ni

Q = {(z,y,2) €R® : a<ax<bh c<y<d, z=0}

to‘g'ri to‘rtburchakni qaraylik.
Bu to‘g'ri to‘rtburchakni radius-vektor bilan quyidagi

r(u,v) = (u,v,0) = ui-+vj+ 0k

parametrik ko‘rinishda formal aniglash mumkin, bu yerda (u,v) €
). Shunday ekan,

Or Or
r,=— =(1,0,0) va 1, = Fol (0,1,0).
E=r2 =1, F=r, r,=0, G:r?,:l.
Shunday qilib, to‘g‘ri to‘rthurchak holida kvadratik forma
dr? = du?®+ dv?

ko‘rinishda bo‘lar ekan.
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16.2.2 - misol. Faraz qilaylik, .S markazi koordinatalar boshida
va radiusi R ga teng bo‘lgan sfera bo‘lib, u v = 0, v = ¢ sferik
koordinatalar yordamida

r(0,p) = (Rsinfcosp, Rsinfsing, R cosd)

parametrik ravishda berilgan bo‘lsin.
Bu vektor-funksiyaning hosilalari

rg = (R cosf cosy, R cosf sinyp, —R sinf)

va
r, = (—Rsinfsiny, R sind cosyp, 0)
kabi hisoblanadi.
Shuning uchun,

E=r;=R* F=(rg,r,)=0, G=1=R*sin’0.

Demak, sfera uchun birinchi kvadratik forma
dr? = R? d0? + R?%sin0 dy?

ko‘rinishga ega.
Eslatma. Sferik koordinatalar parametrlarning o‘zgarish sohasi
bo‘lgan quyidagi

Q = {(B,p) eR? : 0<O<T, 0< <2}

ochiq to‘g‘ri to‘rtburchakni sferadan, geografik tilda aytadigan bo‘l-

sak, My = {(z,y,2) € S : y = 0, > 0} meridianni chigarib

tashlash natijasida hosil bo‘lgan sohaga homeomorf akslantiradi.
16.2.3 - misol. S sirt sifatida

r(u,v) = (u,v,u? —v?)

parametrik ravishda berilgan {z = 22 —¢?} hiperbolik paraboloidni
(<egarni>) olaylik.
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Bunda
r, = (1, 0, 2u)

va
r, = (0, 1, —2v).

Shuning uchun,

E=rx2=1+4u? F=(ry,r,) =—4uv, G =r2 =1+ 42

Demak, hiperbolik paraboloid uchun birinchi kvadratik forma
dr? = (1 +4u?)du? — Suv dudv + (1 + 4v?)dv?

ko‘rinishga ega.
16.2.4 - misol. u = ¢, v = z silindrik koordinatalar yordamida

r(p,z2) = (Rcosy, Rsing, z)

parametrik ravishda berilgan to‘g‘ri doiraviy silindrni garaylik, bu
verda 0 < <27 va 0 <z <h.
Ravshanki, bunda

r, = (—Rsinp, Rcosyp, 0)

va
r, = (0,0,1).

Shuning uchun,

E:ri:R27 F’:(rw’rz):o7 G :I‘gil

Demak, silindr uchun birinchi kvadratik forma quyidagi
dr? = R?*dy® + dz®

ko‘rinishga ega.
Eslatma. Agar parametr sifatida ©v = Ry, v = z larni olib,
radius-vektorni

r(u,v) = (Rcos%, Rsin%, ’U)
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deb aniqglasak,

ry — (—sin%, cos%, O) va r, = (0, 0, 1)
bo‘ladi.
Demak, ushbu holda silindr uchun birinchi kvadratik forma quyi-
dagi
dr® = du® + dv?

ko‘rinishga ega.

Shunday qilib, parametrlarni bunday tanlashda silindrning bhirin-
chi kvadratik formasi to‘g‘ri to‘rtburchakning birinchi kvadratik for-
masi bilan ustma-ust tushar ekan.

2. Birinchi kvadratik formaning muhimligi shundaki, u yordami-
da biz sirtning asosiy kattaliklarini, sirtni parametrik ravishda aniqg-
lovehi r(u,v) funksiyaga murojaat qilmasdan, hisoblashimiz mum-
kin.

Masalan, birinchi kvadratik forma koeffitsiyentlarini bilgan hol-
da sirt yuzini ganday hisoblash mumkinligini ko‘raylik. Buning uchun
quyidagi

[ra, rv]2 + (ru, rv)2 = Iy Ty

ayniyatdan foydalanamiz.
Bevosita bu ayniyat va (16.2.3) ta’rifdan

[tu, 1o + F? = E-G

tenglik kelib chigadi.
Demak,
[ty, 1] = EG — F2 (16.2.5)

Shunday ekan, navbatdagi tasdiq o‘rinli.
16.2.1 - tasdiq. Birinchi kvadratik formasi (16.2.4) ga teng
bo‘lgan S sirtning yuzi

5] — / I G 0) = P2, du du (16.2.6)
Q
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formula yordamida hisoblanadi.
Isbot 16.1.1 - teorema va (16.2.5) tenglikdan kelib chiqadi.
16.2.5 - misol. 16.2.2 - misolga ko‘ra, sfera sirti uchun quyidagi

EG — F? — R'sin?6

tenglik o‘rinli.
Agar Q C (0,7) x (0,27) sohani

r(0,p) = (Rsinfcosp, Rsinfsing, R cosd)

radius-vektor akslantiradigan sfera qismini S deb belgilasak, u holda
S sirt yuzi uchun
S| = //R%inedgode
0
tenglikni olamiz.

16.2.6 - misol. Hiperbolik paraboloid uchun
EG — F? = (1 +4u®)(1 + 42 — (—duw)? = 1+ 4u® + 402
Agar Q C R? sohani
r(u,v) = (u, v, u> —v?)

radius-vektor akslantiradigan hiperbolik paraboloid qismini S deb
belgilasak, u holda S sirt yuzi uchun

|S] / V14 4u2 + 402 dudv
Q

tenglikka ega bo‘lamiz.
Agar, masalan,

Q = {(u,v) : u? +v? < R*}
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bo‘lsa, u holda qutb koordinatalariga o‘tib,

27 R
|S| = // 1+ 4u? + 4v2 du dv /dgo/\/1+4p2pdp
0 0

u2+v2 < R?
gy L2 232" T )2y
= 2m = 2 (L+4p?) L = (1 rary™ -1

tenglikka ega bo‘lamiz.

3. Birinchi kvadratik forma yordamida sirtda yotuvchi egri chiz-
iq uzunligini ham hisoblash mumkin.
Ushbu

() = pWi+vM)] +x(k, a<t<b

parametrik ko‘rinishda berilgan L fazoviy egri chizigni qaraylik.
E’tibor bering, sirtni aniglovchi r(u,v) radius-vektordan farqli
o‘laroq, ®(t) radius-vektor komponentalari bir o‘zgaruvchili haqiqiy
funksiyalardir.
Parametr a dan ¢ gacha o‘zgargandagi egri chiziq yoyi uzunligini
I(t) orqali belgilaylik. (7.1.19) formulaga ko‘ra,

- [

Endi, faraz gilaylik, S silliq sirt r : © — R? radius-vektor bilan
berilgan bo‘lib, L egri chiziq S sirtda yotsin: L C S. Bu holda L
egri chizigni, w(t) = (u(t),v(t)) komponentalarga ega bo‘lgan w :
[a, b] — Q akslantirish va r(u, v) akslantirishlarning superpozitsiyasi
sifatida parametrik ko‘rinishda yozish mumkin, ya'ni

ds, ya'ni (16.2.7)

di_|do
dt | dt

o(t) = r(u(t),v(t)), a<t<b
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Murakkabh funksiyani differensiallash qoidasiga ko‘ra,

dd du dv

E = FU’E + rv~%.

Shunday ekan, hosilaning skalyar kvadrati

2—r2 d_U2+2r rd_Ud_U+r2 d_U2
U dt U dt dt U dt

kabi aniglanadi.
Birinchi kvadratik formaning (16.2.3) ta’rifidan foydalanib, biz
yuqoridagi tenglikni

2 du\? du  dv dv\
= E<E> LRI (E) (16.2.8)
ko‘rinishda yozishimiz mumkin.

Bu tenglikni (16.2.7) bilan taqqoslab, biz egri chiziq uzunligi
uchun birinchi kvadratik forma koeffitsiyentlari orqali ifodalangan,
quyidagi formulaga kelamiz.

16.2.2 - tasdiq. Faraz qgilaylik, L egri chizig, birinchi kvadratik

formasi (16.2.4) ko ‘rinishga ega bo‘lgan sodda silliq S sirtda yotsin.
U holda L egri chiziq uzunligi

b
du\? du  dv dv
= () ot (M) e

ga teng.

Bu formulada birinchi kvadratik forma koeffitsiyentlari L egri
chizigni aniglovchi (u(t), v(t)) vektor-funksiyaga bog‘liq.

1 - eslatma. Faraz qilaylik, S sillig sirt biror almashtirishlardan
so‘ng shunday S silliq sirtga akslansinki, bunda S; ning birinchi
kvadratik formasi S ning birinchi kvadratik formasiga teng bo‘lsin.
U holda, 16.2.1 - va 16.2.2 - tasdiglarga asosan, bunday almashtirish-
da sirt yuzi va bu sirtda yotgan egri chiziqlarning uzunliklari o‘zgar-
maydi.

ae
dt

ae
dt
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Masalan, to‘g‘ri to‘rtburchakni shunday bukish mumkinki, nati-
jada u silindrik sirt ko‘rinishiga keladi, lekin bunda egri chiziglar
uzunligi va shakllar yuzi o‘zgarmay qoladi.

2 - eslatma. (16.2.8) tenglikni differensiallarda quyidagi

d®? = E(u,v)du® + 2F(u,v)dudv + G(u,v)dv? (16.2.10)

ko‘rinishda yozish mumkin.
(16.2.7) ga ko‘ra, ®(t) vektor-funksiyaning ¢ parametr va [ yoy
uzunligi bo‘yicha hosilalari

do _ db dl_ db |dd
dt  dl dt dl | dt

munosabat bilan bog‘langan.
Shuning uchun, tabiiy parametr ho‘yicha hosila

e
Cil—f - d—(% (16.2.11)
&
ga teng.
Demak,
‘Cﬁl—f = (16.2.12)

15.2 - paragraf natijalariga ko‘ra ((15.2.16) formulaga garang),

dd
i vektor L egri chiziqqa o‘tkazilgan 7 birlik urinma vektorga teng.
Shuning uchun, (16.2.11) tenglikni

dd

i yoki d® =7dl

ko‘rinishda yozish mumkin.
Oxirgi tenglikning har ikki tomonini kvadratga ko‘tarib,

dd? = di? (16.2.13)
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munosabatga ega bo‘lamiz.
Bundan va (16.2.10) tenglikdan S sirtda yotgan egri chiziq uzun-
ligi differensiali uchun

di* = BE(u,v)du?® + 2F(u,v)dudv + G(u,v)dv® (16.2.14)

formulani olamiz.

Bu formulada u va v lar [a,b] kesmani biror L' C Q egri chi-
ziqqa akslantiruvchi (u(t), v(t)) vektor-funksiyaning komponentalari
bo‘lib, r(u, v) akslantirish bu L' egri chizigni S da yotuvchi berilgan
L egri chiziqqa o‘tkazadi.

16.3-§*. Sirtning ikkinchi kvadratik formasi

1. Ushbu paragrafda biz ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi
sirtlarni qaraymiz, ya'ni sirtni aniglovchi r(u,v) vektor-funksiya
komponentalarini 2 sohada ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi,
deb faraz qilamiz. Bu vektor-funksiyaning ikkinchi differensiali

d?r(u,v) = ruudu® + 2ry,dudv + 1y, dv? (16.3.1)

ko‘rinishdagi vektor qiymatli kvadratik formadan iborat.

Aytaylik, n berilgan S sirtning birlik normal vektori bo‘lsin.
(16.3.1) tenglikning ikki tomonini n vektorga skalyar ko‘paytiraylik.
Natijada hosil bo‘lgan

d2r(u,v)~n = ryy - ndu® + 20y, -ndudv + Ty -ndv? (16.3.2)

skalyar kattalik S sirtning ikkinchi kvadratik formasi deyiladi. Tkkin-
chi kvadratik forma koeffitsiyentlari, odatda,

L(u,v) =ryy-n, Mu,v) =ty -n, N(uv)=ry, -n (16.3.3)

ko‘rinishda belgilanadi.
Bu belgilashlar yordamida ikkinchi kvadratik forma quyidagi

d%r(u,v) -n = L(u,v)du® + 2M(u,v)dudv + N(u,v)dv?
(16.3.4)
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standart ko‘rinishda yoziladi.
16.3.1 - misol. Quyidagi (16.2.1 - misolga qarang)

r(u,v) = (u,v,0)
radius-vektor bilan aniglangan ¢ to‘g‘ri to‘rtburchak uchun
Fyu = Tyy = Ty — 0

tengliklar o‘rinli.

Bu holda d2r(u, v) = 0 va demak, ikkinchi kvadratik forma ay-
nan nolga teng.

16.3.2 - misol. Quyidagi

r(0,9) = (Rsinf@cosp, Rsinfsing, Rcosb)

radius-vektor bilan berilgan sfera uchun normal vektor sifatida ichki
n = —r(0,¢)/R normalni olamiz.

Ikki marta differensiallab, rgg = —r (6, @) tenglikka ega bo‘lamiz.
Bundan

L(0,9) = roo(0,¢) - n = —r-(-r/R) = [r*/R = R
kelib chigadi.
Endi
roo(0,9) = —(Rsinfcosp, Rsindsiny, 0)

bo‘lgani uchun,
N(0,0) = rup(f,0) n = Rsin?4.
Nihoyat, quyidagi
ro (0, ) = (— Rcosfsiny, Rcosfcosy, 0)
tenglikka ko‘ra,

M(ev QO) - rgw(9,¢)~n = 0.
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Shunday qilib, sfera uchun ikkinchi kvadratik forma

d’vr -n = Rd#*+ R sin? 0 dyp?

ga teng.
16.3.3 - misol. Ushbu
r(p,z2) = (Rcosy, Rsingp, z)
radius-vektor bilan berilgan silindr n = (— cosg, — sin¢p, 0) ichki

normalga ega.
Ravshanki, r,, = (=R cosy, —R sinyp, 0). Shuning uchun,

L(p,z) = ryp-n = R.
Endi ry. (¢, 2) = 0 bo‘lgani uchun,
M(p,2) = ry,-n = 0.
Nihoyat, r,.(0, @) = 0 tenglikka ko‘ra,
N(p,z) = vy, -n = 0.
Shunday qilib, garalayotgan silindrning ikkinchi kvadratik for-

masi

d’r-n = Rdy?
ga teng.
16.3.4 - misol. (u,v) € R? parametrlar yordamida
r(u,v) = (u,v,u? —v?)

radius-vektor bilan aniqlangan hiperbolik paraboloidni qaraylik.
Quyidagi
r, = (1,0,2u), r,=(0,1—2v)

tengliklarga ko‘ra,

ryw = (0,0,2), ry = (0,0,0), 1, = (0,0,—2).
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Eslatib o‘tamiz,
[ruv I‘q;] - (-2’&, 2U7 1)

vektor ko‘paytma urinma tekislikka ortogonal bo‘lgani sababli, u
normalga kollinear.
Normal sifatida

[Ty, Ty) (—2u,2v, 1)
n— —— —

Hru: rv” V14 4u? + 4v2

vektorni olaylik.
Oson hisoblashlar ko‘rsatadiki,

2

va

N(u,0) 2
U, V) = Ty N = .
v V1 du? + 402
Demak, hiperbolik paraboloidning ikkinchi kvadratik formasi
2 2 2 2
dr-n = (du® — dv*)
V14 4u? + 402

ga teng.

16.3.5 - misol. Ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi f : €2 —
R funksiyaning grafigidan iborat S sirtni qaraylik. Bu holda (u,v)
parametrlar sifatida (x,y) o‘zgaruvchilarni olish mumkin, bunda r
radius-vektor

r(z,y) = (2,9, f(2.y))
ko‘rinishga ega bo‘ladi.

Shunday ekan,

d*r(x,y) = (0,0,d%f(x,y)).
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Faraz qilaylik, koordinatalar boshida urinma tekislik z = 0 koor-
dinata tekisligi bilan ustma-ust tushsin. U holda

£(0,0) = af(o 0) = gg(o 0) = 0.

ox

Koordinatalar boshida sirtga normal sifatida n = (0,0, 1) vek-
torni olaylik. U holda

0%f
de dy + ——5dy°, (16.3.5)

0% f 0% f
2
~da? 3

2. _ 2
drm = d“f(0,0) = 5? 910y

va'ni ikkinchi kvadratik forma grafigi garalayotgan sirtdan iborat
funksiyaning ikkinchi differensialiga teng.
Eslatma. Ogxy tekislikni Oz o‘qi atrofida burish yordami-
82
da (16.3.5) formuladagi f,, = I aralash hosilani koordinatalar

Oxdy
boshida nolga teng gilish mumkin. Hagiqatan, soat miliga qarama-

qarshi ¢ burchakka burish natijasida hosil bo‘lgan yangi (2/,4") ko-
ordinatalar eski (z,y) koordinatalar bilan

x = 2/ cosp —y sinyp,

y = x'sing +y cosy
tengliklar orqali bog‘langan.

Shunday ekan, (indekslar mos o‘zgaruvchilar bo‘yicha hosila
olishni anglatadi) murakkab funksiyani differensiallash qoidasiga
ko‘ra,

Jor = fecosp+ fysing

va

Jory = Jawcose (—sing) + fuy COS2g0 + fym(—Sin2 ©)+

. 1 .
+fyysing cosy = frycos2p — §(fm — fyy) sin2¢.
Endi ¢ burchakni

1 .
fzy cos2yp = §(f$x - fyy) sin 2y
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shartdan tanlab olamiz, ya'ni, fzy, = 0 bo‘lsa, ¢ = 0 deymiz va
Jay 7 0 bo'lsa,
g2 — Urr = I
2 fy
deymiz.
Ravshanki, ¢ ni bunday tanlashda f,,(0,0) = 0 shart bajari-
ladi. (16.3.5) formula esa,

d*r-n = d?f(0,0) = fuwpdx™ + fu., dy? (16.3.6)

ko‘rinishga keladi.

2. Sirtni aniglovchi parametrlarni o‘zgartirish natijasida sirtning
ikkinchi kvadratik formasi qanday o‘zgarishini o‘rganamiz.

r = r(u, v) radius-vektor yordamida berilgan S silliq sodda sirtni
garaylik, bu yerda (u,v) € Q C R2 Faraz qilaylik, P bu sirtning
istalgan nuqtasi bo‘lib, n(P) esa, P nuqtadan chiquvchi va T'(P)
urinma tekislikka ortogonal normal vektor bo‘lsin.

Bundan tashqari, faraz qilaylik, (u, v) parametrlar yangi (£, ) €
Q1 C R? parametrlarning

u=u(&,n), v=uv(&n)

ko‘rinishdagi silliq funksiyalari bo‘lib, bunda p&n) =
r(u(&, n),v(&,n)) radius-vektor xuddi o‘sha S sirtni aniglasin va bu
sirtda, xuddi avvalgidek, maxsus nugtalar bo‘lmasin. Buning uchun
parametrlarni almashtirish xosmas bo‘lsin deb, ya’ni

deb shart qo‘yamiz.

Agar P = r(ug,vg) bo‘lsa, P = p(&y,m0) bo‘lib, bunda u(&o, m0) =
uo, v(&0,Mo) = vo boladi.

Yangi parametrlarga mos ikkinchi kvadratik forma

d*p(§,n) n = pee-nd€® + 2pg, -ndSdy + py, ndp® (16.3.7)
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ko‘rinishga ega.

Bu forma ham xuddi (16.3.2) ikkinchi kvadratik forma kabi qiy-
matlarni gqabul gilishini ko‘rsatamiz.

16.3.1 - tasdiq. Ikkinchi kvadratik forma parametrlarni zosmas
o‘zgartirishga nisbatan invariantdir.

Isbot. Birinchi differensial formasining invariantligiga ko‘ra,

dp(&,n) = rydu+ rydv.

Shunday ekan, murakkab funksiyani differensiallash qoidasiga
asosan,

d2p(£, n) = Fuudu? 421, du dv+rwdv2+ru~d2u(£, n)+rv~d2fu(£, n) =

= d’r(u,v) +ru- d*ul&n) + 1o - d*v(En) .

E’tibor bering, r,, va r, vektorlar urinma tekislikda yotadi, shun-
ing uchun ular n normal vektorga ortogonal. Demalk,

d*r(¢,m) n = d*c(u,v) -n

tenglik o‘rinli. Bu tenglik esa, (16.3.2) va (16.3.7) kvadratik formalar
tengligini anglatadi.ll

Eslatma. Agar ikkinchi kvadratik forma ta’rifida n vektor nor-
mal vektoridan farq qilsa, u holda mos kvadratik forma invariantlik
xossasiga ega bo‘lmaydi.

3. Ikkinchi kvadratik forma sirtning ancha nozik kattaliklarini
ham, sirtni parametrik ravishda aniglovchi formulalardan foydalan-
masdan turib topish imkonini beradi. Bunday kattaliklardan biri
egrilikdir.

Tegishli tushunchalarni kiritish magsadida avval fazoviy va yassi
egri chiziglarning ba’zi xossalarini o‘rganamiz.

Xuddi avvalgi banddagidek,

() = pWi +9()j +xk, a<t<b,

kabi parametrik ravishda berilgan I fazoviy egri chizqni qaraylik.
(16.2.12) formulaga ko‘ra, radius-vektorning yoy uzunligi bo‘yicha
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hosilasi quyidagi

2

dv vy avf
i’ dl ) |dl|

shartni qanoatlantiradi.
Bu tenglikni [ bo‘yicha differensiallab,

d(db vy de oy
di\dl’d ) iz’ di )
tenglikni olamiz. Bu tenglik radius-vektorning ikkinchi hosilasi birin-

chi hosilaga ortogonal ekanini anglatadi.
Eslatib o‘tamiz, 15.2 - paragraf natijalariga ((15.2.16) formulaga

o
qarang) ko‘ra, i vektor L egri chizigqa o‘tkazilgan 7 birlik urinma

2
o
vektor bilan ustma-ust tushadi. Demak, Cﬁl? ikkinchi hosila 7 urin-
ma vektorga ortogonal bo‘lar ekan.
Egri chizigning urinma vektoriga ortogonal har ganday birlik
vektor bu egri chizigqa normal deb ataladi. Silliq fazoviy egri chiziq
har bir nuqtasida cheksiz ko‘p turli normallarga ega. ®(t) radius-

vektor bilan berilgan L egri chizigning bosh normali deb
d?®
P
— 16.3.8
Y e e
dl?

(albatta, maxraj noldan farqli bo‘lgan hollarda) vektorga aytiladi.
Agar maxraj nolga teng bo‘lsa, barcha normallar teng kuchli bo‘lib,
bunda bosh normal mavjud bo‘lmaydi.

Agar (16.3.8) ning ikki tomonini v birlik vektorga skalyar ko‘pay-
tirib, so‘ngra maxrajdan ozod bo‘lsak,
d?® d?®

tenglikka ega bo‘lamiz.
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Endi (16.3.9) ning chap tomonini koordinatalar sistemasini par-
allel ko‘chirish va burishga nisbatan invariant ekanini ko‘rsatamiz.

16.3.2 - tasdiq. Faraz gilaylik, ¥(I) = S®(l)+c bo‘lib, bunda S
ortogonal matritsa va c esa, biror o‘zgarmas vektor bo‘lsin. U holda

d?d
dl?

A2V
dl?

(16.3.10)

tenglik o‘rinli.

Isbot. Agar W(!) radius-vektorni aniqlovchi tenglikni ikki marta
differensiallab, S matritsa va c¢ vektorning o‘zgarmas ekanini hisob-
ga olsak, W/(I) = S®"(l) tenglikni olamiz.

Lekin, S ortogonal matritsa bo‘lgani uchun $*S = I, bunda S5*
go‘shma matritsa. Demalk,

\\11"(1)\2 = (8d"(1), S®"(1)) = (®"(1),S*SP"(1)) =

= (@"(1), ")) = [¢"O)P*. =
Natija. Agar v bosh normal bo‘lsa,

o

MO = 2

v (16.3.11)
kattaltk koordinatalar sistemasini parallel ko‘chirish va burishga nis-
batan invariantdir.

Bu tasdigning to‘g‘riligi (16.3.9) tenglikdan kelib chigadi.

4. Agar fazoviy L egri chiziqni o'z ichiga oluvchi II € R? te-
kislik mavjud bo‘lsa, ya'ni L C II bo‘lsa, u holda L yassi egri chiziq
deyiladi.

Biror y = f(z) uzluksiz differensiallanuvchi funksiya grafigidan
iborat I C R? silliq yassi egri chiziqni qaraylik. f(z) funksiya diffe-
rensiallanuvchi bo‘lgani uchun, istalgan (a, f(a)) nuqtaning kichik
atrofida bu egri chiziqni biror y = kx + b (urinma deb ataluchi)
to‘g‘ri chiziq bilan birinchi tartibli kichiklikda approksimatsiyalash
mumkin, ya’ni

x—a da f(x) = kx+b+o(x—a)
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Umuman aytganda, har qanday L silliq egri chizigni ham to‘g'ri
chiziq yordamida ikkinchi tartibli kichiklikda approksimatsiyalab
bo‘lmaydi. Ammo, agar f funksiya ikki marta differensiallanuvchi
bo‘lsa, uning grafigini (a, f(a)) nuqtaning kichik atrofida radiusi
R > 0 va markazi biror P € R? nugtada bo‘lgan aylana bilan
approksimatsiyalab, ikkinchi tartibli approksimatsiyaga erishish
mumkin. Bunday aylananing R radiusiga egri chiziqning (a, f(a))
nuqtadagi egrilik radiusi va P nuqtaga esa, egrilik markazi deyiladi.

16.3.6 - misol. Faraz qilaylik, f funksiya

f(0) = f(0) = 0 (16.3.12)

shartlarni qanoatlantirsin.

Bu degani, f funksiya grafigiga (0, 0) koordinatalik nuqgtada o‘t-
kazilgan urinma abssissalar o‘qi bilan ustma-ust tushadi.

f funksiya grafigiga koordinatalar boshi atrofida ikkinchi tartib-
li approksimatsiya bilan yaqinlashadigan aylana radiusini topamiz.
Ravshanki, aylana (0, 0) nugtadagi urinmaga ham, ya’ni abssissalar
o‘qiga ham urinishi kerak. Shunday ekan, aylananing markazi ordi-
natalar o‘qida yotishi zarur. Faraz qilaylik, markaz yuqori yarim
tekislikda yotsin. U holda aylana tenglamasi

y = R—vVR?>—22, |x|<R

ko‘rinishda ho‘ladi.
Shunday R > 0 ni topish talab qilinadiki,

r—0 da f(x) = R—+VR2—2a2 + o(x?

bo‘lsin.
Kichik x larda Nyuton binomi formulasiga ko‘ra,

2\ 1/2
R—vVR2—a2 = R — R(l—m—> -

R2
2

_ R _ _ S 4
= R — R|1 2R2+O(w )} + O(z%).
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Demak, shunday R > 0 sonni topish kerakki, kichik x larda

f@) = 5= + o(@®) (16.3.13)

tenglik bajarilsin.

Faraz qilaylik, f funksiya nolning atrofida ikki marta uzluksiz
differensiallanuvchi bo‘lsin. U holda, (16.3.12) ni hisobga olsak, Tey-
lor formulasiga ko‘ra,

flx) = f0)+ f(0)x + @:f +o(z?) = @:f + o(x?).
(16.3.14)
(16.3.13) va (16.3.14) ni taqqoslab,

1o - 4

tenglikni olamiz.
Agar aylana markazi quyi yarim tekislikda bo‘lsa, u holda oxirgi
tenglikning o‘ng tomonida minus ishora hosil bo‘ladi. Demak, umu-

miy holda

|/"(0)| = %. (16.3.15)

Shunday qilib, biz gqarayotgan holda, f funksiya grafigidan ibo-
rat egri chizigning egrilik radiusi bu funksiyaning ikkinchi tartibli
hosilasi bilan (16.3.15) munosabat yordamida bog‘langan.

1 - eslatma. Xuddi shu egri chizigni parametrik ko‘rinishda
beraylik. ®(x) = (x, f(x)) deb, koordinatalar boshi bilan egri
chizigning (z, f(x)) nuqtasini tutashtiruvchi ®(z) radius-vektorni

kiritamiz. Bu vektor egri chizigni parametrik ravishda aniglaydi.
o' (x) = (0, f"(x)) tenglikka ko‘ra,

2" ()| = | /" ()] (16.3.16)

va biz (16.3.15) tenglikni

|2"(0)] = = (16.3.17)
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ko‘rinishda yozishimiz mumkin.

2 - eslatma. (16.3.17) kabi tenglik urinish nuqtasida hosilani «
bo‘yicha emas, halki yoy uzunligi [ bo‘yicha olsa ham, o‘rinli bo‘ladi.
Hagigatan, qaralayotgan holda yoy uzunligi

_ /«/1+ PO dt
0

ga teng.
Shunday ekan,
dl
hE— 1 ! 2
= VTP
va bundan chiqdi,
d 1
. S (16.3.18)
di L+ [f"(2)]?
Demak,
God A )
i de Al T [f(@)]
Bundan, murakkab funksiyani differensiallash qoidasiga ko‘ra,
f ) @) ") (@)

A2 T [f@P T G @R O @PR)?

tenglikka ega bo‘lamiz.
Boshga tomondan, agar (16.3.18) ni differensiallasak,

Pr o fl) ) 1 @ @)
dl? (L[S @))% 11 ()] (1+[f()]2)2

munosabatni olamiz.
Shuning uchun,

P22\ 2 EIN: @R @)
(W) i <W> T arr@p
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N 0] S V€O
L+ @2 [ @)
Demak,
el /" ()]
| (1+[f’(:v)]2)3/2' (16.3.19)

Bu tenglik va (16.3.16) formuladan, (16.3.12) shartga ko‘ra,

d2@ 1
0| 1ol -

9
w@)‘

munosabat kelib chigadi.
Shuning uchun, (16.3.17) ga ko‘ra, urinish nuqtasida

o
dl?

1
- = 16.3.20
R ( )

tenglik bajariladi.

Ta’rif. L yassi egri chizigning P € L nuqtadagi egriligi deb shu
nuqtadagi egrilik radiusigo teskari kattalikka aytamiz.

Shunday qilib, agar k yassi egri chizigning egriligi bo‘lsa, u egrilik
radiusi R bilan

k= (16.3.21)

1
R
ko‘rinishda bog‘langan.

16.3.3 - tasdiq. Faraz qilaylik, L yassi egri chiziq ®(t) radius-
vektor bilan berilgan bo‘lib, I bu egri chizigning yoy uzunligi bo‘lsin.
U holda k egriltk uchun

d?d
dl?

(16.3.22)

tenglik o‘rinli.

Isbot. (16.3.20) va (16.3.21) formulalarga ko‘ra, isbotlanayotgan
(16.3.22) tenglik urinma abssissalar o‘qi bilan ustma-ust tushgan
nuqtalarda bajarilishi aniq.
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Endi P berilgan L silliq egri chizigning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsin.
Parallel ko‘chirish va burish yordamida markazi P nuqtada bo‘lgan
shunday yangi koordinatalar sistemasiga o‘taylikki, bunda L ga urin-
ma abssissalar o‘qi bilan ustma-ust tushsin. Natijada ®(¢) radius-
vektor yangi W(t) radius-vektorga o‘tadi va yuqoridagi mulohazalar-
ga ko‘ra,

d*v
diz |’

Nihoyat, 16.3.1 - tasdiqqa ko‘ra, (16.3.22) va (16.3.23) tengliklar-
ning o‘ng tomonlari teng. Demak, (16.3.22) tenglik istalgan P € L
nugta uchun o‘rinli bo‘lar ekan.l

Natija. Faraz qilaylik, L yassi egri chiziq ®(t) radius-vektor bi-
lan berilgan bo‘lib, v bosh normal, | esa L egri chizigning yoy uzun-
ligi bo‘lsin. U holda egri chiziq egriligi uchun

k= (16.3.23)

d?®
tenglik o‘rinli.
Haqiqatan, (16.3.24) tenglik (16.3.9) va (16.3.22) dan kelib chiga-
di.
Eslatma. Agar L egri chiziq biror silliq y = f(x) funksiyaning
grafigi bo‘lsa, u holda uning («, f(x)) nuqtadagi egriligi uchun

ko= /) (16.3.25)

(L[ @))*?
tenglik o‘rinli. Bu formula bevosita (16.3.19) va (16.3.22) tengliklar-

dan kelib chigadi.
16.3.7 - misol. Tenglamasi

ko‘rinishda bo‘lgan parabolaning egrilik radiusini toping.
Ma’lumki,
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Demak, (16.3.25) formulaga ko‘ra, egrilik

2

[
(1 4 422)>/?

ga teng.
Shunday ekan, parabolaning egrilik radiusi uchun

R = (1 + 4:102)3/2

N | —

munosabat o‘rinli.

5. Yuqorida kiritilgan yassi egri chiziq egriligi tushunchasi yorda-
mida sirt egriligi tushunchasini kiritish va uning asosiy xossalarini
o‘rganish mumkin.

r = r(u,v) radius-vektor bilan parametrik ko‘rinishda berilgan
S silliq sodda sirtni qaraymiz, bu yerda (u,v) € Q@ C R2. Faraz
qilaylik, P bu sirtning istalgan nuqtasi bo‘lib, n(P) esa P nuqtada
T(P) urinma tekislikka ortogonal birlik normal vektor bo‘lsin.

IT orqali qayd etilgan normaldan o‘tuvchi biror tekislikni, ya’'ni
T(P) urinma tekislikka ortogonal bo‘lib, P nuqtani o‘z ichiga olgan
biror tekislikni belgilaylik. Bunda L = II N S kesishmani S sirtning
P nuqgtadagi normal kesimi deymiz.

16.3.4 - tasdiq. Sillig sodda S sirtning biror P € S nugtasidagi
wtiyority normal kesimi P nuqgtaning biror atrofida silliq yassi egri
chiziq bo‘ladi.

Isbot. P € S nuqtani koordinatalar boshi qilib tanlab, shun-
day lokal koordinatalar sistemasini kiritamizki, bunda Oxy koordi-
natalar tekisligi 7'(P) urinma tekislik bilan ustma-ust tushsin. Bu
koordinatalar sistemasida sirtning P nuqgtasini o‘rab turgan biror
qismi z = f(x,y) tenglama bilan aniglanadi.

Oxy urinma tekislikka ortogonal va Oz o‘qdan o‘tuvchi istal-
gan tekislik Ax + By = 0 tenglama bilan berilishi mumkin, bun-
da A va B koeffitsientlardan kamida bittasi noldan farqli. Agar,
masalan, B # 0 bo‘lsa, gayd etilgan tekislik tenglamasini y = kx
ko‘rinishda yozish mumkin. Shunday ekan, bu tekislikning S sirt bi-
lan kesishmasi z = F'(x) tenglamaga ega, bunda F(x) = f(x, kx).
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F(zx) funksiya koordinatalar boshining biror atrofida silliq bo‘lib,
uning grafigi silliq yassi egri chizigdan iborat.l

Eslatma. L. = II N S egri chiziqgga P nuqtada o‘tkazilgan v
bosh normal II tekislikda yotadi va 7 urinma vektorga ortogonal
bo‘ladi. Xuddi shuni II tekislik o‘tadigan n(P) normal haqida ham
aytish mumkin. Bundan chiqdi, v vektor n(P) bilan yoki —n(P)
bilan ustma-ust tushar ekan, ya'ni v = +n.

Faraz qilaylik, L egri chiziq

O(t) = r(u(t),v(t)), a<t<bh,

vektor-funksiya bilan aniqlangan bo‘lsin, bu yerda (u(t), v(t)) € Q.

Ikkinchi kvadratik formaning (16.3.2) ta'rifida qatnashgan nor-
malni I egri chizigning bosh normaliga teng qilib tanlaymiz, ya’ni
v = n deymiz. U holda (16.3.24) tenglik

o

T

n (16.3.26)

ko‘rinishga keladi.

Bu tenglik normal kesim egriligini birinchi va ikkinchi kvadratik
formalar yordamida hisoblash imkonini beradi.

16.3.5 - tasdiq. Faraz qilaylik, S silliq sodda sirt v(u,v) radius-
vektor bilan aniglangan bo‘lib, P € S nugtadagi normal kesimi L
bo‘lsin. U holda L egri chizigning P nugtadagi egriligi

L{u,v)du? + 2M(u,v)dudv + N(u,v)dv?
E(u,v)du? + 2F(u,v)dudv + G(u,v)dv?

k= (16.3.27)
kasrga teng bolib, bunda surat ikkinchi kvadratik formaga va mazraj
esa, birinchi kvadratik formaga teng.
Isbot. (16.3.26) ning o‘ng tomonidagi ikkinchi tartibli hosilani,
murakkab funksiyani differensiallash qoidasiga ko‘ra,
d*® d do d ( du Cl’U) B

@ da - a\a ttw

du\ 2 du dv dv\ 2
= Tyy (W) + 2ryp— - = + T <E> (16.3.28)



400 16.3-§*. Sirtning ikkinchi kvadratik formasi

deb yozamiz.

u(t) va v(t) funksiyalar birinchi differensiallari formasining invari-
antligiga ko‘ra, oxirgi tenglikni ikkinchi differensial ko‘rinishida yo-
zish mumkin, ya’ni

PP = ryudu® + 2rgedudv + redv? = d’r.
Bu tenglikni hisobga olib, (16.3.26) ning o‘ng tomonini

d?d - n d?r - n
k= —m = —m (16.3.29)

ko‘rinishga keltiramiz.

(16.3.4) ga ko‘ra, bu tenglik o‘ng tomonidagi kasr surati ikkinchi
kvadratik formaga, (16.2.14) ga ko‘ra esa, kasr maxraji birinchi
kvadratik formaga teng. Bundan talab gilingan (16.3.27) tenglikni
olamiz.l

Eslatma. (16.3.2) ta’rifga asosan, ikkinchi kvadratik for-
ma sirtga o‘tkazilgan n birlik normal vektorni ikkinchi differensialga,
skalyar ko‘paytmasiga teng. Yuqorida normal kesimning v bosh nor-
mali yoki n bilan, yoki (—n) bilan ustma-ust tushishi shartligi qayd
etilgan edi. Birinchi holda (16.3.27) tenglik bajariladi, ikkinchi hol-
da esa, kasr oldiga minus ishora qo‘yiladi. Agar n normal ixtiyoriy
tanlansa, biz fagat

L(u,v) du® + 2M(u,v)dudv + N(u,v)dv?

k= &+
E(u,v)du? + 2F(u,v)dudv + G(u,v)dv?

(16.3.30)

tenglik bajariladi deya olamiz.

16.3.8 - misol. Agar S radiusi R ga teng sfera bo‘lsa, u holda
(16.3.27) tenglik va 16.2.2 - hamda 16.2.8 - misollarga ko‘ra, normal
kesimning har bir nuqtadagi egriligi

Rd6? + R sin? 0 dy? 1

E— .
R2 d0? + R2sin?0 dyp? R

ga teng.
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Demak, sferaning har qanday normal kesimi egriligi o‘zgarmas
bo‘lib, egrilik radiusi sfera radiusiga teng. Aslida xuddi shu natijaga
oddiy geometrik mulohazalar yordamida ham kelish mumkin.

16.3.9 - misol. Agar silindr

r(p,z2) = (Rcosy, Rsingp, z)

radius-vektor bhilan parametrik berilgan bo‘lsa, u holda ichki normal
n=(—cosp, —siny, 0) ga teng.
Bu silindrning ikkinchi kvadratik formasi

d’r-n = Rdy?
kabi va birinchi kvadratik formasi esa,
dr® = R?*dy® + dz?

kabi aniglanadi.

Demak,
oo L (Rdy)?
R (Rdp)? +dz?’

Ahamiyat bering, o‘ng tomondagi ikkinchi kasr giymati 0 va 1
orasida yotadi. Ravshanki, ¢ = const chiziglar (bunda dp = 0)
nolga teng minimal egrilikka ega, 1/R ga teng maksimal egrilikka
esa, z = const chiziglar (bunda dz = 0) ega. Boshgacha aytganda,
silindr o‘gidan o‘tuvchi kesimlar minimal egrilikka, silindr o‘qgiga or-
togonal kesimlar esa, maksimal egrilikka ega bo‘ladi. Shunday qilib,
ekstremal egriliklar

1
kmin - 07 kmax - 5
R
tengliklar bilan aniqlanadi.

6. Ushbu bandda biz normal kesimlar egriliklarini batafsilroq
o‘rganamiz va olingan natijalardan foydalanib, keyingi bandda sirt
egriligi tushunchasini kiritamiz va uni eng sodda xossalarini aniqlay-
miz.
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Faraz qilaylik, P silliq S sirtning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lib, T'(P)
bu sirtga P nuqgtada o‘tkazilgan urinma tekislik bo‘lsin. 16.1.2 - tas-
digqa ko‘ra, O = P nugtani koordinatalar boshi qilib tanlab, shun-
day {O‘2'y'2'} lokal koordinatalar sistemasini kiritish mumkinki,
bunda O‘a’y’ koordinatalar tekisligi 7(P) bilan ustma-ust tushadi
va S sirtning koordinatalar boshi atrofidagi gismi biror 2’ = f(2/, ')
funksiya grafigidan iborat bo‘ladi.

(16.3.6) tenglikka ko‘ra, O‘a’ abssissalar o‘qini va O‘y’ ordinata-
lar o‘qini shunday tanlash mumkinki, bunda P nuqtadagi kvadra-
tik forma uchun (16.3.6) tenglik bajariladi. Bundan buyon, qulaylik
uchun, lokal koordinatalardagi shtrixni tushirib qoldiramiz.

Shunday qilib, biz shunday lokal koordinatalarni tanlashimiz
mumkinki, bunda P nuqtaning atrofida S sirt z = f(x,y) funksiya
grafigi bilan ustma-ust tushib, P nuqtadagi ikkinchi kvadratik for-
ma

d*r-n = d?f(0,0) = fud2® + fy,dy? (16.3.31)

ko‘rinishga ega bo‘ladi.
Faraz qilaylik, L. normal kesim

@) = r(@(t),y(t)) = (@(t),y(), f(@(1),y(1)), a<t<b,

vektor-funksiya bilan berilgan bo‘lsin.

Agar [ egri chiziq bosh normalining yo‘nalishi Oz o‘qining
musbat yo‘nalishi bilan ustma-ust tushsa, u holda (16.3.29) va
(16.3.31) larga ko‘ra, L egri chiziq egriligi

d*® -n d?r -n da\? dy\ 2
k = = = Jox | = = 16.3.32
a2 TR <dl> T <dl> ( )

kabi aniglanadi.

Bordiyu, bosh normal Oz oqiga teskari yo‘nalgan bo‘lsa,
(16.3.32) ning o‘ng tomonidagi kattalik —k ga teng bo‘ladi. Lekin,
shunga qaramasdan, biz L egri chiziqning egriligini (16.3.32) katta-
likka teng deb, ya'ni kesim egriligini manfiy bo‘lishi ham mumkin
deb hisoblaymiz.
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E’tibor bering, (16.2.12) ga ko‘ra,

L (e dy d
o\dl Al dl
vektor L egri chizigning birlik urinma vektori bo‘lib, uning kompo-

nentalari
cos?a + cos? B + cosly = 1

shartni qanoatlantiruvchi
T = (cosa, cos 3, cos)

yo‘naltiruvchi kosinuslardan iborat.

Eslatib o‘tamiz, Oz o‘qni T'(P) urinma tekislikka ortogonal qilib
tanlagan edik. Demak, 7 urinma vektor T'(P) da yotgani uchun, u
0z o‘qqa ortogonal bo‘ladi. Demak, cosy =0 va

cos? 3 = 1—cos’a = sin®a.
Shunday ekan, k1 = f22(0,0) va k2 = fyy(0,0) deb belgilab,
(16.3.32) tenglikni

k = kicos’a + kosin®a (16.3.33)

ko‘rinishda yozish mumkin. (16.3.33) tenglikda « abssissalar o‘qi
bilan L normal kesimni aniqglaydigan tekislik orasidagi burchakdir.

Faraz qilaylik, k1 > k2 bo‘lsin. U holda o‘z-0‘zidan ko‘rinib tur-
gan

2

ki = kicos?a+kisin®a > kicos®a+ kysin?a = k

va

2

k = kycos?a+kysin?a > kycos®>a+ kysin?a = ke

tengsizliklarga ko‘ra, .S sirtda yotgan va P nuqtadan o‘tuvchi istal-
gan egri chiziq egriligi quyidagi

ko < k < K
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ikki tomonlama tengsizlikni qanoatlantiradi.

E’tibor bering, Oz o'q yo‘nalishini tanlash va Oxy koordinata-
lar tekisligini burish hisobiga k; > |kz| shart bajarilishiga erishish
mumkin. Bunda k2 kattalik istalgan qiymatni: musbat, manfiy yoki
nol giymatni qabul gilishi mumkin.

k1 va ko kattaliklar S sirtning P nuqtadagi bosh egriliklar: deyi-
ladi. Ularga mos normal kesimlar bosh normal kesim, bu kesimlarga,
urinmalar esa, bosh yo ‘nalishlar deb ataladi.

Ravshanki, k1 normal kesimning maksimal egriligi va ks esa,
uning minimal egriligi bo‘ladi. Bundan tashqari, har bir nuqtada
bosh yo‘nalishlar o‘zaro ortogonaldir; bu tasdiq bevosita (16.3.33)
formuladan kelib chiqadi. Haqigatan, k; maksimal egrilikka mos
keluvchi bosh yo‘nalish o« = 0 va a = 7 burchaklar bilan aniglanib,
abssissalar o‘qiga kollinear, ko minimal egrilikka mos keluchi bosh
yo‘nalish esa, @« = 7/2 va « = 3x/2 burchaklar bilan aniglanib,
ordinatalar o‘giga kollinear bo‘ladi.

Yuqorida keltirilgan tasdiglarni umumlashtirib, navbatdagi teo-
rema ko‘rinishida yozishimiz mumkin.

16.3.1 - teorema. Faraz qilaylik, S ikki marta uzluksiz differen-
stallanuvchi, mazxsus nuqtasiz sodda sirt bo‘lsin. Istalgan P € S nug-
ta uchun bu nuqtadagi bosh yo‘nalishlar o‘zaro ortogonal bo‘lib, iz-
tiyoriy L normal kesimmning egriligi normal egrilik bilan Eyler for-
mulasi

k = kicos®p + kgsin®y (16.3.34)

orqali boglangan, bu yerda @ orgali L normal kesimni aniglovchi
tekislik bilon k1 maksimal egrilikka mos keluvchi bosh yo‘nalish ora-
stdagi burchak belgilangan.

7. Yuqorida kiritilgan tushunchalar yordamida ikki marta uzluk-
siz differensiallanuvchi sirt egriligiga turli ta’riflar berish mumkin.

Sirtning biror nuqtadagi o ‘rtacha egriligi deb bu nugtadagi bosh
egriliklarning o‘rta arifmetigiga aytiladi, ya’ni

k1 + ko

H = == (16.3.35)
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O‘rtacha egrilik ba’zan Eyler egriligi deb ham ataladi.

O‘rtacha egrilik tushunchasi 1768 yilda birinchi marta J. L. La-
granj o‘rgangan masala bilan chambarchas bog‘liq bo‘lib chiqdi.
Eslatib o‘tamiz, Lagranj masalasi berilgan konturga tortilgan eng
kichik yuzalik sirtni topishdan iborat. Agar berilgan kontur yopiq
vassi egri chizigdan iborat bo‘lsa, u holda yechim bu egri chiziq
bilan chegaralangan tekislikning qismi bo‘ladi, albatta. Keyincha-
lik aniqglanishicha, kontur fazoviy yopiq egri chiziq bo‘lganda, sirt
yvuzi eng kichik bo‘lishining zaruriy sharti uni o‘rtacha egriligining
har bir nugtada nolga teng bo‘lishidan iborat ekan. Bu shart yetarli
bo‘lmasada, shunga garamasdan, o‘rtacha egriligi nolga teng sirtlar
uchun «minimal sirt» nomi biriktirib qo‘yilgan.

Sirtning berilgan nuqtadagi to‘la yoki Gauss egriligi deb shu
nuqtadagi bosh egriliklarining ko‘paytmasiga aytiladi, ya’'ni

K = ky ko (16.3.36)

Gauss egriligi sirt nugtalarining umum gabul gilingan klassifikat-
siyasi asosida yotadi. Agar S sirtning P nuqtasida Gauss egriligi
musbat bo‘lsa, bu nuqta elliptik, agar Gauss egriligi manfiy bo‘lsa,
bu nuqta hiperbolik va nihoyat, agar Gauss egriligi nolga teng bo‘lib,
hech bo‘lmasa bitta bosh egrilik noldan fargli bo‘lsa, bu nuqta para-
bolik deb ataladi.

Bordiyu har ikkala bosh egrilik nolga teng bo‘lsa, u holda P
nuqta yassilanish nugtasi deyiladi. Masalan, agar S sirt tekislikning
gismi bo‘lsa, u holda ikkinchi kvadratik forma aynan nolga teng
bo‘lib, natijada sirtning barcha nuqtasida har ikki bosh egrilik nolga
teng, ya'ni sirtdagi har bir nuqta yassilanish nugtasi bo‘ladi. Bu
tasdigning teskarisi ham o‘rinli, ya'ni, agar .S sirtning barcha nuqtasi
vassilanish nugtasi bo‘lsa, u holda bu sirt tekislikning gismidir.

16.3.10 - misol. Agar S radiusi R ga teng sfera bo‘lsa, u holda,
16.3.8 - misolga ko‘ra, istalgan normal kesim egriligi 1/R ga teng
bo‘ladi. Demak, bosh egriliklar ham 1/R ga teng bo‘lib, har bir
nuqgtada o‘rtacha egrilik va Gauss egriligi mos ravishda

[T GLE T R S I
T2 "R " R R R
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kabi aniglanadi.
Ravshanki, sfera sirtining har bir nuqgtasi elliptik nuqtadir.
16.3.11 - misol. Agar S radiusi B ga teng silindr bo‘lsa, u
holda, 16.3.9 - misolga ko‘ra, normal kesim maksimal egriligi 1/R
ga, minimal egriligi esa, 0 ga teng. Silindrning har bir nuqtasida
o‘rtacha egrilik va Gauss egriligi mos ravishda

1/1 1 1
H=—-{—-4+0)==—, K=—:0=0
2<R+> 2R’ R

kabi aniglanadi.

Demak, silindr sirtining har bir nuqgtasi parabolik nuqtadir.

16.3.6 - tasdiq. Faraz qilaylik, S ikki marta uzluksiz differensi-
allanuvchi mozxsus nugtasiz sirt bo‘lib, P € S nugtada ikkinchi kvad-
ratik forma noldan farqli bo‘lsin. U holda,

1) agar ikkinchi kvadratik forma P nugtada aniq ishorali bo‘lsa,
bu nugta elliptik;

2) agar ikkinchi kvadratik forma P nugtada ishorasi o ‘zgaruvchi
bo‘lsa, bu nugta hiperbolik;

3) agar ikkinchi kvadratik forma P nugtada zos bo‘lsa, bu nugta
parabolik bo‘ladi.

Isbot. Koordinatalar sistemasini parallel ko‘chirish va burishni
qo‘llab, so‘ngra (u,v) lardan yangi (x,y) parametrlashga o‘tib, ik-
kinchi kvadratik formani di? ko‘paytuvchi aniqligida (16.3.33) ko‘ri-
nishga keltiramiz. E’tibor bering, (16.2.14) ga ko‘ra, di? birinchi
kvadratik formaga teng bo‘lib, bu forma musbat aniglangandir.

Shartga ko‘ra, bosh egriliklardan kamida bittasi noldan farqli;
masalan, k1 # 0 deb hisoblashimiz mumkin. Shunday ekan, (16.3.33)
ning o‘ng tomonidagi kvadratik forma ishorasining aniqlanganligi
fagat ko ikkinchi bosh egrilikka bog‘liq. Jumladan, agar ko ning
ishorasi k; ishorasi bilan ustma-ust tushsa, kvadratik forma aniq
ishorali bo‘lib, bunda K = ki - k2 > 0 bo‘ladi, ya'ni P elliptik
nugtadir.

Bordiyu ks, ishorasi k; ishorasiga teskari bo‘lsa, garalayotgan
kvadratik forma ishorasi o‘zgaruvchan bo‘lib, bunda K = k1-ks < 0
bo‘ladi, yani P hiperbolik nuqtadir.
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Nihoyat, agar k2 = 0 bo‘lsa, berilgan kvadratik forma xos bo‘lib,
P parabolik nugta bo‘ladi.

Isbotni yakunlash uchun quyidagi ikki tasdigni hisobga olish
yetarli: koordinatalar sistemasini parallel ko‘chirish va burish
ikkinchi kvadratik formani o‘zgartirmaydi; 16.3.1 - tasdiqqa ko‘ra,
ikkinchi kvadratik forma parametrlarni o‘zgartirishga nisbatan
invariantdir.ll

16.3.12 - misol. Hiperbholik paraboloidning ikkinchi kvadratik
formasi, 16.2.10 - misolga ko‘ra,

2
d’r-n = du? — dv?
rn \/1+4u2+4fu2( )

ga teng.

Ravshanki, bu kvadratik forma ishorasi o‘zgaruvchan va shuning
uchun, hiperbolik paraboloid sirtining har bir nuqtasi hiperbolikdir.

Har bir nuqtasida Gauss egriligi manfiy bo‘lgan hiperbolik para-
boloidning egarsimon ko‘rinishga egaligi tasodif emas. Umuman,
istalgan sirtning har ganday hiperbolik turdagi nuqtasi atrofida
egarsimon ko‘rinishga ega bo‘lishini ko‘rsatish qiyin emas, chun-
ki bosh egriliklar markazlari urinma tekislikning turli tomonlarida
yotadi.

1 - eslatma. Berilgan

Q(du, dv) = L(u,v)du? + 2M(u,v) dudv + N(u,v)dv? (16.3.37)
kvadratik formaning ishorasi aniglanganligi uning
D = M?—-LN

diskriminanti orgali aniglanadi.

Jumladan, agar D < 0 bo‘lsa, (16.3.37) kvadratik forma aniq
ishorali, agar D > 0 bo‘lsa, ishorasi o‘zgaruvchan va nihoyat, D =0
bo‘lsa, kvadratik forma xos bo‘ladi. Shunday qilib, 16.3.6 - tasdiqqa
ko‘ra, agar

M? - LN <0
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bo‘lsa, P nugta elliptik, agar
M?*—LN >0
bo‘lsa, P nugta hiperbolik, agar
M?*—LN =0
bo‘lsa, P nuqgta parabolik bo‘ladi.

2 - eslatma. Sirt bo‘yicha olingan va ossilyatsiyalanuvchi deb
ataladigan integrallar nazariyasida bosh egriliklar teng bo‘lgan, ya’ni
k1 = ko bo‘lgan nugtalar alohida o‘rin tutadi. Bunday nuqtalar
ombilik nugtalar deb ataladi. Masalan, sferaning barcha nuqtalari
ombilikdir. Ravshanki, har ganday ombilik nuqta elliptik bo‘ladi.

16.3.13 - misol. Ushbu

2
S = {(w,y,z)eR?’ : x2+y2+i—21}

ellipsoid berilgan bo‘lsin.
Ellipsoidni Py = (0,0, £¢) nuqtalarining ombilik ekanini ko‘r-
satamiz. Buning uchun Py = (0,0, ¢) nuqta atrofida ellipsoid tengla-

masini
e = fay) = eV/I—a?—y?

ko‘rinishda vozamiz.
y
Ravshanki,

f22(0,0) = —¢,  f2y(0,0) =0,  f,,(0,0) = —ec.

Demak, (16.3.33) ga ko‘ra, bosh egriliklar o‘zaro teng:

Bundan P} = (0,0, ¢) nugta ombilik nuqta ekanligi kelib chiqa-
di. P~ = (0,0, —¢) nuqgtaning ombilik ekani xuddi yuqoridagidek
ko‘rsatiladi.
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16.4-§. Birinchi tur sirt integrallari

1. Faraz gilaylik, S sodda sillig sirt r : Q — R? vektor-funksiya
bilan berilgan bo‘lib,  C R? soha bo‘lakli-silliq chegaraga ega
bo‘lsin. Bundan tashqari, r(u, v) vektor-funksiya hamda uning qis-
miy hosilalari yopiq Q = Q U 99 sohada uzluksiz bo‘lsin.

Aytaylik, P = {AS}7_, berilgan S sirtning ASj, gismiy to‘plam-
larga bo‘linishi bo‘lsin. €2, simvol orqali AS, to‘plamlarning aslini
belgilaymiz, ya'ni r(Qg) = ASk. S sirtning P bo‘linishi natijasida
) sohasining mos P* = {€;}7_; bo‘linishi hosil bo‘ladi. Bundan
buyon shunday P boflinishlarni gqaraymizki, bunda ASj larga mos
bo‘lgan har bir £}, qismiy to‘plamning chegarasi bo‘lakli-silliq egri
chiziq bo‘lsin.

Odatdagidek, d(P) simvol orqali P bo‘linishning diametrini belgi-
laymiz, ya’ni

d(pP) = max diam ASy.

Haqiqiy giymat qgabul giluvchi va S da aniglangan f : S — R
funksiyani garaylik. Istalgan ravishda & € ASy nuqtalarni tanlab,
quyidagi

= D J(&) - 1ASK (16.4.1)

integral yig‘indini tashkil gilamiz.
Ta’vif. [ funksiyadan S sirt bo‘yicha birinchi tur sirt integrali
deb (16.4.1) integral yig‘indilarning limitiga aytamiz va

lim X 16.4.2
o p( /fwy, ( )

ko ‘rinishda belgilaymiz.
Biz yana

- / f(2,y,2) do
S

belgilashdan ham foydalanamiz.
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Bu belgilashda, bu hagida aniq aytilmasada, ¢(F) simvol ¥ C S
sirtning yuzini anglatadi deb faraz qgilinadi.

Eslatma. Agar f(x,y, z) funksiya S sirt bo‘yicha tagsimlangan
biror massa zichligi bo‘lsa, u holda f dan olingan birinchi tur sirt
integrali bu sirtning to‘la massasiga teng bo‘ladi.

2. Sirt bo‘yicha birinchi tur integralni hisoblash parametrlar
o‘zgarish sohasi bo‘yicha olingan ikki karrali integralni hisoblash-
ga keltiriladi. Chunonchi, navbatdagi tasdiq o‘rinli.

16.4.1 - teorema. Faraz qilaylik, S sirt v = r(u,v) tenglama
bilan parametrik ravishda berilgan bo‘lib, (u,v) € Q C R? bo'lsin.

Istalgan tekis uzluksiz [ : S — R funksiyadan S bo‘yicha olingan
birinchi tur sirt integrali mavjud bo‘lib, u

/ Fay,2) do — / / Fw ) |[ro vl dude  (16.4.3)
S Q

kabi hisoblanadi.

Isbot. |S| orqali S sirtning yuzini belgilaylik. Istalgan £ > 0
uchun shunday ¢ > 0 ni tanlaylikki, | M —M'| < § shartni qanoatlan-
tiruvchi har qanday M € S va M’ € S nuqtalar juftligi uchun

|f (M) = f(M)] < % (16.4.4)

tengsizlik bajarilsin.
(16.4.3) formulaning o‘ng tomonidagi integralni I bilan belgi-

laylik. U holda, 16.1.1 - teoremaga ko‘ra, (16.4.1) integral yig‘indi
uchun

S (&) - [Sk| — fe(u,v)) |[ry, ro]| dudv =

i Z [ 15wt 00) = S o) lfraorll dude (1645)

tenglikni olamiz.
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Agar diam S < 0 bo‘lsa, (u,v) € Q uchun
v (g, ve) —r(u,v)| < 6

baho o‘rinli.
Shuning uchun, (16.4.4) ga ko‘ra,

| (e(ug, o)) — fe(u,0))] < E

Endi esa, 16.1.1 - teoremani qo‘llab, (16.4.5) dan

Xp(f) =1 < %Z//Hru,rv]l dudv =

g g
= — Cy,Ty|| dudv = — - |S| =¢

bahoni olamiz.

Demak, (16.4.1) integral yig‘indilarning limiti mavjud bo‘lib,

(16.4.3) tenglik bajarilar ekan.H

Natija. Agar F, F va G berilgan S sirtni birinchi kvadratik for-

masining koeffitsiyentlari bo‘lsa,

/f(w,y,z) do = // fr(u,v)) VE(u,v)G(u,v) — F2(u,v) dudv
S Q

tenglik o‘rinli.

(16.4.6)

Hagiqatan, bu tenglikning to‘g‘riligi (16.2.5) formuladan kelib

chigadi.
16.4.1 - misol. Agar

S = {(x,y,2) €R® : 2? ty* + 2% =R?% 2> a},

bo‘lsa,

I = /zda(ac,y,z)

S

0 <a<R,



412 16.4-§. Birinchi tur sirt integrallari

sirt integrali hisoblansin.
Yuqoridagi (16.4.6) formuladan foydalanamiz. Buning uchun

a
(6, ) sferik koordinatalarni kiritib, 5 = arccos i deymiz. 16.2.2 -
misolga ko‘ra, radiusi R ga teng sfera uchun

VE(,0)G(0,p) — F2(0,p) = R%sinf

tenglik o‘rinli.
Shuning uchun, (16.4.6) ga ko‘ra,

2

B
= //Rcos& 2sinfdpdo =
00

1 R?
— 27 R? 5 sin20d0 = WT [1 —cos2p].

T ~—

Lekin 1 —cos283 = 2(1 —cos? 8) = 2(1 —a?/R?) bo‘lgani uchun,

/zda(w,y,z) = 7R(R?* —d?).
5

Eslatma. Agar S sirtni chekli sondagi, bo‘lakli-silliq chekkaga
ega bo‘lgan, Sk, k= 1,2,...,m, silliq sodda sirtlarga ajratish mum-
kin bo‘lsa, S sirtni bo‘lakli-silliq deymiz. Shunday sirt uchun, agar
Sk bilan Sy, to‘plam yopig‘ini belgilasak,

- %
k=1

deb yozish mumkin, bunda k # j bo‘lganda, S, N S; = @.

(16.4.3) va (16.4.6) formulalar bo‘lakli-silliq S sirt uchun ham
o‘rinli. Bunga ishonch hosil qilish uchun S ni chekli sondagi sod-
da sillig sirtlarga bo‘lib, o‘ng tomondagi ikki karrali integralning
additivligidan foydalanish kifoya.
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16.4.2 - misol. Ushhu
G = {(x,y,2) eR® : 22 9> < R? 0<z<h}

silindrik sohaning chegarasi S bo‘yicha olingan

z
I = /mda(x,y,z), a>0,
S

sirt integralini hisoblang.
S sirtni quyidagi uch gismga bo‘lamiz, ya’ni silindrning quyi
asosi:
So = {(x,y,2) €eR® : 22 +y* < R?, 2 =0},

yuqori asosi:
S = {(x,y,2) €R® : 2?2 +y* < R% z=h},
va yon sirti:
Sy = {(x,y,2) €R® : 22 +y* =R% 0<z <h}.

Mos integrallarni Iy, I1 va I> deb belgilaymiz.

So quyi asosda integral ostidagi funksiya nolga teng va shuning
uchun Iy = 0. S yuqori asosda z = h, shuning uchun qutb koordina-
talariga o‘tib,

z pdp
o= [ —=—do( —h[d -
: /x2+y2+a2 7w / gO/p Tt a?

S1
p=R 2
= 7whln <1 + R—)

1
= 21h - —In(p* + a?)
2 =0

tenglikni olamiz.

I5 integralni hisoblash uchun (16.4.6) formuladan foydalanamiz.
Silindrni {¢ = 0, p = R} to‘g‘'ri chiziq bo‘ylab kesib, silindrik ko-
ordinatalarga o‘tamiz. Agar vVEG — F? = R tenglikni va Sy yon
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sirtda 22 + y? = R? ekanini hisobga olsak,

2 h
z
L = —_— 5 R =
2 /x2+y2+a2 o(@y,2 //R dpdz
So 0 0
h
~ 2mR /z B 7 Rh?
R? + a2 R? + a2

0

tenglikka ega bo‘lamiz.
Shunday qilib,

7 Rh? R?

16.5-§. Ikkinchi tur sirt integrallari

1. Tkki yoqli sirtlar. Agar S sodda silliq sirt maxsus nuqta-
ga ega bo‘lmasa, u holda bu sirtning har bir nuqtasida ikki o‘zaro
garama-garshi yo‘nalgan normal vektorni aniglash mumkin.

Istalgan A € S nuqgtani tayinlab, ikki normaldan birini tan-
laymiz va uni n(A) deb belgilaymiz. A nugtaning yetarlicha kichik
atrofidan olingan har bir nuqtada normal yo‘nalishini shunday tan-
lash mumkinki, bunda tanlangan normal qayd etilgan atrofda uzluk-
siz bo‘ladi.

Aytaylik, B berilgan S sirtning istalgan boshqa nuqtasi bo‘lsin.
A nugtani B nugta bilan S sirtda yotuvchi uzluksiz AB egri chi-
ziq yordamida tutashtiramiz (ta’rifga ko‘ra har bir sirt bog‘lamli
to‘plam bo‘lgani sababli, bunday egri chiziq mavjud). AB egri chiziq
kompakt bo‘lgani uchun, uning har bir nugtasida normalni shunday
tanlash mumkinki, natijada u AB da uzluksiz bo‘ladi. Normalni
gayd etilgan egri chiziq bo‘yicha harakatlantirib, uni A nugtadan B
nugtaga olib kelamiz.

Bunda quyidagi ikki holdan biri yuz berishi mumkin:
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1) istalgan B € S nuqta uchun, AB egri chizigni qanday tanlash-
dan qat’iy nazar, n(A) birlik normal bu egri chiziq bo‘ylab harakat-
langanda xuddi o‘sha vektorning o‘ziga, ya'ni n(B) ga o‘tadi;

2) biror B € S nuqta uchun uni A nuqta bilan tutashtiruvchi
shunday ikki egri chiziglar topiladiki, n(A) birlik vektor bu egri chi-
ziglardan biri bo‘ylab harakatlanganda n(B) vektorga o‘tib, ikkin-
chisi bo‘ylab harakatlanganda esa, unga qarama-qarshi n = —n(B)
vektorga o‘tadi.

Birinchi holda S sirt ¢kki yogli, ikkinchi holda esa, u bir yoqli
deyiladi.

Ikki yoqli S sirtga yana quyidagi teng kuchli ta’rifni berish
mumkin:

har ganday A € S nugta va bu nugtadan o‘tuvchi istalgan yopig
L C S kontur uchun A nugtada n(A) birlik normal vektorni olib,
uni uzluksiz ravishda L kontur bo‘ylab harakatlantirsak, A nugtaga
qaytganda yana o‘sha n(A) vektorni olamiz.

Bordiyu biror I. C .S kontur uchun uni aylanib chigganda gqarama-
qarshi yo‘nalgan n = —n(A) vektorni olsak, u holda S sirt bir yoqli
bo‘ladi.

Ikki yoqli sirtga misol sifatida sfera yoki torni, bir yoqli sirtga
esa, Myobius yaprog‘ini olish mumkin. Myobhius yaprog‘ini tasavvur
qilish uchun, qog‘ozdan ABC D to‘g‘ri to‘rtburchak kesib olib, uning
garama-garshi AB va C'D tomonlarini, avval bulardan birini teskari-
siga qayirib olib, yelimlash kerak (16.3 - rasm). Bunda A nuqta D
bilan B nuqta esa, C' bilan ustma-ust tushadi.

16.3-rasm
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Agar oq qog‘ozni buklab, oddiy xalqa (silindrik sirt) hosil gilsak-
da, so‘ngra, chekkalaridan chiqib ketmasdan, uni qora rangga ho‘ya-
sak, u holda sal turib xalqaning bir tomoni qora rang bo‘lib, ikkinchi
tomoni esa, oqligicha qoladi. Agarda Myobius yaprog‘ini shu usulda
bo‘yasak, natijada sirtda oq gism golmaydi. Aynan mana shu hol
oddiy xalqga ikki yoqqa, Myobius yaprog'i esa, bir yoqqga ega ekanini
anglatadi.

E’tibor bering, ixtiyoriy sirtni har qanday nuqtasining kichik
atrofi ikki yoqli sirt bo‘ladi, ya’ni istalgan sirt lokal ma’noda ikki
vogqlidir. Boshqacha aytganda, sirtning bir yoki ikki yoqli bo‘lishlik
xossasi global xossadir.

Bundan buyon biz faqgat ikki yoqli sirtlarni gqaraymiz.

Har gqanday ikki yoqli sirtda normalni shunday tanlash mumkin-
ki, bunda u sirtning har bir nuqtasida bir giymatli aniglangan ho‘lib,
bir nuqtadan ikkinchisiga o‘tganda uzluksiz o‘zgaradi. n(A) normal
yo‘nalishi tanlangan ikki yoqli S sirt orientirlangan (yoki yo‘nalish
o‘rnatilgan) sirt deyiladi. Ma’lumki, har qanday ikki yoqli sirtni ikki
xil usulda orientirlash mumkin.

Sirtda yo‘nalish o‘rnatish sirtda yoq tanlash deb ham ataladi.
Ba’zan tanlangan normal musbat deb atalib, agar S sirtni shaffof
emas deb faraz gilsak, musbat normal uchidan ko‘rinadigan sirt yog‘i
ham musbat deyiladi va St simvol bilan belgilanadi. Unga qarama-
garshi yoq manfiy deyilib, 5~ kabi belgilanadi.

Agar S sirt biror uch o‘lchovli G sohaning chegarasi bo‘lsa, ya'ni
S = 0G bo'lsa, bunday sirt yopiq deyiladi. Har gqanday yopiq S
sirtning chekkasi bo‘sh to‘plamdan iborat, ya’ni .S o‘zining yopig‘i
bilan ustma-ust tushadi.

Maxsus nugtasiz har qanday yopiq sirt ikki yoqlidir. Yopiq 0G
sirt nuqtasidagi G sohaga yo‘nalgan normal ichki, qarama-qarshi
tomonga yo‘nalgan normal esa, tashgi normal deb ataladi.

Odatda, yopiq sirt musbat normal sifatida tashqi normal olgan
holda orientirlanadi.

2. Ikkinchi tur sirt integrali. Ikkinchi tur sirt integrallari S
sirtdan v tezlik bilan o‘tayotgan va p zichlikka ega bo‘lgan suyuqlik
oqimi ta'rifi bilan bog‘liq. Avval tezlik vektori o‘zgarmas bo‘lib, S
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sirt tekislikning gismidan iborat bo‘lsin deylik. U holda S sirtdan
bir vaqt birligi ichida massasi quyidagi

po= pv-nlS|

skalyar ko‘paytmaga teng bo‘lgan suyuqlik o‘tadi, bu yerda n, odat-
dagidek, S ga o‘tkazilgan birlik normal vektor.

Endi, faraz qilaylik, A = pv vektor (x,y, z) ga uzluksiz bog'liq
bo‘lib, S ixtiyoriy silliq sirt bo‘lsin. S sirtdan o‘tuvchi A(x,y,2)
vektor oqimini topish uchun bu sirtni chekkalari silliq bo‘lgan ASy
gismlarga bo‘lamiz. T" = {ASy}7_, bolinish diametrini shunchalik
kichik qilib tanlaymizki, bunda har bir ASg ni deyarli tekislikning
gismi deb, A vektorni esa, AS, da o‘zgarmas deb hisoblash mumkin
bo‘lsin. U holda A vektorning ASj dan o‘tuvchi ogimi taxminan

= A(&) (&) [ASk]

ga teng bo‘ladi, bu yerda &, orqali ASy to‘plamining istalgan nuqtasi
belgilangan. Shunday ekan, S sirtdan o‘tuvchi to‘la oqim taxminan
quyidagi

n
= ) A(&) - n(é) |AS] (16.5.1)
k=1
integral yig‘indiga teng deyishimiz mumkin.

T bo‘linish diametrini ganchalik kichik olsak, yuqoridagi taxminiy
tenglik shunchalik aniq bo‘ladi.

16.4.1 - teoremaga ko‘ra, istalgan tekis uzluksiz A(x,y, z) vektor-
funksiya uchun (16.5.1) integral yig‘indilar limiti mavjud bo‘lib, u
flx,y,2) = A(x,y,2) - n(x,y, 2) funksivadan olingan birinchi tur
sirt integraliga teng, ya’ni

d(l}gn Yr(A /A x,y,2) -n(z,y,2) do. (16.5.2)

(16.5.2) integral A(z,y,z) vektor-funksiyadan olingan ikkinchi
tur sirt integralt deb ataladi.
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Eslatma. [kkinchi tur sirt integrali faqat ikki yoqli sirtlar uchun
aniglanadi, ya’ni tanlangan normal har bir nugtasida uzluksiz bo‘lgan
sirtlar uchungina aniglanadi. Eslatib o‘tamiz, normalni tanlash sirt-
ning musbat yog‘ini aniglaydi.

Xuddi shu natijaga fizik mulohazalar bilan ham kelish mumkin:
vektor-funksiyaning sirt orqali o‘tadigan oqimini aniglash uchun
sirtning bir yog‘i kiruvchi va boshqa yog‘i chiquvchi bo‘lishi zarur.

Bir yoqli sirtlar uchun ikkinchi tur sirt integrallari aniglanma-
gan. Masalan, Myobius yaprog’ini to‘laligicha olsak, u orqali hech
ganday ogim o‘tmaydi, shuning uchun Myobius yaprog’i bo‘yicha
ikkinchi tur integrali ma’noga ega emas.

Shuni aytish zarurki, ikkinchi tur sirt integralidan farqli o‘laroq,
birinchi tur sirt integrallari istalgan (ikki yoqli bo‘lishi shart bo‘lma-
gan) silliq sirt uchun aniqlangan va bunday integral yordamida,
masalan, (bir jinsli bo‘lmagan zichlikli) Myobius yaprog‘ining mas-
sasini hisoblash mumkin.

Navbatdagi teorema ikkinchi tur sirt integralini hisoblashni yassi
soha bo‘yicha ikki karrali integral hisoblashga keltiradi.

16.5.1 - teorema. Faraz qilaylik, ikki yoqli silliq S sirt paramet-
rik ravishda v = r(u,v) tenglama bilan berilgan bolib, (u,v) € Q C
R? bosin. Bundan tashqari, sirtning musbat yog '

n — ATwhl (16.5.3)
[T, T
normal vektor bilan aniglangan bo‘lsin.

U holda istalgan tekis uzluksiz A : S — R3 wvektor-funksiya
wchun S bo‘yicha ikkinchi tur sirt integrali maviud va w quyidagi
tkki karralt integralga teng:

/A x,y,2)n(x,y,z)doc = //A U, ) |ry, vy dudv (16.5.4)

Isbot. 16.4.1 - teoremaga ko‘ra, (16.5.2) integral mavjud va

/A x,y, z2)n(x,y, 2 da//A r(u, v))n(r(u,v)) ||y, r|| dudv.

(16.5.5)
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Endi o‘ng tomondagi n normal vektor o‘rniga uning (16.5.3) qiy-
matini qo‘ysak, talab qilingan (16.5.4) tenglikni olamiz.l

1 - eslatma. Agar S sirt r(u, v) vektor-funksiya bilan paramet-
rik berilib, qarama-qarshi yo‘nalgan

3o — [y, Ty
|[Fu, ro]|

normal bilan orientirlangan bo‘lsa, u holda

/A:Ey, n(xr,y,z //A r(u,v)) - [ry, ry] du dv.

2 - eslatma. A = (P, @, R) vektorni [r,, r,] vektor ko‘paytmaga
skalyar ko‘paytirsak,

P Q R
A ey, 1y = (Ajry,ry) = | Zy Yu Zu
Ty Yo <o

determinantga teng aralash ko‘paytmani olamiz.
Shuning uchun, (16.5.4) tenglikni

/A x,y,2) n(x,y,z2)do = / (A, ry,ry) dudy (16.5.6)
ko‘rinishda yozish mumkin.
16.5.1 - misol. Agar S sirt
S = {(x,y,2) eR® : 2? +y? + 22 =R% 2 >0}

ko‘rinishdagi yarim sfera bo‘lib, r = (,y, 2) bo‘lsa,

I = /r~n(:v,y,z)da

S

ikkinchi tur sirt integrali hisoblansin.
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Sferik koordinatalarda radius-vektor
r = (Rsinfcosy, Rsinfsiny, Rcosl)
ko‘rinishga ega. Shuning uchun, aralash ko‘paytma

Rsinflcosypy  Rsinflsing  Rcos6
(r,rg,ry) = | Rcos®cosyp Rcosfsing — Rsind | = R*sind
— Rsinf sinp Rsinf cosyp 0

kabi aniglanadi. Shunday ekan, (16.5.6) formulaga ko‘ra,

o /2 2 w/2

I = //(Fare,rw)dﬁdgo - /dgp/R?’ sin0do — 27 R
0 0 0

0

3. Faraz qilaylik, silliq orientirlangan S sirtda

n(m7y7z) — (COS a(m7y7z)7coslg(m7y7Z)7cosv(m7y7z))7 (m7y7z) E S?
normal tanlangan bo‘lib, bu sirtda A : S — R3 vektor-funksiya
quyidagi

A(mvyv Z) - (P(iE,y,Z), Q(%%Z)a R(mvyv’z)) (1657)

koordinatalar ko‘rinishida berilgan ho‘lsin.
U holda, bu vektorlarning skalyar ko‘paytmasi

A-n = Pcosa+ Qcosf+ Rcosvy

kabi aniglanadi.
Bundan chiqdi, (16.5.4) ning chap tomonidagi integralni uchta
integral yig‘indisi ko‘rinishida yozish mumkin:

/A(m,y,z)~n(m,y,z)da/(PcosoHchosﬁJchosv) do =
5 5

= /P(:E,y,z) COSOédO+/Q(£E,y,Z) COS,BdU+/ R(x,y,2)cosydo.
S

S S
(16.5.8)
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Boshga tomondan, (16.1.16) tenglikka ko‘ra, (16.5.4) ning o‘ng
tomonidagi integral ostidagi skalyar ko‘paytma

D, 2) D(z, ) D(x,y)
A frure] = PD(U,’U) + QD(U,’U) RD(U,’U)

ga teng. Shunday ekan, qayd etilgan ikki karrali integral uchun

// A(e(t,0)) - [ru, o] dudy — // ngZ: 2 du v+
//Q dd+//l) dv (16.5.9)

tenglikni olamlz.
(16.5.8) va (16.5.9) munosabatlardan (16.5.4) tenglikning koor-
dinatalardagi ko‘rinishi kelib chigadi, ya’'ni

/(Pcosa+ Qcosf + Reosvy) do =
B D(y, z D(z,x) D(x,y)
- é/ 0 D(ww) | Dluv)

16.5.1 - tasdiq. Faraz qilaylik, S sirt z : & — R funksiya
grafigidan iborat bo‘lsin. Bu sirtni r = (x,y, 2(x,y)) radius-vektor
bilan berib, normal vektor yuqoriga yo ‘nalgan qilib, ya’ni bu vekior-
ning Oz o‘qiga proeksiyasini musbat qilib orientirlaymiz. U holda
wstalgan tekis uzluksiz R : S — R funksiya uchun

/R(w,y,z) cosy(x,y,2)do = // R(x,y, z(x,y)) dedy (16.5.10)
Q

du dv.

)40

s
tenglik o‘rinli.
Isbot. 16.5.1 - teoremadan foydalanamiz. Buning uchun A =
(0,0, R) deb, (15.6.4) formulani go‘llaymiz. U holda,

/meﬁww@%@w
s
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= // R(x,y,z(x,y)) cosy - |[rg, ry|| de dy. (16.5.11)

16.1.3 - misolga ko‘ra, garalayotgan holda
cosy - [[rz, 1y ][ = 1

tenglik o‘rinli ((16.1.21) formulaga qarang). Bu qiymatni (16.5.11)
ning o‘ng tomonida turgan integral ostidagi ifodaga qo‘ysak, talab
qilingan (16.5.10) tenglikni olamiz.

- eslatma. Ushbu

// x,y,2)dedy = // x,y, 2(x,y)) dedy (16.5.12)

belgilashni kiritamiz; bu belgilash integrallash jarayonida (x,y, 2)
nuqta S sirtni aylanib chiqishini anglatadi.
Bu belgilashdan foydalanib, (16.5.10) tenglik, odatda, quyidagi

/R(w,y,z) cos y(x,y, 2) // x,y,2)dedy  (16.5.13)
5

ko‘rinishda yoziladi.

(16.5.12) ning chap tomonidagi simvol S sirt biror funksiyan-
ing grafigi emas, balki ixtiyoriy sirt bo‘lgan holda ham ishlatiladi.
Yana shuni aytish kerakki, (16.5.12) ning o‘ng tomonidagi integral
hatto .S sirt uchun normal vektori aniglanmagan va u yuzaga ega
bo‘lmagan hollarda ham mavjud. Shuning uchun, bunday hollarda
ham S bo‘yicha ikkinchi tur sirt integrali (16.5.12) ta’rif ma’nosida
mavjud va u odatdagi xossalarga ega.

Xuddi (16.5.13) dagi kabi

/P(:E,y,z) cosa(x,y,z)do = //P(:E,y,z) dydz, (16.5.14)
s

S

/Q(w,y,z)cosﬁ(w,y,z)da / Q(x,y,z)dzdx  (16.5.15)
5 s
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belgilashlardan ham foydalaniladi.

(16.5.13), (16.5.14) va (16.5.15) belgilashlarda o‘ng tomonda tur-
gan har bir integral chap tomondagi ikkinchi tur sirt integralini
anglatadi. Bu belgilashlarga ko‘ra, (16.5.8) formulani

/A:Ey, n(xr,y,z // (x,y,2)dydz +
//wa, ) dz dx +// (r,y,2)dxdy (16.5.16)

ko‘rimshda yozish mumkin.
2 - eslatma. (16.5.9) va (16.5.16) formulalarni taqqoslab, (16.5.4)
ni hisobga olsak, bhiz quyidagi uchta

//P(:E,y, 2)dydz = //P gg’i:f}; du dv, (16.5.17)
s Q
/S Qx,y,z)dzdx = /Q
// R(x,y,z)dedy = //R ggi:i; du dv (16.5.19)
s Q

tenglikni olamiz.

3 - eslatma. Odatda (16.5.13)-(16.5.15) belgilashlarni kiritish
quyidagicha asoslanadi: agar sirtni cheksiz kichik elementining yuzi
do ga teng bo‘lsa, u holda uni Oxy koordinatalar tekisligiga proek-
siyasining yuzi cosydo ga teng ho‘ladi. Boshga tomondan, Ozy
koordinatalar tekisligida cheksiz kichik element yuzi dz dy ga teng.
Shuning uchun

dw, (16.5.18)

cosydo = drdy

deb hisoblasak, (16.5.13) tenglik formal ravishda kelib chigadi.
16.5.2 - misol. Faraz qilaylik, S sirt quyidagi

2 2 2
S = {(w,y,z)eRS : w_+z_2+z_2: , z>0}
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ko‘rinishda berilgan bo‘lsin. U holda navbatdagi

1 = //zdwdy
s

ikkinchi tur sirt integralini hisoblang.
Agar

22 P
Q= {(w,y)ERQ : ?+b_2<1}

deb belgilasak, bu sirt

22 g2

2 =c\l—-— -5
a? b’

(x,y) € Q,

funksiyaning grafigidan iborat bo‘ladi.
16.5.1 - tasdiqqa va (16.5.13) tenglikka ko‘ra,

/ $2 y2
Q

Integralda quyidagi munosabatlar yordamida o‘zgaruvchilarni
almashtiramiz:

x = arcos p,
y = brsin.

Bu almashtirishning yakobiani

= qabr

D(x,y) acosy  bsiny
| —arsing brcosyp

ga teng.
Yangi o‘zgaruvchilarda

2(x,y) = \/1—7°2c052g0—7°2sin2g0 = V1—1r2
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ekanini hisobga olsak,

r=0 3

2 1
2 r=1
Iabc/dgo/x/l—ﬂrdr—?ﬂabc(l—ﬁ)?’/2 :2—7rabc.
0 0

16.6-§. Stoks formulasi

1. Stoks formulasi Grin formulasining umumlashgan holi bo‘lib,
u funksiya hosilasidan sirt bo‘yicha olingan integralni funksiyaning
o‘zidan sirt chekkasi bo‘yicha olingan integral bilan bog‘laydi.

Chekkasi 05 silliq egri chiziq bo‘lgan sodda sillig S sirtni qaray-
lik. Biz, qisqaroq qilib, S sirt silliq 95 egri chiziq bilan chegaralan-
gan deymiz.

Faraz qilaylik, & C R? sohada berilgan va S sirtni aniqlovchi
r(u,v) radius-vektor o‘zining r,, va r, hosilalari bilan birga Q = QU
0f2 yopiq sohaga uzluksiz davom ettirilsin. Bundan tashqari, qayd
etilgan radius-vektor Q ni S = S U S ga homeomorf aks ettirsin.
Bunda, albatta, 9€2 chegara S sirtning 05 chekkasiga homeomorf
akslanadi.

So‘ngra S sirtni shunday orientirlaylikki, bunda

n — @i (16.6.1)

normal vektor musbat bo‘lsin.

Bundan tashqari, biz (u, v) parametrlarning o‘zgarish sohasidan
iborat €2 ni bir bog‘lamli va uning 9€) chegarasini silliq Jordan egri
chizig‘i deb hisoblaymiz.

(u,v) nugta 9 egri chiziq bo‘ylab musbat yo‘nalishda (€2 soha
chapda qolib) harakatlanganda, r(u, v) nuqta 9S egri chiziq bo‘ylab
harakatlanadigan yo‘nalishni biz mushat deb ataymiz. Shunday qilib,
r(u, v) radius-vektor tabiiy ravishda 05 egri chizigning 02 egri chiz-
ig yo‘nalishiga mos yo‘nalishini aniglaydi.
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Shuni aytish kerakki, orientirlangan S sirt chekkasi uchun bun-
day aniglangan yo‘nalish (16.6.1) normalni tanlashga bog‘liq. Bu
yo‘nalishni quyidagicha tasavvur qilish mumkin: agar S sirtning
musbat yog‘ida turgan kuzatuvchi uchun £ nugta 95 kontur bo‘yicha
soat miliga teskari yo‘nalishda harakatlanayotgan ko‘rinsa, bu yo‘na-
lish konturning musbat yo‘nalishi bo‘ladi.

Faraz qilaylik, G C R? soha S sirtni o'z ichiga olsin, ya'ni S C G.
P(x,y, z) funksiya esa, shu G sohada uzluksiz differensiallanuvchi
bo‘lsin. Navbatdagi tasdiq o‘rinli.

16.6.1 - teorema. S sirtni o'z ichiga oluvchi G C R? sohada
wzluksiz differensiollanuvchi istalgan P funksiya uchun

oP oP
P = —_— _ — 0.
/ (2,9, 2) dx // P dzdx o dx dy (16.6.2)
88 s

tenglik o‘rinli, bu tenglikning chap tomonida ikkinchi tur egri chizigli
integral va o‘ng tomonida esa, tkkinchi tur sirt integrali turibds.

Isbot. Faraz qilaylik, S sirt r : @ — R3 vektor-funksiya bilan,
09 chegara esa, ®(t) = (p(t), ¥(t)) komponentalarga ega bo‘lgan®d :
[a, b] — R? vektor-funksiya bilan berilgan bo‘lsin. U holda S sirtning
0SS chekkasi r(u(t), v(t)) vektor-funksiya bilan aniglanadi, bu yerda
u(t) = @(t), v(t) = ¥(1).

(15.2.21) formulaga ko‘ra, (16.6.2) ning chap tomonidagi ikkinchi
tur egri chizigli integral uchun

tenglik o‘rinli, bu yerda x(t) = xz(u(t), v(t)).
Murakkabh funksiyani differensiallash qoidasiga ko‘ra,

Ox Ox
/ o !/ /
2 (t) = e (t) + 0" (t).
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Bundan chiqdi, (16.6.3) ning o‘ng tomonidagi integral

b b

/Px'(t)dt - /P(?i ’()+? V'(t ))dt

a a

ga teng.
Yana (15.2.21) formulani go‘llab, oxirgi tenglikni

Jrie = [r(yasr()or o

ko‘rinishda yozamiz.
So‘ngra quyidagi

/fdu+gdv = //(———U>dudfu

Grin formulasidan foydalanamiz.
Bu formulada f = P - x, va g = P - 2, deb, (16.6.4) dan

J (o (i) -
// L’M( (’9’0) a(?u (ng)} du dv (16.6.5)

tenglikka ega bo‘lamiz.
O‘ng tomondagi hosilalarni murakkab funksiyani differensiallash
goidasiga ko‘ra hisoblaymiz:

O (oY (9P o 0P oy 0P 0\ or 0%
ou\ dv) \dx Ou Oy ou 9z ou) v ouov’

O (poe\ _ (0P ov 0P oy OP 0:\ 0x %
v\ du)  \ox dv  dy v 9z ) o ouov’
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Mos hadlarni soddalashtirsak,

0 Ox 0 Or
Bu (Pa_> " o (Pa> -
or ((’92 ox Oz (’9:10) opP <8y ox Ay (’9:10)

9z \Gudv  dwou) Gy \dwdu  dwou

OP D(z,x) OP D(y,x)

9z D(u,v) oy D(u,v)

tenglikka ega bo‘lamiz.
Demak, (16.6.4) va (16.6.5) larga ko‘ra,

Jre = [ {5505 - e we

Agar (16.5.17)-(16.5.19) formulalarni hisobga olsak, bu tenglik
talab qgilingan (16.6.3) tenglikning o‘zidir.H
1 - eslatma. Teoremani isbotlash jarayonida biz oshkormas

ravishda ikkinchi tartibli

qildik. Bu hosila (16.6.5) int%gr%l ostidagi ifodani hisoblashda pay-
do bo‘lib, mos hadlarni soddalashtirish natijasida yo‘goldi. Shun-
ga garamasdan, teorema bu shartsiz ham o‘rinli ekanini isbotlash
mumkin.

Buni sirt bir marta uzluksiz differensiallanuvchi z = f(x,y)
funksiya grafigidan iborat bo‘lgan holda ko‘rsatish oson. Haqiqatan,
x=u, y=1v, 2= f(u,v) parametrlashtirishni kiritaylik. Bunda

2
aa g = 0 tenglik o‘rinli bo‘lib, teorema ishotining korrektligi ko‘ri-
ni% t%ribdi.

2 - eslatma. 16.6.1 - teorema isboti Grin formulasiga asoslana-
di. Bu formula §15.3 da regulyar bo‘lakli-silliq kontur uchun is-
botlangan edi. Bunga mos ravishda biz S sirtning 05 chekkasini
shunday bo‘lakli-silliq egri chiziq deb faraz gilamizki, uning r(u,v)
akslantirishdagi asli regulyar bo‘lakli-silliq kontur bo‘lsin.

aralash hosila mavjudligini talab
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2. Ushhu paragrafning asosiy magsadi navbatdagi teoremani is-
botlashdan iborat.

16.6.2 - teorema (Stoks formulasi). Faraz qilaylik, P, Q
va R funksiyalar S ni o'z ichiga olgan G C R® sohada uzluksiz
differensiallanuvchi bo‘lsin. U holda

/ Pla,y,2)dz + Q(ae,y, ) dy + R(x,y,2)dz —

oQ oP OR  0Q oP  OR
//( — y)dxder(ay - 8z>dydz+<8z —am>dzdx

(16.6.6)
formula o‘rinli.
Isbot. 16.6.1 - teoremaga ko‘ra,
/P(w,y, //—d zdr — a—Pd:Edy, (16.6.7)
dy
o8
_ oQ oQ
/Q(w,y,Z) dy = // oy Gy — - dydz (16.6.8)
o8 s
va
OR
- - = . 16.6.
/R(:E,y, // dydz o dzdx (16.6.9)
o8

Endi (16.6.7)-(16.6.9) tengliklarni qo‘shib, talab qilingan (16.6.6)
formulaga ega bo‘lamiz.l

Eslatma. Stoks teoremasining isboti 16.6.1 - teoremaga. asosla-
nadi. Lekin 16.6.1 - teoremada oshkormas ravishda r(u,v) radius-
vektorning komponentalari uzluksiz ikkinchi tartibli aralash hosi-
laga ega, deb faraz gilingan edi. 16.6.1 - teoremada keltirilgan 1-
eslatmaga ko‘ra, S sirt koordinata tekisliklaridan biriga o‘zaro bir
giymatli proeksiyalangan holda, ya’ni .S sirt istalgan ikki o‘zgaruvchili
funksiya grafigi bo‘lgan holda bu farazni olib tashlash mumkin.
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3. G C R? sohada aniglangan uchta P(x,y,z2), Q(z,y, z) va
R(x,y, z) funksiyani olaylik. Agar (& sohada shunday differensialla-
nuvchi U(x,y, ) funksiya topilsaki, uning birinchi differensiali

dU(z,y,2) = P(x,y,2)dx + Q(x,y,2)dy + R(x,y,z2)dz

(16.6.10)
ga teng bo‘lsa,
P(x,y,2)de + Qx,y,2)dy + R(z,y,z)dz (16.6.11)
ifodani G da to‘la differensial deymiz.
(16.6.10) dan quyidagi
ou ou ou
P=_ =—, R=— 16.6.12
oz’ oy’ 0z ( )

tengliklarning bajarilishi kelib chigadi.
Bunda U(x,y, z) funksiya A = (P, @, R) vektorning potensiali
deb ataladi.
Masalan,
xdr +ydy + zdz

ifoda to‘la differensial bo‘ladi, chunki U (z,y,2) = (2% +y? + 22)/2
funksiya differensiali bu ifodaga teng.
Lekin
ydr +zdy +xdz

ifoda, quyida isbotlanadigan 16.6.3 - teoremaga ko‘ra, to‘la differen-
sial bo‘lmaydi, ya'ni differensiali shu ifodaga teng U (x, y, z) funksiya
mavjud emas.

Xuddi ikki o‘zgaruvchili funksiya holidagidek, (16.6.11) ifoda-
ning to‘la differensial bo‘lishlik shartlarini, ya'ni biror U(x,y, 2)
funksiya uchun (16.6.10) tenglikning bajarilish shartlarini topish
masalasi nihoyatda muhimdir. Bu masalaning bhitta yechimini, xud-
di 15.4.2 - teorema kabi isbotlanadigan navbatdagi teorema beradi.

16.6.3 - teorema. Faraz qilaylik, P, @@ va R funksiyalar biror
nuqtaga nisbatan yulduzli bo‘lgan G sohada uzluksiz differensialla-
nuvchi bo‘lsin.
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(16.6.11) ifodaning to‘la differensial bo‘lishi uchun G sohada
0Q 0P  OR _0Q 0P OR

By By 8 o om

tengliklarning bajorilishi zarur va yetarl.

Isbot. 1) Faraz qilaylik, (16.6.11) ifoda biror U(z, y, z) funksiya-
ning to‘la differensiali bo‘lsin, ya'ni (16.6.12) tengliklar bajarilsin.
Bu tengliklardan U potensialning barcha ikkinchi tartibli uzluksiz
aralash hosilalarga ega ekani kelib chigadi. Bundan chiqdi, (16.6.13)
tengliklar qayd etilgan aralash hosilalarning differensiallash tartibi-
ga bog‘liq emasligini anglatadi, xolos.

2) Aytaylik, G soha A nuqtaga nisbatan yulduzli bo‘lsin. [AB]
simvol orqali A nuqtani istalgan (xg,yo,20) koordinatali B € G
nuqta bilan tutashtiruvchi kesmani belgilab,

(16.6.13)

Ul(xo, Yo, 20) = / P(x,y,2)de + Q(x,y,2) dy + R(x,y,2)dz
[AB]
(16.6.14)
deymiz.
B nugtani Ox o‘q bo‘ylab h masofaga siljitib, B, = (g +
h, Y0, 20) deb belgilaymiz. G to‘plam ochiq bo‘lgani uchun, yetar-
licha kichik h larda BBy, kesma butunligicha G da yotadi. Ravshan-
ki, S, = ABB), uchburchakning tomonlari regulyar bo‘lakli-silliq
0SSy, konturni tashkil qgiladi; bu kontur uchun (16.6.6) Stoks for-
mulasini qo‘llash mumkin. (16.6.13) ga ko‘ra, (16.6.6) ning o‘ng
tomonidagi sirt integrali nolga teng. Demak,

/ P(x,y,2)de + Q(x,y,2)dy + R(x,y,2)dz = 0. (16.6.15)
as),

dSp, kontur uch gismdan, ya'ni AB, BBy, va BpA dan iborat
bo‘lgani sababli, (16.6.15) integralni quyidagi

/de+Qdy+Rdz+ / Pdr +Qdy+ Rdz+
[AB] (BBy]
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+ / Pdr+Qdy+ Rdz =0 (16.6.16)
[BrA]

integrallar yig‘indisi ko‘rinishida yozish mumkin.
Birinchi integral, (16.6.4) ga ko‘ra, U(xo, yo, 20) ga teng. Uchin-
chi integral uchun, ikkinchi tur egri chiziqli integral xossasiga asosan,

/ Pdx+Qdy+Rdz = — / Pdx+Qdy+ Rdz = —U(xo+h, yo, 20)
[BrA| [AB4]
tenglik o‘rinli.

Shunday ekan, (16.6.16) ga ko‘ra,

U(xo + h,yo,20) — U(xo,y0,20) = / Pdr+ Qdy+ Rdz .
[BB]
Abssissalar o‘qiga parallel bo‘lgan B By, kesmada dy = 0 va dz =

0, hamda P funksiyaning uzluksizligini hisobga olsak,

/ Pdr+Qdy+ Rdz = /Pd:v = P(x0,v0,20) - h + o(h).
[BBp] BBy,

Demak,
U(xo + h,yo, 20) — U(xo,%0,20) = P(x0,y0,%0) -k +o(h) .

Bu esa (16.6.12) dagi birinchi tenglik bajarilishini anglatadi.

(16.6.12) dagi qolgan ikki tenglik ham xuddi shu usulda isbot-
lanadi. Binobarin (16.6.11) ifoda (16.6.14) tenglik bilan aniglangan
funksiyaning to‘la differensiali bo‘lar ekan.l

16.6.1 - misol. Ushbu

y222 do + 2xy2® dy + 3xy?2? dz

ifoda to‘la differensial ekanini ko‘rsating.
Agar
P=y%2%  Q=2xyz®, R =3xy*2?
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desak, oddiy hisoblashlar (16.6.13) shartlarning bajarilishini ko‘rsa-
tadi, ya'ni yuqoridagi ifoda biror U (x, y, ) potensialning to‘la diffe-
rensiali ekan. Berilgan ifodani navbat bilan har bir o‘zgaruvchi bo‘yi-
cha integrallab, va bunda qolgan o‘zgaruvchilarni o‘zgarmas deb
hisoblab, potensialni topish giyin emas:

U(x,y,2) = :Ey2z3 + C,

bunda ' ixtiyoriy o‘zgarmas son.

16.7-§. Gauss-Ostrogradskiy formulasi

1. Gauss-Ostrogradskiy formulasi Grin formulasining uch ol-
chovli analogidir. Uch o‘lchovli quyidagi

G = {(x,y,2) €R® : zi(2,y) <z < z2(v,y), (v,y) € D}
(16.7.1)
to‘plamni olaylik, bu yerda ikki o‘lchovli D C R? soha silliq chegara-
ga ega. Shu ko‘rinishdagi sohalarni bundan buyon Oz o‘qi bo‘ylab
joylashgan soha deb ataymiz.
16.7.1 - teorema. Faraz qilaylik, f(x,y,z) funksiya va uning

0 _
a—J; zususiy hostlasi Oz o‘qi bo ‘ylab joylashgan yopiq G sohada uzluk-
siz bo‘lsin. U holda

/G//W dudydz !G/f(w,y,z) dedy — (16.7.2)

tenglik o‘rinli; bunda tenglikning o‘ng tomonida ikkinchi tur sirt
integrali turibds.
Isbot. Quyidagi

22 <m7y)

/ W dz = [f(x,y, 22(2, ) — [y, 212, p))

Z1 <m7y)
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Nyuton-Leybnits formulasini olib, uni D soha bo‘yicha integral-
lasak,

)

)
/ dx dy / 78f(:g;y,z) dz =

7y

_ //f(x,y,zz(x,y)) dedy — //f(x,y,zl(x,y))dxdy
b D

tenglikka ega bo‘lamiz.

Endi bu tenglikning chap va o‘ng tomonlari mos ravishda talab
qilingan (16.7.2) tenglikning chap va o‘ng tomonlari bilan ustma-ust
tushishini qayd etish yetarli.ll

Faraz qilaylik, (16.7.1) ta’rifdagi z1(x,y) va 2z2(x,y) funksiyalar
D yopiq sohada uzluksiz va uzluksiz hosilalarga ega bo‘lsin. Bundan
tashqari, bo‘lakli-silliq 9G sirtning tashqi birlik normal vektori

n(xr,y,z) = (cosaq, cosf3, cosvy)

ko‘rinishda bo‘lsin.
Natija. 16.7.1 - teorema shartlari bajarilganda

/G//dedydz = 8/G fa,y,z) cosy(a,y,2)do

formula o‘rinli.

2. Agar (G soha har bir koordinata o‘qlari bo‘ylab joylashgan
bo‘lsa, biz uni regulyar deymiz. Masalan, har qanday qavariq soha
regulyar bo‘ladi.

16.7.2 - teorema (Gauss-Ostrogradskiy formulasi). Faraz

or (’9@
ox’ By’ Bz
lari yopiq requlyar G sohada uzluksiz bo‘lsin. U holda

I G 5y %) v~

qilaylik, P, Q, R funksiyalar va ularning — xususzy hosila-
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= // (Pcosa+ Qcos 5+ Rcos?y) do (16.7.3)

tenglik o‘rinli.
Isbot. 16.7.1 - teorema natijasiga ko‘ra,

P
///W dedydz = //P(:E,y,z) cosafx,y, z) do,
G Ple:

(16.7.4)
0
///W dedydz = / Q(z,y,2) cosB(x,y,2)do
! p)
“ (16.7.5)
OR
///W drdydz = //R(w,y,z) cosy(x,y, 2) do.
G
o (16.7.6)

u (16.7.4)-(16.7.6) tengliklarni qo‘shib chigsak, talab gilingan
(16.7.3) tenglikni olamiz.l
Eslatma. (16.7.3) formula chekli sondagi regulyar sohalarning
birlashmasi uchun ham o‘rinli. Hagigatan,

G = GHUGU S,

bu yerda S bo‘lakli-silliq sirt bo‘lib, u G’ sohani umumiy nuqtaga
ega bo‘lmagan ikki Gy va G regulyar qgismiy sohalarga ajratadi.
(i1 va (5 sohalarning har biri uchun (16.7.3) tenglikni yozamiz:

///<8P @Jr({;—]j) drdydz =

//(PcosoHchosﬁJchosv) do, k=12
OG
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Bu tengliklarni qo‘shib, uch karrali integralning additivligiga

ko‘ra,
oP 9Q OR B
///<%+a—y+§> diEdde—
G

— // (Pcosa+ Qcosf+ Reosy) do +

oG

+// (Pcosa+ Qcos f+ Reoswy) do

0Gs

munosabatga ega bo‘lamiz.

Endi 0G1 va 9G> bo'yicha olingan ikkinchi tur sirt integrallari-
ning yig‘indisi G bo‘yicha integralga teng ekanini qayd etish yetar-
li. Hagigatan, gayd etilgan yig‘indi <tashqi> 0G chegara hamda
<ichki> S sirt bo‘yicha integrallar yig‘indisidan iborat (16.4 -
rasm).

16.4-rasm

Bunda S boyicha ikkinchi tur sirt integrali ikki marta olinadi:
birinchi marta sirtning musbat yog‘i va ikkinchi marta esa, uning



manfiy yog‘i bo‘yicha. Shuning uchun S bo‘yicha ikki integral yig‘in-
disi nolga teng bo‘lib, faqat 9G bo‘yicha integral qoladi.
16.7.1 - misol. Agar a + b+ ¢ =1 bo'lsa,

//(awcosaerycosﬁJrczcosv) do = |G|
oG

tenglik o‘rinli, bu yerda |G| uch o‘lchovli G sohaning hajmi.
Hagigatan, Gauss-Ostrogradskiy formulasiga ko‘ra,

// (axcosa+bycos B+ czcosy) do =

oG
) (2 20 Y gy
G

/!/<a+b+c>dxdydz|Gl-

Eslatma. Yuqoridagi misol istalgan sohaning chegarasi bo‘ylab
harakatlanib, uning hajmini hisoblagh imkonini beradi.

16.8-§. Misollar

1 - misol. Agar S sirt Q = {(z,y) € R? : 2% +y? < 1}
doirada berilgan z = /1 — 22 — 32 funksiya grafigi bo‘lsa, bu sirtga
(ro,%0) € Q2 nugtada o‘tkazilgan normal vektorning yo‘naltiruvchi
kosinuslarini toping.

Ko‘rsatma. Bu sirtni r = (x,y,+/1 — 22 — y?) radius-vektor
bilan berilgan deb hisoblab, (16.1.21) formulalarni qo‘llang.

2 - misol. Agar S sirt Q = {(z,y) € R? : 2% 42 < 1} doirada
berilgan z = (2% +y?) funksiya grafigi bo‘lsa, bu sirt yuzini toping.

Ko‘rsatma. Agar u = x va v = y desak,

|[ru, o]l = V1 422+ 92
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Talab gilingan yuzani topish uchun bu kattalikni (16.1.26) integral-
ga qo‘yib, hosil bo‘lgan integralni qutb koordinatalar sistemasiga
o‘tib hisoblang.

3 - misol. f : @ — R funksiyaning grafigidan iborat S sirt
uchun birinchi kvadratik formani hisoblang. (16.2.5) formula yor-
damida |[r,, r,]| kattalikni topib, (16.1.20) formula bilan taqqoslang.
So‘ngra S sirt yuzasini hisoblash formulasini toping.

Ko‘rsatma. Agar u =z, v =y va z = f(x,y) desak, bu sirtni
r = (z,y, 2) radius-vektor bilan berish mumkin. Shunday ekan, F,
F va G kattaliklarni (16.2.3) formula yordamida hisoblang. S sirt
yuzasi uchun formula (16.2.6) dan kelib chigadi.

4 - misol. Faraz qilaylik, S sirt Q@ = {(z,y) € R? : -1 <
x <1, =1 <y < 1} kvadratda aniglangan f : @ — R funksiya
grafigidan iborat bo‘lsin. Bu sirtda yotuvchi z = f(0,y) egri chiziq
uzunligi uchun formula toping.

Kofrsatma. S sirt uchun £, I va (G kattaliklar xuddi 3 - misolda-
gi singari hisoblanadi. Egri chiziqni r = (0, y, f(0,y)) radius-vektor
bilan aniqglab, (16.2.9) formulani qo‘llang (bu yerda parametr y
bo‘lib, u(y) = 0 va v(y) = y).

5 - misol. Faraz qilaylik, S sirt z = 22 + y? funksiyaning grafigi-
dan iborat bo‘lsin. Bu sirt uchun ikkinchi kvadratik formani toping.

Ko‘rsatma. Agar u = z, v = y va z = 22 + y? desak, bu
sirtni r = (z,y, 2) radius-vektor bilan berish mumkin. Endi normal
vektorni (16.1.13) formula bilan aniglab, ikkinchi kvadratik formani
hisoblash uchun (16.3.2) formulani qgo‘llang.

6 - misol. Agar S = {(x,y,2) €R® : (2?2 + 9?2+t =1,2>
0} ko‘rinishda aniglangan sirt bo‘lsa, P = (0,0, 1, ) nuqtadagi bosh
egriliklarni hisoblang.

Ko‘rsatma. P nuqtadagi 7(P) urinma tekislikni toping va bu
tekislikni Oz o‘qiga ortogonal ekanligiga ishonch hosil giling. So‘ngra,
(16.3.33) formula asosida bosh egriliklarni hisoblang.

7 - misol. Agar S = {(x,9,2) €R® : 2 ty+tz=1,2>0y>



16-bob. Sirt bo‘yicha integrallar 439

0, z > 0} ko‘rinishda aniglangan sirt bo‘lsa, quyidagi

I = //(m+y)do
S

birinchi tur sirt integralini hisoblang.

Ko‘rsatma. Agar v = 2, v = y deb olsak, bu sirtni r =
(z, y, 1 —x —y) radius-vektor bilan berish mumkin. Endi |[ry, ry]]
kattalikni hisoblab, I integralni (16.4.3) formula yordamida Oxy
tekislikdagi uchburchak ho‘yicha integralga keltiring.

8 - misol. Agar S sirt

S = {(x,y,2) €R® : 2?2 ty? + 22 =d? 2 >0}
ko‘rinishdagi yarim sfera bo‘lib, r = (0,0, 22) bo‘lsa,

I = /r~n(:v,y,z)da

S

ikkinchi tur sirt integrali hisoblansin.
Ko‘rsatma. Agar

Q = {(z,y) €eR?* : 2* +y* < a?}
deb belgilasak, bu sirt
2= Vet -2 -y, (zy) €,

funksiyaning grafigidan iborat bo‘ladi. Endi 16.5.1 - tasdigni qo‘l-
lab, hosil bo‘lgan doira bo‘yicha integralda qutb koordinatalar siste-
masiga o‘tish yetarli.

9 - misol. Faraz qilalylik, .S sirt

S = {(x,y,2) €R® : 2?4+ 9° 4 22 =%}
ko‘rinishdagi sfera bo‘lib, Sy esa, quyidagi

S1 = {(x,y,2) €R® : x+y+2=0}
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tekislik bo‘lsin. Agar T" aylana S sferani S; tekislik bilan kesish
natijasida hosil bo‘lsa,

1 = /ydw+zdy+xdz
r
integralni hisoblang (integral, agar Ox o‘qining musbat yo‘nalishidan
qaralsa, soat miliga teskari yo‘nalishda olinayapti).
Ko‘rsatma. Avval [ integralni (16.6.6) Stoks formulasi yorda-
mida ' o‘rab turgan va S tekislikda yotuvchi S> doira bo‘yicha
integralga olib kelamiz:

I = —/ dydz + dx dz 4 dx dy.
S

So‘ngra bu integralni, (16.5.13) tenglikdan foydalanib,

I = —/(cosoHrcosﬁ + cosy) do.
So
ko‘rinishda yozib olib, cosa = cos§ = cosy = % tengliklardan

foydalanamiz.
10 - misol. Agar S sirt

S = {(z,y,2) eR® : 2* +y*+ 2% =a?}

ko‘rinishdagi sfera bo‘lsa, uning tashqi tomoni bo‘yicha olingan

= //deydz+y3dxdz+z3d:vdy

integralni hisoblang.
Kofrsatma. 16.7.1 - teorema yordamida Gauss-Ostrogradskiy
formulasini

P
/// ((’9 @ T %) dedydz = // Pdydz + Qdxdz + Rdxdy
Gle:

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu formula yordamida I integralni shar
bo‘yicha integral sifatida yozib olib, sferik koordinatalarga o‘ting.
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