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Qisqacha sharh

Ushbu kitob mualliflarning Matematik Tahlil deb nomlangan 2
gismlik o‘quv qo‘llanmalarini qayta ishlash natijasida yozilgan 3 ta
kitobdan uchinchisidir. Ushbu gismda parametrga bog‘liq integral-
lar xossalari bir va ko‘p o‘zgaruvchili hollarda o‘rganilgan (17-bob).
Darslikdan maydon nazariyasi hamda Furye integrallari va gator-
lariga bag‘ishlangan boblar ham o‘rin olgan (18-20-boblar).

Mazkur kitobda, xuddi birinchi va ikkinchi gismlardagi singari,
barcha matematik xulosalar gisqa va sodda isbotlar asosida bayon
gilingan va ko‘p sonli misollar bilan oydinlashtirilgan. Har bir bob-
ning oxirida mavzularni chuqur o‘zlashtirishga yo‘naltirilgan misol-
lar keltirilgan.

Ushbu kitob Mirzo Ulug‘bek nomli O‘zbekiston Milliy univer-
siteti va M. V. Lomonosov nomli Moskva davlat universitetining
Toshkentdagi filiali talabalariga mualliflar tomonidan o‘gilgan
ma'ruzalar asosida yozilgan. Ushbu darslik universitetlarning
"Matematika ", "Amaliy matematika va Informatika", "Mexanika",
"Informatika va axborot texnologiyalari" yo‘nalishlari bo‘yicha ta’-
lim oluvchi hamda oliy matematika chuqur o‘rganiladigan texnika
oliy o‘quv yurtlarida ta’lim oluvchi talabalar uchun mo‘ljallangan.
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Annorannsa

Lannasg KHUra sBigeTcsa TpeThell U3 TpexX KHUI HAMCAHHBLIX B
pesynbTare nepepaboTKN ABYXTOMHOTO Y9eOHOTO TocoOud aBTOPOB
o MaTeMaTHYecKOMY aHaJIN3y. B KHHUTe H3JaraloTcs CBOHCTBA WH-
TEerpajoB, 3aBHCAIMNAX OT MTapaMeTpPoB, KaK B OJIHOMEDHOM TaK H
B MHOTOMepHOM ciaydvasx (ItaBa 17). Bkiaouenbl Takzke 971€MeHTHI
TeopuH moJist, WHTerpasibl u psaabl Pypee (Imasbr 18-20).

Tax »Xe KaK W B TIEPBOM M BTOPOM TOMAaX, BCE MaTeMaTHIECKHE
YTBEPXKIEHN CHAOKEHB! KPATKUMU U TPOCTBIMI TOKA3aTEIHCTBAMU
U TPOWJLTIOCTPUPOBAHBI DOJILIMTUM KOJIMYECTBOM IPUMepOB. B koHIle
KayKJI0U IVIaBbl TPUBOAUTCS HAOOD 38744, NPeJIHA3HAYEHHBIX I
JIYUITIET0 YCBOEHNUSA MaTepHaJa.

Hacroamasa xkuura HamncaHa Ha OCHOBE JEKIHH, THTABIINXCA
aBTopamMu cryaentam HamnmonanbHOro yHUBepcuTeTa Y3beKncTana
uMenn Mwupso Viayroeka n TamkenTckoro dpuiamnans MOCKOBCKOTO
rocyaapcTeennoro yuupepcutera nMenu M. B. Jlomonocosa. [1pen-
Ha3HAYEHO /I CTY/AEHTOB YHHBEPCHTETOB IT0 HANPABIECHUAM
«MatremaTtnka», «llpukiagnas mMareMaTuka W WHGMOPMATHKAS,
«Mudopmarnka n nadOPMAITMOHHLIE TEXHOIOTHN» U «Mexanukas
a TakXKe JJId CTYAEHTOB TEXHUYECKHX BY30B ¢ YIVIYOJEHHBIM
N3y9eHNeM BBICIIEH MAaTaMATHKH.
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Annotation

This book is the third volume of the second edition of the two
volume books of these authors named Mathematical Analysis. The
book outlines properties of integrals depending on parameters as in
the one-dimensional and multidimensional cases (Chapter 17). Also
elements of field theory and Fourier series and integrals are included
(Chapters 18-20).

As in the first two volumes, all mathematical statements are
equipped with short and simple proofs and are illustrated by many
examples. At the end of each chapter there is a set of tasks designed
to enable better absorption of the material.

This manual is based on lectures given by the authors to students
of the National University of Uzbekistan named after Mirzo Ulugbek
and the Tashkent branch of Moscow State University named after
M. V. Lomonosov. It is designed for students of universities in areas
of "Mathematics", "Applied Mathematics and Computer Science",
"Information technology"and "Mechanics"as well as for advanced
students of engineering with indepth study of higher mathematics.
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So‘z boshi

Ushbu kitob mualliflarning Matematik Tahlil deb nomlangan
2 qismlik (1-gism 2012 yil va 2-qism 2017 yil chop etilgan) o‘quv
go‘llanmalarini gqayta ishlash natijasida yozilgan 3 ta kitobdan uch-
inchisidir. Ushbu qgism parametrga bog‘liq integrallar, maydon naza-
riyasi elementlari hamda Furye integrallari va qatorlarini o‘rganishga
bag‘ishlangan.

Uchinchi kitobdagi ba’zi o‘ziga xosliklar sanab o‘tamiz. Ko‘pchi-
lik darsliklarda biror natijaning muhimligi hagida umumiy so‘zlar
bilan cheklaniladi. Masalan, Maksvell nazariyasi to‘g‘risida gap
ketganda fagat Maksvell tenglamalarining katta ahamiyat kash qil-
ishi qayd qilinadi. Ushbu qgo‘llanmada esa, maydon nazariyasining
muhim yutuqlaridan biri aynan Maksvell nazariyasi ekanligi ko‘rsa-
tilgan va Maksvell tenglamalarining fizik mohiyati ochib berilgan.
Bundan tashqari, Kulon potensiali xossalariga tayangan holda, Ku-
lon gonuni hamda Bio-Savar qonuni keltirib chigarilgan.

Parametrga bog'liq integrallarga bag‘ishlangan bobda Laplas
usulini bayon qgilingan bo‘lib, ushbu usulga asoslangan holda Stirling
formulasi keltirib chigarilgan.

Furye gatorlari va integrallariga bag‘ishlangan hoblarga alohida
to‘xtalib o‘tish magsadga muvofiqdir. Odatda, Furye qatorlari Furye
integrallaridan so‘ng o‘rganiladi. Biz bu an’anani o‘zgartirishni tak-
lif gildik, ya’ni bizda o‘quvchi avval Furye integrallari bilan tanishib,
so‘ng Furye gatorlarini o‘rganadi. Nima uchun biz bunday taklifni
o‘rtaga tashladik? Birinchidan, bizning o‘ylashimizcha, Furye inte-
grallari nazariyasini o‘rganish Furye qatorlari nazariyasini o‘rganish-
ga nisbatan ancha oson. Ikkinchidan, bunday tartibda bayon qilin-
ganda, Furye integrallari nazariyasi bilan tanish bo‘lgan o‘quvchi
Furye qatorlari nazariyasidagi ko‘pgina natijalarni sezilarli daraja-
da oson qabul giladi. Shu sababli, Furye integrallariga bag‘ishlangan
bobdagi deyarli barcha natijalar yangi bo‘lib, ular boshqa adabi-
yotlarda keltirilmagan. Bundan tashqari, qo‘llanmada karrali Furye
integrallari va qatorlari nisbatan ancha to‘la o‘rganilgan. Karrali
Furye integrallarining xossalarini tadqiq qilishda biz karrali xosmas
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integrallarni regulyar jamlash usullarini qo‘lladik.

Furye integrallari nazariyasini bayon qilishda asosiy qiyinchilik
xosmas integrallarning yaginlashishini isbotlashdan iborat. Mazkur
kitobda, biz Furye integrali nazariyasini parametrga bog‘liq xosmas
integrallar nazariyasining tatbiqi deb qarab, bu qiyinchilikni yen-
gib o‘tishda asosiy vosita sifatida Abel jamlash usulini tanladik. Bu
usulni qo‘llash ko‘pgina teoremalarning isbotini sezilarli darajada
soddalashtirish imkonini berdi.

Furye integrallarining muhim ahamiyatga ega ekanini qayd etish
magsadida, biz Helmholts tenglamalari nazariyasiga oid misol
keltirdik va Radon almashtirishi hamda kompyuter tomografiyasi-
ga bag‘ishlangan band kiritdik. Bu bandda funksiyani uning Radon
almashtirishiga ko‘ra tiklash usuli asoslab berildi hamda bu al-
mashtirishning kompyuter tomografiyasida qo‘llanilishi tushuntiril-
di.

Mazkur gismning yana bir o‘ziga xosligi shundan iboratki, biz
o‘rganilayotgan mavzuga yaqin ba’zi fandagi zamonaviy yutuglarn-
ing matematik asoslarini keltirishga harakat qildik. Bunga misol
sifatida kompyuter tomografiyasini va shu nuqtai nazardan o‘ta mu-
him bo‘lgan (umuman aytganda, juda sodda tushuntirish mumkin
bo‘lgan) Gibbs hodisasini olishimiz mumkin.

Xuddi avvalgi ikki kitobdagi singari, ayrim paragraflar, bandlar
hamda alohida tasdiglarning tartib ragamlariga yulduzcha qo‘yilgan.
Buning ma’nosi shundan iboratki, bu paragraf va bandlar, asosiy
matndan unchalik qiyin bo‘lmasada, matematik tahlil bo‘yicha odat-
dagi dasturlarga kirmagan, lekin matematik tahlilni hamda uning
tadbiglarini kelgusidagi o‘rganishlarda foydali bo‘lgan materiallarga
egadirlar.

Nihoyat yana shuni qayd etamizki, darslikda qulaylik uchun is-
botlar yakuni qora kvadrat B orqali belgilangan.

Kitob Mirzo Ulug‘bek nomli O‘zbekiston Milliy universiteti va
Lomonosov nomli Moskva davlat universitetining Toshkentdagi
filiali talabalariga mualliflar tomonidan o‘qgilgan ma’ruzalar asosida
yozilgan.

Ushbu Matematik analiz deb nomlangan 3 ta kitob birgalik-
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da universitetlarning "Matematika", "Amaliy matematika va
informatika", "Mexanika", "Informatika va axborot texnologiya-
lari" va "Axborat tizimlarini matematik va dasturiy ta’'minoti"
yo‘nalishlari bo‘yicha hamda oliy matematika chuqur o‘rganiladigan
texnika oliy o‘quv yurtlarida ta’lim oluvchi talabalar uchun mo‘ljal-
langan bho‘lib, u differensial va integral hisobi kursini to‘la qamrab
oladi.



17-bob. Parametrga bog‘liq integrallar

17.1-§. Parametrga bog‘liq integrallarning asosiy
xossalari

1. Yopiq to‘g‘ri to‘rtburchak:
Q= {(z,y) €R?* : a<w<h, c<y<d

va bu to‘g‘ri to‘rtburchakda haqiqiy qiymat qabul qiluvchi f:
) — R funksiya berilgan bo‘lsin. Faraz qilaylik, har bir tayinlangan
x € la,b] uchun y o‘zgaruvchining f(x,y) funksiyasi [c, d] kesmada
integrallanuvchi bo‘lsin. U holda har bir « € [a, b] uchun

d
(a) — / f(a) dy

integralni aniglash mumkin.

Bu integralda x o‘zgaruvchi parametr deb va integralning o‘zi
esa, x parameltrga bog‘liq integral deb ataladi.

Ba’zan parametr uchun Yunon alifbosidagi harflardan foydalani-

ladi, masalan,
1

b(a) = /%e‘aydy.

Bizning navbatdagi maqgsadimiz parametrga bog‘liq integralning
parametr bo‘yicha uzluksiz, differensiallanuvchi va integrallanuvchi
funksiya bo‘lish shartlarini topishdan iborat.

Tadbiglarda ko‘pincha shunday integrallar uchraydiki, bunda
integral ostidagi funksiya x parametr bo‘yicha uzluksiz bo‘lib, y
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o‘zgaruvchi bo‘yicha esa, uzilishga ham ega bo‘lishi mumkin. Shu

sababli, biz
d

) = ]fg<y>f<x,y>dy (a7.1.1)

c

ko‘rinishdagi parametrga bog'liq integrallarni o‘rganamiz.
Ushbu paragrafda integral ostidagi g funksiyani [e, d| kesmada
integrallanuvchi deb faraz gilamiz. Shuning uchun

d
nmlh/W@M@

kattalik chekli sondan iborat.

2. Biz (17.1.1) integralning uzluksizligini ko‘rsatishdan boshlay-
miz. Eslatib o‘tamiz, C'(Q) simvol bilan yopiq @ to‘g‘ri to‘rthur-
chakda uzluksiz bo‘lgan barcha funksiyalar to‘plami belgilangan edi.

17.1.1 - teorema. Agar f € C(Q) bo‘lsa, u holda (17.1.1)
integral |a, b] kesmada uzluksiz funksiya bo ‘ladi.

Isbot. Kantor teoremasiga ko‘ra, f funksiya @ to‘g‘ri to‘rthur-
chakda tekis uzluksiz, ya'ni istalgan £ > 0 uchun shunday § > 0
topiladiki, barcha (x,y) € @ va (£,n) € @ lar uchun

V=€ y—n? <3

shartdan

[f(@,y) = JEm] < e

tengsizlik kelib chigadi.
Aytaylik, x € [a,b] va x + h € |a,b] bo‘lsin. U holda

d
¢@+h)—¢@0L/M@U@+hw)—f@wﬂw

tenglik o‘rinli.
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Agar |h| < § bo‘lsa, Kantor teoremasiga ko‘ra, |f(x + h,y) —
f(z,y)| < bo‘ladi va demak,

d
B+ h) — )] < e/|g<y>|dy ~ lglls -

Buesa (17.1.1) integralning x nuqtada uzluksizligini anglatadi.ll
17.1.1 - misol. Ushhu

™

Ia) = / Y
T+ asiny
0
integral o > 0 yarim to‘g‘ri chizigda « parametrning uzluksiz funksi-
vasi ekani ko‘rsatilsin.

Ahamiyat bering, integral ostidagi funksiya 2 = 0 nugtada aniqg-
lanmagan va shuning uchun integralni, umuman aytganda, xosmas
deb hisoblashimiz kerak. Ammo, birinchi ajoyib limitdan foydalanib,
2 = 0 daintegral ostidagi funksiyani 1/(1+a) ga teng deb hisoblasak,
uning [0, 7] kesmada uzluksiz funksiyaga aylanishini ko‘rsatish qiyin
emas.

Umuman, agar integral ostidagi funksiya integrallanish kesmasi-
ning chegaraviy nugtasida chekli limitga ega bo‘lsa, ana shu limit
funksiyaning qayd etilgan nuqtadagi qiymati deb hisoblaladi.

Bunday kelishuvda integral ostidagi funksiya (z, «) o‘zgaruvchi-
lar bo‘yicha 0 < # < 7 va o > 0 sohada uzluksiz funksiyaga aylana-
di. Shunday ekan, o‘rganilayotgan integralning uzluksizligi bevosita
17.1.1 - teoremadan kelib chigadi.

3. Parametrga bog‘liq integralning integrallanish masalasini o‘r-
ganamiz.

17.1.2 - teorema. Iztiyoriy [ € C(Q) funksiya uchun (17.1.1)
tenglik bilan aniqlangan ® funksiya |a, b] kesmada integrallanuvchi
bo lib,

b d b
/@(w) dx /g(y) dy/f(ac,y) dx (17.1.2)
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tenglik o‘rinli.

Isbot. (17.1.2) ning chap tarafida avval y, so‘ngra x bo‘yicha
olingan takroriy integral turibdi. Bu tenglikning o‘ng tarafida esa,
avval x, so‘ngra y bo‘yicha olingan takroriy integral turibdi. 13.5.1
- teoremada bu ikki integralning quyidagi

// flx,y) dedy

ikki karrali integralga tengligi ko‘rsatilgan. Demak, (17.1.2) dagi
takroriy integrallar o‘zaro teng.ll

Ba’zan, bir karrali integrallarni hisoblashda ham, sun’iy ravishda
parametr kiritib, 17.1.2 - teoremani qo‘llash foydali bo‘ladi.

17.1.2 - misol. Ushhu

w/2

.3
sin® &
1 = / dx
Incos x
0
xosmas integral hisoblansin.
Yordamchi
2 t|t=2 2 )
/cosac ~ (cosx) _cosr—1  sin"x
~ Incosz|,_, Incosx Incosx
0
integralni kiritaylik. 17.1.2 - teoremaga ko‘ra,
w/2 2 w/2
I = —/(ID(:E) sinvdr = —/dt/(cos:v)t sina dx .
0 0 0
Agar
w/2 /o
—/(cosac)t sinxdr = M”J " b
trL |, trl

0
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ekanini hisobga olsak, berilgan integral uchun

2
I—/i—ln?)
t+1

0

tenglikka ega bo‘lamiz.

4. Parametrga bog‘liq integralning differensiallanuvchi bo‘lish
masalasini o‘rganamiz.

17.1.3 - teorema. Agar f € C(Q) va % € C(Q) bolsa, u

holda (17.1.1) integral |a,b] kesmada uzluksiz differensiallanuvchi
bo lib,

bRk Fa 17.1.
T Y dy (17.1.3)

d
do(x) /g( )8f(£y)

tenglik bajariladi.
Isbot. Ushbu

Y(x) = /g(y)Tdy (17.1.4)

funksiyani qaraylik.

17.1.1 - teoremaga ko‘ra, bu funksiya |a,b] kesmada uzluksiz.
Demak, istalgan x € [a,b] uchun u [a, x| kesmada integrallanuvchi.
U holda

x

/afgt’y)dt = [l y) = fla,y), a<z<h,

a

Nyuton-Leybnits formulasini qo‘llab, 17.1.2 - teoremaga ko‘ra,

i¢(t) dt/dg(y) dyiafg;’y) dt =
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tenglikka ega bo‘lamiz.
Demak,

O(x) = P(a) + /1/1(15) dt.

O‘ng tarafda uzluksiz funksiyadan olingan yuqori chegarasi o‘z-
garuvchi integral turibdi. Bu integralni x bo‘yicha differensiallab,

de(x)
D )

tenglikni olamiz.

Bundan, (17.1.4) ta'rifni e’tiborga olsak, talab qilingan (17.1.3)
tenglik kelib chigadi.l

Eslatma*. Aniq integralga Riman bergan ta’rif quyidagi ikki

Fi() = f(2) )
va .
F(x) - Fla) = / £(t) dt (+%)

tenglik orasida maksimal umumiylikda bog‘lanish o‘rnatishga inti-
lish bilan bog'liqg.

Chunonchi, agar f funksiya Riman bo‘yicha integrallanuvchi
bo‘lsa, (*) tenglikdan (**) tenglik kelib chigadi. Teskari tasdiq, umu-
man aytganda, o‘rinli emas: f funksiya Riman bo‘yicha integralla-
nuvchi bo‘lib, (**) tenglikni qanoatlantirsada, ammo (*) tenglik ba-
jarilmasligi mumkin (6 - bob oxirida keltirilgan 9 - misolga
qarang). Teskari tasdiq qo‘shimcha shartlarda, masalan, f uzluksiz
bo‘lganda o‘rinli.

Zamonaviy yondashuvda hosila ta’rifi (**) tenglikka asoslana-
di: agar f funksiya integrallanuvchi bo‘lib, (**) tenglik bajarilsa, u
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holda bu funksiya F' funksiyaning umumlashgan hosilasi deb ata-
ladi va I orqali belgilanadi. Bunday yondashuvda (*) tenglik (**)
tenglikning boshqa bir ko‘rinishiga aylanadi.

Shuni aytish kerakki, 17.1.3 - teoremaning yuqorida keltirilgan
isboti, aslida, umumlashgan hosila uchun ham o‘rinli.

5. Faraz qilaylik, ¢ (x) funksiya [a, b] kesmada aniglangan bo‘lib,
giymatlar to‘plami [, d] kesmadan iborat bo‘lsin. Yuqori chegarasi
o‘zgaruvchi bo‘lgan

o(z)
U(x) = /f(w,y)dy (17.1.5)

integralni qaraylik.
o
17.1.4 - teorema. Faraz qilaylik, f € C(Q) va (’9_:J; € C(Q)

bo‘lib, @ funksiya |a,b] kesmada uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lsin.
U holda (17.1.5) integral |a, b] kesmada uzluksiz differensiallanuvchi
Sfunksiya bo‘lib,

()
dV (x) of(x,y) di(x)
= 17.1.
= [y @) B2 ane)
tenglik bajarilads.
Isbot. Ikki o‘zgaruvchili
P = [ ) dy (17.1.7)

funksiyani qaraylik.
Yuqori chegarasi o‘zgaruvchi bo‘lgan integral xossasi va 17.1.3 -
teoremaga ko‘ra, bu funksiya uzluksiz qismiy hosilalarga ega:

U

oF (x,u) [ Of(@,y)
ox / ox

OF (x,u)

By flzyu).  (17.1.8)

dy,

c



18 17.1-§. Parametrga bog‘liq integrallarning asosiy xossalari

Demak, F'(x,u) ikki o‘zgaruvchining uzluksiz differensiallanuv-
chi funksiyasi bo‘lar ekan. (17.1.5) ta’rifga ko‘ra,

Shunday ekan, murakkab funksiyani differensiallash qoidasiga
ko‘ra,

V@) = Lo o) + L g - 220

(17.1.8) tengliklarni hisobga olsak, bundan talab qilingan (17.1.6)
tenglik kelib chigadi.l
of

Natija. Faraz qilaylik, f € C(Q) va (’9_y € C(Q) bo‘lsin. Agar

w(x) va Y(x) funksiyalar [a,b] kesmada uzluksiz differensiallanuvchi
bo‘lib, qiymatlari [c,d] kesmada yotsa,

integral [a,b] kesmada uzluksiz differensiallanuvchi funksiya bo‘ladi
V6

(@)

®
Py = [ P4y o)) e v e
¥(z)

(17.1.9)
tenglik bajarilads.
Hagigatan, buni ko‘rsatish uchun

o(x) P(x)
I(z) = / Fay) dy — / Fay) dy

tenglikdan foydalanib, 17.1.4 - teoremani qo‘llash yetarli.
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17.1.3 - misol. Parametrga bog'liq

2x

I(x) = /ln(w2+y2) dy

x

integralning x > 0 da hosilasini toping.
(17.1.9) formulaga ko‘ra,

2z
d
I'(x) = 2m/:v27$y2 + In(2?® +42%) -2 — In(z? +2?) =

x

y=2
= 2arctg g‘

X
+ 2Inb2° —In22% =
=z

= 2arctg2 —2arctgl +2Inb5 —In2+2Inx .
Demak,

2
2Inx + Cpy, buyerda Cy=2arctg2 — — +1n75.

I'(z)

6. Integral ostidagi funksiya haqiqiy o‘zgaruvchining kompleks
giymat gabul giluvchi funksiyasi bo‘lgan holda ham, ya’ni

f(mvy) - fl(mvy) + ifQ(mvy)

d
bo‘lganda ham parametrga bog'liq ®(z) = [ f(z,y)dy integrallar

c

xuddi yuqoridagidek o‘rganiladi.
Agar

- /fk(mvy)dyv k:1727
deb belgilasak, qayd etilgan integral

P(x) = Oi(x) + iDa(x)

ko‘rinishga ega bo‘ladi.
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Ko‘pgina parametrga bog‘liq integrallarni hisoblashda bu belgi-
lashdan foydalanish asqotadi.
17.1.4 - misol. Ushbu

R
1 = /e‘o‘m sin Sx dx
0

integralni hisoblang.
Buning uchun

R
d(B) = /e—aeriﬁz dx
0

yordamchi integralni qaraymiz, bu yerda 3 haqiqiy parametr. Komp-
leks qiymatli funksiyalarni integrallash qoidasiga ko‘ra:

R

. (iB—o) _ ,—aR+iBR
R P e L
i —« a—1if
0 =0
Demak,
| _ p—aR -
o(3) — e~ **(cos SR+ isin BR) (a+if). (17.1.10)

a? + (2
Haqigiy va mavhum gismlarni ajratsak, quyidagi ikki

R

o a— e “F(acos BR — Bsin BR)
/e cos frdr = o2 1 5 (17.1.11)
0
va
a —aR :
/e‘o‘m sin e dr = p-e (ﬁo(j;)SféeraSlnﬁR) (17.1.12)
0

tenglikni olamiz.
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7. Parametrga bog'liq integrallar funksiyalarni silliqlashda, ya’ni
berilgan funksiyani undan kam farq giladigan silliq funksiya bilan
almashtirishda foydalaniladi. Buni biz hammasidan ko‘ra keng qo‘l-
laniladigan silliglash usuli misolida ko‘rsatamiz. Buning uchun

1

1 1

1= /ezzldm
-1

1
Ae — |, |z <1,
w(z) = P <£E2 — 1) & (17.1.13)
0, 2| =1,

deb,

funksiyani kiritamiz.

Bu funksiyaning R sonlar o‘qgida cheksiz differensiallanuvchi eka-
nini tekshirish giyin emas (10.9.9 - misol bilan solishtiring). Bundan
tashqari, u (—1, 1) intervaldan tashqarida nolga teng bo‘lib,

shartni qanoatlantiradi.
Shunday ekan, istalgan h > 0 uchun
1 x

wh(z) = 7w <E) (17.1.14)

funksiya ham cheksiz differensiallanuvchi bo‘lib, u manfiymas,
(—h, h) intervaldan tashqarida nolga teng va

/wh(w) de = 1 (17.1.15)

R

shartni qanoatlantiradi.

Bundan istalgan h,, — 0 ketma-ketlik uchun {wy,, (z)} funksiya-
lar ketma-ketligining delta-simon ekani kelib chigadi (§10.6 ning
1 - bandiga garang).
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Eslatib o‘tamiz, agar f : R — R funksiya sonlar o‘qidagi har
ganday kesmada integrallanuvchi bo‘lsa, biz uni lokal integrallanuv-
chi deb atagan edik. Ixtiyoriy lokal integrallanuvchi f funksiya va
istalgan h > 0 uchun

flz) = / wn(@ —y) F(y) dy (17.1.16)

R

funksiyani (f funksiyaning o‘rtachasi deb ataymiz) kiritamiz.
Bu funksiyani, integralda o‘zgaruvchini almashtirib, quyidagi

h
flz) = / won(y) fy +2)dy = / wn(y) fy - 2)dy (17.1.17)
R —h

ko‘rinishda yozish mumkin.

Oxirgi integralga, = ni parametr deb hisoblab, yuqorida isbotlan-
gan teoremalarni qo‘llashimiz mumkin. Xususan, (17.1.16) teng-
likdan f;(z) funksiyaning cheksiz differensiallanuvchi ekani kelib
chigadi.

(17.1.17) formula uzluksiz funksiyalarni cheksiz differensialla-
nuvchi funksiyalar bilan tekis yaqinlashtirishda ishlatiladi.

17.1.1 - tasdiq. Istalgan uzluksiz f: R — R funksiya uchun R
dagi har qanday kesmada tekis ravishda

Jim f(z) = f(2) (17.1.18)

tenglik o‘rinli.

Isbot. Aytaylik, h, nolga intiluvchi musbat sonlarning ixtiyoriy
ketma-ketligi bo‘lsin. Yuqorida qayd qilinganidek, {wp, (2)} funksi-
yalar ketma-ketligi deltasimondir (§10.6 ning 1 - bandiga garang).
Shunday ekan, teoremaning o‘rinli ekanligi bevosita 10.6.1 - teorema
va funksiya limitining Heine ta’rifidan kelib chigadi.l

1 - eslatma. Agar f funksiya k-tartibli uzluksiz hosilaga ega
bo‘lsa, u holda z € R bo‘yicha tekis ravishda

) A

h—0 dxF dak
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tenglik bajariladi.
Buni isbotlash uchun (17.1.17) formula o‘rniga

1P @) = / wn(y) FO(y + ) dy

R

tenglikdan foydalanish yetarli.

2 - eslatma. (17.1.18) tenglikning biror tayinlangan z € R
nuqtada bajarilishi uchun f funksiyaning R sonlar o‘qida uzluksizli-
gini talab qilish shart emas. Buning uchun f funksiyaning aynan
o‘sha x nuqtada uzluksiz bo‘lishi kifoya. Haqiqatan, (17.1.17) ta'rif
va (17.1.15) shartga ko‘ra,

fl) — f(@) = / o+ y) — f@)]dy.  (17.1.19)

Endi, funksiya uzluksiz bo‘lgan har bir nugtada o‘ng taraf h — 0
da nolga intilishini qayd etish yetarli.

(17.1.17) funksiyadan uzilishga ega funksiyalarni silliqglashda ham
foydalaniladi.

17.1.5 - misol. Quyidagi

-1, x<0,
fx) = signe = ¢ 0, x=0, (17.1.20)
1, x>0,

funksiyani qaraylik.
(17.1.17) tenglikdan mos silliglangan fp,(x) funksiyaning R son-
lar o‘qida cheksiz differensiallanuvchi ekani kelib chigadi. Bundan
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tashqari, bu funksiya |x| > h da signa funksiya bilan ustma-ust
tushadi.

Haqgiqatan, agar @ > h bo‘lsa, f(y + x) funksiya —h <y < h
da 1 ga teng va shuning uchun, (17.1.17) dan fp(z) = 1 tenglikni
olamiz. Shunga o‘xshash, agar @ < —h bo‘lsa, f,(x) = —1. Demalk,
qaralayotgan holda

folx) = signx, |x| > h,

va —h < x < h kesmada esa, R sonlar o‘qida cheksiz differensialla-
nuvchi bo‘lgan holda, f,(x) funksiya —1 dan 1 gacha o‘sadi (17.1 -
rasm).

K=

y=hix)

17.1-rasm

Yuqoridagi singari mulohazalarni navbatdagi funksiyaga ham
go‘llash mumkin.

17.1.6 - misol. Istalgan @ € R uchun Hevisayd yoki <zina-
chax> deb ataluvchi

0, z<a
x) = ’ ’ 17.1.21
x() {17 v (17.1.21)

funksiyani qaraymiz.
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Bu funksiyaning (17.1.16) tenglik bilan aniglangan xp(x) o‘rta-
chasi,z <a—hdalOgavax >a+t+hdalgateng.a—h<zx<a+h
kesmada xp(x) funksiya, R sonlar o‘qida cheksiz differensiallanuvchi
bo‘lgan holda, 0 dan 1 gacha o‘sadi (17.2 - rasm).

L i

ah a ath x

17.2-rasm

8. Albatta, Riman bo‘yicha integrallanuvchi har qanday f funk-
sivani cheksiz differensiallanuvchi funksiyalar bilan tekis approksi-
matsiyalash mumkin emas, chunki f uzluksiz bo‘lmasligi ham
mumkin. Shunday bo‘lsada, o‘rtacha ma’noda (ya'ni quyida keltiril-
gan (17.2.22) tenglik ma’nosida) bunday approksimatsiyalash o‘rinli.

17.1.2 - tasdiq. Agar f : R — R lokal integrallanuvchi funksiya
bo‘lsa, u holda istalgan |a,b] C R kesmada

b
Jim /\fh(x)—f(x)\dx =0 (17.1.22)

tenglik o‘rinli, bu yerda fp, funksiya (17.1.16) tenglik bilan aniqlan-
gan.
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Isbot. (17.1.19) tenglikka ko‘ra,

b

b
/ nl@) — f@)]do < / da / wn @)@ +y) — f@)|dy =

a R
b
— [ty [ 156 1) - F@)da (17.1.23)
[yl<h a

10 - bobdagi 10.8.3 - teoremaga asosan, istalgan lokal integralla-
nuvchi f funksiya uchun

b
lim /|f<x+y>—f<x>|dx ~ .

Bundan chiqdi, istalgan ¢ > 0 uchun shunday & > 0 topiladiki,
ly| < & bo‘lganda

b
/|f<x+y>—f<x>|dx <

baho bajariladi.
Demak, h < ¢ da (17.1.23) va (17.1.15) munosabatlarga ko‘ra,

b
/‘fh(m)_f(w)‘dw < e / wp(y)dy = e.

ly|<h

Bu esa talab qilingan (17.1.22) tenglikning bajarilishini anglatadi.ll

O‘rta kvadratik yaqginlashish uchun ham shunga o‘xshash tasdiq
o‘rinli.

17.1.3 - tasdiq. Agar f : R — R funksiya lokal integrallanuovchi
bo‘lsa, u holda istalgan |a,b] C R kesmada

b
Jim /\fh(x)—f(x)\de ~ 0 (17.1.24)
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tenglik o‘rinli, bu yerda fp, funksiya (17.1.16) tenglik bilan aniqlan-
gan.

Isbot. Ma’lumki, bhiror kesmada Riman bo‘yicha integrallanu-
vchi har qanday funksiya shu kesmada chegaralangan bo‘ladi. Shart-
ga ko‘ra f funksiya lokal integrallanuvchi bo‘lgani sababli, u har bir
kesmada chegaralangan va xususan, [a—1, b+ 1] kesmada ham, ya'ni

If(x)] < M, a—1<xz<b+1

Bevosita (17.1.16) formula va silliglovehi wy, yadro xossalariga
ko‘ra, f funksiyani approksimatsiyalovchi fp(x) funksiya ham
0 < h < 1 uchun [a,b] kesmada xuddi o‘sha M o‘zgarmas bilan
tekis chegaralangan. Ya'ni:

[f(x) = fu(@)? < 2M|f(2) = fulw)l, a<a<b.

Demak, (17.1.24) munosabat to‘g‘ridan to‘g‘ri (17.1.22) dan ke-
lib chigadi.l

9. Funksiyani silliglashning yuqorida o‘rganilgan usuli matemati-
kada keng foydalaniladi. Biz buni, 6 - bobda ancha chegaralovchi
shartlar ostida isbotlangan, ikkinchi o‘rta giymat formulasi misolida
ko‘rsatamiz. Quyida bu formulani umumiyroq (klassik) ko‘rinishi-
ning ishoti keltiriladi.

17.1.4 - tasdiq (ikkinchi o‘rta giymat formulasi). Faraz
qilaylik, f funksiya |a,b] kesmada integrallanuvchi bo‘lib, g funksiya
esa, bu kesmada monoton va kesma chekkalarida uzluksiz bo‘lsin. U
holda shunday & € |a,b] nuqgta topiladiki, u uchun

b 13 b
/ f@g(@) de = g(a) / F(x) da + g(b) / fyde  (17.125)
a a £

tenglik (Bonne formulasi) bajariladi.

Isbot. Avvalo shuni qayd etish joizki, har ganday monoton funk-
siya Riman bo‘yicha integrallanuvchi (6.5.1 - teoremaga qarang)
bo‘lgani sababli, (17.1.25) formulaning chap gismidagi integral ma’-
noga ega.
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Eslatib o‘tamiz, 6 - bobda (17.1.25) formula f uzluksiz va g esa,
differensiallanuvchi funksiya bo‘lgan holda isbotlangan edi ((6.5.29)
formulaga qarang).

f funksiyani [a, b] kesmadan R to‘g‘ri chiziqqa < a da f(x) =
f(a) deb va x > b da f(z) = f(b) deb davom ettiramiz. Xuddi
shu usulda g funksiyani ham davom ettiramiz. f(x) simvol orqali f
funksiyaning (17.1.16) tenglik bilan aniglangan o‘rtachasini belgilay-
miz. gp(x) belgilash ham xuddi shu ma’noga ega.

Bu ikki funksiya cheksiz differensiallanuvchi bo‘lib, g, (z) mono-
ton hamdir. Haqgiqatan, aytaylik, g(x) o‘suvchi bo‘lib, 21 < a2
bo‘lsa, u holda, (17.1.17) ta'rifga ko‘ra,

an(en) = / wn(y) gy + 21) dy < / wn(y) gy + 22) dy = gn(2z).
R R

Shunday ekan, biz f(z) va gn(x) silliq funksiyalarga 6 - bobda
ishotlangan ikkinchi o‘rta giymat formulasini qo‘llashimiz mumkin.
Natijada

b &n b
/ fu(@)gn(@) dz = gu(a) / fule) e+ gu(b) / ful) dz (17.1.26)
a a fh

tenglikka ega bo‘lamiz, bu yerda &, [a, b kesmaning biror nuqtasidir.

17.1.2 - tasdiqga ko‘ra, h — 0 da fn va gp funksiyalar mos
ravishda f va g funksiyalarga o‘rtacha ma’noda yaqginlashadi. Bun-
dan tashqari, 17.1.1 - tasdiqqa keltirilgan 2 - eslatmaga ko‘ra,

gn(a) — g(a), gn(b) = g(b), h— 0.

Aytaylik, {hy} biror cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘lib, h indeks
h, qiymatlarni qabul qilsin. &, sonli ketma-ketlik chegaralangan
bo‘lib, Boltsano-Veyershtrass teoremasiga ko‘ra, undan biror ¢ €
[a,b] nuqtaga intiluvchi qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin.
(17.1.26) tenglikda h indeksni shu ketma-ketlik bo‘yicha nolga intil-
tirsak, talab qilingan (17.1.25) formulani olamiz.l



Eslatma. 3.4.1 - teoremaga ko‘ra, har qanday monoton g funksi-
ya istalgan ¢ nuqtada bir tarafli g(c 4+ 0) limit giymatlarga ega.
Ikkinchi o‘rta qiymat formulasi g funksiya a va b nuqtalarda uzluksiz
bo‘lmagan holda ham o‘rinli ekanini ko‘rsatish oson. Umumiy holda
bu formula

b 3
/ J(@)g(@) dz = g(a+0) / J(@) da 1 g(b—0)

a

flx)dxe (17.1.27)

m—

ko‘rinishda yoziladi.

17.2-§. Parametrga bog‘liq xosmas integrallar

1. Parametrga bog‘liq birinchi tur xosmas integrallar-
ning tekis yaqginlashishi.
1Y, Faraz qilaylik, f(z,y) funksiya

Qi = {(xy) eR? : a<w<h c<y<oo}

yarim tasmada berilgan bo‘lib, har bir € [a,b] uchun [¢,+00)
yvarim to‘g‘ri chizigda xosmas ma’noda integrallanuvchi bo‘lsin. U
holda, parametrga bog‘liq birinchi tur zosmas integral deb ataluvchi,
quyidagi

O(x) = /f(:v,y)dy (17.2.1)

funksiya [a, b] kesmada aniglangan bo‘ladi.
Eslatma. Ikki va undan ortiq parametrga bog‘liq xosmas integ-
rallar ham xuddi shunday aniglanadi. Masalan, navbatdagi

O(a, B) = /e‘o‘m cos fx dx
0
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va

U(a, ) = [ e sinfrdr
/

ikki integral o va 8 parametrlarga bog‘liq xosmas integrallardir.

Bu integrallarning istalgan « > 0 parametr uchun yaqinlashishi
(17.1.11) va (17.1.12) tengliklardan kelib chiqadi. Haqiqatan, bu
tengliklarda R — 400 deb limitga o‘tsak,

o'
o dv = ——, a>0, 17.2.2
/e cos fa dx o7 1 a ( )
0
va -
/6_0‘”J sinfrdr = L, a>0 (17.2.3)
a? 32

0
munosabatlarga ega bo‘lamiz.

Ta’rif. Agar (17.2.1) zosmas integral yaginlashuvchi bo‘lib, istal-
gan £ > 0 olganda ham shunday A > 0 son topilsaki, barcha x €
[a,b] lar uchun

/f(w,y)dy <z
A

baho bajarilsa, bu zosmas integralni x € |a,b] parametr bo‘yicha
tekis yaginlashadi deymiz.

Eslatma. Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya € |a, b] parametrn-
ing har bir giymatida y > ¢ yarim to‘g'ri chiziqda lokal integrallanu-
vchi bo‘lsin. Koshi kriteriysiga ko‘ra, agar istalgan £ > 0 olganda
ham shunday A. > 0 son topilsaki, har qanday B > A > A, va
barcha x € [a, b] lar uchun

B

/f(x,y) dy| < e (17.2.4)

A
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tengsizlik bajarilsa, u holda (17.2.1) xosmas integral x € [a, b] para-
metr bo‘yicha tekis yaqinlashadi.

E C R to‘plam kesma bo‘lmagan holda ham bu to‘plamga
tegishli parametr bo‘yicha tekis yaginlashish xuddi yuqoridagidek
aniqglanadi.

Parametrga bog‘liq xosmas integral tekis yaginlashishining nav-
batdagi yetarli sharti tadbiglarda ko‘p uchraydi.

17.2.1 - teorema (Veyershtrass alomati). Faraz qilaylik, har
bir x € |a,b] uchun f(x,y) funksiya y > ¢ yarim to‘g‘ri chizigda
lokal integrallanuvchi bo‘lib,

If(x,y)l < g(y)v (x,y) € Q+7

/ 9(y) dy

c

shart bajarilsin. Agar

integral yaqinlashsa, w holda (17.2.1) integral x € |a, b] bo‘yicha tekis
yaginlashadi.

Isbot parametrga bog‘liq xosmas integral tekis yaqinlashishi-
ning (17.2.4) Koshi kriteriysi va

B B
/f(:v,y)dx < /g(y)dy
A A

bahodan kelib chigadi.

Haqiqatan, teorema shartiga ko‘ra, istalgan £ > 0 olganda ham
shunday A. > 0 son topiladiki, barcha B > A > A. lar uchun o‘ng
tarafdagi integral £ dan kichik bo‘ladi. Demak, chap taraf ham bir
vaqtning o‘zida barcha x lar uchun o‘sha ¢ dan kichik bo‘ladi.l

17.2.1 - misol. Ushbu

(o)
/ “Yin(x? + y?) dy
0
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integralning # € R bo‘yicha tekis yaqinlashishini ko‘rsating.

17.2.1 - teoremaga ko‘ra, berilgan integralning tekis yaqinlashishi
e~ funksiyani y > 0 yarim to‘g‘ri chiziqda integrallanuvchi ekani
va quyidagi

‘e‘y sin(2? + yQ)‘ < eV

bahodan kelib chigadi.

20, Tekis yaqginlashishning Dirixle-Abel alomati nisbatan nozik-
roq alomatdir.

Faraz qilaylik, f(x,a) funksiya a parametrning biror £ C R
to‘plamdan olingan barcha giymatlarida x > ¢ yarim to‘g‘ri chizig-
da aniglangan bo‘lsin. Agar 2 bo‘yicha differensiallanuvchi shunday
F(x,«) funksiya topilsaki, u uchun x va « ga bog‘liqmas biror M
soni bhilan

OF (x, @)

A - f(mva)v |F(£E,Oé)| < M, r>e o€ E, (1725)

munosabatlar bajarilsa, biz f funksiyani x > ¢ yarim to‘g‘ri chizigda
a € F bo'yicha tekis chegaralangan boshlang‘ich funksiyaga ega
deymiz.

17.2.2 - teorema (Dirixle-Abel alomati). Faraz gilaylik,
f(x, ) funksiya parametrning har bir o € E qiymatida x > ¢ yarim
to‘g‘ri chizigda lokal integrallanuvchi bo‘lib, bu yarim to‘gri chizig-
da o« € E bo‘yicha tekis chegaralangan boshlang‘ich funksiyaga ega
bo‘lsin. Bundan tashqari, g(x) funksiya x > ¢ yarim to‘qgri chizigda
monoton kamayuvchi bo‘lib, x — +oo da nolga intilsin.

U holda

[ty da (17.2.6)

zosmas integral o € K parametr bo‘yicha tekis yaqginlashadi.
Isbot. Ixtiyoriy € > 0 olganda ham shunday A. son topilib,
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istalgan B > A > A. va barcha o € F larda

/f x,a)g(x)de| < € (17.2.7)

tengsizlik bajarilishini ko‘rsatamiz.

Aytaylik, F'(y, ) funksiya f(y, «) funksiyaning (17.2.5) shartlar-
ni qanoatlantiruvchi boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsin. (17.1.27) ikkin-
chi o‘rta gqiymat formulasini qo‘llasak,

3 B
flx, a)g(x) d g(A+0) | f(z,a)de+g(B—-0) [ f(z,a)dx
A/ A/ 5/

tenglikni olamiz.
Nyuton-Leybnits formulasini e’tiborga olib, bu tenglikni

B
/ f(x, a)g() do —
A

= g(A+O)F(§ ) = F(A )] + g(B = 0)[F(B, o) — F(§, )]
ko‘rinishda yozish mumkin.

Bundan chiqdi, (17.2.5) shart va g funksiyaning monoton kama-
yuvchi ekanini hisobga olsak,

/f:v a)g(x)dx| < 4Mg(A)

bahoga ega bo‘lamiz.
A — +oo da g(A) — 0 bo‘lgani uchun, A, ni
€

A, -
g(Ae) < PIYi

shartdan tanlab olish mumkin. Demak, talab qilingan (17.2.7) baho
o‘rinli ekan.Hl
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17.2.2 - misol. Agar F sonlar o‘qining nol kirmaydigan istalgan
kesmasi bo‘lsa, har qanday tayinlangan 8 > 0 uchun

[e @]
/LE cos(aa?) da
1

integral o € I¥ parametr bo‘yicha tekis yaqinlashadi.
Haqiqatan,

2
Flao) = 07D ) — g
a
deylik.
Agar
~ OF(z,a) 5
flx,a) = - x cos(ax®)

deb belgilasak,
f(@, o)g(x) = &'~ cos(aa?)

bo‘ladi. Endi Dirixle-Abel alomatidan foydalanish yetarli.

Yana N. Abel va P. Dirixle nomlari bilan bog‘liq tekis yaginla-
shish alomatining boshqga ko‘rinishini keltiramiz.

17.2.3 - teorema (Abel-Dirixle alomati). Faraz gilaylik,

quyidagt
/ fla) de (17.2.8)

zosmas integral yaginlashsin.
Bundan tashqari, g(x, ) funksiya har bir o € E da x > ¢ yarim
to‘g‘ri chiziqda monoton kamayib,

0 < g(xr,a) <M, x>c, aclkl, (17.2.9)

shartni qanoatlantirsin, bu yerda M o‘zgarmas x va o ga bog‘lig
emas.
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/ f(@)g(x, a) du

zosmas integral o € K parametr bo‘yicha tekis yaqginlashadi.
Isbot. Agar
(o)
= / f(y) dy
x

e(R) = sup |F(x)]
r>R

U holda

va

deb belgilasak, (17.2.8) xosmas integral yaqinlashgani uchun, (R)
kattalik R o‘sganda monoton kamayib, R — oo da nolga intiladi.

Keyingi mulohazalar 17.2.2 - teorema isbotiga o‘xshash bo‘lib,
quyidagi

B 3 B
/f(ac)g(:v,a g(A—0,« /f Ydx+g(B—0,« /f
A A €

= g(A=0, ) [F(§) = F(A)] + g(B=0,0)[F(B) - F({)]

ikkinchi o‘rta giymat formulasiga asoslanadi.
Bu formuladan, (17.2.9) shartlarni hisobga olsak,

B
/f(w)g(waa) de| < M[e(&) +e(A)] + Me(B) + (8] < 4Me(A)
A

baho kelib chigadi. Demak, teorema o‘rinli ekan.ll
17.2.3 - misol. Quyidagi integralning o > 0 bo‘yicha tekis
yvaginlashishini ko‘rsating:

J(a) = /e‘o‘mz cosx? dx.
0
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Buning uchun
2

J(x) = cosa®,  g(w,a) = e
funksiyalar 17.2.3 - teorema shartlarini qanoatlantirishini qayd etish
yetarli.

30, Faraz qilaylik, f(x,%) funksiya uzluksiz bo‘lib, g(y) lokal in-
tegrallanuvchi bo‘lsin. Parametrga bogliq xosmas integralning qu-
yidagi

) = / o) (@) dy (17.2.10)

maxsus ko‘rinishini o‘rganamiz.
Buning uchun

ct+n
Do(x) = / o() (. y) dy (17.2.11)

c

funksiyalar ketma-ketligini kiritamiz.

Agar (17.2.10) integral biror ®(x) funksiyaga tekis yaqinlashsa,
®, () ketma-ketlik ham n — oo da ®(x) ga tekis yaqinlashadi.
Boshqacha aytganda, « € |a, b] bo‘yicha tekis ravishda

A
lim g(y) flz,y)dy = P(x) (17.2.12)

A—o
c

limitning mavjudligidan x € [a, b] bo‘yicha tekis ravishda
ct+n
im [ 9SG0 dy — () (17.2.13)

n—ro0
C

ketma-ketlik limitining mavjudligi kelib chiqadi.
Ammo teskarisi o‘rinli emas. Masalan, g(y) = cosmy va f(x,y) =
1 funksiyalar uchun ¢ = 0 da
n

1 y=n
/coswydy = — sinnmy =0
v =0
0
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tenglik o‘rinli bo‘lib, (17.2.13) limit mavjud va u nolga teng. Lekin
unga mos (17.2.12) limit mavjud emas, chunki

A

1
/coswy dy = — sinTA.
v
0

Ammo, shunga qaramasdan, agar f(xz,y) va g(y) funksiyalar
manfiymas bo‘lsa, teskari tasdiq ham o‘rinli bo‘ladi, ya'ni (17.2.13)
limit mavjudligidan (17.2.12) limitning mavjudligi kelib chigadi.
Hagigatan, agar biror natural N uchun

>

D) — By(r) = / o) @y dy < =

c+N

tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda A > ¢+ N da bundan

/g(y)f(x,y)dy <e
A

baho kelib chigadi. Demak, (17.2.10) integral tekis yaqginlashar ekan.

40, Tekis yaqinlashuvchi parametrga bog‘liq xosmas integrallar
x0s integrallar xossalariga o‘xshash xossalarga ega.

17.2.4 - teorema. Faraz qilaylik, g funksiya [c,+00) yarim
to‘g‘ri chiziqda lokal integrallanuvchi bo‘lib, f funksiya esa, Q4 =
la, b] X [¢, +00) yarim tasmada uzluksiz bo‘lsin.

Agar (17.2.10) xosmas integral biror kesmada parametr bo ‘yicha
tekis yaginlashsa, u holda bu integral o‘sha kesmada parametrning
uzluksiz funksiyasi bo‘lads.

Isbot. 17.1.1 - teoremaga ko‘ra, (17.2.11) funksiyalar ketma-
ketligi uzluksiz funksiyalardan tashkil topgan. Shartga ko‘ra, bu
ketma-ketlik tekis yaqginlashadi va

0

lim Gn(a) — / o(0) (. ) dy

n—ro0
C
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tenglik o‘rinli.

Shunday ekan, integral parametrning uzluksiz funksiyasi bo‘lishi
tekis yaqginlashuvchi uzluksiz funksiyalar ketma-ketligi limitining
uzluksizligi haqidagi teoremadan kelib chiqadi (10.1.2 - teoremaga
qarang).H

Eslatma. R sonlar o‘qi bo‘yicha xosmas integrallar ham xuddi
yuqoridagi singari xossalarga ega. Bunda g funksiyadan hech qanday
silliglik talab qilinmaydi. Masalan, R sonlar o‘qi bo‘yicha absolyut
integrallanuvchi g(y) funksiya uchun

0 0

C(§) = /g(y)cosyﬁdy, 5(8) = /g(y)sinyﬁdy

—0 —0

integrallar, Veyershtrass alomatiga ko‘ra, tekis yaginlashadi va 17.2.4
- teoremaga ko‘ra esa, ular uzluksiz funksiyalardir.

Navbatdagi tasdiq gandaydir ma'noda 17.2.4 - teoremaga teskari
tasdigdir.

17.2.5 - teorema. Faraz qilaylik, g funksiya [c,+00) yarim
to‘gri chizigda lokal integrallanuvchi bo‘lib, [ funksiya esa,
Q4+ yarim tasmada uzluksiz bo‘lsin. Bundan tashqari, g(y) > 0 va
f(z,y) > 0 shartlar bajarilsin.

Agar (17.2.10) integral yaginlashib, |a,b] kesmada parametrning
wzluksiz funksiyasi bo‘lsa, w holda bu integral o‘sha kesmada tekis
yaginlashadi.

Isbot. Dini teoremasiga ko‘ra (10.4.1 - teoremaga qarang),
(17.2.11) ketma-ketlik tekis yaqinlashadi. U holda, 2° banddagi mu-
lohazalarga asosan, (17.2.10) integral ham tekis yaqinlashadi.ll

2. Parametrga bog‘liq xosmas integrallarning differensi-
allanuvchanligi.

17.2.6 - teorema. Furaz qilaylik, y > ¢ yarim to‘g‘ri chizig-
da lokal integrallanuvchi g funksiya va f € C(Q4) funksiya shun-
day bo‘lsinki, bunda (17.2.10) xosmas integral barcha x € [a,b| lar-

da yaginlashsin. Agar % € C(Q4) va quyida keltirilgan (17.2.14)

tenglikning o‘ng tarafidagi integral x bo‘yicha |a,b] kesmada tekis
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yaginlashsa, u holda (17.2.10) xosmas integral |a,b] kesmada uzluk-
stz differensiollanuvchi funksiyaga yaginlashadi va

%/g(y)f(x,y) dy = /g(y)af(aa;’y) dy (17.2.14)

tenglik bajariladi.
Isbot. Agar

ct+n

Bule) = / o) f (@, y) dy

c

desak, 17.1.3 - teoremaga ko‘ra, bu funksiyalar [a, b] kesmada uzluk-
siz differensiallanuvchi bo‘lib,

ct+n

d®y,(x) of (@, y)
= d
T / 9=,
tenglik bajariladi.
. dd,(x) . .
Teorema shartidan 0 ketma-ketlikni (17.2.14) ning o‘ng

tarafidagi integralga [a, b kaésmada tekis yaqinlashishi kelib chiqa-
di. Shunday ekan, 10.3.2 - teoremaga asosan, {®,(z)} ketma-ketlik
uzluksiz differensiallanuvchi (17.2.10) funksiyaga [a, b] kesmada tekis
yaqinlashadi va bunda (17.2.14) tenglik bajariladi.ll

Xosmas integrallarni parametr bo‘yicha differensiallash ularni
hisoblashda samarali qo‘llaniladi. Masalan, (17.2.2) va (17.2.3) teng-
liklarni o parametr bo‘yicha differensiallab,

042 _ /82
/6_0‘”J xcos frdr = CEY L a >0, (17.2.15)
0
va -
2
/e‘o‘m xsinfrdr = ( 2?%2)2, a >0, (17.2.16)

0
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formulalarga ega bo‘lamiz.
a va 8 parametrlar bo‘yicha differensiallashni davom ettirib, xos-
mas integrallar uchun boshga formulalarni ham olish mumkin.
Navbatdagi misolda integralni hisoblash uchun avval uni para-
metr bo‘yicha differensiallab, so‘ngra uni yana integrallanadi.
17.2.4 - misol. Ixtiyoriy o > 0 va § € R lar uchun

>

sin Bx
/e”J 6:10

0

xosmas integral hisoblansin.
Bu integral v > 0 da g € R bo‘yicha tekis yaqinlashadi. 17.2.6
- teoremaga ko‘ra esa,

dla(P)

(o)
= /6_0‘”J cos fx dx.
0

Differensiallash mumkinligi
le™* cosfx| < e, x>0,

baho va o‘ng tarafdagi funksiyvaning integrallanuvchi ekanidan kelib
chigadi.
(17.2.2) formulaga ko‘ra,

di(B) «

g a2 p2c

Demak,
1,(B) = arctgg + Cla).
Agar = 0 da I,(0) = 0 va arctg 0 = 0 ekanini hisobga olsak,
C'(a) = 0 ayniyatni olamiz. Shunday qilib,

0

/e‘o‘m s1nmﬁx de = arctgﬁ a > 0. (17.2.17)
0
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Ba’zi hollarda bu usulni qo‘llash juda sodda differensial tengla-

malarni yechishni talab giladi.
17.2.5 - misol. Istalgan o > 0 va 8 € R lar uchun

0

Ja(A) = /6_0‘”32 cos A\x dx
0

xosmas integral hisoblansin.
A parametr bo‘yicha differensiallab, so‘ngra bo‘laklab integral-

lasak,
dJo(N) B —om? B
I = —/e rsin Axdx —

0

. — %/6_0‘12 cosAzdr = — %Ja()\)
0

xr=

—ax? .
@ sin Ax

= —e

20

tenglikka ega bo‘lamiz.

Demak,
d A

Hosil bo‘lgan differensial tenglamani integrallasak,

InJo(h) = == + C(a)

yoki ,
Ju(A) = Co(a)e=> /4

ko‘rinishdagi umumiy yechimni olamiz.
A = 0 deb, Cp(a) o‘zgarmasni topamiz:

Demak,

/e‘o‘mz cos \vdr = VT e\ /4o (17.2.18)
2\

0
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3. Xosmas integrallarda integrallash tartibini o‘zgartirish.

Ushbu bandda chegaralanmagan yopiq
Qiy = {(x,y) eR? : a<a <00, c<y<oo}

sohada berilgan uzluksiz funksiyani, yani f(z,y) € C(Q44) funk-
siyani qaraymiz. Bundan tashqari, f(z,y) funksiya har bir y > ¢ da
x bo‘yicha [a, +00) yarim to‘g‘ri chiziqda xosmas ma’noda integral-
lanuvchi bo‘lsin deymiz.

Faraz qilaylik, g(y) funksiya y > ¢ yarim to‘g‘ri chizigda lokal
integrallanuvchi bo‘lib, har bir > a da g(y)f(x,y) ko‘paytma y
bo‘yicha [¢, +o0) sohada xosmas ma’noda integrallanuvchi bo‘lsin.

Keltirilgan shartlarda & > @ yarim to‘g‘ri chizigda

) = /fg<y>f<x,y>dy (17.2.19)

funksiya va y > ¢ yarim to‘g'ri chizigda esa,

wwmw/j@wa (17.2.20)

funksiya aniglangan bo‘ladi.
17.2.7 - teorema. Faraz qilaylik, f € C(Q4+) funksiya va lokal
integrallanuvchi g funksiya

flz,y) >0, g(y) =0

shartlarni qanoatlantirsin.

Bundan tashqari, (17.2.19) va (17.2.20) integrallar parametr o ‘z-
garish sohasidagi har bir kesmada tekis yaginlashsin.

U holda, agar quyida keltirilgan integrallardan birt yaginloshsa,
tkkinchist ham yaginlashib,

/@(x) dr — /\I/(y) dy (17.2.21)
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tenglik bajariladi.
Isbot. Aytaylik, (17.2.21) integrallardan birinchisi yaqinlashsin.
Shartga ko‘ra, quyidagi monoton o‘suvchi

c+n a+m

Dulz) — / o) [y dy, Tm(y) = / o) f(@,y) du

C a

(17.2.22)
ketma-ketliklar ®(x) va W(y) funksiyalarga mos ravishda yaqinla-
shadi. Bu ikki funksiya 17.2.4 - teoremaga ko‘ra uzluksiz bo‘lgani
sababli, ular lokal integrallanuvchidir.

17.1.2 - teoremaga ko‘ra,

a-+m c+n
/ By (x) dr — / U, (y) dy - (17.2.23)

¥, ketma-ketlik o‘suvchi bo‘lgani sababli, W,,(x) < ¥(x). De-
mak,

7n‘lfm(y) dy < 7n\lf(y) dy < /Oo\lf(y) dy

va yuqoridagi farazimizga ko‘ra, o‘ng tarafdagi integral yaginlasha-
di.
Bu tengsizlik va (17.2.23) tenglikdan quyidagi

a+m o0
/@n(w)dw < /\I/(y)dy (17.2.24)

munosabatni olamiz.

() ketma-ketlik n — oo da ®(x) funksiyaga a < x < a +
m kesmada tekis yaginlashgani sababli, 10.3.1 - teoremaga ko‘ra,
tayinlangan m da integral ostida limitga o‘tish mumkin. Shunday
ekan, n — oo deb, (17.2.24) tengsizlikdan

a-+m o0

[ owie < [w)ay

a C
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bahoga ega bo‘lamiz.
Agar m — oo desak,

/ B(z) do < / W(y) dy. (17.2.25)

Shunday qilib, isbotlanayotgan (17.2.21) tenglikning o‘ng tarafi-
da turgan integralning yagqinlashishidan uning chap tarafida turgan
integralni yaqinlashishi kelib chigar ekan.

Endi biz, ® va ¥ funksiyalarning o‘rnini almashtirib, yuqoridagi
mulohazalarni qaytarsak,

0 >

/\I/(y) dy < /@(w) dx

C a

teskari tengsizlikni hosil gilamiz.

Oxirgi ikki tengsizlikdan talab qilingan (17.2.21) tenglik kelib
chigadi.®

Natija. 17.2.7 - teorema shartlari bajarilganda  g(y)f(x,y)
funksiya tkki o‘lchovli Q14 sohada zosmas ma’noda integrallanuvchi

bolib,
// [, y)dedy = / dy/f(x,y)dw =

Q4+
= /dw/g(y)f(x,y) dy (17.2.26)
tengliklar bajariladi.

Hagiqatan, (17.2.26) takroriy integrallardan biri mavjud desak,
u holda, 17.2.7 - teoremaga ko‘ra, ikkinchisi ham mavjud va ular
o‘zaro teng bo‘ladi. So‘ngra, agar istalgan n va m nomerlar uchun
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Qnm = |a, a+n] x [e, ¢+ m| orqali tomonlari uzunligi 7 x m bo‘lgan
to‘g‘ri to‘rthburchakni belgilasak, 13.5.1 - teoremaga ko‘ra,

ct+m atn

// fle,y)dedy = /g(y)dy / flx,y) de (17.2.27)

Qnm

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Demak, f funksiya manfiymas bo‘lgani uchun,

// [l y)dedy < 79(y)dy7f(w,y)dw

Qnm

Bu baho va 14.1.2 - teoremaga ko‘ra, (17.2.26) ning chap tarafidagi
ikki karrali integral yaqinlashadi va

// fle,yydedy < 7g(y) dy]of(ac,y) dx (17.2.28)

Qi+

tengsizlikni gqanoatlantiradi.
Boshqa tarafdan, (17.2.27) tenglik va g(y)f(x,y) > 0 shartga
ko‘ra,

ct+m a+tn

// f(x,y)dedy > /g(y)dy/f(way)dx

Q4

Bu tengsizlikda n — +oo, so‘ngra m — +oo deb,

// fle,y)ydedy > / dy]of(ac,y) dx (17.2.29)

Q4

tengsizlikka kelamiz.
(17.2.28) va (17.2.29) baholardan talab gilingan (17.2.26) tenglik
kelib chigadi.
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Eslatma. 17.2.7 - teoremada integral ostidagi funksiyaning man-
fiymaslik sharti muhimdir. Bu shart olib tashlanganda teorema tas-
dig‘i o'z kuchini yo‘qotishini navbatdagi misolda ko‘ramiz.

17.2.6 - misol. R? tekislikda
P ={xyeR: :0<az<m 0<y<2n}

to‘g‘ri to‘rtburchak va

sinx siny, (x,y) € P,

pley) = { 0, (z,y) € R2\ P,

funksiya berilgan bo‘lsin.
Ravshanki, bu funksiya tekislikda uzluksiz bo‘lib,

> m

/gp(m,y)dwsiny/sinmdw = 2siny, 0<y<2r,
—00 0
va
o) 2
/gp(w,y)dy = sinw/sinydy =0, xR
—0 O

tengliklarni qanoatlantiradi.
Endi

fley) = > wle—kr,y—kr)

k=0

funksiyani kiritaylik.
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F 3
Vv
o

T 2r  3Am  4rx X
17.3-rasm

Bu funksiya R? tekislikda uzluksiz bo‘lib, 17.3 - rasmda tasvir-
langan to‘g‘ri to‘rthurchaklardan tashqarida nolga teng ekanini ko‘rish
giyin emas.

Bevosita funksiya ta’rifidan

P(z) = /f(:v,y)dy = 0, z=0,
0

va

7 2siny, 0<y <,
W) = [ Sy { B 0%
0

0, y>T

tengliklarni olamiz.
Demak,

O/(I)(:E)d:v =0

va
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Bundan

7dx/oofxydy¢/dy/fxy
0 0

kelib chigadi.

E’tibor bering, bunda har ikki takroriy integral yaginlashadi,
buning ustiga, ichki integrallar parametr bo‘yicha uning o‘zgarish
sohasidagi har bir kesmada tekis yaqinlashadi.

Navbatdagi teoremada turli ishorali giymat gqabul giluvchi integ-
ral ostidagi funksiyaga integrallar tartibini o‘zgartirish uchun yetarli
bo‘lgan shartlar keltirilgan.

17.2.8 - teorema. Faraz qilaylik, F(x,y) = g(y)f(x,y) bolib,
g funksiya lokal integrallanuvchi va f € C(Q44) bo‘lsin. Bundan
tashqart, parametrga bog‘liq

/ Fle.y)|de va / P, )| dy

integrallar parametr o‘zgarish sohasidagt har bir kesmada tekis ya-
qinlashsin va quyidagi

/dy/|F<x,y>|dx yoki /dx/|F<x,y>|dy

takroriy integrallardan biri yaginlashsin.
U holda F(x,y) funksiya chegaralanmagan Q44 sohada integ-
rallanuwvchi bo‘lib,

// x,y)dedy = /dy/ x,y)d 7dw7F(:E

Q4
(17.2.30)
tengliklar bajariladi.



17 - bob. Parametrga bog‘liq integrallar 19

Isbot. Agar

Py = PEDEPED )

desak, bu funksiyalar manfiymas bo‘lib, ular

F+(£E,y) - F—(mvy) - F(:E,y), F+(£E,y) +F_(£E,y) - |F(£E,y)|

ayniyatlarni ganoatlantiradi.
Teorema sharti va

[P, y)| — F2,y)
2

tengsizliklarga ko‘ra, Fy (x,y) va F_(x,y) funksiyalar 17.2.7 - teore-
maning barcha shartlarini ganoatlantiradi. Bundan chigdi, ularning
har biri uchun (17.2.30) tenglik o‘rinli; bu tenglikni F'; va F_ funksi-
yalar uchun alohida yozib, keyin bu tengliklarni o‘zaro ayirib tashla-
sak, xosmas integrallarning chiziqliligiga ko‘ra, ¥ uchun ham talab
qilingan (17.2.30) tenglikni olamiz.l

Eslatma. Shunga o‘xshash natija kompleks giymat qabul giluv-
chi, ya'ni F(z,y) = Fi(z,y) + iF2(z,y) ko'rinishdagi funksiyalar
uchun ham o‘rinli. Buni ko‘rsatish uchun 17.2.8 - teoremani F; va I
funksiyalar uchun qo‘llab, keyin hosil bo‘lgan tengliklarni qo‘shish
kifoya.

17.2.7 - misol. Ixtiyoriy & > 0 va 8 > 0 lar uchun

I, B) = /e‘<a_i5)$2dw
0

integralni hisoblang.
Buning uchun integral ostidagi funksiyani

e~(a=ip)a? _ p—au? [cos Ba? + isin B’

deb yozib, berilgan integral kvadratini, ya’ni quyidagi

0 >

Plag) = [o@de [gdy = [[ om0y
0 0

220,420
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integralni quth koordinatalariga o‘tib hisoblaymiz:

w/2 0 )
(e, B) = /dQO /6_<0‘_"5>72rdr = %/e_w_iﬁ)tdt —
0 0 0

m 6_<0‘_i5>t f=e0

ey o L atif
4 —(a—if) o 4 a—iB 4 a2 pe
Demak,
f Va+ip
I — .
Agar

/ 2 2 [ /2 2 _

ekanini hisobga olsak, berilgan integral gqiymati uchun

0

/e—(a—iﬁ)aﬂdw _

0
\/Wm \/\/m—a

(17.2.31)

a2+ﬁ2

formulaga ega bo‘lamiz.
1 - eslatma. (17.2.31) formulada haqiqiy va mavhum qismlarni

ajratsak, quyidagi ikki

i /o2 & 32
/e‘o‘mz cos frdr = VT « ;ﬁ 2+a (17.2.32)
2v/2 a4

0

va

i /o2 1 32
/e‘o‘mz sin fade = VT « ;6 5 a (17.2.33)
242 a? 4 B

0
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formulani olamiz.

2 - eslatma. (17.2.32) va (17.2.33) formulalar o = 0 da ham
o‘rinli. Hagigatan, agar S > 0 bo‘lsa, u holda 17.2.3 - misolda
ko‘rganimizdek, yuqoridagi integrallar o« > 0 bo‘yicha tekis yaqinla-
shadi va shuning uchun, 17.2.1 - teoremaga ko‘ra, ular o ning o‘sha
giymatlariga uzluksiz bogliq bo‘ladi. Endi o‘z-o‘zidan ko‘rinib tur-
gan quyidagi tasdigdan foydalanamiz: agar biror kesmada uzluksiz
ikki funksiya bir nugtadan tashqari barcha nuqtalarda o‘zaro teng
bo‘lsa, ular o‘sha nugtada ham o‘zaro teng qgiymat qabul giladi.

Yuqorida (17.2.32) va (17.2.33) tengliklar fagat « > 0 uchun
isbotlangan edi. Lekin bu tengliklarning chap va o‘ng taraflari o >
0 da uzluksiz bo‘lgani sababli, ular &« = 0 da ham o‘rinli. Bundan
chigdi, barcha g > 0 larda

7 1 /=
2 — — J—
/cosﬁw dx = 51/ 25 (17.2.34)
0
va
1
/sinﬁ:fdw =3 % (17.2.35)

0

tengliklar bajariladi.

Bu integrallar birinchi bo‘lib fransuz olimi O.J. Frenel tomonidan
optika masalalarini yechish uchun kiritilgan edi. Shuning uchun bhu
ikki integral o‘sha olim nomi bilan ataladi.

4. Parametrga bog‘liq ikkinchi tur xosmas integrallar.
Faraz qilaylik, f(xz,y) funksiya
Q= {(z,y) €R? : a<ax<b c<y<d} (17.2.36)
yarim ochiq to‘g‘ri to‘rtburchakda aniglangan bo‘lsin.

Bundan chiqdi, biz f funksiyaning * = & nuqtada aniglan-
magan bo‘lishini istisno qilmaymiz (masalan, bu funksiya to‘g‘ri
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to‘rtburchakning chap chegarasi atrofida chegaralanmagan bo‘lishi
mumkin).
Shunday ekan,

b
Fly) — / ) da (17.2.37)

integral y € [e, d| parametrga bog‘liq ikkinchi tur xosmas integraldir.
Eslatib o‘tamiz, agar

b
lim / flx,y)de

a—040
ato

limit mavjud bo‘lsa, (17.2.37) xosmas integral yaqginlashadi deyiladi.
Ta’rif. Agar ixtiyoriy ¢ > 0 olganda ham shunday 6 > 0 son
topilsaki, 0 < o < & bo‘lganda barcha y € [c, d] uchun

b

Fly) - / f(ay)dz| <

atoa

tengsizlik bajarilsa, u holda (17.2.37) ikkinchi tur zosmas integral
F(y) funksiyaga y € |c,d| parametr bo‘yicha tekis yaginlashadi
deyiladsi.

Tekis yaqinlashuvchi ikkinchi tur xosmas integrallar ham birin-
chi tur xosmas integrallar kabi xossalarga ega. Xususan, ular uchun
tekis yaqinlashishning yetarli shartlari haqidagi Veyershtrass va Dini
teoremalari o‘rinli.

Navbatdagi tasdiglarda © (17.2.36) tenglik bilan aniqlangan ya-
rim ochiq to‘g‘ri to‘rthurchakni anglatadi.

17.2.9 - teorema. Agar f € C(Q) bolib, (17.2.37) xosmas
integral F(y) ga y € |c,d] parametr bo‘yicha tekis yagqinlashsa, u
holda I € C|c, d| bo‘ladi.

Boshgacha aytganda, agar integral ostidagi funksiya uzluksiz
bo‘lsa, tekis yaqginlashuvchi xosmas integral parametrga uzluksiz
bog‘liq bo‘ladi.
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17.2.10 - teorema. Faraz qilaylik, f € C(2) bo‘lib, (17.2.37)

zosmas integral barcha y € [c,d] larda yaginlashsin. Agar == €

o
C(Q) va quyida keltirilgan (17.2.38) tenglikning o‘ng tarafidagi igteg-
raly bo‘yicha |c, d| kesmada tekis yaginlashsa, u holda (17.2.37) xos-
mas integral [c,d] kesmada uzluksiz differensiallanuvchi funksiyaga
yaginlashadi va

of(x,y)
& /f Ydr = / oy dx (17.2.38)

tenglik bajariladi.

Ikki ikkinchi tur xosmas integralning tartibini o‘zgartirish haqi-
da ham 17.2.7 - teoremaga o‘xshash tasdiq o‘rinli. Bu tasdigni keltirish
magsadida quyidagi

Q= {(x,y) a<e<b c<y<d}

yarim ochiq to‘g‘ri to‘rtburchakda aniglangan f(x,y) funksiya uchun

ikki , 4
/ f(,y) de, / f(2,y) dy (17.2.39)

xosmas integrallarni gqaraymiz.

17.2.11 - teorema. Faraz qilaylik, f € C(Q4) va f(z,y) >0
bo‘lsin. Bundan tashqari, (17.2.39) integrallarni parametr o‘zgarish
sohasidagt har bir kesmada tekis yaginlashadi deb faraz qilamiz.

U holda, quyida keltirilgan tokroriy integrallardan biri yaginlash-
sa, tkkinchisi ham yaqinlashib, f(x,y) funksiya tkki o‘lchovli Q. so-
hada zosmas ma’noda integrallanuvchi boladi va

J[ sy - /ddy/bf(x,y)dx - /bdx/df(x
Q. c a a c

(17.2.40)
tengliklar bajariladi.
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Keltirilgan teoremalar isboti parametrga bog‘liq birinchi tur xos-
mas integrallar holidagi singari olib boriladi. Bunda (17.2.22) ketma-
ketliklar o‘rniga (17.2.39) integrallarga tekis yaqinlashuvchi

b d
/ fy)de, W) = / f(y) dy

at+1l/n ct+1/m

ketma-ketliklarni olish kerak. Bundan keyingi mulohazalar 17.2.7 - |
17.2.4 - hamda 17.2.6 - teoremalar isbotlarida keltirilgan mulohaza-
lardan farq gilmaydi.

17.2.8 - misol. Agar p > —1 bo‘lsa,

1
/ ln x
0
integral hisoblansin.

Integral ostidagi funksiya « = 0 nuqta atrofida chegaralanmagan
bo‘lishi mumkinligi sababli, bu integral ikkinchi tur xosmas integral-
dir.

17.1.2 - misoldagi sun’iy usuldan foydalanamiz: avval quyidagi

p p .

_ tag T
/f(w,t)dt = /LE dt = e
0 0

integralni hisoblabh, so‘ngra, 17.2.11 - teoremaga ko‘ra, berilgan integ-
ralni hisoblaymiz:

1 p P 1 p
/dw/wtdt/dt/mtd / = In(1+p) .
0 0 0o 0 0

Eslatma. Integral ostida turli ishorali giymat gabul qiluvchi
funksiya turgan holda, integrallash tartibini almashtirish hagida-
gi 17.2.8 - teoremaga o‘xshash tasdiq ham o‘rinli bo‘lib, bunda

t=
P P —1

0 Inz

‘ 5
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(17.2.39) va (17.2.40) integrallar absolyut yaqinlashishini talab qi-
lish zarurdir.

5. Bir vagtning o‘zida birinchi va ikkinchi tur bo‘lgan xosmas
integrallar ham xuddi yuqoridagidek o‘rganiladi. Chunonchi, agar
f(x,y) funksiva a < & < +oo ochiq to‘gri chizigda aniglangan
bo‘lsa, u holda bu ochiq to‘g‘ri chiziq bo‘yicha integral, biri birinchi
tur va ikkinchisi ikkinchi tur bo‘lgan, ikki xosmas integral yig‘indisi
deb tushuniladi:

7f(90,y)d90 = /bf(way)dw + 7f(90,y)d90,
a a b

bu yerda b quyidagi a < b < 400 shartni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy
sondir. Agar bu tenglikning o‘ng tarafidagi ikki integral tekis yaqin-
lashsa, u holda chap tarafidagi integral ham tekis yaginlashadi deyi-
ladi.

Ravshanki, bunday aniglangan xosmas integral b sonni tanlashga
bog‘liq emas va uni

a—04+0 A—sdoo
ato

0 A
/f(x,y)dx = lim lim /f(:v,y)dac

ko‘rinishdagi ikki karrali limit deb aniglash mumkin.
17.2.9 - misol. Quyidagi xosmas integralni

0

dz
o — 17.2.41
/e cos NG (17 )

0
a bo‘yicha uzluksizlikka tekshiring.

Bu integralni ikkiga ajratamiz, ya’ni uni biri (0, 1| yarim interval
va ikkinchisi [1, +o0) yarim to‘g‘ri chiziq bo‘yicha integrallar yig‘in-
disi deb yozamiz. Bunda

[e @]

_ dx
/e A cosy —=
N3

1
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integral, Abel-Dirixle alomatiga ko‘ra (17.2.3 - teoremaga garang),
a > 0 parametr bo‘yicha tekis yaginlashadi. Tkkinchi

1
_ dx
e~ cosx —
NZ3

0

integral esa, Veyershtrass alomatiga ko‘ra, o > 0 bo‘yicha tekis
yaqinlashadi, chunki integral ostidagi funksiya, o‘ng tarafida (0, 1]
da integrallanuvchi funksiya bo‘lgan,

e~ cosx < 1
NZE T Jx

bahoni ganoatlantiradi. Shunday qilib, (17.2.41) integral o > 0
bo‘yicha tekis yaginlashar ekan.

6*. Yuqorida o‘rganilgan parametrga bog‘liq xosmas integrallar
ba’zan mahkamlangan maxsuslikka ega integrallar deb ataladi. Bu
degani, integral ostidagi funksiya maxsuslikka ega bo‘lgan nuqta-
lar parametrga bog‘liq emas. Ammo, ko‘pgina misollarni yechishda
maxsus nuqgtalari to‘plami parametrga bog‘liq bo‘lgan integrallarni
o‘rganishga to‘g‘ri keladi. Bunday integrallarga misol sifatida

8

T(y) = / g (Z)_dx (17.2.42)
0

integralni olishimiz mumkin.

T(y) vaqt ichida y balandlikdan abssissalar o‘qiga tortishish
kuchi ta’siri ostida tushayotgan nuqta tracktoriyasi haqidagi masa-
lani yechishda, N. Abel bu integralni atroflicha o‘rgangan. Bu yer-
da noma’lum funksiya g(x) bo‘lib, u qidirilayotgan traektoriyani
aniqlaydi. Bu funksiya integral ostida qatnashgani uchun, (17.2.42)
tenglama integral tenglama deb ataladi. Abel o‘rgangan bu masala
matematik fizikadagi integral tenglamalarni o‘rganish zaruriyatini
tug‘dirgan birinchi masala deb hisoblanadi.



17 - bob. Parametrga bog‘liq integrallar 57

Integral ostidagi funksiyaning maxsus nuqtalari to‘plami para-
metrga boglig bo‘lgan xosmas integrallar §17.5 da karrali integrallar
uchun batafsil o‘rganiladi.

7. Xosmas integrallarni jamlash usullari.

19, Parametrga bog‘liq integrallar uzoglashuvchi xosmas integral-
larni regulyarlashtirishda ham ishlatiladi. Uzoqlashuvchi gatorlarni
jamlash usullari kabi (9 - bobning §9.5 bandiga qarang), qayd etil-
gan regulyarlashtirish usullari uzoqlashuvchi integrallarni jamlash
usullari deb ataladi.

Integral ostidagi funksiya cheksizlikda "o‘zini yomon tutishi"
sababli uzoqlashuvchi bo‘lgan

/ fla) de (17.2.43)
0

xosmas integralni qaraylik. Integral ostidagi funksiyani, cheksizlikda
yetarlicha tez nolga intiluvchi funksiyaga ko‘paytirib, o‘zgartiramiz,
yva’ni o > 0 parametrga hog‘liq

b(a) = /gp(aw)f(w) dx (17.2.44)
0

integralni qaraymiz. Faraz qilaylik, ¢(¢) bo‘lakli-uzluksiz, t — +o0
da nolga intiluvchi, nolda uzluksiz va ¢(0) = 1 shartni qanoatlanti-
ruvchi funksiya bo‘lsin. U holda, agar (17.2.44) da o = 0 desak,
formal ravishda (17.2.43) integralni olamiz.

Odatda, ¢(t) funksiyani (17.2.44) xosmas integral istalgan e > 0
da yetarlicha keng f funksiyalar sinfi uchun yaqinlashadigan qilib
tanlanadi. Masalan, agar o(t) = e~ funksiyani olsak, u hol-
da (17.2.44) integral polinom bilan chegaralangan yoki polinomial
o‘suvchi deb ataladigan har ganday funksiya uchun yaginlashadi.

Albatta, eng qiziqarli hol bu - qachonki (17.2.44) integral o = 0
da (bunda u berilgan (17.2.43) integral bilan ustma-ust tushadi)
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uzoqlashib, o > 0 yaginlashsa hamda quyidagi

lim &(a) = 1
a— 040
limitga ega bo‘lsa.

Bu holda I soni (17.2.43) integralning < ¢ > jamlash usuli bilan
aniglanuvchi umumlashgan ma’nodagi qiymati va (17.2.43) xosmas
integralning o‘zi esa, < ¢ > usul bilan I ga jamlanadi deyiladi.

Masalan, ¢(t) = e~ funksiya bilan aniqlanuvchi usul Abel jam-
lash usuli deb ataladi. Boshgacha aytganda, agar

>

agrgﬂro e Y flayde = 1 (17.2.45)
0

tenglik bajarilsa, (17.2.43) integral Abel usuli bilan I soniga jamla-
nadi deyiladi.
(17.2.45) tenglik gisqartirilgan holda

(A) / fayde = 1
0

deb yoziladi.
Bunda (17.2.45) ning chap tarafidagi integral (17.2.43) integral-
ning Abel o‘rtachasi deyiladi. Masalan, uzoglashuvchi

/cosﬁw dx, /sinﬁw dx, 8 >0,
0 0

integrallar uchun Abelning mos o‘rtachalari ((17.2.2) va (17.2.3) for-
mulalarga qarang):

0

/e‘o‘m cos frdx —

0

@
a2+ g%’
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va -
/6_0‘”J sin Sxdx — B a>0
Oé2 + /82’ ’
0
ko‘rinishga ega.
Bu tengliklarda ov — 0 desak,
(o) (o) 1
(A) /cos Brdr =0, (A) /sinﬁw dr = 3 B8>0, (17.2.46)
0 0

formulalarga ega bo‘lamiz.

1 - eslatma. Agar r — e~® desak, o — 0+ 0 shart fagat va
fagat » — 1 — 0 bo‘lganda bajariladi. Bu belgilashlarda (17.2.45)
tenglik

[e @]
lim / fO)yrtdt =1
r—1-0
0

ko‘rinishga kelib, sonli qatorlar uchun Abel o‘rtachalarining (9.5.10)
ta’rifiga mos keladi.

2 - eslatma. Xosmas integralning oddiy ma’nodagi yaginlashi-
shini ham, jamlash usulini beruvchi funksiya sifatida quyidagi

. 1, agar 0<t <1 bho'lsa,
CHORS (
0, agar > 1 bo'lsa,

funksiyani olib, jamlash usulining xususiy holi deyish mumkin. Chu-
nonchi, xosmas integralni < * > usul bilan jamlash integral yaqin-
lashishi bilan ustma-ust tushadi. Hagigatan, o > 0 da

1/a

oo A
/ (o) f () de — / J)de = / f(@) du
0 0 0

bo‘lib, « = 0 da A = é — oo bo‘ladi.
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20, Jamlash usulining regulyar bo‘lishi mos ¢ funksiyani tanlash-
ning muhim shartidir. Bu degani, har ganday yaginlashuvchi xosmas
integral < ¢ > usul bilan ham xuddi integral yaqinlashadigan songa
jamlanishi zarur. Boshgacha aytganda, yaqginlashuvchi (17.2.43) xos-
mas integral uchun

0

lim wlax) f(x)de = /f(w) dx
0

a— 040
0

tenglik bajarilsa, mos jamlash usuli regulyar deyiladi. Shunday qilib,
agar (17.2.43) integralning yaqinlashishidan (17.2.44) tenglik bilan
aniglangan ®(a) funksiyaning nolda uzluksizligi kelib chigsa, < ¢ >
funksiya bilan aniqlangan jamlash usuli regulyar bo‘ladi. Demak, <
> usulning regulyar bo‘lishining yetarli sharti, 17.2.4 - teoremaga
ko‘ra, (17.2.44) integralning 0 < « < a kesmadan olingan « larda
tekis yaginlashishidan iborat, bu yerda cg biror musbat sondir.

17.2.12 - teorema. Xosmas integrallarni jamlashning Abel usu-
li requlyardir.

Isbot parametrga bog‘liq xosmas integrallar tekis yaqinlashishi-
ning Abel-Dirixle alomatidan bevosita kelib chiqadi (17.2.3- teore-
maga qarang).

Haqgiqatan, aytaylik, (17.2.43) xosmas integral yaqinlashsin. U
holda, agar

glr, ) = e, a >0,

desak, 17.2.3 - teoremaning barcha shartlari o‘rinli bo‘ladi. Shuning
uchun

integral o > 0 bo‘yicha tekis yaginlashadi. Bundan chiqdi, 17.2.4 -
teoremaga ko‘ra, ®(«) funksiya o = 0 nugtada uzluksiz bo‘lib, bu
esa o'z navbatida, Abel jamlash usulining regulyar ekanini anglatadi.l

Eslatma. 17.2.12 - teorema odatda quyidagi ko‘rinishda kelti-
riladi:
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Agar  f(x) funksiya x > 0 da lokal integrallanuvchi bolib,
(17.2.43) xosmas integral yaqinlashsa, u holda

0

lim e~ f(x)de = /f(w) dx (17.2.47)
0

a— 040
0

tenglik bajariladi.
17.2.10 - misol. Dirixle-Abel alomati bo‘yicha yaqinlashuvchi

bo‘lgan
18) — /sinﬁwdm

X
0

integralni ixtiyoriy haqiqiy £ uchun hisoblang.
Yordamchi (17.2.17) xosmas integralni qaraymiz:

[e @]
/6_0‘”J de = arctgé, a > 0.
x a
0
Ma’lumki,

. 15} T .
| == = .
. 1ror£r0 arctg 5 signf3

U holda, (17.2.47) ga ko‘ra,

0

/smmﬁx dr = gsignﬁ. (17.2.48)

0

(17.2.48) integral uzilishga ega bo ‘lgan Dirizle ko ‘paytuvchisi deb
ataladi.
Integrallangan sinusning ta’rifiga ko‘ra,

AB . A .
Si(\3) = / Slzudu - / Smfm do.

0 0
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Shunday ekan, (17.2.48) tenglikni quyidagi

T
li Si(A3) = —si 17.2.49
Jm Si(Af) = 5 signfs ( )
ko‘rinishda ham yozish mumkin.

Abel usuli oddiy ma’'noda uzoqlashuvchi bo‘lgan ko‘pgina xos-
mas integrallarga ma’no beradi. Masalan,

/mcosﬁwdm, /wsinﬁwdw
0 0

integrallarni qaraylik. (17.2.15) va (17.2.16) tengliklarga ko‘ra, bu
integrallar uchun Abel o‘rtachasi

0

042 _ /82
o dr = ———, >0,
O/e x cos fx dx CEENDE o
va
i 8
2c0
T g de = ) > 0,
O/e x sin S dx (a2 1 5772 o
ko‘rinishga ega. Bundan, o — 0 deb,
(o)
1
(A)/:Ecosﬁwd:v = R

0

va
o]

(A) | zsinpardr = 0
/

tengliklarni olamiz.

30, Shuni aytish kerakki,Abel jamlash usuli (xuddi boshqa regul-
yar usullar kabi) integral ostidagi funksiya nol atrofida tebranganda
aynigsa samaralidir, chunki bunda funksiya musbat va manfiy bo‘l-
gan qismlar bo‘yicha integrallar o‘zaro qisqarib ketib (bu hodisa
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"interferentsiya" deb ataladi), natijada Abel o‘rtachalari limitga
ega bo‘lishi mumkin. Bordiyu integral ostidagi funksiya manfiy-
mas bo‘lsa, u holda Abel usuli oddiy yaginlashishdan kuchli bo‘lmas
ekan, ya’ni manfiymas funksiyadan olingan integralning Abel usuli
bilan jamlanishidan integral o‘zining ham yaqinlashishi kelib chiqa-
di.

Hagigatan, aytaylik f funksiya lokal integrallanuvchi bo‘lib,
f(x) >0, x >0 tengsizlikni qanoatlantirsin.

Istalgan R > 0 uchun a = 1/R deb belgilasak, 0 < z < R
kesmada 1 < '~ baho bajariladi. Demak,

R 1/ 00
fleyde < e | e flx)dr <e [ e " f(x)dx .
[rom=e] /

Agar f funksiyadan olingan xosmas integral Abel usuli bilan
jamlansa, u holda o‘ng taraf o — 0 da limitga ega bo‘ladi. Demak,
chap taraf R bho‘yicha chegaralangan va integral ostidagi funksiya
manfiymas bo‘lgani uchun f dan olingan integral yaginlashadi.

4%, Yuqorida Abel o‘rtachalarining v > 0 da istalgan polinomial
o‘sishga ega funksiya uchun mavjudligi aytilgan edi. Bordiyu integ-
ral ostidagi funksiya eksponensial o‘ssa, u holda Abel o‘rtachalari
mavjud bo‘lmasligi ham mumkin. Bunday hollarda Riss usulini qo‘l-
lash qulay bo‘ladi. Bu usul uzoglashuvchi gatorlar uchun qgo‘llanilgan
Chezaro jamlash usulining integral ko‘rinishidan iboratdir.

Tartibi s > 0 bo‘lgan Riss usuli quyidagi

(1 —1%)°, agar 0<t¢<1 bolsa,
es(t) = .
0, agar t>1 bo'lsa,
funksiya bilan aniglanadi.
Riss o‘rtachalari
1/

Ru(a) — /(1—a:v)sf(:v)d:v

0



ko‘rinishga ega bo‘lib, x > 0 yarim to‘g‘ri chiziqda lokal integralla-
nuvchi bo‘lgan ixtiyoriy f funksiya uchun mavjud. Riss usuli s
ko‘rsatkichning ofsishi bilan kuchayadi, ya'ni @ — 0 da s - tart-
ibli Riss o‘rtachalarining biror limitga yaginlashishidan, s; > s -
tartibli Riss o‘rtachalarining ham xuddi o‘sha limitga yaqinlashishi
kelib chigadi.

Shuni aytish kerakki, Riss o‘rtachalarini aniglash mumkin bo‘l-
gan funksiyalar sinfi Abel o‘rtachalarini aniglash mumkin bo‘lgan
funksiyalar sinfidan kengroq bo‘lsada, Abel usuli Riss usulidan kuch-
lirogdir. Chunonchi, agar xosmas integral biror s uchun Riss usuli
bilan jamlansa va u uchun Abel o‘rtachalari aniglangan bo‘lsa, u
holda Abel o‘rtachalarining limiti aynan Riss o‘rtachalarining limiti-
ga teng bo‘ladi. Masalan, f(x) = sin S2 funksiyaning birinchi tartib-
li Riss o‘rtachalari uchun

1/a
Ri(a) = /(1—aw)sinﬁwdw = —(1—04:10)(:08&8 -
/ 5
. =1/
sin Sx 1 o 15} 1
_ R *E_@SIDE%B’ a—0
munosabat o‘rinli.
Demak,
1
(Rl)/sinﬁmdw =3
0

bo‘lib, bu (17.2.46) ning o‘ngidagi tenglikning o‘zidir.
17.3-§. Eylerning beta va gamma funksiyalari

Parametrga bog‘liq quyidagi ikki

1
/:Ep 11 —2) e (17.3.1)
0
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va

I(p) = /e‘mm”_ldw (17.3.2)
0

integralni L.. Eyler batafsil o‘rgangan.

(17.3.1) integral Eylerning beta-funksiyasi yoki Eylerning birin-
chi tur integrali deb, (17.3.2) integral esa, Eylerning gamma-funksi-
yasi yoki Eylerning ikkinchi tur integrali deb ataladi.

Bu ikki funksiyani, quyida isbot gilinadigan,

L'(p)L'(qg)

T T4 (17.3.3)

B(p,q) =

klassik formula bog‘laydi. Bu formulaga ko‘ra, Eyler funksiyalari
xossalarini o‘rganish uchun fagat gamma-funksiya xossalarini bataf-
sil o‘rganish yetarli.

1. Eyler gamma-funksiyasining asosiy xossalari.
19, Uzluksizligi va differensiallanuvchanligi.

17.3.1 - tasdiq. Eyler gamma-funksiyasi (17.3.2) tenglik bilan
istalgan p > 0 uchun aniglangan.

Isbot. (17.3.2) integral ikki sababga ko‘ra xosmasdir, ya’'ni yoki
integral ostidagi funksiya x = 0 nuqta atrofida chegaralanmagan
bo‘lgani uchun yoki integrallash intervali chegaralanmagan bo‘lgani
uchun. Bu integralni ikki

>

1
I(p) = /e‘mm”_ldm + /e‘mm”_ldw
0 1

integral yig‘indisi ko‘rinishida yozib olsak, birinchi integral p > 0 da
vaginlashadi va ikkinchi integral esa, barcha haqiqiy p larda yaqin-
lashadi. Shunday qilib, gamma-funksiya (17.3.1) tenglik bilan istal-
gan p > 0 uchun aniglangan.
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Xususan, p = 1 da

0

1) = /e_”“"dx = 1

0

17.3.2 - tasdiq. Eyler gamma-funksiyast p > 0 yarim to‘g‘ri
chizigda uzluksizdir.
Isbot. E’tibor bering, integral ostidagi

fo(x) = fla,p) = e aP™! (17.3.4)

funksiya ikki o‘zgaruvchining funksiyasi sifatida x > 0 va p > 0 da
uzluksiz. Demak, 17.2.4 - teoremaga ko‘ra, (17.3.2) xosmas integral-
ning p > 0 yarim to‘g‘ri chiziqdagi istalgan [a, b] kesmada parametr-
ga nisbatan tekis yaqinlashishini isbotlash yetarli. Shu magsadda
0 < a < p <bdeylik. U holda istalgan z > 0 uchun

a7l < ot g (17.3.5)

tengsizlik o‘rinli; bunda o‘ng tarafdagi birinchi had chap tarafni
0 < z < 1 da yuqoridan baholaydi, ikkinchi had esa, x > 1 da
baholaydi.

Demak, integral ostidagi (17.3.4) funksiya uchun

fol@) = et < e (a4 ) = fule) + fole)

baho o‘rinli.

O‘ng tarafdagi funksiya p ga bog'liq emas va 0 < x < oo so-
ha bo‘yicha integrallanuvchi. Shunday ekan, (17.3.2) integralning
tekis yaqinlashishi Veyershtrass alomatidan kelib chigadi (17.2.1 -
teoremaga qarang).ll

17.3.3 - tasdiq. Eylerning gamma-funksiyasi p > 0 yarim to‘g‘-
ri chizigda cheksiz differensiallanuvchidir.

Isbot. Integral ostidagi (17.3.4) funksiya hosilasi

Of(x,p)

0 e P g
dp
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ga teng.
Ravshanki, (17.3.5) tengsizlikka ko‘ra, ixtiyoriy 0 < a < b lar
uchun a < p < b kesmada tekis ravishda

‘ Of(x,p)

‘ < e |Inx| (wa_l + :Eb_l) , x>0,
dp

baho o‘rinli.

Bahoning o‘ng tarafidagi funksiya p parametrga bog'liq emas
va xosmas ma’noda x > 0 yarim to‘g‘ri chizigda integrallanuvchi.
Shuning uchun, bu baho va Veyershtrass alomatiga ko‘ra,

[e @]
I'(p) = /e‘mm”_llnw dx (17.3.6)
0
tenglikning o‘ng tarafidagi integral p parametr bo‘yicha a <p < b
kesmada tekis yaqinlashadi.
Demak, 17.2.6 - teoremaga asosan, formal ravishda differensial-
lab olingan (17.3.6) tenglik aslida ham o‘rinlidir.

Yuqoridagi mulohazalarni so‘zma-so‘z qaytarib, p > 0 da gamma-
funksiyaning m-tartibli hosilasi uchun

/e TP~ Ynw)™ da (17.3.7)
0

tenglikni olamiz. Bunda integral p parametr o‘zgarish sohasidagi har
bir kesmada tekis yaginlashadi.ll
17.3.4 - tasdiq. Eylerning gamma-funksiyasi har bir p > 0 da

L(p+1) = pl(p) (17.3.8)

rekurrent munosabatni qanoatlantiradi.
Isbot bho‘laklab integrallash formulasidan kelib chiqadi:
[e @] [e @]
I'p+1) = /e‘mw”dw = —e” :Ep‘m . +p/e_”“":vp_1d:v.
0 0
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Natija. Istalgan natural n uchun
I'n+1) = nl! (17.3.9)

tenglik o‘rinli.

I'(1) = 1 bo‘lgani sababli, agar 0! = 1 desak, bu tenglik n = 0
da ham o‘rinli bo‘ladi. Bu 0 ning faktorialini 1 ga teng deb kelishish
to‘g‘ri ekanligiga yana bir sababdir.

20, Gamma-funksiyaning grafigini o‘rganish.

Eslatib o‘tamiz, gamma-funksiya (17.3.2) formula yordamida
p > 0 yarim to‘g‘ri chizigda aniglangan.

1) Bevosita (17.3.2) ta’rifdan gamma-funksiyaning gat’iy mus-
bat ekani kelib chiqadi:

barcha p >0 larda I'(p) > 0.

Demak, gamma-funksiya nolga aylanmaydi.

2) Agar m = 2 desak, (17.3.7) tenglikdan T(p) > 0 kelib chiqa-
di. Shuning uchun gamma-funksiya grafigining qavarigligi pastga
garagan.

3) (17.3.8) munosabatga ko‘ra, I'(1) = I'(2) = 1. Roll teoremasi-
ga ko‘ra (4.4.1 - teoremaga qarang), 1 < p < 2 intervalda shunday
p* nugta topiladiki, u uchun

Mp* =0, 1<p*<2.

4) T"(p) > 0 tengsizlikka ko‘ra, birinchi hosila o‘suvchi funksiya-
dir. Demak,

O<p<p* da T'(p)<0 va p>p* da TI'(p)>0.

Bundan chiqdi, gamma-funksiya 0 < p < p* intervalda qat’iy
kamayadi va p > p* yarim to‘g‘ri chiziqda gat’iy o‘sadi.
5) p* nugta gamma-funksiyaning munimum nuqtasi bo‘lib, bu
nuqtada
0 <T@ < 1.
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6) Uzluksizlikka ko‘ra, p — 0 da I'(p+ 1) = 1 + o(1). Demak,

I'(p+1) 1

I'(p) = 5 = 5~[1+0(1)]—>+oo, p—0+0.

Shunday ekan, ordinatalar o‘qi gamma-funksiya grafigiga vertikal
asimptota bo‘ladi.
7) (17.3.7) rekurrent formuladan, ¢t > 1 da

PE+2)=0¢+0)IE+1) = E+0)t0{E) > E+ D) = (t+ 1)t
tenglik kelib chigadi. Agar p = t + 2 desak, bundan p > 3 lar uchun

Lp) 2 (p—Dp—2)

bahoni olamiz.
Bu bahodan quyidagi munosabatlar kelib chiqadi:

r
lim I'(p) = +oo, lim 0 = +4oo.
p—+oo p—too P
Demak, gamma-funksiya grafigi og‘ma asimptotaga ega bo‘lmas
ekan.
Gamma-funksiya grafigining eskizi 17.4 - rasmda keltirilgan.

JLy

Ip)

L 4

17.4-rasm
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3°. Matematik tahlilda keng foydalaniladigan ko‘plab o‘zgarmas
kattaliklar gamma-funksiya orqali ifodalanadi. Masalan, (13.8.18)
formula bilan kiritilgan kattalikni, ya’ni

2m m m
Wy = /d&l/sinég d92~~/sin”_2 Opn_1dOp_1, nM>2,
0 0 0

sonni garaylik.

Bu w,, kattalik R” fazodagi radiusi 1 ga teng (n — 1) olchovli
sfera sirtining yuzasi bilan ustma-ust tushadi.

Sodda hisoblashlar ko‘rsatadiki, we = 27 va w3 = 47. Gamma-
funksiya yordamida ixtiyoriy o‘lchovli fazodagi birlik sfera sirtining
yuzasi uchun formula olishimiz mumkin.

Buning uchun (14.1.13) formuladan, ya’ni

/6_@%”%*‘“”%) deydey...de, = /2 (17.3.10)

Rn

tenglikdan foydalanamiz.
Chap tarafdagi xosmas integralni, R™ fazoni qgamrab oluvchi so-
halar ketma-ketligi sifatida

Qp = {xeR” . |z| <k}

sharlarni olib, hisoblaymiz.
Sferik koordinatalar sistemasiga o‘tib, (13.8.17) formuladan foy-
dalansak,

k
22 2 2 e
/e @itestt2n) o dwo.. de, — wn/e =gy
O 0

tenglikni olamiz.
O‘ng taraf £ — oo da quyidagi xosmas integralga intiladi:

_p2 W _f, W n
wn/errnldréz/etm 1dt:7n1“<§).
0
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Demak,

/6_@%”%*‘“”%) deidxs...dx, = w2—n1“ (g) .
R’ﬂ
Bu tenglik va (17.3.10) ga ko‘ra,
2(3) - o
Bundan chiqdi,

n/2
oy — 2T (17.3.11)

r(3)

Eslatma. (17.3.11) tenglikdan n = 3 da

r(3) - 2
2 Ws

tenglikni olamiz. Lekin, ws = 47 bo‘lgani uchun,

r(3) - 4

2

> = 11“ <l> Shunday ekan,
2 2

r(%) _ Jr (17.3.12)

ko‘rinishdagi muhim formula kelib chigadi.

(17.3.8) munosabatga ko‘ra, I’ (

oxirgi tenglikdan

N W

2. Eyler beta-funksiyasining asosiy xossalari.

17.3.5 - tasdiq. Eyler beta-funksiyasi

1
/:Ep 11 —x)tdx (17.3.13)
0
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tenglik bilan barcha p > 0 va ¢ > 0 larda aniglangan.
Isbot. (17.3.13) integralni quyidagi

1 1/2 1
/:Ep Ya—a)tde = /x”_l(l—w)q_lder/:Ep_l(l—w)q_ldm
0 0 1/2

ikki integral yig‘indisi ko‘rinishida yozib olamiz.

Ravshanki, bu tenglikning o‘ng tarafidagi birinchi integral osti-
dagi funksiya faqat * = 0 nugtada maxsuslikka ega bo‘lishi mumkin.
Shuning uchun bu integral p > 0 da barcha haqiqiy ¢ lar uchun
vaginlashadi.

Xuddi shu kabi, ikkinchi integral * = 1 nuqtada maxsuslikka
ega bo'lib, ¢ > 0 da barcha haqiqgiy p lar uchun yaginlashadi.

Demak, beta-funksiya (17.4.1) tenglik bilan barcha p > 0 va
¢ > 0 lar uchun aniglangan.ll

(17.3.13) integralda o‘zgaruvchilarni almashtirish natijasida hosil
bo‘ladigan, Eyler beta-funksiyasining boshqa ko‘rinishlari ham tad-
biglarda ko‘p uchraydi. Shunday ko‘rinishlardan birini 2 = sin?t¢
almashtirish bajarib olish mumkin:

w/2
B(p,q) = 2/sin2p_1t~cos2q_1tdt. (17.3.14)
0

Ba’zan beta-funksiyani birinchi tur xosmas integral ko‘rinishida
yozib olish qulay bo‘ladi. Buning uchun (0, 1) integrallash intervalini
(0, +o00) yarim to‘g‘ri chiziqqa o‘tkazadigan almashtirishdan, masa-

1
lan, x = ; almashtirishdan foydalaniladi. U holda,
dt t
dr = ————, 1l—2 = ——.
¢ (1+1)? ¢ 1+t

Natijada, beta-funksiya uchun barcha p > 0 va ¢ > 0 larda

o‘rinli bo‘lgan
7o
t
/ TP (17.3.15)
0
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formulaga ega bo‘lamiz.

Biz beta-funksiyaning xossalarini batafsil o‘rganish o‘rniga, quyi-
da keltirilgan klassik formula yordamida, uni yuqorida o‘rganilgan
Eylerning gamma-funksiyasiga keltiramiz.

17.3.1 - teorema. Har qanday p > 0 va q¢ > 0 lar uchun

I'(p) - T'(q)
B(p,q) = 17.3.16
(»:q) T ) ( )
ayniyat o‘rinli.
Isbot. Ikki o‘zgaruvchining
F(a,t) = @t gpta=l =04z
funksiyasini garaylik.
(17.3.4) belgilashlardan foydalanib, uni
F(z,t) = xfy(2) fy(tr) == ale™aP™1 - o7 (ta)

ko‘rinishda yozib olamiz.
(17.2.26) formulaga ko‘ra,

deZF(w’t) di = O/OodtZF(wat) da . (17.3.17)

Bu tenglikning chap tarafidagi integralni, ichki integralda y = tx
almashtirish bajarib, hisoblaymiz:

0 0

/:Ee_mwp_ld:v/e‘tm(tw)q_ldt =

0 0

0 >

= /e‘mw”_ldw/e—yyq_ldy = I'(p) - I'(g).

0 0
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Endi (17.3.17) ning o‘ng tomonidagi integralni, ichki integralda
y = (1 + t)z almashtirishni bajaramiz, so‘'ngra (17.3.15) formulani
qo‘llab hisoblaymiz:

o0 o0
/tq_ldt/e_“*t)mmp*q_ldm _
0 0

o0

tldi i —Y, pg—1
Htﬁq e~y dy = B(p,q) - T'(p+q) -
0

Bundan, (17.3.17) formulaga ko‘ra, talab gilingan (17.3.16) teng-
lik kelib chigadi.l

(17.3.16) formula yordamida Eyler beta-funksiyasining uzluksiz
va, differensiallanuvchi ekanligi haqida xulosa qilish va boshqa turli
xossalarini o‘rnatish mumkin. Masalan, bevosita o‘sha formuladan
beta-funksiyaning simmetrikligi kelib chiqadi:

B(p,q) = Blg:p)-

Yana shu formula orqgali turli rekurrent munosabatlarni keltirib
chigarish mumkin. Masalan, (17.3.16) va (17.3.8) formulalarni qo‘l-
lab,

T+  pT@I@  p
S R B R R R B

munosabatni olamiz. Demak, istalgan p > 0 va ¢ > 0 lar uchun

P
Bp+1,9) = —— Blp,gq
01 La) = 2B
tenglik o‘rinli.
(17.3.16) formula yordamida Eyler funksiyalarining ba’zi nuqta-
lardagi giymatini ham hisoblash mumkin. Masalan, shu formulaga

. (1/2) -T'(1/2)
11 I'(1/2) - I(1/2
B(——)—

2’2 r(1/2+1/2) [r(/2).



Boshqa tarafdan, (17.3.14) formulaga asosan,

w/2

B<1,1> = 2/dt = 7.
2°2
0
Demak,
r(/2))? = =
va yana (17.3.12) tenglikka keldik:
/2 = Jr.

17.4-§. Parametrga bog‘liq integrallarni asimptotik
hisoblash usullari

1. Turli matematik masalalarni yechishda yechim uchun aniq
formulanigina emas, balki bu yechimga yetarlicha yagin bo‘lgan
taqribiy yechimni ham bilish muhimdir.

Masalan, n ta jismning joyini o‘zgartirish va biror mezonga ko‘ra,
eng yaxshi o‘zgartirishni topish masalasini gqaraylik. Aytaylik, kom-
pyuter har bir o‘zgartirish mezonga mos ekanini 1 mikrosekundda
baholasin, ya’ni bir sekundda 1 million baholashni amalga oshirsin.
Ma’lumki, n ta jismni n! ta usulda joyini o‘zgartirish mumkin. 10
ta jism bo‘lganda bu masalani yechish uchun gancha vaqt ketadi?
20 ta bo‘lgandachi? 100 ta bo‘lgandachi?

Ravshanki,

10! = 3 628 800 ~ 3,6 - 10°.

Demak, 10 ta jism uchun eng yaxshi o‘zgartirishni kompyuter 4
sekunddan kam vaqtda topar ekan.
Yana oson hisoblashlar ko‘rsatadiki,

20! = 2 432 902 008 176 640 000 ~ 2,4-10%.
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Bu hol uchun kompyuter 2,4 - 10'2 sekund yoki 77 000 yilga
vaqin ishlashi kerak ekan.

100! ga kelsak, bu sonni oddiy usulda hisoblash ancha murakkab
masaladir. Ammo, asimptotik usullardan foydalansak, bu masala
ancha soddalashadi.

2. Parametrga bog‘liq integral asimptotikasini topishning eng
kuchli usullaridan birini P. Laplas taklif qilgan. Biz Laplas usulining

eng sodda holini, ya’ni
b

/ e MW i (17.4.1)

a
ko‘rinishdagi integralning A — +oco  dagi asimptotikasini topish
uchun ishlatiladigan holini keltiramiz (biz ¢ = —co yoki b = 400
hollarni istisno qilmaymiz).
Agar ¢"(t) > 0 bo‘lib, (a, b) interval ichida ¢ minimumga erish-
sa, u holda (17.4.1) integralda o‘zgaruvchini shunday almashtirish
mumkinki, bunda integral

40

0y — / e £ du (17.4.2)

-0

ko‘rinishga keladi (ba’zan asimptotika olishning aynan shu qismi eng
ko‘p mehnat talab giladi).
Faraz qilalylik, f(x) shunday funksiya bo‘lsinki, quyidagi

>

/ e | f(@)| dw < +oo (17.4.3)

—0

xosmas integral yaqinlashsin.

E’tibor bering, (17.4.2) integral ostidagi ifodada eksponenta x =
0 nugtada 1 ga teng bo‘lib, boshga nugtalarda 1 dan qat’iy kichik.
Shuning uchun, A — +oco da integral ostidagi ifoda noldan tashqari
barcha nuqtalarda nolga intiladi (17.5 - rasm). Ravshanki, bunda
(17.4.2) integral ham nolga intiladi va bizning magsadimiz mana
shu intilish tartibini baholashdan iborat.
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17.5-rasm

Laplas usuli quyidagi g‘oyaga asoslangan: (17.4.2) integralga
asosiy giymatni = 0 nuqtaning istalgancha kichik atrofi bo‘yicha
olingan integral beradi va bu atrofda esa, integral asimptotikasini,
f funksiyani uning Teylor gatori bilan almashtirib, topish mumkin.

Masalan, f(x) =1 bo'lsa,

0

/e‘“2 do = \/§ (17.4.4)

— o0
va’ni integral parametr kvadrat ildiziga teskari proporsional ravishda
nolga intiladi. Xuddi shu natijani R to‘g‘ri chiziq bo‘yicha emas, bal-
ki istalgancha kichik (—4,d) interval bo‘yicha integrallaganda ham
olamiz; integralni bunday almashtirishdagi xato eksponensial kichik
bo‘ladi.

Laplas usulini qo‘llash uchun (17.4.2) integral ostidagi funksiya-
dan faqgat koordinatalar boshining biror atrofidagina silliglik talab
gilinadi, boshqga nuqtalarda esa, funksiya ixtiyoriy lokal integralla-
nuvchi bo‘lib, (17.4.3) shartni qanoatlantirishi yetarli.

Biz (17.4.2) integralga asosiy qiymatni x = 0 nuqtaning istalgan-
cha kichik atrofi berishi haqidagi sodda tasdigni isbotlashdan bosh-
laymiz.
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17.4.1 - tasdiq. Faraz qilaylik, f funksiya (17.4.3) shartni gano-
atlantirsin. U holda istalgan & > 0 uchun (17.4.2) integral

0 )
/ e fw) da = / e fl@)de 1 O™, A= 1, (17.45)
N -6

bahoni qanoatlantiradi.
Isbot. Quyidagi belgilashlarni kiritaylik:

-0 +o0
LY — / e faVde, (N — / e Fa) da
— 00 6
U holda,
0 é
/ e f(z)dx = / e’ flxyde + Li(A) + (). (17.4.6)
— 50 -5
Masalan, I3(A) integralni baholaylik. Ravshanki, A > 1 va x > 4
lar uchun
e—)xmz _ e—()x—l)mz e—zz < e—()x—l)éz e—zz
baho o‘rinli.
Shuning uchun, (17.4.3) shartga ko‘ra,
B < O [ f@)lde = c@e,
s

I1 () integral ham xuddi shu usulda baholanadi. Bu baholarni
(17.4.6) tenglikka qo‘ysak, talab gilingan (17.4.5) munosabatga ega

bo‘lamiz.l
Natija sifatida (17.4.4) tenglikning umumiyroq ko‘rinishini oli-

shimiz mumkin.
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17.4.2 - tasdiq. Har qanday & > 0 va iztiyoriy k > 0 uchun

[
_aa? I'k+1/2 a2
/6 A $2kd$ — % -+ 0(6 >\(5) (1747)
-6

bakho o‘rinli.
Isbot. Isbotlangan (17.4.5) bahoda f(z) = 2?* desak,

~ 5
/ e—Amz ) dr — /e—>\$2 22k dx + O(Q_NSQ) (1748)
e s

munosabatga ega bo‘lamiz.
Agar chap tomondagi integralda integral ostidagi funksiya juftli-

t
gidan foydalanib, © = \/; almashtirish bajarsak,

/ e 2k g = 2/6_’\”“"2 2k dy =
—00 0

L[ i, TH+1/2)
= )\k+1/2/6 2 dt = NFH1/2

0

tenglik kelib chiqadi. Bu ifodani (17.4.8) ning chap tarafidagi inte-
gral o‘rniga qo‘ysak, talab gilingan (17.4.7) bahoga kelamiz.l
Navbatdagi tasdiq yuqoridagi mulohazalarning natijasidir.
17.4.3 - tasdiq. Faraz qilaylik, f funksiya (17.4.3) shartni gano-
atlontirib, koordinatolar boshining biror atrofida 2m marta uzluksiz
differensiallanuvchi bo‘lsin. U holda A — oo da

0

m—1

Met1/2 amt1/2

o =0

astmptotik tenglik o‘rinli.
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Isbot. Aytaylik, f funksiya 2m marta uzluksiz differensiallanuv-
chi bo‘lgan interval (-4, §) bo‘lsin. Agar e= eksponenta A — +oo
da A™™~1Y/2 darajadan tezroq nolga intilishini hisobga olsak, 17.4.1
- tasdiqqga ko‘ra, quyidagi

o m—1

[ e rwe = Y fg?iﬁo) Lol W 740

] Net1/2 amt1/27
-5 k=0

formulani isbotlash yetarli.
Berilgan f(«) funksiyani (—¢, d) intervalda Teylor formulasi bi-
lan almashtiramiz:

2+ O™ .

2m—1
J®(0)
f@) = kZO o

Bu formulani (17.4.10) ning chap gismidagi integralga qo‘yib,
integral chegaralari simmetrik ekanini hisobga olsak, toq k larga mos
kelgan integrallar nolga aylanadi. Juft k larga mos kelgan integral-
larga 17.4.2 - tasdiqni qo‘llasak, talab qilingan (17.4.9) tenglikka ega
bo‘lamiz. W

Natija. Koordinatalar boshining biror atrofida ikki marta uzluk-
siz differensiallanuvchi [ funksiya uchun

7 e’ f(x)dx = \/g {f(()) + @} , A— +oo, (17.4.11)

— o0
astmptotik tenglik o‘rinli.

3. Endi (17.4.1) integralni (17.4.2) ko‘rinishga keltirish masalasi-
ni qaraylik. Integrallash intervalini surib, ya’'ni chiziqli almashtirish
bajarib, doim a < 0 va b > 0 deyishimiz mumkin. Shunday ekan,
yuqoridagi masala quyidagi ko‘rinishga keladi: qanday shartlarda
g(t) funksiyani

gt) = ©*(t) (17.4.12)

deb yozish mumkin, bu yerda ¢(t) funksiya
©0(0) =0, O'(t) >0, a<t<b, (17.4.13)
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shartlarni qanoatlantiradi.

Haqgiqatan, (17.4.13) shartga ko‘ra, = ¢(t) funksiya monoton
o‘sadi va t = ¥(x) teskari funksiyaga ega, bunda teskari funksiya
ham monoton o‘sib, ¥(0) = 0 shartni qanoatlantiradi. U holda
(17.4.1) integralda t = ¥(x) almashtirish bajarsak, (17.4.12) tenglik-
ka ko‘ra,

b B
/ oMol gy — / e () da (17.4.14)

a 87

munosabatga ega bo‘lamiz.
Endi («, ) interval ichida f(x) = ¢/(2z) va intervaldan tashqa-
rida f(x) = 0 desak,

b +o0
/e—Ag<t> dil — /e—m2 f(z) da (17.4.15)

tenglikka kelamiz.

Shunday qilib, biz (17.4.1) integralni (17.4.2) ko‘rinishga keltir-
dik.

E’tibor bering, 3 - bobda isbotlangan 3.6.9 - teoremaga asosan,
har ganday elementar funksiya o‘zi aniglangan barcha nuqtalarda
uzluksizdir. Ammo, differensiallanuvchanlik hagida bunday teorema
yo‘q va bo‘lishi ham mumkin emas. Masalan, @(t) = V2 = ||
murakkab funksiya R sonlar o‘qida uzluksiz bo‘lib, lekin faqgat ¢ £ 0
nuqtalardagina differensiallanuvchidir. Bunga sabab shundaki, /x
funksiya faqat « > 0 larda differensiallanuvchidir (z > 0 da uzluksiz
bo‘lishiga qaramasdan).

Demak, agar ¢(t) differensiallanuvchi funksiya gat’iy musbat
bo‘lsa, ¢(t) = /g(t) murakkab funksiya ham differensiallanuvchi
va musbat bo‘ladi. Bordiyu g(t) funksiya manfiymas bo‘lsa, u holda
o(t) = +/g(t) funksiya differensiallanuvchi bo‘lmasligi ham mumkin.
Bunda silliglik ¢ funksiya nolga aylangan nuqtalarda yo‘qolishi
mumkin.
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Lekin, shunga gqaramasdan, har qanday cheksiz differensiallanuv-
chi nomanfiy funksiyani cheksiz differensiallanuvchi funksiyaning
kvadrati (manfiymas bo‘lishi shart bo‘lmagan) ko‘rinishda yozish
mumkin. Qulaylik uchun shu paragrafning oxirigacha, agar funksiya
biror intervalda cheksiz differensiallanuvchi bo‘lsa, biz uni shu inter-
valda silliq deymiz.

Aytaylik, g(t) funksiya nolning biror atrofida silliq bo‘lib, shu
atrofning noldan boshga nugtalarida musbat bo‘lsin. Bundan tash-
gari, nol nuqtada

g(0) =g'(0)=0,  ¢"(0)>0 (17.4.16)

shartlar bajarilsin.
Qayd etilgan atrofda g(t) funksiyani, integral ko‘rinishdagi qol-
diq had bilan, Teylor formulasi bo‘yicha yoyamiz (6.5.4 - teoremaga

qarang):
¢

9(0) = 90) 14O 1 [ (1= 5)g" () ds.
0
(17.4.16) shartni hisobga olib va s = yt almashtirish bajarib, bu

tenglikni biz
1
= / (1 —y)g"(ty) dy
0

deb yozishimiz mumkin.
Endi

1
/ "(ty) dy,
0

funksiyani kiritaylik; 17.1.3 - teoremaga asosan, bu funksiya nolning
atrofida silliqdir. Ya’ni:

g(t) = t2h(t).

Ikkinchi hosila uzluksiz bo‘lgani uchun, yuqoridagi ¢”(0)
tengsizlik nolning biror atrofida ham o‘rinli bo‘ladi, yami ¢”(t)

0

>
> 0.
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Demak, h(t) funksiya nolning atrofida nafaqat silliq, balki qat’iy
musbat ham bo‘lar ekan. Bundan chiqdi, v/h(t) va

p(t) = t/h(t)

funksiyalar nolning atrofida cheksiz differensiallanuvchi bo‘lib, (17.4.12)
tenglik bajariladi.

Shunday qilib, (17.4.16) shart ostida, ¢ funksiyani silliq funksiya
kvadrati ko‘rinishida yozish mumkin ekan. Bunda

p(t) = (signt) Vg(t)

ekanini ko‘rish qiyin emas.

Yuqoridagi mulohazalarni umumlashtirib, biz quyidagi asosiy
teoremaga, kelamiz.

17.4.1 - teorema. Faraz qilaylik, g(t) funksiya 0 nugtani oz
ichiga olgan (a,b) intervalda tkki marta uzluksiz differensiallanuvchi
bo‘lib, (17.4.16) shartlarni qanoatlantirsin. Bundan tashqari, t =
0 nugtaning biror atrofida bu funksiya cheksiz differensiallanuvchi
bo‘lsin. U holda istalgan natural m uchun A\ — oo da quyidagi

b -1
"o CRD0) T (k+1/2) O(1)
—Xg(t) (& (0) )
/6 I dt = 25! 12 VR (17.4.17)

2 k=0

asimptotik tenglik bajariladi. Bu tenglikda (x) funksiya ©%(t) =
g(t) tenglikni qanoatlantiruvchi o(t) funksiyaga teskari funksiyadir.

Isbot 17.4.3 - tasdiqqa ko‘ra, bevosita (17.4.14) va (17.4.15)
tengliklardan kelib chigadi.

1 - eslatma. 17.4.1 - teorema shartlarida ¢(¢) funksiyaning
cheksiz differensiallanuvchi bo‘lishini talab qilish shart emas. Bu-
ning o‘rniga uning biror chekli sondagi hosilaga ega ekanini talab
qilish yetarli, lekin bunda (17.4.17) formuladagi hadlar soni hosi-
lalar soniga bog'liq bo‘ladi.

2 - eslatma. x = (t) funksiyaga teskari, ya'ni

glp(x)] = 2° (17.4.18)
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tenglamaning yechimi bo‘lgan, ¢ = ¥ (x) funksiya hosilalarining
noldagi giymatini hisoblash uchun yuqoridagi tenglamani yechish
shart emas. Biz buni, masalan, (17.4.7) asimptotikaning birinchi
hadiga kirgan ¢’(0) giymatni hisoblashda ko‘rsatamiz.

Buning uchun ¢ = ¥(x) deb, (17.4.18) ayniyatni 2 bo‘yicha ikki
marta differensiallaymiz. Birinchi differensiallashdan so‘ng

gt () = 2
tenglikni va ikkinchi differensiallash natijasida esa,
g'O) - W@ + g ¢ @) = 2

tenglikni olamiz.
Ravshanki, z = 0 da t = ¥(0) = 0 tenglik o‘rinli. Bundan chiqdi,
agar ¢'(0) = 0 ekanini hisobga olsak, oxirgi ayniyatdan

tenglikka ega bo‘lamiz.
Demak,

2
g9"(0) -
Shunday ekan, 17.4.1 - teoremadan navbatdagi tasdigning to‘g’‘-
riligi kelib chigadi.
17.4.4 - tasdiq. 17.4.1 - teorema shartlari ostida

P'(0) = (17.4.19)

b

gl B 27 O(1)
/ e MW gy — 70X {1 + T} (17.4.20)
astmptotik tenglik o‘rinli.

Haqiqatan, (17.4.17) formulada m = 1 deb, I'(1/2) = /7 ekani-
ni hisobga olish yetarli.

Xuddi shu usulda (17.4.17) asimptotik yoyilmadagi boshqa had-
larni ham topish mumkin.
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Eslatma. Laplas usulini yanada umumiyroq bo‘lgan quyidagi

b

/ e~ £(1) di

a

integrallarga ham qo‘llash mumkin.

Bunda asosiy mulohazalar xuddi (17.4.1) integralni o‘rganish-
dagidek bo‘lib golaveradi.

3. Laplas usulini

>

'p+1) = /e_”“" aP dx (17.4.21)
0

Eyler gamma-funksiyasini p parametrning katta qiymatlaridagi
asimptotikasini o‘rganishga qo‘llaymiz.
Agar

I(p) = /e—p(y—l) Wy = /e—p(y—l—lny) dy
0

deb belgilab, © = py almashtirish bajarsak,

/e_”J 2P dr = p”“/e‘pyy” dy = pPMePI(p)  (17.4.22)
0 0

ifodani olamiz.
Endi I(p) integralda ¢ = y — 1 almashtirish bajarsak, bu integral

ko‘rinishga keladi, bu yerda

g(t) = t—In(1+¢) . (17.4.23)
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Ma’lumki,

1
14t

1
(1+1)2°

gt =1 g'(t) =
Bundan chiqdi, g funksiya 17.4.1 - teoremaning barcha shartla-
rini qanoatlantiradi. Demak, 17.4.4 - tasdiqqa ko‘ra,

[ [4 2]

Bunda biz ¢”(0) = 1 ekanini hisobga oldik. Nihoyat, topilgan
asimptotik bahoni (17.4.22) ning o‘ng tarafiga qo‘yib, (17.4.21) ta’-
rifni hisobga olsak,

1
T(p+1) = /27 (g)p {1 + %} (17.4.24)
asimptotik formulaga ega bo‘lamiz.
Parametr p natural son bo‘lganda bu formula Stirling formulasi
deb ataladi va odatda,

nl =~ Vo (%)n (17.4.25)

ko‘rinishda yoziladi.

Eslatma. Agar (17.4.20) formula o‘rniga (17.4.17) formulani
go‘llasak, faktorialning yetarlicha ko‘p hadli asimptotik yoyilmasini
olamiz. Masalan, beshta hadli yoyilmasi

I 5 (n)n 14 1 n 1
T VAT, 120 ' 28312

139 L 00

51 84017 2 488 3201 | 1P

ko‘rinishda ho‘ladi.

Ishorasi takrorlanadigan gatorlar kabi, bu asimptotik formula-
ning xatoligi ham oxirgi topilgan hadning absolyut giymatidan osh-
maydi.



17.4.1 - misol. O‘nlik sanoq sistemasida N = 100! sonini taqri-
ban hisoblang.
Buning uchun (17.4.25) formulani qo‘llash yetarli:

100\ 1%
100! ~ 27 - 100 (—) — 10v27 101000g100-lge) . g.1(157
e

Shuni aytish kerakki, tabiatda bunday katta son bilan xarakter-
lanadigan ob’ekt topish qiyin.

17.5-§. Parametrga bog‘liq karrali integrallar

1. Ta’rifi va asosiy xossalari. Ixtiyoriy ikki G C R™ va 2 C
R™ to‘plamlarni hamda f : G' x £ — R funksiyani qaraylik. Bu de-
gani, f(x,y) ikki ko‘p o‘lchovli o‘zgaruvchilarning, ya’'ni m o‘lchovli
2 ning va n o‘lchovli y ning funksiyasidir.

Faraz gilaylik, Q@ C R™ to‘plam Jordan ma’nosida o‘lchovli (ya’ni,
n = 2 da kvadratlanuvchi va n > 3 da kublanuvchi) bo‘lsin. Bun-
dan tashqari, f(x,y) har bir tayinlangan x € G da y ning funksiyasi
sifatida €2 to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsin. Bu holda

O(x) = /f(:v,y)dy (17.5.1)
Q

integral x € G parametrga bog‘liq karrali integral deb ataladi.

Quyida keltirilgan tasdiglarda biz G' va ) to‘plamlarni soha
deb, ya’ni ochiq bog‘lamli to‘plam deb hisoblaymiz. Jordan bo‘yicha
o‘lchovli ekanidan ularning chegaralangani kelib chigadi. Eslatib
o‘tamiz, G simvol ¢ to‘plamning yopig‘ini anglatar edi.

Parametrga bog‘liq karrali integrallar ham xuddi bir karrali integ-
rallar kabi xossalarga ega.

17.5.1 - tasdiq. Istalgan f € C(G x Q) funksiya uchun (17.5.1)
integral G yopiq to‘plamda uzluksiz funksiyadir.

17.5.2 - tasdiq. Agar G kvadratlanuvchi soha bo‘lsa, istalgan
f € C(G x Q) funksiya uchun (17.5.1) tenglik bilan aniglangan ®
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Sfunksiya G to‘plamda integrallanuvchi bo‘lib,

!@(w) dx Q/dyg/f(:v,y) dx (17.5.2)

tenglik bajariladi.
17.5.3 - tasdiq. Agar f € C(G x Q) va har bir 1 < j < m

uchun of € C(G x Q) bolsa, u holda (17.5.1) integral G sohada

8xj
x; 0‘zgaruvchi bo‘yicha uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lib,
o0 (x) of(z,y)
p— 1 . .
o / S (17.5.3)

tenglik bajariladi.

Isbot xuddi mos 17.1.1 - 17.1.3 - teoremalar isboti kabidir.
Masalan, 17.5.3 - tasdigni isbotlaylik.

Buning uchun z = (x1, 22, ..., m—1) deb belgilash kiritamiz. U
holda, * = (¥,2,) € G. Endi ¥ ni tayinlab, shunday a son tan-
laymizki, bunda (Z,a) va (¥, 2,,) nuqtalarni tutashtiruvchi kesma
butunligicha G sohada yotsin.

Agar N
W(rm) = /78f(:g;?,y) dy (17.5.4)

Q

bir o‘zgaruvchili funksiyani kiritsak, u holda bu funksiya integrali
uchun, 17.5.2 - tasdigni qo‘llab va Nyuton-Leybnits formulasidan

foydalanib,
/ dt/d/af“y)dt

[ U@ )~ 1@ ap]dy — 0 wn) - 2(E0)

Q
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tenglikni olamiz.
Bu tenglikning ikki tarafini x,, bo‘yicha differensiallasak,

bam) = 2@

O,
munosabatga ega bo‘lamiz.
Hosil bo‘lgan tenglikni (17.5.4) bilan taqqoslab, talab gilingan
(17.5.3) formulani j = m uchun olamiz. Boshqa j lar uchun ham
isbot xuddi shu kabi bo‘ladi.

2. Parametrga bog‘liq karrali xosmas integrallar.

(17.5.1) ko‘rinishdagi karrali xosmas integrallar xuddi bir karrali
parametrga bog‘liq integrallar kabi o‘rganiladi. Bunda quyidagi ikki
holni alohida qarash kerak: 1) integral ostidagi funksiya maxsus-
liklar to‘plami parametrga bog‘liq emas; 2) bu to‘plam parametrga
bog‘liq.

Birinchi holda (17.5.1) xosmas integral mahkamlangan maxsus-
likka ega bo‘lgan integral deb ataladi. Ushbu bandda aynan shunday
xosmas integrallarni o‘rganamiz.

Mahkamlangan maxsuslikka ega (17.5.1) xosmas integralni, para-
metrga bog‘ligmas ravishda tanlangan, gamrab oluvchi sohalar bo'-
yicha integrallar bilan yaginlashtirish mumkin. Biz integral ostidagi
funksiya maxsusliklari §2 sohasining chegarasida yotadi deb faraz
gilamiz. Masalan, agar 1) funksiyaning maxsusligi bo‘lmasa,

Y(x,y)
/ g Fy_ e (17.5.5)

lyl<1

xosmas integral uchun €2 soha sifatida, tabiiyki,
Q= {yeR” : 0< |y <1}

to‘plamni olish kerak.
Bu sohaning chegarasi radiusi 1 va markazi y = 0 nuqtada
bo‘lgan sfera va y = 0 nugtaning o‘zidan iborat.
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to‘plamlar Q ni qgamrab oluvchi {€;} sohalar ketma-ketligini tashkil
giladi.
Yana bir misol sifatida

¥l v) dy (17.5.6)
ly —al*~!

integralni olishimiz mumkin, bu yerda a orgali R™ fazosining ix-
tiyoriy tayinlangan nuqtasi belgilangan. (17.5.6) integral uchun
soha sifatida R” fazodan a nuqtani chigarib tashlash natijasida hosil
bo‘lgan to‘plamni olish mumkin, ya’ni

Q= {yeR" : y#£a}.

Ayonki,
n 1
Qr = {yeR :E<|y—a|<k’}

sohalar  parametrga bog‘liq bo‘lmay, €} ni gamrab oluvchi ketma-
ketlikni tashkil giladi.

Har bir (17.5.5) va (17.5.6) integral mahkamlangan maxsuslik-
ka ega va x parametrga bog‘liq xosmas integraldir. Shuning uchun
integrallash sohasini gamrab oluvchi sohalar ketma-ketligini « para-
metrga bog‘liqgmas ravishda tanlash mumkin. (E’tibor bering, agar
(17.5.6) integralda a ni parametr deb hisoblasak, u holda €2, sohalar-
ni a ga bog‘liq qilib tanlashga to‘g‘ri kelar edi).

Faraz qilaylik, (17.5.1) xosmas integral bo‘lib, x € G parametr-
ning har bir gqiymatida yaqginlashsin. Bundan tashqari, 2 sohalar
ketma-ketligi €2 ni gamrab olsin. Quyidagi

Di() = / £ y) dy (17.5.7)
1973
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funksiyalar ketma-ketligini kiritamiz.
Agar (17.5.7) ko‘rinishdagi ixtiyoriy ®x(x) ketma-ketlik ®(z) ga
(& da tekis yaqinlashsa, u holda

= Q/f(%,y)dy

xosmas integralni x € G parametr bo ‘yicha tekis yaginlashadi deymiz.

Xuddi bir o‘zgaruvchili holdagidek, karrali xosmas integrallar
uchun ham Veyershtrassning tekis yaginlashish alomati o‘rinli: agar
integral ostidagi f(x,y) funksiya yuqoridan x ga bog‘ligmas g(y)
funksiya bilan baholansa, u holda g dan olingan integral yaginlashi-
shidan f dan olingan integralning tekis yaginlashishi kelib chiqa-
di. Masalan, agar v funksiya biror o‘zgarmas bilan chegaralangan
bo‘lsa, u holda (17.5.5) integral x bo‘yicha tekis yaqinlashadi.

Parametrga bog‘liq (17.5.1) ko‘rinishdagi tekis yaqinlashuvchi
karrali xosmas integrallar uchun ham bir o‘zgaruvchili holda isbot-
langan kabi tasdiglar o‘rinli. Xususan,

1) agar integral ostidagi f(x,y) funksiya G xQ da uzluksiz bo‘lsa,
u holda tekis yaginlashuvchi (17.5.1) integral G' da uzluksiz funksiya
bo‘ladi;

2) agar (17.5.1) integral barcha x € G larda yaqinlashsa hamda
of(x,y)
8xj
bo‘lib, bu hosiladan olingan integral tekis yaginlashsa, w holda integ-

ral ostida differensiallash formulasi o‘rinli:

0 [ Of(x,y)
%j/f(%y)dy = /Tjdy'
0 0

17.5.1 - misol. Quyidagi

x,y)d
/w |y|yA LYY\ <, (17.5.8)

integral ostidagi funksiya G x Q da uzluksiz hostlaga ega

integralni qaraymiz.
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Aytaylik, ¥ (x, y) funksiya markazi koordinatalar boshida bo‘lgan
biror shardan tashqarida nolga teng bo‘lsin, ya’ni shunday R > 0
son topilsinki,

shart bajarilsin.
U holda integral, aslida, shu shar bo‘yicha olinadi, ya’ni

ly|I<R

Ravshanki, g(y) = |y|=" funksiya A < n da shu shar bo‘yicha in-
tegrallanuvchi. Shunday ekan, biz Veyershtrass alomatini qo‘llashi-
miz mumkin. Bu alomatga ko‘ra:

1) agar ¥ ikki o‘zgaruvchining uzluksiz funksiyasi bo‘lsa, u holda

(17.5.8) integral uzluksiz funksiya bo‘ladi;
2) agar ¥ funksiya uzluksiz % hosilaga ega bo‘lsa, u holda
J

A< n,

dulz) / ulay) dy
on; oz; Tyl

tenglik bajariladi.

Eslatma. Agar ¥ (x, y) funksiya cheksiz differensiallanuvchi bo‘-
lib, (17.5.9) shartni ganoatlantirsa, u holda (17.5.8) integral ham
parametrga nisbatan cheksiz differensiallanuvchi bo‘lib, istalgan «
multiindeks uchun (§12.2 ning 6 - bandini qarang)

DO&
/ waIA , 0<A<n, (17.5.10)

tenglik bajariladi.

3. Diagonalda maxsuslikka ega karrali xosmas integral-
lar.
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Ushbu bandda biz integral ostidagi funksiya parametrga bog‘liq
to‘plamda cheksizlikka aylanishi mumkin bo‘lgan xosmas integrallar-
ni qaraymiz. Bunday turdagi xosmas integrallardan eng ko‘p ahami-
vatga ega bo‘lgani quyidagi

u@) — [ Fly-a) v dy (17.5.11)

Rn

ko‘rinishdagi integrallardir. Bu integralda v (y) funksiya R™ fazoda
aniqlangan va yetarlicha silliq bo‘lib, F(y) esa, fagat y = 0 nug-
tada maxsuslikka ega bo‘lishi mumkin bo‘lgan, R™ fazoda uzluk-
siz funksiyadir. Bu degani, integral ostidagi funksiyaning maxsusligi
x = y <diagonalda> joylashgan. Parametr rolini € R™ o‘zgaruvchi
o‘ynaydi.

Agar F funksiyani tayinlab qo‘ysak, (17.5.11) integral o‘zi aniq-
langan har bir ¢ (z) funksiyaga biror u(x) funksiyani mos qo‘yadi.
Bunday akslantirish integral operator va F(y — x) funksiya esa,
uning yadrosi deb ataladi. Yadroni biz lokal integrallanuvchi deb
hisoblaymiz, ya’ni istalgan R > 0 uchun

|[F(y)ldy = Cr < +o0 (17.5.12)

ly|<R

xosmas integral yaqinlashadi deymiz.
(17.5.11) integral operator ta’sir qiluvchi ¢ funksiyalar sifatida
biror R > 0 (¥ ga bog‘liq bo‘lgan) o‘zgarmas bilan

Yy) =0, |y >R, (17.5.13)

shartni qanoatlantiruvchi funksiyalarni olamiz.

Bu shartlardan (17.5.11) da integrallash, aslida, R™ fazosi bo‘yi-
cha emas, balki radiusi R va markazi koordinatalar bo‘shida bo‘lgan
shar bo‘yicha olinayotgani kelib chiqadi. Shunday ekan, (17.5.11)
ikkinchi tur xosmas integral bo‘lib, integral ostidagi funksiya max-
susligi ¥ = x nugtada joylashgan. Misol sifatida, matematik fizikada
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muhim rol o‘ynovchi,

CR =l

Rn

integralni olishimiz mumkin.

(17.5.11) ko‘rinishdagi xosmas integrallar quyidagi ajoyib xossa-
ga ega: agar integral operator ta’sir giluvchi ¥ (a) funksiya cheksiz
differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda, yadro silliq bo‘lmasada, u(x)
funksiya ham cheksiz differensiallanuvchi bo‘ladi.

Hagiqatan, o‘zgaruvchini almashtirib, (17.5.11) integralni

u() = / F(y) vy + o) dy

R»

deb yozishimiz mumkin.
Agar (x) funksiya cheksiz differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda
istalgan « multiindeks uchun, formal ravishda quyidagi

D%(x) = /F(y) DY(x +y) dy (17.5.14)
Rn

tenglik o‘rinli.

Agar F funksiya lokal integrallanuvchi ((17.5.12) shartga qarang)
bo‘lib, ¥ funksiya (17.5.13) shartni gqanoatlantirsa, u holda Veyer-
shtrass alomatiga ko‘ra, (17.5.14) integrallar tekis yaqinlashadi. Bun-
dan (17.5.14) formulalarning to‘g‘ri ekanligi va (17.5.11) integral-
ning cheksiz differensiallanuvchi ekani kelib chigadi. Teskari almashtirish-
ni amalga oshirsa,

Dou(z) — / Fly — o) D*6(y) dy (17.5.15)
2

tenglikka ega bo‘lamiz.
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4. Potensial xilidagi integrallar. Quyidagi

u(x) = /% dy, 0<X<n, (17.5.16)
R’ﬂ

ko‘rinishdagi integrallar potensial xilidagi integrallar deyiladi.

Agar n = 3 va A = 1 bo‘lsa, yuqoridagi integral gravitatsiya
nazariyasida Nyuton potensiali deb, elektr nazariyasida esa, Kulon
potensiali deb ataladi. Bunda integral ostidagi ¢ funksiyaga zichlik
deyiladi.

Potensial xilidagi integrallarni F'(y) = |y|~" yadro bilan (17.5.11)
ko‘rinishda yozish mumkin, bunda, albatta, yadro lokal integralla-
nuvchi bo‘ladi, yami (17.5.12) shartni qanoatlantiradi. Shunday ekan,
yugoridagi mulohazalarga ko‘ra, navbatdagi tasdigni olamiz.

17.5.5 - tasdiq. Faraz qilaylik, o ixtiyoriy multiindeks bo‘lsin.
Agar Y funksiya uzluksiz D“W(x) hosilaga ega bo‘lib, (17.5.13)
shartni qanoatlantirsa, w holda potensial zilidagi (17.5.16) integral
ham o - tartibli hosilaga ega bo‘lib,

D%(x) = %w(yyﬁ\ dy, 0<A<n, (17.5.17)
R’ﬂ

tenglik bajariladi.

Isbot (17.5.15) formuladan kelib chiqadi.

E’tibor bering, umumiy (17.5.11) holdan fargli o‘laroq, potensial
xilidagi integrallar yadrosi diagonaldan tashqarida cheksiz differensi-
allanuvchidir. Shu sababli, (17.5.16) integral silliqligini ¢ funksiyaga
nisbatan kamroq shartlarda isbotlash mumkin.

Haqiqatan, bu holda biz

0 1 Tj— Yy

day le—yr e —yr2

tenglikdan foydalanishimiz mumkin.
Ravshanki, differensiallangan

_ Ty —Yj
Filx —y) = _)\W
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yvadro
A

\Fj(x - y)\ < z — y it
bahoni gqanoatlantiradi.

Agar A +1 < n bo‘lsa, Fj(y) funksiya lokal integrallanuvchi
bo‘ladi. Shuning uchun

Ouiz) _ /Fj(:v—y)w(y)dy

ox 7
R’n

tenglikdan uzluksiz ¥ zichlikka ega potensiallarning barcha qismiy
hosilalari uzluksiz ekani kelib chigadi. Bundan chiqdi, navbatdagi
tasdiq o‘rinli bo‘lar ekan.

17.5.6 - tasdiq. Agar A\ < n—1 bo‘lsa, u holda (17.5.13) shartni
qanoatlantiruvchi ixtiyoriy uzluksiz 1 funksiya uchun potensial xili-
dagi (17.5.16) integral R™ fazoda uzluksiz differensiallanuvchi funk-
stya bo‘lib,

Vala) = = [ T vy (17.5.18)
R’ﬂ

tenglik bajariladi.

1 - eslatma. A = n — 1 da bu tasdiq o‘rinli emas, chunonchi,
shunday uzluksiz v zichlik topiladiki, bunda (17.5.16) funksiya uz-
luksiz bo‘lib, uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lmaydi.

2 - eslatma. Agar 17.5.6 - tasdiq shartida qo’shimcha ravishda
¥ funksiyani uzluksiz differensiallanuvchi desak, u holda (17.5.16)
potensial xilidagi integral ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi
bo‘ladi. Xususan, agar A simvol orqali Laplas operatorini belgilasak:

0u 0 9%u

Au(z) — 2% ¢ 2% o 2
u@) ox? + O3 ot ox2

u holda

Au(x) = —A/M%Jr2 y-Vi(zr+y)dy (17.5.19)
Rn
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tenglik bajariladi. Isbot bevosita (17.5.18) tenglik va 17.5.5 - tas-
digdan kelib chigadi.

5. Nyuton potensiali. Agar n > 3 desak, R” fazosida Nyuton

potensiali
vty
/Iw y|n—2 W / ly["=2 (17.5.20)

kabi aniglanadi.

17.5.1 - teorema. (17.5.13) shartni qanoatlantiruvchi istalgan
uzluksiz differensiallanuvchi ¥(x) zichlik uchun (17.5.20) Nyuton
potensiali ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi funksiya bo‘lib, u
quyidagt

Au(z) = —(n—2)w, ¥(x) (17.5.21)

tenglikni ganoatlantiradi, bu yerda w, — R™ dagi birlik sfera sirtining
yuzi ((13.8.18) ta’rif va (17.5.11) tenglamaga qarang).

Isbot. (17.5.19) tenglikda A = n — 2 deb, markazi x nuqta-
da bo‘lgan (r,0) sferik koordinatalarni kiritamiz (13.8.5 - bandga
qarang). Bu koordinatalarda radius bo’yicha hosila uchun

L vy +y)

gw(errG) = 0-Vy(x+rl) = o

Jr
tenglik o‘rinli.
Shunday ekan, (17.5.19) formulaning o'ng tomonidagi integralda
gayd qilingan sferik koordinatalarga o’tib, so’ngra Nyuton-Leybnits
formulasi qgo’llanilsa, talab qilingan natija olinadi:

Au(z) — —(n—2) / @(e)de/% %w(errG)r”_ldr _
0



98 17.5-§. Parametrga bog‘liq karrali integrallar

= —(n—2) / V(@) ®(0)do = —(n—2)wy - Y(z).M
Sin—1

3 - eslatma. 17.5.1 - teorema shartida zichlik (17.5.13) munosabat-
ni ganoatlantirishini talab qilish shart emas. Teorema tasdig‘i ¥
zichlik cheksizlikda yetarlicha tez nolga intilganda ham o‘rinli.

6. Uzoqlashuvchi karrali xosmas integrallarni jamlash.

Parametrga bog‘liq integrallardan uzoqlashuvchi karrali xosmas
integrallarni jamlashda ham foydalaniladi.

Masalan,

/f(w) dx (17.5.22)
i

xosmas integralni olsak.
Abel jamlash usulini ko‘p o‘lchovli holda kiritish uchun, o > 0
parametrga bog'liq quyidagi

Ala) — / =01l f() da (17.5.23)
2

integralni qaraymiz. Agar

(A)/f(x) de = lim [ e ®Plf(2)de
Rn

a—0
R»
tenglikning o‘ng tarafidagi limit mavjud bo‘lsa, u holda (17.5.22)
xosmas integral Abel usuli bilan jamlanadi deyiladi. Eslatib o‘tamiz,
agar (17.5.22) integralning bosh giymati:

V.p./f(ac) dr = lim / f(x)dx
n

R— 4o
|z|<R
mavjud bo‘lsa, integral Koshi ma’nosida yaqinlashadi deyiladi. Nav-
batdagi tasdiq Abel jamlash usuli bilan xosmas integrallarni Koshi
bo‘yicha integrallashni bog‘laydi.
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17.5.2 - teorema. Faraz qilaylik, f(x) funksiya R™ fazosida
uzluksiz bo‘lib, istalgan o > 0 uchun (17.5.23) integral yaqinlashsin.
Agar (17.5.22) zosmas integral Koshi bo‘yicha yaqinlashsa, u holda

a—0+40

lim e~ () de = V.p./f(:v) dx
R" R

tenglik bajariladi.
Isbot. Sferik koordinatalarni kiritib, radiusi » va markazi koordi-
natalar boshida bo‘lgan sfera bo‘yicha

b(r) = / f(x) do(2)
|z|=r

sirt integralini qaraylik.

Ravshanki,
R
f@)de = [ (r)dr
e

jel<R

va (17.5.22) integralning bosh giymati uchun

Vop. | flayde = [ ¢(r)dr (17.5.24)
o]

tenglik o‘rinli.
Bundan chiqdi, (17.5.23) integralni quyidagi

Aa) — / =T (r) dr (17.5.25)

ko‘rinishda yozish mumkin.

Isbotni yakunlash uchun Abelning 17.2.9 - teoremasini qo‘llash
yetarli. Bu teoremaga ko‘ra, (17.5.25) tenglikning o‘ng tarafidagi
integral o — 0 da (17.5.24) ning o‘ng tarafidagi integralga yaqinla-
shadi.®l



Natija. Faraz qilaylik, f(x) funksiya R™ fazoda uzluksiz bo‘lsin.
Agar (17.5.22) xosmas integral yaqinlashsa, w holda quyidagi

: —alz| _
al—gﬂo e f(x)dx /f(w) dx
R™ R™
tenglik bajariladi.
1 - eslatma. (17.5.22) integralni jamlashning Abel nomi bilan
bog'liq yana bir usuli

B(a) — / e £ da (17.5.26)

Rn

integral bilan aniglanadi. ®(«a) funksiya ba’zan Gauss o‘rtachalari
deb ham ataladi.

Xuddi yuqoridagidek, agar (17.5.22) integral I soniga yaqinlash-
sa, u holda (17.5.26) integrallarning o — 0 dagi limiti mavjud bo‘lib,
u I ga teng bo‘ladi.

2 - eslatma. (17.5.23) va (17.5.26) integrallar bilan aniglangan
Abel jamlash usullaridan biz, aslida, Dirixlening uzilishga ega bo‘l-
gan (17.2.48) ko‘paytuvchisini hamda (17.2.34) va (17.2.35) Frenel
integrallarini hisoblashda foydalangan edik.

17.6-§. Misollar

1 - misol. Quyidagi integral parametrning uzluksiz funksiyasi
ekanini ko‘rsating va limitni hisoblang:

iy
lim sinvz? + a?dx.
a—0
0

Ko‘rsatma. Integral ostidagi funksiya 17.1.1 - teorema shartla-
rini gqanoatlantiradi. Shunday ekan, integral ostida limitga o‘tish
mumkin.
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2 - misol. Ushbu

1
/ (rcosx — 1)(cosx —xsinx)
0

dx
In(x cos )
integralni hisoblang.
Ko‘rsatma. Yordamchi
1

/ xcosr—1
xcosx)t —_—
~ In(zcosz)

0

integralni kiritib, 17.1.2 - va 17.2.8 - misollarda keltirilgan sun’iy
usulni go‘llang.
3 - misol. Parametrga bog‘liq quyidagi

COosxT

2
yemu_y )
I = ——d
@ = [ M
sinx

integralning € (0, §) nuqtadagi hosilasini toping.
Kof‘rsatma. (17.1.9) formulani qo‘llash kifoya.

4 - misol. Parametrga bog‘liq quyidagi

xy ey’ dy

I
0\8

integralning har qanday [a, b] C (0, c0) kesmada tekis yaqinlashishi-
ni va [0, b kesmada esa, har bir x uchun yaqginlashadiyu, lekin tekis
vaginlashmasligini ko‘rsating.

Ko‘rsatma. Integral tekis yaginlashishini ko‘rsatish uchun in-
tegralda ¢ = y? almashtirish bajarib, 17.2.1 - teoremani qo‘llang.
Integralning ikkinchi kesmada yaqinlashishini ko‘rsatish uchun esa,
integralda ¢ = 2y? almashtirish bajarib, bevosita ta’rif yordamida
tekshiring.
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5 - misol. Har qanday n > 1 uchun

2™+ sin( o™
/ dx
2

Inx

integral istalgan [a, b] C (0, 00) kesmada tekis yaqinlashishini ko‘rsa-
ting.

Ko‘rsatma. f(z,a) = 2"~ ! sin(aa™) va g(z) = = deb, 17.2.2
- teoremani qo‘llang.

6 - misol. « € [0, c0) parametrga bog‘liq bo‘lgan quyidagi

[

ikkinchi tur xosmas integralni tekis yaqinlashishga tekshiring.

Ko‘rsatma. §17.2.4 da qayd etilganidek, bunday integrallar
uchun ham Veyershtrass teoremasi o‘rinli. Mana shu teoremadan
foydalaning.

7 - misol. Birinchi tartibli Riss usuli bilan cosx funksiyadan
(0, 00) yarim o‘q bo‘yicha olingan integral jamlansada, cos \/x funk-
sivadan olingan integral esa, shu usul bilan jamlanmas ekanini ko‘r-
sating.

Ko‘rsatma. cos z funksiyadan olingan integral xuddi sin « funk-
siyadan olingan integral kabi o‘rganiladi (§17.2.7 ning 4° bandiga
garang). cos /2 funksiya uchun birinchi tartibli Riss o‘rtachalari
quyidagi

1/

Ri(a) = /(1 — ax) cos vV dx
0
ko‘rinishga ega. Bu integralning v — 0 dagi limitini aniglash uchun

integralda /r = ¢ almashtirish bajarib, bo‘laklab integrallash yetar-
li.
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8 - misol. Agar a > 0 bo‘lsa, Eyler integrallaridan foydalanib,
quyidagi integralni hisoblang:

a

/£E2\/ a? —x2de.

0

Ko‘rsatma. Integralda « = av/t almashtirish bajaring. So‘ngra
beta-funksiyaning (17.3.13) ta’rifidan foydalaning. Hosil bo‘lgan be-
ta-funksiyani (17.3.16) formula yordamida gamma-funksiyaga kelti-
ring. Gamma-funksiyani hisoblash uchun (17.3.9) va (17.3.11) for-
mulalarni qo‘llang.

9 - misol. Quyidagi

1
/e—A(l—\/W)er &
-1

integral asimptotik yoyilmasining birinchi hadini toping.
Ko‘rsatma. Avval g(x) =1 — /1 — 22 funksiya (17.4.16) shart-
larni qanoatlantirishiga ishonch hosil qiling. So‘ngra g(z) = ©?(x)
almashtirish bajarib, (17.4.9) formuladan foydalaning.
10 - misol. Faraz qilaylik, z € R” va t € R bo‘lsin. Agar 0(t)
Hevisayd funksiyasi bo‘lib,

ot)  _l=1
E I\
@0) = Gt
bo‘lsa,
u(et) — [ F)BQ -0y
R’ﬂ
funksiya
ou
— = A
ot "

issiglik tarqalishi tenglamasini va

Jim u(@,t) = f(z)
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boshlang‘ich shartni qanoatlantirishini ko‘rsating.
Ko‘rsatma. Avval §; = 5~ almashtirish bajarib,

/E(:E,t) de = 1
R»

ekanini ko‘rsating. So‘ngra integral ostida limitga o‘tish va integral
ostida differensiallash qoidalaridan foydalaning.



18-bob. Maydon nazariyasi elementlari

18.1-8§. Skalyar va vektor maydonlar

1. Ushbu bobda, bizni o‘rab turgan olamdagi fizik hodisalarning
matematik tavsifi deb tushuniladigan, an’anaviy maydonlar nazari-
vasi bayon qilinadi. Mavjud dunyoning uch o‘lchovliligi haqigatga
vagin bo‘lib, u Evklid geometriyasiga bo‘ysungani uchun, maydonlar
nazaruyasidagi asosiy ob’ektlar uch o‘lchovli £? Evklid fazosidagi
turli akslantirishlardan iborat. Eslatib o‘tamiz, ixtiyoriy r; € E?
va ry € I elementlari uchun (rq,r2) skalyar ko‘paytma aniglangan
E? vektor fazosiga Evklid fazosi deyiladi. Skalyar ko‘paytma tabiiy
ravishda vektorning |r| = 4/(r,r) uzunligini (yoki normasini) aniq-
laydi. Natijada, ikki vektor orasidagi |r; — r3| masofa va bundan
chiqdi, ochiq va yopiq to‘plamlar tushunchasi aniglanadi.

Navbatdagi ikki turdagi akslantirishlar asosiy hisoblanib, ularni
tavsiflash uchun biz fizik atamalardan foydalanamiz. Lekin bu ata-
malar ushbu bobdan tashqarida umuman qo‘llanilmaydi.

19, B3 fazosining har bir r nuqtasiga f(r) € R sonni mos qo‘yuv-
chi f: E3® — R akslantirish skalyar funksiya yoki skalyar maydon
deb ataladi.

Masalan, issiglik tarqalish nazariyasida fazoning har bir nuqtasi
haroratga ega deb hisoblanadi. Har bir nuqtaga uning haroratini
mos qo‘yuvchi funksiya haroratlar maydoni deb atalib, u skalyar
maydonga klassik misol bo‘ladi.

20, B3 fazosining har bir r nuqtasiga A(r) € E* vektorni mos
go‘yuvchi A : E? — E3 akslantirish vektor funksiya yoki wektor
maydon deb ataladi.

Masalan, suyuqlik harakati nazariyasida suyuglik bilan to‘la fa-
zoning har bir nuqtasi biror yo‘nalishda qandaydir tezlik bilan hara-
katlanadi deb faraz qilinadi. Har bir nuqtaga tezlik vektorini mos
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go‘yuvchi funksiya tezliklar maydoni deb atalib, u vektor maydonga
klassik misol bo‘ladi.

Ushbu bobda skalyar va vektor maydonlar va ularning bir-biriga
ta’siri o‘rganiladi. Shuni aytish kerakki, matematik maydonlar naza-
riyasida skalyar va vektor maydonlar butun fazoda emas, halki biror
Q) C E? sohada, ya’ni ochiq bog‘lamli to‘plamda aniqlangan bo‘lishi
mumkin. Ushbu bobning mazmuni matematik tahlilning nazariy
fizikaga tadbigidan iborat deyish mumkin.

2. Ixtiyoriy 2 Evklid fazosida aniglangan skalyar funksiya gradi-
enti 12 - bobda arifmetik R? fazosidagi funksiya uchun kiritilgani
kabi aniglanadi. Bunda farq shundan iboratki, umumiy holda tayin-
langan bazisdagi koordinatalardan foydalanishga zaruriyat yo‘q.

E? fazosidagi biror € sohada aniqlangan f : © — R skalyar
maydonni qaraylik. Agar shunday A = A(r) € E? vektor topilsaki,
har qanday yetarlicha kichik h € E? vektor uchun

fx+h)—f(r) = (Ah) + o|hl), [h]—0 (1811

munosabat bajarilsa, f skalyar maydonni r € €} nuqtada differensi-
allanuvchi deymiz.

Bunda A ni f skalyar maydonning hosila vektori yoki gradient:
deb ataymiz va grad f yoki V f(r) simvol bilan belgilaymiz. Shunday
qilib,

A(r) = gradf(r) = V/[f(r).

Gradientning biror ortonormal bazisdagi ko‘rinishini topaylik.

Eslatib o‘tamiz, agar uch vektordan iborat {ey}i_, sistema

17 ]:kv

(ej,er) = djx = {07 [y
munosabatni qanoatlantirsa, u £ fazoda ortonormal bazis tashkil
giladi.
Bunda har bir r € E? vektor, o‘zaro bir giymatli aniglangan
haqiqiy
LEj = (I‘,e]'), j:1,2,3,
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koeffitsientlar yordamida,
r — r1€e] +x2ey + T3€3

kabi yoziladi.
Bu holda skalyar maydon

f(r) = f(xier + x2e2 + x3€3)

ko‘rinishga ega bo‘lib, biz bu maydonni uch (x4, 22, 23) haqiqiy
o‘zgaruvchining funksiyasi deb garashimiz mumkin.

Agar skalyar maydon differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda (18.1.1)
tenglik istalgan yetarlicha kichik h € E? vektor uchun bajariladi.
Bu tenglikda h = te; deb, ¢ ga bo‘lsak,

f(r +tej) — f(r)
t

- (Avej) + 0(1)7 t— 0,

munosabatni hosil gilamiz.

Chap taraf ¢ — 0 da f funksiyaning z; o‘zgaruvchi bo‘yicha
gismiy hosilasiga intiladi, o‘ng taraf esa, maydon gradientining j-
komponentasi A; = (A, e;) ga intiladi. Demak, istalgan j = 1,2,3
uchun

0
(Vi) = g f(@ier+ases + ases) (18.1.2)
J
tenglik o‘rinli.
Shu sababli, tanlangan bazisda gradient vektori simvolik ravish-

da I3, I3, I3,
Vo= (a—a—a—>
kabi yoziladi.

Ko‘rinib turibdiki, istalgan F? Evklid fazosida gradient har gan-
day ortonormal bazisda bir xilda yozilar ekan. Shuning uchun, gradi-
ent ko‘rinishi koordinatalar sistemasini ortogonal akslantirishga nis-
batan invariant deyiladi.
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Eslatib o‘tamiz, agar U : B3 — E? akslantirish, ya'ni £? fazoni
E? fazoga akslantirish, ixtiyoriy ikki r; € E® va ry € E? vektor
uchun

(UI‘l, UI‘Q) = (I‘l, 1‘2)

tenglikni qanoatlantirsa, bu akslantirish ortogonal deyiladi.

Ortogonal akslantirish skalyar ko‘paytmani saglagani sababli,
u normani va vektorlar orasidagi masofani ham saqglaydi, ya’ni u
izometrik akslantirish bo‘ladi. Ravshanki, ortogonal akslantirish is-
talgan ortonormal bazisni yana biror ortonormal bazisga o‘tkazadi.

Asosiy Evklid fazosi E? sifatida, maydonlar nazariyasi uchun
nihoyatda muhim bo‘lgan, uch o‘lchovli R? arifmetik fazosini olamiz.
Bu fazo elementlarini

r = (2,9,2) eR’

ko‘rinishda belgilaymiz.
Qaralayotgan fazoning eng muhim ortonormal bazislaridan biri-
ni

i=(1,0,0, j=(0,1,0), k=(0,0,1) (18.1.3)

vektorlar tashkil giladi.
Ushbu bazisda r vektor

r = zityjtzk
ko‘rinishga ega bo‘lib, f skalyar maydonni esa,
[y, z) = fleityj+zk)

kabi yozish mumkin.
(18.1.2) ga ko‘ra, bu maydon gradienti

ga teng. Shunday ekan, simvolik ravishda,

.0 .0 o
V=i iz, ko (18.1.4)
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deyishimiz mumkin.
R? fazosida f skalyar maydon gradientini yana

of of 0
Vi) - (5 5 )

ko‘rinishda ham yozish mumkin. Bu formula 12 - bobda keltirilgan
(12.1.16) ta’rif bilan ustma-ust tushadi.

18.1.1 - misol. Sferik simmetrik maydonning, ya’ni fagat koor-
dinatalar boshigacha bo‘lgan masofaga bog‘liq f(r) = ¢(|r|) may-
donning gradienti topilsin.

Murakkabh funksiyani differensiallash qoidasiga ko‘ra,

af _ oe(e) -, Ol &
5e = e = P S =
Xuddi shu usulda y va z bo‘yicha differensiallasak, talab gilingan
r
grad o([r|) = @'(Irl)m

formulani olamiz.
Eslatib o‘tamiz, agar e birlik vektor bo‘lsa, f(r) funksiyaning e
yo‘nalish bo‘yicha hosilasi

df (r)
de

d
= L frte) = V().

dt 0
formula bilan aniglangan edi (§12.1 ning 5 - bandiga qarang). Rav-
shanki, berilgan nugtada hosila o‘zining maksimal giymatiga e vek-
tor V f(r) gradient vektoriga kollinear bo‘lgan yo‘nalishda erishadi.

3. Vektor ko‘paytma. Har ganday uch o‘lchovli E? Evklid
fazosining uchdan farqli o‘lchovli Evklid fazolaridan farqi shunda-
ki, £ da, skalyar ko‘paytmadan tashqari, vektor ko‘paytmani ham
kiritish mumkin.

Buning uchun (eq, ez, e3) ortonormal bazisni tayinlab, [x] vektor
ko‘paytirish amalini

€] Xey—=e3, ey Xez=e€e;, e€e3zXe —ey (1815)
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tengliklar yordamida kiritamiz. E’tibor bering, bu tengliklardan har
biri avvalgisidan siklik almashtirish yordamida olinadi. Yuqoridagi
tengliklarga yana quyidagi

e Xe — —epXey

antisimmetriklik shartini qo‘shamiz. Bundan, xususan, e; x e; = 0
tenglik kelib chigadi.
Endi, agar

a— aie; +azey +asez, b= bie; + brey + bzes

bo‘lsa, antisimmetriklik shartini hisobga olib, bazis elementlari uchun
kiritilgan (18.1.5) amalni chizigli ravishda davom ettirsak, vektor
ko ‘paytma uchun

a x b = (azbz — azbz)er + (asby — arbsz)ez + (arbs — azbi)es

formulaga ega bo‘lamiz.

Bunday aniglangan vektor ko‘paytma (e, ez, es) bazisni tan-
lashga bog‘liq. Masalan, agar bazis elementlari sifatida (eq, ez, —e3)
ni olsak, yangi bazisda xuddi yuqoridagidek aniglangan vektor ko‘-
paytma avvalgisidan farq qiladi, aniqrog‘i unga qarama-qarshi vek-
tor bo‘ladi.

Agar bir ortonormal bazisdan ikkinchisiga o‘tish matritsasining
determinanti 1 ga teng bo‘lsa, u holda, oson ko‘rsatish mumkinki,
har ikki bazisda aniglangan vektor ko‘paytma ustma-ust tushadi
va agarda determinant —1 ga teng bo‘lsa, bu vektor ko‘paytmalar
o‘zaro teskari yo‘nalgan bo‘ladi.

Biz uchun muhim bo‘lgan uch o‘lchovli R? arifmetik vektor fazo-
sida asosiy bazis sifatida (18.1.3) olinadi.

Bu bazisda ixtiyoriy ikki

a= azitayjtak, b= bi+tbj+bk
vektor uchun ularning vektor ko‘paytmasi

axb = (ayb, —a;by)i+ (a;by — azb,)j + (azby — ayby)k (18.1.6)
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kabi aniqlanadi. (18.1.6) dan ko‘rinib turibdiki a x b = —b x a
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Eslab qolishni osonlashtirish uchun, ikki vektorning vektor ko‘-
paytmasi simvolik ravishda quyidagi

i j k
axb = |a; ay a, (18.1.7)
by b, b,

determinant ko‘rinishida yoziladi.
Bundan buyon skalyar ko‘paytmani yana

a-b = (a,b)

simvol bilan belgilaymiz.

Bu belgilashlarda uch vektorning aralash ko ‘paytmasini (a x b)-
¢ = a- (b x ¢) deb yozish mumkin. Bevosita (18.1.7) dan aralash
ko‘paytmaning

Uy Ay Qy
(axb)-c = |by by b,
Co Cy Cy

determinantga teng ekanligi kelib chiqgadi.
4. Faraz qilaylik, R? fazosining istalgan €2 sohasi berilgan bo‘lsin.
A : Q — R? vektor maydon (18.1.3) bazisda

A(mvyvz) - Az(LE,y,Z)I‘FAy(LE,y,Z)J+Az($,y72)k -

- (Am(x,y,z), Ay(x,y,z), Az(mvyvz))
ko‘rinishga ega.
Aytaylik, A = (A;, Ay, A,) va B = (B,, By, B,) ikki vektor
maydon bo‘lsin.
Bu ikki vektor maydonning A - B skalyar ko‘paytmasi skalyar
maydon bo‘lib, (i, j, k) bazisda

A -B=A,B, +A,B, + A.B, (18.1.8)
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kabi yoziladi.
Ravshanki,
A-B = B-A.

Ikki vektor maydonning A x B vektor ko‘paytmasi vektor may-
don bo‘lib, (18.1.7) ga ko‘ra, (i, j, k) bazisda

A xB=(A,B, - A.B,, A,B, — A,B,, A,B,— A,B,) (18.1.9)

ko‘rinishga ega.
Ravshanki,
AxB = —BxA.

Skalyar ko‘paytma uchun (18.1.8) formula va vektor ko‘paytma
uchun (18.1.9) formuladan

IAx B> + (A-B)? = |A]*B|? (18.1.10)

ayniyatning kelib chigishini tekshirish oson.
Shu sababli, noldan farqli istalgan ikki A va B vektorlar uchun

|A x Bj < | < A-B
~|AlB] T ~ |A[[B]

<1 (18.1.11)

tengsizliklar o‘rinli.

(18.1.10) va (18.1.11) munosabatlarga ko‘ra, 0 < ¢ < 7 shartni
ganoatlantiruvchi shunday ¢ son mavjud va yagona bo‘ladiki, uning
uchun (18.1.11) da chapdagi kasr sin ¢ ga va o‘ngdagi kasr esa, cos ¢
ga teng bo‘ladi. Shunday qilib,

|A x B| = |A||B|sing, A-B = |A||B|cosp. (18.1.12)

Bunda ¢ burchak A va B vektorlar orasidagi burchak deyiladi.

18.2-§. Vektor maydon divergensiyasi va rotori
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1. V gradient vektorining (18.1.4) simvolik ko‘rinishi yordamida
f skalyar maydon gradientini V vektor va f funksiyalarning formal
ko‘paytmasi sifatida aniglash mumkin:

gradf(:v,y, Z) = V- f(mvyv Z)

Endi, agar f(x,y, 2) skalyar maydon o‘rniga A(x,y, z) vektor
maydonni olsak, u holda V simvolik vektorni A(x,y,z) vektorga
ham skalyar, ham vektor ko‘paytirish mumkin. Bunda skalyar ko'‘-
paytirish natijasi divergensiya deb ataluvchi skalyar maydon bo‘lib,
vektor ko‘paytirish natijasi esa, rotor deb ataluvchi vektor maydonni
tashkil qiladi.

Ushbu paragrafda A vektor maydonni

Ar,y,z) = (P(z,y,2), Qx,y,2), R(z,y,2)) (18.2.1)

komponentalarga ega deb hisoblaymiz.

Barcha vektor maydonlarni cheksiz differensiallanuvchi deb, ya’-
ni uzluksiz va yetarlicha marta differensiallanuvchi deb faraz qi-
lamiz.

2. Divergensiya. (18.2.1) vektor maydonning divergensiyasi
deb quyidagi
or  0Q | OR

+ = (18.2.2)

VA . or
divA(z,y, 2) i + By 52

skalyar funksiyaga aytiladi.

Yuqorida gayd qilinganidek, vektor maydon divergensiyasini V
simvolik vektorning A vektorga skalyar ko‘paytmasi sifatida ham
aniglash mumkin:

divA(z,y,2) = V-Az,y,2). (18.2.3)

18.2.1 - misol. Agar g(|r|) sferik simmetrik skalyar maydon

bo‘lsa,
r
A = g(|x]) - W (18.2.4)
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vektor maydon divergensiyasini hisoblang.
(18.2.1) belgilashlarga ko‘ra,

Y x

P=g —, Q=9 3 R:9’|—3-

x| r|
Endi murakkab funksiyani differensiallash qoidasini qo‘llasak,

oP T 1 302
— = 9D mm + 9kl -5 — 9lxD) 5
z EEE iF iF
tenglikka ega bo‘lamiz.

Xuddi shu usulda @ funksiyaning y bo‘yicha va R funksivaning
z bo‘yicha qismiy hosilalarini hisoblab, so‘ngra ularni yig‘ib chigsak,
(18.2.2) ta’rifga ko‘ra,

divA(z,y,2) = g|i||2|) (18.2.5)

tenglikni olamiz.

1 - eslatma. (18.2.4) vektor maydon divergensiyasi skalyar funk-
siya bo‘lib, uning ishorasi g(|r|) ning o‘sish yoki kamayishiga bog'liq.
Xususan, g(|r|) = const bo‘lsa, divergensiya nolga teng bo‘ladi. Bu
hol tadbiq uchun hammasidan ko‘ra muhim bo‘lib, bunda (18.2.4)
vektor maydon Nyuton tortish kuchi maydoni bilan yoki nuqtaviy
elektr zaryadi hosil gilayotgan Kulon elektr kuchlanish maydoni bi-
lan ustma-ust tushadi. Bu maydonlarning asosiy o‘ziga xosligi shun-
daki, ular cheksizlikda masofaning kvadratiga teskari proporsional
ravishda nolga intiladi.

Shunday qilib, (18.2.5) formulaga ko‘ra, (18.2.4) vektor maydon
divergensiyasining nolga tengligi bu maydonning Kulon maydoni
bilan aynan ustma-ust tushishini anglatadi.

Bordiyu divergensiya noldan fargli bo‘lsa, o‘rganilayotgan may-
don Kulon maydonidan farq qiladi. Aniqrog‘i, agar divergensiya
mushat bo‘lsa, u holda ¢'(|r|) > 0 bo‘lib, g(|r|) funksiya o‘sadi.
Shuning uchun vektor maydon Kulon maydonidan ortiq bo‘ladi,
ya'ni kattaroq masofaga ta’sir ko‘rsatadi. Agar divergensiya manfiy
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bo‘lsa, u holda g(|r|) kamayadi va shuning uchun, vektor maydon
Kulon maydonidan tezroq nolga intilib, kichikroq masofaga samarali
ta’sir ko‘rsatadi. Shunday qilib, ushbu holda divergensiya (18.2.4)
maydonning klassik Kulon maydonidan uzoqlashish o‘lchovini xa-
rakterlaydi, deyishimiz mumkin.

2 - eslatma. Vektor maydon hagida tasavvur hosil qilish uchun
fazoning har bir nugtasida vektorlarni mos uzunlik va mos yo‘nalish-
ga ega bo‘lgan strelkachalar shaklida tasvirlash kerak. Tekislikda
bunday tasvirlash aynigsa ifodali ko‘rinadi (18.1 - rasm). Bunda
strelkachalarni ular urinadigan egri chiziglar bo‘ylab joylashtirishga
harakat gilinadi. Bunday egri chiziglar vektor chiziqlari deyiladi.
Agar vektor maydon biror kuchlar maydoni bo‘lsa, vektor chiziglari-
ni kuch chiziqlari deb va agar u tezliklar maydoni bo‘lsa, u holda bhu
chiziglarni tok chiziglari deb atashadi. Shuni aytish kerakki, vektor
maydon va kuch chiziglari tushunchalari ingliz fizigi M. Faradey
tomonidan kiritilgan.

18.1-rasm

Taassufki, qayd etilgan tasvirlar garalayotgan vektor maydon
divergensiyasi haqida tasavvur bermaydi. Masalan, g(|r|) = |r|®
bo‘lsa, Oxy tekislikdagi (18.2.4) vektor maydonning tasviri |a| < 1
intervaldan olingan barcha « lar uchun taxminan bir xil ko‘rinadi
(18.2 - rasm), ammo, aslida esa, a < 0 da divergensiya manfiy bo‘lib,
a > 0 da mushat va a = 0 da esa, divergensiya nolga tengdir.
Boshqgacha aytganda, chizmadan nafaqat divergensiyaning kattaligi
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hagida, hattoki uning ishorasi hagida ham hech ganday xulosa qilib
bo‘lmaydi.

¥
a=
a=0
a=0
a=0
a=f
=0
1] x .
18.2-rasm

Divergensiyaning fizik ma’'nosi navbatdagi bandda ochib berila-
di.

18.2.2 - misol. Agar u(r) skalyar maydon bo‘lsa, A = gradu
vektor maydonning divergensiyasini hisoblang.

Shartga ko‘ra,

Alr,y,2) — (PO, R) — <8u ou (’9u>.

ox’ dy Dz
Demak,
oP_Fu 0@ u oR_ o
oxr  0x? Oy oy 0z 0%
Shunday ekan, (18.2.2) ta'rifga ko‘ra,

Pu P o

divA = divgrad u = 8—:1;;
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Eslatma. Maydon nazariyasida A Laplas operatori
Ay = divgrad u (18.2.6)

tenglik bilan aniqlanadi.
Yuqoridagi misoldan istalgan u skalyar maydon uchun
Pu  *u D
Au = — — — 18.2.7
" Ow? + oy? + Dz? ( )
tenglikning bajarilishi kelib chigadi.
Bundan chiqdi, (18.2.6) va (18.2.7) ta'riflar teng kuchli ekan.

3. Rotor. A = (P,Q, R) vektor maydonining rotori (ba’zan
uyurma deb ham ataladi) deb

.(OR  0Q . [ OP OR oQ oP
tA (2 % or 08 (%2
rot A2, 7, 2) 1<8y (’92) +‘]<8z 8:10) + ((’93@ (’9y>

(18.2.8)
vektor funksiyaga aytamiz.
(18.1.6) formulaga asosan, vektor maydon rotorini formal ravish-
da V vektorni A vektorga vektor ko‘paytmasi sifatida, ya’ni

rot A(x,y,2) = V x A(x,y, 2) (18.2.9)

deb aniglash mumkin.
(18.1.7) formulaga ko‘ra, vektor maydon rotorini simvolik ravish-
da, esda saglashga qulay ho‘lgan,

i j ok
g o0 0

rot A(x,y,2) = or oy 0z (18.2.10)
P Q R

determinant ko‘rinishida ham yozsa bo‘ladi. Bunga ishonch hosil
qilish uchun, determinantni birinchi satr elementlari bo‘yicha yoyish
yetarli.
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18.2.3 - misol. Faraz qilaylik, R? fazosining har bir nuqtasi
Oz o'qi atrofida w burchak tezligi bilan aylansin. Tezliklar vektor
maydonining rotori topilsin.

Shartga ko‘ra,

x(t) = pceoswt, y(t) = psinwt, z(t) = const.

Bu tengliklarni vaqt bo‘yicha differensiallab va 2 () funksiyaning
t bo‘yicha hosilasini #(t) simvol bilan belgilab,

z(t) = —wpsinwt, y(t) = wpcoswt, 2(t) = 0

munosabatlarni olamiz.
Shunday ekan, v = (&, 5, ) tezliklar vektor maydoni

V(mvyvz) - (_wyv ww, O)
ko‘rinishga ega bo'‘lib,
rotv(z,y,z2) = (0, 0, 2w) = 2wk

ekanini tekshirish oson.

Shunday qilib, rotor aylanish o‘qi bo‘ylab yo‘nalgan va bur-
chak tezligining ikkilanganiga teng bo‘lgan vektor ekan. 2 ga teng
koeffitsientni ba'zan quyidagicha talgin qilishadi: agar har bir nug-
tani kichkina pirildoq deb qarasak, u T' = 27/w vaqt ichida Oz o‘qi
atrofida ham va o'z o‘qi atrofida ham to‘la aylanadi.

Kiritilgan differensial operatsiyalarining o‘zaro bogliq ekanini
ko‘rsatish mumkin. Haqgiqatan, har qanday U(x,y, z) skalyar may-
don uchun

rot gradU = 0 (18.2.11)

ayniyat bajarilishini tekshirish qiyin emas.
Bundan tashqari, har ganday A vektor maydon uchun quyidagi

divrot A = 0 (18.2.12)

muhim ayniyat o‘rinli.



18 - bob. Maydon nazariyasi elementlari 119

Keltirilgan (18.2.11) va (18.2.12) formulalar ahamiyati navbatda-
gi §18.4 bandda aniglashtiriladi.

4. Integral formulalarning vektor ko‘rinishida yozilishi.
16 - bobda isbotlangan Stoks va Gauss-Ostrogradskiy formulalari
maydon nazariyasi atamalarida ayniqgsa bejirim ko‘rinishga ega.

1Y, Faraz qilaylik, © uch o‘lchovli R? fazosining, Gauss-Ostro-
gradskiy formulasi o‘rinli bo‘lgan (16.7.2 - teoremaga qarang), ixti-
yoriy sohasi bo‘lsin. Q@ sohani chegaralovchi 9f) sirtga o‘tkazilgan
tashqi birlik normal vektorini n simvol bilan belgilaymiz.

18.2.1 - tasdiq. Yopig Q = QU sohada aniglangan ixtiyoriy
silliq A(x,y, z) vektor maydon uchun quyidagi

// divAdrdydz / A ndo (18.2.13)
Q

N

Gauss-Ostrogradskiy formulasi o ‘rinli.

(18.2.13) formulaning haqligi bevosita 16.7.2 - teoremadan kelib
chigadi.

(18.2.13) formula divergensiya tushunchasining fizik ma’nosini
ochib berishda asosiy rolni o‘ynaydi. Eslatib o‘tamiz, o‘ng tarafda-
gi sirt integrali 9€} sirt orgali o‘tuvchi A vektor maydon oqimi
deyiladi. Biz € sohaning ichida bu oqimni vujudga keltiruvchi va
D(x,y, %) zichlikka ega bo‘lgan manbalar bor deb faraz qilamiz.
D(x,y,2) < 0 tengsizlik berilgan nuqtada manba emas, balki oqib
ketadigan joy, ya'ni tarnov borligini anglatadi. Shunday ekan, mu-
vozanat tenglamasini quyidagi ko‘rinishda keltirish mumkin: €2 so-
hani chegaralovchi yopiq sirt bo‘yicha umumiy oqgim 2 ichidagi bar-
cha manbalar unumdorligidan hamma tarnovlar ish intensivligini
olib tashlanganiga teng, ya’ni

//A~nd0 = /// D(x,y,z)dedydz . (18.2.14)

N Q
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(18.2.13) va (18.2.14) formulalarni taqqoslasak, bu formulalarda-
gi uch o‘lchovli integrallar tengligini ko‘ramiz. Demak, €2 integral-
lash sohasining ixtiyoriyligiga ko‘ra, integral ostidagi ifodalar o‘zaro
teng, ya'ni divA = D. Bundan chiqdi, yuqorida aniglangan vektor
maydon divergensiyasi manbalar (va tarnovlar) tagsimotining zich-
ligiga teng bo‘lar ekan.

Boshgacha aytganda, divergensiya vektor maydonning kiruvchi
va chiquvchi ogimlari orasidagi farqqa teng. Darhaqiqat, divergensi-
va so‘zining kelib chiqishiga aynan shu fakt sabab bo‘lgan bo‘lishi
mumkin (inglizcha divergency so‘zi uzoqlashish yoki og‘ish deb tar-
jima qilinadi).

Agar istalgan yopiq sirt bo‘yicha oqim ma’lum bo‘lsa, u holda
Gauss-Ostrogradskiy formulasi vektor maydon divergensiyasini hi-
soblashga imkon beradi. Hagigatan, agar istalgan r nugtani olib,
{1 soha sifatida shu nugtaga tortilib keluvchi kichik atroflar ketma-
ketligini olsakda, so‘ngra limitga o‘tsak, u holda ixtiyoriy A vektor
maydoni uchun

1 divA( drdydz = divA
Q—IEE}KH;),// ivA(x,y, 2)de dydz iv A(r)

tenglikni olamiz. Bu yerda |€2|s simvol € sohasining hajmini va 2 —
{r} simvol esa, £ sohalar ketma-ketligining r nuqtaga tortilishini
anglatadi.

Shunday ekan,Gauss-Ostrogradskiy formulasiga ko‘ra,

divA(r) = Ql—lgi} |Q|3/ A, do. (18.2.15)

Eslatma. (18.2.15) formuladan vektor maydon divergensiyasi
ta’rifi sifatida foydalanish mumkin. Bu ta’rifning afzalligi shundaki,
u o‘ng tarafdagi sirt integrali invariant bo‘lgan barcha almashtirish-
larga nishatan invariantdir.

Ma’lumki, bu integral ta’rifi uch o‘lchovli fazodagi (chegaraviy
sirt qismining proeksiyasidan iborat) yassi shakl yuzi tushunchasiga
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asoslanadi. 13 - bobda bu yuzaning izometrik akslantirishlarga nis-
batan invariant ekani ko‘rsatilgan edi. Demak, divergensiya har qan-
day izometrik akslantirishda, xususan, ortogonal akslantirishda qiy-
matini o‘zgartirmaydi.

20, Aytaylik, A(x,y, z) vektor maydon Q C R? sohada aniqlan-
gan bo‘lib, S sirt shu sohada yotsin. Faraz qilaylik, bu sirt Stoks
formulasi o‘rinli bo‘lishini ta’minlaydigan shartlarni ganoatlantirsin
(16.6.2 - teoremaga qarang). Bundan tashqari, 7(x,y,z) vektor
(r,y,z) koordinatali nuqtada 9S egri chiziqqa urinma bo‘lsin.

18.2.2 - tasdiq. Istalgan silliq A vektor maydon uchun quyidagi

//rotA~nda = %Aw-dl (18.2.16)
s a8

Stoks formulasi o‘rinli.
Isbot 16 - bobda o‘rnatilgan quyidagi

oQ oP OR  0Q oP  OR B
[ e = ) e (5 =52 ) v (5 = 3 ) o=

= /P(w, y,2) de 4+ Q(x,y, 2) dy + R(x,y, z) dz
oS

((16.6.6) formulaga qarang) formuladan kelib chiqadi. Buning uchun
vektor maydon rotorining (18.2.8) ta’rifi va 15 - bobda isbotlangan

/P(x,y,z>dx+@<x,y,z>dy+R<x,y,z>dz - wau
a8

((15.2.28) va (15.2.29) tengliklarga qarang) tenglikdan foydalanish
kifoya.

Eslatma. Stoks formulasining o‘ng tarafidagi egri chiziqli integ-
ral A vektor maydonining 05 yopiq kontur bo‘ylab sirkulyatsiyasi
(aylanishi) deyiladi. Maydon nazariyasida Stoks teoremasini quyida-
gicha keltirish qabul gilingan:
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vektor maydon rotorining biror sirt orqali ogimi bu vektor maydo-
nining berilgan sirt chegarasi bo‘ylab sirkulyatsiyasiga teng.

Agar A vektor maydonining istalgan aylana bo‘ylab sirkulyatsi-
yvasi ma’lum bo‘lsa, Stoks formulasi A vektor maydon rotorining
istalgan n yo‘nalishga (rot A),, proeksiyasini topish imkonini beradi.
Buning uchun S sirt sifatida n vektorga perpendikulyar K doirani
olamiz. U holda (18.2.16) formula

Z{/(rotA 7{A T dl

ko‘rinishga keladi.
Xuddi (18.2.15) tenglikning isbotidagidek, K doirani r nuqtaga
tortib kelib,

rot A), = lim %A dl 18.2.17
(1ot A)us) = Jim (18.217)

tenglikka ega bo‘lamiz.

Bu yerda | K2 simvol r nuqtaga tortiluvchi K doira yuzini va A,
kattalik esa, vektor maydonning 7 urinma vektorga proeksiyasini
anglatadi.

E’tibor bering, rotorning i, j va k bazis vektorlarga proeksiyasi
rotorning Dekart koordinatalari bhilan ustma-ust tushadi. Shunday
ekan, istalgan aylana bo‘ylab vektor maydonining sirkulyatsiyasini
bilsak, u holda bu maydon rotorini topa olamiz.

(18.2.17) formuladan vektor maydon rotorining ikkinchi tur sirt
integrallarini o‘zgartirmaydigan almashtirishlarga nisbatan invari-
ant ekani kelib chigadi.

18.3-8. Egri chiziqli koordinatalar sistemasida
maydon nazariyasining asosiy operatsiyalari

1. Koordinatalarni almashtirish. Avvalgi paragrafda biz may-
don nazariyasining asosiy operatsiyalari koordinatalarni keng qo‘lla-



18 - bob. Maydon nazariyasi elementlari 123

niladigan chzigli almashtirishlarga nisbatan invariant ekanini anigla-
dik. Agarda almashtirish chizigli bo‘lmasa, u holda yangi koordina-
talarda gradient, divergensiya va rotor murakkab ko‘rinishga ega
bo‘lishi mumkin. Ushbu paragrafda biz bu operatsiyalar uchun chi-
zigsiz almashtirishlardagi formulalarni aniglaymiz.

Biror G C R? sohani berilgan Q C R? sohaga o‘tkazuvchi & :
G — Q homeomorf (ya'ni, o‘zaro bir giymatli va o‘zaro uzluksiz)
akslantirishni qaraymiz. Yangi G sohaning nugtalarini ¢ =
(g1,92,q3) simvol bilan belgilaymiz, bu yerda ¢; orqali ¢ € G
nuqtaning Dekart koordinatalari belgilangan. Berilgan €} sohasining
nuqtalarini, odatdagidek, r = (x,y, 2) € Q simvol bilan belgilaymiz.

U holda & akslantirish qiymatini

r = &(q) = (2(q), y(@), 2(q)) = (@i + y(@)j + 2(¢k

ko‘rinishda yozish mumkin.
Eslatib o‘tamiz, koordinata chiziglari deb biz £} sohada yotuvchi

Ly = {reQ : r==0k1), te(agfr)}

ko‘rinishdagi chiziqlarga aytgan edik. Bu yerdagi ®, akslantirish ¢
da ¢ o‘zgaruvchini ¢ parametrga almashtirib, qolgan o‘zgaruvchilar-
ni <muzlatish> orqali hosil gilinadi:

q)l(t) - q)(tv q27q3)7 q)2(t) - q)(qlvtvq?))v @3(15) - q)(qlv q27t)'

Har bir r € Q nugta orqali uchta (ya'ni har bir turdan bittadan)
koordinata egri chizig‘i o‘tadi.

Bundan buyon shu bobda biz & akslantirishni va qaralayotgan
maydonlarni silliq deb faraz qilamiz. Ixtiyoriy ¢ € G nugtani tayin-
lab, har bir koordinata egri chiziq tenglamasini parametr bo‘yicha
differensiallaymiz. Natijada quyidagi uchta urinma vektorga ega

bo‘lamiz: .
8k = dtk , k=1,2,3.
t=gg

Har bir g vektor mos Lg koordinata egri chizig‘iga r = ®(q)
nuqgtada urinadi.
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Dekart koordinatalarida g urinma vektorlar quyidagi

od dr Oy (’92) dr . Oy . Oz
_ 00 (Ow Oy Oz T Z (1831
P (aqk 94’ D ! ey

ogr " oqr) " g
ko‘rinishga ega.

Bundan keyingi mulohazalarda (18.3.1) vektorlar muhim rol o‘y-
naydi. Biz bundan buyon har bir nuqtada uchalla koordinata egri
chiziglari to‘g‘ri burchak ostida kesishadi deb faraz qgilamiz. Ya'ni,
bu egri chiziglarga o‘tkazilgan urinmalar o‘zaro ortogonal bo‘lsin
deymiz:

agar i £k bo'lsa, (g, gr) = 0 bo‘ladi. (18.3.2)

8k

Tadbiq uchun muhim bo‘lgan barcha hollarda bu shart bajari-
ladi.

Shunday qilib, har bir tayinlangan ¢ € G nuqta uchun r(g) nug-
tadan chiquvchi (g1, g2, g3) urinma vektorlar ortogonal bazis tashkil
giladi. Agar

8k 1

e — — — — 18.3.3
k |gk| s Bk ( )

desak, bu bazis ortonormal bazisga aylanadi.
Bu yerda Hj = |gg| ko‘paytuvchilar Lame koeffitsiyentlari deb
atalib, ular, (18.3.1) ga ko‘ra, quyidagi

Hy = \/<§—(Z>2 + (%)2 + (%)2 (18.3.4)

ko‘rinishga ega.

(18.3.3) ortonormal bazis tashkil qilgan koordinatalar sistemasi
lokal koordinatalar deyiladi, chunki bu sistemaning markazi ixti-
yoriy r(q) nuqgtada joylashgan bo‘lib, vektor maydonni bu bazis
bo‘yicha yoyilmasi, odatda, qayd etilgan nugtaning biror atrofida
garaladi.

Maydon nazariyasida juda ko‘p egri chiziqli koordinatalar siste-
masidan foydalaniladi. Ushbu bobda asosan ikki eng muhim koor-
dinatalar sistemasi — sferik va silindrik koordinatalar sistemalari
garaladi.
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18.3.1 - misol. Quyidagi
O(p,p,2) = ipcosyp+jpsing +kz

akslantirish orqali aniglangan silindrik koordinatalar sistemasini qa-
raylik.
Bunda

x = pcosy, Yy = psing, z = 2

va,
0<p<+too, 0L p <2, —oo<z<+o0.

Agar 1 = p, g2 = ¥, g3 = z desak, urinma vektorlar
g1 = (cosyp, sing, 0),
g2 = (—psing, pcosyp, 0),
gs = (0,0,1)
ko‘rinishga ega bo‘ladi.
Bu urinma vektorlar ortogonal sistemani tashkil qilishini ko‘rish
giyin emas. Mos Lame koeffitsiyentlari

Hy=|gi| =1, Hy—|ga|=p, Hz—|gs|=1

kabi aniglanadi.
Shunday ekan, silindrik sistema uchun (18.3.3) ortonormal bazis
e; = (cosy, siny, 0),
ey = (—sinyp, cosyp, 0),
es = (0,0,1)
ko‘rinishga ega.
18.3.2 - misol. Quyidagi

x = rcosysing, y = rsingsingd, z = rcosd,
sferik koordinatalar sistemasini qaraylik. Bunda
0<r<4o0, 0<0<m, 0<p<2m.

Agar qu =7, g2 = 6, g3 =  desak, u holda urinma vektorlar
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g1 = (cosp sinf, siny sinf, cosh),
go = (rcosy cosf, rsiny cos, —rsinb),
gs = (—rsiny sinf, rcosy sind, 0)
kabi aniglanadi.
Bu urinma vektorlar ortogonal sistema tashkil giladi. Mos Lame
koeffitsiyentlari

Hy = |gi| =1, Hy—|ga|=r, Hsz—|gs|=rsind

ko‘rinishga ega.

Shunday ekan, sferik koordinatalar sistemasi uchun (18.3.3) orto-

normal bazis
e; = (cosy siné, siny siné, cos ),
ey = (cosy cosf, siny cosf, —sinb),
es = (siny, cosyp, 0)

kabi yoziladi.

Navbatdagi bandlarda maydon nazariyasining asosiy operatsiya-
lari (gradient, divergensiya va rotor) (qi,qz,¢3) koordinatalarda
Lame koeffitsiyventlari orqali ifodalanishi mumkinligini ko‘rsatamiz.

2. Lame koeffitsiyentlari. Biz Lame koeffitsiyentlarining geo-
metrik ma’nosini aniglashdan boshlaymiz.

18.3.1 - tasdiq. Agar a <g, <b bo‘lsa, Ly koordinata egri
chizig‘ining yoy uzunligi

b
Lkl = /Hk(q)qu (18.3.5)

formula bilan aniqlanadi.

Isbot. Ta'rif bo‘yicha, Lg koordinata egri chizig‘ini parametrik
ko‘rinishda berish uchun ®(q1, g2, ¢3) akslantirishda ¢ o‘zgaruvchini
parametr deb, qolgan o‘zgaruvchilarni tayinlab qo‘yish kerak edi.
Bunday egri chiziq yoyi uzunligi, (7.1.19) formulaga asosan,

b
ob

Ll = [ &

L /‘aqk da
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kabi aniglanadi.
(18.3.1) va (18.3.4) formulalarga ko‘ra,

BT @ e

Bundan talab qilingan (18.3.5) tenglik kelib chiqadi.l
Eslatma. Isbotlangan tasdiq Ly koordinata chizig‘i uzunligining
elementi

o
g

dl = Hk qu (18.3.7)

ga tengligini anglatadi.
Demak, Hy kattalikni Lg koordinata egri chizig‘i bo‘yicha cho‘zi-
lish koeffitsienti deyish mumkin.
18.3.2 - tasdiq. Agar k # j bo‘lsa, (18.3.1) vektor ko‘paytma
uchun
|gk X gj| = Hk . Hj (18.3.8)

tenglik o‘rinli.
Isbot. (18.1.10) ayniyatga ko‘ra,
K 2.

ge x gil° + (gr-8)° = lewl* gy

(18.3.2) ortogonallik shartiga asosan, skalyar ko‘paytma nolga
teng va shuning uchun

lgrk x gjl = lgkl-lgjl = Hi -H;. W

Eslatma. Bu tasdiq L; koordinata egri chizig‘iga ortogonal sirt

yuzining elementi
do = HpH; dgy dg; (18.3.9)

ga tengligini anglatadi, bu yerdagi barcha i, 7, k indekslar har xildir.
18.3.3 - tasdiq. ®(q) = (x(q), y(q), 2(q)) almashtirishning
yakobiani uchun

D(x,y,2)

= H{HyH; 18.3.10
D(Q1,q2,q3) ( )
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tenglik o‘rinli.
Isbor. E’tibor bering, ®(¢) almashtirishning

o o o
o Oq1 Oq
Dy | o
D(q1,q2,93) dga  Ogq2  Ogo
o o o
dqzs  Ogqs  Oqgs

tenglik bilan aniglangan yakobiani (18.3.1) dagi uch vektorning ara-
lash ko‘paytmasi bilan ustma-ust tushadi, ya'ni:

D(x,y,2) 09 X8_<I> o
D(q1, g2, 93) dq1 Oq2 gz

= B1X82° 83 .

Agar {er} ortonormal bazis bo‘lsa, (18.3.3) dan g = Hy - eg
ekani kelib chigadi. Demak,

D(x,y,2)

—_— = H1H2H3 (e Xeg-e3) = H1H2H3 . N
D(q1.42,93) ( :

Eslatma. Bu tasdiq ortogonal egri chizigli koordinatalarga o‘tish
yakobianining Lame koeffitsiyentlari ko‘paytmasiga tengligini angla-
tadi. Bu holda hajm elementi uchun

dv = H1H2H3 dq1 dquqg (18.3.11)

tenglik o‘rinli.
(18.3.9) va (18.3.11) formulalarning (18.3.7) tenglik bilan manti-
qiy kelishuvda ekaniga e’tibor bering.

3. Gradient. Q C R? sohada aniglangan U : Q — R skalyar
maydonni, ya'ni U = U(r), r € Q, maydonni qaraylik.

Aytaylik r = ®(¢) almashtirish natijasida € soha G sohaga
akslansin. Bunda hosil bo‘lgan V' = V(g) = U(r(g)) murakkab
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funksiyani fizik xossalarni saqlash nuqtai nazaridan U va V larni
bitta skalyar maydon deb garash mumkin. Ammo ularning matem-
atik tavsifi o‘zaro farq giladi.

U(r) skalyar maydon gradienti deb

ou U ou
= i+ —j + —k 3.
VU = ——i o’ T o (18.3.12)

vektor maydonga aytgan edik. Shunga ko‘ra, agar (e, e3, e3) (18.1.3)
da aniglangan ortonormal bazis bo‘lsa, V' (¢) skalyar maydon gradi-
entining

a_Ve + a_Ve + a_Ve
P 0 T Ogs

kabi aniglanishini kutish mumkin edi. Ammo, bu bazis r(p) € Q
nuqgtaga bog‘liq bo‘lgani uchun, masala murakkablashadi.

U(r(q)) skalyar maydon gradientining ¢ koordinatalardagi ko‘ri-
nishini topaylik. Eslatib o‘tamiz, (e1,e2,es) (18.3.3) va (18.3.1)
tengliklar bilan aniglangan ortonormal bazisdir.

18.3.1 - teorema. Iztiyoriy U silliq vektor maydon berilgan
bo‘lsin. Agar VU (18.3.12) tenglik bilan aniglangan vektor bo‘lsa,

1 oU 1 oU 1 U
—e3 (18.3.13)

VU = — e + — ey + —
Hy 9g1 Hy 0gy Hs Oq3

tenglik o‘rinli.
Isbot. Murakkah funksiyani differensiallash qoidasini qo‘llab,
(18.3.1) formulani hisobga olsak,

oU  9U dx QU 9y U Dz

A il b — V.
oes  0wom | Oyog | Brog T B

munosabatga ega bo‘lamiz.
Lekin g = Hyep bo‘lgani uchun,
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Nihoyat, {ex} ortonormal bazis bo‘lgani sababli, bundan talab
gilingan

tenglikni olamiz.l
Eslatma. (18.3.13) tenglik formal ravishda quyidagi
3
e O e 0 ey, 0 e3 0O
VvV = = - = = - 4+ = 4+ = _ - (18.3.14
; Hy Oqx Hy Oq Hs dq2 Hs dqgs ( )
ko‘rinishda yoziladi.
Bu tenglik gradientning lokal koordinatalar sistemasidagi ko‘rini-
shi deb ataladi.
18.3.3 - misol. Silindrik koordinatalar sistemasini qaraylik,
ya'ni
r = pcosy, Y = psing, 2z = z.

Lame koeffitsiyentlari uchun
H, =1, H, =p, H, =1

tengliklar o‘rinli (indeks sifatida mos koordinata egri chizig‘ini aniq-
lovchi o‘zgaruvchi olingan). (18.3.14) formulaga ko‘ra, silindrik koor-
dinatalarda gradient

o e, 0 0
Voos !t e T e

ko‘rinishga ega.
18.3.4 - misol. Sferik koordinatalar sistemasini qaraylik, ya’ni

x = rcosypsing, y = rsingsingd, z = rcosd.
Bu holda Lame koeffitsiyentlari
H, =1, Hy = r, H, = rsinf

kabi aniglanadi.
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Demak,

B 0 ey O e, O
Vo= o T a0 T rsing Oy

4. Divergensiya. A : Q@ — R? vektor maydon berilgan bo‘lib,
u (i, j, k) bazisda

A = A+ Ayj + Ak
ko‘rinishga ega bo‘lsin.
Bu maydon divergensiyasi

dA dA dA
ivA = i Y z 18.3.1
div o + oy + 5% (18.3.15)

ga teng.
QQaralayotgan vektor maydon bilan ® : G — Q akslantirish su-
perpozitsiyasini, ya'ni (e, eq, €3) koordinatalarda

A(q) = A[P(g)] = Ai(q1, 2, g3)e1+A2(q1, g2, g3)e2+As(q1, G2, g3)es
(18.3.16)
kabi aniglangan vektor maydonni qaraymiz.

Fizik nugtai nazardan A va A vektor maydonlar bir xil xossalar-
ga ega. Ushbu maydonning lokal koordinatalardagi divergensiyasini
topamiz.

18.3.2 - teorema. Istalgan silliq (18.3.16) vektor maydon uchun

1 (8(A1H2H3) 1 8(A2H1H3) 1 8(A3H1H2)>

HHyH3 oq g2 g3
(18.3.17)

divA =

tenglik o‘rinli.

Isbot. Agar (18.3.17) formulani murakkab funksiyani differensi-
allash qoidasi yordamida ishbotlamoqchi bo‘lsak, zerikarli hisobki-
toblarni amalga oshirishga to‘g‘ri kelar edi. Shuning uchun biz
(18.2.13) Gauss-Ostrogradskiy formulasidan foydalanamiz.

Qirralari koordinata o‘qlariga parallel bo‘lgan ixtiyoriy yopiq
) C G kubni tayinlaymiz. ® akslantirish bu kubni egri chizigli
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Q" = ¢(Q) C 2 <parallelepipedga> o‘tkazadi. Bu <parallelepiped-
ga> Gauss-Ostrogradskiy formulasini qo‘llaymiz:

// divAdrdydz = / A -ndo. (18.3.18)
Q* oQ*
Chap tarafdagi integralda r = ®(q) almashtirish bajaramiz. U
holda, (18.3.11) formulaga ko‘ra,

// divAdrdydz = // div A - Hi(q)H2(q)Hs(q) dg1 dg2 dgs
Q* Q

(18.3.19)

Shu almashtirishni (18.3.18) ning o‘ng tarafidagi sirt integrali-
da ham bajaramiz. Buning uchun S simvol bilan ¢ kubning Og2q3
tekislikka proeksiyasini va S¢ simvol bilan esa, ¢ kubning ¢; = {
tekislik bilan kesishmasini belgilaymiz. Faraz qilaylik, ¢ < ¢ < b lar
uchun bu kesishma bo‘sh bo‘lmasin. U holda garalayotgan kesishma
S kvadratni parallel ko‘chirish bilan hosil gilingan Og; o‘qqa per-
pendikulyar kvadratdan iborat bo‘ladi. Bunda S, va Sp berilgan ¢
kubning garama-qarshi yoqlari bilan ustma-ust tushadi. Faraz qi-
laylik, bu yoglar ® almashtirish natijasida mos ravishda S; va Sy
sirtlarga o‘tsin.

Sy sirtga tashqi normal e; ga va S; ga tashqi normal esa, —e; ga
tengligini ko‘rish qiyin emas. Boshgacha aytganda, A vektor may-
donning n normal vektoriga proeksiyasi Sy sirtda A, ga va S; sirtda
esa, —A; ga teng. Shunday ekan, (18.3. 9) ga ko'‘ra,

/ A ndo = //A1d0 —/ A1d0 =

SiUS;
= //A1H2H3(b7 q2,q3) dgo dgz — //A1H2H3(a7 92, q3) dg2 dgs .
g

(18.3.20)
Agar

I(t)/ A1HyHs(t, g2, q3) dga dgs
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deb belgilasak, u holda Nyuton-Leybnits formulasi va karrali integ-
ralni takroriy integralga keltirish qoidasiga ko‘ra,

b
AHH
/ £) dt = /dt// 172778 1t(p’q?’)dqqug
AHH
/// EEELEE) )d(J1dQ2dq3

Bundan chiqdi, (18.3.20) tenglikka asosan,

//A ndo = // aAlH?H?’ )dq dgs dgs .

SaUSy

(Qolgan ikki garama-garshi yoqlar bo‘yicha sirt integrallarida
ham yuqoridagidek almashtirish bajarib,

/ A ndo =

oQ*

B // / {8(A1H2H3) N a(Agal;Ilgﬂl) N 8(A3;92111H2)

dq1 dgo dgs
(18.3.21)

tenglikni olamiz.
(18.3.18), (18.3.19) va (18.3.21) munosabatlarga ko‘ra,

// div A - Hi(q) Hz(q)Hs(q) dg1 dg2 dgs =

AHH O(AsHsH O(AsH{H
///{ 123+(231)+(312)dq1dq2dq3.

dqq oq1 Iq1

Bu tenglik ixtiyoriy ¢ C G kubda bajarilgani uchun, ¢ sohaning
barcha nuqtalarida integral ostidagi ifodalar o‘zaro teng. Demak,
(18.3.17) formula o‘rinli bo‘lar ekan.l
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Eslatma. Isbot yakunida biz o‘z-o‘zidan ko‘rinib turgan quyida-
gi tasdigdan foydalandik: agar uzluksiz funksiyadan istalgan kub
bo‘yicha olingan integral nolga teng bo‘lsa, bu funksiya aynan nol-
ga tengdir. Hagigatan, agar funksiya biror nugtada musbat bo‘lsa, u
holda, uzluksizlikka ko‘ra, bu funksiya nuqtaning hiror atrofida ham
musbat bo‘ladi. Bundan chiqdi, bu atrofda yotuvchi kub bo‘yicha
olingan integral gqat’iy musbat bo‘lishi kerak, ya’ni u nolga teng ho‘la
olmaydi.

18.3.5 - misol. (18.3.17) formulaga ko‘ra, silindrik koordinata-
lar sistemasida (18.3.3 - misolga qarang) A vektor maydon divergen-
siyasi uchun

. 19(pA,) 10A, OA,
A — = -
div > op + > O + B

tenglik o‘rinli.

18.3.6 - misol. Yana o‘sha formulaga ko‘ra, sferik koordinatalar
sistemasida (18.3.4 - misolga qarang) A vektor maydon divergensi-
yasi uchun
1 9(r?A,) 1 O(sin0Ap) 1 0A,

divA — —
v r2  Or rsind 90 + rsinf dyp

tenglik o‘rinli.

5. Rotor. A : @ — R? vektor maydonni A = A(®(q))
ko‘rinishdagi A : G — R?® murakkab akslantirish deb qarab,
uning rotorini topamiz.

18.3.3 - teorema. Istalgan silliq (18.3.16) vektor maydon uchun

1 O(AsH3) 8(A2H2)}
rot A — — e +
H2H3 |: an aq?) !
1 {8(A1H1) B 8(A3H3)} ot
HsH, dqs oq
1 O(AxHy) 8(A1H1)}
— e 18.3.22
H1Hy { oq g2 E ( )

tenglik o‘rinli.
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Isbot xuddi 18.3.2 - teorema ishoti singari olib boriladi. Buning
uchun (18.2.16) Stoks formulasidan foydalanamiz.

Bu formula yordamida rotorni (e, es, e3) bazis bo‘yicha yoyilma-
sining, masalan, oxirgi (rot A)s komponentasini topamiz. Ogs o‘qqa
perpendikulyar, ya'ni Og g2 tekislikka parallel istalgan ) C G kvad-
ratni tayinlaylik. Faraz qilaylik, bu kvadrat

Q = {(q1,92,43) €G : a<q1 <b, ¢ <q2<d, g3 =const}

ko‘rinishga ega bo‘lsin.
® akslantirish bu kvadratni biror egri chizigli Q* <to‘rtburchak-
ka> o‘tkazadi. Bu <to‘rtburchak> uchun Stoks formulasini yoza-

miz:
//rotA~nda = %A#dl. (18.3.23)
Q*

aQ*
() kvadratning tanlanishiga ko‘ra, uning Q* aksiga o‘tkazilgan n
normal es vektoriga teng. Shuning uchun rot A - n = (rot A)s.
(18.3.23) ning chap tarafidagi sirt integralida r = ®(q) almashti-
rish bajaramiz. U holda, (18.3.9) formulaga ko‘ra,

// rot Ando = //(rot A)szdo = //(rot A)sHi(q)H2(q) dg1 dqs .
Q* Q* Q

(18.3.24)

Xuddi shu kabi almashtirishni (18.3.23) ning o‘ng tarafidagi egri
chizigli integralda ham bajaramiz. {q; = b} koordinata chizig‘i
bo‘ylab 7 urinma vektor e ga va {¢1 = a} koordinata chizig‘i

bo‘ylab esa, —es ga teng. Shuning uchun A - 7 skalyar ko‘paytma
birinchi holda A ga va ikkinchi holda esa, —As ga teng. Shun-
day ekan, o‘zgaruvchini almashtirgandan so‘ng, (18.3.7) formula-
ga ko‘ra, chegaraning mos qismi bo‘yicha egri chizigli integrallar
quyidagi ayirmaga aylanadi:

d d
/A2(b7 q2,q3)Ha(b, q2, q3) dgo _/AQ(av 92, q3)Ha(a, g2, q3) dga =

C C
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b d
[ [Pttty ([ OB,
a c Q

Bunda biz Nyuton-Leybnits formulasidan va ikki karrali integ-
ralni takroriy integralga keltirish qoidasidan foydalandik.

Xuddi shu mulohazalarni ¢ = ¢ va g2 = d koordinata chizig-
lari bo‘yicha integrallarga qo‘llab, chegaraning mos qismi bo‘yicha
olingan egri chizigli integrallar uchun

b b
/Al(quca ¢3)H1(q1,¢,q3)dqq _/Al(qlvdv g3)Hi(q1,d, q3)dgy =

a

d b
_ —/dt/aAl ot g3) i tas)]

ot
oA (@)]
// (’9q2 dar dgz
Q
tenglikka ega bo‘lamiz.
Demak,
J(AsHo) AH
%A Tdl = //{ 2f) Ot dgy dga . (18.3.25)
o oq 42

(18.3.23) Stoks formulasiga ko‘ra, (18.3.24) va (18.3.25) formula-
larning chap taraflari o‘zaro teng bo’lgani uchun o‘ng taraflari ham
o‘zaro teng bo’ladi. ¢ kvadratning ixtiyoriyligidan integral ostidagi
ifodalarning tengligi, ya'ni G sohaning barcha nuqtalarida

N AsHy)  O(ALH))
oqn Iq2

(rot A)sH1(q)Ha(q) =

tenglikning bajarilishi kelib chigadi.
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Bundan A vektor maydon rotorining (rot A)s komponentasi
uchun talab gilingan (18.3.22) tenglikni olamiz. Xuddi shu usulda

rotorning qgolgan ikki komponentasi uchun mos tengliklar ko‘rsatiladi.

6. Laplas operatori. Maydon nazariyasida Laplas operatori
Au = div gradu

tenglik bilan aniqglanishi yuqorida qayd qilingan edi ((18.2.6) formu-
laga qarang). Bu operator matematik fizikada nihoyatda muhim rol
o‘ynaydi.

Dekart koordinatalarida Laplas operatori
0?u 0% @

+

Au(w,y,2) = ox2 | oy? | 922

ko‘rinishga ega bo‘lib, u elliptik xildagi ikkinchi tartibli gqismiy hosi-
lali chizigli differensial operatorga klassik misoldir.
Agar u(x,y, z) funksiya  sohada quyidagi

Aulx,y,z) = 0

Laplas tenglamasini qanoatlantirsa, u bu sohada garmonik deyiladi.

Agar qaralayotgan soha geometriyasi bilan bog‘liq maxsus tan-
langan egri chizigli koordinatalarga o‘tilsa, ba’zi sohalar uchun Lap-
las tenglamasining chegarada berilgan shartlarni ganoatlantiruvchi
yechimini topish jarayoni ancha osonlashadi.

Laplas operatorining ixtiyoriy egri chizigli koordinatalar sistema-
sidagi ko‘rinishini topamiz.

18.3.4 - teorema. Iztiyoriy U skalyar maydon uchun

1 0 HyHsy 8U>
AU = —— |2 )y
HiHyHs {a(h ( Hy Oq

0 (HsH; (9U> 0 <H1H2 (9U>}
+ — — )+ = —_— 18.3.26
Jq2 ( Hy 0go gz \ Hz Ogs3 ( )

tenglik o‘rinli.
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Isbot Laplas operatorining A = div grad ta’rifi hamda 18.3.1 -
va 18.3.2 - teoremalardan kelib chigadi.

18.3.7 - misol. Silindrik koordinatalar sistemasida (18.3.3 -
misolga qarang) Laplas operatori, (18.3.26) formulaga ko‘ra,

1 0 ( 8U> 1 9%U 92U

A _ - = - - - - -
v p op \"op p? Op? e

(18.3.27)
ko‘rinishga ega.

Bu formuladan foydalanib, Laplas tenglamasining faqat z o‘qiga-
cha masofadan bog‘liq bo‘lgan barcha yechimlarini topaylik. Shun-
day qilib, U = v(p) va

Av(p) = 0
bo‘lsin. U holda (18.3.27) ga ko‘ra,

[ov'(p)]" = 0.
Demak,

Vip) = —

(p) 5
va bundan
v(ip) = Clnp + Cy, (18.3.28)

kelib chigadi, bu yerda ' va 1 ixtiyoriy o‘zgarmas sonlardir. Agar
C # 0 bo‘lsa, bu funksiya R? fazosining z o‘qidan tashqari nuqta-
larida Laplas tenglamasining yechimidir.

18.3.8 - misol. Sferik koordinatalar sistemasida (18.3.4 - mis-
olga qarang) Laplas operatori, (18.3.26) formulaga ko‘ra,

1 0 [ ,0U 1 o (. oU 19U
AV = S <7° W) + r2sin@ 90 (Smeﬁ> + r2sin? 0 9p?
(18.3.29)

ko‘rinishga ega.

Bu ko‘rinishdan foydalanib, barcha sferik simmetrik garmonik
funksiyalarni, ya’'ni Laplas tenglamasining faqat koordinatalar bo-
shigacha masofaga bog'liq yechimlarini topamiz. Shunday qilib, U =
v(r) va

Av(r)y = 0



bo‘lsin. (18.3.29) ga ko‘ra,

Demak,

va bundan o

v(r) = 71 + Oy, (18.3.30)
kelib chigadi, bu yerda C7 va C5 ixtiyoriy o‘zgarmas sonlardir. Agar
C1 # 0 bo‘lsa, bu funksiya R? fazosining koordinatalar boshidan
tashgari nugtalarida Laplas tenglamasining yechimidir.

Eslatma. (18.2.6) tenglik bilan Laplas operatori ixtiyoriy silliq
skalyar maydon uchun aniqlanadi. Agar A = (A, Ay, A,) vektor
maydon ho‘lib, uning komponentalari ikki marta differensiallanuv-
chi funksiyalar bo‘lsa,

AA = (Ad,, A4,, AA)

deb hisoblanadi, ya’ni vektor maydon Laplasiani yana vektor may-
don tashkil giladi.
Istalgan silliq A vektor maydon uchun

AA =grad divA—rot rot A =V (V-A)—V x(VxA) (18.3.31)

ayniyatning hagqligi bevosita hisoblash orqali ko‘rsatiladi. Bu ayni-
vatni ham vektor maydon Laplasianini ta’riflash uchun asos qilib
olish mumkin.

18.4-§. Potensial va solenoidal maydonlar

Maydon nazariyasidagi asosiy differensiallash operatsiyalarining
o‘zaro bog'liqligi §18.2 da qayd etilgan edi ((18.2.11) va (18.2.12)
formulalarga qarang). (18.2.11) formulaga ko‘ra, istalgan U (x,y, 2)
skalyar maydon uchun E = grad U vektor maydon rotori nolga teng:

rot E = rot gradU = 0. (18.4.1)
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(18.2.12) formulaga ko‘ra esa, istalgan A vektor maydon uchun
H = rot A vektor maydon divergensiyasi nolga teng:

divH = divrotA = 0. (18.4.2)

Bu ayniyatlarga e’tibor bersak, keltirilgan tasdiqlarning teskarisi
ham o‘rinli degan, matematik nuqgtai nazardan tabiiy bo‘lgan tax-
min tug‘iladi. Bu taxmin aslida to‘g‘ri bo‘lib, uning fizik ma’nosi
elektr va magnetizm nazariysida aniqlanadi.

1. Potensial maydonlar. Ta’rif. Agar E(r) vektor maydon
uchun shunday U (r) skalyar maydon topilib,

E = gradU (18.4.3)

tenglik bajorilsa, v potensial maydon deyiladi.

Bunda U(r) skalyar maydon E vektor maydonning potensiali
deyiladi.

18.4.1 - teorema. Faraz qilaylik, @ C R? soha biror nugtaga
nisbatan yulduzli bo‘lsin. E vektor maydonning ) sohada potensial
bo‘lishi uchun bu sohada

rotE = 0 (18.4.4)

tenglikning bajarilishi zarur va yetarli.

Isbot. 1) Zarurligi bevosita (18.4.1) ayniyatdan kelib chigadi.
Haqiqatan, agar E vektor maydon potensial bo‘lsa, ya'ni (18.4.3)
ko‘rinishga ega bo‘lsa, u holda (18.4.4) shart (18.4.1) bilan ustma-
ust tushadi.

2) Yetarliligi. E = (P,Q, R) vektor maydon (18.4.4) shartni
ganoatlantirsin, deylik. U holda, rotor ta’rifiga ko‘ra,

OR 0@ oP OR oQ OP
5y =0, 5 e =0, or oy = 0. (18.4.5)

Shunday ekan, garalayotgan sohaning yulduzli ekanini hisobga
olib, biz 16.6.3 - teoremani qo‘llashimiz mumkin. Bu teoremaga
ko‘ra, E vektor maydon potensialdir.ll
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Eslatma. Vektor maydonning U(r) potensiali o‘zgarmas qo‘shi-
luvchi anigligida aniglanadi, ya'ni ixtiyoriy boshqa potensial U(r) +
(' ko‘rinishga egadir.

Haqiqatan, agar E = grad U; = grad Us bo‘lsa, u holda

grad [Uy(r) — Us(r)] = 0.

Demak, 12.1.3 - teoremaga ko‘ra, U;(r) — Us(r) = const.

18.4.1 - misol. Kulon gonuniga ko‘ra, koordinatalar boshida
joylashgan ¢ nuqtali elektrik zaryad, masofa kvadratiga teskari pro-
porsional ravishda nolga intiluvchi va markazga yo‘naltirilgan F
kuch maydonini vujudga keltiradi:

Fr) = — & .1 (18.4.6)

r[? ]

Bu vektor maydonining potensial ekanini ko‘rish qiyin emas.
Haqiqatan, agar U(r) = |§—| desak,

F(r) = gradU(r).
U(r) skalyar maydon Kulon potensiali deb ataladi.

2. Solenoidal maydonlar. Ta’rif. Agar H(r) vektor maydon
uchun shunday A(r) vektor maydon topilib,

H = rotA. (18.4.7)

tenglik bajorilsa, v solenoidal maydon deyiladi.

Bunda A(r) vektor maydon H maydonning vektor potensiali
deyiladi.

18.4.2 - teorema. H vekior maydonning

Q = {(2,9,2) ER® : a1 <x<ay by <y<by c1 <z<cs}
sohada solenoidal bo‘lishi uchun bu sohada

divH = 0 (18.4.8)
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tenglikning bajarilishi zarur va yetarli.

Isbot. 1) Zarurligi bevosita (18.4.2) ayniyatdan kelib chiqadi.
Haqiqatan, agar H vektor maydon solenoidal bo‘lsa, ya'ni u (18.4.7)
ko‘rinishga ega bo‘lsa, u holda (18.4.8) shart (18.4.2) ayniyat bilan
ustma-ust tushadi.

2) Yetarliligi. H = (Hy, Ha, H3) vektor maydon (18.4.8) shartni
ganoatlantirsin, deylik. Shunday A = (A1, A3, A3) maydon topaylik-
ki, u uchun (18.4.7) tenglik bajarilsin. Bunday vektor maydonlar as-
lida cheksiz ko‘p. Shuning uchun biz imkon darajasida eng soddasi-
ni, masalan, oxirgi komponentasi nolga teng bo‘lganini, ya'ni A =
(A1, A2,0) ko‘rinishdagisini topamiz. Bu degani, € sohasining har
bir nuqtasida A vektor Oxy koordinata tekisligida yotadi.

Ixtiyoriy ravishda (a1, a2) intervaldan ¢ sonini va (¢1, ¢2) interval-
dan ¢ sonini tanlab,

Ai(r) = /Hg(zv,y,t) dt

va

Ax(r) = / Hi(s,y, ¢) ds — / Hyw,y, t)dt

deymiz.
U holda, vektor maydon rotorining ta’rifiga ko‘ra,

rot A =

z OH x,y,t oH. x,1,1
= | Hi(x), Ha(x), Hg(x,y,@_” 1<amy ), 2gyy )

’ (18.4.9)

dt

(18.4.8) shartga ko‘ra div H = 0 bo‘lgani uchun,

OH,q . OHy OH3
ox oy 0z
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Shunday ekan, (18.4.9) vektorning oxirgi komponentasi uchun

Z(’?H x,y,t
ey + [P 0y gy,

c

tenglik o‘rinli (oxirgi tenglikni olish uchun biz Nyuton-Leybnits for-
mulasini qo‘lladik). Bu munosabatni hisobga olsak, (18.4.9) tenglik
talab gilingan rot A = H ko‘rinishga keladi.ll

1 - eslatma. 18.4.1 - teoremaga asosan, solenoidal maydonning
A vektor potensiali maydon potensialidan iborat ixtiyoriy qo‘shiluv-
chi anigligida aniglanadi, ya'ni har qanday boshqa vektor potensiali
A(x,y,2) = Alx,y,2) +V(r,y, z) ko‘rinishga ega bo‘lib, bu yerda
w silliq skalyar maydondir.

2 - eslatma. Magnit maydonining vektor maydoni ekanligi nay-
cha ko‘rinishidagi silindrik metall spiraldan o‘tayotgan elektr to-
ki harakati o‘rganilganda aniglangan. Bunday tok o‘tkazuvchi spi-
ral birinchi marta fransuz fizik olimi A. Amper tomonidan yasal-
gan bo‘lib, u solenoid nomini olgan (yunoncha cwAnrostdé( —
naysimon degani). Solenoid vujudga keltirayotgan magnit maydon
divergensiyasi nolga teng. Keyinroq har gqanday magnit maydoni
shunday xossaga ega ekani, ya’ni har ganday magnit maydoni solenoidal
bo‘lishi isbotlandi.

3. Nyuton potensiali. Butun R? fazosida silliq bo‘lib, chek-
sizlikda tez nolga intiluvchi p(x,y, z) funksiyani gqaraymiz. Eslatib
o‘tamiz,

vie.y. 2 ///\/w— o= Tg;QJr(z—C)Q & dnde

(18.4.10)
funksiya Nyuton yoki hajm potensiali deb, p funksiya esa, potensial
zichligi deb ataladi.

17.5.1 - teoremaga asosan, ikki marta uzluksiz differensiallanuv-
chi istalgan p(x,y, 2) funksiya uchun U(x,y, z) hajm potensiali ham
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ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi funksiya bo‘lib,
AU(x,y,z) = — dmwp(x,y, 2) (18.4.11)

tenglikni ganoatlantiradi.

Bu yerda A = div grad, ya’ni Laplas operatoridir.

Hajm potensialining bu xossasidan foydalanib, har qanday vek-
tor maydonini potensial va solenoidal maydonlar yig‘indisi ko‘rinishida
yozish mumkinligini isbotlaymiz.

18.4.3 - teorema (H. Helmholts). Har ganday silliq F vektor
maydonini

F-FE+H (18.4.12)

ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda E potensiol maydon bo‘lib, H
esa, solenoidal maydondir.

Isbot. Faraz qilalylik, F(x,y, z) silliq vektor maydoni berilgan
bo‘lsin. (18.4.10) formulada

1
p(mvyv Z) = T diVF(LE,y, Z)
47

deb,

_ divF(£, 7, Q)
s 4ﬂ///¢x— RN Ty A

hajm potensialini garaymiz.
Hajm potensialining asosiy (18.4.11) xossasiga ko‘ra,

AU(x,y,2) = divF(a,y,z).

Agar
H(mvyvz) - VU(LE,y,Z)

desak, ta'rifga ko‘ra, H potensial maydon ho‘lib,
divH = divgradU = AU = divF

tengliklar bajariladi.



Nihoyat,
E=F - H

deylik. U holda div E = divF —div H = 0 va bundan chiqdi, 18.4.2
- teoremaga ko‘ra, E solenoidal maydondir.ll

1 - eslatma. Istalgan vektor maydonni potensial va solenoidal
maydonlar yig‘indisi qilib yozish o‘zaro bir giymatli emas. Agar
P(x,y, z) vektor maydon bir vaqtning o‘zida ham potensial, ham
solenoidal maydon bo‘lsa, ya’ni

rotP = 0, divP = 0 (18.4.13)

tengliklarni qanoatlantirsa, u garmonik maydon deyiladi.
Ravshanki, (18.4.12) yoyilmada E potensial maydondan ixtiyo-
riy P garmonik maydonni ayirib, xuddi shu garmonik maydonni H
solenoidal maydonga qo‘shish mumkin.
(18.3.31) ayniyat va (18.4.13) tenglikka ko‘ra, garmonik vektor
maydon
AP = 0 (18.4.14)

tenglamani qanoatlantiradi.
Yuqoridagi mulohazalarga asosan, har qanday P garmonik may-
don
P = gradv

ko‘rinishga ega, bunda ¢ garmonik funksiyadir, ya’ni u Laplas teng-
lamasini qanoatlantiradi:

AT/J(% Y, Z) = 0.

2 - eslatma. 18.4.3 - teoremadan har qanday F vektor may-
donni
F = rot A + gradyp

kabi yozish mumkinligi kelib chigadi. Bunda A vektor maydon F
maydonning vektor potensiali va ¢ esa, skalyar potensiali deyiladi.
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18.5-§. Maksvell tenglamalari

1. 1831 yilda ingliz fizik-tajribachisi Maykl Faradey, gidro
elektr stansiyasidan tortib to atom elektr stansiyasigacha elektr
tokini ishlab chigaruvchi barcha zamonaviy generatorlar ishlash prin-
sipi asosida yotuvchi, elektromagnit induksiya hodisasini kashf qil-
di. Faradey elektr va magnit hodisalarni bitta fizik ob’ektning turli
xossalarini namoyon bo‘lishi deb hisobladi. Bu ob’ektni u elektro-
magnit maydon deb atadi. O‘ttiz yildan so‘ng Shotlandiyalik olim
J. K. Maksvell, elektromagnit induksiyani tushuntirish magsadida,
muhitni elektr va magnit xossalari o‘zgarishining matematik qonuni-
vatlarini tadqiq qildi. Buning uchun Maksvell ikki vektor maydonni,
va’ni E elektr maydonni va H magnit maydonni o‘rgandi.

Bu vektor maydonlarning har biri uch fazoviy o‘zgaruvchi va
vaqtga bog'liq, ya’ni ular to‘rt haqiqiy o‘zgaruvchining funksiyasidir:

E = E(mvyvzvt)v H = H(iE,y,Z,t).

Elektromagnit maydon deganda qgayd etilgan ikki vektor may-
donning majmui tushuniladi. Bu maydon zaryadlangan zarrachaga
(agar zarracha elektr zaryadiga ega bo‘lmasa, u holda elektromagnit
maydon unga ta’sir o‘tkazmaydi) qayd etilgan ikki maydon vujudga
keltirgan kuch ta’siri natijasida namoyon bo‘ladi.

Tajribada aniglanishicha, vakuumda v tezlik bilan harakatlana-
yotgan ¢ zaryadga ta’sir giluvchi F kuch

1
F=g (E +-vx H) (18.5.1)
c

ga teng, bu yerda ¢ yorug‘lik tezligidir. Bunda F kuchni Lorens kuchi
deb atashadi.

Elektromagnit maydonini to‘la tavsiflash uchun p elektr zarya-
di zichligini (ya’ni birlik hajmdagi zaryadlar soni) va J elektr toki
zichligini (birlik vaqt ichida birlik yuzadan o‘tuvchi elektr zaryadlar
miqdori) kiritish zarur.
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Elektromagnit maydonining yuqorida qayd etilgan barcha xarak-
teristikalari vakuumda Maksvellning to‘rtta tenglamasi bilan bog'-
langan. Bu tenglamalar Gauss absolyut birliklari deb ataluvchi sis-
temada quyidagi ko‘rinishga ega:

10E 4w
tH = — + —J 18.5.2
ro c Ot + ¢’ ( )
10H
tE = ———— 18.5.3
divE = 4mp, (18.5.4)
divH = 0. (18.5.5)

Maksvell tenglamalari tajriba usulida topilgan fizik gonunlar-
ning matematik formasi bo‘lib, ular quyidagilardan iborat:

(18.5.2) tenglama — Amper va Bio-Savar qonuni,

(18.5.3) tenglama — Faradey qonuni,

(18.5.4) tenglama — Kulon gonuni,

(18.5.5) tenglama — magnit zaryadlari qatnashmasligining tas-
diqi.

Bu gonunlarning ba’zi natijalarini biz navbatdagi bandlarda kel-
tiramiz.

o . 1 0E e e

Birinchi (18.5.2) tenglamaning o‘ng tarafiga P tok siljishini
qo‘shilishi Maksvell kashfiyotlaridan biri bo‘lib, natijada tenglamalar
nafagat simmetrik ko‘rinishga keldi, balki ular orasidagi o‘zaro qarama-
qarshilik ham yo‘qoldi.

2. Sodda natija sifatida, (18.5.2) va (18.5.4) Maksvell tenglama-
lari va (18.2.12) ayniyatdan quyidagi

% + divJ = 0

uzluksizlik tenglamasini olish qiyin emas (elektr zaryadining saqla-
nish qonuni).
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Bu tenglamani

ko‘rinishda yozib, (18.2.13) formulani hisobga olsak, uzluksizlik teng-
lamasini quyidagicha o‘qish mumkin: biror jismda zaryad zichligi-
ning kamayishi bu jismdan chiquvchi zaryad ogimiga teng.

Maksvell tenglamalarining yana bir natijasi sifatida, elektr may-
doni ganoatlantiruvchi differensial tenglamani keltirib chigaramiz.
(18.5.2) va (18.5.3) tenglamalarga ko‘ra,

10
rotrot E = ———rot H =
cot
10 (10E 4r 1 °E  4rdJ
= s S22 2T) = -5 2 - S (1856
cat< or ) Z oz~ agr 1856
Endi, (18.2.12) ayniyat va (18.5.4) tenglamaga asosan,
rotrot E = 47 Vp — AE. (18.5.7)
Oxirgi (18.5.6) va (18.5.7) tengliklarni taqqoslasak,
O’E 5 oJ 5
2z ¢ AE = —47TE — Awe“ Vp (18.5.8)

tenglikka kelamiz.

Agar tok va zaryad gatnashmasa, yani J = 0 va p = 0 bo‘lsa,
(18.5.8) dan elektr maydonining to ‘Igin tenglamasini qanoatlantirishi
kelib chiqadi:

O*E
ot?

Xuddi shu kabi magnit maydon uchun ham differensial tenglama
keltirib chigariladi.

Aytaylik, f(t) ikki marta differensiallanuvchi bir o‘zgaruvchili
ixtiyoriy funksiya va k = (ki, k2, k3) istalgan birlik vektor bo‘lsin.
U holda

— 2AE. (18.5.9)

u(x,y,z,t) = flk-r—ct) = f(kir+ koy+ksz — ct)
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funksiya, ravshanki, to‘lqin tenglamasini qanoatlantiradi:

82
a—;’; — 2Au. (18.5.10)
Haqiqatan,
0%
W = C2f”(k]1$+k2y+k32 — Ct)

va
Au = (k2 k24+k2) [ (kyxtkoy+hsz — ct) = f"(kyx+koythsz —ct) .

Odatda, u = f(k-r — ct) ko‘rinishdagi yechim to‘lqinli yechim
deb ataladi. Agar k-rqy —ct; = k- ro — ¢ty bo‘lsa, ya'ni
k . (1‘2 — 1‘1)
to — 1

= C

tenglik o‘rinli bo‘lsa, to‘lginli yechimning r; nugtada va ¢; vaqt fur-
satidagi giymati rs nuqtada va t2 vaqt fursatidagi qiymatiga teng
bo‘ladi.

Oxirgi tenglik bunday to‘lqinning k birlik vektori yo‘nalishi bo‘-
yicha tarqalish tezligi ¢ yorug‘lik tezligiga tengligini anglatadi. Bun-
dan fundamental ahamiyatga ega bo‘lgan quyidagi ikki natija olin-
gan:

1) elektromagnit to‘lginlari mavjud va ular yorug‘lik tezligi bilan
tarqaladi;

2) yorug‘lik ham elektromagnit to‘lqinidir.

Yorug‘lik to‘lqini uzunligidan katta to‘lgin uzunligiga ega bo‘lgan
elektromagnit to‘lginlari (radio to‘lginlari) birinchi marta nemis fizi-
gi Henrix Herts tomonidan (1888) vujudga keltirildi va detektirlan-
di. Radio to‘lgini diapazonidagi elektromagnit to‘lginlarining amali-
yotga tadbiqi Rossiyalik fizik A.C.Popov izlanishlaridan boshlandi.

Shuni aytish zarurki, elektromagnit to‘lginlari yordamida axbo-
rot uzatishdan foydalanuvchi zamonaviy texnologiyalarning bar-
chasi Maksvell tenglamalarini matematik tahlil gilish natijasida
paydo bo‘lgan.
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3. Elektrostatika va magnitostatika. Vaqtga bog‘liq elektro-
magnit jarayonlarni o‘rganuvchi fizik nazariya elektrodinamika deb
ataladi. Bu nazariyaning matematik tavsifi (18.5.2)-(18.5.5) Maksvell
tenglamalar sistemasi bilan beriladi.

Agar elektr va magnit maydonlarining vaqt bo‘yicha o‘zgarishi
shunchalik kam bo‘lsaki, ularni vaqtga bog‘ligmas deb hisoblash
mumkin bo‘lsa, u holda Maksvell tenglamalar sistemasi sodda ko‘ri-
nishga keladi:

rotE = 0, divE = 4mp, (18.5.11)

va

4
rotH — %J, divH = 0. (18.5.12)

Natijada Maksvell sistemasi ikki o‘zaro bog‘ligmas (18.5.11) va
(18.5.12) sistemalarga ajraladi. (18.5.11) sistema bilan tavsiflanadi-
gan hodisalar elektrostatikaga va (18.5.12) sistema bilan tavsiflanadi-
gan hodisalar esa, magnitostatikaga kiradi.

Bevosita (18.5.11) tenglamalardan o‘zgarmas elektr maydonning
potensial maydon ekani kelib chigadi. Bundan chiqdi, o‘zgarmas
elektr maydon

E = grad@(%yaz)

ko‘rinishga ega bo‘lib, (18.5.11) dagi ikkinchi tenglama va Laplas
operatori ta'rifidan

Ap(x,y,2) = div gradp(z,y,2) = 4mp(x,y, 2)

munosabatga kelamiz.

Agar elektr maydon butun R? fazoda garalsa, elektr zaryad-
lar esa, p zichlik bilan tagsimlangan bo‘lsa, u holda ¢ potensial
(18.4.10) hajm potensiali bilan ustma-ust tushadi, ya'ni

o P&, ¢)
A /R// N e R
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Parametrga bog‘liq bo‘lgan bu integralni formal ravishda differen-
siallasak,

==

(18.5.13)
tenglikni olamiz.

Bundan va (18.5.1) tenglikdan, xususan, berilgan elektr maydon-
ning elektr zaryadga ta’sir kuchi Kulon gonuniga bo‘ysunishi ke-
lib chiqadi. Shunday qilib, Kulon gqonuni Maksvell tenglamalarining
natijasi ekan.

4. (18.5.5) tenglamaga ko‘ra, magnit maydon doim solenoidal
bo‘lib, u

H = rot A

ko‘rinishga ega. (18.5.12) dagi birinchi tenglamadan esa, (18.3.20)
ayniyatga ko‘ra,

AA = — 4—7TJ
c
munosabat kelib chigadi. Bundan, xuddi elektr maydon holidagidek,
J(& Q)
Ale,y.2 / / / dg dnd¢
Ve =82+ (y =2+ (z = ()?
(18.5.14)

tenglikni olamiz.
Agar R = R(x,y, 2,&,1,¢) simvol bilan

R =(@-8it+ty—-njitikz-0k

vektorni belgilab, parametrga bog‘liq (18.5.14) integralni formal ra-
vishda differensiallasak,

I J,R]
g /R// Voo

(18.5.15)

munosabatga ega bo‘lamiz.



Bu tenglik va (18.5.1) formuladan, xususan, J zichlikka ega bo‘l-
gan o‘zgarmas tokni vujudga keltiruvchi, harakatdagi elektr zaryad-
lariga berilgan magnit maydonning ta’sir kuchi, Bio-Savar qonuni
deb tanilgan qonunga bo‘ysunishi kelib chigadi. Shunday qilib, taj-
riba usulida topilgan Bio-Savar qonuni ham Maksvell tenglamalari-
ning natijasi ekan.

18.6-§. Misollar

1 - misol. Agar skalyar maydon u — zz — y? funksiya bilan
berilgan bo‘lsa, M(—9,10,12) nuqtada grad v ning qiymatini va
yo‘nalishini toping. Berilgan skalyar maydonning xOz koordinata
burchagi bissektrisasi yo‘nalishi bo‘yicha hosilasini hisoblang.

Ko‘rsatma. Gradient (18.1.4) formula yordamida topiladi. Har
ganday v vektor yo‘nalishi Hz—l formula orqali aniglanadi. Agar 7
koordinata boshidan Oz koordinata burchagi bissektrisasi bo‘yicha
yo‘nalgan birlik vektor bo‘lsa, 7 = (%,O, %) tenglik o‘rinli. Bu
yo‘nalish bo‘yicha hosilani (12.1.31) formula yordamida hisoblang.

2 - misol. Quyidagi

iz +jy — kz
/y2+22

vektor maydon divergensiyasining M (7, %, %) nuqtadagi qiymati-
ni toping.

Ko‘rsatma. (18.2.2) formuladan foydalaning.

3 - misol. Agar u skalyar maydon bo‘lsa, div(u grad «) ni toping.

Ko‘rsatma. Divergensiya va gradient ta'riflari hamda ko‘payt-
mani differensiallash qoidasidan foydalaning.

4 - misol. Agar vektor maydon

v="iy EJ + %

z o xt oy

funksiya bilan berilgan bo‘lsa, M (1,2, —2)) nuqtada rot v ning qiyma-
tini va yo‘nalishini toping.
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Ko‘rsatma. (18.2.8) formuladan foydalaning.
5 - misol. Umumlashgan quth koordinatalari:

0<r<4o0, 00w, 0<p<2r
quyidagi
x=arcos®pcos® 0, y=>brsin®pcos®d, z=-crsin®o

formulalar yordamida kiritiladi. Bu yerda a, b, ¢, @ va 8 parametrlar
noldan farqli o‘zgarmaslardir.

Umumlashgan qutb koordinatalari uchun urinma vektorlarni to-
ping. Parametrlarning qanday giymatlarida urinma vektorlar o‘zaro
ortogonal bo‘lishini aniglang. Urinma vektorlar ortogonal bo‘lgan
holda Lame koeffitsiyentlarini toping.

Kof‘rsatma. Urinma vektorlarni (18.3.1) formula bo‘yicha hisob-
lab, (18.3.2) shart bajarilishini tekshiring. Lame koeffitsiyentlarini
(18.3.4) formulalar yordamida hisoblang.

6 - misol. Umumlashgan silindrik koordinatalari:

p>0, 0<p<21, —o0o<2z<+00

quyidagi
x=apcos®p, y=bpsin®p, z=2

formulalar yordamida kiritiladi. Bu yerda a,b va « parametrlar
noldan farqli o‘zgarmaslardir.

Umumlashgan silindrik koordinatalari uchun urinma vektorlarni
toping. Parametrlarning qanday gqiymatlarida urinma vektorlar
o‘zaro ortogonal bo‘lishini aniglang. Urinma vektorlar ortogonal
bo‘lmagan holda ham (18.3.10) tenglik o‘rinli bo‘ladimi?

Kofrsatma. Urinma vektorlarni topish va ulani ortogonallikka
tekshirish xuddi 5 - misoldagi kabi amalga oshiriladi. Umumiy holda
(18.3.10) tenglikni tekshirish uchun bevosita uning ikki tomonida
turgan ifodani hisoblang.

7 - misol. Silindrik koordinatalarda u = pcos ¢ + zsin? ¢ — 3°
funksiya bilan berilgan skalyar maydon gradientini toping. So‘ngra
hosil bo‘ldan vektor maydonning divergensiyasini hisoblang.
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Ko‘rsatma. Gradientni 18.3.1 - teorema yordamida hisoblang
(18.3.3 - misolga qarang). Divergensiyani hisoblash uchun esa, 18.3.2
- teoremani qo‘llang (18.3.5 - misolga qarang).

8 - misol. v = (2r + acos p, —asin 0, r cos ) sferik koordinata-
lar bilan berilgan vektor maydon rotorini hisoblang.

Ko‘rsatma. 18.3.3 - teoremani qo‘llang.

9 - misol. Agar r = /22 + 92 + 22 bo'lib, u = f(r) skalyar
maydon berilgan bo‘lsa, div(grad u) ni toping. Qanday f(r) funksi-
yalar uchun div(grad u) = 0 bo‘lishini aniglang.

Ko‘rsatma. A Laplas operatorining (18.2.6) ta'rifi va 18.3.4 -
teoremadan foydalaning.

10 - misol. E = yz(2z+y+2)it+xz(z+2y+2)j+ay(e+y+22)k
ko‘rinishda berilgan vektor maydonning potensial maydon ekanini
ko‘rsating va potensialini toping.

Ko‘rsatma. Berilgan maydonning potensial maydon ekaniga
18.4.1 - teorema yordamida ishonch hosil giling. So‘ngra, ta'rifga
ko‘ra o‘rinli bo‘lgan

(’9g0 Oy, Oy K

E = gradyp = B +a— +(’9z

=yz2x +y+2)itaez(xt2y+2)j+ayle+y+22)k
tenglikdan ¢ potensialni toping.



19-bob. Furye integrali

19.1-§. Furye almashtirishi

1. Kirish.

Bizni o‘rab turgan olamdagi ko‘p hodisalar davriy xarakterga
ega, yoki ularni davriy jarayonlar superpozitsiyasi deb tasavvur
gilish mumkin. Eng sodda davriy jarayon garmonik tebranish deb
atalib, uning vaqtga bog’ligligi

u(t) = Acos(wt+ ), —oo <t < o0,

ko‘rinishdagi funksiya bilan ifodalanadi. Bu yerda A o‘zgarmas am-
plituda, w esa siklik chastotadir. Kosinusning (wt + ¢) argumenti
to’la faza, © esa boshlang‘ich faza deb ataladi.

Qavslarni ochib, tebranish tenglamasini

u(t) = acoswt + bsinwt
ko‘rinishda, yoki kompleks shaklda
U(t) _ Clez’wt T C2e—z'wt

kabi yozish mumkin.
Turli davrga ega bo‘lgan sodda davriy jarayonlarning superpo-
zitsiyasi

+oo
() — / Cw) e du

ko‘rinishdagi integrallarni o‘rganishga olib keladi.
Deyarli har qanday funksiyani shunday integral ko‘rinishida yo-
zish mumkinligi, ya'ni uni cheksiz sondagi garmonik tebranishlar
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yig‘indisiga yoyilishi, ham kutilmagan, ham ajoyib fakt bo‘ldi. Al-
batta, yuqoridagi integral ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lgan funksi-
valar sinfi bu xosmas integralni qanday tushinishimizga bog‘liq.

Bu xildagi integrallar birinchi marta Fransuz matematigi J.B.
Furye tomonidan XIX asrning bhoshida o‘rganildi va keyinchalik
Furye integrali deb atala boshlandi. XX asrga kelib Furye integral-
lari bizni o‘rab turgan olamni o‘rganishda eng muhim qurolga ay-
landi va turli matematik modellarda keng foydalanila boshlandi.
Furye integraliga yoyilishni o‘rganadigan matematik nazariya gar-
montk tahlil degan nom oldi.

Ushbu bobhda R sonlar o‘gida aniglangan va kompleks giymat
qabul giluvchi funksiyalar, ya’ni

fl@) = filz) +ife(r), —oo<x<too,

ko‘rinishdagi funksiyalar o‘rganiladi, bu yerda f1(x) va fa(x) - haqiqiy
o‘zgaruvchining haqiqiy giymat gabul giluvchi funksiyalaridir. Tad-
biglarda ko‘pincha fo(2) = 0 bo‘ladi.

R sonlar o‘gida aniqlangan f funksiyaning navhatdagi

& = /f(x)e—“”ﬁdx (19.1.1)

integral almashtirishini kiritamiz. Bunda fAfunksiya f ning Furye
almashtirishi deb ataladi.

Furye almashtirishi korrekt aniglangan bo‘lishi uchun (19.1.1)
integral istalgan ¢ € R larda yaqinlashishi kerak. Odatda, bu shart
o‘rinli bo‘lishi uchun, f funksiyaning R sonlar o‘qida absolyut inte-
grallanishi talab qgilinadi. Ushbu bobda biz o‘rganilayotgan funksiya-
ga aynan shu talabni qo‘yamiz.

Bizning galdagi magsadimiz yetarlicha silliq funksiyalarni quyida-
gi

1
2

f@) = / Fe) e de (19.1.2)
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Furye integrali ko‘rinishida yozish mumkinligini ko‘rsatishdan ibo-
rat.

Agar bu tenglikning o‘ng tomonidagi birinchi tur xosmas in-
tegral yaqinlashsa, u holda f funksiya Furye integraliga yoyiladi
deyiladi. (19.1.2) integral yana teskari Furye almashtirishi deb ham
ataladi.

Umumiy holda qayd qilingan xosmas integral Koshi bosh qiy-
mati ma’nosida tushuniladi, ya'ni quyidagi

S A
Vo [ Foettas — m [ o e
—0o0 -2

limit deb aniglanadi.

Agarda o’ng tomondagi integral ostida fAni uning (19.1.1) qiy-
mati bilan almashtirsak, so’ngra integrallar tartibini o‘zgartirib, yan-
gi o‘zgaruvchilarga o’tsak, ushbu

A 0

U in A

o [ Foetas = = [ X s na
A —c0

muhim munosabatni olishimiz mumkin (keyingi paragrafdagi (19.2.3)
formulaga qarang).

Faraz qilaylik, f funksiya R da absolyut integrallanuvchi hosi-
laga ega bo‘lsin. U holda integrallangan sinus ta’rifidan foydalanib,
o’ng tomonni quyidagi

l/Si“tf( /fx+t—81()\t)d

T t
—0o0

_ _%/ a4 6)Si (M) di
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ko‘rinishga keltirish mumkin (bu yerda f(—o0) = f(+o00) = 0 ekani-
ni hisobga oldik).
Shunday ekan,

lim Si(A) = gsignt

A— too

tenglikga ko‘ra ((17.2.49) formulaga garang),

A e
1 -~ , 1
: - ix€ - = ! : _
)\ETOO o /f(ﬁ)e d¢ 5 / f{x+1) signtdt
—A —00

0 0
=5 [ Fera -5 [ reina = @ g - @
—0o0 0
munosabatga ega bo‘lamiz.

Bunda hosil bo‘lgan tasdiq (19.1.2) tenglikning o‘rinli ekanini
ko‘rsatuvchi Furyening mashhur integral teoremasidir.

Keltirilgan isbot yoyilayotgan funksiyaning absolyut integral-
lanuvchi hosilaga ega degan shartga asoslangan. Ammo kompyuter
tomografiyasi yoki elektromagnit to’lginlarning tarqalishi kabi tad-
biglarda bunday xossaga ega bo‘lmagan funksiyalarni qarashga
to‘g‘ri keladi. Natijada yuqoridagi isbot ancha murakkablashadi.

Shuni aytish kerakki, funksiyani Furye integraliga yoyilish masa-
lasini yetarlicha to‘la hal gilish uchun mashhur matematiklarning bir
varim asr davomida tinimsiz tadqiqoti talab qilindi. Biz eng sodda
va shu bilan bhirga tadbiglarning aksariyati uchun yetarli bo‘lgan
holni gqarash bilan cheklanamiz. Buning uchun funksiyalarning yangi
sinflarini kiritib, absolyut integrallanuvchi funksiya Furye almashti-
rishini to‘laroq o‘rganishimiz zarur.

Biz, asosan, (19.1.2) integralning Koshi bosh giymati ma’nosida
yaqinlashishini o‘rganamiz. Buning uchun, albatta, f(ﬁ) Furye al-
mashtirishning absolyut integrallanishini talab qilishga zaruriyat
yo‘q. Lekin, hisoblash algoritmlarini amalga oshirish uchun qan-
day hollarda f(ﬁ ) funksiya R sonlar o‘qida absolyut integrallanuvchi
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bo‘lishi muhim ahamiyatga ega. Shu sababdan, ushbu bohda biz bu
masalaga ham e’tibor qaratamiz.
19.1.1 - misol. Ushbu

flx) = emel
funksiyaning Furye almashtirishi topilsin.
Ta’rifga ko‘ra,

> >

f&) = /€_a|m|6_im€dm = /6_a|m|(cosx£—isinx£)dx.

-0 —0

Agar toq va juft funksiyalardan simmetrik oraligda olingan integ-
rallar xossasini e’tiborga olib, (17.2.2) tenglikdan foydalansak,

[e @]
-~ 2
f(& = 2/e_o‘mcosw£d:v = Tig? (19.1.3)
0
formulaga ega bo‘lamiz.
19.1.2 - misol. Ushhu
flx) = ek
funksiyaning Furye almashtirishi topilsin.
Ta’rifga ko‘ra,
[e @] [e @]
G / ze~le=E gy — / ze~ " (cos xg — i sinag) du .
—o0 —0o0

Agar toq va juft funksiyalardan simmetrik oraligda olingan integ-
rallar xossasini e’tiborga olib, (17.2.2) tenglikdan foydalansak,

0

J?(ﬁ) = —21’/306_0‘”J sinaédr = —i

0

dag

D (19.1.4)
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formulaga ega bo‘lamiz.
19.1.3 - misol. Ushbhu

funksiyaning Furye almashtirishi topilsin.
Bu funksiyaning juftligiga ko‘ra,

0 >

Fl&) = /6_0‘”326_"”“"5 dr = 2/6_0‘”“"2 cos xé dr .

—0o0 0

Demak, (17.2.18) formulaga asosan,

Fl&) = \/ge—ﬁz/““. (19.1.5)

2. Furye almashtirishi xossalari.
Eslatib o‘tamiz, biz (19.1.1) tenglik yordamida Furye almashti-
rishni R sonlar o‘gida absolyut integrallanuvchi bo‘lgan, ya’'ni

+oo
I = / (@) da (19.1.6)

kattalik chekli bo‘lgan funksiyalar uchun aniqlagan edik.

19.1.1 - tasdiq. Agar f funksiya R sonlar o‘gida absolyut integ-
rallanuvchi bo‘lsa, u holda uning [ Furye almashtirishi sonlar o‘qida
uzluksiz va chegaralongan funksiya bo‘ladi:

17O <1l -

Isbot. Furye almashtirishining chegaralanganligi bevosita
(19.1.1) va (19.1.6) ta'riflar va |e~%¢| = 1 ayniyatdan kelib chigadi:

+o0
7o) < /If(x)|dx.
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(19.1.1) da integral ostidagi funksiya absolyut integrallanuvchi
| f(x)| funksiya bilan yuqoridan chegaralangan. Bu baho parametr-
ga bog‘liq emas. Shu sababli, Veyershtrass alomatiga (17.2.1 - teo-
remaga qarang) ko‘ra, (19.1.1) integral £ parametrga nisbatan tekis
vaginlashadi. Demak, 17.2.4 - teoremaga asosan, Furye almashtirishi
uzluksiz funksiyadir.ll

19.1.2 - tasdiq. R sonlar o‘qida absolyut integrallanuvchi f
Sfunksiya uchun

Jim /\f (x+h)— f(z)]de = (19.1.7)

tenglik o‘rinli.
Isbot. Istalgan A > 0 uchun quyidagi

f(x), agar |x| <A Dbo'lsa,
fa(x) = ‘
0, agar |x| > A bo'lsa,

funksiyani aniglaymiz.
Ixtiyoriy £ > 0 uchun shunday katta A > 0 sonni tanlaymizki,
u uchun

/\f(x)—fA(x)\dx <z (19.1.8)

baho bajarilsin. Birinchi tur xosmas integral ta’rifiga ko‘ra, buni
amalga oshirish mumkin.

fa(x) funksiya finit hamda xos ma’noda Riman bo‘yicha integ-
rallanuvchi bo‘lgani sababli, 10.8.3 - teoremaga ko‘ra,

Jim /\fA(x+h)—fA(x)\dx = 0. (19.1.9)
Ayonki,

/‘fLE‘Fh (2)| dz < /‘fLE‘Fh falx + h)|de +
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+ /\fA(w+h)—fA(w)\dx + /\fA(x)—f(x)\dx.

O‘ng tomondagi birinchi va uchinchi integrallar (19.1.8) integ-
ralga teng ekanini ko‘rish giyin emas. Demak,

/‘fLE‘Fh ()| do < /‘fA:EJrh) fa(@)|de + 2¢.
(19.1.9) ga ko'ra,
hm /‘f (x+h)— (:E)‘dac < 2e.

Endi ¢ — 0 desak, talab qilingan (19.1.7) munosabatni olamiz.ll

Eslatma. (19.1.7) tenglik har gqanday absolyut integrallanuv-
chi funksiya o‘rtacha ma’noda uzluksiz ekanini anglatadi. Agar f
funksiya lokal integrallanuvchi bo‘lib, kvadrati R sonlar o‘qgida
absolyut integrallanuvchi bo‘lsa, bu funksiyaning o‘rta kvadratik
ma’'noda uzluksizligi, ya’ni

Jim /\f (@+h)— fl)f de = (19.1.10)

tenglikning bajarilishi xuddi yuqoridagidek ishotlanadi.
19.1.3 - tasdiq. R sonlar o‘gida absolyut integrallanuvchi bol-
gan ixtiyoriy f funksiyaning Furye almashtirishi barcha A #£ 0 larda

Wl < 3 / ‘f )‘dm (19.1.11)

tengsizlikni qanoatlantiradi.
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Isbot. Agar
[e @]
FO) = /f(x)e_i’\mdx (19.1.12)
—00
tenglikda integral ostidagi funksiyani ™ = —1  o‘zgarmasga

ko‘paytirsak,
oy = = [ s@e e

formulaga ega bo‘lamiz. Bu integralda yangi o‘zgaruvchi sifatida
x — /A kattalikni olib, uni yana = deb belgilasak,

>

oy = = [1(e+ ) e

—0

tenglikka kelamiz. Hosil bo‘lgan tenglikni (19.1.12) ga qo‘shsak,

0

oo =5 [ [r@-s(es 3)] eaa

—0

munosabatni olamiz.

Endi |e=**| = 1 ekanini hisobga olsak, bundan talab qilingan
(19.1.11) tengsizlik kelib chigadi.l

19.1.1 - teorema. R sonlar o‘gida absolyui integrallanuvchi
bo‘lgan ixtiyorty [ funksiyaning Furye almashtirishi uchun

o~

li = 19.1.1
Jm f(d) =0 (19.1.13)
tenglik o‘rinli.

Isbot 19.1.2 - va 19.1.3 - tasdiglardan kelib chiqadi. Buning
uchun h = /A deb, (19.1.11) va (19.1.7) formulalardan foydalanish
kifoya.
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1 - natija. R sonlar o‘qida absolyut integrallanuvchi bo‘lgan har
ganday [ funksiya uchun quyidagi

lim /f(:v)cos)\acd:v 0, (19.1.14)
A—00
lim /f(:v)sin)\:vdx 0 (19.1.15)
A—00

tengliklar o‘rinli.
Isbot uchun (19.1.1) ta'rif va

e~ — cosaf — isinaf

ayniyatdan foydalanish yetarli.
2 - natija. [a,b] C R kesmada Riman bo‘yicha integrallanuvchi
bo‘lgan har qanday [ funksiya uchun

b b
lim /f(w)cos)\:vdw = /\lim f(x)sin \xder = 0 (19.1.16)
—0o0

A—00
a
tengliklar o‘rinli.

Isbot uchun f funksiyani [a, b] kesmadan tashqarida nol deb, R
sonlar o‘qiga davom ettirish kifoya.

Navbatdagi tasdigda qaralayotgan funksiya [a, b] kesmada yotuv-
chi biror ¢ nuqta atrofida chegaralanmagan bo‘lishi mumkin. Bun-
day g funksiyadan [a, b] kesmada olingan ikkinchi tur xosmas integ-
ral quyidagi ikki limit yig‘indisi sifatida aniglanadi:

b c—a b

/g(:v) de = agrgl_o g(x)dx + ﬁgrglw g(x)dr . (19.1.17)

a a ct8

Bunda ¢ funksiya ¢ € (a, b) nugtani o‘z ichiga olmagan har qan-
day A C [a, b] kesmada Riman ma’nosida integrallanadi, deb faraz
gilinadi.
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19.1.4 - tasdiq. Faraz qilaylik, g(x) funksiya [a,b] kesmaning
¢ € (a,b) dan tashqari barcha nugtalarida aniqlangan bo‘lib,

b
/Ig(x)l da (19.1.18)

zosmas integral (19.1.17) tenglik ma’nosida yaqinlashsin. U holda
b b
lim g(x)cos v dr = /\lim /g(:v) sin\xdex = 0 (19.1.19)
—0c0

A—00
a a

tengliklar o‘rinli.
Isbot. Yetarlicha kichik § > 0 lar uchun barcha x € [a, b| larda
aniglangan

ol > q
a5(x) — {g(w), agar |r—c¢|>4d bo'lsa, (19.1.20)

0, agar |r—c| <é bolsa

funksiyani kiritamiz.
(19.1.18) xosmas integralning ta’rifiga ko‘ra, istalgan & > 0
olganda ham shunday ¢ > 0 topiladiki, u uchun

b
/‘g(w)—g(s(w)‘da@ < e (19.1.21)

tengsizlik bajariladi.
Bundan chiqdi, agar

b b b
/g(:v) cos \xdxr = /[g(w)—g(s(:v)]cos)\wdm + /g(s(m) cos \x dx

deb yozib olsak,
b b
/g(:v) cosvdr| < eb—a) + /g(s(m) cos Avdr| (19.1.22)

a
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munosabatni olamiz.

gs funksiya [a,b] kesmada Riman bo‘yicha integrallanuvchi
bo‘lgani uchun, u 19.1.1 - teoremaning 2 - natijasi shartlarini ganoat-
lantiradi. Shunday ekan, (19.1.22) da yuqori limitga o‘tib,

b
lim /g(w)cos)\md:v < e(b—a)

A—00
a

bahoga ega bo‘lamiz.

Nihoyat ¢ > 0 ning ixtiyoriyligiga ko‘ra, bundan (19.1.19) dagi
birinchi limitning nolga tengligini olamiz. Ikkinchi limitning nolga
tengligi xuddi shu usulda ko‘rsatiladi.ll

Eslatma. 19.1.4 - tasdig B. Riman tomonidan isbotlangan. Ke-
yinroq A. Lebeg bu tasdigni hozirda Lebeg ma’nosida integrallanuv-
chi deb ataladigan funksiyalar uchun isbotladi. Matematik adabiyot-
larda bu olimlar isbotlagan tasdiq Riman-Lebeg lemmasi deb atala-
di. Bu lemmaning 19.1.4 - tasdiq ko‘rinishidagi dastlabki variantini
ham biz shu nom bilan ataymiz.

19.1.4 - misol. Faraz qilaylik, ¢(x) funksiya [—1, 1] kesmada
uzluksiz bo‘lsin. U holda istalgan o > 0 uchun

1
/\lim /|:E|o‘_1g0(:v) sinAxdr = 0 (19.1.23)
—0o0

“1

tenglik o‘rinli.
Hagiqatan, Veyershtrassning birinchi teoremasiga ko‘ra, @(x)
funksiya [—1, 1] kesmada chegaralangan. Bundan chiqdi,

2| ()] < Cla*h

Taqqoslashning xususiy alomati hamda Riman-Lebeg lemmasini
(va'ni 19.1.4 - tasdiqni) qo‘llab, talab qilingan (19.1.23) tenglikka
ega bo‘lamiz.
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19.2-§. Furye integral formulasi

1. Ushbu paragrafdagi asosiy maqgsadimiz (19.1.2) tenglikni im-
kon darajada kengroq f funksiyalar sinfi uchun ishotlashdan iborat.
Barcha qaralayotgan funksiyalarni R sonlar o‘qida absolyut integ-
rallanuvchi deb faraz gilamiz.

E’tibor bering, hatto tez kamayuvchi funksiyalar uchun ham
gayd etilgan tenglikning o‘ng tarafidagi integral absolyut yaqinlash-
masligi mumkin. Masalan,

1, |z <1,
fla) = {07 :x:zl, (19.2.1)
funksiya finit bo‘lishiga qaramasdan, uning Furye almashtirishi
1 1
fA(ﬁ) = /e‘imﬁdm = 2/cosm£dw = 2%
-1 0

ko‘rinishda bo‘lib, u R sonlar o‘qida absolyut integrallanuvchi emas.
Umumiy holda (19.1.2) Furye integrali Koshi bosh qiymati ma’-
nosida tushuniladi:

S A
V.p. / f&)e™ede = lim / F(&)e™ de.
A—400
— 00 —\
Furye gismiy integralini quyidagi

A
D@ = 5o [ R (19.22)
Y

ko‘rinishda aniglab, uning A — +oco dagi limitini o‘rganamiz.
Avval (19.1.1) formuladan foydalanib, so‘ngra integrallar tarti-
bini o‘zgartirsak,
A S
1 irg —iy€
LJ@) = o [e™de [ Jy)e™dy =
— o0

-2
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e A e

b i(o—y) 1 [sinMz—y)

= 5 [ twy [ eemrtie - - [ SRS p)ay
—o0 - —o0

munosabatni olamiz. Endi y = 2 + t almashtirish bajarib, Furye
qismiy integrallari uchun Furye almshtirishi oshkor ravishda qat-
nashmagan, quyidagi

>

Iflx) = %/Sii)\tf(ert)dt (19.2.3)

formulaga ega bo‘lamiz.

2. Navbatdagi tasdiq (19.2.3) formuladagi xosmas integralni a
nuqtaning ixtiyoriy kichik atrofi bo‘yicha olingan integral bilan al-
mashtirish mumkinligini ko‘rsatadi.

19.2.1 - teorema. Ixtiyoriy & > 0 son uchun quyidagi

s
1 .
Lf(z) = ;/Sli)\tf(ert) dt + o(1), A— too, (19.2.4)
=5
tenglik o‘rinli.
Isbot. Agar
1
7 agar |t| > & bo'lsa,
W(t) =

0, agar |f|<d bo'lsa,

funksiyani kiritsak, shubhasiz, |¢(t)] < 1/6 shart bajariladi va
(19.2.3) integral

t
—d

é 0
Inf(z) = %/SIDM flettyd + %/f(ert)z/J(t) sin At dt

ko‘rinishga keladi.
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g(t) = f(z + t)¥(t) funksiya R sonlar o‘qida absolyut integral-
lanuvchi bo‘lgani uchun, (19.1.15) ga ko‘ra, oxirgi integral nolga
intiladi.®

Natija. Agar R sonlar o‘qida absolyut integrallanuvchi fi va fo
funksiyalar x nugtaning biror atrofida ustma-ust tushsa, u holda

Jim (L fi(@) = Ifa(2)] = 0.

Haqgiqatan, f = f1 — fo funksiyaga (19.2.4) formulani qo‘llaylik.
Yetarlicha kichik & > 0 lar uchun f funksiya (x — 9,z + J) interval-
da aynan nolga teng. Demak, (19.2.4) formulaning o‘ng gismidagi
integral nolga aylanib, bu formula talab qgilingan ko‘rinishga keladi:

IAfl(LE) — I)\fQ(.fE) = 0(1), A — 0.

Eslatma. Bu natijadan quyidagi xulosa kelib chigadi: Furye in-
tegralining istalgan nuqtada yaqinlashishi yoki uzoqlashishi fagat
shu nuqgta atrofida funksiya o‘zini qanday tutishiga bog‘liq bo‘lib,
nuqtadan uzoqda funksiya qanday ho‘lishiga bog‘liq emas. Boshqa-
cha aytganda, qayd etilgan yaginlashish yoyilayotgan funksiyaning
lokal xossalari bilan aniglanadi. Ushbu xulosa Furye integrallari
uchun Riman lokallashiirish prinsipi degan nom bilan tanilgan.

3. (19.2.4) formula yordamida (19.2.2) qismiy integrallarning f
funksiyaga yaqinlashish shartlarini aniglash mumkin. Avvalo shuni
aytish kerakki, (17.2.48) formuladan ixtiyoriy tayinlangan § > 0 da
o‘rinli bo‘lgan ushbu

) A6
1 in A\t 2 i
LA 2 P, Aok
T t T U
) 0

munosabat kelib chigadi.
Bu munosabatni va

) )
% / Lm: 2 sin Aldt = % / S+ ti — /@) sin Atdt+
_$ —0
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ayniyatni (19.2.4) formulaga qo‘llasak, quyidagi

)

R e

sin Adtdt 4+ o(1), A — oo,
-6
(19.2.5)
asosiy tenglikni olamiz.

E’tibor bering, (19.2.5) tenglik sonlar o‘qida absolyut integralla-
nuvchi istalgan f funksiya va sonlar o‘qidagi har gqanday x nuqta
uchun o‘rinli.

4. (19.2.5) tenglikdan Furye gismiy integrallarining yoyilayotgan
funksiyaga yaqinlashishi uchun (19.2.5) ni o‘'ng tomonidagi integral-
ning nolga intilishi zarur va yetarli ekani kelib chigadi. Riman-Lebeg
lemmasiga (19.1.4 - tasdiq) ko‘ra, bu integralning nolga intilishi
uchun yetarli shart

flatt) - fz)

g(t) = ; (19.2.6)

funksiyaning [—0, 0] kesmada xosmas ma’noda absolyut integralla-
nuvchi bo‘lishidan iborat. Ravshanki, bu shart bajarilishini tekshi-
rish uchun funksiyani ¢ = 0 nuqta atrofida o‘rganish kifoya. (19.2.6)
kasr maxraji bu nuqtada nolga aylangani sababli, kasr integralla-
nuvchi bo‘lishi uchun, suratning ham { = 0 nuqtada, masalan, biror
a > 0 bilan [¢|* kabi nolga aylanishi yetarli.

Agar shunday M, « va § musbat sonlar topilsaki, |t| < ¢ shartni
ganoatlantiruvchi barcha ¢ lar uchun

|fla+t) — flx)| < MY~ (19.2.7)

baho bajarilsa, biz f funksiyani x € R nuqtada Holder shartini
ganoatlantiradi deymiz.

Agar f funksiya biror € R nuqtada Holder shartini qanoatlan-
tirsa, (19.2.6) tenglik bilan aniglangan g¢(t) funksiya x nuqtaning
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biror é-atrofida xosmas ma’noda ahsolyut integrallanuvchi bo‘ladi.
Haqiqatan, (19.2.7) shartga ko‘ra,

lg@) < M- Jg*

baho o‘rinli, ya'ni g(¢) funksiya nolda integrallanuvchi maxsuslikka
ega.
Demak, bunday funksiyalar uchun, Riman-Lebeg lemmasiga ko'‘-
ra, (19.2.5) ning o‘ng qismidagi integral A\ — +oo da nolga intiladi.
Shunday qilib, biz navbatdagi tasdiq o‘rinli ekanini ko‘rsatdik.
19.2.2 - teorema (Furyening integral teoremasi). Agar R
sonlar o‘gida absolyut integrallanuvchi [ funksiya x € R nugtada
Holder shartini qanoatlantirsa, u holda shu nugtada

V. p. % / F&) e de = f(a) (19.2.8)

tenglik bajariladi.

Isbot bevosita (19.2.5) formula va yuqoridagi mulohazalardan
kelib chigadi.

Eslatma. Agar absolyut integrallanuvchi f funksiya z nugtada
fagqat uzluksiz bo‘lsa, u holda uning Furye integralini shu nuqtada
vaginlashishi haqida hech gap aytib bo‘lmaydi. Furye integrali biror
tayinlangan x nuqtada uzoqlashuvchi bo‘lgan uzluksiz funksiyaga
misollar XIX asrdayoq qurilgan. Shubhasiz, bunday funksiyalar
uchun (19.2.6) kasr surati ¢ — 0 da nolga yetarlicha tez intilmaydi.
Shunga qaramasdan, Shved matematigi L. Karleson istalgan uzluk-
siz funksiya Furye integralining uzoglashish nugtalari to‘plami u
gadar ko‘p bo‘la olmasligini ko‘rsatdi. Chunonchi, istalgan ¢ > 0
uchun bunday nuqtalar to‘plamini shunday sanoqli sondagi interval-
lar bilan goplash mumkinki, ularning umumiy uzunligi £ dan osh-
maydi.

5. Holder shartini qanoatlantiruvchi funksiyalar sinfi ancha kat-
ta. Masalan, agar f funksiya x nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsa,
u ana shu nuqtada Holder shartini ixtiyoriy a < 1 ko‘rsatgich bi-
lan ganoatlantiradi. Hagigatan, funksiya differensiallanishi ta’rifiga
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ko‘ra,

flx+t)— flx) = flx)-t + ot) = t[f'(x) +o(1)], t—0.

Ravshanki, # nuqtaning biror (x — §,2 + ) atrofida |f/(x) +
o(1)| < M(x) baho o‘rinli bo‘lib, bu yerda M soni t ga bog'liq
emas. Demak,

[fle+1) = flo)] < M(x)-t, |t <o

Shubhasiz, bu bahodan (19.2.7) shartning istalgan o < 1 da
bajarilishi kelib chigadi.

Bu mulohazalar 19.2.2 - teoremaning navbatdagi natijasi o‘rinli
ekanini ko‘rsatadi.

Natija. Agar sonlar o‘qida absolyut integrallanuvchi f funksiya
r € R nugtada differensiallonuwvchi bo‘lsa, w holda bu nugtada
(19.2.8) tenglik bajariladi.

19.2.1 - misol. Ushbu

fla) — ek

funksiya sonlar o‘qgining noldan farqli istalgan nuqgtasida differensial-
lanuvchi. (19.1.3) formulaga ko‘ra, uning Furye almashtirishi

-~ 20

[ = 21

ko‘rinishga ega.
Shuning uchun, 19.2.2 - teoremadan istalgan  # 0 uchun

0

—ale] @ T et B cosxé
ekl — /a2 S = 0/ ol (1929

s
— o0
tenglik kelib chigadi.
Eslatma. Quyida isbotlanadigan 19.4.1 - teoremaga ko‘ra,
(19.2.9) Furye integrali, aslida, barcha x larda (ya’ni = 0 nugtada
ham) funksiya giymatiga yaqinlashadi.
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19.2.2 - misol. Ushbu
fla) = eV

funksiya sonlar o‘qining har bir nuqtasida differensiallanuvchi bo‘lib,
uning Furye almashtirishi ((19.1.4) ga qarang)

f(g) = —dai (042 552)2

ga teng.
19.2.2 - teoremaga ko‘ra, istalgan z € R uchun

—afe| — 4 £ et8 B 4_a 7 & sinxé
ve 2 /(a2+£2)2 a = T (a? 4 £2)2

—00 0

(19.2.10)

tenglik o‘rinli.
19.2.3 - misol. Barcha nuqtalarda differensiallanuvchi bo‘lgan
ushbu

funksiyaning Furye almashtirshi ((19.1.5) ga qarang)

ey — T o8 /a
Je = = -e
ga teng.

Demak, (19.2.8) formulaga ko‘ra,

00 00
—ax? 1 T ixé—€2 /40 __ 1 / —¢2 /4
- — ./t e = — e cos x€ df.
© 2 a/ Vo §dé
—0 0

(19.2.11)

Eslatma. 19.2.1 - 19.2.3 - misollarda Furye integrali birinchi tur

xosmas integral sifatida oddiy ma’noda yaginlashadi. Shu sababli,
integral oldiga bosh giymat belgisi qo‘yilmagan.
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6. Faraz qilaylik, f funksiya fagat haqiqiy gqiymatlar qabul qilsin.
Agar Furye almashtirishning (19.1.1) ta’rifida eksponentani quyida-
gi

e~ — cosaé —isinxé

Eyler formulasi bilan almashtirsak, u holda (19.1.1) tenglik

F(&) = A©) —iB(©) (19.2.12)

ko‘rinishga keladi, bunda

A& = /f(:v) cos x dx (19.2.13)
va -
B = /f(:v) sin x¢ de. (19.2.14)

A(&) funksiya f funksiyaning kosinus Furye almashtirishi va
B(§) esa, f funksiyaning sinus Furye almashtirishi deb ataladi.

E’tibor bering, istalgan absolyut integrallanuvchi funksiya uchun
uning kosinus Furye almashtirishi juft funksiya bo‘lib, uning sinus
Furye almshtirishi esa, toq funksiya bo‘ladi.

(19.2.12) formulani (19.1.2) ga qo‘yaylik:

1 Vi . .
flx) = o [A(&) —iB(&)|(cosx€ + isinx) dE .
Toq funksiyadan R sonlar o‘qi bo‘yicha olingan integral nolga
teng bho‘lgani uchun, oxirgi tenglikda gavslarni ochib,
1 (o)
flz) = o |A(€) cosxé + B(€) sina| de (19.2.15)

tenglikka ega bo‘lamiz.
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(19.2.15) formula haqiqiy giymat qabul giluvchi funksiyaning
Furye integraliga yoyilmasidir.
Agar qaralayotgan funksiya juft bo‘lsa, uning (19.2.15) yoyilmasi
[e @]

1

flz) = o A(§) cosxédé = %/A(ﬁ) cosxdE (19.2.16)
0

-0

ko‘rinishga keladi. Bunda (19.2.13) tenglikka ko‘ra,
Al) = 2/f(y) cos y§ dy.
0

Nihoyat, bu formulani (19.2.16) yoyilmaga qo‘yib, haqiqiy qiy-
mat qabul giluvchi juft funksiyaning Furye integraliga yoyilmasi
uchun

2 [e @] [e @]
flx) = ;/coswﬁdﬁ/f(y) cosyé dy (19.2.17)
0 0
formulaga ega bo‘lamiz.
Xuddi shunga o‘xshash, haqiqiy qiymat gabul giluvchi toq funk-
sivaning Furye integraliga yoyilmasini
2 7 T
flx) = - /smwﬁ dﬁ/f(y) sin y& dy (19.2.18)
0 0
ko‘rinishda yozish mumkin.
Kompleks sonlar ishlatishni chekkalab o‘tilmoqchi bo‘lingan hol-
larda (19.2.17) va (19.2.18) yoyilmalardan keng foydalaniladi.
7. Faraz qilaylik, haqiqiy qgiymat qabul qiluvchi f funksiya R
sonlar o‘qida emas, balki

yarim to‘g‘ri chiziqda berilgan bo‘lsin.
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Bunday holda biz berilgan funksiyani R sonlar o‘qgiga juft yo-
ki toq qilib davom ettirib, yangi funksiyaning Furye integrali uchun
mos ravishda (19.2.17) yoki (19.2.18) yoyilmalardan foydalanishimiz
mumkin. Davom ettirish usuli Furye almashtirish yordamida yechili-
shi kerak bo‘lgan masalaga bog‘liq. Odatda, agar f funksiya f(0) =
0 shartni qanoatlantirsa, toq davom ettirish tanlanadi, bordiyu funk-
siya f'(0) = 0 shartni qanoatlantirsa, u holda juft davom ettirish
tanlanadi. Ammo bunday tanlov majburiy emas, chunki funksiyaga
go‘yilgan boshga talablar ham e’tirborga olinishi mumkin.

19.3-8. Bo‘lakli-silliq funksiyalarning Furye
integraliga yoyilishi

1. Bo‘lakli-silliq funksiyalarning Furye integraliga yoyilmalari
tadbiglarda hammasidan ko‘ra ko‘p uchraydigan integral yoyilmalar-
dan biridir. Eslatib o‘tamiz, agar [a, b] kesmada aniqlangan f funk-
siva uchun shunday

P ={a=c<c<..<cm=10}

bo‘linish topilsaki, har bir (cx_1, ¢x) intervalda f funksiya [cp_1, cg]
kesmada uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lgan biror funksiya bilan
ustma-ust tushsa, f funksiyani |a,b] kesmada bo‘lakli-silliq degan
edik.

Bu ta'rifga ko‘ra, f funksiya chekli sondagi ¢; nuqtalarda uzilish-
ga ega bo‘lishi mumkin, lekin bu uzilishlar fagat birinchi tur bo‘la
oladi. Bu degani, o‘ng f(cx + 0) va chap f(cg — 0) limitlar mavjud
bo‘lsada, ular o‘zaro teng bo‘lmasligi mumkin. Bundan tashqari,
bunday ta'riflashda hosilani bir tarafli f’(cy £ 0) limitlarining mav-
judligi kafolatlanadi.

Agar f funksiya R sonlar o‘gida aniglangan bo‘lib, sonlar o‘qi-
ning har bir kesmasida bo‘lakli-silliq bo‘lsa, biz uni bo‘lakli-sillig
deymiz.

Bo‘lakli-sillig funksiyaga klassik misol sign « funksiyadir. R son-
lar o‘qida aniglangan va cheksiz sondagi uzilish nugtaga ega funksi-
yaga misol sifatida f(x) = sign sina funksiyani olish mumkin.
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Yuqoridagi bayonimizga ko‘ra, ixtiyoriy bo‘lakli-silliq funksiya
uzluksiz bo‘lgan nuqtasida Holder shartini gqanoatlantiradi va shu-
ning uchun, uning Furye integraliga yoyilmasi funksiyaning shu nug-
tadagi qgiymatiga Koshi ma’nosida yaginlashadi. Qizig‘i shundaki,
bo‘lakli-silliq funksiyaning Furye integrali hatto uning ¢ uzilish nug-
tasida ham yaginlashadi va bunda quyidagi tenglik bajariladi:

lim I f(e) — f(c+0)+f(c—()).

19.3.1
A—to0 2 (93 )

Bunga sabab shundaki, uzilish nuqtalarida nafagat funksiyaning
o‘zi, balki hosilasi ham bir tarafli limitlarga ega. Shu nuqgtai nazar-
dan, garmonik tahlil uchun hatto uzilishga ega bo‘lakli-silliq funk-
sivalar uzluksiz funksiyalardan yaxshiroq ob’ekt hisoblanadi, chun-
ki, yuqorida gayd etilganidek, uzluksiz funksiyaning Furye integrali-
ga yoyilmasi ba’zi nugtalarda uzoqlashishi ham mumkin.

(19.3.1) tenglik munosabati bilan birinchi tur uzilish nuqtalarida
funksiya giymatini aniglash masalasi tug‘iladi. Garmonik tahlil nug-
tai nazaridan, qayd qilingan giymatni bir tarafli limitlarning o‘rta
arifmetigiga teng qilib, ya’'ni

fle+0)+ f(e—0)

fle) = 5 (19.3.2)

deb olish tabiiydir.

Bunday aniqlashda istalgan bo‘lakli-silliq funksiya Furye integra-
li bu funksiyaga barcha nugtalarda yaqinlashishini quyida ko‘rsata-
miz.

Masalan, (17.1.21) formula bilan aniqlangan Hevisayd funksiya-

sini qaraylik:
0, =z <0,
€X —
x(@) {1, x > 0.

Bu funksiya bo‘lakli-sillig, lekin (19.3.2) shartni ganoatlantir-
maydi. Bu shart bajarilishi uchun funksiyaning noldagi giymatini
x(0) = 1/2 deb aniqlash kifoya.
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2. Bo‘lakli-silliq f funksiyani ixtiyoriy ¢ uzilish nuqta atrofi-
da to‘laroq o‘rganaylik. Lagranj formulasiga ko‘ra, yetarlicha kichik
t > 0 uchun ¢ < ¢ < ¢+t intervaldan

fle+t) = fle+0) =tf(§) = O

shartni qanoatlantiruvchi & son topiladi.
Shunga o‘xshash, c—t < n < ¢ intervaldan shunday 7 topiladiki,
u uchun

fle=1t) = fle=0) = (=t)f'(n) = O(t)
munosabat o‘rinli bo‘ladi.
Bu ikki munosabatni qo‘shib,

fle+ )+ fle=1)  fle+0)+ f(c—0)

2 2 o®
bahoga ega bo‘lamiz.
Shunday ekan, (19.3.2) tenglikka ko‘ra,
flex+le=b _ 1o (19.3.3)

2

E’tibor bering, funksiya uzluksiz bo‘lgan nuqtada chap va o‘ng
limitlar funksiya giymatiga teng bo‘lib, bu nugtalarda ham, tabiiyki,
(19.3.2) tenglik o‘rinli. Bundan chiqdi, (19.3.3) munosabat nafaqat
uzilish nuqtalarida, balki barcha ¢ € R nugtalarda bajariladi.

(19.3.3) munosabatning muhimligini hisobga olib, (19.2.5) asosiy
tenglikni bo‘lakli-silliq funksiyalar yoyilmasini o‘rganishga qulayroq
qilib o‘zgartiramiz. Buning uchun tenglik o‘ng tarafidagi integralni
ikki integral yig‘indisi qilib yozamiz:

é
/f(ert)_f(m) sin Xt dt =
s t
0 é
/f(xﬁi_f(m) sin)\tdtJr/f(erti_f(w) sin At dt.
-5 0

(19.3.4)
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Bu tenglikning o‘ng tomonidagi birinchi integralda ¢ ni —¢ ga
o‘zgartirsak,

/Of(:ert)—f(:E) sin N df — /(Sf(iﬁ—t)—f(w) sin At dt
t t

-4

munosabatni olamiz. Shuning uchun (19.3.4) ni

s s
/ J@+ ti — /@) sin Atdt = / Jrd i)+ f(f —0 =2/ sin Atdt
)
deb yozish mumkin.
Bundan chiqdi, (19.2.5) asosiy tenglik
2 / A
x+t) x—1 sin At
O R e e (Gt O
s t
0
+o(l), A — 400 (19.3.5)

ko‘rinishga keladi.

(19.3.5) formula va (19.3.3) munosabat navbatdagi tasdigni isbot-
lashda asosiy rolni o‘ynaydi.

19.3.1 - teorema (Furyening integral teoremasi). Agar
R sonlar o‘gida absolyut integrallanuvchi bo‘lgan bo‘lakli-silliq f
funksiya uzilish nugtalarida (19.3.2) munosabatni qanoatlantirsa, u
holda

Vop. % / Fe) e de — f(a) (19.3.6)

tenglik bajariladi.
Isbot. (19.3.3) munosabatga ko‘ra,

oty — [P0 IO |
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funksiya istalgan 0 < { < ¢ yarim intervalda chegaralangan va
shuning uchun, u [0, §] kesmada xosmas ma’noda integrallanuvchi.
Shunday ekan, Riman-Lebeg lemmasiga binoan,

5
/g(t) sin\tdt = o(l), \— too.
0

Demak, (19.3.5) asosiy tenglikka ko‘ra,
Lhf(x) = f(x) + o(1), X— +oc.

Bu esa talab qilingan (19.3.6) tenglik o‘rinli ekanini anglatadi.l
19.3.1 - misol. Ushhu

(x) = (signa) eIl (19.3.7)

funksiyani qaraylik.
Bu funksiya toq bo‘lgani uchun, uning Furye almashtirishi

o) = /(signm).e—M e dy = —2@’/6_”J sin 2€ dx
—00 0

kabi aniglanadi.
Demak, (17.2.3) formulaga ko‘ra,

(}5(5) - = 1?&22 .

Berilgan ¢ funksiya bo‘lakli-silliq bo‘lib, (19.3.2) shartni qanoat-
lantiradi. Bundan chiqdi, 19.3.1 - teoremaga asosan, har ganday
x € R (x = 0 uzilish nugtasida ham) nuqtada

=20 7 £ ets 1 Ooﬁsin:vﬁ
o) = 5= | Tye® - _/ re ©

tenglik o‘rinli.
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Shunday qilib, gqaralayotgan funksiyaning Furye integraliga yoyil-
masi

) e 5 sin &

signzx) - e = de¢,

—0

—o0o <& < 400, (19.3.8)

ko‘rinishga ega.

3. Qismiy Furye integrallarini yoyilayotgan bo‘lakli-silliq funksi-
va uzilish nuqtalari atrofida batafsilroq o‘rganaylik. Bo‘lakli-silliq
funksiya uchun eng tipik misol sifatida birinchi tur uzilishga ega
bo‘lgan sign x funksiyani olish mumkin. Lekin bu funksiya R sonlar
o‘qida absolyut integrallanuvchi emas. Uni eksponensial ravishda
nolga intiluvchi funksiyaga ko‘paytirsak, 19.3.1 - misolda o‘rganilgan
((19.3.7) formulaga qarang), (signaz)e~!*l funksiyani olamiz. Bu
funksiya avvalgiday nolda birinchi tur uzilishga ega bho‘lib, endi R
sonlar o‘qida absolyut integrallanuvchi bo‘ladi. Uning Furye integra-
liga yoyilmasi (19.3.8) ko‘rinishda bo‘lib, qismiy integrallari uchun

A
¢ sinxé
14 &2

A
¢ sinxé
14 &2

¢ = =

L(x) = = de (19.3.9)

-
tenglik o‘rinli.
19.3.1 - teoremaga asosan, har bir z € R nugtada

lim Ing(z) = (signa)e
A—00

tenglik bajariladi.

Ravshanki, x — 0-+0 desak, o‘ng taraf 1 ga intiladi. Shu sababli,
bir vagtning o‘zida A — oo va & — 0 4 0 bo‘lsa ham, qismiy in-
tegrallarning 1 ga intilishini kutish tabiiydir. Ammo, quyida ko‘r-
satilganidek, aslida bunday emas ekan.

(19.3.9) tenglikni

ERE N

A
Lo(x /Sm%£ de — xfy(x) (19.3.10)
0

§
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ko‘rinishda yozaylik, bunda

i d
p) = 2[NS e

Bu ga(z) funksiyani
|[sinag] < |a¢]

tengsizlikdan foydalanib, baholaymiz:

A

i d
) - 2| [ B ] <

SEEY

A
dé 2
- — < .
/1+£2 ﬂarctg)\_ 1
0

(19.3.11)
(19.3.10) integralda ¢ = ¢ almashtirish bajarib, (19.3.11) teng-
sizlikni hisobga olsak, A > 0 ga nishatan tekis ravishda bhajariluvchi

Ax
sint

Lé(z) — % / T+ o) (19.3.12)
0

bahoga ega bo‘lamiz.
Bundan keyingi mulohazalarimizda

U

2 [ si 2
S(u) = ;/%ﬂt dt = — - Si(u) (19.3.13)
0

funksiya xossalari muhim rol o‘ynaydi.

Bu funksiya v > 0 da musbat bo‘lib, (17.2.48) formulaga ko‘ra,
u — oo da 1 ga intiladi va bundan tashqari, v = 7 nuqtada maksi-
mumga erishadi:

v = max S(u) = g/7T

u>0 ™
0

sinw

. 19.3.14
udu (19.3.14)



19 - bob. Furye integrali 183

Agar (19.3.12) formulada A — oo va shu bilan bir vaqtda, x — 0
bo‘lsa, xx = 7/ deb,

Lp(xy) = %/Sltﬂ dt + O(zy) = v+0O(1/A)  (19.3.15)

0

tenglikka ega bo‘lamiz.
(19.3.14) da integral ostidagi funksiyani quyidan baholab, v > 1
ekanini ko‘rsatish giyin emas. Demak,

d(xy) = 1, ammo Lho(xy) =»v>1, A — oo

Bu aniqlangan effekt Gibbs hodisasi degan nom olgan.
Eslatma. (19.3.14) integralni biror taqribiy usul bilan hisoblab
(8 - bobhdagi §8.3 ni gqarang),
g .
Si(r) = /L?t dt — 1,85193705...
0

ekanini ko‘rsatish mumkin.
Demak,

2
N o= ;.Si(ﬂ) = 1,1789797... =~ 1,18.

Shunday qilib, bo‘lakli-silliq funksiya uzilish nugtasi yaqinida
uning Furye integraliga yoyilmasi taxminan 18% og‘ishlikka ega.
Zamonaviy garmonik tahlil tadbiqlarida paydo bo‘lgan bunday
og‘ishlikni yo‘qotish muammosi §19.5 da muhokama qilinadi.

19.4-§8. Furye integraliga yoyilmalarni differensiallash

1. Ushbu paragrafda funksiya Furye almashtirishi bilan funksiya
hosilasi orasidagi bog‘liglik o‘rganiladi. Bundan buyon D f simvol
bilan f funksiya hosilasini belgilaymiz, ya’ni

Df(x) = dfd(f) .
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19.4.1 - tasdiq. Agar f funksiye va uning Df hosilasi R sonlar
o‘qida absolyut integrallanuvchi bo‘lsa, u holda ularning Furye al-
mashtirishlari uchun

Df(€) =ic [ (©) (19.4.1)

tenglik o‘rinli.
Isbot. f/ = Df hosila R da integrallanuvchi bo‘lgani uchun,
quyidagi

Nyuton-Leybnits formulasiga ko‘ra,

A= li B=1
Jim f(a), ,Jm f(b)
limitlar mavjud.
f ning R da integrallanuvchi ekanidan A = B = 0 kelib chigadi.
Demak,

lim f(x) = 0.

r—+oo

Bu tenglikni hisobga olib, Df hosila Furye almashtirishini bo‘-
laklab integrallash yordamida hisoblaghimiz mumkin:

DO~ [ faetin -

o~

—s@e e [ g@etae—ic o). m

Natija. Agar f funksiya va uning m - tartibgacha barcha DFf
hostlalart R sonlar o‘qida absolyut integrallanuvchi bo‘lsa, u holda
wlarning Furye almashitirishlar:

DEF(E) = (OF (&), k=1,2,....m (19.4.2)
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tenglikni qonoatlantiradi.

Bu tenglik (19.4.1) formulani ketma-ket qo‘llash yordamida is-
botlanadi.

Eslatma. 19.4.1 - tasdiq absolyut integrallanuvchi f funksiya
uzluksiz bo‘lakli-silliq funksiya bo‘lganda ham o‘rinli. Bu holda ham
bo‘laklab integrallash formulasi o‘rinli bo‘lib, natija o‘z kuchida qo-
ladi.

19.4.1 - misol. Ushhu

fla) = eol
funksiya uzluksiz bo‘lakli-silliq ho‘lib, uning
@) = —ae Pl signa

hosilasi © = 0 nuqtadan tashqari barcha nugtalarda mavjud. Bu
ikki funksiya absolyut integrallanuvchi. (19.1.3) formulaga ko‘ra,

-~ 20

Shunday ekan, 19.4.1 - tasdigdan hosilaning Furye almaghtirishi

uchun diat
— iy
D s
f(g) 2 + 52
tenglik kelib chigadi.
19.4.2 - misol. (17.1.13) va (17.1.14) tengliklar bilan aniqlan-
gan wp () funksiyani qaraymiz. Bu funksiya finit va cheksiz differensial-

lanuvchi bo‘lgani sababli, istalgan £ nomer uchun

e

Dkwh (5) - (Zg)k@(£)7 k= 1,2,..,m,

tenglik bajariladi.
Demak,
| DEwn (6)] < (1D wlh

bahoga ko‘ra, istalgan k£ nomer uchun

@a (&)l < 1D wllr €175, 1g] = oo,
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tengsizlik o‘rinli.

Xuddi shu usulda har gqanday cheksiz differensiallanuvchi finit
funksiyaning Furye almashtirishi cheksizlikda istalgan darajadan tez
nolga intilishini ko‘rsatish mumkin. Bundan, xususan, qayd qilin-
gan Furye almashtirishining sonlar o‘qida absolyut integrallanuvchi
ekani kelib chigadi.

Aslida, biror f funksiya Furye almashtirishining absolyut integ-
rallanuvchi bo‘lishi uchun, f(¢) funksiyaning cheksizlikda [£] 2 kabi
nolga intilishini talab qilish yetarli.

19.4.2 - tasdiq. Agar [ funksiya va uning birinchi hamda ikkin-
chi hosilalari R sonlar o‘qida absolyut integrallanuvchi bo‘lsa, u hol-
da [ funksiyaning [ Furye almashtirishi sonlar o‘qida absolyut in-
tegrallanuvchi bo‘ladi.

Isbot. 19.1.1 - tasdiqqa ko‘ra,

FO| < Il = / ()] d. (19.4.3)

Agar bu bahoda f ni D?f ga almashtirib, (19.4.2) tenglikdan
foydalansak,

7O < 1D flh (19.4.4)

bahoni olamiz.
(19.4.3) va (19.4.4) tengsizliklarni qo‘shsak,

L+IERIFO < 1l + 1D f I

tengsizlikka ega bo‘lamiz.
Demak,

7 1Al 122 fh - C

fol < Pt - o (19.45)

o~

Bu tengsizlik va taqqoslash alomatidan f(£) funksiyaning ab-
solyut integrallanuvchi ekani kelib chigadi.ll
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Natija. Agar f funksiya va uning birinchi hamda ikkinchi hosila-
lari R sonlar o‘gida absolyut integrallanuvchi bo‘lsa, u holda [ funk-
siyaning Furye integraliga (19.1.2) yoyilmasi absolyut va x € R
bo‘yicha tekis yaqinlashadi.

2. Yuqorida funksiya qanchalik silliq bo‘lsa, uning Furye almash-
tirishi shunchalik tez nolga intilishi ko‘rsatilgan edi. Bu tasdigning
teskarisi ham o‘rinli, ya’'ni funksiya gqanchalik tez nolga intilsa, uning
Furye almashtirishi shunchalik silliq bo‘ladi. Chunonchi, quyidagi
tasdiq o‘rinli.

19.4.3 - tasdiq. Faraz qilaylik, f(x) va xf(x) funksiyalar R
sonlar o‘qida absolyut integrallanuvchi bo‘lsin. U holda f(&) Furye
almashtirish differensiallonuvchi bo‘lib, uning hosilasi R da uzluksiz
va chegaralangan bo‘ladi.

Isbot. (19.1.1) tenglikni formal ravishda integral ostida differen-
siallaylik:

7ee) - / () (—i)e= € dar

Veyershtrass alomatiga binoan, integral & € R bo‘yicha tekis
vaginlashadi va shuning uchun, 17.2.6 - teoremaga ko‘ra, bu differen-
siallash asoslangandir. Bundan tasdigning to‘g‘ri ekanligi kelib chi-
gadi.l

Natija. Faraz qilaylik, k natural son bo‘lib, f(x) va x® f(x) funk-
styalar R sonlar o‘qida absolyut integrallanuvchi bo‘lsin. U holda
f(&) Furye almashtirish R da uzluksiz va chegaralangan k - tartibli
hostlaga ega. R

3. 19.4.1 - tasdiqqa asosan, f funksivadan uning f Furye
almashtirishiga o‘tishda, differensiallash operatsiyasi erkli o‘zgaruv-
chiga ko‘paytirish operatsiyasiga o‘zgaradi. Furye almashtirishning
bu ajoyib xossasi uning qismiy hosilali differensial tenglamalar naza-
riyasida keng foydalanishiga asos bo‘ladi.

19.4.3 - misol. Agar () sonlar o‘qida absolyut integrallanuv-
chi uzluksiz funksiya bo‘lsa,

o i

o Vg T <z <+oo, t>0, (19.4.6)
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issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasini va
u(x,0) =pr), —oco<x < -+oo, (19.4.7)

boshlang‘ich shartni qanoatlantiruvchi u(z, t) funksiya topilsin.

Tenglamaning berilgan boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi
yechimini topish muammosini differensial tenglamalar nazariyasida
Koshi masalasi deb atashadi.

Bu masalaning = o‘zgaruvchi bo‘yicha ikki marta uzluksiz diffe-
rensiallanuvchi va 19.4.2 - tasdiq shartlarini qanoatlantiruvchi yechi-
mini gidiramiz.

Yechimning x o‘zgaruvchi bo‘yicha Furye almashtirishini qaray-
lik:

>

u,t) = /u(x,t) e~ dy. (19.4.8)

—0

(19.4.2) formulaga ko‘ra,

D2u(g 1) = —€2a(E. 1),
5 d*u o .
bu yerda D4u = Frol Bu tenglikni hisobga olib, (19.4.8) Furye
almashtirishni ¢ bo‘yicha differensiallasak, (19.4.6) tenglamadan
ou(g,t .
GUED _per e ) (19.4.9)
ot
tenglikni olamiz.
Shunday qilib, 4 yechimdan uning & Furye almashtirishiga o‘tsak,
qismiy hosilali (19.4.6) tenglama (19.4.9) oddiy differensial tengla-
maga aylandi. Bu tenglamaning umumiy yechimi

UE L) = CE)e v

ko‘rinishga ega, bu yerda C'(¢) o‘zgarmas t ga bog‘liq emas. Bu
o‘zgarmasni topish uchun (19.4.7) boshlang‘ich shartdan foydalana-
miz:

u(¢,0) = 2(&)-
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Demak, .
W) = P&e e (19.4.10)
Shunday qilib, Furye integral formulasiga asosan,
1 (o)
u(z,t) = o P(e)e eI ge (19.4.11)
—0o0

funksiya (19.4.6)-(19.4.7) Koshi masalasining izlanayotgan yechimi-
dir.

4. Agar shu bobning boshida garalgan 19.1.3 - misolda o =
1/(4a?t) desak, u holda (19.1.5) formuladan

1 x?

funksiyaning Furye almashtirishi
G(§) = exp(~a’6?1)

ko‘rinishga ega ekani kelib chigadi.
Bunga ko‘ra, (19.4.10) formulani

e = @) GE) (19.4.13)

deb yozish mumkin.

Furye integral formulasiga ko‘ra, (19.4.6)-(19.4.7) Koshi masalasi
yechimini topish uchun (19.4.13) tenglik o‘ng tarafidagi ko‘paytma-
dan teskari Furye almashtirish olish kerak. Shu munosabat bilan,
Furye almashtirishi ikki ma’lum funksiyaning Furye almashtirishlari
ko‘paytmasiga teng bo‘lgan funksiyani topish masalasi tug‘iladi.

Bunday masalani yechish magsadida ikki integrallanuvchi funk-
siya o‘ramasi tushunchasini kiritamiz.

Ta’rif. R sonlar o‘gida absolyut integrallanuvchi ikki [ va g
funksiyalar o‘ramast [ * g simwol bilan belgilanadi va

(*)a) = / F(w)g( — y) dy (19.4.14)



190 19.4-§. Furye integraliga yoyilmalarni differensiallash

tenglik bilan aniglanadi.

Avvalambor shuni gayd etamizki, agar aqalli bitta f yoki g
funksiya R sonlar o‘gida uzluksiz va chegaralangan bo‘lsa, u hol-
da ularning o‘ramasi ham R da uzluksiz va chegaralangan bho‘ladi.
Haqiqatan, agar, masalan, g uzluksiz va |g(z)| < M shartni qanoat-
lantirsa, (19.4.14) integral ostidagi funksiya

[f(gle —y)| < M|f(y)| (19.4.15)

bahoga ega bo‘ladi.

Shunday ekan, Veyershtrass alomatiga ko‘ra, (19.4.14) integral
x € R bo‘yicha tekis yaginlashadi va demak, 17.2.4 - teoremaga
asosan, o‘rama uzluksiz funksiyasidir. Yana o‘sha (19.4.15) bahodan
o‘ramaning chegaralangani kelib chigadi:

[(fxg)(@)] < M/If(y)ldy = M| fl-

Bundan tashqari, garalayotgan holda o‘rama sonlar o‘qida ab-
solyut integrallanuvchi ham bo‘ladi. Buni isbotlash uchun takroriy
integralda tartibni o‘zgartirib, x — y = u almashtirish bajarish ki-
foya:

0

/I(f*g)(w)ldw < /d:v/lf(y)llg(w—y)ldy -

-0

— /Oo|f(y)|dy7|g($—y)|dm = 7|f(y)|dy/°°|g(u)|du

Integrallash tartibini o‘zgartirish mumkinligi 17.2.7 - teoremada
ko‘rsatilgan.
Shunday qilib,

I+l < 11 llgll- (19.4.16)



19 - bob. Furye integrali 191

Uzluksiz absolyut integrallanuvchi funksiyalar sinfida f*g o‘rama
f va g funksiyalarga nisbatan simmetrikdir. Buni isbotlash uchun
(19.4.14) integralda t = x — y almashtirish bajarish yetarli:

>

fag— /f y) dy — /g(t)f(:v—t)dtg*f. (19.4.17)

—0

Navbatdagi tenglik o‘ramaning asosiy xossalaridan biridir.
19.4.4 - tasdiq. Agar f absolyut integrallanuvchi funksiya bo‘lib,
g uzluksiz, chegaralangan va absolyut integrallanuvchi funksiya bo‘lsa,

Frg=F-3 (19.4.18)
tenglik o‘rinli.
Isbot. O‘rama Furye almashtirishini hisoblaylik:

Feae) = / (Frg)(@) e da = / ey / £ () gla—y) dy

(19.4.19)
Endi e~#¢ = e~ %¢. o~ —¥)¢ qynivatdan foydalanib, integrallash
tartibini o‘zgartiramiz:

7 e da 7 W) gle —y)dy =

/f zyﬁdy/ gla —y) e @V, (19.4.20)

Nihoyat, ichki integralda = —y = w almashtirish bajarsak,
(19.4.19) tenglikka ko‘ra, talab qilingan formulani olamiz:

/f Wfdy/ gwe Edu = (&) g(c). m



Yuqorida ko‘rsatilganidek, (19.4.6) - (19.4.7) Koshi masalasi
yechimining Furye almashtirishi boshlang‘ich funksiyaning @ Furye
almashtirishi va (19.4.12) formula bilan aniglangan G funksiyaning
G Furye almashtirishi ko‘paytmasiga teng. Shunday ekan, 19.4.4 -
tasdigqga ko‘ra, u yechim ¢ va G funksiyalarning o‘ramasidan iborat.
Demak, istalgan ¢ > 0 va har ganday x € R uchun

_(a—y)?

u(z,t) = 2a\/7/ w2t p(y) dy (19.4.21)

tenglik o‘rinli.

Eslatma. Furye almashtirishini qo‘llash qismiy hosilali diffrensi-
al tenglamalar yechimi uchun formula topishda samarali usul hisob-
lanadi. Odatda, bunday formulalarni topishda, barcha hisoblash-
larni asoslash uchun berilgan funksiyalarga juda og'ir shartlar qo‘yishga
to‘g‘ri keladi. Ammo, yechim uchun formula topilgandan so‘ng, bu
shartlardan ko‘pini olib tashlash mumkin.

Masalan, (19.4.6)-(19.4.7) Koshi masalasi yechimi uchun Furye
almashtirishi yordamida topilgan (19.4.21) formuladan ¢ boshlan-
g‘ich funksiya unga qo‘yilgan shartlarni qanoatlantirmagan holda
ham foydalanish mumkin. Xususan, ¢ funksiya nafaqat absolyut
integrallanuvchi bo‘lganda, balki u cheksizlikda (eksponentadan se-
kinroq) o‘suvchi bo‘lganda ham yechimni (19.4.21) ko‘rinishda yozish
mumkin.

19.5-8*. Furye integrallarini Abel usuli bilan jamlash

1. Funksiyani Furye integraliga yoyilmasining biror nugtada ya-
ginlashishi uchun yetarli shart uning shu nuqtada Holder shartini
ganoatlantirishidan iborat ekani §19.2 da ko‘rsatilgan edi. Agar yoyi-
layotgan funksiya uzluksiz bo‘lib, lekin qo‘shimcha (Holder sharti
kabi) silliglikka ega bo‘lmasa, u holda, umuman aytganda, yaqinla-
shish bo‘lmasligi mumkin. Chunonchi, uzluksiz va sonlar o‘qgida ab-
solyut integrallanuvchi bo‘lgan shunday funksiyani qurish mum-
kinki, uning Furye integrali biror nuqtada uzoqlashadi.
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Lekin, shunga garamasdan, agar funksiyaning biror nugtada uz-
luksizligi ma’lum bo‘lsa, uning Furye integralini shu nugtada Abel
usuli bilan jamlash mumkin.

Abel o‘rtachalarini istalgan o > 0 uchun quyidagi

Auf(@) = 5 / 7€) eins - ol g (19.5.1)

tenglik bilan aniglaymiz.
Bizning magsadimiz f funksiya uzluksiz bo‘lgan har qanday x
nuqtada

lim Ao f(z) = f(x)

a— 040

tenglik o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatishdan iborat.
(19.5.1) integralda f(&) o‘rniga (19.1.1) integralni qo‘yib, integ-
rallash tartibini o‘zgartiramiz:

0 > 0

/eiwﬁ—alﬁl dﬁ/f(y zyﬁdy _ /f dy/ i(z—y)§—alg] de.

—0 —0 -0

Lekin, (17.2.2) tenglikka ko‘ra,

0 0

W(x— — —Q 20[

/e< v |€|d£2/e ¢ cos(x —y)Ede = pEEw
—0 0

(19.5.2)

Shunday ekan, (19.5.1) Abel o‘rtachalari uchun quyidagi

a [ fly T fattd

A fz) = 2 19.5.3
/(@ 7r/a2+( e 1999

formulani olamiz (e’tibor bering, bu formulada f(ﬁ) oshkora qat-
nashmayapti).
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Nihoyat,
T 1 ¢
@ / ——— = — arctg — =1 (19.5.4)
s Oé2+t2 s 10 PN
-0

tenglikka ko‘ra, (19.5.3) dan Abel o‘rtachalari bilan yoyilayotgan
funksiya farqi uchun

f (x+1)
a2+t2

Aafla) — @) 4 (19.5.5)

formulaga ega bo‘lamiz.

19.5.1 - teorema. Agar [ funksiya R sonlar o‘qgida absolyut
integrallanuvchi bo‘lsa, u holda [ uzluksiz bo‘lgan har bir x € R
nugtada

lim /f et de = f(a) (19.5.6)

a—04-0 27r

tenglik o‘rinli.
Isbot. Shartga ko‘ra, f funksiya x nuqtada uzluksiz. Shunday
ekan, istalgan £ > 0 olganda ham shunday ¢ > 0 topiladiki, u uchun

|t| <6 bollganda |f(x+1t)— f(x)] <e boladi.  (19.5.7)

Shunday é > 0 ni tayinlab, (19.5.5) integralni uchta integral
yig‘indisi qilib yozamiz:

Aaf () = fx) =

é
a [ fle+1t)— / fac+t a/ dt
= = dt — - —_.
7r/ a2+t2 e 2+t2 =] )7r a? +t?
-4 |t|>6 [t]>
(19.5.8)
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O‘ng tarafdagi birinchi integral (19.5.7) va (19.5.4) yordamida
baholanadi:

)

a [ flat+l)—flz) o dt

a < & 28 < o (1959

T a2+t2 _gﬂ/a2+t2 e | )
-0

Ikkinchi integral ostidagi ifodada maxraj 62 dan katta. Demak,

o flz+1) o o T
o[ < s [ serola < - [ 1wl

[t|>0 [t|>0

Demalk, ixtiyoriy tayinlangan ¢ > 0 uchun (19.5.8) ning o‘ng
tarafidagi ikkinchi integral o« — 0 + 0 da nolga intiladi.

Nihoyat, (19.5.8) ning o‘ng tarafidagi uchinchi integral oddiy
hisoblash yordamida baholanadi:

f(:v)% / CiftQ < |f(x)|- —(——arctg(S) — 0, @« — 0+40.

[t|>6

Shuday ekan, (19.5.8) tenglik va (19.5.9) bahodan tayinlangan
0 > 0 uchun

|Aaf(2) = f2)| < e + o), a— 0+0,

munosabatni olamiz.
Demak,
lim ‘A flx f(:v)‘ < e

a— 040 -

Bundan, £ > 0 ning ixtiyoriyligiga ko‘ra, talab qgilingan

lim Ao f(z) = f(x)

a— 040

tenglik kelib chigadi.l
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Natija. Faraz qilaylik, [ sonlar o‘qida absolyut integrallanuvchi
bo‘lib, xo nugtada uzluksiz bo‘lsin. Agar

73R@e“ﬁda

zosmas integral yaginlashsa, u 2w f(xo) ga teng bo‘ladi.

Hagigatan, 19.5.1 - teoremaga ko‘ra, bu integral Abel usuli bilan
27 f(xg) songa jamlanadi. Abel usuli regulyar bo‘lgani sababli, bu
son yaqinlashuvchi integral qiymatiga teng.

1 - eslatma. Abel usuli bilan jamlanuvchi integral uchun, §17.5
ning 6 - bandidagi belgilashdan foydalanib, (19.5.6) tenglikni

<m/ﬂ&ﬂﬁzwm

ko‘rinishda yozish mumkin.

2 - eslatma. 19.3.1 - teorema va Abel usulining regulyarligiga
ko‘ra, agar f funksiya bo‘lakli-silliq bo‘lsa, (19.5.6) tenglik uzilish
nugtalarda ham o‘rinli.

3 - eslatma. Faraz qilaylik, sonlar o‘gida absolyut integralla-
nuvchi f funksiya haqiqiy qiymatlar gabul qilib,

m < f(z) <M, —oo<a<+o0,

shartni qanoatlantirsin. U holda (19.5.3) va (19.5.4) tengliklardan
Abel o‘rtachalari uchun quyidagi

m < Anf(x) < M, —oo<zx<too,

baho kelib chigadi.
Masalan, 19.3.1 - misolda garalgan

o) = (signa)-e”
funksiyaning Abel o‘rtachalari ikki yoqli
—1 < Aso(r) < 1, —oco<zx<+oo, (19.5.10)
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bahoni gqanoatlantiradi.

Eslatib o‘tamiz, bu funksiyaning qismiy Furye integrallari funk-
sivani = 0 uzilish nuqtasi atrofida uning maksimal qgiymatidan
taxminan 18% ga ortiq bo‘lgan sapchishga ega ekanini kuzatgan
edik (Gibbs hodisasi). (19.5.10) tengsizlikdan, qayd etilgan integral-
ni Abel usuli bilan jamlaganda, Gibbs hodisasining yo‘qolishi kelib
chigadi.

2. Riman bo‘yicha integrallanuvchi har gqanday funksiya ham
uzluksiz bo‘lavermaydi. Shuning uchun, Abel o‘rtachalarining yoki
Furye gismiy integrallarining limiti mavjud bo‘lsada, bu limit ba’zi
nuqtalarda funksiya qiymati bilan ustma-ust tushmasligi mumkin.
Biz biror nugtada funksiya giymatini istalgancha o‘zgartirsak ham,
bu funksiyadan olingan integral qiymati o‘zgarmaydi. U holda funksiyan-
ing Furye almashtirishi ham o‘zgarmaydi, ya’ni funksiya o‘zgarsa
ham, uning Furye almashtirishi avvalgidek bo‘lib qolaveradi.

Fuksiyani (Riman integrali nuqtai nazaridan) ahamiyatsiz ra-
vishda o‘zgartirishga aniqlik kiritish magsadida, nolga ekvivalent
funksiya tushunchasini kiritamiz.

Agar f funksiya [a, b] kesmada Riman bo‘yicha integrallanuvchi
bo‘lib,

b
/If(w)ldw =0 (19.5.11)

tenglik bajarilsa, biz bu funksiyani o‘sha kesmada nolga ekvivalent
deymiz.

Agar f funksiya R sonlar o‘qgida aniglangan bo‘lib, istalgan kes-
mada nolga ekvivalent bo‘lsa, shubhasiz

/|f<x>|dx _

tenglik bajariladi, ya’ni f sonlar o‘qida nolga ekvivalent bo‘ladi.
Agar f funksiya nolga ekvivalent bo‘lib, g funksiya chegaralan-
gan bo‘lsa, f-g ko‘paytma ham nolga ekvivalent bo‘ladi. Hagigatan,
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lg(x)| < M bahoga ko‘ra,

/|f |dw<M/|f Jldz = 0

Agar ikki f va g funksiyaning f — g ayirmasi nolga ekvivalent
bo‘lsa, biz ularni o‘zaro ekvivalent deymiz.

Yuqoridagi bayonimizdan o‘zaro ekvivalent funksiyalardan olin-
gan integrallarning bir-biridan farq qilmasligi kelib chigadi. Xusu-
san, ekvivalent funksiyalarning Furye almashtirishlari o‘zaro tengdir.

E’tibor bering, uzluksiz funksiyaning biror kesmada nolga ekvi-
valent bo‘lishi uchun, uning shu kesmada aynan nolga teng bo‘lishi
zarur va yetarli.

Yuqorida qgayd qilinganidek, agar funksiya sonlar o‘qida fagat
absolyut integrallanuvchi bo‘lsa (bunda u Furye almashtirishga ega
bo‘ladi), Furye integrali funksiya giymatiga barcha nuqtada yaqin-
lashmasligi mumkin. Shunga garamasdan, silliqlik bo‘yicha hech
ganday qo‘shimcha shartsiz, bunday funksiyalarni Abel o‘rtachalari
bilan o‘rtacha ma’noda yaqginlashtirish mumkin.

Chunonchi, quyidagi tasdiq o‘rinli.

19.5.2 - teorema. R sonlar o‘gida absolyui integrallanuvchi
bo‘lgan istalgan funksiyaning Abel o‘rtachalari shu funksiyaga o‘r-
tacha yaginlashadi, ya’'ni

lim /\Aaf(x)—f(x)\dx = 0. (19.5.12)

a— 040

Isbot. (19.5.5) asosiy formulaga ko‘ra, istalgan absolyut integ-
rallanuvchi funksiya uchun

|f (x+1)—
o 12

| Ao f(2 /()] dt (19.5.13)

tengsizlik o‘rinli.
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Bu tenggizlikni integrallab, so‘ngra integrallar tartibini o‘zgarti-
ramiz:

0

[ Mot = s@lde < & [ S8 [0 - @) d

—0 —0

Keyingi mulohazalar 19.5.1 - teorema ishotidagiga o‘xshash. Ixti-
yoriy & > 0 ni tayinlab, o‘ng tarafdagi tashqi integralni ikkiga

bo‘lamiz: [—4, §] kesma bo‘yicha va bu kesmadan tashqaridagi nurlar
bo‘yicha. Natijada

0 1) 0
[ Mat@ = salde <2 [ S5 [ a0 - s@lde+
—00 —4 —00

12 [ S e - sl (19.5.14)

[t]>6
tengsizlikka ega bo‘lamiz.

19.1.2 - teoremaga ko‘ra ((19.1.7) formulaga qarang), istalgan
£ > 0 uchun shunday § > 0 ko‘rsatish mumkinki,

|t| <o bo'lsa, / |f(x +1) — f(x)|de <& boladi.

Ravshanki, § sonni bunday tanlashda (19.5.14) ning o‘ng tomo-
nidagi birinchi qo‘shiluvchi barcha « > 0 larda  dan kichik bo‘ladi:

« dt 7 « dt
[t]<é —o0 [t|<é
(19.5.15)
Agar quyidagi
/|fx+t ()] dv < 2/|f e — 20 fll
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bahoni hisobga olsak, (19.5.14) ning o‘ng tomonidagi ikkinchi qo‘shi-
luvchini quyidagicha baholash mumkin:

8%
T
e

d (o)
042741;152/|f($+t)—f(m)|dm <

o dt
§2||f||1; / PPN —- 0, a—0+0. (19.5.16)
[t[>3

Demak, (19.5.14)-(19.5.16) tengsizliklarga ko‘ra,
lAaf — fl1 < & + o(l), a— 0+0,

yoki

T . < )
T e =S < =

Bundan, ¢ > 0 ning ixtiyoriyligiga ko‘ra, talab qilingan (19.5.12)
munosabatga ega bo‘lamiz.l

1 - natija. Agar sonlar o‘qida absolyut integrallanuvchi f funk-
styaning Furye almashtirishi nolga ekvivalent bo‘lsa, u holda funksi-
yaning oz ham nolga ekvivalent bo‘ladi.

Hagiqatan, agar f(£) funksiya nolga ekvivalent bo‘lsa, u holda
f(x) funksiyani Furye integraliga yoyilmasining Abel o‘rtachalari
aynan nolga teng, ya'ni A, f(x) = 0 bo‘ladi. Demak, 19.5.2 - teore-
maga ko‘ra,

Il = If = Aafli = 0, a— 0+0.

Bundan || f||1 = 0 ekani, ya'ni f funksiyaning nolga ekvivalentligi
kelib chigadi.

2 - natija. Agar sonlar o‘qgida absolyut integrallanuvchi ikki
Sfunksiyaning Furye almashtirishlari o‘zaro teng bo‘lsa, bu funksiyalar
ekvivalentdir.

Haqiqatan, aytaylik, f1(z) va fz(z) funksiyalar absolyut integral-
lanuvchi bo‘lib, f1(§) = f2(€) boflsin. U holda f = f1 — f2 deb, bu
funksiyaga 1 - natijani qo‘llasak, talab gilingan tasdiqni olamiz.



3*. Agar absolyut integrallanuvchi f funksiyaning kvadrati ham
absolyut integrallanuvchi bo‘lsa, u holda Abel o‘rtachalari berilgan
funksiyaga o‘rta kvadratik ham yaqinlashadi.

19.5.3 - teorema. R sonlar o‘gida absolyui integrallanuvchi
Sfunksiyaning kvadrati ham absolyut integrallanuvchi bo‘lsa, u holda

lim /\Aaf(x)—f(x)\de =0 (19.5.17)

a— 040

tenglik bajariladi.

Isbot 19.5.2 - teorema isbotiga o‘xshash. (19.5.13) formulani
olib, o'ng tarafdagi integralga Koshi-Bunyakovskiy tengsizligini qo‘l-
laymiz ((6.8.7) formulaga qarang). Bu tengsizlikdagi f funksiya sifati-
da |f(z+1) — f(x)|(a® +t>)~1/2 ni va ¢ funksiya sifatida esa, (o +
t2)=1/2 ni olamiz. U holda, (19.5.4) tenglikka ko‘ra,

7140 = fo)P
|Aaf(x RO dt .
Demak,
[e @] [e @] d [e @]
[Nt —s@ e < [ U [ - j@par

Bundan keyingi mulohazalar xuddi 19.5.2 - teorema isbotidek
bo‘lib, yagona farq shundaki, (19.1.7) formula o‘rniga (19.1.10) for-
muladan foydalaniladi.l

19.6-8*. Plansherel teoremasi

1. Furye integrali nazariyasi R sonlar o‘qida kvadrati bilan integ-
rallanuvchi funksiyalar fazosida ayniqsa bejirim ko‘rinishga ega. Bun-
day funksiyalar kompleks chiziqli fazo tashkil gilib, bu fazoda skalyar
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ko‘paytma

(f.9) = / J ()7 (@) de (19.6.1)

kabi aniqlanadi, bu yerda chiziqcha kompleks qo‘shmasini anglatadi.

Bunday aniqglangan skalyar ko‘paytma quyidagi xossalarga ega:

1) (f,9) = (9 )

2) (f +g.h) = (£.h) + (g, h);

3) (Mf,9) =Af.9), AeC

4) agar f # 0 bo‘lsa, (f, f) > 0 bo‘ladi.

Oxirgi xossada f element, faqat va faqat f funksiya (19.5.11)
tenglik ma’nosida nolga ekvivalent bo‘lganda, nolga teng deb tushu-
niladi.

Yozuvni gisqartirish magsadida, ushbu paragrafda (boshqa para-
graflarda bu belgilashdan foydalanilmaydi) F(R) simvol orqali R
sonlar o‘qida kvadrati bilan birga absolyut integrallanuvchi kom-
pleks qiymatli funksiyalarning (19.6.1) skalyar ko‘paytma bilan aniqglan-
gan vklid fazosini belgilaymiz.

Kiritilgan skalyar ko‘paytma quyidagi

1/2

= / e (19.6.2)

normani aniglaydi. Skalyar ko‘paytmaning sanab o‘tilgan xossalari-
dan (19.6.2) kattalik normaning barcha xossalariga ega ekani kelib
chiqadi. Xususan, istalgan f € E(R) va g € F(R) elementlar uchun
Koshi- Bunyakovskiy tengsizligi o ‘rinli:

ISl < - Dgll- (19.6.3)

Bu tengsizlikdan uchburchak tengsizligi deb ataluvchi quyidagi

I +gll < A1+ llgll (19.6.4)

munosabat kelib chigadi.
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(19.6.4) tengsizlikka ko‘ra,

LIAE=Ngll | < ILf =gl (19.6.5)

2. Furye almashtirishi bilan bog‘liq matematik tadgiqotlarda va
ularning tadbiglarida navbatdagi tasdiq muhim rol o‘ynaydi.

19.6.1 - teorema. Faraz qilaylik, [ va g funksiyalar R sonlar
o‘qida absolyut integrallanuvchi bo‘lsin. Agar g funksiyaning g Furye
almashtirishi ham R sonlar o‘qida absolyut integrallanuvchi bo‘lsa,
u holda

[t - o [ Foge e (19.6.6)

>

tenglik bajarilads.
Isbot. Shartga ko‘ra, §(¢) funksiya absolyut integrallanuvchi.
Demak, Veyershtrass alomatiga ko‘ra,

[e @]
o) = 5 [ G& e (19.6.7)
— o0
xosmas integral sonlar o‘qida biror uzluksiz va chegaralangan funk-
siyaga x € R bo‘yicha tekis yaginlashadi. Integralning aynan g(x) ga
yaqinlashishi 19.5.1 - teorema va Abel usulining regulyar ekanidan
kelib chigadi.
Qaralayotgan funksiyaning kompleks qo‘shmasi quyidagicha anig-
lanadi:

i@~ 5 [ T@ e

Bu integralni (19.6.6) tenglik chapidagi g(x) funksiya o‘rniga
qo‘yib, integrallash tartibini o‘zgartiramiz (teorema shartlariga ko‘ra,
bu almashtirish o‘rinli):

(o) (o) (o)
- 1 -
[ t@a@de = [ ey [ G0t -
-0 — 0

—0
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- o [T0 [ swetta - o [ FE e

o~

O‘ng tarafdagi xosmas integralning yaqinlashishi f(¢) funksiya-
ning tekis chegaralangani hamda g(§) funksiyaning, shartga ko‘ra,
absolyut integrallanuvchi ekanidan kelib chigadi.ll

Natija (Plansherel teoremasi). Agar f funksiya va uning f
Furye almashtirishi R sonlar o‘qida absolyut integrallanuvchi bo‘lsa,
u holda

/ FOPRde = 2 / (@) da (19.6.8)

tenglik o‘rinli. R
E’tibor bering, shartga ko‘ra, har ikki f va f funksiya R sonlar
o‘qida tekis chegaralangan.

Eslatma. (19.6.8) formulani Parseval tengligi deb ham atasha-
di.

3. (19.6.8) formuladan shu fikrga kelish mumkinki, Parseval teng-
ligi o‘rinli bo‘lishi uchun fA Furye almashtirishning absolyut integ-
rallanuvchiligi o‘rniga, f funksiyaning o‘zi va kvadrati sonlar o‘gida
absolyut integrallanuvchi ekanini, ya’ni uning yuqorida aniglangan
E(R) Evklid fazosiga tegishli bo‘lishini talab qilish yetarlidir. Haqi-
gatan, navbatdagi tasdiq o‘rinli.

19.6.2 - teorema. Faraz gilaylik, f va uning f? kvadrati R son-
lar o‘qida absolyut integrallanuvchi bo‘lsin. U holda (19.6.8) Par-
seval tengligi o‘rinli.

Isbot. f funksiyaning (19.5.1) formula bilan aniglangan A, f(x)
Abel o‘rtachalarini garaymiz. O‘sha formuladan qayd gilingan o‘rta-
chalar Furye almashtirishi uchun

— o~

Ao f(&) = J(&) el (19.6.9)

tenglikni olamiz.
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Ravshanki, & > 0 bo‘lgani uchun, eksponensial ravishda nolga
intiluvchi ko‘paytuvchi hisobiga, A, f(£) funksiya R sonlar o‘gida
absolyut integrallanuvchi bo‘ladi. Shunday ekan, (19.6.8) tenglikka
ko‘ra,

o [ Aas@ae = [ Ap@fde = [ [Fof e,

(19.6.10)

Agar o — 0+ 0 desak, bu tenglikning o‘ng tomonidagi integral
Abel usulining regulyarligiga ko‘ra, (19.6.8) Parseval tengligining
chap tarafiga intiladi (§17.2.7 ning 3° - bandidagi mulohazalarga
qarang). (19.6.10) tenglikning chap tarafi esa, (19.5.17) formula va
(19.6.5) tengsizlikka ko‘ra, (19.6.8) Parseval tengligining o‘ng tarafi-
ga intiladi. Shunday ekan, (19.6.10) da o« — 0-0 deb limitga o‘tsak,
talab qgilingan (19.6.8) tenglikka ega bo‘lamiz.l

4. Yuqoridagi §19.4 da ko‘rsatilganidek, funksiyani absolyut
integrallanuvchi ikkinchi hosilasining mavjudligi uni Furye almashti-
rishining absolyut yaqinlashishini kafolatlaydi (19.4.2 - tasdiqqa qa-
rang). Plansherel teoremasi bu talabni funksiyaning kvadrati bilan
integrallanuvchi birinchi hosilasi mavjudligi bilan almashtirishga im-
kon beradi.

19.6.3 - teorema. Faraz qgilaylik, [ funksiya R da absolyut
integrallanuvchi bo‘lib, uning f' hosilasi yuqorida kiritilgan E(R)
Evklid fazosiga tegishli bo‘lsin. U holda [ funksiyaning Furye integ-
raliga yoyilmast absolyut va x € R bo‘yicha tekis yaqinlashadi.

Isbot. Teorema shartlari Df(x) = f'(x) funksiyaga (19.6.8)
Parseval tengligini qo‘llashga imkon beradi. 19.4.1 - tasdiqqa ko‘ra,

Df(€) =ig- [ (€).

Shuning uchun, Parseval tengligi

/ FOPed = o / @) da (19.6.11)
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ko‘rinishga keladi.
Endi quyidagi

FE& &1
e + e (19.6.12)

f&) =
ayniyatdan foydalanamiz. 19.1.1 - tasdiqqa ko'ra, f(g) funksiya R
sonlar o‘qida uzluksiz va chegaralangan, yani |f (£)| < M. Shunday
ekan, (19.6.12) ning o‘ng tomonidagi birinchi had integrallanuvchi
funksiya bilan baholanadi:

f©l . M
1+£2 — 1+£2

Ikkinchi hadni esa, quyidagicha baholash mumkin:
el _ LS ©P+L _ 1 11
1462 — 2 14¢2 -2 21+4¢&%

(19.6.11) Parseval tengligiga ko‘ra, bu tengsizlikning o‘ng tomoni
integrallanuvchi bo‘lib, (19.6.12) ayniyatdan f(ﬁ) funksiyaning
absolyut integrallanuvchi ekani kelib chigadi. Demak, (19.1.2) Furye
integrali absolyut va ¢ € R ho‘yicha tekis yaqginlashadi.ll

1 - natija. Faraz qilaylik, uzluksiz bo‘lakli-silliq [ funksiya R da
absolyut integrallanuvchi bo‘lib, chegaralangan absolyut integralla-
nuvcht hosilaga ega bo‘lsin. U holda uning f Furye almashtirishi
ham R da absolyut integrallonuwvchi bo‘ladi.

Haqiqatan, agar | f/(€)| < M desak, | f/(£)|? < M| f'(£)] bo‘ladi.
Demak, hosila kvadrati ham absolyut integrallanuvchi bo‘lib, f funk-
siva 19.6.3 - teoremaning barcha shartlarini qanoatlantiradi.

2 - natija. Agar 1 - natija shartlari bajarilsa, uzluksiz bo‘lakli-
silliq funkstyaning Furye integraliga yoyilmasi R sonlar o‘gida ab-
solyut va tekis yaginlashadsi.

Masalan, uzluksiz bo‘lakli-silliq f(z) = e~*/*l funksiyaning Furye
integrali absolyut va tekis yaqinlashadi, chunki bu funksiya chegara-
langan absolyut integrallanuvchi

EIFEP +

—alz|

f'(x) = —alsignx)e
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hosilaga ega (buni bevosita (19.2.9) formuladan ko‘rish mumkin).
E’tibor bering, bu funksiya ikkinchi tartibli hosilaga ega bo‘lmagani
uchun, unga 19.4.2 - tasdigni qo‘llash mumkin emas.

Eslatma. Agar bo‘lakli-silliq f funksiya yagona birinchi tur uzi-
lishga ega bo‘lsa, u holda bu uzilsihni

¢(x) — (signa)e !

kabi funksiyani qo‘shib, bartaraf qilish mumkin ((19.3.7) formulaga
qarang). Masalan, agar funksiya nol nuqtada sakrashga ega bo‘lib,

fO+0)=A4, f(0—-0)=-A
bo‘lsa, u holda

h@) = f(2)— Aglx) = f(x)— A(signa)e™ "]

funksiya, bo‘lakli-silliq bo‘la turib, x = 0 nuqgtada uzluksiz bo‘ladi.
2 - natijaga ko‘ra, uning Furye integraliga yoyilmasi tekis yaqginla-
shadi. Bu degani, istalgan bo‘lakli-silliq f funksiya Furye integrali
uzilsih nuqta yonida o‘zini ¢(x) funksiya Furye integrali kabi tutadi.
Xususan, istalgan bo‘lakli-silliq funksiya uchun uzilish nuqgtasi atro-
fida Gibbs hodisasi o‘rinli (§19.3 ning 3 - bandiga qarang).

19.7-8. Karrali Furye integrallari

1. Ushbu paragrafda n o‘lchovli R™ fazosida aniglangan va
kompleks giymat gabul giluvchi funksiyalar, ya’ni

f(m) - fl(m) + lfQ(m)v r = (wl,.@g, 7mn) € an

ko‘rinishdagi funksiyalar qaraladi, bu yerda fi(x) va fa(x) n ta
haqiqiy o‘zgaruvchili haqiqiy giymat gabul giluvchi funksiyalardir.

Faraz qilaylik, f funksiya R™ fazosida integrallanuvchi bo‘lsin.
Uning Furye almashtirishi deb

F& = /f(:v) e~ dy (19.7.1)
Rn
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xosmas integralga aytamiz. Biz & simvol bilan ikki vektorning skal-
var ko‘paytmasini belgilaymiz: x& = x1&1 + 228 + ... + Tpén.

Eslatib o‘tamiz, 14.1.5 - teoremaga ko‘ra, R™ fazoda integralla-
nuvchi har ganday funksiya R™ da absolyut integrallanuvchidir. Shu-
ning uchun, ushbu paragrafda R” fazoda integrallanuvchi funksiya
deganda, biz bu funksiyaning absolyut integrallanuvchi ekanini na-
zarda tutamiz.

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar Furye almashtirishining asosiy xos-
salari asosan bir o‘lchovli Furye almashtirish xossalari kabidir. Masa-
lan, istalgan integrallanuvchi funksiyaning Furye almashtirishi R™
fazosida uzluksiz va chegaralangan ekani xuddi bir o‘zgaruvchili
holdagidek isbotlanadi. Bunda, uzluksizlikni isbotlashda integralla-
nuvchi funksiyaning o‘rtacha va o‘rta kvadratik uzluksizligidan foy-
dalaniladi (ikki o‘zgaruvchilik holda 13.4.10 - teorema va unga kelti-
rilgan eslatmaga garang).

19.7.1 - misol. Ushbu
2

—amk

f(iE) _ e—amz o e—a(m%er%erqu%) _

:?:

T
I

funksiya Furye almashtirishi topilsin.
n karrali integralni bir o‘lchovli takroriy integrallar ko‘rinishida
yozsak,

00 n
}-\(5) _ /e—axze—z’zf de — H /e—az%—izkﬁk dag
—00 kzl—oo

tenglikni olamiz.
Demak, (19.1.5) formulaga ko‘ra,

H\[ em R/ /20 n/2 o—€/4a (1979

Ushbu paragrafda asosiy diqqgat ko‘p o‘chovli holda vujudga kela-
digan giyinchiliklarga va (19.7.1) formulaning bir o‘lchovli Furye in-
tegralidan farqli tomonlariga qaratiladi.
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Navbatdagi

@) = @m / 76y e de (19.7.3)
J

tenglikka f funksiyaning n karrali Furye integraliga yoyilmasi deyi-
ladi.

Ko‘p o‘lchovli garmonik tahlilning asosiy muammolaridan biri
(19.7.3) formula o‘rinli bo‘lishini ta’minlovchi shartlarni topishdan
iborat. Bir o‘lchovli holdan farqli o‘laroq, ko‘p o‘lchovli holda Furye
integrali yaqinlashishini ganday ma’noda tushunish imkoniyati an-
cha ko'p.

Odatda, Furye integrali yaqginlashishini ta’riflash uchun bosh
giymat tushunchasi, ya’ni kengayib boruvchi o‘xshash sohalar bo‘yi-
cha xos integrallar limiti asos qilib olinadi. Bir o‘lchovli holda bun-
day sohalar sifatida faqat intervallarni olish mumkin edi, ammo ko‘p
o‘lchovli hol bunday sohalarning turli-tumanligi bilan farq qiladi.
Kengayib boruvchi shar va kublardan (ikki o‘lchovli holda doira va
kvadratlardan) aynigsa ko‘p foydalaniladi. Lekin parallelepipedlar,
ellipsoidlar hamda murakkabroq ko‘rinishdagi sohalar ham tez-tez
uchrab turadi. Odatda, yaqinlashish shartlari turli kengayuvchi so-
halar uchun turlicha bo‘ladi.

Ammo, ba’zi muhim hollarda, yaqginlashish shartlari barcha ken-
gayuvchi sohalar uchun bir xilda bo‘ladi. Masalan, agar (19.7.3)
Furye integrali absolyut yaqginlashsa, u holda, kengayuvchi sohalar
ketma-ketligini tanlanishiga bog‘ligmas ravishda, u x € R™ bo‘yicha
tekis yaginlashadi. Boshga misol sifatida xosmas integrallarni klas-
sik Abel jamlash usulini yoki shunga o‘xshash boshqa jamlash usul-
larini olishimiz mumkin.

2. Ixtiyoriy e > 0 uchun (19.7.3) Furye integralining Abel o‘rta-
chalarini

Aaf(x) = (27T)_”/f(£) et emallaltieht-Hab e (19.7.4)
R»

tenglik bilan aniglaymiz.
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E’tibor bering, bu o‘rtachalar karrali Furye integrallarini o‘rga-
nishga (17.5.28) o‘rtachalarga nisbatan ko‘proq moslashgan.

(19.7.4) integralda (19.5.3) formulani keltirib chiqgarishdagiga
o‘xshash o‘zgartirish bajaramiz. Chunonchi, integralda f(ﬁ ) funksiya
o‘rniga uning (19.7.1) giymatini qo‘yamiz. Bundan so‘ng integral-
lash tartibini o‘zgartirsak,

Anf(x) = (21)" /f dy/ s oI D )€ g

(19.7.5)
tenglikni olamiz.
Ichki integralni n ta bir karrali integrallar ko‘paytmasi qilib
yozish mumkin:

/ —a(|&1| g2+ ..+ En]) +i(z— y€d£ _ H/ —oép|+i(zr—yr )k dés.

R™ k=1g

(19.5.2) tenglikka ko‘ra,

Wz —yr ) e —alé| _

e d = . 19.7.6
/ Sk a? + (xp — Yr)? ( )
Agar

19.7.7
™ H a2 + a2 ( )

deb belgilasak, (19.7.6) ga ko‘ra, (19.7.5) dagi ichki integralni

/ eI HEl - HED TV ge (207 G (z — )
R»
ko‘rinishda yozsak bo‘ladi.

Demak, ixtiyoriy integrallanuvchi f funksiyaning Abel o‘rtacha-
larini

Aof(z) = / (e — ) f(y) dy (19.7.8)

R»



19 - bob. Furye integrali 211

deb, yoki o‘zgaruvchilarni almashtirib,

Anf(@) = / Daly)[(y + 2) dy (19.7.9)

R’ﬂ
deb yozish mumkin.
Bevosita (19.7.7) formula va
[e @]

« dxy,
= 5 s =1
T s

-0

tenglikka ko‘ra,

/@a(y) dy = 1. (19.7.10)
R
Shunday ekan, (19.7.9) dan yoyilayotgan funksiya bilan Abel
o‘rtachalarining farqi uchun

Anf(@) — [(z) = / S)f ty)— f@ldy  (19.7.11)

Rn

formula kelib chigadi.

19.7.1 - teorema. Faraz qilaylik, [ funksiya R™ fazosida integ-
rallanuvchi bo‘lsin. Agar f funksiye x € R nugtada uzluksiz bo lsa,
u holda

aEIquLO Anf(x) = f(x) (19.7.12)

tenglik bajariladi.
Isbot 19.5.1 - teorema isbotini deyarli so‘zma-so‘z qaytarishdan
iborat. Avval istalgan 4 > 0 uchun

QO) = {weR” : || <45, k=1,2,..,n}

kubdan tashqarida ®, () funksiyaning o — 0 da tekis va o‘rtacha
nolga yaqinlashishi ko‘rsatiladi. Bu quyidagi

lim sup ®u(z) = 0 (19.7.13)
270 2¢Q()
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va

0 (19.7.14)

lim / O, () dr

a—0
R™\Q(4)
tengliklarning bajarilishini anglatadi.
Ixtiyoriy integrallanuvchi f funksiya uchun (19.7.11), (19.7.13)
va (19.7.14) larga ko‘ra,

Aof(a) = 1@) = [ WIS+ 9) — F@ldy + o). a0,
Q(9)
(19.7.15)
Istalgan £ > 0 uchun é > 0 sonni shunday tanlaymizki, bunda

[ t+y) = flo)] <& ye()

tengsizlik bajarilsin.
Bu tengsizlik va (19.7.10) hamda (19.7.15) larga ko‘ra,

‘Aaf(:v) —f(w)‘ < e+ o(l), a—0.
Bundan, o — 0 deb limitga o‘tsak,

i Ao f(@) - )] < =
munosabatni olamiz.

Bu tengsizlikdan, £ > 0 ning ixtiyoriyligiga ko‘ra, talab qilingan
(19.7.12) tenglik kelib chigadi.l

Natija. Agar [ funksiya va uning fFurye almashtirisht R™ fa-
zosida integrallanuvchi bo‘lsa, u holda [ funksiyaning Furye integ-
raliga yoyilmasi absolyut va x € R™ bo‘yicha tekis yaginlashib,
(19.7.3) tenglik bajariladi.

Hagiqatan, (19.7.3) integralning absolyut va tekis yaqinlashishi
bevosita tagqoslash va Veyershtrass alomatlaridan kelib chigadi. En-
di integralning aynan f(x) ga yaqinlashishini ko‘rsatish yetarli. Bu
integralni Ag f(x) simvol bilan belgilab, A, f(z) ni « parametrning
[0, 1] kesmadagi funksiyasi deb garaymiz.
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(19.7.4) integral ostidagi funksiyani o parametrga bog‘ligmas
integrallanuvchi |f(£)| funksiya bilan baholash mumkin bo‘lgani
uchun, Veyershtrass alomatiga ko‘ra, (19.7.4) integral o parametr
bo‘yicha tekis yaginlashadi va shuning uchun, 0 < «a < 1 kesmada
« ning uzluksiz funksiyasi bo‘ladi. Demak,

lim Aof(@) = Aof(x).

Bu munosabatni (19.7.12) bilan taqqoslasak, talab gilingan
Aof(x) = f(x) tenglikni olamiz.

Bu natijaga ko'ra, f funksiyaning (19.7.3) Furye integraliga
yoyilishini ko‘rsatish uchun uning f Furye almashtirishi absolyut
integrallanuvchi ekaniga ishonch hosil gilish yetarli.

3. 19.5.2 - teoremaning quyidagi ko‘p o‘lchovli ko‘rinishi ham
o‘rinli.

19.7.2 - teorema. R" da integrallanuvchi istalgan [ funksiya-
ning (19.7.4) Abel o‘rtachalari bu funksiyaga o‘rtacha yaginlashadi:

lim /\Aaf(x)—f(x)\dx = 0. (19.7.16)
in

a— 040
Isbot (19.7.11) asosiy formuladan kelib chiquvchi quyidagi

[1af@ ~ t@de < [ oy [ |16+ 9) - f@)]do
R» R» R»
bahoga va (19.7.13)-(19.7.14) xossalarga asoslangan bo‘lib, 19.5.2 -
teorema isbotini deyarli so‘zma-so‘z qaytarishdan iborat.
1 - natija. Agar f funksiya Furye almashtirishi nolga aynan
teng bo‘lsa, u holda funksiyaning o‘zi nolga ekvivalent bo‘ladi:

/If(w)ldw = 0. (19.7.17)
R’n

Bundan chiqdi, agar f funksiya uzluksiz va integrallanuvchi bo‘lib,
barcha & € R” larda

/f(w) e” % dy = 0
Rn
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bo‘lsa, u holda f(x) = 0 bo‘ladi.

Bu tasdigdan navbatdagi yagonalik teoremasi kelib chigadi.

2 - natija. Agar ikki funksiya Furye almashtirishlari o‘zaro teng
bo‘lsa, u holda bu funksiyalar o‘zaro ekvivalentdir (ya’ni ularning
ayirmasi nolga ekvivalentdir).

Eslatma. Agar f funksiya va uning f? kvadrati R” fazosida
integrallanuvchi bo‘lsa, u holda (19.7.4) Abel o‘rtachalari f ga o‘rta
kvadratik yaqinlashadi:

lim /\Aaf(x)—f(x)\de — 0. (19.7.18)

a—0

Bu tasdigning isboti xuddi 19.5.3 - teorema isboti kabidir.
4. R” da integrallanuvchi ikki f va g funksiyalar o‘ramasi

~ [ gt -y dy (19.7.19)
)

tenglik bilan aniqlanadi.
Xuddi bir o‘zgaruvchilik holdagidek, o‘rama f va g ga simmetrik
bog'liq:

(fxg)(x /f y)dy = /f(:v—y)g(y) dy = (g f)(x).
in

O‘rama Furye almashtirishining navbatdagi xossasi asosiy hisob-
lanadi.

19.7.3 - teorema. Integrallanuvchi [ funksiye va uzluksiz,
chegaralangan hamda integrallanuvchi g  funksiya o‘ramasining
Furye almashtirishi uchun

— o~

fxg =[G (19.7.20)
tenglik o‘rinli.
Isbot 19.4.4 - tasdiq isbotini so‘zma-so‘z qaytarishdan iborat.

19.7.2 - misol. Ixtiyoriy f funksiya va (19.7.7.) tenglik bilan
aniqlangan @, (z) funksiya o‘ramasini qaraymiz. (19.7.8) formulaga
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ko‘ra, bu o‘rama f funksiya Furye integralining Abel o‘rtachalari
bilan ustma-ust tushadi:

Auf(2) = (Do * f)(2). (19.7.21)

(19.7.6) munosabat va (19.7.3) formuladan ¢, (x) funksiya Furye
almashtirishi uchun

—~

Do(8) = emlalHlelt el

tenglik kelib chigadi.

. (z) funksiyaning uzluksiz, chegaralangan va integrallanuvchi
ekani aniq. Shuning uchun, 19.7.3 - teoremaga ko‘ra, istalgan integ-
rallanuvchi f funksiya uchun

o~

(B % 1)E) = Fle) emollerlHleakttlga) (19.7.22)
tenglik o‘rinli.

Eslatma. (19.7.21) va (19.7.22) formulalarga ko‘ra, (19.7.4) Abel
o‘rtachalarini Furye almashtirishi

Anf(&) = J(€) - e—allgrlHealt+lenD) (19.7.23)

ko‘rinishda bo‘lgan funksiya deb aniglash mumkin.
4. D; simvol bilan j nomerli o‘zgaruvchi bo‘yicha differensiallash
operatsiyasini belgilaymiz:

of ()

Djf(x) = o

Bu operatsiya Abel o‘rtachalariga o‘tish operatsiyasi bilan kom-
mutirlanadi. Haqgigatan, (19.7.21) tenglik va o‘ramaning simmetrik
ekaniga ko‘ra,

0

DijAnf(x) = Dj(®ax f)(x) = o,

/%(y)f(w —y)dy =

Rn

- / Do) Dif (@ —y)dy = (BoxD;)(x) = AaD;f (),
Rn
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ya'ni
DAL f(x) = AuDjf(z). (19.7.24)

Funksiya Furye almashtirishi bilan uning hosilasi Furye almash-
tirishini bog‘lovehi (19.4.2) formulaga o‘xshash formula o‘rinli.

19.7.4 - teorema. Agar f va D;f funksiyalar R" fazosida in-
tegrallanuvchi bo‘lsa, u holda Djf hosila Furye almashtirishi uchun

— o~

D;f(§) = (ig) [ (&) (19.7.25)

tenglik bajarilads.

Isbot. Agarda (19.7.3) Furye integralini formal differensiallash
natijasida hosil bo‘lgan integral parametrga nishatan tekis yaqin-
lashsa, (19.7.25) tenglik bevosita 17.2.6 - teoremadan kelib chigadi.

Umumiy holda har qanday « > 0 uchun x € R™ bo‘yicha tekis
yaqinlashuvchi (19.7.4) integralni qarash kerak. Bu integralni formal
ravishda differensiallasak,

DjAaf(z) = (2%)_”/(@§)A(£) —allgLl ezl tgnl) iz g
R»
(19.7.26)
tenglikni olamiz.

Boshqa tarafdan, Abel o‘rtachalarining (19.7.4) ta'rifiga ko‘ra,

AaDjf(z) = (2m)" / D 1(€) emolaablezbt el gint g

(19.7.27)
Endi (19.7.27) tenglikdan (19.7.26) tenglikni ayiraylik:

[ D51~ tig5) flg)] emeteiieltian e ge =

R»

Bundan chiqdi, 19.7.2 - teoremaning 1 - natijasiga asosan, in-
tegral ostidagi funksiya ham aynan nolga teng, ya'ni talab qgilingan
(19.7.25) tenglik bajarilar ekan.H
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Natija. Agar [ funksiya, uning V [ gradienti va barcha ikkinchi
tartibly Djzf hostlalart R™ fazosida integrallanuvchi bo‘lsa, u holda
Af Laplas operatorining Furye almashtirishi wchun

AfE) = —lEFe) (19.7.28)

tenglik o‘rinli.

Eslatma. 19.7.4 - teoremani quyidagicha isbotlash mumkindek
ko‘rinadi: avval (19.7.1) integralni, x; o‘zgaruvchi bo‘yicha integral-
ni ajratib olib, takroriy integral ko‘rinishida yozamiz va so‘ngra unga
19.4.1 - teorema isbotidagi mulohazalarni qo‘llaymiz. Ammo funksi-
yvaning R™ da absolyut integrallanuvchi ekanidan alohida to‘g‘ri chi-
ziq ho‘yicha integralning mavjudligi kelib chigmaydi. Masalan,

Jlay) = e (Y

funksiya R? tekislikda cheksiz differnsiallanuvchi, chegaralangan va
integrallanuvchidir. Integrallanuvchi ekani quyidagi tenglikdan kelib
chiqadi (ichki integralda t = 2(1 + y?) deb o‘zgaruvchi almash-

tirilgan):
oo oo
/f(w,y)dacdy /dy / e~ (") g —

R2 —00 —00

oo oo
= T iyyz /e‘tzdt — %2,
—o0 —o0
Shunga garamasdan, x = 0 to‘g‘ri chiziq bo‘yicha integral

mavjud emas:

7f(0,y)dy = 7dy = +oc.

5.19.7.4 - teorema qismiy hosilali differensial tenglamalar yechim-
larini topishda keng qo‘llaniladi.
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19.7.3 - misol. Istalgan integrallanuvchi f funksiya va ixtiyoriy
a > 0 parametr uchun

Au(z) — oPul(z) = — f(x), xR, (19.7.29)

tenglamaning u yechimi R? fazoda topilsin.
Furye almashtirishiga o‘tib, so‘ngra (19.7.28) formuladan foyda-
lansak,

—[¢l*ug) — *u(€) = —f(&)

tenglikni olamiz.

Demak,

f©)

a® 4 [¢]2

19.7.3 - teoremaga ko‘ra, yechimni f funksiya va Furye almashti-
rishi (o + €]?)~! ga teng bo‘lgan v, (x) funksiya o‘ramasi ko‘rini-
shida yozish mumkin.

Avval

) = (19.7.30)

6_0‘|m|

vo(x) =

19.7.31
A7 || ( )

ekanini ko‘rsataylik. Buning uchun, bu funksiya Furye almashtirishi-
ni (r,6,p) sferik koordinatalarga o‘tib hisoblaylik. Bu koordinata-
larda x - £ = r|¢| cos 6 bo‘lgani uchun,

0 m

’U/\(g) — i 6_a|$| e_z'zﬁ dnr = l e dr e—ir|£|c0sesin9d9 _
“ AT || 2
R3 0 0
0 . o=m 0
1 e—zr|£|cost9 1
= 5/6_0” [T dr = m/e_o” sinr|&| dr.
0 ' 6=0 0

Bundan chiqdi, (17.2.3) formuladan talab gilingan tenglikni ola-

miz: | |
1 ¢ 1
= — = . 19.7.32
A @IEE T TP (19.7.32)

Ua ()
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Endi (19.7.30)-(19.7.32) formulalarni va 19.7.3 - teoremani qo‘l-
lab, yechim uchun

1 e—a|m—y|

u(x) = fly) dy (19.7.33)

dm ) o —yl
RrR3
formulaga ega bo‘lamiz.
1 - eslatma. (19.7.29) tenglamada « qat’iy mavhum bo‘lgan
hol, ya'ni 8 > 0 bo‘lib, & = £i8 bo‘lgan hol eng giziqarlidir. Bunda
tenglama

Au(z) + fPu(x) = — f(x), x€R? (19.7.34)

ko‘rinishga keladi va Helmholts tenglamasi (H. Helmholtz) deb ata-
ladi. Bu tenglama bir jinsli muhitda elektromagnit to‘lginlar tarqa-
lish nazariyasida muhim rol o‘ynaydi. Ammo bu holda yuqoridagi
mulohazalarni asoslash qiyinroq bo‘ladi.

Shunday bo‘lsada, (19.7.33) formula bunday holda ham o‘rinli.
Bunga ishonch hosil qgilish uchun, avval o = e+1if deb faraz gilamiz,
bu yerda £ > 0. ¢ kattalik elektromagnit to‘lginlar intensivligining
mubhit yutishi tufayli kamayish tezligini xarakterlaydi va yutilish ko-
effitsienti deb ataladi. Bunday « lar uchun yuqoridagi barcha mu-
lohazalar va (19.7.33) formulaning o‘rinli ekanligini tekshirish oson.
So‘ngra € — 0+ 0 deb limitga o‘tib, Helmholts tenglamasi yechimi
uchun

1 e Tiblz—yl
O / LT (19.7.35)

RS
formulaga ega bo‘lamiz.

Eksponenta oldidagi ishora o‘rganilayotgan elektromagnit to‘l-
ginning keluvchi yoki ketuvchi ekaniga qarab tanlanadi. Bayon qi-
lingan usul eng so‘nggi yutish prinsipi deyiladi (npusnun npenensb-
HOTO TMOTVIOIIEHN).

2 - eslatma. Xuddi shunga o‘xshab, (19.7.33) formulada ham
a — 0 deb limitga o‘tishimiz mumkin. Natijada

1 fW)
u(@) = 4%[ Sy
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funksiyani, ya’ni
Au(x) = —f(x), =R

Puasson tenglamasining yechimi bo‘lgan Nyuton (yoki Kulon) poten-
sialini olamiz.

6. Furye integrallarini o‘rganish vositasi sifatida Parseval tengli-
gi muhim rol o‘ynaydi. Xuddi bir o‘zgaruvchilik holdagidek (19.6.2
- teoremaga qarang), uning o‘rinli bo‘lishi uchun yoyilayotgan f
funksiya va uni kvadratining integrallanuvchi bo‘lishi yetarli.

19.7.5 - teorema (Parseval tengligi). Faraz qilaylik, f funk-
siya va uning f2 kvadrati R” fazosida integrallanuvchi bo‘lsin. U
holda

/ f@)fde = @n) / Fe) ae (19.7.36)
R” R”
tenglik o‘rinli.

Isbot 19.6.2 - teorema isbotini so‘zma-so‘z qaytarishdan iborat.

Endi biz f funksiyani tekis yaginlashuvchi Furye integraliga
yoyilishi uchun yetarli shartlar hagidagi ushbu paragrafning asosiy
natijasini isbotlashga tayyormiz.

19.7.6 - teorema. Faraz qilaylik, m > n/2 bo‘lsin. Agar f
Sfunksiya va uning to m - tartibgacha barcha qismiy hosilalari, hamda
ularning kvadratlari R™ fazosida integrallanuvchi bo‘lsa, v holda f
Sfunksiyaning quyidagi

/(@) <2w>—“j/f1£>af€d£ (19.7.37)
J

Furye integraliga yoyilmasi absolyut va © € R™ bo‘yicha tekis yaqin-
lashadi.

Isbot. Shartga ko'ra, f funksiya va uning barcha D7"f (j =
1,2,...,n) qismiy hosilalari (19.7.36) Parseval tengligini qanoatlan-
tiradi. 19.7.4 - teoremaga ko‘ra,

o~

D) = GE)™ FE), §=1,2,m.
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Shunday ekan, D" f funksiya uchun Parseval tengligi
m 2 —n ~ 12 m
j/‘l)j(f(w)‘ de = (27) /(\f(ﬁﬂ &P s (19.7.38)
R™ R»

ko‘rinishga ega.
Bu tengliklarni (19.7.36) ga qo‘shsak,

/\f (L4 &mqpe2my  12myde =

(2 )/<|f D2+ D @)+ [Dg @]+t D)) do
R»
(19.7.39)
tenglikni olamiz.
Endi quyidagi

N iy 2 2m 2m 1
17O < [F© a+é *“ﬁfﬁ>‘k4@+f?nhn+gw)
(19.7.40)

sodda tengsizlikdan foydalanamiz. (19.7.39) ga ko‘ra, bu tengsizlik
o‘ng tarafidagi birinchi qgo‘shiluvchi R™ fazosida integrallanuvchi.
Ikkinchi qo‘shiluvchining integrallanuvchi ekani 2m > n shartdan
kelib chigadi. ‘f(ﬁ)‘ funksiya ham integrallanuvchi, demak, (19.7.37)
integral absoluyt va tekis yaqginlashadi.ll

Eslatma. [sbotlangan teoremaga ko‘ra, n o‘zgaruvchili funksiya
n karrali Furye integraliga yoyilishi uchun bu funksiya n/2 dan kat-
ta tartibgacha barcha qismiy hosilalarga ega bo‘lib, bu hosilalar
kvadrati bilan integrallanuvchi bo‘lishi yetarli. E’tibor bering, hosi-
la tartibi fazo o‘lchovi o‘sgan sari o‘sadi. Bu hol masala mohiyati
tufayli sodir bo‘layotganini ko‘rsatish mumkin, ya'ni agar m < n/2
bo‘lsa, shunday f funksiyani ko‘rsatish mumkinki, uning to m - tar-
tibgacha barcha qismiy hosilalari va ularning kvadratlari integral-
lanuvchi bo‘lsada, lekin f funksiyaning (19.7.37) Furye integraliga
yoyilmasi biror nugtada uzoqlashadi.
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Masalan, ikki o‘zgaruvchili funksiya kvadrati bilan integralla-
nuvchi ikkinchi tartibli hosilalarga ega bo‘lsa, uning Furye integ-
rali absoluyt va tekis yaqinlashadi. Lekin shunday ikki o‘zgaruvchili
funksiya topiladiki, uning birinchi hosilalari kvadratlari bilan integ-
rallanuvchi bo‘la turib, Furye integrali uzoqlashadi.

7*. Radon almashtirishi. R? tekislikda berilgan f funksiyaga
ixtiyoriy L C R? to‘g‘ri chiziq bo‘yicha olingan integralni mos qo‘-
yuvchi R akslantirishga Radon almashtirishi deyiladi:

RA(L) — / F@)dl. (19.7.41)
L

19, Ixtiyoriy L to‘g‘ri chiziqni ikki ¢ € [0,7) va t € R sonli
parametr yordamida quyidagicha aniglash mumkin.

1 burchakni 0 < ¢ < 7w intervaldan shunday tanlaymizki,
n = (cosvy,siny) birlik vektor L ga perpendikulyar bo‘lsin. U
holda shunday yagona ¢ € R son topiladiki, {n vektor koordinatalar
boshi bilan L to‘g‘ri chizigni tutashtiradi. Bunday tanlovda | =
(—sint, cosyy) birlik vektor L to‘g'ri chizigqa kollinear bo‘ladi.
Shuning uchun, x = ¢tn + ul nuqta, ya'ni

X

(tcosty —usiny, tsiny + ucosip)

nuqta ixtiyoriy u € R larda L to‘g'ri chiziqda yotadi. Bundan chiqdi,
Radon almashtirishini quyidagi

Rf(t,v) = /f(tCOS’(/J+USiI1’(/J,—tSinl/J+UCOSI/J)du (19.7.42)

tenglik bilan aniglash mumkin, bu yerda 0 < ¢ <7 va —o0 < <
+0o0.

Radon almashtirishi nazariyasida asosiy masala berilgan R f(t, )
giymatga ko‘ra f(x) funksiyani topishdan iborat.
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Bu masalani yechish maqgsadida f funksiya Furye almashtirishini
garaymiz:

fo = [fweta.
R2
Aytaylik, & = s(cos, sin) bo‘lib, s € R va ¢ € [0,7) bolsin.
Bu integralda
Y1 = 21 ¢cosY + xasiny, Y2 = —x18inyY + xocosyY

vangi o‘zgaruvchilarga o‘tamiz.
Bu almashtirish yakobiani 1 ga teng bo‘lib, teskari almashtirish

r1 = Y1 cosY — Yo siny, a2 = yisiny + Y cos Y

ko‘rinishga ega.
U holda

x& = (y1costy —ygsin, yy siny + y2 cos ) - s(cos, siny) = yys

bo’ladi. Shunday ekan,

for = [ eran [ foncosu—yasingsing 1y cos) dye.
) ) (19.7.43)
Oxirgi tenglikni (19.7.42) bilan taqqoslab,
for = [ e i

tenglikni hosil golamiz.

Shunday qilib, navbatdagi tasdiq o‘rinli.

19.7.1 - tasdiq. Faraz qilaylik, f : R? — R funksiya R? tekis-
likda integrallanuvchi bo‘lib,

g(tv 1/1) - Rf(tv 1/J)
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funksiya qiymati ma’lum bo‘lsin. U holda, [ funksiya Furye almash-

tirishi uchun
o0

(& = / e~ g(t, ) dt (19.7.44)

formula o‘rinli. Bu formulada & = t(cos i, sinv).

Demak, agar f funksiyaning Radon almashtirishi ma’lum bo‘lsa,
u holda f funksiyani (19.7.44) formula va (19.7.3) Furye integrali
yordamida aniglash mumkin.

8*. Kompyuter tomografiyasi. Kompyuter tomografiyasi
ilmiy-texnik taraqqiyotning Furye almashtirishini qo‘llashga asoslan-
gan oxirgi sezilarli yutuglaridandir. Kompyuter tomografiyasining
usullari o‘rganilayotgan muhit tarkibini, bu muhit orasidan o‘tayot-
gan elektromagnit nur intensivligini o‘lchash natijasiga ko‘ra, aniqg-
lash imkonini berdi.

Faraz gilaylik, elektromagnit nur L to‘g‘ri chiziq bo‘ylab harakat-
lanib, muhitning biror qatlamiga kirishda [ intensivlikka ega bo‘lsin.
Qalinligi Al bo‘lgan gatlamdan o‘tgandan so‘ng uning intensivligi
yutilish natijasida kirish intensivligi va qatlam qalinligiga proporsi-
onal ravishda kamayadi, ya'ni intensivlikning AT o‘zgarishi uchun

Al = —kIAl (19.7.45)

tenglik o‘rinli.

Bu yerda k = k(x,y, z) yutilish ko‘rsatkichi deb ataluvchi pro-
porsionallik koeffitsientidir. Qatlam qalinligini cheksiz kichik deb,
(19.7.45) tenglamani

dil = —k(x,y,2)1dl

differensial tenglama bilan almashtiramiz.
Bu differensial tenglamani L to‘g‘ri chiziq bo‘yicha integrallab,
nur intensivligi uchun gatlamdan chigishda quyidagi

I = Ipexp —/k:(:v,y,z) dl (19.7.46)
L
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formulani olamiz, bu yerda Iy kirishdagi nur intensivligi.

(19.7.46) formula nur intensivligini qatlamdan o‘tgandan so‘ng
aniqglash masalasining yechimini beradi. Teskari masala, kuchsizlash-
gan intensivlik giymatini istalgan yo‘nalish bo‘yicha ma’lum deb
hisoblab, k(x,y, z) yutilish koeffitsientini topishdan iborat. (19.7.46)
ga ko‘ra, bu masala,

1
/k:(ac,y,z)dl = IDTO
L

tenglamaga teng kuchlidir; bu yerda noma’lum k(z,y,z) funksiya
integral ostida turibdi.

Matematik nuqtai nazardan bu masala uch o‘lchovli fazoda Ra-
don almashtirishiga teskari almashtirish topishdan iborat.

Tomografik diagnostikada bu masalani uch o‘lchovli R? fazoda
yechish o‘rniga, uni turli ikki o‘lchovli 2 = const ko‘rinishdagi tekis-
liklarda yechishadi. Bunday parallel tekisliklarni qirqim yoki kesim
deb atashadi (Yunoncha "tomos"). Ushbu holda yutilish koeffitsien-
tini har bir qatlamda topish uchun yuqorida o‘rganilgan R? tekislik-
dagi Radon almashtirishi nazariyasi qo‘llaniladi.

Tajribalar yordamida aniqlanishicha, Radon almashtirishi yor-
damida topilgan k(x,y, z) yutilish koeffitsienti (qaysiki, umuman
aytganda, elektromagnit nurlanish chastotasiga ham bog‘liq) qarala-
yotgan muhit tuzilishi haqida yetarlicha to‘la ma’lumot manbai bo‘-
lib hizmat qiladi.

Shuni aytish kerakki, odatda o‘rganilayotgan muhit bo‘lakli-silliq
bo‘lgani uchun, Furye integralini to‘g‘ridan-to‘g‘ri hisoblashda xush
ko‘rilmaydigan Gibbs hodisasi sodir bo‘ladi. Natijada ortigcha chi-
ziglar paydo bo‘lib, bu hodisa noto‘g‘ri diagnostikaga olib keladi.
Mazkur holdan qutilish magsadida Furye integrallarini regulyarlash-
tirish usullaridan foydalaniladi. §19.5 da o‘rganilgan Abel jamlash
usuli ana shunday usullardan biridir.

Qayd qilish joizki, kompyuterli tomograf yordamida olingan tas-
vir, rentgen suratidan fargli o‘laroq, integral tenglamalar sistemasi
yechimining grafigidan iboratdir. Bu yechim skalyar funksiya bo‘lga-
ni sababli, yechimning turli nugtalardagi qiymati fagat bir son bilan
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xarakterlanadi va natijada tasvir og-qora rangda bo‘ladi, ya’ni har
bir nuqtada fagat ravshanlik darajasi ko‘rsatiladi.

Ofrganilayotgan integral tenglamalarni magbul vaqt ichida fagat
kompyuterlarda yechish mumkin. Aynan shu sababli " Kompyuter
tomografiyasi" degan nom paydo bo‘lgan. Bunda hisoblangan yuti-
lish koeffitsientining o‘rganilayotgan qatlamni turli nuqtalaridagi
giymati har xil ravshanlikdagi yorqin nuqtalar bilan (odatda 2% dan
219 gacha ravshanlik darajalari yordamida) ko‘rsatiladi.

9. Yakuniy mulohazalar. Zamonaviy matematik tadqiqot-
larda

Ff(¢) — (2m)"? / f(x) e da
R’ﬂ

deb, ya'ni fA(ﬁ) dan (27)~"/2 ko‘paytuvchiga farq giluvchi Furye
almashtirish operatori kiritiladi.
Teskari Furye almashtirish operatori

Fig(a) = (2r)"/2 / g(E) €7 dg
J

tenglik bilan aniqlanadi.
Bu operatorlar funksiyalarning yetarlicha keng sinfi uchun anig-
langan bo‘lib,
FF* = F'F = 1

tengliklarni ganoatlantiradi, bu yerda I birlik operatordir. Bu belgi-
lashlarda Parseval tengligi

[Full = [lul

ko‘rinishda yoziladi, bunda funksiya normasi
Jull? = [ futa) de
R»

kabi aniglanadi.
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Furye integrali nazariyasi kvadrati Lebeg ma’nosida integralla-
nuvchi funksiyalar fazosida ayniqsa takomillashgan ko‘rinishga ega.
Bu fazoda Plansherel teoremasi quyidagicha o‘qiladi: Furye almash-
tirish operatori unitardir.

Differensial tenglamalarni ko‘p yechimlarining cheksizlikda nol-
ga intilmasligi va integrallanuvchi emasligi bunday tenglamalarni
yvechishda Furye almashtirishidan keng foydalanishga to‘siq bo‘lib
keldi. Eslatib o‘tamiz, funksiyaning integrallanuvchi bo‘lishi uning
Furye almashtirishini aniglash uchun zaruriy shartdir. XX asr o‘rtalariga
kelib tagsimotlar nazariyasining yaratilishi Furye almashtirishini de-
yarli barcha funksiyalar uchun aniglash imkonini berdi. Natijada,
gismiy hosilali differensial tenglamalar umumiy nazariyasida, shu
bilan birga zamonaviy matematikaning boshqa bir gancha bo‘limla-
rida ham, muhim rivojlanishga erishildi.

19.8-§. Misollar

1 - misol. Agar b > a bo‘lsa,
f(x) = sign(x —a) — sign(z — b)

funksiyaning Furye almashtirishini toping.

Ko‘rsatma. signz funksiyaning ta’rifidan foydalanib, (19.1.1)
formulani go‘llang.

2 - misol. Har qanday a € (0,1) uchun

>

. (sina + cos2x + |z|*) cos Ax
lim
A—00 1+ £E2

—0

der = 0

tenglikni ishotlang.

Ko‘rsatma. Integral ostidagi funksiyani f(x)-cos Ax ko‘rinishda
yozib olib, f(x) funksiya R sonlar o‘qida absolyut integrallanuvchi
ekanini ko‘rsating. So‘ngra 19.1.1 - teoremaning 1 - natijasini qo‘l-
lang.
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3 - misol. Agar « va § haqiqiy sonlar bo‘lib, o > 0 bo‘lsa,
flz) = e lgin pa

funksiyani gismiy Furye integrallari limiti ko‘rinishida ifoda qiling.

Ko‘rsatma. Avval f(x) funksiya R sonlar o‘qida absolyut integ-
rallanuvchi va differensiallanuvchi ekanini tekshiring. So‘ngra bu
funksiyaning Furye almashtirishini (19.1.1) formula yordamida hisob-
lang. Bunda sinuslar ko‘paytmasini kosinuslar yig‘indisi ko‘rinishida
yozib olib, 19.1.1 - misoldan foydalaning. Furye almashtirish topil-
gandan so‘ng, 19.2.2 - teoremani qo‘llang.

4 - misol. Quyidagi

0, —oo < x <0,
fl@x) = {ux, 0<x<l,
=7 1 <a< foo,

funksiyaning kosinus Furye almaghtirishini toping.

Ko‘rsatma. Avval f(z) funksiya sonlar o‘qida absolyut integral-
lanuvchi va bo‘lakli-silliq ekanini tekshiring. So‘ngra bu funksiya-
ning kosinus Furye almashtirishini (19.2.13) formula yordamida hi-
soblang.

5 - misol. Quyidagi

f(iE) _ {SiDLE, |:E| < %7

0, lz| > 3,

bo‘lakli-silliq funksiyaning Furye integraliga yoyilmasini toping. Furye
integrali uzilish nuqgtalarida ham yaqinlashishi uchun bu nuqtalarda
f(x) ni qanday aniqlash kerak?

Kofrsatma. Furye almashtirishni hisoblayotganda sinuslar ko‘-
paytmasini kosinuslar yig‘indisiga keltiring. f(x) funksiya &7 nug-
talarda uzilishga ega. 19.3.1 - teoremani qo‘llash magsadida, funk-
siyani bu nugtalarda (19.3.2) shartni qanoatlantiradigan qilib anig-
lang.
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6 - misol. Quyidagi

fla) — {cos:v, lz] <

0, lz| > 3,

B

Y

bo‘lakli-silliq funksiyani va uning hosilasini Furye integraliga yoyil-
masini toping.

Kofrsatma. Funksiyaning Furye almashtirishini hisoblashda si-
nus va cosinus ko‘paytmasini sinuslar yig‘indisiga keltiring. Hosi-
laning Furye almashtirishini 19.4.1 - tasdiq yordamida hisoblang.

7 - misol. Faraz qilaylik, f sonlar o‘qgida absolyut integrallanuv-
chi funksiya bo‘lib, ¢ > 0 bo‘lsin. Furye almashtirishidan foydalanib,
quyidagi

' —adly=—f(x), —oo<x<too

tenglamaning shunday yechimi topilsinki, uning o‘zi va ikkinchi tar-
tibgacha hosilalari R sonlar o‘qida absolyut integrallanuvchi bo‘lsin.
Ko‘rsatma. Tenglamaning ikki tomoniga Furye almashtirishini
go‘llang. So‘ngra ikkinchi hosila Furye almashtirishini hisoblashda
19.4.1 - tasdigqa keltirilgan natijadan foydalaning.
8 - misol. Agar % < a < 1 bo'lsa, quyidagi

sin(|x|®)

f([E): 1+ 22

funksiya Furye integraliga yoyilmasining absolyut va x € R bo‘yicha
tekis yaginlashishini ko‘rsating.

Kofrsatma. Berilgan funksiya 19.6.3 - teorema shartlarini gano-
atlantirishiga ishonch hosil qilib, shu teoremani qo‘llang.

9 - misol. Quyidagi
1
f(x)

3
= zeR
21 2 4 22 4 22,2 4 2,2 4 2.0 00 00 )

I+t + 25 + a5 +2io; + 2125 + w505 + r70503

funksiyaning Furye almashtirishini hisoblang.
Kofrsatma. Berilgan funksiyani
1 1 1
I+22 1423 1423

flx) =
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ko‘rinishda yozib olib, (19.2.9) formulani qo‘llang (formuladan keyin-
gi eslatmani hisobga oling).
10 - misol. Agar y(r) funksiya R™ da absolyut integrallanuvchi
va uzluksiz bo‘lsa,
ou Ou 0% 5u

— = —t=—=+ + =, eR” t>0,
ot ox? * o3 et dx2 v
tenglamani va

U(LE,O) - QO(LE), WS an

boshlang‘ich shartni qanoatlantiruvchi u(z, t) funksiya topilsin.
Ko‘rsatma. Tenglamada x bo‘yicha Furye almashtirishga o‘tib,
uni ¢ bo‘yicha oddiy diferensial tenglamaga keltiring.
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Trigonometrik qator deb, odatda, quyidagi

>

+ (ay cos kx + by, sin kx) (20.0.1)
k=1

a0
2

ko‘rinishda yoziladigan funksional qatorga aytiladi.

Agar (20.0.1) qator € R bo‘yicha tekis yaginlashsa, u holda
uning f(x) yig‘indisi sonlar o‘qida aniqlangan va 27w davrga ega
uzluksiz davriy funksiya bo‘ladi:

flx+2m) = f(x). (20.0.2)

Bunday holda, agar ax va by koeffitsientlarni bilsak, f funksiyani
nazariy jihatdan istalgan aniglikda topishimiz mumkin.

Fransiyalik matematik J.B. Furye istalgan 27 davrga ega funksi-
yani (20.0.1) trigonometrik gator ko‘rinishida yozish mumkin deb
faraz qilib, bu qator koeffitsiventlarini qator yig‘indisiga ko‘ra topish-
ning quyidagi usulini taklif gildi.

Avvalo shunga e’tibor beraylikki, istalgan n =0,1,2,... va m =
1,2,3, ... lar uchun

™ ™
/cosm@ cosmxdr — /sinm@ sinmxdr = 7 dpn;
e -7
™
/cosnw sinmzdr = 0 (20.0.3)

—T
tengliklar o‘rinli.
Bu yerda, odatdagidek, d,,, Kroneker delta-simvolini anglatadi:

1, agar n=m bolsa,
5nm - .
0, agar n#m bo'lsa.



232 Kirish

Agar [—m, 7| kesmada integrallanuvchi ikki f va g funksiya uchun
[ r@a@ e — o

tenglik o‘rinli bo‘lsa, ular ortogonal deyiladi va f L g kabi belgi-
lanadi.

(20.0.3) munosabat qaralayotgan trigonometrik funksiyalarning
juft-jufti bilan ortogonal ekanini anglatadi. Shu sababli quyidagi

1, cosx, sinzx, cos2x, sin2x,..., cosny, sinnz, ... (20.0.4)

ketma-ketlik trigonometrik ortogonal sistema deb nomlanadi.

Aytaylik, (20.0.1) qator T = [—n, 7| kesmada f(x) funksiyaga
tekis yaqginlashsin. U holda, cos nx ga ko‘paytirilgan qator ham tekis
yvaginlashadi va bunda

[e @]
f(x)cosnx = % cosnr + Z (ag cos kx + by sin ka) cosnx
k=1

tenglik bajariladi.

Tenglikning ikki tarafini [—m, 7] kesma bo‘yicha integrallab,
(20.0.3) munosabatlardan foydalanamiz. Natijada qatorning bitta
hadidan tashqgari barcha hadi nolga aylanadi:

/f(ac) cosnedr = /% cosnx dx +

+ Z /(a/yC cos kx + by sinkx) cosnrdr = a,7. (20.0.5)
k=1

—T
Demak,

™

1

Up = —/f(x) cosnxdx, n=20,1,2,.. (20.0.6)
T
-7
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E’tibor bering, (20.0.6) formula n = 0 da ham o‘rinli bo‘lib qol-
ishi uchun (20.0.1) yoyilmadagi ag koeffitsient 1/2 ga ko‘paytirilgan.

Xuddi yuqoridagidek, (20.0.1) qatorni endi sin na ga ko‘paytirib,
so‘ngra integrallasak, (20.0.3) ga ko‘ra,

1 i
b, = ;/f(ac) sinnrdr, n=1,23,.. (20.0.7)

tengliklarni olamiz.

Agar (20.0.1) qator koeffitsiyentlari ixtiyoriy haqiqiy son bo‘lmas-
dan, (20.0.6) va (20.0.7) formulalar orqali aniqlansa, u holda bunday
qator f funksiyaning Furye gatori deb, ag va by sonlarning o‘zi esa,
f(x) funksiyaning Furye koeffitsiyentlari deb ataladi. Bunda

>

flz) ~ % + (ay cos kx + by sin k) (20.0.8)
k=1

kabi yoziladi.

Bunday simvolik yozish qator koeffitsiyentlari (20.0.6) va (20.0.7)
tengliklarni ganoatlantirishini anglatadi. Lekin bundan qgator yaqin-
lashishi yoki gator yig‘indisi hagida hech gqanday xulosa kelib chig-
maydi.

20.0.1 - misol. (—m,7) intervalda

glx) =z, —w<zx<m, (20.0.9)

tenglik bilan berilgan g funksiyaning Furye qatorini topamiz.
Interval chegaraviy nuqtalarida bu funksiyani g(—n) = g(7) =0
tenglik bilan aniqlaymiz va 2x davr bilan sonlar o‘qiga davriy davom
ettiramiz.
Funksiya Furye koeffitsiyentlarini hisoblaylik. Kosinus-koeffitsi-
entlar, toglikka ko‘ra, nolga teng. Integral ostidagi funksiya juft
bo‘lgani sababli, sinus-koeffitsientlar uchun

™

2/ 2 sinkx — kxcoskx |*

by = — [ xsinkxdr = — 5 =
i i k 0
0
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2 (_1)k—1
? cos km I
tengliklar o‘rinli.
Demak, qaralayotgan funksiya Furye gatori

k:
x o~ 22 —r 0K em (20.0.10)

ko‘rinishga ega.

Furye gatorining matematik nazariyasidagi asosiy muammolar-
dan biri ganday funksiyalar uchun (20.0.8) Furye gatori unga yaqin-
lashishini aniglashdan iborat. Bu savolga javob qaysi turdagi yaqin-
lashish nazarda tutilayotganiga bog‘liq, ya'ni T = [—7, 7] kesmada
tekis yaginlashishmi, bu kesmaning har bir nuqtasida yaginlashish-
mi, o‘rtacha yoki o‘rta kvadratik yaqinlashishmi va hokazo (20.1-
rasm).

A
Y s
S3(x)

Si(x)

y=x

20.1-rasm

J.B. Furye uchun trigonometrik qatorlarini o‘rganish asosiy
magsad bo‘lmasdan, u bu gatorlarni issiglik tarqalish jarayonlarini



20-bob. Furye qatorlari 235

o‘rganishga qo‘lladi. Olimning bu yo‘nalishdagi "Issiglikning anali-
tik nazariyasi" nomli monografiyasi 1806 yili nashr qilindi. Keyin-
chalik Furye gatorlarining ko‘p xossalari fagat (20.0.3) munosabat-
larga bog‘liq ekani va ularning, (20.0.3) ga o‘xshash munosabatlarga
ega bolgan, har gqanday funksiyalar sistemasi uchun ham o‘rinli
ekani aniglandi. Boshgacha aytganda, Furye nazariyasini nafagat
trigonometrik qatorlarni o‘rganishga, balki, (20.0.3) munosabatlarga
o‘xshash xossalarga ega bo‘lgan, istalgan funksiyalar sistemasi bo‘yi-
cha gatorlarni o‘rganishga ham qo‘llash mumkin.

20.1-8. Furye qatorlari yaqinlashishining yetarlilik
shartlari

1. Furye gatorlarining yaqinlashish muammosini shartli ravishda
quyidagi ikki masalaga ajratish mumkin:

1) funksiya uchun uning Furye qatori yaqinlashishini ta’minlay-
digan shartlarni topish;

2) Furye qatorini biror ma’noda aynan yoyilayotgan funksiyaga
vaginlashishini isbotlagh.

Bunda (20.0.8) Furye qatori yaqginlashadi deganda uning

NE

(agcoskx + bpsinkx) (20.1.1)

k=1

gismiy yig’indilarining limiti mavjudligi tushuniladi.

Biz ikkinchi masalani o’rganishdan boshlaymiz, ya’ni ushbu band-
da istalgan integrallanuvchi f funksiyaning Furye qatori shu funksiya-
ga o’rta kvadratik yaqginlashishini ko‘rsatamiz.

Ushbu paragrafning keyingi bandida ixtiyoriy uzluksiz differ-
ensiallanuvchi funksiya Furye qatorining tekis yaqinlashishi isbot-
lanadi. Keltirilgan isbot gatorning qanday funksiyaga yaqinlashishi
haqgidagi savolga javob bermaydi. Ammo, ushbu bandda ikkinchi
masalaning o’rta kvadratik yaginlashish uchun hal bo‘lganini hisoh-
ga olsak, istalgan silliq f funksiya Furye qatorining aynan f funksiya-
ga tekis yaginlashishini ko‘ramiz.
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Eslatib o’tamiz, 10-bobda istalgan uzluksiz funksiyani quyidagi

P.(x) = cém + Z(c,im cos kx + d,im sin kx)
k=1

ko‘rinishdagi n-tartibli trigonometrik ko‘phadlar ketma-ketligi bi-
lan tekis yaginlashtirish mumkinligi haqgidagi Veyershtrass teoremasi
(10.6.3 - teoremaga qarang) isbotlangan edi, bu yerda cgcm va, d;cn) ix-
tiyoriy haqiqiy sonlar (biror funksiyaning Furye koeffitsienti bo‘lishi
shart emas).

Bu ko‘phadlar, umuman aytganda, Furye gatorining qismiy
yig’indilari bo‘lmagani uchun, bu tasdigdan Furye qatorlarining tekis
vaginlashishi kelib chigmaydi. Lekin, shunga qaramasdan, Veyersh-
trass teoremasi yordamida Riman bo’yicha integrallanuvchi istal-
gan funksiya Furye gatorining aynan shu funksiyaning o‘ziga o’rta
kvadratik yaqginlashishini ishotlash mumkin.

Keyingi mulohazalarimizda quyidagi oson tekshiriladigan tas-
dig muhim rol o’ynaydi: istalgan integrallanuvchi f funksiya va n-
tartibli ixtiyoriy P, trigonometrik ko‘phad uchun quyidagi

[ =S 1L B (20.1.2)

munosabat o‘rinli (20.6-§, llovadagi (20.6.18) formulaga qarang).
Bu munosabatdan ushbu

f - Pn - (f_Snf) + (Snf_Pn)

formuladagi gavs ichida turgan ifodalarning o‘zaro ortogonal ekani
kelib chigadi.
Agar ikki u(x) va v(x) funksiya ortogonal bo‘lsa,

/|u(m)j:fu(:v)|2d:v _ /|u(:v)|2dx + /|’U(x)|2dx

tenglik (Pifagor teoremasi) bajarilishini ko’rish giyin emas.
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Shunday ekan,

[ 7@ = Puto) e

= / |f(x) — S fx)Pda + / |5, f () — Po(@)|?de. (20.1.3)

Istalgan integrallanuvchi f funksiya va ixtiyoriy trigonometrik
P, ko‘phad uchun o‘rinli bo‘lgan bu ayniyat trigonometrik sistema
hagida muhim ma’lumot olishga imkon beradi.

Navbatdagi teorema funksiyalarni trigonometrik ko‘phadlar bi-
lan yaqginlashtirish nazariyasida asosiy rolni o’ynaydi.

20.1.1 - teorema. Faraz qilaylik, |—m, | kesmada integrallanu-
vehi iztiyorty [ funksiya bertlgan bo‘lsin. U holda n-tartibli istalgan
trigonometrik P, ko‘phad uchun

/\f(x)—snf(x)\de < /\f(x)—Pn(x)\Qdm (20.1.4)

tengsizlik o ‘rinli.

Isbot bevosita (20.1.3) ayniyatdan kelib chiqadi. B

(20.1.4) tengsizlikning ma’nosi shundan iboratki, unga ko‘ra istal-
gan integrallanuvchi f funksiyaga barcha n-tartibli ko‘phadlar ichi-
da o’rta kvadratik ma’noda eng yaqini bu funksiya Furye gatorining
Snf qismiy yig’indilaridir. Shu munosabat bilan, Furye gatorining
gismiy yig’indilari o’rta kvadratik ma’noda eng yaxshi yaginlashu-
vchi ko‘phadlar deb ataladi.

20.1.2 - teorema. |—m,n| kesmada integrallanuvchi har qan-
day funksiyaning Furye qatori shu funksiyaga |[—m, 7| kesmada o‘rta
kvadratik yaginlashadi:

n—ro0

lim /\f(x)—snf(x)\de _ (20.1.5)
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Isbot. 20.1.1 - teoremaga ko‘ra, [—m, 71| kesmada integrallanu-
vchi har gqanday f funksiyani istalgancha aniqglikda trigonometrik
ko‘phadlar bilan o‘rta kvadratik yaqinlashtirish mumkinligini ko‘r-
satish yetarli.

Buning uchun 17.1.3 - tasdigdan foydalanamiz. Bu tasdiqqa ko‘ra,
[—7, 7| kesmada Riman bo‘yicha integrallanuvchi 27-davriy istalgan
funksiyaga o’rta kvadratik yaginlashuvchi (17.1.16) tenglik bilan
aniglangan silliq f5(x) funksiyalarni ko‘rsatish mumkin. (17.1.17)
ta'rifga ko‘ra, har qanday f,(x) funksiya 27-davriydir.

10.6.3 - teoremaga asosan, har qanday 2n-davriy uzluksiz fp(x)
funksiyani [—, 7] kesmada tekis yaginlashuvchi, demak, o‘rta kvadratik,
P, (x) trigonometrik ko‘phadlar bilan approksimatsiyalash mumkin.

Shunday ekan, [—n, 7] kesmada Riman bo‘yicha integrallanuvchi
har bir 2r-davriy funksiyani P,(x) trigonometrik ko‘phadlar bilan
o'rta kvadratik yaginlashtirish mumkin. l

(20.1.2) munosabatdan

f - (f_Snf) + Snf

ayniyatning o’ng tomonidagi ikki had o‘zaro ortogonal ekani kelib
chigadi va shuning uchun

/If )P da /If — S f(@)Pdr + /|Snf Y? dae

tenglik o‘rinli.
Oxirgi integralni ortogonallikdan foydalanib hisoblasak,

i 9 n
/‘Snf(:v)Fd:v = ﬂ% + WZ(aieri)
o k=1

tenglikni olamiz.
Demak,

/\f(x)\de _ /\f(x)—snf(x)\de + w%g o>+ )
- - k=1

(20.1.6)
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(20.6-§, Ilovadagi (20.6.21) formulaga garang).

20.1.2 - teorema quyidagi muhim natijaga ega.

20.1.2 - teorema natijasi (Parseval tengligi). [—m, 7| kesma-
da integrallanuvchi istalgan ffunksiya uchun

2 s T
aO 2 2 o 1 9
2 ' ;(ak+bk) = ;/If(w)l dx (20.1.7)

tenglik o‘rinli.

Hagiqatan, (20.1.6) tenglikning o'ng tomonidagi integral, 20.1.2
- teoremaga ko‘ra, n — oo da nolga intilgani uchun biz (20.1.7)
tenglikka kelamiz.

20.1.1 - misol. 20.0.1 - misoldagi (20.0.9) funksiya uchun
Parseval tengligi

=1 72
> = = 5 (20.1.8)

tenglikni olamiz.
Eslatib o‘tamiz, 9 - bobda (9.6.17) tenglik bilan biz Riman zeta-
funksiyasini aniqlagan edik:

) = Yo
k=1

Shunday ekan, (20.1.8) tenglik ((2) = 72/6 ekanini anglatadi.

2. Hisoblash nuqtai nazaridan uzluksiz funksiyani o‘zining Furye
gatori bilan tekis yaqginlashtirish muhim ahamiyatga ega. Afsuski,
bu holda Furye qatorining qismiy yig’indilari eng yaxshi yaqinlashu-
vchi ko‘phad bo‘lmaydi. Xatto qismiy yig’indilar funksiyaga tekis
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yaginlashmasligi ham mumkin. Bunday holda funksiyvadan qo’shim-
cha ravishda silliglik talab qilishga to‘g'ri keladi.

Faraz qilaylik, f funksiya [—7, 7] kesmada uzluksiz differensial-
lanuvchi bo‘lib,

f=m) = f(m) (20.1.9)
davriylik shartini ganoatlantirsin.
U holda davriylilik shartidan f’(z) hosila uchun

/ f@yde = fx) - f(—m) = 0

tenglik kelib chigadi.
Demak, agar f hosilaning Furye qatori

(@) ~ % + Zakcosk:erﬁksink:m (20.1.10)
k=1

ko‘rinishga ega bo‘lsa, cig = 0 bo‘ladi.

Aytaylik, berilgan funksiyaning Furye qatori (20.0.8) ko‘rinishda
bo‘lsin. U holda f’ hosilaning Furye koeffitsientlari f funksiya Furye
koeffitsientlari bilan

ar =k - b, B =—Fk-ap, k=1,2,.., (20.1.11)

kabi bog'langan ho‘ladi.

Haqiqatan, bo‘laklab integrallab, integraldan tashqaridagi had-
larning davriylik shartiga ko‘ra nolga aylanishini hisobga olsak,
(20.1.11) dagi birinchi:

1 ™
T ;/f’(w)cosk::vdm =

T=T 1 n
/f(m)k:sink::vd:v = kb (20.1.12)

—T

= %f(ac) cos kx

+ —
T=—Tr n
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tenglikni hosil gilamiz. Keyingi tenglik ham xuddi shunday ko’rsa-
tiladi.
(20.1.11) tenglikka ko‘ra, f’(x) hosila uchun Parseval formulasini

> (ak + bRk /|f (2)|? da (20.1.13)
k=1

kabi yozish mumkin.
Aynan mana shu tenglikdan uzluksiz differensiallanuvchi funksiya
Furye gatorining tekis va absolyut yaginlashishi kelib chigadi.

20.1.3 - teorema. |-, n| kesmada uzluksiz differensiallanuv-
chi va davriylik shartini qanoatlantiruvchy ixtiyoriy funksiya Furye
qatori butun sonlar o’gida shu funksiyaga tekis va absolyut yagin-
lashadi.

Isbot. Teorema shartlari bajarilganda, f funksiyaning Furye
koeffitsientlaridan tuzilgan sonli gatorning absolyut yaqinlashishi-
ni ko‘rsatamiz, ya'ni

>

> (lagl +16xl) < +oo (20.1.14)
k=1

munosabatni o’rnatamiz.
Buning uchun o‘z-o‘zidan ko‘rinib turgan

1

< p212 L

< 2k,2 -
|ak| > ag + 4k2’

tengsizliklardan foydalansak,

D (larl +1Bel) = D (af + bR + Zk? (20.1.15)
k=1 k=1

bahoga ega bo‘lamiz.
Bu yerda o‘ng tomondagi har ikki qator yaqinlashadi. Birinchi
qator (20.1.13) Parseval tengligiga ko‘ra, hosila kvadratidan olingan
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integralga yaqinlashadi, ikkinchi gator yig‘indisi esa, 72/6 ga teng
((20.1.8) formulaga garang). Demak, chap tomondagi qator ham
yaqinlashadi, ya’ni (20.1.14) munosabat bajariladi.

Endi funksional gatorlar tekis yaqginlashishining Veyershtrass alo-
mati (10.7.6 - teoremaga garang) va

|ag coska + b sin kx| < |ax| + |bg]

bahodan (20.1.1) qismiy yig’indilar ketma-ketligining butun son-
lar o’qida absolyut va tekis yaqinlashishini ko‘ramiz. S, f(x) qismiy
yig’'indilar ketma-ketlikgining aynan f(x) ga yaqinlashishi 20.1.2 -
teoremadan kelib chiqadi. B

20.1.3 - misol. Ushbu

h(z) = 2%, —w<z<m, (20.1.16)

funksiyani sonlar o‘qiga 2r-davriy davom ettirib, Furye qatorini to-
ping.

Biz 20.0.1 - misoldan foydalanamiz. Avvalo shuni qayd etamiz-
ki, g(x) funksiya 20.1.2 - teorema shartini qanoatlantirgani uchun,
(20.0.10) qator g(x) funksiyaga [—m, 7| kesmada o’rta kvadratik
yaqinlashadi (20.2-rasm).

A ¥ y=x?

A S5(x)

-

20.2-rasm
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(20.1.16) tenglik bilan aniqlangan h(x) funksiyaning (—7, ) in-
tervaldagi hosilasi 2g(x) ga teng. Demak, (20.0.10) ga ko‘ra,

— 4~ Smkm . (20.1.17)
k—1

Bu gator o'rta kvadratik yaginlashgani sababli, uni hadma-had
integrallab,

hz) = C+ 42 ) £ km (20.1.18)

munosabatga ega bo‘lamiz, bu yerda C' biror o‘zgarmas son.
Oxirgi qator h(x) funksiyaga sonlar o‘qida absolyut va tekis
yaqinlashadi. Xususan, x = 7 nuqtada (20.1.18) tenglikka asosan,

cosk:7r =1 272
2 Z 1)k Z
k—1

Demak, intergallash koeffitsienti C' = 72/3 ekan. Shunday qilib,

(o)
k
2?2 — % kz kcos Y s<r<a (201.19)

1 - eslatma. Agar x = 0 bo‘lsa, (20.1.19) formulaga ko‘ra,

1 1 0 k 1 7.(.2
l—gtos— Z = 5 (20120)
k=1

2 - eslatma. Yuqoridagi mulohazalar nafaqat silliq funksiyalar
uchun, balki uzluksiz bo‘lakli-silliq funksiyalar uchun ham o‘rinli.
Bo‘lakli-silliq funksiya tushunchasi 19.3-paragrafda kiritilgan edi.
Eslatib o’tamiz, [—m, 7] kesmada bo‘lakli-silliq har qanday funksiya
shu kesmaning, oshib borsa chekli sondagi nuqgtalardan tashqari,
barcha nuqtalarida aniglangan hosilaga ega.
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Agar bo‘lakli-silliq f funksiya [—m, 7| kesmada uzluksiz bo‘lib,
(20.1.9) davriylik shartini qanoatlantirsa, uning Furye koeffitsient-
lari hosilaning Furye koeffitsientlari bilan (20.1.11) tenglik orqali
bog’langan ekanini ko‘rsatish qiyin emas. Shunday ekan, uzluksiz
bo‘lakli-silliq funksiyalar uchun ham (20.1.13) Parseval tengligi ba-
jarilar ekan.

Natijada navbatdagi tasdigni olamiz.

20.1.4 - teorema. |—7, 7| kesmada uzluksiz bo‘lakli-silliq va
davriylik shartini qanoatlantiruvchi ixtiyoriy funksiya Furye qatori
butun sonlar o’qgida shu funksiyaga tekis va absolyut yaginlashadsi.

Isbot (20.1.13) Parseval tengligiga asoslangan bo‘lib, 20.1.2 -
teorema isbotini so‘zma-so‘z qaytarishdan iborat.

20.1.3 - misol. w(zx) funksiyani |[—m, 7| kesmada

wix) = |z, - <z <m, (20.1.21)

tenglik bilan aniglab, uni sonlar o‘qgiga 27-davriy davom ettiramiz.
E’tibor bering, w(—=n) = w(n) = 7, yani (20.1.9) davriylik sharti
bajarilgani uchun bunday davom ettirish o‘rinli. Bu funksiya uzluk-
siz va bo‘lakli-silliq bo‘lgani sababli, 20.1.3 - teoremaga binoan,
uning Furye gatori sonlar o‘qgida shu funksiyaga absolyut va tekis
yaqinlashadi (20.3-rasm).

Ay
¥k
S5(x)

S3 (x)
S o (x)

/N

20.3-rasm

i
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3. Sinuslar va kosinuslar trigonometrik sistemalari.
19, Faraz qilaylik, 2r-davriy f funksiya juft bo‘lsin:

f(=x) = f(=). (20.1.22)

U holda uning barcha sinus koeffitsiyentlari nolga aylanib, Furye
qatori
ao bl
flz) = 5 + ; ay, cos kx (20.1.23)

ko‘rinishda ho‘ladi.

Buning teskarisini ham ko‘rsatish mumkin, ya’ni, agar biror 27-
davriy funksiyaning barcha sinus-koeffitsiyentlari nolga teng bo‘lsa
(ya'ni, Furye qatori (20.1.23) ko‘rinishda bo‘lsa), u holda bu funksiya
juftdir.

Juft funksiyaning (20.0.6) integraldan iborat kosinus-koeffitsi-
entlari, integral ostidagi ifoda juft bo‘lgani uchun, [0, 7] bo‘yicha
olingan integralning ikkilanganiga teng:

2 ™
ar = ;/f(w)cosk;wd:v, k=0,1,2,.. (20.1.24)
0

(20.1.23) tenglik har qanday juft funksiyaning quyidagi
1, cosx, cos2x, cos3ux, ... (20.1.25)

kosinuslar sistemast bo‘yicha Furye gatoriga yoyilishi mumkinligini
anglatadi.

(20.1.25) sistema [0, 7] kesmada ortogonal ekanini ko‘rsatish qiyin
emas:

m m

/cosm@cosm:vdw =0, /cosmwdw =0 n##m=1,23 ...
0 0

20.1.4 - misol. [0, 7| kesmada berilgan

flxy = m7—2, 0<ax<m, (20.1.26)
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funksiyani (20.1.25) sistema bo‘yicha Furye qatoriga yoying.
Furye koeffitsientlarni (20.1.24) formula bo‘yicha, bo‘laklab in-
tegrallab, hisoblaymiz:

™

2 2 _ ink k P
ak—/(ﬂ—x)cosk::vdx—~ {r—njdingm _
i T k k2 =0
0
_2 l-cosknr 2 1-(-D*
77‘(‘ k»2 - T 1{72 y
Demalk,
! 0 1,2,3
t -1 = =5 " 1\2 Q = = v
Bl S — 1jpr B = m=1,2,3,

Bundan tashqari,

20.4-rasm
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Eslatma. (20.1.27) qator f funksiyaning sonlar o‘qiga 2r-davriy
juft davomini beradi. Xususan, [—, 7| kesmada

7|z = g n r<z<m (20.1.28)

tenglik o‘rinli.
20, Xuddi shunga o‘xshash, agar 2r-davriy f funksiya toq bo‘lsa,
ya'ni

f(=z) = —f(@) (20.1.29)

bo‘lsa, u holda barcha kosinus-koeffitsientlar nolga teng bo‘lib, mos
Furye gatori

flx) = ibk sin ka (20.1.30)
k=1

ko‘rinishga ega bo‘ladi.

E’tibor bering, funksiya toq bo‘lgani uchun f(0) = 0, davriylik
shartiga ko‘ra esa, f(7) = 0.

(20.0.7) integral bilan aniqlangan sinus-koeffitsientlar uchun, in-
tegral ostidagi ifodaning toqligi sababli,

2 ™
b = ;/f(w)sink:wdw, k=1,2,3,.. (20.1.31)
0

tengliklar o‘rinli.
(20.1.30) tenglik har qanday toq funksiyaning quyidagi

sinz, sin2z, sin 3z, ... (20.1.32)

sinuslar sistemast bo‘yicha Furye qatoriga yoyilishi mumkinligini
anglatadi.

Oddiy hisoblash yordamida (20.1.32) sistemaning [0, 7| kesmada
ortogonal ekanini ko‘rsatish mumkin.

20.1.5 - misol. 20.1.4 - misolda f(x) = m—x tenglik bilan (0, 7)
intervalda aniglangan funksiyani (20.1.32) sistema bo‘yicha Furye
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gatoriga yoyamiz. Buning uchun funksiyani chegaraviy nuqtalarda
f(0) = f(r) = 0 deb aniglaymiz.

Furye koeffitsiyentlarini (20.1.31) formula bo‘yicha, bo‘laklab in-
tegrallab, hisoblaymiz:

™

b = %/(ﬂ—w)sinkzmdw =
0
2 [ (r—a)coskr  sinkx]TT 2
T k 2|,k
Demak,
n—x—2ismkm 0<z<m (20.1.33)
— 2~ 0sesw I

Bu tenglik, xuddi (20.1.27) kabi, o’rta kvadratik yaqinlashish
ma’nosida tushuniladi (bunda (20.1.33) tenglik har bir 2 € [0, 7] da
o‘rinli bo‘lishi shart emas).

20.5-rasm
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Eslatma. (20.1.33) qator f funksiyaning sonlar o‘qiga 2r-davriy
toq davomini beradi. Xususan, [—7, 7| kesmada

[e @] .
(m — |x]) - signe = 22 o —r<zx<m, (20.1.34)

tenglik o‘rinli.

E’tibor bering, (20.1.27) qator koeffitsiyentlari (20.1.33) qator
koeffitsiyentlariga nishbatan tezroq nolga intiladi. Bunga sabab shun-
daki, (20.1.27) qator uzluksiz bo‘lakli-silliq funksiyani, (20.1.34)
gator esa, nolda birinchi tur uzilishga ega bo‘lgan bo‘lakli-silliq
funksiyani aniglaydi. 20.1.3 - teoremaga ko‘ra, (20.1.27) qator
koeffitsientlari, (20.1.34) qator koeffitsiyentlaridan farqli o‘laroq, ab-
solyut yaginlashuvchi gator tashkil giladi.

4. Uzunligi 27 ga teng bo‘lgan ixtiyoriy kesmadagi Furye
qatorlari. Oddiy tekshirish ko‘rsatadiki, (20.0.4) trigonometrik sis-
tema nafaqat [—7, 7| kesmada, balki uzunligi 27 ga teng ixtiyoriy
kesmada, masalan, [0, 27| kesmada ortogonaldir. Kesmani tanlash,
odatda, trigonometrik gatorlar bilan yechiladigan masalaga bog‘liq.
Bunda Furye koeffitsiyentlari (20.0.6) va (20.0.7) larga o‘xshash
ko‘rinishga ega bo‘ladi. Masalan, [0, 27| kesma holida koeffitsientlar

27 2w
1 1
ap = —/f(w) cos kx dz, b = ;/f(w) sinkzdx (20.1.35)
0

T
0

kabi aniglanadi.
20.1.6 - misol. (0,27) intervalda

flz) = 2z, 0<ax<2m, (20.1.36)

tenglik bilan aniqlangan f(z) funksiyani qaraylik. [0,27] kesma
chekkalarida uni f(0) = f(2r) = « deb aniqlab, sonlar o‘qiga 27-
davriy davom ettiramiz. Ravshanki, hosil bo‘lgan funksiya bo‘lakli-
sillig bo‘lib, ¢, = 2mn, n = 0,41,+£2, ... nugtalarda birinchi tur
uzilishga ega.
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Davom ettirilgan funksiya Furye koeffitsiyentlari quyidagicha hi-
soblanadi:

2w

1 1 [asink e
ak—/wcosk;wdm— v x+c0s a =0,k=1,2,3,..
T T k k2 ],
0
7 1 22|72
ao—/wdm—— = 2,
T / T 2|,
2 r=27
1 . 1 rcoskr sinkx|T 2
bp=— [ xsinkxder = — |— + = ——,
T T k k2 .o k
J =
k=1,2,3,...
Demak, qaralayotgan funksiya Furye gatori
>, sin ka
r = T—2 Z T O<wz<om, (20.1.37)

ko‘rinishga ega.

E’tibor bering, bu qator xuddi shu funksiyaning [—, 7] kesmada-
gi yoyilmasidan farq qiladi ((20.0.10) formulaga garang).

5. |-, ] kesmada Furye qatorlari. Ko‘p muhim amaliy masa-
lalarni yechishda, 2w dan farqli biror 7" davrga ega bo‘lgan, davriy
funksiyalarni qarashga to‘g‘ri keladi. Shu munosabat bilan,

T . T 2mx . 27 drx . 3T
1, cos 7 smT, cos 7 sin , COS , sin 7
(20.1.38)
funksiyalar ketma-ketligini olaylik. Bu funksiyvalardan har biri davriy
bo‘lib, davri T = 2! ga teng.
Agart = ﬂl—m almashtirish bajarsak, bu sistema [—, 7] kesmada

ortogonal bo‘lgan (20.0.4) sistemaga keladi. Bundan chiqdi, (20.1.38)
sistema |—[, ] kesmada ortogonaldir.
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[, l] kesmada integrallanuvchi istalgan f funksiya Furye qatori

fla) = % + ;akcosmeerksink%m (20.1.39)

ko‘rinishga ega bo‘lib, Furye koeffitsientlar uchun

(20.1.40)
tengliklar o‘rinli.
20.1.7 - misol. (—/,[) intervalda

fl) =z, —l<z<l, (20.1.41)

tenglik bilan aniqlangan f(x) funksiyani qaraymiz. |—[, /| kesmaning
chekkalarida uni f(—l) = f(I) = 0 deb aniqlab, sonlar o‘qiga 2!
davr bilan davriy davom ettiramiz. (20.2.58) formula bo‘yicha Furye
koeffitsiyentlarini hisoblab, davom ettirilgan funksiyaning Furye qa-
torini olamiz:

xr =

R~

* —1)k-1
3 ( 13; sin k”lm . —r<r<m  (20.1.42)
k—1

1 - eslatma. Bundan buyon biz trigonometrik qatorlarni [—, 7|
kesmada qaraymiz. Bunda olingan natijalarni, koordinatalarni su-
rish va cho‘zish yordamida, ixtiyoriy kesma uchun ko‘chirish mumkin.

2 - eslatma. Furye ilk bor o’rnatgan ixtiyoriy silliq funksiyani,
xattoki grafigini "qo’lning erkin harakati bilan"(libera manu duc-
ta) chizish mumkin bo‘lgan funksiyani ham, trigonometrik qator
ko‘rinishida yozish imkoniyati mavjud matematik qarashlarga teska-
ridek ko‘rindi. Furyening bu kashfiyoti matematikadagi funksiya,
integral, yaqginlashish kabi bir gator fundamental tushunchalarini
gayta ko'rib chigishga majbur qildi va to’plamlar nazariyasi yaratil-
ishining sabablaridan biri bo‘lib xizmat qildi.
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20.2-§. Furye qatorlari yaqinlashishining lokal
shartlari

1. Dirixle yadrosi. Yuqorida Furye gatorlarining sonlar o‘gida
absolyut va tekis yaginlaghishi uchun yetarli shartlar o‘rnatildi. Ush-
bu paragrafda ixtiyoriy nuqtada yaqginlashish uchun, shu nuqta-
ning istalgancha kichik atrofidagi funksiya silliqligiga bog‘liq bo‘lgan
shartlar olamiz. Buning uchun hiz avval gismiy yig‘indilarni, argu-
mentlar ayirmasiga bog‘liq maxsus yadrolik integral operator ko‘ri-
nishida yozib olamiz.

Shu magsadda Dirizle yadrosi deb ataluvchi,

D2 Z cos ka (20.2.1)

N | —

funksiyani kiritaylik.
Bu tenglikda x ni x—y ga o‘zgartirib, ikki argument ayirmasining
kosinusi uchun formulani qo‘llaymiz:

z”: cosk(x —y) =

Dp(x —

| =

n
+ Z (coskx cosky + sinkx sinky) .
k=1

N | —

Endi oxirgi tenglikning ikki tarafini f(y) ga ko‘paytirib, [—m, 7]
kesma bo‘yicha integrallaymiz:

™

%/Dn(x—y)f(y)dy = %/f(y)dy+

—T

+ Z coskx - — /f cos kydy + sin kx - /f(ac) sinkydy | =

k=1 i
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a = .
— ?O + ; (ag coskx + by sinkx) = S, f(x)

(biz Furye koeffitsiyentlari uchun (20.0.6) va (20.0.7) formulalardan
foydalandik).

Shunday qilib, Furye qatori qismiy yig‘indilari uchun quyidagi
1 i
Suf(x) = — [ Dale —y)fw) dy (202.2)

integral ko‘rinishga ega bo‘ldik.
Dirixle yadrosini soddaroq ko‘rinishga keltirish magsadida, istal-
gan z #£ 1 kompleks son uchun orinli bo‘lgan,

n
1—2z

k=1

ayniyatdan foydalanamiz. Agar z = ¥ # 1 desak, ayniyat

n 1— ei(nJrl)gp

§ : ik
e -
1—e¥w

k=0

ko‘rinishga keladi.
Bundan, haqiqiy gismni ajratib, quyidagi muhim munosabatni

olamiz:
1
1 n sin (n + 5) %,
- + coskp = ———=F—.
2 ; 2 sin%

Chap tomon, (20.2.1) ta’rifga binoan, Dirixle yadrosidir. Demalk,

o) sin (n + %) x

T s
2sin —
2

0< |z <. (20.2.3)
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E’tibor bering, bevosita (20.2.1) ta’rifdan D, (0) =n + 1/2 va

%/Dn(m) de = 1 (20.2.4)

tengliklar kelib chigadi.

Agar (20.2.3) formulani tahlil qgilsak, Dirixle yadrosini n — oo
dagi asimptotasining bosh qismi xuddi Furye almashtirishdagi yadro
kabi ekanini ko‘rish mumkin ((19.2.3) formulaga qarang).

20.2.1 - tasdiq. Dirizle yadrosi 0 < |x| < 7 da

i 1
Dp(x) = smmn:v + ¥(x)sinnr + 5 cosn (20.2.5)

ko ‘rinishga ega bolib, bu yerda y(x) [—n, 7| kesmada uzluksiz biror
Sfunksiyadir.

Isbot. (20.2.3) dagi gavsni ochib, yig‘indi sinusi formulasidan
foydalansak,

. x .
sinnx cos ) + cosnx sin — x 1
Dp(x) = T = —ctg §~sin nw + 5 cosn

2sin = 2
SlIl2

tenglikka kelamiz.
Talab gilingan (20.2.5) tenglikni olish uchun quyidagi

1 x 1
= —ctg— — — 0 <
@) = jetgs -~ 0<ll<m

belgilashni kiritib, ¥(0) = 0 deb aniqlaylik.

Bu funksiyaning uzluksizligini ko‘rsatamiz. Trigonometrik funk-
siyalari xossalaridan ¥ ning [—m,0) va (0,7] yarim intervallarda
cheksiz differensiallanuvchi ekani kelib chiqadi. Shunday ekan, ¥ ni
x = 0 nuqtada uzluksizlikka tekshirish yetarli.

Kotangensni kasr ko‘rinishda yozib, surat va maxrajga Teylor
formulasini qgo‘llaymiz:

xX
1 cos o 1+ O(x? 1 1
gt —2 o LROWD Ly op) =Ly o),
2sin 5 2 [E + O(:E?’)} € €
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Demak, ¥ (x) = O(x), ya’'ni bu funksiya nolda uzluksiz va bun-
dan chiqdi, [—m, 7] kesmada ham uzluksizdir.l

1 - eslatma. Teylor yoyilmasida ko‘proq had olib, 1(x) funksiya
nolda istalgan tartibli hosilaga egaligini ko‘rsatish mumkin. Demak,
qaralayotgan funksiya [—m, 7| kesmada aslida cheksiz differensial-
lanuvchi bo‘lar ekan.

2 - eslatma. (20.2.5) formuladan foydalanish maqgsadida,
(20.2.2) integral ko‘rinishda y — 2 = t almashtirish bajarish qulay
bo‘ladi. Qizig'i shundaki, bunda integrallash oralig‘i o‘zgarmaydi.
Chunonchi, quyidagi sodda tasdiq o‘rinli:

istalgan x € R va [—m, 7] kesmada integrallanuvchi har qanday
g funksiya uchun

Ttz ™
9y)dy = /g(t) dt (20.2.6)
-tz -7

tenglik o‘rinli.
Hagigatan, integralning to‘plam funksiyasi sifatida additivligiga
ko‘ra (6.2.2 - teoremaga qarang),

71 gy dy = ]T gy)dy + ]g(y) dy + 719@) dy .
—nx —mta -7 w

(20.2.6) tenglikni olish uchun birinchi va uchinchi integrallar
ishorasi bilan farq qilishini ko‘rsatish yetarli. Birinchi integralda z =
y + 27 almashtirish bajarib, g funksiyaning 27-davriyligini hisobga
olsak, talab qgilingan tenglikni olamiz:

]T g(y)dy = /7T gz —27)dz = /7T g(z)dz = — 719(2) dz .
—mta i e J

Endi (20.2.2) integralda y — x = t almashtirish bajarib, (20.2.6)
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formulani qo‘llasak,

Snflx) = %/Dn(t)f(:ert) dt (20.2.7)

tenglikka kelamiz.

2. Furye qgatori va integraliga yoyilmalarining baravariga
yaginlashishi. Ushbu bandda (20.1.9) davriylik shartini ganoat-
lantiruvchi va [—7, 7] kesmada Riman bo‘yicha integrallanuvchi
funksiyalarning Furye gatorlari o‘rganiladi.

Bunda bizning asosiy qurolimiz qismiy yig'indining (20.2.7) in-
tegral ko‘rinishi bo‘ladi. Yaqinlashish bo‘yicha natijalar olish uchun
bizga trigonometrik integrallarning nolga intilishi haqidagi 19.1.4 -
tasdiq (Riman-Lebeg lemmasi) kerak bo‘ladi. Eslatib o’tamiz, bu
tasdiqda integral ostidagi funksiya [—m, 7] kesmadagi biror nug-
ta atrofida chegaralanmagan bo‘lishi ham mumkin. Bunday funk-
sivadan olingan integral ikkinchi tur xosmas integral ma’nosida tu-
shuniladi (§6.6 ga qarang). 19.1.4 - tasdiq o‘rinli bo‘lgan funksiyaga
misol sifatida

fw - (T o<kl s
0, x =0,

funksiyani olsa bo‘ladi, bu yerda 0 < v < 1.
Biz bu tasdigning quyidagi kuchliroq holidan ham foydalanamiz.
20.2.2 - tasdiq (Riman-Lebeg lemmasi). Faraz gilaylik, ¥
funskiya |[—m, 7] kesmada chegaralangan va integrallanuvchi bo ‘Isin.
U holda, shu kesmada Riman bo‘yicha integrallanuvchi ixtiyoriy 27 -
davriy | funksiya uchun, x € [—m, «w| bo‘yicha tekis ravishda

n—ro0

lim / flx +H)Y(t) cosntdt = 7}1_)120 / flz+)Y(t)sinntdt =0

(20.2.8)
tengliklar o‘rinli.
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Isbot. Har ikkala integral uchun tasdiq bir xilda ishotlanadi.
Masalan, birinchisini isbotlaylik. Buning uchun

lim sup /f(:ert)z/J(t)cosntdt =0

n— o0 |$|§7T

tenglikni ko‘rsatish yetarli.
Agar bu tenglik bajarilmasa, shunday ¢ > 0 son va ng va xj €
[—7, 7| ketma-ketliklar topiladiki, ular uchun

/f(wk + () cosnytdl] > eo (20.2.9)

baho orinli bo‘ladi. Boltsano-Veyershtrass teoremasiga ko‘ra, xp
ketma-ketlik biror x¢ € [—m, 7] songa yaqinlashadi deyish mumkin.
Endi

/f(:vk + t)w(t) cosnptdt = /f(mo + t)w(t) cosngt dt +

™

+ /[f(wk + 1) — f(wo + )] (t) cosmit dt

-7
desak, shartga ko‘'ra 1 chegaralangan bo‘lgani uchun, ya’ni
|¥(t)] < M munosabatga ko‘ra,

/f(:vk + H)w(t) cosnptdt] < /f(moth)z/J(t)cosnktdt +

+ M/ |z +t) — fao +1)| di.

O‘ng tarafdagi birinchi integral £ — oo da, 19.1.4 - tasdiqqa
asosan, nolga intiladi, ikkinchi integral esa, 19.1.2 - tasdiqqa ko‘ra
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(bu tasdigni qo‘llashdan avval f funksiyani |—2m, 27| kesmadan
tashqariga nolga teng qilib davom ettirish kerak), nolga intiladi.
Shunday qilib, chap tarafdagi integral nolga intilar ekan, bu esa, o'z
navbatida, (20.2.9) tengsizlikka ziddir.l

Riman-Lebeg lemmasi yordamida qismiy yig‘indilarning (20.2.2)
formulasini tadqiq uchun qulayroq ko‘rinishga keltirish mumkin.

20.2.3 - tasdiq. Faraz qilaylik, 2w-davriy f funksiya [—m, 7|
kesmada Riman bo ‘yicha integrallanuvchi bo‘lsin. U holda [ funksiya
Furye qatorining qismiy yig‘indisi uchun x € [—m, | bo‘yicha tekis
ravishda

n .
Suf(x) = l/Smtmﬁf(gcw) dt + o(1), n—oo, (20.2.10)

™
-

tenglik o‘rinli.
Isbot. (20.2.7) integral ko‘rinishdan foydalanamiz. 20.2.1 - tas-
digqa ko‘ra,
1 f sinnt
Snf(x) = —/ T Jardi+

™
-

+ %/f(ert)z/J(t)sinntdt + %/f(ert)cosntdt.

—T

Endi oxirgi ikki integral, Riman-Lebeg lemmasiga binoan, nolga
intilishini qayd etish yetarli.ll

Furye qatorlari va integrallarining yaqinlashishini o’rganayot-
ganda funksiyaning Furye qatori va Furye integralining ayirmasi
tekis ravishda nolga intilishidan foydalanish mumkin. Quyida biz
mana shu tasdiqni asoslaymiz.

Aytaylik, [—m, 7| kesmada integrallanuvchi f funksiya berilgan
bo‘lsin. Bu funksiyaning butun sonlar o’qi R ga davriy davomini
vana [ harfi bilan belgilaylik. Bundan tashqari,

fle) — {f<x>, agar || <2,

(20.2.11)
0, agar |x| > 2,
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funksiyani kiritaylik. Bu funksiyani f ning butun sonlar o’qi R ga
finit ravishdagi davomi deymiz.

Ravshanki, fi(x) sonlar o’qida absolyut integrallanuvchi funk-
sivadir. Uning Furye almashtirishi

&) 2w
fi) = / fol) e do = / f(x) e du

—2m

ko‘rinishga ega.
Bu funksiya Furye integralining

A
DA© = o [ R@ei
Y

qismiy integralini qaraymiz ((19.2.2) formulaga garang).
Bevosita 19.2.1 - teoremadan |[—m, | kesmadagi barcha x lar
uchun

™

1 in A\t
Lfulz) — ;/S”; flettydt+o(1), A= +oo, —r<a<m,

munosabat kelib chigadi.
Hagiqatan, bunga ishonch hosil gilish uchun (19.2.4) formulada
d = 7 deb,

Ll +t) = fle+t), —rm<z<rm, -—-rw<t<m,

tenglik [—m, 7] kesmadagi barcha x va ¢ lar uchun o‘rinli ekanini
e’tiborga olish yetarli.

Xuddi 20.2.2 - tasdigning isboti kabi, (20.2.12) munosabatning
ham « € [—m,n] bo’yicha tekis ravishda bajarilishini isbotlash
mumkin.
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Agar A natural son bo‘lsa, (20.2.12) munosabat

™

1 innt
Inf*(x);/suln flz+t)di+o(l), n— 400, —w<a<m,
-

(20.2.13)

ko‘rinishga keladi.

Endi (20.2.13) va (20.2.10) formulalarni taqqoslasak, quyidagi
muhim natijaga ega bo‘lamiz.

20.2.1 - teorema. |—m, 7| kesmada integrallanuvchi ixtiyoriy
[ funksiya Furye qatorining (20.2.10) qismiy yig’indisi bilan bu
funksiyaning (20.2.11) formula orqali aniqlangan finit ravishdagi
davomi fv funksiya Furye integralining (20.2.13) qismiy integrali
ayirmasi |—m, 7| kesmada tekis ravishda nolga intiladi.

Isbot bevosita (20.2.13) va (20.2.10) formulalardan kelib chiqa-
di. H

Shunday qilib, ikki yoyilmaning, ya’'ni Furye integrali va Furye
gatorining yaqinlashish shartlarini o’rganish o’rniga, bu yoyilmalar-
dan faqat bittasini yaqginlashishini o’rganish yetarli.

19-bob natijalariga suyangan holda, Furye gatorlari uchun ham
xuddi Furye integrallari uchun isbotlangan tasdiglar o‘rinli dey-
ishimiz mumkin. Xususan, quyidagi lokallaghtirish prinsipi o‘rinli:

20.2.2 - teorema (Riman lokallashtirish prinsipi). Faraz
qilaylik, 2n-davriy  fi(x) wva folx) funksiyalar |[—m, 7| kesma-
da integrallanuvchi bo‘lsin. Agar biror A C |—7, x| intervalda bu
funksiyalar o‘zaro teng bo‘lsa, w holda bu funksiyalar Furye gqator-
larining qismay yig‘indilari uchun ixtiyoriy [a,b] C A kesmada x
bo‘yicha tekis ravishda

Sn(mvfl) - Sn(mvf2) - 0(1)7 1 — 00,

munosabat o‘rinli.
Lokallashtirish prinsipi quyidagini anglatadi: Furye qatori qis-
miy yig‘indilarining biror nuqta atrofida o‘zini qanday tutishi beril-
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gan funksiyaning shu nugtani istalgancha kichik atrofidagi silligligi-
ga bog‘liq. Boshgacha aytganda, biz funksiyani, absolyut integral-
lanuvchiligini saglab qgolgan holda, ko‘rsatilgan atrofdan tashqarida
istalgancha o‘zgartirsak ham, gismiy yig‘indilarning shu nuqtadagi
asimptotasi cheksiz kichik migdor aniqligida o‘zgarmay qoladi.

3. Berilgan nuqtada Furye qatori yaqinlashishining Hol-
der sharti. Yuqorida qayd etilganidek, Furye gatorlari uchun ham
xuddi Furye integrallari uchun isbotlangan tasdiglar o‘rinli. Shun-
day bo‘lsada, Furye integrallari va Furye qatorlari hagidagi boblarni
bog'ligsiz ravishda o‘gishni ta’minlash magsadida, Furye qatorlari
vaginlashishining yetarli shartlarini quyida asoslab beramiz.

Aytaylik, f funksiya 27-davriy bo‘lib, [—7, 7] kesmada integral-
lanuvchi bo‘lsin. Bunday funksiya Furye qatorining biror « € [—m, 7]
nuqtada yaqinlashish masalasini o‘rganayotganda (20.2.10) formula
asosiy rolni o‘ynaydi.

Avvalo shuni aytish kerakki, (20.2.10) formuladan gismiy yig‘in-
dilar va berilgan funksiya farqi uchun, x € [—n, 7] bo‘yicha tekis
ravishda bajariluvchi, quyidagi

Spflx)—f(x) = %/f(erti—f(w) sinntdt+o(1), n— +oo,

(20.2.14)
asosiy formula kelib chigadi.
Asosiy formula, xuddi (19.2.5) formula holidagidek, quyidagi

iy nm
1 sinnt 2 sinu
—/ dt—/ du = 1+ o0(l), n— +oo,
T t T U

—T 0

munosabatning natijasidir.

E’tibor bering, (20.2.14) tenglik sonlar o‘qining barcha nuqtasi-
da aniqlangan 27-davriy hamda [—7, 7] kesmada integrallanuvchi
bo‘lgan istalgan f funksiya va sonlar o‘qining har qanday = nuqtasi
uchun o‘rinli.
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Eslatib o‘tamiz, agar shunday M, a va § musbat sonlar topilsaki,
|t| < & shartni qanoatlantiruvchi barcha ¢ lar uchun

|fle+1t) = fl)] < Mt (20.2.15)

baho bajarilsa, biz f funksiyani x € R nuqtada Holder shartini
ganoatlantiradi degan edik.

20.2.3 - teorema. Agar 2n-davriy f funksiya |—7, 7| kesmada
absolyut integrallanuvchi bo‘lib, x € |—m, 7| nugtada Holder shartini
qanoatlontirsa, u holda bu funksiya Furye qatori shu nuqgtoda funksi-
yaning o ‘ziga yoginlashadi:

Jim S, f(x) = f(2). (20.2.16)

Isbot. Faraz qilaylik, f funksiya x € [—m, 7] nuqtada (20.2.15)
Holder shartini qanoatlantirsin. (20.2.14) formuladan foydalanish
magqsadida, g(t) funksiyani |t| < § lar uchun

fl@+1) - fx)
t

g(l) =

tenglik bilan va § < [t| < 7 da esa, nolga teng deb aniglaymiz. U
holda (20.2.14) tenglik
1 i
Spflx)—flx) = - /g(t) sinntdt + o(1), n— +oo, (20.2.17)
ko‘rinishga keladi.
(20.2.15) shartga ko‘ra,

lg()] < M-t |t <o,

ya'ni g(t) funksiya nolda integrallanuvchi maxsuslikka ega. Shunday
ekan, Riman-Lebeg lemmasiga ko‘ra (19.1.4 - tasdiqqa garang),
(20.2.17) ning o‘ng tarafidagi integral nolga intiladi.l

20.2.1 - misol. |-, 7| kesmada

falr) = (7*=2?)*, —w<a<m, (20.2.18)
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ko‘rinishga ega bo‘lgan 2r-davriy fa(x) funksiyani qaraylik.

Agar 0 < o < 1 bo'lsa, bu funksiya har bir nugtada « ko‘rsatkich
bilan Holder shartini qanoatlantiradi. Bundan chiqdi, 20.2.3 - teore-
maga binoan, f, funksiya Furye qatori sonlar o‘qining har bir nug-
tasida funksiyaning o‘ziga yaginlashadi.

4. Bo‘lakli-sillig funksiyalar Furye qatorlarining yaqinla-
shishi. Garmonik tahlil tadbiglarida bo‘lakli-silliq funksiyalar asosiy
rolni o‘ynagani sababli, bunday funksiyalarning Furye qatorlarini
o‘rganish muhimdir.

Eslatib o’tamiz: agar 2w-davriy f funksiya berilib, shunday

P={-7m1=c0<ca<..<cp=r1} (20.2.19)

bo‘linish topilsaki, bunda har bir (cx—1,cx) intervalda f funksiya
[ck—1, cr| kesmada uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lgan biror funksi-
ya bilan ustma-ust tushsa, u holda bu funksiya bo‘lakli-silliq deyi-
ladi.

Shunday qilib, bo‘lakli-silliq funksiya har bir intervalda chekli
sondagi uzilish nuqtaga ega bo‘lishi mumkin va bunda barcha uzilish
nuqtalari birinchi tur bo‘ladi. Chunonchi, agar ¢ € [—r, 7] uzilish
nuqta bo‘lsa, quyidagi bir tarafli limitlar mavjud bo‘ladi:

+0) = i + "(c+0) = i "(c£h). (20.2.2
f(c£0) h;ggof(c h),  f(c£0) h;griof(c h). (20.2.20)
Agar t > h > 0 kattaliklar yetarlicha kichik bo‘lsa, u holda f

funksiya [c+h, c+1] kesmada differensiallanuvchi bo‘ladi va Lagranj
formulasiga ko‘ra, biror £ € [¢ + h, ¢ + t] uchun

flett) = flet+h) = [ —h)

tenglik bajariladi.
Bundan chiqdi, |f/(£)] < M tengsizlikka ko‘ra,

[fle+t) = flet+h)] < Mt
Endi ikki tarafni £ ga bo‘lib, A — 0 + 0 desak, quyidagi

flet+t)— f(c+0)
t

< M, t>0, (20.2.21)
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muhim bahoni olamiz.
Xuddi shu usulda navbatdagi

fle+ 1) = fe=0)
t

< M, t<0, (20.2.22)

bahoni ham isbotlash mumkin.

(20.2.21) va (20.2.22) baholar bo‘lakli-silliq funksiya Furye qato-
rining uzilish nugtalarida yaginlashishini ko‘rsatish imkonini beradi.
Isbot navbatdagi sodda lemmaga asoslanadi.

20.2.1 - lemma. Agar x bo‘lakli-silliq funksiya uzilish nugtasi
bo‘lsa, u holda

lim —/Siimf(xﬂ) dl = %f(erO) (20.2.23)

tenglik o‘rinli.
Isbot. Dirixle ko‘paytuvchisi uchun (17.2.48) tenglikdan foyda-

lansak,
i

1 .
_/smnt & -
T t

munosabatga ega bo‘lamiz.
Bu munosabatga ko‘ra,

sinntdt —

1 7Tf(:chrt)—f(achO)
EO/ ¢

™

l/smt”tf(xﬂ)dt - %f(xﬂ)) + o(1).

T
0
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Chap taraf, (20.2.21) bahoga asosan, chegaralangan funksiya-
ning sinus-koeffitsientidan iborat va Riman-Lebeg lemmasiga ko‘ra,
n — oo da nolga intiladi. Demak, o‘ng taraf ham nolga intiladi va
bundan chiqdi, (20.2.23) tenglik bajarilar ekan.ll

Eslatma. Xuddi shu singari, (20.2.22) bahodan foydalanib, bo‘-
lakli-silliq funksiya uzilish nuqtasida

mll/kﬁmf@+wﬁ%ﬂx—m (20.2.24)

tenglik bajarilishini ko‘rsatish mumkin.

20.2.4 - teorema. Istalgan bo‘lakli-silliq 2nw-davriy [ funksiya-
ning Furye qatori har bir x € R uzilish nuqtaside yaginlashadi va
bunda

ao
2

(ag cos kx + by sinkx) = Jx+0)+ [(z=0) (20.2.25)

* 2

NE

T

1

tenglik bajarilads.
Isbot. (20.2.10) tenglikni ikki integral yig‘indisi qilib yozamiz:

0 m
1 [ sinnt 1 [ sinnt
&J@);/Gﬂnf@+®ﬁ+;/$ﬂnf@+®ﬁ+dnmw+w.
- 0

O‘ng tarafdagi integrallar mos ravishda (20.2.23) va (20.2.24) ga
teng limitlarga ega. Demak, (20.2.25) tenglik o‘rinli:

i S _ L@@ =0)

n—oo 2

Eslatma. Odatda, bo‘lakli-silliq funksiya uzilish nugtasida anig-
lanmagan bo‘lib, o‘rganilayotgan masalaga garab aniglanishi mum-
kin. Masalan, funksiya qiymatini ¢ uzilish nuqtasida f(c+0) ga (bu
holda funksiya o‘ngdan uzluksiz deyiladi) yoki f(c—0) ga teng qilib
(bunda funksiya chapdan uzluksiz deyiladi) aniglash mumkin.
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20.2.4 - teorema funksiyani uzilish nugtasida aniqglashning gar-
monik tahlil nuqtai nazaridan eng yaxshi usulini beradi. Chunonchi,

foy = L0+ fe=0
desak, 20.2.3 - va 20.2.4 - teoremalardan navhatdagi tasdiq kelib
chigadi:

agar 27 davriy bo‘lakli-silliq [ funksiya uzilish nugtalarida
(20.2.26) shartni qanoatlantirsa, uning Furye qatori sonlar o‘qining
har bir nugtasida shu funksiyaga yaginlashadi va bunda uzilish nug-
talarini o‘z ichiga olmagan istalgan kesmada yaginlashish tekisdir.

20.2.2 - misol. [—7, 7] kesmada 27-davriy ¢(x) funksiya

(20.2.26)

o(x) = (1 i |> signy = %(ﬂ' — |z|) - signa (20.2.27)

tenglik bilan aniglangan bo‘lsin.
Uning Furye qatori, (20.1.34) formulaga ko‘ra, quyidagi ko‘ri-
nishga ega:

| 2 = sink
(1 ~ ﬂ) signe — = S MBM L ca<n (20.2.28)
T T k

¢ funksiya bo‘lakli-silliq bo‘lib, 2 = 0 uzilish nuqtasida (20.2.26)
shartni qanoatlantiradi. 20.2.4 - teoremaga ko‘ra, (20.2.28) qator
¢(x) funksiyaga sonlar o‘qining har bir nuqtasida yaqinlashadi va
bunda zp = 27k, k € Z, nuqtalarga ega bo‘lmagan har bir kesmada
vaginlashish tekisdir.

(20.2.28) gatorning

>1|w

n .
gismiy yig‘indilarini batafsilroq o‘rganamiz.

Agar Dp(x) (20.2.1) tenglik bilan aniglangan Dirixle yadrosi
bo‘lsa, u holda

2 @ 2 1
& = —Zcosk:ac = —Dpx) — —
T s s
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tenglik o‘rinli. Tenglikni integrallasak, quyidagi

X
T

2 x
Spo(x) = — Dy(y) dy —
7.(- O/

munosabatni hosil gilamiz.
Demak, 20.2.1 - tasdiqga ko‘ra,

x

Snblz) — 2 / Siny”y dy + O(x).

T
0

Ofzgaruvchini almashtirsak, bu munosabat

nT

Spp(z) = % / Sitﬂdt + O(x) (20.2.29)
0

ko‘rinishga keladi.

(20.2.29) va (19.3.12) formulalarni taqqoslab, (20.2.27) bo‘lakli-
silliq funksiya Furye qatorining qismiy yig‘indilari va (19.3.7) bo‘lakli-
sillig funksiya Furye integralining qismiy integrallari = 0 uzilish
nuqtasi atrofida o‘zini bir xil tutishini ko‘rishimiz mumkin. Bundan
chigdi, Furye integrallari kabi, bo‘lakli-silliq funksiya Furye qgatori
uchun ham uzilish nuqtasi atrofida Gibbs hodisasi o‘rinli ((19.3.15)
formulaga qarang). Bu degani, yoyilayotgan funksiya |¢(xz)| < 1
shartni qanoatlantirsada, uning Furye qatorining qismiy yig‘indilari
xn, = w/n da "sakrashga"ega:

i

. ™ 2 sint

0

Shuni aytish kerakki, ushbu hodisa avval aynan Furye gatorlari
uchun aniglangan edi. Bu hodisaning to‘la tavsifi ingliz matematigi
Henri Uilbraxam magqolasida keltirilgan bo‘lib (1848), ellik yildan
so‘ng Amerikalik matematik J. Gibbs tomonidan qayta kashf gilin-
gan.
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Eslatma. 1872 yilda nemis matematigi P. Dyubua-Reymon Fur-
yve qatori biror nugtada uzoqlashuvchi bo‘lgan uzluksiz funksiyaga
misol keltirdi. Ammo yana ancha vaqtgacha bunday nuqgtalar to‘p-
lami ganchalik katta bo‘lishi no‘malum bo‘lib qoldi.

1915 yilda Rossiyalik matematik N.N. Luzin kvadrati bilan Lebeg
bo‘yicha integrallanuvchi har qanday funksiya Furye qatori shu funk-
siyaga, o‘lchovi nolga teng to‘plamdan tashqari, barcha joyda yaqin-
lashadi degan gipotezani o‘rtaga tashladi. Eslatib o‘tamiz, agar
FE C R to‘plam umumiy uzunligini istalgancha kichik gilish mumkin
bo‘lgan sanoqli sondagi intervallar oilasi bilan qoplansa, uning o‘l-
chovi nolga teng deyiladi.

1966 yilda Shvetsiyalik matematik L. Karleson Luzin gipoteza-
si to‘g‘ri ekanini isbotladi. Karleson teoremasidan, xususan, istal-
gan uzluksiz funksiya Furye gatori unga deyarli barcha nuqtalarda
vaginlashishi kelib chigadi, ya’ni Furye qgatori uzoqlashadigan nug-
talar to‘plami, oshib borsa, o‘lchovi nolga teng to‘plam bo‘ladi.

20.3-§. Furye qatorlarining regulyar usullar bilan
jamlanishi

1. O‘rta arifmetiklar yoki Chezaro usuli. Yuqorida uzluk-
siz funksiya Furye qatori ba’zi nuqtalarda uzoqlashishi mumkinligi
gayd etilgandi. Boshgacha aytganda, ba’zi nuqtalarda funksiyani
yagqinlashuvchi Furye qatori ko‘rinishida yozish mumkin emas. Am-
mo, matematik fizikaning ko‘pgina masalalarini Furye taklif gilgan
usul bilan yechishda, funksiyaning Furye qatoriga yoyilmasi bo‘yicha
uning har bir nuqtadagi giymatini aniglash muhimdir. Bu masala-
ning istalgan 2w-davriy uzluksiz funksiya uchun yechimini o‘rta
arifmetiklar usuli beradi.

f funksiya Furye qatorining birinchi (n+1) ta qismiy yig‘indilari-
ning o‘rta arifmetik qiymatini

ol f) = — l;skﬂx) (203.1)

simvol bilan belgilaymiz.
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(20.3.1) o‘rtachalar birinchi tartibli Chezaro o‘rtachalari deb
ham ataladi.

(20.3.1) o‘rtachalar uchun integral ko‘rinish topamiz. Buning
uchun Dirixle yadrolari o‘rta arifmetiklarini

Fa@) = —— 3 Do) (20.3.2)

ko‘rinishda belgilaymiz.
(20.3.2) o‘rtachalar Feyer yadrosi deb ataladi. (20.3.2) ta'rif va
(20.2.2) tenglikka ko‘ra,

%/Fn(x—y)f(y)dy = nil > %/Dk(x—y)f(y)dy =
e k=0 "
= T 2 @) = ),

Shunday qilib, (20.3.1) o‘rta arifmetiklar uchun quyidagi

™

- B = sy (20.3.3)

T

O'n(mv f)

-7

integral ko‘rinishga ega bo‘lamiz.
E’tibor bering, (20.2.4) tenglikka ko‘ra,

17 IR 1 &
;/Fn(ac)d:v = o Z ;/Dk(w)da@ = o Z 1 = 1
k=0 " 7. k=0
(20.3.4)
(20.3.2) Feyer yadrosini qulayroq ko‘rinishga keltirish uchun,
(20.2.3) tenglik va undan kelib chiquvchi quyidagi

-7

1
4sin25~Dk(x) = 2sin§~sin <k+ 5) x = coskxr — cos(k+ 1)z
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ayniyatdan foydalanamiz.
Agar bu tengliklarni £ bo‘yicha noldan n gacha yig‘ib chigsak,
o‘ng tarafdagi hadlar o‘zaro gisqaradi:

n

1
45in? % . ZDk(x) — 1 — cos(n + 1)z = 2sin? w
k=0
Bu tenglikni (20.3.2) ta’rif bilan taqqoslab,
1
1 Sin2 7(71 z )m
Fala) = —— s (20.3.5)

2

tenglikni olamiz.

20.3.1 - tasdiq. Feyer yadrosi 2w -davriy uzluksiz funksiya bo ‘lib,
u quyidagt zossalarga ega:

1) istalgan x € R uchun

Fo(z) > 0 (20.3.6)

1 / Fo(z)de — 1: (20.3.7)

-7

3) 0 < a < 7w intervaldagi istalgan o uchun, F, = {x : a <
|2| < 7} to‘plamda tekis ravishda,

Fo(z) -0, n— oo, (20.3.8)

munosabat o‘rinli.

Isbot. 1) va 2) shartlar bevosita (20.3.5) va (20.3.4) formulalar-
dan kelib chigadi.

Agar o < |z| < 7 bo'lsa, (20.3.5) ga ko‘ra,
SIC) , buyerda C(a)= % . (20.3.9)
ntl 2 sin? 5

Fo(x) <
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Demak, 3) shart ham bajarilar ekan.ll

Natija. Feyer yadrolari delta-simon ketma-ketlik tashkil qiladi
(10.6 - paragrafning 1 - bandidagi ta’rifga qarang).

Navbatdagi tasdiq uzluksiz funksiyalarning trigonometrik Furye
qatorlarini jamlash nazariyasida asosiy rolni o‘ynaydi.

20.3.1 - teorema (Feyer). Istalgan uzluksiz 2m-davriy f funk-
siya uchun, x € |[—m, w| bo‘yicha tekis ravishda,

FLUN n+1 ZSkf f(@) (20.3.10)

tenglik o‘rinli.

Isbot bevosita 10.6.1 - teorema va Feyer yadrolari delta-simon
ketma-ketlik ekanidan kelib chigadi.

Eslatma. Chezaro o‘rtachalari ma’lum Furye qatori bo‘yicha
funksiya giymatlarini tiklashda muvaffagiyatli foydalaniladi. E’tibor
bering, (20.3.3) integral ko‘rinish va Feyer yadrosi musbat bo‘lga-
nidan,

min f(r) < on2,f) < max f(x)

—n<r<w —n<e<lmT

baho kelib chiqadi. Bu bahodan ko‘rinib turibdiki, o‘rta arifmetiklar
usuli Gibbs hodisasini va u sababli hosil bo‘ladigan Furye gatori
tadbiglaridagi xatoliklarni bartaraf qiladi.

2*, Abel usuli. Furye qatorlarini jamlashning yana bir usuli
N. Abel nomi bilan bog‘liq bo‘lib, u quyidagi

Apf(x) = 6120 + Tgrlrio Z (ag cos ka + by sin ka) rF
k=1

limitni hisoblashdan iborat.
[—7, 7] kesmada integrallanuvchi istalgan 27-davriy f funksiya
uchun uni Furye gatorining Abel o‘rtachalarini kiritamiz:

L) . k
A flz) = 5 + ; (ag cos kx + by sin kx) r". (20.3.11)
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Abel o‘rtachalari uchun integral ko‘rinish topish magsadida

o0
1 —r2

1

k

krx = —- 20.3.12
+;rcos v 2 1—2rcoszx + r? ( )

N =

tenglikdan foydalanamiz.
Istalgan 0 < r < 1 va barcha x € R uchun o‘rinli bo‘lgan bu
tenglik 9 - bobda isbotlangan edi ((9.1.15) formulaga qarang).
(20.3.12) tenglikning o‘ng tarafidagi funksiya Puasson yadrosi
deb ataladi va

1 —r?

1
2 1 —2rcosx | r2

P(r,x) = (20.3.13)

deb belgilanadi.
(20.3.12) formulada x ni x — y ga o‘zgartirib, ayirma kosinusi
formulasidan foydalanamiz:

1 [e @]
Plryx—y) = 5 Z Feosk(x —y) =
k=1
1 [e @]
=5 + r*(cos kx cos ky + sinkxsinky) , 0<r < 1.

E’tibor bering, 0 < r < 1 da oxirgi qator x va y parametrlar
bo‘yicha tekis va absolyut yaginlashadi. Shunday ekan, tenglik ikki
tarafini f(y) ga ko‘paytirib, [—=, 7| kesma bo‘yicha integrallaymiz:

= [ Pra—prwy = 5 [ fwdy v

+Z7° coskx - —/f )cosky dy + sinkx - —/f ) sin ky dy
k=1

a - .
— ?O + Z (akcoskx+bk51nk$)7°k = A f(2).
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Bundan chiqdi, Abel o‘rtachalari uchun quyidagi integral ko‘ri-
nish o‘rinli ekan:

Af@) = © / Plra—y) f(y)dy .

—T

Agar y — x = t almashtirish bajarib, f funksiya davriyligini va
P(r,t) yadroning ¢ o‘zgaruvchi bo‘yicha juftligini hisobga olsak,
i

1
Afl) — © / Plrt) f(x + 1) di (20.3.14)
T
-7
tenglikni olamiz.
20.3.1 - lemma. Iztiyoriy r € R va —7 <t < 7 uchun

2
1—2rcost+7° > — (20.3.15)
v
bakho o‘rinli.
Isbot. Chap tarafdagi ifodani g¢(r,t) bilan belgilaylik. Agar
w/2 < |t| < 7 bo'lsa, cost < 0 tengsizlik o‘rinli. Demak, ¢ ning
bunday giymatlari uchun (20.3.15) baho o‘z-o0‘zidan ko‘rinib turibdi:

t2

q(r,t) = 1+2r|cost|+r? > 1 > —-
s

Agarda |t| < 7/2 bo‘lsa, (20.3.15) baho quyidagicha ko‘rsatiladi:

20\? _ 12
q(r,t) = (r —cost)® +sin®t > sin?t > (—) > —. 1
T T
Abel o‘rtachalarini o‘rganayotganda navbatdagi tasdiq asosiy
rolni o‘ynaydi.
20.3.2 - tasdiq. (20.3.13) Puasson yadrosi uzluksiz 27-davriy
Sfunksiya bo‘lib, u quyidagi xossalarga ega:
1) ixtiyoriy t € R wa 0 < r < 1 uchun

P(r,t) > 0; (20.3.16)
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2) quyidagi tenglik o‘rinli:

™

1
—/P(r,t) dt = 1 (20.3.17)
T
—7
3) 0 < a < 7 intervaldagi ixtiyoriy o uchun, Eo = {t @ a <
|t| < 7} to‘plamda tekis ravishda,

P(r,t) >0, r—1-0, (20.3.18)

munosabat o ‘rinli.

Isbot. 1) (20.3.16) tengsizlik bevosita (20.3.13) formuladan kelib
chigadi.

2) Agar f(x) = 1 bolsa, (20.3.11) ta'rifga ko‘ra, A, f(z) = 1.
Shunday ekan, (20.3.14) da f(x) = 1 deb, talab qgilingan (20.3.17)
tenglikni olamiz.

3) (20.3.13) ta’rif va (20.3.15) bahoga ko‘ra,

1 (A+rd-r) 5 (1—=7)
_. < 7 .
2 1—2rcost+r2 — 12

P(r,t) =

Demak, o < [t| <7 va 0 < r < 1 lar uchun

2
Plr,x) < Ca(1—7r), buyerda Cy = %. (20.3.19)
Bundan (20.3.18) shartning ¢ € F, bo‘yicha tekis bajarilishi
kelib chigadi.l
Eslatma. 20.3.2 - tasdiq, aslida, P(r,z) Puasson yadrosi r —
1 — 0 da delta-simon oilani tashkil qgilishini anglatadi. Bundan 27-
davriy ixtiyoriy uzluksiz funksiyani o‘z Furye qatorining Abel o‘rta-
chalari bilan tekis yaginlashtirish mumkinligi darhol kelib chiqa-
di. Bunda hiz, xuddi 20.3.1 - teorema isbotidagi singari, 10.6.1 -
teoremani qo‘llab, v, — 1 — 0 da tekis yaqinlashishga ega bo‘lamiz,
so‘ngra, limit giymatning Koshi va Heine ta’riflari teng kuchli bo‘lga-
ni sababli (11.2.2 - teoremaga qarang), »r — 1 — 0 da talab gilingan
tekis yaginlashishni olamiz.
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Shunday qilib, quyidagi tasdiq o‘rinli:
20.3.2 - teorema. 2w-davriy istalgan uzluksiz [ funksiya uchun
x € |—7, | bo‘yicha tekis ravishda

ag . S : ko
5 + Tgrlrio ; (agcoskx + by sinkx)r® = f(z)  (20.3.20)

tenglik o‘rinli.

20.3.1 - misol. Faraz qilaylik, Q ixtiyoriy ikki o‘lchovli soha
bo‘lib, u 9€2 Jordan egri chizig‘i bilan chegaralangan bo‘lsin. Bu
sohada, matematik fizikada nihoyatda muhim rol o‘ynovchi, Dirizle
masalasini qaraymiz. Bu masala, € ochiq sohada garmonik va =
QU 09 yopiq sohada uzluksiz bo‘lgan, shunday u(x) funksiyani to-
pishdan iboratki, bu funksiya chegarada f(s) qiymatni qabul qilsin,
ya'ni

2 2
Aulx) = g—;%Jrg—;g =0, x€Q; u(s)= f(s), s €.
(20.3.21)

Berilgan f chegaraviy funksiya 02 egri chiziqda uzluksiz deb
faraz qilinadi.

Q = {x € R? : |z| < 1} birlik doira bo‘lgan maxsus holda
Dirixle masalasini yechishning sxemasini keltiramiz.

Ma’lumki, (r,¢) qutb koordinatalarida f chegaraviy funksiya
© burchakning 27-davriy uzluksiz funksiyasi bo‘ladi. Bu funksiyani
Furye gatoriga yoyamiz:

ao

f(@)szr

NE

(ag cos ki + by sin k). (20.3.22)

T
I

2 birlik doirada wu(r, ¢) funksiyani

u(r,p) = D4 Z r* (a cos ky -+ by, sin k) (20.3.23)

2 k=1
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tenglik bilan aniglaymiz.

E’tibor bering, bu funksiyva f chegaraviy funksiya Furye qatori-
ning Abel o‘rtachalari bilan ustma-ust tushadi.

(20.3.23) qatorning har bir hadi garmonik funksiya bo‘lib, ikki
marta differensiallangan qator » < 1 da tekis yaginlashishini ko‘rsa-
tish qiyin emas. Demak, u funksiya €} doirada garmonik, ya’ni bu
doira ichida Laplas tenglamasini qanoatlantiradi.

20.3.2 - teoremadan esa, bu funksiyaning doira chegarasidagi
limit qiymati f(p) ga teng ekani kelib chiqadi. Shuning uchun u
funksiyani, uzluksizligini saqlagan holda, € ochiq sohadan Q =
QU 09 yopiq doiraga davom ettirish mumkin. Demak, (20.3.23)
tenglik bilan aniglangan u funksiya birlik doirada (20.3.21) Dirixle
masalasini yechimidir.

Eslatma. Qaralgan misolda maxsus soha sifatida doira tanlani-
shi bejiz emas. Chunki kompleks argumentli funksiyalar nazariyasi-
da isbotlanganidek, Jordan egri chizig‘i bilan chegaralangan har
ganday yassi sohani birlik doiraga shunday homeomorf akslantirish
mumkinki, bunda har bir garmonik funksiya yangi o‘zgaruvchilarda
ham garmonik bo‘lib qoladi. Dirixle masalasini doirada yechib, teskari
akslantirish qo‘llasak, biz masala yechimini boshlang‘ich sohada ola-
miz. Bundan chiqdi, birlik doirada Dirixle masalasini yechilishi bu
masalaning yassi sohalarning keng sinfi uchun ham yechilishiga olib
keladi.

20.4-§8. Furye qatorlarining kompleks shakli

1. Ushbu paragrafda biz sonlar o‘qida aniglangan 2r-davriy va
kompleks giymat qabul giluvchi funksiyalarni, yami f(x) = fi(x) +
if2(x) ko‘rinishdagi funksiyalarni qaraymiz, bu yerda fi(x) funksi-
yalar [—m, 7] kesmada integrallanuvchi funksiyalardir.

Navbatdagi

er(z) = k=0,+1,42, ... (20.4.1)
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funksiyalarning cheksiz ketma-ketligi [—, 7| kesmada xuddi (20.0.3)
singari ortogonallik shartini qanoatlantiradi. Hagigatan,

™

i
, g 1 i
kx — fo—
(ekseg) = o [ e™e™dn = %/eu DT dye = ;.
—m -7
[—7, 7] kesmada integrallanuvchi ixtiyoriy f funksiyaning (20.4.1)
sistema bo’yicha Furye gatorini quyidagicha yozamiz:

flz) = Z cpet, (20.4.2)

bunda ¢ sonlar Furye koeffitsiyentlari deb atalib,
_ ! ] F@)e= " dy (20.4.3)
Cp — o RN

ko‘rinishga ega.
Eslatma. Agar [—7, 7] kesmada integrallanuvchi f funksiya fagat
haqiqiy giymatlar qabul qgilsa, uning Furye gatorini

a0

f@) = 5+

) (ax cos kx + by, sin kx) (20.4.4)

NE

T

1

ko‘rinishda yozgan edik. Bu qatorini (20.4.2) kompleks shaklda ham
yozish mumkin. Hagiqgatan, sinus va kosinuslar uchun Eyler formu-
lasidan ((10.9.37) formulaga qarang) foydalanib, quyidagi

ez’kx T e—z’km ez’kx _ e—ikm

agcoskxr + by sinkr = ag 5 + by 5 —

1 . 1 . . .
= §(ak—ibk)e““J + §(ak+ibk)6_’kx = cpe* e e (20.4.5)
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talab gilingan natijani olamiz, bunda kompleks ko‘rinishdagi Furye
koeffitsientlari
. ak—ibk 7ak‘|“ibk

= C_
Ck 2 ) k 2

kabi aniglanadi.
Aksincha, agar haqiqiy funksiyaning Furye qatori (20.4.3)
kompleks shaklida berilgan bo‘lsa, (20.4.5) tengliklar va

(k>1), o= % (20.4.6)

ar = ¢k +c—g, b =1i(ck —c—g) (20.4.7)

formulalar yordamida uni oddiy (20.4.4) shaklga olib kelish mumkin.
(20.1.1) ta'rifga o‘xshash, (20.4.3) Furye qatorining gismiy
yig‘indilart deb quyidagi

Spf(x) = Z cpete (20.4.8)

yig‘indiga aytamiz.

Xuddi (20.1.1) formula kabi, (20.4.8) n-qismiy yig‘indiga ham
ortogonal sistemaning (2n + 1) ta elementi kiradi.

(20.4.3) kompleks Furye qatori uchun quyidagi Parseval tengligi
o‘rinli:

S Jerl? = %/|f(:v)|2dm. (20.4.9)

k=—c0

2. Ushbu bandda funksiya va uni hosilasining kompleks shaklda-
gi Furye qatorlari o‘rtasidagi bog‘liglikni o‘rganamiz. Bunda, cj lar
f funksivaning Furye koeffitsiyentlari ekaniga urg‘u berish magsa-
dida, ularni cg(f) simvol bilan belgilaymiz.

Aytaylik, 2r-davriy f(x) funksiya Riman bo‘yicha integrallanuv-
chi f'(x) hosilaga ega bo‘lsin. Hosilaning cg(f’) Furye koeffitsientla-
rini bo‘laklab integrallash yordamida hisoblaymiz (davriylik sharti-
ga ko‘ra, integraldan tashqari hadlar nolga aylanadi):

ce(f) = %/f’(aa)e_ik”J dr = il{:%/f(ae)e_ik”J de = ik ep(f).
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Bu jarayonni davom ettirib, navbatdagi tasdiqga ega bo‘lamiz.

20.4.1 - tasdiq. Faraz qilaylik, [ funksiya |—m, 7| kesmada
m —1 ta uzluksiz hosilaga ega bo‘lib, m-tartibli hosilasi shu kesmada
integrallanuvchi bo‘lsin. Agar f va uning birinchi m — 1 ta hosilasi
quyidagt

SO = fO(=7), j=0,1,...,m—1. (20.4.10)
davriylik shartint ganoatlantirsa, u holda, istalgan k € Z uchun

ce(f™) = (ik)"ew(f) (20.4.11)

tenglik bajariladi.
Natija. 20.4.1 - tasdiq shartlari ostida quyidagi Parseval tengligi
o‘rinli:

0 lerl? k™ = /If 2)|? da. (20.4.12)

k=—c

(20.4.12) tenglik funksiya silligligi oshgan sari uning Furye koef-
fitsientlari tezroq nolga intilishini anglatadi. Bu tasdigning teskarisi
ham o‘rinli ekanini, ya'ni Furye koeffitsientlar qanchalik tez nolga
intilsa, funksiya shuncha sillig bo‘lishini ko‘rsatish mumkin.

20.4.2 - tasdiq. Faraz qilaylik, |[—m, 7| kesmada integrallanuvchi
[ funksiya Furye koeffitsiyentlari biror natural m bilan

> el 1B™ < 400 (20.4.13)

k=—c0

shartni qanoatlantirsin.

U holda f funksiya R sonlar o‘qida m marta uzluksiz differensi-
allanuvchi bo‘ladi.

Isbot. (20.4.13) shart chap tomondagi sonli qatorning yaqinlashi-
shini anglatadi. Bundan chiqdi, Veyershtrass alomatiga asosan,

>

Z (ik)™cpe® (20.4.14)

k=—c
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funksional gator sonlar o‘qida absolyut va tekis yaqinlashadi. 20.4.1
- tasdiqqa ko‘ra, (20.4.14) qator f funksiya Furye qatorini m marta
formal ravishda differensiallash natijasidir. Bu gator yaqginlashgani
sababli, 10.7.4 - teoremaga ko‘ra, f funksiya m-tartibli uzluksiz hosi-
laga ega.ll

Eslatma. Odatda, 20.4.2 - tasdiq (20.4.12) tenglik bilan birga-
likda qo‘llaniladi. Buni navbatdagi misolda ko‘rishimiz mumkin.

20.4.1 - misol. Faraz qilaylik, barcha k = 0, +1, +2, lar uchun
{pr} chegaralangan kompleks sonlar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin.
[—7, 7| kesmada integrallanuvchu har bir f funksiyaga, Furye qatori

Bf(x) = Z pcr( fete (20.4.15)

k=—c0

ko‘rinishga ega bo‘lgan, Bf funksiyani mos qo‘yuvchi B akslan-
tirishni qaraymiz. Boshqacha aytganda, barcha &k indekslar uchun
ck(Bf) = prer(f) tenglik bajarilsin.

Shunday eng katta W[—mr, 7] sinfni topiish talab qgilinadiki, bun-
da istalgan f € W|—mx, ] uchun B f funksiya mavjud va ikki marta
uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lsin.

20.4.2 - tasdiq va (20.4.12) tenglikka ko‘ra, W [—, 7| sinf sifatida
m = 3 uchun 20.4.1 - tasdiq shartlarini ganoatlantiruvchi barcha
funksiyalar sinfini olishimiz mumkin. Haqgiqatan, har bir bunday f
funksiya uchun

k=—c

> ler(HPKS = L 1" (2)|? da
21

tenglik o‘rinli. Bu tenglik va

—_

lex(DIK* = lex(DIE® o7 < le(HIPRS +

bahoga ko‘ra,
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Boshqa tarafdan, {ur} ketma-ketlik chegaralanganligi sababli,
lee(Bf)| < Mlcg(f)|. Demak,

[e @] [e @]
> ler(Bf)] < +oo, > ler(BS)I-EI? < +oo. (20.4.18)
k=—o00 k=—0c0
(20.4.18) dagi birinchi gator yaqinlashgani sababli, (20.4.17) qa-
tor yig‘indisi korrekt aniqlangan va u 2w-davriy uzluksiz funksiyadir.
Ikkinchi qator yaqginlashishidan esa, 20.4.2 - tasdiqqa ko‘ra, (20.4.17)
funksiyaning ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi ekani kelib chi-
gadi.
{pr} ketma-ketlikka misol sifatida

,uk(t) - eitk27 LeR,

ketma-ketlikni olaylik. U holda |ug| < 1 bo‘ladi. Shunday ekan,
istalgan f € W|—m, 7] uchun

W, t) = Y ep(f)etErike (20.4.19)

k=—c0

funksiya x € R bo‘yicha ikki marta uzluksiz differensiallanuvchidir.
Bu funksiva ¢ € R bo‘yicha ham bir marta uzluksiz differensial-
lanuvchi. Oddiy hisoblash ko‘rsatadiki, { bo‘yicha birinchi hosila va
x bo‘yicha ikkinchi hosila

R
ot Ox?
tenglik bilan bog‘langan. Bundan tashqari, ¥(z,0) = f(x).

Shuni aytish joizki, (20.4.20) munosabat kvant mexanikasining
asosiy tenglamasi - Shredinger tenglamasining sodda variantidir.

(20.4.20)

20.5-§. Karrali Furye qatorlari

1. Ushbu paragrafda ko‘p o‘lchovli R” fazosidagi trigonometrik
Furye qatorlari hagida umumiy ma’lumotlar beriladi. Asosiy o‘rga-
niladigan ob’ekt har bir argumenti bo‘yicha 27-davriy va n o‘lchovli
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T = {x eR" : —7 < z; < 7}

kubda Riman bo‘yicha integrallanuvchi kompleks qgiymatli funksi-
yalardir.

Eslatib o‘tamiz, barcha butun sonlar to‘plamini Z bilan belgila-
gan edik. Z" simvol bilan R™ dagi butun sonli panjarani belgilaymiz,
yani k € Z" degani k = (ki,k2,....k,) bo'lib, k; € Z ekanini
anglatadi.

Odatdagidek, k € Z™ va x € R™ elementlarning skalyar ko‘payt-
masi

kx = kixy+ koo + ... + knxn (20.5.1)

tenglik bilan aniqlanadi.
Har bir argumenti bo‘yicha 27-davriy bo‘lgan

ep(z) = (2m)M2eT (20.5.2)

funksiyalar sistemasi xuddi (20.0.3) singari ortogonallik shartini
ganoatlantiradi.

T” da integrallanuvchi istalgan f funksiyaning (20.5.2) sistema
bo‘yicha Furye qatori

fla)y = D fre™ (20.5.3)

keZn

ko‘rinishga ega bo‘lib, bunda f. Furye koeffitsiyentlari
fo = (@) / Fa)e= ik do (20.5.4)
T’ﬂ

kabi aniglanadi.
Agar (20.5.2) funksiyalarni

) eiklxl eikzxz eiknfn
(27T)—n/2 ezkx _ ) o
V2m /27w V2T

kabi ko‘paytma ko‘rinishida yozib olsak, har bir ko‘paytuvchi uchun
(20.4.9) Parseval tengligi o‘rinli ekanini ko‘ramiz. Demak, 20.6.2 -
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teoremaga asosan, ularning ko‘paytmasi uchun ham quyidagi nati-
jalar o‘rinli (20.6.1 - teoremaga ham qarang):

20.5.1 - tasdiq. T" da integrallanuvchi istalgan [ funksiya
Furye qatori unga o‘rta kvadratik yoginlashadsi.

20.5.2 - tasdiq. T" da integrallanuvchi istalgan [ funksiya
uchun Parseval tengligi o‘rinli:

D AP = : /If(w)Ide. (20.5.5)
Tn

fin (2

2. Karrali Furye gatorlarining navbatdagi xossasi qismiy hosilali
differensial tenglamalarni yechishda qo‘llaniladi.

20.5.1 - teorama. Agar [ funksiya va uning D; f hosilasi T" da
integrallanuvchi va 2m-davriy bo‘lib, D; f hosila Ox; o‘qqa parallel
bo‘lgan ixtiyoriy kesmada integrallanuvchi bo‘lsa, u holda ularning
Furye koeffitstyentlari

(D = (ikj) fe (20.5.6)

tenglik bilan bog‘langan bo lads.
Isbot. Agar z; dan boshqa o‘zgaruvchilarni tayinlab, —7 <
x; < 7 kesmada bo‘laklab integrallasak,

f ik, ikjay |97 : f ko
[ Distre ooy = gyt by [ e da,
kA Tj=—T kA
tenglikka ega bo‘lamiz.
Bu tenglikni boshqga o‘zgaruvchilar bo‘yicha integrallab, integ-

raldan tashgari hadlar nolga aylannishini hisobga olsak, talab qilin-
gan tenglikni olamiz:

(D; e = / Dif(x)e™* dx = ik; / fl@)ye ™ dy = ik;f. W
Tr T
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1 - natija. Agar 2w-davriy [ funksiya T yopiq kubda uzluksiz
differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda quyidagi Parseval tengligi o ‘rinli:

SRR = G [ 9@ da, (20.5.7)

2mn
i (2m)"

n

Eslatma. T" yopiq kubda 27n-davriy f funksiyaning uzluksiz
differensiallanuvchiligi barcha D;f hosilalarning kub ichida uzluk-
siz bo‘lib, chegarada esa, D; f hosilaning kub ichidan limit qiymati-
ga teng bo‘lgan bir tarafli hosilalar mavjudligini anglatadi. Bunday
ta’rifda, funksiyaning o‘zi har bir x,, o‘zgaruvchi bo‘yicha

J@, = @], . dm=12,..n, (20.5.8)

davriylik shartlarini qanoatlantirsada, ammo D; f hosilalar bu shart-
larni gqanoatlantirmasligi mumkin.

2 - natija. Agar 2w-davriy f funksiya R™ fazoda uzluksiz diffe-
renstallanuvchi bo‘lib, T™ yopiq kubda tkki marta uzluksiz differensi-
allanuvchi bo‘lsa, u holda unga Laplas operatori ta’sirining Furye
qatort

Af(x) = = |k fre™ (20.5.9)

kezn

ko‘rinishga ega. Bunda quyidagt Parseval tengligi o‘rinli:

1
SRR = o [ 18S@) da. (20.5.10)
(2m)n

keizm Tr

Eslatma. Agar 27-davriy [ funksiya R™ fazoda uzluksiz diffe-
rensiallanuvchi bo‘lsa, u T™ kub chegarasida ham differensiallanuvchi
bo‘ladi. Ya'ni, har bir z,, o‘zgaruvchi bo‘yicha davriylik sharti ba-
jariladi:

Djf(x)\xm:_w = Djf(x)\mmzw, i,m=1,2,..,n. (20.5.11)

Lekin, 2 - natija shartida ikkinchi hosilalar T" chegarasida bir
tomonli ma’noda tushunilgani uchun, ular davriylik shartini qanoat-
lantirishi shart emas.
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3. Ko'p o‘zgaruvchili holda istalgan funksiya Furye qatorining
vaginlashish muammosi bir o‘zgaruvchili holga nishatan ancha mu-
rakkabdir. Bu murakkablik karrali qatorlar qismiy yig‘indilarini tan-
lashda xilma-xillikning ko‘pligidanoq seziladi. Eng ko‘p uchraydigan
qismiy yig‘indilar to‘g‘ri to‘rthurchakli va sferik qismiy yig‘indilardir.

To‘g‘ri to‘rtburchakli qismiy yig‘indilar m = (m1, ma, ..., My)
vektor bilan aniglanib,

Smf(x) = Z Z Z fklkzmknei<k1$1+k2$2+m+knzn)

|k1|<ma [ka<ma [kn|<my
(20.5.12)
ko‘rinishga ega, bu yerda m; lar natural sonlardir.
Agar istalgan £ > 0 olganda ham shunday N topilsaki,

mi >N, ma >N, ..., mp >N
shartlarni ganoatlantiruvchi barcha m vektorlar uchun

S f(2) = f(2)] < ¢

tengsizlik bajarilsa, (20.5.3) Furye qatori f(x) ga to‘g‘ri to ‘rthurchak-
lar bo‘yicha yaqinlashadi deyiladi.

Doiraviy yoki sferik qismiy yig‘indilar R > 0 haqiqiy son bilan
aniglanib,

Srf(x) = Y fre™ (20.5.13)

|k|<R

ko‘rinishga ega.

Agar

li =
plm  Spf(r) = f(@)

tenglik bajarilsa, (20.5.3) Furye qatori f(x) ga doiralar bo‘yicha (yo-
ki sferalar bo‘yicha) yaqinlashadi deyiladi.

Absolyut yaginlashmaydigan gatorlar uchun to‘g‘ri to‘rthurchak-
li va sferik qismiy yig‘indilar o‘zlarini turlicha tutishadi va shu sabab-
li, ular uchun yaqinlashish shartlari ham turlichadir.



286 20.5-§. Karrali Furye qatorlari

Ammo karrali gatorlarning absolyut yaqinlashish shartlari qis-
miy yig‘indilarni tanlashga bog‘ligmas va eng sodda yetarli shartlar
navbatdagi lemmaga asoslanadi. Bunda biz quyidagi

1/2

1l = /|f<x>|2dx
J.

belgilashdan foydalanamiz.

20.5.1 - lemma. Faraz qilaylik, T" da integrallanuvchi 27-
davriy funksiya R™ fazosida m marta uwzluksiz differensiallanuvchi
bo‘lsin. U holda uning Furye koeffitsiyentlari uchun

STRPEHEP™Y < Cn Y 1D (20.5.14)

keZn lo]<m

tengsizlik o ‘rinli.

Isbot. Eslatib o‘tamiz, ixtiyoriy « multiindeks uchun D f(x)
xususiy hosilalar (12.2.36) tenglik bilan aniglanadi.

(20.5.14) bahoning isboti m sonining toq yoki juftligiga bog‘liq.

Agar m = 2l bo‘lsa, biz (20.5.10) formulada f funksiyani uning
Al=1f = Am/2-1 f takroriy Laplasianiga almashtirib, (20.5.9) teng-
likdan kelib chiqadigan (A"/271f), = (—|k|?)™/?~! f;, munosabat-
dan foydalanamiz. Natijada (e’tibor bering, oxirgi tengsizlikni olish-
da takroriy Laplasianni koordinatalarga yoyishimiz kerak)

> flPIRP™ = ! / AP f(@)Pde < Co Y ID )P

2m)n
i (2m)" .

la|<m
(20.5.15)
tengsizlikka ega bo‘lamiz.
Agar m = 2l+1 bo‘lsa, (20.5.7) formulada f o‘rniga uning Al f =
Am=D/2 f takroriy Laplasianlarini qo‘yib, (Al f), = (—=|k[*)! fr, mu-
nosabatdan foydalanamiz:

S APIRE™ = r [ lerad[A 072 )] o <

2mn
i (2m)"

n
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<Cnm > D% (20.5.16)

laj<m

(20.5.5) Parseval tengligiga juft m larda (20.5.15) tengsizlikni,
toq m larda esa, (20.5.16) tengsizlikni qo‘shib,

Yo PR <

kezr

1
(2m)"

£ + Cm D 1D

jal<m

bahoni olamiz. Bu baho talab gilingan (20.5.14) bahoga teng kuchlidir.l

20.5.2 - teorema. Faraz qilaylik, har bir argumenti bo‘yicha 27 -
davriy [ funksiya R™ fazosida m marta uzluksiz differensiallanuvchi
bo‘lsin. Agar m > n/2 bo‘lsa, f(x) funksiya Furye qatori absolyut
va x € R™ bo‘yicha tekis yaginlashadsi.

Isbot. Teorema shartini ganoatlantiruvchi ixtiyoriy funksiya
Furye koeffitsiyentlari absolyut yaqinlashuvchi gator tashkil gilishi-
ni, ya'ni

S sl < 4o (20.5.17)

kezr

ekanini ko‘rsatamiz.
Buning uchun quyidagi sodda

1
— 1 kl2y/2. - <«
1

tengsizlikka ahamiyat beraylik.

O‘ng tarafdagi har ikki had (bunda birinchisi 20.5.1 - lemmaga
ko‘ra, ikkinchisi esa, 14.1.7 - misolga ko‘ra) yaqinlashuvchi qatorlar
hadlaridir. Bundan (20.5.17) gatorning va demak, (20.5.3) Furye qa-
torining absolyut yaginlashishi kelib chigadi. Furye qatorining tekis
yaginlashishi Veyershtrass alomatining natijasidir.ll

1 - eslatma. Agar 2r-davriy f funksiya 20.5.2 - teorema shart-
larini gqanoatlantirsa, u T™ kub chegarasida ham m marta differen-
siallanuvchi bo‘ladi. Bundan chiqdi, har bir x; o‘zgaruvchi bo‘yicha
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|| < m shartni qanoatlantiruvchi istalgan « multiindeks uchun
Do‘f(x)‘mj:_w = Do‘f(x)‘mjzw, i=1,2,..,n, (20.5.18)

davriylik shartlari bajariladi.

Ammo bevosita isbotdan ko‘rinib turibdiki, (20.5.18) davriylik
shartlari |o| < m — 1 uchun bajarilganida ham, teorema o‘rinli
bo‘lib goladi. Bunda, m-xususiy hosilalar T" chegarasida bir tomon-
li ma’nosida tushunilib, ularning davriylik shartini ganoatlantirishi
shart emas.

2 - eslatma. n karrali Furye gatori absolyut yaqinlashishining
m > n/2 yetarli shartini kuchsizlantirish mumkin emas. Chunonchi,
agar m < n/2 bo‘lsa, shunday 2r-davriy va R™ fazoda m marta
uzluksiz differensiallanuvchi f funksiya topiladiki, uning Furye qato-
ri absolyut uzoglashadi.

4. Karrali Furye qatorlarining tadbiqi sifatida davriy muhitda
issiglik tarqalish masalasini qaraylik.

20.5.1 - misol. Navhatdagi

ou

o a*Au(x,t), xeT? >0, (20.5.19)

issiqlik tarqalish tenglamasining 27-davriy va u(x,0) = ¢(x) bosh-
lang‘ich shartni gqanoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Yechimni, aniqlanishi talab qilinadigan ¢ (t) koeffitsientli, = €
T™ o‘zgaruvchi bo‘yicha Furye gator ko‘rinishida gidiramiz:

u(z,t) = Y cx(t)e*. (20.5.20)

ke

Bu tenglikni ¢ bo‘yicha formal ravishda differensiallasak,

(’9u(m,t) _ Z C;C(t)eikm

ot kezn

tenglikni olamiz.
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Endi x bo‘yicha formal ravishda differensiallasak,

Au(z,t) = = > |k[Pep(t)e™
keZm

tenglikka ega bo‘lamiz.

Bundan chiqdi, (20.5.20) funksiya (20.5.19) tenglamaning yechi-
mi bo‘lishi uchun

ou(x,t)

5y — a’Au(x,t) = Z [ (t) + a®|k|?er(t)]e™™ = 0

ke

tenglik bajarilishi zarur.
Demak, har ganday butun koordinatali k vektor uchun

() + a®|k)?cx(t) = 0

bo‘lishi kerak.

Bu tenglik oddiy differensial tenglama bo‘lib, uning umumiy
yechimi

cr(t) = Cke—a2|k|2t

ko‘rinishga ega, bu yerda C} koeffitsient ¢ ga bog'liq bo‘'lmagan
o‘zgarmasdir. Shunday qilib, issiqlik tarqalish tenglamasining x ho‘-
yicha 27-davriy yechimini karrali trigonometrik gator ko‘rinishida
yozish mumkin:

u(w,t) = Y Crethomalkit, (20.5.21)
keZn
Biz t = 0 da @(x) funksiyaga teng yechimni qidirayapmiz. Bu
funksiyani Furye qatoriga yoyaylik:
p(x) = > ppe™. (20.5.22)
kezn
u(x,0) = @(x) bo‘lgani uchun, (20.5.21) va (20.5.22) ga ko‘ra,

(' = ¢g. Demak, o‘rganilayotgan masalaning yechimi

U([E,t) _ Z gOkeikz—&zﬂdzt

kezn
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ko‘rinishga ega.

Eslatma. Yuqoridagi mulohazalarni 20.5.2 - teorema yordamida
asoslash mumkin.

Xuddi bir o‘zgaruvchili holdagidek, har bir x; o‘zgaruvchi bo‘yi-
cha juft funksiyalar quyidagi

vr(x) = coskixy - coskaxsy - - - coskpXn (20.5.23)

kosinuslar sistemasi bo‘yicha yoyilishi mumkin.
Agar

T = [0,7]" = {xeR” : 0<a; <7, j=1,2,..,n}

deb belgilasak, T? da integrallanuvchi funksiyalarning (20.5.23) or-
togonal sistema bo’yicha Furye qatorlari uchun 20.5.1- va 20.5.2 -
kabi tasdiglar o‘rinli bo‘ladi.
Bunga ishonch hosil qgilish uchun bir karrali kosinuslar sistemasi-
ning xossasini esga olib, ilovadagi 20.6.2 - teoremani qo’llash yetarli.
Har bir x; o‘zgaruvchi bo‘yicha toq funksiyalar quyidagi

Yp(x) = sinkjxy - sinkoxs - - - sink, 2y, (20.5.24)

stnuslar sistemasi bo‘yicha yoyilishi mumkin.

T7 da integrallanuvchi funksiyalarning (20.5.24) ortogonal sis-
tema bo’yicha Furye qgatorlari uchun ham 20.5.1- va 20.5.2 - kabi
tasdiqglar o‘rinli bo‘ladi.

Navbatdagi misolda issiglik tarqalish tenglamasining davriy
bo‘lishi shart bo‘lmagan yechimlari gidiriladi.

20.5.2 - misol. ¢t > 0 da T} kub ichida (20.5.19) issiqlik tarqa-
lish tenglamasining, kub chegarasida nolga teng va u(x,0) = @(x)
boshlang‘ich shartni qanoatlantiruvchi, yechimi topilsin.

Yechimni (20.5.24) sinuslar sistemasi bo‘yicha Furye qator ko‘-
rinishida gidiramiz. Bunda chegarada nolga tenglik shartlari o‘z-
o‘zidan bajariladi.

Avval boshlang‘ich funksiyani bu sistema bo‘yicha gatorga yo-
yaylik:

plr) = E O sin kg sinkqoxs - - - sink,xy,.
keZr ;=1
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Endi 20.5.1 - misolda keltirilgan mulohazalarni takrorlasak, ye-
chim uchun

u(x,t) = Z goke_a2|k|2tsin kixy sinksxs - - - sin kn2p,
keZm ki >1
(20.5.25)
formulani olamiz.

Eslatma. Birinchi marta uch o‘lchovli kubning sovish masalasi
J.B. Furye tomonidan ikki yuz yil avval o‘rganilgan edi. Furye anig-
lagan va keyinchalik uning klassik "Issiglikning analitik nazariyasi"
(1822) nomli monografiyasida keltirilgan yechim

(o) (o) (o)
_A2(12 2 2 . . .
u(z,t) = ZZ Z rtm €~ % F AT i e sin ly sinmz
k=1 i=1 m—1

ko‘rinishga ega edi ((20.5.25) formula bilan taqqoslang).
Bu formuladan vaqtni katta qiymatlaridagi asimptotikaning bosh
¢ismini aniglash mumkin:

—3a%t i g siny sin z [@111 + 0(1)], t— + oc.

u(x,t) = e

Oxirgi ikki asr davomida matematik tahlilning eng sermahsul
tarmoqlaridan biri bo‘lib kelayotgan garmonik tahlilning rivojlani-
shiga yuqoridagi monografiya katta turtki bo‘lib xizmat qildi.

20.6-§. Ilova (Evklid fazosidagi ortogonal gatorlar)

1. (u, v) skalyar ko‘paytma va unga mos ||u|| = +/(u, u) normaga
ega bho‘lgan F vektor fazo Evklid fazosi deyiladi. Ushbu paragrafda
biz haqiqgiy Evklid fazolarini, ya'ni haqiqiy sonlar maydoni ustidagi
vektor fazolarni qaraymiz.

Skalyar ko‘paytmaning asosiy xossalaridan biri Koshi-Bunya-
kovskiy tengsizligidir:

[(w, v)[ < lull - vl (20.6.1)
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Uchburchak tengsizligi deb ataluvchi quyidagi
Ju ol < lull + [l (20.6.2)

tengsizlik (20.6.1) ning natijasi ekanini ko‘rish qiyin emas.
Agar u, € F ketma-ketlik va u € F element uchun

lim |ju, —ul| = 0
n—ro0

tenglik bajarilsa, bu ketma-ketlik u ga yaqinlashadi deyiladi.
Ushbu
Ml = [0l < lu =]

tengsizlikdan u ga yaqinlashuvchi {u,} ketma-ketlikning
Jim || =] (20.6.3)

munosabatni gqanoatlantirishi kelib chigadi.

Ushbu paragrafda asosan cheksiz o‘lchovli Evklid fazolari, ya’ni
istalgan n nomer uchun n ta chiziqli erkli elementga ega bo‘lgan
Evklid fazolari qaraladi.

20.6.1 - misol. Haqiqiy qgiymat gabul giluvchi hamda |a,b] C
R kesmada Riman ho‘yicha integrallanuvchi funksiyalarning vektor
fazosini qaraymiz. Riman integrali xossalariga ko‘ra, bunday funksi-
yalarning kvadrati ham |a,b] kesmada Riman bo‘yicha integralla-
nuvchi bo‘ladi (6.4.4 - teorema va uning natijasiga qarang).

Skalyar ko‘paytmani

b
(f.g) = / F(2)g(x) da (20.6.4)

ko‘rinishda aniglab, bu vektor fazoni Evklid fazosiga aylantirish
mumkin. Hosil bo‘lgan Evklid fazosini R|a,b] simvol bilan belgilay-
miz.

Shuni gayd qilish kerakki, bu simvoldan biz faqat ushbu bobda
va fagat yozuvni soddalashtirish magsadida foydalanamiz. Kiritil-
gan Kvklid fazosini bunday belgilashdan matematik adabiyotlarda
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foydalanilmaslikning sababi ushbu paragraf oxiridagi eslatmada tu-
shuntiriladi.
Istalgan f € R|a,b| element uchun (20.6.4) skalyar ko‘paytmaga

Mos norma
1/2

b
1l = / @) da (20.6.5)

kabi aniglanadi.
Bu holda (20.6.1) Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi quyidagi

1 1/2

b b /2 b
[t@g@ar < | [ir@par) | [lg@Pde

(20.6.6)
ko‘rinishga ega.

Skalyar ko‘paytmaning muhim xossalaridan biri uning xosmasli-
gidir, ya’ni (f, f) = 0 shartdan f vektor fazoning nol elementi
ekani kelib chiqishi kerak. Lekin, biz kiritgan fazoda, masalan, faqat
biror nuqtada noldan farqli istalgan funksiya uchun (20.6.5) skalyar
kvadratning nolga tengligi aniq.

Rla, b] Evklid fazosidagi skalyar ko‘paytma xosmaslik xossasiga
ega bo‘lishiga erishish uchun, §19.5 da kiritilgan nolga ekvivalent
funksiya tushunchasidan foydalanamiz. Chunonchi, agar biror f €
Rla, b] funksiya uchun

b
/ fA(x)de = 0 (20.6.7)

shart bajarilsa, uni nolga ekvivalent deymiz.

R|a, b] sinfida kiritilgan bu ta’rifning (19.5.11) ta’rif bilan ustma-
ust tushishini tekshirish oson.

Agar f nolga ekvivalent bo‘lsa, (20.6.6) Koshi-Bunyakovskiy
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tengsizligiga ko‘ra, istalgan g € Rla, b] funksiya uchun

b
(f.9) = / f(@) gla)da — 0.

Bu tasdigning teskarisi ham o‘rinli, ya'ni, agar istalgan g €
Rla, b] funksiya uchun (f,g) = 0 bo‘lsa, f nolga ekvivalent bo‘ladi.
Isbotlash uchun g = f deb olish yetarli.

Agar ikki fi; € Rla,b| va fo € R|a,b] funksiya uchun f; — f,
ayirma nolga ekvivalent bo‘lsa, bu funksiyalarni ekvivalent deymiz.
Agar f; va fo funksiyalar ekvivalent bo‘lsa, istalgan g € Rla,?]
funksiya uchun

(f.9) = (J2,9)
tenglik o‘rinli.

Bundan buyon, biz R|a, b] fazosida ekvivalent funksiyalarni farg-
lamaymiz. Aniqrog‘i, R[a,b| fazo elementi deganda, biz ekvivalent
funksiyalar sinfini tushunamiz. Natijada R|a,b] vektor fazo Evklid
fazosiga aylanadi.

E’tibor bering, agar uzluksiz funksiya nolga ekvivalent bo‘lsa,
u aynan nolga teng bo‘ladi. Umuman, agar R[a,b] dagi nolga ek-
vivalent funksiya biror A C [a,b] intervalda uzluksiz bo‘lsa, u shu
intervalning barcha nuqtasida nolga tengdir.

2. Skalyar ko‘paytmaning mavjudligi tufayli, muhim bo‘lgan or-
togonallik tushunchasini kiritish mumkin.

Ta’rif. Agar tkkiu € F vav € E element uchun

(u,v) = 0

tenglik o‘rinli bo‘lsa, ular ortogonal deyiladi.

Ikki va uch olchovli Evklid fazolarida ikki vektor ortogonalligi
ularning perpendikulyarligini anglatadi. Shu sababli, umumiy holda
ham, ortogonallik v L v simvol bilan belgilanadi.

Ixtiyoriy Evklid fazosida Pifagor teoremasi o‘rinli:

har qanday tkki ortogonal u € F va v € E element uchun

lu ol = Jlul® + o] (20.6.8)
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tenglik bajariladi.
Bu tenglik quyidagi

le ol = Jul® + 2(u,v) + Jlv)®

ayniyatdan kelib chiqadi.

(20.6.8) tenglikni takroriy qo‘llash natijasida Pifagor teorema-
sining quyidagi ko‘p o‘lchovli holiga kelamiz:

agar ui, s, ..., Uy, elementlar o‘zaro ortogonal bo‘lsa, ya'ni

(ukvuj) = 0, k#]v

bo‘lsa, u holda
1wl = 3 lluwl? (20.6.9)
k=1 k=1

tenglik bajariladi.

Cheksiz o‘lchovli Evklid fazosida Pifagor teoremasining cheksiz
o‘lchovli holi ham ofrinli:

faraz qilaylik, {ur}3°, ketma-ketlik o‘zaro ortogonal elementlar-
dan tashkil topgan bo‘lsin. Agar

(o)
_
k=1
qator yaginlashsa,

(o) 5 o0
1>l = D husl? (20.6.10)
k=1 k=1

tenglik bajariladi.
Haqiqatan, shartga ko‘ra,

n
Zuk = u, "N —oo.
k=1
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U holda, (20.6.9) va (20.6.3) formulalarga asosan,
n n 5
S oluel® = D u]” = ul?, n— oo
k=1 k=1

3. Agar Evklid fazosining {gy }7° | elementlari ketma-ketligidagi
har bir element noldan farqli bo‘lib,

(gjvgk) = 0, .7# kv
tengliklar bajarilsa, bu elementlar sistemasi ortogonal sistema tash-

kil giladi deyiladi.
20.6.2 - misol. Quyidagi

1, coszx, sinx, cos2zx, sin2z, cos3zx, sindx, ...

trigonometrik sistema R[—m, 7| Evklid fazosida ortogonal sistema
tashkil qiladi.
Bu tasdiq bevosita (20.0.3) formulalardan kelib chigadi.

20.6.3 - misol. R[—1, 1] Evklid fazosida quyidagi

1 d®
Py(2) = — — (2= 1)" 20.6.11
(@) = g2 (@ =1) (206.11)
Lejandr ko‘phadlari sistemasini qaraylik.
Har bir Lejandr ko‘phadi n-darajali ko‘phad bo‘lib, bunda =™

oldidagi koeffitsient noldan farqlidir. Haqgiqatan, quyidagi
(22 =)™ = a® —na® 2

Nyuton binomi formulasiga ko‘ra,

i 1) = _
dxm (@ ) nl "
Shuning uchun,
2n)!
Pala) = W (20.6.12)
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bu yerda ko‘p nuqta orqali kichik darajali hadlar belgilangan.

Masalan,

3 1 5 3
Po(z) =1, Pi(z) =z, Pa(x) = 5:102 5 Ps(x) = 5:103 -5

(20.6.11) formulada hosila oldidagi koeffitsient P, (1) = 1 shartni
ta’minlash uchun qo‘yilgan. Lejandr ko‘phadlari sferik deb ataluvchi
funksiyalar tarkibida gatnashadi va bu shart bunday funksiyalarda
almashtirishlar bajarishni ancha soddalashtiradi.

Bo‘laklab integrallash yordamida, P,(x) ko‘phad barcha k =
0,1,...,n—1lar uchun f(z) = 2* ko‘rinishdagi funksiyalarga [—1, 1]
kesmada ortogonal ekanini ko‘rsatish mumkin. Hagigatan, £ marta
bo‘laklab integrallash natijasida, © = +1 nuqgtalarda barcha integral-
dan tashqgari hadlar nolga teng bo‘lgani sababli, quyidagi
1 / ar

ak—

1
k 2 n
PTL — — =
/LE (x)dx S T (x=—1)" do
“1

-1

1
C(=D)Fkt [ odrT

2 dan—F
el

(22 —1)" dx =0

tenglikni hosil gilamiz.

Demak, P, (x) ko‘phad 2, k < n, darajalarning istalgan chiziqli
kombinatsiyasiga va bundan chiqdi, £ < n da istalgan Pg(x) ko‘p-
hadga ortogonaldir. Bundan, albatta, Lejandr ko‘phadlari ortogonal
sistema tashkil qilishi kelib chigadi.

Ortogonal sistemadagi barcha elementlarning normalari 1 ga
teng bo‘lgan holda umumiy ortogonal qatorlar nazariyasidagi formu-
lalar, ayniqsa, sodda ko‘rinishga ega bo‘ladi.

Ta’rif. Agar Evklid fazosining {eg}7°, elementlari ketma-ketligi

(ej,ex) = Ojk (20.6.13)

shartni qanoatlantirsa, bu elementlar sistemasi ortonormal
(ortonormallangan) sistema deyiladi (bu yerda 85, Kroneker-
ning delta-simvolidir).
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Ravshanki, istalgan ortogonal sistemani, har bir elementini sonli
ko‘paytuvchiga ko‘paytirib, ortonormal sistemaga aylantirish mum-
kin.

20.6.4 - misol. Quyidagi
L —C()j;%’ 62k+1($) = —Slnif-%’ k= 1,2,

(20.6.14)
funksiyalar ketma-ketligi R[—7, 7] da ortonormal sistema tashkil
qiladi. Bunga ishonch hosil qilish uchun (20.0.3) munosabatlardan
foydalanish yetarli.

20.6.5 - misol. Lejandr ko‘phadlari sistemasini qaraylik (20.6.3
- misolga qarang). Bo‘laklab integrallab,

2
2n +1

1
12 = / Pa()P de =
1

ekanini, ya’ni Lejandr ko‘phadlarining normalari nolga intilishini
ko‘rsatish mumkin. Quyidagi normalangan

2n +1

o) = 5 Po(x)

Lejandr ko‘phadlari R[—1,1] Evklid fazosida ortonormal sistema
tashkil qiladi.

Aytaylik, F Evklid fazosida {ej}7°, ortonormal sistema beril-
gan bo‘lsin. Istalgan f € H element uchun

>

(fv ek)ek

k=1

formal yigindi f funksiyaning shu ortonormal sistema bo‘yicha
Furye qatori, (f,ex) sonlar esa, Furye koeffitsiyentlari deb ataladi.
f element Furye qatorining n - gismiy yig‘indisini quyidagi

Suf = Y (frer)ex (20.6.15)
k=1



20-bob. Furye qatorlari 299

ko‘rinishda aniqlaymiz.
Bevosita (20.6.10) formulaga ko‘ra,

I1Suf 1> = D (/e (20.6.16)
k=1

E’tibor bering, qismiy yig‘indining (20.6.15) ta’rifi va (20.6.13)
ortogonallik shartiga asosan,

(Snf.ej) = (f.e;), j=1,2,..,n. (20.6.17)

4. Berilgan {ey}7>, ortonormal sistema bo‘yicha n-tartibli poli-
nom deb birinchi n ta elementning ixtiyoriy

n
Py = Y cker, ck €R,
k=1

chizigli kombinatsiyasiga aytamiz.

Masalan, istalgan f € E element Furye qatorining S, f n-qismiy
yig‘indisi n-tartibli polinom bo‘ladi.

Navbatdagi sodda tasdiq juda muhim ahamiyatga ega.

20.6.1 - tasdiq. Istalgan [ € I element va har ganday Py,
polinom uchun quyidagi

J = S L P, (20.6.18)

ortogonallik munosabati o‘rinli.

Isbot. (20.6.18) munosabat chap qismini barcha j = 1,2,...,n
lar uchun e; elementlarga skalyar ko‘paytiramiz. U holda, (20.6.17)
ga ko‘ra:

(f - Snfvej) - (f,Ej)—(Snf,Ej) - (fvej)_(fvej) = 0.

Demak, f—S,f ayirma j = 1,2, ...,n nomerli barcha e; element-
larga va ularning chiziqli kombinatsiyasiga, ya'ni P, polinomga ortogonaldir.ll
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1 - natija. Istalgan [ € E element va har qanday P, polinom
uchun

H.f - Pn||2 - ||f_Snf||2 + ||Snf_Pn||2 (20'6'19)

tenglik o‘rinli.
Hagigatan, quyidagi

f=Pu = ([ =Suf] + [Suf — Pl (20.6.20)

sodda ayniyatdan foydalanaylik.
20.6.1 - tasdiqqa ko‘ra,

f—=5Suf L Sof—F,

ortogonallik munosabati o‘rinli, chunki munosabatning o‘ng tarafi
n-tartibli polinomdir. Demak, (20.6.20) ayniyatning o‘ng tarafida
turgan kvadrat gavslar ichidagi ifodalar o‘zaro ortogonaldir. Shun-
day ekan, (20.6.8) Pifagor teoremasiga ko‘ra, talab gilingan (20.6.19)
tenglikka ega bo‘lamiz.

2 - natija. Istalgan [ € E element uchun Bessel ayniyati deb
ataluvchi

STl = IFIP = I = Sufl? (20.6.21)
k=1

tenglik o‘rinli.
I-natijadagi (20.6.19) formulada P, sifatida aynan nolga teng
bo‘lgan P, = 0 polinomni olib,

LA = 11f = SufI? + 1Saf1?

tenglikka kelamiz.

Endi (20.6.21) ayniyat (20.6.16) tenglikdan kelib chigadi.

3 - natija. Istalgan f € E element uchun Bessel tengsizligi
deb ataluvchi

[(fren)? < IIf1IP (20.6.22)

NE

T

1
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tengsizlik o ‘rinli.
Hagiqatan, (20.6.21) Bessel ayniyatiga ko‘ra,

Yo el < IIfI%

k=1

Bu tengsizlikda n — oo desak, (20.6.22) tengsizlikka ega bo‘lamiz.
4 - natija. Har ganday [ € E elemenining Furye koeffitsiyent-
lart nolga intiladi:
lim (f,ex) = 0.
k—oo

Tasdiq yaginlashuvchi qatorning hadlari nolga intilishidan kelib
chigadi.

5 - natija. Istalgan [ € E element va har qanday P, polinom
uchun

Hf_San S ||f_Pn|| (20'6'23)

tengsizlik o ‘rinli.
Bu tengsizlik (20.6.19) tengsizlikning oddiy natijasidir.
Eslatma. 5 - natija yaqinlashtirish nazariyasida (treopust mpu6-
nmxkennii) nihoyatda muhim rol o‘ynaydi. Masalan, berilgan f ele-
mentni n-tartibli biror polinom bilan yaqinlashtirish masalasini qa-
raylik:
[ ~ P,

Bu masalada f elementdan og‘ishi eng kam bo‘lgan polinom
topish, ya'ni
If = Pl

xatoni minimumlashtirish talab qilinadi.

(20.6.23) formulaga ko‘ra, bu minimumga P, = S, f da erishi-
ladi. Boshqacha aytganda, ' Evklid fazosi metrikasida barcha n-
tartibli polinomlar ichida f elementga eng yaqini f element Furye
gatorining n-qismiy yig‘indilari bo‘ladi. Shu munosabat bilan, bu
qismiy yig'indilar eng yaxshi yaginlashuvchi polinomlar deb ataladi.

5. Agar ortonormal sistemaga hech ganday qo‘shimcha shart
qo‘yilmasa, u holda f funksiyaning Furye qatori aynan shu funksiya-
ga yaginlashmasligi mumkin.
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Faraz qilaylik, {ex}7>, ortonormal sistema va f € FE element
berilgan bo‘lsin. Agar istalgan ¢ > 0 uchun {e}7° , sistema bo‘yicha
shunday P ¢ polinom topilsaki, u uchun

If —Pe|| < & (20.6.24)

baho o‘rinli bo‘lsa, f elementni {e;}7° , bo‘yicha polinomlar bilan
ixtiyoriy aniqlikda yaqginlashtirish mumkin deyiladi.

Ta’rif. Agar E Evklid fazosining istalgan elementini {ep}3>
ortonormal sistema bo‘yicha polinomlar bilan ixtiyoriy aniqlikda ya-
qinlashtirish mumkin bo‘lsa, u holda bu sistema E fozosida yopiq
deyiladsi.

Boshgacha aytganda, agar polinomlar to‘plamining yopilmasi
Evklid fazosi bilan ustma-ust tushsa, ortonormal sistema yopiq deyi-
ladi.

20.6.6 - misol. Lejandr ko‘phadlari sistemasi R[—1, 1] Evklid
fazosida yopiqdir.

Hagiqatan, bevosita (20.6.12) tenglikdan istalgan 2™ darajani
Lejandr ko‘phadlari chiziqli kombinatsiyasi ko‘rinishida yozish mum-
kinligi kelib chiqadi:

27 (n!)?

2 — on)! Po(x) + en1Po1(x) + ... + 1 Pr(x) + co Po.

Bu degani, n-darajali istalgan Q,(x) ko‘phadni Lejandr ko‘p-
hadlarining chiziqli kombinatsiyasi ko‘rinishida yozish mumkin:

Qnlx) = ZakPk(x).
k=0

17.1.3 - tasdiqqa ko‘ra, [—1, 1] kesmada Riman bo‘yicha integral-
lanuvchi istalgan f funksiyani (17.1.16) tenglik bilan aniglangan
fn(x) silliq funksiyalar bilan R[—1, 1] normasi bo‘yicha approksimat-
siyalash mumkin. Lekin, 10.6.2 - Veyershtrass teoremasiga ko‘ra, har
bir uzluksiz fp(x) funksiyani @,(x) ko‘phadlar bilan [—1, 1] kesma-
da tekis va demak, o‘rta kvadratik approksimatsiyalash mumkin.
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Bundan, [—1, 1] kesmada Riman bo‘yicha integrallanuvchi istal-
gan funksiyani P,(x) Lejandr ko‘phadlari chizigli kombinatsiyalari
bilan R[—1,1] normasi bo‘yicha approksimatsiyalash mumkinligi
kelib chigadi.

20.6.2 - tasdiq. Ortonormal sistema yopiq bo‘lishi uchun istal-
gan element Furye gatorining shu elementga yoginlashishi zarur va
yetarlidir.

Isbot. 1) Faraz qilaylik, {ex};°, yopiq ortonormal sistema va
I/ fazosining istalgan f elementi berilgan bo‘lsin. f funksiya Furye
qatorining shu funksiyaga yaqinlashishini ko‘rsatamiz.

(Qaralayotgan ortonormal sistema yopiq bo‘lgani tufayli, istalgan
¢ > 0 olganda ham biror N = N{(e)-tartibli shunday P* polinom
topiladiki, u uchun (20.6.24) tengsizlik bajariladi. E’tibor bering,
har bir NV-tartibli polinom n > N bo‘lganda n-tartibli ham polinom
bo‘ladi. Shunday ekan, 20.6.1 - tasdigning 5 - natijasiga ko‘ra
((20.6.23) formulaga qarang), istalgan n > N uchun

If =Sufll < IIf = P7l

baho o‘rinli.
Bu baho va (20.6.24) ga ko‘ra, n > N bo‘lganda,

If =Sufll <& mn=N,

bo‘ladi. Bu esa, f funksiya Furye qatori I fazo metrikasida f ele-
mentga yaqinlashishini anglatadi.

2) Faraz qilaylik, {ey}7°; ortonormal sistema shunday bo‘lsinki,
bunda istalgan f € F element Furye qatori shu elementga yaginlash-
sin. U holda, approksimatsiyalovchi polinomlar sifatida Furye qato-
rining gismiy yig‘indilarini olib, qaralayotgan sistemaning yopiq eka-
niga iqror bo‘lamiz.l

Shunday qilib, berilgan ortonormal sistema bo‘yicha ixtiyoriy
elementning Furye gatori aynan shu elementga yaqinlashishini ko‘r-
satish uchun, bu sistemaning yopiq ekanini ishotlash zarur va yetar-
lidir.

Furye qatorlari nazariyasida navbatdagi yopiglik kriteriysi mu-
him rol o‘ynaydi.
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20.6.1 - teorema. {ey}°, ortonormal sistema fagat va faqat
istalgan [ € E element uchun Parseval tengligi deb ataluvchi
quyidagt

[(frew))? = /17 (20.6.25)

NE

T

1

tenglik bajarilganda yopiq bo‘ladi.
Isbot (20.6.21) Bessel ayniyati va 20.6.2 - tasdigdan kelib chiqa-
di. Haqgiqatan, (20.6.21) ayniyatda n — oo desak,

I = 3 e = dim = Saf|? = 0
k=1

bo‘ladi, ya'ni talab qilingan tenglik bajariladi.

Eslatma. (20.6.25) Parseval tengligi yopiqlik tenglamasi deb
ham ataladi. E'tibor bering, Parseval tengligidan farqli o‘laroq,
(20.6.22) Bessel tengsizligi ixtiyoriy ortonormal sistema (ya’ni yopiq
bo‘lishi shart bo‘lmagan) uchun o‘rinli.

6. Agar {ey}72 , ortonormal sistemadan biror elementni, masalan
e; ni, chigarib tashlasak, u holda qolgan elementlar tashkil gilgan
{er}2 , sistema yopiq bo‘lmay qoladi. Haqgiqatan, f = e; element
sistemaning qolgan barcha elementlariga ortogonal bo‘ladi. Demak,

istalgan
n
P = chek
k=2

polinom uchun, Pifagor teoremasiga ko‘ra,
If =PI = ller = PII> = lledl® +[IP|* = [led]® = 1

munosabat o‘rinli bo’ladi.

Shunday qilib, f = e; elementni {e;}?° , sistema bo‘yicha poli-
nomlar bilan 1 dan kichik xatolikda approksimatsiya qilib bo‘lmas
ekan.

Boshqa tarafdan, boshlang‘ich ortonormal {ej }7° | sistema ham,
o‘z navbatida, boshqga sistemadan biror elementni chigarib tashlash



20-bob. Furye qatorlari 305

natijasida hosil bo‘lmagani magsadga muvofigdir. Aniqrog‘i, noldan
farqli va {e}7° , sistemaga ortogonal element bo‘lmasligi kerak.

Ta’rif. Agar [ € I element {er}° sistemaning barcha ele-
mentlariga ortogonal ekanidan f = 0 tenglik kelib chigsa, v holda
bu sistema E Evklid fozosida to‘la deyiladi.

Shunday qilib, to‘la ortonormal sistemaga biror yangi element
qo‘shilsa, sistema ortonormallik xossasini saglab qolmas ekan.

Eslatma. Agar biror f € I element to‘la ortonormal {ej}?°,
sistemaning, bitta e, elementidan tashqari, barcha elementlariga
ortogonal ho‘lsa, u holda

f= (fe)en

tenglik bajariladi, ya’ni f element e, elementga kollinear bo‘ladi.
Haqgiqatan, g = f —(f, e)e, element qayd qilingan to‘la ortonor-
mal sistemaning barcha elementlariga ortogonal va bundan u nolga
teng ekanligi kelib chiqadi.
20.6.3 - tasdiq. Har qanday yopiq ortonormal sistema to‘ladir.
Isbot. Aytaylik, {e}7° , yopiq ortonormal sistema bo‘lsin. Agar
f element bu sistemaning barcha elementlariga ortogonal bo‘lsa, u
holda uning barcha Furye koeffitsiventlari nolga teng bo‘ladi. Shun-
day ekan, (20.6.25) Parseval tengligidan f = 0 ekani kelib chiqadi.l
Teskari tasdiq, umuman aytganda, to‘g‘ri emas. Lekin, agar
Evklid fazosi to‘la bo‘lsa, u holda teskari tasdiq ham o‘rinli bo‘ladi.
Ta’rif. Agar Evklid fozosi elementlaridan tuzilgan har ganday
Jfundamental ketma-ketlik yaginlashsa, u holda bu fazo to‘la deyiladi.
Odatdagidek, agar f, € E ketma-ketlik uchun

n%gloo I fo = fmll = 0

bo‘lsa, u fundamental deyiladi.

Koshi kriteriysiga ko‘ra (11.1.2 - teoremaga qarang), har qanday
chekli o‘lchovli Evklid fazosi to‘ladir.

Cheksiz o‘lchovli to‘la Evklid fazosi Hilbert fazosi deyiladi va
odatda, H simvoli bilan belgilanadi.
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20.6.4 - tasdiq. Hilbert fazosida istalgan elementning har qan-
day to‘la ortonormal sistema bo‘yicha Furye qatori shu elementga
yaginlashadi.

Isbot. Avval istalgan element Furye gatorining yaginlashishini,
so‘ngra esa, aynan berilgan elementga yaqinlashishini ko‘rsatamiz.

Aytaylik, H Hilbert fazosi bo‘lib, {er} bu fazodagi to‘la orto-
normal sistema va f fazoning istalgan elementi bo‘lsin. Qismiy yi-
g‘indilarning (20.6.15) ta’rifi va (20.6.16) formulaga ko‘ra, istalgan
n > m nomerlar uchun

n

I1Snf = Sm I = D |(fren)l? (20.1.26)

k=m-+1

tenglik o‘rinli.

Bessel tengsizligiga asosan, (20.6.22) ning chap tarafidagi gator
yaqinlashadi. Demak, Koshi kriteriysiga ko‘ra, (20.6.26) ning o‘ng
tarafidagi ifoda n — oo va m — oo da nolga intiladi. {S,f} qis-
miy yig‘indilar ketma-ketligi fundamental bo‘lib, Hilbert fazosi to‘la
bo‘lgani sababli, Furye gatori biror

>

F =" (Jer)er

k=1

elementga yaqinlashadi.
Endi f = f ekanini ko‘rsatish yetarli. Buning uchun

g=1-F = 7= (Jer)er
k=1
deylik. Bu tenglik va (20.6.13) ortogonallik shartiga ko‘ra:
(g.e5) = (fre5) = > (frex)ler,e;) = (fre5) —(fre;) = 0
k=1

Demalk, istalgan j nomer uchun (g,e;) = 0 tenglik o‘rinli ekan.
Ortonormal sistema to‘la bo‘lgani sababli, bundan g = 0 ekani, ya'ni
f = [ ekani kelib chigadi.®
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Natija. Hilbert fazosida har bir to‘la ortonormal sistema yopig
bo‘ladi.

Haqiqatan, bu bevosita 20.6.2 - va 20.6.4 - tasdiglardan kelib
chigadi.

Shunday qilib, Hilbert fazosida yopiq va to‘la ortonormal sistema
tushunchalari ustma-ust tushadi.

7. Riman bo‘yicha integrallanuvchi funksiyalarning R(G) Evklid
fazosini Jordan bo‘yicha o‘lchovli har qanday G to‘plam uchun anig-
lash mumkin. Eslatib o‘tamiz, agar G C R™ to‘plam n = 2 da kvad-
ratlanuvchi, n > 3 da esa, kublanuvchi bo‘lsa, u Jordan bo‘yicha
o‘lchovli deyiladi. R(G) da skalyar ko‘paytma

(f.9) = / f()g () da (20.6.27)
G

tenglik orqali kiritiladi.
Ushbu bandda biz ikki G C R™ va FF C R™ Jordan to‘plami
ko‘paytmasida, ya'ni

GxF = {(x,y) eR"™™ : 2 G, yc F} (20.6.28)

da ortonormal sistemalarni qaraymiz.
Aytaylik,  {pr(2)}3, sistema R(G) fazoda ortonormal,
{¥j(y)}52, sistema esa, R(F) fazoda ortonormal bo'lsin. U holda

iz, y) = ee(@)i(y), x€G, yeF, (20.6.29)

funksiyalar sistemasining R(G x F') Evklid fazosida ortonormal eka-
nini ko‘rsatish oson.
Haqiqatan,

/ By, ) Byt () d dy =
GxF

- / or(@)pm() da / G dy = e S,
F

G
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va'ni skalyar ko‘paytma fagat £k = m va j = [ da noldan farqli;
bunda u 1 ga teng.

Ixtiyoriy f € R(G x F) funksiyani qaraylik. Bu funksiyaning
(20.6.29) ortonormal sistema bo‘yicha Furye gatori

>

Fly) = ) (f Pry) iy (2, y) (20.6.30)

Jik=1

ko‘rinishga ega bo‘lib, bunda Furye koeffitsiyentlari

(. ) = / F @ )o@y (y) de dy (20.6.31)

GxF

tenglik bilan aniqlanadi.
20.6.1 - teoremaga ko‘ra, (20.6.29) ortonormal sistema faqat va
faqat

Sl = [ [epfdd @065

k=1j=1 A

Parseval tengligi bajarilganda yopiq bo‘ladi.

Navbatdagi tasdiq yopiq ortonormal sistemalar ko‘paytmasi yo-
piq sistema tashkil qgilishini ta’kidlaydi.

20.6.2 - teorema. Faraz gilaylik, G va I Jordan bo‘yicha ol-
chovli yopiq to‘plamlar bo lib, {k(x)}32 | ortonormal sistema R(G)
da va {;(y)}521 ortonormal sistema esa, R(I) da yopiq bo‘lsin. U
holda (20.6.29) funksiyalar sistemasi R(G x F') Evklid fazosida yopiq
ortonormal sistema bo‘ladi.

Isbot. 1) Aytaylik, f yopiq G' x F' sohada aniglangan istalgan
uzluksiz funksiya bo‘lsin. Agar y € F' ni parametr desak, f funksiya-
ning {yx} sistema bo‘yicha Furye koeffitsiyentlari

Gly) = / £ (e, 9)on(e) de (20.6.33)
G

kabi aniglanadi.
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{¢r} sistema yopiq bo‘lgani sababli, Parseval tengligi o‘rinli:
(o)
SlawP ~ [l yer (20.6.34)
k=1 &

17.1.1 - teoremaga ko‘ra, (20.6.34) ning chap tarafidagi qator
uzluksiz funksiyalardan iborat bo‘lib, uzluksiz funksiyaga yaqinla-
shadi. Dini teoremasiga asosan (10.7.5 - teoremaga garang), bu qa-
tor tekis yaqinlashadi. Qatorni hadmahad integrallab (10.7.3 - teo-
rema va uning natijasiga ko‘ra, buni amalga oshirish mumkin),

Y [nwras — [ [1s@yP?day (20.6.35)
F G

k=1%p

tenglikni olamiz.
Boshqa tarafdan, har bir gx(y) funksiyani {1;} sistema bo‘yicha
Furye gatoriga yoysak,

Z 9k, 1/’] ’(/JJ
=1

tenglikni hosil gilamiz, bunda:

(91 5) = / 0k ()5 )y — / 5()dy / J @ y)or(a)de = (f, Byy).
F F G

(20.6.36)
Shartga ko‘ra {v;} sistema yopiq bo‘lgani uchun, Parseval teng-

ligi o‘rinli:
[e @]
> (g )PP /ng )P dy.
j=1

Bu tenglikni k£ bo‘yicha yig‘ib chigsak,

ZZI i )P Z/ng )|* dy

k=1 j=1 k=17



310 20.6-§. llova (Evklid fazosidagi ortogonal qatorlar)

munosabatni olamiz.
Hosil bo‘lgan tenglikning o‘ng tarafi (20.6.35) tenglikning chap
tarafiga teng. Demak,

S lgw ) = //|f<x,y>|2dxdy.

k=1 j=1 F G

Bundan, (20.6.36) munosabatlarni e’tiborga olib, (20.6.32) Parse-
val tengligi bajarilishiga iqror bo‘lamiz. Bunga ko‘ra har qanday
uzluksiz funksiya Furye qatori shu funksiyaga R(G x F') fazo metrika-
sida yaqginlashar ekan. Demak, istalgan uzluksiz funksiyani (20.6.29)
sistema bo‘yicha polinomlar bilan o‘rta kvadratik yagqinlashtirish
mumkin.

2) Endi f funksiya R(G x F') ning istalgan elementi bo‘lsin. Xud-
di bir o‘zgaruvchili holidagidek, bunday funksiyani uzluksiz funk-
siyalar bilan o‘rta kvadratik yaqginlashtirish mumkin (13.4.9 - teore-
ma va 13.4.10 - teoremaga eslatmani gqarang). Shunday ekan, yuqori-
dagi mulohazalardan f funksiyani (20.6.29) sistema bo‘yicha poli-
nomlar bilan yaginlashtirish mumkinligi kelib chigadi. Bu esa, o'z
navbatida, qaralayotgan sistemaning yopiq ekanini anglatadi.ll

1 - eslatma. Yuqoridagi teorema matematik fizikaning ko‘p
o‘lchovli masalalarini o‘zgaruvchilarni ajratish deb ataluvchi usul
bilan yechishda muhim rol o‘ynaydi. Bu usulni birinchi bo‘lib J.B.
Furye 1822 yilda chop qilingan "Issiglikning analitik nazariyasi"
nomli ishida asoslagan.

2 - eslatma. Ushbu paragrafda kiritilgan R(G) Evklid fazosi
to‘la emas, ya'ni u Hilbert fazosi emas. Bunga sabab shundaki, bu
fazo elelementlaridan tuzilgan fundamental ketma-ketlik limiti Ri-
man bo‘yicha integrallanuvchi funksiya bo‘lmasligi mumkin.

Agar skalyar ko‘paytmani aniglovchi integralni Lebeg ma’nosida
deb qarasak, u holda R(G) fazo to‘la bo‘ladi va u, odatda, La(G)
orqali belgilanadi. Mana shu hol, zamonaviy matematik tahlilda
go‘llanuvchi asosiy qurol sifatida, aynan Lebeg integrali tanlanishi-
da hal giluvchi rol o‘ynagan.

Lo(@) fazosining to‘laligi tufayli, ortogonal sistemalar bo‘yicha
gatorlar asosan aynan shu fazoda o‘rganiladi.
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Lekin, shunga gqaramasdan, Riman bo‘yicha integrallanuvchi funk-
siyalarning yuqorida kiritilgan R((G) Evklid fazosi ham Furye qator-
lari nazariyasi tadbiqi uchun bemalol yetarli bo‘lar ekan.

20.7-§. Misollar

1 - misol. Rademaxer sistemasi deb ataluvchi
Up(x) = sign(sin2m-2%-2)), k=0,1,2, -

funksiyalar sistemasining grafigini chizing va R0, 1] da ortonormal
ekanini ko‘rsating.

Ko‘rsatma. Har bir navbatdagi funksiya avvalgisi 1 ga yoki —1
ga teng kesma yarmida 1 ga va golgan yarmida esa, —1 ga teng
ekanidan foydalaning.

2 - misol. Ixtiyoriy k = 0,1,... va j = 1,2,4,...,2* lar uchun
[0, 1] kesmada Xaar sistemasi deb ataluvchi

J 1 7 1 1
, _k__<.x<_k__k._7
Xk (m) — L 2k _jgk’_Q <$<_2k7

0, boshqa 2« larda,

funksiyalar sistemasi berilgan bo‘lsin. Bu sistemaning R[0, 1] da
ortogonal ekanini ko‘rsating va uni ortonormallashtiring. chﬁ(x)
funksiyalar grafigini chizing.

Ko‘rsatma. Bu sistemadagi har bir funksiya tashuvchisi bosh-
gasining tashuvchisi bilan yoki kesishmaydi, yoki yuqoridagi misolga
keltirilgan ko‘rsatmadagi hol yuz beradi.

3 - misol. Quyidagi

1 2rx . 21w 2mnxe . 2Tnx

— . cos sin e, COS sin
2’ b—a’ b—a’ b—a’ b—a’

trigonometrik sistemaning nafaqat [a,b] kesmada, balki ixtiyoriy
[A, A+ b — a| kesmada ham ortogonal ekanini ko‘rsating.
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Ko‘rsatma. [a, b] kesmada ortogonallikni oddiy hisoblash orqali
tekshiring. [A, A+ b— a| kesmada ortogonallikni tekshirishda, davri
b—a ga teng bo‘lgan har qanday uzluksiz davriy f(«) funksiya uchun
istalgan A son olganda ham

Atb—a b
| r@de — [ fayds
A a

tenglik bajarilishidan foydalaning.
4 - misol. [—7, 7] kesmada quyidagi

1, 2 e (0,7),
flx) = ¢ -1, x€(~m0),
0, x =0,

funksiyaning Furye gatorini toping va uni yaginlashishga tekshiring.
Furye gator yordamida

R +
35

tenglikni ishotlang.

Ko‘rsatma. Furye koeffitsiyentlarini (20.0.6) va (20.0.7) formu-
lalar bo‘yicha hisoblang. Berilgan funksiya barcha a2 # kn larda
differensiallanuvchi bo‘lgani sababli, bu nuqtalarda 20.2.3 - teore-
mani qo‘llash mumkin. Furye qatorida x = % desak, talab gilingan
tenglikni olamiz.

5 - misol. [—m, 7| kesmada f(x) = cosax funksiya berilgan
bo‘lsin. Bu funksiyaning a parametr butun va butun emas bo‘lganda
Furye gatorini toping. Parametr butun bo‘lmaganda hosil bo‘lgan
gatorni yaqinlashishga tekshiring va mos Parseval tengligini yozing.

Ko‘rsatma. Parametr butun bo‘lganda trigonometrik sistema-
ning ortogonallik shartidan foydalaning. Parametr butun bo‘lma-
ganda qatorni yaginlashishga tekshirish uchun 20.2.3 - teoremani
qo‘llang. (20.1.7) Parseval tengligida o‘ng va chap tomonlarni beril-
gan funksiya uchun hisoblang.
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6 - misol. [0, 2] kesmada quyidagi

ﬂ@{l_% 0<ux<l,

r—1, 1<x<2,
funksiya berilgan bo‘lsin. Bu funksiyani sonlar o‘qgiga davriy davom
ettirib, hosil bo‘lgan funksiyaning Furye gatorini toping va yaqinla-
shishga tekshiring.

Ko‘rsatma. f(z) funksiyani sonlar o‘qiga davriy davom ettirish
natijasida hosil bo‘lgan funksiyani f(2) deb belgilaylik. Bu funksiya
davriy bo‘lakli-silliq juft funksiya bo‘lib, uning davri 2 ga teng. Bun-
dan chiqdi, f (r) ning Furye qatorida faqat cosinuslar ishtirok etadi.
Furye gatorini yaqinlashishga tekshirish uchun 20.1.3 - teoremadan
foydalaning.

7 - misol. 4 - misoldagi f(x) funksiya Furye qatori yordamida
quyidagi

7I'2

2k—1 T8

Dﬁg
|

k=1

tenglikni isbotlang ((20.1.8) tenglik bilan solishtiring).

Ko‘rsatma. Agar 0 < 2 < 7 bo‘lsa, 4 - misoldagi funksiya
Furye qatorini § dan x gacha integrallang. Hosil bo‘lgan ifodada
x = 0 deyish yetarli.

8 - misol. [—, 7| kesmada aniglangan quyidagi

e*, —m<x<0,
f(.T): %7 x =0,
Ve, 0<xz<m,

funksiya Furye koeffitsiyentlarini hisoblamasdan turib, uning Furye
gatori x = 0 nuqgtada % giymatga yaqinlashishini ko‘rsating.

Ko‘rsatma. f(x) funksiya x = 0 nugtada chap hosilaga ega
bo‘lib, bu nugtadan o‘ngda o = % ko‘rsatgich bilan (20.2.15) Hol-
der shartini ganoatlantirishini ko‘rsating. So‘ngra 20.2.3 - teoremani
go‘llang.
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9 - misol. Shunday A sonlarni va [0, | kesmada aniglangan ham-
da aynan noldan farqli shunday y(x) funksiyalarni topingki, ular

—y"(x) = My(x)

tenglamani va
y(0) =y(l) =0

chegaraviy shartni qanoatlantirsin. Bu masalaning y(z) yechimlari
to‘plami R0, ] da ortogonal trigonometrik sistema tashkil gilishini
ishotlang. Hosil bo‘lgan yechimlar sistemasini ortonormallashtiring.

Kofrsatma. Masalani yechishda uchta: A =0, A <0va A >0
holni alohida o‘rganing. Birinchi ikki holda fagat nol yechim mavjud
ekaniga ishonch hosil giling. Uchinchi holda esa, istalgan A\, — (%)27
k =1,2,3, ..., son uchun masalaning aynan noldan farqli yechimi
mavjud ekanini ko‘rsating.

10 - misol. Navhatdagi

0

32 - AAu(z,t), zeT® >0,

to‘lqin tenglamasining 27-davriy va u(x, 0) = @(x), %(w, 0) = ¥(x)
boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini toping.

Ko‘rsatma. Yechimni, aniglanishi talab gilinadigan cg(t) koef-
fitsientli x € T™ o‘zgaruvchi bo‘yicha quyidagi

u(x,t) = Z cr(t)et®

kezn

Furye gator ko‘rinishida qidiring. Bu yechimni tenglamaga qo‘yib,
ck(t) koeffitsientlarni aniglash uchun ikkinchi tartibli oddiy differen-
sial tenglama oling. Umumiy yechimdagi ikki o‘zgarmasni aniglash
uchun ikkita boshlang‘ich shartdan foydalaning.
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