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SO‘ZBOSHI

Kiassik mexanika fani uch yuz yildan ortiq tarixga ega. Mexanika
fanini rivojlantirishga Galiley, Nyuton, Eyler, Yakobi, Gamiiton va
boshga buyuk olimlar katta hissa qo‘shishgan. Albatta, mexanika fa-
nining rivojlanishi hali ham davom etmoqda, ammo uning prinsipial
asoslari XIX asrning ikkinchi yarmiga kelib aniqlangan desak bo‘ladi.
Klassik mexanika juda keng va chuqur fan. Har xil soha mutaxassisiari
unda o°ziga qizigarli va muhim bo‘lgan yo‘nalishlarni topishi mumkin.
Fizikiar sifatida biz mana shu fanning fizika uchun muhim bo‘lgan
gismlarini tanlab oldik. Birinchi navbatda bu nazariy fizikaning hamma
sohalarida keng qo‘llaniladigan tushunchalar — Lagranj formalizmi,
Gamilton formalizmi, ta’sir integrali, eng gisqa ta’sir prinsipi, harakat
integrallari, tashqi maydonlarda harakat va sochilish va h.k. Univer-
sitetlar uchun nazariy fizika kursi shunday qurilganki, yuqorida aytilgan
fundamental tushunchalar birinchi bo‘lib nazariy mexanika kursida
kiritiladi.

Kichik tebranishlarga ham katta ahamiyat berilgan — tebranish
jarayonlari fizikaning deyarli hamma sohalarida uchraydi va kichik
tebranishlarning qonuniyatlari hamma sohalarda ham bir xildir. Real
fizik sisternalar aynigsa elektrotexnik qurilmalarning xossalarini o‘rga-
nishda ko*pincha nochiziqli tebranishlar nazariyasini qo‘llashga to‘g‘ri
keladi. Nochizigli tebranishlar sohasi birmuncha murakkab bo‘lganligi
uchun kitobimizda uning fagat asoslari yoritilgan,

Qattig jism harakati masalasi klassik matematik fizikaning eng
mukammal ishlab chiqilgan gismlaridan biri sifatida e’tiborimizni
o‘ziga tortadi. Klassik mexanikaning bu sohasi bilan real hayot orasida
ko‘pincha bevosita bog‘lanishlarni topish mumkin,

Darslik fiziklar uchun universitet dasturiga mos ravishda suyugliklar
mexanikasiga bag‘ishlangan bob ham bor.

Bu bobda berilgan ma’lumotlar talabalarga suyugliklar va gazlar
mexanikasiga doir asosiy qonuntarni o‘zlashtirishga imkoniyat beradi
degan umiddamiz. :



£ Kilassik mexanika fizik sistemalarning fazodagi mexanik harakatini
o‘rganadi, bu gonunlarni vekiorlar tilida ifoda gilish juda qulaydir.
Vektorlar algebrasining asosiy qoidalari llovada berilgan, ular kitobni
tushunish uchun yetarlidir deb o‘ylaymiz. Kitob davomida mana shu
ilovada tushuntirilgan soqov indekslar bo'yicha yig‘indi goidasi #eng
foydalanilgan. Agar o‘quvchi vektorlar bilan ishlashda qivinchilikiar
sezsa mana shu [lovaga murogjaat gilishi kerak bo‘ladi.

O'‘zbek tilida Nazariy fizika kursi birinchi bor varatitmoqda. Ajab
emas, sinchkov o‘quvchilar darslikda ba’zi-bir nosozliklarni uchratib
qolsa. Bunday o‘quvchilarning tanqidiy mulohazalari kitobimizdagi
kamchiliklarni kamaytirishga xizmat qiigan bo‘lar edi. Tegishli fikr va
mulohazalarnj quyidagi manzil bo'yicha yuborishingizni so‘raymiz:
Toshkent, M. Utug‘bek nomli O‘zbekiston Milliy universiteti, fizika
fakulteti, Yadro va nazariy fizika kafedrasi.

Ushbu darshik O*zbekiston Respublikasi Vazirlar Mahkamasi goshi-
dagi Fan va iexnologiyalarni rivojlantirishni muvofigiashtirish go‘mitasi
tomonidan ta’minlangan «OWI-3-9» sonli innovatsion loyiha doirasida
yaratilgai.

Yana bir muammoga to‘xtab o‘taylik. Dunyo ilmiy adabivotlarida
olimlarning nomi ularning 0°z ona tilida gqanday yozilsa boshqa tillarda
ham o‘zgartirilmasdan shundayligicha qoladi. Ammo biz tarixan kirill
alifbosiga moslashtirilgan rus tilidagi talaffuzga o‘rganib qolganmiz.
Ikkinchi tomondan, o‘quvchi ilmiy adabivotni o‘rgana boshlaganda
bizning darsiikdagi ruscha talaffuzga moslashtirilgan nomlarning haqigiy
shakliga duch kelib o‘ylanib qolmasligi uchun quyidagi jadvalda
nomlarning qivosiy shakllarini keltiramiz:



Ffus adabiyotida

Ona tilida Ushbu kitobda

Newton Nyuton HeiaToH
Hamilton Gamilton FaMunETOH
Lagrange Lagranj Narpanx
Euter Eyler SAnep
D Alambert Dalamber HAanambep
Coulumb Kulon KynoH
Navier Naviye Hasue
Stokes Stoks Croke

[ Jacobi Yakohi 2{Nela7}
Mauperiuis Mopertyui MonepTion
Poincare Puankare MyaHkape
Poisson Puasson Myaccox
Cartan Kartan KapTtan
Noeter Nyoter Hetep
Liouvilie Liuvil Myenns
Routh Raus Payc
Coriolis Koriolis Koprionuc
Rutherford Rezerford Pesepdopt
Huygence Guygens (olireHc
Legendre Lejandr Nexaunp




I-bob. HARAKAT TENGLAMALARI

1.1. Erkinlik darajasi. Umumlashgan koordinatalar

~ Jismlarning fazodagi mexanik harakatini o‘rganish uchun sanoq

_ sistemasiga ega bo‘lishimiz kerak. Sanoq sistemasi tushunchasiga ma’tum

- bir yo'l bilan tanlab olingan koordinatalar sistemasi va soat kiradi.
“Ular yordamida jismning ixtiyoriy vagt momentidagi holatini aniglash
mumekin,

' Jism holatining vagt bo‘yicha o‘zgarishini uzliksiz belgilab borsak,

shu jismning fazodagi trayektoriyasini olgan bo‘lamiz. _

Bu ishni bajarish uchun bir muhim tushuncha moddiy nugta
tushunchasidan foydalaniladi. Jismning o‘lchami ko'rilayotgan masala-
dagi boshga oflchamlarga nisbatan juda kichik bo‘lsa uni massaga
ega bo‘lgan bir nugta sifatida ko‘rish mumkin. Bu albatta ma’lum
bir yaqinlashuv, ideallashtirish, ammo u, odatda, vaxshi vaqin-
lashuvdir. Masalan, otilgan o*q voki snarvadning travektoriyasi jismlar-
ning to‘gnashuvida impuls va energivaning saglanish gonunlarini va
hatto Yerning Quyosh atrofidagi harakatini o‘rganganda bu jismlarni
moddiy nugia sifatida ko‘rish mumkin. Hatto qgattiq jismning hara-
katini o‘rganganimizda ham uni moddiy nuqtalardan iborat deb
qarasak qulay bo‘ladi.

Fizika fani tajribaga asoslangan fandir. Bundan keyin gapiriladigan
ko‘pgina tasdiglar olimlarning ko‘p asrlik tajribasiga asoslangan bo‘lib,
ular o‘zidan soddaroq bo‘lgan boshga tushunchalarga keltirilmaydi.
Darslikda bir necha marta uchrab turadigan «tajriba shuni ko‘rsatadiki»
degan ibora olimlarning ko‘p asrlik tajribasi asosida keltirib chiqgaril-
gan tasdiglarga tegishlidir,

Fizik sistemaning fazodagi holatini aniglash uchun har xil koordi-
natalardan foydalanish mumkin. Ko‘p masalalarda Dekart koordinatalar
sistemasi qo‘llaniladi. Bu holda moddiy nuqtaning radius-vektori r ni

va tezligini v=dr/dt=¢ deb belgilanadi. Ko‘p hollarda vektorlarning -

komponentalari r={x,y,z} va v = {v,v,v} dan ham foydalaniladi.
Agar moddiy nugtalar soni bir nechta bo‘lsa ularning nomeri, odatda, _
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a harfi bilan belgilaymiz. Bu holda ¢ moddiy nugtaning radiusi va
tezligi r,, v, harflar bilan belgilanadi. Radius va tezlikning argu-
mentlarini odatda ko‘rsatib o‘tirmaganimizga garamasdan shuni esda
saqlash kerakki, umumiy holda ular vaqtga bog‘liq bo‘lgan kattaliklar:
r=r() = {x(5), (1), z()} va v = () = {v(9, v(), v(H}. Quyidagi
munosabatlar _ .
x=x(f), y=y(1), 7=z (1.1)

moddiy nuqtaning x,y va z koordinatalarining vaqt bo‘yicha o‘zga-
rishini ifodalaydi, ya’'ni, ular shu nuqtaning trayektoriyasini ifodalaydi.
Bir necha moddiy nuqtali sistema hagida gap ketganda har bir
nuqtaning koordinatlarini ham shu ma’noda tushuniladi.

Masalada sferik simmetriya bo‘lsa, sferik koordinat sistemasini
qo‘llash qulayroqdir. Boshqa holatlarda ko‘rilyotgan masala uchun
boshga koordinatlar qulay bo‘lishi mumkin, Fanning muhim tomoni
shundan iboratki, harakat qonunlarini umumiy ko‘rinishda konkret
~ koordinat sistemasiga bog‘lamagan holda umumlashgan koordinaralar

tilida ifodalash mumkin. Mana shu umumlashgan koordinatalarni ¢,,
g .-, ¢, deb belgilaylik. Ular ham umumiy holda vaqtning funksiyalari
bo‘ladi: ¢(8), g8, ..., (5, ammo buni har gal yozish shart emas.
Umumlashgan koordinatlarga o‘tishga misol sifatida sferik koordi-
natlarga o‘tishni ko‘raylik:

x=rsinf@cosp, y=rsinfsing, z=rcos@. (1.2)

Bu munosabatlar orqali yangi koordinatlar {r,8 ,¢} kiritiladi. Agar

sistemada V ta moddiy nugta bo‘lsa va ularning dekart koordinatlarini

x,V,2,a=1,..., Ndebbelgilansa, umumlashgan koordinatlarga
o‘tishni

x; = fi(ap, 0 4s);

w=r5n (Q;r -")‘?.s']:

Z_,' = f_’,’(?}y '“)QS))

: (1.3)
ZN = fj’N(q!r '")QS})

formulalar orgali ko‘zda tutush mumkin. Sistemaning holatini to‘liq
aniglash uchun yetarli bo‘lgan koordinatlar soni sistemaning erkinlik
darajasi deyiladi. Yuqorida erkinlik darajasi s harfi bilan belgilangan,
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shuncha umumiashgan koordinata kiritiidi. Erkinlik darajasi soni 3N
dan kam bo‘lishi mumkin, Bitta moddiy nuqtaning fazodagi holatini

aniglash uchun vning uchta koordinatasini aniglashimiz yetarlidir.

Demak, bitta moddiy nuqtaning erkinlik darajasi uchga teng. Tkkita

moddiy nuqianing erkinlik darajasi esa oltiga tengdir. Ammeynlarning

orasidagi masofa o‘zgarmas bo‘lsin desak, sistemaning erkinlik darajasi

beshga teng bo‘ladi — shu sistemadagi ixtiyoriy bir nugtaning holatini

aniglash uchun 3 ta son kerak, ikkinchi nuqtaning holatini aniglash
uchun ikkita son yetarlidir,

Tekislik ustida harakat gilayotgan jismning erkinlik darajasi 2 ga
tengdir tekishik ustidagi ixtiyoriy nuqtani uning ikkita koordinatasi
orqali aniglashi mumkin. _

Oxirgi ikki misolda hagiqatda yana bitta tushuncha kiritildi, ya’ni
bog‘lamlar sonj tushunchasi. O‘zaro masofasi o‘zgarmaydigan ikki
nugtali sistemada bitta bog‘lanish bor — shu ikki nuqta orasidagi
masofaning o‘zgarmasligi sharti. Buni matematik ko‘rinishga keltiraylik,
vning uchun birinchi nugta koordinatalarini x,, y,, z, va ikkinchi nvgta
koordinatalari esa x,, y,, z, deb belgilanadi. Unda shu ikki nugta
orasidagi masofaning o‘zgarmaslik sharti

(xz_-’-'1)2+()’2'}’1)2+(zz—z|)2=12 (1.4)

ko‘rinishni oladi, bunda / berilgan o‘zgarmas masofa. Bu yerda har
bir koordinata vaqtning funksiyasidir (sistema harakat gilishi mumkin),
ammo masofa o‘zgarmasdir.

Har bir shart sistema erkinlik darajasini bittaga kamaytiradi. Masa-
lan, ixtiyoriy tekislik ustida bir-biriga uzunligi o‘zgarmaydigan ingichka
ip bilan bog‘langan ikkita moddiy nugta berilgan bo‘lsin. Bu siste-
maning erkinlik darajasini topaylik. Har bir nugqta sirt ustida yotibdi
— bu ikkita shart. Ular orasidagi masofa o‘zgarmaydi — yana bitta
shart.

Demak, sistemadagi erkinlik darajalar soni 6 — 3 = 3 ga teng
ekan, Haqiatan ham, sistemaning holatini aniglash uchun nugtalarning
bittasining sirt ustidagi ikkita koordinatasini berishimiz va ularni bog*-
lab turgan o‘gning x yoki y o‘giga nisbatan burchagini aniglash

yetarlidir,
© 1L1-misol. O‘zaro masofalari o*zgarmaydigan uchta moddiy nugta siste-
"~ masining erkinlik darajasini toping.
_ Uchta moddiy nuqtah sistemani ifodalash uchun 3 -3 = 9 ta koordinata
 kerak. Ammeo ularning bir gismi mustagil emas. Uchta nuqta orasidagi
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masofalarning o‘zgarmasligi 3 ta shartni beradi, demak, sistemaning erkinlik
darajasi 9 — 3 = 6 ga teng.

1.2-misol. Chiziq bo‘ylab harakat gilayotgan quyidagi sistemalarning
erkinlik darajalarini toping:

I} o'zaro masofasi o‘zgarmaydigan ikkita moddiy nugqta;

2) o‘zaro masofalari o‘zgarmaydigan N ta moddiy nuqtadan iborat sistema.

Javobi. Ikkala holda ham erkinlik darajalari soni birga teng, chunki bu
sistemalarning holatini aniglash uchun ulardagi ixtivoriy bitta nugtaning
holatini aniglash yetarlidir.

1.3-misol. Tekislikda harakai qgilayotgan sistemalarning erkinlik darajasini
toping:

1) 3 ta o‘zaro bog‘langan moddiy nuqtalar;

2) 3 ta ketma-ket bog‘langan moddiy nuqtalar;

3} ikkita o‘zaro bog‘langan moddiy nuqtaiar, ularning biri fagat berifgan
chizig vstida harakatlanadi.

Javobi. 1) Har bir nuqianing z koordinatasiga shart bor: z, = 0, z, = 0,
z, = 0, bu — uchta shart. O‘zaro bog’langanlik shartlari ham uchta,
demak, sistemaning 9 — 3— 3=3ta erkinlik darajasi bor.

3) Chizig ustida harakatlanadigan nuqtaning eckinlik darajasi birga
teng, ikkinchi nugtaning harakatini aniglash uchun uni birinchi nugta
bilan bog‘laydigan chizigning tekislikdagi x— (voki y —) o‘giga nisbatan
burchagini topish mumkin. Demak, sistemaning erkinlik darajasi ikkiga
teng.

1.4-misol. Fazoda harakatlanayotgan sistemalarning erkinlik darajalarini
toping:

1) 2 ta bir-birf bilan bog‘langan moddiy nuqtalar;

23 3 ta ketma-Ket bog'langan moddiy nugtalar;

3) 2 ta o‘zaro bog‘langan — biri tekislikda, ikkinchisi esa fazoda hara-
katlanayotgan moddiy nuqialar.

Javobi. 1. 3: fazodagi nuqtaning erkinlik darajasi 3 ga teng, ikkinchi
nuqtaning holatini topish uchun nuqgtalarni bog‘laydigan chiziqning tekislikka
perpendikular z — o'gi bilan hosil gilgan burchagi va shu chizigning (x, »)
tekislikka proyeksiyasining z — o'qi bilan hosil gilgan burchaklarini aniglansa
bo‘ldi;

2. 5;

3 4. :

Tajriba shuni ko‘rsatadiki, jismning harakat trayektoriyvasi uning
boshiang‘ich holati #(t)) va boshlang‘ich tezligi v (t)) bilan aniglanadi.
Bu degani, harakat tenglamasi vagiga nisbatan ikkinchi tartibli differensial
tenglama bo‘lishi kerak. Koordinatadan vaqt bo‘yicha ikkinchi tartibli
hosila tezlanish deviladi, demak, harakat tenglamasi umumiy holda
tezlanish, tezlik va trayektoriya orasidagi munosabat ko‘rinishiga ega bo‘lishi
kerak ekan. - :
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1.2. Lagranj fanksiyasi va ta’sir integrali

_ " TFajriba shuni ko‘rsatadiki, fizik sistemaning hamma xossalari uning
Lagranj ﬁmks:yas: Lig,q.0) va ta’sir integrali

Slel=

e —— ™

dtL(gq,q,1) (1.5)

da mujassamlangandir.

Lagranj funksiyasini qanday topish masalasi alohida ko‘rib chiqiladi,
bu yerda esa ta’sir integrali bilan shug‘ullaniladi.

Bizning magsadimiz Slg| ga qgo‘yilgan talab orgali harakat tengla-
malarini keltirib chiqarish. Keltirib chigarishni soddalik uchun bir
o‘lchamli holdan boshlaylik. Moddiy nugta ¢, vaqt momentida g(t )=q,
nuqtadan harakatni boshlab, # vaqt momentida ¢(t,) = ¢, nuqgtaga
kelgan bo‘lsin. Tushunarliki, jism ¢, nugtadan ¢, nuqtaga qanday
trayektoriya bo‘yicha borishi, ya’ni, ¢(#) trayektoriyaning ko‘rinishi
(1.5) integralning son giymatiga ta’sir giladi. S [¢] mana shu harakat
trayektorivasining funksionalidir. Bu degani, trayektoriya o‘zgarsa
ta’sirning son giymati ham ofzgaradi. Buni tushunish uchun eng
oddiy bir o‘lchamli

I[f]= ] f(x)ax (L6)

integral olaylik. Integral ostidagi f (x) funksiva o‘zgartirilsa integral
I ning son givmati ham o‘zgaradi, shuning uchun u 7 [f] deb
belgilandi. Integral qiyvmatining integral ostidagi funksiyaga bog‘lig-
ligini funksional bog‘lanish deyiladi, gisqacha aytganda, bunday
integrallar funksional deyiladi. Ta’sir integrali (1. 5) albatta trayektoriya
¢(9) ning funksionalidir.

Eng gisqa ta’sir prinsipi bo‘yicha haqiqiy trayektoriyaga ta’sirning
eng kichik giymati to‘g‘ri keladi. Buni boshqacha ham aytish mumkin
- ta’sir integralining minimal giymatiga olib keladigan funksiva g(#)
haqigiy harakat trayektoriyasiga mos keladi. Mana shu prinsipni
matematik ko‘rinishga keltiraylik.

Buging uchun ta’sir integralini quyidagi ikkita trayektoriva uchun
solishtiritadi: g(9 + 3g(H va ¢(¥). Bu yerdagi 8g(#) funksiya trayekto-
riyaning variarsiyasi deyiladi. U birinchidan ¢ = ¢ va r = 1, vaqt
momentlarida nolga teng bo'lsin: :
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8q(t) = 84(1) = 0, (1.7

“va, ikkinchidan, cheksiz kichik qiymatlarnigina qabul gilsin. Bu degani,
bitinchidan, g{f) + 8¢(#) va g(#) trayekioriyalar bir nuqtada boshlanadi
va bir nugtada tugaydi va ikkinchidan, ixtiyoriy t < t < tvaqt
momentida son jihatdan bir biridan cheksiz kam farg giladi. Shu ikki
trayektoriya uchun ta’sirning farqgi topiladi:

55 =5[q+84]-S[a)= Jd: [L(3+64,9+84.0)- L{gq.1)] =

Ia

BL aL

Bu verda yuqori tartibli cheks;z kichikiari tashlab yuborildi. Topiigan
kattalik ta’sirning variatsiyasi deyiladi. Trayektoriya minimal ta’sirga
to'g'ri kelishi uchun ixtiyoriy 8¢ uchun 85 = ¢ bo‘lishi kerak. Integral
ostidagi ifodaning birinchisiga g kirgan, trayekioriyaning variatsiyasini
vagt bo‘yicha hosiladan chigarib olish uchun shu had bo‘laklab integral-
--'lanadi {bu amalnt bajarganda variatsion hisobda isbot gilinadigan

d .
6 t€~ —3J&g munosabatdan foydalandik):

d di

aL _d L d ¢ (oL ddL
obed _ | 004 dar) oL §a 2.9
Jdt 2 %4 Jd 3 d .[d g ad” .[ [dt(aq'sq] thBq] (1.9)

Natijada

oL
§=2=
b 5 8q

%
oL ddL
+J.d36q[~———~—_]=0 (1.10)
W

- munosabatga kelamiz. Birinchi had (1.7) shart natijasida nolga tengdir,
-ikkinchi had ixtiyoriy 8¢ uchun nolga teng bo‘lishi uchun

Toe=0 (1.11)



tenglama bajarilishi kerak. Olingan tenglama Eyler—Lagranj tengla-
masi deyiladi. Bu tehglamaga jismning koordinatasi g, tezligi ¢ va
tezlanishi ¢ kirgan. Demak, Eyvler—Lagranj tenglamasi harakat te@la— _
masi ekan. '

Sistemaning erkinlik darajalari soni s ta bo‘lgan holga o‘tilsa olingan
tenglamalar sistemasi

O 49y, i=1,..
aq, drag » Thes (1.12)

ko‘rinishga keladi. Ya’ni, har bir erkinlik darajasiga bitta Eyler-~Lagranj
tenglamasi to‘g‘ri keladi. Bu tenglamalar sistemasi s ta ikkinchi tartibii
differensial tenglamalar sistemasini tashkil giladi. Ularni yechish uchun
25 ta boshlang‘ich shartiar berilgan bo‘lishi kerak. Bu boshlang‘ich

shartlar sistemaning boshlang‘ich holati ¢;(0;=¢, va boshlang‘ich
tezliklari 4,(0=9  dir.
Dekart sistemasida {g;} = {n} Eyler—Lagranj tenglamalarining
ko‘rinishi:
Sa (1.13)

1.2.1-misol. Quyidagi Lagranj funksiyasi uchun harakat tenglamasini
toping (k£ - o‘zgarmas son):

=9 kg (1.14)

Kerakli hosilalarni topaylik:

A__p %,

Harakat tenglamasi:
g+k=0. (1.16)

1.2.2-misol. Quyidagi Lagranj funksiyasi uchun harakat tenglamalarini
toping (¥ — o‘zgarmas son):

m . .
L="x(g @) -kla-a). (1.17)
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Sistemaning ikkita erkinlik darajasi bor. Harakat tenglamalarining
soni ham ikkita bo‘ladi. Hosilalarni topib, harakat tenglamalariga
o'tiladi;

aL JL ] v
——Zk(Q': Q) =—=mg =>mg —2U(g, —q)=0,

dg, 94 :
aL aL . a 1.18
2. a——“zk(% ) % =mgy = mg, +2k(g — ) =0, (.18)
q- tr

+ 1.2,3-misol.. Eyler—Lagranj tenglamalarining nugtaviy deyiladigan quyl—
dagl almashtirishlarga nisbatan

9g;
'?:(Ql Or,es Oyot), i=1,2,..,5, detf—- 3 =0 (1.19)
. QJ I
oizgarmasligini ko‘rsating,
"31'-‘-{ Yangi va eski Lagranj funksiyalarini bog'laylik:
e )
L'(Q.0.1)=L{g(0.t).4(0.0.1).¢). (1.20)
Eski koordinataning vaqt bo‘vicha hosilasini topishdan boshlaylik:
' . d L
G=—q=,=-Q;+~".
| dt ;agj UM (t.21)
Bu verdan
o4 _ 9dg; |
%, %, 622

ckanligini topamiz. Lagranj hosilalarini hisoblaylik:
I &AL 99y & ALdg; Ol & AL 9%,
a3h 2 3.7 Z o T4 3a. (1.23)
Q; 99q; 90 S9g; a0’ 3Q; m19g; 9Qi .

dg; :
Quirgi tenglikka o‘tish uchun (1.22) dan va 5—3— =0 ckanligidan foyda-

fanildi. Yangi o‘zgaruvchilar tilida Eyler—Lagranj tenglamalarini vozib olish

qoldi:
d oL oL dg;l d oL oL AL ( d 9q; 94,
——-—"-Z e P +Z =L L (1.24)-

dr 30, aQ, 00\ drdg; og; | 4idg; | droQ 20 |
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Ikkinchi had nolga teng, chunki

d; _3 Fq; . g o ddg; ¢ 329‘-,' . g,
50 20000, % oga’  @ag Zagaa X Figa (Y
Demak, -
4L AU _$d(d oL oL
dtdQ, 30 =90, |drog; oq; | (1.26)

Bu tenglikning o'ng tomoni nolga teng bo‘lsa, chap temoni ham nolga
teng bo‘ladi. .

1.3. Imersial sanoq sistemalari

Jismning harakatini o‘rganish uchun biror bir sanoq sistermasini
tanlab olishi kerak. Ixtiyoriy bo‘lgan sanoq sistemasida umumiy holda -
fazo va vaqtning xossalari murakkab bo‘lishi mumkin, bu esa harakat
qonuniariga jism harakatining o‘ziga hos bo‘Imagan murakkablikni
kiritishi aniqdir. Masalan, vagtning bir jinslimashigi (va’ni, vaqtning
ikkita momentlari 7, va 1, ekvivalent emasligi) shunga olib kelishi
mumkinki, boshlang‘ich paytda tinch turgan jism vaqt o‘tishi bilan
harakat gila boshlashi mumkin. Shu boisdan jismiarning mexanik hara-
katini fazo bir jinsli va izotrop, vagt bir jinsli bo‘lgan sistemada
o‘rganiladi. Bunday sistema inersial sistema deyiladi. Inersial sisiemada
jismga hech ganday tashqi kuch ta’sir gitmayotgan bo‘lsa, uning harakat
holati o‘zgarmaydi. Harakat holati deganda v tezlik bilan harakat
ko‘zda tutiladi, shu jumladan, » = 0 bo‘lishi ham mumkin. Shu
tasdig‘imizni isbot qilaylik.

Buning uchun birinchi navbatda erkin jismning inersial sistermnadagi
Lagranj funksiyasini topish kerak. Bu Lagranj funksiyasi na vaqt f ga
va na radius r ga bogiiq bo‘lishi mumkin — vaqt va fazoning bir
jinsliligi natijasida. Demak, tezlik v golayapti. Ammo fazoning izotrop-
ligi (va’ni, fazodagi yo‘nalishlarning ekvivalentligi) shunga olib keladiki,
Lagranj funksiyasi faqatgina v’ ning funksiyasi bo‘lishi mumkin:

L= L. (1.27)
Harakat tenglamalarini yozaylik:

d oL gL

o _ (1.28)
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Bu tenglamaning o‘ng tomoni nolga teng:

%:0- (1.29)
Tezlikning ta’rifi bo‘yicha: v=#, demak quyidagiga kelinadi: .
aL(UZ) = ¢onst {1.30)

ov

Murakkab funksiyaning hosifasini hisoblash qoidasi bo‘yicha

aL?) _aLw?) av’ _, oL
ov W ov | P

v. (1.31)

Bu esa
v = const (1.32)

ekanligini ko‘rsatadi. Olingan natya Nymronning birinchi qonuni yoki,
inersiya gonuni deyiladi. Demak, inersial sanoq sistemasida tashqi
kuch ta’sirida bo‘lmagan jism o‘zgarmas tezlik bilan harakat qilar
* ekan,

Berilgan inersial sistemaga nisbatan o‘zgarmas tezlik bilan harakat
qilayotgan boshqa sistema berilgan bo‘lsin. Jism bu sistemaga nisbatan
ham o‘zgarmas tezlik bilan harakat qilavotgan bo‘ladi, demak, bu
© yangi sistema ham inersial sistema ekan. Inersial sistemalarning sont
cheksiz ko‘p bo‘lishi mumkin, ularning hammasi bir-biriga nisbatan
gandaydir o‘zgarmas tezlik bilan harakat gilayotgan bo‘ladi.

Tajriba shuni ko‘rsatadiki, mexanika gonunlari hamma inersial sis-
temalarda bir xil ko‘rinishga ega, Buni quyidagicha tushunish mumkin:
go‘zg‘olmasdan turgan laboratoriya sistemasiga nisbatan o°‘zgarmas
tezlik bilan harakat gilayotgan kemani olaylik (kema inersial sistema
bo‘lishi uchun yetarli darajada katta bo‘lishi kerak, dengiz voki daryo
- tinch bo‘lishi kerak, shunda kema vetarli darajada inersial sistemaga
" yagin bo‘ladi). Shu kemadagi hamma oynalari yopigq bir xonada hech
ganday mexanik tajriba orgali kema harakat gilayaptimi-yoqmi degan
savolga javob bera olmaymiz — hamma tajribalar laboratoriya
sistemasida ganday o‘tsa, shunday o‘tadi. Inersial sistemalarning mexa-
nika gonunlari nuqtayi nazaridan teng huqugqliligi haqidagi tasdiq
Galiley prinsipi deyiladi. Inersial sistemalar teng huquqli deganimiz
ularda mexanika qonunlari bir xil ko‘rinishga ega bo‘ladi deganimizdir.
Mexanika gqonunlari differensial tenglamalar orqali ifodalanadi, demak,
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(bu tenglamalarning ko'rinishi hamma inersial sistemalarda bir xil bo‘lishi
| kerak. Bir sistemadan ikkinchi sistemaga o'tish ma’lum bir almash-
i tirishlarni talab giladi. Ularni topaylik.

Bizga ikKkita sistema berilgan bo‘lsin, ulardagi koordinatlami r va
I’ deb belgilaylik, shtrixlangan sistema birinchi sistemaga nisbat®n V
tezlik bilan harakat gilayotgan bo‘lsin. Bu ikki sistemadagi koordinatlar

r=r+ Vt (1.33)

ko‘rinishda bog‘langan bo‘ladi. Vaqt klassik mexanikada absolut
xarakterga ega:

= (1.34)

Bu — poswalat,! klassik mexanikaning matematik apparati shu
postulatga asoslangan.

Yuqoridagi formulalar, (1.33) va (1.34) Galiley almashzirvishlari
deyiladi. Inersial sanoq sistemalarning teng huquqligi mexanika
gonunlarining mana shu almashtirishlarga nishatan kovariant bo‘lishi
kerakligini bildiradi. Kovariant degani ko‘rinishi o‘zgarmaydi degani
ya’ni, tenglama (r,t) o‘zgaruvchilarda ganday ko‘rinishga ega bo‘lsa,
{r,{) o‘zgaruvchilarda ham huddi shunday ko‘rinishga ega bo‘lishi
kerak. Demak, Galiley prinsipi harakat qonunlariga kuchli talab
go‘yar ekan,

1.4. Galiley invariantligi va erkin jismning
Lagranj funksiyasi

Bir inersial sistemadan unga nisbatan V¥ o‘zgarmas tezlik bilan -
harakat qgilayotgan ikkinchi sistemaga o‘tganda jismning koordinatlari
va tezliklari quyidagi Galiley aimashtirishlari orqali bog‘langanligini
bilamiz:

Fer+ Ve, vev+V " (1.35)

Bitta jismning mana shu ikkila sistemalardagi Lagranj funksiyalari
orasidagt farq

L(r'.v’)=L(r,v)+%f(r,V) | (1.36)

' «Vaqt o‘z-o‘zicha, hech narsaga bog® lig bo‘lmagan holda oquvchi absolut
substansivas (Nyuton),
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ko‘rinishgagina ega bo‘lishigina mumkin. Aks holda ikkala Lagran;
funksiyalari har xil harakat tenglamalariga olib kelgan bo‘lar, bu esa
inersial sistemalarning teng huqgugliligini buzadi (paragrafga garang).
Bu yerdagi ixtiyoriy noma’lum funksiya f (r,¥), albatta, V ga bog‘hq
bo'lishi kerak. Hattoki, kichik ¥V uchun

(e, V)}=Vi(r} (1.37)

bo‘lishi kerak, chunki V = 0 bo‘lganda ikkala Lagranj funksiyasi bir-
biridan farg gilmasligi kerak. Oddiy yoyilma (tezlik V ni kichik deb
faraz qilaylik)

dL

L{e+Viv+V)=L{r, v)+rV-a—L-+V F™
v

(1.38)

dan Xelib chiqadiki,

aL oL
V. —+V. x_v--—f( ), {1.39)
V ning ixtiyoriyligi va o zgarmasllgml hamda harakat tenglamasini

hisobga olinsa:

Ia—L«i-f (r) |=
o L (1.40)
kelib chiqadi. Endi fazoning bir jinsliligi hisobga olinsa:
JdL daL '
——=10.
B diov (1.41)
Demak,
dL d dar 9
5, = O =-—o ). - (14D

T funksiya fagat r ning funksiyasi bo‘lgani uchun undan r bo‘yicha
hosila ham fagat r ning funksiyasi bo‘lishi mumkin, Ammeo, (1.42)
tenglikning chap tomoni r ga umuman bog‘liq bo‘lmagani uchun
uning o‘ng tomoni ham r ga bog‘liq bo‘lmaydi:

o
ar’
biz bu yerda quiaylik uchun indeksli belgitashlarga o‘tdik, ixtiyoriy
tenglik uchun indekslar balansi bajarilishi bo‘lishi, uning chap va o‘ng
tomonlaridagi ozod indeksiar soni teng bo‘lishi kerak. Paydo bo‘lgan

=M (1.43)
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m_sonlar o‘zining kelib chiqishi bo‘yicha qandaydu' o‘zgarmas sonlardit.
aujada

oL -
-2 (1.44)
i
it
tenglikni olamiz. Ammo, L = L (v)* ekanligi ham ma’lum, bu degani,
hagigatda

L :
=-mv' (1.45)
3v

bo‘lishi kerak degani, ya'ni m, = m, deb olishimiz kerak. Bu sodda
ifoda oddiy integrallanadi:

mv2

L-—-—2—~ . (1.46)

(Lagranj funksiyasidan konstantani hamma vaqt tashlab yuborish

mumkin). Mulohazalarimiz davomida paydo bo‘lgan o'zgarmas son

m jismning massasi deyiladi. Yo'l-yo‘lakay kichik tezlikli Galiley
almashtirishlari uchun

f= —mr-V
ekanligini ham topdik.
Lagranj funksiyasida paydo bo‘lgan va jismning massasi deyilgan

kattalik hamma vaqt musbat son bo‘lishi kerak, aks holda erkin jism
uchun eng qisga ta’sir pringipi bajarilmas edi

== j vidt J_ (1.47)

ifoda m < 0 bo‘lganda hamma vaqt manﬁy bo'lib tezliklar katta bo‘lgan
sari quyidan chegaralanmagan, va, demak, minimumga ega bo‘la
olmaydigan bo‘lib qolar edi.

Lagranj funksiyasiga vaqt va koordinataning biror-bir funksivasining
vagt bo‘yicha to‘lig hosilasini go‘shib, yangi Lagranj funksiyasiga
o‘taylik:

d
F oy + .
L'=L 7 fg.n (1.48)

Bu holda ta’sir integrali fagaigina qandaydir anig songa of‘za-
garadi:
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y
§'= [dil =S+ fgyty) = £(@usty) (1.49)
fa
85 = 0va 85 = Oshartlar bir-biridan farg q;lmagam uchun harakat
tenglamalari ham o‘zgarmaydi. Shu sababdan L” va I Lagranj
funksiyalarini ekvivalent Lagranj funksiyalari deyiladi.
f funksiya sifatida biror konstantaning vaqgtga ko‘paytmasini olsak:
f = ct ikki ekvivalent Lagranj funksiyalari mana shu konstanta ¢ ga
fagr qiladi.

1.4.1-misol. ' = ssin; va L=—xcoss Lagranj funksiyalari ekvivalentdir:

L’=J’csinr=—xcosf+§(xsinr). {1.50)
t

Ikkala Lagranj funksivasi uchun harakat tenglamalarini solishtiraylik:
L=—xcos; Lagranj funksiyasi uchun;

i‘g—-—f::ost E’Q‘ir:--O::’co‘:t“O 1.51
ax 4 ) (1.31)
L’=xsint Lagranj funksiyasi uchun:
o =0, i)i———smt:H:osz‘-o (1.52)
B ox .

Harakat tenglamalari bir xil bo‘ldi

Lagranj funksivasining yana bir umumiy xossasi bor uni ixtiyoriy
o'zgarmas songa ko*paytirishimiz mumkin, harakat tenglamialari bunda
o‘zgarmaydi. Bu Eyler-- Lagranj tenglamalaridan yaagol ko'rinib turibdi.

1.5. Moddiy nugtalar sistemasining Lagranj funksiyasi

Erkin zarrachalar sistemasidan boshlaylik. Bir necha erkin moddiy
nugialar sistemasidagi har bir nugtaning harakat tenglamasi boshga
nuqtalaming holatiga bog‘liq bo‘lishi mumkin emas. Bu degant, erkin
moddiy nugtalar sistemasining Lagranj funksiyasi additivlik xossasiga ega:

2

L= Z : (1.53)

: Tajnba shuni ko‘rsatadiki, moddly nuqtalar orasidagi o‘zaro ta’sir
shu moddiy nuqtalarning koordmatlar:ga bog‘liq bo‘lgan va porensial
energiya deb atalgan U (r,r,,...,r)) funksiyva orqali ifodalanadi. Bu
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holda sistemaning Lagranj funksiyasi

2
i, v, .
= E‘ 5 -Uy,ry,..1,) (1.54)

ko‘rinishda olinishi kerak. Yig'indiga kirgan

T= Zm“ : . (1.55)

ifoda sistemaning kinetik energiyasi deyiladi.
Harakat tenglamalarini olish uchun Lagranj hosilalari hisob-
lanadi:

A U A

o e B, T e T (1.56)

Demak, sistemaga kirgan a- zarrachaning harakat tenglamalari
mt =—ig-

“= {L.57)

ko‘rinishga ega bo‘ladi. O‘ng tomondagi vektor g- zarrachaga ta’sir
qilavotgan kmch deyiladi;

1
P‘Ii’ :—ara * (1.58}

Dekart sistemasida harakat tenglamalari Nyuton tenglamalari ko‘-

rinishini oldi: s
mi, =F, ' {1.59

Harakat tenglamasiga potensial energivaning fagat hosilasi kirdi,
demak, potensial energiva o‘ziga ixtiyoriy konstantani go‘shib qo‘yish-
gacha aniglikda aniglangan. Bu avvalgi paragrafdagi ekvivalent Lagranj
funksiyalarining muhokamasiga mos keladi.

Lagranj funksivasi dekart koordinatlar sistemasida keltirib chi-
qarildi. Sistemaning Lagranj funksiyasini umumlashgan koordinatlar
tiliga o‘tkazib olish giyin emas. Dekart va umumiashgan koordinatlarni
bog‘laydigan eng uimumiy ifoda (nugtalarning nomeri g yuqorida
yozaylik):

a [
= @y ZL% i=1..s (1.60)
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Shunga ko‘ra

. formula hosil bo'ladi. Agar

a 9 o
.!ff " My ag; aqk (162)
belgilash kiritilsa Lagranj funksiyasini
R o
L= D iy ~U(gndy) (1.63)

j,k:}

ko‘rinishga keltirib olinadi, bu yerda s-erkinlik darajalari soni. Ko‘rinib
turibdiki, nmumiy holda kiritilgan koeffitsiyentlar umumlashgan
-koordinatlarning funksiyalari bo'ladi:

1.5.1-misol. Lagranj funksiyasini sferik va silindrik SIStemaIarda toping.
Dekart sistemasida Lagranj funksiyasi

1 . . .
L=—Zma(xf+yf+z3}—U(x1,y;.z,,'--) (1.64)

ko rinishga ega edi. Sfenk sistemaga
x, =r,sing, cos@,. y, =r,sn0, sing,, z,=r cosh, (1.65)

formulalar bo‘yicha oftiladi. Hamma hosilalarni hisoblab
Lz%zma("’az+*‘029f+rfSinzBufP(.:)"U(ﬁ»f’:'fPaw-) (1.66)
formulaga kelamiz. Agar bitta moddiy nugta hagida gap ketayotgan bo‘lsa

L:P—:(r‘z+r292+r2 sin® 062)-U(r,6,¢) (1.67)

ifoda shu nugtaning sferik sistemadagi Lagranj funksiyasini beradi.
Silindrik sistemaga kelaylik. Bu holda
X, =1, CO8Q,, ¥, =1,Siney, (1.68)
formulalardan foydalanib

L—*Zm (7} +r<pa+ca) Uln,¢,9,..) (1.69) -
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ifodaga kelinadi. Bitta nugqtaning Lagranj ﬁ.lllk,siyasi esa

L=_’;(92+r2¢3+22J“U(P,§0,3) o (LT0)

ko‘rinishga ega bo'ladi.

Sistema ikki kichikroq sistemalardan ihorat bo'lsin: 4 va 8. Shu
ikki sistemani bir-biridan uzoqlashtira borilsa ular orasidagi o‘zaro
ta’sir ham kamaya boradi va cheksiz limitdy ypj nolga teng deb garash
Mumkin. Ya’'ni, o‘zaro ta’sir qilmayotgan gismlarga kirgan moddiy
Dugtalar bir-biridan mustaqil bo‘lgan harakat tenglamalariga ega
bolishi kerak.

Bu degani L, ga B ga taalluqli koordinatalar kirmaydi va aksincha.
Buni sistemaning umumiy Lagranj funksiyasj jkki qism orasidagi cheksiz
limitda

lim L =L, + L, (1.71)
XOssaga ega bo‘lishi kerak deb ifodalashi mpakin. Buoday vossa

additivlik xossasi deyiladi. Avvalgi paragrafning oxirida aytib o'tilgan
X0ssa Lagranj funksiyasining ixtiyoriy SOnga ko‘paytirish mumkin-
llgining additivlik xossasi nuqtayi nazaridan shuni bildiradiki, hamma
ko‘p sistemalarning Lagranj funksiyalarini biy vaqtda qandaydir bitta
SOnga qaytarish mumkin. Topilgan xossa fizik kattaliklarning o‘lchash
birliklarini tanlashga tegishlidic — hamma zarrachalar nchun bir birtik-
1’-5}1‘ sistemasidan ikkinchisiga o‘tilganida Lagranj funksiyasi ma’lum
bir songa ko‘payadi.

1.6. Bog‘lanishiar bo‘lgan holda Eyler—Lagranj
tenglamalari

Avvalgi paragrafda ko‘rilgan hol sistemada bog‘lanishlar bo‘lma-
gandagi sodda vaziyatga mos keladi. Boglanishlar mavjud bo‘lsa, ha-
rakat tenglamalari qay darajada o‘zgarishi kerak?

Birinchi navbatda bog‘lanishlarning Klagsifikatsiyasini keltiraylik.
N ta zarrachali sistemani ko‘raylik. Uning erkinlik darajalari soni 3N
82 tengdir. Shu sistemada k ta bog‘lanishlar ho*lsin. Albatta, k < 3N
bo‘lishi kerak. Agar bog‘lanishlarning Ko‘rinishg

e, r, .., r,0=0i=1, s k (1.72)
b0Isa, ya’'ni, ularga tezliklar kirmasa, bunday bog‘lanishlar golonom
boglanishiar deyiladi.

24



1.6.1-misol. Sistema ikkita jismdan iborat bo‘lsin va shu jismlar orasidagi
masofa o‘zgarmas va berilgan son / ga teng bo'lsin;

I () —xy () =1 {1.73)

1.6.2-misol. Zarracha radiusi R — ga teng va markazi r, nuqtada
jovlashgan sferaning ustida harakatlanmogda:

(x(r)—x0)2+(y(r)—y0)2+(z(r)—z0)2=R2. (1.74)

Golonom boglanishiarga tezliklar bevosita kirmagan bo‘lsa ham
ular tezliklarni ham cheklaydi. Bunga ishonch hosil gilish uchun (1.72)
ni vaqt bo‘yvicha differensiallaylik:

af o
ar 5——0 i=1,. (1.75)

(1.72) boglanishlar tezlamshlaml ham bog‘laydi, buni ko‘rish uchun
(1.75} tenglamani vaqt bo‘yicha yana bir differensiallash kerak:

Bf, azﬂ asz P
ar ; .é.;;_é.}.‘_.rrk+ arZ -.-0, I—l,.“,k. (1.76)

Ma’lumki, jismmng tezlamshl va unga ta’sir gilayotgan kuch o‘zaro
proporsionaldir. Shu nugtayi nazardan bog‘lanishlar sistemaga kirgan
qgismlarning orasidagi qo‘shimcha kuchlar sifatida ham qaralishi
mumnkin.

Vaqtga bog‘liq bo‘lmagan golonom bog‘lanishlar skleronom bog‘-
lanishlar deyiladi, vaqtga bog‘liq bo‘lganlarini esa reonom bog ‘lanishlar
deyifadi.

Agar bog‘lanishlarga tezliklar ham bevosita kirsa:

f} (l;l,rz,.‘.,i'N,rl,rz,...rN,I)=0, i=1,...,k (1.??)

va ularni integrallash yo‘li bilan (1.72) ko‘rinishga keltirish mumkin
bo‘imasa bunday bog‘lanishlar nogolenom voki integrallanuvchanmas
bog‘lanishlar deyiladi. 3N o‘zgaruvchilar r,..., r, ning k tasi harakat
tenglamalaridan emas, yuqoridagi shartlardan topiladi. Bundan harakat
tenglamalarining ham faqat 3N — k& tasining mustaqilligi kelib chigadi.

Bog‘lanishlar bilan qanday ishlash kerak? Birinchi fikr — ularni
oshkora holda yechib koordinatalarning £ tasini boshga koordinatlar
orqgali ifodalab olish magsadga muvofig bo‘lar edi. Ammo, nogolonom
bog‘lanishlar yechib bo‘lmaydigan munosabatlar turiga kiradi. Golo-
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nom bog‘lanishifarning ham ba’zi-birlari bilan vechilmagan holda
ishlash gulayrog bo‘lishi mumkin. Shuning uchun bog‘lanishlar paydo
bo‘lganda Lagranj formalizmi shu bog‘lanishlarni hisobga olish uchun
qanday o‘zgarishi kerak degan savoiga javob berayiik.

Bog'lanishlar bo‘lgan holda eng gisqa ta’sir prinsipi quyidagi?o‘ri-
nishga keltiriladi. Golonom holdan boshlaylik va metodning mohiyatini
avval sodda misolda ko‘rib chigaylik.

Bizga f(x,y)} funksiya berilgan bo‘lsin. Funksiyamizning biror
nuqtada ekstremumi mavjud bo‘lishi uchun shu nugtada

i =L+ L gy =0 (1.78)
ax dy
bo'lishi kerak. dx va dy lar mustaqil va ixtiyoriy bo‘lgani uchun bu
nugtada
Jf of
Yoo 1.7
dx . dy 0 (1.79)

bo‘lishi yetarli va zaruriydir. Endi funksiyaning ekstremumi quyidagi
shart bajarilganda aniglanishi kerak bo‘lsin:

&{x,y}=0. (1.80)

Bu degani dx va dy oritinmmalar endi mustagil emas balki

dg=§‘£a‘x+—a£ay=0 (1.8
ox dy
shartdan kelib chigadigan
dx _ dgioy
4 dglox (182)
munosabatga bo‘ysungan. Demak, ekstremum nugqtasida
Jdf /ady _ dg /dy
o /ox  dg/ox (1.33)
bo‘lishi kerak. Buni
13y _F1x__, (1L84)

ag/dy aglox

ko‘rinishida vozib olinadi, bu yerda A noma’lum konstanta. Lekin u
faqat x, y o‘zgaruvchilarga nisbatan konstanta, agar masalada gandaydir
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parametrlar bo‘lsa noma’lum A ularga bog‘lig bo‘lishi shubhasizdir.
Konstanta paydo bo‘lishining sababi shuki, bu tenglikning chap va
o‘ng tomonlari ikkita har xil funksiyalarning turli xil argumentiari
bo‘yicha xususiy hosilalarining nisbatlaridir, x,y argumentlarning ixtiyo-
iy giymatlarida bu tenglik o‘rinli bo‘lishi uchun bu nisbatlar faqatgina
o‘zgarmas son bo‘lishigina mumkin, uni (—A) deb belgiladik.
Demak, f (x,y) ning g =0 shart bajarilgandagi ekstremumi (shartli
ekstremumi)

daf |, 9¢ o 08
Y a%_g ¥, 1%_ 0 1.85
ax o o oy (185)

tenglamalardan topilishi kerak ekan. Ammo bu formulalar f+ A g
funksivaning hech ganday shart yo‘qgligidagi oddiy ekstremumi uchun
tenglamalarning o‘zidir, Paydo bo‘lgan kattalik A Lagranj ko ‘paytuv-
chisi deyiladi. Bu ko‘paytuvchini Kkiritib shartli ekstremum masalasini
shartsiz. ekstremum masalasiga o tkazdik, ame buning wehun masa-
- ladagi noma’lumlar sonini bittaga ko* paytmshga to‘g'ri ke[d; chunki
A yangi noma’lunt, uni ham aniglash kerak.

Masaladagi o‘zgaruvchilar va tenglamalar soniga aniqlik kiritaylik.
Uchta mustagil o‘zgaruvchi x,y, A bor. Ularni aniglash uchun uchta
tenglama mavjud (1.85) ga kirgan ikkita tenglama va g = 0 shart.

Shu sodda misolni umumlashtirib quyidagi sxemaga kelamiz. Bizga
(1.72) boglanish berilgan bo‘lsin. Ularni umumlashgan koordinatiar
ko‘rinishida yozib olaylik:

fi(g.0=0, j=1,..k (1.86)

Bu bog‘lanishlarni Lagranj ko‘paytuvchilariga ko‘paytirib undan
integral olamiz:

. {p
i Jarnsian=o (1.87)

i=l
Tu

Ta'sir variatsivasining nolga tengligi shartini esa quyidagicha yozib
olinadi: '

5, .
8 [antiigan+ Y 2fia.n=0 (1.88)
I i=1
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Vériatsion prinsipda ro‘y bergan o‘zgarish shundan iboratki, Lagranj
funksivasi o‘zgardi:

k
L~>L'=L+Y2f(q.0, (1.89)
i=l Q
ta’sir integrali ham o‘zgardi:
S—>S’=Jer'. (1.90)

Mana shu yangi ta’sirga eng qisqa ta’sir prinsipi go‘llanilsa yangi
Eyler—Lagranj tengtamalari hosil bo‘ladi:

oL’ d oL
———=0,i=1,...,3N. 1.91
g, oG (1.9h)
Bog‘lanishlarning ko‘rinishi {1.86) ekanligini hisobga olinsa, olingan
tenglamalar avvalgi Eyler—Lagranj tenglamalaridan bitta qo‘shimcha
had bilan fagr gilishini ko‘ramiz:

k

el Y PO B W12 (1.92)
J= .
Harakat tenglamalari sistemasiga qo‘shimcha tenglamalarni qo‘shib
go‘yish kerak:

. Flgn=0, j=1,..k (1.93)

Shu yerda aslida A, =A(#) bo‘lishi mumkin ekanligini aytib o‘tish
kerak (buni quyida keltirilgan misollarda yana ko‘rib o‘tiladi). Yuqorida
aytilgan ediki, A, masaladagi o‘zgaruvchilar (bizning holimizda ¢, lar)
ga nisbatan mustaqil o‘zgaruvchi, ammo masaladagt boshqa para-
metrlarga bog‘lig bo‘lishi mumkin, Varnatsion prinsipda A ham ishtirok
etishi uchun uni umumiy holda vaqtga bog‘lig deb hisoblash kerak.

(1.93) tenglamalar berilgan shartlardir, ammo ushbu yondoshishda
ular go‘yokt go‘shimcha tengtamalar rolini o‘ynaydi. Ularni variatsion
* prinsipdan olish uchun ta’sir funksionalini A, larni yangi o‘zgaruvchilar
deb ular bo'yicha variatsiyalash kerak:

88
5ﬂ.j (€3]

Harakat tenglamalari deganda (1.91) — (1.93) tenglamalar siste-
masini ko‘zda tutish kerak. Tenglamalar va noma’lumlar sonini solishti-

=U¢:>f;=0¢ j=I!---¢k' (1-94)
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raylik. Avvalida 3N — k ta mustaqil o‘zgaruvchi bor edi: 3N ta g lar -
k ta bog‘lanishlarga boysungan. Yangi formalizmda 3N + k ta mustagil
o‘zgaruvchilar bor: 3N ta ¢, va k ta 4. Tenglamalar soni ham 3N + k
taga teng: 3N ta (1.92) va k ta (1.93) tenglamalar.

Nogolonom bog‘lanishlarga o‘taylik. Ular bilan ishlash usuli
yuqoridagidan farq giladi. Odatda, nogolonom bog‘lanishlarga tezliklar
chizigli holda kiradi:

k
fi=2pepd;+d; =0, i=1,...k. (1.95)
i=1

R

; Agar bu bog‘lanishlarni §¢ ga ko‘paytirilsa ular

LN Lot
B iind

L4
i=

ko‘rinishga ega bo‘ladi, Yaqqol ko‘rinib turibdiki, koordinatalarimizning
variatsiyalari &g, mustaqil emas, ular yuqoridagi £ ta munosabatga
bo‘ysungan. Bu holda Lagranj ko‘paytuvchilarini bevosita ta’sirning
variatsiyasiga kiritamiz:

aL d aL
858 = [df| -— — -t 8q; =0.
s .[[aq P Z }qt (1.97)
Natijada Eyler—Lagranj tenglamalari
d oL oL
gg@“ag=zﬂ&% (.99

ko‘rinishni oladi.

Birinchi garashda golonom va nogolonom hollarda har xil
~ tarzdagi vo‘l tutganimizdek bo‘lib ko‘rinsa ham olingan harakat
tenglamalari ikkala holda ham bir xil ko‘rinishga ega bo‘ladi.
Hagigatan ham, (1.72) golonom shartni (1.75) ko‘rinishda yozib
~ olinsa u nogolonom bo‘lgan (1.95) shart ko‘rinishini oladi, (1.75)
dan (1.95) ga o‘tish uchun

9
i = a;g‘i‘
deb yozish kerak. Bu (1.92) bilan (l 98) ning btr-bmga mos ekanligini
ko‘rsatadi. -
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Harakat tenglamalari bir xil ko‘rinishga keltirilgan bo‘lishiga qara-
masdan golonom va nogolonom shartlarning orasida boshga farqlardan
tashgari vana bitta katta farq bor — ikkala holda sistemaning erkinlik
darajalari soniga har xil yondoshish kerak. Bu masala «Qattiq jim»
bobida muhokama gijingan.

1.6.3-misol. Shipga osib qo‘yvilgan
OPIIIS 4 mayatnik ko‘rsatilgan, Koordinat o‘glari
x I.l-rasmda ko‘rsatilgan. Mayatnik ikki
{ o'lchamli (x, y) tekisligida harakat qi-
o layotgan bo'isin, shu sababli uning koor-
dinatlarini (x, y} deb belgilaylik. Ya’ni,
mayatnikning uchidagi moddiy nugtaning
2 ta erkinlik darajasi bor. Ammo bitta
bog‘lanish bor

+y =t (1.99)
1.1- rasm. Mayatnik. bunda / mayatnikning vzunligi. Bu — skle-
ronom bog'lanish. Demak, mayatnikning
mustaqil erkinlik darajasi bitta, shu erkinlik darajasi sifatida, odatda, burchak
¢ olinadi. Haqgigatan ham,

e

x=Icosp, y=Ising (1.100)

mugosabatlar (1.99) bog‘lanishning yechimini beradi.
Harakat tenglamalarini tahlii qilaylik. Binnchidan Lagranj funksiyasini
tuzayhik: sistemaning kinetik energiyasi

T=%(Jr2+>‘r2). (1.101)

Mayatnikning potensial energivasi Yer tortishish kuchi bilan aniqglanadi,
potensial energiyani y = I nugtada noiga teng deb olinsa

U=megl-yy=mgl+U’ - (L102)

ifoda hosil bo‘ladi. Lagranj funksiyasiga kirgan o‘zgarmas sonni tashlab
yuborish mumkin bo‘lgani uchun

L=T—U’=%(i2+jaz)+mgy. (1.103)

Agar (1.99) ning yvechimi bo‘lgan (1.100) formulalarni bu Lagranj

funksivasiga qo'yilsa bitta mustagil o‘zgaruvchiga bog'liq bo‘lgan Lagranj
funksiyasi topiladi:

L=%i2q§2+mglcos¢. (1.104)

30



Shu yagona o‘zgaruvchi tilida harakat tengiamalarini tuzish giyin emas:
—(E-L—=—mglsinlp, £%=m12¢ = §5+§-Sinfpx0 {1.105)
deo d¢ f

4 Endi umumiy metodga o‘taylik. Umumiy metod bo‘yicha Lagranj .
Bnksiyasi quyidagicha yoziladi:

L=—Z-z-(,t2+j2}+mgy+3,(lz —-x* =y, {1.106)

Noma’lumlar soni uchta {x, y,A}. Har biriga to'g'ri keluvchi harakat teng-
lamalarini yozib chigamiz:

mi-_-'_z}bxs
my =—2Ay+mg, (1.107)
ey =1t

x va y uchun harakat tenglamalari olindi, A uchun esa uning vaqt bo‘yicha
hosilasi kirgan tenglamna yo‘q, demak, bu o‘zgaruvchi mustaqil dinamikaga
ega bo‘lgan ofzgaruvchi emas. Tenglamalar sistemasini yechishni uning
uchinchisidan boshiash qulay:

x={sing, y=Icosg.
Ularning ikkinchi tartibli hosilaiari:
§=—lg?sing+lpcosg, y=-I¢* cos@~IPsine. (1.109)
Bularni birinchi ikkita tenglamalarga go‘yamiz:
ml (q’dcosgo —¢°sin (p) +2Alsing = 0;
ml ((}isin p+¢° cosq))— 2Alcosp =—mg.

Ikkita noma’lum ¢, A uchun ikkita tenglama goldi. Ularning birinchisini
cos @ ga va ikkinchisini sin ¢ ga ko*paytirib, qo'shilsa ¢ uchun tenglama
hosil bo‘ladi:
5 & i o=0
o+ ; sing=U. (1.111)
Hosil bo‘lgan tenglama (1.105) ning aynan o‘zidir. Lagranj ko‘paytuvchisi

A ni ham topish oson:

A=%m¢z+%mgcos¢. | (1;112)

31



Ko‘rinib turibdiki, A mustagil o‘zgaruvchi emas, uning giymati to‘lig
ravishda (1.111) ning yechimi ¢¢?) orqali aniglanadi. Lagranj ko'paytuvchisi
A dinamik o*‘zgaruvchi bo‘lmasa ham u gandaydir o‘zgaruvchi, umumlash-
gan koordinatalarning biri. Uning mana shu xususiy misoldggi ma’nosi
nimadan iborat? Oxirgi formuladan ko‘rinib turibdiki 24/ mavatnikka ta’sir
gilayotgan ikkita kuchning vig‘indisiga teng: markazdan gochma kuch
plus gravitatsiva kuchining ipga proyeksivasi. Haqigatan ham, (1.98) dan
ko*rinib turibdiki, TAC had bog‘lanish orgali paydo bo‘lgan kuch ma’nosiga
ega bo‘tishi kerak,

1.6.4.-misol. Yer bilan @ burchak hosil qilgan
qivalik bo‘yicha harakat qilayotgan g radiusli silindr
masalasini qarab chiqaylik.

Masalada ikkita umumlashgan koordinata bor

q= X,Qz =8. Silindrimiz sirpanmasdan tushayapti de-
mogchi bo’lsak uning harakatini

1.2- ;(:)s‘;:i.cg;yahk af =% (1.113)
tushayotgan shartga bo'ysundirish kerak. Bu shart silindrning tekis-
silindr. likka tegib turgan nuqtasining ilgarilanma harakat tezligi

uning aylanma harakat tezligiga tengligini bildiradi.

Ya’ni, bu shart ishgalanish kuchi borligini hisobga
olishga tengdir. Shart o'z ko‘rinishi bo‘yicha nogolonom bo‘lishiga garamay
uni integraflab tezliklar kirmaydigan, fagat umumlashgan koordinatlarga
bog'liq bo‘lgan shaklga keltirishi mumkin:

d(af — x} =0 — ab — x = const. (i.114)

Silindrning kinetik energivasi ikki gismdan iborat:

T=%mfcz+%mk=é{ _ (1.115)

Birinchi had ilgarilanma harakat kinetik energivasi, ikkinchi had aylanma
harakat kinetik energivasi («Qattiq jism» bobiga qarang). Ikkinchi haddagi
koeffitsivent silindrning inersiva momenti bilan aniglanadi, uning aniqg
ta'rifi hozir zarur emas. Potensial energiyani

U=mg(I~x)sing (1.116)
ko‘rinishda olamiz. Bunda ! — qiyalikning uzunligi, mg! sin ¢ — silindr-
ning harakat boshidagi potensial energiyasi. Albatia, mg/ sin ¢ o‘zgarmas
hadni tashlab yuborish mumkin, u harakat tenglamalariga ta'sir gilmaydi,

ammo uni potensialining fizik ma’nosini yoritishga xizmat gilgani uchun
goldiramiz. Demak, Lagranj funksiyasi :

32



? -mg(l~ x)sing. BETHLY,)

= —1~mj; +—1- k242
2 2

Harakat tengiamalariga o‘taylik. Bu hol shunday holki, golonom va
nogolonom hollardagi metodlarning ikkalasini ham go‘llashi mumkin, chunki
- bog‘lanishni ikkala ko‘rinishda yozib olindi — (1.113) va (1.114) formulalar.
Agar golonom holidagi” metoddan foydalanilsa, Lagranj ko‘paytuvchisini
bevosita Lagranj funksiyasiga kiritiladi:

L'=L+Aab-x~¢), (1.118)
bunda ¢, ixtiyoriy konstanta. Uchta o‘zgaruvchi bor x, 8, A. Mana shu
umumlashgan koordinatlar bo‘yicha harakat tenglamalari yozib olinadi:

mi=mgsing-A;
mk2g = al;
ad-x=c.

(1.119)

Oxirgi tenglamani o6 = ¥ ko'rinishga keltirib olib, oddiy hisob yordamida
2

mk“g
A=——ssing 1.120
a2+k2 ( )
va
i= a’s sing (1.121)
@l +ik* ’

ekanligini topamiz. A ning ma’nosini — F =dL/9x = mgsing—~4 formu-
ladan olish mumkin. F umumlashgan kuch, v ikki gismdan iborat:; birinchisi
tortish kuchi, ikkinchisi ishgalanish kuchi.

Demak, qiyalik bo'vicha aylanib tushavotgan silindrga ta’siv gilayotgan
ishgalanish kuchim topdik.

Silindrrning tezlanishiga kelaylik. Agar giyalikni absolut tekis ya’ni,
" masatlada hech ganday ishqalanish yo'q deb eisak, (1.113) shart paydo
bo‘lmas edi, silindr aylanib tushishi kerak ham bo'lmas edi. Ya'ni, kinetik

energiva hadida 6 ga bog‘liglik ham payde bo‘imas edi. Bu holda (1.120)
va (1.121} tenglamalarda & = 0 deb olish kerak (bu bilan silindrning
aylanma harakatini chigarib tashlaymiz),

Ko'rinib turibdiki, ishqalanishning mavjudligi silindrning tezlanishini
kamaytiradi, '

Harakat tenglamalarini integrallash qiyin emas. Qiyalikning uchida
Aurgan silindrning boshlangtich tezligini nol deb quyidagi topitadi;

| Nazariy mexanika 13



1 azgr2
x==
2a% +k?

sin@+Isin . (1.122)

Bu formuladan silindming qivaiikning oxirigacha yetib borishi uchun
qancha vaqt kerak degan savolga javob topish giyin emas, bunif®uchun
x(1,)={ tenglamani yechish kerak xolos.

" Shart boshida nogolonom (1.113) ko‘rinishga ega edi. Mashq sifatida
shu masalani nogoionom shartga mos keluvchi ikkinchi metod (1.98)
yordamida yechaylik, Buning uchun (i.113} shartni (1.95) va (1.96) ko‘ri-
nihslarga keltirib olinadi:

wi+a9=20quk ={0. (1‘123_)

Shartning soni bittaligidan foydalanib ¢, — ¢, ekanligiga o‘tildi. Yuqori-
dagidan topamizki ¢ = —1,¢, = . Harakat tenglamalarini (.98} orqali yozib
olinsa yana o'sha (1.119) formulalarga kelinadi, faqat oxirgi tenglama

sifatida a@ = & tenglamani qo‘liash kerak.

Masalani birinchi metod bilan yechilganda ab = i munosabatning
o‘zidangina foyvdalanilgan edi, shu sababdan ikkinchi metod ham huddi
o‘sha yechimuni beradi.

I-bobga mashq va savoliar

I. Erkinlik darajalasi nima?
2. Qanday sistema inersial sistema deyiladi?
3. Berilgan Lagranj funksiyalari uchun harakat tenglamalarini toping:

I.z I 2 l s [ 12 I L2
r=tg2 L o=l o =167+ 1gn%0% -coss.
a) 2‘1 29 b) 2‘1 i€ 5 5sin ]

4. Quyidagi Lagranj funksiyalariga mos keluvchi harakat tenglamalarini
toping:

ml® 5 1y g . _ mi® ke’
a) L-—T(‘P +'59 +(,09)+3f(.1)5(0, b) L= 2 - 2,
€) L=—1-i? + A(x)x ~p(x); d) L=3"—(e" 1",

5. Quyidagi Lagrawnj funksivasi bilan xarakterlanuvchi sistemalarning
tezlanishlarini toping: :
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— ' b2 150 1
. ) L:—\/li-qz +q; b) L—Er T 8 2
' 1. . . . .
¢} L= E(«\f2 + 55+ (g - ).
0. To'lig hosilani tashlab yuborish yo'li bilan ekvivalent Lagranj funk:
sivasini uzing:

, b ;1 ..
a)y L =5(q+f)2; by L ::-i(q+q)2;' ¢y L'=xv—vyi;
d) I =i ; e)L = peost; f) L'=%(2aﬁcr+a2r2)‘

p , d : y , o
7. L= LU= L+Ef (9.1) almashiirish natijasida Eyler—Lagranj tengla-

malarininng o ‘7garmasligini ko ‘rsating.

& Galiley almashiivishleri v S r'=r+Y¢ bgjarilpanida erkin zarroning
Lagranj funksiyasi ekvivalent ko'rinishga o ‘tishini ko ‘rsating.

9. Dekart koordinatlari bilan quyidugicha bog'lanishda bo‘lgan koordi-
natlarda moddiy nugtaning Lagranj funksiyasini tuzing:

a) x=R(g+sing), y=R(1-cos¢9);

©
=@+8, y=—;
by x=¢ ¥ P

. -1
c) xx\/acosqo, )!=\/§_I]SIn(p, Z=§-—-—1.

2

10. 1 =-\1-x2 Lagranj funksiyasiga mos keluvehi fa'sir S= det
uchun '
x=gchi+1shA, r=gshdA+zchd

almashtirish bajarilganda S = '[L(jr)dr = jL(qfr)dr bo Yishini ko ‘rsating () —
0 '‘zgarmas, § = dg/dt).
11. Bir jinsli og'irlik maydonida joylashgan gorizontal chizigda harakat-

lanuvchi my, va vertikal chiziqgda harakatlanuvchi m, zarralarning Lagranj

Junksiyasini tuzing.
Ularning orasidagi masofa o‘zgarmas va a ga teng (1. 3-rasmning
birinchisiga qarang)’.
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1.3- rasm. 11-, 12- va 13- maghqlarga oid.

12, 1.3-rasmning o‘riasida ko ‘rsatilgan tekis mayatnik uchun Lagranj
Junksivasini tuzing.
13. 1.3-rasmning o ‘ngida ko ‘rsatilgan mayanik uchun Lagranj funksiyasini
toping. m, nugta x o'qi bo'yicha ixtiyorly harakar giladi.
14. Massasi m va uzunligi | bo‘lgan mayatnikning osish nugtasi
a) vertikal tekislikda a radiusli aylana bo yicha o‘zgarmas Y burchak
tezligi bilan harakatlanmoqda;
b) ¥ 0'qi bolvicha acosyt gonun boYicha harakat gilmogda.
Shu sistemaiarning Lagrany funksiyaiarini roping.

1.4- rasm. 14- mashqggs oid.

15. O%zaro ta’sir energiyasi U = kx| -Y, bo‘lgan ikki zarradan iborat '
mexanik sistemaning Lagranj funksiyasini mzing, harakat tenglamalari hamda

r . (N,.x,(t) lami toping.



2-bob. HARAKAT INTEGRALLARI

Harakat jarayonida sistemaga kirgan moddiy nuqtalarning holati
o‘zgaradi, shunga ko‘ra, ularning umumlashgan koordinatalari g, va

tezliklari ¢, ham o‘zgarib boradi. Ammo shu kattaliklardan tuzilgan

va fizik jarayon davomida o'z giymatini o‘zgartirmaydigan kattaliklar
ham mavjud, vlar saqlanuvchan kantaliklar deyiladi.
Matematik ta’rifdan boshlaylik. Ta’rif bo‘yicha

f(I’ql,q21---1qH1g.ll,é2$--le's):C'I (2'1)
funksiva

oL d oL

G 2% i=l..s

dq, dt og, ’ * 2.2)

differensial tenglamalar sistemasining birinchi integrali yoki harakat

integrali deyiladi qachonki 91> 92+-9s , 9u: 41> §2:-9x larning o'rniga
(2.2) tenglamalarning yechimini qo‘yganimizda f funksivamiz o‘zgar-
mas songa aylansa. Uning son qiymati masalaning boshlang‘ich
shartlariga bog'liq bo‘ladi. Harakat integrallari saglanuvchi kattalikning
yiina bir boshga nomlanishidir. (2.2) tengiamalarning birinchi integral-
larining soni bir nechta bo‘lishi mimkin.

Umumiy holda s erkinlik darajali sistema 2s — 1 ta harakat integraliga
cpea bo‘ladi.

Saglanuvchan kattaliklar fizikada markaziy rollardan birini o‘ynaydi.
Soqlanuvchan kattaliklarning hammasi ham teng ma’noga ega emas.
Masalan, bir nechta saglanuvchan kattalikdan tuzilgan ixtiyoriy funksiya
yana saglanuvchan kattalik bo‘ladi, ammeo uning mustaqil ahamiyati
katta bo‘lmaydi.

Biror bir kattalikning sistema uchun giymati shu sistemaga kirgan
qismlar uchun givmatlarning yig‘indisiga teng bo'lsa, bu kattalik additiv
kattalik deyiladi. Saglanuvchi kattaliklar ichida additivlik xossasiga
vpa bo‘lganlari aynigsa katta ahamiyatga egadir. Biz shu bo‘limda
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ko‘rib chigadigan saqlanuvchi kattaliklar bir tomondan fundamental
xarakterga ega — ularning kelib chiqishi fazo va vagtning fundamental
xossalariga bog‘liq — ikkinchi tomondan ular additivlik xossasiga ega. -
Saglanuvchan kattaliklar fizik jarayoniar hagida muhim ma’lwot beradi -
va ko‘pgina hollarda masalani to‘lig yechishga birdan-bir imkoniyat
beradi.

2.1. Energiyaning saglanish qonuni

Vaqtning bir jinsliligining natijasi bo‘lgan saglanuvchi kattalik
keltirib chiqgaraylik. Bu holda Lagranj funksiyasi vaqtga oshkora
bog‘liq bo‘lmaydi, va’ni, LzL(q,q) bo‘ladi. Vaqiga bog‘liglik

Lagranj funksiyasiga fagat koordinatalar ¢(y) orqaligina kiradi. Shuni
hisobga olib, Lagranj funksiyasining vaqt bo‘vicha to‘liq hosilasini
topaylik: :

d, ¥, 0 . 0 N, doL Nfd oL
—L= ) gi=—+ ) di5—= ) 4;—=—+ (-q.]__=
di ; 1 aqj ; -"aqj ; ' dr ani ; dr aqj
LAy, oL (2.3)
==Y g =

dt £ 94,

Bu formulaning o‘ng tomoni chap tomoniga o‘tkazilsa

dix> . oL '
T(Z%Q‘L]zo eX)
f=|- !
formula hosil bo‘ladi. Qavs ichidagi kattalik energiya deyiladi:

. oL
E= quaqf-h | (2.5)

U vaqt o‘tishi bilan o*zgarmaydigan, saglanuvchi kattalik ekan.
Olingan (2.4) munosabat energivaning saqlanish qonuni deyiladi.

Energiya saglanish qonuni fizikadagi eng muhim tushunchalardan
biri ekanligini hisobga olib uni yana bir yo‘l bilan keltirib chigaraylik.
Eyler — Lagranj tenglamalari (2.2) ni ¢, ga ko‘paytirib quyidagi holga
keltiriladi: '
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oL d S oL
dr dr[L ;‘qi % ]# o ' (26)

Bu verdan ko‘rinib turibdiki, agar I vaqtga oshkora bog‘lig bo'l-
masa L=L(g,q) energiya harakat tenglamalarining birinchi integrali,
ya'ni saglanuvchan kattalik bo‘lar ekan,

Energiyaning son giymatiga kelganimizda u (2.5) ga kirgan trayek-
toriya va tezlikning boshlang‘ich qiymatlari orgali aniglanadi. Energiyasi
saglanuvchi sistemalar konservativ sistemalar deyiladi. Ular gatoriga
yopiq sistemalar kiradi. Agar sistema vaqtga bog‘liq bo‘lmagan tashqi
maydonda harakat gilayotgan bo‘lsa bu holda ham uning Lagranj
funsiyasi vaqiga bog‘lig bo‘imaydi, vaqt yana bir jinslidir, energiya
saglanadi.

2.1.1-misol. Energiva harakat tenglamasining birinchi integrali ekanligini
ishot giling.

Isbot:
_ o)
_ T dr 27
tc_ng!amaning ikki tomonini F ga skalar ko‘paytiramiz;
mr-f——f-———aU(r) 28
dr . ( . )
Bu tenglikning chap tomoai
md ] .
| > (r) (2.9
ga teng, o'ng tomondagi [/ =U (r(r)) funksiya uchun
| d dr alir)
—Uir(t))=-"--
o dt (r () dt or (210
ekanligidan foydalanib
. d [ mi?
— | —+Um |=0 2.11
d{[ 5 ( )] | (2.11)

formulaga kelamiz. Qavs ichidagi ifoda kinetik va potensial energivalarning
yigiindisi — to‘lig energiyadir. '
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2.2. Impulsning saqlanish qonmni

Fazoning bir jinsliligidan kelib chiqadigan saqlanish gonunini keltirib
chigaraylik. Ko‘rib chigishni Dekart koordinat sisternasidan boshlaylik.
Fazoning bir jinsliligi shuni bildiradiki, sistemani butunligic® (uni
buramasdan ya’ni, o‘ziga paraliel qilib) bir nuqtadan ikkinchisiga ko‘-
chirilsa sistemaning holati o‘zgarmaydi. Bundan uning Lagranj
funksivasi ham o‘zgarmaydi degan ma’no kelib chigadi. Sistemaning

o‘ziga parallel ko‘chirishni r, —r, =r, +¢& ko'rinishda ifodalash mum-
kin, Bizning magsadimizga cheksiz kichik ko‘chirish yetarli bo‘lgani
uchun & ni cheksiz kKichik o‘zgarmas vektor deb qaraymiz. Sistemaga
kirgan hech bir nuqtaning tezligi o‘zgarmaydi: ¥, =r,. Lagranj
funksiyasining o‘zgarmaslik sharti quyidagi ko‘rinishni oladi:

L(r,.r, +&)-L(t,.r,)=¢ -a?f‘?=0 (2.12)
Ko‘chirish vektori € ixtiyoriy bo‘lgani uchun
oL
x, " (2.13)
ekanligiga kelamiz. Bu formulani esa harakat tenglamalari yordamida
d oL
523,—-“ =0 (2.14)
ko‘rinishga keltiramiz. Yig‘indiga kirgan
P = x MV, (2.15)

kattalik ¢ — nuqtaning impulsi deyiladi,

oL
P=Dp D5 @.16)

esa sistemaning to‘fig impulsi deyiladi. (2.14) formula esa sistemaning
to‘lig impulsi saglanuvchan kattalik ekanligini ko‘rsatadi.
Umumlashgan koordinatalar sxemasida o‘tsak, Lagranj funksiya-
sining umumlashgan tezliklar bo‘yicha hosilasi
oL

P =a_¢ : (2.17)
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wmumlashgan impuls deyiladi. Harakat tenglamalari ularning tilida

. '3
P= 9L (2.18}
3,
ko‘rinishga ega bo‘ladi. Agar Lagranj funksiyasi biror g, ga bog'liq
bo‘lmasa uni siklik koordinata deyiladi. Ko‘rinib turibdiki, mana shu
siklik koordinataga mos keluvchi umumlashgan impuls p, uchun tengtama
Pi =0 ko‘rinishga ega bo‘ladi, bundan umumlashgan impuls p, sagla-

nuvchan kattalik bo‘ladi degan ma’no kelib chigadi.

2.3. Inersiya markazi

Bizga massalari m, m, ..., m_bo'lgan # ta moddiy nuqtadan
iborat yopiq sistema berilgan bo‘lsin. Shu sistema uchun masofa
o‘lchamligiga ega bo‘lgan quyidagi kattalikni tuzaylik:

zmara
Y™ o 2.19)

Undan vaqt bo‘vicha hosilani ¥ deb belgilaylik:

Zna
- y_m (2.20)

| Mahrajdagi sistemaning 10'liq massasini M deb belgilansa, _olihgan
formuladan quyidagi formula hosil bo‘ladi:

MV = Zma o zpa . (’2’21)

Impuls — additiv kattalik, snstemaga k1rgan nuqtalammg impulslarining
vig‘indisi sistemaning to‘liq impulsiga teng:

2p, =P, | 2.22)

yoki -
P = MV. 2.23)

Demak, sistermaga massasi M, tezligi V va radius-vektori R bo‘lgan
bitta moddiy nugtadek garashimiz mumkin ekan. (2.19) formula orgali
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kiritilgan radius-vektor sistemaning inersiya markazi deyiladi. V teziik
esa jismning bir-butunligicha ilgarilanma harakat tezligi bo‘ladi.
Ikkita K va K'saroq sistemani kiritaylik, ularning ikkinchist birin-
chisiga nisbatan o‘zgarmas V| tezlik bilan harakat gilayotgan bo‘lsin.
Bu holda har bir nuqgtaning X va X sistemalardagi radius-vekrlari

r, =, +Vy (2.24)

munosabat orqali bog'langan bo‘ladi. Inersiva markazlari, sistemaning
bir butunligicha tezliklart va impulslari uchun esa quyidagilarga egamiz:

R,=R,+V,, V,=V'+V,, P=P+MV,, (2.25)

K sistemada v'= 0 bo‘lsin. Bu degani, X da sistema bir
butunligicha qo‘zg‘olmasdan turibdi, uning to‘liq impulsi ham nolga
teng. Bunday sanoq sistemasi inersiva markazi sistemasi deyiladi. Bu
holda sistema bir butunligicha K ga nisbatan o‘zgarmas V, tezlik (va,
demak, o‘zgarmas impuls P) bilan harakat gilavotgan bo‘ladi.

Uzliksiz tagsimlangan hajmi V va zichligi £(r) bo‘lgan sistema
uchun inersiva markazi quyidagicha ifodalanadi:

Id3rp(r)r

R = V
[&rp)” (2.26)
i

Bir butunligicha qo‘zg‘olmasdan turgan sistemaning energiysi unga
kirgan zarrachalarning ichki harakat kinetik energiyasi va o‘zaro ta’sir
potensial energiyasidan tashkil topgan. U sistemaning ichki energiyasi
deyitadi. Inersiva markazi sistemasida sistemaning energiyasi uning
ichki energivasiga teng. K va K sanoq sistemalarida energiyalarni
bog‘laylik:

1 1 ,
E:-Zmavf,-l—b’ =—Zma (va+V0)2+U=
2 o 2 q
] I Fl ] 2
=—zm,\'ﬂ +Zmuva 'VD+_MVO +U =
i 2 (2.27
= B+ PV, + L V2,
2

Inersiya markazi sistemasida P’ =0 va £= E_.. Demak,

fehki
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E = Ei‘t‘h.k‘l: + —;“mg.

Bu formulani oldindan ham yozib olishimiz mumkin edi: harakat-
dagi sistemaning to‘liq energivasi uning butunligicha iigarilanma harakat
kinetik energiyasi bilan ichki energiyasidan tuzilgan bo‘lishi kerak.

2.3.1-misol, Massalari bir xil bo‘lgan » ta nugqtalardan tuzilgan yopiq
sistemaning inersiva markazini toping.
Javoh:

| <
R==3r, 228
Hﬂ?—l
2.3.2-misol. Zichligi bir uchidan hisoblanganda ex® gonun bo‘vicha
o‘zgaradigan va uzunligi L ga teng sim berilgan bo'lsin. Uning inersiya
markazini toping.

Javob:
L
deax“'
R= 0 _ k+1
Tk k42 (2.29)
Jd}.’a’xk o
4

2.3.3-misol, R radiusli bir jinsli aylananing choragi ko‘rinishiga ega
bo‘lgan ingichka piastinaning inersiya markazini toping (koordinat boshi
— aylananing markazida).

Javob: Inersiva markazining x — koordinatasi:

R Tl
Idn'z I degcosg
_b i -
Re="—n 3 . (2.30)
jdn‘ J de
9 0
. . . 4R
y — koordinata ham huddi shunday giymatga ega: R, =;E-

2.3.4-misol. R radiusli sharning yuqori pallasining inersiya markazini
toping. Shar zichligi markazdan masofaning &-darajasiga proporsional
bo‘Isin.

Koordinata markazini sharning markaziga qo‘yilsa masalaning simmet-
riyasidan R = R = 0 ckanligi kelib chigadi. R, quyidagiga teng:



R mi2 2
Jarr® § dosin6cosd | do
0 0 0 __l k+3 R

R. =

z

R xi2 2r Tak+a “(2'3}_,)
far**? [ dosing [ do '
0 0 L[]

Bir jinsli (£ = 0) yarimshar uchun &, =?<

2.4. Harakat migdori momentining saglanish qonuni

Fazoning izotropiigi bilan bog‘lig bo‘lgan saglanuvchan kattalikni
keltirib chigaraylik. Fazoning izotropligi shuni bildiradiki, sistema bir
butunligicha biror burchakka burilsa uning xossalari o‘zgarmaydi.
Shunga ko‘ra, sistemaning Lagranj funksivasi ham o'zgarmasligi kerak.

Buralish burchagini o*zgarmas va cheksiz kichik deb garaymiz.
Buralish gandaydir bir yo‘nalish — o‘q atrofida roy berishi kerak,

demak unga vektor kattalik mos kelishi kerak. Shu boisdan 8¢ buralish

vektori deganda son givmati buralish burchagi }5<p| ga va yo'nalishi
buralish o‘giga mos keluvchi vektorni ko*zda tutamiz.
Vektorlar algebrasining qoidalari bo‘yicha ixtiyoriy nugtaning r,

radius-vektori dp burchakka burilganda quyidagicha o‘zgaradi:

r, =r, +0r, =r, +[er,]. (2.32)
Shunga ko‘ra tezlik uchun ham
v, =v,+0v, =v, +[dpv,]. (2.33)

ga ega bo‘lamiz. Buni yoki avvalgi formuladan vaqt
bo‘yicha hosila olib, yoki vektorlar algebrasi
qoidalarini bevosita tezlik vektori v, ga qo‘llab olish

mumkin. Demak, sistemani butunligicha kichik é¢

burchakka burdik, bunda sistemaga kirgan har bi
moddiy nugtaning radius-vektori va tezlik vektor
yuqoridagi gqoidalar bo‘yicha ofzgardi. Ammc

ZB*;' e sistemaning Lagranj funksiyasining o‘zgarishi nolgz
burchagi. teng bo'lsin:
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SL= Z(—a + 2 v")x
=3[ Etoms gptoon oo (239

Harakat tenglamalaridan va uch vektorlarning aralash ko'paytmasi
goidasidan foydalanib, bu tenglik qulay ko‘rinishga keltiriladi:

d 3L 2oL a
oL= z(dr av [&P di ”_
oL d (2.35)

Kichik burchak &p ixtiyoriy bo'lgani uchun nolga vaqt bo‘yicha
hosilali ko‘paytuvchini tenglashtirish kerak:

d _
;,;Ea‘,[rapa]—ol (2.36)

Yig‘indiga kirgan kattalikni impuls (yoki, harakat migdori) momenti
deb ataladi:

M= E[ rp.} (2.37)

Olingan (2.36) formula esa fazomng izotropligidan kelib chigadigan
impuls momentining saglanish gonunini bildiradi. Impuls momenti
vektor kattalik bo‘igani uchun uning to‘liq saglanishi uchta saqlanish
qonunini beradi — M, M, M. Lekin hamma vaqt ham fazo to‘liq
izotrop bo* lavermaych Tashql maydon umiuman olganda izotporlikni
buzadi. Ammo ba’zi bir hollarda tashqi maydon ma’lum bir yo‘nalish
bo‘yicha izotroplikni saglab qoladi. Bu holda impuls momentining
shu yo‘nalish bo‘yicha komponentasi saglanuvchan bo‘ladi. Masalan,
markaziy maydonni olaylik. Markaziy maydonda jismga ta’sir gilayotgan
kuch fagat markazgacha bo‘lgan masofaga bog‘liq bo‘ladi. Bu holda
sistemaning xossalari markazdan chiqgan ixtiyoriy o‘q atrofida aylan-
ganda o‘zgarmaydi. Shunga ko‘ra, momentning markazdan chigqan
ixtiyorly o‘qqa proyeksivasi saglanuvchan kattalik bo‘ladi. Buni (2.35)
dan ko‘rish mumkin. Ixtivoriy shunday bir o‘gni olib, uni z o°qi deb
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belgilaylik. Bu holda buralish burchagi 6¢ = {0,0,8¢,} ko‘rinishga ega
bo‘ladi. Shunga ko‘ra (2.35) dagi skalar ko‘paytma

50, %Z[rap.,]z =0 - (2.38)

ko‘rinishni oladi. Bu degani esa, bu holda saglanuvchan kattalik M,
ekanligini bildiradi. Markaziy maydonda z o‘qi sifatida ixtivoriy o‘gni
olish mumkin.

2.4.1-misol, {M oM M z} farni silindrik koordinatlar orqali ifodalang.

Dekart (x,p,2) va silindrik (r,¢@,z) koordinatlar quyidagicha bog’-
langan:
X=rcos@, yv=rsing, I=2. (2.39)
M ni topaylik:
M, =yp, —2p, = m(yi—zpy=mirsinpi-z7sinP - zreos ) =

= msin @{¥L — IF) — mzr cos pg, (2.40)
Huddi shu vo‘sinda boshqa komponentalar ham topiladi:
M, =2zp, —xp, = m(zx—x2) = mecoS ¢{zF — r) — mzr sin @,
(2.41)

M =xp, —yp, =mixy-yx)=

= m|rcos@(#sin @+ r¢cos @)~ rsin @(cos @ + r@sin @) | = mre. (2.42)

Bu misoldan bir foydali munosabat keltirib chigarishi mumkin. Agar
moddiy nugtaning silindrik sistemadagi Lagranj funksivasini

_mioa .2, 2y NURGEELY % SN S SN A0
L= (#4574 8)-Uloy,0 =27 470"+ £)-Ur.p.0) (243)
yuqorida topilgan M, bilan taqqoslansa
oL 2.
M, =—-=
*" 39 mro@ (2.44)
ekanligi topiladi. Demak, umumlashgan ¢ koordinataga mos keluvchi

umumlashgan impuls M ga teng bo'lar ekan: p, = M.

2.4.2-misol. {M, M, M} lami sferik koardinatlar orgali ifodalang.
Dekart (x, y, 2) va sferik {r,,8) koordinatlar quyidagicha bog'tangar:
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x=rcosgsin@, y=rsingsin@,  z=rcosf. - (2.45)
Bizga X,y va 2 lar kerak bo‘ladi. Ular quyidagicha hisoblanadi:

i=Fcos@sing —r@singsind + r8 cos @ cos 0;
§ = fsingsin@ +rqbcosgosin6+résin¢cosﬂ; ) (2.46)
t=rcosf— 6 50 8.
Navbatma navbat har bir komponenta topiladi:
M, =vp, -zp, =m(¥i—p)= —mr® (6 sin @+ @sin 8 cos & cos p): (2.47)
M, =zp, —ap, =mlzv—~xi)= mr® (6 cos @ — ¢ sin B cos Fsin ¢): (2.48)
M, = ap, = ¥p, = misy—yi) = nir? sin’ 8¢, (2.49)
Moddiy nuqgta Lagranj funksiyasining sferik sistemadagi ifodasini

=T(F 43P+ 8)-Uinr )= S(#4re7sin 0416 )-U(r0.0)  (250)

(2.49) bilan taggoslanilsa, yana

aL
g M, EY) (2.51)

ekanligi topiladi. Bu koordinatlarda ham ¢ koordinataga mos keluvchi umum-
lashgan impuls momentning z — komponentasiga teng bo'lib chiqdi:
Pp=M,.

2.5. YVirial teorema

Finit harakat qilayotgan moddiy nuqtalardan iborat sistemani olib
garaylik. Bunday sistemadagi hech bir jism vaqt o‘tishi bilan chesizlikka
ketib golmaydi.

Agar sistemaning potensial energiyasi o‘z o‘zgaruvchilarining k-
tartibli bir jinsli funksiya bo‘lsa, ya’'ni

U (on,.0x;,...OT, ) = atUu(y,ry,..r, ) (2.52)

kinetik, potensial va to‘liq energivalarning vaqt bo‘yicha o‘rtacha
giymatlari orasida sodda munosabat o‘rnatish mumkin. Buning uchun
dekart koordinat sistemasida ¢ zarracha uchun harakat tenglamasini
yozib olaylik:
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3

mit, ==V,U, V,= o (2.53)
Uning ikkala tomonini r, ga skalar ko‘paytirib, hamma zarralar bo‘yicha
vig'indiga o‘tiladi: hnd

Zmaru ¥, = —Zrﬂ v,U. (2.54)

o o

Chap va o‘ng tomonlar ustida quyidagi almashtirishlarni bajaraylik.
Birinchidan,

A ( r, T, )i, (2.55)

lkkinchidan, potensial energiya & tartibli bir jinsli funksiya bo‘lgani
uchun Eyler teoremasi bo‘yicha

;ra'VaU =k, (2.56)
Demak,

% > ikt = Y mil = kU (2.57)

Vaqt bo‘yicha o‘rtacha giymat ixtivorty funksiya f uchun quyi-
dagicha ta’riflanadi:

f=lim —Ifdr (2.58)
Shu ta’rif asosida (2.57) ning ikkala tomonini o‘rtalashtiramiz. Sistema
fagat finit harakat gilayotgani uchun chap tomondagi birinchi hadning
o‘rtacha qiymati nolga teng bo‘ladi. Natijada quyidagi ifodaga ke-
linadi;

Zmafj =kU. (2.59)
Kinetik energiya uchun
1 ,
T=g 2 (2.60)
ekanligini hisobga olib topilgan formulani
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T =kU. (2.61)
ko‘rinishda yozib olish mumkin. To‘liq energiyani ham bunday
munosabatlarga kiritilsa, vaqt bo'yicha o‘rtacha givmatlar uchun

= = k+2— k+2z

xm =z f=——T *
E=T+U 5 U P (262)

munosabatlarga kelinadi. Topilgan munosabatiar virial teoremani tashkil
giladi'. Ularning hususiy hollari gizigarlidir. Masalan, kichik tebranish-
larga o‘tilsa & = 2 bo‘ladi, demak,

NI U=T=
#" Gravitatsion va kulon elektr maydonlarida potensial U~ 1/r ko‘ri-
nishga ega, ya’ni k=—1. Bu hollarda
o U=-2T
va
E=-T

bo‘ladi. Kinetik energivaning hamma vaqt musbatligidan kelib chi-
gadiki, gravitatsion va kulon maydonlarida finit harakat gilayotgan
zarrachaning to‘liq energivasi manfiy bo'lar ekan.

Harakat tenglamasi (2.53) ga qaytib kelaylik. (2.52) ga kirgan
koordinatlarni «cho‘zish»

T, > =or,
bilan bir vaqtda vaqt ustida ham
11 =pt (2.63)

almashtirish bajarilsa, harakat tenglamaning chap tomoni o/8°? ga
ko‘pavadi, o‘ng tomoni esa (2.52) bo‘yicha ¢} ga ko‘payadi. Ko‘rinib
turibdiki,

B=a'*? ' (2.61)

shart bajarilsa harakat tenglamasi o‘zgarmaydi. Demak, U tashaqi
maydonda zarracha uchun r (#) funksiya qandaydir trayektoriyani

ifodalasa r’ (¢) funksiya ham huddi shu tashgi maydondagi mumkin
! Teoremaning nomi (2.54) ga kirgan X r, V. U=- Zru - F, had bilan bog’ liq.
a 4
U ba’zi bir hollarda «virial» deyiladi.
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bo‘lgan harakat trayektoriyasini berar ekan. "Topilgan munosabatni

aniqroq tushunish uchun bundan keyin @ =1"/! deb garaladi, bu yerda
I va I’ — trayektoriyalarning chizigli o‘lchamlari.

Agar ikkala trayektoriva bo‘yicha harakat tezliklari solishtirsak:
-y

roar o ry'”?
v~ nl 2 v~a“2v=(~l~J v (2.65)

Shtrixlanmagan trayektorivada ¢ nuqtadan » nugtagacha harakat
uchun 7 vagi ketgan bo‘lsa, shtixlangan trayektoriva bo‘yicha ularga

mos keluvchi ¢ nugtadan 4 nuqtagacha x’=ﬁr=(1'il)'_m: vaqt
ketadi, tezlik esa yuqorida topildi. Masalan, tortish kuchi maydoni
~uchun k =-1, demak, (t’irf = (E’Hf. Keplerning uchinchi qonuni

topildi — sayyoralar uchun Quyosh atrofida aylanish davrlari nisbatining
kvadrati ular orbitalari radiuslari nisbatining kubiga teng.

2.6.1-misol. Yer va Mars uchun orbita radiuslari /= 1,49610"sm va
U=2279410%sm | ya'ni, ¥'/1=1.5237 Agar Yerdagi bir yil 365 kun davom
etsa, Marsdagi bir yil =365.1,5237%? =365-1,88 =686 kun chiqgadi.

Energiva uchun E’/E =(I’H)k ckanligini topish qivin emas.

2-bobga mashq va savollar
1. Quyidagi Lagranj funksiyaiariga mos keluvchi energivalarni toping:

2

a) L=mr ¢2+132+q§é + 3 cos @;
2 2
2,2
by L="E._K
2 2

€) L=—J1-% +A(x)i-p(x)
d) L= =(e -t}

2. Quyidagi maydonlarda harakat gilayorganda impuls va momenining
qanday komponentalari saglanadi?

a) Tashqi maydon faqat z o'giga bog'liq, ya'ni, (x, ») tekisligida w bir
jinsli;
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b) cheksiz bir jinsli silindr ko‘rinishdagi maydon;
czo qida yotgan ikki nugta hosil gilgan maydon;
_d) y o°qi bilan chegaralangan yarim tekislikdagi bir jinsli maydon.
3. Quyidagi umumiy koordinat almashtirishida energiva va impulsning
oZgarish qonunini toping:

4 =ﬁ(Qans--—,Q,), i=1,..,s.

4. Ofzgarmas va bir jinsli tashqgi magnit maydon B da harakat gilayotgan

e zaryadli zarracha uchun /=M-B+ Zi(r xB)’ kattalik harakat integrali bo‘-
£

lishini ko‘rsating. Bu yerda M =mrxv. Tashqi magnit maydonda zaryadga

F="vxB Kuch ta’sir qiladi.
g

5. Galiley almashtirishiari uchun invarianini foping.



3-bob. HARAKAT TENGLAMALARIﬁI
INTEGRALLASH

3.1. Bir o‘lchamli harakat tenglamasi

Eyler—Lagranj tenglamalari fizikaga alogasi bo‘lgan deyarli ham-~
ma hollarda nochizigli differensial tenglamalar sistemasini tashkil
giladi. Bunday tenglamalarni integrallashning birdan bir usuli tengla-~
malarning (demak, sistemaning erkinlik darajasining) soniga teng
bo‘lgan harakat integrallarini topishdir. Har bir harakat integrali bitta
tenglamaning darajasini bittaga pasaytirib beradi, birinchi tartibli
oddiy hosilalt tenglamani esa, odatda, integrallash mumkin bo‘iib
chigadi.

Bir o‘lchamii harakat tenglamasini integrallashdan boshlavlik,
Lagranj funksiyasi bu holda

2

L:-”%-—U(x) (.1)

ko‘rinishga ega. Bu yerda U (x) — berilgan tashgi maydon (potensial).
Harakat tenglamasi
mi =-U'(x) 3.2)

ko‘rinishni oladi. Tashqi potensial ¥/ ¢(x} murakkab ko‘rinishga ega
bo‘lishi mumkin, ammo masalada bitta harakat integralining mavjudtigi
bizning ishimizni darrov yengillashtiradi. Lagranj funksiyasi (3.1) vaqige
bog‘liq emas, demak, energiya saglanuvchi kattalik ( o‘zgarmas son)
Uning ifodasi

aL mi’
E=—ii-L=—+U
Bix > +U(x) (3.3)

dan darhol quyidagi ifodani hosil gilish mumkin:

dx 2
= /;(E-U(x)). (3.4)

Olingan tenglama oson integrailanadi:
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1= JEJ.—dx-———+ const. (3.5)
24 JE-U(x) )

Bu integralni hisoblash natijasida koordinata x va vaqt 7 orasidagi
bog‘lanish topiladi. Javobni integral orqali ifodalash, odatda, kvad-
raturaga keltirish deyiladi. (3.5) formula bir o‘ichamli harakat ma-
salasini eng umumiy holda yechadi. Bu yechimga ikkita o‘zgarmas
kirgan — E va const. Ular masalaning boshlang‘ich shartlaridan
topiladi. E — U kinetik energiyaga teng bo‘lgani uchun hamma vaqt

E-Uz=z0 (3.6)

bo‘lishi kerak. £ — U = 0 nugtada esa jismning tezligi nolga teng
bo‘ladi. Bunday nuqtalar fo‘xtash nugtalari deyiladi. Bir o‘lchamli
harakatning asosiy xossalarini o'z ichiga olgan 3.1-rasmni ko‘raylik.
Rasmdan ko‘rinib turibdiki, tashqi maydonning ko‘rinishi va energiya-
ning son givmatiga garab to‘xtash nugtalar bir necha bo‘lishi mumkin.
3.1-rasmda to'xtash nuqtalari x, x,, x,. Agar harakat ikki tomondan
to‘xtash nuqtalari bilan chegaralangan bo‘lsa, bunday harakat finir ha-
rakat deyiladi. Rasmda bu soha x, £ x5 x,. Odatda, bu formadagi
sohalar potensial o‘ra deyiladi. Rasmdagi x, < x soha — infinit
harakat sohasidir, bunday sohalarda jism harakati yoki bir to-
monlama chegaralangan bo‘ladi, yoki umuman chegaralanmagam
bo‘ladi. Ko‘rinib turibdiki, bunday sohadagi jism vaqt o‘tishi bilan
cheksizlikka intiladi.

U
“TEY
e :
T 1%, X, T X, %

3. 1-rasm. Potensial maydondagi harakat.

Rasmdagi T harfi bilan belgilangan sohalar — taqgiglangan sohalardir,
bunday sohalarda (3.6) tengsizlik bajarilmaydi. Jism bunday sohaga
o‘ta olmaydi.

3.1.1-misol. {7 = x potensial maydonda to‘xtash nugtalarini toping va
harakatni integrallang. Boshlang'ich shartlar — x(0)=1,%(0)=1. Jismning
massasini bir deb oling.
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Beshlang‘ich shartlardan foydalanib, energiyaning giymati topiladi:

1. ;
E=-2-x2 +x=1. To'xtash nuqtasi x =1. (3.5} bo'yicha

1 J‘ dx
t = —= ] —=—==+const = —\f2(1 — x) +const.

\[2_ Wl=x

Boshlang‘ich shart const=0 ga olib keladi. Demak,
x-:l—ltz.
2
Shu holga mos kefadigan harakat tenglamasi ¥ =—1 ni yechib yana
shu natijaga kelishimizni tekshirib ko‘rish qiyin emas,

Bu potensiaidagi harakat 3.2-rasmning birinchisida ko‘rsatilgan. Jismga
ta’sir gilayotgan kuchning yo‘nalishi ham Kko‘rsatilgan.

£

a) E b) xzx :

2. 2-rasm. (3.1.1) va (3.1.2) misollarga oid.

3.1.2-misol. U(x) = —]-kx2 potensial maydondagi harakat gonuni anig-
. 2

lansin.,
(3.5) formulaga potensialni qo‘yamiz:

x{i) .

mJ ax m k
r=,’-—~ ——-————-—+const=—1/— Arccos x(!)1’— + const.
2 ’ [ - k 2E
E——jx*
2
xX= 2E cos| ¢ E-+oc |
Demak, "'\’ ) "#m ' 3.8

bunda « — boshlang‘ich shartdan topiladigan konstanta. Masalan, =0

(3.7)

vagqt momentida x(0) =0 bo'lsin desak o« =%/2 bo‘lisi kerak.
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3.2. 1kki jism masalasi

Ko‘p o‘lchamii mexanik harakatlar ichida aniq integrallanadigan—
lari kam. Ularning ichida markaziy maydon orgali o‘zare ta’sir gtluvchi
ikki jism masalasi eng ¢’tiborga sazovardir. Bu masalani ko‘rib o rgamsh
keltirilgan massa tushunchasidan boshlanadi.

3.2.1. Keltirilgan massa

Massalari m, va m, bo‘lgan KK jism berilgan bo‘lsin. Ular orasidagi
o‘zaro ta’sir fagat o'zaro masofagagina bog'lig bo‘lishi mumkin, bu
degani, potensial energiyaning ko‘rinishi U(x—nr b bo‘lishi kerak,
Sistemaning Lagranj funksiyasi

2 2
mr + hyFy

. 2
Inersiva markazi sistemasiga o‘taylik:

L= U —-rl).

myn + gty =0 ' (3.10)
va o‘zaro masofa vektori kiritaylik:
r=n-r,. (3.11)
Bu ikki tenglamani yechib

ity nh

r,h=- r (3.12)

ny + iy Hiy + 1ty

]"I=

lar olinadi. Rasmdan ko‘rinib turibdiki, » vektori ikkinchi jismdah
birinchi jismga garatilgan. Agar quyidagi munosabat orgali
ity

m=— L \ (3.13)

m + iy
keltirilgan massa tushunchasi Kiritilsa, Lagran;j funksiyasi quyidagi sodda
ko‘rinishga keladi:

2
mr

Natijada ikkita moddiy nuqtaning o‘zaro ta’siri masalasi bitta mod-
diy nuqtaning U{r) ko‘rinishli tashqi maydondagi harakati masalasiga
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keltirildi. Har bir jismning trayektoriyasi esa (3.12) formulalar orqali
topilishi mumkin.

Keltirilgan massani yaxshiroq tasavvur gilish uchun ikki chegaraviy
hollarni ko‘raylik.

Birinchi hol: m »m,, ya’ni, birinchi jismning mass38 ikkin-
chinikidan ko‘p marta katta bo‘lsin {ko‘z oldimizga Quyosh va Yerni
keltirish mumkin). Bu holda m, =m, va r=-r, bo‘ladi. Sistemaning
inersiya markazi massasi katta moddiy nuqtaning yaginida joyo‘lashgan
bo‘ladi, massasi kichik jism uning atrofida = r masofada aylanayotgan
bo'ladi.

. . i . . .
Tkkinchi hol: m =m,. Bu holda m = ~12~m| = Emg va inersiva markazi

ikki jismning qoq o‘rtasida joyo‘lashgan bo‘ladi. 1kkala jism shu markaz
atrofida avlanad.

3.2.2. Markaziy maydon

(3.14) Lagranj funksiyasi bilan ifodalanadigan masalani yechishga
o‘tamiz. Potensial energiya faqatgina markazgacha bo‘lgan masofaga
bog‘lig bo‘lgani uchun bunday maydon markaziy maydon deyiladi,
ko‘rilayotgan masala esa markaziy maydondagi harakat masalasi

deyiladi. :
Eyler—Lagranj tenglamalari bu holda quyidagi ko‘rinishani oladi: -
mi = _aU(r) (3.15)
or
O‘ng tomondagi kuch radius-vektor bo‘yicha yo‘nalgandir:
_BU(r)z_dU(r): (.16)

or dr r

Uning son qiymati markazgacha bo‘lgan masofa r ning funksiyasidir.
(3.15) tenglamalar sistemasi uchta nochizigli tenglamadan iborat bo‘lgan
sistema bo‘lib, uning yechimlarini topish uchun harakat integrallari
go‘lianilishi kerak.

Masala sferik simmetrivaga ega bo‘lgani uchun (3.14) Lagranj
funksiyasini sferik koordinat sistemasida ochib chigamiz:

L=;’;i(f»2 +176% +r¥5in%0¢” ) - U (r). {(3.17)
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Bu ifoda hali murakkabdir, Saglanuvchi kattaliklarni aniqlaylik.
Ularning ichida birinchisi = impuls momenti. Uning saqglanuvchan
kattalik ekanligini oddiy yo'l bilan isbot gilishi mumkin:

%M - m%[ri'] = m[FF)+ K] = m%[n] =0.  (3.18).
Bu isbotda (3.15), (3.16) formulalardan va ixtiyoriy vektorning o‘z-
o'ziga vektor ko‘paytmasi nolga tengligidan foydalanildi.

Harakat miqdori momenti
M ={rp] | - (3.19)

jismning radius-vekioriga doimo perpendikulardir, uning o‘zgarmasligi
jism radiusining doimo bir tekislakda yotishini va’ni, harakat bir
tekislikdagina ro‘y berishini bildiradi. Shu tekislik sifatida 8=x/2 tekislik
olinadi. Bu degani biz z-o‘gini harakat migdori momenti bo‘yicha
yo‘naltirdik deganimizdir.
Lagranj funksiyasi uchun itodani bir pog‘onaga soddafashtirishga
erishildi: '
L=2 (i 77 }-U ). (3.20)
Ko‘rinib turibdiki, Lagranj funksiyasi ¢ — kordinataga bog‘liq
emas. Bunday koordinatlarni siklik koordinata deyiigan edi. Siklik
koordinataga mos keluvchi umumlashgan impulslar saqlanivhci kattalik
bo‘ladi:
0_8_L_£8_L - -"Eé—uconst
Tog awog g o (3.21)
Bizning holda siklik @ kordinataga mos keluvehi umumlashgan impuls
Pp = mri¢=const (3.22)
harakat miqdori momentining z komponentasidir ((2.51) ga garang):
M, =(rpl, = mr¢. (3.23)
Ammo z o‘qi M bo‘yicha yo‘naltirilgan, demak, M=M. Bu
tahlildan ¢ ni topib (3.20) Lagranj funksiyasini-

2

mf . M
.L=-—2—[r2+;—;.-2.:2—]—l](.r) | (324)
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ko‘rinishga keltiramiz. O‘z navbatida bu energiva uchun

2
E= %{;’.2 + ﬂ;{_z ]—kU(r) 325

formulani beradi. Uni

dr 2 M?
bl ’_ E- Lo 26
dt m( U(r)) mor? (3.26)

ko‘rinishga keltirib, darhol quyidagini ifoda olinadi:

j dr
\[%(E—U{r))— ik

mlr

t

3.27)

2
Integral hisoblansa radiusni vaqtning funksiyasi sifatida topgan
bolamiz — r =n(#). Trayektoriyani to'‘lig topish uchun burchakning

ham vaqtga bog‘ligligini topish kerak. Buning uchun (3.23) dan
forydalanish yetarlidir:

M
—2dl‘

¥

2 3.28
Zm(E—U{r))—-% ( )

"’zjff"":j\j

Tkkita oxirgi integral r,o va ¢ o‘zgaruvchilar orasidagi ikki muno-
sabatni berib trayektorivani to‘liq aniglab beradi.

Agar (3.25) formulada radial tezlik nolga tenglashtirilsa: 7#=10
quyidagini olamiz:

2
E=U(rn+

o (3.29)

Ta’rif bo‘yicha bu radial yo‘nalishdagi to‘xtash nuqtalari uchun
tenglama. Tenglamani r ga nisbatan yechib mana shu «to‘xtash
nuqtalari» r, (ularning soni tenglamaning tartibiga bog‘liq) topiladi.

Bu nuqtalarda jism o‘zining markazdan uzoqlashishini (7> 0) unga

yaqinlashishga (r < 0) o‘zgartiradi va aksincha. Burchak tezlik ¢ ning
ishorasi esa, (3.22) dan ko‘rinib turibdiki, hech qachon o‘zgarmaydi
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va nolga teng bo‘Imaydi. Demak, markaziy maydonda jism markaz
atrofidagi aylanish yo‘nalishini hech gachon o‘zgartirmas ekan. Radial
harakat esa murakkabrog tabiatga ega. Agar

M2
U () =Ur)+— 3.30)°
g N+5 (3.30)
belgilash kiritilsa (3.25) formulani
E= ﬂgl+uqﬁ.(r) (3.31)

ko‘rinishga keltirib olish mumkin. Bu formulaga bir o‘lchamli ha-
rakat formulasi sifatida garalsa markaziy maydondagi radial ha-
rakat (3.30) munosabat orqali aniglanadigan effektiv potensialdagi
harakat bo‘lib chigadi. Agar Lagranj tenglamasida — aU/dq, ifoda
(umumlashgan) kuchning ifodalashi eslansa effektiv potensialdagi
qo‘shimicha had

3 M? M
L 6

or 2 mr

ko‘rinishga ega bo‘lgan markazdan tashqariga yo‘nalgan qo‘shimcha
kuchga olib keladi. Bu kuch markazdan gochivish kuchi deb ataladi.
Harakat miqgdori momenti bilan bog‘lig bo‘lgan bu kuchnig paydo
bo‘lishi ma’lum oqgibatiarga olib keladi.

Birinchidan, markaziv maydonda harakat gilayotgan jism maydon
markaziga tusha oladimi yo‘qmi degan savolga javob shu qo‘shimcha
kuchga bog'ligdir. Hattoki, maydon tortish maydoni bo‘lganda ham
markazga tushish r — 0 uchun (3.32) kuchni vengish kerak. Buning
uchun esa r — 0 limitda

3
W U M, (333)

or or  mr

yvoki bu munosabat integrallansa r - 0 limitda
2

rU(n < --Ai— (3.34)

2m

bo‘lishi kerakligi topiladi. Albatia, hamma maydonlar ham bu teng-
sizlikni ganocatlantirmaydi. Bu tengsizlik bajarilishi uchun potensial
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U(r) voki -1/r", n>2 ko‘rinishga ega bo‘lishi kerak, yoki -o/r?
ko‘rinishga ega bo‘lganda ham ~a >M/2m bo‘lishi kerak.

Ikkinchidan, ma’lum vaziyatlarda potensial energiyadagi bu
qgo‘shimcha had tortish maydoni bo‘lgan potensial maydonda ham
finit harakatning mumkin emasligiga olib kelishi mumkiss Buni
ko‘rish uchun tortish maydoni dU/ar>0 ning umumiy grafigini
chizaylik {albatta, har xil maydonlar uchun grafikning og'ishi va
nugtama-nugta son qivmatlari har xil bo‘ladi, ammo 3{/8r>0 shartga
bo‘ysunadigan funksivaning eng umumiy ko‘rinishi shu grafikka mos
keladi). Endi bu grafikga M?/r* funksiyasining grafigi nstma-ust
qo‘yilsa (3.3-rasmga qarang). Natijaviy grafikda potensial o°ra bormi-
vo‘qmi? Potensial o‘ra bo‘lishi uchun M’ ning qiymati yetarli
darajada kichik bo‘lishi kerak {uning son giymati konkret maydonga
bog‘liq bo‘ladi).

Demak, jismning harakat migdori momenti ma’lum chegaradan
oshib ketsa, finit harakat bo‘lmasligi ham mumkin ckan.

A
iy

V) ~-ifre® ,
l/—/ [ o E}I___ ! . »
aj b)

3.3- rasm. Effektiv potensialning hosil bo‘lishi.

Harakat chegaralarini energiya E ning son giymati aniglab beradi
{u, o‘z navbatida, boshlang‘ich shartlar orgali aniglanadi). Bu tasdigni
3.3-rasmga garab tushunish givin emas.

Agar energivaning qiymati shunday bo‘lsaki, harakat faqat bir
tomondan chegaralangan r>r=r_ bo‘lsa (3.3-d rasmdagt E hol )
bunday harakat infinit harakat bo‘ladi — jism cheksizlikdan keladi va
cheksizlikka qaytib ketadi. Agar harakat ikki tomondan chegaralangan
bo'lsar  =r<rer=r _ (3.3-d rasmdagi E, hol) u finit harakat bo‘ladi.
Harakat finit bo‘lishi uchun effektiv potensial «o‘raga» ega bo‘lishi
kerak.

Finit harakatga mos keluvchi trayektoriya hamma hollarda ham
yopiq bo'lavermaydi. Oddiy matematik mulohazadan kelib chigadiki,
(3.28) integralning r,, dan r__gacha qiymati shu integralning »,  dan

min
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r.. gacha giymatiga tengdir. Demak, jism markazga eng yagin
nuqtadan chiqib yana shu nuqtaga gaytib kelguncha ¢ burchakning
o‘zgarishi

";N i

Ap=2 I

Trin

dr .

2
sz(E—U(r))—-“-:z— (3.3

AES

ga teng bo‘Iadi. Trayektoriya yopiq bo‘lishi uchun A¢= 2mm/n bo‘lishi
kerak, bu yerda m va # — butun sonlar, bu holda jism » marta
aylangandan keyin yana boshiang‘ich nugtaga gavtib keladi.

3.3. Kepler masalasi

Kepler masalasi deb jismning

Uir) = ~% (3.36)

ko‘rinishdagi maydondagi harakatini o‘rganishni aytiladi. Bu ko‘-
rinishdagi maydon fizikada eng muhim rol o‘ynaydigan gravitatsion
maydon va kulon maydonlariga to‘g‘ri keladi. Gravitatsion maydon
faqat tortishish tabiatiga ega (a>0), kulon maydoni ham tortishish,
ham itarish («<0) tabiatiga egadir. Effektiv potensial ({(a>0) hol
uchun)

a M?

Up(ry=——+
¢ r 2mr?

(3.37)

(3.4) rasmda korsatilgan.

Effektiv potensialda o‘ra bor, demak, (3.36)
maydonda finit harakat mavjud ekan. Rasmdan
ko‘rinib turibdiki, buning uchun jism energiyasi
manfiy bo‘lishi kerak: E<Q.

Bu hol uchun markazga eng yaqin va eng uzoq  3.4- rasm. Effektiv
nuqtalar E= U_(r) tenglamadan topiladi: potensial.

2 2 2
L M o [li 1*2IEIM ]

x + =
2E N4EY 2mE 21E| moe?
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Yuqori ishora r,  ga va quyi ishora rga to‘g‘ri keladi. Albatta,

agar £ > 0 bo'lsa
o« / ol  M?
Tnin = E + 452 + 2.mE (3.38)

ga teng bo‘ladi, r__ esa mavjud bo‘lmaydi. -

~

Effektiv potensial = nuqtada minimmga erishadi:

nicy
2
it ¥

(Ue}jr )mfu = _F'

Hech ganday jismning energivasi bundan kichik bo‘lishi mnumkin emas.
Musbat energivali va energiyasi nolga teng jismlar infinit harakat giladi
— ular cheksizlikdan kelib cheksizlikka ketadi.

Kepler masalasidagi integrallar oson hisoblanadi. Burchak ¢ ni
topaylik (c-integrailash konstantasi):

M
2 d(1/r)
. ¥
p= L +o=-M _ =+c=
2 M? M
\)Zmei- me_x Jz:warzma-—z—
r r F F
M _mo
= arccos——'J-n+c. (3.39)
amE+ 2% h

=)
-

Integrallash konstantasi shunday tanlab olinadiki, ¢ =0 nuqta
r=r,_ gato'gn kelsin.
Buning uchun consr = 0 bo‘lishi kerak.

M2 2EM?

R R (3.40)
belgilashlar kiritilsa olingan formula
— 4
TE 1+ecosp (3.41)
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ko‘rinishga keltiladi. Orbita konus kesimi formulasiga keltirildi, P —
orbita parametri va e — uning ekssentrisiteri deyiladi. ¢ =0 va ¢ =x
nuqtalar orbitaning markazga eng yaqin {perigeliy) va eng uzoq (apoge-
fiy} nugqtalariga to‘g‘ri keladi. £<0 holda e<I bo‘ladi, orbita ellips
ko‘rinishiga ega. Ellipsning fokuslarining birida jismlarning biri
Joyo‘lashgan bofladi, chunki fokusdan ellipsning eng vagin nugtasigacha
masofa geometriyaning ma’lum formulasi bo*yicha P/(1+e) ga teng,
bu esa r,, ning o°zidir. Tabiiyki, shu fokusdan eng uzoq masofa P/(1~
e) avval aniglangan »_ _ ga tengdir. Bundan harakat davomida jism-
tarning biri ellipsning bitta markazida turadigan bo‘lib chigadi.

Agar E=( Ueﬂ, i DOIS2 e=0 ga aylanadi, orbita aylanma ko‘ri-
nishini oladi, markazgacha masofa o‘zgarmas r =p =M*/ma ga teng
bo‘ladi.

E = 0 bo'lgan holda ¢ = 1 bo‘ladi, ya’'ni, orbita parabola
ko‘rinishiga ega bo‘ladi. Bu holda harakat infinitligi aytilgan edi.

Energiyasi musbat jism esa gravitatsion (kulon) maydonida giperbola
bo‘yicha harakat giladi — bu holda ¢ > I.

3.3.1-misol. Ko'rilayotgan Ui» = —a/r maydonda vana bitta harakat
irtegrali bor, u ham bo‘lsa

a=pvm)-E (3.42)
r
ekanligini ko‘rsating,
Yechish.
dA or  or(y-r)
— =[fM]-—+
& [FM] - 3 (3.43)

Bunda M =m[rv} va harakat tenglamasi »¥=ar/r> larni go‘ysak A =0
ckanligini darhol ko‘ramiz. Vektor A orbita tekisligida votadi — bu uning
ta’rifidan ko'rinib turibdi. A vektor markazdan perigeliyga garab yonalgan
(bobning oxiridagi masalalarni qarang).
3.3.2-misol. Kepler masalasini A harakat integrali yordamida veching.
Yechish: A ni r ga skalar ko‘paytiraylik:

2

A-rr:—o.'r+-M—‘ (3.44)
"

Agar A va r orasidagi burchakni ¢ deb belgilansa va e=A/a, p=M/(me)
belgiishlar kiritilsa, o‘zimizga ma'lum bo‘lgan (3.41) formula hosil bo‘fadi:

= P
= 1+ecosg : : (3.43)
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 3.5. Markaziy maydonda sochilish jarayonlari

3.5.1. Sochilish kesimi

Shu paytgacha markaziy maydonlardagi asosan finisharakatni
o‘rganildi. Tashqi maydoniardagi infinit harakatlar ham katta aha-
miyatga ega. Cheksiz uzoqdan tushayotgan jism maydon markaziga
yaqinlashganida maydon bilan o‘zaro ta’sir natijasida o‘z trayekto-
rivasini o‘zgartirisi turgan gapdir.

Shu jumladan, 1 markazga tushishi, boshqa jism bilan to*qnashishi
mumkin. Fizik jarayonlar o‘rganganda ularga adekvat bo‘lgan (va’ni,
mos keluvchi) tushunchalardan foydalanishi kerak. To‘gqnashish va
sochilish jarayonlarini sochilish kesimi tushunchasi vaxshi ifodalaydi.
U quyidagicha kiritiladi.

Tajribada zarrachalar oqimi nishonga tushadi. Oqgimning zichligi f
- birlik vaqt ichida birlik sirt orgali o‘tgan zarralar sonini bildiradi.
Uning o‘ichamligi [ j ] = sm~sek™. Nishon (nishonni tashki} gilgan

zarrachalarning maydonlari) bilan o‘zaro ta’sir natijasida oqimni tashkil -

gilgan zarralar sochiladi (sochiladi deganda hamma mumkin bo‘lgan

jarayonlar ko‘zda tutiladi — shu jumladan, markazga tushish, markazda
tutilish va h.k. Ya’ni, sochilish deganda zarrachaning o‘z boshlang‘ich -

trayektoriyasini o'zgartirishi ko‘zda tutiladi). Agar 3.5-rasmda ko‘rsatil-
ganidek, jismning og‘ish burchagi @ deb belgilaylik. Kuzatuvchi bir
sekundda qancha zarracha (6,8 +46) burchak orasida tarqalganini sa-

naydi. Mana shu son dn(6) deb belgilanadi. Uning o‘lchamiligi {dn]=sek". }

Agar uning tushayotgan oqim zichligiga nisbati olinsa bir sekundda

birlik yuzadan o‘tib nishonga tushgan zarrachalarning ganday gismi

(6,8 +d® burchak ichida tarqalgani topiladi. Sochilishning differensial

kesimi, yoki, ko‘pincha soddalik uchun qisqartirilib aytiladigan sochilish

kesimi,

_dn
i

iy (3.46)

formula orqali ta’riflanadi. Differensial kesimning o‘ichamligi yuza

o‘lchamligiga teng.
3.5-rasm sochilish jarayonida ishlatiladigan ba’zibir kaitaliklarni
kiritishga tegishli. Chap tomondan bir jism tushayotgan bo‘lsin, ¢ —

sochilish burchagi (laboratoriya sistemada, e-sistemada), p — nishon .

parametri. Nishon parametri -~ agar tushayotgan zarra va markaz
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3.5- rasm. Bir jismning sochilishini ta ¥iflashga oid.

orasida hech qanday o‘zaro ta’sir kuchi bolmaganda shu zarraning
markazdan ganday masofada o‘tib ketishini pildiradi.

Ko‘rinib turibdiki

20, + 6= (347

Sochilash jarayonini laboratoriya (/-sistef1) va inersiya markazi
(m-sistema) larda ko‘rib chiqishi mumkin, #-Sistema - sochilish
* Jarayormda WISk HtEm Zartathden iR ‘mptleh wrlega
teng bo‘lgan sistema. Markaziy maydonda sochilish jarayonlari m-
sistemada ko‘riladi, l-sistemaga o‘tish formulalari 3.5.2-paragrafda
berilgan. . e .

Tushayotgan zarracha nishon bilan o‘zaro 1a'sir natijasida markaz-
dan @ burchak ostida sochildi. Agar nishop Parametri p boshqgacha
bo‘lsa, zarraning sochilish burchagi @ ham boshaacha bo‘ladi. Boshga
so‘z bilan aytganimizda, p —p +dp o‘zgarishi8a 6 —8 +d6 o‘zgarishi
mos keladi. dpva d@larning ishoralari orasidag! b0og lanishni aniqlaylik.
Odatda, p kamaysa 8 oshishi kerak (chunki bu holda zarra markazga
yaqinroq keladi va, natijada, ular orasidagi ©'Zaro ta’sir kuchayadi)
va aksincha. Demak, odatda, (ko‘pincha shundy, ba’Zi-bir hollardagina
bunday emas) dp va d@ larning ishoralari hat xil ekan. i

@, — burchakka o‘taylik. Fizikada eng qiziq bo 1gan markaziy maydonda
sochilish jarayonini o‘rganamiz, shuning vchun ¢, sifatida (3.28)
formula bo‘yicha aniqlanadigan burchakni ola™MZ:
oo M
7 dr

>

@ =

2 (3.48)
it sz (E—U(r))—ﬂf
¥

bunda r, — trayektoriyaning markazga ¢N8 Yadin nuqtasigacha
masofa. :
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Ko‘rilayotgan masalada zarracha cheksizlikdan nishonga tushmogda.
Uning saglanuvchan energiyasi va impuls momentlarini boshlang‘ich
kattaliklar orqali ifodalab olish magsadga muvofiqdir:

E.ﬁ-’ﬂ;’-ﬁ M =nmu_p, -~ (3.49)

bunda v_— zarrachaning boshlang‘ich {cheksiz uzoq masofadagi) tezligi.
Natijada og‘ish burchagi uchun integral -

. pd

Qo = >
J o2 W (3.50)
hiirt rg }m)i

ko'rinishni oladi.

3.6-rasmda ko‘rsatilganidek, boshlang‘ich ogimda (p, p+dp) nishon
masofasida bo‘lgan zarralar {8,08+d8) burchak ichiga sochilgan bo‘ladi.
Ichki va tashqi radiusi (p, p+dp) bo‘lgan halganing yuzasi 2xpdp, uni
oqim jichligi 7 ga ko‘paytirilsa shn yuzadan bir sekundda o‘tgan
zarralar sont kelib chiqadi. Demak, dn =2zpdp/ ekan, bu esa

. g+de
I 2C
(IL‘I e T S >
p+dp 7
3.6- rasm. Sochilish.
do =2npdp (3.5
formulaga olib keladi. Burchak of‘zgaruvchisiga o‘taylik:
dp(@
do = 2rp(8)[—— p( ) de. (3.52)

Absolut giymat paydo bo‘lganmmg sababi yuqorida aytilganidek
deyarli hamma vagt dp/d0 <0 ekanligidir, sochilish kesimi esa o*zining
ma’nosi bo‘yicha musbat bo‘lishi kerak.
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Agar fazoviy burchak do=2rsin8d6 ga o'tilsa, differensial kesim
uchun formula

£®

sin @

dp®)| ,
de

do = (3.53)

ko‘rinishga keladi.

3.5.2. To‘qnashish jarayonlari

To*qnashish jarayonida jismlarning impuislari va energiyalari o‘zga-
radi. Demak, bir jismdan ikkinchisiga uzatilgan energiya va impuls-
larning hisoblash masalasi garab chiqilishi kerak. Energiya, impuls va
tezliklarning giymatlarini saglanish gonunlari orqali topishi mumkin.
Bu ish bir necha misoflarda ko‘rsatiladi.

3.81-misol. Boshiang'ich tezligi V bo‘igan zarracha ikki gismga parcha-
landi. Parchalanish natijasida hosil bo‘lgan zarrachalarning chigish burchagini
toping.

Zarrachalarning bittasini olaylik. Uning tezligi / va m sistemalarda v va
v, bo'lsin. v = V + v, munosabatni v — V = v, ko‘rinishda olib kvadratga
ko‘tarilsa

22 +V2 20V cos = 07 {3.54)

formuta olinadi. Bunda 8 — v va V vektorlar orasidagi (/ ~— sistemadagi)
burchak. Bu tenglama v ga nisbatan yechiisa

U, =V cosB2Jug —Visin® (3.55)

formiulaga kelinadi. Agar v,> ¥ bo'lsa @ burchak ixtivoriy qivmatni qabul
qilishi mumkin ya’ni, parchalanish natijasida hosil bo‘lgan zarracha ixtiyoriy
yo'nalishda uchib ketishi mumkin. Ammo v, <V bo‘isa 8 burchak chega-
ralangan bo'ladi:

Y
sin@ls -2,
sin @l T (3.56)

Birinchi holda parchalanish mahsuloti 'V ga nisbatan ixtivoriy yo'na-
lishda harakat qilishi mumkin (shu jumnladan, teskari yo‘nalishda ham).
Ikkinchi holda esa u ¥ ga nisbatan faqat oldinga garab uchib chiqadi,
bunda uchib chigish burchagining maksimal giymati quyidagi formuladan
aniqlanadi;

, D
sing,,., = ?[)" (3.57)
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Agar'v =Viyvav-V=y munosabatiarni kvadratga ko'tarth ulardan 12
ni topib bir-biriga tenglashtirilsa

vcosh = v cosby +V {3.58)

formula topiladi. Bu yerdan olingan V¥ ni V= v + v, nm%vadrau bilan
tenglashtirilsa

vsin 8 =, 5in 0 (3.59)

ekanligi topiladi. Demak, / va m. sistemalardagt uchib chiqgish burchaklari
(0 va 6) quyidagicha bog‘langan ekan! i

_ yysinfy
V +1,cesfy

Bu formulani €, ga nisbatan yechib, burchaklar orasidagi teskari bog'ls
nishini ham topish giyin emas:

V'Z
cos6, =-u1icoseill—;‘}—251n29‘ (3.61)
(1] 0

Bu yerdagi + ishora yana v, va V tezliklar orasidagt munosabatga bog'lig.
3.5.2-misol. Tkkita zarrachaning elastik to‘qnashishi natijasida biridai
ikkinchisiga uzatilgan energiya va impulsni toping.
Zarrachalarning / sistemadagi to‘gnashishgacha impulslarini p, va p,
to‘gnashishdan keyingi impulsiarini p, va p, deb olaylik. Impulsnin
saglanish gonuni bo‘yicha

(3.60)

P, +Py =P +P. (3.62)
To'gnashuv elastik, demak, to‘gnashuv natijasida zarrachalarning ichk
holatiari o‘zgarmaydi. m-sistemada to’'liq impuls hamma vagt nolga teng
Py + P =Py +Py; =0, bu degani, to‘qnashishdan oldin va keyin zarracha
larning impulslari son jikatdan o‘zaro teng va qarama-qarshi yo‘nalgas
bo‘ladi (3.8-rasmga qarang):

| Poy = Pos 1Py 1=l pys 1.

v AP0
b

3.7~ rasm. Sochilish jarayoni: tezliklay va impulsiar.
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Bu esa o‘z navbatida, ularning energivalari ham o‘zgarmasligini bildi-
radi. Demak, m-sistemada to‘qnashish bor-yo‘g'i zarrachalarning yo‘na-
lishlarining o*zgarishiga ofib keladi. 3.8-rasmda ko‘rsatilganidek m — sis-
temada zarrachalarning to‘qnashish natijasidagi og’ish burchagini &, deb
belgilaylik. Bu burchakni topish masalasini alohida ko'rib chigdik (-ga

garang).
Ikki jism uchun inersiya markazi sistemasiga o tish formulalarini estaylik:

mn e, =0, r=r-—n. (3.63)

Bunda r, r, — zarrachalarining m — sistemadagi koordinatlari. Bu formu-
lalardan vagt bo‘yicha hosila olinsa

MYt Vay =0, V=¥, Y (364)

Ikkinchi rmnosabatni v = v,— v, deb ham yozio olish mumkin {m-sis-
lemaning /-sistemaga nisbatan tezligini V deb olinsa v, = v, +V bo‘ladi),
(3.64) formuladan

m n,

v ™ v v v v i v 6
10 =¥V =—Y, = - = —_—r— 3. 5
#y +my M » ny + iy ( )

ckanligi kelib chigadi, bu verda m = mlmz/(mﬁm?) — keltirilgan massa.
Zarrachalardan birini (m, massalisini) to‘a-
nashishdan oldin qo‘zgalmasdan turibdi deb

olaylik (shu zarracha qo‘zg‘olmasdan turgan sis- Py
tema /-sistema deb qaraladi). Yani, v = v,. Jm- ™
pulslarga o‘tilsa P, B Py
P =P, P>
bo‘ladi. Undan tashgari v,=v;,+V va P
R ) larni e . a
vy, =¥, +V * formulalarning birinchisini m; £ 3.8 rasm. m-sistemada
- C . ‘ . . , : zarrachalarnin

va ikkinchisint m, ga ko‘paytirilsa py=—p’y M impulsiari. L
hisobga olgan holda

‘ R , m R \ m

P =Prot—mh. P2 =—P10+QP2 (3.66)
1

nlz

formulalarga kelinadi. Ularni 3.9-rasm bilan solishtirilsa bT?=-’:ip|
1

ekanligini topamiz. Ikkinchi tomondan (3.91) formulalarning birinchisidan

&

69



i
Pio =EP1 ekanligi kelib chiqadi. Ip,g1=ip'e! va OC =pj, munocsabatlar

qo‘llanilsa darhol OB = OC ekanligi topiladi. Bu 8,=(x —6,)/2 ekanligini
beradi. -~

Impulslar va teziikiar orasidagi munosabatlarni (3.8-rasmdan Kko'rish
mumkin. Bu yerda 6 — birinchi zarrachaning to‘qnashish natijasidagi
og'ish burchagi, m — sistemada unga §, — burchak mos keladi. Shu rasmdan
ko‘rish qiyvin emaski .

Uy 5in G,

196, = —022%0
YocosB, +V

(3.67)

Birinchi tomondan, yugorida aytilganidek, vy =1v o1, yoki, vy =g,

' "
ikkinchi tomondan 1’10:;1"”, uchinchi tomondan
1
V= "y o=y 2,
—_— .I _—— l _—— * = i . .
J—— m, s (chunki v, =0). Burchaklar orasidagi

hamma olingan natijalarni bir joyga yig‘ilsa
tgel — LBO_‘ 92 =

cos G + b 2 (3.68)
n?-z

formulalarga kelinadi.
m,>m, holda birinchi jismning e-sistemadagi sochilish burchagi ixtiyoriy
bo‘lishi mumkin. Agar m,>» m bo‘lsa 0 =8, bo‘ladi. Hagiqatan ham, bu
holda ikkinchi jism qo‘zg*almasdan turgan markaz rolini o*ynaydi deyish
ham mumkin,
Agar m > m, bo‘lsa, birinchi zarrachaning sochilish burchagi quyidagi
maksimal qiymat bilan chegaralangan bo‘ladi:
. _m _
SiN 6y, p (3.69)
Birinchi zarrachadan ikkinchisiga uzatilgan energiyani topaylik. Buning
uchun (3.66) formulaning birinchisi kvadratga ko‘tariladi va topiladi;

y _amitmi+2mm,cos,
pl =p i 9
(my + ney)

. (3.70)

Bu munosabatni teziiklar tilida ham vozib olishi mumkin:
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2, .2
, \/ml +m; +2mynty cos 6,
U = v - 71

(3.66) formulaning ikkinchisini kvadratga ko‘tarib

, 2my |, 8, .
vy =—71—sin—
2 oy 410, §17 5 (3.72)

ni ham topisit munkin. Demak,

2 9
P12 py ___Ammy - sin n2LE, 3.73)
- HYy (ry +my) 2
Ko'rinib turibdiki, hamma vaqt AE <0 - birinchi zarracha energiya yo‘qotadi,
{boshida qo‘zg‘olmay turgan) ikkinchi zarracha esa emergiya oladi. Bunday
energiya uzatitishi 8 =z bo‘lganda maksimal giymatga ega bo‘ladi. 8= esa
to‘qnashish natijasida birinchi zarrachaning yo‘nalishi tesakarisiga almashgan
holga mos keladi. Tkkinchi zarrachaning energivasi boshida nolga teng edi,
uning to‘gnashish natijasida olgan energiyasi birinchi zarracha yo'qotgan
energiyaga teng bo‘ladi:

E} = —AE,. (3.74)
. . . : 26y
my =m, holga alohida to‘xtalib o‘taylik. Bu holda AE; = -sin ?E,

bo‘ladi. Ko'rib turibmizki, agar 8 =z bo‘lsa AE=—E, bo‘ladi: nishonga
tushayotgan birinchi zarracha hamma energiyasini boshida qo‘zg‘olmasdan
turgan ikkinchi zarrachaga beradi va o'zi to‘xtab goladi, ikkinchi zarracha
esa birinchi zarrachaning boshlang‘ich yo‘nalishida uning tezligi bilan harakat
gilib ketadi.

3.5.3. Sochilish jarayorlariga misollar

3.5.3-misol. Kichik zarracha radiusi a bo‘lgan
qattiq sharda sochilyapti. Sochilish kesimini toping.
Sharping potensialini ifodalab olaylik:

oo, P
Uir) =
¢r) {0‘ e a (3.75)

Agar tushayotgan zarrachaning nishon masofasi
a dan katta bo‘lsa u shar bilan ta’sirga ku‘maydl
3.9-rasmdan ko‘rinib turibdiki

3.9- rasm. Qattig
sharda sochilish.
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p = asingy, = asin

6 .
= acoaz. {3.76)

. Buni (3.52) formulaga olib borib qo‘yamiz:

do = %n’az §in0de. (B.77)
To'liq kesim
o =fdo =na* (3.78)

shar ekvatorial kesimining yuzasiga teng. Sochilish kesimi nima uchun
shupday deyilishini shu misolda tushunish mumkin — misoidagi sharda
sochifish uchun zarracha shar ekvatorial kesimiga teng bo‘lgan z¢? maydonga
tushishi kerzk, aks holda sochilish umuman ro‘y bermaydi.

3.5.4-misol. Kulon maydonida sochilish kesimini toping (Rezerford
Jormulasi).

Kulon maydoni

U =-if (3.79)

potensial bilan aniglanadi. (3.50) formulaga shu potensialni qo'yib integral-

lansa

o

- d[ I ] d

r mv,p
@y =—p j ; = 2CCOs —mmm
P 2a o (3.80)
Tt 3 z 1+
Fomur . mvip

ckanligi topiladi (7, uchun (3.38) formulani bu punktda go‘llanilgan
terminlarda yozib olish kerak). Bu yerdan p ni topish giyin emas (ikkinchi
tenglikka o‘tishda (3.73) dan foydalandik):

Z 2
p2=| - | 1520, = -2 | ctg?l 3.81
mvl 0 o’ 2 (381}

Kesim (3.52) bo‘yicha topiladi:

80 . (3.82)
2

Bu fbrmulani fazoviy burchak tilida ham ifodalab olaylik:
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2 Do o
d0‘=( a‘zJ dae‘ _ | |
2mu, sin"a (3.83) ..

Olingan formula Rezerford formulasi deyiladi.

3.5.5-misol. Cheksizlikda tezligi v bo'lgan elektron qo‘zg‘olmasdan
turgan ikkinchi elektronga g nishon masofasi bilan tushdi. Tkkala elektron-
ning to‘quashishdan keyingi tezliklarini toping.

(3.71) va (3.72) formulalar bo‘yicha m,= m,= m holda

’ 9(] ’ . 90
Y = cos;v. vy = sin -5-1; . (3.84)
bo‘ladi. (3.68) bo‘yicha esa
6, =_q0_’ 92=E_90
2 2

ga ega bo‘linadi. Ko‘rinib turibdiki, zarrachalar orasidagi uchib ketish bur-
chagi (Fsistemada) m/2 ga teng.

y (]13‘urchak g, bilan masalaning parametriari (3.81) formula orgali bog'-
inadi:

26, _ 4E%p’
FO T e = —— .
cgt e (3.85)
{-sistemadagi burchaklar uchun esa quyidagilarni topish qivin emas:
' o
9 =0=—:
Y o (3.86)

To‘qnashishdan keyingi tezliklar quyidagicha aniglanadi:
" v = 2Epu v = o
Ja? +4E%p? ’ :}az +4E1p? (3.87)
Agar Ej=n’2 va E}=mvy/2 larni hisoblab ularning yig‘indisini
olinsa bo‘lishi kerak bo‘lgan munosabat topiladi:
2
F 4 v
E +E; =%= E. (3.88)
:- 3.5.6-misol. U= -%,ﬁ >0 maydonda sochilish kesimini toping.
F
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Berilgan potensialni yana (3.50) formulaga go‘yviladi va natijada quyidag
topiladi:

0= :
JP’ +—2E— ? (3.89)
mo?
p ni 8 orqali ifodalab, differensial kesim darhol topiladi:
-7 .
do = 47> L ——% a6
mul 828 -2r) _ (3.90)

3.5.7-misol. U= "ﬁz , B >0 maydonda markazga tushish kesimini toping
-
Markazga tushish uchun (3.34) shart bajarilishi kerak. Bizning holimizde
M?. 2

. mv. 2
R . k , =
B> yoki B>==p
bo'lishi kerak. Boshlang‘ich tezligi becilgan bo'lganda nishon masofasi
2
Prax = ﬁz
ey

oo

dan oshmagan zarrachagina markazga tushishi mumkin. Markazga tushish
tolig kesimi

2 2nf3 '
T = A = 3 (39'[)

mu,,

ga teng bo‘idi. Shu yerda kesimning ma’nosiga yana bir gaytaylik: markaz

atrofidagi p, radiusli yuzani nishonga ololgan zarracha markazga tushadi.

shu yuzali maydonchaga tushmagam zarracha markazga tushmaydi.
3.5.8-misol. Radiusi R va nassasi M bo‘lgan sharning ustiga massasi

m<< M bo‘lgan va shu jism bilan Nyuton gonuni bo‘yicha ofzaro ta’sii
giladigan zarrachaning tushish Kesimini toping.
Ikkala jism orasidagi potensial

GMm
I
ko‘rinishga ega. lkkinchi jism birinchi jismning ustiga shunda tushgan
bo‘ladiki, gachonki r,,, < R bo‘lsa, bu yerda r,, — kichik zarracha trayek-
toriyasi va katta jismning markam orasidagi minimal masofa. r, ni topish
sharti o'sha eskicha: £= U, (r,.}). Bu yerclan topilgan r . ni R ga tenglash-

R Hiin

tirishi kerak, p,, ni beradl
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GM IG*M* sy 5 2RGM o
Bain = R=_'_;Jz_+ U_4+pmu.t = Ppax =R™+ e . {3.92)

Shu bilan R radiusii tortish maydoni bor sharning ustiga tushish effektiv
kesimi

. 26 )
o = 7L, =R [1 . ] (3.93)

oo

bo‘iib chigdi. 3.10-rasmda bu formuiaga illustratsiya kelti-
rilgan — R — radiusli massiv sharga tushish effektiv kesimi
shar kesimidan bir oz kattadir.

Masalan, Yer shari uchun 2GMg/Rg =1,25-10%,

Quyosh uchun 2GM /R, =3.8-10". Agar v, sifatida

310- rasm.
quyidagi tezlikni olinsa U, =10km/sek =1-10°cm/sek .|  Radiusli sharga

Quyoshga tushish effektiv kesimi Quyosh kesimidan 38%  tushish effektiv

katta bo‘ladi. Yer shariga tushish effektiv kesimi esa Yer kesimi.
sharining kesimidan boréyo‘g‘i 1,25-107%%  ga katta
bo'ladi.
3.5.9-misol.
o
U(r)=“-~'§; (3.94)
r P

maydonning markaziga tushish effektiv kesimini toping.
e, >0 holdan boshlaylik. Effektiv potensialni topaylik:

o B mlp’ o B-Ep’
U}. = ——————_—_—_—— = 5 . .

o (7) PR Tk = (3.95)

Agar B> E‘p2 bo'isa, effektiv potensialning grafigi », = _E%E_) nuqtada
musbat maksimumga ega bo‘ladi (3.11-a rasmga garang):

al
Uy S 3.9
( ﬂ),,m XB—Ep%) (3.96)

Markazga tushish uchun zarrachaning energiyasi shu maksimal giymatdan
katta bo‘lishi kerak:



o

- — 3
| 4B-Ep™)
Bundan nishon masofasining maksimal giymatini topish mumkin:

P2 = P——_q—?;._ ' . " .

LY E 4 Eg
Aks holda zarracha maydon markaziga vaqginlasha olmaydi. Effektiv kesimni
topdik:

2 B o
o=Res  wmRl———
Py [E 4E2 ] (39?)
Kesim o‘zining ta’rifi bo‘yicha musbat son bo‘lishi kerak. Buning uchun
0'-'2
E>»——
B (3.98)

bo‘lishi kerak. Bu shart bajarilmasa ¢ = 0 bo‘ladi.

Agar o >0, B <0 bo‘lsa, effektiv potensial fagat itarish kuchiga olib
keladi — markazga tushish ro'y bera olmaydi (3.12-b rasmga qarang).

0 < B<Ep? bo'lib & <0 bolsa, markazga tushish ro‘y bera olmaydi — bu
holda effektiv potensial r, nugtada minimumga ega (bu holga 3.4-rasm mos
keladi). Agar 0 B >Ep?, « <0 bo‘lsa ixtyoriy energiyali zarracha markazga
tushadi (3.11-rasmga garang).

Vg

O

/ by r r
a) 1 b |ﬁ‘

3.712- rasm. (3.94)-potensialga oid.

3-bobga mashq va savollar : '
1. Quyidagi Lagranj funksivali sistemalar uchun to ‘xtash nuqtalarm:
toping:

) L=#-L1.  xo=1 =8
X

2
b) L_.. P .‘t +x, x(O)ﬂl. x{0)=1’
) X P
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- . .2
) L'=%+cosx, xXM=0, x0)=

51

o d) L=-f:"ex, x0)y=10, A0y =2;
e) L=~lx, x®=1, ) =Ine

P ) 20
f L=me +Uge™,  x =0, iO)y=y,2 ?“

) I mit ] =2 (0) 2
L ‘=——--—, X = 4, X _—;.....-.___,
8 2 x Jm

TR L1ty x0)=0, i(0)=2
.k L= %#’m’r2 +Uygchkx, E=-FE;<0,

2. Quyidagi Lagranj funksivalari va boshlang‘ich shartlar berilganda bir ._
o‘lchamii harakat tenglamalarini integrallang:

2 1
ay L=X"-=, x(0)=1, x0)=0
X
by L=#+e*, x0)=0, iO)=1;
52

¢} L__=x7—x, x(0) =1, ._ x0y=1;

L
d)L=5mx'+m4,a>0, t=0daE =9,

3. Quyidagi potensialiar uchun markazga eng yagin va eng uzoq nugtalami =
toping: :

i7 =—, 0; U = == r’ 4= : Coe
a) U() o> by U - c) U 2( r?_)
. i s
,
d) U(T)=-UD[1+—2] .
c
4. Quyidagi porensial maydonlardagi harokat integrallansin:
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1 o | i1 .
a) U{r)=~§, m=1 b) U=é(;g'—;} m=1

5. Kulon (Nyuton) mavdonida gquyidagi saqlanuvchan katralillar borligi
ko ‘rsatiidi: energiva E, impuls momenti M va 3.3 I-misolda kiritifgan A
vektori, Ular mustagil emas balki ular orasida quyidagi ikkita munosabat
borligini ko ‘rsating: hnd
2E

M-A=0 A’=""M>+a°
Ht

0. Oldingi misoldagi A vektor markazdan perigelivga garab yo'‘nalgan
zkanligini ko ‘rsating.

B

o
7. U(n) =Ty, o B >0 maydonda harakat gilayotgan zarracha-
¥

ning markazga tushish vagtini toping. Boshiang‘ich masofa — R, Zarrachamiz
narkaz atrofida necha marta aylanishga wiguradi?

B

a . - . -
g U= -5 a B >0 maydonda statik muvozanat nugtasini toping.
r

Bu nugia bargaror muvozanat nugtasi boladimi?
9. Quyidagi maydonlar berilgan:

a) U(r)=-—oe™fr; b)Y U(r = ~Ve"'(2r2.

Impuls momentt M ning qanday giymatlarida bu maydonlarda finit
* harakat gilish mumkin?

o .
10. Urt=--  maydonda harakat tenglamalarini quib sistemasida
r

yozing va ularni integrallang.

o
. Un==-- maydonda m massali zarracha r, radiusli aylana
I

orbita bo'vicha harakat gilmoqda. n<2 bo‘lganda bu orbita kichik
tebranishlarga nisbatan bargaror bo‘lishini ko'rsating. Javobni 8-masala
bilan taggositang.
o
2. U (?‘):-“-; maydonda R masofadan markazga tushish vagtini

toping. Zarrachaning boshlang ich tezligi nolga teng,
13.  Cheksizlikdan v tezlik va p nishon parametri bilan m, massali
zarracha m, massali go‘zg ‘olmasdan furgan zarrachaga tushmogda. Ular
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orasidagi o‘zare ta'sir potensiali  U(r)=alr".a>0. Zarrachalar orasidagi
eng kichik masofani toping.

14. Boshida qo‘zg‘olmasdan turgan m massali zarrachaga huddi shunday
massali zarracha cheksizlikdan v rezlik bilan tushmogda. Zarrachalarning

0'zaro potensiali U =uir" | to'gnashish — markaziy. Tushayotgan zarra-
chaning fotash nugtasini toping. -

B

a ] » . .
[5. Uiri= —-r-+-7- o.f >0  moydonda zarrachaning trayektoriyasini
¥

toping. Perigelivni (r = r_ nugtami) ketma-ker o'tilgandagi burchak fargi

A@ ni toping. Radial tebranishiar davri T va to'lig aylanish davri T, ni
toping. Trayektoriva yopig bo'lishi uchun ganday shart bajarilishi kerak?



4-bob. KICHIK TEBRANISHLAR

4.%. Bir o‘lchamli sistemalar

Tebranishli harakat gilishi mumkin bo‘lgan fizik sistemalarning
soni ko‘p. Bu sistemalar bir-biridan gancha farq gilishidan qat’i nazar
ularda ro‘y beradigan kichik tebranishlar deb atalgan tebranishlar
juda keng targalgan bo‘lib, ularning matematik nazariyasi hamma
sistematar uchun ham bir xildir. Mana shu nazariyani o‘rganishga
o‘taylik.

Bizga ma’lum bir potensial maydon U(g)

Uty da harakat gilayotgan erkinlik darajasi birga

teng bo‘lgan bir fizik sistema berilgan bo‘lsin.

_ U {q) potensial maydon ¢, nugtada mini-
¢_ mumga ega bo‘lsin, ya'ni :

U'(ge)=0, U(gy)>0, 4.1)

4 ﬁu;ﬂt;’;-amggi;‘“ bo‘lsin. Agar potensial energiyani shu nuqta

kichik tebranish. atroﬁdg qatorga yoyib qatorning fagatgina

kvadratik hadigina qoldirilsa

1 N

Ug)=U(g )+%(q- W)Y U (go)+  (4.2)

formulaga ega bo‘lamiz. Kichik tebranishlar yaginlashuvi mana shu
yaginlashuvga mos keladi. Quiaylik uchun g~g,=x deb belgilaylik.
Kinetik energivani ham shu yaginlashuvda olinadi:

1 2 1 9
T=- ~_
2a(q)q 5 “.3)
(a(gp)=m deb olindi). Natijada sistemaning Lagranj funksiyasi
. R - S
L zmx 2kx 4.4)

ko‘rinishni oladi, bu yerda U”(gp)=% belgilash ham Kiritildi. Harakat
tenglamasini topish qiyin emas: S
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mii + kox = 0. (. 5) .

Bunday tenglama erkin tebranishlar tenglamasi deyiladi. Ba’zi blr'z
hollarda uni garmonik ossilator tenglamasi ham deyiladi. Ko‘pincha uni

itw’x=0, m:J?k_ (4.6) .
m . -

ko‘rinishga keltirib olish qulaydir. Kichik tebranishiarning ((4.2) va
(4.4) -vaqinfashuvning) ma’nosi endi tushunarli bo‘ldi - bu yaqin-
lashuvda harakat tenglamasi chizigli tenglama bo‘lar ekan, Shu sababdan
kichik tebranishlar ko‘pincha chizigli tebranishiar ham deyiladi. Bu
tenglamaning umumiy yechimi

x(£)= ¢ cos @t +c, sinwt - _ 4.7)

ko'rinishga ega. Ko‘rinib turibdiki, vaqt Ar=2x/ o q}yrnatga o zgar-'_il

ganda yechim o‘zining eski qiymatiga qaytib keladlg ' '
x(r+Ar)=x(1), : (4.8)

demak, (4.4) ko'rinishdagi Lagranj funksiyasiga ega bo‘igan sistemna

w

5 chastota bilan garmonik tebranishli harakat gilayotgan sistema

ekan. Odatda, «o/2x=v kattalikni febranish chastorasi, o ni esa siklik
chastota deyiladi. Lekin, ko'pincha, o ni chastota deb ham ketilaveradi,
biz ham shu atamadan foydalanamiz.

Masalada boshlang‘ich shartlar bo‘lishi kerak —x(0)=x,, x (0)=u,.

Ko‘rinib turibdiki, noma’ium ¢, ¢, lar mana shu bosklangich holat x,
va boshlang‘ich tezlik v, orqali ifodalanadi;

= =2 '
C] xO N (,2 PN . (4 -9)
Yechim fizikaviy kattaliklar orgali ifodatandi:
x({)=x0msa)t+%&inax. 4.10)

(4.7) yechimni bir muncha hollar uchun qulayroq bo‘lgan ko‘rinishga
keltririb olish uchun ¢, =acose, ¢,=asina almashtirish bajaraylik (ikkita
noma’lum ¢,, ¢, larning o‘rniga ikkita yangi noma’lumlar — a,e
kiritildi). Natijada

x(t)=acos(wr+ar) . ' (4.11)
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formula olinadi. Paydo bo‘lgan a — tebranish amplitudasi, ot + o —
tebranish fazasi va a— boshlang‘ich faza deyiladi. Tebranish energxyasml
topaylik:
=3 -1 (% 2+w2x2)=l;mﬁm2. (4.12)
ox 2 2 -
4.1.1-misol. Matematik mayatnik. (1.104) va (4.105) tenglamalar orqali
biz matematik mayatnikni kiritgan edik. Bu tenglamalar kichik tebranishlarga
mos kelmaydi, kichik tebranishlarni olish uchun (1.104) Lagranj funksiva-
sida cos ¢ ni bargaror muvozanat nugtasi ¢ =0 atrofida kvadratik hadgacha
gatorga yoyib
2
cos¢ =] -%-+..., (4.15)

o‘zgarmas son mgl ni Lagranj funksiyasidan tashlab yuborib, quyidagi Lagranj
funksiyasiga o'tish kerak:
mi® .y mgl
L= ——= 4.16
5 @ 5 9’ ( )
Mos keluvchi harakat tenglamasini keltirib chigarish givin emas (uni

(1.105) dan sing =@+ yoyilma orgali olish ham mumkin edi);

é+w'p =0, w2=%
Ko'rinib turibdiki, chastota @ tebranish amplitudasiga bog*liq emas,
bu — kichik (chizigli) tebranishlarning eng muhim xossasi. Tebranishlar

(4.17)

~ davri

2 ! '
T=—"xu-=2 —
— fr,/g (4.18)

fagat mayatnik osilgan ipning uzunligiga bog‘liq ekan. Masalan, mayatnikning
davri bir sekundga teng bo‘lsin desak uning uvzunligi =g ;‘(47:2):.' 25 sm

bo'lishi kerak.

4.1.2.-misol. Guygensning sikloidal izoxron mayatniki (4.2-c rasmga
garang).

Bu mayatnikka osib qo‘yilgan massa m ning harakati sikloida bilan
chegaralangandir:

x=I{p-sing), y=I(1+cosp). (4.19)
Sistemaning Lagranj funksivasini topaylik. Kinetik energiva:
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T=2(+5")= 2m12 sin’ £.7, (4.20)

Potensial encrgiva
UV =-mglcose. 4.21)

Masalaga mos keluvchi o‘zgaruvchiga o‘taylik. Kerakli o‘zgaruvchini ko‘rish -

uchun kinetik hadga nazar tashlaylik:

d (p 2
Imi? mz‘?’ 2 _gmi?| Leos® | .
mi=s L m d: 2 4.22) .
Ko‘rinib turibdiki, yangi ¢ zgaruvch: sifatida
o 0
=cos—
v 2

ni tanlab olinsa va potensial energiyadan o‘zgarmas sonni ajratib tashlab
yuborsak Lagranj funksivamiz quyidagi ko‘rinishga keladi:

L=8mity* = 2mglyr* . (4.23)
Harakat tenglamasi:
, 1
W+ wly =0, 0= % - (4.24)

4.1.3-misol. (4.1)-shartlarga qaytaylik. Quyidagi potensial maydondagi
kichik tebranishiar masalasini ko‘raylik:

U(q)"—q +ﬁq4, B>0. (4.25)

Muvozanat holatlarini U’(¢)=0 shartga mos ketuvchi kg+ Bg® =0

tenglamadan topish mumkin. Agar £ > 0 bo‘lsa bu tenglamaning haqiqiy
sonlar sohasida bitta vechimi bo‘ladi: ¢, = 0. Bu holga mos keluvchi
grafik 4.2-a rasmda ko‘rsatilgan, Agar & < @ bo'lsa bu tenglamaning uchta

yechimi bor:
g, =0, ¢ =—]—, Gy =+, [
o i 1' B 2 1’ B

Ular 4.2-rasmda ko‘rsatilgan. Ko‘rinib turibdiki, ¢, nuqta turgun
muvozanat nuqtasi emas, bu nugta atrofida tebranib bo‘lmaydi, bu nuqtadan

ozgina siljigan massa o‘ng yoki chap o‘ralarga tushib ketishi kerak. Bu - .
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4.2. -rasm.
lokal maksimum nugqtasi, bu nuqtada U”(g, )< 0. Tebranish chastotasining
kvadrati uchun manfiy bo‘lgan U"(gq,)=-|k{/m qiymatga egamiz. gq,,

nuqtalarda esa U"(g,)>0, bu nuqtalar lokal minimum nugqtalari. Agar

k2
45
ham kerak) u mana shu minimumlar atrofida tebranuvchan harakat qilishi
mumkin. Bu nuqtalar atrofidagi kichik tebranish chastotasi

jismning energiyasi manfiy £ < 0 bo'lsa (albatta, E>U, =— bo‘lishi

W= JU”(qD) = Jz?ki.f'm . Shu maydonda tebranayotgan va to‘lig energivasi
manfiy bo‘igan moddiy nugta shu ikkala minimumning birida finit harakat
gilishi kerak. Qaysi birida? Agar sistemada & >0 —k < 0 o'tish ro'y bersa
/=0 nuqta o‘tilayotganida sistema yoki chap yoki o*ng o‘raga tushib ketadi,
«Qaysi biriga?» degan savolga javob berib bo‘lmavdi, ikkala minimum
simmetrik joylashgan va bir xil giymatga ega. Faraz gilaylik, bu ¢, nuqta
bo‘isin. Agar sistema mana shu ¢, nugta atrofida tebranayotgan bo‘lsa -
harakat tenglamalarining shunga mos keluvchi yechimi

q(r)= g +acos(w,t +a) (4.26)
bo‘ladi. Potensial U{g)=IK—¢) simmetrivaga ega bo‘lganligiga garamay
yechim bu simmetriyaga ega emas.

4.2. Majburiy tebranishlar

4.2.1. Umumiy nazariya
Turg‘un muvozanat holati atrofida kichik tebranish bilan harakat

gilayvotgan jismga tashgi kuch ta’sir gilayotgan bo‘lsin. Bunday masala
maygburiy tebranishlar masalasi deyiladi. Albatta, tashgt kuchni ham
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kichik deb qarash kerak, aksincha, uning ta’siri ostida tebranish
amplitudasi katta bo‘lib ketishi, va shunga ko‘ra, kichik tebranish
yaginlashuvdan chiqib ketish mumkin.

Masalani aniqrog tushinish uchun ko‘z oldimizga Yer tortishish
maydonida kichik tebranayotgan zaryadlangan mayvatnikni keltirishimiz
mumkin, Shu mayatnikka tashgi (kuchli bo‘lmagan) elektr maydoni
ta’sir gilayotgan bo‘lsin (bir o‘lchamli sistemalar haqida gap ketar
ekan, ushbu elektr maydoni ham ¢ o‘gi bo'ylab yo'nalgan bo‘lishi
kerak). Tushunarliki, bu tashqi kuch ta’sirida mayatnikning tebra-
nishlari ham o‘zgaradi. Tashqgi kuch umumiy holda vaqtga bog‘lig
bo‘lishi mumkin (yuqoridagt misolda elektr maydon o‘zgaruvchan
bo‘lishi mumkin). Kuchning kelib chiqishini tashqi potensial maydon
bilan bogflaylik. Shu potensial maydonni gatorga voyayiik:

Ur (x.1} = Uz (00)+xUr (0.0) ... (4.27)

Chizigli vaginlashuvga mos kelish uchun tashgi potensialning
yoyilmasida x bo‘yicha chizigli hadnigina goldirildi. Umumiy ta’rif
bo‘vicha —9U/dx ifoda kuchni bildirar edi, shu sababdan
U7 (0.¢)= F (1) tashqi kuchga mos keladi. (4.27) dagi birinchi had

fagat vaqtning funksiyasi bo‘igani uchun Lagranj funksivasidan uni
tashlab yuboramiz. Natijada sistemaning Lagranj funksivasi

L=—]2~mi2—12mx2+xF(r) @28)
ko‘rinishga ega bo‘ladi. Harakat tenglamasini vozib olamiz;
mx+hkx=F(t), (4.29)
yoki :
it+e’x= Fe) @.30)

. m
Agar bir jinsli tenglamaning yechimini
% (1) = ¢, cosox +¢; sin wr 430, -
deb belgilab olib (4.30) ga o‘zgarmaslarni variatsivalash metodi go‘llansa
quyidagi yechim olinadi (x,(#) ni yana (4.11) ko‘rinishda olamiz):
1§ .
x{t)=x, (t)+x {¢)=acos(wr +a)+-n—1-&:_l[drF (t)sin (.w(r—r))‘ (4-.32:_& _
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Formul_am tushumsh uc.hun uni xususny hollatga qo‘llab ko‘rish

. kerak

4.2.2. Tashqi kuch o‘zgarmas bo‘lgan hol

Birinchi xususiy hol sifatida tashqi kuch o‘zgarmas bg‘lgan holni
ko‘raylik: F(f) = F,. (4.32) formuladan ko‘rinib turibdiki, bu holda
tebranuvchi sistemaning eng asosiy xarakteristikasi - tebranish chastotasi
o‘zgarmavdi.

Misol sifatida 4.3-rasmda ko‘rsatilgan sistemant olib ko‘raylik. Bu
yerda tashqi kuch — gravitatsion maydon. Koordinata o‘qi x yuqoriga
garagan deylik, x = 0 nuqta sistemaning pastdagi ulangan nuqtasi
bo‘lsin. Bu holda sistemaning Lagranj funksiyasi

2
L=§g——k(x—!)2—mgx 4.33)

bo‘ladi.

Axamiyat bering, bikirlik koeffitsiventi & ning oldida 1/2 ko‘pay-
tuvchi yo‘q, sababi — massamizga ta’sir gilayotgan elastik kuch
ikki tomondan ta’sir gilayapti -— pastdan va yugoridan. Agar tashqi
gravitatsion maydon bo‘lmasa sistemaning barqaror muvozanat nuq-
tasi x,= /bo‘lgan bolar edi. Tashqi maydon ta’sirida esa sistemaning
muvozanat nuqtasi siljiydi:

U'(1)= =2k (xg=1)~mg = 0= xﬂzf-%f-‘ (4.34)
Sistemaning tebranish chastotasi:

U#
o = (x0)=% (4.35)
m nt

tashqi 'maydon bo‘lmagan holdan farq qilmaydi. Bularni
bevosita Lagranj funksiyasi tilida ham ko‘rish mumkir

-..

-

...
~

1

~

O
—

MAAAPAABTDANDIY
E]

k edi, buning uchun potensial hadni to‘liq kvadrat ko‘-
rinishiga Keltirib o‘zgarmas hadlarni tashlab yuborisk
7777 kerak:
4.3- rasm. : mi* g ’
Bir jinsli L—-*—z—-—k[x f+-£?c-} . (436)
tashqi

maydondagi  Endi (4.32) formulaga murojaat (F = —mg deb ohsh kerak)
sistema.  qilaylik:
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w()=acos(@rra)-2E(1-cos(ar)).  (437) -

Ammo acos(mt+a)+bcos(aﬁ)=5cos(mt+a), bu verda a,00 — yangi |
o‘zgarmaslar, demak, olingan tebranishlar tashqgi kuch yo‘q holidan
fagat umumiy -mg/(2k) siljishga farq giladi. '

4.2.3. Tashqi kuch davriy bo‘lgan hol

Fizikaviy masalalarning ichida tashgi kuch davriy bo‘lgan hol eng
gizigarli holdir. Bu holga

F{t)=fcos(yt+ ) _
ifoda mos keladi. (4.32) integralni hisoblansa ikki xil hadlar olinadi:
yechimning birinchi gismi:

mCOS('}’I+ﬁ), N (438)
yechimning ikkinchi gismi:
| | ;—é}—@%}—zz—)(yﬁnﬁsin (cor} - weos Bcos(wr)). | (4.39):

Ikkinchi vechim y# @ bo‘lgan holda (4.32) dagi noma’lum kons-
tantalarni qayta ta’riflashga olib keladi holos {(chunki ushbu qo‘-

shimcha badlar yana o‘sha @ chastotali tebranishlardir), shuning =

uchun yx @ holda bu hadlar alohida yozilmavdi. Ammo y— @
bo‘lgan holda bu hadlarning roli muhimdir, tashqi kuchning chas- -
totasi sistemaning xususiy chastotasiga yaginlashganda rezonans
hodisasi ro‘y beradi,

Demak, y- @ hol uchun yechimining ko‘rinishi aniglandi:

- f .
x(r)—acos(cor+a)+mcos(yr+ﬁ)‘ (4.40)
Sistemada bir vaqtda ikkita tebranish ro‘y beradi — biri w chastota
bilan, ikkinchisi y chastota bilan.
Ammo y-s @ bo‘lgan holda (4.39) hadlar hisobga olinmasa
bo‘lmaydi, (4.40) formuladagi ikkinchi had bu holda cheksiz o‘sa .
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h boshlaydi, bu ésa bu yechjrhning ko‘rayotgan holimizda.qo‘llanishi
mumkin emasligini bildiradi. Quyidagicha yo‘l tutamiz: (4.39) va {4.38)

. yechimlarning vig‘indisini olamiz, ¥y = w+¢& deymiz va £ -0 limitga
- o'tamiz. Shu limitda quyidagi yechimmni topamiz:

x{t)= acos(cur+a)+ﬁ(tsin (ax+ﬁ)—ésin Bsin (m)} (441)

Topilgan yechimdagi ikkinchi had vagt o‘tishi bilan o‘sa boshlaydi,
- rezonans degan hodisa mana shu cheklanmagan o‘sishga olib kelishi
bilan xarakterlanadi. Albatta, kichik tebranishlar yaginlashuvidan
- chigib ketmaslik uchun (4.41}) formuladan fagatgina tebranish
amplitudast hali yetarlicha kichik bo‘lgan hollardagina foydalanish
. mumkin.

4.2.4. Tashqi kuch bajargan ish
(4.28) Lagranj funksiyasiga mos keluvchi energiva

E(1)= %mf +%mx2 ~xF (1) 442)

" ko‘rinishga ega bo‘ladi. Bu «energiya» saglanuvchi kattalik emas, buni

"~ Lagranj funksiyasining vagtga oshkora bog‘ligligidan ham tushunish

mumkin. Tashqgi kuch sistemaga ta’sir gilar ekan sistemaning energiyasi
bu kuch ta’'siri ostida o‘zgarishi kerak. Energivaning o‘zgarishi
quyvidagicha ta’riflanadi:

AE = E(4e0)— E(—2). 4.43)

 {4.42) ifodadagi birinchi ikki hadni

lmxz-{-lkx?':fzﬁ

: : (f, ¢ =x+iox, (4.44)

o =~’-;3

- ko'rinishga keltirib olaylik.’ x, = acos(ex+&) uchun

%) +ioxy = —awsin (@i + o)+ ivacos{wt+a)=

= iawexp (iot +ia) @45

~ va x,uchun esa

' Kompleks tahlildan ma’lumki, z =x + jy kompleks son uchun Jzf =[x+

= y2+ yz

838



i X = %1» I drF(T)[cos (w(r—7))+iwsin (co(t--r))] =

46)
—exp(tax)Ith(r)exp(—;m) (4.46)

—-ia

ifodalarga o‘taylik. Bu yerda tashqi kuch ¢t =—o vaqt momentidan
ta’sir gila boshladi deb olindi. Ikkala formuta birlashtirifsa

lj

¢ (r)=exp(iot)] inwexp [i(}:)+;‘1- Jdt‘F (t)exp(-ior) (4.47)

]

ga kelinadi. Bu funksiyaning moduli

£(5)= |mmexp(:o¢)+—JdrF ('r)e:cp(-a;m)) s

Undan tashqari,
x=— Im ¢()

belgilashdan ham foyd:»1lalrlayllk1 Demak, tashqi kuch tomomdan”
sistemaga 1 =—eo dan 7 =< gacha uzatllgan energiya

AE = E(e) B} = 2{l (= ~f (=} e ] =

2

zawcxp(ra)+—JdrF(r)cxp(—icm’ -—;uma2 - (r Img'(r)

e

Mla

_ (4.49)
formula orqali ifodalanar ekan. Agar boshlang‘ich tebranishlar bo‘l-
masa (@ = 0) va tashqi kuch t —+e da nolga intilsa bu formula
soddalashadi;

' Kompleks son z =x + iy ning haqigiy va mavhum qlsmlarl x=Rezvay=
Im z deb belgilanadi. Y TN
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2

AE zﬁ JdrF(t)cxp[—iwr) . (4.50)

E 4.2.1-misol. -
- Ossillator F(f)=Foexp(~r2!r2)

kuch ta’sirida ¢ =—ee dan ¢ = e gacha
gancha energiya olgan? Masalani ikki
holda ko‘ring: a) ¢t =—w da ossillator
muvozanat holatida bo‘lgan; b}  =—e

v’;[ da ossillatorning amplitudasi a ga teng

bolgan.
4.4- rasm. Yutilgan energiya Yechish. a) birinchi holda ossilla-
grafigi. torining boshlang‘ich energiyasi nolga

teng, shu sababli (4.50) formula masalaning yechimini bevosita beradi.
Integralni hisoblaylik:

J.diF(r)exp(—ia)[)z Fnjdtexp(—;lirz —ICDI) (4.51)

Hi oo
Integral ostida quyidagi siljish bajaraylik. r — fm—“i'— R

F{,J‘dtexp(—-rz /T’ —iwt)=F, exp(— w:f: det exp(—* /77 )=

-

ot (4.52)
=\/7?F,,Texp —-T L

- Demak, ossillatorga berilgan energiya

JTF2 (0272 ’ )
E-= 2m“ fzexp(~ 5 } (4.53)

Olingan natijani tahlil gilaylik. @ — sistemaning parametri, u berilgan
o‘zgarmas son. Tashqi kuchning ifodasidan ko‘rinib turibdiki, 7 — tashqi
kuchning noldan sezilarli farq qilish davri. Parametr 7 vaqt o‘ichamligiga
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ega, demak, w7 — o'lchamsiz parametr. Bu parametrni w7r=§ deb belgilans4 ..
berilgan energiva 98

2 ' 2 ¥
Em%ﬁlexp[—--ﬁz_] (4.54)

ko‘rinishga keltiriladi. Bu funksiyvaning grafigi 4.4-rasmda ko‘rsatilgan.
Ovydinki, f<1 va f>1 bo‘lganda (ya'ni, gisga vaqtli zarba yoki,
tashqgi kuch sekin paydo bo'lib sekin yo'q bo‘lsa) ossillatorga berilgan energiva

kam bo'ladi, = NG (z’ =+/2/ a)) bo'lgnada esa ossillatorga berilgan energiya
maksimal bo‘ladi: '

2

. E - nFO
max 3

{ nmw e

'b) Bu holda ossillatorining boshlang‘ich energiyasi bor. (4.49) formu-

tadagi oxirgi had bo'lmaydi holos, chunki f—+e da F(tj-)O bo‘ladi.
Integralni hisoblash masalamiziing a) qismida ko‘rsatilgan, natgja:

o

--:-3 n:xan.wcp(tot)+---J.d"rF(‘r)t:xp(—~t.m')"-——;-irnaz.ta2 =

2 Wi (4.55)
L 7’ [ }- aenmF, Texp( ot Jsinaﬂ -
2m 4

Ikkinchi hadning oldida minus ishorasi turibdi, sistema energiva oladimi
yvoki yo‘qotadimi sing ning ishorasiga bog'liq, bu verda & tashqi kuch

bo‘imaganda ossillatorining ¢ = ¢ momentidagi fazasi edi. Agar 7<sa<2x
bo'lsa anigki, ossillatori enrgiya yutadi, 0<ax <z holda esa energiya yo‘gotishi
mumkin. Ba'zi bir hollarda ossillator atomda harakat qilayotgan elekironning
klassik modeli sifatida ishlatiladi, tashqi kuch ta’sirida atom enrgiyani yutishi
yoki nurlanish orqali uni yo*qotishi mumkin. Bizning holimizda bu elekt-
ronning boshlang‘ich fazasiga bog'liq ekan.

4.3. So‘nuvchi tebranishlar

Shu paytgacha tashqgi muhitning sistemaga ta’sirini hisobga olmay
kelingan edi. Sistema biror tashqi muhitda harakat gilsa u shu muhitiing
molekulalari bilan to‘gnashishi natijasida o‘z energiysini yo‘gota
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| boshlaydi. Molekular o‘zaro ta’sirni hisobga olgan bunday harakatning

 to'liq nazariyasi murakkab bo‘lib u mexanika fanining vazifasi emas.

" Ammo agar jism tezligi kichik bo‘lsa, muhitning ta’sirini ishgalanish
kuchi sifatida harakat tenglamasiga kiritish mumkin ya'ni, masalani
- mexanik masalaga aylantirish mumkin. Bunday ishqgalanish kuchi jism
- tezligiga proporsional bo‘lishi kerak, chunki tezlik nolga®®ng bo‘lganda

ishgalanish kuchi ham yo‘q bo‘ladi. Kichik tezliklar hagida gap ketayot-
ganini hisobga olib, bu kuch tezlikning birinchi darajasiga proporsional
deb olinadi:

f=—0x (4.56)

Minus ishora kuch harakat tezligiga garshi yo*nalganini ko‘rsatadi.

O Demak, bu holda, harakat tenglamasi

mi = —kx— 0% .57

_ ko‘rinishga ega. Quyidagi f =k/m, 2y=a/m belgilashlar kiritib bu
tenglama

_ F+2yx+@ix=0 (4.58)
ko‘rinishga keltirib olinadi. Bu tenglamaning yechimi

x=exp(ke) T 459)
ko‘tinishda gidiriladi. £ uchun tenglama: : . |
K2+ 27k + o =0. = (4.60)
| Tenglamaning ikkita yechimi bor:

=-y+y -af, k=-y-Jv’ -, (4.61)

.- Ko‘rinib turibdiki, uch xi} hol uchrashi mumkin:

L. wi>7"
2. e <7’
3w =9

* Birinchi holda «? —y* =w” deb belgilansa

Ky, =-ytio At 4.62)

ga kelinadi, bu degani, (4.58) ning yechimi r)
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x=dexﬁ ('—Iyr)cos(a): +¢) | (4.63)' '

ko‘rinishga ega bo‘ladi. Bu yechim davriy yechim emas, u so‘nuvchi
tebranishlarsa mos keladi. Uning grafigi 4.5-a rasmda ko'rsatilgan.

X X

a) b)

4.5- rasm. So‘nuvchi tebranishlar.

Ikkinchi holga o‘taylik. Bu holda (4-61) dagi ildiz haqiqiy son -
bo‘ladi, umumiy yechim

X =0 EXP('TI'*'I\I]’:! - )+c;,_ exp(—]""‘fﬁ’z - ) (4.64) - -

Bunday vechim sonishning o‘zini beradi. Uning grafigi 4.5-b rasmda
ko‘rsatilgan. o o
Uchinchi holga kelaylik. Bu holda xarakteristik tenglamaning ildiz-
tari karralidir. Umumiy nazariya bo‘yicha yechim
x={g + czr)exp(ﬂ/f) (4.65)
korinishga ega bo‘ladi. Agar tebranish quyidagi boshlang®ich shartlarga
bo‘ysunsa: x(0)=0, x(0)=v,, .

x = vrexp{-yr)
bo‘ladi, bu funksiyaning grafigi 4.5-d rasmda ko‘rsatilgan.
Ishqalanish bor bo‘lgani uchun energiyaning saglanishi hagida gap
bo‘lishi mumkin emas. (4.58) tenglamani mx 2a ko*paytirib uni

afl 2 b2 2= oymid?
d,[zm—* + 5 magx ) (4.66)

ko‘riniishga keltirib olinadi. Bu munosabat €52 (4.12) ni ko‘zda tutgan
holda ossillator tomonidan energiya yo‘qotish tezligi uchun

2 e-ait (4.67)
dt

forntulani beradi. Fizik sistemaning energiva yo‘qotishi muhim
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tushuncha bo‘lgani uchun uni dissipativ funksiya .deyiladigan'va.

Fesai (4.68)

ko‘rinishga ega bo‘lgan funksiya orgali ifodalash qabul gilingan. Bu
holda avvalgi tenglama
. , -

S E=-2F | (4.69)

ko‘rinishni oladi. Ya’ni, dissipativ funksiya sistemaning vaqgt birligi
ichidagi energiyasining dissipatsiyasini bildirar ekan. Bu holda (4.57)
- harakat tenglamasini

d oL BL aF

drax ox  ox (4.70)
ko‘rinishda ham yozib olish mumkin.

Odatda, energiya yo‘qotishining bir «davr» T.=2r/w, ichidagi

o‘rtacha qiymati giziqarli bo‘ladi. Bu kattalikni hisoblash uchun birinchi
holga murojaat qgilinadi va y« « (ishqalanish juda kichik) deb olinadi.

Bu holda x(r) = ae™ sin{ay+¢) va

%’:f— =i’ = —ga we " sin? (wyf +@)
- bo‘ladi. Quyidagi kattalik ishgalanish quvvati deviladi;
2riay a 2 1.:r.lfcun o 3 2
P .[ ar - [ e sind (e )=~ EEE g

i H
Integralnmg giymati 7=2n/w, davr ichida energiyaning o‘zgarishiga
teng, uni T ga bo'linsa, bir davr ichidagi vo‘qotilgan energiva kelib
chigadi. Integralni hisoblaganda y< ¢, ni hisobga olib integral ostidan
exp(-21) ni chigarib tashladik

Ko'‘ritayotgan yaqinlashuvda energiva uchun g = %mazaﬁe‘”’ ifoda

olinadi((4.12) formulada amplitudani ¢ — ¢¢™" ga almashtirish yetarii).
Yana bir marta ta’kidliab ketaylik, ossillatorning energiyasi sifatida
(4.12) ifoda garaladi, (4.69) ifoda energiya yo‘qotish tezligiga
tegishlidir.

" Bundan foydalanib muhim bo‘lgan o‘lchamsiz bir kattalik kiritaylik:
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<E> <E>a_a |
| Q=" = “.72)
Uning nomi afﬂlik, ossillator energiyasirting bir davr ichida ishqa-
lanish orqali yo'qotilgan energiyaga nisbati (chastotaga ko‘paytirilgan
holda) — so'nuvchi tebranishlarning gay darajada uzoq davom etishini
xarakterlaydigan kattalik.

4.4. Ishqalanish bo‘lgandagi majburiy
tebranishlar

Ishgalanish kuchi ta’sir gilayotgan muhitda tebranayotgan
sistemaga tashqi kuch ta’sir gilayotgan bo‘lsin. Tashqi kuch davriy
xarakterga ega bo‘lgan hol eng qiziq bo‘lgani uchun shu hoini ko‘rib
chiqaylik:

jé+2,lj:+a)§x=—}:cas(}'r). o 473)
Tashqgi kuchning ko‘rinishi shunday tanlab olindiki, u t=0 vaqt
momentida noldan boshlab ishga tushsin. Tenglamaga o‘zgarmaslarpj
variatsiyalash metodini qo‘llaymiz. Bir jinsli tenglamaning yechimi

Yo {r)= Cl‘-’{“hm} + cze(_ia oot } 4.74)

bo‘l§a, Q‘Zgafn?aslarili variatsiyalash metodi (4.73) ning yechimini
quyidagi ko‘rinishda beradi:

+f_2}f}lsin (}’-‘)*(}’2 -—cug)cos(}’t)
m (y2 —aﬁ)z +4y222 ’

Shu yechimning xossalarini tahlil qilaylik. Gap tebranishlar haqida
ketayotgan ekan i< @, deb olamiz. Bir jinsli tenglamaning yechitni
so‘nish bor bo‘lgani uchun vagt o‘tishi bilan nolga intilib ketadi:
x,(N—0, t — . Hagiqatda, albatta, f cheksizlikka intilishi shart emasg,
x, ni tashlab yuborish uchun A kattaroq son bolishi yetarlidir. Demak,
ma’lum bir vagt p‘tganidan keyin yechim sifatida

@.7s) - ;'

f 2¥Asin ( yr)+( ¥ +a)0)ws(yr
)= 2 (4.76)

x(z
" (P-w) e
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 ~-funksiyani olish mumkin. Tebranishning so‘nmaydigan gismi tashqi
kuchdan olib turilgan energiya hisobiga mavjud bo‘ladi. Agarda

sind =~ 2 , cosd =— (—-}’2+w§) R
Jr e vt e i 47
va ' |
h=y f

m\/(}'z - cz.\%)z +4]/2?|.2

deb belgilab olinsa (sin” 8 +cos? 8 =1 ekanligini tekshirish qiyin emas)
topiigan yechimni

x(t)=heos{yt+6) (4.78)

ko‘rinishda yozib olish mumkin. Bizni eng qiziqtiradigan hol -
tashqi chastota A sistemaning xususty chastotasi o, ga yaqin bo‘lgan
holdir. Ishgalanish kuchi bo‘lmagan holda tebranishlar amplitudasi
cheksiz o‘sa boshlar edi { (4.41) ga qarang). Endichi? Bu savolga
javob berish giyin emas — (4.78) dan ko‘rinib turibdiki, tebranish
amplitudasi hamma vaqt cheklangan va uning maksimal giymati 4
ga tengdir. 2 uchun ifoda esa y— o, bo‘lganda ham chekliligicha
goladi.

Rezonans sohasini chuqurroq tahlil gilaylik, buning uchuny = ay +&

deb olinadi va ¢ =0 sohani tekshiramiz. Undan tashgari A « oy deb

ham olamiz (ishqalanish kuchi kichik bo‘lsin). Bu sohada tebranish
amplitudasi

ey Yo+ 7 @79

va tebranish fazasi

A
=2
180 =~ 4.80)

ko‘rinishga keladi. Majburiy tebranish fazasi tashgi kuchning fazasiga
nisbatan «kechikish» xossasiga ega ekan. Buni quyidagicha ko‘rish
mumkin. (4.77) dan ko‘rinib turibdiki, y—0 bo‘lganda (y—w, sohada)
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8->, bofladi. y =« (y—a,) sohada esa 6 —»—rx T?;.:.i.?'..' 10‘ ;.?Z.igs_x;-'
bo‘ladi. Agar tashqi kuch chastotasi y—w, ga intilsa ~ "/ \ :::?
§——n/2 ga intiladi; : i
(4.78) tebranyotgan mayatnikning energiyasi
o‘zgarmasdan qolishi kerak. Demak, mayatnik
tashgaridan olayotgan energiyani ishqalanishga z
ketkazadi. Bir davr bo‘yicha o'rtalashtirilgan . = o
energiya yutilishi intensivligini I{(y) deb belgilab yaqinida energiya
uni topaylik, u esa energiya dissipatsiyasiga tes-  yutilishi intensivligi... {;
kari ishora bilan tengdir. (4.69) formula bo‘yicha s

I(y)=2F @81)

€

bo‘ladi, bunda F — bir davr bo‘vicha o‘rtalashtirihsni blldlradl.z
Dissipativ funksiya l:uzmng holimizda "

p_.;,ajcl_,lmz Amxh zsinz(yﬁé) )

Sinus kvadratining bir davr bo‘yvicha o‘rtacha giymati 1/2 ga teng,
demak
1{y)=Amy*h*. (4.82)
Rezonansga yagin sohada . '
A

(4.83)

Ie)=
(€)= 4me PER
Energiya yutish intensivligining maksimumini
fZ
I,=-2—
07 4mi
deb belgilab, yuqoridagi formulani
Al Lo
)=l (4.84)

ko‘rinishda yozib olinadi. Olingan funksiyaning grafigi 4.6-rasmda
ko‘rsatilgan. Bu formuladan 7(A)= hlo ekanligi kelib chigadi, shu
sababdan le|=A qiymat rezonans egri chizig‘ining yarim kengligi
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" deyiladi. $o‘nish kamaygan sari 2 —0 rezonans grafigining cho‘:qqi-'
simonligi ortib boraveradi, ammo grafikning ostidagi yuza o‘zgar-
maydi. '

4.5. Ko‘p oflchamli sistemalardagi tebranishlar
L3
4.5.1. Ikkita bog‘langan mayatniklar

4.7-rasmda ko‘rsatilgan sistemadagi icbranuvchi harakatni o°r-
ganaylik.

Sistema uzunliklari va massalari /,, m, va 1, m, bo‘lgan ikkita
matematik mayatniklardan iborat. Ular bikirligi &£ bo‘lgan prujina orgali
bir-biri bilan boglangan. Tushunarliki, agar biror mayatnikka turtki
bersak ikkinchisi ham tebrana boshlaydi, bu ikki mayatnik orasida
o‘zaro ta’sir natijasida energiyaning biridan ikkinchisiga ko*chishi ro‘y
- berishi kerak. Ushbu sistemaning Lagranj funksiyasini topaylik. Umumiy
- qoida bo‘yicha

L—Tl +T2'-U] '—UQ"_UIZ, (485)

Y x bunda 7, /= 1, 2 — mos ravishda
o /‘ "™ tegishli mayatnikning kinetik ener-
| giyasi, U, i= 1,2 — mos ravishda

.?i . mayam.ikning potensial energiyasi

L Rz _ va U,, — ularning o‘zaro ta’sir

/; / energtyasi. Birinchi mayatnikka
Ht

tegishli koordinatlarni x,, y,, ikkin-
_ chi mayatnikka tegishli koordi-
124 ‘ natlarni esa x,, y, deb belgilaylik
4. 7- rasm. IRkita bog‘langan {esimizdan chiqarmaylik, x, y, —
mayatnik. bargaror muvozanat holatidan
chetlashishlarni bildiradi). Mayat-
niklar osilgan iplar bukilmaydigan deb qaraladi. Agar ikkala mayatnik
barqaror muvozanat holatida bo‘lsa, oradagi prujinaning tarangligi
“nolga teng bo‘ladi. Lagranj funksiyasi quyidagicha tuziladi:

1 2. t 2 . | 1
L=om (& +)'_f)+5mz (8 433 )+ mgy +mpy, -~k (5 ~x) - (4.86)

Burchak o‘zgaruvchilariga o‘tamiz va kichik tebranishlar haqgida
gap ketayotganini hisobga olamiz:
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xr. =f!- Sin(Pi = Mﬂ,‘s 3"‘1' =If COS(Pf = If (1,._15.;03 }

(4.87)
O‘zgarmas sonlarni tashlab yuborilganidan keyin Lagranj funk-
siyasi quyidagi ko‘rinishga keladi:
1 R 1 , 1 ] 1
L= 5m 1ok + 5”?2’%‘?% —5m gepf —Enge%l _Ek (0, ~0,) .(4.88)
Harakat tenglamalarini yozib olamiz:
i@+ gl =~k (@) =, );
S mligemgle =k(e-e).  (4.89)
_ Aspsiy g'oyani tushunish uchun xususiy holga o‘tamiz — B
e ' m =y =, =L =1 : (4.90)
va magsadga muvofiq bo‘lgan belgijashlarni kiritamiz:

2 _ &
gy ==, = —e
“ l mi-

Bu holda tenglamalar soddalashadi:

G+ =-a (@ -9:}; won
$) + g = (P ~92). @ )

Agar ¢ -0, =y, va ¢ +¢, =y, formulilar orqali yangi o‘zga-
ruvchilar Kiritilsa tenglamalari bir-biridan ajraladi:

¥, + (aﬁ + Za)u/] =0 ¥+ aﬁ‘m =0. (4.92)

Yangi koordinatlar normal keordinatlar deyiladi. Bu koordinatlar
tilida sistema ikkita mustaqil tebranish gilayotgan bo‘lib chigadi —w,
koordinataga e = +2¢ Vva y, koordinataga ®,=ew, chastotali

tebranishlar mos keladi. Bular normal chastotalar deyiiadi.

Ular 4.8-rasmda ko‘rsatilgan. Rasmdagi a) hol v, koordinataga
mos keladi va b) hol y, koordinataga mos keladi. Tkkala holga mos
keluvehi umumiy yechimiar:

Wy = cos@ +hSInGY,  Ws = cosayt+by sinayr. (4.93)
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— — Jr— el
-
a) b)
4.8- rasm. Normal tebranishlar.

Boshlang‘ich shartlarni quyidagicha tanlaylik:

t=0 da 9 =% va @=¢.=¢,=0 4.94)

Bu deganimiz boshlang‘ich momentda birinchi mayatnik muvozanat
holatidan chiqarilgan, ammo uning tezligi nolga teng, ikkinchi mayatnik
esa nolga teng tezlik bilan o‘zining muvozanat holatida turibdi. Normal
koordinatlar tilida

1=0 da v, =y, =@y, ¥ =y,=0. (495)
Bundan :
a =dty =0y, h=b=0 (4.96)
Demak,
W =@cos@r, VA W, = @ Cosmyt, 4.97)

va, natijada, eski koordinatalarga qaytsak

@ =%% (cosa),r+coswzr)=qoocos(m' ;0)2 r]cos[w' ;(02 f}
®, - o, t) (4.98)
5 !

@, = 'Ii'% {cos st —cos @yt ) =@, sin[col -;mz t]sin{

yechimlar olinadi. Har bir koordinata uchun ikkita tebranishlarning
kombinatsiyasini ko‘rayapmiz: katta chastotali (e, + @,)/2 va kichik
chastotali (w, — ®,)/2 . Bunday tebranishlar tepkili tebranishlar
deyiladi.

4.9-rasmdan ko‘rinib turibdiki, katta (w, + @,)/2 chastotali tebra-
nishning maksimal amplitudasi kichik chastota (o, — ®,)/2 bilan
tebranadi.

Endi (4.90) shartdan voz kechib umumiy hol (4.89) ga qaytib
kelaylik. Bu holda normal koordinatlar ganday ajratib olinadi? (4.89)
sistemani quyidagi ko‘rinishga keltirib olinadi:

100



4,9~ rasm, Tepkili tebranish.

&+ =-a (0~ ¢, ):

.. 4,99

%"'“&2‘!’2:“2(%‘%)- ( )
Bunda

. \ ._ 0J|2=§- fU;—'— a:_k__ o = k ‘ = 4160

P L’ i I m; ' : mgd’% & )

Chizigli differensial tenglamalar sistemasini yechishning umumiy metodi
bo'yicha (4.99) ning yechimi quyidagi ko‘rinishda izlanadi:

@ = Aexp(ian), @, = Bexp(io). 4.10D)

Bularni (4.99) ga olib borib qo‘yilsa quyidagi algcbralk sistema hostl
bo‘ladi: -

RS (a]—-a)2+mf)A-—alB:0,

%A—( az—w2+a)§)B=O. (4.102)

Bu sistei‘ha.ycchimga ega bo‘lishi uchun uning determinanti nolga
terg bo sl kenak, bundan esa

' m{] 2 ---(o: vy rol el t

+ 2_ 2V

—\/(a.—aﬁwl -@3) +4alsaz] (4.103)
kelib chidédi. Paydo bo‘lgan chastotalar xususiy yoki normal chastotalar
deyiladi. Agar ¢, = o, = o va 0, = o, =, desak, darhol (4.92) dagi
W, =@§ +20 Va o =@ chastotalar olinadi.

Shu bilan sistemadagi mumkin bo 1gan chastotalar topildi. A va B
larni topish goldi. o _
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Buning uchun (4.102) sistemaga birinchi marta @° = “’(21) deb go'yi- '

ladi va A, va B, orasidagi munosabat topiladi, ikkinchi marta esa

(!)2

2y deb qo‘yamiz va 4, va B, orasidagi munosabatni topamiz.
i QaYSl amphtudam ikkinchisi Ol’qall ifodalash — A nt B orqa],{ml yoki

teskari — ahamiyatga ega emas, by — qulaylik masalasi. Belgllash
kmtayhk

B _ % +cq2—a)é)

h= %

ATTE Tamea
B oyt — ol o, L (4.104)
1= T T e s

A2 @, oy +m§_w(20} .

Natijada izlayotgan tebranishlarning gar biri ikkita normai tebmmsk-
larning superpozitsivasi sifatida ifodalzpadic

A = A exp (f"’(l)‘)*' Ay €Xp (ia>(2)t) =Q +0,,
g =nae (fw(l)r)+ 24z exp (fw(i)t) =% +%0.

Topligan ifodani (4 88) Lagl‘arlj ﬁlnkSIYaSlga olib borib qo Yilsa quy]dagl
ifoda hosil bo‘ladi:

(4.105)

L= %(m'.!,z +mylsy? )[le - (21)912 ] +
+%(ml£12 +mli3 ) 02 -0l ). (4.106)

Normal koordinatalarning ma’'nosi shy ekanki, ular yordamida boshida
ikkita o‘zaro ta’sirda bo‘lgan erkinliy darajalari ikkita mustaqil teb-
ranishlar ko‘rinishiga keltirildi. Ularning har biri (4.4) ko‘rinishdagi
erkin tebranishiar bo'lib chiqdi.

Qo‘shimcha ishonch hosil qilish ychun (4.106) Lagranj funksiya-
sidan harakat tenglamalarini keltirib chigaraylik:

Q] +(!J(2|)Q| =0, Qg -}-a.fz)Q2 =0, | 4.107)
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4.5.2. Umumiy hol

Endi ko‘p erkinlik darajali sistemalardagi tebranishlarning umumiy
nazariyasi bilan tanishib chiqaylik. Bizga erkinlik darajasi s ga teng
bo‘lgan sistema berilgan bo‘lsin. Bu sistemaga kirgan zarrachalarning
o‘z bargaror muvozanat holati atrofida kichik tebranishlarini o‘rga-
naylik. Barqaror muvozanat holati ¢, lardan chetlanishiarni yana

X, =¢,~ §,, { =1,..5 deb belgilab va potensial energiyani kvadratik
hadlargacha amqllkda qatorga yoyilsa potensial energiva uchun quyidagi
ifoda olinadi: -

i - _
U =——2kux-xj‘ {4.108) '
i, j=1 _ E
Bu yerda paydo bo‘lgan koeflitsivent
o°U
g~ aq"aq}. |t.-';'=¢io.' (4-109} 5
o‘zining ta’tifi bo‘yicha simmetrikdir: "
ky =k {4.110)
Kinetik energiva uchun
Z ay @)y @.111)

i_,l' =]
ifodada a, Aq) =m, deb olamiz, chunki olingan yaginlashuvda
alg)a;(q)= au(q{,+x+ -)=a,{g, ) bo‘lishi kerak (aks holda chlzlqh
vagintashuvdan chiqib ketiiadi). Natijada

5

: 1
T:zzmgxx (4.112) .

. i j=1
ga kelamiz. Demak, sistemaning Lagranj funksiyasi

L-—Z(m %k =y ). @.113)

i, j=1

~ Kinetik energiyaning ta’rifi bo‘yicha T >0, tenglik belgisi fagatgina
har bir zarrachaning kinetik energiyasi nolga teng bo‘lgandagina o‘rinli
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5
bo‘lishi mumkin, Demak, 2. %3j kvadratik forma musbat aniglan

- gan formadir. Potensial energiyani ifodalovchi forma ham musba.

5
aniglangan formadir: Z kyxix; 20
.=l

Lagranj hosilalari

&

Il oL ¢ .
F ‘Z kg%, o7 Z‘m,-}-xj - 4.114)
i ¥ =

o =
ga teng ekanligidan harakat tenglamalar topiladi:

2y +hyn) =0 I=bes @)

B 5 12 tengieonadan lvorat poguT Uil erErmielen SEeTes:,
- Umumiy metod bo‘yicha uning y¢chimlarini

% = A expliox) (4.116)
ko‘rinishda izlash kerak ((4.101} bilan tagqoslang). Natijada harakat
tenglamalari

Y (-mot k)8 =0 i=tis @1

Jj=l

* ko‘rinishiga keladi (har bir tenglamadan exp(ief) ko‘paytuvchini ajratib
tashlagandan keyin). Bu bir jinsit algebraik tenglamalar sistemasi
faqat

det (~mye’ +k;)=0 (4.118)

* bo‘lgandagina yechimga ega ( (4.102) va (4.103) lar bilan solishtiring).
Bu tenglama «* ga nisbatan s tartibli tenglama bo‘lib u xarakteristik
tenglama deyiladi. Bu tenglamaning s ta yechimi @?,i=1,....,s musbat
- bo'lib, ulardan olingan e lar xususty voki nermal chastotalar deyidadi,

@? larning musbatligini isbot gilaylik.

~ Buning uchun (4.117) A ga ko‘paytirib, i bo‘yicha yig‘indisi olinadi.
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Natijada

¥
2, A A,

i, J=l
mz =5t

> kA4

i j=l

(4.119)

formula olinadi. Birinchidan m; Va kg. larning simmetrik va haqgigiy-
ligtdan mahraj va suratining haqigiy sonligi kelib chigadi: '

[ 2 my A, ] =2 myAA = 3 myATA, (4.120)
i.f=l 1=t i =1

mahraj uchun ham huddi shu. Oxirgi tenglikka o‘tishda i &> j almash-
tirildi va m =m, simmetrikligidan foydalanildi. Yugorida aytilganidek,
T va U uchun kvadratik formalar musbat formalar, demak, hamma
mumkin bo‘lgan chastotalarning kvadratlari ham ikki musbat sonlarning
nisbati sifatida musbat sonlardir.

Hamma chastotalar kvadratlarining musbatligi yana shundan ham '

kelib chigadiki, ko'rilayotgan holda hech ganday tashqi ta’sir yo‘q,
demak, tebranishlaming o‘z-o‘zidan o‘sishi yoki kamayishi mumkin
emas. Vaholangki, qandaydir chastotalar uchun «* < 0 bo‘lsa, chasto- .

talar orasida mavhumiar paydo bo‘lar edi, bu esa ¢4 hadiarga olib
kelar edi.

Tashqi ta’sir — ishqalanish kuchi bor holatga o‘taylik. Dissipativ
funksiva tushunchasi ham ((4.68) ga qarang) ko‘p o‘lchamii holga
umumlahstiriladi: )

1 ..
F =204k (4.121)
4

Paydo bo‘lgan koeffitsiyentlar ¢, simmetriklik xossasiga ega: _
N oy = 0. @12

Ushbu koeffitsiyentlarning kelib chigishi kinetik nazariyada
tushuntiriladigan bo‘lgani uchun ularni kinetik koeffitsiyentlar
deyiladi. Ularning si}nﬁikligi ham kinetik nazariyada isbot gili- , -
nadi, Ko‘p o‘igh»a/mli holda harakat tenglamalariga ishqalanish™ -
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kuchlarini dissipativ funksiya orqali qyidagicha kiritish mumkin: .

daL_oL_ oF

diox on  on 4123)
. Sistemaming birlik vaqt ichida ishqalanish orqali yo‘qotgan energiysi
va dissipativ funksiya orasidagi bog‘lanish (4.69) ning ko‘rinishi ko‘p
~olchamli holda ham o‘zgarmaydi. Buni quyidagic®a keltirib chiga-

‘rish munkin:
dE d . oL E : d ol dL
dt dt o dr o, ax

i

BF - oF @.124)
ax

i

oxirgi tenglik F funksivaning ikkinchi tartibli bir jinsliligidan kelib
chigadi (Eyler teoremasi). . _

(4.113), (4.121) va (4.123) formulalar bo‘yicha ishgalanish kuchi
harakat tenglamaiariga Kiritiladi:

i(mng + ey x; +a,}xj) 0, i=l.,s 4.125)

=

" Yechimni

Cx = Al T (4.126)

ko‘rinishda izlaymiz. Bu holda yugoridagi ténglamalar sistemasi

X(mﬁa)2+ozij—a3+kij ;=0 i=l..s 4.127)

_ f=t
ko‘rinishni oladi. Bu sistemaning yechimi mavjud bo‘lishi uchun

de[[myw + 00+ k; I 0 ' (4.128)

shart bajarilishi kerak. Bizga bu @ ga nisbatan 2s-tartibli algebraik
tenglamani beradi. Oliy algebra Kursidan ma’lumki, bu tenglamaga
kirgan hamma koeffitsiyentlar ~ my Kk, o, — haq1q1y bo‘lgani uchun
uning yechimlari yoki haqigty, yoki o‘zaro kompleks go‘shima juftlardan
 iborat bo‘ladi. Ishqalanish borligi tebranishlar so‘nuvchi bo‘lishi kerak-
ligini bildiradi, bundan shunday xulosaga kelish kerakki, bu chasto-
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talaming haqiqiylari ham, komplekslarining haqigiy gismlari ham manfiy
bo‘lishi kerak.

Sistemaning erkinlik darajalari soni uch-to‘rtdan ko‘p bo‘lganda
yuqorida berilgan umumiy nazarivani analitik ko‘rinishda qo‘llash
masalada soddalashtirishga imkoniyat beradigan qandaydir simmetriva
bo‘lmasa giyin bo‘ladi. Shu bobning oxirgi paragrafida imana shunday
bir necha misollar keltirilgan.

i 4.5.3. Molekulalarning icbranishiari

Molekulalarning to‘liq nazariyast kvant nazarivast bo‘lishi kerak,
ammo, kichik tebranishlar hagida gap ketganda klassik tahlildan kelib
chiggan natijalar kvant natijalar bilan bir xil bo‘lib chiqadi.

Kichik tebranishlar nuqgtayi nazaridan # ta atomli
molekula - o‘zaro prujinalar bilan bog‘langan massa-
lari m, m,,..., m_bo‘lgan moddiy nugqtalar siste-
masidir. Bunday tasdiq uchun asos shundan iboratki,

Uriy
!

r
atomlar orasidagi potensiallar 4. 10-rasmda ko‘rsatilgan '
ko‘rinishga ega. Ko‘rish giyvin emaski, (4.1) parag-
rafdagi umumiy mulohazalar atomning turg un muvo-
zanat nugtasi atrofidagi kichik tebranishlariga be-
vosita mos keladi. 4.10-rasm.

Molekulalarning kichik tebranishlariga tegishli At:t'::]asli':{ ¢
bo‘lgan umumiy mulohazalar uzun bo‘lmasdan quyi- rp - turg‘,;n
dagi punktlardan iboratdir. nuvezanat

Molekula o‘zaro ta’sirda bo‘lgan atomlarning nugtasi.
yopiq sisiemasidir. Bunday sistemaga uch xil harakat :
hosdir — butunligicha ilgarilanma harakat, butunlikcha ayvlanma harakat
va atomlarning bir-biriga nishatan tebranishi. Butunlikcha ilgarilanma
va butunlikcha aylanma harakatlarni chigarib tashlash kerak. Ishni
bosqichlarga bo‘laylik:

1. Butunlikcha ilgarilanma harakatni chigarib tashiash uchun mole-
kulaning to‘liq impulsini nolga tenglashtirish kerak:

P=Y mv, =0 (4.129)

Bu degani molekulaning inersiva markazi sistemasiga o‘tildi
degani:

R ==Zmﬂra = const. . .13
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: e - CAems e e R -
Har bir atomning radius-vektori r =r 4+d, ko‘rinishda olinsin, bu
yerda r, — a atomning muvozanat holati, d, esa muvozanatdan
chetlashish vektori. Tashqgi maydonda bo‘lmagan sistemaning inersiya
markazi o*z-0‘zidan o‘zgarishi mumkin emas, shuning uchun

R=Y mr, =) mr, =const. - (4131

i

" Demak,
Y m,d, =0 (4.132)

bo‘lishi kerak.

2. Molekulaning butunlikcha aylanishini chiqarib tashlash uchun
uning to‘lig harakat migdori momentini noiga tenglashtirishi kerak.
Kichik tebranishlar haqida gap ketayotganini hisobga olib birinchi
tartibli kichik sonlar yaginlashuvida

M= zma[ Ly (l] zmﬂ[ ﬂodrl]__&zr” [rrrﬁdcl'] 0. (4133)

deb olish mumkin. Hosila ostidagi kattalik o‘zgarmas songa teng, d_
larning nolga teng bo‘lganida ham u o‘sha son bo‘lishi kerak bo‘lgani
uchun

PRI .134)

deb olish kerak.

Olingan shu ikkita tenglamalar sistemasini yechib normal koor-
dinatlarni topish mumkin. Tebranishlarga mos keluvchi erkinlik dara-
jalari sonini, ya’ni, mustaqil tebranishlar sonini topaylik. » ta atomdan
iborat molekulaning 3# ta erkinlik darajasi bor. Yuqoridagi ikkita vektor
shartlarning soni 6 taga teng.

Demak, r atomli molekulaning tebranish erkinlik darajalari umumiy
holda 3n — 6 ta ekan. Agar atomlar bir to°g'ri chizigda joylashgan
bo‘lsa, bu o'q atrofida aylanish hagida gapirishning ma’nosi yo‘q,
demak, bu holda tebranish erkinlik darajalari soni 32 — 5 ga teng.
Masalan, CO, molekulasining tebranishlari soni 3 -2 — 5 =1 ga
teng. H,0 molekulasining esa mustaqil tebranishlari soni 3 -3 — 6 =3
ga teng.

4.5.1-misol. 4.11-rasmda ko'rsatilgan chmqh BA, molckulanmg tcb~
ranish chastotalarini topaylik. it ;
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A atomlarning massasini m,, B atomning -§ sno ol et
massastnl m, deb belgjlaylik. Yuqorida kelti- v a
rilgan hisob bo‘yicha bu molekulaning mustagqil " 35' 14
tebranishlari soni 3.3 — 5 = 4 bo'lishi kerak. -~ ™53 b)
Ular rasmda ko‘rsatilgan — bo‘ylanma tebra- :
nishlari soni 2 ta_ ko‘ndalang tebranishtari soni _ d}
hmp 2 ta {rasmda ularning bittasi ko‘rsatiigan, 4.1~ rasm Chizl;lli
lkklnChlsJ h_uddi shuning o‘zi, fagat tebranish ' molekulﬁning '
vo‘nalishlari rasm tekisligiga perpendikulardic). tehranishiari turlari.

Sistemaning bo‘vlanma harakat Lagranj funk-
siyasi:

_,‘
e
s
=
-

2

{;;;AB bog‘lanish kuchi BA4 bog‘lanish kuchiga teng, shuning uchun ikkala
hol uchun ham bitta koeffitsiyent & olindi. Harakat tenglamalari

m
=_ﬂ“(iiz+i§)+%i§--§~[(x1—-x2)2+(x2~x3)2] (4.135)

,{’ m{:i| +k(x! "Iz)={}.

2] i

O iy +k(2xy =% —x ) =0, (4.136)
m, i +k (=X )=0

inersiya sistemasiga o‘tish sharti bilan to‘ldiritishi kerak:

m, (X + x5 )+ myx =0, (4.137)
- Agar birinchy tengtamadan uchinchi ayirilsa
m, (% =3 )+ k(2 - x3) =0 (4.138)

tenglama olinadi. Bu bizga ko‘rilayotgan masala uchun Q=x~x, koordi
nata tabiiy koordinata ekanligini ko‘rsatadi. (4.137) shartdan x, koordinatan
aniqlab olib, ikkinchi tabiiy koordinata Q =x—x, ckanligini ko‘ramiz
Shularning natijasida ikkita mustaqil tenglamalar sistemasi qoldi:

- k n 2m, +m
Q +-—Q, =0, @, +k——"Q,=0. (4.139)

n, H1 Ny,
) Haq?qa'tan ham, boshidagi uchta harakat tenglamalari bitta bog‘lanishg
bo }"SLll‘ll‘Sh] kerak edi, demak, unlarning ichida fagat ikkitasi mustaqis
ekan. Biz ularni topdik. Kiritilgan yangi koordinatalar @, ©, normal

koordinatalardir (normalarigacha aniqlikda). Ko‘rinib turibdiki, Q, koor-
dinataga : '

o= — = (4.140)



chastotali tc‘bl_‘anish mos keladi, Q. koordinataga esa

o - | KM
O gy (4.141)

chastotali tebranish mos keladi, bu yerda M =2m_ +m, — molekulaning
to'liq massasi. «, chastotali tebranishga 4.11-rasmdagi a-haj to‘g‘ri keladi,
@, chastotali tebranishga 4.11-rasmdagi b-hol to'g‘ri keladi.

Faraz qilaylik, m, > m, bo'lsin. Bu holda w, =@, bo‘ladi.
Sistemaning ko‘ndalang tebranishlariga o‘taylik. Bu holda birinchidan,
 butunlikcha ilgarilanma harakatni chiqarib tashlash kerak:

m, () + 3 )+my ¥, =0, (4.142)

ikkinchidan, butunlikcha aylanma harakatni chigarib tashlash kerak (x, y) —
tekisligidagi aylanishga impuls momentining z komponentasi mos keladi):

[zmu [ruoda]] -
@ : L (4.143)
=, (xp ) — Yo% )+ My, (Xap Vs — ¥apXa ) 1 (Bap ¥y — ap%3 ) = 0.

Tushunarliki,
Xy =0, xg=~%3 =l Yo =Yz = ¥30 =0
\_/5/ Demak, sistemaga qo‘vilgan ikkinchi shart
B (4.144)
ko‘rinishga ega ekan. Kvadratik aniglikda potensial

gﬁd;ﬁf‘ energiyani topish qoldi.
tebmish,aria Agar ABA chiziqning 7 burchakdan ogtishini 4.12-
oid. rasmdagidek § harfi bilan belgilansa

1
5=;(y. -yt 3= y) (4.145)

deb yozib olish kerak (kichik burchak rasmda bo'rttirib ko'rsatilgan). Ko‘n-
dalang tebranishiar uchun Lagranj funksivasini tuzib olinadi: .

Maygoa 2y, My o2 Ry o
L:—;~(yf—y§)+-—f—y;—-§~1952. - (4.146)
(4.144) ni hisobga olib (4.142) va (4.145) lardan
ylzy:‘:E_n_I . ¥y == - . m=2mA+m3, (4.]47)

ekanligi topiladi. Bu esa Lagranj funksiyasini’
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- ' [ e B FE .
P kyoper
L=TATE g2 Chpg? (4.148)
4m 2
ko‘rinishga keltirishga imkon beradi. Bu verdan ko‘ndalang tebranishlar
chastotasini topish givin emas:

e 2 | ‘
of F o @u49)

4.6. Zanjirlarning tebranishlari

Umumiy holda (4.118) va (4.128) tenglamalarni yechib sistemadagi
xususiy chastotalarni topish murakkab masala. Fizik nuqtayi nazardan
qiziq bo‘lgan bir xususiy hol ko‘rib chigiladi, u ham bo‘lsa bir chizigga
terilgan ‘massasi m bo‘lgan moddiy nuqtalar sistemasi bo‘lsin. Ular
orasida bikirligi & bo‘lgan prujinalar bo‘lsin, bu prujinalar massalarni
muvozanat holatiga gaytaruvchi kuchlarga olib keladi.

31-rasmda bunday sistemalarning uch xili ko‘rsatilgan: birining ikkala
chegaraviy nuqtalari mahkamlangan, ikkinchisining bitta chegaraviy
nuqtasi mahkamilangan, uchinchisining chegaraviy nuqtalari ozod.

Massalarning soni V ga teng bo‘lsin. Uchala sistema uchun Lagranj
funksiyalari tuziladi. / nuqtaning oz muvozanat holidan siljishini x,
deb belgilanadi. Uchala hol uchun ham kinetik energiya bir xil bo‘ladi: -

N
nitr o, . ] fn .
T=E(x|'+x§+x32+v--+x;,)=3 igt xf. (4.150)

Potensial energiya birinchi holda
U, =%[x,2+(xl —x2)2+(x2—x3)2+-I--+(xN_,—xN)2+x‘,2vj|. @151
[kkinchi holda
U, =%[x12 +a=x0) +(a-n) £+ (o -w)' ] @.152)
Uchinchi holda esa ' |
Uo=2(n-n) +(n-5) ++0aa-m) | 4153
Birinchi holda chegaraviy massalarga ikki tomondan muvozanatga
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4.13- rasm. Zanjirlar:
a) ikkala uchi mahkamiangan; b} bir uchi ozod; ¢) ikkala uchi ozod.

qaytaruvchi kuch ta’sir giladi, ikkinchi holda esa fagat chapdagi birinchi
nugtaga ikki tomondan kuch ta’sir giladi, N-nuqtaga esa fagat boshga
massalar tomonidan kuch ta'sir qiladi, uchinchi holda esa qaytaruvchi

. kuch fagat go‘shni massalar tomonidan ta’sir giladi. Shunday

soddalashtirilgan hot uchun ham umumiy yechimni topish qiyin, biz
yuguruvchi to‘lgin deyiladigan yechimlarni o‘rganamiz.

4.6.1. Chegaraviy massalar biriktirilgan hol
Bu holda harakat tenglamalari quyidagicha ko‘rinishga ega bo‘ladi:

miy =—kx —k(x-x); | (4.154)

miy =k(x=x)=k(x-x); (4.155)

miy =k (0 —x3)—k(x;—x, }; (4.156)

: =1 = _ (4.157)

. . miy  =k(xy_—xy)—kry. (4.158)
Agar

X = Xy4y =0 (4.159)

shart kiritilsa bu tenglamalarni umumiy ko‘rinishga keltirib olishk
mumkin:

.‘" =k(2x ” = J’l‘H)_O l:l 2, ,N (4 160)
Bu sisternaning xususty yechimini normal koordmatalarga o‘t1b quyidag
ko‘rinishda izlanadi: :
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':. X,y = Aueiw = ffuefw-”%' R - (4'16])

Bu yerda ¢ — n nuqgtaning to‘lqin fazasi. Masalaning simmetriyasidan

kelib chiqadiki, hamma massalarning tebranish amplitudasi bir xil -

bo'lishi kerak:

a|=a2:‘”:aN:a_ . (4:_162)
@,—¢ _=o¢ deb belgilab (bu ham masalaning simmetriyasidan kelib
chigadi, ixtiyoriy ikkita qo‘shni massa orasidagi faza fargi bir xil bo‘lishi
kerak) (4.160) tengiamadan darhol '

! = ﬁsin2 % {4.163)

Lt N
tenglik olinadi. (4.159) chegaraviy shartlarni gonigtirish uchun quyi- -
dagicha mulohaza yuritaylik. Sistemada tebranishlar o‘zaro ta’sir naii-

jasida bir nuqtadan ikkinchisiga uzatilimoqda. Bu degani, sistemada

tebranishlar to‘lqini tarqalayapti. Bu 4.14-rasmda ko‘rsatilgan. -

[N
——

— . w——
L -y .

4.74- rasm. Zanjir bo‘yicha tarqalayotgan to’lqin.

Bu rasmda massaning o‘zining muvozanat holatidan o‘ng tomonga

siljishini musbat, chap tomonga siljishini esa manfiy amplitudaga mos. -

keltirsak punktir bilan ko‘rsatilgan to‘lginni olamiz.

Demak, zanjirdagi massalarning tebranishlari jarayonini zanjir
bo‘yicha to‘iginning tarqalishi deb garash mumkin ekan. Shu nuqgtayi
nazardan (4.159) shartlar bu pugtalatda garama-qarshi amplitudali
(faza fargi # bo‘lgan) ikkita to‘lqinning uchrashib bir-birini so‘n-
dirishiga mos keladi. Yuqoridagi xususiy yechim (4.161) larning super- -
pozitsiyasidan foydalanib shunday umumiy yechim topaylikki, v -

(4.159) chegaraviy shartlarga bo‘ysunsin. Shularni hisobga olib =

tebranish amplitudasini ikki to‘lgin superpozitsivasi ko‘rinishida
olamiz: '

x, = ag" ¥t 4 ptE (4.164) .

x,=0 sharti @ =—b ni beradi:
- x, =2iae™ sin(np). o - (4.165)
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| xy. =0 sharti esa sin((V+1)e)=0 yoki

' in . '
—_ = = — = 2, 3,...,N
‘pu ¢n—l ‘\O N+ ] L] ! l! (4166)
ekanligi ko‘rsatadi. ¢ butun son /=1,2,3,....N ga bog‘liq®e‘lib goigani
~uchun u
I

O = N+l {4.167)

deb belgilanadi. Shu bilah sistemada N ta normal tebranishlar bor
ekanligiga ishonch hosil gildik:
2 4k L 4k 4 In
=— — = —, I=1,2,3,..N.
@ =—sin® L= —sin” — {4.168)

Normal koordinatalarga

N
2 .
¥ = Z IWQ, sin (ngy) (4.169)
| .

© formula orgali o‘tish mumkin.

Uzliksiz muhitga o‘tish

Yuqoridagi misol diskret nuqtalar sistemasiga tegisili edi. Agar
uzliksiz muhitga o‘tmoqchi bo‘linsa, quyidagicha mulohaza yuritishimiz
kekar. O‘sha N ta nuqtalar sistemasi ishg‘ol gqilgan vzunlik L bo‘lsin.
Unda har ikki moddiy nuqta orasidagi masofa a = L/N ga teng bo‘ladi.
Uzliksiz muhitga o‘tish uchun N —eo, ¢ -~ 0 Jimitga o‘tish kerak,
ammo bunda Na =L o‘zgarmasdan qolishi kerak. Shundan keyin x
koordinatali nugtaning ¢ vagqt momentida 0‘z muvozanat holidan
siljishini u (¢, x) deb belgilaylik. Yuqoridagi formulalar bitan bog‘lanish
uchun x, koordinatali moddiy nuqtaning siljish amplitudasini , (?)
deb olinadi. Shunda

mii, +k(2u, — 1, 4 ~U,y }=0 (4.170)
deb yozib olish mumkin. Hosilaning chekli approximatsiyasini
eslavlik:

2
on O B | 9u Upy) =28, + 1y

x Ax 9 Ax?
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Undan tashqari, chizigli zichlik p = m/Ax va ipning tarangligt =7/ Ax -

ga o‘tylik. Bu belgilashlar qo‘llanilsa (4.170) tenglama uzliksiz limitda

(N>, Ar=x,-x_ -0}
Pu_ 20

21{
et s3=0, c=\T/p. @.171)

tenglamaga o‘tadi. Bu tenglamaning nomi zo‘lgin tenglamasi, uning
yechimlari x o‘gining musbat va manfiy yo‘nalishlarida ¢ tezlik bilan
tarqalayotgan to‘lqinlarni beradi. :

4.6.2. Chegaraviy massalarning bittasi biriktirilgan

Avvalgi holdan farq chegaraviy shartda — mahkam biriktirilgan-
chap nuqtaga mos keluvchi shart o'z joyida goladi:

X5 =0, _ 4.172)
o‘ng chegaradagi massaning koordinatasi nchun esa
Xy = Xy : 4.173) -

shartni olish kerak.! Harakat tenglamalari sistemasi ham o‘z joyida
qoladi:

mi, +k{2x, ~ X, — %, )=0, n=L2_ N (4.174)
shunga ko‘ra — chastotalar ham:
2 M in2® |
W= —sin” - - 4.17%)

Yuqorida keltiriigan chegaraviy shartlarni hisobga olib tekshirib
ko‘rish mumkinki, bu tenglamalar (4.152) potensial energiyaga to‘gri
keladi. Bu sistemaning xususiy yechimlari avval topilgan edi:

x, = A = a0 {(4.176)

x, nuqtaga tegishli bo‘lgan yuqoridagi mulohazalarni qaytarib shu '.
nugtadagi chegaraviy shartni ganoatiantiradigan yechim olinadi:

! Matematik fizika kursidan ma'lumki, tebranayotgan tor yoki sterjenlarning .
erkin uchiga odu/dx = 0 shartni qgo‘yishimiz kerak, bu yerda # - tebranish
amplitudasi, x - koordinata. Diskret holda bu shartni (z,, —u, )/ Ax =0 yoki
4., —t, = 0bilan almashtirishimiz kerak. Bizning holda tebranish amplitudasi
—X . ' :
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x, = 2iae"™ sin (np). odsE (@1T7)
Yana turg'un to‘lgin olindi. Tkkinchi chegaraviy shaﬁéa kelaylik. Uni
quyidagi ko‘rinishga keltiriladi:
3 4
sin ((N +1}¢)—sin(Np)=2cos i—{\I—I-g--g—-sirl %20. 4.178)

Bu tenglamaning yechimi
- 211 z,
2N +1

@ I=1,2,N. (4.179)

(Siﬂ-(g=0 tenglamaning yechimi shuning ichida ekanligini ko‘rsating.) -
Demak, sistemada N ta har xil chastotalar bor ekan:

z_ﬁ,g 2f -1

o = -~ 5in mﬂ. =012, N. (4.180)

Masalan, ¥ =2 bo‘lsa {k/m=ug)

. 4k am 3=5 . 2 4k 231 _3+-5
W =—sin’ — = —= @W; =—sin” — = —=

*

2
m 10 2 m 10 2 @ (4.181)

Chastotaning birinchisi ikkala massaning bir butun massa sifatidagi
tebranishiga to‘g‘ri keladi (ikkala massaning orasidagi masofa o‘zgar-
maydi), ikkinchisi — ikkala massaning bir-biriga garama-qarshi hara-
katiga mos keladi.

4.6.3. Chegaraviy massalar erkin bo*lgan hol

Bu hol 4.14-rasmdagi d) holga to‘g‘ri keladi. Biz bu sistemaning
fagat hamma massalar yotgan chizig bo'yicha tebranishlarini ko‘r-
mogqchimiz. Ma’lumki, sistemaning ilgaritanma harakatini chiqarib
tashlash kerak (molekulalarning tebranishlarining muhokamasini
eslang). Buning uchun inersiya markazi qo‘zg‘olmasdan turibdi deb
olish kerak: '

N N N N
R=Y ¢ =Y q +§xe zZl,qo,- (4.182)
i=1 i=1 == i=
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. . o
SEEXER ot R0 L (4.183)
pmt it

shartni beradi. Avvalgi misollardagi chcgarawy shartlarning o‘rnini

mana shu shart bosadi.
Tebranishlar tenglamasi yana o‘sha;

-. N

S, Ak (20, =X X ) =00 n=23  N-1, (4.184)

indeks # endi 0 va A+1 giymatlarni qabul gilmaydi, chegaraviy shart
esa (4.183). Tenglamaning yechimi

fan mqp

X, = A0 (4.185)
ko‘rinishda izlanadi:

(2(01}: _ wz )eimp = (e.'[n_l)‘n + ei(u—l)w ) (4 186)
Yana o‘sha (4.163) formulaga keldik:
w* = 4 sin’ %. (4.187)

Endi (4.183) ni ishlataylik, buning uchun geometrik progressivadan .
fovdalanish kerak:

X+t ay = Ae™ (.g"” +ef?‘f’+...+ew¢)=

G _
= A/ L (1-) =0, (4.188)
1-¢?
Bu tenglik bajarilishi uchun e
No=2r '_ (4.189)

bolishi kerak, bu yerda / — butun son. Bu degani ¢ — ikki go‘shni |
nuqta o‘rtasidagi fazalar farqi — N — | ta har xil qiymat gabul gila
oladi:

n | .
@:TV_;, 1=1,2,3,... N~ S (4190)

Demak, 31-rasmda ko‘rsatilgan holdagi N ta nugtaviy massalar
sistemasida N — | ta normal tebranishlar bor ekan (yana gqaytaramiz,
to‘g‘ri chizigdan chigadigan tebranishlar hisobga olinmadi):
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wf=4aﬁsin2%, =123 N-1.  (4191)

Masalan, sistema ikkita moddiv nugtadan iborat bo‘lsin: N =2,
Bu hoida sistemada faqatgina bitta tebranish bor: o =2w,.
Agar sistema uchta zarradan iborat bo‘lsa N =3, 31stemada ikkita
normal tebranishlar bor:

o =By, @ =2,

4.6.4, Flektr zanjirlar

4.15-rasmda ko‘rsatilgan elektrik zanjirning bir uchiga U = Ugosyr
kuchlanish berilmoqda. (Rasmda induktivlikni odatdagi L ning o‘rniga

Lagranj funksivasi bilan adashtirmaslik uchun A xarfi bilan belgiladik.)

Zanjirdagi tebranishlar yuguruvchi to‘lgin ko'rinishiga ega bo‘lishi
uchun (bundan, har bir keyingi kondensator C dagi kuchlanish avvaida-
gisidan fagat o‘zining fazasi bilan farq agiladi degani} uning ikkinchi

. uchiga ulanilgan kompleks qarshilik Z(y) ganday bo‘lishi kerak?

i
4. 15- rasm. Elektr zanjir,

Zarvadni ¢ deb belgllayhk Unda elektr toki !_dT=q bofladi.
ar
Elektr zanjirda kondensator C dagi potensial tushishi ¢/C ga teng,

darl .. . .
induktivlik A dagi potensial tushishi A§~ = Ag bo‘ladl. Agar zanjirda

. fagat C vaAbo‘lsa Kirxgof qmdasn bo‘yicha quyidagi tcnglama hosil
bo‘ladi:

.. g
Ag+==0
q C .

Demak, bu holda sistemaning Lagranj funksiyasi



ko‘rinishga mos keladi. Zanjirning tebraniSh chastotasi @ “ac A

teng. Qarshilik R da potensial tushishi &7 =R¢ ga teng, Ko'rinib turib-
diki, harakat tenglamasida qarshilik ishgalanish kuchi rolini o‘ynar ekan:

. . g
Ad+Rg+L=0.
T

Agar tashqi potensial {/berilgan bo‘lsa uni t:r_lglamani;ngl Q‘Pg tomoni_ga
yozamiz. Demak, garshilikni dissipativ funksiya orgali kiritish mumkin:

| S
F=—Rg".
> q

Rasmdagi bog‘langan konturlarga o‘tgand@ har bir kondensator ikki
qo‘shni kontur uchun umumiydir. Birinchi konturdagi zaryadni ¢,
ikkinchi konturdagi zaryadni ¢, va h.k. deb belgilansa sistemaning Lagran
funksiyasi uchun quyidagi olinadi:

N
i a1 v | B VIR
L= E NG, - Ei(fn —gyr) J . 04 ’
n=}

Qarshilik dissipativ funksiya orqali kiritiladi:
l ..o
F==Z4%,,.
> N+
Harakat tenglamalari:
L1 -
Agy "‘E(% —q )=Ugcos vt

.o ] . pe= '
Ao+ 20y =Gy = ) 7 O B B3N,

1 .

E.'(@'N-n —“gy ) =ZdyNn-
Yechim - g
x,=A R (4.192)

ko‘rinishda izlanadi (har galdagidek, oxirida eksponentaning haqiqiy
qismini chigarib olish kerak). Ikkinchi tenglama

—y2A+%[2~e"""”€fw)=0 .
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ko‘rinishni oladi. Bu esa

¥y AC = 4sin2%

.ni beradi. Uchinchi tenglamadan (elementar trigonometrik almash-

tirishlardan so‘ng):
i Al y*AC
=——%A Jm 1- .
Z y + c 3

" Birinchi tenglamadan amphtuda topiladi, bunda biz tenglamanmg
faqat haqiqiy gismini chigarib yozib olamiz;

oy

A[—yzA +-16 (1 —cosgv)] =U,cosg,

2 YPAC
yal 2 ]

4-hobga mashq va savollar
1. Berilgan Lagranj funksiyalariga mos keluvehi kichik tebranishiar
.. chastotalarini toping:

“yoki

2

2
2) L=4i*-2%¢*; b) L~%—(""‘——fa] f = const;

mi* P2 x
c) L 5 (Veosax—Fx), V,F=const; &) L= ST
2. Massasi m va zaryadi e bo'lgan zarra radiusi R be'lgan vertikal
aylena ichida ogiirlik kuchi ta'sirida harakatlanadi. Aylananing eng quyi
" nugtasida e zaryad joylashgan. Muvozanat holati va iebranish chastotasi
~ topilsin 4.16-a rasm).
3. 4.16-b rasmda ko‘rsatilgan siste-
maning kichik tebranishlar chastotasi
topilsin. Muvozanat hoelatida prujina F
kuch bilan tortilib turadi va uning nzunligi
! ga feng.
4. Boshlang'ich =0 momentda siste-
ma muvozanat holatida (x (0)=80) tinch

turibdi (%(0)=0) deb, quyidagi kuchlar

4. 16- rasm. Tebranuvchi
sistemalar.



tasirida sistemaning majburiy tebranishini aniglang. Erkin tebranish chasto-
fasiqy ga teng.

a) F[I)=F0; b) F(t)=F0t; c) F(t): Foe_m; .
d) F(r)=Fysinar, ¢) F(1)=Fe ¥ sin Bt '

0 F(1)= Fye ™ cos pit. .
5. Quyidagi tashqgi kuchlar ta’sirida tebranish amplitudasining vagiga

bog lig ravishda o‘zgarishi topilsin. Erkin tebranish chastotasi:  , boshlan- .,

g'ich sharr: x(0)=0:
a) F(t)=acosar;  b) F(t)=asinwr, c) F(t)=asin(w+A)s
6. =0 momentda muvozanat holatida tinch turgan (x(0)=0, £(0}=0)

sistema F(H kuch ta’sirida tebrana boshlaydi. Har gal ham t < 0 da F=0
deb olib tebranish amplitudasi quyidagi hollarda topilsin (4.17-rasmga -
garang):

a) 0<r<TdaF(r)=%Fo, t1>Tda F=Fy,
b) 0<t<TdaF(t)=Fy, t>TdaF=0

) O<r<TdaF(t)=Fot/T. t>Tda F =0

d) 0<i<T=2da F(t)=Fysinat, ¢t >Tda F =0,
©

A F F F
F .......
F o
" : M g If\ -3
X

T i T ¢ 7Tt f
a) b) d) e)

4.17- rasm. (6)-misolga oid.

7 Ossiliatorga quyidagi kuch ta'sir gilmogda:

—I—F}Je'l'. 1<0;

. F(t)=

—

51@(2—{“ ). 0.
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" Shu kuch ta’sirida ossillator olgan energfyaﬁf'—-—fbp&:g.fe,:--z;0 V@t o
da ossillatorning energivasi  Ey =ma’w® /2 o

& Quyidagi Lagranj funksivasiga ega .s‘:sremafammg ‘bargaror muvc‘.tzanar _
“holari va xususiy chastotalarini toping:

a) L:—i +J; +xj’~(x3—y3+3.x}');

by L= # +)2 Y (]n(n)+ +;}

9 Quyidagi Lagranj funksivasiga ega swtemalammg normal tebramsktanm
loping:
287 +259+y° 3% +2y°
2 2 7

a) L=

2.
by L="1 ';.".cz w, x' +coqu2 4 O X,

10. Massalari m va M bo'lgan 2N zarrachalar 36-a rasmda ko'rsatil-
gandek bikirligi bir xil k bo'lgan prujinalar bilan ulangan zanjir hosil giladi.

. Sistemaning tebranish chastotalarini toping.
N
m Mm M m m _I_ & .[N/i\:\- J_
: . A - C C C
: ;. . ; -
}\/wv\mrw fv\lw[__ M i i I 2
a) b) d)

4.18- rasm. 11-, 12- va 13-misollarga oid.

_ 11. 4.18-b rasmning ko ‘rsatilgan sistemaning quyidagi hollardagi tebra-
_ nishlarini toping:

a) boshlang‘ich momentda bir zarrachaning tezligi v ga teng, ikkinchi
zarrachaning tezligi nelga, ikkala zarrachanring muvozanatdan og'ishi nolga
teng;

b) boshlang‘ich momentda bir zarrachaning muvozanatdan og‘ishi @ ga

- teng, ikkinchi zarrachaning og‘ishi va ikkala zarrachalarning tezliklari nolga
teng;

_ ¢) ikkala hol uchun ham bir zarrachadan ikkinchisiga bo‘lgan energiya
ogimini toping.

12, 4.18-d rasmning ko'rsatilgan bog‘langan konturdagi normal tebra-
nishlarni toping. :



5-bob. NOCHIZIQLI TEBRANISHLAR

5.1. Angarmonik had x* bo‘lgandagi tebranishlar

Nochizigli tebranishlar sohasi o‘ta murakkab sohadir. Shuning"
uchun bu schadan bir necha misollar bilan chegaralanib golamiz.
Quyidagi Lagranj funksiyasiga ega bo‘lgan sistemani olaylik:

A
Chizigli tebranishlardan bu hol o‘zining oxirgi hadi bilan farq giladi.:
Paydo bo‘lgan parametr 8 >0 ni kichik deb faraz gilamiz, bu mana
shu oxirgi hadni potensial energiyaga turatma deb garab masalani

vechishga g‘alayonlanish nazariyasi orqali yondashish 1rnk0myatm1
beradi. Bu gaplarimizni quyidagicha ifodalaylik: .

U=U,+56U, U0=—k§-; 8U = ””3 18U kUG (5.2) -

Bunday holni, odatda, kachsiz nochiziglhi tebramshlar deyiladi.
Harakat tenglamasini yozib olaylik:

F+ofx =~ SR T (53)

Bu — nochizigli tenglama bo‘lib uni qandaydir yaqintashuv usuli bilan
yechish kerak, To‘lig yechimni

x=xg+8x=x+Pr iy e (54)
ko‘rinishda qidirish tabiiy bo‘lib ko‘rinadi. Bu holda tenglama
R+ a8 xo + PO +afx)+ BTG + @ xy)+ = —Bxg — 3875w - (5.5)

ko‘rinishga keladi. Hosil bo‘lgan tenglamaning chap va o‘ng tomon-
laridagi § bo‘yicha bir xil tartibdagi hadlarini bir-biriga tenglashtmsh
kerak: )

By +wpx =0;
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X+ oy x =~

Bu qatordagi birinchi tenglama
" S+, =0 (5.7)
ning yechimi
X = acos(wyf +¢). (5.8)

-+ Kofrinib turibdiki, x; ni ikkinchi tenglamaga qo‘yib, undan x, ni topish

mumkin, x, ni bllgandan keyin gatordagi uchinchi tcnglamadan X, ni
~ topish mumkm va h.k. Bunday yondashishning asosida masalada lehlk
parametr 8 borligi yotadi, yugoridagi fikr masalani shu parametr bo“yi-
cha ketma-ket vaginlashuv metodi bilan yechmogqchi bo‘lishimizni
bildiradi.

Fikrimiz sodda va, odatda, matematikaning ko‘pgina sohalarida
keng go‘llanadigan bo‘lishiga garamasdan, bizning holimizda u bir jiddiy
muammoga olib keladi. Shu muammoni yechish nochizigli tebranishlar
" sohasida standart bo‘lib qolgan umumiy metodga olib keladi.
Muammoni ko‘rish uchun (5.6) ning ikkinchi tenglamasini olaylik:

X +cq§,x:l =—,1:03_ (59)

- x, ning o‘rniga  (5.8) ni go‘yiladi:

3 3
—xg =@ cos (@ + @)= —%cos[3(a)@‘ +(p)l—3—i— cos(ang+@) (5.10)

~ (bu yerda cos’x = (3 cos x + cos 3x)/4 formuladan foydalanildi).
. Muammoga duch keldik — tenglamaning o‘ng tomonida rezonans

had bor —3q°cos(ay+@)/4. Agar shu hadni tenglamaning o‘ng
tomonida qoldirilsa, unda yechimda vaqt o‘tishi bilan cheklanmasdan

- o‘sadigan

t COS(@ + )
~ ko‘rinishdagi sekular yoki asriy deyiladigan had hosil bo‘lishi kerak,
* bu esa masalaning fizikasiga hech ham to‘g‘ri kelmaydi, tashqi ta’sir
bo‘lmagan sistemada tebranish amplitudasi o'z- o‘zidan o‘sa boshlashi

mumkin emas. Agar (5.3) ni mx ga ko'paytirilsa u
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_yoki_,' ) | _

X
> > = consl _ (.10
ko‘rinishga keltiriladi, Bu — energiyaning saglanish qonuni, undan
ko'rinib turibdiki, amplituda x(t) yugoridan chegaralangan va o‘z-
o‘zidan o'sib ketavera olmaydi.

Demak, sekular hadni boshgacha tahlil gilish kerak. Muammoning
yechimi quyidagicha. Qaytatdan (5.3) tenglamani 8 bo‘yicha birinchi
tartibli aniglikda yozib olamiz; '

5 2 . 2 a’B 3B
Fo vy + (x, + g X, ) = chos[.?(cq,r +¢)]—Tcos (apr+¢) (5.12)
Oxirgi hadni acos(ay +¢) = x, ckanligini hisobga olib, tenglamaning
chap tomoniga o‘tkazamiz va uni aﬁxo ga qo'shib go‘yamiz:
y 3a? . 3
¥ +[co§ + ﬂTﬂ]JO +B (xl +ad x ) = —fr-;@-cos[:%(ahr +0}) (5.13)

Ko‘rinib turibdiki, vangi chastota

‘9=0’o+ﬁﬁh=a’u+§% . 5.14)
hosil bo‘ldi. Natijada, x;, uchun tenglamant
fp+e'Fy =0 (5.15)

ko‘rinishda yozib olishga to‘g‘ri keladi. Albatta, %, endi 8 ga bog'liq
bo‘lib qgoldi, shu sababli u boshgacha belgilandi, ammo bu bog‘liglik
oshkora emas, chastota orqali kirgan bog‘liglikdir: X, = X4(0(8)) . Bu
tenglamaning yechimi (5.8) dan farq qiladi;

¥ = acos(wr + @). (5.16}
X, vechimni shunday gayta aniqlaganimizdan keyin ¥ uchun tenglama
quyidagi ko'rinishga ega bo‘ladi: '

. 3
H+o'F = —%—cos[?&((ar+¢))]‘ o 5.17)
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Bu tenglamaga kelish uchun (5.4} yoyvilmani gaytatdan bajarishimiz
kerak, undagi x, hadni %, ga va chastotani ham e,— almashtirishimiz
" kerak. Umumiy qoida bo‘yicha bu tenglamaning yechimi

2

a .
Y = -os[3(ax + 5.18
“y &&i S| 32&}2 Cos ( ‘P)] , ( )
. bo‘ladi.
Demak, birinchi yaginlashuvdagi umumiy vechim
Ba’ 3Ba*
o ~0s(3 3, w= ,
x(t) a(.os(a)r+(p)+32m2 cos(3awt +3¢), =y + Sy (5.19)

ko‘rinishga ega bo‘ldi. _
- Haqigatda ikkinchi hadning mahrajida © — @, deb olish kerak,
.chunki

1 1 1 3847

=73

i1} bl 3‘5’32 g_ 40.!;
4

y +
yoyilmadan ko‘rinib turibdiki, ushbu almashtirish bajarilmasa x, ga
kirishi kerak bo‘lgan hadlarning bir qismini x, ga kiritib go‘ygan bo'lib
chigamiz. Shu mulohazani fikrda tutib birinchi tartibli aniglikdagi
. yechim

3 2
x{t} = acos{wt +¢)+ 3[;a 3 cos{3an+3¢), ©=ay +i§i.. (5.20)
Uk

8y

deb olinadi.

Olingan natijadagi ikkita muhim o‘zgacha xossalarni aytib o‘tish
keralk,

Birinchidan, chizigli sistemalardan fargli o‘laroq nochizigli sistema-
ning tebranish chastotasi (5.14) tebranish amplitudasiga bog‘liq bo‘lib
chiqdi.

Tkkinchidan, yechimda vuqori chastotali tebranish — yuqori gar-
monika — hosil bo’ldi, Ularning yana bir nomi — komthinatsion chas-
totalar. Umumiy metodga o‘tkanimizda ko‘ramizki, bu ikkita alohida
xossa nochizigli tebranishlar uchun umumiy bo‘lgan xossalardir, har
. keyingi yaqginlashuv hisobga olinganda chastotaning o‘zgarishi yana

To'y beraveradi va @, w, qoida bo‘yicha (bu yerda ¢, — avvalgi
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yaqmlashuvlarda hosil bo‘lgan chastotalar) yangi kombmatslp:n a;:has e
totalar hosil bo‘laveradi.

5.1- rasm. (5.20) ning grafigi: punktirli chiziglar @ va 3w chasiotali
tebranishlarga mos keladi, uzliksiz chizig esa to’liq yechimga mos keladi.

5.2. Umumiy metod

Ko‘rib chiggan misollarda kuchsiz nochizigh tebranishlarning bir .
necha asosiy xossalari bilan tanishdik. Shu misollarnl umumlashtirib
ma’lum bir metodga kelish mumkin. Umumiashtirish yo‘llari bir necha
ular ichida boshga ko‘pgina metodlarni o'z ichiga olgan va barkamol -
deb hisoblangan Bogolyubov-Krilov metodini ©‘rganamiz.

Bizga

Ftagx=ef(t,x 1) (5.21)

ko‘rinishdagi tenglama berilgan bo‘lsin. Bu yerda £ — masaladagi
kichik parametr, f(z,x,%¥) — o‘z argumentlarining funksiyasi. Kichik

parametrning mavjudligi gap kuchsiz nochlmqllk hagida ketayotganidan
dalolat beradi. Yechimni

x= acosnpr+2£" 5@+ 0™y = x, rEx +E7 x40 (5.22)

a=l
ko‘rinishda qidiramiz' (x=acosy). Avvalgi paragraﬂarclag1 misollarda
ko‘rdikki, yugori tartlblarga o‘tganda tebranish chastotasi va garmoni-
kalarning amplitudalari o‘zaro bog'lig bo‘lgan murakkab funksiyalarga
aylanadi.

N+l

! Eslatib ketaylik, O(s ifoda & — 0 limitda O(EN”)fs = const

ekanligini bildiradi.

N+l )
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Masalan,

Y = Oyt +(EY, +EW, +-- N+ @, (5.23)
bunda ¥ — topish kerak bo‘lgan funksiyalar, @ — boshlang‘ich faza.
Shuni nazarda tutib, (5.22) dagi kattaliklar quyidagicha ta’riflanadi:

N

| -
DmeA e A= D £"A, @+ 06N, (5.24)

] ;

N
%‘}V. soptey e, = D EY,@+0EN. (595

H:I

Hosil bo‘igan x,, A,,y, funksiyalar shunday tanlanib olinishi kerakki,
(5.22) orqali aniglangan funksiya (3.21) tenglamaning yechimi bo‘lib
chigsin, (5.22) formulaga ahamiyat berilsa hisoblash davomida vaqt
bo‘yicha hosilani g va y bo‘yicha hosilalarga o‘tkazib olish qulaydir.
Murakkab funksiyaning hosilasiga tegishli zanjir qoida bo‘yicha:

dx _ da ox dly ox '

dr Eaa dt aw (5.26)
(5.21) tenglamaga qo‘yish uchun x{a(s),w()) ning vaqt bo‘yicha
ikkinchi tartibli hosilasi kerak:

Al di\dioa diav | di oa a oy
2 2 2
& 9rs | 9% Ix  Ldady &x
%’ dy® T dt dt dady

Bu yerda hosil bo*lgan 4 va ¢ lar ham mos holda quyidagi ko‘rinishga
keltirib olinadi:

dzx_ (da ax+d!p' ox ] d*a dx d*w Ox

(5.2?)_

d*a _da d da _da<er_, dA,(a) (;A,(a)
= —s — O
&’ didadr dt zf = C (5.28)
N
Ly _daddy _daxp . (@) _ 2, dvi()
S AR ALY +0(e
dit didadt dt ;’& da da %) (5.29)

128



Y

(5.21) tenglamaning chap tomonini to‘lig ravishda kerakli ko‘rinishg:
keltirish uchun yana bir necha hosilalarni hisoblaylik. Ularda ham &
aniqlik bilan chegaralanamiz:

ox I a0
aa—cosl;/+s a +£ oy +
ax : dx, 20,
— = —asiny +e—L+8° = +--e,
dy dy oy
Fx  ox x
9%x o’y ,0x,
- T A COSY HE T HE e,
dy” y oy
&’ x x5

— + R I .
e Y e S T (5.30)

Agar ¢ bo'yicha kvadratik hadlar bilan chegaralanilsa (5.21) teng-
lamaning chap tomoni quyidagi ko‘rinishga keltiriladi ( (5.27) da avva
koeffitsiventlarning, keyin esa x ning a va y bo‘yicha hosilalarining
yoyilmalari go‘llaniladi):

4

2 07X 3x x , 0x dA, ox
’ +2 et A PRy Wk Wead
% 397 E%[Wl y? Iaaal;/] [ '3 TN e 2
*x a%x dy I9x
+2 +2 A
Ay, a9y ( %WZ) >+ da a'#’

2
+@iacosy +£x +€0x, 4= s[mg [g—% +x ]—- 2a (A siny + ayr, cosyf)]+
14

d°x dzx 3 x
+&2) & 24x, [+2am,] A —1
8[%(3‘!’ xz] a’n[laa 'i’l '!/ ]

dA
Aw—aly —2aa)l,u 081 —~.

1 da
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dy
- S i
[QAI T + ZA[WI -+ 2(00442 ]Slﬂl‘y:| + (5'3 l)

(5.21) tenglamaning chap tomoni to‘liq ravishda yangi o‘zgaruv-
chilarga o‘tkazilib kichik parametr bo‘yicha kvadratik agjqlikda qatorga
yoyilib hisoblab chiqildi.

Tenglamaning o‘ng tomoni ham & bo‘yicha mos keladigan aniglikda
qatorga yoyilishi kerak:

Ef)=f(xgteEx +- dp+E4 +- ) =€ Flxg. Xg)+

Z(af(xo,:‘ca) A J (5.32)
£ 1 +e.
ax ox

Ahamiayat bering, tenglamaning chap va o‘ng tomonlaridagi gator-
lar £ ning birinchi darajasiga proporsional hadlardan boshlanadi. Bu
tabitydir, (5.22) ga garasak, x, hadmng ko‘rinishi ma’lum deb olingan.
Qilishimiz kerak bo‘lgan ish (5.31) va (5.32) ifodalardagi ¢ ning bir xil
darajalari oldidagi keeffitsiventlarni bir-biriga tenglashtirish. £ bo‘vicha
birinchi tartibli hadlarni bir-biriga tenglashtirilsa x, ni aniglash uchun
differensial tenglama olinadi, £? ga proporsional hadlarni tenglashtirilsa
x, uchun differensial tenglama olinadi va h.k. Bitta savol qoladi — A,
va y, Jar ganday aniqlanadi? Ular resonans hadlar bo‘lmasligi shartidan
topiladi. Birinchi bosqichda (g bo‘yicha birinchi tartibli hadlarni
olinganda) A, va y, koeffitsiyentlar rezonans hadlarning bo‘lmasligi
shartidan topiladi, x, had y bo‘yicha differensial tengiamaning
yechilishidan topiladi.

Ikkinchi bosqichda bularning hammasi (5.31) formuladagi ¢ oldidagi
to‘g‘ri gavsning ichidagi ifodaga qo‘yiladi. Noma’lumlar bu bosqichda -
A,, w,vax,bo‘ladi. A,, v, lami yana rezonans hadlar bo‘lmasligi shartidan -
topiladi, natijada, x, uchun o‘ng tomonidagi hamma hadlari aniglangan
differensial tenglamaga kelamiz. Buni misollarda ko‘rganimiz yaxshidir.

5.2.1. Angarmonik ossillator: 6U =mex®,

5.1 gismda ko‘rgan misolga gaytib kelaylik. Umumiy metod bilan
solishtirishni osonlashtirish uchun u yerdagi kichik parametr ﬁ ning
o‘rniga ¢ olinadi:
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S _ itefx=—ex'. ©.(5.33)
Demak, =~ . o

. Flx, i) =—ex,

(5.32) yoyilma bu holda

Fry=—g(xg+en+) =-ext —3e iz + (53.34)°

ko‘rinishga keladi. Endi (5.31) dagi ¢ ning birinchi darajasi oldidagi

hadni (—xé = —a3cos3ul) ga tenglashtiramiz:

2

d? .
%[auﬁ*‘“]=2%(Alsiw+awlcosw)-a“cos’w- (535

Agar o‘ng tomondagi sin y va cosy hadlarni vo'q qgilmasak tengla-.
maning vechimida 7 cosy  tipdagi rezonans hadlar hosil bo‘ladi,
Tashqi kuch ta’sirida bo‘lmagan sistema uchun bunday hadlaming
hosil bo‘lishi mumkin emas, bu A, va , uchun shartlarni beradi.
Ularni olish uchun cosw = (3cosy +cos3y )4 formuladan foydalanib,
tenglamaning o‘ng tomoni £5.35)

97x,

dy?

3
4o

+ X :-E-(Al siny + ay, cosy )— COSW——G;COS3\" (5.36)
@ A

ko‘rinishga keltiriladi. Demak, rezonans hadlarning hosil bo‘imaslik
shartlari

wt

¥ = 22— 5.37
ifodalarni beradi. Bularning ikkinchisi yangi chastotani beradi:
| a +ey, = +3a28—m 8
- D HEV = By (5.38)
Natijada x, uchun tenglama
82_x1+x ——icos&y 53
v e 63

ko‘rinishni oladi. Uning yechimi
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3 .:"."a?' ; S o
Ty cos3y = 207 cos(3er + 3¢). (5.40). .
. Yana gaytatdan (5.20) yechimni olindi.

. Endi x, ni topishga kirishamiz. Buning uchun “5 31) va (5 32)
- formulalardan foydalanish kerak.

.xlg

Natija:
9°x 9’ 9% x dA -
i —=2 +20 | Az —E |+ A= —ayy =2 -
%(awz +xz] wg[ ] Fooa ¥ v’ ]—i-[ i ay! AWl }OSW
} .
_(a,q] f.d.%L +2AW, + 2004, }um,f/ =-3Axix. (5.41)

X ¥ » A va ¥  larning o‘rniga tegishli ifodalarni go‘yib, tenglama

- soddalashtiriladi:

%z, 24, 15e*
— X 2-—-—sml,cf+ 2ok, + - |cosy +
oy’ @y o 128ax

s . (5.42) -

+ os 3y — T Cos 3y,

C
12800

Rezonans hadlarning yo‘q bo‘lish shartlari:

154°
=Q, =— .
%) ¥, 25600 (543)
Natijada x, uchun quyidagi tenglama qoladi:
. 3x, 214° &
__.|. - cosS .
e X =7 28% 08 3y 2508 4 (5.44)
Uning yechimi:
5 3 ’
=-—2 cos 3y + 3 cos Sy, (5.45)
& 10240y 0240} '

2

Bajargan ishimizni yig‘ib chiqaylik. £° aniqlikdagi topilgan yechin,
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Rt o R
i) = — =21 +3cosdy). o
| x(1) acosw+32m§ c0s3w+1024wg( cosl’fl{.ls cosS¥).  (5.46)
Tebranish chastotasi:
y=orrg= %+3aze_159582 i+ . 47
ey 2560 (347)

Biz yana bir marta kombinatsion chastotalarning (yugori garmoni-
kalar) hosil bo‘lishi va chastotaning amplituda va masaladagi parametiga
bog‘lig bo‘lib siljishi hodisalarini ta’kidlab ketaylik. Bu hodisalar
nochizigli tebranishlar uchun hos bo‘lgan hodisalardir.

5.2.2. Angarmonik ossillator; SU =mex’.
Yugoridagi metodni
R x = —£xt {5.48)

tenglamaga qo‘llaylik. Metodning mohiyatini ma’lum darajada tushun-
dik deb uning ustida ortigcha to‘xtalib o‘tirmaymiz.

Bu gal ham masala € aniqlikda yechiladi. Tenglamaning o‘ng "
tomoni:

~Ef (X, X)=—E(xy +Ex +- ) = —€xg — 267 xpx +o-. (5.49)
Birinchi yaqintashuv tenglamasi:
, 2
aﬁ[#tr] ]: 2e0, (.41 siny +ay, Cosw)—azcoszw. (5.50)

Tenglamaning o‘ng tomonida cos Y = (1+cos2¥¥2  aimashtirish

bajaramiz va rezonans (sekular) hadlarning yo'q qilish shartlarini .

Lopamiz: '
A=0, wy =0 (5.51) |
Yakuniy tenglama;
82 2 .. ..
ﬁ.,.x] =-2£;§ (1+cos 2¥). o ) (5.52)

133



Bu tenglamaning yechimi: _
o - (.12 .’.12 '
| x = '2—(05,"'@5008 2'1’ V = @yt + 9. | (5.53) |
Ushbu tartibda chastota o‘zgargani yo‘q, chunki g;*=0 . Keyingi
tartibli had uchun tenglama ( (5.51) hisobga olindi}:

4 82 2 i |
@y [éf;-w]: 2awgyr, cosy + 2o Ay siny ~2xx%. (5.54)

Bu yerga x, va x, larni qo‘yib keraklicha soddalashtiramiz:

82x2 +x, = Ev .,.Eaj_ cosw+iA sinl,rf~ﬁ-3-cos%
R PP ap T e O3

Rezonans hadlarning yo‘q bo‘lishi shartlari:

5q°
A =0, - T -,
2 ¥ o (5.56)
(5.55) ning yechimi:
x =—---£—1—i— cos 3y
2% g e - (5.57)

Shunday qilib, harakat tenglamasi (5.48) bo‘lgan sistemaning &°
aniglikdagi tebranishlari topildi:

at  ed* e%d’ 5q%e*
X = aCosY —&——5 + - 5 COS 2y + e COS 3y, y = = .
. 20, 60 480y, 120 (5.58)

5.2.3 Mayatnik

Matematik mayatnikning anig harakat tenglamasini o‘z vaqtida
keltirib chigargan edik ( {1.105) va (1.111) tenglamalarga qarang). Bu
yerda o‘sha tenglamani

| jr'+%sinx=0 (5.59)
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ko‘rinishda yozib olinadi (qulaylik uchun ¢ —x. ahnashtmshbajanl-
di). Kichik argument uchun o‘rinli bo‘lgan

. x
Sitx=x——+---
3!

yoyilmadan foydalanib (5.59) ni

2
3&+(0§x=%x3, aﬁ:%, (5.61)

ko‘rinishga keltirib olinadi. Agar o‘ng tomondagi kubik hadni tashlab
yuborilsa mayatnikning (chizigli) garmonik tebranishiari tenglamasining
o‘zi olinadi. O‘rganilayotgan holda birinchi angarmonik had kibik
had ekan. Krilov—Bogolyubov metodini shu tenglamaga qo‘llaylik.
Metodni qo‘llash uchun nochizigli hadni kichik tuzatma deb
garashimiz kerak, va'ni '
2

ef(x,.ic)=qéqf-x3‘ (5.62)

Bu yaqinlashuv hatto x=30° (x=0.52367ad) bo‘lganda ham juda yaxshi

yaginlastuv bo‘ladi: (x—x*/6)—sinx = 0,4997-0,5=3-107"

Agarda bu yaginlashuvning anigligi vetarli bo‘lmasa smu:snmg '
yvoyilmastdagi keyingi hadni ham hisobga olish mumkin,

Shularni hisobga olib (5.61) ni vechishga o'taylik. Yechim yana
(5.22) ko'rinishida izlanadi. Birinchi tartibli tuzatma uchun (5.31) asosida -

aZ
o [a;i + x5 ] 2y A, siny + 2amgly; cosy 3 % .;05’;(1 (5.63)

tenglama olinadi. Demak,
2

AT. = O, ‘:'lfl _‘_"0:9_2_ . . ) (56‘4)
x, uchun tenglamaning ko‘rinishi esa
2 & .
: 2‘;' +x = —2200531,0. (5.65)

Shunday qilib, matematlk mayatnik uchL‘m bmnchl nochizigli had
hisobga olinsa
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s 2y
xnacosw—@cosl’ﬂy, wz%(l—-ﬁs—]wqo (5.66)
yechim olinadi. Ko‘rinib turibdiki, mayatnikning chastotasi kamaydi,

tebranish davri esa o°sdi:
-y
2

T a
T:——0—~.=T 14—,
PSS

. (5.67)

16
Shu yo‘l bilan keyingi hadlarni ham topish mumkin.

5.2.4. So‘nuvchi tebranuvchi mayatnik

Mayatnik ishqalanish bor bo‘lgan tashqi muhitda harakat gilayotgan
bo‘lsin. Bu holdagi chiziqli tenglama (4.58) ko rinishga ega edi. Umu-
miy holda uni ’

¥4+ 24K+ o sinx =0 - (5.68)
tenglamaga almashtirish kerak, bu verda yana «f = g/ Tenglamada
vana (5.60) yaqinlashuvga o‘tilsa

¥

¥+agx= —27..i+%x3 (5.69) °

tenglama olinadi. Ishqalanish kuchli hadni o‘ng tomonga o‘tkazish
bilan uni ham kichik tuzatma sifatida ko‘rmoqchi ekanligimizni ayt-
moqchimiz. Buning sababi (4.4) paragrafdagi muhokamadan kelib
chiqadi, u yerda ko‘rgan edikki, agar ishqalanish koeffitsiyenti katta
bo‘lsa, harakat tebranuvchan emas, tez so‘nuvchi bo‘ladi. Shunday
qilib, . : '

pd
£f (%, %) = —2)\,5c+-c%}-x3. (5.70)

Tenglamaning o‘ng tomonini to‘g‘ri ochib chigish uchun (5.22), (5.24)
va (5.25) formulalarni qo‘llash kerak:

X=aACOSY +Ex + £, +oor;

X=acosy —aysiny +ex 4=
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' sinwx,) GBI

i
AR

= —aa, siny + £( A cosy —»
15
tna &7 ni gatorga yoyish mumkin:

£f{x, %)= € f(acosy,—aoy siny)

df of ax, (5.72)
YA .
[axx' ey ( \ COSY — af, SinY + @) —- v ]]
Bt yerdan birinchi tartibli had sifatida
- S
€ f (acosy,—awy, siny) = 2aday, siny +Z 0053'# (5.73

ifodani olish kerak. Natijada, birinchi tartibda quylclagl tenglamaga
kelinadi:

) . 3 3

Rezonans hadlarning yo‘q bo‘lishi shartlari:

\ |
=-Aa, ey, =_“12’0. (5.75)

Shuni ta’kidlash kerakki, ko‘rgan misollarning ichida birinchi
marta A, koeffitsiyent noldan farqli bo‘lib chiqdi. Buning ma’nosini
tushunish giyin emas — A, koeffitsiyent nolga teng bo‘iganda tebra-
nish amplitudasi birinchi tartibda o‘zgarmasdan qoladi. So‘nuvchi
tebranishiar uchun esa amplitudaning nolga intilishi kerakligi tushu-
nariidir.

Topilgan koeffitsiventlardan « va wuchun tenglamalarga o‘taylik:

da dy a*ay . .
—=da, ~K=mg——l . ‘
T T T e (3.76)

Ularning yechimlari:

a=agexp(-Ar), w= %r+%(exp(—22,r)—l)+ 0. v®=0. (5.77)
Bularni x uchun ifodaga olib borib go‘yiladi: a
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_ o 2 -
x=a, exp(~?ur)cos{a)o [t + o (exp(-24£)— 1)] + ‘P} (5.78)

Tebranish amplitudasi vagt o‘tishi bilan nolga intilmogda, tebranish
fazasi murakkab funksiya bo‘lib, vaqgt o‘tishi bilan u &+ ifodaga
intiladi.

5-bobgza mashq va savoilar

m}'x.i:z

1. Kinetik energiyaga quyidagi angarmonik tazatmd:"".ﬁT-_-
kivitilganda garmonik tebranishlarning o°7garishini roping. -
2. Quyidagi tenglama bilan ifodalanadigan
Ptx=e(l-x7)k

va Van-der- Paul ossillatori deyiladigan sistema uchun birinchi yaginlashuvdagi
tebranish amplitudasi va chastotasi topilsin.

3. Quyidagi tenglama uchun birinchi fartibli yaginlashuvda yechimni
toping:

X+aﬁx=€(l—x2)i‘+£x1‘



6-bob. QATTIQ JISM HARAKATI

6.1. Dinamik o‘zgaruvchilar

6.1.1. Koordinata o‘qlarini taniash. Burchak tezlik!

Mexanikada gattiq jism deganda uning moddiy nuqtalarn orasidagi
masofa o‘zgarmas bo‘lgan sistema ko‘zda tutiladi. Albatta, bu ma’lum
bir darajadagi yaqinlashuv, uning qo‘llanishi tezliklarning kichikligi
bilan bog‘liq. Qattig jismning harakati hagida gapirganda uni yoki
diskret moddiy nuqtalardan iborat sistema, yoki uzliksiz mubhitli sistema
deb qaraladi.

Qattig jismning erkinlik darajalari soni 6 ga teng. Buni quyidagicha
ko‘rish mumkin. Jism N ta moddiy nugtadan iborat bo‘lsin. Ularning
erkinlik darajalari soni 3N ga teng. Shu nugqtalarning bir to‘g‘ri chizigda
yotmagan ixtiyoriy 3 tasini tanlab olinadi, wlarning orasidagi masofa-
larning o‘zgarmaslik shartlari soni 3 ga teng. Qolgan &N — Jta nugtaning =
har bittasidan shu uchta nugtagacha masofalarning o‘zgarmaslik
shartlari 3(&V — 3) ta bo‘ladi. Demak, sistemaning erkinlik darajalari
soni 3N —3 —3(N — 3 )=6 ga teng ekan, :

Buni soddaroq qilib aytish ham mumkin — jism ichidagi bir to‘gri.
chizigda yotmagan ixtiyoriy uchta nuqtani tanlab olish uchun 6 ta
umumiashgan koordinatalarni aniglash yetarhidir, qolgan N — 3 ta
nuqgta masofalarning o‘zgarmaslik shartiari orgali aniglanadi.

Keyingi formulalarda, odatda, qattiq jismni diskret moddiy nuqta-
lardan iborat bo‘lgan sistema deb ko‘riladi. Qattiq jismni uzliksiz muhit
sifatida qarash uchun diskret moddiy nugqtalar bo‘yicha yig‘indilarni
(ular uchraganda) shu qattiq jismning hajmi bo‘yicha integralga
quyidagi sodda goida bo‘yicha almashtirish yetarli:

ma > j d*Xp(x.y, 7, ©1)

bunda & — m_ massali nuqtaning nomeri. :
Qattiq Jlsmnmg harakatini o‘rganish ucbun ikkita koordinat
sistemalarini kiritish magsadga muvofiqdir. Ularning biri laboratoriya

| Ushbu bobni o‘rganishdan oldin Jiovadagl vektoriar bilan ishlash qmdalarl bilan

tanishib chigish kerak.
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sistemasi bo‘lib, uning o‘qlari katta harflar bilan belgilanadi — X, ¥,
Z. IkKinchisi — shu gattiq jism bilan mahkam bog‘langan sistema;

X

6. 1- rasm, Qattiq jism koordinatlari.

uning o‘qglarini x, y, z deb belgilanadi. Bu sistemaning boshini jismning
inersiya markazida joyiashtirish qulaydir.

O‘qglari x, y, z bo‘lgan sistema shu gattiq jism bilan birga harakatda
bo‘ladi. Harakatdagi sistemaning koordinat boshi go‘zg‘almas sistemada
R radius-vektor orqali ifodalansin.

Qattiq jismning ixtiyoriy bir nuqtasi olinadi, qo‘zg‘almas va
go‘zg oluvchan sistemalarda uning radius-vektorlari mos ravishda r va
¥ bo‘lsin (6.1-rasmga garang). Ko‘rinib turibdiki

r=R+r" - {6.2)

Jismning cheksiz kichik siljishini ko'raylik. Bu siljish ikki gismdan
iborat bo‘ladi: birinchisi — butun bir jismning o‘z-o‘ziga paraliel
ko‘chishi, bu — jismning inersiva markazining ko‘chishi dR orqali
hosil bo‘lgan qismi, ikkinchisi — jismning ¢ ¢ burchakka buralishi
natijasida hosil bo‘lgan qismi:

dr=dR+dr’=dR +[dpr']. 6.3)

Bu tcnglikniﬁg ikkala tomonini df ga bo‘lsak va

(6.4)

formulalar orqali ko‘rilayotgan nuqtaning go‘zg‘almas sistemadagi
- to‘liq tezligi, jism inersiya markazining shu sistemadagi tezligi va
jismning burchak tezligi Q larni kiritilsa, teziiklar orasidagi munosabat
‘olinadi: _ :

. "y =V+{Qr]. B (6.5)
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Ikkita koordinat sistemasini kiritishning qulayligi endi tushunarli
bo‘ldi — jismning ixtiyoriy harakatini uning inersiva markazining o‘ziga
paraliel ko‘chishi x inersiya markazidan o‘tgan o‘q atrofida aylanishi
deb qarash mumkin ekan.

Qattiq jismning inersiya markazi sistemasiga o‘taylik. Bu holda
(6.5) bo'yicha jism nugtasining chizigli tezligi uning burchak tezligi
bilan ¥ = [Qr] formula orqali bog‘langan. "

Koordinat boshi O ni va o‘qlarni tanlash ixtiyoriydir, jismning
ilgarilanma harakat tezligi yangi sistemada aibatta, o‘zgaradi. Ammo
burchak tezlik esa bunda o‘zgarmaydi. Shuni ko‘rsatish uchun
qo‘zg‘luvchan sistema boshini a vektorga ko‘chiramiz:

r=a+r. (6.6)

Bir tomondan :
r=R+a+r, (6.7
ikkinchi tomondan
r=R,+n. (6.8)

Bunda R, yangt koordinat boshi O, ning O ga nisbatan radius-
vekiorl, r, — nugtaning O, ga nisbatan radius-vektori. Jism ilgan-
lamna + aylanma harakat gilganida teziikfar uchun

v =V+[Qa]+[Qn ] (6.9}
va
v=V)+H[Er] , 6.10)

formulalar hosil bo‘ladi. Bu yerdan ko‘rinib turibdiki, Vv, =V +[Qa]

va Q= Q,, ya’ni, jismning burchak tezligi koordinat sistemasini tanlab
olishga bog'lig emas ekan. Demak, burchak tezlik jism aylanma
harakatining haqiqiy xarakteristikasi ekan. Qdatda, harakatdagi sistema
boshi jismning inersiya markazida olingan deb garaymiz.

Lk
AN

6.1.2. Imersiya markazi. Impuls
Qeitfiq jismning to‘liq massasini = Zma deb belgilaymiz. Inersiyva
s

markazining ta’rifi bo‘yicha
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R=— . .
~ ;marf. 6.11)
Uzliksiz sistema uchun
_ g
R—;‘Li[d rp(rr, - (6]2)

bunda ¥ — jismuning hajmi. Agar 0 nuqta jismning inersiya markazida
jovlashgan bo‘lsa

2k, =0 (6.13)
bo‘ladi. Uzliksiz sistema uchun bu tenglikni
3 "ot - : .
tJ:drp(r)r_O (6.14)

ko'rinishda yozib olish mumkin.

Bundan keyin hamma formulalarni diskret holda yozaveramiz,
uzliksiz holga o‘tish qiyin emasligini ko‘rdik.

Impulsga kelaylik. Impuls additivlik xossasiga ega ekanligidan

P=Ym,v, = ZmaV + Zma [Qr,]=mV+ zmu [@r,]  (6.15)

i 4] it

Shtrixlangan koordinat boshi inersiva markazida bo‘lsa, ikkinchi had
yana nolga teng bo‘ladi:
P=mV. (6.16)

© Ya'ni, koordinat boshi inersiya markazida olinsa, jismning ilgarilanma
harakatini o‘rganganda uning butun massasini bitta R radiusli nugtada
joviashgan deb garash mumkin ekan.

6.1.3. Impuls momenti

L3

Impuls momentini yozaylik: .
M= Py [ra Yo ] = zma [l’aV]*F zma [ra [Q Ly ]] . (6]7)

~ Agar harakaidagi sistemaning koordinat boshi jismning inersiya
markazida bo‘lsa, yana birinchi had nolga teng bo‘ladi:

M=Ypm[rlon]] (6.18)
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Bu yerda radiusni shtixlab belgilanmaymiz, formuladagi radius-
vektorlar inersiya markazi sistemasida olinganligini esdan chigarilmasa
bo'ldi., Inersiva markazi sistemasida hisoblangan impuls momenti,
odatda, jismning xususiy momenti deyiladi. Umuman esa impuls
momenti bir givmatli aniglangan kattalik emas.

Ko'rinib turibdiki, umumiy holda impuls momenti va burchak
tezligining yo nallshlan mos tushmas ekan.

(6.18) formulani (A.36) asosida ochib chigaylik (zarrachaning
nomeri va vektorning indeksini adashtirmaslik uchun zarrachaning

nomerini kerakli joylarda qavs ichiga olinadi a — {(a)):
[ra [Qara ]]; = ifk raj [Qara ];‘ = E:jkskhlrrta]jg ir-{a)m = ‘Q‘irj _r(a)fg'ra (619)
Buni (6.18) ga olib borib go‘yamiz:

M= ) m, (Ql‘f ""ia]!“Q'ra ) (6.20)

Bu formulani vektor ko‘rilli;hda ham yozib olish mumkin:
' M= Y'm,[Q(r, t,)-1, (@1, )] (6.21)
(6.20) formulani yana bir l;o‘rinishga keltiraylik: . |
M= 10 = Y (B e} (6.22)

Bunda paydo bo‘lgan yangi kattalik I inersiya tenzori deyiladi, unJ
alohida keyin o‘rganamiz.

6.1.4. Kinetik energiva

Jismning kinetik energivasiga o‘taylik, uni hisoblaganda ham hara-
katdagi sistema boshi inersiya markazida joylashgan deb olamiz:

T= —;-;mavf; = lzzmﬂ (V2 +2V-[Qr, ]+[Qr, ]2 ) =

o

=%mV2 +%;ma [Ql}, ]2 s o (6.23)

chunk_i (vektorlarning qo‘shma ko*paytmasi qoidasi (A.31) ni go‘llansa’
SmV-[Qr,1=[VQ] Y m,rx, =0. (6.24)
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Kinetik énérgiya uchun formulaclzigi birinchi had jismning ilgari.-
lanma harakat kinetik energiyasi. Ikkinchi had Ilovadagi (A.32) formula
yordamida soddalashtiritadi:

Srionr - P o

a ~ -
I : 6.25)
= EzmaQE[Qirf - ria}fQ' fd] = EQiIJ}Q;' ( )

Demak, kinetik energiva ham inersiya tenzori orgali ifodalanar ekan: |

T=-;-mV2+~]£Q-I--Q- (6.26)

LR

* Yana bir marta ta’kidlab o‘taylik, birinchi had ilgarilanma harakat -__:;
kinetik energiyasi bo‘lsa, ikkinchi had aylanma harakat kinetik energiyasi °
bo‘ladi. ;
Inerstya tenzorining fizik ma’nosi mana shu formuladan ko‘rinib -
turtbdi: birinchi hadga kirgan inert massa jismning ilgarilanma harakatga
nisbatan inertligini bildirsa inersiyva tenzori shu jismning aylanma
harakatga nisbatan inertligini bildirar ekan.
Qattiq jismning Lagranj funksiyasiga kelinsa uni
L=%mv2+"—;ﬂ‘.1.,9,—u (6.27)

§==y

ko‘rinishda yozib olish ntumkin.

6.1.5. Inersiya tenzori

Biz impuls momenti va Kinetik energiya tushunchalarini qattiq
jismga tatbiq gilganimizda inersiya momenti (tenzori) tushunchasini
kiritgan edik. Bu juda muhim tushuncha bo‘lib, uni alohida o‘rganish
magsadga muvofiqdir. Inersiya tenzori ta’rifini yana bir marta yozib
olamiz:

;= Zm“ (5@‘1:2 = Tanilien j ) (6.28)
Muhokama qilingan qoida bo‘yicha uzliksiz muhit uchun
I =Id3r p(r)(ﬁ,-jrz—rp}). : (6.29)
vy .
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Ta’rifga asosan, inersiya tenzori jism ichidagi massa tagsimotining - |
xarakteristikasi ekan. Bu — har bir jismning ichki xarakterlstlkam Umng
komponentalarini ochib yozaylik:

2

Ly 1o hs Zmu(y(,+zu) *Zmaxu}’“ 'Zmaxuzu
2

Iy Iy Iy _ —Z/nxy(, Ej%(%*’?j) --zmayuza

fyy I3 Iy 2”% X, Z, "zm“_va?_u Zmu (xf+yf) (6.30)

Ta’rifdan ko‘rinib turibdiki, inersiva tenzori simmetrik tenzordir:

Igf:!ji' (6.31)
Bundagi shartlarning soni 3 ta, demak, simmetrik tenzorning 9 ta
komponentasidan 6 tasi mustagildir. Undan tashqari, uchta burchakdan
foydalanib jismning fazodagi oriventatsiyasini o‘zgartirishimiz mumkin,
bu yana 3 ta shartni beradi. Shularni hisobga olinsa simmetrik tenzorni
uchta mustagif komponenta orqali ifodalangan ko‘rinishga keltirish
mumkinligi anigdir. Buni boshqacha ham aytish mumkin: koordinat
oqlarini aylantirib, simmetrik tenzorni diagonal ko‘rinishga Kkeltirish
mumkin:

L hy I3 L o o
In Iy Iy 05 0
= .
by In Iy 0 0 I (6.32)

Bu yangi yo‘naltirilgan o'glar inersiya bosh o‘qlari deyiladi, {, I, I,
lar esa bosh inersiva momentlari deyiladi. Diagonal ko rmlshga
keltirishga geometrik ma’no ham berish mumkin. Quyidagi kvadratik

formani ko‘raylik:

Ma’lumkl, ixtiyoriy simmetrik matritsani diagonal ko‘rinishga keltirish
mumkin va shu matritsa bilan bog‘liq bo‘lgan kvadratik formani
kanonik (ya’ni, fagat kvadratlardan iborat bo‘lgan) ko‘rinishga keltirish

mumkin, Ikkinchi rang simmetrik tenzorini mana shunday matritsa '

deb qarab, uni (6.32) diagonal formaga va u bilan bog‘liq bo‘lgan
(6.33) kvadratik formani kanonik formaga keltirish mumkin. Buning
uchun koordinat o‘qlari ustida quyidagi ortogonal almashtirish ba-
jarish kerak:
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K= iy, ). (6.34)

Natijada
2 2 2 _ 2 ;2 1 -
x Il + y In+z 133 +2xyI12 -i-sz,I]3 +2yzj'23 = I].x +12) +I34 (6.35)
sz yﬁ 2
formula olinadi. Analitik geometrivadan ma’lumki, —2+;g+-3 =1
£ L} [
tenglama ellipsoidning tenglamasi, shu sababdan kvadratik forma

12

xrz }"2 ZQ x.r
+ + =l="=+"—+
All, ALy, All, gt b 7
bilan bog‘lig bo‘igan figura ko‘pincha inersiya ellipsoidi deb ataladi.
Yangi o‘qlar 6.2-rasmida ko‘rsatiigan. '

Shunday ish bajarilgandan keyin aylanish kinetik energiyasi

22 .12
Z

T,

[}

1
v =‘2‘(]|Q|2+f29§ "'139%] (6.36)

ko‘rinishni oladi. Impuls momenti uchun ham
{6.22) ning o‘rniga soddaroq ifoda olinadi:

Bosh inersiva momentlarining ixtiyoriy biri boshqa

6.2-rasm. Inersiya  jkkitasining vig‘indisidan hech gachon katta

ellipsoidi. bo‘tishi mumkin emas — buni (6.30) ning diagonal
elementlaridan ko‘rish giyin emas,

Agar I#l#I bo‘lsa, bunday jism asimmetrik pirildog deyiladi.
I=IxI bo'lsa, simmetrik pirildoq deyiladi. I;=I=I holda shar
pirildoq deyiladi. Birinchi holda eHlipsoidning uchala asosiy
o‘lchamlari har xil bo‘ladi. Ikkinchi holda ellipsoidni x, y tekislik
bilan kesilsa to’g'ri aylana olinadi. Bu holda shu tekislikda x, y
o‘glarini ganday tanlab olish ahamiyatga ega emas. Uchinchi holda
cllisoid sharga aylanadi, uchala o‘qlarni qanday tanlab olish aha-
- miyatga ega emas.

Agar I=I, I.=0 bo'lsa, bunday jism rotator deyiladi.

Inersiya tenzori o‘zining qanday nugtaga nisbatan aniglanganligiga
bog’lig bo'ladi. Inersiva tenzorining yugoridagi ta’rifi inersiva marka-
ziga nisbatan olingan ta’rif edi. Agar koordinata boshi a vektorga

siljitifsa; r'=r+a , yangi va eski tenzorlar orasidagi munosabat
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V X Zma '-ﬂ "’(a):’i:r}j) pii +m(5‘ja —G,dﬂ.) (6.38)

bo‘ladi, bu yerda m= Zmﬂ - sisfcmaning to‘liq massasi. Bu munosa-

batni keltirib chiqarish uchun inersiya markazining t2’rifi m,r, =0
yetarli bo‘ladi. )
6.1.1-misol. Massalari m, va m, va o'zaro masofasi / bo‘igan ikki moddiy
nuqtadan tuzilgan sistemaning inersiva momentlarini toping. _
Tkkala moddiy nuqta yotgan chizigni z o‘qi deb olamiz. Bu sistemaning
inersiya markazi
m; +m222 = 0, i) ] =1

tenglamalardan topiladi (ikkinchi nuqta yugorida joylashgan bo‘lsin):
im, Imy

Z] == ] 32 = .

ny + niy my + iy

Ravshanki, I,=0, chunki sistemaning z o‘qi atrofida aylanishi haqgida gapirish-
ma’noga ega emas. Buni asosiy formula (6.28) dan ham ko‘rish givin
ermas:

= Sm, (2 +2)=0,

o=

chugki X =y, = a3 =y =0. Davom etamiz:

my iy IZ

. 2 2 2 _
=1 =Z]:m"'z" =z +rn = o+ 1y
: o= -
Bir chizigda 3 ta moddiy nugta joylashgan bo‘isachi? Qo‘shni nuatalar
orasidagi masofa yana / bo'lsin, Nugtalarning inersiya markazi sistemasidagi

koordinatlari
LtmMz, tmyzy =0, 2~71=233-2 =
tenglamalardan topiladi:

__mpt2m R Ykl I o 2mytm
Zl--“' I., Zz— . 23—-'_""‘"“'"'"_1.
m1+m2 +m3 Ty +m2+m3 ml+f?12+m3

Natijada quyidagini olamiz:
3

h=1 =Zm Ze =mz +my3 v =
a=l

myny + my (i +4mq) 2
L) +m2 +M3
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- Bir chizigda n-ta moddiy nuqta Joylashgan bo‘lsachi? Yuqondagx mulo-
haJZalarm gavtarib _ : ¢

2
fl"—"12=';;f_ 11, , M=Zma

uzl u

-y
. ekanligi topiladi. Bu yerdagi yig'indiga hamma « va b lar bir martadan
" kiradi.
6.1.2-misol. Radiusi R va massast m bo'lgan bir jinsli sharning inersiva
momentlarini toping.

Bir jinshi shar uchun p =3m/@nR’).

ZmR
5

(6.39)
Huddi shu yo'l bilan I, va I, larni ham topib I =7=],. ekanligiga
_ishonch hosil gilish mumkin.
6.1.3-misol. Uzunligi /, asosining radiusi 4 va massasi m bo‘lgan bir
jinsli silindrning inersiya momentlarini toping.

I = jd3rp(r2 —x? Jd&sm&jdqo(l sinBeos’p) =

Silindrning zichligi p = m/(ma’l). Hisobni silindrik sistemada bajarish
‘qulay:

2
IZ
I =jd3r'p(}'2+22 jd(ojdz(; sm2(P+Z )"—(a +—3—}
-2
(6.40)
Tekshirib ko‘rish qiyin emaski, I=1I,. Uchinchi moment:
2z
’35”‘“*‘_[“”' j‘“"jd”:_ (6.41)
-2

Agar a -0 limitga o°tilsa, ingichka sterjen deb ataladigan jismuning
" .inersiya momentlarini topgan bo‘lamiz:

L=l,=2—, l,=0. (6.42)

- Yuqoridagi terminologiya bo‘yicha ingichka sterjen rotaterdir. Silindrning
aylanma kinetik energiyasi
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Tt 0 1
SR ALl

' " r? S
T = «g[az + T ](92 +.QZ) 3 azﬂg o (6.43)

ko‘rinishga ega bo‘ladi.

Tekislikda joylashgan va radiusi a ga teng bo‘lgan massa tagsimotining
inersiya momentlarini topish uchun silindr uchun formulalarda / =0 deb
olinsa yetarlidir:

m(12 maz

Demak, radiusi @ va massasi m bo‘lgan ingichka diskning aylanish kinetik
emergivasi

' 2

T, = m_g_(gf +Q3 +203) (6.45)

aq

ga:' teng.
6.1.4-misol. 6.3-rasmda ko‘rsatilgan bir jinsli massasi m ga teng
bo‘lgan teshikkulchasimon simmetrik pirildogning inersiva momentlarini

toping.
¥
.x &3 .................. )

6.3-rasm: Teshkulchasimon simmetrik pirildoq.

Teshnkk‘ulchanmg hajmi V=2xq'R. Ravshanki, /={=1I Shunmg uchun
I -‘I-I =21 ni hisoblash qulaydir (silindrik 51stcmada)

R+a by .
2 = _[ IdzIdgﬂp(Zv £y = TAR 2 Laptyp,

R—u 1 (6 . 46)

f 2
2, =@ +(r=RY, 7 =-2,.

Zichlik uchun p=m/2x’a’R) ifodani qo‘llansa quyidagi javob
olinadi:

I =1, =.’?’§(sa1 +4R?). | C(647)
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‘Uchinchi bosh momentni ham topish giyin emas: - =7 -

R+ 2 2 :
I= Jdrrsfdzjd¢p=-§(3a2+4}?2)‘ (6.43)
R-a Z] Q

6.1.5-misol. Yarim o‘qlari a,b va ¢ bo'lgan bir ji?lgli ellipsoidning
inersiva momentlarini toping.
Ellipsoid ¢.4-rasmda ko‘rsatilgan. Ellipsoidning tenglamasi

x oy 2
et Ao — =1, 6.4
a bt 6.49)

. L .. 47 .
Ellipsoidaing hajmi V=*;abc, massasi .

6.4-rasm: ‘ il s . . .
Ellipsoid. 0 zgarmalts zichlik: p=m/V . x o’giga nisbatan inersiya
mommenti:
w Y282
L= p_[ dxdydz(y* +2%) = pj axjdvjdz( v ety =Dt et
- ’ 3 (6.50)

B |

Integralga kirgan chegaralar quyidagicha aniglangan:

¥, =b f1-2
a

Huddi shu yo’t bilan qolgan ikkita inersiya bosh momentfari ham
topiladi:

I, :%{a2+cz), IR :%(a2 +b%). {(6.52)

. 6.2. Eyler burchakiari

Qattiq jism bilan bog‘liq bo‘lgan harakatdagi koordinata o'glarining
yo‘nalishlarini har xil yo‘l bilan tanlab olish mumkin. Shu imko-
niyatlarning ichida Eyler burchaklari bilan bog'liq tanlov o‘zining
katta qulayliklari bilan ajralib turadi. Eyler burchaklarining ta’rifi
6.5-rasmda ko‘rsatilgan.

Bu {¢,w.6) burchaklardir. Bizni fagat burchaklarning vo‘nalishlari
gizigtirgani uchun harakatlanuvchi va qo‘zg‘almas sistemalarming bosh
nugtalari birlashtirildi. Rasmdan ko‘rinib turibdiki, kiritilgan burchak-
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larning o‘zgarish sohalari 0<@ <2,
O0<wy<2r va 0<8=<rm .

Evler burchaklarining ma’nosi
shundaki, jismning fazodagi ix-
tiyoriy buralishini uch bosgichdan
iborat deb qarash mumkin; 1} Zogi
atrofida ¢ burchakka, 2) X o‘qgining
yvangi holati ON (ON chiziq tuguniar
chizig‘i ham deyiladi) atrofida @ 6. 5-rasm: Eyler burchaklari.
burchakka va 3) x, atrofida y bur-
chakka. Bu burchaklarni qo*llash uchun birinchi navbatda gattiq jism
burchak tezligini ular orqali ifodalab olish kerak.

Burchak tezligining qo‘zg‘aluvchan (x,,x,,x,) sistemadagi kom-

ponentalarini Q ={Q,,Q,.Q,}, buralgan koordinatlardagi kompo-

nentalarini esa Q={¢ 8.y} deb belgilab olamiz. 5-rasmdan ko‘rinib

turibdiki, ¢ — Z o'qi atrofidagi aylanish burchak tezligi, & — ON
o'q atrofida aylanish burchak tezligi, ¥ — x, o‘qi atrofidagi aylanish
burchak tezligi.

' Mana shu burchak tezlikiariga mos keluvehi vektorlarni katta harflar
bilan quyidagicha belgilaymiz: @, Gy.

Demak, ® — Z o‘gi bo‘vicha vo‘nalgan va son givmati ¢ ga teng
bo‘lgan vekior, ® — ON o‘q bo‘yicha yo‘nalgan va son qiymati ¢ ga
teng bo'lgan vektor, y — x, 0'qi bo‘yicha yo'nalgan va son qiymati
y ga teng bo‘lgan vektor,

Ularning har birining (x,, x,, X,) o‘qlariga bo‘lgan proyeksiyalarini
rasmdan topib olish giyin emas:

D = (¢sinOsiny, psinBcosy, Pcos);
© = {cosy,—Psiny,0};

) ¥={0.0.y}. | (6.53)
- - Bu ifodalarning birinchi komponentalarinig yig‘indisi Q, ni, ikkinchi
komponentalarinig yig‘indisi Q, ni va uc ronentalarining

yig'indisi &, ni beradi:
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Q, = psinOsiny +8cosy:
Q, = ¢sinBcosy —Osiny;

Q. =geosf+y. (6.54)

Bu burchaklarning qulayligini gattiq jism harakat ter‘lﬁlamalarin'i
integrallashda ko‘ramiz.

6.3. Qattiq jismming harakat tenglamalari

Qattiq jismning oltita erkinlik darajasi bor, shulardan uchtasi uning
ilgarilanma harakati, qolgan uchtasi esa uning aylanma harakati bilan
bog‘liq. Demak, qgattiq jism harakat tenglamalarining soni ham oltita
bo‘lishi kerak. Tlgarilanma harakat jismning impuisi bilan bog'liq.
llgarilanma harakat tenglamasi quyidagicha keltirib chigariladi. Moddiy
nuqtaning harakat tenglamasini eslavlik:

dlﬁ:fm
dr

bunda p, — shu nuqtaning impulsi, f — shu nuqtaga ta’sir gilayotgan
kuch. Qattiq jism moddiy nuqgtalarning vig‘indisi bo‘lgani uchun uning
harakat tenglamasini olish uchun (6.55) ni hamma moddiy nuqtalar
bo‘vicha yig'ib chiqgish kerak. Jismning to‘liq impulsi va kuchliarning

(6.55)

yig‘indisini
P=2p. F=31,
deb belgilab
aP .
ZCF
& (6.56)

tenglamaga kelinadi. Jismning har bir nuqtasiga shu jismning boshqa
nuqtalari tomonidan kuchlar ta’sir giladi, ammo bunday kuchlarning
umumiy kuch F ga go‘shgan hissasi nolga teng. Buni tushunish giyin
emas — ixtiyoriy ikkita nugtani 1 va 2 deb belgilaylik, 1-nuqtaning
2-nuqtaga ta’sir kuchini T, deb belgilaylik, 2 nuqtaning birinchi
nuqtaga ta’sir kachini esa f,, deb belgilaylik. Ta’sirning aks ta’sirga
tengligi va qarama-qarshiligi f,=—f, ekanligini bildiradi. Demak,
to‘lig kuchga shu ikkala nuqtaning o¢‘zaro ta’siridan bo‘lgan hissa
f,=—1,=0 bo'ladi.
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Qattiq jismning aylanma harakati uning impuls momenti bilan
bog'langan. Impuls momentining vaqt bo‘yicha hosilasi quyidagicha:

d d . ;
";;M = EE[rapa] - Z[rapa]+z[rﬂp”]' (657)

Ikkinchi had tashlab yuboriladi (chunki p,[ff, ), birinchi hadda (6.55)
ni hisobga olamiz:

d
M= ;ff«fﬂ- (6.58)

ir,f,] ifoda kuch momenti deyiladi. To‘lig kuch momentini

K=Y Irf,) deb belgilansa yugoridagi tenglama

dM

— =K

" {6.59)
ko‘rinishni oladi. Agar koordinata boshini a vektorga siljitilsa: T=1"+a
kuch momentining ifodasi ham o‘zgaradi:

K=Y [f,1+ 3 laf, 1 =K'+{aF} (6.60)

Ko‘rinib turibdiki, qgattiq jismga ta’sir gilayotgan to‘lig kuch nolga
teng bo‘lganida kuch momenti o0°‘zining qaysi nugtaga nisbatan
aniglanganligiga bog‘liq bo'lmaydi. -

Yuqoridagi harakat tenglamalari qo‘zg‘almas {X,Y,Z} sistemasida .-
o‘rinli bo‘lgan tenglamalardir, Qattig jism bilan birga harakat gilayotgan
sistemada {x,,x,,x,} harakat tenglamalari biroz o‘zgaradi. Q burchak
tezlik bilan aylanayotgan ixtiyoriy A vektorning vaqt bo‘yicha o*zgarish
gonuni ma’fumdir:

dA

—-=10A], (66D

Agar tenglamaning o‘ng tomoniga shu vektorning qo‘zg‘oluvchan
sistemadagi hosilasini (uni d4/dt deb belgilaylik) go‘shib go‘yilsa, uning
to'lig o'zgarishi topilgan bo‘linadi:

A _da 6.62
@ FAlL o (_ )

v b
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‘A vektor:sifatida impuls P va moment M ni ko zda tutsak quyldag
_ tcnglamalar olinadi: i .

® or=F, Miom=k (6.63)
di dr -

Bu tenglamalarning ikkinchisi gattiq jism uchun Eyler tenglamala
deyiladi!. Bu tenglamalarda vaqt bo‘yicha hosila qo‘zg‘aluvchan
sistemada hisoblanadi, shu sababdan tenglamalarni to‘liq ravishda o‘sha
sistemada yozib olamiz. Bunda biz vaqt bo‘yicha hosila ustidagi tilda .
belgisini tashiab yuboramiz. To‘liq impuls uchun P =mV deb olib (m
— jismning massasi) birinchi tenglamalarni guyidagi ko‘rinishga
keltiramiz: '

dv av
ml—L4QV -QV [=F, m|l—2+QV-QV |=F,
dt 23 3z ( dt 310 13 2

[ av, J (6.64)
310V Q v F . :
dt 12 3

Impuils momenti va inersiya momenti orasidagi M, =1£,.i=1,2,3

munosabatlarni eslab, Eyler tenglamalarini ham komponentalar tilida
yozib olinadi:

%9"'!'(!1““[2):(2 Q-; - Kl'!

dQ,
I ——““ (h - 5)Q;Q = K,,

. (6.65)

i qu

Ko'‘rinib turibdiki, bu tenglamalar burchak tezliklari uchun tengla-
malardir.

! Suyuglik  mexanikasi sohasida ham Eyler tenglamalari bor, ular

- darslikning oxirgi bobida o‘rganiladi
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6.4. Qattiq jism harakatini integraliash- - .

Qaitiq lism harakatini integrallash masalasi tarixda katta rol
o‘ynagan. Bu yerda muvaffaqivatli yechilgan masalalarning ikkita eng
soddalarini keltiramiz,

6.4.1. Erkin simmetrik pirildoq (Eyler holi)

Erkin simmetrik pirildog masalasidan boshlaylik. Pirildogning impuls
momenti M ai qo‘zg‘almas o'q Z bo‘yicha yo‘nalgan deb olamiz. Bu
tanlovga M = M, mos keladi. Pirildoqning ilgarilanma harakati bizni
gizigtirmaydi, shu sababdan go‘zg‘almas va qo‘zg‘oluvchan sistemalar-
ning boshlarini piritdogning inersiya markazida joylashgan deb olamiz.
{x,, x,, x;} o‘glar pirildogning bosh inersiva oq’lariga mos kelsin.
Pirildoq hech qanday kuch ta’siri ostida bo‘lmagani uchun uning impuls
momenti saglanuvchan bo'ladi, ya’ni, M = M, = const. Jism bilan
bog'liq bo'lgan x, x,, x; sistemada pirildoq momentining kompo-
nentaiari M, M,, M, bo‘ladi. Erkin simmetrik pirildoq uchun Lagranj
funksiyasi uning kinetik energiyasidan iborat bo‘ladi. Uni Eyler
burchaklari orqali ifodalab olamiz:

' I 2 i 1 . : i . .
L=Ty =51 (@ +Q§)+5139§ =21 (¢25in29+92)+5;3 (¢eoso+y ).
(6.66)
Eyvler burchaklarining gay darajada qulayligi endi ko‘rinib turibdi:
burchaklaming ikkitasi ¢.% — siklik koordinata bo‘lib chiqdi. Ularga
mos keluvchi umumlashgan impuistar harakat integrallari bo‘lishi kerak:

Py = -g%; = 1ipsin®0+ 15 (¢poos@+y Jeos@ =M, =M = con.st;

. (6.67)
pw = 5;’[-;- = 13 (@CDSB"P‘W): M3 = COnst.

M ning harakat integrali ekanligi masataning go‘yilishidan kelib
chiqqan edi, M, ning harakat integrali ekanligini Eyier burchaklaridan
keltirib chigarildi. Bundan yana bir muhim xulosaga kelish mumkin;:

M,=Mcos8 bolgani uchun ¢ = const bo‘lishi kerak. O‘z navbatida
Q. = M,JI, ham o‘zgarmas ekanligiga kelinadi.
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(6.67) munosabatlardan ¢ va v lami topish giyin emas:

M M, (11 M, '
= w— = ——= 05 =] —- M cos@ =0, ——=,
¢ i 5 cose, ¥ (]3 hi ] ~ ’ i (6.68)

Bundan ko‘rinib turibdiki, pirilgoq Z o‘qi
atrofida o‘zgarmas ¢ burchak tezligi bilan
aylanma harakat gilar ekan. Bunday harakat
presessiya’  deyiladi.

Natijalarni 6.6-rasm bilan tagqoslab ko*-
ramizki, pirildog umumiy holda ikkita aylan-
ma harakat gilar ekan — o‘zining x* bosh
inersiva momenti o°qt atrofida Q, o‘zgarmas

burchak tezligi bilan va o‘zining to‘ligq mo-
6.6-rasm. Erkin menti vektori M yo‘nalishi atrofida o‘zgarmas
piritdoq. ¢ burchak tezligi bilan presessiya deyiladigan
aylanma hacakat. Bu harakat davomida
pirildogning M ga nisbatan og'ish burchagi ¢ o‘zgarmasdan golar
ekan.
Bitta xususiy holga to‘xtalib o‘taylik. {6.68) ning ikkinchi tengla-
masidan ko‘rinib turibdiki, sharsimon pirildog (7, = I, )y uchun y = 0.
Huddi shu masalaga Eyler tenglamalari nugtayi nazaridan yonda-
shaylik. Erkin jismning harakati hagida gap ketayotgani uchun kuch
momentlari nolga teng: K = 0. Undan tashqari I, = I, = I. Demak,
erkin simmetrik pirildoq uchun Eyler tenglamalari quyidagi ko‘rinishga
ega bo‘ladi:

19%+(13—1)ng3 =0,7

a9,

dt
Oxirgi tenglamadan Q,= const ekanligi topiladi. Demak, pirildoq oz
0'qi x, atrofida o‘zgarmas burchak tezligi bilan aylanar ekan — yuqorida
ham huddi shu xulosaga kelingan edi.

-

belgilash kiritilsa, qolgan ikkita tenglania

dg}
HI-B)2Q =0, =220, (671)

* Rus tilida — npeteccua.
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23 : T,
dQ, g0, .
— 2 =0 — k) = o
o 2 % =0 (6.72)

ko rinishga keladi. Birinchi tenglamani Q ga va lkkmchj tenglamani’:
Q, ga ko‘paytirib qo‘shiisa

E(Qf +Q7)=0,. (6.73)
ya'ni,
QF +€3 = const (6.74)

ckanligi topiladi. Shu konstantani ¢* deb beigilansa, burchak tezliklari
uchun

Q, (1) = acosy (1), Q,(1) = asinyr{t) (6.75)

yvechimiarni topiladi. Argument w (#) ni topish uchun (6.72) tengla-
malarning har birini yana bir marta vaqt bo‘yvicha differensiallansa har

bir Q uchun ¢, +’Q; =0 tenglama hosil bo‘ladi, uning yechimi esa

(! +a) argumentli sinus va kosinuslardir, o- boshlang‘ich faza. Demak,
€, (1) = acos(@i + ), Q, (1) = asin{wt + ). (6.76)

Hulosa qilib shuni aytish mumkinki, £ vektorning {x,,x,} tekislikka

proveksivasi shu tekislikda O nuqta atrofida o burchak tezlik bilan
aylanadi {presessiya) va bunda shu proyeksiyaning uzunligi o‘zgar-

masdan goladi: Q7 +Q2 =4’

6.4.2. Tashqi maydondagi simmetrik pirildoq
(Lagranj hoeli)

6.7-rasmda tashqi gravitatsion maydonda
o‘zining qo‘zg‘almas nuqtasi atrofida ayla-
nayotgan simmetrik pirildoq ko‘rsatilgan.

Shu pirildogning harakati integrallaymiz.
Bu ishni huddi avvalgi holdagidek bajaramiz,
ya'ni harakatini integrallari topiladi va ular
yordamida har bir erkinlik darajasining dina-
mikasi aniglanadi. Rasmdan ko‘tinib tunbdiki,
qo'zg‘aluvchan (va qo‘zg‘almas) o‘qlar boshini
inersiya markazida emas, balki sistemaning 6. F-rasm. Yer
go‘zg‘almas nuqtasida tanlab olindi. Inersiya  yaydonidagi pirildoq. -
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markazidan shu qo‘zg‘almas nugtagacha bo‘lgan masofani / deb
belgilaylik. (6.38) qoida bo‘yicha bu holda {x,, x,, x;} sistemada bosh

~ inersiya momentlari [ =71; =1, +mi* = I’ I; = I, gateng bo‘ladi. Tashqi :
gravitatsion maydondagi pirildogning Lagranj funksivasi shunga ko‘ra

L=%Ir(¢2sin29+gz)+_12_)3 (¢pcos@+y ) —mgleos®  (6.77)

ga teng bo‘ladi. Bizda yana uchta saglanuvchi kattaliklar bor — umum-
. lashgan impulslar '

oL . , .
P :8];: I'psin®0+I; (¢ecosf +yr )cos 6 = M,

JL . .
Py ~_-5—_=I3 (pcos@+y)=M, (6.78) -
v
va energiva
E= % ]’(QizsinZ@ +8? )+%I_q {pcosd +l;?)'2 +mglcosO. (6.79)

Shu yerda erkin va tashqi maydondagi pirildoqlarning harakat
integrallari orasidagi fargni uqtirib ketaylik. Ikkala holda ham uchta
harakat integraliga egamiz. Birinchi holda energiya hagida gapirgan
emas edik, chunki u bizga kerak bo‘lgani yo'q. Farq quyidagi harakat

" integralida: erkin pirildoq uchun p, =M edi, Z — o'qi bo‘yicha
yo‘nalgan tashqi bir jinsli maydonda esa momentning Z — kompo-
nentasigina saglanadi — p, =M

Formula (6.78) dan ¢ va y larni topib:
M, —~M,cos@ W=£3L+M3COSG—MZ

¢ = 1
Vsin?'0 I Fsin g

cos®, (6.80)

ularni (6.79) ga olib borib qo‘yamiz:

, 2 (M. 2
E=-1—]’92+£M_3+l( z—M;cos6)

2 2 1’3 2 I’Sin 229

+mglcos6. (6.81)

Energiya uchun ifodani
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F l Al .. f. IMBZ
E'=_I'+Uy®), E'=E--=%-mgl,

3

0. oy 1 Oz =Mycos0] ©8)
o "2 Isin’®

—mgl(1—cos@)

ko‘rinishda ham yozib olamiz. Energiya uchup ifodani bu holga keltirib
olganimizning sababi effektiv potensial U/ . potensial o‘ra ko‘rinishiga
egaligidir, agar M, = M, bo‘lmasa u 6 =0 va & =n nuqtalarda
cheksizlikka intiladi, 0<8<rx oraligda esa minimumdan o‘tadi. Bu —
8 bo‘yicha harakatning finit bo‘lishi kerakligini ko‘rsatadi: 6,<68 <8,.

To'xtash nuqtalari (8,8,) E =U, shartdan topilishi kerak, harakat -

sohasi esa E'2U, shartga bo‘ysunadi.
Pirildogning harakatini chuqurroq o‘rganish magsadida quyidagi
belgilashiar Kiritib
M, M, Zingl 2E’

==, b=_~; = £ d = .
. ¢ r r ¢ I I (6.83)
energiva uchun ifodani

sin’ 002 = —(a-b)cos8) +c(1-cos@)sin’ (6.84)

ko‘rinishga keltirib olamiz. Ko‘rinib turibdiki, bu formulada cosé tabuy o
o‘zgaruvchidir, uni u=cos@ orqali belgilansa tenglama -

U Us®

0s, 0, ¢ 9,
MZ=M3 MZ$M2
6.8-rasm. U, -uning grafigi
W= —(a—bu)t +(1—u*)d+c—cu) - (6.85)
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~ ko* nmshm oladi. Bu differensial tenglama kvadraturaga oson kcituﬂadl
wif)
du

I=
m)\/—(a by +(1—u2Xd + c—cu) (6.86)

Olingan integral elliptik tipdagi integrallarga mansubdir. Agai’ﬁu tengla-
madan 8=6(#) topilsa oldingi tenglamalardan ¢ va ylarni ham vagtning
funksiyasi sifatida topish mumkin.

Bundan keyingi mulohazalar uchun muhim bo‘lgani uchun (6.85)
ning o‘ng tomonini ¥ o‘zgaruvchining funksiyasi sifatida alohida belgilab
olamiz;

FO) =—(a@—bu) +(1~u>)d + c{1- ). (687

Elliptik integrallarning umumiy nazariyasi

0w asosida (6.86) integral orqgali aniglanadigan

e ] / ¥ funksivaning hamma xossalarini o‘rganish

“v U mumkKin edi, ammo bu yo‘l katta matematik

tadqigotga olib keladi. Bizning magsadimiz

6.9-asm. f-ning grafigh  ychun esa og'ir simmetrik pirildogning (6.85)

tenglamadan kelib chigadigan vmumiy xos-

salarining o‘zi yetarlidir. Buning uchun esa flx) funksiyaning asosiy

xossalarini o‘rganish yetarlidir. Eng umumiy holda bu funksiyaning
grafigi 6.9-rasmda keltirilgan.

Rasmdan yaqqol ko‘rinib turgan bir muammoni yechishdan
boshlaymiz. £{u) =0 tenglama kubik tenglama, uning ildiziari soni
shunga ko‘ra uchga teng. Go‘yoki, to‘xtash nuqtalarining soni uchga
teng bo'lib chigmogda. Ammo U ning vugoridagi muhokama-
sidan ma’lumki, finit harakat 6, <9 <8, chegaralarda ro‘y beradi,
u==cosf o‘zgaruvchi tilida Yo, <u <u . Bu nosozlikni ganday qilib
yechish mumkin? Uning vechimi oson: uchinchi ildiz hamma vaqt
mavjud, ammo U1 bo‘lgani uchun u fizikaviy ma'noga ega emas.
Uchinchi ildiz hamma vagt #,>1 ekanligini isbot qgilaylik. (6.87)
tenglamadagi ¢>0 ckanligidan kellb chiqadiki, 4 - « bo‘lganida f
- bo‘ladi va ¥ — —e bo‘lganida f -» —« bo‘ladi (rasm
chizilganida shu mulohazadan foydaianilgan edi). Endi Au) ning
ifodasida u =1 deb olaylik:
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f)=—a- b) (6.88) |
Dcmak bu nugtada f <0, bu degani, uchinchi ildiz # =1 nuqtadan
o‘ngroq yotishi kergk,
Bundan bitta istisno bor — @ = b, yoki, M, = M, bo‘lgan hol. Bu
hol pirildoq vertikal turganiga mos keladi, uni keyinroq tahlil gilamiz. -
Faraz qilaylik, pirildogning boshlang‘ich og‘ish burchagi (vertikalga
nisbatan) 4, bo‘lsin. Ko‘rsatish giyin emaski, {6.85) tenglamani’
g =cosf, o‘zgaruvchij orgali

(1~ud)ui’ = (1= v )2ab( | +ury) — (a* +bM)u+uy)—c(1-uP)(1-u)]  (6.89)
ko'rinishga keltirib olish mumkin (2-masalaga garang). Bundan xulosa
shuki, u, ham Ru)=0 tenglamaning yechimlaridan biridir. Keyingi
xulosalar % ning qanday berilganligiga bog‘liq.

@, =0 bo‘lgan hol.

Bu holda u, = cos6, nuqta (9) rasmdagi y, «»y ugtaga mos keladi.
Sababi — plflldOQm / = 0 momentda 8, burchak ostida qo ylb
yobirilgandan keyin u og‘irlik kuchi ta’ smda pastga qarab og‘a
boshtaydi, bu esa u=cosé ning kamayishiga olib kelishi kerak. Shunday
ekanligini energiyaning ifodasidan ham keltirib chigarish mumkin:

boshlang‘ich vaqtda ¢, =0 (pirildogning boshlang‘ich og‘ishi bor,

tugun chiziq atrofidagi boshlang‘ich burchak tezligi yo‘q) va ¢,=0
(pirildog fagat o‘zining o‘gi atrofida aylantirilgan), demak ((6.80) -
va (6.81) larga garang),
2
1M,
E=——2+mglcosO .
2 .’3 0

M, va I, o'zgarmasligi ma’tum, (6.81)-dagi boshqa hadlarning hammasi

musbat, demak, vaqi o‘tishi bilan mana shu musbat hadlar qo‘shilishiga -
q'iramdsdan energiyaning giymati o‘zgarmasligi uchun w,=cosé,
kamayishi kerak,

Shu yerda erkin va tashqi maydondagi pirildoglarning preses-
sivalari orasidagi katta fargni ko‘riladi: erkin pirildogning presessiyasi
o‘zgarmas 8= const burchak bilan ro‘y berar edi, yer maydonidagi
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pirildoq uchun esa @ burchak o°zgarib turar ekan, uning o‘zgarish

chegaralari, yuqorida ko‘rsatilganidek, 6,<@ <8, bo'ladi.

: Pirildoq yugori uchining bunday tebranma harakati nutatsiya
- deviladi. Agar @ nuqta atrofida pirildogning uzunligiga teng radiusli

sfera chiziisa pirildogning uchi harakat davomida mana shu sferaning

ustida egri chizig bo‘yicha harakat giladi.

_ Agar erkin pirildogni qarasak unga mos keluvchi ChlZlq 0 = const
gandaydir parallelga mos keladi (shu sferaning ustida parallellar va

meridianlar o‘tkazilsa), bunday presessiya regular presessiya deyiladi.

Irregular presessiyaga olib keladigan nutatsiva esa uch xil formaga

ega bo‘ladi, ular 6.10-rasmda ko‘rsatilgan.

6. 10-rasm. Nutatsiya.

Bu uchala variantni tahlil gilish uchun (6.89) ifoda soddalashtiramiz.
Buning uchun boshlang’ich shartlarga qaytiladiamiz. r = 0 nugtada
¢, =0 bo‘lishi kerak (presessiya yo‘q), demak, M, = M, cos6, yoki,
a = bu, bo'ladi.
Buni yugoridagi tenglamaga qo‘viladiamiz:
W = (-1 P (- )+ c(1 -} . (6.90)
Auy=0 tenglamaning ikkita izdizi topildi — uning bittasi (¥} aloqast
yo‘q bo‘lib chiqdi, ikkinchisi boshlang‘ich og‘ishga teng bo’lib chiqdt
U, = U, Agar u ni ham topilsa
"

Y I dut
o \/?(_u; (6.91)

integral orgali nutatsiya davrini topish mumkin, Kerakli ildizimiz

2

%(u—ug)ﬂ«uz =0 (6.92)
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tenglamaning vechimi bo‘lishi kerak. Bu tenglamaning
yechimlarini topish giyin emas, ammo hosil bo‘lgan ifodalar
bo‘lgani uchun bir xususiy holnigina ko‘ramiz: «tez pirildog» - Kkatta
burchak tezligi bilan harakat gilayotgan pirildog. Bu holda

b MI LS

- {6.93) -

¢ 2mgll’ 1 2mgl

ifoda katta son bo‘ladi. Sababi — birinchi ko‘paytuvchi I/]’ taxminan
hirga teng kattalik (giroskopiar uchun v birdan kam farg giladi), ikkinchi
ko‘paytuvchi esa aylanish kinetik energivasining potensial energiyaga
nisbati, shart bo‘yicha aylanish burchak tezligi juda katta, demak, bu
nishat ham katta ( o’lchamsiz) son:

2

s

[y

Tenglamaning izlanayotgan izdizini «, deb belgilansa, u =iy +A ni
hisobga olib ' ' - '

Ei{u —up)+l-ul = Ei—zu A+1-ul-A"=0

= il I 0 0 (6.94)

tenglamaga kelamiz, Anigki, A - kichik son, shuning uchun, A uchun
kvadratik tenglamada uning kvadratini tashlab yuborishga haqlimiz. -
Natijada

A= b%sin %8, (6.95)

ekanligi topiladi. Nutatsiya burchagi ham topaylik. Biz yana u,—u, va -

shunga ko‘ra, 6,—86, farglarning kichikligidan foydalanamiz:

+6 . ;91 =(0,-6)sin8,.  (6.96)

Yugoridagi tenglama bilan tagqoslash nutatsiya burchagi uchun

ty —i; = costly —cos®; = 2sin

6, -6, '—-f:;sineo (6.97)
formulaga olib keladi. Nutatsiya davri (va chastotasi) topiladi, buning

uchun (6.91) integralda yuqori chegara sifatida u,—A ni olish va flu)
uchun esa ishlatilgan vaginlashuvga mos keluvehi
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F @y = —(u—ug)[b (e — )+ c(1- 13)] - (6.98)

ni olish kerak:
=&
T=2 ’ du _
o N~ =) B (u—ug) +c(1—ul))  I¥ (6.99)
Nutatsiya chastotasi topildi:
M I
o =L _p._3-39g. (6.100)
nut T I I 3

Bu — pirildogning burchak tezligi bilan bir xil tartibga ega bo‘lgan
katta son. Shu bilan nutatsiva amplitudasi va chastotasi topildi.
Endi presessiay burchak tezligi ¢ ni topilsa masala to‘liq yechilgan
bo‘ladi.

Yugorida olingan M, =M, munosabat va b ning ta’rifidan
foydalanilsa
Ho — M
I'sin®’0 _bl‘“2

. M, —M,cos6
P= = (6.101)

ekanligi kelib chigadi. Presessiya burchak tezligi 6=6, dan tashqari
hamma nuqtalarda musbat, faqat shu nuqtada nolga teng. Bu 6.10-
rasmdagi uchinchi holga mos keladi. Presessiya burchak tezligi uchun
aniq ifodani topish uchun (6.86) integralni (6.99) vaqinlashuvda
topamiz:

du 2. {b lig —
= — AFCsin| —m———

t= ’
'[\/:(“““0)[52(““‘%)*'0(1—1:3)] JEsineo] (6.102)
gy
yoki
H = Uy _'2%2-Sin260 (1 —COS(bt)) =y —%A(I"COS(&)"";I))A (6. 103)

Presessiya burchak tezligini hisoblashda kichik son bo‘lgan A bol‘yicha
birinchi tartibli had bilan chegaralanamiz:

¢ =502 = [1-cos(@,, ). (6.104)

1-ul 2
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Ko‘rinib turibdiki, nutatsiyaning har bir davri tugashi bilan huddi
rasmda ko'rsatilganidek ¢ =0 bo‘ladi. Presessiyaning o‘rtacha burchak
tezligi standart yo'l bo‘yicha topiladi:

# MTJ 440 =3. :105)
Presessivaning o‘rtacha burchak tezligi uning maksimal qiymatining
yarmisiga teng bo‘lib chigdi. Yarayonning fizikasiga aniglik kiritish
uchun ¢ va & larning o‘rniga (6.83) formulalar bo‘yicha fizik kattaliklarga
o‘tayvlik:
= _ mgl
LT

Demak, boshlang‘ich burchak tezlik gancha katta bo'lsa, presessiva
burchak tezligi shuncha kichkina bo‘ladi va aksincha.

(6.106) .

¢ 70 bo‘lgan hol

Bu bandda biz fagat oldingi banddagi natijalardan fargli bo‘lgan
watijalamigina keltiramiz. Ko‘rilayotgan holda (6.102) dan fargli o‘laroq

My —M,cosB B-u a_M,
= < =p N =—=
rsinzze 1_u2 ﬁ b M (610?)

ho'ladi. Shuni hisobga olib, quyidagi nisbatni ko‘raylik:
| du _i _(1-u)7
de ¢ bB-wy

Nemak, fu) nolga teng bo‘lgan nuqtalarda (8, va ¢, nuqtalarda)

(6.108)

duldp=0 bo'ladi, bu degani, pirildogning uchi presessiva davomida - =

1r=6, va 0 =6, parallellarga urinib o‘tadi. Ya’ni, ¢, =0 holga 6.10-
insmiarning birinchi va ikkinchisi mos kelar ekan.

Agar u,<f <u <l bo'lsa ¢ ning ishorasi # <p bo‘lganda musbat,
< bo‘lganda manfiy bo‘ladi. Bu 6.10-rasmlarning ikkinchisiga mos
keladi, Aks holda rasmdagi birinchi holga ega bo‘lamiz.

Ba’zi bir xususiy hollarga to‘xtalib o‘taylik.
I. f(#)=0 tenglamaning yechimlari karrali bo‘lsin: « ~=u,. Bu degani

=@ =4¢,, va presessiva davomida ¢ =const £a ega_miz. ¢ va 9
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orasidagi yugorida keltirilgan bog‘lanishni eslasak, ¢ = const ekanligiga
kelinadi. Demak, vertikal o‘q atrofidagi presessiva o‘zgarmas burchak
- tezligi bilan o'tadi va nutatsiya yo‘q.
2. p=1 yoki M,=M, holni ko‘raylik — 6.9-rasmdagi ikkinchi hol.
M =M, bo‘lishi uchun pirildogning o‘qi vertikal turgan“®o‘lishi kerak.
- Agar (d+e)/e =o deb belgilansa f{u) funksiva
Fay =B (1~u) +clo—u)1-u?) (6.109)

ko‘rinishni oladi. Ko‘rinib turibdiki, #=1 voki, =0 - yechimlarning
biri va ¢ <1, a>1 va «=1 hollarga har xil vaziyatiar mos keladi.

Eung sodda hol — «=1. Bu hoida de'«}f () integral aniq olinadi,

ammo, kerakli ma'lumotni bu integralni hisoblamasdan ham olish
mumkin, a=1 munosabat g’ =0, yoki
2

i
E=—"2 +mgl
3

munosabaiga teng, bu esa pirildoq o‘z harakatini vertikal holdan
boshlagan degani. Bu holda

Fey=(—u)’[-b* +c(1+w)) (6.110)

funksiya uchun nuqta ikki karrali ildiz bo'ladi. Bitta ildizi (#=1) karrali
bo‘lgan kubik funksivaning mumkin bo‘lgan grafiklari 6.11-rasmda
ko‘rsatilgan. Grafikning qaysi biriga qanday fizika mos Kelishini topishy
uchun tenglamaning uchinchi ildizini tekshirish kerak:

2
s ’%‘"1‘ G111

S Jw)

] u=1 / ‘/\.E‘:I

6.11-rasm. Boshlang‘ich momentda o¢qi vertikal turgan pirildog.
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Agar %>2 bo‘lsa, uchinchi ildizi #,>1 bo‘ladi va birinchi grafikka

egamiz. Bu tez aylanadigan pirildoq, bu holda pirildoq harakat davomida
boshlang‘ich vertikal holatini saqlab qoladi, chunki harakat fagatgina
Fa =0 sohadagina ro‘y berishi mumkin, bu soha esa fagat bitta
nugtadan iborat.

b o . .
Agar — <2 bo‘lsa, uchinchi ildiz «; <1 bo‘ladi. Bu holda piriidog

0°‘z presessiyasi davomida ¢=( va =6, burchaklar orasida nutatsion
harakat giladi. B

2
{6.93) formula bo‘yicha -bc— >2 shart

4mgll’
I3

shartga mos keladi. Demak, boshlang‘ich burchak tezlik ma’lum bir
chegaradan yuqori bo‘lsa, pirildogning aylanish o‘qi o‘zining bosh-
lang‘ich vertikal holatini saglab golishi kerak. Albatta, hagiqatda
ishgalanish kuchi mavjudligi sababli pirildogning burchak teziigi
kamaya boshlaydi va u chegaraviy chastotadan o‘tgandan keyin birinchi
holatdan 1kkinchi holatga o‘tadi — nutatsiva boshlanadi. Oxirida
pirildeqg ©‘z energivasini yo‘qotib to‘xtab golishi kerak.

Q>

Eyler tenglamalariga asoslanib youdoshish

Huddi shu masalaga Eyler tenglamalari nugtayi nazaridan ham
yondoshib ko‘raylik, buni ikkita magsadda gilamiz: tashqi maydonda
I'vler teniglamasini o‘rganish va harakat integrallarining o‘rnini bosadi-
10 hech narsa yo‘gliging ko‘rsatish uchun. Eyler tenglamalarini yozish
nchun birinchidan shu tenglamalarga kirgan kuch momentini aniglash
Lerak,

Kuch momenti {x,x,,x,} sistemada koordinat boshi O ga nisbatan
unqhmshl kerak. Masalada fagat bitia tashqi kuch bor — og‘irlik

‘k kuchi go‘vilgan nuqtaning radius- vektom
uning momenti uchun K={IP]={K K K }={
umiz. Demak, Evler tenglamalari quyidagi
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-ko*tinishni oladi:

df‘ +{I,=1)Q,, =P,
r df F (I =1)0, = IR,
dQ '
L—==
3T . (6.112)

Onirgi tenglamadan darhol ©,~const ekanligt topiladi. Ya’nt, og'ir
pirildoq ham o‘zining bosh inersiva o‘qi  atrofida o‘zgarmas burchak
tezlik bilan aylanar ekan. Albatta, ma’lum bo‘igan

M3 = !3|Q3 = Const

munosabat ham shu yerdan kelib chiqadi. Yana (I;//-1)Q, = © belgi-

lash kiritib va 6.7-rasmdan B = -mgsin@siny, P, =—mgsmfcosy ekan-
ligini topib yugoridagi tenglamalarning qolgan ikkitasini

4, dQ,

dt

ko‘rinishga keltirib olinadi. Afsuski, bu tenglamalarni bevosita yechish-
ning ilojisi yo‘q, yana harakat integrallaridan foydalanish kerak.
6.4.1-misol, Teshikkulcha shaklidagi piril-
doq. Simmetrik pirildogga misol sifatida 6.12-
rasmda ko‘rsatilgan «teshikkulchasni olamiz.
U bronzadan yasalgan bo'lsin, oflchamlarini
quyidagicha olamiz; R =5sm, a =lsm. Iner-
siva markazidan pirildoq turgan sirtgacha ma-
sofa [ =2sm bo'‘lsin. Teshikkulchaning hajmi

+00, = -fism #siny, —w); = _fgsinecc}sw (6.113)

V = m2q’R - Armaturaning og‘irligi hisobg:

6.12-rasm. Teshikkulcha  ©lmaymiz. Bronzaning zichligi p =8,8g/sm’
shaklidagi pirildoq. ekanligini hisobga olib, pirildogning massasin
topamiz: m=868g Boshlang‘ich shartlar

pirildoqga berilgan burchak tezlik sekundiga 100 marta aylanishga teng
bo'lsin, ya'ni, £2; = 2x-100/sek , undan tashqari, ¢, =0 bo'lsin deb olamiz

Yer maydoni uchun g = 981sm/fsek”.
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Teshkulchasimon simmetrik pirildogning bosh inersiya momentlari
6.1.4-misolda hisoblangan:

L=l = 58’-(5.;;1 +4RY), Iy = %(3':12 +4R?), ©.114)

Pirildoq harakatini aniglaydigan tenglamalarga J’ = 7 +,2 kattalik kiradi. -
Berilganlardan foydalanib inersiya momentlarining son qiymatlarini topamiz: =

= E)~5—+4 m va Iy =l(—)§m,
g 4

Shularni hisobga olib masaladagi asosiy parametrlar topiladi:

¥ b=L30, = 2% 00 100~ 94550k,
Ty
o= 282U L mgsek?, S=256.10%  (6115)
7 _8_+4 b U o

Nulatswa burchak tezligi ®,, =& edi, chastota shundan éniqlanadi:

Vo = D~ 150Hrz.
2r
Nutatsiya burchak amplitudasi (6.98) bo‘yicha
8,6, = 2,56-107 sing, (6. 116)

ga teng bo‘ladi. Faraz q:!ayilk boshlang'ich og'ish burchagi §,= 45° bo° ls.,n
Bu holda
0y =8 =1,81-107" = 0,62’ (burchak minuri)

bo'ladi. Agar pirildogning uzunligi 1 metr bo‘iganda ham uning uchi nutatsiva |
duvomida bor yo‘g'i 0,181 mm amplitudali tebranish gilgan bo‘lar edi.
Bunday kichik siljishnt odamning ko*zi sezishi qiyin.

(6.106) bo‘yicha presessiyaning o‘rtacha burchak tezligi

@ == S ek =0, 2456k 6.117)
ga teng. Demak, pirildog vertikal o'q atrofida presessiya hisobiga .

=— = 26 5ek
¢ By . Coa
vaqt ichida bir marta aylanar ekan. L R e
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6.4.2-misol. Yer shari pirildog sifatida.

Yer sharini juda yaxshi aniglikda simmetrik pirildoq sifatida ko‘rish
mimkin. Yer haqiqiy shar emas, balki qutblarida oz-mos sigilgan formaga
egadir. Ya'ni, birinchi yaqinlashishda Yerni 6.1.5-misoldagi ellipsoid sifatida
garash mumkm fagat @ = b deb olish kerak., Bu bilan Yerni stmmetrik
pirildoq sifatida garagan bo‘lamiz. O‘lchashlar shuni ko‘rsatadiki, Yer
uchun -y

a-—c¢ 1
- 300" 6.11%9

Yerning o‘qi uning orbitasi tekisligiga perpendikular bilan 23° ni tashkil
qiladi. Koordinat sistemasini quyiclagicha tanlab olaylik — X, ¥ tekisligi Yer
orbitasi tek,lsllgl bilan meos tushsin, Z o‘qi unga perpendikular bo'lsin. x,
o‘gi Yer o'qi bilan mos tushsin (shimoliy vo‘nalish). Quyosh bilan bog‘hq

bo‘lgan sferik sistema koordinatlarini R,©.& deb belgilansa, Yerning kinetik
energivasi quyidagicha ko‘rinishga ega bo‘ladi:

T=2(R+ RO+ R0 5in0)+ 2 F(¢7sin%0+6% )+ 3(¢cose+m2.<6.120>

m 2m
Bunda / =fg=g(a‘2+cz)‘ Iy= _3_,“2’ m - Yerning massasi.

6.13-rasmda Quyosh-Yer sistemasini masalaning magsadiga muvofiq
chizildi. Quyoshni nugtaviy zarra deb olinadi. Quyosh bilan Yer mar-
kazlari orasidagi masofani R deb belgilab, Yerning markazidan uning
ixtivoriy nuqtasigacha masofaning radius-vektorini r deb belgilaylik.
Ushbu masalada Yerni moddiv nuqta emas, balki oflchamlari sezilarli

bo‘lgan ellipsoid sifatida qarash kerak. Ravshanki, R>r. Bu — masa-
laning yechimini #/R kichik parametr bo‘yicha yoyilma sifatida topishga
imkon beradi.

Masalada R=0,0=0 deb olish mumkin. Undan tashgari, © =z/2
bo‘ladi. @ - Yerning Quyosh atrofidagi aylanish tezligi, demak,

6.13-rasm. Quyosh atrofida aylanayotgan Yer.
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%;5 =1yil. (6.121) .'

Yer o'qining presessiyasi Quyosh maydonining Yerning har xil nuqta- .
ariga har xif ta’siri biian tushuntiriladi. Quyosh hosil qilgan tortishish.

naydonining potensiali (Quyosh massasini M deb belgilanadi):

0 GM

TTIR+rl (6.122)

‘erning zichligini bir jinsli deb garab, uning bu maydondagi potensial

snetgiyasini

3. _plr)
U =-GMJd e (6.123)

leb ifodalab olinadi. Integral ostidagi funksiyani r osttirma bo‘vicha Taylor':.

jatorga yoyamiz:

1 ] 3

dosilalarni hisoblash qiyin emas:

R 9’ l_3;&3,,}33.—1;:2&5,;f
OR R~ R® ORAR, R S . (6.125)_

rer ellipsoidining nuqtaviy Quyosh bilan gravitatsion ta’sir energiyasi topildi
6.125) voyilmadagi ikkinchi had toq funksiyani bergani wchun undan
dingan integral nolga teng bo‘ladi):

GMm GM 5 3 o2 _
2| @ pBR )2 - R,
R 2R"’-[ rp3R-ry” ~R7r%] (6.126)

Su yerdagi integral Yer hajmi bo‘yicha olinadi. Integral ostidagi funksiyant
wyidagicha vozib olaylik:

HR-r)’ -R** = RR, GBrir; —8,r%). _ 6.127)

U=-

Juyidagi kattalik

D; = j d3rp[3r;r}- —5,;,-?-2] (6.128)
wmning kvadrupol momenti deyiladi. Potensial energiva uchun ifoda
juyidagi ko‘rinishga keltirikdi:

U _GMm GM

R 2R
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Ta’rifidan ko‘rinib turibdiki, kvadrupol moment - simmetrik tenzor, demak,
uni hamma vaqt diagonal ko‘rinishga keltirish mumkin, Bunda jismning
simmetriva o‘gini hisobga olish kerak, bizning holda bu o‘q - x, o'qi.
-~ Demak, kvagrupol momentning D), D, va D, hadlarigina goladi. Umumiy
formula bo‘yicha D +D,+D,=0 bo‘lgani va jismning simmetriyasidan
D, = D, bo‘igani uchun -

|
DI =D2 =—"2‘D3

deb olamiz va bundan keyin D,= D deb belgilaymiz. Yana bir soddalashtirish
bajaraylik:

_ i 2, B2 232 Vo 1 s
R.R;D; ——ED(RI +R; )+ DR; —D[ER3 -k ]_ER D (3cos’o —1), (6.130)

. bunda o — R vektor va x; o'q orasidagi burchak. Kvadrupol moment va
inersiva momentlari orasidagi bog‘tanishni topish qoldi. Bu ish qivin
bo‘lmagani uchun uni o‘quvchiga havola gilinadi. Javobi -

D=2(I-L).
Shu bilan potensial energiya uchun

GMm GMD

R 4R}

(3cos’x-1) (6.131)

. ifoda topildi. :

_ Yerni moddiy nuqgta deb garalganida birinchi hadning o‘zi qolgan
bo‘lar edi. Yer hatto sof shar bo‘lganda ham ikkinchi had bo‘lmas edi -

chunki bu holda I, = I, va, demak, D = 0.

Ko'rilayotgan yaginlashuvda Yerning Quyosh maydonidagi Lagranj
funksiyasi (6.120) va (6.131) larning ayirmasiga teng. Ammeo yana ba’zi
bir mulohazalarni hisobga olish kerak.

o burchak R vektor va x; o'q orasidagi burchak, demak, bir yil

n T
ichida u « =-2--9 dan o =7‘2—+9 gacha o'zgarishi kerak. Yaqiniashuv
doirasida cos®® i uning vil bo‘yicha o’rtalashtirilgan givmatiga almash-
i
tiriladi:  cos’0t = ;L-;sin .

Yerning sutkali aylanish burchak tezligi yw , presessiya tezligi ¢ ni
unga nisbatan juda kichik deb garashga hagqimiz bor (tajriba asosida). Shu
sababli kinetik energiya (6.120) da ¢ bo’ ylcha kvadratik hadlar tashlab
yuboriladi:
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[sz's;inza-i-Qz)ﬁQz. {¢pcosO +W)2 :H,Li’z + ypeosd, (6.132) .
(6.121) formuladan oldingi gaplamni va & ning o‘zgarmasligini hisobga
olinsa, kinetik energiyadagi birinchi gavs tashlab yuborilishi kerakligiga
kelinadi.
Shularning hammasini bir joyga yig'ib, Yerning masalaga mos keluv-
chi Lagranj funksiyasini quyidagicha holda olamiz;

1 3GMm(a” -
192 mia’ - ¢ }00529

+ 2y cosB |+ = ——
(w Ve ) 20R*

Lagranj funks;yasada hamma o‘zgarmas sonlar tashiab yuborildi. Bu Lagranj
funksiyastda ikkita siklik o‘zgaruvchi bor — ¢ va . Shunga mos ravishda

ikkita harakat integraliga egamiz;

(6.133)

Py =1 cosd,  p, =1 (Y +@cosd). (6.134)
¥ ni — Yerning sutkali aylanish burchak tezligini - o‘zgarmas deb olgan
cdik, bunga 2, ning konstantaligi go'shilsa @ ham o'zgarmas son ekanligiga
kelinadi. Ikkinchi harakat integralidan esa ¢ ning ham o‘zgarmas son
ckanligi kelib chigadi. Endi 8 uchun harakat tenglamasi keltirib chigaraylik:

?GMm( a )

f6‘+1 siné +
%‘V‘P ]OR3

sin@cosd = 0. (6.135)

=23 o‘zgarmas bo'lgani uchun 6 =0, demak,

3GM(a - ) cosB 6.136
4R aNy ' (6.136)

(6.119) bo‘yicha & va ¢ orasidagi farq kamliginj ko‘zda tutib, quyidagi
soddalashtirishni bajaramiz:

al-¢t _2a-c¢)
— = .

a a
Yakumy formula quyidagi ko‘rinishda ifodalanadi:
¢=- AGM a-c cos ..
ZRq’ty a ' (6.137)

Blrmchldan Quyosh maydoni ta'sirida Yerning presessiva burchak teziigi
topaylik. Buning uchun M sifatida Quyoshning massasi M=1.98844-10%g
vit R sifatida Yerdan Quyoshgacha bo‘lgan masofa R=1.496-10"sm ni olish
kerak. Qolgan kattaliklar ham ma’lum:
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G = 6.6742.107 22—y = LIy
g sek _ 86400
Natijada
_ d burchak sekundi
p=—2.5-10712 525 - 16,26 SN
¢ sek yil (6.138)

ekanligini topiladi. Agar Yer ¢‘gining presessivasi fagat
Quyosh maydoni ta’siridagina hosil bo‘layotgan bo‘lganida
Yer kurrasi o'z orbita tekisligiga perpendikular bo‘lgan
o‘q atrofida presessiva natijasida ~ 79700 vil ichida bir
marta to‘liq aylanardi. Presessiva yonalishi yeining o'z
o‘qi atrofidagi aylanish yo'nalishiga teskaridir.

Ammo hali Oyning ta’siri ¢’tiborga olinmadi, uni e’ti-
borga olinsa olingan son o‘zgaradi.

8. 14-rasm. Blok Oy maydoni ta’sirtdagi presessiva tezligi ham anig-
ustidan o*{gan taylik, buning uchun yuqoridagi formulaga Qyning
ipga osilgan massasi M=7.35-10% va Yer bilan Oyning markazlari
massa. orasidagi masofa B =3.908-10%%m larni qo'vish kerak.
Bu Yerning Oy maydoni ta’siridagi presessiya tezligini
beradi:

. burchak sekundi

¢=‘33-3—T- (6.139)

Tkkala ta’sirning vigiindisi —50.06” ni beradi. Eksperimental ma’lumotlar

-50.02" ekantigidan datolat beradi. Qlgan natija shuni bildiradiki, Yer o‘qi
o‘z orbita tekisligiga perpendikular bo‘igan o'q atrofida presessiya natijasida
~ 26000 yil ichida bir marta to‘liq aylanadi. Yer o‘qi hozir Qutb yuiduziga
qaragan, yillar o‘tishi bilan Yer o'gining yo‘nalishi osmonda aylana chizib
boradi, biz topgan davr - 26000 yil shu aylanani bir marta chizishga kerak
bo‘lgan vaqt. Bir necha ming vildan keyin qutb yulduzi boshqga bo‘ladi,
masalan, 12000 viidan kevin Vega qutb yulduzi bo‘ladi,

6.4.3-misol. Gorizontal O o’q atrofida aylanadigan blok ustidan uzunligi
o‘zgarmaydigan ip o‘tgan. Ipaing bir uchi bikirligi £ bo‘lgan prujinaga
ulangan, ikkinchi uchiga m massa osilgan. Harakat yo‘nalishi — z — o’qi.
Blokning massasi m,, uni R radiusli ingichka disk deb garang. Shu siste-
maning kichik tebranishlar chastotasini toping.

Sistemaning Kinetik energiyasini yozamiz:

_ mzt QY mzt  m R

y g o RSN L T 14
2 2 2 4« (6.140)

174



BIUrchak tezligi €2 = Z/R bo‘lgani uchun

1 )52 -
T==tm+— |2°.
2( 2 ] (6.1401)
Potensial energiva ikki gismdan iborat bo‘ladi — gravitatsion maydondagi
energiya va barqaror muvozanat holatida uzunligi / bo‘lgan prujinaning
uzayishi energivasi:

- 2 k 2 2
U=~—mgz+m—-;—=-mgz+kiz+k—zm. (6.142)
Bargaror muvozanat holatida
au '
a_'i'z o=mg—ki=0 {6.143)
bo‘lishi kerak, demak, %/ =mg . Sistemaning Lagranj funksiyasi topildi:
1 m Y., ket
L==|m+=2 |77~
z(m > )z 5 (6.144). _

= { = £
w= 2m+m J2m+m1 . (6.145).

6.5. Dalamber prinsipi

Bir-biriga tegib turgan qattiq jismlar sistemasi berilgan bo‘lsin.
Ularga tashgi kuchlar ham ta’sir gilayotgan bo‘lishi mumkin. Shu
jismlar bir-biriga tegib turganiigi tufayii biri ikkinchisining harakatini
chegaralab turgan bo‘ladi. Ya’ni, har bir jism uchun bog‘lanishlar
paydo bo‘ladi. Bilamizki, bog'lanishlarni kuch sifatida ham talqin
gilishimiz mumkin.

Bu kuchlar bog‘lanishiarga bo‘lgan reaksiya kuchlari deyiladi,
boshqa kichlar esa aktiv kuchlar deyiladi, O‘zaro tegib turgan
jismlarning harakatini aniglash uchun shu reaktiv kuchlarni-ham
topish kerak. (1.6) paragrafda bog‘lanishlar bilan ganday ishiashni
golonom bog‘lanishlar misolida ko‘rib chiqdik. Ushbu paragrafda
ham goionom, ham nogolonom bog‘lanishlarga qo‘llanishi mumkin
bo‘lgan Dalamber metodi deyiladigan metodm 1kk1ta misolda ko‘rib
chigamiz. : EE
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Metodning mohiyati quyidagicha. Aktiv kuchlarni f deb, reaktiv
kuchlarni £, deb belgilaylik. Qattiq jismning harakat tenglamalari (6.56)
va (6.58) ga kirgan kuch sifatida f +{, vig"indi olinadi. Bu tenglamalar
sistemasiga bog‘lanishlar go‘shiladi. Hosil bo‘lgan tenglamalar to‘liq
sistenmtasidan jismning harakati bilan birga reaktiv kuchlar ham aniglanishi
mumkin, Ushbu metod keyingi paragraflarda ikkita hasala misolida
ko‘rsatilgan.

6.6. Qattiq jismlar sis¢emalariga misollar.
Nogolonom shartlar

Qattig jismlarning bir-biriga tegib turishi ularning harakatini
cheklaydi. Bunday cheklashni bog‘lanishlar tilida ifoda qilish qu-
laydir. Biz (1.6) paragrafda golonom va nogolonom bog‘lanishlar
texnikasini muhokama qilgan edik. 1.6.4-misolda qiya tekislik
bo‘yicha g'ildirab tushayotgan silindr harakatini aniglash masalasi
ko‘rilgan. Bu verda esa nogolonom bog‘lanishli harakatga misollar
keltiriladij,

Bizga biron sistema berilgan bo‘lsin. Uni ifodalash uchun kerak
bo‘lgan umumlashgan koordinatalar soni n ta bo‘lsin. Odatda,
nogolonom bog‘lanishlar chizigli ko‘rinishga ega bo‘ladi:

k

D eyd;td =0, i=1. k. (6.147)

=1
Bunda k& — bog‘lanishlar soni. Agar 4, = 0 bo‘lsa, bunday
bog'lanishlar bir jinsli deyiladi. Umumiy holda ¢ koeffitsiventlar umum-
lashgan koordinatalar va vagtning funksiyalari bo‘lishi mumkin. Agar
bizga bundan tashqgari quyidagi golonom bog‘lanishlar ham berilgan
bo‘lsa:

Hlgn=0, I=1...s, (6.148)

umumlashgan koordinatalarimizning variatsiyalari mustaqil bo‘lmasdan

k

& af _
Dd0=0 (6149) va 255‘5‘?;-0 (6.150)
i=1

i=

shartlarga bo‘ysungam bo‘ladi. Bu shartlarning umumiy soni £ + s,
shuning uchun # — X — s soni nogolonom sistemaning erkinlik darajalari
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soni deyiladi. Hagigatda (misollarda keyin ko‘riladi} nogolonom bog‘la=
nishlar mustaqil koordinatalar sonini kamaytirmaydi, ular koordina-
talarning fagat mustaqil variatsiyalarining sonini kamaytiradi.

6.4.5-misol, (x, p)tekislikda yotgan va unga o‘zining
uch nuqtasi AOPF bilan tegib turgan jism 6.15-rasmda
ko‘rsatilganidek x o'qi bilan ¢ burchak hosil gilib
harakat gilayotgan bolsin.

Harakat davomida jism markazi O nugta tekislikka
tegib tursin, A va B nugtalar esa O atrofida buralishi
mumkin bo‘lsin. Ishqalanish kuchini yo*q deb olinadi.

Jism tezligining komponentalari V0, Ko‘rinib turib- 6.15-rasm. Tekis

diki, bu komponentalar mustagil emas: sirt ustidagi chizigli
Jismi.

=8¢ . {6.151})

X

Agar umumlashgan koordinadarni ¢, =x, ¢, =¥, ¢, =¢ yo'l bilan kiri-
tilsa, sharti
~gtgq, =0 (6.152)

ko*rinishni oladi. Bu tenglik hech ganday funksivaning to‘liq hosilasi emas,
demak, u — nogolonom shartdir. Uni §: ga ko‘paytirilsa variatsivalarni
bog‘laydigan tenglamaga kelinadi:

gy —0q;9; =0, (6.153)

Hulosa sifatida shuni aytish kerakki, x, v, va ¢ koordinatlarning o‘zga-
rishlaxi mustaqi! bo'la olmasligiga garamasdan Koordinatlarning o‘zlari
mustaqgilligicha qoladi, chunki, {6.154) shartni integraliab uni koordinatiarni
bog‘laydigan shartga o'tkazish mumkin emas,

Shunga garamasdan harakat integraliarining mavjudligi masalani to‘lig
yechishga imkon beradi. Masala birinchi Lagranj ko‘paytuvchilari tilida
yvechiladi, keyin harakat integrallaring muholama qilamiz.

Jismning Lagranj funksiyasi (hagiqatda v kinetik energiyaganing o‘zi)

I ¢.2 .2y, 1, .9
L-»Em(x0+yn)+-2-1¢ . (6.154)
Bunda m — jismning massasi, 1 — O nuqtadan o‘tgan vertikal o‘gqa

nisbatan inersiya momenti. {(1.6) paragrafda aytilgani bo‘yicha nogolonom
bog‘lanishlar bor tagdirida harakat tenglamalari

= 43 Og e ¥ (6155
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ko‘rinishga ega bo‘ladi. (6.150) va (6.154) shartlar taqqoslansa _
‘ekanligi topiladi. Buv darhol harakat tenglamalarini yozib olishga imkon
beradi:
| miy = ~Aig, mi, =4, I$=0. ** (6.157)
Bu sistema
y—xtge=0 {6.158)
tenglama bilan to‘ldirilishi kerak. Shu bilan, to‘rita noma’lum bor — x,y,¢. 4.
Ular uchun yozilgan tenglamalar soni ham to‘rtta — (6.158) da uchta va
(6.159) 1englama. Shu tenglamalar ichidagi uchinchisini yechish eng osoni:
@) = Wt + ¢y, (6.159)

bunda @=¢ — jismning z o‘qi atrofidagi burchak tezligi. (6.158) dagi birinchi
va ikkinchi tenglamalardan y, ni gisqartiriisa

¥cos@+ ¥sing =0 {6.160)
hosil ba‘ladi. (6.159) tenglamani ham
ycos@—ising =0  (6.161)
ko‘rinishda olib ikkalasi go‘shilsa
Fcosg—ising+ Jsing+ yeosg =0, (6.162)
yoki
d .. .. .
;';[xcosqo+ ysing]=0 : (6.163)
tenglamaga kelinadi. Bitta harakat integrali topiidi
XCosP+ ysing =q¢,. _ (6.164)
Bu tenglamani (6,162) tenglama bilan tagqoslab
X=¢cos@, y=¢sing (6.165)
ekanligini, shunga ko‘ra,
x= %(sinq;—-sin{po)+x0, y= —%(cos@-—cos%)+ Yo (6.166)

ekanligi topiladi. (6.166) tenglamadan ¢ =v ekanligi kelib chigadi.
(6.158) sistemaning ikkinchi tenglamasidan ¥, topiladi:

A = mwvcosp. _ (6.167)
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(6.158) sistemadagi birinchi va ikkinchi tenglamalarning o‘ng tomonlari

reaksiya kuchining x va y kompenentalarini beradi;
: R, = —mwusing, R, =mavcosg. (6.168)

. Ko‘rinib turibdiki,

R? = R} + R} = m*0’v?. _
Demak, reaksiya kuchi o‘zgarmas qiymatga ega R =mawu. Ijning yo‘na-,
lishini aniglash qiyin emas (6.169) formulalardan xulosa qilish mumkinki,
bu kuch 4 va B nuqtalar chizayotgan aylanaga urinma bo‘yicha yo‘nalgan.
Harakat integrallariga kelaylik., Masalaning vechilishining sababi yetarli

darajadagi harakat integrallarining mavjudligidadir. Ulardan birinchisi—
energiva:

1 2 LB 1.4 .
E_Em(xﬂ +yu)+5h'p . (6‘169).
Tikkinchisi - ¢ ning siklikligidan kelib chigadigan ¢ = const ekanligi, Bundan

esa 0°Z navbatida x§+1§ = const ekanligi. (6.165) tenglama shu oxirgi
muposabatning o‘zidir. Buni ko‘rish uchun tenglikning ikkala tomonini
v=lvl ga ko'paytirib x=vcos® va y=vsing ekanligini hisobga olish
kerak.

6.4.6-misol. Tekislik ustida a radiusli shar
sirpanmasdan harakat gilayotgan bo‘lsin. Shar-
ning tekislikka tegib turgan nuqtasining tezligi
sirpanmasiik sharti ogibatida nolga teng bo‘lishi
kerak. Sharning erkinlik darajalari sonini anig-
laylik. Sharning holati uning markazining koos-
dinatalari X, Y, va uchta Eyler burchakiari ¢,y,@
orgali aniglanadi. Hagigatan ham, tekislik
ustida harakat deganimiz sharga Zo'qi bo‘yicha
go‘yilgan bitta shartga mos keladi: Z = a , bu
— golonom shart.

Demak, erkiniik darajalari soni 6—F=5. Sharning sirtga tegib turgan
nuqtasini P deb, sharning markazidan unga tushgan vektorni a deb belgi-
laylik.

Markaz O ning tezligi ¥V, deb belgilansa, P nuqtaning tezligi nolga
tengligi sharti

6. 16-rasm. Tekis sirt
ustidagi shar,

Vp =V, +(€22)=0 (6.170)

ko‘rinishga ega bo‘ladi. a=1{0,0,—a} bo‘igani uchun komponentalarda bu
tenglama
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P Xp=mXp-aQ, =0, Yp=Yy+aQ, =0 6.171)
ko‘rinishni oladi. Bu — nogolonom shartlar, chunki burchak tezligining
komponentalari hech ganday funksivaning vagt bo‘vicha to‘lig hosiiasi
emas (0 far Eyler burchaklari ¢,y,0@ ning murakkab funksivalaridir). Shu
sababdan bu shartlarni yecha olmaymiz. Ularni harakat tenglamalariga
Dalamber prinsipi vordamida ((6.5) paragrafni garang) "'%aksiya kuchlari
orqali Kiritganimiz magsadga muvofiqroqdir.

Shularni hisobga olib harakat tenglamalari sistemasiga o‘taylik. Sharning
massasini s deb, uning markazining ilgarilanma harakat tezligini m deb
olinsa va shar uchun M=/ ekanligidan. foydalanilsa tenglamalar sistemasi
quyidagicha ko‘rinishga ega bo‘ladi:

m%‘i:F-!»R, !%—:KH:&R], V+{Qai=0, 6.172) -
, t
Bunda F — tashqi kuch va K — u hosil qilgan koch momenti. Uchinchi

tenglama birinchiga qo‘yiladi, £ ni esa ikkinchi tenglamadan olinadi:

F+R+- ([Ka]Ha(R a)+Ra’)=0. (6.173)

Bu tenglama komponemalar bo‘vicha yozib olaylik (shar uchun =2ma?/5
ekanligi hisobga olindi):
3 2 3 '

R, = 7F_ +7aK}, R, ?F.‘ 7aK R =-F,. (6.174)
Reaksiya kuchlari topildi. Endi harakat tenglamalarini fagat tashqi kuchlar
orqgali yozib olish mumkin. Birinchidan, harakat tenglamalarining mustagillari
soni nechaga teng? Boshida oltita harakat tenglamasi bor edi, ularga kirgan
kattaliklarga uchta shart qo‘yilgan. Demak, mustaqil harakat tenglamalari
sori uchga teng bo'lishi kerak. Ular sifatida

Y 1 g AT R ek 6
- F += 3 - " = 75
a't 5( Y a -"J dr 5[ Y oa ] dt z (6.175)

tenglamalar olinadi. Qolgan kattaliklar -quidagicha topiladi: (6.175) ning

uchinchisidan V, =0 ekanligi kelib chigadi, bu esa boshlang‘ich golonom
sharti z = g ning natijasidir, Q,, Q_ lar esa (6.173) ning uchinchisi bo‘lgan
bog‘lanishlar Q =-V Ja, € ——V /a dan topiladi. '

Huddi shu masalam Lagran] ko paytuvchilar tilida ham qarash mumkin.
Buni o‘quvchiga masala sifatida havela gilinadi (shu bobga 3-masalaga
qarang). Coe
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6.7. Nbinersial sistemalardagi.h.arakat'. '

Inersial sistemalarning mexanikadagi alohida ahamivati hagida kursi-
ning boshida gapirgan edik. Inersial sistemada jismning Lagranj funk-
" siyasi

2
L=E;—°-U(ro) “ (6.176)

ko‘rinishga ega (bu sistemaga taallugli tezliklarmi nol indeksi bilan
belgilanadi). Noinersial sistemaga o‘tganda jismning Lagranj funksiyasi
ganday bo‘ladi?

Vagqt bir jinsli va fazo bir jisnli hamda izotrop bo‘lgan sistemalar
inersial sistema deb ta’riflangan edi. Noinersial sistemaga o‘tganimizda
fazo va vagtning bu xossalari yo‘qolishi kerak.

Inersial sistemada o‘zgarmas v, tezlik bilan harakat gilayotgan
jism olaylik. Shu sistemaga nisbatan ixtiyoriy ¥(7) tezlik bilan harakat
gilayotgan shtrixlangan sistema X da jismning tezligi v quyidagichu
aniglanadi:

vy =V + V(). (6.177)

Buni (6.177) ga olib borib qo‘yilsa (fagat vaqtning funksiyasi bo‘lgan
Vi(zy had tashlab yuboriladi va potensial yangi koordinatlarda
ifodalanadi):

mv’?

L'=

+mv' - V() -U{r). (6.178)

' d
Agar E{-V(-’) = W(r) orgali shtrixlangan sistemaning tezlanishi kiritilsa,

shu Lagranj funksiyasiga mos keluvchi harakat tenglamasi quyidagicha
yoziladi:

mif':---g%—mW(t}‘ (6.179)

Demak, tezlanishning paydo bo‘lishi —~mW(7) ko‘rinishdagi bir jinsh
kuch maydonining paydo bo‘lishiga ekvivalent ekan. Bu maydonda
har bir jism o‘zining massasiga bog'liq bo‘Imaydigan — hamma jismlar
uchun bir xil bo‘lgan va sistemaning tezlanishiga teskari bo‘lgan
tezlanish olar ekan. Mana shu tashqgi bir jinsli kuch maydonining
paydo bo‘lishini bo‘rttirib ko‘rsatish uchun I Lagranj funksiyasidagi
ikkinchi hadm
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Y VO = m T VO = m (V) - WO (6.180)

ko'rinishga keltiriladi. Bu yerdagi vagt bo‘yicha to‘lig hosilali hadni
Lagranj funksiyasidan tashlab yuborishi mumkin. Natijada Lagranj
funksiya quyidagi ko‘rinishga keladi: "~

2
=" _ua)—m W) (6.181)

Albatta, bu Lagranj funksiyasidan olingan harakat tenglamasi huddi
o‘sha (6 180) ko‘rinishga ega bo‘ladi.

Jkkinchi bosgichga o‘taylik. Shtrixlangan sistema K ga nisbatan
Q{5 burchak tezlik bilan harakat gilayotgan sistema K Kiritiladi. Bu
sistemaning koordinat boshi shtrixlangan sistemaning boshi bilan bir

xil bo‘lsin, bu degani, r=r". K dagi tezlik v bilan K dagi ¥ tezlik
quyidagicha bog‘langan bo‘ladi:

v = v+[Qr]. - {(6.182)

Biz K sistemadagi o‘zgaruvchan tezlik v ni ikki gismga ajratdik -
ilgarilanma harakat tezligi — v va aylanma harakat tezligi —[Qr].
(6.182) dagi tezlikni bu qoida bo‘yicha almashtirilsa X sistemadagi
Lagranj funksiyasi quyidagi ko‘rinishga keladi:
2
L:—n%+m\r-[ﬂr]+r—n-[ﬂr]2—U(r)-mr-W(r). (6.183)

Lagranj hosilalarini hisoblashga o‘taylik. Ikkinchi haddan radius-vektor
bo* ylcha hosiladan boshlaymiz:

: d
‘a'; (v-1Qr)) = gejkfujﬁk’? = € Q0 8y = £ 40,8, = €50 Ly = [VQ],.

{6.184)
Uchinchi haddan radius-vektor bo‘yicha hosila:
3 2
““‘[Q"] =5 (f;erk": & ) € U jrun St (1,8 + 18,,) =
i (6.185)
= Zsjkﬂ'gjmagkﬁm":’ 2[Q [IQ]]

Shularni hisobga olib
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aL v o

-a-;z——é-r~+m[vQ]+m[Q[rQ]]—mW (6.186)
ekanligiga ishonch hosil gilinadi. Tezlik bo‘yicha hosilani hisoblash
osonroq:

aL

Topilgan Lagranj hosilalaridan harakat tenglamalariga o‘tamiz:
.U .
mv = —a—r—mW +2m[vQ]+ m[Q [rQ]] + [rﬁ] (6.188)

Aylanma harakatni hisobga olish (6.180) dagi kuchlarga yana uch xil
yangi kuchning qo‘shilishiga olib keldi. Ularning birinchisi — 2m[v)|

— Koriolis kuchi deyiladi. Ikkinchisi — m[Q [rQ]] — markazdan qochma
kuch deyiladi. r va O o‘zaro perpendikular bo‘lgan holda bu kuch
elementar fizikadan ma’lum bo‘lgan Q% = »5°/» ko‘rinishga keladi,

bu yerda ® — Q burchak tezligi bilan harakat gilayotgan r radiusli
nuqtaning chizigli tezligi: ¥ = Qr.

Oxirgi had burchak tezligining mumkin bo‘lgan tekismasligi bilan
bog‘liq bo‘lgan haddir. Topilgan kuchlarning ichida Koriolis kuchi
ajralib turadi — faqat u jismning noinersial sistemadagi tezligiga bog‘liq. =
Qolgan kuchlar noinersial sistemada qo‘zg‘almasdan turgan jismlarga
harm ta’sir giladi.

Koriolis kuchining kelib chiqishini 6.17-rasmda ko‘rsatilgan xususiy
hol asosida tushunish mumkin.

Rasmda ko‘rsatilganidek, Yer sharining 8, va 8, kengliklari
olinadi. Yer sirtida turgan jismlar uchun Yerning aylanishi bilan

bog‘lig bo‘lgan impils momentlari M, =min=mQr’ va

M, = mb,r, =mQr} bo‘ladi, demak, M, <M, ekan. Janubdan.
shimolga garab ogayotgan daryoni olaylik. Suv zarrachalari o‘zi
bilan sharqqa yo‘nalgan impuls momentining qoldig‘ini olib keladi.

Bu goldiqning ta’siri ostida suv zarrachalari inersiya bo‘yicha
daryoning o‘ng qirg‘og‘iga go‘shimcha bosim bilan ta’sir giladi. Mana
shu kuch — Koriolis kuchidir.
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6. I7-rasm. Koriolis kuckining kelib chigishiga oid.

Bu mulohazamizni matematik ko‘rinishga keltiraylik. Qulaylik uchun
i=r va n=hr+Ar=r+Ar deb olamiz, shunga ko‘ra M,=M va
M, =M +5M =M+AM deb yozamiz va

AM = My~ M, =mQ (r} —12) = 2mQrar (6.189)

ga kelamiz, Tenglamaning ikkala tomonini A7 ga bo‘lib cheksiz
kichiklarga oftaylik. Bu holda o‘ng tomonda jism tezligining radial
komponentasi paydo bo‘ladi: dr/df =v. Rasmdan ko‘rish mumkinki,
v,= sing. Demak,

aM

—_—2 ] .
" mQusinBr (6.190}

tenglamaga kelamiz. Ikkinchi tomondan, Qusing ifoda [vQ2] vektor-
ning kenglik paralleli bo‘yvicha vo‘nalgan komponentasi. Tezlikning
tanlab olgan yo‘nalishini ko‘zda tutilsa, olingan tenglamani vektor
ko‘rinishda quyidagicha yozib olish mumkinligi kelib chigadi:

2 = 2mrvay (6.191)

Impuls momenti uchun harakat tenglamasi (6.58) bilan taqgoslansa
suv zarrasiga 2m [vQ2] kuch ta’sir gilayotganini ko‘ramiz. Bu — Koriolis
kuchi,

Agar endi suv oqimi shimoldan janubga qarab yo‘nalgan bo‘lsa
AM <0 bo‘ladi, kuch g‘arb tomonga yo‘nalgan bo‘lib chigadi. Shimoliy
yarim sharda ogayotgan daryo uchun bu - vana o‘sha o‘ng girg‘oqga
ta’sir giluvchi kuchni beradi. Umuman, suv tezligini ixtiyoriy yo‘nalishda
deb olinsa mos keluvchi vektor ifodalarga kelamiz.
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Janubiy varim shar uchun yugoridagi mulohazalar go‘llanilsa bu
holda Koriolis kuchi daryolarning chap qirg‘og'iga ta’sir qilishi topiladi

Mana shu tushuntirishdan ko‘rinib turibdiki Koriolis kuchi ine rsia; '
kuchining namoyonidir. ' Y

Yugoridan garab Yerga tushayotgan jismga Kariolis kuchining ta’siri o
nimaga olib ketadi? Bu holda [vQ] vekior sharq tomonga qarab
yo‘nalgan bo‘ladi (gaysi yarim sharda ekanligimizdan qat’iy nazar)
Bu degani, pastga tushayotgan: jismning frayektorjyasi tik to‘g‘ri chizi Ci! '
bo‘lmay u sharq tomonga og'gan egri chiziq boadi,

Bu hodisani ham inersiya kuchlari orqali tushuntirish mumkin.
Yugorida turgan jismning impuls momenti shu jismga nisbatan verti-
kal bo‘yicha pastroq joylashgan jismning impuls momentidan katta
bo‘ladi (esdan chigarmaylik, Yer bilan birga aylanayotgan sistema-
damiz). Momentning saglanish qonuni bo‘yicha radius-vektor kdmay-
ganda (jism pastga tushganda) jismning aylanma chizigli tezligi
oshishi kerak. Natijada boshlang‘ich vagt momentida Yer sirtigﬁ
parailel yo‘nalishda tezlikka ega bo‘lmagan jismning pastga tushgan
sari sharq tomonga yo‘nalgan tezlik komponentasi paydo ho‘ladi
va orta boshlaydi.

Pastdan yugqoriga otilgan jism uchun ¢ vani Tiichi
garb tomonga qarab yonalgan bo‘lad sa trayektoriyaning siljisht -
(6.189) harakat tenglamasining xususiy hofini olaylik:

_ 1 Q=const va W= 0% N (6.193)

bo‘lsin, ya’'ni, sistema ilgarilanma tezlanishga egamas va uning burchak
tezligi o‘zgarmas bo'lsin:

U e
mv——$+2m[VQ]+m[g[rQ]]‘ e (6.194)
Shu tenglamani v ga skalar ko‘paytirib
LA AU T | d |
ez = — v v [Q[rQ]]:EE[Qr]Z (6.195)
ekanliklari hisobga olinsa saglanish gonuniga kelinadi:
dt[ L *U}Oo- (6.196)

Qavs ichidagi ifoda — energiva:
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=Ez';_-g’;[nr]2+v. (6.197)

Kinetik va oddiy potensial energiyalardan tashqari unga markazdan

1 ; .
gochma potensial energiyasi ~ -E[Qr]2 — ham Ki%an. Bu ifodani

bevosita (6.184) Lagranj funksivasidan ham olish mumkin edi.
Koriolis kuchi ish bajarmaydi — hamima vagqt tezlikka perpendikular

yo‘nalgan bo‘lgani uchun (huddi magnit maydonidek). Shu sababdan

unga mos keluvchi had energiyning ifodasida paydo bo‘lmadi.
Umumilashgan impulsni (6.188) dan olamiz:

ar
=§;r-=mv+m[€2r]. {6.198)

Umumlashgan impuls ilgarilanma va aylanma qismlardan iborat
ekan,

6.7.X-misol. Boshlang'ich tezligi v, va boshlang‘ich holati r, bo‘lgan
iism Yer maydonida harakat gilmogda. Jism trayektorivasining Koriolis
kuchi orqali o‘zgarishini toping. Yerning burchak tezligini o'zgarmas deb
garang.

Yer uchun burchak tezlikning son giymati juda Kichikligi -

2 - " - 2 .
jel= 26400 sek™t =7,27-107sek ™! _ 2 ga proporsional bo‘lgan markazdan

gochma kuchni hisobga olmasligimiz kerakligini bildiradi. Potensial
energiva U =-mg-r ckanligidan harakat tenglamasi quyidagicha bo'lishi
kelib chigadi:

v=g+2{vQl (6.199)
Tenglama Q bo‘yicha iteratsivalar bilan yechiladi. Buning uchun
. v=v® {6.200)

deb olinadi va v® had Q ga bog'lig bo‘lmaydi, v had esa Q ning
birinchi darajasiga proporsional bo‘ladi deb olinadi. Natijada

¥O =g v = z[v“”n] (6.201)
tenglamalar sistemasi olinadi. Bu sistema oson yechiladi:

v s grivg, v ={gQ]2 +2[v, @), (6.202)
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vevo+g+2[veQle+[gQ) T (6.203)

Harakat tenglamasida ol ga proportsional bo‘lgan hadni tashlab yuborga-
nimiz uchua iteratsiva jarayonini shu verda to‘xtatishimiz kerak.
Radius-vektorni topish uchun tezlikni vaqt bo‘yvicha integrallaymiz:

r(;)=r0+var+%gt2+[vDQ]r2+—;-[gQ]t3. T (6.204)

6.7.2-misol. Boshlang‘ich tezligi nolga teng bo‘lgan jism & balandlikdan
Yerga tushish davomida vertikaldan ganchaga og‘adi?

Masalani konkret bir kenglikka bog‘laylik, bu kenglikni ¢ deb belgilaymiz -
(Toshkent uchun @ =417). Koordinat o‘qlari tanlavmiz. x-o‘gi meridian
bo‘yicha janubdan shimolga garatamiz. z-o‘qi yugoriga yo'naltiriladi. y-
a‘qi glarbga vo‘nalgan bo‘ladi.

Bu holda g={0,0,~¢} va Q={Qc0s8,0,Qsin8} bo'ladi va yechimdagi '

vektor ko'paytmaning birdan-bir noldan fargli komponentasi uning y
komponentasi bo*ladi:

{gQ]={0,—g Qcos8,0}.
Demak, boshiang‘ich koordinatlari r, ={0,0,4} bo‘lgan jism yerga wsh-
ganda {6.204) bo‘yicha
1 .
x=0, y=-;chos€r3 (6.205)

koordinat:larga ega bo‘lar ekan, Minus ishora ogishning sharq tomonga
ro'y berishini ko‘rsatadi. z ~ komponenta uchun ifodani nolga tenglash-
tirib

1
znh—agrzr-o (6.206)
tushish- vaqtini (6.205) ga qo‘vamiz: '
312
1{ 2h -
}'=~-(-] £Qcos8. (6.207
e
Son qivmatlarini qo‘yvib chiqaylik:
y=-2,19-107 k"2 cas. | (6.208

Toshkent kengligi uchun
- y=-1.65-1074"2,
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Agar & =100m deb olinsa, y=-1,65-10>m=—1,65sm bo‘ladi. Agar jism

Toshkent teleminorasining uchidan tushib ketsa (#=340m), uning vertikal-
dan sharqqa og'ishi y =—10,3 sm ekanligini topamiz. Albatta, hayotda
shamolning ta’siri bundan kuchliroq bo‘ladi.

6.7.3-misol. Boshlang'ich v, tezlik bilan Yer sirtidan otilgan jisgg Yerga
gaytib tushganda o‘zining boshlang‘ich tezligi yotgan tekislikdan qanchaga
chetlashadi?

Koordinat o‘glarini avvalgi misoldagidek tantaymiz. Effekt maksimal
bo‘lishi uchun tezlikni x, 7 tekisligida yotibdi deb olamiz. Bu holda
(6.204) dan

y = Q(un, cos8 —uy, sin6)* - - ¢ (6.209)
ekanligini topiladi. Jism Yerga qaytib tushgunicha 1= 2v,./g vaqt Ketadi.
. Demak,
4QuvZ, (1 ,
= 201 [_?:1)0: cosf -, sind ] {6.210)

To‘pdan va miltigdan o*q otishda anig nishonga olish uchun shu natijalarni '
ham hisobga olish kerak.

6-bobga mashq va savollar

1. Erkin jism uchun Eyier renglamalaridan (K = 0)

— Jism energivasining harakat integrali ekanligini;

— Impuls momentining kvadrati M? harakat imtegrali ekanligini  keltirib

 chigaring.

. 2. Energiva E' ning ((6.82) ga qarang} harakat integralligidan foydatanib
(6.59) tenglamani keltirib chigaring. Buning uchun boshiang‘ich 8, burchakda

energivaning giymaii ixtivoriy boshga © burchakdagi givmatiga teng ekanli-

. gidan foydalaning.

3. Tekislikda sirpanmasdan harakat gilayotgan shar masalasini Lagranj
ko ‘pavtuvchilari metodi bilan yeching ((1.6)-paragrafga garang).

4. 6.18-b rasmda ko ‘rsatilgan 2a tomonli kvadraining uchlarida joylashgan
massalar sistemasi uchun inersiva tengorining komponentalarini toping. Bu

- ishui (x, ¥) va (x,¥) sistemalarda bajaring.

5. 6.18-rasmda ko‘rsatilgan katerlari 2a va 4da bofgan to'g'riburchakli
uchburchak uchlarida joylashgan m va 2m massalar uchun bosh inersiva

. o'glarini va bosh inersiva momentlarini toping.

0. Faraz gilaylik, Yerning radiusi 1% ga kamaydi, massasi o'zgarmadi.
Uning burchak tezligi qanchaga o ‘zgaradi? Energiyasichi?
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7] my "% 2m X'

a)

b d)

6.18-rasm. Moddiy nugtalar sistemalari,

e /'/////////

6.19-rasm. Tebranayotgan hoda

7. Uzunligi L va massasi m bo‘lgan hoda bikirliklari & bo‘lgan ikki

priiiinaga 6.19-rasmda ko ‘rsatilganidek o ‘rnatilgan. Bir uchini kichik masofoga
pastga garab siljitib harakarga keltirildi. Hodaning tebranish chastotalarini
foping. .

8. Shimoliy yarim shardagi daryo janubga garab ogmogda. 8 kenglikda
darvoning kengligi H ga teng. Shargiy va g'arbiy qgirg‘oglardagi suvning.
balandliklarining fargini toping. .

9. a radiushi Bir jinsli silindr R radiusii katta bo'shligli silindrning

ichida sirpanmasdan harakat gilmogda (6. 18-d rasmga garang). Uning Lagranj .

Junksiyasini toping. Kichik silindrning bargaror muvozanat holati atrofidagi
kichik tebranishlar chastotasini toping. o



7-bob. KANONIK FORMALIZM.

R ]
7.1 Gamilion tenglamalari

Lagranj formalizmi klassik mexanikadagi vagona formalizmi emas.
Ushbu bobda ko‘rib chiqiladigan kanonik voki Gamilton metodi
"mexanikaning yana bir eng umumiy metodi bo‘lib Lagranj metodidan
ba’zi bir jihatlarda hatto ustunligi ham bor. Shu metodni o‘rganishga
o'taylik.
Lagranj metodida umumlashgan koordinatalar va umumiashgan
_ tezliklarning funksiyasi bo‘lmish Lagranj funksiyasini topish kerak edi
va shu funksiyadan foydalanib vaqgtga nisbatan ikkinchi tartibli diffe-
rensial tenglamalar bo‘lgan harakat tenglamalanni topish kerak ed:.
(2.2) paragrafda (2.17) formuia orqali umumlashgan impuls tushuncha-
:sini Kiritgan edik.
Bu bobdagi metod umumiashgan koordinatalar va umumlashgan
~ impulslar tilida ifodalanadi.
Vaqgtga oshkora bog‘lig bo‘lmagan Lagranj funksivasining to‘lig
differensialini yozaylik:

= Z_d"f ‘*‘f‘h (7.1)
- Umumtlashgan impulsning ta nﬁ

oL .
pf aq! H ’ (7-2)
Eyler—Lagranj harakat tenglamalari
ol | o
F = P (7.3)

va

prdéi = d[ZP;Q;‘ ]“‘ defés (7.4)

- dan foydalanib yuqoridagi formulani
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- J(Zﬁsc}f -L ]= Z‘-’;’fdpr B Z?qu" i ) B

ko‘rinishga 'keltiraylik. Bu munosabatning o‘ng tomoniga ahamiyat

berilsa, chap tomondagi Z p:4i—L kombinatsiva ¢ va p argument- .

tarning funksiyasi ekanligini ko‘ramiz. Shu boisdan z,vlq!_ —L uchun

yangi beigilash kiritaylik:

H(q,p}zz‘pi(jf_*h ._ (7.6) .
Kiritilgan funksiva Gamilten funksiyasi deyiladi. Lagranj funksiya- -

sidan Gamilton funksiyasiga o‘tish uchun bajarilgan almashtirish Lejandr

almashtirishi deyiladi.
Olingan

aH = Zéfdpi “Zﬁjd‘?, (7.7)

formuladan darhol quyidagi formulalar kelib chigadi:
g = 9H OH
Coop A

Olingan tenglamalarning nomi — Gamilton tenglamalari. Ular

ko‘pincha kanonik tenglamalar ham deyiladi.

Gamilton funksiyasining ta’rifi (7.6) ni energiyaning ta’rifi (2.5)
bilan taqqoslansa, ularning bir xil ekanligini ko‘ramiz, fagat Gamilton"
funksiyasi energivani umumlasgan impuls va koordinatalarning funksiyasi:
sifatida ifodalanadi. Bu ikkala ifodalarning son qiymatlari (koordinatlar .
va impulslar harakat tenglamalarining yechimlari bo‘lgan holda) bir -

hildir.

7.1.1-misel. Bir oflchamli parmonik ossillatorning Lagranj funksiyasi

22 2
p=rd ko (7.9)
2 2
Umumlashgan impuls:
_oL . '
p= :31:1 = mig. . | (7.10)

by m (7.8)



‘Bu yerdan ¢ i p ning fonksiyasi sifatida topib olamiz; - .,
g=E @
m. T
Gamilton funksiyasi: ) '
2 2 2 o
. p_mp” kg p kg '
H{g, p=pg-—L=p—-—tct—=—p——, 7.1
(9.p)=pg P 2 2 T (7.12
Ikkinchi tenglik belgisidan so‘ng (7.11) formula qo‘llanildi. Gamilto
tehglamalari:
£
1

p=~kq, g==—. (7.13
i

Bu ikkita birinchi tartibli tenglamadan bitta ikkinchi tartibli {o‘*zimizg
- -yaxshi ma’lum bo‘lgan) tenglamaga of‘tish mumkin:

.. k
G+0°g=0. ©° = (7.14)
7.1.2-misol. Sferik koordinata sistemasida ixtivoriy potensial U da harak:
ailayctgan jismning Gamilton funksiyasini toping.
Lagranj funksiyasi:

L= %(92 +r8% 4 r75in 07 |- U (r,0,9). (7.15

Qoida bo‘yicha umumlashgan impulsfarni kiritamiz:
dL ) oL 2 oL 2 _
Pr“‘a'*;=mh Pe=§'é~'=m?‘ a, p@=é—(’?=:nr sin 0. (7.16

Gamilton funksiyasiga o‘tish uchun bu tenglamalarni umumlashgan tezlikla

(7,0,¢) ga nisbatan yechib topilgan ifodalarni Gamilton funksiyasi ta’ri
(7.6) ga qo‘yish kerak. Shu ishni bajaraylik:

H(r,e,ip,p,,pg,pw)= p,f+p99+p¢q5—L= _

2
=-p-52-+ p;. + pw
2m  Imr®  2mrigin
Endi Lagranj funksiyasi vagtga oshkora bog'liq bo‘lgan hoini ko‘raylik -
L = L{4,9.1). Bu holda

+U(r.0,9). (7.17)
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va Gamilton funkswasmlng ta’rifida ham qo shlmf-‘-ha had paydo bo‘ladi:+

, : oL
dH = Zq;dp; ~Zpsdqf ~3 (7.19)
£

Ko‘rinib turibdiki,
0H oL

| — I — . 7.
ot ot (7.20)

Ikkinchi tomondan,

ﬁ —a_H+ a_H 1. 4 E}H p ?-Ii
dr o -t O4f; 9 P ' {(7.21)

chunki ikkinchi va uchinchi hadlar yig‘indlbx (7.8) natijasida nolga tengdir
Demak,

AL

7.22
dt ot ( )

Biz yana bir bor energivaning saqlanish qonuniga keldik — Lagran
funksiyast vagtga oshkora bog‘liq bo‘lmasa yuqoridagi tenglikning o°ng
tomoni neclga teng bo‘ladi, demak, energiva harakat integrali bo‘ladi:

H = const. (7.23)

Gamilton va Lagranj funksiyalarining vagt bo‘yicha hosilalari hagidagi -
natijani umuman ixtiyoriy parametr tiliga o‘tkazishimiz mumkin. Faraz -

gilaylik, L=L(4.q.A4) bo‘lsin, bunda A -- sistemani yoki unga ta’sir
gilayotgan kuchni xarakterlovchi bir parametr bo‘lsin. Lagranj funksiyasining

to'liq differensiali
. 8L .
a8 aL= 2 Bldl (7.24)

ni ohb umng ustida Legandre a!mashtmshl bajarllsa

d zplql -L "Z‘Irdpr E '}:dg! a}bd;t (7 25}

munosabatga kelinadi. Bu degani ixtiyorly parametir uchun P
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@3,
oA 74 o4 G . _ _ (7.26)
bo‘lishi kerak, ' S

Lagranj va Gamilton funksivalarini bog‘laydigan vana b]tta Xossa bor,
bu xossa g'alayonlanish nazariyasida muhim rol o‘ynaydj, Agar Lagram
funksiyasiga kichik qo‘shimcha L’ qofshilsa, Gamilton funksiyasi ham
o‘zgaradi, (7.6) ta'rifidan bevosita ko‘rinib turibdiki bu o‘zgarish

H’:—L’
" ko'rinishga ega bo‘ladi.

Agar fizik sistemaning Gamilton funksiyasi bertigan bo‘lsa, unga mos
keluvchi Lagranj funksiyasini ham topish mumkin, Buning uchun (7.6)
formulaga teskari tomondan qarashimiz kerak:

L=2pidi—H- (7.27)
7.1.3-misol. Quyidagi Gamilton funksivasi berilgan:

H =%+p1p‘ (7.28)

Unga mos keluvchi Lagranj funksiyasini topish uchun tezliklar va im-
puislarni kanonik tenglamalar orqali bog'laymiz:
oH

H
. =pt+p,, y= 55: Py (7.29)

=

Bundan topilgan P, = ¥, p, = X— ¥ formulalar (7.27) ga olib borib qo‘yiladi:

2

. ph 1.
L=p“:x+p,‘i‘yﬁ_p—2-pxpy=Iy—§‘y21' (730)

7.1.4-misol., Quyidagi Lagranj funksiyasiga mos keluvchi Gamilion

funksiyasini toping:
e R
L=-mc? 1-—-, _ (7.31)

bunda m va ¢ — konstantalar (jismning massasi va yorug‘llk tezhgl)
Umumlashgan impulsni topaylik: .

e O ‘
ov v? Y )



Tezlik impulsning funksivasi sifatida aniglanadi:
M p ’

= = . ! .
mo L L @3y

Gamilton funksiyasi:

L - ’ 2 - ' L
H'=-,t:m-~z"..('b")=£--——I——+mc1 1=—; P W =c\fmzcz+p'. PR
L " p’ prEmc (7.34) %

1+—=
moe 2
Agar jismning tezligi (impulsi) nolga teng bo‘lsa, Gamilton funksiyasi
o'zgarmas songa tenglashadi: H = mcl.
7.1.5-misol, Quyidagi Gamilton funksiyasi uchun Gamilton tenglama-
tarini tuzing va ufarni yeching:

_ 23
H:-{—‘E—;—L_ (7.35) "
Gamilton tenglamalari:
p=2r(p-ry, i=p-r. .- {7.36)
Ko*rinib - turibdiki,
p =207, (7.37)
yoki
d 2
—{(p-7r7)=0. 7.3
| Pr=0. (7.38)
PDemak,
2
p-r =q.

Nutijada harakat tenglamalari osongina yechiladi:
r=ot+¢,, p= o’ +20t+0 c—f,.

¢, ¢, — boshlang‘ich shartlardan aniglanadigan konstantalar.

7.1.6-misol, Gamilton funksiyasi

2 2.2 2 2.2 2
H=%-+%Tx+3[~’;—+“5{—] AL

ko‘rinishga ega bo‘lgan sistemaning harakatini aniglang.
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Agar

2 2.2

B=lo+2 . (740

deb belgilab olinsz, Gamilton funksiyasining vaqtga bog‘liq emasligidan
uning o‘zgarmas songa tengligi: H.=E0+2.E§=cq¥t va natijada,
Ey =consty ckanligi olinadi. Kanonik tenglamalar:

. oH . oH
p=—3;-=— 2(1+2/1£'0)x. x=$=(]+21Eo)p. (7.41)

Agar @=(1+2AF;)ay belgilash kiritsak, sistemaning yechimi

x=Acosat, p=-—-0yAsint (7.42)

ko‘rinishda ekanligi topiladi, bunda A4 — ixtivoriy konstanta.
7.1.7-misol. Tajriba shuni ko‘rsatadiki, zaryadi ¢ va massasi m bo‘lgan
zarrachaning tashqgi elekiromagnit maydondagi Lagranj funksiyasi

L= %m‘-_z - ggo(r,:)-i-f-i- -Alx,1) (7.43)
<

ko‘rinishga ega. Bu yerda kiritilgan ¢ (r.9) va A (r,/) funksiyalar elekiro-
magnit maydonning skalar va vektor potensiallari deyiladi. Shu Lagranj
funksiyasiga mos keluvchi Gamilton funksiyasi topilsin.

Umumlashgan impulstar:

p= mi'+§A. (7.44)
Gamilton fuksivasi:
. i 4 3
H=pi-L=—|p-—A| +ep. (7.45)
2m c

Gamilton tenglamalariga o‘tayiik:

. oH 1 -
p:—-—w—:-——(pf—%A,' EVA,_eV(oa

& m
) § 1( e J (7.46)
F=s——=—[p—-—A |

dp m ¢

Bu birinchi tartibli tenglamalar sistemasi, tenglamalar soni oltita. Ularni
uchta ikkinchi tartibli tenglamalar sistemasiga aylantirish mumkin. Buning
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uchun ikkinchi tenglamadan yana bir marta vaqgt bo‘yicha
hosila olinadi:

mit = ~eVo-SA+Z7 VA, (7.47)
< [
[kkita oxirgi hadlarni bir oz o‘zgartiraylik. Ikkinchi had-

dagi vaqt bo‘yicha to‘lig hosilani murakkab funksiyaning
hosilasini hisoblash qoidasi bo'yicha ochamiz:

A=z—AM ) =—+(F VI A=—A+F —A. L F-rasm.
dt 50) ar V) FYRY dr; (7.48) Magnit
Natijada harakat tenglama indekslar orqali yozilganda mg:;;r:lda

iuyidagi ko‘rinishni oladi:

oA dA, .
mi = oS g- L2018} [—-}*—%—] (7.49)

I e ol o
Odatda
E=~—V(p-§a%, B =rotA (7.50)

formulalar orqali elektr E va B magnit maydon kuchlanganliklari kiritiladi.
Ularning tilida yugoridagi tenglama (tezliklarga o‘tilganda: ¥ =V )

mv = B+ S[VB] (7.51)
[

ko'rishni oladi. O‘ng tomongagi ifoda Lorentz kuchi deyiladi.
7.1.8-misol. Massasi m va zaryadi e bo‘lgan zarracha tashqi bir jinsli

v'zgarmas B = (0,0,8) magnit maydondagi harakatini Gamilton tengla- -

malari orgali o‘rganing (7.1-rasmga garang). "
Tashgi magnit maydondagi zarrachaning Gamiltor funksiyasi

. 2
p——A
H = < : {7.52)
2m

ko‘rinishga ega bo‘ladi (avvalgi misolga garang). Bu verda paydo bo‘lgan
«ktor A magnit maydon bilan guyidagicha bog‘langan: B=rotA. Magnit
mavdoni o‘zgarmas va fagqat z-komponentaga ega bo‘lishi uwchu vektor

 ptensial A=(0,xB,0) komponentalik vektor bo‘lishi kerak. Shuni hisobga
bhr zarvadining Gamilton funksiyasini ochib yozib olamiz:
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2
&
p,——xB '
R N A (7.53)
2m 2m 2m

Ikkita siklik koordinataga egamiz: y va z. Ularga ikkita Qarakat integral

mos keladi: r,= const va P =const. Quyidagi belgilashlar kiritilsa:

. )
me’ T eB
Gamilton funksiyasi
2 2 2
p.  mo -4 pr
H=—"+—{(x- + = 7.54
2m 2 %) 2m ( )

ko‘rinishga keladi. Bu — muvozanat nugtasi x, bo‘lgan bir o‘lchamli garmonik
ossiliatorning  o°zi. Uning yechimlar ma’lum:

x=x ta cos(w! + 9, L p, =-mawsin(we+ (ao). (7.55)

¥ va z koordinatalar bo‘yicha harakat tenglamalarini ham vozaylik:

_OH _1( e =2 |
=5 ;(P;- _ExB}ﬂ—amcos(cot+q00), Q= (7.56
y

Bulardan

y = —asin(et +@y) + o, Z=%I+Zo (.57

ckanligi topiladi.

Demak, zarracha B maydonga parallel yo‘nalgan (x = x, y = 0)-o°
bo‘yicha ofzgarmas p, /m tezlik bilan harakat gilmogda, shu bilan b
vagtda u {x, y) tekisligida shu o‘q atrofida burchak tezlik bilan aylan
moqda.

7.3. Raus funksiyasi va siklik koordinatalar

Lagranj formalizmi hagida gap ketavotganida siklik koordinal
tushunchasi kiritilgan edi. Siklik deb Lagranj funksiyasida ishtirc
etmagan umuntlashgan koordinatani aytilgan edi. Unga mos kelga
umumlashgan tezlik Lagranj funksivasida ishtirok etad

L=L{gy,ces ity FiviseorGnoshser.sdn). Bu siklik koordinata Gamiltc
funksivasida ham ishtirok etmaydi. Buni ko‘rish qiyin emas: mu
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keluvchi umumlashgan impuls

— _a-oE-
'

Eyler—Lagranj tenglamasi bo‘yicha saglanuvchan kattalik: p; =0. .

Kanonik tenglamalar bo‘yicha

Pi

demak, H ham ¢ ga bog'lig emas ekan: H =H(qG....GiclsGiz1s >G>

P1s-.» Py ). Bu nuqgtayi nazardan Lagranj va Gamilton funksiyalari bir-
biriga o‘xshash. Ammo Gamilton funksiyasining bir ustunligi bor —
p7const bo‘lganligi sababli Gamilton funksiyasiga impulsning o‘rniga
mana shu konstanta kiradi. Bu konstantani « deb belgilaylik, uning
son giymati boshlang‘ich shartlardan aniglanadi. Gamilton funksiyasi .
bu holda H(Ql:- L Y TR TR /Py & PR '!pi—l3a’pi+l9' - ‘spu) kO‘TiﬂiShga

ega bo‘ladi. Natijada Gamilton funksiyasi umuman kanonik juftlik
(g, p)ga bog'lig bo'lmaydi. Demak, kanonik sistemaga kirgan
tenglamalar soni ham 2 taga kam bo‘ladi:
& OH | oH .
= p e k=l Lk #E L m :
q P Py 2% I ”_ (7.71)

Umumlashgan koordinata ¢’ ni shunda ¢ = oH/dp, tenglamani oddiy
integrailash vo‘li bilan topish mumkin:

Agar / ta koordinata siklik bo‘lsa, unda kanonik tenglamalar siste-
masining tartibini 2/ ga tushurish mumkin.

Siklik koordinatatarning mavjudligida ko‘pincha Gamilton funksiyasi
o‘rniga Raus funksiyasi kiritiladi. Umumiahsgan koordinatalarni ikki

qismga bolamiz: {¢:,¢'}, bunda — {¢',i=1,....} ta siklik bo‘lgan

koordinatalar va {Cf,fzkﬂ,---,n} —~ qolgan umumlashgan koor-

dinatalar. Bu holda £ ta birinchi integralga egamiz:
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oL

| _ P; —;-*—'c =const, i =1,, :,k. o (7.72)
~ Raus funk51ya51 guyidagicha ta’riflanadi:
R= Ep 4 = (7.73)

_ Uning to'liq differensialini topaylik:

' n—k
3L oL
dR = an dp; + E pidd; dq, a—dq a z ac; -

i=l

Demak,
oR IR
"‘"‘_=.i, ——'—"—',’ ‘=l,..-,k
dp; K og; Pint
oR dL 3R oL | (7.75)

Sy T T e, I=k+l,.‘.,n.

9, 8L, 9 oL

~ Bu sistemaga kirgan birinchi tenglamalar Gamilton tenglamalari
- ko*rinishiga ega, Gamilton funksiyasi rolini Raus funksivasi o‘ynaydi.

- Ikkinchi qatordagi tenglamalar esa {; o‘zgaruvchilar uchun

AR _R
a3, 3, (7.76)

- tenglamalarni olishimizni ko‘rsatadi. Bu — Lagranj funksiyasi rolini
Raus funksiyasi o‘ynaydigan Eyler-Lagranj tenglamalari. ¢, koordinatlar
- siklik bo‘lgani uchun ular Raus funksivasiga ham kirmaydi. Ularga
‘mos keluvchi impulslar p, o‘Zgarmas sonlar: p, = ¢, demak, Raus

funksiyasi R=R(&),....{neksCtse-soprCis-rCif)  kO‘Tinishga ega

bo‘ladi. Agar gl,‘..,g,,_k,gl,...,g,,_k o‘zgaruvchilar uchun Lagranj
tenglamalari yechilgan bo‘lsa, siklik o‘zgaruvchilarni
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dR

‘?f*g,r‘lZ IR a7

tenglamalardan to‘g'ri integrallash yo‘li bilan topish mumkin, chunki bu
tenglamaning o‘ng tomoni fagat o‘zgarmas sonlar va vaqtning funksiyasidir,
Energivani Raus funksiyasi orgali ifodalab olish mumkin:

DUIE SOV
i=| S

7.4. Puasson qavslari

. Klassik dinamikaning hamma sohalarida quyidagicha ta’ﬁﬂanadigaﬂ "

of dg of dg
/81" Z(ap, dg; g, Ip; ] (7.79)
va Puasson gavslari deb ataladigan kattalik juda muhim rol o‘ynaydi.
Bu verdagi s — ko‘rilavotgan sistemaning erkinlik darajasi, fva g
funksiyalar esa umumlashgan koordinatalar va impulslardan tuzilgan
va shu sistemaning biror xossalariga tegishli bo‘lgan funksiyalardir.
Puasson gavsiarini Gamilton funksiyasiga va kanonik tenglamalarga
bog‘lab kiritish mumkin. Buning nchun garalayotgan biror sistemaning
umumlashgan koordinatlari va impulslarining funksiyasi bo‘lmish bir
funksiya f (¢, p, ) ning vaqt bo‘yicha to‘lig hosilasi hisoblaymiz:

a ¥, (3f X, }

at ot dp; pit dg; (7.30) L

Ga.inil_tbn- tenglamalari hisobga olinsa

oY Ny vy |
w a ,,( o, 3g, * g, ape] +HH. 1} (7.81)

|fodaga kelamiz. Agar f funksnya vaqtga oshkora bog‘lig bo‘lmasa

| L gury (7.82)
Bundfm ko rm1b turibdiki, f harakat integrali bo‘hshl uchun .
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bo‘lishi kerak. Puasson qavslarininé fundamental ahamiyati birinch
navbatda shu dalilga kelib tagaladi.
Puasson gavslarining asosiy xossalarini sanab chiqaylik:

Argt={e. s}

. {e.f}=0,bunda c — o‘zgarmas son;
Af+fgt={fgle{ e
Afgb={n.gth+ {8}

3 a=l¥ %l
58} {ax’g}+{f’a:}’

Ar e+ gk 1+ {R{f.8}} =0 — Yakobi ayniyati.
Birinchi, ikkinchi va uchinchi munosabatlar osongina tekshiriladi
To‘rtinchi munosabat Leibnitz qoidasining natijasidir:

Lh B W B =

(=28

o(fi.f5) _ 9, 9%
o afz + £ B (7.84)

va ¢, uchun ham huddi shunday.

Beshinchi munosabai ham Leibnitz qoidasining va analizdar
ma’lum bo‘lgan xususiy hosilalarning tartibini o‘zgartirish mumkin-
ligining natijasidir:

d¥ _ 3
dtas ag o | (7.85)

va p. uchun ham huddi shunday. _

Oltinchi munosabat Yakobi ayniyati deyiladi, uning isboti oz mo:
hisobni talab giladi. :

Quyidagi munosabatiarni ham keltiraylik:

o
{f.a3= 5 (7.86)
bunda ¢, — umumlashgan koordinata;
o
=L | o (7.87)

aq; ,
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bunda p- wmumlashgan impuls. Juda muhim rol o'‘ynaydigan
munosabatlarga quyidagi fundamental Puasson gqavslari Kiradi: K

{qﬂ.g}.}:{), {p!-,p}-}‘—"{}, {p:-,qj}=5,;,-. (7.38)
- Ularni ham keltirib chiqarish giyin emas.
" Puasson gavslarining muhim tomoni quyidagi Puasson teoremasidan
kelib chigadi:
Teorema; Agar fva g harakat integraliari bo‘lsa, ularning Puasson
gavsi {f, g} ham harakat integrali bo‘ladi.
- Isbot. {f, g} ning vaqt bo‘yicha to‘liq hosilasini hisoblaymiz:

TR AV B AT 759

Beshinchi va oltinchi qoidalarni ishlatsak

L1r.8)- {%g}Jr{f,%ﬂ—{ﬂ{gﬁ}}*{&{’f’f}}- -y

Oxirgi hadlarga birinchi goidani qo‘llasak darhol magsadga kelamiz: *

d d, d "
E{f,g}={7{,g}+{f,§-}=0 (7.91)

Albatta, bunday jarayon (ikkita harakat integralining Puasson gavsini
tashkil qilish) bizga hamma vaqgt ham yangi harakat integrallarini
beravermaydi: mustaqil harakat integrallarining soni 25 — |1 bilan
cheklangan, vangi harakat integrali eski integrallarning funksivasi bo‘lib
chiqishi mumkin

Ba’zi bir hollarda Puasson gavslarini eslab golish uchun oson bo‘lgan
determinant ko‘rinishida ham ifoda gilib olish magsadga muvofiqdir:

s o

_ S ap;‘ aq{
{f’g}'éa_g % . (7.92)

an a‘}f

7.4.1-misol. Impuls momentining komponentalari M, orasidagi Puasson -
qavslarini toping.

Yechish, Albatta hamma {M, M, } lar (i bo'vicha yig'indi yo'q) nolga
teng (birinchi xossa bo'yicha). Qolganlari: _ o

{anMy}-_-{..va-zPy’sz “Ipz}:
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C=Ppoap y-{peeap {2 ymp Y ap, . f = e - ap, = ML (793)
{M,. M. }={zp, ~xp.3p, — o } =
={zp.3p) }- Az p. ) {30030, J+{ap b = 2, T -M ;(7.94)
{M, M }={xp, - yp,. 0. ~2p, } =

={xp,.yp. }-{ap, 20, Y- w0 3+ {opcnzp, } = 50, 20 = =M, (1.95)
Puasson teoremasi bo‘vicha ikki harakat integralining Puasson qavsi yana
harakat integrali bo‘lishi kerak edi. Yuqoridagi hisoblar bo‘yicha agar M va
M harakat integrallari bo‘lsa M ham harakat integrali bo‘lishi kerak va h k.
Bu uchala formulani Tlovada keltinlgan birlik antisimmetrik tenzor orqali
bitta formula ko‘rinishida yozib olish mumkin: s

{M M} = - M, (7.96)

Bu yerda ikki marta uchragan indeks & bo‘yicha 1 dan 3 gacha yig'indi
- ko‘zda tutilgan.

7.4.2-misol, Impuls va impuls momentlasi orasidagi Puasson qavslarini
hisoblang. Masalani (7.87 ni hisobga olib, osongina yechish mumkin:

3
{Myp}==2-0p:.~2p,)=0; (7.97)
{M,.p }=—i£zp —xp,)= pu; (7.98)
»* Fx I X T z .
3
M, ===, ~1p,)= p); (7.99)

va h.k. Bu formulalarni ham birlik antisimmetrik tenzor £ dan foydalanib
bitta formula ko‘rinishida yozib olishimiz mumkin;

0 d
{Mi’Pj}=”§(;;‘Mf: af Ewdi P = ~EP 10y = —€uPi  (7.100)

Ko'rinib turibdiki, i = j bo‘lsa o‘ng tomon hamma vaqt nolga teng.
7.4.3-misol, Impuls momentlari va koordinatalar orasidagi Puasson
qavslarini toping.
Masalanti (7.86) asosida yechiladi:

x

d d
{Mx,_x}=a—};:M:=5p—(wz*2py)=0; BN (AUTY
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a9 _
{M,,y}=~a;:Mx =$J(ypz-zpy)=-z "t (7.102)

va h.k. Bu formulalarni ham birlik antisimmetrik tenzor €5 dan foydalanib -
bitta formula ko‘rinishida vozib olishimiz mumbkin:

3 3 |
{Mi’qj}— aTMé B é}@_s&k!qkpi - Efﬂqkaﬂ - gﬂsqu B -—sgqu. (7.103)
J J

Ko'‘rinib turibdiki, { = § bo‘lsa o'ng tomon hamma vaqt nolga teng.
7.4.4-misol. {p,»"} ni hisoblang.
Bu gavsning bitta ixtiyoriy i komponentasini topamiz:

nl — d A _ a2 .'
{porm}= g =2 (7.104)
Vektor ko‘rinishida:

{p.s"}= 'y, {7.105)
Shuncha Puasson gavslarini hisoblandi. Bularning amaliy ahamiyati
nimadan iborat? Bunt o‘rganish uchun paragrafning boshidagi vmumlashgan -
impuls va koordinatalarning vaqtga oshkora bog'lig bo‘lmagan ixtiyorty
funksiyasi Ap(H,g(H) uchun bo‘lgan (7.82) formulaga gaytib kelaylik. Mana
shu funksiyani vaqt bo‘yicha qatorga yovaylik:

df dp
S(p(0),q(0) = f(p(0), q(O))Jr[a o

24 |,

g 09 dt]_,

19 &? 3’ f . (7.106)
{PZ 25 g 2L 2 | e

E}p opdg dg =

Kanonik tenglamalardan foydalanib, p va ¢ larning o‘rniga H ning hosilalari

qo‘yilsa quyidagi formulaga kelinadi:

FEO,0) = OO+ H,  Mimo 1+ S {HAH S Ploa 4 (7307)

Bu formula bizga Gamilton funksivasi va Puasson gavsining vana bir muhum
ma’nosini tushunishga yordam berzdi — Gamilton funksiyasi mexanik
tistemaning vagt bo'yicha siljishini Puasson gavslari orgali ta’miniovchi
kattalik ekan.

Shu tomonni yorituvchi bir misol keltiramiz,
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7.4.5-misoi. Garmonik ossillator uchun p(¥) ni (7.107) gator vordamid:
- hisoblang. Garmonik ossillatorning Gamilton funksivasi topilgan ((7.12
© ga gqarang)

TSP
.. |
7 2m+ 2 | (7.]03).
Kerakli bo‘lgan Poissom gavslarini topaylik: bt
__97_ _ __,8H _ . p
{H.p}= hx, {H {H,p}}=-k{H,x}= kap km’
(7.109
{#{n.{n ,p}}}——x, LALRV K p}}}}_;;

Boshlang‘ich shartlarni p(0)=p, va x(0)=x, deb beigilab olamiz. Undar
tashqari, 4=me’ ekanligini ham hisobga olaylik. Demak,

2 =py —mmzxut+%wzp0t2 —maw’ x, %+~‘%pom4t4 +oee=

_ Fooo, 1 a0, ) _Y 53 -
p9(1+§-&)t +ZEOJI + ] mcoxo(wt 3!(.0!‘ e = (7.110)

= p, cos(@i) —mwx, sin{wt).

Huddi shu yo'l bilan x(#) ni ham topish mumkin. Buning uchun yan:
o‘sha (7.109) Puasson gqavslaridan foydalansak yetarlidir:

Lo

x(t) = xq cos(wi) + wsm(a)t). (7.111)

Albatta, ma’lum bo‘lgan yechim topildi. Bu yechimni oddiy differensia
tenglamani yechish yo®li bilan topish osonroq edi, ammo, hozir go‘llagar
metod murakkabrog bo‘lgan misollarda qulayrog bo‘lib chigishi mumkin
Aynigsa, kvant mexanikasiga o‘tishda bu metodning ahamivati oshadi.

Endi ixtivoriy fAr} funksiva bilan impulsning Puasson qavslari (7.87
ga kelaylik. Uni

-9
{p,v,f}—a—?2 (7.112)
ko'rinishda yozib olib, » marta qayta go‘llaylik;
.9
{p*'u""{p"z ’{p"l’f}}"'}"ar. o o (7.113)
I Ry
Airy funksiva uchun Taylor qatorini yozaylik:
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3 t &
i sysn T R
o 172 o, 0,
r=0 1 ly=0 X
| af (7.114)
+_.;;r; ...rt, —_— + - . .
m 2 gy o gr O
] 2 =0

Bu formula Puasson qavslari yordamida

B Y

=0

+ 11 ity {p;, {p,-z,{psl»f}}---}{ +e (7.115)

=0
ko‘rinishga keltiriladi. Hulosa gilib shuni aytish mumkinki, impuls fazo
bo‘yicha siljishni ta’minlovchi kattalik ekan. :
Puasson qavslari yordamida impuls momentining ham chugur ma’nosini
yoritish mumkin. (2.44) va (2.51) formulalardan ko‘rinib turibdiki

p,=M, (7.116)

H

Umumiy qoida ((7.88) ga qarang) bo‘yicha {pm,rp}-'l bo'lishi kerakligini
hisobga olinsa

{M,,0}=1 (.U

olinadi. Agar argumentlad ichiga ¢ hatn kirgan biror f funksiya berilgan bo'lsa
3

{Mz,f}={p¢,f}=a—{5 (7.118)

formulani # marta tatbig qilib quyidagimni olamiz:

{Mz""{ {M‘sf}} }“a n’

chap tomonda Puasson qavslari # marta qo‘ilanilgan. Demak,

(7.119)

- f(qi’)=f(0)+q0f’(0)+-;»fp2f”(0)+...+;-i-'¢"f"(o)+...:

= fO+o{M.. [} +%¢'2{Mz,{Mz,f}} ot
om0 . lg=o
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1, o
e {Mz,...{M,,{Mz,f}}...}LEO+-“ C 120
M_ ixtiyoriy funksiyaning argumentini ¢ burchakka burib
. u degani M mexanik sistemani aylanma siljishini ifodalovchi
kattalik ekan. Puasson qavslari energiya, impuls va impulf®mnomenti vagt
fazo va fazoviy burchak bo‘yicha siljishni ta’'minlovehi kattaliklar ekanligini
tushunishga yordam berdi.

7.5. Ta’sir integrali koordinata va vaqining
funksiyasi sifatida

Kursning boshida ta’sir integrali

Stq)= Jb’dr L(d,4,) (7.121)

a

kiritilgan edi. Harakat trayektoriyasini topish masalasi ta’sir integralining
variatsiyasini nolga tenglashtirib yechilgan edi. Bunda trayektoriyaning
variatsivalarini trayektoriyaning boshi va oxirida nolga teng deb olgan
- edik. Ta’sir integrali trayektoriyaning funksionali bo‘lishi bilan bir
- vaqtda o‘zining ta’'rifi (7.121) bo‘yicha (7,7,4(1).q(1))) o‘zgaruvchi-
~ larga bog'liqdir, ya’ni ularning funksiyasidir. Bizning bu paragrafdagi
maqsadimiz shu bog‘liglikning ko‘rinishini topish. Ya’'ni, moddiy nuqta
harakat tengiamalari orgali aniglangan trayektoriya bo‘yicha harakat
qiladi deb olinadi va ta’sirmni shu trayektoriyaning boshlang‘ich va
oxirgi nuqtalari (va vaqtlar)ning funksiyasi sifatida o‘rganiladi. Bunday
masalani yechish uchun ¢, va ¢ mustagil ravishda o‘zgarmogda deb
aarash kerak. Demak, zarracha haqiqiy trayektoriva bo‘yicha harakat
gilmogda, ammo biz bu trayektoriyani formal ravishda variatsiyalaymiz:
g—¢ va yangi tracktoriyada vagt ham boshqacha o‘tadi deymiz: r—7.
Bu paragrafda 7 indeks ikki marta uchrasa ular bo‘yicha yig‘indi ko‘zda

tutiladi, ammo yozilmaydi.
Traektoriya ustida vagtni ham oz ichiga olgan umumiy almashtirish

bajaraylik:

gi(t) — ¢ () = ¢,(1) + 84, (1). (7.122)

6q;(t) — rolig yoki asinxron variatsiya deyiladi. Agar Eyler—Lagranj
tenglamalarini keltirib chiqarishga bag‘ishlangan mulohazalarni eslansa
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u yerda vaqt ustida hech ganday alamshtirish bajanlmagan edl Bu
verda esa vagt ham almashtiriladi ¢ = ¢ =¢+6f R
g(t) funksiya ikki sababdan o‘zgaradi — trayektoriya ko nmshmmg .

o‘zgarishi: ¢(1) = ¢'(t) , va argumentning o‘zgarishi: #— ¢ . Shu ikkala
o‘zgarishni ajratib yozamiz. To‘liq o‘zgarishni :

G ()= q(t+81) = g/ (1) + 515, (). (7.123) .
ko‘rinishda yozib olib avvalgi formula bilan taggoslansa )
3q,(1) = /(1) — g, (D + 86g, (1) = Byq, (D + 514, (8) (7.124)
forimula clinadi. Bu yerda
8o (1) = g1 (1)~ 4;(1) (7.125)

trayektoriya ko‘rinishining o‘zgarishi. Keyingi formulalarda kerak
bo‘lgani uchun Lagranj funksivasining ham to‘liq o‘zgarishini shu
ko*rinishda vozib olamiz:

8L =5,L+81l. (7.126)

Ta’sirning to‘liq variatsiyasi huddi (2.5) da hisoblangandek hisoblanadi -
(quyida kettiriladigan formulalarning hammasida birinchi tartibli cheksiz -
kichiklargina goldirilgan): '

88= de'L(q'(t’},t?'(i'), t)- J.dtl(q(f), q(0),0) =

= J [(dx+dﬁx)(L(r)+60L+L6t)—er(t)] =
(7.127)

= Jd(&t)L+ j dt(S,L+Lér)= J d(6tL)+Ja’x6,}L.
La,g_ranj funksiyasining variatsiyasi standart yo‘l bilan hisoblanadi: : L
50L—$50qf(r)+ £ 50 (1) (7.128)
. | ,
Avval aytib o‘tilganidek 8,4(f) = ~a,-E5oq(t) . Shuni hisobga olib va variat-
siyaga hosila tushgan hadni bo‘laklab integrallab, quyidagi ifoda olinadi:
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' AL faa a).
§= | d[StL+—3, dtf ————— ;
| é J. [OtL+ % 09']'1“.-[ [a’r 5% 3a, ]509 (7.129)
Shu yerda masalaning go‘yilishini yana bir muhokama qitaylik. Hagiqiy
trayektoriya bo‘yicha harakat gilayotgan sistemani ko‘rayapmiz. Ya'ni,
trayektoriyani aniglash masalasi bilan shug‘ullanma}‘fﬁ‘liz, trayektoriya
‘Eyler—Lagranj tenglamalarining '

L8 2o
730 3 (7.130)

yechimi sifatida topilgan, zarracha shu trayektoriya bo‘vicha harakat
qiladi. Demak, (7.129) formuladagi ikkinchi had nolga teng va birinchi
. hadning o°zi goladi:

oL
5= j AL+ dg . (7.131)

Bunga kirgan 8,9, uchun

Oo4; (1Y = 84,(1)— 614, (2) (7.132)
. ekantligini eslab ta’sirning to‘liq variatsiyasi

o A, P
5S=[5!L—5tq]-é~_—t-+a—45qi:| =[pi59i_H‘St]:z (7]33)
i i I
ko‘rinishga keltiriladi. Formulani ochib yozaylik:
6S =P (Ib )5‘?_- (:.‘; ) e H{t?})atb - P (ra )6q] (Ia} + H(ta)‘s"a' (7' 134)
Agar trayektorivaning boshlang‘ich nugtasi o‘zgarmas bo‘lgan hol
qaralsa (bunda birdan-bir o‘zgaruvchilar ynqori nugtaga tegishli bo‘ladi
va shu sababdan, ularni indekslarisiz yozamiz);

88 = p,bq, - Hé¢ (7.135)
ga ega bo‘lamiz. Ko'rinib turibdiki,
as as
T — H = ——
Py 3 » (7.136)

Agar trayektoriyaning oxirgi nuqtasini va unga mos keiuvchi vaqgt
momentini o‘zgarmas deb oisak, yugoridagi formulalarda o‘ng tomon-
larning ishoralari o‘zgaradi. (7.136) formulalarni

dS = pydg; - Has - (7.137)
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ko'‘rinishda yozib olish mumkin, Umumiy holda esa
dS = p; (), (1,)— H (1, )ty = p;(6,)dg; @)+ H(t)ds, - (7.138)°

formulaga egamiz. Bu munosabatning ma’nosi shundan iboratki, harakat
ixtiyoriy bo‘lavermas ekan, u fagatgina shunday bo‘lishi mumkinki,
bu formulaning o‘ng tomoni to‘liq differensial bo‘lsin.

(7.137) formulani integral ko‘rinishda yozib olaylik:

5= [(pida; - Ha). 139

Biz ta’sir integrali uchun vangi ifoda oldik, bu ifodadan ham harakat
tenglamalarini keitirib chigishimiz mumkin. Albatta, bu galda kanonik
tenglamalar kelib chiqgishini kutish kerak. Eslatib o‘taylik, harakat
tenglamalarini qgidirganda trayektoriyva variatsiyalanadi (ou holda

g(ty = g(t)+8¢(1), p(t) — p(£)+ 6 p(#) ), vaqtga tegmaymiz, chegaralarning
o‘zgarmasligidan fovdalaniladi: &g, =8¢, =8p, =8 p, =0. Umumiy
metod bo‘yicha §§ hisoblaymiz va uni nolga tenglashtiramiz:

58 = [(8pdg+ pddq- S Hdt). (7.140)
Integral ostidagi ikkinchi hadni bo‘ilaklab integrallaymiz va
aH oH
GH = 55!’*3;5'? ¢kanligini hisobga olamiz;

gis

=0 (714D

‘a

68 = J(?p(dq—gﬁdz‘}—jﬁq(dp-f-a—ffdt]ﬂf ply
dp 9y

Oxirgi had nolga teng (chegaraviy shartlar natijasida}. Variatsiyalar -
ixtivoriy bo‘lganida bu ifoda nolga teng bo‘lishi uchun

oH , oH , _
dq—gdt—o, dp+§dt—0 (7.142)

bo’lishi kerak. Kanonik tenglamalarga yana keldik.
7.5.1-misol. Bir o’lchamli harakat qilayotgan erkin nugtaning ta’sirini
toping.

n‘b in fb
B . _m 2 M de . LM L
S=|dtlig,g.0)=~ |dt¢g == Ydt| —|gd|—qd |- =
J (4.9.1) 5 J 773 J‘ (dt fa¢] '?‘IJ > [99'],“ (7.143)
LN . fa ty .



Yo Uy _

chunki erkin nugta uchun §=0, Endi ¢= const ekanligini hisobg:

] a
olish goldi. Natijada
_mig—q)
§=—-f2 Hdas e
2 4,1, _ (7.144)
formulaga kelinadi. Ko‘rinib turibdiki,

a5 g, os g, — 4. a5
L G g, P 2 = mg, H~—-—
. m—= . mq, p, %, m——= -y maq (7.145)

Uch o'lchamli holga o‘tganimizda (7.144) o'rniga

Py =

m(rb r)'
2 f,-t,

= (7.146)

formulani olamiz.
7.5.2-misol. Garmonik ossillatorning ta’sirini toping.

Iy i

: d
S_'E dr(* ~w2q2)=-’§~jdt(dt[qq] 9§-0'q }-—[9"?]‘ (7.147)

rﬂ f{l

chunki garmonik ossillator uchun harakat tenglamasi g+w3q =0. Bu tengla-
maning yechimini

g(1) = Acos@t + Bsinwt (7.148)
ko‘rinishda olib, chcgaraviy shartlarni hisobga olgan holda un

g(t)y= g, coswit—1 )+ “ Esina(t~1,)=q, cosw(r~tb)+~20~51nm(r-r&) (7.149

’

ko'rinishga keltirish mumkin. O‘z navbatida bu munosabatiardan

Ga = (45 ~gac0s0T), G = ——— (g, cos@T~q,)  (7.150)

sin &)T

ekanligi topamiz, bunda T =¢, —t,. Topilgan formulalar

[d]? =2 ( + 4} JeosaT ~24,4, sy

ga olib keladi, Natijada, garmonik ossillator uchun ta’sir integrali shu integ-
ralning chegaraviy nuqtalarining funksiyasi sifatida quyidagi ko‘rinishn
qabul giladi:
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§= [(q}; +q§)cosc0T—2qaq;,]- :,. (7.152)

2sinwT
7.136) formulalarni tekshirib chigish giyin emas.

7.6. Kanonik almashtirishlar i

7.6.1. Ta’rif. Hosil giluvchi funksiyalar

Avval aytgan edikki, Lagranj formalizmidagi umumlashgan koordi-
natalar ¢, ni ixtiyoriy ravishda tanlab olish mumkin, harakat tengla-
malarining umumiy ko‘rinishi bunga bog‘lig emas. Ular ustida hatto
vaqtga bog'lig bo‘lgan almashtirishlarni ham bajarish mumkin:

0, = 0i(4.1), (7.153)
bunda g — eski koordinatalar, Q — yangi koordinatalar ({1.2}-misolga
garang).

Kanonik formalizmi 25 o‘lchamli (g,p), =1,...,s fazo tilida ifoda-
lanadi. Bunday matematik fazo fazaviy fazo deyiladi. Bu fazoni tashkil
qiluvchi ¢ va p koordinatlar teng huquqlidir. Ularning teng huquqliligi
vangt imKkoniyatlarga olib keladi. Quyidagi matematik almashtirish
yordamida

Qx’ J'_"Q:'(Qsp:r)a P: =Pf(€aps!) (7154)
bu fazoda yangi koordinatalarga o‘tish mumkin. Yangi koordinatalarga
o‘tishdan asosiy magsad ularni shunday tanlab olishki, ularning ichida
mumkin qadar ko‘proq siklik @, Iar bo‘lsin. Masalan, @, siklik koordi-
nata bo‘lib chigdi deylik. Unga mos keluvchi impuis bu holda o‘zgarmas
harakat integrali bo‘ladi: P, = const. Asosiy magsad, yuqorida aytilga-
nidek, yangi koordinatalarni shunday tanlab olishki, wlarning hammasi
siklik bo‘lib chigsin. Bu holda s ta harakat integralini topgan bo‘lamiz,
harakat tenglamalari darhol integrallanadi.

Koordinata va impulslarni (7.154) formula bo‘yicha ozgartiril-
ganda umumiy holda Gamilton funksiyasi ham o°zgarishi turgan gap:
H-H', ammo bu almashtirishlarga go‘yiladigan asosiy talab —
ularning natijasida harakat tenglamalari o'z ko‘rinishini saglab qolishi
kerak:

T T
P = = i
, -5

30 : 7155
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Bunday xossaga ega bo‘lgan almashtirishlar kanonik almashtirishlar
deyiladi. Almashtirishlarning kanonikiik shartini keltirib chigaraylik.
(7.139) —(7.14)) formulalar bo*yicha kanonik tenglamalarni quyidagi

. variatsion prinsipdan keltirib chiqarilgan edi

5 [ (pida, ~ pdr) = 0. - (7.156)

Gamilton tenglamalarining ko‘rinishi o°zgarmasin deyilsa yangi
o‘zgaruvchilarga ham huddi shuo prinsipni go‘llash kerak:

5_[(HdQ,- ~Hidt)=0. (7.157)

Bu ikkala variatsiya bitta haqiqiy harakat trayektoriyasiga olib kelishi
kerak, faqatgina, bu trayektoriva har xil o‘zgaruvchilar tilida yozilgan.
Ikkala variatsiya nolga teng bo‘lishi uchun integral osti ifodalar bir-
biridan koordinata va impulsiarning funksivasi bo‘lgan funksivaning
to'liq differensialigagina farq gilishi mumkin. Bu holda bir integral
ikkinchisidan shu funksiyaning chegara nugtalardagi o‘zgarmas qiymat-
larigagina farg qiladi. O‘zgarmas sonning variatsiyasi nolga tengdir.
Demak!:
pidg; — PdQ, + (H' — H)dt = dF. (7.158)

Paydo bo‘lgan funksiya F kanonik almashtirishlarning hosil qiluvchi
funksiyasi deyiladi. Ko‘rinib turibdiki F =Fgq,0,f) va

= P=e— H'=H+—.
30 30 H=H+ £y (7.159)
Bu birdan bir mumkin holmi? Yo‘q, hesil giluvchi funksiyaning argu-
mentlarini boshgacha qilib ham tanlab olish mumkin. Buning uchun
(7.158) chap tomonidagi —PdQ/' hadni o‘ng tomonga o‘tkaziladi va

. shu tomonni

dF + BdQ; = d(F + PQ;) - Q,dF, (7.160)
ko‘rinishga keltirib olinadi (bunday almashtirish Lejandr almashtirishi
deyilishini yana bir eslatib o‘taylik). O‘ng tomondagi Q.¢F hadni chap
tomonga o‘tkazamiz. Yangi hosil bo‘lgan funksiyani F, deb belgilab:

! Yana bir eslatib ketaylik, ikki marta uchragan indeks bo‘yicha yig'indi ko‘zda
cutiladi: Fi90: = 2. P,
4
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: Flq.P.ty=F(g,0,0+F0: - (716D
uning differensiali uchun
dFy(q, P,t) = p;dg; + O,dP, + (H' - H)dt (7.162)
ifodani topamiz. Shu munosabat bilan birinchi paydo bo‘lgan hosil
qiluvchi funksiyani F, =F (q,0,7) deb belgilab olaylik. Yangt hosil
giiuvchi funksiyva uchun
OF, oF; aF, ar
=2 H=H+
P 30, 0 = P Y (7.163) !
. Lejandr almashtirishlari yo‘li bilan yana ikki xil hosil giluvehi
funksiyatarni topish mumkin. Buning uchun (7.162) o‘ng tomonidagi
pdq, hadni chap tomonga o‘tkazib chap tomonni

dF, - p;dy; = d(F - pg)+ q;dp; (7.164) |
ko‘rinishga keltiramiz. F, - p.q; = F;(p,P,t) belgilash kiritib
dF, = —q,dp, + O;dP. + (H'— H)dt (7.165)
ekanligini ko‘rish mumkin. To‘rtinchi va oxirgi ko'rinish quyidagichadir; - - |
dF,(,0.7) = ~q;dp; — PO, +(H'— H)d. (7.166)
Topilgan hosil giluvchi funksivalarni kektiraylik:
Rlg. 01}, Filg P, KBpPo, Fp.0.0 (7.167)

Boshga variantiar vo‘q.

Agar hosil giluvchi funksiva vaqtga oshkora bog‘liq bo‘lmasa
{hamma variantlarda ham) vangi va eski Gamilion funkmyalan teng
bo‘ladi:

H=H. (7.168)
Kanonik almashtirishlarga misollar keltiraylik.
7.6.1-misol. Bir o‘lchamli garmonik ossillator uchun

1 .
Fg.0.0= Equzctgg (7.169)

kanonik almashtirish yordamida yangi o‘zgaruvchilarga o‘ting.
Garmonik ossillatorning Gamilton funksivasi bizga ma’lum:

_ qu 2
H= 2 2[ +me’ q } (7.170)

2m m

ltosil giluvchi funksiya vagtga oshkora bog‘lig bo‘lmagani uchun
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. H'=H. (1.171)
Yangi va eski o‘zgaruvchilarni bog‘laydigan munosabatlarni yozaylik:

of aF 1 1
p =5, = mogels0, P =0 = mog’ —s. (7.172)
Bu munosabatlarni yechib quyidagi ifodalar osongina topilfi:
q2 = z-Jlj-z-:inz 0, p2 =2 Pmwcos’ Q. (7.173)
mo
Demak,
H=Po. (7.174)

Ko'rinib turibdiki, @ siklik koordinata, demak, unga mos keluvchi kano-
nik impuls P saglanuvchi kattalik:

P = const. (7.175)
Buni kanonik tenglamalardan ham ko‘rish mumkin:
df '
=-Z2=0,0="=a
20 0 5P (7.176)

Birinchi tenglamadan darhol (7.175) kelib chigadi, ikkinchi tenglamadan
£sa

O=0()=wt+ B (71477}

ekanligi kelib chigadi. O‘zgarmas son B boshilang‘ich shartlardan anig-
lanadi. (7.175) ga kirgan o‘zgarmasni topish giyin emas. Garmonik os-
sillator uchun energiva saglanuvchi bo‘lgani uchun (7.174) dan kelib
chiqadiki

E

p==
— (7.178)

Eski o‘zgaruvchilarga qaytib kelaylik:

1qr(l‘)=1'EJE sinQ = J 252 sin{wr + B8), |
mew mey (7.179)

()= 2mPwcos = 2mE cos(wr + B).

Biz kanonik tenglamalarni integrallash masalasini qulay bo‘lgan hosil
qiluvchi funksiyvani topib kanonik almashtirishlar metodi bilan osongina
yechdik. Albatta, ntisolning o°zi qiyin emas edi, ammo murakkab hollarda
ham shu metod qulaylik tug‘dirishi mumkinligi turgan gap.

Ikkinchi misolga o‘tishdan oldin yana umumiy mulohazalarga qaytib
kelaylik. . - .
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Yugoridagi misoldagi kanonik almashtirishda hosil bo‘lgan yangi
umumlashgan koordinata va impulslarga qaralsa ((7.173) ga qarang)
ular odatdagi koordinata va impuls tushunchalariga to‘g‘ri. kel-
masligini ko‘rish mumkin, ularning o‘lchamliklari ham koordinata
va impuisning o‘lchamligiga mos kelmaydi. Kanonik almashtirishlar
koordinatalarni impulsiar bilan bog‘laganligi uchun yangi umum-
lashgan koordinatalar umumiy holda oddiy fazoviy koordinata ma’-
nosini yo‘qotishi mumkin. Masalan, yuqoridagi misolda Q umuman
o‘lchamiikka ega emas. Ya’ni, kanonik formalizmida umumlashgan
koordinata va umumlashgan impulsiar o‘zining boshlang’ich ma’-
nosini vo‘qotishi mumkin. Shu sababdan (Q,F) juftlikni, odatda,
kanonik qo‘shma o‘zgaruvchilar deviladi. Ularning qaysi birining
fizik ma’nosi ganday bo‘lishi konkret masalada ko‘rilgan konkret
kanonik almashtirishlarga bog‘liq bo‘ladi.

Bu holatga misol sifatida Q = p, P =—¢ almashtirishlarni keltlrlllshl
mumkin, bor yo‘g‘i impuls va koordinataning o‘rnini almashtirib
qo‘ydik, bu kanonik almashtirish ekanligini tekshirib korish mumkin.

7.6.2-misol. Avvalgi misolda ko‘rilgan almashtirishga kirgan chastotam
vagtga bogliq deb olyhk

F{q.Q.0)= %mw(!)qzcth- : (7.180)

Bunday almashtirish garmonik ossillatorining chastotasi o‘zgaruvchan bo‘lgan

holga mos keladi. Bu holda yangi o‘zgaruvchilar tilida kanonik tenglama-

larning ko'rinishi ganday bo‘tadi va bu ganday qulayliklar beradi?
Yechish. Bu hol avvalgi holdan farq giladi. Yangi Gamilton funksiyasi

H’ esldsiga teng emas:

, oF, _1{p* . 12 ;
H =H+a—:=-2—[-%+mm2q2 ]+qu clgQ @. (7.181)

Yangi va eski kanonik o‘zgaruvchilar orasidagi boglanish o‘zgar- -

maydi:
g = 2P 2 0, p*=2Pmwcos’ Q. (7.182)
new
Natijada yangi Gamilton funksiyasi uchun quyidagi formula olinadi:
H = Pm(l +%sin(2Q)} (7.183)
2w .
Kanonik tenglamalarga kelaylik: : S ' ' .
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P =P=cos(20), Q=w[1+2—a;27-31n(29)]- (7.184)

Bu tenglamalar sistemasini @le* «1 bo‘lgan holda g'alayonlanish
nazariyasi orgali yechish mumkin. .

Quyidagi misollar kanonik almashtirish yordamida nochiziQ} tebranish-
lar masalasini vechishga oiddir.

7.6.3-misol. Nochiziqli ossillatorni olaylik:

1.2
wxt a s
+x,
5 3x (7.185)

H=L
2

Masala quyidagidan iborat: F,(x,P)=xP+ax’P+bP* hosil giluvchi

funksivada o va b parametrlarni shunday tanlab olingki, yangi Gamilton
funksiyasiga o‘tilganida sistemaning Kichik tebranistdari garmonik ko‘rinishga

ega bo'lsin,
Yechish. Yangi va eski kanonik o‘zgaruvchilarni bog‘laylik:
=~ =P axpP; Q= -—=x+ax +3hP",
p=3 axP; Q 3P ax” +3 (7.186)

Keyin ko‘ramizki, ¢ va & parametrlar masaladagi kichik parametr « ga
proporsional bo‘ladi, shuping uchun ular bo‘yicha fagat birinchi tartibli
hadlar qoldiriladi. Mana shu birinchi tartibda eski ofzgaruvchilar yangilari
orgali quyidagicha aniglanadi:
p=P+2a0P; x=0-aQ®~3bP%. (7.187)
Hosil giluvehi funksiva vaqtga oshkora bog'lig emas, shu sababdan yangi
Gamilton funksiyasiga o'tish uchun eski Gamilion funksiyasida mana shu
almashtirishlarni bajarilsa yetarli (eslatib o‘tamiz, ¢ va b parametriar bo‘yicha
chizigli yaginlashuvda qolish kerak, undan tashqari, 4,6 ~ ¢, shu sababdan
o a, o b hadlar ham tashlab yuboriladi):
g
H= —;:Pz +—C?2-Q2 +Q2a-3b0*YOP? +(a/3~aw®)Q* +  (7.188)
Oxirgi ikkita nochizigli hadlar bo‘lmasligi uchun
2a-3bo0" =0, a=3a’ : {7.189)
bo‘lishi kerak. Bu degani,
' o 2

==, b=9m‘1' _ __ (7.190)

Demak,
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B 20 _ & .2 20
p——P+-3?QP, I“Q—EQ _ﬁp. (7.191)

| .
Yangi H=EP2+%Q2 Gamilton funksiyasi uchun yechimlar bizga

ma’lum:
Q= Acoswx, P=—wAdsinat. _ {(7.192)

Bularni (7.191} formulalarga qo‘vilsa nochizigli tebranishlar masaiasini
birinchi tartibli yaginlashuvda yechgan bo‘lamiz;

2 2

ad® oA
208 S0 - (7.193)

7.6. 4-m|sol Quyidagi ko nmshdagl angarmonik ossﬂlatoml olaylik;

x=

H_p ﬁ o
2 2

A_garda (5.1) da m = 1 desak, mana shu Gan‘ulton funksnyas1 olinach
" Hosil giluvchi funksiya sifatida

F, = xP +ax’ P+ bxP? (7.195)..:
ni ishiatib yuqoridagi angarmonik ossiltator tebranishlarini toping.
Yangi va eski o‘zgaruvchilarni bog'laylik:
aF, aF,

ng-P+3&V2P+bP3; —ﬁ-—x+ax3+3be2A (7.196)

Bu sistemani iteratsivalar yordamida yechish mumkin. Kevin ko‘ramizki,
a va b parametriar masaladagi kichik parametr  ga propowsional bo‘ladi,
shiuning uchun ular bo'yicha yuqori tartibli hadlar tashlab yuboriladi, Ko‘rish
giyin emaski,

{7.194)

3
x= Lo (0 ar)1-36P ) = Q=0 ~30QP" 4 (7.197)

Buni hisobga olib quyidagiga kelamiz:

-p 3 = 2, V¥ _ 3 7,
p = P+bP’ +3aP{Q~aQ’ ~360P + J = P+bP’+3aPQ7 +--. (7.198)

Hosil giluvchi funksiya vagiga oshkora boglig emas, shu sababdan yangi
Gamilton funksivasiga o'tish uchun eski Gamilton funksivasida (7.197) va
(7.198) almashtirishlarni bajarish yetarli:
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Y 2 2. .
H=%+%Q"+bp4+3(a-bm§)Q“P2+(§—aa€)Q“- (7.199)

Avvalgi misoldan fargli oflarogq bu holda 4 va b parametrlarni hech ganday -

tanlab olganimiz bilan P haddan qutila olmaymiz, Shuning uchun bu gal
boshgacha yo‘l tutamiz. (7.39) misolni eslaylik. Agar P, haddan qutula -
olmas ekanmiz, Gamilton funksiyani (7.39) ko‘rinishga keltirishga harakat
qilaylik. Buning uchun '

2
PPoag o o[PP & o).
H-—-—z‘“-i' 0 +/1{'—2—+'~2—Q =

P o A Ay Aay 7200
- @ 42 4, Ay g ATR 2

=t —FP+ +—=0°P

2 2 ¢ +4 4 e 2 s

ifodani (7.199) ga tenglashtirish kerak. Buning uchun

B 38 3B
R2eg’ R} 8o (7.201)

bo.‘h'shi kerak. (7.39) ko‘rinishdagi Gamilton funksiyasi uchun
Q= Acoswt, P=—ayAsiner, o' = (1+2AE)m,  (7.202)

qa=

i
edi. Bizning holimizda ((7.40) ga qarang) Eo =5A'2w§. Demak, nochizigli
tebranish uwchun birinchi tartibda quyidagi topildi:
5
ﬁ = 3B i ﬁz
32ax
" Trigonometrik ahnashwzshlar bajanlgamdan keyin quyidagi ifoda hosil bo‘ladi:

2 £ 2
x=A ;_'w_ﬂ COS (O + —— B4 cosdad, = 1+3ﬁA @, (7.204)
1667 32e5 8oy

7.6.2. Kanonik almashtirishlar va Puasson gavslari

x=0- ort. (7.203)

Bizga gandaydir bir almashtirish berilgan bo‘Isin:
(‘hﬂh 3o -,‘Is ,Pl,Pz ye -,ps) = (QI:QZ ,'--:st-ﬁ,PZ 9”'sPs)' (7205)
. Puasson qavslarining bu almashtirishlarga nisbatan invariantligi:
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{r.g}, ={fghg ST (1.206)
ularing kanonikligining zaruriy va yetarli sharti ekanligini isbot qilaylik
{gaysi o‘zgaruvchilarga nisbatan hosilafar hisoblanayotganini gavslarning
o‘ng tomonidagi indeksi sifatida belgilandi).

Zaruriylik shartidan boshlaylik (ya’ni, (7.205) ni kanonik deb undan
(7.206) ni keltirib chigaramiz). Isbotni ikki bosgichga bo‘lamiz. Birinchi
navbatda

{f.R},,=—5- 1,01, =% (7.207) .

ekanligini ko‘rsataylik. e

A VLK AN ¥ PR Y IR
NI B el -
{f }M Z[apk J4; aqk 5}-’#} 2( apk aqkaQr aqk ap.fran

i

=Z LY 3 I 9 I, 2 LA 1 T
e opx 90; 99, g, an aPk r op 00, g, 0Q, | 92, .
(7.208)

Oxirgi tenglik belgisiga o‘tishda murakkab funksivaning hosilasi uchun
zanjir qoidasidan foydalanildi, Huddi shu yo] bilan (7.207) ga kirgan
ikkinchi formulani ham isbot gilish mumkin. Bu formulalaming natijasi
sifatida

{Br), ~lo.o}, -0 im0l =6 @9

munosabatiarga kelinadi.

Olingan natijalar asosida asosiy bo‘lgan (7.206) formula 1sbot
gilamiz. Ishni soddalashtirish uchun bir o‘lchamli hoini ko‘raylik, ko‘p
o‘lchamli holga o‘tishni o‘quvchiga havola gilamiz, Keyingi hisoblarda
ham murakkab funksiyaning hosilasi uchun zanjir qoidasi asosiy bo‘ladi:

(g} =Ld% Yo U oP Y 3QYogaP dgIg)
8l " 9p3g 9gdp \Pdp 80 dp \OP 9 90 3q
(7.210)
dP dg dQ dg | dP dp 90 op
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Ifodaning o‘ng tomonini ochib chigilsa sakkizta haddan to‘rttasi
gisgaradi. Qolgan hadlar yig‘ib chigilsa va (7.209) ning uchinchisini
qo‘llanilsa izlagan formula hosil bo‘ladi:

.4 _farag agap ~ P
{;,g}m-[ggg—,—-é;g; -8l = (2.0}, g U 8hrge 7210
Endi yetarlilik shartiga o‘taylik (va’ni, (7.206)-bajarilganida
(7.205)-almashtirish kanonik ekanligini ko‘rsatamiz). Buning uchun

yangi o‘zgaruvchilar uchun harakat tenglamalarini topaylik. €, dan
boshlaylik:

2 0,4t p02,0= Z[BQ' 4+ 22, ]—

dpy
3Q, dH 3Q; dH 5 - {(7.212)
— = |={H,0:} .-
_ Z‘(aﬁ‘k dpy  dpy og, ] HLidy :
Ammo _
{H9Qi}pq ={H!Qi}PQ7 (7.213)
va, demak, (7.207) bo‘yicha
4 oH
dt O ={H,Qi}pp = aP (7.214)

P uchun ham kanonik tenglama olishimizni huddi shunday yo*l
bilan isbot qgilish mumkinligini o‘quvchiga havola gilamiz.

7.6.3. Kanonik almashtirish va barakat

Kanonik o‘zgaruvchilarning f vaqt momentidagi giymatlarini g, p,
va 1 + At vaqt momentidagi giymatlarini q,,,, p,., deb belgilaylik.
Ta’sir integrali uchun

ds = ; P:-'-md%ﬂ\t -_P.-dQE) (72[5)

(bizning holimizda dr, =df, =0, chunki harakat boshi va oxiriga mos
keluvchi vaqt momentlari aniqdir: £ =, #,=¢t+Af) ifodani (7.158) bilan
taggoslansa g,p, dan gq,,.p,.,, ga o‘tishni kanonik almashtirish deb
garash mumkinligi tushuniladi, bunda ta’sir integrali .S hosil qiluvchi
funksiva rolini o‘ynaydi.
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7.7 Integral invariantlar

7.7.1 Fazaviy fazodagi integral invariant

Ba’zi bir hollarda oddiy uch o‘lchamti fazo yoki umumlashgan
koordinatalar fazosi konfiguratsion faze deyiladi. Kanounik formalizmga
o‘tganimizdan keyin biz uchun koordinatalar va impulslar {g, p,
i=1,...,s} mustaqil o‘zgaruvchilar bo‘lib goldi, shunga yarasha mana
shu o‘zgaruvchilardan tuzilgan 2s o‘lchamli fazaeviy fazo tiliga o‘tishimiz
magsadga muvofiqdir. Agar bir o‘lchamli harakat hagida gap ketayotgan
bo‘lsa bu 2 ofichamli fazo — tekislik bo‘iadi.

H

7.2-rasm. Puankarening integral invarianti.

Faraz qilaylik, ¢, vaqtda ko‘rilayotgan sistema fazaviy fazoda ma'-
lum bir hajmni egallasin. Bir o‘lchamli hol uchun bu hajmni 7.2-
rasmdagi ¥, Konturning ichidagi soha sifatida ko‘rishimiz mumkin.
Vaqt o‘tishi bilan sistemadagi umumlashgan koordinata va impulslar
o‘zgara boradi, shunga varasha, sistemaning fazaviy fazodagi egallagan
sohasi ham o‘zgara boshlaydi. Fazaviy fazodagi har bir nuqtaning
trayektoriyasi

‘l;- = _E)E ., = a_H i=1 5
i aq; ’ di ap! ’ Ty (7.216)
tenglamalar sistemasiga bo‘ysunadi. Agar sistema bir-necha zarralardan
tashkil topgan bo‘lsa uning fazaviy fazodagi traektoriyalari majmuasi
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- fazaviy oqimni tashkil giladi. Yana bir o‘lchamii holga qaytib kelsak IZE
vaqida sistemaning egallagan fazaviy hajmi 7.2-rasmdagi ¥, konturning
~ichidagi sohadir. Shu rasmdagi y, dan ¥ tomon yo'nalgan chiziqlar
“fazaviy oqimni ifodalaydi.
Quyidagini isbot gilaylik:
$p-dg=fp-dq 7.217)
B! ¥z
bu yverda pdq= pidq1+ pqu2+--~+ pdg’ . Bu formulaga kirgan in-
- tegral Puankarening universal integral invariant deyiladi. Olingan
formulani

d
Ec;'?p-dq=0

ko‘rinishda tushunish mumkin. Kontuming ustida vaqt o‘zgarmagani
uchu_n'.vaqt bo‘yicha hosilani integral ostiga Kiritishimiz mumkin:

d
—~$p-dq = pdy+pdi) = § Ddy - qdp) + $dpq)
dty ¥ 14 4

Ohirgi integral to‘lig differensialdan yopiq kontur bo‘yicha olingani
uchun aynan nolga teng. Demak,

$Grdg-gdp)=0
Y

Bu integral ihtiyoriy yopiq kontur g bo‘yicha nolga teng bo‘lishi
uchun integral ostidagi ifoda gandaydir funksiyaning to‘liq differensiali
bo‘lishi kerak:

p-dq—qdp=—dH

Shu tarzda tanlab olingan funksiva uchun kanonik tenglamalarni
olamiz:

“_36‘ ll=“é;- (7.218)
Hagiqatda 7.218-dan 7.217-ni keltirib chigarish ham mumkin, ya’ni,
7.217-ning bajarilishi uchun kanonik tenglamalarning bajarilishi yetarli

va zaruriydir.
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7.7.2. Luwil teoremasi

Quyldagx munosabatm isbot gilayhik:
Cﬁl"dq = '[Jz;, dp;dg; (7.219) -
14 = '

Bu yerda S — g egri chiziq bilan chegaralangan sirt. Isbot uchun

2s - o‘lchamli fazaviy fazo koordimatalarini {x}={x, x, ,... , x,}={p,, -

Prrers Py @ Gy o ) deb belgilaylik va (4}=(0, 0,0, 0, py, Py 2}
vektorni kiritaylik. Bu belgilashda ' .

<j3p dq= éZAdx

; Y I-—l
‘,lach Stoks teoremasi bo yicha

gSZAde__.HZd ,dxj[aai gj;]

y =l § =l

A vektor sifatida yuqoridagi ta'rifdan foydalanib 7.4-formulani olamiz
{Stoks teoremasiga kirgan dx’ d¥ integrallash elementi dx' o =- o dx’™
goidaga ba‘ysunadi, ya'ni, u yo‘nalishga ega bo‘lgan sirt elementidir). -

7.217- va 7.19-formulatarni tagqoslash harakat davomida H 2 dpdg;

s =l _
integral-ning saglanishini bildiradi. Chuqur matematik muloxazalar
asosida

if I Z dpidgidp;dg; va [[f][ j ” #_ldps'dqf-dpjdqjdpkd‘?k (7.220) -

va h.k integraliarning ham invariant bo‘lishini isbot gilish mumkin.
Bunday isbot [14] kitobda keltirilgan, isbotning murakkabligi uni bu.
verda keltirishga imkon bermaydi. Misol sifatida bir va ikki o‘lchamii

hollarni garaylik: 1) bir o‘ichamli holda 7.219 ning o‘ng tomoni J dpdeq
bo‘ladi, bu - sistemaning fazaviy hajmi; 2) ikki o'lchamli holda ikkita =
invariantga egamiz: I(dpldql +dp,dg,) va I d pdg,dp,dq, , ikkinchisi shu
ikki o‘lchamli sistemaning fazaviy hajmi.
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Harakat, 7.6.3-da isbot gilinganidek, kanonik almashtirishning
hususiy holi. Shuni hisobga olib quyidagi umumlashtiruvchl ta'rifini
qabul gilaylik:

Fazaviy fazoda quyidagi koordinat almashtivishiar berilgan bo Isin:

(915 gp AR | qsa p[; pg: LA .ps) - (Q]} Qp LRI | Qs) P[) Pp AL Ps)

Agar -y

?p'dq = ?P‘dQ (1.221)

bolsa bunday almashtirishlar kanonik almashtirish deyiladi,

Misol 7.7.1. 7.6.1, paragrafda kanonik almashtirishtar kanonik tenglama-
larning ko‘rinishini saglaydigan almashtirishlardir deb ta’riflangan edi.
Hozirgi ta’rifimiz avvalgi ta'rifni o'z ichiga olishini bir hususiy holda — bir
o‘lchamli sistema wchun vaqtga bog'liq bo‘lmagan almashtirishlar misolida
ko‘rsataylik.

7.221-formuladan ko‘rinib tunbdlkl integral ostidagi ifoda to‘liq diffe-
rensial bo‘lishi kerak:

pdq-P-dQ=ds,
Bir o‘lchamli holda: pdg—PdQ=dS. Q=0Q(p,q) ekanligini hisobga
olib bu formulani

pdg— {%qu+anpJ {p PaQ]d an

ko‘rinishga keltiramiz. O‘ng tomondagi ifodaning to‘lig d:ﬁerensialligi

sharti:
p0)._ 3 pd0
8,0 7= aq aq ap

Bu formulani ochib chigsak {P,0}=! ckanligi kelib chigadi. Demak, vangi
o‘zgaruvchilarda Puasson gavsi saglanar ekan, 7.6.2-paragrafda isbot gilingani
bo‘vicha Puasson qavsifting saglanishi almashtirishning kanonikligining
yetarli va zaruriy sharti edi.

7.219-«ni hisobga olib kanonik almashtirish davomida (integrallash
schalarini ¥ va T deb belgilaylik)

1 X.apidg = [[Y.ardo, (7.222).

y i=l T i=l
bo'lishi kerak degan hulosaga kelamiz. Bir o‘Jchmali holda bu formula
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[[dpdq = [[aPdQ

ko'rinishga ega bo‘ladi. y — (p, ¢) o‘zgaruvchilar tilidagi boshlang‘ich sirt,
I — (P, ) o‘zgaruvchilar tilidagi sirt. Demak, kanonik alamshtirishlarda
bir o‘lchamli sistemaning fazaviy hajmi saqlanar ekan.

7.220-formulaga ofib kelgan mulohazalarmi davom ettirsak, i, j, k, .. .
indekstaming soni s ga teng bo‘lganida invariantlikni 7.222-ma’noda tushunib -
quyidagi natijaga kelamiz:

¥ T

Ushbu tasdiq Liuvil teoremasi deyiladi. Chap tomondagi integral s- ta -
erkintik darajasiga ega bo‘lgan sistemaning fazaviy fazodagi hajmi, o‘ng |
tomonda esa shu sistemaning yangi kanonik o‘zgaruvchilarga o'tilgandan
kevingi fazaviy hﬂjm! Demak, kanonik almashtirishda snstemamng fazaviy
fazodagi hajmi o‘zgarmas ekan.

7.8. Mopertyui prinsipi
Gamilton funksiyasi vaqtga oshkora bog‘lig bo‘lmagan holda ener-
giva saglanadi:
H(q,p}=E. (7.255)

Bu shart 2s o'lchamli (s — erkinlik darajalari soni) fazaviy fazoda 25 — .-
| o‘lchamli sirtni aniqlaydi.
Masalan, s = | bo‘lsa fazaviy fazo tekislik bo‘ladi, vuqoridagi

shart esa shu tekislikdagi chizigni beradi. Konkret misolni qaraylik:

garmonik osstllator uchun

2 2.2
=L T84 .p (7.256)
2m 2
shart (g,p) tekislikdagi ellipsni beradi. Demak, E energiyalik chizigli
ossillatorning tebranishi davrida fazaviy tekislikda uni ifodalaydigan.
nugta mana shu ellipsni chizib chigadi. '

Harakat faqatgina 25 —1 o‘lchamli sirtning ustidagina bo‘lishi mum-
L, shu jumladan, boshlang‘ich q = q, va oxirgi q = q, nugtalar ham
mana shu sirtning ustida yotadi. Bu holda variatsion prinsipni ganday
I o*rinishda olganimiz qulaydir? Shu savolga Mopertyul pr]_tl81p1 Javob
Lieradi.
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| '._._(’?.139) fonﬁu;_':.:]flan: 1‘(7224-)h01da quyidagicha yozib ohsh -:nn_;"'ﬁ_'._j‘_.m' kin:
o S=|pdg-E(t~t). - (7.257)
‘bunda ¢ - ﬁérakat boshi momenti. Paydo bo‘lgan

So=fpidg=[pdg (7.258)
kattalik gisgartirilgan ta’sir deyiladi.
(7.255) shart o‘rinli bo‘lganda (7.258) ta’sirning minimumi
85, =0 (7.259)
- harakat traycktoriyasining ko‘rinishini berishini isbot gilaylik. Ushbu
. tasdiq Mopertyui prinsipi deyiladi. Buning uchun (7.255) shartni p, ga
.. nisbatan vechib oldik deyiik:

p=K(P,Q,T,E), (7.260)

. va magsadimizga muvofiq bo‘lgan quyidagi belgilashlarni ham kiritit
~ olaylik:

P={p2:p3s--"ps}: Q={‘?2,G’3,---aqs}’ T=_gl‘ (7261)
 Natijada
p-dg=P-dQ-KdT (7.262)

tenglikni olamiz, o‘ng tomonda paydo bo‘igan formada K ni vangi
- Gamilton funksiyasi va 7 ni yangi vaqt deb qaralsa S, ning ko‘rinishi
_ yangi o‘zgaruvchilarga nisbatan to‘lig ta’sirning o‘zi bo‘ladi. Demak,
(7.157) asosida harakat tenglamalari sifatida quyidagi tenglamalarni
olish mumkin:

dP oK dQ _dK
T A (7.263)

2s — 1 o‘lchamli (7.255) shart bilan chegaralangan fazodagi harakat
tenglamalari mana shu ko‘rinishga ega bo‘ladi.

Olingan tenglamalar kanonik tenglamalarga o‘xshasa ham ularning
ma’nosi bir 0z boshgachadir — bu tengiamalar trayektoriyaning vaqt
o'tishi bilan o‘zgarishini emas, balki shu trayektoriyaning 2s o‘lchamii
fazodagi ko‘rinishini beradi, chunki ular sistemamizning umumlashgan
koordinatalari va impulslarini bog‘laydigan tenglamalar sistemasini
tashkil giladi. _

Buni tushunish giyin emas, bu tenglamalardagi «vaqt» T hagiqatda
¢, koordinata va «energiya» — hagiqatda impulsning birinchi kompo-
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nentasi p, dir. Demak, bu tenglamalar 2s o‘lchamli fazaviy fazodagi
trayektoriyaning geometrik ko'rinishini beradi. Demak, (7.259) variatsion
prinsip (7.255) shart o‘rinli bo‘lgan va sistemaning boshlang‘ich va:
oxirgi holatlari berilgan holda harakat trayektoriyasini berar ekan. '
Qisqartirilgan ta’sirga boshga ko‘rinish beraylik, Bir tomondan

.[p,- dg; = .[—El% g;dr = IZTdr = J2(E—U)dz, (7.ﬁ64) g

Bu yerda ikkinchi tenglikdan keyin Eylerning bir jinsli funksiyalar
haqgidagi teoremasini qo‘llanildi. Ushbu formuladan vaqtni yo‘q qili-
shimiz kerak, chunki faqat trayektoriyani gidiramiz. Ikkinchi tomondan -

= l ‘W = _ 2 ’f q‘ dq} z dq;r dqj
> 2.954:9; +Ui@) = 3 Sl Ug = ar= S
(7.265)
Demak, |
Sp = _.-Pf dg, = JEIJ(E—WZ%CI%@; . (7.266)

Endi Mopertyui prinsipining aniq ko‘rinishini berishimiz mumkin:
harakatning boshlang‘ich q, va oxirgi q, nugtalarini boglaydigan q = -
q(t} trayekroriva H(p.q) = F shart bajarilganida quyidagi minimum

prinsipiga bo‘ysunadi;
8 [ J(E-U)Y aydqdg; =0. (7.267)

Bu prinsipda vaqt hagida hech narsa deyilmaydi, berilgan boshlan-
rich q_va oxirgi g, nuqgtalar orasidagi masofani sistema qancha vaqtda
hosib o‘tgani energiva E orgali aniglanishi mumkin.

Agar bitta ozod moddiy nuqta hagida gap ketayoigan bo‘lsa

di _
T=2=
> [dt) (7.268)
ivy‘ladi, bunda 4/ — uzunlik elementi. Natijada
' S[NE-Udi=0 (7.269)

rrinsipga kelinadi. Bu verdagi integral berilgan nugtalarning orasidagi
riayektoriya bo‘yicha olingan. Vaqtning ham boshlang‘ich nuqtasi
lerilgan, ammo oxirgi nuqtasi berﬂmagan

.de zarracha uchun bu :
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sfdi=0 (7.270)

shartni beradi. Bu esa ikki nuqta orasidagi eng qisqa chiziq — to‘g‘ri
chiziq tenglamasi, Hagigatan ham, ozod zarradan to*g‘ri ChlZlq bo‘yicha
harakat qiladi.

7.9. Gamilton — Yakobi tenglamasi
(7.136) tenglamalarning ikkinchisini olib garaylik:

as '
= +H(p.g.0=0. (7.271)

- Agar bu tenglamada impulslarning o‘rmiga (7.136) ning birinchisini
ishiatsak

Bop| BB ety |0 7.27
IC RS TV A VR (7:272)

ko‘rinishdagi birinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamani
olgan bo‘lamiz. Bu tenglama ta’sir funksivasi $(¢,7) uchun bo‘lib,
uning mavjudligi harakat tenglamalarini integrallashning yana bir
zabardast metodini beradi. Bu metodni o‘rganish uchun birinchidan
xususiy hosilali differensial tenglama (7.272) ning tolig integrali kiritaylik.
Ta’rif bo'yicha differensial tengiamaning to‘liq integrali uning shunday
- yechimiki, unga kirgan mustaqil ixtivoriy o‘zgarmaslar soni tenglamadagi
-mustaqil o‘zgaruvchilarning soniga teng bo‘ladi. Bizning holimizda
mustagil o‘zgaruvchilar soni s + I, s ta koordinata va vagt. Ta’sir
 tenglamaga faqat hosila ostida kirgani uchun bitta o‘zgarmasni additiv

ravishda olishi mumkin:

S= f([,ql 27 YLITEL! P ¢ SR ¢ ) ,...,as\j+ c(o f (? .273)

cbunda oy,0,,0,,...,0, — ixtivoriy o‘zgarmas sonlar (integrallash

" konstantalari).
Teorema (Yakobi):

(7.273) funksiya (7.272) ning toliq integrali va de{ a—as ]ﬂ
4;9d ;

bo‘lsin. Unda



sisténianihg '3un.1uh'1iy yechimi =~
3 3s

= “EE; B = ’é‘&: (7.274)
munosabatlar bilan aniglanadi, bunda g, — yangi ixtiyoriy doimiylar:
ds 2hY

B =3 dan g =g,(B,a.0 lar topiladi, topilgan g, larni 7 "o B2

qo'yib p, = p(B8,a,0) tar topiladi.
Isbor: (7.273) dagi f(¢.a,t)ni hosil qiluvchi funksiya sifatida olaylik,

bunda ¢, lar yangi impulslar rolini o‘ynasin: o, = P. Kanonik
almashtirish bajaraylik:

Y

, - H'=H+al
9g;

Q; 3P % 7.275)

Bu gatordagt oxirgi formula va (7.272) dan kelib chigadiki H =0.
Demak, £ =0 0,=0. Yoki, P = =const, @ =const. Oxirgi
konstantalarni O, =8, deb belgilashi bilan teoremamiz isbot bo‘ladi.
Gamilton funksiyasi vaqtga oshkora bog‘liq bo‘lmagan holda ta’sir
§ =8y — Er ko‘rinishga ega bo‘lishini ko‘rgan edik. Bu holda Gamilton—
Yakobi tenglamasi qisqgartirilgan ta’sir uchun yoziladi va
H(%:T—,%,---,%,%’%ww% ]_—_ E (7.276) o
ko'rinishni oladi.

© 7.9.1-misol.
Garmonik ossillatorni olib garaylik:

=2 moe

2m 2 .

Gamilton funksiyasi vaqgtga oshkora boglig emas. Demak, Gamilton— Yakobi

tenglamasining to‘liq integralini § = —Er+W(q,&) ko‘rinishda qidirish kerak.
W uchun

(7.277) -

2 2 - Lo s
1 {dW M 4
—_—] —— + = E .

_ 2Zm 2
tenglama olamiz. Uni integrallash giyin emas:
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. mot 2 ), _Ef 1. _|2E .
L L Gl e G R

Ta’sir §bitta o‘zgarmas E ga bog'liq, tabiiyki, uni & = E dgp olinadi. Ya'ni,
~ vangi kanonik «impuls» energiyaga teng bo‘lib chiqdi. To'lig integral aniqlandi.
Endi Yakobi teoremasi bo‘yvicha B =9S/0F dan koordinatani topish kerak:

' g
as mdx 1. mw*
B=—=-t+ = —t+-—arcsin] ¢ f=— 1,
oF sz[E— o 2 ] ) 2E (7.280)
2

yoki
’ 2E
g= : (7.281)
me
Impulsga kelsak
o= g_j = J2mE cos ot + B) (7.282)

' .ifoda'olinadi. Chizigli ossillator uchun harakat tenglamalari integrallandi.

7.10. Ofzgaruvchilarni ajratish
7.10.1. Umumiy g‘oyalar
Quyidagi masaladan boshlaylik. (g,, p,) o‘zgaruvchilar Gamilton
funksiyasiga fagat f(g,, p,) kombinatsiya orqali kirsin:

H=H{f(4,P), 92+ P2>-45: Ps )-
S (4, pz) ning harakat integrali ekanligini isbot gqilaylik. Harakat
integralini tekshirish uchun Puasson gavsint topamiz:

g =S (CHY _SH Y\ HY MY
’ . 3¢, 9235 ) 7 0g g op  (1283)
chunki ffagat g, v p, larga bogliq. Tkkinchi tomondan,
OH _OH §f oH _oH
op, of dp dg, O o ) ._}(7.284)
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Buiarni Puasson gavsiga olib borib qo‘ysak
{H.f1=0 o (7.283)

ekanligi, ya’ni £~ harakat integrali ekanligi topiladi.

Ko‘rib chigilgan masaia Gamilton—Yakobi tenglamasi uchun
o‘zgaruvchilarni ajratish metodining asosi bo‘lib xizmat qiladi. ._;’

Yugqorida topgan natijani Gamilton—Yakobi tenglamasiga qo 1-
laylik. {g,, p,) o‘zgaruvchilar Gamilton funksiyasiga faqat f (g, p)
kombinatsiva orqali kirgan bo‘lsin. Bu holda quyidagi tenglamalargag
ega bo‘lamiz: ?

as as S a5 as S
Pl . H P S TP L R A ETEEEL P 3] = (. P
f[q' 891] o [“‘ 90,20, "og, t) 0289,

Hozir ko‘rsatilgani bo‘yicha o, = const. Agar shu sistemadagi ikkinchi
tenglamada g, 0*zgaruvchini o‘zgartirilsa tenglamada hech narsa o*zgar-
masligi kerak. Buning uchun esa ta’sir

§=8¢2,93,--+95.0,04)+ 5, (q1) (7.287) -
ko‘rinishga ega bo‘lishi kerak. Aks holda (7.286) sistemaning ikkinchi -
tenglamasiga {35/dg;,i = 2.3,...,s} hosilalar orqali ¢, ga bog‘lanish Kirib -
golishi mumkin. Demak, ¢, koordinata uchun toliq hosilali

S1q _(iS_, = |
s 72 ! (7.288)
tenglamaga keldik. To‘lig hosilali tenglamani esa oddiy vo‘l bilan
integrallash mumkin. Shu bilan Gamilton—Yakobi tenglamasidagi:
o‘zgaruvchilar sonini bittaga kamaytirgan bo‘lamiz. Bu holda g, 0‘zga-
ruvchi ajratildi deyiladi. Faraz qilaylik, shu yo°l bilan boshqa o'zga-
ravchilarni ham ajratib oldik. Agar sistema konservativ bo‘lsa ta’sir

S=—EI+ZSf(q,-,al,a2,...,as) (7.289)

i=1 _

ko‘rinishga keltirilgan bo‘ladi. Bu holda masala foliq integrallandi
deyiladi.

To‘liq integrallanish afsuski juda kam uchraydigan hol. Uning

yetarlilik shartini quyidagi Liuvil teoremasi' deyiladigan tasdiq ifo-
dalaydi:

! Fazoviy hajmning saqlanishi hagidagi Linvill teoremasi bilan adashtirmang,
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Teorema. Agar Lagranj funksiyasi

L—-—f 4a)d? ——ZU(%)I ZF(q,), (729, -
i=1

ko‘rinishga ega bo‘lsa Gam11ton—Yakob1 tenglamam k\;gdraturalarga
keltiriladi.

Ishot. Gamilton funksnyasmn topish uchun quyidagi umumlashgan
impulslacai

_ p= falg }q, {7.291)
~ (7.6) ta’rifga olib borib go‘yamiz. Natijada quyidagi ifoda hosil bo‘ladi:

,_[22“ 5 Z;"U,-(q; )] (7.292)

Bu yerdan Gamilton—Yakobi tenglamasini darhol olinadi:

(11 (s,
2[2 a;(q,)(aq,}ZJ“U(qs) EF, (q,)} 0 (7.293)

i=l

"~ Yechishni

= §1(g))+ S5 (g )+ + S, (g)= Y Si(4;) (7.294)

i=j

kO rinishda gidirish tabiiydir. Bu holda (7.293) tenglama

\ 1 {ds, |
Z[Za‘{‘?f)(d% } i) EF@J} (7.295)

ko‘rinishga keladi. Yig‘indidagi har bir had fagat mos keluvchi g,
gagma bog‘liq, bu degani, mana shu har bir hadni gandaydir bir
0°Zgarmas songa tenglashtmb qo‘vish kerak:

1 dS
(7.295) bo‘yicha '

Sa -0 a2

i=1
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(7:296):dan S, larni kvadratura ko‘rinishida topib ollsh1q1ym emas:
5,00 = [a2ata) (e + BRI -Uia)). - (7.98)

Gamilton—Yakobi tenglamasining to‘liq integrali topildi, u s ta
o‘zgarmas songa bog‘liq bo‘lib chigdi: _

E 00,0, 0. - (7.299)
o, esa (7.297) tenglamadan aniglanadi: o, = -¢, -0, —...—¢t,_,. Teorema
isbot gilindi.

Siklik o‘zgaruvchilarga kelaylik. Ularga mos keluvehi umumlashgan
impulslar harakat integrallari ekanligini bilamiz. Shunday bo‘lishi
kerakligi o‘zgamvchilarni ajratish metodi bilan hamobhangdir. Koor-
dinata siklik bo‘lganda u Gamilton funksiyasida qatnashmaydl Natijada
(7.288) tenglama

dSs,
dg,

ko‘rinishga kelib goladi. Demak, ta'sir siklik koordinataning oddly

chizigli funksivasi bo‘lar ekan;
S = oyq;. (7.301)

Ofzgarmas son «, esa shu koordinataga mos keluvchi impulsning o‘zi:
p=a

1 Kc;nservativ sistemalar uchun ta’sirning vaqgtga bog‘liq gismi
St )= — Et ko'rinishga ega bo‘lishini bu holda vagtning Gamilton
funksivasiga oshkora kirmasligi, ya’ni «siklik koordinata» bo‘lishining
natijasi deb garash mumkin. Bu nugtayi nazardan E yuqoridagi o‘zgar-
mas « farning biridir, masalan, £ = g

Ofzgaruvchilarni ajratib olish uchun koordinat sistemasini masalaning

mohiyatiga mos keladigan qgilib tanlab olish juda muhimdir. Quyida
shunga bir necha misollar ko‘ramiz.

(7.300) -

7.10.2. Qutb koordinat sistemasi

Tekislik ustida markaziy maydon ta’sirida harakat gilayotgan Jlsm.m
garaylik. Uning Gamilton funksiyasi: .

1'f 2 P . :
H=E(Pr j]+U(r) 3 : (7_302) -
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: anc}uda:n Gamllton funksnyas: vagtga oshkora bog l.lq bo lmagan
‘uchun :

S=-Et+W(r,¢), " (7.303)
bunda birinchi o‘zgarmas son @, =const=E paydo bo‘ldi. Ikkin
chidan, ¢ siklik koordinata bo‘lgani uchun -y

W(r.p) =W (r)+x,. (7.304)

Ko‘rinib turibdiki, o, =dS/0p=p, (yuqoridagi muhokama bo‘yich:
&, = const = p, }. Shularni hisobga olib

§ = —Et+ p,0+W(r) (7.305)
deb yozib olinadi. Gamilton--Yakobi tenglamasi quyidagi ko‘rinishg:
keldi:

2m l{ dr ) * r ]+U(r) B (7.306)
#, uchun tenglama:

ﬁi_\jzmw Uer))- “’*’ (7.307)
dar
Uning vechimi:
Wi(r) = erZm E- U(r))—— (7.308)

Ta’sir uchun quyidagini topdik:

2
S=~—Et+p¢,tp+‘[er;m(E-U(r))—p—f. (7.309)
’ .

To'lig integral topildi. U ikkita mustagil o‘zgarmas sonlarga bog‘lic
bo'lib chiqdi: &=FE va o=p, Yuqorida keltirilgan Yakobi teoremas
bo'‘yicha trayektoriva va 1mpul.slarm topish mumkin:

ﬂo = a—S = —ft+m dr N

EJE 2
; Im (E"U(l‘})—fg- (?310)
: r
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Sas ppdr
2
P
erzm(E—U(r))—:;%
1glamalarning birinchisi r va f orasidagi bog’lanishni beradi,

cnnssvano €58 1 V2 @ orasidagi bog‘lanishni beradi. Agar potensial U(#)
berilgan bo‘lsa, bu formulalar trayektoriyani tolig aniglab bergan

(7.311)

boladi. O‘zgarmas sonlarga kelinsa j, boshlang'ich vaqt momentini,

B, esa boshlang‘ich burchak momentini ifodalaydi.

Kepler masalasi

3.3- paragrafda Kepler masalasi vechilgan edi. Kepler masalasi
sferik simmetrik

U= _% (7.312)

maydondagi jismning harakatini topishdan iborat edi ( 3.3 -paragrafdagi
a ni A ga almashtirdik, bu paragrafda o harfi boshqa ma’noda
qo‘llangan). Lagranj funksiyasi (3.20) ifoda orgali berilgan edi. Unga
potensial go'yilsa

=2 (P +rg?)e L. 313

P
Ko‘rinib turibdiki, (7.302) Gamilton funksiyasining o°zi olindi.
3.3-paragrafga to‘liq mos kelishi uchun p =M deyish yetarlidir. De-
mak, (7.310) va (7.311) formulalar markazly maydondagi moddiy
nuqtaning travektorivasi masalasini yechar ekan. Darhaqgigat, bu
formulalar boshga metod bilan avval topilgan 3.27- va 3.28-larning
o‘zidir.

7.10.3. Sferik koordinata sistemasi

Sferik koordinata sistemasida Gamilton funksiyasi quyidagi ko‘ri-
nishga ega bo‘ladi; :

1 y . Py
Hz_[p3+£i+2—wjl+U(ra9=(o)- (7.314)

2 )
2m F° rsin
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o %gar- DOf@ﬁSiﬁi o

U(r,0,90)=alr )+ﬂ?—)+ ()

R (7.315)

ko‘rinishga ega bo‘lsa, Gamilton—Yakobi tenglamasida o‘zgaruvchilarni -
ajratish imkoniyatiga ega bo‘lamiz. Bu yerdagi oxirgi4ead fizik nuqgtayi
nazardan ahamiyatga ega emas, bunday hadli potensiallar fizikada
uchramaydi. Shu sababdan u tashlab yuboriladi.

Gamilton funksiyasi vaqgtga oshkora bog‘liq emas, demak,

Qisqartirilgan ta’sir uchun Gamilton—Yakobi tenglamasi quyvidagi
ko‘rinishga keltirilishi mumkin: i

i
L (35, as, 1 as, Y
[Zm(ar ]+ ()] [ (89]+b(9)] PN sm%(a@J =E (?316)
Ko‘rinib turibdiki, ¢ - siklik koordinata, demak, '

3s,
p,,, =—=¢onst

d¢ :
saglanuvchi kattalik (harakat integrali) ekan. Ya’ni,
S=-Et+ P9 +S (r,9). - : (7.317)

Shuni hisobga olib yugoridagi tenglamani

o aSl ___'__'l_____ 2= 2 -t aS| _
:. 2m(39 ] +b(9)+2msi1129p¢ ’ [E 2m[arj a(r)] {7.318)

ko‘rinishga keltirib olamiz. Chap tomon fagat ¢ ga bog‘liq, o‘ng
tomon esa faqat » ga bog'liq. Ya’ni, Gamilton—Yakobi tenglamasi
faqat {6,3s5,/08} va {r,05/9r} ga bog‘liqQ kombinatsiyalarga keltirildi.
Umumiy nazariya bo'yicha

8,(r,0) = 5, (r)+5;(8) (7.319)
ko‘rinishida izlanishi kerak. Natijada tengiama '

L {d58) 1 1 R 01000
L5 e £(52] 0] o
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ko‘rinishga ega bo‘ladi. Ixtiyoriy r va @ uchun bu tenglik bajarilishi
uchun ikkala tomon ham qandaydir o‘zgarmas songa teng bo‘lishi
kerak. U o deb belgilansa, quyidagi ikkita tenglamaga kelinadi:

_I_(dS3(9)]Z+b(9)+ L p=q L(M) Ya(r)+==E. (7321)
— - E.

2ml  d6 2msind o= % 2m| dr
Bu tenglamalarni integraliash givin emas:

2 ’
Sy = jerzm(E_a(,.-)_ % ] S, = jde‘fzm(a—b(e))— _p 29' (7.322)

s
Shu bilan, Gamilton—Yakobi tenglamasining to‘liq integralini topdik:

2z -
:—Er+pqov;o-i—jerZm(E—a(r)—%]+jd9\/2m(a—-b(8))- Po_ .
re sin® -

(7.323)

7.11. Ta’sir-burchak o‘zgaruvchilari

Finit harakat qilayotgan sistemani olib ko‘raylik.

Masala quyidagicha go‘yiladi: kanonik almashtirish yordamida
shunday yangi kanonik o‘zgaruvchilar {/,, ¢,} ni kiritaylikki, Gamilton
funksiva ¢k ga bog‘liq bo‘lmasin. Bu holda kanonik tenglamalar

' PR (0O T j - o

| TR (& 20)
ko‘riﬁishga ega bo‘ladi. Birinchi tenglamadan I = const ekanligini -
topiladi. H o‘zgarmas [ largagina bog'liq ekan o‘zi ham o‘zgarmas

bo‘ladi. Bu degani, ¢k=00ﬂ5t=wk, ya’ni, ¢, =as+¢,, . Harakat

{cnglamalari integrallandi, ¢k— o‘zining ma’nosi bo‘yicha burchak

ckan.
Soddalashtirish uchun bir o‘lchamli holdan boshlaylik. Yuqoridagi

magsadni nazarda tutib {p,q} - {I,¢} kanonik almashtirishning hosil
qilish funksiyasi F,(/,¢) ni topish kerak:
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_E(Lg) . _FK(Lg) (B9 Y
Pa iy ,H( 3 ,q] EW). (1325)

Hosil giluvchi funksiya vaqtga bog‘liq bo‘lmagani uchun yangi va eski
Gamilton funksiyvalari bir-biriga teng. Uni energlyaga tenglashtirib
ao‘vdik.

Hosil giluvchi funksiyani topaylik. 7 o‘zgarmas bo‘lganida (7.325)
ning birinchisidan

AP, - cons = P4 (7.326)

ekanligiga kelinadi. 7 = f(£) =const sirtning ustida golishimiz kerak
bo‘lgani uchun umuman

q

KlL.g)= Jqu _ (7.3
90 :

deb olish kerak. Integral /=I(E)=const sirtning ustidagi g, va q nuqtalar

orasida yotgan ma’lum bir haqigiy trayektoriya bo‘yicha olinadi. Finit

harakat haqida gapirilmogda, burchak ¢ o‘zgaruvehi yopiqg t.raycktorlya

bo‘yicha harakat qgilib qaytib kelganda

$dp =2 ) (7.328)
- bo‘lishi kerak. Ikkinchi tomondan Y
AR, = pdg |

I(E)(fconst . (7329)

integral {{ E) = const sirt ustidagi yopiq egri chiziq bilan chegaralangan
sirt yuzasini beradi.

Bu integralni ikki ma’noda tushunish
mumkin — 7.3-rasmda ko‘rsatilganidek ¢,
dan ¢ ga borishni yoki aylanmasdan
bevosita g,—¢ borish, yoki yopiq kon-
turimizni # marta aylanib borish deb
tushunish mumkin. Kontur bo‘vicha har
bir aylanganda AF, ga shu yopiq kontur
bilan chegaralangan strt yuzasi givmatini
bir marta qo‘shgan bo‘linadi. Demak, F,
. 7.3-rasm. q,uuqtadan ¢  funksiya bir giymatli aniqlangan funksiya
- mugtaga bevosita borish yoki  emas ekan, unga mana shu sirt yuzasining

konturni n marta aylanib  jytivoriy butun songa ko‘paytirilgan giy-
borish mumkin.
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matini go‘shib qoyish mumkin ekan. Bu noaniglik 9F,/dq ga ta’sir
qilmasa ham ¢ =0F/o7 ga ta’sir giladi. (7.328) shart F, funksiyani
aniglashga xizmat giladi. Shu shart bajarilishi uchun

d o
= =2 . S
7 AR, =2x ._ (7.330)

bo lishi kerak. Bu tenglik bajarilishi uchun 0z navbatida
1= 5;98,0 dg (7.331)

bo‘lishi kerak. Integral yopiq kontur bo‘yicha bir marta aylanishga
mos keladi, ya'ni integrali yopiq konturning sirtiga teng.

- Hosil bo‘igan kattalik I — ta’sir o“%garuvchisi deyiladi, unga
kanonik qo‘shma bo‘lgan ¢ — burchak o‘zgaruvchisi deyiladi. 7
ning ta’rifidan ko‘rinib turtbdiki uning o‘lchamligi ta’sirning va harakat
miqgdori momentining o‘lchamligiga teng, ¢ ning esa o‘lchamligi
yo'q.

7.11. F-misol, Garmonik ossillator uchun ta’sir burchak o‘zgaruvchilarini
toping.

2 2.2
£

=
: 2m

uchun H =F «sirt»> katta va kichik yarimo‘qlari

=2mE va b= 35_2

may
bo‘lgan ellipsni beradi, uning yuzasi _
rab=2E T (3332
@ o

ga teng. Demak,

E

==, 7.
Py 7.333)

Huddi shu natijaga (7.331) integralni bevosita hisoblash orqali ham kelish
mumkin. Buning uchun avval H = E shartdan impuls topiladi:

p = \2m(E ~me ¢ 12). (7.334)

| T 2 | 2 .
A = bf2m(E ~ ma?q?/2) dg = ——— N 2mE 2 dx. ,
; zﬂqﬁ\/ m(E —me'q*/2) dg meqﬁ . 7.335).

Demak,
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Bu integralda x =2m E sing almashtirish bajarib, uni ¢ bo yicha 0 dan 2;; ;

gacha integrallansa yana o‘sha (7.333) natijaga kelinadi.
Burchak o‘zgaruvchisini topish uchun harakat tenglamasidan foydalanamiz:

. oH {dI
=== =@.
¢ e (dEJ (7.336)
Demak, burchak o‘zgaruvchi tebranish fazasining o‘zi ekan:
" ¢ = i+ (7.337)

Shu bilan harakat tenglamalarini integrallamasdan turib jism harakati
aniglandi — bu harakat o chastotali tebranish ekan.

Amplitudaning maksimal qiymati E=me’q}/2 shartdan topiladi:

2E .. .
g0 =,/— Biz yana o‘sha eski natijaga keldik:
i
atty = g___l_pos(wm-w (7.33R%)
mow .
7.11.2-misol. Rotatorni eslaylik: ’
- 2
M3 _Po
=22 7.33
T 24 24 (7.339)

Bu yerda inersiva momenti .4 harfi bilan belgilandi (I harfi band
bo‘lgani uchun). Ko‘rish osonki

oH ., _OH _ Py
b == ———
._ ) Py PP ¢= apw y (7.340)
yoki,
- ’ . = pqy t+ .
. © P, = const, © i Po- (7.341)

Demak, rotator p, /A chastotali aylanma harakat qilar ekan, uning
umumiashgan impulsi 2, (harakat mjqdori momenti) saqlanuvchan kattalik

ekan.
Ko*p o‘lchamli holga o‘taylik. Sistema hamma koordinatiar bo‘yicha

finit harakat qilayotgan bo‘lsin. Faraz c'jilay!ik,. hamma koordinatalar
bo‘yicha o‘zagruvchilarni ajratish mumkin bo‘lsin. Ma’lumki, bu holda
gisgartirilgan ta’sir uchun
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S=¥s@ gy

tasavvurga ega bo'lamiz, Umumlashgan impulslar

-+ (7.343)

P =
dg;
orqali mana shu ta’sirning tashkil qiluvchi gismlari uchun
S, = {pdg; (7.344)

deb yozib olish mumkin. Agar ¢, koordinata bir marta to‘lig finit
harakat qilib qaytsa .S, ning qiymati

A5y =85;=¢p dg,=2m]; (7.345)
ga o‘zgaradi. Bu 51stemada ham «ta’sir-burchak» o zgaruvchllarlga
o‘tish mumkin. . :

_ aS[l aSk (‘?k sI) o .
i (7.346)

formula orqali «burchaks o zgaruvchﬂan kiritiladi. Yuqoridagi hamma
gaplar bu holga ham ko‘chiriladi — harakat tenglamalari:

. . IH(D
I' = s ¥ = I —
=0, ¢ oI, (7.347)
ularning vechimiari:
I, = const, ¢ = a“;} 1+ const = @, (Tyr+ const (7.348)

i
Ko‘rinib turibdiki, ¢, koordinataning to‘liq o‘zgarishiga mos keluvchi
¢, ning 2 ga o‘zgarishi to‘g'ri keladi:

aaSk(Qk,I)_ZK a‘rk

AQ, = a}‘ = 4 E = 2. (?.349)

QOssillator va rotator misollarida burchak koordinatlaridan dekart koordi-
natlariga gaytilsa ularning

x=Ae" = 4™ (7.350)
tasaWurga ega bo‘lishimizni ko‘ramiz (kompleks tasavvurda). Bunday -
harakatni davriy harakat deyiladi. Hozirgina ko‘rdikki, agar finit harakat
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uchun o‘zgaruvchilar to‘liq ajratilsa har bir burchak o‘zgaruvchisi

~ davriy bo‘lib qolar ekan. Bu degani, agar finit harakatga mos keluvchi

© biror F(p,q) funksiya berilgan bo‘lsa bu funksiya har bir burchak

o‘zgaruvchisi bo‘yvicha davriy bo‘ladi (davri — 2z). Demak, bu
funksiyani fourier-qatoriga yoyish mumkin:

g
- gy ++hohs) (kg +o-+R )
F= Y A e B = N Ay ae T (7351
kl""‘kx k},-u,ks

K.,k — butun sonlar (—e= dan -+ gacha). A}cl..“,ks koeffitsiyentlar L,

- larning funksiyalaridir. Har bir ¢, ning vaqtga bog‘ligligi (7.348) bo‘yicha
~ aniglangan. Bu formuladagi chastota o, larning nisbatlari umumiy holda
- ratsional sonlar bo‘lmagani uchun funksiya ham aniq davriy funksiva
- bo‘lmaydi. Aytmoqchimizki, funksiya F, faraz gilaylik, g, bo‘yicha

bir marta to‘liq o‘zgardi, @ # Eﬂ)z,m,n*butun son  bolgani uchun g,
]

- koordinata bo‘yicha sistema boshlang‘ich holatga gaytib kelmaydi.
Agar, masalan, 20,=3w, bo‘lganda edi, g, koordinata bo‘yicha ikki
" marta aylanib kelganda ¢, bo‘yicha uch marta aylanib, boshlang‘ich
- holatga gaytib kelgan bo‘lar edik. Bu holda (ikki o'fchamli sistemamiz)
- hagiqiy davriy sistema bo‘lgan bo‘lar edi. Umumiy holda, yuqorida
- aytganimizdek, chastotalarning nisbatlari ratsional sonlarga teng emas,
~ bunday harakat sharti-dayvriy harakat deyiladi.

7.12. Adiabatik invariantlar

7.4-rasmda ko‘rsatilgan mayatnikni olylik.
Mayatnikning chastotasi uning uzunligiga
. ~ bog‘ligligini bilamiz: w=./g/! .
/ ‘ Faraz qilaylik, uning vzunligi juda sekin
o‘zgarayotgan bo‘lsin. Juda sekin deganini
quyidagicha tushuniiadi:

1 dw
v e 0, 7.352
mgcosQ +omg : @ df ( )
T=27/w bo‘lgani uchun bu ta’rif bir davr
Rasm 6: Uzunligi ichida chastotaning o‘zgarishi shu chastotaga

o‘zgaruvchan mayatnik.  Disbatan juda kichik son ekanligini bildiradi.
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Mayatnik tashqi kuch ta'siri ostida bo‘lgani uchun uning energivasi
saglanmaydi. Ammo, shunga garamasdan, sistemaning parametri @
juda sekin — adiabatik ravishda — ofzgarayotganligi ma’lum bir
saglanuvchi kattalikning mavjudligiga olib keladi. Bunday kattaliklarning
umuemiy nomi qdiabarik invarigntiardir.

Yuqoridagi mulohazalar finit harakat gilayotgan ixtivoriy sistemalar
uchun o‘rinlidir. Mayatnikning chastotasi o‘rniga sistemaning ixtiyoriy
gandaydir parametrini ko‘z oldiga keltirsak bo‘ladi.

Adiabatik invariantlar sifatida avvalgi paragrafda kiritilgan kanonik
ta’sir o‘zgaruvchilarini olish kerakligini ko‘rsataylik. Buning uchun
yana mayatnikka qaytib kelaylik. Uning uzunligi sekin o‘zgarishi
natijasida ustida bajarilgan ishni topaylik. Bu ish ikki gismdan iborat
— tortishish kuchi mg cose ga qgarshi ish va markazdan qochma kuch

mv?/l = mi¢* ga qarshi ish:

Al s 3
A== j (mg cos @+ ml¢?)dl. (7.353)

s
V-

Shart bo‘yicha bir davr 1ch1da Al juda Kkichik, shuning uchun bu
formulam '

A= ~(mgeosg+mip? |al (7.354) "

ko‘rinishda olamiz, bu formuladagi ustchiziq bir (g‘alayonlanmagan)
davr ichidagi o‘rtacha giymatni ifodalaydi. Tebranish burchagi kichik

ekanligini hisobga olib cos¢ =1~¢*/2 almashtirish bajaraylik:

E=—mgm+(2mgq0 -l ]m=—mgm+AE- (7.355)

Birinchi had muvozanat nuqtasining yuqoriga ko‘tarilishiga mos keladi
va biz uchun qiziq emas, ikkinchi had esa tebranma harakat ener-
giyasining o‘zgarishiga mos keladi. Kichik tebranishlar uchun mayat-
nikning energiyasi :
m£2¢2 mglqu . |

— (7.356)
edi. Ma’lumki, garmonik tebranish uchun ¢=¢coswt bo‘ladi, bu degani -

S @

o, ¢ =S (7.357)

E=

¢’ =

o | =
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Shularni hisobga olib

AE = - mg(poaf &= -mgltpo . (7,358)
.yoki
AE _ 1A -
T 37 (7.359)
ekanligiga ishonch hosil qilamiz. Ikkinchi tomondan,
M_Lhe B
=2, o= JI— . (7.360)
Demak,
AE A
T o (7.361)
Bu tenglik integrallansa
E = .
p const (7.362)

munosabatga kelinadi. Hulosa: mayatnik uchun energiva £ va chastota
o uning uzunligiga bog‘liq, uzunlix o‘zgarsa ular o‘zgarmasdan
golmaydi, ammo E/@ nisbat uzuntik adiabatik o‘zgarganda o‘zgar-
masdan golar, invariant ekan. Avvalgi paragrafda ko‘rgan edikki,
I = E/ o kattalik mayatnik uchun ta’sir o‘zgaruvchisi edi.

Shu xususiy misolda topilgan natija — ta’sir o‘zgaruvchisining
adjabatik invariantligi — smumiy bo‘lib u hamma hollarda to‘g'ridir:
ta’sir  o‘zgaruvchisi

1=-2—];5f5pdq

adiabatik inviriantdir.
7.12. 1-misol. U(r)=—a/r maydondagi. harakat uchun ta’sir buichak

o‘zgaruvchilarini tuping.
Gamilton funksiyasi:

1 P o
H=§—[P rf] T (7.363)

(7.10.2) paragrafda ko‘rgan edikki, bu holda o°zgaruvchilar ajraladi.
uchun olingan ifoda quyidagicha edi ((7.3G7) ga qarang):
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2 El

p,=%'i Jz |E|+ z—mﬁ—M (7.364)
-

Py = M deb belgilab va ko‘rilayotgan maydonda finit harakat energiyasining
manfiyligini hisobga olindi. Sistemada ikkita erkinlik darajasi bor — r va
¢ . Ularga mos keluvchi ta’sir o‘zgaruvchilari:

2

1 M
lo= S Pryde=—— |do =M, (7.365)

0

Tmiex

=L I a2 M m
: Iruzn ¢prdr r jd?\j |Fl+ ’ ?‘2 s 2|E| M. (7366)

Timin

Oxirgl integralda

]

T

$dr=2 | dr

it

ekanligini hisobga olindi. Energivani ta'sir o zgaruvc]nlan orgali ifodalash
mumkin:

maz

E=——"2
21, +1,)° (7.367)

(3.40)-formulalarga nazar tashlansa orbitaning parametri va ekssentrisiteti
uchun

2
I‘P

2
I
e A S I U
P, e AT (7.368)

Masalada ikkita parametr bor — m va ¢ . Ta'sir o‘zgaruvchilarining adiabatik
invariantligidan quyidagi hulosaga kefinadi: agar ¢ va m sekin o‘zgarsa
orbita parametri ularga teskari o'zgaradi, ekssentrisitet o‘zgarmaydi. Energiya

{, va I, lar bo'yicha aynigan, ya'ni utarning yig'indisi o‘zgarmasdan har
birining o0‘zi 0‘zgarsa energiva o‘zgarmaydi. '
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7-bobga mashqfar va savollar
L Quycdqg: Lagrary Junksiyalariga mos keluvchi Gamdmn funksryalanm
toping:

i M 2 n
=X - HL="%Y 2 E el -
a)L 2-i-lmc, ) 5 “ g a
a=1 a=}
.2 L2 .. 2 .2
+ vz
c)L=»J;—+Jq13’2+x; d)sz I'W; e)L=-)F ----- ; —Ji—+.x}')—y.f;

f)L* 5 (r2 +@°r sm‘g) mgrcosf.
2. Quyidagi Lagranj funksivasi uchun Gamilion funksivasini roping:
1 7. 2 '
L =-—2-m[r+[Qr]] ~U(r)

3. Avvalgi misol uchun Gamiiton tenglamalarini tuzing.

4. Eyler burchaklari 8,9,w ni umumiashgan koordinatlar sifatida olib
simmetrik pirildog uchun Gamilton funksivasini toping.

5. Tashgi maydondagi zarrachaning Gamilton funksiyasini sferik va
silindrik sistemalarda toping.

6. Sistemaning Gamilion funksiaysi sistemaning bir butunligicha cheksiz
kichik siljishida o ‘zgarmasligidan impulsning saglanish gonunini kelib
chigishini ko ‘rsating.

7. Sistemaning Gamilton funksiaysi sistemaning bir buiunligicha cheksiz
. kichik buralishida o‘zgarmasligidan impuls momentining saglanish gonunini
keltirib chigaring.

8. Quyidagi Gamilton funksiyasiga mos keluvehi Lagranj funksiyasini
" toping:

A
26° 2% sing
9. Og'ir simmetrik pirildog uchun Raus funksiyasini tuzing.
10. Quyidagi Puasson qavslarini hisoblang:

+r.

a){M;,r;}; b){b-M,a-r}
c){b-M,c-M}; d{M,r-p};
e){p,(a‘l')z}; Nin.m}
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2){p.M*}; w{p..p*}; i{r "}
11, U=—q/r maydonda M saglanuvchan kattalik ekanligini Puasson
navsiarini ishlatib ko ‘rsating. :
‘or
12. 3-bobdagi (3.3)-misolda kiritilgan Laplas vektori A=[vM]—7

ning harakat integrall ekanligini Puasson qavslari orgali isbot giling.

13. Fy(q,P)=q’¢" hosil giluvchi funksiya olib keladigan kanonik
wlmashrivishiarga olib keladigan F,(p,Q) hosil giluvchi funksiyani toping..

14. F(g.PY=qnP hosil giluvchi funksiya bajaradigan kanonik
ulmashtivishlarni toping. :
15. Jismning tashqi roriish maydonidagi Gamilton funksiyasi

2
y=F
2m

kanonik almashtirishdan keyin qanday ko ‘rinishni oladi?

+mgx hosil giluvchi funksiva F,(x,P)=xP—mgxt ga mos keluvchi:

16. F(4.P)= fo(q,t)}{- Junksiva yordamida bajarilgan afmashtfrfsh_'

i=l

Ji(g,1) funksiya bo'vicha chizigli bo‘lganda kanonik ekanligini isbot giling..

df (¢.1)
dt &a

almashtirish, bunda f(q,t) — ixtiyoriy funksiya, harakat tenglamalarini-
o'zgartirmas edi. Ushbu almashiivish kanonik almashtirish ekanligini ko 'r-
sating va unga mos keluvchi hosil gilish funksivasini toping.

17. Lagranj funksiyasi L{g.¢.t) ni L'(q.4,1)=L{q.4,t)+



8-bob. SUYUQLIKLAR MEXANIKASI

8.1. Uziksizlik tenglamasi

Suyuglik va gazlarning mexanik harakatini o‘rganganda ularni tutash
muhit sifatida ko'riladi. Jismlar mexanikasida «moddiy nugta» tushun-
chasi ganday ro‘l o‘ynagan bo‘lsa gidrodinamikada «suyuqlik nugtasi»,
«suyuglik zarrachasi» tushunchalari shunday rol ofynaydi. Suyuqlik
nuqtasi deganda shunday kichik hajmdagi suyuqlikka aytiladiki, bu
hajm ko‘rilayotgan masalaning masshtabiga nisbatan juda kichik bo‘lishi
kerak. Shu bilan birga, bu hajmning ichidagi molekulalar soni uni
tutash muhit deyishimizga yetarli bo‘lgan darajada katta bo‘lishi kerak.
Ya'ni, suyuglik nuqtasi suyuqglikning shu darajada kichik elementiki,
uni geometrik tomondan bir nugta sifatida ko‘rish mumkin, shu boisdan
uning koordinatalari bor — x, y, z, fizik tomondan esa bu elementning
ichida molekufalarning soni juda katta bo‘lishi kerak.

Gapimizga illyustatsiya keltiraylik. Normal sharoitda havoning lsm'
hajmida 2,7-10* ta molekula bor. Agar tomonlari 0, Umm bo‘lgan hajmni
olinsa (uni albatta, nuqta deb ko‘rish mumkin!) uning ichida 27-10"%
molekula bo‘ladi. Suyugliklarda bir kub santimetrning ichida vanada
ko‘prog molekuialar bo‘fadi ~10?2, yana tomonlaci 0, Lmm bo‘lgan hajm
garalsa uning ichida ~10' {a molekulalar bo‘ladi.

Uzliksiz muhit haqida gap ketar ekan uning zichligi bor — p(x,y,2,7).
Harakat hagida gapirilganda suyuglik tezligini kiritish kerak — v(x,y,2,7).

Bu teziik suyuqlikning x,y,z koordinatali nugtasidan ¢ vagt
momentida o‘tayotgan suyuglik zarrachasining tezligidir. Vaqgt o‘tishi
bilan bu zarracha boshga nugtaga ogib ketadi, lekin ixtiyoriy boshqa
vaqt momentida ham v(x, ¥, z, ) tezlik yana o'sha x,y,z nugtaga
boshga 7 vaqt momentida yetib kelgan suyuglik zarrachasining tezligini
bildiradi. :

Bu kattaliklar sistemasiga suyuglik (gazning bosimini ham kiritish
kerak, chunki muhit ichidagi bosim har xil nugtalarda har xil bo‘lsa
bosim yugori nuqgtadan bosim past nuqtaga suyuglik oqimi paydo
bo‘ladi. Demak, suynglikning mexanik harakatini  o‘rganish uchun

“unga taallugli bo‘lgan beshta kattalik uchun — zichlik p, bosim p va
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tezlik v — tenglamalar topish kerak ekan. Shularning biri — uzliksizlik -
tenglamasidir. U quyidagicha keltirib chigariladi. . S

Ixtivoriy bir hajm V ni olamiz. Zichlikning ta’rifi bo‘yicha !:p dV:
integral ¥ hajm ichidagi modda migdorini beradi. Shunga ko‘ra,

a .
P @.1)
shu hajm ichidagi modda migdorining o‘zgarish tezligini beradi.

Hajm ichidagi suyuglik miqdori suyuglik unga ogib kirsa yoki oqib
chigib ketsa o‘zgaradi. Ogim zichligini — birlik vaqt ichida birlik
sirtgan  o'tgan modda migdorini — guyidagicha ta’riflaylik: j=pv.
Demak, -

_(fds-j S SR 82)

integral v hajmni 0z ichiga olgan sirt s orgali ds
suyuglik ogimi tezligini ko‘rsatadi. Minus ishorasiga
ahamiyat beraylik 8.1-rasmga qaralsa sirtga normal
vektor va ogim vektori j =pv orasidagi burchak o‘tkir
bo‘lsa (va’ni, suyuqlik hajmqan oqib chiqib ketayotgan
bo‘isa) (8.2) integral manfiy bo‘ladi, aks holda u musbat

bo‘ladi. Hagiqatan ham, dS va V orasidagi burchak ﬂi;’g:g
o‘tmas bo‘lishi hajmga kirib kelayotgan suyuglikga mos haj,:, sirt

keladi. Shularni hisobga olib ¥ hajm uchun modda  cementi va
balansi tenglamasini yozamiz: oqim tezligi.

d -
5! de—-?dS'j. (83)
Tenglamaning o‘ng tomoniga Gauss teoremasi go‘llanilsa _
ap . .. _ _
J. dV(§;+dIV(Pv)]_Q _ (8.4) .
v,

tenglikka kelinadi. Bu tenglikning ixtivoriy ¥ hajm uchun baja
rilishi :
' . ap . .. _ ' '
b E;“*‘C‘W(PV)*Q.. | - B3
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bo‘lishi kerakligiga olib keladi. Hosil bo‘lgan tenglamaning nomi —
uzliksizlik tenglamasi.

Boshida aytilganidek, suyuqlik deganda ham suyugliklar, ham gazlar
tushuniladi. Suyugliklar (gazlar emas) oddiy sharoitda sigilmaslik
xossasiga ega. Ular uchun p =const deb gabul gilish mumkin, Bunday
suyuqlik sigilmaydigan suyuqlik deyiladi. Keyin ko Isatamlzkl zichlik-
ning o‘zgarishi harakat tezligining tovush tezligiga nisbatining kvadratiga
proporsional bo‘ladi, suyugliktar uchun bu nisbat juda kichik sondir.
Ya'ni, suyugliklarni odatda sigiimaydigan mubhit sifatida ko‘rish mum-
kin. Gaziarda harakat tezligi tovush tezligiga vaqin va hatto undan
yuqosi ham bo‘lishi momkin, bunday harakatlarni o‘rgangandagina
zichlikning konstanta emasligini hisobga olish kerak. Sigilmaydigan
suyuglik uchun uzliksizlik tenglamasi

divv=90 (8.6)
ko‘rinishni oladi.

8.2. Eyler tenglamasi

Tajriba shuni ko‘rsatadiki, suyuqlik elementi unga qo‘yilgan hatto
eng kichik kuch (bosim) ostida ham harakat gila boshlaydi. Suyuqlikning
ichidagi ixtiyoriy sirt olinsa bosim unga perpendikular yo‘nalgan bo‘ladi.
Bulardan xulosa shuki, muvozanatda turgan suyuglikdagi ixtivoriy sirt
elementiga ikki tormondan ta’sir qilgyotgan bosimlar muvozantda turibdi *
(8.2-a rasmga garang). Bunday xossa bosimning izotropligi deyiladi.

Bosim — sirt birligiga perpendikular yo‘nalishda ta’sir gilayotgan -
kuch. Suyuqlik ichida kichik parallelogramm olaylik (8.2-b rasmga
garang) (bu parallelogramm «suyuqglik nugtasinis birinchi yaginlashuvda
ifodalasin). Shu paralielogrammning x va x+Ax sirtlari orasidagi tashqt
bosimning o°‘zgarishini hisoblaylik:

P A
e o) 7| peaw
» ¥y
P#; Ay
Ax
a) b)

8.2-rasm : x) bosimning izotropligi;
b) bosim kuchini topishga oid.
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| plx)- p(x+&x)”-g—‘3" T e

Bosnmmng bu ozgarishini u ta’sir gilayotgan sirt elementiga ko‘pay-

tiglsa, parallelogrammga x yo‘nalishda ta’sir qilayotgan kuchni topgan
po‘lamiz:

_% -
= AxAybz=-2EAV. (3.8)

Shu mulohazalamnj y va z o*qlariga ham qo‘llanilsa, AV hajmli suyuqllkj '
nuqlﬂslgﬂ 1a’siy gjlayotgan kuchni topgan bo‘lamiz: “

-VpAV. 8.9)

+ Demak, chekli V' hajm uchun bosim o‘zgarishi orqali ta’sir qilayot-
gaft kuch
' ~favp (8.10)

ko'rinishga ega. Bosim kuchining zichligini topdik: —Ap. Agar bosim
radiyentidan tashqgari kuchlar bo‘isa ularning zichligini umurmiy f
harfi bilan belgilaymiz. Harakat tenglamasini tuzish uchun massa
z.tigkhgmmg €2lanishga ko‘paytmasini kuch zichligiga tenglashtmsh
ke

p%;vpu, 8.11)

Bu tenglamada v tezlik harakat gilayotgan suynglik zarrachasining
tezligi, u ikki sababdan o'zgaradi — fazoda ma’lum trayektoriva bo‘yicha
harakat qilishi natijasida (travektorivaning har xil nugtalarida uning
qiymati har xil ho“lighi mumkin) va vagt o‘tishi bllan Tezlikning vagt
bo‘yicha to'liq orttirmasi:

V{F(t + AL, F+ ALY - (X (e),2). (8.12)

Bu orttirmani hisobiash uchun birinchidan r(t+a#) ni Teylor gatoriga
yoyishimiz kerag:

r{{+At}= r(r)+At%l—‘ =r(f)+ Arv(r(0)), 8.13)

Bu bilan biz trayekioriyaning Af vagt ichida gancha o‘zgargani topdlk
Tezlikka qaytaylik:
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| Cow(r(+ AN+ A - v(r (D), 1) =

= v(r(t)+Arv(r(r)),t+&)—v(r(x),t)z(%—ja»(v‘V)VJAz. (8.14)

. b

Natijada quyidagi Eyler tenglamasiga kelamiz:
dv

Vp
SV (8.15)

Eyler tenglamasi o‘zining sodda _ko‘rinishiga qaramasdan ko‘pgina
murakkab fizikaviy jarayonlarni ifodalaydi.

Agar suyuqlik tashqi gravitatsion maydonda bo‘lsa f =gp deb olish
kerak:

ot

Basim gradiveatining oldidagi minus ishorast suyugtik bosim vuaor
nugtadan bosim kichikrog nuqta tomonga harakat gilishini bildiradi.

o v
—+(v-V)v=f-f+g- (8.16)

8.3. Gidrostatika

Eyler tenglamasini o‘rganishni eng sodda hol — suyugqlik gravi-
tatsion maydonda gimirlamay turgan holdan boshlaylik. .
Bu holda tezlik nolga teng va Eyler tenglamasi keskin sodda-
lashadi:
-Vp+pg=0. .17
Koordinat o‘qlarini 8.3-rasmdagidek chizilsa, bosimn uchun x va y
yvo‘nalishlarda

'/‘f‘f*“/‘] /T""/‘ 77",'7; 77

/

_____

83-rasm. Statik hol (v o'qi tekislikka perpendikular).
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dp o
=0 — =0
ox v dy

tenglamalar olinadi. Ya’ni, bu yo*nalishiarda bosim o‘zgarmas bo‘ladi:
p = const. Z yo‘nalishda esa

gf—) ==
L +pg=0 (8.18)

ekanligini topamiz (vektor g ning komponentalari; g= {0,0,—g} ). Inte_g—_
rallash doimiysini p, deb belgilasak -

p(z}=py- pgz @19
yechim topiladi. Demak, z balandiikka ko‘tariiganida suyuglik (gaz)
bosimi pgz giymatga kamayar ekan. Boshgacha ayfganda, p + pgz
kombinatsiva bu hol uchun Eyler tenglamasining harakat integrali
ekan. -
Bu mulohazalarda balandlik o‘zgarganda ham zichlik p o‘zgar-
masdan goladi deb oldik. Hagiqatda, aynigsa gazlarni olganda, bu
faraz to‘g‘ri emas, gazning holat tenglamasidan uning bosimi pasaysa
(temperaturasi o‘zgarmaganda) zichligi ham kamayishi kelib chigadi.
Ammo bu farq gazlarning vetarli darajadagi katta massiviari uchun-
gina sezilarli bo‘lgani uchun yuqoridagi formula balandliklar katta

bo‘lmaganda yaxshi aniglikda ishlaydigan formula deb hisoblanishi -

mumkin.

8.4, Bernulli qonuni

Eyler tenglamasidagi (v-V)v bhadni vektor algebrasi yordamida
magsadga muvofig bo‘lgan ko‘rinishga keltiraylik:

(v-Viv= %Vuz ~[vrotv]. .I (8.20)

Undan tashqari gravitatsion maydonni potensial orgali ifodalab olaylik: -
g=—Ap. Natijada Eyler tenglamasi quyidagi ko‘rinishni oladi:

BV 1 2 Vp
2T = S SO vy
~ [vrotv] ZVU > @ (8.21)

Har bir suyuglik nuqtasi o‘zining ogim chizig‘iga ega, bu — shu
suyugqlik zarrasining trayektoriyasidir. Har bir suyuqlik zarrasining tezligi
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ogim chizig‘ining mos kelgan nuvqtasida urinma bo‘yicha yo‘nalgan
bo‘ladi. Tezlik vektori vektor maydonni hosil giladi (magnitostatik va
elektrostatik maydonlarni eslab ko‘ring).

Statsionar ogimni ko‘raylik. Statsionar ogim shunday ogimki, unda
tezliklar vaqtga bog'liq bo‘lmaydi, fagat koordinatlaga: v=v(x,y,2) .
Ya'ni, oqim chiziglarining hech qaysisi vagt o‘tishi bilan o‘zgarmaydi.
Ma’lum bir suyuglik zarrachasining ma’lum bir (x,y,z) nuqtadagi tezligi

v{x,y,z) bo‘lsa shu nuqgtaga boshga vaqt momentida yetib kelgan
boshqa zarrachaning tezligi ham huddi o‘sha bo‘ladi. Albatia, har bir
suyuqlik zarrachasining tezligi vagt o‘tishi bilan o‘zgarib boradi, ammo
shu zarrachaning o‘rniga kelayotgan zarrachaning tezligi ham huddi
shu tariibda o‘zgaradi.

Yana suyuglikni sigilmaydigan deb olamiz: p =const (8.21) ni chap
tomondan v ga skalar ravishda ko‘paytiraylik. Natijada

v V( v +‘;+(p] (8.22)

tenglama hosil bo‘ladi. Qavs ichidagi kattalik statsionar ogim uchun
Eyler tenglamasining birinchi integralidir.

Bu tenglamadagi v - V operator tezlik v yo*nalishi bo‘yicha olingan
hosila operatoridir, demak, ogim chiziqglari ustid a qavs ichidagi kattalik
o‘zgarmas ekan:

P

é_vz +-5 -+ = const. (8.23)

Umuman, ushbu const har bir oqim chizig‘i uchun o‘z giymatiga
¢ga. Agar rot v = {} bo‘lganda edi (8.21) tenglamadan

1
V(2v2+p+go] (8.24)

munosabatga kelgan bo‘lar edik, bu esa yana (8.23) natijani berar edi,
ammo, bu holda yuqoridagi const hamma chiziglar uchun bir xil
giymatga ega bo‘lgan bo‘lar edi.

(8.23) munosabat Bernulli teoremasi deyiiadi. Uning ma’nosi sodda.
Zichlikning ofzgarmasligini hisobga olib uni

1
_2.p02 + p@+ p = const - (8.25)
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ko‘rinishga keltirib olinadi. Bu yerda birinchi had — suyuqlik zarra-
chasining kinetik energiva zichligi, ikkinchi had — tashqi gravitatsion
maydondagi potensial energiya zichligi va uchinchi had — termo-
dinamika qonuniari bo‘yvicha ichki energiva zichligidir. '
Demak, Bernulli teoremasi energiyaning saqlanish qonunmmg bir
ko l‘llllShl ekan.

8.5. Tezlik sirkulatsiyasi
Tezlﬂ(dan yopiq kontur bo‘yicha olingan integral
Sirkulatsiya = (ﬁv dl (8.26)

tezlikning shu kontur bo'yicha mrkulatswam deyiladi. Stoks teoremasi
bo‘yicha

(fv- dl= _S[dS' rotv, (8.27)

bunda 5 — yopiq kontur I bilan chegaralangan sirt. Tezlikning rotori
Eyler tenglamasining (8.21) ko‘rinishida ham paydo bo‘lgan edi. Shu
rotorni alohida belgilab olaylik:

Q=rotv. _ (8.28)

Bu yangi kattalikning fizik ma’nosini tushunish magsadida biror o'q
atrofida @ burchak tezligi bilan aylanayotgan qattiq jismni ko‘raylik. .
Ushbu jisimning ixtiyoriy r nuqtasining chizigli va burchak tezliklari
quyidagicha bog‘langan edi: .
' v=[Qr]. (8.29)

Tezlikning rotorini topaylik:
' rot v = 2¢. (8.30)

Demak, Q ning noldan fargliligi shu zarrachaning ma’lum bir o'q

atrofida % £ burchak tezlik bilan aylanayotganini anglatadi. Darha-

qiqat, (8.27) formulia shu talginga mosdir.
Q, odatda, baramalilik deyiladi’.

' Ruschasi ~— 3aBHXpEeHHOCTD.
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- Eyler tenglamasini fagat sirkulatsiva va tezliklar tilida ham vozib
- olish mumkin. Buning uchun (8.15) ikki tomonining rotorini hisoblaylik.
- Natija:

2 van=o. 8.31)
: -
Bu tenglamaga quyidagilarni qo‘shilsa to‘liq sistema olinadi:
V.v=0, Q={Vvl (8.32)

Olingan tenglamalar sistemasiga bosim va zichliklar kirmadi.

Bu tenglamalar ideal suyuqlikning harakatini o‘rganish masalasini
to'liq yechadi — bizga tezlik v ma’lum bo‘lsa (8.31) tenglamadan Q ni
topamiz, topilgan Q asosida (8.32) tenglamalardan ¥ ni topiladi va
h.k. (8.32) tenglamalarni yechish yo‘li ma’lum, magnitostatikani eslaylik:

V.B=0, [VB]=4zxjic.

Magnitostatikada berilgan tok bofyicha magnit maydonni topish
masalasi gidrodinamikada berilgan buramalik orgali tezlikni topish
masalasi bilan bir xil ekan.

(8.28) ta’rifdan ko‘rinib turibdiki hamma vaqt

vV.-Q=0. (8.33)
Demak, @ ning kuch chiziglari hech qayerda boshlanmas va hech
gaverda tugamas ckan,

Faraz gilaylik, biror vagt momentida fazoning hamma nug-
talarida © = 0 bo‘lsin. Bu degani, 42/0f =0 ham bo‘lishi kerak.
Keyingi vaqt momenti r+aA¢r ga o‘tilsa {(8.31) bo‘yicha ba’ri bir
Q=0 va 3Q/3t =0 ekan. Bu degani, agar vaqtning boshida buramalik
nolga teng bo‘isa u hech ganday yo‘l bilan paydo bo‘la olmaydi
(ideal suyuqlik uchun). Bu hoida suyuqlik tezliklarining maydonini
topish uchun

V-v=0, [Vv]=0 (834)
tenglamalar sistemasini qo‘llash yetarlidir. Bu holni zaryadiar va toklar
bo‘lmagan holdagi elektrostatika (V-E =0, [VE]=0) va magnitostatika
(V-B=0, [VB]=0) tenglamalari bilan solishtirish mumkin.

Fazoning hamma nuqtasida rotv = 0 bo‘lgan ogim potensial (voki,
buramasiz) ogim deyiladi. Potensial ogim uchun tezlik sirkulatsiyasi
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'aynan nolga teng:

(ﬁv-dl=_[dS<rotv=Of (8.35)
L 5

Suyuglik ichida bir yopiq kontur olaylik. Konturining ustidagi

suyuglik nugtalari vaqt o‘tishi bilan siljib boradi, ular bilan birga
kontur ham harakatda bo‘ladi. '
" Shu kontur bo‘yicha olingan sirkulatsiyaning o‘zgarmasdan golishi
isbot qilylik. Sirkulatsiyadan vaqt bo‘yicha hosila oliganda nafagat
kontur ustidagi suyuqlik zarrachalarining tezliklarining, balki harakatdagi
kontur nugqtalarining ham vaqt bo‘yvicha o‘zgarishini hisobga olish
kerak:

d a Al '
E?vm=f?‘:vdl+q§v»di? (8.36) -

4 element shu elementning bosh va oxirgl nuqtalarining radius-
vektorlarining ayirmasidir, undan vaqt bo‘yicha hosila tezlikning o‘zidir.
Tekineh) had (0749 differensianidon ohingan infegidl ko' tindethiga keliit-
ladi, kontur yopiqligini hisobga olinsa u nolga tengdir:

(ﬁv‘dgﬁqgvdv:%tfd(vz}=0‘ (8.37)'1.
L L L

Eyler tenglamasini hisobga olib birinchi hadni ham to‘liq differensialdan
yopiq kontur bo‘vicha integral ko‘rinishiga keltirib olamiz (yana bir
eslataylik, p = const holni ko‘ryapmiz), v4, demak, u ham nolga
teng bo‘ladi:

dv 1 i Co
._‘di.':_.__ Vp-d]:..._’ dp=0_ o
i -9 (838)
Demak,
d
| ;? v-di=0, 8.39) -
yoki |
(ﬁv-dl=const (8.40) :

L
ekan. Bu natija sirkulatsiyaning saglanish gonuni deyiladi.
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8.6. Tezlik potensiali

 Oqimning potensiallik sharti

_ rotv =10 (8.41)
ni quyidagicha yechish mumkin: .
v=gradg. * 842

Kiritilgan kattalik ¢ tezlik potensiali deyiladi. Agar (8.21) tenglamaga
bu ta'rif kiritilsa tenglama

dp v’ p}_
V[§+7+;]-0 (8.43)
ko‘rinishga keladi. Bu tenglamaning birinchi integrali:
5 + 5 +p 7). (8.44)

Agar ¢ vagtga bog‘liq bo‘imasa (statsionar ogim) o‘ng tomondagi f (#)
ni constantaga almashtirish mumkin;:
%+% = const. (8.45)

Biz yvana Bernulli teoremasiga qaytdik — (8.25) formula bilan
solishtiring.

8.7. Impuls oqimi zichligi tenzori

Zichlikning tezlikka ko‘paytmasi pv impulsning zichligi ma’no-
siga ega, ikkinchi tomondan u bir sekundda birlik sirtdan oqib
o‘tgan modda miqdorini bildiradi. Suyuglikning harakat tengiamasini
shu impuls zichligi tiliga o‘tkazaylik, bu ishqalanuvchi suyuqlik
tenglamasini olishda yordam beradi. Shu magsadda (8.5) va (8.15)
tenglamalardan foydalanib pv ning vaqt bo‘yicha hosilasini hisob-
laylik:

%pv=—vcli‘~’uov)+p[—%—(w)v]= ~Vp-vV-(pv)=p(v-V)V. (8.46)

Bu tenglamani kerakli ko‘rinishga keltirish uchun impuls ogimi zichligi
tenzori degan kattalikni kiritaylik:
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Kiritilgan kattalik tilida yuqoridagi tenglama = '

! ol

at PY axf
ko‘rinishni oladi. Chap tomonda impuls zichligidan vaqt bo‘vicha -
hosila kirgan, bu — birlik hajmdagi suyuglikka ta’sir gilayotgan kuch,
agar undan hajm bo‘yicha integral olinsa shu hajm ichidagi suyuqlikka
ta’sir gilayotgan kuch olinadi.

Ikkinchi tomondan, u mana shu hajm ichidagi suyuglik impulsining .
bir sekunddagi o‘zgarishini beradi. O‘ng tomonga Gauss teoremasini
go‘llanilsa mana shu hajmni o°z ichiga olgan yopiq sirt orqali II,
tenzorining oqimi topilgan bo‘linadi: :

4 _ oIl ,
-g;ja'va,-——J. dV%-x_}L__(ﬁ ds/T1;. (8.49)
4 4 N

IT, ga kirgan birinchi had bosim p edi. Ma’lumki, bosimning sirt elementi -
ds ga ko‘paytmasi shu sirt elementiga ta’sir gilayotgan bosim kuchini
beradi. Bizning holimizda d &= pd§ — / -sirtga bosim orgali ta’sir
gilayotgan Iaxch.
Kuchning bu gismi fagat suyuglikning bosimi bilan bog'lig bo‘lsa;
uning ikkinchi gismi — d¥ pv v, — o‘zining ma’nosi bo‘yicha birlik vaqt -
ichida d¥ sirtdan suyuglikning harakati natijasida ogib o‘tgan impulsni -
berishi kerak. Shuning uchun I, tenzor impuls oqimi zichligi tenzori
deviladi. : L
Uning ma’nosini yanada anigroq tushunish uchun sirt elementini =~
shu sirtga perpendikular bo‘lgan birlik vektor orqali belgilab olaylik:
dS = pidS, bunda 45 — shu sirt elementi yuzasi. Unda 45 ‘pup,
ko‘paytmant vektor ko‘rinishda (4.5 ni yozmay turib) quyidagicha ifoda-
lashimiz mumkin:

(8.48)

pv(v-n). (8.50)
Agar v.iln bo‘lsa bu ifoda nolga teng bo‘ladi, demak, pdepv,.vj
ogimning sirtga perpendikular (n ga parallel) gisminigina o‘z ichiga
olgan.
Oqim tezligiga perpendikular sirt orgali impuls zichligi ogimi fagat
bosim p ga teng bo‘ladi. 2
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8.8. Yopishqog suyuqlik

Ideal suyuglikning ichida suyuqlik qatlamlari bir-biriga ishgalan-
masdan ogadi, ular orasida o‘zaro impuls almashinish bo‘lmaydi.
Impuls fagatgina mexanik harakat natijasidagina bir nuqtadan ikkin-
chisiga uzatiladi. Haqiqiy suyuqliklarda albatta, Qunday emas —
ularning bir-biriga nisbatan harakat gilayotgan qatlamlari orasidagi
ishgalanish natijasida impuls giymati baland nuqtadan giymati past
nugtaga uzatiladi. Bunday jarayonlar fizikada dissipativ jarayonlar
deyiladi.

Tdeal suyuglik uchun olingan tenglamalarni ishgalanish bo‘lgan
holga moslab o‘zgartiraylik. Ideal va yopishqoq suyugliklar orasidagi
katta farq chegaraviy shartlarda namoyon bo‘ladi — qattiq jism bilan
chegarada ideal suyuqlik tezligining normal komponentasi v nolga
tenglashtirishi kerak. Tezlikning tangensial (sirtga parallel} kompo-
nentasiga hech ganday shart qo‘yilmaydi — suyuglik ideal ekan v
sirtga ishqalanmasdan, unga yopishmasdan harakat gilisht kerak. Eyler
englamasidon harm chegataviy shart bitha bo'lishi keralkdligh kel ohiadd
— tenglama birinchi tartibga ega.

Yopishqoq suyugliklarga o‘tish uchun quyidagi fundamental tajri-
baviy dalilga asoslanishimiz kerak — haqiqiy suyuqlik gattiq jism sirtiga
yopishish xossasiga ega. Ya’ni, chegaraviy shartlar bu holda ikkita
bo‘lishi kerak — tezlikning normal va tangensial komponentalari qgattiq
jism sirtida nolga teng bo‘lishi kerak: v, =0, v=0.

Suyuglik qattig jism sirtiga yopishar ekan boshida qo‘zg‘almasdan
turgan qattiq jism harakatlana boshlasa (tashqi kuch ta’sirida) suyug-
likning shu sirtga yopishgan qatlami ham shu jismning tezligi bilan
harakat gila boshlashi kerak. O‘zaro ishqalanish ogibatida suyuqlikning
qo‘shni qatlamlariga ham impuls uzatila boshlanadi va ular ham
harakatga keladi 8.4-rasmga qaraylik. Bu rasmda ikkita parallel
* plastinalar orasidagi ogim ko‘rsatilgan. Pastgi plastina qo‘zg‘almasdan
turibdi, yuqoridagi plastinaga (x-oqi yo‘nalishida) AF kuch qo‘yilgan,
shu kuch ta’sirida plastina Av, tezlik bilan harakat qgilayapti, suyuq-
likning eng yugori qatlami esa 1shqalamsh natijasida shu sirtga ergashib
aynan o‘sha tezlik bilan harakat giladi.

AF qancha katta bo‘lsa Av_ham shuncha katta bo‘ladi, ya’ni ular
o‘zaro proporsionaldir. Tkkinchi tomondan, plastinalar orasidagi masofa
Ay gancha katta bo‘lsa, plastina 0‘zgarmas tezlik bilan harakat gilishi
uchun shuncha kam kuch kerak bo‘ladi, ya’ni AF va Ay o‘zaro teskari
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X

8 4-rasm. Tk parallel plastina orasidagi ogim.

proporsionaldir. Undan tashqari, plastina sirti AS qancha katta bo‘lsa
plastinani berilgan tezlik bilan harakatlantirishga shuncha ko‘p kuch
kerak. Shularning hammasini hisobga olib, quyidagi munosabatga
kelamiz:

AF Av,

— =

AS Ay
Bunda paydo bo‘lgan proporsionallik koeffisiventi n — ishgalanish
koeffisiyenti deyiladi. Chap tomondagi kattalik kuchning sirt zichligi.
Cheksiz kichiklarga o‘tib ko‘rilayotgan holda

(8.51)

J
kuchning sirt zichligi =1 0 (8.52)
dy ’

ekanligini topamiz.
Endi shu natijani umumlashtiraylik. Asosiy xulosa shundan jborat
bo‘ldiki, ishqalanish kuchi tezliklarning gradiventlariga proporsional

ekan, agar misoldagi plastinalarni x, y va z o‘glariga nisbatan har xil ~

qilib joylashtirilsa (8.52) dagi hosilani

&:i&ﬁé&, f,j=1’2,3
. o  axr o
larning kombinatsiyasiga almashtirish kerak bo‘ladi. Qidirayotgan
kattalik kuch zichligi sifatida impuls ogimi zichligi tenzori (8.47) ga

qo‘shilishi kerak. Unga kiruvchi tezliklarning hosilalaridan tuzilgan

kombinatsiva quyidagi ko‘rinishda tanlab olinadi:
v, oY,

ol W B899
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Uning bunday simmetrik ko‘rinishi quyudagi misol bilan asoslanadi
o‘zgarmas o burchak tezlik bilan aylanayotgan silindrik formadagi suv
massivini olaylik. Uni silindrik gatlamlarga bo‘lib chigilsa bu gatlam-
" lar bir-biriga nisbatan harakat gilmaydi. Demak, bu qatlamlar orasida
. ishqalanish bo‘imaydi. Yuqoridagi simmetrik forma huddi shu xossaga
mos keladi. Buni ko‘rish uchun @ burchak tezlikli silindérdagi r nuqta
- tezligi uchun

v = [or] (8.54)
| formuladan foydalanib yugoridagi kombinatsiyani hisoblaylik:
| dv dv
a—'- _E;L = sﬂ&mk +eﬁkwk =0. (8.55)

Hosil bo‘lgan simmetrik tenzorni quyidagi ko‘rinishga keltirib olinadi:

aU av )
u —n ax. g'—'—gs divy +g5 divv. - (8_56)

Bu ifodaning birinchi gismining izi nolga teng;

av
(9.3’_ 2 5dlw] 2divv —2divy = 0.

Simmetrik tenzorning izsiz va birlik tenzor ko‘rinishidagi gismliari
koordinat almashtirishlarida faqat o‘z- o‘zi orqaligina almashingani
* uchun ularni har xil koeffisiventlar bilan oldik. Odatda, n — (birinchi)
ishqalanish koeffisiyenti, { esa — ikkinchi ishqalanish koeffisiyenti
- deyiladt. Keltirib chigarish bo‘vicha bu koeffisiventlar tezliklarga bog‘liq
- emas. Ammo ular umumiy hoida temperatura va bosimning funksiyalari
- bo‘lishi mumkin. Ularning ikkalasi ham musbatdir:

n>0, >0, 8.57)

' Topilgan tenzor ishqalanish orgali paydo bo‘ladigan kuch zichligini
ifedalaydi, shu sababli uni kuch zichligi umumiy tenzori I, ga qo‘shib
qo‘yiladi ((8.49) tenglamaning o‘ng tomoniga I, minus ishora bilan

kirgani uchun ¢} ning ham ishorasi minus bilan olingan):
P8, +puY; ~C; =—0; + pUv;. (8.58)
Oxirgi tenglikdan keyingi ifoda orqali kuchlanganlik tenzorini ikki
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gismga bo‘lindi — bosim va,lshqalamsh,arqah suyuqhk ichidagi paydo o
bo‘ladigan impuls ogimt o

Gy =—pby 4 (8.59)

va impuls zichligi ogimining suyuqlikning zarralari bilan birga ko cha-
digan gismiga bo'lindi.

Y, (8.60)
Sigilmaydigan yopishgoq suyugliklar uchun kuchianganlik tenzori
- du; | 9V
Oy =—pdy +n[-ar_f+-8x_] (8.61)

ko‘rinishga ega bo‘ladi. Bunday suyugqliklar ko‘pincha Nyuton suyug-
liklari deyiladi. Deyarli hamma suyuqliklar uchun bu gonun o‘rinlidir,
bu gqonunga bo‘yvsunmaydigan suyugliklar uchun kuch tenzorini topish
murakkab masala hisoblanadi.

Yopishgoq suyuglik harakat tenglamasini keltirib chigarish uchun
wmumiy ko‘rinishdagi harakat tenglamasi (8.49) ga (8.58) ni qo‘yamiz
(n va { koeffisiventlarini o‘zgarmas deb garaymiz) va uzliksizlik
tenglamasi hisobga olamiz:

pg—:+p(v‘V)v=—Vp+ﬂAv+[§+%)Vdiw. - (8.62)

Bu tenglamaning nomi Naviye—Stoks tenglamasi. Agar sigilmay-
digan suyuqlik hagida gap ketayotgan bo‘lsa oxirgi hadni tashlab
yuborish mumkin:

%+ (v-Vv= —V?p+vAv. (8.63)

Bu yerda kinematik yopishqoglik deyiladiganv =n/p kattalik kiritildi.

Agar tashgi gravitatsion maydonni hisobga olish kerak bo‘lsa NS
tenglamasining o‘ng tomoni quyidagicha of‘zgaradi:

%7+(v Viv= —% +VAV+E, (8.64)
Tenglama vagt bo‘yicha birinchi tartibli tenglama, demak, tezlikning
boshiang‘ich giymati berilgan bo‘lishi kerak (statsionar hollardan
tashgari). Chegaraviy shartlarni muhokama gilaylik. Chegara ikki xil
bo‘lishi mumkin — gattiqg jism sirti va boshga suyuglik {yoki gaz) bilan
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chegara. Qattiq jism sirtida yopishqoq suyuglikning shu sirtga yopishib
golishini ifodalaydigan shart

v|¢=0. (8.65)

Bu — eksperimental fakt, hammamiz ko‘p marta ko‘rg®mizki, qattiq
jism sirtiga yopishgan changning juda kichik zarralarini havo ogqimi
bilan shu sirtdan uchirib yuborish mumkin emas. Fagat yetarli
darajada katta zarralargina havo ogimi ta’sirida uchib ketadi. Bu
hodisaning sababi — havo ogimining sirt ustidagi tezligining nolga
tengligidir.

Vektorining komponentasi uchta bo‘lishiga qaramay bu shartiarning
soni ikkita — tezlikning sirtga normal va sirtga urinma komponentalarini
nolga tenglashtirish kerak — v = 0, » = 0. Fazoviy hosilalar bo‘yicha
tenglamaning ikkinchi tartibli ekanligi bunga mos keladi.

Agar qattiq sirt harakatda bo‘lsa, suyuglikning shu sirt ustidagi

tezligi sirtning tezligiga teng bo‘lishi kerak v{s = v,

8.9. Yopishqoq suyugliklar oqimiga misollar
8.9.1. Ikki plastina orasidagi oqgim

Bir-biriga nisbatan v, tezlik bilan harakat gilayotgan ikkita cheksiz
parallel piastinalar orasidagi yopishqoq suyuglik ogimini ko‘raylik.
Koordinat o‘glari quyidagicha tanlab olinadi: x, y o‘glari pastgi plasti-
naning ustida joylashsin, 7 o‘qi plastinalarga perpendikular bo‘lsin va
ularning orasidagi masofa & ga teng bo‘lsin. v, tezlik y o‘qi bo‘yicha
yonalgan deb olamiz. Masala statsionardir, tezliklar vaqtga bog‘liq
bo‘lmaydi. )

Masalaning go‘yilishidan ko‘rinib turibdiki, suyuqlik tezligi y o‘qi
bo‘yvicha yo‘nalgan: v = (0, v, 0) Tezlik va bosim faqat z koordi-
~ natagagina bog‘liq bo‘lishi mumkin: v=v(2}, p =p(2)

Birinchidan,

d
V=yp—.
v ay
Vaqt bo‘yicha hosilaning nolga tengligi bilan bu Naviye-Stoks
tenglamasining chap tomoni umuman nolga teng ekanligini ko‘rsatadi.
NS tenglamasining ¢‘ng tomonining x kompon;ntasi ham nolga teng.
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Uning y komponentasi

f_f—z.?. = N

iz . £8.60)
ko‘rinishni oladi. z — komponentsi esa

9}1 =0

dz - (8.67)

ga tengdir. Ikkinchi tenglamaning yechimj p=const , birinchi tengla-

n}f’ming umumiy yechimi v =az+b, chegaraviy shartlar hisobga
olinsa

z

d (8.68)

Endi masalaning shartlarini o*zgartiraylik. [kkaia paralle] plastinalar

bir-biriga nisbatan qo‘zg‘aimasdan turgan ho‘lsin. v o‘qi bo‘yicha
bosim gradiyenti berilgan bo‘lsin: VP =(0 » 0 |
gradiy ‘ "3y°% Masala bu gal ham

statsionardir,

8.5-rasm. Tkkita g ozgalmas parallel Plastinalar orasidagi oqim

Bu holda ham NS tenglamasining chap tomoni nolga teng, O‘ng
tomonidagi bosim gradiyentini chap tomongy o'tkazaylik:

Vp =VvAv. W (8.69)
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Tezlik yana fagat z ga bog‘liq va v=(0,0,0), bosim uchun esa

p=p(y,z) deb olish kerak. Demak oxirgi tenglamadan fagat quyida-
gilar goladi:

dp__ v op
..5—1’?,5—?- ' - (8.70)

Oxirgi tenglama bosim z ga bog‘lig emasligini, ya’ni bosim suyuqlik
gatlami bo‘yicha o‘zgarmasligini ko‘rsatadi. Natijada birinchi teng-
lamaning chap tomoni fagat y ning funksiyasi, o‘ng tomoni esa faqgat
z ning funksiyasi bo‘lib chigadi. Har xil o‘zgaruvchilarning funksivalari
bir-biriga teng bo‘lishi uchun ularning har biri o‘zgarmas bo‘lishi
kerak:

dp _ d*v
& const =v —- dz : (371)
Bu tenglamadan tezlikni topish oson:
v =Gz +az +b. @37

2v

Chegaraviy shartlarni eslaylik (sirt ustida urinma tezlikning nolga
tengligi); v(0)=u(d)=0. Natija:

1
v=——Gz(z-d). @®.73)

Tezligimiz z = 0 dagi plastinadan z = d dagi plastinagacha yetguncha
parabola bo‘yicha o‘zgarar ekan. 8.5-rasmda tezlikning profili
ko‘rsatilgan,

. 8.9.2, Qiyalik bo‘yicha ogim

Eng qiziq masalalardan biri bo‘lgan giyalilik tekislik bo‘yicha oqim
masalasini ko‘rib chigaylik. Bu masalani 8.6-rasm bo‘vicha tasavvur
qilish qivin emas: gorizontga o burchak bilan og‘gan tekis gqiyalik
ustida qalinligi 4 bo‘lgan suyuglik gatlami tortishish kuchi ta’sirida
pastga oqib tushmogqda. Suyuglikning ustida bosimi p, bo‘lgan ochiq
havodir (atmosfera).

Koordinat oglarining yo‘nalishi rasmda ko‘rsatilgan (¥ o‘gi giva
tekislikning ustida yotibti). Masalaning mohiyati bo‘yicha bosim faqat
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8. 6-rasm. Qiyali tekislik bo‘yicha ogim.

¢ xoordinataga bog‘lig bo‘lishi mumkin: p = p(z), tezlikning esa
fagat x koordinatasi bor v = (,0,0), va v ham bo‘isa fagat z ning
funksiyasidir: v = v(z) . Oqim statsionar bo‘lgani uchun vaqt bo‘yicha
hosila tashlab yuboriladi. Undan tashqari
9

v.-V Dax
ckanligini va tezlik x ga bog‘liq emasligini hisobga olinsa NS tengla-
malari quyidagi ko‘rinishga keltiriladi:

2

d“v L dp = '
v?+gsma—0, ¢—£+ng050¢—0‘ (8.74) _

Chegaraviy shartlarni aniglaylik. z = 0 tekislikda v = 0 bo‘lishi kerak.
Suyuqlikning ochiq sirtida (z = d) esa
el e —pi_
O ==Plind ==Pos O =7 =-=0 (8.75)

bo‘lishi kerak. (8.74) tenglamalarning bu shartlarga bo‘ysunadigan
yechimlari quyidagicha:

_ gsinox

P=py+gpcosald—2z), z(2d -z). (8.76)

Ko‘rinib turibdiki, suyuglik tezligining maksimal giymatiga z = d
nugtada erishadi. Ogim zichligi (birlik vagt ichida birlik sirt orgali .
oqib o‘tgan suyuqlik migdori) j=pv formula orqali ifodalanar edi,

shuni hisobga olib (y, z) tekisligida yotgan balandligi 4 va kcng11g1 l
ga teng sirtdan bir sekundda o‘tgan suyuglik migdorini-
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, sing _
0 =J dyJ. az j.= PJ dzp = ngd3 " (8.77)
. 0 0 0
formuladan topish mumkin,
-y
8.9.3. Quvur bo‘yicha oqim

Radiusi R ga teng bo‘lgan silindrik quvur bo‘vicha ogimni olib
ko‘raylik. Quvurning uzunligi /bo‘lsin. x o‘qini quvurning o‘qi bo‘yicha
vo‘naltiramiz. Bu holda suyuglik tezligining komponentalari v = (v ,0,0}
ko‘rinishga ega bo‘ladi. Albatta, »=v (y,z ) bo‘lishi kerak — suyuqlik
tezligi fagat quvurning ko‘ndalang kesim sirtidagina o‘zgarishi mumkin.
Bundan xulosa —

(v-V)v =viv(y,z) =1Q.
x

Ogim statsionar ekanligini hisobga olinsa NS tenglamasidagt vaqt
bo‘yicha hosila ham nolga aylanadi va natijada yana sodda holga
kelinadi:

Vp-nav=20. 8.78)
Bu tenglamaning y va z komponentalari

dp _ op _

3 . (8.79}

ko‘rinishga ega, demak, bosim p quvurning ko‘ndalang kesim sirtida
o‘zgarmas ¢kan. Boshgacha aytganda — p = p(x) .
Ana endi (8.79) tenglamaning x — komponentasiga kelaylik:

dp (v v _
. E“’? "é?“"g;y (8.80)
Tenglamaning o‘ng tomoni x ga, chap tomoni esa y, z larga bog‘liq

emas. Hulosa — ikkala tomon ham of‘zgarmas songa teng. Demak,
quvur bo‘yicha bosim gradiyenti o‘zgarmas son e¢kan, shunday ekan,

uni quvurning ikkala uchidagi bosimlar fargi Ap orgali ifodalash
mumkin:

B &

Ap
{
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{oqim tezligi x o‘gining musbat yo‘nalishi bo‘yicha yo'nalgan, buning
uchun bosim quvurning boshida uning oxiriga nisbatan yugori bo‘lishi
kerak — dp/dx<0). Endi (8.80) tenglamaning o‘ng tomonini qutb
koordinat sistemasida yozib olamiz:

Ydf dud_ Ap "
rdr(r dr] i @31
o‘ng tomonda konstanta ekanligini hisobga olib tenglamani ikki marta
integrallaymiz:

v=~%§r2+alnr+b. (8.82)
Tezlik quvurning hamma nuqtalarida chekli bo‘lishi kerak bo‘igani
uchun a = 0, quvarning (ichki) sirtida esa v (R)=°0. Natijaviy formula

Ap o2 3
=2PR2_ 2
v 41?!( ) (8.83)
Tezlik profili parabola ko‘rinishiga ega ekan.
Quvuc bo‘yicha 1 sekundda oqib o‘tayotgan suyuglik migdori
(xarajati)ni topaylik. Buning uchun ogim zichligi pv dan quvurning
kesimi bo‘yicha integral olamiz;

K APAp L4
Q=2nj'drrpu=WR ‘ (8.84)
0

Suyugqlik xarajati quvur radiusining to‘rtinchi darajasiga proporsional
ekan. :

8.10. Tovush

Sigiluvchan suyuqlik (gazlar) dinamikasiga misol sifatida tovushning
paydo bo‘lishi va targalishi masalasi ko‘rib chigamiz. Tovush deganda
amplitudasi va, shunga ko‘ra, tezligi kichik bo‘igan tebranishlarning
targalishi tushuniladi. Masalaning qo‘yilishi quyidagicha: qo‘zg‘al-
masdan turgan suyuqlik ichida kichik teziikli g‘alayonlanish hosil
gilamiz, buning uchun bir suyuglik nuqtasini ‘'z muvozanat holidan
go‘zg‘atiladi. Mana shu nugqta atrofida bosim va zichliklar ham o‘z-
garadi. Bosim va zichlikning g‘alayonlanishi ham kichik bo‘lsin. Mana
shu g‘alayonlanishning targalishi masalasini ko‘raylik. Demak, tezlik,
bosim va zichlik uchun
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v=v, p=potp, p=potp, - (885)

deb yozib olish kerak, bunda v,=0,p,,p, — tezlik, bosim va zichlikning
qo‘zg‘olmasdan turgan suyuglikka mos keluvchi o‘zgarmas giymatlari,
v, ¢ va p’ lar esa ularning galayonlangan o‘zgaruvchagegismiariga
mos keladi. Bundan keyin kichik sonlarning shtrixiarini tashlab yubo-
ramiz. Shart bo‘yicha — p« p,, p <« p,. Kichik tebranishlarga kichik
tezliklar mos kelishi sababidan Eyler tenglamasida (v-V)v hadni ikkinchi -
tartibli kichik son sifatida tashiab yuboramiz. (Tovush tarqalishi =
masalasini Eyler tenglamasi asosida ko‘riladi, tovushning dissipatsiyasi
masalasini ko‘rish uchungina NS tenglamasi kerak bo‘ladi.) Shu
yaqinlikda uzliksizlik tenglamasi quyidagi ko‘rinishni oladi:
L.+ py divy =0. (8.56)
Ikkinchi hadda tashiab yuborilgan gism pv ikkinchi tartibli kichik sondir.
Eyler tenglamasida ham birinchi tartibli hadlami goldirilsa u quyidagi
ko‘rinishga keladi:
ov_ Vp

a ‘;ﬂ" ' (8.87)

Tenglamalarning soni to‘rtta, ozgaruvchilar soni beshta — p,p,v.
Suyuglikning holat tenglamasi orqali p va p larni bog‘lashimiz qoldi.
Suyuglik (gaz)ni termodinamik ma’noda ideal deb qaraymiz, tovush
targalish jarayonini esa adiabatik deb garaymiz. Shu sababdan bosim
va zichlikning o°zgarishlari uchun

p=(2] °
Lo (8.38)

deb yozib olish mumkin. Endi tenglamalarining soni noma’lumlar
soniga teng bo‘ldi. Oxirgi tenglamadagi s indeks jarayonining adiabatik
ekanligini ko‘rsatadi, 0 indeks esa hosila muvozanat holati p =0 da
hisoblanishi kerakligini bildiradi.

Olingan tenglamalar sistemasini yana bir marta yozib chiqaylik:

. V, 9,
a—‘O+c:hv,crov=0. —a—‘l-i--£= A p=[—£] fed (8.89)

ot at g
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Bu tenglamalarning birinchisidan vaqt bo‘yicha hosila olib, uning :
- ikkinchi hadiga tenglamalarning ikkinchi va uchinchisi qo‘yilsa

¥p_

=< =0 8.90)
tenglamaga hosil bo‘ladi, bunda
“{)
% ko (8.91)
va
Ap=divgradp:(-§:5+§i{+-j—;-]ﬂ- (8.92)

Bosim g‘alayoni uchun ham huddi shunday tenglamaga kelinadi:

2 2
ShedSheca = B9

(8.90) (va 8.93) ko‘rinishdagi tenglama matematik fizikada fo‘lgin
tenglamasi deyiladi (4.170 tenglama bilan solishtiring, u yerdagi
tenglama bir o‘lchamli to‘lgin tenglamasi, bu bobda uch o‘lchamli
tenglamaga o‘tdik).

Masala 8.10.1 v = grade kiritib ¢ uchun ham to‘lgin tenglamasi kelib
chngishi ko‘rsating.

Bu tenglamaning mag‘zini chaqish uchun uning eng sodda holiga o'taylik
-~ bir o¢‘lchamli holga. Ya'ni, to‘lginning hamma kattaliklari fagat bitta
koordinatga bog‘lig bo‘lsin, masalan, x koordinatga. Bunday to‘lginlar yassi
to‘lgin deyiladi. Bu holda tenglama quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi (p va p
larning o‘rniga bitta ¢ funksiyasi olayiik va ¢ ni qulayroq o‘ringa joylash-
tiraylik):

1 3¢ o
—_——a——= =), 9y
L T T 8.94) FEE
Tekshirish qivin emaski bu tenglamaning yechimi
o(x, )= filx—e)+ f{x+ct) (8.95)

ko‘rinishga ega, bunda f, va f, funksiyalar ixtiyoriy (ikki marta uzliksiz

differensiallanuvchi) funksivalardir.
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~ 8.10.1-misol. Shu tasdigni tekshiring.

" Yassi to‘lgindagi hamma kattaliklar — p,p,v — koordinata x va vaqt ¢
ga mana shu ikkita kombinatsiva x — ¢ va x + ¢t orqaligina bog'liq
~ bo'ladi.

Yechimlarning birini olaylik va aniglik vchun zichlik haqida gapiraylik
— p =f,(xx—cf). Ko'rinib turibdiki, zichlik koordinata va vaaming

x—ct=const, yoki x = const+ ¢t (8.96)

kombinatsiyasida o‘zgarmas qiymatga ega bo'ladi. Zichlik (va boshqga kat-
taliklarjning shu giymati ¢ vaqt o‘tgandan keyin x 0°qi bo‘yicha ¢ masofaga
ko‘chadi. Bu degani, zichlik galayonlanishi muhitda ¢ tezlik bilan ko‘chadi,
shu sababdan ¢ rovush tezligi deyiladi.

Ikkinchi yechimga kelsak — f(x + ¢f) — u x o'gining manfiy yo‘nalishi
bo‘yicha c tezlik bilan tarqalavotgan tolginga mos keladi.

Tovush tezligiga gaytaylik. Gazni ideal gaz deb qaralsa uning holat
tenglamasi '

p=—p 97
u (8.97)

bo‘ladi, bunda R = 8.314}/grad — universal gaz doimiysi, T — absolut
temperatura, ¢ — gazning molar massasi. 8.91 formuladagi hosilani termo-
dinamika qoidalari bo‘yicha

) (2
% jo ! 9p 8.98)

ko‘rinishda yozib olinadi, bunda y=c¢,/c,. Bu bizga (8.97) formulani go‘llash-

ga imkon beradi;
_ | RT
c= }’"';t"- (8.99)

Havo uchun tovush tezligini topaylik. Havo uchun y =1.4,
g =29-10%kg. Temperatura T =273°K bo‘lganda ¢ =331m/sek, temperatura
T =300°K bo‘lganda esa ¢ =347m/sek bo‘iadi.

Gazning molekular massasi oshsa undagi tovush tezligi kamayadi.
Masalan, argon uchun g =40-107%kg, tovush tezligi T =273 bo‘lganda

C =288 2
sek

Agar (8.91) ga ahamiyat bersak sigilmaydigan suyuglik uchun ¢ = ee
ekaniigini ko'ramiz. Albatta, absolut ravishda sigilmaydigan suyuglik yo‘q,
real suyuqgliklarning ozgina bo‘isa ham sigiluvchanligi bor. Shuning uchun
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,ulfirda ham tofush tarqalishi ro‘y beraveradi, tovush tezligi, albatta, gazlarga,
.nisbatan katta bo‘ladi. T

8.11. Quvor bo‘yicha gazning bir o‘lchamli
statsionar ogimi

Suyuglik tezligi tovush tezligiga yaqin bo‘lganda birinchi garashda
qiziq tuyulgan hodisalar ham ro‘y beradi. Bunga misol qilib quvur
:bo‘yiclla bir o‘lchamli statsionar ogimni ko‘rayhk (8.7-rasmga qarang,
‘ogim x-0°ql bo‘yicha ro‘y berayapti). Oqim tezligi ixtiyoriy bo‘lsin.
.Oqimni bir jinsli deb garaymiz, buning uchun, albatta, quvur kesimi
juda katta bo‘lmasligi va u o‘zining o‘qi bo'vicha tez o‘zgarmasligi
kerak.

Shu shartlar bajarilganida masalaning bir o‘lchamligi uning stat-.
sionarligidan kelib chiqadi — ixtiyoriy biror x nuqtaga perpendikular-
bo‘Igan tekislikning hamma nuqgtalarida tezlik va boshqga xarakteristikalar
vaqtga bog'liq emas, demak, ular fagatgina x koordinataning funksiya-
Yaridir, Quvur kesimi sirtining qiymatini 4 harfi bilan belgilaymiz.
Quvurning kesimi x o‘gi bo‘vicha ofzgarsin. Ogim zichligi j =pv
bo‘lsa bir sekundda quvurning ixtivoriy 4 kesimidan ogib o‘tadigan
suyuglik migdort

0= pvA4=const (8.100)

bo‘lishi kerak. Bu — uzliksizlik tenglamasining ko‘ritayotgan holga
mos keluvchi formasidir, Quvurning uzunligini uning diametriga nisbatan
juda katta deb qaraladi. Statsionar ogim uchun bir o‘lchamii Eyler
tenglamasini olamiz;

- _Ldp

ax pdr (8.101)

& 7-rasm. Quvur bo‘yicha oqim.
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| Ud‘()"—'—‘-—d—p=-_d_p£{£=_cld_p

p dpop o (8.102)

ko‘rinishga keltiraylik. Bu yerdagi dp/p ni topish uchun _@.100) ning
differensiali olamiz va uni pv4 ga bo‘lamiz:

dp __dv_d4
o e (8.103)
Demak,
2_ v o2dd
(v°—c’} ity (8.104)
ekan. Odatda, suyuqglik tezligining tovush tezligiga nisbatini
=Y
- (8.105)

harfi bilan beigilanadi va uni Mach seni deyiladi. M <1 hol tovush
tezligidan kichik tezlikli ogimga, M >1 hol esa tovush tezligidan katta
tezlikli ogimga mos keladi. M = 1 hol esa ogim tezligi tovush tezligiga
teng ekantigini ko‘rsatadi. Shu belgilashni hisobga otib oxirgi olingan
tenglamani

d
v.d4 (8.106)

2 —
W=D 4
ko‘rinishga keltirib olylik. Bu tenglamaning nomi — Hugoniot teng-
lamasi.

Ko‘rinib turibdiki, quyidagi hollar o‘rinlidir:

l. M <1 bo‘isin. Bu holda dv va dA larning ishoralari har xildir.
Ya’'ni, oqim tovushdan sekin bo‘lsa, quvurning kesimi kamayganda
ogim tezligi oshadi va quvurning kesimi ko‘payganda ogim tezligi
kamayadi. '

2. M >1 bo'lsin. Bu holda dv va dA4 larning ishoralari bir xildir.
Ya'ni, ogim tezligi tovush tezligidan katta bo‘iganda quvurning kesimi
oshgan sari ogim tezligi ham osha boradi va aksincha — quvur ingich-
kalashgan sari oqim tezligi ham kamaya boradi. Bunday giziq natijani
fagatgina quyidagicha tushunish mumkin — quvur kengayganda gaz
zichligi p shu darajada kamayib ketadiki, pA ham kamayadi, faqat
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shundagina v oshishi mumkin. Ya'ni, paradoks zichlikning keskin
kamayishi bilan tushuntiriladi.

3. M =1 holda d4 = 0 bo‘lishi kerak. Ya’ni, kesim o‘zining
ekstremumiga erishadi. Bu ekstremum minimumdir, chunki M <1
tomondan M =1 ga yaqinlashsa 4 kamayishi kerak, M >1 tomondan
M =1 ga vaqinlashsa 4 yana kamayishi kerak.

4. dA = ¢ holni ko‘raylik. Bu holga yoki M =1, yoki dv = O,M #
mos Keladi, d4 = 0 sharti kesimning ekstremumligi shartidir, dv = 0
sharti esa tezlikning ekstremumligi shartidir;

— Agar M <1 bo‘lsa, maksimal kesizn nuqtasida tezlik minimal
bo‘ladi va minimal kesim nuqtasida teziik ntaksimal bo‘ladi.

— Agar M >1 bo‘lsa, maksimal kesim nugtasida tezlik ham maksimal
bo‘ladi va minimal kesim nuqtasida tezlik ham minimal bo‘ladi.

Bu xulosalari quyidagi tahlil bilan ham boglash mumkin. Eyler
tenglamasini yana bir boshga ko‘rinishga ham keltirib olish mumkin.
(8.102) dan -

ip__pv
dv e?

8.107)

tenglamani olish mumkin, uning ikkala tomonini v ga ko*paytirilsa

d(pv) _ v : : .
“do P[l-—? } -_ N {(8.108)
yoki,
df — 2 ;': .
— p(1-M?) (8.109)

tenglama Kelinadi. Ko‘rinib turibdiki, M <1 bo‘lsa, tezlik oshgan sari
oqim zichligi ham oshib boradi, v = e« {(quvurning har xil nuqtalarida
gaz zichligi va temperaturast har xil bo‘lishi mumkin, natijada, har xil
nugtada tovush tezligi ham har xil bo‘lishi mumkin, ¢. mahalliy tovush
tezligini bildiradi} bo‘lganda esa ogim zichligi ofzining maksimal
giymatiga erishadi. Odatda, bu zichlik kritik zichlik deyiladi. Bu giymat
quvurning qaysi nuqgtasida erishiladi? Hugoniot tenglamasining
tahlilidan aytish mumkinki, bu quvurning eng ingichka nugtasida ro‘y
beradi. M >1 bo‘lganda (8.109) ning o‘ng tomoni manfiy, tezlik
oshishi bilan oqim zichligi kamaya boradi va nolga intiladi (boshlang‘ich
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giymati ma’lum bir musbat son bo‘lgan funksiva kamavaversa oxiri:
nolga teng bo‘lishi kerak). Bu — oqim chiziglarining bir-biridan uzog-
lashib ketishi bilan bog'lig.

Ko‘rinib turibdiki, gaz oqimining xossalari uning tezligi tovush
~ tezligiga ganday munosabatda ekanligiga kuchli dar.aljzalc_lﬁ.D bog‘liadir.

&8-bobga mashq va savollar

1. Vertikal radiusii silindrga sigilmaydigan ideal suyuglik quyiigan (8.8-
a rasmga qarang). Suyuglik bir butunligicha w burchak tezlik bilan vertikal
yo'nalgan 0'q afrofida avianmogda. Agar tinch tfurganda suyuglik balandiigi
A bo‘lsa, ayianayotgan suyuglik ichidagi bosimni toping.
- 2 Kesimi § bo'lgan baland idishning gquyi gismida kichik s kesimli
teshik bor (8.8-b rasmga garangl. Shu teshikdan ogib chigayoigan susyuglik
tezligi v nimaga teng?
_ 3. 8.8-d rasmda ko '‘rsatilgan suv soatining formasini hosil giluvehi chizig

Jormudasini toping. Suv seatiga qo'yiladigan asosiy ralab — ixtiyoriy birlik

vagt intervalida kichik s kesimli teshikdan bir xil suyuglik migdori o%ishi
kerak.

8. 8&-rasm. 1-, 2- va 3- misollarga oid.

4. Sigilmaydigan p o ‘zichlikli suyuglik R radiusli sharni tashkil qilsin
Shu sharning markazidagi bosimni toping.



Masalalarning javoblart va yechimlari

1-bobga oid masalalarning javoblari va yechimlari

1. Sistemaning hoiatini bir giymathi aniglash uchun kerak bo‘igan
kattaliklar soni.
2. Fazo bir jinsli va izotrop hamda vaqt bir jisnli bo‘lgan sanoq sisternasi
inersial sistema deyviladi,
oL

oL _ . .
33 T Ed = g+g=0,
o g og :

ol dl. d

— =, — =g = —{tg)=0;
b) % 3 4 dr(q)
c) %:¢zsin9c059+sin9, %:é;;—) Q:Sin9(1+rp2c059);

d

dL ol. . | d ;.
—_— 0’ —— = H 29, = — ] 29 = G,
30 30 @sin‘t = o ((O&m )

4 @) ¢+%9‘=~-3—lsingo, P+06=0; D)¥+0’x=0, o =kim;
; m

T S L S
c) X = d)x-f-e"'(e —1)—0.

d 3 1.5
LsLl+—|gt+=t" s L=—4" —q,
6. aj dt(g } 4 4
. , dl - 1/.2 2
L=rL+—-—= ;L:-.- 4+ :
®) 27 z(q 7)
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, . d . d . .
c) L =-2yx+£—i;(xy)=2xy—a(xy); L=2xy = -2y,

d) L'=L+—§i(;:xr2];l,=#i}ix2; e) L’:L+%(gocos:2;L=qmin

f) L= L+%[maxr+émazr3 } L = —max.
s

4.3,

9 .
dr oq o ekanligini hisobga olib
’ ’ 2 2
gg_a§+af.; oL’ _ 8L+8 fq_'_g_f;
9 d¢ 9¢ 3¢ dg gt ogo
dor _d oL, 3’7 . f
d.t 8q T Bq dg° PR dgor

formulalarni keltirib chiqariladi. Bu yerdan esa
doL’ oL’ doL dL

dr3g oq didg og
kelib chigadi.
8. Lagranj funksivyasida paydo bo‘ladigan qo‘shimcha had vaqt bo‘yic
to‘lig hosila ko‘rinishiga egadir:

) :
, . d 1 .
cL =£{(V+V)2=f:—+m V‘r"+"l*‘72 ==L+m—| Vor+—iV?

2 2 2 dt 2

& M é=ﬁ; S=_J.dt 1—i2 =
Tdr gshAd+ gchd’ dt

J J-— 5 dgchA+dTgehA "J.df J:é'z"

gchA +gchd

10, a) L= %(k2+)‘)2)—U(x,y)= 2R2¢2cos.2%—U(R-Q’);

52
b) L=%(¢‘72+62 +2¢9+5;iz--%q] U(9.9);
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c) L..-»[éz[ng}wiz[H%]]*%fmbz—U(é,ﬂ] |
¢

a

11, 5

(ml cos P+ My sin ZQO) nygasing.

my
L=
12, 3

—(my +m, }ga(1-cosqy )--41'71_231;»(1—-t’:osrp2 )-

a*pl +- bz% + m,ab @, cos (¢ — ¢y )~

13. L= @f +%(!7'¢2 + 2Ii¢cos¢)ﬂm2gf(l -cos Q).

14. a) m nuqtaning koordinatlari:

x=acosyr+ising, y=asinyr—Icosq.

Lagranj funksiyasi (vaqtning funkSiaym va vaqt bo'yicha to‘hq holild”

tashlab yuborilgandan keyin):
L= %wqbz + maly’ sin (¢ —yt)—mgi (1-cos@).

b) m nuqtaning koordinatlari: x=Isin¢, y=asinyr—Icose.

Lagranj funksivasi (fagat vagtning funksiaysi va vagt bo‘yicha to hq
hosila tashiab yuborilgandan keyin);

L= %-»(o +maly” cos ytcosgp—mgl {1-cosp).

my . .
is. L=?11-12+;”22r, —ly vy iy = —kiy, myity, =~k -

Iikkala harakat tengiamasi qo‘shilsa mji +mK, =k ('rl J-rz):ii:", yoki
r; = -1, ekanligi topiladi. N

Demak, hagigatda mustaqil harakat tenglamasi bitta: m i, =

281



Z-Bobga oid masalalarning javoblari va.yechimlari

. . . 2 2
. a) E= [qo += 92+¢6) 3cose: b)E_'-"-z’f--r-’?fz--

1 .
R e O LR G

2. a) Saglanuvchi kattaliklar: PP M,. Sababi: (x, y) tcklshglda sistemani’
xohlagan nuqtaga bir butun sifatida ko‘chirish mumkin. Undan tashqari,

sistemani 7 o‘gi atrofida ixtiyoriy burchakka burganida ham uning holati
o‘zgarmaydi; :

b) P.M_ C} M dy F.

3-3=%,E'=ZEQ;—L ta’riflarni kiritaylik. P va gr — ya_ngi

3, o, R
impuls va energiya. Bu holda £ = 7; 0 @ E'=E-p J-a—- bo‘ladi, p; va

_ . s
. E — eski impuls va energiya. Bunda 4; = Bé Q; 7 dan foydalandik.
4. f = [ﬂ + [Fr]] B, F= f [VB]
dr ¢

Ikkinchi tomondan, — = m[re]={rf]. Demak, f=0.

3-hobga oid masalalarning javoblari va yechimlari

1. a)  E=9; x5, =%1/3, harakat infinit: x2x, x< x;;
b) E=1,x =2, harakat infinjt x<?2;
¢} E=-1/2, harakat finit: z/32> x <25/3:
d) E=35, 5, =In5, harakat infinit: x<In35;
€) E=1,x =e, harakat infinit: x<e;
f) E=0; to‘xtash nuqtasi yo‘q, harakat mf nit; —eo < X < o0;
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g) E= 5!2 to‘htash nugtasi x; = 2/5; harakat mﬁmt xz2S; “?
h) E=4; harakat finit: -2<x<2, !

1 [ i U
k) Harakat finit: ~ arcch ’E—G“ <x< Earcch ’_Ef

2.2) xiry=+1+41%; b) x(t)=-2In(1-#2); ¢) x(t)=1+sins;
X
d) x(‘)=‘“’_g”5“*xozx(0)‘ Mahrajdagi ishora boshlang’ich
l+rx0\/_a '
tezlikning ishorasiga teskari bo‘ladi.

o l EM? 2 _ M* 16mE
=—f i+ : r.: 14+ 1+
3. a) onin 2E V 3 | b) min = 4m E Y, 7 B

MZ
c) E°2 [+—— shart bajarilganda harakat finit: 5 <r<r;

_ M n 1 i 2E |-
1 -J PR ;+ -‘2_+1_M -
1-M r

L =204 M)

M
= —===—arctan
: b)_ J1+m? 21+ M2 \szr2+r-(1+M2)

5. Birinchi munosabat M ning ta’rifidan darhol kelib chiqadi. Tkkinchi
munosabatni olganda E = mv>/2—a/r ifodani qo‘llash kerak.
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6. Avvalgi misolning birinchi munosabatidan A vektorning orbita tekis-
ligida yotishi kelib chigadi.

7 Statik muvozanat nuqtasi uchun Ul (%) =0 bo‘lishi kerak. Bu

_ B (om)
=2t ——

% ni beradi, buning uchun esa M? < 2m§ bo‘lishi kerak.

Muvozanat bargaror bo‘lishi uchun esa Uy (%) >0 bo‘lishi kerak. Bu

-M(2
5> 35—-# bo‘lishi kerakligini beradi. Demak, muvozanat nuqtasi

bargaror bo‘lmas ekan.

8. Harakat finit bo‘lishi uchun U,y (r) minimumga ega bo‘lishi kerak:

Uy ()= 0.

Mz
a) Bu holda minimum sharti Ea? = f(x)=x(1+x)e ", x=x1 Ko'ri-

nishga ega. Bu tenglama yechimga ega bo‘lishi uchun uning chap tomoni
o‘ng tomomidagi M? <2mf ning maksimumidan kichik bo‘lishi kerak.
f(x) funksiya x=1,618 nuqtada 0,84 ga teng maksimumga ega. Demak,

2

M . . . . s b
Ka < 0,84 shart bajarilgandagina berilgan potensialda finit harakat bo‘lishi
H
mumkin.
M, 2
b) Effektiv potensial uchun minimum sharti Ty =% et L x=Kn,.
m
Finit harakat sharti:
i SmV )
Mg

9, Harakat tenglamasining Dekart sistemasidagi ko‘rinishi:

- r
Mr =~ —,
r3

Harakat bir tekislikda ro‘y beradi. Tenglamaning o‘ng tomonini qutb
sistemasiga o‘tkazamiz:
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acosp dy  asing
m rz ’ dt m r2

a8
1]

: ; -—= 1i (3.23) ga garang) hisobga olib bu tenglamalarni
A& __ o T2
do M gpT M S?

ko‘rinishga keltiramiz, Demak,

x= asin(p+c '—acos¢+c
M 10 ¥ Y, 2

Endi x va y larning o‘rniga qutb koordmatlanga o'tiladi;
X=rcosep, y=rsing.
Natijada oxirgi tenglamalar

. L. o s . o
rcosgo—r(,osmgo:—i—gsmc;o+q, rsmcp+rlpcosgo=-ﬂr?cosq>+c2

ko‘rinishni oladi. Ularning birinchisini —sin¢ va ikkinchisini cosqb ga
ko' paytirib go‘shilsa -
bs -9——:: sin@+c, cos
4 YR Ptcycos0 BT
ga ketinadi, Yana bir bor (3.23) formulam qo‘lanib trayektonya ﬁiimlulaﬁ i
topiladi:
Lm0 o+ 2 cosp,
M VER YA VA
Bu — ellips tenglamasi. L
11. Trayektoriya aylana bo‘lishi uchun 7, effektiv poténéiat -
) .
=U+

M
Uy = P ning minimumi bo‘lishi kerak:
mr

Al (%) -0, dU, (%) -0
dr dr?

Birinchi shartdan #7~? = nom/M* , ikkinchi shartdan esa

3n>n(n+1), yoki,n<2
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" ekanligini topiladi.
12. Energivaning saqianish qonum bo‘yncha

R
Demak r= —’P—J. & = i’
? \'205-\!1 1 2V 2a
0 r R

13. Zarrachaning harakat migdori momenti M =myp, energiyasi

E=m?2, bunda m=mmyf(m+m),, minimal masofa qu(rmm) E
thartimad tOplladl Demak, :

2,82 _ 2

mm =P Tuin B =0.
mu

Bu tenglamaning fagat # =1,2,4 ho]lardégina sodda yechimi bor. Masalan

' 2
n=1 s Ftin -“*_“‘- p + » B= 2 Nntin -Jp +_"“—

14. Zarrachalar orasidagi kuch — itarish kuchidir:

dr ;‘H
4-hobga oid masalalarning javoblari va yechimlari
1. a) Potensial U/(x)=

= x%¢* ni uning minimumi x=0 atrofida gatorgs
yoyaylik:

U=x2+x3+lx4+--~
2 . ; _
. . 1., 1., . 2
Lagranj funksiyasi: L=§2x2 —52,:: +x +-+ . Chastota: @= 5=1'

2 2
1 Iy_f k
Us=klx—2| -—, @=,|—
Y= (x k) 2% Vom
¢) Potensialning minimumliari
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1
25 = __arcsin(i ]+2,,,;,n =0,41,42,...
o aV

nugtalarda joylashgan. Shu nugtalarning ixtiyoriy biri atrofida potensial
qatorga yoyilsa kvadratik had

1., > / /! 2
EVO& 1-—{){21/.2 {x~x)
a’v F?

ko‘rinishga ega bo‘ladi. Demak, @” = — =57

al-

2
d) U(x)=i=e+(—x—_e—)—+~-. Demak, ®=
Inx 2e

. 2. Sistemaning Lagranj funksiyasi:

&
L= EI—R—(p ng(l cosg)—

2Rsin k4
2

' o s B
. e
Muvozanat nuqtasi: @ = 2arcsin ~ 1.
BmgR

Shu nuqta atrofida potensialni qatorga yoyib, kvadratlk hadning o‘zini
goldiramiz:

n 3
mR 1 & Y PR
L..—-—go —=3mgR| 1- (@ —@y) +-
2 2 { [Sngz) ] 0

Chastota:

~ Albatta, ¢? <8ng2' bo‘lishi kerak, aks holda muvozanat bargaror
bo‘lmaydi.

1
3. Massaning kinetik energiyasi T = 3 ma’@’. Potensial energiyani topish
uchun prujinaga ta’sir gilavotgan kuch F ni prujina uzunligining o‘zgarishi
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Al ga ko‘paytiramiz. Al ni cosinuslar teoremasidan topish mumki'n:-.

a(a-ff)tpz_

Al= az+(a+!)2—2a(a+l)cosq>—1= ”

Chastota: @ = JM.
mal

4, a) x(t):-ﬁi-(l—cosw:); b) x{z =i3(co:—sinmr);
. my mao

~ ~ )cos o +00sin f

o wy=toee

0)2 +0.’2 '
Fy wsinot —osin o .'
d) x(r)=% (02—(.!2 N
F | .
x(r)= : -[me‘“" [208 cos B +.

mw[(az + 52)2 + 2(0«2 ;52)02 ¥ co“]
° .+(a3 -p* +m’)s‘m ,B:]+ ,B[—Za(oqoswt+(a2 +p -’ )sinax]].

Fl}
mm[(oc2 + ﬁz)z + 2(q2 - ﬁz)w2 +ot

x(e)= o[ (e* - 5 + 0 )cos i -.
)

.~ 20 sin J.‘Sr]-!—[a(cc2 + —wz)sinwr— h)(az -pi+ wz)co.sax]].'

m p’ .
Layx{t)= sineor; b —(sin af — wrcos wr};
3 a) () Ime ) me'( )

)= 2 (A +)sinwr - wsin (@+A)¢
o) *)=23 A(A+20)

a) va b) vechimlar vagt o‘tishi bilan cheklanmagan holda o‘suvchi
bo‘lib ularni kichik tebranishlar sohasida go‘llanib bo‘lmaydi. c) holda
A chekli son bo‘lganda muammo yo‘q, A — 0 holda yana b) holga
kelinadi.

' 6. a) (4.32) formuladagi integral # <T holda:

.
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-f—(ox sinax )
ma'T

Endi f >T dagi yechlmm topaylik. Yuqoridagi integral ¢ > T dn .

(integrallash yuqori chegarasi T bo‘iganda)

L (Tocosw(t-T)+sinw(t~T)-sinax)
ma'T
ga tengdir. Undan tashqari, kuch F, bo‘lganda ¢ >7 holda integral

Fo_(1-cosa(-T))
4i]
ga teng. Shularning hammasini yig’ib 7 > 7 dagi yechimni
< cos@{1—=T}+eysino(t-T)+ Fn2

ko‘rinishda qidirish kerakligiga kelinadi. x va uning hosilasi 4 ning t' _}‘f
nugtada uzliksizligidan ¢,, ¢, doimiylarni topiladi: |

F,
sinoT, ¢; = ~—=—(1~cosal).
: mw3T( )

PR
U7 me’T

Demak, +>7 da
)= 1+ .
x(t) 3 ]

- . 2F
Tebranish amplitudasi; «= ,}cf +cl = > gin wl ‘
: mw’T 2
b T bo‘lganda: x= Fo (1-cosax);
b) < PxE—s :

7> T bolganda:

Fy sin -(-Ozisin w(T/2-1).

: .
x= cos@(T —1)—coscr) =
X mmz( (T-1) ) —

F
bo‘lganda: x=—2(@x —sinar):
¢) ¢<7T bo'iganda mw3( sinar)
¢ > T bo'lganda:

F
=——-—-- wTcosw (T —t)—sinwt—sinw(T-)=
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Fq
mw'T
Tebranish amplitudasi: a = [0?*T* +2(1-cos T ) - 2sin T . .
-y
F .
d) ; <T bo‘lganda: x=— 2(s_mwr~~a::m:oscow];
2ma
F,
t>7T bo‘lganda: x=~ % cosat.
2mew o .
7. (4.49) formulaning birinchi qatoridagi ifodani
2
m 2 F(r) F(r) F*(1)
(ReC ()+im¢ (1)) - I(; (£)-i -

dan foydalanib hisoblash qulaydlr.

2
e () Fy |
- = - I
HC 1\ ll Hamcosu Y |

va

2
C(—w)—ff-g-_i) =a’e’.
mo

Natijada
F} A*F _aA’Fycosa .

2m@’ 2me’ (22 +o’ )2 A+’

" AE= E(W)—E(-m)z....

8. a) Minfmum: x, =1, y, =—1. Chastotalar: o =w? =6;

b) Minimum: x=1,y=1. Chastotalar: @ =w, =1.

9. a) Normal chastotalar: ¢, = Js, @, =1; Normal koordinatiar:
3

x=0+Q, ¥ =“5Q1 +0Qs.

5., 15 35232
Lagranj funksiyasi: L=§Q12—-I P50 s
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+
b) Normal chastotalar: g2, = %1""002-;- ((um 4%2) el
2

o

2
a)(J] —'&]} .
N i R =, K= O+ -0,
ormal koordinatlar: % |+ X po 1 32 5%

10. Kinetik energiya:

my.a . . Mea .
.. T=-2—(.x‘2+x§'+"'+X§N__l)+';(x§+x§+“‘+x§N)»

Potens:a] enesgiy:

k
U -E(xl +(x,—x,) +(I2—Ig) Aot (o) sz) "'XN)
* Harakat tenglamalari:
My, o+ k(20 | =Xy, = Koy ) =0, My, +k (20, = X0y~ ) = 0.

Chegaraviy shartlar: x, = x;,, = 0.

= A¢ flent{2n-1)0) = Be let2n,,

Yechimni turg‘un to‘lgintar x
2n=l

ko‘rinishda gidiramiz. Bu holda chastota uchun tenglama quyldaglcha
bo‘ladi:

L 4k ap? L omM
. =— 1:J1-———-‘ L u= .
A2 ,u{ mM sy p # m+ M

o, chastota ba’zi bir hollarda «optik chastotar, @, esa «akustik chastota»
deyiladi (ko‘rilayotgan sistema ba’zi bir hollarda gattiq jismning sodda-
lashtirilgan modellaridan biri bo‘lib xizmat giladi). Chegaraviy shartlaming
birinchisini qanoatlantirish uchun yugoridagi turg‘un to‘lginlarning quytdagi
kombinatsiyasi olinishi kerak:

Xy, = A, sin ((2::—-1)@* )cos(a}kr+ o), X, = Bisin(2ng, Jeos(@yt +0y ),

s Ky =

— ikkinchi chegaraviy shartdan olinadi.

bunda @, = —
urlI:I‘F’rf--zz\]_'_1

11. Sistemaning Lagranj funksiyasi:

2 k 2
: F‘E(Il "'xz)'E(xl +x2) 2{x-x).
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Harakat tenglamalari: | o
i+ (ko kg Yo — ke, = 0, miy +(k+k )2 —kyx =0.

k
Chastotalar ©F = — =

vf 1 1 vi 1 1
a) x =;(—sinwl;+——sinmzr], X, =E(-:”Tsina),r——sin oyt ]
(o)

i 2 2
b) x =—Z-(cosa),r+cosa)21), % =§(coscqt-cosmzt)‘

c) Birinchi zarrachadan ikkinchisiga dt vaqt ichida berilgan energiy:
F=k (x,—x,) kuchning shu vaqt ichida bajargan ishiga teng:

dE = Fdx, =k (x, =%, )dx, = ky (%~ x; }pdt.

Demak,
dE k'

a) — = ——sin eyt (cos @y —cosant );
dt 2ew,

2
b) £ k’—acosmlr(coQ sin @, — @ sinayt).
dt 2
Ko'rinib turibdiki, energiya ogimi vaqgt o‘tishi bilan ishorasini davriy ravishdz
o‘zgartirib turadi — energiya goh birinchi zarrachadan ikkinchishiga, goh
teskari ogadi.

12. a) Sistemaning Lagranj funksiyasi:

1y oy a4 (g -a)
L—E(Atql "l-'!\zqz )*E(E'i"c—z-f-——"-“-—c s
Agar quyidagi belgilashlar kiritilsa:

tf1 1

f " 2

A1q|=x], Aqu = Xy %1=“X"’["—+""]s
i

C C

1 1 H 1
2
= ——] ——— R ¥ =
“ue ;\2(C2 C] CJAA,

9-masalaning b) qismidagi Lagranj funksiyasini olgan bo‘lamiz.
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5-bobga oid masalalarning javoblari va yechimlari

§. Birinchi tartibli tuzatma uchun tenglama:

82x|+t —m%-(A siny +ay, cos )+—£i+~?£2-cosily
e '1"% ) SINY + @Yy coSY PR .

Demak, 4 =0, y, =0.
| a’y _a’y
Yechish: x = acos{ayr+ rp)+-:‘-« =g uos (205t +299).
~ Chastotaga birinchi tartibli tuzatma yo'q ekan.
- 2. Birinchi tuzatma uchun tenglama:
z 2 2
.: g‘f—; + X =(2A, —a+i— }sinw+2al,c!l cosw+%r—sin Ay,

2
Demak, 24, ~a +“I =0, ¥, =0.

Ikkinchi tuzatma uchun tenglama:

a’x, dA 35 a
S, =1 2ay, - A S 1= 2 a2 {A + o [cosy +
Cawz ) [mﬂz ' ( 27 AT R ¥
3( 2 )
a la +8 Sa5
. +2A, siny + 3y + ——cos Sy,
TSRS T T SO g Y

Agriy hadlarning paydo bo‘lmaslik sharti:

. 2 4
A =0, w2=ﬁ{ﬂ—l+3i] 4

2a| da 4 _72’.5—6
Yechim:
ea’ HE 2 2 ]
X = @COsW — ———sin 3y — —a cosdy + +8&)cos Ny |
Vo s 1024[3“ Y +la +Scos Ry

bunda
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' 2 4 e ¢ Te -,
coat= ,W=t——t——Ina+—a”+q,.
' 4 ) _g 16 8 64 -
1+ —1+"'"2' [4
: )

3
ga’

X=acosy ~ sin3y +cos Wy );

3 3 7 | ) |

6-bobga oid masalalarning javoblari va yechimlari

1. Ko‘rsatma: mos keluvchi tenglamalarni skalar ravishda Pva M ga
ko‘pavtiring.
2. Energiyaning saqlanish gonunini

(M ~M,cos6,)
H{l~-cos8 )=
2!51119 mg( cos u)
., (M, ~M,cos8Y
=}-I'92+( z ,3?08 )—mgi(l—cosﬂ)
2 21351-.19

ko‘rinishda vozib olinadi, {6.79) belgilashlarni kiritiladi va kerakh algebraik
soddaiashtirishlar bajariladi.

3. I, =l =28 (m+M),1,, =

Io=2gd,=l,=1,=1,=01I,=4aml, =

R & S 4

-—-4a2M, =1+l
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" 4. (x',¥') koordinat o*qlarida inersiya markazi (a,6) nuqtada joylash-
~ gan. Shu nugtaga nisbatan inersiva momentlarini topilsa quyidagi natijc
olinadi:

2 2 .
12ma® 4ma* 0 cos¢ sing O -
1= 4ma® ama® 0 O*=|-sina cosa O} =
0 0 16ma’ , 0 01

Koordinat sistemani ¢ burchakka burab shunday yangi (x,y) koordinatlarg:
o‘taylikki, ularda I, diagonal bo‘lsin. Buning uchun z o‘qi atrofida ¢

burchakka burash matritsasi O, dan foydalanamiz. /; = AN A
Birinchi elementni topaylik:
Iy = O§0k Iy = O/00 T, + 204,001, + 012012[21 =
L= dma (3c052i',0+2blrl PcosP+gin (P)
. Huddi shunday:
I = 0§05 Iy = Of\05, 15, + 0,05\ I, + 05,05 I, +05051n =
- =4ma’ (—sin 2¢ +cos 2¢);
Iy, = 4ma’ (3c05240—sin2¢+sin2‘9)2 L =16ma®;, T3 =Ip=0.

¢ burchakni shunday tanlab olish kerakki, /,,=0 bo‘lsin. Buning
uchun ¢ =n/8 bo'lishi kerak. Natijada inersiya tenzorining bosh mo-
mentlari uchun quyidagilar olinadi:

I, =1, =4md® (2+\E); l,=I= 4ma’ (2— ﬁ);ftz = I, = 16ma’ .
s, Impuls momentining saqlanishi qonuni bo‘yicha M = 7Q = const.
Bu munosabat shar uchun R’Q = const ko‘rinichga ega. R2Q= RQ’ dar
Q= m(0.99)2 =1,020Q ekanligi topiladi. Yerdagi sutkaning uzanligi ~ 28

minutga kamayadi. Yerning aylanish energiyasi 2% ga oshadi.
6. Tortish kuchi yo‘q bo‘lganda prujinalarning uzunligini & deylik
Sistemamizning erkinlik darajast ikkiga teng — x va 8. Lagranj funksiyas

1 o 1, 1 .
L=~ mi® + 2167~k (5 -)" + (3, —b) ]-mg.x...
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. x;—x = LB, x + x, = x munosabatlardan x = x-18/2,x, = x+ L6872 lar
olinadi. Natilada Lagranj funksiyasi quyidagi ko‘rinishni oladi;

L= %mxz +%16'2 --nfc(x--l:ﬂ)2 —mgx—-i-kLze_z.

Xodani ingichka deb qaraylik: 7 = mz2/12.
Harakat tenglamalari:

L E+207 (x-b)+g=0, 6+60%0=0, w-——-'\/z.
m .
' Demak, sistemada ikkita chastota bor ekan: ¢, = \/503. w, = J6w. Ularga

mos keluvchi tebranish modalari — normal tebranishlar — (1.)-rasnmda
ko‘rsatilgan,

T T (=)

I-rasm. 6-hobdagi 6-masalaga oid

sin@.

20HQ

7. 2-a rasmdan ko‘rinib turibdiki, »=fga=

8. 2-b rasmdagi belgilashlardan foydalaniladi. Kichik silindrning kinetik
energiyasi ikki qismdan iborat — o‘z o‘qi atrofida aylanish energiyasi va
katta silindrning ichida yumalash energiyasi:

1. ., 1 2

T=EI362+5m(R—a) 82,

Bu yerda (R—a)8=v kichik silindr markazining harakat tezligi,

1, = ma®/2 . Sirpanishsiz harakat uchun a6 =(R-a)é. Demak,
T = %m(R—a)z 8%

Silindrchaning potensial energiyasi: U =(R—a)mg(l—cos8). Lagranj
funksivasi:

L= %m(R—a)z 6% —(R—a)mg (1-cosd).
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Kichik tebranishiar hagida gapirish uchun ¢os8 ~ 1-§%72 deb olinadi:

(R—a)mgd’
> .

/ 2
Tebranish chastotasi: ¥ = 3(R-a)

PRy

F=2nmv{}sind

2-rasm. 6-bhobdagi (7)- va (8)-masalalarga oid

7-bobga oid masalalarning javoblari va yechimlari

2
a)d=-lnx; b)H:—««]zﬁ+--—l Z}a :
2m 2M
i

a

1 52 1 |
OH=-xp " +— - X DH=—xp +xp.p.;
) 3P TPy T ) P Py P;

_b o2 2 Le2, 2y
.9):’-;’——2—,:‘.:Jlt +py +ypx—xp_‘,+—2~(x +y ), |

H= -I--}Lmlmwzrzsinze-#mgrcos&
2m 2
_ ‘ 1
2. p=m(t+[Qrl), H= 3 mp” —€Q-{frp]+U(r). Agar burchak tezlik
nolga teng bo‘lgandagi Gamilton funksiyasini H, deb belgilansa va impuls
momentining ta’rifini eslansa H = H, -M-[J bo'ladi.

3, f=-—l?-_+[rﬂ]; ﬁ:[pﬁ]—a—q. '
] m - ar
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o pots Po=ProsO)  pp
’ 21, 21;sin 0 20y

2
1 P
5. Silindrik sistemada: f = 2—m[1’r2 "'r—f‘f P,f ]"’U(r.‘P,Z)*

_t{ 2 P p;-
Sferik sistemada: f = Eg[Pr "'j"‘“;m +U (r.0,9).

a*

6. Cheksiz kichik siljish: r, 51, =r, +&:p’, =p

H(r,p,)=H(r,.p,) shart gH

=0 ekanligini bildiradi. Demak,

nonik tenglamalar bo‘yicha

. . oH
P= =

PIEDN

7. Cheksiz kichik d¢ burchakka burilganda

rlﬂ = rﬂ + ara" P:& = p({ + 5pﬂ; 51.{! = [6@]’“ ]’ Sp(.[ = [&pﬂ]
bo'ladi.

=0=P = const.

a i a

dH JH . .
H= ;[5].—55 +§;6pﬂ ]- Y (-9, +1,8p,) =
. . d
= Z(_pﬂ '[Ma]'!'rn '[5(Ppa])=5¢”&;2[rapn]=o'
| d¢ ixtiyoriy bo‘lgani uchun M =3 [r,p,]= const.

2 2. ARl
g L=ﬂ__+r sin 60 .
2 )

l_‘l:!_i+(MZ"M3 cos0) )

. 1.,:n
R(6.6.M_ . M,)=—=18+ :
9. ( z 3) 3 A Mo

o,y —siklik, Pe :Mz,pw =M;.
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rk =

af{M;.r,}=e5n: B {b-M.arh=ba {M, 1} =g,ba

19, =b-far];
c){b-M.cM}=c-[bM]; d)0;

afp. 1)} @1y =22 r);
H{nMY=2m {nm ) =20Mx) s o) [ M2 ) = 2[pM];
k) 0;i) 0. o

o |
: M ={H_,M} i topish lwrak '

11. Berilgan maydonda H = ™
Komponentalar bo‘yicha hisoblaylik:
M, ={H’Mi}=£r'jk {H’r‘pk}='£ijk {HJ}-}P;; "”%}k’}‘{H' Pi}=

oH oH 1 o 0,
=&y T 3, Pr —Eip 5;;’} =—EuPiPy— 3 Epti T
¥

2 .
12. Kulon (Nyuton) maydonida H = ;me-% . Vazifamiz A ={H,A}

ni hisoblash. Komponentalar  bo‘yicha hisoblaylik:

_ Hor
Ae=fmay={mlng-oln tee, rip e ool
Quyldagi hadni hisoblaylik: o

el | 2= 2

Demak,
a o -
A,-— TEpt My —— p;+—(r-p)r, =0,
2 nr my
chunkl

_ 2
EatiMy = g riEunlePn = (5:'15;:" —5fm5ﬁ)”jrepm =5 (rp)-pr
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P _
=20 e 0= P2 n g P, g2
13, P ge . Q g = “24’ g 5
__9F o OF
q P 30"
2 oF, * OF,
Yechish kerak: f---—a::-; ln-f-é=—-§5-.
dac{Q 2
Yechish: Fi(p.2)=-20Inp+C(Q); -2In p+jd£2—]=_m:’_g
) 4Q :
=>C(Q)zQ(ln4Q~l]::>F4(p,Q)=Q(|n.__2,_1}
r
14. P=el, Q=qe”,
P—-
5. g L)
2m
16. Almashtirish formulalari:
o . OO
= aJP., Qr,sz(q,t). H:H-i-za—:}:},
J
Ko* rsansh giyin eraski:
. oH’ of. | . OH . oH af: !
o — ———— mm— = B —— = Pov———1=q,
@ R 4 aqj[q’ ap,-] " aq[ +an)

g
7. Ko‘rinib turibdiki, P = p+5§, Q=9 Yangi Gamiiton funksiyasi

* 5 ’ 8f af
H=PO~L=pg-L-L=pg-ZL -g+21,
Pe-L=pg-loyr=H -5 o
Demak, yangi o‘zgaruvchilarda ham tenglamalar kanonik bo‘lib
1iqadi.

18. F(q.P)=9P-f(q.2).
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8-bobga oid masalalarning javoblari va yechinilhri
I. O‘qlarni rasmda ko‘rsatilganidek tanlaymiz. Burchak tezlik’
- Q={0,00}. (xy) koordinatali suyuqlik nuqtasining tezligi:

v, ='-my, v, =0x, U, =0. Undan tashgari p = const. Bu hol uchun
Eyler tenglamalari;

wzx=l_3£, oy 1 op 0 19p
p ox p oy

Demak, dp = pe’ (xdx+ ydy)- pgdz,
yoki, p= %,0&?2 (x2 +y? )—,082+ C.

Suyuglik sirtida p =0, demak, %pm2 (x2 + yz)—pgz+ C=0.

Bu — aylanma paraboloid tenglamasi. Shu sirtning markazida
-pgh’+C=0. Demak, p= %pm2 (x+3%)+pg (W -2).

/" ni suyuglikning hajmi o‘zgarmasligi shartidan topiladi:

2n it a
2 32
a @
Ea2h=Id¢jdrrz=2derr OF W |=rat| K+ .
2g 4g
i n [ o

Shu bilan bosim uchun ifoda to‘lig aniglandi: . _

1 ” 2 32
p=-2~.0w2(x2+y')+93(h—z)—a c: L

2. z o‘qini yuqoridan pastga qaratamiz. Bernulli integrali:

1
£l“‘a+—1}2—‘_s,'z=£g‘+l'/2.
P2 P

po — tashqi atmosfera bosimi, z — suvuglik sirtining boshlang’ich
‘balandligi. Uzliksizlik tenglamasi: SV = p. Natija:

m 2 _2gz s . . '
g V= / (I"S_Z]‘ Agar 5/5 «1 bo'lsa v? =2gz deb olish mumkin. .

»
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3, Uzliksizlik tenglamasi SV = sv , tezlik uchun avvalgi masalada olingan
- tenglama v? =2gy va § =g larni bidashtiramiz: zx*V = 5,/2¢y .
Demak,
2 ,2
e fs 5.
V-
Bunday tenglama bilan aniqlanadigan chiziq klepsidra deyiladi.
4. Bu holda Eyler tenglamasi:

0= -Y-‘E +E£

ol .
Uning faqat radia! komponentasi goladi, sharning ichida:
dp Gd4r .  4nGp '
dar # (-'") 3 P 3 "
R radiusli shar uchun:

R
dp 147G
Ry- p(O={—=dr=—-———pR
pR) - p(O) . > 3 p

Ravshanki, p(R)}=0. Sharning sirtidagi tortish kuchi tezlanishini g
deb olib sharning markazidagi bosim uchun quyidagi formula olinadi.

1
P(Q)=‘£SRPR



Vektor algebra

“Vektorlar ustida amallarni bajarishning bir necha yo‘llari bor. Shular
ichida analitik metod o‘zining umumivligi va soddaligi bilan ajralib turadi.
Mana shu metodni o‘rganaylik. Biz fagat uch o‘Ichamii vektorlar bilangina
shug ullanamiz.

Skalar ko‘paytma tushunchasidan boshlaymiz. [kki vektorning skalar
ko‘paytmasi quyidagicha aniqlangan:

,
AB=AB +AB +AB,=AB +AB,+AB = YAB. (A1)
i=I

Vektorning X, y,z komponentalarini 1,23 deb belgilash qulaydir.
Skalar ko*paytma natijasida skalar kattalik paydo bladi. Quyidagicha goida
kiritaylik (Einstein goidasi): ikki marta uchragan indeks bo‘vicha yig'indi
ko‘zda tutiladi. Bu holda yuqoridagi formulani yig‘indi belgisiz yozishimiz
mumkin;

A-B=AB,. (A.15)

" Bunday indekslarni sogov indekslar deymiz. Qoida kiritilishining sababi —
- formulalarning yozilishini soddalashtirish. Masalan, to‘rtta vektorning skalar
ko‘paytmalarining ko‘paytmasi:

(A-B}{C-D)=ABCD, (A.16)

Agar sogov indeks tushunchasidan foydalanmasak o' ng tomonda ikkita yig‘indi
. belgisini yozishimiz kerak bo‘lgan bo‘lar edi — biri / bo‘vicha, ikkinchisa j
bo‘yicha (ikkalasi 1 dan 3 gacha). Soqov indekslarni bir-biridan farq gilish
kerak — agar ifodada bir-necha soqov indeks ishtirok etsa ularning har biri
o'z harfi bilan belgilanishi kerak. 0zod indeks tushunchasini ham kiritaylik

(A), = A, (A.17)
Biz bu belgilash bilan chap tomondagi vektorning /-nchi komponentasi 4,
ekanligini ko’rsatmogchimiz.
Masalan, A vektori B - C skalar ko'paytmaga ko‘paytirilgan bo‘lsin.
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Hostil bo‘lgan vektoming i-nchi komponentasi nimaga teng? Javob:

(A(B-C)) =ABC,. (A18)
Endi Kronekker simvolini kiritayiik: . .
e aah -
a 1 agari= jbolsa,
"7 10 agari# jbolsa.. (A-19)

Bu simvolni ikki vektorning skalar ko‘paytmasining ta2’rifida ishiatishimiz
mumkin:

A-B=AB =38,AB, (A.20)

(ng tomonda 1kk|ta soqov indeks bo' ylcha yig‘indi ketayapti. Oxirgi
formula

A =0,A, (A.21)

i

2a asoslangandir {f bo‘yicha vig‘indida fagatgina bitta had qoladl - j=i

bo‘lgan had).
Birlik antisimmetrik tenzor tushunchasini kiritaylik:

I agar gk = 123,231,312 ketma ~ ketliklarni xosil gilsa,
=¢ 0 agar i, j, k larning biror ikkitasi teng bo'Isa. (A22)
~1 ' qolgan hellarda

Ya'ni, €,;, =€y =8, =1,

€y =&y = Eqy =L, &y = &y = &5y = ... = (. Ta’rifdan ko‘rinib

turibdiki, ushbu tenzorning indekslari o‘rnini siklik ravishda almashtirishimiz
mumkin:

8:;k =& Jki gku (A23) .
Birlik antisimmetrik tenzor o‘zining indekslari bo‘yvicha antisimmetrikdir:
Ep = ~Ejs E = —Epys-0s (A.24)

- Natijada uning ixtivoriy ikki indeksi bir-biriga teng bo'lib golsa u nolga
teng bladi: &, =€, =€, =0 va h.k. Bu uch undeksli kattalik

{psevdo)tenzorni xosil giladi. Shu tenzor yordamida ikki vektorning vektor.
ko‘paytmasini quyidagicha ta’riflashimiz mumkin:

[AB], =¢,A.B,. S (A25)

ifk
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Tekshirib ko'raylik. j=1 bo'lsin: *
| [AB), =[AB], =¢&,,4,B,. (A26)
O‘ng tomondagi ikkita yig‘indi ostida soqov indekslar j va k fagatgina 2va
3 qiymatlarni gqabul qilgan hadlargina nolga teng emas: ;
£ yA;B, =€,AB, +£,AB, = A,B, - A,B,. (A.27)

Olgan natijjamizni o‘zimizga ma’lum ko‘rinishga keltirib olish mumkin:
[AB]I = AZB3 - A3BZ = Asz - AZB.\" (A28)

Demak, £, tenzort vektor ko‘paytmani kompakt ko‘rinishda yozib olishga
imkon berar ekan. Agar shu tenzorning quyidagi xossalarini kiritsak:
eljksf'fm = 6;'!6!21“ - 6_frn5kf’ Eiffcgijm = 25&?1': 4 Ei}r’:stjk = 6’ (A'29)

vektor algebrasida uchraydigan eng murakkab ifodalarni ham soddalashtirish
imkoniyatiga ega blamiz, Bu xossalarning birinchisini to‘g‘ridan-to‘g‘ri
tekshirib ko‘rishgina mumkin. Ikkinchisi esa birincliisidan uni §, ga
ko‘paytirib soqov indekslar bo‘yicha yig‘indini xisoblab olinadi. Uchinchisi
ikkinchisini §_ ga ko‘paytirib olinadi.

Kiritilgan formulalarming ganday ishlashini misollarda ko‘rib chigaylik.

A.I-misol. Uch vektorning go‘shma ko‘paytmasini toping.

A [BC]= A[BC), = £, AB,C,. (A.30)

Agar (A.23) ni eslasak uch vektor gshma ko*paytmasining bizga ma’lum bir
xossasini olgan bo‘lamiz:

A-[BC]=B -[CA]=C-{AB]. (A3D)

A.2-misol,
[AB]-[CD}=[AB][CD], =¢,

+ABE,
© =(8,8,,-6,,064)AB.CD,

it

CD =

n

. =(A-C)(B-D)-(A-D)(B-C) A32

A.3-misol, Birlik antisimmetrik tenzorning antisimmetrikligidan .

foydalanib
_ A-TAB]=0 - (A.33)
ekantigini ko'rsating. o
Isbor.

A-[ABl=€, AAB,. @A
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Bu ifodada uchta soqov indeks bor — ¢, J, k ularning har biri bo'yicha 1
dan 3 gacha vig‘indi ko‘zda tutilgan. K indeksni olaylik va uning har bir
giyvmati uchun nol olishni ko‘rsataylik. & =3 dan boshlaylik. Unda

£,AA B, =(AA -AA)B; =0 - (A35)
bo‘ladi. Shu muloxazani & =1 va &£ =2 xollar uchun ham qaytarishimiz
mumkin, har gal ham nolni olamiz. Umumiy natija ham nolga tengdir,
Uchta vektorning vektor ko‘paytmasini ko‘raylik:

[ABC], =¢,4A,[BCl, =¢,A;,,.B C

(A.36)
=(51'15jm - JI)A BC,=B(A-C)-C,(A-B),

yoki; to‘liq ravishda vektor ko'rinishga o‘tsak:
[A[BCiI=B(A-C)-C(A-B). {A.37)
Asosiy tekstda uchta vektorning vektor ko‘paytmasi uchraganda wlarda

ham huddi (A.36) formulasidagi tartib ko‘zda tutilgan — birinchi vektor
ikkinchi va uchinchi vektorlarnmg vektor ko*paytmasiga vektor ravishda

ko‘paytiriigan.
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