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So‘z boshi

"Matematik fizika metodlari" kursi matematikaning fizikadagi
beqiyos effektivligiga yaqqol misoldir. U fizik jarayonlarni va
qonuniyatlarni matematik yo‘l bilan talqin qilish naqadar unumli
ekanligini ko‘rsataqi. Kurs davomida talabalar fizika sohasidagi
masalalarni matematik korrekt formada qo‘yish, boshlang‘ich va
chegaraviy shartlarni talqgin qilish va yechishni o‘rganadi. Matem-
atik fizika tenglamalari sohasidagi tan olingan metodlarning deyarli
hammasi mazkur darslikda keltirilgan. Nazariy materiallarga
ularni tushuntiradigan deyarli qirqta misollar keltirilgan. Yuzdan
ortiq mashqlar o‘zlarining yechimlari bilan berilgan. DBu misol
va mashqglardan ko‘rinib turibdiki, matematik fizika fanining
tushunchalari va metodlari to‘lqin, massa hamda issiqlik tarqalishi
jarayonlarini to‘liq ravishda gamrab olgan, matematik fizika
metodlari yordamida bu sohalarda yechib bo‘lmaydigan masala
yo'(q.

Ushbu kitob mualliflarning O‘zbekiston Milliy universiteti
fizika fakultetidagi ko'p yillik ish tajribasi asosida yozilgan.
Matematik fizika metodlari sohasida ajoyib matematik natijalar
va yutuglar juda ko‘p, ammo fizik-talabalarga o‘tiladigan kursda
amaliyotga yaqin bo‘lgan masalalarni yechish metodlari va ularga
misollar birinchi o‘rinda turishi kerak. Mualliflar O‘zbekiston
universitetlarining fizika fakultetlari bakalavr-talabalari uchun
ushbu kitobning foydasi tegadi degan umiddadir.

Mualliflar



I BOB. MAXSUS FUNKSIYALAR

§1. Silindrik funksiyalar (Bessel funksiyalari)

Quyidagi ko’rinishdagi tenglama

2%y (x) + 2y (x) + (2° = v*)y(x) = 0 (1)
silindrik (yoki Bessel) tenglamasi deyiladi. Keyin ko’ramizki, ushbu tipdagi
tenglamalar matematik fizika tenglamalarini silindrik sistemada ochganimizda
paydo bo’ladi. Tenglamaning yechimini

y(z) = x° Z cnr” = 1°(co + 1 + e + ez )
n=0
ko’rinishda qidiramiz. Tenglamaning yechimini bunday ko’rinishda qidirish
Frobenius' metodi deyiladi. Hosilalarni topaylik:

y = Z cn(n+ 8)z" 7 = scpz® Tt 4 (s 4+ 1)ea® + (s + 2)cpr® 4 - -
—0

3

0
y' =S cp(n+s)(n+s—1)z"2 =
n=0

=5s(s —1)coz* 2+ s(s+ Dz L+ (s +2)(s + 1)cga® + - - -

Oxirgi uchta tengliklarni (1)-ga olib borib qo’yamiz va x-ning har bir darajasi
oldidagi koeffisientlarni yig’ib nolga tenglashtiramiz. Umumiy ko’rinishda

3 [cn(n +8)(n+ s — D)z + cp(n + s)2™t + (22 — Vz)cn:z:”“} —0. (2)

n=0

Bu cheksiz qatorning birinchi bir necha hadlarini ochib yozib olaylik:

cos(s — Da® 4+ crs(s + Dast + - 4 cosa® + ¢y (s + Dt 4 -

+(2* — v*)(cpz® + cpz¥tt - ) = 0.

!Ferdinand Georg Frobenius (1840-1917) - nemis matematigi



x—ning darajasi eng past bo’lgan had z® uning oldidagi koeffisientlarni
yig'amiz:
co(s* — ) = 0. (3)

sT1 _monomning oldidagi koeffisientlarni yig’aylik:

al(s+1)* = v = 0. (4)

Umumiy ko’rinishda (2)-ning yechimi quyidagicha:

1
(s+mn)>—v? Cn=

2. (5)

Cp = —

(3)-dan quyidagi xulosaga kelamiz:
co=0 yoki s==u. (6)

(4)-dan esa
ci=0 yoki s=4v—1.

Bizning maqgsadimizga
s=v va ¢ =0 (7)

deb qgabul qilish mos keladi. Ko‘rilayotgan differensial tenglama - ikkinchi
tartibli, s = —v hol ikkinchi yechimni berishi kerak, ammo bunday
tanlangan ikkinchi yechim v = n butun son bo‘lgan hollarda mustaqil yechim
bo‘lmaydi (buni keyin (11)-formuladan ko‘ramiz). Shuning uchun ikkinchi
yechimni boshqacha yo‘l bilan keyin ta'riflaymiz. Demak, (5)-formula quyidagi
ko’rinishni oladi:
1

R T ®)
Bu formulaning nomi - rekurrent munosabat, uni (7)-formula bilan
solishtirsak faqat cg, ¢, c4, cg, ... largina noldan farqli ekanligini ko’ramiz, va
cp =c3 =c5 = --- = 0 bo’ladi. Ya'ni, faqatgina juft indeksli ¢, lar noldan
farqli. Shu sababdan qulaylik uchun

n=2k k=0,1,23,...

deb olamiz. Bu bizni
= - ! (9)
Cok = ok - 2(k + v) C2(k-1)




formulaga olib keladi. Ushbu rekurrent munosabatni yechish giyin emas:

Con — — 1 c _ (_1)2 62(]‘3—2) _
*T ok 20k v) WD T 2k(k —1)-2(k+v)(k+v—1)

V!

c=(=1)F .
Y S

Demak, quyidagi yechimni topdik:

2k+v
_COZ 22kk| k+y)x ‘

(1)-tenglama chiziqli bo’lgani uchun ¢y koeffisientni tanlab olish o’zimizning
qo’limizda. Odatda uni

1
2yl
ko'rinishda tanlab olish qabul qilingan. Hosil bo’lgan funksiya stlindrik, yoki
Bessel funksiyasi > deyiladi va quyidagicha belgilanadi:

i = ( )2k+u | (10)

Coy =

1.1-mashgq.

ekanligiga ishonch hosil qiling.
1.2-mashq. Agar v = n butun son bo’lsa

In(@) = (=1)"Jn(2) (11)

ekanligini ko'rsating.

Bessel tenglamasi ikkinchi tartibli tenglama, demak, uning ikkita chiziqli
mustaqil yechimi mavjud bo’lishi kerak. Ikkinchi yechimni (6)-ga qarab s =
—v ga mos keladigan qilib tanlab olishimiz mumkin deb o’ylashimiz mumkin,
ammo (11)-dan ko’rinib turibdiki, ¥ = n butun son bo’lgan holda bu yechimlar
mustaqil bo’lmaydi. Shu sababdan ikkinchi yechim boshqgacharoq ko’rinishda
olinadi. Uning ta'rifi:

cosvm - J,(x) — J_V(x).

sin v

Ny(z) = (12)

2Gilindrik tenglama va silindrik funksiyalar shveytsar matematigi Daniel Bernoulli (1700 - 1782)
tomonidan ochilgan, ammo nemis matematigi va astronomi Friedrich Wilhelm Bessel (1784 - 1846) bu
tenglamaning yechimlarini birinchi bo‘lib klassifikatsiya qilib chiqgan
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Bunday tanlab olingan funksiyalar Neumann® funksiyalari deyiladi. Ko'rinib
turibdiki, ¥ = n holda bu munosabatning surati va maxraji nolga teng, uni
I’'Hopital 4 qoidasi bo’yicha ochish kerak.

1.3-mashq. v = n butun son bo’lgan holda

No(e) = AT (ay

0J_,(z)

ov
ekanligini ko'rsating.

Chiziqli tenglama yechimlarining ixtiyoriy chiziqli kombinatsiyasi yana shu
tenglamaning yechimi bo’ladi. Masalan,

HWY(z) = J,(z) +iN,(z), HP(z) = J,(z) —iN,(x) (13)

v v

funksiyalar (ularning nomi - birinchi va ikkinchi tur Hankel ® funksiyalari)
ham Bessel tenglamasi (1)-ning yechimlaridir. Bundan keyin Bessel funksiyalari
uchun keltirib chigariladigan rekurrent munosabatlar mana shu to’rta funksiya
uchun o’rinlidir.

§1.1. Bessel funksiyalari uchun hosil qiluvchi funksiyasi
Quyidagi munosabatni isbot qilaylik:

g(z,t) = e3077) = Z In(z)t". (14)

n=—00
Bu tenglikning chap tomonidagi g(x,t) funksiya Bessel funksiyalarining hosil

qiluvchi funksiyasi deyiladi, qator esa shu funksiyaning Laurent gatoridir. Isbot
qlyln emas:

o0 l o0
Ty 1 xt _z 1 xt 1 X k
g(gg)t) — ez(t i) — e2 e 2 — E ﬁ (7) . E E (_§> —

1,k=0
Quyidagi almashtirish kiritaylik: [ — kK = n, unda [ = n + k bo’ladi va n soni
—o0 dan oo gacha o'zgaradi:

o

e 1 ° —1)* T\ 2k+n " > n
gz, t) =277 = Z <koﬁ<§) >t = Z Jn(2)t".

n=—oo n=—oo

3Karl Gottfried Neumann (1832-1925) - nemis matematigi
4Guillaume Fransois Antoine de 'Hopital (1661-1704) - fransuz matematigi, rus tilida - Jlonurams.
®Hermann Hankel (1839-1873) - nemis matematigi
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§1.2. Bessel funksiyalari uchun rekurrent munosabatlar

Hosil qiluvchi funksiyadan foydalanib rekurrent munosabatlarni keltirib
chiqaraylik. Buning uchun (14)-tenglikdan bir marta ¢ bo’yicha, bir marta
x bo’yicha hosila olamiz. ¢ bo’yicha hosila olaylik:

%) T 1\ 21 - .
9t (2,1) = 5 <1+t_2> eslt=1) = Z nJ, (z)t" 1.

n=—oo

Bu tenglikning chap tomonini ochib yozaylik:

(e.¢]

= Z Jo(2)t" + = Z To(x)t" 2 = Y ndy ()t
Tenglikning chap va o'ng tomonlaridagi t" darajalari oldidagi hadlar bir-biriga
teng bo’lishi kerak:
x x

§Jn + §Jn+2 = (n+1)Jps1,

yoki, )
Fu() + T (2) = (). (15)

Demak, bizga (n — 1)— indeksli va (n)—indeksli Bessel funksiyalari berilgan
bo'lsa biz (n 4+ 1)— indeksli Bessel funksiyasini ular orqali ifodalab olishimiz
mumkin ekan. Bunday munosabatlar rekurrent munosabatlar deyiladi.
Hosilalarni o’z ichiga olgan rekurrent munosabatlar ham bor. Buning uchun
hosil giluvchi funksiyadan x bo’yicha hosila olamiz:

0 1 1\ .1 1
5—g(w,1) = 2<t——> n;)oj

Yana (14)-ta’rifni ishlatamiz, ya’ni, olingan tenglikning chap tomonini u
yordamida ochamiz:

- Z J tn—i—l Z J tnl Z J/

Tl——OO TL——OO n=—oo

Chap va o’ng tomonlardagi ¢ ning bir xil tartibli darajalarini solishtirsak,
Jn-1(2) = Jpir(z) = 2J;(2) (16)

ko’rinishga ega bo’lgan rekurrent munosabatga kelamiz.



1.1-misol.
Jy(w) = 5 (T a(x) = J(a)) = 5(~(x) — A(x)) = —(x)

(15)- va (16)-larni keltirib chiqarishda biz fagat butun indeksli Bessel
funksiyalari J,, lardan foydalandik, ammo ular

e ixtiyoriy butun bo’lmagan v indeksli silindrik funksiyalar uchun o’rinlidir;

e hamma silindrik funksiyalar uchun - J,, NV, H,SI’Q) - o’rinlidir.

Rekurrent munosabatlarning yana bir qulay formasi bor. Ularni olish uchun
(15)- va (16)-larni bir marta qo’shamiz va bir marta ayiramiz. Natijada

Joai=J 20 va Joa="a,—T
X X

ko'rinishdagi munosabatlarni olamiz. Ularning birinchisini " ga va ikkinchisini
x~" ga ko'paytirsak quyidagi tez uchrab turadigan munosabatlarga kelamiz:

%[w”Jn(:ﬁ)] =a"Jyoi(z)  va %[l‘_”rfn(@} =~ " Jua(w). (17)

Bu munosabatlarni eslab qolish yanada oson bo’lgan ko’rinishga keltirib
olishimiz qiyin emas:

@ = ) e [RE] el

1.4-mashq. Quyidagilarni isbot qiling:

(%) [a)] =i (19
() |2 - ot 2

§1.3. Bessel funksiyasi uchun integral tasavvur

e3(t=7) = Z In(2)t"

n=—00
formula chap tomondagi funksiyaning Laurent qatoridir. Kompleks
o’zgaruvchilar nazariyasidan ma’lumki, qator koeffisienti (bizning holda bu J,)
uchun quyidagi formulaga egamiz:

Jo(z) = j{ pones dz (21)




n butun son bo’lganda C' kontur koordinat boshini o’z ichiga olgan yopiq
konturdir, masalan, birlik radiusli aylana.

§1.4. Yarim butun indeksli Bessel funksiyalari
(10)-qatorda v = 1/2 deb olaylik:

k 2k+1/2
Jija(@ Zklk+)1/2) ( )k B

Legendrening ikkilash formulasi deyiladigan

k! (k + %) | = /w2721 2k + 1)! (22)

formuladan foydalansak ([9], 19-bet) yuqoridagi qator quyidagi ko’rinishga

keladi: -
2 = (—1)Fg2+ [2 .
J =4/ — Y =/ — ,
1/2() T kzzo (2k + 1)! Tz

Xuddi shunday yo’l bilan v = —1/2 holni ham soddalashtirishimiz mumkin:

p2k—=1/29—2k+1/2

2k—1/2 o N
Tl Zk' —1/2 () _;(_1) 22 /m(2k)

\/7 \/7
Z =4/ — cosz.
T T

Ana endi (20) rekurrent munosabatni ishlataylik. Undan kelib chiqadiki,

i) = (-1 () Jl/;gﬁ] _

e () ()

Xuddi shu yo’sinda (19)-ni ishlatsak quyidagini olamiz:

2 d \" scosx
J_m_l/g(fb) = \/; T +1/2 <xdx) ( . ) .

Yarim butun indeksli Bessel funksiyalari Helmholtz tenglamasini sferik

sistemada yechganda ham paydo bo‘ladi (6-bobning ohiridagi shar uchun
issiqlik tarqalishi masalasining yechilishida paydo bo‘lgan (75)-tenglamaning
analiziga qarang).

10



§1.5. Mavhum argumentli Bessel funksiyalari

Agar (1)-silindrik tenglamada = — iz almashtirish bajarsak,

oy +zy — (2 + )y =0 (23)

tenglamani olamiz. Albatta, J,(iz) funksiya bu tenglamaning yechimi, ammo
bu holdagi yechim uchun quyidagi belgilash gabul gilingan:

I,(z) =i"J,(ix).

Keltirib chiqgarish giyin emaski,

o (=DF i\ & 1 2\ 2K+
IV s v _ —_— = _ | — .
(2) =i ;k!(kw)! 2 ;k!(kw)! <2)
Ikkinchi yechim odatda
_ EI—V(x) — I, (z)

2 sin v

K,(x)

ko'rinishda tanlab olinadi. Bu funksiyaning nomi Macdonald funksiyasi (ba’zi-
bir kitoblarda - Kelvin funksiyasi). Xususiy hollar:

2 2
I jo(x) = \/%th, I_1p9(x) = \/Echx.

Kip(z) = Koqp(z) =/ —e "

™

§1.6. Bessel funksiyalarining nollari. Ortogonallik munosabatlari

(1)-tenglamada x = kr almashtirish bajaraylik:

d?J,(kr) dJ,(kr)
2 v v
" dr? +r dr

+ (k*r* — v J,(kr) = 0.

Bu tenglamani

d% (T%Jy(m) + (kzr - ”;) Ju(kr) =0 (24)

ko'rinishga keltirib olaylik. Shu tenglamani bir gal k; parametr bilan, bir gal ko
parametr bilan yozib olib, k; li tenglamani J, (kor) ga, ko li tenglamani J,, (k17)
ga ko'paytiramiz va birini ikkinchisidan ayiramiz. Natijada

T, (kor) (1T (ki) — T, (ki) (r ! (kar)) = (k3 — kD) rJ, (k) J, (kar)

11



formulani olamiz (har bir shtrih - r bo’yicha hosila). Tenglamaning chap
tomonini bizning magsadimiz uchun qulayroq ko'rinishga keltiraylik:

Jy(kor) (rJ)(kar)) — Jy(kar) (rJ)(kor))" =

d d d
= % [7" (Jy(k27')%c]y(kl7") — Jy(klr)%Jy(kgT)> ] .
Demalk,
/ 1
1 d d
Jy(kar)Jdy (kor)rdr = e TJy(kgr)%Jy(k:lr) — rJ,,(klr)%Jy(kﬂ) K

(25)
Faraz qilaylik, k1 va ke sonlar quyidagi tenglamaning yechimlaridan bo’lsin:

ady, (k) + BkJ. (k) =0, a+B>0, a>0, 3>0. (26)

Unda (25)-ning o’'ng tomoni k; # ko holda nolga teng bo’ladi va biz olamiz:

1
/ Ty (earyrdr = 0, ky # ko, (27)
0

ki = ko holni quyidagicha ko'ramiz. (25)-ning o'ng tomonida ky = ki + ¢
deymiz va 6 — 0 limitga o’tamiz:

1
—Qk 3 [k‘ljl,(kl + 5)J1’/(l{31) — (k‘l -+ 5)JV(]€1)J,//(]€1 -+ 5) —
1

. % [J;<k1)] - 2%1 (Jo (k1) T} (k) + ki dy (k) J) (k)

Bessel tenglamasidan
kLT, (k) + ' (k) = (V7 = kg) ()

kelib chigadi, shuni ishlatib

/ [JV(kr)] rdr = % [J;(k)

12

2




munosabatga kelamiz. (27)- va (28)-formulalar Bessel funksiyalarining o’zaro
ortogonalligini va normasini ko’rsatadi.

(26)-ga qaytib kelaylik. Agar 5 = 0 bo’lsa k soni J,(k) = 0 tenglamaning
yechimi, ya'ni, Bessel funksiyasining noli bo’ladi. Bessel funksiyalarining nollari
masalasi adabiyotda keng muhokama qilinadigan masaladir. Ma’lumki, Jy(0) =
1 bo’ladi va Jy(k) ning birinchi noli k; = 2.4844 ga teng, qolgan nollari shu
songa taxminan nm, n = 1,2, 3,.. larni qo’shib olinadi. J,(k), n > 1 holda
Bessel funksiyalari koordinat boshida nolga teng bo’ladi J,(0) = 0, ularning
boshqga nollarini matematik ladvallardan topish mumkin.

§1.7. Helmholtz tenglamasi silindrik sistemada

Quyidagi Helmholt?® tenglamasi deb ataladigan tenglamani
Af+Ef=0

silindrik sistemada ochamiz:

10 ( Of 10%f &2 9
—— | r= ——5+ == +k°f=0.

ror <T8r> i r2 0p? T /

Ushbu tipdagi tenglama matematik fizikaning ko’pgina gismlarida uchraydi -
elektromagnit nurlanish masalalarida, issiqlik tarqalishi masalalarida va h.k.
Masalada silindrik simmetriya bor deb faraz qilamiz, boshqacha so’z bilan

aytganda, z ga bog’liqlik yo'q deymiz: f = f(r, ¢). Yechimni

ko’rinishda qgidiraylik:

o) (AR0) | ROPHE)  ag) o

rodr dr r2  dyp?

Bu tenglamaning quyidagi ko'rinishga kelishini tekshirib ko’rish giyin emas:

r i dR(r) 2,2 _ _ 1 dz@(@):
R(r)dr( dr >+k O(p) dyp? A

Tenglamaning o'ng tomonida yangi konstanta A paydo bo’ldi. Uning kelib

chigishining sababi quyidagicha. Tenglamaning chap tomoni fagat r ning
funksiyasi, o'ng tomoni esa faqat ¢ ning. Demak, r ni o’'zgartirsak, tenglikning
o'ng tomoni o’zgarmaydi, bu degani, chap tomoni ham. Xuddi shunday,

SHerman Ludwig Ferdinand von Helmholtz (1821-1894)- nemis fizigi. Ruschasi - Tesbmrosbir
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¢ ni o’zgartirsak tenglikning chap tomoni o’zgarmaydi, demak, o'ng tomoni
ham. Xulosa - tenglikning ikkala tomoni ham o’zgarmas son, shu sonni A deb
belgiladik. Bu son musbat bo’lishi kerak, buni tezda tushunamiz. Natijada biz
ikkita tenglamaga egamiz:

d2

dr <
dso

Ikkinchi tenglamaning yechimi:

D(p) = ¢1 cos(VAp) + e sin(vV ).

) (k*r* = M)R(r) = 0;

-|— AP(p) = 0.

©w va @ + 2m burchaklar bir nuqtaga mos kelgani uchun yechimdan
O(p) = (¢ + 2)

bo’lishini talab qilishimiz kerak. Bu degani, VA = m, m = 0, 1, 2, ... bo’lishi
kerak. Shuni hisobga olsak, R uchun tenglamamiz quyidagi ko’rinishni oladi:

r*R"(r) + rR'(r) + (K*r* —m*)R(r) = 0. (29)
Agarda kr = x va y = R deb belgilasak, tenglamamiz
v*y"(x) + 2y (x) + (2° — m*)y(z) = 0 (30)

ko'rinishga keladi. Bu esa Bessel tenglamasi (1)-ning o’zidir, fagatgina u
yerda ixtiyoriy bo’lgan son v ning o’rniga butun son m turibdi. Agar
Helmholtz tenglamasini sferik sistemada yechsak, yarim butun indeksli Bessel

funksiyalariga kelamiz - (75)-tenglamaga qarang.
1.5-mashq. (14)-formulada t = ¢? almashtirish bajarib

zw sinf __ E J zn@

formulani oling.
1.6-mashq. Yuqoridagi formuladan quyidagilarni keltirib chiqaring:

cos(x sin f) Z Jn(z) cos(nd); (31)

sin(x sin ) Z Jn(2) sin(nd). (32)

14



1.7-mashq. 6 = 7/2 deb olib yuqoridagi formulalardan
cosx = Jo(x) — 2J5(x) + 2J4(x) + - - -
sinz = 2J;(x) — 2J3(z) + - - -

larni keltirib chiqaring.
1.8-mashq. # = 0 deb olib

1= Jo(z) + 2J5(x) 4+ 2J4(x) + 2Jg(z) + - - -

formulani keltirib chiqaring.

1.9-mashq.
s T p ) . m
/cos(n@) cos(mf)df = §6nm7 /sm(n@) sin(m)d = §5nm (32)
) 0
munosabatlardan foydaslanib
1 r . . Jn(x)a n - juft;
;/cos(az sin ) cos(nf)df = { 0, n - toq.
0

] T ' ' . B 07 n - Juft,
; /SIH(ZE st 0) Sln(ne)dg B { Jn(x)a n - toq.

0

ekanligini isbot qiling.
1.10-mashq. (14)-formulada ¢ = ie? almashtirish bajarib

oo
ezxcos@ — E :ian(x)ean
—o0

formulani oling (Jacoby-Anger formulasi).
1.11-mashgq.

In()

I
|
=
3
3
7N
8
Q| X
)
~_
3
(e
—
&

formulani keltirib chiqaring.
1.12-mashq. Schlafly integralidan

™

1
Jn(z) = - /dGcos(nH — zsinf), n=0,1,23,... (34)
0

ekanligini keltirib chiqaring.
1.13-mashq. (15)-formuladan foydalanib Js(x) ni Jo(x) va Ji(x) orqali ifodalang.
1.14-mashq. (34)-formuladan foydalanib Jy(0) = 1, J,(0) = 0, n > 1 ekanligini isbot

qiling.
1.15-mashq. (34)-formuladan foydalanib J{(z) = —J;(z) ekanligini isbot qiling.
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§2. Legendre polinomlari. Sferik funksiyalar

Oddiy elektrostatik masaladan boshlaylik. z = a nuqtada joylashgan ¢ zaryad
A nuqtada quyidagi potensial hosil giladi:

I q

47T5()7”1'

Rasmdan ko’rinib turibdiki,

r = /12 + a2 — 2racos .

=

q ’ Bu formulani masalaning geometriyasidan
kelib chigadigan vektor munosabatdan
keltirib chigarish giyin emas:

rr=r—a — 71i=
I.1-rasm: z- o’qida joylashgan zaryad

—r2 4+ a2 —9r-a=1r%4+a%2—2racosb.
Demalk,

o(r) = 47350 (r* + a* — 2racosf)

12 4 1

 Adwegr 2 '
\/14—&—2—290089
r r

ekan. Quyidagini faraz qilib: r > a, olingan ifodani a/r bo’yicha qatorga
yoyaylik. Qator koeffisientlari fagat cos 6 ning funksiyasi bo’lishi mumkin:

o(r) = 47:;070 i P, (cos 0) (g)” | (35)
n=0

Hosil bo’lgan qatorning koeffisientlari P,(cos#) Legendre’ polinomlari
deyiladi. Ularni quyidagi hosil qilish funksiyasi orqali ta’riflash qulaydir:

1 - .
g(z,t) = V12t + 2 - nzopn(w)t : (36)

§2.1. Rekurrent munosabatlar
Hosil qgilish funksiyasining ta'rifidan ko’rinib turibdiki
Py(x) =g(z,t =0) = 1. (37)

" Adrien-Marie Legendre (1752-1833) - fransuz matematigi. Ruschasi - Jlexanmp
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Undan tashqari,

0
Pi(zx) = 59 g(x,t) . = z. (38)
Albatta, bittama-bitta P, larni bu tartibda hisoblab topish katta ishni talab
giladi. Rekurrent munosabatlardan foydalanib P,(z) larni topish bu nuqtai-
nazardan katta qulaylik tug'diradi. Ularni topaylik. Buning uchun ¢(z,t) ni
bir marta ¢ bo’yicha, bir marta x bo’yicha differensiallaymiz.

6g(m7t) r—t nl
ot (1 —2at +12)3/2 an )t

Tenglikning chap tomoni:

r—1 r—1
= P,(x)t
(1— 20t + 232 1—2xt+¢2 nz% (z)
Demak,

a:—tZP = (1 — 2zt + %) an )t

n=0
ekan.  Bu tenghkdagl t ning bir xil darajalari oldidagi koeffisientlarni
tenglashtirsak, quyidagi birinchi rekurrent munosabatni olamiz:

(2n+ 1)zP,(z) = (n+ 1)P1(x) + nP,_1(x) (39)
1.2-misol. n =1 deylik:

3z° — 1
3:Pi(x) = 2P+ Py — Pyz) = = —
Bu yerda (37)- va (38)-formulalar ishlatildi.
1.3-misol. n = 2 bo’lsin.

SxPy =3P;+ 2P, — P3:§ZC—§$.

1.16-mashgq.

(39)-dan foydalanib P;(z) ni keltirib chigaring.

1.17-mashq. Py(z), Pi(z), Py(z), Ps(x) va Py(z) larning —1 < z < 1 sohadagi
grafiklarini chizing.

(39)-dan ko’rinib turibdiki, P, (z) - z-ning n-darajali polinomi.

Endi hosil giluvchi funksiyadan x bo’yicha hosila olamiz:

8g(x,t) ZP/

oz (1—2:1:t—|—t2 )3/2

17



yoki,

(1—2zt+ %)) Pya)t" =t ) Py(a)t".
n=0 n=0

Yana chap va o'ng tomondagi ¢t ning bir xil darajalarining oldidagi
koeffisientlarni tenglashtirsak, quyidagi rekurrent munosabatni olamiz:

Bri(@) + P, y(x) = 22P,(x) + Pu(). (40)
Agar (39)-ni differensiallasak, ikkiga ko’paytirsak va undan (40)-ni ayirsak yana
bitta muhim rekurrent munosabatni olamiz:

Bri(@) = By y(x) = (2n + 1) Pa().

Yuqoridagi uch munosabatlardan foydalanib quyidagilarni ham keltirib
chigarishimiz mumkin:

B () = —nPy(x) + 2P (x);  Py() = 2P(z) + (n + 1) Py (2);

(1 -2} Pl (x) =nP, 1(x) — nxP,(z).
(41)
Oxirgi formulani olishda undan oldingisida n — n — 1 almashtiramiz va paydo
bo‘lgan P! | ning o‘rniga shu uch formulaning birinchisini ishlatamiz.

§2.2. Differensial tenglama

Legendre polinomlari bo’ysunadigan differensial tenglamani keltirib chigaraylik.
Buning uchun (41)-ning ohirgisidan bir marta hosila olaylik:

—2xP!(z) 4+ (1 — 2*)P!(x) = nP,_(z) — nP,(z) — nx P ().
(41)-ning birinchisidan foydalanib bu yerdagi P/ _; ni yo’qotishimiz mumkin,
natijada quyidagi differensial tenglamaga kelamiz:

(1 —2*)P!(z) — 22P.(z) + n(n + 1)P,(x) = 0. (42)

Bu tenglamaning nomi - Legendre tenglamasi. Uni boshqa formada ham yozib
olishimiz mumkin:

+n(n+1)P,(z) =0. (43)

d o AP, (7)
dx [(1 - ) dx

Agar o’zining kelib chiqgishi bo’yicha x = cosf ekanligini eslasak, Legendre
tenglamasi quyidagi formaga keladi:

1 d (. dP,(cosf)
g (0

) +n(n+1)P,(cos ) = 0. (44)
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§2.3. Xususiy hollar
(36)-da x = 1 deb olaylik:

1 S8
= => Rt
V=2t +t2 11—t =~

Ikkinchi tomondan

n=0

Demalk,
P,(1) =1
ekan. Endi (z, t) — (—x, —t) almashtirish bajaraylik:
P,(—xz)(—=1)"t".
=~ L e - LR

Demalk,
ekan. Xususan,

bo’ladi.
8-bobdagi VIII.1-misolda P, (0) ning giymati kerak bo‘ladi. Uni topaylik.

9(0,1) = 1+t2 (1 L +2)1/2 ZP

dan kelib chigadiki, uning yoyilmasida ¢ ning toq darajalari uchramaydi.
Demalk,
P2n+1(0) = 0. (45)

Binomial koeffisientlarning ta’rifidan

1 (=1/2)" o _ I1/2) 2
(1+t2)1/2_z(—1/2—n)!n!t _ZF(l/Q—n)F(nJrl)t '

Gamma-funksiyalar uchun quyidagi ([9], 18-bet)
1 1 7 1
P(z42)0(z=2)= (=)=
(2 i Z) (2 Z) cos(mz) v (2) v
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formulalardan foydalanib qatordagi koeffisientni quyidagi ko‘rinishga kelti-
ramiz:

I'(1/2) _ cos(nm)I (3 +n)

['(1/2—n)l'(n+1) Vrl(n+1)
Quyidagi Legendrening ikkilash formulasi deyiladigan (|9], 19-bet)

1
['(2z2) = 22 1 120 (2)r <§ + z)

va gamma-funksiyaning 2I'(z) = I'(z + 1) hossasi ko‘rilayotgan koeffisientni
quyidagicha ifodalashga imkon beradi:

cos(nm)l (1 + n) _ (1) 2I°(2n) ~(=D"(@2n)!
Val(n+1) 2207 (n)['(n+1)  227(n!)2
Demak, (—1)(2n)!
—1)"(2n)!
P2, (0) = T (46)

§2.4. Ortogonallik

Ortogonallik munosabatlari maxsus funksiyalar uchun juda muhim rol o’ynaydi.
(43)-ni P,,(z) ga ko'paytiraylik:

Po() [(1 _ 2)hl)

-’ 2 i+ 1) P (@) Pa(a) = 0.

Shu tenglamaning o’zini n <+ m almashtirib yana bir marta yozamiz va ularning
birini ikkinchisidan ayiramiz:
/

_Pn

/

P, |(1—2% P (x) (1—a2HP ()| = —P,Pun(n+1) —m(m+1)].

Chap tomon quyidagi xossaga ega:
/

P, |(1=2)P (2)| —P,|(1—2H)P. ()

Py |(1 = a*)Py(x) | = Pu| (1= 2%) P, (2)

dx

] |
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Olingan munosabatni  bo’yicha -1 dan +1 gacha integrallaymiz, bunda uning
chap tomoni nologa teng bo’ladi (ixtiyoriy m,m lar uchun), o'ng tomoni esa
fagat n # m dagina nolga teng:

/d:UPn(:L‘)Pm(:E) =0, n # m. (47)

Bu munosabatni sferik koordinat sistemasida ham yozib olishimiz mumkin:

s

/P (cos )Py, (cos0) sin0df = 0, n #m. (48)

0

n = m holda yuqoridagi tenglikning chap va o'ng tomonlari 0 = 0 ko’rinishga
ega. Shuning uchun bu holni boshgacha yo’l bilan ko’rib chigamiz. Hosil qilish
funksiyasining kvadratidan integral hisoblaylik:

1

/ ot = 2 Zd:c (i Pn(a:)t”> thnjd:v P2(z). (49)

n=0 —1

Bu munosabatni olishda biz (47)-ni ishlatdik. Chap tomondagi integralni
hisoblash qiyin emas:

1

/ dx 1. 1+t
= —ln——.
1 — 2t + 2 t 1—t

-1

Ikkinchi tomondan

o

1., 1+t 2t {0 2
£l ¢ <+3+5+7+ ;2n+1 (50)

(In(1 +t) =t —t2/2+3/3 —t1/4---). (49)-ning ohirgi qgismi bilan (50)-
ni solishtirsak Legendre polinomlarining "normasi" ning kvadratini topgan
bo’lamiz:

1
2
dr P2(x) = . 1
[ s P2 = 52 (51)
—1
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§2.5. Integral tasavvur (Shlifli integrali)

Yana hosil qilish funksiyasiga qaytib kelaylik - (36)-ga. Kompleks analiz
qoidalari bo’yicha undan quyidagi integral formulani olamiz:

P(e) = 5 § 2ot

o
C

Kontur C' - ( = z nuqtani o'z ichiga olgan ixtiyoriy kontur. (—kompleks
o’zgaruvchi. Bu formulani qulayroq ko’rinishga keltirish uchun

V1-22(+=1-(y
almahtirish bajaramiz, bu yerda n - yangi o’zgaruvchi. Bu holda

1—(n
n—1

(=21~ ¢ = 2

. dn

bo’ladi va integral quyidagicha formaga keltiriladi:

_ 1 (r* = 1"
P,(z) = 5 o z{ (=2 dn. (52)

Bu integral Schlifli® integrali deyiladi. n butun bo’lmaganda integral osti
funksiyada uchta tarmoqlanish nuqtasi bor - n = z, +1. Shu sababdan konturda
ikkita kesma bo’lishi kerak - (-1) dan —oo gacha va 1 dan z gacha - (I.2)-rasmga
qarang.

()
IR

[.2-rasm: Schlafli integrali uchun kontur

8Ludwig Schlifli (1814-1895) - shveytsar matematigi
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§2.6. Rodrigues formulasi

Cauchy teoremasi

formulani olamiz. Bu - Rodrigues® formulasi deyiladi.
1.18-mashq. Bevosita Rodrigues formulasidan quyidagilarni keltirib chiqaring:

1d 1 d?

Pia) =1, Pu) = 5o (@~ 1) =a, Pye) = s 5(a? 1) = %(3:52 _).

§2.7. Laplace tenglamasi sferik sistemada

Laplace!” operatorining sferik sistemadigi ko rinishini quyidagicha:

Au = 190 T28_u + L 0 sin 9% + Lo
~ r20r or r2sin 6 00 00 r2sin® 6 0p?’

Laplace tenglamasi
Au=0

ning yechimini sferik sistemada o’zgaruvchilarni ajratish metodi bilan
qidiraylik:
u(r,0,¢) = R(r)Y (0,¢).

Bu holda,

Y d dR R 0 oYy R Y
Ay =2 (228 2 (sing _ 54
YT <T dr > = sin 6 06 (sm 00 ) * r2sin? § Op? 0 G4

tenglamani olamiz. Agarda shu tenglamani 72 ga ko’paytirsak va RY ga bo’lsak

li 2d_R __i 12 .08Y n 1 0%
Rdr 7nalr Y St

sin 6 06 00 sin? @ D2
tenglamani olamiz. Bu tenglamaning chap tomoni fagat r ga bog’liq, o'ng
tomoni esa (6,¢) ning funksiyasi. Demak, tenglikning na chap, na o'ng
tomoni hech ganday o‘zgaruvchi emas, konstanta ekan, shu sababdan biz o'ng

=

9Benjamin Olinde Rodrigues (1795-1851) - fransuz matematigi
10Pjerre-Simon Laplace (1749-1827) - fransuz matematigi. Rus tilida - Jlamiac.
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tomonning oxirida hozircha noma’lum konstanta A\ kiritdik. Shu sababdan
ushbu tenglama ikkita tenglamalar sistemasiga aylanadi:

a (ﬁdR_(T)) — AR(r) = 0; (55)

dr dr
1 o (. 0Y(0,¢) 1 0%Y (0, )
59 \ St AY (0, ) = 0.
$in 6 96 <$n' 00 ) Tt o A0 =0 (56)
Ikkinchi tenglamada yana bir marta o’zgaruvchilarni ajratish mumkin:
Y(0,0) = 6(0) 2(). (57)

Bu holda (56)-tenglama

ol d <sin9 d@(e)) + 0 Lole) AO(0)P(p) =0

sinf df do sin?f  dy?
ko'rinishga keladi. Uni sin?# ga ko’paytiramiz va ©® ga bo’lamiz:

sing d (., dO(h) .y 1 ()
L sing ) 4 asin?h = — = =
()d&Gm do >+ o o dp?

Chap tomon fagat 6 ga bog’liq, o’'ng tomon - faqat ¢ ga, tenglik ixtiyoriy
0, ¢ larda bajarilishi uchun ikkala tomon ham konstanta bo’lishi kerak. O’sha
konstantani p harfi bilan belgiladik. Natijada bitta xususiy hosilali tenglama
o'rniga ikkita oddiy hosilali tenglamaga ega bo’lamiz:

TR+ () = 0 (58)
sin 9% <sin9 %g”) + (Asin?6 — u)©(6) = 0. (59)

1 konstantani aniglaylik. Buning uchun (58)-ning umumiy yechimini yozib
olamiz:

O (p) = c1 cos \/p + cosin /.

¢— burchak, burchak 27 ga o’zgarganida biz yana o‘sha nuqtaga qaytib kelamiz.
Demak,
O(p +27) = B(p)

bo’lishi kerak. Bu shart bajarilishi uchun esa

p=m? m=0,1,23,...
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bo’lishi kerak. Demak,
1

P () = Nor:

ekan. Koeffisient shunday tanlab olindiki,

e:l:imgo (60)

2

/ Ao ® (£)Dn() = Soun

munosabat bajarilsin.

A konstantani aniglaylik. Buning uchun (59)-tenglamada o‘zagruvchini
quyidagicha almashtiramiz: cosf = x ((59)-tenglamani (43)- va (44)-
tenglamalar bilan solishtiring).  Bu almashtirishdan keyin (59)-tenglama
quyidagi ko‘rinishni oladi:

-5 (e

A - konstanta, u o‘zining kiritilishi bo‘yicha m ga bog‘liq emas. Shuning uchun
ishni yengillashtirish maqgsadida m = 0 deb olamiz. Hosil bo‘lgan tenglama

% ((1 ~ xZ)d(?fo)) FA20(z) =0 (62)

ning yechimini silindrik tenglamani yechganimizdek Frobenius metodi bilan
izlaymiz (x = 0 nuqta atrofida):

00
@(l’) - chl'n = CQ+01$+CQ$2—|—031’3+ R (63)
n=0

Oydinki,
o0
O'(x) =Y ne,r" ! =i+ 20w + 3ezz + -
n=0

0"(z) = Zn(n — 1),z % = 2¢y + bz + 12¢c42° + - - -
n=0
Topilganlarni (62)-ga olib borib qo‘yamiz va x ning bir xil darajalari oldidagi
koeffisientlarni yig‘ib chiqamiz:
[n(n —1)c,a"? + (A —n(n+1))c,z"] = 0.
n=0
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Bu tenglik bajarilishi uchun x ning bir xil darajalari oldidagi koeffisientlar
yig‘indisi nolga teng bo‘lishi kerak, buning uchun
N —n(n+1)

Cn4+2 = —
(n+1)(n+2)

Cn

bo‘lishi kerak. Ko‘rinib turibdiki, (63)-qator |z| = 1 nuqtalarda yaqinlashuvchi
bo‘lmaydi, chunki bu hollarda

Cn+2
Cn

— 1.

n—oo

Demak, gatorni uzib, uni polinomga aylantirish kerak. Buning uchun
A=n(n+1), n=0,12,3, .. (64)

desak, yetarlidir. Bu holda (62)-tenglama Legandre tenglamasi (43)-ning o‘zi
bo‘ladi:

dx dx

va O(z) = P,(z) bo‘ladi.
A uchun topilgan giymatni R(r) uchun (55)-tenglamaga olib borib qo‘yamiz:

d (ﬁdR(T)) —n(n+1)R(r) = 0.

d ((1 - xQ)d@(x)) +nln+ 1)0(z) = 0

dr dr

Bu tenglamaning yechimini R ~ r* ko‘rinishda qidirsak, s =nvas=—-n—1
bo‘lib chigadi, ya'ni

R(r) = Ar" + Br—"1, A, B — const. (65)
Agar ko‘rilayotgan masala r = 0 nuqtani o'z ichiga olgan bo‘lsa,
R(r) ~1r"

deb olish kerak.  Agar tashqi chegaraviy masala (VII-bobga qarang)
ko‘rilayotgan bo‘lsa,
R(r) ~r "t

bo‘ladi.
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§2.8. Umumlashgan Legendre polinomlari

(61)-tenglamadagi A aniglangandan keyin, uning ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:

d 0, dO(7) m? B
o [(1 — ) o + (n(n +1) — 2 O(z) = 0. (66)
Bu tenglama m = 0 holda Legendre polinomlari uchun (43)-tenglamaning

o‘zidir. Uning ixtiyoriy butun m dagi yechimi umumlashgan Legendre
polinom: deyiladi va u quyidagicha yoziladi:

dm

O(z) = P" = (1 — 22" 2_p, (a). (67)
dz™
Umumiy holda bu yechimni tekshirish bir muncha hisob-kitobni talab qiladi.
1.19-mashq. Legendre polinomlari P, (z) uchun (43)-tenglamani bir marta

differensiallab

Py = mdipn(@
i

belgilash kiritilsa tenglama

d [(1 _2)dh@)

1 1
i 24 (et ) - 5 ) P =0

ko‘rinishga kelishini ko‘rsating. Olingan tenglama (66)-da m = 1 deb olishga teng.
Ushbu mashqdagi amalni m marta bajarsak, (67)-formulaning to‘g‘riligiga
ishonch hosil qgilish mumkin. Ko’rish giyin emaski,

Pl(x) = Pu(a), PMx) = (1—a%)"/2 = sin,

P)(z) = 3x(1 — 22)'/2 = 3cosfsinf va hk.
Agar (67)-formulada P, (z) uchun Rodrigues formulasini ishlatsak,

B 1
~ onpl dxm+n

munosabatni olamiz, undan ko’rinib turibdiki,

Pm(ilj) (1 . 5132)m/2 (5132 . 1)n

—n<m<n

bo’lishi kerak.
Umumlashgan Legendre polinomlarining xossalari juda ko’p, ulardan faqat
ba’zi-birlarini misol sifatida keltiraylik:

P™(—z) = (—1)"™™P™(z), P™«£1)=0, m >0, vahk

n
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Umumlashgan Legendre polinomlari uchun quyidagi ortogonallik va norma
sharti bor:

1
2 (n+m)!
P"(x)P"(x) = k-
[ e Pr@pr @) = 5o (63)
“1
Sferik sistemada:
/Pm(cos 0) P (cos #) sin 6df = 2 _(ntm)! J
" g T 2n41(n—m) ™

0

1.20-mashgq.
P”(cosf) = (2n — 1)! sin" 6, n=0,1,2,..

ekanligini ko‘rsating. Bu yerda (2n — 1)!! =1-3-5-7---(2n — 1). Masalan,
Pl = (1-2*)Y? =sinf, P?=3(1-2% =3sin’0, P} =15(1—22)3?=15sin0 va hk.

§2.9. Sferik funksiyalar

(57)-formula bizga Laplace tenglamasi yechimining burchak qismi Y (0, @) ni
beradi. Agar (60)- va (67)-formulalarni hisobga olsak Y ni quyidagicha tanlab
olishimiz mumkinligi oydin bo’ladi:

Y70, ) = \/ @n £ D= m)! oo gy cims (69)

" 4dt(n + m)!

Bu formuladagi koeffisient shunday tanlab olinganki,

T 27

//dQ Y0, )Y (0,0) = OningOmimy, €2 = sin 0dfdep, (70)

bo‘lsm. Sferlk funksiyalarning bir necha xususiy holini keltiraylik:

1 /3 : /3 /3 :
Yy = irs V! = Sr sin fe'?, Y = 1. €08 0, Y=~ 8—Sin fe "
T 7r 7T 7T

Undan tashqari
2 1
YO(0, ) = ,/”4—+Pn(cos9). (71)
T

Shu paytgacha yiqqan bilimlarga asoslanib, Laplace tenglamasining sferik
sistemadagi eng umumiy yechimi quyidagi ko‘rinishga ega bo‘lishi kerak degan
xulosaga kelamiz:

o0 m=n

u(r, 8, p) = Z Z QT+ ™" 1] Y."(0, ). (72)

n=0 m=-—n
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Laplace tenglamasiga olib kelgan masala sferik simmetriyaga ega bo‘lganda

bu tenglama sferik sistemada yechiladi. Olingan yechimning birinchi qgismi

Y ™M@, p), n = 0,1,2,.. sferaning ichki sohasida r < R ishlatiladi,

r Ym0, ), n=0,1,2,.. qism esa sferaning tashqi gismida ishlatiladi.
Faraz qilaylik sferaning ustida r = R yechim f(6, ¢) ga teng bo'lsin:

o0 m=n

n=0 m=—n

Laplace tenglamasi uchun chegaraviy masalalarning aniq qo‘yilishi 7-bobda
muhokama qilingan, bu yerda bizni A,,,, koeffisientlarni topish qiziqgtiradi. A,,,
koeffisientlar (70)-munosabatdan foydalanib topiladi:

A = / 42 Y (0, ) 1(6, ). (74)

Bu munosabatning bir xususiy holi keyingi paragrafda muhim rol o‘ynaydi.
(71)-dan foydalanib quyidagini yozamiz:

Anoz/dQYo*( ,/Z”H/dﬁf (o)Py(cosh).  (75)

Ikkinchi tomondan

o m=n

m B 2n +1
- Z Z Aann (0790) — AnO Ar )

n=0 m=—n

chunki P"(1) = ;0P (1) = 4,0 va natijada

(2n+1)(n —m)! : 2n +1
ym _ P (1) —

bo‘ladi. Demak,

4
/ (0, 0)Pa(cos 0)d52 = 7 f(0,). (76)

§2.10. Legendre polinomlari uchun qo‘shish teoremasi

Fazoda ikkita vektorlar ry va ro berilgan bo‘lsin, ular orasidagi burchakni v deb
belgilaylik (I.3-rasmga qarang). Agar rj ning sferik sistemadagi koordinatlari
r1, 01, 1 va ro ning sferik sistemadagi koordinatlari ro, 65, @9 bo‘lsa,

cosy = cos 01 cos Oy + sin 0y sin Oy cos(p1 — p2) (77)

29



[.3-rasm: Qo‘shish teoremasiga oid

bo‘ladi. Bu munosabatni ry va ro vektorlar orasidagi skalar ko‘paytmani ikki
xil yo‘l bilan ifodalash orqali isbot qgilish mumkin. Birinchidan,

'y -T9 = 7979 COS Y.
Ikkinchi tomondan xuddi shu skalar ko‘paytma
Iy Ty =TT + T1yToy + 71272, =

= 1179 [8in 0y sin Oz (cos @1 cos @y + sin ¢y sin @y) + cos 61 cos 6]

ga teng. Shu ikkala formulani solishtirish (77)-formulaga olib keladi. ~ ga
mos keluvchi azimut ¢ ni rasmda ko‘rsatganimiz yo‘q, chunki uning keyingi
mulohazalarda ahamiyati yo‘q.

Legendre polinomlari uchun qo‘shish teoremasi quyidagidan iborat:

m=n

Z (01, 01) Y, (02, 02). (78)

P,(cos~) = o+ 1

Buni isbot qilish uchun P,(cos~y) ni (6, ¢1) burchaklar bo‘yicha (73)-qatorga

yoyamiz:
o m= ’I’L

. (cos ) Z Z Ay (02, 02)Y,™ (01, ¢1).

n'=0 m=—n’
Bu yoyilmada (69, @2) burchaklar parametr sifatida qaralyapti. Qatorda
haqgiqatda fagat n’ = n hadgina qoladi, aks holda ifodaning chap va o‘ng
tomonlari har-xil juftlikka ega bo‘lib qolishi mumkin:

. (cos ) Z Apm (02, 02)Y," (01, ¢1).

m=—n
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Koeffisientlar quyidagicha aniglanadi:

Anm(e% 902) — /Ynm*(eln Spl)Pn(COS 7) ngl,sﬁl'

Bu formulaga (76)-ni ishlatsak

Anm(eg, 902) = in Ynm*(el (77 w)v 901(,77 w)) il

2n + 1 =0 2n +1
ekanligi kelib chigadi. Shu bilan qo‘shish teoremasi (78) isbot qilindi.

Y, (0o, 2)

§2.11. Misollar

1.4-misol. z-o’qida koordinat boshidan a va —a masofada joylashgan +q va —q
zaryadlar sistemasi(dipol)ning kuzatish nuqtasi A da hosil gilgan elektrostatik
maydonini toping (I.4-rasmning a)-qismi) (r > a yaqinlashuvida).

A A
X X q12a
- ”~
a +a //’ a +49 ///
-
_-- - /// -2q ta
_ <
[’ )/’ 0 )//
- — 29 7L.
29¢- a
—a _
—q % +4q
q4-2a

a) b) c)

[.4-rasm: Zaryadlar sistemalari

2z = a nuqtadagi zaryad hosil gilgan maydon

I < a\"_ g
—— 1 NP (cosh <_) _
Pl+a) 47?507“; (cos0) r Amegr

2z = —a nuqtadagi zaryad hosil gilgan maydon

a " —q
P,(cosf) =
47T€()T' Z cos < > 47'('807“

Superpozitsiya prinsipi bo’yicha to’liq maydon ikkalasining yig’'indisiga teng,
noldan farqli bo’lgan birinchi had anigligida (yuqori tartibli hadlarni tashlab
yuboramiz, chunki a/r < 1):

a a?
1+ Pi(cos 9);+P2(cos 9)ﬁ+

a2
1— Pi(cos 6) + P5(cos 9)— —

—q

_qacost

P = P4q) + Pl—g) = Py(cos 9)

47r507"  27egr?

31



Bu formulaning vektor ko’rinishiga o’taylik. Buning uchun avval dipol momenti
degan kattalikni kiritamiz: d = 2q¢a, bu yerda a = {0,0,a}, shundan keyin
formulamiz quyidagi ko’rinishga keladi:
1 d-
4%50 7“3 '

1.5-misol. I.4-rasmning b)-qgismida ko’rsatilgan sistema uchun elektrostatik
maydonni toping (r > a yaqinlashuvida) (sistemaning nomi - chiziqli
kvadrupol).

Uchta maydonni qo’shib chiqishimiz kerak:

2z = a nuqtadagi zaryad hosil qilgan maydon

- 2
=P (&) == |1+P P .
P40 Lregr nz() n(cos?) 7“) dmegr + Fi(cos 9) + Py(cos 9) '

2z = —a nuqtadagi zaryad hosil gilgan maydon

—a) Z (cosd) —d ”: q
+q 47r50 dmegr

=0

a a?
1—Py(cos 0);+P2(cos 9)5—- .

z = 0 nugtadagi zaryad hosil gilgan maydon:

o _ _—4
Pl29) = 2meoT
Umumiy maydon:
2q 2 qa’
= Py(cos @ = 3cos? — 1
7 Aregr >(cos ) 4775—:07“3( €08 )+

Uning vektor formasi:

q 3(a-r)?—a’?

41eg rd

Quyidagi kattaliklarni kiritaylik:

Z i
q 37"27’] Z] nl — ?.

Kiritilgan kattalik D;; - sistemaning kvadrupol momenti deyiladi, yig'indi
hamma zaryadlar bo’yicha, n; esa birlik vektor. Bu holda

1 Dmnmj

8%50 rd
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1.21-mashq. Kuzatish nuqtasi uchun r < a bo‘lsa (ya'ni, koordinat boshidan
zaryadgacha masofa kuzatish nuqtasigacha masofadan katta bo‘lsa) potensial uchun quyidagi
ifoda to‘g‘ri bo‘lishini ko‘rsating:

o(r) = a i_o:Pn(cos 0) <f>n

4drega a

Ushbu mashqda olingan natijani (35)-formula bilan bitta formulaga birlashtirish
mumKkin:

q - re\"
—— % N"peoso) (=) > o
ple) = et S Plees) (12) o

Bu yerda ikkita masofa kiritilgan - < va r., ularning biri zaryadgacha masofa,
ikkinchisi - kuzatish nugtasigacha masofa. r~ belgi ularning kattasini, - belgi
esa kichigini bildiradi.

1.22-mashq. [.4-rasmning c) gismida ko‘rsatilgan chiziqli oktupol deyiladigan sistema
uchun elektr potensialni toping.

§3. Kvant mexanikasida impuls momenti

Bu paragraf asosiy tekstga kirmaydi, uni 6.1-paragrafdan keyin o‘qish tavsiya etiladi.
Impuls momenti quyidagicha ta’riflanadi:

L = [rp],

bu yerda p = —iAV. Impuls momentining komponentalari:

0 0 0 0 0 0
L,=—ih|\yz——2—), L,=—th|2z2——2— |, L.=—ih|(ox——y—].
! (yﬁz Z@y) Y ' (201: x@z) ' (xﬁy y@:v)
Momentning kvadrati:
L= L2+ L] + L2

Momentning kvadratini sferik sistemada ifodalaylik. Buning uchun z,y,z va r,0, ¢ larni
bog‘laydigan formulalarni olish kerak:

x = rsinf cos p, y = rsinfsin p, 2z =rcosb,

r=+\x?+y>+ 22 Hzarccosi, gpzarctang.
r x

Shulardan foydalanib 0/0x ni hisoblaylik. Birinchidan:
0 0r9 000 0Op 9

or  Oxor  0rx00 0z oy
Ikkinchidan,

or =z 20 1 Oy sin g
Bz r  UCS® Gy T ROSVEeY 5y rsin 6
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Demalk,
0 sinp 0

00 rsinf oy
Quyidagilarni ham xuddi shunday yo‘l bilan topish mumkin:

in 0 + L 0
— =sinfcos p— + — cos @ cos
ox S06’7’ r 14

2—sin@sin 2—l—lcosﬁsin 3—1——008@2'

oy Yor T r 799 rsinf dp’
0 o 1. 0
%:COSQE—;SIHQ%.

Bu formulalar yordamida harakat miqdori momenti operatori L komponentalarining sferik
sistemadagi ifodalarini topamiz:

L, =1ih [sin go% + ctgf cos cp%} ;

L, = —ih |:COS go% — ctgfsin gpai] .
¥

0
L, =—ith—.
O
Olingan formulalardan foydalanib impuls momentining kvadrati quyidagi ifodaga
tengligini ko‘rsatish qiyin emas:

19 0 1 &
242402 =12 |— 2 (gngl )4 L2 |
ey Lmeae (Sm 89>+sin200ap2}

Laplace operatorining sferik sistemadagi ifodasi (54)-dagi

19 ) 18
Apo = — 9 (singZ ) 4+~ &
%¢ = §ind o0 (Smeae) T 20 0g? (79)

qism Laplace operatorining burchak qismi deyiladi. Demak,
L? = —h*Ag,.
(56)-tenglamani olingan ma’lumotlar asosida
LY (0, ¢) = B*\Y (6, )

ko‘rinishga keltirish mumkin. Bu esa harakat miqdori momenti operatori kvadrati uchun
xususily giymatlar masalasidir, bu masala §2.7.-paragrafda yechilgan, uning yechimi (64)-
formula orqali ifodalanadi. Demalk,

L2Y (0, ) = i*n(n +1)Y (0, ), n=0,1,2,..
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§4. Hermite polinomlari

§4.1. Hosil qilish fumksiyasi

Hermite!! polinomlarini boshga hamma klassik polinomlardek bir necha
yo'llar bilan kiritish mumkin. Biz yana hosil qiluvchi funksiya metodidan
foydalanamiz:

g(l’ t —t2+2xt Z H (80)

Bu formula - Hermite polinomlari H,(z ) ning ta'rifidir. Ta’rifning chap
tomonini Taylor gatoriga yoysak,

1
1—t2—|—2:ct—|—§(—t2—|—2xt)2—l— =1+ 2zt + 2'[4:5 — 2] +-
darrov topishimiz mumkinki
Hy(z) =1, Hi(x) =2z, Hy(xr)=42>—-2, vahlk (81)

(80)-ta’rifdan bevosita ravishda quyidagi xususiy hollarni keltirib chigarishimiz
mumKkin:

L (2n)! .
Hon(0) = (—1)""=5, Haa(0) =0, Hy(—o) = (—1)"Hy ().

§4.2. Rekurrent munosabatlar

Rekurrent munosabatlarga o’taylik.

0 B TP - " < ¢l
50(1,1) = (—2t+2w)e = (—2t+22) ; Hy(2)— = ; H,(x) T
Bu tenglikdan
Hyi1(z) =22H,(z) — 2nH,_1(x) (82)
rekurrent munosabatga kelamiz.
O tn—|—1 n

p. (z,t) = e~ = 9 Z H,(x)

ZH’ o

yoki,
2nH, 1(x) = H (z). (83)

n

Ikkita rekurrent munosabatni topdik: (82) va (83).

" Charle Hermite (1822-1901) - fransuz matematigi. Rus tilida - [Ilapss Dpmur
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§4.3. Rodrigues formulasi
Ta'rif (80)-bo’yicha

d" _p
Hn(a:) — _e—t +2xt

t=0
Shu formulani qulai ko'rinishga keltirish uchun

42 ()22
e t—l—th:e (t—z)*4x

deb olamiz, unda

d" . " 22 da* _ )2
H,(x) = e et — ¢ T (t-z) =
(84)
2 d" 2 2 d" 2
— T (1) —(t—2x) — (—1)"e" —x
e’ (—1) el . (—1)"e s

formulaga kelamiz. Bu - Hermite polinomlari uchun Rodrigues formulasi.
1.23-mashq. Rodrigues formulasidan foydalanib H,(z) ni n = 0, 1,2 lar uchun toping
va ularni (81)-formulalar bilan solishtiring.

§4.4. Differensial tenglama

(83)-ni (82)-ga olib borib qo’yamiz va hosil bo’lgan munosabatdan z bo’yicha
hosila olamiz:

Hp1(x) =22H,(x) — H)(z) = H, (x)=2H,(z)+2xH,(z) — H, ().
Bu tenglikning chap tomonida (83)-ni yana bir marta ishlatsak
H)(x) — 2xH, (z) + 2nH,(z) =0 (85)

tenglamaga kelamiz. Bu - Hermite tenglamasi.

§4.5. Hermite polinomlarining ortogonalligi va normasi

Quyidagi munosabat o'z-o’zidan oydindir:

o0 o0 n.m
—xz2 2% 24 oxt —s242xs —z2 t"s
e gz, t)g(x,s) =e e e = Z Z e Hn(x)Hm(x)n' et
n=0 m=0
Qulay ko’rinishga keltiraylik:
e—mze—t2+2xt€—s2+2x5 _ 6—(m—(s+t))2—|—23t.
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Chap va o’ng tomondan x bo’yicha integral olamiz:

o0

/daz 6—(w—(s+t))2+2st /dxe x? n m(x)
n'm'

—0o0

Chap tomondagi integral oson topiladi:

o0 (0.} tnsm o0 )
28t —x
g g g / dre ™ Hy(x)H,,(z).

n=0 m=0

Eksponentaning ta'rifi bo’yicha

= (2st)"
:Z(n!)

n=0
Demak,
2 |0, n # m;
/dxe H,(x)H,(x) = { Yl E. = m. (86)

Kvant mexanikasida garmonik ossillator masalasini yechganimizda to’lqin
funksiya Hermite polinomlari orqali ifodalanadi:

e 2H, (2)

n(T) = : 87
Yuqoridagi formula bilan solishtirsak,
/ dx Y ()0 () = Onm (88)

ekanligini ko’ramiz.
1.6-misol. Yuqorida aytganimizdek Hermite polinomlari chiziqli ossilla-
torning kvant analizida uchraydi. Bir o‘lchamli Schrodinger tenglamasi

R d*p(x)

2m da?
ga U(z) = 3ka” potensialni kiritamiz. Bunday potensial F' = —U’(z) = —kz
chizigli qaytaruvchi kuchga olib keladi. Bu tenglamada k& = mw? va & =
/mw/hx almashtirishlar bajarilsa, Schrodinger tenglamasi

V(e + (E—f)w@) 0

+[U(@) = Elé(x) = 0
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ko‘rinishga keladi. Olingan tenglamada
w(&) = e PH(E)

almashtirish bajarilsa quyidagini olamiz:
2F

H'(€) — 26 H'(€) + (ﬁ - 1) H(g) = 0. (89)

Hosil bo‘lgan tenglamaning yechimini Frobenius metodi bo‘yicha qidiramiz:

H(ﬁ):ch£"200+clf+02§2+...

n

Qulaylik uchun @ = 2E/(hw) — 1 belgilash kiritilsa, ¢, koeffisientlar uchun
quyidagi rekurrent munosabat kelib chigadi:

a—2n
n+1)(n+ 2)

(G ( Cp-

|cn/Cnio| nisbat katta n larda cheklangan emas, demak, bu cheksiz qator
yaqinlashuvchi bo‘lmaydi. Shuning uchun gatorni a = 2n tanlash asosida n-
tartibli polinomga aylantiramiz. Bu esa birinchidan, (89)-tenglamani Hermite
tenglamasi (85)-ga aylantiradi, ikkinchidan kvantlangan ossillatorning yaxshi
ma’lum bo‘lgan energetik sathlarini beradi:

1
E, = <TL—|— 5) hw.
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IT BOB. IKKINCHI TARTIBLI XUSUSIY
HOSILALI DIFFERENSIAL
TENGLAMALARNING KLASSIFIKATSIYASI

§1. Ikkita mustaqil o‘zgaruvchili hol. Umumiy nazariya

Ikkita mustaqil o’zgaruvchilarni (z,y) noma’lum funksiyani esa u(x,y) deb
belgilaymiz. Noma'lum funksiyaning xususiy hosilalarini esa quyidagicha

belgilaymiz:
_ Ou(x,y) ~ Ou(z,y) _ Pu(z,y)
L Quy) - Qulzy)
Y oxoy T oy

Noma’lum funksiya, uning hosilalari va mustaqil argumentlar orasidagi quyidagi
funksional bog’lanish

F(xayaua“xa“w“xm“xya“yy) =0 (1>

ikkita o’zgaruvchili ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglama
deyiladi!. Agar tenglama

A11Ugy + 2a12uzy + a22uyy + Fl (377 Y, U, Uy, uy) =0 <2>

ko'rinishga ega bo’lsa (va aj,a;s hamda age koeffisientlar faqat x,y larga

bog'liq bo’lsa) bunday tenglama yuqori tartibli hosilalarga nisbatan

chiziqli tenglama deyiladi. Agar koeffisientlar ai1,a19 va ass noma’lum

funksiya w va/yoki u,, u, larga bog’liq bo’lsa, tenglama kvazichizigli deyiladi.
Quyidagi ko’rinishdagi tenglama,

A11Ugy + 2012Uzy + A20Uyy + bty + bouy + cu+ f(x,y) =0 (3)

agar a;j, b;, c, f lar faqat x,y larga bog’liq bo’lsa, chizigli tenglama deyiladi.
Agar f(x,y) = 0 bo’lsa, (3)- tenglama bir jinsli tenglama deyiladi.

! Albatta, bu munosabat ixtiyoriy (z,y, u) lar uchun ayniyat bo’lmasa. Masalan, quyidagi tenglik ixtiyoriy
(x,y,u) lar uchun ayniyat bo’lib tenglama bo‘la olmaydi: cos(us + uy) — cos uz cosu, + sinug sinu, =0
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Bizning maqsadimiz x,y larning o’rniga shunday yangi o’zgaruvchilar

¢ =w(z,9), n=v(z,y) (4)

kiritishki, natijada ko'rilayotgan tenglama biz uchun qulay bo’lgan kanonik
deb ataladigan ko’rinishga kelsin. Mana shu almashtirishni (2)-tenglamaga
qo’llaymiz. Albatta, almashtirish yakobiani noldan farqli bo’lishi kerak:

a(¢,m)
A(x,y) v
Hosilalarni almashtirishdan boshlaymiz:
T L - e
Y0 0x0C 83:877_:”4 Mt y_ay_yc TlyUn

0
Upy = or (Catig + neuy) = CgUCC + 2Cneucn + 779%“7777 + Caatic + Nealin,

0 5
Ugy = Oz (Cyue + nyuy) = (5)
= CnyUCC + (any + Cynx)um + NNy Uy + nyuC + Ny Uy,

Uyy = (% (Cyue + nmyuy) = C;“CC + 2Gynyucy + 773“7777 + Cyytic =+ Tyt
Bu formulalarni (2)-ga olib borib qo’ysak uning ko’rinishi quyidagi holga keladi:
anuee + 2a12ucy + Aoty + F =0, (6)
Bu yerda

an = a1y + 2a19C:Cy + a2, Gga = ann + 241910y + az;,
(7)

a12 = 11Ny + a12 (CeMy + NeCy) + aga(yny-

F - nomalum funksiyaga va uning birinchi tartibli xususiy hosilalariga
bog’liqdir.

Endi ¢ va 1 o’zgaruvchilarni shunday tanlab olaylikki, yangi koeffisient-
larning bir gismi nolga teng bolib chigsin. ai; va a9 larni nolga tenglashdan
boshlaylik. (7)-tenglamaning birinchi va uchinchi gismlarining ko’rinishi bir
xildir, ya'ni

ap 2+ 201922 + aggzi = 0. (8)

40



Mana shu tenglamani yechib z = z(x, y) funksiyani topsak va ( = z(z,y) deb

olsak @31 = 0 bo'ladi, n = z(z,y) deb olsak ase = 0 bo’ladi.
Teorema. (8)-tenglamaning yechimi

andy2 — 2a10dxdy + agodr?® = 0

tenglamaning umumiy integrali ¢(z,y) = const ga tengdir.
Isbot.
dp =0 = p,dx + p,dy

dan
dy s

de Py
kelib chigadi. Bu degani (9)-ni

2
an <ﬁ> + 2&12ﬁ +axp =0
Py Py

ko’rinishga keltira olamiz. Bu tenglamani

a1 + 2a120,0y + 6122%012, =0

ko'rinishga keltirsak (8)-ning o’zini olamiz(z = ¢(z,y)).

(9)

(9)-tenglama (2)-ning zarakteristik tenglamasi deyiladi, uning umumiy

integrali esa (2)-ning zarakteristikasi deyiladi.
(9)-ning ikkita yechimi bor:

2
dy Q12 T/ afy — a11a22
> )
a1

dx

/2
@ Q12 — 1/ Q79 — A11022
dx ai .

(10)

Agar D = a?, —ayia9 belgilash kiritsak, (2)-tenglama D -ning ishorasiga garab

quyidagi uch xil turga bo’linadi:
1. D > 0 — giperbolik;
2. D = 0 — parabolik;
3. D < 0 — elliptik.
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Keyin biz ko'ramizki, tenglama o’zining tipiga qarab alohida xususiyatlarga ega
bo’ladi - har bir tipdagi tenglama fagat ma’lum tipdagi fizik jarayonlarnigina
ifodalaydi. Bundan kelib chiqadiki, D - ning ishorasi (2)-tenglamaning muhim
bir xarakteristikasidir. D - ning ishorasi (4)-almashtirishga bog’liq emas:

(jy — G11G92 = (afy — annas)(Cemy — e, (11)

ya'ni, tenglamaning tipi (4)-almashtirish bajarilganda o’zgarmaydi.
2.1-mashgq. (11)-munosabatni keltirib chigaring.
Shu uchta holni alohida ko’rib chiqaylik.

§2. Giperbolik hol (D > 0)

Bu holda (9)- va (10)-tenglamalarning ikkita har xil yechimi bor:

pz,y)=ca, P,y =c. (12)
Shu yechimlardan foydalanib,
(=o(z,y), n=1v@y) (13)

almashtirish bajaramiz. Natijada da1; = 0 va ago = 0 bo’ladi va (2)-tenglama
quyidagi kanonik ko'rinishga keltiriladi:

—_— U @ U, Ur, U
C n (n ,» 1, U, ¢y Un
Bu yerda (I) = —F/(2d12) Tenglamamizni yalla bll" bOShqa k07riniShga

keltirishimiz mumkin. Yangi almashtirihs bajaraylik:

C:t+2, 77:75_27

yoki,
P S o/ A Sl
2 2
Bu holda
Ou_1(ou ou\ Ou_l(ou_ow) Pu 1 .
ac _2\at "9z) anp 2\at  8:)° dcop a4 =)
Demak, tenglamamiz
Ut — Uzy = (I)l(xa Y, u, uc, un) <15>

ko’rinishga keltirildi.  Bu ko'rinish giperbolik tenglamalarning tkkinchz
kanonik ko’rinishi deyiladi, ((14)-esa birinchi kanonik ko’rinish edi).
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§3. Parabolik tenglama (D = 0)

Bu holda,
dy _ o1
dx - ail
bo’ladi va xarakteristikalarning soni ikkita emas bitta bo’ladi. Mana shu bitta
yechimdan foydalanib, yangi ¢ o’zgaruvchi kiritamiz, 7 sifatida esa ixtiyoriy bir
funksiya olishimiz mumkin:
C=¢xy), n=nzy). (16)

Bu yerda n(z,y) - ixtiyoriy funksiya (¢(z,y) ga chizigli bog’liq bo’lmagan).
D = 0 dan kelib chiqadigan a2 = /ai1a22 va undan tashqari p,.dx + p,dy =
Czdx + (ydy = 0 munosabatlardan foydalansak

an = (Vant. + vang,)’ =0,
a1y = (VanGe + Vanty) (Ve + v/axsn,) =0

ekanligini topamiz. Demak, parabolik tenglamaning kanonik ko’rinishi

Uy = @3(C,77,U,UC,U7’> (17)
bo'lar ekan (®3 = —F /ags).

§4. Elliptik tenglama (D < 0)

Bu holda haqiqiy xarakteristikalar mavjud emas, chunki (10)-ning o’ng
tomonlari kompleks funksiyalardir:

dy dy - a19 + i/ aj1a99 — a%2
o =AMay), = AMay), (z,y) -~ (18)
Birinchi tenglamaning yechimi ¢(z,y) = ¢ kompleks funksiyadir, shunga

varasha ¢*(x,y) = ¢* ikkinchi tenglamaning yechimidir. Shundan foydalanib
yangi o’'zgaruvchilarni quyidagicha tanlab olamiz:

p+ o p— ¢
— = , 19
Ya'ni, kompleks funksiya ¢(x,y) ning haqiqly gismini ¢ deb oldik, mavhum

qismini esa 1 deb oldik. ¢(z,y) ning ta’rifi bo’yicha

00\ 00\ (O 00\*
an (@) + 2a1 (@) (8_y + ag oy = 0.
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Kompleks tenglikning haqiqiy va mavhum qismlarini alohida nolga ten-
glashtirishimiz kerak, buning uchun

p=C+in, ¢ =C—in, 2 =C =042,

9032/ = Cyz - 7733 + QiCynyy SDJ:QOy = Cny - nxny =+ iany + iCynx

munosabatlardan foydalanamiz. Natijada

a1 + 2a19C:Cy + g = ann + 2a191.1y + g,
ya'ni
ai = age, (20)
va

a11CeMe + a12(Ceny + Gyne) + a2y, = a12 =0 (21)

munosabatlarni olamiz. Demak, elliptik tenglamaning kanonik ko’rinishi

U¢¢ + Upy = CI)4(C7777UJUC7UT]) (22)

bo’lar ekan (®4 = —F /ay;).

Xulosa qilib olingan natijalarni bir joyga yig’aylik.  Xususiy hosilali
ikkinchi tartibli ikki o’zgaruvchili (2)-tenglamani quyidagi uch xil ko’rinishga
keltirish mumkin ekan (kanonik ko'rinishga keltirib olganimizdan keyin ixtiyoriy
o’zgaruvchilarni ishlatishimiz mumkin):

e giperbolik tip: u,, — u,, = ®1 yoki u,, = Po;
e parabolik tip: u,, = Pg;
o clliptik tip: ug, + uyy = P4.

Bu tenglamalarning ixcham va sodda ko’rinishi ularni kanontk deb atashga
sabab bo’lgan. Bunday klassifikatsiya nuqtaga bog’liq: a;; koeffisientlar
tekisliktadi (x,y) - nuqtaning funksiyasi bo’lgani uchun D ning ishorasi bir
nuqtadan ikkinchisiga o’tganda o’zgarishi mumkin va demak, tenglamaning
kanonik ko’rinishi ham o’zgarishi mumkin.

2.1-misol. wu,, — 2u,y — 3u,, +u, = 0.

Koeffisientlarni topamiz: a11 = 1,a19 = —1, ass = —3.

Diskriminant D = 4 > 0, demak, tenglamamiz giperbolik tipga tegishli
ekan. Xarakteristik tenglama:



Xarakteristikalar:
(=z—y, n=3x+y.
Demak, (, =1, (, =—1, n, =3, n, = 1. Hosilalarni hisoblaylik:

Uy = U¢ + Uy, Uy = —uc +u,y, vahlk

Tenglamaning kanonik ko’rinishi:

1
U¢y + 1_6(un —uc) = 0.

2.2-misol. yu,, + u,, = 0.
Bu tenglamaning nomi - Trikomi tenglamasi. U aerodinamikada uchraydi.
Koeffisientlar: a11 = y,a12 = 0,a99 = 1. Diskriminant D = —y, ya’ni,
tenglama

e y < 0 sohada giperbolik;
e y > (0 sohada elliptik;

a) y < 0 giperboliklik soha. Xarakteristik tenglama:

dy n 1
de  ~ /=y
Xarakteristikalar:
3 3
C=§rc+ —3, =5 .

Tenglamaning kanonik ko'rinishi:

! =0
U<n+m(u<—un)— -

b) y > 0 elliptiklik sohasi. Xarakteristik tenglamalar:
d 1
A

dx \/g

Ularning umumiy integrallari:

gngaszlzi\/ﬁ.

Yangi o’zgaruvchilar:



Tenglamaning kanonik ko’rinishi:
1

2.3-misol. zu,, — 2,/TYugy, + Yyuy, + %uy = 0.

Koeffisientlar: a1, = x, a;9 = —/2y, ass = y. Demak, D = 0, tenglama
parabolik tipga tegishli. Xarakteristik tenglama:
dy
- =— x.
- y/

Uning umumiy integrali:
¢ =Vr+/y.

Ikkinchi mustaqil o’zgaruvchi sifatida ixtiyoriy (lekin ¢ ga chizigli bog’liq

bo’'lmagan) o’zgaruvchini olishimiz mumkin. Masalan, n = /z. Kerakli
hosilalarni hisoblab berilgan tenglamaga olib borib qo’ysak
1
Uy — E(UC +uy) =0

ko’rinishdagi parabolik tenglamaga kelamiz.

2.2-mashq. Kanonik ko'rinishga keltiring: u,, — 6ug, + 10u,, + u; — 3u, = 0.
2.3-mashq. Kanonik ko'rinishga keltiring: 4u,, + 4ugy + tyy — 2u, = 0.
2.4-mashq. Kanonik ko’rinishga keltiring: g, — xu,, = 0.

2.5-mashq. Kanonik ko’rinishga keltiring: t,, — yu,, = 0.

2.6-mashq. Kanonik ko'rinishga keltiring: zu,, + yuy, = 0.

2.7-mashq. Kanonik ko'rinishga keltiring: y*u,, + x*u,, = 0.

2.8-mashq. Kanonik ko'rinishga keltiring: 22w, + y*u,, = 0.

2.9-mashq. Kanonik ko'rinishga keltiring: z2u,, — y*u,, = 0.

2.10-mashq. Kanonik ko'rinishga keltiring: y*u,, — zu,, = 0.

2.11-mashq. Kanonik ko'rinishga keltiring: (1+2%)uz, + (14 y?)uyy +zu, +yu, —2u = 0.
2.12-mashq. Kanonik ko'rinishga keltiring: x?uz, — 2T Ugy + Uyy = 0.
2.13-mashq. Kanonik ko’rinishga keltiring: y*u., + 2yu., + uy,, = 0.

2.14-mashq. Kanonik ko'rinishga keltiring: y*u,, + 2zyuy, + r2uy, = 0.

§5. n ta mustaqil o‘zgaruvchili hol

Mustaqil o‘zgaruvchilarni xq, x9, 3, ...,x, deb belgilaymiz. Noma'lum
funksiyaning argumentida esa bu n ta o‘zgaruvchini gisqalik uchun bitta x
harfi bilan belgilaymiz: u(x) = u(xy, x9, x3, ..., £,). Yuqori hosilalarga nisbatan
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chizigli bo‘lgan ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamaning
ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:
i b : 23
ZM +Z g, +eul®) = (@) (23)
Bu yerda a;;, b; va c koeflisientlar uzliksiz bo‘lib koordinatalarga bog‘liq bo‘lishi
mumkin: a;; = a;j(x), b = bi(x), ¢ = c(z). Yozilgan tenglamani kanonik
ko‘rinishga keltiramiz. Buning uchun x koordinatlar ustida

AGi
8xj

xr; — (= G(x), i=1,2,...,n, G € C*HR"), det ) # 0
(24)

almashtirish bajaramiz. Almashtirish determinanti noldan farqli bo‘lgani uchun
r = x({) ni topishimiz mumkin (determinant noldan farqli bo‘lgan hamma
nuqtalarda). Shuni hisobga olib @({) = u(x({)) deb belgilaymiz. Hosilalarni
hisoblashga o‘tamiz:

ou ", 9¢ on

(%i - 5‘:1518_Q’

Z (‘3@ o Z (‘3@ 6Ck (‘3 U 4 i 824“1 ou

a:cyaxj Ox; O, Ox; 0wy 0G0~ dx,du, G

Topilgan hosilalarni (23)-tenglamaga olib borib qo‘yamiz:

. . ¢ 0¢, \ 0% aG - 0*¢, '\ 0u
2 (Z i B axj> 960G Z (Z oz, T Z ”axiaxj) 26"

Lk=1 \i,j=1 i=1

+ei(¢) = f(C).
Ikkinchi tartibli hosilalarning oldidagi yangi koeffisientnlarni quyidagicha
belgilaymiz:
_ - 9GOk
= . 25
a’lk(C) Z’jz:la ( )axl aa,;j ( >
Qolgan hadlarning hammasini bitta (¢, @, d6/d¢) harf bilan belgilasak
(tenglamaning kanonik tipiga ularning daxli yo'qligini bilamiz) yangi
o‘zgaruvchilar tilida berilgan tenglama quyidagi ko‘rinishga keladi:

Z@m(C)WgQJF‘I’(C,ﬂ,a@/aO = 0. (26)
Lh=1
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Tenglamaning klassifikatsiyasi nuqtaga bog'ligligini avvalgi paragraflarda
ko‘rdik, shuning uchun ma’lum bir zy nugtaga o‘tamiz. Bu nuqtada {y = ()
bo‘ladi. Keyingi mulohazalarni yaxshiroq tushunish va soddalashtirish uchun
(25)-formulada

oG

W= G (27)

deb belgilaymiz, unda (25)-formula

n

an(Co) = Y _ aj(@o)quar; (28)

1,7=1

ko‘rinishni oladi. Bu yerdagi har bir ikki indeksli kattalikni n x n o‘lchamli
matritsa deb qarash qulaydir. Ofzining ta’rifi bo‘yicha ¢; matritsa * —
( koordinat almashtirish matritsasidir, matritsaning indekslarining o‘rnini
almashtirsak transponirlangan matritsaga o‘tgan bo‘lamiz: g;; = q}rk, shuning
uchun (28)-formula matrik formada quyidagi ko‘rinishni oladi?:

a = qaq’. (29)

(23)-differensial tenglamani kanonik ko‘rinishga keltirish shunday ¢; matritsaga
olib keladigan x — ( koordinat almashtirishni bajarishki natijada a matritsa
diagonal ko‘rinishga kelsin va uning diagonalida fagat +1, -1 yoki 0 sonlar
bo'lsin: ay = oy, a, = £1,0. Bu holda (26)-tenglamaning ikkinchi hosilali
hadida faqat k& = [ bo‘lgan hadlar qoladi. Chiziqli algebra kursida bunday
almashtirishni hamma vaqt bajarish mumkinligi isbot qgilinadi. Bu masala

n

Z ClijOéiOéj (30)

ij=1
kvadratik formani

QG = Zpikﬁk, det(p) # 0 (31>
k=1

almashtirish yordamida
n

> aiBiB;

1,j=1

2Matritsalarning ko‘paytirish qoidasini eslatib o‘taylik: n x n bo‘lgan A va B matritsalar berilgan bol‘sa,
n

ularning ko‘paytmasi quyidagicha aniglanadi: (AB);; = > A B,
k=1
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formaga keltirish masalasi bilan bir xil. Chiziqli algebra kursida isbot qgilinadiki,
(30)-formani hamma vaqt

k
> B Zﬁ m<n (32)

i=k+1

ko‘rinishga keltirib olish mumkin.

(30)- va (31)-larni (28)- va (29)-formulalar bilan solishtirilsa p va ¢
matritsalar o‘zaro transponirlangan ekanligi ko‘rinadi: ¢ = p”.

Ma’lumki, k£ va m sonlar (31)-almashtirishga bog'liq emas (bu tasdiq
kvadratik formalarning inersiya qonuni deyiladi). Demak, differensial
tenglamaning kanonik ko‘rinishi faqatgina a;; koeffisientlarning zp nuqtadagi
gqiymatigagina bo‘g‘liq ekan.

(24)-almashtirish natijasida (23)-tenglama quyidagi kanonik ko‘rinishga
kelsin:

kL o2y
;8 sz;l 3C2 ®(0u/0C,u, () = 0.

Agarda k = n yoki k = 0, m = n bo‘lsa, olingan tenglama elliptik tenglama
deyiladi. Bu holda tenglamadagi ikkinchi tartibli hosilali hadlarning hammasi
bir xil ishorali bo‘ladi. Agar m = n bo‘lib 1 < k < n — 1 bo‘lsa, tenglama
giperbolik deyiladi (xususan, agar £k = 1 yoki & = n — 1 bo‘lsa, tenglama
normal giperbolik deyiladi). Va nihoyat, agar m < n bo‘lsa, tenglama
parabolik (xususan, m = n — 1 bo'lib k = 1 yoki Kk = n — 1 bo‘lsa, normal
parabolik) deyiladi.

2.4-misol.  u,, + 2uyy + 2uy, + 4u,, + Su,, = 0 tenglamani kanonik
ko‘rinishga keltiring.

(30)-bo‘yicha

Q= oz% + 201009 + 204% + 4o + 5oz§
forma tuzib olamiz. Bu formani darhol
Q = (a1 + a2)* + (a2 + 2a3)* + a3
ko‘rinishga keltirish mumkin. Ko‘rinib turibdiki,
B = a1 + g, B2 = ag + 2as, B3 = a3 (33)
belgilashlar kiritilsa boshlang‘ich forma
Q=81+ + 5
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ko‘rinishni qabul qgiladi. (33)-formulalardan

arp = B — B+ 2033, ay = By — 233, az = (3

kelib chigadi, bularni

o 1 -1 2 B
(e%) = 0 1 -2 ﬁ?
a3 0 0 1 63

1 -1 2
p=10 1 =2
0 0 1

detp = 1 ekanligi ko‘rinib turibdi. ¢ matritsa p ga transponirlangan bo‘lishi
kerak:

1 00
g=p' = -1 10
2 =21

(transponirlash - satrlar va ustunlarning o‘rnini almashtirish). Olingan matritsa
(27)-formulaning ma’nosi bo‘yicha (; va x,y, z o‘zgaruvchilarni boglaydigan
matritsadir:

C1 1 00 T
G|l=-1 10 y
Ga 2 —2 1 p

Ya'ni,

G ==, o=y —u, (3 =2z — 2y + z.
Hosilalarning hammasini hisoblab chigib tenglamaga olib borib qo‘ysak, u
kanonik ko‘rinishi elliptik bo‘lgan tenglama ekanligini topamiz:

Ug ¢y T UGy T UG = 0.

2.15-mashq. ug, — 4uyy + 2uy, + 4uyy + u., + 3u, = 0 tenglamani kanonik ko‘rinishga
keltiring.

2.16-mashq. u;,; — 2Ugy — 2Ug, + Uy, — 2uy, + 3u., = 0 tenglamani kanonik ko‘rinishga
keltiring.
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I1T BOB. GIPERBOLIK TENGLAMALARGA
OLIB KELADIGAN FIZIK JARAYONLAR

§1. Torning ko’ndalang tebranishlari

Uzunligi [ bo’lgan ingichka torning ko'ndalang tebranishlari masalasini ko’rib
chigaylik. ~ Uning bosh va oxirgi nuqtalarini a va b deb berlgilaymiz.
Torning muvozanat holatidan siljishini kichik deb qaraymiz, ya'ni, biz kichik
tebranishlar masalasini ko'ramiz. Torning x koordinatali nuqtasining ¢ vaqt
momentida o’z muvozanat holatidan siljishini u(z,t) deb belgilaymiz.
Siljish  kichik deganimiz tga =
Tc+dy) Ou(x,t)/O0x  ham  kichik  bo’ladi
— deganimizga tengdir. Bu holda siljish
natijasida torning uzunligi o’zgarmaydi
deb olishimiz kerak (chunki uning
o'zgarishi ikkinchi tartibli kichik son
bo’lib chiqadi):

,
x L= [V +da” =

III.1-rasm: Torning ko’ndalang tebranishiga
doir b 5
= [1+ (%) dz~b—a
a

Tor bo’yicha tagsimlangan tashqi kuch

zichligini F'(z,t) deb belgilaylik, bu kuch
har bir nugtada torga perpendikular yo'nalgan bo’lsin. Torning tarangligini
T(x) deb belgilaymiz, albatta T(z) nutadan nuqtaga o’tganda o’z yo'nalishini
o’zgartiradi, lekin uning son qiymati 7" = |T| o’zgarmaydi. Bu tasdiq torning
uzunligi o’zgarmasligidan kelib chiqadi - torning uzunligi o’zgarmas ekan uning
tarangligi ham o’zgarmaydi. Tor massasi zhichligini p(z) deb belgilaymiz, ya'ni
p(x)dz - torning = va x + dz nuqtalari orasidagi massadir. Torning mana shu
kichik dx elementi uchun harakat tenglamasi - Newton tenglamasini tuzamiz:

0u

Tsina|yige — Tsinal, + F(x, t)dr = p(a:)dxw (1)
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(Newton qonuni: ta’sir gilayotgan kuch=massaxtezlanish). Siljishlar kichik
bo’lgani uchun

. tga ou
sina = ———— ~ tga = —.
V14 tg?a Oz
Ya'ni,
Ou(t d ou(z,t)  Ou(x,t
ol —sinal, ~ u ,(:;:; x) ug; ) 155; ) 1
Demalk,
d*u O*u(x,t)
=T ’ F 9
T o2 (2)

torning kichik ko'ndalang tebranishlari tenglamasi ekan. Bu tenglamani
quyidagicha yozib olamiz:

O*u(x,t) 2, O%u(z, )

—or ¢ WJFJC(%J), (3)
bu yerda f = F/p, a®> = T/p. Uni bizga ma’lum bo’lgan kanonik ko’rinishda
ham yozib olishimiz mumkin:

Ut — a2ux:c = f <4>

Ko’pincha bu tenglama bir o’lchamli to’lgin tenglamasi deyiladi.
Keltirib chiqarish jarayonida taranglikni o’zgaruvchan deb olsak, (2)-ning

o’'rniga,
Pu 0 ou
PoR " o (Ta_> o )

tenglamani olgan bo’lar edik.

§2. Sterjenning bo’ylanma tebranishlari

Bizga bir sterjen berilgan bo’lsin. Bir o’lchamli bo’ylanma tebranishlari
hagida gapirar ekanmiz, sterjenning har bir kesimi deformatsiyasiz x o’qi
bo’yicha 0’z muvozanat holatidan siljiydi, deb qaraymiz - (I11.2)-rasmga qarang.
Tashqi kuch (agar mavjud bo’lsa) = o’qi bo’yicha yo’nalgandir.  wu(x,t)
funksiya (x) nuqtaning ¢ vaqt momentidagi 0’z muvozanat holati (x) dan siljish
kattaligini ifodalaydi. w(t,x 4+ dx) funksiya esa (z + dz) nugtaning t vaqt
momentidagi 0’z muvozanat holati (x + dx) dan siljish kattaligini ifodalaydi.
Sterjenning boshlang’ich uzunligi dr bo’lgan bir bo’lagini olamiz - x va x + dx
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koordinatalar orasidagi. Kichik tebranishlar haqida gap ketayotgani uchun
hamma yoyilmalarda dx ning birinchi darajasi bilan cheklanamiz:

u(t,x +dx) ~ u(x,t) + ug(x, t)de.
Bu formuladan ko'rinib turibdiki, sterjenning nisbiy cho’zilishi (sterjen

bo’lakchasining ¢ vaqt momentidagi uzunligining ¢ = 0 vaqt momentidagi

uzunligiga nisbati)
u(t,z + dzr) — u(z,t)

™~ Uy
dx
ga teng. Hooke! gonuni bo’yicha
T = ESu,.
Bu yerda E - Young moduli, S - sterjen kesimi.
u,0 uor+dx, 1 Bu holda taranglik 7" ning son giymati

xr ga bog’liq bo’ladi chunki sterjenning
uzunligi o’zgaruvchandir.  Yana harakat
tenglamasini tuzaylik:

T(x+dx)—T(z)+ F(x,t)Sdx =

o ——————— e
T T S —— E——

=

0%u(x,t)
= pdxS 8t2 :

[II.2-rasm: Sterjenning kesimlari Bu yerda F(x, t) _ sterjen bo’yicha taqsim-
langa kuchning xajm zichligi, S - sterjen-

ning kesim sirti. Chap tomonni qatorga yoyamiz:

2
T(x+dr) —T(z) = ES (us(t,x + dx) — uy(z,1)) =~ ES%dx (6)
x
Olingan tenglama
O%u 0%u
ECY 4 F =p—
o2 T L@ t) = o (7)
yoki,
utt_auxx_fy Cﬁ:E) f:E <8>
P P

ko'rinishga ega bo’ladi. Biz yana giperbolik tipdagi tenglamani oldik: (4)- va
(8)-tenglamalar faqatgina a? ta'rifi bilan farq qiladi. Biz keyin ko'ramizki, a -
to’lqinning muhit bo’yicha tarqalish tezligini beradi.

Olingan tenglamalar - (4) va (8) - to’lqin tenglamasining bir o’lchamli
ko’rinishi. Ikki o’lchamli to’lgin tenglamasi

2
Uy — a” (Ugy + Uyy) = f. (9)
'Robert Hooke (1635-1703) - buyuk ingliz olimi. Rus tilida - Po6ept I'yx.
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ko'rinishga ega bo’ladi. Bunday tenglamaga, biror ikki o’lchamli sirtning
(masalan, membrananing) tebranishlari masalasini ko’rsak, kelar edik.
Quyidagi tenglama esa

Ut — a? (U:mc + Uyy + uzz) = f7 (10>

yoki,
wy — a*Au = f (11)

uch o’lchamli to’lqgin tenglamasi deyiladi.

§3. Giperbolik tenglamalar uchun chegaraviy va bosh-
lang’ich shartlar

Masalaning bir giymatli yechimini topish uchun shu masalaga mos keluvchi
boshlang’ich va chegaraviy shartlarni berishimiz kerak. To’lgin tenglamasi vaqt
bo’yicha ikkinchi tartibli tenglama bo’lgani uchun noma’lum funksiya u(x, t) va
uning vaqt bo’yicha birinchi tartibli hosilasi boshlang’ich vaqt momenti ¢ = 0
berilgan bo’lishi kerak:

u(xv O) - gp(:E), ut(ajv 0) = @D(x)

Bunday shartlar boshlang’ich shartlar yoki, Caushy’ shartlari deyiladi.
Agar masalada fagat boshlang’ich shartlar berilgan bo’lsa, bunday masala
Caushy masalasi deyiladi. Boshlang’ich shartlarning fizik manosiga to’xtalib
o‘taylik. Masalan, ¢(z) # 0 va ¥(z) = 0 bolsin. Bu - tor (sterjen)
nuqtalarining boshlang’ich siljishi noldan farqli va boshlang’ich tezligi nolga
teng degani (dutor, rubob, gitara va shunga o’xshash asboblarda uchraydigan
boshlang’ich shart). ¢(z) = 0 va () # 0 bo’lgan hol esa tebranishning
boshida torning (sterjenning) hamma nuqtalarida muvozanat holatida turibdi,
lekin ularga boshlang’ich tezlik berilgan (masalan, bolg’acha bilan urib)
degani. Bunday boshlang’ich shartlar pianino, do’'mbira va shunga o’xshagan
asboblarga mos keladi.

Chegaraviy shartlarga o’taylik. Agar tor yoki sterjenning uzunligi chekli yoki
yarim chekli bo’lsa, unga chegaraviy shartlar qo’yishimiz kerak. Ular quyidagi
turlarga bo’linadi.

1. Uzunligi [ bo’lgan tor(sterjen)ning boshi va oxiri mustahkam biriktirilgan

(masalan, devorga):
u(t,0) = u(t,l) = 0.

2 Augustin-Louis Cauchy (1789-1957) - fransuz matematigi. Rus tilida - Ortocren-JIyu Koru
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Boshqacha yozsak:
u(z,t)|s=0 = u(z,t)|s=; = 0.
Umumiy holda chegaraviy nuqtalar berilgan qonun bo’yicha harakat giladi:
u(@, t)|e=0 = pa(t),  w(z,t)]o=r = pa(?).
Bu yerda p1(t) va po(t) funksiyalar - berilgan funksiyalar.

2. Sterjenning (torning) xy nuqtasiga berilgan v(¢) kuch ta’sir gilayotgan

bo’lsin:
ou v(t
ol _.| _wo
ox
T=X =X
Haqiqatan ham,
ou :
T%h«:xo ~ Tsin al,—y, = v(1).
Agar shu chegaraga hech qanday kuch ta’sir gilmasa, ya'ni shu chegara
ozod bo’lsa,
ou
— = U —= 07
ox v
=X I=Xo

deb yozishimiz kerak.

3. Tor(sterjen)ning chegarasida elastik kuch ta’sir qilsin. Chap chegarada:
(Tu, — ku)y—o = 0, yoki uy|s—0 = hu|y,—9, h = k/T. O'ng hegarada:
(—=Tu, — ku)y—; = 0, yoki uy|,—; = —hu|,—;. Ishoralarni quyidagicha
tushunish mumkin. Chap chegarada taranglik kuchi manfiy yo'nalishga
ega, o'ng chegarada taranglik kuchi musbat yo’nalishga ega.

Umumiy holda uchinchi chegaraviy shart

ko’rinishda yozilishi kerak, bu yerda 6(t) - berilgan funksiya, u torning shu
chegarasining berilgan harakatini ifodalaydi.

Masalada ham boshlang‘ich, ham chegaraviy shartlar berilgan bo‘lsa bunday
masala aralash masala deyiladi.

3.1-misol. Ikkala uchi mahkamlangan tor berilgan. Tor nuqtalarining
boshlangich tezligi nolga teng, boshlang’ich siljish esa p(x) = ax(x — 1)
ko'rinishga ega.
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Yechim. Tenglama:
U — a2y, = 0.

Masalaning shartida tashqi kuch haqida hech narsa deyilmagan, shuning uchun
tenglama bir jinsli.
Boshlang’ich shartlar:

u(z,0) = p(x) = az(z —1), w(x,0)=1(x)=0.

Chegaraviy shartlar:
u(0,t) = u(l,t) = 0.

O’zgaruvchilarning o’zgarish sohasi:
0<z<l, 0<t< o0

3.2-misol. Erkin tushayotgan liftning shipiga [ uzunlikdagi og’ir sterjen
osib qo’yilgan. Lift uning tezligi vy ga erishganda keskin to’xtaydi. Sterjenning
tebranishlari masalasi qo’yilsin

Yechim. z - o’qini liftning shipidan pastga qarab yo’naltiramiz. g - erkin
tushish tezlanishi. Bu holda tenglama:

Utt — CLZ’LLxx =d.
Boshlang’ich shartlar:

u(z,0) = p(x) =0, u(z,0)=¢(x) = v

Chegaraviy shartlar:
u(0,t) =0, wuy(l,t)=0.

O’zgaruvchilarning o’zgarish sohasi:

0<z<I, 0<t<o0.

3.1-mashq. Ideal gaz bilan to’ldirilgan bir uchi ochiq truba o’z o’qi yo’'nalishida v tezlik
bilan ilgarilanma harakat qilaypti. ¢ = 0 vaqtda truba to’satdan to’xtaydi. Trubaning yopiq
uchidan x masofadagi gazning muvozanat vaziyatidan siljishi masalasini qo’ying.

3.2-mashq. Ikki uchi mahkamlangan tor uchun ko'ndalang tebranishlar masalasini
qo’ying. Tor qarshiligi tezlikka proportsional bo’lgan muhitda joylashgan.

3.3-mashq. Bir uchi mahkamlangan ikkinchisi o’z tezligiga proportsional bo’lgan kuch
ostida bo’lgan bir jinsli elastik sterjenning bo’ylanma tebranishlari masalasini qo’ying. Muhit
qarshiligi hisobga olinmasin.

3.4-mashq. Og'ir sterjen o’zining har bir nuqtasi muvozanat holatga keltirilib, siqib
qo’yilgan holatda vertikal ravishda bir uchidan osib qo’yilgan. ¢ = 0 vaqtda sterjen siquvchi
kuchdan ozod bo’ladi. Sterjenning majburiy tebranishlari masalasini qo’ying.
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3.5-mashq. t = 0 vaqtdan boshlab elastik sterjenning bir uchi berilgan qonun p(t)
bo‘yicha tebranayapti, ikkinchi uchiga uning o‘qi bo‘yicha yo‘nalgan ®(t) kuch qo‘yilgan.
t = 0 vaqtda sterjenning ko‘ndalang kesimlari o‘z muvozanat holatida qo‘zg‘olmasdan turgan.
Sterjenning tebranishlari masalasini qo‘ying.

3.6-mashq. III.2-misoldagi sterjenning quyi uchiga og‘irligi P bo‘lgan yuk osib qo‘yilgan
bo‘lsin. Masalaning qo‘yilishi qay darajada o‘zgaradi?

§4. Tebranish energiyasi

Tebranayotgan tor yoki sterjenning energiyasini topaylik. Boshlang’ich shartlar
quyidagicha bo’lsin: u(x,0) = u;(z,0) = 0. Torning uzunligi [. To’liq energiya
E = K + U, K - kinetik energiya, U potensial energiya.

Energiyani tor(sterjen)ning kichik elementi uchun aniglashdan boshlaymiz.
dx uzunlikdagi torning kinetik energiyasi

1

~d 2 — Zod 2

5 muv 5 pdx uy

ekanligini hisobga olsak, butun torning kinetik energiyasi
l

/dxp u?

0

l\DI»—\

ga teng bo’ladi.

Ta'rif bo’yicha "potensial energiya=— [ kuch x siljish elementi" ga teng.
dx elementga ta’sir gilayotgan kuch Tu,,dx ga teng (T sin a| 44, — T sin o, >~
Tu,,dz), dt vaqt ichidagi siljish u;dt ga teng, demak

It !
—U = //Tumdxdtut = Tupuy, — /Tuxuxtdt =
0 0 0

0
t ; l l
1 1
:——T/dt—/uidx: —/T
2 dt 2
0 0 0
Shundy qilib to’liq energiya quyidagiga teng:
l
1
§/d:v x)u; + Tyu?) . (12)
0
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Energiya uchun ifodani umumlashtirish magqgsadida torning ko‘ndalang
tebranishlari tenglamasi (5)- va sterjenning bo‘ylanma tebranishlari tenglamasi
(7)-larni umumlashtirib quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz:

)55~ 5 (WG ) +atehulet) = Flat) (13
Bu yerda
p(x) > 0, q(x) >0, p(z) > 0.

Boshlang‘ich va chegaraviy shartlar o‘zgarmasin.
Quyidagi kattalik mana shu tenglamaning energiya integrali deyiladi:

E:

N | —

l
/dx (p(w)uf —i—p(x)u?c + un) .
0

(12)-bilan solishtirganda bu ifodada paydo bo‘lgan qo‘shimcha had qu? ning
ma'nosi (bu had (13)-tenglamadagi qu qo‘shimcha had bilan bog‘liq) ko‘rinib
turibdi: bu had potensial energiyaga qo‘shilgan hissa.
Energivadan vaqt bo‘yicha hosila hisoblaymiz:
I

/ dx [pugug + pugtg + quuy .
0

dE
dt

Ikkinchi hadni bo‘laklab integrallaymiz:

l

/dajpuxuajt - puxut
0

!
/ dxut pux
0

Natijani energiyaning hosilasiga olib borib qo‘yib (13)-tenglamani hisobga

olsak,
!

= /d:cutF(:c,t) + puL Uy
0

l
dE

dt

0

ni olamiz. Birinchi had tashqi kuch F' bajargan ishni ifodalaydi, ikkinchi had
boshlang‘ich shartlarni hisobga olganda nolga teng bo‘lib ketadi. Agar tashqi

kuch bo‘lmasa
dE

i
dt
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bo‘ladi. Bu - energiyaning saqlanish qonuni. Tashqi kuch mavjud holda

l
dE
o= /dmutF(:U,t)
0
ga egamiz.

§5. Aralash masala yechimining yagonaligi
Eng umumiy ko‘rinishdagi giperbolik tenglamaga qaytaylik:
Pu 0 ou
)5~ 5 (PG ) +atehute.t) = Flo.t) (14

Bu yerda
p(z) >0, q(z) =0,  p(z)>0.
Tenglamaga quyidagi boshlang‘ich va chegaraviy shartlar qo‘yilgan bo‘lsin:
u(az, 0) - QO(.’,U), ut(xa O) - Qb(x% U(O,t) - ,ul(t); U(l, t) = Mg(t)
(15)
Faraz qilaylik, masalaning yechimi ikkita bo‘lsin: wui(x,t) va wus(z,t). Bu
yechimlarning farqini
U(Ia t) - ul(xa t) - UQ(.T, t)
deb belgilaymiz.  (14)-tenglama bilan bog‘liq bo‘lgan aralash masalalar
yechimlarining yagonaligini isbot qilish v(x, ) = 0 ekanligining isbotiga tengdir.
Noma’lum v(z,t) funksiya uchun masala quyidagicha qo‘yilgan:
v 0 ov
P(fﬁ)ﬁ T oy (p(l')@_x> +q(z)v(z,t) =0,
(16)
v(x,0) =0, vi(x,0) =0, v(0,t) =0, v(l,t) =0.

Bu tenglama uchun energiya integralini yozib olamiz:

E:

N | —

l
/d:z: (p(x)vf + p(x)v2 + qv°).
0

Bu ifodadan vaqt bo‘yicha hosilani hisoblaymiz.  (16)-tenglamada tashqi

kuchning yo‘qligi va boshlang‘ich hamda chegaraviy shartlarning birjisnliligi
dFE
pr 0, vya'ni, FE(t)= const,
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ga olib keladi (avvalgi paragrafning oxiridagi hisob bilan solishtiring). Demak,
E(t) = E(0)

ckan. (16)-dagi boshlang'ich shartlarni hisobga olsak

E(t) = B(0) =

DO |

z
/da: (p(x)vf + p(z)vs + qv°) =0
0 =0

ekanligiga kelamiz. Ammo energiya integralidagi har bir had - musbat had,
musbat hadlarning yig‘indisi nolga teng bo‘lishi uchun ularning har biri nolga
teng bo‘lishi kerak. Buning uchun esa v(x,t) = 0 bo‘lishi kerak. Demalk,
(14)-tenglamaning (15)-shartlar bilan aniglanuvchi yechimi yagonadir.
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IV BOB. PARABOLIK TENGLAMALARGA
OLIB KELADIGAN JARAYONLAR

Molekulalar orasidagi to’qnashuv jarayonlari parabolik tenglamalar tilida
ifodalanadi. Buni quyidagi ikkita misolda ko'raylik.

§1. Issiqlik tarqalishi masalasi

Issiqlik tarqalishi tenglamasini keltirib chiqaraylik. Quyidagi belgilashlardan
foydalanamiz:

e u(r,t) muhitning r = (x, y, z) nuqtasidgi t vaqt momentidagi temperatura;
e p(r,t) - muhit zichligi, uni izotrop deb qaraymiz;

e ¢(r)- muhitning issiglik sig’imi;

e k(r)- issiqlik o’tkazish koeflisienti;

e [(r,t)-issiqlik manbasi zichligining intensivligi.

Issiqlik o'tkazish koeffisienti k£ issiglik oqimi q(r,t) (birlik sirtdan birlik
vaqt ichida o’tgan issiqlik miqdori) va temperatura gradientini bog’laydigan
koeffisient:

q(r,t) = —kVu.

1 gonuni deyiladi. Bu qonundagi minus ishora

Bu munosabat Fourier
issiqlik ogimining temperatura gradientiga qarama-qarshi yo'nalganligi bilan
bog’lik. Albatta, bu chiziqli munosabat fagat temperatura gradienti kichik
bo’lgandagina o’rinlidir, umumiy holda temperatura gradientining yuqori
darajalari ham kirishi kerak, ammo biz ushbu gradient kichik deb olamiz. Bu
holda chiziqli qonunning o’zi yetarlidir.

Ixtiyoriy V hajm uchun issiqlik balansini tuzaylik.

[ssiglik oqimi natijasida (¢,t 4+ dt) vaqt ichida shu hajm ichidagi issiqlik
miqdorining o’zgarishi

Oy = —/q-det:/kVu-det:/k?db’dt
n
S S S

1 Joseph Fourier (1768-1830) - fransuz fizigi va matematigi. Pyc Tumna - 2Kosed @ypoe

61



ga teng. Oxirgi tenglikka o’tishda biz sirtga normal birlik vektor n
tushunchasini kiritdik. n vektor bilan dS vektorlar bir xil yo'nalishga ega,
shu sababli u yerda skalar ko’paytma belgisini ham yozmadik.
Integral  oldidagi  minus ishoraga
ds to’xtalaylik. (IV.1)-rasmdan  ko’rinib
turibdiki, agar oqim tashqariga yo'nalgan
bo’lsa, q va dS vektorlari orasidagi burchak
o'tkir, demak, ularning skalar ko‘paytmasi
musbat bo’ladi. Oqim tashqgariga bo’lgan
holda hajm ichidagi issiglik miqdori
kamayishi kerak, shu sababdan integral
IV.1-rasm: Issiglik ogimlari oldiga minus ishorasini qo’ydik.  Agar
oqim ichkariga bo’lgan holni tahlil qilsak, rasmdagi ikkita vektorning skalar

ko’paytmasi manfiy son bo’lishini ko’ramiz, integral oldidagi minus ishora bu
gal hajm ichidagi issiqlik miqdorining o’sishini ta’'minlab beradi.
Gauss teoremasi bo’yicha

Qi = —/q - dSdt = —/div qdVdt = /div(kVu)dth.
S v 4

Issiqlik manbai hisobiga paydo bo’lgan issiqlik miqdori:

Qs = / F(t,r)dVdt.

V

Mana shu ikki sabab bo’yicha temperaturaning (t,t + dt) vaqt ichidagi
o’zgarishi:

u(t + dt,r) —u(t,r) >~ wdt. (1)
Temperaturaning bunday o’zagarishga mana shu V' hajm ichidagi issiqlik
miqdorining quyidagi o’zgarishi mos keladi:

ou
Qs = /cpEdth.
v

Issiglik balansi:
Q3 = Ql + Q?a
ya'ni,

/dth (cpg—? — div(k grad u) — F) = 0.
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Hajm va vaqt ixtiyoriy bo’lgani uchun
ou
cpa
tenglamani olamiz. Bu - issiqlik targalishi tenglamasidir. Agar muhit bir
jinsli bo’lsa, ya'ni ¢, p, k lar o’zgarmas bo’lsa, tenglamaning ko’rinishi
ou

i a*Au+ f(r,t) (3)

bo'ladi(a® = k/cp, f = F/cp). Bir o’lchamli holda

= div(k grad u) + F(r,t) (2)

w = a*ugy + f.

§2. Diffuziya masalasi

Diffuziya tenglamasini ham xuddi avvalgi paragrafdagidek balans prinsipidan,
bu gal modda balansi prinsipidan keltirib chigaramiz. Bu gal gap modda
balansi haqida ketadi. Ushbu masalada u(¢,r) - moddaning konsentratsiyasini
bildiradi. Modda oqimi uchun quyidagi Fick? gonuni o'rinlidir:

q=—DVu. (4)
Bu formulada q - modda oqimi zichligi, D - diffuziya koeffisienti. Shu oqim

borligi natijasida dt vaqt ichida S sirt ichidagi hajmda modda miqdorining
o'zgarishi
Ny = —/q-det = /div(DVu)dth
S v
bo’ladi. Integral oldidagi minus ishora yuqorida issiqlik tarqalishi masalasida
muhokama qilingan. Hajmning ichida F(r,t) zichlik intensivligiga ega bo’lgan
modda manbasi bo’lsin. Uning hisobiga hajm ichidagi modda miqdorining
o’zgarishi

Ny = /F(r,t)dth
bo’ladi. Konsentratsiyaning shu vaqt ichida o’zgarishi
u(r,t + dt) — u(r, t) ~ wdt, (5)

V hajm ichidagi modda miqgdorining o’zgarishi

Ngz/uthdt
|4

2 Adolf Fick (1829-1901) - nemis fizigi.
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bo’ladi. Modda balansini tuzaylik:
N3 = Ny + Ns.

Undan biz quyidagi tenglamaga kelamiz:

ou )
i div(DVu) + F.

Bir o’lchamli holda
u = (Duy), + F.

Agar D = const bo’lsa, uch o’lchamli holda

u = DAu+ F (6)
bo’ladi, bir o’lchamli holda esa

uy = Dy, + f

tenglamani olamiz.

Olingan diffuzuya tenglamasining ko’rinishi issiqlik tarqalishi tenglamasidan
farq qilmaydi. Sababi nimada? Sababi shundaki, ikkala jarayonlar asosida
molekular to’qnashuvlar yotadi. Issiqlik tarqalishi - bu energiyasi kattaroq
bo’lgan molekulalarning to’qnashuvlar orqali o’z energiyasini energiyasi
kamroq bo’lgan molekulalarga tarqatishi bo‘lsa diffuziya jarayoni bir modda
molekulalarining ikkinchi modda molekulalari ichiga o’zaro to’gqnashuvlar
asosida tarqalishi yotadi.

[ssiglik targalishi va diffuziya tenglamalari parabolik tipdagi tenglamalardir.

§3. Parabolik tenglamalar uchun chegaraviy va bosh-
lang’ich masalalar

Issiglik tarqalishi va diffuziya tenglamalari vaqt bo’yicha birinchi tartibli

tenglama bo’lgani uchun, bitta boshlang’ich shart - temperaturaning
(konsentratsiyaning) muhitdagi boshlang’ich tagsimoti berilishi kerak:
u(z,0) = p(z).

Chegaraviy shartlar quyidagi uchxil turga bo’linadi:

1. Chegarada ma’lum temperatura (konsentratsiya berilgan)
uls = up(r, t).
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Masalan, uzunligi | ga teng bo'lgan (0 < x < ) sterjenning
temperaturasini aniqlash masalasi hagida gap ketayotgan bo’lsa chegaraviy
shartlar

uw(0,t) =uy, u(l,t) = uy

ko’rinishida beriladi.

2. Chegarada ma’lum issiqlik (modda) oqimi berilgan:

ou

Sterjen haqgida gap ketgan xususiy holda, uning chap va o'ng chegaralarida
ku,(0,t) = q1, kuy(l,t) = —q

deb yozamiz. Birinchi shartda ishoraning o’zgarishi chap chegarada normal
bo’yicha hosilaning x koordinata bo’yicha hosilaga teskariligidan.

3. Chegarada Newton qonuni bo’yicha issiqlik (modda) almashinishi ro’y
=0,

berayapti:
k(?_u + h(u — wup)
on 0 .

bu yerda h - issiqlik (modda) almashinishi koeffisienti deyiladi.

Parabolik tenglamalar uchun ham ko‘proq aralash masalalarni yechishga
to'g'ri keladi.

4.1-misol. Boshlang’ich temperaturasi uy bo’lgan sterjenning chap uchida
o’zgarmas u; temperatura ushlanib turibdi. Sterjenning o’ng uchida o’zgarmas
issiqlik oqimi ¢ berilgan. Issiqlik tarqalishi masalasi qo’yilsin.

Yechim.

w—a*u,, =0, 0<z<l, 0<t< oo,

’LL(.Q?, 0) — Uo, U(O,t) = us, uaﬁ(lut) — q/k

4.2-misol. Ingichka sterjenning boshlang’ich temperaturasi ¢(z). Ikkala
uchining temperaturasi o’zgarmasdir:

uw(0,t) =uy, u(l,t) =ug, 0<1t<o00.

Sterjenning yon sirti orqali temperaturasi uy bo’lgan tashqi muhit bilan Newton
gonuni bo’yicha issiglik almashinishi ro’y berayapti. Shu sterjen uchun issiqlik
tarqalishi masalasini qo’ying.
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Yechim.

Masalaning shartidagi "ingichka sterjen" ni shu darajada ingichka deb
gqaraymizki, uning yon sirti bo’yicha tashqi muhit bilan bo’layotgan issiqlik
almashinishi natijasidagi issiqlik oqimining zichligi

ou

q= _ké'—n = —a(u — ug)

ni butun sterjen bo’yicha uzluksiz tagsimlangan manbaning ta’siri deb
garashimiz mumkin bo’lsin. Ya'ni, tenglamani

U = a2um + f

ko'rinishda qidiramiz. Manba intensivligi F' = fcp ni Gauss teoremasidan
topamiz. Sterjenning uzunligi [, S = pl - sirt yuzasi (p - perimetr), shu sirt
yuzasidan 1 sek da o’tgan issiqlik miqdori ¢S manba intensivligi ' dan hajm
bo’yicha olingan integralga teng bo’lishi kerak:

qpl = fcpSl.
qap o

Demak, f = g = l(u — ). Shularni hisobga olib masalaning qo’yilishi
cp cp
quyidagicha ekanligiga ishonch hosil gilamiz:

a
U — AUy, = —C—pl(u — ),

u(z,0) = @(x), u(0,t) =uy, u(l,t)=uy, 0<t<oo, 0<uz<lI.

§4. Konvektiv ogimni hisobga olish

Issiglik tarqalishi va diffuziya tenglamalarini keltirib chigarganda issiqlik
tarqalayotgan muhitda va diffuziya ro‘y berayotgan muhitda konvektiv harakat
yo'q deb faraz qilingan. Agar muhit nuqtalari v(r,t) tezlikka ega bo‘lgan
konvektiv oqgimlarda ishtirok etsa, issiqlik (modda) bir nuqtadan ikkinchi
nuqtaga mana shu oqgimlar yordamida ham ko‘chiriladi. Agar aniqlik uchun
modda ko‘chishi jarayoni haqgida gapirsak, modda ikkita sabab bo‘yicha
ko‘chirilayapti - molekular to‘qnashuvlar (ular Fick qonuni (4)-da hisobga
olingan) va konvektiv oqim hisobiga. Konvektiv oqimni quyidagicha hisobga
olish mumkin. Muhitning ¢ vaqtda r koordinatali nuqtasi v(r,t) tezlik bilan
harakat qilayotgan oqim bilan ko‘chgani uchun, bu nuqtaning ¢ + dt vaqtdagi
koordinatasi

r(t+dt) ~r(t) + (dr/dt)dt = r(t) + v(r,t)dt
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bo‘ladi. Shuni hisobga olib, (1)- va (5)-formulalarni boshqacha hisoblash kerak:
uw(r(t+dt), t +dt) —u(r(t),t) = u(r(t) + v(r, t)dt, t + dt) — u(r(t),t) ~

~ (u + v - Vu) dt.

Natijada, issiglik tarqalishi tenglamasi (3) da qo‘shimcha - konvektiv - had
paydo bo‘ladi:
ug + v - Vu — a’A = f. (7)

Diffuziya tenglamasi (6) ham xuddi shunday o‘zgaradi:
u+v-Vu— DA =F. (8)

Mashqlar.

4.1-mashq. 0 < z < [ sterjenning yon sirti issiqlik o’tkazmaydi, ikkala uchi
berilgan temperaturada ushlanadi. Sterjenning temperaturasini aniglash bo’yicha chegaraviy
masalani qo’ying.

4.2-mashq. (Bu masalaga 8-bobda delta-funksiyani o‘rgangandan keyin qaytib keling.)
Ingichka cheksiz termoizolyatsiyalangan sterjen bo‘yicha ¢ = 0 vaqtdan boshlab o‘ng tomonga
v tezlik bilan issiqlik manbai harakat gilayapti. Uning quvvati ¢ ga teng. Sterjen bo‘yicha
issiqlik tarqalishi masalasi qo‘yilsin.

4.3-mashq. Radiusi R bo‘lgan bir jinsli sharning ichida ¢ = 0 dan boshlab
o‘zgarmas zichlik () bilan tagsimlangan issiqlik manbalari ta’sir qgila boshlaydi. Shar
nuqtalarining boshlang‘ich temperaturasi faqat markazgacha bo‘lgan masofaga bog‘liq deb
issiqlik tarqalishi masalasini quyidagi chegaraviy shartlarda qo‘ying:

a) shar sirtida nolga teng temperatura ushlanib turibdi;

b) shar sirtida temperaturasi nolga teng bo‘lgan tashqi muhit bilan Newton gonuni bo‘yicha
konvektiv issiqlik almashinishi ro’y berayapti.

4.4-mashq. Radiusi R va boshlang‘ich temperaturasi nolga teng bol‘gan bir jinsli shar
berilgan. Shar sirtining hamma nuqtalari o‘zgarmas ¢ oqim bilan isitilyapti. Shar ichidagi
temperatura taqgsimoti masalasini qo‘ying.

4.5-mashq. Asosining radiusi a va balandligi A bo’lgan bir jinsli silindr berilgan.
Quyidagi hollarda silindrning barqaror tagsimlangan (vaqtga bog'‘liglik yo‘q) temperaturasini
topish bo‘yicha chegaraviy masala qo‘yilsin:

a) Quyi asos va yon sirt temperaturalari nolga teng, yuqori asos temperaturasi faqat  ning
funksiyasi;

b) Quyi asos temperaturasi nolga teng, yon sirti issiqlik o’tkazmaydi, yuqori sirti
temperaturasi ug(r);

c) Quyi asos temperaturasi nolga teng, yon sirti esa temperaturasi nolga teng tashqi muhit
bilan sovutilyapti, yuqori sirti temperaturasi ug(r).
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V BOB. TARQALAYOTGAN TO‘LQIN
METODI

§1. Cheksiz tor: erkin tebranishlar masalasi

Cheksiz tor uchun quyidagi Cauchy masalasini yechamiz:

2 _
Ut — A Ugzy = 0,

u(x, 0) - Sp(x)u ut(xv 0) - ¢($)> <1>
0<t<oo, —oo<zx<o00.

Bu tenglamani yechish uchun xarakteristika metodidan foydalanamiz. Xarak-

teristikalar:
dx B

— = +a.
it~
Bundan kelib chiqib,
& =x+ at, n=ux—at (2)
almashtirish bajarsak,
Ugy = 0 (3)
tenglamani olamiz. Bu tenglamaning yechimini umumiy holda
u(§,n) = h(&) +g9(n) (4)

ko’rinishda qidiramiz. Bu yerda h(§) va g(n) funksiyalar o’z argumentining
ixtiyoriy ikki marta differensiallanuvchi funksiyasidir. Demak,

u(z,t) = h(x + at) + g(x — at). (5)
Boshlang’ich shartlarni qanoatlantirish qoldi:

u(z,0) = h(z) + g(x) = (x), a(l'(z) - g'(x)) = ¥ (x). (6)

Shartlarning ikkinchisini

M@—m@=§/w¢@+c

Lo
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ko’rinishga keltirib quyidagilarni olamiz:

xT

ha) = 50l@) + 5o [ dzv(a) + 5

Lo

x

o) = yola) = 5 [ devle) =5,

Demak, (1)-Cauchy masalasining yechimi

r+at

(p(x + at) + p(x —at)) + % / dz(2) (8)

r—at

1
u(zx,t) = 5
ko’rinishga ega ekan.

Olingan natijaning ma’nosiga kelaylik. f(§) = f(z + at) - ning argumenti
o’zgarmasligi uchun dx/dt = —a bo’lishi kerak. Demak, chapga —a tezlik bilan
harakat gilayotgan sistemaga o’tsak to’lqinimiz f(§) = f(z + at) shu sistemada
o’zgarmasdan turar ekan. Bu esa f(&) ko’rinishdagi to’lqin chap tomonga —a
tezlik bilan harakat qiladi degani. Xuddi shunday, argumenti x — at bo’lgan
funksiya o'ng tomonga a tezlik bilan harakat qgilayotgan to’lginga mos keladi.
u(z,t) funksiya esa boshlang’ich g’alayonning ikkiga parchalanib chap va o’ng
tomonga tarqalayotgan to’lqinlar superpositsiyasi ekan.

§2. Cheksiz tor: majburiy tebranishlar masalasi
Endi quyidagi ko'rinishdagi Cauchy masalasini yechaylik:

Uy — AP Uyy = f(x,1),
u(z,0) = o(z), w(z,0)=1(x), (9)
0<t<oo, —o0<zx<o00.

Bu yerdagi f(x,t) funksya tor bo’yicha tagsimlangan tashqi kuchni bildiradi.
Xarakteristikalardan foydalanib, yana (2)-almashtirish bajarsak, quyidagi
tenglamani olamiz:

—daPug, = f(€,m). (10)
Bir jinslimas tenglamaning to’liq yechimi birjinsli tenglamaning umumiy
yechimi va birjinslimas tenglamaning xususiy integralidan iboratdir. Bir
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jinsli tenglamaning umumiy yechimi (8)-orqali ifodalangan. Bir jinslimas
tenglamaning xususiy integralini topish qiyin emas, uni bevosita (10)-dan

keltirib chiqaramiz:
1 € n
e =~ [ [ dens(n) (1)

& "o

Almashtirish yakobiani dédn = 2adxdt ekanligini va (V.1)-rasmda ko’rsatilgan

17 at

V.1-rasm: Integrallash chegaralarini aniqlashga doir

integrallash sohasini hisobga olsak, (9)-ning yechimi

r+at

u(z,t) = % (p(x + at) + o(x — at)) + % / dz(2)+
2i/ / dyf(y,f)

ckanligini topamiz. Bu formula D’Alembert formulasi deyiladi.

§3. Bir tomondan cheklangan tor. Akslantirish metodi

Bir uchi mahkamlangan va ikkinchi tomoni cheksiz bo‘lgan tor berilgan bo‘lsin.
Torning mahkamlanish nuqtasini x = 0 deb olsak, mahkamlanganlik sharti

! Jean-Baptiste le Rond D’Alembert (1717-1783) - fransuz olimi. Rus tilida - /Janambep
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u(0,t) = 0 ko'rinishga ega bo‘ladi. To‘lgin tarqalayotgan soha x > 0 bo‘lsin.
Masalani quyidagicha qo‘yish kerak:

2 _
Ut — A Uy = 0,

u(x, O) - @(x)v ut(xa 0) — w(x)a U(O,t) = 0; (13>
0<t<oo, 0<zx<o0.

To'lgin tenglamasining 5-yechimiga yuqoridagi chegaraviy shartni qo‘llasak,
0= h(at) + g(—at)

munosabatni olamiz. Demalk,

h(x+at) h(x+at)

| \
’ AN

’

|

/ -

—

-h(-x+at) -h(-x+at)

V.2-rasm: Bir uchi mahkamlangan tor bo‘yicha to‘lqin tarqalishi

u(z,t) = h(x + at) — h(at — z) (14)

ekan. Bu yerda h(x + at) - o‘ngdan chapga harakat qilayotgan to‘lqin,
—h (— = + at ) esa chapdan o‘ngga harakat gilayotgan to‘lqin, ular V.2-rasmda
ko‘rsatilgan. Fizik jarayon x > 0 sohada ro‘y berayapti, lekin (V.2)-rasmda
qulaylik uchun z < 0 soha ham ko‘rsatilgan. Shunday qilinsa 14-formulaning
talqini yengillashadi, uni butun —oo < x < oo sohada o‘rinli deb garash
mumkin. Rasmdan ko‘rinib turibdiki, bu holda ¢ = 0 vaqtda boshlang‘ich
h(z) to'lgindan tashqari (nofizik) x < 0 sohada —h(—=x) ko‘rinishdagi to‘lqin
ham berilgan, uning vazifasi x = 0 nuqtada «(0,t) = 0 chegaraviy shartning
bajarilishini ta’'minlash. Bu soha masalaga kirmagan soha bo‘lgani uchun, u
yerdagi to‘lginlar rasmda shtrixlab ko‘rsatilgan.

x > 0 o‘qida o‘ngdan chap tomonga harakat qilayotgan to‘lqin h(x + at)
chegaraviy x = 0 nuqtada devordan akslanib, ishorasini o‘zgartirib, o‘ng
tomonga harakat qila boshlaydi. Agar biron xzy > 0 nuqtada t = 0 vaqtda
g'alayonlanish hosil qilinsa yetarli darajada katta bo‘lgan ¢ > 0 vaqt ichida
ixtiyoriy x1 > 0 nuqtaga ikkita to‘lqin galma-galdan yetib keladi: z; < =z
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bo‘lsa, boshlang‘ich to‘lqinning chap tomonga ketgan qismi va akslangan teskari
ishorali to‘lqin, x1 > x(y bo‘lsa boshlang‘ich to‘lqinning o‘ng tomonga ketgan
qismi va akslangan teskari ishorali to‘lgin. Xarakteristikalardan foydalanib bu
holatlarni (V.3)-rasmdagidek tasavvur gilishimiz mumkin. To‘lqgin tenglamasi

7 X0 X X X X

V.3-rasm: Bir uchi mahkamlangan tor

uchun xarakteristikalar x + at = const formula orqali aniqlanadi. ¢t = 0 da =z
nuqtada boshlangan to‘lqin uchun const = zy ga teng. Demak, z — at = .
Akslanib qaytayotgan to‘lqin uchun esa xr—at = —zy. G‘alayonlangan nugtadan
chapga ketgan to‘lqin uchun x+at = xy. Mos keluvchi xarakteristikalar rasmda
strelkali chiziglar bilan ko‘rsatilgan.

Kuzatish nuqtasi 1 > xg holni ko‘raylik, unga (V.3)-rasmning birinchi gismi
mos keladi. xy nugtadan o‘ng tomonga ketgan to‘lqin x; nuqtaga t; = (r1 —
xg)/a vaqtda keladi, xuddi shu 21 nuqtaga chap tomonga ketib x = 0 chegarada
akslanib qaytgan to‘lqin ty = (z1 + z¢)/a vaqtda yetib keladi. Demak,
nuqtadan t; va to momentlarda ikkita to‘lgin o‘tar ekan - biri to‘g'ri to‘lqin,
ikkinchisi akslangan to‘lqin.

(V.3)-rasmning ikkinchi gismi ;7 < zy holga mos keladi. Bu holda ham
r1 nugtadan ikkita to‘lqin galma-gal o‘tayapdi: t; = (xg — x1)/a vaqtda xg
dan chapga ketgan to‘lqin, ty = (xg — 21)/a + 221/a = (xo + x1)/a vaqtda
chegaradan akslanib qaytgan to‘lqin.

Har gal ham akslangan to‘lqin go‘yoki (fiktiv bo‘lgan) x, = —z( nuqtadan
chiqib kelayotgandek ko‘rinadi.  Shuning uchun akslangan to‘lqin uchun
r — at = —xy.

Yechim qidirilayapgan soha z > 0, ammo formal nuqtai nazardan
formulalarni —oo < x < oo soha uchun yozganimiz qulayroq. Yechimning
butun z o‘qiga davomini u(z,t) deb belgilaymiz. (14)-dan kelib chidagiki, bu
funksiya toq bo‘lishi kerak: u(x,t) = —t(—=x,t). u(x,t) ning toqligi @(0,¢) =0
chegaraviy shartning avtomatik ravishda bajarilishiga olib keladi. Boshlang‘ich
shartlarni ham butun x o‘qiga toq ravishda davom ettiramiz:

gD(iL",t) — @(ZCJ) - —@(—:E,t), 7,/)(513,15) — @Z(‘%t) - —1;(—:1;‘,15).
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Albatta, ko‘rilayotgan funksiyalarning sinfi o‘zgarmasligi kerak: u €
C2(R?), p € C*(R), ¢ € C*(R). Yangi kiritilgan @, @, v funksiyalar tilida (13)-
masalaning qo‘yilishi (1)-masaladan farq qilmaydi. Shuning uchun ko‘rilyapgan
masalaning yechimini darhol yozib olish mumkin:

r+at

(G(z + at) + Pz — at)) + 2—1a / dz(2). (15)

r—at

1
u(x,t) = =
( ? ) 2
Bu formulani haqiqiy to‘lginlarga keltirish uchun x —at > 0 va x — at < 0

sohalarni alohida ko‘rish kerak (har gal ham x > 0).
a) x —at > 0 : Bu sohada ¢(z — at) = p(x — at), ¥(z) = 1(z). Demak,

r+at

u(z,t) = % (p(x+ at) + p(x — at)) + % / dz(z), xr > at.

~

b) x —at < 0 : Bu holda ¢(x —at) = —p(—x+at), P(z2) = —(—2),z < 0.
Demalk,

z+at
1 1
u(z,t) = 3 (p(z +at) — o(—x +at)) + % / dz(z), r < at.
—z+at
Xuddi shu yo‘l bilan bir uchi ozod bol‘gan
u.(0,8) =0

yarim cheksiz tor masalasini ham yechish mumkin. Bu holda ham to‘lgin x = 0
nuqtada akslanadi, ammo bu holda u o'z ishorasini o‘zgartirmaydi:

h'(at) + ¢'(—at) = 0, = h(at) = g(—at) + const.
Bu holga to‘g'ri keluvchi yechim:

u(z,t) = h(z + at) + h(at — x) + const.

§4. Akslantirish metodi: cheklangan tor (sterjen)

Tor(sterjen)ning ikkala uchi mahkamlangan bo‘lsin:

u(0,t) = u(l,t) = 0.
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Bu shartlarning birinchisi (14)-ga olib kelgan edi, ikkinchisidan esa
h(x) = h(z + 21)

bo‘lishi kerakligi kelib chiqadi. Demak, h(x) - davri 20 bo‘lgan davriy
funksiya ekan. (V.4)-rasmning birinchi gismida xy nuqtadan chap tomonga
ketgan to‘lqin ko‘rsatilgan, uning vaqt bo‘yicha 2[/a davrli funksiya ekanligi
ko‘rinib turibdi. Ikki chegarada akslanishi natijasida bitta nugtaga bir necha

t

t

N\,

1N LV W U W W W
> \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

TZT ittty
/

rrrr e rr ey
\,

vy

S
[

V.4-rasm: Ikki uchi mahkamlangan tor

nuqgtalardan chiqqan to‘lginlar bir vaqtda kelishi mumkin. (V.4)-rasmning
ikkinchi gismida (x,t) tekisligidagi bir M nuqtaga « va 8 nugtalardan chiqgan
to‘lginlarning kelishi ko‘rsatilgan. « nuqtadan chiqgan to‘lgin o‘ng devordan
bir marta akslanib, 8 nugtadan chiqgan to‘lqin esa bir marta o‘ng devordan, bir
marta chap devordan akslanib M nuqtaga kelgan. Bu to‘lginlarni fiktiv bo‘lgan
a va b nuqtalardan chiqib, to‘g‘ri yetib kelgan, deb qarashimiz mumkin.

D’Alembert formulasini bu holga moslash uchun unga kirgan hamma
funksiyalarni 20 davrli funksiyalarga davom ettirish kerak. Bu masala [3]-
kitobda ko‘rib chiqilgan.
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Mashgqlar.

5.1-mashq. [2]-kitobning II-bobidagi 52-57 sonli masalalarni yechib chiqing.
5.2-mashq. u,, — 2u,, — 3uy, = 0 tenglamaning umumiy yechimini toping.
5.3-mashq. 3u,, — Suyy — 2u,, + 3u, + u, = 0 tenglamaning umumiy yechimini toping.
5.4-mashq. u,, + au, + bu, + abu = 0 tenglamaning umumiy yechimini toping.
5.5-mashq. Avvalgi masalaning natijasidan foydalanib

Upy — 2uy — 3uy, + 6u = 2V
tenglamaning umumiy yechimini toping.
5.6-mashq. z%u,, — y*u,, = 0 tenglamaning umumiy yechimini toping.

5.7-mashq. Cheksiz tor bo‘yicha f(z — at) to‘lgin harakat gilayapti. Shu to‘lqinni
boshlang‘ich shart sifatida olib ¢ > 0 da tor bo‘yicha tarqalayotgan to‘lqinni toping.
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VI BOB. FOURIER METODI

§1. Xususiy funksiyalar va xususiy qgiymatlar masalasi

Klassik matematik fizikaning deyarli hamma tenglmalarining fazoviy qismi
quyidagi ko'rinishga egadir:

—div(p grad u) + qu = Au. (1)
Bir o’lchamli holda bu tenglamaning ko’rinishi quyidagichadir:
—(pu')" + qu = Au. (2)
Agar (1)-dagi operatorni
L = —div(p grad ) 4+ q (3)

deb belgilab olsak, (1)- tenglama bilan bog’liq bo’lgan chegaraviy masalalarni
quyidagi ko'rinishda yozib olishimiz mumkin:

Lu = A\u,
(au + 58_u> = 0. (4)
on ) g

Bu yerda S-tenglama o’rinli bo’lgan sohaning chegarasi, n-shu chegaraga tashqi
normal , a va [ lar chegaraviy shartlarni aniqlab beradilar, o + 8 > 0.
Albatta, funksiya u tenglama berilgan G sohada va uning chegarasi S da
kerakli bo‘lgan silliglik, ya'ni, uzluksiz hosilalarga ega bo‘lish xossalariga ega,
deb olamiz. Ushbu masalaning yechimi u funksiya operator L ning xususiy
funksiyasi va A son esa L ning xususty qiymat: deyiladi. Masala A
ning shunday giymatlarini topishdan iboratki, bunda berilgan tenglamaga va
chegaraviy shartlarga bo’ysunuvchi v funksiya mavjud bo’lsin. Bunday masala
zususiy qiymatlar masalasi deyiladi. Bir o’lchamli tenglama (2)-hagida
gap ketganda bunday masala Sturm-Liouville! masalasi deyiladi. Odatda
xususiy funksiyalar va xususiy qgiymatlar soni ko’p bo’ladi va har bir xususiy
qiymat A, ga o’zining xususiy funksiyasi u, mos keladi. Shuning uchun

Lu,, = \uy, n — to'plam (5)

!Charle-Francois Sturm (1803-1855) va Joseph Liouville (1809-1882) - fransuz matematiklari. Rus tilida
- Tapas-®pancya Hrypm Ba 2Kozed JIuysuib
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deb yozamiz. Xususiy giymatlarning to‘plami {\,} L operatorning spektri
deyiladi.
Xususiy giymatlar masalasi bilan bir necha misollarda tanishamiz.
6.1-misol. (2)-dap=1, ¢=0va0 < x <[ bo’lsin:

u” + M = 0. (6)
2
Bu deganimiz, biz L = o3 operatorning xususiy giymatlarini qidiryapmiz:
x
d2
W4+ A=0 = Lu=)\u, L=——.
dx?
Chegaraviy shartlarni quyidagicha tanlab olamiz:
u(0) = u(l) =0, (7)

ya'ni, f1 = B =0vaa; =as = 1.

Xususiy giymatlar A < 0, A = 0, A > 0 bo‘lishi mumkin. Qo‘yilgan
chegaraviy shartlarga fagatgina A > 0 mos kelishini isbot qilaylik.

1. A < 0 bo'lsin. Bu holda (6)-tenglamaning umumiy yechimi

u(z) = clew\/m + cze_””\/W
bo‘ladi. Birinchi chegaraviy shart u(0) = 0 dan
c1+c=0
kelib chiqadi. Ikkinchi chegaraviy shart u(l) = 0 dan

crelv A 4 coe”! M=

kelib chigadi. Bu tenglamalarning yechimi ¢; = co = 0 bo‘ladi. Demak, A < 0
bo‘lishi mumkin emas.
2. A =0 bo‘lsin. Bu holda (6)-tenglamaning umumiy yechimi

u(xr) =1 + cx

bo‘ladi. Chegaraviy shartlar yana c¢; = co = 0 ga olib keladi.
3. A > 0 bo‘lsin. Bu holda (6)-tenglamaning umumiy yechimi

w(z) = ¢ cos(VAz) + e sin(vVAz) (8)
bo‘ladi. Birinchi chegaraviy shartdan
uw(0)=c =0
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kelib chiqgadi. Ikkinchi chegaraviy shartni ishlatamiz:
u(l) = ¢y sin(vVAl) = 0.

co # 0 deb
vV Al = nm, n=1,2,3,..

yoki
n’mr?

)\n = l2 )

n=1,2,3,..

deb olishimiz kerak. Masalaning xususiy qiymatlari ixtiyoriy butun son n ga
bog’liq bo’lib chiqgani uchun xususiy qiymatlarga ham indeks n ni biriktirib
qo’ydik. Demak, (6)-(7) xususiy giymatlar masalasining yechimi quyidagicha

ekan:

n27r2 nmtx

An = o un(r) = cosin <T> : n=123,.. (9)

6.2-misol. Yanap=1, ¢ =0va 0 <z <[ bo'lsin:

u” + Au=0. (10)
Ammo chegaraviy shartlarning birini o’zgartiramiz:
u(0) = u'(1) = 0, (11)

yoki, f1 =0, By =1vaa; =1, as =0 bo’lsin.

Bu holda ham A < 0 va A = 0 variantlar chegaraviy shartlarga mos
kelmasligini tekshirib chiqish giyin emas. Demak, A > 0.

Tenglamaning umumiy yechimi o’sha:

u(z) = ¢ cos(VAz) + casin(VAz). (12)

Birinchi chegraviy shartdan yana c; = 0 kelib chiqadi. Ikkinchi chegaraviy
shartni qanoatlantirish uchun

1
VA = <n+§) T, n=0,1,23,..

deb olishimiz kerak. Demak, (10)-(11) xususiy giymatlar masalasining yechimi

(n+%)27r2 (n+%)7r

An = 2 : Un(x) = cosin <f> , n=20,1,2,3,... (13)

ekan.
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6.3-misol. Yana p =1, ¢ =0va 0 < x < [ bo’lsin. Chegaraviy shartlar
esa.
u'(0) =/'(1) =0, (14)

b1 = Ps = 1vaa = as = 0 bo'lsin. Yana yuqoridagidek tahlil qilib A <
0, A = 0 hollar chegaraviy shartlarga mos kelmasligini topishimiz mumkin.
Tenglamaning umumiy yechimi yana o’sha:

u(z) = ¢ cos(VAz) + cosin(VAz). (15)

Chegaraviy shartlarni qo’llasak, xususiy qiymatlar masalasining (14)-
chegaraviy shartlarga mos keluvchi yechimi

n27T2 nmw

Ap = P un () = 1 cos <T£U> ., n=0,1,2,3, ... (16)
ekanligini topamiz.

Bir narsaga ahamiyat berish kerak: uchchala misolda differensial operator
bir xil edi, ammo har gal bitta chegaraviy shartni o’zgartirib turdik. Bu

misollar xususiy qiymatlar masalasi uchun chegaraviy chartlarning ahamiyatini
ko'rsatadi. Albatta, shunday bo’lishi kerak ham - tabiatdagi hamma to’lqin
jarayonlar o’sha bitta to’lgin tenglamasi bilan ifodalanadi, ammo har gal har
xil to’lgin kelib chiqishiga sabab har xil chegaraviy va boshlang’ich shartlardir
(keyin ko’ramizki, boshlang’ich shartlar (1)-dagi ¢ ga ta’sir giladi).

6.4-misol.  (56)- va (64)-formulalarni solishtirsak, sferik funksiyalar
Y0, ¢) Laplace operatorining burchak gismi bo‘lgan

Np, = L 0 Siﬂ@g +L8—2
%7 sinh og 00 sin? 6 Op?

operatorning (minus ishora bilan) n(n + 1) xususiy giymatiga mos keluvchi
xususiy funksiyalari ekan:

— D4 YT(0,0) = n(n+ DY(6,0).

Buning to‘liq isboti 1.§3.-paragrafda berilgan.

§2. Funksiyalarning ortogonalligi va normasi

Bizga kerakli bo’lgan yana bir necha tushunchani kiritaylik. Buning uchun
yaxshi ma’lum bo’lgan ba’zi bir tushunchalarni umumlashtiramiz.
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Bizga ikkita uch o’lchamli vektor berilgan bo’lsin - f va ¢ (bu yerda
vektorlarni strelkalar bilan belgilaymiz, shunisi qulayroq). Ularning skalar
ko’paytmasi quyidagicha aniglanadi:

3
F-G=ho+ fago+ fags =Y _ fig:
1=1

Agar n o’lchamli fazoning elementlari bo’lgan vektorlar f va ¢ berilgan bo’lsa,
bu holda, ularning skalar ko’paytmasi

f’ g= Zfigi (17)
i=1

ko’rinishda aniqlanadi. Ko’pincha skalar ko’paytma uchun quyidagi belgi
ishlatiladi:

r-g=(r3).
Ikkita vektorning skalar ko’paytmasi tushunchasini umumlashtirib ikkita

haqiqly funksiya f(z) va g¢(z) larning skalar ko’paytmasi tushunchasini
kiritamiz:

(f,9) = /f(SU)g(:U)dx

Biz bunda avvalgi formuladagi vektor indekslar bo’yicha yig'indini
funksiyalarning argumentlari bo’yicha uzluksiz yig'indi - integralga
almashtirdik. Agar ko’riyapgan funksiyalarimiz kompleks bo’lsa, ularning
skalar ko’paytmasi quyidagicha ta’'riflanadi:

(f,9) :/f*(x)g(x)da:.

Agar f - g = ( f, §> = 0 bo’lsa, bunday vektorlar o’zaro ortogonal deyilar edi,
xuddi shunday, agar

(fi9)=0

bo'lsa, f(x) va g(z) funksiyalar o’zaro ortogonal deyiladi. Masalan, avvalgi
paragrafdagi (—d?/dx?) operatorining xususiy funksiyalari (9)-larni olaylik.
Ular uchun:

l

(U, Upy) = €3 / sin (ﬂlm) sin (m;rx) = cgéémn. (18)
0
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Ko'rinib turibdiki, n # m holda u,(x) va u,,(x) funksiyalar o’zaro ortogonal
bo’lar ekan:

(tn, Up,) = 0, n % m.
Yani, {u,, n = 1,2,3,...} funksiyalar to’plami o’zaro ortogonal funksiyalar

to’plamini tashkil gilar ekan.
Qulay tushunchalardan biri - norma tushunchasi. U quyidagicha kiritiladi:

Lf1l =V (f, f)
Ko'rinib turibdiki, oddiy uch o’lchamli fazoga qaytsak, bu formula vektorlarning
normasi, yani, uzunligining o’zi bo'ladi. Agar ||f|| = 1 bo’lsa, funksiyaning

normasi birga teng deyiladi.
(9)-sistemaga qaytib qo’shimcha ravishda

(Un, Upm) = Opn, nm=0,1,2, ...

bo’lishini talab qilsak, bunday normalari birga teng va o’zaro ortogonal
funksiyalar to’plami {u,, n = 0,1,2,...} ortonormal sistema deyiladi. (9)-

2
funksiyalar to’plamini ortonormal sistemaga aylantirish uchun ¢y = 4/ - deb

[
qgabul qilishimiz kerak. Shunda quyidagi cheksiz ketma-ketlik

2
up(z) = \/;sin (nlﬂ) : n=12..

0 < x < [ intervalda ortonormal sistemani tashkil qgiladi. Bu sistemaning
elementlari o’zaro ortogonalligini yuqorida ko'rdik, har bir elementining
normasi esa birga teng:

lunll* = (un, un) = 1. (19)

Quyidagini ko‘rsatish giyin emas:

l
/ dx cos nre cos mrr _ l(Smn.
[ [ 2
0

Ushbu misoldan ko‘rinib turibdiki,

2
Uy () = \/;cos <nl£> : n=0,1,2,..

funksiyalar to‘plami ham 0 < x < [ intervalda ortonormal sistemani tashkil
qiladi.
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Ortonormal sistemalarning ahamiyati nimadan iborat? Oddiy misol - uch
o’lchamli fazodagi o’zaro perpendikular ortlar sistemasi

{€x7€y7gz} - {é;,Z = 17273}7 (é;,é}) - 5@]

Bu sistema uch o’lchamli fazoda ortonormal bazis rolini o’ynaydi. Bu degani,
uch o’lchamli fazodagi ixtiyoriy vektor A ni mana shu ortonormal sistema
bo’yicha qatorga yoyishimiz mumkin:

3
A= A8 + Ayey + Ae. =) Aié;. (20)
1=1

Matematik fizika tenglamalarining yechimlari bo’lgan funksiyalar avvalgi
paragrafda ko’rsatilganidek, cheksiz ketma-ketliklarni tashkil giladi. Bu cheksiz
ketma-ketliklar ortonormal sistemalarga aylantirilgandan keyin mos keluvchi
cheksiz funksional fazolarda ortonormal bazis rolini o’ynaydi.

Biror bir funksional fazoda (ya'ni, elementlari funksiyalardan iborat bo’lgan
fazoda) bizga bir to’plam G va ortonormal sistema {¢, } € G berilgan bo’lsin.
Yuqorida (20)-formula orqali ixtiyoriy uch o’lchamli vektorni {é;, 1 = 1,2, 3}
ortonormal sistema bo’yicha qatorga yoyganimizdek ixtiyoriy f € G funksiyani
ham ortonormal sitema {p,} € G bo’yicha qatorga yoyishimiz mumkin:

f(x) =) capal2). (21)

Bu qator f(z) funksiyasining Fourier qatori deyiladi. {¢n} ning
ortonormalligidan ¢, = (f, ¢,) ekanligi kelib chiqadi:

(f7 gpn) - Z Cm(gOm, Spn) = Z CmOmn = Cp-

Sistema {y,} G to’liq deyiladi, qachonki f € G uchun uning (21)-qatori shu
fazoning normasi bo’yicha tekis yaqginlashsa:

If = full — 0, n—> o0, (22)

Bu yerda

n

fn = Z CmPm-

m=1
Boshqacha so’z bilan aytganda, {¢,} G da to’liq bo’lsa, G da noldan farqli va
hamma ¢,, larga ortogonal bo’lgan funksiya topilmaydi.
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6.5-misol.  [—m, 7| intervalda davriy va f(—7w) = f(7) shartga
bo’ysunadigan funksiyalar to’plamini ko’raylik va quyidagi sistemani kiritaylik:

(1) = =
€Tr) =

o 2T
v, lar shu davriy funksiyalar to’plamiga kiradi va to’liq ortogonal sistemani
tashkil qiladi:

exp(inz), n=0,+£1,+2 ...

1

(©ny om) = %/exp(ix(n —m))dx = Opn-

—T

Ixtiyoriy f(x) ni shu sistema bo’yicha gatorga yoyamiz:

1 :
f(z) = T Z Cp exp(ine).

Bu qator f ning Fourier gatoridir. Qator koeffisientlari uchun ma’lum formulani

olamiz: _
1
cn = (f,on) = — x)exp(inx)dr.
(o) = == [ fa)explina
Yuqorida  ko‘rsatilgan  ediki, %sin (”lﬂ) , N = 1,2,... wva
%COS ("lﬂ) ,n = 0,1,2,... funksiyalar sistemalari ham ortonormal bazisni

tashkil qgiladi, demak, ular bo‘yicha ham 0 < x < [ intervalda tegishli juftlik
hossasiga ega bo‘lgan funksiyalarni sinus va cosinus Fourier-qatorlariga yoyish
mumKkin.

Xususiy giymatlar masalasidagi L operatorimizga qaytib kelaylik. Uning
spektri va xususiy funksiyalarining asosiy xossalari quyidagi tasdigda
mujassamlashgandir:

(1)-dagi L operatorning xususiy qiymatlari manfiy bo’lmagan, sanoqli
cheksiz, cheksizlikka intiluvchi va karraligi chekli bo’lgan sonlar to’plamini hosil
qiladi:

O<AHSAMS Al <A <= o0,
Xususiy funksiyalar {u,} o’zaro ortogonal, to’liq va haqiqiy funksiyalar
to’plamini hosil giladi.

Biz bu tasdigning isbotini keltirib o’tirmaymiz, uning isbotini [3] kitobda
topish mumkin. Faqat bir narsani aytib ketamiz: {u,} to’plamga kirgan
funksiyalarni har doim normalashtirishimiz mumkin, bu degani, ixtiyoriy to’liq
ortogonal sistemadan to’liq ortonormal sistemani (bazisni) olishimiz mumkin.
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Matematik fizikaning harxil sohalarida (aynigsa, kvant mexanikasida)
uchraydigan operatorlarning hammasi (1)-ko’rinishga ega bo’lavermaydi, ular-
ning xususiy funksiyalari ham shunga yarasha haqiqiy funksiya bo’lavermaydi.

§3. O’zgaruvchilarni ajratish metodi - Fourier metodi.
Giperbolik tenglamalar

Matematik fizikada eng ko’p qo’llaniladigan metodlardan biri - o’zgaruvchilarni
ajratish metodi. Uning mohiyati quyidagicha. Biz yechayotgan tenglamaga
kirgan funksiya w(z,y, z,t) faqatgina bir o’zgaruvchining funksiyasi bo’lgan
funksiyalar ko’paytmasi sifatida izlanadi. Masalan, dekart koordinat
sistemasida

u(z,y,z) = X (@)Y (y) Z(2)T(1),

sferik sistemada:

u(r, 0, ¢, t) = R(T)@(@)@(@)T(t),

va h.k. Natijada, xususiy hosilali differensial tenglama to’liq hosilali differensial
tenglamalar sistemasiga keltiriladi, ularni yechish esa ko’p marta osonroqdir.
Afsuski, bu yo’l hamma masalalarda ham o’tavermaydi - faqat ma’lum
differensial operatorlar ma’lum koordinat sistemalaridagina o’zgaruvchilarni
ajratishga yo’l qo’yadi.

Bizning kursimizga oid bo’lgan shunday misollardan bir nechtasi keyingi
paragraflarda ko’rsatilgan.

§3.1. Erkin tebranishlar masalasi

Quyidagi masalani ko'raylik:

U — a*uyy = 0,
u(0,t) = u(l,t) =0,
0<t<oo, O<zx<l

(23)

Bu - ikkala uchi mahkam biriktirilgan [ uzunlikdagi torning (sterjenning) erkin
tebranishlari masalasi. Ham boshlang‘ich, ham chegaraviy shartlar berilgan
masala aralash masala deyiladi. Yechimni

u(z,t) = X(x)T'(t) (24)
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ko’rinishda gidiramiz. Buni tenglamaga qo’ysak,
X(2)T"(t) — a*X"(z)T(t) =0 (25)
ga kelamiz. Boshqgacha so’z bilan,
X//(x) B T//(t)
X(z)  a?T(t)
Tenglamaning chap tomoni x ning funksiyasidir, o'ng tomoni esa ¢ ning
funksiyasi. Agar x ni (¢ ni) o’zgartira boshlasak tenglikning o'ng (chap) tomoni
o’zgarmaydi, demak, hagiqatda tenglikning chap (o'ng) tomoni ham x ga (¢ ga)
bog’liq emas ekan. Ya'ni, tenglikning ikkala tomoni ham bir o’zgarmas songa
teng ekan, shu sonni —\ deb belgilaylik:
X"(:L‘) B T"(t)
X(x)  aT(t)
Natijada, biz boshidagi bitta xususiy hosilali differensial tenglamaning o’rniga
ikkita oddiy differensial tenglamalar sistemasiga egamiz:

X"(2) + AX(z) =0,  X(0) = X(I) = 0;

(26)

Y (27)

(28)
T"(t) + \a*T(t) = 0.

Hosil bo’lgan tenglamalarning birinchisiga masaladagi chegaraviy shartlarni
ko’chirdik, chunki chegaraviy shartlar masalaning fazoviy qismiga qo’yilgan
shartdir.  (28)-sistemaning birinchisi yuqorida muhokama qilingan xususiy
giymatlar masalasi (6)-(7) ning o’zidir, uning yechimlari (9) ham bizga ma’lum:

nm?

R
A > 0 bo’lib chiqdi, (27)-dagi ishora tushunarli bo’ldi. Agar A < 0 bo’lsa, ikkala

chegaraviy shartlarni qanoatlantira olmas edik ( §1.-paragrafdagi muhokamani
eslang).

A =

Xn(x):cQsin<@>, n=01,23,. (29

( 28)-ning ikkinchisining yechimini topish qiyin emas (A-ning giymatlarini
xususiy giymatlar masalasidan olamiz):

t t
T.(t) = a, sin@ + b, COS@, n=20,1,2,3,.. (30)

Chiziqgli tenglamaning to’liq yechimi uning xususiy eychimlarining superpozit-
siyasidir:
- - nmwr nmat nmat
u(x,t) = ;un(x, t) = Z sin—— <an sin—— + b, COST> : (31)

n=1
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Bu yechim o’zining fazoviy qismi orqali chegaraviy shartlarni qanoatlanti-
radi. Boshlang’ich shartlarni qanoatlantirish qoldi. Buning uchun Fourier
qatorlari nazariyasini (yoki ortonormal qatorlar haqgidagi nazariyani) eslasak

yetarlidir:
= nmx
0) = — N " psinit 32
v 0) = ot = 3 hsin (32
~\  nma . nwx
u(z,0) =Y(z) = E ap— —sin——. (33)
n=1

Ikkala qatorni sin(mmz/l) ga ko'paytiramiz, 0 dan [ gacha integrallaymiz va

l

l

/ dr sin L sin 17T = —Omn (34)
! [ 2

0

ekanligini eslaymiz. Natijada,

l z
1 2
ap, = —— d:cw(:c)sin@, by = 7 / d:cgp(:c)sinnlﬂ (35)

nam [
0 0
formulalarni olamiz.

Topilgan yechimni yana bir qulay holga keltirib olishimiz mumkin:

t
y(2.) = X, (2)T,(1) = Nysin” T sin (”7;“ i &n) Y
bu yerda
N2 =a 4+ b2, tga, = by/ay.

Yechimning bu tasavvuri shu bilan qulayki, undan shu yechimning fizik

ma’nosini bevosita aniglash mumkin: (36)-formula zususiy chastotasi

Wy = ?, (maksimal) amplitudasi N, tugunlari soni (0 < x < da) (n — 1)

bo’lgan turg’un to’lginni ifodalaydi - (VI.1)-rasmga qarang. Har bir w,
chastotali tebranish (turg'un to’lqin) garmonika deyiladi. Ba’zi bir hollarda
garmonika so’zining o’rniga moda so’zi sihlatiladi - tebranish modasi degan
termin ham bor. a

Quyidagi terminologiya ham keng tarqalgan: w; = T chastotali tebranish
asosty ton deyiladi, qolgan tebranishlar T5.X5, T3X3, ... obertonlar ketma-
ketligini taskil qiladi. Torning xususiy chastotalari uning fizikaviy xossalari
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bilan bog’langan:

(31)- va (36)- formulalardan foydalanib tebranishlarni ochib yozaylik:

t 2 2mat
u(zx,t) = Ny sin7rl—x sin (% + Oq) + Ny sm%x sin ( 7;@ + a2> +

(37)

. dmx . [ 3mat
+ N3 smT sin l + a3 | + ...

Bu (VI.1)-rasmda ko’rsatilgan garmonikalarning birinchi uchtasi. Qatorni
ochib yozganimizdan magsad garmonikalarning amplitudalari N, larning rolini
muhokama qilish. Muayyan misollar shuni ko’rsatadiki, n oshib borishi bilan,
N,, kamaya boradi. Ya'ni, har bir keyingi garmonikaning umumiy tovushga
qo’shgan hissasi kamroq bo’ladi. Ammo mana shu tebranishlarning yig’indisi
tovush tembrini tashkil giladi.

n-garmonikaning  energiyasini  (12)-
formuladan topishimiz mumkin:

l
1 ou, 2 ou,, 2
0

= legN,% = isz (a2 +102).

4

(38)

Bu yerda M = pl - torning to’liq massasi.
6.6-misol. Ikki uchi mahkam biriktir-
ilgan tor kengligi 26 bo’lgan bolg’acha zarbi
ostida quyidagi boshlang’ich tezlik bilan

VI.1-rasm: Turg’un to’lginlar
muvozanatdan siljitilgan:

0, 0<z<uzy—0,
ur(z,0) =(x) = vo, x9g—09<x<x0+6,
0, ro+0 <z <l

Shu torning erkin tebranishlarini toping.
Yechim. Torning ikkala uchi biriktirilganligi «(0,t) = u(l,t
teng. Boshlang’ich siljishning yo’qligi: u(x,0) = ¢(z) =
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Tenglama bir jinsli bo’lishi kerak, chunki masalada tor bo’yicha tagsimlangan
kuch berilmagan:
Uy — a2um = 0.
Masala qo’yildi. Uni yechishga o’taylik.
Noma'lum funksiya u(x,t) da o’zgaruvchilarni ajratamiz:

u(x,t) = X(x)T(t).
Natijada, yana o’sha (28)-tenglamalar sistemasiga kelamiz, chegaraviy
shartlarni hisobga olsak (29)-formulani olamiz:
Xp(z) = cnsing, n=1223,...
Demak, umumiy yechim

- t t
u(x,t) = Z sinnlﬂ (ansin@ + bncosm;a )

n=1

ekan. Boshlang’ich siljishning yo’qligidan

u(x,0)=0= sin@an:bn:& n=123,..

n=1
ekanligi kelib chiqadi. Koeffisient a,, (35)-formulaga asosan

l xo+9
1 . nmx 209 . nmx 4ol . nmxy . nwd
Y(x)sin—-dr = — sin——dr = ———sin sin
l nmwa [ n*mra [ [
0 $()—5

ga tengdir.  Demak, masalamizning hamma chegaraviy va boshlang’ich
shartlarni hisobga olgan yechimi

oo

4vgl 1 ) t
u(zx,t) = —7:;(; Z:: ﬁsinnzmsinm;xo sinmlr Sinnﬂl-a —
4ol (. mx . wzg . W . wat N 1. 27z . 27z . 270 . 2mat
= —— < sin—sin——sin—sin— + —sin sin sin——sin
m2a [ [ [ [ 4 l l [ l

+—sin sin sin sin

1. 3mx . 3mxy . 370 . 37mt+
9 [ [ [ [

ko'rinishga ega ekan.
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2ma

E’tibor bering: wy = - chastotali garmonikaning (obertonning) ampli-
Ta
tudasi birinchi garmonika w; = T ning (asosiy tonning) amplitudasidan 4

marta kam, undan keyingi garmonikaning amplitudasi esa birinchi garmonikaga
nisbatan 9 marta kam va h.k.

Agar shu yechimda vy = 3.5 deb olib o — 0 limitga o’tsak, x = xg nuqtada

I impuls beruvchi ko’ndalang zarba olgan torning tebranishlari masalasini
yechgan bo’lamiz:

(2.1) 21 il . nmx . nmxy . nwat
u(xr,t) = — —sin sin sin :
Tpa £ n [ [ [

§3.2. Majburiy tebranishlar masalasi

Tebranish masalasiga tor bo’yicha tagsimlangan tashqi kuch f(z,¢) ni
kiritaylik:
2., _
U — Uz = f(2,1),
u(0,t) = u(l,t) =0,
u(z,0) = (x); w(z,0) = ¥(x),
0<t<oo, O<z<l

(39)

Chegaraviy shartlarni hisobga olib, bu masalaning yechimini quyidagi
ko’rinishda izlash tabiiydir:

nmtx

u(z,t) = Zun(t)sinT. (40)

Boshga hamma funksiyalarni ham xuddi shunday Fourier qatoriga yoyamiz:

l

Fot) =S fsin ™ fu() =2 / d f(z, t)sin T
— [ [ [
= 0
l

= . NTT 2 . NTT
o(zr) = z:l PnSil——,  ¢n =7 / d:z:go(x)smT, (41)

= 0

- I
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Bu qatorlarni (39)-tenglamaga olib borib qo’sak quyidagi tenglamaga kelamiz:

3 sin$ {iin(t) + w2un(t) — fu()} =0,  w, = @ (42)
Demalk,
Un(t) + wiun(t) - fn(t) =0, U(O) = Pns U(O) = n. (43>

Umumiy metodga asosan birjinslimas tenglamaning umumiy yechimi bir
jinsli tenglamaning umumiy yechimi va bir jinslimas tenglamaning xususiy
yechimlaridan iborat:

un(t) = ul% (t) + uM(t). (44)

Erkin tebranishlar tenglamasining yechimi ma’lum:

uV () = apsin(wyt) 4 bpcos(wpt). (45)

n
Bir jinslimas tenglamaning xususiy yechimini topish ham qiyin emas:

t
1
W) = - / sin(wa(t — 7)) fulr)dr. (46)
Wn
0
Bularni (44)- va (40)- larga olib borib qo’ysak, (39)-masalaning yechimini
topgan bo’lamiz:

u(z,t) = i Sin@ { (apnsin(wnt) + wiwncos(wnt)> —

1 n

t (47)
1
s [sinan(t = ) fulr)ar
Wn
0
§3.3. Birinchi umumiy chegaraviy masala
Chegaraviy shartlar birinchi turga tegishli umumiy holda bo’lsin:
U — @ugy = f(,1),
w(0,8) = pa(t), ull,t) = pa(t), (48)
u(z,0) = ¢(x); w(z,0) = ¥(x),
[.

0<t<oo, O<z<
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Bunday masalaning yechimini quyidagi ko’rinishda izlaymiz:
u(z,t) = U(z,t) +v(z,t). (49)

Agar U(x,t) funksiyani maxsus ko’rinishda tanlab olsak:

X

7 lka(t) — 1 (t)) (50)

yvangi noma’lum funksiya v(z,t) bir jinsli chegaraviy shartlarga bo’sunadigan
bo’ladi:

Ulz,t) = p(t) +

0(0,8) = v(l,t) = 0. (51)

Natijada, v(x,t) uchun avvalgi paragrafda ko'rib chigilgan masalani olamiz:

o0, )CL%(: J;(x o
0,t l.t
o(z, 0) = p(x); vi(z, 0) = ¥(2), (52)

0<t<oo, O<z<l

Bu yerda
fla,t) = f(,t) = Un(x,t), $(x) = p(z) = Ul,0), ¥(z) = v(z) = Uy(z,0).

§3.4. Statsionar ozod hadli chegaraviy masala

Avvalgi punktdagi masalamizning bir xususiy holini ko'raylik:

Ut — CLQU:M = f(x)a
w(0,t) = uy, u(l,t) = us
u(a:,O) — go(:[)); ut(x,()) - @D(w),

0<t<oo, O<z<l.

(53)

Tenglamamizdagi ozod had va chegaraviy shartlar vaqtga bog’liq emas. Bu
holda yechim quyidagicha qidiriladi:

u(z,t) =v(x,t) + w(x). (54)

Shu tarzda kiritilgan ikkita yangi v(x,t) va w(x) funksiyalarni quyidagi
masalalarni yechimlari sifatida izlaymiz:
w(z) uchun masala:

a*w"(x) + f(x) =0, w(0)=wu, w(l) = us. (55)
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v(x,t) uchun masala:
Ve — GQUxa? — 07
v(0,t) = v(l,t) =0,
U(SIZ,O) = 90(56) - w(sc), fUt(iL",O) = w(x)a

0<t<oo, O<z<l

(56)

(55)-tenglama to’liq hosilali tenglama, uni yechish qiyin emas, (56)-masalani
esa ko'rib chigganmiz.

6.7-misol.

Quyidagi masala yechilsin:

Ut — Uz = 2b, b =const, u(0,t) =u(l,t) =0, u(x,0)=wu(x,0) =0.
Yechish
(55)- ga muvofiq
w’(x) +2b=0, w(0)=w()=0
tenglama va chegaraviy shartlarga egamiz, buning yechimi:
w(z) = —bx(x —1).

Shunda v(x,t) uchun quyidagi masalani olamiz:

Uit — Ugy = Oa

v(0,t) =v(l,t) =0,

v(z,0) = bx(x —1); ve(z,0) =0,
0<t<oo, O<zx<l

(57)

Bu - erkin tebranishlar masalasining 0’zi, uning yechimi (31)-formula bo’yicha

= nmw . nmat nmat
v(z,t) =) sin— | a, sin—— + b, cos :

[ [ [

n=1

Bizning holimizda ¢(z) = 0 bo’lgani uchun a, = 0 bo’ladi, b, ni esa
quyidagicha topamiz:

l
2 4bl?
nZT/ x—lsmmm: ol (=1)"—=1).
0

[ n3m3
Ko'rinib turibdiki, by = by = bg = --- = 0. n = 2k 4+ 1 bo’lganda
8bl?
baki1 = = (2k + 1)373
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Demalk,
u(z,t) = —bx(x — 1) +v(x,t),

bu yerda
bl & 1 2k + 1 2k + 1)wat
v(z,t) = 8 sin( + Dz oS (2k + L)ma =
3 (2k+1)3 l [
k=0
__&F Sinﬂ cos 7T_at n isin?ﬂm cos 3rat N 1 “in HSTX o8 Srat
o l | 27 l [ 125 l [

Ko'rinib turibdiki, asosiy garmonika - birinchi garmonika, keyingi hadlarning
amplitudasi (va demak, tovushga qo’shgan hissasi) garmonikaning nomeri
oshishi bilan keskin kamayib ketadi.

§3.5. Misollar

Og’ir sterjenning tebranishlari masalasi
Quyidagi masalani yechaylik:

Uy — a*ugy = g, u(0,t) =0, wuy(l,t) =0, wu(x,0)=kz, wu(x,0)=0.

(58)
Bu masalaning ma’nosi - bir uchidan shipga osib qo’yilgan sterjen ikkinchi
(ozod) uchidan elastik ravishda tortilgan va t = 0 vaqt momentida qo’yib

yuborilgan. Yechimni quyidagicha qidiramiz:
u(z,t) = v(z,t) + w(z).
Agar w(x) ni quyidagi masalaga bo’ysundirsak,
a?w’(z)+g=0, w(0)=0, w(l)=0
v(x,t) uchun bir jinsli masalani olgan bo’lamiz:

Vi—a g, = 0, u(0,t) =0, wu,(l,t) =0, wu(z,0)=kr—w(x), ux,0)=0.

w ni topish oson:

w(z) = iaz (l—g).

(59)-ni yechaylik.
v(z,t) = X(x)T(t)
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deb olsak, X (x) uchun
X"(z)+ N X(x) =0, X(0)=X'()=0

masalani olamiz, uning yechimi bizga ma’lum:

2 1
X(w):clsin< nr 7Tx>.

21

Demak, umumiy yechim quyidagi ko’rinishga ega:

—~ . (2n+1 2n + 1 . (2n+1
U(JU,t)—ZSlIl( 5] 7rm> [ancos< 5] 7rat>+bnsm< 5] 7rat>].

v¢(x,0) shart bizga b, = 0 ekanligini beradi. Ikkinchi boshlang’ich shartni

olaylik:
isin 2n+17m: a k’a:—ix (l—f)
— 21 " a? 2/

l
2 _1\n,2 -
o2 fan ko — G (1= 2)]sin (2 L) = B DM D)ol
l 0,2 9 2l CL27T2 (2n+ 1)3
0
ni topamiz. To’liq yechim:

u(z, t) = g:c(l—z>+

a? 2
i ”2k2n—|— 1) — ngi 2n + 1 on+1 ;
n x| cos wat | .
— (2n+1)3 21 21

Tashqi kuch davriy bo’lgan hol

Quyidagi masalani yechaylik:
Upp—Uge = cost, 0<z<m wu(0,t)=u(mt)=0, u(z,0)=u/(x,0)=0.

Chegaraviy shartlar yechimni quyidagi ko'rinishda qidirishni tagazo qiladi:

= Z up(t) sin nz.
n

94



Tenglamamizning ko'rinishi quyidagicha bo’ladi:

oo

Z (i (t) + n*u(t)) sinna = cost.

n=1
Ikkala tomonni sin nx ga ko’paytirib integrallaymiz (0 dan 7 gacha):
2
iy (t) + n*u(t) = —(1 — (—=1)") cost. (60)
™

n = 1 holni alohida ko’rishimiz kerak, chunki bu holda rezonans bor:
Uy + u; = — cost.
s
Bu tenglamaning xususiy yechimi
2
l_Ll(t) = —tsint.
™
Uning umumiy yechimi
ui(t) = —tsint + ¢y sint + ¢y cost.
T

Ammo boshlahg’ich shartlardan ¢; = ¢o = 0 ekanligi kelib chiqadi. n = 2,3, ...
hollar uchun esa (60)-ning yechimi (boshlang’ich shartlarni hisobga oldik):

4 1

un(t) = mmn?— 1

(cost —cosnt), n=2k+1, k=1,2,3,..

n = 2k juft bo’lganda boshlang’ich shartlarni hisobga olsak yechim trivial
bo’ladi. To’liq yechim:

2 1 1
u(z,t) = ;tsintsinx + %; Rk E 1)k = 1)((30315 — cos(2k + 1)t) sinnz.

Albatta, bu yechimning qo’llanilish sohasi kichik ¢ lar bilan cheklangan - vaqt
o’tishi bilan birinchi had ckeksiz o’sa boshlaydi va kichik tebranishlar sohasidan
chiqib ketiladi.

Mashqlar

O’zgaruvchilarni ajratish metodi bilan quyidagi masalalarni yeching:
6.1-mashq.

U = Uy, 0 < <1, u(0,t) =0, u(l,t) =t u(x,0)=uzr,0)=0.
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6.2-mashq.
Uy = Ugg, 0 <2 < 1, u(0,8) =t + 1, u(l,t) =t*+2, w(x,0)=z+1,u(r0) =0.
6.3-mashq.
Uy = Upe — 4du, 0 < 2 <1, u(0,t) =u(l,t) =0, wu(x,0)=2>—x, ulzr,0)=0.

6.4-mashq.

Uy = Uze +u, 0 <z <2 u(0,t) =2t, u(2,t) =0, wu(x,0)=0, u(x,0)=0.
6.5-mashq.

U = Uze +u, 0 <z <[, u(0,t) =0, u(l,t) =t, u(z,0)=0, u(x,0)=zx/l

6.6-mashq.

2
Uy — a*Upe = 0, w(0,t) =u(l,t) =0, u(z,0) =0, wusz,0)=sin ?

6.7-mashq.
Uy — a*Upy = 0, u(0,t) = u,(I,t) =0, wu(z,0) = sin 2—;3, u(z,0) = sin 7;—?
6.8-mashq.
3
Uy — a*Upe = 0, w(0,t) = uy(,t) =0, wu(z,0) =2z, uyz,0)=sin % + sin 2le
6.9-mashq.
9 T 3mw ST

Uy — A Uz = 0,  ug(0,t) =u(l,t) =0, wu(x,0)=cos o u(z,0) = cos > -+ cos -

6.10-mashq.

Ut — @2 Ugy = 0, uz(0,t) = u,(1,t) =0, wu(x,0) =2z, u(x,0) =1

§4. Parabolik tenglamalarga Fourier metodini qo’llash

O’zgaruvchilarni ajratish metodini parabolik tenglamalarga qo’llash yo’llarini
ham bir necha misollarda ko’rib chiqamiz.
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§4.1. Bir jinsli chegaraviy masala

Eng sodda masaladan boshlaymiz: uzunligi [ bo’lgan sterjenning ikkala uchida
nolga teng temperatura ushlanib turibdi, sterjen bo’yicha temperaturaning
boshlang’ich qiymati - ¢(z). Sterjenning ¢ vaqt momentidagi temperaturasini
toping.

Berilgan masalaning matematik ko’rinishi quyidagicha:

U — a*Ugy = 0,
u(0,1) = u(l,t) =
61
u(r,0) = p(a); oy
0<t<oo, O<z<l
Yechimni quyidagi ko’rinishda izlaymiz:
u(z,t) = X(x)T(t).
Demalk,
T ()X (x) =a*T(t)X" (), (62)
yoki,
)  X"(x)
a?T(t)  X(z)
Ikkinchi tenglikdan keyin noma’lum o’zgarmas son A ning paydo bo’lishi
yana o’sha mantiqiy mulohazalardan keyin kelib chigadi: galma-galdan t va

Y (63)

x o’zgaruvchilarni o’zgartirib chigsak na chap tomon va na o’ng tomonning
o’'zgarmasligini ko’ramiz. Demak, ikkala tomon ham o’zgarmas songa teng ekan,
bu sonni —A deb belgiladik. A > 0 bo’lishi kerak, buning sababi Xuddi (29)-
tenglamadan keyingi ko’rsatilgan sababning o’zidir. Natijada, quyidagi ikkita
tenglamani olamiz:

X"(z) + AX(z) =0, X(0)=X() =0;

(64)

T'(t) + Xa*T'(t) = 0.
Bu sistemaning birinchi qismi bizga yaxshi ma’lum bo’lgan xususiy giymatlar
masalasi, uning yechimi ham bizga ma’lum:

2
Ap = (%) , Xu(z) = czsing, n=1,2,3,.. (65)
Ikkinchi tenglamani yechaylik:
dT 2 2 2 2 2 2
?:_n?ﬂdt — T()-bexp(—n(;ﬂ t). (66)
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Ikkala funksiya oldidagi noma’lumlarni birlashtirib bitta xususiy yechimni
olamiz:

2.2 2
nwx na
un(x,t) = Xp(2)To(t) = ansin% exp (— l27T t) : (67)
Xususiy yechimlarning superpozitsiyasi to’liq yechimni beradi:
00 2.2 9
u(z,t) = ansinnlﬂ exp <_n C;QW t) : (68)

n=1

Boshlang’ich shartdan foydalanib, a,, koeffisientni topamiz:

o

l
Z ansinnlﬂ =p(r) = a, = /d:vap(m)sinnlﬂ. (69)

n=1 0

~| D

Masala to’liq yechildi.

§4.2. Tashqi manba bo’lgan hol
Quyidagi bir jinslimas masalani ko’raylik:
Ut — a2uxx = f(ill',t),
u(0,t) = u(l,t) =0,
u(z,0) = ¢(z);

0<t<oo, O<z<l.

(70)

Avvalgi masalaga nisbatan o’zgarish bitta - issiqlikning sterjen bo’yicha
tagsimlangan tashqi manbasi paydo bo’ldi (agar bu dissuziya masalasi bo’lsa,
bu manba - modda manbasi bo’ladi). Bunday masalalarning yechish metodi
giperbolik tenglamalarga qo’llangan metod bilan bir xildir. Yechimni sinus-
Fourier gatoriga yoyish metodi bilan qidiramiz:

Z up(t Sin@ (71)

Chegaraviy shartlar bu formulada avtomatik ravishda hisobga olindi.
Masaladagi boshqga funksiyalarni ham sinus-Fourier gatoriga yoyamiz:

= Z gpnsin#, Z fn(t) sin@ (72)
n=1

Shuni aytish joizki, fransuz matematigi Fourier mana shu masalani yechish
davomida o’zining mashhur Fourier qatorlarini kiritgan, yuqorida yozilgan
qatorlar shu qatorlaning bir xususiy holidir.
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(71)- va (72)- qatorlarni (70)-ga olib borib qo’ysak

0 2,2 2
Zsin”lﬂ {un(t) + %un(t) - fn} =0
n=1
tenglamani olamiz.  Bundan kelib chiqadiki, wu, koeffisientlar quyidagi

masalaning yechimidir:

a’n?m?

12
Bu tenglamani yechish qiyin emas (masalan, o’zgarmaslarni variatsiyalash yoki

operatsion metod bilan). Natijada, (70)-masalaning yechimi sifatida quyidagi
formulani olamiz:

U (t) + Un(t) = fu, u,(0) = @y

2,22

= nmx a*n*m
u(z,t) = sin—— | nexp | ——p t)+

(73)

§5. Umumlashgan hollar

Xuddi giperbolik tenglamalardagidek, yana ikkita muhim hollarda to’xtab
o’'tishimiz kerak, matematik nuqtai nazardan ular giperbolik holdan farq
gilmagani uchun ular ustida gisqa to’xtab ketamiz.

§5.1. Birinchi umumiy chegaraviy masala:

o
w(0,t) = py(t), u(l,t) = pa(t),
u(x, 0) = p(2); (74)
0<t<oo, O<z<l.
Bu holda yechim
u(e,t) = Ule,t) +o(a,t),  Ule,t) = u(t) + 7 (ui(t) - pa(®))

ko'rinishda qidiriladi. Natijada, v(x,t) funksiya uchun chegaraviy shartlari bir
jinsli bo’lgan masalani olamiz, bunday masalalarni esa yechishni bilamiz.
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§5.2. Manba statsionar bo’lgan hol
Tashqi manba statsionar bo’lsin: f = f(z). Bu holda yechimni

u(z,t) = v(r,t) + w(r)

ko’rinishda qidiramiz va chegaraviy shartlarni (agar ular bir jinsli bo’lmasa)
w(z) ga tashlaymiz. Magsad - v(z,t) uchun bir jinsli chegaraviy shartli
masalani olish.

§5.3. Misollar
Sterjenning chap uchi issiqlik o’tkazmaydi, o’ng uchida u, temperatura berilgan
Quyidagi masalani yeching:

A
Ut — Ugy = 07 ux(oa t) = 07 U(l, t) = Uz, U(ZC, 0) = 7.

Yechimni quyidagicha qidiramiz: u(x,t) = us + v(z,t). v(x,t) uchun quyidagi
masala olinadi:

A
U — Ve =0, v.(0,8) =v(l,t) =0, wu(x,0)= T~ Uz
Davom etamiz:
p 2n + 1
v(x,t) = X(2)T(t) = X'(0) = X(I) =0= X(z) = cos o =
2n+1 (2n + 1)%a*n?
= v(z,t) = ;an COS |~ 7T | exp < 2 t].
l
an:g/dx éx—uQ cos 2n+17rx _4[(2n+1) m(A —up)(=1)" — ]
[ [ 21 2(2n + 1)2

0

Sterjenning chap uchi issiqlik o’tkazmaydi, o’ng uchida () issiqlik oqimi berilgan
2
U — a Uz, =0, u(z,0) =0, u,(0,t) =0, wu,(l,t)=Q/k.

Yechimni
u(z,t) = Azr®* + Bx + v(z, 1)
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ko'rinishda qidiramiz. Nima uchun? Ikkita chegaraviy shartlarni ikkita
noma’lum A va B lar orqali ifodalamoqchimiz:

u(0,t) = B+v,(0,t) =0 = B=0, v,(0,¢t) =0.

ur(1,t) = Q/k =2Al+ v, (l,t) = A= %, v (l,t) = 0.

Demalk,
_ Qe
u(z,t) = okl + v(x,t).
v uchun esa quyidagi masalaga kelamiz:
2
g, = 9 _ _ _ @
Ut = @ Vag = v:(0,t) =0, v.(l,t) =0, wv(x,0)= ST

Buning yechimini o'z navbatida
2

v(x,t) = %—(th + 0(x,t)

ko’rinishda qidiramiz. Hamma amallarni bajarsak

2 2 2 o0 —1)nt1 2,2 2
Qr®  Qa Ql Ql (—1) nmjexp{_nwat}

t:— [ A
et = e TR T G ez T

yechim topiladi.

Qor ostidagi yerning sovish tezligi

Yerning ustida [ qalinlikdagi qor yotibdi, havo temperaturasi T5 va u juda past.
Qor ostidagi yer sirtining boshlang‘ich temperaturasi 77 va qor sovug‘i ostida
u pasaya boshlaydi. Yerdan ma’lum bir miqdordagi issiqlik oqimi bor ¢ bor.
Qancha vaqt ichida yer sirtining temperaturasi 7j gacha tushadi?

Masalaning qo‘yilishi:

q

up — @y = 0, u,(0,1) = 7 u(l,t) =T, u(z,0) =Ty + l

I (T2 - T1)7

0<z <, 0<1<o0.

Bu yerda boshlang‘ich temperatura Yer sirtidan qor sirtigacha chiziqli o‘zgaradi
deyildi. Yechimni

u(z,t) =Ty — %(:1: — 1) +v(x,t)
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Rt

gi : T (t=0 da)
q
VI.2-rasm: Yer sirtining sovishi

ko‘rinishda izlaymiz. Bunda v(z,t) uchun quyidagi masalaga ega bo‘lamiz:

Ty — T;
Ut — GQUCW - 07 UCE(()’t) - U<l7t) = 07 U(SL’,O) = (x T l> [% * : [ 1] .

Standart metodlarni qo‘llab, quyidagi yechimni olamiz:

00 Cn+1)mx
q 8 ql COS ™5 —a2(2n+1)27%t/(21)2
)y =Ty — — —l—|——Z—Z——§— :
u(, ) 2 /{:(aj ) 2 [ b2 k] — (2n 4 1)2 ‘

Tushunarliki, yechimda fagat n = 0 had sezilarli bo‘lishi mumkin, shuning
uchun

8 l 2.2 2
u(x,t) ~ Ty — %(m — 1)+ = [Tl — Ty — %] oS (%) e~a /()
yechim yetarli darajada yaxshi yaqinlashuv bo‘ladi.  Ko‘rinib turibdiki,
u(0,ty) = Ty bo'lishi uchun (a? = k/(cp))
4lch In 7T_2T0 — T2 + ql/k
w2k 8T1—T2—ql/l€

to ~ —
vaqt kerak.

Manba temperaturaga proporsional
Quyidagi masalani ko'raylik:
Up — Upy = —du, 0<ax<m, u(0,t)=u(rt)=0 ulx0)=a1s*—rz

Ikki xil yo'l tutishimiz mumkin. Birinchisi yechimni u(z,t) = e *v(x,t)
ko’rinishda qidiramiz, shunda v(x,t) uchun masalaning qo’yilishi bizga tanish
bo’lgan holga keltiriladi:

V= Ve =0, 0<a<m v0,t)=uv(rt)=0, v(z,0)=a1*—rz
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Ikkinchi tomondan birinchi tenglamada bevosita u(z,t) = X(x)T'(t) deb
olishimiz mumkin, bu holda tenglama

XT' — X"T+4XT =0
ko’rinishga keladi, bu yerda o’zgaruvchilarning ajralishi oydindir, masalan:
T/ X//

4= =)
T X

X uchun oldin bir necha marta yechgan masalamizning o’zini oldik, 7" uchun
T + 4+ M)T =0

tenglamani olamiz. Chegaraviy shartlarni hisobga olsak
Xn(x) = ¢y sinnx

bo’ladi, T uchun esa
T(t) _ ane—4t—n2t

yechimni olamiz. Umumiy yechim
_ : _n2
u(z,t) = e E an sinnre ",
n

™

2
ap = —/dx(x2 — 7x)sinnx =

A1+ (-1)")

T ™3

0

Shar uchun issiqlik tarqalishi masalasi.

Markazi koordinat boshida, radiusi a, boshlang‘ich temperaturasi f(r,0)
bo‘lgan sharning sirt temperaturasi nolga teng qilib ushlanib turilibdi. Shar
uchun temperatura tagsimoti masalasini yeching.

Masalaning qo‘yilishi:

u = Au, u(a,0,t) =0, u(r,0,0)=uv(r0),

0<r<a, 0<0<m 0<t<oo.

Masalaning sharti bo‘yicha unda ¢ burchakka bogliglik yo'q, demak, u =
u(r, 6,t). Yechimni u(r,0,t) = f(r,0)T(t) ko‘rinishda qidiramiz, unda

() _Af)
T f(r,0)
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munosabatga kelamiz. Demak, birinchidan
T(t) = Ce™,
ikkinchidan, masalaning fazoviy gismi uchun Helmholtz tenglamasiga egamiz:
Af(r,0)+ \f(r,60) =0,

Albatta, A > 0, aks holda temperatura o‘z-o‘zidan o‘sib ketishi kerak.
Masala sferik koordinat sistemasida yechilishi kerak:

10 ([ ,0f(r0) L 0 (. 0f(r0)
r2 0r (T or R sin 6 06 sin a0

f(r,0) = R(r)©(f) almashtirish quyidagi munosabatga olib keladi:

1 d [ ,dR(r) 5 1 d (. dO(0)\
R(r)dr <T dr )—i—)\r ~ O(0)sinbHdh sinf a )"

) + Af(r,0) =0

Bu yerda ikkinchi noma’lum doimiy w ni kiritishga to‘g‘ri keldi. Bu noma’lumni
aniglash qiyin emas, buning uchun 6 bo‘yicha tenglamani yozib olish yetarli:

1 d (. dO) -

Bu tenglama I-bobdagi §2.7.-paragrafdagi (62)-tenglama bilan bir xil, uni
tahlil gilganimizda ko‘rsatilgan ediki, p = n(n + 1), n = 0,1,2,... bo‘lishi
kerak. Ya'ni olingan tenglama Legendre tenglamasi, uning yechimlari esa bizga
ma’lum:

©,(0) = P,(cos ), n=0,1,2..
Masalaning fagat radial qismini yechish qoldi:

L) s s o

Bu yerda v Ar = 2 va R(z) = Z(x)/+/x almshtirishlar bajarilsa

7" (x) + 2 7' (z) + <a;‘2 — (n + %)2) Z(x) =0

tenglama olinadi. Uning yechimi yarim butun indeksli Bessel funksiyasi

Z(w) = Jngrpa() = Js1jp(VAr).
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Shu yerda chegaraviy shart u(a, 6, = 0 ni qo‘llash kerak:
JnH/Q(\/Xa) = 0.
Demak, A son yarim butun Bessel funksiyalarining nollari orqali aniglanar ekan:
Ve =" k=123, ..

yoki,
(N+1/2))2

To'liq yechim:

In VA
u(r,@,t):E cope P, (cos @) H/iﬁ_ kr).
T
n,k

Boshlang‘ich shartni ishlatish qoldi:

Jn+1/2(v AkT)
= P
u(r, 6,0) ngk Cni Pr(cos 0) NG

Legendre polinomlari uchun ortogonallik va norma shartlari (47)-va (51)-larni,

=o(d,r).

Bessel funksiyalari uchun ortogonallik va norma shartlari (27)- va (28)-larni
ishlatish natijasida noma’lum ¢, larni aniqlash mumkin?:
™ a

2n+1

Cope = 5 /d@ sinQ/dfr’r3/21)(€,T)Pn(COSG)JnH/Q(\/)\kT).
sy (VRO ) ;

Mashqlar

6.11-mashq. Yon sirti issiqlik o’tkazmaydigan ingichka sterjen berilgan: 0 < z < [.
Sterjenning uchlari issiqlik o’tkazmaydi, boshlang’ich temperaturasi ug(z) = A = const.
t > 0 dagi temperatura tagsimotini toping .

6.12-mashq. Yon sirti issiqlik o’tkazmaydigan ingichka sterjen berilgan: 0 < z < [.
Sterjenning uchlarida o’zgarmas u(t,0) = u, u(t,l) = us temperatura ushlab turilgan holda
undagi temperatura tagsimotini toping. Boshlang’ich temperatura u(0, x) = uy = const.

6.13-mashq. Yon sirti issiqlik o’tkazmaydigan ingichka sterjen berilgan: 0 < z < [.
Sterjenning uchlarida o’zgarmas u(t,0) = wu(¢,l) = u; temperatura ushlab turilgan holda
undagi temperatura tagsimotini toping. Boshlang’ich temperatura u(0,z) = Ax(l —
x), A = const.

?(28)-ni ishlatganda J,,1/2(v/Ax) = 0 ekanligini unutmang
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6.14-mashq. Yon sirti issiqlik o’tkazmaydigan ingichka sterjen berilgan: 0 < x < [.
Sterjenning chap uchi issiqlik o’tkazmaydi va o'ng uchi o’zgarmas u(l, t) = us temperaturada
ushlab turiladi deb undagi temperatura tagsimotini toping. Boshlang’ich temperatura
u(z,0) = ?az, A = const.

6.15-mashq. Yon sirti issiqlik o’tkazmaydigan ingichka sterjen berilgan: 0 < x <
[. Sterjenning chap uchida u(0,tf) = wu; temperatura berilgan, o’ng uchida tashqaridan
o’zgarmas ¢ issiqlik oqimi berilib turibdi. Boshlang’ich temperatura u(z,0) = wug(z).
Temperatura taqgsimotini toping.

O’zgaruvchilarni ajratish metodi bilan quyidagi masalalarni yeching:
6.16-mashq. u; = Ug,, 0 <z <1, u,(0,t) =0, u,(l,t) =0, u(z,0) = 2% — %
6.17-mashq. w; + u = Uy, 0 <2z <1, u(0,t) =u(l,t) =0, u(x,0) = 1.
6.18-mashq. u; = u,, —4u, 0 <z <, u(0,t) = u(r,t) =0, u(z,0) = 2% — 7z
6.19-mashq. u; — a*u,, =0, u(0,t) =u(l,t) =0, wu(z,0)= Az.

6.20-mashq. u; — a*uz, =0, u(0,t) =u,(l,t) =0, wu(z,0)=A(l — ).
6.21-mashq. u; — a*uz, =0, u,(0,t) =u(l,t) =0, wu(z,0)=A(l —x).
6.22-mashq. u; — a*uz, =0,  u,(0,t) = u,(I,t) =0, u(z,0) = u.
6.23-mashq. u; — a*u,, = —Bu, u(0,t) =u(l,t) =0, wu(zr,0)= Axr.
6.24-mashq. u; — a®uy, =0, u(0,t) = uy, u(l,t) = us, u(x,0)=0.

2

6.25-mashq. u; — a*u,, = sin(rz/l), u(0,t) = u(l,t) 0, wu(z,0)=0.
6.26-mashq. O’zgaruvchilarni ajratish metodi bilan IV.2-misolda keltirilgan masalani
yeching.
6.27-mashq. u; — a? um 0, u.(0,t) —hu(0,t) =u,(l,t) =0, u(x,
6.28-mashq. u; — a®u,, =0,  u,(0,t) — hu(0,t) = 0, u,(l,t) + hu(l,t
u(z,0) = ().
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VII BOB. ELLIPTIK TENGLAMALAR
UCHUN CHEGARAVIY MASALALAR

1. Chegaraviy masalalarning qo’yilishi
§ g y g qo’y

Elliptik tenglamalarning ichida eng ko’p uchraydiganlari quyidagilardir:

Au =0, Laplace tenglamasi;
Au = —f, Poisson tenglamasi; (1)

Au + k*u =0, Helmholtz tenglamasi.

Bu tenglamalar to’lqin, issiglik va modda tarqalishi jarayonlarining statik
va statsionar hollariga mos keladi. Undan tashqari, ular elektrostatika,
gidrostatika va magnitostatika masalalarida ko’p uchraydi.

Odatda bunday tenglamalar uchun chegaraviy masalalar quyidagicha
qo’yiladi :

S chegarali V' sohada o'rinli bo’lgan (1)- tenglamaning shunday yechimi
u(z,y, z) topilsinki, u shu chegarada quyidagi shartlarning biriga bo’ysunsin:

us = f1—  birinchi chegaraviy masala - Dirichlet' masalasi; (2)
ou G : ,
—l|s = fo — tkkinchi chegaraviy masala - Neumann masalast;
B | f kkinchi ch la - N l (3)
n

ou : : .

—ls — h(u— f3) =0— wuchinchi chegaraviy masala.

3 | h( f3) =0 hinch: ch [ (4)

n

Chegaraviy shartlarning eng umumiy formasi:

(ﬁ%%—cxu) =f,a+>0,a>0,06>0.
on g

Bu yerda fi, fo, f3 - berilgan funksiyalar. Chegaraviy masalalar ichki va
tashqi masalalarga bo’linadi. Ichki masalaning yechimi biror bir cheklangan
GG sohaning ichida izlanadi, tashqi masalaning yechimi qandaydir cheklangan
sohaga tashqi bo’lgan GG sohada izlanadi. Tkkinchi holda yechimdan cheksizlikda
nolga intilish talab qilinadi: v — 0, r — oo (Helmgholtz tenglamasidan
tashqari).
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u funksiya yopiq soha G da garmonik deyiladi, qachonki bu sohada
A u = 0 bo‘lsa, u ikkinchi tartibli hosilalari bilan uzliksiz, soha chegarasida
uzliksiz bo’lsa.

§2. Chegaraviy masala yechimining yagonaligi

Poisson tenglamasi uchun birinchi ichki masala - Dirichlet masalasidan
boshlaylik:
Ay = fa ulS = Uop-

Faraz qilaylik, bu masalaning yechimi ikkita bo’lsin: u; u us. Bu holda u =
U1 — Uy uchun

Au=0, a|s =0 (5)
masalaga ega bo’lamiz. Quyidagi oddiy mulohazaga qaraylik:
i

/ AV (Vi)? = / AV (Vi) — / AV il = aa—zcxs —0.  (6)

G G G S

Oxirgi tenglikka o’tganda biz (5)-dan foydalandik. (Va)? > 0 bo’lishigina
mumkin, undan olingan integral (integrallash sohasi ixtiyoriy) nolga teng ekan
birdan-bir imkoniyat:

(Vi)? =0 — @ = const — @ = 0, G.

Demalk, ichki Dirichlet masalasining yechimi yagona ekan.
Neumann masalasiga kelaylik:

ou
Au = —| = uy.
u f7 671 g uy
Bu holda ham (6)-tenglik o’rinli bo’ladi, demak, yana (V)? = 0 bo’lishi kerak.
Ammo bu galda

(Vii)? = 0 — @ = const — u; — up = const (7)

debgina yoza olamiz. Demak, Neumanning ichki masalasini yechimiga ixtiyoriy
o’zgarmas sonni qo’shib qo’yishimiz mumkin ekan - yechim yagona emas.

Ammo Neumanning tashqi masalasi yagona yechimga ega, chunki bu holda
cheksizlikda yechimning nolga intilishi kerakligi sharti u — 0, 7 — oo (7)-dagi
constantaning nolga teng bo’lishiga olib keladi: const = 0.

108



Neumann masalasi uchun yana bir shartga egamiz (Gauss teoremasidan kelib

chiqadi):
75 Ou g = / AV Ay = / qvf. (8)

G
Ko‘rinib turibdiki, Neumann masalasi uchun chegaraviy shartlar ixtiyoriy
bo‘lishi mumkin emas, ular (8)-shartga bo‘ysunishi kerak. Masalan, Laplace
tenglamasi uchun
ou
S S

bo‘lishi kerak, aks holda chegaraviy masala noto‘g‘ri qo‘yilgan bo‘ladi.

Helmholtz tenglamasiga o‘taylik. Agar cheksiz fazodagi to’lqin tenglamasida
yechimning vaqtga bog’ligligini monoxromatik desak tenglama bir jinslimas
Helmholtz tenglamasiga aylanadi:

0*u
c20t?
Muammo shundan iboratki, sin(kr)/r funksiya bir jinsli Helmholtz

tenglamasining yechimidir. Bu degani, Helmholtz tenglamasining yechimlariga

u — 0, r — oo shartning qo’yilishi ularni bir qiymatli aniglab bera olmaydi.
7.1-mashq. VIII.8-mashqning natijasidan foydalanib, sin(kr)/r funksiya Au + k?u = 0
tenglamaning yechimi ekanligini ko'rsating.

Yechimning yagonaligini ta’minlash uchun ular Sommerfeldning’ nurla-
nish shartlari deyiladigan quyidagi qo’shimcha shartlarga bo’ysundiriladi:

u(z,y,2) =0(1/r), %—zku—o(l/r), T — 00

—Au=—4np = u~exp(Fickt) = Au+kiu=4np.

- tarqaluvchi to’lqin;

ou
u(z,y,z) =O0(1/r), o +itku =o(1/r), r— o0
r
- yig'iluvchi to’lgin®. Bu shartlarning kelib chiqishi quyidagicha. Faraz qilaylik,
uzoqdan bir chegaralangan sohaga (jismga, nishonga) yassi to‘lgin e’ tushsin,
shu nishondan akslanib tarqalgan to‘lqin yetarli darajadagi uzoq masofada
sferik to‘lqin ko‘rinishiga ega bo‘ladi:
tkr

f(3) = +o1/n).

r T

2Arnold Sommerfeld (1868-1951) - nemis fizigi. Rus tilida - 3ommepdertn.
30(x) va o(z) belgilarning ma’nosi quyidagicha: O(z)/x — A < 0o, z — 0o va o(z)/x — 0, & — o0.
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Paydo bo‘lgan f (r/r) funksiya sochilish amplitudasi deyiladi.  Ko‘rinib
turibdiki, ushbu tarqalgan to‘lgin yagona bo‘lishi uchun Sommerfeldning
birinchi sharti bajarilishi kerak.

§3. Doira uchun ichki va tashqi chegaraviy masalalar

Doira uchun ichki va tashqi Dirichlet masalalarini ko’rib chiqaylik:
Au =0, a radiuslidoiraning ichida, u|,—r = f.

Bu yerda u = u(z,y), f = f(z,y). Doira uchun masalani qutb koordinat
sistemasida yechish qulaydir. Laplace tenglamasining qutb sistemasidagi

ko'rinishi: 5 5 5

1 U 1 0%u
—a— (pa—> + _2W = 0. (10)
pop P p=op

Eslatib ketamiz p? = 22 +y?, = pcos p, y = psin . Yechimni Fourier metodi

bo’yicha qidiramiz:

u(p; p) = R(p)®(). (11)
Buni (10)-ga olib borib qo’ysak,
o d ( d d*®
(p) d ( dE(p) , Rlp)d°2(e) _ (12)
p dp dp p* dyp?
tenglamani olamiz va uni quyidagi ko’rinishga keltiramiz:
d d 1 d*®
R(p)dp \" dp O(p) dg

Chap tomondagi A\? konstanta yuqorida ko'p marta muhokama qilingan
mulohazalar asosida paydo bo’ldi.
Shu bilan (10)-xususiy hosilali tenglamani ikkita to’liq hosilali tenglamalar

sistemasiga keltirdik:
d dR
(#52) - 22Rip) =,

Pap \""dp
(14)
*®(p) 2
A D(p) = 0.
R ()
Bu sistemadagi tenglamalarning ikkinchisining yechimi
O (p) = Acos(Ap) + Bsin(Ay). (15)

110



Masalamizning yechimi bir giymatli bo’lishi uchun

u(p, p +2m) = u(p, ¢)

bo’lishi kerak, ya’ni,
O(p, o +2m) = (p, ).
Demalk,
A=n, n=0,+1,+£2 ..

bo'lishi kerak. (14)-sistemaning ikkinchi tenglamasi A = n butun sonlarga
bog’liq bo’lgan quyidagi ko'rinishli yechimlarga ega bo’lib chiqdi:

D, (p) = A, cos(ny) + By sin(ny). (16)

Masalaning radial gismiga kelaylik:

d dR(p) 2 _
ﬂd—p (Pd—p> —n"R(p) =0. (17)

Uning yechimini R = p* ko'rinishda qidirsak @ = =4n ekanligini topamiz.
Demak, (17)-tenglamaning eng umumiy yechimi

Ry(p) = Cup" + Dypp™" + Elnp

ko'rinishga ega bo’lishi kerak. Bu formuladagi oxirgi had n = 0 holga to’g'ri
keladi. Ichki masala haqida gap ketayotgan bo’lsa, D, = 0, E =0 (p = 0
da yechimning cheklanganlik shartidan), tashqi masala haqgida gap ketayotgan
bo'lsa, C;, = 0, E = 0 (p = oo da yechimning cheklanganligi shartidan).
Topilgan yechimlarning xususiy sistemalarini yozib olaylik:

un(p, @) = p" (A cos(ng) + By sin(ng)), p < a;
(18)
un(p, @) = p " (A cos(np) + By sin(ny)), p > a.

Umumiy yechim mana shu xususiy yechimlarning chiziqli superpozitsiyasidan
iborat:

ulp, @) = D p" (Ancos(ng) + Bysin(ng)), p < a;

n=0

0]

u(p, ) = Y p " (Ancos(ng) + Bysin(ng)), p > a.
n=0
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A, va B,, koeffisientlarni chegaraviy shartlardan topamiz:

u(a, 0) = a*" (A, cos(np) + By sin(ng)) = f(¢). (20)
n=0

f(v) ni Fourier qatoriga yoyaylik:

o

o :
@) =5+ (ancos(ng) + fysin(ny)) (21)
n=1
Bu yerda
27 ] 27
1
ag = ;/f(@)d% ay = ;/f(w) cos(ni)dp, B, = /f sin(ngp)d
0 0
(22)
(19)- va (21)-formulalarni solishtirsak, ichki masala uchun:
T T R X (23)
2 am a”
va tashqi masala uchun:
Ay = % A, = ana®, B, =Ba", n=123, .. (24)

ekanligini topamiz. Shularni hisobga olib, yechimlarni yana bir marta yozib
olaylik:

W) =G+ 2 (2) (cwcos(ng) + Busin(ng)) , p < a;
(25)
u(p, ) = 204 i @)’ (e, cos(ng) + Bpsin(ng)), p > a.
2 n=1 P B
7.1-misol. Au = 0, wu|g = Acose masalani p = a doiraning ichida

yeching.
f(p) = Acos ¢ funksiyani Fourier qatoriga yoysak faqat a3 = A, va boshqa
hamma koeffisientlar uchun o, = 0, £, = 0 ekanligini topamiz. Demak,
x

p
u(p,p) = —cosp = —
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Neumann masalasiga kelaylik:

ou

Au =0 —
u : 9

= f.

p=a

Tenglamaning yechimi o‘sha (18)-formula orqali aniglanadi, bajarilishi shart
bo‘lgan (9)-formula doira uchun

21

/ dof(a,0) =0 (26)
0

ko‘rinishga ega bo‘ladi. Bu shartni ganoatlantirmaydigan masala to‘g‘ri
go‘yilmagan masala bo‘ladi, uning yagona yechimi mavjud emas. Ichki masala
uchun chegaraviy shart

fla,p) = Z na™ ! (A, cos(ny) + B, sin(ny)) = Ay cos ¢ + By sin o+
n=1

+2a Ay cos(2p) + 2a By sin(2¢) + 3a® Az cos(3¢) + 3a° Bz sin(3¢) + - - -

ko‘rinishga ega bo‘lgani uchun Ay koeffisientni chegaraviy shartdan aniqlab
bo‘lmaydi. Bu - (7)-formuladan keyin muhokama gilingan noaniqlikning o‘zidir.
Oxirgi formulani (21)-formula bilan solishtirsak, Dirichlet masalasidagi (23)-
formulaning o‘rniga

Oy
—1? BTL —

na™

A, =

formulalarni olamiz. Umumiy yechim

00 1 n
ulp,p) =a) - (g) (an cos(nip) + By sin(ng)) +C, p<a
n=1

ko‘rinishga ega bo‘ladi, bu yerda C- noaniq konstanta.

Tashgi Neumann masalasida bunday noaniqlik yo‘q, lim, .o u = 0 sharti
Ay = 0 bo'‘lishiga olib keladi. Yechim

=1 [(a\" ,
o) = =a X1 (%) (ancostng) + Gysini)), o2 a
n=1
ko‘rinishga ega bo‘ladi, bu yerda (24)-formulaning o‘rniga
n+1 n+1
An: _a Qlp,y Bn: _a—6n7 n = 172737"'
n n



ifodalarni ishlatdik. «, va g, lar (22)-Fourier formulalaridan topiladi (n = 0
dan tashqari).

Mashgqlar.

7.2-mashq. Ichki va tashqi Dirichlet masalalarining yechimlarini quyidagicha
birlashtirib:
{ p/a, ichki masala;

R . : Lo
u(p, ) = 9 +Zt (a cos(ng) + fpsin(ng)) ;= a/p, tashqi masala,

n=1
va cosnp cos(ny) + sin(ny) sin(ny) = cos(n(e — 1)) formuladan foydalanib quyidagi,
Poisson formulalarini keltirib chigaring:

' 1 [ a* — p? .

o= 7] T e At < 0
\ f(SO)7 p = a.
( 1 r 0 — a? .

u(p) = 27 ] TV 2apeosto — ) v 2™ P (28)
\ f(@)) p = a.

7.3-mashq. Birlik aylana ichida quyidagi Dirichlet masalasini yeching:
Au=0, u(l,p)=cos’p.

7.4-mashq. Birlik aylana ichida quyidagi Dirichlet masalasini yeching:
Au=0, u(l,p)=cosy.

7.5-mashq. Birlik aylana ichida quyidagi Dirichlet masalasini yeching:
Au=0, u(l,p)=-sinp.

7.6-mashq. Birlik aylana ichida quyidagi Dirichlet masalasini yeching:

Au=0, u(l,¢p)=sin*p + cosby.

7.7-mashq. R radiusli aylana ichida quyidagi Neumann masalasini yeching:

Au =0, %V:R = Acosep.
or

(26)-bajarilganmi yo‘qmi?
7.8-mashq. R radiusli aylana ichida quyidagi Neumann masalasini yeching:
0
Au =0, —u]r:R = Acos2p.
or
(26)-bajarilganmi yo‘qmi?
7.9-mashq. R radiusli aylana ichida quyidagi Neumann masalasini yeching:
0
Au =0, —u|r:R = sin®yp.

or
(26)-bajarilganmi yo‘qmi?
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§4. Helmholtz tenglamasi — doira uchun chegaraviy
masala

Doira uchun quyidagi xususiy qgiymatlar masalasini ko‘raylik:
—Au = u, ul  =0. (29)
p=a
Qutb koordinatlarida masala quyidagicha ko‘rinishga ega:

10 8u> 1 0%u
-z +———|—)\u:0, u(a, ) = 0.
pOp (ap (@)

Noma’'lum funksiyani u(p, p) = R(p)®(¢) ko'rinishda qgidiramiz, natijada
(o) + p®(p) =0,  P(p) = O(p + 27)

va
p*R'(p) + pR'(p) + (A = )R(p) =0,  R(a) =0

masalalarga egamiz. Birinchi masalaning yechimi yuqorida muhokama qilingan

((14)-(16) formulalarga qarang), bu yerda u yechimning boshqa formasi

qulayroqdir:

1 eimp 2

Y =n Y
V2T i
Ikkinchi tenglama Bessel tenglamasidir, uning yechimi Jn(\/Xp). Chegaraviy

shart J,(v/Aa) = 0 xususiy giymatlarni beradi: v a = ul(n),, [ =1,2,..,

bu yerda ,ul(n) - Bessel funksiyasi J, ning nollari: Jn(,uln)) =0,1=12,..

Masalan,

D, (p) = n=0,12,..

—~

=2 4048..; u” =55201..; pul” =8.6537...,

MV =38317..; Y =70156..; i) =10,1735...

va h.k.
Shu bilan ikkinchi masalaning yechimlari ham topildi:

Fulp) = cudn (1"2).

{®,(p)} funksiyalar (0,27) intervalda to‘'liq va ortonormal sistemani tashkil
giladi, R,(p) funksiyalarni ortonormal sistemaga aylantirish uchun ¢,
koeffisientlarni quyidagicha tanlab olish kerak:

a

1 P a
I J2 ( (n)_) dp — —
ol / n /’Ll a pap = \/—

0

T (1 ())
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Bu formulani keltirib chiqarishda (28)-ishlatildi. Shu bilan (29)-masalaning
normasi birga keltirilgan yechimlari sistemasi topildi:
LlOémﬁ)em@ (n)
a

Uni(p, ) = Al = al n=0,1,2,..; [=1,2,..

n ) T 9
Va| (™) a

(30)

Bu funksiyalar to‘plami to‘liq ortonormal sistemani tashkil qgiladi: (wuk, Up) =
5nm5kl-

Yechilgan masalaning fizik ma’nosiga kelaylik. Quyidagi ikki o‘lchamli

to‘lqin tenglamasi
0? 0?
2 _ 2N,
Uy — C <8x2+8y2)u_utt_CAu_0

ning doira ichidagi statsionar yechimini topish kerak bo‘lsin:
u(t, ,y) = e “'a(z, y).

Bu holda % uchun Helmholtz tenglamasini olamiz:

W2
Al + k=0, k==
c
Ko‘rilyotgan masala - chetlari mahkam biriktirilgan membrananing tebran-
ishlari masalasi, topilgan yechimlar sistemasi (30) - radiusi a bo‘lgan
membranadagi turg'un to‘lginlar, garmonikalar. Umumiy yechim (¢! ning
haqiqiy va mavhum gismlarini alohida yechim sifatida olamiz)

> J, (M(n)g) einy
w(,y,t) = D (an cos(wat) + b sin(wit)) e
! vra|Jy ()

(31)

ko‘rinishga ega. a,; va b, koeffisientlar boshlang‘ich shartlardan topiladi.
Garmonikalar (30)-formulada kompleks ko‘rinishda berilgan, tebranishlarni
o‘rganish uchun yechimning haqiqiy qismini olamiz: Rewu. VII.1-rasmda
cos(ny) ko’paytuvchi bilan bog’liq bo’lgan manzara n = 1,2, 3 hollar uchun
ko’rsatilgan. "+" ishorasi kosinusning musbat bo’lgan sohasi, "-" ishorasi
kosinusning manfiy bo’lgan sohasi. Agar membrana sirti muvozanat holatida
shu varaq sirti bilan mos tushsa "+" deb belgilangan sohalarda membrana
sirti varaq sirtidan yuqoriga ko’tarilgan bo’ladi, "-" ishorali sohada esa
teskari - pastga tushgan bo’ladi. To’g’ri chiziglar sirt tebranishi amplitudasi
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VII.1-rasm: Membrana tebranishlariga oid

VII.2-rasm: Jy va Ji ning grafiklari

nolga teng bo’lgan sohalar. Ammo bu hali hammasi emas. Jy va J;
Bessel funksiyalarining grafiklari VII.2-rasmda ko’rsatilgan. Ko'rinib turibdiki,
Bessel funksiyalari markazdan tarqalayotgan va markazdan uzoqlashgan sari
amplitudasi kamaya borayotgan turg‘un to’lginlarni ifodalaydi. Shu VII.1-
va VII.2-rasmlarni (garmonikalarning yuqori hadlariga mos keluvchi rasmlarni
ham) o’zaro ko'paytirsak, membrananing garmonikalari haqida tasavvur olgan
bo'lamiz.  VII.3-rasmda Jg(uf’)p/a) cos(3p) turg‘un to‘lginga mos keluvchi
manzara ko‘rsatilgan. "+" va "-" ishoralarning va to‘g‘ri chiziglarning ma’nosi
yuqorida tushuntirilgandek. Membrana wsy chastota bilan tebranadi, ya’ni,
rasmda ko‘ratilgan manzarada "+" va "-"
almashinib turadi.

7.2-misol. Radiusi a bo‘lgan va cheti mahkamlangan membrana uchun

ishoralar ws4 chastota bilan o‘rin
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VII.3-rasm: Jg(uf’)p/a) cos(3¢p) turg‘un to‘lginga mos keluvchi manzara

tebranishlar masalasi quyidagi boshlang‘ich shartlarda yechilsin:

1. Boshlang‘ich chetlanish u(p,0) = AJO(ul(O)p/a) ga teng, boshlang‘ich
tezlik nolga teng.

2. Boshlang‘ich chetlanish va boshlang‘ich tezliklar fagat p ning funksiyasi:

u(p,0) = f(p),  wlp,0) = F(p).

Yechim.
1. Boshlang‘ich tezlikning nolga tengligi (31)-formulada b,; = 0 ga olib
keladi. a,,; koeffisientlar quyidagicha aniglanadi:

a 2m i ( (n)B) ine
(0) n \F a
App = A/dpp/dcpjo(ul p/a) T = A6y, 0081
A 7o | (™)
Demak, yechim:
et (0) P
u(p,t) = Acos ——Jj (,u,l —> :

a a

2. Bu holda (31)-formuladagi koeffisientlar quyidagicha aniqlanadi:

a

) 2 / 0)P
nl = nl\ P = T 5, (O~ d a) o
Q] /d pf(p)un(p, @) CL2J12(M1(O)) J ppf(p)Jo (M; a) On,0

a

1 2 p
bu = — | dpF(p)un(p, o) = ———— / dp pF(p)Jo (ugo)—) On,0-
Wn a’wnJi () 0 ¢
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Masalaning yechimi:

Z ag; cos(woit) + by sin(wt)) Jo (Nz(o)g) :
=1

§5. Helmholtz tenglamasi — tortburchak uchun chegar-
aviy masala.

Helmholtz tenglamasini yechishga oid bir misolni ko’rib chigaylik:

0> 82
Z = —Au, ulp=0,
0<z <, 0<y<m.

Bu (z,y) tekislikda to’rtburchak ichida berilgan Dirichlet masalasi. Tort-
burchak chegarasi L da noma’lum funksiya nolga teng. Shu vaqtning o’zida
bu masala xususiy giymatlar masalasidir, chunki bu masalaning yechimi har
ganday A uchun ham mavjud bo‘lavermaydi. Masalaning yechimini

u(z,y) = X ()Y (y)
ko’rinishda gidiramiz. Bu bizga quyidagini beradi:

X"(z) | Y'(y)
X(@) V()

— (33)

Bu tenglamaning mumkin bo’lgan ko'rinishlaridan biri:

X'a) _ Y'(y)
X@) YW

—A=—p (34)

Bu yerda biz yangi noma’lum doimiy w ni kiritdik. Natijada, biz ikkita xususiy
giymatlar masalasini olamiz:

X"(z)+ pX(x)=0, X(0)=X()=0;
(35)
Y'(y)+vY(y) =0, Y(0)=Y(m)=0, v=X\—p.

Bunday masalalarni yechishda tajribamiz bor. Birinchi satrdagi maslaning

yechimi
k2
,u: T , k:1,2,37...
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giymatlar uchungina, ikkinchi satrqadi masalaning yechimi esa

. 2
v = <E> Ci=1,2.3, ..
m

giymatlar uchungina mavjuddir. Demak, A ham ixtiyoriy emas:

Yechimlarni ham keltiraylik:

2 | knx 2 . gm
Xi(x) = \/;sm — Yi(y) = \/Esm%.

Umumiy yechim:

m

- = 2 . kmx . jmy
u(z,y) = Z Xie(2)Y;(y) = Z sin sin :
k pim Vim /

J=1

{Xi} va {Y;} to‘plamlar to'liq sistemalarni hosil qiladi, demak, masalaning
boshqa xususiy giymatlari va yechimlari yo'q. A; xususiy giymatlar karrali
bo‘lishi mumkin, uning karraliliga

tenglamaning butun sonlardagi yechimlarining soniga bog‘liq bo‘ladi. Masalan,

[ = m =1 hol uchun As5 ning karraligi uchga teng: A\s5 = A1 = Aq7.
7.10-mashq. Laplace tenglamasi Au = 0ning 0 < x < a, 0 < y < b to’rburchak ichidagi
yechimini toping. wu(z,y) shu to’rtburchak chegaralarida quyidagi gqiymatlarni qabul qiladi:

u(0,y) = Asin%y, u(a,y) =0, wu(z,0)= Bsin%x, u(z,b) = 0.

§6. Shar uchun Dirichlet va Neumann masalalari.

Radiusi a bo‘lgan shar uchun ichki va tashqi Dirichlet va Neumann masalalarini
yechaylik. Masalalarning qo‘yilishi quyidagicha. Ichki masala:

Au=0, r<a;, r=a da D):u=f; N):%:f.
r

Tashqi masala:

0
Au=0, r>a; r=a da D):u=/f; N):—u:f; lim u = 0.

87” 7—00
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Ko‘rilyapgan sohada u € C?, chegarada esa u € C - Dirichlet masalasi uchun
va © € C! - Neumann masalasi uchun. Neumann masalasi uchun

/de:a2/de(9,gp) =0
bo‘lishi ham kerak.

Haqiqatda §2.7.-paragrafdagi (72)-formula Laplace tenglamasining sferik
sistemadagi yechimlarini beradi, ammo u yerda chegaraviy shartlar muhokama
gilinmagan edi. Tushunarliki, ichki masala haqida gap ketayotgan bo‘lsa, (72)-
ning birinchi (7" ga proporsional bo‘lgan) gismini olishimiz kerak, tashqi masala
haqida gap ketayotgan bo‘lsa (72)-ning ikkinchi (r~"~! ga proporsional bo‘lgan)
gismini olishimiz lozim.

Chegaraviy shartni ifodalaydigan funksiya f = f(6, ¢) ni sferik funksiyalar
bo‘yicha qatorga yoyamiz:

oo m=n
=YY A0 Aw= [V 0.016.0)
n=0 m=—n
Aytilganlarni (shu jumladan, §3.-paragrafdagi chegaraviy shartlarning muhoka-
masini) hisobga olib, quyidagi natijalarga kelish mumkin:
Dirichlet ichki masalasining yechimi:

u(r, 6, @) = Z( ) Z A Y (6 r<a;

n=0 m=—n

Neumann ichki masalasining yechimi:
u(r, 0, ) = Z ( ) ZAanm o)+ C, r<a;
n=1 m=—n
Dirichlet tashqi masalasining yechimi:

u(r, 0, p) = Z( )nH mzz: A Y (6 r > a;

n=0

Neumann tashqi masalasining yechimi:

u(r,0,p) = — Zn—i—l( )nH Z A Y (6 r > a.

Paydo bo‘lgan hamma qatorlar yaginlashuvchi bo‘ladi va o‘zining yaqginlashuv
sohasida tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi, buning isbotini [3] kitobning §25 dan
topish mumkin.
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§7. Silindrda barqaror issiqlik taqsimoti masalasi
Bizga asosining radiusi a va balandligi A bo’lgan bir jinsli silindr berilgan
bo'lsin. Quyidagi hollarda silindr temperaturasi u(r, z) ni toping:

1. Quyi asos va yon sirt temperaturalari nolga teng, yuqori asos
temperaturasi faqat r ning funksiyasi;

2. Quyi asos temperaturasi nolga teng, yon sirti issiglik o’tkazmaydi, yuqori
sirti temperaturasi f(r);

3. Quyi asos temperaturasi nolga teng, yon sirti temperaturasi nolga teng
tashqi muhit bilan bilan sovutilyapti, yuqori sirti temperaturasi f(r).

Bu masalaning qo‘yilishi IV.5-mashqda muhokama qilingan. Bu yerda esa shu
masalaning yechimi muhokama qilinadi. Masala silindrik simmetriyaga ega,
shuning uchun tenglamani silindrik sistemada yozamiz:

1o (o) 10 o
ror \ or r20p? 022

Masalada ¢ ga bog’liq bo’lgan shartlar yo’q, shu sababdan tenglamadagi
ikkinchi had ham bo‘lmaydi:

10 ( Ou 0*u
o (a—> T2 =Y
Tenglamani topdik. Chegaraviy shartlarni yozib olaylik:
Lo u(r,0) =0, wu(a,z)=0, wulr,h)= f(r);
2. u(r,0) =0, wu.(a,z)=0, u(r,h)=f(r);
3. u(r,0) =0, wu(a,z)=—au(a,z), « >0, wu(r,h)=f(r).

Au=0 = 0.

Yechimni
u(r,z) = R(r)Z(z)

ko’rinishda qidiramiz. Bu holda

1 d < dm)) _ _Z1 ACTEN

rR(r) dr dr (2) dz?
tenglamalarni olib, ulardan quyidagi sistemaga kelamiz:
d [ dR(r)
Z// _ 2Z — _ 2,2 —= .
(z2) = NZ(z) =0, T (T o ) + A r°R(r) =0
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Bu sistemaning yechimlarini topish oson:
Z(z) = c¢1 ch(Az) + cash(Az), R(r) = c3Jo(Ar).

Chegaraviy shartlarni qo’llaylik. Uchala holda ham Z(0) = 0 bo’lishi kerak
bo’lgani uchun ¢; = 0 deb olishiliz kerak, demalk,

Z(z) = cash(Az2).
Shu bilan xususiy yechimning umumiy ko’rinishini topdik:
u(r, z) = cdo(Ar) sh(Az).

Qolgan chegaraviy shartlarni qo’llashga o’tamiz.
Birinchi masala:

wa,z) =0 = J(ha)=0 = Na=pu",

n

Demak,
)= 3 (1O o (192).
Ikkinchi chegaraviy shartni ishlataylik:
) = 1) = 3 e (105 ) s ().
’ — " a " a

Bessel funksiyalarining (27)- va (28)- xossalarini ishlataylik:

a a

/dr?“f(T)Jo <u,(€0>£) — ilcn sh <M%o)g> /drrJO (Mgng) 7 (M%o)g) _

0 n= 0

1 h
=5 sh <M;§0)5> ?(Ji(i))?,

chunki Jo(,u,go) ) = 0. Shu bilan ¢, koeffisient ham topildi:

a

2 / r
Cn = drrf(r)Jo (u=) .
a2 T3 (ul))sh (12) 4 (%)

To’liq yechim:

u(r, z) =

< 2.Jp (uﬁ?r/a) sh (uy(zo)z/a> p 0"
0) (0) / drrf(r)Jo <"" 5)'
=1 a?Ji(pn’)sh (un h/a> /
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Ikkincht masala: Bu gal ikkinchi chegaraviy shart quyidagicha:
ur(a,z) =0, = J)(\a)=—-Ji(Aa) = 0.

Demak, Aa = /A}) - J1 ning nollari. Yechim:

= r 2
u(r, z) = Z cndo (ug)g) sh (,ug)g) :
n=1

Yuqori asosdagi chegaraviy shart:

> r h
) = 1) = e (405 b (4

dan ¢, larni topamiz:

2 / nr
Cn = drrf(r)Jo (uV=) .
@ T3 () sh (%) ( a)

To’liq yechimni topdik:

< 2Jy (/L%”?”/CL) sh (u%”z/a) p )

r
u(r, z) = /drrf(r)Jo ,ufll)—
g; &ﬁ@?ﬁm@&%m) / ( a

Uchinchr masala:
Bu galda chegaraviy shart murakkabroq:

ur(a, z) = —au(a, z), a>0.
Buni quyidagicha yozishimiz kerak:

iJ()()\T)

o + aJy(Aa) = 0.

r=aqa
Agarda Jj deb, uning argumenti bo’yicha hosilani belgilasak, yuqoridagi
tenglama quyidagicha yoziladi:

%Q@+%%Q@:O.

Hosil bo’lgan tenglamaning yechimlarini A, deb belgilaylik. Yana yuqoridagi
amallarni bajarsak, ¢, koeffisienti uchun quyidagi ifodani topamiz:

a

2 1 r
— ?(1 T DT 00 /drrf(r)Jg <)\na) :
0

Cn
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VIII BOB. GREEN FUNKSIYASI METODI

§1. o-funksiya

Matematik fizikada moddiy nuqta, nuqtaviy zaryad, zaryadlangan sirt va h.k.
shunga o’xshash ideallashtirilgan tushunchalar ko’p uchrab turadi. Bunday
kattaliklarning zichligini oddiy funksiyalar yordamida ta’riflab bo’lmaydi.

Masalan, massasi m ga teng bo’lgan moddiy nuqta tushunchasini ko'raylik.
Agar chekli massa bir nuqtada joylashgan bo’lsa, (shu nuqta koordinat boshi
bo’lsin) uning zichligi uchun

oo, r=20;

p(r) = (1)
0, r>#0.

deb olishimiz kerak. Tabiiyki, bunday funksiyaga oddiy funksiyaga qaragandek
qaray olmaymiz - uni na differensiallash mumkin, na integrallash. Vaholangki,
jismning zichligidan olingan integral shu jismning massasini berishi kerak:

/ Brp(r) = m. (2)

Demak, nuqgtaviy kattaliklarning zichligiga boshgacha yondoshishimiz lozim.
Buning uchun biz tajribada biror jismning nuqtadagi zichligini o’lchaganda
haqgigatda shu nuqtaning kichik atrofida bo’lgan o’rtacha zichliknigina o’lchay
olishimizni eslashimiz kerak. Odatda shu o’rtacha zichlik nuqtadagi zichlik deb
e’lon qilinadi. Shunga asosan nuqtaviy zarra zichligi haqida gapirganimizda
uning massasini yetarli darajada kichik bo’lgan ¢ radisuli shar bo’yicha bir
tekisda tagsimlangan deb qarab, uning o’rtacha zichligi uchun (zarraning
massasi birga teng m = 1 va u koordinat boshida joylashgan deb olaylik)

3
—, 1 <¢;
4 37 —_ Y
pe(r) =4 7" (3)
0, r>e.

ifodani ko’rish tabiiyroqdir. Albatta, ¢ — 0 limitda biz yana o’sha(1)-
formulani olamiz, ammo (1)-dan farqli o’laroq bu gal p. dan hajm bo’yicha
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olingan integral shu hajmdagi massani beradi:

1, 0eV,;

[ peteiae = )
A 0, 0EV.

Ana endi € — 0 limitga o’tishimiz mumkin! Bundan ko’rinib turibdiki, ¢ —
0 limitni nuqtadagi limit ma'nosida tushunish, yani, (3)-formulada bevosita
e — 0 limitga o’tish to’g'ri natijaga olib kelmaydi. Bu limitga (3)-funksiyani
integrallaganimizdan keyingina o’tishimiz mumkin.

Shu mulohazadan xulosa qilib {p.(r),e — 0} limitni sust limit ma’'nosida
tushunaylik. Bu degani, ¢ — 0 limit fagatgina integral ostidagina ma’noga
ega: ya'ni, bu limitga integral ostida p.(r) funksiyamiz boshqa ixtiyoriy bir

uzluksiz funksiya ¢(r) bilan kirgandagina o’tamiz: { / pepdix, e —> O}. (3)-
ta'rifdan keltirib chigarish qiyin emaski,

lim [ p-(r)p(r)dz = ¢(0). (5)

e—0

Darhaqiqat, ¢(r) funsiyaning uzluksizligi shuni bildiradiki, ixtiyoriy n > 0
uchun shunday ¢ > 0 topiladiki, |r|] < e bo’lganda |[p(r) — ¢(0)]] < 7 .
Natijada,

[ et o0)| = 2| [ o) - pl0] s <

r|<e

3
< . 3
S oo / lo(r) — @(0)] d’x < n

|x|<e

ni olamiz. Demak, ¢(0) son [ d*ro(r)p-(r) = (¢, p:), € — 0 ketma-ketlikning
sust limiti bo’lar ekan. Ixtiyoriy uzluksiz ¢(r) funksiya uchun bunday limit
uning noldagi giymati (0) ni mos qo’yar ekan.

Xuddi shunday, massasi birga teng m = 1 nuqtaviy zarracha r = ry nuqtada
joylashgan bo’lsa, uning zichligi sifatida quyidagini qabul gilamiz:

; |r | <e
R J— I‘O ~ .
4 37 )
pe(r—ro) =14 ° (7)
0, |r—rg>e.
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(6)-ni keltirib chigargandek

lim [ p.(r —ro)p(r)d’s = (o) (8)
e—0
ekanligini ham tekshirib ko’rishimiz mumkin.

Bunday hol matematikada quyidagicha ta'riflanadi: {p.(r),e — 0} ketma-
ketlikning sust limiti yetarli darajada silliq bo’lgan ¢(r) funksiyalar ustida
aniglangan chiziqli funksional ((ry) ni beradi .

Har gal {p.(r),e — 0} deb yozib o’tirmaslik uchun

lim p.(r) = 0(r)

e—0

belgi kiritaylik. Bunda biz (birlik massali) nuqtaviy zarrachaning zichligini

p(r) =o(r)
deb belgilagan bo’lamiz. Massasi m bo’lgan zarracha uchun esa
p(r) = mé(r)

deb yozishimiz kerak.  Yangi kiritilgan 6— funksiyaning asosiy xossasi
quyidagichadir:

/&mwwfxzwm. (9)

Buni ko’pincha
(0,0) = (0) (10)
ko’rinishda ham yoziladi.  Yangi kiritilgan funksiya Dirakning delta-
funksiyast deyiladi.
Agar ri, k = 1,2, 3, ... nuqtalarda joylashgan m, diskret massalar sistemasi
berilgan bo’lsa, bu sistemaning zichligi

p(r) = Z myo(r — 1)

formula orqali ifodalanadi. Ko'rinib turibdiki,

/dgil?ﬂ(r) = imk

\%4

Funksional deganda biror bir f(x) funksiyadan olingan va shu funksiyaning ko’rinishiga bog’liq bo’lgan
aniq integral - songa aytiladi.
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bo’ladi.
Xuddi shunday, nuqtaviy zaryadlar sistemasi haqgida gap ketsa,

n

pe(r) = Z erd(r — ry)

k=1

deb yozishimiz kerak.

Biz ko'rdikki, nuqgtaviy massa va shunga o’xshash tushunchalarni kiritish
uchun sust limit tushunchasidan foydalanishimiz kerak. Bunday kattaliklarning
nuqtadagi qiymati haqgida gapirishning ma’nosi yo’q - bu shu kattaliklarning
fizik ma’'nosiga ham to’g’ri keladi. Yuqorida aytganimizdek, tajribada faqat
o’rtacha, ya'ni, integral kattaliklar o’lchanadi - kiritilgan d —funksiya ham xuddi
shunday ma’noga ega.

Biz d —funksiyani uch o’lchamli holda kiritdik, uning xossalarini bir o’lchamli
holda o’rganish osonroq. Shuning uchun shu paytgacha aniqlagan xossalarni bir

joyga yig’aylik:

00, T = Xp;

1. 5(3;‘—x0)={07 x + 7o

oo

2. /dm&(x—xo) =1;
3. /dxf(a:)é(a:—xo) = f(xg).

Birinchi xossa shartli ma'noga ega.
Uch o’lchamli 6 —funksiya quyidagicha aniglanadi:

d(r—ro) =d(x —x0)d(y — yo)d(z — 20).

Ba’zi -bir hollarda u 6® (r — ry) ko'rinishda ham belgilanadi.

Ko’pincha d—funksiya oddiy funksiyalarning limiti sifatida ham ko’riladi.
Fizik masalalarni yechganda ba’zi hollarda shunday qilish magsadga muvofiq
bo’ladi. d-ni oddiy funksiyalarning limiti sifatida berish uchun yuqoridagi uch
xossaning bajarilishini tekshirib ko’rishimiz kerak. Shu magsadda eng keng
tarqalgan to’rta misolni ko'raylik va yuqoridagi uchta xossalarning ¢ — 0 da
bajarilishini tekshiraylik (f(z) funksiya uzluksiz va cheksiz tartibdagi uzluksiz
hosilalarga ega deb qaraymiz):
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1 .
[. Birinchi misol: d.(x) = { (2)57 ‘LZT‘><867

: o0, x=0;
L limyo(x) = { 0, |z|#0.

/ dx—/—dx—l

e—0

<—/eXp V£ (ey) — F(O)dy =0, 0.

Uchinchi va tortinchi misollar sifatida quyidagilarni olamiz:

ML 6(o) = SED)
X
1 e

IV. 55(1') = ;m, e — 0.

11m/f dm—f(O)‘ glim%/’f(x)—f(o)’dx%().

(11)

Bu funksiyalar uchun ham uchala xossalarning bajarilishini bevosita tekshirib

chiqish mumkin.
Keltirilgan misollardan oydinki, o-funksiya juft funksiyadir:

d(—x) = d(z).

(12)

O-funksiyaning hosilasini ham sust limit ko’rinishida kiritish mumkin.
Buning uchun yana asosiy funksiya f(z) larning yetarli darajada silligligi va
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cheksizlikda yetarli darajada tez nolga intilishini ishlatamiz:

(5, f) = / 428 (2) f(z) = 6(x) ()| — / dr8(2)f'(x) = —f(0). (13)

Va shu mulohazani davom ettirib, umuman olganda,

(67, 1) = (=17 (0) (14)
bo’lishini topish mumkin. Bu xossani
0 () f(z) = (=1)"f"(0)d(x) (15)
ma’'noda ham tushunish mumkin. Xususan, n = 0 holda:
o(x)f(x) = o(x)f(0). (16)

Umumlashgan funksiyalar ichida eng ko’p tarqalganlaridan biri teta-
funksiyadir (pog’onacha):

) ={ 5 220
Bu funksiya uchun ;
L) = o(x) (17)
ekanligini isbot qilaylik:
o, f) = / 028 () (2) £ () = B(a) f ()| %o — / af (z) = (0).
e 0

d-funksiyaning Fourier tasvirini topaylik. Buning uchun

5(x) = % / Ak (k) exp(—ika)

formuladan uning teskarisiga o’tamiz:

(k) = / dxd(x) exp(ikz) = 1. (18)
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Ya'ni, 0 - funksiyaning Fourier-tasviri birga teng ekan, bu esa bizga ¢ -
funksiyaning eng mashhur tasavvurini beradi:

5(x) :% / d exp(—ikz). (19)

Bu tasavvurdan foydalanib d(x) funksiyaning yuqoridagi uchinchi limit
formasini keltirib chigarishimiz mumkin:

L—oo 2T L—o0 T
—L

L
1 in(L
d(x) = lim 2—/dk exp(—tkzr) = lim sin x)

Uch o’lchamli é—funksiyaning integral tasavvurini topayliki:

5O (r) = §(2)d(y)d(z) =

1 T 7 |
= ) /dl{:zexp(—zkzx)/dkyexp(—zkyy)/dkzexp(—zkzz)— (20)

— / (;lﬂ];:& exp(—ik - r).

Bu formula matematik fizikada ko‘p ishlatiladigan formulalar gatoriga kiradi.
8.1-mashq. Quyidagini isbot qiling:

1
da(z — x0)] = m5(a€ — Ip).
8.2-mashq. Quyidagini ko‘rsating:
1
[ (o)

Avvalgi misol shu misolning xususiy holidir. Agar f(z) = 0 tenglamaning yechimlari bir
nechta bo‘lsa, {z;, i =1,2,...}

o(f(x)) = 0(x —wo),  [flwo) =0

1

o(f(x)) = o(x — ;)
2 7w
bo‘ladi.
8.3-mashq.
0, < —%;
on(z) =< n, —% <x< %;
0, % < .
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funksiya uchun lim,,_,, d,(z) = (x) ekanligini ko‘rsating.
8.4-mashq. Sferik (r,6, ) sistemada §(r — ry) funksiya

1
r—25(r —19)0(cos B — cosby)d(e — o)
bo‘lishini ko‘rsating.
8.5-mashq.
1 m=o00 ‘
d(p1 — @) = 7 z_: exp [im(p1 — )]

ekanligini isbot qiling.
8.6-mashq. -funksiya uchun quyidagi tasavvurni isbot qiling:

1 r el 1, x>0;
9($)—%/d77_i8—{0’ <0

—0o0

§2. Chiziqli differensial operatorning fundamental
yechimi (Green funksiyasi)

Matematik fizika tenglamalariuni yechishning yana bir muhim metodi - Green
funksiyasi metodidir. Bu metodni kiritish uchun ixtiyoriy chiziqli differensial
tenglamani olaylik:

Lu=F. (21)
bu yerda L - biror differensial operator, masalan,
82 82 82 82
L=A= ki L=——-A
Ox? * oy? + 5227 YO ot2

va h.k. Noma’lum funksiya w(z) shu tenglamaning yechimi qidirilayotgan
sohada va uning chegarasida yetarli darajada silliq deb hisoblaymiz.

L operatorning fundamental yechimi, yoki Green® funksiyasi G(x)
quyidagicha kiritiladi:

L., G(x1,22) = 0(x1 — x2). (22)

x deganda m-o‘lchamli fazo vektorini ko'zda tutamiz: z = {a!, 22 23, ..., 2"}.
n = 3 bo‘lganda * — r bo‘ladi. Shunga yarasha §(z; — x3) -funksiya ham n-
o‘lchamli funksiyadir. L,, deganimizda operator x; argumentga ta’sir gilayapti
demoqchimiz. Fundamental yechim mavjud bo’lsa (22)-ning yechimini bir
zumda yozib olishimiz mumkin:

u(r) = uo(r) + /dx' G(z,z') f(2'), (23)

2George Green (1793-1841) - ingliz matematigi. Rus tilida - T'pun.
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bu yerda ug(z) bir jinsli tenglamaning yechimi:
LUO = 0.

Isbot:
Lu(x) = /dx’ LG(x,2") f(2') = /dx’ é(x—2') f(2') = f(x). (24)

up(z) haddan chegaraviy shartlarni qanoatlantirish uchun foydalanish
mumkin.

Quyidagi teorema differensial operatorlarning fundamental yechimlarini
topishda muhim rol o‘ynaydi:

Teorema: )
o v 0T
funksiyalar
d d? 9
o +a va p7E) +a
operatorlarning fundamental yechimlari bo‘ladi.
Isbot:

Bevosita hisoblab topamiz:

(55 + ) 0 = 30— aBle)e ™ + bt = e)e = 5(0),

Bu yerda 16- va 17- formulalar ishlatildi.
Teoremaning ikkinchi gismini isbot qilish uchun quyidagidan boshlaylik
(Z(t) - ixtiyoriy ikki marta differensiallanuvchi funksiya):
d2
o] O()Z(t) =8)Z(t)+25(1)Z"(t) +0(t)Z"(t) = —d6(t) Z'(t)+
+26()Z'(t) + 0(t)Z"(t) = 6() Z'(t) + (1) Z"(t) = 6(t) Z'(0) + 0(t) Z" (¢),

bu yerda 15-formula n = 1 va n = 0 hollarda ishlatildi. Oxirgi natijadan kelib
chigqan holda, quyidagini olamiz:

a

(57 * ) o) =2 — o). (25)

Teorema isbot qilindi.
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§3. Laplace operatorining fundamental yechimi

Laplace operatorining fundamental yechimini topish uchun
AG(r) = 6O (r) (26)

tenglamani yechish kerak. Buning uchun Fourier almashtirish metodidan
foydalanamiz:

31 3
G(r):/(;l:):?)G(k)exp(—ik-r), 6(1‘):/(;7:;3 exp(—ik-r). (27)

Birinchisini (26)-ga olib borib qo’yaylik:

3 3
AG(r) = / (;iﬂk):?)é(k)A exp(—ik-r) = /%(—k%é(k) exp(—ik - r).
(28)
Demak,
/ (;lﬂli?)(—k2)é(k) exp(—ik - r) = / (3753 exp(—ik - r),
yoki, ) .
G(k) = 2 (29)

formulaga kelamiz. Shu bilan Laplace operatorining Green funksiyasining
integral tasavvuri topildi:

3
Gr) = — (2;)3 / dkf exp(—ik - 1), (30)

Ammo bu integralni bevosita hisoblash cheksizlikka olib keladi. Shuning uchun
uning o‘rniga

1 >k .
Gi(r) = NESE / EEY exp(—ik - r) (31)

ni hisoblaymiz va oxirida A — 0 limitga o’tamiz. k fazoda sferik koordinat
sistemasini kiritib, k va r vektorlar orasidagi burchakni 6, deb belgilaylik:

o0 2w T
1 k2dk .
Gi(r) = —(Qﬂ)?)/k2+)\2/dw/deexp(—zkrcose) =
1 [ kdk , |
B _(27r)2z'r / k2 4+ \2 (exp(ikr) — exp(—ikr)) =
0
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o

1 kdk . | .
= —2(277_)27;70 / L2 T 2 (eXp(Zlﬂ“) — exp(—zkr)) = _4_7-[-T

—0o0

Oxirgi integralni hisoblashda chegirmalar nazariyasi va Jordan lemmasidan
foydalandik. Integral ostidagi funksiya k& = +i\ nuqtalarda birinchi tartibli
qutblarga ega?, birinchi integralni hisoblashda k = 4i\ qutb olinadi va Jordan
lemmasi bo‘yicha kontur yuqori yarim tekislikda joylashgan yarim aylanma
bilan to‘ldiriladi. Ikkinchi integralni hisoblaganda & = —i\ qutb olinadi
va Jordan lemmasi bo‘yicha kontur quyi yarim tekislikda joylashgan yarim
aylanma bilan to‘ldiriladi. Oxirida A nolga intiltiriladi. Demak,

1
G(r) = —— 32
()= (32)
yoki, umumiyroq formada
1
G(r, — - 33
(1'1 I'Q) 471"1‘1 — I'Q‘ ( >
ekan.
Shu natijadan foydalanib, Poisson tenglamasi
Ap=—f (34)

ning yechimini topish mumkin. (23)-formula bo’yicha bu tenglamaning yechimi

3/
477/\r—r’\d (35)

ga teng. Elektrostatikada nuqtaviy zaryad uchun f(r) = p(r) = ed(r)
ekanligini hisobga olsak,

e o(x") 5, e
>—E/E?ﬂ“”@; (36)

ifodani olamiz. Bu - Coulomb* qonuni.
Hisoblarimizdan kelib chiqadiki,

A% — _drd(r). (37)

3Nima uchun boshidan A = 0 deb olish mumkinmasligi endi tushunarli - bu holda integrallash konturi ikki
maxsus nuqta orasida siqilib qolgan bo‘lar ekan, pinch deyiladigan bunday maxsus nuqta integrallanuvchi
maxsus nuqgtalarga kirmaydi.

4Rus tilida - Kyson. Charles-Augustin de Coulomb (14.06.1736 - 23.08.1806) (Illapnb-Ortocren ae Kyimon)
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Bu formulani bevosita tekshirib ko’raylik. Uning uchun sferik koordinat
sistemasiga o’taylik. Agar r £ 0 bo’lsa.

1 1 0 01
A= (r’P—=) =
r  r2or <r )

ekanligiga ishonch hosil gilamiz. » = 0 nuqta maxsus nuqtadir, bu nuqtada
hosila olib bo’lmaydi, ammo Gauss teoremasidan foydalanib (37)-ning o'ng
tomonida delta-funksiya borligini ko’rsatishimiz mumkin:

/0337”A1 = /d?’rdiv graJd1 = —/dS r/r® = —4r.
r r

Oxirgi ikki formula (37)-ning yana bir isbotini beradi.

§4. Ikki o‘lchamli Laplace operatorining Green funksiyasi
Ikki o‘lchamli Laplace operatorining Green funksiyasi G
0? 0?
AoGa(z,y) = (w + 8_y2> Ga(z,y) = 6(x)d(y) = o(r)

formula orqali aniglanadi.

1
Go(r) = - Inr
ekanligini isbot qilaylik. Bu esa
Aglnr = 271)(r) (38)

ekanligini ko‘rsatishga teng. Isbotni uch qismga bo‘lamiz. Birinchidan,

10 0
A21nr_;§ <r§1nfr> =0, r # 0.

Ikkinchidan, AsInr dan ixtiyoriy R radiusli doira bo‘yicha integralga Gauss
teoremasini qo‘llaymiz:
27 ]
/ d’rAyInr = j{dS -Vinr = R/dgp— = 27.
v s J R

Ikkita oxirgi natijadan delta-funksiyaning birinchi va ikkinchi xossalari
bajarilganligi kelib chiqadi. Ixtiyoriy cheksiz silliq f(r) funksiya uchun uchinchi
xossasini tekshiraylik:

/d27°A21n7“f(r) = /dQT’AQIHT[f(I') — f(0)+ f(0)] =27 f(0)+
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+/d2rA21nr[f(r) — f(0)].

r # 0 da Aylnr = 0 bo‘lgani uchun integralga fagat » = 0 nuqtaning
atrofi hissa qo‘shadi.  Shuning uchun integralni kichik e radiusli doira
bo‘yicha integralga almashtiramiz va integrallash o‘zgaruvchisi ustida r = er
almashtirish bajaramiz. Bunda integral 0 < r < 1 bo‘yicha olingan bo‘ladi:

/d% Aolnr [f(r) — f(0)] = /deKglnf[f(sf) — F(0)] =8 0.

Shu bilan (38)-formula isbot qilindi.

§5. Multipol yoyilma

Bizga VIII.1-rasmda ko‘rsatilgan zaryadlar tagsimoti berilgan bo‘lsin. Shu
zaryadlar sistemasining P nuqtada hosil qilgan elektrostatik potensialini
topaylik. Elektrostatik potensial uchun tenglama

Ap=—p

ga Green funksiyasi (33)-ni qo‘llasak, potensial uchun

1 p(r)
R)=— [ ———d
)= / R
yechim kelib chiqadi. Agar sistema diskret zaryadlardan tashkil topgan bo‘lsa,
1 €,
R)=— —_
) A za: IR — 1,

bo‘ladi.

p(r) - cheklangan zaryadlar tagsimotiga mos kelsin, ularni o‘z ichiga olgan
sohaning o‘lchami a kuzatish nuqtasigacha bo‘lgan masofa R ga nisbatan kichik
bo‘lsin: a < R. v < a bo‘lgani uchun r < R bo‘ladi. Undan tashqari

2
R-r|=R_12=vRZ_2R -r+r2=Ry/1-2-cosd+ (=
R R

Y burchak R va r vektorlar orasidagi burchak. Bundan kelib chigadiki, integral

ostidagi 1/|R — r| ifodaga Legendre yoyilmasi (35)-ni qo‘llash mumkin:

|R—r| ZP cos ) < )
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VIII.1-rasm: Zaryadlar tagsimoti

Shu bilan potensial quyidagi ko‘rinishga keltirildi:

_ 1 P(r) 3
R) = ym \R—r\ 47TRZ/CZ rp(r Pn(cosﬁ).

(VIIIL.1)-rasmdagi burchaklarga diqqat bilan qaraylik. Sferik sistemada

dPr = drr’df sin 6dyp,
demalk,
_ 1 EOO /Oodrr /dﬁsm@/ L)HP (cos V)
~ inR & plx R/ " |
n—= 0

Qo‘shish teoremasi (78) bo‘yicha (I.3- va VIII.1-rasmlarni solishtiring)

P,(cosd) = 2n+1 Z Y."(0,0)Y (O, D),

bu yerda (6, ) burchaklar r vektor (0 - r va z-o‘qi orasidagi burchak) bilan
bog'lig, (©, ®) burchaklar R vektor (O - R va z-0‘qi orasidagi burchak) bilan
bog‘ligq. Qo‘shish formulasini integralga qo‘yamiz:

- LR Z_; n \/ 27”&4:(— 1 Z_: leynm*(@7 q)) -

Z o p @

(39)
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bu yerda

00 T 2w
Q' =1/ 2n+ 1 /drr /d@sm@/dgpp(r)Yn (0, ) (40)
0 0
1 [ Ar =
() — my/smx

Olingan yoyilma (39) multipol yoyilma deyiladi. Ma’lum bir n uchun m
soni m = —n dan m = -+n gacha bo‘lgan 2n + 1 ta giymat gabul qilgani
uchun Q" lar 2n+1 ta komponentaga ega bo‘lgan kattalikni tashkil giladi, ular
sistemaning 2"-pol momentlari deyiladi - n = 1 da dipol, n = 2 da kvadrupol,
n = 3 da oktupol va h.k. Agar sistemaning to‘liq zaryadi noldan farqli bo‘lsa
yoyilma

va

1
P = —= [ drp(r) =

T 4nR AR
haddan boshlanadi. Undan keyingi had
1 1 * * *
oV = g (@Y QY Qi)

sistemaning dipol momentiga mos keladi. §2.11.-paragrafda yechilgan misollar

mana shu multipol momentlarga tegishli edi.
8.7-mashq. [.4-misolning natijasidan foydalanib dipol momenti d va (Q7*, m = —1,0,1)
lar orasidagi bog‘lanishlar quyidagicha bo‘lishini ko‘rsating:

%(@ Lid), Q' = 7%(@ ~id,).

8.1-misol.  VIII.2-rasmda ko‘rsatilgan zaryadlangan halqaning elektr
maydon potensialini toping. Halganing to‘liq zaryadi - ¢, halqaning radiusi
- a, A - kuzatish nuqgtasi.

Zaryad taqgsimoti quyidagicha ifodalanadi (delta-funksiyaning sferik sis-
temadagi ifodasi VIII.4-mashqdan olingan):

Q(l] = dza Q% =

p(r) = d —0(r — a)d(cosb).

2
Bu ifodani (40)-ga qo‘yamiz:
2T

00 1
47 n m
= Q\/Qn+ 1 /d?“?" 6(7"—a)/d(cos@)&(cos@)/dngn 0, ).
0 1

0
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Sferik funksiyaning (69)-ifodasidan foydalanib ¢ bo‘yicha integralni birinchi
hisoblaylik:
27
1 .
/dgpelm‘p = — (eQmm — 1) = 270,n0.
m

0

z Demak, multipol momentlarning faqat

m = 0 bo‘lgan hadigina noldan farqli
““““ bo‘lar ekan:

Qg = qa" P,(0).

< 3
Ammo Py,11(0) = 0 (I-bobdagi 45-
* formulaga qarang), shuning uchun mul-
VIIIL.2-rasm: Zaryadlangan halqa tipol momentlarning faqat juftlari qoladi:

q o0
R)= =1 ( ) P3,,(0) Py (cos 6).
o(R) 47rRZR2” TN G =5 2o (R) PO Pun(cost)

P5,(0) uchun (I-bobdagi 46)-formuladan foydalanamiz, natijada a-radiusli
zaryadi ¢ bo‘lgan halganing potensiali

— [ a\2 (=1)"(2n)!
P(R) = 4731% (E) (e enl(cos?) =

q 23cos?0 — 1
47TR[1 (R) T e

ko‘rinishda ifodalanishini topamiz. Albatta, R > a masofalarda

bo‘ladi.

§6. Xususiy funksiyalar, xususiy qiymatlar, /-funksiya va
Green funksiyasi

Chizigli L operator berilgan bo‘lsin. ¢, (x) funksiyalar uning (A, xususiy
giymatlarga mos keluvchi) xususiy funksiyalarining ortonormal sistemasini
bersin:

Lgpn(x) = )‘ngpn(x)'
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r deganda, k-o‘lchamli fazo vektorini ko‘zda tutamiz: x = {1, 2, 3, ..., Tt}
k = 3 bo‘lganda x — r bo‘ladi.
d-funksiyani quyidagi yoyilma ko‘rinishida gidiramiz:
0wy —x2) = ) an(w2) (),

an(x2) — noma’lum koeffisientlar. Bu formulaning ikkala tomonini ¢% (1) ga
ko‘paytirib x; bo‘yicha integrallaymiz. Chap tomondan

/ day o, (21)0(21 — @2) = @)y, (22)

kelib chiqadi. O‘ng tomondan (¢, larning ortonormalligidan)

S anea) [ dargon)onn) = aneo

n

kelib chigadi. Demalk,

o(x1 — @2) ZS% T2)Pn(T1) (41)
ekan.
Quyidagi birjinslimas tenglama berilgan bo‘lsin:
Ly + M\ = —p. (42)

Bu tenglama uchun Green funksiyasini quyidagicha ta’riflaymiz:
(L +N)G(x1 — 22) = (21 — 29).
Green funksiyasini L operatorining xususiy funksiyalar orqali ifodalaylik:

G(z1 — 22) Zb T2)en(1).
Ko‘rinib turibdiki,
(L + NG (x1 — x2) Zb (22) (A + N n (1) Zg&nxg Yon(T1).

Demalk,

“(x9)n(x
Gla1 = ) ZSO )\Q:LOA )

(42)-tenglamaning yechimi uchun quy1dag1ga egamiz:

o) == [ G- = = 32 i i @),
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§7. Helmholtz tenglamasining Green funksiyasi

Quyidagi tenglama Helmholtz® tenglamasi deyiladi:
Ap(r) + k*)(r) = —4mp(r). (43)

Laplace operatorining xususiy funksiyalari va xususiy qiymatlarini
{n(r), —k2} deb belgilaymiz:

Ap,(r) = —kigpn(r), n=20,1,2,... (44)

Helmholtz tenglamasining Green funksiyasini
1'1—1'2 Zb 1'2 gpnrl

ko‘rinishda gidiramiz. Helmholtz operatorining unga ta’siri d-funksiyani beradi:

an(l‘2 (k2 + kHp,(r1) = 6(r; — 12) Z @ (r2)en(r1).
Helmholtz operatori uchun Green funksiyasini topdik:
Spn 1‘2 Spn r1
G(r; —ry Z Rk (45)

Agar bu formulada k% = 0 deb olsak, Laplace operatorining Green funksiyasini
topgan bo‘lamiz. Rostdan ham, quyidagi funksiyalar

1 —ikpr
pn(r) = (27‘()3/26

(44)-ning yechimlarining ortonormal sistemani hosil giladi. Bu funksiyalar (44)-
ning yechimi ekanligini va ularning ortogonalligini ham tekshirish qiyin emas:

(0n(r), m(r)) = (er)?, / dPre!tetm™ = §(ky — k).

Demak, (45)-dan k* = 0 hol uchun quyidagini olamiz:

G(rl _ r2 27.(_ 3 Z k2 77,1( I‘1 1‘2)

Agar to‘lgin vektorlari uzluksiz sistemani hosil qilsa, yig‘indining o‘rniga

integralga o‘tish kerak:

—1 d3k —ik(r;—r
G(rl —r2) = (27T)3/ > e k(r;—rz)

5Rus tilida - TesrbMrosbig

142



Laplace operatorining fundamental yechimi uchun (30)-formulani qaytatdan
oldik.

Helmholtz operatorining Green funksiyasiga o‘taylik. Uni ham Laplace
operatorining xususiy funksiyalari orqali topamiz. Boshidan uzluksiz
impulslarga o‘tib (k, — q, Helmholtz tenglamasidagi k bilan adashtirmaslik
uchun), quyidagini olamiz:

1 d3q —1 ri—ro
G(I‘l — 1'2) = (271')3 / e q2€ a( )

Integral ostidagi funksiva ¢> = k? nuqtada qutbga ega, bu maxsus nugqta
integrallash konturining ustida yotibdi. Shuning uchun uni aylanib o‘tish yo‘lini
ko‘rsatishimiz kerak. Haqiqiy o'q ustidagi maxsus nuqta - qutbni aylanib o‘tish
yo‘lini quyidagicha tanlab olamiz:

1 . d3q
lim

e—ta(ri—rz)
(2m)3 e=0 ) k2 +ie — ¢?

G(I‘l - 1'2) =

Bu holda qutblar ¢*> = k% + ie tenglama orqali aniglanadigan yangi nuqtalarga
ko‘chib o‘tadi, € - cheksiz kichik bo‘lgani uchun ularni ¢ = k + i va qo =
—k —1e deb belgilaymiz. Yangi qutblar haqiqiy o‘qdan g kompleks tekisligining
yuqori va quyi yarimtekisliklariga siljiydi. Ularning yangi holati VIII.3-
rasmda ko‘rsatilgan. Shu rasmning o‘zida Jordan lemmasidan foydalanib, ¢

Imgq

@

Re ¢

VIIL.3-rasm: Helmholtz operatorining Green funksiyasiga oid

va @9 qutblar uchun konturlarni qanday yopish kerakligi ko‘rsatilgan: Jordan
lemmasidan kelib chiqadiki radiusi cheksizga intiltirilganda C'; va C'_ konturlar
bo‘yicha integrallar nolga teng.
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Integralni hisoblaylik:

00 T 2m
1 2d
G(ry—ry9)= lim /% /sin&d@exp(—z’qh‘l — 19| cosQ)/dgpz

(2m)3 =0 ) k2 +ic—q
0 0 0

qdq . .
= RRTOLE |r1 — llg(l)/ — (exp (—iq|r; — ra|) — exp (ig|r; — r3])) =

1 - qdq . ,
2i(27m)?|ry — 1o ll—{% / > — k2 —ie (exp (—ig|ry — r2|) — exp (ig|r; — 12])).

Integralni ¢; qutbni inobatga olib hisoblasak,

1
)= —— = ke, — 4
G(r; —r9) prra— exp (ik|r; — ry|) (46)
formulani olamiz, ¢o qutbni inobatga olsak,
- 1
Cry) = —— —iklry — A7
G(r1 — 1) pp— exp (—ik[ry — raf) (47)

javob topiladi. Bu ikki funksiyalar o‘zaro kompleks qo‘shmadir.
8.8-mashq.

AG(r) + k*G(r) = §(r)

tenglamaga (46)- va (47)-formulalarni qo‘yib bevosita hisoblash orqali bu tenglamaning
bajarilishini ko‘rsating.

§8. Green formulalari

Elliptik tenglamani chegaralangan sohada yechganimizda chegaraviy shartlarni
hisobga olishimiz kerak. Green funksiyasi metodida bu ish quyidagicha
bajariladi.

Bizga ikkita u(r) va v(r) funksiyalar berilgan bo’lsin. Masalaning yechimi
qidirilayotgan sohani G deb va uning chegarasini S deb belgilaylik. Unda

u,v € C*Q), u,v € C(S)
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deb talab qgilamiz. Gauss teoremasidan foydalanib,

/quAv:/dVV(qu) — /deu -V = /UVU -dS — /dVVu -V =

Vv V |4 S V

:/u@dS—/dVVu-VU
on
S 1%

(48)
formulani keltirib chigarishimiz mumkin.  Ba’zi-bir hollarda bu formula
Greenning birinchi formulasi deyiladi. Agar bu formulada u va v
funksiyalarning o’rinlarini almashtirib olinganini yuqoridagidan ayirsak,

ov ou
/dV(uAv —vAu) = / (u% — v%> ds (49)
v s

formulaga kelamiz. Buning nomi Greenning tkkinchi formulasz.

§9. Chegaraviy masalaga Green formulalarini qo’llash

Quyidagi chegaraviy masalani ko'raylik:

Au= f(r) €aG, <ag—z + 6u>s = (7). (50)

e Agar a« = 0, § # 0 bo’lsa bu Dirichlet masalasi;
e Agar a # 0, f = 0 bo’lsa bu Neumann masalasi;
e Agar a # 0, 8 # 0 bo’lsa bu uchinchi chegaraviy masala.

Albatta, har bir masala ichki yoki tashqi bo‘lishi mumkin. Bu haqidagi
informatsiya GG sohaning ta’rifida berilgan bo‘ladi, deb qaraymiz. Masalan,
G soha R radiusli sharning ichi desak, ichki masala haqida gap ketayotgan
bo‘ladi. G soha sharning yoki ellipsoidning tashqarisi deyilgan bo‘lsa, tashqi
chegaraviy masala haqida gap ketayotgan bo‘ladi.

Green funksiyasidan esa quyidagilar talab qilinadi:

AG=¢6 €, (oza—G + BG’) = 0. (51)
on g
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Avvalgi paragrafdagi (49)-formulada v(r) = G(r — rg) deb olaylik.
AG(r — ry) = d(r —ro) ni hisobga olsak, quyidagiga kelamiz:

OG(r — 0
u(rg) = /dVG(r — 1) f(r)+ / (u(r)% — G(r — r@%) ds.
Vv S

(52)
ro nugta G sohada yotibdi. Ikkinchiintegral chegara .S bo‘yicha olinadi, integral
ostidagi r o‘zgaruvchi mana shu S sirtning ustida yotadi. n normal S sirtning
har bir nuqtasida unga perpendikular bo‘lgan yo‘nalishga ega.

Agar birinchi chegaraviy masala ko'rilyapgan bo’lsa,

Gl =0, ul =g,
S S
bo’ladi va yechim quyidagi holda aniglanadi:
OG(rg—r
u(rg) = /dVG(rO —1)f(r) + /ngp(r)%. (53)
% S
Ikkinchi chegaraviy masala uchun
0G|, ou| _
on| on| ¥
S s

Ammo Green funksiyasiga qo‘yilgan bunday shart Green funksiyasining ta’rifi
bo‘lgan

AGr—1)=6(r—1)
formulaga ziddir, chunki bu formulaga Gauss teoremasini qo‘llasak,

oG
AI' —r') = - =1
/ dVA,G(r —1) o ds
Vv S

shart kelib chigadi. Shuning uchun Green funksiyasi uchun

oG 1
an S
shart kiritish kerak, bu yerda S - V hajmni o'z ichiga olgan sirtning yuzasi.
Agar tashqi Neumann masalasi hagida gap ketayotgan bo‘lsa, unda S = oo
va Green funksiyasi uchun ikkala shart bir xil bo‘ladi. Agar ichki Neumann

masalasi haqida gap ketayotgan bo‘lsa, uning yechimi
uv) = [ dVGro - )fw) + (s — [ dSp(Gm -r). G
v S
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bo‘ladi, bu yerda (u)s - u funksiyaning S sirt bo‘yicha o‘rtacha giymati. Bu
- konstanta, ichki Neauman masalasi ixtiyoriy konstantagacha aniglanganligini
muhokama qilgan edik.

Uchincht chegaraviy masala uchun esa

va

u(r') = / WG — 1) f(r) — / iSGy. (55)

(53)-, (54)- va (b5)- formulalar birinchi, ikkinchi va uchinchi chegaraviy
masalalarning yechimlarini beradi, wulardagi ikkinchi hadlar chegaraviy
shartlarni o'z ichiga olgan. Ularga kirgan Green funksiyasi G Laplace
operatorining cheksiz fazodagi Green funksiyasi 1/(—4m|r —r’|) ning o'zl emas,
balki (51)-masalaning yechimidir. Bu yechimni biz

1
4r|r’ — r|

G =Gy +o(r), Go(r' —r) = : Av=0€G

ko'rinishda olishimiz kerak. Birinchi chegaraviy masala uchun G| = 0 bo’lgani
S
uchun
1
v| = ————
4|r’ — 1|
S S

deb olishimiz kerak.
Misollar

Ideal o’tkazgichdan tashqarida joylashgan zaryad

(VIII.4)-rasmning a) gismida o’tkazgich sirtidan tepada turgan e zaryadning P
kuzatish nuqtasida hosil qgilgan potensialini toping. Masalaning qo’yilishi:

Ap = —4med(r), ¢ls = 0.

Yechim:
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- r_.p N oZ
7 T gon
l" \\\:\E\\;\}-P
TTTTTTTTTITTTT7 =
Itz/,/'/ //&,
o . /, 3
-e a) o’ -ee b)

VIII.4-rasm: e zaryad hosil gilgan potensial

Masalani yechish uchun biz mavhum zaryad —e kiritdik, u tekislikdan pastda
joylashgan. Elektromagnetizimmda bunday metod akslantirish metodi deyiladi.

Oydinki,
1
A; = —47'('(5(1'/) = 0,

chunki masala berilgan soha - sirtdan yuqorida yotadi, P nuqtani yuqori yarim
sirtning xohlagan joyida olsak ham hamma vaqt ' # 0 bo’ladi. Demak, o(r)
tenglamani ham, chegaraviy shartni ham ganoatlantiradi.

To’g’ri burchakli ideal o’tkazgich uchun masala

Cheksiz to’g’'ri burchakli sohada joylashgan e zaryad hosil gilgan maydonni
toping, to’g’ri burchakning sirtida ¢ = 0. Bu masalaning yechimi

ko'rinishga ega bo’ladi ((VIIL.4)-rasmning b) gismiga qarang). Fiktiv zaryadlar
r1, 79,73 nugtalarga qo’yilgan.

§10. Issiqlik tarqgalishi masalasi

§10.1. Issiqlik tarqalishi operatorining fundamental yechimi

[ssiqlik tarqalishi (diffuziya) tenglamasining

<% — a2A> u(x,y, Z,t) — f(x,y, Z7t)
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umumiy yechimini topish uchun issiqlik tarqalishi operatorining fundamental
yechimini topamiz:

<% _ a2A) G(r,t) = 5(r)5(1).

Bu tenglamaning ustida uch o‘lchamli Fourier almashtirishi bajaramiz:

/ B T (% _ a2A) Glr.t) = / P % TS(r)s(t) = 6(1).

Green funksiyasi uchun quyidagi formulani ishlatib:

3 ~
G(r,t):/(;ir];sG(k,t) exp(—ik - r)

(28)-formulani hisobga olib, yuqoridagi tenglamani

(% N a2k2> Gk, 1) = 6(t)

ko‘rinishga keltiramiz. Bu tenglamaga §2.-paragrafning oxiridagi teoremaning
birinchi qismini ishlatsak,

G(k,t) = O(t)e *"

ekanligini darhol topamiz. Demak, izlanayotgan fundamental yechimning
integral tasavvuri quyidagicha ko‘rinishga ega ekan:

Bk e s
G(r,t):H(t)/We kot—ik

k vektor bo‘yicha integralni hisoblash qiyin emas. Buning uchun
eksponentadagi ifodani to‘'liq kvadratga keltirish yetarli:
2
3 . o
G(I‘,t) — Q(t)/ d kg 6—a2(k + zr/(2a2t))2t - 7“2/(4a2t) — Q(t) e 4a2t_
(2m) (2a+/t)3

§10.2. Cauchy masalasining yechimi

Cheksiz fazoda u; — a?Au = f tenglama uchun Cauchy masalasining yechimini
Green funksiyasi yordamida ifodalab olishga hamma narsa tayyor. Cheksiz
fazoda bu tenglamaga faqat boshlang'ich shart u(r,0) = ¢(r) beriladi, 6-
funksiya yordamida bu shartni tenglamaning o‘ng tomonidagi manbaga qo‘shib
qo‘yishimiz mumkin:

u(r,t) — a*Au(r,t) = f'(r,t), (e, t) = f(r,t) +6(t)p(r). (56)



Ko‘rinib turibdiki, bu formula boshlang‘ich shartni ¢ = 0 vaqt momentida ta’sir
qiluvchi manba sifatida talqin qilishni taklif etadi. Fizik mulohazalar nuqtai-
nazaridan bu talgin manbaning ham, boshlang‘ich shartning ham ma’nosiga
mos keladi. (56)-formulalar issiqlik tarqalishi (diffuziya) masalasining ma’lum
bir qo‘yilishiga mos keladi. Bu masalaning yechimi (cheksiz fazoda, chegaralar
yo'q!) Green funksiyasi metodida quyidagicha ifodalanadi:

:/dT/d?’r’G(r—r',t—T)f/(r/ﬂ') =

2 (57)
3. £l (] - (r_rl)
2@\/_3/t_7_3/2/drf(r,7')exp< 4a2(t—7')>'
Bu formulaga f’ ning ta’rifini qo‘yamiz:
o 9(75) 3./ ! (I‘ _ I")Q
u(r,t) = 2av/mT) /d r'p(r') exp el s
(58)

(57)-formulada integral ostida d(7) ni ishlatganimizda 7 ni nolga yuqoridan
intiltiramiz deb hisoblash kerak, buni odatda quyidagicha belgilanadi: 7 — 0.
Olingan formula uch o‘lchamli fazoga tegishli, uni bir o‘lchamli fazo uchun yozib

olish qiyin emas:
@—ff)
dx’ ) ex — |+
2a\/ pla) exp < a

2af/ o e (3 55)

§10.3. Chegaraviy shartlar

u(z,t) =

(59)

Chegaraviy shartlarni muhokama qilish uchun issiqlik tarqalishi tenglamasini
(3)-formada yozib olaylik (k = const deb olamiz):

cp% = kAu + F.
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Eslatib o‘tamiz, ¢ - muhitning issiqlik sig‘imi (muhitni muvozanatda turibdi
deb garaganimiz uchun ¢ = cp bo‘lishi kerak), p—muhit zichligi, k - issiqlik
tarqalish koeffisienti, F'- manba zichligi.

Muvozanatda turgan va umumiy chegaraga ega bo’lgan ikkita muhit berilgan
bo‘lsin.  Ikkita muhitning chegarsida temperaturalar teng bo‘lishi kerak
(muvozanat sharti):

Up = Us.

Undan tashqari, bir muhitdan (k1) chigayotgan issiqlik ogimi ikkinchi muhitga
(ko) kirib kelayotgan issiqlik oqimiga teng bo‘lishi kerak. Ixtiyoriy sirt elementi
dS uchun buni

k1Vu1dS = kQV’UQdS

ko‘rinishda yozib olish mumkin. Gradientning sirt elementiga proyeksiyasi shu
sirtga normal hosila bo‘ladi, shuning uchun bu chegaraviy shartni

6u1 o 8u2
Man = ey

ko‘rinishda olish qulaydir.
Agar muhitlar chegarasida tashqi issiglik manbalari mavjud bo‘lsa

81&1 (3’u2
i S
Von 2 on q

bo‘ladi, bu yerda ¢'®) - manbaning sirt zichligi.

§10.4. Xususiy hollar

Boshlang‘ich temperatura fagat bitta koordinataga bog‘liq

Faraz qilaylik, tashqi manba bo‘lmasin va

bo‘lsin. Bu holda u(x,y, z,t) temperatura ham koordinatlardan faqat x ning
funksiyasi bo‘lib chiqadi:

u(z,t) = (2a9(t72_t)3 /d?’r'@(x/) exp (—%) -

_ O oty ens (—M>

4a?t
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Biz bu natijani olishda yaxshi ma’lum bo‘lgan

formulani ikki marta ishlatdik.

Endi faraz gilaylik, butun boshlang‘ich issiqlik x = 0 nuqta atrofidagi cheksiz
kichik qatlamda mujassamlangan bol‘sin, buni ¢(z) = pod(x) orqali ifodalash
mumkin. Bu holda

0(t) 2
u(z,t) = 2o/t o exp | = |-

Issiglik (modda) z = 0 nuqtadan = = [ nuqtaga yetib borgan
bo‘lsin, [ nuqtadagi temperatura (konsentratsiya) boshlang‘ich temperatura
(konsentratsiya) g bilan solishtirilganda sezilarli bo‘lishi uchun eksponentadagi
faktorning tartibi bir atrofida bo‘lishi kerak: ?/a*t ~ 1. Demak,

kit
l ~Vta = \/;. (60)

| ~VtD. (61)

Ya'ni, issiqlikning (modda konsentratsiyasining) tarqalish sohasi o‘lchamining
tartibi vaqtdan olingan ildizga proporsional ekan.

Agar boshlang‘ich temperatura (konsentratsiya) bitta nuqtadagina noldan
fargli bo‘lsa (issiglikning ma’lum bir migdori r = 0 nuqtada mujassamlashgan
bo‘lsa),

Diffuziya masalalari uchun

p(r) = pod(r)
bo‘ladi va (58)-formula bu holda quyidagi natijaga olib keladi:

o(t) < r? >

u(r,t) = —=——ypoexp | —— | -
(r,t) v 7 P " aan
t vaqt ichida issiqlik (modda) tarqalishi sohasi o‘lchami uchun (60)- va (61)-
formulalar bu holda ham o‘rinli, fagat endi [ markazgacha masofani bildiradi.
Olingan formulaning fizik ma’nosini talqin qilaylik. Bu formuladagi ¢

had o‘zining kelib chiqgishi bo‘yicha issiqlik manbai zichligi intensivligi F' bilan
quyidagicha bog‘langan:

F(r,t) = cppod(r)o(t).
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d—funksiyalarning o‘lchamliklarini hisobga olsak, ( [§(z)] = [2]7!) cp @ ning
o‘lchamligi issiqlik miqdori @ ning o‘lchamligi bilan bir xil bo‘lib chiqadi ( SI
sistemasida [@)] = Joule, CGS sistemasida [Q] = erg). @ = 1 deb olaylik,
bu holda r = 0 nuqtaga t = 0 vaqt momentida (oniy) birlik issiqlik migdori
kiritilsa, u hosil gilgan temperatura ¢t > 0 da fazoda quyidagicha tagsimlangan
bo‘ladi:

u(r,t) = r_r exp <—T—2> :
’ cp (2a+/7t)3 4a’t
cpu dan olingan integral butun issiqlik miqdori ) ni berishi kerak, rostdan ham
bu formuladan butun fazo bo‘yicha integral hisoblasak, () = 1 ni olamiz.

Yarim-fazodagi issiqlik tagsimoti: birinchi tur chegaraviy shart
x > 0 yarim-fazo uchun birinchi chegaraviy masala berilgan bo‘lsin:
x = 0 sirtda ma’lum temperatura berilgan, uni nolga teng deb olamiz -
u(0,y, z;t) = 0, x > 0 sohada temperaturaning boshlang‘ich taqgsimoti berilgan
B u($7y7z; O) = QO(I',y,Z).

Umumiy formulalarni qo‘llash maqgsadida, masalaga * < 0 soha ham
quyidagi yo‘l bilan kiritiladi: faraz qilaylik, ¢ = 0 vaqt momentida z < 0
sohada ham temperatura tagsimoti berilgan bo‘lsin, va u tagsimot

o(—r,y,2,0) = —p(z,y, 2;0) (62)

shartga bo‘ysunsin. Bundan chegaraviy shartning t = 0 da avtomatik ravishda
bajarilishi kelib chiqadi:

u(0,y,2;0) = ¢(0,y,2) = —p(0,y, z) = 0.

Boshlang‘ich tagsimotning simmetriyasidan kelib chiqadiki, bu chegaraviy shart

ixtiyotiy ¢ > 0 da ham bajariladi. (58)-yechimda f = 0 deb olamiz va dzx’

bo‘yicha integralni ikki qismga bo‘lamiz: —oo dan 0 gacha va 0 dan oo gacha
a (62)-shartni ishlatamiz:

(0.9] o0

u(z,y, z;t) = %4 dy’£ dz' exp (—(y — y/)l;t(z _ 21)2) :
jdﬂ?lw 'y, 2 [eXp <—%> — exp (—%ﬂ )
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Agar temperaturaning boshlang‘ich tagsimoti fagat x ga bo‘gliq bo‘lsa bu
formulada 3’ va 2’ bo‘yicha integrallarni hisoblab tashlash mumkin:

)= 10 ot e (- 550) o (220

Yarim-fazodagi issiqlik tagsimoti: ikkinchi tur chegaraviy shart

Fazo z = 0 tekislik bilan ikki gismga bo‘lingan bo‘lsin. Masalani quyidagicha
qo‘yamiz: x > 0 yarim tekislikda boshlang‘ich temperatura ¢(z,y, z)
berilgan, * = 0 tekislik issiqlik o‘tkazmaydigan bo‘lganda z > 0 yarim
tekislikda temperatura tagsimotini toping. Bu shartlarni matematik ko‘rinishga
keltiraylik:

Y %)
epmr = kAu; up(e,y,2) = ulz,y, 20) = p(z,y,2), > 0; | =0.
ot ox »
(63)
Chegaraviy shartni ganoatlantirish uchun masalani x < 0 sohaga simmetrik

ravishda davom ettiramiz, buning uchun boshlang‘ich shartni

cp(—x, Y, Z) - 90('%’7 Y, Z)
deb olsak, yetarlidir. Bu holda

Oug|  _ 9¢(0y,2) _ 90(0,9,2) _

ox - ox ox
bo‘ladi. Masalaning simmetriyasidan ixtiyoriy vaqt momentida ham
(Ou/0x) ‘ = 0 bo‘lishi kelib chigadi. Demak, boshlang‘ich shartni simmetrik

ravishda butun fazoga kengaytirsak, chegarviy shart bajarilgan bo‘lib chiqadi.
Shuning uchun (63)-masalaning yechimi (58)-formuladan osongina olinadi:

u(z,y, 2 t) = %Z dy'Z 42 exp <_ ly - y')l;t(z - Z’)2> .

r [ (x — 2')? (x+ 2')?
/d:v’gpx Y, 2 _exp (—w toxp | == ||
0

Chegaraviy shart (Ou/0z) = 0 ning bajarilishi ko‘rinib turibdi.
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Ikkinchi chegraviy masalaning umumiy ko‘rinishiga o‘tish mumkin: x = 0
chegarada vaqtning ma’lum funksiyasi bo‘lgan issiqlik ogimi berilgan bo‘lsin:

ou

Boshlang‘ich shart:
uo(z,y, z) = u(z,y,2;0) = 0.

Agar boshlang‘ich temperatura noldan farqli bo‘lsa, uni yechimga qo‘shib
qo‘yish giyin emas.

x = 0 tekisligida berilgan issiqlik oqimini shu tekislik bo‘yicha tagsimlangan
manba sifatida qaraymiz: f ~ ¢(t)d(x). O‘lchamliklarning tahlilidan

1 a?

~ —q(t)d ~ —q(t)o
f Cpt]( )d(z) . q(t)o(x)
bo‘lishi kerakligini topish mumkin. Ammo bu manbadan chigayotgan issiqlik
ogimi x > 0 sohaga ham x < 0 sohaga ham ketayapti, shuning uchun uni 2 ga
ko‘paytirishimiz kerak:

2 2a2

f = (i) = Ja0i)

Manba uchun bu formulani (58)-ga qo‘ysak berilgan masalaning yechimi
topiladi (integral ostida y, z larga bog'liglik yo‘q bo‘lgani uchun ular b‘oyicha
integrallab tashlandi):

t

u(z,y, z;t) =

Masalan, x = 0 nuqtada ((y, z) tekislikda), temperatura
t

u(0,y, z;t) = k\a/%/ \/ﬁQ(T)

0

bo‘ladi. Agar ¢ = const bo‘lsa,

aqg |t

0 1) = —4/ —
u( ) y? Z) ) k 7_‘_
bo‘ladi.
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§11. Uch o‘lchamli fazoda to‘lqin tarqalishi masalasi

§11.1. To‘lgin operatorining fundamental yechimi

Uch o‘lchamli fazoda to'lqin tarqalishini (11)-tenglama ifodalashini keltirib
chigargan edik. U tenglamada a parametr to‘lqin tarqalishi tezligi edi. Endi
uni ¢ harfi bilan belgilaylik. Quyidagi operator
0? 0? 0? 0? 0?

A= _ _ _

c20t? 2o0t2 0z  Oy? 022
D’Alémbert, yoki to‘lqgin operatori deyiladi. Shu operatorning fundamental
yechimi G(¢,r) ni topaylik. Uni quyidagicha ta‘riflaymiz:

( o A) G(t,x) = 8(t.)

c20t?

Bu yerda to‘rt o‘lchamli delta-funksiya o‘zining odatdagi ma’nosiga ega:
§W(t,r) = §(t)6(r). Tenglama ustida yana uch o‘lchamli Fourier-almashtirish
bajaramiz:

/ dr exT (Cth — a2A> G(r,t) = / Bre®T5(r)o(t) = 6(t).

Green funksiyasini ham uch o‘lchamli Fourier-integraliga yoyamiz:

Glr,t) = / (;lﬂljgé(k, £) exp(—ik - 1).

Natijada,

0? ~
k*) G(k,t) =6(t
(g + ) Gl =000
tenglamani olamiz. 133-betdagi teorema bo‘yicha bu tenglamaning yechimi

Glk.t) H(t)csin]ickt) |

k= Vk2. (64)

Quyidagi integralni hisoblash qoldi:

3L esin(ce
Glr.t) = O(t) / (%3 likt) exp(—ik - 1).

Sferik sistemaga o‘tib avval burchaklar bo‘yicha integrallarni hisoblaymiz:

2m m

: . 2m ikr —ikr
/dgo/de sin 0 exp(—ikr cosf) = p (e"" —e™™).
0 0
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Qolgan integral:

47r i

G(r o) / dk sin(ckt) (e — e =
0

_ cO(t) /dk <€—ikct _ eikzct> (eikr _ e—ikzr> _
0

L <€—ikct i eik:ct) (eikr . e—ikzr> _ (65>

I
=10
(@)}
3|2
1SS
lﬂ\_/
QL

I

—_

> 2
3| =<
IS
ﬁ\/
\8

dk ( pik(r—ct) | g=ik(r—ct) _ jik(r+et) _ e—ik(r—i—ct))

_c(1) ) 0 o
= (0(ct —r)—o(ct+71)) = 75(0 o —r?).

Haqiqatda oxirgi tenglik simvolik ahamiaytga ega, chunki 6(¢) borligi uchun
t > 0 va ikkinchi delta-funksiyaning argumenti hech qachon nolga teng bo‘lishi
mumkin emas. Shuning uchun hagigatda

cO(t)
G(r,t) = d(ct — 66
r.t) = (e — ) (66
deb olishimiz kerak. =~ Ammo yuqoridagi (65)-formula o‘zining Lorentz-

invariantligi sababli ko‘p hollarda qulay bo‘lishi mumkin.
Formulaga 6(t) kirgani uchun ¢ < 0 da G(r,t) = 0 bo‘ladi. Bunday Green
funksiyalari kechtkuvchi deyiladi.

§11.2. Ixtiyoriy harakatdagi zaryadlar hosil gilgan maydon

j(r,t) tok zichligi (harakatdagi zaryad) hosil qilgan kechikuvchi vektor-
potensialni topaylik. Elektromagnit maydon vektor-potensiali quyidagi
tenglamaga bo‘ysunadi:

O*A(r,t) 4,
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Green funksiyasi metodi bo‘yicha bu tenglamaning yechimi

4
A(r,t) = —”/ G —1' t—t)j' t)drdt

C

ga teng. Green funksiyasi uchun (66)-formulani ishlatamiz:

c(t—t) — |r —
A(r, 1) /dt / ,|r P s oy e
Ir — r/|

VIII.1-mashq natijasidan foydalanib yorug'lik tezligi ¢ ni delta-funksiya
argumentidan chiqarib tashlaymiz:

t
_ o/ o
c lr —r/|

t’ bo‘yicha integralni delta-funksiya yordamida hisoblash giyin emas, natijada,

o, r—T
A(r,t)—l/dgr’J<r7t ‘ ) (68)

c Ir — 1|

formulani olamiz. Topilgan ifoda kechikuvchi potensial deyiladi. Bunday
nomning sababi integral ostidagi tokning vaqt argumentida - t vaqtda r
nuqgtadagi potensialni ¢ — |r — r’|/c vaqtda r’ nuqtada turgan zaryadlar hosil
qiladi. Bu formulada elektromagnit maydonning yorug‘lik tezligi bilan harakat
qgilishi hisobga olingan bo‘lib chigayapti: r’ nugtadan r nuqtaga yetib kelish
uchun maydon |r — 1’| /c vaqt sarf qilishi kerak, u kechikib keladi.

Olingan formula (68) da tok zichligi vaqtga bog‘liq bo‘lmasin, deb faraz
qgilaylik: j = j(r). Bu holda

A(r)zl/d?)rl j(I‘l)/ (69)

c Ir — 1|

formulaga kelamiz. Olingan natija Laplace operatorining Green funksiyasi
orqali ham olinishi mumkin edi. Bunga ishonch hosil qilish giyin emas - vaqtga
bog‘liglik yo‘qligida (67)-tenglama Poisson tenglamasiga aylanadi:

AA() =~ (r).

(33)-, (34)- va (35)-formulalarni eslash qoldi, ularni qo‘llasak, yana (69)-
yechimga kelinadi.

158



Yana bir xususiy holni ko‘rib chiqaylik - harakatdagi zaryadlar hosil gilgan
maydonni monoxromatik to‘lginlarga yo‘yish masalasini. Monoxromatik to‘lgin
vaqtga sodda bo‘lgan e~™" ko‘rinishda bog‘liq bo‘ladi, bu yerda w - mana shu
to‘lginning chastotasi:

A(r,t) = e “A(r).

Albatta tok zichligi ham vaqtga shunday ko‘rinishda bog‘liq bo‘lishi kerak:
j(r,t) = e “(r).

(68)-yechimda mana shu almashtirishlarni bajarsak va w = ck formula orqali
to‘lqin vektori kiritsak kechikuvchi maydonning monoxromatik komponentasi
uchun

eik|r—r’\
Alr) =1 / & ) (70)

c r — 1|
formulani olamiz.
Xuddi shu formulaga boshga nuqtai nazardan kelish mumkin. A va j lar
uchun monoxromatik holdagi vaqtga bog'liglikni (67)-tenglamaga qo‘ysak, u
Helmholtz tenglamasiga aylanadi:

(A +R)A) = —(r).

Bu tenglamaga Helmholtz operatorining Green funksiyasi (46)-ni qo‘llasak yana
(70)-yechimni olamiz.

§11.3. Kirchhoff formulasi

Yuqorida topilgan hamma yechimlar birjinsli bo‘lmagan ((67)- va undan

olingan) tenglamalarning xususiy integrallaridir. Birjinsli  bo‘lmagan

tenglamaning umumiy yechimi mana shu xususiy yechim -+ birjinsli

tenglamaning umumiy yechimi bo‘lishi kerak. Shu yechimni topaylik.
Masalaning qo‘yilishi:

82
% — Au(r,t) = f(r,1), Uy~ up(r), u — ui(r).  (71)

Bu - Cauchy masalasi. Green funksiyasi metodidan unumli foydalanish
magsadida boshlang‘ich shartlarni onty ta’sir qiluvchi manbalar sifatida
qaraymiz va (71)-tenglamadagi f manbani quyidagi umumlashgan f manbaga,
almashtiramiz:

Flr, 1) = £0e,0) + 50(mx) + 50 (Fuolx).

159



Bunday yondashishga asos quyidagicha. Tenglamani yangi o‘'ng tomon bilan
yozib olaylik:

O0%tu(r, t)
c2ot?
Tenglamaning o‘ng tomoni o‘zgargani uchun uning yechimini ham boshqa hart
bilan belgiladik. Bu tenglamani ¢ bo‘yicha —e dan e gacha integrallab ¢ — 0
limitga o‘tamiz. t = —e da wu(r,t) va uning hamma hosilalari nolga teng,
natijada, faqat quyidagi hadlar qoladi:

— Au(r,t) = f(r,t) + éé(t)ul(r) + 0—12(5’(t)u0(r). (72)

ou(r,t)
ot

t=0

Delta-funksiyaning hosilasi kirgan oxirgi hadning nolga tengligi ham oydindir:

/ dtd’ (t)ug(r) = — / dté(t)%uo(r) =0.

Endi oxirgi hadni chap tomonga o‘tkazamiz:

0 (0u(r,t)
2ot ot

— 5(t)u0(r)) = Au(r,t) + f(r,t) + é5(t)u1(r)

Chap tomondagi ifodaning vaqt bo‘yicha hosilasi delta-funksiya kirmagan
bitta funksiya va delta-funksiyali haddan iborat, (17)-formulani eslasak, oxirgi
tenglamaning integrali

ou(r,t)
ot

ko‘rinishga ega bo‘lishi kerakligini tushunish qiyin emas, bu yerda ¢; - bir

= 0(t)uo(r) = gu(r, 1)) + 0(t)ur(r)

uzluksiz funksiya. Shu yerda yuqoridagi amalni yana bir marta bajaramiz:
bu tenglikni ¢ bo'yicha —e dan e gacha integrallab, ¢ — 0 limitga o‘tamiz.
Natijada, quyidagi hosil bo‘ladi:

u(r,0) = wuo(r). (74)

(73)- va (74)-formulalar u(r, t) funksiyasiga qo‘yilgan boshlang‘ich shartlarning
o‘zi, shuning uchun (72)-tenglamaning yechimi (71)-tenglamaning yechimining
o‘zi. Bu mulohazalar boshlang‘ich shartlarni (72)-tenglamaga o‘tish yo‘li bilan
hisobga olishning to‘la-to‘kis isboti emas, aniq isbotni [3] kitobning §13 da
topish mumkin.
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(72)-tenglamaning qulayligi unga boshlang‘ich shartlar manbaning qismi
sifatida bevosita kiritilgan, bu esa bu tenglamaga Green funksiyasi metodini
bevosita qo‘llash imkoniyatini beradi:

u(r, t) — / WG — vt — ) ().

Bu yerda Green funksiyasi sifatida (66)-formula olinadi. Integral osti uchta
haddan iborat, ularning birinchisi elektromagnit potensial misolida keltirib
chiqarilgan (68)-formula ko‘rinishga ega (faqat koeffisient o‘zgaradi), ikkinchi
va uchinchi hadlarning ustida esa quyidagi amallarni bajaramiz. Ikkinchi had:

1 Ot —t)
e | |r —1/|

§le(t —t) — v —x/|] 5( ) uy (x))dt' d>r'.

Birinchi delta-funksiyaning argumentida |[r — r’| ga bog‘liq bo‘lgan hadning
mavjudligi d*" bo‘yicha integraldan radiusi |r —r'| = ¢(t —t') bo‘lgan sirt d.S,.
bo‘yicha integralga o‘tishga imkon beradi:

1 [0E—t) .
47702/ P O(t")uy (r')dt'dS,.

uy(r’) ning argumenti mana shu sirtning ustida yotibdi. Delta-funksiyadan
foydalanib vaqt bo‘yicha integralni oson hisoblaymiz:

1
o / dS{r—cryui(r).

Vaqt bo‘yicha delta-funksiyani ishlatgandan keyin integrallash sirti » = ct
radiusli sferaga aylanadi. Uchinchi had:

1 [fo@t—t)

dwe | |r—1/|

Sle(t —t') — v — /|| &' (¢ )ug(x))dt dr'.

Yana birinchi delta-funksiyadan foydalanib d3r’ bo‘yicha integraldan radiusi
lr — r/| = ¢(t — ') bo‘lgan sirt dS,» bo‘yicha integralga o‘tamiz:

1 Q(t_t/) 1/ 4! / /
47rc2/ T 0 (()uo(x')dt'dsS,.

Vaqt bo‘yicha integralga delta-funksiya o‘zining hosilasi bilan kirgan, (14)-
formulani n = 1 holda qo‘llasak yuqoridagi ifoda quyidagi holga keladi:

1 0|1
T Ir2 Ot [Z/UO(r)dS{r:ct}] :
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Olingan hamma formulalarni bir joyga yig‘ib quyidagi Kirchhoff ¢ formulasi
deyiladigan yechimga kelamiz:
't —|r—r'|/c)

v — /|

u(r,t) = /dt'd?’r'G(r—r’,t—t’)f(r’,t’) - ﬁ/d?’r’f(

+

1 1 011
(75)

§12. Ikki oflchamli fazo uchun to‘lqin tenglamasining
yechimi

Ikki o‘lchamli fazoda to‘lgin tenglamasi uchun Cauchy masalasi quyidagicha
qo‘yiladi:

0*u(x,y,t) o 0?
028752 o (81’2 + ayg) u(a:,y,t) = f(xaynt)a
u’t_OZUO(x7y)7 ut’ B :ul('r7y)7 UGC2RXT.
Tenglamaga kirgan operatorning fundamental yechiminining ta’rifi:
(92 62 62
<7 - AQ) Golr 1) =0@)0). x={ny}, SKo=gFntaa

r = {x,y} bo‘yicha Fourier almashtirish bajaramiz:

(cf;t? * k2> Ga(k, 1) = d(t).

(25)-formuladan foydalanib quyidagini olamiz:

~ in(ckt
Gk, 1) :ce(t)sm(kc )
8.9-mashq.
w/2
/f/(éz%geik'rd%:27rR/d90039J0(kR(3089)

ekanligini ko‘rsating.

6Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887) - buyuk nemis fizigi. Rus tilida - Kupxrod.
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8.10-mashq.
w/2

/ df cos0Jo(x cosb) =

0

sinx

T

ekanligini ko‘rsating.
Shu ikkala mashqning natijalaridan foydalanib Green funksiyasini olamiz:

B sin(kct) _ap k¢ O(ct —71)

Formulada 6(ct — r) bor bo‘lgani uchun #(¢) ni tashlab yubordik.

Yuqoridagi muhokama asosida Cauchy masalasini quyidagi ko‘rinishga
keltirib olamiz:

D) A1) = F(021) + 50001 (2) + 50 (o).

Topilgan Green funksiyasi G(r, t) bu masalaning yechimini darhol yozib olishga

imkon beradi:
/dQ, Bt 1) e —x])
o T om \/CQt—t’ )2 —|r —r/|?

. (f(r', t/) + 0—25(t’)u1 (I‘l) + 0—25’(t’)u0(r’)> .

Birinchi had quyidagi ko‘rinishga keltiriladi (qulaylik uchun ¢ = 7 var’ = p
belgilashlar kiritaylik):

/d2, G D

\/CQt—t’ — |r —r/|?

R I’pf(p,7)
_%O/d U/\/c?(tf)?rm?’

bu yerda U, - markazi r nuqtada va radiusi ¢(t — 7) bo‘lgan doiraning ichi.
Agar ikki o‘lchamli masalani z o‘qgiga bog‘ligligi yo‘q uch o‘lchamli masala
deb garasak, bu doira ixtiyoriy z = const tekislikning ustida yotadi. Integral

ostidagi #-funksiya argumentining ko‘rinishidan shu xulosaga kelamiz.
Ikkinchi had:

1 I O(c(t—1t)—|r—1
— | & | at (c( ) ‘I‘ r'|) 5(t/ i ( / pul
27c VA=) —|r — 12 " 27 N pP
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bu yerda U - radiusi ct bo‘lgan doiraning ichi.
Uchinchi had:

oo

L d2 //dt 9( (t_t/) - ‘I‘—I‘/D 5/(t/)u0(r/) _

2me VEE—t)?—|r —r']?
~ 2mc "or \/CQ —|r— p|2

10 d’ PUO(P)
~ 2mc (‘375 \/CQtQ —r—p2

0

Topilgan uchala hadlarni bir joyga yig'amiz:

/ / ’pf(p,7) N
ik T or VAt —T1)2—r— pl?

L1 d’pui(p) 1 J d*puo(p)
27TCU \/CQtQ — |r — p‘2 27rc@tU \/CQtQ — ‘r — p’2

Olingan formula Poisson formulasi deyiladi.

§13. Bir o‘lchamli fazo uchun to‘lqin tenglamasining
yechimi

Bir o‘lchamli fazoda to‘lqin tenglamasi Cauchy shartlari bilan berilgan bo‘lsin:

O*u(x,t)  O*u(x,t)
028t2 _ (91:2 :f(ﬂf,t), u

Bir o‘lchamli fazo uchun to‘lqin operatorining Green funksiyasi quyidagicha
aniqlanadi:

=0 - u()(x), Uyt 0 = u (113) (76)

(Cth - 88;) Gi(x,t) = 6(z)5(1).

Ushbu Green funksiyasini hisoblab topib va undan foydalanib, D’Alembert
formulasi (12)-ni keltirib chiqaraylik.

Green funksiyasi uchun tenglamada x o‘zgaruvchi bo‘yicha Fourier-
almashtirish bajaramiz:

(;;2 + k2> Gr(k,t) = 6(t).
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(25)-formuladan foydalanib quyidagini olamiz:

A in(ckt
Gy (k. t) = cQ(t)Sm(l: ),
Fourier almashtirish bajarib Green funksiyasiga qaytib kelish mumkin:
L i o) [dk . . |
G (x,t) = o / dke*””Gl(k;,t) — 4752) / ?eﬂkx (ezckt _ e—zckt) -

Integral ostidagi 1/k funksiyani 1/(k—ie) ga almashtiramiz va integralni e — 0
ma’noda tushunamiz:

Ce(t) [ dk —tkx ik(ct—z —ik(ct+x
Gh(w,t) = Ami /k—z’se k <6k(t ) — et )>'

Jordan lemmasidan foydalanib quyidagilarga kelinadi:
x > 0 holda: ikkinchi had nolni beradi, birinchi haddan

Gh(a, ) = %c@(t)@(ct _ )

kelib chiqadi.
x < 0 holda: ikkala had ham hissa qo‘shadi -

1 1
Gi(z,t) = §cﬁ(t)(1 — (x| —ct)) = écﬁ(t)ﬁ(ct — |z).
Ko‘rinib turibdiki, ikkala formulani birlashtirish mumkin:
Gi(z,t) = ge(ct — ).

0(t) ni tashlab yuborildi, chunki ikkinchi f-funksiyaning argumenti kuchliroq
shartni o‘z ichiga olgan.

Topilgan Green funksiyasi bir o‘lchamli to‘lqin tenglamasining yechimi
darhol beradi:

o0 o0

u(x,t):g/dx’/dt'&[c(t—t’)—|x—x’H.

. < f2' ) + é&(t’)ul(x’) + C%(S'(t’)uo(a:')) .
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Birinchi hadni quyidagi ko‘rinishga keltiramiz (avvalgi formulalar bilan
solishtirish qulayligi uchun integrallash o‘zgaruvchilari ustida (z/,t") — (y, 7)
almashtirish bajardik):

oo ¢ ate(t-7)
s [y [arolctt—n) - fnr =5 [ar [ aurwn.
oo o 0 a—c(t-r)
Chegaralar quyidagicha aniqglanadi:
r—y>0 bolsin,bunda ct—7)—z+y>0 — y>zx—c(t—71);

r—y <0 bolsin, bunda c(t—7)—y+x>0 — y<x+c(t—r1).

Vaqt bo‘yicha integraldagi chegaralarning aniqlanishini tushunish qiyin emas.
Ikkinchi had:

o0 00 r+ct

1 1

5 [ v [ drolete =)~ o=yl srnt) =5 [ dyu)
—00 —00 r—ct

Chegaralar avvalgi holdagidek aniqlanadi, 6(7) ning mavjudligi ularni yanada
soddalashtiradi. Uchinchi had:

%C/dy / drf[c(t —7) — |z — y[] ' (T)uo(y) =
- _% / dy / dr 5(T)u0(y)%9 lc(t —7) = |z —y|] =
=5 [ dustet =1z = g uoly) = ;5 (wnlo -+ ct) + ol — ).

Hamma gismlarni bir joyga to‘plab yana, albatta, o‘zimizga ma’lum bo’lgan
D’Alembert formulasi (12)-ni olamiz:

x+ct t  ztc(t—T)
1 1 c
u(z,t) = 3 [up(z + ct) + ug(x — ct)]+2—c /dyul(y)+§/d7 / dyf(y, 7).
x—ct 0 z—c(t—1)

Oxirgi had oldidagi koeffisientning V-bobdagi (12)-formulaning oxirgi hadi
oldidagi koeffisient bilan farqi V-bobdagi (9)-tenglamaga f ning (71)-
tenglamadagi f ga nisbatan boshqa koeffisient bilan kirganligi bilan
tushuntiriladi.
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Mashqlarga ko‘rsatmalar va ularning
yechimlari

1.1,
> —1)k N 2k+v ,
—z) = 2 ﬁ <—§> = (=1)"J ().

1.2. n > 1 butun son bo‘lganda (—n)! = oo, demak,

1
(k—n)!

Shuning uchun Bessel funksiyasi qatori (10) & = 0 emas, & = n haddan
boshlanadi:

DS et ()= )

1.3. I'Hopital q01dasml qgo‘llang.
1.4. (18)-formulaga olib kelgan amalni m-marta qo‘llang.
1.5. (14)-formulada t = € almashtirish bajaramiz va

=0, k <n.

t -~ =¢ o7 —9isin0

ekanligidan foydalanamiz.
1.6. €% = cos(zsin #) + isin(x sin ) dan kelib chigadi.
1.7. Bevosita hisoblanadi.
1.8. Bevosita hisoblanadi.
1.9. (31)-formulani cos(nf) ga ko‘paytirib 0 dan m gacha integrallaymiz:

™ ™

1
do 6) do 6) cos(nh)
- / cos(x sin Z I ( / cos(m#) cos(n Z I (

0 m=—0o0 0 m=—0o0
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Shu joyda birinchi mashqdan foydalanilsa, talab qilingan javob kelib chigadi.
Ikkinchi formula ham xuddi shu yo‘l bilan olinadi.
1.10.

1 . .
t — n — i 1 e = 2 cos

formuladan kelib chigadi.
1.11. (18)-formulaning ikkinchisida n = 0 deb olinsa, quyidagi kelib chiqadi:

<i> Jofa) = ~ @),

x dx €T

Bu ifodadan d/(xdz) bo‘yicha yana bir marta hosila olamiz, uning o‘ng
tomoniga (18)-formulani yana bir marta qo‘llaymiz:

(L)Q Jo(x):_( d >J1<x> _ (1@

x dx x dx T T

va h.k.
1.12. (21)-integraldagi C' kontur nol nuqtani o'z ichiga olgan birlik aylana
deb olinsa z = €, dz = ie'df va

27T T 27T
1 o 1 o 1 -
Jn(x) — %/deeu sin 0—in6 _ % / deezx&n@fm@ + % / d@emmo*mg
0 0 T

bo‘ladi. Ikkinchi integralda 6 — 6 — 7w almashtirish bajarilsa quyidagi olinadi:

™

1 , - o
Jn(x) — %/dee—mﬁ (ezmsme + (_1)’/16—233‘51119) .
0
n juft bo‘lganda:
1 r —inf ( _ixrsind —izsinf 1 r :
Jn(z) = Gy dfe " (e +e ) == [ dbcos(z sinf) cos(nb);
T s
0 0
n toq bo‘lganda:
Jn(x) = i/d@e_m19 (e"rsin? — gmiwsind) — 1 / df sin(z sin ) sin(nd).
2T 7
0 0
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Tashlab yuborilgan integrallarning nolga tengligi ularning integral osti
ifodalarining integrallash sohasida toqligidan kelib chiqadi. 8-mashqgning
natijalari bu ikki formulani birga ko‘rishga imkoniyat beradi:

s

In(x) = 1/d9 [cos(z sin ) cos(nf) + sin(x sin #) sin(nh)] =
m
0
1] |
= —/d@cos [nf — xsinf) .
7r
0
1.13.
72 384 12 192
J5(l‘) = (1 — ﬁ + F) Jl(x) + <? - ?> Jo(x)

1.14. Bevosita hisoblanadi.
1.15. Bir tomondan

Ji(x) = —%/d(‘) sin(z sin 6) sin 6,
0

ikkinchi tomondan

s s

1
Ji(z) = — / df cos(f — xsinf) = L / df sin(x sin ) sin 0,
m m
0 0
chunki _
1
/ df cos(x sinf) cos @ = —sin(zsinf)| = 0.
0 ! 0
1.16. |
Pi(x) = 3 (632° — 70z* + 15z) .
1.17. Javob VIII.5-rasmda ko‘rsatilgan.
1.18. Bevosita hisoblanadi.
1.19. Bevosita hisoblanadi.
1.20.
Py(z) = 1 (1- x2)n/2 - (22 —1)" = 1 (1—27) i 7" =
" 27n) dx?n 2nn dx?n
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VIII.5-rasm: Py(z), Pi(z), Pa(z), P3(z) va Py(z) larning grafiklari

1
— onpl
chunki

(1—2%)"? @2n) = 2n — DI (1 — 22)"? = (2n — 1)1 sin" 6,

Cn)!=2n2n—-1)2n—-2)2n—-3)2n—4)---1 =
=2n-2n—-2)-2n—4)---(2n—-1)-(2n—3)- (2n—5)---1 = 2"n!(2n — !
1.21. Potensial uchun

o(r) = 4:80 (r? + a® — 2racos )1/

ifodani kichik parametr bo‘yicha gatorga yoyish kerak, kichik parametr esa bu
holda r/a < 1, shuning uchun

+—2—2—cosﬁ
a a

ap(r) Admepa \/ r2 r dmega Zo (COS) a
1 n=

1.22. Zaryadlar sistemasining potensiali:

ot = gy oo [(7) 2 ()" w2 () - ()]

n = 0, 1, 2 hadlar nolni beradi, noldan farqli birinchi had n = 3 bo‘lgan had:

3 3 5
g a 3qga® 5cos® 0 — 3 cos b
o(r) = 47TgorPg(cos 9)125 4= i N

2me r

2.1-mashq. Bevosita hisoblanadi.
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2.2-mashq. D = —1 < 0, tenglama - elliptik. ( = y+3z, n = x almashtirish
yordamida quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiriladi:

Uce + Uy + uy = 0.

2.3-mashq. D = 0, tenglama - parabolik. ( = y — %x, n =y -+ %x
almashtirish yordamida quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiriladi:
1 1
Uy — §u¢ — §u77 =0.
2.4-mashq. D = z. x > 0 sohada D > 0, tenglama giperbolik tipga
tegishli. ( = y+ %x?’/ 2 n=y— %1'3/ 2 almashtirish yordamida quyidagi kanonik

ko‘rinishga keltiriladi:
1
Uey = m(uc — Uy).

x < 0 sohada D < 0, tenglama elliptik. ( =y, n = %(—x)3/2 almashtirish
yordamida quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiriladi:
1
Uge + Upy = %uw
2.5-mashq. D = y. y > 0 sohada tenglama giperbolik tipga oid D > 0.
¢ = 2y/y+x, n = 2,/y—x almashtirish yordamida quyidagi kanonik ko‘rinishga

keltiriladi: 1

Uy = ————

T
y < 0 sohada tenglama elliptik tipga oid D < 0. ( = 2¢/—y, n = x
almashtirish yordamida quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiriladi:

1
Uce + Upy = Zug.

UC +u,7).

2.6-mashq. Bu tenglama uchun D = —xy. Birinchi va uchinchi choraklarda
D < 0, ikkinchi va to‘rtinchi choraklarda D > 0. Birinchi chorakda ( =
2,/Y, n = 2+/x almashtirish yordamida quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiriladi:
1 1
—Uc — Uy = 0.

G
Uchinchi chorakda ¢ = 24/—y, n = 2y/—x almashtirish bajarsak, xuddi shu

tenglamani yana olamiz.

Uge + Uy —
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Ikkinchi chorakda (y > 0,2 < 0) ¢ = Yy + V-2, 1 = Jy — V-2

almashtirish yordamida quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiriladi:

2= ¢ —n?

To‘rtinchi chorakda (y < 0,z > 0) ( = /=y +Vz, n = /-y — Vzx

almashtirish yordamida yana xuddi shu kanonik ko‘rinishning o zini olaqmiz
2.7-mashq. D = —2%y? < 0, tenglama elliptik tipga oid. ¢ = 2y n= 1 z?

almashtirish bu tenglamani quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiradi:

1
—U¢ —|— =0.

= 0.

U¢¢ + Upy + QC

2.8-mashq. D = —2%y? < 0, tenglama elhptlk tipga oid. ( =Iny, n=1Inx
almashtirish bu tenglamani quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiradi:
Ug¢ + Upy — ug — uy = 0.

2.9-mashq. Giperbolik tenglama: D = 2%y?> > 0. { = y/z, n = xy
almashtirish yordamida quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiriladi:

2.10-mashq. D = z%y? > 0, tenglama giperbolik tipga oid. ¢ = ( 2 _
z?), n = 3(x* + y?) almashtirish bu tenglamani quyidagi kanonik ko’ rmlshga
keltiradi:
U S

Uy — =ty + =
T2 T 2AC )

2.11-mashq. D = —(1 + 2?)(1 + ¢*) < 0, tenglama - elliptik.

¢ = In(x + vV1+2?2), n=In(y++/1 + y?) almashtirish yordamida quyidagi

kanonik ko‘rinishga keltiriladi:

u, = 0.

U¢e + Upy — 2u = 0.

2.12-mashq. D = 0, tenglama parabolik tipga oid. ( = y+Inx, n=y—Inx
almashtirish bu tenglamani quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiradi:

1

Uy + Z(

2.13-mashq. D = 0, tenglama parabolik tipga oid. ( = %yQ —x, n= %yQ—l—x
almashtirish bu tenglamani quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiradi:

uy —ue) = 0.

1
Uny + m(%g + Un) = 0.
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2.14-mashq. Parabolik tenglama: D = 0. ( = 3(y* — 2%), n = 1(2* + %)
almashtirish yordamida quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiriladi:

¢ n

Upy + ——=Uc + ———=Uu, = 0.
mm nz_CQC nQ_CQU

2.15-mashq: ( =z, n = %(.7: +y+2), &= %(3.7: + y — z) almashtirish
yordamida tenglama quyidagi kanonik ko‘rinishga keladi:

3.9
Ugg F Uny — Uge + 3u¢ + Juy + Jue = 0.

2.16-mashq: ( =z, n= \/%(x-l—y), ¢ = 2x+y+ 2z almashtirish yordamida
tenglama quyidagi kanonik ko‘rinishga keladi:

Uce + Upy = 0.

3.1-mashq. Masalaning qo‘yilishi:
Uy — a*ugy = 0, w(0,1) =0, uy(l,t) =0, u(z,0) =0, w(z,0)=wv;
0<z<l t>0.

Bu yerda a = \/7vpo/po tovush tezligi, v = cp/cy .
3.2-mashq.

Uy — @PUpy = —ay,  u(0,t) = u(l,t) =0, u(z,0) = p(z), u(z,0) = P(z);
0<z<lIl, t>0.
3.3-mashq.
au(l,t)
ES
u(z,0) = p(x), w(x,0)=9(x), 0<x <1, t>0.

« - sterjen o‘ng uchining elastiklik koeffisienti.

Uy — a Uy = 0, u(0,t) =0, u,(l,t) =

3.4-mashq.
Uy — Uz = g, u(0,8) =0, wu(l,t) =0,
u(z,0) = u(z,0)=0; 0<x<l, t>0.
3.5-mashq.
P(¢)
2
— x:E:O) Oat = ta xl7t = THao
= e =0, u(0,0) = (D), will,1) =
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u(z,0) = u(z,0)=0; 0<x<l, t>0.
3.6-mashg.
Uy — a*uyy = g, uw(0,t) =u(l,t) =0, u(z,0) =0,

Puy(l,t) = —ESu,(L,t) + P, 0<xz <[ t>0.

Oxirgi chegaraviy shartning kelib chiqishi quyidagicha: Puy(l,t)—sterjenning

x = [ nuqtasiga ta’sir qilayotgan kuch, u ikki gismdan iborat - birinchisi

qaytaruvchi elastik kuch —ESu,(l,t), ikkinchisi - yukning og’irlik kuchi P.
4.1-mashq.

Uy — a*uge = 0, w(0,t) = uy, u(l,t) =uy, u(z,0)=p(x), u(z,0) =)

4.2-mashq.

Uy — AUy = g5(x—vt), u(z,0) = ¢(x), a* = k/(cp), —o0 < x < 0o,t > 0.
c

4.3-mashq.

Uy — azlg (7’2%) = %, u(r,0) = f(r), 0 <r < R.

Issiglik tarqalishi tenglamasi sferik simmetriyani hisobga olib yozilgan,
masalaning shartlarida 6 va ¢ burchaklarga bog‘lanish yo'q. Chegaraviy
shartlar: a) u(R,t) = 0; b) u.(R,t) + hu(R,t) = 0. Ushbu va keyingi
masalalarda |u(0,t)| < oo bo‘lishi kerak.

4.4-mashq.
10 ou(r,t) q
() = = < = =,
up = At <7“ o ) 0, u(r,0)=0,0<r<R, u(R,t) p

4.5-mashq. Tenglama:

Au =0

12<8u> 1 0%u 82u_0

0g2 1 022
Masalada ¢ ga bog’liq bo’lgan shartlar yo’q, shu sababdan tenglamadagi
ikkinchi had ham yo’q:
10 ([ Ou N 0%u 0
—— | r= —=0.
022
Chegaraviy shartlar:
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Lou(r,0) =0, wu(a,z)=0, wu(r,h)=f(r);

2. u(r,0) =0, wuq(a,z)=0, u(r,h)=f(r);

3. u(r,0) =0, wuy(a,z)=—au(a,z), a>0, wu(rh)=f(r).
Temperaturaning barqaror tagsimoti hagida gap ketayotgani uchun bosh-
lang‘ich shartlar yo‘q.

5.2-mashq. Bu tenglama giperbolik tipga oid, D = 4 > 0, uning ikkita
xarakteristikasi ( =y — z va n = y + 3z. Demak, uning umumiy yechimi

w(z,y) = fly — ) + gy + 3z).
5.3-mashq. Bu giperbolik tenglama, uning xarakteristikalari ( = y —
x/3, n =y + 2x. Tenglamaning kanonik ko‘rinishi:

3 6
’U,Cn — ?’U,n = —4—9

on\¢ 7 ) 49

3 6

Ue = ZU= g + f1(¢)

ekanligini topish mumkin, bu yerda fi({) - oz o‘zgaruvchisining ixtiyoriy
funksiyasi (argumentining o‘zgarish sohasida C? sinfga tegishli, albatta).

Bu tenglamani

ko‘rinishda yozib olsak,

u = ve’/7

almashtirish bajarib
2

v = ;ne‘?’g/ T+ f2(¢) + g(n)

ekanligini topamiz, bu yerda fo va ¢ funksiyalar yana C? sinfiga tegishli ixtiyoriy
funksiyalar. Yechim:

2 —T
u(r,y) = Z(y+20) + [(3y —2) + gy + 2u)eB)/T

5.4-mashq.  u(z,y) = v(r,y)e ™ % almashtirish bajarsak, v,, = 0
tenglamaga kelamiz. Demak, berilgan tenglamaning yechimi

u(z,y) = (f(z) + gly)) e ™.
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5.5-mashq. u(z,y) = v(x,y)e>* Y almashtirish bajarsak,
Vyy = 20727V
tenglamaga kelamiz. Uning yechimi:

v(z,y) = eV + f(z) + g(y).

Demak, berilgan tenglamaning yechimi:

u(z,y) ="+ (f(z) + g(y)) .

5.6-mashq. Berilgan tenglama ¢ = y/x va n = zy almashtirish orqali
quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiriladi (II.9-mashqning yechimiga qarang):
1
Uy — 2_77u< = 0.
Demak,

1
Uy = 5ou = a1(n), ¢i1(n) € C* — noma’lum funksiya.
U]
u = ,/nv almashtirish bajarsak, bu tenglamaning yechimi darhol topiladi,
undan esa

ulw,y) = glay) + oy (2)

yechimni topamiz. Bu - birinchi kvadrantda. Umumiy holda,

u(z,y) = g(zy) + /|zylf (%)

deb yozamiz, |xy| - har bir kvadrantda musbat qilib tanlab olinishi kerak.

5.7-mashq. Boshlang‘ich shartlar: u(x,0) = ¢(z) = f(z), u(z,0) =
Y(x) = —af'(x), bularni (8)-formulaga qo‘ysak, u(z,t) = f(z — at) ekanligini
topamiz.

6.1-mashq.Yechimni

t
u(x,t) = :UT + v(z,t)

ko‘rinishda qidiramiz. v(z,t) uchun masala:

Uit — Vgz = 07 U(Out) = U(lat) - 07 U(Z’,O) = 0, Ut(l',O) = —%
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Bu masalani yechib u(z,t) ni topamiz:

vt 2l =1 . nwx . nnt
u(:c,t):7+ﬁ 3 sin——sin——.
n=1

6.1-mashq. Yechimni
w(z,t) =t +1+a(t* —t+1)+v(x,t)
ko‘rinishda qidiramiz. Bunda
Uy — Vg = —22, v(0,t) =v(1,t) =0, ov(x,0)=0, v(z,0) =2 — 1.

Ikkinchi bosqichda
v="74+w(x)

almashtirish bajaramiz, bunda w(z) uchun quyidagi masalani olamiz:
w"(x) = 2, w(0) = w(1) = 0.

Uning yechimi:
w(z) = §($2 —1).

v uchun masala:
Oy — Ty = 0, 9(0,8) = 0(1,¢) =0, o(x,0) = —g(aﬂ — 1), y(x,0) =z — 1.
Bu masalani yechish qiyin emas, boshlang‘ich masalaning yechimi:

u(:c,t):t+1+x(t2—t+1)+§(x2—1)—

oo

21 (—1)" ,
- — t t)].

- 2 - sin(nmx) ( - cos(nmt) + sin(nm ))
6.3-mashq. Tenglama u(z,t) = X (z)7T'(¢) almashtirish yordamida
1/ 1

T X
T(t) X(x)

ko‘rinishga keltiriladi. Natijada,
X'2)+AXX(2) =0, X(0)=X(1)=0 va T't)+@+\NT({t)=0

+

masalalarni olamiz. Demak, yechim

u(x,t) = i sin(nmx) (an COS (t\/m) + b, sin (t 4+ n2772))

n=1
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ko‘rinishga ega. Boshlang‘ich shartlarni ishlatish quyidagiga olib keladi:

8 = sin[(2k + 1)77]
S 4+ 2k + 1))
u(x,t) B2 k1) oS [t\/ + (2k +1)°7

6.4-mashq. Yechimni
u(z,t) =t(2 —x) +v(x,t)
ko‘rinishda qidiramiz. v(z,t) uchun quyidagi tenglamaga kelamiz:
Uyt — Vg — U = (2 — ).

Uning yechimini
nwx

v(x,t) = Z v (t) sin -

ko‘rinishda qidirish kerak, chunki v(0,t) = v(2,t) = 0. O‘ng tomondagi (2 —
r) funksiyani sin “5* bo‘yicha Fourier-qatorga, yoysak quyidagi tenglamaga

kelamiz: 1 )
a(t) £ A 20(t) = —t, A= (”—”) 1.

nm 2
Uning yechimi:

At
vp(t) = — + a,, cos(Ant) + by, sin(At).
Demak,
SN 1 | nmr = . nmx
u(z,t) = t(2—:c)+? Z st sin—— (@, cos(Ant) + by sin(Ayt)) .
n=1 n n=1

Boshlang‘ich shartlardan foydalangandan keyin quyidagini olamiz:

= . nTx
u(z,t) =t(2—x)+ Z (mr)\z — sm()\ t)) sin ——.

6.5-mashq. Yechish bosqichlari avvalgi masaladan farq qilmaydi. Yechim:

_at | 2 = (—1)"*! 1. . nwx 5 nm\2
u(z, — ;Z; n)\2 (t—)\—nan()\nt)) sin ——, A= <T) — 1.

6.6-mashq. Yechim bitta garmonikadan iborat:

[ . 27z | 2mat
u(a:,t):27msm 7 sin—
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6.7-mashq. Yechim ikkita garmonikadan iborat:

( t) Y hrrat n 20 wx . wat
u(x,t) = sin cos — sin — sin —.
’ 21 21 am 21 21
6.8-mashg.
8 o= (—1)" on + 1 on + 1rat
u(z,t) = — (=1) 5 sin (2n + e Ccos M-l—
T = (2n+1) 21 21
n 20 wx . wat N 20 . 3mx . 3mat
— sin — sin sin sin .
Ta 21 21 3ma 21 21

6.9-mashq. Yechim uchta garmonikadan iborat:

( t) T mat n 21 3rx . 3armt n 21 drx . barmt
u(xz,t) = cos — cos Cos sin coS sin )
’ 21 21 3arm 21 21 S5am 21 21
6.10-mashq. Umumiy yechim:
= nmwx nmat . nmat
u(x,t) = cO8 —— <an cos —— + by, sin ) :

n=0

boshlang‘ich shartlardan

2 )
In = (=1)"=1) va b, =0, n#0
va
[ sin(nma)
“w=y b = 2n?m? »

ekanligi kelib chiqadi. Umumiy yechimdagi qavs ichidagi ikkinchi hadda n — 0

limitga ehtiyotkorlik bilan o‘tish kerak:

(o.1) 1H [T 1 (2n+ Vmx  (2n+ 1)ant
u(z,t) ==t+-— — cos oS :
R R R IR 2 2
6.11-mashq. u(zx,t) = A.
6.12-mashq.
T
u(z,t) = up + 7(u2 — up)+
2 o= Uy — Uy + (ug —uy)(=1)" | nmzx n?m2a’
—i—; nz:; - sin ; exp | — 2 t].
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6.13-mashq.

8% & 1 . 2n+ Dz (_ (2n + 1)27T2a2t)
[? '

6.14-mashq.

4(A — uy) i (—=1)" (2n+ L)7w exp ( (2n + 1)*n Qt) 4
2

u(z,t) = ug+ - e

8A & 1 (2n + )7z (2n + 1)27%a?
2 ZO Qn+ 12" g P ( w1

6.15-mashq. Chegaraviy shartlar birjinslimas bo‘lgani uchun -
w(0,t) = wu, ug(l,t) = q/k - yechim u(z,t) = w + qx/k + v(z,t)
ko‘rinishda qidiriladi, bunda v(0,t) = v,(l,t) = 0 bo‘lib chiqadi:

w(, 1) qg 8ql Z ( (=)™ . 2n+ )7z exp <_(2n + 1)2772a2t) -

I P DA i R AP

dug — ) = 1 . 2n+D7x (2n + 1)272%a?
— ;QnJrlsm a P\ )

6.16-mashq.

 n2r2 3
Yechim:
2 AP K (=) nmx n*m?a’t
u(z,t) = —=1? FZ 5 €08 ——exp (— B >
n=1
6.17-mashq.
A 1 (2n+ D)ma (2n + 1)*7?
u(x’t)_;;Qn—l—lsm l exp {—t <1+l—2 :
6.18-mashq.

8 < 2
__;Z 2n-|—1 2 sin[(2n + 1)z]exp (=4t — (2n + 1)%) .
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6.19-mashq:

2Al = (=1 | nwx n?m2a’t
u(:z:,t):—ﬂ Z(n) sin — exp( B )

n=1
6.20-mashq:
4ALE 1 . (2n+ D7 (2n + 1)%a’m?
t)= —2(=1)" —_— tl.
)= gy 2 fon B e B
6.21-mashq:

8Al i o (2n + )7 o (2n + 1)2a27r2t
_ X — .
2 2n+1 2l P AP

n=

6.22-mashq: u(zx,t) = .

6.23-mashq:
2Al N (—1)" | nmw n*m?a’t
u(z,t) = — - ; ——sin——exp (—ﬁt— B :
6.24-mashq:

[ [2

3

2 = — -1\ 24
u(l‘,t):u1+%(uQ—u1)+_n§::l U1+?(1 )u2sinmmexp( n’mr3a )

limt — oo da u ~ uy + F(ug — uy) bo'ladi.
6.25-mashq: Yechimni u(z,t) = v(z, t) +w(x) kolrinishda gidiramiz, bunda
w(z) funksiya uchun tenglama, chegaraviy shartlar va yechim quyidagicha:

l2
a*w”(z) + sin ? =0, w(0) =w(l) =0; w(z) = sin 2

a?m? [
[2 m2a?t . T
u(x,t) = o I —exp|— B sin —-.

6.26-mashq:  Yechimni quyidagicha qidiramiz: w(z,t) = wug + v(x,t).
v(x,t) uchun quyidagi masala paydo bo‘ladi (qulaylik uchun h = «/(cp) deb
belgiladik):

To'liq yechim:

vy — a2y, = —ho, v(0,t) = uy — ug, v(l,t) = uy — ug, v(r,0)=p(x) — up.

181



Chegaraviy shartlarni bir jinsliga aylantirish maqgsadida

v(z,t) =up —ug + %(UQ —uy) + 0(x, t)

almashtirish bajaramiz. v uchun tenglama:
~ 9~ ~ T
Uy — a vm:—hv—h(ul—u0+7(u2—u1)>.

v uchun chegaraviy sharlar bir jinslidir. Noma’lum © ni yana ikkiga bo‘lamiz:
o(xz,t) = z(x,t) + w(x) va w(xr) ni quyidagi tenglama va shartlarga
bo‘ysundiramiz:

a*w"(z) = hw(z) + h <u1 — ug + %(UQ — u1)> : w(0) =w(l) =0.

Bu tenglamaning yechimi

h — ug — (ug — ug)ch ¥ /h
w(z) = (ul_uO)Ch\/_x+uz up — (ur — ug)chy Sh\/_a: x
a a

i —uﬁ—uo—j(uz—ul).

Shu bilan quyidagiga keldik:

Vha R (uy — uo)ch@sh\/ﬁx
a gh Y a

u(z,t) = up + (ug — ug)ch + z(x,t) =

= p(z) + 2(z,t).

z(x,t) uchun masala:
Zt_a2zx:c - —hZ, Z<07t) :Z(lat) :07 Z(l’,O) ZQO(LU) —p<3§')

Bu masalaning yechimi:

00 22 2
z(x,t) = Zansinnlﬂexp <—ht— n ZCL t) :

n=1

l
nmx

2
n = 7 /(gp(x) — p(x)) sin de.
0
6.27-mashq: Masalaning fazoviy gismi uchun quyidagiga egamiz:

X(z) =cicos A+ cosin Az, X'(0) —hX(0) =0, X'(I) =0.
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Uning yechimi:

h h
Xi(z) =1 (cos ApT + — sin Ak:v) , tg(Mel) = —, k£=0,1,2,..
)\k )\k

Quyidagini hisoblab topish mumkin (bu bir muncha hisobni talab qiladi):

Agar ¢ ni quyidagicha tanlab olsak:
1 B V2,

z > V/h+I(A+h?)
\/f dz (cos AT+ /\% sin )\kx) v ’
0

Xi(z) funksiyaning normasi birga teng bo‘ladi: || Xg|| = 1. Natijada,
{Xk(z), k=0,1,3,...} funksiyalar to‘plami ortonormal sistemani hosil giladi:
(X, Xin) = Omn- Demak,

C1 —

l

u(z,t) = Zaka(a:)e_)‘it, ar = %/dmg@( ) Xk ().
k=0 0

6.28-mashq: Avvalgi mashqdan oz farq qiladi. Masalaning fazoviy qismi
uchun quyidagiga egamiz:

X(z) = cicos Az + cosin Az,  X'(0) — hX(0) =0, X'(I)+ hX(l) = 0.

Uning yechimi:

h 2\.h
Xi(x) = (cos)\kar)\—ksm)\kx) tg(Agl) = )\2 kh2’ k=0,1,2, ...
Agar ¢ ni quyidagicha tanlab olsak:
1 B 2v2X3h

(A2 4+ 1) sin( M\ R+ T2 + 72)

1 pu—
l 2
dz (cos \gx + L= sin My
Ak
0

Xi(x) funksiyaning normasi birga teng bo‘ladi: || Xk|| = 1. Natijada,
{Xi(x), k=0,1,3,...} funksiyalar to‘plami ortonormal sistemani hosil giladi:
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(Xn, Xim) = Omn- Demak,

(e.¢]

u(z,t) = Z a, Xp(z)e W, ap =
k=0

~| D
OL“‘%N
QL
&

AS)

—
=
>
=
=

7.1-mashq: VIIL.8-mashqning natijasiga asosan

Asim kr _ _kQSin kr.
r r
7.2-mashq:  Poisson formulalarining isboti quyidagi sodda hisobga

asoslangan:

1 = ., 1 I da ey 11 1 1 B
54—21& Cosna:—§+52t(e +e )__§+§<1—tem+1—te—ia>_

n=1 n=0

1 1 —tcosa

N 1 1 — ¢
2 1412 —2tcosa 21 +1t2—2tcosa’

7.3-mashq:
1 1 1 1

u=g + 5,02 cos(2p) = 5 + §(x2 —1?).

7.4-mashq:
3 p ! 3 1 3 1
u= 2+ 5 cos(2p) + S cos(dp) = S+ S(@” —y?) - T+ St 4y,
7.5-mashq:
3 3 3 3 1
u= Zp sin ¢ — % sin(3¢) = i Zx2y + Zy?’.

7.6-mashq:

1 2 5 4 6

u=g - §—2 cos(2¢) + 1_p6 cos(4p) + % cos(6y) =

1

Lo o D . 4, .4 2, 2 L6 6 2202 2
S = —6 — (25— y® + 15 —?)).
5T 5 — )+t +yt =627y + o5 (o — ¢ 150 (v — 7))
7.7-mashq: (26)-shart bajarilgan.

u=Apcosp+C = Ax + C.
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7.8-mashq: (26)-shart bajarilgan.
2 2 _ .2
p xt—y
U= cos(2¢) +C 5B +C

7.9-mashq: (26)-shart bajarilgan.

P 3p° y 9% 3y’
WS Tme T  pBe TO= Tt e T IR
7.10-mashq: Yechimni u(z,y) = v(z,y) + w(z,y) ko'rinishda gidiramiz, v

va w funksiyalar uchun quyidagi chegaraviy shartlarni olamiz:

v(0.) = Asin . v(ay) = v(,0) = v(a, ) = 0;

w(0,y) = w(a,y) =w(z,b) =0, w(x,0)= Bsin %:13.

v uchun masala quyidagicha yechiladi:
Vgw + 0y =0, v(z,y) =X (@)Y (y), X"—AX =0, Y'4+)Y =0,

Y (y) = ¢y sin %y’ X(x) = @Ch% + c;;sh%.

Chegaraviy shartlarni ishlatish natijasida quyidagini olamiz:

Shﬂ(a—aﬁ)
v(z,y)=A - & sin%y
b

w uchun masala ham xuddi shu yo‘l bilan yechiladi. Umumiy javob:

sh7a—2) Ty shml=v) .
_ b : a :
u(z,y) == Shs sin — +B et sin —.

8.1-mashq: Ikkala mashq bir xil yechimga ega. Sodda holdan boshlaymiz:

[ dlate = aolf@)de = [ 500110+ u/a) T = 2ortao)
Demak, dla(x — z¢)] = 6(x — x¢)/|al. Ko'p o‘lchamli holda:
o afa =) = delt e = x0).
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8.2-mashq: f(z) ning teskarisi mavjud deb olamiz.

[sts@)etade= [swetaiie= [5G |i=3 el

bu yerda z; nuqtalar f(x) = 0 tenglamaning yechimlari.
8.3-mashq: Paragrafning ichida ko‘rsatilgan misollarga o‘xshab bevosita

hisoblanadi.
8.4-mashq: Sferik sistemada

d*r = dzdydz = r’dr sin 0dfdp = r*drd(cos 0)dep.

[ drf(r)é(r —ro) = f(ro) bo'lishini ta’'minlash uchun 8(r — ry) = 5d(r —
r0)d(cos @ — cos 0y)d(p — o) bolishi kerak.

8.5-mashq: f(z) funksiya 27 davrli deb olamiz. Bu holda uning Fourier-
gatori uchun

50 2m
f@)=5e 3 b ™ fu= [ due™ ()
0

m=—0o0

ga egamiz. Mashqdagi munosabat quyidagicha tekshiriladi:

2m 0 2m
f(xg) = /d:):d(:z: —x0) f(x) = % Z e_imxo/dxeimxf(x) =
0 m=mee 0

- % Z fme™ 0 = f(0).

8.6-mashq: Jordan lemmasidan darhol kelib chiqadi.
8.7-mashq:

00 2
1 1
m \/?ﬂ/drr?’ /_1d(0089)/dsop(ﬁ@a@)nm(ea@
0 0

[.4-misoldagi zaryadlar tagsimotiga (I.4-rasmning a) qismida ko‘rsatilgan)
quyidagi zaryadlar zichligi mos keladi:
p(r,0,p) = %(5(7’ —a)[0(cosf — 1) — d(cos + 1)].
r
cos # bo‘yicha delta-funksiyalarni hisoblaganda ularning argumentlarini cos 6
(1 —¢), e — 0 ma’nosida tushunish kerak.
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VIIL.8-mashq:

+ikr +ikr
A@ _Vv. ve v (vleiikr + ik%eiikT> —
T T T T
1 :l:zkr +ikr :l:zkr +ikr 2 eiikr
= | A- —i—V - Ve :I:zk:V( ) = —A4Anrd(r)e™"" — k*—— =
T T
+ikr
— 4rd(r) — kS
T

2T

R
tkrcosp __ rdr _
T | e = [ S i) -
0 0

—
>
T =
|
L=
Cb&.
=
N
ﬁl\.’)
O\ZU
:U

1 /2
duu
=21R Jo(kRu) =2mR | dfcosf Jy(kRcos®).
O/W olkfu) / o )

Bu yerda, birinchidan, I.12-mashqning natijasi ishlatildi, ikkinchidan,
u = cosf almashtirish bajarildi.
8.10-mashq:

/2

X (=1)F 2k
/JO(:UCOSG) cosﬁdﬁzz ((k|1))2 <§) /COS2k+1 0df =
J !

0

— (=DF rz\2% kT VT T 2 1
=> (k)2 <§) 20k +1/2)1 2 > (=1)f <§> Kk +1/2)!

B zoo: (=1)Fz?*  sinz

(2k+1)! =«

Bu hisoblashda (10)-formula ¥ = 0 hol uchun ishlatildi, undan tashqari,
Legendrening ikkilash formulasi (22)-ham ishlatildi.
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