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ПРЕДИСЛОВИЕ 

 

Теория приближения функций представляет собой одной 

из ветви теории функций и функционального анализа. 

 Предлагаемая монография посвящена изложению тех 

разделов, в которых исследуется зависимости между различ-

ными конструктивными свойствами (а также структурными 

свойствами) действительных функций и характером прибли-

жения либо многочленами (алгебраическими, тригонометри-

ческими) либо другими функциями. 

 В основе этого исследования лежат классическая теоре-

ма Вейерштрасса о приближении функции многочленами, 

идеи П.Л.Чебышева о наилучшием приближении и обратная 

теорема С.Н.Бернштейна о приближении функций, т.е. о 

существовании функций с заданной последовательностью 

наилучших приближений. 

 Развитие и уточнение этих фундаментальных теорем, а 

также исследования примыкающих сюда других вопросов, 

связанные с понятием наилучшего приближения, со свой-

ствами изучаемых классов функций и аппарат приближения, 

составляют содержание монографии. 

 Здесь, в основном, исследуется свойства функции дей-

ствительного переменного, заданных на всей вещественной 

оси в зависимости от наилучших приближений функцией с 

целыми функциями конечной степени в пространствах Lp(-

∞,∞), 0<p≤∞. 

 Автор выражает искренние благодарности рецензентам 

проф. М.Тухтасинову и проф. К.Муминову, а также доц.       

Х. Наржигитову за внимательно прочитавшие рукопись 

монографии и указавшие ряд замечаний по улучшению 

качеству данной монографии. Автор также особо выражает 
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благодарность ответственному редактору, доц.К. Жамуратову 

за внимательно прочитавшему рукопись и следавшему ряд 

замечаний по описки в тексте и некоторых неточностей. 

 Я благодарен Турдихол Кадировне Гаймназаровой за 

оказанную помощь в техническом оформлении монографии. 

 И особо благодарен академику АН Р Уз. Ш.А.Алимову и 

участникам его семинара, которые неоднократно обсуждев-

шим результаты полученные в монографии, а также глубоко 

благодарен академику АН Тадж. Респ. Л.Г.Михайлову и 

участникам его семинара за полезные обсуждения получен-

ных результатов. 

В заключении выражаю искренную благодарность проф. 

М.Ф.Тиману, участникам его семинара (Республика Украина, 

г.Днепропетровск) которые долгие годы придержали связь 

при обсуждении полученных результатов в монографии. 
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ВВЕДЕНИЕ 

 

Теория приближения функций, заданных на всей ве-

щественной оси целыми функциями  конечной степени, раз-

вивается, ориентуясь на теорию приближения функции по-

средством многочленов, начатую ещё П.Л.Чебышевым и 

К.Вейерштрассом. 

В работах С.Н.Бернштейна [40]  и Н.Н.Ахиезера [120]  

получено  неравенство  









 pfCfA
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наилучшее приближение функции ),()(  pLxf целыми функ-

циями ),()(  pLxQ
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Неравенство (1) является центральной  теоремой теории 

приближения функций, заданных на всей оси, которое 

называется аналогом неравенства Джексона, полученного для 

периодических функций . 

Как показал Н.И.Ахиезер  [120], в правой части нера-

венства (1) вместо модуля непрерывности  
pL

f; можно по-

ставить модуль гладкости второго порядка:  
       

pp L
t

L
txfxftxff 



2sup;2

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             Обобщение неравенства (1) на модули гладкости бо-

лее высших порядков было дано и другими авторами (см. 

например, [1], [41]).  Таким образом, обобщённое неравенство 

(1) имеет следущий вид: 









 pfCfA

p

p

L

kkL 1,;
1
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
               (2) 

где  

       
p

p
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k
kk

t
Lk txff 








 




 0

1sup;  

модуль гладкости порядка k в пространстве ),( pL . 

 Более обобщённое неравенство типа (2) дано 

С.М.Никольским (см.[1], стр.220-236). 

           Ряд задач наилучшего приближения функций, задан-

ных на всей вещественной оси посредством целых функций 

конечной степени, сформулирован  С.Н.Бернштейном, и мно-

гие из них были решены самим  С.Н.Бернштейном (см. [40] , 

стр. [121]). 

           М.Ф.Тиманом  [4] установлено обратное неравенство к 

неравенству (2) т.е 
 

















0

1 )()1(;
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k

L

k fAv
M

f

p

   (3) 

 В случае периодических функций важное значение для 

конструктивной теории функций имела открытая 

С.Н.Бернштейном  (см.[121], том 2), теорема о существовании 

функций с произвольно заданной монотонно убывающей к 

нулю последовательностью наилучших приближений. 

 Для случая произвольных функций, заданных на всей 

вещественной оси, аналогичные утверждения приведены в  

[127] (см.  [127] , стр. 358). 

 В связи с этим естественно возникло много задач об ис-

следовании тех или иных свойств функций с заданными 

наилучшими приближениями. По этому вопросу прежде все-

го, следует отметить следующие: а) теорема  С.М. Никольско-
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го (см. [13] , стр. 240, теор.5.4.2) о принадлежности функции 

классу r

pH , для которых  

1   ,0,)(  


 r
C

fA
rLp

 

б) уклонения средней Валле-Пусана от функции ),()(  pLxf  

 p1 (результат С.М. Никольского  [1] , стр. 360) 
    ,)(;

pLNpN fACxffx   

     




 ,
1

; duufuxVfx NN


  



N

N

N d
t

t

N
V

2
sin1


  

 в)  ряд результатов М.Ф.Тимана в  [14], [4] о прибли-

жении функций, заданных на всей вещественной оси: г) 

результаты В.Г. Понаморенко [91], [92] о суммируемости 

интегралов Фурье функции с заданными  наилучшими приб-

лижениями, целыми функциями с заданными наилучшими 

приближениями, целыми функциями конечной степени и 

некоторые другие результаты.  

 Отметим, что  в плане исследования конструктивных ха-

рактеристик свойств функций, заданных на всей веществен-

ной оси, можно рассматривать:  

а) связь между модулем гладкости функций и их 

наилучшими приближениями; 

б) исследование свойств функции с заданными наилуч-

шими приближениями; 

в) исследования свойтсв наилучших приближений функ-

ций в зависимости от характера ( поведения) заданной функ-

ции. 

            В работах [22], [49]  (см. главу II) автором рассмотрен 

вопрос о справедливости аналога неравенства (2) при 0<p<1 и 

неравенства типа (3) для 0<p<1, а именно доказано, что  

  ,10,;
1

,)( 







 pfpkCfA

p

p

L

kL



 

где C(k,p) – константа, зависящая  только от k, p.  
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  P

v

Lp

P

v
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k

Lp

k fAv
kC

f

1

0

1 )()1(
)(

,
1



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


















    (5) 

где С(k) – константа, зависящая только от k. 

В пространствах Hp(-,), p>0, неравенство типа (2), 

(3),(4),(5) получено автором  [90], [123]  (см. главу IV), т.е. в 

пространстве аналитических функций f(z)=f(x+iy) в верхней 

полуплоскости y>0 удовлетворяющих условию  

,0     ,)( 




pMdxiyxf pp  

где М – константа, не зависящая от у. 

 При 0<p≤∞ неравенство (2) и неравенство (3) при 1≤p≤∞ 

в терминах модуля гладкости дробного порядка получено ав-

тором  [70] ,.  [71]  (см. глава III). 

 Отметим, что неравенства типа (3),(4),(5) эффективно 

используются при получении теоремы вложения, которые по-

священы работы автора [14],  [36], [54]  (см. глава I). 

 Как было отмечено выше, основными теоремами кон-

структивной теории функции являются неравенства (2), (3) 

при 1≤p≤∞  и (4), (5) при 0<p<1. 

 Следует отметить, что в теории приближения функций и 

вообще в теории функций важную роль играют неравенство 

С.Н.Бернштейна (см.[12]) . 
   

pp
L

k

L

k xQxQ  )( ,    (6) 

где1≤p≤∞ и неравенство С.М.Никольского (см.[12]) 

   
pq L

qp

L
xQCxQ  

11


 ,  qp0 .   (7) 

 В связи с этим автором  [125], [99], [90] (см. главу 4), по-

лучено неравенство (6) при 0<p<1 с константой, зависящей 

только от p и неравенство типа (7) в пространстве Hp(-,), 

т.е. 

      ,

1

0

11

0

1

p
p

qp

q
q

dxiyxfyyCdxiyxf

















 









   (8) 

 qp0 , y>y0≥0. 



9 

 Отметим, что в теории функции (и вообще в математике) 

неравенство Гельдера в ространствах Lp(a,b) и Lp(-∞,∞), p>1 

широко применяется. А при 0<p<1 неравенство Гельдера для 

действительных функций (т.е. в Lp(a,b), o<p<1)  аналог не 

имеет. 

 Выше полученное неравенство (8) в пространстве Hp(-

∞,∞) o<p<1 (т.е. для функции комплексного переменного) 

можно считат, аналог неравенства Гельдера в пространстве 

Hp(-∞,∞) o<p<1, q=1. 

 Следует отметить, что неравенство типа (6) имеет место 

и в пространстве Hp(-,) (см. работы автора [125] или глава 

IV). 

В зависимости от  наилучших  приближений функции 

или модуля гладкости можно рассматривать вопрос  об укло-

нении функции от некоторых средних интеграла Фурье (а 

также можно судить о суммируемости интегралов Фурье) и 

отклонении решений некоторых дифференциальных уравне-

ний от их граничных значений.  

Теперь более подробно остановимся  на основные со-

держаний результатов монографии по главам. 

Вопросы вложения классов функций посвящено много 

работ. Например: работы С.М. Никольского, О.В.Бесова, 

Ш.А.Алимова, М.Ф.Тимана, М.Л.Ульянова, Э.А.Стороженко, 

В.И.Коляда, Н.Т.Темиргалиева и др . В этих работах рассмот-

рены периодические функции и функции заданные на конеч-

ном отрезке. 

Вопросы вложения классов функций, заданных на всей 

вещественной оси сравнительно мало изучены. Этому вопро-

су посвящена первая глава монографии. 

В отличие от функций, заданных на конечном отрезке и 

периодических функций для двух различных p и q классы Lp(-

∞, ∞) и Lq(-∞, ∞) не содержатся один в другом. 

Так как периодические функции неинтегрируемы на всей 

вещественной оси, то доказанные здесь теоремы вложения не 
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могут считаться обобщением соответствующих известных 

теорем и функции, заданные  на всей вещественной оси, 

имеют свою специфику. 

В параграфах 1,2,3 главы I доказываются теоремы вло-

жения, являющиеся развитием результатов М.Ф.Тимана и 

П.Л.Ульянова, Э.А.Стороженко, полученные для периодиче-

ских функций и для функций, заданных на конечном  отрезке. 

 При 1≤p≤ν<∞ теорема 1.2 является  усилением одного 

результата из книги  [12], (см. [12] стр. 378). 

Теорема 1.3. Пусть  pLxf p 1),,()(  и )(u  - чётная, 

неотрицательная, неубывающая на  ,0  функция, удовлетво-

ряющая при некотором )1,0(  условию 

 




 
nk

nnkk 12 )(0)(                          

Тогда, если 









1

2

)()(
n

Ln

p
m

p
fAnn 




                      

то функция )(xf  почти всюду на   ,  совпадает с функцией, 

имеющей абсолютно непрерывную производную порядка 1m  

а производная )()( xf m
 принадлежит пространству   LL  т.е. 











 dxxfxf mm



 )()( )()(  

Из теоремы 1.2 получаем следующее утверждение.  

Следствие 1.1. Если функция 0),,()(  pLxf p
 при 

некотором m удовлетворяет условию 

mstft
pLm  ),(0);( 3 ,                              (9) 

то функция )(xf  почти всюду на ),(   совпадает с функцией, 

имеющей абсолютную непрерывную производную )()1( xf k
, 












11
0

p
k  ( k  - натуралное) и производную )()( xf k

 порядка k , 

принадлежащую пространству ),( L  )0(  p . 

 В параграфе 1 главы I доказывается, что условия (1.2) 

и (1.4) являются необходимыми и достаточными, чтобы 
  pLxf 1),,()(  и   ),()(  Lxf m  при  p1 .  
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 В параграфе 2 главы I показано следующее соотноше-

ния между наилучшими приближениями в различных метри-

ках . 

 В параграфе 3 главы I рассматривается вопрос вложения 
  ,pL  классов функций в пространстве Лоренца. 

 Для периодических функций и для функций заданных на 

конечном отрезке этому вопросу посвящены  работы Брудно-

го Ю.А. (1976), Гольдмана (1985,1987) Темиргалиева 

Н.(1983), Шерстневой Л.А (1986), Акишева Г.А, Наурызбаева  

К.Ж. и Смаилова Е.С (1987) и др.  

 Отметим, что при  p1  в пространствах   ,pL рас-

сматриваемые здесь вопросы довольно хорошо изучены (см. 

[40], [44], [41], [20], [4], [14], [42], [51], [1] и др), а при 0<p<1 

мало изучены. 

 Приведём некоторые утверждения из главы II. Установ-

лено следующее свойство целых функций конечной степени 

при 0<p<1 (являющейся развитием результатов С.М.Никольс-

кого и М.Ф.Тимана). 

Теорема 2.1. Eсли целая функция  𝑄𝜎(𝑥)𝜖𝐿𝑃(−∞,∞)   0 <
р < 1 степени  ≤ε, то для любого 𝑘 = 1,2, … имеет место не-

равенство: 

‖𝑄𝜎
(𝑘)(𝑥)‖

𝐿𝑃
≤ 𝐶(𝑝, 𝑘)𝜎𝑘‖𝑄𝜎(𝑥)‖𝐿𝑃 ,  

 Здесь и в дальнейшем С(а1, а2, …, ак)  означает кон-

станту, зависящую только от а1, а2, …, ак. 

Теорема 2.3. Пусть 10),,()(  pLpxf . Тогда при 

к=1,2,….. имеет место неравенство: 

Lp

kkLp fCfA 







 ;

6

1
)(6   

где константа kC  зависит только от k. 

Теорема 2.4. Пусть 10),,()(  pLpxf . Тогда при нату-

ральном k имеет место неравенство: 

    p

v

Lp

p

v

kp

k

Lp

k fAv
pkC

f

1

0

1 )()1(
,

,
6

1
























     
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где константа C(k,p) не зависит от f. 

 Свойства модуля гладкости дробного  порядка периоди-

ческих функций впервые рассматривались Бутцером и Вест-

фалем [57], а затем были изучены в работах Таберского [44], 

Бугрова Я.С. [58], Дрианова Д.П. [66], Самко С.Г. , Якубова 

А.Я.  [68], [69], Есмаганбетова М.Г.  [62], Пономаренко В.Г. 

[65], и другие. 

 Для функций, заданных на всей вещественной оси, этому 

вопросу посвящена глава III монографии. Как известно, поня-

тие модуля гладкости какого-либо порядка вводится на осно-

ве разности функций соответствующего порядка. Напомним, 

определение  разности функций порядка 0 (целого и неце-

лого).  

 Определение. Выражения  

     





0

1)(
k

k

k

h khxfxf  ,  

       
!

1...21

k

k
k




  

называются разностью функции f(x) порядка 0  (целого и 

нецелого) с шагом h.  

 В главе III доказаны прямая и обратная теоремы тео-

рии приближения в терминах модуля гладкости дробного по-

рядка, а также установлено важное утверждение касающиеся 

к производной дробного порядка функций в пространствах 

Lp(-∞,∞), 0<p≤∞ (например, неравенства С.Н.Бернштейна и 

С.М.Никольского).  

 В параграфе 3 главы 3 рассматривается поведение 

преобразования Фурье в зависимости либо от скорости убы-

вания модуля гладкости функции, либо от убывания к нулю  

наилучших  приближений.  

 Исследования по аналитическим функциям изложены 

в главе IV, которая посвящена изучению свойств функций в 

пространствах Hp(-∞,∞), 0<p≤∞ т.е. множеству аналитических 

функций f(z)=f(x+iy) в верхней полуплоскости y>0, для кото-

рых  
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    








 




pMdxiyxfiyxf
p

p

H p

0     ,

1

 

    


pMiyxfvraiiyxf
x

H p

     ,sup  

где М не зависит от у. 

 Отметим, что при 0<p<1 величина  
pH

iyxf  не является 

нормой (не выполняется неравенство треугольника), но мы 

будем пользоваться этими обозначениями. 

 Класс Hp(-∞,∞) при 1≤p<∞ впервые  рассмотрен и изучен 

Хиллем и Тамаркиным [79]. После них при 0<p<1 рассмотрен 

Коватом [80]. 

 В.И. Крылов [81], продолжая исследование, получил не-

которые важные и интересные результаты.  

 В главе IV исследуются свойства функции f(z)=f(x+iy) в 

классе Hp(-∞,∞) в зависимости  либо от наилучших прибли-

жений целыми функциями, либо от модуля гладкости функ-

ций. 

 Здесь получены прямые и обратные теоремы теория при-

ближени в пространстве Hp(-∞,∞). 

 Теорема 4.6.  Если      ;pHiyxf  ,   p0  ,  то  при  

любом  натуралъном  К  имеет  место  неравенство:  

 
P

p

H

KH fykpCfyA 







 ;;

1
),(; 0




  , 00 y     (10) 

где  константа C(p,k) при   p1   не  зависит  от  ,p  
 ;100  pyy    ;

1
0


 yy   10  p  

0,;
1

),();( 







 yfkpCfyA

P

P

L

KH



. 

Здесь 
PHfyA );(  наилучшее приближение функции f(z) це-

лыми функциями Qσ(z) cтепени ≤σ в пространстве  Hp(-∞,∞) и 

 
PHK fy;;  модуль гладкости функции   f(z)  в Hp(-∞,∞), т.е.  

 
p

p H

k

h
h

H
iyxfyf )(sup;; 



 , 

  )()1()(
0

iymhxfiyxf k

m

k

m

mkk

h  


 , 
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p
p

v
Q

H dxiyxQiyxffyA
p

1

)()(inf);(








 






 

Теорема 4.8. Пустъ  pHiyxf P 0),;()(  и );()(  PLxf  

её  граничная  функция.  Тогда: 

 
 

,1,)(1
)(

;;
1

0

1













pfA

kC
yf

P

P

L

k

k

H

k 








          (11) 

,...;,2,1,0  ky  

 
 

0,10

,)(1
),(

);;
1

(

1

0

1











 




yp

fA
pkC

yf
p

L

pkp

kH

P

k PP 










           (12) 

 

где 
PLfA )(  - наилучшее  приближение  граничной  функции 

f(x) целыми  функциями  )(xQ   степени      в  );( PL . 

 Как было выше отмечено, что если заданы наилучшие 

приближение функции, то можно рассматривать вопрос об 

уклонении функции от некоторых средних интегралов Фурье 

(а также можно судить о суммируемости интегралов Фурье) в 

зависимочти от них. 

 Этому вопросу посвящена глава V, §1. Следует отметить, 

касающийся этого вопроса результат С.М.Никольского ( см. 

[1], стр.360) М.Ф.Тимана [14], Б.И Голубова [126], [139-142]. 

Пономаренко [91] и др. 

 Автором установлено следующее (см.[90],  [138] ). 

 Теорема 5.1. Если функция     ;pLxf  ,  то для любого 

,0  при y  имеет место неравенства: 

1.      
 






 
y

m

LmL pp

fAyCxfxyf
1

1

1

1 1,;;                  (13) 

2.         
 






 
y

m

LmL pp

fAmyyCxfxyf
1

1

12

2 1,1;; 


          (14) 

где  

      














y

dtdutxutf
y

u
xyf

0

,cos1
1

;;






  



15 

cреднее Чезаро порядка α>0. Здесъ и в дальнейшем kC  - абсо-

лютная константа. 

Теорема 5.2. Если функция      ;pLxf  p1  ,  то при  

10  y  имеет место неравенство. 
      ,;;; 3

pp
LL

fyCxfxyfR   

где 

     
 








 dtduetftxyfR txiuyu2

2

1
;;


 

среднее Гаусса-Вейеррштрасса, которое тесно связано с урав-

нениями математической физики (уравнением теплопровод-

ности, диффузии и др.). 

Методы теории приближений оказываются плодо-

творными для исследования решений дифференциальных  и 

интегральных уравнений, а также при находжении их реше-

ний (см. монографию Дзядыка В.К. [100] и там  библиогра-

фию). 

 В работах С.М.Никольского [100], [102] Дзядыкова В.К.  

[100],   [103], М.Ф.Тимана   [96],   [14],  [104], Горбайчука   

[105]  и др. указаны методы нахождения решения и исследо-

ваны их свойства.  

 Оценки для решений некоторых дифференциальных  

уравнений в частных производных от их граничных значений 

получены в работах М.Ф.Тимана [14]  [96]  [104] , С.Каниева 

[106] , В.И. Горбайчука [105]  и др.  

 В параграфе 2 главы V рассматриваются отклонения ре-

шений уравнения Лапласса, уравнения  теплопроводности 

(диффузии) и уравнения Шредингера от их граничных значе-

ний в зависимости убывания к нулю либо от модуля гладко-

сти функции, либо от наилучших приближений в простран-

ствах Lp(Rn), 1≤p≤∞, Rn={-∞≤xk≤∞,  k=1,2,3,…,n}. 

 Рассматриваются следующие задачи: 

1) Задача Дирихле для уравнения Лапласа  

0
2

2







y

u
U

,
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2

2

2

1

2

2

1

2

nx

u

x

u

x

u
U














   ,                       (15) 

   nyn xxfyxxU ,,;,, 1101  
  ,                     (16) 

в полупространстве  niyxR in ,,2,10,1   

2) Задачи Коши для уравнения теплопроводности 

V
t

V




 ,                                (17) 

   ntn xxftxxV ,,;,, 1201  


,                       (18) 

в полупространстве   nixR in ,,1,1    где   nxxf ,,11   и 

-заданные функции.  

3) Задача Коши для уравнений Шредингера  

,0
2

2







t

W
hiW

m


   ,const    m=cons  (19), 

с начальным условием: 
 ntn xxftxxW ,...,);;...;( 1301     (20) 

в полупространстве Rn+1={-∞<xk<∞, t>0, k=1,2,…,n}, где f1, f2, 

f3 заданные функции. Обозначим через Ry(u1, f1), и Rt(ui, fi), 

i=2,3 отклонения решений уравнений (15) и (17), (19) 

соответственно от их заданных значений (16) и (18), (20) в 

Lp(Rn), т.е. 

 
p

n

p

iiRLiiiis dxdxfufufuR
np

1

1)(
......,









  








, s=y,t;   i=1,2,3. 

Известно, что (см.[109], стр.402 и [110] стр.179) при  

р=∞, у→0, Ry(u1, f1) →0 и t→0, Rt(ui, fi) →0, i=2,3. 

Естественно, возникает вопрос, каковы оценки для вели-

чин Ry(u1, f1), и Rt(ui, fi) в зависимости от свойств функции 

f(x1, x2, …,xn). 

Следующие теоремы дают ответ на этот вопрос. 

Теорема 5.7. Если функция      pRLxxf npn 1;,,11   , то 

при 0<y<1 имеет место неравенство  

         
















 














 Lp

in

n

i
Lp

y

x

fAyfAynCyfuR 1,0

1

1

1

1

1

0

1 ;; 
 ,     (21) 

 nxxf ,,12 
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гже   
Lp

i fA
- частные наилучшие приближения функции 

 nxxf ,,1   в  np RL  целыми функциями  nxxQ ,1  степени по пере-

менной ix . 

Теорема 5.9. Если функция    npn RLxxf :,,1  ;  p1  , то 

имеет место неравенство: 

    









 


t

V

n

i
L

i

p
fAtnCtfVR

1

0 1

222
2
1

)(;; 
 .          (22) 

Теорема 5.10. Если функция    npn RLxxf :,,13  ;  p1  то 

при 0<t<1 имеет место неравенство: 

         
pp

LLnn fttnmhCxxftxxWtfWR ;,...,,,,...,;;...;;; 13133    (23) 

 Некоторые вопросы касающийся свойствам функций в 

пространствах Lp, 1≤p<∞, связанные уравнением типа (15), 

(17), (19) рассмотрены в работах Тухтасинова М. (см. [179], с. 

22-25, 36-41, 126-130). 

 В § 2 главы V, кроме этих оценок, даются ещё оценки 

через польный модуль непрерывности функции в Lp(Rn). 

 Отметим, что теорема 5.7 при п=1 доказан М.Ф.Тиманом 

[14], [104]. 

 Из вышеприведённых теорем получим следующее след-

ствие. 

Следствие 5.5. Если функция   2,1,,,1 kxxf nk   удовлетво-

ряет  условия 
    nikOfA k

i ,,2,1        ,2,1,
1

1














 ,

 

то 

 

  10,
1

ln,,

;10,
1

ln;;;

2

1

22

1

11































t
t

tOtfVR

y
y

yOyfuR n

 

 Некоторые вопросы связанный исследованием свойства 

функций, являющихся решением тех или иных дифференци-

альных уравнений, в определеных функциональных про-
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странствах (например, в пространствах С(0,Т), L2(0,T)) рас-

смотрен М. Тухтасиновым в [179], (см.[179], с.90-130). 
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ГЛАВА I 

НАИЛУЧШЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ И ТЕОРЕМЫ 

ВЛОЖЕНИЯ ДЛЯ ФУНКЦИЙ, ЗАДАННЫХ НА ВСЕЙ 

ВЕЩЕСТВЕННОЙ ОСИ 

 

§ 1. Вложения  pLp 0),,(  классов функций 

 

Пусть ),( pL  означает пространство всех измеримых на 

),(   функций, для которых 










 




pdxxfxf
p

p

Lp

0,)()(

1

,        (1.1) 

а при p  




)(sup)( xfvraixf
x

L
 

Вопросом вложения различних классов функций посвя-

щено много работ (см. [1], [2], [9], [10], [15], [16], [17], [130]). 

В этих работах в основном рассмотрены периодические 

функции и функции на конечном отрезке. 

Функции, заданные на всей вещественной оси, сравни-

тельно мало изучены. В отличие от функций, заданных на ко-

нечном отрезке для двух различных p  и q  классы ),( pL  и 

),( qL  не содержатся один в другом. 

Так как периодические функции, не являются не итегри-

руема на всей вещественной оси, то ниже полученные теоре-

мы не являются обобщением соответствующих теорем. 

В 1961 году М.Ф.Тиманом в работе [4] установлено сле-

дующее: 

Если  pLxf p 1),,()(  и для pq    


 











0

1
11

0 )2min(,)1)(( qkdfA
k

qpk 

 
,  
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то ),()(  qLxf  и справедливо неравенство  






















 

 









k
k

qp

L

k

t

qp

LqpL dttfAfACfA
ppq

1

0

1
1111

, )1()()1()()( 

,

 

где )( fA  - наилучшее приближение функции ),()(  pLxf  це-

лыми функциями ),()(  pLxQ
конечной степени   в про-

странствах ),( pL , т.е. 

  pLxQ
xQxffA )()(inf)( 



  

В этом параграфе рассмотрим вложения некоторых 

классов функций, заданных на всей вещественной оси. 

Теорема 1.1. Если  pLxf p 0),,()(  и выполнено 

условие 









1

2

)(
n

Ln

p

p
fAnM 



,                                     (1.2) 

то ),()(  Lxf  и справедливо неравенство 









 



1

)()( MxfCxf
PlL

,                                    (1.3) 

где C  - абсолютная константа не зависит от f . В дальнейшем 

)...,,( 1 kaaC означают константы, зависящие только от kaa ...,,1 . 

Теорема 1.2. Если ),()(  pLxf  и при  p0  для неко-

торого натурального k  выполненного условие 









1

2

)(
n

L

v

n

p
k

p
fAn




,                                        (1.4) 

то функция )(xf  почти всюду на ),(   совпадает с функцией, 

имеющей абсолютно непрерывную производную порядке 1k

, а производная )()( xf k  принадлежит пространству ),( L  т.е. 

),()()(  Lxf k . 

Отметим, что при предположении 21,  pp  теорема 

1.2 доказана в [4]. 

Приведённая выше теорема 1.1 при  p1  была доказана 

автором в [11] в терминах модуля непрерывности, используя 

понятие равно измеримости функции. Здесь она доказывается 
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в терминах наилучших приближений, не используя равно из-

меримости функции. 

Наряду с теоремой 1.1 доказывается теорема 1.2, являю-

щаяся усилением одного результата из книги [12], с.378, до-

казанного в случае  p1 . 

Из теоремы 1.2 вытекает следующее: 

Следствие 1.1. Если функция 0),,()(  pLxf p
 при неко-

тором m  удовлетворяет условию 

mstft s

Lm p
 ),(0);(  ,                             (1.5) 

то функция )(xf  почти всюду на ),(   совпадает с функцией, 

имеющей абсолютную непрерывную производную )()1( xf k , 












11
0

p
k  ( k  - натуралное) и производную )()( xf k  порядка k , 

принадлежащую пространству ),( L  )0(  p . В самом 

деле, так как 









 pCfA

p

p

L

mL 0,
1

)(


 ,  

то из условия (1.5) получим, что 











sLp
fA




1
0)(  .                                (1.6) 

Ясно, что ряд (1.4) в условии (1.6) сходится при 












11
0

p
Sk . Теперь, применяя теорему 1.2, получим 

утверждение следствия 1.1. Если выполняется условие (1.6), 

то из теоремы 1.4. (см. ниже §2) следует оценка 

  



























 11

,00

11

)(

p
skpnfA

s
p

k

L

k

n q

.
 

Приведём ещё одну теорему вложения из класса ),( pL  

в класс )()( pLL    содержащую в себе теоремы 1.1, 1.2 при 

 p1 Здесь класс   LL  означает совокупность всех функ-

ций )(xf , заданных на ),(   таких, что 

  




  
0,)( dxxfxf

,
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где )(t  некоторая неубывающая функция. 

Теорема 1.3. Пусть  pLxf p 1),,()(  и )(u  - чётная, 

неотрицательная, неубывающая на  ,0  функция, удовлетво-

ряющая при некотором )1,0(  условию 

 




 
nk

nnkk 12 )(0)(    .                          (1.7) 

Тогда, если 









1

2

)()(
n

Ln

p
m

p
fAnn 




  ,                       (1.8) 

то функция )(xf  почти всюду на   ,  совпадает с функцией, 

имеющей абсолютно непрерывную производную порядка 1m  

а производная )()( xf m  принадлежит пространству   LL  т.е. 











 dxxfxf mm



 )()( )()(  

Теорема 1.3. доказывается с помощью следующих лемм. 

Лемма 1.1. Пусть )(u  неотрицательная и не убывает на 

 ,0 . Тогда, если  неотрицательная интегрируемая на   ,  

функция )(u  не возрастает на  ,0  и  














0

1
)( du

u
u ,                              (1.9) 

то 





0

))(()( duuu                             (1.10) 

Лемма 1.2. Пусть  pLxf p 1),,()(  и функция )(t  из тео-

ремы 1.3. Тогда, если 

















1

2

;
1

)(
n L

p

p

f
n

nn 



  ,                     (1.11) 

то  













0

1
)( dx

x
xf 



.
 

Лемма 1.3. Условие 

















1

2

;
1

)(
n L

p

p

f
n

nn 



 ,                      (1.12) 
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где      
pp L

h
L

xfhxff 
 


0

sup;  








pLn

n

p fAnn )()(
1

2




                           (1.13) 

эквиваленты. 

Отметим, что лемма 1.1 для функции )(u  заданных на 

 1,0  установлена в [6], а лемма 1.3 для периодических функ-

ций установлена в [131]. 

Доказательство теоремы 1.1. Не нарушая общности, 

предположим, что у функции ),()(  pLxf  существует преоб-

разование Фурье )(xF . В самом деле, что если функция 

),()(  pLxf , 21  p , то всегда существует преобразование 

Фурье (см.[19]), а при 2p  вместо функции )(xf  рассматрива-

ется функция 

x

x
xf



sin
)(                         (см. [4], [14]). 

Пусть теперь 









12

12

12
)()(

N

N

N dueuFxQ iux  .                           (1.14) 

Тогда 

    

p

L

N
inxinx

p

L

N
inx

p

L

pp

p

N dueuFdueuFdueuFxQ    












































1
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12
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12

12

1

1

)()()()(














.     (1.15) 

Обозначим 

  
 














12

12

12

12

1

1

)()()(









 dueuFdueuFx inxinx

.
 

Возьмём   1 pq  тогда имеем 

   










 













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













 dxxdxxdxxxxQ
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p

v

q

q

p
N

v

v

p
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p

L

N

v

p
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p
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1111
12

)()()()()( 


   (1.16) 

Обозначим 

0)()(  xx v
q

p

v  .                            (1.17) 

Неравенство  (1.16) представим в следующем виде 
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       (1.18) 

Запишем равенство 


йvvv ExExE )()(
21
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vv xExE
j

            )( ji   ,       (1.19) 

где справа )1(
2

1
 qqs  произведений. 

Применяя обобщённые неравенства Гельдера с показа-

телем )1(
2

1
 qqs  получаем 
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  .              (1.20) 

В силу обозначения (1.17) имеем 
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В дальнейшем нам потребуются следующие леммы. 

Лемма 1.А. (см. [12], с.248). Если  10 pp , то для це-

лой функции ),()(  pLxQ
 степени   справедливо неравен-

ство  
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которое называют неравенства С.М.Никольского. 

Отметим, что для  p1  неравенства (1.23) впервые по-

лучена С.М.Никольским [129], а для 21  p  И.И.Ибрагимовым 

[128]. 

Лемма 1.В. (см. [4]) Если  pLxf p 1),,()(  и имеет 

преобразования Фурье )(xF , то 
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Так как функция, определенная равенством 
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является целой функцией (см. [12], с.211-212 и [20], с.179-
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В силу леммы I.B и учитывая, что 
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будем иметь 
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Теперь из неравенств (1.20), (1.21), (1.22), (1.25), (1,26) 

вытекает, что (см. также (1.19)) 
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Из (1.18) и (1.27) имеем 
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Применяя обобщённое неравенство Гельдера с показате-

лем q  к правой части последнего неравенства, будем иметь 
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то из последнего неравенства получим 
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Отсюда при N  получим утверждение теоремы при 

 pp 21(1 . 

Теперь рассмотрим случай 10  p . Отметим один извест-

ный факт. 

Лемма 1.3. (см. [21]). Для любой функции 

10),()(  pLxf p
 существует целая функция ),()(  pLxQ

 

степени   наилучших приближений, т.е.  

pp
LL

fAxQxf )()()(  
.
 

(По поводу этой леммы см. [12], с.61). 

Пусть 10),,()(  pLxQ p
 целая функция степени  , 

осуществляющая наилучшие приближения функции 

),()( pLxf , т.е. 
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Тогда имеем следующее представление (см. условие 

[1.2]) 
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где сходимость понимается в смысле 10),,(  pLp
. Отме-

тим, что  
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На основании леммы I.A. при 10  p  получим, что (см. 

(1.31) и (1.29)). 
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т.е. утверждение теоремы при 10  vp . При vp  10  доказы-

вается также как в случае 10  vp . Теорема доказана. 

Доказательство теоремы 1.2. В дальнейшем нам потре-

буется следующая лемма. 
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Лемма 1.Д. Если )(xQ  - целая функция степени  , то для 

производной )()( xQ k


 порядка ,3,2,1k  имеет место неравенство 

 pxQCxQ
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   ,                          (1.32) 

где 1pC  при  p1  и )( pCCp   при 10  p . Отметим, что для 

случая, когда  BxQ )(  ( B  - класс целых функций степени   

ограниченных на всей вещественной оси) неравенство (1.32) в 

первые установлена С.Н.Бернштейном для p=∞ (см. [40], стр. 

442-445), для случая  p1  С.М.Никольским (см. [12], стр. 

232), а для 10  p  автором [22] (и для k нецелая). 

Для доказательства теоремы сначала рассмотрим случай 

 p1 . Рассмотрим ряд 
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и )(xF  преобразование Фурье функции )(xf . Относительно 

функции )(xF  проведем такие же рассуждения, как в доказа-

тельстве теоремы 1.1. 

Так как )(xQ  является целой функцией степени  , то в 

силу лемм 1.Д, 1.А и 1.В находим, что  

   











 vkp

L

pr

p
vp

L

kpv
p

L

kk fArpCxQxQxQxQ v

p

vv

p

vv 2)(2),()()(2)()(
2

111 2

1

22

1)(

2

)(

2
 

prtAmrpC L

p

m

m

p
kp

v

v

 






,)(),(
2

1

2

2

2

2
2  .                     (1.35) 

Из неравенства (1.35) и из условий теоремы вытекает, 

что ряд (14) сходится в метрике ),( pL . 

Далее, рассуждая также как в (см. [12], с. 347-348, 379), 

получим утверждение теоремы при  pr1 . 

Рассмотрим случай 10  vp . Покажем, что для 3,2,1k  
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Так как по условию теоремы правая часть в (1.36) стре-

мится к нулю при 0NN   и при 0h , то  
)()( )1(

1 xfx  . 

Теорема доказана при 1k . Для 3,2k  доказывается ме-

тодом индукции. При 3,2k  доказательство проводится ин-

дуктивно.  

Доказательство леммы 1.1. 
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Теперь в силу (1.37) и из условия леммы находим, что  
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Лемма доказана. 

Доказательство леммы 1.2. Пусть  xf  равноизмеримая с 

функцией  xg . Тогда для любой  не отрицательной  неубыва-

ющей  функции  UH  имеет место   333.,23. сcm  неравенство 
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 .     (1.38) 

Пусты теперь функция  xf  равноизмерима с функцией 

   fzFzF , . Тогда, применяя (1.38), получим 
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Известно   (см. [11]), что функция   zF   не возрастает на 

 ,0  . Тогда  
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Нам необходим следующий известный факт. 

 Лемма 1.Е.  (cм. [11]). Для любого ,2,1n  имеет места не-

равенство 

                   ,1;
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Рассмотрим  случай 1p  . Учитывая, что  
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 ,   10  ,   p1  

применяя неравенство Гельдера, получим  
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Теперь из неравенства (I.40), (I.41), (I.42) и на основании 

условия леммы (см I.19), получим  
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т. е. лемма доказана для   .1  p  

При  1p  вместо неравенства (1.41)  используется 

неравенство   
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1
  .                                        (1.43) 

Неравенство (1.43)  установлено автором в  [11]. Лемма  

1.2 доказана полностью.  

Доказательство леммы 1.3. Хорошо известное 

неравенство  (см.[12], с.274) 

  







 pLfCfA pLp

1,;
1


                         (1.44) 

влечёт, что из (1.12) вытекает (1.13). Для  того, чтобы пока-

зать, что из (1.13) следует (1.12) будем ползоваться  следую-

щими неравенствами (см.[11] с. 375 и [23], с.308). 

 
Lp

n

k

k

Lp

fA
n

c
f

n












0

:
1

 ,      p1  ,                        (1.45) 
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    a>1, b>1, an≥0.            (1.46) 

На основании неравенства (1.45), (1,46) и, учитывая 

условия для функции  t , получим, что 
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Лемма доказана. 

 Доказательство теоремы 1.3.  

   Очевидно, что из условия (1.8) вытекает  
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(1.47) 

Тогда  на основании теоремы 1.2. утверждаем, что 

функция f(x) почти всюду на (-∞,∞) совпадает с функцией, 

имеющей абсолютно непрерывную  производна порядка m-1, 

а производная  f(m)(x) принадлежит к пространству  ,,vL  т.е.  
     pvLxf v
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Покажем теперь, что из условия (1.8) вытекает  
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Неравенство М. Ф. Тимана (см.  ,4  теорема 3) вместе с 

неравенством (1.44) даёт:  
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С помощью  неравенства (1.50) получим 
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  (1.51) 

Рассмотрим последнюю сумму в (1.51). С помощью   

неравенства (см.  23 , с. 308 ) 
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из условия (1.8) получим  
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Из (1.51) и  (1.53) вытекает (1.49) 

Теперь, применяя лемму 1.3, получим, что  
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Учитывая (1.54), на основании леммы 1.2 находим: 
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Соотношение (1.48) означает, что  
     ,Lxf

v
m   .                               (1.56) 

Тогда на основании (1.55), (1.56), применяя лемму 1.1, 

получим  
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Теорема 1.3 доказана полностью. 

 

§ 2. Соотношения между наилучшими приближениями 

в разных метриках 

 

С помощью теоремы 1.1 и 1.2 устанавливаются следую-

щие утверждения, показывающие связь между наилучшими 

приближениями при различных p и q, а также связь между 

наилучшими приближениями k-призводной      ,v

k Lxf  и 

самой функцией     ,pLxf  при vp  . 
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Теорема 1.4. Если функция     ,pLxf  и сходится ряд 

(1.2) при  vp0 , то имеет место неравенство: 
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где константа C  не зависит от f   

 Теорема: 1.5. Если функция      vpLxf p 0,,  и 

сходится ряд (1.4), то для ,...2,1x  имеет место неравенство: 
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где константа C  не зависит от f . 

 Теорема 1.6. Пусть     10,,  pLxf p  и при натураль-

ном k  выполнятся условие 
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 .                                    (1.58 а) 

Тогда: 

1)  xf  имеет k  производную   ,xf k  принадлежащую 

пространству   ,pL  

2) для любого натурального r и 1n  имеет место 

неравенство: 
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     (1.58 в) 

Теорема 1.4 при  vp1  автором  доказана в [13], тео-

рема 1.6 при  p1  в [12]. Теоремы 1.1, 1.2, 1.3, 1.4 позволя-

ют получить порядок убывания к нулю наилучших прибли-

жений, являющихся в некотором смысле обратным к утвер-

ждению теоремы 1.2. 
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 Следствие 1.2. Пусть функция      pLxf p 1,,  имеет r-
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2) Если      pkChfh k

k 1,1; , то   









kLp OfA




1
. 

Отметим, что если для   









rkL OfAp
p 



1
,1 , k=1,2,…; r≥0, 

то, как показал М.Ф. Тиман [14]   
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Следствие 1.3. Если   
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Это вытекает из теоремы 1.5. 

Доказательство теоремы 1.4.  Пусть функция  xQ N 12   

определена равенством (1.14). Имеем: 
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     (1.60) 

Рассмотрим в отдельности каждые слагаемые в правой 

части неравенства (1.60). Так как функция  xQn  является 

целой функцией степени ,n  то применяя неравенство (1.23) 

при p 1 и неравенство (1.24), а также, учитывая 

монотонность убывания  
Lpn fA получим: 
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Далее, поступая также, как и при получении неравенства 

(1.28), находим, что 
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В силу неравенства (1.60), (1.61) и (1.62) получим: 
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Отсюда при  N    находим,  что 
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то есть утверждённые теоремы для  1<r<p<∞.  
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Теперь рассмотрим случай 0<r<p≤1. В этом случае по-

ступаем также, как и при доказательстве теоремы имеем   (см  

(1.30)) 
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где сходимость понимается в смысле   ,pL  , а целая функ-

ция  xQ  такова,  что 
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Применяя неравенство (1.23) и, учитывая монотонность 

 A  при 2m-1≤δ<2m
 получим с учетом   (1.30) 
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то есть утверждение теоремы для 0<r<p≤1 и для случая 

0<r<1≤p<∞. 

Доказательство теоремы завершено. 

 Доказательство теоремы 1.5. 

 Рассмотрим ряд (1.33). Положим, 2m-1≤n<2m<2n. В силу 

неравенства (1.32),(1.23),  (1.24) из неравенства  (1.60) полу-

чим: 
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Оценим 
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Отметим, что    xk
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Тогда в силу   неравенства (1.32) получим: 
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Отсюда в силу  (1.23),  (1,24) получим: 
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С помощью неравенства (1.65) величина (1.64) 

оценивается как величина (см.  (1.62) 
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И наконец, получим 
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Теперь из неравенства (1.63) и (1.66) находим, что 
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Отсюда при N  следует утверждение теоремы для  

1<r<p<∞ 

 Рассмотрим случай  0<r<p≤1. Поступаем также,  как и 

при доказательстве теоремы  1.4 (случай p≤1). Рассмотрим 

ряд 
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полученный дифференцированием ряда  (1.30). Отметим,  что 

функция Qσ(x),  xQ k


 есть целая функция степени ≤σ. На осно-

вании (1.67),  применяя неравенства (1.32) и (1.23) и учитывая 
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равенство (1.29),  а также монотонность  fA  при 2m-1≤σ<2m 

получим: 
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то есть утверждение теоремы для  0<r<p≤1.  Для 0<r≤1<p  до-

казывается как в случае 0<r<p≤1. Теорема доказана пол-

ностъю. 

 Доказательство теоремы 1.6. Утверждение части  I дока-

зано в теореме 1.2 (случай vP  ). Докажем вторую частъ 

утверждения. Из условия (1. 58 а) следует, что 
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Автором доказано (см.[49]), что 
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На основании неравенств (1.69) и (1.68)  (случай p=ν)  , а 

также, учитывая (1.68), получим: 
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Теорема доказана. 

 

§3. Необходимые  условия для вложения lp(-∞,∞) классов 

функций 

 

 Ниже покажем, что для вложения Lp(-∞,∞) классов 

функций в Lν(-∞,∞), 1≤p<ν<∞ условие (1.2), т.е. 
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является в некотором смысле не толко достаточным, но и 

необходимым. Достаточностъ установлена в §1 (см. Теор. 

1.1). 

 Пуст   nlM   класс функций      pLxf p 1,,  

, для которых           nfA nnLn p
       ,0        ,0  . 

 Теорема 1.7.  Пусть  последовательностъ чисел  n  тако-

ва, что  
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Тогда в классе Mp(αn) найдется функция f0(x), не принад-

лежащая к пространству Lν(-∞, ∞), 1≤p<∞. Отметим, что 

теорема 1.7 для периодических функций установлена в [8]. 

 Доказательство теоремы 1.7. Для последовательности с 

номерами   

1,2,...,k   ,1n  ,1n , 1
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рассмотрим ряд 



41 

 









1

1
1

sin
1

k

kp

knn
x

xn
n

kk
  .                                  (1.71) 

Сначала убедимся, что ряд (1.71) сходится в смысле 

  ,pL   p1 . В самом деле, так как  
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Таким  образом, ряд (1.71) сходится в   ,pL . Обоз-

начим его сумму через    ,,0  pLxf  

 Так как 
x

xnksin   целая функция степени kn  , то  
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естъ целая функция степени Nn . 

 Теперь аналогично неравенству (1.71.А) для функций 

 xf 0  при   ,1  p  и  1 mm nnn     получим, что  
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 т.е.     .1,0  pMxf np   

Покажем, теперь, что  xf 0  не принадлежит пространству

  ,, pvLv   (1.70.А). 

 Отметим, что преобразование Фурье функций  xf 0  явля-

ется (см.  1 , стр. 359 ) : 
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 Известно, что (  24 , теорема 89)  
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где  xF  преобразование Фурье функций  xf  . Согласно (1.73) 
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Учитывая свойства последовательности   n  и из (I.74), 

(I.72) и (I.70), получим: 
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т.е. теорема доказана для  .21  vp  

 Пусть теперь 2v  тогда в силу равенства Парсеваля и  

(1.72), (1.70) получим:  
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т.е. теорема доказана для  2p1  v  

 Для случая p=1 рассмотрим ряд 
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в который  сходится в смысле   ,pL . В самом деле, при-

меняя неравенство Гельдера 1
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Следовательно, ряд (1.75) сходится в   ,pL  и его 

сумму обозначим через  xg 0 . 

Отметим, что  nxnx
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  есть целая функция степени  
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является целой функцией степени 2nN. На основании (1.75), 

применяя неравенство Гельдера (1.76), получим 
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Теперь осталось доказать, что функций  xg 0  не 

принадлежит пространству   1,,  vLv . 

 Преобразованием  Фурье   функций   xg 0   является  

функция  (см.  1 , 359-360) 
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Применяя неравенство (1.73) при  2v1   и  в  силу  

(1.77), (1.70), получим 
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т.е. теорема доказана для случая  2vp1  . 

 Наконец, рассмотрим случай  2v  . Известно (см.  25 ) 
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С помощью (1.78) при  2v  для функции  xf 0  (см. (1.71)) 

и (1.72а) получим: 
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Обозначим 
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Так  как    1u
kn   при  kk nun 1   (см. (1.72а)),  то из 

(1.79) получим: 
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Отсюда, учитывая, что xx
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2
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т.е.  теорема доказана для случая ν>2, 1<p<∞, ν>p. Доказа-

тельство завершено.  

 Теорема 1.8. условия (1.2), (1.4) в теоремах 1.1 и  1.2 эк-

виваленты соответственно условиям 
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 (1.81) 


















1

2

;
1

n L

vp

v
kv

p

f
n

nQ   .                        (1.81А.) 

Доказательство. На основании неравенство (см. [1] для 

1≤p≤∞ и автор [22] для 0<p<1) 
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получим, что из (1.81) вытекает (1.2). 

 Используя неравенства (1.45) и (1.46) при выборе  0   
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т.е. (1.2) влечет (1.81) при  p≥1. 

  При 0<p<1 используя неравенство (см. автор [49]) 
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и неравенство (1.46) при выборе 
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т.е. (1.2) влечет (1.81) при  10  p  . Таким образом, установле-

но, что условия (1.2) и (1.81) эквивалентно.  
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 Аналогично устанавливается эквивалентностъ условий 

(1.4) и (1.81. А). Теорема 1.8 доказана. 

 

§ 4. Вложения Lp(-∞,∞) классов функций в пространстве  

Лоренца 

 

 Пуст  tf *  является перестановкой функции )(tf  на   ;  

в убывающем порядке (см.  2  , с. 27-28, [23], с.332-334). Обо-

значим через  vrL ,  множество всех функций  xf  измеримых 

на   ; , для которых 
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Множество   ,rL  называется  пространством  Лоренца 

(см.[26], [27] с.216). При r  оно сводится  к  пространству  

  ,rL        (см. и [27].с.216). 

 Вопрос  вложения Lp классов  в  пространством  Лоренца  

для  функций, заданных  на  конечном  отрезке, и  для перио-

дических  функций  рассмотрены  в  работах  [28]-[36] и  др. 

 В  этом  параграфе  рассмотрим  вложения Lp классов  в  

пространстве  Лоренца  для  функций, заданных  на  всей ве-

щественной  оси. Здесь рассматриваются  функции  заданные  

на    , , а  периодических  функции  неинтегрируемые  на  

всей вещественной  оси, поэтому  ниже  полученные  резуль-

таты  не  являются  обобщением  известных  результатов  по  

данным  вопросам, и  способ  получения  вложения  в  про-

странство  Лоренца  совершенно  отличается.  

 Теорема 1.9. Пусть числа 0 , функция   
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Тогда функций  xf  принадлежит пространству Лоренца 

 ,rL  и имеет место неравенство: 
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где константа С не зависит от f .  
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Неулучшаемостъ условий теоремы 1.10 показывает 

следующая теорема. 

Теорема 1.11. Если ряд 
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2) 0<p<1, 1<ν, r<p, 

то в классе  npM   существует такая функция  x , не принад-

лежащая пространству  ,rL . 

Здесь  npM  -класс функции означает совокупность таких 

функций     ,Lpxf , для которых  

  ),( nLpn OfA          p0 , 

где последовательность  n  мотонно убывает к нулю и обла-

дает свойством  
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Отметим, что типа теоремы 1.9 для функций заданных на 

отрезка доказана Н. Темиргалиевным  32 , а типа теоремы  

1.10. для периодических функций доказана в  34 . 

 Из теоремы 1.9 вытекает ещё одно утверждение. 

 Следствие 1.4. Если функция    pLipxf , ,  0<α<1, 0<p<∞ 

на   , , то при 
pr

11
  ;      ,rLxf       p0 , pr  . В самом 

деле, если    pLipxf , , то     0; 
Lp

f . Это обеспечивает 

выполнимость условия теоремы 1.9. 

 Доказательство теоремы 1.9. 

 Пусть f*(x) функция, являющаяся перестановкой функ-

ции  xf  в убывающем порядке. Отметим, что если E -мера 
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где  rC ,  константа, зависящая только от r,  и в дальнейшем  

она означает различные константы в различных формулах. 
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 Отсюда 

 1,0
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Отметим, что  
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Неравенство (1.85)  доказывается также как  в [37], где 

оно доказано при 1р    для функции заданных на  1,0  . Из 
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т.е. теорема 1.9 доказана для  10  p . Рассмотрим случай 

 р1 . Учитывая убывание функции  *f ,  при ,...2,1n    

получим: 
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Учитывая это из неравенств (1.85), (1.86) и из условия 

теоремы (1.9), получим: 
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   (1.86) 

 Теперь нам нужна следующая лемма (см, [38]). 

 Лемма 1. E. Пусть последовательность {bk} не возраста-

ет, а последовательность {μk} такова, что 
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Тогда ряды  
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


0n

r

nnв ,    
r

n

nnn вв





0

1  

сходятся или расходятся одновременно. В силу леммы I. E. 

при r
K

n



 2  12*  n

n fв , и на основании (I. 86) находим, что  
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Неравенства (1.83) и (1.86 а) дают утверждение теоремы 

при 1<p<∞. Доказательство теоремы завершено. 

 Доказательство теоремы 1.10. Рассмотрим случай 1<ν<∞. 

Известны следующие неравенства (см.[23], с.308 и [4]) 
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Учитывая (1.89) и применяя неравенства (1.88), (1.87), а 

также не основании условия теоремы получим: 
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Теперь на основании теоремы 1.9. получим утверждение 

теоремы для случая ,1p 1 , т.е. случая 1). В случае 10  ,  

1p , т.е. в случае 2) с помощью неравенства (1.88) и 

неравенства 
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а также, меняя порядок суммирования, получим: 
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Теперь, применяя теорему 1.9, получим утверждение 

теоремы для случая 0<ν≤1, p≥1, т.е. для случая 2). Рассмотрим 

случай 0<p≤1, p< ν, т.е. случай 3). 

 Автором доказано, что (см.  22 ) 
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Учитывая (1,89) и применяя неравенства (1.91), (1,87), а 

также на основании условия теоремы получим: 
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Применяя теорему 1.9, получим утверждение теоремы 

для случая 3). Наконец, рассмотрим случай 10  p ,   p , т.е. 

случай 4). В силу неравенств (1.91), (1.90) и, учитывая 

условие теоремы, получим: 
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Применяя теорему 1.9, получим утверждение теоремы 

для случая 4). Доказательство теоремы 1.10 завершено. 

 Доказательство теоремы 1.11. Сначала рассмотрим слу-

чай 1<p<∞. Рассмотрим ряд 
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который сходится в   ,Lp      и обозначим его сумму 

через  xf0   (см. доказательство соотношения (1.71.А)).  

Убедимся, что при любом  p1  функция    nPMxf 0 .  

Отметим, что 

  p1
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является целой функцией степени N . В силу (1.92) и, учиты-
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Аналогично получим, что  
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Следовательно,    npMxf 0
. 

Покажем теперь, что в условии теоремы функция  xf0  не 

принадлежит пространству Лоренца L(r, ν). Будем 

пользоваться следующим известным неравенством (см.[23], с. 

296). 
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Так как 1 , то: 
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 Так как xx
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Теперь из (1.95), (1.96), (1.97) вытекает, что  
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Наконец, из (1.98) и (1.99) и из условия теоремы 

получим: 
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т.е. утверждение теоремы для случая 1). 

Рассмотрим случай 2). Рассмотрим ряд 
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b(1.100) 

где числа r, p, ν  выбрана так, чтобы  

.1
112


pvr
           (1.101) 

Ряд (1.100) сходится в метрике  ,,pL     .10  p   

(см. способ получение (1.71.А)) и обозначим его сумму через 

f1(x).  

Отметим, что при условии  (1.101) 
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Убедимся, что ),,()(1  pLxf    .10  p  

В самом деле, в силу равенства (1.92), применяя 

неравенство Гельдера и учитывая (1.102), получаем: 
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Отметим, что 
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есть целая функция степени N. Тогда в силу равенства (1.92), 

применяя неравенство Гельдера и учитывая (1.102), получим: 
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 Следовательно, ),()(1 npMxf      .10  p  

Теперь докажем, что функция )(1 xf  не принадлежит 

пространству   vrL ,  при ,1v  10  pr . 

Известно следующее (см. [23],  с.296) 
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Так как ,1r   ,1v   то   .11 v
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v     Тогда, применяя неравен-
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Рассмотрим внутренний интеграл 
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Из (1.105)  и (1.106) получим: 
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где 

  inf* fN     vfM *1 . 

В силу неравенства  (1.82) получаем: 
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Так как xx
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Теперь, учитывая (1.99) и свойства последовательности 

 ,n  из (1.109), а также из условия теоремы, получим: 



56 

   



















v

n

n

v

p

v

r

v

v

n

n

v

p

v

r

v

k

k

v

nn

n

nn

p

v

r

v

nrvpCnrvpCnrvpCU
k

k

k


1

1

11

1

1

),,(),,(),,(
1

   

(1.110) 

Из (1.107), (1.108), (1.109) и (1.110) вытекает утверж-

дение теоремы для случая 2). Доказательство теоремы I.II 

завершено. 

Замечание. На основании неравенства (1.93) и нера-

венства (1.103), теоремы 1.10, 1.11 утверждаем, что условие 
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является необходимым и достаточным для вложения   ,PL  

классов в пространство Лоренца  vrL ,  в случаях: 1) ,1p   

,
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p

p
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
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В вышедоказанных теоремах предполагалось, что pr 1   

и функции из класса ).,( pL  В отличие от функций, заданных 

на конечном отрезке для двух p и r классы ),( pL и ),( rL не 

содержатся один в другом. 

В связи с этим в ниже доказываемых теоремах 

предполагается, что функция  xf  из класса  ,,rL  pr   
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Тогда для включения  ,,rL  в пространство   0,, vvrL   

достаточно условие: 
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Доказательство теоремы 1.12. Из условия (1.111) 

(см.[13]), вытекает, что     ,pLxf  и имеет место 

неравенство: 
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Известно неравенства (см.  23   , с. 308) 
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1a    ,    1b . 

Для доказательства теоремы достаточно показать 

выполнимость условия теоремы 1.9. Так как 11 
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Если  pv 1 ,  то аналогично получаем: 
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Так как 11
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v  при r<p ,   то из неравенств (1.112), 

(1.113) при  vp 1  получим: 
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Теорема доказана. 

Теорема 1.13. Пусть     ,, rLxf     1r и ряд  
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,        pr   .                                       (1.114) 

Тогда для включения ),( rL в пространство  vrL ,   pv    

достаточно  условие 

  














r

v

n

n

p

v

r

v

LfAn
1

12

 .                                                   (1.115) 

Доказательство теоремы 1.13. Условия (1.114) вытекает, 

что (см.[13]) f(x)Lp(-∞,∞) и неравенство 
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        ,1

1

1

2
2

11 r

L

p

k

n

p

Ln
pr

Ln rrp
fAkfAnfA














 





    .1 pr                                  

(1.116)  

Для доказательства теоремы достаточно показать 

выполнимость условия теоремы 1.10. В  силу неравенств 

(1.116) и (1.113) при vpr 1  получим:  (см.    (115)) 

      
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v
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v

p

v

n

n

p

v

r

v
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1

1

1
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
















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p

n
r

p

n

p
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2

1

1
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,
 

т.е. теорема доказана. 
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ГЛАВА II 

НАИЛУЧШИЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ И МОДУЛЬ 

ГЛАДКОСТИ ФУНКЦИЙ В ПРОСТРАНСТВЕ  

Lp(-∞, ∞) ДЛЯ 0<p<1 

 

§ 1. Введение 

 

В теории приближения функций важную роль играет так 

называемые прямые и обратные теоремы.  

В пространствах Lp для 1≤p≤∞ эти теоремы хорошо из-

вестны. Отметим, что прямая теорема теории приближения, 

т.е. первая теорема Джексона 

𝐴𝐺(𝑓)𝐿𝑃 ≤ 𝐶(𝑘)𝜔𝑘 (
1

𝜎
; 𝑓)

𝐿𝑃
, 𝑘 = 1,2,…           (2.1) 

При p=∞ и k=1 доказано С.Н.Бернштейном ([40], с. 373), 

для k=2, 1≤p≤∞ А.С.Джафаровым [41]. 

Неравенство (2.1) улучшено по порядку М.Ф. Тиманом 

[14] при 1<p<∞. Oбратная теорема теории приближения в Lp(-

∞, ∞), т.е. 

𝜔𝑘 (
1

𝜎
; 𝑓)

𝐿𝑃
≤

𝐶(𝑘)

𝜎𝑘
∑ (𝑉 + 1)𝑘−1
[𝐺]
𝑉=0 𝐴𝜈(𝑓)𝐿𝑃         (2.2) 

доказана М. Ф. Тиманом [4], при 1<p<∞ в [42] для любого 

1≤p≤∞ и для любого k≥1. При 1<p<∞ неравенство (2.2) улуч-

шено в смысле порядка [4], [42]. Для 0<p<1неравенство (2.1) 

и аналог неравенства (2.2) получен автором в [49], [39]. 

В этой главе доказываются неравенство (2.1) и аналог не-

равенства (2.2) для функций, заданных на всей вещественной 

оси в случае 0<p<1. Как  известно, доказательство обратной 

теоремы при 1≤p≤∞ (неравенство (2.2)) опирается на неравен-

ство С.Н. Бернштейна. Для случая 0<p<1 оно устанавливается 

нами ниже. 
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§2. Неравенство С. Н. Бернштейна в пространстве 

 Lp(-∞, ∞) для 0<p<1 

 

В этом параграфе установим  свойство целых функций, 

которое играет важную роль в теории приближений. 

Теорема 2.1. Eсли целая функция 𝑄𝜎(𝑥)𝜖𝐿𝑃(−∞,∞), 0 <
р < 1, 1 ≤ р ≤ ∞    степени  ≤σ, то для любого 𝑘 = 1,2,… 

имеет место неравенство: 

‖𝑄𝜎
(𝑘)
(𝑥)‖

𝐿𝑃
≤ 𝐶𝑃,𝑘𝜎

𝑘‖𝑄𝜎(𝑥)‖𝐿𝑃 ,    (2.3) 

где С𝑃,𝑘 – константа зависит только от 𝑃, 𝑘. Отметим, что 

теорема 2.1 С𝑃 = 1  𝑝 = ∞ получена С.Н.Никольском (см. 

[1],с 137), Н.И. Ахиезером [20]. 

Неравенство (2.3) для тригонометрического полинома с 

константой С𝑃 = 1  (0 < р < 1) получено В.В. Арестовым 

[47] 

Теорема 2.2. В условиях теоремы 2.1 для производной 

дробного порядка 𝛼 > 0 в смысле Вейля –Моршо имеет место 

неравенство: 

‖𝑄𝜎
(𝛼)(𝑥)‖

𝐿𝑃
≤ (𝑃, 𝛼)𝜎𝛼‖𝑄𝜎(𝑥)‖𝐿𝑃 ,

1

1 + 𝛼
< 𝑝 < 1. 

Замечание. Для производной дробного порядка 𝛼 > 0 от 

тригонометрического полинома имеет место неравенство: 

{∫ |𝑇𝑛
(𝛼)(𝑥)|

𝑝
𝑑𝑥

2𝜋

0

}

1

𝑝

≤ 𝐶(𝑝, 𝛼)𝑛𝛼 {∫ |𝑇𝑛
(𝛼)(𝑥)|

𝑝
𝑑𝑥

2𝜋

0

}

1

𝑝

,   

1

1+𝛼
< 𝑝 < 1.                                    (2.5) 

В случае 1 ≤ р ≤ ∞ неравенство (2.5) при 1 < 𝛼 < 1 с 

константой  зависящий от α, а при 𝛼 ≥ 1 с константой, рав-

ным 1 доказано в  [53] (см. [53], стр.277-278). 

Отметим также, что неравенства типа (2.5) получено И. П. 

Лизоркиным в [51] для 1 ≤ р ≤ ∞ и 𝛼 ≥ 1. 
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Отметим, что вопрос оценки производных алгеб-

раического полинома начатое С. Н. Бернштейном [40] была 

развита в работах В.С. Виденского [133]- [137]. 

Доказательство теоремы 2.1. 

Достаточно даказать при к=1. Известно, что (см. [50]) 

производная первого порядка от целой функции 𝑄𝜎(𝑡) степе-

ни ≤ σ представляется следющим образом: 

𝑄𝜎
′ (𝑥) =

(2𝜏+1)2

𝜋
𝜎2 ∫ 𝑄𝜎(𝑥 + 𝑡)𝑔𝜏,𝜎(𝑡) (

sin𝜎𝑡

𝜎𝑡
)
2𝜏∞

−∞
,              (2.6) 

|𝑔𝑟,𝜎(𝑡)| ≤ 1, 𝑟 = 1,2,…. 
Так как функция 

𝑄𝜎(𝑥 + 𝑦) (
sin 𝜎𝑡

𝜎𝑡
)
2𝜏

= 𝐻𝜎
𝜏(𝑥, 𝑡) 

является целой функцией степени не больше, чем 

 𝜎(2𝜏 + 1) относительно переменной 𝑡, то, применяя не-

равенство С.Н.Никольского (см. [12], с.248) 

‖𝑄𝜎(𝑥)‖𝐿𝑞 ≤ (
𝑞06

2𝜋
)

1

𝑃
 
1

𝑞 ‖𝑄𝜎(𝑥)‖𝐿𝑃 ,   𝑞 ≥ 𝑝 > 0     (2.7) 

 (q0-наименьшее чётное число (q0≥q)) 

при 0<p<q=1 получим:  

∫ |𝐻𝜎
𝜏(𝑥, 𝑡)|𝑑𝑡

∞

−∞
≤ (

𝜚𝜊

2𝜋
𝛿(2𝜏 + 1))

1

𝑃
−1

{∫ |𝐻𝜎
𝜏(𝑥, 𝑡)|𝑝𝑑𝑡

∞

−∞
}
1

𝑝.         (2.8) 

В силу (2.8) из неравенства (2.6) получим: 

‖𝑄6
1(𝑥)‖𝐿𝑃

𝑃 ≤
1

𝜋𝑃
(2𝜏 + 1)2𝜌𝜎2𝜌 ( ∫|𝐻𝜎

𝜏(𝑥, 𝑡)|𝑔𝜏,𝜎(𝑡)𝑑𝑡

∞

−∞

)

𝑃

𝑑𝑥 ≤ 

≤
1

𝜋𝜌
(2𝜏 + 1)𝜌𝜎2𝜌 ∫ [

𝜎(2𝜏 + 1)

𝜋
]
1−𝜌

( ∫|𝐻𝜎
𝜏(𝑥, 𝑡)|𝑑𝑡

𝜌

∞

−∞

)𝑑𝑥 =

∞

−∞

 

=
1

𝜋𝜌
(2𝜏 + 1)𝜌+1𝜎𝜌+1 ∫ |

sin𝜎𝑡

𝜎𝑡
|
𝑑𝑡

2𝜌∞

−∞
 .                      (2.9) 

Отметим, что (см.[1], с.151) 
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‖
𝑠𝑖𝑛2𝜈𝑥

𝑥2
‖
𝐿𝜚
= 𝐶𝜚𝜈

2−
1

𝜚, 𝜚 ≥ 1  .         (2.10) 

Теперь выберем 𝜏 так, чтобы 𝜏𝜌 ≥ 1. Тогда в силу (2.10) 

имеем: 

∫ |
𝑠𝑖𝑛𝜎𝑡

𝜎𝑡
|
2𝜏𝜌

= 𝐶𝜌𝜎
−1∞

−∞
.                                         (2.11) 

Из (2.9) и (2.11) получим: 

‖𝑄6
1(𝑥)‖𝐿𝑃

𝜌
≤
(2𝜏 + 1)𝜌+1

𝜋
𝜎𝜌+1𝐶𝜎−1‖𝑄𝜎(𝑥)‖𝐿𝑃

𝜌

=
𝐶𝜌(2𝜏 + 1)

𝜌+1

𝜋
𝜎𝜌‖𝑄𝜎(𝑥)‖𝐿𝑃

𝜌
 

Теорема доказана. 

Доказательство теоремы 2.2. Сначала рассмотрим случай 

0≤ 𝛼 < 1. Производная Вейля-Моршо для функции, заданной 

на всей вещественной оси, представляется (см. [52]) в 

следующим виду: 

𝑓(𝛼)(𝑥) =
𝛼

𝛾(1−𝛼)
∫

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥+𝑡)

𝑡1+𝛼
𝑑𝑡,     0 < 𝛼 < 1

∞

−∞
,             (2.12) 

где 𝛾(𝑥)гамма  функция Эйлера. На основании (2.12), приме-

няя неравенство (2.7) получим: 

∫ |𝑄𝜎
(𝛼)
(𝑥)|

𝑑𝑥

𝜌
∞

−∞

≤ (
𝛼

𝛾(1 − 𝛼)
)
𝜌

∫ | ∫
𝑄𝜎(𝑥) + 𝑄𝜎(𝑥 ± 𝑡)

𝑡1+𝛼
𝑑𝑡

∞

−∞

|

𝜌

𝑑𝑥

∞

−∞

≤ 

≤ 𝐶(𝛼, 𝜌)𝜎1−𝜌 ∫
‖𝑄𝜎(𝑥)−𝑄𝜎(𝑥+𝑡)‖𝐿𝑃

𝑡(1+𝛼)𝜌
𝑑𝑡 =

∞

−∞
𝐶(𝛼, 𝜌)𝜎1−𝜌 (∫ +

1

𝜎
0

∫  
∞
1

𝜎

)     (2.13) 

Теперь оценим интегралы в правой части неравенства 

(2.13). Применяя теорему Лагранжа, и в силу неравенства 

(2.3) получим: 

𝛾1 = ∫
‖𝑄𝜎(𝑥) − 𝑄𝜎(𝑥 ± 𝑡)‖𝐿𝑃

𝜌

 

𝑡(1+𝛼)𝜌
≤ ∫

𝑡𝑝‖𝑄6
1(𝑥)‖𝐿𝑃

𝜌

 

𝑡(1+𝛼)𝜌

1

𝜎

0

1

𝜎

0

𝑑𝑡

= ‖𝑄6
1(𝑥)‖𝐿𝑃

𝜌
∫𝑡−𝛼𝜌

1

𝜎

0

𝑑𝑡≤  
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≤
1

1 − 𝛼𝜌
(
1

𝜎
)
1−𝛼𝜌

‖𝑄6
1(𝑥)‖𝐿𝑃

𝜌
≤ 𝐶(𝛼, 𝜌)𝜎𝛼1−𝜌‖𝑄6(𝑥)‖𝐿𝑃

𝜌
∙ 𝜎𝜌 = 

= 𝐶(𝛼, 𝜌)𝜎(𝛼+1)𝜌−1‖𝑄6(𝑥)‖𝐿𝑃
𝜌
.     (2.14) 

Далее, учитывая, что 

‖𝑄𝜎(𝑥) − 𝑄𝜎(𝑥 ± 𝑡)‖𝐿𝑃
𝜌
≤ 2‖𝑄6(𝑥)‖𝐿𝑃

𝜌
, 

при 
1

1+𝛼
< 𝜌 < 1 получим: 

𝛾2 = ∫  

∞

1

𝜎

‖𝑄𝜎(𝑥) − 𝑄𝜎(𝑥 ± 𝑡)‖𝐿𝑃
𝜌

 

𝑡(1+𝛼)𝜌
𝑑𝑡 ≤ ‖𝑄6(𝑥)‖𝐿𝑃

𝜌
 

2

(1 + 𝛼)𝜌 − 1
(
1

𝜎
)
1−(1+𝛼)𝜌

≤ 

𝐶(𝛼, 𝜌) ∙ 𝜎(𝛼+1)𝜌−1‖𝑄6(𝑥)‖𝐿𝑃
𝜌
.    (2.15) 

Теперь из (2.13), (2.14), (2.15) получим: 

‖𝑄6
(𝛼)
(𝑥)‖

𝐿𝑃

𝜌
≤ 𝐶(𝛼, 𝜌)𝜎𝛼𝜌‖𝑄6(𝑥)‖𝐿𝑃

𝜌
, 

т.е. утверждение теоремы для 0 ≤ 𝛼 < 1. 

Рассмотрим случай 𝛼 ≥ 1.  Будем пользоваться следую-

щим представлением (см.[53], с. 100-102). 

𝑓(𝛼)(𝑥) =
𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
𝑓(𝛽)(𝑥) =

𝛾(𝛽)

𝛾(𝛽−1)
∫

𝑓(𝑛)(𝑥)−𝑓(𝑛)(𝑥−𝑡)

𝑡1+𝛽
∞

0
𝑑𝑡,      (2.16) 

𝛽 = {𝛼}, 𝑛 = [𝛼], 𝛼 = 𝑛 + 𝛽. 
На основании (2.16) применяя неравенства (2.7) при 0 <

𝜌 < 𝑞 = 1 и (2.3), получаем: 

∫|𝑓(𝛼)(𝑥)|
𝜌
𝑑𝑥

∞

−∞

≤ 𝐶(𝛽, 𝜌) ∙ 𝜎1−𝜌∫

‖𝑄𝜎
(𝑛)(𝑥) − 𝑄𝜎

(𝑛)(𝑥 − 𝑡)‖
𝐿𝑃

𝜌

𝑡(1+𝛽)𝜌

∞

0

𝑑𝑡 ≤ 

≤ 𝐶(𝛽, 𝑛, 𝜌) ∙ 𝜎1−𝜌𝜎𝑛𝜌∫
‖𝑄𝜎

  (𝑥) − 𝑄𝜎
 (𝑥 − 𝑡)‖𝐿𝑃

𝜌

𝑡(1+𝛽)𝜌

∞

0

𝑑𝑡 = 

= 𝐶(𝛽, 𝑛, 𝜌) ∙ 𝜎1−𝜌+𝑛𝜌

(

 ∫+

1

𝜎

0

∫  

∞

1

𝜎 )

 .                    (2.17) 

Теперь в силу неравенства (2.14) и (2.15) имеем: 
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∫
‖𝑄𝜎

  (𝑥)−𝑄𝜎
 (𝑥−𝑡)‖𝐿𝑃

𝜌

𝑡(1+𝛽)𝜌
≤ 𝐶(𝛽, 𝜌) ∙ 𝜎(𝛽+1)𝜌−1

1

𝜎
0

‖𝑄6(𝑥)‖𝐿𝑃
𝜌
 ,        (2.18) 

∫  
‖𝑄𝜎

  (𝑥)−𝑄𝜎
 (𝑥−𝑡)‖𝐿𝑃

𝜌

𝑡(1+𝛽)𝜌
𝑑𝑡 ≤

∞
1

𝜎

 𝐶(𝛽, 𝑛, 𝜌) ∙ 𝜎(𝛽+1)𝜌−1‖𝑄𝜎(𝑥)‖𝐿𝑃
𝜌
=

𝐶(𝑑, 𝑃) ∙ 𝜎𝑑𝑃‖𝑄𝜎(𝑥)‖𝐿𝑃
𝑃          

 (2.19) 

т.е.утверждение теоремы для 𝛼 ≥ 1. 

Доказательство теоремы  завершено. 

Неравенство (2.5) доказывается таким же способом с 

помощью следующих неравенств: 

‖𝑇𝑛
(𝑘)(𝑥)‖

𝐿𝑃
≤ 𝐶(𝑃, 𝑘)𝑛𝑘‖𝑇𝑛(𝑥)‖𝐿𝑃 ,      (2.20) 

0 < 𝑃 < 1,      𝑘 = 1,2,3, … ., 

‖𝑇𝑛(𝑥)‖𝐿𝑞 ≤ 𝐶 ∙ 𝑛
1

𝑝
−
1

𝑞‖𝑇𝑛(𝑥)‖𝐿𝑃    0 < 𝑝 < 𝑞 .  (2.21) 

Неравенство (2.20) доказано в [46] и в [47] , а 

неравенство (2.21) в [12] на стр.243. 

 

§3. Прямая и обратная теорема теории приближений  

в пространстве 𝐿𝑃(∞,−∞), 0<p<1 

 

Пусть 𝐿𝑃(∞,−∞) множество тех измерных на (−∞,∞) 
функций 𝑓(𝑥), для которых 

‖𝑓(𝑥)‖𝐿𝑝 = {∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
∞

−∞

}

1

𝑝

< ∞, 0 < 𝑝 < ∞  . 

При 1≤ 𝑝 < ∞ множество 𝐿𝑃(∞,−∞) есть банахово про-

странство относительно нормы ‖𝑓(𝑥)‖𝐿𝑃.  При 0 ≤ 𝑝 < 1   

величина ‖𝑓(𝑥)‖𝐿𝑃не является нормой (не имеет место нера-

венство треугольника), однако мы пользуемся этими обозна-

чениями и в этом случае класс 𝐿𝑃(∞,−∞) при 0 ≤ 𝑝 < 1   яв-

ляется польным линейным метричиским пространством 

(см.[45], с.45), а метрика задается равенством: 

𝜌(𝑓, 𝜑) = ‖𝑓(𝑥) − 𝜑(𝑥)‖𝐿𝑃
𝑃  . 
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Величины 

𝐴𝜎(𝑓)𝐿𝑝 = inf𝑄𝜎
‖𝑓(𝑥) − 𝑄𝜎(𝑥)‖𝐿𝑝 

и 

𝜔𝑘(𝛿, 𝑓)𝐿𝑃 = 𝑠𝑢𝑝
|ℎ|≤𝛿

‖∆ℎ
𝑘𝑓(𝑥 + 𝑘ℎ)‖

𝐿𝑃
 , 

∆ℎ
𝑘𝑓(𝑥 + 𝑘ℎ) =∑(−1)𝑘−𝑖

𝑘

𝑖=0

(𝑘
𝑖
)𝑓(𝑥 + 𝑖ℎ) 

cоответственно называется наилучшими приближениями в 

пространстве ),( pL  функции )(xf целыми функциями 

),()(  pLxQ  степени   и модулями гладкости порядка к 

функции )(xf в пространстве ),( pL . При k=1
Lpf ),(1  называют 

модулем непрерывности функции )(xf . 

Величина 
Lpk f ),(  является характеристикой разностных 

свойств функции, т.е. характеризует структурные свойства 

функции, а величина 
LpfA )(6

указывает конструктивную харак-

теристику функции )(xf . 

Как было отмечено в § 1, при  p1  в пространстве 

),( pL связь между модулями гладкости и наилучшими при-

ближениями функций довольно хорошо исследована. 

В этом параграфе мы посмотрим случай 10  p  

Прежде всего, отметим ряд свойств 
Lpk f ),( при 10  p . 

Доказательство проводится аналогично  в случае 1p  (см. 

[I2], c.115-117) 

1. 0),0( Lp

p f . 

2. Функция 0),( Lp

p

k ft  не убывает вместе с t.  

3. Если 0h  целое число, Lp

p

k

k

Lp

p

k ftnfnt );();(    

4. 0,);()1();(   Lp

p

k

k

Lp

p

k ftft  

5. kmftft Lp

p

k

km

Lp

p

m   ,);(2);( )(   

6. 0,);();( )(  tfttft Lp

rp

k

rp

Lp

p

rk   

Отметим ещё один известный факт.  
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Лемма 2А. (см. [12], с.61 и [21]) для любой функции 

10),,()(  pLxf p
 существует целая функция 

10),,()(  pLxQ p
 степени   наилучшего приближения, т.е 

10,)()()(  pxQxffA
LpLp  . 

Справедливы следующие утверждения.  

Теорема 2.3. Пусть 10),,()(  pLxf p
. Тогда при 

к=1,2,….. имеет место неравенство: 

Lp

kkLp fCfA 







 ;

1
)(


 , 

где константа kC  зависит только от k 

Теорема 2.4. Пусть 10),,()(  pLxf p
. Тогда при нату-

ральном k имеет место неравенство: 
  P

v

Lp

P

v

kp

k

pk

Lp

k fAv
C

f

1

0

1,
)()1(,

1
























  ,     (2.23) 

где константа 
pkC ,
 не зависит от f . 

Из этих теорем вытекает следующее утверждение, 

указывающее связь между модулями непрерывности и 

наилучшими приближениями.  

Следствие 2.1. Если 10),,()(  pLxf p , 





































 
P

PLp

OOf

1

11

1
,

1





,
 

то 


























p

Lp OOfA

1
1

)( 




.
 

Следствие 2.2. Если ),,()(  pLxf   10  p  и 

  ,
1










n
OfA Lpn    10  , 

то  

 

 
 

 


























.1   ,ln

,1    ,

,10    ,

,
1

1











pO

O

O

f  
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Это вытекает из теоремы 2.4 при k=1 

Замечание. Максимальный порядок убывания 
Lpf ),( при 

0 есть 






 pO
1

 . 

Следствие 2.3. Если  
Lp

f,  убывает максимального по 

порядку, т.е. 

 













 p

Lp
Of

1

,  , 

то функция  f(x)  имеет производную  )()( xf r  )
1

(
p

r   в смысле  

),( Lp . 

Это вытекает из теоремы 2.6 (см. ниже §4 ). 

Следствие 2.4. При   10     условия 











n
OLfA pn

1
)(  

и 
 ,);(  Of Lp   10  p  

эквиваленты. Это вытекает из теоремы 2.3 и 2.4. 

Следствие 2.5. Если и 
2

1
0  p   и 















,,    ,0

,   ,
)(

1

1
1

constaax

axx
xf

p  

то имеет место соотношение 

p

Lpf

1

1

1
ln),( 













.
 

Доказательство следствия 2.5. приводится после  доказа-

тельства выше перечисленных  теорем. Для периодических 

функций теоремы 2.3 и 2.4 независимо друг от друга получи-

ли Стороженко Э.А. [9]  и Иванов В.И. [48]. 

Доказательство  теоремы 2.3. 

Рассмотрим целую функцию 

  



















x

r

x

xg 2
sin



 ,   rkrp 2 ,  k=1,2,… 
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Положим, 




 

















 dx
x

r

x
r

r

2

,
2

sin


   . 

Тогда интеграл (см.[12],  с. 273). 

       fxQdttxf
k

tg
k

k

r

,1
1

1,




































  



 

    (2.24) 

есть целая функция конечной степени ≤σ. Ясно, что 

       




 dtftgfxQxf k

t

r










1
, ,   (2.25) 

     














k
kk

t txf
k

xf
0

1






. 

Отметим, что под интегральное  выражение в равенстве  

(2.25) есть целая функция степени ≤σ относительно перемен-

ного t . Применяя  неравенство (2.7) при 0<p<q=1 из (2.25), 

получим; 

p
p

Lp dxxQxffA

1

)()()(










 


































  









Pp

k

t

r

dxdtxftg

1

,

)()(
1




 

       

        

























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


































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





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

















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  

































p
p

k

t

pp

r

p
p

k

t

pp

r

pp

L

k

t

p

r

pp

L

k

t

p

r

dxxftg
pC

dtxftg
pC

dxxftg
pC

dxxftg
pC

pp

1

1
1

,

1

1
1

,

1

1

,

1

1
1

,

)()(

)()(





























 

   
p

L

p

k

pp

r

dtfttg
pC

p

1

1
1

,

,
)(









 











 .
         (2.26) 

В силу свойства модуля гладкости (см.§ 1 свойства 4) из 

нераветства (2.26) находим 




























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
 
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1
)(,
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)(


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  

 
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t

pkkpk

Lp

k

p

r

dttgtdttgf
pC

1

1

1 1

2
1

1

,

)(22,
1)(

























  




 














.        (2.27) 
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Учитывая неравенство (2.10), находим 



















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12
1

1 2

2
)()()(

rp

pp

r
pCdttgdttg








.   (2.28) 

Так как ....,2,1,0,22  kkrp то 










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










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12
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t

rp
Pkk

r
pCdttgt   .         (2.29) 

В силу (2.28),(2.29) из (2.27) получим: 
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Так как 








































12

2

,
2

)(2
sin r

r

r
r

rC
t

r

t




 

,

 

то из неравенства (2.30) находим, что 













Lp

kL fKPCfA
p

,
1

),()(

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,
 

теорема доказана. 

В дальнейшем нам нужна следующая лемма. 

Лемма 2.I. Для любого натурального имеет место нера-

венство: 

10,)()(),( )(  pxQhpCQh
pL

kk

Lpk   .                    (2.31)  

Доказательство. Достаточно доказать лемму для k=1. 

Разлагая целую функцию Qσ(x+h) в ряд Тейлора по 

степени h, получим 
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Отсюда, применяя теорему 2.1 при 


1
h , получим: 
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Отсюда вытекает утверждение леммы при к=1 При 2k

лемма доказывается с помощью свойства модуля гладкости 

(см. свойство 6). 

Доказательство теоремы 2.4. 

Пусть  )(xQn  последовательность целых функций соответ-

ственно отепени n , осуществляющих при каждом   наилуч-

шие приближения 
Lpn fA )( в метрике   ,10,,  pLp

 т.е. (см. лем-

ма 2.А) 

Lp

p

n

p

Lpn fAxQxf )()()(   .        (2.32) 

Тогда при   


1
h ,   122  mm  , ,...2,1,0m  

Lp

p

kLp
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p

Lp

k

n xQfAxQfAxf mmmm 







 )(,

1
)(2)()(2)(

2222 
  .   (2.33) 

В силу леммы 2.1 из неравенства (2.33) получим: 

 
p

Lp

k

kpLp

pkp
p

Lp

k

n xQ
pC

fAxf mm

)(

22

)(
)(2)(


  .       (2.34) 

Далее, применяя теорем 2.1, учитывая равенство (2.32) и 

используя монотонность наилучших приближений, получим: 
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
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 .   (2.35) 

Из (2.34) и (2.35) вытекает утверждение теоремы. 

Доказательство следствия 2.5. Рассмотрим функцию  







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
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При 1 xh  имеем: 


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1
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1
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
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
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,
 

Теперь из последнего неравенства получим: 

   
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 dxxfxf
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p
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
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Отсюда 
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   
p

L
h
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p

1

1

1
ln, 








  .                                    (01) 

Докажем 

  




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


h
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1
01       .                                   (02) 

Для этого сначала покажем, что  

   hfh
pL

0, 1      .                                    (03) 

Имеем: 
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Отсюда 

  .)()(
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Рассмотрим интеграл 
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h

h
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                                      (05) 

p
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Так как 
2

1
0  p ,  то 
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p
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.
 

Учитывая оценки полученных для  
1J  и  

2J  из 

неравенства   (05), получим: 
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
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Аналогично 

  12

0

1











p

pp
hpC

xhx

dx
 .                               (07) 

Теперь из неравенства (04), (06), (07) вытекает 

неравенство (03). 

Так как (см.  неравенство  (2,22)) 
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1


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,
 

то из (03) вытекает (02). В силу (02) из неравенства (2.23) по-

лучим: 
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L
kpCf

p

1

1
ln,, 









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  .                              (08) 

Неравенства (08) и (01) дают утверждения следствии 2.5. 

 

§4. Наилучшие приближения и дифференциально-

разностные свойства функции в пространстве 

 Lp(-∞,∞), 0<p≤∞ 

 

Теорема 2.5. Пусть    ,, pLxf   10  p  и при натураль-

ном  r  выполняется условие 

  .
1

1 






pL

p

n

n

pr fAn  

Тогда функция   xf  имеет r -производную    xf r ,  
     ,p

r Lxf  и для n≥1 имеет место неравенство: 
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  (2.36) 

где константа  kpC ,   не зависит от f . 

Наряду с теоремой 2.5 установим следующее 

утверждение. 

Теорема 2.6. Если     ,, pLxf    qp0  и для некото-

рых r  выполнено условие 

  ,
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q
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то функция  xf  почти всюду на   ,  совпадает с функцией, 

имеющий абсолютно непрерывную производную порядка 

1r , а  производная   xf r  существует в смысле   ,qL  и 

имеет место неравенство 
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где константа  rpC ,  зависит только от rp,  и      ,pLxQ
 та-

ково, что 
     

pp
LL

fAxQxf  
.
 

Из теоремы 2.5 и 2.6 следует следующее следствие. 

Следствие 2.5 . Если при m  выполнено условие 
   ,0,  tft

pLm     10  p  

то функция  xf  почти всюду на   ,   совпадает с функцией, 

имеющей абсолютно непрерывную производную   xf r 1  (где 

,r  öåëîår  ), а производная   xf r  порядка ,r  принадлежит 

пространству  ,,pL  10  p   и имеет место неравенство: 
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В самом деле, из условия следствия вытекает (на 

основании теоремы 2.3)    .
  OfA

pL
 Тогда, применяя теорему 

2.6 при ,qp   получаем первое утверждение. Вторая часть 

утверждения вытекает из теоремы 2.5. 

Доказательство теоремы 2.5. 

Отметим, что данная теорема доказана ещё в главе 1 § 

2(см.  теорема 1.6). Но здесь приводится другое доказа-

тельство. 

Рассмотрим ряд 
         





 

0
221 ,1



 xgxgxg
sss                             (2.37) 

где    xfgxg ;   целая функция наилучшего приближения 

функции    ,, pLxf   10  p ,функции  xf  в метрике   ,pL  

, т.е.  (см. лемме 2.А). 

      ,
pp LL xgxffA    10  p   .                 (2.38) 

В силу неравенства (2.3) получим: 
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L

s fAprCxgxgpCxgxgpCxg     (2.40) 
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На основании неравенств (2.39), (2.40) и по условию 

теоремы утверждаем, что последовательность частичных 

сумм ряда (2.37), т.е. 
             



 

m
s

r

s

r

ss
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сходится на    ,  в смысле метрики   ,pL . Дальше рас-

суждая как в [12] (см.[12], с. 347-348), получим: 
     ,xfxQ ss

m      m                          (2.41) 

в смысле метрике   ,pL   , причём  xf  почти всюду 

совпадает с функцией, имеющей абсолютно непрерывную 

производную (s-1)-порядка  и 
     ,p

s Lxf      10  p . 

Теперь переходим к доказательству неравенства (2.36). 

Имеем, что  
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Отметим, что соотношение (2.41) даёт 
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На основании (2.43), (2.3), (2.38) и учитывая 

монотонность  
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fA  получим: 
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Далее, учитывая свойства модуля гладкости  
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Отметим, что 
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Теперь, выбирая m  так, чтобы 
  1 mm rnr  , 

на основании (2.3), (2.38), (2.46) из неравенства (2.45) полу-

чим (см. ещё (2.40)) 
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Из неравенства (2.42), (2.44), (2.47) вытекает неравенство 

(2.36). 

Теорема доказана полностью. 

Доказательство теоремы 2.6. 

Первая часть утверждения теоремы доказана в главе I § 1 

(см. теорему 1.2 ). Осталось доказать неравенство (2.36.А). 
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т.е. поступаем также как при доказательстве теоремы 2.5. Рас-

смотрим ряд (2.37) . В силу неравенства (2.3), (2.7) и учиты-

вая (2.38), получим 
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Неравенство (2.48) и условие теоремы обеспечивают 

сходимость ряда (2.37) к производной f(r)(x) в метрике Lq(-

∞,∞),  где 
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в смысле Lq(-∞,∞), то на основании неравенств (2.3), (2.7) и 

равенства (2.38) получим: (учитывая (2.40.А))  
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Теорема доказана. 

 

§5. Соотношения между наилучшими приближениями 

(модулями гладкости) в различных метриках 

 

Теорема 2.7. Если  f(x)Lp(-∞,∞), 0<p<∞ 
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Доказываемые ниже теоремы показывают связь между 

модулями гладкости в различных метриках. 

 Теорема 2.8. Если f(x)Lp(-∞,∞), p>0 и сходится ряд 
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то имеет место неравенство 
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Наряду с теоремой 2.8 доказывается следующая: 

Теорема 2.9. Если f(x)Lp(-∞,∞), p>0 и выполнено 
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то имеет место неравенство 
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также как теорема 2.8 Последнее неравенство доказано в § 4 

главы II (см. теорема 2.6) 

Теорема 2.10. Если  f(x)Lp(-∞,∞), 0<p<1и натуральное 

число m>k , то имеет место неравенства:   
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Теорема 2.5 позволяет доказатъ следующее. 

Теорема 2.11 Если f(x)Lp(-∞,∞), 0<p<1 и  натуральном 
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то функция f(x) имеет  производную  f(r)(x)Lp(-∞,∞), 0<p<1 
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Отметим, что аналогичное неравенство (2.52в) при  

1≤p<∞ (при 2≤p<∞ совпадает) вытекает из других результатов 

автора [56]. Из теоремы 2.10 вытекает следствие 2.7. Если для 
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Последняя оценка при 2≤p≤∞ содержится в работе [56], а 

для периодических функций при 1<p<∞ получена в [55] (см. 

r
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ещё [42] p=2). Утверждение теорема 2.8 вытекает из 

неравенство (2.36.А) при r=0. 

 Доказательство теорема 2.8. 

При 1<p<∞ теорема доказана автором в [113] и [114].  

Здесь рассмотрим случай 0<p<q≤1 и 0<p<1<q.  

Отметим некоторые  свойства модуля непрерывности 
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Неравенство (2.53) вытекает из свойства модуля 

гладкости (см. напр. [12], с . 116, формула (2) и (6). В силу 

неравенства (2.22) (k=1)  из неравенства (2.49) получим 
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В силу (2.53) получим 
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Учитывая последнее неравенство из (2.54) получим 

   
Lp

q
p

q

nK

Lp

q

n f
K

kqpCfA 













 ;
1

,

2

1

 ,  0<p<q<∞ 

В дальнейшем нам будет нужна следующая оценка. С 

помощью свойства модуля непрерывности (2.53) получим: 
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Рассмотрим случай 0<p<q<1. На основании теоремы 2.4  

(k=1) и в силу неравенств (2.55) и (2.56) получим: 
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т.е. теорема. доказана для 0<p<q<1. Так как теорема 2.4 при 

1≤p≤2 доказана в [4], то неравенство (2.55) и (2,56) влечёт 

утверждение теоремы в случае 0<p<1≤q≤2 (т.е. аналогично 

получим (2.57)).Осталось рассмотреть случай 0<p<1, q>2. Бу-

дем пользоваться известными неравенствами (см.[4]) 
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В силу неравенств (2.58) (k=1) и (2.55) имеем: 
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Рассмотрим каждое слагаемое в фигурных скобках 

неравенства (2.59). Выберем число 
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        (2.60) 

Для второго слагаемого в неравенстве (2.59) получим: 
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Теперь из неравенства (2.59), (2.60),  (2,61) получим: 
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т.е. теорема доказана в случае 0<p<1, q>2. Доказательство 

теоремы 2.8 завершено. 

Теорема 2.9 доказывается с помощью неравенства (2.36 

А) также как теорема 2.8. 

Доказательство теоремы 2.10. Неравенство (2.52а) выте-

кает из свойства модуля гладкости в Lp(-∞,∞), 0<p<1. (см.§3, 
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глава II). Докажем неравенство (2.52б). На основании теоре-

мы 2.4, 2.3 и учитывая свойство модуля гладкости, получим 
 

     
 

 
 

 





















































Lp

p

m

kp

Lp

p

pk

Lp

pkp

Lp

p

pk

L

p

K

ffA
pkC

fAfA
pkC

f

p

;
1

1,

1
,

;
1

1

0,

1

1

0,





















.

   (2.62) 

Отметим, что 
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Теперь из неравенств (2.62), (2.63) и (2.64) получаем: 
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т.е. утверждение теоремы. 

Доказательство теоремы 2.11 

Сначала покажем, что выполнимость условия теоремы 

влечёт с ходимость ряда  
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В самом деле, в силу теоремы 2.3 и, учитывая свойства 
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 Теперь, применяя теорему 2.6, получим; что  xf  имеет 

производную     10,,  pLpxf r , и имеет место неравенство 

(2.36). Чтобы доказать неравенство (2.52 с), остаётся оценить 
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каждое слагаемое в правой части неравенство (2.36). Посту-

пая так же, как при получении неравенства (2.64), находим: 
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и аналогично находим, что 
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Неравенства (2.36), (2.65), (2.66) влекут неравенство 

(2.52с). Теорема доказана полностью. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  



83 

 
ГЛАВА III 

МОДУЛЬ ГЛАДКОСТИ ДРОБНОГО ПОРЯДКА И 

НАИЛУЧШИЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ В ПРОСТРАНСТВЕ 

Lp(-∞,∞) 

 

§ 1. Прямые и обратные теоремы теории приближения в 

терминах модуля гладкости дробного порядка 

 

Как известно, понятие модуль гладкости функций целого 

порядка вводится на основе разности функций целого поряд-

ка. Чтобы дать определение модуля гладкости функции дроб-

ного порядка (или вообще любого порядка), вводим понятие 

разности функции любого порядка, следуя за Бутцером и 

Вестфалем [57]. 

Определение I. Выражение при любом α>0 

,                        (3.1) 

 

называется разностью функции  порядка  с шагом . 

Нетрудно заметить, что при  - натуральных выражения (3.1) 

есть разность обычного порядка, и ещё для r>0 введённый 

Бугровым [58] следующем образом.  

Определение 2. Разностью порядка  функции  с 

шагом  назовём выражение  

,             (3.2) 

где числа  определяются из соотношения  

. 

Ясно, что при  - натуральных выражение (3.2) есть 

обычная разность. Свойства выражений (3.1) и (3.2) 
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соответственно рассмотрены в [57] и [58]. Отметим ещё, что 

разность дробного порядка  в виде 

                        (3.3) 

рассмотрена Таберским [44]. Разность дробного порядка в 

виде (3.1) рассматривалась в работах А.Грюнвальда [59] в 

1867 г. и А.В.Летникова [60] в 1868 году.  

Отметим, что на основе разности (3.1) Ж.Лиувиль [61] в 

1832 году впервые ввёл понятие производной функции )(xf  

дробного порядка следующим образом (см. ещё [53], с. 322 и 

с. 280). 
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в котором Грюнвальд и Летников изучали более обоснованно 

свойства этих производных [42]. Назовём производную )()( xf   

по (3.3а) производной в смысле Лиувиля-Грюнвальдо-

Летниково (Л-Г-Л). 
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Доказательство этих свойств аналогичное доказательст-

вам, приведённых для случая 1p  (см. [53], с. 280). 
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Величина 
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называется модулем гладкости функции )(xf  порядка 0  в 
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Эти свойства вытекают из свойств разности функции )(xf  

порядка 0 . 

 Изучение свойств периодических функций в зависимо-

сти от модуля гладкости дробного порядка впервые рассмат-

ривались Бутцером и Вестфалем [57], а затем изучены в рабо-

тах [44], [62], [69] и др. 

Для функций, заданных на всей вещественной оси, эти 

вопросы изучались в [4] и в работах автора [70], [71], [72]. В 

данной главе изучаются свойства функций в терминах модуля 

гладкости дробного порядка. В этом параграфе докажем пря-

мые и обратные теоремы теории приближений в терминах 

модуля гладкости дробного порядка и исследуем некоторые 

свойства производной дробного порядка функции )(xf , задан-

ной на всей вещественной оси в пространстве ),( pL . 

Теорема 3.1. Если  pLxf p 0),,()( , то для любого 

0  имеет место неравенство: 

 
pL

fpCfA 







 ,

1
,)(


 

,                          (3.4) 

где константа  pC ,  при  p1 ,  не зависит от р. 

 Теорема 3.2. Если функция  pLxf p 1),,()( , то для 

любого 0  имеет место неравенство  
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 
 
















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k

Lk

L
p

p

fAk
n

C
f

n 0

1
)(1

1

)(
;

1

1 




  .                 (3.5) 

Теорема 3.1 для   p1  и теорема 3.2 на основании 

разности дробного порядка в виде (3.3) доказаны в [44] 

совершенно другим способом. 

 При  p1 теорему 3.2 можно улучшить следующим об-

разом. 

 Теорема 3.3. Пусть  pLxf p 0),,()(  имеет преобра-

зование Фурье ),()(  pLxf . Тогда при всяком 0  имеет ме-

сто неравенство: 

 
 

  










1
6

0

1
)(1

,
;

1






















v

Lv

L
p

p

fAv
pM

f    ),2min( p .          (3.6) 

Видно, что неравенство (3.5) также как и неравенство 

(3.6) даёт оценку сверху модуля гладкости порядка 0 . 

Однако ниже устанавливаемая лемма показывает, что оценка 

(3.6) является улучшением неравенства (3.5) при  p1  и 

порядок правой части (3.6) в ряде случаев является более 

точным, чем правой части (3.5) (см. ниже следствие 3.5). 

 Лемма 3.1. Для любого  p1,0  и для любой моно-

тонно убывающей последовательности  n  справедливо нера-

венство: 

     


















n

v

v

pn

v

p

v

p
pvpCv

0

1

1

0

1
1,1,1 

 . 

При натуральных 1  и  p1  лемма 3.1. доказана в 

работа [4]. Имеет место следующее утверждение, 

указывающее свойства производной дробного порядка. 

 Теорема 3.4. Пусть функция )(xf   удовлетворяет условию 

теоремы 3.3, кроме того, при некотором 0  выполнено усло-

вие 

),min(,)(
1

1 pfAv
pLv

v

 




                        (3.7) 

Тогда функция )(xf  имеет дробную производную по 

Лиувилю-Грюнвальду-Летникову в смысле ),( pL  порядка 
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, принадлежащую пространству ),( pL , т.е. ),()()(  pLxf   и 

при всяком 0  справедливо неравенство: (доказано автором 

ДАН Тадж. 1981. №3. Теорема 4.) 

 
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fAv
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fAvpCf
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 ,  (3.8) 

где константа  pC ,,  не зависит от f . 

 Отметим, что выше приведённые теоремы 3.1, 3.2, 3.3, 

3.4 при натуральных числах   и   доказаны в [42], [44], а тео-

рема 3.1 и аналогичные теоремы 3.2, 3.4 при натуральных   

для 10  p  доказаны в §I глава II. 

Имеется обобщение теоремы 3.4 на функции двух пере-

менных [63]. Из вышеустановленной теоремы вытекает след-

ствие. 

Следствие 3.1. Если  spLxf p 0;1),,()( , 

  sf s

Lp
  ,0),(

,
 

то  
 sfA   0)( . 

 Следствие 3.2. Если ;1),,()(  pLxf p
 и удовлетворяет 

условию 
  0,0)(   snfA s

Ln p ,
 

то  

 
 
 
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stt
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Lp
 

Из этих следствий видно, что при S  для условия  











sLn
n

fA
p

1
0)(  

необходимо и достаточно, чтобы 
      sf s

Lp
,0,

.
 

 Следствие 3.3. При S  условие 

  0,
1

0 







 s

n
fA

SLn p

,
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и (см. теорему 3.2) 
   

  0,1  pL
f  

эквивалентны. 

Из теоремы 3.4 получаем следующие следствия. 

 Следствие 3.4. Если для некоторого 0r  функция )(xf  

удовлетворяет условию 
    0,0,  sft s

Lr p


,
 

то производная    sxf  ;  по Л-Г-Л в смысле   ,pL  суще-

ствует,      ,pLxf   и справедливо неравенство:  

  
 
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
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В самом деле, из условия    s

Lr tft
p

0,   вытекает, что 

 s

Ln nfA
p

 0)(  (см. теорему 3.1). Тогда ряд 








1

1 )(
v

Lv p
fAv   

сходится при s . 

 Теперь, применяя теорему 3.4, получим утверждение 

следствия 3.4. Из теоремы 3.3 получаем следующее след-

ствие. 

 Следствие 3.5. Если для функции 
  0,0)(   nfA

pLn ,
 

то  

 
 

  .2

,21

ln

ln
,

2

1

1














p

p

ttO

ttO
ft

p

Lp




                         (3.9) 

В условиях следствия 3.5 из теоремы 3.2 получим, что 

   ttOft
pL

ln; 
   .                           (3.10) 

Таким образом, из (3.9) и (3.10) видим, что теорема 3.3 

приводит к более точным результатам, чем теорема 3.2 при 

 p1 . 

 Доказательство теоремы 3.1. Известно, следующее нера-

венство: 
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 
p

p

L

kL fpkCfA 







 ;

1
,)(




                        (3.11) 

 pk 0;,2,1  , 

где константа  ,, baC  зависит только от ,,ba : причём при 

 p1  константа  pkC ,  не зависит от p . Для  p1  неравенство 

(3.11) хорошо известно [12] (см. [12], с.274), а для 10  p  

получено автором (ДАН Тадж. 1987, №7, с.397-400). Возьмём 

число 0  так, чтобы k . Тогда на основании (3.11) и свой-

ства модуля гладкости порядка 0  и 0  получим: 

   
pp

p

LL

kL fCfpkCfA 



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


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
 

.
 

Теорема доказана. 

 Доказательство теорема 3.2. 

 Пусть )(xQ  - целая функция степени  , осуществляющая 

наилучшее приближение функции )(xf  в пространствах 

  ,pL    p1 , т.е. 

pp LL xQxffA )()()(    .                   (3.12) 

Тогда по свойству разности дробного порядка, пользуясь 

неравенством Минковского и учитывая (3.12) имеем: 
   

p

m
p

m

p

m

p

m

p L
nLrL

n
L

n
L

n xQfArxQxQxfxf )()()()()()(
222

     (3.13) 

Очевидно, что 

 


 

m

v

r xQxQxQxQ vxm

1
222

)()()()( 1 . 

Отсюда по свойству разности дробного порядка имеем 

 
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 

m

v

nrnn xQxQxQxQ vvm

1
222
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  .            (3.14) 

Известно, что (см. [58]) 
  0,)()(  rxQkhCxQ

pp
Lk

r

L
k

r

n  .               (3.15)   

Поскольку 
0,)()(  

pp L
kn

L
k

r

n xQxQ                   (3.16) 

( BA   означает BCABC 21  ),  то в силу (3.15) 

 
pp

Lk
L

kn xQkhxQ )()(
  .                          (3.17) 
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На основании равенства (3.14), применяя неравенство 

Минковского, и в силу (3.17) находим, что 
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Отсюда, пользуясь неравенством Минковского, и в силу 

(3.12), получим: 
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Учитывая, что 
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из неравенства (3.19) находим, что  
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Теперь выберем 
n

h
1

  и ,2,1,0,1   mrnr mm  из неравенства 

(3.13) и (3.20) получим, что  nrm  
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Отсюда по определению модуля гладкости дробного 

порядка получим что: 
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Теорема 3.2 доказана.  

Для доказательства теоремы 3.3 необходима следующая 

лемма. 



91 

 Лемма 3.2. Пусть )(xF  - преобразование Фурье функции 

 pLxf p 1),,()(  такое, что 0)( xF  при 0x . Тогда для лю-

бого 0r  и 0  имеет место неравенство: 
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 ),min( pr . 

Доказательство. Интегрируя по частям, получим: 
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Теперь нам необходимы следующие известные 

неравенства (см. [79], [4]) 
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Применяя неравенство Минковского, на основании 

неравенства (3.23), (3.24) из равенства (3.22), получаем: 
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В силу монотонного убывания 
pLn fA )(  отсюда получим 
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Лемма 3.2 доказана. 

 Доказательство теоремы 3.3. Доказательство теоремы 

проводим для функций )(xf , имеющих преобразование Фурье 

0)( xF  когда 0x , что не ограничивает общности. В силу 

свойства разности дробного порядка и равенства (3.24) полу-

чим: 
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Известно, что (см. [4], теорема 4) 
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Имеем: 
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В самом деле, 
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Заменяя функции )(),( ixxf   соответственно на )(xft

  )( ixut   в 

неравенстве (3.26) и в силу равенства (3.27) получим: 
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Так как, функция )( iyx   аналитична в верхней 

полуплоскости 0y   (см. [79]), то, учитывая свойства разности 

дробного порядка, интегрируя по частям, а также применяя 

неравенство Минковского, получим: 
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         (3.29) 

Известно, что (см. [19]) 
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)()(     0,1  yp  .            (3.30) 
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Применяя неравенства (3.23), (3.30) из неравенства (3.29) 

находим, что: 
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Таким образом, в силу (3.28) и (3.31) получим, что  
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Отметим, что в случае 21  p  всегда существует 

преобразование Фурье )(xF  функции )(xf  (см. [19], [24]). Если 

при 2P  не существует преобразования Фурье, то вместо 

функции )(xf  рассматривается функция 
x

x
xf



sin
)(  , которая не 

ограничивает общности (см. [14], [4]).  

 Пусть теперь 21  p , p . Тогда, применяя леммы 3.2 при 

pr  ,0  и то, что 
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fCAxf )()( 0  

из неравенства (3.32) получим: 

 








  


 




1

1

2

12

0

1

1)()()(
m

v

p

L

iuxiut

L

pp

p

v

v

p
dueeuFfAtpCR

  

   




 













n

L

ppp
m

v M

L

pp

L

pp

ppp
fAtpCfAMfAtpC

0

1

1

2

1

1

0 )(1)()(1)()(








 



,
         

(3.33) 
  ,2,1,0;22 1   mn mm  . 

Пологая 
n

t
1

0    и учитывая монотонность 
pLfA )(  в силу 

неравенств (3.25), (3.33) находим, что: 
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т.е. теорема доказана для 21  p  p . Если  p2  и 2 , то 

применяя неравенство Минковского из (3.32), получим: 

 








  





m

v
L

iuxiux

L

p

v

v

p
dueeuFfAtpMR

1

2
12

2

2

0

2 1)()()(


.

 



94 

Отсюда после применения леммы 3.2 при 0,2  r  

приходим к оценке 
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где   ,2,1,0,22 1   mmm  . 

 Следовательно, при любом 


1
t  из неравенство (3.25) и 

(3.34) получим: 
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Отсюда вытекает утверждение теоремы при  p2  2 . 

Доказательство теоремы 3.3 завершено. 

 Теперь докажем выше приведенный леммы 3.1. 

 Доказательство леммы 3.1. 
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Учитывая, что 
12 hh   и  p1 , получим (см. [23], с.114) 
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Теперь, суммируя по m  из последнего неравенства, 

получим: 
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Следовательно, 
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Отсюда вытекает утверждение леммы 3.1. 

 Доказательство теоремы 3.4. При выполнении условия 

(3.7), рассуждая так же как при доказательстве теоремы 2.6 
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(см. §4, глава II), утверждаем, что функция )(xf  имеет произ-

водную порядка 0  Лиувилю-Грюнвальду-Летникова, при-

надлежащую пространству ),( pL ,   p1 . Докажем нера-

венство (3.8). Отметим следующий факт, доказанный автором 

в [70]. 

 Лемма 3.3. Пусть функция ),()(  pLxf  имеет преобразо-

вание Фурье  )(xfF . Если у функции )(xf  существует произ-

водная порядка 0    ),()(  pLxf  , то почти всюду на ),(   
     )()()( xfFixxfF

  . 

Доказательство леммы 3.3. Из равенства (3.27) имеем, 

что     )(1 fFefF ixt

t

  , где )( fF  преобразование Фурье функции 

)(xf . Отсюда по определению производной дробного порядка 

(см. (3.4)) получим: 
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Утверждение леммы вытекает из (3.4) и (3.27). Применяя 

лемму 3.3, рассуждая так же как при доказательстве теоремы 

3.3, получим неравенство, аналогичное (3.28), т.е. 
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Для функции )( iyx   неравенство (3.30) имеет вид: 
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 0,)()( ydxxfdxiyx
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 p1 . 

На основании неравенств (3.38), (3.23), (3.24), (3.39) и 

применяя лемму 3.2, приводя соответствующие выкладки как 

при доказательстве теоремы 3.3, приходим к неравенству (3.8). 

 Теорема доказана полностью. 
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§ 2. Соотношения между модулями гладкости различных 

дробных порядков в пространствах ),( pL  

  

На основании доказанных теорем 3.1, 3.2, 3.3 и свойств 

модулей гладкости при любом 0  доказываются следующие 

соотношения между модулями гладкости различных поряд-

ков в пространстве  pLp 1),,( . 

 Теорема 3.5. Если  pLxf p 1),,()( , то для любых    

имеет место неравенство:  
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 Теорема 3.6. Если    pLxf p 1,,)( , то при 
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1
0  h  и 

любых    имеет место неравенство: 
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),2max( p . 

Доказываются ещё два утверждение, показывающих за-

висимость между модулями гладкости самой функции и её 

дробной производной   ),()(  pLxf   порядка 0 . 

Теорема 3.7. Пусть    pLxf p 1,,)(  и при некотором 

r  выполнено условия: 
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Тогда функция )(xf  имеет производную порядка 0r  по 
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лива неравенство  

    























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




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




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 





















,);();(,;

1

0

1

1
1

1)(
h

L

r

Lh

L

r

p

p

r

p
fttftthhpCfh    (3.43) 
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2

1
0),,min(  hpr  

 Теорема 3.8. Пусть    pLxf p 1,,)(  имеет производ-

ную порядка 0r  по Лиувилю-Грюнвальду-Летникову и 
  ),()(  p

r Lxf . Тогда имеет место неравенство: 

  







1

1

)(
1

;
1



















v

Lv

L
p

p

fAvf  ,                  (3.44) 

),2max( p ; 

    
pp L

rr

L
fhhfh ;;    ,     . 

 Теорема 3.8 содержит в себе следующие утверждения. 

 Теорема 3.9. Пусть    pLxf p 1,,)( . Тогда для любо-

го 0  имеет место неравенство: 
  








1

1

)(
1

;
1



















v

Lv

L
p

p

fAvf  .                  (3.44а) 

Эта теорема доказывается точно также как и теорема 3.8. 

(Здесь надо рассмотреть 0r ). Неравенство (3.44) является 

улучшением следующего результата при  p1 . 

 Теорема 3.10. Если    pLxf p 1,,)(  имеет производ-

ную порядка 0r  по Лиувилю-Грюнвальду-Летникову и 
  ),()(  p

r Lxf , то имеет место неравенство: 

p

p

L

r

rL f
r

fA 







 )(;

1),(
)(









. 

Метод доказательства теоремы 3.6 позволяет установить 

следующее. 

 Теорема 3.11. Пусть    pLxf p 1,,)(  имеет произ-

водную порядка 0r  по Лиувилю-Грюнвальду-Летникову и 
  ),()(  p

r Lxf , то при 
2

1
0,  hr   имеет место неравенство: 

    :,1),,max(,);(;

1
1

1)( 








 
 ppprdtftthfh

h

L

r

L

r

pp









 

                              
pp L

r

L
fhhfh )(;; 


    ,              (3.45) 

.;1  pp  
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Неравенство (3.41а) устанавливается также как 

доказательство неравенства (3.41). Отметим, что утверждение 

теоремы 3.10 вытекает из неравенства (3.44). Однако в ряде 

случаев (3.44) даёт лучшую оценку, чем теорема 3.10. 

Например, если функция )(xf   удовлетворяет условию 




pfA
rLp

1;
1

~)(



, 

то из (3.44) получим 

   ),min(,
1

ln;

1

pr
h

hfh
pL

r 







 




,
 

а из теоремы 3.10 вытекает лищь 
   hfh

pL

r )(;  

Отметим, что утверждение теорем 3.5, 3.6 для  p1  при 

натуральных  ,  установлена в [14], а теорем 3.7 и 3.8 для 

натуральных r,,   установлено в [4], [14]. 

 Из теорем 3.6 и 3.5 вытекают следующие следствия.  

 Следствие 3.6. Пусть для функции    pLxf p 1,,)(  

выполняется условие 

  1);( 1   StOft S

LS p
 . 

Тогда: 

1) 1,
1

ln);(

1

1

1 







 

 





t

tft
pL     ),max( pr ; 

2) 1,
1

ln1);(

1

1

1 






















 

 






 pLf     ),min( pr . 

Из теорем 3.7, 3.8 следует 

 Следствие 3.7. Если выполняется условие  

0,1,);( 1   rStft S

LS p
 , 

то 

1) 1,
1

ln1);(

1

1)(

1 






















 

 





h
hfh

pL

r     ),min( pr . 

2) 1,
1

ln);(

1

1)(

1 







 

 





t

tfh
pL

r     ),max( pr . 
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Для установления утверждения следствий 3.6 и 3.7 

достаточна заменить   на  ,1  на  в соответствующих 

теоремах. 

 Доказательство теоремы 3.5. 

 В силу теорем 3.3, 3.2, 3.1 получаем: 

 
 

























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






1

1

1

0 )(1)(
),(

;
1

v

LvL

L
pp

p

fAvfA
pC

f  

 
  












1

1

1

0 );
1

(1)(
),(









 




v

LL pp
f

v
vfA

pC           (3.46) 

Так как 
pLft );(  монотонна и не убывает относительно t, 

то при 
2

11



  имеем: (0<δ<1) 

   
  

   
 



















 























1 1

1

1

1

1

1

1

1
;

);(
;

1
1

v v

v

v

L

L

L

dtfttdt
t

ft
f

v
v

p

p

p

 .         (3.47) 

Из неравенства (3.46), (3.47) при 
2

11



  получим 

соотношение (3.40). Неравенства (3.40а) отмечена как 

свойство модуля гладкости дробного порядка (см. свойство 

2). Теорема доказана. 

 Теорема 3.6 доказывается с помощью теоремы 3.8. По-

этому сначала приведём доказательство теоремы 3.8. Доказа-

тельство теоремы проводим в следующих предположениях: 

 1. Функция )(xf   представляет собой граничные значения 

некоторой функции 
pHiyx  )( , т.е. функции, удовлетворяю-

щей условию 






 pydxiyx
p

1,0,)( . 

 2. Функция )(xf  имеет преобразование Фурье 

 qLxF q 1),,()( , причём 0)( xF  когда 0x . Такие предло-

жения не нарушают общности (см. [14], c. 94 и [4]). В силу 

очевидного неравенства 

p

p

L

L

iux xRdueufxffA )()(
2

1
)()(

0








            (3.48) 
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при ,2,1,2 1   mr mm   получим 
 

  
 






 















1 1

1

0
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2

)(1)( )()()(
1

v

m

v L

m

v
r

rv

L

rv

Lv

r

p

v
p

v
p

xR
r

fArfAv  (3.49) 

 На основании неравенства (3.26) имеем: 

p

pp

v

L

LvLr
xFixxR

2

1

2

)()()( 












 





  ,             (3.50) 

где 





vr

iuxu

v dueeuFix )()( , 







1

)()(







r

r

iuxdueuFxF . 

Из неравенств (3.49), (3.50) получим: 

  













 
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




.

 

 Интегрируя по частям и применяя неравенство Минков-

ского, в силу неравенства (3.23), а также неравенства (3.30), 

получим: 

  



 
p

v
p

v

p

v
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












  

.

 

Оценим теперь 
2B . Рассмотрим случай rrp  ,1 . 

Применяя неравенство Минковского, получим: 


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m

v v
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dxxFB
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С помощью преобразования Абеля находим: 


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m

v m

rmrv

dxxFxFB
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Известно, что (см [25]). 
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pL
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v
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2
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            (3.51) 

,2,1,0,1  p . 

В силу неравенств (3.51), (3.24) и следующего 

неравенства (см. теорему 3.10) 

p
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получим, что 
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Применяя неравенство (3.51), находим, что 
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где 

)(21)( zv

u
i

r euu 



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








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

 ,       .,,2,1,0,22 1 mvu vv    

Нам нужна следующая теорема С.М.Михлина в 

формулировке М.Ф.Тимана [14].  

 Теорема. Пусть  pLxf p 1),,()(  имеет преобразова-

ние Фурье  qLxF q 1),,()( . Если )(1 u  удовлетворяет для 

всех ,2,1,0v условиям  

 


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MudMudMu              (3.53) 

то функция )(xg , имеющая своим преобразованием Фурье 

)()( 1 xxF   также принадлежит ),( pL , 

pp LL
xfpMxg )()()(   .           (3.54) 
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Непосредственной проверкой можно убедиться, что 

функция 



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
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
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.2,1,0

,22),(
)(
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vv
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u  

удовлетворяет условию (3.53). Поэтому, применяя теоремы 

Михлина С.Г., получим: 
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Отсюда в силу неравенства (3.23), находим, что (см. ещё 

(3.27) и леммы 3.3) 

pL

r xfQ 







 )(;

1 )(2

2

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.
 

Учитывая оценки, полученные для 
21, QQ , находим, что 

pL

rfB 







 )(2

2 ;
1




.
 

В силу оценки для 
1B  и 

2B  получим, что 

p

p

L

r

L

rr fxf 







  )(22)(

, ;
1
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

 



        (3.55) 

при  2,21  p . 

Теперь рассмотрим случай pp  ,2 . 

Так как 1
2


p , то 
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.
 

Далее, продолжая рассуждение также как при получении 

оценки для 
2B  в случае 2,21  p  получим 

pL

p fB 







 ;

1
2




, 

и наконец, 
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   
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p fxfr 

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


 ;

1
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


 

 .   (3.56) 

Неравенства (3.55) и (3.56) записываются в следующем 

виде  

        




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






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


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 ,   prp ,max,1    (3.57) 

Отсюда вытекает утверждение теоремы. 

Доказательство теоремы 3.6.  Положим, что 
n

h
n

1

1

1



   

n=1,2,… . В силу монотонности  
pL

ft; получим:  
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 (3.58) 

Пусть теперь < r < p и   тогда в силу теоремы 

3.3 из неравенства: (3.58) находим, что 

   
2

1 0

2121

2
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),(
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A  .  (3.59) 

Отметим, что (см[23], с.306) 
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a
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111 .
   (3.60) 

Так как  α<β, 1
2


p ,  то применяя неравенство (3.60) из 

неравенства (3.59), получим: 
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 (3.61) 

Осталось показать, что  

p

p

L

p
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
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.  (3.62) 

Неравенство (3.62) Вытекает из неравенства (3.44) при 

r=0, ε = р. 

Неравенство (3.61), (3.62) дают неравенство (3.61), т.е. 

утверждение теоремы при 2<p<, ε=p. 

Пуст теперь ,21  p  ε=2, Тогда в силу теоремы 3.3 из не-

равенства (3.58) находим, что: 
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Так как α<β, 1
2


p ,  то в силу неравенства (3.60) из 

неравенства (3.63) получим: 
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Пологая r = 0, ε=2    в неравенства (3.44) на основании 

неравенства (3.64), получим: 

pL

f
n

w 







 ;

12


 , 

т.е. утверждение теоремы при   .2,21  p  

Доказательство теоремы завершено. 

Теперь  докажем  теорему  3.7.  Предположим, что функ-

ция 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿𝑝(−∞,∞)   имеет преобразование Фурье  F(𝑥) ∈

𝐿𝑞(−∞,∞),  q1 . Такое предположение не нарушает общ-

ности ( см. [4] , [14]). Покажем , что уловие (3.42) влечёт вы-

полнимость уловия (3.7) теоремы 3.4. В силу монотонности 

 
pL

ft;  и теоремы 3.1 получим: 

∞ > ∫𝑡−𝛾𝑟−1𝜔𝛽
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≥ 
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(
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; 𝑓)∞

𝑣=1 ≥ ∑ 𝑣𝛾𝑟−1𝐴𝑣
𝛾
(𝑓)𝐿𝑝

∞
𝑣=1 .           (3.65) 

Теперь, применяя теорему 3.4, утверждаем, что функция 

𝑓(𝑥) имеет производную порядка r>0 Л-Г-Л и   
 ., p

r

x
Lf

Осталось доказать неравенство (3.43), поступая также как при 

получении (3.65), находим, что (см. способ получения (2.65)) 
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L
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L
fvfttxf Aw  (3.66) 

и аналогично (см.способ получения (2.66)) 
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2

1
,,)();(

1

1

1

1

0

1 



























 hrfVftt
pp Lv

nv

r

L

h

r

A 





  (3.67) 

Полагая h = 
1

1

n
; n =1,2… на основании неравенств (3.8), 

(3.66), (3.67), получим неравенство (3.43). 

Доказательство теоремы 3.9 приведено совместно с 

доказательством теоремы 3.8, в котором достаточно считать 

r=o, т.е.      )()()( xfxfxf or  . 

Доказательство теоремы 3.10. Для модуля гладкости 

функций дробного порядка и её производного дробного 

порядка по Л-Г-Л имеет место неравенство: 
      

LpLp
fCf 





  ;;  , α>0, β>0, δ>0, 1≤p≤∞  (3.68) 

Неравенство (3.68) для периодических функций доказано 

в [64], а для функций, заданных на всей вещественной оси до-

казывается аналогично. 

Так как по теореме 3.1 (см. работа автора, ДАН Тадж. 

1981, №3, с.148-149) 

   
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rL
frCfA 







 ;

1


 ,  1≤p≤∞,    r>0, 

то в силу неравенства (3,68) получим: 

     
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fCfA 








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 ;
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,

.
 

Теорема доказана. 

 Неравенство (3.41a) в теореме 3.11 доказывается также, 

как неравенство (3.41). Неравенство (3.45) вытекает из (3.68). 

 

§ 3. Преобразование Фурье  и модуль гладкости дробного 

порядка (наилучшие приближения) в Lp(-∞,∞) 

 

Пусть функция f(x) задана на всей вещественной оси и 

принадлежит пространству Lp(-∞,∞). В случае, когда для 

функции f(x) существует преобразование Фурье F(x)=F(f) 

естественно выяснить вопрос о поведении функции F(x) при 

x→∞  в зависимости от свойств функции f(x).  
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Некоторые свойства преобразования Фурье, например, 

можно найти в книгах [24], [20], [74], [75]. 

В этом параграфе рассматривается поведение  преобра-

зования Фурье в зависимости от скорости  убывания модуля 

гладкости функций любого порядка, а также от их наилучших 

приближений в пространствах Lp(-∞,∞). Ниже будем пользо-

ваться обозначениями предыдущих параграфов. 

Теорема 3.12. Пусть функция f(x)Lp(-∞,∞), 1<p<∞ в 

имеет преобразование Фурье F(x). Тогда, если F(x)≥0 и не  

возрастает на (0, ∞), то при x→∞   
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, α>1,   (3.70) 

где  γ=min(2,p) оценка O зависит от f. 

Отметим, что преобразование F(x) при 1≤p≤2  всегда 

существует (см. [19]). 

Теорема 3.13. Если f(x)Lp(-∞,∞),  то при x→∞  имеет 

место оценка: 
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Теорема 3,14. Если в условиях теоремы 3.12 функция f(x) 

имеет производную f(r)(x) порядка r=0 в смысле Лиувиля-

Грюнвальда-Летникова, то при x→∞  имеет место оценка 

     ,;



















 





Lp

r

r

r
Pr f

x
xOfF   0<α<1;       (3.72) 

     
































 
 






x

Lp

ry
rr

Pr fttxOfF
1
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Это вытекает из теоремы 3,12 и из леммы 3,3 (см. § I) 
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Наряду с вышеприведёнными оценками сверху для пре-

образования Фурье имеются оценку снизу при дополнитель-

ных условиях, налагаемых на функцию F(x). 

Теорема 3.15. Пусть выполняются условия теоремы 3,12 

и следующие условия: 

1. Функция F(x) почти всюду имеет вторую производную 
;0)(  xF  

2. ;1,)()(

1
2

1
1



















 pxFxOdttFt p

x

o

p   

3.     ppp

xy

p xFxOvFV )()( 1

][

2 




    

Тогда: 
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Из теоремы 3.12 и 3.13 с помощью неравенства (3.6) (3.5) 

получим следующие оценки в зависимости от наилучших 

приближений функции  f(x) целыми функциями Qσ(x) степени 

≤σ  
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Из теоремы 3,15 вытекает следующая оценка снизу для 

преобразования Фурье 

      FOfA Lp
P 
1

1

,    1<p<∞.        (3.78) 

Отметим, что неравенства (3,69) и (3,74) при α=1, 1<p≤2, 

указаны в [74], [78]. Из теорем 3,12 и 3,13 вытекает 

следующее следствие. 

Следствие 3.1. Если функция f(x) удовлетворяет условию 
  ;; 

 tft
Lp
  ,10     p1 , 

то при x→∞    .1, 




















OxOxF P  
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Следствие 3.2. Если при p=1 

  0,;   

 tft
Lp , 

то при x→∞      0,   xOxF . 

Из теоремы 3.15 вытекает следующее следствие.  

Следствие 3.3. Если выполнены условия теоремы 3,15 и 

выполняется условие  

   ptft
Lp

1,10,;  
 , 

то при  x→∞   
 1






PxxF . 

Следствие 3.4. Если выполнены условия теоремы 3,15 и 

условия при p=1 

   10,;   
 tft

L ,
 

то при x→∞    .10,   xxF  

Доказательство теоремы 3.12. Пусть f(x)-чётная функ-

ция, для каждого фиксированного h преобразовании Фурье 

для функции f(x-h)-f(x+h) получим F(x)sinhx. Пусть G(y)=1 

при uy
u


2

 и G(y)=0 при всех остальных y. Тогда её преобра-

зованием Фурье является функция  

.cos2)(

22

 





u

u
uy

u

iyx yxdydyexg  

В силу равенства Парсевалья (см.[24],с.68). имеем: 

  xdxxFMdxxghxfhxf

u

uo

sinh)()()()(

2

 



 .  (3.79) 

Из условии теоремы следует, что правая часть в (3.79) 

имеет оценка  

)(sinh)(

2

uFuCxdxxF

u

u

 ,   
u

h
1

  .  (3.80) 

Применяя неравенство Гельдера в левой части (3.79), 

получим: 

   
q

o

q
p

o

p

o

dxxgdxhxfhxfdxxghxfhxf

11

)()()()()(
















 


.
 (3.81) 
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Оценим интеграл в (3.81) 

      









u

o

q

y

qqg

oo

q
uOdxxOdxuOduu

x
dxxg

3

4

1

3

44

1
sin

4

3
cos

1
4)( 

.

 (3.82) 

Тогда в силу (3.74), (3.80), (3.8I), (3.82) получим:  

            








u

u

Lp

q fhu
u

C
dxxgxfhxf

u

C
xdxxF

u

C
uF

2

1

1
1

100 ;sinh   


























Lp

p f
u

uO ;
1

1

1
1

  .         (3.83) 

Теперь в силу неравенства (3.40а) при O<α≤1 из 

неравенства (3.83) получим утверждение теоремы для O<α≤1, 

т.е. неравенство (3.69). 

Докажем теперь неравенство (3.70). С помощью 

неравенства (3.40) при 
x

1
  из неравенства (3.83) получим: 

   









































































 
1

1

2
1

;1

x

Lp

p fttxOxF , 

т.е. утверждение теоремы при α>1. Теорема доказана для чёт-

ных функций. Аналогично доказывается, для нечётных функ-

ций. Следовательно, теорема 3.13 вытекает из равенство 

(3.27). 

Доказательство теоремы  3.14. На основании леммы 3.3 

имеем: 
      ,fFixfF

rr     0r .     (3.84) 

Тогда, применяя теорему 3,I2 для функции     xfF r , 

получим; что 

   

























Lp

rp
r

f
x

XOxFX ;
11

1

 ,   1 O . 

Отсюда  

   

























Lp

r
r

p f
x

xOxF ;
11

1

  ,   1 O  .          (3.85) 

Теорема доказана. 
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Доказательство теоремы 3.15. При выполнении усло-

вия теоремы получим (см. [76], [78]), что 

    







 



f
x

XPCxF P ;
11

1

     x→∞  .    (3.86) 

Так как (см. (3,40а)) 

      ,1,;; 21  
Lp

fCf     (3.87) 

то из (3.86) и (3.89) получим, что 

   
Lp

P f
x

XPCxF 











;
1

,
1

1



,
 

т.е. оценка (3.74), Предполагая p=1 в условиях теоремы в ра-

боте [78] указана оценка: 

 x→∞ .      (3.88) 

Теперь из неравенств (3,88) и (3,87) получим оценку 

(3.75) . 

Теорема доказана. 

 

  

 ,;
1

1 xCFf
x L










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ГЛАВА IV 

ИССЛЕДОВАНИЕ СВОЙСТВ АНАЛИТИЧЕСКИХ 

ФУНКЦИЙ В ВЕРХНЕЙ ПОЛУПЛОСКОСТИ 

 

§ 1. Некоторые свойства функций в пространстве  

Hp(-∞, ∞), 0<p<1 

 

 Пусть Hp=Hp(-∞, ∞) обозначает класс аналитических 

функций f(z)=f(x+iy) в верхней полуплоскости y>0 таких, что 

(равномерно по у) 

, 

, 

где М не зависит от у. 

 Отметим, что при 0<p<1 величина не является 

нормой (не выполняется неравенство треугольника), но мы 

будем пользоваться этими обозначениями. 

 Класс Hp(-∞,∞) при 1≤p<∞ впервые  рассмотрен и изучен 

Хиллем и Тамаркиным [79]. После них при 0<p<1 рассмотрен 

Коватом [80]. 

 В.И. Крылов [81], продолжая исследование Хилля, Та-

маркина и Кавата получил некоторые важные и интересные 

результаты. В этой главе, продолжая и дополняя исследова-

ния вышеназванных авторов изучаем свойства функции 

f(z)=f(x+iy) в классе Hp(-∞,∞), в зависимости  либо от 

наилучших приближений целыми функциями, либо от модуля 

гладкости функций. Отметим,  что классы Hp(-∞,∞)  при раз-

личных p и q не содержат друг друга, т.е. p≠q и f(x+iy) Hq(-

∞,∞) и наоборот. Известно, что (см.[79], [80]) если f(x+iy)

Hp(-∞,∞), p>0, то  

    








 




pMdxiyxfiyxf
p

p

H p

0     ,

1

    


pMiyxfvraiiyxf
x

H p

     ,sup

 
pH

iyxf 



112 

  
   (4.1) 

существует почти для всех x (-∞,∞) функция f(x), которая 

называется граничной для f(x+iy). Доказано, что (см.[79]) ес-

ли f(x+iy) Hp(-∞,∞), при р≥1, то  

   ,  р≥1.   (4.2) 

 Доказательство соотношений (4.1), (4.2) и другие свой-

ства функции f(x+iy) в Hp(-∞,∞) можно найти в [27], [82], 

[143]. Для единичного круга доказаны Приваловым [83], (см. 

[83], стр. 89). В этом параграфе докажем соотношение (4.2) 

для 0<p<1 и получим соответствующие оценки в зависимости 

от наилучших приближений целыми функциями граничной 

функции f(x) Lp(-∞,∞). 

 Теорема 4.1. Если f(x+iy) Hp(-∞,∞), 0<p<1, то имеет ме-

сто соотношения  

    
,    (4.3) 

    
,    (4.3a) 

   
, y>y0≥0.   (4.4) 

 Теорема 4.2 Если f(x+iy) Hp(-∞,∞), 0<p<∞ и - 

наилучшее приближение граничной функции f(x) Lp(-∞,∞) 

целыми функциями степени ≤σ, то при 0<y<1 имеет место не-

равенство 

 
,   1≤p<∞,  y>y0≥0; (4.4a) 

  
,  0<p<1;         (4.4b) 

где константа зависит только от р. Неравенство (4.4а) для 

гармонических функций доказано в [14]. Из теоремы 4.2. по-

лучим следующие следствия. 

)()(lim)(lim
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 Следствие 4.1. Если граничная функция f(x) Lp(-∞,∞), 

0<p<1,  удовлетворяет условие  

 

 то  

,  0<y<1. 

Это вытекает из неравенства (см. §2, гл.II) 

. 

Следствие 4.2. Если граничная функция f(x) Lp(-∞,∞), 

1≤p<∞  удовлетворяет условие 

, 

то  

 

Доказательство теоремы 4.1. 

Доказательство соотношения (4.3) проводятся с 

помощью класса , в котором имеют место следующие 

соотношения (см. ):  

      (4.5) 

             (4.6) 

Пусть теперь  тогда 

  

  ,    (4.7) 

где  функция Бляшке, причём   (см. ; ещё ). 

Так как  то     (см. ; 

). 

Теперь возьмём функцию 

.        (4.8) 

Ясно, что  если   
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Теперь   

     (4.9) 

где введём следующие обозначения: 

 .     (4.10) 

Пользуясть обозначением (4.10) и в силу равенства (4.9) 

имеем: 

        





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ppp 22
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
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 dxbdxbb y

p

y

p

y

p 222
 .    (4.11) 

Так как  , то по теореме предельного   перехода 

под знаком интеграла получим: (выполняется условие 

теоремы Лебега) 

.   (4.12) 

Теперь рассмотрим второе слагаемое в правой части 

равенства (4.11). 

Применяя неравенство Коши-Бунковского и соотно-

шение (4.5)  

 

. 

Отсюда, применяя соотношение (4.6) для функции  

получим, что 

.              (4.13) 

Теперь из (4.11), (4.12), (4.13) вытекает  

, 

т.е. равенство (4.3) доказано. 
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Неравенство (4.4) доказывается следующим образом. 

Для функции  имеем (см. ,  с. 102). 

.     (4.14) 

Заменяя функцию  на  получим  

 

Отсюда, учитывая, что  

      (4.15) 

и выполняя соответствующие выкладки получим неравенство 

(4.4).  

Теперь докажем (4.3а) пользуясь равенством (4.14), 

можем утверждать, что 

   (4.14а). 

для  любого  (см.  доказательство теоремы 2.1 

и леммы 2.4). 

 С помощью неравенства (4.14а) при   в  доказано 

равенство (4.3а). 

 Из неравенства (4.14а) получим:  

           (4.14б) 

Так как  

 

непрерывная функция от  и  , то из (4.14б) получим 

(4.3а). Теорема доказана полностью. Другое доказательство 

(4.3а) приведено в  и в  (см.  , с. 136). 

 Доказательство теоремы 4.2.  

Сначала рассмотрим . Будем пользоваться 

следующим представлением (см.[79]). 

.      (4.16). 
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Обозначая  в силу равенства (4.15), (4.16), 

получим:  

.       (4.17). 

Так как (см.[70], [81])   

    (4.18). 

то применяя обобщенное неравенство Минковского и 

неравенство (4.18) в равенство (4.17), получим: 

.   (4.19) 

Оценим каждый интеграл в (4.19) , 

. 

В силу монотонности величины   имеем . 

Пользуясь известным (см.[4]) неравенством 

 

получим: 

 

. 

Учитывая, что  
 

получим 

. 

В силу полученных оценок для величин  из 

неравенства (4.19) получим 

, . 

Неравенство (4.40) доказано.  
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 Теперь рассмотрим случай  . Рассуждения прово-

дим как в случае . Пользуясь следующим равенством 

(см.[79] доказательство теоремы 2.1)  

 

для любого  можно утверждать (см.[79] доказательство 

леммы 2.4 и доказательство теоремы 2.1), что  

.   (4.20) 

В [79] с помощью (4.20) доказано соотношение (4.2). Из 

неравенства (4.20) при   получим  

. 

В силу монотонности  имеем:  

  (4.22) 

Автором доказано (см. [71] или глава II), что  

.   (4.23) 

 С помощью неравенства (4.23) из неравенства (4.22) 

находим, что (см. получение оценки для )  

. 

Отметим, что 

 . 
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На  основании оценок, полученных для  из нера-

венства (4.21) следует неравенство (4.4в) , т.е. утверждение 

теоремы для . Доказательство теоремы завершено.  

 

§ 2. Неравенство типа Харди – Литтльвуда – Никольского 

и С. Н. Бернштейна в Hp(-∞,∞) 

 

Обозначим через  

, 

. 

Справедливы следующие утверждения. 

Теорема 4.3. если , то имеет 

место неравенство:  
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Отметим, что константа  и при . 

Неравенство типа (4.24а) для периодических функций в 

единичном круге получено Харди и Литтльвудом  , т.е. 

,  (4.25) 

eсли 

 

Относительно неравенства (4.25 ) см. ещё  теорема 

5.9. Для целых функций степени  в пространстве  

известно неравенство (см. [1], с.150 и [12], с. 248) 

   (4.26) 

называемое неравенством С.М.Никольского.  
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 Теорема 4.4. Если , то любого 

натурального k имеет место неравенство: 

,   (4.27) 

при  константа  не зависит от . Отметим также, что 

для аналитических функций в единичном круге теорема 4.4 

доказана в [89], а теорема 4.3 для  в [83], с.85 и 

вновь получена другим способом в [89] для круга.  Установим 

ещё утверждение, касающееся производной  в  . 

 Теорема 4.5. если функций   pHzf  ,     ,pHzf  , то при 

 имеет место неравенство 
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где    - модуль непрерывности  граничной функции   

в  . Отметим, что обобщая один результат Харди и 

Литтльвуда  , Брудный Ю.А. и Гапенграуз  доказали 

теорему 4.5 при  для периодических функций 

аналитических в единичном круге. Для полигармонических 

функций в единичном круге неравенство (4.28) получена 

М.Ф. Тиманом [96]. Отметим также, что неравенство (4.28) 

для функций аналитических в единичном круге при  

указаны Э.А.Стороженко и Я.Валашеком в [97]. Из теоремы 

4.4 вытекает:  

Следствие 4.3. Если выполнено условие 
 

то 
 

 

Это есть аналог одного результата Харди и Литтльвуда 

[93], полученного для периодических функции в классе 

 Из теоремы 4.5 следует. 
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то 

1)    1

1

 yOzf
pH

,  

2)    1

0

 yOzf
pH

, 1
2

1
 p , 

p

1
2  , y>y0. 

Доказательство теоремы 4.3. 

Известно [79]. (см.[79] форм. (2.7) и доказательство 

теоремы 2.1), что для функции  имеется 

представление 

.         (4.29) 

В равенстве (4.29) функцию  заменим на функцию 

(см. [81], с.101). Тогда 
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Отсюда 
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Так как 0<P<1 и , то применяя обобщеное 

неравенство Минковского в правой части неравенства (4.32) и 

учитывает (4.31) получим 
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Теперь оценим интеграл 
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.    (4.34) 
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Таким образам, интеграл (4.34) имеет оценку: 

.     (4.35) 

Учитывая оценки (4.35) в силу неравенства (4.33) 

находим:  
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Внутренний интеграл в правой части неравенства (4.36) 

оценивается также как и интеграл (4.34). Тогда вычисляя по-

дробно, получим: 

 

.   

Учитывая оценку (4.37) из неравенства (4.36) получим 

 

, 

,  q>p>0. 

Теорема доказана для 0<p<q<∞. 

 Рассмотрим случай q=∞ 

 . 

Отсюда 

. 

т.е. утверждение теоремы при q=∞. Теорема доказана полно-

стью 

Доказательство теоремы 4.4. Функция f(z) H1(-∞,∞) 

аналитическая функция в верхней полуплоскости, имеет 

представление (см.[79]) 

,  y>y0>0. 

Применяя равенство (5.38) к функции  где 
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Полагая при 0<p<1 из последнего равенства получим 

.  (4.40) 

Рассмотрим интеграл в правой части (4.40) 

 .   (4.41) 

Применяя теорему 4.3 при 0<p<1 для интеграла (4.41) 

получим: 

   (4.42) 

y1>y2>0. 

Вещественную λ>0 выберем так, чтобы λр=2 и учитывая, 

что  

, 

из неравенства (4.42) получим: 

 (4.43) 

Теперь из неравенства (4.40), (4.41), (4.43) находим, что 
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Так, как y>y1>y2>0 и y0>0 произвольная, то, полагая 

, где y2>y0>0, из неравенства (4.44) с учётом 

(4.45), получим: 

.  (4.46) 

Так как интеграл  
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не возрастает (см.[8]), то при  из неравенства 

(4.46) получим: 

 

т.е. теорема доказана для k=1, 0<p<1. Повторяя приведённые 

выше рассуждения к раз, получим утверждение теоремы для 

любого к при 0<p<1. При 1≤p<∞ проводим рассуждение ана-
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не равенства (4.40) применяем обобщённое неравенство Мин-
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Далее, с помощью замены переменных x-t=-u,  получим:  

.                   (4.47) 

Пусть р≥1. Применяем обобщённое неравенство 

Минковского  

 .                    (4.47а) 

Отметим, что (см.[79]) 
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В силу (4.47а) получим: 
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Следовательно,  
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пространстве    теоремами  Джексона являются  сле-

дующие, т.е. прямые  теоремы. 

 Теорема 4.6.  Если  ,  , то  при  лю-

бом  натуральном  k  имеет  место  неравенство:  

  , ,      (4.50) 
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 то для натуральных k≥0, s≥0 имеет место неравенство: 

        . 

Отметим, что теоремы 4.6 и 4.7 в пространствах Харди 

 т.е. для аналитических функций в единичном круге, 

для которых 

            

доказаны в [89]. Обратными  теоремами  в   являются 

следующие. 
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то  оценки  в  теоремах  4.8 и  4.9  можно  усилитъ. А  именно  

справедлива  следующая  теорема. 

 Теорема  4.10. Пустъ   и  её  граничная  

функция   имеет  преобразование  Фурье  

,  тогда  при  любом  натуральном  К  имеет  место: 

1)    (4.59) 

 2) Если при  некотором   сходится  ряд 
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Из  теоремы  4.6  вытекает 

 Следствие  4.1.  Если  граничная  функция 

  то  

 

Доказательство  леммы  4.1. 

 Разлагаем  целую  функцию    в  ряд  Тейлора 

      (4.62) 
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т.е .  zF  - целая  функция  степени   . Принадлежностъ  в  

  целой  функции    при 1≤p<∞ вытекает  из  (4.53)  

с  применением  обобщённого  неравенства  Минковского,  а  

при    с  применением  теоремы  4.3.  Лемма 4.1.  дока-

зана   полностью. 

 Доказательство  леммы  4.2  Имеем 

.  . 

Так  как  функция     аналитическая  в  верхней  

полуплоскости,  то  

. 

Следователъно, 

. 

Отсюда  

 

Отметим,  что  

   (4.65) 

, , 

Неравенство  (4.65)  при    доказано  в  [79], [81],  с  

. 101,  а  при      автором  [90]  (см. теорему  4.1,  §  1). 
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 Применяя  неравенство  (4.65)  в  правой  части  неравен-

ства (4.64),  получим  утверждение  леммы. 

 Доказательство  леммы  4.3.  Сначала  рассмотрим  слу-

чай .  Имеем: 

 

Отсюда,  применяя  лемму  4.2,  получим: 

 

      (4.66) 

Теперь  положим    .  Тогда 

  

Отсюда  методом  индукции  получим 

  . (4.67) 

Применяя  лемму  4.2  в  правой  части  (4.67)  и  в  силу  

неравенства  (4.65),  находим  что 

(4.68) 

Теперь  заменяя  функции     на  функции   

 в  неравенство  (4.68),  получим 

     (4.69) 

Отсюда  вытекает  утверждение  леммы  при  .  

При    лемма  доказывается, как в случае    (т.е. 

не  отличается  от  случая ). 

Доказательство  теоремы  4.6.  Рассмотрим  функцию 
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          , 

где  функция     определена  равенством  (4.52)  и  функ-

ция  определена  равенством  (4.63).  По  лемме  4.1 

функция   естъ  целая  функция  степени ν. 

0<p<∞.  Имеем,  что 
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В силу неравенства (4.4а) из    равенства (4.70) , полагая  

 , получим 
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Нетрудно показать,  что 
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Неравенство  (4.73,) в пространстве   отмечено в 

[49]. При помощи (4.73) получаем 
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Учитывая, что (см. [1], с. 151)       

.   (4.75) 

При выборе r так, чтобы 2rp≥1  получим 
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Теперь,  выбирая    r   так,  чтобы 2rp≥k+2 ,в силу (4.75) 

получим: 

.    (4.77) 

Из (4.74),  (4.76),  (4.77) вытекает 
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Теперь из  (4.71), (4.75), (4.78) вытекает 
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т.е. утверждение теоремы при 0<р<1. На основании равенства 

(4.70) теорема при 1≤p≤∞ доказывается аналогично случаю 

0<р<1. Но в этом случае вместо неравенства (4.4а)   применя-

ется обобщённое неравенство Минковского и учитывается,  

что (см.[81]) 
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В случае   1≤p≤∞  неравенство (4.73) имеет вид: 
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который доказывается также как в пространстве Lp(-∞,∞) 

(см.[12] , с. 116). Доказательство теоремы завершено. 

Утверждение теоремы 4.7 вытекает из теоремы 4.6 и 

леммы 4.3.  

Доказательство теоремы  4.8. 

Пусть целая функция , осуществляющая наилучшее 
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ством разности k порядка, применяя  неравенство (4.80) и 

неравенство Минковского, а также учитывая равенство (4.79), 

получим 
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Применяя тождества  (см.[12], с.116) 
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в силу неравенства Минковского, получим 

    (4.82) 

Очевидно,что 
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Отсюда в силу неравенство Минковского и применяя   

неравенство Бернштейна (см.[12] , с. 232) 
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то из (4.83) вытекает, что 
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Теперь из (4.81),(4.82),(4.84) получим 
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Выбирая 122  mm n  ,  m=0,1,…,  
n

h
1

    из последнего 

неравенства получим 
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т.е.    утверждение теоремы при  . 

Теперь рассмотрим случай 0<р<1. Пользуясь свойством 

разности  k  го порядка имеем 
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Применяя неравенство (4.80) и в силу (4.79), находим, 

что 
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Известно,  что  (см.[90]) 
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Применяя сначала неравенство (4.87), а затем 

неравенство  (4.80), получим 

.   

(4.88) 

Как было показано в главе II, §3 (см. (2.35)) 
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В силу (4.89) из  (4.88) получим 
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Подставляя (4.86) и (4.90) в (4.83), находим 
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Теперь,  выбирая 2m≤n<2m+1 ,    из последнего нера-

венства, получим 
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т.е. утверждение теоремы при 0<р<1. Доказательство теоре-

мы завершено. 

Теорема 4.9 доказывается как и теорема 4.8,  а теорема 

4.10 вытекает из результата работы [4] после применения не-

равенства (4.80). 

 

§ 4. Приближение функции класса Hp(-∞, ∞) 

с некоторыми средними от интеграла Коши 

 

 Для пространств Lp(-∞, ∞), 1≤p≤∞  в ряде работ (см. 

напр. [1], [14], [90], [91], [92]  и др.) изучены некоторые во-

просы приближения функций различными средними их инте-

гралов Фурье. 

 В этом параграфе рассмотрены приближения функции из 

класса Hp(-∞, ∞) с помощью средних от интегралов Коши в 

зависимости либо от модуля гладкости, либо от наилучших 

приближений. 

 Под интегралом типа Коши для верхней полуплоскости 

мы понимаем интеграл вида 

, 

где f(x) измеримая комплексная функция, определенная в 

точках вещественной оси плоскости z=x+iy, Imz>0. 

Пусть функция f(x+iy)Hp(-,), 1≤р.  Для каждой 

такой функции f(z) рассмотрим интеграл вида: 

         ,        (4.91) 

где  g(u) – некоторая функция, удовлетворяю-

щая условием: 

1) g(u)=0 при u;   2)     3) g(u)L2(-,). 
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В качестве функции g(u), удовлетворяющей приведён-

ным выше условиям 1), 2), 3) можно рассмотреть среднее 

типа Фейера, типа Чезаро порядка >0, типа Зигмунда, типа 

Абеля-Пуссона, т.е. 

1. g(u)=       2. g(u)=       

3. g(u)=   4. g(u)=    соответственно. 

Справедливо следующее утверждение, дающее уклоне-

ния функции f(x+iy) от средних  в пространствах Hp(-

,). 

 Теорема 4.11. Если функция f(x+iy) Hp(-,), 0<p,  

то при y>0, 1p и при , 0<p<1 имеет место неравен-

ство 

. 

Доказательство теоремы. Сначала рассмотрим случай 

1p. На основании равенства (4.91) имеем: 

                  (4.92) 

Отсюда, применяя обобщённое неравенство Минковс-

кого, получим: 

 

 В силу известного неравенства (см.[79], для р1 и [99] 

для 0<p<1) 

                   (4.93) 

находим, что  

 

На основании свойства модуля непрерывности (см. [123], 

гл.3 п.3.3. стр.116). 

               (4.94) 
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получим 

 

          (4.95) 

Далее оценим I1 и I2. Применяя неравенство Коши-

Буняковского, получим 

 

ибо 

. 

Аналогично  

 

Подставляя оценки, полученные для I1 и I2 в (4.95), 

убедимся в справедливости теоремы 1 при 1р, с 

константой . 

Теперь рассмотрим случай 0<p<1. С помощью подста-

новки ,  имеем 

                                 

             (4.96) 

Так как g(u)=0, при u, то  при любом 

, поэтому из представления (4.96) получим 
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         (4.97) 

Известно (см.[90], [125]), что если 0<p<1, то 

          , (4.98) 

 

Применяя неравенство (4.98) при y0=0 в правой части 

равенство (4.97), получим 

 

.           (4.99) 

Неравенство (4.99) и равенство (4.97) дают оценку 

. 

С помощью подстановки  

 

из последнего неравенства получим  

 

.        (4.100) 

Отсюда, интегрируя по х, получим 

   (4.101) 

В силу известного неравенства (см.[49], стр. 397) 

 
 

из (4.101) получим 
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         (4.102) 

где  

Оценим теперь  и . Применяя неравенство Гельдера 

с показателем , получим 

 

На основании этих оценок из (4.102) следует 

утверждение теоремы для 0<p<1 при 

, 

  т.е.  . 

Теорема доказана. 

Теорема 4.12. Если функция f(x+iy)Нp(-,), 0<p, то 

имеет место неравенство 

 

где =1, если 1р<; =p если 0<p<1. Здесь  z=x+iy, причем 

, если 1p<; y>0 если 0<p<1. Величина С(р) не зависит 

от р при 1р<. 

 Доказательство теоремы 4.12. На основании (4.91) и в 

силу неравенства (4.93) получим 

              (4.103) 

где u1=(u+2)-1. 
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Пусть {Qn(x)} последовательность целых функций экс-

поненциального типа , осуществляющих наилучшие при-

ближения граничной функции f(x) Lp(-,) т.е.  

             , .                 (4.104) 

Пользуясь (4.104) и неравенством  

                       (4.105) 

(см.[12], гл.3, формула (4), с.116,) из (4.103) и (4.104) получим  

      (4.106) 

В силу обобщенного неравенства Миньковского имеем  

                             (4.107) 

Используя неравенство Бернштейна (см.[12], стр.232) 

                          (4.108) 

и монотонность , имеем  

,              (4.109) 

.         (4.110) 

На основании неравенства (4.108) и (4.109), (4.110), 

равенства (4.104) и неравенства (4.107) и (4.108) при 

 получим  

   

.       (4.111) 

Из неравенства  (4.106) и (4.111) следует, что 

                        .             (4.112) 

Пусть теперь h=[], 2mh2m+1,  m=0,1,2,…   Tогда, при-

меняя обобщённое неравенство Минковского, из неравенства 

(4.112), находим: 
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.           (4.113) 

Оценим В1 и В2. В силу неравенства Коши-Буняковского 

получим 

 

Теперь с учётом оценки для В1 и В2 из неравенства 

(4.113) следует утверждение теоремы для 1р<, т.е. 

 

 

Следовательно ,  1р<. 

 Рассмотрим случай 0<p<1. На основании равенства 

(4.104) имеем: 

.    (4.114) 

Известны, следующие неравенства (см.[90] фор. (3) стр. 

793, [22] фо. (10) стр. 399) 

    ,   .                  (4.115) 

    .                  (4.116) 

Полагая в (30) k=1, h= , f(x+iy)=  получим 

. 

 

Учитывая неравенства (4.116) при k=1 из полученного 

неравенства получим 

.                (4.117) 

На основании неравенства (4.117) и (4.114) получим 

  ,  .    (4.118) 
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Интегрируя по х (4.100) и используя неравенство (4.118), 

находим:  

 

 

 

       (4.119) 

 

где 

 

 

Применяя неравенства Гельдера с показателем 

 получим 

            .               (4.120) 

Обычные вычисления дает 

      .        (4.121) 

На основании (4.120) и (4.121) получим 

, 

где С8(р)= . 
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Применяя неравенства Гельдера с показателем 

 получим 

              .            (4.122) 

Обычные вычисления дает 

                           .                 (4.123) 

На основании (4.122) и (4.123) получим 

 

, 

 

где . 

На основании полученных оценок для  из 

неравенства (4.119) получим 

 

 

. 

 

Отсюда при , 2m[]2m+1,  m=0,1,… получим 
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Этим доказана теорема при 0<p<1. Доказательство 

теоремы завершено. Замечаем, что при 1p< величина 

С(р)=С= , т.е. не зависит от р, а при 0<p<1, С(р)=С10(р), т.е. 

зависит от р.  
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ГЛАВА V 

ПРИБЛИЖЕНИЕ ФУНКЦИЙ С ПОМОЩЬЮ 

НЕКОТОРЫХ ИНТЕГРАЛЪНЫХ СРЕДНИХ ИХ 

ИНТЕГРАЛОВ ФУРЬЕ 

 

§ 1. Приближение функций из класса Lp(-∞,∞) 

 средними Чезаро и Гаусса – Вейерштрасса 

 

 Рассмотрим средние Чезаро и Гаусса – Вейерштрасса от 

интегралов Фурье (см. [24], 43-49). 

      0    ,cos1
1

;;
0









  














y

dtdutxutf
y

u
xyf    (5.1) 

    (5.2) 

 Отметим, что средние Гаусса – Вейерштрасса (5.2) тесно 

связаны с решением уравнений теплопроводности. 

 Известно , что (см.[24],  с. 43-44) (5.1) при   и 

(5.2) при  сходятся почти для всех x к функции f(x),  ес-

ли f(x) Lp(-∞,∞) (см.[126]). Возникает вопрос, какова оценка 

уклонения функции f(x) Lp(-∞,∞) 1≤p≤∞ от средних (5.1) и 

(5.2), в зависимости от свойств функции f(x). 

 Справедливы следующие утверждения:   

 Теорема 5.1. Если функция  f(x) Lp(-∞,∞), то для любого 

α>0, при y→∞ имеет место неравенства  

1. ;    (5.3) 

2. .  (5.4) 

Здесъ и в дальнейшем Ck - абсолютная константа. 

Теорема 5.2. Если функция  f(x) Lp(-∞,∞) 1≤p≤∞, то при  

0<y<1 имеет место неравенство. 
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 .   (5.5) 

Следующая теорема показывает оценку снизу для укло-

нения функции f(x) от R(f;y;x) в Lp(-∞,∞). 

 Теорема 5.3. Если функция f(x) Lp(-∞,∞), 1<p<∞, то при 

0<y<1 имеет место неравенство 

. 

Нарядy с теоремой 5.3. справедливы следующие утверж-

дения.  

 Теорема 5.4. Если f(x) Lp(-∞,∞), 1<p<∞ то при 0<y<1  

имеет место неравенство. 

,   

где   

Теорема 5.5. Если   на , то  

. 

 Отметим, что теорема 5.1 при α=1 получена в [91]. Нера-

венство  (5.3) для  среднего  Вале-Пусена  получена  Б.М.Ни-

колским (cм.[1], c.360), теорема  5.3 и теорема 5.4 для 

интеграла Пуассона доказана М.Ф.Тиманом [14]. Аналогич-

ная оценка для среднего Зигмундом получена в [91].  

 В работах Б.И.Голубова [126], [139]-[142] рассмотрены 

вопросы о сходимости и суммируемости интегралов (рядов) 

типа Абаля – Пуассона. 

 Результаты данного параграфа содержится в [90], [138]. 

Отметим также, что в силу обратной теоремы в Lp(-∞,∞) 

(см.[14]) из неравенства (5.5) получаем 

         (5.6) 

 Из теорем 5.1, 5.2, 5.3 вытекают следующие следствия.  

Следствия 5.1. Если функций f(x) удовлетворяет ус-

ловию:  
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pLn

1
      (5.8)   

то    

1.  

2. . 

Следствие 5.2. Eсли функция f(x) Lp(-∞,∞) 1≤p≤∞  удо-

влетворяет условию 

,                                 (5.9) 

то 

 

 

Таким образом,  при  в условиях (5.9)  

 

Теперь сделаем несколько замечаний.  

1. При  из теоремы 5.1 получаем один результат ра-

боты . 

2. Если  выполнены условия (5.8), то интеграл Фурье 

                      (5.10) 

суммируем методом  при  к функции  в 

метрике , , т.е.  . 

3. В условии (5.8) интеграл (5.10) суммируем методом 

Фейера к функции f(x) в Lp(-∞,∞) 1≤p≤∞  (случай ) . 

4. Если  , то  суммируемость интеграла (5.10) 

влечёт суммируемостъ в метрике Lp(-∞,∞) 1≤p≤∞. Этот 

факт доказан в случае  в [24] (см.[24], с.89). Для случая 

 доказывается аналогично.  

5. Если f(x) Lp(1,p) 1≤p≤∞ на , т.е.  
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, 

то интеграл (5.10) суммируем методом (C,α) при 0<α<∞ к 

функции f(x) в Lp(-∞,∞). 

В самом деле , в силу неравенства  (см.[24]) 

 

из условия (5.11) вытекает выполнимостъ условия (5.8). Этот 

обеспечивает  суммируемостъ при . 

6. В условиях (5.8) или (5.11) при α=1имеет место оценка 

(см. следствие 5.1)     

    (5.12) 

Причём эта оценка в смысле порядка является точной 

(см.[112]). 

Доказательство теоремы 5.1. 

Интегрируя по частям,  находим 

 

Учитывая, что  
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в силу (5.13) получим 

.       (5.15) 

Пуст  целая функция степени  , осуществляющая 

наилучшее приближение функции   в метрике  ,  

т.е.  

 .                   (5.16) 

Для любой целой функции  степени 

имеет место равенство 
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              (5.17) 

Тогда ясно, что 

        .                   (5.18) 

На основании (5.15) и (5.18) имеем  

,               (5.19) 

где  

Теперь натуральное число m выберем так, чтобы  

. Тогда, обозначая 
 

из равенства (5.19) получаем 

 

Отметим, что 

                     (5.21)  

 

 

 (5.22) 

Оценим . Применяя обобщённое неравенство Мин-

ковского, в силу (5.21) находим, что  
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Отсюда, интегрируя по частям, находим, что 

.  (5.23) 

Чтобы оценитъ , предварительно оценим  следующий 

интеграл. А именно, интегрируя по частям, находим 

 

 

.  (5.24) 

На основании неравенства (5.24), применяя неравенство 

Минковского, получим (см. ещё (5.31)). 

 

 

Из неравенств (5.22), (5.23), (5.25) получим 

. 

Теперь рассмотрим I2    

   .      (5.27) 

Применяя обобщённое неравенство Минковского, в силу 

(5.21) находим 
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; 

.    (5.28) 

В силу неравенства (5.24), применяя обобщённое 

неравенство Минковского, для  получим оценку 

  (5.29) 

Из неравенств (5.27), (5.28), (5.29) находим 

.   (5.30) 

На основании (5.20), (5.26), (5.30) получим 

 

 

 

. 

Отсюда при  следует неравенство (5.3),а при  

следует неравенство (5.4). Теорема доказана. 

Доказательство теоремы 5.2. 

 Имеем (см. , с. 44) 

 

 .   (5.31) 

В силу равенства 

                                   (5.32) 

получим 
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Пуст теперь . Тогда, применяя обобщенное 

неравенство Минковского из (5.33), получим 
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     (5.34) 

По определению модуля гладкости и его своства из 

неравенства (5.34) получим 

 

. 

Отсюда в силу (5.32) получим 

, 

т.е. утверждение теоремы для 1≤p<∞. При  исполъзуем 

свойства абсолютных величин и свойства модуля непрерыв-

ности, получим неравенство (5.5). Теорема доказана. 

 Утверждение теоремы 5.4 вытекает из теоремы 5.3 с уче-

том следующего известного неравенства (см.[14]) 

, . 

Доказательство теоремы 5.3. 

Пусть функция f(x) имеет преобразование Фурье   

. 

Тогда обозначая 

. 
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,      (5.35) 

 

В дальнейшем нам необходимы следующие факты. 

Лемма 5.1. (Теор. Рисс см.[19]) Если f(x) Lp(-∞,∞), 

1<p<∞ то имеет место неравенство 

 

  Лемма 5.2. (Теор. Михлин cм.[111]). Пусть f(x) Lp(-∞,∞), 

1≤p<∞ и имеет преобразование Фурье F(x) Lp(-∞,∞), 1≤p≤∞. 

Если  удовлетворяет для всех  условия 

 

то функция g(x), имеющая своим преобразование Фурье 

, также принадлежит  Lp(-∞,∞) и имеет место 

неравенство 

. 

Отметим, что в [111] вместо условия (С) требуется 
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Оценим . Имеем , что  

 

где 

, 

 

 Применив леммы 5.1 и  5.2, получим 

. 

Применив лемму 5.2 получим 

. 

Теперь 

. 

 Учитывая оценки для  и  получим утверждение тео-

ремы. Теорема  доказана в предположениях, что у функции 

 существует преобразование Фурье. В противном случае 

мы рассмотрим вместо функции  функцию 
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Отсюда, переходя к пределу при , получим 

утверждение теоремы. 

Доказательство теоремы 5.5. 

Так как функция  

 

является решением уравнения теплопроводности 

 

и  для всех y>0 при , то применяя теорему 6 

из работы [14] соответствующем случае получим утвержде-

ние теоремы. 

 

§ 2. Отклонения решений некоторых дифференциальных 

уравнений от их граничных значений 

 

Методы теории приближений оказываются плодотвор-

ными для исследования решений дифференциальных и  инте-

гральных уравнений, а также при нахождении их решений 

(см. [100] и там библиография).  

В работах С.М.Никольского [101], [102], В.К. Дзядыка 

[100], [103], М.Ф.Тимана[96], [104]. В. И. Горбайчука [105] и 

других указаны методы нахождения решений и исследованы 

их свойства. Оценки для уклонения решений и исследованы 

их свойства. Оценки для уклонения  решений некоторых 

дифференциальных уравнений в частных производных от их 

граничных значений получены в работах М.Ф.Тимана [14],  

[96], [104], Каниева [106], В.И.Горбайчука [105] и других. 

В этом параграфе рассматриваются отклонения решений 

уравнений Лапласа, уравнения теплопроводности (диффузий) 

и уравнения Шредингера от их граничных значений. Резуль-

таты этого параграфа содержится в [107], [108].  

Способ доказательства теоремы предыдущего параграфа 

позволяет получить оценки для уклонения решений вышена-
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званных уравнений в зависимости от убывания к нулю либо 

от модуля гладкости функций, либо от наилучших приближе-

ний в пространствах   

.  

Рассмотрим следующие задачи: 

1) задачи Дирихле для уравнения Лапласа 

 ,   

   ,                   (5.36) 

            (5.37) 

в полупространстве . 

2) Задачи Коши для уравнения теплопроводности 

 ,                                   (5.38) 

   ,          (5.39) 

в полупространстве  ,    где   

и -заданные функции. Обозначим через  и  

 отклонения решения уравнений (5.36) и (5.38) соот-

ветственно от их граничных значений (5.37) и (5.39) в про-

странстве Lp(Rn), т.е. 
    nn xxfxxuyfuR ,...,,...,);; 1111           (5.40) 

.      (5.41) 

Известно, что (см.[109], с. 402), если  и  

непрерывные и ограниченные на  функции, то при  

 

Естественно возникает вопрос, каковы оценки для 

величин (5.40) и (5.41) в зависимости от свойств функции 

(5.37) и (5.39). 

Справедливы следующие утверждение. 

Теорема 5.6. Если функция ,  то 

при 0<y<1 имеет место неравенство: 
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,           (5.42) 

где  
 

полный модуль непрерывности функции  в простран-

стве  

Теорема 5.7. Если функция ,  то 

при  имеет место неравенство  

  ,      (5.43) 

где - частные наилучшие приближения функции 

 в  целыми функциями  степени по пере-

менной . 

Теорема 5.8. Если функция   , то 

при 0<t<1имеет место неравенство. 

,        (5.44) 

где константа  зависит только от размерности простран-

ства . 

Теорема 5.9. Если функция ; 1≤р≤∞, то 

имеет место неравенство 

    (5.45) 

Отметим, что теорема 5.7 при n=1 доказана в [14], [104]. 

Оценка вида (5.43) для гармонических функций в единичном 

круге получена в [96], [104] и оценка вида (5.42) для биогар-

монических функций в единичном круге получена в [106]. 

Наряду с уравнением (5.38) рассмотрим уравнение Шредин-

гера  

                  (5.46) 
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   m=const, 

с начальным условием 

.   (5.47) 

Известно, что (см.[110],c.179) 

    . 

Теорема 5.10. Если функция , 1≤p≤∞, то 

при 0<t<1 имеет место неравенство 

. (5.48) 

 Отметим, что некоторые вопросы касающихся свойства-

ми функций в пространствах Lp, 1≤p≤∞, связанные уравнени-

ем типа (5.36), (5.38), (5.46) рассмотрены работах Тухтасино-

ва М. [179] ([179], c. 22-25, 36-41, 126-130). 

Из теорем 5.6, 5.8, 5.10 вытекает следующее: 

 Следствие 5.3. Если функция  удовле-

творяет условию 
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то 

. 

 Отметим, что некоторые вопросы связанные исследова-

нием свойств функций, являющихся решением тех или иных 

дифференциальных уравнений, в определеных функциональ-

ных пространствах (например, в пространствах С(0,Т), 

L2(0,T)) рассмотрен М. Тухтасиновым в [179], (см.[179], с.90-

130). 

Доказательство теоремы 5.6. 

Доказательство теоремы проведём лишь для . При 

любом  способ доказательства ничем не отличается от 

случая . Только в этом случае вычисления будут громозд-

кими. В этом случае решением уравнения (5.36) с условием 

(5.37) является (см.[109], с. 274) функция 

  .  (5.49) 

Так как  
1
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∞

−∞
= 1,

∞

−∞
                   (5.50) 

То обозначая 𝜏2 = 𝑡1
2 + 𝑡2

2 + 𝑦2 в силу (5.49) и (5.50), 

получим  
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∫ ∫ [𝑓1(𝑥1 + 𝑡1, 𝑥2 + 𝑡2) −

∞

−∞

∞

−∞

𝑓1(𝑥1, 𝑥2 + 𝑡2) + 𝑓(𝑥1, 𝑥2 + 𝑡2) − 𝑓1(𝑥1, 𝑥2)]
𝑦

𝜏3
𝑑𝑡1𝑑𝑡2.    (5.51) 

Пусть теперь 1 ≤ 𝜌 ≤ ∞. Тогда применяя обобщенное 

неравенство Минковского в равенстве (5.51), получим 

𝑅1(𝑢, 𝑓1, 𝑦) = ‖𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑦) − 𝑓1(𝑥1, 𝑥2)‖𝐿𝑃 ≤ 

≤
𝑦

2𝜋
∫ ∫ [𝜔(1)(|𝑡1|; 𝑓1)𝐿𝑝 +𝜔

(2)(|𝑡2|; 𝑓1)𝐿𝑝]
𝑑𝑡1𝑑𝑡2

𝜏3
=

∞

−∞

∞

−∞

𝑦

2𝜋
(𝑀1 +𝑀2),   (5.52) 

где 

𝑀𝑘 =
𝑦

2𝜋
∫ ∫ 𝜔(𝐾)(|𝑡𝑘|𝑓 )𝐿𝑝

𝑑𝑡1𝑑𝑡2

𝜏3
,

∞

−∞
  

∞

−∞
   k=1,2,…   ,    (5.53) 
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𝜔(1)(𝛿; 𝑓)𝐿𝑝 = 𝑠𝑢𝑝
|𝑡|≤𝛿

‖𝑓(𝑥1+𝑡,𝑥2)−𝑓(𝑥1,𝑥2)‖𝐿𝑝 , 

𝜔(2)(𝛿; 𝑓)𝐿𝑝 = 𝑠𝑢𝑝
|𝑡|≤𝛿

‖𝑓(𝑥1+𝑡,𝑥2)−𝑓(𝑥1,𝑥2)‖𝐿𝑝 

частные модули непрерывности функции   𝑓(𝑥1, 𝑥2) в метрике   

𝐿𝑃 (𝑅2) .          
 Рассмотрим  M1    и разобьём на три слагаемых 

𝑀1 = 4{∫ (∫
𝜔(1)(𝑡1𝑓1)

𝜏3

𝑦

0

𝑑𝑡1)𝑑𝑡2

∞

0

+∫ (∫
1

𝜏3
𝜔(1)(𝑡1𝑓1)𝐿𝑃𝑑𝑡1

1

𝑦

)

∞

0

𝑑𝑡2 + 

+∫ (∫ 𝜔(1)(𝑡1𝑓1) 𝑑𝑡1
∞

1
)

∞

0
𝑑𝑡2 = 4(𝐵1 + 𝐵2 + 𝐵4).      (5.54) 

Рассмотрим каждое слагаемое в (5.54). Представим следую-

щим образом: 

𝐵1 = ∫ (∫ 𝑑𝑡1
𝑦

0
)𝑑𝑡2 + ∫ (∫ 𝑑𝑡1

𝑦

0
)𝑑𝑡2 + ∫ (∫ 𝑑𝑡1

𝑦

0
)𝑑𝑡2 = 

∞

1

1

𝑦

𝑦

0
𝐽1
(1)
+ 𝐽2

(1)
+ 𝐽3

(1)         

(5.55) 

Так  как   𝜔(1)(𝑡 𝑓 )𝐿𝑃    не убывает  относительно   t   , то 

𝐽1
(1)
≤ 𝜔(1)(𝑦, 𝑓 )𝐿𝑃∫∫

𝑑𝑡1𝑑𝑡2
𝜏3

𝑦

0

𝑦

0

≤ 𝜔(1)(𝑦, 𝑓 ) 
1

𝑦3
𝑦2 ≤

𝜔(1)(𝑦, 𝑓 )𝐿𝑃
𝑦

 , 

𝐽2
(1)
≤ 𝜔(1)(𝑦, 𝑓 )𝐿𝑃 ∫

𝑑𝑡1
𝜏3/2

∙
𝑑𝑡1
𝜏3/2

≤

𝑦

𝜔(1)(𝑦, 𝑓 )𝐿𝑃∫
𝑑𝑡1
𝑦3/2

𝑦

0

∫
𝑑𝑡2

𝑡2

3

2

≤

1

𝑦

 

≤ 𝜔(1)(𝑦, 𝑓 )𝐿𝑃 ∙
1

√𝑦
∫ 𝑡2

−3

2

∞

𝑦

𝑑𝑡2 =
2𝜔(1)(𝑦, 𝑓 )𝐿𝑃

𝑦
. 

Аналогично при 0<y<1 

𝐽3
(1)
≤ 𝜔(1)(𝑦, 𝑓 )𝐿𝑃∫ (∫

𝑑𝑡2
𝑦3/2

𝑦

0

)

∞

1

𝑑𝑡1

𝑡2

3

2

≤ 
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≤ 𝜔(1)(𝑦, 𝑓 )𝐿𝑃 ∫ 𝑡1

−3

2

∞

𝑦

𝑑𝑡1 ∙
1

√𝑦
=
2𝜔(1)(𝑦, 𝑓 )𝐿𝑃

𝑦
  . 

В силу полученных оценок для 𝐽1
(1)
, 𝐽2
(1)
, 𝐽3
(1)

 из нера-

венства  (5.55) получим: 

𝐵1 ≤
2

𝑦
𝜔(1)(𝑦, 𝑓 )𝐿𝑃  .    (5.56) 

Теперь рассмотрим 𝐵2. 

𝐵2 = ∫ (∫ 𝑑𝑡1
1

 
) 𝑑𝑡2 =

∞

0
∫ (∫ 𝑑𝑡1

1

𝑦
) 𝑑𝑡2 +

𝑦

0
∫ (∫ 𝑑𝑡1

1

𝑦
)𝑑𝑡2 =

8

1
𝐽1
(1)
+ 𝐽2

(1)
+ 𝐽3

(1)        

(5.57) 

Так  как  𝜔(1)(𝑦, 𝑓 )𝐿𝑃   не убывает  относительно    t  , то 

𝐽2
(2)
= ∫(∫

𝜔(1)(𝑡, 𝑓1 )𝐿𝑃
𝑟3/2

𝑑𝑡1

1

𝑦

)

1

𝑦

𝑑𝑡2
𝑟3/2

≤ ∫
𝑑𝑡2

𝑡2
3/2

∫
𝜔(𝑡1 , 𝑓  )𝐿𝑃

𝑡1
3/2

1

𝑦

𝑑𝑡1

1

𝑦

≤ 

≤ ∫
𝑑𝑡2

𝑡2
3/2

∞

𝑦

∑ ∫
𝜔(1)(𝑡1 , 𝑓  )𝐿𝑃

𝑡1
3/2

1

𝜈

1

𝜈+1

[
1

𝑦
]

𝜈=1

𝑑𝑡1

≤
2√2

√𝑦
∑(𝜈 + 1)

3

2

[
1

𝑦
]

𝜈=1

𝜔(1) (
1

𝜈
; 𝑓)

𝐿𝑝
(
1

𝜈
−

1

𝑥 + 1
)

≤
2√2

√𝑦
∑

1

√𝜈
𝜔(1) (

1

𝜈
; 𝑓)

𝐿𝑝

[
1

𝑦
]

𝜈=1

, 

а также  
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𝐽1
(2)
= ∫(∫

𝜔(1)(𝑡, 𝑓)𝐿𝑃
𝑟3/2

𝑑𝑡1

1

𝑦

)

𝑦

0

𝑑𝑡2
𝑟3/2

≤ ∫
𝑑𝑡2

𝑦
3/2

∫𝑡1
−
3

2𝜔(𝑡1 , 𝑓  )𝐿𝑃

1

𝑦

𝑑𝑡1

𝑦

0

≤ 

≤
√2

√𝑦
∑

1

√𝜈
𝜔(1) (

1

𝜈
; 𝑓1)

𝐿𝑝

[
1

𝑦
]

𝜈=1

. 

Аналогично для 𝐽3
(2)

 получим 

𝐽3
(2)
= ∫ (∫

𝜔(1)(𝑓1 , 𝑡1)

𝑟3/2
𝑑𝑡1

1

𝑦

)

∞

1

𝑑𝑡2
𝑟3/2

≤ ∫
𝑑𝑡2

𝑡2
3/2

∫
𝜔(𝑡1 , 𝑓1  )𝐿𝑝

𝑡1
3/2

𝑑𝑡1

1

𝑦

∞

𝑦

≤
2

√𝑦
∑

1

𝜈
𝜔(1) (

1

𝜈
; 𝑓1)

𝐿𝑝

[
1

𝑦
]

𝜈=1

, 

0<y<1. 

Полученные оценки для 𝐽1
(2)
, 𝐽2
(2)
, 𝐽3
(2)

 влекут, что 

(см.(5.57)) 

𝐵2 ≤
𝜎√2

√𝑦
∑

1

𝜈

[
1

𝑦
]

𝜈=1

𝜔(1) (
1

𝜈
; 𝑓1)

𝐿𝑝

    .                    (5.58) 

Теперь рассмотрим В3. При 0<y<1 имеем 

𝐵3 = ∫ (∫ 𝑑𝑡1

∞

1

)

∞

0

𝑑𝑡2 ≤ ∫ (∫ 𝑑𝑡1

∞

𝑦

)

∞

0

𝑑𝑡2 = 

= ∫ (∫ 𝑑𝑡1
∞

𝑦
)

𝑦

0
𝑑𝑡2 + ∫ (∫ 𝑑𝑡1

∞

1
)

1

𝑦
𝑑𝑡2 + ∫ (∫ 𝑑𝑡1

∞

0
)

∞

1
𝑑𝑡2 = 𝐽1

(3)
+ 𝐽2

(3)
+ 𝐽3

(3).      

(5.59) 

Отметим, что 

𝜔(1)(𝑡1; 𝑓1)𝐿𝑝 ≤ 2‖𝑓(𝑥)‖𝐿𝑝 .    (5.60) 
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В силу (5.60) получим (с учётом, что 0<y<1) 

𝐽1
(3)
= ∫∫

𝜔(1)(𝑡1, 𝑓)𝐿𝑃
𝑟3/2

𝑑𝑡1

∞

𝑦

𝑦

0

𝑑𝑡2
𝑟3/2

≤ 2‖f(x)‖Lp∫
𝑑𝑡2

𝑦
3

2

∫ 𝑡1
−
3

2

∞

1

𝑑𝑡1

𝑦

0

≤
2

√𝑦
‖𝑓(𝑥)‖𝐿𝑝 . 

𝐽2
(3)
≤ 2‖f(x)‖Lp∫

𝑑𝑡2

(𝑡2
2 + 𝑦2)

3
4⁄
∫ 𝑡1

−
3

2

∞

1

𝑑𝑡1

1

𝑦

≤ 2‖f(x)‖Lp∫ 𝑡1
−
3

2

∞

𝑦

𝑑𝑡1 =
4

√𝑦
‖𝑓(𝑥)‖𝐿𝑝 , 

𝐽3
(3)
≤ 2‖f(x)‖Lp∫

𝑑𝑡1

𝑡1
3 2⁄

∫
𝑑𝑡2

𝑡2
3 2⁄

∞

𝑦

∞

1

=
4

√𝑦
‖𝑓(𝑥)‖𝐿𝑝  . 

Следовательно, (см.(5.59)). 

    𝐵3 ≤
10

√𝑦
‖𝑓(𝑥)‖𝐿𝑝 .      (5.61) 

Теперь из неравенств (5.54), (5.56), (5.58), (5.61) получим 

𝑀1 ≤ 4

{
 

 
2

𝑦
𝜔(1)(𝑦; 𝑓1)𝐿𝑝 +

6√2

√𝑦
∑𝜔(1) (

1

𝜈
; 𝑓)

𝐿𝑝

[
1

𝑦
]

𝜈=1

+
2

√𝑦
‖𝑓(𝑥)‖𝐿𝑝

}
 

 

. 

Аналогично 

𝑀2 ≤ 4

{
 

 
2

𝑦
𝜔(2)(𝑦; 𝑓1)𝐿𝑝 +

6√2

√𝑦
∑

1

√𝜈
𝜔(1) (

1

𝜈
; 𝑓)

𝐿𝑝

[
1

𝑦
]

𝜈=1

+
2

√𝑦
‖𝑓‖𝐿𝑝

}
 

 

. 

Теперь на основании полученных оценок для М1 и М2 

находим, что 

 𝑅1(𝑢; 𝑓1; 𝑦) ≤ 𝐶 {𝜔
(1)(𝑦; 𝑓1)𝐿𝑝 +𝜔

(2)(𝑦; 𝑓1)𝐿𝑝 + 

+√𝑦∑
1

√𝜈
[𝜔(1) (

1

𝜈
; 𝑓)

𝐿𝑝
+ 𝜔(2) (

1

𝜈
; 𝑓)

𝐿𝑝
] + √𝑦‖𝑓‖𝐿𝑝

[
1

𝑦
]

𝜈=1 }  .           (5.62) 
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Так как (см.[12], с. 124-126) 

𝜔(1)(𝛿; 𝑓)𝐿𝑝 + 𝜔
(2)(𝛿; 𝑓)𝐿𝑝 ↔ 𝜔(𝛿; 𝛿; 𝑓)𝐿𝑝   ,      (5.62a) 

то из неравенств (5.62) получим утверждение теоремы для 

n=2 1≤p<∞. При p=∞  для n=2 теорема доказывается с помо-

щью свойства абсолютных величин. Для любого n≥3, 1≤p≤∞ 

теорема доказывается аналогично. Теорема доказана полно-

стью. 

 Доказательство теоремы 5.7.  

Отметим следующее известное неравенство (см. [12], 

с.375) 

𝜔(𝑖) (
1

𝜈
; 𝑓) ≤

𝑐

𝜈
∑ 𝐴𝑘,∞

(𝑖) (𝑓)𝐿𝑝
𝜈
𝑘=0 ,   𝑖 = 1,2,… , 𝑛 ,      1 ≤ 𝑝 ≤ ∞.          (5.63) 

Так как (см. [12], с.124-126) 

𝜔(𝛿,… , 𝛿, 𝑓1)𝐿𝑝 ≤∑𝜔(𝑘)(𝛿, 𝑓1)𝐿𝑝

𝑛

𝑘=1

  ,                  (5.64) 

то в силу неравенства (5.63) получим 

∑𝜈
1−𝑛
𝑛 𝜔 (

1

𝜈
,
1

𝜈
, … , 𝑓)

𝐿𝑝

[
1

𝑦
]

𝜈=1

≤∑𝜈
1−𝑛
𝑛 ∑𝜔(𝑘) (

1

𝜈
, 𝑓1)

𝐿𝑝

𝑛

𝑘=1

[
1

𝑦
]

𝜈=1

=∑∑𝜈
1−𝑛
𝑛

[
1

𝑦
]

𝜈=1

𝜔(𝑘) (
1

𝜈
, 𝑓1)

𝐿𝑝

𝑛

𝑘=1

≤ 

≤ 𝐶∑∑𝜈
1−𝑛
𝑛

[
1

𝑦
]

𝜈=1

1

𝜈
∑𝐴𝑖,∞

(𝑘)(𝑓1)𝐿𝑝

𝜈

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

= 𝐶∑∑𝜈
1
𝑛−2

[
1

𝑦
]

𝜈=1

1

𝜈
∑𝐴𝑖,∞

(𝑘)(𝑓1)𝐿𝑝

𝜈

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

≤ 
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≤ 𝐶∑∑𝐴𝑖,∞
(𝑘)(𝑓1)𝐿𝑝∑𝜈

1
𝑛
−2

[
1

𝑦
]

𝜈=1

≤

[
1

𝑦
]

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

 

≤ 𝐶(𝑛)

(

 
 
∑∑𝐴𝑖,∞

(𝑘)(𝑓1)𝐿𝑝

[
1

𝑦
]

𝑖=0

𝑛

𝑘=1

)

 
 
∙ 𝑦1−

1
𝑛      .                  (5.65) 

Отметим, что  

‖𝑓‖𝐿𝑝 ≤ 𝐶𝐴0,∞
(𝑘) (𝑓)𝐿𝑝  ,         𝑘 = 1,2, … , 𝑛 ,       1 ≤ 𝑝 ≤ ∞ .           (5.66) 

Из неравенства (5.64), (5.63) получим 

 .               (5.67) 

Теперь из неравенств (5.42), (5.67) ,  (5.65) и (5.66) 

получим: 

. 

Доказательство теоремы завершено. 

Доказательство теоремы 5.3.  

Решением уравнения (5.38) с условием (5.39) является 

функция (см. например, [109], с. 400) 

    





























 n

n

n

n

n dsds
t

r
ssf

t
txxxVV ...

4
exp,...,...

4

1
;,...,, 1

2

1221


,  (5.68) 

 



n

k

kkn xsr
1

22 . 

Доказательство теоремы проведём для случая  Для 

любого  способ доказательства ничем не отличается от 
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и равенством (5.68) при , получим, что: 

. 

 Отсюда применяя обобщённое неравенство Миньковско-

го получим 

. 

 На основании (5.64), (1.69) из (5.70) находим: 

. (5.71) 

Рассмотрим  и разобьём его на два слагаемых 

следующим образом: 

 .         (5.72) 

Учитывая, что  не убывает относительно t, 

получим (см. ещё (5.69) 

. 

В силу свойства модуля непрерывности  
 

получим: (см. ещё (5.59))  

 

На основании полученных оценок для  с учётом 

при 0<y<1 из (5.72) находим, что 

 .       (5.73) 

 Аналогично  

  .        (5.74) 

Теперь из неравенств (5.71), (5.73), (5.74) вытекает что 

.          (5.75) 
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Отсюда в силу соотношения  (5.62 а) получим утверж-

дение теоремы при . При  теорема доказывается с 

помощью свойства абсолютных  величин. Теорема доказана. 

 Утверждение теоремы 5.9 для  вытекает из нера-

венств (5.75) и (5.63). Для любого  устанавливается анало-

гично.  

 Доказательство теоремы 5.10.  

Решение уравнения (5.47) является функция (см.[110], с. 

179) 

    
























 nnn

n

n dsdsr
ht

im
ssf

ht

im
txxW ...

2
exp......

2
;,..., 1

2

13

2

1
 ,  

 



n

k

nkn sxr
1

22

.
  (5.76) 

Сравнивая функцию (5.76) с функцией (5.68), видим, что 

они отличаются друг от друга только на константу.  Подинте-

гральная функция  в (5.76) представляется в виде

, который содержится в (5.68), т.е. 

. 

Теперь ясно, что теорема доказывается точно таким же 

способом, как и теорема 5.8, т.е. все вкладки повторяются до-

словно. 
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