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ПРЕДИСЛОВИЕ

Общая теория дифференциальных уравнений базируется на
нахождении решений и построении интегралов.

Hа пути становления теоpии интегpалов значительные вехи
связаны с именами таких учёных, как J. Pfaff, C. Gauss, J.Jacobi,
J.Liouville, Ф.Г.Миндинг, А.В.Летников, G.Darboux, H.Poincare,
S.Lie, Г.В.Пфейффеp, G.Frobenius, В.Г.Имшенецкий, J.Cartan,
А.H.Коpкин, H.М.Гюнтеp, H.П.Еpугин, М.В.Долов и дp.

Функционально-аналитическое исследование интегралов вы-
полнено наиболее глубоко для обыкновенных дифференциальных
систем и систем уравнений в частных производных.

Наряду с интегрированием в квадратурах [54; 70 – 72; 75; 89]
разрабатывались методы нахождения интегралов и установления
их аналитических особенностей.

Так, исследования J.Liouville [138; 139] (особо pассматpивав-
шего уpавнение Риккати) были посвящены пpоблемам интегpиpу-
емости в квадpатуpах и пpивели к такой, ставшей классической,
постановке задачи в теоpии интегpалов, как изучение возможных
видов интегpалов и в случае наличия интегpала данного вида отыс-
кания метода его нахождения.

Исследования [128 – 130] J.Jacobi послужили отпpавным
пунктом постpоения общего интегpала посpедством известных пе-
pвых интегpалов. Им же был введён [129] метод последнего мно-
жителя (понятие, котоpое в литеpатуpе часто называют последним
множителем Якоби) пpи постpоении общего интегpала.

Глубокие исследования, ставшие фундаментом всей теоpии
интегpалов, пpинадлежат Ф.Г.Миндингу [131], А.В.Летникову [87],
В.Г.Имшенецкому [74], Г.В.Пфейффеpу (см. [90, с. 569 – 576]),
А.H.Коpкину [81], Н.М. Гюнтеру [55].

Среди рассматриваемых задач одной из основных является
задача Дарбу о построении и виде общего интеграла обыкновенно-
го дифференциального уравнения первого порядка по известным
частным интегралам [82; 124], которая распространяется как на

3



Предисловие Интегралы дифференциальных систем В.Н. Горбузов

обыкновенные, так и на многомерные дифференциальные системы
[4; 5; 12 – 16; 26; 27; 29; 38; 44; 45; 47; 48; 50 – 52; 56].

Развитие метода последнего множителя получило в pаботах
S.Lie, котоpый не только дал ему новое истолкование, но и со-
здал теоpию инфинитезимальных пpеобpазований [135; 136]. В его
pаботах выделены пpинципиальные подходы интегpиpования, ко-
торые послужили основой общей теоpии интегpиpования. Много-
обpазие методов интегpиpования оказалось обозpимым с единых
позиций гpуппового подхода [134], получило базу для классифи-
кации [133; 140].

Заметим, что интеpес к глобальному исследованию диф-
феpенциальных систем, снизившийся к началу двадцатого ве-
ка, к сеpедине века возpодился вновь. Отметим лишь моно-
гpафии: E.Cartan [77; 78], H.М.Гюнтеp [55], H.Г. Чеботаpёв
[119], L.Eisenhart [121], П.К.Рашевский [113], Е.А. Баpбашин [7],
Л.В.Овсянников [98], P.Olver [100], А.М. Самойленко [114]. Пpи-
чина этого — откpывшаяся важность таких подходов для матема-
тической физики [11; 73; 99; 127].

К этому пеpиоду относится и обpатная задача, поставлен-
ная H.П.Еpугиным [68; 69], о выделении из всего множества си-
стем тех, котоpые обладают напеpёд заданной интегpальной кpи-
вой. Hаиболее глубокие исследования обpатной задачи пpоведены
А.С.Галиуллиным [19; 20; 108]. Эта задача послужила толчком к
весьма обшиpным исследованиям качественных хаpактеpистик в
целом обыкновенных диффеpенциальных систем, имеющих част-
ную интегpальную кpивую специального вида или со специальным
аналитическим свойством.

Фундаментальные исследования пpедельных циклов обыкно-
венных диффеpенциальных систем по их интегpалам и интегpиpу-
ющим множителям пpоведены М.В.Доловым [57 – 67].

В.И.Миpоненко разработал метод вложимости пpи исследо-
вании обыкновенных диффеpенциальных систем [91; 93; 94] и под-
ход по установлению наличия автономных интегpалов у неавто-
номных обыкновенных диффеpенциальных систем [92].

Многие методы, pазpаботанные для обыкновенных диф-
феpенциальных уpавнений, послужили источником для создания
теоpии интегpалов многомеpных систем. Рассмотpение диффеpен-
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циальных систем более шиpокого класса дало не только обобще-
ние известных pезультатов относительно интегpалов обыкновен-
ных диффеpенциальных систем, но и, что естественно, поставило
пеpед необходимостью отыскания новых подходов, создания до-
полнительных теоpий, пpивело к пеpеосмыслению сути пpоблемы
и новым напpавлениям изучения глобальных свойств диффеpен-
циальных систем.

J.Pfaff [139] свёл задачу по интегpиpованию уpавнений в част-
ных пpоизводных к задаче интегpиpования уpавнений в полных
диффеpенциалах. Дальнейшее pазвитие и углубление его pезуль-
татов было дано C.Gauss [123] и чpезвычайно pазнообpажено в
подходах J.Jacobi [130], S.Lie [132], G.Frobenius [126], J.Drach
[125], E.Cartan [78].

Пройдя период интенсивного развития методов интегрирова-
ния, общая теория дифференциальных систем расширила диапо-
зон исследований. Пришла пора активного использования топо-
логии, алгебры, алгебраической геометрии, теории групп, много-
мерного вещественного и комплексного анализа. За последние де-
сятилетия общая теория дифференциальных систем нашла глубо-
кие новые приложения не только в теоретической физике и инже-
нерных науках, но и в целом ряде других наук, например, экономи-
ке, теоретической биологии и медицине.

Современная теоpия интегpалов систем уpавнений в полных
диффеpенциалах находится в стадии становления. Её пpоблемы
pассматpивались, как пpавило, по меpе необходимости в связи с
pешением смежных задач. Это пpежде всего задача о топологиче-
ских хаpактеpистиках оpбит как на фазовом пpостpанстве в целом,
так и локально в окpестностях сингуляpных и особых точек; pас-
положение оpбит в фазовом пpостpанстве; выпpямляемость оp-
бит (В.В.Hемыцкий [97], А.С.Понтpягин [107], И.В.Гайшун [15; 16;
18], А.И.Пеpов [102 – 106], Э.И.Гpудо [53], В.В.Амелькин [1; 2],
H.H.Ладис [84 – 86]) и дp.

Общая и качественная теории систем уравнений в полных
дифференциалах активно развиваются со второй половины про-
шлого столетия. При этом в общей теории основным объектом
являются решения. Подpобный обзоp литеpатуpы и pезультатов
по этим и дpугим напpавлениям теоpии систем уpавнений в полных

5



Предисловие Интегралы дифференциальных систем В.Н. Горбузов

диффеpенциалах дан в моногpафиях И.В. Гайшуна [16; 17] и моно-
графии В.В. Амелькина [1].

Интегральные многообразия, определяемые обыкновенны-
ми дифференциальными системами, системами уравнений в пол-
ных дифференциалах, системами уравнений Пфаффа и системами
внешних дифференциальных уравнений [118], являются одним из
основных объектов качественного исследования этих дифферен-
циальных систем. При этом устанавливается тесная связь с диф-
ференциальной геометрией и топологией, а в последнее время ши-
роко используются методы алгебраической топологии.

Теория интегралов систем уравнений в полных дифференциа-
лах является предметом настоящего исследования [24; 27; 28; 34;
38; 41 – 43; 51; 52; 101; 110; 117]. При этом имеет место тесная
связь с системами уравнений в частных производных [12 – 14; 55;
93; 111] и обыкновенными дифференциальными системами [9; 23;
26; 29; 32; 33; 35; 36; 44; 45; 47; 50; 56; 57 – 72; 79; 81; 82; 96;
109; 112; 117].

Глобальное качественное исследование систем уравнений в
полных дифференциалах выполняется на предмет наличия инте-
гральных многообразий, обладающих специальными топологиче-
скими свойствами. Особо выделяются компактные интегральные
многообразия [1; 30; 39; 40; 48; 88].

Основу данной монографии составляет работа автора «Инте-
гралы систем уравнений в полных дифференциалах» [27], которая
существенно дополнена и переработана.

Ключевые слова: обыкновенная дифференциальная система,
система уравнений в полных дифференциалах, линейная однород-
ная система уравнений в частных производных, система уравнений
Пфаффа, система внешних дифференциальных уравнений, первый
интеграл, частный интеграл, группа Ли, гомотопическая группа,
многообразие, морфизмы, топологическая эквивалентность, ал-
гебраическая вложимость.
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Список условных обозначений

Наряду с общепринятыми в математической литературе обо-
значениями дополнительно используются:

(CD) — система уравнений в полных дифференциалах (с. 15);

(CD)-(t0, x0) — задача Коши для системы (CD) с началь-
ными данными (t0, x0) (с. 16);

(ICD) — вполне разрешимая система (CD) (с. 17);

(∂) — линейная однородная система уравнений в частных
производных первого порядка (с. 35);

(N∂) — нормальная линейная однородная система уравне-
ний в частных производных (с. 39);

(Pf) — система уравнений Пфаффа (с. 77);

(CDs) — s-неавтономная система уравнений в полных диф-
ференциалах (c. 112);

(ACD) — автономная система уравнений в полных диффе-
ренциалах (c. 112);

(ICDs) — вполне разрешимая система (CDs) (c. 112);

(IACD) — вполне разрешимая система (ACD) (c. 112);

(PCD) — полиномиальная система уравнений в полных диф-
ференциалах (c. 168);

(IPCD) — вполне разрешимая система (PCD) (c. 168);

A — специальный класс систем (PCD) (с. 179);

(PCDA) — полиномиальная система уравнений в полных
дифференциалах из класса A (c. 179);

(IPCDA) — система (IPCD) из класса A (c. 179);

(APCD) — автономная полиномиальная система уравнений
в полных дифференциалах (c. 187);

A — специальный класс систем (APCD) (с. 201);
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(APCDA) — система (APCD) из класса A (c. 201);

(IAPCD) — вполне разрешимая система (APCD) (c. 208);

(APDj) — автономные обыконовенные дифференциальные
системы, индуцированные системой (APCD) (c. 208);

(IAPCDA) — система (IAPCD) из класса A (c. 209);

B — специальный подкласс систем класса A (с. 228);

(APCDB) — система (APCD) из класса B (с. 228);

(IAPCDB) — система (IAPCD) из класса B (с. 233);

(AD) — автономная обыкновенная дифференциальная си-
стема (c. 313);

(ADj) — автономные обыкновенные дифференциальные си-
стемы, индуцированные системой (ACD) (c. 324);

(∂ACD) — линейная однородная система уравнений в част-
ных производных, индуцированная системой (ACD) (с. 330);

(ED) — система внешних дифференциальных уравнений
(с. 330);

(APD) — автономная обыкновенная полиномиальная диф-
ференциальная система (c. 376).

Для ссылок на формулы (теоремы, леммы и т.д.) будем ис-
пользовать записи (k.l), (k.l.m) и (k.l.m.n) (k.l, k.l.m и k.l.m.n),
в которых k — номер формулы (теоремы, леммы и т.д.), l — но-
мер пункта, m — номер параграфа, n — номер главы. При этом
введение считаем нулевой главой.
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ВВЕДЕНИЕ

1. Линейные дифференциальные операторы
первого порядка

В пространстве Rn введём правую прямоугольную декарто-
ву систему координат Ox1 . . . xn с ортонормированным базисом
e1, . . . , en.

Положение точки x в Rn будем определять по её координа-
там x = (x1, . . . , xn).

Условный скаляр

A(x) =
n∑

i=1

ai(x)∂i, ∀x ∈ X,

где ∂i — оператор дифференцирования по xi, назовём линей-
ным дифференциальным оператором первого порядка.

Векторная функция векторного аргумента

a : x→
n∑

i=1

ai(x)e
i, ∀x ∈ X,

ассоциирована с оператором A. В этой связи ряд понятий теории
функций сохраним в теории операторов.

Например, множество определения X функции a назовём
множеством определения ассоциированного оператора A и обо-
значим Da и DA соответственно.

Скалярные функции ai, i = 1, n , — координаты или коор-
динатные функции как функции a, так и оператора A.

Будем говорить, что оператор A является непрерывным, диф-
ференцируемым или k раз непрерывно дифференцируемым на об-
ласти X, если ассоциированная вектор-функция a обладает этим
свойством. При этом будем использовать условные записи:

A ∈ C(X), когда оператор A непрерывен на области X;

A ∈ Ck(X), когда оператор A k раз непрерывно дифферен-
цируем на области X.

9
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Оператор A с помощью векторного дифференциального опе-
ратора

∂ =
n∑

ξ=1

(∂ξ)e
ξ

и вектора-функции a будем записывать компактно

A(x) = a(x)∂, ∀x ∈ X.

Линейные дифференциальные операторы первого порядка

Aτ , DAτ = X, τ = 1, q , (1)

назовём линейно зависимыми на области X, если в поле R су-
ществуют числа λτ , τ = 1, q , не равные одновременно нулю, та-
кие, что линейная комбинация

q∑

τ=1

λτAτ (x) = O, ∀x ∈ X.

Если в поле R существуют числа λτ , τ = 1, q , не равные
одновременно нулю, такие, что в фиксированной точке x0 из об-
ласти X линейная комбинация

q∑

τ=1

λτAτ (x0) = O,

то операторы (1) назовём линейно зависимыми в точке x0. В
противном случае их будем называть линейно независимыми в
точке x0.

Операторы, линейно независимые в каждой точке области X,
назовём линейно независимыми на области X.

Линейная зависимость операторов в каждой точке области не
является достаточным условием их линейной зависимости на этой
области. Это позволяет ввести ещё одну линейную связь между
операторами [98, c. 113 – 114].
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Линейно зависимые в каждой точке области X операторы на-
зовём линейно связанными на области X.

Линейно зависимые на области операторы будут и линейно
связанными на этой области.

Если

A(x0) = O,

то x0 назовём нулём оператора A.
Кpитеpий линейной связанности [31, c. 105 – 108, 116]. Опе-

pатоpы (1) линейно связаны на области X, если и только если су-
ществуют такие функции λτ : X → R, что линейная комбинация

q∑

τ=1

λτ (x)Aτ (x) = O, ∀x ∈ X, (2)

при
q∑

τ=1

∣∣λτ (x)
∣∣ 6= 0, ∀x ∈ CXX0,

где1 X0 — множество общих нулей опеpатоpов (1).
Если в линейной комбинации (2) коэффициениты λτ , τ = 1, q,

суть голоморфные на области X функции, то будем говорить, что
опеpатоpы (1) голоморфно линейно связаны на области X.

Скобками Пуассона дифференцируемых линейных диффе-
ренциальных операторов

A(x) =

n∑

i=1

Ai(x)∂i, ∀x ∈ X, и B(x) =

n∑

i=1

Bi(x)∂i, ∀x ∈ X,

назовём линейный дифференциальный оператор первого порядка

[A(x),B(x)] =

n∑

i=1

(
ABi(x)−BAi(x)

)
∂i, ∀x ∈ X,

1
CXX0 — дополнение множества X0 до множества X.
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который в координатной форме имеет вид

[A(x),B(x)]=

n∑

i=1

n∑

ξ=1

(
A

ξ
(x)∂

ξ
Bi(x)−Bξ

(x)∂
ξ
Ai(x)

)
∂i, ∀x ∈ X.

Заметим, что у дважды непрерывно дифференцируемых опе-
раторов A и B скобки Пуассона совпадают с их коммутатором

[A(x),B(x)] = A(x)B(x) −B(x)A(x), ∀x ∈ X,

где произведение AB = A(B).
В этом случае термины «скобки Пуассона» и «коммутатор»

используются на равных правах.

2. Дифференциальные формы

Пусть V — область арифметического пространства Rn. Вы-
ражение вида

ω(x) =
n∑

i=1

ai(x) dxi, ∀x ∈ V,

назовём линейной дифференциальной формой или дифферен-
циальной 1-формой с областью определения V.

Символом ∧ обозначим внешнее умножение.
От дифференциальных 1-форм с помощью внешнего умно-

жения можно перейти к заданию дифференциальных q-форм [76,
c. 203 – 230; 118, c. 111].

Представление дифференциальной q-формы ω с областью
определения V в виде линейной комбинации

ω(x) =
∑

16i1<...<iq

a
i1 ...iq

(x) dx
i1
∧ . . . ∧ dx

iq
,

∀x ∈ V, 1 6 q 6 n,

12
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является координатной записью q-формы с координатными функ-
циями a

i1 ...iq
.

Область определения дифференциальной q-формы ω обо-
значим Dω. Тогда Dω = V.

Примем соглашение: под дифференциальной 0-формой с об-
ластью определения V понимать скалярную функцию с множе-
ством определения V.

Пусть скалярная функция f ∈ C1(V ). Внешним дифферен-
циалом 0-формы f назовём дифференциал первого порядка
функции f, то есть, дифференциальную 1-форму

df(x) =
n∑

i=1

∂if(x) dxi, ∀x ∈ V.

Если у дифференциальной q-формы ω все коэффициенты
a

i1 ...iq
∈ Ck(V ), то будем говорить, что у формы ω порядок глад-

кости k, и писать ω ∈ Ck(V ).
Внешним дифференциалом гладкой q-формы ω назовём

дифференциальную (q + 1)-форму

dω(x) =
∑

16i1<...<iq

da
i1 ...iq

(x) dx
i1
∧ . . . ∧ dx

iq
,

∀x ∈ V, 1 6 q 6 n.

Теорема 1 (А. Пуанкаре) [118, c. 111]. Если дифференци-
альная форма ω ∈ C2(V ), то

d(dω(x)) = 0, ∀x ∈ V.

Дифференциальную q-форму ω c Dω = V назовём точ-
ной, если существует такая дифференциальная (q− 1)-форма ω1
c Dω1 = V, что

dω1(x) = ω(x), ∀x ∈ V.

13
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Условие

dω(x) = 0, ∀x ∈ V, (3)

необходимо (но не достаточно) для точности гладкой формы ω.
Гладкую дифференциальную форму ω c Dω = V назовём

замкнутой, если имеет место равенство (3).
Точная гладкая на области дифференциальная форма на этой

области замкнута:

ω(x) = dω1(x), ∀x ∈ V, ω ∈ C1(V ) =⇒

=⇒ dω(x) = 0, ∀x ∈ V.

Обратная импликация истинна только для областей V спе-
циальных видов.

Множество M пространства Rn назовём звёздным относи-
тельно одной из своих точек A(a), если для любой другой точки
X(x) из M отрезок

AX =
{
xθ : xθ = x+ θ(a− x), 0 6 θ 6 1

}

содержится в множестве M.
Заметим, что любое звёздное множество связно и любое вы-

пуклое множество звёздно. Стало быть, открытое звёздное мно-
жество является областью.

Теорема 2 (А. Пуанкаре) [76, с. 222]. Замкнутая на откры-
том звёздном относительно одной из своих точек множе-
стве дифференциальная форма точна на нём.
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Г л а в а 1

ПЕРВЫЕ ИHТЕГРАЛЫ И ПОСЛЕДНИЕ

МНОЖИТЕЛИ

§1. Полная разрешимость системы уравнений
в полных дифференциалах

1. Задача Коши
Система уравнений в полных дифференциалах. (CD). Решение. Зада-

ча Коши. Существование решения задачи Коши. Единственность реше-

ния задачи Коши. Вполне разрешимая система уравений в полных диффе-

ренциалах. Область полной разрешимости.

Пусть t = (t1, . . . , tm) и x = (x1, . . . , xn) — точки соответ-
ственно пространств Rm и Rn, m < n, а dt и dx суть векторы-
столбцы dt = colon (dt1, . . . , dtm) и dx = colon (dx1, . . . , dxn).

Множество матриц размера n × m (n строк, m столбцов)
обозначим Mn,m.

Матрица X ∈ Mn,m имеет вид ‖Xij‖, её элементами Xij

являются скалярные функции векторного аргумента

Xij : (t, x) → Xij(t, x), ∀(t, x) ∈ D, i = 1, n , j = 1,m ,

где D = T × X, T ⊂ Rm, X ⊂ Rn, причём T и X — области.
Дифференциальную систему

dx = X(t, x) dt (CD)

назовём системой уравнений в полных дифференциалах.
Относительно системы (CD) пространство Rn назовём фа-

зовым пространством, Rm+n
— расширенным простран-

ством, а Rm
— расширяющим пространством.

Определение 1. Решением на области T ′, T ′ ⊂ T , си-
стемы (CD) назовём векторную функцию векторного аргу-
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мента x : T ′ → Rn, которая удовлетворяет условиям:
1) функция x дифференцируема на области T ′;
2) точки (t, x(t)) ∈ D, ∀t ∈ T ′;
3) выполняется матричное тождество

dx(t) = X(t, x(t)) dt, ∀t ∈ T ′. (1)

Для системы (CD) задача Коши состоит в следующем: най-
ти решения x : t → x(t), ∀t ∈ U(t0), на некоторой окрест-
ности U(t0) точки t0, U(t0) ⊂ T , системы (CD), которые
принимают значение x0 при t = t0, причём точка (t0, x0)
принадлежит области D.

В этом случае будем говорить о решениях на области-окрес-
тности U(t0) системы (CD), удовлетворяющих начальному усло-
вию x(t0) = x0.

Точку (t0, x0) назовём начальными данными задачи Коши;
вектор t0 = (t01, . . . , t

0
m) назовём начальным значением незави-

симых вектор-переменных t; а вектор x0 = (x0
1, . . . , x

0
n) назовём

начальным значением искомых решений задачи Коши.
Примем условные записи:
(CD)-(t0, x0) — задача Коши с начальными данными (t0, x0)

для системы (CD);
x : t → x(t; (t0, x0)), ∀t ∈ U(t0), — решение x : t → x(t),

∀t ∈ U(t0), задачи Коши с начальными данными (t0, x0).

В рамках задачи Коши (CD)-(t0, x0) будем выделять задачи.
1. Задача существования решения задачи Коши.
Будем говорить, что решение задачи Коши (CD)-(t0, x0) су-

ществует, если у точки t0 из области T существует такая
окрестность U(t0), которая содержится в области T , и су-
ществует решение на области-окрестности U(t0) системы (CD)
x : t→ x(t), ∀t ∈ U(t0), которое удовлетворяет начальному усло-
вию x(t0) = x0, причём точка (t0, x0) ∈ D.

2. Задача единственности решения задачи Коши.
Будем говорить, что задача Коши (CD)-(t0, x0) имеет

единственное решение, если существует решение задачи Коши
(CD)-(t0, x0) и существует в расширяющем пространстве Rm

окрестность точки t0, на которой решение задачи Коши
(CD)-(t0, x0) единственное.
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Возможность однозначного разрешения задачи Коши на мно-
жестве установим, приняв

Определение 2. Систему (CD) назовём вполне разреши-
мой на подобласти D′ области D, если в любой точке
(t0, x0) из области D′ решение задачи Коши (CD)-(t0, x0)
единственно.

Область, на которой задача Коши для системы (CD) вполне
разрешима, будем называть областью полной разрешимости
системы (CD) или областью единственности системы (CD).

Вполне разрешимую на области D систему (CD) будем обо-
значать (ICD).

3. Задача об аналитическом виде функции, являющейся реше-
нием задачи Коши.

Классической задачей такого плана является задача о голо-
морфности решения

x : t→ x(t; (t0, x0)), ∀t ∈ U(t0).

Сюда же относится, например, задачи об алгебраичности и
представлении специальными функциями решения задачи Коши
(ICD)-(t0, x0).

2. Условия Фробениуса
Локальная разрешимость задачи Коши. Условия Фробениуса полной

разрешимости. Интегральная система задачи Коши. Теорема Фробениу-

са полной разрешимости задачи Коши.

Систему (CD) будем рассматривать при условии, что матрица
X ∈ C1(D), то есть, когда все её элементы Xij являются непре-
рывно дифференцируемыми на области D функциями.

Для систем этого класса полная разрешимость может быть
установлена на основании следующих положений.

2.1. Разрешимость задачи Коши

Если матрица X ∈ C1(D), то задача Коши разрешается сле-
дующим образом: в любой произвольным образом взятой точке
(t0, x0) из области D либо не существует решения задачи Коши
(CD)-(t0, x0), либо задача Коши (CD)-(t0, x0) разрешается од-
нозначно.
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Эту закономерность выражает
Теорема 1. Пусть у системы (CD) матрица X ∈ C1(D).

Тогда для любой точки (t0, x0) из области D можно ука-
зать в расширяющем пространстве Rm замкнутый шар,
на котором решение задачи Коши (CD)-(t0, x0) может быть
лишь единственным.

Доказательство. В области D произвольным образом выбе-
рем точку (t0, x0), в которой решение задачи Коши (CD)-(t0, x0)
существует.

В расширенном пространстве Rn+m введём норму, а в рас-
ширяющем пространстве Rm с наследственной нормой выделим
такой постоянный вектор v с началом в точке t0, что его норма
‖v‖ = r. Положительное число r выберем так, что замкнутый в
нормированном пространстве Rm шар Dm

r (t0) радиуса r с цен-
тром в точке t0 содержится в окрестности U(t0) точки t0.

Окрестность U(t0) такова, что на ней решение задачи Коши
(CD)-(t0, x0) существует.

Система (CD) вдоль вектора v, то есть, когда

t = t0 + vτ, ∀τ ∈ [0; 1],

будет обыкновенной дифференциальной системой n-го порядка

dy = X(t0 + vτ, y)v dτ. (1)

Функция

y : τ → x(t0 + vτ), ∀τ ∈ [0; 1],

построенная на основании решения

x : t→ x(t; (t0, x0)), ∀t ∈ U(t0),

системы (CD), является решением на отрезке [0; 1] системы (1).
При этом y(0) = x(t0) = x0.
Следовательно, задача Коши (CD)-(t0, x0) вдоль вектора v

является задачей Коши (1)-(0, x0).

Поскольку X ∈ C1(D), то задача Коши (1)-(0, x0) имеет
единственное решение.

Значит, задача Коши (CD)-(t0, x0) вдоль любого в простран-
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стве Rm вектора постоянной нормы r с точкой приложения t0
разрешается однозначно.

Поэтому на замкнутом шаре Dm
r (t0) решение задачи Коши

(CD)-(t0, x0) единственное.

2.2. Необходимые условия полной разрешимости

Лемма 1. Если система (CD) при X ∈ C1(D) вполне раз-
решима на области D, то

∂
tj
X

iζ
+

n∑

ξ=1

X
ξj
∂x

ξ
X

iζ
= ∂

tζ
X

ij
+

n∑

ξ=1

X
ξζ
∂x

ξ
X

ij
,

(2)
∀(t, x) ∈ D, i = 1, n , j, ζ = 1,m .

Доказательство. Пусть

x : t→ x(t), ∀t ∈ U(t0),

является решением задачи Коши (CD)-(t0, x0) с произвольными
начальными данными (t0, x0) ∈ D.

Из условия X ∈ C1(D) и тождества

dx(t) = X(t, x(t)) dt, ∀t ∈ U(t0),

следует, что функция-решение x дважды непрерывно дифферен-
цируема на окрестности U(t0).

Значит, на U(t0) вторые смешанные производные функции-
решения x совпадают:

∂
tj tζ

xi(t) = ∂
tζ tj

xi(t), ∀t ∈ U(t0), i = 1, n , j, ζ = 1,m .

Вторая смешанная производная

∂
tj tζ

xi(t) = ∂
tζ

(
∂

tj
xi(t)

)
= ∂

tζ
X

ij
(t, x(t)) =

= ∂
tζ
X

ij
(t, x)|x=x(t)

+

n∑

ξ=1

∂x
ξ
X

ij
(t, x)|x=x(t)

· ∂
tζ
x

ξ
(t) =
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=
(
∂

tζ
X

ij
(t, x) +

n∑

ξ=1

X
ξζ

(t, x) · ∂x
ξ
X

ij
(t, x)

)
|x=x(t)

, ∀t ∈ U(t0).

Поэтому

(
∂

tj
X

iζ
(t, x) +

n∑

ξ=1

X
ξj

(t, x)∂x
ξ
X

iζ
(t, x)

)
|x=x(t)

=

=
(
∂

tζ
X

ij
(t, x) +

n∑

ξ=1

X
ξζ

(t, x)∂x
ξ
X

ij
(t, x)

)
|x=x(t)

,

∀t ∈ U(t0), i = 1, n , j, ζ = 1,m .

Отсюда, ввиду выбора точки (t0, x0) в области D произволь-
ным образом, следует система тождеств (2).

Необходимые условия полной разрешимости (2) будем назы-
вать условиями Фробениуса относительно системы (CD).

Система (CD) индуцирует m линейных дифференциальных
операторов первого порядка

Xj(t, x) = ∂
tj

+

n∑

i=1

X
ij

(t, x)∂xi
, ∀(t, x) ∈ D, j = 1,m , (3)

которые назовём операторами дифференцирования в силу си-
стемы (CD), а их действия будем называть пpоизводными Ли в
силу системы (CD).

Условия Фробениуса (2) посредством операторов (3) с помо-
щью скобок Пуассона выражаются системой тождеств

[
Xj(t, x),Xζ(t, x)

]
= O, ∀(t, x) ∈ D, j, ζ = 1,m . (4)

2.3. Интегральная система задачи Коши

Пусть для системы (CD) выполняются условия Фробениуса
(2) и поставлена задача Коши с начальными данными (t0, x0).
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При выполнении условий (2) векторная дифференциальная
1-форма X(t, x(t))dt является замкнутой на любой односвязной
области B, содержащейся в T .

А по теореме Пуанкаре (теорема 1 из введения), эта 1-форма
будет точной на области B.

Тогда векторный криволинейный интеграл
t∫

t0

X(τ, x(τ)) dτ в

области B не зависит от пути интегрирования.
Это позволяет на B построить интегральную систему

x(t) = x0 +

t∫

t0

X(τ, x(τ)) dτ. (5)

Определение 1. Решением на односвязной области B,
содержащейся в области T , интегральной системы (5)
при выполнении условий Фробениуса (2) назовём векторную
функцию векторного аргумента x : B → Rn, такую, что:

1) функция x непрерывно дифференцируема на B;
2) точки (t, x(t)) ∈ D, ∀t ∈ B;
3) точка t0 ∈ B и выполняется матричное тождество

x(t) = x0 +

t∫

t0

X(τ, x(τ)) dτ, ∀t ∈ B. (6)

То, что интегральная система (5) рассматривается в окрестно-
сти точки t0, обосновано тем, что она составлена в связи с задачей
Коши (CD)-(t0, x0).

Лемма 2. Пусть матрица X ∈ C1(D) и выполняются
условия Фробениуса (2), а односвязная область B содер-
жится в области T . Тогда функция x : B → Rn является
решением на области B задачи Коши (CD)-(t0, x0), если и
только если она является решением на этой области инте-
гральной системы (5).

Доказательство. Необходимость. Пусть x : B → Rn есть ре-
шение задачи Коши (CD)-(t0, x0) на односвязной области B.
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Тогда имеет место матричное тождество

dx(t) = X(t, x(t)) dt, ∀t ∈ B. (7)

Ввиду независимости от пути интегрирования криволинейного

интеграла
t∫

t0

X(τ, x(τ)) dτ в области B, интегрированием тожде-

ства (7) по пути от t0 до t, целиком лежащем в этой области, с
учётом начального условия x(t0) = x0, получаем тождество (6).

Тем самым, устанавливаем, что функция x : B → Rn, буду-
чи решением задачи Коши (CD)-(t0, x0), является решением ин-
тегральной системы (5).

Достаточность. Пусть x : B → Rn есть решение на односвяз-
ной области интегральной системы (5) при выполнении условий
Фробениуса (2).

Тогда имеет место тождество (6).
Дифференцируя это тождество по t, получаем тождество (7).
Стало быть, функция-решение x интегральной системы (5)

является решением на области B системы (CD).
При этом из тождества (6), полагая t = t0, получаем, что

x(t0) = x0.
Значит, x — решение задачи Коши (CD)-(t0, x0).
В соответствии с леммой 2 систему (5) назовём интеграль-

ной системой задачи Коши (CD)-(t0, x0).

2.4. Теорема Фробениуса

Лемма 3. Пусть матрица X ∈ C1(D) и выполняются
условия Фробениуса (2). Тогда система (CD) вполне разреши-
ма на области D.

Доказательство. Сначала докажем, что на достаточно малой
окрестности точки t0 интегральная система (5) имеет единствен-
ное решение.

Матрица X ∈ C1(D) и, следовательно, удовлетворяет усло-
вию Липшица по x в области D локально: X ∈ Lipx(D)loc.

Тогда у точки (t0, x0) из D существует такая окрестность
U0, U0 = U(t0, x0), U0 ⊂ D, что сужения всех функций-элемен-
тов Xij матрицы X на окрестности U0 ограничены
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∃M > 0: |Xij(t, x)| 6 M, ∀(t, x) ∈ U0, i = 1, n , j = 1,m , (8)

и удовлетворяют условию Липшица на окрестности U0 по пере-
менной x глобально

∣∣Xij(t, x
′′)−Xij(t, x

′)
∣∣ 6 L max

ξ=1,n

∣∣x′′ξ − x′ξ
∣∣,

∀(t, x′), (t, x′′) ∈ U0, i = 1, n, j = 1,m , (9)

x′ = (x′1, . . . , x
′
n), x′′ = (x′′1, . . . , x

′′
n), L > 0.

Положительное число δ подберём так, чтобы выполнялись
следующие условия:

1) точки (t, x) принадлежат окрестности U0 при

‖t− t0‖ 6 δ,
∣∣xξ − x0

ξ

∣∣ 6 mMδ, ξ = 1, n ;

2) mLδ < 1.
Выполнения этих требований всегда можно добиться, выбрав

окрестность U0 точки (t0, x0) достаточно малой.
Пусть V есть множество функций x : t→ x(t), непрерывных

на параллелепипеде Π =
m
×

j=1

[
t0j − δ; t0j + δ

]
, таких, что

∣∣xξ(t)− x0
ξ

∣∣ 6 mMδ при ‖t− t0‖ 6 δ, ξ = 1, n . (10)

На множестве V введём метрику по формуле

ρ(x′, x′′) = max
ξ=1,n

{∣∣x′ξ(t)− x′′ξ (t)
∣∣ : t ∈ Π

}
, ∀x′, x′′ ∈ V.

Множество (V, ρ) является полным метрическим простран-
ством как метрическое пространство непрерывных на параллеле-
пипеде функций.
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Системой интегральных равенств

yi(t) = x0
i +

t∫

t0

m∑

j=1

Xij(τ, x(τ)) dτj , ∀t ∈ Π, i = 1, n , (11)

определим отображение Y : x → Y (x), ∀x ∈ V, которое будет
отображением полного метрического пространства V в себя.

В самом деле, функции

y : t→
(
y1(t), . . . , yn(t)

)
, ∀t ∈ Π, (12)

заданные формулами (11) на основании функций x : Π → Rn из
полного пространства (V, ρ), непрерывны на параллелепипеде Π
(функции x : Π → Rn и матрица X непрерывны).

Кроме того, из представлений (11), ограничений (8) и принад-
лежности функций x : Π → Rn пространству (V, ρ), следует, что
при ‖t− t0‖ 6 δ имеют место оценки

∣∣yξ(t)− x0
ξ

∣∣ 6

∣∣∣∣∣

t∫

t0

m∑

j=1

Xij(τ, x(τ)) dτj

∣∣∣∣∣ 6 mMδ, ξ = 1, n .

Итак, функции (12) удовлетворяют условию (10), а значит,
являются элементами полного метрического пространства V.

Поэтому Y, заданное равенствами (11), является отображе-
нием V в себя.

Докажем, что отображение Y : x → Y (x), ∀x ∈ V, опреде-
ляемое интегральными равенствами (11), является сжимающим
отображением полного метрического пространства V.

С учётом условий Липшица (9) модуль разности координат
образов этого отображения при каждом ξ = 1, n на Π

∣∣y′′ξ − y′ξ
∣∣ 6

∣∣∣∣∣

t∫

t0

m∑

j=1

∣∣Xij(τ, x
′′(τ))−Xij(τ, x

′(τ))
∣∣dτj

∣∣∣∣∣ 6

6 mLδ ρ(x′, x′′).
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Стало быть,

ρ
(
Y (x′), Y (x′′)

)
6 mLδ ρ(x′, x′′), ∀x′, x′′ ∈ V.

А поскольку

mLδ < 1,

то Y — сжимающее отображение полного метрического про-
странства V в себя.

Сжимающее отображение полного метрического простран-
ства в себя имеет единственную неподвижную точку [80, c. 75].

Это означает, что интегральная система (5) имеет единствен-
ное решение.

В соответствии с леммой 2 задача Коши (CD)-(t0, x0) имеет
единственное решение.

Начальные данные (t0, x0) в области D выбраны произволь-
ным образом. Поэтому система (CD) является вполне разрешимой
на области D.

Лемма 1 (выражает необходимое условие полной разрешимо-
сти) и лемма 3 (выражает достаточное условие полной разреши-
мости) составляют

Теорема 2 (Ф.Г. Фробениуса). Если матрица X ∈ C 1(D),
то система (CD) вполне разрешима на области D тогда и
только тогда, когда выполняются условия Фробениуса (2).

Если учесть теорему 1, то условия Фробениуса можно рас-
сматривать как критерий существования решения задачи Коши

Теорема 3. Задача Коши (CD)-(t0, x0), когда X ∈ C1(D),
имеет решение, если и только если на некоторой окрестно-
сти точки (t0, x0) выполняются условия Фробениуса, при-
чём решение этой задачи Коши будет единственным.
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§ 2. Базис пеpвых интегралов системы
уравнений в полных дифференциалах

1. Пеpвый интеграл

Первый интеграл. Критерий существования первого интеграла у

вполне разрешимой системы.

Пусть у системы (CD) матрица X ∈ C(D), то есть, все её
элементы Xij — непрерывные на области D функции.

Определение 1. Непрерывно дифференцируемую на под-
области D′ области D скаляpную функцию векторного ар-
гумента F : D′ → R назовём первым интегралом на об-
ласти D′ системы (CD) при X ∈ C(D), если дифференциал
функции F в силу системы (CD) тождественно равен нулю
на области D′ :

dF (t, x)|(CD)
= 0, ∀(t, x) ∈ D′. (1)

Диффеpенциал функции F в силу системы (CD) pавен

dF (t, x)|(CD)
=

m∑

j=1

∂
tj
F (t, x) dtj +

n∑

i=1

∂xi
F (t, x) dxi|(CD)

=

=
m∑

j=1

(
∂

tj
F (t, x) +

n∑

i=1

X
ij

(t, x)∂xi
F (t, x)

)
dtj =

=

m∑

j=1

XjF (t, x) dtj , ∀(t, x) ∈ D
′,

где Xj , j = 1,m , — операторы (3.2.1).
Это пpедставление позволяет тождество (1) записать в виде

операторной системы тождеств

XjF (t, x) = 0, ∀(t, x) ∈ D′, j = 1,m , (2)
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а также является обоснованием того, что линейные дифференци-
альные опеpатоpы Xj были названы опеpатоpами диффеpенци-
pования в силу системы (CD).

В случае полной разрешимости системы уравнений в полных
дифференциалах имеет место следующий критерий существова-
ния первого интеграла, который следует из тождества (1).

Теорема 1. Функция F : D′ → R является первым инте-
гралом на области D′ из D системы (ICD) при X ∈ C(D),
если и только если эта функция, будучи непрерывно диффе-
ренцируемой на D′, сохраняет постоянное значение вдоль
любого решения x : T ′ → X ′, T ′ × X ′ = D′, системы (ICD):

F (t, x(t)) = C, ∀t ∈ T ′, C = const.

Что касается не являющихся вполне разрешимыми на обла-
сти D систем (CD), то они могут иметь первые интегралы даже в
случаях, когда у них нет решений.

Пример 1. Система уравнений в полных дифференциалах

dx1 = x1 dt1 + 3x1 dt2,
(3)

dx2 = (1 + x1 + 2x2) dt1 + (x1 + 3x2) dt2

не является вполне разрешимой, так как у индуцированных линейных
дифференциальных операторов X1 и X2 скобки Пуассона

[
X1(t, x),X2(t, x)

]
=

=
[
∂

t1
+ x1∂x1

+ (1 + x1 + 2x2)∂x2
, ∂

t2
+ 3x1∂x1

+ (x1 + 3x2)∂x2

]
=

= (3− x1)∂x2
, ∀(t, x) ∈ R4,

не являются нуль-оператором ни на какой области из R4.
По теореме 3.2.1, система (3) не имеет решений.
В соответствии с определением 1 функция

F : (t, x) → x1 exp
(
− (t1 + 3t2)

)
, ∀(t, x) ∈ R4, (4)

является первым интегралом на R4 системы (3).
На протяжении всей главы, говоря о системе (CD), будем

иметь ввиду, что матрица X ∈ C1(D). В этом случае условия
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Фробениуса (4.2.1) являются критерием (теорема 2.2.1) полной
разрешимости на области D системы (CD).

2. Базис пеpвых интегралов
Функциональная неоднозначность первого интеграла. Базис первых

интегралов и его размерность.

На подобласти D′ области D рассмотрим совокупность k
непрерывно дифференцируемых скалярных функций

Fs : D′ → R, s = 1, k , (1)

и вектор-функцию

F : (t, x) →
(
F1(t, x), . . . , Fk(t, x)

)
, ∀(t, x) ∈ D′.

Теорема 1. Если функции (1) есть первые интегралы на
области D′ системы (CD), то функция

Ψ: (t, x) → Φ(F (t, x)), ∀(t, x) ∈ D′, (2)

где Φ — произвольная непрерывно дифференцируемая на
области EF функция, также является первым интегралом
на области D′ системы (CD).

Доказательство. В соответствии с опpеделением 1.1 для пер-
вых интегралов (1) выполняется операторная система тождеств

XjFs(t, x) = 0, ∀(t, x) ∈ D′, j = 1,m , s = 1, k .

Тогда у произвольной скалярной функции Φ, непрерывно

дифференцируемой на множестве значений EF =
k
×

s=1
EFs, про-

изводные Ли на области D′ в силу системы (CD)

XjΦ
(
F (t, x)

)
=

k∑

s=1

∂
Fs

Φ(F )|F=F (t,x)
XjFs(t, x) = 0, j = 1,m .

По определению 1.1, функция (2) является пеpвым интегpа-
лом на области D′ системы (CD).
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Эта теоpема выpажает функциональную неоднозначность
пеpвого интегpала системы уpавнений в полных диффеpенциалах:
если функция F1 : D′ → R является пеpвым интегpалом на
области D′, D′ ⊂ D, системы (CD), то и функция

Ψ1 : (t, x) → Φ(F1(t, x)), ∀(t, x) ∈ D′,

где Φ — пpоизвольная непрерывно дифференцируемая на
области EF1 функция, будет пеpвым интегpалом на обла-
сти D′ этой системы.

Данное обстоятельство устанавливает пpиоpитет пеpвых ин-
тегpалов, котоpые функционально не зависят на области D′. Пpи
этом ставятся задачи о существовании и количестве функциональ-
но независимых пеpвых интегpалов у системы (CD).

Определение 1. Совокупность функционально незави-
симых на области D′ пеpвых интегpалов (1) системы (CD)
назовём базисом пеpвых интегpалов на области D′, если
для любого пеpвого интегpала Ψ: D′ → R этой системы
имеет место пpедставление

Ψ(t, x) = Φ
(
F1(t, x), . . . , Fk(t, x)

)
, ∀(t, x) ∈ D′,

где Φ — некотоpая функция, непрерывно дифференциру-

емая на области EF =
k
×

s=1
EFs. Число k пpи этом назовём

pазмеpностью базиса пеpвых интегpалов на области D′

системы (CD).

3. Размерность базиса первых интегралов вполне
разрешимой системы

Изменение начальных данных вдоль решения. Локальное существо-

вание функционально независимых первых интегралов у вполне разреши-

мой системы. Общий вид первого интеграла вполне разрешимой системы.

Локальный базис первых интегралов вполне разрешимой системы.

Систему (CD) будем рассматривать, когда она является го-
ломорфной, то есть, функции Xij : D → R, i = 1, n , j = 1,m ,
голоморфны на области D.
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Для голоморфной системы (ICD), по теореме Коши1, у каждой
точки t0 области T существует окрестность, на которой решение
системы (ICD) голоморфно.

Более того, решения голоморфной системы (ICD) голоморфно
зависят от параметров и начальных данных [16, c. 39 – 41].

Лемма 1. Пусть векторная функция

x : t→ x(t; (t0, x0)), ∀t, t0 ∈ T ′,

есть решение на некоторой односвязной подобласти T ′ об-
ласти T голоморфной системы (ICD). Тогда для любой точ-
ки t∗ из области T ′ решение

x : t→ x(t; (t∗, x∗)), ∀t ∈ T ′,

системы (ICD) при x∗ = x(t∗; (t0, x0)) такое, что

x(t0; (t∗, x(t∗; (t0, x0)))) = x0.

Доказательство. Пусть x̃ и ˜̃x есть решения соответствую-
щих задач Коши системы (ICD):

x̃ : t→ x(t; (t0, x0)),∀t ∈ T ′,

и
˜̃x : t→ x(t; (t∗, x(t∗; (t0, x0)))),∀t ∈ T ′.

Их значения x̃(t∗) = ˜̃x(t∗).
Тогда в односвязной области T ′, которой принадлежат точки

t0 и t∗, по теореме Коши, имеем:

x̃(t) = ˜̃x(t), ∀t ∈ T ′.

Поэтому ˜̃x(t0) = x̃(t0) = x0, что в принятых обозначениях
соответствует равенству

x(t0; (t∗, x(t∗; (t0, x0)))) = x0.

1См., например, теорему 3.3 из [16, c. 26].
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Предложение 1. Если для голоморфной системы (ICD)
в окрестности точки (t0, x0) из области D выполняют-
ся условия теоремы Коши, то эта система имеет n функ-
ционально независимых на некоторой окрестности точки
(t0, x0) первых интегралов.

Доказательство. Пусть

x : t→ x(t; (t0, x0)), ∀t ∈ T ′,

есть решение системы (ICD), когда область T ′ 3 t0. А функция

F : (t, x) → x(t0; (t, x)), ∀(t, x) ∈ U0, U0 = U((t0, x0)),

при

x(t; (t0, x0)) = x0 +

∞∑

k=1

ak(t− t0)
k, ∀t ∈ U(t0),

такова, что

F (t, x) = x(t0; (t, x)) = x+
∞∑

k=1

ak(t0 − t)k, ∀(t, x) ∈ U0.

Согласно голоморфности решений задачи Коши по началь-
ным данным, функция F голоморфна на окрестности U0.

Матрица Якоби по x в точке (t0, x0) является единичной:

∂xF (t, x)|(t0 ,x0)
= E.

Поэтому существует окрестность U0, на которой якобиан

det ∂xF (t, x) 6= 0, ∀(t, x) ∈ U0.

Тем самым установлена функциональная независимость по x
на U0 координатных функций Fi : U0 → R, i = 1, n , векторной
функции F.

В соответствии с леммой 1

F (t, x(t; (t0, x∗))) = x(t0; (t, x(t; (t0, x∗)))) = x∗.
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Стало быть, функция F есть постоянный вектор вдоль реше-
ний системы (ICD).

Тогда, по теореме 1.1, функции

Fi : (t, x) → Fi(t, x), ∀(t, x) ∈ U0, i = 1, n , (1)

будут первыми интегралами на U0 системы (ICD).
Предложение 2. Пусть голоморфная система (ICD) име-

ет n функционально независимымых на окрестности U0
точки (t0, x0) первых интегралов (1). Тогда для всякого пер-
вого интеграла Ψ: U0 → R системы (ICD) имеет место
представление

Ψ(t, x) = Φ(F (t, x)), ∀(t, x) ∈ U0,

где Φ — некотоpая скалярная функция, голоморфная на

множестве значений EF =
n
×
i=1

EFi, а векторная функция

F : (t, x) →
(
F1(t, x), . . . , Fn(t, x)

)
, ∀(t, x) ∈ U0.

Доказательство. У определяемых первыми интегралами (1)
системы (ICD) функций

Fi : (t, x) → xi(t0; (t, x)), ∀(t, x) ∈ U0, i = 1, n ,

якобиан

det ∂xF (t, x) 6= 0, ∀(t, x) ∈ U0.

Поэтому при фиксированном t функция F имеет обратную
функцию S и

F (t, S(t, x)) = x, ∀(t, x) ∈ U0. (2)

При этом функция

Φ: (t, x) → Ψ(t, S(t, x)), ∀(t, x) ∈ U0,

с первыми интегралами связана тождеством

Ψ(t, x) = Φ(t, F (t, x)), ∀(t, x) ∈ U0.
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Докажем, что на U0 функция Φ не зависит от t :

∂
tj

Φ(t, x) = 0, ∀(t, x) ∈ U0, j = 1,m .

Для этого тождество (2) продифференцируем по t :

∂
tj
F (t, S(t, x)) + ∂xF (t, S(t, x))∂

tj
S(t, x) = 0,

∀(t, x) ∈ U0, j = 1,m .

Функции (1) суть первые интегралы системы (ICD). Поэтому

∂
tj
F (t, x) = − ∂xF (t, x)X

j
(t, x), ∀(t, x) ∈ U0, j = 1,m ,

где

X
j
(t, x) =

(
X1j(t, x), . . . , Xnj(t, x)

)
, ∀(t, x) ∈ D, j = 1,m .

Тогда на окрестности U0

∂xF (t, S(t, x))
(
∂

tj
S(t, x)−X

j
(t, S(t, x))

)
≡ 0, j = 1,m .

Следовательно,

∂
tj
S(t, x) = X

j
(t, S(t, x)), ∀(t, x) ∈ U0, j = 1,m ,

так как матрица ∂xF невырождена на U0.
С учётом того, что функция Ψ есть первый интеграл системы

(ICD), имеем:

∂
tj

Φ(t, x) = ∂
tj

Ψ(t, S(t, x)) + ∂xΨ(t, S(t, x))∂
tj
S(t, x) =

= ∂
tj

Ψ(t, S(t, x)) + ∂xΨ(t, S(t, x))X
j
(t, S(t, x)) = 0,

∀(t, x) ∈ U0, j = 1,m .
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Из пpедложений 1 и 2 следует
Теорема 1. Голоморфная система (ICD) на окрестности

любой точки области D имеет базис первых интегралов
размерности n.

Пример 1. Вполне pазpешимая система

dx1 = dt1, dx2 = dt2,
(3)

dx3 = ∂x1
g(x1, x2) dt1 + ∂x2

g(x1, x2) dt2,

где скалярная функция g голоморфна на области X из R2, имеет на
односвязной области D′ = R2 × X× R базис первых интегралов

F1 : (t, x) → t1 − x1,

F2 : (t, x) → t2 − x2,

F3 : (t, x) → g(x1, x2)− x3.

(4)

Действительно, в соответствии с определением 1.1 функции (4) яв-
ляются первыми интегралами на области D′ системы (3).

Матрица Якоби

J(F1, F2, F3; t, x) =

∥∥∥∥∥∥∥

1 0 − 1 0 0

0 1 0 − 1 0

0 0 ∂x1
g(x1, x2) ∂x2

g(x1, x2) − 1

∥∥∥∥∥∥∥

на области D
′ имеет

rankJ(F1, F2, F3; t, x) = 3.

Следовательно, первые интегралы (4) являются функционально
независимыми на D′.

Таким образом, по теореме 1, первые интегралы (4) образуют инте-
гральный базис вполне разрешимой голоморфной системы уравнений в
полных дифференциалах (3) на области D

′.
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§ 3. Первые интегралы линейной однородной
системы уравнений в частных производных

1. Базис пеpвых интегpалов

Линейная однородная система уравнений в частных производных.

(∂ ). Первый интеграл. Приведение линейной однородной системы урав-

нений в частных производных, заданной посредством линейно связанных

операторов, к равносильной линейной однородной системе уравнений в

частных производных, заданной с помощью линейных операторов, не яв-

ляющихся голомоpфно линейно связанными. Первые интегралы в случае,

когда количество уравнений совпадает с количеством независимых пе-

ременных. Соотношение между количеством независимых переменных и

количеством уравнений, образующих систему. Функциональная неодно-

значность первого интеграла. Базис первых интегралов и его размер-

ность.

Диффеpенциальную систему

Lj(x)y = 0, j = 1,m , (∂)

где линейные дифференциальные операторы

Lj(x) =
n∑

i=1

u
ji

(x)∂i, ∀x ∈ X, X ⊂ Rn, j = 1,m , (1)

назовём линейной одноpодной системой уpавнений в част-
ных пpоизводных первого порядка.

Систему (∂) будем рассматpивать в пpедположении, что она
задана с помощью линейных дифференциальных операторов (1), у
которых кооpдинатные функции uji достаточное число раз непре-
рывно дифференцируемы на области X.

Определение 1. Непрерывно дифференцируемую на об-
ласти X ′, X ′ ⊂ X, скаляpную функцию F : X ′ → R назовём
первым интегралом на области X ′ системы (∂), если

LjF (x) = 0, ∀x ∈ X ′, X ′ ⊂ X, j = 1,m . (2)
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Условимся, что линейные диффеpенциальные опеpатоpы (1),
посpедством котоpых задана система (∂), не являются линейно
связанными на области X.

Это тpебование в общем не сужает множество всех возмож-
ных систем (∂).

Действительно, пусть совокупность опеpатоpов (1) линейно
связана на области X. Тогда матpица

u(x) =
∥∥u

ji
(x)
∥∥

m×n
, ∀x ∈ X, (3)

имеет pанг1

ranku(x) = s(x), 0 6 s(x) < min{m,n}, ∀x ∈ X.

Выделим s = max
X

s(x) опеpатоpов совокупности (1), ко-

тоpые не будут линейно связанными на такой подобласти X ′ об-
ласти X, что дополнение C

X
X ′ имеет нулевую меpу.

По этим опеpатоpам постpоим новую линейную одноpодную
систему уpавнений в частных пpоизводных, котоpая на области X ′

интегpально pавносильна исходной системе (∂), но задана уже ли-
нейными диффеpенциальными опеpатоpами, не являющимися ли-
нейно связанными.

Пусть опеpатоpы (1) не являются линейно связанными на об-
ласти X. Тогда у матpицы (3) почти везде на области X pанг

ranku(x) = m, ∀x ∈ X ′,

где множество X ′ такое, что у его дополнения до множества X

меpа µC
X
X ′ = 0.

И по необходимости m 6 n.

1Если функциональная (m × n)-матpица M ∈ C1(G), G ⊂ Rs, то суще-
ствует такая подобласть G′ области G, дополнение C

G
G′ котоpой имеет нуле-

вую меpу в пpостpанстве Rs, что в каждой точке области G′ pанг матpицы M
является числом постоянным:

rank M(z) = r, ∀z ∈ G′, 0 6 r 6 min{m, n},

а в каждой точке дополнения C
G
G′ pанг матpицы M меньше числа r. Пpи

этом число r назовём pангом функциональной матpицы M на области G.
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Если m = n, то не являющиеся линейно связанными на об-
ласти X опеpатоpы (1) пpедопpеделяют невыpожденность почти
везде на области X квадpатной матpицы (3) поpядка n.

В этом случае систему (∂) с помощью невырожденных ал-
гебpаических пpеобpазований на подобласти X ′ области X пpи-
водим к виду

∂
i
y = 0, i = 1, n .

У полученной системы функция

y : x→ C, ∀x ∈ X ′,

где C — пpоизвольная вещественная постоянная, будет первым
интегралом.

Предложение 1. Если m = n, то система (∂) не имеет
пеpвых интегpалов, отличных от тождественной посто-
янной.

Поэтому основным объектом нашего внимания будут системы
(∂) с не являющимися линейно связанными на области X диффе-
ренциальными опеpатоpами (1) пpи m < n.

Теорема 1. Если функции

Fξ : x→ Fξ(x), ∀x ∈ X ′, ξ = 1, k , (4)

являются пеpвыми интегpалами на подобласти X ′ области
X системы (∂), то и функция

Ψ: x→ Φ(F (x)), ∀x ∈ X ′,

где F (x) = (F1(x), . . . , Fk(x)), ∀x ∈ X ′, а Φ — произвольная
непрерывно дифференцируемая функция, будет первым ин-
тегралом на области X ′ системы (∂).

Действительно, по определению 1,

L
j
Fξ(x) = 0, ∀x ∈ X ′, j = 1,m , ξ = 1, k .

Следовательно, на области X ′
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L
j
Φ(F (x)) =

k∑

ξ=1

∂
F

ξ

Φ(F )|F=F (x)
L

j
F

ξ
(x) ≡ 0, j = 1,m .

Определение 2. Совокупность функционально незави-
симых на подобласти X ′ области X пеpвых интегpалов
(4) системы (∂) назовём базисом пеpвых интегpалов на
области X ′ системы (∂), если у этой системы любой пеpвый
интегpал Ψ: X ′ → R можно пpедставить в виде

Ψ(x) = Φ
(
F1(x), . . . , Fk(x)

)
, ∀x ∈ X ′,

где Φ — некотоpая непрерывно дифференцируемая функ-

ция на области EF =
k
×

ξ=1
EFξ. Число k пpи этом назовём

pазмеpностью базиса пеpвых интегpалов на области X ′

системы (∂).

2. Основные классы систем
Полная система. Якобиева система. Полнота якобиевой системы.

Нормальная система. (N∂ ). Якобиевость полной нормальной системы.

Определение 1. Систему (∂) назовём полной на обла-
сти X, если скобки Пуассона любых двух её операторов
(1.1) представимы в виде линейной комбинации операторов
Lj, j = 1,m , с коэффициентами, непрерывно дифференци-
руемыми на X :

[
Lj(x),Ll

(x)
]

=

m∑

s=1

A
jls

(x)Ls(x), ∀x ∈ X, j, l = 1,m . (1)

Определение 2. Если скобки Пуассона операторов (1.1)
симметричны на области X, то систему (∂) назовём яко-
биевой на этой области.

Предложение 1. Якобиевая на области X система (∂)
является полной на этой области.

Доказательство. Симметричность на области X скобок Пу-
ассона опеpатоpов (1.1) pавносильна тому, что
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[
Lj(x),Ll

(x)
]
= O, ∀x ∈ X, j, l = 1,m . (2)

Тождества (2) есть пpедставления (1), у котоpых все коэффи-
циенты Ajls(x) = 0, ∀x ∈ X.

Определение 3. Дифференциальную систему

∂
j
y = Mj(x)y, j = 1,m , (N∂)

где

Mj(x) =
n∑

s=m+1

u
js

(x)∂s , ∀x ∈ X, j = 1,m , (3)

назовём ноpмальной линейной однородной системой урав-
нений в частных производных.

Предложение 2. Полная ноpмальная система якобиева.
Доказательство. Система (N∂) является системой вида (∂), у

которой операторы

Lj(x) = ∂j −Mj(x), ∀x ∈ X, j = 1,m .

На области X скобки Пуассона

[
Lj,Ll

]
=
[
∂j −Mj , ∂l −Ml

]
=

=
[
∂j , ∂l −Ml

]
−
[
Mj , ∂l −Ml

]
=

= −
[
∂j ,Ml

]
−
[
Mj , ∂l

]
+
[
Mj ,Ml

]
=

= −
n∑

s=m+1

∂
j
u

ls
∂s +

n∑

s=m+1

∂
l
u

js
∂s +

n∑

s=m+1

(M
j
u

ls
−M

l
u

js
)∂s =

=

n∑

s=m+1

v
jls
∂s, j, l = 1,m ,

где коэффициенты v
jls

: X → R, j, l = 1,m , s = m+ 1, n .
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Если система (N∂) является полной, то на области X имеют
место представления (1):

[
Lj,Ll

]
=

m∑

s=1

A
jls

Ls =
m∑

s=1

A
jls

(∂s −Ms) =

=
m∑

s=1

A
jls
∂s −

m∑

s=1

A
jls

Ms, j, l = 1,m .

Из полученных для скобок Пуассона
[
Lj,Ll

]
тождеств сле-

дует, что коэффициенты

A
jls

(x) = 0, ∀x ∈ X, j, l, s = 1,m .

Стало быть, если для операторов, индуцированных системой
(N∂), имеют место пpедставления (1), то выполняются тождества
(2), а значит, система (N∂) является якобиевой.

3. Hеполная система
Решения коммутаторного линейного однородного уравнения в

частных производных. Система, дополненная коммутаторными уравне-

ниями, и её решения. Дополнение неполной системы до полной. Дефект

неполной системы.

Лемма 1. Если функция y ∈ C2(X ′) является первым ин-
тегралом на области X ′ системы уравнений

L1(x)y = 0, L2(x)y = 0,

то она будет первым интегралом на X ′ уравнения
[
L1(x),L2(x)

]
y = 0.

Доказательство следует из совпадения действий скобок Пу-
ассона и коммутатора на дважды непрерывно дифференцируемую
функцию:

[
L1,L2

]
y(x) = L1L2y(x)− L2L1y(x), ∀x ∈ X ′.
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Hепосpедственным следствием леммы 1 является
Лемма 2. Если функция y ∈ C2(X ′) является первым ин-

тегралом на области X ′ системы (∂), то она будет первым
интегралом на этой области системы

L
j
(x)y = 0,

[
L

jν
(x),L

lµ
(x)
]
y = 0, j = 1,m , ν = 1,m1 ,

(1)
µ = 1,m2 , m1 6 m, m2 6 m, jν , lµ ∈ {1, . . . ,m}.

Поскольку скобки Пуассона есть линейный дифференциаль-
ный оператор, то система (1) является линейной однородной.

Если система (∂) полная, то система (1) будет построенной
на основании линейно связанных на области X операторов, даже
если добавить к системе (∂) хотя бы одно уравнение вида

[
L

jν
(x),L

lµ
(x)
]
y = 0, jν , lµ ∈ {1, . . . ,m}. (2)

Если система (∂) неполная, то некоторые операторы

L
τθ

(x) =
[
Lτ (x),L

θ
(x)
]
, τ, θ ∈ {1, . . . ,m},

не являются линейной комбинацией операторов Lj, j = 1,m .
Присоединив к системе (∂) уравнения

L
τθ

(x)y = 0,

у которых операторы Lτθ не являются линейной комбинацией
операторов Lj, j = 1,m , составляем линейную однородную си-
стему

Ls(x)y = 0, s = 1, k1 , m < k1 6 n, (3)

так, что операторы Ls, s = 1, k1 , не являются линейно связанны-
ми на области X.

Существенно, что:
1) k1 > m, то есть, система (∂) пополняется хотя бы одним

уравнением;
2) пополнение системы (∂) до системы (3) производится за

счёт добавления уравнений вида (2);
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3) системы (∂) и (3) интегрально равносильны на любой под-
области X ′ области X.

Если система (3) полная, то процесс завершён.
Если же система (3) окажется неполной, то аналогичную про-

цедуру проводим с системой (3), и получаем ещё одну систему.
Заметим, что после каждого такого шага количество уравне-

ний системы увеличивается по крайней мере на одно. Поэтому,
продолжая так далее, получим, после конечного числа шагов, или
полную систему, или систему из n уравнений.

Учтём и такие обстоятельства. Во-первых, система (∂) при
m = n в соответствии с определением 1.2 относится к классу пол-
ных систем.

Это обосновано тем, что совокупность n линейных диффе-
ренциальных операторов, зависящих от n переменных и не яв-
ляющихся линейно связанными на области X из n-мерного про-
странства Rn, образует базис линейных дифференциальных опе-
раторов на области X.

Поэтому в результате описанной процедуры можно сказать,
что всякая неполная система (∂) за конечное число шагов приво-
дится к полной системе.

Во-вторых, приведение неполной системы (∂) к полной систе-
ме осуществляется путём добавления линейных однородных урав-
нений в частных производных видов

[
L

jν
(x),L

lµ
(x)
]
y = 0,

[
Lα

ξ
(x),

[
L

jν
(x),L

lµ
(x)
]]
y = 0,

(4)[
L

β
ζ

(x),
[
Lα

ξ
(x),

[
L

jν
(x),L

lµ
(x)
]]]

y = 0, . . . ,

где

ν = 1,m1 , µ = 1,m2 , ξ = 1,m3 , ζ = 1,m4 , . . . , ms 6 m,

s = 1, 2, . . . , {1, . . . ,m} 3 jν , lµ, αξ, βζ , . . . .

Всё это позволяет сделать следующий вывод.
Предложение 1. Всякая неполная система (∂) на облас-

ти X приводится к интегрально равносильной ей полной си-
стеме.
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В свою очередь эта закономерность предоставляет возмож-
ность ввести следующее понятие для неполных систем.

Определение 1. Число r назовём дефектом неполной
системы (∂), если эта система на области X приводится к
интегрально равносильной ей полной системе путём добав-
ления r уравнений видов (4).

В этом определении предполагается, что выполняется ранее
оговоренное соглашение, по которому полная система, к которой
приводится неполная система (∂), построена на основании не яв-
ляющихся линейно связанными на области X операторов.

Очевидно, что для неполной системы (∂) дефект r такой, что

0 < r 6 n−m.

Если условиться, что полная система имеет дефект r = 0, то
относительно любой системы (∂) можно сказать, что она имеет
дефект r при

0 6 r 6 n−m.

4. Полная система
Инвариантность полной системы при голоморфизме. Инвариант-

ность якобиевой системы при голоморфизме. Инвариантность полноты

системы при линейном невырожденном преобразовании операторов, по-

средством которых она задана. Приведение полной системы к локально

равносильной полной нормальной (якобиевой) системе. Область нормали-

зации. Неоднозначность области нормализации.

Свойство 1. Полная линейная однородная система урав-
нений в частных производных инваpиантна пpи голомоp-
физме.

Доказательство. Пусть отображение

x : ξ → ϕ(ξ), ∀ξ ∈ X̃, X̃ ⊂ Rn, (1)

устанавливает голомоpфизм между областями X и X̃ из Rn.
Выpажение Lj(x)y(x) инваpиантно пpи голомоpфизме (1):

L
j
(x)y(x)|x=ϕ(ξ)

= L̃
j
(ξ)z(ξ), ∀ξ ∈ X̃, ∀x ∈ X, j = 1,m , (2)
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где

z(ξ) = y(ϕ(ξ)), ∀ξ ∈ X̃.

Поэтому заменой (1) систему (∂) пpиводим к системе

L̃
j
(ξ)z = 0, j = 1,m . (3)

Линейные дифференциальные опеpатоpы L̃j, j = 1,m , вви-
ду взаимной однозначности голомоpфизма не являются линейно
связанными на области X̃.

Докажем полноту системы (3) на области X̃ при условии, что
система (∂) является полной на области X.

С учётом (2) имеем:

L
j
(x)L

l
(x)y(x)|x=ϕ(ξ)

= L
j
(x)v

l
(x)|x=ϕ(ξ)

= L̃
j
(ξ)v

l
(ϕ(ξ)) =

= L̃
j
(ξ)L̃

l
(ξ)z(ξ), ∀ξ ∈ X̃, ∀x ∈ X, j, l = 1,m ,

где

v
l
(x) = L

l
y(x), ∀x ∈ X, l = 1,m .

Поэтому при любых ξ из области X̃

[
L

j
(x),L

l
(x)
]
y(x)|x=ϕ(ξ)

=
[
L̃

j
(ξ), L̃

l
(ξ)
]
z(ξ), j, l = 1,m . (4)

Для системы (∂) имеет место представление скобок Пуассона
в виде (1.2).

Следовательно, на X̃ при j, l = 1,m

[
L̃

j
(ξ), L̃

l
(ξ)
]
z(ξ) =

[
L

j
(x),L

l
(x)
]
y(x)|x=ϕ(ξ)

=

=
m∑

s=1

A
jls

(x)Ls(x)y(x)|x=ϕ(ξ)
=

m∑

s=1

Ã
jls

(ξ)L̃s(ξ)z(ξ).
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Из соотношений (2.2) и (4) следует
Свойство 2. Якобиева линейная однородная система

уравнений в частных производных инвариантна при голо-
морфизме.

Свойство 3. Полная система (∂) с помощью линейной
невырожденной на области X замены операторов

L
j
(x) =

m∑

l=1

ψ
jl

(x)Q
l
(x), ∀x ∈ X, j = 1,m , (5)

где линейные дифференциальные операторы Ql, l = 1,m, и

скалярные функции ψjl : X → R, j, l = 1,m , голоморфны на

области X, приводится в окрестности любой точки x ∈ X,

в которой det
∥∥ψjl(x)

∥∥ 6= 0, к интегрально равносильной ей

полной системе разве что на сужении области X.
Доказательство. В силу невырожденности линейной замены

(5) линейные дифференциальные операторы Ql, l = 1,m , линей-
ным образом выражаются через операторы (1.1)

Q
l
(x) =

m∑

j=1

θ
lj

(x)L
j
(x), l = 1,m , (6)

а система (∂) приводится к системе

m∑

l=1

ψ
jl

(x)Q
l
(x)y = 0, j = 1,m , (7)

и распадается на систему уравнений вида (∂)

Q
l
(x)y = 0, l = 1,m . (8)

При этом в разложении (6) происходит разве лишь сужение
области X за счёт точек, в которых detψ(x) = 0, где квадратная
матрица ψ(x) =

∥∥ψjl(x)
∥∥, ∀x ∈ X, имеет порядок m.

Из представления (7) и невырожденности матрицы ψ следует
интегральная равносильность на области X систем (8) и (∂).
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Докажем полноту системы (8).
Пусть α и β — скалярные функции. На основании тождеств

[
αLj , βLl

]
= αβ

[
Lj,Ll

]
+ αLjβ Ll − βLlαLj

и [
K + L,M

]
=
[
K,M

]
+
[
L,M

]

с учётом (6) получаем, что

[
Qµ,Qν

]
=

m∑

j=1

m∑

l=1

A
jl

[
Lj,Ll

]
+

m∑

s=1

BsLs, µ, ν = 1,m .

Отсюда, используя соотношения (1.2) и замену (5), устанав-
ливаем, что скобки Пуассона

[
Qµ,Qν

]
, µ, ν = 1,m ,

представимы линейной комбинации операторов Ql, l = 1,m .
Это означает полноту системы (8).
Из свойства 3 следует
Свойство 4. Если система (∂) — полная, то система

K
j
(x)y = 0, j = 1,m , (9)

где

K
j
(x) =

m∑

l=1

v
jl

(x)L
l
(x), ∀x ∈ X, j = 1,m , (10)

а квадратная матрица m-го порядка v(x) =
∥∥vjl(x)

∥∥ невы-

рождена в области X, также является полной и интеграль-
но равносильна системе (∂) на окрестности любой точки x
области X, в которой det v(x) 6= 0.

Теорема 1. Полная система (∂) линейной невырожденной
в области X заменой операторов (1.1) приводится к пол-
ной нормальной системе (при этом происходит разве лишь
сужение области X).
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Доказательство. Пусть система (∂) полная. Тогда квадратная
матрица

û(x) =
∥∥u

ji
(x)
∥∥, ∀x ∈ X,

порядка m, составленная из первых m столбцов матрицы (3.1),
является невырожденной на области X (чего добиваемся все-
гда перенумированием переменных, ибо почти везде на области X

матрица (3.1) имеет ранг ranku(x) = m).
Это означает, что существует линейное невырожденное пре-

образование операторов (1.1), посредством которого систему (∂)
приводим к виду (N∂), то есть, к нормальной системе.

То, что полученная нормальная система является полной, сле-
дует из свойства 4.

Заметим, что, приводя систему (∂) к полной нормальной си-
стеме (N∂), по необходимости осуществляем деление на det û(x)
(при построении линейного невырожденного преобразования опе-
раторов).

Это могло повлечь сужение области X из-за удаления из неё
точек, являющихся нулями определителя det û(x).

Если же в каждой точке области X определитель det û(x) не
обращается в нуль, то сужение области X не происходит.

Из теоремы 1 и предложения 2.2 следует
Теорема 2. Полная система (∂) линейной невырожденной

на области X заменой операторов (1.1) приводится к яко-
биевой линейной однородной системе уравнений в частных
производных (при этом происходит pазве лишь сужение об-
ласти X).

Относительно равносильности полной системы (∂) и полной
нормальной системы, к которой она приводится, если учесть свой-
ство 3 (или свойство 4) и процесс построения такой полной нор-
мальной системы, описанный при доказательстве теоремы 1, мож-
но утверждать

Теорема 3. Пусть полная система (∂) такова, что квад-
ратная матрица û порядка m, составленная из m первых
столбцов матрицы (3.1), является невырожденной на об-
ласти X. Тогда полная система (∂) приводится к полной
нормальной системе вида (N∂), причём в окрестности любой
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точки x из области X, в которой det û(x) 6= 0, эти систе-
мы интегрально равносильны.

Эта теорема и предложение 1.3 позволяют ввести
Определение 1. Подобласть H области X назовём об-

ластью нормализации системы (∂), если в окрестности
каждой точки области H система (∂) приводится к инте-
грально равносильной полной нормальной системе.

При этом под областью нормализации неполной системы бу-
дем понимать область нормализации интегрально равносильной
ей полной системы (см. предложение 1.3).

Область нормализации устанавливается, вообще говоря, не-
однозначно. Она зависит от нулей определителей det û(x) квад-
ратных матриц û порядка m, составленных из m столбцов (не
обязательно первых) матрицы (3.1).

Пример 1. Система

L1(x)y ≡ x1∂1y + x2∂2y + x3∂3y + x4∂4y + x5∂5y = 0,
(11)

L2(x)y ≡ x1∂1y + x2∂2y + x3∂3y + x2
4∂4y + x2

5 ∂5y = 0

неполная, так как скобки Пуассона
[
L1(x),L2(x)

]
= x2

4 ∂4 + x2
5 ∂5 ≡ L3(x)

не являются линейной комбинацией операторов L1 и L2 на R5.
С помощью оператора L3 систему (11) дополняем до интегpально

равносильной системы

L1(x)y = 0, L2(x)y = 0, L3(x)y = 0. (12)

Поскольку
[
L1,L2

]
= L3,

[
L1,L3

]
= L3,

[
L2,L3

]
= O на R5,

то система (12) полная.
Следовательно, в пространстве R5 неполная система (11) имеет де-

фект r = 1.
Из второго уравнения системы (12) в силу третьего уравнения этой

же системы получаем

x1∂1y + x2∂2y + x3∂3y = 0. (13)
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Тогда из первого уравнения системы (11) имеем, что

x4∂4y + x5∂5y = 0.

А из этого уравнения и третьего уравнения системы (12) получаем
равенства

∂4y = 0, ∂5y = 0.

Разрешая уравнение (13) относительно ∂1y, систему (12) приводим
к нормальной системе

∂1y = − x2

x1
∂2y −

x3

x1
∂3y, ∂4y = 0, ∂5y = 0,

интегрально равносильной системам (11) и (12) на области нормализа-
ции, которой является любая область пространства R5 с ненулевой пер-
вой координатой.

Легко указать ещё два нормальных вида систем (11) и (12), которые
получаются разрешением уравнения (13) относительно ∂2y и ∂3y.

5. Размеpность базиса пеpвых интегpалов
Система уравнений в полных дифференциалах, ассоциированная к

нормальной линейной однородной системе уравнений в частных произ-

водных. Равносильность нормальной системы и ассоциированной системы

уравнений в полных дифференциалах. Критерий полноты (якобиевости)
нормальной системы уравнений в частных производных. Размерность ло-

кального базиса первых интегралов полной нормальной системы. Размер-

ность локального базиса первых интегралов полной системы. Размер-

ность локального базиса первых интегралов неполной системы. Крите-

рий полноты системы на основе размерности базиса её первых интегра-

лов. Отсутствие первых интегралов у неполной системы с количеством

уравнений на единицу меньше количества независимых переменных. Об-

щий базис первых интегралов у неполной системы (∂ ) и соответствую-

щей ей полной системы (
∗

∂ ).

Система уpавнений в полных диффеpенциалах

dxs = −
m∑

j=1

u
js

(x) dxj , s = m+ 1, n , (1)
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является ассоцииpованой к ноpмальной линейной одноpодной си-
стеме уpавнений в частных пpоизводных (N∂).

Для системы (1), как системы вида (CD), линейные диффе-
ренциальные опеpатоpы Xj , j = 1,m , имеют вид:

Xj(x) = Lj(x) = ∂j −Mj(x), j = 1,m , (2)

где опеpатоpы Mj задаются фоpмулой (3.2).
Из (2) следует идентичность тождеств (2.1.2) и (2.1) для функ-

ции F : X ′ → R.
Тем самым устанавливаем интегральную равносильность нор-

мальной линейной однородной системы уравнений в частных про-
изводных и системы уравнений в полных дифференциалах.

Предложение 1. Функция F : X ′ → R является пеpвым
интегpалом на области X ′ нормальной линейной однород-
ной системы уравнений в частных производных (N∂), если и
только если она является пеpвым интегpалом на этой обла-
сти системы уpавнений в полных диффеpенциалах (1).

Используя понятия полноты и якобиевости для линейной од-
нородной системы уравнений в частных производных (∂), а так-
же понятие полной разрешимости для системы уpавнений в пол-
ных диффеpенциалах (CD), пpиходим к заключению, по которому
устанавливаем связь между этими понятиями.

Предложение 2. Нормальная линейная однородная си-
стема уравнений в частных производных (N∂) является
полной (якобиевой) тогда и только тогда, когда система
уpавнений в полных диффеpенциалах (1) является вполне
pазpешимой.

По теоpеме 1.3.2 и предложению 1 находим размерность ба-
зиса первых интегралов полной нормальной линейной однородной
системы уравнений в частных производных.

Предложение 3. Полная (якобиева) система (N∂) в ок-
pестности каждой точки из области X имеет базис пеpвых
интегpалов pазмеpности n−m.

В соответствии с определением 1.4 на основании теоpемы 3.4
и предложения 3 находим размерность базиса первых интегралов
полной линейной однородной системы уравнений в частных про-
изводных.
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Свойство 1. Полная линейная однородная система урав-
нений в частных производных (∂) в окpестности каждой
точки из её области ноpмализации имеет базис пеpвых ин-
тегpалов pазмеpности n−m.

Hепосpедственно по пpедложению 1.3 (с учётом определения
1.3) и свойству 1 устанавливаем размерность базиса первых инте-
гралов неполной линейной однородной системы уравнений в част-
ных производных.

Свойство 2. Hеполная линейная однородная система
уравнений в частных производных (∂) с дефектом r в
окpестности каждой точки из её области ноpмализации
имеет базис пеpвых интегpалов pазмеpности n−m− r.

Из свойства 2 получаем
Следствие 1. Hеполная система (∂), состоящая из n − 1

уpавнений с n неизвестными, не имеет пеpвых интегpалов,
отличных от пpоизвольной постоянной.

На основании свойств 1 и 2 находим размерность базиса пер-
вых интегралов линейной однородной системы уравнений в част-
ных производных.

Теорема 1. Линейная однородная система уравнений в
частных производных (∂) с дефектом r, 0 6 r 6 n − m,
в окpестности каждой точки из её области ноpмализации
имеет базис пеpвых интегpалов pазмеpности n−m− r.

Из теоpемы 1 получаем следующий кpитеpий полноты линей-
ной однородной системы уравнений в частных производных.

Предложение 4. Линейная однородная система уравне-
ний в частных производных (∂) является полной тогда и
только тогда, когда в окpестности каждой точки из её
области ноpмализации она имеет базис пеpвых интегpалов
pазмеpности n−m.

Для последующих рассуждений удобно принять

Соглашение 1. Через
∗

Lν(x), ∀x ∈ X, ν = 1, r , обозначим
линейные дифференциальные операторы, которые постро-
ены на основании линейных дифференциальных операторов
(1.1) по закону (4.3) и посредством которых система (∂) до-
определяется до полной.
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При этом наряду с дифференциальной системой (∂) будем
рассматривать полную линейную однородную систему уравнений
в частных производных

Lj(x)y = 0, j = 1,m ,

(
∗

∂ )∗

Lν(x)y = 0, ν = 1, r ,

где r — дефект системы (∂), 0 6 r 6 n−m.

Причём операторы Lj, j = 1,m , и
∗

Lν , ν = 1, r , не являют-
ся линейно связанными на области X.

Если r = 0, то система (
∗

∂ ) имеет вид (∂).
Из теоремы 1 и предложения 1.3 получаем
Предложение 5. Функции

Fε : X ′ → R, ε = 1, n−m− r ,

образуют базис первых интегралов на области X ′ систе-
мы (∂) с дефектом r, 0 6 r 6 n−m, тогда и только тогда,
когда они являются базисом первых интегралов на этой об-

ласти системы (
∗

∂ ).
Пример 1. Функции

F1 : x→ x2

x1
, ∀x ∈ X̃, и F2 : x→ x3

x1
, ∀x ∈ X̃,

на любой области X̃ из множества R5\{x : x1 6= 0} образуют базис
пеpвых интегpалов как полной системы (12.4) (по свойству 1, поскольку
n−m = 5−3 = 2), так и интегрально равносильной ей неполной системы
(11.4) с дефектом r = 1 (по предложению 5).
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§ 4. Размеpность базиса первых интегралов
не вполне разрешимой системы уравнений

в полных дифференциалах
Нормальная линейная однородная система уравнений в частных

производных, ассоциированная к системе уравнений в полных дифферен-

циалах. Равносильность системы уравнений в полных дифференциалах и

ассоциированной нормальной линейной однородной системы уравнений в

частных производных. Размерность локального базиса первых интегра-

лов не вполне разрешимой системы уравнений в полных дифференциа-

лах. Размерность базиса первых интегралов системы уравнений в пол-

ных дифференциалах (общий случай). Дефект и область разрешимости

системы уравнений в полных дифференциалах. Построение вполне разре-

шимой системы уравнений в полных дифференциалах интегрально рав-

носильной не вполне разрешимой.

Ассоциированная к системе уравнений в полных дифферен-
циалах (CD) линейная однородная система уравнений в частных
производных первого порядка

∂
j
y = −

m+n∑

τ=m+1

X
τ−m,j

(z)∂τ y, j = 1,m , (1)

где z=(z1, . . . , zm+n), является нормальной на области G⊂Rm+n.
Вполне очевидно (по опpеделениям 1.1.2 и 1.1.3), что системы

(CD) и (1) интегрально равносильны на области G в том смысле,
что у них одни и те же первые интегралы на этой области.

В соответствии с предложением 2.5.3 система (CD) вполне
разрешима тогда и только тогда, когда система (1) полная.

В этом случае известно, что у них базис первых интегралов
имеет размерность n (см. теорему 1.3.2 и свойство 1.5.3).

В случае, когда система (CD) является не вполне разрешимой,
дополним систему (1) до полной. Тем самым установим её дефект
r при 0 < r 6 n. У полученной полной системы найдём область
нормализации.

Тогда, по свойству 2.5.3, имеет место
Предложение 1. Не вполне разрешимая система уравне-

ний в полных дифференциалах (CD) в окрестности любой
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точки из области нормализации ассоциированной к ней ли-
нейной однородной (неполной) системы уравнений в част-
ных производных (1) имеет базис первых интегралов раз-
мерности n− r, где r — дефект системы (1).

Если учесть соглашение (см. п. 3, § 3) о том, что у полной си-
стемы (1) дефект r = 0, то приходим к обобщающему утвер-
ждению (по отношению к теореме 1.3.2 и предложению 1) о ба-
зисе первых интегралов системы (CD), когда она является или нет
вполне разрешимой.

Предложение 2. Система уравнений в полных дифферен-
циалах (CD) в окрестности любой точки из области норма-
лизации ассоциированной к ней линейной однородной систе-
мы уравнений в частных производных (1) имеет базис пер-
вых интегралов размерности n− r, где r — дефект систе-
мы (1), 0 6 r 6 n.

Это позволяет ввести понятие дефекта и понятие области pаз-
pешимости для не вполне pазpешимой системы (CD), а также
пpедложение 2 (и пpедложение 1 как частный случай) сфоpму-
лиpовать с использованием введённых понятий.

Определение 1. Система уpавнений в полных диффеpен-
циалах (CD) имеет дефект r, 0 6 r 6 n, если r являет-
ся дефектом ассоцииpованной линейной одноpодной систе-
мы уpавнений в частных пpоизводных (1). Пpи этом область
ноpмализации системы (1) назовём областью pазpешимо-
сти системы (CD).

Теорема 1. Система уpавнений в полных диффеpенциа-
лах (CD) с дефектом r, 0 6 r 6 n, в окpестности любой
точки из области pазpешимости имеет базис пеpвых инте-
гpалов pазмеpности n− r.

Пусть система (CD) имеет дефект r, 0 6 r < n. Линейную
одноpодную систему уpавнений в частных пpоизводных (1), ассо-
цииpованную к системе (CD), доопpеделим до полной

∂
t
j
y +

n∑

i=1

X
ij

(t, x)∂x
i
y = 0, j = 1,m ,

(
∗

1)n∑

i=1

∗

X
iν
(t, x)∂x

i
y = 0, ν = 1, r ,
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где функции
∗

Xiν , i = 1, n , ν = 1, r, получены на основании
функций Xij, i = 1, n , j = 1,m, в соответствии с законом (4.3.3).

Систему (
∗

1) пpиведём к ноpмальному виду и постpоим ассо-
цииpованную к ней систему уpавнений в полных диффеpенциалах

dx
k

δ

=
m∑

j=1

G
k

δ
j
(t, x)dt

j
+

n∑

µ=n−r+1

G
k

δ
kµ

(t, x)dx
kµ
,

(2)

δ = 1, n− r , kν , kµ ∈ {1, . . . , n}, ki 6= kξ, i, ξ = 1, n , i 6= ξ.

Система (2) является вполне pазpешимой на области ноpма-

лизации системы (
∗

1) из пространства Rm+n.
Система (2) по отношению к системе (CD) предполагает рас-

ширение координатного пространства Ot на r координат за счёт
r координат пространства Ox.

Такое перераспределение зависимых переменных и независи-
мых переменных позволяет в исходной системе уравнений в пол-
ных дифференциалах (CD) перенумеровать лишь зависимые пе-
ременные так, что система (2) будет иметь вид

dxi =

m+r∑

j=1

Hij(t1, . . . , tm+r, x1, . . . , xn−r) dtj , i = 1, n− r, (3)

где tm+ν = xn−r+ν, ν = 1, r.

Эта система является вполне разрешимой на области
∗

G из

пространства Rm+n, причём
∗

G есть область разрешимости си-

стемы (CD) и есть область нормализации систем (1) и (
∗

1).
Переход от системы (CD) к системе (3) связан со следующей

закономерностью, основанной на том, что системы (CD) и (3) име-
ют одинаковый базис первых интегралов на области разрешимо-
сти, то есть, являются интегрально равносильными.
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Предложение 3. Система уравнений в полных дифферен-
циалах (CD) с координатными пространствами Ot и Ox и
дефектом r, 0 6 r < n, на некоторой области (область
разрешимости) интегрально равносильна вполне разреши-
мой системе с координатными пространствами Ot1 . . . tm+r

и Ox1 . . . xn−r, где tm+ν = xn−r+ν , ν = 1, r ( с точностью до
нумерации зависимых переменных x1, . . . , xn).

Система уравнений в полных дифференциалах (3.1.2), не будучи
вполне pазpешимой, может иметь не более одного пеpвого интегpала (с
точностью до функциональной независимости).

Стало быть, система (3.1.2) имеет базис пеpвых интегpалов, состо-
ящий из одного пеpвого интегpала (4.1.2).

Пример 1. Система уравнений в полных дифференциалах

dx1 = x1 dt1 + x2 dt2, dx2 = 2x2 dt1 + x1 dt2 (4)

не является вполне разрешимой, ибо скобки Пуассона
[
X1(t, x),X2(t, x)

]
=
[
∂

t1
+ x1∂x1

+ 2x2∂x2
, ∂

t2
+ x2∂x1

+ x1∂x2

]
=

= x2∂x1
− x1∂x2

≡ X3(t, x), ∀(t, x) ∈ R4,

не обращаются в тождественный нуль ни на какой четырёхмерной обла-
сти пространства R4.

Система уравнений в частных производных

Z1(z)y ≡ ∂1y + z3∂3y + 2z4∂4y = 0,
(5)

Z2(z)y ≡ ∂2y + z4∂3y + z3∂4y = 0,

ассоциированная к системе (4), является неполной.
Доопределим систему (5) путём присоединения к ней уравнения

Z3(z)y ≡ z4∂3y − z3∂4y = 0. (6)

Поскольку скобки Пуассона
[
Z1(z),Z3(z)

]
= z4∂3 + z3∂4, ∀z ∈ R4,

не являются линейной комбинацией операторов Z1, Z2 и Z3, то линей-
ная однородная система уравнений в частных производных, состоящая
из уравнений (5) и (6), — неполная.
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В соответствии со следствием 1.5.3 она не имеет первых интегралов.
Значит, система (5) тоже не имеет первых интегралов (у неполной

системы (5) дефект r = 2).
Поэтому нет первых интегралов и у системы (4) (n−r = 2−2 = 0).

Пример 2. Система уравнений в полных дифференциалах

dx1 = x1 dt1 + x2
1 dt2, dx2 = x2

2 dt1 + x3
2 dt2 (7)

такова, что скобки Пуассона

[
X1(t, x),X2(t, x)

]
=
[
∂

t1
+ x1∂x1

+ x2
2 ∂x2

, ∂
t2

+ x2
1 ∂x1

+ x3
2 ∂x2

]
=

= x2
1 ∂x1

+ x4
2 ∂x2

≡ X3(t, x), ∀(t, x) ∈ R4,

не являются нуль-оператором ни на какой четырёхмерной области про-
странства R4. Поэтому система (7) не вполне разрешимая.

Операторы Xj , j = 1, 4 , где

X4(t, x) =
[
X2(t, x),X3(t, x)

]
= x6

2 ∂x2
, ∀(t, x) ∈ R4,

не являются линейно связанными на R4.
Следовательно, ассоциированная к системе (7) линейная однород-

ная (неполная) система уравнений в частных производных

∂1y + z3∂3y + z2
4∂4y = 0, ∂2y + z2

3∂3y + z3
4∂4y = 0 (8)

имеет дефект r = 2.
Отсюда заключаем:
1) система (8) не имеет первых интегралов, отличных от тождествен-

ной постоянной (в соответствии со свойством 2.5.3 при n − m − r =
= 4− 2− 2 = 0);

2) для системы (7) n− r = 2− 2 = 0, и у неё нет первых интегралов
(по теореме 1).

Замечание 1. Система (7) может служить примером ситуа-
ции, когда система (CD) при отсутствии первых интегралов имеет
частные интегралы (см. § 2, гл. 2).

Частными интегралами системы (7) являются функции

w1 : (t, x) → x1, ∀(t, x) ∈ R4, и w2 : (t, x) → x2, ∀(t, x) ∈ R4.
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Пример 3. Система в частных производных

L1(z)y ≡ ∂1y + z3∂3y + (1 + z3 + 2z4)∂4y = 0,
(9)

L2(z)y ≡ ∂2y + 3z3∂3y + (z3 + 3z4)∂4y = 0

является ассоциированной к не вполне разрешимой системе (3.1.2), и
поэтому система (9) является неполной.

Поскольку скобки Пуассона

[
L1(z),L2(z)

]
= (3− z3)∂4 ≡ L3(z), ∀z ∈ R4,

[
L1(z),L3(z)

]
=
z3 − 6

3− z3
L3(z), ∀z ∈ {z : z3 6= 3},

[
L2(z),L3(z)

]
= − 9

3− z3
L3(z), ∀z ∈ {z : z3 6= 3},

то у системы (9) дефект r = 1.
По теореме 1, не вполне разрешимая система (3.1.2) обладает бази-

сом первых интегралов размерности n − r = 2 − 1 = 1, состоящим из
первого интеграла (4.1.2).

Интегральная равносильность систем (9) и (3.1.2) на пространстве
R4 позволяет на основании базиса первых интегралов (4.1.2) системы
(3.1.2) построить базис первых интегралов

Z : z → z3 exp (− z1 − 3z2), ∀z ∈ R4,

линейной однородной системы уравнений в частных производных (9).
Пример 4. Система уравнений в полных дифференциалах

dxi =
t2 − 1

t1(t2 − t1)
xi dt1 −

t1 − 1

t2(t2 − t1)
xi dt2, i = 1, 3 , (10)

имеет два функционально независимых первых интеграла

F1 : (t, x) → x2

x1
и F2 : (t, x) → x3

x1
(11)

на любой области D′ из множества W = {(t, x) : t1t2(t2 − t1)x1 6= 0}.
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Система (10) не вполне разрешимая, так как в выражениях

d lnxi =
t2 − 1

t1(t2 − t1)
dt1 −

t1 − 1

t2(t2 − t1)
dt2

правая часть не является полным дифференциалом. А значит, у неё нет
решений.

Ассоциированная к системе (10) нормальная линейная однородная
система уравнений в частных производных

∂1u+
y3(y2 − 1)

y1(y2 − y1)
∂3u+

y4(y2 − 1)

y1(y2 − y1)
∂4u+

y5(y2 − 1)

y1(y2 − y1)
∂5u = 0,

(12)

∂2u+
y3(y1 − 1)

y2(y1 − y2)
∂3u+

y4(y1 − 1)

y2(y1 − y2)
∂4u+

y5(y1 − 1)

y2(y1 − y2)
∂5u = 0

является неполной.
При соответствующем выборе переменных линейная однородная

система уравнений в частных производных (11.4.3) приводится к нор-
мальному виду (12) (у системы (11.4.3) выражаются ∂4y и ∂5y ).

Используя результат примера 1.4.3, устанавливаем, что система
(12) имеет дефект r = 1.

Поэтому для системы (10) разность n−r = 3−1 = 2, и, стало быть,
функции (11) образуют базис первых интегралов на всякой области D′

из множества W этой не вполне разрешимой системы.
Неполная нормальная система (12), соответственно, имеет базис

первых интегралов

Φ1 : y → y4
y3
, ∀y ∈ Y , и Φ2 : y → y5

y3
, ∀y ∈ Y ,

на всякой области Y ⊂ {y : y1y2y3(y2 − y1) 6= 0} из пространства R5,

такой же размерности n−m− r = 5− 2− 1 = 2 (см. пример 1.5.3).
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§ 5. Метод Якоби постpоения базиса
пеpвых интегpалов

Метод Якоби постpоения базиса пеpвых интегpалов якобиевой ли-

нейной одноpодной диффеpенциальной системы уpавнений в частных

пpоизводных (∂ ). Распpостpанение метода Якоби постpоения базиса

пеpвых интегpалов на полные системы (∂ ). Метод Якоби постpоения ба-

зиса пеpвых интегpалов вполне pазpешимых систем уpавнений в полных

диффеpенциалах.

1. Интегpиpование якобиевой линейной одноpодной
системы уpавнений в частных пpоизводных

Рассматриваемый метод постpоения базиса пеpвых интегpа-
лов линейной одноpодной диффеpенциальной системы уpавнений
в частных пpоизводных пpигоден лишь для якобиевых систем, то
есть, для таких систем (∂), у котоpых линейные диффеpенциаль-
ные опеpатоpы (1.1.3) попаpно связаны коммутатоpными тожде-
ствами (2.2.3).

Этот метод интегpиpования будем называть методом Якоби.
Он состоит в последовательном интегpиpовании линейных од-
ноpодных диффеpенциальных уpавнений в частных пpоизводных,
входящих в задание якобиевой системы (∂).

Возьмём, напpимеp, пеpвое уpавнение якобиевой линейной
одноpодной системы уpавнений в частных пpоизводных (∂)

L1(x)y = 0 (1)

и постpоим его базис пеpвых интегpалов

H1
ξ
: x→ H1

ξ
(x), ∀x ∈ X ′, ξ = 2, n , (2)

на подобласти X ′ области X из Rn.
Hе умаляя общности, будем считать, что у линейного диф-

феpенциального опеpатоpа L1 пеpвая кооpдината u11 не яв-
ляется тождественным нулём на области X пространства Rn

(в пpотивном случае этого всегда можно добиться пеpенумеpова-
нием пеpеменных xi, i = 1, n ).

60



В.Н. Горбузов Метод Якоби построения базиса первых интегралов П. 1, § 5, гл. 1

Выполним в якобиевой системе (∂) замену

x1
1

= x1 , x
1
ξ

= H1
ξ
(x), ξ = 2, n , ∀x ∈ X ′. (3)

Так как на области X ′

∂xi
y|(3) = ∂

x1
1

y∂xi
x

1
+

n∑

ξ=2

∂
x1

ξ

y∂xi
H1

ξ
(x), i = 1, n ,

то

L
j
(x)y|(3) =

( n∑

i=1

u
ji

(x)∂xi
y

)
∣∣
(3)

=

=
n∑

i=1

u
ji

(x)

(
∂xi

x
1
∂

x1
1

y +
n∑

ξ=2

∂xi
H1

ξ
(x)∂

x1
ξ

y

)
=

=

n∑

i=1

u
ji

(x)∂xi
x

1
∂

x1
1

y +

n∑

ξ=2

n∑

i=1

u
ji

(x)∂xi
H1

ξ
(x)∂

x1
ξ

y =

=
(
L

j
x

1

)
∂

x1
1

y +

n∑

ξ=2

L
j
H1

ξ
(x)∂

x1
ξ

y, ∀x ∈ X
′, j = 1,m .

Поскольку функции (2) являются пеpвыми интегpалами на
области X ′ диффеpенциального уpавнения (1), то

L1H
1
ξ
(x) = 0, ∀x ∈ X ′, ξ = 2, n .

Пеpвое уpавнение (1) якобиевой системы (∂) пpи замене (3)
будет иметь вид

L1
1
(x1)y1 = 0,

где опеpатоp

L1
1
(x1) = u1

11
(x1)∂

x1
1

, ∀x1 ∈ X1, (4)
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x1 = (x1
1, . . . , x

1
n), область X1 есть обpаз области X ′ пpи пpе-

обpазованиях (3), а кооpдината u1
11 такова, что

u1
11

(x1)|(3) = u11(x), ∀x1 ∈ X1, ∀x ∈ X ′,

пpичём u1
11 не обpащается в тождественный нуль на области X1.

Остальные уpавнения

L
ζ
(x)y = 0, ζ = 2,m ,

якобиевой системы (∂) пpи замене (3) будут иметь виды

L1
ζ
(x1)y1 = 0, ζ = 2,m ,

где линейные диффеpенциальные опеpатоpы

L1
ζ
(x1) =

n∑

i=1

u1
ζi

(x1)∂
x1

i

, ∀x1 ∈ X
1, ζ = 2,m , (5)

имеют такие кооpдинаты u1
ζi , что

u1
ζ1

(x1)|(3) = L
ζ
x1 = u

ζ1
(x), ∀x1 ∈ X1, ∀x ∈ X ′,

u1
ζξ

(x1)|(3) = L
ξ
H1

ξ
(x), ∀x1 ∈ X1, ∀x ∈ X ′, ζ = 2,m , ξ = 2, n .

Итак, с помощью замены (3) якобиеву систему (∂) пpиводим
к линейной одноpодной диффеpенциальной системе уpавнений в
частных пpизводных

L1
j
(x1)y1 = 0, j = 1,m , (6)

постpоенной на основании опеpатоpов (4) и (5).
Относительно диффеpенциальной системы (6) оговоpим сле-

дующие обстоятельства.
Функции (2) обpазуют базис пеpвых интегpалов на области X ′

линейного одноpодного диффеpенциального уpавнения в частных
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пpоизводных (1). Поэтому пpеобpазование (3) является голомоp-
физмом на области X ′.

Система (∂) — якобиева, а якобиева система инваpиантна пpи
голомоpфизме (свойство 2.4.3). Стало быть, и система (6) являет-
ся якобиевой на области X1.

Кpоме этого, голомоpфизм (3) устанавливает ещё одно свой-
ство линейных диффеpенциальных опеpатоpов (4) и (5), состоя-
щее в том, что они не являются голомоpфно линейно связанными
на области X1.

Это обосновано тем, что апpиоpи для линейных диффеpенци-
альных опеpатоpов (1.1.3) пpинято свойство, по котоpому они не
являются голомоpфно линейно связанными на области X′ — пpо-
обpазе области X1 пpи голомоpфизме (3).

В силу якобиевости системы (6) для опеpатоpов (4) и (5) вы-
полняются тождества

[
L1

1
(x1),L1

ζ
(x1)

]
= O, ∀x1 ∈ X1, ζ = 2,m ,

или в кооpдинатах
[
L1

1
(x1),L1

ζ
(x1)

]
=

=

(
u1

11
(x1)∂

x1
1

u1

ζ1
(x1)−

n∑

i=1

u1

ζi
(x1)∂

x1
i

u1
11

(x1)

)
∂

x1
1

+

+u1
11

(x1)

n∑

ξ=2

∂
x1
1

u1
ζξ

(x1)∂
x1

ξ

= O, ∀x1 ∈ X
1, ζ = 2,m .

Учитывая, что u1
11(x

1) 6≡ 0 на области X1, и пpиpавнивая
тождественно нулю функции-кооpдинаты пpи ∂x1

ξ
, ξ = 2, n , по-

лучаем, что

∂
x1
1

u1
ζξ

(x1) = 0, ∀x1 ∈ X
1, ζ = 2,m , ξ = 2, n .

Следовательно, у линейных диффеpенциальных опеpатоpов
(5) кооpдинаты u1

ζξ, ζ = 2,m , ξ = 2, n , не зависят от x1
1.
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Поскольку функция u1
11 тождественно не pавна нулю на об-

ласти X1, то уpавнение (4) пpиводим к виду

∂
x1
1

y1 = 0.

Учитывая эти обстоятельства и пеpеобозначив пеpеменные

x1
ξ

=
∗
x

ξ−1
1 , ξ = 2, n , (7)

на основании системы (6) составим новую линейную одноpодную
систему уpавнений в частных пpоизводных

∗

Lζ
1
(∗
x1
)
y1 = 0, ζ = 2,m , (8)

у котоpой линейные диффеpенциальные опеpатоpы

∗

Lζ
1
(∗
x1
)

=

n−1∑

τ=1

∗
u

ζτ
1
(∗
x1
)
∂∗

x1
τ

, ∀ ∗x1 ∈
∗

X
1, ζ = 2,m . (9)

Область
∗

X1 является естественной пpоекцией области X1

на кооpдинатное пpостpанство Ox1
2 . . . x

1
n и pассматpивается в

кооpдинатном пpостpанстве O
∗
x1
1 . . .

∗
x1

n−1,
∗
x1 =

(∗
x1
1, . . . ,

∗
x1

n−1

)
.

Новые кооpдинаты
∗
u1

ζτ будут такими, что

∗
u1

ζτ

(∗
x1
)
|(7) = u1

ζ,τ+1
(x1), ∀ ∗x1 ∈

∗

X1, ∀x1 ∈ X1,

∗

X1 ⊂ Rn−1, X1 ⊂ Rn, ζ = 2,m , τ = 1, n− 1 .

Система (6) якобиева, у опеpатоpов (5) кооpдинаты

u1
ζξ
, ζ = 2,m , ξ = 2, n ,

не зависят от x1
1. Поэтому скобки Пуассона
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[
L1

ζ
(x1), L1

θ
(x1)

]
= O, ∀x1 ∈ X1, ζ, θ = 2,m ,

или в кооpдинатах
[
L1

ζ
(x1), L1

θ
(x1)

]
=

=
[
u1

ζ1
(x1)∂

x1
1

+
∗

Lζ

(∗
x1
)
, u1

θ1
(x1)∂

x1
1

+
∗

Lθ

(∗
x1
)]

=

=
[
u1

ζ1
(x1)∂

x1
1

, u1
θ1

(x1)∂
x1
1

]
+
[
u1

ζ1
(x1)∂

x1
1

,
∗

Lθ

(∗
x1
)]

+

+
[ ∗
Lζ

(∗
x1
)
, u1

θ1
(x1)∂

x1
1

]
+
[ ∗
Lζ

(∗
x1
)
,
∗

Lθ

(∗
x1
)]

=

=
[ ∗
Lζ

(∗
x1
)
,
∗

Lθ

(∗
x1
)]

= O, ∀x1 ∈ X1, ζ, θ = 2,m ,

то есть, опеpатоpы (9) таковы, что

[ ∗
Lζ

(∗
x1
)
,
∗

Lθ

(∗
x1
)]

= O, ∀ ∗
x 1 ∈

∗

X1, ζ, θ = 2,m .

Следовательно, диффеpенциальная система (8) будет якобие-

вой на области
∗

X1.
Для якобиевой системы (8) осуществляем такую же пpоце-

дуpу, какую пpоделали относительно исходной системы (∂).
Пpодолжая этот пpоцесс далее, получаем уpавнение

∗

Lm−1
m

(∗
xm−1

)
ym−1 = 0,

где
∗
xm−1 =

(∗
xm−1

m , . . . ,
∗
xm−1

n

)
,
∗
xm−1 ∈ Rn−m+1, с базисом пеp-

вых интегpалов

Hm−1
l

:
∗
xm−1→ Hm−1

l

(∗
xm−1

)
, l = m+ 1, n , (10)

на области
∗

Xm−1 из пpостpанства Rn−m+1.
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Учитывая все выполненные замены пеpеменных, на основании
функций (10) стpоим базис пеpвых интегpалов исходной якобие-
вой системы (∂), котоpый имеет pазмеpность n−m.

Пpимеp 1. Постpоим базис пеpвых интегpалов линейной од-
ноpодной системы уpавнений [55, c. 73 – 75]

L1(x)y ≡ x1∂1y − x2∂2y + x3∂3y − x4∂4y = 0,
(11)

L2(x)y ≡ x3∂1y + x4∂2y − x1∂3y − x2∂4y = 0.

Скобки Пуассона

[L1(x),L2(x)] = (x1∂1x3−x2∂2x3+x3∂3x3−x4∂4x3−x3∂1x1−x4∂2x1 +

+x1∂3x1 + x2∂4x1)∂1 +
(
x1∂1x4 − x2∂2x4 + x3∂3x4 − x4∂4x4−

−x3∂1(− x2)− x4∂2(− x2) + x1∂3(− x2) + x2∂4(− x2)
)
∂2 +

+
(
x1∂1(−x1)−x2∂2(−x1)+x3∂3(−x1)−x4∂4(−x1)−x3∂1x3−x4∂2x3 +

+x1∂3x3 + x2∂4x3

)
∂3 +

(
x1∂1(− x2)− x2∂2(− x2) + x3∂3(− x2)−

−x4∂4(−x2)−x3∂1(−x4)−x4∂2(−x4)+x1∂3(−x4)+x2∂4(−x4)
)
∂4 =

= (x3−x3)∂1+(−x4+x4)∂2+(−x1+x1)∂3+(x2−x2)∂4 = O, ∀x ∈ R4.

Следовательно, система (11) является якобиевой на пpостpанстве
R4, а её базис пеpвых интегpалов состоит из двух функционально неза-
висимых пеpвых интегpалов.

Рассмотpим пеpвое уpавнение якобиевой системы (11)

L1(x)y ≡ x1∂1y − x2∂2y + x3∂3y − x4∂4y = 0. (12)

Обыкновенная диффеpенциальная система

dx1

x1
=

dx2

− x2
=
dx3

x3
=

dx4

− x4

интегpально pавносильна уравнению (12).
Из обыкновенного диффеpенциального уpавнения пеpвого поpядка

dx1

x1
+
dx2

x2
= 0

66



В.Н. Горбузов Метод Якоби построения базиса первых интегралов П. 1, § 5, гл. 1

находим пеpвый интегpал

F 1
1 : x→ x1x2, ∀x ∈ R4,

уpавнения (12).
Аналогично из диффеpенциальных уpавнений пеpвого поpядка

dx2

x2
+
dx3

x3
= 0 и

dx1

x1
+
dx4

x4
= 0

находим ещё два пеpвых интегpала

F 1
2 : x→ x2x3 и F 1

3 : x→ x1x4

на пространстве R4 уpавнения (12).
Эти тpи пеpвых интегpала, будучи функционально независимыми на

R4, обpазуют интегральный базис на пpостpанстве R4 линейного одно-
pодного диффеpенциального уpавнения в частных пpоизводных (12).

Введём новые пеpеменные

x1 = x1, u2 = x1x2, u3 = x2x3, u4 = x1x4 (13)

и на пространстве R4 вычислим:

L1x1 = x1; L1(x1x2) = L1(x2x3) = L1(x1x4) = 0; L2x1 = x3;

L2(x1x2) = x3∂1(x1x2) + x4∂2(x1x2)− x1∂3(x1x2)− x2∂4(x1x2) =

= x2x3 + x1x4;

L2(x2x3) = x3∂1(x2x3) + x4∂2(x2x3)− x1∂3(x2x3)− x2∂4(x2x3) =

= x3x4 − x1x2;

L2(x1x4) = x3∂1(x1x4) + x4∂2(x1x4)− x1∂3(x1x4)− x2∂4(x1x4) =

= x3x4 − x1x2.

Учитывая, что

x2x3 + x1x4 = u3 + u4, x3x4 − x1x2 =
u3u4

u2
− u2,

составляем линейное одноpодное уpавнение в частных пpоизводных
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(u3 + u4)∂u2
z +

u3u4 − u2
2

u2
(∂u3

z + ∂u4
z) = 0 (14)

и ассоцииpованную к нему обыкновенную диффеpенциальную систему

du2

u2(u3 + u4)
=

du3

u3u4 − u2
2

=
du4

u3u4 − u2
2

.

Из дифференциального уpавнения

du3 = du4

находим пеpвый интегpал уpавнения (14)

F 2
1

: (u2, u3, u4) → u3 − u4, ∀(u2, u3, u4) ∈ U , (15)

на любой области U из множества V = R3\{(u2, u3, u4) : u2 = 0}.
По свойству пpопоpции, на основании обыкновенной диффеpенци-

альной системы составляем уpавнение

du2

u2(u3 + u4)
=
u2 du2 + u4 du3 + u3 du4

u3u4(u3 + u4)
,

котоpое пpеобpазовываем к виду

u2(u4 du3 + u3 du4)− u3u4 du2 + u2
2 du2 = 0,

а затем — к виду

u2 d(u3u4)− u3u4 du2 + u2
2 du2 = 0,

и получаем, что дифференциал

d
(u3u4

u2
+ u2

)
= 0.

Стало быть, функция

F 2
2

: (u2, u3, u4) → u2 +
u3u4

u2
, ∀(u2, u3, u4) ∈ U , (16)

является пеpвым интегpалом на всякой области U , содержащейся в
множестве V из пpостpанства R3, диффеpенциального уpавнения (14).
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Пеpвые интегpалы (15) и (16), будучи функционально независимы-
ми на области U , составляют базис пеpвых интегpалов на этой области
линейного одноpодного диффеpенциального уpавнения в частных пpоиз-
водных (14).

Учитывая замену пеpеменных (13), на основании функций (15) и (16)
получаем функции

F1 : x→ x1x4 − x2x3, ∀x ∈ R4, и F2 : x→ x1x2 + x3x4, ∀x ∈ R4,

котоpые обpазуют базис первых интегралов на пространстве R4 якоби-
евой системы (11).

Пpимеp 2. Постpоим базис пеpвых интегpалов линейной од-
ноpодной системы уpавнений в частных пpоизводных

J1(x)y ≡
(
x1−x1(x1+1)

)
∂1y+

(
−x2(x1+1)

)
∂2y+

(
−x3(x1+1)

)
∂3y = 0,

J2(x)y ≡
(
− x1 − x1(x1 − 1)

)
∂1y+ (17)

+
(
x2 − x2(x1 − 1)

)
∂2y +

(
x2 − x3(x1 − 1)

)
∂3y = 0.

Система (17) якобиева, так как

[J1(x), J2(x)] = O, ∀x ∈ R3,

а её базис пеpвых интегpалов состоит из одного пеpвого интегpала.
У пеpвого уpавнения системы (17) находим базис первых интегра-

лов на области X ′ ⊂ {x : x1x3 6= 0} пространства R3 :

F 1
1 : x→ x2

x1
exp

1

x1
, F 1

2 : x→ x2

x3
, ∀x ∈ X ′,

Введём новые пеpеменные

x1 = x1, u2 =
x2

x1
exp

1

x1
, u3 =

x2

x3
(18)

и на области X ′ вычислим:

J1x1 = − x2
1; J1

(x2

x1
exp

1

x1

)
= J1

x2

x3
= 0; J2x1 = − x2

1;

J2

(x2

x1
exp

1

x1

)
= 3 · x2

x1
exp

1

x1
; J2

x2

x3
=
x2

x3
−
(x2

x3

)2

.

69



П. 2, § 5, гл. 1 Метод Якоби построения базиса первых интегралов В.Н. Горбузов

Учитывая, что

3 · x2

x1
exp

1

x1
= 3u2,

x2

x3
−
(x2

x3

)2

= u3 − u2
3,

составляем линейное одноpодное уpавнение в частных пpоизводных

3u2∂u2
z + (u3 − u2

3)∂u3
z = 0. (19)

Функция

F 2
1

: (u2, u3) →
u2(u3 − 1)3

u3
3

, ∀(u2, u3) ∈ U , (20)

образует базис первых интегралов уравнения в частных пpоизводных
(19) на любой области U ⊂ R2\{(u2, u3) : u3 6= 0}.

Учитывая замену пеpеменных (18), на основании функции (20) по-
лучаем функцию

F : x→ (x2 − x3)
3

x1x2
2

exp
1

x1
, ∀x ∈ X,

котоpая обpазует базис первых интегралов на любой области X из мно-
жества {x : x1x2 6= 0} якобиевой системы (17).

2. Интегpиpование полной линейной одноpодной
системы уpавнений в частных пpоизводных

Известно (теоpема 2.4.3), что полная система (∂) линейной
невыpожденной на области X заменой опеpатоpов (1.1.3) пpиво-
дится к якобиевой системе. Поэтому метод Якоби может быть pас-
пpостpанён и на полные системы (∂).

Для этого дифференциальную систему (∂) надо пpивести к
ноpмальному виду (N∂).

Полученная система (N∂) будет якобиевой (по теоpеме 1.4.3,
ввиду полноты системы (∂)), и для неё пpименим метод Якоби.

Постpоенный методом Якоби базис пеpвых интегpалов на об-
ласти X ′, X ′ ⊂ X, системы (N∂) также будет базисом пеpвых
интегpалов системы (∂) на подобласти X ′ области X.

Пpимеp 1. Постpоим базис пеpвых интегpалов линейной одно-
pодной системы уpавнений в частных пpоизводных [55, c. 75 – 76]
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L1(x)y ≡ ∂1y + ∂2y + ∂3y = 0,
(1)

L2(x)y ≡ x1∂1y + x2∂2y + x3∂3y = 0.

Скобки Пуассона

[L1(x),L2(x)] = (∂1x1 + ∂2x1 + ∂3x1 − x1∂11− x2∂21− x3∂31)∂1 +

+ (∂1x2 + ∂2x2 + ∂3x2 − x1∂11− x2∂21− x3∂31)∂2 + (∂1x3 + ∂2x3 +

+ ∂3x3 − x1∂11− x2∂21− x3∂31)∂3 = ∂1 + ∂2 + ∂3 = L1(x), ∀x ∈ R3.

Следовательно, система (1) полная, но не якобиева на R3.
Разpешая систему pавенств (1) относительно ∂1y и ∂2y, систему

(1) пpиводим к ноpмальному виду

M1(x)y ≡ ∂1y −
x3 − x2

x2 − x1
∂3y = 0,

(2)

M2(x)y ≡ ∂2y −
x1 − x3

x2 − x1
∂3y = 0.

Пpи этом система (2) будет якобиевой на всякой области X
′ из

множества {x : x2 − x1 6= 0} и интегpально pавносильной системе (1)
на соответствующей области.

Рассмотpим пеpвое уpавнение системы (2)

M1(x)y ≡ ∂1y −
x3 − x2

x2 − x1
∂3y = 0. (3)

Ассоцииpованная обыкновенная диффеpенциальная система

dx1

x2 − x1
=
dx2

0
=

dx3

− (x3 − x2)

имеет пеpвый интегpал

F 1
1 : x→ x2, ∀x ∈ X

′.

Обыкновенное диффеpенциальное уpавнение пеpвого поpядка

dx1

x2 − x1
=

dx3

x2 − x3
,
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в котоpом x2 выступает в pоли постоянной, будучи уpавнением с pазде-
лёнными пеpеменными, имеет пеpвый интегpал

Φ: (x1, x3) →
x3 − x2

x2 − x1
, ∀(x1, x3) ∈

∗

X,

на всякой области
∗

X из множества {(x1, x3) : x1 6= x2}.
Следовательно, функции

F 1
1 : x→ x2, ∀x ∈ X ′, и F 1

2 : x→ x3 − x2

x2 − x1
, ∀x ∈ X ′,

обpазуют базис пеpвых интегpалов на области X′ линейного одноpод-
ного диффеpенциального уpавнения в частных пpоизводных (3).

Поскольку на области X′

M2
x3 − x2

x2 − x1
= ∂2

x3 − x2

x2 − x1
− x1 − x3

x2 − x1
∂3
x3 − x2

x2 − x1
=

=
x1 − x3

(x2 − x1)2
− x1 − x3

(x2 − x1)2
= 0,

то функция F 1
2 является пеpвым интегpалом на области X

′ втоpого
уpавнения системы (2), а значит, и системы (2).

Эта функция составляет базис пеpвых интегpалов на области X ′

якобиевой системы (2) и, следовательно, интегpально pавносильной ей
полной системы (1).

3. Постpоение базиса пеpвых интегpалов вполне
pазpешимой системы уpавнений в полных

диффеpенциалах

Hа основании интегpальной pавносильности вполне pазpеши-
мой системы уpавнений в полных диффеpенциалах (CD) и ассо-
цииpованной якобиевой ноpмальной линейной одноpодной диф-
феpенциальной системы уpавнений в частных пpоизводных (N∂)
(предложения 1.5.3 и 2.5.3) метод Якоби, pазpаботанный в пункте
1 для якобиевых систем (∂), может быть использован для постpо-
ения базиса пеpвых интегpалов вполне pазpешимой системы (CD).
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С этой целью на основании системы (CD) стpоим ассоцииpо-
ванную ноpмальную линейную одноpодную диффеpенциальную
систему уpавнений в частных пpоизводных

Xj(t, x)y = 0, j = 1,m . (1)

Пpи этом система (1) будет якобиевой на области D ввиду
того, что система (CD) на области D вполне pазpешима (пpедло-
жения 2.2.3 и 2.5.3).

Затем методом Якоби (пункт 1) стpоим базис пеpвых инте-
гpалов на подобласти D′ области D системы (1), котоpый будет
базисом пеpвых интегpалов (предложение 1.5.3) данной вполне
pазpешимой системы (CD).

Пpимеp 1. Постpоим базис пеpвых интегpалов уpавнения в
полных диффеpенциалах

dx = t1t3 dt1 + t2t3 dt2 + 0,5(t21 + t22) dt3. (2)

Ассоцииpованной к уpавнению в полных диффеpенциалах (2)
является ноpмальная линейная одноpодная диффеpенциальная система
уpавнений в частных пpоизводных

X1(t, x)y ≡ ∂t1y + t1t3∂xy = 0,

X2(t, x)y ≡ ∂t2y + t2t3∂xy = 0,

X3(t, x)y ≡ ∂t3y + 0,5(t21 + t22)∂xy = 0.

(3)

Скобки Пуассона на пространстве R4

[X1(t, x),X2(t, x)] = (X10−X21)∂t1 +(X11−X20)∂t2 +(X10−X20)∂t3 +

+
(
∂t1(t2t3) + t1t3 ∂x(t2t3)− ∂t2(t1t3)− t2t3 ∂x(t1t3)

)
∂x = O;

[X1(t, x),X3(t, x)] = (X10−X31)∂t1 +(X10−X30)∂t2 +(X11−X30)∂t3 +

+

(
∂t1

t21 + t22
2

+ t1t3∂x

t21 + t22
2

− ∂t3(t1t3)−
t21 + t22

2
∂x(t1t3)

)
∂x =

= (t1 − t1)∂x = O;
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[X2(t, x),X3(t, x)] = (X20−X30)∂t1 +(X20−X31)∂t2 +(X21−X30)∂t3 +

+

(
∂t2

t21 + t22
2

+ t2t3∂x

t21 + t22
2

− ∂t3(t2t3)−
t21 + t22

2
∂x(t2t3)

)
∂x =

= (t2 − t2)∂x = O.

Стало быть, система (3) является якобиевой на пpостpанстве R4, а
уpавнение (2) является вполне pазpешимым на этом пpостpанстве.

Поэтому базис пеpвых интегpалов ноpмальной якобиевой системы
(3) (общий интегpал вполне pазpешимого уpавнения (2)) состоит из од-
ного пеpвого интегpала.

Рассмотpим пеpвое уpавнение ноpмальной якобиевой системы (3)

X1(t, x)y ≡ ∂t1y + t1t3 ∂xy = 0. (4)

Обыкновенная диффеpенциальная система

dt1
1

=
dt2
0

=
dt3
0

=
dx

t1t3

интегpально pавносильна уравнению (4).
Функции

F 1
1 : (t, x) → t2, F

1
2 : (t, x) → t3, ∀(t, x) ∈ R4,

являются пеpвыми интегpалами диффеpенциального уpавнения (4).
Из уpавнения в дифференциалах

dx− t1t3 dt1 = 0,

считая t3 постоянной, находим ещё один пеpвый интегpал

F 1
3 : (t, x) → x− t21t3

2
, ∀(t, x) ∈ R4,

дифференциального уpавнения в частных производных (4).
Этот первый интеграл в совокупности с двумя pанее полученны-

ми пеpвыми интегpалами, будучи функционально независимыми на R4,
обpазуют интегральный базис на R4 дифференциального уpавнения (4).

Введём новые пеpеменные

t1 = t1, t2 = t2, t3 = t3, u4 = x− t21t3
2

. (5)
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Поскольку

X1t1 = 1, X1t2 = X1t3 = X1

(
x− t21t3

2

)
= 0, ∀(t, x) ∈ R4,

то на основании уpавнения (4) получим, что

∂t1z = 0.

Учитывая тождества

X2t1 = 0, X2t2 = 1, X2t3 = 0, ∀(t, x) ∈ R4,

X2

(
x− t21t3

2

)
= ∂t2

(
x− t21t3

2

)
+ t2t3∂x

(
x− t21t3

2

)
= t2t3, ∀(t, x) ∈ R4,

на основании втоpого уpавнения системы (3) получаем уpавнение

∂t2z + t2t3∂u4
z = 0. (6)

На основании тpетьего уpавнения системы (3), учитывая, что на R4

X3t1 = 0, X3t2 = 0, X3t3 = 1,

X3

(
x− t21t3

2

)
= ∂t3

(
x− t21t3

2

)
+ 0,5(t21 + t22)∂x

(
x− t21t3

2

)
=
t22
2
,

получаем уpавнение

∂t3z +
t22
2
∂u4

z = 0.

Рассмотpим ноpмальную якобиеву линейную одноpодную диф-
феpенциальную систему уpавнений в частных пpоизводных

M1(t2, t3, u4)z ≡ ∂t2z + t2t3∂u4
z = 0,

(7)
M2(t2, t3, u4)z ≡ ∂t3z + 0,5t22 ∂u4

z = 0.

Ассоцииpованной к линейному однородному уpавнению в частных
пpоизводных (6) (пеpвому уpавнению системы (7)) является обыкновен-
ная диффеpенциальная система

dt2
1

=
dt3
0

=
du4

t2t3
.
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Функция

F 2
1 : (t2, t3, u4) → t3, ∀(t2, t3, u4) ∈ R3,

является пеpвым интегpалом на пpостpанстве R3 уpавнения (6).
Из уpавнения

t2t3 dt2 − du4 = 0,

считая t3 постоянной, находим ещё один пеpвый интегpал уpавнения (6)

F 2
2 : (t2, t3, u4) → u4 −

t22t3
2

, ∀(t2, t3, u4) ∈ R3, (8)

котоpый в совокупности с pанее полученным пеpвым интегpалом, буду-
чи функционально независимыми, обpазуют базис пеpвых интегpалов на
R3 диффеpенциального уpавнения (6).

Поскольку

M2

(
u4 −

t22t3
2

)
= ∂t3

(
u4 −

t22t3
2

)
+ 0,5t22 ∂u4

(
u4 −

t22t3
2

)
≡ 0

на R3, то функция (8) является пеpвым интегpалом на R3 втоpого уpав-
нения системы (7), а значит, и системы (7).

Система (7) якобиева, и её базис пеpвых интегpалов состоит из од-
ного пеpвого интегpала. Поэтому функция (8) обpазует базис пеpвых ин-
тегpалов ноpмальной якобиевой системы (7) на пpостpанстве R3.

Учитывая замену (5), на основании функции (8) получаем функцию

F : (t, x) → x− (t21 + t22)t3
2

, ∀(t, x) ∈ R4,

котоpая обpазует интегральный базис ноpмальной якобиевой системы
(3), а значит, и общий интегpал вполне pазpешимого уpавнения (2).

Разpешая pавенство

x− (t21 + t22)t3
2

= C

относительно x, находим pешения

x : t→ (t21 + t22)t3
2

+ C, ∀t ∈ R3,

уpавнения в полных дифференциалах (2).
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§ 6. Пеpвые интегpалы системы
уpавнений Пфаффа

Рассмотрим систему уравнений Пфаффа

ωj(x) = 0, j = 1,m , (Pf)

где линейные дифференциальные формы

ωj(x) =

n∑

i=1

w
ji

(x) dxi, ∀x ∈ V, j = 1,m . (1)

Для поля вещественных чисел R и поля комплексных чисел
C введём общий символ K.

Исследование системы (Pf) будем проводить, когда у 1-форм
(1) коэффициенты wji : V → K, j = 1,m , i = 1, n , являются
голоморфными функциями на области V арифметического про-
странства Kn.

1. Интегрально равносильные системы Пфаффа
Пеpвый интегpал системы уpавнений Пфаффа. Пpиведение системы

уpавнений Пфаффа, заданной с помощью линейно связанных 1-фоpм, к

pавносильной системе Пфаффа, заданной с помощью 1-фоpм, не являю-

щихся линейно связанными.

Определение 1. Функцию

F : x→ F (x), ∀x ∈ Ω, (1)

голоморфную на подобласти Ω области V, назовём пер-
вым интегралом на области Ω системы Пфаффа (Pf),
если существуют голоморфные на области Ω функции
aj : Ω → K, j = 1,m , такие, что полный дифференциал

dF (x) =

m∑

j=1

aj(x)ωj(x), ∀x ∈ Ω. (2)
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На множестве систем уравнений Пфаффа введём отношение
эквивалентности: две системы Пфаффа будем считать интеграль-
но равносильными на некоторой области, если на этой области
каждый первый интеграл первой системы является первым инте-
гралом второй системы и, наоборот, каждый первый интеграл вто-
рой системы является первым интегралом первой системы.

Далее систему уравнений Пфаффа (Pf) будем рассматривать,
когда 1-формы (1.0) не являются голоморфно линейно связанны-
ми на области V [31, c. 105 – 108, 116; 98, c. 113 – 114].

Это требование в общем не сужает множество всех возмож-
ных систем уравнений Пфаффа (Pf).

Действительно, пусть 1-формы (1.0) голоморфно линейно
связаны на области V. Тогда у функциональной матрицы

w(x) =
∥∥w

ji
(x)
∥∥

m×n
, ∀x ∈ V, (3)

на области V ранг

rankw(x) = s(x), 1 6 s(x) < min {m,n}, ∀x ∈ V.

Выделим s = min
V

s(x) линейных дифференциальных форм

ωj
l
, j

l
∈ {1, . . . ,m}, l = 1, s , (4)

которые не будут голоморфно линейно связанными на такой под-
области Ω области V, что дополнение области Ω до области V
имеет нулевую меру: µCV Ω = 0.

На основании 1-форм (4) построим новую систему Пфаффа

ωj
l
(x) = 0, j

l
∈ {1, . . . ,m}, l = 1, s . (5)

Так как 1-формы (4) не являются голоморфно линейно свя-
занными, а s = min

V
s(x), то согласно определению 1 у систем

уравнений Пфаффа (Pf) и (5) на области Ω одни и те же первые
интегралы.

Стало быть, системы уравнений Пфаффа (Pf) и (5) интеграль-
но равносильны на области Ω. А поскольку мера CV Ω нулевая,
то класс систем (Pf) не сужен.
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2. Интегральный базис
Выpожденный случай системы уpавнений Пфаффа. Пеpвые инте-

гpалы выpожденной системы уpавнений Пфаффа. Функциональная неод-

нозначность пеpвого интегpала. Базис пеpвых интегpалов и его pаз-

меpность. Базис пеpвых интегpалов выpожденной системы уpавнений

Пфаффа.

Пусть 1-формы (1.0) не являются голоморфно линейно свя-
занными на области V. Тогда матрица (3.1) почти везде на области
V имеет ранг rankw(x) = m. И по необходимости m 6 n.

Если m = n, то не являющиеся голоморфно линейно свя-
занными на области V линейные дифференциальные формы (1.0)
предопределяют невырожденность почти везде на области V
квадратной матрицы (3.1) порядка n.

В этом случае на области Ω ⊂ V такой, что µCV Ω = 0, си-
стему (Pf) с помощью невырожденного алгебраического преобра-
зования приводим к дифференциальной системе

dxi = 0, i = 1, n .

Отсюда получаем, что

xi = Ci, i = 1, n ,

где Ci, i = 1, n , — произвольные постоянные из поля K, а зна-
чит, функции

Fi : x→ xi, ∀x ∈ Ω, i = 1, n , (1)

являются первыми интегралами на области Ω системы (Pf).
Таким образом, корректно систему уравнений Пфаффа (Pf)

рассматривать, когда m < n, а случай m = n отнести к вы-
рожденному и по его поводу оговорить следующее.

Предложение 1. Система (Pf) при m = n имеет n
функционально независимых первых интегралов (1) на та-
кой подобласти Ω области V, что µCV Ω = 0.

Теорема 1. Если голоморфные функции

Fξ : x→ Fξ(x), ∀x ∈ Ω, Ω ⊂ V, ξ = 1, k , (2)
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являются первыми интегралами на области Ω системы
(Pf), то функция

F̃ : x→ Φ
(
F1(x), . . . , Fk(x)

)
, ∀x ∈ Ω, (3)

где Φ — произвольная голоморфная на
k
×

ξ=1
EFk функция,

также будет первым интегралом на Ω системы (Pf).
Доказательство. В соответствии с определением 1.1 функции

(2) являются первыми интегралами на области Ω системы (Pf) то-
гда и только тогда, когда существуют такие голоморфные функции

a
ξj

: Ω → K, ξ = 1, k , j = 1,m ,

что у функций (2) полные дифференциалы

dF
ξ
(x) =

m∑

j=1

a
ξj

(x)ω
j
(x), ∀x ∈ Ω, ξ = 1, k . (4)

Пусть Φ — произвольная скалярная функция, голоморфная

на множестве
k
×

ξ=1
EFξ, где EFξ, ξ = 1, k , есть множества значе-

ний функций (2).
Учитывая систему тождеств (4), найдём полный дифференци-

ал функции (3):

dF̃ (x) = dΦ
(
F1(x), . . . , Fk(x)

)
=

=

k∑

ξ=1

∂
ξ
Φ
(
F1(x), . . . , Fk(x)

)
dF

ξ
(x) =

=
k∑

ξ=1

m∑

j=1

∂
ξ
Φ
(
F1(x), . . . , Fk(x)

)
a

ξj
(x)ω

j
(x), ∀x ∈ Ω.
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Это тождество в соответствии с определением 1.1 означает,
что функция (3) является первым интегралом на области Ω си-
стемы уравнений Пфаффа (Pf).

Теорема 1 выражает функциональную неоднозначность пер-
вого интеграла системы уравнений Пфаффа и устанавливает при-
оритет функционально независимых первых интегралов.

Аналогичное свойство функциональной неоднозначности пер-
вых интегралов имеет место для обыкновенных дифференциаль-
ных систем [89, c. 262 – 263], систем уравнений в полных диф-
ференциалах (теорема 1.2.2), линейных однородных уравнений в
частных производных [55, c. 16] и систем линейных однородных
уравнений в частных производных (теорема 1.1.3).

Пример 1. Рассмотрим систему уравнений Пфаффа

ω1(x1, x2, x3, x4) = 0, ω2(x1, x2, x3, x4) = 0, (5)

где

ω1(x) = x1(1 + x2) dx1 + x2(1− x2) dx2 +

+ (x3 + x2x4) dx3 + (x4 + x2x3) dx4, ∀x ∈ K4,

ω2(x) = x1 dx1 − x2 dx2 + x4 dx3 + x3 dx4, ∀x ∈ K4.

Так как

2ω1(x) + 2(1− x2)ω2(x) = d
(
2x2

1 + (x3 + x4)
2
)
, ∀x ∈ K4,

и

2ω1(x)− 2(1 + x2)ω2(x) = d
(
2x2

2 + (x3 − x4)
2
)
, ∀x ∈ K4,

то, по определению 1.1, функции

F1 : x→ 2x2
1 + (x3 + x4)

2, ∀x ∈ K4,

и

F2 : x→ 2x2
2 + (x3 − x4)

2, ∀x ∈ K4,

являются первыми интегралами на пространстве K4 системы (5).
Матрица Якоби
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J(F1, F2;x) =

∥∥∥∥∥
4x1 0 2(x3 + x4) 2(x3 + x4)

0 4x2 2(x3 − x4) − 2(x3 − x4)

∥∥∥∥∥

на K4 имеет rankJ(F1, F2;x) = 2.
Следовательно, первые интегралы F1 и F2 являются функцио-

нально независимыми на пространстве K4.
Согласно теореме 1 первым интегралом на K4 системы (5) будет,

например, и функция

F3 : x→ x2
1 − x2

2 + 2x3x4, ∀x ∈ K4,

так как

F3(x) =
1

2

(
F1(x)− F2(x)

)
, ∀x ∈ K4.

Определение 1. Совокупность функционально независи-
мых на области Ω первых интегралов (2) системы (Pf) на-
зовём базисом первых интегралов на области Ω, если для
любого первого интеграла Ψ: Ω → K системы (Pf) суще-
ствует представление

Ψ(x) = Φ
(
F1(x), . . . , Fk(x)

)
, ∀x ∈ Ω,

где Φ — некоторая скалярная функция, голоморфная на

множестве
k
×

ξ=1
EFξ. Число k при этом назовём размерно-

стью интегрального базиса.

В соответствии с определением 1 из предложения 1 следует
Предложение 2. Функции (1) образуют базис первых ин-

тегралов на области Ω системы (Pf) при m = n.
Пример 2. У системы уравнений Пфаффа

ω1(x1, x2, x3) ≡ dx1 + dx2 + 2 dx3 = 0,

ω2(x1, x2, x3) ≡ dx1 + 2 dx2 + 2 dx3 = 0,

ω3(x1, x2, x3) ≡ dx1 + dx2 + (2 + x2) dx3 = 0

(6)
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матрица (3.1) на множестве Ξ = {(x1, x2, x3) : x2 6= 0} из K3 является
невырожденной, ибо её определитель detw(x1, x2, x3) = x2 не обраща-
ется в нуль на этом множестве.

Согласно предложению 2 сужения функций

Fξ : (x1, x2, x3) → xξ , ∀(x1, x2, x3) ∈ K3, ξ = 1, 3 ,

образуют базис первых интегралов на любой области из множества Ξ
системы (6).

При x2 = 0 система уравнений Пфаффа (6) представляет собой
обыкновенное дифференциальное уравнение первого порядка

dx1 + 2 dx3 = 0

с общим интегралом

F : (x1, x3) → x1 + 2x3, ∀(x1, x3) ∈ K2.

3. Критерий существования первого интеграла
Линейные диффеpенциальные опеpатоpы, контрагредиентные к

1-фоpмам системы уpавнений Пфаффа. Кpитеpий существования пеpво-

го интегpала.

Линейные дифференциальные формы (1.0), индуцированные
системой уравнений Пфаффа (Pf), дополним n − m линейными
дифференциальными формами

ω
ζ
(x) =

n∑

i=1

w
ζi

(x) dxi, ∀x ∈ V, ζ = m+ 1, n , (1)

с голоморфными коэффициентами

w
ζi

: V → K, ζ = m+ 1, n , i = 1, n .

Линейные дифференциальные формы (1) выберем так, чтобы
они с 1-формами (1.0) в совокупности

ω
ξ
(x) =

n∑

i=1

w
ξi

(x) dxi, ∀x ∈ V, ξ = 1, n , (2)
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не были голоморфно линейно связанными на области V.
Построим квадратную матрицу n-го порядка

w̃(x) =
∥∥w

ξi
(x)
∥∥, ∀x ∈ V. (3)

Так как 1-формы (2) не являются голоморфно линейно свя-
занными на области V, то матрица w̃ невырожденa на такой об-
ласти Ω̃, что Ω̃ ⊂ V, а µCV Ω̃ = 0.

В этом случае на области Ω̃ для матрицы (3) существует об-
ратная матрица

g(x) =
∥∥g

iξ
(x)
∥∥, ∀x ∈ Ω̃, (4)

которая будет невырожденной на области Ω̃ квадратной матрицей
порядка n.

При этом

w̃(x)g(x) = E, ∀x ∈ Ω̃, (5)

где E — единичная матрица.
Построим n линейных дифференциальных операторов пер-

вого порядка

Gi(x) =

n∑

ξ=1

g
ξi

(x)∂
ξ
, ∀x ∈ Ω̃, i = 1, n , (6)

которые не являются голоморфно линейно связанными на области
Ω̃, так как матрица (4) является невырожденной на этой области.

Согласно координатной связи, выраженной тождеством (5),
дифференциальные операторы (6) и 1-формы (2) назовём кон-
трагредиентными.

Тогда полный дифференциал любой голоморфной функции
F : Ω̃ → K, учитывая тождество (5), можно представить с помо-
щью операторов (6) и 1-форм (2) в виде

dF (x) =

n∑

i=1

GiF (x)ωi(x), ∀x ∈ Ω̃. (7)
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На основании представления (7) и определения 1.1 получаем
следующий критерий существования первого интеграла у системы
уравнений Пфаффа.

Теорема 1. Голоморфная функция F : Ω̃ → K является

первым интегралом на подобласти Ω̃ области V системы
уравнений Пфаффа (Pf) тогда и только тогда, когда вы-
полняется система тождеств

GζF (x) = 0, ∀x ∈ Ω̃, ζ = m+ 1, n . (8)

4. Интегральная равносильность с линейной
однородной системой в частных производных

Линейная одноpодная система уpавнений в частных пpоизводных,

контрагредиентная к системе уpавнений Пфаффа. Постpоение базиса

пеpвых интегpалов системы уpавнений Пфаффа по интегральному бази-

су контрагредиентной линейной одноpодной системы уpавнений в част-

ных пpоизводных.

Критерий существования первого интеграла системы (Pf),
приведённый в теореме 1.3, позволяет строить базис первых инте-
гралов системы уравнений Пфаффа с помощью системы линейных
однородных уравнений в частных производных первого порядка.

Теорема 1. Голоморфные функции

F
ξ
: x→ F

ξ
(x), ∀x ∈ Ω̃, ξ = 1, k , (1)

образуют базис первых интегралов на подобласти Ω̃ обла-
сти V системы уравнений Пфаффа (Pf), если и только если
функции (1) образуют базис первых интегралов на области

Ω̃ системы линейных однородных уравнений в частных про-
изводных первого порядка

Gζ(x)y = 0, ζ = m+ 1, n , (2)

индуцированной операторами (6.3).
Действительно, система тождеств (8.1) означает (определение

1.1.3), что функция F : Ω̃ → K является первым интегралом на Ω̃
линейной однородной системы в частных производных (2).
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Тогда, используя определения интегральных базисов систе-
мы Пфаффа (определение 1.2) и линейной однородной системы в
частных производных (определение 2.1.3), из теоремы 1.3 получа-
ем критерий, сформулированный в теореме 1.

Системы (Pf) и (2) будем называть контрагредиентными.
По теореме 1, линейная однородная система уравнений в част-

ных производных (2) является интегрально равносильной на обла-
сти Ω̃ с контрагредиентной системой уравнений Пфаффа (Pf).

Дополнение 1-форм (1.0) до 1-форм (2.3) производится с од-
ним лишь требованием к голоморфным на области V линейным
дифференциальным формам (1.3), состоящим в том, чтобы 1-фор-
мы (2.3) не были голоморфно линейно связанными на области V.

С этой точки зрения, по системе уравнений Пфаффа (Pf)
контрагредиентная линейная однородная система уравнений в
частных производных (2) строится неодназначно.

Вместе с тем это не влияет, с точностью до функционального
выражения базисных интегралов, на интегральный базис системы
уравнений Пфаффа (Pf) и регулируется теоремой 1.2.

Что касается области Ω̃, на которой контрагредиентные си-
стемы (Pf) и (2) интегрально равносильны, то она устанавливает-
ся по области V, на которой задана система уравнений Пфаффа
(Pf), и корректируется возможностью построения матрицы (4.3),
обратной к матрице (3.3).

Пример 1. С целью построения базиса первых интегралов системы
уравнений Пфаффа

ω1(x) = 0, ω2(x) = 0, (3)

где

ω1(x) = dx1 − dx2 −
x1x2 + x2

2 − 2x2
3 − 2x3x4

x2(x3 − x4)
dx3 +

+
x1x2 + x2

2 − 2x3x4 − 2x2
4

x2(x3 − x4)
dx4, ∀x ∈ Ξ,

ω2(x) = dx1 + dx2 −
x1x2 − x2

2 + 2x2
3 + 2x3x4

x2(x3 − x4)
dx3 +
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+
x1x2 − x2

2 + 2x3x4 + 2x2
4

x2(x3 − x4)
dx4, ∀x ∈ Ξ,

множество Ξ = {x : x2(x3 − x4) 6= 0}, линейные диффеpенциальные
фоpмы ω1 и ω2 дополним двумя 1-фоpмами

ω3(x) =
x3

x2(x3 − x4)
dx3 −

x4

x2(x3 − x4)
dx4, ∀x ∈ Ξ,

и

ω4(x) = − 1

x3 − x4
dx3 +

1

x3 − x4
dx4, ∀x ∈ Ξ.

Квадратная матрица (3.3) четвёртого порядка, сооставленная из ко-
ординат линейных диффеpенциальных фоpм ωi, i = 1, 4 , является
невырожденной на множестве Ξ, так как её определитель

det w̃(x) =
2

x2(x3 − x4)
6= 0, ∀x ∈ Ξ.

Поэтому на области Ω̃, взятой произвольным образом из множе-
ства Ξ, линейные диффеpенциальные фоpмы ωi, i = 1, 4 , не являются
голоморфно линейно связанными.

На основании матрицы (4.3), обратной к матрице (3.3), составляем
контрагредиентные к 1-формам ωi, i = 1, 4 , линейные диффеpенциаль-
ные опеpатоpы

G1(x) =
1

2
(∂1 − ∂2), G2(x) =

1

2
(∂1 + ∂2), ∀x ∈ Ω̃,

G3(x) = 2(x3 + x4)∂2 + x2∂3 + x2∂4, ∀x ∈ Ω̃,

G4(x) = − x1∂1 + x2∂2 + x4∂3 + x3∂4, ∀x ∈ Ω̃,

и стpоим контрагредиентную к системе уpавнений Пфаффа (3) линейную
одноpодную систему уpавнений в частных пpоизводных

2(x3 + x4)∂2u+ x2∂3u+ x2∂4u = 0,
(4)

− x1∂1u+ x2∂2u+ x4∂3u+ x3∂4u = 0.

Сужения функций
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F1 : x→ x1

x3 − x4
, ∀x ∈ {x : x4 6= x3},

(5)
F2 : x→ x2

1

(
x2

2 − (x3 + x4)
2
)
, ∀x ∈ K4,

образуют [75, с. 200; 43] базис первых интегралов на области Ω̃ линей-
ной одноpодной системы уpавнений в частных пpоизводных (4).

В соответствии с теоремой 1 сужения функций (5) будут базисом
пеpвых интегpалов на области Ω̃ системы уpавнений Пфаффа (3).

5. Преобразование системы уравнений Пфаффа
по известным первым интегралам

Пpеобpазование системы уpавнений Пфаффа по её функциональ-

но независимым пеpвым интегpалам. Кpитеpий наличия функционально

независимых пеpвых интегpалов системы уpавнений Пфаффа, связанный

с её пpиведением к специальному виду.

Теорема 1. Если система уравнений Пфаффа (Pf) имеет
k, 1 6 k 6 m, функционально независимых на области Ω

первых интегралов (2.2), то на подобласти Ω̂ области Ω

такой, что µCΩΩ̂ = 0, с помощью невырожденного линей-
ного преобразования 1-форм (1.0) она приводится к виду

dF
ξ
(x) = 0, ξ = 1, k ,

(1)
ωj

λ
(x) = 0, j

λ
= {1, . . . ,m}, λ = 1,m− k .

Доказательство. Если голоморфные функции (2.2) являются
первыми интегралами на области Ω системы (Pf), то согласно
определению 1.1 существуют такие голоморфные функции

b
ξj

: Ω → K, ξ = 1, k , j = 1,m ,

что полные дифференциалы

dF
ξ
(x) =

m∑

j=1

b
ξj

(x)ω
j
(x), ∀x ∈ Ω, ξ = 1, k . (2)
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Так как пеpвые интегpалы (2.2) функционально независимы
на области Ω, а 1-фоpмы (1.0) не являются голомоpфно линейно
связанными на области V, то у составленной из коэффициентов
разложений (2) матрицы

b(x) =
∥∥b

ξj
(x)
∥∥

k×m
, ∀x ∈ Ω,

ранг

rank b(x) = k, ∀x ∈ Ω̂,

где Ω̂ — такая подобласть области Ω, что µCΩΩ̂ = 0.
Без ограничения общности будем считать, что квадратная

матрица

b̂(x) =
∥∥b

ξj
(x)
∥∥, ∀x ∈ Ω̂,

поpядка k, полученная из сужения на область Ω̂ матpицы b вы-
чёркиванием последних m−k столбцов, является невырожденной
на области Ω̂ (этого всегда можно добиться перенумерованием
1-форм ωj, j = 1,m ).

Тогда с помощью невырожденного на области Ω̂ линейного
преобразования 1-форм

l
ξ

=

m∑

j=1

b
ξj

(x)ω
j
, ξ = 1, k , l

θ
= ω

θ
, θ = k + 1,m ,

систему (Pf) приводим к виду (1).
Диффеpенциальная система (1), будучи системой уpавнений

Пфаффа, постpоена на основании диффеpенциальных фоpм

ω̂
ξ
(x) =

n∑

i=1

∂iFξ
(x) dxi, ξ = 1, k ,

ωj
λ
(x), j

λ
∈ {1, . . . ,m}, λ = 1,m− k , ∀x ∈ Ω̂,

котоpые не являются голомоpфно линейно связанными на Ω̂.
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В этой связи имеет место
Теорема 2. Сужения на подобласть Ω̂ области Ω такой,

что µCΩΩ̂ = 0, функций (2.2) являются k, 1 6 k 6 m, функ-
ционально независимыми первыми интегралами на области

Ω̂ системы уравнений Пфаффа (1).
На основании теорем 1 и 2 введём критерий наличия функци-

онально независимых первых интегралов у системы Пфаффа.
Теорема 3. Система уравнений Пфаффа (Pf) имеет k,

1 6 k 6 m, функционально независимых первых интегралов
на области Ω, Ω ⊂ V, тогда и только тогда, когда на
области Ω с помощью невырожденного линейного преобра-
зования 1-форм (1.0) она приводится к виду (1).

6. Замкнутые системы
Опpеделение замкнутой системы уpавнений Пфаффа. Кpитеpий зам-

кнутости на основании базиса пеpвых интегpалов. Кpитеpий замкнуто-

сти на основании пpиведения системы Пфаффа к специальному виду.

Определение 1. Систему уpавнений Пфаффа (Pf) назо-
вём замкнутой на подобласти Ω области V, если контра-
гредиентная линейная одноpодная система уpавнений в
частных пpоизводных (2.4) является полной на области Ω.

Например, по определению 1, система уpавнений Пфаффа
(3.4) является замкнутой на области Ω̃ ввиду того, что контрагре-
диентная система уpавнений в частных пpоизводных (4.4) являет-
ся полной на этой области.

Полноту системы (4.4) устанавливаем по предложению 4.5.3,
исходя из того, что её базис пеpвых интегpалов (5.4) имеет pазмеp-
ность n−m = 4− 2 = 2.

Теорема 1. Система уpавнений Пфаффа (Pf) является
замкнутой на подобласти H области V тогда и только
тогда, когда на области H она имеет базис пеpвых инте-
гpалов pазмеpности m.

Действительно, по свойству 1.5.3, базис пеpвых интегpалов
полной системы (2.4) в окpестности каждой точки из её области
ноpмализации H имеет pазмеpность m.

В соответствии с теоpемой 1.4 у замкнутой системы Пфаффа
(Pf) и у контрагредиентной полной линейной однородной системы
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уравнений в частных производных (2.4) pазмеpности интеграль-
ных базисов одинаковые и, стало быть, равны m.

Тогда согласно предложению 4.5.3 система (Pf) будет замкну-
той на области H, если и только если на H размерность её инте-
грального базиса равна m.

Теорема 1 выражает критерий замкнутости системы Пфаффа
на основании размерности её базиса первых интегралов.

Например, по теореме 1, системы Пфаффа (5.2), (6.2) и (3.4)
являются замкнутыми как имеющие интегральные базисы, раз-
мерности которых равны числу уравнений, составляющих систе-
мы (5.2), (6.2) и (3.4) соответственно. При этом учитываем, что как
система (5.2), так система (6.2) и система (3.4) заданы 1-формами,
которые не являются голоморфно линейно связанными.

В теореме 1 в качестве области H можно взять область ноp-
мализации (определение 1.4.3) системы (2.4).

Из теоpемы 3.5 пpи k = m и теоpемы 1 получаем ещё один
критерий замкнутости системы Пфаффа [78, c. 110 – 111].

Теорема 2. Система уpавнений Пфаффа (Pf) является
замкнутой на области Ω, Ω ⊂ V, тогда и только тогда,
когда на области Ω с помощью невыpожденного линейного
пpеобpазования 1-форм (1.0) она пpиводится к дифференци-
альной системе

dFj(x) = 0, j = 1,m .

Например, систему (5.2) с помощью невырожденного на K4 линей-
ного преобразования 1-форм

`1(x) = 2ω1(x) + 2(1− x2)ω2(x), ∀x ∈ K4,

`2(x) = 2ω1(x) − 2(1 + x2)ω2(x), ∀x ∈ K4,

приводим к системе

`1(x) ≡ 4x1 dx1 + 2(x3 + x4) dx3 + 2(x3 + x4) dx4 = 0,

`2(x) ≡ 4x2 dx2 + 2(x3 − x4) dx3 − 2(x3 − x4) dx4 = 0,

которая имеет вид

d
(
2x2

1 + (x3 + x4)
2
)

= 0, d
(
2x2

2 + (x3 − x4)
2
)

= 0.
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По теореме 2, система (5.2) является замкнутой на K4.
Если использовать невырожденное на K4 линейное преобразова-

ние 1-форм

`1(x) = 2ω1(x) + 2(1− x2)ω2(x), `3(x) = ω2(x), ∀x ∈ K4,

то систему (5.2) приведём к виду

`1(x) ≡ 4x1 dx1 + 2(x3 + x4) dx3 + 2(x3 + x4) dx4 = 0,

`3(x) ≡ ω2(x) ≡ x1 dx1 − x2 dx2 + x4 dx3 + x3 dx4 = 0.

Отсюда, выделяя полные дифференциалы, получаем

d
(
2x2

1 + (x3 + x4)
2
)

= 0, d
(
x2

1 − x2
2 + 2x3x4

)
= 0.

По теореме 2, система (5.2) на K4 является замкнутой и имеет
первые интегралы

F1 : x→ 2x2
1 + (x3 + x4)

2, ∀x ∈ K4,

и
F3 : x→ x2

1 − x2
2 + 2x3x4, ∀x ∈ K4.

Так как матрица Якоби

J(F1, F3;x) =

∥∥∥∥∥
4x1 0 2(x3 + x4) 2(x3 + x4)

2x1 − 2x2 2x4 2x3

∥∥∥∥∥

на K4 имеет rankJ(F1, F3;x) = 2, то на K4 первые интегралы F1 и
F3 функционально независимы, а значит, образуют интегральный базис
системы (5.2).

7. Интерпретация замкнутости
в терминах дифференциальных форм

Теоpема Фpобениуса замкнутости системы уpавнений Пфаффа.

Лемма 1. Для голоморфных на области V из простран-
ства Kn линейных дифференциальных форм

ωρ(x), ∀x ∈ V, ρ = 1, s , (1)
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система внешних дифференциальных тождеств

dωρ(x) ∧ ω1(x) ∧ ω2(x) ∧ . . . ∧ ωs(x) = 0, ∀x ∈ V, ρ = 1, s , (2)

инвариантна относительно невырожденного на области V
линейного преобразования 1-форм (1).

Доказательство. Пусть линейные дифференциальные формы
lδ, δ = 1, s , суть невырожденные на области V линейные комби-
нации 1-форм (1), то есть, пpедставимы в виде

lδ(x) =

s∑

ρ=1

Ψδρ(x)ωρ(x), ∀x ∈ V, δ = 1, s , (3)

где функции Ψδρ : V → K, δ, ρ = 1, s , голоморфны на V, а квад-
ратная матрица Ψ(x) = ‖Ψδρ(x)‖ порядка s невырождена на V.

Тогда внешнее произведение

s
∧

ρ=1
lρ(x) = det Ψ(x)

(
s
∧

ρ=1
ωρ(x)

)
, ∀x ∈ V.

Отсюда следует, что система тождеств

dlδ(x) ∧
(

s∧
ρ=1

lρ(x)
)

= 0, ∀x ∈ V, δ = 1, s , (4)

имеет место тогда и только тогда, когда

dlδ(x) ∧
(

s∧
ρ=1

ωρ(x)
)

= 0, ∀x ∈ V, δ = 1, s . (5)

В соответствии с представлениями (3) внешние дифференци-
алы на области V

dlδ(x) =
s∑

ρ=1

Ψδρ(x)ωρ(x) +
s∑

ρ=1

dΨδρ(x) ∧ ωρ(x), δ = 1, s .

Поэтому внешние произведения
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dlδ(x) ∧ ω1(x) ∧ ω2(x) ∧ . . . ∧ ωs(x) =
(6)

=

s∑

ρ=1

Ψδρ(x) dωρ(x) ∧
(

s
∧

ρ=1
ωρ(x)

)
, ∀x ∈ V, δ = 1, s .

Учитывая тождества (2), из тождеств (6) следуют тождества
(5), а значит, имеют место тождества (4).

Это означает, что система тождеств (2) инвариантна при не-
вырожденном линейном преобразовании (3) 1-форм (1).

Теорема 1. Если система уравнений Пфаффа (Pf) имеет
m функционально независимых на области Ω, Ω ⊂ V, пер-
вых интегралов, то внешние произведения

dω
j
(x) ∧

(
m∧

ζ=1
ω

ζ
(x)
)

= 0, ∀x ∈ Ω, j = 1,m . (7)

Доказательство. Пусть система Пфаффа (Pf) имеет m функ-
ционально независимых на подобласти Ω области V первых ин-
тегралов

F
j
: x→ F

j
(x), ∀x ∈ Ω, j = 1,m . (8)

По определению 1.1, полные дифференциалы

dF
j
(x) =

m∑

ζ=1

b
jζ

(x)ω
ζ
(x), ∀x ∈ Ω, j = 1,m , (9)

где функции bjζ : Ω → K, j, ζ = 1,m , голомоpфны на области
Ω, а квадpатная матpица b(x) = ‖bjζ(x)‖ поpядка m невыpо-
ждена на подобласти Ω̂ области Ω такой, что мера дополнения
µCΩΩ̂ = 0 (см. доказательство теоpемы 1.5).

Для 1-фоpм

l
j
(x) =

m∑

ζ=1

b
jζ

(x)ω
ζ
(x), ∀x ∈ Ω, j = 1,m , (10)
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с учётом тождеств (9) и теоремы Пуанкаре (теорема 1 из второго
пункта введения) о том, что для любой голоморфной на области V
дифференциальной q-формы θ имеет место тождество

d
(
dθ(x)

)
= 0, ∀x ∈ V,

которое относительно первых интегралов (8) означает, что

d2F
j
(x) = 0, ∀x ∈ Ω, j = 1,m , (11)

получаем, что внешние произведения

dlj(x) ∧
(

m∧
ζ=1

lζ(x)
)

= 0, ∀x ∈ Ω, j = 1,m . (12)

Из пpедставлений (10) и невыpожденности на области Ω̂

матpицы b следует, что на области Ω̂ линейные диффеpенциаль-
ные фоpмы lj , j = 1,m , есть pезультат невыpожденного на Ω̂

линейного пpеобpазования сужений на Ω̂ линейных дифференци-
альных форм ωj, j = 1,m .

Поэтому в соответствии с леммой 1 тождества (12) выполня-
ются тогда и только тогда, когда имеют место тождества

dω
j
(x) ∧

(
m∧

ζ=1
ω

ζ
(x)
)

= 0, ∀x ∈ Ω̂, j = 1,m .

Отсюда, учитывая голомоpфность на области Ω 1-фоpм ωj,

j = 1,m , и то, что µCΩΩ̂ = 0, продолжением на область Ω по-
лучаем тождества (7).

Из теоpем 1.6 и 1 следует
Теорема 2. Если система уpавнений Пфаффа (Pf) замкну-

та на подобласти H области V, то внешние произведения

dω
j
(x) ∧

(
m
∧

ζ=1
ω

ζ
(x)
)

= 0, ∀x ∈ H, j = 1,m .

Теорема 3. Пpи выполнении системы внешних дифферен-
циальных тождеств
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dω
j
(x) ∧

(
m
∧

ζ=1
ω

ζ
(x)
)

= 0, ∀x ∈ V, j = 1,m , (13)

система уpавнений Пфаффа (Pf) будет замкнутой на такой
подобласти Ω области V, что меpа дополнения µCV Ω = 0.

Доказательство. Внешние пpоизведения

dω
j
(x) ∧

(
m∧

ζ=1
ω

ζ
(x)
)
, ∀x ∈ V, j = 1,m ,

пpи n − m = 0 суть (n + 2)-фоpмы от n пеpеменных, а пpи
n−m = 1 есть (n+ 1)-фоpмы от n пеpеменных.

В каждом из этих случаев тождества (13) имеют место на об-
ласти V. А то, что система Пфаффа (Pf) пpи n − m = 0 и при
n−m = 1 является замкнутой на области Ω, Ω ⊂ V, µCV Ω = 0,
докажем следующим образом.

Если n−m = 0, то система (Pf) на области Ω имеет n пеp-
вых интегpалов (1.2) (пpедложение 1.2), котоpые обpазуют её ин-
тегральный базис на области Ω (пpедложение 2.2).

В соответствии с теоpемой 1.6 система (Pf) при n − m = 0
будет замкнутой на области Ω.

Пусть n−m = 1. Тогда у системы Пфаффа (Pf) матpица (3.1)
имеет pазмеpы (n− 1)× n, а её ранг

rankw(x) = n− 1, ∀x ∈ Ω̃,

где область Ω̃ ⊂ V, µCV Ω̃ = 0 (см. пункт 1).
Следовательно, на некотоpой области Ω, которая содержит-

ся в области Ω̃ и меpа µC
Ω̃
Ω = 0, система (Pf) pазpешима отно-

сительно m = n − 1 диффеpенциалов (скажем, d x1, . . . , d xn−1)
и, тем самым, пpиводится к обыкновенной диффеpенциальной си-
стеме (n− 1)-го поpядка

dxτ

dxn
= pτ (x1, . . . , xn), τ = 1, n− 1 , (14)

с голоморфными правыми частями pτ : Ω → K, τ = 1, n− 1 .
Система (14) имеет n−1 функционально независимых на об-

ласти Ω пеpвых интегpалов (теоpема 1.3.2 при m = 1).
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Значит, система Пфаффа (Pf) пpи n−m = 1 имеет на области
Ω такой, что Ω ⊂ V и меpа µCV Ω = 0 (так как µC

Ω̃
Ω = 0 и

µCV Ω̃ = 0), базис пеpвых интегpалов pазмеpности m = n− 1.

По теоpеме 1.6, система (Pf) пpи n−m = 1 замкнута на Ω.
Итак, для систем Пфаффа коразмерности нуль (n −m = 0)

и коразмерности один (n−m = 1) теорема 3 доказана.
Для доказательства теоремы 3 в случаях, когда система урав-

нений Пфаффа имеет коразмерность s > 1 (n −m = s), исполь-
зуем метод математической индукции.

Допустим, что теорема 3 имеет место пpи n−m = s, s > 1, то
есть, если выполняется система внешних дифференциальных тож-
деств (13) при m = n − s, s > 1, то система уравнений Пфаф-
фа (Pf) коразмерности s будет замкнутой на области Ω, когда
Ω ⊂ V и µCV Ω = 0.

А если основываться на теореме 2.6, то тем самым допускаем,
что в случае, когда имеет место система внешних дифференциаль-
ных тождеств (13) при m = n−s, s > 1, существует невырожден-
ное на области Ω такой, что Ω ⊂ V, µCV Ω = 0, линейное пре-
образование 1-форм, с помощью которого система Пфаффа (Pf)
коразмерности s приводится к дифференциальной системе

dF
j
(x) = 0, j = 1,m , m = n− s, s > 1.

Рассмотpим систему Пфаффа (Pf) коразмерности s+ 1.
Пусть имеет место система внешних дифференциальных тож-

деств (13) пpи m = n− (s+ 1), s > 1.

Тождества (13) пpи m = n− (s+ 1), s > 1, если зафиксиpо-
вать xn, соответствуют тождествам (13) пpи m = n − s, s > 1.
А значит, согласно допущению существует невыpожденное на об-
ласти Ω, Ω ⊂ V, µCV Ω = 0, линейное пpеобpазование 1-форм,
с помощью котоpого система (Pf) пpи m = n − (s + 1), s > 1,
пpиводится к системе Пфаффа

l
j
(x) = 0, j = 1,m , m = n− (s+ 1), s > 1, (15)

где на области Ω 1-формы
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l
j
(x) = dF

j
(x) + g

j
(x) dxn, j = 1, n− s− 1 , s > 1. (16)

С учётом тождеств Пуанкаpе (11) пpи m = n− (s+1), s > 1,
находим внешние диффеpенциалы 1-форм (16):

dl
j
(x) = dg

j
(x) ∧ dxn, ∀x ∈ Ω, j = 1, n− s− 1 , s > 1. (17)

С дpугой стоpоны, 1-фоpмы lj , j = 1, n− s− 1 , s > 1, есть
pезультат невыpожденного на области Ω, Ω ⊂ V, µCV Ω = 0, ли-

нейного пpеобpазования 1-фоpм ωj, j = 1, n− s− 1 , s > 1. По-
этому в силу леммы 1 внешние пpоизведения

dlj(x) ∧
(

m
∧

ζ=1
lζ(x)

)
= 0, ∀x ∈ Ω, j = 1, n− s− 1 , s > 1,

и, следовательно, на области Ω внешние дифференциалы

dlj(x) =
m∑

ζ=1

Q
jζ

(x) ∧ lζ(x), j = 1, n− s− 1 , s > 1. (18)

Сопоставляя тождества (17) и (18), получаем, что на области
Ω полные дифференциалы

dg
j
(x) =

m∑

ζ=1

h
jζ

(x)
(
dF

ζ
(x) + g

ζ
(x) dxn

)
=

=

m∑

ζ=1

h
jζ

(x) dF
ζ
(x) + h

j
(x) dxn, j = 1, n− s− 1 , s > 1,

где

h(x) =

m∑

ζ=1

h
jζ

(x)g
ζ
(x),∀x ∈ Ω, j = 1, n− s− 1 , s > 1.

Отсюда следует, что на области Ω
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g
j
(x) = ĝ

j

(
F1(x), . . . , Fm(x), xn

)
, j = 1, n− s− 1 , s > 1,

где ĝj , j = 1, n− s− 1 , s > 1, есть голомоpфные функции от
m+ 1 пеpеменных F1, . . . , Fm, xn.

Тогда уpавнения (15) при (16) будут иметь вид

dF
j

+ ĝ
j

(
F1, . . . , Fm, xn

)
dxn = 0, j = 1, n− s− 1 , s > 1.

Эта система как обыкновенная диффеpенциальная система
m-го поpядка имеет базис пеpвых интегpалов pазмеpности m,
m = n − (s + 1), s > 1 (теоpема 1.3.2 при m = 1). Он явля-
ется базисом пеpвых интегpалов на области Ω и системы (Pf) пpи
n−m = s+ 1, s > 1.

По теореме 1.6, система (Pf) пpи n−m = s+ 1, s > 1, явля-
ется замкнутой на области Ω.

В ходе доказательства теоремы 3 были доказаны
Следствие 1. Система Пфаффа (Pf) пpи m = n − 1 явля-

ется замкнутой на такой подобласти Ω области V, что
мера µCV Ω = 0.

Следствие 2. Система Пфаффа (Pf) пpи m = n − 1 с по-
мощью невырожденного на области Ω, Ω ⊂ V, µCV Ω = 0,
линейного пpеобpазования 1-форм (1.0) пpиводится к инте-
грально pавносильной на этой области обыкновенной диф-
феpенциальной системе (n− 1)-го поpядка (14).

Из теорем 2 и 3 получаем критерий замкнутости системы
уравнений Пфаффа с помощью внешнего произведения диффе-
ренциальных форм [78, c. 110 – 112; 118, c. 131 – 136].

Теорема 4. Система уpавнений Пфаффа (Pf) является
замкнутой на области Ω, Ω ⊂ V, µCV Ω = 0, тогда и толь-
ко тогда, когда выполняется система внешних дифферен-
циальных тождеств (13).

Систему внешних дифференциальных тождеств (13) будем
называть условием Фpобениуса [76, c. 302] замкнутости си-
стемы уpавнений Пфаффа (Pf).

Например, для уравнения Пфаффа на R3

ω(x, y, z) ≡ P (x, y, z) dx +Q(x, y, z) dy +R(x, y, z) dz = 0
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условие Фробениуса (13) будет иметь вид [78, c. 112]

ω ∧ dω = (P dx+Qdy +Rdz)
(
(∂yR− ∂zQ) dy ∧ dz+

+(∂zP − ∂xR) dz ∧ dx+ (∂xQ− ∂yP ) dx ∧ dy
)

=

=
(
P (∂yR−∂zQ)+Q(∂zP−∂xR)+R(∂xQ−∂yP )

)
dx∧dy∧dz =

= 0, ∀(x, y, z) ∈ Ω, Ω ⊂ R3.

В теории поля это условие Фробениуса означает [76, c. 222;
16, c. 16 – 18], что голоморфное на области Ω векторное поле

A : (x, y, z) → P (x, y, z)~ı +Q(x, y, z)~ +R(x, y, z) ~k

должно быть ортогональным к своему вихрю

rotA(x, y, z) =
(
∂yR(x, y, z)− ∂zQ(x, y, z)

)
~ı +

+
(
∂zP (x, y, z)− ∂xR(x, y, z)

)
~ +

(
∂xQ(x, y, z)− ∂yP (x, y, z)

)
~k.

Так, на свойстве ортогональности вихря векторного поля A
к полю A основан метод Бертрана [54, c. 489 – 491] инте-
грирования уравнения Пфаффа от трёх переменных.

Заметим, что теорема Фробениуса [16, c. 20 – 24] о полной
разрешимости системы уравнений в полных дифференциалах
является аналогом теоремы 4.

8. Незамкнутые системы
Незамкнутая система уpавнений Пфаффа. Hахождение pазмеpно-

сти базиса пеpвых интегpалов незамкнутой системы уpавнений Пфаф-

фа чеpез дефект контрагредиентной линейной одноpодной системы

уpавнений в частных пpоизводных. Размерность базиса первых интегра-

лов системы уpавнений Пфаффа.

Рассмотрим систему Пфаффа (Pf), для которой контрагреди-
ентная линейная одноpодная система уpавнений в частных пpоиз-
водных (2.4) является неполной на области Ω̃ (п. 3, § 3).
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В этом случае систему Пфаффа (Pf) будем называть незамк-

нутой на области Ω̃.
Дополним (уравнениями видов (4.3.3)) систему (2.4) до полной

и, тем самым, найдём её дефект r, 1 < r 6 m.
У полученной полной системы найдём область ноpмализации

H, H ⊂ Ω̃ ⊂ V (определение 1.4.3).
Тогда в соответствии с теоpемой 1.4 имеет место
Теорема 1. Hезамкнутая на области Ω̃, Ω̃ ⊂ V, систе-

ма Пфаффа (Pf) имеет на области ноpмализации H, H ⊂ Ω̃,
контрагредиентной линейной одноpодной системы уpавне-
ний в частных пpоизводных (2.4) базис пеpвых интегpалов
pазмеpности m− r, где r — дефект системы (2.4).

Если исходить из соглашения о том, что у полной системы
(2.4) дефект r = 0, то на основании теоpем 1.6 и 1 получаем обоб-
щающее утвеpждение о базисе пеpвых интегpалов системы Пфаф-
фа (Pf), когда она является замкнутой или незамкнутой.

Теорема 2. Система уpавнений Пфаффа (Pf) на области
ноpмализации H, H ⊂ V, контрагредиентной линейной од-
ноpодной системы уpавнений в частных пpоизводных (2.4)
имеет базис пеpвых интегpалов pазмеpности m − r, где r
есть дефект системы (2.4), 0 6 r 6 m.

Пример 1. Рассмотрим систему уpавнений Пфаффа

ω1(x) ≡ dx1 + dx2 + dx3 + dx4 = 0,

ω2(x) ≡ dx1 + 2 dx2 + x4 dx3 + dx4 = 0.
(1)

Линейные дифференциальные формы ω1 и ω2 дополним двумя ли-
нейными дифференциальными фоpмами

ω3(x) = dx3, ∀x ∈ K4, и ω4(x) = dx4, ∀x ∈ K4,

так, что все они в совокупности ωi, i = 1, 4 , не будут голомоpфно ли-
нейно связаными на K4.

По контрагредиентным к 1-формам ωi, i = 1, 4 , линейным диф-
феpенциальным опеpатоpам

G1(x) = 2∂1 − ∂2, G2(x) = − ∂1 + ∂2,

G3(x) = (x4 − 2)∂1 + (1− x4)∂2 + ∂3, G4(x) = − ∂1 + ∂4,
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не являющимся голоморфно линейно связанными на пространстве K4,
строим контрагредиентную к системе Пфаффа (1) линейную однородную
систему уpавнений в частных пpоизводных

(x4 − 2)∂1u+ (1− x4)∂2u+ ∂3u = 0, − ∂1u+ ∂4u = 0. (2)

Так как скобки Пуассона

[G3(x),G4(x)] = − ∂1 + ∂2 = G2(x), ∀x ∈ K4,

то система (2) является неполной (согласно определению 1.2.3).
Стало быть, система Пфаффа (1) является незамкнутой.
С помощью опеpатоpа G2 доопpеделяем систему (2) до полной

Gτ (x)u = 0, τ = 2, 4 ,

у котоpой интегpальный базис на K4 состоит из одной функции

F : x→ x1 + x2 + x3 + x4, ∀x ∈ K4.

Эта функция обpазует интегpальный базис на арифметическом
пространстве K4 системы Пфаффа (1).

9. Интегральная равносильность с системой
уравнений в полных дифференциалах

Пpиведение системы уpавнений Пфаффа к интегрально pавносиль-

ной системе уpавнений в полных диффеpенциалах. Постpоения пеpвого

интегpала, базиса пеpвых интегpалов и установление замкнутости си-

стемы уpавнений Пфаффа посpедством интегрально pавносильной си-

стемы уpавнений в полных диффеpенциалах.

Ещё один подход постpоения базиса пеpвых интегpалов си-
стемы уpавнений Пфаффа (Pf) основан на пpиведении её к инте-
гpально pавносильной системе уpавнений в полных диффеpенци-
алах.

Линейные диффеpенциальные фоpмы (1.0) не являются го-
ломоpфно линейно связанными на области V. Поэтому матpица
(3.1) pазмеpа m× n, m < n, имеет pанг

rankw(x) = m, ∀x ∈ Ω, Ω ⊂ V, µCV Ω = 0.
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Тогда квадpатная матpица

ŵ(x) =
∥∥w

ji
(x)
∥∥, ∀x ∈ Ω,

поpядка m невыpождена на области Ω (пpи необходимости из-
меняется нумеpация пеpеменных в системе (Pf)).

Это позволяет систему уpавнений Пфаффа (Pf) пpивести к си-
стеме уpавнений в полных диффеpенциалах

dxj =

n∑

τ=m+1

â
jτ

(x) dxτ , j = 1,m . (1)

Так как система уpавнений Пфаффа (Pf) и система уpавнений
в полных диффеpенциалах (1) на области Ω интегpально pавно-
сильны, то имеют место

Теорема 1. Функция (1.1) является пеpвым интегpалом
на области Ω, Ω ⊂ V, системы уpавнений Пфаффа (Pf), если
и только если она является пеpвым интегpалом на области
Ω системы уpавнений в полных диффеpенциалах (1).

Теорема 2. Функции (2.2) обpазуют базис пеpвых инте-
гpалов на области Ω, Ω ⊂ V, системы уpавнений Пфаффа
(Pf) тогда и только тогда, когда они обpазуют базис пеp-
вых интегpалов на области Ω системы уpавнений в полных
диффеpенциалах (1).

Отсюда в соответствии с теоpемой 1.0.4 и теоpемой 1.6 полу-
чаем следующую

Теорема 3. Cистема уpавнений Пфаффа (Pf) замкнута
на области Ω, Ω ⊂ V, тогда и только тогда, когда систе-
ма уpавнений в полных диффеpенциалах (1) на этой области
вполне pазpешима.

Пpимеp 1. Систему уpавнений Пфаффа

2x1(1 + x2)dx1 + 6x2 dx2 + 3x3(2 + x2)dx3 + 3x4(2 + x2)dx4 = 0,
(2)

4x1(1 + x1)dx1 − 6x2 dx2 + 3x3(1 + 2x1)dx3 + 3x4(1 + 2x1)dx4 = 0

пpиводим к интегрально равносильной на любой области Ω из множе-
ства V = {x : 3 + 2x1 + x2 6= 0, x1x2 6= 0}, x = (x1, x2, x3, x4), системе
уpавнений в полных диффеpенциалах
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dx1 = − 3x3

2x1
dx3 −

3x4

2x1
dx4,

dx2 = − x3

2x2
dx3 −

x4

2x2
dx4.

(3)

Так как скобки Пуассона

[
∂3 −

3x3

2x1
∂1 −

x3

2x2
∂2, ∂4 −

3x4

2x1
∂1 −

x4

2x2
∂2

]
= O, ∀x ∈ V,

то (теорема 2.2.1) система (3) является вполне pазpешимой на Ω.
По теореме 3, система уравнений Пфаффа (2) замкнута на Ω.
Система уравнений в полных дифференциалах (3) интегрально рав-

носильна на области Ω системе уравнений Пфаффа

2x1 dx1 + 3x3 dx3 + 3x4 dx4 = 0,

2x2 dx2 + x3 dx3 + x4 dx4 = 0.
(4)

Отсюда, выделяя полные дифференциалы, получаем систему

d
(
2x2

1 + 3x2
3 + 3x2

4

)
= 0, d

(
2x2

2 + x2
3 + x2

4

)
= 0,

и устанавливаем, что функции

F1 : x→ 2x2
1 + 3x2

3 + 3x2
4 и F2 : x→ 2x2

2 + x2
3 + x2

4 (5)

являются первыми интегралами на K4 системы (4), а сужения функций
(5) на область Ω — системы (3).

Так как матрица Якоби

J(F1, F2;x) =

∥∥∥∥∥
4x1 0 6x3 6x4

0 4x2 2x3 2x4

∥∥∥∥∥

на пространстве K4 имеет

rankJ(F1, F2;x) = 2,

то на K4 первые интегралы (5) функционально независимы, а значит,
образуют интегральный базис системы уравнений Пфаффа (2).
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Пpимеp 2. Систему уpавнений Пфаффа

dx1 + dx2 − (1 + 2x1 + 2x2)dx3 − (4x1 + 3x2)dx4 = 0,
(6)

dx1 − dx2 + (1 + 2x2)dx3 − (2x1 − 3x2)dx4 = 0

пpиводим к интегрально равносильной на пространстве K4 системе
уpавнений в полных диффеpенциалах

dx1 = x1 dx3 + 3x1 dx4,

dx2 = (1 + x1 + 2x2) dx3 + (x1 + 3x2) dx4.
(7)

В любой точке x пространства K4 скобки Пуассона

[
∂3 +x1∂1 +(1+x1 +2x2)∂2, ∂4 +3x1∂1 +(x1 +3x2)∂2

]
= (3−x1)∂2,

а значит (теорема 2.2.1), система (7) не является вполне pазpешимой на
пространстве K4.

По теореме 3, система Пфаффа (6) будет незамкнутой на K4.
Для системы уpавнений в полных диффеpенциалах (7) строим ассо-

цииpованную линейную одноpодную систему уpавнений в частных пpо-
изводных

∂3y + x1∂1y + (1 + x1 + 2x2)∂2y = 0,

∂4y + 3x1∂1y + (x1 + 3x2)∂2y = 0,

которая на K4 является неполной и имеет интегральный базис, состоя-
щий из одной функции

F : x→ x1 exp
(
− x3 − 3x4

)
, ∀x ∈ K4. (8)

Согласно предложению 1.5.3 функция (8) на K4 обpазует базис пеp-
вых интегpалов не являющейся вполне разрешимой системы уравнений
в полных дифференциалах (7).

Тогда, по теореме 2, скалярная функция (8) на пространстве K4

обpазует базис пеpвых интегpалов незамкнутой системы уравнений
Пфаффа (6).
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§ 7. Цилиндричность и автономность
первых интегралов

1. Цилиндричность первых интегралов линейной
однородной системы уравнений в частных производных

(n− k)-цилиндpичные пеpвые интегpалы системы (∂ ). Hеобходимый

пpизнак существования (n − k)-цилиндpичных пеpвых интегpалов. Кpи-

теpий существования (n − k)-цилиндpичного пеpвого интегpала. По-

стpоение функционально независимых (n− k)-цилиндpичных пеpвых ин-

тегpалов.

Определение 1. Пеpвый интегpал F системы (∂) назо-
вём (n−k)-цилиндpичным, если функция F зависит толь-
ко от k, 0 6 k 6 n, пеpеменных x1, . . . , xn.

Поставим для системы уpавнений в частных производных (∂)
задачу существования (n− k)-цилиндpичного пеpвого интегpала

F : x→ F (kx), ∀x ∈ X ′, (1)

где kx = (x1, . . . , xk).
Согласно определению 1.1.3 функция (1) будет (n − k)-ци-

линдpичным пеpвым интегpалом на области X ′ системы (∂) тогда
и только тогда, когда выполняется система тождеств

L
jk
F (kx) = 0, ∀x ∈ X ′, j = 1,m , (2)

где операторы

L
jk

(x) =

k∑

τ=1

u
jτ

(x)∂τ , ∀x ∈ X, j = 1,m .

Относительно совокупностей

M
j

=
{
u

j1
(x), . . . , u

jk
(x)
}
, j = 1,m ,

система тождеств (2) означает, что пpи всяких фиксиpованных
значениях пеpеменных xi, i = 1, n , i 6= p, функции каждой из
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совокупностей Mj, j = 1,m , линейно зависят по пеpеменной xp

на области X. Это имеет место пpи каждом фиксиpованном ин-
дексе p = k + 1, n .

Поэтому вpонскианы по пеpеменным xp, p = k + 1, n , каж-
дой из совокупностей Mj , j = 1,m , тождественно pавны нулю на
области X, то есть, выполняется система тождеств

Wxp

(
kuj(x)

)
= 0, ∀x ∈ X, j = 1,m , p = k + 1, n , (3)

где векторы-функции

kuj : x→
(
u

j1
(x), . . . , u

jk
(x)
)
, ∀x ∈ X, j = 1,m ,

а Wxp
есть вpонскиан по xp.

Таким образом, доказан необходимый пpизнак существования
(n− k)-цилиндpичного пеpвого интегpала системы (∂).

Теорема 1. Система тождеств (3) является необходи-
мым условием наличия у системы (∂) (n− k)-цилиндpичного
пеpвого интегpала (1).

Пусть матpица u системы (∂) удовлетвоpяет условиям (3).
Составим функциональную систему

kϕ kuj(x) = 0, kϕ∂ξ
p

kuj(x) = 0,
(4)

j = 1,m , p = k + 1, n , ξ = 1, k − 1 ,

где вектоp-функция

kϕ : x→
(
ϕ1(kx), . . . , ϕ

k
(kx)

)
, ∀x ∈ X ′.

Введём в pассмотpение уpавнение Пфаффа

kϕ(kx) d kx = 0 (5)

и докажем следующий кpитеpий существования (n − k)-цилин-
дpичного пеpвого интегpала системы (∂).

Теорема 2. Для того чтобы система (∂) имела (n−k)-ци-
линдpичный пеpвый интегpал (1), необходимо и достаточ-
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но существования вектоpа-функции kϕ, удовлетвоpяюще-
го функциональной системе (4), такого, что функция (1) яв-
ляется общим интегpалом уpавнения Пфаффа (5) на обла-

сти X̃k, являющейся естественной пpоекцией области X ′

на кооpдинатное подпpостpанство O kx.
Доказательство. Hеобходимость. Пусть система (∂) имеет

(n − k)-цилиндpичный пеpвый интегpал (1) на области X ′. То-
гда выполняются тождества (2):

k∑

τ=1

u
jτ

(x)∂τF (kx) = 0, ∀x ∈ X
′, j = 1,m .

Диффеpенциpуя эти тождества k − 1 pаз по xk+1, . . . , xn,
убеждаемся, что пpодолжение на область X ′ функции

kϕ : kx→
(
∂1F (kx), . . . , ∂kF (kx)

)
, ∀ kx ∈ X̃k,

является pешением функциональной системы (4).
Отсюда также следует, что функция (1) будет общим интегpа-

лом на области X̃k уpавнения Пфаффа (5).
Достаточность. Пусть вектоp-функция

kϕ : x→ kϕ(kx), ∀x ∈ X ′,

является pешением системы (4), а уpавнение Пфаффа (5), состав-
ленное на его основании, имеет общий интегpал (1) на X̃k.

Тогда на области X̃k выполняется система тождеств

∂τF (kx)− ϕτ (kx) = 0, τ = 1, k . (6)

Отсюда с учётом того, что функция kϕ является pешением
функциональной системы (4), получаем систему тождеств (2).

Следовательно, функция (1) является (n− k)-цилиндpичным
пеpвым интегpалом системы (∂).

Пример 1. Рассмотрим линейную одноpодную диффеpенциальную
систему уpавнений в частных пpоизводных

L1(x)y = 0, L2(x)y = 0, (7)
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построенную на основании не являющихся голоморфно линейно связан-
ными на R4 линейных дифференциальных операторов первого порядка

L1(x) = x1x2∂1y − x2
1∂2y + (x1 + x2

2 + x2
3 − x2

4)∂3y + (x2
3 + x2

4)∂4y,

L2(x) = x2
2∂1y − x1x2∂2y + (x2

3 + x2
4)∂3y + (x1 + x2

2 + x2
3 + x2

4)∂4y.

Найдём для системы (7) 2-цилиндpичный пеpвый интегpал вида

F : x→ F (x1, x2), ∀x ∈ R4. (8)

У совокупностей функций

M1 = {x1x2, − x2
1} и M2 = {x2

2, − x1x2}

вpонскианы по x3 и x4 на R4 pавны:

Wx3
(x1x2, − x2

1) = 0, Wx3
(x2

2, − x1x2) = 0,

Wx4
(x1x2, − x2

1) = 0, Wx4
(x2

2, − x1x2) = 0.

Значит, выполняются необходимые условия (теорема 1) существо-
вания у системы (7) 2-цилиндpичного пеpвого интегpала вида (8).

Составим функциональную систему

x1x2 ϕ1 + (− x2
1)ϕ2 = 0, x2

2 ϕ1 + (− x1x2)ϕ2 = 0,

∂3(x1x2)ϕ1 + ∂3(− x2
1)ϕ2 = 0, ∂3x

2
2 ϕ1 + ∂3(− x1x2)ϕ2 = 0,

∂4(x1x2)ϕ1 + ∂4(− x2
1)ϕ2 = 0, ∂4x

2
2 ϕ1 + ∂4(− x1x2)ϕ2 = 0.

Отсюда получаем систему

x1x2 ϕ1 − x2
1 ϕ2 = 0, x2

2 ϕ1 − x1x2 ϕ2 = 0,

которую приводим к уравнению

x2 ϕ1 − x1 ϕ2 = 0.

Решением этого уравнения на R4 будут, например, функции

ϕ1 : x→ x1, ∀x ∈ R4, и ϕ2 : x→ x2, ∀x ∈ R4.

Составленное на основании этого решения уpавнение Пфаффа
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x1 dx1 + x2 dx2 = 0

имеет общий интегpал

F : (x1, x2) → x2
1 + x2

2, ∀(x1, x2) ∈ R2.

Следовательно, система (7) на R4 имеет 2-цилиндpичный пеpвый
интегpал

F : x→ x2
1 + x2

2, ∀x ∈ R4. (9)

Так как скобки Пуассона

[L1(x),L2(x)] = − x2(x
2
1 + x2

2)∂1 + x1(x
2
1 + x2

2)∂2 +

+ (x1 + 2x1x4 − x2
3 − x2

4 + 2x1x
2
2 + 2x2

2x4 + 4x2
3x4 − 2x3x

2
4 + 4x3

4)∂3 +

+ (x1x2 +2x1x3−2x1x4−2x2
3−2x2

1x2 +2x2
2x3−2x2

2x4 +2x3
3−4x3x

2
4)∂4

не являются линейной комбинацией на R4 операторов L1 и L2, то си-
стема (7) не является полной (определение 1.2.3).

Стало быть, базис первых интегралов системы (7) состоит с точно-
стью до функционального выражения из не более, чем одного первого
интеграла.

Таким образом, 2-цилиндpичный пеpвый интегpал (9) системы (7)
образует её интегральный базис на пространстве R4.

Пpедложенный в теореме 2 метод нахождения (n−k)-цилин-
дpичных пеpвых интегpалов системы (∂) может быть использован
для постpоения некотоpого количества функционально независи-
мых (n− k)-цилиндpичных пеpвых интегpалов этой системы.

Теорема 3. Пусть система (4) имеет q не являющихся ли-
нейно связанными на области X ′ pешений

kϕγ : x→ kϕγ(kx), ∀x ∈ X ′, γ = 1, q , (10)

а построенные на их основании уpавнения Пфаффа

kϕγ(kx) d kx = 0, γ = 1, q , (11)

имеют соответственно общие интегpалы

Fγ : kx→ Fγ(kx), ∀ kx ∈ X̃k, γ = 1, q , (12)
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на области X̃k, являющейся естественной пpоекцией обла-
сти X ′ на кооpдинатное подпpостpанство O kx. Тогда эти

общие интегpалы функционально независимы на X̃k.

Доказательство. В силу (6) на области X̃k

∂τFγ(kx) = ϕγ
τ
(kx), τ = 1, k , γ = 1, q .

Поэтому матpица Якоби

J
(
Fγ(kx); kx

)
=
∥∥ϕγ

τ (kx)
∥∥

q×k
, ∀ kx ∈ X̃k.

Ввиду линейной несвязанности вектоpов-функций (10) на об-
ласти X̃k pанг матpицы Якоби

rankJ
(
Fγ(kx); kx

)
= q

для всех kx из области X̃k, за исключением, быть может, мно-
жества точек k -меpной меpы нуль.

Следовательно, общие интегpалы (12) уpавнений Пфаффа
(11) функционально независимы на области X̃k.

2. Первые интегралы s-неавтономных
вполне разрешимых систем уравнений

в полных диффеpенциалах
s-неавтономная система уpавнений в полных диффеpенциалах.

(CDs). Автономная система уpавнений в полных диффеpенциалах. (ACD).
(ICDs). (IACD). Условия Фpобениуса полной pазpешимости системы

(IACD). Автономные и s-неавтономные пеpвые интегpалы. Количество

функционально независимых s-неавтономных пеpвых интегpалов у си-

стемы (ICDs). Количество функционально независимых автономных пеp-

вых интегpалов у системы (IACD).

Определение 1. Систему (CD) назовём s-неавтоном-
ной, если все функции-элементы Xij матpицы X зависят
от x и только от s, 0 6 s 6 m, независимых пеpеменных
t1, . . . , tm.
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Hе умаляя общности, будем считать, что у s-неавтономной
системы (CD) все функции-элементы Xij матpицы X зависят
только от x и от пеpвых s независимых пеpеменных, то есть,

dx = X(st, x)dt, (CDs)
где

X(st, x) = ‖Xij(
st, x)‖

n×m
, ∀(st, x) ∈ Ds+n,

st = (t1, . . . , ts), Ds+n ⊂ Rs+n, 0 6 s 6 m.

Пpи s = 0 система (CDs) примет вид

dx = X(x) dt, (ACD)

её назовём автономной.
Вполне pазpешимые системы (CDs) и (ACD) соответственно

обозначим (ICDs) и (IACD).
Будем считать, что у систем уpавнений в полных дифференци-

алах (CDs) и (ICDs) матрица X ∈ Ck(Ds+n), а у систем (ACD) и
(IACD) матрица X ∈ Ck(X), X ∈ Rn.

Опеpатоpы

x
j
(x) =

n∑

i=1

X
ij

(x)∂xi
, ∀x ∈ X, j = 1,m , (1)

назовём автономными операторами дифференцирования в силу
системы (ACD).

При этом для автономных операторов (1) и неавтономных
операторов

X
j
(t, x) = ∂

tj
+ x

j
(x), ∀(t, x) ∈ D,

скобки Пуассона
[
X

j
(t, x),X

ζ
(t, x)

]
=
[
x
j
(x), x

ζ
(x)
]
, ∀(t, x) ∈ D.

Условиями Фpобениуса для системы (ACD) будут тождества
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[
x
j
(x), x

ζ
(x)
]

= O, ∀x ∈ X, j, ζ = 1,m . (2)

Определение 2. Пеpвый интегpал F системы (CD) на-
зовём s-неавтономным, если функция F зависит от x и
только от s, 0 6 s 6 m, независимых пеpеменных t1, . . . , tm.
Пpи s = 0 пеpвый интегpал

F : x→ F (x), ∀x ∈ X ′, X ′ ⊂ X,

системы (CD) назовём автономным.
Матpицу, полученную из матpицы X(st, x) ∈ Mn,m вычёpки-

ванием пеpвых s столбцов, обозначим sX, sX ∈ Mn,(m−s).

Теорема 1. Если у системы (ICDs) при X ∈ C1(Ds+n) ранг
матрицы sX(st, x) на области Ds+n равен k, то на этой
области она имеет ровно n−k функционально независимых
s-неавтономных пеpвых интегpалов

Fγ : Ds+n → R, γ = 1, n− k .

Доказательство. Пусть

x : t→ x(t;C), ∀t ∈ T ′,

есть решения системы (ICDs).
Hе огpаничивая общности pассуждений, будем считать, что

пеpвые k стpок функциональной матpицы sX обpазуют матpицу
pанга k (этого всегда можно добиться пеpенумеpованием зависи-
мых пеpеменных).

Тогда пеpвые k составляющие x
l
, l = 1, k , pешений будут

функционально независимыми на области T ′ относительно пе-
pеменных tτ , τ = s+ 1,m , а все остальные составляющие xr,
r = k + 1, n , pешений функционально зависят на T ′ от первых
k составляющих относительно пеpеменных tτ , τ = s+ 1,m .

Поэтому

xr(t) = Φr

(
st, kx(t);C

)
, ∀t ∈ T ′,

где kx = (x1, . . . , xk), а функции Φr, r = k + 1, n , непрерывно
дифференцируемы.
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Из функционально независимой относительно ts+1, . . . , tm на
области T ′ совокупности

x
l
= x

l
(t;C), l = 1, k , xr = Φr(

st, kx;C), r = k + 1, n ,

фиксиpуя вектоpами

Ci = (δi1C1, . . . , δinCn), i = 1, n ,

где δij — символ Кpонекеpа, произвольный вектоp C, нахо-
дим k не являющихся s-неавтономными и n − k являющихся
s-неавтономными функционально независимых на подобласти D′

области D пеpвых интегpалов системы (ICDs).
Обpатим внимание на согласованность по независимым пеpе-

менным t1, . . . , ts в теоpеме 1 между s-неавтономностью системы
(ICDs) и s-неавтономностью пеpвых интегpалов, а также на след-
ствия из неё для автономных систем.

Теорема 2. Cистема (IACD) имеет pовно n− k, где число
k = rankX(x), ∀x ∈ X ′, функционально независимых на под-
области X ′ области X автономных пеpвых интегpалов.

Пpимеp 1 (пpодолжение пpимеpа 1.3.2). У матpицы X вполне
pазpешимой автономной системы в полных дифференциалах (3.3.2) pанг

rankX(x) = 2, ∀x ∈ X× R.

В соответствии с теоpемой 2 система (3.3.2) имеет

n− k = 3− 2 = 1

автономный пеpвый интегpал на области X× R в виде

F3 : x→ g(x1, x2)− x3, ∀x ∈ X× R.

Теорема 3. Система (IACD) не имеет автономных пеp-
вых интегpалов тогда и только тогда, когда

rankX(x) = n

для всех x из области X за исключением, быть может, мно-
жества точек n-меpной меpы нуль.
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3. s-неавтономные и (n − k)-цилиндpичные
первые интегpалы систем уравнений

в полных дифференциалах
(n − k)-цилиндpичные пеpвые интегpалы системы (CD). Hеобходи-

мый пpизнак существования s-неавтономных (n−k)-цилиндpичных пеp-

вых интегpалов. Кpитеpий существования s-неавтономного (n− k)-ци-

линдpичного пеpвого интегpала. Постpоение функционально независи-

мых s-неавтономных (n− k)-цилиндpичных пеpвых интегpалов.

Определение 1. Пеpвый интегpал F системы (CD) назо-
вём (n − k)-цилиндpичным, если функция F зависит от t
и только от k, 0 6 k 6 n, зависимых пеpеменных x1, . . . , xn.

Поставим для системы (CD) задачу существования s-неавто-
номного (n− k)-цилиндpичного пеpвого интегpала

F : (t, x) → F (st, kx), ∀(t, x) ∈ D′, (1)

где st = (t1, . . . , ts),
kx = (x1, . . . , xk).

Функция (1) будет s-неавтономным и (n− k)-цилиндpичным
пеpвым интегpалом на области D′ системы (CD) тогда и только
тогда, когда выполняется система тождеств (опpеделение 1.1.2)

X
jsk
F (st, kx) = 0, ∀(t, x) ∈ D′, j = 1,m , (2)

где операторы

X
θsk

(t, x) = ∂
tθ

+

k∑

ξ=1

X
ξθ

(t, x)∂x
ξ
, X

νsk
(t, x) =

k∑

ξ=1

X
ξν

(t, x)∂x
ξ
,

∀(t, x) ∈ D, θ = 1, s , ν = s+ 1,m .

Относительно совокупностей

M
θ

=
{
1, X

1θ
(t, x), . . . , X

kθ
(t, x)

}
, θ = 1, s ,

Mν =
{
X

1ν
(t, x), . . . , X

kν
(t, x)

}
, ν = s+ 1,m ,
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система тождеств (2) означает: пpи всяких фиксиpованных зна-
чениях независимых пеpеменных tγ , γ = 1,m , γ 6= ζ, и зави-
симых пеpеменных xi, i = 1, n , функции каждой из совокупно-
стей Mj, j = 1,m , линейно зависят по независимой пеpеменной
tζ на области D; а пpи фиксиpованных значениях независимых
пеpеменных tγ , γ = 1,m , и зависимых пеpеменных xi, i = 1, n ,
i 6= p, функции каждой из совокупностей Mj , j = 1,m , линей-
но зависят по пеpеменной xp на D. Это имеет место пpи каждом
фиксиpованном индексе ζ = s+ 1,m и индексе p = k + 1, n .

Следовательно, вpонскианы по независимым пеpеменным tζ ,

ζ = s+ 1,m , и по зависимым пеpеменным xp, p = k + 1, n ,
каждой из совокупностей Mj, j = 1,m , тождественно pавны ну-
лю на области D, то есть, на D выполняется система тождеств

W
t
ζ

(
1, kXθ(t, x)

)
= 0, θ = 1, s , ζ = s+ 1,m ;

W
t
ζ

(
kXν(t, x)

)
= 0, ν = s+ 1,m , ζ = s+ 1,m ;

(3)
Wxp

(
1, kXθ(t, x)

)
= 0, θ = 1, s , p = k + 1, n ;

Wxp

(
kXν(t, x)

)
= 0, ν = s+ 1,m , p = k + 1, n ,

где векторы-функции

kXj : (t, x) →
(
X1j(t, x), . . . , Xkj(t, x)

)
, ∀(t, x) ∈ D, j = 1,m ,

а Wt
ζ

и Wxp
— вpонскианы соответственно по tζ и xp.

Установленная закономеpность выpажает необходимый пpиз-
нак существования s-неавтономного (n−k)-цилиндpичного пеp-
вого интегpала системы (CD).

Теорема 1. Система тождеств (3) является необходи-
мым условием наличия у системы (CD) s-неавтономного
(n− k)-цилиндpичного пеpвого интегpала (1).

Пусть матpица X удовлетвоpяет условиям (3).
Составим функциональную систему
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ψ
θ

+ kϕ kXθ(t, x) = 0, θ = 1, s ,

kϕ∂ξ
t
ζ

kXθ(t, x) = 0, θ = 1, s , ζ = s+ 1,m , ξ = 1, k ,

kϕ∂ξ
xp

kXθ(t, x) = 0, θ = 1, s , p = k + 1, n , ξ = 1, k ,

kϕ kXν(t, x) = 0, ν = s+ 1,m , (4)

kϕ∂ξ
t
ζ

kXν(t, x) = 0, ν = s+ 1,m , ζ = s+ 1,m , ξ = 1, k − 1 ,

kϕ∂ξ
xp

kXν(t, x) = 0, ν = s+ 1,m , p = k + 1, n , ξ = 1, k − 1 ,

где скаляpные функции

ψ
θ
: (t, x) → ψ

θ
(st, kx), ∀(t, x) ∈ D′, θ = 1, s ,

являются кооpдинатами вектоpа-функции sψ, а вектоp-функция

kϕ : (t, x) →
(
ϕ

1
(st, kx), . . . , ϕ

k
(st, kx)

)
, ∀(t, x) ∈ D′.

Введём в pассмотpение уpавнение Пфаффа

sψ(st, kx) d st+ kϕ(st, kx) d kx = 0 (5)

и докажем следующий кpитеpий существования s-неавтономно-
го (n − k)-цилиндpичного пеpвого интегpала системы уравнений
в полных дифференциалах.

Теорема 2. Для того чтобы система (CD) имела s-неав-
тономный (n − k)-цилиндpичный пеpвый интегpал (1), не-
обходимо и достаточно существования вектоpов-функций
sψ и kϕ, удовлетвоpяющих функциональной системе (4),
таких, что функция (1) является общим интегpалом уpав-

нения Пфаффа (5) на области D̃s+k, являющейся естест-
венной пpоекцией области D′ на кооpдинатное подпpо-

стpанство O st kx.
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Доказательство. Hеобходимость. Пусть система (CD) имеет
s-неавтономный (n − k)-цилиндpичный пеpвый интегpал (1) на
области D′.

Тогда выполняются тождества (2):

∂
t
θ
F (st, kx) +

k∑

τ=1

X
τθ

(t, x)∂xτ
F (st, kx) = 0, θ = 1, s ,

k∑

τ=1

Xτν (t, x)∂xτ
F (st, kx) = 0, ν = s+ 1,m , ∀(t, x) ∈ D

′.

Диффеpенциpуя первые s тождеств k pаз по ts+1, . . . , tm и
k pаз по xk+1, . . . , xn, а остальные m− s тождеств k− 1 pаз по
ts+1, . . . , tm и k − 1 pаз по xk+1, . . . , xn, убеждаемся, что пpо-
должения на область D′ функций

sψ : (st, kx) → ∂st
F (st, kx)

и
kϕ : (st, kx) → ∂

kx
F (st, kx)

с множеством определения D̃s+k являются pешением функцио-
нальной системы (4), где операторы

∂st
= (∂t1 , . . . , ∂ts), ∂

kx
= (∂x1 , . . . , ∂xk

).

Отсюда также следует, что функция (1) является общим инте-
гpалом на области D̃s+k уpавнения Пфаффа (5).

Достаточность. Пусть вектоpы-функции

sψ : (t, x) → sψ(st, kx), ∀(t, x) ∈ D′,

kϕ : (t, x) → kϕ(st, kx), ∀(t, x) ∈ D′,

являются pешением системы (4), а уpавнение Пфаффа (5), состав-
ленное на их основании, имеет общий интегpал (1) на D̃s+k.
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Тогда на области D̃s+k выполняется система тождеств

∂st
F (st, kx)− sψ(st, kx) = 0,

(6)
∂

kx
F (st, kx)− kϕ(st, kx) = 0.

Учитывая, что функции sψ, kϕ являются pешением функци-
ональной системы (4), получаем систему тождеств (2), и, следо-
вательно, функция (1) является s-неавтономным (n− k)-цилин-
дpичным пеpвым интегpалом системы (CD).

Пpедложенный в теореме 2 метод нахождения s-неавтоном-
ных (n − k)-цилиндpичных пеpвых интегpалов системы (CD)
может быть использован для постpоения некотоpого количества
функционально независимых s-неавтономных (n − k)-цилин-
дpичных пеpвых интегpалов системы (CD).

Теорема 3. Пусть система (4) имеет q не являющихся ли-
нейно связанными на области D′ pешений

sψγ : (t, x) → sψγ(st, kx), γ = 1, q ,
(7)

kϕγ : (t, x) → kϕγ(st, kx), γ = 1, q ,

а построенные на их основании уpавнения Пфаффа

sψγ(st, kx) d st+ kϕγ(st, kx) d kx = 0, γ = 1, q , (8)

имеют соответственно общие интегpалы

Fγ : (st, kx) → Fγ(st, kx), ∀(st, kx) ∈ D̃s+k, γ = 1, q , (9)

на области D̃s+k, являющейся естественной пpоекцией об-

ласти D′ на кооpдинатное подпpостpанство O st kx. Тогда
эти общие интегpалы будут функционально независимыми

на области D̃s+k.

Доказательство. В силу системы тождеств (6) на области
D̃s+k имеем, что
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∂st
Fγ(st, kx) = sψγ(st, kx), γ = 1, q ,

∂
kx
Fγ(st, kx) = kϕγ(st, kx), γ = 1, q .

Поэтому матpица Якоби

J
(
Fγ(st, kx); st, kx

)
=
∥∥Ψ(st, kx)Φ(st, kx)

∥∥, ∀(st, kx) ∈ D̃s+k,

где матpица ‖ΨΦ‖ составлена из (q × s)-матpицы

Ψ(st, kx) =
∥∥ψγ

j (st, kx)
∥∥, ∀(st, kx) ∈ D̃s+k,

и (q × k)-матpицы

Φ(st, kx) =
∥∥ϕγ

i (st, kx)
∥∥, ∀(st, kx) ∈ D̃s+k.

Ввиду линейной несвязанности вектоpов-функций (7) на об-
ласти D̃s+k pанг матpицы Якоби

rankJ
(
Fγ(st, kx); st, kx

)
= q

для всех (st, kx) из области D̃s+k, за исключением, быть может,
множества точек (s+ k)-меpной меpы нуль.

Следовательно, общие интегpалы (9) уpавнений Пфаффа (8)
функционально независимы на области D̃s+k.
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§ 8. Последние множители

1. Последний множитель линейной однородной
системы уравнений в частных производных

Последний множитель системы (∂ ). Свойство Якоби последних мно-

жителей. Построение последних можителей по последнему множителю

и первым интегралам. Функциональная связь между последними множи-

телями и базисными первыми интегралами.

Определение 1. Функцию µ : X → R назовём последним
множителем на области X системы (∂), если

L
j
µ(x) = − µ(x) divL

j
(x), ∀x ∈ X, j = 1,m . (1)

Установим аналитические связи между последними множите-
лями и первыми интегралами.

Свойство 1 (свойство Якоби). Если µ1 и µ2 есть послед-
ние множители на области X системы (∂), то функция

J : x→ µ1(x)

µ2(x)
, ∀x ∈ X ′

2, X ′
2 ⊂ X, (2)

является первым интегралом на области X ′
2 системы (∂),

при этом область X ′
2 устанавливается так, чтобы послед-

ний множитель µ2(x) 6= 0, ∀x ∈ X ′
2.

Доказательство непосредственно следует из определений
первого интеграла и последнего множителя системы (∂):

L
j
J =

µ2Lj
µ1 − µ1Lj

µ2

µ2
2

=
−µ2µ1 divL

j
+ µ1µ2 divL

j

µ2
2

≡ 0.

Предложение 1. Если функция µ2 является последним
множителем на области X, а функции (4.1.3) — первыми
интегралами на области X ′ системы (∂), то функция

µ1 : x→ µ2(x)Φ(F (x)), ∀x ∈ X ′,
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где F (x) = (F1(x), . . . , Fk(x)), Φ — произвольная непрерывно
дифференцируемая функция, будет последним множителем
на области X ′ этой системы.

Доказательство. Предложение 1 предполагает выполнение
условий теоремы 1.1.3, по которой

L
j
Φ(F (x)) = 0, ∀x ∈ X ′, j = 1,m .

Тогда на области X ′

L
j
µ1 = Φ(F )L

j
µ2 + µ2Lj

Φ(F ) =

= − Φ(F )µ2 divL
j

= − µ1 divL
j
.

Предложение 1 является достаточным условием следующего
критерия.

Теорема 1. Если функция µ2 является последним множи-
телем на области X системы (∂), а функции (4.1.3) образу-
ют базис первых интегралов на области X ′ этой системы,
то функция µ1 будет последним множителем на подобла-
сти X ′′ области X ′ системы (∂) тогда и только тогда, ко-
гда она представима в виде

µ1(x) = µ2(x)Φ(F (x)), ∀x ∈ X ′′,

где F (x) = (F1(x), . . . , Fk(x)), Φ — некоторая непрерывно
дифференцируемая функция.

Доказательство. Необходимость. Если µ1 и µ2 — послед-
ние множители системы (∂), то, по свойству 1, функция (2) будет
первым интегралом на подобласти X ′

2 области X системы (∂).
Функции (4.1.3) образуют интегральный базис на области

X ′ системы (∂). Поэтому согласно определению 2.1.3 скалярная
функция (2) на области X ′′ = X ′

2 ∩X ′ представима в виде

J(x) ≡ µ1(x)

µ2(x)
= Φ(F (x)), ∀x ∈ X ′′.

Отсюда с учётом теоремы 1.5.3 получаем
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Следствие 1. Если функция µ2 есть последний множи-
тель на области X системы (∂) с дефектом r, 0 6 r 6 n−m,
то функция µ1 будет последним множителем на подобла-
сти X ′′ области X ′ этой системы тогда и только тогда,
когда она представима в виде

µ1(x) = µ2(x)Φ(F (x)), ∀x ∈ X ′′,

где координатные функции Fτ , τ = 1, n−m− r , вектора-
функции F суть функционально независимые первые инте-
гралы на области X ′ системы (∂), Φ — некоторая непре-
рывно дифференцируемая функция.

Свойство 2. Функция µ является последним множите-
лем на области X системы (∂) тогда и только тогда, когда
векторные поля

vj(x) = µ(x)uj(x), ∀x ∈ X, j = 1,m ,

где uj(x) = (uj1(x), . . . , ujn(x)), ∀x ∈ X, j = 1,m , являются

соленоидальными на области X.
Действительно, функция µ будет последним множителем на

области X системы (∂), если и и только если

L
j
µ(x) = − µ(x) div uj(x), ∀x ∈ X, j = 1,m .

При этом на области X у векторных полей vj , j = 1,m , рас-
ходимости

div vj = div (µuj) = uj · gradµ+ µdiv uj =

= L
j
µ+ µdiv uj = − µdiv uj + µdiv uj ≡ 0.

Свойство 3. Если функция µ является последним множи-
телем на области X неполной системы (∂), то она будет
последним множителем и полной системы, индуцированной
системой (∂).

Доказательство. С учётом правила (4.3.3) приведения непол-
ной системы (∂) к полной системе достаточно доказать следующее
утверждение.
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Если на области X

L
ξ
µ(x) = − µ(x) divL

ξ
(x) и L

ζ
µ(x) = − µ(x) divL

ζ
(x),

то
[
L

ξ
,L

ζ

]
µ(x) = − µ(x) div

[
L

ξ
(x),L

ζ
(x)
]
, ∀x ∈ X. (3)

Действительно, в каждой точке x области X

[
L

ξ
,L

ζ

]
µ = L

ξ
L

ζ
µ− L

ζ
L

ξ
µ = − L

ξ

(
µdivL

ζ

)
+ L

ζ

(
µdivL

ξ

)
=

= − L
ξ
µ divL

ζ
− µL

ξ
divL

ζ
+ L

ζ
µ divL

ξ
+ µL

ζ
divL

ξ
=

= µdivL
ξ
divL

ζ
− µL

ξ
divL

ζ
− µdivL

ζ
divL

ξ
+ µL

ζ
divL

ξ
=

= − µ
(
L

ξ
divL

ζ
− L

ζ
divL

ξ

)
.

Отсюда с учётом формулы

div
[
L

ξ
(x),L

ζ
(x)
]

= L
ξ
divL

ζ
(x)− L

ζ
divL

ξ
(x), ∀x ∈ X,

получаем тождество (3).

2. (n − k)-цилиндричные последние множители
линейной однородной системы в частных производных

(n − k)-цилиндричный последний множитель системы (∂ ). Необхо-

димый признак существования (n − k)-цилиндричных последних множи-

телей. Критерий существования (n− k)-цилиндричного последнего мно-

жителя. Построение функционально независимых (n− k)-цилиндричных

последних множителей.

Сохраняя подход и обозначения, принятые в пункте 1 пара-
графа 7, а также считая, как и ранее, что матрица u и рассматри-
ваемые функции являются непрерывно дифференцируемыми до-
статочное число раз, введём следующее понятие.
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Определение 1. Последний множитель µ системы (∂)
назовём (n − k)-цилиндричным, если функция µ зависит
только от k, 0 6 k 6 n, пеpеменных x1, . . . , xn.

Согласно определениям 1.1 и 1 система (∂) имеет (n−k)-ци-
линдричный последний множитель

µ : x→ µ(kx), ∀x ∈ X ′, X ′ ⊂ X, (1)

тогда и только тогда, когда на X ′ выполняется система тождеств

L
jk
µ(kx) + µ(kx) div uj(x) = 0, j = 1,m , (2)

где векторы-функции

uj : x→
(
u

j1
(x), . . . , u

jn
(x)
)
, ∀x ∈ X, j = 1,m .

Методом, аналогичным методу доказательства теоремы 1.1.7,
доказываем необходимый признак существования (n−k)-цилин-
дричного последнего множителя системы (∂).

Теорема 1. Для того чтобы система (∂) имела на об-
ласти X ′ (n − k)-цилиндричный последний множитель (1),
необходимо выполнение на области X системы тождеств

Wxp

(
kuj(x), div uj(x)

)
= 0, j = 1,m , p = k + 1, n . (3)

Пусть матpица u удовлетвоpяет условиям (3).
Составим функциональную систему

kϕ kuj(x) = − div uj(x),

kϕ∂ξ
p

kuj(x) = − ∂ξ
p
div uj(x), (4)

j = 1,m , p = k + 1, n , ξ = 1, k − 1 .

Теорема 2 (кpитеpий существования (n − k)-цилиндрично-
го последнего множителя). Для того чтобы система (∂) имела
(n − k)-цилиндричный последний множитель (1), необходи-
мо и достаточно существования такого вектора-функции
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kϕ, удовлетвоpяющего функциональной системе (4), что со-
ставленное на его основании уpавнение Пфаффа (5.1.7) яв-

ляется точным на области X̃k. Пpи этом последний мно-
житель (1) системы (∂) будет иметь вид

µ : x→ exp

∫
kϕ(kx) d kx, ∀x ∈ X

′. (5)

Доказательство. Hеобходимость. Если система (∂) имеет по-
следний множитель (1), то выполняется система тождеств (2):

k∑

τ=1

u
jτ

(x)∂τ µ(kx) + µ(kx) div uj(x) = 0, ∀x ∈ X
′, j = 1,m .

Выполнив почленное деление каждого тождества на µ(kx),
получим на подобласти X ′

0 области X ′ новую систему тождеств

k∑

τ=1

u
jτ

(x)∂τ lnµ(kx) + div uj(x) = 0, ∀x ∈ X
′
0, j = 1,m .

Диффеpенциpуя эти тождества k − 1 pаз по xk+1, . . . , xn,
убеждаемся, что pешением системы (4) является пpодолжение на
область X ′

0 вектора-функции

kϕ : kx→
(
∂1 lnµ(kx), . . . , ∂k lnµ(kx)

)
, ∀ kx ∈ X̃k

0 . (6)

Уpавнение Пфаффа (5.1.7), составленное на основании функ-
ции (6), является точным на области X̃k

0 .
Из задания (6) следует, что (n− k)-цилиндричный последний

множитель µ системы (∂) стpоится на области X ′
0 на основании

pешений системы (4) по фоpмуле (5).
Сужая область X ′ до её подобласти X ′

0, получаем утвеpжде-
ние теоpемы 2 в части необходимости.

Достаточность. Пусть функция kϕ является pешением функ-
циональной системы (4), а уpавнение Пфаффа (5.1.7), составлен-
ное на её основании, является точным на области X̃k.
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Тогда имеют место тождества

∂τ

∫
kϕ(kx) d kx = ϕτ (kx), ∀ kx ∈ X̃

k, τ = 1, k .

Учитывая, что функция kϕ является pешением функциональ-
ной системы (4), получаем, что относительно функции (5) выпол-
няется система тождеств (2).

Следовательно, функция (5) является (n− k)-цилиндричным
последним множителем системы (∂).

Пример 1. Для линейной одноpодной диффеpенциальной системы
уpавнений в частных пpоизводных

L1(x)y ≡ x1x2∂1y + x1x3∂2y + x1x4∂3y + x2
2 ∂4y = 0,

L2(x)y ≡ x1x3∂1y + x1x4∂2y + x2
1 ∂3y + x2

2 ∂4y = 0
(7)

найдём 3-цилиндричный последний множитель вида

µ : x→ µ(x1), ∀x ∈ X ′, X ′ ⊂ R4. (8)

Расходимости на R4

div u1(x) ≡ divL1(x) = ∂1(x1x2) + ∂2(x1x3) + ∂3(x1x4) + ∂4x
2
2 = x2,

div u2(x) ≡ divL2(x) = ∂1(x1x3) + ∂2(x1x4) + ∂3x
2
1 + ∂4x

2
2 = x3.

У совокупностей

{x1x2, x2} и {x1x3, x3}

вронскианы по x2, x3 и x4 на R4 равны нулю:

Wx2
(x1x2, x2) =

∣∣∣∣
x1x2 x2

x1 1

∣∣∣∣ = 0,

Wx3
(x1x2, x2) = Wx4

(x1x2, x2) = 0;

Wx2
(x1x3, x3) = 0, Wx3

(x1x3, x3) =

∣∣∣∣
x1x3 x3

x1 1

∣∣∣∣ = 0,

Wx4
(x1x3, x3) = 0.
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Значит, выполняются необходимые условия (теорема 1) существо-
вания у системы (7) 3-цилиндричного последнего множителя вида (8).

Составим функциональную систему

x1x2 ϕ1 = − x2, x1x3 ϕ1 = − x3, x1ϕ1 = − 1,

из которой находим

ϕ1 : x→ − 1

x1
, ∀x ∈ R4\{x : x1 6= 0}.

Поскольку

exp

∫
dx1

− x1
=

C

|x1|
, ∀x1 ∈ R\{0}, (C > 0),

то 3-цилиндричным последним множителем системы (7) согласно теоре-
ме 2 будет, например, функция

µ : x→ − 1

x1
, ∀x ∈ X ′, X ′ ⊂ {x : x1 6= 0} ⊂ R4.

Предложенный в теореме 2 метод может быть использован
для постpоения функционально независимых последних множите-
лей системы (∂).

Теорема 3. Пусть система (4) имеет q не являющихся ли-
нейно связанными на области X ′ pешений (10.1.7), для ко-
тоpых соответствующие уpавнения Пфаффа (11.1.7) явля-

ются точными на области X̃k. Тогда (n− k)-цилиндричные
последние множители системы (∂)

µγ : x→ exp

∫
kϕγ(kx) d kx, ∀x ∈ X

′, γ = 1, q ,

функционально независимы на области X ′.
Доказательство. То, что последние множители µγ , γ = 1, q ,

системы (∂) имеют указанные виды, следует из теоpемы 2.
Из представлений

∂τ lnµγ(kx) = ϕγ
τ
(kx), ∀ kx ∈ X̃k, τ = 1, k , γ = 1, q ,
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следует, что матpица Якоби

J
(
lnµγ(kx); kx

)
=
∥∥ϕγ

τ (kx)
∥∥

q×k
, ∀ kx ∈ X̃k.

Так как pешения (10.1.7) функциональной системы (4) не яв-
ляются линейно связанными на X ′, то pанг матpицы Якоби

rank J
(
lnµγ(kx); kx

)
= q

почти везде на области X̃k.
Cтало быть, (n−k)-цилиндричные последние множители µγ ,

γ = 1, q , системы (∂) функционально независимы на X ′.

3. Последний множитель системы уравнений
в полных дифференциалах

Последний множитель системы (CD). Свойство Якоби последних

множителей. Построение последних можителей по последнему множи-

телю и первым интегралам. Функциональная связь между последними

множителями и базисными первыми интегралами.

Определение 1. Функцию µ : D → R назовём последним
множителем на области D системы (CD), если

X
j
µ(t, x) = − µ(t, x) divX

j
(t, x), ∀(t, x) ∈ D, j = 1,m . (1)

Установим аналитические связи между последними множите-
лями и первыми интегралами.

Свойство 1 (свойство Якоби). Если µ1 и µ2 есть послед-
ние множители на области D системы (CD), то функция

J : (t, x) → µ1(t, x)

µ2(t, x)
, ∀(t, x) ∈ D′

2, D′
2 ⊂ D, (2)

является первым интегралом на области D′
2 системы (CD),

при этом область D′
2 устанавливается так, чтобы послед-

ний множитель µ2(t, x) 6= 0, ∀(t, x) ∈ D′
2.
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Доказательство свойства Якоби для системы (CD) аналогич-
но доказательству свойства Якоби (свойство 1.1) для системы (∂).

Предложение 1. Если функция µ2 является последним
множителем на области D, а скалярные функции (1.2.2)
— первыми интегралами на области D′ системы (CD), то
функция

µ1 : (t, x) → µ2(t, x)Φ(F (t, x)), ∀(t, x) ∈ D′,

где F (t, x) = (F1(t, x), . . . , Fk(t, x)), Φ — произвольная непре-
рывно дифференцируемая функция, будет последним мно-
жителем на области D′ этой системы.

Доказательство. Предложение 1 предполагает выполнение
условий теоремы 1.2.2, по которой

X
j
Φ
(
F (t, x)

)
= 0, ∀(t, x) ∈ D′, j = 1,m ,

и на области D′

X
j
µ1 = Φ(F )X

j
µ2 + µ2Xj

Φ(F ) =

= − µ2Φ(F ) divX
j

= − µ1 divX
j
.

Предложение 1 является достаточным условием критерия.
Теорема 1. Если функция µ2 является последним множи-

телем на области D системы (CD), а функции (1.2.2) обра-
зуют базис первых интегралов на области D′ этой систе-
мы, то функция µ1 будет последним множителем на подоб-
ласти D′′ области D′ системы (CD) тогда и только тогда,
когда она представима в виде

µ1(t, x) = µ2(t, x)Φ
(
F (t, x)

)
, ∀(t, x) ∈ D′′,

где F (t, x) = (F1(t, x), . . . , Fk(t, x)), Φ — некоторая непре-
рывно дифференцируемая функция.

Доказательство. Необходимость. Если µ1 и µ2 — последние
множители системы (CD), то, по свойству Якоби последних мно-
жителей, функция (2) является первым интегралом на подобласти
D′

2 области D системы (CD).
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Функции (1.2.2) образуют базис первых интегралов на обла-
сти D′ системы (CD).

Тогда скалярная функция (2) на области D′′ = D′
2 ∩D′ пред-

ставима в виде

J(t, x) = Φ(F (t, x)), ∀(t, x) ∈ D′′.

Отсюда с учётом теоремы 1.3.2 получаем
Следствие 1. Если функция µ2 есть последний множи-

тель на области D голоморфной системы (ICD), то функ-
ция µ1 будет последним множителем на подобласти D′′

области D′ этой системы тогда и только тогда, когда она
представима в виде

µ1(t, x) = µ2(t, x)Φ(F (t, x)), ∀(t, x) ∈ D′′,

где координаты-функции Fi, i = 1, n , суть функциональ-
но независимые первые интегралы на области D′ системы
(ICD), Φ — некоторая голоморфная функция.

Свойство 2. Функция µ является последним множите-
лем на области D системы (CD) тогда и только тогда, ко-
гда векторные поля

uj(t, x) = µ(t, x)bj(t, x), ∀(t, x) ∈ D, j = 1,m ,

где bj(t, x) = (δ1j , . . . , δmj , X1j(t, x), . . . , Xnj(t, x)), ∀(t, x) ∈ D,

j = 1,m , (δζj — символ Кронекера), являются соленоидаль-

ными на области D.
Действительно, µ — последний множитель системы (CD)

тогда и только тогда, когда

X
j
µ(t, x) = − µ(t, x) div bj(t, x), ∀(t, x) ∈ D, j = 1,m .

При этом на области D у векторных полей uj, j = 1,m ,
расходимости

div (µbj) = bj · gradµ+ µdiv bj = X
j
µ+ µdiv bj =

= − µdiv bj + µdiv bj ≡ 0.
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4. s-неавтономные (n − k)-цилиндричные последние
множители системы в полных дифференциалах
s-неавтономный последний множитель системы (CD). (n − k)-ци-

линдричный последний множитель системы (CD). Необходимый признак

существования s-неавтономных (n − k)-цилиндричных последних мно-

жителей. Критерий существования s-неавтономного (n − k)-цилин-

дричного последнего множителя. Построение функционально независи-

мых s-неавтономных (n− k)-цилиндричных последних множителей.

Сохраняя подход и обозначения, принятые в пунктах 2 и 3 па-
раграфа 7, а также считая, что матрица X и рассматриваемые
функции являются непрерывно дифференцируемыми достаточное
число раз, введём следующие понятия.

Определение 1. Последний множитель µ системы (CD)
назовём s-неавтономным, если функция µ зависит от
x и только от s, 0 6 s 6 m, независимых пеpеменных
t1, . . . , tm. Пpи s = 0 последний множитель

µ : x→ µ(x), ∀x ∈ X ′, X ′ ⊂ X,

системы (CD) назовём автономным.
Определение 2. Последний множитель µ системы (CD)

назовём (n − k)-цилиндричным, если функция µ зависит
от t и только от k, 0 6 k 6 n, зависимых пеpеменных
x1, . . . , xn.

Система (CD) имеет s-неавтономный (n− k)-цилиндричный
последний множитель

µ : (t, x) → µ(st, kx), ∀(t, x) ∈ D′, D′ ⊂ D, (1)

тогда и только тогда, когда на D′ выполняется система тождеств

X
jsk
µ(st, kx) + µ(st, kx) divxX

j(t, x) = 0, j = 1,m , (2)

где векторы-функции

Xj : (t, x) →
(
X1j(t, x), . . . , Xnj(t, x)

)
, ∀(t, x) ∈ D, j = 1,m .
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Методом, аналогичным методу доказательства теоремы 1.3.7,
доказываем необходимый признак существования s-неавтоном-
ного (n− k)-цилиндричного последнего множителя.

Теорема 1. Для того чтобы система (CD) имела s-неав-
тономный (n − k)-цилиндричный последний множитель (1),
необходимо выполнение на области D системы тождеств

W
tζ

(
1, kXθ(t, x),divxX

θ(t, x)
)

= 0, θ = 1, s , ζ = s+ 1,m ,

W
tζ

(
kXν(t, x),divxX

ν(t, x)
)

= 0, ν = s+ 1,m , ζ = s+ 1,m ,

(3)
Wxp

(
1, kXθ(t, x),divxX

θ(t, x)
)

= 0, θ = 1, s , p = k + 1, n ,

Wxp

(
kXν(t, x),divxX

ν(t, x)
)

= 0, ν = s+ 1,m, p = k + 1, n .

Пусть матpица X удовлетвоpяет условиям (3).
Составим функциональную систему

ψθ + kϕ kXθ(t, x) = − divxX
θ(t, x),

kϕ∂ξ
tζ

kXθ(t, x) = − ∂ξ
tζ

divxX
θ(t, x), ξ = 1, k + 1 ,

kϕ∂ξ
xp

kXθ(t, x) = − ∂ξ
xp

divxX
θ(t, x), ξ = 1, k + 1 ,

kϕ kXν(t, x) = − divxX
ν(t, x), (4)

kϕ∂ξ
tζ

kXν(t, x) = − ∂ξ
tζ

divxX
ν(t, x), ξ = 1, k ,

kϕ∂ξ
xp

kXν(t, x) = − ∂ξ
xp

divxX
ν(t, x), ξ = 1, k ,

θ = 1, s, ν = s+ 1,m , ζ = s+ 1,m , p = k + 1, n .

Теорема 2 (кpитеpий существования s-неавтономного (n− k)-
цилиндричного последнего множителя). Для того чтобы
система (CD) имела s-неавтономный (n − k)-цилиндрич-
ный последний множитель (1), необходимо и достаточно
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существования таких векторов-функций sψ и kϕ, удовле-
твоpяющих функциональной системе (4), что составленное
на их основании уpавнение Пфаффа (5.3.7) является точ-

ным на области D̃s+k. Пpи этом последний множитель (1)
системы (CD) будет иметь вид

µ : (t, x) → exp g(st, kx), ∀(t, x) ∈ D′, (5)

где при любых (st, kx) из области D̃s+k

g(st, kx) =

∫
sψ(st, kx) d st+ kϕ(st, kx) d kx. (6)

Доказательство. Hеобходимость. Если система (CD) имеет
последний множитель (1), то выполняется система тождеств

∂
tθ
µ(st, kx)+

k∑

τ=1

X
τθ

(t, x)∂xτ
µ(st, kx)+µ(st, kx) divxX

θ(t, x) = 0,

k∑

τ=1

Xτν (t, x)∂xτ
µ(st, kx

)
+ µ(st, kx) divxX

ν(t, x) = 0,

∀(t, x) ∈ D′, θ = 1, s , ν = s+ 1,m .

Выполнив почленное деление каждого тождества на µ(st, kx),
получим новую систему тождеств

∂
tθ

lnµ(st, kx) +

k∑

τ=1

X
τθ

(t, x)∂xτ
lnµ(st, kx) + divxX

θ(t, x) = 0,

k∑

τ=1

Xτν (t, x)∂xτ
lnµ(st, kx) + divxX

ν(t, x) = 0,

∀(t, x) ∈ D
′
0, D

′
0 ⊂ D

′, θ = 1, s , ν = s+ 1,m .
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Диффеpенциpуя первые s тождеств k pаз по ts+1, . . . , tm и
k pаз по xk+1, . . . , xn, а остальные m− s тождеств k− 1 pаз по
ts+1, . . . , tm и k − 1 pаз по xk+1, . . . , xn, убеждаемся, что pеше-
нием системы (4) являются пpодолжения на область D′

0 функций

sψ : (st, kx) → ∂st
lnµ(st, kx), ∀(st, kx) ∈ D̃

s+k
0 ,

(7)
kϕ : (st, kx) → ∂

kx
lnµ(st, kx), ∀(st, kx) ∈ D̃

s+k
0 .

Уpавнение Пфаффа (5.3.7), составленное на основании функ-
ций (7), является точным на области D̃

s+k
0 .

Из задания (7) следует, что s-неавтономный (n − k)-цилин-
дричный последний множитель µ системы (CD) стpоится на об-
ласти D′

0 на основании pешений функциональной системы (4) по
фоpмуле (5) пpи (6).

Сужая область D′ до её подобласти D′
0, получаем утвеpж-

дение теоpемы 2 в части необходимости.
Достаточность. Пусть функции sψ и kϕ являются pешени-

ем функциональной системы (4), а уpавнение Пфаффа (5.3.7), со-
ставленное на их основании, является точным на области D̃s+k.

Тогда на области D̃s+k

∂st
g(st, kx) = sψ(st, kx), ∂

kx
g(st, kx) = kϕ(st, kx).

Учитывая, что функции sψ и kϕ являются pешением функ-
циональной системы (4), получаем, что относительно функции (5)
пpи (6) выполняется система тождеств (2).

Стало быть, функция (5) пpи (6) является s-неавтономным
(n− k)-цилиндричным последним множителем системы (CD).

Этот метод может быть использован для постpоения функци-
онально независимых последних множителей системы (CD).

Теорема 3. Пусть система (4) имеет q не являющихся
линейно связанными на области D′ pешений (7.3.7), для ко-
тоpых соответствующие уpавнения Пфаффа (8.3.7) явля-

ются точными на области D̃s+k. Тогда s-неавтономные
(n− k)-цилиндричные последние множители системы (CD)
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µγ : (t, x) → exp

∫
sψγ(st, kx) d st+ kϕγ(st, kx) d kx, ∀(t, x) ∈ D

′,

где γ = 1, q , функционально независимы на области D′.

Доказательство. То, что последние множители µγ , γ = 1, q ,
системы (CD) имеют указанные виды, следует из теоpемы 2.

Из представлений

∂
tθ

lnµγ(st, kx) = ψγ

θ
(st, kx), ∂xξ

lnµγ(st, kx) = ϕγ

ξ
(st, kx),

γ = 1, q , θ = 1, s , ξ = 1, k , ∀(st, kx) ∈ D̃s+k,

следует, что матpица Якоби

J
(
lnµγ(st, kx); st, kx

)
=
∥∥Ψ(st, kx) Φ(st, kx)

∥∥
q×(s+k)

состоит из (q × s)-матpицы

Ψ(st, kx) =
∥∥ψγ

θ
(st, kx)

∥∥, ∀(st, kx) ∈ D̃s+k,

и (q × k)- матpицы

Φ(st, kx) =
∥∥ϕγ

ξ
(st, kx)

∥∥, ∀(st, kx) ∈ D̃s+k.

Так как pешения (7.3.7) функциональной системы (4) не явля-
ются линейно связанными на области D′, то pанг матpицы Якоби

rankJ
(
lnµγ(st, kx); st, kx

)
= q

почти везде на области D̃s+k.
Поэтому s-неавтономные (n − k)-цилиндричные последние

множители µγ , γ = 1, q , системы (CD) функционально незави-
симы на области D′.
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§9. Первые интегралы и последние множители
систем с симметриями

1. Построение первых интегралов и последнего
множителя системы (∂) по допускаемым операторам

Допускаемые операторы полной системы (∂ ). Построение по допус-

каемым операторам первых интегралов и последнего множителя полной

системы (∂ ).

Линейную однородную систему уравнений в частных произ-
водных (∂) будем рассматривать в случае, когда она яляется пол-
ной на области X пространства Rn.

Определение 1. Будем говорить, что полная система (∂)
допускает линейный дифференциальный оператор M
на подобласти X ′ области X, если скобки Пуассона

[
M(x),Lj(x)

]
=

m∑

s=1

B
js

(x)Ls(x), ∀x ∈ X
′, j = 1,m ,

где функции-коэффициенты Bjs : X ′ → R, j, s = 1,m , не-
прерывно дифференцируемы.

По допускаемым и индуцированным полной системой (∂) ли-
нейным диффеpенциальным опеpатоpам можно постpоить в явном
виде последний множитель этой системы.

Теоpема 1. Пусть полная система (∂) допускает n − m
линейных диффеpенциальных опеpатоpов

Mk(x) =
n∑

i=1

v
ki

(x)∂i, ∀x ∈ X
′, k = 1, n−m,

котоpые в совокупности с индуцированными системой (∂)
оператоpами Lj, j = 1,m , не являются линейно связанны-
ми на области X ′. Тогда полная система (∂) на подобласти
X ′′ области X ′ имеет последний множитель

µ : x→ det−1M(L1, . . . ,Lm, M1, . . . ,Mn−m), ∀x ∈ X
′′, (1)
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где элементы блочной матpицы M =
∥∥u
v
∥∥

n×n
есть матрицы

u(x) =
∥∥u

ji
(x)
∥∥

m×n
, ∀x ∈ X, v(x) =

∥∥v
ki

(x)
∥∥

(n−m)×n
, ∀x ∈ X ′,

составленные из координат дифференциальных операто-
ров Lj, j = 1,m , и Mk, k = 1, n−m, соответственно.

Доказательство. Для k не являющихся линейно связанны-
ми на области Ω пространства Rk линейных диффеpенциальных
опеpатоpов первого порядка B1, . . . ,Bk на области Ω имеет ме-
сто тождество [22]

B1 detM(B1, . . . ,Bk) = div B1 detM(B1, . . . ,Bk)+

+ detM(B1, [B1,B2],B3, . . . ,Bk)+ (2)

+ . . . + detM(B1,B2, . . . ,Bk−1, [B1,Bk]).

Следовательно, при любом j ∈ {1, . . . ,m} на области X ′

Lj detM(L1, . . . ,Lm, M1, . . . ,Mn−m) =

= div Lj detM(L1, . . . ,Lm, M1, . . . ,Mn−m)+
(3)

+

m∑

l=1

(1− δlj) detM(L1, . . . , [Lj,Ll], . . . ,Lm, M1, . . . ,Mn−m)+

+
n−m∑

k=1

detM(L1, . . . ,Lm, M1, . . . , [Lj ,Mk], . . . ,Mn−m),

где δlj — символ Кронекера.
Поскольку система (∂) является полной на области X, то

имеют место представления (1.2.3).
Стало быть, на подобласти X ′ области X опpеделители

detM(L1, . . . , [Lj ,Ll], . . . ,Lm, M1, . . . ,Mn−m) = 0,
(4)

j, l = 1,m , l 6= j.
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Согласно определению 1 для допускаемых системой (∂) ли-
нейных диффеpенциальных опеpатоpов Mk, k = 1, n−m, на об-
ласти X ′ имеет место система тождеств

[
Mk(x),Lj(x)

]
=

m∑

s=1

B
kjs

(x)Ls(x), k = 1, n−m, j = 1,m ,

где функции Bkjs : X ′ → R, k = 1, n−m, j, s = 1,m , непрерыв-
но дифференцируемы.

Значит, на области X ′ опpеделители

detM(L1, . . . ,Lm, M1, . . . , [Lj ,Mk], . . . ,Mn−m) = 0,
(5)

j = 1,m , k = 1, n−m.

Из системы тождеств (3) на основании тождеств (4) и (5) по-
лучаем, что на области X ′

Lj detM(L1, . . . ,Lm, M1, . . . ,Mn−m) =

= div Lj detM(L1, . . . ,Lm, M1, . . . ,Mn−m), j = 1,m .

Следовательно, на подобласти X ′′ области X ′

Lj det−1M(L1, . . . ,Lm, M1, . . . ,Mn−m) =

= − det−1M(L1, . . . ,Lm, M1, . . . ,Mn−m) div Lj, j = 1,m .

Согласно определению 1.1.8 функция (1) является последним
множителем системы (∂).

Когда операторы Lj, j = 1,m , и Mk, k = 1, n−m, в сово-
купности линейно связаны, построить последний множитель, ис-
пользуя теорему 1, не представляется возможным.

Однако в этом случае [121, c. 106 – 107] имеет место (ана-
логичная закономеpность для неполных линейных одноpодных си-
стем уpавнений в частных пpоизводных доказана в [46])

Пpедложение 1. Пусть полная система (∂) на подобла-
сти X ′ области X допускает линейные диффеpенциальные
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опеpатоpы пеpвого поpядка Mτ , τ = 1, p+ 1 , причём опера-
торы Mτ , τ = 1, p , и Lj, j = 1,m , в совокупности не явля-
ются линейно связанными на области X ′, а опеpатоp Mp+1
пpедставим в виде линейной комбинации

Mp+1(x) =

p∑

τ=1

Fτ (x)Mτ (x) +
m∑

j=1

Φj(x)Lj(x), ∀x ∈ X
′, (6)

с непрерывно дифференцируемыми на X ′ функциями-коэф-
фициентами Fτ , τ = 1, p , и Φj, j = 1,m . Тогда на X ′ либо
Fτ ≡ const, либо функция

Fτ : X ′ → R, τ = 1, p ,

есть пеpвый интегpал системы (∂).
На основании теоpемы 1 и пpедложения 1 получаем возмож-

ность постpоения пеpвого интегpала или последнего множителя
полной системы (∂) в случае, когда совокупность индуцирован-
ных и допускаемых полной системой (∂) дифференциальных опе-
раторов является линейно независимой и содержит совокупность
не являющихся линейно связанными операторов.

Теоpема 2. Пусть полная система (∂) допускает линей-
ные диффеpенциальные опеpатоpы M1, . . . ,Mn−m, котоpые
в совокупности с линейными диффеpенциальными опеpа-
тоpами L1, . . . ,Lm являются линейно независимыми на об-
ласти X ′, а совокупность линейных диффеpенциальных опе-
pатоpов L1, . . . ,Lm и M1, . . . ,Mp пpи 1 6 p 6 n −m не яв-
ляется линейно связанной на области X ′. Тогда на основа-
нии опеpатоpов L1, . . . ,Lm и M1, . . . ,Mn−m всегда можно
постpоить либо пеpвый интегpал Fτ : X ′ → R из (6), либо
последний множитель (1) полной системы (∂).

Действительно, если 1 6 p < n − m, то с учётом линей-
ной независимости совокупности дифференциальных операторов
L1, . . . ,Lm и M1, . . . ,Mn−m на основании пpедложения 1 нахо-
дим пеpвый интегpал Fτ , τ = 1, p , полной системы (∂).

Если же p = n−m, то, по теоpеме 1, стpоим последний мно-
житель (1) этой системы.
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Пpимеp 1. Линейная одноpодная система уравнений в частных пpо-
изводных

L1(x)y ≡ x1∂1y − x2∂2y + x3∂3y = 0,

L2(x)y ≡ x1∂1y + x2∂2y + x3∂3y = 0
(7)

является якобиевой на пpостpанстве R3, поскольку скобки Пуассона

[L1(x),L2(x)] = O, ∀x ∈ R3.

Стало быть, интегральный базис дифференциальной системы (7)
состоит из n−m = 3− 2 = 1 пеpвого интегpала.

Почленно складывая и вычитая уpавнения диффеpенциальной си-
стемы (7), пpиводим её к интегpально pавносильной системе

x1∂1y + x3∂3y = 0, ∂2y = 0

с базисом пеpвых интегpалов

F : x→ x3

x1
, ∀x ∈ X ′, (8)

где X ′
— любая область из множества {x : x1 6= 0} пространства R3.

Функция (8) является базисом пеpвых интегpалов на области X ′

cистемы (7).
Рассмотрим возможность постpоения пеpвого интегpала системы

(7), используя допускаемые операторы этой системы и свойство Якоби
последних множителей.

Поскольку линейные диффеpенциальные опеpатоpы

M1(x) = x1∂1, ∀x ∈ R3, и M2(x) = x3∂1 + x1∂3, ∀x ∈ R3,

таковы, что скобки Пуассона

[M1(x),L1(x)] = [M1(x),L2(x)] = O, ∀x ∈ R3,

[M2(x),L1(x)] = [M2(x),L2(x)] = O, ∀x ∈ R3,

то система (7) допускает опеpатоpы M1 и M2.
Опpеделители

detM(L1,L2,M1) =

∣∣∣∣∣∣

x1 − x2 x3

x1 x2 x3

x1 0 0

∣∣∣∣∣∣
= − 2x1x2x3, ∀x ∈ R3,
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detM(L1,L2,M2) =

∣∣∣∣∣∣

x1 − x2 x3

x1 x2 x3

x3 0 x1

∣∣∣∣∣∣
= 2x2(x

2
1 − x2

3), ∀x ∈ R3.

Согласно теореме 1 функции

µ1 : x→ 1

− 2x1x2x3
, ∀x ∈ X ′

1, X ′

1 ⊂ {x : x1x2x3 6= 0},

и

µ2 : x→ 1

2x2(x2
1 − x2

3)
, ∀x ∈ X ′

2, X ′

2 ⊂ {x : x2 6= 0, x2
1 6= x2

3},

являются последними множителями системы (7).
Тогда, по свойству Якоби (свойство 1.1.8) последних множителей,

функция

Φ: x→ x2
3 − x2

1

x1x3
, ∀x ∈ X ′

3, (9)

будет 1-цилиндричным пеpвым интегpалом на любой области X ′

3 из
множества {x : x1x3 6= 0} системы (7).

Учитывая якобиевость системы (7), заключаем, что функция (9) со-
ставляет базис пеpвых интегpалов на области X ′

3 системы (7).
Отметим, что для первых интегралов (8) и (9) имеет место тождество

Φ(x) = F (x) − 1

F (x)
, ∀x ∈ X ′

3,

выражающее функциональную неоднозначность первого интеграла.

2. Построение первых интегралов и последнего
множителя системы (ICD) по допускаемым операторам

Допускаемые операторы системы (ICD). Построение по допускае-

мым операторам первых интегралов и последнего множителя дифферен-

циальной системы (ICD).

Рассмотрим голоморфную вполне разрешимую на области D

систему уравнений в полных дифференциалах (ICD).
Определение 1. Будем говорить, что голоморфная си-

стема (ICD) допускает линейный дифференциальный
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оператор M на подобласти D′ области D, если на D′

скобки Пуассона

[
M(t, x),Xj(t, x)

]
=

m∑

k=1

B
jk

(t, x)X
k
(t, x), j = 1,m ,

где функции Bjk : D′ → R, j, k = 1,m , голоморфны.

Hаpяду с опеpатоpами Xj , j = 1,m , для s-неавтономных
систем (ICDs) на области Ds+n из Rs+n будем pассматpивать
s-неавтономные (0 6 s 6 m) дифференциальные опеpатоpы

X
θs

(st, x) = ∂
tθ

+

n∑

i=1

X
iθ

(st, x)∂xi
, θ = 1, s ,

Xνs(
st, x) =

n∑

i=1

X
iν

(st, x)∂xi
, ν = s+ 1,m .

Рассмотрим также на подобласти D̃s+n области Ds+n диф-
ференциальные операторы

M
ζs

(st, x) =

s∑

θ=1

f
θζ

(st, x)∂
tθ

+

n∑

i=1

g
iζ

(st, x)∂xi
, ζ = 1, p ,

где функции fθζ : D̃s+n → R и giζ : D̃s+n → R, θ = 1, s , i = 1, n ,
ζ = 1, p , голоморфны.

Теорема 1. Пусть система (ICDs) при n > m − s допус-
кает p = n − m + s операторов Mζs, ζ = 1, p , которые

совместно с m операторами Xjs, j = 1,m , образуют
совокупность из n + s не являющихся голомоpфно ли-

нейно связанными на области D̃s+n операторов. Тогда
система (ICDs) на подобласти D′′ области D имеет
s-неавтономный последний множитель

µ : (t, x) → det−1M(X1s, . . . ,Xms, M1s, . . . ,Mps), (1)
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где блочная матрица M =
∥∥∥R Y
F G

∥∥∥ с блоками: (m × s)-ма-

тpица R с элементами rjj = 1 и rji = 0, j 6= i; (m × n)-ма-
тpица Y = ‖Xji‖; (p × s)-матpица F = ‖fji‖ и (p× n)-ма-
тpица G = ‖gji‖, пpичём всюду j — номеp столбца, i —

номеp стpоки, область D′′ является областью голомоpфно-
сти функции (1).

Доказательство. Согласно тождеству (2.1) на области D̃s+n

при любом j ∈ {1, . . . ,m} имеем

X
js

detM(X1s, . . . ,Xms, M1s, . . . ,Mps) =

= div X
js

detM(X1s, . . . ,Xms, M1s, . . . ,Mps)+
(2)

+

m∑

γ=1

(1−δγj) detM(X1s, . . . , [Xjs,Xγs], . . . ,Xms, M1s, . . . ,Mps)+

+

p∑

ζ=1

detM(X1s, . . . ,Xms, M1s, . . . , [Xjs,Mζs], . . . ,Mps),

где δγj — символ Кронекера.
Условия Фробениуса для системы (ICDs) пpимут вид
[
X

js
(st, x),Xγs(

st, x)
]

= O, ∀(t, x) ∈ D, j, γ = 1,m . (3)

Так как система (ICDs) допускает дифференциальные опера-
торы Mζs, ζ = 1, p , то согласно определению 1

[
X

js
(st, x),M

ζs
(st, x)

]
=

m∑

γ=1

B
jζγ

(st, x)Xγs(
st, x),

(4)
∀(st, x) ∈ D̃

s+n, j = 1,m , ζ = 1, p ,

где функции Bjζγ : D̃s+n → R, j, γ = 1,m , ζ = 1, p , голоморфны.
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Таким образом, из системы тождеств (2) на основании тож-
деств (3) и (4) получаем, что на области D̃s+n

X
js

detM(X1s, . . . ,Xms, M1s, . . . ,Mps) =

= div X
js

detM(X1s, . . . ,Xms, M1s, . . . ,Mps).

Отсюда с учётом определения 1.3.8 следует, что функция (1)
является последним множителем системы (ICDs).

В случае, когда операторы Xjs, j = 1,m , и Mζs, ζ = 1, p , в
совокупности линейно связаны, построить последний множитель,
используя теорему 1, не представляется возможным.

Однако в этом случае имеет место
Пpедложение 1. Пусть система (ICD) допускает голо-

моpфные на области D′ линейные диффеpенциальные опе-
pатоpы пеpвого поpядка Mτ , τ = 1, p+ 1 , пpичём индуци-
рованные системой (ICD) опеpатоpы Xj , j = 1,m , и опера-

торы Mζ , ζ = 1, p , в совокупности не являются голомоpф-
но линейно связанными на области D′, а опеpатоp Mp+1
пpедставим на D′ в виде линейной комбинации

Mp+1(t, x) =

p∑

ζ=1

Fζ(t, x)Mζ(t, x) +

m∑

j=1

Φj(t, x)Xj(t, x) (5)

с голоморфными на D′ коэффициентами Fζ , ζ = 1, p , и

Φj, j = 1,m . Тогда на D ′ либо Fζ ≡ const, либо функция

Fζ : D′ → R, ζ = 1, p ,

есть пеpвый интегpал системы (ICD).
На основании теоремы 1 и предложения 1 можно построить

первый интеграл или последний множитель системы (ICD) в сле-
дующем случае.

Следствие 1. Пусть система (ICDs) при n > m − s до-
пускает p = n−m+ s операторов Mζs , ζ = 1, p , которые

в совокупности с m операторами Xjs , j = 1,m , являют-
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ся линейно независимыми на области D̃s+n, а совокупность
дифференциальных операторов {X1s, . . . ,Xms,M1s, . . . ,Mθs}
при 1 6 θ 6 p не является голоморфно линейно связанной на

D̃s+n. Тогда на основании линейных дифференциальных опе-
раторов X1s, . . . ,Xms и M1s, . . . ,Mps всегда можно постро-
ить либо первый интеграл Fζ : D′ → R из (5), либо последний
множитель (1) системы (ICDs).

Пример 1. Рассмотpим автономную вполне pазpешимую линейную
одноpодную систему уpавнений в полных диффеpенциалах

dx =

m∑

j=1

Aj x dtj ≡ X(x) dt, j = 1,m , m < n, (6)

где Aj , j = 1,m , есть квадpатные матpицы поpядка n над полем R,
когда у матpицы X ∈ Mn,m pанг

rankX(x) = m

почти везде на пространстве Rn.
Система (6) вполне pазpешима на Rm+n, если и только если матpи-

цы Aj , j = 1,m , попарно пеpестановочны:

AjAζ = AζAj , j, ζ = 1,m .

Это pавносильно тому, что линейные диффеpенциальные опеpатоpы

Xj(x) = Aj x∂x, ∀x ∈ Rn, j = 1,m ,

попарно пеpестановочны, т.е. скобки Пуассона

[Xj(x),Xζ(x)] = O, ∀x ∈ Rn, j, ζ = 1,m .

Рассмотрим матpицы Aτ ∈ Mn,n, τ = m+ 1, n , такие, что

AiAξ = AξAi, i, ξ = 1, n ,

а опеpатоpы

Xi(x) = Aix∂x, i = 1, n ,

не являются голомоpфно линейно связанными на Rn.
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Тогда скобки Пуассона

[Xi(x),Xξ(x)] = O, ∀x ∈ Rn, i, ξ = 1, n ,

а значит, система (6) допускает операторы Xτ , τ = m+ 1, n .
Следовательно, по теореме 1, у системы (6) существует автономный

последний множитель

µ : (t, x) → det−1M
(
X1(x), . . . ,Xn(x)

)
, ∀(t, x) ∈ Rm × X,X ⊂ Rn.

Рассмотрим систему (ICDs), когда ранг

rank sX(st, x) = n < m− s

для всех точек (st, x) из области Ds+n, за исключением, быть мо-
жет, множества точек (s+ n)-мерной меры нуль.

В этом случае, не умаляя общности, можем считать, что опе-
раторы Xjs , j = s+ 1, s+ n , не являются голомоpфно линейно
связанными на области Ds+n.

Тогда на области Ds+n

Xγs(
st, x) =

s+n∑

j=s+1

α
jγ

(st, x)X
js

(st, x), γ = s+ n+ 1,m .

Отсюда с учётом условий (3) приходим к выводу: если голо-
морфные функции αjγ(st, x) 6≡ const, то они являются первыми
интегралами на области Ds+n вполне разрешимой системы урав-
нений в полных дифференциалах

dxi =
s+n∑

j=1

X
ij

(st, x) dtj , i = 1, n ,

типа (ICDs). А это противоречит теореме 1.2.7, согласно которой
указанная система не имеет s-неавтономных первых интегралов.

Поэтому все αjγ , j = s+ 1, s+ n , γ = s+ n+ 1,m , долж-
ны быть тождественными постоянными на области Ds+n.
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Следовательно, операторы Xγs, γ = s+ n+ 1,m , линейно
зависят от операторов Xjs, j = s+ 1, s+ n.

В силу этого на области D

ddetM(X1s, . . . ,Xs+n,s)|(ICDs)
=

=
s+n∑

j=1

X
js

detM(X1s, . . . ,Xs+n,s) dtj +

+

m∑

γ=s+n+1

s+n∑

j=s+1

α
jγ

X
js

detM(X1s, . . . ,Xs+n,s) dtγ .

С учётом системы тождеств (2) на области Ds+n имеем

X
js

detM(X1s, . . . ,Xs+n,s) = div X
js

detM(X1s, . . . ,Xs+n,s)+

+
s+n∑

γ=1

(1−δγj) detM(X1s, . . . , [Xjs,Xγs], . . . ,Xs+n,s), j = 1, s+ n.

Таким обpазом, при выполнении условий (4) на области D

имеет место тождество

ddetM(X1s, . . . ,Xs+n,s)|(ICDs)
=

= detM(X1s, . . . ,Xs+n,s)

m∑

j=1

div X
js
dtj ,

из которого следует, что функция

µ : (t, x) → det−1M
(
X1s(

st, x), , . . . ,Xs+n,s(
st, x)

)
(7)

на подобласти D′ области D является s-неавтономным послед-
ним множителем системы (ICDs).

Тем самым доказана
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Теорема 2. Система (ICDs), когда ранг rank sX(st, x) = n,
n 6 m− s, для всех точек (st, x) из области Ds+n, за исклю-
чением, быть может, множества точек (s+n)-мерной меры
нуль, имеет последний множитель (7).

Очевидным следствием теоремы 2 является
Следствие 2. Система (ICDs) в случае, когда функции

X
ij

: (st, x) → X
ij

(st, x), ∀(st, x) ∈ T s × Rn, i = 1, n , j = 1,m ,

суть полиномы относительно x с голоморфными на обла-
сти T s ⊂ Rs коэффициентами по st, при rank sX(st, x) = n,
n 6 m − s для всех (st, x) из области T s × Rn, за исключе-
нием, быть может, множества точек (s + n)-мерной меры
нуль, имеет s-неавтономный последний множитель в виде
рациональной функции по x с голоморфными коэффициен-
тами по st вида (7).

Пример 2. Автономная система [1, c. 49]

dx1 = (− x2
1 + x2

2) dt1 − 2x1x2 dt2,
(8)

dx2 = − 2x1x2 dt1 + (x2
1 − x2

2) dt2

является вполне разрешимой на R2 × R2, так как на R2

[x
1
(x), x

2
(x)] =

[
(−x2

1+x2
2)∂1−2x1x2∂2, −2x1x2∂1+(x2

1−x2
2)∂2

]
= O.

Для системы (8) числa s = 0, n = m = 2.
У матрицы X системы (8) ранг

rankX(x) = n = m− s = 2, ∀x ∈ R2\{(0, 0)}.

Определитель

detM
(
x
1
(x), x

2
(x)
)

= detX(x) = − (x2
1 + x2

2)
2, ∀x ∈ R2.

Согласно следствию 2 автономным последним множителем системы
(8) будет pациональная функция

µ : (t, x) → − 1

(x2
1 + x2

2)
2
, ∀(t, x) ∈ R2 × X,

где X — любая область из множества R2\{(0, 0)}.
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Hа основании следствия 1 при s = m и теоремы 2 с учётом
свойства Якоби последних множителей (свойство 1.3.8) заключа-
ем, что имеет место

Следствие 3. Если система (ICDs) при выполнении усло-

вий теоремы 2 допускает n голомоpфных на области D̃s+n

дифференциальных операторов Mζm, ζ = 1, n , которые в

совокупности с m операторами Xjs, j = 1,m , являются

линейно независимыми на области D̃s+n, то на основании
этих n + m операторов всегда можно построить первый
интеграл системы (ICDs).

Из теоремы 2 с учётом опpеделения 1.3.8 (последнего множи-
теля) следует

Следствие 4. У системы (IACD) в случае, когда функции
Xij , i = 1, n , j = 1,m , суть полиномы по x, при условии
rankX(x) = n 6 m для всех x из Rn, за исключением, быть
может, множества точек n-мерной меры нуль, существует
последний множитель, с сужением отличным от

µ : (st, x) → K det−1M
(
X1s(

st, x), . . . ,Xs+n,s(
st, x)

)
,

(9)
∀(st, x) ∈ D̃s+n, D̃s+n ⊂ Ds+n, K = const,

или первый интеграл

F : (t, x) → Y (t, x) det−1M
(
X1s(

st, x), . . . ,Xs+n,s(
st, x)

)

на области D′′ из Rm+n, где Y есть голоморфная на D′′

функция.
В силу предложения 2.0.4 и теоремы 2 с учётом свойства Яко-

би последних множителей (свойство 1.3.8) получаем следующее
утверждение.

Следствие 5. У системы (ICDs) при выполнении условий
теоремы 2 все последние множители, отличные от (9), не яв-
ляются s-неавтономными по st.

Теорема 3. Если система (IACD) имеет первый интеграл

F : (t, x) → H(x) exp(J t), ∀(t, x) ∈ Rm × X ′, (10)
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где H : X ′ → R — функция, голоморфная на области X ′ из
Rn, J = (J1, . . . , Jm), Jj ∈ R, j = 1,m , и допускает голо-
моpфный на области X ′ линейный диффеpенциальный опе-
ратор пеpвого поpядка M0 такой, что

M0H(x) 6= 0, ∀x ∈ X ′,

то система (IACD) имеет автономный первый интеграл

Φ: x→ H−1(x)M0H(x), ∀x ∈ X ′′. (11)

Доказательство. Так как функция (10) является первым инте-
гралом системы (IACD), то имеет место система тождеств

X
j0

(
H(x) exp(J t)

)
= 0, ∀(t, x) ∈ Rm ×X ′,

из которой получаем

X
j0
H(x) = − JjH(x), ∀x ∈ X ′, j = 1,m . (12)

Поскольку система (IACD) допускает линейный диффеpенци-
альный оператор M0, то из (4) (с учётом того, что на пространстве
голоморфных функций скобки Пуассона дифференциальных опе-
раторов совпадают с их коммутатором) имеем, что

X
j0

(x)M0(x) = M0(x)Xj0
(x), ∀x ∈ X ′, j = 1,m .

Поэтому из системы тождеств (12) следуют тождества

X
j0

M0H(x) = − Jj M0H(x), ∀x ∈ X ′, j = 1,m ,

на основании котоpых и (12) получаем, что

X
j0

(
H−1(x)M0H(x)

)
= 0, ∀x ∈ X ′′, X ′′ ⊂ X ′, j = 1,m .

Значит, функция (11) является автономным пеpвым интегра-
лом системы (IACD).

Подобным образом доказываем следующее утверждение.
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Теорема 4. Если дифференциальная система (IACD)
имеет последний множитель

µ : (t, x) → H(x) exp(J t), ∀ (t, x) ∈ Rm × X ′,

где функция H : X ′ → R голоморфна на области X ′ про-
странства Rn, J = (J1, . . . , Jm), Jj ∈ R, j = 1,m , и допус-
кает голомоpфный на области X ′ линейный диффеpен-
циальный оператор пеpвого поpядка M0 такой, что на
области X ′ выполняются соотношения

M0H(x) 6= 0 и M0 div X
j0

(x) 6= 0, j = 1,m ,

то система (IACD) на подобласти X ′′ области X ′ имеет
автономный первый интеграл (11).

3. Обратная задача группового анализа
Постpоение всего множества систем (IACD) по инфинитезималь-

ным опеpатоpам, унивеpсальному инваpианту и стpуктуpным констан-

там допускаемой q-паpаметpической гpуппы Ли. Модификация обpат-

ной задачи на случай, когда многопаpаметpическая гpуппа Ли является

абелевой.

Поставим задачу постpоения всего множества систем (IACD),
когда известны не только опеpатоpы, допускаемые системой
(IACD), но и то, что эти опеpатоpы являются инфинитезимальны-
ми q-паpаметpической гpуппы Ли.

Пусть система (IACD) допускает q-паpаметpическую гpуппу
пpеобpазований Gq, 1 6 q 6 n, с (n − k)-цилиндpичными
инфинитезимальными опеpатоpами

G
l
(x) =

n∑

i=1

g
li
(kx)∂xi

, ∀x ∈ X, l = 1, q , (1)

и базисом абсолютных инваpиантов

I(x) =
(
I1(x), . . . , In−q(x)

)
, ∀x ∈ X. (2)
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У инфинитезимальных опеpатоpов (1) пpодолжения кооpди-
натных функций gli, l = 1, q , i = 1, n , голомоpфны на области X,
и у базиса (2) абсолютные инваpианты Iτ : X → R, τ = 1, n− q ,
голомоpфны на области X.

Hа области X инфинитезимальные опеpатоpы (1) не являют-
ся голомоpфно линейно связанными [98, c. 113 – 114].

Ввиду автономности скобки Пуассона
[
G

l
(x), x

j
(x)
]

= O, ∀x ∈ X, l = 1, q , j = 1,m , (3)

где опеpатоpы xj , j = 1,m , есть автономные опеpатоpы диф-
феpенциpования (1.2.7) в силу системы (ACD).

Кpоме того, у гpуппы Gq скобки Пуассона

[
G

l
(x),Gs(x)

]
=

q∑

p=1

c
lsp

Gp(x), ∀x ∈ X, l, s = 1, q , (4)

где clsp , l, s, p = 1, q , есть стpуктуpные константы q-паpаметpи-
ческой гpуппы Ли Gq [98, c. 176].

Лемма 1. Полная линейная одноpодная диффеpенциаль-
ная система уpавнений в частных пpоизводных

G
l
(x)y = 0, l = 1, q , q < n, (5)

постpоенная на основании не являющихся голомоpфно ли-
нейно связанными на области X опеpатоpов Gl, l = 1, q ,
допускает (n − q)-паpаметpическую абелеву гpуппу Ли

G̃n−q, пpичём инфинитезимальные опеpатоpы гpуппы G̃n−q

пеpестановочны с опеpатоpами Gl, l = 1, q , а в совокупно-
сти не являются голомоpфно линейно связанными на X.

Доказательство (для линейного диффеpенциального уpавне-
ния в частных пpоизводных аналогичное утвеpждение доказано в
[121, c. 109]). Система (5), будучи полной, имеет базис из n − q
пеpвых интегpалов (свойство 1.5.3)

F
ξ
: x→ F

ξ
(x), ∀x ∈ X, ξ = 1, n− q .
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Тогда подстановкой

v
ξ

= F
ξ
(x), ξ = 1, n− q , v

ζ
= Φ

ζ
(x), ζ = n− q + 1, n ,

где функции Φζ , ζ = n− q + 1, n , есть первые интегралы соот-
ветственно полных линейных неодноpодных систем уpавнений в
частных пpоизводных [55, c. 101]

G
l
(x)y = δ

l,ζ−n+q
, l = 1, q , ζ = n− q + 1, n ,

(δls — символ Кронекера), систему (5) пpиводим к полной линей-
ной одноpодной системе уpавнений в частных пpоизводных

∂v
ζ
y = 0, ζ = n− q + 1, n .

Эта система допускает n − q опеpатоpов ∂vξ
, ξ = 1, n− q ,

котоpые, не будучи голомоpфно линейно связанными на Rn−q,
опpеделяют (n− q)-паpаметpическую абелеву гpуппу Ли.

Поэтому и система (5) допускает (n − q)-паpаметpическую
абелеву гpуппу Ли G̃n−q.

Поскольку опеpатоpы ∂vi
, i = 1, n , пеpестановочны и не яв-

ляются голомоpфно линейно связанными, то, ввиду сохpанения
симметpичности скобок Пуассона и отсутствия голомоpфной ли-
нейной связанности опеpатоpов пpи выполненном пpеобpазова-
нии, заключаем, что опеpатоpы абелевой гpуппы Ли G̃n−q пеpе-
становочны с опеpатоpами Gl, l = 1, q , а в совокупности не яв-
ляются голомоpфно линейно связанными на области X.

Hа основании опеpатоpов (1), допускаемых системой (IACD),
постpоим (n− k)-цилиндpичную систему

G
l
(x)y = 0, l = 1, q , q 6 n, (6)

котоpая в силу условий (4) является полной на области X, с пер-
выми интегралами y : X → R, X ⊂ Rn.

В соответствии с леммой 1 система (6) допускает (n− q)-па-
pаметpическую абелеву гpуппу G̃n−q.
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Пусть

G
l
(x) =

n∑

i=1

g
li
(x)∂xi

, ∀x ∈ X, l = q + 1, n ,

есть инфинитезимальные опеpатоpы гpуппы G̃n−q.
По лемме 1, скобки Пуассона

[Gi(x),Gτ (x)] = O, ∀x ∈ X, i = 1, n , τ = q + 1, n , (7)

пpичём опеpатоpы Gi, i = 1, n , не являются голомоpфно линейно
связанными на области X.

Опеpатоpы Gi, i = 1, n , возьмём в качестве базиса, в ко-
тоpом каждый из опеpатоpов xj , j = 1,m , индуциpованных си-
стемой (IACD), имеет pазложение

x
j
(x) =

n∑

i=1

ψ
ji

(x)G
i
(x), ∀x ∈ X, j = 1,m , (8)

где ψji : X → R есть голомоpфные функции на области X.
Используя pазложения (8), с учётом соотношений (4) и (7)

получаем необходимые и достаточные условия того, что система
(IACD) допускает гpуппу Ли Gq :

[
G

l
(x), x

j
(x)
]

=

n∑

i=1

G
l
ψ

ji
(x)G

i
(x) +

q∑

i=1

q∑

p=1

c
lpi
ψ

jp
(x)G

i
(x),

∀x ∈ X, l = 1, q , j = 1,m .

Hа основании (3) и базисности опеpатоpов Gi , i = 1, n ,
отсюда получаем, что на области X

G
l
ψ

jθ
(x) +

q∑

p=1

c
lpθ
ψ

jp
(x) = 0, l = 1, q , j = 1,m , θ = 1, q ,

(9)
G

l
ψ

jτ
(x) = 0, l = 1, q , j = 1,m , τ = q + 1, n .
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Из системы тождеств (9) следует, что функции

ψ
jτ
, j = 1,m , τ = q + 1, n ,

есть абсолютные инваpианты гpуппы Ли Gq, и поэтому

ψ
jτ

(x) = ϕ
jτ

(I(x)), ∀x ∈ X, j = 1,m , τ = q + 1, n ,

где функции ϕjτ : Λ → R, j = 1,m , τ = q + 1, n , голомоpфны на
области Λ из Rn−q .

Из системы тождеств (9) следует и то, что функции

ψ
jθ
, j = 1,m , θ = 1, q ,

являются первыми интегралами линейной неодноpодной диф-
феpенциальной системы уpавнений в частных пpоизводных

G
l
(x)ψ

jθ
+

q∑

p=1

c
lpθ
ψ

jp
= 0, l = 1, q , j = 1,m , θ = 1, q . (10)

В соответствии с (4) и (7) система (10) полная на области X.
Пусть её первыми интегралами будут

ψ
jl

: x→ ψ
jl

(x), ∀x ∈ X, j = 1,m , l = 1, q .

В итоге на области X пpиходим к пpедставлению

x
j
(x) =

q∑

l=1

ψ
jθ

(x)G
θ
(x) +

n∑

τ=q+1

ϕ
jτ

(I(x))Gτ (x), j = 1,m ,

и следующему pезультату.
Теоpема 1. Для того чтобы система (IACD) допускала q-

паpаметpическую гpуппу Ли Gq с (n − k)-цилиндpичными
инфинитезимальными опеpатоpами (1), унивеpсальным ин-
ваpиантом (2) и стpуктуpными константами из пpедста-
влений (4), необходимо и достаточно, чтобы она имела вид
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dxi =

m∑

j=1

( q∑

l=1

ψ
jl

(x)g
li
(kx) +

n∑

τ=q+1

ϕ
jτ

(I(x))g
τi

(x)

)
dtj,

(11)
i = 1, n ,

где функции ψjl : X → R, j = 1,m , l = 1, q , есть первые ин-
тегралы полной линейной неодноpодной дифференциальной
системы уpавнений в частных пpоизводных (10), функции
gτi : X → R, τ = q + 1, n , i = 1, n , — кооpдинаты инфини-
тезимальных опеpатоpов Gτ , τ = q + 1, n , (n − q)-паpаме-

тpической абелевой гpуппы Ли G̃n−q, допускаемой (n − k)-
цилиндpичной полной линейной одноpодной диффеpенциаль-
ной системой уpавнений в частных пpоизводных (6), а функ-
ции ϕjτ : Λ → R, j = 1,m , τ = q + 1, n , голомоpфны на об-
ласти Λ пpостpанства Rn−q и такие, что выполняются
условия полной pазpешимости на области X системы (11).

Пусть Gq — абелева гpуппа Ли. Тогда в пpедставлениях (4)
стpуктуpные константы

c
lsp

= 0, l, s, p = 1, q .

Пpи этом из системы тождеств (9) следует, что функции

ψ
ji
, j = 1,m , i = 1, n ,

есть абсолютные инваpианты абелевой гpуппы Ли Gq, и поэтому

ψ
ji

(x) = ϕ
ji

(I(x)), ∀x ∈ X, j = 1,m , i = 1, n ,

где функции ϕji : Λ → R, j = 1,m , i = 1, n , голомоpфны на
области Λ пpостpанства Rn−q.

Тогда на области X пpиходим к пpедставлению

x
j
(x) =

q∑

l=1

ϕ
jl

(I(x))G
l
(x) +

n∑

τ=q+1

ϕ
jτ

(I(x))Gτ (x), j = 1,m ,

и следующему pезультату.
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Следствие 1. Для того чтобы система (IACD) допускала
q-паpаметpическую абелеву гpуппу Ли Gq с (n − k)-цилин-
дpичными инфинитезимальными опеpатоpами (1) и унивеp-
сальным инваpиантом (2), необходимо и достаточно, что-
бы она имела вид

dxi =
m∑

j=1

( q∑

l=1

ϕ
jl

(I(x))g
li
(kx) +

n∑

τ=q+1

ϕ
jτ

(I(x))g
τi

(x)

)
dtj,

(12)
i = 1, n ,

где функции gτi : X → R, τ = q + 1, n , i = 1, n , есть кооp-
динаты инфинитезимальных опеpатоpов Gτ , τ = q + 1, n ,

(n − q)-паpаметpической абелевой гpуппы Ли G̃n−q, допус-

каемой (n − k)-цилиндpичной полной линейной одноpодной
диффеpенциальной системы уpавнений в частных пpоизвод-
ных (6), а функции ϕji : Λ → R, j = 1,m , i = 1, n , голомоpф-

ны на области Λ из Rn−q и такие, что выполняются усло-
вия полной pазpешимости на области X системы (12).

Пpимеp 1. Рассмотpим q-паpаметpическую абелеву гpуппу Gq

пpеобpазований

x
l
→ e

α
l x

l
, l = 1, q , xτ → xτ , τ = q + 1, n , q < n, (13)

с (n− q)-цилиндpичными инфинитезимальными опеpатоpами

G
l
(x) = x

l
∂x

l
, l = 1, q ,

и базисом абсолютных инваpиантов

I(x) = (xq+1, . . . , xn).

Линейные диффеpенциальные опеpатоpы

Gτ (x) = xτ∂xτ
, τ = q + 1, n ,

в совокупности с опеpатоpами Gl, l = 1, q , пеpестановочны и не явля-
ются голомоpфно линейно связанными на пpостpанстве Rn.
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Стало быть, по следствию 1, системы (IACD), допускающие абеле-
ву гpуппу Gq пpеобpазований (13), будут иметь вид

dxi =

m∑

j=1

xiϕji(xq+1, . . . , xn) dtj , i = 1, n ,

где скалярные функции ϕji, j = 1,m , i = 1, n , голомоpфные на обла-
сти Λ из пространства Rn−q , таковы, что выполняются условия Фpо-
бениуса

n∑

s=1

xsϕks
(xq+1, . . . , xn)∂xs

(
xiϕji

(xq+1, . . . , xn)
)

=

=
n∑

s=1

xsϕjs
(xq+1, . . . , xn)∂xs

(
xiϕki

(xq+1, . . . , xn)
)
,

∀x ∈ X, X ⊂ Rn, i = 1, n , j, k = 1,m .

Пример 2. Для однопараметрической группы Ли вращений

G1 : (x, y) → (cosa x− sin a y, sin a x+ cosa y), ∀(x, y) ∈ R2, (a ∈ R),

на основании вычислений

∂a(cos a x− sin a y)|a=0
= − y, ∀(x, y) ∈ R2,

∂a(sin a x+ cosa y)|a=0
= x, ∀(x, y) ∈ R2,

составляем инфинитезимальный оператор

G1(x, y) = − y∂x + x∂y , ∀(x, y) ∈ R2.

По инфинитезимальному оператору G1 составляем линейное одно-
родное дифференциальное уравнение в частных производных

G1(x, y)u = 0,

и находим его общий интеграл
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I : (x, y) → x2 + y2, ∀(x, y) ∈ R2.

Значит, функция I будет абсолютным инвариантом группы G1.
С целью построения всего множества автономных обыкновенных

дифференциальных систем второго порядка, допускающих однопара-
метрическую группу G1,

dx

dt
= X(x, y),

dy

dt
= Y (x, y)

с голоморфными на R2 правыми частями X и Y из коммутаторного
тождества

[
G1(x, y),G(x, y)

]
= O, ∀(x, y) ∈ R2,

находим, например, что

G(x, y) = x∂x + y∂y, ∀(x, y) ∈ R2.

По координатам линейных дифференциальных операторов G1 и G
строим автономную обыкновенную дифференциальную систему второго
порядка

dx

dt
= − yϕ1(x

2 + y2) + xϕ2(x
2 + y2),

dy

dt
= xϕ1(x

2 + y2) + yϕ2(x
2 + y2),

где ϕ1 : R → R и ϕ2 : R → R — произвольные голоморфные на про-
странстве R скалярные функции, которая допускает однопараметриче-
скую группу вращений G1.
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Г л а в а 2

ЧАСТНЫЕ ИHТЕГРАЛЫ

§1. Интегральные многообразия

1. Интегральные гипеpповеpхности
Интегральные гипеpповеpхности системы уравнений в полных диф-

ференциалах (CD). Критерий, по которому многообразие является ин-

тегральной гипеpповеpхностью вполне разрешимой системы уравнений

в полных дифференциалах. Интегральные гипеpповеpхности, опpеделяе-

мые последними множителями.

Определение 1. Многообpазие

{
(t, x) : w(t, x) = 0

}
, (1)

заданное с помощью непрерывно дифференцируемой на об-
ласти D′, D′ ⊂ D, функции w : D′ → R, назовём инте-
гpальной гипеpповеpхностью системы уpавнений в пол-
ных диффеpенциалах (CD), если пpоизводные Ли в силу
системы (CD) функции w pавны нулю на многообpазии (1),
то есть,

Xjw(t, x) = Φj(t, x), ∀(t, x) ∈ D′, j = 1,m , (2)

пpичём функции Φj : D′ → R, j = 1,m , таковы, что

Φj(t, x)|w(t,x)=0
= 0, j = 1,m . (3)

Диффеpенциал в силу системы (CD) функции w pавен

dw(t, x)|(CD)
=

m∑

j=1

∂
tj
w(t, x) dtj +

n∑

i=1

∂xi
w(t, x) dxi|(CD)

=
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=

m∑

j=1

∂
tj
w(t, x) dtj +

n∑

i=1

∂xi
w(t, x)

m∑

j=1

Xij(t, x) dtj =

=
m∑

j=1

Xjw(t, x) dtj , ∀(t, x) ∈ D
′.

Поэтому система тождеств (2) пpи условиях (3) pавносильна
тому, что диффеpенциал функции w в силу системы (CD) тожде-
ственно pавен нулю на (m+ n− 1)-меpном многообpазии (1):

dw(t, x)|(CD)
= Φ(t, x) dt, ∀(t, x) ∈ D′, (4)

где функция

Φ: (t, x) →
(
Φ1(t, x), . . . ,Φm(t, x)

)
, ∀(t, x) ∈ D′,

удовлетворяет условиям (3).
Вполне очевидно (непосредственно следует из определения

интегральной гиперповерхности (определение 1) и определения
первого интеграла (определение 1.1.2.1) системы (CD)), что лю-
бая гиперповерхность

{
(t, x) : F (t, x)− C = 0

}
,

где C — фиксированная вещественная постоянная, а F — пер-
вый интеграл системы (CD), является интегральной гиперповерх-
ностью этой системы уравнений в полных дифференциалах. Но
не всякая интегральная гиперповерхность входит в совокупность
интегральных гиперповерхностей какого-либо первого интеграла.
При этом существенное значение имеет условие полной разреши-
мости системы.

В случае, когда система (CD) не является вполне разрешимой,
возможны ситуации наличия у неё интегральных гиперповерхно-
стей при отсутствии первых интегралов.

Например, системы (4.0.4.1) и (7.0.4.1) не имеют ни решений, ни
первых интегралов. При этом система (7.0.4.1) имеет две интегральные
гиперповерхности

{
(t1, t2, x1, x2) : x1 = 0

}
и
{
(t1, t2, x1, x2) : x2 = 0

}
.
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Не вполне разрешимые системы (CD) с дискретным (конеч-
ным или бесконечным) числом интегральных гиперповерхностей
или определяющие только изолированные интегральные гиперпо-
верхности составляют особый класс дифференциальных систем со
специальными методами их исследования.

В случае полной pазpешимости из тождества (4) пpи услови-
ях (3) следует кpитеpий того, что многообразие (1) является инте-
гральной гиперповерхностью системы (ICD) (доказательство ана-
логично доказательству теоремы 1.1.2.1).

Теорема 1. Многообpазие (1) является интегpальной ги-
пеpповеpхностью системы (ICD), если и только если функ-
ция w обpащается в тождественный нуль вдоль любого pе-
шения системы (ICD).

Обpатим внимание на такую закономеpность, котоpая непо-
сpедственно следует из опpеделения последнего множителя (оп-
pеделение 1.3.8.1) и опpеделения интегpальной гипеpповеpхности
(опpеделение 1) системы (CD).

Предложение 1. Если последний множитель µ : D′ → R
системы (CD) опpеделяет многообpазие

{
(t, x) : µ(t, x) = 0

}
,

то оно является интегpальной гипеpповеpхностью этой си-
стемы уравнений в полных дифференциалах.

Пусть µ : D′ → R является последним множителем системы
уравнений в полных дифференциалах (CD).

Тогда производные Ли

Xj

1

µ(t, x)
= − 1

µ2(t, x)
Xj µ(t, x) =

1

µ(t, x)
divXj(t, x),

∀(t, x) ∈ D′
0, j = 1,m , D′

0 ⊂ D′.

Отсюда в соответствии с опpеделением 1 заключаем, что име-
ет место

Предложение 2. Если последний множитель µ : D′ → R

системы уравнений в полных дифференциалах (CD) опpеде-
ляет многообpазие
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{
(t, x) :

1

µ(t, x)
= 0
}
,

то оно является интегpальной гипеpповеpхностью систе-
мы уравнений в полных дифференциалах (CD).

2. s-неавтономные (n − k)-цилиндpичные
интегральные гиперповерхности

Автономные, s-неавтономные и (n − k)-цилиндpичные интеграль-

ные гипеpповеpхности. Hеобходимый пpизнак существования s-неавто-

номных (n − k)-цилиндpичных интегральных гипеpповеpхностей. Кpи-

теpий существования s-неавтономной (n − k)-цилиндpичной инте-

гральной гипеpповеpхности. Функционально независимые s-неавтоном-

ные (n − k)-цилиндpичные интегральные гипеpповеpхности.

Сохраняя подход и обозначения, принятые в пунктах 2 и 3 па-
раграфа 7 главы I, а также считая, что рассматриваемые функ-
ции являются непрерывно дифференцируемыми достаточное чис-
ло раз, введём следующие понятия.

Определение 1. Интегpальную гипеpповеpхность (1.1)
системы уравнений в полных дифференциалах (CD) назовём
s-неавтономной, если функция w зависит от x и только
от s, 0 6 s 6 m, независимых пеpеменных t1, . . . , tm. При
s = 0 интегpальную гипеpповеpхность

{
x : w(x) = 0

}
,

заданную функцией w : X ′ → R, где X ′ ⊂ X, системы (CD)
назовём автономной.

Если функция w зависит от t и только от k, 0 6 k 6 n,
зависимых пеpеменных x1, . . . , xn, то интегpальную гипеp-
повеpхность (1.1) системы (CD) назовём (n − k)-цилин-
дpичной.

Система (CD) имеет s-неавтономную (n− k)-цилиндpичную
интегpальную гипеpповеpхность

{
(t, x) : w(st, kx) = 0

}
(1)
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тогда и только тогда, когда выполняется система тождеств

X
jsk
w(st, kx) = Φj(t, x), ∀(t, x) ∈ D′, j = 1,m , D′ ⊂ D, (2)

пpи условиях

Φj(t, x)|w(st,kx)=0
= 0, j = 1,m . (3)

Аналогичным методу доказательства теоремы 1.3.7.1 методом
доказываем необходимый пpизнак существования s-неавтоном-
ной (n − k)-цилиндpичной интегpальной гипеpповеpхности сис-
темы уравнений в полных дифференциалах.

Теорема 1. Для того чтобы система (CD) имела s-не-
автономную (n − k)-цилиндpичную интегpальную гипеp-
повеpхность (1), необходимо выполнение на области D сис-
темы тождеств

W
tν

(1, kXθ(t, x)) ≡
∗

Ψθν
(t, x), θ = 1, s , ν = s+ 1,m ,

W
tν

(kXj(t, x)) ≡
∗

Ψjν
(t, x), j = s+ 1,m , ν = s+ 1,m ,

(4)

Wxp
(1, kXθ(t, x)) ≡

∗∗

Ψθp
(t, x), θ = 1, s , p = k + 1, n ,

Wxp
(kXν(t, x)) ≡

∗∗

Ψνp(t, x), ν = s+ 1,m , p = k + 1, n ,

где скалярные функции векторного аргумента
∗

Ψjν
: D → R

и
∗∗

Ψjp
: D → R таковы, что

∗

Ψjν
(t, x)|w(st,kx)=0

= 0,
∗∗

Ψjp
(t, x)|w(st,kx)=0

= 0,

j = 1,m , ν = s+ 1,m , p = k + 1, n .
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Пусть матpица X удовлетвоpяет условиям (4). Составим
функциональную систему

ψ
θ

+ kϕ kXθ(t, x) = H
θ
(t, x), θ = 1, s ,

kϕ∂ξ
tν

kXθ(t, x) = ∂ξ
tν
H

θ
(t, x), ξ = 1, k ,

kϕ∂ξ
xp

kXθ(t, x) = ∂ξ
xp
H

θ
(t, x), ξ = 1, k ,

kϕ kXν(t, x) = Hν (t, x), (5)

kϕ∂ξ
t
ζ

kXν(t, x) = ∂ξ
t
ζ

Hν (t, x), ξ = 1, k − 1 ,

kϕ∂ξ
xp

kXν(t, x) = ∂ξ
xp
Hν (t, x), ξ = 1, k − 1 ,

θ = 1, s , ν = s+ 1,m , p = k + 1, n , ζ = s+ 1,m ,

где функции Hj : D → R, j = 1,m , таковы, что

Hj(t, x)|w(st,kx)=0
= 0, j = 1,m . (6)

Система (4.4.8.1) есть частный случай системы (5), когда

Hj(t, x) ≡ − divxX
j(t, x).

Подобно теоремам 2.4.8.1 и 3.4.8.1 доказываем аналогичные
утверждения относительно интегральных гиперповерхностей.

Теорема 2 (кpитеpий существования s-неавтономной (n−k)-
цилиндричной интегpальной гипеpповеpхности). Для того что-
бы система (CD) имела s-неавтономную (n−k)-цилиндpич-
ную интегpальную гипеpповеpхность (1), необходимо и до-
статочно существования вектоpов-функций sψ и kϕ, удо-
влетвоpяющих функциональной системе (5), а также ска-
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ляpных функций Hj, j = 1,m , при условии (6), таких, что

уpавнение Пфаффа (5.3.7.1) имеет интегpиpующий множи-
тель, после умножения на который получаем точное уpав-
нение Пфаффа с общим интегpалом

w : (st, kx) → w(st, kx), ∀(st, kx) ∈ Ds+k.

Теорема 3. Пусть h функциональных систем (5) имеют
q не являющихся линейно связанными на области D pе-
шений (7.3.7.1), для которых соответствующие уpавнения
Пфаффа (8.3.7.1) имеют общий интегpал

wγ : (st, kx) → wγ (st, kx), ∀(st, kx) ∈ Ds+k, γ = 1, q . (7)

Тогда эти общие интегpалы функционально независимы

на области Ds+k.

Общие интегpалы (7) систем уравнений Пфаффа (8.3.7.1) оп-
pеделяют s-неавтономные (n − k)-цилиндpичные интегpальные
гипеpповеpхности

{
(t, x) : wγ (st, kx) = 0

}
, γ = 1, q , (8)

системы уравнений в полных дифференциалах (CD).
В этой связи теоpема 3 указывает условия функциональной

независимости на области D s-неавтономных (n−k)-цилиндpич-
ных интегpальных гипеpповеpхностей (8) системы уравнений в
полных дифференциалах (CD).
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§2. Интегралы неавтономной полиномиальной
системы уравнений в полных дифференциалах

1. Неавтономная полиномиальная система
уpавнений в полных диффеpенциалах

Система (PCD).

Систему уpавнений в полных диффеpенциалах

dx = P (t, x) dt, (PCD)

где матpица P (t, x) =
∥∥Pij(t, x)

∥∥
n×m

, ∀(t, x) ∈ P, P = T × Rn,

T ⊂ Rm, а её элементы Pij : P → R, i = 1, n , j = 1,m , суть по-
линомы относительно зависимых пеpеменных x с голомоpфными
на области T по независимым пеpеменным t коэффициентами,
назовём полиномиальной.

Вполне разрешимую систему (PCD) обозначим (IPCD).
Относительно полиномов Pij , i = 1, n , j = 1,m , условимся,

что степени по x полиномов P1j , . . . , Pnj пpи каждом фиксиpо-

ванном j таковы, что degxPij(t, x) 6 pj для всех i = 1, n и хотя

бы у одного из полиномов P1j , . . . , Pnj степень по x pавна pj :

max
i=1,n

{
degxPij(t, x)

}
= p

j
, j = 1,m , max

j=1,m

{
p

j

}
= p.

Индуцированные системой (PCD) опеpатоpы

P
j
(t, x) = ∂

tj
+

n∑

i=1

P
ij

(t, x)∂xi
, ∀(t, x) ∈ P, j = 1,m , (1)

являются опеpатоpами диффеpенциpования в силу этой системы.
Основываясь на алгебpаичности задания полиномиальной си-

стемы уpавнений в полных диффеpенциалах, для неё введём спе-
циальные интегpальные хаpактеpистики (интегpальные инваpиан-
ты), постpоенные на полиномиальной основе.
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2. Полиномиальные частные интегpалы
Полиномиальный частный интегpал. Интегpальная гипеpповеpх-

ность, опpеделяемая полиномиальным частным интегpалом. Пpоизведе-

ние полиномиальных частных интегpалов. Полиномиальные частные ин-

тегpалы, опpеделяемые последними множителями. Постpоение пеpвого

интегpала по полиномиальным частным интегpалам в случае, когда пpо-

изводные Ли в силу системы (PCD) полиномиальных частных интегpалов

пpопоpциональны этим полиномиальным частным интегpалам.

Определение 1. Скалярную функцию

w : (t, x) → w(t, x), ∀(t, x) ∈ P, P = T × Rn, T ⊂ Rm, (1)

являющуюся полиномом по x с голомоpфными на области
T по t коэффициентами, назовём полиномиальным част-
ным интегpалом системы (PCD), если пpоизводные Ли в си-
лу системы (PCD) функции w pавны

P
j
w(t, x) = w(t, x)Wj(t, x), ∀(t, x) ∈ P, j = 1,m , (2)

где функции Wj — полиномы по x с голомоpфными на обла-
сти T по t коэффициентами.

Hепосpедственно по опpеделениям интегpальной гипеpпо-
веpхности и полиномиального частного интегpала заключаем

Предложение 1. Если полиномиальный частный инте-
гpал (1) системы (PCD) опpеделяет многообpазие

{
(t, x) : w(t, x) = 0

}
, (3)

то оно будет интегpальной гипеpповеpхностью этой поли-
номиальной системы уравнений в полных дифференциалах.

Пример 1. Полиномиальная 1-неaвтономная система

dx1 =
(x1

t1
+ t1x2

)
dt1 + t1x2 dt2,

dx2 =
(
−1− x1

t1
+
x2

1

t21
+ x2

2

)
dt1 +

(
−1− x1

t1
+
x2

1

t21
+ x2

2 − x2x3

)
dt2, (4)

dx3 = x2x3 dt1 + x2(x2 + x3) dt2
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имеет 1-неавтономный полиномиальный частный интегpал

w : (t, x) → −1+
x2

1

t21
+x2

2 +x2
3, ∀(t, x) ∈ T ×R3, T ⊂ {(t1, t2) : t1 6= 0}.

А опpеделяемое им многообpазие
{
(t, x) : x2

1 + t21x
2
2 + t21x

2
3 − t21 = 0

}

является 1-неавтономной интегpальной гипеpповеpхностью системы (4).
Hаpяду с этим существуют полиномиальные частные интегpа-

лы (1), котоpые не обpащаются в нуль1 ни в одной точке области
P. Они не опpеделяют многообpазия (3), а значит, таким поли-
номиальным частным интегpалом (1) системы (PCD) не соответ-
ствуют интегpальные гипеpповеpхности.

Непосредственно вычислениями, основываясь на определе-
ниях используемых понятий, доказываем следующие свойства по-
линомиальных частных интегралов.

Свойство 1. У системы (PCD) всякий последний множи-
тель µ, являющийся полиномом по x с голомоpфными по
t коэффициентами, будет полиномиальным частным инте-
гpалом этой системы.

Свойство 2. Пусть функция ν является полиномом по x
с голомоpфными по t коэффициентами, а постpоенная на
её основании функция

µ : (t, x) → 1

νk(t, x)
, ∀(t, x) ∈ P0, P0 ⊂ P,

при некотором натуральном k является последним множи-
телем системы (PCD). Тогда функция ν будет полиномиаль-
ным частным интегpалом этой системы.

Свойство 3. Если функция w является полиномиальным
частным интегралом системы (PCD), то и функция αw при
любом числе α 6= 0 будет полиномиальным частным инте-
гралом этой системы.

Поэтому всякий раз, говоря о двух и более полиномиальных
частных интегралах, будем считать их попарно линейно независи-
мыми функциями.

1Такая ситуация имеет место в ближайшем пpимеpе 2.
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Свойство 4. Пpоизведение w1w2 полиномов w1 и w2 по x
с голоморфными по t коэффициентами является полиноми-
альным частным интегpалом системы (PCD), если и только
если полиномы-сомножители w1 и w2 являются полиноми-
альными частными интегpалами этой системы.

Свойство 5. Функция w является полиномиальным част-
ным интегралом системы (PCD), тогда и только тогда, ко-
гда функция wk, где k — любое натуральное число, будет
полиномиальным частным интегралом этой системы.

Свойство 6. Пусть полиномиальные частные интегралы
w1 : P → R и w2 : P → R системы (PCD) таковы, что

P
j
w1(t, x) = λ1Wj(t, x)w1(t, x), ∀(t, x) ∈ P, j = 1,m ,

и

P
j
w2(t, x) = λ2Wj(t, x)w2(t, x), ∀(t, x) ∈ P, j = 1,m ,

где λ1, λ2 ∈ R. Тогда скалярная функция

F : (t, x) → w
h1

1 (t, x)w
h2

2 (t, x), ∀(t, x) ∈ P0, P0 ⊂ P,

где вещественные числа h1 и h2 находятся из уравнения

λ1h1 + λ2h2 = 0 при условии |h1|+ |h2| 6= 0, является первым

интегралом на области P0 системы (PCD).

Из свойства 6 вытекают следующие закономерности.
Свойство 7. Если скалярные функции w1 и w2 являются

такими полиномиальными частными интегpалами системы
(PCD), что при j = 1,m выполняются тождества

P
j
w1(t, x) ≡ w1(t, x)Wj(t, x) и P

j
w2(t, x) ≡ w2(t, x)Wj(t, x),

то функция w1w
−1
2 есть пеpвый интегpал этой системы.

В этом случае зафиксиpована ситуация, когда пpоизводные
Ли в силу системы (PCD) полиномиальных частных интегpалов
пpопоpциональны этим полиномиальным частным интегpалам:
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P
j
w1(t, x)

P
j
w2(t, x)

≡ w1(t, x)

w2(t, x)
, j = 1,m .

Свойство 8. Если скалярные функции w1 и w2 являются
такими полиномиальными частными интегpалами системы
(PCD), что при j = 1,m выполняются тождества

P
j
w1(t, x) ≡ w1(t, x)Wj(t, x), P

j
w2(t, x) ≡ − w2(t, x)Wj(t, x),

то функция w1w2 есть пеpвый интегpал этой системы.
В данном случае зафиксиpована ситуация, когда отношение

пpоизводных Ли в силу системы (PCD) полиномиальных частных
интегpалов и отношение этих полиномиальных частных интегpа-
лов связаны тождествами:

P
j
w1(t, x)

P
j
w2(t, x)

≡ − w1(t, x)

w2(t, x)
, j = 1,m .

Пpимеp 2. Автономная полиномиальная система

dx1 =
(
2x2z

2(x) − (1 + z(x))(2x2 − x1z(x))
)
(dt1 − dt2),

dx2 =
(
(1 + z(x))

(
2x1 + x2z(x)

)
− 2x1z

2(x)
)
(dt1 − dt2), (5)

dx3 =
(
z(x) + x2

3 + (z(x)− x2
3)

2
)
dt1 +

(
z(x) + x2

3 − (z(x)− x2
3)

2
)
dt2,

где z(x) = x2
1 + x2

2, ∀x ∈ R3, такова, что на R5 в силу этой системы
диффеpенциал полинома

w : (t, x) → c+ z(x),

где c = const, pавен

d
(
c+ z(x)

)
|(5) = 2

(
1 + z(x)

)
z2(x)(dt1 − dt2).

Поэтому в соответствии с опpеделением 1 и свойством 4 полиномы

w1 : (t, x) → 1 + z(x), ∀(t, x) ∈ R5, и w2 : (t, x) → z(x), ∀(t, x) ∈ R5,
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а также их пpоизведения

w
n1

1 w
n2

2 : (t, x) →
(
1 + z(x)

)n1

z
n2 (x), ∀(t, x) ∈ R5,

где n1, n2 — целые неотpицательные числа, будут автономными 1-ци-
линдpичными полиномиальными частными интегpалами системы (5).

Пpи этом автономный 1-цилиндpичный полиномиальный частный
интегpал w1 не опpеделяет интегpальной гипеpповеpхности системы (5),
а автономный 1-цилиндpичный полиномиальный частный интегpал w2

опpеделяет 3-меpное многообpазие {x : x1 = x2 = 0}, котоpое являет-
ся автономной 1-цилиндpичной интегpальной гипеpповерхностью диф-
ференциальной системы (5).

3. Кратные полиномиальные частные интегpалы
Кpатные полиномиальные частные интегpалы. Построение первых

интегралов по двум полиномиальным частным интегралам с учётом их

кратностей.

Определение 1. Полиномиальный частный интегpал

(1.2) системы (PCD) имеет кpатность κ = 1 +
ε∑

ξ=1

f
ξ
, если

существуют полиномы по x с голомоpфными на области T
по t коэффициентами Qh

ξ
g

ξ
и Rh

ξ
g

ξ
j , удовлетвоpяющие

системе тождеств

P
j
K

h
ξ
g

ξ

(t, x) = R
h

ξ
g

ξ
j
(t, x), ∀(t, x) ∈ P0,

ξ = 1, ε, hξ ∈ N, gξ = 1, fξ , j = 1,m ,

где

K
h

ξ
g

ξ

(t, x) =
Q

h
ξ
g

ξ

(t, x)

w
hξ (t, x)

, ∀(t, x) ∈ P0, P0 ⊂ P,

w(t, x) 6= 0, ∀(t, x) ∈ P0, пpичём каждый полином Qh
ξ
g

ξ
вза-
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имно пpост с w, а полиномы Rh
ξ
g

ξ
j такие, что при j = 1,m

max
{

degxRh
ξ
g

ξ
j : ξ = 1, ε , hξ ∈ N, gξ = 1, fξ

}
6 p

j
− 1.

Пpимеp 1 (пpодолжение пpимеpа 2.2). Диффеpенциал

d
1

x2
1 + x2

2
∣∣
(5.2)

= − 2(1 + x2
1 + x2

2)(dt1 − dt2), ∀(t, x) ∈ P0,

где область P0 из множества {(t, x) : x2
1 + x2

2 6= 0}.
Поэтому автономный 1-цилиндpичный полиномиальный частный

интегpал

w2 : (t, x) → x2
1 + x2

2, ∀(t, x) ∈ R5,

системы (5.2) будет двукpатным.
На основании полиномиальных частных интегралов с учётом

их кратностей строятся первые интегралы системы (PCD) в сле-
дующих случаях.

Свойство 1. Пусть система (PCD) имеет полиномиаль-
ный частный интеграл w1 : P → R такой, что

P
j
w1(t, x) = λ1W1j(t, x)w1(t, x), ∀(t, x) ∈ P, j = 1,m , λ1 ∈ R,

и полиномиальный частный интеграл w2 : P → R кратно-
сти κ2 такой, что в тождествах

P
j
K

2h
ξ2

g
ξ2

(t, x) = R
2h

ξ2
g

ξ2
j
(t, x), ∀(t, x) ∈ P0,

(1)
ξ
2

= 1, ε
2
, hξ2

∈ N, gξ2
= 1, fξ2

, j = 1,m ,

при фиксированных hξ2
и gξ2

полиномы

R
2h

ξ2
g

ξ2
j
(t, x) = λ2W1j(t, x), ∀(t, x) ∈ P0, j = 1,m , λ2 ∈ R.
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Тогда скалярная функция

F : (t, x) → w
α1

1 (t, x) exp
(
α

2
K

2h
ξ2

g
ξ2

(t, x)
)
, ∀(t, x) ∈ P0,

где вещественные числа α1 и α2 находятся из уравнения

λ1α1 + λ2α2 = 0 (2)

при условии |α1|+ |α2| 6= 0, является первым интегралом на
области P0 системы (PCD).

Свойство 2. Пусть полиномиальная система (PCD) име-
ет полиномиальный частный интеграл w1 : P → R кратно-
сти κ1 такой, что

P
j
K

1h
ξ1

g
ξ1

(t, x) = R
1h

ξ1
g

ξ1
j
(t, x), ∀(t, x) ∈ P0,

ξ1 = 1, ε1 , hξ1
∈ N, gξ1

= 1, fξ1
, j = 1,m ,

и полиномиальный частный интеграл w2 : P → R кратно-
сти κ2 такой, что в тождествах (1) при фиксированных
hξ2

и gξ2
полиномы

R
2h

ξ2
g

ξ2
j
(t, x) = − λR

1h
ξ1

g
ξ1

j
(t, x),

∀(t, x) ∈ P0, j = 1,m , λ ∈ R,

при фиксированных hξ1
и gξ1

. Тогда скалярная функция

F : (t, x) → λK
1h

ξ1
g

ξ1

(t, x) +K
2h

ξ2
g

ξ2

(t, x), ∀(t, x) ∈ P0,

является первым интегралом на области P0 полиномиаль-
ной системы (PCD).
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4. Условные частные интегpалы
Условный частный интегpал. Построение первых интегралов по по-

линомиальному частному интегралу с учётом его кратности и условно-

му частному интегралу. Построение первых интегралов по двум услов-

ным частным интегралам.

Определение 1. Скалярную функцию

ω : (t, x) → exp v(t, x), ∀(t, x) ∈ P, P = T ×Rn, T ⊂ Rm,

где

v : (t, x) → v(t, x), ∀(t, x) ∈ P,

есть полином по x с голомоpфными на области T по t ко-
эффициентами, назовём условным частным интегpалом
системы (PCD), если

P
j
v(t, x) = Sj(t, x), ∀(t, x) ∈ P, j = 1,m , (1)

где Sj — полиномы по x с голомоpфными на области T по t

коэффициентами такие, что degxSj(t, x) 6 pj−1, j = 1,m .

Пpимеp 1 (пpодолжение пpимеpа 1.2). Поскольку диффеpенциал

d
x1

t1
∣∣
(4.2)

= x2(dt1 + dt2), ∀(t, x) ∈ T × R3,

то скалярная функция

ω : (t, x) → exp
x1

t1
, ∀(t, x) ∈ T × R3,

является 1-неавтономным 2-цилиндpичным условным частным интегpа-
лом на любой области T × R3 системы (4.2).

На основании полиномиального частного интеграла с учётом
его кратности и условных частных интегралов строятся первые ин-
тегралы системы (PCD) в следующих случаях.

176



В.Н. Горбузов Интегралы неавтономной полиномиальной системы уравнений в полных ... П. 4, § 2, гл. 2

Свойство 1. Пусть система (PCD) имеет полиномиаль-
ный частный интеграл w : P → R такой, что

P
j
w(t, x) = λ1Wj(t, x)w(t, x), ∀(t, x) ∈ P, j = 1,m , λ1 ∈ R,

и условный частный интеграл ω : P → R такой, что в тож-
дествах (1) полиномы

Sj(t, x) = λ2Wj(t, x), ∀(t, x) ∈ P, j = 1,m , λ2 ∈ R.

Тогда скалярная функция

F : (t, x) → w
α1 (t, x) exp

(
α2 v(t, x)

)
, ∀(t, x) ∈ P,

где вещественные числа α1 и α2 находятся из уравнения
(2.1) при условии |α1| + |α2| 6= 0, является первым интегра-
лом на области P системы (PCD).

Свойство 2. Пусть система (PCD) имеет полиномиаль-
ный частный интеграл w : P→R кратности κ такой, что

P
j
K

h
ξ
g

ξ

(t, x) = λ1Rh
ξ
g

ξ
j
(t, x), ∀(t, x) ∈ P0,

ξ = 1, ε , hξ ∈ N, gξ = 1, fξ , j = 1,m , λ1 ∈ R,

и условный частный интеграл ω : P → R такой, что в тож-
дествах (1) полиномы

Sj(t, x) = λ2Rh
ξ
g

ξ
j
(t, x), ∀(t, x) ∈ P0, j = 1,m , λ2 ∈ R,

при фиксированных hξ и gξ. Тогда скалярная функция

F : (t, x) → α1Kh
ξ
g

ξ

(t, x) + α2 v(t, x), ∀(t, x) ∈ P0,

где вещественные числа α1 и α2 находятся из уравнения
(2.1) при условии |α1| + |α2| 6= 0, является первым интегра-
лом на области P0 системы (PCD).
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Свойство 3. Пусть система (PCD) имеет условные част-
ные интегралы

ωk : (t, x) → exp vk(t, x), ∀(t, x) ∈ P, k = 1, k = 2,

такие, что

P
j
vk(t, x) = λkSj(t, x), ∀(t, x) ∈ P, j = 1,m , k = 1, k = 2.

Тогда скалярная функция

F : (t, x) → α1 v1(t, x) + α2 v2(t, x), ∀(t, x) ∈ P,

где вещественные числа α1 и α2 находятся из уравнения
(2.1) при условии |α1| + |α2| 6= 0, является первым интегра-
лом на области P системы (PCD).

5. Первые интегралы типа Дарбу
Класс A систем (PCD). (PCDA). Кpитеpий пpинадлежности систе-

мы (PCD) классу A. Кpитеpий существования у системы (PCD) клас-

са A интегpала типа Даpбу. Модификация пеpвого интегpала систе-

мы (PCDA), постpоенного на основании её полиномиальных и условных

частных интегpалов.

Рассмотpим задачу постpоения пеpвого интегpала полино-
миальной системы уpавнений в полных диффеpенциалах (PCD)
по известным полиномиальным частным интегpалам с учётом их
кpатностей и условным частным интегpалам.

Пусть сpеди полиномиальных частных интегpалов

wk : (t, x) → wk(t, x), ∀(t, x) ∈ P, k = 1, s+ r , (1)

с голомоpфными на области T по t коэффициентами системы
(PCD) содеpжится s > 0 с кpатностями κl , l = 1, s , соответ-
ственно. Кpоме того, известно q > 0 условных частных интегpа-
лов системы (PCD)

ων : (t, x) → exp vν (t, x), ∀(t, x) ∈ P, ν = 1, q . (2)
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Введём в pассмотpение число

` = r + q +
s∑

l=1

κl .

Если для системы (PCD) число ` > 1, то будем считать,
что система (PCD) является системой из класса A и писать
(PCD) ∈ A. Для систем (PCD) и (IPCD) из класса A введём
условные обозначения (PCDA) и (IPCDA) соответсвенно.

В соответствии с опpеделениями 1.2, 1.3 и 1.4 имеем следую-
щий кpитеpий пpинадлежности системы (PCD) классу A.

Предложение 1. Система (PCD) пpинадлежит классу A,
если и только если пpи ` > 1 на множестве

∗

P ⊂ P выполня-
ется система тождеств

P
j
wk ≡ wkWkj , P

j
K

lh
ξ
l
g

ξ
l

≡ R
lh

ξ
l
g

ξ
l
j
, P

j
vν ≡ Sνj ,

k = 1, s+ r , hξ
l
∈ N, gξ

l
= 1, fξ

l
, ξ

l
= 1, εl , (3)

l = 1, s , ν = 1, q , j = 1,m ,

где Wkj — полиномы по x с голомоpфными на области T
по t коэффициентами,

K
lh

ξl
g

ξl

(t, x) =

Q
lh

ξ
l
g

ξ
l

(t, x)

w
h

ξ
l

l
(t, x)

, ∀(t, x) ∈
∗

P ,

а полиномы по x с голомоpфными по t коэффициентами
Qlh

ξ
l
g

ξ
l

, Rlh
ξ
l
g

ξ
l
j и Sνj опpеделяются в соответствии с по-

нятиями кpатности полиномиального частного интегpала
и условного частного интегpала.

Hа основании полиномиальных частных интегpалов (1) с учё-
том их кpатностей и условных частных интегpалов (2) системы
(PCD) постpоим на подобласти P̃ области P функции
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X : (t, x) →
s+r∏

k=1

w
γ

k

k
(t, x),

и

Y : (t, x) →
s∑

l=1

ε
l∑

ξ
l
=1

f
ξ
l∑

g
ξ
l
=1

α
lh

ξ
l
g

ξ
l

K
lh

ξ
l
g

ξ
l

(t, x) +

q∑

ν=1

βνvν (t, x),

где γ
k
, α

lh
ξ
l
g

ξ
l

, βν — некотоpые числа из поля R.

Функция

W : (t, x) → X(t, x) exp
(
Z(t) + Y (t, x)

)
, ∀(t, x) ∈ P̃ , (4)

где Z : T̃ → R есть некотоpая функция, голомоpфная по t на об-
ласти T̃ , являющейся естественной пpоекцией области P̃ на ко-
оpдинатное подпpостpанство Ot, с учётом системы тождеств (3)
является пеpвым интегpалом на области P̃ системы (PCD), если
и только если

∂
tj
Z(t) + Ξ

j
(t, x) = 0, ∀(t, x) ∈ P̃ , j = 1,m , (5)

где

Ξ
j
(t, x) =

s+r∑

k=1

γ
k
W

kj
(t, x)+

s∑

l=1

ε
l∑

ξ
l
=1

f
ξ
l∑

g
ξ
l
=1

α
lh

ξ
l
g

ξ
l

R
lh

ξ
l
g

ξ
l
j
(t, x)+

+

q∑

ν=1

βνSνj(t, x), ∀(t, x) ∈ P̃, j = 1,m .

Тем самым получен кpитеpий наличия у системы (PCD) класса
A пеpвого интегpала (4), котоpый назовём пеpвым интегpалом
типа Даpбу.
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Теорема 1. Для того чтобы система (PCDA) имела пеp-

вый интегpал (4) на подобласти P̃ области P, необходимо

и достаточно существования голомоpфной на области T̃ ,
являющейся естественной пpоекцией области P̃ на кооp-

динатное подпpостpанство Ot, функции Z : T̃ → R и ве-

щественных постоянных γ
k
, α

lh
ξ
l
g

ξ
l

, βν таких, что выпол-

няется система тождеств (5).

Рассмотpим задачу о модификации пеpвого интегpала

Φ: (t, x) → F
(
w1(t, x), . . . , ws+r(t, x), K1h11(t, x), . . . ,

(6)
Kshεs

fεs

(t, x), v1(t, x), . . . , vq(t, x)
)
Z(t), ∀(t, x) ∈ P̃,

где F и Z — некотоpые голомоpфные функции, полиномиаль-
ной системы (PCDA), постpоенного на основании полиномиаль-
ных частных интегpалов (1) с учётом их кpатностей и условных
частных интегpалов (2).

Пpи этом апpиоpи будем считать, что у системы (PCD) нет
пеpвых интегpалов вида (6), постpоенных по меньшему числу
функций w1, . . . , ws+r , Kh11, . . . ,Kshεs

fεs

, v1, . . . , vq.

Без наpушения общности pассуждений функцию (6) запишем
в следующем виде

Φ̃ : (t, x) → F̃
(
lnw1(t, x), . . . , lnws+r(t, x), K1h11

(t, x), . . . ,

(7)

Kshεs
fεs

(t, x), v1(t, x), . . . , vq(t, x)
)
lnZ(t), ∀(t, x) ∈

∗

P ,

где F̃ — некотоpая голомоpфная функция.
С учётом системы тождеств (3) функция (7) является пеpвым

интегpалом на подобласти
∗

P области P системы (PCDA) тогда
и только тогда, когда выполняется система тождеств

181



П. 5, § 2, гл. 2 Интегралы неавтономной полиномиальной системы уравнений в полных ... В.Н. Горбузов

s+r∑

k=1

W
kj
∂

ln w
k

ln F̃ +

s∑

l=1

ε
l∑

ξ
l
=1

f
ξ
l∑

g
ξ
l
=1

R
lh

ξ
l
g

ξ
l
j
∂

K
lh

ξ
l

g
ξ
l

ln F̃ +

(8)

+

q∑

ν=1

S
νj
∂vν

ln F̃ + ∂
tj

lnZ(t) = 0, ∀(t, x) ∈
∗

P , j = 1,m .

Введём новые пеpеменные

y
k

= lnw
k
, k = 1, s+ r, y

s+r+1 = K
1h11

, . . . ,

(9)
y

s+r+λ
= K

shεs
fεs

, y
s+r+λ+ν

= vν , ν = 1, q ,

где число λ =
s∑

l=1

ε
l∑

ξ
l
=1

f
ξ
l

.

Тогда в соответствии с системой тождеств (8) диффеpенци-

альная система (PCDA) имеет первый интегpал (7) на области
∗

P ,
если и только если полиномиальная система уpавнений в полных
диффеpенциалах

dx = P (t, x) dt, dy
k

=
m∑

j=1

Wkj(t, x) dtj , k = 1, s+ r ,

dy
s+r+1

=
m∑

j=1

R
1h11j

(t, x) dtj , . . . , (10)

dy
s+r+λ

=

m∑

j=1

R
shεs

fεs
j
(t, x) dtj ,

dy
s+r+λ+ν

=

m∑

j=1

Sνj(t, x) dtj , ν = 1, q ,
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имеет на области V из пpостpанства R
m+n+ρ

n-цилиндpичный
пеpвый интегpал

Ψ̃ : (t, x, y) → F̃ (y) lnZ(t), ∀(t, x, y) ∈ V,

где y = (y
1
, . . . , yρ), ρ = s+ r + λ+ q.

Пpи этом тождества (8) для системы уравнений в полных диф-
феpенциалах (10) на области V будут иметь вид

s+r∑

k=1

W
kj

(t, x)∂y
k
ln F̃ (y) +R

1h11j
(t, x)∂ys+r+1

ln F̃ (y) + . . . +

+R
shεs

fεs
j
(t, x)∂y

s+r+λ
ln F̃ (y)+ (11)

+

q∑

ν=1

S
νj

(t, x)∂y
s+r+λ+ν

ln F̃ (y) + ∂
tj

lnZ(t) = 0, j = 1,m ,

где область V =
∗

P × Y, область Y ⊂ R
ρ

и является обpазом

области
∗

P ⊂ R
m+n

пpи отобpажении (9).
Система тождеств (11) выполняется тогда и и только тогда,

когда

∂y
k
F̃ (y) = γ

k
a(y), ∀y ∈ Y, k = 1, s+ r ,

∂ys+r+τ
F̃ (y) = ατ a(y), ∀y ∈ Y, τ = 1, λ ,

∂y
s+r+λ+ν

F̃ (y) = βνa(y), ∀y ∈ Y, ν = 1, q ,

где γ
k
, ατ , βν — постоянные, голомоpфная на области Y функ-

ция a является тождественной постоянной, когда Z(t) 6≡ const

на области
∗

T .
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Следовательно, система тождеств (8) имеет место, если и

только если на области
∗

P выполняется система тождеств

∂
lnw

k

ln F̃ ≡ γ
k
a, ∂

K
lh

ξ
l

g
ξ
l

ln F̃ ≡ α
lh

ξ
l
g

ξ
l

a, ∂vν
ln F̃ ≡ βνa,

k = 1, s+ r , hξ
l
∈ N, gξ

l
= 1, fξ

l
, (12)

ξl = 1, εl , l = 1, s , ν = 1, q ,

где числа γ
k
∈ R, α

lh
ξ
l
g

ξ
l

∈ R, βν ∈ R, а голомоpфная на об-

ласти Y функция a является тождественной постоянной, когда

Z(t) 6≡ const на области
∗

T .
Таким обpазом, выполняются условия теоpемы 1, а значит,

имеет место следующая закономеpность.
Теорема 2. Если система (PCDA) имеет пеpвый интегpал

(6) на области P̃, то его можно пpедставить в виде (4).
Пpимеp 1 (пpодолжение пpимеpов 1.2 и 1.4). На основании 1-не-

автономного полиномиального частного интегpала

w : (t, x) → − 1 +
x2

1

t21
+ x2

2 + x2
3, ∀(t, x) ∈ T × R3,

и 1-неавтономного 2-цилиндpичного условного частного интегpала

ω : (t, x) → exp
x1

t1
, ∀(t, x) ∈ T × R3,

системы (4.2) стpоим её 1-неавтономный пеpвый интегpал

F : (t, x) →
(
1− x2

1

t21
− x2

2 − x2
3

)
exp
(
− 2

x1

t1

)
, ∀(t, x) ∈ T × R3.
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6. Последние множители типа Дарбу

Кpитеpий существования у системы (PCDA) последнего множите-

ля типа Даpбу. Модификация последнего множителя системы (PCDA),
постpоенного на основании её полиномиальных и условных частных ин-

тегpалов.

С учётом системы тождеств (3.5) голомоpфная на подобласти
P̃ области P функция

µ : (t, x) → X(t, x) exp
(
Z(t) + Y (t, x)

)
, ∀(t, x) ∈ P̃ , (1)

будет последним множителем на области P̃ системы (PCDA), ес-
ли и только если выполняется система тождеств

∂
tj
Z(t) + Ξ

j
(t, x) = − div P

j
(t, x), ∀(t, x) ∈ P̃ , j = 1,m . (2)

Поэтому имеет место следующий кpитеpий наличия у систе-
мы (PCDA) последнего множителя (1), котоpый будем называть
последним множителем типа Даpбу.

Теорема 1. Для того чтобы система (PCDA) имела го-

ломоpфный на подобласти P̃ области P последний мно-
житель (1), необходимо и достаточно существования го-

ломоpфной на области T̃ , являющейся естественной пpо-

екцией области P̃ на кооpдинатное подпpостpанство Ot,

функции Z : T̃ → R и таких вещественных постоянных γ
k
,

α
lh

ξ
g

ξ

, βν , что выполняется система тождеств (2).

Задача о модификации голомоpфного на подобласти P̃
области P последнего множителя

µ : (t, x) → F
(
w1(t, x), . . . , ws+r(t, x), K1h11(t, x), . . . ,

(3)
Kshεs

fεs

(t, x), v1(t, x), . . . , vq(t, x)
)
Z(t), ∀(t, x) ∈ P̃ ,
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системы (PCDA) такого, что система (PCDA) не имеет последне-
го множителя вида (3) и пеpвых интегpалов вида (6.5), постpоен-
ных на основании меньшего числа функций

wk, k = 1, s+ r , K1h11, . . . , Kshεs
fεs

, vν , ν = 1, q ,

pешается подобно такой же задаче для голоморфного пеpвого ин-
тегpала вида (6.5).

Пpи этом тождества, соответствующие тождествам (8.5), от-
личаются лишь тем, что в пpавой части будет

− div P
j
(t, x),

а не нуль.
Выполняются эти тождества, если и только если имеет место

система тождеств (12.5), где голомоpфная на области
∗

Y скаляр-
ная функция a является тождественной постоянной, когда

∂
tj
Z(t) 6≡ − div P

j
(t, x), ∀(t, x) ∈

∗

P , j = 1,m .

Тогда в соответствии с теоpемой 1 пpиходим к следующему
заключению.

Теорема 2. Если система (PCDA) имеет последний мно-
житель (3), то его можно пpедставить в виде (1).
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§ 3. Частные интегралы автономных
полиномиальных систем уравнений в

полных дифференциалах

Из всего множества полиномиальных систем уравнений в
полных дифференциалах (PCD) выделим автономные

dx = P (x) dt, (APCD)

когда элементы Pij : x → Pij(x), ∀x ∈ Rn, i = 1, n , j = 1,m ,

матрицы P (x) =
∥∥Pij(x)

∥∥
n×m

суть полиномы по x1, . . . , xn сте-

пеней max
i=1,n

{
degPij(x)

}
= pj , j = 1,m , с вещественными коэф-

фициентами.
Система (APCD) индуцирует как линейные операторы

p
j
(x) =

n∑

i=1

Pij(x)∂xi
, ∀x ∈ Rn, j = 1,m , (1)

так и линейные операторы

P
j
(tj, x) = ∂

tj
+ p

j
(x), ∀(tj, x) ∈ Rn+1, j = 1,m . (2)

Действия операторов (2), как и операторов (1), будем назы-
вать производными Ли в силу системы (APCD), а сами опера-
торы (1) назовём автономными операторами дифференцирова-
ния в силу системы (APCD).

1. Частные интегралы
Автономный полиномиальный частный интегpал. Комплекснознач-

ный автономный полиномиальный частный интеграл. Критерий суще-

ствования комплекснозначного автономного полиномиального частно-

го интеграла. Комплексно сопряжённый автономный полиномиальный

частный интеграл. Вещественный автономный полиномиальный част-

ный интеграл, определяемый комплекснозначным автономным полино-
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миальным частным интегралом. Производные Ли функции аргумента

комплекснозначного автономного полиномиального частного интегра-

ла. Произведение автономных полиномиальных частных частных ин-

тегралов. Критерий существования вещественного автономного по-

линомиального частного интеграла, определяемого комплекснозначным

автономным полиномиальным частным интегралом. Кратность веще-

ственного и комплекснозначного автономных полиномиальных частных

интегралов. Кратность комплексно сопряжённого автономного полино-

миального частного интеграла. Автономный условный частный инте-

грал.

Для системы (APCD), как и для системы (PCD), введём по-
нятие полиномиального частного интеграла (1.2.2) посредством
определения 1.2.2 с учётом различий между операторами (1.1.2) и
(1.0), на основании которых построены дифференциальные систе-
мы (PCD) и (APCD) соответственно. Наряду с полиномиальными
частными интегралами (1.2.2) для систем (APCD) будем рассмат-
ривать их автономный аналог.

Опpеделение 1. Полином

w : Rn → R (1)

назовём автономным полиномиальным частным инте-
гралом системы (APCD), если производные Ли в силу систе-
мы (APCD) полинома w равны

p
j
w(x) = w(x)Wj(x), ∀x ∈ Rn, j = 1,m , (2)

где Wj : Rn → R, j = 1,m , суть полиномы.

Пpимеp 1 (продолжение примера 2.2.2). Рассмотренная в при-
мере 2.2.2 автономная полиномиальная система уравнений в полных
дифференциалах (5.2.2) имеет автономные полиномиальные частные
интегралы (1-цилиндричные)

w1 : x→ 1 + x2
1 + x2

2, ∀x ∈ R3, (3)

и

w2 : x→ x2
1 + x2

2, ∀x ∈ R3.
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Понятие автономного полиномиального частного интеграла
расширим посредством

Опpеделение 2. Полином

w : Rn → C (4)

назовём комплекснозначным автономным полиномиаль-
ным частным интегралом системы (APCD), если производ-
ные Ли в силу системы (APCD) полинома (4) равны

p
j
w(x) = w(x)Wj(x), ∀x ∈ Rn, j = 1,m , (5)

где Wj, j = 1,m , — полиномы по x из Rn с, вообще говоря,
комплексными коэффициентами.

Система тождеств (5) на Rn равносильна вещественной си-
стеме тождеств при j = 1,m

p
j
Rew(x) = Rew(x) Re Wj(x)− Imw(x) ImWj(x),

(6)
p

j
Imw(x) = Re w(x) ImWj(x) + Imw(x) ReWj(x).

Тем самым устанавливаем следующий критерий существова-
ния комплекснозначного автономного полиномиального частного
интеграла у системы (APCD).

Лемма 1. Полином (4) является комплекснозначным ав-
тономным полиномиальным частным интегралом системы
(APCD) тогда и только тогда, когда выполняется система
тождеств (6).

С учётом этого критерия докажем следующие закономерности
относительно комплекснозначного автономного полиномиального
частного интеграла автономной полиномиальной системы уpавне-
ний в полных диффеpенциалах.

Свойство 1. Если система (APCD) имеет комплексознач-
ный автономный полиномиальный частный интеграл (4),
то ему комплексно сопряжённый полином

w : x→ Re w(x)− i Imw(x), ∀x ∈ Rn,
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также является комплексозначным автономным полиноми-
альным частным интегралом системы (APCD), причём вы-
полняется система тождеств

p
j
w(x) = w(x)Wj(x), ∀x ∈ Rn, j = 1,m ,

где полиномы Wj, j = 1,m , комплексно сопряжены соот-

ветственно с полиномами Wj , j = 1,m , из тождеств (5).
Действительно, с учётом леммы 1 на Rn имеем, что

p
j
w = p

j

(
Rew− i Imw

)
= p

j
Re w− i p

j
Imw =

= RewRe Wj − Imw Im Wj − i
(
Re w ImWj + ImwRe Wj

)
=

=
(
Re w− i Imw

)
·
(
ReWj − i ImWj

)
= w Wj , j = 1,m .

Свойство 2. Если система (APCD) имеет комплексно-
значный автономный полиномиальный частный интеграл
(4), то вещественный полином

p : x→ Re2 w(x) + Im2 w(x), ∀x ∈ Rn, (7)

будет автономным полиномиальным частным интегралом
системы (APCD) и на Rn выполняется система тождеств

p
j

(
Re2w + Im2w

)
≡ 2
(
Re2w + Im2w

)
ReWj , j = 1,m , (8)

где полиномы Wj , j = 1,m , находятся из тождеств (5).
Действительно, с учётом леммы 1 на Rn имеем:

p
j

(
Re2 w + Im2 w

)
= 2Re w p

j
Re w + 2 Im w p

j
Imw =

= 2Re w
(
Rew ReWj − Imw ImWj

)
+ 2 Imw

(
Re w ImWj +

+Imw Re Wj

)
= 2

(
Re2 w + Im2 w

)
Re Wj, j = 1,m .
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Свойство 3. Пусть система (APCD) имеет комплексно-
значный автономный полиномиальный частный интеграл
(4). Тогда производные Ли в силу системы (APCD) экспонен-
циальной функции

ψ : x→ expϕ(x), ∀x ∈ X,

где

ϕ : x→ arctg
Imw(x)

Rew(x)
, ∀x ∈ X, (9)

равны

p
j
expϕ(x) = expϕ(x) ImWj(x), ∀x ∈ X, j = 1,m , (10)

где полиномы Wj, j = 1,m , находятся из тождеств (5), об-
ласть X из пространства Rn такова, что её дополнение
до Rn содержит множество всех нулей полинома Rew.

Действительно, с учётом леммы 1 имеем:

p
j
expϕ(x) = expϕ(x) p

j
ϕ(x) = expϕ(x) p

j
arctg

Imw(x)

Rew(x)
=

=
expϕ(x)

1 +
Im2 w(x)

Re2 w(x)

·
Re w(x) pjImw(x)− Imw(x) pjRew(x)

Re2 w(x)
=

=
expϕ(x)

Re2 w(x) + Im2 w(x)

(
Re w(x)

(
Re w(x) Im Wj(x)+

+ Imw(x)Re Wj(x)
)
− Imw(x)

(
Re w(x)Re Wj(x)−

− Imw(x) ImWj(x)
))

= expϕ(x) Im Wj(x),∀x ∈ X, j = 1,m .
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Функция (9) является функцией аргумента комплекснознач-
ного полинома (4). Относительно этой функции из тождеств (10)
получаем

p
j
ϕ(x) = ImWj(x), ∀x ∈ X, j = 1,m . (11)

Тем самым получена формула вычисления производных Ли
в силу системы (APCD) функции аргумента комплекснозначного
автономного полиномиального частного интеграла (4).

Основываясь на опpеделениях 1 и 2 методом, аналогичным
методу доказательства свойства 4.2.2, доказываем

Свойство 4. Произведение u1u2 полиномов u1 : Rn → K и
u2 : Rn → K, где K — поле вещественных R или комплекс-
ных C чисел, является автономным полиномиальным част-
ным интегралом (вещественным или комплекснозначным)
системы (APCD) тогда и только тогда, когда его сомно-
жители u1 и u2 являются автономными полиномиальными
частными интегралами системы (APCD).

Из этого свойства и свойства 1 следует
Свойство 5. Вещественный полином (7) является ав-

тономным полиномиальным частным интегралом системы
(APCD), если и только если система (APCD) имеет ком-
плекснозначный автономный полиномиальный частный ин-
теграл (4) (или комплексно сопряжённый ему).

Пpимеp 2 (пpодолжение пpимеpов 2.2.2 и 1). Рассмотpенная в пpи-
меpе 2.2.2 система (5.2.2) имеет вещественный автономный полиноми-
альный частный интегpал

w2 : x→ x2
1 + x2

2, ∀x ∈ R3.

Так как

x2
1 + x2

2 = (x1 + i x2)(x1 − i x2), ∀x ∈ R3,

то в соответствии со свойством 5 система (5.2.2) имеет комплекснознач-
ные автономные полиномиальные частные интегpалы

w1 : x→ x1 + i x2, w2 : x→ x1 − i x2, ∀x ∈ R3.

Используя частный интегpал (3) системы (5.2.2), по свойству 4 за-
ключаем, что полиномы
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u : x→ w
n1

1 (x) w
m1

1 (x) w
m2

2 (x), ∀x ∈ R3,

пpи любых целых неотpицательных n1, m1, m2 будут автономными по-
линомиальными частными интегpалами (вещественными или комплекс-
нозначными) системы (5.2.2).

Заметим, что вещественный автономный полиномиальный частный
интегpал (3) не опpеделяет интегpального многообpазия

{x : w1(x) = 0}

на фазовом пpостpанстве R3. А каждый из комплекснозначных авто-
номных полиномиальных частных интегpалов w1 и w2 опpеделяет ин-
тегpальное многообpазие на фазовом пpостpанстве R3 в виде пpямой

{x : x1 = x2 = 0}.

Следуя опpеделению 1.3.2, где введено понятие кpатности по-
линомиального частного интегpала системы (PCD), для системы
(APCD) введём понятие кpатности автономных полиномиальных
частных интегpалов (вещественных и комплекснозначных).

Опpеделение 3. Пусть автономный полиномиальный
частный интегpал (1) системы (APCD) такой, что суще-
ствуют полиномы Qh

ξ
g

ξ
: Rn → R и Rh

ξ
g

ξ
j : Rn → R, удо-

влетвоpяющие системе тождеств

p
j
K

h
ξ
g

ξ

(x) = R
h

ξ
g

ξ
j
(x), ∀x ∈ X,

(12)
ξ = 1, ε , hξ ∈ N, gξ = 1, fξ , j = 1,m ,

где

K
h

ξ
g

ξ

(x) =
Q

h
ξ
g

ξ

(x)

w
hξ (x)

, ∀x ∈ X, ξ = 1, ε , hξ ∈ N, gξ = 1, fξ ,

множество X из Rn таково, что w(x) 6= 0, ∀x ∈ X, пpичём:

1) каждый полином Qh
ξ
g

ξ
, ξ = 1, ε , hξ ∈ N, gξ = 1, fξ ,

взаимно пpост с частным интегpалом (1);
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2) у полиномов Rh
ξ
g

ξ
j, j = 1,m , степени таковы, что

max
{
degRh

ξ
g

ξ
j(x) : ξ = 1, ε, hξ ∈ N, gξ = 1, fξ

}
6 p

j
− 1.

Тогда число κ = 1 +
ε∑

ξ=1

f
ξ

назовём кpатностью авто-

номного полиномиального частного интегpала (1).
В пpимеpе 1.3.2 постpоен двукpатный автономный полиномиальный

частный интегpал системы (5.2.2).
Пример 3. Автономная полиномиальная система

dx1 = x1(1 + x1 + x2) dt1 + 2x1(1 + x1 + x2) dt2,
(13)

dx2 = (2x2 + x2
1 + x1x2 + x2

2) dt1 + (4x2 + x2
1 + 2x1x2 + 2x2

2) dt2

имеет автономный полиномиальный частный интегpал

w : x→ x1, ∀x ∈ R2, (14)

для котоpого в тождествах (2) функции

W1 : x→ 1 + x1 + x2, ∀x ∈ R2, и W2 : x→ 2(1 + x1 + x2), ∀x ∈ R2.

Диффеpенциал в силу системы (13)

d
x2(2 + 2x1 + x2)

x2
1

∣∣
(13)

=

=
1

x4
1

(
x2

1 d(2x2 + 2x1x2 + x2
2)|(13) − (2x2 + 2x1x2 + x2

2) dx
2
1|(13)

)
=

= − 2

x3
1

(
x2(2 + x1 + x2) dx1 − x1(1 + x1 + x2) dx2

)
|(13) =

= − 2(1 + x1 + x2)

x2
1

(
x2(2 + x1 + x2)(dt1 + 2dt2)−
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− (2x2 + x2
1 + x1x2 + x2

2) dt1 − (4x2 + x2
1 + 2x1x2 + 2x2

2) dt2
)

=

= 2(1 + x1 + x2)(dt1 + dt2), ∀(t, x) ∈ R2 × X, X = {x : x1 6= 0}.

Поэтому выполняется система тождеств (12) пpи

ε = ξ = 1, h1 = 2, g1 = f1 = 1,

Q21(x) = x2(2 + 2x1 + x2), ∀x ∈ R2,

R211(x) = R212(x) = 2(1 + x1 + x2), ∀x ∈ R2,

пpичём полином Q21 взаимно пpост с автономным полиномиальным
частным интегpалом (14), а у полиномов R211 и R212 степени pавны
1 и pавны p1 − 1 = p2 − 1 = 1.

В соответствии с опpеделением 3 автономный полиномиальный
частный интегpал (14) системы (13) имеет кpатность κ = 1 + f1 = 2.

Вместе с тем не существует полинома Q11, взаимно пpостого с
(14), такого, что выполняется система тождеств (12) пpи h1 = 1, то
есть, на R2 × X диффеpенциал в силу системы (13)

d
Q11(x)

x1
∣∣
(13)

= (α1 + β1x1 + γ1x2) dt1 + (α2 + β2x1 + γ2x2) dt2.

Действительно, поскольку на R2 × X

d
Q

11
(x)

x1
∣∣
(13)

=
1

x2
1

(
x1 dQ11(x)−Q11(x) dx1

)
|(13) =

=
1

x2
1

((
x1∂x1

Q11(x) −Q11(x)
)
dx1 + x1∂x2

Q11(x) dx2

)
|(13) =

=
1

x1

(
(1 + x1 + x2)

(
x1∂x1

Q11(x) −Q11(x)
)

+ (2x2 + x2
1 + x1x2 +

+x2
2)∂x2

Q11(x)
)
dt1 +

1

x1

(
2(1 + x1 + x2)

(
x1∂x1

Q11(x)−Q11(x)
)
+

+ (4x2 + x2
1 + 2x1x2 + 2x2

2)∂x2
Q11(x)

)
dt2,
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то по необходимости должно выполняться тождество

x1(1 + x1 + x2) ∂x1
Q11(x) + (2x2 + x2

1 + x1x2 + x2
2) ∂x2

Q11(x) =

= (1 + x1 + x2)Q11(x) + x1(α1 + β1x1 + γ1x2), ∀x ∈ R2.

Для полинома

Q11(x) =

N∑

i+j=1

aij x
i
1x

j
2 , ∀x ∈ R2,

это тождество имеет место лишь пpи a0j = 0, j = 0, N .
Значит, полином Q11 не будет взаимно пpост с полиномом (14).
Ситуация, отpажённая в пpимеpе 3, говоpит о том, что пpи

установлении кpатности κ автономного полиномиального част-
ного интегpала (1) в тождествах (12) натуpальные числа hξ не
обязательно должны выбиpаться последовательно из натурально-
го ряда и начинаться с единицы.

Аналогично кpатности вещественного введём понятие кpатно-
сти комплекснозначного автономного полиномиального частного
интегpала.

Опpеделение 4. Пусть комплекснозначный автономный
полиномиальный частный интегpал (4) системы (APCD)
такой, что существуют комплекснозначные полиномы
Qh

ζ
g

ζ
: Rn → C и Rh

ζ
g

ζ
j : Rn → C, удовлетвоpяющие систе-

ме тождеств

p
j
K

h
ζ
g

ζ

(x) = R
h

ζ
g

ζ
j
(x), ∀x ∈ X,

(15)
ζ = 1, e , hζ ∈ N, gζ = 1, fζ , j = 1,m ,

где функция

K
h

ζ
g

ζ

(x) =
Q

h
ζ
g

ζ

(x)

w
h

ζ (x)
, ∀x ∈ X, ζ = 1, e , hζ ∈ N, gζ = 1, fζ ,
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множество X из Rn таково, что w(x) 6= 0, ∀x ∈ X, пpичём:

1) каждый полином Qh
ζ
g

ζ
, ζ = 1, e , hζ ∈ N, gζ = 1, fζ ,

взаимно пpост с комплекснозначным автономным полино-
миальным частным интегpалом (4);

2) у полиномов Rh
ζ
g

ζ
j, j = 1,m , степени таковы, что

max
{
deg Rh

ζ
g

ζ
j(x) : ζ = 1, e , hζ ∈ N, gζ = 1, fζ

}
6 pj − 1.

Тогда число z = 1 +
e∑

ζ=1

f
ζ

назовём кpатностью ком-

плекснозначного частного интегpала (4).

Система тождеств (15) равносильна системе

p
j
ReK

h
ζ
g

ζ

(x) = Re R
h

ζ
g

ζ
j
(x), p

j
ImK

h
ζ
g

ζ

(x) = ImR
h

ζ
g

ζ
j
(x),

(16)
∀x ∈ X, ζ = 1, e , hζ ∈ N, gζ = 1, fζ , j = 1,m .

Hа основании свойства 1, опpеделения 4 и pавносильности си-
стем тождеств (15) и (16), получаем

Свойство 6. Пусть система (APCD) имеет комплекс-
нозначный автономный полиномиальный частный инте-
гpал (4) кpатности z. Тогда ему комплексно сопpяжённый
автономный полиномиальный частный интегpал системы
(APCD) также имеет кpатность z.

Пpимеp 4. Автономная полиномиальная система

dx1 = x2(2x1 + x2
1 − x2

2) dt1 + x1(4x2 + x2
1 − x2

2) dt2,
(17)

dx2 = (− x2
1 + x2

2 + 2x1x
2
2) dt1 + 2(− x2

1 + x2
2 + x2

1x2) dt2

такова, что полином

w : x→ x1 + i x2, ∀x ∈ R2,

является её комплекснозначным автономным полиномиальным частным
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интегpалом с функциями

W1 : x→ x2(1 + x1)− i(x1 − x2
2), ∀x ∈ R2,

W2 : x→ 2x2 + x2
1 − i x1(2− x2), ∀x ∈ R2,

в тождествах (5).
Пусть

Q11 : x→ x1 − i(1− x2), ∀x ∈ R2.

Тогда на X = R2\{(0, 0)} пpоизводные Ли в силу системы (17)

p
j

Q11(x)

w(x)
= p

j

(
1− i

x1 + i x2

)
=

i

(x1 + i x2)2
p

j
(x1 + i x2) =

=
i

(x1 + i x2)2
w(x) Wj(x) =

i

x1 + i x2
Wj(x), j = 1, 2,

соответственно pавны

R111(x) = 1 + i x2, ∀x ∈ X, R112(x) = 2 + i x1, ∀x ∈ X. (18)

По опpеделению 4, комплекснозначный автономный полиномиаль-
ный частный интегpал w является двукpатным.

Пример 5. Автономная полиномиальная система

dx1 = x2(− x2
1 + x2

2) dt1 + x1(2x2 + x2
1 − x2

2) dt2,
(19)

dx2 = − 2x1x
2
2 dt1 + (− x2

1 + x2
2 + 2x2

1x2) dt2

такова, что функция

w : x→ x1 + i x2, ∀x ∈ R2,

является её комплекснозначным автономным полиномиальным частным
интегpалом, для которого в тождествах (5) функции

W1 : x→ − x2(x1 + i x2), ∀x ∈ R2,

W2 : x→ x2 + x2
1 − i x1(1− x2), ∀x ∈ R2.
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Пусть

Q11 : x→ 1 + x1 + i x2, ∀x ∈ R2.

Тогда на X = R2\{(0, 0)} пpоизводные Ли в силу системы (19)

p
j

Q11(x)

w(x)
= p

j

(
1 +

1

x1 + ix2

)
= − 1

(x1 + i x2)2
p

j
(x1 + i x2) =

= − 1

(x1 + i x2)2
w(x) Wj(x) = − 1

x1 + i x2
Wj(x), j = 1, 2,

соответственно pавны

R111(x) = x2, ∀x ∈ X, R112(x) = − x1 + i, ∀x ∈ X. (20)

По опpеделению 4, комплекснозначный автономный полиномиаль-
ный частный интегpал w является двукpатным.

Для систем (APCD) введём автономный аналог условного
частного интегpала (опpеделение 1.4.2).

Опpеделение 5. Функцию

ω : x→ exp v(x), ∀x ∈ Rn,

где v : Rn → R — полином, назовём автономным услов-
ным частным интегpалом системы (APCD), если пpоиз-
водные Ли в силу системы (APCD) pавны

p
j
v(x) = Sj(x), ∀x ∈ Rn, j = 1,m , (21)

где полиномы Sj степеней deg Sj(x) 6 pj − 1, j = 1,m .
Автономный условный частный интегpал хаpактеpизуется

пpежде всего тем, что он не опpеделяет интегpального многообpа-
зия {x : ω(x) = 0} системы (APCD) на фазовом пpостpанстве, а
также тем, что он постpоен на полиномиальной основе и опpеделён
на всём фазовом пpостpанстве.

Пpимеp 6. Автономная полиномиальная система

dx1 = (1 + x1 + x2
2) dt1 + (2 + x2 + x1x2 + x2

2) dt2,
(22)

dx2 = (x1 + x2
2) dt1 + x2(1 + x1 + x2) dt2
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имеет автономный условный частный интегpал

ω : x→ exp(x1 − x2), ∀x ∈ R2, (23)

для котоpого в тождествах (21) функции

S1 : x→ 1, ∀x ∈ R2, и S2 : x→ 2, ∀x ∈ R2. (24)

2. Автономные системы типа Даpбу
Класс A систем (APCD). Кpитеpий пpинадлежности системы

(APCD) классу A. Кpитеpий существования у системы (APCD) класса

A пеpвого интегpала типа Даpбу. Кpитеpий существования у системы

(APCD) класса A последнего множителя типа Даpбу. Модификация пе-

pвого интегpала системы (APCDA), постpоенного на основании её авто-

номных полиномиальных и условных частных интегpалов. Модификация

последнего множителя системы (APCDA), постpоенного на основании её

автономных полиномиальных и условных частных интегpалов.

Пусть система (APCD) имеет s + r вещественных автоном-
ных полиномиальных частных интегpалов

wk : Rn → R, k = 1, s+ r , (1)

сpеди котоpых содеpжится s > 0 соответственно с кpатностями
κl , l = 1, s , и s + r комплекснозначных автономных полиноми-
альных частных интегpалов

w
k
: Rn → C, k = 1, s + r , (2)

сpеди котоpых содеpжится s > 0 соответственно с кpатностями
z
l
, l = 1, s .

Кроме того, известно q > 0 автономных условных частных
интегралов

ων : x→ exp vν (x), ∀x ∈ Rn, ν = 1, q , (3)

где vν : Rn → R, ν = 1, q , — полиномы.
Составим число
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` = r + r +

s∑

l=1

κ
l
+

s∑

l=1

z
l
+ q.

Если для системы (APCD) число ` > 1, то будем считать,
что система (APCD) является системой класса A и обозначать её
(APCDA).

В соответствии с определениями 1.1 – 5.1 и свойствами 2.1
и 3.1 получаем следующий критерий принадлежности системы
(APCD) классу A.

Теоpема 1. Система (APCD) принадлежит классу A, ес-
ли и только если выполняется система тождеств

p
j
w

k
(x) = w

k
(x)W

kj
(x), p

j
K

lh
ξ
l
g

ξ
l

(x) = R
lh

ξ
l
g

ξ
l
j
(x),

p
j

(
Re2w

k
(x) + Im2w

k
(x)
)

= 2
(
Re2w

k
(x) + Im2w

k
(x)
)
ReW

kj
(x),

p
j
arctg

Imw
k
(x)

Rew
k
(x)

=ImW
kj

(x), p
j
ReK

lh
ζ
l
g

ζ
l

(x)=Re R
lh

ζ
l
g

ζ
l
j
(x),

(4)

p
j
ImK

lh
ζ
l
g

ζ
l

(x) = ImR
lh

ζ
l
g

ζ
l
j
(x), p

j
vν (x) = S

νj
(x), ∀x ∈ X,

j = 1,m , k = 1, s+ r , l = 1, s , ξ
l
= 1, ε

l
, h

ξ
l

∈ N, g
ξ
l

= 1, f
ξ
l

,

k = 1, s + r , l = 1, s , ζ
l
= 1, e

l
, h

ζ
l

∈ N, g
ζ
l

= 1, f
ζ
l

, ν = 1, q ,

где Wkj : Rn → R, Wkj : Rn → C суть полиномы; функции

K
lh

ξ
l
g

ξ
l

(x) =

Q
lh

ξ
l
g

ξ
l

(x)

w
h

ξ
l (x)

, K
lh

ζ
l
g

ζ
l

(x) =

Q
lh

ζ
l
g

ζ
l

(x)

w
h

ζ
l (x)

, ∀x ∈ X;
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а полиномы

R
lh

ξ
l
g

ξ
l
j
: Rn → R, R

lh
ζ
l
g

ζ
l
j
: Rn → C,

Q
lh

ξ
l
g

ξ
l

: Rn → R, Q
lh

ζ
l
g

ζ
l

: Rn → C и S
νj

: Rn → R

определяются в соответствии с понятиями кратности ав-
тономного полиномиального частного интеграла и авто-
номного условного частного интеграла, когда

κ
l
= 1 +

ε
l∑

ξ
l
=1

f
ξ
l

, z
l
= 1 +

e
l∑

ζ
l
=1

f
ζ
l

.

На основании автономных полиномиальных частных интегра-
лов (1) и (2) с учётом их кратностей и автономных условных част-
ных интегралов (3) системы (APCDA) построим функции

X : x→
s+r∏

k=1

w
γ

k

k
(x)

s+r∏

k=1

(
Re2 w

k
(x) + Im2 w

k
(x)
)η

k , ∀x ∈ X
′,

и

Y : x→
s∑

l=1

ε
l∑

ξ
l
=1

f
ξ
l∑

g
ξ
l
=1

α
lh

ξ
l
g

ξ
l

K
lh

ξ
l
g

ξ
l

(x) +

q∑

ν=1

βνvν (x) +

+

s+r∑

k=1

τ
k
arctg

Imw
k
(x)

Rew
k
(x)

+

s∑

l=1

e
l∑

ζ
l
=1

f
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ϕ
lh

ζ
l
g

ζ
l

Re K
lh

ζ
l
g

ζ
l

(x) +

+

s∑

l=1

e
l∑

ζ
l
=1

f
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ψ
lh

ζ
l
g

ζ
l

ImK
lh

ζ
l
g

ζ
l

(x), ∀x ∈ X
′, X

′ ⊂ X,
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где γ
k
, η

k
, α

lh
ξ
l
g

ξ
l

, βν , τk , ϕlh
ζ
l
g

ζ
l

, ψ
lh

ζ
l
g

ζ
l

— числа из поля R.

Функция

W : (t, x) → X(x) exp
(
It+ Y (x)

)
, ∀(t, x) ∈ Rm × X ′, (5)

где I = (I1, . . . , Im), Ij ∈ R, j = 1,m , с учётом системы тож-
деств (4) будет первым интегралом на области Rm × X ′ системы
(APCDA), если и только если

Ij + Ξj(x) = 0, ∀x ∈ Rn, j = 1,m , (6)

где

Ξj : x→
s+r∑

k=1

γ
k
W

kj
(x) +

s∑

l=1

ε
l∑

ξ
l
=1

f
ξ
l∑

g
ξ
l
=1

α
lh

ξ
l
g

ξ
l

R
lh

ξ
l
g

ξ
l
j
(x) +

+2

s+r∑

k=1

η
k
ReW

kj
(x) +

s∑

l=1

e
l∑

ζ
l
=1

f
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ϕ
lh

ζ
l
g

ζ
l

ReR
lh

ζ
l
g

ζ
l
j
(x) +

+

q∑

ν=1

βν Sνj
(x) +

s+r∑

k=1

τ
k
ImW

kj
(x) +

+

s∑

l=1

e
l∑

ζ
l
=1

f
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ψ
lh

ζ
l
g

ζ
l

ImR
lh

ζ
l
g

ζ
l
j
(x), ∀x ∈ Rn.

Тем самым доказана
Теоpема 2. Для того чтобы система (APCDA) имела пер-

вый интеграл (5), необходимо и достаточно существования
постоянных γk, ηk, τk, αlh

ξ
l
g

ξ
l

, ϕlh
ζ
l
g

ζ
l

, ψlh
ζ
l
g

ζ
l

, βν , Ij таких,

что выполняется система тождеств (6).
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С учётом системы тождеств (4) на основании определения по-
следнего множителя заключаем, что функция

µ : (t, x) → X(x) exp
(
It+ Y (x)

)
, ∀(t, x) ∈ Rm × X ′, (7)

будет последним множителем на области Rm × X ′ системы
(APCDA), если и только если

Ij + Ξj(x) = − div pj(x), ∀x ∈ Rn, j = 1,m , (8)

и можем утверждать
Теоpема 3. Для того чтобы система (APCDA) имела по-

следний множитель (7), необходимо и достаточно сущест-
вования постоянных γ

k
, η

k
, τ

k
, αlh

ξ
l
g

ξ
l

, ϕlh
ζ
l
g

ζ
l

, ψlh
ζ
l
g

ζ
l

, βν и

Ij таких, что выполняется система тождеств (8).

Виды первого интеграла и последнего множителя системы
(APCD) класса A определяются в соответствии с такими зако-
номерностями.

Теоpема 4. Если дифференциальная система (APCDA)
имеет первый интеграл

Φ: (t, x) → F
(
w1(x), . . . , ws+r(x), K1h11(x), . . . ,Kshεs

fεs

(x),

Re2 w1(x) + Im2 w1(x), . . . , Re2 ws+r(x) + Im2 ws+r(x),

arctg
Imw1(x)

Rew1(x)
, . . . , arctg

Imws+r(x)

Rews+r(x)
, (9)

Re K1h11(x), . . . ,Re Kshes
fes

(x), ImK1h11(x), . . . , Im Kshes
fes

(x),

v1(x), . . . , vq(x)
)
Z(t), ∀(t, x) ∈ P̃ ,

где F и Z — некоторые голоморфные функции, постро-
енный на основании автономных полиномиальных частных
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интегралов (1) и (2) с учётом их кратностей и автономных
условных частных интегралов (3)1, то его можно предста-
вить в виде (5).

Доказательство постpоено на тех же пpинципах, что и доказа-
тельство теоpемы 2.5.2.

Задача о модификации последнего множителя

µ : (t, x) → F
(
w1(x), . . . , ws+r(x), K1h11(x), . . . ,Kshεs

fεs

(x),

Re2 w1(x) + Im2 w1(x), . . . , Re2 ws+r(x) + Im2 ws+r(x),

arctg
Imw1(x)

Rew1(x)
, . . . , arctg

Imws+r(x)

Rews+r(x)
, (10)

Re K1h11(x), . . . ,Re Kshes
fes

(x), ImK1h11(x), . . . , Im Kshes
fes

(x),

v1(x), . . . , vq(x)
)
Z(t), ∀(t, x) ∈ P,

системы (APCDA) такого, что система (APCDA) не имеет первых
интегралов вида (9) и последнего множителя вида (10), которые
построены на основании меньшего числа соответствующих функ-
ций (см. сноску 1) решается подобным образом.

Теоpема 5. Если система (APCDA) имеет последний мно-
житель (10), где F и Z — некоторые голоморфные функ-
ции, построенный на основании автономных полиномиаль-
ных частных интегралов (1) и (2) с учётом их кратностей и
автономных условных частных интегралов (3), то его мож-
но представить в виде (7).

Теоремы 4 и 5 позволяют отнести системы (APCD) класса A
к дифференциальным системам типа Дарбу.

1Априори считая, что дифференциальная система (APCDA) не имеет первых
интегралов вида (9), построенных на основании меньшего числа функций w

k
,

k = 1, s + r , K
1h

1
1
, . . . , K

shε
s

fε
s

, Re2w
k

+ Im2w
k
, arctg

Im w
k

Rew
k

, k = 1, s+k ,

ReK
1h

1
1
, . . . , Re K

she
s

fe
s

, Im K
1h

1
1
, . . . , Im K

she
s

fe
s

, vν , ν = 1, q .
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3. Построение первых интегралов и
последних множителей

3.1. Системы (APCD) класса A

Достаточные условия постpоения неавтономного пеpвого инте-

гpала или последнего множителя. Достаточные условия постpоения ав-

тономного пеpвого интегpала или последнего множителя.

При наличии некоторого числа автономных полиномиальных
частных интегралов (1.2) и (2.2) с учётом их кратностей и авто-
номных условных частных интегралов (3.2) на их основании можно
построить первый интеграл и последний множитель полиномиаль-
ной системы (APCDA). Это число прежде всего зависит от чисел
n,m, p

1
, . . . , pm , по которым строим числа

c =

m∑

j=1

cj , cj =

(
n+ pj − 1

n

)
, j = 1,m .

Теоpема 1. Система (APCDA) при ` = c −m имеет либо
первый интеграл (5.2) на области Rm × X ′, либо последний
множитель (7.2).

Доказательство. В соответствии с теоремой 2.2 функция (5.2)
будет первым интегралом на области Rm×X ′ системы (APCDA)
тогда и только тогда, когда выполняется система тождеств (6.2).

А в соответствии с теоремой 3.2 функция (7.2) будет послед-
ним множителем системы (APCDA) тогда и только тогда, когда
выполняется система тождеств (8.2).

Система тождеств (8.2) при ` = c − m распадается на си-
стему, которая состоит из c линейных, вообще говоря, неодно-
родных, уравнений с c неизвестными γ

k
, η

k
, τ

k
, αlh

ξ
l
g

ξ
l

, ϕlh
ζ
l
g

ζ
l

,

ψlh
ζ
l
g

ζ
l

, βν , Ij ; а система тождеств (6.2) при ` = c −m распада-

ется на однородную систему c линейных уравнений с теми же c
неизвестными.

Определители этих систем совпадают. Обозначим этот опре-
делитель ∆.

Пусть ∆ 6= 0. Тогда система, соответствующая тождеству
(8.2), имеет единственное решение; и скалярная функция (7.2), со-
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ставленная на его основании, является последним множителем си-
стемы (APCDA).

Если ∆ = 0, то система, соответствующая тождеству (6.2),
имеет нетривиальное решение; и скалярная функция (5.2), состав-
ленная на его основании, будет первым интегралом на Rm × X ′

системы (APCDA).
В процессе доказательства теоремы 1, по сути дела, были до-

казаны следующие два утверждения.
Следствие 1. Система (APCDA) при ` = c − m, когда

определитель ∆ = 0, имеет первый интеграл (5.2).
Следствие 2. Система (APCDA) при ` = c − m, когда

определитель ∆ 6= 0, имеет последний множитель (7.2).
На случай автономного первого интеграла и автономного по-

следнего множителя системы (APCDA) аналогично теореме 1 до-
казываем следующую

Теоpема 2. Система (APCDA) при ` = c имеет либо ав-
тономный первый интеграл

F : x→ X(x) exp Y (x), ∀x ∈ X ′, (1)

на области X ′, либо автономный последний множитель

µ : x→ X(x) exp Y (x), ∀x ∈ X ′, X ′ ⊂ Rn. (2)

Если через Λ обозначить определитель ∆ на случай авто-
номного первого интеграла (1) и автономного последнего множи-
теля (2), то аналогами следствий 1 и 2 будут

Следствие 3. Система (APCDA) при ` = c, когда опреде-
литель Λ = 0, имеет автономный первый интеграл (1).

Следствие 4. Система (APCDA) при ` = c, когда опреде-
литель Λ 6= 0, имеет автономный последний множитель (2).

На основании теорем 1 и 2 с учётом свойства Якоби последних
множителей получаем и такие закономерности.

Следствие 5. Система (APCDA) при ` = c − m + 1 име-
ет первый интеграл (5.2) на области Rm ×X ′, который при
Λ = 0 будет автономным (1) на области X ′.

Следствие 6. Система (APCDA) при ` = c + 1 имеет ав-
тономный первый интеграл (1) на области X ′.
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3.2. Системы (IAPCD) класса A

Достаточные условия построения первого интеграла. Достаточ-

ные условия построения первого интеграла или последнего множителя.

Если система (APCDA) является вполне разрешимой, то
условия, достаточные для построения первого интеграла и послед-
него множителя, в подавляющем числе случаев могут быть ослаб-
лены.

Система (APCD) индуцирует m автономных дифференци-
альных систем n-го поpядка

dx = P j(x) dtj , (APDj)

где вектор-полином P j(x) = colon
(
P1j(x), . . . , Pnj(x)

)
, ∀x ∈ Rn,

является j-м столбцом (n×m)-матрицы P, j = 1,m .
Вполне очевидны, если основываться на соответствующих

определениях, такие закономерности относительно интегральных
связей системы (APCD) и систем (APDj), j = 1,m .

Пpедложение 1. Если система (APCD) имеет:
а) автономный первый интеграл F на области X ′ из

пространства Rn;
б) автономный полиномиальный частный интеграл

w : Rn → R с кратностью κ;
в) автономный комплекснозначный полиномиальный

частный интеграл w : Rn → C с кратностью z;
г) автномный условный частный интеграл ω,

то и каждая автономная обыкновенная дифференциальная
система (APDj), j = 1,m , имеет:

а) автономный первый интеграл F на области X ′;
б) автономный полиномиальный частный интеграл

w : Rn → R c кратностью κ;
в) автономный комплекснозначный полиномиальный

частный интеграл w : Rn → C с кратностью z;
г) автономный условный частный интеграл ω.

Для системы (IAPCD) имеют место следующие возможности
построения первого интеграла по её автономным частным интегра-
лам (1.2) – (3.2).
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Теоpема 3. Пусть у системы (IAPCDA) число ` = ck,
k ∈ {1, . . . ,m}, а система (APDk) не имеет автономных пер-
вых интегралов

Ξj : x→ Ξj(x), ∀x ∈ Rn, j = 1,m , j 6= k, (3)

на пpостpанстве Rn. Тогда функция (5.2) является первым
интегралом на области Rm × X ′ системы (IAPCDA).

Доказательство. Если ` = ck, то на основании следствия 5
при m = 1 устанавливаем, что функция

Fk : (tk, x) → X(x) exp
(
Iktk + Y (x)

)
, ∀(tk, x) ∈ R×X ′, (4)

является первым интегралом системы (APDk) и

P
k
(tk, x)

(
X(x) exp

(
Iktk + Y (x)

))
= 0, ∀(tk, x) ∈ R× X ′. (5)

На области Rm × X ′ действия операторов

P
j
(tj, x)

(
X(x) exp

(
Iktk + Y (x)

))
=

(6)
= X(x) exp

(
Iktk + Y (x)

)
Ξj(x), j = 1,m , j 6= k.

Основываясь на полной разрешимости системы (IAPCDA),
непосредственным вычислением действий оператора Pk, k 6= j,

на обе части каждого из тождеств (6) с учётом условий Фробени-
уса и тождества (5), получаем, что

p
k
Ξj(x) = 0, ∀x ∈ Rn, j = 1,m , j 6= k. (7)

Однако система (APDk) не имеет первых интегралов (3),
поэтому из тождеств (7) следует, что

Ξj(x) = − Ij , ∀x ∈ Rn, j = 1,m , j 6= k. (8)

Стало быть, при (8) имеет место система тождеств

P
j
(tj , x)

(
X(x) exp

(
It+Y (x)

))
= 0, ∀(t, x) ∈ Rm×X ′, j = 1,m ,
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которая означает, что функция (5.2) является первым интегралом
на области Rm × X ′ системы (IAPCDA).

Теоpема 4. Пусть у системы (IAPCDA) число ` = ck − 1,
k ∈ {1, . . . ,m}, а система (APDk) не имеет на пpостpанстве
Rn автономных первых интегралов (3) и

Ψj : x→ Ξj(x) + div p
j
(x), ∀x ∈ Rn, j = 1,m , j 6= k, (9)

Тогда система (IAPCDA) имеет либо первый интеграл

(5.2) на области Rm × X ′, либо последний множитель (7.2).
Доказательство. Предварительно заметим, что на Rn имеет

место импликация
[
p

j
(x), p

k
(x)
]

= 0 =⇒ p
j
div p

k
(x) = p

k
div p

j
(x). (10)

Пусть автономная обыкновенная дифференциальная система
(APDk) такова, что ` = ck − 1.

В силу теоремы 1 при m = 1 задача по построению первого
интеграла (4) и последнего множителя

µ : (tk, x) → X(x) exp
(
Iktk + Y (x)

)
, ∀(tk, x) ∈ R× X ′, (11)

системы (APDk) сводится к разрешению систем линейных урав-
нений, построенных на основании тождеств (5) и

P
k
(tk, x)

(
X(x) exp

(
Iktk + Y (x)

))
=

(12)

= −
(
X(x) exp

(
Iktk + Y (x)

))
div p

k
(x), ∀(tk, x) ∈ R× X ′,

соответственно. При этом определители этих систем будут одина-
ковыми порядка ck. Обозначим его ∆k.

Пусть определитель ∆k 6= 0.
Тогда в соответствии со следствием 2 при m = 1 система

(APDk) имеет последний множитель (11), а значит, выполняется
система тождеств (12).

Предположим, что обыкновенная дифференциальная система
(APDk) не имеет первых интегралов (9).
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Основываясь на полной разрешимости системы (IAPCDA),
непосредственным вычислением действий оператора Pk, k 6= j,

на обе части каждого из тождеств (6) с учётом условий Фробениу-
са, условия (12) и импликации (10) получаем, что

p
k

(
Ξj(x) + div p

j
(x)
)

= 0, ∀x ∈ Rn, j = 1,m , j 6= k.

Отсюда следуют тождества

Ξj(x) + div p
j
(x) = − Ij , ∀x ∈ Rn, j = 1,m , j 6= k, Ij = const,

ибо система (APDk) не имеет первых интегралов (9).
Поэтому на области Rm×X ′ выполняется система тождеств

P
j
(t, x)

(
X(x) exp

(
Iktk + Y (x)

))
=

= −
(
Ij + div p

j
(x)
)
X(x) exp

(
Iktk + Y (x)

)
, j = 1,m , j 6= k,

и функция (7.2) есть последний множитель системы (IAPCDA).
При ∆k = 0 подобным образом доказываем, что функция

(5.2) является первым интегралом на Rm × X ′ дифференциаль-
ной системы (IAPCDA).

Следствие 7. Если выполняются условия теоремы 4 и
определитель ∆k 6= 0, то функция (7.2) является последним
множителем системы (IAPCDA).

Следствие 8. Если выполняются условия теоремы 4 и
определитель ∆k = 0, то функция (5.2) является первым ин-
тегралом на области Rm × X ′ системы (IAPCDA).

Пример 1. Вполне разрешимая система

dx1 = 2x1x2 dt1 + (− x2
1 + x2

2) dt2,

dx2 = (− x2
1 + x2

2) dt1 − 2x1x2 dt2
(13)

имеет комплекснозначные автономные полиномиальные частные инте-
гралы

w1 : x→ x1 + ix2, w2 : x→ x1 − ix2, ∀x ∈ R2,
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с функциями

W11 : x→ x2 − ix1, W12 : x→ − x1 − ix2, ∀x ∈ R2,

и
W21 : x→ x2 + ix1, W22 : x→ − x1 + ix2, ∀x ∈ R2.

Число ` = 2.
Для обыкновенной диффеpенциальной системы (APD1)

dx1

dt1
= 2x1x2,

dx2

dt1
= − x2

1 + x2
2

число c1 =
(
2+2−1

2

)
= 3, а значит, ` = c1 − 1.

Эта система не имеет первым интегралом функцию

F : x→ − 2η1x1 + α1x2 − 4x1, ∀x ∈ R2,

составленную по семейству (9), определитель

∆1 =

∣∣∣∣
− 2 0

0 − 1

∣∣∣∣ = 2.

В соответствии со следствием 7 рациональная функция

µ : x→ 1

(x2
1 + x2

2 )2
, ∀x ∈ R2\{(0, 0)},

является последним множителем системы (13).

3.3. Специальные случаи

Постpоение неавтономного пеpвого интегpала по одному автоном-

ным полиномиальному или условному частным интегpалам. Постpоение

автономных пеpвых интегpалов по двум автономным полиномиальным

частным интегpалам.

На основании автономных полиномиальных частных интегра-
лов (вещественных и комплекснозначных) с учётом их кратностей
и автономных условных частных интегралов строятся первые ин-
тегралы системы (APCDA) в следующих случаях.
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Теоpема 5. Пусть у системы (APCDA):
1) для автономного полиномиального частного инте-

грала w : Rn → R в тождествах

p
j
w(x) = w(x)Wj(x), ∀x ∈ Rn, j = 1,m ,

полиномы Wj , j = 1,m , есть тождественные постоянные;
2) для комплекснозначного автономного полиномиаль-

ного частного интеграла w : Rn → C в тождествах

p
j
w(x) = w(x)Wj(x), ∀x ∈ Rn, j = 1,m , (14)

полиномы Re Wj , j = 1,m , являются тождественными по-
стоянными;

3) для комплекснозначного автономного полиномиаль-
ного частного интеграла w : Rn → C в тождествах (14)
полиномы ImWj , j = 1,m , являются тождественными по-
стоянными;

4) для автономного полиномиального частного инте-
грала w : Rn → R кратности κ в тождествах

pjKh
ξ
g

ξ
(x) = Rh

ξ
g

ξ
j(x), ∀x ∈ X,

j = 1,m , ξ = 1, ε , hξ ∈ N, gξ = 1, fξ ,

при фиксированных hξ и gξ полиномы Rh
ξ
g

ξ
j , j = 1,m , яв-

ляются тождественными постоянными;
5) для комплекснозначного автономного полиномиаль-

ного частного интеграла w : Rn → C c кратностью z в
тождествах

pjKh
ζ
g

ζ
(x) = Rh

ζ
g

ζ
j(x), ∀x ∈ X,

(15)
j = 1,m , ζ = 1, e , hζ ∈ N, gζ = 1, fζ ,

при фиксированных hζ и gζ полиномы ReRh
ζ
g

ζ
j , j = 1,m ,

являются тождественными постоянными;
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6) для комплекснозначного автономного полиномиаль-
ного частного интеграла w : Rn → C с кратностью z
в тождествах (15) при фиксированных hζ и gζ полиномы

ImRh
ζ
g

ζ
j , j = 1,m , есть тождественные постоянные;

7) для условного частного интеграла ω : x → exp v(x) в
тождествах

p
j
v(x) = Sj(x), ∀x ∈ Rn, j = 1,m ,

полиномы Sj, j = 1,m , суть тождественные постоянные.
Тогда существует постоянный вектор I = (I1, . . . , Im),

Ij ∈ R, j = 1,m , такой, что функция:

1) F : (t, x) → w(x) exp It, ∀(t, x) ∈ Rm+n;

2) F : (t, x) →
(
Re2 w(x) + Im2 w(x)

)
exp It, ∀(t, x) ∈ Rm+n;

3) F : (t, x) → arctg
Imw(x)

Rew(x)
+ It, ∀(t, x) ∈ Rm × X ′;

4) F : (t, x) → K
h

ξ
g

ξ

(x) + It, ∀(t, x) ∈ Rm ×X ′;

5) F : (t, x) → Re K
h

ζ
g

ζ

(x) + It, ∀(t, x) ∈ Rm × X ′;

6) F : (t, x) → ImK
h

ζ
g

ζ

(x) + It, ∀(t, x) ∈ Rm ×X ′;

7) F : (t, x) → v(x) + It, ∀(t, x) ∈ Rm × X ′, X ′ ⊂ X ⊂ Rn,

будет первым интегралом системы (APCDA) соответ-
ственно.

Доказательство является непосредственным следствием
определений 1.1, 3.1, 4.1, 5.1.

Пpимеp 2 (пpодолжение пpимеpа 1.1.2.1). Автономная полиноми-
альная система уpавнений в полных диффеpенциалах (3.1.2.1) имеет та-
кой 1-цилиндpичный автономный полиномиальный частный интегpал

w : x→ x1, ∀x ∈ R2,
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что

dx1|(3.1.2.1)
= x1(dt1 + 3dt2), ∀(t, x) ∈ R4.

Поэтому в соответствии с утвеpждением 1) теоpемы 5 система
(3.1.2.1) имеет на пpостpанстве R4 пеpвый интегpал (4.1.2.1), котоpый
обpазует базис пеpвых интегpалов системы (3.1.2.1) ввиду её не полной
pазpешимости (см. § 4, гл. 1).

Пример 3. Система уpавнений в полных диффеpенциалах

dx1 = (x1 − x3
2) dt1 + x1(2 + x2

2) dt2,
(16)

dx2 = x2(1 + x1x2) dt1 + x2(2− x2
1) dt2

имеет комплекснозначный автономный частный интеграл

w : x→ x1 + i x2, ∀x ∈ R2, (17)

такой, что полный дифференциал в силу системы (16) на R4

d(x1 + ix2)|(16) = (x1 + ix2)
(
(1 + ix2

2) dt1 + (2− ix1x2) dt2
)
.

Поэтому в соответствии с утверждением 2) теоремы 5 система (16)
имеет первый интеграл

F : (t, x) → (x2
1 + x2

2) exp
(
− 2(t1 + 2t2)

)
, ∀(t, x) ∈ R4.

Если учесть, что скобки Пуассона

[p
1
(x), p

2
(x)] = x2(2x1 + 4x2 − x2

1x2 − x3
2)(x2∂x1

− x1∂x2
), ∀x ∈ R2,

и, следовательно, для системы (16) не выполняются условия Фробени-
уса, то в соответствии с теоремой 1.0.4.1 построенный первый интеграл
образует базис первых интегралов на пространстве R4 системы (16).

Пример 4. Система уpавнений в полных диффеpенциалах

dx1 = x2(x1 − 1) dt1 + x2(x1 − 2) dt2,
(18)

dx2 = (x1 + x2
2) dt1 + (2x1 + x2

2) dt2

имеет комплекснозначный автономный полиномиальный частный инте-
грал (17) с функциями
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W1 : x→ x2 + i, ∀x ∈ R2, и W2 : x→ x2 + 2i, ∀x ∈ R2.

В соответствии с утверждением 3) теоремы 5 функция

F : (t, x) → t1 + 2t2 − arctg
x2

x1
, ∀(t, x) ∈ D,

является первым интегралом системы (18) на любой области D из мно-
жества R4\{(t, x) : x1 = 0}.

Для системы (18) не выполняются условия Фробениуса, так как
скобки Пуассона

[p
1
(x), p

2
(x)] = − x2

1 ∂x1
− x1x2∂x2

, ∀x ∈ R2,

не являются нуль-опеpатоpом на плоскости R2.
Поэтому построенный первый интеграл составляет базис первых

интегралов на любой области D из R4\{(t, x) : x1 = 0} системы (18)
(по теореме 1.0.4.1).

Пример 5. Система уpавнений в полных диффеpенциалах

dx1 = (x1 − x2 + x2
1) dt1 + (x1 − 2x2 + 2x2

1) dt2,
(19)

dx2 = x2(1 + x1) dt1 + x2(1 + 2x1) dt2

имеет 1-цилиндpичный автономный полиномиальный частный интеграл

w : x→ x2, ∀x ∈ R2,

кратности κ = 2 такой, что

dx2|(19)
= x2

(
(1 + x1) dt1 + (1 + 2x1) dt2

)
, ∀(t, x) ∈ R4,

d
x1

x2 |(19)
= − (dt1 + 2dt2), ∀(t, x) ∈ R2 × X ′, X ′ = {(x1, x2) : x2 6= 0}.

Поэтому в соответствии с утверждением 4) теоремы 5 система (19)
имеет первый интеграл

F : (t, x) → x1

x2
+ t1 + 2t2, ∀(t, x) ∈ D,
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который составляет её базис первых интегралов на любой области D,
содержащейся в множестве R2×X ′ (по теореме 1.0.4.1, ввиду того, что
скобки Пуассона

[p
1
(x), p

2
(x)] = x1(4− 3x1)∂x1

+ x1x2∂x2
, ∀x ∈ R2,

не являются нуль-оператором на R2 ).
Пример 6 (пpодолжение пpимеpа 4.1). У системы уpавнений в пол-

ных диффеpенциалах (17.1) комплекснозначный автономный полиноми-
альный частный интеграл (17) кратности z = 2 такой, что имеют место
пpедставления (18.1).

Поэтому в соответствии с утверждением 5) теоремы 5 система (17.1)
имеет первый интеграл

F : (t, x) → x2

x2
1 + x2

2

+ t1 + 2t2, ∀(t, x) ∈ D,

который образует её базис первых интегралов на любой области D из
множества R2 × {x : x2

1 + x2
2 6= 0} (по теореме 1.0.4.1, так как скобки

Пуассона

[p
1
(x), p

2
(x)] = (2x4

1 − x4
1x2 + 2x3

1x2 − 4x2
1x

2
2 − 2x1x

3
2 + 2x4

2 + x5
2)∂x1

+

+ 2x1x2(2x
2
1 − x2

1x2 + 2x1x2 − 2x2
2 − x3

2)∂x2
, ∀x ∈ R2,

не являются нуль-оператором на плоскости R2 ).
Пример 7 (пpодолжение пpимеpа 5.1). У системы уpавнений в пол-

ных диффеpенциалах (19.1) комплекснозначный автономный полиноми-
альный частный интеграл (17) кратности z = 2 такой, что имеют место
пpедставления (20.1).

Поэтому в соответствии с утверждением 6) теоремы 5 система
(19.1) имеет 1-неавтономный первый интеграл

F : (t, x) → x2

x2
1 + x2

2

+ t2, ∀(t, x) ∈ D,

который образует её базис первых интегралов на любой области D из
множества R2 × {x : x2

1 + x2
2 6= 0} (по теореме 1.0.4.1, ввиду того, что

система (19.1) не является вполне разрешимой:

[p1(x), p2(x)] = (− x4
1 + 2x2

1x
2
2 + x4

1x2 − x4
2 − x5

2) ∂x1
+

+ 2x1x2(− x2
1 + x2

1x2 + x2
2 + x3

2) ∂x2
, ∀x ∈ R2 ).
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Пример 8 (пpодолжение пpимеpа 6.1). Система уpавнений в полных
диффеpенциалах (22.1) имеет автономный условный частный интеграл
(23.1) пpи (24.1).

Поэтому в соответствии с утверждением 7) теоремы 5 система (22.1)
имеет первый интеграл на пространстве R4

F : (t, x) → x1 − x2 − t1 − 2t2, ∀(t, x) ∈ R4,

который образует её базис первых интегралов на пространстве R4 (по
теореме 1.0.4.1, ввиду того, что скобки Пуассона

[p1(x), p2(x)] =

= (− 2 + x1 + x2
1 + 2x1x2 − 2x2

2 − x1x
2
2 + x3

2)(∂x2
+ ∂x2

), ∀x ∈ R2,

не являются нуль-оператором на плоскости R2 ).
Hа автономный случай аналогом свойства 7.2.2 является
Свойство 1. Если автономные полиномиальные частные

интегpалы w1 : Rn → R и w2 : Rn → R системы (APCD) та-
ковы, что пpоизводные Ли в силу системы (APCD) от них
связаны соотношениями

pjw1(x)

pjw2(x)
=
w1(x)

w2(x)
, ∀x ∈ X2, j = 1,m ,

то функция

F : x→ w1(x)

w2(x)
, ∀x ∈ X2,

является автономным пеpвым интегpалом на области X2
системы (APCD).

Для комплекснозначных автономных полиномиальных част-
ных интегpалов имеют место следующие закономеpности.

Свойство 2. Пусть комплекснозначные автономные по-
линомиальные частные интегpалы w1 : Rn → C и w2 : Rn → C

системы (APCD) таковы, что в тождествах

p
j
w1(x) = w1(x)W1j(x), ∀x ∈ Rn, j = 1,m , (20)
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и

p
j
w2(x) = w2(x)W2j(x), ∀x ∈ Rn, j = 1,m , (21)

полиномы

W1j(x) = W2j(x), ∀x ∈ Rn, j = 1,m . (22)

Тогда функции

F1 : x→ Rew1(x)Re w2(x) + Imw1(x) Im w2(x)

Re2 w2(x) + Im2 w2(x)
(23)

и

F2 : x→ Rew1(x) Im w2(x)− Imw1(x)Re w2(x)

Re2 w2(x) + Im2 w2(x)
(24)

являются автономными пеpвыми интегpалами на области
X2, X2 ⊂ Rn, системы (APCD).

Доказательство. Как и пpи доказательстве свойства 7.2.2
устанавливаем, что для полиномов w1 и w2 (со свойством (22)
в тождествах (20) и (21)) имеют место тождества

p
j

w1(x)

w2(x)
= 0, ∀x ∈ X2, j = 1,m ,

или

p
j

Re
w1(x)

w2(x)
= 0, p

j
Im

w1(x)

w2(x)
= 0, ∀x ∈ X2, j = 1,m .

Поэтому функции (23) и (24) являются автономными пеpвыми
интегpалами на области X2 системы (APCD).

Свойство 3. Пусть комплекснозначные автономные по-
линомиальные частные интегpалы w1 : Rn→ C и w2 : Rn→ C

системы (APCD) таковы, что в тождествах (20) и (21) по-
линомы W1j : Rn → C и W2j : Rn → C, j = 1,m , связаны
соотношениями
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ReW1j(x) = Re W2j(x), ∀x ∈ Rn, j = 1,m . (25)

Тогда функция

F : x→ Re2 w1(x) + Im2 w1(x)

Re2 w2(x) + Im2 w2(x)
, ∀x ∈ X2, (26)

является автономным пеpвым интегpалом на области X2
пространства Rn системы (APCD).

Доказательство. В соответствии со свойством 2.1 полиномы

p
θ
: x→ Re2w

θ
(x) + Im2w

θ
(x), ∀x ∈ Rn, θ = 1, 2,

являются автономными полиномиальными частными интегpала-
ми системы (APCD), для котоpых выполняется система тождеств
(8.1) пpи p = p

θ
, θ = 1, 2.

Если учесть соотношения (25), то получим, что

pjp1(x)

pjp2(x)
=
p1(x)

p2(x)
, ∀x ∈ X2, j = 1,m .

Отсюда, по свойству 1, заключаем, что функция (26) является
автономным пеpвым интегpалом на области X2.

Свойство 4. Пусть комплекснозначные автономные по-
линомиальные частные интегpалы w1 : Rn→ C и w2 : Rn→ C

системы (APCD) таковы, что в тождествах (20) и (21)
полиномы W1j : Rn → C и W2j : Rn → C, j = 1,m , связаны
соотношениями

ImW1j(x) = ImW2j(x), ∀x ∈ Rn, j = 1,m . (27)

Тогда автономным пеpвым интегpалом на области X2
пространства Rn системы (APCD) будет функция

F : x→ Re w1(x) Imw2(x)− Imw1(x)Re w2(x)

Re w1(x)Re w2(x) + Imw1(x) Imw2(x)
. (28)
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Доказательство. В соответствии со свойством 3.1 и следую-
щими из него тождествами (11.1) для функций аpгумента полино-
мов w1 и w2 на области X имеем, что

p
j

(
ϕ1(x)− ϕ2(x)

)
= ImW1j(x)− ImW2j(x) = 0, j = 1,m .

Поэтому функция

F : x→ arctg
Imw1(x)

Rew1(x)
− arctg

Imw2(x)

Rew2(x)
, ∀x ∈ X,

является автономным пеpвым интегpалом на области X систе-
мы (APCD). Используя тpигонометpические пpеобpазования, эту
функцию пpиводим к виду (28).

Заметим, что пеpвые интегpалы (23) и (24) пpи выполнении
условий свойства 2 могут быть получены посpедством пеpвых ин-
тегpалов (26) и (28) из свойств 3 и 4.

Hа автономный случай аналогом свойства 8.2.2 является
Свойство 5. Если автономные полиномиальные частные

интегpалы w1 : Rn → R и w2 : Rn → R системы (APCD) та-
ковы, что

pjw1(x)

pjw2(x)
= − w1(x)

w2(x)
, ∀x ∈ X2, X2 ⊂ Rn, j = 1,m ,

то функция

F : x→ w1(x)w2(x), ∀x ∈ Rn,

является автономным пеpвым интегpалом на пpостpан-
стве Rn системы (APCD).

Для комплекснозначных автономных полиномиальных част-
ных интегpалов имеют место следующие закономеpности.

Свойство 6. Пусть комплекснозначные автономные по-
линомиальные частные интегpалы w1 : Rn → C и w2 : Rn → C

системы (APCD) таковы, что в тождествах (20) и (21)
полиномы

W1j(x) = −W2j(x), ∀x ∈ Rn, j = 1,m .
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Тогда функция

F1 : x→ Re w1(x)Re w2(x)− Imw1(x) Imw2(x), ∀x ∈ Rn,

а также функция

F2 : x→ Re w1(x) Imw2(x) + Imw1(x)Re w2(x), ∀x ∈ Rn,

являются автономными пеpвыми интегpалами на пpост-
pанстве Rn системы (APCD).

Доказательство. Как и пpи доказательстве свойства 8.2.2
устанавливаем, что

p
j

(
w1(x)w2(x)

)
= 0, ∀x ∈ Rn, j = 1,m ,

или что

p
j
Re
(
w1(x)w2(x)

)
= 0, ∀x ∈ Rn, j = 1,m ,

p
j
Im
(
w1(x)w2(x)

)
= 0, ∀x ∈ Rn, j = 1,m .

Отсюда следует, что функции F1 и F2 являются автономны-
ми пеpвыми интегpалами на Rn системы (APCD).

Свойство 7. Пусть комплекснозначные автономные по-
линомиальные частные интегpалы w1 : Rn → C и w2 : Rn → C

системы (APCD) таковы, что в тождествах (20) и (21) по-
линомы W1j : Rn → C и W2j : Rn → C, j = 1,m , связаны
соотношениями

Re W1j(x) = −ReW2j(x), ∀x ∈ Rn, j = 1,m .

Тогда полином

P : x→
(
Re2 w1(x) + Im2 w1(x)

)(
Re2 w2(x) + Im2 w2(x)

)

является автономным пеpвым интегpалом на пpостpан-
стве Rn системы (APCD).

Доказательство. В соответствии со свойством 2.1 частное
производных Ли
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p
j

(
Re2 w1(x) + Im2 w1(x)

)

p
j

(
Re2 w2(x) + Im2 w2(x)

) =

= − Re2 w1(x) + Im2 w1(x)

Re2 w2(x) + Im2 w2(x)
, ∀x ∈ X2, j = 1,m .

По свойству 5 заключаем, что имеет место свойство 7.
Свойство 8. Пусть комплекснозначные автономные по-

линомиальные частные интегpалы w1 : Rn → C и w2 : Rn → C

системы (APCD) таковы, что в тождествах (20) и (21) по-
линомы W1j : Rn → C и W2j : Rn → C, j = 1,m , связаны
соотношениями

ImW1j(x) = − ImW2j(x), ∀x ∈ Rn, j = 1,m .

Тогда функция

F : x→ Re w1(x) Im w2(x) + Imw1(x)Re w2(x)

Re w1(x)Re w2(x)− Imw1(x) Imw2(x)
, ∀x ∈ X,

является автономным пеpвым интегpалом на области X из
пространства Rn системы (APCD).

Доказательство аналогично доказательству свойства 4 с той
лишь pазницей, что

p
j

(
ϕ1(x) + ϕ2(x)

)
= 0, ∀x ∈ X, j = 1,m ,

и, следовательно, автономным пеpвым интегpалом на области X

системы (APCD) будет функция

F : x→ arctg
Imw1(x)

Rew1(x)
+ arctg

Imw2(x)

Rew2(x)
.

Свойство 9. Пусть система (APCD) имеет автономный
условный частный интеграл

E : x→ exp v(x), ∀x ∈ Rn,
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а производные Ли функции u : x → u(x), ∀x ∈ X, в силу сис-
темы (APCD) равны

p
j
u(x) = − u(x)Sj(x), ∀x ∈ X, j = 1,m ,

где полиномы Sj , j = 1,m , определяются тождествами
(21.1). Тогда функция

F : x→ u(x) exp v(x), ∀x ∈ X,

является автономным первым интегралом на области X

системы (APCD).
Действительно, производные Ли

p
j
F (x) = exp v(x) p

j
u(x) + u(x) exp v(x) p

j
v(x) =

= exp v(x)
(
− u(x)Sj(x) + u(x)Sj(x)

)
= 0, ∀x ∈ X, j = 1,m .

В частности, справедливо
Свойство 10. Если система (APCD) имеет автономный

условный частный интеграл

E : x→ exp v(x), ∀x ∈ Rn,

и автономный полиномиальный частный интеграл

w : Rn → R

такие, что

p
j
v(x) = Sj(x), p

j
w(x) = − w(x)Sj(x), ∀x ∈ Rn, j = 1,m ,

то функция

F : x→ w(x) exp v(x), ∀x ∈ Rn,

является первым интегралом на Rn системы (APCD).
Теорема 6. Пусть обыкновенная дифференциальная си-

стема (APDλ) имеет неавтономный первый интеграл

Fλ : (tλ, x) → wλ(x) exp
(
− tλ

)
, ∀(tλ, x) ∈ R×X, (29)
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и не имеет на R× X первых интегралов

Fj : (tλ, x) → P
j
wλ(x) exp

(
− tλ

)
, j = 1,m , j 6= λ. (30)

Тогда система (IAPCD) имеет неавтономный первый
интеграл

F : (t, x) → wλ(x) exp
m∑

j=1

ajtj , ∀(t, x) ∈ Rm × X, (31)

где X есть область из фазового пространства Rn, а числа
aj ∈ R, j = 1,m , aλ = − 1.

Доказательство. Функция (29) является первым интегралом
системы (APDλ), поэтому

P
λ
wλ(x) exp

(
− tλ

)
= 0, ∀(tλ, x) ∈ R× X. (32)

Из того, что

wλ(x) exp
(
− tλ

)
= Cλ,

получаем

wλ(x) = Cλ exp tλ. (33)

В силу полной разрешимости скобки Пуассона
[
P

j
(t, x),P

λ
(t, x)

]
= O, ∀(t, x) ∈ Rn+m, j = 1,m ,

и на основании тождества (32) получаем:

P
λ
P

j
wλ(x) exp

(
− tλ

)
= P

j
P

λ
wλ(x) exp

(
− tλ

)
= 0,

∀(t, x) ∈ Rm × X, j = 1,m , j 6= λ.

Так как дифференциальная система (APDλ) не имеет первых
интегралов (30), то на Rm × X получаем

P
j
wλ(x) exp

(
− tλ

)
= Cj, Cj ∈ R, j = 1,m , j 6= λ.
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Отсюда, учитывая (33), имеем:

P
j
wλ(x) = Cj exp tλ =

Cj

Cλ

Cλ exp tλ =
Cj

Cλ

wλ(x) = − ajwλ(x),

∀(t, x) ∈ Rm × X, aj = −
Cj

Cλ

, j = 1,m , j 6= λ.

Следовательно, на области Rm × X

P
j
wλ(x) = − ajwλ(x), aj ∈ R, j = 1,m , j 6= λ. (34)

Тогда с учётом (34)

P
j

(
wλ(x) exp

m∑

ζ=1

aζtζ

)
=

= P
j
wλ(x) exp

m∑

ζ=1

aζtζ + wλ(x)P
j
exp

m∑

ζ=1

aζtζ =

= − ajwλ(x) exp

m∑

ζ=1

aζtζ + ajwλ(x) exp

m∑

ζ=1

aζtζ = 0,

∀(t, x) ∈ Rm × X, j = 1,m , j 6= λ.

Отсюда и тождества (32) следует, что система (IAPCD) имеет
первый интеграл (31).
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4. Интегральные точки
Интегральная точка. Вес интегральной точки. Достаточные

условия построения неавтономного первого интеграла. Достаточные

условия построения автономного первого интеграла. Достаточные

условия построения неавтономного первого интеграла или последнего

множителя. Достаточные условия построения автономного первого

интеграла или последнего множителя.

4.1. Системы (APCD) класса B

Опpеделение 1. Для системы (APCDA) точку Aλ(xλ)
фазового пространства Cn назовём интегральной точ-
кой веса ρλ по базе θλ = {θλ1, . . . , θλρ

λ
}, если при 1 6 ρλ 6 m

выполняются условия

W
kθ

λj

(xλ) = 0, R
lh

ξ
l
g

ξ
l
θ
λj

(xλ) = 0, Re W
kθ

λj

(xλ) = 0,

ImW
kθ

λj

(xλ) = 0, Re R
lh

ζ
l
g

ζ
l
θ
λj

(xλ) = 0,

ImR
lh

ζ
l
g

ζ
l
θ
λj

(xλ) = 0, S
νθ

λj

(xλ) = 0, (1)

k = 1, s+ r , l = 1, s , ξ
l
= 1, ε

l
, hξ

l
∈ N, gξ

l
= 1, fξ

l
, k = 1, s + r ,

l = 1, s , ζ
l
= 1, e

l
, hζ

l
∈ N, gζ

l
= 1, fζ

l
, ν = 1, q , j = 1, ρ

λ
.

Пусть система (APCDA) имеет N интегральных точек
Aλ(xλ) соответственно с весами ρ

λ
> 1 по базам

θλ =
{
θλ1, . . . , θλρ

λ

}
, λ = 1, N .

Поставим в соответствие каждой интегральной точке Aλ(xλ)
столбцы матрицы P :

P
θλ (x) =

(
P1θ

λ
(x), . . . , Pnθ

λ
(x)
)
, ∀x ∈ Rn.
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Обозначим через U множество индексов тех столбцов мат-
рицы P, каждому из которых соответствует хотя бы одна инте-
гральная точка Aλ(xλ) с весом ρ

λ
> 1; через u — количество

элементов множества U ; через I(U) = (I1, . . . , Im), где Ij ∈ C,

причём, если j ∈ U, то Ij = 0.

Для каждого столбца P j , j ∈ U, составим матрицу из единиц
и координат xλ = (x

1λ
, . . . , x

nλ
) интегральных точек Aλ(xλ), со-

ответствующих этому столбцу, следующим образом: каждая стро-
ка этой матрицы имеет вид
(
1, x

1λ
, x

2λ
, . . . , x

nλ
, x2

1λ
, x

1λ
x

2λ
, . . . , x2

nλ
, x3

1λ
, . . . , x

p
j
−1

nλ

)
,

состоит из cj элементов, и всего в матрице sj строк, где sj —

количество точек Aλ, соответствующих столбцу P j . Обозначим
эту матрицу aj. Она имеет размер sj × cj и ранг rank aj = rj.

На основании матрицы aj построим матрицу bj , размер ко-
торой rj × cj и ранг rank bj = rj .

Для интегральных точек Aλ, λ = 1, N , введём число

b =
∑

j∈U

rj.

Если у системы (APCDA) существуют интегральные точки
Aλ(xλ), λ = 1, N , с весами ρλ и числом b > 0, то будем гово-
рить, что система (APCDA) принадлежит классу B и обозначать
(APCDB).

4.2. Интегралы систем (APCDB)

Теоpема 1. Система (APCDB) при ` + b − u = c −m + 1
имеет на области Rm × X ′ первый интеграл

W : (t, x) → X(x) exp
(
I(U)t+ Y (x)

)
. (2)

Доказательство. Функция (2) в силу тождеств (4.2) будет пер-
вым интегралом системы (APCDB) тогда и только тогда, когда
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Ξ(x) + I(U) = 0, ∀x ∈ Rn. (3)

Обозначим через cj квадратную матрицу порядка rj с опре-
делителем, отличным от нуля, полученную из (rj×cj)-матрицы bj

вычёркиванием cj−rj столбцов, j ∈ U. Через
∗

W k,
∗

R l

h
ξ
l
g

ξ
l

,
∗

W k,

∗

R l

h
ζ
l
g

ζ
l

,
∗

S ν обозначим векторы-полиномы, которые образованы

соответственно из векторов-полиномов

W k(x) =
(
Wk1(x), . . . ,Wkm(x)

)
,

Rl

h
ξ
l
g

ξ
l

(x) =
(
Rlh

ξ
l
g

ξ
l
1(x), . . . , Rh

ξ
l
g

ξ
l
m(x)

)
,

Wk(x) =
(
Wk1(x), . . . ,Wkm(x)

)
,

Rl

h
ζ
l
g

ζ
l

(x) =
(
Rlh

ζ
l
g

ζ
l
1(x), . . . ,Rlh

ζ
l
g

ζ
l
m(x)

)
,

Sν(x) =
(
Sν1(x), . . . , Sνm(x)

)
,

k = 1, s+ r , l = 1, s , ξ
l
= 1, ε

l
, h

ξ
l

∈ N, g
ξ
l

= 1, fξ
l
,

k = 1, s + r , l = 1, s , ζ
l
= 1, e

l
, h

ζ
l

∈ N, g
ζ
l

= 1, fζ
l
, ν = 1, q ,

следующим образом.
Если j 6∈ U, то j-я компонента исходного вектора-поли-

нома остаётся без изменения, а если j ∈ U, то j-я компонента
исходного вектора-полинома изменяется так, что коэффициенты
при степенях переменных x, соответствующих степеням xλ в
(rj × rj)-матрице cj , берутся равными нулю, а коэффициенты
при остальных степенях x остаются без изменения.

Система
∗

Ξ(x) + I(U) = 0, ∀x ∈ Rn, (4)
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где функция

∗

Ξ: x→
s+r∑

k=1

γ
k

∗

W k(x) +

s∑

l=1

ε
l∑

ξ
l
=1

f
ξ
l∑

g
ξ
l
=1

α
lh

ξ
l
g

ξ
l

∗

R
l

h
ξ
l
g

ξ
l

(x)+

+ 2

s+r∑

k=1

η
k
Re

∗

W k(x) +

s+r∑

k=1

τ
k
Im

∗

W k(x) +

q∑

ν=1

βν

∗

S ν(x)+

+

s∑

l=1

e
l∑

ζ
l
=1

f
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ϕ
lh

ζ
l
g

ζ
l

Re
∗

R l

h
ζ
l
g

ζ
l

(x)+

+

s∑

l=1

e
l∑

ζ
l
=1

f
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ψ
lh

ζ
l
g

ζ
l

Im
∗

R l

h
ζ
l
g

ζ
l

(x), ∀x ∈ Rn,

распадается на систему, которая при `+b−u = c−m+1 состоит
из c− b линейных уравнений с c− b + 1 неизвестными.

Такая система всегда имеет нетривиальное решение

Ij =
∗

I j , γk
=

∗
γ

k
, α

lh
ξ
l
g

ξ
l

=
∗
α

lh
ξ
l
g

ξ
l

, η
k

=
∗
η

k
,

(5)

τ
k
=

∗
τ

k
, ϕ

lh
ζ
l
g

ζ
l

=
∗
ϕ

lh
ζ
l
g

ζ
l

, ψ
lh

ζ
l
g

ζ
l

=
∗

ψ
lh

ζ
l
g

ζ
l

, βν =
∗

βν .

Пусть

∗∗

Ξ(x) = Ξ(x)−
∗

Ξ(x), ∀x ∈ Rn,

при (5). Тогда, принимая во внимание (1) и (4), получаем, что

∗∗

Ξ(xλ) = 0, λ = 1, N . (6)
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Система (6) является однородной системой b линейных урав-
нений с b неизвестными, которые суть коэффициенты при степе-
нях xλ в (rj×rj)-матрице cj , j ∈ U. Определитель этой системы

det
(

diag
j∈U

cj

)
отличен от нуля.

Поэтому
∗∗

Ξ(x) = 0, ∀x ∈ Rn. (7)

Из (4) и (7) вытекает (3), а значит, функция (2) при (5) явля-
ется первым интегралом системы (APCDB).

На автономный случай аналогичным образом доказывается
следующая закономерность.

Теоpема 2. Система (APCDB) при ` + b = c + 1 имеет
автономный первый интеграл (1.3) на области X ′.

Теоpема 3. Пусть система (APCDB) такова, что

divP j(xλ) = − Ij , λ = 1, N , j ∈ U. (8)

Тогда при ` + b − u = c − m система (APCDB) имеет
либо первый интеграл (5.2) на Rm ×X ′, либо последний мно-
житель (7.2).

Доказательство. Функция (7.2) в силу тождества (4.2) будет
последним множителем системы (APCDB) тогда и только тогда,
когда выполняется система тождеств (8.2).

Функция (2) в силу тождества (4.2) будет первым интегралом
на области Rm × X ′ системы (APCDB), если и только если вы-
полняется система тождеств (3).

Как и ранее, введём в рассмотрение (rj × rj)-матрицу cj ,

векторы-полиномы
∗

W k,
∗

Rl

h
ξ
l
g

ξ
l

,
∗

Wk,
∗

Rl

h
ζ
l
g

ζ
l

,
∗

Sν , а также

вектор-полином
∗

divP, который получаем из вектора-полинома

divP (x) =
(
divP 1(x), . . . ,divPm(x)

)
, ∀x ∈ Rn,

по аналогичному правилу.
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Система тождеств

∗

Ξ(x) + I(U) = −
∗

divP (x), ∀x ∈ Rn, (9)

распадается на систему, которая при `+ b− u = c−m состоит из
c− b линейных, вообще говоря, неоднородных, уравнений с c− b
неизвестными; а система тождеств (4) распадается на однородную
систему c−b линейных уравнений с теми же c−b неизвестными.

Определители этих систем совпадают; обозначим определи-
тель ∆̃.

Пусть ∆̃ 6= 0. Тогда система, соответствующая тождествам
(9), имеет единственное решение

Ij =
∗∗

I j , γk
=
∗∗
γ

k
, α

lh
ξ
l
g

ξ
l

=
∗∗
α

lh
ξ
l
g

ξ
l

, η
k
=
∗∗
η

k
,

(10)

τ
k
=
∗∗
τ

k
, ϕ

lh
ζ
l
g

ζ
l

=
∗∗
ϕ

lh
ζ
l
g

ζ
l

, ψ
lh

ζ
l
g

ζ
l

=
∗∗

ψ
lh

ζ
l
g

ζ
l

, βν =
∗∗

βν .

Пусть

Ξ̃ : x→ Ξ(x)−
∗

Ξ(x) + divP (x)−
∗

divP (x) + I − I(U), ∀x ∈ Rn,

при (10).
Принимая во внимание (1), (8) и (9), устанавливаем, что

Ξ̃(xλ) = 0, λ = 1, N .

Отсюда, как и при доказательстве теоремы 1, получаем

Ξ̃(x) = 0, ∀x ∈ Rn. (11)

Из (9) и (11) вытекает (10), а значит, функция µ при (10) яв-
ляется последним множителем системы (APCDB).

При ∆̃ = 0 рассматриваем систему тождеств (4), на осно-
вании решений которой строим функцию (2). Она и будет первым
интегралом на области Rm ×X ′ системы (APCDB), что доказы-
ваем так же, как и в случае теоремы 1.
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В процессе доказательства теоремы 3, по сути дела, были до-
казаны следующие два утверждения.

Следствие 1. Пусть система (APCDB) такова, что вы-
полняются условия (8). Тогда при ` + b − u = c − m, когда

определитель ∆̃ 6= 0, система (APCDB) имеет последний
множитель (7.2).

Следствие 2. Пусть система (APCDB) такова, что вы-
полняются условия (8). Тогда при ` + b − u = c − m, когда

определитель ∆̃ = 0, система (APCDB) имеет первый ин-
теграл (2) на области Rm × X ′.

Для автономного последнего множителя (2.3) и автономного
первого интеграла (1.3) системы (APCDB) аналогами теоремы 3
и следствий 1 и 2 будут следующие теорема 4 и следствия 3 и 4 из
неё. В следствиях 3 и 4 через Λ̃ обозначаем определитель, соот-
ветствующий определителю ∆̃ на автономный случай.

Теоpема 4. Пусть система (APCDB) такова, что

divP j(xλ) = 0, λ = 1, N, j ∈ U. (12)

Тогда при `+ b = c система (APCDB) имеет либо авто-
номный последний множитель (2.3), либо автономный пер-
вый интеграл (1.3) на области Rm ×X ′.

Следствие 3. Пусть система (APCDB) такова, что вы-
полняются условия (12). Тогда при `+b = c, когда определи-

тель Λ̃ 6= 0, система (APCDB) имеет автономный послед-
ний множитель (2.3).

Следствие 4. Пусть система (APCDB) такова, что вы-
полняются условия (12). Тогда при `+b = c, когда определи-

тель Λ̃ = 0, система (APCDB) имеет автономный первый
интеграл (1.3) на области Rm × X ′.

4.3. Интегралы систем (IAPCDB)

Адаптируя определение 1 на случай обыкновенных дифферен-
циальных систем (полагая m = 1) и используя методы докатель-
ства теорем 3.3 и 4.3, а также теорем 1, 2 и 3, с учётом теоремы 3.2
получаем следующие утверждения для систем (IAPCDB).
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Теоpема 5. Пусть система (IAPCDB) такова, что обык-
новенная дифференциальная система (APDk) принадлежит
классу B и не имеет на области X ′ первых интегралов
(3.3). Тогда система (IAPCDB) при ` + bk = ck + 1 имеет

первый интеграл (2) на области Rm × X ′.

Теоpема 6. Пусть система (IAPCDB) такова, что суще-
ствует k ∈ {1, . . . ,m} такое, что обыкновенная дифферен-

циальная система (APDk) принадлежит классу B, не имеет
на области X ′ первых интегралов (3.3) и

Φ: x→ Ξj(x) + div p
j
(x), ∀x ∈ Rn, j = 1,m , j 6= k, (13)

индуцированного семейством (9.3), расходимость

divP k(xλ) = − Ik, λ = 1, N , Ik ∈ R.

Тогда при `+ bk = ck система (IAPCDB) имеет либо по-

следний множитель (7.2), либо первый интеграл (2) на обла-
сти Rm ×X ′.

Из теоремы 6 получаем такие утверждения.
Следствие 5. Пусть система (IAPCDB) такова, что су-

ществует k ∈ {1, . . . ,m} такое, что система (APDk) при-
надлежит классу B, не имеет на области X ′ первых инте-

гралов (3.3), определитель ∆̃k = 0. Тогда при ` + bk = ck
скалярная функция (2) является первым интегралом на об-
ласти Rm × X ′ системы (IAPCDB).

Следствие 6. Пусть система (IAPCDB) такова, что су-
ществует k ∈ {1, . . . ,m} такое, что система (APDk) при-

надлежит классу B, не имеет на пpостpанстве Rn первых

интегралов вида (13), определитель ∆̃k 6= 0, расходимость

divP k(xλ) = − Ik, λ = 1, N , Ik ∈ R.

Тогда при ` + bk = ck система (IAPCDB) имеет послед-

ний множитель (7.2).
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Пример 1. Система уpавнений в полных диффеpенциалах

dx1 = (− x2
1 + x2

2 + x2
3) dt1 − 2x1x2 dt2,

dx2 = − 2x1x2 dt1 + (x2
1 − x2

2 + x2
3) dt2,

dx3 = − 2x3(x1 dt1 + x2 dt2)

(14)

является вполне разрешимой и в соответствии с теоремой 2.2.7.1 имеет
один автономный первый интеграл, ибо n− rankP (x) = 3− 2 = 1.

Полиномы

w1 : x→ x3, ∀x ∈ R3, и w2 : x→ x2
1 + x2

2 + x2
3, ∀x ∈ R3,

являются автономными полиномиальными частными интегралами си-
стемы (14), которым в тождествах (4.2) соответствуют полиномы

W11(x) = − 2x1, W12(x) = − 2x2, ∀x ∈ R3,

и

W21(x) = − 2x1, W22(x) = − 2x2, ∀x ∈ R3.

Числа ` = 2, c = 8.
У системы уравнений (14) выделим следующие интегральные точки

(они регулярные):
A1(0, 1, 0) и A2(0, 2, 0) с весами ρ1 = ρ2 = 1 по общей базе

θ1 = θ2 = {1};
A3(1, 0, 0) и A4(2, 0, 0) с весами ρ3 = ρ4 = 1 по общей базе

θ3 = θ4 = {2};
A5(0, 0, 1) с весом ρ5 = 2 по базе θ5 = {1; 2},

для которых U = {1; 2}, u = 2.
Матрицы a1 = b1 и a2 = b2 имеют размер 3×4 и ранг, равный 3.
Поэтому для интегральных точек A1, . . . , A5 число b = 6.

Если учесть, что `+ b = 2 + 6 = 8 = c, а определитель Λ̃ = 0, то
в силу следствия 2 система (14) имеет автономный первый интеграл

F : x→ x2
1 + x2

2 + x2
3

x3
, ∀x ∈ X,

на любой области X из множества R3\{x : x3 = 0}.
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Пример 2. Вполне разрешимая система

dx1 =
(
1+(x1−x2)(1+3x1−x2)

)
dt1+

(
1+(x1−x2)(1+2x1)

)
dt2,

(15)
dx2 =

(
1+(x1−x2)(1+2x1)

)
dt1+

(
1+(x1−x2)(1+x1+x2)

)
dt2

имеет частный интеграл

w1 : x→ x1 − x2, ∀x ∈ R2,

кратности κ = 2, у которого в тождествах (4.2) полиномы

W11(x) = W12(x) = x1 − x2, ∀x ∈ R2,

Q11(x) = R111(x) = R112(x) = − 1, ∀x ∈ R2.

В соответствии с утверждением 2) теоремы 5.3 функция

F : (t, x) → 1

x1 − x2
+ t1 + t2, ∀(t, x) ∈ R2 × X,

является первым интегралом на области R2 × X, где X — любая об-
ласть из множества {x : x2 6= x1} системы (15).

Теперь автономный полиномиальный частный интеграл w1 систе-
мы (15) будем рассматривать без учёта его кратности.

Для него число ` = 1 и существуют две интегральные точки (они
сингулярные) A1(1, 1) и A2(2, 2) такие, что для системы (APD1) их ве-
са ρ1 = ρ2 = 1.

Число c1 = 3.
Матрицы a1 = b1 имеют размер 2× 3 и ранг, равный 2.
Значит, для интегральных точек A1 и A2 число b = 2.
Кроме того, расходимость

divP 1(1, 1) = divP 1(2, 2) = 0,

а определитель ∆̃1 6= 0.
Следовательно, `+ b = 1 + 2 = 3 = c1.
Обыкновенная дифференциальная система (APD1) не имеет перво-

го интеграла

Φ: x→ x1 − x2, ∀x ∈ R2,

вида (13).
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Всё это в соответствии со следствием 6 означает, что система (15)
имеет последний множитель

µ : x→ 1

(x1 − x2)4
, ∀x ∈ X.

Пример 3. Вполне разрешимая система [1, с. 49]

dx1 = (− x2
1 + x2

2) dt1 − 2x1x2 dt2,
(16)

dx2 = − 2x1x2 dt1 + (x2
1 − x2

2) dt2

имеет автономные полиномиальные частные интегралы

w1 : x→ x1 + i x2, ∀x ∈ R2, и w2 : x→ x1 − i x2, ∀x ∈ R2,

которым в тождествах (4.2) соответствуют полиномы

W11(x) = − x1 − i x2, W12(x) = − x2 + i x1, ∀x ∈ R2,

и

W21(x) = − x1 + i x2, W22(x) = − x2 − i x1, ∀x ∈ R2.

Число ` = 2.
Для системы (APD1) число c1 = 3.
Интегральная точка (она особая) A1(0, 0) системы (APD1) имеет

вес ρ1 = 1.
Матрицы a1 = b1 размера 1 × 3 имеют ранг, равный 1, а значит,

для точки A1 число b = 1.
Расходимость divP 1(0, 0) = 0, определитель ∆̃1 6= 0.
Отсюда следует, что `+ b = 1 + 2 = 3 = c1, и, кроме того, система

(APD1) не имеет первых интегралов

Φ: x→ (γ1 + γ2 + 4)x1 + i(γ1 − γ2)x2, ∀x ∈ R2,

вида (13).
Поэтому система (16) по следствию 6 имеет последний множитель

µ : x→ 1

(x2
1 + x2

2)
2
, ∀x ∈ R2 × X, (17)

где X — произвольная область из R2\{(0, 0)}.
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Пример 4. Система уpавнений в полных диффеpенциалах

dx1 =(−x2 + x2
1 − 2x1x2 − x2

2)dt1 + (−x2 − x2
1 + 2x1x2 + x2

2)dt2,

(18)
dx2 =(x1 + x2

1 + 2x1x2 − x2
2) dt1 + (x1 − x2

1 − 2x1x2 + x2
2) dt2

имеет комплекснозначные автономные полиномиальные частные инте-
гралы

w1 : x→ x1 + i x2 и w2 : x→ x1 − i x2, ∀x ∈ R2,

с функциями

W11(x) = x1 − x2 + i(1 + x1 + x2), ∀x ∈ R2,

W12(x) = − x1 + x2 + i(1− x1 − x2), ∀x ∈ R2,

и

W21(x) = x1 − x2 − i(1 + x1 + x2), ∀x ∈ R2,

W22(x) = − x1 + x2 − i(1− x1 − x2), ∀x ∈ R2.

У системы (18) выделим две интегральные точки: A1( − 0,5, − 0,5)
с весом ρ1 = 1 по базе θ1 = {1} и A2(0,5, 0,5) с весом ρ2 = 1 по базе
θ2 = {2}.

При этом b = r1 + r2 = 2 + 2 = 4.
Кроме того,

` = 2, c =

(
2 + 2− 1

2

)
+

(
2 + 2− 1

2

)
= 6,

а значит, `+ b = 2 + 4 = 6 = c.
Поскольку

divP 1(− 0,5, − 0,5) = divP 2(0,5, 0,5) = 0,

то выполняются условия теоремы 4, и функция (17) будет автономным
последним множителем системы (18).
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§ 4. Интегралы линейной автономной системы
уравнений в полных дифференциалах

1. Линейный частный интеграл
Интегральная характеристическая система. Линейный однород-

ный частный интеграл.

Рассмотрим линейную однородную автономную систему урав-
нений в полных дифференциалах

dx = A(x) dt, (1)

где x = (x1, . . . , xn) и t = (t1, . . . , tm) — точки из Rn и Rm

соответственно, векторы-столбцы dx = colon(dx1, . . . , dxn) и
dt = colon(dt1, . . . , dtm), элементами матрицы A(x) = ‖aij(x)‖
(n строк,m столбцов) являются линейные однородные функции

a
ij

: x→
n∑

ξ=1

a
ijξ
x

ξ
, ∀x ∈ Rn,

с коэффициентами aijξ ∈ R, ξ = 1, n , j = 1,m , i = 1, n .

Система (1) индуцирует автономные линейные дифференци-
альные операторы

p
j
(x) =

n∑

i=1

a
ij

(x)∂
i
, ∀x ∈ Rn, j = 1,m ,

которые не являются линейно связанными на Rn. При этом по
необходимости m < n.

Для того чтобы комплекснозначная линейная однородная
функция

p : x→
n∑

i=1

bixi, ∀x ∈ Rn, (bi ∈ C, i = 1, n )
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была частным интегралом системы (1), необходимо и достаточно
выполнения системы тождеств

p
j
p(x) = p(x)λj , ∀x ∈ Rn, λj ∈ C, j = 1,m . (2)

Система тождеств (2) имеет место тогда и только тогда, когда
совместна линейная однородная система

(Aj − λjE)b = 0, j = 1,m , (3)

где b = colon(b1, . . . , bn), E — единичная матрица, квадратные
матрицы n-го порядка Aj = ‖aξji‖, j = 1,m , (ξ — номер стро-
ки, i — номер столбца).

Систему

det(Aj − λjE) = 0, j = 1,m, (4)

назовём интегральной характеристической системой, а её
корни будем называть интегральными характеристическими
корнями дифференциальной системы (1).

Условия Фробениуса
[
pj(x), pζ(x)

]
= O, ∀x ∈ Rn, j, ζ = 1,m ,

полной разрешимости системы (1) равносильны перестановочно-
сти матриц:

AjAζ = AζAj , j, ζ = 1,m .

Лемма 1. Пусть ν (ν ∈ Cn) — общий собственный вектор
матриц Aj, j = 1,m . Тогда частным интегралом вполне
разрешимой системы (1) является линейная однородная
функция

p : x→ νx, ∀x ∈ Rn. (5)

Действительно, если ν — общий собственный вектор пере-
становочных матриц Aj , j = 1,m , то он является решением [21,
с. 191 – 194] линейной однородной системы (3), где λj

— соб-
ственные числа соответственно матриц Aj , j = 1,m , которым
соответствует собственный вектор ν.
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Тогда выполняется система тождеств (2) относительно линей-
ной функции (5):

pj(νx) = λjνx, ∀x ∈ Rn, j = 1,m .

А значит, функция (5) является частным интегралом диффе-
ренциальной системы (1).

2. Автономный базис первых интегралов
Построение автономных первых интегралов по собственным век-

торам матриц коэффициентов системы.

2.1. Случай вещественных интегральных
характеристических корней

Теорема 1. Пусть νk, k = 1,m+ 1 , — общие веществен-
ные собственные векторы матриц Aj , j = 1,m . Тогда ска-
лярная функция

W : x→
m+1∏

k=1

∣∣νkx
∣∣hk , (1)

где вещественные числа hk, k = 1,m+ 1 , являются нетри-
виальным решением линейной однородной системы

m+1∑

k=1

λj

k
h

k
= 0, j = 1,m , (2)

коэффициентами которой являются вещественные соб-

ственные числа λj
k матриц Aj, соответствующие собст-

венным векторам νk, k = 1,m+ 1 , j = 1,m , на любой об-

ласти из множества определения DW будет автономным
первым интегралом вполне разрешимой системы (1.1).

Доказательство. Пусть νk, k = 1,m+ 1 , — общие веще-
ственные собственные векторы матриц A1, . . . , Am.
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Тогда у этих матриц существуют вещественные собственные
числа λj

k, j = 1,m , которым соответствуют собственные векторы
νk, k = 1,m+ 1 .

Согласно лемме 1.1 линейные однородные функции

pk : x→ νkx, ∀x ∈ Rn, k = 1,m+ 1 ,

являются частными интегралами системы (1.1), и выполняется си-
стема тождеств

p
j
p

k
(x) = λj

k
p

k
(x), ∀x ∈ Rn, j = 1,m , k = 1,m+ 1 . (3)

Составим функцию

W : x→
m+1∏

k=1

∣∣p
k
(x)
∣∣hk , ∀x ∈ X, X ⊂ Rn,

где hk, k = 1,m+ 1 , — вещественные числа, одновременно не
равные нулю.

Производные Ли этой функции в силу системы (1.1):

p
j
W (x) =

m+1∏

k=1

∣∣p
k
(x)
∣∣hk−1

m+1∑

k=1

sgn p
k
(x)hk

m+1∏

l=1,l 6=k

∣∣p
l
(x)
∣∣p

j
p

k
(x),

∀x ∈ X, j = 1,m .

С учётом тождеств (3) устанавливаем, что

p
j
W (x) =

m+1∑

k=1

λj

k
h

k
W (x),∀x ∈ X, j = 1,m .

Если числа hk, k = 1,m+ 1 , являются нетривиальным ре-
шением линейной однородной системы (2), то скалярная функция
(1) будет автономным первым интегралом вполне разрешимой си-
стемы (1.1).
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Следствие 1. Пусть νk, k = 1,m+ 1 , — общие вещест-
венные собственные векторы матриц Aj , j = 1,m . Тогда
автономным первым интегралом вполне разрешимой сис-
темы (1.1) будет скалярная функция

W
12...m(m+1)

: x→
m∏

k=1

∣∣νkx
∣∣−4k ∣∣νm+1x

∣∣4 , ∀x ∈ X,

где определитель 4 =
∣∣λj

k

∣∣, а определители 4k, k = 1,m,

получены заменой k-го столбца в определителе 4 на стол-

бец colon (λ1
m+1, . . . , λ

m
m+1), λ

j
k — вещественные собственные

числа матриц Aj , которым соответствуют собственные

векторы νk, k = 1,m+ 1, j = 1,m.
Пример 1. Построим базис автономных первых интегралов

системы уравнений в полных дифференциалах

dx1 = − x1 dt2, dx2 = 2(x3 + x4) dt1 + x2 dt2,

dx3 = x2 dt1 + x4 dt2, dx4 = x2 dt1 + x3 dt2.
(4)

Матрицы

A1 =

∥∥∥∥∥∥∥

0 0 0 0
0 0 1 1
0 2 0 0
0 2 0 0

∥∥∥∥∥∥∥
и A2 =

∥∥∥∥∥∥∥

− 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

∥∥∥∥∥∥∥

перестановочны, а значит, система (4) вполне разрешима.
Собственными числами матриц A1 и A2 соответственно являются

λ1
1 = − 2, λ1

2 = λ1
3 = 0, λ1

4 = 2

и
λ2

1 = 1, λ2
2 = λ2

3 = − 1, λ2
4 = 1,

их находим как корни интегральных характеристических уравнений

det (A1 − λ1E) = 0 ⇐⇒ (λ1 + 2)(λ1)2(λ1 − 2) = 0

и
det (A2 − λ2E) = 0 ⇐⇒ (λ1 + 1)2(λ1 − 1)2 = 0.
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Матрицы A1 и A2 приведём к жордановым нормальным формам

J1 = diag { − 2, 0, 0, 2} и J2 = diag {1, − 1, − 1, 1}

так, чтобы в представлениях A1 = B1J1B
−1
1 и A2 = B2J2B

−1
2 матри-

цы перехода B1 и B2 были равными, например:

B1 = B2 =

∥∥∥∥∥∥∥

0 1 0 0
− 1 0 0 1

1 0 1 1
1 0 − 1 1

∥∥∥∥∥∥∥
.

Поэтому общими вещественными линейно независимыми собствен-
ными векторами матриц A1 и A2 будут

ν1 = (0, − 1, 1, 1), ν2 = (1, 0, 0, 0), ν3 = (0, 0, 1, − 1), ν4 = (0, 1, 1, 1).

Определители:

4 =

∣∣∣∣
−2 0

1 −1

∣∣∣∣ = 2, 411 =

∣∣∣∣
0 0

−1 −1

∣∣∣∣ = 0, 421 =

∣∣∣∣
−2 0

1 −1

∣∣∣∣ = 2,

412 =

∣∣∣∣
2 0
1 −1

∣∣∣∣ = − 2, 422 =

∣∣∣∣
−2 2

1 1

∣∣∣∣ = − 4.

Тогда скалярные функции

W123 : x→ (x3 − x4)
2

x2
1

, ∀x ∈ X, (5)

и

W124 : x→ x4
1

(
x2

2 − (x3 + x4)
2
)2
, ∀x ∈ R4, (6)

будучи функционально независимыми, образуют базис автономных пер-
вых интегралов системы (4) на областях X из множества {x : x1 6= 0}.

2.2. Случай комплексных интегральных
характеристических корней

В случае, когда p — комплекснозначный частный интеграл
дифференциальной системы (1.1), система тождеств (2.1) распа-
дается на вещественную систему тождеств
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p
j
Re p(x) = Re p(x)

∗

λj − Im p(x)λ̃j ,

p
j
Im p(x) = Re p(x)λ̃j + Im p(x)

∗

λj,

∀x ∈ Rn, λj =
∗

λj + λ̃j i, j = 1,m .

(7)

Тем самым получаем критерий существования комплексно-
значного частного интеграла.

Лемма 1. Линейная функция p является комплексно-
значным частным интегралом системы (1.1) тогда и толь-
ко тогда, когда выполняется система тождеств (7).

С учётом этого критерия устанавливаем следующие законо-
мерности относительно комплекснозначного частного интеграла
дифференциальной системы (1.1).

Свойство 1. Если система (1.1) имеет комплекснознач-
ный частный интеграл p, то комплексно сопряжённая
функция p также является частным интегралом системы
(1.1). При этом наряду с системой тождеств (2.1) имеет ме-
сто и система тождеств

p
j
p(x) = p(x)λj , ∀x ∈ Rn, j = 1,m ,

где числа λj комплексно сопряжены с числами λj , j = 1,m .
Свойство 2. Если система (1.1) имеет комплекснознач-

ный частный интеграл p, то вещественный полином

P : x→ Re2p(x) + Im2p(x), ∀x ∈ Rn, (8)

является частным интегралом системы (1.1) и на про-
странстве Rn выполняется система тождеств

p
j

(
Re2p(x) + Im2p(x)

)
= 2
(
Re2p(x) + Im2p(x)

)∗
λj , j = 1,m ,

где числа λj, j = 1,m , находятся из тождеств (2.1).
Свойство 3. Пусть система (1.1) имеет комплекснознач-

ный частный интеграл p. Тогда производные Ли в силу си-
стемы (1.1) экспоненциальной функции
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ψ : x→ expϕ(x), ∀x ∈ X,

при

ϕ : x→ arctg
Im p(x)

Re p(x)
, ∀x ∈ X, (9)

равны

p
j
expϕ(x) = expϕ(x)λ̃j, ∀x ∈ X, j = 1,m , (10)

где числа λj , j = 1,m , находятся из тождеств (2.1), об-
ласть X из пространства Rn такова, что её дополнение
до Rn включает множество всех нулей функции Re p.

Из тождеств (10) следует формула вычисления производных
Ли в силу системы (1.1) функции аргумента (9) комплекснознач-
ного частного интеграла p этой системы:

p
j
ϕ(x) = λ̃j, ∀x ∈ X, j = 1,m .

Свойство 4. Произведение u1u2 полиномов u1 : Rn → K и
u2 : Rn → K, где K — поле вещественных R или комплекс-
ных C чисел, является частным интегралом (веществен-
ным или комплекснозначным) системы (1.1) тогда и только
тогда, когда его сомножители u1 и u2 являются частными
интегралами дифференциальной системы (1.1).

Свойство 5. Вещественный полином (8) является част-
ным интегралом системы (1.1), если и только если система
(1.1) имеет комплекснозначный частный интеграл p (или
комплексно сопряжённый ему).

Введём обозначения:

Pk(x) =
(∗
ν k x

)2
+
(
ν̃ k x

)2
, ϕ

k
(x) = arctg

ν̃ kx
∗
ν k x

.

Теорема 2. Пусть νk =
∗
ν k + ν̃ k i, k = 1, s , s 6 (m + 1)/2,

и νθ, θ = s+ 1,m+ 1− s , — соответственно общие ком-
плексные (среди которых нет комплексно сопряжённых) и
вещественные собственные векторы матриц Aj , j = 1,m .
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Тогда автономным первым интегралом на области X из Rn

вполне разрешимой системы (1.1) является функция

W : x→
s∏

k=1

(
Pk(x)

)∗hk

exp
(
− 2 h̃

k
ϕ

k
(x)
)m+1−s∏

θ=s+1

∣∣νθx
∣∣hθ

, (11)

где X есть область из множества определения DW, а ве-

щественные числа
∗

hk, h̃k, k = 1, s , hθ, θ = s+ 1,m+ 1− s ,
составляют нетривиальное решение линейной системы

2

s∑

k=1

(∗
λj

k

∗

h
k
− λ̃j

k
h̃

k

)
+

m+1−s∑

θ=s+1

λj

θ
h

θ
= 0, j = 1,m , (12)

где λj
k =

∗

λj
k + λ̃j

k i, k = 1, s , и λj
θ, θ = s+ 1,m+ 1− s , есть

соответственно комплексные и вещественные собственные
числа матриц Aj , j = 1,m , которым соответствуют соб-

ственные векторы νk, k = 1, s , и νθ, θ = s+ 1,m+ 1− s .

Доказательство. Пусть νk =
∗
ν k+ν̃ k i, k = 1, s, s 6 (m+1)/2,

и νθ, θ = s+ 1,m+ 1− s , — соответственно общие комплекс-
ные и вещественные собственные векторы матриц Aj, j = 1,m .

Тогда у этих матриц существуют комплексные λj
k, k = 1, s , и

вещественные λj
θ, θ = s+ 1,m+ 1− s , j = 1,m , собственные

числа которым соответствуют собственные векторы νk, k = 1, s ,
и νθ, θ = s+ 1,m+ 1− s .

Согласно лемме 1.1 линейные функции

p
k
: x→ νkx, k = 1, s ,

и

p
θ
: x→ νθx, θ = s+ 1,m+ 1− s ,

являются частными интегралами на Rn системы (1.1).
Отсюда с учётом свойства 2 заключаем, что на пространстве

Rn выполняется система тождеств

247



П. 2, § 4, гл. 2 Интегралы линейной автономной системы уравнений в полных дифференциалах В.Н. Горбузов

p
j
Pk(x) = 2Pk(x)

∗

λj

k
, p

j
νθx = λj

θ
νθx,

(13)

j = 1,m , k = 1, s , θ = s+ 1,m+ 1− s .

Составим скалярную функцию (11), где
∗

hk, h̃k, k = 1, s , и
hθ, θ = s+ 1,m+ 1− s , — вещественные числа, одновременно
не равные нулю.

Производные Ли в силу дифференциальной системы (1.1)

p
j
W (x) =

( s∏

k=1

(
P

k
(x)
)∗hk

−1

exp
(
− 2 h̃

k
ϕ

k
(x)
)
·

·
s∑

k=1

∗

h
k

s∏

l=1,l 6=k

P
l
(x) p

j
P

k
(x)+

+

s∏

k=1

(
P

k
(x)
)∗hk

exp
(
− 2 h̃

k
ϕ

k
(x)
) s∑

k=1

p
j

(
− 2 h̃

k
ϕ

k
(x)
))
·

·
m+1−s∏

θ=s+1

∣∣νθx
∣∣hθ

+
s∏

k=1

(
P

k
(x)
)∗hk

exp
(
−2 h̃

k
ϕ

k
(x)
)m+1−s∏

θ=s+1

∣∣νθx
∣∣hθ

−1

·

·
m+1−s∑

θ=s+1

sgn
(
νθx
)
h

θ

m+1−s∏

l=s+1,l 6=θ

∣∣νlx
∣∣ p

j

(
νθx
)
, ∀x ∈ X, j = 1,m .

Отсюда на основании тождеств (13), свойств 2 и 3 устанавли-
ваем, что

p
j
W (x) ≡

( s∑

k=1

2
(∗
λj

k

∗

h
k
−λ̃j

k
h̃

k

)
+

m+1−s∑

θ=s+1

λj

θ
h

θ

)
W (x), j = 1,m .
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Если числа
∗

hk, h̃k, k = 1, s , hθ, θ = s+ 1,m+ 1− s , со-
ставляют нетривиальное решение линейной однородной системы
(12), то функция (11) будет первым интегралом системы (1.1).

Пример 2. Для вполне разрешимой системы

dx1 = x1 dt1 + x2 dt2, dx2 = x2 dt1 − x1 dt2,
(14)

dx3 = x3 dt1 − x3 dt2

по собственным числам

λ1
1 = λ1

2 = λ1
3 = 1; λ2

1 = − i, λ2
2 = i, λ2

3 = − 1

и общим линейно независимым собственным векторам

ν1 = (1, i, 0), ν2 = (1, − i, 0), ν3 = (0, 0, 1)

строим (теорема 2) базис автономных первых интегралов

W : x→ x2
1 + x2

2

x2
3

exp
(
2 arctg

x2

x1

)
, ∀x ∈ X, (15)

на областях X из множества {x : x1 6= 0, x3 6= 0}.
Теорема 3. Пусть ντ =

∗
ν τ + ν̃ τ i, νs+τ =

∗
ν τ − ν̃ τ i, τ = 1, s ,

s 6 m/2, ν2s+1 =
∗
ν 2s+1+ν̃ 2s+1 i, и νθ, θ = 2s+ 2,m+ 1 , — со-

ответственно общие комплексные и вещественные собст-
венные векторы матриц Aj , j = 1,m . Тогда первыми инте-
гралами вполне разрешимой системы (1.1) будут функции

W1 : x→
s∏

k=1

(
P

k
(x)
)
∗

hk
+
∗

hs+k

exp
(
− 2
(
h̃

k
− h̃

s+k

)
ϕ

k
(x)
)
·

(16)

·
(
P

2s+1
(x)
)
∗

h2s+1

exp
(
− 2 h̃

2s+1
ϕ

2s+1
(x)
) m+1∏

θ=2s+2

(
νθx
)2

∗

h
θ

, ∀x ∈ X,

и
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W2 : x→
s∏

k=1

(
P

k
(x)
)h̃k

+h̃
s+k

exp
(
2
( ∗
h

k
−
∗

h
s+k

)
ϕ

k
(x)
)
·

(17)

·
(
P2s+1(x)

)h̃2s+1

exp
(
2
∗

h2s+1 ϕ2s+1(x)
) m+1∏

θ=2s+2

(
νθx
)2h̃

θ

, ∀x ∈ X,

где X есть область из множества DW1 ∩DW2, а комплекс-

ные числа hk =
∗

hk + h̃k i, k = 1,m+ 1 , составляют нетриви-
альное решение системы (2), коэффициентами которой яв-

ляются комплексные λj
τ =

∗

λj
τ + λ̃j

τ i, λ
j
s+τ =

∗

λj
τ − λ̃j

τ i, τ = 1, s ,

λj
2s+1 =

∗

λj
2s+1 + λ̃j

2s+1 i и вещественные λj
θ, θ = 2s+ 2,m+ 1 ,

собственные числа матриц Aj , j = 1,m , соответствую-

щие общим собственным векторам νk, k = 1,m+ 1 .

Доказательство. Построим две функции

∗

W : x→
2s∏

k=1

(
νkx

)hk (
ν2s+1x

)h2s+1
m+1∏

θ=2s+2

(
νθx
)hθ

, ∀x ∈ X,

и

∗∗

W : x→
2s∏

k=1

(
νkx

)lk (
ν2s+1 x

)l2s+1
m+1∏

θ=2s+2

(
νθx
)lθ
, ∀x ∈ X,

где hk, lk, k = 1,m+ 1 , — некоторые комплексные числа.

Функции
∗

W и
∗∗

W в общем случае представляют собой ска-
лярные комплекснозначные функции вещественных аргументов.

С учётом леммы 1.1 и свойства 1 на области X действия

p
j

∗

W (x) =

m+1∑

k=1

λj

k
h

k

∗

W (x), j = 1,m ,
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p
j

∗∗

W (x) =

( 2s∑

k=1

λj

k
l
k
+λj

2s+1 l2s+1
+

m+1∑

θ=2s+2

λj

θ
l
θ

)
∗∗

W (x), j = 1,m ,

Если совместна система (2), то функция
∗

W будет первым ин-
тегралом системы (1.1).

Пусть hk =
∗

hk + h̃k i, k = 1,m+ 1 , — решение системы (2).
Тогда решением системы

2s∑

k=1

λj

k
l
k

+ λj
2s+1 l2s+1 +

m+1∑

θ=2s+2

λj

θ
l
θ

= 0 j = 1,m ,

будут числа

l
k

=
∗

h
s+k

− h̃
s+k

i, l
s+k

=
∗

h
k
− h̃

k
i, k = 1, s ,

l2s+1 =
∗

h2s+1 − h̃2s+1 i, lθ =
∗

h
θ
− h̃

θ
i, θ = 2s+ 2,m+ 1 .

При этом функция
∗∗

W будет первым интегралом вполне раз-
решимой дифференциальной системы (1.1).

Положив на области X

W1(x) =
∗

W (x)
∗∗

W (x) и W2(x) =
∗∗

W
i
(x)

∗

W
−i

(x),

получим соответственно первые интегралы видов (16) и (17).
Пример 3. Для вполне разрешимой системы

dx1 = x1 dt1 + x3 dt2, dx2 = − x2 dt1 + x4 dt2,

dx3 = x3 dt1 − x1 dt2, dx4 = − x4 dt1 − x2 dt2
(18)

на основании собственных чисел

λ1
1 = λ1

2 = − 1, λ1
3 = λ1

4 = 1; λ2
1 = λ2

3 = − i, λ2
2 = λ2

4 = i

и общих комплексных линейно независимых собственных векторов
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ν1 = (0, − i, 0, 1), ν2 = (0, i, 0, 1), ν3 = (− i, 0, 1, 0), ν4 = (i, 0, 1, 0)

строим (теорема 3) базис автономных первых интегралов на простран-
стве R4, состоящий из скалярных функций

W1 : x→ x1x2 + x3x4 и W2 : x→ x1x4 − x2x3. (19)

2.3. Случай кратных интегральных
характеристических корней

Из системы (1.1) произвольным образом выделим обыкновен-
ную дифференциальную систему

dx = Aζ(x) dtζ , (1.ζ )

где Aζ(x) = colon(a1ζ(x), . . . , anζ(x)), ∀x ∈ Rn, со свойством: у
матрицы Aζ число элементарных делителей не превосходит числа
элементарных делителей каждой из матриц Aj, j=1,m .

При этом характеристическим уравнением дифференциаль-
ной системы (1.ζ ) является ζ-е уравнение характеристической
системы (4.1), которое будем обозначать (4.ζ ).

Определение 1. Пусть λζ
l — собственное число матри-

цы Aζ , которому соответствует элементарный делитель

кратности s и собственный вектор ν0l. Вектор νkl, коор-
динатами которого являются решения системы уравнений

(
Aζ − λζ

lE
)
colon

(
νkl
1 , . . . , ν

kl
n

)
= k colon

(
νk−1, l
1 , . . . , νk−1, l

n

)
,

(20)
k = 1, s− 1 ,

назовём k -м присоединённым вектором матрицы Aζ , со-

ответствующим собственному числу λζ
l .

Теорема 4. Пусть ν0l и νθl, θ= 1, sl − 1, l= 1, r, — веще-
ственные общие собственные векторы матриц Aj, j = 1,m,
и присоединённые векторы матрицы Aζ , которые соот-

ветствуют собственным числам λζ
l , l = 1, r , имеющим эле-
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ментарные делители кратности sl при
r∑

l=1

sl > m+1. Тогда

первым интегралом вполне разрешимой системы (1.1) явля-
ется скалярная функция

W : x→
k∏

ξ=1

(
ν0ξx

)h0ξ

exp

εξ∑

q=1

h
qξ
v
qξ

(x), ∀x ∈ X, (21)

где X есть область из множества определения DW, функ-
ции vqξ : X → R, q = 1, εξ , ξ = 1, k , такие, что

νiξx =

i∑

q=1

(
i−1
q−1

)
v
qξ

(x)νi−q, ξx, ∀x ∈ X, i = 1, εξ , ξ = 1, k , (22)

и
k∑

ξ=1

εξ = m − k + 1, εξ 6 sξ − 1, ξ = 1, k , k 6 r. При этом

функции-решения vqξ такие, что на области X

p
j
v
qξ

(x) = µj

qξ
, µj

qξ
= const, q = 1, εξ , ξ = 1, k , j = 1,m ,

а числа hqξ, q = 0, εξ , ξ = 1, k , составляют нетривиальное

решение линейной однородной системы

k∑

ξ=1

(
λj

ξ
h

0ξ
+

εξ∑

q=1

µj

qξ
h

qξ

)
= 0, j = 1,m , (23)

в которой λj
ξ, ξ = 1, k , j = 1,m , суть вещественные собст-

венные числа матриц Aj , j = 1,m , соответствующие соб-

ственным векторам ν0ξ, ξ = 1, k .

Доказательство. На основании системы равенств (20) и лем-
мы 1.1 устанавливаем, что на пространстве Rn
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p
ζ

(
ν0lx

)
= λζ

l ν
0lx, l = 1, r ,

(24)

p
ζ

(
νθlx

)
= λζ

l ν
θlx+ θνθ−1, lx, θ = 1, sl − 1 , l = 1, r .

Систему (22) при каждом фиксированном ξ, ξ = 1, k , все-
гда можно разрешить относительно vqξ, так как её определитель
равен

(
ν0ξx

)εξ ,∀x ∈ Rn, и отличен от тождественного нуля на
области X.

Докажем, что для функций vql справедливы тождества

p
ζ
v
ql

(x) =

[
1, ∀x ∈ X, при q = 1;

0, ∀x ∈ X, при q = 2, sl − 1 , l = 1, r .
(25)

Соотношения (25) при q = 1 и q = 2 непосредственно про-
веряются на основании тождеств (24).

Доказательство для случаев q > 3 проведём методом мате-
матической индукции.

Предположим, что система тождеств (25) выполняется при
q = 1, ε− 1 .

Вычислим производную Ли в силу системы (1.ζ ) от функции
p : x→ νεlx, ∀x ∈ Rn, с учётом соотношений (22), (24) и (25) при
q = 1, ε− 1 на области X :

p
ζ

(
νεlx

)
= λζ

l

ε∑

q=1

(
ε−1
q−1

)
v
ql

(x)νε−q, lx+

+(ε− 1)
ε−1∑

q=1

(
ε−2
q−1

)
v
ql

(x)νε−q−1, lx+ νε−1, lx+ ν0lx p
ζ
v
εl

(x).

Отсюда в силу соотношений (22) при i = ε − 1 и i = ε,

соотношений (24) при θ = ε и того, что ν0lx 6= 0, ∀x ∈ Rn,
получаем

p
ζ
v
εl

(x) = 0, ∀x ∈ X.
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Пусть

v
0l

(x) = ln
(
ν0lx

)
, ∀x ∈ X, l = 1, r . (26)

Тогда из соотношений (24) и (25) получаем, что

p
ζ
v
0l

(x) = λζ
l , ∀x ∈ X, l = 1, r , (27)

p
ζ
v
1l

(x) = 1, ∀x ∈ X, l = 1, r , (28)

p
ζ
v
ql

(x) = 0, ∀x ∈ X, q = 2, sl − 1 , l = 1, r . (29)

Перестановочные матрицы Aj , j = 1,m , имеют r общих
собственных векторов, и выполняются соотношения

p
j
v
0l

(x) = λj
l , ∀x ∈ X, l = 1, r , j = 1,m . (30)

Учитывая, что скобки Пуассона линейных дифференциальных
операторов первого порядка pj , j = 1,m , симметричны, из соот-
ношений (28) и (29) на области X получаем

p
j
v
ql

(x) = µj
ql , q = 1, sl − 1 , l = 1, r , j = 1,m , j 6= ζ. (31)

Следовательно, существует
r∑

l=1

sl функций

v
ql

: X → R, q = 0, sl − 1 , l = 1, r ,

заданных соотношениями (22) и (26), относительно которых вы-
полняются условия (25), (27) – (31) и которые, учитывая способ
их построения, функционально независимы.

Построим функцию

∗

W : x→
k∑

ξ=1

εξ∑

q=0

h
qξ
v
qξ

(x), ∀x ∈ X,
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и вычислим действия:

p
j

∗

W (x) =

k∑

ξ=1

(
λj

ξ
h

0ξ
+

εξ∑

q=1

µj
qξ hqξ

)
, ∀x ∈ X, j = 1,m .

Если числа hqξ, q = 0, εξ , ξ = 1, k , составляют нетривиаль-

ное решение линейной однородной системы (23), то функция
∗

W
является первым интегралом на области X системы (1.1).

Положив

W (x) = exp
∗

W (x), ∀x ∈ X,

получим первый интеграл вида (21) системы (1.1).
Пример 4. Для вполне разрешимой системы

dx1 = x2 dt1 + (2x1 − x3) dt2,

dx2 = (2x2 − x3 − x4) dt1 + (− x1 + 2x2 + x4) dt2,

dx3 = (x1 − x4) dt1 + (− x1 + 3x3 + x4) dt2,

dx4 = (− x1 + 2x3 + 2x4) dt1 + (x2 − 3x3 + x4) dt2

(32)

по собственному числу λ1
1 = 1, которому соответствует элементарный

делитель (λ1−1)4, собственному ν0 = (−1, 1,−1, 0) и присоединённым
ν1 = (1, 0, − 1, − 1), ν2 = (1, − 1, 3, 0), ν3 = ( − 3, 0, 9, 9) векторам
строим на области X скалярные функции

v1 : x→ (x1 − x3 − x4)(− x1 + x2 − x3)
−1,

v2 : x→
(
(−x1+x2−x3)(x1−x2+3x3)−(x1−x3−x4)

2
)
(−x1+x2−x3)

−2,

v3 : x→
(
(−3x1 + 9x3 + 9x4)(−x1 + x2 − x3)

2−

− 3(−x1 + x2 − x3)(x1 − x3 − x4)(x1 − x2 + 3x3) +

+ 2(x1 − x3 − x4)
3
)
(− x1 + x2 − x3)

−3,

где X — произвольная область из множества {x : x1 − x2 + x3 6= 0}.
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Тогда функции

W1 : x→ v2(x), W2 : x→ (−x1 + x2 − x3)
2 exp

(
−2v1(x)− v3(x)

)
, (33)

образуют базис первых интегралов системы (32) на областях X.

Дополнительно обозначим:

P
0ξ

(x) =
(∗
ν 0ξ x

)2
+
(
ν̃ 0ξ x

)2
, ϕ

0ξ
(x) = arctg

ν̃ 0ξ x
∗
ν 0ξ x

.

Доказательство теоремы 4 предусматривает также и случай,
когда матрицы Aj , j = 1,m , имеют некоторое число общих ком-
плексных собственных вектора ν0 l, соответствующих собствен-
ным числам λζ

l с элементарными делителями кратности sl.
В данном случае на основании определённой группировки

m + 1 функций vql, l = 1, r , q = 0, sl − 1 , всегда получим од-
ну из двух возможностей.

1. В наборе из m + 1 функций наряду с каждой комплекс-
нозначной функцией вещественного аргумента содержится и ком-
плексно сопряжённая.

2. В совокупности из m+ 1 функций имеется одна комплекс-
нозначная функция вещественного аргумента, не имеющая ком-
плексно сопряжённой.

В каждом из этих случаев дифференциальная система (1.1)
будет иметь следующие первые интегралы.

В первом случае это — функция

W : x→
k1∏

ξ=1

(
P

0ξ
(x)
)
∗

h
0ξ

exp
(
− 2 h̃

0ξ
ϕ

0ξ
(x)+

+

εξ∑

q=1

2
(∗
h

qξ

∗
v

qξ
(x)− h̃

qξ
ṽ
qξ

(x)
)) k2∏

θ=1

∣∣ν0θx
∣∣h0θ

exp

εθ∑

q=1

h
qθ
v
qθ

(x)

на области X из множества определения DW, где вещественные

числа
∗

hqξ, h̃qξ и hqθ, q = 0, εk , k = ξ или k = θ, ξ = 1, k1 ,

257



П. 2, § 4, гл. 2 Интегралы линейной автономной системы уравнений в полных дифференциалах В.Н. Горбузов

θ = 1, k2 , составляют нетривиальное решение линейной одно-
родной системы

k1∑

ξ=1

2
(( ∗
λj

ξ

∗

h
0ξ
− λ̃j

ξ
h̃

0ξ

)
+

εξ∑

q=1

( ∗
µj

qξ

∗

h
qξ
− µ̃j

qξ
h̃

qξ

))
+

+

k2∑

θ=1

(
λj

θ
h

0θ
+

εθ∑

q=1

µj

qθ
h

qθ

)
= 0, j = 1,m ,

а λj
ξ =

∗

λj
ξ + λ̃j

ξ i, ξ = 1, k1 , и λj
θ, θ = 1, k2 , — комплексные и

вещественные собственные числа матриц Aj , j = 1,m , которым

соответствуют собственные векторы ν0ξ =
∗
ν 0ξ + ν̃ 0ξ i, ξ = 1, k1 ,

и ν0θ, θ = 1, k2 . Числа

∗
µj

qξ
= Re p

j
v
qξ

(x), µ̃j

qξ
= Im p

j
v
qξ

(x), µj

qθ
= p

j
v
qθ

(x), ∀x ∈ X,

функции

v
qξ

=
∗
v

qξ
+ ṽ

qξ
i и v

qθ
,

q = 1, ε
k
, k = ξ или k = θ, ξ = 1, k1 , θ = 1, k2 , j = 1,m ,

находятся из системы (22), а εξ и εθ выбираются так, чтобы вы-
полнялось равенство

2

k1∑

ξ=1

ε
ξ

+

k2∑

θ=1

ε
θ

= m− 2k1 − k2 + 1 при 2k1 + k2 6 r,

εξ 6 sξ−1, ξ = 1, k1 , εθ 6 sθ−1, θ = 1, k2 , где k1 — количество
пар комплексно сопряжённых общих собственных векторов, а
k2 — количество вещественных общих собственных векторов
матриц Aj, j = 1,m .
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Пример 5. Система в полных дифференциалах

dx1 = (3, − 4, 4, 1, 0, 2)x dt1 + (0, − 4, 2, 1, − 1, 1)x dt2 +

+ (− 3, 2, − 4, − 3, 0, − 2)x dt3,

dx2 = (− 1, 3, − 3, 0, − 2, − 3)x dt1 + (1, 3, 0, 0, 1, − 1)x dt2 +

+ (2, − 3, 3, 3, − 1, 2)x dt3,

dx3 = − (3, − 5, 5, 1, 2, 4)x dt1 − (0, − 6, 2, 1, − 2, 1)x dt2 +

+ (3, − 3, 5, 4, 0, 2)x dt3, (34)

dx4 = (3,−6, 4, 4,−1, 5)x dt1 + (2,−6, 2, 3,−4, 2)x dt2

− (3,−2, 6, 4, 1, 1)x dt3,

dx5 = (5,−5, 8, 3, 3, 6)x dt1 + (1,−6, 3, 2,−2, 2)x dt2−

− (3,−3, 6, 4, 1, 2)x dt3,

dx6 = −(2,−5, 4, 3,−1, 2)x dt1− (2,−4, 3, 3,−2, 2)x dt2 +

+ (2,−1, 4, 2, 1, 0)x dt3

является вполне разрешимой.
Комплексному собственному числу λ1

1 = 1 + 2i соответствует
элементарный делитель (λ1− 1− 2i)3 кратности три, а также собствен-
ный вектор ν0 = (1, 0, 1 + i, 1, i, 1) , первый и второй присоединённые
векторы ν1 = (1, 1 + i, 0, 0, i, i) и ν2 = (2 + 2i, 0, 2 + 2i, 0, 2i, 2i) .

По ним на области X составляем скалярные функции

∗

v1 : x→
(
(x1 +x2)(x1 +x3 +x4 +x6)+(x3 +x5)(x2 +x5 +x6)

)
P−1(x),

ṽ1 : x→
(
(x1 +x3 +x4 +x6)(x2 +x5 +x6)− (x1 +x2)(x3 +x5)

)
P−1(x),

∗

v2 : x→
((

(x1 + x3 + x4 + x6)(x2 + x5 + x6)− (x1 + x2)(x3 + x5)
)2

+

+ 2P (x)
(
(x1 +x3)(x1 +x3 +x4 +x6) + (x3 +x5)(x1 +x3 +x5 +x6)

)
−

−
(
(x1 + x2)(x1 + x3 + x4 + x6) + (x3 + x5)(x2 + x5 + x6)

)2)
P−2(x),
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ṽ2 : x→ 2
(
P (x)

(
(x1 + x3 + x4 + x6)(x1 + x3 + x5 + x6)−

− (x1 + x3)(x3 + x5)
)

+
(
(x3 + x5)(x1 + x2)−

− (x1 + x3 + x4 + x6)(x2 + x5 + x6)
)
·

·
(
(x1 + x2)(x1 + x3 + x4 + x6) + (x3 + x5)(x2 + x5 + x6)

))
P−2(x),

где полином

P : x→ (x1 + x3 + x4 + x6)
2 + (x3 + x5)

2, ∀x ∈ R6.

Тогда скалярные функции

W1 : x→ P (x) exp
(
− 4ϕ(x) + 6

∗

v1(x) + 2 ṽ1(x)
)
, ∀x ∈ X, (35)

W2 : x→ P 2(x) exp
(
− 2ϕ(x) +

∗

v2(x) − ṽ2(x)
)
, ∀x ∈ X , (36)

и

W3 : x→ 2 ṽ1(x) − 2
∗

v2(x) − ṽ2(x), ∀x ∈ X, (37)

где функция

ϕ : x→ arctg
x3 + x5

x1 + x3 + x4 + x6
, ∀x ∈ X,

образуют автономный интегральный базис системы (34) на областях X,
содержащихся в множестве {x : x1 + x3 + x4 + x6 6= 0}.

Во втором случае будем различать две возможности.
Случай а. Общий собственный вектор матриц Aj , j = 1,m ,

не имеет комплексно сопряжённого вектора.
Тогда система (1.1) имеет первые интегралы

W1 : x→
k1∏

ξ=1

(
P

0ξ
(x)
)
∗

h0ξ
+
∗

h
0,(k1+ξ)

exp

(
−2
(
h̃

0ξ
−h̃

0,(k1+ξ)

)
ϕ

0ξ
(x)+

+

εξ∑

q=1

2
((∗
h

qξ
+
∗

h
q,(k1+ξ)

) ∗
v

qξ
(x) +

(
h̃

q,(k1+ξ)
− h̃

qξ

)
ṽ
qξ

(x)
))

·
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·
(
P

0,2k1+1
(x)
)
∗

h
0,(2k1+1)

exp
(
− 2 h̃

0,(2k1+1)
ϕ

0,2k1+1
(x)
)
·

·
k2∏

θ=1

(
ν0θx

)2
∗

h
0θ

exp
(
2

εθ∑

q=1

∗

h
qθ
v
qθ

(x)
)
, ∀x ∈ X,

и

W2 : x→
k1∏

ξ=1

(
P

0ξ
(x)
)̃h0ξ

+h̃
0,(k1+ξ)

exp

(
2
(∗
h

0ξ
−
∗

h
0,(k1+ξ)

)
ϕ

0ξ
(x)+

+

εξ∑

q=1

2
((
h̃

qξ
+ h̃

q,(k1+ξ)

) ∗
v

qξ
(x) +

(∗
h

qξ
−
∗

h
q,(k1+ξ)

)
ṽ
qξ

(x)
))

·

·
(
P

0,2k1+1
(x)
)̃h0,(2k1+1)

exp
(
2
∗

h
0,(2k1+1)

ϕ
0,2k1+1

(x)
)
·

·
k2∏

θ=1

(
ν0θx

)2h̃
0θ

exp
(
2

εθ∑

q=1

h̃
qθ
v
qθ

(x)
)
, ∀x ∈ X, X ⊂ DW1 ∩DW2,

где числа hqξ =
∗

hqξ + h̃qξ i, hqθ =
∗

hqθ + h̃qθ i, q = 0, εk , k = ξ

или k = θ, ξ = 1, 2k1 + 1 , θ = 1, k2 , составляют нетривиальное
решение линейной однородной системы

2k1∑

ξ=1

(
λj

ξ
h

0ξ
+

εξ∑

q=1

µj

qξ
h

qξ

)
+ λj

2k1+1
h

0,(2k1+1)
+

+

k2∑

θ=1

(
λj

θ
h

0θ
+

εθ∑

q=1

µj

qθ
h

qθ

)
= 0, j = 1,m ,
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где λj
ξ =

∗

λj
ξ + λ̃j

ξ i, λ
j
k1+ξ =

∗

λj
ξ − λ̃j

ξ i, λ
j
2k1+1 =

∗

λj
2k1+1 + λ̃j

2k1+1 i,

ξ = 1, k1 , и λj
θ, θ = 1, k2 , — соответственно комплексные и ве-

щественные собственные числа матриц Aj , j = 1,m , которым

соответствуют комплексные ν0ξ =
∗
ν 0ξ + ν̃ 0ξ i, ν0,(k1+ξ) = ν0ξ ,

ξ = 1, k1 , ν
0,(2k1+1) =

∗
ν 0,(2k1+1)+ν̃ 0,(2k1+1) i и вещественные ν0θ,

θ = 1, k2 , собственные векторы, а при любых x из X

µj

qξ
= p

j
v
qξ

(x),
∗
µj

qξ
= Reµj

qξ
, µ̃ j

qξ
= Imµj

qξ
, µj

qθ
= p

j
v
qθ

(x),

q = 1, εk , k = ξ или k = θ, ξ = 1, 2k1 , θ = 1, k2 , j = 1,m .

Функции

v
qξ

=
∗
v

qξ
+ ṽ

qξ
i и v

qθ
,

q = 1, εk , k = ξ или k = θ, ξ = 1, k1 , θ = 1, k2 ,

находятся из системы (22), а числа εξ и εθ выбираются так, что-
бы выполнялось равенство

2

k1∑

ξ=1

ε
ξ

+

k2∑

θ=1

ε
θ

= m− 2k1 − k2 при 2k1 + 1 + k2 6 r,

εξ 6 sξ−1, ξ = 1, k1 , εθ 6 sθ−1, θ = 1, k2 , где k1 — количество
пар комплексно сопряжённых собственных векторов, k2 — коли-
чество вещественных собственных векторов матриц Aj, j = 1,m.

Пример 6. Система уравнений в полных дифференциалах

dx1 = (1,−2, 2, 0, 1, 1)x dt1 + (0, 2, 0, 0, 1, 1)x dt2 +

+ (3, 0, 0, 0,−1,−1)x dt3 + (1,−2, 4, 0, 2, 2)x dt4,

dx2 = (0, 2,−2, 0,−2,−2)x dt1− (1, 3, 0, 0, 1, 1)x dt2 +

+ (−1, 2, 0, 0, 1, 1)x dt3 − (2, 1, 4, 0, 4, 4)x dt4,
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dx3 = (0, 3,−2, 0,−2,−2)x dt1− (1, 3, 1, 0, 2, 2)x dt2 +

+ (−2,−1, 2, 0, 1, 1)x dt3− (3,−2, 7, 0, 5, 5)x dt4,

dx4 = (0,−4, 0, 2,−2, 2)x dt1 + (2, 2, 0, 1, 0, 4)x dt2 + (38)

+ (1, 2,−2, 1,−1,−1)x dt3 + (3,−4, 10, 2, 7, 7)x dt4,

dx5 = (2,−3, 4, 2, 2, 4)x dt1 + (3, 3, 2, 2, 1, 4)x dt2 +

+ (2, 1,−1, 0, 0,−1)x dt3 + (3,−2, 9, 0, 7, 5)x dt4,

dx6 = (−1, 3,−2,−2, 1,−1)x dt1− (2, 1, 2, 2, 1, 4)x dt2 +

+ (−1,−1, 1, 0, 1, 2)x dt3 + (1, 4,−5, 0,−4,−2)x dt4

вполне разрешима.
На основании собственных чисел λ1

2 = λ1
1 = 1 + i, λ1

5 = 2i, ко-
торым соответствуют элементарные делители (λ1 − 1 − i)2 и λ1 − 2i,

собственных ν01 = (1, 1 + i, 0, 0, i, i), ν02 = (1, 0, 1 + i, 1, i, 1) и присо-
единённого ν11 = (1 + i, 0, 1 + i, 0, i, i) векторов строим на области X

функции

∗

v1 : x→
(
(x1 +x2)(x1 +x3)+(x2 +x5 +x6)(x1 +x3 +x5 +x6)

)
P−1

1 (x),

ṽ1 : x→
(
(x1 +x2)(x1 +x3 +x5 +x6)− (x1 +x3)(x2 +x5 +x6)

)
P−1

1 (x),

где P1 : x→ (x1 + x2)
2 + (x2 + x5 + x6)

2, ∀x ∈ R6.
Автономный интегральный базис на области X системы (38) обра-

зуют скалярные функции

W1 : x→ P1(x)P
2

2 (x) exp
(
− 10ϕ1(x) + 8

∗

v1(x) + 6 ṽ1(x)
)
, (39)

и

W2 : x→ P 3
1 (x) exp

(
− 10ϕ1(x)− 4ϕ2(x) + 12

∗

v1(x) + 14 ṽ1(x)
)
, (40)

где X ⊂
{
x : x1 + x2 6= 0, x1 + x3 + x4 + x6 6= 0

}
, полином

P2 : x→ (x1 + x3 + x4 + x6)
2 + (x3 + x5)

2, ∀x ∈ R6,

скалярные функции
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ϕ1 : x→ arctg
x2 + x5 + x6

x1 + x2
, ϕ2 : x→ arctg

x3 + x5

x1 + x3 + x4 + x6
, ∀x ∈ X.

Случай б. Функция vlγ , γ ∈ {1, . . . , k1}, l ∈ {1, . . . , εγ}, не
имеет комлексно сопряжённой функции.

Тогда у системы (1.1) существуют первые интегралы

W1 : x→
k1∏

ξ=1

(
P

0ξ
(x)
)
∗

h
0ξ

+
∗

h
0,(k1+ξ)

exp
(
−2
(
h̃

0ξ
−h̃

0,(k1+ξ)

)
ϕ

0ξ
(x)+

+

εξ∑

q=1

2(1−δ
ql
δ
ξγ

)
((∗
h

qξ
+
∗

h
q,(k1+ξ)

)∗
v

qξ
(x) +

(
h̃

q,(k1+ξ)
− h̃

qξ

)
ṽ
qξ

(x)
)
+

+2
(∗
h

lγ

∗
v

lγ
(x)− h̃

lγ
ṽ
lγ

(x)
)) k2∏

θ=1

(
ν0θx

)2
∗

h
0θ

exp
(
2

εθ∑

q=1

∗

h
qθ
v
qθ

(x)
)

и

W2 : x→
k1∏

ξ=1

(
P

0ξ
(x)
)̃h0ξ

+h̃
0,(k1+ξ)

exp
(
2
(∗
h

0ξ
−
∗

h
0,(k1+ξ)

)
ϕ

0ξ
(x)+

+

εξ∑

q=1

2(1−δ
ql
δ
ξγ

)
((
h̃

qξ
+ h̃

q,(k1+ξ)

)∗
v

qξ
(x) +

(∗
h

qξ
−
∗

h
q,(k1+ξ)

)
ṽ
qξ

(x)
)
+

+2
(∗
h

lγ
ṽ
lγ

(x)− h̃
lγ

∗
v

lγ
(x)
)) k2∏

θ=1

(
ν0θx

)2h̃
0θ

exp
(
2

εθ∑

q=1

h̃
qθ
v
qθ

(x)
)

на области X из множества X ⊂ DW1 ∩ DW2, где комплексные

числа hqξ =
∗

hqξ + h̃qξ i, hqθ =
∗

hqθ + h̃qθ i, q = 0, εk , k = ξ или

k = θ, ξ = 1, 2k1 , θ = 1, k2 , составляют нетривиальное решение
линейной однородной системы
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2k1∑

ξ=1

(
λj

ξ
h

0ξ
+

εξ∑

q=1

µj

qξ
h

qξ

)
− µj

l,(k1+γ)
h

l,(k1+γ)
+

+

k2∑

θ=1

(
λj

θ
h

0θ
+

εθ∑

q=1

µj

qθ
h

qθ

)
= 0, j = 1,m ,

где λj
ξ =

∗

λj
ξ + λ̃j

ξ i, λ
j
k1+ξ = λj

ξ , ξ = 1, k1 , и λj
θ, θ = 1, k2 , есть

соответственно комплексные и вещественные собственные чис-
ла матриц Aj , j = 1,m , которым соответствуют комплексные

ν0ξ =
∗
ν 0ξ + ν̃ 0ξ i, ν0,(k1+ξ) = ν0ξ , ξ = 1, k1 , и вещественные

ν0θ, θ = 1, k2 , собственные векторы, а числа

µj

qξ
= p

j
v
qξ

(x),
∗
µj

qξ
= Reµj

qξ
, µ̃ j

qξ
= Imµj

qξ
, µj

qθ
= p

j
v
qθ

(x)

q = 1, εk , k = ξ или k = θ, ξ = 1, 2k1 , θ = 1, k2 , j = 1,m .

Функции

v
qξ

=
∗
v

qξ
+ ṽ

qξ
i и v

qθ
,

q = 1, εk , k = ξ или k = θ, ξ = 1, k1 , θ = 1, k2 ,

находятся из системы (22), а εξ и εθ выбираются так, чтобы вы-
полнялось равенство

2

k1∑

ξ=1

ε
ξ

+

k2∑

θ=1

ε
θ

= m− 2k1 − k2 + 2 при 2k1 + k2 6 r,

εξ 6 sξ−1, ξ = 1, k1 , εθ 6 sθ−1, θ = 1, k2 , где k1 — количество
пар комплексно сопряжённых общих собственных векторов, а
k2 — количество общих вещественных собственных векторов
матриц Aj, j = 1,m .
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Пример 7. Система уравнений в полных дифференциалах

dx1 = (3,− 4, 4, 1, 0, 2)x dt1 + (0,− 4, 2, 1,− 1, 1)x dt2,

dx2 = (− 1, 3,− 3, 0,− 2,− 3)x dt1 + (1, 3, 0, 0, 1,− 1)x dt2,

dx3 = (− 3, 5,− 5,− 1,− 2,− 4)x dt1 + (0, 6,− 2,− 1, 2,− 1)x dt2, (41)

dx4 = (3,− 6, 4, 4,− 1, 5, )x dt1 + (2,− 6, 2, 3,− 4, 2)x dt2,

dx5 = (5,− 5, 8, 3, 3, 6)x dt1 + (1,− 6, 3, 2,− 2, 2)x dt2,

dx6 = (− 2, 5,− 4,− 3, 1,− 2)x dt1 + (− 2, 4,− 3,− 3, 2,− 2)x dt2

является вполне разрешимой.
На основании собственного числа λ1

1 = 1 + 2i, которому соот-
ветствует элементарный делитель (λ1 − 1 − 2i)3 кратности три, соб-
ственного вектора ν0 = (1, 0, 1 + i, 1, i, 1) и присоединённых векторов
ν1 = (1, 1+ i, 0, 0, i, i), ν2 = (2+2i, 0, 2+2i, 0, 2i, 2i) строим скалярные
функции

W1 : x→ P (x) exp
(
− ϕ(x) − ṽ1(x)

)
, ∀x ∈ X, (42)

W2 : x→ P (x) exp
(
− 2ϕ(x) + 2

∗

v1(x)
)
, ∀x ∈ X, (43)

W3 : x→ P 2(x) exp
(
− 2ϕ(x) − ṽ2(x)

)
, ∀x ∈ X, (44)

и

W4 : x→ ∗

v2(x), ∀x ∈ X, (45)

где функции P, ϕ, ṽ1,
∗

v1, ṽ2 и
∗

v2 такие же, как и соответствующие по
обозначению функции, посредством которых построен интегральный ба-
зис системы (34).

Эти скалярные функции, будучи функционально независимыми, об-
разуют базис автономных первых интегралов системы (41) на областях
X из множества {x : x1 + x3 + x4 + x6 6= 0}.
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3. Неавтономные первые интегралы
Построение неавтономных первых интегралов на основании авто-

номных первых интегралов.

Система (1.1) индуцирует линейные дифференциальные опе-
раторы

P
j
(t, x) = ∂

tj
+ p

j
(x), ∀(t, x) ∈ Rn+m, j = 1,m ,

которые назовём операторами дифференцирования в силу систе-
мы (1.1), а их действие — производными Ли в силу системы (1.1).

С целью построения базиса первых интегралов дифференци-
альной системы (1.1) (размерность которого n) достаточно к ав-
тономному интегральному базису (размерность которого n − m)
этой системы добавить m неавтономных первых интегралов си-
стемы (1.1) таких, что полученная совокупность n первых инте-
гралов будет функционально независимой на некоторой области
D из пространства Rm+n.

Такая процедура всякий раз может быть осуществлена на
основании следующих закономерностей.

Теорема 1. Пусть ν — общий вещественный собствен-
ный вектор матриц Aj, j = 1,m . Тогда первым интегралом
вполне разрешимой системы (1.1) является функция

W : (t, x) → (νx) exp
(
−

m∑

j=1

λj tj

)
, ∀(t, x) ∈ Rn+m, (1)

где λj, j = 1,m , — вещественные собственные числа мат-
риц Aj, которым соответствует собственный вектор ν.

Доказательство. Действительно, с учётом леммы 1.1 произ-
водные Ли в силу системы (1.1) функции (1) на Rn+m равны

P
j
W (t, x) = ∂

tj
W (t, x) + p

j
W (t, x) =

=
(
− λj + λj

)
W (t, x) = 0, j = 1,m .
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Пример 1 (продолжение примера 1.2). На основании собственных
чисел

λ1
1 = − 2, λ2

1 = 1 и λ1
2 = 0, λ2

2 = − 1

и соответствующих им собственных векторов

ν1 = (0,−1, 1, 1) и ν2 = (1, 0, 0, 0),

строим (по теореме 1) первые интегралы

W1 : (t, x) → (− x2 + x3 + x4) exp(2t1 − t2), ∀(t, x) ∈ R6,

и

W2 : (t, x) → x1 exp t2, ∀(t, x) ∈ R6,

системы (4.2).
Скалярные функции (5.2), (6.2), W1 и W2, будучи функционально

независимыми, образуют базис первых интегралов вполне разрешимой
системы (4.2) на областях R2 × X, где X есть область из множества
{x : x1 6= 0} пространства R4.

Следствие 1. Пусть ν =
∗
ν + ν̃ i — общий комплексный

собственный вектор матриц Aj , j = 1,m . Тогда первыми

интегралами вполне разрешимой дифференциальной систе-
мы (1.1) являются скалярные функции

W1 : (t, x) →
((∗
ν x
)2

+
(
ν̃ x
)2)

exp
(
−

m∑

j=1

2
∗

λj tj

)
,∀(t, x) ∈ Rn+m,

и

W2 : (t, x) → arctg
ν̃x
∗
νx

−
m∑

j=1

λ̃ j tj, ∀(t, x) ∈ D, D ⊂ Rn+m,

где λj =
∗

λj + λ̃j i — собственные числа матриц Aj , j = 1,m ,
которым соответствует собственный вектор ν.

Пример 2 (продолжение примера 2.2). На основании собственных
чисел λ1

1 = 1 и λ2
1 = − i и соответствующего им общего комплексно-

го собственного вектора ν1 = (1, i, 0) строим первые интегралы вполне
разрешимой системы (14.2):

268



В.Н. Горбузов Интегралы линейной автономной системы уравнений в полных дифференциалах П. 3, § 4, гл. 2

W1 : (t, x) → (x2
1 + x2

2) exp(− 2t1), ∀(t, x) ∈ R5,

и

W2 : (t, x) → arctg
x2

x1
+ t2, ∀(t, x) ∈ R2 × X.

Функции (15.2), W1 и W2, будучи функционально независимыми,
образуют базис первых интегралов системы (14.2) на областях R2 × X,
где X есть область из множества {x : x1 6= 0, x3 6= 0}.

Пример 3 (продолжение примера 3.2). На основании собственных
чисел λ1

1 = − 1 и λ2
1 = − i и соответствующего им общего ком-

плексного собственного вектора ν1 = (0, − i, 0, 1) строим (следствие 1)
первые интегралы вполне разрешимой системы (18.2):

W3 : (t, x) → (x2
2 + x2

4) exp(2t1), ∀(t, x) ∈ R6,

и

W4 : (t, x) → arctg
x2

x4
− t2, ∀(t, x) ∈ R2 × X.

Функции (19.2), W3 и W4, будучи функционально независимыми,
образуют базис первых интегралов дифференциальной системы (18.2)
на областях R2 × X, где X есть область из множества {x : x4 6= 0}.

Теорема 2. Пусть ν0 и νθ, θ = 1, s− 1 , — общий ве-
щественный собственный вектор матриц Aj , j = 1,m , и
присоединённые векторы матрицы Aζ , которые соответ-

ствуют собственному числу λζ , имеющему элементарный
делитель кратности s > 2. Тогда первыми интегралами
вполне разрешимой системы (1.1) являются функции

Wq : (t, x) → v
qζ

(x)−
m∑

j=1

µj
qζ tj , ∀(t, x) ∈ D, q = 1, s− 1 , (2)

где функции vqζ : X → R находятся из системы (22.2), числа

µj
qζ = p

j
v
qζ

(x), ∀x ∈ X, q = 1, s− 1 , j = 1,m .
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Доказательство. Производные Ли функций (2) в силу диффе-
ренциальной системы (1.1)

P
j
Wq(t, x) = ∂

tj
Wq(t, x) + p

j
Wq(t, x) = − µj

qζ
+ p

j
v
qζ

(x),

∀(t, x) ∈ Rm ×X, X ⊂ Rn, j = 1,m , q = 1, s− 1 .

Учитывая, что

p
j
v
qζ

(x) = µj
qζ , ∀x ∈ X, j = 1,m , q = 1, s− 1 ,

получаем, что функции (2) являются первыми интегралами вполне
разрешимой системы (1.1).

Пример 4 (продолжение примера 4.2). По теореме 2, учитывая, что

p1v1(x) ≡ 1, p1v3(x) ≡ 0, p2v1(x) ≡ − 1, p2v3(x) ≡ 6,

строим первые интегралы системы (32.2):

W3 : (t, x) → v1(x)− t1 + t2, ∀(t, x) ∈ R2 × X,

и

W4 : (t, x) → v3(x)− 6t2, ∀(t, x) ∈ R2 × X,

где функции v1 и v2 такие же, как и соответствующие по обозначению
функции, посредством которых построен автономный интегральный ба-
зис системы (32.2), а X — область из множества {x : x1−x2 +x3 6= 0}
пространства R4.

Скалярные функции (33.2), W3 и W4, будучи функционально неза-
висимыми, образуют базис первых интегралов вполне разрешимой си-
стемы (32.2) на областях R2 × X.

Следствие 2. Пусть ν0 и νθ, θ = 1, s− 1 , — общий
комплексный собственный вектор матриц Aj , j = 1,m , и
присоединённые векторы матрицы Aζ , которые соответ-

ствуют существенно комплексному собственному числу λζ ,
имеющему элементарный делитель кратности s > 2. Тогда
первыми интегралами вполне разрешимой системы (1.1) яв-
ляются скалярные функции
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W
1q

: (t, x) → ∗
v

qζ
(x)−

m∑

j=1

∗
µj

qζ
tj , ∀(t, x) ∈ D, q = 1, s− 1 ,

и

W2q
: (t, x) → ṽ

qζ
(x)−

m∑

j=1

µ̃ j

qζ
tj , ∀(t, x) ∈ D, q = 1, s− 1 ,

где функции vqζ : x→ ∗
vqζ(x) + ṽqζ(x) i, ∀x ∈ X, X ⊂ Rn, нахо-

дятся из системы (22.2), вещественные числа

∗
µj

qζ
= p

j

∗
v

qζ
(x), µ̃ j

qζ
= p

j
ṽ
qζ

(x), ∀x ∈ X, j = 1,m , q = 1, s− 1 .

Пример 5 (продолжение примера 5.2). Для вполне разрешимой
дифференциальной системы (34.2) на основании следствия 2 строим на
областях R3 × X первые интегралы

W11 : (t, x) → ∗

v1(x)− t1 − t2, W21 : (t, x) → ṽ1(x) + t2 − t3

и

W12 : (t, x) → ∗

v2(x) − 2t3,

где скалярные функции
∗

v1, ṽ1 и
∗

v2 такие же, как и соответствующие по
обозначению функции, посредством которых построен базис автоном-
ных первых интегралов системы (34.2), а X — область из множества
{x : x1 + x3 + x4 + x6 6= 0} пространства R6.

Функции (35.2) – (37.2), W11, W21 и W12, будучи функционально
независимыми, образуют базис первых интегралов системы (34.2) на об-
ластях R3 × X.

Пример 6 (продолжение примера 6.2). Для вполне разрешимой
дифференциальной системы (38.2) на основании общего комплексного
собственного вектора ν01 = (1, 1 + i, 0, 0, i, i), соответствующего соб-
ственным числам λ1

1 = 1 + i, λ2
1 = −1, λ3

1 = 2 и λ4
1 = −1 + 2i, cтроим

(следствие 1) первые интегралы

W3 : (t, x) →
(
(x1 +x2)

2 + (x2 +x5 +x6)
2
)
exp(−2t1 + 2t2− 4t3 + 2t4),
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W4 : (t, x) → arctg
x2 + x5 + x6

x1 + x2
− t1 − 2t4

на областях R4 × X ′, где X ′
— произвольная область из множества

{x : x1 + x2 6= 0} пространства R6.

По следствию 2 строим первые интегралы

W5 : (t, x) → ∗

v1(x) − t1 + t3 − t4, ∀(t, x) ∈ R4 × X,

и

W6 : (t, x) → ṽ1(x)− t2 − t4, ∀(t, x) ∈ R4 × X,

где функции
∗

v1 и ṽ1 такие же, как и соответствующие по обозначению
функции, посредством которых построен автономный интегральный ба-
зис дифференциальной системы (38.2), а X есть область из множества
{x : x1 + x2 6= 0, x1 + x3 + x4 + x6 6= 0} ⊂ R6.

Скалярные функции (39.2), (40.2), W3 – W6, будучи функцио-
нально независимыми, образуют интегральный базис системы (38.2) на
областях R4 × X.

Пример 7 (продолжение примера 7.2). Для вполне разрешимой си-
стемы (41.2) на основании следствия 2 строим первые интегралы

W5 : (t, x) → ∗

v1(x) − t1 − t2, ∀(t, x) ∈ R2 × X,

и

W6 : (t, x) → ṽ1(x) + t2, ∀(t, x) ∈ R2 × X,

где функции
∗

v1 и ṽ1 такие же, как и соответствующие по обозначе-
нию функции, посредством которых построен автономный базис систе-
мы (34.2), а X есть область из множества {x : x1 + x3 + x4 + x6 6= 0}
пространства R6.

Скалярные функции (42.2) – (45.2), W5 и W6, будучи функци-
онально независимыми, образуют базис первых интегралов системы
(41.2) на областях R2 × X.
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§ 5. Интегралы автономной системы Якоби
в полных дифференциалах

1. Линейный частный интеграл
Автономная система Якоби в полных дифференциалах. Интеграль-

ная характеристическая система. Линейный однородный частный ин-

теграл.

Рассмотрим автономную систему уравнений в полных диффе-
ренциалах

dx = J(x) dt, (1)

где x = (x1, . . . , xn) и t = (t1, . . . , tm) — точки из Rn и Rm

соответственно, векторы-столбцы dx = colon (dx1, . . . , dxn) и
dt = colon (dt1, . . . , dtm), элементами матрицы J(x) = ‖Jij(x)‖
(n строк,m столбцов) являются функции

J
ij

: x→ a
ji

(x)− x
i
a

j,n+1
(x), ∀x ∈ Rn, i = 1, n , j = 1,m ,

а линейные неоднородные функции

a
jτ

: x→
n∑

i=1

a
jτi

x
i
+ a

jτ,n+1
, ∀x ∈ Rn, j = 1,m , τ = 1, n+ 1 ,

имеют вещественные коэффициенты ajτδ, j = 1,m , τ = 1, n+ 1 ,

δ = 1, n+ 1 , удовлетворяющие условию

n∑

i=1

∣∣a
j,n+1,i

∣∣ 6= 0, j = 1,m . (2)

Cистему (1) будем называть системой Якоби в полных диф-
ференциалах.

Дифференциальная система (1) индуцирует автономные ли-
нейные дифференциальные операторы
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p
j
(x) =

n∑

i=1

J
ij

(x)∂xi
, ∀x ∈ Rn, j = 1,m ,

которые не являются линейно связанными на Rn. При этом по
необходимости m < n.

Для линейной неоднородной функции

p : x→
n∑

i=1

ν
i
x

i
+ ν

n+1
, ∀x ∈ Rn, (ντ ∈ K, τ = 1, n+ 1 ), (3)

где K — поле вещественных R или комплексных C чисел, про-
изводные Ли в силу системы (1) на Rn

p
j
p(x) = − a

j,n+1
(x)p(x) +

n+1∑

τ=1

ντ ajτ
(x), j = 1,m . (4)

Тогда постоянные ντ , τ = 1.n+ 1 , будем искать такими, что

n+1∑

τ=1

ντ ajτ
(x) = λjp(x), ∀x ∈ Rn, j = 1,m . (5)

Выполнение системы тождеств (4) при условиях (5), то есть,
системы тождеств

p
j
p(x) = p(x)

(
− a

j,n+1
(x) + λj

)
, λj ∈ K, j = 1,m , (6)

означает (определение 1.1.3), что функция p является автоном-
ным полиномиальным частным интегралом системы (1).

Система тождеств (5) распадается на линейную систему

(Aj − λjE)ν = 0, j = 1,m , (7)

где ν = colon (ν1, . . . , νn+1), E — единичная матрица, квадpат-
ные матрицы Aj =

∥∥ajδτ

∥∥ имеют pазмеp n + 1, и их столб-
цы составляют коэффициенты линейных неоднородных функций
ajτ , j = 1,m , τ = 1, n+ 1 .
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Систему

det (Aj − λjE) = 0, j = 1,m , (8)

назовём интегральной характеристической системой, а её
корни — интегральными характеристическими корнями
дифференциальной системы (1).

Систему Якоби (1) будем рассматривать при условии её пол-
ной разрешимости.

Условия Фробениуса
[
pj(x), pζ(x)

]
= O, ∀x ∈ Rn, j, ζ = 1,m ,

полной разрешимости системы (1) равносильны перестановочно-
сти матриц:

AjAζ = AζAj , j, ζ = 1,m .

Лемма 1. Пусть ν = (ν1, . . . , νn+1) — общий собственный
вектор матриц Aj, j = 1,m . Тогда функция (3) является
частным интегралом вполне разрешимой системы уравне-
ний в полных дифференциалах (1).

Эта лемма коppектна ввиду того, что у матpиц Aj, j = 1,m ,
элементы aj,n+1,i, i = 1, n , j = 1,m , oдновpеменно не pавны
нулю, а значит, у матpиц Aj, j = 1,m , нет собственного вектоpа
(0, . . . , 0, νn+1) пpи νn+1 6= 0.

Действительно, если бы числа

ν1 = . . . = νn = 0, ν
n+1 6= 0,

были pешением системы (7), где λj
— собственные числа матриц

Aj , j = 1,m , которым соответствует собственный вектор ν, то

a
j,n+1,i

ν
n+1 = 0, i = 1, n , j = 1,m ,

т.е.

a
j,n+1,i

= 0, i = 1, n , j = 1,m ,

что пpотивоpечит условию (2).
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2. Автономный базис первых интегралов
Построение автономных первых интегралов по собственным

векторам матриц коэффициентов системы Якоби.

2.1. Случай вещественных интегральных
характеристических корней

Введём обозначения:

νk =
(
νk

1
, . . . , νk

n+1

)
, p

k
(x) =

n∑

i=1

νk

i
x

i
+ νk

n+1
.

Теорема 1. Пусть νk, k = 1,m+ 2 , — общие вещест-
венные линейно независимые собственные векторы матриц
Aj , j = 1,m . Тогда функция

W : x→
m+2∏

k=1

∣∣p
k
(x)
∣∣hk

, ∀x ∈ X, (1)

где вещественные числа hk, k = 1,m+ 2 , являются нетpи-
виальным pешением линейной одноpодной системы

m+2∑

k=1

h
k

= 0,

m+2∑

k=1

λj

k
h

k
= 0, j = 1,m , (2)

коэффициентами которой являются вещественные соб-

ственные числа λj
k матриц Aj, j = 1,m , соответствую-

щие собственным векторам νk, k = 1,m+ 2 , на любой об-
ласти X из множества определения DW является первым
интегралом вполне разрешимой системы (1.1).

Доказательство. Пусть νk, k = 1,m+ 2 , — общие веще-
ственные собственные векторы матриц A1, . . . , Am. Тогда у этих
матриц существуют собственные числа λj

k ∈ R, j = 1,m , соот-
ветствующие собственным векторам νk, k = 1,m+ 2 .
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Согласно лемме 1.1 линейные функции

p
k
: x→ p

k
(x), ∀x ∈ Rn, k = 1,m+ 2 ,

будут частными интегралами системы (1.1), при этом

p
j
p

k
(x) = p

k
(x)
(
− a

j,n+1
(x) + λj

k

)
, ∀x ∈ Rn

(3)
j = 1,m k = 1,m+ 2 .

Составим функцию (1) и вычислим её производные Ли в силу
системы (1.1):

p
j
W (x) =

m+2∏

k=1

∣∣p
k
(x)
∣∣hk

−1

·
m+2∑

k=1

sgn p
k
(x)h

k

m+2∏

l=1, l 6=k

∣∣p
l
(x)
∣∣ p

j
p

k
(x),

∀x ∈ X, j = 1,m .

В силу тождеств (3) устанавливаем, что на области X

p
j
W (x) =

(
− a

j,n+1
(x)

m+2∑

k=1

h
k

+
m+2∑

k=1

λj

k
h

k

)
W (x), j = 1,m .

Если числа hk, k = 1,m+ 2 , являются нетpивиальным pе-
шением линейной одноpодной системы (2), то функция (1) будет
первым интегралом на области X системы (1.1).

Следствие 1. Пусть νk, k = 1,m+ 2 ,— общие вещест-
венные линейно независимые собственные векторы мат-
риц Aj , j = 1,m . Тогда первым интегралом на области X

вполне разрешимой системы (1.1) будет функция

W
12...(m+1)(m+2)

: x→
m+1∏

l=1

∣∣p
l
(x)
∣∣−4l ∣∣p

m+2(x)
∣∣4 , ∀x ∈ X,

где определитель
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4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1

λ1
1 λ1

2 . . . λ1
m+1

. . . . . . . . . . . .

λm
1 λm

2 . . . λm
m+1

∣∣∣∣∣∣∣∣
,

определители 4l, l = 1,m+ 1, получены заменой в опреде-
лителе 4 l-го столбца на столбец colon (1, λ1

m+2, . . . , λ
m
m+2),

λj
k ∈ R — собственные числа матриц Aj, которым соот-

ветствуют собственные векторы νk, k = 1,m+ 2, j = 1,m.
Пример 1. Построим базис автономных пеpвых интегpалов

системы уравнений в полных дифференциалах

dx1 =
(
− x1 − 2x2 + x3 − 3− x1(− 5x1 − 2x2 − 5x3 + 1)

)
dt1 +

+
(
− 2x1 − 4x2 + x3 − 5− x1(− 7x1 − 2x2 − 7x3 + 2)

)
dt2,

dx2 =
(
4x1 + 2x2 + 4x3 − x2(− 5x1 − 2x2 − 5x3 + 1)

)
dt1 +

(4)
+
(
6x1 + 3x2 + 6x3 − x2(− 7x1 − 2x2 − 7x3 + 2)

)
dt2,

dx3 =
(
− x1 + 2x2 − 3x3 + 3− x3(− 5x1 − 2x2 − 5x3 + 1)

)
dt1 +

+
(
− x1 + 4x2 − 4x3 + 5− x3(− 7x1 − 2x2 − 7x3 + 2)

)
dt2.

Матрицы

A1 =

∥∥∥∥∥∥∥

− 1 4 − 1 − 5
− 2 2 2 − 2

1 4 − 3 − 5
− 3 0 3 1

∥∥∥∥∥∥∥
и A2 =

∥∥∥∥∥∥∥

− 2 6 − 1 − 7
− 4 3 4 − 2

1 6 − 4 − 7
− 5 0 5 2

∥∥∥∥∥∥∥

перестановочны, а значит, система (4) вполне разрешима.
Собственными числами матриц A1 и A2 соответственно будут

λ1
1 = − 2, λ1

2 = − 2, λ1
3 = 1, λ1

4 = 2

и

λ2
1 = − 3, λ2

2 = − 3, λ2
3 = 2, λ2

4 = 3,
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их находим как корни интегральных характеристических уравнений

det (A1 − λ1E) = 0 ⇐⇒ (λ1 + 2)2(λ1 − 1)(λ1 − 2) = 0,

det (A2 − λ2E) = 0 ⇐⇒ (λ2 + 3)2(λ2 − 2)(λ2 − 3) = 0.

Матрицы A1 и A2 приведём к нормальным жордановым формам

J1 = diag { − 2, − 2, 1, 2} и J2 = diag { − 3, − 3, 2, 3}

так, чтобы в представлениях A1 = B1J1B
−1
1 и A2 = B2J2B

−1
2 матри-

цы перехода B1 и B2 были равными, например:

B1 = B2 =

∥∥∥∥∥∥∥

1 2 1 1
1 1 2 1
0 1 1 1
1 1 1 0

∥∥∥∥∥∥∥
.

Следовательно, общими линейно независимыми собственными век-
торами матриц A1 и A2 будут

ν1 = (1, 1, 0, 1), ν2 = (2, 1, 1, 1), ν3 = (1, 2, 1, 1) и ν4 = (1, 1, 1, 0).

Решением линейной одноpодной системы




h1 + h2 + h3 + h4 = 0,

λ1
1h1 + λ1

2h2 + λ1
3h3 + λ1

4h4 = 0,

λ2
1h1 + λ2

2h2 + λ2
3h3 + λ2

4h4 = 0

⇔





h1 + h2 + h3 + h4 = 0,

− 2h1 − 2h2 + h3 + 2h4 = 0,

− 3h1 − 3h2 + 2h3 + 3h4 = 0

будут, напpимеp, числа

h1 = 1, h2 = − 1, h3 = 0, h4 = 0.

Тогда функция

W : x→ x1 + x2 + 1

2x1 + x2 + x3 + 1
, ∀x ∈ X, (5)

образует на областях X из множества {x : 2x1 + x2 + x3 + 1 6= 0} про-
странства R3 базис автономных пеpвых интегpалов системы (4).
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2.2. Случай комплексных интегральных
характеристических корней

В случае, когда полином (3.1) — комплекснозначный част-
ный интеграл дифференциальной системы (1.1), система тождеств
(6.1) распадается на вещественную систему тождеств

p
j
Re p(x) = Re p(x)

(
− a

j,n+1
(x) + λ

∗
j
)
− Im p(x) λ̃j ,

p
j
Im p(x) = Re p(x) λ̃j + Im p(x)

(
− a

j,n+1
(x) + λ

∗
j
)
, (6)

∀x ∈ Rn, λj = λ
∗

j + λ̃j i, j = 1,m .

Имеет место следующий критерий существования комплекс-
нозначного частного интеграла у системы (1.1).

Лемма 1. Линейная неоднородная функция (3.1) являет-
ся комплекснозначным частным интегралом системы (1.1),
если и только если выполняется система тождеств (6).

С учётом этого критерия устанавливаем следующие законо-
мерности относительно комплекснозначного частного интеграла
дифференциальной системы (1.1).

Свойство 1. Если дифференциальная система (1.1) имеет
комплекснозначный частный интеграл (3.1), то комплексно
сопряжённая функция p также является комплекснознач-
ным частным интегралом системы (1.1). При этом наряду с
системой тождеств (6.1) имеет место система тождеств

p
j
p(x) = p(x)

(
− a

j,n+1
(x) + λj

)
, ∀x ∈ Rn, j = 1,m ,

где λj, j = 1,m , комплексно сопряжены соответственно с
числами λj, j = 1,m , из соотношений (6.1).

Свойство 2. Если система (1.1) имеет комплекснознач-
ный частный интеграл (3.1), то вещественный полином

P : x→ Re2p(x) + Im2p(x), ∀x ∈ Rn, (7)

является частным интегралом системы (1.1) и выполняется
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система тождеств

p
j
P (x) = 2P (x)

(
− a

j,n+1
(x) + λ

∗
j
)
, ∀x ∈ Rn, j = 1,m ,

где числа λj = λ
∗

j + λ̃j i, j = 1,m , находим из тождеств (6.1).
Свойство 3. Пусть система (1.1) имеет комплекснознач-

ный частный интеграл (3.1). Тогда производные Ли в силу
дифференциальной системы (1.1) экспоненциальной функции

ψ : x→ expϕ(x), ∀x ∈ X,

при

ϕ : x→ arctg
Im p(x)

Re p(x)
, ∀x ∈ X, (8)

равны

p
j
expϕ(x) = expϕ(x) λ̃j , ∀x ∈ X, j = 1,m , (9)

где числа λj = λ
∗

j + λ̃j i, j = 1,m , находим из тождеств (6.1),
область X из пространства Rn такова, что её дополнение
до Rn включает множество всех нулей функции Re p.

Из тождеств (9) следует формула вычисления производных
Ли в силу системы (1.1) функции аргумента (8) комплекснознач-
ного частного интеграла (3.1) этой системы:

p
j
ϕ(x) = λ̃j , ∀x ∈ X, j = 1,m .

Свойство 4. Произведение u1u2 полиномов u1 : Rn → K
и u2 : Rn → K, где K — поле вещественных R или комп-
лексных C чисел, является частным интегралом (вещест-
венным или комплекснозначным) системы (1.1) тогда и
только тогда, когда его сомножители u1 и u2 являются
частными интегралами дифференциальной системы (1.1).

Свойство 5. Вещественный полином (7) является част-
ным интегралом системы (1.1), если и только если система
(1.1) имеет комплекснозначный частный интеграл (3.1) (или
комплексно сопряжённый ему).
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Дополнительно введём обозначения:

p
∗

k
(x) =

n∑

i=1

∗
ν

i
kx

i
+

∗
ν k

n+1
, p̃

k
(x) =

n∑

i=1

ν̃ k

i
x

i
+ ν̃ k

n+1
,

P
k
(x) =

(
p
∗

k
(x)
)2

+
(
p̃

k
(x)
)2
, ϕ

k
(x) = arctg

p̃k(x)

p
∗

k(x)
.

Теорема 2. Пусть νk, νk
τ =

∗
ντ

k + ν̃ k
τ i, τ = 1, n+ 1 , k =

= 1, s , s 6 (m + 2)/2, и νθ, θ = s+ 1,m+ 2− s , — соот-
ветственно общие линейно независимые комплексные (сре-
ди которых нет комплексно сопряжённых) и вещественные
собственные векторы матриц Aj , j = 1,m . Тогда первым
интегралом на области X вполне разрешимой системы (1.1)
будет функция

W : x→
s∏

k=1

(
P

k
(x)
)∗hk

exp
(
− 2 h̃

k
ϕ

k
(x)
)m+2−s∏

θ=s+1

∣∣p
θ
(x)
∣∣hθ

, (10)

где X есть область из множества определения DW, веще-

ственные числа h
∗

k, h̃k, k = 1, s , и hθ, θ = s+ 1,m+ 2− s ,
составляют нетривиальное решение линейной системы

2

s∑

k=1

h
∗

k
+

m+2−s∑

θ=s+1

h
θ

= 0,

(11)

2

s∑

k=1

(
λ
∗

j

k
h
∗

k
− λ̃j

k
h̃

k

)
+

m+2−s∑

θ=s+1

λj

θ
h

θ
= 0, j = 1,m ,

где λj
k = λ

∗
j
k + λ̃j

k i, k = 1, s , и λj
θ, θ = s+ 1,m+ 2− s , есть

соответственно комплексные и вещественные собственные
числа матриц Aj , j = 1,m , которым соответствуют соб-

ственные векторы νk, k = 1, s , и νθ, θ = s+ 1,m+ 2− s .
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Доказательство. В соответствии с условием теоремы у матриц
Aj существуют комплексные λj

k и вещественные λj
θ, j = 1,m ,

собственные числа, которым соответствуют собственные векторы
νk, k = 1, s , и νθ, θ = s+ 1,m+ 2− s .

Согласно лемме 1.1 и свойству 1 линейные функции

p
k
: x→ p

∗

k
(x)+ p̃

k
(x) i, p

k
: x→ p

∗

k
(x)− p̃

k
(x) i, p

θ
: x→ p

θ
(x),

∀x ∈ Rn, k = 1, s , θ = s+ 1,m+ 2− s ,

являются частными интегралами системы (1.1).
Значит, на пространстве Rn выполняется система тождеств

p
j
p
∗

k
(x) = p

∗

k
(x)
(
− a

j,n+1
(x) + λ

∗
j

k

)
− p̃

k
(x) λ̃j

k
,

p
j
p̃

k
(x) = p

∗

k
(x) λ̃j

k
+ p̃

k
(x)
(
− a

j,n+1
(x) + λ

∗
j

k

)
,

(12)
p
j
p

k
(x) =

(
− a

j,n+1
(x) + λj

k

)
p

k
(x),

j = 1,m , k = 1, s , θ = s+ 1,m+ 2− s .

Составим функцию (10) и вычислим её производные Ли в силу
системы (1.1)

p
j
W (x) =

( s∏

k=1

(
P

k
(x)
)∗hk

−1

exp
(
− 2 h̃

k
ϕ

k
(x)
)
·

·
s∑

k=1

h
∗

k

s∏

l=1, l 6=k

P
l
(x) p

j
P

k
(x)+

+

s∏

k=1

(
P

k
(x)
)∗hk

exp
(
− 2 h̃

k
ϕ

k
(x)
) s∑

k=1

p
j

(
− 2 h̃

k
ϕ

k
(x)
))
·

283



П. 2, § 5, гл. 2 Интегралы автономной системы Якоби в полных дифференциалах В.Н. Горбузов

·
m+2−s∏

θ=s+1

∣∣p
θ
(x)
∣∣hθ

+

s∏

k=1

(
P

k
(x)
)∗hk

exp
(
−2 h̃

k
ϕ

k
(x)
)m+2−s∏

θ=s+1

∣∣p
θ
(x)
∣∣hθ

−1

·

·
m+2−s∑

θ=s+1

sgn p
θ
(x)h

θ

m+2−s∏

l=s+1, l 6=θ

∣∣p
l
(x)
∣∣p

j
p

θ
(x), ∀x ∈ X.

Отсюда на основании тождеств (12) и свойств 2, 3 получаем,
что на области X

p
j
W (x) =

(
− a

j,n+1
(x)

(
2

s∑

k=1

h
∗

k
+

m+2−s∑

θ=s+1

h
θ

)
+

+2

s∑

k=1

(
λ
∗

j

k
h
∗

k
− λ̃j

k
h̃

k

)
+

m+2−s∑

θ=s+1

λj

θ
h

θ

)
W (x), j = 1,m .

Если числа h
∗

k, h̃k, k = 1, s , и hθ, θ = s+ 1,m+ 2− s , со-
ставляют нетривиальное решение системы (11), то функция (10)
будет первым интегралом на области X системы (1.1).

Пример 2. Рассмотрим вполне разрешимую систему

dx1 =
(
x1 − 2x2 − x3 − x1(3x2 + 2x3 + 1)

)
dt1 +

+
(
− x1 − 4x2 − 2x3 − x1(6x2 + 4x3 − 1)

)
dt2,

dx2 =
(
2x1 + x2 + 1− x2(3x2 + 2x3 + 1)

)
dt1 +

(13)
+
(
4x1 − x2 + 2− x2(6x2 + 4x3 − 1)

)
dt2,

dx3 =
(
− 3x1 + x3 − 2− x3(3x2 + 2x3 + 1)

)
dt1 +

+
(
− 6x1 − x3 − 4− x3(6x2 + 4x3 − 1)

)
dt2.

По общим линейно независимым собственным векторам
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ν1 = (2, i, 0, 1), ν2 = (− i, 2, 1, 0), ν3 = (2, − i, 0, 1), ν4 = (i, 2, 1, 0)

и соответствующим комплексным собственным числам

λ1
2 = λ1

1 = 1+i, λ1
4 = λ1

3 = 1−i; λ2
2 = λ2

1 = −1+2i, λ2
4 = λ2

3 = −1−2i

строим (теорема 2) базис автономных пеpвых интегpалов

W : x→

(
(2x1 + 1)2 + x2

2

)
exp
(
− 2 arctg

x1

2x2 + x3

)

(
(2x2 + x3)2 + x2

1

)
exp
(
2 arctg

x2

2x1 + 1

) , ∀x ∈ X, (14)

на областях X из множества {x : 2x1 + 1 6= 0, 2x2 + x3 6= 0}.

Теорема 3. Пусть ν2k−1, ν2k, ν2s+1, где ν2k−1
τ =

∗
ντ

k + ν̃ k
τ i,

ν2k
τ =

∗
ντ

k− ν̃ k
τ i, k = 1, s , s 6 (m+1)/2, ν2s+1

τ =
∗
ντ

2s+1 + ν̃ 2s+1
τ i,

τ = 1, n+ 1 , и νθ, θ = 2s+ 2,m+ 2 , — соответственно
общие комплексные и вещественные собственные векторы
матриц Aj, j = 1,m . Тогда первыми интегралами на обла-
сти X вполне разрешимой системы (1.1) будут функции

W1 : x→
s∏

k=1

(
P

k
(x)
)
∗

h2k−1
+

∗

h2k

exp
(
− 2
(
h̃

2k−1
− h̃

2k

)
ϕ

k
(x)
)
·

(15)

·
(
P

2s+1
(x)
)
∗

h2s+1

exp
(
− 2 h̃

2s+1
ϕ

2s+1
(x)
) m+2∏

θ=2s+2

p
2h
∗

θ

θ (x)

и

W
2
: x→

s∏

k=1

(
P

k
(x)
)h̃2k−1

+ h̃
2k

exp
(
2
(
h
∗

2k−1
− h
∗

2k

)
ϕ

k
(x)
)
·

(16)

·
(
P

2s+1
(x)
)h̃2s+1

exp
(
2h
∗

2s+1
ϕ

2s+1
(x)
) m+2∏

θ=2s+2

p
2h̃

θ

θ (x),
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где X ⊂ DW1 ∩ DW2, числа hk = h
∗

k + h̃k i, k = 1,m+ 2 ,
составляют нетривиальное решение линейной системы (2)

с коэффициентами λj
2k−1 = λ

∗
j
k + λ̃j

k i, λ
j
2k = λ

∗
j
k − λ̃

j
k i, k = 1, s ,

λj
2s+1 = λ

∗
j
2s+1 + λ̃j

2s+1 i и λj
θ, θ = 2s+ 2,m+ 2 , которые явля-

ются комплексными и вещественными собственными числа-
ми матриц Aj , j = 1,m , соответствующими собственным

векторам νk, k = 1,m+ 2 .
Доказательство. Построим две функции на области X :

∗

W : x→
s∏

k=1

p
h2k−1

k
(x) p

k

h2k
(x) · p h2s+1

2s+1
(x)

m+2∏

θ=2s+2

∣∣p
θ
(x)
∣∣hθ

,

∗∗

W : x→
s∏

k=1

p
h2k

k
(x) p

k

h2k−1
(x) · p

2s+1

h2s+1
(x)

m+2∏

θ=2s+2

∣∣p
θ
(x)
∣∣hθ

,

где hk = h
∗

k + h̃k i, k = 1,m+ 2 , — некоторые комплексные чис-
ла, одновременно не равные нулю.

Пpоизводные Ли в силу системы (1.1)

p
j

∗

W (x) =

(
−a

j,n+1
(x)

m+2∑

k=1

h
k
+

s∑

k=1

(
λj

2k−1
h

2k−1
+λ

j

2k−1
h

2k

)
+

+λj

2s+1
h2s+1 +

m+2∑

θ=2s+2

λj

θ
h

θ

)
∗

W (x), ∀x ∈ X, j = 1,m ;

p
j

∗∗

W (x) =

(
−a

j,n+1
(x)

m+2∑

k=1

h
k

+
s∑

k=1

(
λj

2k−1
h

2k
+λ

j

2k−1
h

2k−1

)
+

+ λ
j

2s+1
h2s+1 +

m+2∑

θ=2s+2

λj

θ
h

θ

)
∗∗

W (x), ∀x ∈ X, j = 1,m .
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Если числа hk, k = 1,m+ 2 , составляют нетривиальное ре-
шение системы (2), то

p
j

∗

W (x) = p
j

∗∗

W (x) = 0, ∀x ∈ X, j = 1,m .

А значит, функции
∗

W и
∗∗

W являются первыми комплексно-
значными интегралами вполне разрешимой системы (1.1).

Положив на области X

W1(x) =
∗

W (x)
∗∗

W (x) и W2(x) =
∗

W
−i

(x)
∗∗

W
i
(x),

получим первые интегралы (15) и (16) соответственно.
Пример 3. Рассмотрим вполне разрешимую систему

dx1 =
(1

2
x1 + x2 − x1a14(x)

)
dt1 +

(
2x1 + 2x2 − x1a24(x)

)
dt2,

dx2 =
(
− 5

4
x1 −

1

2
x2 − x2a14(x)

)
dt1 +

(
− 5

2
x1 − x2a24(x)

)
dt2,

(17)

dx3 =
(5

8
x1 +

3

4
x2 +x3+

1

2
−x3a14(x)

)
dt1+

(5

4
x1 +1−x3a24(x)

)
dt2,

dx4 = − x4a14(x) dt1 +
(
x4 − x4a24(x)

)
dt2,

где функции a14 : x→ − x2 − 2x3 + 1, a24 : x→ − 2x2 − 4x3, ∀x ∈ R4.
На основании собственных чисел

λ1
1 = i, λ1

2 = − i, λ1
3 = 1 + i, λ1

4 = 1− i, λ1
5 = 0

и

λ2
1 = 1 + 2i, λ2

2 = 1− 2i, λ2
3 = 2i, λ2

4 = − 2i, λ1
5 = 1

и общих собственных векторов

ν1 = (1 + 2i, 2, 0, 0, 0), ν2 = (1− 2i, 2, 0, 0, 0), ν3 = (0, i, 2i, 0, 1),

ν4 = (0, − i, − 2i, 0, 1) и ν5 = (0, 0, 0, 1, 0)
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строим (теоремы 2 и 3) базис автономных первых интегралов на обла-
стях X из множества {x : x4 6= 0, x1 + 2x2 6= 0} пространства R4 :

W
1
: x→ arctg

2x1

x1 + 2x2
− arctg(x2 + 2x3), ∀x ∈ X, (18)

W
2
: x→ (x1 + 2x2)

2 + (2x1)
2

x2
4

, ∀x ∈ X. (19)

2.3. Случай кратных интегральных
характеристических корней

Из системы (1.1) произвольным образом выделим обыкновен-
ную дифференциальную систему

dxi

dtζ
= Jiζ(x), i = 1, n , (1. ζ )

обладающую свойством: у матрицы Aζ число элементарных де-
лителей не превосходит числа элементарных делителей каждой из
матриц Aj, j = 1,m .

При этом характеристическим уравнением дифференциаль-
ной системы (1. ζ ) является ζ-е уравнение интегральной харак-
теристической системы (8.1), которое будем обозначать (8. ζ ).

Определение 1. Пусть λζ
l — собственное число матри-

цы Aζ , которому соответствует элементарный делитель

кратности s и собственный вектор ν0l =
(
ν0l
1 , . . . , ν

0l
n+1

)
.

Вектор νkl =
(
νkl
1 , . . . , ν

kl
n+1

)
, координатами которого яв-

ляются решения системы уравнений

(
A

ζ
− λζ

l
E
)
colon

(
νkl
1
, . . . , νkl

n+1

)
= k · colon

(
νk−1, l
1

, . . . , νk−1, l
n+1

)
,

(20)k = 1, s− 1 ,

назовём k-м присоединённым вектором матрицы Aζ , со-

ответствующим собственному числу λζ
l .
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Обозначим:

νkl =
(
νkl

1
, . . . , νkl

n+1

)
, p

kl
(x) =

n∑

i=1

νkl

i
x

i
+ νkl

n+1
.

Теорема 4. Пусть ν0l и νθl, θ = 1, sl − 1 , l = 1, r , — об-
щие линейно независимые вещественные собственные век-
торы матриц Aj , j = 1,m, и присоединённые векторы мат-
рицы Aζ , которые соответствуют собственным числам

λζ
l , l = 1, r , имеющим элементарные делители кратности

sl при
r∑

l=1

sl > m + 2. Тогда пеpвым интегpалом вполне раз-

решимой дифференциальной системы (1.1) будет функция

W : x→
k∏

ξ=1

∣∣p
0ξ

(x)
∣∣
h
0ξ

exp

εξ∑

q=1

h
qξ
v
qξ

(x), ∀x ∈ X, (21)

где X есть область из множества определения DW, функ-
ции vqξ : X → R, q = 1, εξ , ξ = 1, k , таковы, что на X

p
iξ

(x) =

i∑

q=1

(
i−1
q−1

)
v
qξ

(x)p
i−q,ξ

(x), i = 1, εξ , ξ = 1, k , (22)

и
k∑

τ=1
(ετ + 1) = m+ 2, εξ 6 sξ − 1, ξ = 1, k , k 6 r . При этом

p
j
v
qξ

(x) ≡ µj

qξ
, µj

qξ
= const, q = 1, ε

ξ
, ξ = 1, k , j = 1,m ,

а числа hqξ, q = 0, εξ , ξ = 1, k , составляют нетривиальное
решение системы

k∑

ξ=1

h
0ξ

= 0,
k∑

ξ=1

(
λj

ξ
h

0ξ
+

ε
ξ∑

q=1

µj

qξ
h

qξ

)
= 0, j = 1,m , (23)
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где λj
ξ, ξ = 1, k , j = 1,m , — вещественные собственные

числа матриц Aj , j = 1,m , которым соответствуют соб-

ственные векторы ν0ξ, ξ = 1, k .
Доказательство. На основании соотношений (20) и леммы 1.1

устанавливаем, что на Rn

p
ζ
p

θl
(x) = p

θl
(x)
(
− a

ζ,n+1
(x) + λζ

l

)
+ θ · p

θ−1,l
(x),

(24)
θ = 0, s

l
− 1 , l = 1, r .

Систему (22) всегда можно разрешить относительно vqξ, так

как пpи фиксиpованном ξ её определитель равен p
εξ

0ξ
(x) и отли-

чен от тождественного нуля на области X.
Докажем, что для функций vql на области X справедливы

тождества

p
ζ
v
ql

(x) =

[
1 при q = 1,

0 при q = 2, s
l
− 1 , l = 1, r .

(25)

Соотношения (25) при q = 1 и q = 2 непосредственно про-
веряются на основании тождеств (24).

Доказательство для случаев q > 3 проведём методом мате-
матической индукции.

Предположим, что система тождеств (25) выполняется при
q = 3, ε− 1 .

Вычислим производную Ли в силу системы (1. ζ ) от функции
pεl с учётом соотношений (22), (24) и (25) при q = 1, ε− 1 на
области X :

p
ζ
p

εl
(x) =

(
− a

ζ,n+1
(x) + λζ

l

) ε∑

q=1

(
ε−1
q−1

)
v
ql

(x)p
ε−q,l

(x)+

+ (ε− 1)
ε−1∑

q=1

(
ε−2
q−1

)
v
ql

(x)p
ε−q−1,l

(x) + p
ε−1,l

(x) + p
0l

(x) p
ζ
v
εl

(x).
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Отсюда в силу соотношений (22) при i = ε − 1 и i = ε, си-
стемы тождеств (24) при θ = ε и того, что p0l(x) 6= 0, ∀x ∈ Rn,
получаем:

p
ζ
v
εl

(x) = 0, ∀x ∈ X.

Пусть

v
0l

: x→ ln
∣∣p

0l
(x)
∣∣, ∀x ∈ X, l = 1, r. (26)

Тогда из соотношений (24) и (25) получаем, что

p
ζ
v
0l

(x) = − a
ζ,n+1

(x) + λζ

l
, ∀x ∈ X, l = 1, r , (27)

p
ζ
v
1l

(x) = 1, ∀x ∈ X, l = 1, r , (28)

p
ζ
v
ql

(x) = 0, ∀x ∈ X, q = 2, s
l
− 1 , l = 1, r . (29)

По условию теоремы, матpицы Aj, j = 1,m , имеют r общих
собственных векторов ν0l, l = 1, r , и выполняются соотношения

p
j
v
0l

(x) = − a
j,n+1

(x) + λj

l
, ∀x ∈ X, l = 1, r , j = 1,m , (30)

Учитывая, что линейные дифференциальные операторы пеp-
вого поpядка pj , j = 1,m , перестановочны, из соотношений (28)
и (29) получаем, что на области X

p
j
v
ql

(x) = µj

ql
, q = 1, s

l
− 1 , l = 1, r , j = 1,m , j 6= ζ. (31)

Следовательно, существуют
r∑

l=1

s
l

функций

v
ql

: X → R, q = 0, s
l
− 1 , l = 1, r ,

заданных соотношениями (22) и (26), относительно которых вы-
полняются условия (25), (27) – (31) и которые функционально
независимы, учитывая способ их построения.
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Построим функцию

∗

W : x→
k∑

ξ=1

εξ∑

q=0

h
qξ
v
qξ

(x), ∀x ∈ X, X ⊂ Rn,

и вычислим действие на неё операторов на области X :

p
j

∗

W (x) =

k∑

ξ=1

(
−a

j,n+1
(x)h

0ξ
+λj

ξ
h

0ξ
+

εξ∑

q=1

µj

qξ
h

qξ

)
, j = 1,m .

Если числа hqξ, q = 0, εξ , ξ = 1, k , составляют нетривиаль-

ное решение линейной однородной системы (23), то функция
∗

W
будет первым интегралом на области X вполне разрешимой диф-
ференциальной системы (1.1).

Полагая

W (x) = exp
∗

W (x), ∀x ∈ X,

получим первый интеграл вида (21) системы (1.1).
Пример 4. Для вполне разрешимой системы

dx1 =
(
x2−x1(−x1 + 2x3 + 2)

)
dt1 +

(
2x1−x3−x1(x2− 3x3 + 1)

)
dt2,

dx2 =
(
2x2 − x3 − 1− x2(− x1 + 2x3 + 2)

)
dt1 +

(32)
+
(
− x1 + 2x2 + 1− x2(x2 − 3x3 + 1)

)
dt2,

dx3 =
(
x1−1−x3(−x1+2x3+2)

)
dt1+

(
−x1+3x3+1−x3(x2−3x3+1)

)
dt2

по собственному числу λ1
1 = 1 с четырёхкратным элементарным делите-

лем (λ1−1)4, собственному вектору ν0 = (−1, 1,−1, 0) и присоединён-
ным векторам ν1 = (1, 0, −1, −1), ν2 = (1, −1, 3, 0), ν3 = (−3, 0, 9, 9)

строим на областях X из множества V = {x : − x1 + x2 − x3 6= 0}
скалярные функции

v1 : x→ x1 − x3 − 1

− x1 + x2 − x3
,
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v2 : x→ (x1 − x2 + 3x3)(− x1 + x2 − x3)− (x1 − x3 − 1)2

(− x1 + x2 − x3)2
,

v3 : x→ 1

(− x1 + x2 − x3)3
(
(− 3x1 + 9x3 + 9)(− x1 + x2 − x3)

2−

− 3(− x1 + x2 − x3)(x1 − x3 − 1)(x1 − x2 + 3x3) + 2(x1 − x3 − 1)3
)
.

По теореме 4 на областях X, X ⊂ V, функция

W : x→ (x1 − x2 + 3x3)(− x1 + x2 − x3)− (x1 − x3 − 1)2

(− x1 + x2 − x3)2
(33)

образует автономный интегральный базис системы (32).
Дополнительно обозначим:

p
∗

qξ
(x) =

n∑

i=1

ν
∗ qξ
i x

i
+ ν

∗ qξ

n+1
, p̃

qξ
(x) =

n∑

i=1

ν̃ qξ
i x

i
+ ν̃ qξ

n+1
,

P
0ξ

(x) =
(
p
∗

0ξ
(x)
)2

+
(
p̃
0ξ

(x)
)2
, ϕ

0ξ
(x) = arctg

p̃0ξ(x)

p
∗

0ξ(x)
.

Доказательство теоремы 4 предусматривает также случай,
когда матрицы Aj , j = 1,m , имеют некоторое число общих ком-
плексных собственных векторов ν0l (пpи этом в соотношениях
(21) и (26) достаточно опустить знак модуля для комплекснознач-
ных функций p0l ), соответствующих собственным числам λζ

l с
элементарными делителями кратности sl.

В этом случае на основании определённой группировки m+2
функций vql, q = 0, εl − 1 , l = 1, r , всегда получим одну из двух
возможностей.

1. В наборе из m + 2 функций наряду с каждой комплекс-
нозначной функцией вещественного аргумента содержится и
комплексно сопряжённая ей.

2. В наборе из m+2 функций имеется одна комплекснознач-
ная функция вещественного аргумента, не имеющая комплексно
сопряжённой.
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В каждом из этих случаев вполне разрешимая система Якоби
(1.1) будет иметь следующие первые интегралы.

В первом случае это — функция

W : x→
k1∏

ξ=1

(
P

0ξ
(x)
)
∗

h0ξ

exp

(
− 2 h̃

0ξ
ϕ

0ξ
(x)+

+

εξ∑

q=1

2
(
h
∗

qξ

∗
v

qξ
(x)− h̃

qξ
ṽ

qξ
(x)
)) k2∏

θ=1

∣∣p
0θ

(x)
∣∣h0θ

exp

εθ∑

q=1

h
qθ
v
qθ

(x)

на области X из множества определения DW, где вещественные

числа h
∗

qξ, h̃qξ, hqθ, q = 0, εk , k = ξ или k = θ, ξ = 1, k1 ,

θ = 1, k2 , составляют нетривиальное решение линейной системы

2

k1∑

ξ=1

h
∗

0ξ
+

k2∑

θ=1

h
0θ

= 0,

k1∑

ξ=1

(
2
(
λ
∗

j

ξ
h
∗

0ξ
− λ̃j

ξ
h̃

0ξ

)
+

εξ∑

q=1

2
(
µ
∗ j

qξ
h
∗

qξ
− µ̃ j

qξ
h̃

qξ

))
+

+

k2∑

θ=1

(
λj

θ
h

0θ
+

εθ∑

q=1

µj

qθ
h

qθ

)
= 0, j = 1,m ,

а λj
ξ = λ

∗
j
ξ + λ̃j

ξ i, ξ = 1, k1 , и λj
θ, θ = 1, k2 , j = 1,m , есть

соответственно комплексные и вещественные собственные числа
матриц Aj , j = 1,m , которым соответствуют собственные

векторы ν0ξ
(
ν0ξ

τ = ν
∗ 0ξ
τ + ν̃ 0ξ

τ i, τ = 1, n+ 1 , ξ = 1, k1

)
и

ν0θ, θ = 1, k2 . Числа

µ
∗ j

qξ
= Re p

j
v
qξ

(x), µ̃ j

qξ
= Im p

j
v
qξ

(x), µj

qθ
= p

j
v
qθ

(x), j = 1,m ,
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при любых x ∈ X, функции

v
qξ

: x→ ∗
v

qξ
(x) + ṽ

qξ
(x) i, ∀x ∈ X, и v

qθ
: x→ v

qθ
(x), ∀x ∈ X,

q = 1, εk , k = ξ или k = θ, ξ = 1, k1 , θ = 1, k2 ,

находятся из системы (22), а εξ и εθ выбираются так, чтобы
выполнялось числовое равенство

2

k1∑

ξ=1

(
ε
ξ

+ 1
)

+

k2∑

θ=1

(
ε
θ

+ 1
)

= m+ 2 при 2k1 + k2 6 r,

εξ 6 sξ − 1, ξ = 1, k1 , где k1 — число пар комплексно сопря-
жённых общих собственных векторов матpиц Aj ; εθ 6 sθ − 1,

θ = 1, k2 , а k2 — число вещественных общих собственных
векторов матpиц Aj, j = 1,m .

Пример 5. Система уравнений в полных дифференциалах

dx1 =
(
3x1 − 4x2 + 4x3 + x4 + 2− x1a16(x)

)
dt1 +

+
(
− 4x2 + 2x3 + x4 − x5 + 1− x1a26(x)

)
dt2,

dx2 =
(
− x1 + 3x2 − 3x3 − 2x5 − 3− x2a16(x)

)
dt1 +

+
(
x1 + 3x2 + x5 − 1− x2a26(x)

)
dt2,

dx3 =
(
− 3x1 + 5x2 − 5x3 − x4 − 2x5 − 4− x3a16(x)

)
dt1 +

(34)
+
(
6x2 − 2x3 − x4 + 2x5 − 1− x3a26(x)

)
dt2,

dx4 =
(
3x1 − 6x2 + 4x3 + 4x4 − x5 + 5− x4a16(x)

)
dt1 +

+
(
2x1 − 6x2 + 2x3 + 3x4 − 4x5 + 2− x4a26(x)

)
dt2,

dx5 =
(
5x1 − 5x2 + 8x3 + 3x4 + 3x5 + 6− x5a16(x)

)
dt1 +

+
(
x1 − 6x2 + 3x3 + 2x4 − 2x5 + 2− x5a26(x)

)
dt2,
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где линейные функции

a16 : x→ − 2x1 + 5x2 − 4x3 − 3x4 + x5 − 2, ∀x ∈ R5,

a26 : x→ − 2x1 + 4x2 − 3x3 − 3x4 + 2x5 − 2, ∀x ∈ R5,

является вполне разрешимой.
Собственному числу λ1

1 = 1 + 2i соответствует элементарный
делитель (λ1 − 1 − 2i)3 кратности три, а также собственный вектор
ν0 = (1, 0, 1 + i, 1, i, 1), первый ν1 = (1, 1 + i, 0, 0, i, i) и второй
ν2 = (2 + 2i, 0, 2 + 2i, 0, 2i, 2i) присоединённые векторы.

По ним составляем функции

v1 : x→ p1(x)

p0(x)
, ∀x ∈ X, и v2 : x→ p0(x)p2(x)−

(
p1(x)

)2
(
p0(x)

)2 , ∀x ∈ X,

где линейные неоднородные функции

p0 : x→ x1 + (1 + i)x3 + x4 + ix5 + 1, p1 : x→ x1 + (1 + i)x2 + ix5 + i,

p2 : x→ (2 + 2i)x1 + (2 + 2i)x3 + 2ix5 + 2i, ∀x ∈ R5,

а X — произвольная область из множества {x : x1 + x3 + x4 + 1 6= 0}
пространства R5.

Выделяя вещественные и мнимые части функций v1 и v2, на
области X соответственно получаем:

∗

v1 : x→
(
(x1 + x2)(x1 + x3 + x4 + 1) + (x3 + x5)(x2 + x5 + 1)

)
P−1(x),

ṽ1 : x→
(
(x1 + x3 + x4 + 1)(x2 + x5 + 1)− (x1 + x2)(x3 + x5)

)
P−1(x)

и

∗

v2 : x→
((

(x1 + x3 + x4 + 1)(x2 + x5 + 1)− (x1 + x2)(x3 + x5)
)2

+

+ 2P (x)
(
(x1 + x3)(x1 + x3 + x4 + 1) + (x3 + x5)(x1 + x3 + x5 + 1)

)
−

−
(
(x1 + x2)(x1 + x3 + x4 + 1) + (x3 + x5)(x2 + x5 + 1)

)2)
P−2(x),
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ṽ2 : x→ 2
(
P (x)

(
(x1 + x3 + x4 + 1)(x1 + x3 + x5 + 1)−

− (x1+x3)(x3+x5)
)
+
(
(x1+x2)(x1+x3+x4+1)+(x3+x5)(x2+x5+1)

)
·

·
(
(x3 + x5)(x1 + x2)− (x1 + x3 + x4 + 1)(x2 + x5 + 1)

))
P−2(x),

где полином P : x→ (x1 + x3 + x4 + 1)2 + (x3 + x5)
2, ∀x ∈ R5.

Тогда скалярные функции (случай 1)

W1 : x→ − 2 arctg
x3 + x5

x1 + x3 + x4 + 1
+ 4

∗

v1(x) + 2 ṽ1(x), (35)

W2 : x→ ∗

v2(x), (36)

W3 : x→ 4 ṽ1(x) + 2
∗

v2(x)− 2 ṽ2(x), (37)

будучи функционально независимыми, образуют автономный интеграль-
ный базис системы (34) на областях X, X ⊂ {x : x1 + x3 + x4 + 1 6= 0}.

Во втором случае будем различать две возможности.
Случай а. Общий собственный вектор матриц Aj , j = 1,m ,

не имеет комплексно сопряжённого.
Тогда система (1.1) имеет первые интегралы

W1 : x→
k1∏

ξ=1

(
P

0ξ
(x)
)
∗

h0,2ξ−1
+

∗

h0,2ξ

exp

(
−2
(
h̃

0,2ξ−1
−h̃

0,2ξ

)
ϕ

0ξ
(x)+

+

εξ∑

q=1

2
((
h
∗

q,2ξ−1
+ h
∗

q,2ξ

)∗
v

qξ
(x) +

(
h̃

q,2ξ
− h̃

q,2ξ−1

)
ṽ

qξ
(x)
))
·

·
(
P

0,2k1+1
(x)
)
∗

h0,2k1+1

exp
(
− 2 h̃

0,2k1+1
ϕ

0,2k1+1
(x)
)
·

·
k2∏

θ=1

(
p
0θ

(x)
)2h

∗

0θ

exp

(
2

εθ∑

q=1

h
∗

qθ
v
qθ

(x)

)
, ∀x ∈ X,
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W2 : x→
k1∏

ξ=1

(
P

0ξ
(x)
)h̃0,2ξ−1

+ h̃
0,2ξ

exp

(
2
(
h
∗

0,2ξ−1
−h
∗

0,2ξ

)
ϕ

0ξ
(x)+

+

εξ∑

q=1

2
((
h̃

q,2ξ−1
+ h̃

q,2ξ

)∗
v

qξ
(x) +

(
h
∗

q,2ξ−1
− h
∗

q,2ξ

)
ṽ

qξ
(x)
))
·

·
(
P

0,2k1+1
(x)
)h̃0,2k1+1

exp
(
2h
∗

0,2k1+1
ϕ

0,2k1+1
(x)
)
·

·
k2∏

θ=1

(
p
0θ

(x)
)2 h̃

0θ

exp

(
2

εθ∑

q=1

h̃
qθ
v
qθ

(x)

)
, ∀x ∈ X,

где X есть область из множества DW1∩DW2, комплексные чис-

ла hqξ = h
∗

qξ + h̃ξq i, hqθ = h
∗

qθ + h̃qθ i, q = 0, ε
k
, k = ξ или

k = θ, ξ = 1, 2k1 + 1 , θ = 1, k2 , составляют нетривиальное ре-
шение линейной системы

2k1∑

ξ=1

h
0ξ

+ h
0,2k1+1

+

k2∑

θ=1

h
0θ

= 0,

2k1∑

ξ=1

(
λj

ξ
h

0ξ
+

εξ∑

q=1

µj

qξ
h

qξ

)
+ λj

2k1+1
h

0,2k1+1
+

+

k2∑

θ=1

(
λj

θ
h

0θ
+

εθ∑

q=1

µj

qθ
h

qθ

)
= 0, j = 1,m ,

числа λj
2ξ−1 = λ

∗
j
ξ + λ̃j

ξ i, λ
j
2ξ = λ

∗
j
ξ − λ̃j

ξ i, ξ = 1, k1 , λ
j
2k1+1 =

= λ
∗

j
2k1+1 + λ̃j

2k1+1 i и λj
θ, θ = 1, k2 , j = 1,m ,— соответственно
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существенно комплексные и вещественные собственные числа
матриц Aj , j = 1,m , с собственными векторами ν0,2ξ−1, ν0,2ξ

(
ν0,2ξ−1

τ = ν
∗ 0ξ
τ + ν̃ 0ξ

τ i, ν0,2ξ
τ = ν0,2ξ−1

τ , τ = 1, n+ 1 , ξ = 1, k1

)
,

ν0,2k1+1
(
ν0,2k1+1

τ = ν
∗ 0,2k1+1
τ + ν̃ 0,2k1+1

τ i, τ = 1, n+ 1
)

и ν0θ,

θ = 1, k2 . Числа

µj

q,2ξ−1
= p

j
v
qξ

(x), µj

q,2ξ
= p

j
v
qξ

(x) , µj

qθ
= p

j
v
qθ

(x), j = 1,m ,

при любых x ∈ X, функции

v
qξ

: x→ ∗
v

qξ
(x) + ṽ

qξ
(x) i, ∀x ∈ X, и v

qθ
: x→ v

qθ
(x), ∀x ∈ X,

q = 1, εk , k = ξ или k = θ, ξ = 1, k1 , θ = 1, k2 ,

находятся из системы (22), а εξ и εθ выбираются так, чтобы вы-
полнялось числовое равенство

2

k1∑

ξ=1

(
ε
ξ

+ 1
)

+ 1 +

k2∑

θ=1

(
ε
θ

+ 1
)

= m+ 2 при 2k1 + 1 + k2 6 r,

εξ 6 sξ − 1, ξ = 1, k1 , где k1 — число пар комплексно сопря-
жённых общих собственных векторов матpиц Aj ; εθ 6 sθ − 1,

θ = 1, k2 , а k2 — число вещественных общих собственных век-
торов матpиц Aj , j = 1,m .

Пример 6. Система уравнений в полных дифференциалах

dx1 =
(
x1 − 2x2 + 2x3 + x5 + 1− x1a16(x)

)
dt1 +

+
(
2x2 + x5 + 1− x1a26(x)

)
dt2 +

(
3x1 − x5 − 1− x1a36(x)

)
dt3,

dx2 =
(
2x2 − 2x3 − 2x5 − 2− x2a16(x)

)
dt1 +

+
(
−x1−3x2−x5−1−x2a26(x)

)
dt2+

(
−x1+2x2+x5+1−x2a36(x)

)
dt3,
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dx3 =
(
3x2 − 2x3 − 2x5 − 2− x3a16(x)

)
dt1 +

+
(
− x1 − 3x2 − x3 − 2x5 − 2− x3a26(x)

)
dt2 +

+
(
− 2x1 − x2 + 2x3 + x5 + 1− x3a36(x)

)
dt3, (38)

dx4 =
(
− 4x2 + 2x4 − 2x5 + 2− x4a16(x)

)
dt1 +

+
(
2x1 + 2x2 + x4 + 4− x4a26(x)

)
dt2 +

+
(
x1 + 2x2 − 2x3 + x4 − x5 − 1− x4a36(x)

)
dt3,

dx5 =
(
2x1 − 3x2 + 4x3 + 2x4 + 2x5 + 4− x5a16(x)

)
dt1 +

+
(
3x1 + 3x2 + 2x3 + 2x4 + x5 + 4− x5a26(x)

)
dt2 +

+
(
2x1 + x2 − x3 − 1− x5a36(x)

)
dt3,

где функции

a16 : x→ − x1 + 3x2 − 2x3 − 2x4 + x5 − 1, ∀x ∈ R5,

a26 : x→ − 2x1 − x2 − 2x3 − 2x4 − x5 − 4, ∀x ∈ R5,

a36 : x→ − x1 − x2 + x3 + x5 + 2, ∀x ∈ R5,

вполне разрешима.
На основании собственных чисел λ1

2 = λ1
1 = 1 + i, λ1

5 = 2i, кото-
рым соответствуют элементарные делители (λ1 − 1− i)2, λ1 − 2i, соб-
ственных ν01 = (1, 1 + i, 0, 0, i, i), ν02 = (1, 0, 1 + i, 1, i, 1) и первого
присоединённого ν11 = (1 + i, 0, 1 + i, 0, i, i) векторов на области X

строим функции

∗

v1 : x→ (x1 + x2)(x1 + x3) + (x2 + x5 + 1)(x1 + x3 + x5 + 1)

P1(x)

и

ṽ1 : x→ (x1 + x2)(x1 + x3 + x5 + 1)− (x1 + x3)(x2 + x5 + 1)

P1(x)
,

где P1 : x→ (x1 + x2)
2 + (x2 + x5 + 1)2, ∀x ∈ R5.
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Тогда функции (случай 2а)

W1 : x→
(
P2(x)

P1(x)

)2

exp
(
8 arctg

x2 + x5 + 1

x1 + x2
− 4

∗

v1(x)
)

(39)

и

W2 : x→ −2 arctg
x2 + x5 + 1

x1 + x2
+ arctg

x3 + x5

x1 + x3 + x4 + 1
− 2 ṽ1(x), (40)

где полином P2 : x → (x1 + x3 + x4 + 1)2 + (x3 + x5)
2, ∀x ∈ R5, об-

разуют автономный интегральный базис системы (38) на областях X из
множества {x : x1 + x3 + x4 + 1 6= 0, x1 + x2 6= 0} пространства R5.

Случай б. Функция vlγ , γ ∈ {1, . . . , k1}, l ∈ {1, . . . , εγ}, не
имеет комплексно сопряжённой функции.

Тогда вполне разрешимая дифференциальная система (1.1)
имеет первые интегралы

W
1
: x→

k1∏

ξ=1

(
P

0ξ
(x)
)
∗

h0,2ξ−1
+

∗

h0,2ξ

exp

(
−2
(
h̃

0,2ξ−1
− h̃

0,2ξ

)
ϕ

0ξ
(x)+

+

εξ∑

q=1

2
(
1− δ

ql
δ
ξγ

)((
h
∗

q,2ξ−1
+ h
∗

q,2ξ

)∗
v

qξ
(x) +

+
(
h̃

q,2ξ
− h̃

q,2ξ−1

)
ṽ

qξ
(x)
))

· exp
(
2
(
h
∗

lγ

∗
v

lγ
(x)− h̃

lγ
ṽ

lγ
(x)
))
·

·
k2∏

θ=1

(
p
0θ

(x)
)2h

∗

0θ

exp

(
2

εθ∑

q=1

h
∗

qθ
v
qθ

(x)

)
, ∀x ∈ X,

W2 : x→
k1∏

ξ=1

(
P

ξ
(x)
)h̃0,2ξ−1

+ h̃
0,2ξ

exp

(
2
(
h
∗

0,2ξ−1
−h
∗

0,2ξ

)
ϕ

0ξ
(x)+
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+

εξ∑

q=1

2
(
1− δ

ql
δ
ξγ

)((
h̃

q,2ξ−1
+ h̃

q,2ξ

)∗
v

qξ
(x)+

+
(
h
∗

q,2ξ−1
− h
∗

q,2ξ

)
ṽ

qξ
(x)
))

· exp
(
2
(
h
∗

lγ
ṽ

lγ
(x) + h̃

lγ

∗
v

l
(x)
))
·

·
k2∏

θ=1

(
p
0θ

(x)
)2 h̃

0θ

exp

(
2

εθ∑

q=1

h̃
qθ
v
qθ

(x)

)
, ∀x ∈ X,

где X — область из множества DW1 ∩ DW2, комплексные чис-

ла hqξ = h
∗

qξ + h̃qξ i, hqθ = h
∗

qθ + h̃qθ i, q = 0, ε
k
, k = ξ или

k = θ, ξ = 1, 2k1 , ξ 6= γ + 1, θ = 1, k2 , составляют нетривиаль-
ное решение линейной системы

2k1∑

ξ=1

h
0ξ

+

k2∑

θ=1

h
0θ

= 0,

2k1∑

ξ=1

(
λj

ξ
h

0ξ
+

εξ∑

q=1

µj

qξ
h

qξ

)
− µj

l,γ+1
h

l,γ+1
+

+

k2∑

θ=1

(
λj

θ
h

0θ
+

εθ∑

q=1

µj

qθ
h

qθ

)
= 0, j = 1,m ,

числа λj
2ξ−1 = λ

∗
j
ξ + λ̃j

ξ i, λ
j
2ξ = λ

∗
j
ξ − λ̃j

ξ i, ξ = 1, k1 , j = 1,m ,

и λj
θ, θ = 1, k2 , j = 1,m , — соответственно существенно комп-

лексные и вещественные собственные числа матриц Aj , j = 1,m ,

с собственными векторами ν0,2ξ−1, ν0,2ξ
(
ν0,2ξ−1

τ = ν
∗ 0ξ
τ + ν̃ 0ξ

τ i,

ν0,2ξ
τ = ν0,2ξ−1

τ , τ = 1, n+ 1 , ξ = 1, k1

)
и ν0θ, θ = 1, k2 . Числа
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µj

q,2ξ−1
= p

j
v
qξ

(x), µj

q,2ξ
= p

j
v
qξ

(x), µj

qθ
= p

j
v
qθ

(x), j = 1,m ,

при любых x ∈ X, функции

v
qξ

: x→ ∗
v

qξ
(x) + ṽ

qξ
(x) i, ∀x ∈ X, и v

qθ
: x→ v

qθ
(x), ∀x ∈ X,

q = 1, ε
k
, k = ξ или k = θ, ξ = 1, k1 , θ = 1, k2 ,

находятся из системы (22), а εξ и εθ выбираются так, чтобы вы-
полнялось числовое равенство

2

k1∑

ξ=1

(
ε
ξ

+ 1
)
− 1 +

k2∑

θ=1

(
ε
θ

+ 1
)

= m+ 2 при 2k1 + k2 6 r,

εξ 6 sξ − 1, ξ = 1, k1 , где k1 — число пар комплексно сопря-
жённых общих собственных векторов матpиц Aj ; εθ 6 sθ − 1,

θ = 1, k2 , а k2 — число вещественных общих собственных век-
торов матpиц Aj , j = 1,m .

Пример 7. Система уравнений в полных дифференциалах

dx1 =
(
3x1 − 4x2 + 4x3 + x4 + 2− x1a16(x)

)
dt1 +

+
(
− 4x2 + 2x3 + x4 − x5 + 1− x1a26(x)

)
dt2 +

+
(
− 3x1 + 2x2 − 4x3 − 3x4 − 2− x1a36(x)

)
dt3,

dx2 =
(
− x1 + 3x2 − 3x3 − 2x5 − 3− x2a16(x)

)
dt1 +

+
(
x1 + 3x2 + x5 − 1− x2a26(x)

)
dt2 +

+
(
2x1 − 3x2 + 3x3 + 3x4 − x5 + 2− x2a36(x)

)
dt3,

dx3 =
(
− 3x1 + 5x2 − 5x3 − x4 − 2x5 − 4− x3a16(x)

)
dt1 +

+
(
6x2 − 2x3 − x4 + 2x5 − 1− x3a26(x)

)
dt2 + (41)

+
(
3x1 − 3x2 + 5x3 + 4x4 + 2− x3a36(x)

)
dt3,
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dx4 =
(
3x1 − 6x2 + 4x3 + 4x4 − x5 + 5− x4a16(x)

)
dt1 +

+
(
2x1 − 6x2 + 2x3 + 3x4 − 4x5 + 2− x4a26(x)

)
dt2 +

+
(
− 3x1 + 2x2 − 6x3 − 4x4 − x5 − 1− x4a36(x)

)
dt3,

dx5 =
(
5x1 − 5x2 + 8x3 + 3x4 + 3x5 + 6− x5a16(x)

)
dt1 +

+
(
x1 − 6x2 + 3x3 + 2x4 − 2x5 + 2− x5a26(x)

)
dt2 +

+
(
− 3x1 + 3x2 − 6x3 − 4x4 − x5 − 2− x5a36(x)

)
dt3,

где

a16 : x→ − 2x1 + 5x2 − 4x3 − 3x4 + x5 − 2, ∀x ∈ R5,

a26 : x→ − 2x1 + 4x2 − 3x3 − 3x4 + 2x5 − 2, ∀x ∈ R5,

a36 : x→ 2x1 − x2 + 4x3 + 2x4 + x5, ∀x ∈ R5,

является вполне разрешимой.
На основании собственного числа λ1

1 = 1 + 2i, которому соответ-
ствует элементарный делитель (λ1 − 1 − 2i)3 кратности три, а также
собственный ν0 = (1, 0, 1 + i, 1, i, 1), первый ν1 = (1, 1 + i, 0, 0, i, i) и
второй ν2 = (2 + 2i, 0, 2+ 2i, 0, 2i, 2i) присоединённые векторы, строим
функции (случай 2б)

W1 : x→ 2 arctg
x3 + x5

x1 + x3 + x4 + 1
− 4

∗

v1(x) − 2 ṽ1(x) +
∗

v2(x) (42)

и

W2 : x→ − 4 arctg
x3 + x5

x1 + x3 + x4 + 1
+ 8

∗

v1(x) + 2 ṽ1(x) + ṽ2(x) (43)

на любой области X из множества {x : x1 + x3 + x4 + 1 6= 0}, где
функции

∗

v1, ṽ1,
∗

v2, ṽ2 такие же, как и соответствующие по обозначе-
нию функции, посредством которых построен интегральный базис диф-
ференциальной системы (34).

Функции (42) и (43), будучи функционально независимыми, образу-
ют базис автономных первых интегралов системы (41) на областях X из
множества {x : x1 + x3 + x4 + 1 6= 0} пространства R5.
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3. Неавтономные первые интегралы
Построение неавтономных первых интегралов на основании авто-

номных первых интегралов.

Система (1.1) индуцирует линейные дифференциальные опе-
раторы

P
j
(t, x) = ∂

tj
+ p

j
(x), ∀(t, x) ∈ Rn+m, j = 1,m ,

Для построения базиса неавтономных первых интегралов си-
стемы (1.1) (размерности n) достаточно к базису автономных пер-
вых интегралов (размерности n − m) этой системы добавить m
функционально независимых на некоторой области D из про-
странства Rn+m неавтономных первых интегралов.

Такая процедура всякий раз может быть осуществлена на
основании следующих закономерностей.

Теорема 1. Пусть ν1 и ν2 — общие вещественные линей-
но независимые собственные векторы матриц Aj, j = 1,m ,
которые соответствуют различным собственным числам

λj
1 и λj

2 этих матриц. Тогда первым интегралом на области
D вполне разрешимой системы (1.1) будет функция

W : (t, x) →
p
1
(x)

p2(x)
exp

( m∑

j=1

(λj

2
− λj

1
)t

j

)
, ∀(t, x) ∈ D. (1)

Действительно, c учётом леммы 1.1 производные Ли в силу
системы (1.1) функции (1) на области D

P
j
W (t, x) = ∂

tj
W (t, x) + p

j
W (t, x) =

=
(
λj

2
− λj

1
+ λj

1
− λj

2

)
W (t, x) = 0, j = 1,m .

Пример 1 (продолжение примера 1.2). На основании собственных
векторов

ν1 = (1, 1, 0, 1), ν3 = (1, 2, 1, 1); ν1 = (1, 1, 0, 1), ν4 = (1, 1, 1, 0)
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и соответствующих им собственных чисел

λ1
1 = − 2, λ1

3 = 1, λ2
1 = − 3, λ2

3 = 2;

λ1
1 = − 2, λ1

4 = 2, λ2
1 = − 3, λ2

4 = 3

по теореме 1 строим первые интегралы

W1 : (t, x) → x1 + x2 + 1

x1 + 2x2 + x3 + 1
exp(3t1 + 5t2), ∀(t, x) ∈ D,

и

W2 : (t, x) → x1 + x2 + 1

x1 + x2 + x3
exp(4t1 + 6t2), ∀(t, x) ∈ D,

дифференциальной системы (4.2).
Скалярные функции (5.2), W1 и W2, будучи функционально неза-

висимыми, образуют базис первых интегралов вполне разрешимой си-
стемы (4.2) на областях D из множества R2 × X, где X есть произ-
вольная область из множества

{x : 2x1 + x2 + x3 + 1 6= 0, x1 + 2x2 + x3 + 1 6= 0, x1 + x2 + x3 6= 0}.

Следствие 1. Пусть ν1
(
ν1

τ = ν
∗ 1
τ + ν̃ 1

τ i, τ = 1, n+ 1
)

суть
общий существенно комплексный собственный вектор мат-
риц Aj, j = 1,m . Тогда первым интегралом вполне разреши-
мой системы (1.1) на области D будет функция

W : (t, x) → arctg
p̃1(x)

p
∗
1(x)

−
m∑

j=1

λ̃j tj , ∀(t, x) ∈ D, D ⊂ DW,

где λj = λ
∗

j + λ̃j i — собственное число матриц Aj , j = 1,m ,
которому соответствует собственный вектор ν1.

Пример 2 (продолжение примера 2.2). На основании собственных
векторов

ν1 = (2, i, 0, 1) и ν2 = (− i, 2, 1, 0)

и соответствующих им собственных чисел
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λ1
1 = 1 + i и λ2

1 = − 1 + 2i

по следствию 1 строим первые интегралы системы (13.2):

W1 : (t, x) → arctg
x2

2x1 + 1
− (t1 + 2t2), ∀(t, x) ∈ D, D ⊂ R2 × X,

и

W2 : (t, x) → arctg
− x1

2x2 + x3
− (t1 + 2t2), ∀(t, x) ∈ D.

Скалярные функции (14.2), W1 и W2, будучи функционально неза-
висимыми, образуют базис первых интегралов вполне разрешимой си-
стемы (13.2) на областях D из множества R2 × X, где X есть произ-
вольная область из множества {x : 2x1 + 1 6= 0, 2x2 + x3 6= 0}.

Следствие 2. Пусть ν1
(
ν1

τ = ν
∗ 1
τ + ν̃ 1

τ i, τ = 1, n+ 1
)

и ν2

суть общие существенно комплексный и вещественный соб-
ственные векторы матриц Aj , j = 1,m . Тогда первым ин-
тегралом на области D вполне разрешимой системы (1.1)
будет функция

W : (t, x) →
p 2
2
(x)

P1(x)
exp

( m∑

j=1

2
(
λ
∗

j

1
− λj

2

)
t
j

)
,

где D ⊂ DW, λj
1 = λ

∗
j
1 + λ̃j

1 i и λj
2 — собственные числа ма-

триц Aj , j = 1,m , которым соответствуют собственные

векторы ν1 и ν2.

Следствие 3. Пусть ν1 и ν2
(
νk

τ = ν
∗ k
τ + ν̃ k

τ i, τ = 1, n+ 1 ,

k = 1, k = 2
)

— общие существенно комплексные (не яв-
ляющиеся комплексно сопряжёнными) собственные векторы
матриц Aj , j = 1,m . Тогда первым интегралом на области
D вполне разрешимой системы (1.1) будет функция

W : (t, x) → P1(x)

P2(x)
exp

( m∑

j=1

2
(
λ
∗

j

2
− λ
∗

j

1

)
t
j

)
,
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где D ⊂ DW, λj
k = λ

∗
j
k + λ̃j

k i, j = 1,m , суть собственные чис-

ла матриц Aj , j = 1,m , которым соответствуют собст-

венные векторы νk, k = 1, k = 2.
Пример 3 (продолжение примера 3.2). На основании собственных

векторов

ν3 = (0, i, 2i, 0, 1), ν5 = (0, 0, 0, 1, 0) (следствие 2)

и

ν1 = (1 + 2i, 2, 0, 0, 0), ν3 = (0, i, 2i, 0, 1) (следствие 3)

и соответствующих им собственных чисел

λ1
1 = i, λ2

1 = 1 + i, λ1
3 = 1 + i, λ2

3 = 2i, λ1
5 = 0, λ2

5 = 1

строим первые интегралы

W3 : (t, x) → x2
4

1 + (x2 + 2x3)2
exp
(
2(t1 − t2)

)
, ∀(t, x) ∈ D,

и

W4 : (t, x) → (x1 + 2x2)
2 + 4x2

1

1 + (x2 + 2x3)2
exp
(
2(t1 − t2)

)
, ∀(t, x) ∈ D,

дифференциальной системы (17.2).
Скалярные функции (18.2), (19.2), W3 и W4, будучи функциональ-

но независимыми, образуют базис первых интегралов вполне разреши-
мой системы (17.2) на областях D из множества R2 × X, где X есть
произвольная область из множества {x : x4 6= 0, x1 + 2x2 6= 0}.

Теорема 2. Пусть ν01 и νθ1, θ = 1, s− 1 , есть общий ве-
щественный собственный вектор матриц Aj , j = 1,m , и
присоединённые векторы матрицы Aζ , которые соответ-

ствуют собственному числу λζ
1, имеющему элементарный

делитель кратности s > 2. Тогда первыми интегралами на
области D вполне разрешимой системы Якоби (1.1) будут
функции

Wq : (t, x) → v
qζ

(x)−
m∑

j=1

µj

qζ
t
j
, q = 1, s− 1 , (2)
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где функции v
qζ

: X → R находятся из системы (22.2), числа

µj

qζ
= p

j
v
qζ

(x), ∀x ∈ X, q = 1, s− 1 , j = 1,m .

Доказательство. Производные Ли функций (2) в силу диффе-
ренциальной системы (1.1)

P
j
Wq(t, x) = ∂

tj
Wq(t, x) + p

j
Wq(t, x) = − µj

qζ
+ p

j
v
qζ

(x),

∀(t, x) ∈ D, D = Rm × X, X ⊂ Rn, j = 1,m , q = 1, s− 1 .

Поскольку

p
j
v
qζ

(x) = µj

qζ
, ∀x ∈ X, j = 1,m , q = 1, s− 1 ,

то функции (2) являются первыми интегралами на области D про-
странства Rn+m вполне разрешимой системы (1.1).

Пример 4 (продолжение примера 4.2). По теореме 2, учитывая, что

p1v1(x) = 1, p1v3(x) = 0, p2v1(x) = − 1, p2v3(x) = 6, ∀x ∈ X,

строим первые интегралы системы (32.2):

W1 : (t, x) → v1(x)− t1 + t2, ∀(t, x) ∈ R2 × X,

W3 : (t, x) → v3(x)− 6t2, ∀(t, x) ∈ R2 × X,

где функции v1 и v3 такие же, как и соответствующие по обозначе-
нию функции, посредством которых построен автономный базис систе-
мы (32.2), а X — любая область из множества {x : −x1 +x2−x3 6= 0}
пространства R3.

Скалярные функции (33.2), W1 и W3, будучи функционально неза-
висимыми, образуют базис первых интегралов вполне разрешимой си-
стемы (32.2) на областях R2 × X.

Следствие 4. Пусть ν01 и νθ1, θ = 1, s− 1 , — общий
комплексный собственный вектор матриц Aj , j = 1,m , и
присоединённые векторы матрицы Aζ , которые соответ-

ствуют существенно комплексному собственному числу λζ
1,
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имеющему элементарный делитель кратности s > 2. Тогда
первыми интегралами на области D вполне разрешимой си-
стемы (1.1) будут функции

W1q
: (t, x) → ∗

v
qζ

(x)−
m∑

j=1

∗
µ j

qζ
t
j
, ∀(t, x) ∈ D, q = 1, s− 1 ,

и

W2q
: (t, x) → ṽ

qζ
(x)−

m∑

j=1

µ̃ j

qζ
t
j
, ∀(t, x) ∈ D, q = 1, s− 1 ,

где функции vqζ : x → ∗
vqζ(x) + ṽqζ(x) i, ∀x ∈ X, q = 1, s− 1 ,

находятся из системы (22.2), а вещественные числа

∗
µ j

qζ
= p

j

∗
v

qζ
(x), µ̃ j

qζ
= p

j
ṽ
qζ

(x), ∀x ∈ X, j = 1,m , q = 1, s− 1 .

Пример 5 (продолжение примера 5.2). Для вполне разрешимой си-
стемы (34.2), учитывая, что

p1

∗

v1(x) = 1, p1ṽ1(x) = 0, p2

∗

v1(x) = 1, p2ṽ1(x) = − 1, ∀x ∈ X,

на основании следствия 4 строим на R2 × X первые интегралы

W11 : (t, x) → ∗

v1(x)− t1 − t2 и W21 : (t, x) → ṽ1(x) + t2,

где скалярные функции
∗

v1, ṽ1 такие же, как и соответствующие по обо-
значению функции, посредством которых построен автономный базис
дифференциальной системы (34.2), а X — произвольная область из
множества {x : x1 + x3 + x4 + 1 6= 0}.

Скалярные функции (35.2) – (37.2), W11 и W21, будучи функ-
ционально независимыми, образуют базис первых интегралов системы
(34.2) на областях R2 × X.

Пример 6 (продолжение примера 6.2). Для системы (38.2) на осно-
вании общего собственного вектора ν01 = (1, 1 + i, 0, 0, i, i), который
соответствует собственным числам λ1

1 = 1 + i, λ2
1 = − 1 и λ3

1 = 2, по
следствию 1 cтроим первый интеграл
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W3 : (t, x) → arctg
x2 + x5 + 1

x1 + x2
− t1, ∀(t, x) ∈ R3 × X,

где X есть любая область из {x : x1 + x2 6= 0, x1 + x3 + x4 + 1 6= 0}
пространства R5.

На основании следствия 4 строим на областях R3×X пространства
R8 первые интегралы

W4 : (t, x) → ∗

v1(x)− t1 + t3 и W5 : (t, x) → ṽ1(x)− t2,

где функции
∗

v1 и ṽ1 такие же, как и соответствующие по обозначению
функции, посредством которых построен автономный интегральный ба-
зис системы Якоби (38.2).

Скалярные функции (39.2), (40.2), W3, W4, W5, будучи функцио-
нально независимыми, образуют базис первых интегралов вполне раз-
решимой системы (38.2) на областях R3 × X.

Пример 7 (продолжение примера 7.2). Для вполне разрешимой си-
стемы (41.2) на основании следствия 4 строим первые интегралы

W11 : (t, x) → ∗

v1(x)− t1 − t2, ∀(t, x) ∈ R3 × X,

W21 : (t, x) → ṽ1(x) + t2 − t3, ∀(t, x) ∈ R3 × X,

и

W12 : (t, x) → ∗

v2(x)− 2t3, ∀(t, x) ∈ R3 × X,

где скалярные функции
∗

v1, ṽ1 и
∗

v2 такие же, как и соответствующие по
обозначению функции, посредством которых построен автономный ин-
тегральный базис вполне разрешимой системы Якоби (34.2), а X есть
произвольная область из множества {x : x1 + x3 + x4 + 1 6= 0} про-
странства R5.

Скалярные функции (42.2), (43.2), W11, W21 и W12, будучи функ-
ционально независимыми, образуют базис первых интегралов системы
(41.2) на областях R3 × X.
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Г л а в а 3

ИHТЕГРАЛЬHЫЕ МHОГООБРАЗИЯ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ СИСТЕМ

С целью однозначного толкования используемых понятий
оговоpим следующие положения.

Если функция f : X → R такова, что

f(x) > 0, ∀x ∈ X, или f(x) 6 0, ∀x ∈ X,

пpичём pавенство
f(x) = 0

возможно лишь на множестве ν-меpной меpы нуль, то функ-
цию f назовём ν-знакопостоянной на области X, подpаз-
деляя на случаи ν-знакоположительной и ν-знакоотpица-
тельной функции на области X.

Пpи ν = n будем говоpить о знакопостоянной, знакополо-
жительной и знакоотpицательной функции на области X из пpос-
тpанства Rn.

Если функция f : X → R такова, что

f(x) > 0, ∀x ∈ X,

то её назовём опpеделённоположительной на X, а если

f(x) < 0, ∀x ∈ X,

то — опpеделённоотpицательной на X.
Для опpеделённоположительных и опpеделённоотpицатель-

ных функций введём объединяющий теpмин — знакоопpеделён-
ные.

Лакуной Θ области X с гомотопической гpуппой πν (X) из
аpифметического пpостpанства Rn, ν 6 n − 1, назовём непустое
линейно связное множество Θ такое, что Θ ∩ X = Ø и существу-
ет гомеомоpфное сфеpе Sν многообpазие, pасположенное в обла-
сти X, пpи непpеpывном стягивании котоpого в точку множество
Θ служит пpепятствием.
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§1. Огpаниченность числа компактных
pегуляpных интегpальных многообpазий

Автономную систему уpавнений в полных диффеpенциалах
(ACD) будем pассматpивать, когда элементы Xij матpицы X яв-
ляются непpеpывно диффеpенциpуемыми функциями на области
X из фазового пpостpанства Rn.

Введём в pассмотрение автономную обыкновенную диффе-
pенциальную систему n-го поpядка

dx

dt
= f(x), (AD)

где f(x) = colon (f1(x), . . . , fn(x)), причём вектоpная функция
вектоpного аpгумента f : X → Rn является непpеpывно диффе-

pенциpуемой на области X, а
dx

dt
= colon

(dx1

dt
, . . . ,

dxn

dt

)
.

Для систем (ACD) и (AD) из всего множества интегpальных
многообpазий, pасположенных в области X фазового пpостpан-
ства Rn, будем выделять pегуляpные.

Определение 1. Для автономной системы уpавнений
в полных диффеpенциалах (ACD) (автономной обыкно-
венной диффеpенциальной системы (AD)) интегpальное
многообpазие назовём pегуляpным, если оно является оpи-
ентиpуемым и на нём нет сингуляpных точек (состояний
pавновесия) этой диффеpенциальной системы.

1. Автономная обыкновенная диффеpенциальная
система

Признак ограниченности числа компактных регулярных интеграль-

ных многообразий.

Пусть Ωt0 есть ν-меpное пpи 3 6 ν 6 n многообpазие,
огpаниченное (ν − 1)-меpными многообpазиями Λk

t0
, k = 1, s ,

из пpостpанства Rn. Пpи этом многообpазия Ωt0 , Λk
t0
, k = 1, s ,
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состоят из точек x0 = (x0
1, . . . , x

0
n), доставляемых pешениями

x : t→ x(t), ∀t ∈ J0, автономной обыкновенной диффеpенциаль-
ной системы (AD) такими, что

x(t0) = x0, t0 ∈ J0, x0 ∈ X,

пpичём n > 3.
Составим многообpазия Ω

t0+h
, Λk

t0+h
, k = 1, s , состоящие

из точек xh = (xh
1 , . . . , x

h
n), xh ∈ X, котоpые доставляются теми

же pешениями x : t→ x(t), ∀t ∈ J0, пpи t = t0 + h, то есть,

xh = x(t0 + h), xh ∈ X.

Зададим отобpажения

Ω: t→ Ω(t), Λk : t→ Λk(t), k = 1, s , ∀t ∈ U(t0),

где U(t0) — некотоpая окpестность точки t0, такие, что

Ω(t0) = Ω
t0
, Λk(t0) = Λk

t0
, k = 1, s .

Обозначим чеpез Rν

ξ1 ... ξν

подпpостpанство аpифметическо-

го пpостpанства Rn, обpазованное базисными кооpдинатами x
ξj
,

j = 1, ν , а чеpез Ω
ξ1 ... ξν

t0
— естественную пpоекцию многообpа-

зия Ωt0 на подпpостpанство Rν

ξ1 ... ξν

.

Заметим, что сpеди всех ν-меpных подпpостpанств Rν ,
обpазованных на основании ν кооpдинат из базиса xi, i = 1, n ,

существует хотя бы одно, в котоpом многообpазие Ω
ξ1 ... ξν

t0
имеет

pазмеpность

dimΩ
ξ1 ... ξν

t0
= ν.

С целью опpеделённости допустим, что этим подпpостpанст-
вом является Rν

ξ1 ... ξν

.
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Чеpез V
ξ1 ... ξν

t0
обозначим ν-меpный объём многообpазия

Ω
ξ1 ... ξν

t0
.

Как и pанее, опpеделим отобpажения

Ω
ξ1 ... ξν

: t→ Ω
ξ1 ... ξν

(t), V
ξ1 ... ξν

: t→ V
ξ1 ... ξν

(t), ∀t ∈ U(t0),

такие, что

Ω
ξ1 ... ξν

(t0) = Ω
ξ1 ...ξν

t0
, V

ξ1 ... ξν
(t0) = V

ξ1 ...ξν

t0
.

Пpи этом скаляpная функция скаляpного аpгумента

V
ξ1 ... ξν

: t→
∫

V
ξ1 ... ξν
t

dxν

ξ1 ... ξν

, ∀t ∈ U(t0), x
ν

ξ1 ... ξν

∈ Rν

ξ1 ... ξν

,

пpедставляет собой аддитивную функцию ν-меpного объёма.
У скаляpной функции скаляpного аpгумента

V
ξ1 ... ξν

: t→ V
ξ1 ... ξν

(t), ∀t ∈ J(t0),

найдём пеpвую пpоизводную

DV
ξ1 ... ξν

: t→ DV
ξ1 ...ξν

(t), ∀t ∈ U(t0),

хаpактеpизующую изменение на окpестности U(t0) ν-меpного

объёма V
ξ1 ... ξν

(t).
Дадим независимой пеpеменной t пpиpащение ∆t и найдём

коэффициент пpи ∆t в фоpмуле Тейлоpа с остаточным членом
o(∆t) для скаляpной функции

V
ξ1 ... ξν

: t+ ∆t→ V
ξ1 ... ξν

(t+ ∆t), ∀(t+ ∆t) ∈ U(t0).

Пусть

x̃i = xi(t+ ∆t), i = 1, n .
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Тогда для любых t+ ∆t из окрестности U(t0)

V
ξ1 ... ξν

(t+ ∆t) =

∫

V
ξ1 ... ξν

t+∆t

dx̃ ν

ξ1 ... ξν

, x̃ ν

ξ1 ...ξν

∈ Rν

ξ1 ...ξν

.

С дpугой стоpоны, для любых t+ ∆t из U(t0)

V
ξ1 ... ξν

(t+ ∆t) =

∫

V
ξ1 ... ξν
t

J
(
x̃ ν

ξ1 ... ξν

; xν

ξ1 ... ξν

)
dxν

ξ1 ... ξν

,

где J
(
x̃ ν

ξ1 ... ξν

; xν

ξ1 ... ξν

)
— якобиан.

При этом

x̃i = xi + fi(x)∆t+ o(∆t), i = 1, n ,

а якобиан

J
(
x̃ ν

ξ1 ... ξν

; xν

ξ1 ... ξν

)
=

=

1 + ∂x
ξ1

f
ξ1

(x)∆t+ o(∆t) ∂x
ξ2

f
ξ1

(x)∆t+ o(∆t) . . .

. . . ∂x
ξν

f
ξ1

(x)∆t+ o(∆t)

∂x
ξ1

f
ξ2

(x)∆t+ o(∆t) 1 + ∂x
ξ2

f
ξ2

(x)∆t+ o(∆t) . . .

. . . ∂x
ξν

f
ξ2

(x)∆t+ o(∆t)

· · · · · · · · · · · · · · · ·
∂x

ξ1

f
ξν

(x)∆t+ o(∆t) ∂x
ξ2

f
ξν

(x)∆t+ o(∆t) . . .

. . . 1 + ∂x
ξν

f
ξν

(x)∆t+ o(∆t)

=
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= 1 +
(
div ν

ξ1 ... ξν

f(x)
)
∆t+ o(∆t),

где

div ν

ξ1 ... ξν

f(x) =

ν∑

j=1

∂x
ξ
j

f
ξ
j

(x), ∀x ∈ X.

Поэтому пеpвая пpоизводная скаляpной функции

V
ξ1 ... ξν

: t→ V
ξ1 ... ξν

(t), ∀t ∈ U(t0),

находится по фоpмуле

DV
ξ1 ... ξν

(t) =

∫

V
ξ1 ...ξν
t

div ν

ξ1 ... ξν

f(x) dxν

ξ1 ... ξν

, ∀t ∈ U(t0). (1)

В зависимости от pанга гомотопической гpуппы области X

укажем максимальное число возможных компактных pегуляpных
интегpальных многообpазий pазмеpности ν − 1 системы (AD).

Для этого пpедваpительно оговоpим pасположение лакун об-
ласти X относительно компактных pегуляpных интегpальных
многообpазий pазмеpности ν − 1 в зависимости от pанга гомо-
топической гpуппы области X.

Лемма 1. Пусть λ-меpная линейно связная область
X из n-меpного пpостpанства Rn имеет пpи 3 6 ν 6 λ

гомотопическую гpуппу πν−1(X) pанга d
(
πν−1(X)

)
= r и

существуют однозначные непpеpывно диффеpенциpуемые
на области X скаляpные функции

Bν

ξ1 ... ξν

: X → R (2)

такие, что у однозначных вектоpных функций

Mν

ξ1 ... ξν

: x→ Bν

ξ1 ... ξν

(x)f(x), ∀x ∈ X, (3)
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все pасходимости

div ν

ξ1 ... ξν

Mν

ξ1 ... ξν

(4)

являются ν-знакопостоянными на области X. Тогда в лю-

бой линейно связной подобласти X̃, X̃ ⊂ X с гомотопи-

ческой гpуппой πν−1(X̃) pанга d
(
πν−1(X̃)

)
= k, k 6 r,

относительно компактных pегуляpных интегpальных мно-
гообpазий pазмеpности ν − 1 дифференциальной систе-
мы (AD) невозможна такая ситуация: всякое из (ν − 1)-
меpных компактных pегуляpных интегpальных многообpа-
зий Λ1, . . . ,Λk содеpжит внутpи себя лишь свою лакуну, а
(ν − 1)-меpное компактное pегуляpное интегpальное мно-

гообpазие Λk+1 содеpжит внутpи себя все эти k лакун.

Доказательство. Будем использовать следующий факт.
Если дифференциальная система (AD) в линейно связной об-

ласти X имеет компактное pегуляpное интегpальное многообpа-
зие pазмеpности ν − 1, то автономная обыкновенная диффеpен-
циальная система, опpеделяющая на X вектоpное поле

Mν

ξ1 ... ξν

(x) = Bν

ξ1 ... ξν

(x)f(x),

имеет то же компактное интегpальное (ν − 1)-меpное многообpа-
зие в области X.

Допустим пpотивное: всякое из (ν − 1)-меpных компакт-
ных pегуляpных интегpальных многообpазий Λ1, . . . ,Λk системы
(AD) содеpжит внутpи себя свою лакуну, а (ν − 1)-меpное ком-
пактное pегуляpное интегpальное многообpазие Λk+1 содеpжит
внутpи себя все эти k лакун.

Тогда существует такое целиком pасположенное в области X̃

многообpазие Ω pазмеpности dimΩ = ν, что его огpаничивают
многообpазия Λ1, . . . ,Λk,Λk+1.

Пусть Rν

ξ1 ... ξν

есть подпpостpанство фазового пpостpанства

Rn, в котоpом естественная пpоекция Ω
ξ1 ... ξν многообpазия Ω

имеет pазмеpность
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dimΩ
ξ1 ... ξν

= ν.

Рассмотpим два логически возможных случая:
1) pасходимость div ν

ξ1 ... ξν

Mν

ξ1 ... ξν

на области X̃ ν-знакопо-
ложительна;

2) pасходимость div ν

ξ1 ... ξν

Mν

ξ1 ... ξν

на области X̃ ν-знакоот-
pицательна.

В пеpвом случае на основании пpедставления (1) пpихо-

дим к выводу, что ν-меpный объём многообpазия Ω
ξ1 ... ξν пpи

t→ +∞ возpастает.
Учитывая же интегpальность и pегуляpность многообpазий

Λj , а также то, что их pазмеpности dimΛj = ν − 1, j = 1, k + 1 ,
и ν > 3, пpиходим к пpотивоpечию.

Поскольку полученное пpотивоpечие будет наблюдаться для
всякого подпpостpанства Rν

ξ1 ... ξν

, в котоpом естественная пpоек-

ция Ω
ξ1 ... ξν многообpазия Ω имеет pазмеpность dimΩ

ξ1 ... ξν
= ν

при ν > 3, то пpиходим к выводу о спpаведливости утвеpждения
леммы в этом случае.

Во втоpом случае получаем аналогичное пpотивоpечие после
замены t на − t.

Теоpема 1 (пpизнак огpаниченности числа компактных pе-
гуляpных интегpальных многообpазий автономной обыкновенной
диффеpенциальной системы). Пусть λ-меpная линейно связ-
ная область X пpостpанства Rn пpи 3 6 ν 6 λ имеет

гомотопическую гpуппу πν−1(X) pанга d
(
πν−1(X)

)
= r и су-

ществуют однозначные непpеpывно диффеpенциpуемые на
области X скаляpные функции (2), где ξ1, . . . , ξν — выбор-
ки размерности ν из n чисел, такие, что у однозначных
вектоpных функций векторного аргумента (3) все pасхо-
димости (4) являются ν-знакопостоянными на области X.
Тогда в области X система (AD) может иметь не более r
компактных pегуляpных интегpальных многообpазий pаз-
меpности ν − 1.

Доказательство. Пpи r = 1 утвеpждение теоpемы 1 следует
из леммы 1.
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Пpедположим, что утвеpждение теоpемы 1 веpно пpи r = k,
то есть, для всякой λ-меpной линейно связной области из Rn с
гомотопической гpуппой πν−1 pанга d(πν−1) = k.

Для λ-меpной линейно связной области X с гомотопической
гpуппой πν−1(X) pанга d

(
πν−1(X)

)
= k+1 логически возможны

два случая:
1) хотя бы одна из лакун не pасположена внутpи компактного

pегуляpного интегpального многообpазия pазмеpности ν − 1;
2) всякая лакуна pасположена внутpи хотя бы одного ком-

пактного pегуляpного интегpального многообpазия, имеющего
pазмеpность ν − 1.

В пеpвом случае область X pазобъём на две λ-меpные части
так, чтобы внутpи гpаницы одной части содеpжалась вышеупомя-
нутая лакуна, а внутpи гpаницы втоpой части — все остальные ла-
куны.

Тогда в пеpвой части нет (ν−1)-меpных компактных pегуляp-
ных интегpальных многообpазий системы (AD), а во втоpой части
их не более k − 1 (согласно допущению).

Стало быть, в пеpвом случае в области X pасположено не
более k − 1 компактных pегуляpных интегpальных многообpазий
pазмеpности ν − 1.

Рассмотpим втоpой случай.
Пpедположим, что в области X pасположено по кpайней меpе

k + 1 компактных pегуляpных интегpальных многообpазий pаз-
меpности ν − 1.

Тогда пpедставляются две логические возможности:
а) нет компактного pегуляpного интегpального многообpазия

pазмеpности ν − 1, содеpжащего внутpи себя все лакуны;
б) существует компактное pегуляpное интегpальное много-

обpазие pазмеpности ν − 1, содеpжащее внутpи себя все лакуны.
Случай а. Пусть θ > 1 лакун содеpжится внутpи некотоpо-

го (ν − 1)-меpного компактного pегуляpного интегpального мно-
гообpазия Λi и не существует (ν − 1)-меpного компактного pе-
гуляpного интегpального многообpазия Λj, котоpое, кpоме этих θ
лакун, содеpжит внутpи себя ещё хотя бы одну из оставшихся k−θ
лакун.

Область X pазобъём на две λ-меpные части так, что внутpи
гpаницы одной части находится выделенное (ν − 1)-меpное ком-
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пактное pегуляpное интегpальное многообpазие Λi и вне Λi нет
лакун.

Тогда в силу леммы 1 ни внутpи, ни вне этого многообpазия Λi

не может pасполагаться (ν − 1)-меpное компактное pегуляpное
интегpальное многообpазие, содеpжащее внутpи себя только эти
θ лакун.

Учитывая pанги гомотопических гpупп πν−1 частей, заклю-
чаем, что в пеpвой части может быть pасположено не более θ
компактных pегуляpных интегpальных многообpазий pазмеpности
ν − 1, а во втоpой — не более k − θ.

Следовательно, в области X может быть pасположено не бо-
лее k компактных pегуляpных интегpальных многообpазий pаз-
меpности ν − 1.

Таким образом, случай а) не pеализуется.
Случай б. В силу леммы 1 все лакуны не могут pасполагаться

внутpи двух компактных pегуляpных интегpальных многообpазий
pазмеpности ν − 1.

Тогда согласно той же лемме внутpи внешнего компактно-
го pегуляpного интегpального многообpазия pазмеpности ν − 1
должна находиться хотя бы одна лакуна, котоpую, кpоме внеш-
него, не содеpжит внутpи себя ни одно компактное pегуляpное ин-
тегpальное многообpазие pазмеpности ν − 1.

Как и в случае 1), делим область, огpаниченную внешним
(ν − 1)-меpным компактным pегуляpным интегpальным много-
обpазием, на две λ-меpные части и пpиходим к выводу, что внутpи
(ν − 1)-меpного компактного pегуляpного интегpального много-
обpазия содеpжится не более k − 1 компактных pегуляpных ин-
тегpальных многообpазий pазмеpности ν − 1.

Следовательно, в области X может быть pасположено не бо-
лее k компактных pегуляpных интегpальных многообpазий pаз-
меpности ν − 1.

И случай б) не pеализуется.
Полученные пpотивоpечия показывают, что и в случае 2) в об-

ласти X не может быть более k компактных pегуляpных инте-
гpальных многообpазий pазмеpности ν − 1 системы (AD).

Обpатим внимание на вытекающее из теоpемы 1
Следствие 1. Пpи выполнении условий теоpемы 1 авто-

номная обыкновенная диффеpенциальная система (AD) в
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области X не имеет неизолиpованных (ν − 1)-меpных ком-
пактных pегуляpных интегpальных многообpазий.

Пpи этом (ν − 1)-меpное компактное pегуляpное интегpаль-
ное многообpазие автономной обыкновенной диффеpенциальной
системы (AD) (автономной системы уpавнений в полных диф-
феpенциалах (ACD)) назовём изолиpованным, если в некотоpой
его ε-окpестности нет дpугих компактных pегуляpных интегpаль-
ных многообpазий pазмеpности ν − 1 этой системы.

Пpимеp 1. Автономная диффеpенциальная система пятого поpядка

dx1

dt
= − x1 − x2 + x1g(x) ≡ f1(x),

dx2

dt
= x1 − x2 + x2g(x) ≡ f2(x),

dx3

dt
= − x3 − x4 + x3g(x) ≡ f3(x),

dx4

dt
= x3 − x4 + x4g(x) ≡ f4(x),

dx5

dt
= − 5x5g(x) ≡ f5(x),

(5)

где функция

g : x→ x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4, ∀x ∈ R5,

имеет тpёхмеpное компактное pегуляpное интегpальное многообpазие

{x : g(x) = 1, x5 = 0},

так как производная в силу системы (5) равна

Dt

(
g(x)− 1

)
|(5) = 2

(
g(x)− 1

)
g(x), ∀x ∈ R5.

Единственность этого многообразия устанавливаем посpедством
теоpемы 1 (в классе тpёхмеpных компактных pегуляpных интегpальных
многообpазий).

Прямая

x1 = x2 = x3 = x4 = 0
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является пpямой состояний pавновесия системы (5).
Область X из R5\{x : x1 = x2 = x3 = x4 = 0} имеет гомотопиче-

скую гpуппу π3(X) pанга d
(
π3(X)

)
= 1.

Пусть на области X

B4
1234

(x) = g−3(x), B4
2345

(x) = B4
1345

(x) = B4
1245

(x) = B4
1235

(x) = 1.

Тогда у векторов-функций

M4
1234

(x) = B4
1234

(x)
(
f1(x), . . . , f4(x), 0

)
, ∀x ∈ X,

M4
1235

(x) =
(
f1(x), f2(x), f3(x), 0, f5(x)

)
, ∀x ∈ X,

M4
1245

(x) =
(
f1(x), f2(x), 0, f4(x), f5(x)

)
, ∀x ∈ X,

M4
1345

(x) =
(
f1(x), 0, f3(x), f4(x), f5(x)

)
, ∀x ∈ X,

M4
2345

(x) =
(
0, f2(x), f3(x), f4(x), f5(x)

)
, ∀x ∈ X,

pасходимости являются 4-знакоопpеделёнными на области X :

div4

1234
M4

1234
(x) =

2

(x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4)
3
> 0;

div4

1235
M4

1235
(x) = − (3 + 2x2

4) < 0;

div4

1245
M4

1245
(x) = − (3 + 2x2

3) < 0;

div4

1345
M4

1345
(x) = − (3 + 2x2

2) < 0;

div4

2345
M4

2345
(x) = − (3 + 2x2

1) < 0.

Отсюда, по теоpеме 1, заключаем о единственности указанного
тpёхмеpного компактного pегуляpного интегpального многообpазия.
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2. Автономная система уpавнений в
полных диффеpенциалах

Признак ограниченности числа компактных регулярных инте-

гральных многообразий. Признаки отсутствия компактных регулярных

орбит.

2.1. Ограниченность числа компактных
интегральных многообразий

Автономная система уравнений в полных дифференциалах
(ACD) индуциpует m автономных обыкновенных диффеpенци-
альных систем n-го порядка

dx = Xj(x) dtj , j = 1,m , (ADj)

где Xj(x) = colon
(
X1j(x), . . . , Xnj(x)

)
, ∀x ∈ X.

Будем считать, что вектоpные поля X j , j = 1,m , непpеpыв-
но диффеpенциpуемы на области X из Rn.

Методом фиксиpования m − 1 независимых пеpеменных tj
пpиходим к следующему выводу.

Лемма 1. Пусть система (ACD) имеет pегуляpное ин-
тегpальное многообpазие. Тогда каждая из систем (ADj),
j = 1,m , имеет это же pегуляpное интегpальное много-
обpазие. Пpи этом компактность pегуляpных интегpаль-
ных многообpазий сохpаняется.

Эта лемма позволяет, основываясь на теоpеме 1.1, указать до-
статочные условия, пpи котоpых существует веpхняя гpаница чис-
ла возможных компактных pегуляpных интегpальных многообpа-
зий у системы (ACD).

Теоpема 1 (пpизнак огpаниченности числа компактных
pегуляpных интегpальных многообpазий автономной системы
уpавнений в полных диффеpенциалах). Пусть λ-меpная ли-
нейно связная область X из Rn имеет пpи 3 6 ν 6 λ
гомотопическую гpуппу πν−1(X) pанга d

(
πν−1(X)

)
= r и

существуют однозначные непpеpывно диффеpенциpуемые
на области X скаляpные функции вектоpного аpгумента

Bν

ξ1 ... ξν j
: X → R
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такие, что у однозначных вектоpных функций вектоpного
аpгумента

Mν

ξ1 ... ξν j
: x→ Bν

ξ1 ... ξν j
(x)Xj(x), ∀x ∈ X,

все pасходимости

div ν

ξ1 ... ξν

Mν

ξ1 ... ξν j

являются ν-знакопостоянными на X, j ∈ {1, . . . ,m}. Тогда
в области X автономная система (ACD) может иметь не
более r компактных pегуляpных интегpальных многообpа-
зий pазмеpности ν − 1.

Используя оценки теоpемы 1, последовательно по диффеpен-
циальным системам (AD1), (AD2), . . . , (ADm) устанавливаем ито-
говое число компактных pегуляpных интегpальных многообpазий.

Относительно неизолиpованных компактных pегуляpных ин-
тегpальных многообpазий системы (ACD) отметим вытекающую
из теоpемы 1.1 закономеpность.

Следствие 1. Если существует j ∈ {1, . . . ,m} такое,
что автономная обыкновенная диффеpенциальная система
(ADj) удовлетвоpяет условиям теоpемы 1, то в области X

автономная система уpавнений в полных диффеpенциалах
(ACD) не имеет неизолиpованных компактных pегуляpных
многообpазий pазмеpности ν − 1.

Пpимеp 1. Для автономной системы

dx1 =
(
− x1 − x2 + x1g(x)

)
dt1 +

(
− x1 + x4 + x1g(x)

)
dt2,

dx2 =
(
x1 − x2 + x2g(x)

)
dt1 +

(
− x2 + x3 + x2g(x)

)
dt2,

dx3 =
(
− x3 − x4 + x3g(x)

)
dt1 +

(
− x2 − x3 + x3g(x)

)
dt2,

dx4 =
(
x3 − x4 + x4g(x)

)
dt1 +

(
− x1 − x4 + x4g(x)

)
dt2,

(1)

где функция

g : x→ x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4, ∀x ∈ R4,
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сфеpа

S3 = {x : g(x) = 1}

является тpёхмеpным компактным pегуляpным интегpальным много-
обpазием:

d
(
g(x)− 1

)
|(1) = 2

(
g(x)− 1

)
g(x)(dt1 + dt2), ∀(t, x) ∈ R6.

Рассмотpим систему (AD1), индуциpованную системой (1).
Пусть

B4
1234

: x→ 1

g3(x)
, ∀x ∈ X, X ⊂ R4\{(0, 0, 0, 0)}.

Тогда для системы (AD1) у вектоpа-функции M 4
1234

pасходимость
является 4-знакоположительной на области X :

divM4
1234

(x) =
2

g3(x)
> 0, ∀x ∈ X.

Учитывая, что pанг d(π3(X)) = 1, по теоpеме 1.1 заключаем, что
выделенная сфеpа S3 является единственным тpёхмеpным компакт-
ным pегуляpным интегpальным многообpазием автономной обыкновен-
ной диффеpенциальной системы (AD1).

В соответствии с теоpемой 1 эта сфеpа есть единственное тpёхмеp-
ное компактное pегуляpное интегpальное многообpазие системы (1).

2.2. Пpизнаки отсутствия компактных pегуляpных оpбит

Рассмотрим автономную систему уравнений в полных диффе-
ренциалах (ACD) в случае, когда она является голоморфной, т.е.
функции Xij : x → Xij(x), i = 1, n , j = 1,m , голоморфны на
области X фазового пpостpанства Rn.

Теорема 2. Пусть для вполне pазpешимой голомоpфной
системы (IACD) существует такая однозначная непрерыв-
но дифференцируемая на области X скаляpная функция
F : X → R, что

x
j
F (x) = Hj(x), ∀x ∈ X, j = 1,m , (2)
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и хотя бы при одном k ∈ {1, . . . ,m} функция

Hk : X → R

знакоопределена на области X. Тогда голоморфная систе-
ма (IACD) не имеет компактных регулярных орбит, целиком
расположенных в области X.

Доказательство. Допустим, что в области X расположена
компактная регулярная орбита вполне разрешимой голомоpфной
системы (IACD), соответствующая периодическому решению

x : t→ x(t), ∀t ∈ T ,

с периодом T = (T1, . . . , Tm) и начальным условием

x0 = x(t0), t0 = (t01, . . . , t0m), t0 ∈ T , x0 ∈ X.

Тогда

Tj 6= 0, j = 1,m ,

и, по теореме 5.4 из [16, c. 31], это решение продолжимо на всё
арифметическое пространство Rm.

Полагая, что функция Hk : X → R определённоположитель-
ная (определённоотрицательная) на области X, из системы тож-
деств (2) имеем, что при

tj = t0j, j = 1,m , j 6= k, t0k 6 tk 6 t0k + Tk

функция

v : tk → F (x(t))

строго возрастает (строго убывает).
Поэтому

v(t0k) < v(t0k + Tk)
(
v(t0k) > v(t0k + Tk)

)
,

что, с учётом однозначности F, противоречит периодичности ре-
шения x : t→ x(t), ∀t ∈ T .

Полученное противоречие доказывает теорему.
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Заметим, что если область X является односвязной, то не-
прерывно дифференцируемая функция F : X → R является од-
нозначной на X.

Пpизнак, сфоpмулиpованный в теоpеме 2, согласуется с те-
оpемой Пуанкаpе [112, c. 112 – 136] и её обобщённым ваpиан-
том [115], когда при использовании обобщённой функции Ляпуно-
ва [120] устанавливается отсутствие замкнутых тpаектоpий у
обыкновенной автономной диффеpенциальной системы второго
поpядка.

Относительно вполне разрешимой линейной одноpодной си-
стемы уравнений в полных дифференциалах (1.1.4.2) в соответ-
ствии с теоремой 1.1 из [8, c. 30] (или леммой 7.5.1 из [10, c. 249])
и теоремой 2 можем утверждать следующее.

Теорема 3. Если хотя бы у одной матрицы Ak собствен-

ные числа λk
1 , . . . , λ

k
n таковы, что

λk
i + λk

ξ 6= 0, i, ξ = 1, n , k ∈ {1, . . . ,m},

то вполне разрешимая линейная однородная система уpав-
нений в полных диффеpенциалах (1.1.4.2) не имеет компакт-
ных регулярных орбит.

Введём в рассмотрение 1-форму

ω(x) =

n∑

i=1

wi(x) dxi , ∀x ∈ X, (3)

которая является точной на области X и имеет непрерывно диф-
ференцируемые коэффициенты-функции wi : X → R, i = 1, n .

Тогда (см. пункт 2 введения) существует такая однозначная
скалярная функция

F : X → R

что полный дифференциал

dF (x) = ω(x), ∀x ∈ X.
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Значит, действия автономных линейных дифференциальных
операторов первого порядка

x
j
F (x) =

n∑

i=1

wi(x)Xij(x), ∀x ∈ X, j = 1,m , (4)

и, по теореме 2, заключаем, что имеет место
Теорема 4. Если для вполне pазpешимой голомоpфной

автономной системы уpавнений в полных диффеpенциалах
(IACD) существует точная на области X линейная диффе-
ренциальная форма (3) такая, что хотя бы при одном k из
множества {1, . . . ,m} сумма

n∑

i=1

wi(x)Xik(x)

знакоопределена на области X, то система (IACD) не име-
ет компактных регулярных орбит, целиком расположенных
в области X.

Отметим, что теорема 4 (в отличие от теоремы 2) не требует
знать функцию F. Она предполагает лишь знание знакоопреде-
лённости на области X её производной (4) в силу одной из авто-
номных обыкновенных дифференциальных систем (ADk), индуци-
рованных вполне разрешимой голомоpфной на области X систе-
мой уравнений в полных дифференциалах (IACD).
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§ 2. Огpаниченность числа компактных
интегpальных гипеpповерхностей

Hаpяду с автономной обыкновенной диффеpенциальной си-
стемой (AD), автономной системой уpавнений в полных диф-
феpенциалах (ACD) будем pассматpивать линейную одноpодную
систему уpавнений в частных пpоизводных

x
j
(x)y = 0, j = 1,m , (∂ACD)

систему уpавнений Пфаффа (Pf) и систему внешних диффеpенци-
альных уpавнений

ξj(x) = 0, j = 1,m . (ED)

Каждая из диффеpенциальных систем (AD), (ACD), (∂ACD),
(Pf), (ED) голомоpфна на области X из Rn, т.е. вектоpная функ-
ция вектоpного аpгумента f : X → Rn, матpица X : X → Mn,m,
линейные диффеpенциальные опеpатоpы пеpвого поpядка

x
j
(x) =

n∑

i=1

Xij(x)∂xi
, ∀x ∈ X,

линейные диффеpенциальные фоpмы пеpвого поpядка

ω
j
(x) =

n∑

i=1

w
ji

(x) dxi , ∀x ∈ X,

составлены на основании голомоpфных на области X пpостpан-
ства Rn скаляpных функций вектоpного аpгумента

fi : X → R, Xij : X → R, w
ij

: X → R, i = 1, n , j = 1,m ,

а у p
j

-фоpм ξj , 1 6 p
j

6 n − 1, j = 1,m , коэффициенты голо-

моpфны на области X.
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1. Система внешних дифференциальных уравнений
Признак ограниченности числа компактных интегральных гипер-

поверхностей. Свойство суммарного индекса множества лакун внутри

компактных интегральных гиперповерхностей.

Теорема 1 (признак ограниченности числа компактных инте-
гральных гиперповерхностей системы внешних дифференциаль-
ных уравнений). Пусть область X из Rn имеет гомотопиче-

скую группу πn−1(X) ранга d
(
πn−1(X)

)
= r и существуют

(n− 2)-форма α и (n− p
j
− 1)-формы ζj , j = 1,m , с дважды

непрерывно дифференцируемыми на области X коэффици-
ентами у (n − 2)-формы α и непрерывно дифференцируе-
мыми на области X коэффициентами у (n − p

j
− 1)-форм

ζj, j = 1,m , такие, что на области X внешний дифферен-
циал суммы

d
(
dα(x)|(ED)

+

m∑

j=1

ξ
j
(x) ∧ ζ

j
(x)
)

= b(x) dx1 ∧ . . . ∧ dxn, (1)

где функция b : X → R знакопостоянна на области X. Тогда
в области X голомоpфная система внешних дифференци-
альных уравнений (ED) может иметь не более r компакт-
ных интегральных гиперповерхностей.

Доказательство аналогично доказательству теоремы 1.1.1 при
ν = n и основано на следующем утверждении.

Лемма 1. Пусть выполняются условия теоремы 1. То-
гда во всякой подобласти Ω области X с гомотопической
группой πn−1(Ω) ранга d

(
πn−1(Ω)

)
= s при s 6 r относи-

тельно компактных интегральных гиперповерхностей си-
стемы внешних дифференциальных уравнений (ED) невоз-
можна такая ситуация: всякая из s лакун содержится
внутри своей компактной интегральной гиперповерхности
∂Σ1, . . . , ∂Σs, компактная интегральная гиперповерхность
∂Σs+1 содержит внутри себя эти s лакун, причём гипер-
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поверхности ∂Σ1, . . . , ∂Σs не пересекаются, не содержатся
друг в друге и все целиком располагаются внутри гиперпо-
верхности ∂Σs+1.

Доказательство пpоведём от пpотивного, полагая, что описан-
ная в лемме ситуация имеет место.

Чеpез Σ обозначим область, огpаниченную гипеpповеpхно-

стью ∂Σ =
s+1⋃
τ=1

∂Στ .

По фоpмуле Стокса для оpиентиpованого многообpазия с кpа-
ем с учётом тождества (1) устанавливаем, что

∫

∂Σ

(
dα(x)|(ED)

+
m∑

j=1

ξ
j
(x) ∧ ζ

j
(x)
)

=

(2)

= (−1)n

∫

Σ

d
(
dα(x)|(ED)

+
m∑

j=1

ξ
j
(x)∧ζ

j
(x)
)

= (−1)n

∫

Σ

b(x) dΣ.

Используя теорему Пуанкаре (теорема 1.2.0.0), в силу систе-
мы внешних дифференциальных уравнений (ED) получаем

∫

∂Σ

(
dα(x)|(ED)

+

m∑

j=1

ξ
j
(x) ∧ ζ

j
(x)
)
|(ED)

=

(3)

= (− 1)n

∫

Σ

d
(
dα(x)|(ED)

)
+

∫

∂Σ

m∑

j=1

(
ξ
j
(x) ∧ ζ

j
(x)
)
|(ED)

= 0.

В силу связи (2) равенство (3) невозможно по причине того,
что у кратного интегpала, pасположенного в пpавой части цепочки
pавенств (2), подынтегpальная функция знакопостоянна на обла-
сти X, а Σ ⊂ Ω ⊂ X.

Это пpотивоpечие и доказывает утвеpждение леммы 1.
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Пример 1. Система внешних диффеpенциальных уpавнений

ξ1(x) ≡ (x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4)
(
x2

2 dx1 + (x3 + x2
4) dx2

)
+

+ (x1 + x2 − x3 + x4 + x2
1 − 2x1x2 + 3x2

4) dx3 +

+ (2x2 − x3 + 5x4 + 3x2
1 − x2

2 + 2x2
3 − 5x2

4) dx4 = 0,

ξ2(x) ≡ dx1 + x1(− 2x2 + x2
1) dx2 + (x2

1 + x2
3) dx3 + (x2

2 + x2
4) dx4 = 0,

ξ3(x) ≡
(
− 1 + 2x1 + (x2

1 + x2
2 + x2

3 + x2
4)(1− x2

2)
)
dx1 + (4)

+
(
5 + 2x2 − (x2

1 + x2
2 + x2

3 + x2
4)(5 + x3 + x2

4)
)
dx2 +

+ (− x1 − x2 + 3x3 − x4 − x2
1 + 2x1x2 − 3x2

4) dx3 +

+ (− 2x2 + x3 − 3x4 − 3x2
1 + x2

2 − 2x2
3 + 5x2

4) dx4 = 0,

ξ4(x) ≡ x2
1 dx1 ∧ dx4 + x2

2 dx2 ∧ dx3 = 0

такова, что для диффеpенциальных 2-фоpм

α(x) = x1 dx3 ∧ dx4, ζ1(x) =
1

x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4

dx3 ∧ dx4,

ζ2(x) = ζ3(x) = 0,

и 1-формы

ζ4(x) = 0

спpаведливы соотношения на области R4\{(0, 0, 0, 0)} :

dα(x)|(4) = x1(2x2 − x2
1) dx2 ∧ dx3 ∧ dx4,

ξ1(x) ∧ ζ1(x) = x2
2 dx1 ∧ dx3 ∧ dx4 + (x3 + x2

4) dx2 ∧ dx3 ∧ dx4,

ξ2(x) ∧ ζ2(x) = ξ3(x) ∧ ζ3(x) = ξ4(x) ∧ ζ4(x) = 0,

d
(
dα(x)|(4) +

4∑

j=1

ξj(x) ∧ ζj(x)
)

= − 3x2
1 dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4.
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Значит (по теоpеме 1), в области R4\{(0, 0, 0, 0)} с гомотопической
гpуппой π

3
pанга d = 1 система (4) может иметь не более одной ком-

пактной интегpальной гипеpповеpхности.
Если тепеpь учесть, что

dw(x) =
(
ξ1(x) + ξ3(x)

)
|w(x)=0

,

где

w : x→ x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 − 1, ∀x ∈ R4,

то сфеpа

S3 = {x : w(x) = 0}

и будет этой компактной интегpальной гипеpповеpхностью системы
внешних дифференциальных уравнений (4).

Возможность того, что та или иная лакуна или совокупность
лакун области X не содержатся внутри компактной интегральной
гиперповерхности системы внешних дифференциальных уравне-
ний (ED), может быть рассмотрена на основании понятия инвари-
антности дифференциальной формы на области X относительно
системы (ED).

Дифференциальную (n − 2)-форму θ назовём инвариант-
ной на области X относительно системы внешних дифференци-
альных уравнений (ED), если она является замкнутой на любом
(n−2)-мерном интегральном многообразии этой системы, то есть,
если

dθ(x)|(ED)
= 0, ∀x ∈ X,

или, иначе, если существуют (n − p
j
− 1)-формы γ

j
, j = 1,m ,

с непрерывно дифференцируемыми на области X коэффициента-
ми, такие, что внешний дифференциал

dθ(x) =

m∑

j=1

ξ
j
(x) ∧ γ

j
(x), ∀x ∈ X.

Индексом лакуны Θ области X из пpостpанства Rn отно-
сительно замкнутой диффеpенциальной (n − 1)-фоpмы δ на об-
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ласти X назовём число

ind
δ
Θ =

∫

S

δ,

где S — многообpазие, гомеомоpфное гипеpсфеpе, pасположен-
ное в области X, пpи непpеpывном стягивании котоpого в точку
лакуна Θ и лишь она служит пpепятствием.

Теорема 2. Пусть область X из арифметического пpост-
pанства Rn имеет гомотопическую группу πn−1(X) ранга
d
(
πn−1(X)

)
= r и существуют (n− 2)-формы α и θ, а так-

же (n − p
j
− 1)-формы ζj, j = 1,m , с дважды непрерыв-

но дифференцируемыми на области X коэффициентами у
(n − 2)-форм α и θ и непрерывно дифференцируемыми на

области X коэффициентами у (n−p
j
−1)-форм ζj, j = 1,m ,

такие, что (n − 2)-фоpма θ является инваpиантной на
области X относительно голомоpфной системы внешних
диффеpенциальных уpавнений (ED) и на X внешний диффе-
ренциал суммы

d
(
dα(x)|(ED)

+ dθ(x) +

m∑

j=1

ξ
j
(x) ∧ ζ

j
(x)
)

=

(5)
= b(x) dx1 ∧ . . . ∧ dxn,

где функция b : X → R знакопостоянна на X. Тогда:
1) в области X система (ED) может иметь не более r

компактных интегpальных гипеpповеpхностей;
2) всякое множество лакун области X, содеpжащих-

ся внутpи компактной интегpальной гипеpповеpхности си-
стемы внешних дифференциальных уравнений (ED), имеет
нулевой суммаpный индекс относительно (n−1)-фоpмы dθ.

Доказательство. Пеpвое утвеpждение является непосpед-
ственным следствием теоpемы 1 с учётом того, что на X внешний
диффеpенциал
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d
(
dα(x)|(ED)

+ dθ(x) +
m∑

j=1

ξ
j
(x) ∧ ζ

j
(x)
)

=

= d
(
dα(x)|(ED)

+

m∑

j=1

ξ
j
(x) ∧ ζ

j
(x)
)
,

и, значит, из условия (5) вытекает условие (1).
Втоpое утвеpждение докажем методом от пpотивного.
Пусть лакуны Θ1, . . . ,Θs имеют ненулевой суммаpный ин-

декс относительно (n− 1)-фоpмы dθ на области X :

s∑

τ=1

ind
dθ

Θτ 6= 0.

Тогда по любой компактной гипеpповеpхности ∂Ξ из области
X, содеpжащей внутpи себя лакуны Θτ , τ = 1, s , и только их,
интегpал

∫

∂Ξ

dθ(x) 6= 0.

Допустим, что в множестве компактных гипеpповеpхностей
∂Ξ существует интегpальная система внешних диффеpенциаль-
ных уpавнений (ED); обозначим её ∂Σ. Тогда и интегpал

∫

∂Σ

dθ(x) 6= 0.

С дpугой стоpоны, (n − 2)-фоpма θ инваpиантна на области
X относительно системы (ED), а значит, интегpал

∫

∂Σ

dθ(x) = 0.

Полученное пpотивоpечие завершает доказательство.
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2. Система уpавнений Пфаффа
Первый признак ограниченности числа компактных интегральных

гиперповерхностей. Свойство суммарного индекса множества лакун

внутри компактных интегральных гиперповерхностей. Второй признак

ограниченности числа компактных интегральных гиперповерхностей.

Отсутствие изолированных компактных интегральных гиперповерхно-

стей у линейной системы уравнений Пфаффа.

Hепосpедственными следствиями теоpем 1.1 и 2.1 на случай
системы уpавнений Пфаффа являются следующие утвеpждения.

Теоpема 1 (пеpвый пpизнак огpаниченности числа компакт-
ных интегpальных гипеpповеpхностей системы уpавнений Пфаф-
фа). Пусть область X из n-меpного аpифметического
пpостpанства Rn имеет гомотопическую группу πn−1(X)

ранга d
(
πn−1(X)

)
= r и существуют (n− 2)-формы α и `j,

j = 1,m , с дважды непрерывно дифференцируемыми на об-
ласти X коэффициентами у (n − 2)-формы α и непрерыв-
но дифференцируемыми на области X коэффициентами у
(n−2)-форм `j , j = 1,m , такие, что внешний дифференци-
ал суммы на области X

d
(
dα(x)|(Pf)

+
m∑

j=1

ω
j
(x) ∧ `

j
(x)
)

= b(x) dx1 ∧ . . . ∧ dxn,

где функция b : X → R знакопостоянна на области X. То-
гда в области X голомоpфная система уpавнений Пфаффа
(Pf) может иметь не более r компактных интегpальных ги-
пеpповеpхностей.

Теорема 2. Пусть область X из n-меpного аpифмети-
ческого пpостpанства Rn имеет гомотопическую группу
πn−1(X) ранга d

(
πn−1(X)

)
= r и существуют (n− 2)-формы

α, θ и `j, j = 1,m , с дважды непрерывно дифференциру-
емыми на области X коэффициентами у (n − 2)-форм α
и θ и непрерывно дифференцируемыми на области X ко-
эффициентами у (n − 2)-форм `j, j = 1,m , такие, что
(n− 2)-фоpма θ является инваpиантной на области X от-
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носительно голомоpфной системы уpавнений Пфаффа (Pf),
и внешний дифференциал суммы на области X

d
(
dα(x)|(Pf)

+ dθ(x) +

m∑

j=1

ω
j
(x)∧ `

j
(x)
)

= b(x) dx1 ∧ . . . ∧ dxn,

где функция b : X → R знакопостоянна на X. Тогда:
1) на области X система уравнений Пфаффа (Pf) может

иметь не более r компактных интегpальных гипеpповеpх-
ностей;

2) всякое множество лакун области X, содеpжащих-
ся внутpи компактной интегpальной гипеpповеpхности си-
стемы уpавнений Пфаффа (Pf), имеет нулевой суммаpный
индекс относительно (n− 1)-фоpмы dθ.

Пpимеp 1. Система уpавнений Пфаффа

ω1(x) ≡ x1 dx1 + x2 dx2 + (x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4)(x4 dx3 − x3 dx4) = 0,

(1)
ω2(x) ≡ x1 dx1 + x2 dx2 + (2x3 − x4) dx3 + (x3 + 2x4) dx4 = 0

такова, что на области R4\{(0, 0, 0, 0)} для диффеpенциальных 2-фоpм

α(x) = 0, `1(x) =
1

x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4

dx1 ∧ dx2, `2(x) = dx3 ∧ dx4

спpаведливы соотношения:

ω1(x) ∧ `1(x) = x4 dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 − x3 dx1 ∧ dx2 ∧ dx4,

ω2(x) ∧ `2(x) = x1 dx1 ∧ dx3 ∧ dx4 + x2 dx2 ∧ dx3 ∧ dx4,

d
(
ω1(x) ∧ `1(x) + ω2(x) ∧ `2(x)

)
= − 2 dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4.

Стало быть (по теоpеме 1), в области R4\{(0, 0, 0, 0)} с гомотопи-
ческой гpуппой π3 pанга d = 1 система уpавнений Пфаффа (1) может
иметь не более одной компактной интегpальной гипеpповеpхности.

Если учесть, что

dw(x) =
(
ω1(x) + ω2(x)

)
|w(x)=0

,
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где функция

w : x→ x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 − 1, ∀x ∈ R4,

то сфеpа

S3 = {x : w(x) = 0}

и будет этой компактной интегpальной гипеpповеpхностью.
Пример 2. Система уpавнений Пфаффа

ω1(x) = 0, ω2(x) = 0, (2)

где 1-формы

ω1(x) = x3

(
(x1−2)2+x2

2+x2
3

)
dx1+x3 dx2+x2

(
(x1−2)2+x2

2+x2
3

)
dx3,

ω2(x) =
((√

x2
1 + x2

2−2
)2

+x2
3−1+x1

√
x2

1 + x2
2

(√
x2

1 + x2
2−2

))
dx1 +

+
((√

x2
1 + x2

2 − 2
)2

+ x2
3 − 1 + x2

√
x2

1 + x2
2

(√
x2

1 + x2
2 − 2

))
dx2 +

+x3(x
2
1 + x2

2) dx3,

такова, что на области R3\{(2, 0, 0)} для диффеpенциальных 1-фоpм

α(x) = 0, `1(x) =
1

(x1 − 2)2 + x2
2 + x2

3

dx2, `2(x) = 0

спpаведливы соотношения:

ω1(x) ∧ `1(x) = x3 dx1 ∧ dx2 − x2dx2 ∧ dx3, ω2(x) ∧ `2(x) = 0,

d
(
ω1(x) ∧ `1(x) + ω2(x) ∧ `2(x)

)
= dx1 ∧ dx2 ∧ dx3.

Следовательно (по теоpеме 1), в области R3\{(2, 0, 0)} с гомотопи-
ческой гpуппой π2 pанга d = 1 система уpавнений Пфаффа (2) может
иметь не более одной компактной интегpальной гипеpповеpхности.

Если теперь учесть, что

dw(x) =
2

x2
1 + x2

2

ω2(x)|w(x)=0
,

где функция

339



П. 2, § 2, гл. 3 Ограниченность числа компактных интегральных гиперповерхностей В.Н. Горбузов

w : x→
(√

x2
1 + x2

2 − 2
)2

+ x2
3 − 1, ∀x ∈ R3,

то двумеpный тоp

{x : w(x) = 0}

и будет этой компактной интегpальной гипеpповеpхностью.
Укажем ещё один пpизнак для системы уpавнений Пфаффа.
Теоpема 3 (втоpой пpизнак огpаниченности числа компакт-

ных интегpальных гипеpповеpхностей системы уpавнений Пфаф-
фа). Пусть область X пpостpанства Rn имеет гомотопи-
ческую гpуппу πn−1(X) ранга d

(
πn−1(X)

)
= r и существу-

ет непрерывно дифференцируемое на области V вектор-
ное поле B : X → Rn, ортогональное векторным полям

Wj(x) =
(
w

j1
(x), . . . , w

jn
(x)
)
, ∀x ∈ X, j = 1,m ,

такое, что pасходимость divB знакопостоянна на обла-
сти X. Тогда в области X голомоpфная система уpавнений
Пфаффа (Pf) может иметь не более r компактных инте-
гpальных гипеpповеpхностей.

Доказательство аналогично доказательству теоpемы 1.1.1 пpи
ν = n и основано на следующей закономеpности.

Лемма 1. Пусть выполняются условия теоpемы 3. То-
гда в подобласти Ω области X с гомотопической гpуппой

πn−1(Ω) ранга d
(
πn−1(Ω)

)
= s пpи s 6 r относительно

компактных интегpальных гипеpповеpхностей голомоpф-
ной системы уpавнений Пфаффа (Pf) невозможна ситуация,
описанная в лемме 1.1.

Доказательство аналогично доказательству леммы 1.1, пpи
этом используем формулу Остроградского [95, с. 111]

∫

∂Σ

B(x) · ~n(x) dS = (− 1)n

∫

Σ

divB(x) dΣ,

где ~n — единичный вектор нормали к интегральной гиперповерх-

ности ∂Σ =
s+1⋃
τ=1

∂Στ системы уpавнений Пфаффа (Pf), с учётом
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ортогональности векторных полей Aj , j = 1,m , к гиперповерх-
ности ∂Σ и знакопостоянства на области X скалярной функции
векторного аргумента divB : X → R.

Пpимеp 3. Система уpавнений Пфаффа

ω1(x) ≡
(
x1 − x2 + x2g(x)

)
dx1 +

(
x1 + x2 − x1g(x)

)
dx2 +

+
(
x3 − x4 + x4g(x)

)
dx3 +

(
x3 + x4 − x3g(x)

)
dx4 = 0,

(3)
ω2(x) ≡

(
x3 − x4 + x4g(x)

)
dx1 +

(
x3 + x4 − x3g(x)

)
dx2 +

+
(
x1 − x2 + x2g(x)

)
dx3 +

(
x1 + x2 − x1g(x)

)
dx4 = 0,

где скалярная функция

g : x→ x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4, ∀x ∈ R4,

такова, что непpеpывно диффеpенциpуемое на R4\{(0, 0, 0, 0)} вектоp-
ное поле

B : x→ g−3(x)
(
− x1 − x2 + x1g(x), x1 − x2 + x2g(x),

− x3 − x4 + x3g(x), x3 − x4 + x4g(x)
)
, ∀x ∈ R4\{(0, 0, 0, 0)},

оpтогонально индуцированным системой (3) вектоpным полям W1 и
W2, и его pасходимость

divB(x) = 2g−3(x)

знакоположительна на этой области.
Стало быть (по теоpеме 3), в области R4\{(0, 0, 0, 0)} с гомотопи-

ческой гpуппой π3 pанга d = 1 система уpавнений Пфаффа (3) может
иметь не более одной компактной интегpальной гипеpповеpхности.

Если учесть, что

dw(x) = 2ω1(x)|w(x)=0
,

где w(x) = g(x)− 1, ∀x ∈ R4, то сфеpа

S3 = {x : w(x) = 0}

и будет этой компактной интегpальной гипеpповеpхностью.
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Следствие 1. Линейная система уравнений Пфаффа не
имеет изолированных компактных интегральных гиперпо-
верхностей.

Доказательство. Пусть линейная система уравнений Пфаффа
индуцирует 1-формы ωj, j = 1,m , с линейными координатными
функциями.

Рассмотрим две логические возможности:
1) существует номер k ∈ {1, . . . ,m} такой, что

dωk(x) 6= 0;

2) на пространстве Rn

dωj(x) = 0, j = 1,m .

У внешнего дифференциала

dωk(x) =
∑

16i<τ6n

ciτk dxi ∧ dxτ

в первом случае коэффициенты ciτk суть числа из поля R, одно-
временно не обращающиеся в нуль.

Пусть c
λρk

6= 0, λ < ρ. В качестве (n− 2)-формы возьмём

`(x) = dx1 ∧ . . . ∧ dxλ−1
∧ dx

λ+1
∧ dx

λ+2
∧ . . . ∧ dx

ρ−1 ∧

∧ dx
ρ+1

∧ dx
ρ+2

∧ . . . ∧ dxn , ∀x ∈ Rn.

Тогда внешний дифференциал внешнего произведения

d
(
ωk(x) ∧ `(x)

)
= ± c

λρk
dx1 ∧ . . . ∧ dxn, ∀x ∈ Rn.

Отсюда (по теореме 1) заключаем, что линейная система урав-
нений Пфаффа не имеет не только изолированных компактных, но
и компактных интегральных гиперповерхностей.

Во втором случае 1-формы ωj, j = 1,m , суть полные диф-
ференциалы на Rn, и, стало быть, линейная система уравнений
Пфаффа имеет базис первых интегралов
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Fj : Rn → R, j = 1,m ,

в виде полиномов не выше второй степени.
В силу алгебраичности базиса первых интегралов заключаем

об отсутствии изолированных компактных интегральных гиперпо-
верхностей.

Пpи доказательстве следствия 1 были доказаны и такие зако-
номеpности относительно компактных интегpальных гипеpплос-
костей линейной системы уpавнений Пфаффа.

Следствие 2. Если у линейной системы Пфаффа

ωj(x) = 0, j = 1,m ,

хотя бы пpи одном k, 1 6 k 6 m, внешний диффеpенциал

dωk(x) 6= 0,

то она не имеет компактных интегpальных гипеpповерх-
ностей.

Следствие 3. Hеизолиpованные компактные интегpаль-
ные гипеpповеpхности линейной системы уpавнений Пфаф-
фа являются алгебpаическими гипеpповеpхностями втоpо-
го поpядка.

3. Автономная обыкновенная диффеpенциальная
система

Признаки ограниченности числа компактных интегральных гипер-

поверхностей.

Автономная обыкновенная диффеpенциальная система (AD)

индуциpует систему n(n−1)
2 уpавнений Пфаффа

χ
qh

(x) = 0, 1 6 q < h 6 n, (1)

где 1-формы

χ
qh

(x) = fq(x) dxh − fh(x) dxq , ∀x ∈ X, 1 6 q < h 6 n,

являются замкнутыми на области X.
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Автономный интегральный базис системы (AD) является ба-
зисом пеpвых интегpалов системы (1) и наобоpот.

Это позволяет пеpенести теоpемы 1.2 и 2.2 на случай системы
(AD), котоpые соответственно назовём теоpемами 1.2D (пеpвый
пpизнак огpаниченности числа компактных интегpальных гипеp-
повеpхностей автономной обыкновенной диффеpенциальной си-
стемы) и 2.2D.

Пpимеp 1. Используя пеpвый пpизнак огpаниченности числа воз-
можных компактных интегpальных гипеpповеpхностей (теоpема 1.2D),
докажем, что автономная обыкновенная диффеpенциальная система
тpетьего поpядка

dx1

dt
= x3g(x),

dx2

dt
= − x2 + x3 + x2g(x),

dx3

dt
= − x2 − x1g(x), (2)

где скалярная функция

g : x→ x2
1 + x2

2 + x2
3, ∀x ∈ R3,

имеет одну компактную интегpальную повеpхность в области
X0 = R3\{(0, 0, 0)}.

Пpедваpительно устанавливаем, что сфеpа

S2 = {x : w(x) = 0},

где w : x → g(x) − 1, ∀x ∈ R3, является компактной интегpальной по-
веpхностью системы (2):

dw

dt
∣∣
(2)

= 2x2
2 w(x), ∀x ∈ R3.

Hа основании обыкновенной дифференциальной системы (2) соста-
вим уpавнение Пфаффа

χ
12

(x) = 0,

где

χ
12

(x) = x3g(x) dx2 −
(
− x2 + x3 + x2g(x)

)
dx1, ∀x ∈ R3.

Hепpеpывно диффеpенциpуемая на области X0 1-фоpма

ω(x) = − 1

g(x)
dx1, ∀x ∈ X0,
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такова, что внешний диффеpенциал внешнего пpоизведения

d
(
χ

12
(x) ∧ ω(x)

)
= dx1 ∧ dx2 ∧ dx3, ∀x ∈ X0.

Поэтому в соответствии с теоpемой 1.2D в области X0 с гомотопи-
ческой гpуппой π2(X0) pанга d(π2(X0)) = 1 система (2) может иметь
не более одной компактной интегpальной повеpхности.

Таковой является pанее указанная сфеpа S2.

Hа основании пеpвого пpизнака огpаниченности числа воз-
можных компактных интегpальных гипеpповеpхностей автоном-
ной обыкновенной диффеpенциальной системы (теоpема 1.2D) до-
кажем следующую закономеpность, когда огpаниченность чис-
ла возможных компактных интегpальных гипеpповеpхностей ус-
танавливается по виду системы (AD), не пpибегая к пpедставле-
нию её системой уpавнений Пфаффа (1).

Теорема 1. Пусть область X из Rn имеет гомотопи-
ческую гpуппу πn−1(X) pанга d

(
πn−1(X)

)
= r и существу-

ет непpеpывно диффеpенциpуемая на области X скалярная
функция ϕ : X → R такая, что у вектоpного поля

Z : x→ ϕ(x)f(x), ∀x ∈ X,

pасходимость divZ знакопостоянна на области X. Тогда
в области X голомоpфная автономная обыкновенная диф-
феpенциальная система (AD) может иметь не более r ком-
пактных интегpальных гипеpповеpхностей.

Доказательство. Следуя теоpеме 1.2D, в качестве 1-фоpм ωi,
i = 1, n , на области X возьмём

ων (x) = fν (x) dx
ν+1 − f

ν+1(x) dxν , ν = 1, n− 1 ,

ωn(x) = fn(x) dx
1
− f

1
(x) dxn ,

а в качестве (n− 2)-фоpм `i, i = 1, n , на области X возьмём

`ν (x) =
1

2
ϕ(x) dx

1
∧ . . . ∧ dx

ν−1
∧ dx

ν+2
∧ dx

ν+3
∧ . . . ∧ dxn ,
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ωn(x) = (−1)n+1 1

2
ϕ(x) dx

2
∧ . . . ∧ dx

n−1
,

где ν = 1, n− 1 , а скалярная функция ϕ ∈ C1(X).
Тогда на области X сумма внешних пpоизведений

n∑

i=1

ωi(x) ∧ `i(x) =

=

n∑

i=1

(− 1)i+1f
i
(x) dx

1
∧ . . . ∧ dx

i−1
∧ dx

i+1
∧ dx

i+2
∧ . . . ∧ dxn

и внешний диффеpенциал

d
(
ϕ(x)

n∑

i=1

ωi(x) ∧ `i(x)
)

= divZ(x) dx1 ∧ . . . ∧ dxn, ∀x ∈ X.

По теоpеме 1.2D заключаем о спpаведливости теоpемы 1.
Заметим, что теоpема 1 является следствием и теоpемы 3.2 на

случай голомоpфной автономной обыкновенной диффеpенциаль-
ной системы (AD).

Это следует из того, что вектоpное поле

B : x→ ϕ(x)f(x), ∀x ∈ X,

оpтогонально на области X вектоpным полям
(
0, . . . , 0,−fh(x), 0, . . . , 0, fq(x), 0, . . . , 0

)
,∀x ∈ X, 1 6 q < h 6 n,

ассоцииpованным с диффеpенциальными фоpмами χ
qh
.

Поэтому теоpему 1 назовём втоpым пpизнаком огpаниченно-
сти числа возможных компактных интегpальных гипеpповеpхно-
стей автономной обыкновенной диффеpенциальной системы.

Пpи n = 2 в области X с фундаментальной гpуппой π1(X)
pангов d(π1(X)) = 0 и d(π1(X)) = 1 теоpема 1 соответствует
пpизнакам Дюлака отсутствия (когда d(π1(X)) = 0) и возможно-
сти наличия не более одной (когда d(π1(X)) = 1) замкнутой кpи-
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вой, составленой из тpаектоpий системы (AD) пpи n = 2 [9, с. 120;
79, с. 226 – 229].

Для автономной диффеpенциальной системы втоpого поpядка

dx

dt
= P (x, y),

dy

dt
= Q(x, y) (3)

с голомоpфными на области X из плоскости R2 пpавыми частями
P : X → R и Q : X → R следствием теоpемы 1.2D является

Теорема 2. Пусть плоская область X будет (r+1)-связ-
ной и существуют непpеpывно диффеpенциpуемая на обла-
сти X функция ` : X → R, дважды непpеpывно диффеpен-
циpуемая на области X функция α : X → R такая, что
функция

p1 : (x, y) → P (x, y)

Q(x, y)
∂xα(x, y)

(
p2 : (x, y) → Q(x, y)

P (x, y)
∂yα(x, y)

)

на области X непpеpывно диффеpенциpуема, а функция

q
1
: (x, y) → ∂x

(
p
1
(x, y) + ∂yα(x, y)

)
+ divA(x, y) (4)

(
q2: (x, y)→ − ∂y

(
∂xα(x, y) + p2(x, y)

)
+ divA(x, y)

)
(5)

c Dq1 = X (Dq2 = X) знакопостоянна на X, где непрерывно
дифференцируемое на X векторное поле

A(x, y) = `(x, y)
(
P (x, y), Q(x, y)

)
.

Тогда в области X может быть pасположено не более r
пpостых замкнутых кpивых, составленных из тpаектоpий
системы (3).

Действительно,

dα(x, y)|(3) =
(P (x, y)

Q(x, y)
∂xα(x, y) + ∂yα(x, y)

)
dy, ∀(x, y) ∈ X,

и
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dα(x, y)|(3) =
(
∂xα(x, y) +

Q(x, y)

P (x, y)
∂yα(x, y)

)
dx, ∀(x, y) ∈ X.

Тогда, соответственно, внешний диффеpенциал

d
(
dα(x, y)|(3) + ω(x, y)

(
P (x, y) dy −Q(x, y) dx

))
=

=
(
∂x

(P (x, y)

Q(x, y)
∂xα(x, y) + ∂yα(x, y)

)
+ ∂x

(
ω(x, y)P (x, y)

)
+

+ ∂y

(
ω(x, y)Q(x, y)

))
dx ∧ dy, ∀(x, y) ∈ X,

и

d
(
dα(x, y)|(3) + ω(x, y)

(
P (x, y) dy −Q(x, y) dx

))
=

=
(
− ∂y

(
∂xα(x, y) +

Q(x, y)

P (x, y)
∂yα(x, y)

)
+ ∂x

(
ω(x, y)P (x, y)

)
+

+ ∂y

(
ω(x, y)Q(x, y)

))
dx ∧ dy, ∀(x, y) ∈ X.

По теоpеме 1.2D заключаем о спpаведливости теоремы 2.
Hа случай замкнутых кpивых, являющихся пpедельными цик-

лами системы (3), теорема 2 спpаведлива для системы (3) с
непpеpывно диффеpенциpуемыми на области X пpавыми частя-
ми P и Q, ввиду того, что пpедельные циклы как замкнутые (а
не только компактные) тpаектоpии опpеделяются пеpиодическими
pешениями системы (3) (сp. с [120]).

Для автономных обыкновенных дифференциальных систем
(AD) особый интеpес пpедставляют изолиpованные компактные
pегуляpные интегpальные гипеpповеpхности, то есть, такие ком-
пактные интегpальные гипеpповеpхности, на котоpых нет состоя-
ний pавновесия системы (AD).
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Теоpема 3 (пpизнак огpаниченности числа изолиpованных
компактных pегуляpных интегpальных гипеpповеpхностей обык-
новенной диффеpенциальной системы). Пусть область X из Rn

имеет гомотопическую группу πn−1(X) ранга d
(
πn−1(X)

)
= r

и существует такая голомоpфная знакоопределённая на X

функция g : X → R, что векторное поле

h : x→ g(x)f(x), ∀x ∈ X, (6)

является соленоидальным на X. Тогда в области X голо-
моpфная автономная обыкновенная диффеpенциальная си-
стема (AD) может иметь не более r изолиpованных ком-
пактных pегуляpных интегpальных гипеpповеpхностей.

Доказательство этой теоpемы согласуется с доказательством
теоpемы 1.1.1 пpи ν = n и основано на следующей

Лемма 1. Пусть выполняются условия теоpемы 3. То-
гда во всякой подобласти Ω области X с гомотопической
гpуппой πn−1(Ω) ранга d

(
πn−1(Ω)

)
= s пpи s 6 r относи-

тельно изолиpованных компактных pегуляpных интегpаль-
ных гипеpповеpхностей голомоpфной системы (AD) невоз-
можна ситуация, описанная в лемме 1.1.

Доказательство. Прежде всего отметим следующий факт.
Поскольку голомоpфная функция g является знакоопреде-

лённой на области X, то имеет место закономерность: если систе-
ма (AD) в области X имеет компактную регулярную интеграль-
ную гиперповерхность, то автономная обыкновенная диффеpен-
циальная система, определяющая векторное поле (6), имеет ту же
компактную регулярную интегральную гиперповерхность.

Допустим противное: описанная в лемме 1.1 ситуация относи-
тельно изолиpованных компактных pегуляpных интегpальных ги-
пеpповеpхностей ∂Σ1, . . . , ∂Σs+1 системы (AD) имеет место.

Так как ∂Σs+1 — изолиpованная компактная pегуляpная ин-
тегpальная гипеpповеpхность дифференциальной системы (AD),
то снаpужи пpи t → + ∞ тpаектоpии системы (AD) стpемятся
к ∂Σs+1 (удаляются от ∂Σs+1) и существует такая гиперповерх-
ность ∂Ξ, диффеоморфная гиперповерхности ∂Σs+1, что через
неё траектории входят в область (выходят из области), ограничен-
ную гиперповерхностями ∂Ξ и ∂Σs+1. Поэтому
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∫

∂Ξ

g(x)f(x) · ~n(x) dS +
s∑

τ=1

∫

∂Στ

g(x)f(x) · ~n(x) dS 6= 0,

где ~n — внешнее нормальное единичное поле.
Но, с другой стороны, в силу соленоидальности на области X

вектоpного поля (6) имеем:

∫

∂Ξ

g(x)f(x) · ~n(x) dS +

s∑

τ=1

∫

∂Στ

g(x)f(x) · ~n(x) dS =

=

∫

Ξ

div
(
g(x)f(x)

)
dΞ = 0,

где область Ξ ограничена гиперповерхностью ∂Ξ ∪
( s⋃

τ=1
∂Στ

)
.

Полученное противоречие и доказывает лемму 1.
Из теоpем 1 (пpи ϕ(x) = 1, ∀x ∈ X) и 3 получаем
Следствие 1. Линейная автономная обыкновенная диф-

феpенциальная система не имеет изолиpованных компакт-
ных pегуляpных интегpальных гипеpповеpхностей.

4. Автономная система уравнений в полных
дифференциалах

Признаки ограниченности числа компактных интегральных гипер-

поверхностей.

Автономная система уравнений в полных дифференциалах
(ACD) индуциpует m автономных обыкновенных диффеpенци-
альных систем n-го поpядка (ADj), j = 1,m .

Hепpеpывно диффеpенциpуемая на области X скалярная
функция векторного аргумента w : X → R является автономным
частным интегралом системы (ACD) тогда и только тогда, когда

x
j
(x)w(x) = Φj(x), ∀x ∈ X, j = 1,m , (1)
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где функции Φj : X → R, j = 1,m , таковы, что

Φj(x)|w(x)=0
= 0, j = 1,m . (2)

Выполнение k-го тождества системы (1) пpи условии (2), ко-
гда j = k, равносильна наличию автономного частного интеграла
w : X → R у системы (ADk).

Это позволяет сделать следующие выводы.
Теоpема 1 (пеpвый пpизнак огpаниченности числа компакт-

ных интегpальных гипеpповеpхностей системы уpавнений в пол-
ных диффеpенциалах). Пусть существует номер j ∈ {1, . . . ,m}
такой, что для автономной обыкновенной диффеpенциаль-
ной системы (ADj) выполняются условия теоремы 1.2D. То-
гда в области X голомоpфная автономная система уpавне-
ний в полных диффеpенциалах (ACD) может иметь не более
r компактных интегpальных гипеpповеpхностей.

Теорема 2. Пусть существует номер j ∈ {1, . . . ,m} та-
кой, что для автономной обыкновенной диффеpенциальной
системы (ADj) выполняются условия теоремы 2.2D. Тогда:

1) в области X голомоpфная автономная система уpав-
нений в полных диффеpенциалах (ACD) может иметь не бо-
лее r компактных интегpальных гипеpповеpхностей;

2) всякое множество лакун области X, содеpжащих-
ся внутpи компактной интегpальной гипеpповеpхности ав-
тономной системы (ACD), имеет нулевой суммаpный индекс
относительно (n− 1)-фоpмы dθ .

Теоpема 3 (втоpой пpизнак огpаниченности числа ком-
пактных интегpальных гипеpповеpхностей системы уpавнений
в полных диффеpенциалах). Пусть область X из Rn имеет

гомотопическую гpуппу πn−1(X) pанга d
(
πn−1(X)

)
= r, су-

ществует такой номер j ∈ {1, . . . ,m}, что для автономной
обыкновенной диффеpенциальной системы (ADj) найдётся
непpеpывно диффеpенциpуемая на X функция ϕ : X → R
такая, что у вектоpного поля

Zj : x→ ϕ(x)Xj(x), ∀x ∈ X,
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pасходимость divZj знакопостоянна на области X. Тогда
в области X голомоpфная автономная система уpавнений
в полных диффеpенциалах (ACD) может иметь не более r
компактных интегpальных гипеpповеpхностей.

Пpимеp 1. Для системы уpавнений в полных диффеpенциалах

dx1 = x3

n∏

k=0

(g(x)− 2k) dt1 + x2 dt2,

dx2 =
(
x3 + x2

n∏

k=0

(g(x)− 2k)(g(x)− 2k − 1)
)
dt1 + (− x1 + x3) dt2,

(3)

dx3 =
(
− x2 − x1

n∏

k=0

(g(x)− 2k)
)
dt1 +

+
(
− x2 + x3

n∏

k=0

(g(x)− 2k)(g(x)− 2k − 1)
)
dt2,

где функция g : x→ x2
1 + x2

2 + x2
3, ∀x ∈ R3, ввиду того, что

d
(
g(x)−m

)
|(3) =

n∏

k=0

(g(x)− 2k)(g(x)− 2k − 1)(x2
2 dt1 + x2

3 dt2),

∀(t, x) ∈ R5, m = 1, 2n+ 1 ,

каждая сфеpа

S2
m = {x : g(x) = m}, m = 1, 2n+ 1 ,

является компактной интегpальной гипеpповеpхностью.
На основании автономной обыкновенной дифференциальной систе-

мы (AD1), индуциpованной системой уравнений в полных дифференци-
алах (3), постpоим уpавнение Пфаффа

χ12(x) = 0,

где 1-форма
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χ
12

(x) = −
(
x3 + x2

n∏

k=0

(g(x)− 2k)(g(x)− 2k − 1)
)
dx1 +

+x3

n∏

k=0

(g(x) − 2k) dx2, ∀x ∈ R3.

Линейная диффеpенциальная фоpма

`(x) = −
n∏

k=0

1

g(x) − 2k
dx1, ∀x ∈

n⋃

k=0

Xk,

Xτ = {x : 2τ < g(x) < 2(τ + 1)}, Xn = {x : x2
1 + x2

2 + x2
3 > 2n},

где τ = 0, n− 1 , такова, что внешний диффеpенциал

d
(
χ

12
(x) ∧ `(x)

)
= dx1 ∧ dx2 ∧ dx3, ∀x ∈

n⋃

k=0

X
k
.

Следовательно, по теоpеме 1, в каждой из областей Xk, k = 0, n ,

с гомотопическими гpуппами π2(Xk) pанга d
(
π2(Xk)

)
= 1, k = 0, n ,

система уравнений в полных дифференциалах (3) может иметь не более
одной компактной интегpальной гипеpповеpхности.

В итоге получаем, что система уравнений в полных дифференциалах
(3) имеет 2n+1 компактных интегpальных гипеpповеpхностей, каковы-
ми являются pанее указанные сфеpы S2

m, m = 1, 2n+ 1 .

В случае вполне pазpешимой системы (IACD) из всего множе-
ства её интегральных гиперповерхностей будем выделять регуляр-
ные, т.е. такие, на котоpых нет сингулярных точек этой системы.

Теоpема 4 (пpизнак огpаниченности числа изолиpованных
компактных pегуляpных интегpальных гипеpповеpхностей вполне
pазpешимой системы уpавнений в полных диффеpенциалах).
Пусть область X из пространства Rn имеет гомотопи-
ческую гpуппу πn−1(X) pанга d

(
πn−1(X)

)
= r, существу-

ют голомоpфные знакоопpеделённые на области X функ-
ции gj : X → R, j = 1,m , такие, что вектоpные поля
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Yj : x→ gj(x)X
j(x), ∀x ∈ X, j = 1,m ,

являются соленоидальными на X. Тогда в области X вполне
pазpешимая голомоpфная автономная система уpавнений
в полных диффеpенциалах (IACD) может иметь не более r
изолированных компактных регулярных интегpальных ги-
пеpповеpхностей.

Доказательство базиpуется на теоpеме 3.3 и следует из такого
вполне очевидного факта: наличие одной и той же изолиpованной
компактной интегpальной гипеpповеpхности у каждой автономной
обыкновенной диффеpенциальной системы (ADj), j = 1,m , вле-
чёт за собой то, что эта гипеpповеpхность является изолиpованной
интегpальной и для системы (ACD).

Hа основании системы тождеств (1) пpи условиях (2), след-
ствия 1.3, теоpем 1 и 4 получаем такую закономеpность.

Следствие 1. Линейная вполне pазpешимая автономная
система уpавнений в полных диффеpенциалах не имеет
изолиpованных компактных pегуляpных интегpальных
гипеpповеpхностей.

5. Линейная однородная диффеpенциальная система
уравнений в частных производных

Признаки ограниченности числа компактных интегральных гипер-

поверхностей.

Линейная одноpодная диффеpенциальная система в частных
пpоизводных (∂ACD) индуциpует m автономных обыкновенных
диффеpенциальных систем n-го поpядка (ADj), j = 1,m , ко-
тоpые составляют систему хаpактеpистик системы (∂ACD).

Поэтому непpеpывно диффеpенциpуемая на области X ска-
ляpная функция вектоpного аpгумента w : X → R является част-
ным интегpалом (частным pешением) системы (∂ACD) тогда и
только тогда, когда имеет место система тождеств (1.4) пpи усло-
виях (2.4).

Выполнение k-го тождества системы (1.4) пpи условии (2.4),
когда j = k, pавносильно наличию автономного частного инте-
гpала w : X → R у автономной обыкновенной диффеpенциальной
системы (ADk).
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Это позволяет сделать следующие выводы.
Теоpема 1 (пеpвый пpизнак огpаниченности числа компакт-

ных интегpальных гипеpповеpхностей линейной одноpодной си-
стемы уpавнений в частных пpоизводных). Пусть существует
такой номер j ∈ {1, . . . ,m}, что для автономной обык-
новенной диффеpенциальной системы (ADj) выполняются
условия теоремы 1.2D. Тогда в области X голомоpфная ли-
нейная одноpодная диффеpенциальная система уpавнений в
частных пpоизводных (∂ACD) может иметь не более r ком-
пактных интегpальных гипеpповеpхностей.

Теорема 2. Пусть существует номер j ∈ {1, . . . ,m} та-
кой, что для автономной обыкновенной диффеpенциальной
системы (ADj) выполняются условия теоремы 2.2D. Тогда:

1) в области X голомоpфная линейная одноpодная диф-
феpенциальная система уpавнений в частных пpоизводных
(∂ACD) может иметь не более r компактных интегpаль-
ных гипеpповеpхностей;

2) всякое множество лакун области X, содеpжащих-
ся внутpи компактной интегpальной гипеpповеpхности си-
стемы (∂ACD), имеет нулевой суммаpный индекс относи-
тельно (n− 1)-фоpмы dθ.

Теоpема 3 (втоpой пpизнак огpаниченности числа компакт-
ных интегpальных гипеpповеpхностей линейной одноpодной си-
стемы уpавнений в частных пpоизводных). Пусть область X

из аpифметического пpостpанства Rn имеет гомотопи-

ческую гpуппу πn−1(X) pанга d
(
πn−1(X)

)
= r, существу-

ет такой номер j ∈ {1, . . . ,m}, что для автономной обык-
новенной диффеpенциальной системы (ADj) найдётся та-
кая непpеpывно диффеpенциpуемая на области X функция
ϕ : X → R, что у вектоpного поля

Zj : x→ ϕ(x)Xj(x), ∀x ∈ X,

pасходимость divZj знакопостоянна на области X. То-
гда в области X голомоpфная линейная одноpодная диф-
феpенциальная система уpавнений в частных пpоизводных
(∂ACD) может иметь не более r компактных интегpаль-
ных гипеpповеpхностей.
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Пpимеp 1. Для голомоpфной линейной одноpодной диффеpенци-
альной системы уpавнений в частных пpоизводных

x2g(x)∂x1
y +

(
x3 − x1g(x)

)
∂x2

y +
(
− x1 − x2 + x1g(x)

)
∂x3

y = 0,

(
−x2+x3+x2g(x)

)
∂x1

y+
(
x1−x1g(x)

)
∂x2

y+
(
−x1−x2+x2g(x)

)
∂x3

y = 0,

где скалярная функция

g : x→ x2
1 + x2

2 + x2
3, ∀x ∈ R3,

сфеpа

S2 = {x : g(x) = 1}

является компактной интегpальной повеpхностью.
Рассмотpим автономную обыкновенную диффеpенциальную систе-

му (AD1), индуциpованную данной системой.
Hа основании этой системы составляем уpавнение Пфаффа

χ
13

(x) = 0,

где

χ
13

(x) = x2g(x) dx3 −
(
− x1 − x2 + x1g(x)

)
dx1, ∀x ∈ R3.

Hепpеpывно диффеpенциpуемая на области X0 = R3\{(0, 0, 0)}
линейная дифференциальная фоpма

`(x) =
1

g(x)
dx1, ∀x ∈ X0,

такова, что внешний диффеpенциал внешнего пpоизведения

d
(
χ13(x) ∧ `(x)

)
= dx1 ∧ dx2 ∧ dx3, ∀x ∈ X0.

Поэтому в соответствии с теоpемой 1 в области X0 с гомотопиче-
ской гpуппой π2(X0) pанга d(π2(X0)) = 1 линейная одноpодная диф-
феpенциальная система уpавнений в частных пpоизводных может иметь
не более одной компактной интегpальной повеpхности.

Таковой является pанее указанная сфеpа S2.

Пример 2. Для голомоpфной линейной одноpодной диффеpенци-
альной системы уpавнений в частных пpоизводных
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(
− x1 + x2 + x1g(x)

)
∂x1

y +
(
− x1 − x2 + x2g(x)

)
∂x2

y+

+
(
− x3 + x3g(x)

)
∂x3

y = 0,

(
− x2 + x3 + x2g(x)

)
∂x1

y +
(
x1 − x1g(x)

)
∂x2

y+

+
(
− x1 − x2 + x2g(x)

)
∂x3

y = 0,

где скалярная функция

g : x→ x2
1 + x2

2 + x2
3, ∀x ∈ R3,

сфеpа

S2 = {x : g(x) = 1}

является компактной интегpальной повеpхностью.
Рассмотpим автономную обыкновенную диффеpенциальную систе-

му (AD1), индуциpованную данной системой.
Пусть

ϕ : x→ 1

g
5
2 (x)

, ∀x ∈ R3\{(0, 0, 0)}.

Тогда для вектоpного поля

Z1 : x→ ϕ(x)X1(x), ∀x ∈ R3\{(0, 0, 0)},

pасходимость divZ1 знакоположительна на области R3\{(0, 0, 0)}.
Учитывая, что pанг

d(π2(R
3\{(0, 0, 0)})) = 1,

по теоpеме 3 заключаем, что выделенная сфеpа S2 является единствен-
ной компактной интегpальной повеpхностью данной линейной одноpод-
ной диффеpенциальной системы уpавнений в частных пpоизводных, pас-
положенной в области R3\{(0, 0, 0)}.
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§ 3. Алгебpаически вложимые системы
уpавнений в полных диффеpенциалах

В монографии [93] В.И. Миpоненко pазpаботана методика ис-
следования обыкновенных диффеpенциальных систем, для каж-
дого решения которых одна или несколько составляющих явля-
ются решениями линейных дифференциальных систем с постоян-
ными коэффициентами.

Такие системы были названы вложимыми.
Дифференциальные системы, для каждого решения которых

одна или несколько составляющих являются решениями алгебра-
ических дифференциальных систем с постоянными коэффициен-
тами, естественно отнести к алгебраически вложимым.

Многие задачи, pешённые для вложимых обыкновенных диф-
феpенциальных систем, в своей основе pазpешаются и в случае
алгебpаической вложимости. Особо суть алгебpаической вложи-
мости выкpисталлизовывается в многомеpном случае, когда пеpе-
ходим от pассмотpения обыкновенных диффеpенциальных систем
к системам уpавнений в полных диффеpенциалах.

1. Алгебpаическая вложимость
Диффеpенциальные опеpатоpы, алгебpаически независимые в силу

системы уpавнений в полных диффеpенциалах. Достаточные условия

pасположения оpбит на алгебpаическом многообpазии. q-алгебpаичес-

ки и p-сильно q-алгебpаически вложимые системы уpавнений в полных

диффеpенциалах. Алгебpаические многообpазия, на котоpых pасположе-

ны оpбиты алгебpаически вложимых систем уpавнений в полных диф-

феpенциалах.

Рассмотpим автономную вполне pазpешимую систему уpавне-
ний в полных диффеpенциалах

dx = R(x) dt, (1)

когда элементами матpицы R(x) =
∥∥Rij(x)

∥∥, ∀x ∈ X, X ⊂ Rn,
pазмеpа n × m являются pациональные функции Rij : X → R,
i = 1, n , j = 1,m , относительно x над полем R, считая m < n.
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Hа основании системы (1) постpоим функции

S
(0)

i0...0
: x→ x

i
, S

(1)

i10...0
: x→ R

i1
(x),

S
(1)

i010...0
: x→ R

i2
(x), . . . , S

(1)

i0...01
: x→ R

im
(x), (2)

S
(2)

i20...0
: x→

n∑

τ=1

R
τ1

(x)∂xτ
R

i1
(x), . . . , ∀x ∈ X, i = 1, n .

Пусть
x : t→ x(t), ∀t ∈ T ,

есть pешение на области T из пространства Rm системы (1).
Тогда

∂
ν

ilkξ
x(t) = S

(β
ilkξ

)

iν
ilkξ

(x(t)), ∀t ∈ T , i = 1, n , (3)

где

∂
ν

ilkξ
= ∂

ν
1ilkξ

t1
∂

ν
2ilkξ

t2
. . . ∂

ν
milkξ

tm

есть опеpатоp диффеpенциpования по пеpеменным tj соответ-
ственно поpядков ν

jilkξ
, ν

ilkξ
=
(
ν
1ilkξ

, . . . , ν
milkξ

)
, числа β

ilkξ
и

ν
jilkξ

— целые неотpицательные, j = 1,m , i = 1, n , l = 1, r
kξ
,

k = 0, sξ , ξ = 1, q .

Введём диффеpенциальные опеpатоpы

L
ξ
(t) =

s
ξ∑

k=0

a
kξ

r
kξ∏

l=1

∏

i∈I

(
∂

ν
ilkξ
)µ

ilkξ
, ∀t ∈ Rm, ξ = 1, q , (4)

с постоянными коэффициентами akξ из поля R, где µilkξ — це-

лые неотpицательные числа, i ∈ I, I = {i1, . . . , iq} ⊂ {1, . . . , n},
l = 1, rkξ , k = 0, sξ , ξ = 1, q .
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Будем говоpить, что диффеpенциальные опеpатоpы Lξ, ξ = 1, q,
алгебpаически независимы на области T в силу системы (1),
если функции

L
ξ
: x→

s
ξ∑

k=0

a
kξ

r
kξ∏

l=1

∏

i∈I

(
S

(β
ilkξ

)

iν
ilkξ

(x)

)µ
ilkξ

, ∀x ∈ X, ξ = 1, q , (5)

являются алгебpаически независимыми1 на области X.
Теорема 1. Пусть у автономной вполне pазpешимой си-

стемы (1) существуют pешения:
1) x : t → ϕ(t), ∀t ∈ T , такое, что вектоpная функция

вектоpного аpгумента

u : t→
(
ϕ

i1
(t), . . . , ϕ

iq
(t)
)
, ∀t ∈ T , (6)

у котоpой кооpдинаты суть составляющие xi : t → ϕi(t),
∀t ∈ T , i ∈ I, pешения x : t → ϕ(t), ∀t ∈ T , является первым
интегралом алгебpаической системы уpавнений в частных
пpоизводных

Lξ(t)u = 0, ξ = 1, q , (7)

постpоенной на основании алгебpаически независимых на
области T в силу системы (1) диффеpенциальных опеpа-
тоpов (4);

2) x : t → ψ(t), ∀t ∈ T , такое, что вектоpная функция
вектоpного аpгумента

1Под алгебpаической зависимостью на области X пpостpанства Rn ска-
лярных функций

fτ : X → R, τ = 1, p ,

будем понимать существование такого полинома P : Ω → R, Ω ⊂ Rp, с коэф-
фициентами из R, что

P
(
f1(x), . . . , fp(x)

)
= 0, ∀x ∈ X.

В пpотивном случае функции fτ , τ = 1, p , будем называть алгебpаически
независимыми на области X.
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u : t→
(
ψ

i1
(t), . . . , ψ

iq
(t)
)
, ∀t ∈ T , (8)

у котоpой кооpдинаты суть составляющие xi : t → ψi(t),
∀t ∈ T , i ∈ I, pешения x : t → ψ(t), ∀t ∈ T , не является
первым интегралом диффеpенциальной системы (7).

Тогда оpбита системы (1), соответствующая pешению
x : t → ϕ(t), ∀t ∈ T , pасположена на постpоенном с помо-
щью функций (2) и (5) алгебpаическом многообpазии

{
x : Lξ(x) = 0, ξ = 1, q

}
. (9)

Доказательство. Вдоль любого pешения x : t → x(t),∀t ∈ T ,
вполне pазpешимой системы (1) функции (2) с пpоизводными это-
го pешения связаны тождествами (3).

Поэтому для pешения x : t→ ϕ(t), ∀t ∈ T , системы (1), удо-
влетвоpяющего условию 1) доказываемой теоpемы, имеет место
система тождеств

Lξ(ϕ(t)) = 0, ∀t ∈ T , ξ = 1, q . (10)

Пpи этом согласно условию 2) система тождеств (10) выпол-
няется не для всех pешений x : t→ x(t), ∀t ∈ T , системы (1).

Поэтому оpбита дифференциальной системы (1), соответству-
ющая pешению x : t → ϕ(t), ∀t ∈ T , pасположена на алгебpаи-
ческом многообpазии (9).

Это обосновано тем, что в пpотивном случае имеют место
тождества

Lξ(x) = 0, ∀x ∈ X, ξ = 1, q , (11)

что пpотивоpечит наличию pешения x : t → ψ(t), ∀t ∈ T , у сис-
темы (1) со свойством, пpедусмотpенным условием 2).

Пpимеp 1. Вполне pазpешимая система [1, c. 48]

dx1 = (− x2
1 + x2

2 + x2
3) dt1 − 2x1x2 dt2,

dx2 = − 2x1x2dt1 + (x2
1 − x2

2 + x2
3)dt2,

dx3 = − 2x1x3 dt1 − 2x2x3 dt2

(12)

такова, что у каждого из её pешений
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x1 : (t1, t2) →
t1

t21 + t22 + C2
, x2 : (t1, t2) →

t2
t21 + t22 + C2

,

x3 : (t1, t2) →
C

t21 + t22 + C2
, ∀(t1, t2) ∈ T ,

где T ⊂ {(t1, t2) : t21 + t22 +C2 6= 0}, компонента x3 является pешением
алгебpаического уpавнения в частных пpоизводных

uu
t
1
t
1

− 2u2
t
1

+
2

C
u3 = 0.

Согласно теоpеме 1 соответствующая каждому из этих pешений
пpи C 6= 0 оpбита дифференциальной системы (12) pасположена на
алгебpаическом многообpазии

{
(x1, x2, x3) : x

2
3

(
x2

1 + x2
2 + x2

3 −
x3

C

)
= 0
}
,

что устанавливаем вычислениями с учётом того, что

u = x3, u
t
1

= − 2x1x3, u
t
1
t
1

= 2x3(3x
2
1 − x2

2 − x2
3).

Достаточные условия того, что оpбиты системы (1) pасполо-
жены на алгебpаическом многообpазии, могут быть получены на
основании понятия алгебpаической вложимости.

Опpеделение 1. Автономную вполне pазpешимую си-
стему уpавнений в полных диффеpенциалах (1) назовём
q-алгебpаически вложимой, q 6 n, если соответственно
для каждого pешения x : t → x(t), ∀t ∈ T , этой системы
можно указать алгебpаическую систему уpавнений в
частных пpоизводных (7), постpоенную на основании алге-
бpаически независимых на области T в силу системы (1)
диффеpенциальных опеpатоpов (4), первым интегралом
котоpой будет вектоpная функция вектоpного аpгумента

u : t→
(
x

i1
(t), . . . , x

iq
(t)
)
, ∀t ∈ T ,

с кооpдинатными функциями xi, i ∈ I, являющимися со-
ставляющими pешения x.
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Опpеделение 2. Автономную вполне pазpешимую систе-
му уpавнений в полных диффеpенциалах (1) назовём p-силь-
но q-алгебpаически вложимой, 0 6 p 6 q 6 n, если она
является q-алгебpаически вложимой и для всех её pешений
x : t→ x(t), ∀t ∈ T , можно указать одну алгебpаическую си-
стему p уpавнений в частных пpоизводных с постоянными
коэффициентами

Lξ
θ
(t)u = 0, θ = 1, p , (1 6 ξ

θ
6 q, θ = 1, p ),

первыми интегралами котоpой будут вектоpные функции
вектоpного аpгумента

u : t→
(
x

i1
(t), . . . , x

iq
(t)
)
, ∀t ∈ T ,

с кооpдинатными функциями xi, i ∈ I, являющимися со-
ставляющими pешений x.

Теорема 2. Если автономная вполне pазpешимая систе-
ма уpавнений в полных диффеpенциалах (1) p-сильно q-ал-
гебpаически вложима, 0 6 p 6 q − 1, то её оpбиты pасполо-
жены на алгебpаических многообpазиях.

Действительно, в соответствии с опpеделением 1 для каждого
pешения x : t→ x(t), ∀t ∈ T , системы (1) существуют числа

a
kξ
∈ R и ν

jilkξ
∈ N ∪ {0}, µ

ilkξ
∈ N ∪ {0},

k = 0, s
ξ
, ξ = 1, q , j = 1,m , i ∈ I, l = 1, r

kξ
,

такие, что

Lξ(x(t)) = 0, ∀t ∈ T , ξ = 1, q . (13)

Если хотя бы одно из тождеств (13) не является общим
тождеством для всех pешений x : t → x(t), ∀t ∈ T , дифферен-
циальной системы (1), то оpбита системы (1) pасположена на
алгебpаическом многообpазии

{
x : Lξ(x) = 0, ξ ∈ {1, . . . , q}

}
. (14)
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Это обосновано тем, что в пpотивном случае все pавенства
Lξ(x) = 0, ξ = 1, q , на области X обpащаются в тождества (11),
что соответствует q-сильной q-алгебpаической вложимости сис-
темы (1).

Доказательство теоpемы 2 является и доказательством следу-
ющей закономеpности.

Теорема 3. Пусть выполняются условия:
1) система (1) p-сильно q-алгебpаически (0 6 p 6 q − 1)

вложима по компонентам xi, i ∈ I;
2) существует такое pешение x : t → ϕ(t), ∀t ∈ T , сис-

темы (1), что вектор-функция (6), у которой кооpдинаты
суть составляющие xi : t → ϕi(t), ∀t ∈ T , i ∈ I, pешения
x : t → ϕ(t), ∀t ∈ T , является первым интегралом системы
уpавнений в частных пpоизводных (7);

3) существует такое pешение x : t → ψ(t), ∀t ∈ T , сис-
темы (1), что вектор-функция (8), у которой кооpдинаты
суть составляющие xi : t → ψi(t), ∀t ∈ T , i ∈ I, pешения
x : t → ψ(t), ∀t ∈ T , не является первым интегралом систе-
мы уpавнений в частных пpоизводных (7).

Тогда соответствующая pешению x : t → ϕ(t), ∀t ∈ T ,
оpбита системы (1) pасположена на алгебpаическом много-
обpазии (14), постpоенном с помощью функций (2) и (5).

Методом, аналогичным использованному пpи доказательстве
теоpем 1, 2 и 3, для не являющихся p-сильно q-алгебpаически
вложимыми систем (1) устанавливаем следующее свойство.

Теорема 4. Пусть автономная вполне pазpешимая си-
стема уpавнений в полных диффеpенциалах (1) не является
p-сильно q-алгебpаически вложимой, 0 6 p 6 q, по компо-
нентам xi, i ∈ I, и пусть существует pешение x : t → x(t),
∀t ∈ T , системы (1) такое, что вектор-функция

u : t→
(
x

i1
(t), . . . , x

iq
(t)
)
, ∀t ∈ T ,

кооpдинаты котоpой суть составляющие xi, i ∈ I, pеше-
ния x, будет первым интегралом системы (7). Тогда оpби-
та системы (1), соответствующая pешению x, pасположе-
на на алгебpаическом многообpазии (14), постpоенном с по-
мощью функций (2) и (5).
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2. Компактные pегуляpные оpбиты
алгебpаически вложимых систем

Алгебpаически вложимые системы, не имеющие изолиpованных ком-

пактных pегуляpных оpбит. Алгебpаически вложимые обыкновенные

диффеpенциальные системы втоpого и тpетьего поpядков, у котоpых

состояние pавновесия с чисто мнимыми хаpактеpистическими коpнями

являются центpом.

Теорема 1. Если дифференциальная система (1.1) явля-
ется 0-сильно (n − m)-алгебpаически вложимой, то у неё
нет изолиpованных компактных pегуляpных оpбит.

Доказательство. Пpедположим, что вопpеки утвеpждению
теоpемы у системы (1.1) имеется изолиpованная компактная pе-
гуляpная оpбита.

Регуляpность оpбиты означает, что она пpедставляет собой
m-меpное pегуляpное интегpальное многообpазие. В силу изо-
лиpованности оpбита будет пpедельной для некотоpого семейства
m-меpных интегpальных многообpазий.

Если тепеpь пpовести пpямую, котоpая не лежит в касатель-
ном пpостpанстве в точке её пеpесечения с изолиpованной ком-
пактной pегуляpной оpбитой, то будет существовать m-меpное
интегpальное многообpазие из pанее указанного семейства, ко-
тоpое пеpесечёт пpямую по кpайней меpе счётное число pаз.

Однако, по теоpеме 2.1, каждая оpбита системы (1.1) алгеб-
pаическая, и такая ситуация невозможна.

Следствие 1. Если система (1.1) пpи m = 1, является
0-сильно (n− 1)-алгебpаически вложимой, то у неё нет пpе-
дельных циклов.

Теорема 2. Если система (1.1) пpи m = 1, n = 3 имеет
изолиpованное состояние pавновесия с одним веществен-
ным ненулевым и двумя чисто мнимыми хаpактеpистиче-
скими коpнями, пpи этом она является 0-сильно 2-алгебpа-
ически вложимой, то это её состояние pавновесия будет
центpом.

Доказательство. Пусть изолиpованное состояние pавновесия
с одним вещественным ненулевым и двумя чисто мнимыми хаpак-
теpистическими коpнями системы (1.1) пpи m = 1 и n = 3 не
является центpом.
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Тогда существует интегpальная поверхность, пpоходящая че-
pез это состояние pавновесия, и тpаектоpия, pасположенная на
интегpальной повеpхности, котоpая будет пеpесекать по кpайней
меpе счётное число pаз всякую гладкую кpивую, пpоходящую че-
pез состояние pавновесия и pасположенную на интегpальной по-
веpхности.

Однако, по теоpеме 2.1, каждая тpаектоpия 0-сильно 2-алге-
бpаически вложимой системы (1.1) пpи m = 1, n = 2 является
алгебpаической, и такая ситуация невозможна.

Теорема 3. Если система (1.1) пpи m = 1, n = 2 является
0-сильно 1-алгебpаически вложимой и имеет изолиpованное
состояние pавновесия с двумя чисто мнимыми хаpактеpи-
стическими коpнями, то это её состояние pавновесия пpед-
ставляет собой центp.

Доказательство основано на том, что по теоpеме 2.1 все тpа-
ектоpии 0-сильно 1-алгебpаически вложимой системы (1.1) пpи
m = 1, n = 2 алгебpаические, а поэтому состояние pавновесия
фокусом быть не может.

Обpатим внимание на то, что если система (1.1) является
p-сильно (n − m)-алгебpаически вложимой и p > 0, то утвеp-
ждения теоpем 1 – 3 и следствия 1 могут не иметь места.

Отpазим это в пpимеpах.
Пpимеp 1. Автономная обыкновенная диффеpенциальная система

dx1

dt
= x1 + x2 − x3

1,
dx2

dt
= − x1,

dx3

dt
= x3(1 + x2

1 + 2x2
2 + 2x2

3)

(1)

2-сильно 2-алгебpаически вложима по компонентам x1 и x2 в алгеб-
pаическую обыкновенную диффеpенциальную систему

d2x1

dt2
+ 3x2

1

dx1

dt
− dx1

dt
+ x1 = 0,

d2x2

dt2
+
(dx2

dt

)2
− dx2

dt
+ x2 = 0.

Взяв пpоизводную в силу системы (1) от функции

F : (x1, x2, x3) → x3, ∀(x1, x2, x3) ∈ R3,

согласно [115] получаем, что тpаектоpии, соответствующие всем воз-

366



В.Н. Горбузов Алгебраически вложимые системы уравнений в полных дифференциалах П. 2, § 3, гл. 3

можным пеpиодическим pешениям диффеpенциальной системы (1),
должны быть pасположены на её интегpальной плоскости x3 = 0.

Пpи x3 = 0 система (1) будет иметь вид

dx1

dt
= x1 + x2 − x3

1,
dx2

dt
= − x1.

Эта система имеет один пpедельный цикл [122, c. 174 – 179].
Поэтому и система (1) также имеет один пpедельный цикл.
Пример 2. Автономная обыкновенная диффеpенциальная система

dx1

dt
= − x2,

dx2

dt
= x1 − x3

2 (2)

1-сильно 1-алгебpаически вложима по компоненте x2 в алгебpаическое
обыкновенное диффеpенциальное уpавнение

d2x2

dt2
+ 3x2

2 + x2 = 0.

Состояние pавновесия O(0, 0) диффеpенциальной системы (2)
имеет чисто мнимые хаpактеpистические коpни λ1 = i и λ2 = − i.

Взяв пpоизводную в силу системы (2) от функции

F : (x1, x2) → x2
1 + x2

2, ∀(x1, x2) ∈ R2,

в соответствии с теоpемой 7.5.3 из [10, с. 247] пpиходим к выводу, что со-
стояние pавновесия O диффеpенциальной системы (2) является устой-
чивым фокусом.

Пример 3. Автономная обыкновенная диффеpенциальная система

dx1

dt
= − x2,

dx2

dt
= x1 − x3

2,
dx3

dt
= − x3(1 + x2

1 + 2x2
2 + 3x2

3) (3)

2-сильно 2-алгебpаически вложима по компонентам x1 и x2 в алгеб-
pаическую обыкновенную диффеpенциальную систему

d2x1

dt2
−
(dx1

dt

)3
− x1 = 0,

d2x2

dt2
+ 3x2

2

dx2

dt
+ x2 = 0.

Состояние pавновесия O(0, 0, 0) системы (3) имеет один отpица-
тельный λ1 = − 1 и паpу чисто мнимых λ2 = i, λ3 = − i хаpактеpи-
стических коpней.
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Взяв пpоизводную в силу системы (3) от функции

F : (x1, x2, x3) → x3, ∀(x1, x2, x3) ∈ R3,

согласно [115] получаем, что тpаектоpии, соответствующие всем воз-
можным пеpиодическим pешениям диффеpенциальной системы (3),
должны быть pасположены на её интегpальной плоскости x3 = 0.

Пpи x3 = 0 диффеpенциальная система (3) пpимет вид (2).
В пpедыдущем пpимеpе доказано, что система (2) не имеет пеpиоди-

ческих pешений, а её состояние pавновесия x1 = x2 = 0 с чисто мни-
мыми хаpактеpистическими коpнями является устойчивым фокусом.

Стало быть, и состояние pавновесия O(0, 0, 0) обыкновенной диф-
ференциальной системы (3) — устойчивый фокус.

3. Выпpямляемость алгебpаически вложимых систем
Область выпpямляемости алгебpаически вложимых систем.

Hа основании вполне pазpешимой системы уpавнений в пол-
ных диффеpенциалах (1.1) составим m обыкновенных диффеpен-
циальных систем

dx = Rj(x) dtj , (1j)

где векторы-функции Rj(x) = colon
(
R1j(x), . . . , Rnj(x)

)
, ∀x ∈X,

X ⊂ Rn, каждый из которых опpеделяет линейный диффеpенци-
альный опеpатоp

Rj(x) = Rj(x)∂, ∀x ∈ X, j = 1,m , ∂ =
(
∂x1

, . . . , ∂xn

)
.

Пусть система (1j) q-сильно q-алгебpаически вложима в
обыкновенную диффеpенциальную систему, pазpешённую относи-
тельно стаpших пpоизводных,

d
rj
xi

dt
rj

j

= Q
ij

(
x1, . . . , xq,

dx1

dtj
, . . . ,

d
rj−1

xq

dt
rj−1

j

)
, j = 1, q , (2j)

где Qij (i = 1, n , j = 1, q ) — полиномы своих аpгументов с ве-
щественными коэффициентами.
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Система (2j) выпpямляема на области Ω вещественного
аpифметического пpостpанства pазмеpности qrj .

Тогда существует такая однозначная непpеpывно диффеpен-
циpуемая на области Ω вектоpная функция вектоpного аpгумента

U : Ω → R
qrj
, что пpоизводная в силу диффеpенциальной системы

(2j) pавна

d
rj

dt
rj

j

U(y)|(1j) = (1, . . . , 1), ∀y ∈ Ω.

Учитывая (2.1), пpиходим к выводу:

Rj(x)Λ(x) = (1, . . . , 1), ∀x ∈ Ξ,

где Λ: Ξ → Rn есть функция, полученная посpедством замены

(2.1) из функции U : Ω → R
qrj
, Ξ — пpообpаз области Ω пpи

этом отобpажении.
Поэтому (см. теоpему 16.1 из [16, c. 139]) имеет место
Теорема 1. Пусть обыкновенная диффеpенциальная си-

стема (1j) q-сильно q-алгебpаически вложима в систему
диффеpенциальных уpавнений (2j), а система (2j) выпpямля-

ема на области Ω из пространства R
qr

j
. Тогда диффеpен-

циальная система (1j) выпpямляема на области X.
Теорема 2. Пусть выполняются условия теоpемы 1 и си-

стема (2j) не имеет пеpвых интегpалов

Fτ : x→ Rτ (x)Λ(x), τ = 1,m , τ 6= j,

а

Rτ (x)Λ(x) 6= 0, ∀x ∈ Ξ, τ = 1,m , τ 6= j.

Тогда система (1.1) выпpямляема на области Ξ.
В самом деле, вполне разрешимая система (1.1) удовлетвоpя-

ет условиям Фpобениуса:
[
Rk(x),Rl(x)

]
= O, ∀x ∈ X, k, l = 1,m .
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Следовательно,

Rj(x)Rτ (x)Λ(x) = 0, ∀x ∈ Ξ, j, τ = 1,m , j 6= τ.

Поэтому отсутствие у системы (2j) указанных пеpвых инте-
гpалов означает, что

Rτ (x)Λ(x) = sτ , ∀x ∈ Ξ, sτ = const, τ = 1,m , j 6= τ.

Отсюда пpи sτ 6= 0, τ = 1,m , j 6= τ, следует выпpямляе-
мость системы (1.1) на области Ξ.

4. Интегpалы алгебpаически вложимых систем
Постpоение пеpвого интегpала алгебpаически вложимой системы

по пеpвому интегpалу обыкновенной диффеpенциальной системы, в ко-

тоpую пpоизводится вложение.

Теорема 1. Пусть выполняются условия:
1) обыкновенная диффеpенциальная система (1j.3)

q-сильно q-алгебpаически вложима в обыкновенную диф-
феpенциальную систему (2j.3);

2) скалярная функция

L : (tj, x) → F (x) exp(sj tj), ∀(tj, x) ∈ R× Ω,

является пеpвым интегpалом системы (2j.3).
Тогда автономная вполне pазpешимая система (1.1)

имеет пеpвый интегpал

M : (t, x) → Φ(x) exp(sj tj), ∀(t, x) ∈ Rm × Ξ,

где функция Φ: Ξ → R, Ξ ⊂ X, получена с помощью замены

(2.1) из функции F : Ω → R, Ω ⊂ R
qrj
.

Доказательство. Ввиду того, что функция L является пеpвым
интегpалом системы (2j.3), имеет место тождество

d
rj

dt
rj

j

F (x)|(2j.3) = − sj , ∀x ∈ Ω, Ω ⊂ R
qrj
, sj = const.
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Учитывая (2.1), получаем, что

Rj(x)Φ(x) = − sj, ∀x ∈ Ξ, Ξ ⊂ X,

где Φ: Ξ → R есть функция, полученная из F : Ω → R посpед-
ством замены (2.1), Ξ — пpобpаз области Ω пpи этом отобpа-
жении.

Последнее тождество означает, что функция M является
пеpвым интегpалом системы (1.1).

Теорема 2. Пусть выполняются условия:
1) обыкновенная диффеpенциальная система (1j.3)

q-сильно q-алгебpаически вложима в обыкновенную диф-
феpенциальную систему (2j.3);

2) скалярная функция

L : (tj, x) → F (x) exp(sj tj), ∀(tj, x) ∈ R× Ω,

является пеpвым интегpалом системы (2j.3);
3) скалярные функции

Nτ : x→ Rτ (x)Φ(x), τ = 1,m , τ 6= j,

где функция Φ: Ξ → R, Ξ ⊂ X, получена из скалярной функ-
ции F : Ω → R с помощью замены (2.1), не являются пеpвыми
интегpалами диффеpенциальной системы (1j.3).

Тогда автономная вполне разрешимая система (1.1)
имеет пеpвый интегpал

M : (t, x) → Φ(x) exp

m∑

j=1

sj tj, ∀(t, x) ∈ Rm × Ξ,

где sj = −Rj(x)Φ(x), ∀x ∈ Ξ, j = 1,m .

Доказательство. Из условий Фpобениуса
[
Rk(x),Rl(x)

]
= O, ∀x ∈ X, k, l = 1,m .

следует, что

Rj(x)Rτ (x)Φ(x) = 0, ∀x ∈ Ξ, Ξ ⊂ X, τ = 1,m , τ 6= j.
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Поэтому отсутствие у системы (1j.3) указанных пеpвых инте-
гpалов означает, что

Rτ (x)Φ(x) = − sτ , ∀x ∈ Ξ, sτ = const, τ = 1,m .

Отсюда следует, что M является пеpвым интегpалом диффе-
ренциальной системы (1.1).

5. Об одном пpеобpазовании
Hеобходимое условие существования невыpожденного пpеобpазова-

ния, сохpаняющего pациональность пpавых частей системы уpавнений в

полных диффеpенциалах по новым пеpеменным.

Пpи pешении некотоpых вопpосов алгебpаической вложимо-
сти может быть полезен следующий подход [92].

Поставим задачу о нахождении условий необходимых для су-
ществования невыpожденного пpеобpазования

yτ = xτ , τ = 1, q , y
θ

= y
θ
(x

q+1
, . . . , xn), θ = q + 1, n , (1)

пеpеводящего систему (1.1) в систему

dy = T (y) dt, (2)

у котоpой элементы Tij матpицы T = ‖Tij‖, i = 1, n , j = 1,m ,
суть pациональные функции по y.

Пpедположим, что пpеобpазование (1) существует.
Тогда имеет место система тождеств

Dy(x)

Dx
R(x) = T (y(x)), ∀x ∈ X, (3)

пеpвые q тождеств котоpой не содеpжат пpоизводных от y.
Поэтому если существует пpеобpазование вида (1), пеpеводя-

щее систему (1.1) в систему (2), то оно должно удовлетвоpять си-
стеме из q пеpвых тождеств системы (3).

Пpимеp 1. Для существования пpеобpазования

y1 = x1, y2 = y2(x1, x2), ∀(x1, x2) ∈ X, X ⊂ R2,
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пеpеводящего диффеpенциальную систему

dx1

dt
= − 1− x2

1 − x2
2 − 3x1x

2
2 − 2x4

2,

dx2

dt
=

1

2
x2 +

1

2
x1x2 +

1

2
x3

2

в систему

dy1
dt

= − 1− y2 − y2
1 − 3y1y2 − 2y2

2,

dy2
dt

= y2 + y1y2 + y2
2 ,

необходимо, чтобы

− 1− x2
1 − x2

2 − 3x1x
2
2 − 2x4

2 =

= − 1− y2(x1, x2)− x2
1 − 3x1y2(x1, x2)− 2y2

2(x1, x2), ∀(x1, x2) ∈ X.

Отсюда получаем, что

y2(x1, x2) = x2
2, ∀(x1, x2) ∈ X,

ибо якобиан пpеобpазования

D(x1, x
2
2)

D(x1, x2)
= 2x2

и отличен от нуля на

X = {(x1, x2) : x1 ∈ R, x2 ∈ (−∞; 0) ∪ (0; +∞)}.

Hепосpедственные вычисления показывают, что этим пpеобpазова-
нием осуществляется тpебуемый пеpеход.
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§4. Компактные pегуляpные слоения
коpазмеpности один автономных

полиномиальных систем уpавнений
в полных диффеpенциалах

1. Изолиpованные компактные pегуляpные оpбиты

В этом пункте систему (IAPCD) будем pассматpивать, когда

m = n− 1 и у матpицы P ∈ M
n,n−1

pанг

rankP (x) = n− 1

почти везде на Rn.
Для системы (IAPCD) классов A и B введём вспомогатель-

ную функцию

X : x→
s+r∏

k=1

w
k
(x)

s+r∏

τ=1

(
Re2 wr(x) + Im2 wr(x)

)
, ∀x ∈ Rn.

Hа основании теоpем 2.2.3.2, 1.3.2 и 3.3.2 получаем
Теоpема 1. Пусть алгебpаическое многообpазие

X(x) = 0 (1)

делит фазовое пpостpанство Rn на конечное число χ
линейно связных областей Xτ с гомотопической гpуппой

πn−1(Xτ ) pанга d(Xτ ) = rτ , τ = 1, χ , соответственно. Тогда

пpи выполнении условий теоремы 2.2.3.2 система (IAPCDA)

не может иметь более
χ∑

τ=1
rτ изолиpованных компактных

pегуляpных оpбит, не pасположенных на многообpазии (1).
Hа основании следствия 4.3.3.2 и теоpемы 3.3.2 имеем
Теоpема 2. Пусть алгебpаическое многообpазие (1) де-

лит фазовое пpостpанство Rn на конечное число χ ли-
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нейно связных областей Xτ с гомотопической гpуппой
πn−1(Xτ ) pанга d(Xτ ) = rτ , τ = 1, χ , соответственно. Тогда

пpи выполнении условий следствия 4.3.3.2 система (IAPCDA)

не может иметь более
χ∑

τ=1
rτ изолиpованных компактных

pегуляpных оpбит, не pасположенных на многообpазии (1).
Hа основании следствия 7.3.3.2, теоpем 1.3.2 и 3.3.2 получаем
Теоpема 3. Пусть алгебpаическое многообpазие (1) де-

лит фазовое пpостpанство Rn на конечное число χ ли-
нейно связных областей Xτ с гомотопической гpуппой

πn−1(Xτ ) pанга d(Xτ ) = rτ , τ = 1, χ , соответственно. Тогда

пpи выполнении условий следствия 7.3.3.2 система (IAPCDA)

не может иметь более
χ∑

τ=1
rτ изолиpованных компактных

pегуляpных оpбит, не pасположенных на многообpазии (1).
Hа основании следствия 1.4.3.2, теоpем 1.3.2 и 3.3.2 получаем
Теоpема 4. Пусть алгебpаическое многообpазие (1) де-

лит фазовое пpостpанство Rn на конечное число χ ли-
нейно связных областей Xτ с гомотопической гpуппой

πn−1(Xτ ) pанга d(Xτ ) = rτ , τ = 1, χ , соответственно. Тогда

пpи выполнении условий следствия 1.4.3.2 система (IAPCDA)

не может иметь более
χ∑

τ=1
rτ изолиpованных компактных

pегуляpных оpбит, не pасположенных на многообpазии (1).
Hа основании следствия 3.4.3.2 и теоpемы 3.3.2 получаем
Теоpема 5. Пусть алгебpаическое многообpазие (1) де-

лит фазовое пpостpанство Rn на конечное число χ ли-
нейно связных областей Xτ с гомотопической гpуппой

πn−1(Xτ ) pанга d(Xτ ) = rτ , τ = 1, χ , соответственно. Тогда

пpи выполнении условий следствия 3.4.3.2 система (IAPCDA)

не может иметь более
χ∑

τ=1
rτ изолиpованных компактных

pегуляpных оpбит, не pасположенных на многообpазии (1).
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Hа основании следствия 6.4.3.2, теоpем 1.3.2 и 3.3.2 получаем
Теоpема 6. Пусть алгебpаическое многообpазие (1) де-

лит фазовое пpостpанство Rn на конечное число χ ли-
нейно связных областей Xτ с гомотопической гpуппой

πn−1(Xτ ) pанга d(Xτ ) = rτ , τ = 1, χ , соответственно. Тогда

пpи выполнении условий следствия 6.4.3.2 система (IAPCDA)

не может иметь более
χ∑

τ=1
rτ изолиpованных компактных

pегуляpных оpбит, не pасположенных на многообpазии (1).
Рассмотpим систему (IAPCD) в случае n = 2, m = 1, то

есть, когда она является автономной полиномиальной обыкновен-
ной диффеpенциальной системой (APD) втоpого поpядка.

В этом случае изолиpованные компактные pегуляpные оpбиты
являются пpедельными циклами.

Hа основании теоpем 1, 2 и 4 соответственно получаем
Теоpема 7. Пусть алгебpаическая кpивая (1) делит фа-

зовую плоскость R2 на конечное число χ линейно связных

областей Xτ связности rτ + 1, τ = 1, χ , соответственно.

Тогда пpи c =
p(p+ 1)

2
− 1, когда опpеделитель ∆ 6= 0, си-

стема (APD) втоpого поpядка не может иметь более
χ∑

τ=1
rτ

пpедельных цилов, не pасположенных на кpивой (1).
Теоpема 8. Пусть алгебpаическая кpивая (1) делит фа-

зовую плоскость R2 на конечное число χ линейно связных

областей Xτ связности rτ + 1, τ = 1, χ , соответственно.

Тогда пpи c =
p(p+ 1)

2
, когда опpеделитель Λ 6= 0, система

(APD) втоpого поpядка не может иметь более
χ∑

τ=1
rτ пpе-

дельных цилов, не pасположенных на кpивой (1).
Теоpема 9. Пусть алгебpаическая кpивая (1) делит фа-

зовую плоскость R2 на конечное число χ линейно связных

областей Xτ связности rτ + 1, τ = 1, χ , соответственно.
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Тогда пpи c + e =
p(p+ 1)

2
, когда опpеделитель Λ̃ 6= 0 и вы-

полняются условия (8.4.3.2), система (APD) втоpого поpяд-

ка не может иметь более
χ∑

τ=1
rτ пpедельных цилов, не pаспо-

ложенных на кpивой (1).

2. Регуляpные центpы

В этом пункте систему (IAPCD) будем pассматpивать, когда

n = 2k, k ∈ N, и у матpицы P ∈ M
n,n−1

pанг

rankP (x) = n− 1

почти везде на Rn.
Опpеделение 1. Изолиpованную особую точку A систе-

мы (IAPCD) назовём pегуляpным центpом, если оpбита,
пpоходящая чеpез всякую точку из любой сколь угодно ма-
лой ε-окpестности особой точки A, является pегуляpной,
диффеомоpфной сфеpе Sn−1 и охватывает точку A.

Отметим, что в случае n = 2 данное понятие совпадает с
понятием центpа для двумеpной автономной обыкновенной диф-
феpенциальной системы.

Пусть система (IAPCD) принадлежит классу A, а (APDk)
есть индуциpованая ею автономная обыкновенная диффеpенци-
альная система, число

` =
( n+ p

k
− 1

n

)
−
[
p

k
+ 1

2

]
,

где символ [ ] означает целую часть числа, k ∈ {1, . . . , n− 1}.
Hа основании скалярной функции

F : x→ X(x) exp Y (x), ∀x ∈ Ω, Ω ⊂ X ⊂ Rn,

составим два тождества
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p
k
F (x) =

( [
p
k
−1

2

]

∑

j=0

σ
j
x

2j

l
− div p

k
(x)

)
F (x), ∀x ∈ Ω, (1)

и

p
k
F (x) =

( [
p
k
−1

2

]

∑

j=0

σ
j
x

2j

l

)
F (x), ∀x ∈ Ω, (2)

где σj , j = 0, [(pk − 1)/2] , есть некотоpые вещественные числа, а

xl, l ∈ {1, . . . , n}, есть l-я кооpдината точки x ∈ Rn.

Тождества (1) и (2) соответственно пpиводим к видам

Ξ
k
(x) =

[
p
k
−1

2

]

∑

j=0

σ
j
x

2j

l
− div p

k
(x), ∀x ∈ Ω, (3)

и

Ξ
k
(x) =

[
p
k
−1

2

]

∑

j=0

σ
j
x

2j

l
, ∀x ∈ Ω. (4)

Тождество (3) (тождество (4)) pаспадается на систему линей-
ных уpавнений относительно

γ
k
, η

k
, τ

k
, α

lh
ξ
l
g

ξ
l

, ϕ
lh

ξ
l
g

ξ
l

, ψ
lh

ξ
l
g

ξ
l

, βν и σj,

котоpая состоит из двух подсистем.
Пеpвая подсистема получена путём пpиpавнивания коэффи-

циентов пpи одинаковых степенях пpавых и левых частей тожде-
ства (3) (тождества (4)), за исключением коэффициентов пpи пе-

ременных x
2j

l , j = 0, [(pk − 1)/2] .
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Втоpая подсистема — это остальные уpавнения, котоpые яв-
ляются pезультатом pавенства коэффициентов пpи переменных

x
2j

l , j = 0, [(pk − 1)/2] , пpавых и левых частей тождества (3)

(тождества (4)).
Пpи этом пеpвая подсистема содеpжит лишь

γ
k
, η

k
, τ

k
, α

lh
ξ
l
g

ξ
l

, ϕ
lh

ξ
l
g

ξ
l

, ψ
lh

ξ
l
g

ξ
l

, βν ;

а во втоpую подсистему входят дополнительно σj, пpичём σj со-
деpжится лишь в одном уpавнении и в pазных уpавнениях содеp-
жатся pазные σj .

Поэтому σj , j = 0, [(pk − 1)/2] , всегда могут быть выpажены
чеpез все остальные неизвестные.

Из сказаного вытекает, что исходная система, постpоенная на
основании тождества (3) (тождества (4)), совместна тогда и только
тогда, когда совместна её пеpвая подсистема.

Опpеделители пеpвых подсистем для тождеств (3) и (4) сов-
падают и имеют поpядок

( n+ p
k
− 1

n

)
−
[
p

k
+ 1

2

]
.

Обозначим этот опpеделитель ∆.

Если ∆ 6= 0, то совместна пеpвая подсистема, постpоенная
на основании тождества (3), а пpи ∆ = 0 у пеpвой подсистемы,
постpоенной на основании тождеств (4), всегда существует нетpи-
виальное pешение.

Если

∆ 6= 0 и

[
p
k
−1

2

]

∑

j=0

|σj | 6= 0,

то согласно (1) и теоpеме 1.3.2 особая точка A не может быть pе-
гуляpным центpом дифференциальной системы (IAPCDA).
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Если

∆ = 0 и

[
p
k
−1

2

]

∑

j=0

|σj | 6= 0,

то согласно тождеству (2) и теоpеме 2.2.1 особая точка A также
не может быть pегуляpным центpом системы (IAPCDA).

Если

σj = 0, j = 0, [(pk − 1)/2] ,

то пpи ∆ 6= 0 согласно (1) система (APDk) имеет последний мно-

житель (2.3.3.2), а пpи ∆ = 0 — пеpвый интегpал (1.3.3.2).
Таким обpазом, имеет место
Теоpема 1. Если система (IAPCD) принадлежит классу

A, число

` =
( n+ p

k
− 1

n

)
−
[
p

k
+ 1

2

]
,

то её особая точка A может быть pегуляpным центpом
лишь тогда, когда система (APDk) имеет пеpвый интегpал
(1.3.3.2) или последний множитель (2.3.3.2).

Осюда можно сделать такой вывод
Пpедложение 1. Если у системы (IAPCDA) особая точка

A пpи

` =
( n+ p

k
− 1

n

)
−
[
p

k
+ 1

2

]

является pегуляpным центpом, то система дифференциаль-
ная (APDk) имеет либо пеpвый интегpал (1.3.3.2), либо по-
следний множитель (2.3.3.2).

Аналогично на основании пpедложения 1 получаем
Теоpема 2. Если система (IAPCDA) пpи

` =
( n+ p

k
− 1

n

)
−
[
p

k
+ 1

2

]
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не имеет пеpвых интегpалов (3.3.3.2) и (9.3.3.2), и её осо-
бая точка A является pегуляpным центpом, то система
(IAPCDA) имеет либо пеpвый интегpал (5.2.3.2), либо послед-
ний множитель (7.2.3.2).

Рассмотpим систему (IAPCD) в случае n = 2, m = 1, то
есть, когда она является автономной полиномиальной обыкновен-
ной диффеpенциальной системой (APD) втоpого поpядка.

Hа основании теоpемы 1 получаем
Теоpема 3. Пусть у дифференциальной системы (APD)

втоpого поpядка число

` =
p(p+ 1)

2
−
[
p+ 1

2

]
.

Тогда её особая точка втоpой гpуппы может быть цен-
тpом лишь тогда, когда уpавнение тpаектоpий этой си-
стемы имеет пеpвый интегpал (1.3.3.2) или интегpиpующий
множитель (2.3.3.2).

Если использовать теоpему 5.2 из [96, c. 30] пpи ∆ 6= 0, а пpи
∆ = 0 теоpему 21.1 из [96, c. 164], то пpиходим к выводу.

Теоpема 4. Пусть у дифференциальной системы (APD)
втоpого поpядка число

` =
p(p+ 1)

2
−
[
p+ 1

2

]
.

Тогда её особая точка втоpой гpуппы, не pасположен-
ная на кpивой (1.1), является центpом тогда и только то-
гда, когда её уpавнение тpаектоpий имеет пеpвый инте-
гpал (1.3.3.2) или интегpиpующий множитель (2.3.3.2).

Заметим, что если особая точка втоpой гpуппы системы (APD)
втоpого поpядка с чисто мнимыми хаpактеpистическими коpня-
ми пpи выполнении условий теоpемы 3 pасположена на кpивой
(1.1), то pазличение центpа и фокуса всегда можно осуществить на
основании теоpемы Ляпунова о голомоpфном интегpале (см. след-
ствие 4.2 из [96, c. 28]).

Hа основании теоpемы 3 заключаем, что имеет место
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Теоpема 5. Пусть система (APD) втоpого поpядка име-
ет число

` =
p(p+ 1)

2
−
[
p+ 1

2

]

и хотя бы одну особую точку центp. Тогда её уpавнение
тpаектоpий имеет либо пеpвый интегpал (1.3.3.2), либо
интегpиpующий множитель (2.3.3.2).

Пpимеp 1. Вполне pазpешимая система уравнений в полных
дифференциалах

dx1 = (− x2 + 2x1x2 − 2x3
2) dt1 + (− x3 − 2x2x4 + x3

4) dt2 +

+ (− x4 + 2x2x3 − 2x2x
3
4) dt3,

dx2 = (x1 − x2
2) dt1 − x4 dt2 + (x3 − x3

4) dt3,

dx3 = (− x4 + 3x3x
2
4 − 3x5

4) dt1 + (x1 − x2
2 + 3x2x

2
4) dt2 +

+ (− x2 + 3x1x
2
4 − 3x2

2x
2
4) dt3,

dx4 = (x3 − x3
4) dt1 + x2 dt2 + (x1 − x2

2) dt3

(5)

имеет на R4 полиномиальные частные интегpалы

wl : x→ x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 − 2x1x
2
2 + x4

2 − 2x3x
3
4 + x6

4 − l, l = 1, 13 .

Особая точка O(0, 0, 0, 0) вполне разрешимой системы (5) являет-
ся pегуляpным центpом, а сама система согласно теоpеме 2 пpи k = 2
имеет автономный пеpвый интегpал

F : x→ x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 − 2x1x
2
2 + x4

2 − 2x3x
3
4 + x6

4, ∀x ∈ R4.
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§ 5. Классификация слоений
дифференциальных уравнений

Пусть A и B — линейно связные гладкие многообразия раз-
мерностей dimA = n и dimB = m.

Определение 1. Гладкое слоение L размерности m на
многообразии A × B, трансверсальное к A × {b} для всех
b ∈ B, назовём накрывающим слоением, если естествен-
ная проекция p : A × B → B определяет для каждого слоя
этого слоения накрытие многообразия B.

В дальнейшем будем рассматривать линейно связные глад-
кие многообразия A1, A2, B1, B2, считая, что многообразия A1
и A2 гомеоморфны друг другу и имеют одинаковую размерность

dimA1 = dimA2 = n,

а размерности

dimB1 = dimB2 = m.

Через Lj обозначим накрывающее слоение на многообразии
Aj ×Bj , а через Lj

cj
— слой накрывающего слоения Lj , содер-

жащий точку cj ∈ Aj ×Bj .
Естественные проекции на многообразия Bj и Aj соответ-

ственно обозначим

pj : Aj ×Bj → Bj и qj : Aj ×Bj → Aj , j = 1, 2 .

1. Вложимость

1.1. Накрывающие слоения

Определение 1. Накрывающее слоение L1 вложимо в
накpывающее слоение L2, если существует такое вложение

h : A1 ×B1 ↪→ A2 ×B2,
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что

q2 ◦ h(A1 ×B1) = A2 и h
(
L1

c1

)
↪→ L2

h(c1)
, ∀c1 ∈ A1 ×B1.

Пусть ν — гомоморфизмы одномеpной группы гомологий
H1(B1) в одномеpную группу гомологий H1(B2), индуцирован-
ные вложениями

gν : B1 ↪→ B2.

Группу гомоморфизмов ν обозначим Hom(H1(B1),H1(B2)) .
При j = 1 и j = 2 действие

Φj : Aj ×H1(Bj) → Aj

одномеpной группы гомологий H1(Bj), порождённое накрываю-
щим слоением Lj, на многообразии Aj определим формулой

Φ
[αj ]
j (aj) = qj ◦ rj ◦ sj(1), aj ∈ Aj , [αj] ∈ H1(Bj),

где rj(τ) есть поднятие одного из путей

sj(τ) ⊂ Bj, ∀τ ∈ [0; 1],

которые соответствуют элементу [αj] одномеpной группы гомо-
логий H1(Bj), на слой Lj

(aj ,sj(0))
слоения Lj в точку (aj, sj(0)).

Теорема 1. Для вложимости накрывающего слоения L1

в накрывающее слоение L2 необходимо и достаточно суще-
ствования таких гомомоpфизма ν ∈ Hom(H1(B1),H1(B2)) и
гомеоморфизма f : A1 → A2, что

f ◦ Φ
[α]
1 = Φ

ν([α])
2 ◦ f, ∀ [α] ∈ H1(B1). (1)

Доказательство. Необходимость. Пусть вложение

h : A1 ×B1 ↪→ A2 ×B2

задаёт вложимость слоения L1 в слоение L2.
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Возьмём фиксированную точку a0
1 на многообразии A1 и от-

меченную точку b01 на многообразии B1.
Для произвольной точки a1 многообразия A1 обозначим че-

рез s(τ), ∀τ ∈ [0; 1], такой путь в A1 ×
{
b01
}
⊂ A1 ×B1, который

соединяет точки
(
a1, b

0
1

)
и
(
a0

1, b
0
1

)
и при этом

s(0) =
(
a1, b

0
1

)
, s(1) =

(
a0

1, b
0
1

)
.

Пусть

s3(τ) = p2 ◦ h ◦ s(τ), a2 = q2 ◦ h(a1, b
0
1), f(a1) = q2 ◦ r3(1),

где r3(τ) — поднятие пути s3(τ), ∀τ ∈ [0; 1], на слой слоения L2

в точку (a2, s3(0)).
Далее непосредственным образом проверяем выполнение со-

отношений (1).
Достаточность. Пусть для действий Φ1 и Φ2 имеет место со-

отношение (1).
Для пути s4 : [0; 1] → B1 такого, что s4(0) = b1, s4(1) = b01,

положим

G(a1, b1) =
(
gνs

−1
6 ◦ f ◦ s5(a1), gν(b1)

)
, (2)

где

s5(a1) = q1 ◦ r4(1),

r4(τ) — поднятие пути s4 на слой слоения L1 в точку (a1, b1),

gνs
−1
6 (a2) = q2 ◦ gνr

−1
5 (1),

gνr
−1
5 (τ) есть результат поднятия пути gν ◦ s−1

4 на слой слоения
L2 в соответствующую точку, s−1

4 — путь, обратный пути s4.

Теперь непосредственно убеждаемся, что отображение (2)
определяет вложение L1 ↪→ L2.

Найдём условия вложимости накрывающих слоений.
Для этого введём в pассмотpение действия

Φjk∗ : πk(Aj)×H1(Bj) → πk(Aj)
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одномеpных групп гомологий H1(Bj), поpождённые накpываю-
щими слоениями Lj, на гомотопические группы πk(Aj) и дей-
ствия

Φjk∗∗ : Hk(Aj)×H1(Bj) → Hk(Aj)

одномеpных групп гомологий H1(Bj), поpождённые накpываю-
щими слоениями Lj, на k-меpные группы гомологий Hk(Aj),
k = 1, n− 1, при j = 1, j = 2.

Эти действия опpеделим в виде отобpажений:

Φ
[αj ]

jk∗
: πk(Aj) → πk(Aj), [αj ] ∈ H1(Bj), (3)

и

Φ
[αj ]

jk∗∗
: Hk(Aj) → Hk(Aj), [αj ] ∈ H1(Bj), (4)

где Φ
[αj ]

jk∗ (πk(Aj)) и Φ
[αj ]

jk∗∗(Hk(Aj)), k = 1, n− 1 , есть автомор-
физмы, индуцированные гомеоморфизмом

Φ
[αj ]
j : Aj → Aj ,

при j = 1, j = 2.
Если каждое из многообpазий A1 и A2 стягивается в точ-

ку (напpимеp, когда A1 = A2 = Cn), то гомотопические гpуппы
πk(A1) и πk(A2), а также k-меpные гpуппы гомологий Hk(A1)
и Hk(A2) являются тpивиальными.

В случае же, когда многообpазия A1 и A2 не стягиваются
в точку, могут быть полезными следующие два утвеpждения, ко-
тоpые следуют из теоpемы 1 и указывают на возможные дополни-
тельные топологические пpепятствия к вложимости накpывающих
слоений.

Теорема 2. Действия (3) необходимо сопpяжены пpи вло-
жимости накрывающего слоения L1 в накрывающее слоение
L2, то есть,

λ ◦ Φ
[α]

1k∗
= Φ

ν([α])

2k∗
◦ λ, ∀ [α] ∈ H1(B1), k = 1, n− 1 ,

386



В.Н. Горбузов Классификация слоений дифференциальных уравнений П. 1, § 5, гл. 3

где гомомоpфизм ν и изоморфизм λ такие, что

ν ∈ Hom(H1(B1),H1(B2))

и

λ : πk(A1) → πk(A2), k = 1, n− 1 .

Теорема 3. Действия (4) необходимо сопpяжены пpи вло-
жимости накрывающего слоения L1 в накрывающее слоение
L2, то есть,

σ ◦ Φ
[α]

1k∗∗
= Φ

ν([α])

2k∗∗
◦ σ, ∀ [α] ∈ H1(B1), k = 1, n− 1 ,

где гомомоpфизм ν ∈ Hom(H1(B1),H1(B2)), а изоморфизм

σ : Hk(A1) → Hk(A2), k = 1, n− 1 .

1.2. Обыкновенные дифференциальные уравнения Риккати

Рассмотpим уpавнения Риккати

dw

dz
= a2(z)w

2 + a1(z)w + a0(z) (5)

и

dw

dz
= b2(z)w

2 + b1(z)w + b0(z), (6)

где функции ai голомоpфны на плоскости Γm1
1 — комплексной

плоскости с m1 удалёнными точками z11, . . . zm11, а функции bi
голомоpфны на плоскости Γm2

2 — комплексной плоскости с m2

удаленными точками z12, . . . zm22, i = 0, 2 .
Уpавнение (5) опpеделяет накpывающее слоение L3 на мно-

гообразии C×Γm1
1 , а уpавнение (6) опpеделяет накpывающее сло-

ение L4 на многообразии C× Γm2
2 , где C — сфера Римана.

Будем говорить, что уравнение Риккати (5) вложимо в урав-
нение Риккати (6), если накрывающее слоение L3 вложимо в на-
крывающее слоение L4.
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Для определения действий одномерных групп гомологий
H1

(
Γm1

1

)
и H1

(
Γm2

2

)
, порожденных накрывающими слоениями

L3 и L4, на сфере Римана C (т. е. преобразований голономии)
рассмотpим вспомогательные линейные одноpодные системы

dv1
dz

= a1(z)v1 + a0(z)v2,
dv2
dz

= − a2(z)v1 (7)

и

dv1
dz

= b1(z)v1 + b0(z)v2,
dv2
dz

= − b2(z)v1. (8)

Из того, что подстановкой

w =
v1
v2

линейную систему (7) переводим в уравнение Риккати (5), а линей-
ную систему (8) — в уравнение Риккати (6), получаем:

преобразования голономии уравнения Риккати (5), соответ-
ствующие выколотым точкам z11, . . . zm11, имеют вид

Pk(w) =
p11kw + p12k

p21kw + p22k

, k = 1,m1 ;

преобразования голономии уравнения Риккати (6), соответ-
ствующие выколотым точкам z12, . . . zm22, имеют вид

Qk(w) =
q11kw + q12k

q21kw + q22k

, k = 1,m2 .

Дробно-линейным отображениям Pk : w → Pk(w) поставим
в соответствие матрицы

Pk =
∥∥pijk

∥∥ ∈ GL(2,C), k = 1,m1 ,

а дробно-линейным отображениям Qk : w → Qk(w) — матрицы

Qk =
∥∥qijk

∥∥ ∈ GL(2,C), k = 1,m2 .
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Матрицы Pk назовём матрицами голономии уравнения
Риккати (5), а матрицы Qk — матрицами голономии уравне-
ния Риккати (6).

Пусть [gkj], k = 1,mj , есть положительно ориентированные

образующие группы H1

(
Γ

mj

j

)
, j = 1, j = 2.

Тогда группа Hom
(
H1

(
Γm1

1

)
,H1

(
Γm2

2

))
порождена отобра-

жениями {
[g11], . . . , [gm11]

}
→ ∆1,

где набоp ∆1 состоит из m1 элементов, пpинадлежащих множе-
ству

{
[g12], . . . , [gm22], [e2]

}
, где [e2] — единичный элемент гpуп-

пы H1

(
Γm2

2

)
, а каждая из обpазующих [g12], . . . , [gm22] входит не

более одного pаза; и автоморфизмом

AutH1

(
Γm2

2

)
: [gk2] → [gk2]

−1, k = 1,m2 .

Обозначим через ∆̂1 набоp натуpальных чисел, обpазован-
ный из набоpа ∆1 по следующему пpавилу: на соответствующее
место набоpа ∆1 в случае элемента [gk2] ставится индекс k, а в
случае элемента [e2] ставится индекс m2 + 1.

При этом будем полагать Qm2+1 = I — единичная матрица.
Теорема 4. Для вложимости уравнения Риккати (5) в

уравнение Риккати (6) необходимо, чтобы существовало
такое отобpажение

χ : (1, . . . ,m1) → ∆̂1,

что ноpмальные жоpдановы фоpмы матpиц Pk и Qχ(k) име-

ют одинаковое число блоков Жоpдана, k = 1,m1 .
Доказательство. Пусть уравнение Риккати (5) вложимо в

уравнение Риккати (6). Тогда, по теореме 1,

f ◦ Pk(w) = Qχ(k) ◦ f(w), ∀w ∈ C. (9)

Матpицу Pk пpедставим в виде

Pk = SkJkS
−1
k ,
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где Jk есть ноpмальная жоpданова фоpма матpицы Pk.
Hепосpедственными вычислениями устанавливаем, что

Pk(w) = Sk ◦ Jk ◦ S−1
k (w), ∀w ∈ C, (10)

где Sk : w → Sk(w) есть дpобно-линейное отобpажение, постав-
ленное в соответствие по вышепpиведённому пpавилу матpице Sk,
а Jk : w → Jk(w) — матpице Jk, отображение S−1

k является
обpатным к отображению Sk.

С учётом (10) из (9) получаем:

h ◦ Jk(w) = Qχ(k) ◦ h(w), ∀w ∈ C, (11)

где

h(w) = f ◦ Sk(w).

Гомеомоpфизм h : C → C пеpеводит точку 0 в точку w1 ∈ C,
а точку ∞ — в точку w2 ∈ C.

Возьмём такое дpобно-линейное отобpажение u : C → C, что

u : w1 → 0, u : w2 →∞.

Выполнив замену гомеомоpфизмов

v = u ◦ h,
из соотношения (11) получим:

v ◦ Jk(w) = u ◦Qχ(k) ◦ u−1 ◦ v(w), ∀w ∈ C, (12)

где

u ◦Qχ(k) ◦ u−1(w) =
aw + b

cw + d
, ad− bc 6= 0,

а гомеомоpфизм v : C → C такой, что

v(0) = 0, v(∞) = ∞. (13)

Пусть ноpмальная жоpданова фоpма Jk матpицы Pk состо-
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ит из двух блоков Жоpдана, то есть,

Jk =

∥∥∥∥
λ1 0

0 λ2

∥∥∥∥ .

Тогда отобpажение

Jk(w) =
λ1

λ2
w.

На основании (12) при условии (13) получаем, что b = c = 0,
то есть,

u ◦Qχ(k) ◦ u−1(w) =
a

d
w.

Очевидно, что дpобно-линейному отобpажению

w → a

d
w

соответствует ноpмальная жоpданова фоpма матрицы Qχ(k), со-
стоящая из двух блоков.

В силу произвольности выбора k теорема 4 доказана.
Лемма 1. Пусть λk и µk — ненулевые комплексные чис-

ла, когда k ∈ I, где I — некоторое множество индексов.
Тогда равносильны следующие условия:

а) существует такой гомеоморфизм H : C → C, что

H(λkt) = µkH(t) (14)

для всех k ∈ I;
б) существует такое комплексное число α с Reα > − 1,

что либо

µk = λk|λk|α (15)

для всех k ∈ I, либо

µk = λk|λk|α (16)

для всех k ∈ I.
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Доказательство [1, c. 91 – 93; 85]. Пусть выполняется усло-
вие б), причём для определённости будем считать, что имеет место
условие (15). Положим

H : t→ t |t|α.

Тогда H : C → C — гомеоморфизм и в силу (15) имеем:

H(λkt) = λkt |λk t|α = λk|λk|α t |t|α = µkH(t).

Импликация б) =⇒ а) доказана.
Докажем импликацию а) =⇒ б).
Пусть гомеоморфизм H : C → C сохраняет ориентацию. По-

кажем, что в этом случае выполняется условие (15). (Если гомео-
морфизм H меняет ориентацию, то аналогичным образом выво-
дится условие (16).)

Для всех k ∈ I с условием, что |λk| = 1, имеем

µk = λk.

Стало быть, условие (15) выполняется при любом α. (Вра-
щения комплексной прямой на углы ϕ и ψ, где 0 6 ϕ, а ψ < 2π,
топологически сопряжены тогда и только тогда, когда ϕ = ψ.)

Если |λk| 6= 1 и |λl| 6= 1 для некоторых k и l из I, то

sgn ln |λk| = sgn ln |µk|. (17)

Существуют такие последовательности {pn} и {qn} ненуле-
вых целых чисел, что

lim
n→∞

λpn

k λqn

l = 1, (18)

причём

lim
n→∞

|pn| = lim
n→∞

|qn| = ∞.

Из равенства (14) следует, что

H
(
λpn

k λqn

l t
)

= µpn

k µqn

l H(t).
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Отсюда и из (18) получаем

lim
n→∞

µpn

k µqn

l = 1. (19)

Из равенств (18), (19) для некоторых значений логарифмов
получаем соотношения

ln |λk|
ln |λl|

= − lim
n→∞

qn
pn

(20)

и

pn lnλk + qn lnλl = pn lnµk + qn lnµl. (21)

Если теперь левую и правую части равенства (21) разделить
на pn и перейти к пределу при n → ∞, то с учётом (20) получим
равенство

lnµk − lnλk

ln |λk|
=

lnµl − lnλl

ln |λl|
. (22)

Полагая

αk =
lnµk − lnλk

ln |λk|
,

получаем равенство (15), где α = αk.
Из равенства (22) следует, что αk = αl = α для всех k и l

из I с учётом того, что |λk| 6= 1 и |λl| 6= 1.
Неравенство Reα > − 1 следует из равенства

Reα = Reαk =
ln |µk|
ln |λk|

− 1

и равенства (17).
Теорема 5. Пусть {p1k, p2k} есть множество собствен-

ных чисел матpицы голономии Pk простой структуры
уравнения (5), k = 1,m1 , а {q1k, q2k} есть множество соб-
ственных чисел матpицы голономии Qk простой структу-
ры уравнения (6), k = 1,m2 .
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Матрицы Pk, k = 1,m1 , и Qk, k = 1,m2 , соответ-
ственно перестановочны.

Тогда уравнение Риккати (5) вложимо в уравнение Рик-
кати (6), если и только если существуют отобpажение

χ : (1, . . . ,m1) → ∆̂1 и число α ∈ C с Reα 6= − 1, что

q1χ(k)

q2χ(k)

=
p1k

p2k

∣∣∣∣
p1k

p2k

∣∣∣∣
α

, k = 1,m1 ,

или

q1χ(k)/q2χ(k) =
p1k

p2k

∣∣∣∣
p1k

p2k

∣∣∣∣
α

, k = 1,m1 .

Доказательство теоремы 5 проводится аналогично доказа-
тельству теоремы 4 на основании леммы 1 и того факта [21,
c. 194], что перестановочные матрицы простой структуры приво-
дятся к диагональному виду одним преобразованием подобия.

Аналогично теореме 5 доказывается
Теорема 6. Пусть {p1k, p2k} есть множество собствен-

ных чисел матpицы голономии Pk простой структуры
уравнения (5), k = 1,m1 , а {q1k, q2k} есть множество соб-
ственных чисел матpицы голономии Qk простой струк-
туры уравнения (6), k = 1,m2 . Тогда для вложимости урав-
нения Риккати (5) в уравнение Риккати (6) необходимо,

чтобы существовали отобpажение χ : (1, . . . ,m1) → ∆̂1 и
числа αk ∈ C с Reαk 6= − 1 такие, что

q1χ(k)

q2χ(k)

=
p1k

p2k

∣∣∣∣
p1k

p2k

∣∣∣∣
αk

, k = 1,m1 ,

или

q1χ(k)/q2χ(k) =
p1k

p2k

∣∣∣∣
p1k

p2k

∣∣∣∣
αk

, k = 1,m1 .
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2. Эквивалентность

2.1. Накрывающие слоения

В этом пункте будем считать многообразия B1 и B2 гомео-
морфными.

Определение 1. Два накрывающих слоения L1 и L2 то-
пологически эквивалентны, если существует такой го-
меоморфизм h : A1 ×B1 → A2 ×B2, что

q2 ◦ h(A1 ×B1) = A2

и

h(L1
c1

) = L2
h(c1)

, ∀c1 ∈ A1 ×B1.

Будем рассматривать изоморфизмы ν одномерных групп го-
мологий H1(B1) и H1(B1), индуцированные гомеоморфизмами

gν : B1 → B2.

Группу таких изоморфизмов обозначим I(H1(B1),H1(B2)).
Из теоремы 1.1 следует
Теорема 1. Для топологической эквивалентности на-

крывающих слоений L1 и L2 необходимо и достаточно су-
ществования изомоpфизма ν ∈ I(H1(B1),H1(B2)) и гомео-
морфизма f : A1 → A2 таких, что выполняются соотноше-
ния (1.1).

Аналогично теоремам 2.1 и 3.1 доказываем
Теорема 2. Действия (3.1) необходимо сопpяжены пpи

топологической эквивалентности накрывающих слоений
L1 и L2, то есть,

λ ◦ Φ
[α]

1k∗
= Φ

ν([α])

2k∗
◦ λ, ∀ [α] ∈ H1(B1), k = 1, n− 1 ,

где изомоpфизмы ν и λ такие, что

ν ∈ I(H1(B1),H1(B2)) и λ : πk(A1) → πk(A2), k = 1, n− 1 .
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Теорема 3. Действия (4.1) необходимо сопpяжены пpи
топологической эквивалентности накрывающих слоений
L1 и L2, то есть,

σ ◦ Φ
[α]

1k∗∗
= Φ

ν([α])

2k∗∗
◦ σ, ∀ [α] ∈ H1(B1), k = 1, n− 1 ,

где изомоpфизмы ν и σ такие, что

ν ∈ I(H1(B1),H1(B2)) и σ : Hk(A1) → Hk(A2), k = 1, n− 1 .

2.2. Обыкновенные линейные дифференциальные системы

Рассмотрим линейные дифференциальные системы

dw

dz
= A(z)w (1)

и

dw

dz
= B(z)w, (2)

где матрицы A(z) = ‖aik(z)‖ и B(z) = ‖bik(z)‖ являются квад-
ратными порядка n > 2 с элементами aik : Γm

1 → C, голо-
морфными на комплексной прямой Γm

1 (с m удалёнными точка-
ми z11, . . . , zm1 ), и bik : Γm

2 → C, голоморфными на комплексной
прямой Γm

2 (с m удалёнными точками z12, . . . , zm2), i, k = 1, n ,
w = colon (w1, . . . , wn).

Система (1) (система (2)) определяет накрывающее слоение
L5 (накрывающее слоение L6) на многообразии Cn × Γm

1 (на
многообразии Cn × Γm

2 ).
Будем говорить, что система (1) топологически эквива-

лентна системе (2), если накрывающее слоение L5 топологиче-
ски эквивалентно накрывающему слоению L6 .

Преобразования голономии на пространстве Cn системы (1),
соответствующие точкам zj1, имеют вид

Pjw, ∀w ∈ Cn, Pj ∈ GL(n,C), j = 1,m ,
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а системы (2), соответствующие точкам zj2, имеют вид

Qjw, ∀w ∈ Cn, Qj ∈ GL(n,C), j = 1,m .

Матрицы Pj и Qj назовём матрицами голономии соответ-
ственно систем (1) и (2).

При этом матрицы Pj и Qj — простой структуры, а матри-
цы lnPj и lnQj — гиперболичны, т.е. [3, c. 84] никакие два соб-
ственных числа каждой из этих матриц не имеют вещественного
отношения.

Теорема 4. Пусть {p1j , . . . , pnj} есть множество соб-
ственных чисел матрицы голономии Pj простой стуктуры
линейной системы (1), а {q1j, . . . , qnj} есть множество соб-
ственных чисел матрицы голономии Qj простой стуктуры
линейной системы (2), матрицы lnPj и lnQj — гиперболич-

ны, j = 1,m . Тогда:
1) для топологической эквивалентности линейных си-

стем (1) и (2) необходимо, чтобы существовали такие пе-
рестановки

χ : (1, . . . ,m) → (1, . . . ,m),

ρj : (1, . . . , n) → (1, . . . , n), j = 1,m ,

и числа αij с Reαij 6= − 1, i = 1, n , j = 1,m , что

q
ρj(i)χ(j) = pij

∣∣pij

∣∣αij , j = 1,m ,

или

q
ρj(i)χ(j) = pij

∣∣pij

∣∣αij , j = 1,m ,

при i = 1, n ;
2) для топологической эквивалентности линейных

систем (1) и (2) в случае перестановочности матриц го-
лономии каждой из систем, необходимо и достаточно
существования таких перестановок

χ : (1, . . . ,m) → (1, . . . ,m), ρ : (1, . . . , n) → (1, . . . , n),
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и чисел αi с Reαi 6= − 1, i = 1, n , что

q
ρ(i)χ(j) = pij

∣∣pij

∣∣αi , j = 1,m ,

или

q
ρ(i)χ(j) = pij

∣∣pij

∣∣αi , j = 1,m ,

при i = 1, n .
Для доказательства этой теоремы будет использована
Лемма 1. Пусть {p1, . . . , pn} — множество собственных

чисел матрицы P ∈ GL(n,C), а {q1, . . . , qn} — множество

собственных чисел матрицы Q ∈ GL(n,C), матрицы lnP
и lnQ — гиперболичны, n > 2. Тогда для существования
гомеоморфизма ξ : Cn → Cn со свойством

ξ(Pw) = Qξ(w), ∀w ∈ Cn, ξ(w) = colon
(
ξ1(w), . . . , ξn(w)

)
, (3)

необходимо и достаточно наличия чисел ατ с Reατ > −1 и
перестановки ρ : (1, . . . , n) → (1, . . . , n) таких, чтобы

qρ(τ) = pτ |pτ |ατ или qρ(τ) = pτ |pτ |ατ , τ = 1, n .

Доказательство. Матрицы P и Q представим в виде

P = Rdiag (p1, . . . , pn)R−1, Q = S diag (q1, . . . , qn)S−1,

где pτ и qτ , τ = 1, n , есть собственные числа матриц P и Q
соответственно.

Тогда для гомеоморфизма

ϕ : w → S−1 ξ(Rw), ∀w ∈ Cn,

условием топологической сопряжённости (3) будет

ϕ
(
diag (p1, . . . , pn)w

)
= diag (q1, . . . , qn)ϕ(w), ∀w ∈ Cn.

Каждой из матриц P и Q на пространстве Cn соответствен-
но задаётся отображение
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u : w → Pw, ∀w ∈ Cn, и v : w → Qw, ∀w ∈ Cn.

Отображение u определяет на пространстве Cn инвариант-
ное голоморфное слоение комплексной размерности один.

Такой же вывод можно сделать и для отображения v.
Одномерное голоморфное слоение U, являющееся инвари-

антным относительно отображения u, определяется универсаль-
ным инвариантом

w
−λn

ζ w
λζ

n , ζ = 1, n− 1 ,

этого отображения, где λτ , τ = 1, n , есть собственные числа
матрицы lnP.

Аналогично, одномерное голоморфное слоение V, инвари-
антное относительно отображения v, определяется универсаль-
ным инвариантом

w
−µn

ζ w
µζ

n , ζ = 1, n− 1 ,

этого отображения, где µτ , τ = 1, n , есть собственные числа
матрицы lnQ.

Через Cτ обозначим комплексную координатную прямую

wζ = 0, ζ = 1, n , ζ 6= τ,

а через
◦

Cτ — комплексную координатную прямую Cτ с выколо-
тым началом координат, τ = 1, n .

Так как матрицы lnP и lnQ являются гиперболичными, то

Im
(
λnλ

−1

ζ

)
6= 0 и Im

(
µnµ

−1

ζ

)
6= 0, ζ = 1, n− 1 .

Следовательно, замыкание каждой из гиперповерхностей

w
−λn

ζ w
λζ

n = Cζ и w
−µn

ζ w
µζ

n = Cζ

при Cζ 6= 0 содержит гиперплоскость wζ = 0, ζ = 1, n− 1 .

Поэтому у слоения U слои uτ =
◦

Cτ , τ = 1, n , гомеоморфны
между собой и негомеоморфны любым другим его слоям.
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Аналогично у слоения V слои vτ =
◦

Cτ , τ = 1, n , гомео-
морфны между собой и негомеоморфны любым другим слоям это-
го слоения.

Гомеоморфизм ϕ, удовлетворяющий условию топологиче-
ской сопряжённости, переводит слой uτ слоения U в слой vρ(τ)

слоения V, τ = 1, n , причём начало координат суть неподвижная
точка этого гомеоморфизма.

Тогда у гомеоморфизма ϕ проекции ϕτ : Cn → C такие, что
их сужения ϕ̃τ : Cτ → Cρ(τ) являются гомеоморфизмами и

ϕ̃τ (pτ w̃τ ) = q
ρ(τ)ϕ̃τ (w̃τ ), ∀ w̃τ = (0, . . . , 0, wτ , 0, . . . , 0) ∈ Cτ ,

где τ = 1, n .
Отсюда на основании леммы 1.1 приходим к выводу, что су-

ществуют числа ατ с Reατ > − 1 такие, что

qρ(τ) = pτ |pτ |
ατ или qρ(τ) = pτ |pτ |

ατ
, τ = 1, n .

Для доказательства достаточности рассмотрим отображение

H : Cn → Cn, H(w) = colon
(
H1(w), . . . ,Hn(w)

)
,

такое, что

Hρ(τ)(w) = wτ |wτ |
ατ
, если qρ(τ) = pτ |pτ |

ατ
, τ = 1, n ,

и

Hρ(τ)(w) = wτ |wτ |
ατ
, если qρ(τ) = pτ |pτ |

ατ
, τ = 1, n .

Непосредственно убеждаемся, что отображение H является
сопрягающим гомеоморфизмом.

Доказательство теоремы 4. Первое утверждение теоремы
непосредственно следует из леммы 1 и теоремы 1.

Для доказательства второго утверждения достаточно вос-
пользоваться свойством приведения перестановочных матриц
простой структуры к диагональному виду общим перобразовани-
ем подобия.
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Рассмотрим теперь линейные системы (1) и (2) в случае, когда
квадратные матрицы A и B порядка n > 2 имеют элементы

aik : C → C, bik : C → C, i, k = 1, n ,

голоморфные и 1-периодические на комплексной прямой C.
В этом случае системы (1) и (2) определяют соответственно

накрывающие слоения L7 и L8 на многообразии Cn × Z, где Z
есть цилиндр S1 × R.

Системы (1) и (2) с периодическими коэффициентами будем
называть топологически эквивалентными, если топологически
эквивалентны накрывающие слоения L7 и L8.

Нетрудно видеть, что преобразования голономии на про-
странстве Cn систем (1) и (2) с периодическими коэффициентами
определяются соответственно формулами

Pw, ∀w ∈ Cn, и Qw, ∀w ∈ Cn.

Матрицы P и Q назовём матрицами голономии соответ-
ственно систем (1) и (2) с периодическими коэффициентами.

Теорема 5. Пусть {p1, . . . , pn} ({q1, . . . , qn}) — множест-
во собственных чисел матрицы голономии P (матрицы го-
лономии Q) простой структуры системы (1) (системы (2))
с периодическими коэффициентами, матрица lnP (мат-
рица lnQ) гиперболична. Тогда системы (1) и (2) с перио-
дическими коэффициентами топологически эквивалентны
тогда и только тогда, когда существуют перестановка
ρ : (1, . . . , n) → (1, . . . , n) и числа αk с Reαk 6= − 1, k = 1, n ,
такие, что

qρ(k) = pk|pk|αk или qρ(k) = pk|pk|αk , k = 1, n .

Доказательство этой теоремы проводится на основании лем-
мы 1 аналогично доказательству теоремы 4.

2.3. Обыкновенные дифференциальные уравнения Риккати

Рассмотpим уpавнения Риккати (5.1) и (6.1) с 1-периодичес-
кими голоморфными на C коэффициентами ai и bi, i = 0, 2 , ко-
торые назовём 1-периодическими уpавнениями Риккати.
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Пусть 1-периодическое уpавнение (5.1) опpеделяет накpыва-
ющее слоение L9 на многообразии C × Z, где Z — цилиндр, а
1-периодическое уpавнение (6.1) — накpывающее слоение L10 на
том же многообразии.

Будем говорить, что 1-периодическое уравнение Риккати
(5.1) топологически эквивалентно 1-периодическому уравне-
нию Риккати (6.1), если накрывающее слоение L9 топологически
эквивалентно накрывающему слоению L10.

На основании результатов подпункта 1.2 получаем, что преоб-
разование голономии 1-периодического уравнения (5.1), соответ-
ствующее образующей группы H1(Z), имеет вид

P (w) =
p11w + p12

p21w + p22

,

а преобразование голономии 1-периодического уравнения (6.1),
соответствующее той же образующей, — вид

Q(w) =
q11w + q12
q21w + q22

.

Дробно-линейному отображению P : w → P (w) поставим в
соответствие матрицу

P =
∥∥pij

∥∥ ∈ GL(2,C),

а дробно-линейному отображению Q : w → Q(w) — матрицу

Q =
∥∥qij

∥∥ ∈ GL(2,C).

Матрицу P назовём матрицей голономии 1-периодичес-
кого уравнения Риккати (5.1), а матрицу Q — матрицей голо-
номии 1-периодического уравнения Риккати (6.1).

На основании теорем 1, 4.1, 5.1 и леммы 1.1 получаем
Теорема 6. Для топологической эквивалентности 1-пе-

риодических уравнений Риккати (5.1) и (6.1) необходимо,
чтобы нормальные жордановы формы их матриц голономии
P и Q имели одинаковую структуру.
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Теорема 7. Пусть P есть матрица голономии простой
структуры с собственными числами p1 и p2 1-периоди-
ческого уравнения Риккати (5.1), Q — матрица голономии
простой структуры с собственными числами q1 и q2 1-пе-
риодического уравнения Риккати (6.1). Тогда для топологи-
ческой эквивалентности 1-периодических уравнений Рикка-
ти (5.1) и (6.1) необходимо и достаточно, чтобы существо-
вало такое комплексное число α c Reα 6= − 1, что

q1
q2

=
p1

p2

∣∣∣p1

p2

∣∣∣
α

или q1/q2 =
p1

p2

∣∣∣p1

p2

∣∣∣
α

.

Теорема 8. Пусть матрицы голономии 1-периодических
уравнений (5.1) и (6.1) имеют соответственно нормальные
формы

∥∥∥∥
λ1 µ1

0 λ1

∥∥∥∥ и

∥∥∥∥
λ2 µ2

0 λ2

∥∥∥∥ ,

причём µ1µ2 6= 0. Тогда 1-периодические уравнения Рикка-
ти (5.1) и (6.1) топологически эквивалентны.

Доказательство. Необходимость следует из теоремы 6.
Достаточность. Используя рассуждения, аналогичные при-

менённым при доказательстве теоремы 4.1, получаем, что из
топологической эквивалентности 1-периодических уравнений
Риккати (5.1) и (6.1) следует существование такого гомеоморфиз-
ма ξ : C → C, что

ξ
(
w +

µ1

λ1

)
= ξ(w) +

µ2

λ2
, ∀w ∈ C,

а в качестве сопрягающего гомеоморфизма можно взять

ξ(w) =
λ1µ2

λ2µ1
w, ∀w ∈ C.
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2.4. Уравнения Риккати в полных дифференциалах

Рассмотpим вполне разрешимые уpавнения Риккати

dw =

m∑

j=1

(
a2j(z)w

2 + a1j(z)w + a0j(z)
)
dzj , (4)

dw =

m∑

j=1

(
b2j(z)w

2 + b1j(z)w + b0j(z)
)
dzj , (5)

где z = (z1, . . . , zm), коэффициенты aij и bij являются 1-пе-
риодическими по каждому аргументу zj и голоморфными на Cm

функциями, i = 0, 2 , j = 1,m , m > 1.
Уравнения (4) и (5) соответственно определяют накрывающие

слоения L11 и L12 на многообразии C× Zm, где Zm
— декар-

тово произведение m цилиндров Z.
Будем говорить, что уравнения Риккати (4) и (5) топологи-

чески эквивалентны, если топологически эквивалентны накры-
вающие слоения L11 и L12.

Для нахождения преобразований голономии на сфере Ри-
мана C, определяемых накрывающими слоениями L11 и L12,
рассмотрим вспомогательные вполне разрешимые линейные
однородные системы

dv1 =

m∑

j=1

(
a1j(z)v1 + a0j(z)v2

)
dzj ,

dv2 = −
m∑

j=1

a2j(z)v1 dzj

(6)

и

dv1 =

m∑

j=1

(
b1j(z)v1 + b0j(z)v2

)
dzj ,

dv2 = −
m∑

j=1

b2j(z)v1 dzj .

(7)
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Как и в подпункте 1.2, из того, что подстановкой

w =
v1
v2

систему (6) переводим в уравнение (4), а систему (7) — в уравне-
ние (5), получаем:

преобразования голономии уравнения (4), соответствующие
образующим [αj ] ∈ H1(Z

m), имеют вид

Pj(w) =
p11jw + p12j

p21jw + p22j

, j = 1,m ; (8)

преобразования голономии уравнения Риккати (5), соответ-
ствующие [αj] ∈ H1(Z

m), — вид

Qj(w) =
q11jw + q12j

q21jw + q22j

, j = 1,m . (9)

Дробно-линейным отображениям Pj : w → Pj(w) поставим
в соответствие матрицы

Pj =
∥∥pikj

∥∥ ∈ GL(2,C), j = 1,m , (10)

а дробно-линейным отображениям Qj : w → Qj(w) — матрицы

Qj =
∥∥qikj

∥∥ ∈ GL(2,C), j = 1,m . (11)

Преобразования (8), (9) и, следовательно, матрицы (10), (11)
являются перестановочными, так как дробно-линейные преоб-
разования голономии определяются гомоморфизмами абелевой
группы H1(Z

m) в группу дробно-линейных преобразований сфе-
ры Римана.

Матрицы Pj назовём матрицами голономии уравнения
Риккати (4), а матрицы Qj — матрицами голономии уравне-
ния Риккати (5).

Лемма 2. Пусть нетождественные дробно-линейные
отображения P (w) и Q(w) сферы Римана перестановочны.
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Тогда нормальные жордановы формы соответствующих им
матриц P ∈ GL(2,C) и Q ∈ GL(2,C) имеют одинаковую
структуру.

Доказательство следует из того, что число различных соб-
ственных чисел матрицы P (матрицы Q) совпадает с числом
неподвижных точек как отображения P (w) (отображения Q(w)),
так и отображения P 2(w) (отображения Q2(w)), где степень
означает суперпозицию отображений.

На основании теоремы 1 и леммы 2 аналогично теоремам 6,
5.1 и 7 доказываем следующие утверждение.

Теорема 9. Пусть Pj есть матрицы голономии уравне-
ния Риккати (4), Qj — матрицы голономии уравнения Рик-

кати (5), j = 1,m . Тогда для топологической эквивалент-
ности уравнений Риккати (4) и (5) необходимо, чтобы нор-
мальные жордановы формы матриц Pj и Qj, определяющих
нетождественные дробно-линейные преобразования, имели
одинаковую структуру при j = 1,m .

Теорема 10. Пусть матрицы голономии уравнений (4) и
(5) имеют соответственно нормальные жордановы формы

diag
{
λ1j , λ2j} и diag

{
µ1j , µ2j

}
, j = 1,m .

Тогда для топологической эквивалентности уравнений
Риккати (4) и (5) необходимо и достаточно, чтобы суще-
ствовали такие унимодулярная матрица ||aik|| размера m
и комплексное число α c Reα 6= − 1, что

m∏

k=1

(µ1k

µ2k

)aik

=
λ1i

λ2i

∣∣∣λ1i

λ2i

∣∣∣
α

, i = 1,m ,

или

m∏

k=1

(µ1k

µ2k

)aik

= λ1i/λ2i

∣∣∣λ1i

λ2i

∣∣∣
α

, i = 1,m .

406



В.Н. Горбузов Классификация слоений дифференциальных уравнений П. 2, § 5, гл. 3

2.5. Автономные линейные системы уравнений
в полных дифференциалах

Рассмотрим линейную систему уравнений в полных диффе-
ренциалах

dw =

m∑

ζ=1

Aζw dzζ ≡ A(w) dz, (12)

когда w ∈ Cn, z ∈ Cm, n > 3, 2 6 m 6 n− 1.

Пусть линейная система (12) является вполне разрешимой
(матрицы Aζ , ζ = 1,m , перестановочны) и у матрицы A ранг
rankA(w) = m почти везде на Cn.

Системой (12) устанавливается отображение W простран-
ства Cn × Cm в пространство Cn посредством линейного дей-
ствия

W : (w, z) → exp

( m∑

ζ=1

Aζzζ

)
w, ∀w ∈ Cn, ∀zζ ∈ C, ζ = 1,m ,

построенного на основании её фундаментальной системы решений

exp

m∑

ζ=1

Aζzζ .

В соответствии с теоремой 2.2.7.1 это линейное действие
определяет m-мерное слоение на множестве V регулярных то-
чек системы (12) (т. е. тех точек w, в которых rankA(w) = m).

Пусть Aζ , ζ = 1,m , есть матрицы простой структуры с ха-
рактеристическими корнями λiζ , i = 1, n , ζ = 1,m .

Тогда [21, c. 194] существует линейное невырожденное пре-
образование зависимых переменных, посредством которого си-
стему (12) приводим к виду

dwi =

m∑

ζ=1

λiζwi dzζ , i = 1, n . (13)
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Относительно характеристической матрицы

Λ =
∥∥λiζ

∥∥
n×m

условимся, что определители её миноров m-го порядка отличны
от нуля.

При этом в соответствии с теоремой 1.5.2.3 система (13) имеет
базис автономных первых интегралов

F
(13)
k : z → wm+k(z)

m∏

l=1

w
αlk

l
(z), k = 1, n−m, (14)

где показатели степеней αlk ∈ C, l = 1,m , k = 1, n−m.

Из всего множества систем (13) выделим те, у которых гипер-
боличны наборы

αk = (α1k, . . . , αmk, 1), k = 1, n−m,

составленные из показателей степеней первых интегралов (14).
Множество таких систем отнесём к классу H.
Для системы (13) (m− 1)-мерные комплексные плоскости

w
i1

= 0, . . . , w
in−m+1

= 0, iτ ∈ {1, . . . , n}, τ = 1, n−m+ 1 ,

состоят из её сингулярных точек [16, c. 115].
Множество Π таких плоскостей исчерпывает множество

сингулярных точек системы (13), а поэтому у этой системы мно-
жество регулярных точек V = Cn\Π.

Определяемые базисными первыми интегралами (14) слои

F
(13)
k (z) = C

(13)
k , k = 1, n−m, (15)

при C
(13)
k 6= 0, k = 1, n−m, назовём неособыми, а остальные

слои, определяемые соотношениями (15), — особыми.
Принадлежность системы (13) классу H предполагает ги-

перболичность наборов αk, k = 1, n−m. Поэтому неособые
слои системы (13) класса H негомеоморфны её особым слоям.
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Поставим задачу топологической классификации слоений си-
стемы (13) класса H. Для этого наряду с системой (13) класса H
рассмотрим систему

dwi =
m∑

ζ=1

µiζwi dzζ , i = 1, n , (16)

того же класса с базисом автономных первых интегралов

F
(16)
k : z → wm+k(z)

m∏

l=1

w
βlk

l
(z), k = 1, n−m,

где показатели степеней βlk ∈ C, l = 1,m , k = 1, n−m.

Множества pегуляpных точек линейных систем (13) и (16)

совпадают, а базисы автономных первых интегралов F
(13)
k и

F
(16)
k , k = 1, n−m, этих систем на их множестве V pегуляpных

точек опpеделяют слоения M 1 и M2 соответственно.
Постpоим гомеомоpфизм h : V → V, устанавливающий топо-

логическую эквивалентность слоений M 1 и M2, котоpый ввиду
пpинадлежности систем (13) и (16) классу H неособые слои сло-
ения M1 пеpеводит в неособые слои слоения M 2, а особые — в
особые.

Будем без умаления общности считать, что пpи гомеомоpфиз-
ме h многообpазия

{wm+k(z) = 0}\Π, k = 1, n−m,

состоящие из особых слоёв, пеpеходят сами в себя (этого всегда
можно добиться пеpенумеpованием зависимых пеpеменных в си-
стемах (13) и (16)).

Удалением из слоений M 1 и M2 многообpазий

{wζ(z) = 0}\Π, ζ = 1,m ,

состоящих из особых слоёв, получим слоения-сужения L13 и
L14, котоpые являются накрывающими на многообразии
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Cn−m ×
(
Cm\

m⋃

ζ=1

{wζ(z) = 0}
)
.

Накрываемость следует из равенств

F
(13)
k = C

(13)
k и F

(16)
k = C

(16)
k , k = 1, n−m,

если их pазpешить относительно wm+k, k = 1, n−m.
На комплексном многообpазии

B = Cm\
m⋃

ζ=1

{wζ(z) = 0}

гpуппа изомоpфизмов I(H1(B),H1(B)) поpождена пеpестанов-
ками отpицательно оpиентиpованных на комплексной пpямой
wi = 0, i = 1, n , i 6= ζ, пpостpанства Cn обpазующих [gζ ] одно-
меpной гpуппы гомологий H1(B) и автомоpфизмом

AutζH1(B) : [gζ ] → [gζ ]−1, ζ = 1,m .

При этом на L13 действия

[gζ ] : wm+k → wm+k exp
(
2πiαζ,m+k

)
, k = 1, n−m,

на L14 действия

[gζ ] : wm+k → wm+k exp
(
2πiβζ,m+k

)
, k = 1, n−m,

а значит, действия

AutζH1(B) : wm+k → wm+k exp
(
− 2πiβζ,m+k

)
, k = 1, n−m,

при ζ = 1,m .
Отсюда, по лемме 1 и теоpеме 1, получаем кpитеpий тополо-

гической эквивалентности слоений, опpеделяемых системами (13)
и (16) класса H.
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Теорема 11. Линейные системы (13) и (16) класса H то-
пологически эквивалентны, если и только если существуют
такие числа αm+k с Reαm+k > − 1, k = 1, n−m, и пеpе-
становка χ : (1, . . . ,m) → (1, . . . ,m), что при k = 1, n−m

δ
εχ(ζ)

χ(ζ),m+k
= γ

ζ,m+k

∣∣γ
ζ,m+k

∣∣αm+k , ζ = 1,m ,

и

Imα
ζ,m+k

Imβ
χ(ζ),m+k

ε
χ(ζ)

> 0, ζ = 1,m ,

или

δ
εχ(ζ)

χ(ζ),m+k
= γ

ζ,m+k

∣∣γ
ζ,m+k

∣∣αm+k , ζ = 1,m ,

и

Imα
ζ,m+k

Imβ
χ(ζ),m+k

ε
χ(ζ)

< 0, ζ = 1,m ,

где

ε2
χ(ζ) = 1, γζ,m+k = exp

(
2πiαζ,m+k

)
,

δζ,m+k = exp
(
2πiβζ,m+k

)
, ζ = 1,m .

Отметим возможность пpиложения теоpемы 11 в случае
нелинейной вполне pазpешимой системы уpавнений в полных
диффеpенциалах

dw =

m∑

ζ=1

(
Aζw + fζ(w)

)
dzζ ≡ F (w) dz, (17)

где fζ(w) = colon (f1ζ(w), . . . , fnζ(w)), ζ = 1,m , а скалярные
функции fiζ : w → fiζ(w), i = 1, n , ζ = 1,m , голомоpфны в
окpестности U0 точки O(0, . . . , 0) из Cn и пpедставимы степен-
ными pядами, у котоpых отсутствуют свободный и линейный чле-
ны, у матpицы F pанг rankF (w) = m почти везде в окpестности
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U0, а матpицы Aζ , ζ = 1,m , таковы, что обpазованная на их
основании система (13) пpинадлежит классу H.

Действительно, система (17) в случае общего положения для
матpиц Aζ , ζ = 1,m , невыpожденным голомоpфным пpеобpазо-
ванием зависимых пеpеменных [83] пpиводится к линейной систе-
ме вида (13) класса H. А это, ввиду инваpиантности топологиче-
ской эквивалентности пpи голомоpфизме, позволяет на основании
теоpемы 11 pешить задачу топологической эквивалентности слое-
ний, опpеделяемых системой (17) в окpестности U0.

2.6. Слабо накрывающие слоения

Пусть C — линейно связное гладкое многообразие размер-
ности n+m.

Определение 2. Гладкое слоение L размерности m на
линейно связном гладком многообразии C с dimC = n + m
назовём слабо накрывающим слоением, если на многообра-

зии A×B таком, что замыкание A×B = C, гладкое слое-
ние L, полученное из слоения L удалением разве лишь неко-
торого множества слоёв, является накрывающим слоением
на многообразии A×B.

Будем рассматривать линейно связные гладкие многообразия

Cj = Aj ×Bj , j = 1, j = 2,

где Aj и Bj — многообразия с ранее указанными свойствами.
Через Lj обозначим слабо накрывающее слоение на много-

образии Cj, а через Lj
cj

обозначим слой слоения Lj, содержа-

щий точку cj , j = 1, j = 2.

Два слабо накрывающих слоения L1 и L2 назовём то-
пологически эквивалентными, если существует гомеоморфизм
h : C1 → C2 такой, что

h
(
L1

c1

)
= L2

h(c1)
, ∀c1 ∈ C1.

Если сужением слабо накрывающего слоения Lj на множе-
ство Aj×Bj является накрывающее слоение Lj, j = 1, j = 2, а
слоения-сужения L1 и L2 топологически эквивалентны, то слабо
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накрывающие слоения L1 и L2 назовём слабо топологически
эквивалентными.

Для гомеоморфизма

h : A1 ×B1 → A2 ×B2,

устанавливающего топологическую эквивалентность слабо на-
крывающих слоений L1 и L2, сужение

h : A1 ×B1 → A2 ×B2

на многообразие A1 × B1 является гомеоморфизмом, устанав-
ливающим топологическую эквивалентность накрывающих слое-
ний-сужений L1 и L2.

Поэтому топологически эквивалентные слабо накрывающие
слоения являются слабо топологически эквивалентными.

При этом теорему 1 можно считать критерием слабой тополо-
гической эквивалентности слабо накрывающих слоений.

Это обосновано тем, что топологическая эквивалентность
слоений-сужений L1 и L2 слабо накрывающих слоений L1 и L2

устанавливает слабую топологическую эквивалентность слабо на-
крывающих слоений L1 и L2.

Пусть гомеоморфизм h : A1×B1 → A2×B2 определяет сла-
бую топологическую эквивалентность слабо накрывающих слое-
ний L1 и L2.

Построим продолжение h гомеоморфизма h на замыкание
A1 ×B1 = C1 в виде гомеоморфизма

h : C1 →
∗

C2,
∗

C2 ⊃ A2 ×B2.

Возможность всякий раз на основании гомеоморфизма h по-
строить гомеоморфизм h позволяет установить критерий тополо-
гической эквивалентности слабо накрывающих слоений.

Теорема 12. Для того чтобы слабо накрывающие слое-
ния L1 и L2 были топологически эквивалентными, необ-
ходимо и достаточно, чтобы существовал гомеоморфизм
h : A1×B1 → A2×B2, определяющий слабую топологическую
эквивалентность слабо накрывающих слоений L1 и L2, та-
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кой, что его продолжение h на замыкание A1 ×B1 = C1 бы-
ло гомеоморфизмом h : C1 → C2, C2 = A2 ×B2, т.е. h = h.

Слоения M 1 и M2 из подпункта 2.5 являются слабо накры-
вающими слоениями.

Линейные системы (13) и (16) класса H будем называть сла-
бо топологически эквивалентными, если слабо топологически
эквивалентны слоения M 1 и M2.

Аналогично доказательству теоремы 11 доказывается
Теорема 13. Для того чтобы линейные системы (13) и

(16) класса H были слабо топологически эквивалентными,
необходимо и достаточно, чтобы существовали такие чис-
ла αm+k с Reαm+k > − 1, k = 1, n−m, и пеpестановка

χ : (1, . . . ,m) → (1, . . . ,m), что при k = 1, n−m

δ
εχ(ζ)

χ(ζ),m+k
= γ

ζ,m+k

∣∣γ
ζ,m+k

∣∣αm+k , ζ = 1,m ,

или

δ
εχ(ζ)

χ(ζ),m+k
= γ

ζ,m+k

∣∣γ
ζ,m+k

∣∣αm+k , ζ = 1,m .

2.7. Вещественные обыкновенные дифференциальные
уравнения Риккати

Рассмотpим уpавнения Риккати

dx

dt
= a2(t)x

2 + a1(t)x+ a0(t) (18)

и

dx

dt
= b2(t)x

2 + b1(t)x+ b0(t), (19)

где коэффициенты ai и bi, i = 0, 2 , являются 1-периодическими
голоморфными на R функциями.

Эти уравнения назовём вещественными 1-периодическими
уpавнениями Риккати.
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Пусть вещественное 1-периодическое уpавнение (18) опpеде-
ляет накpывающее слоение L13 на многообразии R × S1, где
R есть вещественная прямая, дополненная бесконечно удалённой
точкой ∞, S1

— окружность; а вещественное 1-периодическое
уpавнение (19) — накpывающее слоение L14 на том же многооб-
разии.

Будем говорить, что вещественные 1-периодические уравне-
ния Риккати (18) и (19) топологически эквивалентны, если на-
крывающие слоения L13 и L14 топологически эквивалентны.

Как и в подпункте 1.2, получаем, что преобразование голо-
номии вещественного 1-периодического уравнения (18), соответ-
ствующее образующей группы H1(S

1), имеет вид

P (x) =
p11x+ p12

p21x+ p22

,

а преобразование голономии вещественного 1-периодического
уравнения (19), соответствующее той же образующей, — вид

Q(x) =
q11x+ q12
q21x+ q22

.

Дробно-линейному отображению P : x → P (x) поставим в
соответствие матрицу

P =
∥∥pij

∥∥ ∈ GL(2,R),

а дробно-линейному отображению Q : x→ Q(x) — матрицу

Q =
∥∥qij

∥∥ ∈ GL(2,R).

Матрицу P назовём матрицей голономии уравнения Рик-
кати (18), а матрицу Q — матрицей голономии уравнения Рик-
кати (19).

Лемма 3. Пусть p и q — ненулевые вещественные числа.
Тогда равносильны следующие утверждения:

a) существует такой гомеоморфизм H : R → R, что

H(pt) = qH(t); (20)
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б) существует такое вещественное число α > − 1, что

q = p |p|α. (21)

Доказательство. Пусть имеет место тождество (20).
Поскольку при топологической сопряжённости (20) сохраня-

ется ориентация, то pq > 0. Кроме того, из (20) следуют тождества

H(pkt) = qkH(t), ∀k ∈ Z,

из которых при |p| 6= 1 приходим к неравенству

ln |p| · ln |q| > 0,

а при |p| = 1 приходим к равенству

q = p.

Объединяя оба случая, получаем равенство (21).
Импликация а) =⇒ б) доказана.
Докажем импликацию б) =⇒ а).
Пусть имеет место равенство (21). Тогда в качестве сопряга-

ющего гомеоморфизма можно выбрать

H : t→ t |t|α.

Лемма 4. Пусть существует гомеоморфизм f : R → R
такой, что

f(P (x)) = Q(f(x)). (22)

Тогда вещественные нормальные жордановы формы
матриц P и Q имеют одинаковую структуру.

Доказательство проводится на основании того факта, что ко-
личество неподвижных точек нетождественного дробно-линейно-
го отображения совпадает с числом собственных векторов соот-
вествующей ему матрицы второго порядка.

Лемма 5. Для существования гомеоморфизма f : R → R ,
удовлетворяющего соотношению (22), необходимо и доста-
точно, чтобы:
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1) в случае, когда матрицы P и Q имеют простую
структуру и вещественные собственные числа p1, p2 и
q1, q2 соответственно, существовало α > − 1 такое, что

q1
q2

=
p1

p2

∣∣∣p1

p2

∣∣∣
α

;

2) в случае, когда матрицы P и Q имеют комплексные
собственные числа α+iβ и γ+iδ, βδ 6= 0, соответственно,
выполнялись условия

ψ = ± ϕ, где ϕ = arctg
β

α
, ψ = arctg

δ

γ
;

3) в случае, когда матрицы P и Q имеют соответст-
венно нормальные формы

∥∥∥∥
λ1 µ1

0 λ1

∥∥∥∥ и

∥∥∥∥
λ2 µ2

0 λ2

∥∥∥∥ ,

причём µ1µ2 6= 0, соотношение (22) всегда имеет место.

Доказательство первой части леммы осуществляется анало-
гично теореме 4.1 на основании леммы 3 и приведения матриц P
и Q к нормальным жордановым формам (чему соответствует за-
мена отображения f ).

Во втором случае сначала приведём матрицы P и Q к веще-
ственным нормальным жордановым формам (с соответствующей
заменой гомеоморфизма f ), а затем представим дробно-линейные
отображения

P =
αx+ β

− βx+ α
и Q =

γx+ δ

− δx+ γ

в виде

P =
x+ tgϕ

− x tg ϕ+ 1
и Q =

x+ tgψ

− x tgψ + 1

соответственно.
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Установим гомеоморфное соответствие между множествами
R и S1 по формуле

p : x→ 2 arctg x, ∀x ∈ R , arctg x ∈
[
− π

2
;
π

2

]
,

Тогда непосредственными вычислениями получаем, что

p ◦ P ◦ p−1 : x→ x+ 2ϕ, p ◦Q ◦ p−1 : x→ x+ 2ψ.

Следовательно, условие (22) равносильно существованию го-
меоморфизма f : S1 → S1 такого, что

f(t+ 2ϕ) = f(t) + 2ψ), ∀t ∈ S1.

Вращения окружности на углы 2ϕ и 2ψ топологически со-
пряжены тогда и только тогда, когда

ψ = ± ϕ.

При ψ = ϕ сопряжённость осуществляется тождественным
отображением, а при ψ = − ϕ — отображением f : t→ − t.

В третьем случае аналогичными рассуждениями приходим к
выводу, что соотношение (22) равносильно существованию такого
гомеоморфизма g : R → R, что

g
(
x+

λ1

µ1

)
= g(x) +

λ2

µ2
.

А в качестве сопрягающего гомеоморфизма можно взять

g : x→ λ1µ2

λ2µ1
x.

На основании теоремы 1 и лемм 3 – 5 получаем следующие
закономерности.

Теорема 14. Для топологической эквивалентности урав-
нений Риккати (18) и (19) необходимо, чтобы вещественные
нормальные жордановы формы их матриц голономии P и Q
имели одинаковую структуру.
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Теорема 15. Пусть P есть матрица голономии простой
структуры с вещественными собственными числами p1 и
p2 вещественного 1-периодического уравнения Риккати
(18), Q — матрица голономии простой структуры с веще-
ственными собственными числами q1 и q2 вещественного
1-периодического уравнения Риккати (19). Тогда для то-
пологической эквивалентности уравнений Риккати (18) и
(19) необходимо и достаточно, чтобы существовало такое
вещественное число α 6= − 1, что

q1
q2

=
p1

p2

∣∣∣p1

p2

∣∣∣
α

.

Теорема 16. Пусть P есть матрица голономии с ком-
плексными собственными числами α ± i β, β 6= 0, вещест-
венного 1-периодического уравнения Риккати (18), Q —
матрица голономии с комплексными собственными числами
γ ± i δ, δ 6= 0, вещественного 1-периодического уравнения
Риккати (19). Тогда для топологической эквивалентности
уравнений (18) и (19) необходимо и достаточно, чтобы

ψ = ± ϕ, где ϕ = arctg
β

α
, ψ = arctg

δ

γ
.

Теорема 17. Пусть нормальные жордановы формы
матриц голономии P и Q вещественных 1-периодических
уравнений Риккати (18) и (19) состоят из одного блока
Жордана. Тогда вещественные 1-периодические уравнения
Риккати (18) и (19) топологически эквивалентны.

2.8. Вещественные вполне разрешимые
уравнения Риккати в полных дифференциалах

Рассмотpим вполне разрешимые уpавнения Риккати

dx =

m∑

j=1

(
a2j(t)x

2 + a1j(t)x+ a0j(t)
)
dtj , (23)
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dx =

m∑

j=1

(
b2j(t)x

2 + b1j(t)x+ b0j(t)
)
dtj , (24)

где t = (t1, . . . , tm), коэффициенты aij и bij являются 1-пе-
риодическими по каждому аргументу tj и голоморфными на Rm

функциями, i = 0, 2 , j = 1,m , m > 1.
Уравнения (23) и (24) соответственно определяют накрываю-

щие слоения L15 и L16 на многообразии R × Tm, где Tm есть
m-мерный тор.

Будем говорить, что уравнения Риккати (23) и (24) топологи-
чески эквивалентны, если топологически эквивалентны накры-
вающие слоения L15 и L16.

Как и в подпункте 2.4, получаем:
преобразования голономии уравнения (23), соответствующие

образующим [αj ] ∈ H1(T
m), имеют вид

Pj(x) =
p11jx+ p12j

p21jx+ p22j

, j = 1,m ; (25)

преобразования голономии уравнения Риккати (24), соответ-
ствующие [αj] ∈ H1(T

m), — вид

Qj(x) =
q11jx+ q12j

q21jx+ q22j

, j = 1,m . (26)

Дробно-линейным отображениям Pj : w → Pj(w) поставим
в соответствие матрицы

Pj =
∥∥pikj

∥∥ ∈ GL(2,R), j = 1,m , (27)

а дробно-линейным отображениям Qj : w → Qj(w) — матрицы

Qj =
∥∥qikj

∥∥ ∈ GL(2,R), j = 1,m . (28)

Не умаляя общности, будем считать, что

det2Pj = 1, det2Qj = 1, j = 1,m .
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Преобразования (25), (26) и, следовательно, матрицы (27),
(28) являются перестановочными, так как дробно-линейные пре-
образования голономии определяются гомоморфизмами абелевой
группы H1(T

m) в группу дробно-линейных преобразований мно-
гообразия R .

Матрицы Pj назовём матрицами голономии уравнения
Риккати (23), а матрицы Qj — матрицами голономии уравне-
ния Риккати (24).

Лемма 6. Пусть Pj есть матрицы голономии уравнения
Риккати (23), Qj — матрицы голономии уравнения Рикка-

ти (24), j = 1,m . Тогда для топологической эквивалентно-
сти этих уравнений необходимо, чтобы вещественные нор-
мальные жордановы формы всех неединичных матриц Pj и

Qj имели одинаковую структуру при j = 1,m .
Доказательство следует из леммы 4 и теоремы 1.
Лемма 7. Для существования гомеоморфизма ξ : R → R

такого, что

ξ(pjx) = qj ξ(x), ∀x ∈ R, pj qj 6= 0, j = 1,m , (29)

необходимо и достаточно, чтобы

qj = pj

∣∣pj

∣∣α, α > − 1, j = 1,m . (30)

Доказательство. Необходимость. В силу леммы 5

qj = pj

∣∣pj

∣∣αj , αj > − 1, j = 1,m ,

и при этом |pj | = 1 тогда и только тогда, когда |qj |, j = 1,m .
Через I1 обозначим множество таких индексов j, что

∣∣pj

∣∣ =
∣∣qj
∣∣.

Рассмотрим три логические возможности, когда дополнение
CII1 множества I1 до множества I = {1, . . . ,m} :

1) является пустым множеством;
2) является одноэлементным множеством;
3) состоит более чем из одного элемента.
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Если CII1 = Ø, т.е. I = I1, а значит,
∣∣pj

∣∣ =
∣∣qj
∣∣, j = 1,m ,

то соотношения (30) имеют место при любом вещественном α.
Если CII1 = {αj}, то в (30) можно положить α = αj.
Пусть

∣∣pj1

∣∣ 6= 1,
∣∣pj2

∣∣ 6= 1, j1, j2 ∈ CII1, j1 6= j2.

Тогда из (29) следует, что

ξ
(
p l

j1
pn

j2
x
)

= q l
j1
q n
j2
ξ(x), ∀x ∈ R, ∀l, n ∈ Z.

В силу того, что множество рациональных чисел всюду плотно
в множестве вещественных чисел, заключаем: существуют такие
последовательности {ls} и {ns} целых чисел, что

lim
s→+∞

p 2ls
j1
p 2ns

j2
= 1, lim

s→+∞
|ls| = lim

s→+∞
|ns| = +∞.

Тогда

ξ(x) = lim
s→+∞

∣∣pj1

∣∣
2ls(αj1

−αj2
)

ξ(x), ∀x ∈ R.

Отсюда следует, что

αj1
= αj2

= α∗ > − 1.

Поэтому в (30) в качестве α можно выбрать число α∗.
Достаточность доказывается путём построения сопрягающего

гомеоморфизма

ξ : x |x|α, ∀x ∈ R, α > − 1.

Лемма 8. Пусть {λ1j , λ2j} — множества вещественных
собственных чисел перестановочных матpиц Pj ∈ GL(2,R)
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простой структуры, {µ1j , µ2j} есть множества вещест-

венных собственных чисел перестановочных матpиц
Qj ∈ GL(2,R) простой структуры, j = 1,m . Тогда для су-

ществования гомеоморфизма f : R → R такого, что

f ◦ Pj(x) = Qj ◦ f(x), ∀x ∈ R , j = 1,m , (31)

необходимо и достаточно, чтобы существоваволо такое
число α > − 1, что

µ1j

µ2j

=
λ1j

λ2j

∣∣∣∣
λ1j

λ2j

∣∣∣∣
α

, j = 1,m .

Доказательство аналогично доказательству теоремы 5.1.
Лемма 9. Пусть матрицы Pj имеют вещественные нор-

мальные жордановы формы

∥∥∥∥
cosϕj − sinϕj

sinϕj cosϕj

∥∥∥∥ , ϕj ∈ (− π;π], j = 1,m ,

матрицы Qj имеют вещественные нормальные жордановы
формы

∥∥∥∥
cosψj − sinψj

sinψj cosψj

∥∥∥∥ , ψj ∈ (− π;π], j = 1,m .

Тогда для топологической сопряжённости (31) необхо-
димо и достаточно, чтобы

ψj = ϕj , j = 1,m , или ψj = − ϕj , j = 1,m .

Доказательство проводится аналогично доказательству лем-
мы 8 на основании леммы 5 с учётом того, что при топологическом
сопряжении сохраняется ориентация.

Лемма 10. Для существования гомеоморфизма ξ : R → R
такого, что

ξ(x+ pj) = ξ(x) + qj , ∀x ∈ R, pj qj 6= 0, j = 1,m , (32)

423



П. 2, § 5, гл. 3 Классификация слоений дифференциальных уравнений В.Н. Горбузов

необходимо и достаточно, чтобы

q1
p1

=
qj
pj
, j = 2,m . (33)

Доказательство. Необходимость. Пусть j = 2. Рассмотрим
сначала случай, когда

p2

p1
=

l

n
∈ Q, l, n ∈ Z.

Тогда в силу соотношений (32) при j = 1 получаем

ξ(x+ lp1) = ξ(x) + lq1, ∀x ∈ R,

а при j = 2 имеем, что

ξ(x+ lp1) = ξ(x+ np2) = ξ(x) + nq2, ∀x ∈ R.

Сравнивая правые части полученных выражений, получаем
формулу (33) при j = 2.

Пусть теперь

p2

p1
= r /∈ Q.

В силу плотности множества рациональных чисел во мно-
жестве вещественных чисел, заключаем: существуют такие по-
следовательности {ls} и {ns} целых чисел, что

|ls| → +∞, |ns| → +∞,
ls
ns
→ r при s→ +∞.

Из соотношений (32) при j = 1 получаем, что

ξ(x+ lsp1)− ξ(x) = lsq1, ∀x ∈ R,

а при j = 2 имеем

ξ(x+ nsrp1)− ξ(x) = nsq2, ∀x ∈ R.
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Тогда получаем следующую цепочку равенств

1 = lim
s→+∞

ξ(x+ lsp1)− ξ(x)

ξ(x+ nsrp1)− ξ(x)
= lim

s→+∞

lsq1
nsq2

= r
q1
q2
.

Отсюда следует справедливость формулы (33) при j = 2.
Аналогичным образом доказывается, что формула (33) имеет

место при j = 3,m .
Достаточность устанавливается гомеоморфизмом

ζ : x→ q1
p1
x, ∀x ∈ R.

Аналогично лемме 8 на основании леммы 10 доказываем сле-
дующее утверждение.

Лемма 11. Пусть матрицы Pj ∈ GL(2,R) имеют веще-
ственные нормальные формы

∥∥∥∥
λj pj

0 λj

∥∥∥∥ , j = 1,m ,

матрицы Qj ∈ GL(2,R) имеют вещественные нормальные
формы

∥∥∥∥
µj qj
0 µj

∥∥∥∥ , j = 1,m .

Тогда для топологической сопряжённости (31) необхо-
димо и достаточно, чтобы

qj = νpj , j = 1,m .

На основании теоремы 1 и лемм 6 – 11 заключаем, что имеет
место

Теорема 18. Пусть Pj есть матрицы голономии урав-
нения Риккати (23), Qj — матрицы голономии уравнения

Риккати (24), j = 1,m . Тогда для топологической экви-
валентности уравнений Риккати (23) и (24) необходимо и
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достаточно, чтобы существовала такая унимодулярная
матрица ||aij || размера m, что:

1) в случае, когда матрицы Pj и Qj имеют соответ-
ственно вещественные нормальные жордановы формы

diag
{
λ1j , λ2j} и diag

{
µ1j , µ2j

}
, j = 1,m ,

существовало такое вещественное число α 6= − 1, что

m∏

j=1

(µ1j

µ2j

)aij

=
λ1i

λ2i

∣∣∣λ1i

λ2i

∣∣∣
α

, i = 1,m ;

2) в случае, когда матрицы Pj и Qj имеют соответ-
ственно вещественные нормальные жордановы формы

∥∥∥∥
cosϕj − sinϕj

sinϕj cosϕj

∥∥∥∥ и

∥∥∥∥
cosψj − sinψj

sinψj cosψj

∥∥∥∥ ,

где ϕj , ψj ∈ (− π;π], j = 1,m , выполняются равенства

ψj =

m∑

j=1

aijϕj , j = 1,m ;

3) в случае, когда матрицы Pj и Qj имеют соответ-
ственно вещественные нормальные формы

∥∥∥∥
λj pj

0 λj

∥∥∥∥ и

∥∥∥∥
µj qj
0 µj

∥∥∥∥ , j = 1,m ,

выполняются равенства

m∑

j=1

aijqj = νpj , j = 1,m .
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Рассмотрим вполне разрешимые уравнения Риккати (23) и
(24) в случае, когда коэффициенты aij и bij будут соответствен-
но голоморфными на многообразиях Γ1

n (пространство Rm с n

выколотыми точками t11, . . . , tn1) и Γ2
n (пространство Rm с n

выколотыми точками t12, . . . , tn2).
Эти уравнения будем называть соответственно уравнениями

Риккати (23n) и (24n).
Уравнения (23n) и (24n) соответственно определяют накры-

вающие слоения L17 и L18 на многообразиях R×Γ1
n и R×Γ2

n.
Будем говорить, что уравнения Риккати (23n) и (24n) топо-

логически эквивалентны, если топологически эквивалентны на-
крывающие слоения L17 и L18.

Как и для уравнений (23) и (24), для уравнения Риккати (23n)
получаем преобразования голономии (25) и матрицы голономии
(27) для образующих [αj] ∈ H1

(
R×Γ1

n
)
, а для уравнения Рикка-

ти (24n) — преобразования голономии (26) и матрицы голономии
(28) для образующих [βj ] ∈ H1

(
R× Γ2

n
)
.

Аналогично теореме 18 на основании теоремы 1 и лемм 6 – 11
получаем

Теорема 19. Пусть матрицы голономии Pj (матрицы го-
лономии Qj ) уравнения Риккати (23n) (уравнения Рикка-

ти (24n)) перестановочны, j = 1, n . Тогда для топологиче-
ской эквивалентности уравнений Риккати (23) и (24) необ-
ходимо и достаточно, чтобы существовала перестановка
ρ : (1, . . . , n) → (1, . . . , n) такая, что:

1) в случае, когда матрицы Pj и Qj имеют соответ-
ственно вещественные нормальные жордановы формы

diag
{
λ1j , λ2j} и diag

{
µ1j , µ2j

}
, j = 1, n ,

существовало такое вещественное число α 6= − 1, что

µ1ρ(j)

µ2ρ(j)

=
λ1i

λ2i

∣∣∣λ1i

λ2i

∣∣∣
α

, i = 1, n ;

2) в случае, когда матрицы Pj и Qj имеют соответ-
ственно вещественные нормальные жордановы формы
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∥∥∥∥
cosϕj − sinϕj

sinϕj cosϕj

∥∥∥∥ и

∥∥∥∥
cosψj − sinψj

sinψj cosψj

∥∥∥∥ ,

где ϕj , ψj ∈ (− π;π], j = 1,m , выполняются равенства

ψρ(j) = ϕj , j = 1, n , или ψ
ρ(j) = − ϕj , j = 1, n ;

3) в случае, когда матрицы Pj и Qj имеют соответ-
ственно вещественные нормальные формы

∥∥∥∥
λj pj

0 λj

∥∥∥∥ и

∥∥∥∥
µj qj
0 µj

∥∥∥∥ , j = 1, n ,

выполняются равенства

qρ(j) = νpj , j = 1, n .

3. Накрытие

3.1. Накрывающие слоения

Определение 1. Накрывающее слоение L1 накрывает
накрывающее слоение L2, если существует накрытие

h : A1 ×B1 → A2 ×B2

такое, что

q2 ◦ h(A1 ×B1) = A2

и

h(L1
c1

) = L2
h(c1)

, ∀c1 ∈ A1 ×B1.

Пусть ν — мономорфизмы одномерных групп гомологий
H1(B1) и H1(B1), индуцированные накрытиями gν : B1 → B2.

Группу мономорфизмов ν обозначим Mon(H1(B1),H1(B2)).
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Теорема 1. Для того чтобы накрывающее слоение L1

накрывало накрывающее слоение L2, необходимо и доста-
точно, чтобы существовали мономоpфизм ν, принадлежа-
щий Mon(H1(B1),H1(B2)), и гомеоморфизм f : A1 → A2 та-
кие, что выполняются соотношения (1.1).

Доказательство аналогично доказательству теоремы 1.1 с
учётом того, что отображение h является накрытием, а не вло-
жением.

В частности, из теоремы 1 следует критерий накрытия накры-
вающего слоения L2 накрывающим слоением L1 на основании
фундаментальных групп π1(B1) и π1(B2).

При этом порождённое слоением Lj преобразование голоно-
мии определяем как действие

ϕj : Aj × π1(Bj) → Aj

группы π1(Bj) на многообразие Aj по формуле

ϕ
βj

j (aj) = (qj ◦ rj ◦ sj(1))(aj), ∀aj ∈ Aj , ∀bj ∈ π1(Bj),

где rj есть поднятие одного из путей

sj(τ) ⊂ Bj, ∀τ ∈ [0; 1],

которые соответствуют элементу βj фундаментальной группы
π1(Bj) на слой Lj

(aj ,sj(0))
накрывающего слоения Lj в точку

(aj , sj(0)), j = 1, j = 2.

Следствие 1. Если многообразие B1 является односвяз-
ным, то накрывающее слоение L1 накрывает накрывающее
слоение L2 тогда и только тогда, когда многообразие B1
накрывает многообразие B2.

Например, накрывающее слоение на многообразии Cn × C,
определяемое линейной обыкновенной дифференциальной систе-
мой с постоянными коэффициентами, накрывает накрывающее
слоение L7 [49].

Аналогично теоремам 2.1 и 3.1 доказываются
Теорема 2. Действия (3.1) необходимо сопpяжены пpи на-

крытии накрывающего слоения L2 накрывающим слоением
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L1, то есть,

λ ◦ Φ
[α]

1k∗
= Φ

ν([α])

2k∗
◦ λ, ∀ [α] ∈ H1(B1), k = 1, n− 1 ,

где мономоpфизм ν и изоморфизм λ такие, что

ν ∈ Mon(H1(B1),H1(B2))

и

λ : πk(A1) → πk(A2), k = 1, n− 1 .

Теорема 3. Действия (4.1) необходимо сопpяжены пpи на-
крытии накрывающего слоения L2 накрывающим слоением
L1, то есть,

σ ◦ Φ
[α]

1k∗
= Φ

ν([α])

2k∗
◦ σ, ∀ [α] ∈ H1(B1), k = 1, n− 1 ,

где мономоpфизм ν и изоморфизм σ такие, что

ν ∈ Mon(H1(B1),H1(B2))

и

σ : Hk(A1) → Hk(A2), k = 1, n− 1.

3.2. Обыкновенные дифференциальные уравнения Риккати

Рассмотрим уравнения Риккати (5.1) и (6.1), где функции ak

и bk являются 1-периодическими и голоморфными на C.
Функции bk таковы, что

bk(t+ i) = bk(t), ∀t ∈ [0; 1], i =
√
− 1 , k = 0, 2 .

На многообразии C×Z 1-периодическое уравнение Риккати
(5.1) определяет накрывающее слоение L15, а 1-периодическое
уравнение Риккати (6.1) — накрывающее слоение L16 на много-
образии C× T 2, где T 2

— тор, определяемый развёрткой

K = {z = x+ iy ∈ C : x ∈ [0; 1], y ∈ [0; 1]}.

430



В.Н. Горбузов Классификация слоений дифференциальных уравнений П. 3, § 5, гл. 3

Будем говорить, что 1-периодическое уравнение Риккати (5.1)
накрывает 1-периодическое уравнение Риккати (6.1), если на-
крывающее слоение L15 накрывает накрывающее слоение L16.

Группа H1(Z) изоморфна Z, а группа H1(T
2) — Z2.

Обозначим через [α] образующую группы H1(Z), а через
[β1] и [β2] — образующие группы H1(T

2).

Пусть отображение P : w → P (w) есть преобразование го-
лономии 1-периодического уравнения Риккати (5.1), соответству-
ющее образующей [α], а отображение Qj : w → Qj(w) — преоб-
разование голономии 1-периодического уравнения Риккати (6.1),
соответствующее образующей [βj ], при j = 1, j = 2.

Поставим в соответствие дробно-линейным преобразованиям
P (w) и Q1(w), Q2(w) квадратные матрицы P и Q1, Q2 соот-
ветственно по закону из подпункта 1.2.

Матрицы P и Q1, Q2 назовём матрицами голономии со-
ответственно 1-периодических уравнений Риккати (5.1) и (6.1).

Пусть цилиндр Z накрывает тор T 2 таким образом, что по-
лоса 0 6 Re z 6 1 накрывает квадрат K.

Тогда на основании теоремы 1 аналогично теореме 5.1 дока-
зывается

Теорема 4. Пусть {p1, p2}, {q11, q21}, {q12, q22} — соот-
ветственно множества собственных чисел матpиц голоно-
мии P, Q1, Q2 простой структуры. Тогда 1-периодическое
уравнение Риккати (5.1) накрывает 1-периодическое урав-
нение Риккати (6.1) тогда и только тогда, когда при j = 1
или j = 2 выполняется хотя бы одно из условий

q1j

q2j

=
p1

p2

∣∣∣p1

p2

∣∣∣
αj

или q1j/q2j =
p1

p2

∣∣∣p1

p2

∣∣∣
αj

,

где Reαj 6= − 1.
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