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Сўз боши 

«Математик анализ» фанининг ўқув дастурига кирган тўплам, 

тўпламлар устида амаллар, ҳақиқий сонлар, йиғинди, математик 

индукция усули, функция тушунчаси, функциянинг синфлари, сонлар 

кетма-кетлиги ва унинг лимити, функциянинг лимити, функция 

графигининг асимптоталари, функциянинг узлуксизлиги ва текис 

узлуксизлиги, функциянинг ҳосиласи ва дифференциали, функциянинг 

юқори тартибли ҳосиласи ва дифференциаллари, дифференциал 

ҳисобнинг асосий теоремалари, Лопитал қоидалари, Тейлор 

формуласи, функцияни ҳосила ёрдамида текшириш бўлимларини 

ўзлаштиришда талабалар анча қийинчиликларга дуч келади, бу 

уларнинг юқоридаги бўлимлар бўйича мисол ва маслаларни ечишида 

яққол кўринади. 

 Муаллифлар мазкур қўлланмани ёзишда ўз олдиларига 

талабаларда кўрсатилган бўлимларга оид  мисол ва масалаларни 

самарали йўл билан ечиш кўникмалари хосил қилишни мақсад қилиб 

қўйишди ва қўлланма талабалар учун доимий маслаҳатчи бўлиб 

қолишига ишонадилар. 

Ўқув қўлланма учта бобдан иборат бўлиб, унинг биринчи 

бобида дастлабки асосий тушунчалар, иккинчи бобида функция ва 

унинг лимити ҳамда функциянинг узлуксизлиги қаралган. 

Қўлланманинг учинчи бобида ҳосиладан фойдаланиб функциянинг 

графигини чизиш  қаралган. Ўз навбатида ҳар бир боб тегишли 



параграфларга бўлинган бўлиб, ҳар бир параграф мавзуга тааллуқли 

асосий таърифлар, тасдиқлар, теоремаларни ўз ичига олади, 

шунингдек, уларнинг ҳар бири анъанавий мисолларни батафсил 

таҳлил ёрдамида ечиш орқали намойиш қилинган. Қўлланмада жами 

304 та мисол ва масалалар ечилган, 1703 та мисол ва масалалар 

мустақил ечиш учун тавсия қилинган ҳамда уларнинг жавоблари 

берилган. Ҳозирги вақтда амалиётда бир неча яхши ривожланган 

математик дастурлар (Mathcad, Maple, Mathematica, Mathlab ва ҳ.к.) 

математик масалаларни компьютер имкониятларидан фойдаланиб 

ечишда самарали натижалар бермоқда. Шу анъанадан четда қолмаслик 

учун, қўлланмада баъзи бўлимлар бўйича мисол ва масалалар ечишда 

«Maple» тизимининг қўлланилиши ва унинг қулайликлари намойиш 

этилган. 

 Ушбу қўлланмани ёзишга муаллифларни ундаган нарса, 

уларнинг кўп йиллар мобайнида Самарқанд давлат университетида 

математик анализ курсидан олиб борган маъруза ва амалий 

машғулотларида орттирган тажрибаси натижасидир. Ўйлаймизки, 

қўлланма ўз ўқувчиларини топади ва бошқа мавжуд ўқув адабиётлари 

қаторида математик анализ курсининг айтиб ўтилган бўлимлари 

бўйича уларга билимларини оширишга кўмак беради. 

Ўқув қўлланма ҳақидаги фикр мулоҳазалар, ундаги мавжуд 

камчиликлар бўйича таклифларни мамнуният билан қабул қиламиз 

Муаллифлар 



I-боб. ДАСТЛАБКИ ТУШУНЧАЛАР 

 

1-§. ТЎПЛАМ ТУШУНЧАСИ. ТЎПЛАМЛАР УСТИДА АМАЛЛАР 

 

1.1. Тўплам тушунчаси. 

 "Тўплам" тушунчаси математиканинг таърифсиз қабул қилинган асосий 

тушунчаларидан бири бўлиб, баъзи белгиларига асосланиб биргаликда 

қараладиган объектлар ёки нарсалар (предметлар) мажмуасидир. Тўпламни 

ташкил қилувчи ҳар бир объект ёки нарса унинг "элементи" дейилади. Тўплам 

тушунчаси мисоллар ёрдамида тушунтирилади. Масалан, Тошкент шаҳридаги 

олий ўқув юртларида ўқийдиган талабалар, барча бутун сонлар, 

кутубхонадаги китоблар ва ҳакозалар  тўпламни ташкил этади. 

 Тўпламлар лотин ёки грек алфавитининг бош ҳарфлари билан, унинг 

элементлари эса, кичик ҳарфлар билан белгиланади. Масалан, 

ZYXDCBA ,,,....,,,,  лар билан тўпламни, zyxdcba ,,,....,,,,  лар балан 

эса, тўпламнинг элементлари белгиланади. 

 Агар A  тўпламнинг элементи a  бўлса,   Aa каби ёзилади ва "a  

элемент A  тўпламга тегишли" деб ўқилади. Акс ҳолда, яъни a  элемент A  



тўпламга тегишли бўлмаса, унда   Aa (ёки Aa  ) каби ёзилади  ва "a  

элемент A  тўпламга тегишли эмас" деб ўқилади. Масалан,  8,6,4,2A  бўлса, у 

ҳолда A3  ,4  A . 

 Чекли сондаги элементлардан ташкил топган тўплам чекли, чексиз 

сондаги элементлардан ташкил топган тўпламга эса, чексиз тўплам деб 

аталади. Масалан, Самарқанд Давлат университети қошидаги Жомий номли 

илмий кутубхонадаги мавжуд китоблар  тўплами чекли тўпламни, натурал 

сонлар тўплами эса чексиз тўпламни ташкил этади. 

 Битта ҳам элементга эга бўлмаган тўплам бўш тўплам дейилади ва  

каби белгиланади. Бўш тўпламларга қуйидагилар мисол бўла олади: )a  

042 x  тенгламанинг ҳақиқий илдизлари тўплами; )b   ўзаро параллел 

иккита турли тўғри чизиқнинг умумий нуқталари тўплами; )c  24 x  

тенгсизликнинг ечимлари тўплами ва ҳ.к . 

 Кўпинча тўпламлар, уларнинг элементлари чекли ёки чексиз бўлишидан 

қатъий назар, символик равишда доирачалар билан тасвирланади. Бу 

тасвирлаш тўпламлар устида бажариладиган амалларни тасаввур қилишда ва 

улар орасидаги муносабатларни ўрганишда анча қулайликлар туғдиради.  



 1.1-таъриф. Агар A  тўпламнинг ҳар бир элементи B  тўпламнинг ҳам 

элементи бўлса, A  тўплам B  тўпламнинг қисми ёки қисмий тўплами (тўплам 

ости) деб аталади ва BA  каби белгиланади (1.1-чизма). Бу қуйидагича 

ўқилади: " B  тўплам A  тўпламни ўз ичига олади".  

 1.1-эслатма. Бўш тўплам ҳар қандай A  тўпламнинг қисм тўплами 

ҳисобланади:  A . Ҳар қандай A  тўплам ўз-ўзининг қисм тўплами 

ҳисобланади: A A . 

 1.2-эслатма. n  та элементдан иборат бўлган тўпламнинг қисим  

тўпламлар сони n2  га тенг.   

      

 1.3-эслатма. Агар  ,....,, CBA тўпламларнинг ҳар бири J  тўпламнинг  

қисм тўпламлари бўлса, J  тўпламга универсал тўплам дейлади. 

 1.2-таъриф. Агар A  тўплам B  тўпламнинг қисми, B  тўплам A  

А 

В 

1.1-чизма.  1.2-чизма. 

А 

В 



тўпламнинг қисми бўлса, яъни BA , AB  бўлса, у ҳолда A  ва B  

тўпламлар бир-бирига тенг дейилади ва A= B каби ёзилади. 

 1.1-мисол. Ушбу   75,:  xNxxA  тўпламнинг элементларини 

аниқланг? 

 Ечилиши. Берилган  A  тўпламнинг 

элементлари натурал сонлардан иборат бўлиб, 75  x  тенгсизликни 

қаноатлантириши керак. Бу тенгсизликни қаноатлантирувчи натурал сонлар 

76,5,4,3,2,1 ва  дан иборат. 

  Демак,  7,6,5,4,3,2,1А . 

 1.2-мисол. Cонлар ўқида  3: OMM  шартни қаноатлантирувчи M  

нуқталар тўпламини аниқланг ва элементларини ёзинг. 

 Ечилиши. Изланувчи тўпламнинг элементлари сон ўқида жойлашган 

нуқталардан иборат бўлиб, улар саноқ боши O  дан уч бирлик  узоқликда 

масофада жойлашган бўлади. 

 Демак,  улар  3  ва 3  дан иборат,  яъни  3,3A . 

 1.3-мисол.Ушбу  7,5,3,1,0,2,4,6 A  ва  5,3,1B  тўпламлар 

берилганда, AB    эканлигини кўрсатинг. 



 Ечилиши. B  тўпламнинг барча элементлари A  тўпламнинг 

элементлари бўлганлиги учун 1.1-таърифга асосан, AB   бўлади. 

 1.4-мисол. cba ,,   элементлардан ташкил топган A  тўплам берилган 

бўлсин. A  тўпламнинг қисим тўпламларини аниқланг. 

 Ечилиши.              ,,,,,,,,,,,, cbacbcabacba   тўпламлар 1.1-

таърифга асосан, берилган  A  тўпламнинг қисим тўпламлари бўлади. 

 1.5-мисол. Агар  065,: 2  xxRxxA  ва  3,2B  тўпламлар 

берилган бўлса, ВA   эканлигини кўрсатинг. 

 Ечилиши. Маълумки,  0652  xx  тенглама 3,2 21  xx  илдизларга 

эга бўлганлиги учун  3,2A  бўлади.  

 Демак, 1.2-таърифга асосан, ВA   бўлади. 

 1.6-мисол. Ушбу     cbacbа ,,,,    муносабат ўринли бўладими? 

 Ечилиши. Бу муносабат ўринли бўлмайди, чунки тенгликнинг чап 

томонидаги тўплам учта cba ,,  элементларларга эга, ўнг томондаги тўплам эса 

иккита, тўплам  ba,   ва c  элементдан иборат. Ўнг томондаги тўпламнинг 

 ba,  элементи чап томондаги тўпламга тегишли эмас. 

 



1.2. Тўпламлар устида амаллар. 

 1.3- таъриф. B  ихтиёрий тўплам бўлиб, A  тўплам унинг бирор қисми 

бўлсин. B  тўпламнинг  A  га кирмаган барча элементларидан ташкил топган 

тўплам A  нинг B  га қадар тўлдирувчиси дейилади ва у  AC
B

 каби 

белгиланади (1.2-чизма). 

 1.4-таъриф. A  ва B  ихтиёрий тўпламлар бўлсин. Агар C  тўплам A  ва 

B  тўпламларнинг барча элементларидан иборат бўлиб, бошқа элементлари 

бўлмаса, у ҳолда C  тўплам A  ва B  тўпламларнинг йиғиндиси (бирлашмаси) 

дейилади ва CBA   каби белгиланади (1.3-чизма).  

 

 

 

 

 

1.5-эслатма.  Шуни қайд қилиб ўтиш керакки, агар бирор элемент ҳам 

A  тўпламга, ҳам B  тўпламга қарашли бўлса, бу элемент C  тўпламда бир 

марта ҳисобланади.  

 Юқоридаги 1.4-таърифдан тўпламларнинг қуйидаги хоссалари келиб 

А 

В 
1.3-чизма. 

В 
А 

А 
В 



чиқади: 

 1
0
.  AABBAAAA .3..2. 00 = A . 

 4
0
. Агар BA  бўлса, BBA   бўлади. 

 

        

 

 1.5-таъриф. A  ва B  тўпламларнинг умумий элементларидан ташкил 

топган C  тўплам, A  ва B  тўпламларнинг умумий қисми ёки кўпайтмаси 

(кесишмаси) дейилади ва BAC   каби белгиланди (1.4-чизма). 

 Тўпламларнинг  қуйидаги ҳоссалари 1.5-таърифдан бевосита келиб 

чиқади:  

 5
0
.  AABBAAAA .7..6. 00 =. 

8
0
. Агар BA  бўлса, у ҳолда ABA   бўлади. 

 

А 

В 1.4- чизма. 

В В 
А 

А 

BAC   



 1.6-эслатма. Биз тўпламларнинг йиғиндиси ҳамда кўпайтмаси 

таърифларини иккита тўплам учун келтирдик. Агар 
n

AAA .,..,,
21

 тўпламлар 

берилган бўлса, уларнинг йиғиндиси 
n

AAA  ....
21

 ҳамда кўпайтмаси  

n
AAA  ....

21
 ҳам юқоридаги 1.4- ва 1.5-  таърифларга ўхшаш берилади. 

 1.6-таъриф. A  тўпламнинг B  тўпламга тегишли бўлмаган барча 

элементларидан тузилган C  тўплам A  ва B  тўпламларнинг айирмаси 

дейилади ва C = A \ B  каби белгиланади (1.5-чизма). 

 Тўпламларнинг қуйидаги ҳоссалари 1.6-таърифдан бевосита келиб 

чиқади: 

 9
0
. \A = A . 10

0
. \ A=.   11

0
. A \ A=.  

 1.7-таъриф. A  тўпламнинг B  тўпламга тегишли бўлмаган 

элементларидан ва B  тўпламнинг A  тўпламга тегишли бўлмаган 

элементларидан тузилган C тўплам A  ва B  тўпламларнинг симметрик 

айирмаси деб аталади ва C= BA  каби белгиланади, яъни 

BA =    ABBA \\   (1.6-чизма).  

 1.8-таъриф.  Биринчи элемент X  тўпламга ва иккинчи элемент Y  

тўпламга кирган барча  yx,  жуфтлардан иборат бўлган нуқталар тўплами X  



ва Y  тўпламларнинг Декарт (тўғри) кўпайтмаси дейилади ва у [ X ,Y ] ёки 

X Y  каби белгиданади, яъни C = X Y ={   YyXxyx  ,:, }.  

1.7-эслатма. A  тўпламнинг ўз-ўзига Декарт кўпайтмаси қуйидагича 

белгиланади.  

A   AyAxyxAA  ,:,2 . 

1.7-мисол. Ушбу  022,: 23  xxxRxxA  ва  2,1B  тўпламлар 

берилган бўлса,  AC
B

 ни топинг. 

Ечилиши. Равшанки 022 23  xxx  тенглама 1,1  ва 2  илдизларга 

эга. Демак,  2,1,1A ,   2,1B . Унда 1.3- таърифга асосан     1ACB . 

1.8-мисол. Ушбу  2,1,0,1,2,3,4 A  ва  5,4,3,2,1B  тўпламлар 

берилган бўлса,  BAC    ни топинг. 

Ечилиши. 1.4- таърифга асосан    5,4,3,2,1,0,1,2,3,4  BAC  

бўлади. 

1.9-мисол. Ушбу  2,:  xRxxA  ва  3,:  xRxxB  тўпламлар 

берилган бўлса,  BAC    ни топинг. 

Ечилиши. Равшанки, A  тўпламга 2x  тенгсизликни 

қаноатлантирадиган, B  тўпламга эса, 3x  тенгсизликни қаноатлантирадиган 



ҳақиқий сонлар киради. Шунинг учун, 1.3-эслатмага кўра RBAC   

бўлади. 

1.10-мисол. Ушбу  3,2,1A  ва  02,: 2  xRxxB  тўпламлар 

берилган бўлса,  BAC    ни топинг. 

Ечилиши. Равшанки, 022 x   тенглама ҳақиқий илдизга эга 

бўлмагани учун B  бўлади. Тўпламлар йиғиндисининг 03 -хоссасига асосан  

 3,2,1 AABAC . 

1.11-мисол. Ушбу  7,6,5,4,3,2,1A  ва  52,:  xNxxB  тўпламлар 

берилган бўлса,  BAC   тўпламнинг элементларини кўрсатинг. 

Ечилиши. Берилган  B  тўпламнинг элементлари 52  x  

тенгсизликни қаноатлантирувчи 5,4,3,2,1  натурал сонлардан иборат, яъни 

 5,4,3,2,1B  . Демак, AB   бўлганлиги учун тўпламлар йиғиндисининг 04 -

хоссасига асосан,  7,6,5,4,3,2,1 ABA . 

1.12-мисол. Ушбу  ,.....12,10,8,6,4,2 A  ва  

 ,.....30,25,20,15,10,5 B  тўпламлар берилган бўлса,  BAC    ни 

топинг. 

Ечилиши. A  ва B  тўпламларнинг берилишини эътиборга олган ҳолда 



1.5-таърифга кўра, изланувчи тўплам       ,.....30,20,10  BAC . 

1.13-мисол. Ушбу  .....,8,6,4,2A  ва   .....,7,5,3,1B  тўпламлар 

берилган бўлса,  BAC    ни топинг. 

Ечилиши. A  ва B  тўпламларнинг берилишини эътиборга олган ҳолда 

1.5-таърифга асосан, изланувчи тўплам   BAC . 

1.14-мисол. Ушбу  ,.....18,15,12,9,6,3 A  ва  

 ,.....12,10,8,6,4,2 B   тўпламлар берилган бўлса, C = A \ B   ни топинг. 

Ечилиши. A  ва B  тўпламларнинг берилишини эътиборга олган ҳолда 

1.6-таърифга асосан,  C = A \  ,....21,15,9,3 B  бўлади. 

1.15-мисол.Ушбу A \ ACB  )( \ B \C  айниятни исботланг. 

Исботи. Агар Ax \ )( CB  бўлса, Ax  ва )( CBx  , CxBx  ,  

эканлиги келиб чиқади. Ax  Bx  бўлганлиги учун  Ax \ B ,  Cx ,  бундан 

Ax \ B \C  бўлади. Демак, A \ )( CB  A \ B \C . 

Энди Ax \ B \ C  бўлсин деб фараз қиламиз, бундан Ax \ B  ва Cx . 

Ax \ B  бўлганлигидан  Ax  Bx  келиб чиқади.     У ҳолда    )( CBx    ( 

чунки CxBx  , ). Ax  бўлганлиги учун Ax \ )( CB  бўлади. Демак, 

A \ B \C  A \ )( CB . 



Шундай қилиб, A \ ACB  )( \ B \C  айниятни исботланди. 

1.16-мисол. BA, ва C  тўпламлар берилган. Тўпламларнинг йиғиндиси, 

айирмаси ва кўпайтмасининг таърифларидан фойдаланиб қуйидаги 

тўпламларни ёзинг: элементлари: 1) учала тўпламга ҳам тегишли;  2)  ҳеч бир 

тўпламга  тегишли эмас; 3)  ҳеч бўлмаганда битта тўпламга  тегишли; 4) A  

тўпламга тегишли, B ва C   тегишли эмас; 5) A   ва B  тўпламларга 

тегишли, C  тўпламга тегишли эмас; 6) ҳеч бўлмаганда  берилган 

тўпламларнинг иккитасига  тегишли. 

Ечилиши. 1) Тўпламлар кўпайтмасининг таърифига кўра, элементлари 

берилган тўпламларнинг учаласига ҳам тегишли. Бунда изланувчи 

тўплам, CBA   дан иборат бўлади; 2) 1.3-эслатмага асосан, яъни унверсал 

тўплам ҳамда тўпламлар йиғиндисининг таърифига асосан, элементлар 

берилган тўпламларнинг ҳеч бирига тегишли эмас. Бунда изланувчи тўплам, 

J( \ JA () \ JB () \ )C  тўпламдан иборат; 3) элемент берилган тўпламларнинг 

ҳеч бўлмаганда биттасига тегишли, тўпламлар йиғиндисининг таърифига 

асосан, изланувчи тўплам, CBA   тўпламдан иборат; 4) тўпламлар 

айирмасининг таърифига кўра, Ax ( \ )B \ )C  бўлса, Ax , Bx , Cx  бўлади. 



Шунинг учун изланувчи тўплам, A( \ )B \ )C  тўпламдан иборат ; 5) тўпламлар 

кўпайтмаси ва айирмасининг таърифига кўра, элементлари A   ва B  

тўпламларга тегишли, C  тўпламга тегишли эмас. Бунда изланувчи тўплам, 

)( BA \C  тўпламдан иборат. Ҳақиқатан ҳам, агар )( BAx  \C   бўлса, Ax , 

Bx , Cx  бўлади; 6) элементлари ҳеч бўлмаганда  берилган тўпламларнинг 

иккитасига  тегишли, тўпламлар кўпайтмаси ва йиғиндисининг таърифига 

асосан, изланувчи тўплам  CACBBA   тўпламдан иборат. Ҳақиқатан 

ҳам, агар CACBBAx   бўлса, BAx  , CBx  , CAx   бўлади, 

бундан эса Ax , Bx , ёки Bx , Cx , ёки Ax , Cx  бўлади. 

1.17-мисол. Агар     06,:,04,: 22  xxZxxBxxNxxA  

бўлса, у ҳолда BA  тўпламни тузинг. 

Ечилиши. Равшанки, 042  xx   тенгсизликнинг натурал ечимлари 

1,2,3,4 лардан иборат бўлиб, }4,3,2,1{A  тўпламни ҳосил қилади.  

062  xx  тенгсизликнинг бутун ечимлари -2,-1,0,1,2,3 лардан иборат 

бўлиб, улар  },3,2,1,0,1,2{ B  тўпламни ташкил этади. 1.7- таърифга кўра, 

BA }4,0,1,2{   дан иборат бўлади. 

1.18-мисол. Ушбу A={Факультетдаги битта гурух талабалари},  



B={Факультетдаги аълочи талабалар} тўпламлар берилган бўлса, у ҳолда 

BA  тўпламни тузинг. 

Ечилиши. Симметрик айирманинг таърифига кўра,     ABBABA \\   

= {берилган гуруҳда аълочи бўлмаган талабалар ва факультетдаги A тўпламга 

кирмайдиган аълочи талабалар}. 

1.19-мисол. Ушбу    ,,,,  BcbaA  тўпламларнинг Декарт 

кўпайтмасини топинг. 

Ечилиши. 1.8-таърифга кўра, A  ва B  тўпламларнинг берилишини 

эътиборга олган ҳолда, уларнинг Декарт кўпайтмаси 

  )},(),,(),,(),,(),,(),,{(  ccbbaaBA   

бўлади. 

 

   Mустақил ечиш учун мисоллар ва масалалар 

Қуйида берилган A  тўпламнинг элементларини аниқланг. 

1.1. }0,0)4)(6(:{ 2  xxxZxA .  1.2. }065:{ 23  xxxRxA . 

1.3. }0,2
1

:{  x
x

xRxA .  1.4. 065:{ 2  xxNxA }. 



1.5. }103
9

1
:{  xZxA .  1.6. }20,12cos:{ 2  xxRxA . 

1.7. Ушбу }3;2;1{}}3;2{},2;1{{  тенглик ўринлими? 

1.8.Ушбу }012167:{ 23  xxxRxA  ва }3;2{B  тўпламларнинг 

тенглигини кўрсатинг. 

1.9. }2,1},3,1{},3,2,1{{}2;1{   муносабат ўринлими? 

1.10. }2,1},3,1{},3,2,1{{}2;1{   муносабат ўринлими? 

1.11.Ушбу }{  тенглик ўринлими? 

1.12. 0  сондан тузилган тўплам бўш тўплам бўладими? 

 Қуйида берилган тўпламларнинг ҳамма қисм тўпламларини топинг. 

1.13.. .14. }{ . .15. }2,1{ .   16. },,,{ dcba  . 

1.17. dcba ,,,  элементлар учун          dccbaa ,,,,   бўлса, ca  ва 

db   тенг эканлигини исботланг ва аксинча. 

1.18.Қуйидаги берилган A   ва B  тўпламларга кўра A  B , 

A ABBAB \,\, , BA  тўпламларни топинг. 

 1)    0127:,020: 22  xxRxBxxRxA ; 

2) A={ 32:  xRx } ]3;2[ ,   ]4;1[41:  xRxB . 



3)    .06:,04: 22  xxZxBxxNxA  

1.19. Агар      04:,41:,62: 2  xNxCxNxBxNxA  

бўлса,  )()()4)3,)2,)1 CBBACBACBACB   

тўпламларни топинг 

Қуйидаги муносабатларнинг ўринли бўлишини кўрсатинг: 

1.20.  )()()( CBCACBA  .    1.21. )()()( CBCACBA  . 

1.22. ).(\)()\()\( BABAABBA    1.23. ).\()\()(\ CABACBA   

1.24. ).\()\()(\ CABACBA   

Қуйида берилган тўпламларни кооррдинаталар текислигида 

тасвирланган. 

1.25.  063:),( 2  yxRyx .      

1.26.     4:),( 222  yxRyx . 

1.27. 0)2()1(:),( 22  yxRyx .      

1.28.   012,12:),( 2  xxyRyx . 

1.29. 








 0,0,
11

:),( 2 yx
yx

Ryx .  

1.30.   12:),( 22  xyRyx . 



Қуйидаги берилган A   ва B   тўпламларга кўра AB   Декарт 

кўпайтмани топинг: 

1.31. A={1,3}, B ={2,4}. 1.32. A=
1R  B =

1R . 

1.33. A=[1;2] B =[1;2]. 1.34. A=[1;3] B =[2;4]. 

 

Mустақил ечиш мисол ва масалаларининг жавоблари 

1.1. }.6,2{A  1.2. }.3,2,0{A  1.3. }.1{A 1.4. }6,5,4,3,2,1{A .  

1.5. }2,1,0,1,2{ A . 1.6.  }2,
2

3
,,

2
{ 





A . 1.7. Йўқ.1.9. Йўқ. 1.10.Ҳа. 1.11.Йўқ. 

1.12.Йўқ. 1.13. .1.14. }{,  . 1.15. },2,1{},2{},1{ . 

1.16. }{},{},{},{ dcba ,      ,,,,,,},,{},,{},,{ dcdbcbdacaba

},,{},,,{},,,{},,,{ dcadbadcbcba , },,,{ dcba ,. 1.18. 1) },,4,3,5{BA   4BA , 

 5\ BA ,  3\ AB , }.3,5{BA  2) ],4;2[BA  ],3;1[BA  )1,2[\ BA , 

]4;3(\ AB , ].4;3()1;2[ BA  3)  ,4,3,2,1,0,1,2 BA   ,3,2,1BA  

 ,4\ BA   0,1,2\ AB ,  .4,0,1,2 BA   

1.19.   ,   )2,3;2)1  CBACB  ,6,5,4,3,2)3  CBA  

 3;2)()()4  CBBA  1.31. A B )}.4;3(),2;3(),4;1(),2;1{(   



1.32. A B
1R  1R = 2R = :),{( yx  yx , }.  

1.33. A B ]}.2;1[],2;1[:),{(  yxyx  1.34. A B { ]}.4;2[],3;1[:),{(  yxyx  

2- §. ҲАҚИҚИЙ СОНЛАР  

2.1. Сонли тўпламлар. 

Саноқ учун ишлатиладиган сонлар натурал сонлар деб аталади. 

Натурал сонлар тўплами  

 ,....,...,3,2,1 nN   

каби белгиланади. 

Ишораси натурал сонларнинг ишорасига қарама-қарши бўлган сонлар 

манфий натурал сонлар дейилади. Барча манфий натурал сонлар, нол сони ва 

барча натурал сонлардан иборат тўплам бутун сонлар тўплами дейилади ва у 

одатда 

 ,....,...,3,2,1,0,1,2,3,...,...., nnZ   

каби белгиланади. 

Равшанки, натурал сонлар тўрплами бутун сонлар тўпламининг қисм 



тўпламидир: ZN  . 

Қисқармайдиган NqZp
q

p
 ,,  каср кўринишда тасвирланадиган ҳар 

бир сон рационал сон дейилади. Барча рационал сонлар тўплами 









 NqZp
q

p
xxQ ,,:  

каби белгиланади.  

Равшанки, QZ  , демак QN  , чунки, ZN  . Жумладан, агар 1q  бўлса, 

QZ   бўлади. 

2.1. Ҳақиқий сонлар. 

 Маълумки, ҳақиқий сонлар назарияси асосан, икки хил, конструктив ва 

аксиоматик усуллар билан қурилади. 

 Конструктив усул. Ҳақиқий сонлар назариясини бу усул ёрдамида 

қуришда, одатда, рационал сонлар назарияси маълум деб фараз қилинади ва 

иррационал сонларни қуриш йўллари кўрсатилади.  

 Аксиоматик усул. Ҳақиқий сонлар назариясини бу усулда қуриш 



жараёни, натурал сонлар назариясини аксиоматик қуришдан бошланади. Бу 

жараённи схематик қуйидагича изоҳлаш мумкин: бирор бўш бўлмаган N  

тўплам олиниб, бу тўплам элементлари орасидаги муносабатлар, амаллар, 

амаллар бўйсинадиган қонунлар, бу амаллар ва муносабатларнинг боғланиши 

қандайдир аксиомалар системаси орқали берилади ва у натурал сонлар 

тўплами, унинг элементлари эса, натурал сонлар деб айтилади. 

 Ҳақиқий сонлар назариясини қуришда бир нечта конструктив 

назариялар мавжуд бўлиб, уларга Кантор, Дедекинд, Вейерштрасс, Коши 

томонидан таклиф қилинган назариялар киради. 

Биз ҳақиқий сонлар назариясини қуришда қисқача Дедекинд назариясини 

баён қилиш билан чегараланамиз. Ҳақиқий сонларни қуришда Дедекинд 

назарияси рационал сонлар тўплами Q  нинг тартибланганлик хоссасига 

асосланган бўлиб, у қуйидагича қурилади: Q   бўш бўлмаган ва 

кесишмайдиган иккита, қуйидаги шартларни қаноатлантирадиган, A  ва B  

синфларга ажратилади: 

1) ;QBA   

2) ., baBbAa   



Q  ни бундай тартибда синфларга ажратишда A  ва B   тўпламлар Q  да 

кесим бажаради дейилади ва у ),( BA  каби белгиланади, бунда A - кесимнинг 

қуйи синфи, B  эса, унинг юқори синфи дейилади.  

Мисоллар:    Q  - рационал сонлар тўплами берилган бўлиб, уни 

қуйидагича синфларга ажратамиз: 

   1) };3,:{},3,:{  bQbbBaQaaA  

   2) };3,:{},3,:{  bQbbBaQaaA  

   3) }.3,:{},3,:{ 22  bQbbBaQaaA  

Осонлик билан кўрсатиш мумкинки, Q  ни юқоридаги 1)-3) 

кўринишларда A  ва B  синфларга ажратишда A  ва B  тўпламлар кесим 

бажаради. 

Ҳақиқатан ҳам, 1) да BABAQBA  ,,, = бўлади. 

baBbAa  ,  эканлиги келиб чиқади. 

B3  бўлиб, у B  тўпламда энг кичик сон бўлади, лекин A  да энг катта 

сон йўқ. Тескарисини фараз қилайлик, яъни a  сон A  тўпламда энг катта сон 

бўлсин, десак, 3a  бўлгани учун рационал сонларнинг зичлик хоссасига 



асосан, a  ва 3 сонлар орасида бирорта рационал 
1

a  сонни кўрсатиш мумкин, 

яъни 3
1
 aa . Натижада, 

1
a A  эканлиги келиб чиқади. Демак, a  сони A  

синфда энг катта  сон бўлсин деган фаразимиз нотўғри эканлиги келиб 

чиқади. Шундай қилиб, A  да энг катта сон мавжуд эмаслигига  ишонч ҳосил 

қилдик. 

Худди шундай, Q  тўпламни 2) шаклда синфларга ажратганда ҳам,  A  ва 

B  тўпламлар Q  да кесим бажаришини ҳамда A  синфда энг катта сон мавжуд 

ва у 3 га тенглиги, B  синфда эса, энг кичик сон мавжуд эмаслиги 

кўрсатилади. 

3) }3,:{},3,:{ 22  bQbbBaQaaA  дейлик. 

Q  тўпламни 3) шаклда синфларга ажратишда A  ва B  тўпламларнинг Q  

тўпламда кесим бажаришига ишонч ҳосил қилиш қийин эмас. Бу ҳолда қуйи 

синф A  да энг катта ва юқори синф B  да эса, энг кичик сон йўқ эканлигини 

кўрсатамиз. Шундан, биринчи тасдиқнинг тўғрилигини кўрсатамиз. 

 Ҳақиқатан ҳам,  Aa  бўлса, 32 a  бўлади.  

Шундай натурал n  сон  мавжуд бўлиб, 32 a  тенгсизликни қаноатлантирувчи 



a  билан бирга, 
n

a
1

  сон ҳам A  га тегишли, яъни 3)
1

( 2 
n

a  бўлишлигини 

кўрсатамиз. Бу тенгсизликдан         

.3
12 2

2
a

nn

a
      (2.1) 

 
nn

a

nn

a 1212
2

  тенгсизлик ўринли бўлгани учун, агар 23
12

a
nn

a
  

тенгсизлик ўринли бўлса, (2.1) тенгсизлик албатта бажарилади. Кейинги 

тенгсизликдан .
3

12
2a

a
n




  

 Шундай қилиб, Aa  сон A  тўпламда энг катта сон бўлсин десак, ундан 

катта 
n

a
1

  сон топиладики,  у ҳам A  га тегишли бўлади. Демак, A  тўпламда 

энг катта сон йўқ экан. Худди  юқоридагидек B  тўпламда ҳам энг кичик сон 

йўқлиги кўрсатилади. 

Бу мисоллардан кўринадики, 1) да A  синфда энг катта сон мавжуд эмас, 

B  синфда эса, энг кичик сон мавжуд. 2) да A  синфда энг катта сон мавжуд, B  

синфда эса, энг кичик сон мавжуд эмас. 3) да эса, Aсинфда энг катта сон, B  



синфда энг кичик сон мавжуд эмас.   Шундай қилиб, Q  да бажариладиган 

кесимлар фақат уч хил бўлиши мумкин экан: 

1) қуйи синф A  да энг катта сон мавжуд эмас, юқори B  синфда энг кичик 

сон мавжуд. 

2) қуйи синф A  да энг катта сон мавжуд, юқори синф B  да энг кичик сон 

мавжуд эмас. 

3) қуйи синф A  да энг катта сон, юқори синф B  да энг кичик сон мавжуд 

эмас. 

1)- ва 2)- ҳолларда ),( BA  кесим бирор чегаравий рационал r  сонни 

аниқлайди. 3) -ҳолда A  ва B   синфларни чегараловчи чегаравий рационал сон 

йўқ, яъни кесим ҳеч қандай рационал сони аниқламайди. 

 1)- ва 2)- ҳолларда кесим рационал кесим, 3)- ҳолдаги кесим эса, 

иррационал кесим  дейилади. Иррационал кесим   ҳосил қилувчи сонлар 

тўпламини I  орқали белгилаймиз. 

Барча рационал ва иррационал сонлар тўплами биргаликда ҳақиқий 

сонлар тўплами дейилади ва у R  билан белгиланади, яъни .IQR   

Осонлик билан кўриш мумкинки, ,\,\ QIRIQR    IQQQR , , 



RQRI  ,  бўлади. 

2.1-мисол. c  - бутун соннинг квадратига тенг бўлмаган мусбат сон 

бўлсин. Ушбу  },:{},,:{ 22 caQaaBcaQaaA   кўринишда қурилган A  

ва B  тўпламлар Q   рационал сонлар тўпламида кесим бажаради ва бу кесим 

бирор c  - ҳақиқий сонни аниқлайди.  Қуйи синф A  да энг катта сон ва 

юқори синф B  да эса, энг кичик сон мавжуд эмаслигини исботланг. 

 Ечилиши. Ba  бўлсин, унда ca 2  бўлади. c
n

a  2)
1

(  тенгсизликни 

қаноатлантирадиган шундай натурал n  соннинг  мавжудлигини кўрсатамиз. 

     .
121

2

2

2

c
nn

a
a

n
a 








    (2.2) 

 Агар c
n

a
a 

22  бўлса, у вақтда (2.2) тенгсизлик албатта бажарилади. 

Кейинги тенгсизликдан 
ca

a
n




2

2
 деб олиш етарли. ( 1

2
2













ca

a
n  деб олиш 

мумкин). 

 Демак, B  синфдан ҳар қандай a  сон олинганда ҳам B  синфда ундан 

кичик сон ҳар доим топилади. Шундай қилиб, B  синфда энг кичик соннинг 

мавжуд эмаслиги исботланди. A  синфда энг катта сон мавжуд эмаслиги ҳам 



худди шундай исботланади. 

2.2.-мисол. Ушбу 35   сонннинг иррационал сон эканлигини 

исботланг. 

Исботи. Тескарисини фараз қилайлик, яъни 35   сон рационал сон 

бўлсин. У ҳолда  

    
35

2
35


  

бу сон ҳам рационал сон бўлади, чунки, у иккита рационал сонининг 

нисбатидан иборат. Иккинчи томондан, равшанки,    

 )35()35(
2

1
3   

тенглик ўринли. Бундан, 3  иккита рационал соннинг айирмаси сифатида яна 

рационал сон бўлади, лекин 3  сон эса, иррационал сондир. Бу қарама-

қаршилик фаразимизнинг нотўғри эканлигини кўрсатади. 

2.3. Сон ўқи.  

Бирор l  тўғри чизиқда ихтиёрий O  нуқтани белгилаб (O  нуқта саноқ 

боши), сўнгра [0;1] бирлик кесмани танлаймиз ва йўналишни белгилаймиз. 



Бундай ҳолда координата тўғри чизиғи, яъни сон ўқи берилган дейилади (2.1-

чизма). Ҳар бир натурал ёки каср сонга l  тўғри чизиқда битта нуқта мос 

келади. Масалан, 5 сони берилган бўлсин. O  нуқтадан (саноқ бошидан) 

берилган йўналишда бирлик кесмани 5 марта қўямиз. Натижада A  нуқтани 

ҳосил қиламиз, бу нуқта 5 сонига мос келади. 
7

1
3  сонини олайлик, O  

нуқтадан берилган йўналишда бирлик кесмани 3 марта, сўнгра бирлик 

кесманинг 
7

1
 қисмини қўямиз. Натижада B  нуқтани ҳосил қиламиз. Бу нуқта  

7

1
3  сонга мос келади. 

 Агар l  тўғри чизиқнинг M нуқтаси бирор r  сонга мос келса, бу сон M  

нуқтанинг координатаси дейилади ва у  rM  каби белгиланади. Масалан, A  

ва B  нуқталарнинг координаталари мос равишда 5 ва 
7

1
3  сонлардан иборат 

бўлади, яъни A (5), B (
7

1
3 ). Саноқ боши O  нуқтанинг координатаси нол 

сонидан иборат бўлади. 



 Энди бирлик кесмани O  нуқтадан бошлаб берилган йўналишга қарама-

қарши йўналишда 5 марта қўямиз. Саноқ боши O  га нисбатан A  нуқтага 

симметрик /A  нуқтани ҳосил қиламиз. /A  нуқтанинг координатаси -5 сон 

бўлади, яъни /A (-5). Шунга ўхшаш B  нуқтага симметрик /B  нуқтанинг 

координатаси -
7

1
3  сони топилади. 5 ва -5, 

7

1
3  ва -

7

1
3 сонларга мос равишда 

қарама-қарши сонлар деб аталади. Координата тўғри чизиғида берилган 

йўналищда жойлашган нуқталарга мос келувчи сонлар мусбат сонлар 

дейилади. Координата тўғри чизиғида берилган йўналишга қарама-қарши 

йўналишда жойлашган нуқталарга мос келувчи сонлар манфий сонлар 

дейилади. 

 Эслатма. Координата боши O  нуқтага мос келган "0" (нол) сони мусбат 

ҳам, манфий ҳам ҳисобланмайди, у координата тўғри чизиғидаги мусбат 

 l  A  B  O  B/  A/ 

 -5       -4       -3        -2       -1          0           1         2           3         4         5 

2.1-чизма. 



координатали нуқталарни манфий координатали нуқталардан ажратиб 

турувчи сон бўлиб ҳисобланади. 

Координата тўғри чизиғидаги берилган йўналишни (одатда у ўнг томонга йўналган) 

мусбат, берилган йўналишга қарама-қарши йўналишни эса, манфий йўналиш дейилади. 

 

2.4. Ҳақиқий соннинг абсолют қиймати. 

Ҳақиқий сон a  нинг абсолют қиймати деб,  агар 0a  бўлса, бу соннинг 

ўзига, агар 0a  бўлса, унга қарама-қарши сон a  га айтилади. a соннинг 

абсолют қиймати a   каби белгиланади. Шундай қилиб, 










.0,

,0,

aa

aa
a  

Геометрик нуқтаи назардан a  ифода координата тўғри чизиғидаги  

a нуқтадан O  нуқтагача бўлган масофани билдиради. 

Ҳақиқий соннинг абсолют қиймати қуйидаги хоссаларга эга: 

1-хосса. Rx учун 

 xxxxxxx  ,,,0  

муносабатлар ўринлидир. 

2-хосса. axaaxaxaaxa  ,,0  



муносабатлар ўринлидир. 

3-хосса. Ryx  ,  

)0(,

,,





y
y

x

y

x
yxyx

yxyxyxyx

 

муносабатлар ўринлидир. 

 

 2.5. Сонли тўпламларнинг чегаралари.  

 ba   шартни қаноатлантирадиган a  ва b  сонларни оламиз ва уларни 

кооррдината тўғри чизиғида нуқталар билан белгилаймиз. 

 Амалда "интервал", "кесма", "ярим интервал", "нур" терминларидан 

кўпинча фойдаланмасдан, улар бир ном билан, "сонли оралиқ" деб 

ишлатилади. 

 

 

 

 

 



 

 

Оралиқлар тури Геометрик тасвири Белгиланиши Тенгсизликлар 

ёрдамида ёзилиши 

Интервал  ( ba, ) bxa   

Кесма   [ ba, ] bxa   

Ярим интервал  ( ba, ] bxa   

Ярим интервал  [ ba, ) bxa   

Нур   [ ,a ) ax   

Нур   ( b; ] bx   

Очиқ нур  ( ,a ) ax   

Очиқ нур  ( b; ) bx   

Сон ўқи  (  ; )  x  

 

Бирор X тўплам ( RX  ) берилган бўлсин. 

2.1-таъриф. Агар шундай M сон ( m сон) мавжуд бўлиб,  Xx учун 

)( mxMx   тенгсизлик бажарилса, X тўплам юқоридан  (қуйидан) 

 а  b 

 а  b 

 b 

 а 

 а 

 а 

 а 

 b 

 b 

 b 



чегараланган дейилади. Масалан, 








 ....,3,2,1:
2

1
n

n
X  тўплам юқоридан 

2

1
 

(қуйидан 0 ) билан чегараланган. 

2.2-таъриф. Агар  M сон ( m сон) олинганда ҳам шундай  

Xx 0 топилсаки, )( 00 mxMx   тенгсизлик бажарилса, X тўплам юқоридан  

(қуйидан) чегараланмаган дейилади. . 

 Масалан,  ,....,...,3,2,1,0,1,2,3,...,...., nnZ   тўплам ҳам юқоридан 

ҳам қуйидан чегараланмаган. 

2.3-таъриф.Агар X тўплам ҳам қуйидан, ҳам юқоридан чегараланган 

бўлса X тўплам чеграланган дейилади. 

2.1.-теорема. Ҳар қандай юқоридан чегараланган тўплам учун уни 

юқоридан чегараловчи сонлар ичида энг кичиги мавжуд. 

2.4-таъриф. Юқоридан  чегараланган X тўплам учун юқоридан 

чегараловчи сонларнинг ичида энг кичиги, X тўпламнинг аниқ  юқори 

чегараси дейилади ва Xsup каби белгиланади. 

2.2.-теорема. Ҳар қандай қуйидан чегараланган тўплам учун  уни 

қуйидан чегараловчи сонлар ичида энг каттаси мавжуд. 

2.5-таъриф. Қуйидан чегараланган X тўплам учун қуйидан чегараловчи 



сонларнинг ичида энг каттаси, X тўпламнинг аниқ  қуйи чегараси дейилади ва 

Xinf каби белгиланади. 

Тўпламнинг аниқ  юқори ҳамда  аниқ  қуйи чегараларини мос равишда 

қуйидагича ҳам таърифлаш мумкин, яъни 
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Тўпламнинг аниқ қуйи ва аниқ юқори чегаралари қуйидаги хоссаларга 

эга: 

1-хосса. Агар X ( RX  ) тўплам  юқоридан чегараланган бўлиб, XX 1  

бўлса,        XX supsup 1   бўлади. 

2-хосса. Агар X ( RX  ) тўплам  қуйидан чегараланган бўлиб, 

XX 1 бўлса,        XX infinf 1   бўлади. 

3-хосса. Агар X ( RX  ) тўплам   чегараланган бўлиб, XX 1 бўлса,        

XXXX supsupinfinf 11   бўлади. 

4-хосса. Агар Xx учун )( bxax   тенгсизлик бажарилса, 



)(infsup bXaX   тенгсизлик ўринли бўлди.  

Мустақил ечиш учун мисоллар 

2.1.Ушбу 25   сонннинг иррационал сон эканлигини исботланг. 

2.2.   22)2;5)1   cонни аниқловчи кесим тузинг. 

2.3. Кесим ёрдамида  

 27123)2;1882)1   

  эканлигини кўрсатинг. 

2.4. Кесим ёрдамида  

1553)2;632)1   

  эканлигини кўрсатинг. 

2.5. Кесим ёрдамида 0)3(3   бўлишини кўрсатинг 

2.6.Ушбу  
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тўпламларнинг аниқ  юқори чегараси ҳамда аниқ  қуйи чегараларини 

аниқланг. 



2.7. Ушбу 
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 бўлишини 

исботланг. 

2.8.  xX   ва  yY   ҳақиқий сонлар тўпламлари берилган 

бўлиб, yx  тўплам эса  YyXxyx  ,: йиғиндилардан иборат тўплам 

бўлсин. Унда 

     
     yxyx

yxyx

infinfinf)2

,supsupsup)1




 

бўлишини исботланг. 

2.9.  xX   ва  yY  манфий бўлмаган ҳақиқий сонлар тўпламлари 

берилган бўлиб, yx  тўплам эса  YyXxyx  ,:  кўпайтмаларидан иборат 

тўплам бўлсин. Унда 
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infinfinf)2
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бўлишини исботланг. 

2.10.  xX   ҳақиқий сонлар тўплами берилган бўлиб, x тўплам 



x сонлардан ( Xx )иборат тўплам бўлсин. Унда 
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бўлишини исботланг. 

2.11.Тенгсизликни ечинг 
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Мустакил ечиш учун мисолларнинг жавоблари 
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3-§.  МАТЕМАТИК ИНДУКЦИЯ УСУЛИ  
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3.1- мисол. Қуйидаги йиғиндини ҳисобланг: 

1)  
 

n

k kk1

;
)2(

1
  2)  

 

n

k kkk1

;
)2)(1(

1
 

Ечилиши. 1) 
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эканлигини ҳисобга олиб, (3.1) формулага асосан, 
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3.2.- мисол. Ушбу йиғиндини ҳисобланг: 
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3.3- мисол. }{
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Бу формулага кетма-кет nk ,...,3,2  қийматларни қўйиб, сўнгра ҳосил бўлган 

тенгликларни қўшиш натижасида 
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формулани ҳосил қиламиз. 1a  десак, у ҳолда }{
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формулани ҳосил қиламиз. 

3.4- мисол. }{
n

a  ҳадлари нолдан фарқли ва айирмаси 0d   бўлган 

арифметик прогрессияни ташкил қилса, у ҳолда 
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тенгликнинг ўринли эканлигини исботланг. 

Ечилиши. 












 111

11

)(

11

kkkkkk
aaaaaa
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ҳамда мисолнинг шартини эътиборга олган ҳолда 
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га эга бўламиз. Бундан (3.1) формулани этиборга олсак, натижада исбот 

қилиниши керак бўлган тенгликни ҳосил қиламиз, яъни 
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3.5- мисол. Ушбу йиғиндиларни ҳисобланг. 
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Ечилиши. 1) 1x  бўлганда ;...321)1( nAn   

Бундан aрифметик прогрессия n та ҳадларининг йиғиндиси 

n
nda

n
aa

S n

n
2

)1(2

2

11 



                                  (3.2) 

 формулани эътиборга олсак, .
2

)1(
...321)1(




nn
nA

n
 Энди 1x  

бўлсин. 

12 ...321)(  n

n
nxxxxA    (3.3) 
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тенгликни (3.3) тенгликдан айирамиз: 
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тенгликнинг иккала томонини x  га кўпайтирамиз. 
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Бу тенгликнинг ўнг томонидаги қавс ичидаги йиғиндига (3.4) формулани 
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(3.5) тенгликнинг иккала томонини 2x  кўпайтириб, ҳосил бўлган тенгликни 
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 Aрифметик ва геометрик прогрессиялар дастлабки, n  та ҳадлари 

йиғиндисини топиш масаласи ва уларга ўхшаш кўпгина масалаларни 



қуйидаги умумий масаланинг хусусий ҳоли деб қараш мумкин: )(xf  - барча 

0x  лар тўпламида аниқланган ихтиёрий функция бўлса, 

)1(...)1()0(  nfff      (3.6) 

йиғиндини ҳисобланг. Охирги масала каби масалаларни ечишда қуйидаги 

теоремадан фойдаланиш мақсадга мувофиқ бўлади.  

3.1- теорема. Агар берилган )(x  функция, 0x  лар тўпламида 

аниқланган )(xf  функция учун, ушбу 

)()()1( xfxx       (3.7) 

тенгламани қаноатлантирса, у ҳолда 

)0()()1(...)1()0(   nnfff    (3.8) 

тенглик ўринли. 

3.1- теоремани қўллаб ечиладиган баъзи мисолларни қараймиз. 

3.6- мисол.  Геометрик прогрессиянинг дастлабки n  та ҳади 

йиғиндисини топинг. 

Ечилиши. xaqx )(  деб оламиз. Унда 

)1()()1( 1   qaqaqaqxx xxx  

бўлади. Демак, )(xf  функция сифатида 



)1()(  qaqxf x      (3.9) 

функцияни ҳосил қиламиз. Энди (3.9) дан фойдаланиб (3.6) йиғиндисини 

топамиз:          

).1(...)1()1()1(...)1()0( 1   qaqqaqqanfff n  

Бундан, (3.8) тенгликни эътиборга олиб 

    aaqnnfff n  10)1(...)1()0(   

ҳосил қиламиз. Бундан, геометрик прогрессия дастлабки n  та ҳадлари 

йиғиндиси учун, талаб қилинган, 

q

aqa

q

aaq
aqaqa

nn
n














11
...

11
1  

формулани ҳосил қиламиз. 

3.7- мисол. Арифметик прогрессия дастлабки n  та ҳадлари 

йиғиндисини топинг. 

Ечилиши. Бунда 

x
dxaa

x
2

])1([
)(


  

деб олсак, (3.7) тенглама,   )()()1( xfdxaxx    кўринишда бўлади. 

Бундан (3.6) йиғиндини тузамиз ва (3.8) ни эътиборга олиб 



])1([...)()1(...)1()0( dnadaanfff   

d
dnaa

ndnadaa
2

])1([
)0()(])1([...)(


   

ҳосил қиламиз, бу эса, талаб қилинган формулани ифодалайди. 

3.8- мисол. Ушбу 22)1( nn   айирма 1 дан n  гача бўлган қандай 

сонларнинг йиғиндисини ифодалашини кўрсатинг. 

Ечилиши. 2)( xx   деб олиб, (3.7) тенгликни тузамиз: 

).(12)1()()1( 22 xfxxxxx    

Сўнгра, (3.6) йиғиндини тузсак, )12(...531  n  ифодани, яъни қаралаётган 

айирма 1 дан n  гача бўлган барча тоқ сонлар йиғиндисини ифодалашини 

оламиз. Қўшимча равишда, (3.8) формуладан фойдаланиб, 

2)12(...531 nn   

бўлишини оламиз. 

3.9- мисол. Ушбу 
12 n

n
 ифода қандай n  та сонлар йиғиндисини 

ифодалашини кўрсатинг. 

Ечилиши. 
12

)(



x

x
x  деб олиб, (3.7) тенгламани тузамиз: 



).(
)32)(12(

1

1232

1
)()1( xf

xxx

x

x

x
xx 










   

Натижада изланаётган йиғинди учун, (3.6) ифодадан фойдаланиб, 

)12)(12(

1
...

53

1

31

1







 nn
 

ифодани ҳосил қиламиз. Энди, (3.8) формулага асосан, 

12)12)(12(

1
...

53

1

31

1










 n

n

nn
 

тенгликни оламиз. 

3.10- мисол. Ушбу 
27

10910 1  nn

 ифода қандай n  та сонлар йиғиндисини 

беради? 

Ечилиши.  
27

10910
)(

1 


 x
x

x

  деб олиб, (3.7) тенгламани тузамиз: 

)()()1( xfxx    ёки ).(
3

110 1

xf
x




 

Демак, (3.8) формулага асосан, 

27

10910
3...333...333333

1 


 nn

n

  



тенгликни ҳосил қиламиз.  

3.2. Математик индукция усули.  

Ҳар қандай математик изланишнинг асосида дедуктив ва индуктив 

услублар ётади.  

 Умумий хулосадан хусусий хулосаларни келтириб чиқариш усули 

дедуктив усули дейилади. 

 Хусусий тасдиқдан умумий тасдикни келтириб чиқариш усули индуктив 

ёки индукция усули дейилади. 

 Индукция усули тўла ва тўла бўлмаслиги мумкин. 

 Агар тасдиқ кузатишга охиригача етказилмаган ҳолларга ҳам тегишли 

бўлса, бунга тўла бўлмаган математик индукция усули дейилади. 

 Агар мулоҳазалар рўй бериши мумкин бўлган барча ҳолларни ўз ичига 

олса ва шу асосда хулоса қилинса, бундай индукция тўла математик 

индукция усули дейилади. 

 Тўла математик индукция усулига қуйидаги тамойил асос қилиб 

олинади: бирор )(np  тасдиқ берилганда: 

 I) 1n  учун )(np  тасдиқнинг тўғрилиги текширилади; 



 II) )( Nkkn   учун )(kp  тасдиқ тўғри деб фараз қилинганда, ундан 

1 kn  учун )1( kp  тасдиқнинг тўғрилиги келиб чиқса, бу )(np  тасдиқ ҳар 

қандай натурал n  учун ўринли бўлади, деб хулоса чиқарилади. Бу 

тамойилнинг I) бандига индукция базиси, II) бандига эса, индукция қадами 

дейилади. 

 Баъзи ҳолларда )(np  тасдиқни n  нинг фақат натурал қийматлари 

учунгина эмас, балки унинг Z  тўпламга қарашли барча қийматлари учун ҳам 

тўғрилигини исботлаш талаб қилинади. Бундай ҳолларда юқоридаги тўла 

математик индукция усулидан фойдаланиш мақсадга мувофиқ бўлади.  

3.11-мисол. Математик индукция усулидан фойдаланиб, ихтиёрий 

)( Nnn   лар учун  ушбу  

2

)1(
....321




nn
nSn                                  (3.10) 

тенгликнинг тўғрилигини исботланг. 

 Ечилиши. Бу ерда ва бундан кейинги мисолларда тасдиқларни )(np  

орқали белгилаймиз. 

I. 1n   бўлганда , 1
2

)11(1
11 


S , демак )1(p   тасдиқ тўғри. 



II. Ихтиёрий  k  натурал сон учун )(kp  тасдиқ ўринли, яъни  

2

)1(
....321




kk
kSk  

 тенглик ўринли бўлсин. Бу тенгликнинг иккала томонига 1k  ни қўшиб 

2

)2)(1(
1

2

)1(
1....3211







kk
k

kk
kkkSk  

 ни ҳосил қиламиз.  

Демак, 

 
2

)2)(1(
1....3211




kk
kkSk  , 

бу эса, )1( kp  тасдиқнинг ўринли эканлигини исботлайди. Шундай қилиб, 

математик индукция усулига кўра (3.1) тенглик )( Nnn   лар учун тўғри 

экан.  

3.12-мисол. Барча )( Nnn   лар учун ушбу  

6

)12)(1(
....321 2222 


nnn

nSn                            (3.11) 

тенгликнинг тўғрилигини исботланг. 

Ечилиши. I. 1n   бўлганда , 1
6

)12)(11(1
11 


S  бўлади. Демак, )1(p   



тасдиқ тўғри. 

II.Энди ихтиёрий  k  натурал сон учун )(kp  тасдиқ , яъни  

6

)12)(1(
....321 2222 


kkk

kSk                             (3.12) 

 тенглик ўринли бўлсин, деб фараз қилиб, ушбу 

6

)32)(2)(1(
)1(....321 22222

1




kkk
knSk       (3.13) 

тенгликнинг тўғрилигини исботлаймиз. (3.12) тенгликнинг иккала томонига 

2)1( k  ни қўшиб, 

2222222 )1(
6

)12)(1(
)1(....321)1( 


 k

kkk
kkkSk        (3.14) 

 ни ҳосил қиламиз. Бу тенгликнинг ўнг томонини қуйидагича шакл 

алмаштирамиз:  

 
6

)32)(2)(1(
)1(

6

)12)(1( 2 


 kkk
k

kkk
                (3.15) 

Шундай қилиб, (3.14) ва (3.15) дан  (3.13) тенгликка эга бўламиз, яъни 

)1( kp  тасдиқнинг ўринли эканлиги исбот бўлади. 

Демак, математик индукция усулига кўра (3.11) тенглик  )( Nnn   лар 

учун тўғри экан. 



3.13-мисол. Барча )( Nnn  сонлар учун ушбу  

122 1211   nn

nS   

 соннинг  133       га каррали эканлигини    исботланг.                

  Ечилиши. I. 1n   бўлганда , 2313312111211 331221

1  S  бўлиб, 1S  

сон 133  га каррали. Демак, )1(p  тасдиқ тўғри. 

II.  kn   натурал сон учун kS  сон 133  га каррали бўлсин, яъни 

)(133 NmmSk   деб фараз қилиб,  1 kn  бўлганда 1kS   соннинг 133  га 

каррали эканлигини, яъни )(1331 NqqSk  бўлишини исботлаймиз. 

Ҳақиқатан ҳам,  

,133)1211(133

1213313311121331112133)1211(11

121441111121211111211

12

121212122

1221222323

1

qm

mS

S

k

kk

k

kkk

kkkkkk

k















  

бунда 121211  kmq  

Демак, математик индукция усулига асосан, )( Nnn   лар учун nS  

соннинг 133  га каррали  эканлиги исботланди. 

3.14-мисол. Ушбу  








sin2

2sin
2cos2coscos

1

1








n

n
n  

 айниятни исботланг. 

 Исботи.  I. 0n   бўлганда,  





sin2

2sin
cos


  бўлади. Демак,  0p  тасдиқ 

тўғри. 

II. Энди ихтиёрий  k  натурал сон учун )(kp  тасдиқ , яъни  






sin2

2sin
2cos2coscos

1

1








k

k
k                                     

тенглик ўринли бўлсин, деб фараз қилиб. 1 kn  бўлганда )1( kp  тасдиқнинг 

ўринли эканлигини исботлаймиз. Ҳақиқатан ҳам, 











sin2

2sin
2cos

sin2

2sin
2cos2cos2coscos

2

2
1

1

1
1

















k

k
k

k

k
kk . 

Шундай қилиб, математик индукция усулига асосан, )( 0Znn   лар учун 

берилган айният ўринли экан. 

3.15-мисол. Барча )(1 Nnn  сонлар учун ушбу  

24

13

2

1

2

1

1

1





 nnn
 

тенгсизликнинг тўғрилигини  исботланг.                



Ечилиши. Тенгсизликнинг чап томонини nS  билан белгилаймиз.  

I. 2n   бўлганда , 
24

13

24

14

12

7
  бўлиб, бу эса,  2p  тасдиқнинг ўринли  

эканлигини исботлайди. 

II.  kn   натурал сон учун 
24

13
kS  тенгсизлик тўғри деб фараз қилиб,   

1 kn  бўлганда, 
24

13
1 kS  тенгсизликнинг тўғрилигини      исботлаймиз. 

Ушбу 

  kS
2k

1

2k

1

1k

1
 





  ва 1kS

22

1

12

1

2k

1

3k

1

2k

1













kk
   

ифодаларни таққослаймиз. Булардан 

)12)(1(2

1

1

1

22

1

12

1
1













kkkkk
SS kk  

)( Nkk   учун  охирги тенгликнинг ўнг томони мусбат бўлганлигидан, 

kk SS 1  бўлади. Ўз навбатида, 
24

13
kS  бўлганлиги учун, 

24

13
1 kS  тенгсизлик 

ҳам ўринли бўлади. Бу эса,  1kp  тасдиқнинг ўринли эканлигини 

исботлайди. 

Шундай қилиб, математик индукция усулига асосан, )(1 Nnn   лар 



учун берилган тенгсизлик ўринли экан. 

3.16-мисол. nx  кетма-кетлик, ушбу  

)2(34,3,2 2121   nxxxxx nnn  

шартлар билан берилган бўлса,  33
2

1 1  n

nx  бўлишини исботланг. 

 Исботи. 21 34   nnn xxx  рекуррент формуладан фойдаланиб, 

      4234,1534,634 345234123  xxxxxxxxx  

сонларни топамиз. Топилган сонларни қуйидагича ёзиш мумкин: 

42)33(
2

1
,15)33(

2

1
,6)33(

2

1 15

5

14

4

13

3   xxx . 

 Ушбу қонуниятдан  nx  кетма-кетликнинг умумий ҳади учун  

   33
2

1 1  n

nx                                            (3.16) 

формулани ёзиш мумкин. 

 Математик индукция усулидан фойдаланиб, ихтиёрий )( Nnn   лар учун  

(3.16) формулани исботлаймиз. 

I. 1n   бўлганда , 2)33(
2

1
2 11

1  x  бўлади. Демак, )1(p   тасдиқ тўғри. 



II. kn   натурал сон учун  33
2

1 1  k

kx  тенглик тўғри деб фараз қилиб.   

1 kn  бўлганда,  33
2

1
1 

k

kx тенгликнинг тўғрилигини      исботлаймиз.   

Рекуррент формула ва юқорида қилинган фаразимиздан фойдалансак, 

234 11   kkk xxx  33 1 k    33
2

1

2

9
63

2

1
3233

2

3 112   kkkk . 

Демак, математик индукция усулига асосан, )( Nnn   лар учун 

берилган (3.16) формула ўринли экан. 

 3.17-мисол. Ҳар қандай   n  бурчакли кўпбурчакнинг ички бурчаклар 

йиғиндисининг   01802 n  га тенглигини исботланг. 

Исботи. I. 3n   бўлганда, учбурчакнинг ички бурчаклари йиғиндиси 

0180  га тенг. Демак, )3(p   тасдиқ тўғри. 

II. )(np  тасдиқни ихтиёрий  nkk  натурал сон учун   01802 k  

формула тўғри деб фараз қиламиз.    

Маълумки, ҳар қандай    4nn  бурчакли кўпбурчакнинг ҳеч 

бўлмаганда битта диагонали бутунлай унинг ичида ётади. Шунинг учун, ҳар 

қандай   n  бурчакли кўпбурчакни унинг ичида ётувчи битта диагонали орқали 



иккита кўпбурчакларга ажратиш мумкин. Агар бу кўбурчаклардан биттасиниг 

томонлари сони 1k  га тенг бўлса, қолган иккинчи кўбурчакнинг томонлари 

сони эса, 1 kn  га тенг бўлади, бунда иккала кўпбурчакнинг томонлар сони 

n  дан кичик бўлади. Юқоридаги мулоҳазаларимизга кўра, ҳосил бўлган  

кўпбурчакларнинг ички бурчаклари йиғиндиси, мос равишда,   01801 k  ва 

  01801  kn  га тенг бўлади. n  бурчакли кўпбурчакнинг ички бурчаклари 

йиғиндиси ҳосил бўлган кўпбурчаклар ички бурчаклари йиғиндисига тенг 

бўлади, яъни   01801 k     .18021801 00  nkn  

Демак, ҳар қандай   n  бурчакли кўпбурчакнинг ички бурчаклар 

йиғиндиси учун   01802 n  формула ўринли бўлар экан. 

3.18-мисол. Ҳар қандай a  ва b  сонлар, ҳамда ихтиёрий )( Nnn   лар 

учун ушбу 

    22211
babaaba n

n

n

n

nn

CC
nnn

n

mmnm

n
babba CC   11

    (3.17) 

формула ўринли эканлигини исботланг, бунда 
m
nC -  n  та турли элементдан m  

тадан такрорлашсиз группалашлар сони m
nC .

)!(!

!

mnm

n


 

  Исботи. 1n   бўлганда ,   baba 
1  бўлади. Демак, )1(p   тасдиқ тўғри. 



II.  kn   бўлганда,  kp  тасдиқ ўринли, яъни  

    22211
babaaba k

k

k

k

kk

CC  

kkk

k

mmkm

k
babba CC   11

                      (3.18) 

формула ўринли бўлсин, деб фараз қиламиз. Энди  1 kn  бўлганда  

   



 212

1

1

1

11
babaaba k

k

k

k

kk

CC  

  1

1

1

1








 kkk

k

mmkm

k
babba CC                 (3.19) 

 формула ўринли эканлигини    исботлаймиз. (3.18) нинг иккала томонини 

ba   га кўпайтирамиз: 

      222111
()( babaabababa k

k

k

k

kkk

CC  

   bababba kkk

k

mmkm

k CC )11
 

        212111 1 babaa k

kk

k

k

k

CCC  

  111 
 kmmkm

k

m

k
bbaCC . 

Бунда CCCC
m

k

m

k

m

kk

1

1

10
,1






  эканлигини эътиборга олсак,  натижада 

(3.19)  га эга бўламиз. 

Демак, математик индукция усулига асосан, )( Nnn   лар учун 



берилган (3.17) формула ўринли экан. 

Мустақил ечиш учун мисоллар 

3.1. Ушбу йиғиндиларни ҳисобланг: 

1) 
 

n

k kk1

,
)13)(23(

1
 2) 

 

n

k kk1

,
)14)(34(

1
 

    3) 
 

n

k kkk1

,
)32)(12)(12(

1
 4) 

 

n

k kkkk1

.
)3)(2)(1(

1
 

3.2. }{
n

a  ҳамма ҳадлари ва айирмаси d  нолдан фарқли арифметик 

прогрессия бўлганда қуйидаги тенгликларни исботланг: 

1) .
11

2

11

1
212121
















n

k
nnkkk

aaaadaaa
 

2) 
 













n

k nnnkkkk aaaaaadaaaa1 321321321

.
11

3

11
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учун қуйида берилган тенгликларнинг тўғрилигини исботланг. 

3.6. .)12(....531 2nn   

3.7. .
3

)14(
)12(....531

2
2222 


nn
n  

3.8.   3333 ...321 n .
2

)1(
)....321(

2

2







 


nn
n  

3.9. .
2

)1(
)1()1(....54321 12122222 

  nn
n nn  

3.10.  .12)12(....531 223333  nnn  

3.11. 
 

.
3

1)1(
)1(....433221




nnn
nn  



3.12.   .1)13(....1037241
2

 nnnn  

3.13. 
 

.
4

3)2)(1(
)2()1(....543432321




nnnn
nnn  

3.14.
 

.
11

1

43

1

32

1

21

1













 n

n

nn
 

3.15.
   

.
121212

1

75

1

53

1

31

1













 n

n

nn
 

3.16. 
   

.
141434

1

139

1

95

1

51

1













 n

n

nn
 

3.17.
   

.
131323

1

107

1

74

1

41

1













 n

n

nn
 

3.18.
   

 
.

)12(2

1

121275

3

53

2

31

1 2222















 n

nn

nn

n
 

3.19.
 

.
22

2

1

1
1)

9

1
1()

4

1
1(

2 




















n

n

n
 

3.20. .1,
)1(

)1(
....32

2

21
32 








x
x

nxxnx
nxxxx

nn
n  

3.21. .1,
1

1
....1

1
2 








x
x

x
xxx

n
n  



3.22. .1,
)1(

)1(1
....321

2

1
12 







 x

x

nxxn
nxxx

nn
n  

3.23. .1,
1

....
2

12
1253 







 x

x

xx
xxxx

n
n  

3.24. .1,
)1(

)12()12(1
)12(....531

22

2222
2242 







 x

x

xnxnx
xnxx

nn
n  

3.25. .
1

2

1

1

1

2

1

4

1

2

1

1
12

1

242 




















nn

xxxxxx

nn

 

Математик индукция усулидан фойдаланиб, ихтиёрий )( Nnn   лар 

учун қуйида берилган тенгсизликларнинг тўғрилигини исботланг. 

3.26. .3,122  nnn   3.27.  .10,2 3  nnn  

3.28.   .1,11  anaa
n     3.29. .1,

13

1

2

12

6

5

4

3

2

1






 n

nn

n
 

3.30. .1,2
1

2

1
1  nn

n
n  

3.31. 
 

 
.1,

!

!2

1

4
2




n
n

n

n

n

  3.32.  .3
1

12 









n

n
 

3.33.  .
3

!

n
n

n 







    3.34. .2,! 2  nnn

n

 



3.35.  .
2

!

2

















 n
en

e

n
n

  3.36.  .2,!2  nnn nn  

3.37. .,...,1,0,21

21 nixxxx
n

xxx
i

n
n

n 


 

3.38. 


nxxx

n

111

21

n
nxxx 21

n

xxx n 21   

                                                   ....0, 21

2
2

2
1

2

n

n
xxx

n

xxx



  

Математик индукция усулидан фойдаланиб, ихтиёрий )( Nnn   лар 

учун қуйида берилган тенгликларнинг тўғрилигини исботланг. 

3.39. .
2

sin
2

sin
2

)1(
sinsin2sinsin

1














xnxxn
nxxx  

3.40.  
 

.
sin2

12sin
12cos5cos3coscos

x

xn
xnxxx


  

3.41. .
2

sin2
2

12
sincosnxcos2xcosx 

2

1
1














x
x

n
 

3.42. .

2
sin2

sin

2
cos

8
cos

4
cos

2
cos

n

n
n x

xxxxx
  



3.43. 
 






2
sin4

1sinsin)1(
sin2sin2sin

2 x

xnnnxn
nxnxx  

3.44. 
 






2
sin4

11coscos)1(
cos2cos2cos

x

xnnnxn
nxnxx  

3.45. .,,
22

1

22

1

22

1

22

1
22

Zmmxctgx
x

ctg
x

tg
x

tg
x

tg
nnnn
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учун қуйидаги берилган муносабатларнинг тўғрилигини исботланг ( a  
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формула билан ифодаланишини исботланг,  бунда R айлана радиуси. 

 3.54. P  периметрли мунтазам n2  бурчакка ички ва ташқи чизилган 

айланаларнинг nr  ва nR  радиусларини ҳисоблаш қоидасини кўрсатинг. 

 3.55. Ихтиёрий  n  та квадрат берилган. Уларни шундай қисмларга 

бўлиш мумкинлигини исботлангки, ҳосил бўлган қисмлардан янги квадрат 

ясаш мумкин бўлсин. 

 3.56.Учта қирраси перпендикуляр бўлган параллелепипедлардан ҳажми 

энг катта бўлганини топинг. 

 3.57. Битта текисликда ётиб, бир нуқтадан ўтувчи n  та тўғри чизиқ бу 

текисликни n2  қисмга бўлишини исботланг. 
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I I боб. ФУНКЦИЯ ВА УНИНГ ЛИМИТИ. ФУНКЦИЯНИНГ 

УЗЛУКСИЗЛИГИ 

 

4-§. ФУНКЦИЯ ТУШУНЧАСИ 

4.1. Функциянинг таърифи.    X  ва Y  ҳақиқий сонлар тўпламлари 

берилган бўлиб, улар R  нинг бўш бўлмаган қисм тўпламлари 

  y    ва   ,, xRYRX   лар эса мос равишда уларнинг элементлари 

 YyXx  ,  бўлсин. 

 4.1-таъриф. Агар X  тўпламдаги ҳар бир x  сонга бирор қоида ёки 

қонунга кўра Y  тўпламдан битта y  сон мос қўйилса, X  тўпламда y  функция 

берилган (аниқланган) деб аталади ва у символик равишда 

 xfyyxf       ёки  :  каби белгиланади. 

 Бунда x - аргумент ёки эркли ўзгарувчи, y - функция ёки эрксиз 

ўзгарувчи, f  - харктеристика (қонун ёки қоида); X - тўплам функциянинг 

аниқланиш соҳаси,   },:{ XxxfyyY   тўплам эса, унинг қийматлари 

тўплами (ўзгариш соҳаси) дейилади. Бундан кейин биз функциянинг 

аниқланиш соҳасини  fD , қийматлар тўпламини эса,  fE  билан 

 



белгилаймиз. 

4.2. Функциянинг берилиш усуллари. Функция умумий ҳолда 

аналитик, жадвал, график ва сўз усуллари билан берилиши мумкин. 

Аналитик усул. Кўпинча x  ва y  ўзгарувчилар орасидаги боғланиш 

формулалар ёрдамида ифодаланади. Бунда аргумент x  нинг ҳар бир 

қийматига мос келадиган y  функциянинг қиймати, x  устида аналитик 

амаллар - қўшиш, айириш, кўпайтириш, бўлиш, даражага кўтариш, илдиздан 

чиқариш, логарифмлаш ва ҳ.к. амалларни бажариш натижасида топилади. 

Одатда бундай усул - функциянинг аналитик усулда берилиши дейилади. 

Функция аналитик усулда қуйидаги шаклларда берилиши мумкин: 

1)    ygxxfy    ёки   шаклдаги формулалар билан берилган 

функциялар ошкор шаклда берилган функциялар дейилади. Масалан, 

xxyxy ln,26 2   функциялар ошкор шаклда берилган. Аналитик усулда 

берилган функция бир нечта формулалар воситасида ёзилиши ҳам мумкин, 

масалан: 
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xf



 

Бу функциянинг аниқланиш соҳаси ]2;[   бўлиб, у учта формула ёрдамида 

берилган. 

 2) Агар x  ва y  ўзгарувчилар қандайдир   0, yxF  тенглама билан 

боғланган, яъни тенглама y  га нисбатан ечилмаган бўлса, у ҳолда функция 

ошкормас шаклда берилган дейилади. Масалан, 0222  Ryx  тенглама 

ошкормас шаклда берилган функцияни ифодалайди, уни y  га нисбатан ечиш 

натижасида иккита функцияни ҳосил қиламиз: 

22 xRy  . 

 Баъзи бир ошкормас шаклдаги функцияларни  xfy   (ошкор) шаклда 

ифодалаш ҳам мумкин. Ҳар қандай ошкор шаклдаги  xfy   функцияни 

ошкормас шаклда ёзиш ҳам мумкин:   0 xfy . 



 3) Параметрик шаклда, яъни 
 

 














t

ty

tx
 шаклда берилиши. 

 xfy   функцияда x  нинг y  га мос қўйилиши параметр деб аталадиган 

учинчи бир t   ўзгарувчи ёрдамида ифодаланиши мумкин: 
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бу ерда    t   ва     t  лар ҳам аналитик усулда берилган функциялар бўлиб, 

     DD  деб ҳисобланади. Функциялар берилишининг энг кўп 

учрайдиган усули аналитик усулдир. Бу усул математик анализда жуда кўп 

ишлатилади. 

 Жадвал усул. Баъзи ҳолларда YyXx  ва  ўзгарувчилар орасидаги 

боғланиш формулалар ёрдамида берилмасдан, жадвал орқали берилган 

бўлиши ҳам мумкин. Масалан, t - январ ойининг биринчи декадаси (10 

кунлиги) кунлари номери бўлса,  T - шу номерли куни соат 16
00

 да Самарқанд 

шаҳрида кузатилган ҳаво ҳароратини билдирсин, натижада қуйидаги жадвалга 

келамиз: 
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бунда t - аргумент, T - функция бўлади. Боғланишнинг бундай берилиши, 

функциянинг жадвал усулда берилиши деб аталади. Бу усулдан, кўпинча, 

миқдорлар орасида тажрибалар ўтказиш жараёнида фойдаланилади. 

 Жадвал усулининг қулайлиги шундан иборатки, аргументнинг у ёки бу 

аниқ қийматларида функцияни ҳисобламасдан, унинг қийматларини аниқлаш 

 y0 

 y 

M 

 

x0 

x 0 

x) 

О 

C 
 y=f(x) 

4.1-чизма. 



мумкин. Жадвал усулининг қулай бўлмаган томони шундан иборатки, 

аргументнинг ўзгариши билан функциянинг ўзгариш характерини тўлиқ 

аниқлаб бўлмайди. 

 График усул. xOy  координаталар текислигида x  нинг X  тўплам 

  fDX   дан олинган ҳар бир қиймати учун  yxM ,  нуқта ясалади, бунда 

нуқтанинг абсциссаси x , ординатаси эса y  бўлиб у , y  функциянинг x  га мос 

келган қийматига тенг. Ясалган нуқталарни бирлаштирсак, натижада бирор 

чизиқ ҳосил бўлади, ҳосил бўлган бу чизиқ берилган функциянинг графиги 

деб қаралади (4.1-чизма). 

 4.2-таъриф. Текисликнинг   xfx,  каби аниқланган нуқталаридан 

иборат ушбу  

        },:,{},{ YxfyXxxfxxfx   

тўплам,  функциянинг графиги деб аталади. 



  

xOy  текислигида шундай L  чизиқ берилган бўлсин, Ox  ўқда жойлашган 

нуқталардан шу ўққа ўтказилган перпендикуляр бу L  чизиқни фақат битта 

нуқтада кесиб ўтсин. 

 Ox  ўқдаги бундай нуқталардан иборат тўпламни X  орқали 

белгилаймиз. X  тўпламдан ихтиёрий x  ни олиб, бу нуқтадан Ox  ўққа 

перпендикуляр ўтказамиз. Бу перпендикулярнинг L  чизиқ билан кесишган 

нуқтасининг ординатасини y  билан белгилаймиз. Натижада X  тўпламдан 

олинган ҳар бир x  га юқорида кўрсатилган қоидага кўра битта y  мос 

қўйилиб, функция ҳосил бўлади. Бунда x   ва y  ўзгарувчилар орасидаги 

боғланиш L  чизиқ ёрдамида берилган бўлади (4.2-чизма). Одатда 

функциянинг бундай берилиши  унинг график усулда берилиши деб аталади. 

   4.3-чизма. 

y 

 

Y 

M 

x  x 0 

 4.2-чизма. 

L 



  Функциянинг график усулда берилиши илмий тадқиқотларда ва 

ҳозирги замон ишлаб чиқариши жараёнларида кенг қўлланилади. Масалан, 

тиббиётда учрайдиган электрокардиограмма графиги-юрак 

мускулларидаги ток импульсларининг вақт бўйича ўзгаришини кўрсатади. 

Бу график аналитик тарзда ёзилиши шарт бўлмаган қандайдир  xfy   

функциянинг графигидир, бу функциянинг формуласи табиб учун унчалик 

қизиқарли эмас (4.3-чизма). 

 Функциянинг график усулда берилишининг камчилиги шундан 

иборатки, аргументнинг сонли қийматида берилган функциянинг аниқ 

шаклини ҳар доим топиб бўлмайди, лекин бу усулнинг бошқа усуллардан 

афзаллиги унинг таъсири яққол  кўзга кўриниб туришидадир. 

 Сўзлар орқали ифодаланадиган усул. Бу усулда  YyXx  ,  

ўзгарувчилар ўртасидаги функционал боғланиш фақат сўзлар орқали 

ифодаланади. Масалан: 

 1) Ҳар бир рационал сонга 1 ни, ҳар бир иррационал сонга 0 ни мос 

қўйиш натижасида ҳам функция ҳосил бўлади. Бу функция, одатда, Дирихле 

функцияси дейилади ва  xD  каби белгиланади:  



 





лса.уб   сон иррационал    агар0,

лса,уб   сон рационал    агар,1





x

x
xD  

  2) f -ҳар бир ҳақиқий x  сонга унинг бутун қисми ][x  ни мос қўювчи 

қоида бўлсин. Демак, ][    ёки   ][: xyxxf   функцияга эга бўламиз.  

 3) f -ҳар бир ҳақиқий x  сонга унинг каср қисми { x } ни мос қўядиган 

қоида бўлсин, яъни }{: xxf  . Бу ҳолда биз }{ xy   функцияга эга бўламиз. 

 4.3. Функциянинг аниқланиш соҳаси. 

4.3-таъриф. Аргументнинг функция маъносини йўқотмайдиган (яъни 

чексиз ёки мавҳумликка айлантирмайдиган) ҳамма қийматлари тўплами, шу 

функциянинг аниқланиш соҳаси дейилади. 

Агар функция жадвал шаклида берилса, унинг аниқланиш соҳаси x  

нинг жадвалда кўрсатилган қийматларидан иборат бўлади. 

Агар  функция график шаклда берилса, унинг аниқланиш соҳаси 

графикдан кўриниб туради. 

Функция аналитик шаклда берилганда эса, x  нинг функцияни 

аниқлайдиган формула маънога эга бўладиган қийматлари тўплами шу 

функциянинг аниқланиш соҳаси бўлади. 



Функциянинг аниқланиш соҳасини топиш вақтида функция 

кўринишини бошқа шаклга келтириш тавсия этилмайди. 

4.1-мисол 
86

1
)(

2

3






xx

x
xf  функциянинг аниқланиш соҳасини топинг. 

Ечилиши. 
86

1
2

3





xx

x
 функциянинг маҳражи нолга айланадиган 

нуқталарда функция маънога эга бўлмайди. Махражни нолга айлантирадиган 

нуқталарни топиш учун 0862  xx  тенгламани ечамиз. Бу тенгламанинг 

ечими 4,2
21
 xx  лардан иборат. 

 Демак, бу функциянинг аниқланиш соҳасини топишда 0862  xx  

ёки 4,2
21
 xx  шартларнинг бажарилишини талаб қилиш керак. Шундай 

қилиб, берилган функциянинг аниқланиш соҳаси учта оралиқлар 

бирлашмасидан иборат, яъни  

).;4()4;2()2;()( fD  

Хулоса. Функциялар каср шаклида берилган бўлса, унинг аниқланиш 

соҳаси аргументнинг каср махражини нолдан фарқли қиладиган қийматлари 

тўпламидан иборат бўлади. 



4.2-мисол. Ушбу xxxf  72)(  функциянинг аниқланиш 

соҳасини топинг. 

 Ечилиши. Берилган функциянинг аниқланиш соҳаси x  нинг иккала 

қўшилувчининг ҳам ҳақиқий қийматларни қабул қиладиган қийматлар 

тўпламидан иборат. Бу қийматлар тўпламини топиш учун  









07

,02

x

x
 

шартларнинг бажарилишини талаб қилиш керак. Бу тенгсизликлар 

системасини ечиш натижасида 7;2  xx  бўлишини топамиз.  

 Шундай қилиб, берилган функциянинг аниқланиш соҳаси ]7;2[  

сегментдан иборат бўлар экан. 

 4.3-мисол. 
1

)(



x

x
xf  функциянинг аниқланиш соҳасини топинг. 

 Ечилиши. Функциянинг берилишига кўра, биринчидан, 0x  бўлиши; 

иккинчидан  эса, 1x   шартнинг бажарилиши талаб қилинади. Бу икки 

шартлардан, функция маънога эга бўлиши учун 0x  шартнинг бажарилиши 

етарли. Демак, берилган функциянинг аниқланиш соҳаси  );0[)( fD  



бўлади. 

 4.4- мисол. 3

3

2
)(






x

x
xf  функциянинг аниқланиш соҳасини топинг. 

 Ечилиши. Берилган илдиз остидаги ифоданинг қиймати манфий бўлса 

ҳам, функция маънога эга бўлади, чунки илдиз кўрсаткичи тоқ сондир. Бу 

функция маънога эга бўлиши учун 3x  шарт бажарилиши етарли. Демак, 

берилган функциянинг аниқланиш соҳаси 

     );3()3;()( fD  

бўлади. 

 4.5-мисол. 1sin2)(  xxf  функциянинг аниқланиш соҳасини топинг. 

 Ечилиши. Берилган функция жуфт даражали илдиз орқали берилгани 

учун 01sin2 x  шарт бажарилганда, функция маънога эга бўлади. Бу 

тенгсизликни ечамиз: 

    .,2
6

5
2

6
,

2

1
sin Znnxnx  





 

Демак, берилган функциянинг аниқланиш соҳаси  

ZnnnfD  ],2
6

5
;2

6
[)( 





. 



 Хулоса. Юқорида кўрсатилган мисолларнинг ечилишидан қуйидаги 

хулосани чиқариш мумкин: функция )()()( 2 Nnxxf n    шаклда 

берилганда, унинг мавжуд бўлиши учун 0)( x  шарт бажарилиши керак.  

 4.6-мисол. 
4

5
lg)(

2xx
xf


  функциянинг аниқланиш соҳасини 

топинг. 

 Ечилиши. Берилган функция маънога эга бўлиши учун, биринчидан, 

0
4

5
lg

2


 xx

 шарт бажарилиши керак. Иккинчидан, бу шарт бажарилиши 

учун 1
4

5 2


 xx

 ёки 0452  xx  бўлиши керак. Кейинги тенгсизликнинг 

ечими 41  x . Шундай қилиб, берилган функциянинг аниқланиш соҳаси  

    ]4;1[)( fD  

экан. 

 4.7-мисол. 
)2lg(

4
)(






x

x
xf  функциянинг аниқланиш соҳасини топинг. 

 Ечилиши. Берилган функциянинг кўринишини эътиборга олганда, 

унинг мавжуд бўлиши учун, биринчидан, 04  x  ёки ;4x  иккинчидан, 



02 x  ёки ;2x  учинчидан, 0)2lg( x  ёки 3x  шартлар бажарилиши 

керак. Бу шартларни эътиборга олсак, берилган функциянинг аниқланиш 

соҳаси  

]4;3()3;2()( fD  

бўлади. 

 4.8-мисол. )86(log)( 2

3
 xxxf

x
 функциянинг аниқланиш соҳасини 

топинг. 

 Ечилиши. Берилган функциянинг мавжуд бўлиши учун, биринчидан, 

0862  xx  ёки 0)4)(2(  xx  ёки  xx 4,2  бўлиши; 

иккинчидан, 1,0 33  xx  ёки 1,0  xx  бўлиши керак. x  нинг бу 

шартларни бир вақтда қаноатлантирадиган барча қийматлари тўплами  

);4()2;1()1;0()( fD  

бўлади. 

 4.9-мисол. )6(log)(
4

xxf
x

  функциянинг аниқланиш соҳасини 

топинг. 

 Ечилиши. Берилган функция маънога эга бўлиши учун 



1,0,06 4  xxx  ёки 0,6  xx  шартлар бажарилиши керак. Бу 

шартлар бажарилганда, берилган функция аниқланиш соҳаси  

)6;1()1;0()0;1()1;()( fD . 

 Хулоса. Шундай қилиб, юқоридаги  4.8-,  4.9- мисолларнинг ечилишини 

эътиборга олган ҳолда қуйидаги хулосани чиқариш мумкин: )(log
)(

xf
x

 

функция маънога эга бўлиши учун, 0)(,0)(  xxf   ва 1)( x  шартларнинг 

бажарилишини талаб қилиш етарли. 

 4.10-мисол. 
664

1
)(






xx

x
xf  функциянинг аниқланиш соҳасини 

топинг. 

 Ечилиши. Берилган функция маънога эга бўлиши учун, биринчидан, 

01x  ёки 1x  бўлиши; иккинчидан, 04x  ёки 4x  бўлиши; 

учинчидан, 0664  xx  ёки 2x  бўлиши керак. Юқоридаги 

шартларни эътиборга олган ҳолда, функциянинг аниқланиш соҳаси  

     );2()2;1[)( fD  

эканлигига ишонч ҳосил қиламиз.  



 4.11-мисол. 
x

xf
sin24

3
arccos)(


  функциянинг аниқланиш соҳасини 

топинг. 

 Ечилиши. Биринчидан, арккосинус функция маънога эга бўлиши учун 

унинг белгиси остидаги ифоданинг абсолют қиймати 1 дан катта бўлмаслиги; 

яъни 1
sin24

3
1 




x
 бўлиши керак. x учун 0sin24  x  бўлгани учун, 

юқоридаги шарт 1
sin24

3


 x
 шартга тенг кучли. Бундан xsin243   ёки 

.
2

1
sin x  Бу тенгсизликни ечиш натижасида,  

,...)2,1,0(2
6

7
2

6
 kkxk 





 

эканлигини топамиз. 

 4.12-мисол. 
)25(log

9)2arcsin(
)(

3

2

x

xx
xf




  функциянинг аниқланиш 

соҳасини топинг. 

 Ечилиши. Биринчидан, арксинус функция маънога эга бўлиши учун 

унинг белгиси остидаги ифоданинг абсолют қиймати 1 дан катта бўлмаслиги; 



яъни 12 x  ёки 31  x  бўлиши; иккинчидан 09 2  x  ёки 33  x  

бўлиши; учинчидан эса, 025  x  ёки 0)25(log
3

 x  ва 5,2x  ёки 

2x бўлиши керак. x  нинг юқоридаги учта шартни бир вақтда 

қаноатлантирадиган барча қийматлари тўплами 

)5,2;2()2;1[   

дан иборат. 

Шундай қилиб, берилган функциянинг аниқланиш соҳаси  

 )5,2;2()2;1[)( fD . 

 Хулоса. )()()( xxxf    функциянинг аниқланиш соҳаси )(x  ва 

)(x  функциялар аниқланиш соҳаларининг умумий қисмидан иборат.  

 6.13-мисол. 
3)4()(  xxxf  функциянинг аниқланиш соҳасини топинг. 

 Ечилиши. Биринчидан, 3x , иккинчидан, 04  x  ёки 4x  бўлиши 

керак. x  нинг бу икки шартни қаноатлантирадиган қийматлар тўплами ]4;3[  

сегментдан иборат. 

 Демак, берилган функциянинг аниқланиш соҳаси  

      ]4;3[)( fD  

бўлади. 



 Хулоса. Функция )0)(()( )( xUxU xV  шаклида берилганда унинг асоси ва 

даража кўрсаткичи аргументнинг бир хил қийматларида бир вақтда нолга 

айланмаслиги керак ( 00  шаклдаги аниқмаслик). 

 4.14-мисол. 29 xf   функциянинг аниқланиш соҳасини топинг. 

 Ечилиши. Берилган функция шаклига кўра f  - манфий бўлмаган сон 

бўлгани учун 09 2  x  ёки 3x  бўлиши керак. 

 Демак, берилган функциянинг аниқланиш соҳаси  

 ]3;3[)( fD . 

 4.15-мисол. )5lg( xf   функциянинг аниқланиш соҳасини топинг. 

 Ечилиши. Берилган функциянинг аниқланиш соҳаси  









05

,0)5lg(

x

x
 

системанинг ечимидан иборат. Системанинг биринчисидан, 15  x  ёки 4x  

бўлиши; иккинчисидан эса 05  x  ёки 5x  бўлиши келиб чиқади. 

 Демак, .4x  Берилган функциянинг аниқланиш соҳаси 

]4;()( fD . 



 4.4. Функциянинг ўзгариш соҳаси.  xfy   функция Xx  тўпламда 

берилган бўлсин. 

  Функциянинг ўзгариш соҳаси дискрет нуқталардан, нуқтадан, оралиқ, 

сегмент, бир неча оралиқлардан ва ҳ.к. иборат бўлиши мумкин. Жадвал ёки 

график усулда берилган функцияларнинг ўзгариш соҳалари ўз-ўзидан 

маълум. Аналитик усулда, яъни  xfy   шаклда берилганда функциянинг  

ўзгариш соҳасини топиш учун y  нинг   yxf   тенглама ҳақиқий ечимга эга 

бўладиган барча қийматларини топиш талаб қилинади. 

Функциянинг ўзгариш соҳасини топишда қуйидаги тасдиқларни 

эътиборга олиш лозим: 

 1
0 

. Агар берилган функция (бу ерда узлуксиз функция назарда 

тутилади) қаралган соҳада энг кичик ва энг катта қийматга эришса,  xf  

функциянинг ўзгариш соҳаси, унинг энг кичик ва энг катта қиймати ҳамда 

улар орасидаги барча сонлар тўпламидан иборат бўлади. 

4.16-мисол. ]2;0[  кесмада   94  xxf  функциянинг ўзгариш 

соҳасини топинг.  

Ечилиши. ]2;0[  кесмада берилган функциянинг энг кичик қиймати 



  90 f , энг катта қиймати   132 f  бўлгани учун, унинг ўзгариш соҳаси 

                                        ]13;9[fE  

дан иборат. 

2
0
. Агар функция энг кичик (катта) қийматга эга бўлса-ю, аммо энг 

катта (кичик) қийматга эришмаса (яъни у чексиз орта (камая) борса), 

функциянинг ўзгариш соҳаси функциянинг энг кичик (катта) қиймати ва шу 

қийматдан катта (кичик) барча сонлар тўпламидан иборат бўлади. 

4.17-мисол.   cbxaxxf  2  функциянинг ўзгариш соҳасини топинг.  

Ечилиши. Берилган функцияни  

a

bac

a

b
xay

4

4

2

22










  

шаклда ифодалаймиз. 

 Агар  00  aa  бўлса, берилган функция 
a

b
x

2
  нуқтада энг кичик 

a

bac

a

b
ff

4

4

2

2

min











  (энг катта 

a

bac

a

b
ff

4

4

2

2

max











 ) қийматига 

эришади, аммо энг катта (кичик) қийматига эга бўлмайди. 

Демак,  00  aa  бўлганда берилган функциянинг ўзгариш соҳаси 



   





















 















a

bac
fE

a

bac
fE

4

4
;;

4

4 22

 

 дан иборат бўлади. 

 4.18-мисол.   942  xxxf  функциянинг ўзгариш соҳасини топинг. 

 Ечилиши. Квадрат илдиз остидаги 942  xx  ифодада 

    5294   ва   01
22  xxxxfa  эканлигини эътиборга олсак, у 

ҳолда (4.17-мисолга қаранг)функция 2x  нуқтада энг кичик  5)2(
min

f  

қийматига эришади, лекин унинг энг катта қиймати йўқ. 

  Демак, берилган функциянинг ўзгариш соҳаси, 2
0
- тасдиққа асосан, 

                                  );5[ fE   

дан иборат бўлади. 

 3
0
. Агар  xfy   функция берилган бўлиб, уни x  га нисбатан 

ечиш мумкин бўлса, яъни  yx   шаклда ёзиш мумкин бўлса,  xfy   

функциянинг ўзгариш соҳасини топиш учун,  yx   функциянинг 

аниқланиш соҳасини топиш етарли. Демак,  yx   функциянинг аниқланиш 

соҳаси  xfy   функциянинг ўзгариш соҳасидан иборат бўлади:    fED  . 



4.19-мисол. 782  xxy  функциянинг ўзгариш соҳасини топинг. 

Ечилиши. Ушбу 0782  yxx  тенгламани x  га нисбатан ечамиз: 

yx  94
2,1

 

Берилган функциянинг мавжудлик соҳаси 9   ва   09  yy  дан иборат. 

 Демак, 3
0 

– тасдиққа биноан, берилган функциянинг ўзгариш соҳаси 

  );9[ fE  бўлади. 

4
0
. Умумий ҳолда  xfy   функциянинг ўзгариш соҳаси 

 0 bbya ,   xy   функциянинг ўзгариш соҳаси эса  0 ddyc  

бўлганда    xxf   функциянинг ўзгариш соҳасини dbyca   каби 

аниқлаш,    xxf   функциянинг ўзгариш соҳасини эса bdyac   каби 

аниқлаш мумкин эмас. 

Ҳақиқатан ҳам, xx cos   ва   sin  функцияларнинг ўзгариш соҳалари 

11  y  бўлгани ҳолда, xx cos sin   функциянинг ўзгариш соҳасини 

22  ёки  1111  yy  каби аниқлаб бўлмайди. 

4.20.- мисол.   xbxaxf sincos   ( 022  ba ) функциянинг ўзгариш 

соҳасини топинг.  



Ечилиши. Берилган функцияни ушбу  

)cos()( 22  xbaxf  

шаклда ёзиш мумкин, бунда 

.sin,cos
2222 ba

b

ba

a





   

1)cos( x  бўлгани учун, )(xf  функциянинг энг катта қиймати 

1)(cos(22

max  xbaf  бўлганда), энг кичик қиймати  

1)(cos(22

min  xbaf  бўлганда)  бўлади. 

Демак, 1
0
- тасдиққа асосан, берилган функциянинг ўзгариш соҳаси: 

].;[)( 2222 babafE   

4.21.- мисол.   xxxf cossin    функциянинг ўзгариш соҳасини топинг. 

Ечилиши. Берилган функцияни қуйидаги шаклда ёзиш мумкин: 

  .
4

cos2
4

cos
4

sin2
2

sinsincossin 




























xxxxxxxf  

Маълумки, ,1
4

cos1 










x  бу ердан, 



 22- ёки  2
4

cos22 







 fx


 

бўлгани учун, функциянинг ўзгариш соҳаси   ]2;2- [fE  бўлади. 

 4.22- мисол.   xxxf cossin
4

1
  функциянинг ўзгариш соҳасини топинг. 

 Ечилиши. Берилган функцияни қуйидаги шаклда ёзиш мумкин:  

  .2sin
8

1
cossin

4

1
xxxxf   

 Маълумки, 12sin1  x . Бундан  

.
8

1
2sin

8

1

8

1
 x   

 Демак, берилган функциянинг ўзгариш соҳаси  

  









8

1
;

8

1
-fE  

бўлади. 

 5
0
. Агар  xfy    функциянинг ўзгариш соҳаси bya   бўлса, 

   xmfxg   функциянинг ўзгариш соҳаси, 0m  бўлганда 0;  mmbgma  

бўлганда эса,  mbgma   бўлади. 



 Агар  xfy   функциянинг ўзгариш соҳаси bya   бўлса, 

   xfnxg   функциянинг ўзгариш соҳаси   bnxgan   дан иборат 

бўлади. 

 4.23- мисол.    52cos
5

3
 xxf  функциянинг ўзгариш соҳасини 

топинг. 

 Ечилиши. Берилган функцияни қуйидаги шаклга келтирамиз: 

  ,32cos
5

3
 xxf  бунда 03,0

5

3
 nm . Маълумки, 12cos1  x  

бўлгани учун  
5

3
2cos

5

3

5

3
 x ва 

5

3
332cos

5

3

5

3
3  x . 

 Демак, берилган функциянинг ўзгариш соҳаси  

       ]
5

3
3;

5

3
3[ fE . 

 4.24- мисол.   6sin4cos3  xxxf  функциянинг ўзгариш соҳасини 

топинг. 

 Ечилиши. Берилган функцияни қуйидагича тасвирлаймиз (4.20-мисолга 



қаранг):   ,6)cos(5  xxf  бунда 
5

4
sin,

5

3
cos    

06,05  nm 1)cos(1  x  бўлгани учун 5)cos(55  x  

656)cos(556  x  ёки 16)cos(511  x . 

 Демак, берилган функциянинг ўзгариш соҳаси   ]1;11[ fE  бўлади. 

 6
0
. Агар  xfy   функциянинг ўзгариш соҳаси   yaya  

бўлса, у ҳолда    xfyxfy 2
21    ёки     функциянинг ўзгариш соҳаси 


21

0   ёки0 yay  бўлади. Масалан, xy cos  нинг ўзгариш соҳаси 

11  y  бўлган ҳолда, xxy 2
21 cosy  ёки  cos   функциянинг ўзгариш 

соҳаси бир хил, яъни 10 1  y  бўлади. xy tg  нинг ўзгариш соҳаси  y  

бўлган ҳолда,   xxxy 2
21 tgy  ёки  tg   функциянинг ўзгариш соҳаси бир 

хил, яъни  y0  бўлади. 

 

 

 

 



Мустақил ечиш учун мисол ва масалалар 

Қуйидаги функцияларнинг аниқланиш соҳасини топинг: 
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4.39. .)arcsin(log)( 2 xxf     4.40. ).1arcsin()( 2 xtgxf   
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4.49. Нечта бутун сон 2)2(log)(
5,0

 xxf  функциянинг аниқланиш 

соҳасига тегишли? 

4.50. )(xfy   функциянинг аниқланиш соҳаси ]2;1[  дан иборат бўлса, 

)1(  xfy  функциянинг аниқланиш соҳасини топинг. 

Қуйидаги функцияларнинг аниқланиш соҳасини топинг: 

4.51. .9 2xy         4.52. ).3lg( xy     
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Қуйидаги функцияларнинг ўзгариш соҳаларини топинг. 
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5-§. ФУНКЦИЯНИНГ СИНФЛАРИ 

 Одатда функциялар қуйидаги синфларга ажратилади: жуфт ва тоқ, 

даврий, бир қийматли ва кўп қийматли, чегараланган ва чегараланмаган, 

монотон, тескари, мураккаб ва элементар функциялар. 

5.1. Жуфт ва тоқ функциялар. 

5.1-таъриф. Агар исталган Xx )( RX   учун Xx  бўлса, у ҳолда 

X  тўплам О нуқтага (координаталар бошига)  нисбатан симметрик тўплам 

дейилади. 

Бутун сонлар тўплами Z ,  aa, ,  aa, , (-,) каби тўпламлар 

координаталар бошига нисбатан симметрик тўпламлардир. 

 xfy   функция О нуқтага нисбатан симметрик бўлган X  тўпламда 

аниқланган бўлсин. 

5.2-таъриф. Агар исталган Xx  учун    xfxf   бўлса, у ҳолда 



  Xxf  тўпламда жуфт функция дейилади. 

2xy  , xy cos , xy  ,  xfy   функциялар  координаталар бошига 

нисбатан симметрик бўлган тўпламларда қаралса бўлса, улар жуфт 

функциялар бўлади. Таърифда X  тўпламнинг координаталар бошига 

нисбатан симметриклиги муҳимдир. Масалан, 2xy  ,   2,1x  функция 

 берилган бўлса, у  жуфт функция бўлмайди, чунки  2,1  тўплам 

координаталар бошига нисбатан симметрик эмас.  

Жуфт функцияларнинг графиги ордината ўқига нисбатан симметрик 

бўлади (5.1-чизма).  

5.3-таъриф. Агар  исталган Xx  учун     xfxf   бўлса, у ҳолда 

  Xxf ,  тўпламда тоқ функция дейилади. 

3xy  , xtgy  , 
x

x
y

2
  функциялар ўзларининг аниқланиш соҳаларида 

тоқ функциялар бўлади.  

Тоқ функциянинг графиги координаталар бошига нисбатан симметрик 

бўлади (5.2-чизма). 



  5.1-чизма       5.2-чизма 

 

Агар  исталган    Xx , - Xx  лар учун    xfxf   шартлар ўринли 

бўлса, у ҳолда  xfy   функция X  тўпламда жуфт ҳам эмас, тоқ ҳам эмас 

дейилади.  

Ушбу   xxxf  2 ,   xxx cossin   функциялар ўзларининг аниқланиш 

соҳасида жуфт ҳам, тоқ ҳам эмас.  

Жуфт функциянинг графигини чизишда аргументнинг мусбат 

қийматлари учун графикнинг ўнг шохини чизиб, кейин уни чап томонга y  

ўқига нисбатан симметрик равишда кўчириш етарли. 

О х 

у 

х  0 - х  0 

  

y=f(x) 
  у  0 М 1 (- х  0 ,  у  0 ) 

М  ( х  0 ,  у  0 ) 

у 

х 
О х  0 

- х  0 

М 1 (- х   0 , - у   0 ) 

М  ( х  0 ,  у  0 ) 

  

y=f(x) 
  

y=x 
  у  0 

- у  0 



  Тоқ функциянинг графигини чизишда эса аргументнинг мусбат 

қийматлари учун графикнинг ўнг шохини чизиб, кейин уни координата 

бошига нисбатан симметрик кўчириш етарли. 

    5.1-мисол. Қуйидаги берилган функцияларни жуфт ва тоқликка текширинг: 
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f) .,sin24)( 24 Rxxxxf   

Ечилиши. )a    0)(  xfxf  эканлигига ишонч ҳосил қилиш қийин 

эмас. Ҳақиқатан ҳам, ,0
2222

)()(
4444
















x

x

x

x

x

x

x

x
xfxf  демак, 

  0)(  xfxf , Rx  . 

Шундай қилиб, берилган функция 5.3- таърифга асосан, тоқ функция. 

)b  ;,23)( 2 Rxxxxf   бўлганлигидан,  23)()( 2 xxxf  

)(232 xfxx  , яъни  Rx  учун   )( xfxf   бўлади. 



с) Берилган функция 
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x
xf  бўлганлиги учун, бундан 
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25
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x
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x
xf , демак, );5()5;5()5;( x  лар учун 

)()( xfxf   ва  )()( xfxf   бўлгани учун берилган функция жуфт ҳам эмас, 

тоқ ҳам эмас. 

d) 11)(  xxxf  бўлгани учун, бундан 

  Rxxfxxxxxxxf  ,11)1()1(11)( . 

Демак, берилган функция, 5.2- таърифга асосан, жуфт функция бўлади. 

e) 
x

x

x

x

x

x
xf














 

1

1
lg)

1

1
lg(

1

1
lg)( 1 . Демак, )1;1(x  лар учун 

   xfxf   тенглик ўринли бўлганлигидан, 5.3- таърифга асосан, берилган 

функция тоқ функциядир. 

 f) xxxxxf 2424 sin24))(sin()(24)(  . Бундан Rx  лар учун  

  )( xfxf   тенгликнинг ўринли эканлиги келиб чиқади.  

 Демак, 5.2- таърифга кўра, берилган функция жуфт функциядир. 

Жуфт  ва тоқ функциялар қуйидаги хоссаларга эга:  

1
0
. Иккита жуфт функциянинг йиғиндиси, айирмаси, кўпайтмаси ва 



нисбати (махраж нолдан фарқли бўлганда), яна жуфт функция бўлади. 

2
0
. Иккита тоқ функциянинг йиғиндиси ва айирмаси, яна тоқ функция 

бўлади. 

3
0
. Иккита тоқ функциянинг кўпайтмаси ва нисбати (махраж нолдан 

фарқли бўлганда) жуфт функция бўлади. 

4
0
. Агар     txxfy  ,  тоқ функция бўлса, у ҳолда   tfy    мyраккаб 

функция (8-§. 7.б.- га қ.)  ҳам тоқ функция бўлади. 

 5
0
. Агар  xfy   жуфт  функция,  tx   эса, тоқ (жуфт) функция бўлса, 

у ҳолда   tfy   мураккаб функция ҳам жуфт функция бўлади. 

Симметрик бўлмаган тўпламда аниқланган функцияларнинг жуфт ва 

тоқлиги тўғрисида сўз юритиш маънога эга эмас. 

Аниқланиш соҳасининг координаталар бошига нисбатан 

симметриклиги функциянинг жуфт ва тоқлиги учун зарурий шарт бўлиб, 

етарли шарт бўла олмайди. Масалан,  3 xy  ва xy 3  функциялар   fD  = (-

;) симметрик тўпламда аниқланган, лекин улар жуфт ҳам эмас, тоқ ҳам 

эмас. 

Теорема. Координаталар бошига нисбатан симметрик бўлган X  



тўпламда аниқланган ҳар қандай  xf  функция жуфт ва тоқ функциялар 

йиғиндиси кўринишда ифодаланади: 

 xF = 


2

)()( xfxf
,

2

)()( xfxf 
 

Бунда биринчи ҳад- жуфт функция, иккинчи ҳад эса, – тоқ функциядир.  

Мисол.  

   .
22

xxxx
x eeee

e
 




             (5.1) 

функцияни қараймиз. Бу ерда xe  функция (-;) да аниқланган бўлиб, у 

жуфт ҳам эмас, тоқ ҳам эмас. (5.1) тенгликнинг ўнг томонидаги 

йиғиндиларнинг биринчиси жуфт функция, иккинчи эса тоқ функция. 

5.2- мисол. Юқоридаги хоссалар ёрдамида, ушбу  

1) ;3)( 3 xxxf    2) ;)( 2 xxxf   3) ;23)( 2xxf   

4) );0(,
sin

)(  x
x

x
xf   5) ;1,

1

1
)( 




 a

a

a
xxf

x

x

 

 6) xtgxxf 2sin2)(   функцияларнинг жуфт ва тоқлигини аниқланг. 

Ечилиши: 1) Маълумки, x
3
 ва  3x  функциялар тоқ функциялар 

бўлганлиги учун, берилган  ;3)( 3 xxxf   функция иккита тоқ функциянинг 



айирмасидан иборат бўлгани учун, 2- хоссага биноан, тоқ функция бўлади. 

2) х
2
 ва x  функциялар жуфт функциялар бўлгани учун, берилган  

xxxf  2)( функция, иккита жуфт функциянинг йиғиндиси сифатида, жуфт 

функция бўлади. 

3) Равшанки, 3 ва 2х
2
 функциялар жуфт функциялар бўлгани учун, 

берилган  ;23)( 2xxf  функция, иккита жуфт функциялар йиғиндиси 

сифатида, жуфт  бўлади. 

4) sinx ва  х функциялар тоқ функциялар бўлгани учун, берилган   

);0(,
sin

)(  x
x

x
xf функция, иккита тоқ функциянинг нисбати сифатида,  

1
0
- хоссага асосан,  жуфт бўлади.  

 5)  ).(
1

1

)1(

)1(

1

1
)(,

1

1
)( xg

a

a

aa

aa

a

a
xg

a

a
xg

x

x

xx

xx

x

x

x

x


























 

 Демак, 
1

1
)(






x

x

a

a
xg  тоқ функция экан. У ҳолда, берилган  

)1(,
1

1
)( 




 a

a

a
xxf

x

x

функция, 3
0
- хоссага асосан, иккита тоқ функцияларнинг 

кўпайтмаси сифатида, жуфт бўлади.  

6) Маълумки, tgx2  ва x2sin  функциялар тоқ бўлгани учун, берилган 



функция, 2
0
- хоссага асосан, иккита тоқ функциянинг йиғиндиси сифатида, 

тоқ бўлади. 

5.3- мисол. Қуйидаги функцияларни жуфт ва тоқ функция йиғиндиси 

шаклида тасвирланг: 

1) ;)1()( 3 xxf   2) ;
3

)(
4x

x
xf


   3) )1sin()(  xxf  

Ечилиши. 1) Берилган    3)1()(  xxf  функцияни, ушбу кўринишда 

тасвирлаймиз: ).13()3(133)1()( 23233  xxxxxxxxf  Маълумки, 

13,3 23  xxx  функциялар мос равишда тоқ ва жуфт функциялардан иборат. 

 Шундай қилиб, берилган функция жуфт ва тоқ функцияларнинг 

йиғиндиси сифатида тасвирланади.  

2)   
4

3
)(

x

x
xf


  функцияни ушбу кўринишда тасвирлаймиз:  

;
313

)(
434 xxx

x
xf 


 бунда 

3

1

x
-тоқ, 

4

3

x
- жуфт функциядир. Шундай қилиб, 

берилган функция жуфт ва тоқ функцияларнинг йиғиндиси шаклида 

тасвирланади.  

3) )1sin()(  xxf  функцияни қуйидагича тасвирлаймиз:  )1sin()( xxf  

1sincos1cossin xx  , бунда xsin1cos -тоқ функция, 1sincos x - жуфт 



функция. 

5.4-мисол. Қуйидаги функцияларнинг жуфт ҳам, тоқ ҳам эмаслигини 

кўрсатинг: 

 1) ;5)( xxf    2) ;
2

)(



x

a
xf

x

 

 3) xxxf cossin)(  ; 4)   92)( 23  xxxf   

Ечилиши: 1)  ,5)( xxf  ).(
5

1
5)( xfxf

x

x   Шундай қилиб, берилган 

функция жуфт ҳам, тоқ ҳам эмас. 

2) ;
2

)(



x

a
xf

x

 ).(
)2(

1

2
)( xf

xax

a
xf

x

x










 Шундай қилиб, берилган 

функция жуфт ҳам, тоқ ҳам эмас. 

3) xxxf cossin)(  , )(cossin)cos()sin()( xfxxxxxf  .Бу 

функция ҳам жуфт ҳам, тоқ ҳам эмас. 

4) 92)( 23  xxxf , )(929)(2)()( 2323 xfxxxxxf  . Демак, 

берилган функция жуфт ҳам, тоқ ҳам эмас. 

 

 



5.2.Даврий функциялар. )(xf  функция X ( X R ) тўпламда aниқланган 

бўлсин. 

5.4-таъриф. Агар шундай ўзгармас )0( TT  сон мавжуд бўлсаки, 

исталган XTxx , лар учун  

)()( xfTxf                                      (5.2) 

тенглик ўринли бўлса, )(xf  даврий функция дейилади, бунда T  сон, 

функциянинг даври деб аталади.  

  (5.2) шартни қаноатлантирувчи мусбат T  ларнинг энг кичиги (агар у 

мавжуд бўлса) функциянинг асосий даври деб аталади.  

 Агар )(xfy   функция T  даврга эга бўлса, у ҳолда )( ZnnT   ҳам 

функциянинг даври бўлади. 

 Агар даврий функция 0T  – асосий даврга эга бўлса, қолган даврларнинг 

ҳаммаси 0T  га каррали бўлади. 

 Функция энг кичик мусбат даврга эга бўлмаслиги ҳам мумкин. Масалан, 

f )(x =5 функция учун ихтиёрий ҳақиқий сон давр бўлади, лекин у асосий 

даврга эга эмас. Ҳақиқатан ҳам, constxf )( , 0  ихтиёрий  ҳақиқий сон 

бўлсин. constxfxf  )()(  . Бу ердан келиб чиқадики,   давр энг кичик 



мусбат давр эмас. 

5.5-таъриф. Агар 

),()( xfxf      ( 0 ) 

бажарилса, у ҳолда  xf  анти даврий функция дейилади. 

 Даврий функциялар қуйидаги хоссаларга эга: 

 1
0
. Иккита T даврга эга бўлган функциянинг йиғиндиси, кўпайтмаси яна 

даврий функция бўлади ва унинг даври T   га тенг бўлади. 

 2
0
. Агар )0( TT  )(xf  ва )(xg  функцияларнинг энг кичик мусбат даври 

бўлса, бу сон  ),()( xgxf   )()( xgxf   учун энг кичик мусбат давр бўлмаслиги 

ҳам мумкин. Масалан, 1) ,2sin3)(  xxf    xxg sin32)(   функциялар энг 

кичик мусбат 2T  даврга эга, лекин уларнинг йиғиндиси 4)()(  xgxf  эса, 

энг кичик асосий даврга эга эмас.  2) 1sin)(  xxf ,  xxg sin1)(   

функцияларнинг энг кичик мусбат даври ,2T  лекин 

)()( xgxf  )2cos1(
2

1
cos2 xx    кўпайтманинг энг кичик мусбат даври T  

бўлади. 

 3
0
. Агар )(xf  функция T  даврга эга бўлса, у ҳолда f ( a x ), f ( a x )+b  



функциялар 
а

Т
  даврга эга (бунда a0  ихтиёрий ҳақиқий сон, x , Xax ) 

бўлади. 

 4
0
. Агар f ( x ) функция T  даврга эга бўлса, у ҳолда A f ( a x +b ) 

( constA  , a 0 ) ҳам даврий функция бўлади ва унинг даври 
а

Т
  га тенг 

бўлади. 

 Агар исталган Xx  ва баъзи бир T  лар учун 
)(

1
)(

xf
Txf    ( 0T ) 

бўлса, у ҳолда )(xf  функция T2  даврга эга бўлади. 

 5
0
. )(xu   даврий функция бўлсин. Агар )(xf  функция қатъий монотон 

бўлса, у ҳолда )]([ xfy   мураккаб функция ҳам даврий бўлади ва уларнинг 

даврлари бир-бирига тенг бўлади. 

 6
0
. Агар )(ufy   функция қатъий монотон бўлмаса, у ҳолда )]([ xfy    

функциянинг даври )(xu    функциянинг давридан кичик бўлиши ҳам 

мумкин. 

 5.5- мисол. Ушбу xxf 2sin)(   функциянинг даврий функция эканлигини 

кўрсатинг ва энг кичик мусбат даврини топинг. 



 Ечилиши. Фараз қилайлик, бирор 0T  учун sin2(x+T)=sin2x тенглик 

ўринли бўлсин, бундан 02sin)(2sin  xTx  ёки 0)2cos(sin2 TxT  

тенгламага эга бўламиз.Бу тенглик 0sin T  учун ҳам ўринли бўлади, бундан 

ZnnT  , . Демак, шундай  ZnnT  ,  ўзгармас сон мавжуд экан. Берилган 

функциянинг энг кичик мусбат даври 0T  га тенг бўлади.  

 5.6-мисол. Қуйидаги функцияларни даврийликка текширинг:  

1) ;1)( 2  xxxf   2) ;cos)( xxxf     3) .sin)( 4 xxf   

Ечилиши. 1) Фараз қилайлик, ;1)( 2  xxxf даврий функция бўлсин, у 

ҳолда  даврий функциянинг таърифига кўра, шундай ўзгармас  0T  сон 

мавжуд бўлиб, 11)()( 22  xxTxTx  тенглик ўринли бўлади. Охирги 

тенгликни T  га нисбатан ечиб, T  ни топамиз: 

.12;0;0)12(,112 21

2222  xTTTxTxxTxTTxx  

1T  ва Т2 нинг шартга кўра топилган қийматлари даврий функциянинг 

таърифини қаноатлантирмайди (T  нолдан фарқли ўзгармас сон бўлиши, яъни 

х га боғлиқ бўлмаслиги керак эди). Демак, берилган функция даврий функция 

эмас. 

2) Фараз қилайлик, берилган функция T  даврга эга бўлган даврий 



функция бўлсин. У ҳолда,  

xxTxTx  cos)cos(  ёки T
TT

xTxTx 
2

sin)
2

sin(2,cos)cos( ,  

2
sin2

)
2

sin(
T

TT
x  . Бу тенгликнинг ўнг томони ўзтармас миқдор, чап томони 

эса, х нинг функцияси. Бундай бўлиши мумкин  эмас, яъни тенгликни  x  лар 

учун қаноатлантирадиган 0T  ўзгармас сон мавжуд эмас. Шунинг учун, 

берилган функция даврий функция эмас. 

3) Берилган   .sin)( 4 xxf   функция даврий функция бўлсин ва даври T га 

тенг бўлсин. У ҳолда xTx 44 sin)(sin   ёки 0sin)(sin 44  xTx  ёки 

0]sin)([sin]sin)([sin 2222  xTxxTx  тенглик х нинг ихтиёрий қийматларида 

ўринли бўлади. Бунда 0sin)(sin 22  xTx  бўлиб, у айнан нолга тенг эмас, унда 

0sin)(sin 22  xTx  ёки ,0
2

2cos1

2

)22cos(1





 xTx
 0)22cos(2cos  Txx , 

0sin)2sin(2  TTx  бўлади. Бунда 0)2sin( Tx  бўлгани учун 0sin T  бўлиши 

керак. Бу тенгликни қаноатлантирадиган энг кичик мусбат сон   бўлади. 

Демак, берилган функция даврий функция бўлади ва унинг даври T = . 

5.7- мисол. Даврий функцияларнинг хоссаларидан фойдаланиб,        



қуйидаги функцияларнинг энг кичик мусбат даврини топинг: 

1) ;
5

2

3

1
)( ctgxtgxxf   2) )5

3

2
cos(5

4

3
sin)(  xxxf        3) 

3
2)(

x
tgxf   

Ечилиши. 1) Маълумки, tgx ва ctgx ларнинг  энг кичик мусбат даври   

бўлганлиги учун 1
0
- хоссага асосан, берилган функциянинг ҳам энг кичик   

мусбат даври   га тенг бўлади. 

2) Маълумки,  sinx ва cosx функцияларнинг энг кичик мусбат даври 2  

дан иборат бўлгани учун  

)a  x
4

3
sin  функциянинг даври, 3

0
- хоссага асосан, ,

4

3
a

3

8

4

3

22
1




a
T . 

 )b  )5
3

2
cos(5 x  функциянинг даври, 4

0
- хоссага асосан, 

,
3

2
a 


3

3

2

22
2 

a
T .  

Демак, берилган функциянинг энг кичик мусбат даври, 
3

8
 ва 3  

сонларининг энг кичик умумий карралисидан иборат бўлади, яъни T =24  

3) Маълумки,    tgx  функциянинг энг кичик мусбат даври  . Демак, 



берилган функциянинг энг кичик мусбат даври , 3
0
- хоссага асосан, 

,
3

1
a 


3

a
T . 

5.8- мисол.  xf  функция X  тўпламда аниқланган бўлиб, шундай 0T  

сони топилсаки, Xx  лар учун XTx   бўлиб,  
1)(

)(
)(






xbf

axf
Txf  шарт 

бажарилса,  xf  функциянинг даврийлигини исбот қилинг. 

Ечилиши. Ихтиёрий х лар учун  
1)(

)(
)(






xbf

axf
Txf  тенглик ўринли 

бўлгани учун х ни х+T  га алмаштириб,  

 )2( Txf 




1)(

)(

Txbf

aTxf
 )(

1

)1)((

1
1)(

)(

1)(

)(

xf
ab

abxf

xbf

axf
b

a
xbf

axf

















 

тенгликни оламиз . Демак, берилган функция даврий бўлиб, унинг даври 2T  

га тенг. 

Энг кичик мусбат даврга эга бўлган функциялар йиғиндисининг энг 

кичик мусбат даври, қўшилувчи функцияларнинг даврларининг энг кичик 

умумий карралисига тенг бўлади. Бунда, шакл алмаштиришлар натижасида 



нолга айланадиган қўшилувчи функцияларнинг даври ҳисобга олинмайди.  

Масалан, ушбу 

)sin(2)sin(sin334sin2)(   xxxxctgxxf  

 функцияни шакл алмаштиришлар натижасида қуйидаги ,34sin2)( xctgxxf   

кўринишда ифодалаш мумкин, бунда 0)sin(2)sin(sin3   xxx . 

)a xxg 4sin2)(   функциянинг энг кичик мусбат даври, 3
0
- хоссага асосан, 

24

2
1


T .  )b xctgxh 3)(   функциянинг энг кичик мусбат даври 

3
2


T . 

2


 ва 

3


 

сонларнинг энг кичик карралиси  . Шундай қилиб, юқоридаги тасдиққа 

асосан, берилган f(x) функциянинг  энг кичик мусбат даври   га тенг бўлади.   

5.3. Бир қийматли ва кўп қийматли функциялар. Агар X  

тўпламдаги ҳар бир x  сонга бирор қоида ёки қонунга кўра Y  тўпламдан битта 

y  сон мос қўйилса, у ҳолда у бир қийматли функция дейилади, яъни 

 ).()(,, 212121 xfxfxxXxx   

 Агар X  тўпламдаги ҳар бир х сонга бирор қоида ёки қонунга кўра Y  

тўпламдан биттадан ортиқ ёки чексиз кўп у сон мос қўйилса, у ҳолда функция 

кўп қийматли дейилади. Масалан: 1) у= х  - икки қийматли функция; 

2) xArcy sin  – кўп қийматли функция; 3) 23  xy – бир қийматли функция. 



5.4. Чегараланган ва чегараланмаган функциялар. )(xfy   функция 

X  тўпламда аниқланган бўлсин. 

5.6-таъриф. Агар шундай ўзгармас M (ўзгармас m ) сон топилиб, 

исталган Xx  учун  Mxf )(        ))(( mxf    тенгсизлик ўринли бўлса, )(xf  

функция X  тўпламда юқоридан (қуйидан) чегараланган дейилади, акс ҳолда 

эса, функция юқоридан (қуйидан) чегараланмаган дейилади (5.3-чизма). 

     

)a  юқоридан чегараланган функция         )b  қуйидан чегараланган функция 

5.3-чизма 

 

 

 

 

О 

 f(x) 

x 

y 
y = M 

О 

 f(x) 

x 

y 

y=

m 



     

5.4-чизма 

 5.7-таъриф. Агар )(xf  функция X  тўпламда ҳам юқоридан, ҳам 

қуйидан чегараланган бўлса, яъни шундай ўзгармас M  ва m  сонлар мавжуд 

бўлиб, исталган Xx  учун 

Mxfm  )(                              (5.3)             

тенгсизлик ўринли бўлса, у ҳолда )(xf  функция X  тўпламда чегараланган 

дейилади (5.4-чизма). 

  xfm
Xx

 inf сон )(xf  функциянинг X  тўпламдаги аниқ қуйи чегараси, 

  xfM
Xx

 sup  сон эса, )(xf  функциянинг X  тўпламдаги аниқ юқори чегараси 

дейилади. mM   айирма )(xf  функциянинг X   тўпламдаги тебраниши деб 

аталади.  

y=

M 

О 

 

f(x) 
x 

y=m 

y 

 

    5.4-чизма. 



    

Агар )(xf  функция чегараланган бўлиб, m  ва M  сонлар унинг аниқ 

қуйи ва аниқ юқори чегаралари бўлса, у ҳолда  

)(xf  C                                   (5.4) 

тенгсизлик ўринли бўлади, бунда maxC { М , m }. (5.3) билан  (5.4) 

тенгсизликлар ўзаро тенг кучлидир (5.5-чизма). Демак, (5.4)  тенгсизлик 

функциянинг чегараланганлик шартини ифодалайди. 

 Чегараланган функцияларнинг графиги Ox  ўққа параллел бўлган Cy   

ва Cy    тўғри чизиқлар орасида бўлади (5.5-чизма). 

Қуйидан чегараланган ))(( mxf   функциянинг графиги Ox  ўққа 

параллел бўлган my   тўғри чизиқдан юқорида жойлашган бўлади (5.3- )b  

чизма). 

y = f(

 

x 

y 

= C -

y 

    5.5-чизма. 



Юқоридан чегараланган функциянинг графиги ))(( Mxf   Ox  ўққа 

параллел бўлган My   тўғри чизиқдан пастда жойлашади (5.3- a  чизма). 

5.8-таъриф. Агар исталган мусбат 0C   сон учун шундай Xxc   

топилиб, )( cxf >C  тенгсизлик ўринли бўлса, )(xf  функция X  тўпламда 

чегараланмаган дейилади. 

 xf  функция  х0 нуқтанинг бирор атрофида чегараланмаган бўлса, у 0x  

нуқтада чегараланмаган дейилади.  

)(xf  функциянинг ];[ ba  кесмада чегараланган бўлиши учун унинг ];[ ba   

кесманинг ҳар бир нуқтасида чегараланган бўлиши зарур ва етарлидир. 

Чегараланган функция қуйидаги хоссаларга эга: 

)(xf  ва g(x) функциялар Х тўпламда аниқланган бўлиб, улар шу 

тўпламда чегараланган бўлса, у ҳолда  

а) );()( xgxf   b) );()( xgxf   c) ),0)((,
)(

)(
Xxxg

xg

xf
 ; d )(,)( xgxf  

функциялар ҳам X  тўпламда чегараланган бўлади. 

5.9- мисол. Қуйидаги функцияларни ўз аниқланиш соҳаларида 

чегараланганликка текширинг.  



1) 2( ) 4 3;f x x x     2) ;
9

3
)(

4

2




x

x
xf  3) xxf x 2cos53)(

2sin   

4) ;
1

1
)(

4

2

x

x
xf




   5) tgxxf )( . 

 Ечилиши. 1) Берилган учҳадни тўлиқ квадратга келтирамиз: 

.1)2(34)( 22  xxxxf  Функция x=2 нуқтада энг катта қийматга 

эришади ва у 1 га тенг. Берилган функциянинг қийматлар  соҳаси   

  .]1;(fE  

Демак, функция юқоридан чегараланган,  қуйидан чеараланмаган, яъни  

1)(  xf . 

  2) Ўрта арифметик ва ўрта геометрик қийматлар орасидаги 

муносабатлардан, яъни  22 30  x  ёки 96 42  xx , ушбу 
2

1

9

3
0

2

2





x

x
 

тенгсизлик келиб чиқади.  Демак, берилган функция бутун сон ўқида 

чегараланган (бунда 0,
2

1
 mM ) ва унинг графиги 

2

1
 My  ва 0my  

тўғри чизиқлар орасида жойлашади.  

3) Равшанки, берилган функция бутун сон ўқида аниқланган ва қуйидан 



2532cos53
2sin  xx  билан чеараланган, юқоридан эса 

8532cos532cos53
22 sinsin  xx xx  чегараланган. Демак, қаралаётган 

функция чегараланган ( 8C , 21 C ) ва унинг  графиги 8Cy  ва 

21 Cy  тўғри чизиқлар орасида жойлашган бўлади. 

 4) Равшанки, 0
1

1
)(

4

2







x

x
xf , бундан функциянинг қуйидан 0 билан 

чегараланганлиги келиб чиқади. 0)1( 22  x  тенгсизликдан 
2

1

1 4

2


 x

x
 

тенгсизлик келиб чиқади. 
2

3

2

1
1

11

1

1

1
)(

4

2

44

2













x

x

xx

x
xf , чунки 11 4  x . 

Демак, сон ўқидаги ихтиёрий х ларда 
2

3
)(0  xf  тенгсизлик бажарилгани 

учун, берилган функция чегараланган. 

 5) Маълумки,   tgxxf   функция };
2

)12(;:{\ ZkkxRxxRx 


 

тўпламда аниқланган. Равшанки,     tgxxf   функция даврий функция бўлиб, 

унинг энг кичик мусбат даври   га тенг. Берилган функцияни )
2

;
2

(


  



интервалда қараганимизда, у )
2

;
2

(]
4

;
4

[


  сегментда чегараланган, яъни 

1tgx . Демак, tgx функция 
22


 ba  шартни қаноатлантирувчи ихтиёрий 

];[ ba  сетментда чегараланган, лекин )
2

;0[],0;
2

(


  интервалларда эса, 

чегараланмаган. 

5.10-мисол. Ушбу 
x

x
xf




1
)(  функциянинг  x0  даги аниқ қуйи, 

аниқ юқори  чегараларини ва тебранишини топинг. 

Ечилиши. Равшанки, 1)  x0  оралиқдаги ихтиёрий х лар учун 

0
1


 x

x
;  2)  1;0   интервалдан ихтиёрий  сонни олсак, у ҳолда )

1
;0(






x  

лар учун 



x

x
xf

1
)(  тенгсизлик бажарилади. Демак, 0)}({inf

0



xf

x
. 

 x0  даги ихтиёрий х лар учун  1
1

)( 



x

x
xf  тенгсизлик ўринли. У ҳолда, 

юқоридаги олинган    лар учун 





1
x  бўлганда 


 1

1
)(

x

x
xf  тенгсизлик 

бажарилади. Бу тенгсизликдан 1)}({sup
0




xf
x

 эканлиги келиб чиқади. 



Шундай қилиб, берилган функциянинг аниқ қуйи чегараси 0m ,  аниқ юқори 

чегараси 1M .  Демак, функциянинг );0[   даги тебраниши 1 mMw  

бўлади. 

5.5. Монотон функциялар.  )(xfy   функция )(],[ RXbaX    

тўпламда берилган бўлсин. 

5.9-таъриф. Агар исталган Xxx 21,  лар учун , 21 xx   бўлганда 

)()( 21 xfxf  ))()(( 21 xfxf   

   тенгсизлик ўринли бўлса, )(xf  функция X  тўпламда ўсувчи ёки 

камаймовчи (қатъий ўсувчи) деб аталади (5.6- a ) чизма,5.6- )b чизма). 

   a )                            )b  

5.6-чизма. 

f(x1)=f(x2) 

y 

x b 

a 

x2 x1 0 

f(x1) 

y 

x b a x2 x1 0 

f(x2) 



 5.10-таъриф. Агар исталган Xxx 21,  лар учун 21 xx  бўлганда 

)()( 21 xfxf  ))()(( 21 xfxf  тенгсизлик ўринли бўлса, )(xf   функция Х тўпламда 

камаювчи ёки ўсмовчи (қатъий камаювчи) деб аталади (5.7- a ) чизма, 5.7-b) 

чизма). 

 Ўсувчи ва камаювчи функциялар монотон функциялар деб аталади. 

    a)                                  b) 

  5.7-чизма. 

 

 Фунцияни монотонликка текширишда қуйидаги умумий тасдиқлар 

муҳим аҳамиятга эга:  

 1. Агар f(x) функция Х тўпламда ўсувчи бўлса, у ҳолда f(x)+C  

(С- ихтиёрий ўзгармас сон) функция ҳам Х тўпламда ўсувчи бўлади. 

f(x1)=f(x2) 

y 

x 

b 

a x2 x1 0 

f(x2) 

f(x1) 

y 

x 

b 

a x2 x1 0 



 2. Агар f(x) функция Х тўпламда ўсувчи бўлса, у ҳолда сf(x) (с>0) 

функция ҳам Х тўпламда ўсувчи бўлади. 

3. Иккита ўсувчи (камаювчи) функцияларнинг йиғиндиси яна ўсувчи 

(камаювчи) функция бўлади. 

 4. Иккита мусбат ўсувчи (камаювчи) функцияларнинг кўпайтмаси яна 

ўсувчи (камаювчи) бўлади. 

 5. Агар f(х) функция Х тўпламда ўсувчи, мусбат ва Nn бўлса, )(xf n  

функция  ҳам Х тўпламда ўсувчи бўлади. 

6. Агар )(xf  функция ўсувчи бўлса, )(xf  функция  камаювчи бўлади 

ва аксинча.  

 7. Агар )(xf   функция ўсувчи бўлиб, исталган Xx  учун 0)( xf  бўлса, 

)(

1

xf
 функция камаювчи бўлади. 

 8. Агар )(xf   функция қатъий ўсувчи бўлса, )(1 yfx   (8-§ нинг 6-б. қ.) 

функция ҳам бир қийматли ва қатъий ўсувчи бўлади. 

 9. Агар ],[),(  ttfx  да ўсувчи, )(xFy   функция эса, )](),([  ff  да 

ўсувчи бўлса, ))(( xfFy   функция ҳам   ],[    да ўсувчи бўлади. 



 10. Агар ],[),(  ttfx  да камаювчи, )(xFy    функция эса, )](),([  ff  

да камаювчи бўлса, ))(( xfFy    функция  ],[   да ўсувчи бўлади. 

 11. Агар ],[),(  ttfx  да ўсувчи )(xFy    функция эса,  )](),([  ff  да 

камаювчи бўлса, ))(( xfFy    функция  ],[   да камаювчи бўлади. 

 12. Агар ),(x )(x  ва )(xf  функциялар ўсувчи бўлиб,  )()()( xxfx    

тенгсизлик ўринли бўлса, ))(())(())(( xxffx      тенгсизлик ўринли 

бўлади. 

5.11- мисол. Қуйидаги функцияларни монотонликка текширинг: 

1) ;)( 3 xxxf                                       2) ,sin)( xxf    ;
2

;
2 











x   

3) );64ln()64()( 22  xxxxxf     4) )(xf
х

х 24 
. 

Ечилиши. 1) xxxf  3)(   функция R   да аниқланган. R   дан ихтиёрий 

иккита 1x  ва 2x  нуқта оламиз. Аниқлик учун,  1x 2x    бўлсин. )()( 12
xfxf   

айирмани қараймиз: 

2 2

2 1 2 1 2 2 1 2( ) ( ) ( ) ( 1)f x f x x x x x x x       . 

иккинчи кўпайтувчи 1x  ва 2x  нинг ҳар қандай ҳақиқий қийматида мусбат. 



Ҳақиқатан, ҳам  

2 2 2 22
2 2 1 1 1 2

3
1 ( ) 1

2 4

x
x x x x x x       . 

Шартга кўра 012  xx ,  у ҳолда 0)()( 12  xfxf , яъни )()( 12 xfxf  . Охирги 

тенгсизлик , )(xf  функциянинг R  да қатъий ўсувчи эканлигини билдиради. 

 2) Аниқлик учун,  1x 2x  бўлсин. )()( 12 xfxf    айирмани тузамиз: 

.
2

cos
2

sin2sinsin)()( 1212
1212

xxxx
xxxfxf





 . 

             









2
;

2


кесмадан олинган  




2
0 12 хх

2


  лар учун  0

2
sin 12 

 хх
 ва  

-
2


<

2

21 хх 
<

2


 лар учун  0

2
cos 21 

 хх
. Шундай қилиб,  12 sinsin xx   . Демак, 

xxf sin)(   функция 









2
;

2


 да қатъий ўсувчидир. 

 3)   2264
22  xxxz   бўлсин. У ҳолда 2x  учун z  функция 

камаювчи, 2x  учун z  функция ўсувчи бўлади. Бу қийматлар учун z>1 

бўлади. Энди zzy ln  функцияни қарасак, y  2x  да ўсувчи, 2x   да эса, 

камаювчи бўлади, чунки, агар 21  xx  бўлса, 121  zz  ва демак, 

222111 lnln yzzzzy  ,  яъни берилган zzy ln   функция камаювчидир. 4) 



  xf
х

х 24 
 функцияни )(xf

х

4
- x  кўринишда тасвирлаймиз. Бу функция 

нолни ўз ичида сақламайдиган ҳар қандай интервалда 1y
х

1
 ва xy 2   

камаювчи бўлган иккита функциялар йиғиндисидан иборат. 3
0
-хоссага кўра, 

берилган функция камаювчидир. 

5.12- мисол.   )( Nnxxf n   функциянинг );0[   да ўсувчи эканлигини 

кўрсатинг. 

 Ечилиши. Маълумки, 210 xx   дан Nn  учун nn
xx 21   тенгсизлиги 

келиб чиқади. Демак, берилган функция );0[   да  ўсувчи. 

 5.13- мисол. Ушбу 
75

1
)(

24 


xx
xf  функциянинг );0[   да камаювчи 

эканлигини кўрсатинг. 

 Ечилиши. Маълумки,  75 24  xx  функция );0[   да манфий эмас ва 

ўсувчи. У ҳолда, 5) ва 2) тасдиқларга биноан, 4x  ва 25x  функциялар ҳам );0[   

да ўсувчи. 1) ва 3) тасдиқларга асосан , 75 24  xx  функция  ҳам );0[   да 

ўсувчи бўлади. Шундай қилиб, 7) тасдиққа асосан, берилган 
75

1
)(

24 


xx
xf  

функция  );0[   да камаювчи. 



5.14- мисол. Ушбу а) ;cossin)( xxxf   b) )
3

()(


 xtgxf  функцияларнинг 

монотонлик оралиқларини аниқланг. 

Ечилиши. а) Тригонометриядаги маълум формуладан фойдаланиб, 

берилган функцияни, ушбу )
4

cos(2)(


 xxf  кўринишга келтирамиз. 

Маълумки, cosx функция ])12(;2[  nn  оралиқда камаяди, 

,...)2;1;0(],2;)12[(  nnn   оралиқда эса, ўсади. Шунинг учун , ;cossin)( xxxf   

функциянинг камайиш оралиғи ,...)2;1;0(],)12(
4

;2
4

[  nnn 





, ўсиш 

оралиғи эса,  ,...)2;1;0(],2
4

;)12(
4

[  nnn 





 дан иборат бўлади. 

б) Маълумки, tgx функция ,...)2;1;0(),
2

;
2

(  nkk 





 оралиқда 

ўсади, у ҳолда берилган функция ҳам ,...)2;1;0(),
6

;
6

5
(  nkk 





 

оралиқда ўсади. 

5.6. Тескари функциялар. )(xf  функция Х тўпламда аниқланган бўлиб, 

функциянинг ўзгариш (қийматлари) соҳаси Y бўлсин. 



 5.11-таъриф. y )(xf   функциянинг ҳар бир Yy  қийматига бирор, 

g    муносабатга кўра, X  дан фақат битта x  қиймат мос келса, Y  тўпламда 

функция аниқланган бўлади, ва у )(xfy   га нисбатан тескари функция 

дейилади ва  ygyfx   )(1   кўринишда белгиланади. 

 Одатдагидек, функцияни y  билан, аргументни эса x  билан 

белгилашларга мувофиқ, )(1 yfx    кўринишда ёзишади. )()(1 xgxf    десак, 

)(xgy    бўлади. 

 5.1-теорема. )(xf  функция )( fD  тўпламда тескари )(xg  функцияга эга 

бўлиши учун ўз аниқланиш соҳасидаги аргументнинг ҳар хил қийматига 

функциянинг ҳам ҳар хил қиймати мос келиши зарур ва етарли, яъни 

)(, 21 fDxx    лар учун ).()( 2121 xfxfxx   

  

 

 

 

 

 



 

  

  

 

 

 

 

 

 5.2-теорема. Агар )(xfy   функция X  да аниқланган қатъий монотон 

ўсувчи (камаювчи) бўлса, Y  да )(xfy    га тескари функция мавжуд, бу 

функция ҳам қатъий монотон ўсувчи (камаювчи) бўлади. 

 5.1-эслатма. Агар функция монотон бўлиб, лекин қатъий монотон 

бўлмаса, бу функциянинг тескариси мавжуд бўлмайди. Буни, масалан, 5.8-

чизмада кўрсатилган,               

1,

( ) ,

1 булганда,

, -1 1 булганда

1, 1 булганда

f x

x

x x

x




 



 

 



 

функция мисолида кўриш мумкин. 

1 

1 

-1 

-1 

  5.8-чизма. 

у 

x 

0 



 5.2-эслатма. Жуфт функциянинг тескариси мавжуд эмас. Хусусий 

ҳолда, аниқланиш соҳасининг функция қатъий монотон бўлган қисмларида 

тескари функция мавжуд бўлади. Масалан, 2xy   функция учун ),0[   да 

y х  тескари функция бўлади. 

 5.3-эслатма. Даврий функциянинг тескариси мавжуд эмас. Хусусий 

ҳолда, аниқланиш соҳасининг функция қатъий ўсувчи (камаювчи) бўлган 

қисмларида тескари функциялар мавжуд бўлади. Масалан, xxf sin)(1   

)
2

;
2

( 










x ; xxf cos)(2   ]),0[( x ;  tgxxf )(3  ));

2
,

2
((


x )),0(()(4  xctgxxf  

функциялар учун кўрсатилган оралиқларда ]),1,1[(arcsin)(1  yyyg  

]);1,1[(arccos)(2  yyyg  ));,(()(3  yarctgyyg 4( ) ( ( , ))g y arcctgy y     

тескари функциялар мавжуд, чунки бу оралиқларда улар қатъий монотондир:      

5.4-эслатма. )(xfy    функция ва бу функцияга тескари бўлган )(1 yfx   

функциянинг аниқланиш соҳаси ва ўзгариш 

соҳаси ўз ролларини алмаштиради, яъни 

)(xfy    функциянинг аниқланиш соҳаси 

тескари функциянинг ўзгариш соҳаси бўлади, 

f 

g 

X 

x Y 

y=f(x) 

5.9-чизма. 



)(xfy    функциянинг ўзгариш соҳаси эса, тескари функциянинг аниқланиш 

соҳаси бўлади. 

 )(xfy    функция бирор X  тўпламда аниқланган бўлиб, унинг 

қийматлари тўплами Y  бўлсин. )(yg  функция Y  тўпламда аниқланган бўлиб, 

X  тўплам эса унинг қийматлари тўплами бўлсин. 

 5.3-теорема. )(yg  функция )(xfy   га тескари функция бўлиши учун 

))())((()())(( YyyygfXxxxfg                         (5.5) 

шартнинг бажарилиши зарур ва етарлидир (5.9-чизма). 

 Мисоллар: 1) )(xf
х

1
, )(xg

х

1
 )0( x  функциялар (5.5) шартни 

қаноатлантиради. Ҳақиқатан, ҳам ))(( xgf х

х


1

1
. Демак, улар бир-бирига 

тескари функциялар бўлади. 

 2) ),(,)(,)(  xxxgxxf  функциялар (5.5) шартни 

қаноатлантиради, яъни xxxgf  )())(( . Демак, улар бир-бирига тескари 

функциялар бўлади. 

 )(xfy   тўғри функциядан  )(1 yfx   тескари функцияга ўтиш ва унинг 



графигини чизиш учун қуйидаги амалларни бажариш мақсадга мувофиқ: 

 1. )(xfy   тенглама x  ўзгарувчига нисбатан (агар тенгламани x  га 

нисбатан ечиш мумкин бўлса) ечилади: 

).()(1 ygyfx    

 2. x  ни y   билан  y   ни x  билан алмаштирилади: 

).()(1 xgxfy    

 3. )(xfy   тўғри функциянинг графиги чизилади. 

  4. Ҳосил қилинган )(xfy   функциянинг графигини I ва III чорак           

 

 



 координаталар бурчакларидан ўтувчи биссектрисага нисбатан 

симметрик алмаштириш натижасида тескари функция графиги ҳосил 

қилинади.  

  )(xf  функциянинг графиги  YyXxyx  ,:),(  нуқталар 

тўпламидан,  )(yg функциянинг графиги эса  )),(())(,( xxfygy   нуқталар 

тўпламидан тузилади (5.10-чизма).  

 5.11-чизмадаги )(xfy   функция учун тескари функция мавжуд эмас, 

чунки 4321 xxxx   да )()()()( 43210 xfxfxfxfy   бўлади, бу эса тескари 

y 

x 

y0 
y=f(x

) 

a x1 x2 0 x3 x4 b 

y=f(x

) 

x=g(

y) 
y=f(x

) 

x=g(

y) 
(y,g(y)=(f(x),

x) 

 X        Y 

5.10-чизма.     5.11-чизма. 

   

Y 

  X 

y=f(x

) 

  y 



функция мавжуд бўлиши шартига зиддир. 

 5.15-мисол. 75  xy  функцияга тескари функцияни топинг. 

 Ечилиши. 75  xy  функция бутун сон ўқида аниқланган ва қатъий 

ўсувчи. Шунинг учун бу функцияга тескари функция мавжуд ва у ҳам ўсувчи. 

75  xy   тенгламани х га нисбати ечамиз: 
5

7


y
x  (-∞<y<∞ ). 

 Энди х ни y га ва y ни х га алмаштирамиз, натижада изланаётган тескари 

функцияга эга бўламиз:  
5

7


x
y . 

 5.16- мисол. Ушбу 
2

1
,1)( 2  xxxxf  ва 

4

3

2

1
)(  xx  

функцияларнинг ўзаро тескари эканлигини кўрсатинг. 

Ечилиши.   
4

3
)

2

1
(1)( 22  xxxxfy  функция  x

2

1
 да ўсувчи. х 

шу  оралиқда ўзгарганда,  y
4

3
. Демак, берилган функцияга тескари 

функция мавжуд ва у 0)1(2  yxx  тенгламадан топилади: 

                                 )(
4

3

2

1
)( yyygx  .  



5.17- мисол. Ушбу xy 2  функцияга тескари функция мавжудми? 

Ечилиши. Берилган функциянинг аниқланиш соҳаси- бутун сон  ўқи; 

ўзгариш соҳаси эса (0;∞) дан иборат  бўлиб, у (-∞;∞)  тўпламда қатъий ўсувчи 

бўлади.  

Демак, 5.2- теоремага кўра, берилган функцияга тескари x2log  функция 

мавжуд: xxxff x  2log2log))(( 22

1  

5.18- мисол. Ушбу y=cosx функцияга тескари бўлган функцияни топинг. 

Ечилиши. Маълумки, y=cosx функциянинг аниқланиш соҳаси 

);()(  RyD , қийматлари тўплами ]1;1[)( yE  дан иборат бўлиб, у тескари 

функциянинг мавжудлик шартини қаноатлантирмайди.  

R=(-  ;  ) ни, ушбу  ;...)3;2;1;0(,
22

 nnxn





 оралиқларга  

ажратамиз. Агар n- жуфт бўлса, у ҳолда cosx функция   ,
22





  nxn  

;...)3;2;1;0( n  оралиқларда ўсувчи, n- тоқ бўлганда эса, у 

;...)3;2;1;0(,
22

 nnxn





  оралиқларда камаювчи бўлгани учун, 

кўрсатилган оралиқларда [-1;1] да аниқланган тескари функция мавжуд 



бўлади. Хусусий ҳолда, 
22


 x  оралиқда cosx га тескари х=arccosy 

функция мавжуд бўлади. ;...)3;2;1;0(,
22

 nnxn





  оралиқда 

y=cosx функцияга тескари бўлган функциянинг кўриниши қуйидагича бўлади: 

Zkkyx  ,2arccos  . 

 5.7. Мураккаб функциялар. f  ва g  функциялар, мос равишда, X  ва 

1Y  тўпламларда берилган бўлиб, f  функциянинг қийматлари тўплами 

YfE )( , g  функциянинг қийматлари тўплами ZgE )(  ва 1YY   ( f  

функциянинг қийматлари тўплами, g функциянинг аниқланиш соҳасида 

сақлансин) шарт бажарилганда X  тўпламда ( ( )) ( ) ( ( ), ( ))F g f x h x F g y y f x     

 h 

 f  g 

 X  Y 

Y

1 

 Z 
 x 

 

y=f(x

) 

 X 

 h 

 f  g 

 Y1  Z 
 

z=g(y

) 
5.12-чизма.      5.13-чизма. 



мураккаб функция ёки g  ва f  функцияларнинг композицияси аниқланган 

дейилади ва у fgz  каби белгиланади (5.12, 5.13-чизмалар). Демак, Xx  

учун f  функция ёрдамида битта Yy  мос қўйилади, сўнгра Yy  учун g  

функция ёрдамида битта Zz  мос қўйилади. Шундай қилиб, ))(( xfgz   

функциянинг аниқланиш соҳаси ( )y f x  функциянинг аниқланиш  соҳасига 

устма-уст тушади ёки унинг қисми бўлади. Бунда f  функциянинг қийматлари 

соҳаси, g  функциянинг аниқланиш соҳасида ётиши муҳим, акс ҳолда g  ва f  

функцияларнинг композицияси аниқланмайди.  

5.19- мисол. Ушбу z=siny  ва y=x
2
 функциялардан мураккаб функция тузиш 

мумкинми? 

 Ечилиши. Берилган z=siny  ва y=x
2
 функцияларнинг, мос равишда, D(z), 

E(y) соҳаларини  топамиз. Маълумки, z=siny  функциянинг аниқланиш соҳаси 

бутун сон ўқидан,  яъни );()(  RzD  дан иборат. y=x
2  

функциянинг 

қийматлари тўплами E(y)=[0;∞). Бундан, E(y) D(z) эканлиги келиб чиқади, 

яъни юқоридаги, мураккаб функцияни тузиш шарти бажарилаяпти. Шунинг 

учун, бу функциялардан мураккаб функция тузиш мумкин: z=sinx
2
 . Бу 

функциянинг ҳам аниқланиш соҳаси R=(- ∞;∞) дан иборат.  



5.20 - мисол. 4 yz  ва xy 3  функциялардан мураккаб функция 

тузиш мумкинми? 

Ечилиши. Маълумки, xy 3 функция D(y)=(- ∞;∞) да аниқланган бўлиб, 

унинг ўзгариш соҳаси E(y)=(0;∞) дан иборат. 4 yz функциянинг 

аниқланиш соҳаси D(z)=[- 4;∞). Равшанки,  E(y) D(z), мураккаб функция 

тузиш  шарти бажарилганлиги учун, берилган функциялардан [- 4; ∞) да 

аниқланган 43  xz  мураккаб функцияни тузиш мумкин.  

5.21- мисол. yz arcsin  ва 
45 xy   функциялардан мураккаб функция 

тузиш мумкинми?  

Ечилиши. Маълумки, yz arcsin  функция D(z)=[-1;1] да аниқланган, 

лекин  45 xy   функциянинг ўзгариш соҳаси E(y) ихтиёрий х ларда  

D(z)=[-1;1] да ётмайди.  

 Демак, мураккаб функция тузиш шарти бажарилмайди. Шунинг учун 

берилган функциялардан муракаб функция тузиш мумкин эмас.  

 5.22- мисол. Ушбу 
2)( xxf   ва 

xxg 3)(   функциялар берилган. 

  xff ,   xgf ,   xgg  функцияларни топинг. 



 Ечилиши. Функцияларнинг берилишига кўра,  

 4222 )()())(( xxxfxff  ,  xxxfxgf 22 3)3()3())((   

  
xxgxgg 33)3())((   бўлади ва улар ўз навбатида мураккаб 

функцияни ташкил этади, чунки )();0()(),;()();0[)( fDgEfDfE  , 

).;()();0()(  gDgE   

5.23- мисол. Ушбу xxf 3)(   ва xxf 3

1 log)(   функцияларнинг 

))(()),(( 11 xffxff   композицияларини топинг. 

Ечилиши. Тескари функциянинг таърифига кўра, 

xxff
xxf 

 3
1 log)(1 33))(( ,  xxfxff x  3log)(log))(( 33

1 . 

 5.24-мисол. Ушбу ]3,()(,3)(  gDxxg  ва 

),()(,1)( 2  fDxxf  функциялардан fggf  ,  композициялар 

топинг.  

 Ечилиши. Таърифга кўра, 

  xxxxgfxgf  21313))(())((
2

  

ва 

),()}()(:)({)( gDfDxggDxgfD   чунки )( fD  барча ҳақиқий 



сонлардан иборат. Демак,   ]3,()( gfD   экан. 

 Энди  ))(( xfg   нинг ифодасини ва аниқланиш соҳасини топамиз: 

 .4)1(3))(())(( 22 xxxfgxfg   

ва 

 ].2,2[}31:{]3,()(:)({)( 2  xxxffDxfgD    

Демак,   ]2,2[)( fgD  . 

 5.25-мисол. Ушбу xxhxxg
x

xf cos)(,1)(;
1

)( 2   функцияларнинг 

))(( xhgf   композициясини ёзинг. 

Ечилиши. Таърифга кўра, 

.
1cos

1

1)]([

1

))((

1
)))((())((

22 





xxhxhg
xhgfxhgf   

 5.26-мисол. Fgf   композицияда 
5)1()(  xxF  бўлса, f  ва g  

функцияларни топинг. 

 Ечилиши. )(xF  функция x  га 1 ни қўшиб, кейин бу ифодани 5-

даражага кўтаришдан иборат бўлганлигидан, биз 



1)(  xxg  ва 5)( xxf  деб олиш мақсадга мувофиқ бўлади. Ҳақиқатан ҳам, 

юқоридаги белгилашларда, 

 55 )1()]([))(())((  xxgxgfxgf   бўлади. 

 5.27-мисол. Берилган жадвални тўлдиринг. 

№ )(xg  )(xf  ))(( xgf   

1) ? 5x  52 x  

2) ? 
x

1
1  x  

3) 
x

1
 ? x  

4) x  ? x  

 

 Ечилиши.  1) Шартга кўра, 5)(  xxf ,  

,5))(())(( 2  xxgfxgf   бўлганлиги учун 

55,5)( 2  xgggf ,  бундан   .,55 22 xxgxg   

2) Шартга кўра,     xxgf
x

xf  ,
1

1)(  бўлганлиги учун, 



 x
gg

gf 
1

1,
1

1)(  бўлади. Бундан  
1

1




x
xg . 

3) Шартга кўра,     xxgf
x

xg  ,
1

)(  бўлганлиги учун,    ,
1

x
x

fgf 







   

бу ерда  t
x


1
 деб олсак,  у ҳолда  

t
tf

1
 . 

4)  Шартга кўра,     xxgfxxg  ,)(  бўлганлиги учун,      ,xxfgf    

бу ерда  tx   деб белгиласак,  у ҳолда   ., 22 ttftx   

 5.8. Элементар функциялар.         Математиканинг кўп масалаларида 

қўлланиладиган қуйидаги функцияларга асосий элементар функциялар 

дейилади. Улар 

1. by   - ўзгармас функция   Rbconstb  , . 

2. xy  - даражали функция,   - ҳақиқий сон. 

3. xay   - кўрсаткичли функция, бунда .1,0  aa   

4. xy
a

log  - логарифмик функция .0,1,0  xaa  

5. ecx
x

yx
x

yctgxytgxyxyxy cos
sin

1
,sec

cos

1
,,,cos,sin  - 



тригонометрик функциялар.  

6. arcctgxyarctgxyxy  ,,arccosyarcsin,  - тескари тригонометрик  

функциялар. 

  Асосий элементар функцияларнинг хоссалари умумий ўрта таълим 

мактаби кўрсидан маълум. 

      Асосий элементар функцияларнинг устида чекли  сондаги қўшиш, 

айириш, кўпайтириш, бўлиш амалларини бажариш ва мураккаб функция 

ҳосил қилиш натижасида юзага келадиган (аналитик усулда берилган) 

функциялар  элементар функциялар дейилади. Масалан, ушбу 

 34log,arcsin,3 2

3

2

1




xxyxyy x
tgx

 

функциялар элементар функциялардир. 

 Элементар бўлмаган функцияларга мисоллар келтирамиз: 

...
4

1
2.2

...23sin.1

32

24





xxxy

xarctgxy x

 

3. Дирихле функцияси: 



 





.лгандаубсон рационал,1

лганда,уб сон иррационал  ,0





x

x
xD  

 1, 2 - мисолларда амаллар чекли марта бажарилмаган, 3 - мисолда  

эса элементар функциялар қатнашгани йўқ. 

 Элементар функциялар қуйидаги асосий синфларга бўлинади: 

1) Бутун рационал функция (кўпхад). Бундай функциянинг умумий  

кўриниши қуйидагича: 

  ,....
1

1

10 nn

nn axaxaxaxf 


  

бунда 
n

aaa ,...,,
10

 - ҳақиқий сонлар, 0
0
a  (кўпхаднинг коэффициентлари), n - 

манфий бўлмаган бутун сон (кўпхаднинг даражаси). 
n

aaa ,...,,
10

 сонлар ва x  

устида чекли сондаги қўшиш ва кўпайтириш амаллари бажарилган. Бутун 

рационал  функциянинг аниқланиш соҳаси R  дан иборат . Хусусий холда, 

baxy   - чизиқли функция, ва cbxaxy  2  - квадрат учҳад бутун 

рационал функциялардир. 

2) Каср-рационал функция. Иккита қисқармас бутун рационал  

функциянинг (кўпхаднинг) нисбатидан тузилган 



 
 
 

m

mm

n

nn

m

n

bxbxb

axaxa

xQ

xP
xf










....

....
1

10

1

10  

функция каср - рационал функция деб аталади. Каср - рационал функция 

  }0...,:{\ 1

10  

m

mm

m bxbxbxQRxxRX  

тўпламда, яъни махражни нолга айлантирувчи нуқталардан фарқли бўлган 

барча ҳақиқий сонлардан иборат тўпламда аниқланган. Хусусий ҳолда, 

 
1

    ва   
3

2
42

5









x

x
y

xx

x
y -  каср рационал функциялар бўлади.  

 Бутун рационал ва каср - рационал функциялар биргаликда рационал 

функциялар синфини ташкил қилади. 

 3) Иррационал функция.  Таркибида иррационал ифодалар қатнашган 

алгебраик ифодаларнинг мослик қонунини рационал ифодалар ёрдамида 

кўрсатиш мумкин бўлмаса, бундай ифодалар иррационал функциялар 

дейилади. Масалан, ушбу  

xyxy
x

xx
y 




 ,2,

461

43
3

3

33

 

функциялар иррационал функциялардир.  

3) Алгебраик функция. Рационал ва иррационал функциялар  



синфлари биргаликда алгебраик функциялар синфини ташкил қилади. Ушбу 

        0...
1

1

10




 xAyxAyxAyxA
nn

nn  

тенгламани қаноатлантирадиган ҳар қандай  xfy   функция алгебраик 

функция дейилади. Бунда      xAxAxA
n

,...,,
10

 - берилган бутун рационал 

функциялар,   nxA   ва  0
0

  - бутун мусбат сон. 

 Мисоллар. 1. 3 2 1 xy  - алгебраик функциядир, чунки у 0123  xy  

тенгламани қаноатлантиради. 

 2. Ушбу   0412 22  xyxxy  тенглама билан аниқланган функция 

иккита алгебраик функциядан иборат бўлади, яъни 
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xxx
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2222
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 3. Ушбу 04354  xxyyx   тенглама билан аниқланган функция ҳам 

алгебраик функция бўлади, лекин бу функцияни ошкор кўринишда ёзиш 

мумкин эмас, чунки уни радикалга нисбатан ечиб бўлмайди. Бу ҳолда биз 

ошкормас алгебраик функцияга эга бўламиз.  



 4)Трансцендент функциялар. Барча алгебраик бўлмаган функциялар 

трансцендент функциялар деб аталади (кўрсаткичли, логарифмик, 

тригонометрик функциялар ва тескари тригонометрик функциялар-

трансцендент функциялардир). Масалан: xarctgyyxy x 5,2,3sin 3    

функциялар трансцендент функциялардир. 

 Шундай қилиб, барча элементар функциялар алгебраик ва 

трансцендент функциялар синфларига бўлинади. 

 

5.9. Функция графиги устида элементар шакл алмаштиришлар.

 Биз қуйида элементар функцияларнинг баъзи синфларини алоҳида 

қараймиз ва уларнинг, асосий элементар функцияларнинг маълум хоссаларига 

таянган ҳолда келиб чиқадиган, асосий (бош) хоссаларини ҳамда функция 

устида маълум бир амаллар бажариш натижасида унинг графиги шаклини 

алмаштириш қоидаларини келтирамиз. 

 Фараз қилайлик,    тўпламдан аниқланган  xfy   функциянинг 

графиги чизилган бўлсин. Қуйидаги жадвалда  xf  функция ёки унинг 

аргументини маълум бир шакл алмаштириш натижасида бу график қандай 



ўзгариши баёни берилган 

  

Функция   xfy   функция графиги устида  xOy текисликда амалга 

ошириши лозим бўлган (шакл) алмаштиришлар 

  0,  AAxf   xfy  функция графигини Oy ўқ бўйлаб: 0A  бўлган  

A  бирлик юқорига; 0A  бўлганда  A  бирлик қўйига 

(пастга) силжитиш (кўчириш) 

  0,  aaxf   xfy  функция графигини  Ox ўқ бўйлаб: 

0a бўлганда a  бирлик ўнгга; 0a бўлганда a  бирлик 

чапга силжитиш (кўчириш) 

  1,0,  kkxfk   xfy   функция графигини Oy  ўқ бўйлаб Ox  ўққа 

нисбатан: 1k  бўлганда k  марта чўзиш; 10  k  

бўлганда, 
k

1
 марта қисиш. 

  1,0,  xf   xfy   функция графигини Ox ўқ бўйлаб Oy ўққа 

нисбатан: 1k  бўлганда k  марта  қисиш; 10   



бўлганда, 
k

1
 марта чўзиш. 

 xf   xfy   функция графигининг Ox ўққа нисбатан 

симметрик акслантириш. 

 xf   xfy   функция графигининг Ox  ўқдан пастда 

жойлашган қисми шу ўққа нисбатан симметрик 

акслантирилиб, графикнинг қолган қисми ўзгармасдан 

қолдирилади? 

 xf    xfy   функция графигиниOy ўққа нисбатан симметрик 

акслантириш 

 

 xf   xfy   функция графигининг Oy  ўқдан чапда 

жойлашган қисмини ўчириб ташлаш; графикнингOy  

ўқдан ўнгда ва ўқнинг устида жойлашган қисмини  ўз 

ҳолида қолдириш; функция графигининг 0x  соҳада 

ётган қисмини 0x соҳага Oy  ўққа нисбатан симметрик 

акслантириш. 



 

Умумий ҳолда,   DbaxCfy   функция графигини чизиш,  xfy   

функция графиги устида бир неча шакл  алмаштиришлар (силжитиш, қисми, 

акслантири ва ҳоказо) бажаришга келтиради. 

Аввало уни қуйидаги  D
a

b
xaCfy 








 ][  кўринишда  тасвирлаймиз. 

Бундан, бу функция графигини (ясаш) чизиш учун,  ][1 









a

b
xaCfy  

функция графигини чизиш етарли эканлиги кўринади. 
1

y  функция графигини 

чизиш учун эса, ][
2 










a

b
xafy  функция графигини чизиш етарли. Ўз 

навбатда, 
2

y  функциянинг графигини чизиш учун,  axfy 
3

 функция 

графигини чизиш етарли. Демак, берилган D
a

b
xaCfy 








 ][  функция 

графигини чиқиш учун   xf  функция графиги устида қуйидаги   (шакл) 

алмаштиришларни бажариш зарур бўлади: 



 1.  xf   функция графигини:,   oa   бўлганда  Ox  ўқ бўйлаб   Oy  ўққа 

нисбатан қисиш ёки чўзиш;    oa    бўлганда    Oy   ўққа нисбатан симметрик 

акслаштириш ва   Ox   ўқ бўйлаб   Oy   ўққа  нисбатан, қисиш ёки чўзиш. 

 2.   axf   функциянинг ҳосил бўлган   графигини   Ox    ўқ бўйлаб  

o
a

b
   бўлганда    

a

b
  бирликка  чапга  силжитиш;     o

a

b
   бўлганда,   

a

b
  

бирликка ўнгга силжитиш. 

 3.  

















a

b
xaf   функциянинг ҳосил бўлган графигини:   oC   бўлганда  

Oy   ўқ бўйлаб   Ox   ўққа нисбатан қисиш ва чўзиш;   oC    бўлганда     Ox   

ўққа нисбатан симметрик акслантириш ва   Oy   ўқ бўйлаб  Ox   ўққа нисбатан 

қисиш ёки чўзиш. 

  4.  

















a

b
xfC   функциянинг ҳосил бўлган графигини:   0D  

бўлганда    D   бирлик юқорига,    0D  бўлганда эса,   D  бирлик пастга 

силжитиш. 

          DbaxfCy    



функция графигини чизишда амалга оширилган  шакл алмаштиришлар кетма 

– кетлигини қуйидаги кўринишда ифодалаш мумкин бўлади: 

           DbaxfCbaxfCbaxf
a

b
xafaxfxf 














  

 Унда берилган функция графигини ясашда қандай функция графиги 

асосий роль ўйнаши кўриниб турибди. 

 5.22-мисол. Ушбу    513log2  xy  функция графиги эскизини 

чизинг.  

    Ечилиши.   531log
2

 xy   функция графиги эскизини чизишда 

амалга ошириладиган шакл алмаштиришлар кетма-кетлигини қуйидаги 

кўринишда ифодалаймиз: 

            .5)13(log)
3

1
(3log3loglog 2222 








 xxxx  

    Демак, берилган функция графиги эскизини чизиш учун аввало: 1) 

xy
21

log  функция графиги ( 5.14. а) – чизма) чизилади; 2) сўнгра чизилган 

график Ox  ўқ бўйлаб, Oy ўққа нисбатан 3 бирликга қисилади (5.14.  )b - 



чизма); 3) x3log
2

функциянинг ҳосил бўлган графиги чапга 
3

1
  бирликка 

силжитилади (5.14. )c  - чизма); 4) ]
3

1
3[log

2 







x функциянинг ҳосил бўлган 

графиги Oy ўқ бўйлаб юқорига 5 бирликка силжитилади (5.14. )d   - чизма). 

Натижада берилган   531log
2

 xy функция графиги эскизи ҳосил бўлади. 

  

     



     

  

 5.14-чизма. 

 5.23-мисол. Ушбу  









3
2cos2


xy  функция графиги эскизини 

чизинг. 

 Ечилиши. Аввало,  









3
2cos2


xy функция графигининг эскизини 

чизишда амалга ошириладиган шакл алмаштиришлар кетма – кетлигини 

тузамиз: 































3
2cos2

3
2cos]

6
2cos[2coscos


xxxxx

 

 Шундай қилиб, 









3
2cos2


xy  функция графиги эскизини чизиш 

учун аввало: 1) xy cos
1
  функция графиги (5.15. )a - чизма) чизилади; 2) 

xy cos
1
  функция графиги Ox ўқ бўйлаб, Oy ўққа нисбатан 2 бирликка 

қисилади (5.15. )b  -чизма); 3) xy 2cos
2
  функциянинг ҳосил бўлган графиги 

чапга 
6


 бирлик силжитилади (5.15. )c -чизма); 4) ]

6
2cos[

3 










xy  

функциянинг ҳосил бўлган графиги Ox  ўққа нисбаттан симметрик 

акслантирилиб, график Oy  ўқ бўйлаб Ox  ўққа нисбатан   2  бирликка 

чўзилади ((5.15. )d - чизма). Натижада берилган функция графигининг эскизи 

ҳосил бўлади. 



    

 

          

      5.15-чизма 

                  5.24-мисол. Ушбу        
2

7
3

2

1 2  xxy  функция графигининг 

эскизини чизинг. 



                   Ечилиши. Берилган функция графигининг эскизини чизиш учун 

аввало, графикни чизишда амалга ошириладиган шакл алмаштиришлар кетма 

– кетлигини тузиб оламиз: 

     
2

7
3

2

1
13

2

1
3

2

1
3 22222  xxxxxx  

Бундан кўринадики, 
2

7
3

2

1 2  xxy  функция графигининг эскизини чизиш 

учун аввало: 1) 2

1
xy   функция графиги чизилади (5.16. )a  -чизма); 2) 2

1
xy   

функциянинг чизилган графиги Ox  ўқ бўйлаб, чапга 3  бирлик силжитилади 

(5.15. )b - чизма); 3)  2

2
3 xy  функциянинг ҳосил бўлган графиги Oy  ўқ 

бўйлаб 2 бирликга қисилади (5.15. )c  - чизма); 4)  2

3
3

2

1
 xy  функциянинг 

ҳосил бўлган графиги Oy  ўқ бўйлаб пастга 1  бирликга силжитилади (5.15. 

)d - чизма). Натижада берилган 
2

7
3

2

1 2  xxy  функция графигининг 

эскизини ҳосил қиламиз  (5.15. )d - чизма). 



   

 

                

       5.16- чизма. 

              5.25-мисол. Ушбу 
2

3

1

2



x

y функция графигини эскизини чизинг. 

             Ечилиши. Берилган функция графигини чизишда амалга 



ошириладиган шакл алмаштиришлар кетма – кетлигини тузатамиз: 

2
3

1

3

1

3

1

22
4

1
22




xxx

x  

      
2

3

1

2



x

y  функция графигининг эскизини чизиш учун аввало: 1) xy 2
1
  

функция графиги (5.17. )a - чизма) чизилади; 2) сўнгра, чизилган xy 2
1
  

функция графиги Ox  ўқ бўйлаб, Oy  ўққа нисбатан 3 бирликга   чўзилади  

(5.17. )b -чизма); 3)  
x

y 3

1

2  функциянинг ҳосил бўлган графиги Oy  ўқ 

бўйлаб, Ox  ўққа нисбатан 4 бирликга қисилади (5.17. )c - чизма). Натижада 

берилган 
2

3

1

2



x

y  функция графигининг эскизини (5.17. )c - чизма) ҳосил 

қиламиз. 

  



           

  

                 

  5.17-чизма. 



                        Мустақил ечиш учун мисол ва масалалар 

Қуйидаги функцияларнинг қайси бири жуфт, қайси бири тоқ ва 

қайсилари жуфт ҳам, ёки тоқ ҳам эмаслигини аниқланг: 

5.1. .32 2 xxy      5.2. .43 2  xy             5.3. 3 хy  .      

5.4. .42 xxy    5.5. хxy  .  5.6. ctgy x x   5.7. 32  xxy   

5.8. 4 24 2 22 xxxxy      

5.9. 
2

xx ee
y


 .5.10. xxy cos4   5.11. xxy 4cos34sin2    

 5.12. 
x

x
y






2

2
ln .5.13. 5 25 2 )1()1(  xxy  . 5.14. 

12

3






x

xx
y . 

5.15. 
1

1
2

24






x

xx
y  .5.16. 

4

4

4

4











x

x

x

x
y . 5.17. 

1

1
2

3






x

x
y  .  

5.18. 
73

4
46

2






xx

x
y . 5.19. baxy  , Rba , .5.20. )22(log 2

xxy  .

  

5.21. 









0,

0,

xx

xx
y  . 5.22. 

1

12






x

x

a

a
xy . 5.23. 3tg

cos

x
y x

x
  .            

5.24.
1

1
sin

3

3






x

x
xy         5.25. .cos3 xxy             5.26. sin tg .y x x            



5.27.   .cos1 4 xxy  5.28. .5cos7sin xxy            5.29. .arccos хy     

   5.30. .arccosarcsin xxy       5.31. 
x

x
y

sin

sin1
 .  

5.32. Қуйидаги функцияларни жуфт ва тоқ функциялар йиғиндиси 

кўринишида тасвирланг. 

1. 85)( 2  xxxf . 2. 
1

1
)(

2

2






xx

x
xf . 3. 

5

6
)(

3

2






x

x
xf  

4. 
6

5
)(

2

3






x

x
xf   5. 

2
)(

xx aa
xf


  

 Қуйидаги функцияларни даврийликка текширинг. Агар даврий бўлса, у 

ҳолда унинг энг кичик мусбат даврини топинг: 

8. 33. .43)( 2  xxxf       5.34. ( ) sin 2 2 tg .
2

x
f x x     

 5.35.   хxf sin .      5.36.   .6cos2cos xxxf    

                              1,   x  рационал сон бўлганда, 

         5.37.  xf   

            0,   x  иррационал сон бўлганда. 

 5.38.    .25.0sin6 xxf           5.39   .18
2

3
cos 0









 xxf   



 5.40.   sin( ) 5 tg 3 .
2 2 6

х
f x x

  
    

 
    5.41.   tg sin 2 .

3

х
f x x      

     5.42.   .3sin13 2 xxf                         5.43.   .3coscos xxxf    

 5.44. sin tg
3 7

x x
y                         5.45. tg sin 2

3

x
y x      

 5.46. sin tg
5 20

x x
y

 
     5.47. xxy 2cossin      

 5.48. tg2 ctg3 cos5y x x x   . 5.49. )17
5

4
sin( 0 xy .   

 5.50. )
23

2
sin(4

2
cos6


 x

x
y . 5.51. xxy 15sin1212sin15 22  .  

 5.52. 
5

sin
3

cossin
xx

xy  .  5.53. xy 4cos1    5.54. 

xx

xx
y

4cos6sin3

4cos6sin2




 .  5.55. 411cos3,5cos  xxy .  

 5.56. xy cos     5.57. )2sin(cos xxy    

 5.58. 3cos xy      5.59. }
5

{3}
3

{
xx

y    

 5.60. }5{8}3{ xxy     5.61. 
}4{}6{3

}4{}6{2

xx

xx
y




    5.62. 



}
4

1
5{}

2

1
2{  xxy     5.63. 4}

5

4
11{}3,5{  xxy  

 5.64. }{ xy      5.65. }2{}{ xxy    

 5.66. }{ 2xy      5.67. 652  xxy     

 5.68. xxxf 2]52[)(  , бу ерда ][a - қаралаётган соннинг бутун 

қисмини билдиради. 

 5.69.  xf  функция X  тўпламда аниқланган бўлиб, шундай 0T  сон 

топилсаки, ҳар қандай х лар учун XTxXTx  ,  бўлиб, қуйидаги 

шартлардан биттаси бажарилса, унинг даврийлигини исботланг. 

 1) f(x+T)=-f(x);  2) f(x+T)=1/f(x);  3) 
1)(

)(
)(






xbf

axf
Txf  

 4) 
)(1

1
)(

xf
Txf


   5) )()( xfTxf   

 5.70. Бутун сонлар ўқидан битта нуқта чиқариб ташланган тўпламда 

аниқланган функциянинг даврий эмаслигини исботланг.  

 Қуйидаги функцияларни ўз аниқланиш соҳаларида чегараланганликка 

текширинг: 



5.71. ].5;0[,
14

1



 x

х
y          5.72. .962  xxy       

5.73. .
3sin

2

x
y                          5.74.  .86lg 2  xxy      

5.75. 
1

)(
6

3




x

x
xf                      5.76. 

6

1
)(

2 


x
xf .  

 5.77.
4

sin
4 


x

x
y .         5.78. .

4

1

2х
y


  5.79. .cos2 xxy           

 5.80. 
21

1

х

х
y




 .         5.81. 

2

1

хх
y


 .    5.82.

1


х

х

е

е
y .                

5.83. .
4

4
arcsin

2х

х
y


     5.84. 3 22 ххy  .  5.85. 542  ххy .       

5.86.
.2 222  xxy
  5.87. .

sin

x

x
y     5.88. 

2

4
( ) arctg ,

1

x
f x x R

x
 


   

5.89. 1,,
1

1
)(

3

2





 xRx

x

x
xf   5.90. 

1

10
)(

2

3 4






x

x
xf .5.91. xxxf cossin5,0)( 

 5.92. Ушбу 
xx

xf
1

cos
1

)(    функция 0x  нуқтанинг атрофида 

чегараланмаган бўлиши, x  нолга интилганда эса чексиз катта бўлмаслигини 

исботланг. 



 5.93. )0)(;0(   да 
x

xxf
2sinln)(   функцияни чегараланганликка 

текширинг. 

 5.94. 
2

2

1
)(

x

x
xf


  функциянинг   ;   да чeгараланганлигини 

кўрсатинг.     

 5.95.  xf  ва  xg  функциялар X  тўпламда аниқланган бўлиб, 

чегараланган бўлса, у ҳолда  

  )a  xf +  xg ; )b   xf -  xg ;   )c   xf  xg ;  )d  )(xf  функцияларнинг 

ҳам X  тўпламда чегараланганлигини кўрсатинг. 

 )e  Қандай шарт бажарилганда 
)(

)(

xg

xf
функция ҳам X  тўпламда 

чегараланган бўлади?  

 5.96.  xf  функция X  тўпламда аниқланган ва чегараланган бўлса, 

ушбу функцияларнинг X  да чегараланганлигини кўрсатинг. 

 1) n xf )(  ; 2) )(2 xf ; 3) )(cos xf ;  4) )(sin xf ;

 5) )(arcsin xf  ; 6) )(arccos xf ; 7) arctg ( )f x ; 8) arcctg ( )f x . 

 5.97.Қуйидаги функцияларнинг ўз аниқланиш  соҳаларида 



чегараланмаганлигини кўрсатинг: 

 3) 5 6)( xxf  ;  4) 34)(
6

 xxf ;  5)
x

xxf
1

)(  ;  

 6)
x

xf
sin

1
)(  ;  7) 143)(  xxxf ; 8) xxxf cos)(  ;  

 9) )4log()( 2  xxf ; 10) xxf x)
4

1
()(  ;  11)

1
( )

arcctg
f x

x
 ;  

 12) 23)(  xxf .  

 5.98.  xf  ва  xg  функциялар X  тўпламда аниқланган ва 

чегараланган  бўлсин.  xf  ва  xg  функцияларнинг айирмаси X  тўпламда 

чегараланган бўлиши мумкинми? Мисоллар келтиринг. 

 5.99.  xf  ва  xg  функциялар X  тўпламда аниқланган бўлиб,  xf  

функция X  тўпламда чегараланган,  xg  чегараланмаган бўлсин.  xf  ва  xg  

функциялар орасида арифметик амаллар бажарилиши натижасида ҳосил 

бўлган функцияларнинг чегараланганлиги ҳақида нима дейиш мумкин? 

Мисоллар келтиринг. 

 5.100. Ихтиёрий функциянинг квадрати қуйидан чегараланганлигини 

исботланг.  



  Қуйидаги функцияларни ўз аниқланиш соҳаларида монотонликка 

текширинг: 

 5.101. 
x

xy
1

  .    5.102. 1062  xxy .  

 5.103. 
2

2

1 x

x
y


 .   5.104. xxy  3  . 

  5.105. 32 24  xxy .   5.106. xy

1

4    

 5.107. xxy   932 1 .   5.108. 12  xxy .  

 5.109. 12
5




xx
y .   5.110. arctgy x x     

 5.111. 
1

log
2

1



x

x
y    5.112. 

2

2






x

x
y  . 

 5.113. 
x

x
y






1

11
 .   5.114. 

22

22






xx

xx
y    

 5.115. 6 2 4 xy .   5.116. 44 33  xxy . 

 5.117.  44 55  xxy .  5.118. 
3 2 27

1




x
y .  

 5.119. .2,
8

1
3




 x
х

y    5.120.  .106lg 2  xxy         



    5.121. .
1

52






х

х
y       5.122. .5 1 xy      

    5.123. .
1

log 5.0



х

х
y        5.124. .xхy    

    5.125. .
1

1




хе
y             5.126. 2

1

 хеy .              5.127. .)1(5 2хy    

                  2,2 xx  бўлганда, 

           5.128. y      22,4  x  бўлганда,        

                               2,2 xx  бўлганда. 

  5.129. ].;0[,cossin 44  xxxy                5.130. 2 хy + 2х .   

 5.131.
13

1

2 


х
y .     5.132. .932 1 xxy     5.133. .7

х
y


   

 5.134.Ушбу xxxf sin)(   функцияни )
2

;0(


да ўсиш ва камайишга 

текширинг.   

5.135.Ушбу 
21

)(
x

x
xf


  функцияни ўсиш ва камайишга текширинг. 

 5.136.Ушбу ( ) ctg tgf x x x   функцияни )
2

;0(


да ўсиш ва камайишга 

текширинг. 



      5.137. Ушбу 22 )1()(  xxf  функция (-1,0) да ўсувчи, (0,1) да 

камаювчи бўлишини исботланг. 

     5.138.Ушбу   1)1( 32

5)(  xxf   функцияни ўсиш ва камайишга 

текширинг. 

 5.139.Ушбу xxxf 44 cossin)(   функцияни ]
2

;0[


 да ўсиш ва 

камайишга текширинг. 

 5.140.Ушбу 
x

x
xf

sin2

sin2
)(




  функцияни ]2;0[   да ўсиш ва камайишга 

текширинг. 

 5.141.Ушбу )10(,sin)(   xxxf  функцияни қатъий ўсувчилигини 

исботланг. 

 5.142. Ушбу 23)( xxxf  функция: а)  ;0  да ўсувчи, b) [-1;0] да 

эса, монотон эмаслигини исботланг.  

 Қуйидаги функциялар учун ўз аниқланиш соҳасида (агар тескари 

функция мавжуд бўлса) тескари функцияларни топинг: 

 5.142. 
x

x
y






6

6
.    5.143. 

5

5

32

32

x

x
y




    



 5.144. 1,2 2  xxxy   5.145. 1,2 2  xxxy . 

 5.146. 6 xy .   5.147. 3 3 125 xy .  

 5.148. 1,
1

2
2




 x
x

x
y .   

  5.149. 11,
1

2
2




 x
x

x
y . 

 5.150. .
22

,sin 5 
 xxy   

5.151. 
2

3

2
,sin 5 

 xxy . 

5.152. .0,cos3  xxy .  

5.153. .10,arccos 2  xxy . 

5.154. 









.2,4

,2,64
)(

2

xx

xxx
xf  

5.155. 









);0(,2

];0;(,
)(

xx

xx
xf   

5.156. :cos 2 xy   )a  ]
2

;0[


x ,   )b  ];;
2

[ 


x   ]
2

3
;[)


xc . 

 5.157.   ).;1[,1
2

 xxy  5.158.  .;0,
1

1
ln 




 x

е

е
y

х

х

 5.159. .25  xy    



  5.160. .,53 Rxxy  5.161. ].0;1[,1 3  xхy  

5.162. ].1;0[,1 2  xхy 5.163.  .;,  xxхy  5.164. arctg3 .y x   

                 0, xx   бўлганда,  

5.165.   y         

      0,2 xx  бўлганда.   

            

                                 1,1 x  бўлганда, 

       5.166. y        11,  xx  бўлганда,    

                              1,1  x  бўлганда. 

   

                              

 

    

                  1, xx   бўлганда, 

  5.167.    y =       41,2  xx  бўлганда,              

                                  4,2 xx
 бўлганда.                        



5.168. .12  xy  5.169. .arccos 3xy   

5.170.    .;11;,
1

1





 x

х

х
y  5.171.

2
lg

x
y   .     

 5.172.   2xxf  ва   xxg 2  функциялар берилган бўлса, у ҳолда 

))(()),(()),(()),(( xggxfgxgfxff  мураккаб функциялар топилсин.  

 5.173. Агар  
21 х

х
xf


  бўлса,     3 ( )f x f f f x  функция топилсин. 

5.174.  
х

х
xf






2

15 2

 функция учун,       23 ,,3 xfxfxf  функциялар 

топилсин.  

 5.175. Агар   231 3  xxxf  бўлса,  xf  функция топилсин.  

  Қуйидаги мураккаб функцияларнинг композицияларини ёзинг: 

5.176. xxgxxf  )(,)( 2   

5.177. 44 )(,)( xxgxxf    

 5.178. 43 )(,1)( xxgxxf  . 

 5.179. ( ( ( ))) ?f f f x   
2

1
( )

1
f x

x



. 

 5.180.   2yyg    ва   .lg xxfy       



 5.181.   yyg sin  ва   .1 2xxfy   

 5.182.   2yyg    ва .sin xy      

                              0,2 yy бўлганда,  

          5.183.   yg             ва  .12  xy  

                                     0,0 y     бўлганда, 

5.184.   yyg 9  ва .xy    5.185.     .1,0 2xyyуyg    

 5.186.   xxf 5   ва   xxf 5
1 log  функциялар берилганда 

     xffxff 11 ,   ларни топинг. 

 5.187. yz arccos  ва 43 xy   функциялар учун мураккаб функция 

мавжудми?  

 5.188. уz   ва 29 xy   функциялар учун мураккаб функция 

мавжудми? 

5.189. Агар 
2)(,54)( xxvxxu   ва 

x
xf

1
)(   бўлса, қуйидагилар учун 

ифодаларни ёзинг. 

 a)  )));((( xfvu    b) )));((( xvfu     



 c) )));((( xfuv    d) )));((( xufv     

 e) )));((( xvuf    f) ))).((( xuvf     

5.190. Ушбу )(xFgf   композицияда  

2

4

4

2

1

1
)(,

1

1
)(

x

x
xF

x

x
xg









  берилганда )(xf  функцияни топинг.  

 5.191. Ушбу )(xFgf   композицияда  xxFxxg 3sin2)(,3)(   

берилганда )(xf  функцияни топинг.        

 5.192. Ушбу )(xFgf   композицияда  

2

4

3 1
1)(,)( 










x
xFxxf  

берилганда )(xg  функцияни топинг.     

5.193. Қуйидаги gf ,  функциялар берилганда, мос равишда,  gf  , fg   

композицияларни топинг. 

 a) .sin)(;1)( 2 xxgxxf    b) .1)(;1)( 33  xxgxxf   

5.194. Қуйидаги gf , функцияларнинг gf   композицияни тузинг ва 

унинг аниқланиш соҳасини топинг. 

  a)  ;5)(;)( 2  xxgxxf    



 b) ;
2

)(;
1

)(
x

x
xg

x
xf


    

 c) ;2cos)(;1)( 2 xxgxxf    

 5.195.  Қуйидаги  функциялар графигининг эскизини чизинг. 

 .1
4

2sin
3

1
)3.

6

43
)2.221)1 


 





 

xy
x

tgyxy .
12

12

4

1
)4




x
xy  

.12

2

1
log)6.

1
2

1

3)5 


 xy
x

y  .3log)8.4log)7 xyxy 

 .2sin)11.1
4

3cos
3

1
)10.

2

1
)9 xarcyxy

x
y  











 

 

 

Мустақил ечиш учун берилган мисол ва масалаларнинг жавоблари 

 5.1.    Жуфт ҳам, тоқ ҳам эмас.   5.2.  Жуфт. 5.3.Тоқ . 5.4. Жуфт.5.5. Тоқ. 

5.6.Тоқ. 5.7. Жуфт. 5.8.Тоқ .5.9. Жуфт.5.10. Жуфт. 5.11. Жуфт ҳам, тоқ 

ҳам эмас.5.12. Тоқ. 5.13.Жуфт.5.14.Тоқ .5.15.Жуфт. 5.16. Жуфт.5.17.

 Жуфт ҳам, тоқ ҳам эмас.5.18. Жуфт. 5.19. .0,0  ba  жуфт ҳам, тоқ ҳам 

эмас, 0,0  ba  тоқ, 0,0  ba жуфт. 5.20. Жуфт.5.21. Жуфт.5.22.  Тоқ . 5.23.  



Тоқ .  5.24.  Жуфт ҳам, тоқ ҳам эмас.  5.25. Жуфт ҳам, тоқ ҳам эмас. 5.26.  

Жуфт.   5.27.   Жуфт. 5.28.  Жуфт ҳам, тоқ ҳам эмас.         5.29. Жуфт. 5.30.  

Жуфт ҳам, тоқ ҳам эмас.   5.31. Жуфт ҳам, тоқ ҳам эмас. 5.33.  Даврий эмас.  

5.34.  Даврий, .20 T  5.35. Даврий эмас.    5.36. Даврий, 
2

0


T .  5.37. Даврий, 

энг кичик мусбат даври йўқ. 5.38. Даврий, .80 T   5.39. Даврий, .
3

4
0 T  5.40.  

Даврий, .40 T     5.41.   Даврий эмас.            5.42. Даврий, 
3

0


T .    5.43. 

Даврий эмас.    5.44. Даврий, 420 T .5.45. Даври мавжуд эмас. 5.46. Даврий, 

200 T . 5.47. Даври мавжуд эмас. 5.48. Даврий, 20 T .5.49. Даврий,
2

5
0


T . 

5.50. Даврий, 120 T . 5.51. Даврий,
3

0


T . 5.52. Даврий, 300 T . 5.53. 

Даврий,
2

0


T . 5.54. Даврий, 0T . 5.55. Даврий, 200 T . 5.56. 

Даврий эмас. 5.57. Даврий эмас. 5.58. Даврий эмас. 5.59. Даврий, 0T  =15. 

5.60. Даврий, 0T =1. 5.61. Даврий, 0T =0,5.5.62. Даврий, 0T =1.  5.63. Даврий, 

0T =10. 5.64. Даврий эмас. 5.65. Даврий, эмас. 5.66. Даврий, эмас.5.67. 



Даврий эмас .5.68. Даврий, 10 T . 5.71.   Чегараланган.  5.72.     Қуйидан 

чегараланган, юқоридан чегараланмаган.5.73. Чегараланмаган.  5.74.    

Чегараланмаган.             5.75.        Чегараланган.  5.76. Чегараланган. 5.77.      

Чегараланган.   5.78. Қуйидан чегараланган, юқоридан чегараланмаган. 5.79.    

Чегараланмаган.  5.80.       Чегараланган.  5.81. Чегараланмаган. 5.82.      

Чегараланмаган.   5.83.   Чегараланган.    5.84. Юқоридан чегараланган, 

қуйидан чегараланмаган. 5.85. Қуйидан чегараланган, юқоридан 

чегараланмаган.   5.86. Қуйидан чегараланган, юқоридан чегараланмаган. 5.87. 

Чегараланган.5.88.  Чегараланган. 5.89. Чегараланган.5.90.Чегараланган. 

5.91.Чегараланган.  5.93. Қуйидан чегараланмаган, юқоридан 

чегараланган. 5.98.  xf  ва  xg  функциялар X  тўпламда  чегараланган ва 

чегараланмаган бўлиши ҳам, бўлмаслиги ҳам мумкин. Масалан: X=(0;1) 

тўпламда 1)    
x

xg
x

xxf
1

;
1

  функцияларнинг айирмаси чегараланган;  2) 

   
x

xg
x

xxf
2

;
12   функцияларнинг айирмаси эса, чегараланмаган. 5.99.  

Масалан:  1;0X  тўпламда: 1)    
x

xgxxf
1

;   функцияларнинг йиғиндиси 



ва айирмаси чегараланмаган;  2)    
x

xgxxf
1

;   функцияларнинг  

кўпайтмаси ва нисбати  чегараланган; 3)    
4

2 1
;

x
xgxxf   функцияларнинг 

кўпайтмаси чегараланмаган.  

 5.101. );1[]1;(   да қатъий ўсувчи, );0()0;1[   да камаювчи. 

 5.102. ]3;(  да қатъий камаювчи, );3[  да қатъий ўсувчи. 

5.103. ]0;(  да қатъий камаювчи, );0[  да қатъий ўсувчи. 

5.104. (-∞;∞) да ўсувчи.  

5.105. )1;0(]1;(   да камаювчи, );1[)0;1(  да ўсувчи . 

5.106. );0()0;(   қатъий камаювчи.  

5.107. ]1;(   да ўсувчи, );1[  да камаювчи. 

 5.108. ]1;(   да ўсувчи,  );1[   да камаювчи. 

5.109. ]1;(   да қатъий камаювчи, [-1;2] да ўзгармас, [2;∞) да қатъий ўсувчи. 

5.110. (-∞;∞) да камаювчи. 

 5.111. );0()1;(   да камаювчи. 

5.112. ]0;( да ўзгармас, );0[   да ўсувчи . 

5.113. ]1;(  да қатъий ўсувчи , );1[   да камаювчи . 



5.114.  );1[]1;(   да қатъий ўсувчи,  ]1;1[  да қатъий камаювчи. 

5.115. ]2;(  да камаювчи, );2[   да ўсувчи. 

5.116. );3[   да ўсувчи.  

5.117.   );5[   да ўсувчи.   

5.118. ]0;33()33;(   да ўсувчи, );33()33;0[  да камаювчи.    

5.119.         ;22;  да қатъий камаювчи.     

5.120.   ]3;(  да қатъий камаювчи, );3[   қатъий ўсувчи.    

5.121.   ;1)1;(  қатъий ўсувчи.   

5.122.    ;   да қатъий ўсувчи.      

5.123.        ;0)1;(   қатъий камаювчи.        

5.124.   ;  да ўсувчи.  

5.125.      ;0)0;(   қатъий камаювчи.            

5.126.     ;2)2;(  қатъий камаювчи.   

5.127. ]2;(  да камаювчи, );2[   да ўсувчи.  

5.128.         ;  да ўсувчи.          

5.129.  ]
4

;0[


 ва ]
4

3
;

2
[


 да камаювчи, 

4
[


;
2


] ва ];

4

3
[ 


 да ўсувчи.   



5.130.  );5[    да ўсувчи. 5.131.  )2;(    ва ]3;2(   да ўсувчи, )2;3[  ва  ;2  

да камаювчи.    

5.132. ]1;(    да ўсувчи, );1[   да камаювчи.    

5.133. ]0;(  қатъий ўсувчи, );0[    қатъий камаювчи.  

5.134. )
2

;0(


 да ўсувчи.  

5.135. );1[]1;(   да камаювчи, ]1;1[  да қатъий ўсувчи.  

5.136. ]
4

;0(


 да камаювчи, 
4

[


;
2


)  да ўсувчи.       

5.138. ]0;(  қатъий камаювчи, );0[    да қатъий ўсувчи.  

5.139. ]
4

;0[


 да ўсувчи, 
4
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; ]
2


  да камаювчи.  
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2
;0[ 


  да камаювчи, ]
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 да ўсувчи.  
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5.144. 1,11)(1  xxxf .   5.145. 1,11)(1  xxxf .5.146. 
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5.148. 01,
11

)(
2

1 


 x
x

x
xf .   5.149. 
















0,0

10,
11

)(

2

1

x

x
x

x

xf . 

5.150. 11,arcsin)( 51  xxxf .  

5.151. 11,arcsin)( 51  xxxf  .  5.152. 11,arccos)( 31  xxxf . 
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5.156. ;10),12arccos(
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)  xxya 10),12arccos(

2

1
)  xxyb  ;
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5.158.   .
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1
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yg 5.159.   
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у
yg   .7.160.   .53  уyg       

5.161.   ].1;0[,13 2  yyyg  5.162.   ].1;0[,1 2  yуyg       

5.163. Тескари функция мавжуд эмас.      5.164.  
1

tg ,
3

g y y ).
2

;
2

(


y   

 



 

5.165.             

 

               0, yy   бўлганда, 

        yg       

            0, yу  бўлганда. 

 5.166. Тескари функция мавжуд эмас.  5.167.  

                          1, yy    бўлганда, 

          yg     41,  yу  бўлганда,   

                          4,log2 yy  бўлганда. 

5.168.      .;1,1log2  yyyg  5.169.   3 cos yyg  . 

5.170.   .1,
1

1
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yg 5.171.    .;,102  yyg y 5.172.
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5.175. .652  xx  5.176. xgf  )( ; xfg )(  .  5.177. ;))(( xxgf  .))(( xxfg  . 



5.178.    ;1 12xxgf  43 )1())(( xxfg  . 

 5.179.   .
31 23
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x
xf


 5.180. .lg 2 x 5.181.  .1sin 2x  5.182. .sin 2 x          

 

5.183.        

         fg                  ]1;1[,12 2  xx  бўлганда, 

                                );1[]1;(,0 x  бўлганда. 

5.184.  9
x
. 5.185. 21 х . 5.186.       ., 11 xxffxxff    5.187. Мураккаб 

функция мавжуд эмас. 5.188. Мураккаб функция мавжуд эмас.  5.189.  a)  
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6- §. СОНЛАР КЕТМА-КЕТЛИГИ ВА УНИНГ ЛИМИТИ 

 

6.1. Нуқтанинг атрофи. Бизга a R , ҳамда ихтиёрий мусбат >0 ва  

c  сонлари берилган бўлсин. 

 6.1-таъриф.  Қуйидаги  

U  ( a )={ x :  x R , a -< x <a +} 
тўплам, a  нуқтанинг   атрофи дейилади,  - сон эса атрофнинг радиуси дейилади (6.1-

чизма). 

 Ушбу  

U 
+
( a )={ x :  x R , a < x <a +} 

тўплам, a  нуқтанинг ўнг атрофи, 

U 
-( a )={ x :  x R , a -< x < a }, 

 

тўплам эса, a  нуқтанинг чап атрофи дейилади (6.2-чизма). 

 

U( a ) 

a -

 

a + a
 

  
x 

x 
a -

 

a +

   a
 

U
-( a ) U

+(

a ) 

6.1-чизма.                                  6.2-чизма 



Ушбу  ах0  тенгсизлик, axaxa  , , тенгcизликларга тенг- кучли 

бўлиб, уларнинг ҳар иккаласини а нуқтанинг )(aU
  атрофи шаклида 

ифодалаш мумкин: 

)(aU
 = .,,: axaxaRxx    

Баъзи ҳолларда, )(aU
  атроф, a  нуқтанинг тешик атрофи деб ҳам 

юритилади.  

Ҳақиқий сонлар тўплами R
 
таркибига   ва   белгиларни  xR  

учун x  ва x  хусусиятлар билан қўшиб, R  тўпламни ҳосил қиламиз: 

 

    RR . 

Uc(-) 

c  
x 

Uc(+) 

x c c 0 

Uc() 

6.3-чизма. 



R  да   ва   «нуқта» ларнинг атрофи тушунчалари қуйидагича 

киритилади (6.3-чизма): 

   xcRcRxxU c ,,:)( , U c(-)={ x : xR , Rc , -< x <c }, 

U c()={ x : x R ,c R , х > c }. 

 

6.2. Натурал аргументли функция ва унинг лимити.  N  ва R  

тўпламлар берилган бўлиб, f – ҳар бир натурал n ( nN ) сонга бирор ҳақиқий 

x n ( x n R ) сонни мос қўювчи қоида ёки усул бўлсин: f : n x n. Бу ҳолда N  

тўпламда натурал аргументли функция аниқланган дейилади ва у x n=  nf  

каби белгиланади.  

 Агар x n=  nf  функция берилган бўлса, у ҳолда унинг аргументи, ёки n  

индексини x n ўзгарувчи мос қийматининг номери деб қараш мумкин. Шундай 

қилиб, x 1=  1f  – функциянинг биринчи қиймати,  x 2=  2f  – иккинчи қиймати, 

x 3=  3f  – учинчи қиймати ва ҳ.к.. Биз ҳар доим қийматлар тўплами    nn xxE   

ни натурал ,...,...,3,2,1 n  кетма-кетликка ўхшаш номерларнинг ортиши бўйича 

тартибланган, яъни 



                            ,...,...,,, 321 nxxxx                                 (6.1) 

сонлар кетма-кетлиги шаклида  тасаввур қиламиз. (6.1) кетма – кетлик 

қисқача  nx  каби белгиланади. Кетма-кетликнинг қийматлар тўплами чекли 

ёки чексиз бўлиши мумкин, лекин шундай бўлса-да кетма – кетликнинг 

элементлари ҳар доим чексиз кўп бўлади. 

 Биз бундан кейин, қулайлик учун, натурал аргументли x n=  nf  

функцияни сонли кетма-кетлик деб қараймиз. Масалан, агар x n=  nf  функция  

 
 

;
2

11
)4;1)3;

1
)2;1)1

1
n

n

n

nnn xx
n

xx



  

    nxn sin)5  ;    1,1,3,)6 2112   xxnxxx nnn ;  nxn ()7   - номерли 

туб сонлар тўплами) формулалардан бирортаси билан берилган бўлса, 

уларга мос кетма-кетликлар қуйидаги шаклда бўлади: 

 

 
,...;sin...,,3sin,2sin,sin)5,...;

2

11
,...,1,0,1,0)4

,...1,...,1,1,1,1)3,...;
1

...,,
4

1
,

3

1
,

2

1
1,2)...,1,...;1,1,1,1)

 n

n
n

n





 

,....21,13,8,5,3,2,1,1)6 ; 7,5,3,2)7 4321  xxxx  ва ҳоказо. 

Юқоридаги келтирилган мисоллардан кўринадики, баъзи кетма- 



кетликларнинг умумий ҳадлари аниқ формулалар орқали ифодаланиб, 

уларнинг ҳамма ҳадлари шу формулалар орқали топилса, баъзи кетма- 

кетликнинг ҳадларини маълум бир қоидалар ёрдамида топиш мумкин, Баъзи 

ҳолларда кетма-кетликларнинг берилиши, унинг ҳадларининг номини айтиш 

билан амалга оширилади. 

Масалан, 1)- 5)- мисолларда кетма-кетликнинг умумий  ҳади аниқ 

формула орқали ифодаланган, 6) мисолда кетма-кетликнинг дастлабки 1x  ва 

2x  ҳадлари берилган ҳолда, қолган ҳадларини 3,12   nxxx nnn  рекуррент 

формула орқали топилади.  6)- мисолда кетма-кетлик рекуррент формула 

орқали топилган ,....21,13,8,5,3,2,1,1  сонлар Фибоначчи сонлари дейилади. 7) 

мисолда кетма-кетликнинг умумий ҳади сўзлар орқали  ифода қилинган.  

              ;,...,...,,,:}{ 321 nn xxxxx      (6.2) 

               ,......,,,,:}{ 321 nn yyyyy        (6.3) 

кетма-кетликлар берилган бўлсин. (6.2) ва (6.3) кетма-кетликларнинг 

йиғиндиси (айирмаси), кўпайтмаси, бўлинмаси (нисбати) деб, мос равишда 

      ,...);,...,,,(,...,...,,, 332211332211 nnnn yxyxyxyxyxyxyxyx   



        ,...;,...,, 2211 nn yxyxyx                   ,...,...,,
2

2

1

1

n

n

y

x

y

x

y

x
  

кетма-кетликларга айтилади ва улар мос равишда,  











n

n

nnnnnn
y

x
yxyxyx },{}),({}{  

каби белгиланади. (6.2) ва (6.3) кетма-кетликлар нисбатининг таърифида 

Nn  учун 0ny  деб фараз қилинади. Агар }{ ny  кетма-кетликнинг чекли 

сондаги элементлари нолга тенг бўлса, у ҳолда 








n

n

y

x
 кетма-кетликни, ny  нинг 

нолга тенг бўлмаган ҳадларидан бошлаб аниқлаш керак бўлади. 

Энди  ,nx  ...,2,1n  кетма-кетликнинг чегараланганлиги тушунчалари 

билан танишамиз. 

6.2-таъриф. Агар шундай ўзгармас M  сон мавжуд бўлиб, }{ nx  кетма – 

кетликнинг ҳар бир ҳади шу M  сондан катта бўлмаса, яъни Nn  учун 

Mxn   тенгсизлик ўринли бўлса,  }{ nx  кетма - кетлик юқоридан чегараланган 

деб аталади. Масалан, )}12({}{,
1

}{ 






 

 nx
n

n
x nn   кетма – кетликлар 

юқоридан чегараланган, чунки, биринчи кетма-кетликнинг ҳар бир ҳади 1  



дан, иккинчи кетма-кетликнинг ҳар бир ҳади эса 0   дан катта эмас, яъни  

Nn   учун ,1
1





n

n
xn  Nn   учун  .0)12(  nxn  

6.3-таъриф. Агар шундай ўзгармас m  сон мавжуд бўлиб, }{ nx  кетма – 

кетликнинг ҳар бир ҳади шу m  сондан кичик бўлмаса, яъни Nn  учун 

nxm   тенгсизлик бажарилса, }{ nx  кетма-кетлик қуйидан чегараланган 

дейилади. 

Масалан, 









1

2

2

1
}{},1{}{

nnn xnx  кетма-кетликлар қуйидан 

чегараланган, чунки, биринчи кетма-кетликнинг ҳар бир ҳади 2  дан, иккинчи 

кетма-кетликнинг ҳар бир ҳади эса 0  дан кичик эмас. 

6.4-таъриф. Агар }{ nx  кетма-кетлик ҳам қуйидан, ҳам юқоридан 

чегараланган  бўлса, яъни шундай M  ва m  ўзгармас сонлар мавжуд бўлиб, 

Nn  учун Mxm n   тенгсизлик  ўринли бўлса, }{ nx  кетма-кетлик  

чегараланган дейилади. Масалан, }2{}{;
1

}{ )1( n

nn x
n

x 








 кетма-кетликлар 

чегараланган кетма- кетликлардир. 

6.1-теорема. }{ nx  кетма-кетлик чегараланган бўлиши учун, шундай 



0A  сон мавжуд бўлиб,  Nn  учун 

                       Axn        (6.4) 

тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарлидир.  

Одатда (6.4) шарт кетма-кетликнинг чегараланганлик шарти деб ҳам 

юритилади. 

 6.5- таъриф. Агар ихтиёрий 0A  (исталганча катта) сон олинганда ҳам, 

}{ nx  кетма-кетликнинг ҳеч бўлмаганда битта 
0

nx  элементи топилиб, 

                               Axn 
0

      (6.5) 

тенгсизлик бажарилса, }{ nx  кетма-кетлик чегараланмаган кетма-кетлик 

дейилади. Масалан, ,...3,1...,,6,1,3,1 n  кетма-кетлик чегараланмаган бўлади, 

чунки ихтиёрий мусбат ҳақиқий A  сонни қандай қилиб олмайлик, кетма- 

кетликнинг жуфт номердаги элементлари ичидан A  дан катта бўлгани, яъни 

(6.5) тенгсизликни қаноатлантирувчиси топилади. 

 6.1-мисол. Ушбу  

Nnxxxbxax nnn   ,2,, 1221  

шартларни қаноатлантирувчи кетма-кетликнинг  умумий ҳадини топинг. 

 Ечилиши. Берилган шартларни қаноатлантирувчи  кетма – кетликни 



}{}{ n

nx   шаклида излаймиз, n

nx   0  ни nnn xxx 212    шартга қўйиш 

натижасида 022   характеристик тенгламани ҳосил қиламиз. 

Характеристик тенглама 1,2 21    илдизларга эга. })1{(},2{ nn   кетма- 

кетликларнинг ҳар бири nnn xxx 212    шартни қаноатлантиради. Умумий 

ҳади nn

nx )1(2    бўлган (  ва  - ихтиёрий ўзгармас сонлар) кетма- 

кетлик ҳам берилган шартларни қаноатлантиради: 

;4

,2

2

1

bx

ax








 

бу системадан 
3

2
,

6

abba 



  .  ,, 21 ва   ларнинг қийматларини 

nn

nx 21    формулага қўйиш натижасида, изланаётган кетма-кетликнинг 

умумий ҳади 

 
3

)1()2(2)( 1 nn

n

abba
x






 

эканлигини топамиз. 

6.2- мисол. Кетма-кетликнинг дастлабки бир нечта ҳадларини билган 

ҳолда унинг умумий ҳадининг кўринишини ёзинг: 



)a   ;
23

26
,

18

17
,

13

10
,

8

5
,

3

2
   )b  

5

1
,4,

4

1
,3,

3

1
,2,

2

1
,1 . 

Ечилиши. )a  Кетма-кетликнинг  берилган ҳадларининг сурати, кетма-

кетлик ҳади номерининг квадратига бирни қўшишдан ҳосил бўлади, яъни 

12 n , махражи эса, биринчи ҳади 31 a , айирмаси 5d  бўлган 

,...18,13,8,3 арифметик прогрессиядан иборат. Арифметик прогрессия умумий 

ҳадини топиш формуласига асосан, 

25)1(53)1(1  nnndaxn  

эканлигини топамиз. 

Демак, изланаётган кетма-кетлик умумий  ҳадининг кўриниши 

25

12






n

n
xn  

шаклида бўлади. 

 )b  Изланаётган кетма-кетликнинг умумий ҳадини қуйидаги кўринишда 

ёзиш мумкин: 
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1

,,12,

Nkkn
k

Nkknk
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Бу формулани битта умумий формула орқали ҳам ёзиш мумкин: 
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 6.3–  мисол. Қуйидаги кетма-кетликларнинг чегараланганлигини 

исботланг:   

Nn
n

n
x

n

n 
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13

)1(20
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;  Nn

n
x

nn  ,
3

)2 . 

Ечилиши. 1) nnnnn nn  13,20)1(20)1(20 2  

эканлигини эътиборга олган ҳолда 

21
20

1
20

13

)1(20
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nn
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n
x

n

n . 

Демак, кетма-кетли чегараланган, чунки (6.4) шарт бажарилади )21( A . 

2) Равшанки, Nn  учун 0
3


n

n
. Бернулли тенгсизлигига асосан, 

nnn 2)21(3  . Бундан 
2

1

3


n

n
. Демак, Nn  учун 

2

1

3
0 

n

n
. Демак, берилган 

кетма-кетлик чегараланган. 

6.4– мисол. Ушбу  
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кетма-кетликларнинг қайси бири чегараланган, қайси бири чегараланмаган? 

 Ечилиши. )a  Равшанки, Nn
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Демак,  
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 Демак, берилган кетма-кетлик чегараланган.  
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тенгсизлик бажарилади. Демак, берилган кетма-кетлик чегараланмаган экан. 

6.6-таъриф. Агар 0A ( A – исталганча катта сон бўлганда ҳам) сон 

учун )(0 An  номер мавжуд бўлиб, )(0 Ann   дан бошлаб }{ nx  кетма-кетликнинг 

барча элементлари 



                                            Axn          (6.6) 

тенгсизликни қаноатлантирса, }{ nx  кетма-кетлик чексиз катта кетма-кетлик 

дейилади. 

Маълумки }{ nx  кетма-кетлик чексиз катта бўлса, у чегараланмаган 

кетма-кетлик ҳам бўлади, лекин бунинг акси ҳар доим ўринли бўлмайди, яъни 

чегараланмаган кетма-кетлик, чексиз катта кетма-кетлик бўлмаслиги ҳам 

мумкин. Масалан, ,...3,1...,,6,1,3,1 n  кетма-кетлик чегараланмаган кетма-кетлик 

бўлса-да, у чексиз катта кетма-кетлик бўла олмайди, чунки 1A  учун (6.6) 

тенгсизлик nx  нинг тоқ номердаги элементлари учун бажарилмайди. 

 6.7-таъриф. Агар 0  ( - исталганча кичик сон олинганда ҳам) учун 

)(0 n  номер мавжуд бўлиб, )(0 nn   дан бошлаб 

                                         nx                                     (6.7) 

тенгсизлик бажарилса, }{ nx  кетма-кетлик чексиз кичик кетма-кетлик 

дейилади. 

6.6-мисол.  ,,,, 2 nqqq кетма- кетликнинг 1q  бўлганда чексиз катта, 

1q  бўлганда эса, чексиз кичик кетма-кетлик эканлигини исбот қилинг. 



Исбот. 1) 1q  бўлсин. У ҳолда, )0(1  q  деб тасвирлаш 

мумкин. Бундан, nn
q )1(   ни ҳосил қиламиз. Бернулли тенгсизлигидан 

фойдаланиб, 

 nnq nn
 1)1(  

тенгсизликни ҳосил қиламиз. 0 A  (исталганча катта) сон олинганда  

                            An                                          (6.8) 

тенгсизлик 1
1
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 номердан бошлаб, яъни )(0 Ann   учун 

бажарилади. 

 Шундай қилиб, 0 A  учун шундай 1
1
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q

A
n  номер топиладики, 

0nn   учун 

Aq
n
  

тенгсизлик бажарилади. Бундан эса, 1q  бўлганда, 6.6- таърифга кўра, 

берилган кетма-кетликнинг чексиз катта кетма-кетлик эканлиги келиб чиқади.  
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тенгсизлик, яъни 
n

q  бажарилади. Бундан эса, 1q  бўлганда, берилган 

кетма-кетликнинг чексиз кичик кетма-кетлик эканлиги келиб чиқади, 

}{}{ n

n qx   кетма-кетлик учун 0q  бўлса, Nn  учун 0nx  бўлади. Бу эса, 

}0{}{ nx  кетма-кетликнинг чексиз кичик кетма-кетлик эканлигини англатади. 



6.7-мисол. Ушбу   ;
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кетма-кетликларнинг қайси бири n  да чексиз кичик, қайси бири чексиз 

катта кетма-кетлик бўлади? 
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чексиз кичик кетма-кетлик экан. 
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1
n  бўлганда nx  

тенгсизлик бажарилади. 1
1

)(0 










n , деб олиш мумкин. 



 Демак, 1
1

)(0 










nn  дан бошлаб nx  бажарилади. Шундай 

қилиб, 6.7-таърифга кўра, берилган кетма-кетлик чексиз кичик кетма-кетлик 

экан. 

3) 0 A  (исталганча катта) сон оламиз ва Mn 2  тенгсизликни 

ечамиз: 2

22 )(log,log MnMn  . 

Агар   2

20 log)( MAn   деб олинса, )(0 Ann   дан бошлаб Mxn   

бўлади.  

Демак, берилган кетма-кетлик чексиз катта кетма-кетлик экан. 

 

 6.3. Чексиз кичик кетма-кетликларнинг асосий хоссалари. 

6.1-хосса. Иккита }{ nx  ва }{ ny  чексиз кичик кетма-кетликларнинг 

йиғиндиси ва айирмаси }{ nn yx  , яна чексиз кичик кетма-кетлик бўлади. Бу 

хоссадан  ушбу натижа келиб чиқади: 

 6.1-натижа. Чекли сондаги чексиз кичик кетма-кетликларнинг 

алгебраик йиғиндиси, яна чексиз кичик кетма-кетлик бўлади. 

6.2-хосса. Чексиз кичик кетма-кетлик билан чегараланган кетма-



кетликларнинг кўпайтмаси, чексиз кичик кетма-кетлик бўлади. 

6.3-хосса. Ҳар қандай чексиз кичик кетма-кетлик чегараланган кетма – 

кетлик бўлади. 

 6.2 ва 6.3- хоссалардан қуйидаги натижа келиб чиқади. 

6.2-натижа. Чекли сондаги чексиз кичик кетма-кетликларнинг 

кўпайтмаси, чексиз кичик кетма-кетлик бўлади. 

6.4-хосса. Агар  }{ nx  чексиз катта кетма-кетлик бўлса, у ҳолда бирор 0n  

номердан бошлаб 








nx

1
 кетма-кетлик аниқланган бўлади ва у чексиз кичик 

кетма-кетлик бўлади. Агар }{ ny  чексиз кичик кетма-кетликнинг ҳамма 

ҳадлари нолдан фарқли бўлса, у ҳолда 








ny

1
 кетма – кетлик чексиз катта 

кетма-кетлик бўлади.  

6.4. Яқинлашувчи кетма-кетликлар ва уларнинг хоссалари. 

  nx  кетма- кетлик берилган бўлсин. 

6.8- таъриф. Агар шундай ҳақиқий a  сон мавжуд бўлиб, }{ ax n   кетма – 

кетлик чексиз кичик кетма-кетлик бўлса,  nx  кетма – кетлик яқинлашувчи 



кетма-кетлик дейилади.  Бунда, а сонига   nx  кетма – кетликнинг лимити 

дейилади ва у axn
n




lim  каби ёзилади. 

Чексиз кичик кетма-кетликнинг таърифидан фойдаланиб, яқинлашувчи 

кетма-кетликнинг 6.8-таърифига эквивалент бўлган қуйидаги таърифни 

бериш мумкин: 

6.9 – таъриф. Агар шундай ҳақиқий а сон мавжуд бўлиб, 0  учун 

шундай )(0 n  номер топилиб, )(0 nn   лар учун  

  axn                           (6.9)  

тенгсизлик бажарилса,  nx  кетма-кетлик яқинлашувчи кетма – кетлик 

дейилади. Бунда a  сонига  nx  кетма-кетликнинг лимити дейилади. Бу 

таърифни қисқача қуйидагича ифодалаш мумкин: 

.:)(0 000   axnnNnn n  

 (6.9)  тенгсизлик ушбу    axn  ёки   axa n   тенгсизликка 

эквивалент бўлади.  

 Агар ),(   aa  оралиқ a  нуқтанинг  -атрофи, яъни )(aU  тўпламдан 

иборат эканлигини эътиборга олсак, у ҳолда   nx  кетма-кетлик лимитининг 



юқоридаги  6.8  ва 6.9 -таърифларга эквивалент бўлган, қуйидаги геометрик 

таърифини бериш мумкин. 

6.10- таъриф. Агар a  нуқтанинг ихтиёрий )(aU  атрофи олинганда ҳам, 

 nx  кетма-кетликнинг  бирор ҳадидан кейинги барча ҳадлари шу атрофга 

жойлашса, a  сон,  nx  кетма-кетликнинг лимити дейилади.  

Демак, агар a  нуқта   nx  кетма-кетликнинг лимити бўлса, a  нуқтанинг 

ихтиёрий )(aU  атрофининг ташқарисида кетма-кетликнинг бирорта ҳам ҳади 

  

a - a + a  
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nх  a  knх 

0
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9.4-чизма. 



бўлмаслиги, агар бўлса, чекли сондаги ҳадлари бўлиши мумкин. 

 Бу таърифни қисқача 

    


axnnNnnax nn
n

000 :)(,0lim  

каби ифодалаш ҳам мумкин. 

6.11- таъриф. Агар ихтиёрий a  сон ва ихтиёрий  0n  сон олинганда ҳам 

шундай 0  сон ва  шундай 0nn   натурал сон топилиб, 

0 axn  

бўлса,  nx  кетма-кетлик лимитга эга эмас дейилади.  

Бу таърифни қисқача қуйидагича ифодалаш мумкин: 

0000 :,,   axnnNnNn n  

6.12- таъриф. Агар  nx  кетма-кетлик лимитга эга бўлмаса, у 

узоқлашувчи кетма-кетлик дейилади. 

Кетма-кетлик лимитининг таърифидан фойдаланиб, чексиз кичик ва 

чексиз катта  кетма-кетликларнинг таърифларини қуйидагича ифодалаш 

мумкин. 

6.13- таъриф. Лимити нолга тенг бўлган  nx  кетма-кетлик  0lim 


n
n

x , 



чексиз кичик кетма-кетлик дейилади. 

6.14- таъриф. Лимити чексиз бўлган  nx  кетма-кетлик   


n
n

xlim , 

чексиз катта кетма-кетлик деб аталади. 

Чексиз кичик кетма-кетлик ўз навбатида яқинлашувчи, чексиз катта 

кетма-кетлик эса, узоқлашувчи кетма-кетлик бўлади. 

6.2- теорема.  nx  кетма-кетликнинг a  лимитга эга бўлиши учун унинг 

nn ax   шаклда тасвирланиши зарур ва етарли. 

 Бунда  n - чексиз кичик кетма- кетлик. 

6.8- мисол. Ушбу 
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n
xn  кетма-кетликнинг лимити 

3

2
 га тенг 

эканлигини таъриф бўйича исбот қилинг ва қуйидаги жадвални тўлдиринг

   

  0,1 0,01 0,001 0,0001 ....... 

 

)(0 n      ...... 

 

  



 Ечилиши. Ихтиёрий мусбат   сонни оламиз. Бу сонга кўра, 

шундай )(0 n  номернинг мавжудлигини кўрсатиш керакки, )(0 nn   лар учун 

(6.9)  тенгсизлик ўринли бўлсин. Бунинг учун 













)13(3

5

)13(3

5

3

2

13

12

3

2

nnn

n
xn

 

тенгсизликни n  га  нисбатан ечиш керак: 

nnn 







 9

35
,31

3

5
,13

3

5

 

)(0 n  натурал сон (изланаётган номер) сифатида )(
9

35
0 




n







 
 сон олинса, у 

ҳолда 0nn   учун 




3

2

13

12

n

n
тенгсизлик бажарилади. Энди берилган   га 

кўра, )(0 n  ни топиб, жадвални тўлдирамиз: 

  0,1 0,01 0,001 0,0001 

0n  5 55 555 5555 

 

 6.9- мисол. Ушбу  
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n
xn 

 

кетма-кетликнинг лимити 0  га тенг эканлигини таъриф бўйича исбот 

қилинг ва қуйидаги жадвални тўлдиринг: 

  0,1 0,01 0,001 0,0001 … 

 

0n       

 

 

Ечилиши. Ихтиёрий мусбат   сонни оламиз ва бу сонга кўра, шундай 

Nn )(0   номернинг топилишини кўрсатиш керакки, )(0 nn   учун 
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xn  

тенгсизлик бажарилсин. Бунинг учун 
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тенгсизликни n  га нисбатан ечиш керак: 







 12

1

2221

1

321

1
nn 

   

         2lg
1

lg1,2lg)1(
1

lg,2
1 11  


nnn . 
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1

n
 тенгсизлик бажарилади. Энди 

берилган   га кўра, )(0 n  ни топиб, жадвални тўлдирамиз: 

  0,1 0,01 0,001 0,0001 

0n  4 7 11 14 

 

6.10- мисол. Ушбу  

3

3 n

nx   

 кетма-кетликнинг лимити n  да   га тенг эканлигини (яъни чексиз 

катта эканлигини) таъриф бўйича исбот қилинг ва қуйидаги жадвални 

тўлдиринг: 

 



А 10 100 1000 10000 

 

0n     

 

 

 

 Ечилиши. Ихтиёрий 0A  сонни олайлик ва бу сонга кўра, шундай 

NAn )(0  номер топилишини кўрсатиш керакки, 0nn   номердан бошлаб 

берилган кетма-кетликнинг ҳамма ҳадлари Ax n

n 
3

3  тенгсизликни 

қаноатлантирсин. Бунинг учун  An 
3

3  тенгсизликни n  га нисбатан ечиш 

керак: изланаётган )(0 An  номер сифатида )(]
)3(lg

)(lg
[ 03

3

An
A

  сон олинса, 

3)(lg An   дан бошлаб An 
3

3  тенгсизлик бажарилади. Берилган 0A  сонга 

кўра, 0n  ни топиб, жадвални тўлдирамиз: 

А 10 100 1000 10000 

 

0n  9 73 244 572 

 



Яқинлашувчи кетма-кетликлар қуйидаги хоссаларга эга: 

6.5-хосса. Яқинлашувчи кетма-кетлик ягона лимитга эга бўлади. 

6.6-хосса. Ҳар қандай яқинлашувчи кетма-кетлик чегараланган кетма –

кетлик бўлади, акс ҳолда кетма-кетлик чегараланмаган бўлади. 

6.7-хосса. }{ nx ва }{ ny  кетма-кетликлар яқинлашувчи бўлиб, улар, мос 

равишда, a   ва b  лимитларга эга бўлса, у ҳолда 
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кетма – кетликлар ҳам яқинлашувчи бўлади ва ушбу 
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муносабатлар ўринли бўлади. 

6.8-хосса. }{ nx  ва }{ ny  кетма-кетликлар яқинлашувчи бўлиб, 

byax n
n

n
n




lim,lim  бўлсин. Агар )( Nnn   учун )( nnnn yxyx   бўлса, у 

ҳолда )( baba   бўлади. 

6.9-хосса. }{ nx  ва }{ ny  кетма-кетликлар яқинлашувчи бўлиб, 

ayx n
n

n
n




limlim  бўлсин. Агар )( Nnn   учун nnn yzx   тенгсизлик ўринли 

бўлса, у ҳолда }{ nz  кетма-кетлик ҳам яқинлашувчи ва azn
n




lim  бўлади. 



6.1–эслатма. Агар яқинлашувчи кетма-кетликнинг ҳамма элементлари 

bxn   қатъий тенгсизликни қаноатлантирса, у ҳолда, бу кетма-кетликнинг 

лимити х учун ҳар доим ҳам bx   бўлмайди. 

 Масалан, 
n

xn

1
  бўлсин. Бундан )( Nnn   учун 0nx  бўлади, лекин 

0
1

lim 
 nn

 бўлиб, у 0x  тенгсизликни қаноатлантирмайди. 

6.10-хосса. Агар яқинлашувчи }{ nx  кетма-кетликнинг ҳамма ҳадлари 

],[ ba  сегментнинг ичида жойлашса, у ҳолда унинг лимити  х ҳам ],[ ba  

сегментнинг ичида жойлашади. 

 6.2–эслатма. Икки  }{ nx  ва }{ ny  кетма – кетликларнинг  йиғиндиси, 

айирмаси, купайтмаси ва нисбатидан иборат бўлган кетма – кетликнинг 

яқинлашувчи бўлишидан бу }{ nx  ва }{ ny  кетма – кетликларнинг ҳар бирининг 

яқинлашувчи бўлиши ҳар доим келиб чиқавермайди. Масалан; 1) 

}112{  nn  кетма – кетлик яқинлашувчи. Ҳақиқатан ҳам,  

0
113

2
lim]112[lim 




 nn
nn

nn
, лекин  }1{},12{  nn  кетма-

кетликлар узоқлашувчи. 



6.11- мисол. Ушбу  

n

n nx   

кетма-кетликнинг лимити 1 га тенг эканлигини исбот қилинг. 

 Ечилиши. Берилган кетма-кетликнинг n

n n  1  кўринишда 

тасвирланишини кўрсатамиз. Бунда n  - чексиз кичик кетма-кетлик, яъни 

n
n

n
n

n  


1.0lim  деб белгилаймиз, .0n  

.
!2

)1(
1)1(,1 2 n

nnn

n

nn
n nn

nnn  


   

Бу тенгликдан 1n  учун 

222

2
1,

!2

)1(
1,

!2

)1(
1 nnn

nnn
n

nn
n  





 ,  

2n  учун ,
2

1
n

n     
n

n
n nn

2
0,

4

2
2

   

тенгсизлик ўринли бўлади. Бундан 0
2

lim 
 nn

 бўлгани учун охирги 

тенгсизликдан, 6.7-хоссасига кўра, 0lim 


n
n

  эканлиги, яъни n  нинг чексиз 

кичик кетма -кетлик эканлиги келиб чиқади. 



 Демак, 1lim 


n

n
n  экан. 

  6.12- мисол. Ушбу  n

n ax   кетма-кетликнинг лимити 1 га тенг 

эканлигини лимит таърифдан фойдаланиб, кўрсатинг. 

 Ечилиши. 1a  бўлганда, берилган кетма-кетлик лимити 1 га тенг 

эканлиги равшан. Фараз қилайлик 1a  бўлсин. У ҳолда ,01,1  nn aa  

Бернулли тенгсизлигини эътиборга олган ҳолда, 

)1(])1(1[  nnn anaa , тенгсизликка эга бўламиз. Бу тенгсизликдан 

)0(1,10 







 



a
n

n

a
an  учун 

n

a
an 10  тенгсизлик бажарилади. 

Бундан 1a  бўлганда 1lim 


n

n
a  эканлиги келиб чиқади. Энди 10  a  бўлсин, 

у ҳолда 1
1


a
 бўлади.  Юқорида исбот қилинганга асосан, 1

1
lim 



n

n a
.  

Демак, яқинлашувчи кетма-кетликларнинг 6.7-хоссасига биноан,   

1
1

1
limlim 



n

n

n

n

a

a . 

6.13- мисол. 1a  бўлганда 0lim 
 nn a

n
 эканлигини исботланг. 



Ечилиши. Шартга кўра, 1a  бўлгани учун  01a  бўлади. 

2
22 )1(

4

)1(
2

)1(
)1()1(

!2

)1(

!1

)1(
1

)11(
0





















an

a
nn

n

aa
nnan

n

a

n

a

n

n
nn



чунки, 2n  учун 2
2

2 )1(
4

)1(
2

)1(



a

n
a

nn
 тенгсизлик ўринли. Бундан  

0
)1(

4
lim,

)1(

4
0

22





 anana

n

nn
 

Демак, яқинлашувчи кетма-кетликларнинг 6.9-хоссасига кўра, 0lim 
 nn a

n
 

бўлади. 

6.14- мисол. 1a  бўлганда 0
log

lim 
 n

na

n
 эканлигини исботланг. 

Ечилиши. 0  олайлик 1b  бўлганда  0lim 
 nn b

n
 бўлади (6.13-

мисолга қаранг). У ҳолда  исталганча катта )( Nnn   лар учун 1
1


nn b

n

b
 

тенгсизлик ўринли. )1(  aab   деб олсак, у ҳолда 1
1


nn a

n

a 
 ёки nan 1 . 

Бу тенгсизликни логарифмлаш натижасида nna  log0  тенгсизликни ҳосил 



қиламиз. Бундан эса, 
n

nalog
0  бўлади. 

  нинг исталганча кичиклигини эътиборга олсак, яқинлашувчи кетма-

кетликларнинг 6.9
о
-хоссасига асосан, 0

log
lim 

 n

na

n
 бўлади.  

 Юқоридаги 6.13 ва 6.14-мисолларни солиштирганда учта 

1},{log},{},{ ana n

a

n  кетма- кетликларнинг биринчиси n  да қолганларига 

нисбатан тезроқ ўсишини, учинчиси эса қолганларига нисбатан секинроқ 

ўсишини кўриш қийин эмас. 

6.15- мисол. Ушбу  

1

1

13

13

12

12
3

3

3

3

3

3















n

n
xn   

кетма-кетликнинг лимити 
3

2
 га тенглигини кўрсатинг. 

 Ечилиши. Равшанки,   
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1
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)1(543
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n
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nn
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kk

2

2

2

2

2

2

3

1

)1(1373

)1(21137

1

1




. 



Бу муносабатларни эътиборга олсак, у ҳолда  

nn

nn
xn






2

2 1

3

2
 

эканлиги  келиб чиқади. Бундан яқинлашувчи кетма-кетликларнинг 6.7- 

хоссасига биноан, 
3

21
lim

3

2
lim

2

2







 nn

nn
x

n
n

n
 эканлигини топамиз. 

 6.16-мисол. Қуйидаги  nx  кетма-кетликларнинг лимитларини 

ҳисобланг: 

1) ;
15

51

32

2 2

2

3









n

n

n

n
xn   2) n

n nx 10 ; 3) 153  nnxn ; 

4) )1( 22  nnnxn ;              5) nnnxn 
3 32 . 

 Ечилиши. 1) Касрларни қўшиб, 

315210

3132
23

23






nnn

nn
xn  

ни ҳосил қиламиз. Бундан, яқинлашувчи кетма-кетликларнинг хоссаларини 

эътиборга олиб, 



5

1

10

2

352
10

313
2

limlim

32

3

3

3


























nnn
n

nn
n

x
n

n
n

 

эканлигини топамиз. Агар 
15

51
,

32

2 2

2

3









n

n
z

n

n
y nn

 деб белгиласак, у ҳолда бу 

кетма-кетликлар йиғиндисининг лимити, яъни 
5

1
)(lim 


nn

n
zy , лекин 

қўшилувчиларнинг ҳарбири узоқлашувчи (чексиз катта) кетма- кетликлар 

(6.2-эслатмага қаранг). 

 

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

 > Limit((2*n^3-

 13*n^2+3)/(10*n^3+2*n^2+15*n+3),n=infinity) 

 =limit((2*n^3-

 13*n^2+3)/(10*n^3+2*n^2+15*n+3),n=infinity); 

 .
5

1
)

315210

3132
(lim

23

23






 nnn

nn

n
 

2) юқоридаги  6.10  ва 6.11- мисолларни эътиборга олган ҳолда, 



111lim10lim10limlim 


n

n

n

n

n

n
n

n
nnx  

эканлигини топамиз.  

3) 















nn
nnnxn

1
1

5
3153 . 

Бунда            13
1

1lim
5

3lim
1

1
5

3lim 














 nnnn nnn
 

эканлигини эъхтиборга олсак, у ҳолда, 















 nn
nx

n
n

n

1
1

5
3limlim  

эканлигини топамиз. 

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

 >Limit(sqrt(3*n+5)-sqrt(n-1),n=infinity)= 

 limit(sqrt(3*n+5)-sqrt(n-1),n=infinity); 

 .)153(lim 


nn
n

 

4) ),1( 22  nnnxn  бундан иккинчи кўпайтувчини 12  nn  га 

купайтириб, бўлсак, у ҳолда  



,
1

11

1

1
11

1
22

2

2

n

n

n

n

nn

n
xn










  






2

1
11

1
limlim

n

nx
n

n
n

 

эканлигини топамиз. 

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

 >Limit(n^2*(n-sqrt(n^2+1)),n=infinity)= 

 limit(n^2*(n-sqrt(n^2+1)),n=infinity); 

 .)1((lim 22 


nnn
n

 

 5) 
23 323/232

2
3 32

)( nnnnnn

n
nnnxn


  эканлигини кўриш қийин 

эмас, бундан  

 
3

1

11
1

1
1

1
limlim

3/13/2
























nn

x
n

n
n

. 

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

> Limit(surd(n^2-

 n^3,3)+n,n=infinity)=limit(surd(n^2-

 n^3,3)+n,n=infinity); 



.
3

1
)(lim 3 32 


nnn

n
 

6.17- мисол.  Ушбу 

 

















nnnn
yn

222

1
...

2

1

1

1
 

кетма-кетликнинг лимитини топинг. 

 Ечилиши. Равшанки, барча nN лар учун 

                nn z
n

n

nnnnnn

n
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1

1
...

2

1

1

1

22222
 

тенгсизлик бажарилади ва  nх ,  nz  кетма-кетликлар 

              1
1

1

1
limlim

2





 

n

nn

n

nn
,  1

1
1

1
lim

1
lim

2

2





 

n

n

n

nn
 

бир хил лимитга эга. У ҳолда 6.9- хоссага асосан  ny  кетма-кетлик ҳам 

лимитга эга бўлиб, 

1lim 


n
n

y  

бўлади. 

 6.18- мисол.  nх = n)1(  кетма-кетликни яқинлашишга текширинг. 



Ечилиши. Фараз килайлик, a  сон  nх = n)1(  кетма-кетликнинг лимити 

бўлсин,  яъни   >0 сони олинганда ҳам   0n ( )  ( Nn 0 ) , )(0 nn  лар учун 

          axn  <                                     (1) 

бажарилсин. Агар =
2

1
 деб олсак, (1) тенгсизлик n  нинг жуфт қийматларида 

                                   a1 <
2

1
                                      (2) 

ўринишга, n  нинг тоқ қийматларида эса 

                                 a1 <
2

1
       ёки      

2

1
1  a                                  (3) 

кўринишга эга бўлади. (2) ва (3) тенгсизликлардан  

,111)1()1(2  aaaa  яъни 12    бўлиши мумкин эмас. Бу қарама-

қаршилик, фаразимизнинг нотўғри эканлигини исботлайди. Демак, })1{( n  

кетма-кетлик узоқлашувчи. 

 

6. 5.  Монотон кетма-кетликнинг таърифлари. }{
n

x -кетма-кетлик 

берилган бўлсин.  

 6.15- таъриф. Агар }{
n

x  кетма-кетликнинг элементлари Nn учун 



)(
11 


nnnn

xxxx  тенгсизликни қаноатлантирса, }{
n

x  ўсувчи (қатъий ўсувчи) 

кетма-кетлик дейилади. 

 6.16- таъриф. Агар }{
n

x  кетма-кетликнинг элементлари Nn  учун 

)(
11 


nnnn

xxxx  тенгсизликни қаноатлантирса, }{
n

x  камаювчи (қатъий 

камаювчи) кетма-кетлик дейилади. 

 6.17- таъриф. Ўсувчи ва камаювчи кетма-кетликлар умумий ном билан 

монотон кетма-кетлик деб аталади. 

 Монотон кетма-кетлик бир томонлама (юқоридан ёки қуйидан) 

чегараланган бўлади. Масалан, ўсувчи кетма-кетлик қуйидан чегараланган 

(қуйи чегараси сифатида унинг биринчи ҳадини олиш мумкин) бўлади, 

камаювчи кетма-кетлик эса, юқоридан чегараланган (юқори чегараси 

сифатида ҳам унинг биринчи ҳадини олиш мумкин) бўлади. Бу 

мулоҳазалардан кўринадики, юқоридан чегараланган ўсувчи кетма-кетлик 

чегараланган бўлади, қуйидан чегараланган камаювчи кетма-кетлик ҳам 

чегараланган бўлади. 

 Масалан: 1) ,...,,...,2,2,1,1 nn   кетма-кетлик ўсувчи кетма-кетлик бўлиб, у 

қуйидан 1 билан чегараланган; 



 2) ,....3,...,3,3,3 32 n  кетма-кетлик қатъий ўсувчи ва у қуйидан 3  билан 

чегараланган; 

 3) ,...
1

,
1

,...,
2

1
,

2

1
,1,1

nn
   кетма-кетлик камаювчи кетма-кетлик бўлиб, у 

юқоридан 1 билан, қуйидан нол билан чегараланган, яъни у чегараланган 

кетма-кетлик бўлади; 

 4) ,...
1

,...,
3

1
,

2

1
,1

n
   кетма-кетлик қатъий камаювчи кетма-кетлик бўлиб, у 

чегараланган бўлади. 

 6.6.  Монотон кетма-кетликнинг яқинлашиши ҳақидаги 

теоремалар. 

 6.2- теорема. Агар }{
n

x  кетма-кетлик ўсувчи бўлиб, юқоридан 

чегараланган бўлса, у яқинлашувчи (чекли лимитга эга) бўлади; агар }{
n

x  

кетма-кетлик юқоридан чегараланмаган бўлса, у ҳолда у узоқлашувчи 

(лимити  ) бўлади. 

 6.3- теорема. Агар }{
n

x  кетма-кетлик камаювчи бўлиб, қуйидан 

чегараланган бўлса, у яқинлашувчи (чекли лимитга эга) бўлади; агар }{
n

x  

кетма-кетлик қуйидан чегараланмаган бўлса, у ҳолда у узоқлашувчи (лимити 



 ) бўлади.  

 Бу теоремалардан қуйидаги натижалар келиб чиқади. 

 6.3- натижа. Ўсувчи кетма-кетлик яқинлашувчи бўлиши учун унинг 

юқоридан чегараланган бўлиши зарур ва етарли. 

 6.4- натижа. Камаювчи кетма-кетлик яқинлашувчи бўлиши учун унинг 

қуйидан чегараланган бўлиши зарур ва етарли. 

 Юқоридаги теоремаларни бирлаштириб, уни қуйидагича ҳам ифода 

қилиш мумкин. 

 6.4- теорема. Монотон }{
n

x  кетма-кетлик яқинлашувчи (чекли лимитга 

эга) бўлиши учун унинг чегараланган бўлиши зарур ва етарли. 

 6.3- эслатма. Ҳар қандай яқинлашувчи кетма-кетлик монотон кетма-

кетлик бўлавермайди.  Масалан, ,...
1

,
1

,...,
3

1
,

3

1
,

2

1
,

2

1

nn
   кетма-кетлик монотон 

эмас. 

 6.4- эслатма. Юқоридаги теоремалардан қуйидаги хулосани чиқариш 

мумкин. Юқоридан чегараланган ўсувчи }{
n

x  кетма-кетликнинг ҳамма 

ҳадлари унинг лимити x  дан катта )( xx
n
  бўла олмайди. Худди шундай, 

қуйидан чегараланган камаювчи }{
n

x  кетма-кетликнинг ҳамма ҳадлари унинг 



лимити x  дан кичик )(
n

xx   бўла олмайди. 

 6.5- теорема. Иккита }{
n

x  ва }{
n

y  кетма-кетликлар берилган бўлсин. 

Агар: 1) }{
n

x  ўсувчи, }{
n

y  камаювчи кетма-кетлик; 2) Nn  учун 
nn

yx  ; 

3) 0)(lim 


nn
n

xy  бўлса, }{
n

x  ва }{
n

y  кетма-кетликлар яқинлашувчи ва 

n
n

n
n

xy


 limlim  тенглик ўринли бўлади. Бу теоремадан натижа сифатида, 

қуйидаги муҳим, ичма-ич жойлашган сегментлар ҳақидаги теорема келиб 

чиқади. 

 6.6- теорема. Агар ...];[...];[];[];[ 332211  nn babababa  муносабатда 

бўлган, ]...;[],...,;[],;[],;[ 332211 nn babababa  сегментлар кетма-кетлиги учун 

0)(lim 


nn
n

ab  шарт ўринли бўлса, у ҳолда }{
n

a  ва }{
n

b  кетма-кетликлар битта 

лимитга эга бўлади, ҳамда бу лимит барча сегментларга тегишли бўлган ягона 

нуқта бўлади. 

 Кўп ҳолларда, 








n

n

y

x
  кўринишдаги кетма-кетликларни яқинлашишга 

текширишда қуйидаги теорема муҳим рол ўйнайди. 

 6.7-теорема (Штольц). Агар  ny -ўссувчи чексиз катта кетма-кетлик 



бўлиб,  

















1

1

nn

nn

yy

xx
 

кетма-кетлик яқинлашувчи ва унинг лимити а бўлса, у ҳолда  









n

n

y

x
 

кетма-кетлик ҳам яқинлашувчи бўлади ва у ҳам а лимитга эга бўлади, яни 

  a
yy

xx

y

x

nn

nn

n
n

n

n












1

1limlim . 

6.19- мисол. Ушбу  







 


1

21
}{

k

kkk

n
n

n
x


  k -бутун, мусбат сон, 

кетма-кетликнинг лимити 
1

1

k
 эканлигини исботланг. 

 Ечилиши. 1,21  k

n

kkk

n nzny   деб белгилаб, 
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yy
 кетма – 

кетликнинг яқинлашувчи эканини кўрсатамиз: 
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Равшанки, 
!2

)1()1(1

!3

)1()1(

!2

)1(
lim

1

1 kk

nn

kkkkk
k

k

n










 













  - чекли. 

Шундай қилиб, яқинлашувчи кетма-кетликнинг хоссаларини эътиборга 

олган ҳолда,  

1

1
lim

1

1












 kzz

yy

nn

nn

n
 

эканлигини топамиз. 

 Демак, Штольц теоремасига асосан, 

1

121
limlim

1 





 kn

n
x

k

kkk

n
n

n


. 

 6.20- мисол. Ушбу  

    0
!

lim 
 n

an

n
 (a -ихтиёрий ҳақиқий сон)  (*) 

 тенгликни исботланг. 



 Ечилиши. Равшанки, 1a  бўлганда, 0
!

lim 
 n

an

n
 тенглик ўринли. 

Фараз қилайлик, 1a  бўлсин. 
!n

a
x

n

n   деб белгилайлик, у ҳолда 

.0
1

1  







n

n

n

n

a

x

x
 Бундан 0nn   (

0
n -исталганча катта) учун 11 

n

n

x

x
 ёки 

nn
xx 

1
. Шундай қилиб, }{

n
x  кетма-кетлик 

0
nn   учун камаювчи ва 

n
x0  

экан. Демак, 6.3-теоремага кўра, }{
n

x  кетма-кетлик чекли лимитга эга, яъни 

.0lim 


Ax
n

n
 Иккинчи томондан 00

1
limlim

1









A

n

a
xxA

n
n

n
n

. 

Шундай қилиб, (*) тенглик 0a  учун исботланди. 0a  бўлганда ҳам (*) 

тенглик ўринли бўлади, чунки .0
!!


n

n
n

n

a

n

a
 

 6.21- мисол. Иккита )0(,...,...,,,,...;,...,,,
00210210
 yxyyyyxxxx

nn
 

кетма-кетликлар берилган бўлиб, уларнинг умумий ҳадлари ушбу 

11

11 ,
2



 



nnn

nn

n
yxy

yx
x  формулалар орқали топилади. Бу кетма-

кетликларнинг лимитининг мавжудлигини ва уларнинг лимитларининг бир-

бирига тенглигини исботланг.  



 Ечилиши. Аввало nn yx   эканлигини кўрсатамиз. Ҳақиқатан ҳам, 

,0)
22

(
2

211
11

11 


 


 nn
nn

nn
nn

yx
yx

yx
yx  

,0
22

11
1

11
1 





 





nn

n
nn

nn

xy
x

yx
xx  

бундан 
1


nn

xx , демак, }{
n

x  кетма-кетлик камаювчи экан. 

  ,0
1111111


 nnnnnnnn
yxyyyxyy   

бундан эса, 
1


nn

yy  эканлиги, яъни }{
n

y - ўсувчи кетма-кетлик эканлиги 

келиб чиқади. Монотон кетма-кетликларнинг лимити ҳақидаги 6.2-, 6.3-

теоремаларга асосан, }{
n

x  ва }{
n

y  кетма-кетликлар чекли лимитга эга, яъни 

.lim,lim yyxx
n

n
n

n



 }{

n
x  кетма-кетликнинг аниқланишига кўра, 

.
2

11 


 nn

n

yx
x  Бундан, yx

yxyx
xx nn

n
n

n






 


,

22
limlim 11  эканлиги келиб 

чиқади. 

 6.23- мисол. Ушбу 
nn

n

n
x

!
  кетма-кетликнинг яқинлашувчи эканлигини 

исботланг ва унинг лимитини топинг. 



 Ечилиши. ,
)1()1(

!

)1(

!

)1(

)!1(
11 nnn

n

n

n

nnnn xx
n

n

n

n

n

n

n

n

n

n
x 
















  

чунки, .1
)1(


 n

n

n

n
 Демак, }{

n
x  кетма-кетлик монотон камаювчи, иккинчи 

томондан, равшанки, .0
n

x  Бундан }{
n

x  кетма-кетликнинг қуйидан 

чегараланганлиги келиб чиқади. 

 Шундай қилиб, монотон кетма-кетликларнинг лимити ҳақидаги 6.3-

теоремага асосан, берилган кетма-кетлик яқинлашувчи, яъни чекли лимитга 

эга.  Унинг лимитини x  билан белгилаймиз, яъни xx
n

n



lim0 . Энди x  ни 

топамиз. Pавшанки, ,2
1

1
1

1
1)1(

















 




n
n

nn

n

n

n
nn

n

n

 бундан 

nnn

n

xx
n

n

2

1
,

2

1

)1(
1





 эканлиги келиб чиқади. Кейинги тенгсизликларда 

лимитга ўтсак, .
2

1
xx   Бу ердан, 0x  эканлигини эътиборга олсак, 0x  

деган хулосага келамиз. 

 6.24- мисол. Ушбу ,...)2,1(
1

1,
1

1

1






















n
n

y
n

x

n

n

n

n
 кетма-



кетликларнинг мос равишда, монотон ўсувчи ва юқоридан чегараланган, 

монотон камаювчи ва қуйидан чегараланганлигини, ҳамда 

e
nn

n

n

n

n
























1

1
1lim

1
1lim  эканлигини исботланг. 

 Ечилиши. 
n

n

x

x
1  нисбатни қараймиз: 
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1
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Бундан, Бернулли тенгсизлигига асосан,  

   1,1
)1(

)1(
)1(

1
1 1

2
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n

n

n

n

x

x

n

n
n

nx

x
  

тенгсизликни ҳосил қиламиз, яъни }{
n

x  кетма-кетлик монотон ўсувчи 

эканлиги келиб чиқади. Худди шундай  
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1

1

1
1

11

)
1

1
1(

1

)
1

1
1(

)
1

1(

123

23

22

1

1


































nn

nn

n

n

n

yy
nnn

nnn

n

n

n

nn

n

nn

n

y

y

 

Демак, }{
n

y  кетма-кетлик монотон камаювчи экан. Равшанки, }{
n

x  

кетма-кетликнинг берилишидан .2
n

x  Энди унинг юқоридан 

чегараланганлигини кўрсатамиз:  
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1
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.32 
n

x  Равшанки, .0
nn

yx   

 Демак, монотон кетма-кетликларнинг лимити ҳақидаги 6.2- ва 6.3-

теоремаларга асосан, }{
n

x  ва }{
n

y  кетма-кетликлар лимитга эга: 

e
n

x n

n
n

n



)

1
1(limlim  деб белгилаймиз, бунда ...590457182818284,2e  



   .
1

)
1

1(0
n

e

nn
xy n

nn
   

0lim 
 n

e
n

 эканлигини эътиборга олсак, у ҳолда 0)(lim 


nn
n

xy  ёки 

exy
n

n
n

n



limlim  эканлиги келиб чиқади. 

 6.25- мисол. Ушбу Nnxxx
nn




,6,0
11

 кўринишда берилган }{
n

x  

кетма-кетликнинг яқинлашувчи эканини исботланг ва унинг лимитини 

топинг. 

 Ечилиши. 0
1
x  бўлганда, .66 12  xx  Фараз қилайлик, Nn  

учун 
nn

xx 
1

 ўринли бўлсин. Nn учун 
nnnn

xxxx 


6,6 2

11

2

2
, бу 

тенгликларни айириш натижасида  

      nnnn xxxx   1

2

1

2

2    (*) 

ни ҳосил қиламиз. Бундан, 0,
2

2

1

2

2


 nnn
xxx  ва 0

1


n
x  бўлгани учун 

12 


nn
xx  тенгсизлик ўринли бўлади. 

 Демак, математик индукция усулига асосан, }{
n

x  кетма-кетлик қатъий 

ўсувчи. Энди }{
n

x  кетма-кетликнинг ўсувчи юқоридан чегараланган 



эканлигини кўрсатамиз. Равшанки, ,6,0 2

1

2

nnnn
xxxx 


 бундан 

3,062 
nnn

xxx  эканлиги келиб чиқади. 

Шундай қилиб, }{
n

x  кетма-кетлик ўсувчи ва юқоридан чегараланган 

экан. 

 Демак, монотон кетма-кетликларнинг лимити ҳақидаги 6.2- теоремага 

асосан, }{
n

x  кетма-кетлик лимитга эга, яъни .lim xx
n

n



 Равшанки, .0x  

    
nn

xx 


62

1
 

тенгликда лимитга ўтсак, xx  62  ни ҳосил қиламиз. Бундан, 3x  

эканлигини топамиз. 

 Демак, }{
n

x  кетма-кетлик яқинлашувчи, яъни .3lim 


n
n

x  

 6.26- мисол. Ушбу  

    )
2

1
1)...(

4

1
1)(

2

1
1(

nnx   

кетма-кетликнинг яқинлашувчи эканлигини исботланг. 

 Ечилиши.  .1
2

1
1

1

1 




n

n

n

x

x
 Демак, }{

n
x  кетма-кетлик ўсувчи. Энди 

берилган кетма-кетликнинг чегараланганлигини кўрсатамиз:   
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1
1ln(...)

4

1
1ln()

2

1
1ln(ln
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nnnx

 

Бу тенгсизликдан .ex
n
  

 Демак, монотон кетма-кетликларнинг лимити ҳақидаги 6.2- теоремага 

асосан, у яқинлашувчи бўлади. 

 

 6.7.  Ихтиёрий кетма-кетликларнинг қуйи ва юқори лимитлари. 

Ихтиёрий ,...,...,,:}{
21 nn

xxxx  кетма-кетлик билан бирга ихтиёрий ўсувчи 

,...,...,,
21 n

kkk  бутун мусбат сонлар кетма-кетлиги берилган бўлсин.  }{ nx  кетма-

кетликнинг элементлари ичидан ,...,...,,
21 n

kkk  номердагиларини ажратиб олиб, 

уларни кўрсатилган номерларнинг ўсиш тартибида жойлаштириб чиқамиз. 

Натижада, ,...,...,,
21 nkkk xxx  кетма-кетлик ҳосил бўлади. Ҳосил бўлган бу кетма-

кетлик берилган }{
n

x  кетма-кетликнинг қисмий кетма-кетлиги деб аталади ва 

}{
nk

x  каби белгиланади. 

 Хусусий ҳолда, }{
n

x  кетма-кетликнинг ўзини ҳам nk
n
  номерли 



қисмий кетма-кетлик деб қараш мумкин. }{
n

x  кетма-кетликдан умумий ҳолда 

чексиз кўп усул билан қисмий кетма-кетликлар ажратиш мумкин. 

 Масалан: 1) Ушбу  

    

,...,...,64,27,8,1

,...;,...,16,9,4,1

,...;12,...,7,5,3,1

,...;2,...,8,6,4,2

3

2

n

n

n

n


 

кетма-кетликлар ,...,...,3,2,1:}{ nn  кетма-кетликнинг қисмий кетма-кетлиги 

бўлади. 

 2) Ушбу 

,...
5

1
,...,

5

1
,

5

1
,

5

1

,...;
2

1
,...,

2

1
,

2

1
,

2

1
,1

,...;
1

,...,
9

1
,

4

1
,1

1253

32

2

n

n

n

 

кетма-кетликлар ,...
1

,...,
2

1
,1:

1

nn







 кетма-кетликнинг қисмий кетма-кетлигидир. 

 3) ,...)1(,...,1,1,1:})1{( nn   кетма-кетликдан 



    
,...1,...,1,1

,...;1,...,1,1


 

 кетма-кетликларни ажратиш мумкин. 

 Кетма-кетлик лимити билан унинг қисмий кетма-кетликлари лимити 

орасидаги муносабат ушбу теорема орқали ифодаланади: 

 6.8- теорема. Агар }{
n

x  кетма-кетлик a  лимитга эга бўлса,у ҳолда унинг 

ҳар қандай қисмий кетма-кетлиги ҳам шу a  лимитга эга бўлади. 

 6.5-эслатма. }{
n

x  кетма-кетлик қисмий кетма-кетликларининг лимитга 

эга бўлишидан, берилган }{
n

x  кетма-кетликнинг лимитга эга бўлиши ҳар 

доим ҳам келиб чиқавермайди. Масалан. })1{( n  кетма-кетликнинг ушбу  

  
,...1,...,1,1

,...;1,...,1,1


 

 қисмий кетма-кетликлари мос равишда 1 ва -1 лимитларга эга бўлса-да, 

берилган })1{( n  кетма-кетлик лимитга эга эмас. 

 Шундай қилиб, кетма-кетлик лимитга эга бўлмаса ҳам, унинг қисмий 

кетма-кетликлари лимитга эга бўлиши мумкин экан. 

 6.18-таъриф. }{
n

x  кетма-кетлик қисмий кетма-кетлигининг лимити, 



}{
n

x  кетма-кетликнинг қисмий лимити дейилади. 

 6.9-теорема. Агар }{
n

x  кетма-кетликнинг ҳамма қисмий кетма-

кетликлари яқинлашувчи бўлиб, уларнинг ҳар бири битта a  лимитга эга 

бўлса, у ҳолда }{
n

x  кетма-кетлик яқинлашувчи бўлиб, у ҳам шу a  лимитга эга 

бўлади. 

 6.19-таъриф. Агар ));(( xx  нуқтанинг ихтиёрий   атрофида }{
n

x  

кетма-кетликнинг чексиз кўп элементлари жойлашса, x  нуқта }{
n

x  кетма-

кетликнинг лимит нуқтаси дейилади. 

 6.10- теорема. Ҳар қандай ҳақиқий сонлар (чегараланган ва 

чегараланмаган) кетма-кетлигидан чекли сонга,   ёки   га интилувчи 

қисмий кетма-кетлик ажратиш мумкин. 

 6.11-теорема (Больцано-Вейерштрасс). Ҳар қандай чегараланган }{
n

x  

кетма-кетликдан яқинлашувчи }{
kn

x  қисмий кетма-кетлик ажратиш мумкин. 

 6.20-таъриф. Агар }{
n

x  кетма-кетликдан ));(( xx  нуқтага 

яқинлашувчи  қисмий кетма-кетлик ажратиш мумкин бўлса, x  нуқта }{
n

x  

кетма-кетликнинг лимит нуқтаси дейилади.  

 6.19- таъриф билан 6.20-таъриф ўзаро эквивалент бўлишига ишонч 



ҳосил қилиш қийин эмас. 

 6.21- таъриф. }{
n

x  кетма-кетлик лимит нуқталарининг энг каттасига, бу 

кетма-кетликнинг юқори лимити дейилади ва k
nkn

n
n

xxx


 suplimlim  каби 

белгиланади. 

 6.22- таъриф. }{
n

x  кетма-кетлик лимит нуқталарининг энг кичигига, бу 

кетма-кетликнинг қуйи лимити дейилади ва k
nkn

n
n

xxx


 inflimlim  каби 

белгиланади. 

 Агар }{
n

x  кетма-кетлик юқоридан чегараланмаган бўлса, 


n
n

xlim   

бўлади. 

 Агар }{
n

x  кетма-кетлик қуйидан чегараланмаган бўлса, 


n
n

xlim  

бўлади. 

 Масалан: 1) })1{(}{ n

nx   кетма-кетликнинг юқори лимити, яъни 

1lim 


n
n

x , қуйи лимити 1lim 


n
n

x  бўлади. 2) 








  ,...
5

1
,4,

3

1
,2,1}{}{ )1( n

nxn  кетма-

кетлик юқоридан чегараланмаган, шунинг учун .lim 


n
n

x   

 Равшанки, берилган }{ nx  кетма-кетликнинг қуйи ва юқори лимитлари 



n
n

n
n

xx


 limlim  муносабатни қаноатлантиради. 

 6.12- теорема. Ҳар қандай }{
n

x  кетма-кетлик юқори (қуйи) (чекли,   

ёки  ) лимитга эга  

 1-натижа. Агар }{
n

x  кетма-кетлик чегараланган бўлса, унинг қуйи ва 

юқори лимитлари чекли бўлади.  

 Кетма-кетликнинг қуйи ва юқори лимитлари қуйидаги хоссаларга эга. 

 Ихтиёрий }{
n

x  кетма-кетлик учун xx
n

n



lim  бўлсин.  У ҳолда 0  сон 

олинганда ҳам: 

 1
0
. Шундай Nn 0  сон топиладики, 

0
nn   учун  xx

n
 бўлади. 

 2
0
. Nn 

1
 сон учун   ва 

1
n  ларга боғлиқ, шундай натурал сон 1' nn   

топиладики,  xxn'  бўлади.  

Агар x  сон 1
0
 ва 2

0
 шартларни қаноатлантирса, у ҳолда 

n
n

k
knn

xxx


 lim}{suplim  бўлади.  

Энди }{
n

x  кетма-кетлик учун n
n

xx


 lim  бўлсин. У ҳолда 0  сон 

олинганда ҳам:  

1
0
. Nn 

0
 сон топиладики, 

0
nn   учун  xxn  бўлади. 



2
0
. Nn 

1
 сон учун   ва 

1
n  ларга боғлиқ натурал сон 1' nn   

топиладики,  xxn'  бўлади.  

Агар x  сон 1
0
 ва 2

0
 шартларни қаноатлантирса, у ҳолда  

n
n

k
nkk

xxx


 lim}{inflim бўлади. 

 6.13-теорема. }{
n

x  кетма-кетлик a  лимитга эга бўлиши учун 

axx n
n

n
n




limlim  тенгликнинг ўринли бўлиши зарур ва етарли. 

 6.14-теорема (Коши критерийси). }{
n

x  кетма-кетлик яқинлашувчи 

(чекли лимитга эга) бўлиши учун, 0  сон олинганда ҳам, шундай Nn 
0

 

сон мавжуд бўлиб, 
0

nn   ва 
0

nm   лар учун 

    
nm

xx        (*) 

 тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли. 

Агар (*) шарт бажарилмаса, яъни  

   00 :,,:0   nm xxkmknNk  

бўлса, }{
n

x  кетма-кетлик узоқлашувчи бўлади.  

 6.27-мисол. Ушбу 
2

cos
1

1
n

n

n
xn




   кетма-кетликнинг  ,inf nx  



 ,sup nx  n
n

n
n

xx


lim,lim  топинг. 

 Ечилиши. Равшанки, 
nnn

xxx
41224




 тенгсизлик ўринли. Бунда 

осонлик билан кўрсатиш мумкинки, }{
24 n

x  кетма-кетлик камаювчи, }{ 4nx  

кетма-кетлик ўсувчи. Шунинг учун ,0
14

24
1limlim}inf{ 














 n

n
xx

n
n

n
n . 

.2
14

4
1lim}sup{ 












 n

n
x

n
n  

 6.28-мисол.









n
xn

1
1}{ кетма-кетликнинг },sup{},inf{ nn xx n

n
n

n

xx


lim,lim  

ларини топинг. 

 Ечилиши. Равшанки, 









n
xn

1
1}{  кетма-кетлик монотон ўсувчи ва у 

юқоридан 1 билан чегараланган. Шунинг учун у яқинлашувчи. Берилган  }{
n

x  

кетма-кетликнинг энг кичик элементи }.inf{01 nxx  . Бу кетма-кетликнинг 

юқори ва қуйи лимитлари бир-бирига тенг ва у }sup{ nx  га тенг. 

Шунинг учун   1suplimlim 


nn
n

n
n

xxx . 

 6.29-мисол. Nkkx
k

k
  ,)1(

 кетма-кетликнинг қуйи ва юқори 



лимитларини топинг. 

 Ечилиши. 

.,2,)lim(suplimlim

,,12,00liminflimlim

)1()1(

)1()1(

Nmmkkk

Nmmkkk

n

k

nkn

k

k

n

k

nkn

k

k
























 

 6.30-мисол. Ушбу 
22

1
...

2

1
1

n
xn   кетма-кетликнинг 

яқинлашувчилигини Коши критерийси орқали кўрсатинг. 

 Ечилиши. 0  сонни олайлик. У ҳолда,  

 

.
1

)(

11

1

1

1
...

2

1

1

1

1

11

))(1(

1

...
)2)(1(

1

)1(

1

)(

1
...

)2(

1

)1(

1
222

nn

pn

p

pnn

p

pnn

pnpnnnnnpnpn

nnnnpnnn
xx npn








































































. 

 1]
1

[)(0 


n  деб олинса, у ҳолда  npn xx  тенгсизлик Np  учун 

бажарилади.  

 Шундай қилиб, берилган кетма-кетлик Коши критерийсига кўра, 



яқинлашувчи бўлади. 

 6.31-мисол. Ушбу  

n
xn

ln

1
...

3ln

1

2ln

1
  

кетма-кетликнинг узоқлашувчи эканлигини кўрсатинг. 

 Ечилиши. Nn  берилган бўлсин. 
4

1
0   деб олсак, у ҳолда Nn  

учун  

 0
2

1

22ln2ln

1
...

)2ln(

1

)1ln(

1








n

n

n

n

nnn
xx nm  

тенгсизлик бажарилади. Демак, берилган кетма-кетлик Коши критерийсини 

қаноатлантирмайди. Шунинг учун кетма-кетлик узоқлашувчи бўлади. 

  

Мустақил ечиш учун мисол ва масалалар 

Қуйидаги  кетма-кетликларнинг дастлабки бешта ҳадини ёзинг: 

6.1.
1

2
)1(2




n
x n

n .  6.2. ))1(33( n

n nx  .    6.3.
23

34






n

n
xn . 

6.4. nx n

n 
2

3
arcsin)1( .   6.5.

2
cos

n
xn  .  6.6.

n

nx )1(2  .  



6.7. 









3
sin

n
signxn .     6.8. ]2[ nxn  .  aa  сонининг бутун қисми  

6.9.
!

2

n
x

n

n  .  6.10.
n

n

xn
2

sin


 .  

Қуйидаги кетма-кетликларнинг умумий ҳадини ёзинг. 

6.11.  .,...
5

1
,

4

1
,

3

1
,

2

1
  6.12.  .....,4,0,4,0 6.3.  .,...0,7,0,5,0,3,0,1    

6.14. .,...
7

8
,

6

5
,

3

4
,2           6.15.  .,...

9

11
,

7

9
,

5

7
,

3

5
,3   

6.16. ....,0,
2

2
,1,

2

2
,0,

2

2
,1,

2

2
,0    

6.17. .;....
23

26
;

18

17
;

13

10
;

8

5
;

3

2
 6.18. ....

5

1
;2;

4

1
;3;

3

1
;2;

2

1
;1   

 Қуйида берилган }{ nx  кетма-кетликнинг 154 ,, nxxx  ҳадларини ёзинг. 

6.19. .
2

)2(

n
x

n

n


  6.20. .

12

)1(






n
x

n

n  6.21. .
13

)1(






n
x

n

n  6.22. .
2

12

n

n
xn


  

6.23. .
2

sin)10(
n

x n

n   6.24. .)1( n

nxn

  6.26. .
4

sin
1

2 n

n

n
xn


   6.27. nx n

n cos . 

 Қуйида }{ nx  кетма-кетлик рекуррент формула билан берилган. Бу 

кетма-кетликнинг дастлабки тўртта ҳадини ёзинг: 



6.28. .3,2 11   nn xxx    6.29.  .5,3 11   nn xxx  

6.30. .2,3 11   nn xxx           6.31.  .4,1 11   nn xxx    

 Қуйидаги }{ nx  кетма – кетликнинг умумий ҳадини ёзинг. 

6.32. .,
2

1
,

2

1
11 Nn

x
xx

n

n 


     

6.33. .,
3

2
,

2

1
11 Nn

x
xx

n

n 


     

6.34. ;2/)3(,1,0 12121 Nnxxxxx nnn     

 6.35. .,2,, 1221 Nnxxxbxax nnn      

6.36. Nnxxxxx nnn   ,1)(5,0,1 1221   

6.37. Nnxxxxx nnn   ,22,1 1221 .   

Қуйида берилган  }{ nx  кетма-кетликларни чегараланганликка 

текширинг. 

6.38. 






 

n

n 403
.    6.39. .

76

5









n

n
 6.40. 







 

2

2

4

34

n

n
.    6.41. 












2

2

32

5

n

n
.  

6.42.  .)1()1( 2  nn 6.43.  nnn   ])1(1[)1( 1 . 6.44.  .5 2n  6.45.  .)12( 3 n   



6.46. 






 

3

2222 321

n

n
.6.47.  tgn . 6.48.  nn 3/1log . 6.49.  .)1( nn  

 6.50.  n

n )1( . 6.51.   .,cossin Raanan   6.52.  .1 33 nn   6.53.  .2n  

  Қуйидаги кетма-кетликларнинг чегараланганлигини исботланг. 

6.54. .
3

34
2

2













n

n
  6.55.  .

23

)1(2













n

n n

  6.56.  .
)2(

65
2

2













n

nn
  

6.57. .
)1()1(

34
23

5













nn

n
 6.58.  .

3

2

2












n

n
  6.59.  .

3

sin
2

2









n

n
  

6.60.  .
3

2









ne

n
  6.61. .

1

1 











n

k kn
  6.62. .

!

1
1

1 







 


n

k

n
k

x   

6.63.Агар Nnanaa nn   ),1()1(,1 11 , бўлса, 



































n

n
aaa

x
1

1
1

1
1

1
21

  кетма-кетликнинг чегараланмаганлигини 

исботланг. 

6.64.  24 2 nn  .   6.65.  11 22  nn .  

6.66.  11 23 3  nn .  6.67.  3 33 3 99 nnnn  .  



6.68. 
















1

1

2

2

34

n
n

nn
. 6.69.  n n . 

6.70. 












34

23
n

n

.   6.71. 












n

nn

492

37 12

.   

6.72. 












2

ln

n

nn
.   6.73. .

2

53
lg













n

n
  

6.74. 






 

n

n
n

1
ln .   6.75. 












)ln(
1

ln 2 nn
n

n
. 

6.76. 








n

n

5
.    6.77. 









n

n

2

2

.   6.78.   1, qqn n . 

 Қуйида берилган }{ nx  кетма-кетликларнинг чегараланмаганлигини 

исботланг. 

6.79.  nn cos .   6.80.  n

n )1( .  6.81. }{ 23 nn  . 

6.82. 








 33

4

n

n
.   6.83.  









 2
cos

1
n

n .   

6.84. 











3

4

)2(n

nn
.   6.85.  11 2424  nnnn . 

 6.86.  nn 56  .   6.87.  n n)!2( . 



6.88. 








2

4

n

n

.    6.89. 












)1(lg

1

n

n
.    

6.90. 












13

57
n

nn

.   6.91. nnn xxxxx 6,1 1221   .  

6.92. nnn xxxxx
4

3
,3,4 1221   . 6.93. 1

2

1
,3 2

11   nn xxx . 

 Қуйида берилган }{ nx  кетма-кетлик юқоридан (қуйидан) чегараланган 

бўлса, унинг энг катта (энг кичик) элементини топинг. 

6.94. 36 2  nnxn .     6.95. 34 2  nn

n ex . 6.96. 
n

n
xn




9
.   

6.97. 5102  nnxn .   6.98. 
nn

n
x

2

2

 .   6.99. 
16

2
2 


nn

xn .   

Қуйида берилган }{ nx  кетма-кетликларнинг чексиз кичик кетма-кетлик 

эканлигини таъриф бўйича кўрсатинг. 

6.100. .
3

n
xn    6.101. .

)1( 1

n
x

n

n


  6.102. 

n

n

nx
3

)1(1 
 .  

6.103. 
2

cos
1 n

n
xn  . 6.104. 

n
xn

1
 . 6.105. 

12

2




n
xn . 

6.106. 
5 118

1




n
xn . 6.107. n

nx )6,0( .  



6.108. .)99,0( n

nx   6.109. 
n

tgnsign
xn

)(
      6.110. 

!

3

n
x

n

n   

Қуйида берилган  }{ nx  кетма-кетликларнинг чексиз катта кетма-кетлик 

эканлигини таъриф бўйича кўрсатинг: 

6.111. .nxn     6.112. nxn  34 .  6.113. .2n

nx    

6.114. nxn ln .              6.115. )(/1 Npnx p

n       

 6.116. )10(log  anx an . 6.117. .)( n

n nx          

6.118. .53 nnxn                  6.119. .
3

2




n

n
xn   

6.120. 
nn

n
x




1

2
.       6.121. .

3
2n

x
n

n               6.122. 
1


n

nn
xn . 

Кетма-кетлик лимити таърифидан фойдаланиб, қуйидаги тенгликларни 

исботланг. 

6.123. .1
54

34
lim 





 n

n

n
  6.124. 

3

5

43

25
lim 





 n

n

n
.  

6.125. .1
12

3
lim

2

2






 nn

n

n
  6.126. 

8

5

78

45
lim

2

2

n






 n

n
. 

6.127. 1lim
2

n




 n

nn
.  6.128. .

9

5

97

15
lim
n








 n

n
   



axn 
n

lim  ни топинг ва қайси )(0 n  номердан бошлаб )(0 nn   учун 

 axn  тенгсизлик ўринли бўлади? 

6.129. 001,0,333,0  
таn

nx . 6.130. 005,0,
52




 
n

n
xn . 

 6.131. 001,0,
2

sin
1

 
n

n
xn .  6.132. 005,0,

1
3 2




 
n

n
xn .   

6.133.  
333

1
,

2
,

1

n

n
z

n
y

n
x nnn


  чексиз кичик кетма – кетликлар 

йиғиндисининг яна чексиз кичик кетма-кетлик  эканлигини кўрсатинг. 

6.134. 
4

2

44

)12(
,

9
,

1

n

n
z

n
y

n
x nnn





  чексиз кичик кетма- 

кетликлар йиғиндисининг яна чексиз кичик кетма-кетлик  эканлигини 

кўрсатинг. 

6.135. 
3

2

33

)1(
,

4
,

1

n

n
z

n
y

n
x nnn


  чексиз кичик кетма- кетликлар 

кўпайтмасининг яна чексиз кичик кетма-кетлик  эканлигини кўрсатинг. 

6.136. 
n

n

nnnnn zyx
3

2
,

3

2
,

3

1 1




  чексиз кичик кетма- кетликлар 

кўпайтмасининг яна чексиз кичик кетма-кетлик  эканлигини кўрсатинг. 



6.137. 
1

2
,

1

2
2 





n

y
n

n
x nn  чексиз кичик кетма-кетликларнинг айирмаси-

нинг яна чексиз кичик кетма-кетлик  эканлигини кўрсатинг. 

6.138. }{ nx  чексиз кичик кетма-кетлик билан }{ ny  чегараланган кетма- 

кетлик кўпайтмаси чексиз кичик кетма-кетлик  эканлигини исботланг 

1) ny
n

x nn sin,
1

 ; 2) 1)1(,
1

2
 n

nn y
n

x ; 3) 
4

2
,

1
4

2

3 


n

n
y

n
x nn ; 

4) 
2

cos,
!

1 n
y

n
x nn  ; 5) )(,

1
ntgsigny

n
x nn  ;  6) 

nnn y
n

x
)1(2

1
,

1
2 

  

6.139. }{ nx  чексиз кичик кетма-кетлик учун   








nx

1
 чексиз катта кетма-

кетлик эканлигини исботланг. 

1) 
та

999,0
n

nx  ; 2) 
2

2 1sin

n

n
xn


 ;   3) 

n

nn

nx
5

)3(2 
 ; 4) 

3

2 4

n

n
xn


 . 

6.140. }{ ny  чексиз катта кетма-кетлик бўлса, 








ny

1
 кетма-кетлик чексиз 

кичик кетма-кетлик эканлигини исботланг. 

1) 
n

n

ny
2

23 
 ;  2) 








 1

2
sin2 n

nyn ;  3) 
n

an
yn

24 
 ; 



4) n

ny 2 ;   5) ny n

n )1( ;   6) 2)(lnln  nnyn . 

6.141. Қуйида берилган }{ nx  кетма-кетликларнинг яқинлашувчи 

эканлигини исботланг: 

1) ;
)1(3

n
x

n

n


     2) ;

1

n

n
xn


  

3) );0(2  ax n
n     4) ;

!

1
nn

n
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5) ;
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nn
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2
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n

n
xn  
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1)1(
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n

nn
xn   8)  );0,0(
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x
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)2)(1(

1
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1
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nn
xn   10) .

)1(...3221
3n

nn
xn


  

6.142. Қуйида берилган }{ nx  кетма-кетликларнинг узоқлашувчи 

эканлигини исботланг. 

1) nn

nx 2)1(  .  2) 
n

nxn

)1( .   3) .
102

n

n
xn


  

4) 
n

x n

n

1
)1(  .  5) 0sin nxn  .  6) 

3

2
cos

1

n

n

n
xn




 . 



7) 
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n
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x













1)1(

3

2
.  8) 

2
sin2 n

nxn
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6.143. a  сони }{ nx  кетма-кетликларнинг лимити эмаслигини таъриф 

ёрдамида кўрсатинг. 

1) 0,22)1(  ax n

n .  2) 1
1

2

2




 a
n

n
xn .  

3) 1,
)1(




 a
n

x
n

n .   4) 
2

1
,

3
cos  a

n
xn
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5) 0,2 )1(   ax n

n

n

.   6) 0,
3

2
sin  a

n
xn


.  

7) 1,12  annxn .   8) 1,
1
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n

nn
xn . 

9) 0,)1(   anx
n

n .     10)   0,)1(1  anx n

n . 

 

Лимитларни топинг 

6.144. 
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1

6

1
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. 

6.145. 














 )13()23(

1
....
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1
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1
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1
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1
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1
....
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1
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1
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6.148.  
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1
....
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1
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1
lim

nnnnn
. 

6.149.  
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7-§. ФУНКЦИЯНИНГ ЛИМИТИ 

7.1. Ихтиёрий аргументли функциянинг лимити. )(xf  функция 

X )   R(X – бирор ҳаққиқий сонлар тўпламида аниқланган бўлсин. a   нуқта 

бирор сон ёки  ,,  символларнинг бири бўлсин. 

 7.1-таъриф. Агар  0)(  aU  атрофда X  тўпламнинг a  дан фарқли 

ҳеч бўлмаганда битта нуқтаси жойлашса, a  нуқта X  тўпламнинг лимит 

нуқтаси (қуюқланиш нуқтаси) деб аталади. 

 Мисоллар: 1) Ушбу }30,:{]3;0[  xRxxX  тўпламнинг ҳар бир 

нуқтаси унинг лимит нуқтаси бўлади. 

 2) } n,..., . . . 3, 2, {1,=N=X тўплам лимит нуқтага эга эмас. 

 3) 2}<x <0 R,  x:{x =(0,2)=X   тўпламнинг ҳар бир нуқтаси шу 

тўпламнинг лимит нуқтаси бўлади ва яна 0  ва 1  нуқталар ҳам  1;0  

тўпламнинг лимит нуқталари бўлади. 

 Демак, юқоридаги мисоллардан кўринадики, тўпламнинг лимит нуқтаси, 

тўпламга қарашли бўлиши ҳам, қарашли бўлмаслиги ҳам мумкин экан. 

 Лимит нуқта қуйидаги хоссаларга эга: 

 1
о
. Агар a  нуқта X  тўпламнинг лимит нуқтаси бўлса, a  нуқтанинг 

 



ихтиёрий атрофида X  тўпламнинг чексиз кўп нуқталари (элементлари) 

жойлашган бўлади. 

 2
о
. Агар a  нуқта X  тўпламнинг лимит нуқтаси бўлса, X  тўплам 

нуқталаридан (элементларидан) ҳар доим a  га интилувчи 

 nх ,...)2,1;,(  naxXx nn  кетма-кетлик тузиш мумкин. 

 7.2-таъриф (Гейне таърифи). Агар X  тўпламнинг элементларидан 

тузилган ва a  га интилувчи ҳар қандай  nх  ,...)2,1;,(  naxXx nn  кетма-

кетлик олганда ҳам, унга мос келган  )( nхf  кетма-кетлик ҳамма вақт ягона b  

(чекли ёки чексиз) лимитга интилса, шу b  сонга  xf  функциянинг a  

нуқтадаги (ёки ax  даги) лимити деб аталади ва у bxf
ax




)(lim  ёки ax  

да bxf )(  каби белгиланади.  

 7.3-таъриф (Коши таърифи). Агар  исталган 0  coн  учун шундай 

0)(   сон топилсаки, аргумент x  нинг 0 x - a , Xx  тенгсизликни 

қаноатлантирувчи барча қийматларида  bxf )(  тенгсизлик бажарилса, b 

сон )(xf  функциянинг a  нуқтадаги ( ax даги) лимити деб аталади.  

Маълумки, 7.2- ва 7.3- таърифлар ўзаро эквивалент таърифлардир. 
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f(x) 
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Ҳар қандай 0     шундай 0  сон        ax0                      bxf )(  

сон учун          мавжуд бўладики,               бўлганда                                       ўринли бўлади.    

)(xf  функциянинг ax   нуқтадаги лимити b  бўлганда, унинг Коши 

таърифини қуйидаги чизмадаги каби ёзиш мумкин.  

 

 

 

 

 

 

)(  лимит нуқта бўлган ҳолда, бу лимит нуқтанинг атрофи )0(  CCx  

нурдан, )(  лимит нуқта бўлган ҳолда эса, бу лимит нуқтанинг атрофи 

Cx   нурдан иборат бўлади. )(  лимит нуқта бўлганда, унинг атрофи: 

}{}{ CxCx   нурлар йиғиндисидан иборат бўлади. 

 Лимит нуқта a  хосмас, яъни  ,,  бўлган ҳолларда функция 



лимитининг Коши таърифлари мос равишда қисқача қуйидагича 

ифодаланади: 

Агар 

;)(,,,:0)(0   bxfXxCxxCC

 ;)(,,,  bxfXxCxx   

 bxfXxCxx )(,,,  

ва мос равишда  bxfbxfbxf
xxx




)(lim;)(lim;)(lim   каби ёзилади. 

7.4-таъриф ( x  да функция лимитининг Гейне таърифи). Агар X  

тўпламнинг нуқталаридан (элементларидан) тузилган ҳар қандай чексиз катта 

}{ nx  кетма-кетлик олинганда ҳам, унга мос келган )}({ nxf  кетма-кетлик 

ҳамма вақт ягона b  сонга интилса, шу b  сонга )(xf  функциянинг x  даги 

лимити дейилади ва у  bxf
x




)(lim  каби белгиланади. 

7.5-таъриф ( x  ( x ) да функция лимитининг Гейне таърифи). 

Агар X  тўпламнинг мусбат (манфий) элементларидан тузилган ҳар қандай 

чексиз катта }{ nx  кетма-кетлик олинганда ҳам, унга мос келган )}({ nxf  

кетма-кетлик ҳамма вақт ягона b  га интилса, шу b  га )(xf  функциянинг 



x  ( x )  даги лимити дейилади ва у  ))(lim()(lim bxfbxf
xx




 

каби белгиланади. 

7.6-таъриф (функциянинг чекли нуқтадаги чексиз лимитлари). Агар 

исталган 0E  сон учун шундай 0)(  E  мавжуд бўлиб, 

XaUx  )(
  учун Exf )(  тенгсизлик ўринли, яъни 

},:{)()( ExRxxUxf E   бўлса, )(xf  функция )( axax   да   

лимитга эга дейилади ва 


)(lim xf
ax

 каби ёзилади. 

7.7-таъриф. Агар 0E  сон учун шундай 

XaUxE  )(:0)(    учун Exf )( ))(( Exf   тенгсизлик ўринли, 

яъни ),()()(  EUxf E  ( );()()( EUxf E  ) бўлса, )(xf  

функция )( axax   да )(  лимитга эга дейилади ва 

))(lim()(lim 


xfxf
axax

 каби ёзилади. 

)( RXX   тўплам берилган бўлиб, a  нуқта унинг ўнг (чап) лимит 

нуқтаси бўлсин. Шу тўпламда )(xf  функция аниқланган. 

7.8-таъриф (Гейне таърифи). Агар X  тўпламнинг нуқталаридан 



(элементларидан) тузилган ва ҳар бири ҳади a дан катта (кичик) бўлиб, a  га 

интилувчи ҳар қандай }{ nx  кетма-кетлик олинганда ҳам, унга мос келган 

)}({ nxf  кетма-кетлик ҳамма вақт ягона b  сонга интилса, шу b  сонга )(xf  

функциянинг a  нуқтадаги ўнг (чап) лимити деб аталади. 

7.9-таъриф (Коши таърифи). Агар исталган 0  сон учун шундай  

0)(    сон топилсаки, аргумент x  нинг ))(()( aUaU 

 атрофдаги барча 

қийматларида bxf )(  тенгсизлик бажарилса, b  сон )(xf  функциянинг a  

нуқтадаги ўнг (чап) лимити деб аталади ва у, мос равишда, қуйидагича 

ёзилади: 

bxf
ax




)(lim
0

 ёки baf  )0(   bxf
ax




)(lim(
0

 ёки ).)0( baf   

Маълумки, 7.8- ва 7.9- таърифлар ўзаро эквивалент таърифлардир.  

7.1-Эслатма. Функциянинг бирор нуқтада бир томонли лимитлари 

мавжуд бўлишидан унинг шу нуқтада лимитга эга бўлиши ҳар доим ҳам 

келиб чиқавермайди. 

7.1- теорема. )(xf  функциянинг a  нуқтада b  лимитга эга бўлиши учун 

унинг шу нуқтада ўнг ва чап лимитлари мавжуд бўлиб,  



     

 bafaf  )0()0(  тенгликларнинг ўринли бўлиши зарур ва етарли. 

 7.1-мисол.           2)13(lim
1




x
x

 
 

бўлишини Коши таърифи бўйича кўрсатинг (7.2-чизма) ва 03,0  учун   ни 

топинг. 

 Ечилиши. 0  берилган бўлсин. Биз аввало )a  берилган   га 

f(x)=3x-

1 

1 

2 

y 

x 1+ 1- 

2- 

2+ 

7.2-чизма 



кўра   ни топиш билан шуғулланамиз. Биз шундай   ни излашимиз 

керакки, x  нинг  10 x  тенгсизликни қаноатлантирадиган барча 

қийматларида 

      2)13( x  

тенгсизлик ўринли бўлсин. Бунинг учун аввало, 

2)13( x  ва 1x  ифодалар орасидаги боғланишни ўрнатиш зарур, бу 

боғланишни топиш учун эса, бу ифодалардан биринчисининг шаклини 

ўзгартирамиз: 

.13332)13(  xxx    (7.1) 

Энди 2)13( x  ни берилган   дан кичик қилиш учун, биз, 13 x  

тенгсизликка эга бўлишимиз лозим. Бу тенгсизликни 
3

1


x  кўринишда 

ёзамиз. Бундан, 
3


   деб олишимиз зарурлиги келиб чиқади. 

 b)  Топилган  нинг «ишлаш»ини кўрсатиш. Агар 
3

1
10  x   бўлса, 

у ҳолда 13 x  муносабатга эга бўламиз ва (7.1) дан,  



 2)13( x  

тенгсизлик ўринли бўлишига ишонч ҳосил қиламиз. Энди 03,0  десак, 

.01,0
3

03,0
  01,010  x  бўлганда, 03,02)13( x  тенгсизлик 

бажарилади. 

 7.2-мисол. 4lim 2

2



x

x
 бўлишини Коши таърифи бўйича кўрсатинг. 

 Ечилиши. )a    ни топиш. Фараз қилайлик ихтиёрий 0  берилган 

бўлсин. Биз шундай 0)(    сонни излаймизки, x  нинг  )2(0 x  

тенгсизликни қаноатлантирувчи барча қийматларида  42x  тенгсизлик  

ўринли бўлсин. Бунинг учун аввало, 42 x  ва )2(x  ифодалар орасидаги 

боғланишни топиш зарур. Бу боғланишни топиш учун эса, уларнинг 

иккаласини ҳам соддалаштирамиз: 

2242  xxx   ва 2)2(  xx . 

2x  кўпайтувчи сонлар ўқида чегараланмаган. Шунинг учун кўпайтувчини 

содда ҳолда баҳолаш учун 2  нуқтани ўз ичида сақлайдиган бирор оралиқни 

ажратамиз. Масалан, 2a  нуқтанинг 1  атрофи  1;3   ни қарайлик. 



)1;3( x  учун 52 x  тенгсизлик ўринли бўлади. 

 Шундай қилиб,  

   2542  xx      (7.2) 

тенгсизлик ўринли бўлади. 2a  нуқтанинг   атрофи бўлган 

   2;2  оралиқ  1;3   атрофдан чиқиб кетмаслиги керак, бунинг 

учун 









5
;1min


  деб олиш етарли. 

 )b  Топилган  нинг «ишлаш»ини кўрсатамиз. 

 Агар  
5

|2|0


 x  бўлса, бундан    |2|5 x  бўлиши ва (7.2) га 

мувофиқ,   |4| 2x   тенгсизлик келиб чиқади. 

 Шундай қилиб,  

4lim 2

2



x

x
. 

 7.3- мисол. 3lim
9




x
x

  бўлишини Коши таърифи бўйича кўрсатинг. 

 Ечилиши. а)   ни топиш. 0  сон берилган бўлсин. Биз шундай 

  0   сонни излаймизки, x  нинг  |9|0 x  тенгсизликни 



қаноатлантирувчи барча қийматларида  |3| x  тенгсизлик бажарилсин.  

Дастлаб, биз x ифода маънога эга бўлиши учун 0x  муносабатнинг 

бажарилишини талаб қиламиз. Буни таминлаш учун  биз 9  деб олишга 

мажбурмиз, акс ҳолда 








x

x

9

,0


 тенгсизлик ечимга эга бўлмасдан қолади. 

Биз,  |9||,3|  xx ифодалар орасидаги боғланишни топиш учун уларнинг 

иккинчисининг шаклини ўзгартирамиз: 

 
   

.|3||3||9|

,339





xxx

xxx
      (7.3) 

Равшанки, 1|3| x . У ҳолда (7.3) дан  

 |9||3| xx      (7.4) 

тенгсизлик келиб чиқади. Охирги (7.4) тенгсизликда    деб олиш етарли, 

лекин, биз  юқоридаги 9  шартни эътиборга олсак, у ҳолда }:9min{    деб 

олишимиз етарли. 

 )b  нинг «ишлаш»ини кўрсатиш. 

 Агар  |9|0 x  бўлса, (7.4) тенгсизликка кўра,   |9| x  



тенгсизликнинг бажарилиши келиб чиқади. Демак, функция лимитининг 

Коши таърифига кўра, 3lim
9




x
x

 бўлади. 

 7.4- мисол. 0
500300

cos
lim

23

2


 xx

xx

x
 эканлигини кўрсатинг. 

 Ечилиши. )a  C  ни топиш. 0  сон берилган бўлсин. C  ни шундай 

излаймизки, x  нинг Cx   тенгсизликни қаноатлантирувчи барча 

қийматларида    
 50023003

cos2

xx

xx
 тенгсизлик бажарилиши керак. Бунинг 

учун аввало,  
50023003

cos2

 xx

xx
 ,  Cx   ифодалар ўртасидаги боғланишни 

топишимиз лозим. Биринчи ифоданинг шаклини қуйидагича ўзгартирамиз: 

  нуқтанинг бирор атрофини ( Cx   нурни) ажратамиз, масалан, 600x  

тенгсизликни қаноатлантирувчи барча x лар учун  

  
2

)300(300500300
3

22323 x
xxxxxx   

тенгсизлик ўринли. 



 Демак, 
xx

x

xx

xx 2

2

500300

cos
3

2

23

2




. 

Шундай қилиб, }
2

;600max{


C  деб олинса, Cx   учун 


 50023003

cos2

xx

xx
 тенгсизлик бажарилади. 

  Cb)  нинг «ишлаш»ини кўрсатиш. 

 1)  
2

600


  ,  2) 
2

600


  ҳолларни қараймиз. 

 2) 
2

600


  бўлсин. У ҳолда, 600C  деб олсак, 600x  тенгсизликни 

қаноатлантирувчи  x  ларни қараймиз. Бу тенгсизликдан 
x

x
2

,
2

600  


 

тенгсизликни ҳосил қиламиз. 1cos x  эканлигини, ҳамда 0x лигини 

эътиборга олган ҳолда кийинги тенгсизликдан  

2

coscos22
3

2

2

2

x

xx

xx

xx

x





  



эга бўламиз. 600x  ни қаноатлантирувчи барча  x  лар учун 

500300
2

23
3

 xx
x

 тенгсизлик ўринли эканлигини ҳисобга олган ҳолда, 

кейинги тенгсизликдан  


 50023003

cos2

xx

xx
 

 тенгсизликни ҳосил қиламиз. 

 Демак,    0
500300

cos
lim

23

2


 xx

xx

x
бўлар экан. 1) ҳол ҳам худди шундай 

кўрсатилади.  

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

> limit(x^2*cos(x)/(x^3-300*x^2+500),x=infinity); 
0

 

 7.5-мисол. Ушбу  

   0
1

sin  x
x

xf  

функциянинг 0x  да лимитга эга эмаслигини кўрсатинг.  

 Ечилиши. Нол нуқтанинг атрофидан нолга интилувчи ва нолдан фарқли 



иккита ҳархил  

  



















 14

2
}''{,

1
}'{

n
x

n
x nn  

кетма-кетликларни олайлик. У ҳолда, уларга мос кетма-кетликлар:  

 

   
.1

2
2sin

2

14
sin

''

1
sin''

,0sin
'

1
sin'























n
n

x
xf

n
x

xf

n

n

n

n

 

бўлиб,     1''lim,0'lim 


n
x

n
x

xfxf  бўлади. Бу эса,  
x

xf
1

sin  функциянинг 

0x  нуқтада лимити мавжуд эмаслигини исботлайди. 

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

> limit(sin(((1)/x)),x=0); 

-1 .. 1
. 

 7.6- мисол.   0sin1sinlim 


xx
x

  эканлигини исботланг. 

 Ечилиши. а) 0C  ни топиш. 0  сон берилган бўлсин. Шундай 

 CC   сонни излаймизки, Cx   тенгсизликни қаноатлантирувчи x  нинг 



барча қийматларида  

 |sin1sin| xx     (7.5) 

тенгсизлик ўринли бўлсин. Бунинг учун дастлаб 

Cxxx  |,sin1sin|  

 ифодалар орасидаги боғланишни топамиз. Юқоридаги ифодаларнинг 

биринчисининг шаклини алмаштирамиз 

.
2

1

1

1

)1(2

1
sin2

2

1
sin2

2

1
cos

2

1
sin2sin1sin

xxxxx

xx

xxxx
xx




















 

Бунда,  
24

1


 C  деб олинса,  (7.5) тенгсизлик Cx   учун бажарилади. 

 
24

1


 C  ни танлаймиз. 

 )b  C  нинг «ишлаш»ини кўрсатамиз. 
24

1


x  бўлсин. Бундан 

x2

1
 . 

Кўрсатилган x  нинг барча қийматларида  



1
2

1
cos,

2

1

2

1
sin,12 







xxxxxx
xxx  

тенгсизликларни  эътиборга олган ҳолда, кейинги тенгсизликдан 

xx

xxxxxx

xxx

sin1sin

2

1
cos

2

1
sin2

2

1
2

1

1

2

1













 

топамиз, яъни  xx sin1sin . 

 Шундай қилиб, талаб қилинган лимитнинг 0 га тенглиги исбот бўлди. 

 7.7-мисол.  
 


 2

1
lim

xaax
 эканлигини Коши таърифи бўйича 

кўрсатинг ва ушбу  

 

 

E 10 100 1000 10000 …. 

      ….. 

жадвални тўлдиринг. 

 Ечилиши. а)   ни топиш. 0E  сон берлиган бўлсин. Биз шундай 



  0 E  сонни излашимиз керакки, x  нинг  ||0 xa  тенгсизликни 

қаноатлантирувчи қийматларида   
 

E
xa




2

1
  тенгсизлик бажарилсин. 

 Аввало, 
 

||,
1

2
xa

xa



 ифодалар орасидаги боғланишни топиш керак. 

Бунинг учун 
 

E
xa




2

1
 нинг шаклини ўзгартирамиз:  2

1
xa

E
 , бундан 

E
xa

1
||  , бунда 

E

1
  деб олиш етарли.  

 b)   нинг «ишлаш»ини кўрсатиш. 
E

1
  бўлсин. Агар 

E
xa

1
||0   

бўлса, бундан 
||

1

xa
E


  ёки 

 2
1

xa
E


  тенгсизилк келиб чиқади. 7.7-

таърифга кўра, бу тенгсизликдан 
 


 2

1
lim

xaax
 эканлиги келиб чиқади. 

Энди топилган   га кўра жадвални тўлдирамиз. 

E 10 100 1000 10000 …. 

  1/ 10  1/10 1/10 10  1/100 ….. 



 

 7.8-мисол. Ушбу  

 









0,

0,1

3 xx

xx
xf  

функциянинг 0x  да лимитга эга эмаслигини кўрсатинг. 

 Ечилиши. Берилган функциянинг ўнг ва чап лимитларини топамиз: 

1. а)   ни топиш. 0  сон берилган бўлсин.   ни шундай  

излаймизки,     ,00  Ux  учун 3x  тенгсизлик бажарилсин. Бундан 

3 x , бунда 3    деб олиш етарли. 

b)   нинг «ишлаш»ини кўрсатиш.   Агар  3
3 ,0)0( 


 Ux   бўлса,  

 03



Ux  учун 3 x  тенгсизлик ўринли, бундан эса, 3x  бўлиши келиб 

чиқади. Бу тенгсизликдан 7.9-таърифга кўра, 0lim 3

00



x

x
 эканлиги келиб 

чиқади. 

2. а)   ни топиш. 0  сон берилган бўлсин. Бу ҳолда   ни шундай 

излаймизки,    0,0   Ux  учун        |11||01| xfxf  

тенгсизлик ўринли бўлсин. Бунда    деб олиш етарли. 



б)   нинг «ишлаш»ини кўрсатиш. Агар  0 Ux  учун  || x  

бўлса, бундан    |11| x  тенгсизлик келиб чиқади. 7.9-таърифга 

кўра,  

  11lim
00




x
x

. 

Демак, берилган функциянинг 0x  даги ўнг ва чап лимитлари бир-

бирига тенг бўлмаганлиги учун функция 0x  да лимитга эга эмас.  

 7.9-мисол. Ушбу  

 
















1,24

1,3

1,1 3

xx

x

xx

xf  

функциянинг   2lim
01




xf
x

 эканлигини кўрсатинг. 

 Ечилиши. Берилган функциянинг ўнг ва чап лимитларини топамиз: 

1. Ўнг лимит: а)   ни топиш. 0  берилган бўлсин.   ни шундай 

излаймизки,       1;11Ux   учун    |224| x  тенгсизлик 

бажарилсин. 

Бунинг учун   1|1||,224|  xxx  ифодалар орасидаги боғланишни 



топамиз. Бу ифодаларнинг биринчисининг шаклини ўзгартирамиз. 

  |1|2|22||224|  xxx , 

бундан 
2


   деб олиш етарли. 

 б)   нинг «ишлаш»ини кўрсатиш. 
2


   бўлсин. Агар 

2
|1|


x  бўлса, 

бундан    |224||22| xx  тенгсизлик келиб чиқади. Бу тенгсизликдан  

  224lim
01




x
x

. 

2. Чап лимит. а)   ни топиш. 0  сон берилган бўлсин.   ни 

шундай излаймизки,    1;11   Ux  учун  |2)1(| 3x  бўлиши лозим. 

 Дастлаб, биз |1| x  ва   |21| 3  x  орасидаги муносабат (боғлиқлик)ни 

топишимиз зарур. Барча муносабатларда 1x  шартнинг бажарилишини талаб 

қиламиз. Юқоридаги муносабатларнинг иккинчисида шакл алмаштирамиз: 

   |1||1||1||21| 233  xxxxx    (*) 

|1| 2  xx  ифода сонлар ўқида чегараланмаганлиги учун, кейинги 

тенгликнинг ўнг томонини қулай ҳолда баҳолаш учун  1
U  атрофни ўз ичида 

сақлайдиган бирор атрофни оламиз, масалан,  11

U  атрофни қараймиз 



     111 11
  UxUU  учун 3|1| 2  xx  тенгсизлик ўринли бўлади. 

Шундай қилиб, (*) дан   |1|3|21| 3 xx   тенгсизликка эга бўламиз. 

Бундан 
3


   деб олиш етарли. 1 нуқтанинг  1;1   атрофи    1;011 U  

атрофдан чиқиб кетсмаслиги учун эса, }3/;1min{    деб олиш зарур. 

  )b   нинг «ишлаш»ини кўрсатиш. }3/;1min{    ни танлаймиз ва 

3
|1|


 x  бўлсин деб фараз қиламиз.    1;011  Ux  учун 312  xx  

бўлганлиги учун  

 
 

   
3

|21|

3

|1|

3

11

1

11

3

332

2

2














xxxxx

xx

xxx
. 

 Бундан,    |21| 3x  бажарилади. Чап лимитнинг таърифига асосан, 

  21lim 3

01



x

x
 бўлар экан. 

 Шундай қилиб,     ,2lim,2lim
0101




xfxf
xx

 бўлгани учун 

  ,2lim
1




xf
x

 лекин   21 f . 

 7.2. Функция лимитга эга бўлишининг зарурий ва етарли шарти 



(Коши критерийси). )(xf  функция )( RXX   тўпламда аниқланган, a  

(чекли ёки чексиз) нуқта X  тўпламнинг лимит нуқтаси бўлсин. 

 7.10-таъриф. Агар 0  сон учун шундай 0)(    сон топилиб, 

аргумент x  нинг  

      axax ''0,'0     (7.6) 

 тенгсизликларни қаноатлантирувчи ихтиёрий 'x  ва ''x  )'';'( XxXx   

қийматларида 

     )''()'( xfxf       

тенгсизлик бажарилса, )(xf  функция учун a  нуқтада Коши шарти 

бажарилади дейилади. 

 )(xf  функция учун a  нуқтада Коши шартининг бажарилмаслиги 

қуйидагича таърифланади: 0  сон олганимизда ҳам, шундай 0  ва 

  axax ''0,'0  тенгсизликларни қаноатлантирувчи 

 )'','('',' XxXxxx   қийматлар топиладики,  

      )''()'( xfxf  

тенгсизлик ўринли бўлади. 



 7.2- теорема (Коши). )(xf  функциянинг a  нуқтада чекли лимитга эга 

бўлиши учун, унинг учун a  нуқтада Коши шартининг бажарилиши зарур ва 

етарли. 

 7.3- теорема (Монотон функциянинг лимити). Агар )(xf  функция X  

тўпламда ўсувчи (камаювчи) бўлиб, юқоридан (қуйидан) чегараланган бўлса, 

)(xf  функция a  нуқтада чекли лимитга эга бўлади ва агар )(xf  функция 

юқоридан (қуйидан) чегараланмаган бўлса, унинг лимити )(  бўлади. 

a  нуқтада ўнг (чап) лимитлар учун, ҳамда x  даги; 

)(  xx  даги лимитлар учун  Коши шартининг таърифи, юқоридаги 

7.10-таъриф сингари ифодаланади, фақат (7.6) шарт, мос равишда,  ушбу  

    

 
)'','('',','','

);'','('','









xxxxxx

axaaxaaxaaxa
  

шартларга алмаштирилади. 

 7.10-мисол. Ушбу  

    
2

3 1
sin)(

x
xxf   



функциянинг 0a  нуқтада Коши шартини қаноатлантиришини кўрсатинг. 

 Ечилиши. а)   ни топиш. 0  сон берилган бўлсин. Биз шундай   

ни излаймизки, x  нинг   ''0,'0 xx  тенгсизликни  қаноатлантирувчи 

қийматларида  

   
2

3

2

3

'

1
sin'

''

1
sin''

x
x

x
x     (7.7) 

тенгсизлик бажарилиши керак. Бунинг учун биз дастлаб 

2

3

2

3

'

1
sin'

''

1
sin''

x
x

x
x     ва   ''0,'0 xx  ифодалар орасидаги 

боғланишни топишимиз керак. Бу боғланишни топиш мақсадида, юқоридаги 

биринчи ифоданинг шаклини алмаштирамиз: 

 .'''
'

1
sin'

'

1
sin''

'

1
sin'

''

1
sin''

33

2

3

2

3

2

3

2

3

xx
x

x
x

x
x

x
x

x   

Бунда (7.7) тенгсизлик бажарилиши учун 3

2


   деб олиш етарли. 

 )b    нинг «ишлаш»ини кўрсатиш.  33

2
''0,

2
'0


 xx  бўлсин. 



Унда бу тенгсизликлардан: 
22

''

1
sin1,

'

1
sin1

xx
  ларни эътиборга олган 

ҳолда, 

     
2

3

2

3

''

1
sin''

2
,

'

1
sin'

2 x
x

x
x 


 

тенгсизликларга эга бўламиз. Бу тенгсизликларни ҳадма-ҳад қўшиш 

натижасида,  

  
2

3

2

3

2

3

2

3

''

1
sin''

'

1
sin'

''

1
sin''

'

1
sin'

x
x

x
x

x
x

x
x   

ушбу  тенгсизликни ҳосил қиламиз. 

 Шундай қилиб, берилган функция 0a  нуқтада Коши шартини 

қаноатлантирар экан. 

 7.11-мисол. 1,0lim

1

00



aa x

x
 эканлигини исботланг. 

 Ечилиши. а)   ни топиш. 0  берилган бўлсин. Берилган   сонга 

кўра   ни шундай излаймизки, x  нинг 0x  тенгсизликни қаноатлантирувчи 

барча қийматларида 



      xa

1

       (7.8) 

тенгсизлик бажарилсин. 

Агар 1  бўлса, (7.8) тенгсизлик барча 0x  учун бажарилади. 

Шунинг учун ҳар бир 1  учун   сифатида ихтиёрий мусбат сонни олиш 

мумкин, масалан, 1 . 

Агар 1  бўлса, (7.8) тенгсизликнинг иккала томонини логарифмлаш 

натижасида lnln
1

a
x

 тенгсизликка эга бўламиз. Бундан, 
ln

ln a
x  . Бу ҳолда 

0 x  тенгсизликни қаноатлантирувчи ихтиёрий x  ларда (7.8) 

тенгсизликнинг бажарилиши учун 



ln

ln a
  деб олиш етарли.  

  )b   нинг «ишлаш»ини кўрсатиш. 0
ln

ln
 x

a


  бўлсин. Бундан, 

  xx aa
x

a
11

,lnln,ln
ln

 келиб чиқади. Демак, 0lim

1

0




x

x
a  бўлади.  

 7.12-мисол. 
2

1
arctglim

00




 xx
  эканлигини исботланг. 

Ечилиши. а)   ни топиш. 0  берилган бўлсин.   ни шундай 



излаймизки, барча 0x  лар учун 

    



2

1
arctg

x
     (7.9) 

тенгсизлик бажарилсин. Бунинг учун 0,
2

1
arctg  x

x


 ифодалар ўртасидаги 

боғланишни топамиз. 

Агар 
2


   бўлса, (7.9) тенгсизлик барча 0x  учун бажарилади. 

Шунинг учун   сифатида ихтиёрий мусбат сонни олиш мумкин, масалан 

1 . 

 Агар 
2


   бўлса, у ҳолда (7.9) дан  

.tg),
2

tg(
1

,
2

1
arctg,

1
arctg

2
,

2

1
arctg



















x
x

xxx
 

Шундай қилиб, 
2


   бўлганда 0x  учун (7.9) тенгсизлик бажарилиши 

учун  tg  деб олиш етарли. Демак, 0  учун  x0  ни 



қаноатлантирувчи 


 
2

1
arctg),(

x
 бажарилади, бу эса 

2

1
arctglim

00




 xx
 

эканлигини англатади.  

)b  нинг ишлашини кўрсатиш. tgx 0  бўлсин.   Бундан 
tgx

11
  

ёки 
2

,
2

1 












 tg

x
 бўлса,    ))

2
((

1



 tgarctg

x
arctg   тенгсизлик 

ўринли. Бундан 



2

1

x
arctg ёки 




x
arctg

1

2
.   Бу тенгсизликдан 




 
2

1

x
arctg ёки    




x
arctg

1

2
 

келиб чиқади. 

7.13-мисол. x
x

x
xf 




1
)(

2

3

 функциянинг x  да чекли лимитга эга 

эканлигини исботланг. 

Ечилиши. Берилган функция учун x  да Коши шартининг 

бажарилишини кўрсатамиз: 

а) C  ни топиш. 0  сон берилган бўлсин. Бу берилган сонга кўра, 



)(CC   ни шундай излаймизки, аргумент x  нинг CxCx  '','  шартларни 

қаноатлантирувчи )'','('',' RxRxxx   қийматларида     

    



















''

1''

''
'

1'

'
2

3

2

3

x
x

x
x

x

x
   

 (7.10)  

тенгсизлик бажарилсин. Бунинг учун аввало  

CxCxx
x

x
x

x

x





















'',',''

1''

''
'

1'

'
2

3

2

3

 

муносабатлар орасидаги боғланишни топамиз. Бунинг учун эса, юқоридаги 

муносабатлардан  биринчисининг шаклини алмаштирамиз: 

.
''

1

'

1

''

''

'

'

1''

''

1'

'

1''

''

1'

'
''

1''

''
'

1'

'

22

22222

3

2

3

xxx

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x
x

x

x
x

x

x



































 

Бундан, (7.10) тенгсизлик бажарилиши учун 


2
C  деб олиш етарли 



бўлади. 

 )b  C  нинг «ишлаш»ини кўрсатамиз. 


2
'',

2
'  xx  бўлсин. Бундан,  

   .
''

1

2
,

'

1

2 xx



 

 Бу тенгсизликларни ҳадма-ҳад қўшамиз: 

.''
1''

''
'

1'

'

1''

''''''

1'

'''

1''

''

1'

'

1''

''

1'

'

''

''

'

'

''

1

'

1

2

3

2

3

2

33

2

33
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x
x

x
x

x

x

x

xxx

x

xxx

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

xx


 

Демак, 


2
'',

2
'  xx  тенгсизликларни қаноатлантирувчи 

)'','('',' RxRxxx   лар учун  
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2

3

x
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x

x
 

тенгсизлик, яъни берилган функция учун  x  да Коши шарти бажарилар 

экан. Бундан эса, берилган функциянинг x  да чекли лимитга эга 



эканлиги келиб чиқади. 

 7.14-мисол. Ушбу xxxf  1)( 2  функция учун x  да Коши 

шартининг бажарилишини исботланг. 

 Ечилиши. Биз, x  да берилган функция учун Коши шартини 

бажарилишини кўрсатамиз. Худди шундай x  да ҳам Коши шартининг 

бажарилиши кўрсатилади.  

 а) C  ни топиш. 0  сон берилган бўлсин. Берилган   га кўра C  

сонни шундай излаймизки, CxCx  '','  тенгсизликларни қаноатлантирувчи  

)'','('',' RxRxxx   лар  учун    

     )''1''('1'
22

xxxx    (7.11) 

тенгсизлик ўринли бўлиши лозим. Бунинг учун биз аввало    

  CxCxxxxx  '',',)''1''('1'
22

 

муносабатлар орасидаги боғланишни топамиз. Қаралаётган муносабатнинг 

биринчисининг шаклини ўзгартириб, ушбу  



 

''
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'

1

''2

1
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1

''1''

1
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1

''1''

1

'1'

1
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1
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1
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2222

xxxx
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тенгсизликка эга бўламиз.  CxCx  '','  тенгсизликни қаноатлантирувчи 

)'','('',' RxRxxx   ларда (7.11) тенгсизликнинг бажарилиши учун 


2
C  

деб олиш лозим бўлади.  

 )b С нинг «ишлаш»ини кўрсатамиз. 


2
'',

2
'  xx  тенгсизликлар ўринли 

бўлсин. Бундан, 
''

1

2
,

'

1

2 xx



 тенгсизликларни ҳосил қиламиз. Бу 

тенгсизликларни қўшиш натижасида  

  
''2

1

'2

1

''

1

'

1

xxxx
    (7.12) 

бўлишини топамиз. Равшанки, ''2''1'','2'1'
22

xxxxxx   

тенгсизликлар ўринли. Кейинги тенгсизликларни эътиборга олган ҳолда, 



(7.12) дан 

  

  

)''1''('1'

''1''

1

'1'

1

''1''

1

'1'

1

22

2222

xxxx

xxxxxxxx





















 

эканлигини оламиз. 

Шундай қилиб, 


2
'',

2
'  xx  тенгсизликларни қаноатлантирувчи 

)'','('',' RxRxxx   учун  )''1''('1'
22

xxxx  тенгсизлик 

бажарилар экан.  Бу тенгсизлик, берилган функциянинг  x  да Коши 

шартини қаноатлантиришини ифодалайди. 

 7.15-мисол. Ушбу  

)0(
1

sin)(  x
x

xf  

функция учун 0x  нуқтада Коши шартининг бажарилмаслигини кўрсатинг. 

 Исботи. 0  сон берилган бўлсин. Бу сон бўйича 00    ва 



  '',' xx  тенгсизликларни қаноатлантирувчи  

})0{\''},0{\'('',' RxRxxx   

нуқталарни топиш керакки, 

     0
''

1
sin

'

1
sin 

xx
 

тенгсизлик бажарилсин. 
2

1
0   ва )0(

)14(

2
'',

2

1
' 


 k

k
x

k
x


 нуқталар 

учун 









2

1
k  деб олсак, у ҳолда   '',' xx  тенгсизликлар бажарилади.  

  .
2

1
1

2
)14sin(2sin

''

1
sin

'

1
sin 0  


 kk

xx
 

 Демак, берилган функция учун 0x  нуқтада Коши шарти бажарилмас 

экан. 

 7.3. Чекли лимитга эга бўлган функциялар устида арифметик 

аммаллар. )( RXX   тўплам берилган бўлиб, a  унинг лимит нуқтаси 

бўлсин. )(),( xhxf  ва )(xg  лар X  тўпламда аниқланган функциялар. 

 7.4- теорема. Агар )(xf  ва )(xg  функциялар a  нуқтада лимитга эга ва 



уларнинг лимитлари мос равишда b  ва c  бўлса, у ҳолда 

),()(),()( xgxfxgxf  )0(
)(

)(
),( c

xg

xf
xkf  функциялар ҳам шу a нуқтада 

чекли лимитга эга бўлади ва ушбу     

  ,)(lim)(lim))()((lim cbxgxfxgxf
axaxax




   (I) 

  ,)(lim)(lim))()((lim cbxgxfxgxf
axaxax




   (II) 

  ,)(lim))((lim kbxfkxkf
axax




 (k - ўзгармас)   (III) 

  .
)(lim

)(lim

)(

)(
lim

c

b

xg

xf

xg

xf

ax

ax

ax







      (IV) 

муносабатлар ўринли бўлади. 

 7.2-эслатма. Юқоридаги (I) ва (II) муносабат қўшилувчилар ва 

кўпайтувчилар сони ихтиёрий чекли бўлганда ҳам ўринли. 

 7.3-эслатма. (I), (II) ва (IV) ларда )(xf  ва )(xg  функцияларнинг 

йиғиндиси, кўпайтмаси ва нисбатидан иборат бўлган функцияларнинг 

лимитга эга бўлишидан, бу функциялар ҳар бирининг лимитга эга бўлиши, 

ҳар доим ҳам келиб чиқавермайди. Масалан, 
x

xgxxf
1

sin)(,)(   функциялар 



кўпайтмаси 
x

xxgxf
1

sin)()(   бўлиб, 0x  да .0)()(
0

x

xgxf  Аммо 

0x  да 
x

xg
1

sin)(   функция лимитга эга эмас. 

 7.5- теорема. Агар a  нуқтанинг бирор )(
.

aU   атрофидан олинган x  

нинг барча қийматларида )()()( xhxfxg   тенгсизлик ўринли бўлиб, ax  

да  )(xf  ва )(xg  функциялар лимитга эга бўлиб, bxhxg
axax




)(lim)(lim  бўлса, 

у ҳолда )(xf  функция ҳам a  нуқтада лимитга эга ва bxf
ax




)(lim  бўлади. 

 7.4. Аниқмас ифодалар. Юқоридаги 7.4- теоремада )(xf  ва )(xg  

функциялардан қуйидаги икки шартни талаб қилган эдик: 1) )(xf  ва )(xg  

функциялар a  нуқтада чекли лимитга эга; 2) 
)(

)(

xg

xf
 нинг лимитига доир 

мулоҳазаларда эса, 0)(lim 


cxg
ax

 бўлсин деб фараз қилинган эди. Агар 

ax  да бу шартларнинг бирортаси бажарилмаса, яъни ax  да )(xf  ва 

)(xg  функцияларнинг ҳар бирининг лимити чексиз ёки 
)(

)(

xg

xf
 нинг лимити 



қаралганда, 0)(lim 


xg
ax

 бўлиб қолса. у ҳолда  6- § да батафсил ўрганилган 

аниқмасликлар каби турли хил аниқмас ифодаларга келамиз. Жумладан:  

1) 0)(lim,0)(lim 


xgxf
axax

  бўлса, уларнинг 
)(

)(

xg

xf
 нисбати 

0

0
 кўринишдаги 

аниқмасликни ифодалайди; 2) 


)(lim,)(lim xgxf
axax

 бўлса, уларнинг 

)(

)(

xg

xf
 нисбати 




 кўринишдаги аниқмасликни ифодалайди; 3) 




)(lim,0)(lim xgxf
axax

 бўлса, уларнинг )()( xgxf   кўпайтмаси 0  

кўринишдаги аниқмасликни ифодалайди. 4) ),()(lim 


xf
ax

 

)()(lim 


xg
ax

 бўлса, у ҳолда )()( xgxf   ифода   кўринишдаги 

аниқмасликни ифодалайди. Бу ҳолларда ax  да )(xf  ва )(xg  

функцияларнинг ўз лимитларига қандай интилиш хусусиятларига қараб 

)()(),()(,
)(

)(
xgxfxgxf

xg

xf
  ифодаларнинг характерини аниқлаш 

аниқмасликни очиш деб юритилади.  

 7.16- мисол.  Ушбу   
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1
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1
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лимитларни ҳисобланг. 

 Ечилиши. 


















 2
cos2

2
sin3

3

5
lim) 32

2

2

1

xx

x

xx
a

x


. Қўшилувчиларнинг 

ҳар бирининг 1x  даги лимитини ҳисоблаймиз. Биринчи қўшилувчи каср 

функция бўлиб, унинг сурат ва махражи ҳам 1x  чекли лимитга эга бўлгани 

учун, унинг лимитини I-IV қоидалар бўйича ҳисоблаймиз, яъни  

.
2

7

3limlimlim

5limlimlimlim

)3(lim

)5(lim

3

5
lim

111

1111

2

1

2

1

2

2

1


























xxx

xxxx

x

x

x xx

xxx

x

xx

x

xx
 

 Иккинчи ва учинчи қўшилувчиларнинг 1x  даги лимитлари мавжуд 

бўлгани учун, уларнинг лимитларини II ва III қоидалар бўйича ҳисоблаймиз.  

  

.0
2

coslim
2

coslim
2

coslim2)
2

cos2(lim

;3
2

sinlim
2

sinlim3)
2

sin3(lim

111
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Шундай қилиб, 7.4- теорема ва 7.2-эслатмага кўра,    

  

.
2

1
03

2

7

2
cos2lim

2
sin3lim
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5
lim

2
cos2

2
sin3
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5
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Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

 > limit(((x^2+x+5)/(x^2-

 3))+3*(sin(x*Pi/2))^2+2*(cos(x*Pi/2))^3,x=1); 

-1

2
. 

 
12

1
lim)

2

2

0 



 xx

x
b

x
. Бунда, 01)12(lim,1)1(lim 2

0

2

0



xxx

xx
 

бўлгани учун IV қоидани қўллаш мумкин:  

   
 

 
.1

1

1

12lim

1lim

12

1
lim

2

0

2

0
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2

0




















 xx

x

xx

x

x

x

x
 

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

> limit(((x^2-1)/(2*x^2-x-1)),x=0); 

1
. 



 
12

1
lim)

2

2

1 



 xx

x
с

x
. Бу лимитни ҳисоблашда 7.4- теоремани қўллаш 

мумкин эмас, чунки 0)12(lim,0)1(lim 2

1

2

1



xxx

xx
, яъни 7.4- теоремадаги 

0)(lim 


cxg
ax

 шарт бажарилмаяпти. Берилган ифоданинг 0x  даги лимити 

0

0
 аниқмасликни ифодалайди. Бу аниқмасликни очиш учун 

12

1
2

2





xx

x
 

ифоданинг шаклини ўзгартирамиз: .

)
2

1
)(1(2

)1)(1(





xx

xx
 У ҳолда,  

.
3

2

2

3
2

2

2

1

1
lim

2

1

)
2

1
)(1(

)1)(1(
lim

2

1

12

1
lim

112

2

1





















x

x

xx

xx

xx

x

xxx
  

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

> limit(((x^2-1)/(2*x^2-x-1)),x=1); 

2

3
. 

 
12

1
lim)

2

2





 xx

x
d

x
. Бу лимитни ҳисоблашда ҳам 7.4- теоремани қўллаб 



бўлмайди, чунки берилган каср ифоданинг сурати ва махражи чекли лимитга 

эга эмас, яъни 


)12(lim,)1(lim 22 xxx
xx

. Шундай қилиб, 

12

1
2

2





xx

x
 ифода x  да 




 кўринишдаги аниқмасликни ифодалайди. Бу 

лимитни ҳисоблаш, яъни аниқмасликни очиш учун каср ифоданинг сурат ва 

махражини 2x  га бўламиз.  

   

2

2

2

2

11
2

1
1

lim
12

1
lim

xx

x

xx

x

xx










. 

Энди шакл ўзгартириш натижасида хосил бўлган каср ифоданинг лимитини 

ҳисоблашда 7.4-теоремани қўллаш мумкин. Шундай қилиб,    

   .
2

1

002

01

11
2

1
1

lim
12

1
lim

2
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2

2


















xx

x

xx

x

xx
 

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

 > limit(((x^2-1)/(2*x^2-x-1)),x=infinity); 



 

1

2
. 

 7.17- мисол. Ушбу 

    
x

xxfb
x

xfa
1

sin)();
1

1)() 2

2
  

функцияларнинг мос равишда x  да ва 0x  даги лимитларини 

ҳисобланг. 

 Ечилиши. Барча 0x  лар учун 
22

1
1

1
10

xx
  тенгсизлик 

бажарилади.  ,1)
1

1(lim
2


 xx
  чунки, .0

1
lim

2


 xx
 

 Демак, 7.5- теоремага кўра, 1
1

1lim
2


 xx
 бўлади.  

 )b . Барча 0x  бўлган x  лар учун 
222 1

sin x
x

xx   тенгсизлик ўринли 

ва 0lim,0)(lim 2

0

2

0



xx

xx
 бўлганлиги учун 7.5- теоремага асосан, 

0
1

sinlim 2

0


 x
x

x
 бўлади. 



 7.18-мисол. Ушбу      

 

0
0

0

0

lnlnlim)

);0(lim),...);2,1,0;
2

12
(

tgtglim);coscoslim);sinsinlim)

xxЕ

aaaDn
n

a

axCaxВaxA

xx

xx

xx

axaxax
















   

тасдиқларни исботланг. 

Ечилиши. )). aA  ни топиш. 0  сон берилган бўлсин. )(   

ни шундай излашимиз керакки,  ax0  тенгсизликни қаноатлантирувчи 

барча x  лар учун  

    ax sinsin     (7.13) 

тенгсизлик бажарилиши лозим. Аввало,  

          axax  ,sinsin  

муносабатлар орасидаги муносабатни (боғланишни) топамиз. Бунинг учун 

юқоридаги муносабатларнинг биринчисида шакл алмаштирамиз: 

.
2

2
2

sin2
2

cos
2

sin2sinsin0 ax
axaxaxax

ax 








  

Бунда    деб олинса,  ax0  тенгсизликни қаноатлантирувчи 



барча x  лар учун (7.13) тенгсизлик  бажарилади, яъни  ax sinsin  бўлади. 

 )b   нинг «ишлаш»ини кўрсатиш.  ax  тенгсизликни 

қаноатлантирувчи x  ларни қараймиз. Кейинги тенгсизликдан, 

2
sin

2
,

2
cos1

axaxax 



  тенгсизликларни эътиборга олсак,  

ax
axax

axaxaxax
ax

sinsin
2

cos
2

sin2

2
cos

2
sin2

2
sin2

2
2

















 

тенгсизлик ўринли эканлигини кўрамиз. 

Демак, лимитнинг Коши таърифига кўра, ax
ax

sinsinlim 


. 

Худди шундай  В) ax
ax

coscoslim 


 эканлиги кўрсатилади. 

С) (IV) формулани эътиборга олсак,       

  ,
cos

sin

coslim

sinlim

cos

sin
limlim tga

a

a

x

x

x

x
tgx

ax

ax

axax







 

0(cos a  яъни ,...)2,1;0,
12




 n
n

n
a  . 



D) 1a  бўлган ҳолни қараш етарли. 0  сон берилган бўлсин. 

0,0 xxaa
xx   ифодалар орасидаги боғланишни топиш учун 0xx aa   

ифоданинг шаклини алмаштирамиз. 

   .1000 
xxxxx aaaa  

Маълумки, .1limlim

11






n

n

n

n
aa  Бундан берилган 0  бўйича шундай  

0n  топиладики, 
0

00

0
11

11

x

nn

x
a

aa
a






 тенгсизлик ўринли бўлади. 

0

0

1

n
xx   деб олинса, тенгсизликни қаноатлантирувчи барча x  лар учун 

0

000

0
11

11

x

nxxn

x
a

aaa
a







 ёки 


1000 xxxxx aaaa  тенгсизлик 

бажарилади. Бундан эса, 0

0

lim
xx

xx
aa 


 бўлади. 

E) Равшанки, 1n  бўлганда  

.
1

)
1

1ln(
1

1
,

1
)

1
1ln(

1

1

nnnnnn






 



0  берилган бўлиб, 
2

1
  бўлсин. У ҳолда шундай 

0n  мавжуд бўлиб, 

  )
1

1ln()
1

1ln(
00 nn

 

тенгсизлик бажарилади.  

Агар 
00

0

0

11

nx

xx

n



  деб олинса, у ҳолда )1ln(lnln

0

0
0

x

xx
xx


  

айирма учун қуйидаги баҳо ўринли бўлади:  

 






 
 )

1
1ln(1ln)

1
1ln(

00

0

0 nx

xx

n
 

 ёки  








 
 )

1
1ln(1lnlnln

00

0
0

nx

xx
xx   

тенгсизлик бажарилади. Бундан эса, 00 lnlnlim,0lnlnlim
00

xxxx
xxxx




 

эканлиги келиб чиқади. 

7.5. Мураккаб функциянинг лимити. Лимитларни хисоблашда 

кўпинча қуйидаги мураккаб функциянинг лимити хакидаги теорема 



қўлланилади.  

)(xt   функция X  тўпламда аниқланган бўлиб, бу функциянинг 

қийматларидан тузилган T  тўпламда эса, )(tfy   функция аниқланган, улар  

ёрдамида мураккаб ))(( xfy   функция хосил қилинган бўлсин. Бу мураккаб 

функция X  тўпламда аниқланган, a  нуқта X  тўпламнинг лимит нуқтаси 

бўлсин. 

7.6- теорема. Агар: 1) cx
ax




)(lim  лимит ўринли бўлиб, a  нуқтанинг 

шундай )(aU
  атрофи мавжуд бўлсинки, барча )(aUx 

  лар учун cx )(  

бўлса; 2) c  нуқта T  тўпламнинг лимит нуқтаси бўлиб, btf
ct




)(lim  лимит 

мавжуд бўлса, у ҳолда ax  да ))(( xfy   мураккаб функция ҳам лимитга 

эга ва  

   )(lim))((lim tfxf
ctax 

      (7.14) 

бўлади. 

)(tf  функция c  нуқтада узлуксиз бўлган ҳолда, (7.14) тенгликни 

 )(lim))((lim xfxf
axax



               (7.15) 

тенглик кўринишида ёзиш мумкин. 



7.4-эслатма. Теоремадаги a  нуқтанинг )(aU
  атрофида cx )(  бўлсин 

деган шартни )(tf  функция ct   нуқтада аниқланган ва bcftf
ct




)()(lim   

тенгликлар ўринли бўлсин деган шарт билан алмаштириш мумкин.  

7.5-эслатма. Юқоридаги ca,  ва b  ларнинг бири чекли, иккинчиси   

ёки барчаси чексиз бўлганда ҳам 7.6- теорема ўринли бўлади.  

7.19- мисол. Ушбу  
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лимитни ҳисобланг. 

Ечилиши. Бунда қуйидаги кетма-кет алмаштиришлар оламиз: 

67564534
2
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2
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Юқоридаги ифодаларга кетма-кет 7.6-теоремани ва 7.4-эслатмани 

қўллаш натижасида  
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эканлигини оламиз. 

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

> limit(ln(3+sqrt(1+(tan(x/2)^2))),x=2*Pi); 

2 ln 2( )
. 

7.20- мисол. Ушбу 
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лимитни ҳисобланг. 

Ечилиши. Қуйидаги белгилашларни киритамиз:   ,
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    ;22;  тўпламда аниқланган. 7.6- теорема шартларини 
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Демак, 7.6- теоремага асосан,  
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эканлиги келиб чиқади.  

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

>limit(surd((2*x^2-8)/(x-2),3)+3,x=2); 

8
/1 3( )

 + 3
 

Эслатма. Мураккаб функциянинг лимити  мавжудлиги ҳақи даги 7.6- 

теорема етарли шарт бўлиб, зарурий шарт эмас.  ))(( xfy   мураккаб 

функциянинг  лимити мавжуд бўлиб, лекин  ,xt    tfy   функцияларни 

ҳар бирининг лимити мавжуд бўлмаслиги ҳам мумкин. Масалсн, 
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мавжуд. 

 7.6. Ажойиб лимитлар. Функциянинг лимитини ҳисоблашда 

қуйидаги ажойиб лимитлар муҳим рол ўйнайди: 
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(VI) формуладан натижа сифатида келиб чиқадиган ушбу 
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формулалар функция лимитини ҳисоблашда кўп қўлланилади. 

 7.21- мисол. Ушбу  
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лимитларни ҳисобланг. 

 Ечилиши. 1) Берилган 
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 каср функциянинг шаклини 

алмаштирамиз: 
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У ҳолда( III), (IV) ва (V) формулаларга асосан,  
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Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

> limit(sin(alpha*x)/sin(beta*x),x=0); 

a

b
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 деб олиб, (II)-(V) формулаларни, ҳамда 7.18-мисолнинг В) бандини 

эътиборга олсак, у ҳолда  
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 Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

 



> limit((tan(x)-sin(x))/(sin(x))^3,x=0); 

 

1

2
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  3) Бунда y
x


1
  алмаштиришни бажарамиз. x  да .0y  
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 sin
sin   ва (II), (V) формулаларни эътиборга олсак,  
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эканлигини топамиз. 

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

 > limit(x*sin(Pi/x),x=infinity); 

 
p
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 4) yx 
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 алмаштиришни бажарамиз: 
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В) тасдиқни, ҳамда (IV), (V) формулани эътиборга олган ҳолда,  
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Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

> limit(Pi/cos(x)-2*x*tan(x),x=Pi/2); 

2
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 7.22- мисол. Ушбу  
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лимитларни ҳисобланг. 

 Ечилиши. 
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. Бу касрнинг сурат ва махражига 

(VI
///

) формулани қўлласак, натижада, (IV) формулага асосан,  
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эканлигини топамиз. 

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

> limit(((x^2+4)/(x^2-4))^(x^2),x=infinity); 

e
8
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 Шундай қилиб, изланаётган лимит 2

1

e  га тенг бўлар экан, яъни 
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Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

> limit((cos(x))^(-1/(x^2)),x=0); 

.e  

 7.23- мисол. Ушбу  
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 ( -ҳақиқий сон) 

лимитларни ҳисобланг. 

 Ечилиши. 1) Берилган функциянинг шаклини қуйидагича 

ўзгартирамиз: 
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 Е) тасдиқни эътиборга олган ҳолда, (VII) формулага асосан,  
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бўлиши келиб чиқади. 

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

> limit((ln(x)-ln(a))/(x-a),x=a); 
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тенгсизлик ўринли, чунки .1
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А) тасдиқни, (VI) формулани эътиборга олсак,  
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бўлгани учун изланаётган лимит 0 га тенг бўлади, яъни 
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  формулани эътиборга олган ҳолда, берилган 

функциянинг шаклини ўзгартирамиз: 
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 (XII) формулага асосан,  
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Демак, (II) формулага асосан,  
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эканлигига ишонч ҳосил қиламиз. 
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5) Берилган функциянинг шаклини қуйидагича ўзгартирамиз: 
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 эканлигини топамиз. 

6) Лимити изланаётган функциянинг шаклини қуйидагича 

ўзгартирамиз: 
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Бунда, 0)1(coslim
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 эканлигини, ҳамда (V) ва (IX) формулаларни 

ҳисобга олган ҳолда, (II) формулага биноан, 
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эканлигини топамиз. 

 Иккита )(xf  ва )(xg  функциялар )( RXX   тўпламда берилган бўлиб, 

0)( xf , Xx ,  ҳамда a  нуқта X  тўпламнинг лимит нуқтаси бўлсин. Бу 

ҳолда даража - кўрсаткичли функциянинг лимити, D) ва Е) тасдиқларни 

ҳисобга олган ҳолда, 
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лимитни ҳисоблашда қуйидаги ҳоллар бўлиши мумкин. 
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 III. )(ln)( xfxg  кўпайтманинг ax  да бирининг лимити нул, 

иккинчисининг лимити эса чексиз бўлса, бу ҳолда, қуйидаги уч ҳол бўлиши 

мумкин: 
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 Бу ҳолларда даража-кўрсаткичли функциянинг лимитини топишда 

бирданига 7.4- теоремани қўллаб бўлмайди. 

 Бу ҳолларда  1,0, 00  кўринишдаги аниқмасликлар пайдо бўлади. 

 7.24-мисол. Ушбу  
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лимитни топинг. 
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Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

> limit(((x^2)/(x^2+1))^(1/(tan(Pi*x))),x=1,right); 

0
 

> limit(((x^2)/(x^2+1))^(1/(tan(Pi*x))),x=1,left); 
.  

 7.25- мисол. Ушбу 
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лимитни топинг. 



 Ечилиши. D), Е) тасдиқлар ҳамда, (I) формулага асосан,  
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бўлгани учун, II ҳолни эътиборга олган ҳолда 
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бўлади. 

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

> limit(((x+2)/(2*x+1))^(x^2),x=infinity); 

0
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 7.8-эслатма. Агар 
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 (XIV) 

формула ёрдамида очилади. 

 7.26-мисол. Ушбу 

    

4

4

4

5

4
lim

x

x x

x














 

лимитни топинг. 

 Ечилиши. Бу ҳолда,  

 .
5

9
1

5

4
)(]1)([,)(,

5

4
)(

4

4
4

4

4
4

4

4























x

x
x

x

x
xgxfxxg

x

x
xf  

 Шундай қилиб, (XIV) формулага биноан, 

     .
5

4
lim 954

49
lim

4

4

4

ee
x

x
x

x

x

x

x
















 

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

 > limit((((x^4)+4)/(x^4-5))^(x^4),x=infinity); 

  

 
e

9

.  



 7.27-мисол. Ушбу 
2

1

0
)(coslim x

x
x




 лимитни топинг. 

 Ечилиши. Худди 7.26- мисолдагидек, 

  

.

2

2
sin

2

12
sin2

)cos1(1
]1)([

,
1

)(,cos)(

2

2

2

22

2


























x

x

x

x

x

x

x
xf

x
xgxxf

 

(XIV) формулага асосан, 

  .)(coslim 2

12/

2
sin

lim
2

1

1

0

2

0

2

eeex

x

x

x

x

x


























 

7.28- мисол. Ушбу 

   
x

x2arctg
lim

0x
 

лимитни ҳисобланг. 

Ечилиши. Бунда, x2arctgy  алмаштиришни бажарамиз, бундан 



.
2

tg
,tg2

y
xyx    

  

y

y

y

y

y

x

x

yyx sin

cos2
lim

tg

2
lim

2arctg
lim

000 
    

эга бўламиз. 7.6- теорема билан 7.4-эслатмани, ҳамда 1
sin

lim
0


 y

y

y
 эканлигини 

эътиборга олсак, у ҳолда 7.4- теоремага асосан  

    2
sin

lim

coslim

2
2arctg

lim

0

0

0








y

y

y

x

x

y

y

x
 

эканлиги келиб чиқади.  

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

> limit(arctan(2*x)/x,x=0); 

2
. 

 7.7. Чексиз катта ва чексиз кичик функциялар.  X  тўплам берилган 

бўлиб, a  унинг лимит нуқтаси бўлсин. X  тўпламда )(x  ва )(x  функциялар 

берилган бўлсин. 



 7.11-таъриф. Агар 0)(lim 


x
ax
  бўлса, )(x  функция ax  да чексиз 

кичик функция дейилади. 

 Масалан, mxax )()(   (m - ихтиёрий бутун мусбат сон) функция ax   

да чексиз кичик бўлади, чунки .0)(lim 


m

ax
xa   

 Агар X  тўпламда аниқланган )(xf  функция ax  да b  лимитга эга 

бўлса, у ҳолда bxfx  )()(  функция ax  да чексиз кичик функция 

бўлади, чунки .0)(lim))((lim)(lim 


bxfbxfx
axaxax

  

 Демак, b  лимитга эга бўлган ҳар қандай )(xf  функцияни 

   )()( xbxf         (1) 

кўринишда тасвирлаш мумкин, бу ерда )(x  чексиз кичик функция. 

 7.12- таъриф. Агар 


)(lim x
ax
  бўлса, )(x  функция ax  да чексиз 

катта функция дейилади. 

 Масалан, 
4)1(

1
)(

x
x


  функция 1x  да чексиз катта функция 

бўлади. 

 Чексиз кичик ва чексиз катта функциялар қуйидаги хоссаларга эга: 



 1
0
. Чексиз кичик функцияларнинг йиғиндиси (айирмаси) чексиз кичик 

функция бўлади. 

 2
0
. Чексиз кичик функция билан чегараланган функцияларнинг 

кўпайтмаси чексиз кичик бўлади. 

 3
0
. Агар )0)(()( xx   чексиз кичик функция бўлса, 

)(

1

x
 чексиз катта 

функция бўлади. 

 4
0
. Агар )(x  чексиз катта функция бўлса, 

)(

1

x
 чексиз кичик функция 

бўлади. 

 5
0
. Агар ax  да )(xf  чексиз катта функция бўлса, )(xg  эса бирор 

)(aU  да cxg )(  ( cax , - бирор мусбат сон) бўлса, у ҳолда )()( xgxf  чексиз 

катта функция бўлади. 

 Эслатма. Чексиз катта функцияларнинг йиғиндиси (айирмаси) ва 

нисбати чексиз катта функция бўлмаслиги ҳам мумкин. Масалан. 0x  да 

x
xf

1
)(   ва 

x
xg

1
)(   функцияларнинг ҳар бири чексиз катта функциялар 

бўлса ҳам, уларнинг йиғиндиси,  0x  да чексиз катта функция бўлмайди, 



чунки .0
11

lim))()((lim
00











 xx
xgxf

xx
 0x  да )(xf ва )(xg  функциялар 

чексиз катта функциялар бўлса, ))()((lim
0

xgxf
x




 ни ҳисоблашда I қоидани 

қўллаб бўлмайди. Бу ҳолда, бу лимит   кўринишдаги аниқмасликни 

ифодалайди. Худди шундай, ax да 
)(

)(

xg

xf
 ифоданинг лимити ҳам 




 

кўринишдаги аниқмасликни ифодалайди.  

 Агар ax  да )(xf ва )(xg  функциялар чексиз кичик функциялар 

бўлса, уларнинг нисбати 
0

0
 кўринишдаги аниқмасликни ифодалайди. 

 7.29-мисол. Қуйидаги функцияларнинг қайси бири чексиз кичик 

функция бўлади: 

 1) ;1,
12

)(
3

2





 x

xx

xx
xf  2) ;,1)( 2  xxxxf  

 3) ;,
)1ln(

)1ln(
)(

24

2





 x

xx

xx
xf  

4) .),);
21

1
)( 


 xbxaxf

x
 



 Ечилиши. 1) 
1

1)1(

)1)(1(

)1(

)1(

)1(12
)(

2

2

2

3

2





















xx

x

xxx

x

xx

x

xx

xx
xf . 

 Демак, берилган )(xf  функция, иккита 
x

x 1
 ва 

1

1

x
 функцияларнинг 

кўпайтмаси шаклида тасвирланди. Булардан бири 
1

1

x
 функция )1(U  

атрофда чегараланган. Масалан,  )1(
2

1U  атрофда .1
1

1


x
 Иккинчиси 

x

x 1
, 

1x  да, чексиз кичик функция бўлади. 

 Шундай қилиб, берилган функция 2
0
- хоссага асосан, 1x  да чексиз 

кичик функция бўлар экан. 

 2) Берилган функциянинг шаклини қуйидагича ўзгартирамиз: 

  .

1
1

1

1

1

1
1

2

2

2





















x
x

xx
xx  

 Бундан, .0

1
1

1

1
lim

2




















x
x

x
 



 Демак, 7.11-таърифга кўра, берилган функция x  да чексиз кичик 

функция бўлади. 

 3) Ушбу 
)1ln(

)1ln(
)(

24

2






xx

xx
xf  берилган функциянинг шаклини 

қуйидагича ўзгартирамиз: 

 .

)1ln(

)1ln(
1

1

)1ln()1ln(

)1ln(

)1ln(

)1ln(
)(

2

222

2

24

2

















xx

xxxxxx

xx

xx

xx
xf  

Бунда,  D) ва Е)  тасдиқларни инобатга олган ҳолда, 

    1

)1ln(

)1ln(
lim

)1ln(

)1ln(
lim

2

2

1

2

1

2

2

2














x

x

xx

xx

xx

xx

xx
 

бўлади. 

 Шундай қилиб, 
.2

1

)1ln(

)1ln(
1

1
lim)(lim

2

2










xx

xx
xf

xx
 

  Демак, берилган функция x  да чексиз кичик функция бўлмас 

экан. 



 4).  а) ,0
21

1
lim)(lim 




 xxx
xf  чунки 



x

x
2lim . 

 Демак, бу ҳолда берилган функция x  да чексиз кичик функция 

бўлади. 

 b) ,1
21

1
lim)(lim 




 xxx
xf  чунки .02lim 



x

x
 

Бу ҳолда берилган функция x  да чексиз кичик функция эмас. 

 7.30-мисол. Ушбу 

    
65

8
)(

2

3






xx

x
xf  

функциянинг 3x  да чексиз катта функция эканлигини кўрсатинг. 

 Ечилиши. Берилган функцияни 
3

1
)(




x
xf  ва 

2

8
)(

3






x

x
xg   

кўринишда тасвирлаймиз. Бунда 
3

1
)(




x
xf  функция 3x  да чексиз катта 

функция, 
2

8
)(

3






x

x
xg  функция эса, 2x  нуқтанинг бирор атрофида, 

масалан, 








2

7
,

2

5
 атрофда  



    
4

61
42

2

8
)( 2

3





 xx

x

x
xg  

шартни қаноатлантиради. 

 Шундай қилиб, 5
0
- хоссага кўра, берилган функция 3x  да чексиз 

катта функция бўлар экан. 

 7.31- мисол. Ушбу функцияларнинг қайси бирлари чексиз катта 

функция бўлади: 

 1) ;3,
12

1

65

1
)(

22






 x

xxxx
xf   

2) ;
2

,
)sin1(

cos
)(

3 2





 x

x

x
xf  

 3) .0),0),)1()(
2/1  xbxaxxf x  

 Ечилиши. 1) Берилган функциянинг шаклини қуйидагича 

ўзгартирамиз: 

  )4)(3(12),2)(3(65 22  xxxxxxxx  

эканлигини эътиборга олган ҳолда, берилган функция учун 



  
)4)(2(

6

)3(

1

4

1

2

1

)3(

1
)(


















xxxxxx
xf  

ифодага эга бўламиз. Бундан,  

  .
)4)(2(

6
lim

)3(

1
lim)(lim

333








 xxx
xf

xxx
 

 Демак, берилган функция 3x  да чексиз катта функция бўлади. 

 2) Берилган функцияни ушбу 

  
6/13 23 2 )sin1(

sin1

)sin1(

sin1sin1

)sin1(

cos
)(

x

x

x

xx

x

x
xf












  

кўринишда тасвирлаймиз ва унинг 
2


x  даги лимитини ҳисоблаймиз: 

   .
)sin1(

sin1
lim)(lim

6/1

22







 x

x
xf

xx


 

 Демак, берилган функция  
2


x  да чексиз катта функция бўлади. 

 3) (XIV) формулага асосан, a) ва b) ҳолларда берилган функциянинг 

лимитини топамиз: 



   

.)1(limb)

,0)1(lima)

)
1

(lim
1

00

)
1

(lim
1

00

2002

2002


















eex

ex

x
x

x

x

x
x

x

x

x

x

 

 Демак, а) ҳолда, берилган функция чексиз катта эмас,  b) ҳолда эса, 

чексиз катта функция бўлади. 

 Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

 )a  

 >Limit((1-x)^(1/x^2),x=0,right)=limit((1-

 x)^(1/x^2),x=0,right); 

.0)1(lim
2

1

0




x

x
x  

)b  

> Limit((1-x)^(1/x^2),x=0,left)=limit((1- 

 x)^(1/x^2),x=0,left); 

.)1(lim
2

1

0




x

x
x  

 

 7.8.  Функцияларни солиштириш. )( f  ва )( f  белгилар. X  



тўпламда )(xf  ва )(xg  функциялар аниқланган бўлсин. Бирор a  нуқтанинг 

)(aU  атрофида )(xf  ва )(xg  функцияларни солиштирамиз. 

 7.13- таъриф. Агар шундай 0  ва 0C  ўзгармас сонлар мавжуд 

бўлиб, )(aUx   учун  

     )()( xgCxf       (1) 

тенгсизлик ўринли бўлса, у ҳолда ax  да )(xf  функция )(xg  функцияга 

нисбатан чегараланган дейилади ва ))(()( xgxf   каби ёзилади. 

 Худди шундай  xxaxax ,,0,0  да ҳам 

))(()( xgxf   каби ёзув сақланади. 

 Хусусий ҳолда, )(xf  функция )(aU
   атрофда чегараланган бўлса, у 

ax  да )1()( xf  каби ёзилади.  

 7.14-таъриф. Агар ax  да )(xf  ва )(xg  функциялар учун 

))(()( xgxf   ва ))(()( xfxg   муносабатлар ўринли бўлса, у ҳолда ax  

да )(xf  ва )(xg  функциялар бир хил тартибли функциялар деб аталади ва 

axxgxf ),()(   каби белгиланади. 



 7.7-теорема. Агар k
xg

xf

ax


 )(

)(
lim  мавжуд бўлиб, 0k  бўлса, у ҳолда )(xf  

ва )(xg  функциялар ax  да бир хил тартибли функциялар бўлади.  

 7.32-мисол. Қуйидаги функциялар жуфтининг қайси бирлари 0x  да 

бир хил тартибли функциялар бўлади: 

 1) ;4)(,cos2)( 2  xxgxxf  2) ;
12

1
)(,

2
)(




x
xg

x
xf  

 3) ;)(),
1

cos3()( 22 xxg
x

xxf   4) .sin)(,13)( sin xxgxf x   

  

 Ечилиши. 1) 0
2

1

4

2

4

cos2
lim

20


 x

x

x
 бўлгани учун 7.4- теоремага асосан, 

0x  да .4cos2 2 xx   

 2) 02ln2
12

lim2

12

1

2

lim
)(

)(
lim

000








 x

x

xg

xf x

x

x

xx
 бўлгани учун 7.4-

теоремага асосан, 0x  да .
12

12

xx
  



 3) ).
1

cos3(lim

)
1

cos3(

lim
)(

)(
lim

02

2

00 xx

x
x

xg

xf

xxx







 Бу ҳолда лимит мавжуд 

эмас, лекин берилган функциялар бир хил тартибли бўлади. 

 Ҳақиқатан ҳам,  

    .0,4
1

cos3
)(

)(
 x

xxg

xf
 

 Бундан, .)(4)( xgxf   

 Демак, (1) шарт 4C  бўлганда бажарилади. Шундай қилиб, 

)
1

cos3()( 2

x
xxf   функция 

2)( xxg   функцияга нисбатан 0x  да 

чегараланган бўлади. 

 Иккинчи томондан, .0,1
1

cos3

1

)(

)(




 x

x

xf

xg
 

Бундан, .)()( xfxg   Бу ҳолда (1) шарт 1C  бўлганда бажарилади. 

 Демак,7.14- таърифга кўра, 0x  да .)
1

cos3( 22 x
x

x   



Бу мисолдан кўринадики, 7.7- теорема берилган функцияларнинг ax  

да бир хил тартибли бўлиши учун етарли шарт бўлиб, зарурий шарт бўла 

олмас экан. 

 

 4) (X) формулага асосан, .03ln
sin

13
lim

sin

0




 x

x

x
 

 Демак, 7.7- теоремага биноан, 0x  да xx sin13sin   бўлади. 

  7.15-таъриф. Агар бирор )(aU
  атрофда аниқланган )(xf  ва )(xg  

чексиз кичик функциялар учун  

      )()()( xgxxf   

тенглик ўринли бўлиб, бунда 0)(lim 


x
ax
  бўлса, у ҳолда ax  да )(xf  

функция )(xg функцияга нисбатан юқори тартибли чексиз кичик функция 

дейилади ва у 

      ))(()( xgxf   

каби белгиланади. 

 Хусусий ҳолда, 1)( xg  бўлса, ax  да )1()( xf  ифода )(xf  

функциянинг чексиз кичик функция эканлигини англатади ( ax  да 



0)( xf ). 

 Худди юқоридагидек, ))(()( xgxf   символик ифоданинг мазмуни 

 xxxaxax ,,,0,0  да ҳам сақланади. 

 7.8-теорема. ax  да )(xf  функция )(xg  чексиз кичик функцияга 

нисбатан юқори тартибли чексиз кичик функция бўлиши учун, )(aUx 
  

учун 0)( xg  бўлиб,  

      0
)(

)(
lim 
 xg

xf

ax
 

тенглик ўринли бўлиши зарур ва етарли. 

 7.33-мисол. Қуйидаги тасдиқларнинг қайси бирлари тўғри, қайси 

бирлари нотўғри эканлигини исботланг: 

1) ;0),(cos1  xxx   2) ;0),
1

(1
2

2  x
x

x   

3) ;0),(sin2  xxx   4) .0)),(()(2  xxxDxDx   ( )(xD - Дирихле 

функцияси) 



 Ечилиши. 1) 0

2

2
sin

2
lim

2

22

2
sin

lim
cos1

lim

2

0

2

00



























 x

x

xx

xx

x
x

x

x

xxx
 бўлгани 

учун 7.8-теоремага асосан, )(cos1 xx   тасдиқ ўринли бўлади. 

 2) .0)1(lim
1

)1(
lim 22

0

2

2

0





xx

x

x

xx
 Демак, тасдиқ тўғри. 

 3) .0
sin

lim
20


 x

x

x
 Бу ҳолда, тасдиқ нотўғри. 

 4) Бу ҳолда, )()( xxDxg   функция 0x  да нулга тенг. Шундай 

xx )(  функция мавжудки, )()()( xgxxf   тенглик ўринли бўлиб, 

0)(lim
0




x
x

  бўлади.  

 Демак, 7.15- таърифга асосан, 4) тасдиқ тўғри. 

 7.16- таъриф. Агар бирор )(aU
  атрофда аниқланган )(xf  ва )(xg  

функциялар учун 

     )()()( xgxxf   



тенглик ўринли бўлиб, 1)(lim 


x
ax
  бўлса, ax  да )(xf  ва )(xg  функциялар 

ўзаро эквивалент функциялар деб аталади ва  ax  да )(~)( xgxf  деб 

белгиланади. 

 7.6- теорема. ax  да )(xf  ва )(xg  функциялар )(aU
  да 

)0)(,0)((  xfxg  ўзаро эквивалент бўлиши учун 

     1
)(

)(
lim

)(

)(
lim 

 xf

xg

xg

xf

axax
 

бўлиши зарур ва етарли. 

 Одатда, эквивалентлик тушунчаси )(xf  ва )(xg  функциялар чексиз 
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Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 
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 8-§. ФУНКЦИЯНИНГ УЗЛУКСИЗЛИГИ 

8.1. Узлуксиз функциянинг таърифлари. )(xf  функция X ( RX  ) 

тўпламда аниқланган бўлиб, a  X  тўпламнинг лимит нуқтаси ва .Xa  бўлсин 

8.1-таъриф. Агар ax   да  xf  функциянинг лимити мавжуд ва у  af  

га тенг, яъни 

   afxf
ax




lim      (8.1) 

бўлса,  xf  функция  a  нуқтада узлуксиз дейилади. 

 xa
ax

 lim  эканлигини эътиборга олган ҳолда, (8.1) тенгликни қуйидагича 

ҳам ёзиш мумкин:   ).lim(lim xfxf
axax 

  

 Демак, функция a  нуқтада узлуксиз бўлса, lim""  белгиси билан 

функциянинг характеристикаси "" f  нинг ўрнини алмаштириш мумкин. 

 8.2-таъриф (Гейне). Агар X  тўпламнинг элементларидан тузилган ва a  

га интилувчи ҳар қандай }{ nx  кетма-кетлик олинганда ҳам функциянинг унга 

мос қийматларидан тузилган   nxf  кетма-кетлик ҳамма вақт  af  га интилса, 

 xf  функция a  нуқтада узлуксиз дейилади. 

 8.3-таъриф (Коши). Агар исталган 0  сон учун шундай =(, a )>0 

сон топилсаки, функция аргументи x  нинг ах  < тенгсизликни 

қаноатлантирувчи барча қийматларида  

       )()( afxf  

тенгсизлик бажарилса,  xf  функция a  нуқтада узлуксиз дейилади. 

 



 8.4-таъриф. Агар исталган 0  сон учун шундай >0 сон топилсаки, 

функция аргументи x  нинг барча xU( a ) қийматларида  xf  функциянинг 

мос қийматлари )(xf U( f ( a )) бўлса,  xf  функция a  нуқтада узлуксиз 

дейилади (8.1-чизма). 

 Математик белгилардан фойдаланиб, 8.2-, 8.3-, 8.4-таърифларни, мос 

равишда, қуйидаги кўринишда ёзиш мумкин: 

   

     

   

       .:00

,|||:|:00

,limlim:

afUxfaUx

afxfaxx

afxfaxx n
n
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 Бунда, x - a  айирмага аргумент орттирмаси,    afxf   айирмага эса, 

функциянинг a  нуқтадаги орттирмаси дейилади. Улар, мос равишда xΔ  ва 

yΔ  ёки  afΔ  каби белгиланади: 

        ., afxfafyaxx   

Аргумент ва функция орттирмасини қуйидаги кўринишда ҳам ёзиш мумкин: 

     afxafafxax  ,     (8.2) 

 Агар  xf  функция a  нуқтада узлуксиз бўлса, (8.1) ва (8.2) 

муносабатлардан 0lim
0




f
x

Δ
Δ

 келиб чиқади. Бу эса функция узлуксизлигини 

қуйидагича таърифлаш ҳам мумкинлигини кўрсатади. 

 8.5-таъриф. Агар аргументнинг a  нуқтадаги орттирмаси xΔ  нолга 

интилганда  xf  функциянинг унга мос орттирмаси fΔ  ҳам нолга интилса, 



яъни 0lim
0




f
x

бўлса,  xf  функция a  нуқтада узлуксиз дейилади (8.2-

чизма).  

 8.1- эслатма. X  тўпламда  xf  функция аниқланган булиб, a  X  

тўпламнинг лимит нуқтаси бўлмаса, яъни 
ax

lim  xf  маънога эга 

бўлмаса,  xf  функциянинг a  нуқтада узлуксизлиги ҳақида гапиришнинг 

маъноси йўқ. 

X   R  тўпламда  xf  функция аникланган булиб, a X  эса, X  тўпламнинг 

ўнг (чап) лимит нуқтаси бўлсин. 

 8.6-таъриф. Агар  00  axax   да  xf  функциянинг ўнг (чап) 

лимити мавжуд ва у f ( a ) га тенг, яъни  

0
lim

ax
   0 afxf ,       0af = f ( a ) 

(
0

lim
ax

   0 afxf ,      0af = f ( a )) 

x 
f(x) 

 a a x  

f(a) 
f(a x ) f  

y 

8.2-чизма. 

0 a 

f(x) 

f(a) 

y=f(a)+  

y=f(a)-   U (f(a)) 

0 

 U (a) 

a+  a-  

y 

x 

 8.1-чизма. 
ччxизма. 

x  



бўлса,  xf  функция a  нуқтада ўнгдан (чапдан) узлуксиз дейилади. 

 8.7-таъриф (Гейне). Агар X   тўпламнинг элементлари (нуқталари) дан 

тузилган ва ҳар бир ҳади ,...)2,1()(  naxax nn
 бўлиб, a  га интилувчи 

ҳар қандай }{ nx  олинганда ҳам,  унга мос келагн  )( nxf кетма-кетлик ҳамма 

вақт )(af  қийматга интилса, )(xf  функция a  нуқтада ўнг (чап) дан узлуксиз 

дейилади. 

 8.8-таъриф(Коши). Агар 0  сон олинганда ҳам шундай 0  сон 

топилиб, аргумент x  нинг )( axaaxa    тенгсизликларни 

қаноатлантирувчи қийматларида  )()( afxf  тенгсизлик ўринли бўлса, 

)(xf  функция a  нуқтада ўнг (чап) дан узлуксиз дейилади. 

 Маълумки, функция лимитининг Гейне ва Коши таърифлари ўзаро 

эквивалент бўлгани сингари функциянинг нуқтадаги узлуксизлигининг Гейне 

ва Коши таърифлари ҳам ўзаро эквивалент бўлади. 

 8.9-таъриф. Агар  xf  функция X ( RX  ) тўпламнинг хар бир 

нуқтасида узлуксиз бўлса,  xf  функция X  тўпламда узлуксиз дейилади. 

 8.10-таъриф. Агар  xf  функция ( a ,b ) оралиқда узлуксиз бўлиб, x =a  

нуқтада ўнгдан, x =b  нуқтада эса чапдан узлуксиз бўлса,  xf  функция [ a ,b ] 

кесмада узлуксиз дейилади. 

 8.1-теорема.  xf  функциянинг a  нуқтада узлуксиз бўлиши учун 

     afafaf  00  тенгликнинг бажарилиши зарур ва етарлидир. 

 8.1-мисол. Ушбу функциянинг берилган a  нуқтада узлуксиз 



эканлигини исботланг: 
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5)   .,4 axxxf   

 Ечилиши. )1  Биринчидан, x2 да   32 )5(  xxf  функциянинг 

лимити, чекли лимитга эга бўлган функциялар устидаги арифметик амалларга 

асосан (I-II формулаларга қ.), мавжуд, яъни 

                                       ,1)5(lim 32

2



x

x
 

иккинчидан, бу функциянинг 2x  нуқтадаги қиймати ҳам 1  га тенг. 

Демак, берилган    32 5 xxf  функция, 8.1-таърифга асосан, 2a  

нуқтада узлуксиздир,  

    .1)2()5(lim)(lim 52

22



fxxf

xx
 

)0()2  aax  да (III) формуладан фойдаланиб,  

   
33

11
lim,

11
lim

axax axax



 



эканлигини топамиз, яъни .
11

lim
33 axax




 
3

1
)(

x
xf   функциянинг ax   даги 

қиймати ҳам, 
3

1
)(

a
af   бўлгани учун, 8.1-таърифга асосан, 

3

1
)(

x
xf   

функция ax   да узлуксиз. 

 )3  xxf )(  функциянинг 0 ax  нуқтада узлуксизлигини Коши 

таърифи, яъни 8.3-таъриф бўйича кўрсатамиз: 0  сон берилган бўлсин. 

 )a Берилган 0  сон бўйича 0)(    ни топамиз. Бунинг учун 

аввало axax  ,  ифодалар орасидаги боғланишни топиш керак.  

Биринчи ифода шаклини қуйидагича ўзгартирамиз: 

   .
ax

ax
ax




  

0x  лар учун ax
a

ax 
1

 тенгсизликлар ўринли бўлади. 

 Демак, ax   ифода берилган   дан кичик бўлиши учун a   

деб олиш етарли. 

)b  Энди топилган   нинг «ишлашини» кўрсатамиз. aax   

бўлсин. Бундан 0, 


 x
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ax
  бўлганда  

axa 


11
 эканлигини 

эътиборга олсак,   
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axax

ax

ax
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га эга бўламиз. 

 Демак,   aax  тенгсизликни каноатлантирувчи барча  х лар 

учун  ax  тенгсизлик ўринли бўлар экан. 

Шундай қилиб, 8.3- таърифга асосан, xxf )(  фунция 0 ax  нуқтада 

узлуксиз экан. 

 Энди, x  функциянинг 0a  нуқтада ўнгдан узлуксизлигини 

кўрсатамиз. 

 0x  тенгсизлик  20  x  тенгсизликка тенг кучли. Бунда, 2   деб 

олсак,   x0  ни каноатлантирувчи барча х нинг кийматларида x  

тенгсизлик бажарилади. Шундай қилиб, 0lim
00




x
x

 булгани учун x  

функция 0a  нуқтада ўнгдан узлуксиз экан.  

)4  )(xf  функция Rx  учун аниқланган. 0  сон берилган бўлсин.  

          )a  Берилган 0  сон бўйича 0)(    сонни шундай излашимиз 

керакки, натижада x  тенгсизликни қаноатлантирувчи барча x  лар учун  

    
x

xfxf
1

cos)0()(     (8.3) 

тенгсизлик бажарилиши керак. Бунинг учун биз, аввало, 
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x
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1

cos  

ифодалар орасидаги боғланишни топамиз: ,
1

cos x
x

x   чунки Rxx  ,0  

учун .1
1

cos 
x

 

 Демак, x  ни қаноатлантирувчи барча x  лар учун (8.3) 

тенгсизликнинг бажарилиши учун    деб олиш етарли бўлади. 

)b Энди, танланган  нинг «ишлаш»ини кўрсатамиз. x  бўлсин. 

Бундан )0(  xRx  учун 00,
1

cos1  f
x

эканлигини эътиборга олган холда, 

  0
1

cos,
1

cos1
x

x
x

xx  тенгсизлик ўринли эканлигига ишонч ҳосил 

қиламиз. Шундай қилиб, 
x

xxf
1

cos)(   функция 0x  да узлуксиз. 

5) 4)( xxf   функциянинг Ra да узлуксизлигини 8.5-таърифдан 

фойдаланиб исботлаймиз. Ra ва x  лар учун  
4322344 )()(4)(64)( xxaxaxaaxaf  . 

(I-III)формулаларни эътиборга олган ҳолда, 

  
00

limlim



xx

f 0))()(4)(64( 43223  xxaxaxa    

эканлигини  топамиз. Демак, 8.5-таърифга асосан, 4)( xxf   функция хар бир 



Ra нуқтада узлуксиз.  

8.2-мисол. Ушбу   xf = x
2

D ( x ) функциянинг x =0 нуқтада 

узлуксиз эканлигини кўрсатинг. Бу ерда D ( x ) – Дирихле функцияси. 

 Ечилиши. Ихтиёрий нолга интилувчи }{ nx  кетма-кетлик оламиз. У 

ҳолда унга мос )}({ nxf  кетма-кетлик )()( 2

nnn xDxxf   кўринишга эга бўлади. 

 Маълумки, Дирихле функцияси чегараланган. }{ nx  кетма-кетлик эса 

чексиз кичик бўлгани учун )}({ nxf   кетма-кетлик ҳам чексиз кичик бўлади. 

Демак, n  да 0)()( 2  nnn xDxxf  бўлади. Бу эса, қаралаётган 

функциянинг, 8.2-таърифга асосан, 0a  нуқтада узлуксиз эканлигини 

билдиради. 

 8.3-мисол. Ушбу  xf = 6х  функциянинг a =3 нуқтада узлуксиз 

эканлигини кўрсатинг. 

Ечилиши. Берилган функция a =3 нуқтада аниқланган. 1) >0 сон 

олиб, бу  сонга кўра, >0 сонни =3 бўлсин деб каралса, у ҳолда 3х < 

бўлганда 

)3()( fxf  = 36 х =
36

3





х

х
<

3

3х
<

3


= 

бўлади.  

 )b  Энди топилган   нинг «ишлашини» кўрсатамиз.  33 х  

бўлсин. Бундан ,36
3

3636

3

3






 x

xxx
  демак, 



 33 х  тенгсизликни қаноатлантирувчи x  нинг қийматларида 

336 x  тенгсизлик бажарилади. 

 Бу эса, 8.3-таърифга асосан, қаралаётган функциянинг a =3 нуқтада 

узлуксиз эканлигини билдиради. 

 8.4-мисол.   )1()()2;sin)1  aaxfxxf x
 функцияларнинг  aR  

нуқтада узлуксиз бўлишини кўрсатинг. 

 Ечилиши. 1)  aR  нуқтани олиб, унга  x = x - a  орттирма берамиз. 

Натижада  xf =sin x  функция ҳам ушбу у=sin( a + x )-sin a орттирмага эга 

бўлади. tcos 1, sintt ва 0< x < тенгсизликларни эътиборга олган холда, 

у = )()( afxaf  =
2

cos
2

sin2
axax 
2

2

x
= x  

муносабатга эга бўламиз. Бундан эса,  x0 да у0 бўлиши келиб чиқади. 

Демак,  xf =sin x  функция, 8.4-таърифга асосан, a R  нуқтада узлуксиздир. 

 )2 Маълумки, ,1lim 
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n
a  умумий ҳолда .1lim
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a  Демак, 

xaxf )(  

функция 0x  да узлуксиз, чунки .1)0( 0  af  Энди 
xaxf )(  функциянинг 

Rx  0  нуқтада узлуксиз эканлигини кўрсатамиз. 0x  нуқтага ихтиёрий 

0x  орттирма берамиз, Rxx 0 . 
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эканлигини эътиборга олган ҳолда, кейинги тенгликдан 

0lim
0




f
x

 бўлиши келиб чиқади. Демак, xaxf )(  функция R  да узлуксиз. 

 8.5-мисол. Ушбу  

                        x ,   x  – рационал сон бўлганда, 

  xf = - x ,  x  – иррационал сон бўлганда, 

функцияни ихтиёрий x = a  нуқтада узлуксизликка текширинг. 

 Ечилиши. Маълумки,  xf  функция a  нуқтанинг атрофида ҳам мусбат, 

ҳам манфий кийматлар кабул қилади. Агар xU(0) бўлса, )0()( Uxf   

бўлади, яъни 
0

lim
x

 xf = f (0)=0. Демак, 8.4-таърифга асосан,  xf  функция x =0 

нуқтада узлуксиз бўлади. 

 
 

Агар a0 бўлса, f ( a )0. x -рационал сон бўлганда 
ax

lim  xf = a , x -

  8.3-чизма. 

y 

x 0 



ирриационал сон бўлганда эса, 
ax

lim  xf =- a  бўлади. Бу ердан  xf  

функциянинг x = a  нуқтада узлуксиз бўлмаслиги келиб чиқади (8.3-чизма). 

 8.6-мисол. Ушбу  

 
х

1

81

1



,   x0 бўлганда; 

      xf = 0,  x =0 бўлганда, 

функциянинг x =0 нуқтада ўнгдан ва чапдан   узлуксизликка текширинг. 

 Ечилиши. Берилган функциянинг x0 да ўнг ва чап лимитларини 

топамиз: 
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 xf =
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=0= f (0+0)= f (0),  

   
00

lim
x

 xf =
00

lim
x

x

1

81

1



=1= f (0-0) f (0). 

Демак, 8.6-таърифга кўра, берилган функция x =0 нуқтада ўнгдан 

узлуксиз бўлиб, чапдан узлуксиз эмас. 

 8.7-мисол. Ушбу 
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функцияларни узлуксизликка текширинг. 

 Ечилиши. )0(  aRa1)  олайлик. 
x

x
xf

sin
)(   функциянинг a  

нуқтада узлуксизлигини 8.1-таърифга кўра кўрсатамиз.  8.4-мисолни ҳисобга 

олган ҳолда, (IV) формулага асосан, 
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Демак, берилган функция )0(  aRa  да узлуксиз экан. Энди 0a  

бўлсин. Функциянинг берилишига кўра, .1
sin

lim;1)0(
0


 x

x
f

x
 Шундай 

қилиб, 
x

x
xf

sin
)(   функция 0a  нуқтада ҳам узлуксиз бўлар экан. 

 
x
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cos)(2)   функция  R  нинг 0x  дан ташқари барча нуқталарида 



аниқланган ва узлуксиз. 0x  нуқтада узлуксизликка текшириш учун  

   ,...)2,1(
12

1
',

2

1



 n

n
x

n
x nn  

кетма-кетликларни оламиз. Равшанки, 
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 Демак, 
x

xf


cos)(   функция ўнгдан 0x  нуқтада ўнг лимитга эга эмас, 

)(xf  функциянинг жуфтлигини эътиборга олганда, у 0x  нуқтада чап 

лимитга ҳам эга бўлмайди. Шунинг учун, берилган функция 0x  нуқтада 

узлуксиз бўлмайди. 
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sin   Шартга кўра, 0x  да 0)0( f  

бўлгани учун 8.1-таърифга асосан, 
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sin)(  функция R  да узлуксиз. 

 .2)00(,2)2(lim;3)00(,323lim4)
0000

afaxaf
x

x

x



 

Агар 
2

3
a  бўлса, берилган функция 0x  нуқтада узлуксиз бўлади. 

 
1

1
)(5)

3






x

x
xf  функциянинг 1x  нуқтадаги чап ва ўнг лимитларини 



топамиз: 

.3)1(lim)(lim,3)1(lim
1

1
lim)(lim 2

0101

2

01

3

0101








xxxfxx

x

x
xf

xxxxx
 

 Демак, берилган функциянинг 1x  нуқтадаги чап ва ўнг лимитлари 

мавжуд ва улар бир-бирига тенг, лекин функция 1x  нуқтада 

аниқланмаган, шунинг учун у бу нуқтада узлуксиз бўлмайди. 

8.2.Функция узилиш нуқталарининг турлари.  xf  функция 

X ( X  R ) тўпламда аниқланган бўлиб, a  нуқта X  тўпламнинг лимит нуқтаси 

бўлсин, a X .  

8.9-таъриф. Агар x a  да  xf  функциянинг: 



 

    8.4-чизма. 

x 

y 

x

  

0 a 

 

a

) 

y 

0 a 

 

b

) 

 

f(

а) 

 

 

y 

x 0 a 

a

) 

y 

0 a 

b

) 

f(

a) 

 

y y 

 

чизма. 

x 0 a 

 

с

) 

0 a 

d

) 

x 

f(

a) 

f(

a) 

 

x 

8.5-чизма 



1) лимити мавжуд ва чекли бўлиб, 
ax

lim    ;afbxf   

2)
ax

lim  xf = (
ax

lim  xf =);  

3) лимити мавжуд бўлмаса,  xf  функция a  нуқтада узилишга эга 

дейилади. 

Функциянинг берилган нуқтада узилишга эга бўлиш ҳолларини алоҳида қараб 

ўтамиз: 

 1-ҳол. Агар  xf  функциянинг a  нуқтадаги ўнг f ( a +0)=
0

lim
ax

  xf  ва чап 

f ( a -0)=
0

lim
ax

 xf  лимитлари мавжуд бўлиб, f ( a +0)= f ( a -0) f ( a ) муносабат 

уринли бўлса,  xf  функция a  нуқтада йўқотилиши мумкин бўлган узилишга 

эга дейилади (8.4- a ), b ) чизмалар). 

       2-ҳол. Агар x a  да  xf  функциянинг ўнг ва чап лимитлари мавжуд ва 

чекли булиб, улар бир-бирига тенг бўлмаса ( f ( a -0) f ( a +0)),  xf  функция 

a  нуқтада биринчи тур узилишга эга дейилади (8.5- a ), b ), с), d) - чизмалар). 

 Ушбу )0()0(  afaf = h  айирмага  xf  функциянинг a  нуқтадаги 

сакраши дейилади ва уни )(af  каби белгилаймиз. 

 

 



3-ҳол. Агар x a  да  xf  функциянинг: 

1) лимити чексиз (функциянинг ўнг ва чап лимитлари чексиз) бўлса; 

2) ўнг ва чап лимитларидан ҳеч бўлмаганда биттаси мавжуд бўлмаса; 

3) ўнг ва чап лимитларидан бири чексиз ёки ўнг ва чап лимитлари турли 

ишорали чексиздан иборат бўлса,  xf  функция a  нуқтада иккинчи тур 

узилишга эга дейилади (8.6- a ), b ), c), d), e) чизмалар). 

x a 

y 

x 0 

a) 

a 

y 

0 

b) 

a 

y 

0 x 

 

c) 

a 

y 

 

x 
0 

d) 

a 

y 

x 0 

e) 
     8.6-чизма. 



Агар чап f ( a -0) ёки ўнг f ( a +0) лимитлардан ҳеч бўлмаганда бири  га 

тенг бўлса, x = a  нуқта чексиз узилиш нуқтаси дейилади (8.6- a ), b ), c), d), e) 

чизмалар). 

8.8-мисол. Ушбу  

                       x
4
,  x 0 бўлганда, 

 xf =  

                        2,  x =0 бўлганда, 

 

функцияни узлуксизликка текширинг.                                 

 Ечилиши. Равшанки, берилган 

функциянинг x =0 нуқтадаги чап лимити 

00
lim

x
x

4
=0= f (0-0) ва ўнг лимити 

00
lim

x
 xf =

00
lim

x
x

4
=0= f (0+0) мавжуд бўлиб, лекин 

f (0-0)= f (0+0)2= f (0) тенг эмас. Демак, бу 

функция x =0 нуқтада йўқотилиши мумкин 

бўлган узилишга эга (8.7-чизма). 

 8.9-мисол.     xf =[ x ] функцияни 

узлуксизликка текширинг. 

 Ечилиши. x =n  ( n Z ) нуқтада берилган 

функциянинг хос қийматини ва ўнг ҳамда чап 

лимитларини топамиз: 

8.8-чизма. 

y 

x 0 1 

-1 

2 
-2 

y 

x 0 

8.7-чизма. 

1 -1 

1 
2 



 f ( n )=[ n ]= n ,   
0

lim
nx

 xf = n = f ( n )0 ,   
0

lim
nx

 xf = 1n = f ( n )0 . 

Демак, берилган функция x = n  нуқтада биринчи тур узилишга эга 

бўлади (8.8-чизма). 

8.10-мисол. Ушбу 

               
7

1
(2 x

2
+5), -< x 1 бўлганда; 

  xf =      5-4 x , 1< x <3 бўлганда; 

       x  -5, 3 x < бўлганда,            

функцияни узлуксизликка текширинг. 

 Ечилиши. Берилган функция (-;) да аниқланган ва (-;1), (1;3), (3;) 

ларда узлуксиз бўлиб, у фақат x =1 ва x =3 нуқталарда узилишга эга бўлиши 

мумкин.  Берилган функциянинг x =1 нуқтадаги бир томонли лимитларини 

ҳисоблаймиз: 

                        f (1-0)=
01

lim
x 7

1
(2 x

2
+5)=1,         f (1+0)=

01
lim

x
 (5-4 x )=1. 

 Маълумки, x =1 нуқтада берилган функциянинг киймати биринчи 

аналитик ифода билан аниқланади: 

                                     f (1)=
7

1
(2 1

2  
+ 5)=1. 

Демак, f (1-0)= f (1+0)= f (1)=1 булгани учун, 8.1-теоремага асосан, берилган 

функция x =1 нуқтада узлуксиз бўлади. 

 Энди  xf  функциянинг x =3 нуқтада чап ва ўнг лимитларини 

ҳисоблаймиз: 



                      f (3-0)=
03

lim
x

(5-4 x )=-7,             f (3+0)=
03

lim
x

( x -5)=-2. 

Бу ердан           f (3-0) f (3+0)= f (3). 

 Демак,  xf  функция x =3 нуқтада 1-тур узилишга эга бўлиб, унинг x =3 

нуқтадаги сакраш катталиги  

                             )03()03(  ff = 72 =5 

бўлади. 

 8.11-мисол. Ушбу     tgxarctgxf       ( x(-
2


+k; 

2


+k), kZ ) 

функцияни x =
2


 нуқтада узлуксизликка текширинг. 

 Ечилиши.  xf  функциянинг x =
2


 нуқтада чап ва ўнг лимитларини 

ҳисоблаймиз: 

                               
0

2

lim



x

 xf =     ,
2

lim
0

2







arctgtgxarctg
x

 

                               
0

2

lim



x

 xf =
0

2

lim



x

arctg(tg x )=arctg(-)=-
2


, 

бу ердан 
0

2

lim



x

 xf 
0

2

lim



x

 xf , демак 

2

lim


x

 xf  мавжуд эмас. 

 Шундай килиб, x =
2


 нуқта берилган функция учун биринчи тур узилиш 

нуқтаси бўлар экан. 



 8.12-мисол. Ушбу  xf =4 3

1

х +2 

функцияни x 1=3 ва x 2=4  нуқталарда узлуксизликка текширинг. 

 Ечилиши.  xf  функциянинг 31 x  нуқтада чап ва ўнг лимитларини 

ҳисоблаймиз: 

                                
03

lim
x

 xf =
03

lim
x

( 4 3

1

х +2)=2, 

                                
03

lim
x

 xf =
03

lim
x

( 4 3

1

х +2)=. 

 Демак, функциянинг нуқтада узилишга эга бўлишининг 3-ҳолига асосан, 

берилган функция x 1=3 нуқтада 2-тур узилишга эга бўлади. Энди  xf  

функциянинг x 2=4 нуқтада чап ва ўнг лимитларини ҳисоблаймиз: 

                                
04

lim
x

 xf =
04

lim
x

(4 3

1

х +2)=6, 

                               
04

lim
x

 xf =
04

lim
x

(4 3

1

х +2)=6,        f (4)=4 34

1

 +2=4+2=6. 

Демак, 8.1-теоремага асосан, f (4-0)= f (4+0)= f (4), яъни берилган  xf  

функция x 2=4  нуқтада узлуксиз бўлади. 

 8.13-мисол.   
x

xf
1

cos 2
  
функцияни узлуксизликка текширинг. 

 Ечилиши. Берилган  xf  функция 0x  нуқтада аниқланмаган, шунинг 

учун 0x  нуқтанинг атрофидан нолга интилувчи ихтиёрий иккита кетма-

кетлик оламиз:   



 Nn
n

x n 


1
' ,        

)21(

2
''

nn
x





  ( nN). 

Бу кетма-кетликларнинг хар бири n да .0'',0'  nn xx  Функциянинг бу 

кетма-кетликларга мос келган кийматлари кетма-кетликлари n да ҳар хил 

лимитларга интилади, яъни  

                               1
'

1
coslim 2 


n

n x
,   0

''

1
coslim 2 


n

n x
 
 .
  

 Демак, 8.2-таърифга асосан,  
x

xf
1

cos 2   функциянинг x0 да лимити 

мавжуд эмас. Шунинг учун, берилган функция x =0 нуқтада 2-тур узилишга 

эга бўлади.  

 8.14-мисол. а нинг кандай қийматларида   

                       сos x ,  x0 бўлганда, 

     xf =  

                        a ( x -1)
2
,  x >0 бўлганда, 

функция x 0=0 нуқтада узлуксиз бўлади? 

 Ечилиши. Берилган функция x 0=0 нуқтада узлуксиз бўлиши учун, 

қуйидаги 
00

lim
x

 xf =
00

lim
x

 xf = f (0) тенглик бажарилиши керак. Буни  

текшириш учун функциянинг  чап ва ўнг лимитларни ҳисоблаймиз: 

                              
00

lim
x

 xf =
00

lim
x

cos x =1,     

                              
00

lim
x

 xf =
00

lim
x

a ( x -1)
2
= a , f (0)=1. 



Демак, а=1 бўлганда берилган функция x 0=0 нуқтада узлуксиз бўлар экан, 

а1 қийматларда функция узилишга эга. 

8.15- мисол. a  ва  b  нинг қандай қийматларида  берилган функция 

узлуксиз бўлишини  Maple тизимидан фойдаланиб кўрсатинг: 
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xvaxbax

xx

xf

1,

10,

0,1
2

 

Ечилиши. 

 

> f:=x->piecewise(x<=0,(x-1)^2,x>0 and x<1, a*x+b,x>=1,sqrt(x)); 

  ),1,,10,1,0(:
2

xxbaxxandxxxpiecewisexf   

> s1:=limit(f(x),x=0,left)=limit(f(x),x=0,right); 

s1 := 1 = b
 

> s2:=limit(f(x),x=1,left)=limit(f(x),x=1,right); 
s2 := a + b = 1

 
> solve({s1,s2},{a,b}); 

b = 1, a = 0{ }
 

 > plot(f(x),x=-1..2,thickness=2, color=black); 



 
 

     8.9-мисол. 

 

 8.16-мисол.  xf =
1

12





х

х
 функциянинг x 0=1 нуқтадаги кийматини 



шундай танлаш керакки, натижада берилган функция узлуксиз бўлсин. 

 Ечилиши. Берилган функциянинг x10 да лимитларини 

ҳисоблаймиз: 

                              
01

lim
x

 xf =
01

lim
x

 
1

12





х

х
=

01
lim

x
( x +1)=2. 

Агар f (1)=2 деб олсак, x =1 да функция узлуксиз бўлади, яъни   

                         
1

12





х

х
,  x1 бўлганда, 

  xf =  

                          2,  x =1 бўлганда. 

 8.17-мисол. Ушбу 
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функцияларнинг узилиш нуқталари ва уларнинг турларини аниқланг, 

функциянинг биринчи тур узилиш нуқталаридаги сакрашини топинг.



 Ечилиши. 1) Берилган функциянинг 2,0  xx  нуқталардаги чап ва 

ўнг лимитларини топамиз: 

  

.1)1(lim)(lim,9)1(lim)(lim

;1)1(lim)(lim,1
1

1
lim)(lim

0202

2

0202

2

00000000












xxfxxf

xxf
x

xf

xxxx

xxxx  

Демак, берилган функциянинг узилиш нуқталари 0x  ва 2x  бўлиб, 

улар биринчи тур узулиш нуқталари бўлиб ҳисобланади, узилиш 

нуқталаридаги сакрашлари 

   .101091)2(,211)0(  ff  

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

> y:=piecewise(x<0,1/(x-1),0<= x and x<= 2,(x+1)^2,x>2,1-x); 

 























xx

xandxx

x
x

y

2,1

20,)1(

0,
1

1

: 2  

> Limit(y,x=0,left)=limit(y,x=0,left);Limit(y,x=0,right)= 

limit(y,x=0,right); 
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> Limit(y,x=2,left)=limit(y,x=2,left);Limit(y,x=2,right)= 

limit(y,x=2,right); 
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lim 2
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2) Маълумки,  
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xx
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3x  нуқта, берилган функция учун узилиш  нуқтаси бўлади. 
3

3
)(






x

x
xf  

функциянинг 3x  нуқтадаги ўнг ва чап лимитларини топамиз:  
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lim)(lim,1
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lim)(lim
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xf
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xf

xxxx
 

Демак, 3x  нуқта берилган функция учун биринчи тур узилиш  нуқта 

бўлиб, функциянинг бу нуқтадаги сакраши .2)3( f  

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

> readlib(singular):singular(abs(x+3)/(x+3),x); 

x = -3{ }
 

> Limit(abs(x+3)/(x+3),x=-3,left)=limit(abs(x+3)/(x+3),x=-3,left); 

 1
3

3
lim

3




















 x

x

x
 

> Limit(abs(x+3)/(x+3),x=-3,right)=limit(abs(x+3)/(x+3),x=-3,right); 
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4
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xxx
xf  ункция учун 2,2  xx  нуқталар 

иккинчи тур узилиш нуқталари бўлади, чунки   
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lim)(lim
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lim)(lim
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Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

> readlib(singular):singular(1/(x^2-4),x); 



x = -2{ }, x = 2{ }
 

> Limit(1/(x^2-4),x=-2,left)=limit(1/(x^2-4),x=-2,left); 










 4

1
lim

22 xx
 

> Limit(1/(x^2-4),x=-2,right)=limit(1/(x^2-4),x=-2,right); 
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1
lim

22 xx
 

> Limit(1/(x^2-4),x=2,left)=limit(1/(x^2-4),x=-2,left); 
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1
lim

22 xx
 

> Limit(1/(x^2-4),x=2,right)=limit(1/(x^2-4),x=2,right); 
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1
lim

22 xx
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4) Маълумки,  
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32

1
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  функция учун 0x  ва 1x  нуқталар узилиш нуқталари 

бўлади.   .
)1(

1
lim

20






 xx

x

x
 Демак, 0x  нуқта иккинчи тур узилиш нуқтаси 

бўлади. Энди 1x  нуқтада функциянинг ўнг ва чап лимитларини 



ҳисоблаймиз: 
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Шундай қилиб, 1x  нуқта берилган функция учун биринчи тур узилиш 

нуқтаси бўлиб, функциянинг бу нуқтадаги сакраши .2)1( f  

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

> readlib(singular):singular(abs(x-1)/(x^2-x^3),x); 

x = 1{ }, x = 0{ }
 

> Limit(abs(x-1)/(x^2-x^3),x=0,left)=limit(abs(x-1)/(x^2-x^3),x=0,left); 

,
1

lim
320




















 xx

x

x
 

> Limit(abs(x-1)/(x^2-x^3),x=0,right)=limit(abs(x-1)/(x^2-x^3),x=0,right); 
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1
lim

xx
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x
 

> Limit(abs(x-1)/(x^2-x^3),x=1,left)=limit(abs(x-1)/(x^2-x^3),x=1,left); 

1
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lim
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> Limit(abs(x-1)/(x^2-x^3),x=1,right)=limit(abs(x-1)/(x^2-x^3),x=1,right); 
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2

22 )1()1(
)(  функция учун 0x  ва 1x   узилиш 

нуқталари бўлиб, бунда, равшанки, 1x  нуқта иккинчи тур, 0x     нуқта эса, 

йуқотилиши мумкин бўлган узилиш нуқтаси бўлади, чунки 
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)1()1(
lim

22

0

22

0

22

0

22

1









































x

x

x

x

x

xx

xx

xx

xx

xx

xx

x

xx

x

  

эканлигини ҳисобга олсак, 0x  нуқта ҳақиқатан ҳам йўқотилиши мумкин 

бўлган узилиш нуқтаси бўлиб, ундаги функциянинг сакраши 0)0( f  

бўлади. 

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

> readlib(singular):singular(((x+1)^2-(x-1)^2)/(x^2-x),x); 

x = 1{ }
 

> Limit(((x+1)^2-(x-1)^2)/(x^2-x),x=1,left)=limit(((x+1)^2-(x-1)^2)/(x^2-

x),x=1,left); 
















 xx

xx

x 2

22

1

)1()1(
lim . 

> Limit(((x+1)^2-(x-1)^2)/(x^2-x),x=1,right)=limit(((x+1)^2-(x-1)^2)/(x^2-

x),x=1,right); 














 xx

xx

x 2

22

1

)1()1(
lim . 

> Limit(((x+1)^2-(x-1)^2)/(x^2-x),x=0,left)=limit(((x+1)^2-(x-1)^2)/(x^2-

x),x=0,left); 

4
)1()1(

lim
2

22

0














 xx

xx

x
. 

> Limit(((x+1)^2-(x-1)^2)/(x^2-x),x=0,right)=limit(((x+1)^2-(x-1)^2)/(x^2-

x),x=0,right); 

4
)1()1(

lim
2

22

0














 xx

xx

x
. 

 

8.3. Узлуксиз функцияларнинг хоссалари.  

1) Нуқтада узлуксиз бўлган функциянинг локал хоссалари.  xf  

функция X  тўпламда аниқланган бўлсин. X  тўпламдан бирор a X  нуқта 

олиб, бу нуқтанинг шу X тўпламга тегишли бўлган етарли кичик U( a ) 

атрофини қарайлик.  

1
0
. Агар  xf  функция a  нуқтада узлуксиз бўлса, у ҳолда a  нуқтанинг 

етарли кичик атрофида функция чегараланган бўлади, яъни  



               >0 C>0:   xU( a )  )(xf C. 

2
0
. Агар  xf  функция a  нуқтада узлуксиз ва f ( a )0 бўлса, f ( a ) сон 

билан a  нуқтанинг етарли кичик атрофида  xf  функциянинг ишораси бир 

хил бўлади, яъни  

               >0 :   xU( a )  sign  xf =sign f ( a ). 

Натижа. Агар  xf  функция a  нуқтада узлуксиз бўлиб, бу нуқтанинг 

етарли кичик атрофидан олинган x  нуқталарда ҳам мусбат, ҳам манфий 

ишорали кийматларни кабул килаверса, функциянинг a  нуқтадаги киймати 

нолга тенг бўлади. 

3
0
. Агар  xf  функция a  нуқтада узлуксиз бўлса, a  нуқтанинг етарли 

кичик атрофидан олинган 'x  ва ''x  нуқталар учун )''()'( xfxf  < тенгсизлик 

ўринли бўлади, бунда >0 сон. 

Функциянинг нуқта атрофидаги хусусиятларига унинг локал 

хусусиятлари дейилади.  

8.4. Узлуксиз функциялар устида амаллар. Узлуксиз функциялар 

учун қуйидаги тасдиқлар ўринли: 

8.2-теорема. Агар  xf  ва g( x ) функциялар X  R  тўпламда аниқланган 

бўлиб, уларнинг ҳар бири a X  нуқтада узлуксиз, яъни  

                          
ax

lim  xf = f ( a ),   
ax

lim g( x )=g( a )    

бўлса,  xf g( x ),   xf g( x ),  
)(

)(

xg

xf
 ( x X  лар учун g( x )0) функциялар ҳам 



шу нуқтада узлуксиз ва  

                                            ,][lim agafxgxf
ax




 

                                           ,lim agafxgxf
ax




  

                                      
ax

lim
)(

)(

xg

xf
=

)(

)(

аg

аf
    (g( a )0) 

тенгликлар ўринли бўлади. 

 8.2- эслатма. Иккита функция йиғиндиси, айирмаси, кўпайтмаси ва 

нисбати узлуксиз бўлишидан, бу функциялардан ҳар бирининг узлуксиз 

бўлиши ҳар доим ҳам келиб чиқавермайди. 

 Масалан: 1)  
x

xxf
1

cos  функция 0x  нуқтада узлуксиз, лекин бу 

функцияни ҳосил қилувчи  

       
x

xfxxf
1

cos, 21   

функциялардан биринчиси 0x  нуқтада узлуксиз, иккинчиси эса бу нуқтада 

узилишга эга. 

 2)  xf =[ x ]+{ x }= x . Берилган функция R  да узлуксиз, лекин бу 

функцияни ҳосил қилувчи f 1( x )=[ x ], f 2( x )={ x } ([ x ] – x  нинг бутун қисми, 

{ x } – x  нинг каср қисми) функцияларнинг ҳар бири x = n  ( n Z ) нуқтада 

узилишга эга. 

 8.18-мисол. Ушбу   xxxxf 3sin5 32   функциянинг Ra  нуқтада 

узлуксизлигини кўрсатинг. 



 Ечилиши.       xxhxxgxx 3,sin,   функциялар R  да узлуксиз. 

 xf  функцияни   xxxxxxxf 3sinsinsin5   кўринишда ёзамиз. У 

ҳолда, узлуксиз функциялар устидаги арифметик амалларга кўра,  xf  

функциянинг R  да узлуксизлиги келиб чиқади, яъни  




)3sin5(lim 32 x

ax
xx aaa 3sin5 32  . 

  

8.19-мисол. Ушбу  xf =
24 х

х


функциянинг Ra  да узлуксизлигини 

кўрсатинг. 

 Ечилиши.  x R  лар учун 4+ x
2
0. 8.2-теоремага асосан, берилган 

функция  x R  да узлуксиздир, чунки 22 4)4(lim,lim axax
axax




, яъни нисбат 

ҳосил қилувчи функцияларнинг ҳар бири ҳам узлуксиздир.  

Демак,  af
a

a

x

x
xf

axax








 22 44
lim)(lim . 

8.20-мисол.  Ушбу 

   
3sin6

33sin22cos5
)2;

912210344

171053
)1











x

xx
xf

xxxx

xx
xf  

функцияларни узлуксизликка текширинг. 

Eчилиши 1) Берилган функция, иккита узлуксиз функцияларнинг 

нисбати шаклида тасвирланган бўлиб, у, фақат махраж нолга айланадиган 

нуқталаридагина узулишга эга бўлиши мумкин, лекин бу ҳолда махраж 



   22234 32912104  xxxxxx  

x  учун   02132
22  xxx . Демак, махраж ҳеч қандай нуқтада нолга 

айланмайди. 

 Шундай қилиб, берилган  xf  функция икkита узлуксиз функция 

нисбати сифатида R  да узлуксиз. 

 2)  xf  функция махраж нолга тенг бўлган, яъни 03sin6 x  ёки 

 ,...2,1,0
6

)1(,
2

1
sin  nnxxx n

n 


  нуқталарда узилишга 

эга. 

Демак, берилган  xf  функция nx n
n 




6
)1( ,...)2,1,0( n  

нуқталардан ташқари R  да узлуксиз. 

8.21-мисол. Қуйидаги функцияларнинг узлуксизликка текширинг ва 

графигини чизинг:    

 
 

0,
2ln

lim)2;0,
1

1
lim)1 








x

n

x
yx

x
y

nn

nnn
.   

    

     Ечилиши. 1) Агар 0x  бўлса, 1y  бўлади, 10  x  бўлганда эса, 

0lim 


n

n
x  Демак, 1y  .      Агар 1x  бўлса, у ҳолда 



n

n
xlim .  Бу ҳолда 0y  

бўлади. Агар 1x  бўлса, 
2

1
у   бўлади. 



Шундай қилиб, берилган функциянинг аналитик кўриниши қуйидагича 

бўлади 

 





















.1,0

,1,
2

1

,10,1

x

x

x

у   

Бундан, 1x  нуқта берилган функция учун биринчи тур узилиш нуқтаси 

эканлигини кўриш қийин эмас. Бу функциянинг графиги 8.10- чизмада 

тасвирланган. 

             2) Агар 0x  ва 1x  бўлганда, 2lny  бўлади. 

 Агар 10  x  бўлганда, 2lny ,  21  x  бўлганда эса, 

   2ln
2

1ln2ln

lim
)2ln(

lim 



























 n

x
n

n

x
у

n

n

nn

n
.  

Агар 2x   да, 2lny  бўлади, агар 2x  бўлганда эса, xy ln  бўлади. 

Шундай қилиб, берилган функциянинг аналитик кўриниши  

   









.2,ln

,20,2ln

xx

x
у  

 шаклда бўлади.   2x  нуқтада функциянинг ўнг ва чап лимитларини 

ҳисоблаймиз: 2lnlim,2lnlim
0202




yy
xx

. Демак,       2ln20202  yyy  

тенглик ўринли бўлганлиги учун, берилган функция қаралаётган соҳада 



узлуксиз бўлади. Бу функциянинг графиги 8.11- чизмада тасвирланган.  

 

 

 

 

 

 

 

  

 

  

 8.5. Мураккаб функциянинг узлуксизлиги.  

  xfy   функция X  тўпламда,  yz   функция эса, Y  тўпламда 

аниқланган ва XE )(  бўлсин, у ҳолда улар ёрдамида   xfz   мураккаб 

функция тузиш мумкин бўлади. 

 8.3-теорема.  xfy   функция Xa  нуқтада,  yz   функция эса a  

нуқтага мос келган  afya   нуқтада узлуксиз бўлса,   xfz   мураккаб 

функция a  нуқтада узлуксиз бўлади.  

8.22-мисол. Ушбу 

   xyxyNnxy n 2sin
2

1
)3;4logsin)2);(sin)1   

2  0 х 

ln2 

у 

8.11-чизма. 

1 

2

1

 
 1   0 

 1 

x 

  

y 

8.10-чизма. 

y 



функцияларни узлуксизликка текширинг. 

 Ечилиши. 1) nxu   деб, uy sin  функцияга эга бўламиз. Маълумки, 

uy sin  функция, u  учун узлуксиз. nxu   функция эса, даражали функция 

сифатида Rx  да узлуксиз. Демак, nxy sin  мураккаб функция 3-

теоремага асосан R  да узлуксиз бўлади. 

 2) Маълумки, xu 4log 3  функция  ;0  да узлуксиз, uy sin  функция 

эса, R  да узлуксиз. Демак, мураккаб функцияларнинг узлуксизлиги ҳақидаги  

3-теоремага кўра, )4sin(log 3 xy   мураккаб функция  ;0  оралиқда 

узлуксиздир. 

 3) xu sin  деб, 2

2

1
uy   функцияни ҳосил қиламиз. Бу функция 

2

1
,0

2

1 22  uu  ёки 
2

2

2

2
,

2

2
 uu  да аниқланган ва узлуксиз. 

xu sin  функция эса, R  да узлуксиз. 

 Шундай қилиб, 
2

2

1
uy   мураккаб функция x  нинг 

2

2
sin x  

тенгсизликни қаноатлантирадиган, яъни 








 Znnxn ,
44




  

қийматларида узлуксиздир. 

 8.23-мисол. Ушбу  



 1) ;
2

1
,

23

1
2 





x

u
uu

y  2) 









;0,1

,0,1
,2

xx

xx
uuy  

 3) tgxu
u

u
y 




 ,

1

1
2

2

 

мураккаб функцияларнинг узилиш нуқталарини топинг ва узилиш турларини 

аниқланг. 

 Ечилиши. 1) 
2

1




x
u  функция 2x  нуқтада узилишга эга 

23

1
2 


uu

y  функция эса, 0232  uu  тенгликни қаноатлантирадиган u  

нинг қийматларида, яъни  1u  ва 2u  нуқталарда узилишга эга. u  нинг бу 

қийматларига мос келган x  нинг қийматларини    
2

1
2,

2

1
1







xx
 

тенгламаларни ечиш натижасида топамиз. Булардан .
2

5
;3  xx  

 Шундай қилиб, берилган мураккаб функция 3,
2

5
,2  xxx  

нуқталарда узилишга эга. Энди узилиш нуқталарининг турини аниқлаймиз. 

0
23

1
limlim

22





 uu
y

ux
 

бўлгани учун 2x  йўқотилиши мумкин бўлган узилиш нуқтаси бўлар экан. 












 23

1
limlim;

23

1
limlim

21322

2

5 uu
y

uu
y

uxu
x

 

бўлгани учун 
2

5
x  ва 

2

3
x  нуқталар 2-тур узилиш нуқтлари бўлади. 

 2) 
2uy   функция u  нинг ҳар қандай қийматида узлуксиз. 










0,1

,0,1

xx

xx
u  функция учун 0x  нуқта узилиш нуқтаси бўлиши мумкин. 

1)0(,1)00(,1)00(  uuu  бўлгани учун 0x  нуқтада )(xu  функция 

ўнгдан узликсиз, чапдан узилишга эга. 0x  нуқта атрофида  

  11)0(,1limlim,1limlim 2

100

2

100



yyuyuy

uxux
. 

Демак, берилган мураккаб функция ҳамма жойда, яъни Rx  учун 

узликсиздир. 

 3) tgxu   функция ,...)2,1,0(
2

 nnx 


 нуқталарда узилишга эга. 

2

2

1

1

u

u
y




  функция ҳар қандай u   ларда узлуксиз: 

1
1

1
limlim,limlim

2

2

22








 u

u
ytgxu

uu
xx


. Бу 

ерда .1
1

1
limlim

2

2

22







 xtg

xtg
y

xx


 



Демак, ,...)2,1,0(
2

 nnx 


 нуқталар берилган мураккаб функция 

учун йўқотилиши мумкин бўлган узилиш нуқталари бўлади. 

  

 8.6. Монотон ва тескари функцияларнинг узлуксизлиги. 

 8.4-теорема. Агар  xf  функция X  оралиқда ўсувчи (камаювчи) бўлиб 

узилишга эга бўлса, унинг узилиши фақат биринчи тур узилиш бўлади. 

 Агар  xf  функция X  оралиқда ўсувчи (камаювчи) бўлиб, унинг 

қийматлари  Y  оралиқни туташ тўлдирса (яъни функция ҳар бир y Y  

 қийматни ҳеч бўлмаганда бир марта қабул қилса) бу функция X  да 

узлуксиз бўлади. 

 8.5-теорема. Узлуксиз у=  xf  

функция ( a ,b ) да тескари x =g( y ) 

функцияга эга бўлиши учун унинг 

қатъий монотон бўлиши зарур ва 

етарлидир. 

 8.24-мисол. Ушбу у=sin x  

функция учун [-
2


;

2


] кесмада 

тескари функция мавжудми? 

 Ечилиши. Берилган функция 

[-
2


;

2


] кесмада узлуксиз ва қатъий 

2


 

2


 

2


  

2


  

1 

1 

-

1 

-

1 

x 

y y=arcsi

nx 

x=siny y=sinx 

x=arcsi

ny 

8.12-чизма. 



ўсувчи. у=sin x  функциянинг қийматлари тўплами E(sin x )=[-1;1] кесмадан 

иборат. 5-теоремага асосан, [-1;1] кесмада узлуксиз ва ўсувчи тескари 

функция мавжуд. Унинг қийматлари тўплами [-
2


;

2


] кесмадан иборат. 

Берилган функцияга тескари функция x =arcsin y  кўринишда белгиланади. [-

2


;

2


] ва [-1;1] кесмаларда мос равишда тўғри ва тескари функцияларнинг 

графиклари (8.12-чизма) да берилган. 

 

  8.7. Кесмада узлуксиз бўлган функцияларнинг хоссалари 

(глобал хоссалар). ];[ ba  кесмада аниқланган ва узлуксиз бўлган 

функцияларни қараймиз, бунда a  ва b  нуқталардаги узлуксизликлар мос 

равишда, ўнгдан ва чапдан узлуксизлик деб қаралади. 

 1
0
. Вейерштрасснинг биринчи теоремаси. Агар  xf  функция ];[ ba  

кесмада аниқланган ва узлуксиз бўлса,  xf  функция шу кесмада чегараланган 

бўлади, яъни  0C  :  x ];[ ba    )(xf C (8.13-чизма). 



 2
0
. Вейерштрасснинг иккинчи теоремаси. Агар  xf  функция ];[ ba  

кесмада аниқланган ва узлуксиз бўлса,  xf  функция шу кесмада ўзининг  

 

аниқ юқори ҳамда аниқ қуйи чегараларига эришади, яъни ];[ ba  кесмада 

шундай x 1 ва x 2 нуқталар топиладики,  

   1xf =
],[

sup
bax

{  xf },        2xf =
],[

inf
bax

{  xf } 

тенглик ўринли бўлади (8.14-чизма). 

 3
0
. Больцано-Кошининг биринчи теоремаси. Агар  xf  функция ];[ ba  

кесмада аниқланган ва узлуксиз бўлиб, кесманинг четки нуқталарида ҳар хил 

ишорали қийматларга эга бўлса, шундай x 0 (a < x 0<b ) нуқта топиладики, 

унда  xf  функция нолга айланади: f ( x 0)=0 (8.15-чизма). 

y 

y=c 

x 0 a b 

y=-c 

8.13-чизма. 

y 

x 0 a f(

b) 

8.14-чизма. 

x 1  

x
2
 

M=f(x 1

) 
 

f(a) 

   

f(x2)=m 

b 



 4
0
. Больцано-Кошининг иккинчи теоремаси. Агар  xf  функция ];[ ba  

кесмада аниқланган ва узлуксиз бўлиб, кесманинг четки нуқталарида f (a )=А, 

f (b )=B қийматлар қабул қилса, ҳамда BA   бўлса, A  ва B  сонлар орасида 

ҳар қандай C  сон олинганда ҳам a  билан b  орасида шундай c  нуқта 

топиладики, f (с)=С бўлади (8.16-чизма). 

 8.25-мисол. Ушбу    42cos xxxf x 
 

функцияни ]5;1[  кесмада 

чегараланганликка текширинг.  

 Ечилиши. Берилган функция ]5;1[   кесмада учта 

  ,cos1 xxf      4

32 ,2 xxfxf x   функциянинг йиғиндиси шаклида берилган. 

Равшанки, уларнинг ҳар бири ]5;1[   кесмада узлуксиздир. 8.2-теоремага 

асосан, берилган функция ҳам ]5;1[   кесмада узлуксиз. У ҳолда, 

Вейерштрасснинг биринчи теоремасига кўра, берилган функция ]5;1[   кесмада 

чегараланган. 

 8.3-эслатма. Вейерштрасснинг биринчи теоремаси ( a , b ) оралиқ учун 

ҳар доим ҳам ўринли эмас. Масалан,  xf =
х

1
 функция )1;0(x  да узлуксиз, 

лекин бу оралиқда чегараланмаган. Бу функция )1;0(   оралиқнинг ички ҳар бир 

нуқтасининг кичик атрофида чегараланган, лекин оралиққа тегишли бўлмаган 

нол нуқтанинг атрофида чегараланмаган. 

 8.4-эслатма. Узилишга эга бўлган функция ];[ ba  кесманинг ҳар бир 

нуқтасида аниқланган, лекин бу кесмада чегараланмаган. Масалан,  



                         10,
1

 x
х

 бўлганда, 

  xf =  

                          0,0 x  бўлганда. 



 Шундай қилиб, теоремадаги  xf  функцияга қўйилган шартларнинг ҳар 

иккаласи ҳам муҳимдир.  

y 

x 0 
a 

8.15-чизма. 
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8.16-чизма. 
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8.17-чизма. 
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x 0 

8.18-чизма. 
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  8.26- мисол. Ушбу   xf = x
3

x3   функциянинг ]3;3[ кесмада 

энг катта ва энг кичик қийматлари мавжудми? (8.17-чизма).  

  Ечилиши. Равшанки, x
3
 ва x3  функцияларнинг ҳар бири ]3;3[  

кесмада узлуксиз. 8.2-теоремага асосан, берилган  xf  функция ҳам ]3;3[   

кесмада узлуксиз. У ҳолда Вейерштрасснинг иккинчи теоремасига кўра, 

берилган функция ]3;3[   кесмада аниқ юқори ва аниқ қуйи чегараларига 

эришади:  
]3;3[

sup
x

{  xf }=   21 f ,          
]3;3[

inf
x

{  xf }=   21 f . 

 8.5-эслатма. ];[ ba  кесмада узлуксиз бўлмаган функция учун 

Вейерштрасснинг иккинчи теоремаси ўринли эмас. Масалан,  

               02,2  xx  бўлганда, 

          xf =     0,0 x  бўлганда, 

       20,2  xx  бўлганда (8.18-чизма), 

кўринишда берилиб, узилишга эга бўлган  xf  функциянинг ]2;2[  кесмада 

энг катта қиймати 2 бўлади, лекин x  нинг ҳеч қандай қийматида   2xf  

бўлмайди. Шунга ўхшаш,  xf  функциянинг ]2;2[   кесмадаги энг кичик 

қиймати –2 бўлади, лекин   2xf . 

 8.6- эслатма. (а, b ) оралиқда узлуксиз бўлган  xf  функция учун 

Вейерштрасснинг иккинчи теоремаси ўринли бўлмаслиги ҳам мумкин. 

Масалан,  xf = x  функция (0,1) да энг катта ва энг кичик қийматига 

эришмайди. (0,1) оралиқда  xf = x  функциянинг энг кичик ва энг катта 

қиймати мос равишда 0 ва 1 бўлади, лекин x(0,1) нинг ҳар қандай 



қийматида  xf 0 ва  xf 1 бўлмайди (8.19-чизма). 

 8.7- эслатма. Хусусий ҳолларда,  xf  функция ( a ,b ) оралиқда узлуксиз 

(узилишга эга) бўлса,  xf  функция шу оралиқда энг кичик ва энг катта 

қийматига эришиши мумкин. Масалан, 1) (0, 2) оралиқда берилган  xf =sin x  

функция учун   
]2;0(

sup
x

{  xf }= f (
2


)=1,  

]2;0(
inf

x
{  xf }= f (

2

3
)=-1 

бўлади.  

 2) [-1; 1] кесмада берилган  

     xf =








лгандауб 1x0  х,-

лганда,уб 0х1-  ,1



х
 

x =0 узилишга эга. Бу функция x =0 ва x =1 нуқталарда мос равишда энг катта 

ва кичик қийматига эришади:  



  
]1;1[

sup
x

{  xf }= f (0)=1, 
]1;1[

inf
x

{  xf }= f (1)=-1 (8.18-чизма). 

 

 8.27-мисол.  2;3  кесмада   233  xxxf  функциянинг ноллари 

мавжудми?   

y 

x 0 

8.19-чизма. 

1

 

1

 

y 

x 0 

8.20-чизма. 

1  

1

 

1

 

1  



  Ечилиши. Берилган функциянинг x =-3 ва x =2 нуқталардаги 

қийматларини ҳисоблаймиз:     042,0163  ff .  xf  функция  2;3   

кесмада узлуксиз ва кесманинг четларида ҳар хил қийматлар қабул қилади. У 

ҳолда, Больцано-Кошининг биринчи теоремасига кўра,  2;3  да ҳеч 

бўлмаганда битта нуқта топиладики, бу нуқтада f функциянинг қиймати 

нолга тенг бўлади:  

 f ( x 0)=0,   ( x -1)
2
( x +2)=0   x 0=1, x 0=-2,    2;3  .  

 

 Демак, берилган   233  xxxf  функциянинг  2;3  да x 1=1, x 2=-2 

ноллари мавжуд (8.21-чизма).   

x 0 

8.22-чизма. 
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-1 2
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2
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2

1
y  
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8.21-чизма. 
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8.28-мисол. Ушбу  xf =sin x  функция 









2
;

2


 кесмадаги бирор 

нуқтада, 
2

1
  қийматни қабул қиладими? 

 Ечилиши. Берилган функция 









2
;

2


 кесмада узлуксиз ва кесманинг 

четларида ҳар хил ишорали қийматлар қабул қилади: f 









2


=-1,  f 









2


=1 ва 

-11. Шартга кўра, -1
2

1
1. У ҳолда, Больцано-Кошининг иккинчи 

теоремасининг шартлари бажарилаяпти. Демак, шундай x 0 нуқта топиладики, 

f ( x 0)=
2

1
 бўлади, бунда x 0= 










2
 ;

26


 (8.22-чизма).  

 8.29-мисол. Ушбу  

    














лгандаубxx

лгандаубxx

xf




2,0,
3

1

,20,

)(

2

 

функция ]2,0[  сегментда ўзининг аниқ юқори ва аниқ қуйи чегарасига 

эришадими? 

 Ечилиши. Равшанки, берилган )(xf  функция ]2,0[  сегментда 

чегараланган. Бу оралиқда функциянинг аниқ юқори чегараси ,4M  аниқ 

қуйи чегараси .0m  Лекин, функция ]2,0[  да ўзининг аниқ юқори ва аниқ 

қуйи чегарасига эришмайди, чунки ]2,0[  сегментда функциянинг қиймати 4 га 



ёки 0 га тенг бўладиган нуқта мавжуд эмас (8.23-чизма).  

   
   8.23-чизма. 

8.30-мисол. ]2,2[  сегментда, ушбу 










лгандаубxx

лгандаубxx
xf





20),2(

,02,2
)(

2

2

 

функцияни нолга айлантирадиган нуқта мавжудми? 

 Ечилиши. ]2,2[  сегментнинг четки нуқталаридаги функциянинг 

қийматини ҳисоблаймиз: 

    .6)2(,6)2(  ff  

Берилган функция сегментнинг четки нуқталарида ҳар ишорали қийматларни 

қабул қилади, ]2,2[  сегментнинг ҳеч бир нуқтасида нолга айланмайди.  

Ҳақиқатан ҳам, ]2,2[x  учун 0)2( 2 x  ва 0)2( 2  x  бўлади. Чунки, 

берилган функция ]2,2[  да узлуксиз эмас, 0x   нуқтада узилишга эга. 

 



 

Мустақил ечиш учун мисол ва маслалар 

8.1. Ушбу 1) ,23)(  xxf   2) 3)( xxf    функциялар учун 

узлуксизликнинг ""    таърифига кўра, 1a  нуқта учун қуйидаги жадвални 

тўлдиринг. 

1) 

  2 0,5 0,01 0,001 0,0001 

       

2) 

  2 0,5 0,01 0,001 0,0001 

       

 Коши таърифдан фойдаланиб қуйидаги функцияларнинг узлуксизлигини 

кўрсатинг. 

 8.2.  xf = x
2
.  8.3.  xf = х .  8.4.  xf = х . 

 8.5. .)( arctgxxf   8.6. 









.,

,,
)(

2

2

лгандаубсониррационалxx

лгандаубсонрационалxx
xf




 

 8.7.  xf = 3 х .  8.8.   .12  xxf  8.9.  xf = .0,
1

х
х

 

 8.10.   .sin22 xxxf    8.11.  xf =
2

12
2 



х

х
.  8.11.   .cos xxf   

 8.13.   .534 2  xxxf  

 8.14. Агар )(xf  функция 0x  нуқтада узлуксиз бўлса, )(xf  функциянинг 



шу нуқтада узлуксиз бўлишини исботланг. 

 8.15. )(xf  функция 
0x  нуқтада узлуксизлигининг геометрик талқинини 

ифодаланг. 

 8.16. Агар )(xf  функция a  нуқтада узлуксиз бўлса, 

)0()()(  bcbxfx  функция 
b

ca 
 нуқтада узликсиз бўлишини 

исботланг. 

8.17.  8.24- чизмада f  функциянинг графиги берилган. 1)  Қайси 

нуқталарда f  функция узилишга  эга?  2) Ҳар бир узилиш нуқтасида f  

функция чапдан узлуксизми, ўнгданми ёки ҳар икала томондан  узулишга 

эгами, шуни аниқланг. 3) Агар узлуксизга эга бўлса, f  функция қайси 

қуқталарда йўқотиш мумкин бўлган узлуксизга эга, қайси нуқталарда 

биринчи тур узилишига. 



 
8.24-чизма 

 

8.18. 8.25-  чизмада f  функциянингграфиги берилган. Функциянинг 

узлуксизлик интегвалларини топинг. 

     



  
 8.25-чизма. 

        Берилган функция кўрсатилган нуқтада узлуксизми, йўқми, шуни 

аниқланг. Агар узлуксиз бўлмаса, узулишининг турини аниқланг. 

      8.19.    .3,13 0

2  xxxxf             8.20.    .2,4 0

2  xxxf   

      8.21.   .2
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,2,4
03

2











 x
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xx
xf  8.22.   .3
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      8.23.   .1
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xf       8.24.    .1
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x

x
x

x
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      8.25.   .0
,0,1

,0,
0

2











 x

xx

xx
xf                         

      8.26.    signxxxf 2   функциянинг графигини чизинг. Агар функция 

графиги узилишга эга бўлса, узилиш нуқталарда узилишнинг турини 

аниқланг. 

        8.27.   .
3

92






x

x
xf          8.28.     1 xxf .  

        8.29.   
















.1,

,1,0

,1,1

2 xx

x
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xf   11. 30.      ,

.1,1

11,

,1,1
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x
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        11. 31.  
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,21,1
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x

xx

x
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.3,6

,31,13

,12,1

,2,92

2

xx

xx

xx

xx

xf       

         8.33. Қуйидаги шартларни қаноатлантирувчи  xf  функция графигини 

чизинг: 1) ];3;3[)( fD  2)          ;232,113  ffff  3)  xf  функция  

1x  нуқтада чексиз узилишга ва 2x нуқтада эса сакраш узулишига эга,  

4)  xf  функция 1x  нуқтада ўнгдан, 2x нуқтадан чапдан узлуксиздир. 

         8.34-8.35 мисолларда  xf  функция 1x  нуқтадан ташқари R нинг барча 

нyқталарида аниқланган ва узлуксиз. Агар мумкин бўлса,  1f  қийматни 

шундай танланки,натижада  xf  функция бутун R да узлуксиз бўлсин. 



8.34.      .
1

12






x

x
xf 8.35.     

1

1






x

x
xf .        

         8.36.  Агар    









1,3

1,2

xAx

xx
xf функция 1x  нуқтада узлуксиз бўлса, у 

ҳолда A  ни топинг.  

        8.37.  
















xABx

xx

xBAx

xf

2,

21,3

1,

2

      учун  A  ва  B  ларни шундай топингки,  

натижада   xf  функция 1x  нуқтада узлуксиз, 2x  нуқтада эса узулишга эга 

бўлсин.  

        8.38-8.39 мисолларда  xf  функциянинг х=5 нуқтадаги қийматини 

шундай аниқлангки, натижада функция узлуксиз бўлсин. 

           8.38.    .
5

34






x

x
xf 8.39.   .

5

312






x

x
xf  

          8.40-8.41 мисолларда, берилган функциянинг қандай нуқталарда 

узлуксиз эканини аниқланг. 

         8.40.   





.lg',0

,lg',1

andabolirratsionax

andaboratsionalx
xf  

         8.41.   





.lg,

,lg',2

2 hollardaanqoxx

andabobutunxx
xf  

          8.42.   cfcnf
n




)(lim
0

    шарт   xf  функциянинг с нуқтада узлуксиз 



бўлиши учун зарурий зарурий ва етарли шарт эканлигини исботланг. 

         8.43.  xf  ва  xg  функциялар с нуқтада узлуксиз бўлсин. Агар а)   0cf  

бўлса, у ҳолда  0  мавжуд бўлиб,     ccx ,  учун   0xf  бўлишни b) 

   cgxf   бўлса, у ҳолда 0  мавжуд бўлиб,    ccx ,  учун    cgxf   

бўлишини исботланг. 

          8.44.  Агар: а)  xf узлуксиз бўлса,  xf  нинг узлуксиз бўлмаслигининг 

ҳам мумкинлигини исботланг;  b)  xf  ҳеч қаерда узлуксиз эмас, аммо  xf  

функцияга мисол қуринг. 

          8.45. Фараз қилайлик, 0  мавжуд бўлиб,   xf  учун  

          0,,,)(   ccxcxBcfxf  

шарт бажарилсин. У ҳолда  xf  фукнциянинг cx   да узлуксиз эканлигини 

исботланг. 

     8.46. Фараз қилайлик,  xf  функция  учун 

      batxtxtfxf .1   

шарт бажарилсин. У ҳолда  xf  функциянинг  ba,  интервалда узлуксиз 

бўлишини исботланг. 

8.47.    Агар  
   

4lim
0




 n

cfncf

n

 мавжуд бўлса, у ҳолда  xf  

функциянинг cx  нуқтада узлуксиз бўлишини исботланг. 

8.48.    Агар  xf  функция   ;  да узлуксиз бўлса, у ҳолда уни 

қуйидаги кўринишда тасвирлаш мумкинлигини исботланг: 



     ),(xfxfxf   бунда   ,f  да   ,f  да тоқ функция.  

8.49. Ҳеч бир нуқтада узликсиз бўлмаган фукцияга мисол келтиринг. 

8.50. Фақат: )a  битта ;0 Rx   )б  иккита ;, 10 Rxx    )в  n  та 

Rxxx n ,...,, 21  нуқталарда узлуксиз бўлиб, қолган нуқталарда узлуксиз 

бўлмаган функцияларга мисоллар келтиринг. 

 8.51. Узилишга эга бўлган функциянинг квадрати ҳам узилишга эга 

бўладими? 

 8.52. Ушбу 









.,0

,,
)(

лгандаубсониррационалx

лгандаубсонрационалxx
xf




 

функциянинг 0x  нуқтада узлуксиз, қолган нуқталарда узлуксиз эмаслигини 

исботланг. 

 8.53. Ихтиёрий кўпҳаднинг ҳар бир нуқтада узлуксиз эканлигини 

исботланг. 

 8.54. Ушбу 
)(

)(
)(

xQ

xP
xf   (бу ерда )(),( xQxP - нол бўлмаган кўпҳадлар 

бўлиб, 0)( 0 xQ ) функциянинг ҳар бир Rx 0  нуқтада узлуксизлигини 

исботланг. 

 8.55. Агар: )a  )(xf  функция бирор 0x  нуқтада узлуксиз, )(xg  функция 

эса 0x  нуқтада узилишга; )b  )(xf  ва )(xg  лар 0x  нуқтада узилишга эга бўлса, 

у ҳолда )()(),()( xgxfxgxf   функцияларнинг 0x  нуқтада узлуксизлиги 

хақида нима дейиш мумкин. 

 8.56.  1;0  кесманинг ҳар бир нуқтасида узилишга эга бўлган 



функциянинг квадрати шу кесмада узлуксиз бўладиган функцияга мисол 

келтиринг. 

 8.57. Бирор 0x  нуқтада )(xf  ва )(xg  функциялар узлуксиз бўлиб, 
)(

)(

xg

xf
 

нисбати эса, 0x  нуқтада узилишга эга бўлган функцияларга мисол келтиринг. 

 Қуйидаги функцияларнинг узилиш нуқталарини топинг, турларини 

аниқланг, 1-тур узилиш нуқталарида функциянинг сакрашини ҳисобланг 

ҳамда графигини чизинг. 

8.58. 
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,2,5
)(

3

2

xx

xx
xf    8.59. 

















.2,1

,2,10

,2,5

)(

3

2

xx

x

xx

xf  

8.60. 
2)()( signxxf  .    8.61. )()()( функциябутунxExf  . 

8.62. 
2

)(
x

xx
xf


 .           8.63. 












.0,1

,0,
)(

2

xx

xx
xf  

8.64. 























.3,6

,31,13

,12,1

,2,92

)(
2

xx

xx

xx

xx

xf   8.65. 























.3,32

,31,2

,13,2

,3,7

)(
2

xx

xxx

xx

xx

xf  

 Қуйидаги функцияларнинг узилиш нуқталарини топинг, уларнинг 

турларини аниқланг ва графикларини чизинг. 



    8.66.  xf =
3

3





х

х
.  8.67. .

1

1
)(

3x

x
xf




   

 8.68.  xf =
32

1

хх

х




. 8.69. .

65

4
)(

2

2






xx

x
xf   

8.70.  xf = x -[ x ] 8.71. .
1

1

1
1

11

)(

xx

xxxf







  

 8.72.  xf =








. 0 х1,-х

  , 0 х,22х
 8.73. .

ln

1
)(

x
xf   

8.74.  xf = 











.0 х,х-5х

, 0 х,
х

1
-  

2

   8.75. .)(

1

x
x

exf


  

 8.76. 
x

xf
1

arctg)(  .    8.77.  xf = .
9

1
2 х

  

 8.78. 

x

x

e

xf





11

1
)( . 8.79.    .cos xsignxf          8.80.  xf =

1

1

31

1

 х

.            

8.81.  xf =














.x2 ,5

2,x0 ,1)-(х

0,х- ,
2

2

х

х

 



8.82.  xf =














1.х ,2

1,х1- ,2

, -1х ,4
2

х

х

х

 

8.83.  xf =














.   х,1

, x0 ,cos

,0 х,1





х

x              

 Кўрсатилган нуқталарда берилган функцияларни узлуксизликка 

текширинг:  

8.84.  xf = 6 х,5 х;12 21
5

1

х .  

8.85. .2,1,
1

)1(
)( 21

2





 xx

x

x
xf  

8.86.  xf = 2 х,1 х;36 21
1

1

х . 

8.87. .3,3,
9

3
)( 212





 xx

x

x
xf  

8.88.  xf = 4 х,3 х;
3

4
21 





х

х
. 

8.89. .2,2,
2

4
)( 21

2





 xx

x

x
xf  



8.90.  xf = 2 х,1 х;
1

2
212


х

х
. 

8.91. .3,5,
5

34
)( 21 




 xx

x

x
xf  

8.92.  xf = 4 х,5 х,
5

3
21 





х

х
. 

8.93. .12,5,
5

34
)( 21 




 xx

x

x
xf  

8.94. .1,5,
1)5(

6167
)( 21

2





 xx

xx

xx
xf  

Қуйидаги функцияларнинг узлуксизликка текширинг ва графигини 

чизинг:   

     8.95. ,)1( 2
lim

n

n

xy 


 1x .     8.96. ,lim nn

nn

n xx

xx
y





 


  .0x    

8.97. .lim xx

xx

n nn

nn
y





 


   8.98. ,1lim

n n

n

xy 


 0x  .  

8.99. ].)1[(lim
n

n

arctgxxy 


        8.100. n xn

n

ey )1( )1(

lim




 .  

8.101. ,
2 22

2

lim nn

n

n x

x
y








 .0x   8.102.  .sin 2

lim xy n

n 

        

8.103. .
1

2

lim nx

nx

n e

exx
y








              8.104. .)1(lim xthxy 





  

Қуйидаги функциялар a  ва b  нинг қандай қийматларида узлуксиз бўлади?  



8.105.  xf =















. 1 ,4

, 1х0 ,

,  0х ,)2(
2

3

хх

bах

х

    8.106.  xf =








. 0х ,

, 0х ,12

х

ах
  

8.107.  xf =






















         1. ,

         -1,х ,

, 1х ,
1

)1(
2

2

хb

а
х

х

 8.108.   xf  












.0,

,0,
12

xa

x
x

x

 

8.109.   xf  
 













.0,

,0,
11

xa

x
x

x
n

  8.110.   xf   












.0,

,0,
31ln

9

xa

x
x

x

 

11. 111.   xf  
 








0,1

,0,
4

xxa

xchx
  8.111.   xf  















.3,

,3,
27

3
2

xa

x
x

x

  

8.113.   xf  








.1,

,1,4
2 xbaxx

xx
  

  Қуйидаги   xf   ва   xf   функцияларни узлуксизликка текширинг:  

8.114.     .4, 2xxsignxxf    8.115.        .1,1  xsignxxsignxf    

8.116.     ., 3 xxxsignxxf    8.117.       .,1 2 signxxxxxf    

Қуйидаги функцияларнинг x 0 даги қийматини шундай танлаш керакки, 

функция шу нуқтада узлуксиз бўлсин. 

8.118.   .0,
24

0 


 x
x

x
xf    8.119.      ., 0   xctgxxxf   



8.110.     0,
cos1

0

2




 x
x

x
xf .  8.111.     0,

cos1

2cos1
0 




 x

x

x
xf .  

8.112.     0,
sin

0  x
x

arctgx
xf .   8.113.    

2
,

2sin

3cos
0


 x

x

x
xf .  

8.114.     0,
1

0 


 x
x

ctgxf


   8.115.  xf =
x

xsin
, .00 x                                 

8.116.  xf =
1

1
2

3





x

x
, 10 x .  8.117.  xf =

x

x

cos1

sin 2


, .00 x                            

8.118.  xf = .0,
11

0 


x
x

x
           8.119.  xf = .0,

2
tg 0 


x

x


                          

8.130.  xf =
х

хх

3

4 2 
, .00 x  8.131.  xf = .0,

1
arctg 0 x

х
                           

8.132.  xf =
x

x

sin

121 
, x 0=0. 

 Қуйидаги функцияларнинг берилган кесмада чегараланганлигини 

кўрсатинг: 

8.133.   ].10;0[,6cossin 2  xxxxxf  

8.134.   ].4;1[,2
2

1 2sin
2




 xx
x

x
arctgxf x  

8.135.       ].3;0[,4ln2
2

 xxxxxf  8.136.  xf = ].4;4[,
4

1
2

2





x

х

х
 

 Қуйидаги функцияларнинг берилган кесмада энг катта ва энг кичик 

қийматлари мавжуд бўладими? 

8.137.   ].2;1[,3sin  xxxf x   8.138.   ].2;1[,22  xxxf  



8.139.   ].4;4[,3  xxf  

                    - 01,12  xx бўлганда, 

8.140.  xf =      0,0 x  бўлганда, 

                 10,12  xx  бўлганда,     

функция берилган соҳада энг катта ва энг кичик қийматларни қабул 

қиладими?  

 Қуйидаги тенгламаларнинг кўрсатилган кесмада ечимга эга эканлигини 

кўрсатинг: 

 8.141.  .0;1,0123  xxx  8.142.  .2;5,0,0253  xxxx  

 8.143. .
2

;0,01sin5sin 3












xxx  8.144.  .;0,01sin  xxx  

 8.145.  .32,0,12  xx  8.146.  .5;2,42  xxx  

  Қуйидаги функцияларга тескари бўлган функциялар мавжудми? 

8.147. .,63 Rxxy        8.148. .,3 1 Rxy x    8.149. ]2;(,)2( 2  xxy .        

 8.150. ,2cos xy    x 







 0 ;

2


. 8.151. ,tgxy  x 









4
 ;0


.  

8.152. 









2

3
;

2
,sin


xxy . 8.153.    .;2,2ln  xxy   

 Мустақил ечиш учун берилган мисол ва масалаларнинг 

жавоблари 

8.1. )1  

  2 0,5 0,01 0,001 0,0001 



  

3

2
 

6

1
 

300

1
 

3000

1
 

30000

1
 

  

 

 

 )2   

  2 0,5 0,01 0,001 0,0001 

  

7

2
 

14

1
 

700

1
 

7000

1
 

70000

1
 

 8.17. 1) 74,0,4  xxxx  узилиш;      2)    4x  икки 

томнлама узилиш, 0x  да ўнгдан узлуксиз, 4x да ҳар икки томондан 

узилиш, 7x  ҳар икки томондан узилиш;        3)   4x  йўқотилиши мумкин 

бўлган узилиш, 0x  биринчи  тур тузилиш. 8.18.     ]8;6(,6;3],3;3(,3;6   .

 8.19. Узлуксиз. 8.20.  Узлуксиз. 8.21. Узлуксиз. 8.22.  Йўқотилиши 

мумкин бўлган узулиш. 8.23.Биринчи тур узулиш.         8.24.  Узлуксиз. 8.25. 

Биринчи тур узулиш. 8.26. Узлуксиз. 8.27.  3x  да йўқотилиши мумкин 

бўлган узилиш. 8.28.   Узлуксиз.  8.29.  Биринчи тур узулиш. 8.30. Узлуксиз. 

8.31. 0x ва 2x    да биринчи тур узулиш. 8.32. 2x  йўқотилиши мумкин 

бўлган узилиш, 3x да биринчи тур узилиш. 

 8.33. 8.26-чизмада тасвирланган. 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8.26-чизма. 

 

8.34.   .21 f  8.35. Мумкин эмас. 8.36.  4A  . 8.37.     3,3  BBA .8.38. 

  .
6

1
5 f  8.39.  

3

1
5 f . 8.40.  Ҳамма жойда узилшга эга .  8.41. 2,0  xx   ва   

бутун бўлмаган ҳамма нуқталарда.  

8.44.  







lganda.bo'lirratsiona,1

ganlda,bo'ratsional,1

x

x
xf .8.49.  xD -Дирихли функцияси.    

 

8.50. Масалан: )a   );(xxDxf   )b     );(4 xDxxxf    

1 

2 
3 
4 
5 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 -

1 

-

2 

-

3 
-

4 

-

5 

-

6 

y 

9 -

7 

x 



        . xD n-x2-x1-x) xfc  8.51. Йўқ. Масалан:  

 







.lg',1

,',1

andabolirratsionax

ganldaboratsionalx
xf .  8.55. )a )()( xgxf   функциялар 

узилишга эга бўлади. Масалан: 1)     ;,2 signxxgxxf   2)     signxxgxxf  ,1  

)b  )()( xgxf  функция узлуксиз ҳам, узилишга эга бўлиши ҳам мумкин. 

Масалан: 1)     ;, signxxgsignxxf   2)     signxxgsignxxf 2,  .  8.56.  xD -

Дирихли функцияси.  8.57.Масалан:   ,0xxxf     .2

0

2 xxxg   8.58. 

2x биринчи тур узилиш,   12 f .    8.59. 2x биринчи тур узилиш, 

  12 f . 8.60. 0x  йўқотилиши мумкин бўлган нуқта. 8.61. nx  биринчи тур 

узилиш,   1 nf . 8.62. 0x иккинчи тур узилиш.  8.63. 0x биринчи тур 

узилиш,   10 f . 8.64. 3x биринчи тур узилиш,   13 f  8.65. 3x  

биринчи тур узилиш,   13 f .8.66. 3x   биринчи тур узилиш нуқтаси. 8.67. 

1x  да йўқотилиши мумкин бўлган узилиш. 8.68. 0x иккинчи тур узилиш, 

1x биринчи тур узилиш. 8.69. 2x  да йўқотилиши мумкин бўлган узилиш, 

3x иккинчи тур узилиш. 8.70. x =0, 1, 2, . . . , биринчи тур узилиш 

нуқталари. 8.71. 0x , 1x  йўқотилиши мумкин бўлган узилиш, 1x   

иккинчи тур узилиш. 8.72. 0x биринчи тур узилиш. 8.73. 0x  да 

йўқотилиши мумкин бўлган нуқта, 1x иккинчи тур узилиш. 8.74. 0x  

иккинчи тур узилиш. 8.75. 0x  иккинчи тур узилиш. 8.76. 0x  биринчи тур 

узилиш. 8.77. 3,3  xx  иккинчи тур узилиш. 8.78. 1,0  xx  иккинчи тур 



узилиш. 8.79. x n=
2


+ n , nZ , биринчи тур узилиш нуқталари. 8.80. 

1x биринчи тур узилиш. 8.81. 2,0  xx биринчи тур узилиш. 8.82. 

1x биринчи тур узилиш. 8.83.  xx ,0  биринчи тур узилиш. 8.84. 5 х1   

иккинчи тур узилиш , 6х2   нуқтада узлуксиз. 8.85. 11 x  йўқотилиши 

мумкин бўлган нуқта, 22 x  нуқтада узлуксиз. 8.86. 1 х1   иккинчи тур 

узилиш , 2 х2   нуқтада узлуксиз. 8.87. 31 x  йўқотилиши мумкин бўлган 

нуқта, 32 x  иккинчи тур узилиш. 8.88. 3 х1   иккинчи тур узилиш , 4 х2   

нуқтада узлуксиз. 8.89. 21 x  йўқотилиши мумкин бўлган нуқта,  22 x  

нуқтада узлуксиз. 90. 1 х1   иккинчи тур узилиш , 2 х2   нуқтада узлуксиз. 

8.91. 51 x  йўқотилиши мумкин бўлган нуқта, 32 x  нуқтада узлуксиз. 

8.92. 5 х1   иккинчи тур узилиш , 4 х2   нуқтада узлуксиз. 8.93. 51 x  

иккинчи тур узилиш , 122 x  нуқтада 

узлуксиз. 8.94. 51 x  йўқотилиши мумкин 

бўлган нуқта, 12 x  иккинчи тур узилиш. 

8.95. 1,1  xx  йўкотилиши мумкин 

бўлган узилиш нукталари. Бу функциянинг 

графиги 8.27-чизмада тасвирланган 

8.96. 1,1  xx  да биринчи тур узилиш, 

0x  да эса, йўқотилиши мумкин бўлган 

узилиш. Бу функциянинг графиги 8.28-

чизмада тасвирланган 

 1 

 y 

-1  1   0 x 

8.27-чизма. 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8.97.  0x  биринчи тур узилиш Бу функциянинг графиги 8.29-

чизмада тасвирланган.         

8.98. Узлуксиз.  Берилган 

функциянинг графиги 8.30-чизмада 

тасвирланган. 8.99.  Узлуксиз.  

Берилган функциянинг графиги 8.31-

чизмада тасвирланган.  8.100. 

Узлуксиз. Бу функциянинг графиги 

8.32-чизмада тасвирланган. 

-1 0 1  х 

-1 

1 

у 

8.28-чизма. 

  х 

-1 

1 

8.29-чизма. 

 y 
π

 



 

 

. 

 

 

 

 

 

 

 

  

8.101. 2x  йўкотилиши мумкин бўлган узилиш. Бу функциянинг графиги 

8.33-чизмада тасвирланган. 8.102.  Znnx  ,
2




 йўкотилиши мумкин бўлган 

0 1 х 

1 

у 

8.30-чизма. 8.31-чизма. 

-

1 

0 1  

х 

2 

1 

у 

2

π

 

-1 0  х 

1 

у 

8.32-чизма. 

у 4 

2 

 

0  х 

22

 

8.33-чизма. 



   
 х 

1 

у 

8.36-чизма. 

-1 

узилиш. Бу функциянинг графиги 8.34-чизмада тасвирланган: 

  

 

 

                     

 

 

 

 

 

8.103. Узлуксиз. Бу функциянинг 

графиги 8.35 -чизмада тасвирланган. 

8.104. 0x  биринчи тур узилиш. Бу 

функциянинг графиги 8.36-чизмада 

тасвирланган. 8.105. .8,12  ba   

2

π3
 0  х 

2

π
  

у 

8.34-чизма. 
2

π
 

1 

2

π3
  

   0  х 

1 

у 

  8.35-чизма. 

  1 



8.106. Шундай a  сон мавжуд эмас. 8.107. Шундай a   ва  b  сонлар мавжуд 

эмас.  8.108. 2lna . 8.109. ., Nnna  8.110. 3a . 8.111. 1a .8.111. .
27

1
a  

8.113. .1,2  ba  8.114. f (( x )) узлуксиз,  (  xf ) функция x =0 нуқтада 

узлуксиз. 8.115. f (( x )) функция x =-1 нуқтада узлуксиз, (  xf ) функция 

x =1 нуқтада узлуксиз. 8.116. f (( x )) функция x =0,  x =1 нуқталарда 

узлуксиз (  xf ) узлуксиз. 8.117. f (( x )) узлуксиз, (  xf ) функция x =0,  

x =1 нуқталарда узлуксиз. 8.118.   .
4

1
0 f  8.119.    .1f  8.110.     .20 f  

8.111.     .40 f 8.112.     .10 f  8.113.   .
2

3

2









f  8.114. Мумкун эмас . 8.115. 

Ҳа, f (0)=1. 8.116. Ҳа, f (-1)=
2

3
.    8.117. Ҳа, f (0)=2. 8.118. 

Ҳа, f (0)=
2

1
.  8.119. Мумкин эмас.  8.130. Ҳа, f (0)=

3

1
 . 8.131. 

Мумкин эмас. 8.132. Ҳа, f (0)=1. 8.137. Мавжуд. 8.138. Мавжуд. 8.139. 

Мавжуд эмас. 8.140. Мавжуд эмас. 8.146. Мавжуд.8.147. Мавжуд. 

8.148. Мавжуд . 8.149. Мавжуд. 8.150.  Мавжуд. 8.151.  Мавжуд эмас. 

8.152. Мавжуд эмас. 

 

 

 

 



x 

f(x) 

 

d N 

M 
y 

0 

9.1-чизма       

изма. 

 

 

  9-§. ФУНКЦИЯ ГРАФИГИНИНГ АСИМПТОТАЛАРИ 

 

 Функцияни текшириш жараёнида унинг графиги координаталар 

бошидан чексиз узоқлашганда, ёки бошқача айтганда, унинг ўзгарувчан 

нуқтаси чексизликка интилганда графикнинг кўринишини билиб олиш муҳим. 

 9.1-таъриф. Агар ўзгарувчи М( x , y ) нуқта функция графиги бўйича 

координаталар бошидан чексиз узоқлашганда,  xfy   функция графигидаги 

ўзгарувчи М( x , y ) нуқтадан тўғри чизиқдаги N( x 1, y 1) нуқтагача бўлган 

d=MN масофа нолга интилса, бу тўғри 

чизиқ  xfy   функция графигининг 

асимптотаси дейилади (9.1-чизма).  

 Oy  ва Ox  ўқларга параллел, ҳамда 

координата ўқларига параллел бўлмаган 

асимптоталарни қараймиз. 

 9.1. Вертикал асимптоталар. 

 xfy   функция a  нуқтанинг бирор  >0 

атрофида аниқланган, яъни xU (a ) 

бўлсин.  

 9.2-таъриф. Агар   

 
0

lim
ax

 xf ,  
0

lim
ax

 xf  



лардан бири ёки уларнинг иккаласи ҳам чексиз бўлса, x =a  тўғри чизиқ  xf  

функция графигининг вертикал ёки О y  ўққа параллел асимптотаси дейилади 

(9.2- a ),b),с),d) чизмалар).  

 Демак,  xfy   функция графигининг вертикал асимптоталарини излаш 

учун функциянинг қийматини чексизликка айлантирадиган (чексиз узилишга 

эга бўлган) ax   нуқтани топиш керак экан. Бунда ax   тўғри чизиқ 

вертикал асимптота бўлади.  

 9.1-эслатма. Умуман айтганда,  xfy   функциянинг графиги бир 

нечта вертикал асимптоталарга эга бўлиши ҳам мумкин.  

 9.1 – мисол. Ушбу  

 xf =
2

1

х
, x[-2; 3] 

 

a 

y 

0 x a 

y 

0 x 

 

a) 

 

b) 



функция графигининг вертикал асимптотасини топинг.  

  

 Ечилиши. Берилган функциянинг махражи x =2 нуқтада нолга 

айланади. x20 да берилган функциянинг лимитини ҳисоблаймиз:  

02
lim

x
 xf = 

02
lim

x
,

2

1


х 02
lim

x
 xf = 

02
lim

x


 2

1

х
. 

Демак, 9.2-таърифга кўра, берилган функциянинг графиги учун x =2 тўғри 

чизиқ вертикал асимптота бўлади (9.3-чизма).  

 9.2-мисол. Ушбу  

 

 

 

y 

a 

y 

0 x 

 

с) 

a 0 x 

     d) 

9.2-чизма 



 

  xf =ctg x  функция графигининг вертикал асимптоталарини топинг. 

 Ечилиши. Берилган функция x =n (nZ) нуқталарда 2 тур узилишга 

эга. xn0 (nZ) да берилган  функциянинг лимити  га айланади. 

Шунинг учун, 9.2-таърифга асосан, функциянинг графиги чексиз кўп вертикал 

асимптоталарга эга (9.4-чизма): x =0, x = n, x = 2,.. 

 

9.2. Горизонтал асимптоталар. 

 9.3-таъриф. Агар   

                               
)(

lim




x
x

 xf =b         (bR) 

бўлса, y =b тўғри чизиқ  x+ ( x-) да  xfy   функция графигининг 

 9.4-чизма. 

-  
0 

x 

y 

2


  

2


    

2

3
 

y 

x 

9.3-чизма 



горизонтал ёки O x  ўққа параллел асимптотаси дейилади. (9.5- a ),b),с),d) 

чизмалар).  

 9.3-мисол. Ушбу     xf =
22

2

х

х
 функция графигининг горизонтал 

асимптотасини топинг. 

 Ечилиши. Берилган функция R да аниқланган. x да 

берилган функциянинг лимитини ҳисоблаймиз:  

x
lim  xf = 

x
lim .1

2
1

1
lim

2
2

2

2






 

х

х

х

x
 

Демак, 9.3-таърифга кўра, берилган функциянинг графиги учун y =1 

тўғри чизиқ горизонтал асимптота бўлади (9.6-чизма).  



 9.4 – мисол. Ушбу  xf =
х

1
 функция графигининг вертикал ва 

горизонтал асимптоталарини топинг.  

 y=b 
 y=b 

с)  

d) 9.5-чизма. 

y y 

x x 

x x 

y y 

а

) 
b) 

 y=b  y=b 

0 0 

0 0 



Ечилиши. Равшанки, 
х

1
 функциянинг графиги учун x =0 ва y =0 тўғри 

чизиқлар, мос равишда, вертикал ва горизонтал асимптоталар бўлади:  

00
lim

x
 xf = 

00
lim

x
,

1


х
 

x
lim  xf = 

x
lim .0

1


х
 (9.7-чизма). 

 

9.3. Оғма асимптоталар.  

9.4-таъриф. Шундай k ва b чекли сонлар мавжуд бўлиб,  x+ ( x-

) да  xf  функция қуйидаги 

y 

x 

    9. 6-чизма.           9.7-чизма. 

y=1 

y 

x=
0

 

 

 x 

   y=0 



 xf =k x +b+( x ) 

кўринишда ифодаланса (бунда 
x

lim ( x )=0), Y =k x +b тўғри чизиқ  xfy   

функция графигининг оғма асимптотаси дейилади. Хусусий ҳолда k=0 бўлса, 

Y =b тўғри чизиқ горизонтал асимптотa бўлади.  

9.1-теорема.  xfy   функция графиги x да Y =k x +b оғма 

асимптотага эга бўлиши учун 

                      ,
)(

lim k
x

xf

x



 bkxxf

x



])([lim    (9.1) 

муносабатлар ўринли бўлиши зарур ва етарли.  

(9.1) лимитларни ҳисоблашда қуйидаги хусусий ҳоллар бўлади:  

1-ҳол. Аргумент x  нинг ишорасига боғлиқ бўлмаган ҳолда, ушбу      

                  
 x

xf

x

)(
lim ,

)(
lim k

x

xf

x



 

                   


])([lim kxxf
x

bkxxf
x




])([lim   

иккала лимит ҳам мавжуд ва чекли . Бу ҳолда Y =k x +b тўғри чизиқ функция 

графигининг икки томонлама оғма асимптотаси бўлади (қуйидаги 9.5-мисолга 

қаранг).  

 2-ҳол. Аргумент x  ҳам мусбат, хам манфий ишорали чексизликка 

интилганда,  ушбу 

,
)(

lim 1k
x

xf

x



    ,

)(
lim 2k

x

xf

x



  1])([lim bkxxf

x



,  2])([lim bkxxf

x



 

лимитлар мавжуд, лекин улар ўзаро ҳар хил (ҳеч бўлмаганда k1k2  ёки  



b1b2 ). Бу ҳолда Y 1= k1 x +b1 ва Y 2=k2 x +b тўғри чизиқлар функция 

графигининг мос равишда иккита бир томонли (ўнг ва чап) оғма 

асимптоталари бўлади (9.6-мисолга қаранг).  

 3-ҳол. Фақат  x+ да 

           ,
)(

lim k
x

xf

x



  bkxxf

x



])([lim  

иккала лимит ҳам мавжуд. Бу ҳолда Y =k x +b тўғри чизиқ функция 

графигининг фақат ўнг оғма асимптотаси бўлади (9.7-мисолга қаранг).  

 4-ҳол. Фақат x-  да  

               ,
)(

lim k
x

xf

x



  bkxxf

x



])([lim  

иккала лимит ҳам мавжуд. Бу ҳолда Y =k x +b тўғри чизиқ функция 

графигининг фақат чап оғма асимптотаси бўлади.  

 Агар юқоридаги ҳолларнинг барчасида k=0 бўлса, Y =b тўғри чизиқ 

горизонтал асимптота бўлади.  

 Функция графигининг асимптоталарга нисбатан жойлашишини аниқлаш 

учун  xx ,  ҳолларнинг ҳар бирида )()( bkxxf   айирманинг 

ишораси текширилади. 

 Агар айирманинг ишораси мусбат (манфий) бўлса, функция графиги 

асимтотадан юқори (паст) да жойлашган бўлади. Агар айирма ишорасини 

ўзгартирса, у ҳолда асимптота функция графигини кесади.  

 9.5-мисол. Ушбу  

y = 3 1зх  



функция графигининг оғма асимптоталарини  топинг.  

 

 
9.8-чизма. 

 Ечилиши. Оғма асимптоталарни топамиз: 

k= ,1
1

lim
)(

lim
3 3





 x

x

x

xf

xx
 

x 

y 



b=     0
1)1(

1
lim1lim)(lim

23 33 23

33
3 3 






 xxxx

xx
xxkxхf

xxx
 

 Демак, 9.1- теоремага асосан, y = x  тўғри чизиқ берилган функциянинг 

икки томонлама оғма асимптотаси бўлади (9.8-чизма).  

 9.6-мисол. Ушбу y = 12 х  функция графигининг оғма 

асимптоталарини топинг. 

 Ечилиши. Оғма асимптоталарни топамиз:  

  k1= ,1
1

1lim
1

limlim
2

2





 xx

x

x

у

xxx
 

  k2= ,1
1

1lim
1

limlim
2

2





 xх

х

x

x

x

у

xxx
 

 b1= ,0
1

1
lim)1(lim)(lim

2

2
1 




 xx
xxxky

xxx
 

Демак, 9.1-теоремага асосан, Y 1= x  ва Y 2=- x  тўғри чизиқлар, мос 

равишда, берилган функциянинг бир томонли (ўнг ва чап) оғма 

асимптоталари бўлади (9.9-чизма). Берилган функцияни қуйидаги кўринишда 

ёзиш мумкин: y 2
- x

2
=1.  



 

 9.7-мисол.Ушбу 23   xey  функция графигининг оғма 

асимптоталарини топинг.  

 Ечилиши. Оғма асимптоталарни топамиз:   

k1= ,0
2

limlim
3







 x

е

x

у x

xx
k2= ,

2
limlim

3







 x

е

x

у x

xx
        

b1= 2)2(lim)(lim 3
1  



x

xx
exky  

x 

y=-

x 

y 

9.9-чизма. 

 

y=x 



 Демак, 9.1-теоремага кўра, y =2 тўғри чизиқ берилган функцянинг 

фақат ўнг оғма асимптотаси бўлади (9.10-чизма).  

  

9.2-эслатма. Берилган  xfy   функция учун фақат k
x

xf

x




)(
lim мавжуд бўлиб, 

])([lim kxxf
x




 мавжуд бўлмаса (ёки чексиз) бўлса, берилган функция графиги 

асимптотага эга бўлмайди, лекин асимптотик йўналишга эга бўлади. Масалан, 

y = х  парабола O x  ўққа параллел бўлган асимптотик йўналишга эга, лекин 

горизонтал асимптотага эга эмас (9.11-чизма):  

 k= ,0limlim 
 x

х

x

у

xx
     b= 


хkxy

xx
lim)(lim . 

y 

x 

 9.10-чизма. 

y=2 

y 

x 

9.11-чизма. 



 9.8- мисол. Қуйидаги  xf =
3

102





х

х
функция графиги учун y = x +3 тўғри 

чизиқ оғма асимптота бўлишини кўрсатинг.  

 Ечилиши. Берилган функциянинг кўринишини қуйидагича ўзгартириб,  

 xf = x +3-
3

1

х
 ни ҳосил қиламиз. Бунда x± да ( x )=-

3

1

х
0  учун, 

 xf  функцияни  xf = x +3+( x ) кўринишда ифодалаш мумкин. Демак, 9.4-

таърифга кўра, y = x +3 тўғри чизиқ функция графигининг оғма асимптотаси 

бўлади(9.12-чизма). 

 

 



 
9.12-чизма. 

  

9.9- мисол. Ушбу  xf =
1

22





х

хх
 функция графигининг асимптоталарини 

топинг.  

  Ечилиши. (12.1) формуладан фойдаланиб, k  ва b ларни топамиз: 

x 

y 



                    k=
x

lim
x

xf )(
 =

x
lim

)1(

22





хх

хх
=

x
lim ,1,1

1
1
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                    b=
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lim ))(( kxxf   =
x
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x

х

хх

1

22

=
x

lim .1,1
1

1

1
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х

 

 Демак, 9.1-теоремага кўра, y = x -1 тўғри чизиқ берилган функция 

графигининг оғма асимптотаси бўлади. k0 бўлганлиги учун функция 

графиги горизонтал асимптотага эга эмас.  

 Энди берилган функциянинг вертикал асимптотасини топамиз. Функция 

x =1 нуқтада 2-тур узилишга эга. x10 да берилган функциянинг лимитини 

ҳисоблаймиз: 

01
lim

x
 xf =

01
lim

x 1

22





х

хх
=. 

 Демак, 9.2-таърифга кўра, берилган функциянинг графиги учун x =1 

тўғри чизиқ вертикал асимптота бўлади (9.13-чизма).  

 



  
      9.13-чизма. 

 

9.3-эслатма. Y =k x +b асимптоталар билан бир қаторда мураккаб 

кўринишдаги асимптоталар ҳам қаралади. Агар  xf  функцияни ушбу  

 xf = a n x
n
+a n-1 x

n-1
+. . . +a 1 x + a 0+( x ) 

кўринишда ёзиш мумкин бўлиб, унда 
x

lim ( x )=0 бўлса, у ҳолда  

Y = a n x
n
+a n-1 x

n-1
+. . . +a 1 x + a 0                               (12.2) 

x 

y 



кўпҳад билан аниқланган n-тартибли парабола x+ да  xfy   функция 

графигининг асимптотаси дейилади. 

 9.2-теорема.  xfy   функциянинг графиги x+ да (12.2) 

асимптотага эга бўлиши учун n+1 та лимит қийматларнинг мавжуд бўлиши 

зарур ва етарли:  

 
x

lim
nx

xf )(
= a n,  

x
lim

1

)(



n

n

n

x

xaxf
= a n-1, . . . , 

x
lim

x

xaxaxaxf n

n

n

n )...()( 2

2

1

1  

 = a 1 

x
lim [  xf  - (a n x

n
+a n-1 x

n-1
+...+a 1 x )]= a 0. 

 9.10-мисол. Ушбу   

 xf =
3

323





х

хх
 

функция графигининг асимптотасини топинг.  

 Ечилиши. Берилган функцияни ушбу  xf = x
2
+3 x +11+

3

30

х
 

кўринишда тасвирлаймиз, бунда   
x

lim ( x )=
x

lim  
3

30

х
=0. 

Демак, Y = x
2
+3 x +11 – чизиқ, таърифга кўра, берилган функция 

графигининг асимптотаси бўлади. Равшанки, x =3 тўғри чизиқ берилган 

функция графигининг вертикал асимптотаси бўлади. 

9.11-мисол. Ушбу  



   xxf

1

3)(    

функциянинг асимтоталарини топинг ва функция графигининг асимтоталарга 

нисбатан қандай жойлашганлигини аниқланг. 

 Ечилиши. Берилган xxf

1

3)(   функция }0{\R  тўпламда аниқланган. 

Функциянинг x  ва 0x  даги лимитларини топамиз: 

   .03lim,3lim,13lim

1

0

1

0

1




x

x

x

x

x

x
 

 Демак, x  да 1y  тўғри чизиқ функция графиги учун горизантал 

асимтота бўлади. 0x  да 0x  вертикал асимтота бўлади. 

 Равшанки, 0x  да 0,13,013

11

 xxx  бўлганда эса, 

13,013

11

 xx  бўлгани учун, функция графиги 0x  бўлганда 1y  

асимтотадан юқорида, 0x  бўлганда эса пастда жойлашади (9.14-чизма). 

 



  
9.14-чизма. 

 

Мустақил ишлаш учун мисоллар 

 Қуйидаги функция графикларининг асимптоталарини топинг. 
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  9.24. y =
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Мустақил ечиш учун берилган мисолларнинг жавоблари 

9.1. x =0 – вертикал асимптота, y = x  – оғма асимптота. 9.2. 
3

2
x – вертикал 

асимптота, 
9

20

3

1
 xy  – оғма асимптота. 9.3. y =10 – горизонтал асимптота, x =0 – 

вертикал асимптота. 9.4. 
2

1
x – вертикал асимптота, 

4

3

2

3
 xy  – оғма асимптота. 

9.5. y =1 – горизонтал асимптота, x =0 – вертикал асимптота. 9.6. 
7

9
x – вертикал 

асимптота, 
49

9

7

1
 xy  – оғма асимптота. 9.7. Асимптота йўқ. 9.8. 2x – 



вертикал асимптоталар, 12,12  xyxy  – оғма асимптоталар. 9.9. x =-1 – 

вертикал асимптота. 9.10. 1x – вертикал асимптоталар, 2 xy  – оғма 

асимптота.9.12. 3x – вертикал асимптота, y =
6

1
x +1 - тўғри чизиқ оғма 

асимптота. 9.12. y =- x -1 ва y = x +1 – оғма асимптоталар. 9.13. Асимптота йўқ.  

9.14. x =1, x =-1 – вертикал асимптота. 9.15.
3

22
,

3

22
 xx – вертикал 

асимптоталар, xyxy
3

1
,

3

1
  – оғма асимптоталар.  9.16. x =0, x =3 – вертикал 

асимптота. 9.17. x =2 – вертикал асимптота, y = x +4 – оғма асимптота 

 9.18. x =1 – вертикал асимптота, y = x -1 – оғма асимптота 

 9.19. y =2 – оғма асимптота. 9.20. y =
2


+n, nZ вертикал асимптоталар. 9.21. 

 y =2 x  – оғма асимптота 9.22. y =4 x  – оғма асимптота, x =-3 – вертикал 

 асимптота.9.23. 
3

1
,

3

1
 xx – вертикал асимптоталар, 1

3

2
 xy  – оғма 

 асимптота. 9.24. Y = x 2
+ x +1 чизиқ асимптотаси, x =3 – вертикал асимптота. 

 

 

 

 

 

 



10-§. ФУНКЦИЯНИНГ ТЕКИС УЗЛУКСИЗЛИГИ 

 

10.1. Функциянинг текис ва узлуксизлик модули. )(xf  функция X  

тўпламда аниқланган бўлсин. X  тўпламнинг ҳар бир нуқтаси унинг лимит 

нуқтаси бўлсин.  

 10.1-таъриф. 0  сон учун шундай 0)(    сон топилиб, X  

тўпламнинг  ''' xx  тенгсизликни қаноатлантирувчи )'','('',' Xxxxx   

нуқталари учун 

       )''()'( xfxf  

тенгсизлик бажарилса, )(xf  функция X  тўпламда текис узлуксиз дейилади.  

Бу таърифни, қисқача,  

  )''()'(''','',',0)(,0 xfxfxxXxx  

кўринишда ифодалаш ҳам мумкин. 

 10.1-эслатма. )(xf  функциянинг текис узлуксизлиги таърифидаги 0  

сон, 0  сонга боғлиқ бўлиб, қаралаётган x  нуқталарга боғлиқ эмас. 

)(xf  функциянинг X  тўпламдаги текис узлуксизлиги инкорини, 

қисқача, қуйидагича таърифлаш мумкин: 

  .)''()'(''','',',0)(,0   xfxfxxXxx  

 10.1-теорема (Кантор теоремаси). Агар )(xf  функция ],[ ba  сегментда 

аниқланган ва узлуксиз бўлса, у шу сегментда текис узлуксиз бўлади. 

 )(xf  функция X  тўпламда аниқланган бўлиб,   ихтиёрий мусбат сон 



бўлсин. 

 10.2-таъриф. Ушбу 

    })''()'({sup);(

'','

'''

xfxff

Xxx

xx





 

  

ифодага )(xf  функциянинг X  тўпламдаги узлуксизлик модули дейилади. 

)(xf  функция X  тўпламда аниқланган бўлсин. 

10.3- таъриф. Aгар )10(,0  K сонлар мавжуд бўлиб, Xxx  21,  

лар учун 



2121 )()( xxKxfxf                                                                         (10.1) 

Шарт бажарилса, у ҳолда  xf  функция X  тўпламда Гёльдер шартини 

қаноатлантиради дейлади  ( 1  бўлса, у ҳолда (10.1) шарт Липшиц шарти 

дейилади) 

 10.2-теорема. )(xf  функция X  тўпламда текис узлуксиз бўлиши учун 

0);(lim
0







f  шартининг бажарлиши зарур ва етарли. 

 Функциянинг узлуксизлик модули қуйидаги хоссаларга эга: 

 1
0
. );(  f  ҳар доим 0);(  f . 

 2
0
. );(  f  0  бўйича ўсувчи функция бўлади. 

 3
0
. Ихтиёрий   - мусбат сон учун ),()1(),(  ff   тенгсизлик 

ўринли. 

 4
0
. Ихтиёрий мусбат сон 21,   лар учун  



    ),(),(),( 2121  fff   

тенгсизлик ўринли. 

 10.1-мисол. Ушбу 

    xxxf sin)(   

функциянинг R  да текис узлуксизлигини исботланг. 

 Ечилиши. "") a  ни топиш. 0  сон берилган бўлсин. Берилган 

0  га кўра, шундай x га боғлиқ бўлмаган 0)(    ни топиш керакки, 

 ''' xx  тенгсизликни қаноатлантирувчи Rxx  '','  лар учун 

 )''()'( xfxf  тенгсизлик бажарилсин. Бунинг учун ''',)''()'( xxxfxf   

ифодалар ўртасидаги боғланишни топамиз: 

 







'''2
2

'''
cos

2

'''
sin2'''

)'sin''(sin'''''sin'''sin')''()'(

xx
xxxx

xx

xxxxxxxxxfxf

  

бўлиши учун 
2


   деб олиш етарли. 

 b).   нинг «ишлаш»ини кўрсатамиз. 

 
2

'''


xx  бўлсин. Бундан, 
2

'''
cos1,

2

'''
sin

2

''' xxxxxx 






 

тенгсизликларни эътиборга олган ҳолда,  



   

)''()'(''sin'''sin'''sin'sin'''

2

'''
cos

2

'''
sin2'''

1
2

'''
2''''''2

xfxfxxxxxxxx

xxxx
xx

xx
xxxx













 

тенгсизликка эга бўламиз. Демак, берилган   бўйича топилган    текис 

узлуксиз таърифини қаноатлантиради. 

 10.2-мисол. Ушбу 

x
exf x 1

sin)(   

функцияни )1,0(X  да текис узлуксизликка текширинг. 

 Ечилиши. 
 )14(

2
,

)14(

2 '''







n
x

n
x nn  нуқталарни оламиз. 

 0

)116(
4

1

14

1

14

12

)14(

2

)14(

2

2

'''  
















nnn

n
nnnn

xx


 

 

.2

2
)14sin(

2
)14sin()()(

)14(

2

)14(

2

)14(

2

)14(

2

)14(

2

)14(

2

'''

















nnnn

nn

nn

eeee

nenexfxf

 



 Демак, берилган функция  1;0  да текис узлуксиз эмас. 

 10.3-мисол. Ушбу 
2sin)( xxf   

функциянинг RX   да текис узлуксиз эмаслигини кўрсатинг. 

 Ечилиши. Равшанки, берилган функция R  да чегаралган ва узлуксиз, 

лекин унинг R  да текис узлуксиз эмаслигини кўрсатамиз: 0  берилган 

бўлсин, R  дан 
2

, ''' 
  nxnx nn  нуқталарни оламиз. Ундa, 

  .0

2

2

2

'''  




nnn

nn

nnxx







  

 Демак, бу айирма n  нинг ўсиши билан  0  сондан кичик бўлиб 

бораверади, лекин 

  ).1(1)
2

sin(sin)()( '''  


 nnxfxf nn  

Шундай қилиб, 
2sin)( xxf   функция R  да текис узлуксиз эмас экан. 

 10.4-мисол. Ушбу 

  1) ;,12)( RXxxf    2) ];2,0[,)( 3  Xxxf  

  3) );1,0(,
1

cos)(  X
x

xf  4) ;)),1;1():)( 2 RXbXaxxf   



  5)  ]1,1[,
2

)(
2




 X
x

x
xf  

 функцияларни кўрсатилган X  тўпламда текис узлуксизликка 

текширинг. 

 Ечилиши. 1) 0  сон берилган бўлсин. Бу берилган 0  сонга кўра 

x  га боғлиқ бўлмаган шундай )(   сон топишимиз керакки,  ''' xx  

тенгсизликни қаноатлантирувчи Rxx  ''' ,  лар учун  )()( ''' xfxf  

тенгсизлик бажарилсин. Унда 

    ''''''''' 21212)()( xxxxxfxf  

бўлиши учун  
2


   деб олиш етарли. 

 Демак, 10.1-таърифга асосан, берилган функция R  да текис узлуксиз 

бўлади. 

 2) Равшанки, 3)( xxf   функция ]2,0[  сегментда узлуксиз. У вақтда, 

Кантор теоремасига асосан, берилган функция ]2,0[  сегментда текис узлуксиз 

бўлади. 

 3) 
x

xf
1

cos)(   функция )1,0(  да узлуксиз, лекин текис узлуксиз эмас. 

Ҳақиқатан ҳам, 0  сон берилган бўлсин. 

Агар 



)12(

1
,

2

1
),2;0( '''




n
x

n
x nn  деб олсак, унда, бу  



  
 )12(2

1

)12(

1

2

1'''







nnnn
xx nn  

айирма, n  нинг ўисши билан исталганча кичик 0)(    сондан кичик 

бўлиб бораверади. 

 ).20(2)12cos(2cos)()( '''   nnxfxf nn
 

Демак, 
x

xf
1

cos)(   функция )1,0(  да текис узлуксиз эмас экан. 

 4) )a  0  сон берилган бўлсин. Унда берилган   га кўра, шундай 

0)(    сонни топишимиз керакки,  ''' xx  тенгсизликни 

қаноатлантирувчи )1;1(, '''  xx  лар учун 

    2"2'''' )()()()( xxxfxf      (10.2) 

тенгсизлик бажарилсин. Бунинг учун аввало,  

   '''2''2' ,)()( xxxx   

муносабатлар орасидаги боғланишни топамиз: 

   .2)()( '''''''''''' xxxxxxxfxf   

(10.2) тенгсизлик бажарилиши учун 
2


   деб олиш етарли. Энди, берилган   

га кўра    нинг тўғри топилганлигини текшириб кўрамиз: 

2

''' 
 xx  бўлсин. Бундан, )1,1(,2 ''''''  xxxx   эканлигини инобатга 



олган ҳолда, кейинги тенгсизликдан  

    2"2'''''' )()'( xxxxxx   

муносабатни ҳосил қиламиз. 

 Демак,  
2


   тўғри топилган экан, яъни берилган функция )1,1(  да 

текис узлуксиз. 

 b) 2)( xxf    функция R  да текис узлуксиз эмас. Ҳақиқатан ҳам, 

nx
n

nx nn  ''' ,
1

,2  деб олсак, унда ,0
1'''  

nnn
n

xx  

 .2
1

2
1

2)
1

()()(
2

2

2

222''' 
n

n
n

nn
n

nxfxf nn  

Демак, текис узлуксизликнинг инкорига асосан, 
2)( xxf   функция R  да 

текис узлуксиз эмас. 

 5) Равшанки, 
22

)(
x

x
xf


  функция ]1,1[  сегментда узлуксиз. У ҳолда 

Кантор теоремасига асосан, ]1,1[  сегментда текис узлуксиз бўлади. 

 10.5-мисол. Ушбу 

 1) ];1,0[,23)( 2  Xxxxf  

 2) );,()),0(],[),)( 2  XbaaaXaxxf  

 3) );,0(,
1

cos)(  X
x

xf   4) ];2,0[,)( 3  Xxxf  



функцияларнинг узлуксизлик модулини топинг ва уларни текис 

узлуксизликка текширинг. 

 Ечилиши. 1) 0  берилган бўлсин. ]1,0[X  тўпламдан ихтиёрий 

''' , xx  нуқталарни оламиз ва аниқлик учун ''' xx   деб, яъни 

 xxxx 0,'''  қараймиз. У ҳолда 0'' x  учун 

  

.373636

)23(2)()(3

)23()23()()(

222''

''''''2''

'''''''''

2

22

 





xxxx

xxxxxx

xxxxxfxf

 

Бундан, .37)()(sup),( 2'''

'''







xfxff
xx

 Лекин,  ''' xx  нуқталар 

учун  ''' xx  ва           

2''2'''2'

''2'''2''''

37)3(3

)23()23()()(

 



xxxx

xxxxxfxf

 

бўлишини эътиборга олсак, унда бу тенглик ва юқоридаги тенгсизликдан 

   .0,37),( 2   f  

Бундан эса, .0)237(
0

lim),(
0

lim 











f  

Демак, берилган 23)( 2  xxxf  функция ]1,0[  да текис узлуксиз. 



 2) 0) a  берилган.  ''' xx  тенгсизликни қаноатлантирувчи 

],[, ''' aaxx   нуқталарни оламиз. 

   .2)()( ''''''2''2'''' axxxxxxxfxf   

Бундан,      axf 2,, 2   бўлади. Аммо,  aaxax 20, ///    

нуқталар учун  

     22222''2'''' 2|2|)()(   aaaaxxxfxf  

бўлганлиги сабабли.   22 2,   ax  бўлади. Бундан, 

022
0

lim,2

0
lim 





 

















ax .  

Демак, берилган   2xxf   функция    0,  aaa  сегментда текис 

узлуксиз. 

 b)   ,X  тўпламдан nx
n

nx  '',
1

'  нуқталарни олайлик. 

   
2

2
2

''' 1
2

1
)()(

n
n

n
nxfxf 








  

Бундан, 0   учун 03,22
0

lim,3,2 













 


 xx  бўлгани учун 

  2xxf   функция   ,x  да текис узлуксиз эмас.  

 3) 0   сон берилган бўлсин. 



 Равшанки,   ,0'',' xx  нуқталар учун  

    2
''

1
cos

'

1
cos)''()'( 

xx
xfxf  

Хусусий холда  |'''| xx  тенгсизликни қаноатлантирувчи 'x  ва  ''x  лар учун 

ҳам  

    2
''

1
cos

'

1
cos 

xx
 

тенгсизлик бажарилади. Демак, 

2,
1

cos 









x
 

Аммо,  ,0  тўпламдан, 
  12

1
'',

2

1
'




n
x

n
x

nn
 нуқталар олинса, 

Равшанки, n  ни  етарлича катта қилиб олиш натижасида, nx'  ва nx ''   нуқталар 

учун  |'''| xx  тенгсизликка эришиш мумкин. У ҳолда,  

     2|12cos2cos|
''

1
cos

'

1
cos   nn

xx
. 

 Бундан, 2,
1

cos 









x
, лекин, 02,

1
coslim

0













 x
 бўлганлиги учун, 

берилган   
x

xf
1

cos  функция  ,0  да текис узлуксиз эмас. 

 4) 0   сонни танлаб,  /x , //x ]2,0[  нуқталарни оламиз. Аниқлик 



учун  /x > //x  деб, яъни /x = //x + 20,  xx деб оламиз. Унда,  //x >0 

учун  

  

   
3

3 2//3 //3 2//

3 //3 //3 //3 //3 //3 ////' )()(

















xxxx

xxxxxxxxfxf

 

бўлади. Бу тенгсизликдан   33 ,  x . Аммо,  /// xx  бўлганда, 

  33 //3 //

0//
lim  


xx
x

 

бўлгани учун,   33 ,  x . Бундан ва юқоридаги тенгсизликдан  0  

учун   33 ,  x .   0,lim 3

0






x  бўлганлиги сабабли, берилган   3 xxf   

функция ]2,0[  да текис узлуксиз. 

 

Мустақил ечиш учун мисол ва масалалар 

10.1. Қуйидаги берилган )(xf  функциянинг Х тўпламда текс узлуксиз 

эканлигини исботланг. 

1) RXxxf  ,13)(  ;  2) ]1;1[,
3

)(
2




 X
x

x
xf ;  

3) ]3;3[,sin)( 2  Xxxf ;              4) );0(,
sin

)(  X
x

x
xf ;   

5)      RXxxf  ,sin)( ;               5)      ;0),;[,
1

)(  aaX
x

xf  



6)    );(x,arctgf(x)  X ;  7)    );0(,)(  Xxxf ;  

8)   )1;1(,
1

1
)(

4

6





 X

x

x
xf ;  9)   ).;01,0[),

1
sin()(  X

x
xf  

10.2. )(xf функция текис узлуксиз бўладиган оралиқда берилган 0  

учун    ни топинг.  

1)   xxxf ,54)( ;  2)   ;51,23)( 2  xxxxf  

3)    11,0
1

2
 x

x
xf ;             4)     xxxxf ,cossin2 ;  

5)   )0(,
1

cos  x
x

xxf ва     xxf 0,0 . 

10.3. Қуйида берилган )(xf  функциянинг Х тўпламда текис узлуксиз 

эмаслигини исботланг. 

1)  1;0,
1

cos)( 







 x

x
xf ;  2) RXxxf  ,sin)( 2 ; 

3) RXxexf  ,)( ;   4)  1;0,)(  Xctgxxf ; 

5)  1;0,ln)(  Xxxf ;   6)  1;0,
1

cos)(  X
x

exf x ; 

7) );0(,sin)(  Xxxxf ;  8)  1;0,
1

sin)( 







 X

x
xf . 

10.4. Қуйидаги берилган )(xf  функцияни Х тўпламда текис 

узлуксизликка текширинг. 

1) ]1;1[,)( arcsin   Xexf x  ;  2) RXxxf  ,)( 3  



3) ]1;1[
,10,1

,01,1
)(

2









 X

xx

xx
xf ; 4) ]1;1,0[,

1
)(  X

x
xf  

5)   1;0,cos)(  Xxxf ;   6) .)];,[):)( 2 RXbeeXaxxf   

10.5. Қуйида берилган )(xf  функциянинг Х тўпланма узлуксизлик 

модул- ларини топинг ва уларни узлуксизлик модули ёрдамида текис 

узлуксизликка текширинг. 

1)   RXxxf  ,12 ;   2)   0),;[,
1

 aaX
x

xf ; 

3) ]1;0[,1)(  Xxxf  ;      4)    ;0,
1

sin)( X
x

xf ; 

 5)  1;0,
1

)(
2

 X
x

xf . 

10.6. Агар 21    бўлса    21 ;;  ff   тенгсизликни исботланг. 

10.7. Агар X  тўплам чегараланган, X  тўпламда  xf  функция 

чегараланмаган бўлса, у ҳолда 0 учун    ;f  эканлигини исботланг. 

10.8. Агар X - оралиқ (интервал) бўлса, у ҳолда  0,0 21   учун 

     2121 ;;;  fff    эканлигини исботланг. 

10.9. Агар  xf  ва  xg   функциялар X  тўрламда текис узлусиз бўлса, у 

ҳолда   R ,  учун    xgxf     функция ҳам X  тўпламда текис узлуксиз 

бўлишини исботланг. 

 10.10. Агар  xf  ва   xg функциялар );[ a  да чегараланган ва 

текис узлусиз бўлса, у ҳолда     xgxf   функциянинг );[ a  да текис узлусиз 



эканлигини исботланг. 

10.11. ,[a ) орлиқда ҳар бири текис узлуксиз, кўпайтмаси эса, текис 

узлуксиз бўлмайдиган функцияларга мисол келтиринг. 

10.12. Агар  xf  ва  xg  функциялар X - чегараланган тўпламда текис 

узлуксиз бўлса, у ҳолда уларнинг кўпайтмасини X  тўпламда текис узлуксиз 

бўлишини исботланг.  

10.13. Ушбу )1;0() Xa ; );0[) Xb  тўпламларда узлуксиз, лекин 

текис узлуксиз бўлмаган функцияларга мисоллар келтиринг. 

10.14. );0[ X  тўпламда чегараланмаган, лекин унда текис узлуксиз 

бўлган функцияларга мисоллар келтиринг. 

   10.15. )1;0(   оралиқда чегараланган, узлуксиз бўлган, аммо берилган 

оралиқда текис узлуксиз бўлмайдиган функцияларга мисол келтиринг.  

10.16.Kўрсатилган оралиқларда x  функция текис узлуксиз бўладими? 

1) );0(];[ aao    2) );0(),;0( aa   3) ;4[ );    4) );,0[   5)  ;0  

10.17. Узлуксиз даврий функциянинг текис узлуксиз эканлигини 

исботланг 

10.18.Гельдер шартини қаноатлантирувчи функцияларнинг текис 

узлуксиз бўлишини исботланг. 

10.19. );( ba  оралиқда текис узлуксиз бўлган функциянинг, шу оралиқда 

узлуксиз эканлигини исботланг. 

10.20. Ушбу 

 1)    ;103  xxxf   2)   );0( axxxf  ; 



 3)    20cossin  xxxxf   

функцияларнинг модул узлуксизлари учун    ;f  кўринишдаги 

тенгсизликларни исботланг. 

 

Мустақил ечиш учун берилган мисол ва масалаларнинг жавоблари 

10.2. 1)
4


  ; 2)

4


  ; 3)

2

0001,0 
  ; 4) 

3


  ; 5) 

















5

2
,

5
min . 

10.5. 1)   ,2 f  текис узлуксиз; 2)  0  учун    ,f , текис 

узлуксиз эмас; 3) 22),(  t ; 4)    ,2;  t  текис узлуксиз эмас; 5) 

0 учун    ,f текис узлуксиз эмас. 10.13. а) масалан,  
x

xf
1

sin   

ёки  
x

xg
1

 ;    б)   xxxf cos  ёки   2sin xxg  . 10.14.  Масалан,   xxf   ёки 

  xxxg cos . 10.15. Масалан, 
x

y
1

cos .  10.16. 1) ҳа ; 2)  ҳа; 3) ҳа ; 4) ҳа ;  

5) ҳа. 



III БОБ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛ  ҲИСОБ ВА УНИНГ ТАДБИҚЛАРИ 

 

11-§.  ФУНКЦИЯНИНГ ҲОСИЛАСИ ВА ДИФФЕРЕНЦИАЛИ 

11.1. Функция ҳосиласининг таърифлари.  xf  функция ),( ba  оралиқда 

аниқланган бўлсин. Бу оралиқдан x 0 нуқта олиб, унга ),(
0

baxx   бўлган 

xx  ( )0xёки0   орттирма берайлик. У ҳолда  xf  функция ҳам x 0 

нуқтада 

)()()(
000

xfxxfxfy   

орттирмага эга бўлади.Ушбу 

x

xfxxf

x

y








 )()(
00  )0( x  

нисбатни қараймиз. Равшанки, бу нисбат xΔ  нинг функцияси бўлиб, у xΔ   

нинг нолдан фарқли қийматларида, жумладан, нол нуқтанинг етарли кичик 

)0(


U )0(  атрофида аниқланган. Бунда  0x  нуқта )0(


U  тўпламнинг 

лимит нуқтасидир. 

11.1- таъриф. Агар 0xΔ   да 
x

y




 нисбатнинг 

 



   
x

xfxxf

x

y

xx 










)()(
limlim 00

00
 

лимити мавжуд ва чекли бўлса, бу лимит   xf  функциянинг x 0  нуқтадаги 

ҳосиласи дейилади ва 

   
x

xfxxf

x

y
xf

xx 











)()(
limlim)( 00

00
0                               (11.1) 

 каби белгиланади. 

Агар xxx 
0

 деб олинса, унда 
0

xxx   ва 0xΔ   да 0xx  , 

натижада   (11.1) нинг кўриниши 

   
0

0

0

)()(
lim)(

0 xx

xfxf
xf

xx 





                                 (11.2) 

шаклда бўлади. Ҳосила қуйидаги ),(
0

xy  
x

y  (Лагранж),  ,
dx

dy
 

dx

df
 (Лейбниц), ,Dy  

Df  (Коши) белгилар ёрдамида  ҳам ёзилади. 

 



     

 11.1-мисол. Ушбу   Cxf   функциянинг ҳосиласини таърифдан 

фойдаланиб топинг, бунда C -бирор ўзгармас сон (11.1-чизма). 

Ечилиши. Эркли ўзгарувчининг иккита турли x  ва xΔx   қийматини 

олсак, бу қийматларда функциянинг қийматлари бир хил бўлади, яъни 

,)( Cxf   Cxxf  )( Δ . 

Шунинг учун      ,0)()(  CCxfxxfy  демак,  0
0









xx

y
. 

Шундай қилиб, 

  

0
0

limlim)(
00










 xx

y
xy

xx
, 

O 

О 

 y 

 x  1 

 1 

  

f(x)=C 

  x+x x 

 

C 

c 

  11.1-чизма. 



яъни ўзгармас соннинг ҳосиласи нолга тенг. 

11.2- мисол. Ушбу  xy tg  функциянинг ҳосиласини таърифдан 

фойдаланиб топинг. 

Ечилиши. Маълумки, y =tgx функция R  нинг )(
2

Zkkx  


 

нуқталардан ташқари нуқталарида аниқланган. )(yDx  нуқтани олиб, унга 

)(yDxx   бўладиган 0)ёки0(  xxx  орттирма берайлик. Бунда, 

аргументнинг xΔ  орттирмасига мос равишда, берилган функция ҳам 

  
xxx

x
xxxy

cos)cos(

)sin(
tg)tg(




         (11.3) 

орттирма олади. (11.3) нинг иккала томонини x га бўлиб, 

x

x

xxxx

y











 sin

cos)cos(

1
 

нисбатни ҳосил қиламиз ва унинг 0xΔ   даги лимитини ҳисоблаймиз: 

  
xx

x

xxxx

y

xx 200 cos

1sin

cos)cos(

1
limlim 














. 

Демак,  
x

tgxy
2cos

1
)(      .,

2
Zkkx  


 



11.3- мисол. Ушбу      31
2

 xxxf  функциянинг 10 x  нуқтадаги 

ҳосиласини, таърифдан фойдаланиб, топинг. 

         Ечилиши. (11.2) формулага асосан:   01 f  ва 

   0
1

)3()1(

1

)1()( 2

11
limlim 










 x

xx

x

fxf

xx

 

бўлади.  Демак,  0)1( f . 

 11.4- мисол. Ушбу  0,)1 0  xxy ва ;01,0x     

0,532)2 0

2  xxxy  ва ;001,0x    1,
4

2
)3 02




 x
xx

y  ва 2,0x   

функциялар учун 0x  ва x  ларнинг кўрсатилган қийматларида y ва 
x

y




  

ларни топинг. 

  Ечилиши.  y ва 
x

y




  ларни  тузиб ҳисоблаймиз: 

 ;1,001,0)1 00  xxxy  .10
01,0

1,0






x

y
 

 .002,3
001,0

003002,0
;003002,055001,03)001,0(2)2 2 






x

y
y  










2

1

42,144,1

1

2

1

4)2,01()2,01(

1
)3

2
y

.
21

5

5

1
21

1

;
21

1

2

1

36,1

1










x

y
 

Берилган нуқтада чекли ҳосилага эга бўлган функция, шу нуқтада албатта 

узлуксиз бўлади, яъни функциянинг нуқтада чекли ҳосилага эга бўлиши учун, 

унинг шу нуқтада узлуксиз бўлиши зарурий шарт бўлади, лекин етарли шарт 

бўла олмайди, масалан, 

   









,0,

,0,
)(

xx

xx
xxf  

функция 0x  нуқтада узлуксиз, лекин бу нуқтада ҳосилага эга эмас. 

  11.2- таъриф. Агар  0000  xx  да 
x

y




 нинг чекли лимити        

  

   

   



































x

xfxxf

xx

y

x

x

xfxxf

xx

y

x

00

00
lim

00
lim

00

00
lim

00
lim

                         (11.4) 

мавжуд бўлса, бу лимит  xf  функциянинг 0x  нуқтадаги ўнг (чап) ҳосиласи 



деб аталади ва     00
00
 xfxf  каби белгиланади. 

  Одатда, функциянинг ўнг ва чап ҳосилалари бир томонли ҳосилалар деб 

ҳам айтилади. 

    11.5- мисол. Ушбу   2 xy   функциянинг  2x   нуқтадаги ўнг ва чап 

ҳосилаларини топинг. 

Ечилиши. (11.4) формуладан, 

 ,1limlim
)2()2(

limlim
00000000





















 x

x

x

x

x

fxf

x

y

xxxx
 

 .1limlim
)2()2(

limlim
00000000





















 x

x

x

x

x

fxf

x

y

xxxx
 

       Демак, 2)(  xxf  функциянинг 2x  нуқтадаги ўнг ҳосиласи 

  102 f , чап  ҳосиласи эса   102 f  экан. 

   11.1-эслатма. Агар  xf  функция 0x  нуқтада ҳосилага эга бўлса, у шу 

нуқтада бир томонли ),0(
0
 xf  )0(

0
 xf  ҳосилаларга ҳам эга бўлиб,   

)()0()0(
000

xfxfxf   тенгликлар ўринли. 

  11.2-эслатма. Агар  xf  функция 0x  нуқтанинг бирор  0xU  атрофида 

узлуксиз, 0x  нуқтада бир томонли )0(
0
 xf  ва )0(

0
 xf  ҳосилаларга эга бўлиб, 



)0(
0
 xf = )0(

0
 xf   бўлса,   xf  функция шу нуқтада  )(

0
xf   ҳосилага эга 

бўлади ва   )0()0()(
000
 xfxfxf    тенгликлар ўринли. 

11.3-эслатма. Агар 0xΔ   да 
xΔ

yΔ
 нисбат аниқ ишорали чексиз лимитга 

эга, яъни 

  



 x

xfxxf

x

y

xx Δ

Δ

Δ

Δ

ΔΔ

)()( 00

00
limlim                        (11.5) 

бўлса, у ҳам   xf  функциянинг 0x  нуқтадаги ҳосиласи деб юритилади. 

Бундай ҳосила чексиз ҳосила деб аталади. 

11.6- мисол. Ушбу   4 xy    функциянинг 0x  нуқтадаги ҳосиласини 

топинг. 

         Ечилиши. Таърифга кўра, 
























4

1
lim

00

4

lim
00

)0()0(
lim

00
lim

00 3xxx

x

xx

fxf

xx

y

x
 

бўлади. Демак,  .)(  0f  

   11.7- мисол. Ушбу  3 2)1()(  xxf  функциянинг 1x  нуқтадаги 

ҳосиласини топинг. 

    Ечилиши. Берилган функциянинг 1x  нуқтадаги орттирмасини 



топамиз:    

       .)()11()11(1 3

2

3 23 2 xxf   

 Энди 
x

f




 нисбатни топамиз:  .

)(

1)(

3

2

3

2

x
x

x

x

f












 11.2-таърифга кўра, 

   









 x

f

x

f

xx 0000
lim,lim        

бўлади.  Демак, ,)0( 
f   )0(_f  . 

11.8-мисол. Ушбу xy ln  функциянинг 10 x  нуқтада ҳосилага эга 

эмаслигини исботланг. 

Ечилиши. Берилган функциянинг 10 x  нуқтадаги ортирмаси y  ни 

топамиз:  

  ,)1ln(1ln)1ln( xxfy   

  









.0),1ln(

0),1ln(
)1ln(

xx

xx
xy  

Бундан, 



   


























,0,
)1ln(

,0,
)1ln(

x
x

x

x
x

x

x

y  

 ,1)1ln(limlim

1

0000









x

xx
x

x

y
  .1)1ln(limlim

1

0000









x

xx
x

x

y
 

Демак, берилган функциянинг 10 x  нуқтадаги ўнг ва чап ҳосилалари 

мавжуд ва улар бир-бирига тенг эмас. Шунинг учун, xy ln  функция 10 x  

нуқтада ҳосилага эга эмас. 

11.9-мисол. Ушбу 

           ;)1
32

cxbxaxxf     
2

arccos2)2



x

x
xxxf  

функцияларнинг, мос равишда,        2')2;',',')1 fcfbfaf  ҳосилаларини 

топинг. 

 Ечилиши.Ҳосиланинг   таърифига  кўра,  

 1)   ;)()(
0)()()(

lim' 32
32

0
caba

x

cxabxaaxa
af

x








 

 ;0
0)()()(

lim)('
32

0







 x

cxbbxbaxb
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x
 



 ;0
0)()()(

lim)('
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0







 x
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 )2  .
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1
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1
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2
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2
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0
lim)2('















x

x

x
xx

x
f  

 11.2. Ҳосиланинг геометрик маъноси.  xf  функция  ba;  оралиқда 

аниқланган ва узлуксиз бўлсин. Унинг графиги узлуксиз бирор   чизиқдан 

иборат бўлиб, у 11.2- чизмада тасвирлвнгандек бўлсин деб фараз қилайлик.   

чизиқдан   000 , xfxM  нуқтани олиб, бу нуқтадан уринма ўтказиш масаласини 

қараймиз.   чизиқда 0M  нуқтадан фарқли )0())(,( 00  xxxfxxM  

нуқтани олиб, бу нуқталар орқали l  кесувчи ўтказамиз. Бу кесувчи  x   нинг 

ўсиш томонига қараб йўналган бўлсин деб фараз қиламиз. l  кесувчининг  

Ox  ўқининг мусбат йўналиши билан  ташкил қилган бурчагининг   деб 

белгилаймиз.    бурчак x  га боғлиқ бўлади:  x . 

11.3-таъриф. Агар  l  кесувчининг )0())(,( 00  xxxfxxM  нуқта 

  чизиқ бўйлаб   000 , xfxM  нуқтага интилганда ( 0x даги) лимит ҳолати 

мавжуд бўлса, у ҳолда кесувчининг бу лимит ҳолатига    чизиққа   000 , xfxM  



нуқтада ўтказилган уринма дейилади. 

Равшанки,  11.2- чизмадан 

   
   

x

xfxxf

x

y

NM

NM
xtg









 00

0

 . 

Маълумки,   000 , xfxM  нуқтадан ўтувчи тўғри чизиқ   000 , xfxM  

нуқтанинг координаталари ҳамда бу тўғри чизиқнинг бурчак коэффициенти 

орқали тўлиқ аниқланади.  

Агар 0x са, у ҳолда 0y  ва M  нуқта   чизиқ бўйлаб   000 , xfxM  

нуқтага интилади, яъни l  кесувчининг ҳолати T  уринма ҳолатга ўтади, 

яъни   ,
0

lim  tgxtg
x




 бунда   бурчак T  уринманинг Ox  ўқи билан ташкил 

қилган бурчаги.  Иккинчи томондан, 

 
   

 0'00

0
lim

0
lim

0
lim xf

x

xfxxf

xx

y

x
xtg

x

















 . 

Шундай қилиб,   tgα0' xf . 

Демак, агар  xf  функция  bax ;0   нуқтада )( 0xf   ҳосилага эга бўлса, у 

ҳолда  xf  функциянинг графигига   000 , xfxM  нуқтада ўтказилган уринма 

мавжуд бўлади (11.2-чизма). Маълумки, функциянинг 0x  нуқтадаги )( 0xf   



ҳосиласи, шу уринманинг бурчак коэффициентини  ифодалайди. TM 0  уринма 

чизиқ тенгламаси 

   ))(()( 000 xxxfxfy                            (11.4) 

бўлиб, бунда tg)( 0  xf , эгри чизиқнинг   000 , xfxM  нуқтасига ўтказилган 

SM 0  нормалнинг тенгламаси эса, 

   )(
)(

1
)( 0

0

0 xx
xf

xfy 


               (11.5) 

кўринишда бўлади. 



 

     11.2-чизма. 

 
 xfy 11   ва  xfy 22   функциялар графикларининг    1'1 yxM  кесишиш 

нуқтасида ўтказилган уринмалар орасидаги φ  бурчак берилган икки эгри 

чизиқ орасидаги бурчак бўлади ва 

 
)()(1

)()(
)tg(tg

1211

1112
12

xfxf

xfxf









                    (11.6) 

l 

x0 x0+∆x 

M0 

P 

∆y 
T 

M 

L 

S 

y 

x 

∆x 

o 
α φ 



формуладан топилади (11.3-чизма). 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

11.10- мисол. Ушбу xxy 33   функция графигига )4;1(0M  нуқтада 

ўтказилган уринма ва нормал тенгламаларини топинг. 

Ечилиш. Уринма тўғри чизиқнинг бурчак  коэффициентини топиш учун 

аввало берилган функциянинг ҳосиласини топамиз: 33 2  xy . Бу ҳосиланинг 

1x  нуқтадаги қиймати уринма тўғри чизиқнинг бурчак коэффициентини 

ифодалайди, яъни  6313)1( f . Шундай қилиб, (11.4) ва (11.5) 

формулаларга асосан, уринма ва нормал чизиқ тенгламалари, мос равишда, 

  f2(x) 

M(x,y) 

 x 

 y  f1(x) 

 x1 

y1 

 1 

11.3-чизма. 

 2 

  

   0 



қуйидаги кўринишларда бўлади (11.4-чизма): 

 164  xy  ёки 26  xy ;  )( 1x
6

1
4y     ёки    

6

1
4x

6

1
y  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 
> V:=diff(x^3+3*x-y(x),x); 

  .33: 2








 xy

dx

d
xV  

> W:=solve(V=0,diff(y(x),x)); 

W := 3 x
2
 + 3

 

 > subs(x=1,y=4,W); 
6

. 

 y 

 x 

M0 

11.4-чизма. 



11.11- мисол. Ушбу 2)( xxf   ва  xxf )(  функциялар графикларининг 

 1;1M  кесишиш нуқтасида ўтказилган уринмалар орасидаги бурчакни топинг. 

Ечилиши. Берилган функцияларнинг 1x  нуқтадаги ҳосилаларини 

топамиз:    ,2)( xxf       ,2)1( f     ,
2

1
)(

x
xf     .

2
1)1( f  



(11.6) формулага кўра,    
4

3

2

1
21

2

1
2

tg 





 бўлади. Бу ердан 
4

3
arctg  (11.5-

чизма). 

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 
> solve(x^2=sqrt(x),x); 
1, 0

 
> a:=diff(x^2,x);b:=diff(sqrt(x),x); 

 x 

 y 

 
   

  

11.5-чизма. 

(1) - y=x2 ,   (2) -   y= x  

  (2) 
  (1) 



a := 2 x
 

b := 
1

2 x
 

> arctan(subs(x=1,(a-b)/(1+a*b))); 

4

3
arctg . 

11.12- мисол. Ушбу  433  xxy  чизиққа ўтказилган уринма: 

 xy 6)1   тўғри чизиққа параллел бўладиган; 
12

)2
x

y   тўғри чизиққа    

перпендикуляр бўладиган нуқталарни  топинг. 

Ечилиши. Маълумки, берилган 433  xxy  чизиққа ўтказилган 

уринманинг уриниш нуқтасидаги бурчак коэффиценти 33 2/  xy  га тенг 

бўлади.  

1) Паралеллик шартига кўра, 633 2 x , бундан .1,1,1 21

2  xxx  

Изланаётган нуқталар:    0;1,8;1 21 MM . 

2) Перпендикулярлик шартига кўра, ,1233 2 x   бундан 

3,3 21  xx . Изланаётган нуқталар: )436;3(,)436;3( 21  MM . 

 11.13- мисол. Тенгламаси ttyttx 2sinsin2,2coscos2   кўринишда    

бўлган  xyy   чизиққа: 
2

3
)3;)2;

2
)1





 ttt  нуқталарда ўтказилган 



уринма чизиқларнинг тенгламасини  тузинг. 

Ечилиши. 
2


t   бўлганда, ;2,1  yx   t  бўлганда, ;0,3  yx  

2

3
t   

бўлганда, 2,1  yx  бўлади. Энди берилган  xyy   функциянинг )(' xyx  

ҳосиласини топамиз: 

,
2

3
tg

2
sin

2

3
cos

2
sin

2

3
sin

'

'

' t

tt

tt

x

y
y

t

t
x 





  

бундан, 



















tyy xx ;1

2

3
;1

2

'' бўлганда эса, )(' xyx  функция 

аниқланмаган. 

Демак, 1) ва 3) ҳолларда уринма тўғри чизиқлар тенгламалари, мос 

равишда, 12),1(2  xyxy    кўринишда бўлади. 

11.3. Ҳосиланинг физик маъноси. Моддий нуқтанинг тўғри чизиқли 

ҳаракати  tfs   тенглама билан ифодаланган бўлсин, бунда t  вақт, 

s  шу вақт ичида ўтилган йўл (масофа).  tfs    функциянинг 0t  нуқтадаги 

ҳосиласи   tfs   қонун билан ҳаракат қилаётган моддий нуқтанинг 

0t  моментдаги оний тезлигини билдиради, яъни 



   
t

tfttf
tfv

t 






)()(
lim)(' 00

0
0  . 

Моддий нуқтанинг берилган 0tt   моментдаги a  тезланиши эса v  тезликдан t  

вақт бўйича олинган ҳосиланинг 0tt   даги қийматига тенгдир, яъни 

   
t

tfttf
tva

t 






)()(
lim)(' 0

/
0

/

0
0  

11.14-мисол. Моддий нуқта   tttts 2
2

1

3

2 23   қонун бўйича тўғри чизиқ 

бўйлаб ҳаракат қилади. Унинг 4t   моментдаги тезлигини топинг. 

Ечилиши. Моддий нуқтанинг исталган t  вақтдаги ҳаракат тезлигини 

топамиз: 

    .22)(')( 2  tttstv  

Моддий нуқтанинг 4t  моментдаги ҳаракат тезлигини ҳисоблаймиз: 

   ).(342442)( 2

4 c
мtv

t



 

11.4. Ҳосилани ҳисоблашнинг содда қоидалари. 

1.Ўзгармас соннинг ҳосиласи нолга тенг:  0)( C  (бунда C -ўзгармас сон). 

2. Ўзгармас сонни ҳосила ишорасидан ташқарига чиқариш мумкин: 

))(())((  xfCxCf (бунда C -ўзгармас сон). 



3. Агар  xf  ва   xg   функцияларнинг ҳар бири  ),( bax  нуқтада )(xf   

ва  )( xg  ҳосилаларга эга бўлса,    xgxf   функция ҳам x  нуқтада ҳосилага 

эга ва у 

     )()()()( xgxfxgxf 


                                    (11.7) 

формула бўйича топилади. 

4. Агар  xf  ва  xg    функцияларнинг ҳар бири  ba,x  нуқтада )(xf   ва  

)( xg  ҳосилага эга бўлса,  xf  xg  функция ҳам x  нуқтада ҳосилага эга ва у 

         )()()()( xgxfxgxfxgxf 


                        (11.8) 

формула бўйича топилади. 

5. Агар  xf  ва  xg   функцияларнинг ҳар бири  ba,x  нуқтада )(xf   ва  

)(xg    ҳосилага эга бўлиб,   0xg  бўлса, 
 
 xg

xf
 функция ҳам x  нуқтада 

ҳосилага эга ва у  

   
 
 

       
 xg

xgxfxgxf

xg

xf
2














                             (11.9) 



формула бўйича топилади. 

6. Агар  xf  функция  ba,x 0  нуқтада   00  xf     ҳосилага эга бўлса, бу 

функцияга тескари  yfx 1  функция 0x  нуқтага мос келган   000 xfyy     

нуқтада ҳосилага эга ва 

      
 

0

/

1 1
0

xf
yf yy 



                                  (11.10) 

тенглик ўринли. 

           7. Агар  xfu   функция  ba,x 0  нуқтада  
0

xf    ҳосилага эга   бўлиб, 

 uFy    функция эса 0x  нуқтага  мос келган   000 xfuu     нуқтада  
0

uF   

ҳосилага эга бўлса,     xfFx Φ  мураккаб функция ҳам 0x  нуқтада ҳосилага 

эга ва 

                        0000 xfuFxfFx xx



                 (11.11) 

формула ўринли. 



8. Ошкормас   0, yxF  функция учун   
y

x

F

F
xy




   формула ўринли. 

9. Параметрик тенгламаси билан берилган  
 

 







ty

tx




 ,  10 ttt   

функциянинг ҳосиласи қуйидаги     

           
 
 t
t

xy
'

 
    ёки 

 
 tx

ty
y

t

t

x



                                                      (11.12) 

формула бўйича топилади. 

11.5. Асосий элементар функцияларнинг ҳосилалари жадвали. 

 1. 0'.  yCy . 

     2. .xy         Rxy     ,' 1
. 

 3. xy  .    
x

y
2

1/  . 

 4.   xe=y .  xey / . 

 5.   xay  .1,0  aa .  aay x ln/  . 

 6.   xy ln .   
x

y
1/  . 



7.   xy alog , .1,0  aa   
axx

e
y a

ln

1log/  . 

8.   xy lg .  
10ln

1
lg

1/

x
e

x
y  . 

9.   xy sin .  xy cos/  . 

10. xy cos .  xy sin/  . 

11. xy tg .   x
x

y 2

2

/ sec
cos

1
 . 

12. xy ctg .  x
x

y 2

2

/ cosec
sin

1
 . 

13. xy arcsin . 
2

/

1

1

x
y


 . 

14. xy arccos .    
2

/

1

1

x
y


 . 

15. xy arctg .     
2

/

1

1

x
y


 . 

16. xy arcctg .  
2

/

1

1

x
y


 . 

17. xy sec .  xsexx
x

x
y 2

2

/ sin
cos

sin
 . 



18. xy cosec . xecx
x

x
y 2

2

/ coscos
sin

cos
 . 

19. xy sh .   xy ch/  . 

20. xy ch .   xy sh/  . 

21. xy th .          
x

y
2

/

ch

1
 . 

22. xy cth .        
x

y
2

/

sh

1
 . 

23. xy Arsh .      
2

/

1

1

x
y


 . 

24. xy Arch .      
1

1
2

/




x
y . 

25. xy Arth .       
2

/

1

1

x
y


 . 

26. xy Arcth .      
2

/

1

1

x
y




 .    

27. xxy  .     xxy x ln1/  . 

11.15- мисол. Ушбу 

;6752)1 35  ххxy      ;2,0
1

)2 53 х
х

хy   



;
1

323
)3

2

23






хх

хх
y            ;

2
)4

3

2

хх

хх
y




  

);ctg(tge)7;ln3)6;
cos1

cossin
)5 xxyxeyy xx 









 

xxyxeyxxxy x chsh)10;log)9;arcctgarctg)8 2

2   

функцияларнинг ҳосилаларини топинг. 

 Ечилиши. Ҳосилани ҳисоблашнинг содда қоидалари ва 

элементар функцияларнинг ҳосилалари жадвалига асосан топамиз: 

1) Йиғинди (айирма)нинг ҳосиласини ифодалайдиган (11.7) 

формула ва даражали функция ҳосиласи формуласидан фойдаланамиз:    

;7215410/)6(/)7(/)35(/)52(/)673552(/  xxххxххxy  

 Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 
> Diff((2*x^5)-(5*x^3)+7*x+6,x)= 

 

diff((2*x^5)-(5*x^3)+7*x+6,x); 

 
d

 dx
 2 x

5
 - 5 x

3
 + 7 x + 6( ) = 10 x

4
 - 15 x

2
 + 7

 
2) Аввало (11.7) формуладан ва сўнгра даражали функция 

ҳосиласини топиш формуласидан фойдаланамиз:   



 

;
2

1

3

1

52,0
2

1

3

1
2,02,0

1

4

3 2

42

3

3

2/
52

1
3

1
/

53

х
ххх

ххххxxх
х

х










 











 

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 
 > Diff(x^(1/3)+1/sqrt(x)-0.2*x^5,x)= 

 

diff(x^(1/3)+1/sqrt(x)-0.2*x^5,x); 

 

  
   

.0.1
2

1

3

1
2,0

1 4

2/33/2

53/1 х
хx

х
х

x
dx

d









  

3)  Икки функциянинг нисбати  (касрнинг) ҳосиласини ифодалайдиган 

(11.9) формула ва юқорида фойдаланган формулаларни қўллаймиз: 

  

;
2)12(

3102113643

2)12(

)32233()12()12()429(

2)12(

)'12()32233()12(/)32233(/

















xx

xxxx

xx

xxxxxxx

xx

xxxxxxxx
y

  

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 
Diff(((3*x^3)-(2*x^2)+3)/((x^2)- 

 

x+1),x)=diff(((3*x^3)-(2*x^2)+3)/((x^2)-x+1),x); 

 



 

d

 dx
 

3 x
3
 - 2 x

2
 + 3

x
2
 - x + 1

æ
ç
ç
è

ö
÷
÷
ø

 = 
9 x

2
 - 4 x

x
2
 - x + 1

 - 
3 x

3
 - 2 x

2
 + 3( ) 2 x - 1( )

x
2
 - x + 1( )

2

 
 4) Икки функция нисбати  (касрнинг) ҳосиласини ифодалайдиган (11.9) 

формула, шунингдек, йиғинди  (айирма) нинг  ҳосиласини топиш (11.7) 

формула ҳамда жадвалдаги илдизнинг ҳосиласи формуласидан фойдаланамиз:   

    

       
 

   

   
;

232

63

1

2

13

3

102

232

23

2

3

2
132

2

1
2

232

2/'3232
/'2

/

xx

x
xxxx

xx

xxxxx
x

x

xx

xxxxxxxx
y
















































 

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

 > diff(((x^2)+sqrt(x))/(x-2*x^(1/3)),x); 

  

 
 

  23/1

3/2

2

3/1
2

3

2
1

2

2

1
2

xx

x
xx

xx

x
x


















 

 5) Икки функция нисбати  (касрнинг) ҳосиласини ифодалайдиган (11.9) 

формула, йиғинди  (айирма) нинг  ҳосиласи учун келтирилган (11.7) формула 

ҳамда жадвалдаги синус ва косунс функцияларнинг ҳосилалари 



формулаларидан фойдаланамиз:   

  
 

;
2)cos1(

1sincos

2)cos1(

sincossin)cos1()sin(cos

2)cos1(

)cos(sin)'cos1()cos1()'cos(sin
'



























y

 

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

 > diff((sin( )+cos( ))/(1-cos( )), x); 

 
   

 
     

  2cos1

sin)cos(sin

cos1

sincos

















. 

 6) Аввало (11.7) формуладан, сўнгра  жадвалдаги кўрсаткичли ва 

логарифмик функциялар ҳосилалари формулаларидан фойдаланамиз: 

;
1

3)'ln3('
x

x
ex

x
ey   

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 
 > diff((3*exp(x)-ln(x)),x); 

 

3 e
x
 - 

1

x
. 

7) Кўпайтманинг ҳосиласи тўғрисидаги (11.8) формула ва жадвалдаги 

кўрсаткичли ва тригонометрик функциялар ҳосилалари формулаларидан 

фойдаланамиз:  



  ;
22sin

)2cos22(sin2

2sin

1

2cos

1
)ctg(tg

'
)ctg(tg('

x

xxxe

xx

x
exx

x
exxxey


 








 

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

 > diff(exp(x)*(tan(x)+cot(x)),x); 

e
x
 tan x( ) + cot x( )( ) + e

x
 tan x( )

2
 - cot x( )

2
( )

. 

8) Йиғиндининг ҳосиласини ифодалайдиган (11.7) формула, сўнгра 

жадвалдаги тескари тригонометрик функциялар ва  даражали функция 

ҳосилалари формулаларидан фойдаланамиз:    

;2
21

1
2

21

1
)'arcctg2(arctg' x

x
x

x
xxxy 





  

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 
>  Diff(arctan(x)+x^2+arccot(x),x)= 

 

diff(arctan(x)+x^2+arccot(x),x); 

 
d

 dx
 arctan x( ) + x

2
 + arccot x( )( ) = 2 x

. 

9) Кўпайтманинг ҳосиласи тўғрисидаги (11.8) формула ва жадвалдаги 

кўрсаткичли ва логарифмик функция ҳосилалари формулаларидан 

фойдаланамиз 



);
2ln

1
2(log

2ln

1
2log)'2log('

x
xxe

x

xexxexxey   

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

 > diff(exp(x)*log[2](x),x); 

e
x
 ln x( )

ln 2( )
 + 

e
x

x ln 2( )
. 

10) Кўпайтманинг ҳосиласи формуласи (11.8) ва жадвалдаги гиперболик 

функциялар ҳосилалари формулаларидан фойдаланамиз: 

   .2sh2ch)'ch(sh' xxxxy   

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

 > Diff(sinh(x)*cosh(x),x)=diff(sinh(x)*cosh(x),x); 
d

 dx
 sinh x( ) cosh x( )( ) = cosh x( )

2
 + sinh x( )

2

 

11.16- мисол. Мураккаб функциянинг ҳосиласини топиш қоидасига 

асосан, ушбу 

x
x

x

xy
x

yxy

xyxyy

)sin3()6;
5sin1

2
ln)5;1arccos)4

);1cos(ln)3;1)2;3)1

3
2

232sin








 

   функцияларнинг ҳосилаларини топинг. 



 Ечилиши. 1) Мураккаб функциянинг ҳосиласини топиш   

   қоидасини, яъни (11.11) формулани икки марта қўллаб, топамиз. 

 ;2cos33ln222cos3ln3)2(sin3ln3)3( 2sin2sin/2sin/2sin/ xxxy xxxx   

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

 > diff(3^sin(2*x),x); 

 
2 3

sin 2 x( )
 cos 2 x( ) ln 3( )

 

2) Берилган  функция 31 xz  ва zy   функциялар композициясидан 

иборат бўлиб,   .
2

1
,3 /2/

z
yxz zx   Унда мураккаб функциянинг 

ҳосиласини топиш формуласи  (11.11) га асосан, 
3

2
2/

12

3
3

2

1

x

x
x

z
yx


 . 

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

  > diff(sqrt(1+x^3),x); 

 

3 x
2

2 1 + x
3

. 

  3) Мураккаб функциянинг ҳосиласини топиш қоидасини икки марта 

қўллаб, xxtgx
x

x
x

x
y 2)1()1(

1cos(

)1sin(
))1(.(cos

)1cos(

1 2/2

2

2
/2

2

/ 






  



бўлишини топамиз. 

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

  > diff(ln(cos(x^2+1)),x); 

 

- 
2 sin x

2
 + 1( ) x

cos x
2
 + 1( )

 
 4) Мураккаб функциянинг ҳосиласини топиш қоидасини уч марта 

қўллаб, 
2

/2

2

/2

2

/

1
)1(

12

11
)1(

)1(1

1

xx

x
x

xx
x

x
y










 бўлишини топамиз.  

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

   > diff(arccos(sqrt(1-x^2)),x); 

 

x

1 - x
2

 x
2

.        

 5) Бу ҳолда, берилган функцияни соддалаштириш мақсадга мувофиқ 

бўлади: 

  )5sin1(ln
2

1
2ln

2

3
)5sin1ln(2ln

2

1 3 x
x

xy x   

Энди, берилган функциядан ҳосила олиш осонлашади: 



.
)5sin1(2

5cos5
2ln

2

3
)'5(5cos

5sin1(2

1
2ln

2

3
)'5sin1(

2

1
2ln

2

3
'

x

x
xx

x
xy





  

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

 Diff(1.5*x*ln(2)-
0.5*ln(1+sin(5*x)),x)=diff(1.5*x*ln(2)-

0.5*ln(1+sin(5*x)),x); 
d

 dx
 1.5 x ln 2( ) - 0.5 ln 1 + sin 5 x( )( )( ) = 1.5 ln 2( ) - 

2.5 cos 5 x( )

1 + sin 5 x( )
. 

 6) Даража кўрсаткичли функциянинг таърифига асосан, берилган 

функцияни қуйидаги кўринишда ёзиб оламиз:  xxey sin3ln  . Энди, 

берилган функциядан ҳосила оламиз: 

 
  

 
   

 
      








































x

xx
x

x
x

x

xx
x

xx
e

x
x

x
x

xx
exx

xx
ey

sin3

cos
sin3lnsin3

sin3

cos
sin3ln

sin3ln

'sin3
sin3

sin3ln
sin3ln'

sin3ln
sin3ln'

 

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

   > diff((3+sin(x))^x,x); 

    











)sin(3

)cos(
)sin(3ln)sin(3

x

xx
x

x
x . 

11.17- мисол. Ушбу 



0,1,2)3;1,1,0)2

;
5

6
,0,

5

1
)1

421,0

5





yxxxyyexy

yyxxy

x

 

функцияларга тескари бўлган функцияларнинг кўрсатилган нуқтадаги 

ҳосиласи топилсин. 

Ечилиши. 1) Берилган функция Rx , қатъий ўсувчи, 4/ 1 xyx   функция 

R  нинг ҳеч бир нуқтасида нолга тенг эмас. Шунинг учун, бу функцияга 

тескари функция мавжуд ва унинг ҳосиласи  0.
1

11
4/

/ 


 y
xy

x
x

y бўлганда,   

0,
5

1
10 4 








 xxx  бўлади ва 

5

6
.1)0(/  yxy  бўлганда 

эса, 1,065,56 55  xxxxx  ва 
2

1

5

6/ 







yx  бўлади. 

2) xexy 1,01,0   функция R  да узлуксиз, қатъий монотон ва 

x

x ey 1,0/ 1,01,0  , R  даги бирор нуқтада ҳам нолга айланмайди.  Демак, 

берилган функцияга тескари функция мавжуд ва унинг ҳосиласи 

   
xx

x

y
eey

x
1,01,0'

/

1

10

1,01,0

11





  

1y  бўлганда, 510,1,01 11,0  )(xxex y

x
ва  бўлади. 



3) 422 xxy   функция R  да узлуксиз, 1x  бўлганда 0)1(4 2/  xxy  ва 

нолга айланмайди.  Берилган функция х>1 да қатъий камаювчи. 

Шундай қилиб, 1x  да 422 xxy   функцияга тескари функция мавжуд ва 

унинг ҳосиласи 
)1(4

11
2'

'

xxy
х

x

у


  га тенг. 0y  бўлганда 2x  бўлади.  

Демак, 
 

.
8

2

2124

1
)0(' 


xy  

11.18- мисол. Ушбу    xyy  23 3  тенгламадан топиладиган бир 

қийматли  xyy   функциянинг мавжудлигини кўрсатинг ва унинг ҳосиласи 

'

xy  ни топинг. 

Ечилиши. Фараз қилайлик, берилган тенглама иккита ҳақиқий  xy1   ва 

 xy2  ечимларга эга бўлсин, яъни  xyy  1

3

1 23 ,  xyy  2

3

2 23 . Бундан, 

    023 21

3

2

3

1  yyyy  ёки    02333 21

2

221

2

1  yyyyyy , бунда, x  учун 

02333 2

221

2

1  yyyy  бўлганлигидан,  2121 ,0 yyyy  . 

Шундай қилиб, берилган тенглама ягона ҳақиқий ечимга эга 

экан.Ҳақиқий ягона ечимнинг мавжудлигини ҳосила ёрдамида ҳам топиш 

мумкин. 029 2/  yxy  бўлиб, у ҳеч бир нуқтада нолга айланмайди, яъни  yx  



функция қатъий ўсувчи функция. Шунинг учун  yx  функцияга тескари, 

ягона, монотон ўсувчи, дифференциалланувчи  xyy   функция мавжуд 

бўлади ва унинг ҳосиласи (11.10) га асосан,   .
92

11
2/

/

yx
y

y

x


  

 11.19- мисол. Ушбу  

 

 

12

11
,2,011261286)3

;0,2)2;0)1

0
2

3235





xyyxyxy

yxyxaxyyy

 

ошкормас шаклда берилган  xyy   функцияларнинг ҳосилалари '

xy  ни,   3)- да 

эса,  0

' xyx  ни топинг. 

Ечилиши. Агар бирор оралиқда дифференциалланувчи  xyy   функция 

  0, yxF  тенгламани қаноатлантирса, у ҳолда унинг ҳосиласи 

   0),( yxF
dx

d
  (*) 

тенгламадан топилади.  1)- ҳолда,  (*) тенгламанинг кўриниши 

   0)( 35  xyyy
dx

d
  



шаклда бўлади. Бундан, 01''3'5 24  xxx yyyyy ,    
135

1
'

24 


yy
yx . 

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

> z:=diff(y(x)^5+y(x)^3+y(x)-x,x); 

 

z := 5 y x( )
4
 

d

 dx
 y x( )

æ
ç
è

ö
÷
ø

 + 3 y x( )
2
 

d

 dx
 y x( )

æ
ç
è

ö
÷
ø

 + 
d

 dx
 y x( )

æ
ç
è

ö
÷
ø

 - 1

 

 > Q:=solve(z=0,diff(y(x),x)); 

 

Q := 
1

5 y x( )
4
 + 3 y x( )

2
 + 1

 

 2) ҳолда (*) тенгламанинг кўриниши   0))2(( 32  xyxa
dx

d
 шаклда 

бўлади. Бу тенгламани дифференциаллаш натижасида, ушбу 

032)2( 2'2  xуухау х  

тенгламани ҳосил қиламиз. Бундан, ax 2   шартда 
)2(2

3 22
'

хау

ух
y x




  бўлишини 

топамиз.  
xa

x
y




2

3
2  муносабатдан,  шартга кўра, 0y  бўлгани учун, 

xa

x
y




2

3

  эканлигини эътиборга олган ҳолда,         ax 20    шартда 



'

xy
xxa

yxa

)2(

)3(




   эканлигини топамиз. 

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

 >  z:=diff((2*a-x)*y(x)^2-x^3,x); 

       22
3)()2(2: xxy

dx

d
xyxaxyz   

 > Q:=solve(z=0,diff(y(x),x)); 

Q := - 
-y x( )

2
 - 3 x

2

4 y x( ) a - 2 y x( ) x
. 

3) ҳолда  (*)  тенглама 

  0)11261286( 2  yxyxy
dx

d
 

шаклда бўлади. Бундан, 026121666 '''  ххх ууyуxy , 
1383

)2(3'






yx

y
ух   

эканлигини топамиз. Шартга кўра, 
12

11
,2 0  xy  бўлгани учун, берилган 

тенгламадан 026
2

11
8 2  yyy  ёки 0

2

41
8 








 yy бўлади, бундан 

2
16

41
,0 21  уу . 



 Демак, 
12

11
,2 0  xy   даги ҳосила, 

41

24

12

11' 







ху  экан. 

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

 > z:=diff(6*x*y(x)+8*y(x)^2-12*x-26*y(x)+11,x); 



























 )(2612)()(16)(6)(6: xy

dx

d
xy

dx

d
xyxyxy

dx

d
z  

 > Q:=solve(z=0,diff(y(x),x)); 

Q := - 
3 y x( ) - 6

3 x + 8 y x( ) - 13
. 

 11.20-  мисол. Параметрик шаклда берилган ушбу  

 ;
2

0,cos,sin)1 22 
 ttytx ;,,)2 3   ttyex t  

  ttayttax ,)cos1(,)sin()3  

 xyy   функцияларнинг '

ху  ҳосилаларини топинг. 

 Ечилиши. 1)    tytx ,  функциялар t  ларда дифференцияланувчи ҳамда 

2
0


 t  да 02sincossin2/  tttxt . У ҳолда, берилган  xyy   функциянинг 

ҳосиласи (11.12) формулага асосан,  10,1
cossin2

sincos2
'

'
' 


 x

tt

tt

x

y
y

t

t
x . 

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 



 >  s:=diff((cos(t))^2,t)/diff((sin(t))^2,t); 
s := -1

. 

   2)    tytx ,   функциялар t  учун дифференцияланувчи ва  t да 

0'  t

t ex . Шундай қилиб, берилган  xyy   функциянинг ҳосиласи: 

    .3
3 2

2
' t

tx et
e

t
y 


 

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

 s:=diff(t^3,t)/diff(exp(-t),t); 

s := - 
3 t

2

e
-t( )

. 

 3)    tytx ,  функциялар ҳам, кўрсатилган оралиқда дифференциалланувчи 

ва ,sin),cos1( '' taytax tt  ,2 kt  бўлганда     

 
 

.
2

ctg
cos1

sin/ t

ta

ta
yx 


  

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

 

 s:=diff(a*(1-cos(t)),t)/diff(a*(t-sin(t)),t); 

s := 
sin t( )

1 - cos t( )
 



11.21- мисол. Тенгламаси ушбу 

;0,2
3

4
,)1 0  xar 


 1,

66
,)2 0  xer




  

кўринишда берилган (бунда r  ва   лар  yx;   нуқтанинг қутб 

координаталари)  xyy   функцияларнинг  0

/ xy  ҳосилаларини топинг. 

Ечилиши. 1) ar   функциянинг ифодасини параметрик шаклга 

келтирамиз:  sinsin,coscos aryarx  . Бундан,    

   cossin,sincos // aayaax  , 




sincos

cossin'




xy . 

Шартга кўра, 0,2
3

4
0  x



 
бўлгани учун  cos0  a , бундан 

2

3
  . Демак, 

 3

2

2

3

1
)0(' 


xy . 

 2) Берилган er  функциянинг тенгламасини параметрик шаклга 

келтирамиз:   sinsin,coscos eryerx  . Бундан,  

)cos(sin'),sin(cos' 


  eyex ,  




sincos

cossin
)('




xyx . 

Шартга кўра, 1,
66

0  x





 бўлгани учун 0,cos1  e бўлади. 



Демак,       .11/ xy  

11.6. Функциянинг дифференциали.  xfy   функция  ba;  оралиқда 

берилган бўлсин.  ba,x 0  нуқтани олиб, унга  )0    ёки    0(  xxx  

орттирма берамиз (  baxx ,0 Δ ). Натижада берилган функция ҳам шу 

нуқтада орттирма олади ва у    00 xfxxfy  ΔΔ  каби ифодаланади. 

11.4- таъриф. Агар   xfy   функциянинг  ba,x 0  нуқтадаги yΔ  

орттирмаси ушбу 

    xxAxfy ΔΔΔΔ  0                                               (11.15) 

(бунда xA Δ  га боғлиқ бўлмаган ўзгармас сон,  xΔ   бўлиб, 0xΔ  да 

  )0xΔ кўринишда  ифодаланса, функция 0x  нуқтада дифференциалланувчи 

дейилади. 

(11.15) муносабатни қуйидагича 

  )( xoxAy                                                     (11.16) 

ёзиш  ҳам мумкин. 

11.5- таъриф.  xf  функция y  орттирмасининг  x   га нисбатан 

чизиқли бош қисми  xA  функциянинг дифференциали дейилади ва 



)(
0

xdfdy   каби белгиланади. 

 Демак, dxxxAxdfdy  ,)(
0

 эканлигини эътиборга олсак (эркли 

ўзгарувчи x  нинг x  орттирмасини унинг дифференциали dx   билан 

алмаштириш мумкин), Adxdy   бўлади.   

(11.15) формулани ушбу   

         xxxdyxyxxy  000       

 кўринишда ҳам ёзиш мумкин. Агар   00 xdy  бўлса, функциянинг xx 0   

нуқтадаги қийматини тақрибий 

      000 xdyxyxxy                                       (11.17)
 

формула билан ҳисоблаш мумкин 

 11.22- мисол. Ушбу   32 23  xxxf  функциянинг 0x   Rx  0  нуқтада 

дифференциалланувчилигини кўрсатинг. 

 Ечилиши. Берилган функциянинг x 0 нуқтадаги орттирмасини топамиз: 

           
     .2343

3232

2

00

2

0

2

0

3

0

2

0

3

0000

xxxxxxxx

xxxxxxxfxxfxf




 

 Агар     xxxxxxxA  23,43
2

00

2

0   дейилса, xxxAxf ΔΔΔΔ )()( 0   

 бўлиши келиб чиқади. Бу эса берилган функциянинг 0x  нуқтада    



 дифференциалланувчи эканлигини билдиради. 

    11.23- мисол. Ушбу 

 ,
1

sin)(
x

xxf     0)0( f  

функция 0x  нуқтада дифференциалланувчи бўладими? 

 Ечилиши. Берилган функциянинг 0x  нуқтадаги орттирмасини 

топамиз: 

       
x

xfxff



1

sin000 . 

Бу тенгликдан кўринадики, берилган функциянинг 0x  нуқтадаги  0f  

орттирмасини (11.15) кўринишда ифодалаб бўлмайди. Демак, функция 0x  

нуқтада дифференциалланувчи бўлмайди. 

11.1- теорема.  xf  функция 0x  нуқтада дифференциалланувчи 

бўлиши учун унинг шу нуқтада чекли f '( x ) ҳосилага эга бўлиши зарур 

ва етарли. 

 Агар y =  xf   функция  дифференциалланувчи  бўлса, 

      dxxfdy 0

/           (11.18) 

эканлигини кўриш қийин эмас. Маълумки, дифференциалланувчи функциялар 



учун dy  билан dx  лар пропорционал ўзгариб, f '( x ) пропорционаллик 

коэффициентини ифодалайди. 

 Ихтиёрий дифференциалланувчи u  ва v  функциялар учун ушбу 

    0,
2

;;,, 


 




 v

v

dvuduv

v

u
ddvuduvvudRdvduvud      (11.19) 

тенгликлар ўринли бўлади. 

 11.24-мисол. 12 2  xxy  функциянинг 1x   нуқтадаги 

дифференциалини топинг. 

 Ечилиши. 1-усул. Берилган функциянинг 1x  нуқтадаги орттирмасини 

топамиз:  

             .2321112111
22

xxxxfxff   

Функциянинг ортирмаси (11.15) шаклида тасвирланди, бу ҳолда 

   22,3 xxA   . 

Шундай қилиб, .31 dxdy x   

2-усул. 12 2  xxy  функциянинг 1x  нуқтадаги ҳосиласини топамиз: 

    31,14 //  yxxy   (11.18) формулага биноан,  .31 dxdy x   

 11.25–мисол. Ушбу 40 17)2;31sin)1  ифодаларнинг тақрибий 



қийматларини топинг. 

 Ечилиши. Берилган ифодаларнинг тақрибий қийматларини 

ҳисоблашда (11.17) формуладан фойдаланамиз. 

1)
180

,
60


 xx  деб олиб, xy sin  функцияни ва унинг ҳосиласининг 

6
0


x  нуқтадаги қийматларини ҳисоблаймиз: 

501,0
1802

3

2

1

1806
sin31sin;

2

3

6
cos

6
';

2

1

6
sin

6

0 
























 
yy  

2) 1,160  xx  деб олиб,  (11.17) формула буйича  

 
32

1
2

164

1
211617

4 3
16

/'
444  xx  . 

Функция дифференциалининг (11.18) ифодасидан фойдаланиб, элементар 

функцияларнинг дифференциаллари жадвалини келтирамиз: 

1.  d( x

)= x

-1
d x     ( x >0). 

2.  d( a
x
)= a

x
ln a d x    ( a >0, a1). 

3.  d(loga x )= e
x

a
log

1
  ( x >0, a >0, a1 ). 

4.  d(sin x )=cos x d x . 



5.  d(cos x )=-sin x d x . 

6.  d(tg x )= ,
cos

dx
x

1
2

  x  


k
2

, k=0, 1, 2,. . . 

7.  d(сtg x )=- ,
sin

1
2

dx
x

 x k ,  k=0, 1, 2,. . . 

8.  d(ln x )= dx
x

1
. 

9.  dxeed xx )( . 

10. d(arcsin x )= ,
1

1
2

dx
x

    -1< x <1. 

11. d(arccos x )=- ,
1 2x

dx


    -1< x <1. 

12. d(arctg x )=
21 x

dx


. 

13. d(arcctg x )=- 
21 x

dx


. 

11.26- мисол. Ушбу 

;arccos)2);2ln3(2)1 3 xeyxxy   
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1
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1

arcsin
)3 21
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 xx
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x

x

x
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x

x

 

функцияларнинг дифференцияларини топинг. 

Ечилиши. (11.19) формулалардан фойдаланиб, берилган 

функцияларнинг дифференциалларини ҳисоблаймиз: 

 
 

;ln9
3

)2ln3(
3

2

2()2ln3()2ln3(2))2ln3(2

3

2
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1
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;

1)1(

arcsin

)1(
1

1)1(

arcsin1
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dx
xx
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x
x

x

dx
dx

x
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222
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)(2)2(2
x
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x

x

x

xdxxdx

x

x
ddy










 
4) dx

x

xxx
x

xx )1ln2(ln222 2 
 . 

Бундан  0;)4ln2( 21   xx dydxdy . 

11.27- мисол. Maple тизимидан фойдаланиб, ушбу xxy arcsin1 2  



функциянинг биринчи  тартибли дифференциалини топинг. 

Ечилиши. 

> X:=subs(D(arcsin(x))=diff(arcsin(x),x)*D(x),D(sqrt(1-x^2)*arcsin(x))); 

X := - 
D x( ) x arcsin x( )

1 - x
2

 + D x( )

. 

 

Мустақил ечиш учун мисол ва масалалар 

 11.1. Ҳосила таърифидан фойдаланиб,  қуйидаги функцияларнинг  )(/ xf  

ҳосилаларини топинг. 

 .2)()1 3 xxxf    )2 .cos2)( xxf x  .5cos)()3 xxf   

 .2tg)()4 xxxf   .)()5 3 xxf    .)14ln()()6  xxf  

 .2arccos)()7 xxf 













.0,0

,0,
1

sin
)()8

2

x

x
x

x
xf      .)()9 xx eexf      

 11.2. Ҳосила таърифидан фойдаланиб,  қуйидаги функцияларнинг  )( 0

/ xf  

ҳосилаларини топинг: 

   .4),3()4()()1 /3 fxxxf        .2,
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f
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 11.3. Ҳосила таърифидан фойдаланиб, қуйидаги функцияларнинг 

ҳосилалари мавжудлигини текширинг. 
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xf (бунда  Q -рационал сонлар, I - эса иррационал 

сонлар тўплами). 

Ҳосилалар жадвали ва содда қоидалар ёрдамида қуйидаги 

функцияларнинг ҳосилаларини топинг. 

Даражали функциялар 
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  Тригонометрик функциялар 

11.19.  .sin2cos2sin2 xxxxxy           11.20. .sinsin 23 xxy      

11.21.  .cos 4 xy         11.22. .
tg

x

x
y             11.23. xxy 3cos

3

1
cos  .  

 11.24. .sinsin3 52 xxy   11.25. .
1

sin
x

y           11.26.  .sinsin xy      

 11.27.  .4cos3 xy      11.28.   .sin1
42 xy    11.29. .1ctg 5 2xy   

 11.30.  .tg1 xy      11.31.   .3cossin 2 xy  11.32.  
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x
y

cos1

sin
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sin1 x
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    11.34.    .)8,0sin(6,058cos4,0
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 Логарифмик функциялар. 

11.37.  .log 4

3 xxy         11.38. .ln xxy                 11.39. y = .ln x        

11.40.  .21ln 2xy            11.41.   .4log 2

2 xxy              11.42.   .sinln5 xy   

11.43.   .x2arccoslny       11.44.   .,sinln1 Nnxy
n

    11.45. .
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ln
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x
y


   

        11.46.   .x1arctgln 2y  11.47.   .tgxln 3y            11.48. .)25ln(cos 3xxy   



 Кўрсаткичли функциялар. 

 11.49. xy 3 .         11.50.  .2 2sin xy                 11.51. .5 4cos xy   
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      11.56.   .6652 xxxy    11.57. .10 43  xy      

 11.58. .4xey               11.59. .2arcsin xey       11.60. .ax xay             

 11.61. .1 xey   11.62. .
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               11.63. .cosbxey ax               

 Гиперболик функциялар. 

 11.64. xy 2sh .                  11.65.  .chln xy       11.66. 
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Тескари тригонометрик функциялар. 
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     11.81.  .1arccos 2xxxy   

 Қуйидаги функцияларнинг ҳосилаларини топинг. 
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  11.146. Қуйидаги функцияларнинг кўрсатилган нуқталардаги ўнг ва чап 

ҳосилаларини топинг. 
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11.147. Қуйидаги функцияларнинг 0x  нуқтадаги ўнг ва чап 

ҳосилаларини топинг: 
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11.148. Функцияларнинг узилиш нуқталаридаги ўнг ва чап ҳосилаларини 

топинг. 
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 11.149. )()( 0 xxxxf  функция учун )( 0

' xf ва )( 0

' xf  ларни топинг, 

бунда )(x -берилган 0x  нуқтада узлуксиз функция. 

 11.150. xxy ln
2

1 2   функция графигига абсциссаси 20 x  бўлган 

нуқтада ўтказилган уринманинг бурчак коэффициентини топинг. 

 11.151. 232  xxy  параболага абсциссаси 20 x  бўлган нуқтада 

ўтказилган уринманинг бурчак коэффициентини топинг. 

 11.152.
3

sin4
x

y   функция графигининг )4,
2

3
(


M  нуқтасидан ўтказилган 

уринма тенгламасини ёзинг. 

 11.153. 1xy 2   эгри чизиққа ўтказилган уринма 32  xy  тўғри чизиққа 

параллел. Уриниш нуқтасининг ординатасини топинг. 

11.154. 122  xxy  эгри чизиқдаги қандай нуқтада унга ўтказилган 

уринма  14  xy  тўғри чизиққа параллел бўлади? 



11.155. 
x

x
y




1
 функция графигига абсциссаси 30 x  бўлган нуқтадан 

ўтказилган уринманинг О x  ўқи билан ташкил этган бурчаги    бўлса, 2tg  

ни топинг. 

11.156.  
2

2






x

x
y  функция графигига қандай нуқталарда ўтказилган 

уринма, О x  ўқининг мусбат йўналиши билан 0135  ли бурчак ташкил этади? 

11.157. 3 xy   функциянинг графиги қандай нуқтада абсцисса ўқига 030  

ли бурчак остида жойлашган бўлади? 

11.158. 123  xxy  функция графигига қандай нуқтада ўтказилган 

уринма, 0 yx  тўғри чизиққа перпендикуляр бўлади? 

11.159. 
4xy   ва xy 4

 функцияларнинг графиклари қайси нуқталарда, 

қандай бурчак остида кесишишларини аниқланг. 

11.160.   ln  xy   чизиқ Ox  ўқни қандай бурчак остида кесади? 

11.161.    sin xy   чизиқ синусоида Ox  ўқни қандай бурчак остида кесади? 

11.162. a  нинг қандай қийматида xay   чизиқ Oy  ўқни 045  ли бурчак 

остида кесади. 



11.163.Ушбу 

22
3
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)2;3sin)1
x

x
y
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yxy





  

функциялар Oy  ўқни қандай бурчак остида кесади? 

11.164. tbytax sin,cos   эллипсга ўтказилган уринманинг Ox  ўқ билан 

ташкил қилган бурчагини топинг. 

11.165.  1;2   нуқтада   t-t,  yt-tx 4443 22   чизиққа ўтказилган 

уринмани топинг. 

11.166.  111292 223  tt,  yt-t-tx чизиққа қандай нуқтада ўтказилган 

уринма Oy  ўққа параллел бўлали. 

11.167. 32 32  tt  ,   y t - t x   чизиққа: 2 = t3)  1;= t2)  -1;=t1)  нуқталарда 

ўтказилган уринма тўғри чизиқлар тенгламасини ёзинг. 

11.168. Қуйидаги функцияларнинг графиклари қайси нуқталарда қандай 

бурчак остида кесишишларини аниқланг: 
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11.169. Қандай нуқталарда қуйидаги  xyy   функциялар графигига 

ўтказилган уринмалар берилган тўғри чизиқларга параллел бўлади? 

.yx,xxy 035372  1)  .,3cos
3

3
3sin

3

1
xyxxy 2)  

.2,533 xyxxy 3)  xyxy  ),14ln(4) .  .52,2  xyxy5)   

  .03)6 2  xexy x   .0,)3(5)7 3  xxxy  

11.170. Қандай нуқталарда қуйидаги   xyy   ункциялар графигига 

ўтказилган уринмалар берилган тўғри чизиқларга перпендикуляр бўлади? 

1) 012ln     x y    x ,       y  .    2) y = x
3 
- 3x + 5 ,   y = - x/9.       

0234,2 3  yxxy3) .   .010,sin  xxy4)  

5) y= tgx,   x+ y=0 .   6) y = x
2
 ,  y =2 x+5  

11.171.  xfy   функция графигига берилган нуқтада ўтказилган уринма 

тенгламасини ёзинг: 
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11.172. ts 3sin2  қонуният бўйича тўғри чизиқли ҳаракат қилаётган 

нуқтанинг 
9


t  пайтдаги тезлигини топинг. 

11.173. ts 2sin  қонуният бўйича тўғри чизиқли ҳаракат қилаётган 

нуқтанинг 
6


t  пайтдаги тезлигини топинг. 

11.174. ttes t 5cos   қонуният бўйича ҳаракатланаётган моддий  

нуқтанинг 0t  даги тезлигини топинг. 

11.175. Икки моддий нуқта, мос равишда, 165,2 2

1
 tts  ва 

325,0 2

2
 tts  қонуниятлар бўйича ҳаракатланмоқда. Қайси вақтда биринчи 

нуқтанинг тезлиги иккинчисиникидан 3 марта катта бўлади? 

11.176. Моддий нуқта tts
16

1
ln   қонуният бўйича тўғри чизиқли ҳаракат 



қилмоқда. Ҳаракат бошлангандан қанча вақт ўтгач, нуқтанинг тезлиги cм /
8

1
 

бўлади? 

11.177.   Массаси 5,1m  бўлган жисм 1)( 2  ttts  қонуният бўйича тўғри 

чизиқли ҳаракат қилмоқда. Жисмнинг ҳаракати бошлангандан 5 секунд вақт 

ўтгандаги кинетик энергиясини топинг (m масса килограммларда, s йўл – 

метрларда берилган). 

11.178. Абциссалар ўқи бўйлаб иккита нуқта, мос равишда, tx 5100  ва 

2

2t
x   қонуниятлар бўйича ҳаракат қилмоқда. Бу нуқталар учрашиш пайтида 

(моментида) бир-биридан қандай тезликда узоқлашади? (x метрлар билан 

ўлчанади, t – секундлар билан). 

11.179. Ғилдирак шундай айланадики, унинг бурилиш бурчаги вақтнинг 

квадратига пропорционалдир. Биринчи айланиш 8 секунд вақт давомида 

амалга оширилди. Ҳаракат бошлангандан 64 секунд вақт ўтгандаги бурчак 

тезлигини топинг. 

11.180. Кўрсатилган нуқталарда қуйидаги функцияларга тескари бўлган 

функцияларнинг ҳосилаларини топинг: 
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 11.181. Параметрик шаклда берилган қуийдаги  xyy   функцияларнинг 

/

xy   ҳосилаларини топинг: 
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 11.182. Ошкормас шаклда берилган қуийдаги  xyy   функцияларнинг 

/

xy   ҳосилаларини топинг: 
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12-§. ФУНКЦИЯНИНГ ЮҚОРИ ТАРТИБЛИ ҲОСИЛАСИ   ВА 

ДИФФЕРЕНЦИАЛИ 

 

12.1. Функциянинг юқори тартибли ҳосиласи.  xfy    функция  ba,  

оралиқда берилган бўлсин. 

12.1-таъриф. Агар  xf  функция  ba,  оралиқнинг ҳар бир  bax ,  

нуқтасида  xf /  ҳосилага эга бўлиб, бу  xf /  функция ҳам  bax ,0   нуқтада 

ҳосилага эга бўлса, уни  xf  функциянинг 0x  нуқтадаги иккинчи тартибли 

ҳосиласи деб аталади ва ,
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  каби белгилардан 

бири орқали ёзилади. 

 xf  функция  ba,  оралиқнинг ҳар бир  bax ,  нуқтасида )1( n  

тартибли   xf n 1  ҳосилага эга бўлсин. Бу   xf n 1  функциянинг  bax ,0   

нуқтадаги ҳосиласи (агар у мавжуд бўлса),  xf  функциянинг 0x  нуқтадаги n -

тартибли ҳосиласи деб аталади ва у 
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 белгилардан 

 



бири орқали ёзилади. Одатда  xf   функциянинг    ,..., ''' xfxf  ҳосилалари 

унинг юқори тартибли ҳосилалари дейилади. 

Агар )(tss   - тўғри чизиқ бўйлаб ҳаракат қилаётган материал нуқтанинг 

ҳаракат қонунини ифодаласа, у ҳолда )('' ts  - шу нуқтанинг t  вақт ичидаги 

тезланишини ифодалайди. Демак, иккинчи тартибли ҳосиланинг физик 

маъноси-материал нуқтанинг тезланишидан иборат экан. 

12.1-эслатма.  xf  функциянинг бирор  bax ,  нуктадаги  xf /  ҳосиласи 

мавжудлигидан унинг шу нуқтадаги юқори тартибли ҳосилаларга эга бўлиши 

ҳар доим ҳам келиб чиқавермайди. Масалан, 5)( xxf   функция 0x  да, 

жумладан, 0x  нуқтада ҳам,   ,
2

5
2

3
/ xxf     2

1
//

4

15
xxf   ҳосилаларга эга, 

лекин, бу функция 0x  нуқтада чекли учинчи тартибли ҳосилага эга эмас. 

 xf  ва  xg  функциялар  ba,    оралиқда аниқланган бўлиб, улар  bax ,  

нуқтада n - тартибли ),()( xf n
 )()( xg n

 ҳосилаларга эга  бўлсин. (Буни 

қуйидагича тушуниш лозим:  xf  ва  xg  функциялар x  нуқтани ўз ичига 

олган    ba,,   оралиқда   1/// ...,,, nfff   ҳамда  1/// ...,,, nggg   ҳосилаларга 



эга бўлиб, х нуқтада эса ),()( xf n  )()( xg n  ҳосилаларга эга). У ҳолда  

1)   )()( )()(
xCfxCf nn

 ,    ;constC   

2)      


n
xgxf  )()( xf n

 )()( xg n
; 

3)      


n
xgxf  )()( xf n

  xg + )()1(1 xfC n

n


  xg /  + )()2(2 xfC n

n


  xg //  +...+ 

+ ),()(...)()( )()()( xgxfxgxfC nkknk

n


                  (12.1) 

бунда .
!

)1)...(1(

k

knnn
C k

n


  (12.1) формула Лейбниц формуласи дейилади. 

Юқори тартибли ҳосилаларни топишда, қуйидаги, асосий элементар 

функцияларнинг n - тартибли ҳосилаларини топиш формулалари муҳим 

аҳамиятга эга: 

1. mxy          .)1)...(2)(1()( nmn xnmmmmy   

Агар m  бутун сон ва mn   бўлса, y
(n)

=0 бўлади. Хусусий ҳолда , 1m  

бўлса, 
x

y
1

  функциянинг n - тартибли ҳосиласи y
(n)

=
1

!)1(



n

n

x

m
 бўлади. 

2. y=lnx,          y
(n)

= 
 

.
!1

1
1

n

n

x

n 



 



3. xy
a

log ,      y
(n)

=(-1)
n

n

xa

n 1

ln

)!1(1 

. 

4. xey  ,         xenn
y 

)(
.  

5. bxay  ,        aaby nxnn ln)(  . 

6. y=sinbx,      )
2

sin()( 
nbxby nn  .  

7. ,cosbxy      )
2

cos()( 
nbxby nn   

8. .))(1()1())((,)( )()( nnnn baxnabaxybaxy     

 12.1-мисол. Ушбу  

   0,arctg.;sin;.

;3);23ln(.

3

52

n

x

yxyxxy
dcx

bax
y

yxxy









5)4).3)
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функцияларнинг n- тартибли ҳосилаларини топинг.  

Ечилиши.  
23

32
'1)
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xx

x
y . Ҳисоблашларни соддалаштириш учун 

охирги функцияни қуйидагича  шакл алмаштирамиз:  
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Бундан, 8) формулада 2,1,1,1  bba  деб олиб,  
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бўлишини топамиз. Демак,     

     












 

nn

nnn

xx
nxxy

)2(

1

)1(

1
)!1()1())23(ln( 1)(2)( . 

  2) ,3ln53)3ln53(,53ln3 225/5//5/  xxx yy  

 
33ln35533  xy ва ҳоказо 3ln53 45)(  nxny  деб ёзиш мумкин.  

Бу формуланинг тўғрилигини  математик индукция усули билан кўрсатамиз: 

Бу формула 1n  да ўринли. Фараз қилайлик, kn   да ҳам ўринли  бўлсин, 

яъни  .3ln535)( kkxky   У ҳолда,  .3ln53)3ln53()( 115/5/)(  kkxkkxky  

Демак, формула 1 kn  бўлганда ҳам ўринли экан. Бундан, n учун 

ўринли  эканлиги келиб чиқади.  Шу билан биз, 5) формуланинг ҳам 

тўғрилигини исботладик. 



 3) Ҳисоблашни соддалаштириш мақсадида берилган функциянинг 

шаклини  қуйидагича ўзгартирамиз:  
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Бундан, 8) формулани эътиборга олган ҳолда, ),,1( dbcax  ,  
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бўлишини топамиз. 

 4)   3,sin xvxu  деб олиб, Лейбниц (12.1) формуласидан фойдаланиб:  

3///332//32

)1(131)(30)(3

)(sin)()(sin)(

)(sin)()(sin)sin(
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топамиз. Қолган хадлар нулга тенг бўлади, чунки  .30)( )(3  kx k  

sinx функциянинг  3,2,1,  nnnn  тартибли ҳосилаларини  топишда 6) 

формуладан 1b  бўлган ҳолда, фойдаланамиз:  
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Шундай қилиб,  
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  бундан .1)1( /2  yx  Кейинги тенгликнинг иккала 

томонидан 1n   тартибли ҳосила оламиз. Чап томоннинг ҳосиласини топишда 

)1(, 2/ xvyu   деб олиб, Лейбниц формуласини қўллаймиз; 

.0)2)(1()1(2)1( )2()1(2)(   nnn ynnxynxy  

Бундан 0x  бўлганда, ушбу  )0()2)(1()0( )2()(  nn ynny  рекуррент формулага 

эга бўламиз. n  жуфт )2( kn   бўлганда, .0)0()2( ky  n  тоқ )12(  kn  бўлганда 

эса,   )!2()1()0(/)!2()1(...)0(
)12(

)12)(2()0(
)12(

kkykkk
ykk

k
y 




 ,чунки 



.1)0(/ y  

 12.2-мисол. Ушбу   Rxxxy  ,3   функцияга тескари бўлган 

функциянинг иккинчи тартибли ҳосиласини топинг. 

 Ечилиши. Берилган функция ҳамма жойда узлуксиз,  

Rxxyxy xx  ,031,031 2/2/  

бўлгани учун унга тескари функция мавжуд ва унинг ҳосиласи  

.
31

11
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xy
x
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Бу тенгликнинг иккала томонидан y  бўйича ҳосила оламиз: 
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 12.3-мисол. )(xfy   функция ушбу  

 );(),(),( battyytxx   

параметрик тенглама билан берилган бўлиб,  tx  ва  ty   функциялар ),( bat  

учун икки марта дифференциалланувчи ва 0)(/ tx  бўлсин. У ҳолда //

xxy  ни 

топинг. 

 Ечилиши. Маълумки, берилган функциянинг биринчи тартибли 



ҳосиласи  

/

/

/

t

t

x
x

y
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формула орқали топилади. Бу тенгликнинг иккала томонидан х бўйича ҳосила 

оламиз:  
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 .                                                         (12.2) 

 12.4-мисол. Қуйидаги:  )cos1(),sin().2,,).1 23 tayttaxtytx   

параметрик тенгламалар берилган  xy  функцияларнинг ''

xxy  ҳосилалари 

топинг.  

Ечилиши. Берилган функцияларнинг //

xxy  ҳосилалари (12.2) формула 

орқали топилади: 
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 12.5-мисол. Параметрик шаклда берилган ушбу  
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 xy  функциянинг  4;0  нуқтадаги //

xxy  ҳосиласи топилсин. 

 Ечилиши. Берилган  xy  функциянинг //

xxy ҳосиласини (12.2) формула 

орқали топамиз: 
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Шартга кўра 4,0  yx  бўлгани учун 
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бунда 2t  ечим бўлади. Энди 
////// ,,, ttttt yyxx  ларнинг 2t  даги қийматини 

топамиз:  

.2)2(,0)2(;2)2(,2)2( //////  ttttt yyxx  

Топилган қийматларни (12.2) формулага қўйиб, 
2

1
)4,0(

// xxy  эканлигини 

топамиз. 



 12.6-мисол. Ошкормас шаклда берилган ушбу 2522  yx  

 xy функциянинг  4;3  нуқтадаги /// , xxx yy   ҳосилаларини топинг. 

Ечилиши. Берилган функциянинг /

xy   ҳосиласи ушбу  

0)25( 22  yx
dx

d
 

 тенгламадан топилади: .022 /  xyyx  Бу тенгламадан  

     ./

y

x
yx           (12.3) 

(12.3) нинг иккала томонида x  бўйича ҳосила оламиз: ,
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/
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xyy
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xx


  

(12.3) ни эътиборга олган ҳолда, 
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     (12.4) 

муносабатни ҳосил қиламиз.  

Шартга кўра 4,3  yx  бўлгани учун   (12.3), (12.4)лардан  
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)4;3(
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)4;3(

/  xxx yy  



 12.7-мисол. Ушбу 
2

xy   функциянинг 0x  нуқтада нечанчи 

тартибгача ҳосилага эга эканлигини аниқланг. 

 Ечилиши. 0x  бўлса, 
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0x  да ҳосиланинг таърифига кўра,  
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 Демак, берилган функция x  учун биринчи тартибли ҳосилага эга:  

      .2)(/ xxy   

Маълумки, x функция 0x  нуқтада дифференциалланувчи эмас. Шунинг 

учун 
2

xy  функция 0x  нуқтада фақат биринчи тартибли ҳосилага эга 

бўлиб, иккинчи тартибли ҳосилага эга эмас. 

        12.8-мисол. Иккита моддий нуқта берилган бўлиб, улардан бири  
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tts  қонун бўйича, иккинчиси эса,   21
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2
sstttts  - 

метрда, t секунда ўлчанади) қонун бўйича ҳаракатланади. Бу моддий 

нуқталарнинг тезликлари  ўзаро тенг бўлган нуқтадаги тезланишини топинг. 



 Ечилиши. Маълумки, ҳаракатланаётган моддий нуқталарнинг 

тезликлари  мос равишда         tstvtstv /

22

/

11 ,   формулалар билан топилади: 

        562,13 2/
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2/

11  tttstvtttstv  

Шартга кўра, 56213 22  tttt ,  бундан .3,2,065 21

2  tttt  

1) 2t секунда биринчи ва иккинчи моддий нуқталарнинг 

тезланишлари: 
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2) 3t  секунд  
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12.2. Функциянинг юқори тартибли дифференциали.  xfy    функция 

 ba,   оралиқда берилган бўлсин. Агар )(xf  функция ),( bax  нуқтада чекли 

)(xf   ҳосилага эга бўлса, функциянинг дифференциали ушбу  dxxfdy /  

формула билан ҳисобланишини 11-§. нинг 6-бандида кўрдик, бунда dx  

миқдор )(xf  функция аргументи x  нинг ихтиёрий орттирмаси x  ни 

ифодалайди. 



Фараз қилайлик, )(xf  функция ),( bax  нуқтада иккинчи тартибли 

ҳосилага эга бўлсин. У ҳолда, белгиланган dx  лар учун функциянинг 

дифференциали dy  фақат x  нинг функцияси бўлади ва унинг 

дифференциалини ҳисоблаш мумкин, бунда ҳам xdx   деб олинади. 

12.2-таъриф. )(xf  функция дифференциали dy нинг ),( bax  нуқтадаги 

дифференциалига берилган )(xf  функциянинг иккинчи тартибли 

дифференциали деб аталади ва  у  xfdyd 22    ёки   каби белгиланади, яъни 

      .   ёки  22 xdfdxfddydyd    

Дифференциаллаш қоидасидан фойдаланиб,  

        2////2  dxydxydxdyddydyd   

бўлишини топамиз 

Шундай қилиб, функциянинг иккинчи тартибли  дифференциали унинг 

иккинчи тартибли ҳосиласи орқали қуйидагича ёзилади: 

2//2 dxyyd  ,      (12.5) 

бунда  22 dxdxdxdx  . Худди шундай, x  - эркли ўзгарувчи бўлганда, 

функциянинг n - тартибли дифференциали таърифини бериш мумкин. 



 )(xf  функция ),( bax  нуқтада n -тартибли   xf n  ҳосилага эга бўлсин. 

Функциянинг  1n  тартибли дифференциали yd n 1  дан олинган 

дифференциал, берилган )(xf  функциянинг ),( bax  нуқтадаги n - тартибли 

дифференциали деб аталади ва у  xfdyd nn   ёки  каби белгиланади, яъни  

          nnnnnnn dxyydxfddxfdyddyd   ;  ёки 11 .   (12.6) 

Эркли ўзгарувчи x  нинг n  - тартибли дифференциали 1n  да, таъриф бўйича 

0xnd  деб олинади. )(xf  ва  xg  функциялар ),( ba  оралиқда берилган бўлиб, 

улар ),( bax  нуқтада дифференциалга эга бўлсин. У ҳолда қуйидаги  
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формулалар ўринли бўлади, бунда 
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k

knnn
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 . 

      )(xfu   функция  ba,  оралиқда,  uFy   функция эса  dc,  оралиқда 

берилган бўлиб, улар ёрдамида   xfFy   мураккаб функция тузилган 



бўлсин. )(xfu    функция ),( bax  нуқтада    uFxf ,/  функция эса, мос 

 dcu ,  нуқтада  uF /  ҳосилага эга деб,   xfFy   функциянинг 

дифференциалини ҳисоблаймиз: 

          xdfxfFdxxfxfFdy  /// . 

 12.2.-эслатма. (12.5) ва (12.6) формулалар 1n  бўлганда фақат x - эркли 

ўзагрувчи бўлган ҳолда ўринли. 

 x -эрксиз ўзгарувчи бўлган ҳолда, яъни ))(( txyy   мураккаб функция 

учун (12.5) формула ушбу: 

xdydxydxdydxyddxyddydyd xxxxxx

2/2/////2 )()()()(             (12.7)  

кўринишда бўлади. 

 Агар x - эркли ўзгарувчи бўлса, 02 xd  бўлади ва (12.5) формула (12.7) 

формулага тенг бўлади. 

 12.9-мисол. х ни эркли ўзгарувчи деб, ушбу 
2xxey   функциянинг 

учинчи тартибли дифференциалини топинг. 

 Ечилиши. 1-усул. Иккинчи тартибли дифференциалнинг таърифига 

кўра,  
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 (12.8) 

Учинчи тартибли дифференциалнинг таърифига кўра, 
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 2-усул. Берилган функциянинг учинчи тартибли ҳосиласини топамиз: 

(12.8)ни эътиборга олиб, 
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xxexxexxe
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(12.6) формулага асосан ),3( n   34223 )4123(2 dxxxeyd x   бўлишини 

топамиз. 



Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

> Diff(x*exp(x^2),x$3)=diff(x*exp(x^2),x$3); 

d
3

 dx
3
 x e

x
2( )æ

è
ö
ø  = 6 e

x
2( )

 + 24 x
2
 e

x
2( )

 + 8 x
4
 e

x
2( )

. 

 12.10-мисол. Қуйидаги:  )a  x  бирор эркли ўзгарувчининг функцияси;

  )b  x  эркли ўзгарувчи бўлган ҳолларда, xey   функциянинг иккинчи 

тартибли дифференциалини топинг.   

Ечилиши. )a . 1-усул. Иккинчи тартибли дифференциалнинг таърифига 

кўра,  
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2-усул. Берилган функциянинг биринчи ва иккинчи тартибли 

ҳосилаларини топамиз: 
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(12.7) формулага асосан, 
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e
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 бўлади. 

       12.11-мисол. Ушбу  xxy arcsin1 2  функциянинг  иккинчи тартибли 

дифференциалини топинг.  

      Ечилиши. Иккинчи тартибли дифференциални топиш учун (12.5) 

муносабатдан фойдаланамиз: 

,1arcsin
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> X:=subs(D(arcsin(x))=diff(arcsin(x),x)*D(x), 

D(sqrt(1-x^2)*arcsin(x))); 

X := - 
D x( ) x arcsin x( )

1 - x
2

 + D x( )

 
> F:=subs(D(D(X))=0,D(arcsin(x))= 



diff(arcsin(x),x)*D(x),D(X)); 

F := - 
D x( )

2
 arcsin x( )

1 - x
2

 - 
D x( )

2
 x

2
 arcsin x( )

1 - x
2

( )
/3 2( )

 - 
D x( )

2
 x

1 - x
2

 
> simplify(F); 

- 
x 1 - x

2
 + arcsin x( )( ) D x( )

2

1 - x
2

( )
/3 2( )

. 

  12.12-мисол. Ушбу xxy 2cos5sin   функциянинг n - тартибли 

дифференциалини топинг. 

Ечилиши. Берилган функцияни ]3sin7[sin
2

1
xxy   кўринишда 

ифодалаймиз. Бу функциянинг  n -тартибли дифференциалини топиш учун 

  )
2

sin(sinbx)( n)( 
nbxby nn    ва (12.6) формулалардан фойдаланамиз: 

  nnnnnn dx
n

x
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xdxyyd 
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12.13-мисол. Ушбу  
52

23
2 




xx

x
y  функциянинг 0x  нуқтадаги иккинчи 

тартибли дифференциалини топинг. 

Ечилиши. Берилган функциянинг иккинчи тартибли дифференциалини 



(12.6) формула бўйича  2n  топамиз: 
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(12.6) формулага асосан,   .
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Мустақил ечиш учун мисол ва масалалар 

Қуйидаги мисолларнинг кўрсатилган тартибдаги ҳосилаларини топинг. 

 12.1. ?,)3()12( )7(32  yxxxy  12.2. ?,
1

1 ''

3



 y

x
y    

  12.3. ?,
1

101 ''

98
 y

x
xy   12.4. ?,cos ''2  yxy  

 12.5. ?,arctg)1( ''2  yxxy   12.6. ?),1arctg( ''2  yxxy   

 12.7. ?,arcsin1 ''2  yxxy   12.8. ?),1ln( ''2  yxxy  

 12.9. ?, '''5 3  yxy    12.10. ?,ln '''5  yxxy   

  12.11. ?,3cos2  IVyxxy   12.12. ?,2sin )50(2  yxxy  

  

 12.13. ?, )10(  y
x

e
y

x

   12.14. ?,3sin2sinsin )10(  yxxxy    



 12.15. ?,lnsin )6(2  yxxy   12.16. ?, )50(22  yexy x    

 12.17. ?, (///)3  yay x    12.18. ?,
1

1 )( 



 ny

x

x
y   

 12.19. ?,cossin )(  nybxaxy  12.20. ?, )( 



 ny

x

x
y




  

 12.21. ?, )( 


 ny
bxa

x
y   12.22. ?,

)1(

1 )( 


 ny
xx

y    

 12.23. ?,cossin )(  nyxxy   12.24. ?,2cos5sin )(  nyxxy   

 12.25. ?,log )(  n

a yxy    12.26. ?,cossin )(44  nyxxy

  

 12.27. ?,cos3sin )(2  nyxxy      

 Қуйидаги функцияларнинг берилган нуқталардаги кўрсатилган 

тартибдаги ҳосилаларини топинг. 

 12.28. ?)1(,44 )(36  IVyxxy   12.29. ?)5(,
)1(

(//)

4

5




 y
x

x
y   

 12.30. ?)0(,
1

arcsin (//)

2



 y

x

x
y   12.31. ?)1(,arctg (//)  yxy   

 12.32. ?)4(, (//)  yey x   12.33. ?)(,
1

1 )100( 



 xy

x

x
y    



 12.34. ?)(,
1

1 )( 


 xy
x

y IV    

Қуйидаги функцияларнинг кўрсатилган тенгламаларни 

қаноатлантиришини исботланг. 

 12.35. ;022,sin ///  yyyxey x   

12.36. ;022,sin ///   yyyxey x  

 12.37. 0,sincos //

21  yyxcxcy  ( 1c  ва 2c  - ихтиёрий ўзгармас сонлар); 

 12.38. 0, //

21  yyshxcchxcy  ( 1c  ва 2c  - ихтиёрий ўзгармас сонлар); 

 12.39. 0),cos()sin( 2

2

2

00  y
dt

yd
tBtAy   ( 0,,, BA - ихтиёрий 

ўзгармас сонлар); 

 12.40. ;0)1(),arcsinsin( 2///2  ynxyyxxny  

 12.41. 0)(, 21

/

21

//2
2

1
1  yyyececy

xx   ( 1c , 2c  - ихтиёрий 

ўзгармас сонлар, 21, - ўзгармас); 

 12.42. ;0)()12(),lncos( )(22)1()2(2   nnn ymnxynyxxmy  

 Берилган )(xyy   функцияларнинг қуйидаги тенгламаларни 

қаноатлантиришини аниқланг: 



 12.43. 0,sincos 2//  yayaxBaxAy . 

12.44. 
3

2
// 2

,
1

x

x
yy

x
BeAey yx 

  . 

12.45. 0,sincos1 2///  yeyyeey xxx .   

 Қуйидаги параметрик шаклда берилган )(xyy   функцияларнинг 

кўрсатилган тартибдаги ҳосилаларини топинг: 

 12.46. ?;, //32  yyxbtyatx    

 12.47. ?;13,13 //33  xxyttyttx   

 12.48. ?;sin,cos //  xx

tt yteytex    

 12.49. ?;sin),
2

ln(cos ///  xxxytay
t

ctgtax    

 12.50. ?;, //  xxychttshtyshttchtx    

 12.51. ?;sin,cos ///33  xxxytaytax    

 12.52. ?;sin)cos1(,cos)cos1( ///  xyttayttax   

 12.53. ?;1,ln //2  xytytx      

 12.54. ?;cos)2(sin2,sin)2(cos2 ///22  xyttttyttttx  

 12.55. ?;2,2 //2sin2cos  x

tt yyx      



 Қуйидаги параметрик шаклда берилган )(xyy   функцияларнинг 

берилган нуқтада кўрсатилган тартибдаги ҳосилаларини топинг: 

 12.56. ?));
2

1
ln();

2

3
(ln();2cos1ln(),sin1ln( //  xxyyx    

 12.57. ?);1;0(;sinshcosch,cosshsinch //  xxyttttyttttx  

 Параметрик шаклда берилган )(xyy   функцияларнинг берилган 

тенгламаларни қаноатлантиришини исботланг:  

 12.58. ).(2)(;cos,sin /2// yxyytyteytex tt   

 12.59. .0)1(;sin,sin 2

2

2
2  yk

dx

dy
x

dx

yd
xktytx  

 12.60. 
22

,02)1(;,sin ///222 
 tyxyyxBeAeytx tt , A  ва B  

- ихтиёрий ўзгармас сонлар; 

 Қуйидаги ошкормас шаклда берилган )(xyy   функцияларнинг x  бўйича 

кўрсатилган тартибдаги ҳосилаларини топинг: 

 12.61. ?,2 //2  xxypxy   12.62. ?, // 

xx

yx yyxe     

 12.63. ?,0arctg //  xxyxyy  12.64. ?, //  xx

yx yxyee   

  



 12.65. ,0625 22  yxyxyx  )1;1(  нуқтадаги ?// xxy    

 Қуйидаги функцияларнинг 0x  нуқтада нечанчи тартибли ҳосилаларга 

эга эканлигини аниқланг ва мавжуд ҳосилаларнинг бу нуқтадаги қийматини 

ҳисобланг: 

 12.66. 









lganda.bo'0,)1ln(

lganda,bo'0,cos1

xxx

xx
y  

12.67. 









lganda.bo'0,sin

lganda,bo'0,

xxx

xxshx
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 12.68.
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12.69. 











lganda.bo'sonirrasional,
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10
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xx
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lganda.bo'0,0

lganda,bo'0,
2

1

x

xey
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 x  ни эркли ўзгарувчи деб, қуйидаги  )(xyy   функцияларнинг  

кўрсатилган тартибдаги дифференциалларини топинг: 



 12.71. ?,)1()1( 223  ydxxy  12.72. ?,)32( 2223   ydexxxy x

  

 12.73. ?,sin 42  ydxy      12.74. ?,2cos 12  ydxxy     

 12.75. ?;arctg 2 







 ydtgx

a

b
y  12.76. ?;cos 8  ydxchxy     

 12.77. ?;4ln 22  ydxy  12.78. ?;3 32

  ydy x     

Агар 22 ,,, dvdvuddu  лар мавжуд бўлса, қуйидаги )(xyy   функциялар учун yd 2  

ни топинг. 

 12.79. ?; 222  ydvuy  12.80. ?; 2  yduy v   

 12.81. ?;
2 2 


 yd

u

vu
y   12.82. ?;ln 2  ydvuy     

 Қуйидаги )(xyy   функцияларнинг берилган нуқтадаги кўрсатилган 

тартибдаги дифференциалларини топинг: 

 12.83. ?; 1
22

 x
x ydxey   

12.84. ?;cos

4

32 



x
ydxy     



 12.85. ?;)5( 3
23 2  xydxxy  

12.86. ?;
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bax
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 12.87.   ?;11 1
16

2
22  xydxxy   

 12.88. ?;3sin2sinsin

6

10 



x
ydxxxy   

 Ошкормас шаклда берилган )(xyy   функцияларнинг );( 00 yx   нуқтадаги 

иккинчи тартибли дифференциалини топинг: 

 12.89. ).1;1(,02242 22  yxyxyx   

12.90. ).0;1(,0)/()1(3  xyarctgxy  

Мустақил ечиш учун берилган мисол ва масалаларнинг жавоблари 

 12.1. 0 . 12.2. .
)1(

)12(6
33

3





x

xx
 12.3. ./9702 100x  12.4. .2cos2 x  12.5. 
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 13-§. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ҲИСОБНИНГ АСОСИЙ 

ТЕОРЕМАЛАРИ 

 

13.1. Нуқтада функциянинг ўсиши (камайиши). Функциянинг 

локал экстремум қийматлари.  xfy    функция бирор белгиланган c  

нуқтанинг атрофида аниқланган бўлсин. 

 13.1-таъриф. Агар c нуқтанинг шундай  cU  0  атрофи мавжуд 

бўлиб, cx   бўлганда    cfxf   тенгсизлик, cx   бўлганда эса, 

   cfxf   тенгсизлик ўринли бўлса,  xfy   функция c  нуқтада ўсади, 

дейилади. 

 13.2-таъриф. Агар c  нуқтанинг шундай  cU  атрофи мавжуд бўлиб, 

cx   бўлганда,    cfxf   тенгсизлик, cx   бўлганда эса,    cfxf   

тенгсизлик бажарилса,  xfy   функция c  нуқтада камаяди дейилади. 

 13.3-таъриф. Агар c  нуқтанинг шундай )(cU  атрофи мавжуд бўлиб, 

)(cf  қиймат, функциянинг )(cU  атрофдаги қийматлари ичида энг каттаси 

(энг кичиги) бўлса, )(xfy   функция c  нуқтада локал максимум (локал 

 



минимум) га эга дейилади. 

 Одатда функциянинг c  нуқтадаги 

локал максимум ва локал минимум 

қийматлари биргаликда локал 

экстремум қиймати деб юритилади. 

 13.1-чизмада функциянинг 1c  

нуқтада ўсувчи, 2c  нуқтада камаювчи, 

3c  нуқтада локал максимумга, 4c  

нуқтада эса? локал минимумга эга 

эканлиги тасвирланган (13.1- чизма). 

  

 13.1-теорема (Функциянинг нуқтада ўсувчи, камаювчи 

бўлишининг етарли шарти). Агар )(xfy   функция c  нуқтада 

дифференциалланувчи бўлиб, унинг бу нуқтадаги )(' cf  ҳосиласи мусбат 

(манфий) бўлса, у ҳолда бу функция c  нуқтада ўсувчи (камаювчи) бўлади. 

 13.1-эслатма. )(xfy   функциянинг c  нуқтада ўсувчи (камаювчи) 

c1 

13.1-чизма 

x 

y 

0 c2 c3 c4 



бўлиши учун унинг шу нуқтадаги )(' cf  ҳосиласининг мусбат (манфий) 

бўлиши зарурий шарт бўла олмайди. Масалан, 3xy   функция 0x  

нуқтада ўсувчи, лекин унинг 0x  нуқтадаги ҳосиласи 0)0(' f  (13.2-

чизма). 

  

13.2-чизма 

13.2-эслатма. Агар функция 0x  нуқтада  ўсувчи бўлса, унинг 0x  

нуқтанинг бирор атрофида ўсувчи бўлиши шарт эмас. Масалан, 
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Ҳосиланинг таърифига асосан,  
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1
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 Демак, )(xf  функция 0x  нуқтада ўсувчи. Лекин, бу функция 

монотон эмас, чунки 

   
xx

xxf
1

cos
1

sin2
2

1
)('   

функция 0x  нуқтанинг ихтиёрий кичик атрофида мусбат қийматни ҳам, 

манфий қийматни ҳам қабул қилади: ,...)2,1(
1

 k
k

xk


 бўлиб, k  жуфт 

бўлганда )(' xf  нинг қиймати 
2

3
 га, k тоқ сон бўлганда эса, 

2

1
  га тенг 

бўлади. 

13.2. Ферма, Ролл, Лагранж ва Коши теоремалари. 

13.2- теорема (Ферма теоремаси). )(xfy   функция бирор X  



оралиқда аниқланган бўлиб, бу оралиқнинг ички c  нуқтасида ўзининг энг 

катта (энг кичик) қийматига эришсин. Агар c  нуқтада функция чекли )(' xf  

ҳосилага эга бўлса, у ҳолда  

     0)(' cf  

бўлади. 

Ферма теоремаси содда геометрик маънога эга. )(xfy   функция 

Ферма теоремасининг шартларини қаноатлантирганда, )(xf  функциянинг 

графигидаги ))(,( cfc  нуқтага 

ўтказилган уринма OX  ўқига параллел 

бўлади (13.3-чизма). 

Ферма теоремасининг физик 

маъноси қуйидагича: тўғри чизиқ 

бўйлаб ҳаракат қилаётган заррачанинг 

қайтиш моменти тезлиги нолга тенг 

бўлади. 

 13.3-эслатма. 0)(' cf  шарт, функциянинг c  нуқтада локал 

c 

f(c) 
(c, f(c)) 

уринма 

13.3-чизма 

x 

y 

0 



экстремумга эга бўлиши учун етарли шарт бўла олмайди. 

 Масалан, 3)( xxf    функциянинг ҳосиласи 0x  нуқтада 0)0(' f  

бўлсада, функция 0x  нуқтада ўсади. 

 13.3-теорема (Ролл теоремаси). )(xfy   функция ],[ ba  да 

аниқланган бўлиб: 1) узлуксиз; 2) ақалли ),( ba  да чекли ҳосилага эга; 3) 

],[ ba  нинг четларида ўзаро тенг ))()(( bfaf   қийматларни қабул қилса, у 

ҳолда, камида битта шундай )( bcac   нуқта топиладики, 0)(' cf  

бўлади.  

 Ролл теоремасининг геометрик маъноси қуйидагича: )(xfy   

функция Роль теоремасининг ҳамма шартларини қаноатлантирганда, бу 

функциянинг графигида шундай ))(;( cfc  нуқта топиладики, бу нуқтада 

функция графигига ўтказилган уринма Ox  ўққа параллел бўлади (13.4-

чизма). 

 13.4-эслатма Ролл теоремасида )(xfy   функциядан, унинг ],[ ba  

сегментда узлуксизлиги, сегментнинг ички нуқталарида эса, унинг 

дифференциалланувчилиги, талаб қилинган эди. Функция сегментнинг 



ички нуқталарида дифференциалланувчилигидан унинг шу нуқталарда 

узлуксизлиги келиб чиқади, шунинг учун Ролли теоремасидаги функцияга 

қўйилган 1) шартнинг ўрнига, )(xf  нинг a  нуқтадан ўнгда, b  нуқтада эса 

чапдан узлуксиз бўлишини талаб қилиш етарли. 

 13.5-эслатма. Ролл теоремасининг барча шартлари муҳим. Агар 

теоремадаги )(xfy   функцияга қўйилган шартларнинг бирортаси 

бажарилмаса, теореманинг тасдиғи ўринли бўлмаслиги мумкин. 

 Масалан, 3 21)( xxf   функция ]1;1[  сегментда узлуксиз бўлиб, бу 

функция учун .0)1()1(  ff  Лекин, бу функциянинг ҳосиласи )1;1(  

интервалнинг бирорта нуқтасида ҳам нолга айланмайди. Бунга сабаб, 

берилган функция )1;1(  интервалнинг 0x  нуқтадан ташқари қолган 

ҳамма нуқталарида ҳосилага эга. 0x  нуқта ички нуқта бўлганлиги учун 

Ролл теоремасининг 3) шарти бажарилмайди. Шунинг учун берилган 

функцияга Ролл теоремасини қўллаб бўлмайди.  

 13.4-теорема (Лагранж теоремаси). Агар )(xf  функция: 1) ],[ ba  

кесмада аниқланган ва узлуксиз; 2) ақалли ),( ba   оралиқда чекли ҳосилага 



эга бўлса, у ҳолда шундай )( bcac   нуқта топиладики, бу нуқтада  

     )(
)()( ' cf

ab

afbf





    (13.1) 

тенглик ўринли бўлади. 

 Лагранж теоремасининг геометрик маъноси қуйидагича: фараз 

қилайлик, )(xf  функция Лагранж теоремасининг барча шартларини 

қаноатлантирсин. )(xf  функция графигининг ))(,()),(,( bfbBafaA  

нуқталарини тўғри чизиқ билан туташтирамиз. )(' xf - бу )(xf  функция 

графигининг ))(,( xfx  нуқтасидан ўтказилган уринманинг бурчак 

коэффициентидир, яъни )(tg ' xf . Шундай )( bcac   нуқта топиладики, 

 xf  функция графигига ))(,( cfc  нуқтада ўтказилган уринма AB  тўғри 

чизиққа параллел бўлади (13.4-чизма). (13.1) формулани бошқача ҳам ёзиш 

мумкин: ];[0 bax   нуқтани олиб, унга ихтиёрий x  орттирма берамиз 

  ],[.];[ 000  xxbaxx  сегмент учун (13.1) Лагранж формуласини 

ёзамиз: 

        ,/

00 cfxxfxxf      (13.2) 



бунда 10,).,( 000   xxcxxxc  деб белгиласак, 

        xxfxxfxxf  0

/

00    (13.3) 

Одатда (13.2) ёки (13.3) формула, чекли орттирмалар ҳақидаги Лагранж 

формуласи деб юритилади. 

 13.6-эслатма. Агар (13.1) формулада )()( bfaf   деб олинса, у ҳолда 

   bcacf  0/  бўлиб, Лагранж теоремасидан Ролл теоремасининг 

келиб чиқишини кўрамиз.  

 Лагранж теоремасидан қуйидаги натижалар келиб чиқади. 

 13.1-натижа. Агар )(xf  функция  ba;  оралиқда 

дифференциалланувчи ва бу оралиқда   0/ cf бўлса, у ҳолда бу оралиқда 

)(xf  функция ўзгармас бўлади. 

 13.2-натижа. )(xf  ва )(xg  функциялар бирор  ba;  оралиқда 

узлуксиз, бу оралиқда дифференциалланувчи бўлиб, 

 baxxgxf ;),()( //   бўлса, у ҳолда бу функцияларнинг бири 

иккинчисидан ўзгармас сонга фарқ қилади, яъни  )(xf = )(xg +с. 

 13.3-натижа. )(xf  функция бирор 0x  нуқтанинг  0xU  атрофида 



узлуксиз ва  0xU 



 атрофда дифференциалланувчи бўлсин. Агар чекли 

  Axf
xx




/

0

lim  мавжуд бўлса, у ҳолда )(xf  функция 
0x  нуқтада 

дифференциалланувчи дейилади ва   Axf 0

'  бўлади. 

 13.5-теорема (Коши теоремаси). )(xf  ва )(xg  функциялар: 

 1) ],[ ba  сегментда аниқланган ва узлуксиз бўлсин; 

 2) ],[ ba да чекли )(' xf  ва )(' xg  ҳосилаларга эга бўлиб,  bax ,  учун 

)(/ xg 0  бўлсин.  

 У ҳолда шундай  bcac   нуқта топиладики,  

    
   
   

 
 cg

cf

agbg

afbf
'

'





                                                  (13.4) 

тенглик ўринли бўлади. 

 13.7-эслатма. (13.1) Лагранж формуласи (13.4) Коши формуласидан 

( xxg )('  бўлганда) келиб чиқади. 

 13.8-эслатма.  (13.4) формуладa ab   деб олиш шарт эмас. 

 13.1-мисол. Ушбу   13)( 2  xxf  функция ]2;1[  cегментда Ферма 

теоремасининг ҳамма шартларини қаноатлантирадими? 



 Ечилиши. Берилган функция ]2;1[   сегментда монотон ўсади. Демак, 

у x 1 да энг кичик қийматини, x 2 да эса, энг катта қийматини қабул 

қилади, лекин бу нуқталар ]2;1[   сегментнинг ички нуқтаси эмас. Шундай 

қилиб 23)( xxf  -1 функция учун Ферма теоремасини қўллаб бўлмайди, 

яъни  

    021 ''  ff  деб айтиш нотўғри бўлади, чунки     122,61 ''  ff . 

 13.2-мисол. Қуйидаги функциялар учун кўрсатилган оралиқда Ролл 

теоремасининг шартларини текширинг: 

 
   

    ].1;0[,)];2;0[|,1|)

;1 ,0

,)1;0[ ,
)];2;1[,1074) 23












xxxfdxxxfc

x

xx
xfbxxxxxfa

 



 

13.5-чизма. 

 Ечилиши. )a . 1) ]2;1[  кесмада   1074 23  xxxxf  функция 

аниқланган ва узлуксиз; 2) )2;1(   оралиқда   782'  xxxf  чекли ҳосила 

мавжуд;  3) оралиқнинг четки нуқталарида функция ўзаро тенг    21 ff   

қийматларни қабул қилади (13.5-чизма).     

Демак, берилган   1074 23  xxxxf  функция ]2;1[  оралиқда 

Ролл теоремасининг ҳамма шартларини қаноатлантиради. У ҳолда,   0' xf  

тенгламани қаноатлантирадиган 
3

474
,

3

474
21





 xx нуқталар 

мавжуд (13.5-чизма).  



 ).b  Равшанки, берилган функция Ролл теоремасидаги 2) ва 3) 

шартларни қаноатлантиради, лекин 1) шарт бажарилмайди. Функция 

қаралаётган кесмада узлуксиз эмас, x =1 нуқтада у узилишга эга, чунки 

  , 1lim
01




xf
x

  аммо    .01 f  Демак,  1;0  оралиқда  cf ' =0 бўладиган cx   

нуқта мавжуд эмас (13.6-чизма). 

)c . ]2;0[  кесмада   |1|  xxf функция Ролл теоремасининг 1) ва 3) 

шартларини қаноатлантиради, лекин 2) шартини қаноатлантирмайди, 

берилган функция 1x  нуқтада дифференциалланувчи эмас (13.7-чизма). 

 Демак, (0;2) оралиқда  cf ' =0 тенгламани қаноатлантирадиган c  нуқта 

 y 

 x 

 y 

  13.6-чизма.      13.7-чизма 

 x 
1 

2 

1 2 



мавжуд эмас. 

 ]1;0[).d   кесмада   xxf   функция Ролл теоремасининг 1) ва 2) 

шартларини қаноатлантиради, 3) шартини қаноатлантирмайди, чунки 

  .1)1(,00  ff  Демак,  1;0  оралиқда тенгламани қаноатлантирадиган c  

нуқта мавжуд эмас. 

 13.3-мисол. ]0;2[  кесмада   72 2  xxf  функция Лагранж 

теоремасининг ҳамма шартларини қаноатлантирадими?  Агар 

қаноатлантирса,        ./ abcfafbf   Лагранж формуласида 

қатнашадиган c  нуқтани топинг. 

 Ечилиши. Берилган   72 2  xxf  функция ]0;2[  кесмада узлуксиз 

ва )0;2(  да чекли   xxf 4/   ҳосилага эга. У ҳолда изланаётган c нуқта 
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2

17

20

20
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ff
ccf  

бундан .1c  

13.4-мисол. Ушбу 



  
   

 



;,|,||argarg|)2

01ln)1

211212 xxxxtgxtgx

xxx
 

тенгсизликларни исботланг. 

 Ечилиши. 1) ];0[ x  кесмада берилган    xxf  1ln  функция Лагранж 

теоремасининг ҳамма шартларини қаноатлантиради, у ҳолда теореманинг 

тасдиғига кўра шундай  xcc 0  нуқта топиладики 

      xx
c

xfxf 



1

1
1ln0  

бўлади,  чунки 1
1

1


 c
. 

 2). ],[ 21 xx кесмада берилган   xxf arctg  функция Лагранж 

теоремасининг ҳамма шартларини қаноатлантиради, у ҳолда Лагранж 

формуласига асосан, 

  |,|
1

1
|arctgarctg| 1221212 xxxx

c
xx 


  

чунки 1
1

1
0

2





c
 

 13.5-мисол. Ушбу 



    5207,32 232  xxxxgxxxf  

функциялар ]4;1[  кесмада Коши теоремасининг шартларини 

қаноатлантирадими? Агар қаноатлантирса, (13.4) Коши формуласида 

қатнашган с нуқтани топинг. 

 Ечилиши. Берилган  xf  ва  xg  функциялар ҳамма жойда узлуксиз, 

жумладан, ]4;1[   да ҳам узлуксиз. Берилган функциялар мос равишда 

)4;1(   да чекли 

    20143,22 2/'  xxxgxxf  

ҳосилалар эга бўлиб, x нинг ҳеч бир ҳақиқий қийматида  xg '  функция 

нолга айланмайди. У ҳолда (13.4) формулага асосан, 
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20143
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x

cc
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cg
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ff
 

Бу тенгламани c га нисбатан ечиб, 21 c  ва 42 c  ларни топамиз. Булардан 

21 c   нуқта ички нуқта бўлади. 

 

 



   Мустақил ечиш учун мисол ва масалалар 

 13.1. Ушбу 12)( 2  xxf  функция учун ]2;1[  кесмада Ферма 

теоремасининг шартлари бажариладими?  

  13.2.Ушбу xxxf  125)(  функция учун  40;4  кесмада Ферма 

теоремасининг шартлари бажариладими?  

13.3. Ушбу   xxxxf ln5ln   функция учун 







5,2;

3

5
 кесмада Ферма 

теоремасининг шартлари бажариладими? 

13.4. Ушбу  xxf sinln)(  функция учун 








6

5
;

6


 кесмада Ролл  

теоремасининг шартлари бажариладими? 

13.5.Ушбу 

];0[,4)()2];2;1[,23)()1 sin3 2 xxfxxxf   



функцияларнинг кўрсатилган кесмада Ролл теоремасининг шартларини 

қаноатлантиришини текширинг. 

13.6.Ушбу    xxf sin  функция учун [1;2] кесмада Ролл 

теоремасининг шартлари бажариладими?  

13.7. Қуйидаги          ]2;0[,2sin)2];1;0[,)1 3  xxxfxxxxf  

функциялар учун кўрсатилган оралиқда Ролл теоремасининг шартларини 

қаноатлантиришини кўрсатинг ва   0/ cf  ни қаноатлантирувчи c  сонларни 

топинг.  

13.8. Қуйидаги  

  ];2;1[)1 2  xxxf    ;]3;1[,)2 3  xxxf    ]1;0[1)3 2  xxxf  

функциялар учун кўрсатилган оралиқда ўрта қиймат ҳақидаги теореманинг 

шартларини текширинг ва теорема тасдиғини қаноатлантирувчи барча c  

сонларни топинг. 



 13.9.Ушбу  53)( 2  xxf  функция ]0;2[  кесмада Лагранж 

теоремасининг шартларини қаноатлантирадими? Агар қаноатлантирса, 

      abcfafbf  /  Лагранж  формуласидаги  c  нуқтани топинг.  

13.10. xxf ln)(   функцияга ];1[ e  кесмада Лагранж формуласини 

қўлланг ва унда қатнашадиган c нинг қийматини топинг.  

13.11. xxf 3sin)(  функция учун ];[ 21 xx кесмада Лагранж 

формуласини ёзинг. 

 13.12.    xxf 2arcsin  функция учун ];[ 00 xxx   кесмада Лагранж 

формуласини ёзинг. 

13.13.   nxxf   функциянинг [0; a ] кесмада  0;0  an  Лагранж 

теоремасининг шартларини қаноатлантиришини кўрсатинг. 

13.14. || xy  функция учун  [0; a ] кесмада Ролл теоремаси ўринли  

эмаслигини кўрсатинг. 



13.15.Агар  0... 1

2

2

1

10  

 xaxaxaxa n

nnn   тенглама 0xx    

мусбат илдизга эга бўлса,     0...)1( 1

2

1

1

0  



n

nn axanxna    

 тенглама ҳам, мусбат, 
0x  дан кичик илдизга эга бўлишини исботланг. 

13.16. 033  cxx тенгламанинг (0;1) оралиқда иккита ҳар хил 

илдизга эга бўлмаслигини исботланг. 

13.17. 3xy   чизиқда шундай нуқтани топингки, унга ўтказилган 

уринма,  1;1A  ва  8;2B  нуқталарни бирлаштирувчи ватарга параллел 

бўлсин.  

 Лагранж теоремасидан фойдаланиб қуйидаги тенгсизликларни 

исботланг: 

          13.18. 1,  xexex .    

18.19. .0,ln ab
b

ba

b

a

a

ba






 



13.20. .,1 Rxxex     

13.21. .|||sinsin| yxyx   

13.22.     .,1,11 banbaanbabanb nnnn     

 13.23. .
2

0,
cos

tgtg
cos 22


















 

 13.24. Ушбу    
2

2

1
,

x

x
xgexf x


  функциялар учун [-3;3] кесмада 

Коши теоремаси ўринлими?   

 13.25. Ушбу    2xxf   ва   2xxg   фнкциялар учун [-1;1] кесмада 

Коши теоремаси ўринлими?  

 13.26. Функциянинг ўзгармаслик аломатидан фойдаланиб, элементар 

математикадан маълум бўлган қуйидаги формулаларни исбот қилинг: 



 

























.1 ,2

,x1-,arg2

,1  ,2

21

2
arcsin)4;0,arctg2

21

21
arccos)3

;
2

2cos12
sin)2;

2
arccosarcsin)1

xarctgx

xtgx

xtgx

x

x
xx

x

x

x
xxx







 

Мустақил ечиш учун берилган мисол ва масалаларнинг жавоблари 

13.1. Бажарилмайди.  13.2. Бажарилади. 13.3. Бажарилади. 

13.4. Бажарилади. 13.6. Бажарилади. 13.7. .
4

7
;

4

5
;

4

3
;

4
)2;

3

3
)1


 cc  

13.8. 2
4

1
)3;39

4

1
)2;

2

3
)1  ccc .  13.9. 1c . 13.10. 1 ec . 13.11. 

        )(,3cos33sin3sin 211212 xcxcxxxx  .13.12. 

  xxcx
c

x
xxx 




 00

2
00 ,

41

2
2arcsin]2arcsin[ .13.17.  1;1M . 13.24. Ўринли 

эмас. 13.25. Ўринли эмас.  

 



14-§. ЛОПИТАЛ ҚОИДАЛАРИ 

 

 Функцияларнинг лимитини ҳисоблаш жараёнида 





1,,0,,0,,

0

0 00  кўринишидаги аниқмасликларни очиш вақтида, 

баъзан қийинчиликларга дуч келинади. Агар берилган функцияларнинг 

ҳосилалари мавжуд бўлса, улардан фойдаланганда берилган 

аниқмасликларни очиш енгиллашади. Одатда, ҳосилалардан фойдаланиб 

аниқмасликларни очиш Лопитал қоидалари деб аталади. 

14.1. Лопиталнинг биринчи қоидаси 








0

0
. 

 Агар ax  да     0,0  xgxf  бўлса, 
)(

)(

xg

xf
 нинг ax  даги лимити 










0

0
 кўринишдаги аниқмасликни ифодалайди. Баъзи ҳолларда, ax  да 

)(

)(

xg

xf
 нисбатнинг лимитини топишга қараганда 

)('

)('

xg

xf
 нисбатнинг лимитини 

топиш енгил бўлади. 

 14.1- теорема (Лопиталнинг биринчи қоидаси).  xf   ва  xg  



функциялар  ba,  да аниқланган, узлуксиз бўлиб, улар қуйидаги шартларни 

қаноатлантирсин: 

 ;0)(lim,0)(lim)1 


xgxf
axax

 

 ba,)2  да чекли  xf ' ва  xg '  ҳосилалар мавжуд ва 

    0',,  xgbax ; 

A
xg

xf

ax


 )('

)('
lim)3   A( -чекли ёки чексиз) бўлсин. 

У ҳолда,  
)(

)(
lim

xg

xf

ax
 ҳам мавжуд ва 

 А
xg

xf

xg

xf

axax


 )('

)('
lim

)(

)(
lim                                                           

(14.1) 

тенглик ўринли.           

 14.1- эслатма. 14.1-теореманинг 3) шарти бажарилмаганда ҳам, 

)(

)(
lim

xg

xf

ax
  мавжуд бўлиши мумкин. Масалан, 12)(,

1
sin)( 2  xxg

x
xxf   

бўлсин.       Бу функциялар учун 14.1-теореманинг шартларини 

текширамиз:  



;0)12(
0

lim)(
0

lim;0
1

sin
2

0
lim)(

0
lim)1 












x

x
xg

xx
x

x
xf

x

 2ln2)(',
1

cos
1

sin2)(')2 
x

xg
xx

xxf бўлиб, 0х да 
2ln2

1
cos

1
sin2

)('

)('






x

xx
x

xg

xf
 

нисбатнинг лимити мавжуд эмас, чунки 
xx

1
coslim

0
 лимит мавжуд эмас. 

Лекин, .0
12

1
sin

lim
12

1
sin

lim
)(

)(
lim

0

2

00












x

x
x

x
x

xg

xf
xxxxx

 

 14.2- эслатма. 14.1- теоремада  xf / ва  xg /  ҳосилаларнинг ax   

нуқтада узлуксизлиги талаб қилинса, у ҳолда 0)(' ag  шартда  (14.1) 

формулани қуйидагича ёзиш мумкин: 

    .
)('

)('

)(

)(
lim

ag

af

xg

xf

ax



                                              

 14.3- эслатма. 14.1- теорема a  ёки a  бўлган ҳол учун ҳам 

ўринли, яъни  xf   ва  xg  функциялар  xc  да аниқланган ва шу 

оралиқда дифференциалланувчи бўлиб, қуйидаги шартларни 

қаноатлантирсин: 



).;(,0)(',0)(lim)(lim 


cxxgxgxf
xx

 

У ҳолда, 
)('

)('
lim

xg

xf

x 
мавжуд бўлса, 

)(

)(
lim

xg

xf

x 
  ҳам мавжуд бўлади ва 

)('

)('
lim

)(

)(
lim

xg

xf

xg

xf

xx 
  

тенглик ўринли бўлади. 

 14.4- эслатма. Агар  xf / ва  xg /  функциялар 14.1-теореманинг барча 

шартларини қаноатлантирса, Лопитал қоидасини такрорий қўллаш мумкин, 

яъни 

.
)(''

)(''
lim

)('

)('
lim

)(

)(
lim

xg

xf

xg

xf

xg

xf

axaxax 
  

14.2. Лопиталнинг иккинчи қоидаси 











. 

 Агар ax  да      xgxf ,  бўлса, 
)(

)(

xg

xf
 нинг ax   даги лимити 













 кўринишдаги аниқмасликни ифодалайди. Баъзи ҳолларда, бундай 

аниқмасликларни очишда ҳам  xf   ва  xg  функцияларнинг ҳосилаларидан 

фойдаланиш мақсадга мувофиқ бўлади. 



14.2- теорема (Лопиталнинг иккинчи қоидаси).  xf   ва  xg  

функциялар  ba,  да қуйидаги шартларни қаноатлантирсин: 

;)(lim,)(lim)1 


xgxf
axax

 

 ba,)2  да чекли  xf / ва  xg /  ҳосилалар мавжуд ва     0,, /  xgbax ; 

3) A
xg

xf

ax


 )(

)(
lim

/

/

A( -чекли ёки чексиз), у ҳолда  

A
xg

xf

xg

xf

axax


 )('

)('
lim

)(

)(
lim  

  тенглик ўринли. 

14.5- эслатма. Агар 


)(lim,0)(lim xgxf
axax

 бўлса,    xgxf   ифода 

( 0 ) кўринишдаги аниқмасликни ифодалайди. Бу кўринишдаги 

аниқмасликни очишда, уни 

)(

1

)(

)(

1

)(
)()(

xf

xg

xg

xf
xgxf   

каби ёзиш орқали 








0

0
ёки 












 кўринишдаги аниқмасликларга 

келтирилиб, Лопитал қоидалари қўлланилади. 



 14.6- эслатма. Агар 


)(lim,)(lim xgxf
axax

 бўлса,    xgxf   ифода 

   кўринишдаги аниқмасликни ифода қилади, уни ҳам қуйидаги 

)(

1

)(

1

)(

1

)(

1

)()(

xgxf

xfxg
xgxf





  

каби ёзиш билан 








0

0
кўринишдаги аниқмасликка келтирилади ва Лопитал 

қоидалари қўлланилади. 

 14.7- эслатма.  Агар ax  да  xf  функция 0,1  ва  ,  xg  функция эса 

мос равишда, 0,  ва 0  га интилганда     xg
xf  – даража – кўрсаткичли ифода 

)(,)0(),1( 00   кўринишдаги аниқмасликларни ифода қилади. Бу 

кўринишдаги аниқмасликларни очиш учун, аввало берилган ифода 

логарифмланади: 

   xfxgy lnln  , 

бу ифода, ax  да ( 0 ) кўринишдаги аниқмасликни ифодалайди, яъни 

юқорида ўрганилган ҳолга келтирилади. 

 Шундай қилиб: 1) ( 0 ) ёки (  ) кўринишдаги аниқмасликлар 



алгебраик алмаштиришлар натижасида  








0

0
ёки 












  кўринишдаги 

аниқмасликларга келтирилади ва уларга Лопитал қоидалари қўлланилади. 

 2) )(,)0(),1( 00   кўринишдаги аниқмасликлар логарифмлаш ёки 

         xfxgxg
exf ln шакл ўзгартиришлар орқали ( 0 ) кўринишдаги 

аниқмасликка келтирилади, сўнгра уни 








0

0
ёки 












 кўринишдаги 

аниқмасликларга келтирилиб, Лопитал қоидалари қўлланилади. 

14.1- мисол. 
103

)3ln(
lim

2

2

2 



 xx

x

x
  лимитни ҳисобланг. 

 Ечилиши. Равшанки,    3ln 2  xxf ,   1032  xxxg  функциялар 

2x да     03ln 2  xxf ,   1032  xxxg 0 . 2x  нуқтанинг 3x  

нуқталарни ўз ичида сақламайдиган ихтиёрий кичик атрофида 

32)(',
3

2
)('

2



 xxg

x

x
xf  ҳосилалар мавжуд ва 










2

3
032)(' xxxg , 

7

4

)32()3(

2
lim

32

3

2

lim
)('

)('
lim

22

2

22








 xx

x

x

x

x

xg

xf

xxx
 мавжуд. 

 Демак, берилган лимитни ҳисоблашга Лопиталнинг биринчи 



қоидасини қўллаш мумкин: 

.
7

4

)32()3(

2
lim

103

)3ln(
lim

222

2

2









 xx

x

xx

x

xx
 

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

 >  Limit(ln(x^2-3)/(x^2+3*x-10),x=2)= 

 

 limit(ln(x^2-3)/(x^2+3*x-10),x=2); 

 .
7

4

103

)3ln(
lim

2

2

2
















 xx

x

x
 

 14.2- мисол.  )0,0(lim 





a
e

x
axx

лимитни ҳисобланг. 

 Ечилиши. Бу ҳолда,     axexgxxf  ,  бўлиб, улар 14.2-теореманинг 

барча шартларини қаноатлантиради. Шунинг учун, Лопиталнинг иккинчи 

қоидасига кўра,  

,0limlim
1




 axxaxx ea

x

e

x
 

 

чунки, x да асоси бирдан катта кўрсаткичли функция даражали 

функцияга қараганда тезроқ ўсади.  Бу лимитни Лопитал қоидасини 

)0,1][(  kkk  марта қўллаб ҳам топиш мумкин: 



0
)1)...(1(

lim...limlim
1











 axk

k

xaxxaxx ea

xk

ea

x

e

x
 

 

бўлишини топиш ҳам мумкин. 

 14.3-мисол. 
1ln

lim
1 



 xx

xx x

x
 лимитни ҳисобланг. 

 Ечилиши. Бу ҳолда,     1ln,  xxxgxxxf x  бўлиб, улар 14.1-

теореманинг барча шартларини қаноатлантиради, жумладан, 1x  

нуқтанинг ихтиёрий кичик атрофида 

1
1

)(',1)1(ln)(' 
x

xgxxxf x  

ҳосилалар мавжуд бўлиб, ).1(01
1

)('  x
x

xg  Лекин,  xf /  ва  xg /  

функциялар ҳам ўз навбатида 1x  нуқтанинг кичик атрофида 14.1-

теореманинг барча шартларини қаноатлантиради. Шунинг учун, берилган 

лимитни ҳисоблашга Лопиталнинг биринчи қоидасини икки марта 

қўллаймиз: 

.2ln
1

1)1(ln1lim
1

)1(ln
lim

1ln
lim 1

1

1

11



























 







xx

x

x

x

x

x
xx

x
xx

x

xxx

xx

xx  

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 



> Limit(((x)^x-x)/(ln(x)-x+1),x=1)= 

 

limit(((x)^x-x)/(ln(x)-x+1),x=1); 

 
.2

1ln
lim 















 xx

xx x

x
 

 14.4- мисол. )0,0(
ln

lim 


na
x

x
a

n

x
 лимитни ҳисобланг. 

 Ечилиши. textx  ,ln  алмаштиришни олиб, 0lim
ln

lim 
 at

n

xa

n

x e

t

x

x
 

бўлишини топамиз  (14.2-мисолга қаранг). 

 14.5-мисол. )0,0(
1

lnlim
00













x
x

x
  лимитни ҳисобланг. 

Ечилиши. Бу ҳолда   









 x
xgxxf

xxxx

1
lnlimlim,0lim)(lim

00000000

 . 

Демак, берилган ифоданинг 00x  даги лимити ( 0 ) кўринишдаги 

аниқмасликни ифодалайди. Бу аниқмасликни очиш учун, уни 








0

0
ёки 












  

кўринишдаги аниқмасликка келтириб, Лопиталнинг биринчи қоидасини 

қўллашда, соддалик учун, text
x

 ,
1

ln  алмаштиришни бажариб, берилган 



ифоданинг лимити  

     0lim
1

lnlim
00











 ttx e

t

x
x




   

топамиз (14.2-мисолга қаранг). 

 14.6 – мисол.  ))]1(ln()sin1[ln(lim 22

0
xctgx

x



 лимитни ҳисобланг. 

 Ечилиши. 


)1(lnlim,0)sin1ln(lim)(lim 2

0

2

00
xctgxxf

xxx
. Берилган 

ифоданинг лимити ( 0 ) кўринишдаги аниқмасликни ифодалайди. Бу 

аниқмасликни очиш учун берилган ифоданинг шаклини ўзгартириб, уни 










0

0
 кўринишдаги аниқмасликка келтириб, кейин Лопиталнинг биринчи  

қоидасини такрорий қўллаймиз: 
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1

1

2cos
lim

)1ln(2

2sin
lim

1

1
)1ln()]1(ln1[2

2sin
sin1

1

lim

)1(ln

)sin1ln(
lim)]1(ln)sin1[ln(lim

0

0

0

0

0
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xxtg

x
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xtg

x
xctgx

xxx

xx

 

 14.7- мисол.   









 xxx

1

sin

1
lim

0

  лимитни ҳисобланг. 



 

 Ечилиши. Берилган функция 0x  нуқтада     кўринишдаги 

аниқмасликни ифодалайди. Бу аниқмасликни 








0

0
кўринишдаги 

аниқмасликка келтириб, сўнгра Лопиталнинг биринчи  қоидасини такрорий 

қўллаб, 

 

0
sincos2

sin
lim

cossin

cos1
lim

sin

sin
lim

1

sin

1
lim

0

0

0

0

0

0

00


















































 xxx

x

xxx

x

xx

xx

xx xxxx

 

бўлишини топамиз. 

 14.8- мисол. Ушбу  

tgx

x

x

x

x

x
xx )][arcsin(lnlim)3;(ctgx)lim)2;)1(lim)1

0

sin

0

ln

00 
     

лимитларни ҳисобланг 

Ечилиши. 1)   x
xy

ln
1  функция 0x  нуқтада ( 1 ) кўринишдаги 

аниқмасликни ифодалайди. Бу аниқмасликни очиш учун аввало, берилган 

функцияни логарифмлаб,  ( 0 ) кўринишдаги аниқмасликка келтирамиз: 

).1(lnlnlimlnlim
000

xxy
xx




 



Буни шакл алмаштириш натижасида 








0

0
 кўринишдаги аниқмасликка 

келтирамиз ва Лопиталнинг биринчи  қоидасини қўллаймиз: 
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1
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1
lim
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lim
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xxxxx

xxxxx

 

Демак, .1lim 0

00



ey

x
 

 Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

> Limit((1+x)^(ln(x)),x=0,right)= 

limit((1+x)^(ln(x)),x=0,right); 

.1)1(lim )ln(

0




x

x
x  

 2) Берилган   x
xy

sin
ctg  функция 0x  нуқтада ( 0 ) кўринишдаги 

аниқмасликни ифодалайди.   )ln(ctgsinsin
ctg xxx

exy   айниятдан фойдаланиб, 

xx
gxx

x

x

x

xeex
ctglnsinlim

ctlnsin

0

sin

0

0lim)(ctglim 


   .             (*) 



бўлишини топамиз. Сўнгра, (*) нинг ўнг томонидаги кўрсаткичли 

функциянинг лимитини ҳисоблаймиз: 

.0
cos

sin
lim

cosctg

1
lim

cos
sin

1

sin

1

ctg

1

lim

sin

1

ctgln
limctglnsinlim

200

2

2

000


















 x

x

xx
x

x

xx

x

x
xx

xxxxx
 

Буни ҳисобга олсак,  (*) дан  

1)(ctglim 0sin

0



ex x

x
 

бўлади. 

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

> Limit((ctan(x))^(sin(x)),x=0)= 

limit((ctan(x))^(sin(x)),x=0); 

  .1tan(x)(lim )sin(

0




x

x
c  

 3) Бу ҳолда берилган функция 0x  нуқтада  00  кўринишдаги 

аниқмасликни ифодалайди. Энди 

   xxtxt
ex sinrcalngg
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айниятга асосан, 
)ln(arcsinlim

00
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   бўлади. Охирги тенгликнинг 



ўнг томонидаги кўрсаткичли функциянинг лимитини ҳисоблаймиз: 
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Шундай қилиб,   10sin)sin(arc
00

lim 


exx
x

. 

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

> Limit((arcsin((x)))^tan(x),x=0,right)= 

 

limit((arcsin((x)))^tan(x),x=0,right); 

1)][arcsin(lim )tan(
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 14.9-мисол. Ушбу  
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лимитларни ҳисоблашга Лопитал қоидаларини қўллаш мумкинми? 



 Ечилиши. 1) Бу ҳолда, 
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.sin)(,

x

1
sin  x f(x) 2

xg
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xxg   нисбатнинг 

0x даги лимити мавжуд ва у  0  га тенг. Ҳақиқатан ҳам, 
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нинг 0х  даги лимити мавжуд эмас: 
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бунда 
xx

1
coslim

0
 мавжуд эмас. Демак, бу ҳолда Лопитал қоидасини қўллаш 

мумкин эмас. 

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

> Limit((x^2)*sin(1/x)/sin(x),x=0)= 

  

limit((x^2)*sin(1/x)/sin(x),x=0); 
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. Лекин Лопитал қоидасини 

қўллаш билан мақсадга эришиб бўлмайди: 
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Мустақил ечиш учун мисол ва масалалар 

 Лопитал қоидаларидан фойдаланиб, қуйидаги  функцияларнинг 

лимитини ҳисобланг 
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14.89.  Қуйидаги лимитларни Лопитал қоидаси бўйича ҳисоблаш 

мумкин эмаслигини кўрсатинг ва уларнинг лимитини ҳисобланг:  
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 лимитни ҳисоблашга Лопитал қоидасини 

қўллаш мумкинми, агар лимит мавжуд бўлса, уни ҳисобланг.  
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e . 14.86. .e  14.87. .1 14.88. .2  14.90. Лопитал қоидасини 

қўллаш мумкин эмас, лимит мавжуд эмас. 



15-§.ТЕЙЛОР ФОРМУЛАСИ 

 

15.1. Тейлор теоремаси. Табиатда кўпгина масалалар функциянинг 

берилган нуқтадаги қийматини топишга боғлиқ бўлади. Функция мураккаб 

бўлган ҳолларда функциянинг берилган нуқтадаги қийматини ҳисоблаш ҳар 

доим ҳам енгил бўлавермайди. Бундай ҳолларда, нуқтадаги қийматини 

ҳисоблаш ноқулай бўлган функцияни, ўзига қараганда содда ва ҳисоблаш 

учун қулай бўлган функцияга яқинлаштириш-алмаштиришга тўғри келади. 

Берилган  xf  функцияни бирор g(x) функцияга яқинлаштириш-

алмаштиришда қуйидаги икки моментни эътиборга олиш муҳимдир: 

1) )(xf  га яқинлашадиган g(x) функциянинг танлаб олиниши ва унинг 

тузилиши (соддалиги, ҳисоблаш учун қулайлиги); 

2)  xf  ни g(x) га яқинлаштиришдаги қўйилган хатоликни аниқлаш ва 

уни ҳисоблаш. 

Одатда яқинлашадиган функция сифатида бутун рационал Pn(x) кўпҳад 

олинади. 

1885 йилда буюк немис математиги К.Вейерштрасс ],[ ba  кесмада 

 



узлуксиз бўлган  xf  функцияни  xPn  кўпҳад билан яқинлаштириш 

мумкинлиги ҳақидаги теоремани исбот қилади, лекин бу теорема 

     xPxfxR nn   айирмани баҳолашни ва унинг нолга интилиш тартибини 

аниқлаб бермайди. Кейинги йиллардаги илмий изланишлар  xRn  нинг нолга 

интилиш тартиби яқинлаштириладиган  xf  функциянинг ҳосилаларга эга 

бўлишига боғлиқ эканлигини кўрсатди. 

 xf  функция бирор х0 нуқтанинг атрофида юқори тартибли 

ҳосилаларга эга бўлса, бу ҳосилалардан фойдаланиб, аввало  xPn  кўп ҳадни 

тузиш ва  xf  функцияни бу кўп ҳад билан яқинлаштириш масаласини қараш 

мумкин бўлади. Бу масалани ечишда Тейлор формуласи муҳим рол ўйнайди. 

15.1- теорема (Тейлор).  xf  функция бирор а нуқтанинг атрофида 

1n  тартибгача ҳосилаларга эга, х - функция аргументининг а нуқтанинг 

атрофидаги ихтиёрий қиймати,  р – ихтиёрий мусбат сон бўлсин. У ҳолда а ва 

х нуқталар орасида шундай   нуқта топиладики, бу нуқтада 
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  (15.1) 

формула ўринли бўлади, бунда 
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 (15.2) 

(15.1) формулага Тейлор формуласи дейилади,  xRn 1  ифода эса, Тейлор 

формуласининг қолдиқ ҳади дейилади. Одатда, (15.2) кўринишдаги қолдиқ ҳад 

умумий ёки Шлёмильх-Рош кўринишдаги қолдиқ  ҳад деб ҳам юритилади. 

 Тейлор формуласидан кенгроқ фойдаланиш мақсадида, унинг қолдиқ 

ҳадининг умумий кўриниши (15.2) дан хусусий ҳолда келиб чиқадиган 

қуйидаги турли хил кўринишларини келтирамиз:  
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(15.3) 

Қолдиқ ҳаднинг бу кўринишлари, мос равишда, қолдиқ ҳаднинг Лагранж, 

Коши ва Пеано  кўринишлари дейилади. 



 15.1-эслатма. Пеано кўринишидаги қолдиқ ҳадни келтириб чиқаришда 

15.1-теоремадаги  xf  функцияга нисбатан қуйилган шартни 

«енгиллаштириш» мумкин, яъни,  xf  функция а нуқтанинг атрофида 

)(,....,)(''),(' )( xfxfxf n  ҳосилаларга эга бўлиб, f
(n)

(x) ҳосила эса а нуқтада 

узлуксиз бўлсин, деган шарт етарли. 

 Ечилаётган масаланинг хусусиятига қараб, у ёки бу кўринишдаги 

қолдиқ ҳадли Тейлор формуласидан фойдаланилади. Масалан, а нуқта 

атрофидаги )( axx   нуқталарда  xf  функциянинг қийматларини ҳисоблаш 

керак бўлганда, Коши ёки Лагранж кўринишидаги қолдиқ ҳадли Тейлор 

формуласидан фойдаланилган маъқул. Агар ax  да қолдиқ ҳаднинг нолга 

интилиш тартибини билиш лозим бўлса, у ҳолда Пеано кўринишидаги қолдиқ 

ҳадли Тейлор формуласидан фойдаланиш қулай бўлади. 

 f(x) функциянинг (15.1) Тейлор формуласида а=0 деб олинса, ушбу 
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  (*)  

формула ҳосил бўлади. Одатда бу формула Маклерон формуласи дейилади. Бу 

ҳолда қолдиқ ҳад  xRn 1  қуйидагича: 
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3) Пеано кўринишида:  )()(1
n

n xoxR       

каби ёзилиши мумкин. 

 Кўп ҳолларда, (15.1) Тейлор формуласи қуйидаги кўринишда ҳам 

ёзилади: (15.1) формулада ,,0 xaxxa   қолдиқ ҳад Лагранж 

кўринишида олинса, 
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формула ҳосил бўлади. (15.4) Тейлор формуласи чекли орттирмалар ҳақидаги 

Лагранж формуласининг умумлашмаси бўлиб ҳисобланади (16-§ га қ.). 

Хусусий ҳолда, (15.4) да 0n  деб олсак Лагранж формуласи келиб чиқади. 

 Ихтиёрий функция учун Лагранж кўринишидаги қолдиқ ҳадли 

Маклорен формуласини қараймиз ва унинг қолдиқ ҳадини баҳолаймиз. 
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 15.2. Элементар функциялар учун Маклорен формуласи. 
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 15.1-мисол. Ушбу     arctgxxf   функцияни  nx  ҳадгача Маклорен 

формуласига ёйинг: 

 Ечилиши. Маълумки, 
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Демак, Пеано кўринишидаги қолдиқ ҳадли (*) Маклорен формуласига 
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 15.2-мисол.  Ушбу 
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функцияни  3x   ҳадгача Маклорен формуласига ёйинг. 
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 Шундай қилиб, (18.3) формулага асосан 
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Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

> Order:=6; 
Order := 6

 



> series(sqrt(1-2*x+x^3)-surd(1-3*x+x^2,3),x=0); 
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 15.3-мисол.  Ушбу   
232)( xxexf   функцияни  3x  гача Маклорен 

формуласига ёйинг. 

 Ечилиши. (15.5) формулага асосан: 
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ҳосил қиламиз. 

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

> Order:=6; 
Order := 6

 

> series(exp(2*x+3*x^2),x=0); 
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функцияларни  nxo  ҳадгача Маклорен формуласига ёйинг. 
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тасвирлаб, (15.10) формулани эътиборга олган ҳолда, 
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ёйилмага эга бўламиз. 
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ёйилмага эга бўламиз. 
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15.5-мисол. Ушбу 
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функцияларни  nx  аниқликда Маклорен формуласига ёйинг. 
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эканлигини эътиборга олиб, 
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ёйилмани ҳосил қиламиз. 

 2) (15.5), (15.12) ва (15.14) ёйилмаларни эътиборга олиб, 
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ёйилмага эга бўламиз. 

 15.6-мисол. Ушбу xxxf 2sincos)(   

функцияни  12 nxo  ҳадгача Маклорен формуласига ёйинг. 

 Ечилиши. Берилган функциянинг шаклини қуйидагича ўзгартирамиз: 
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ёйилмани ҳосил қиламиз. 

 15.7-мисол. ]1;0[  сегментда аниқланган   )1ln( xxf   функцияни х 

нинг даражалари бўйича Маклорен формуласига ёйинг. Ёйилманинг биринчи 

ўнта ҳадигача йўл қўйилган хатони баҳоланг. 
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Бундан,           !110,00
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10  x ,  0  ларни эътиборга олган ҳолда, R10(x) ни абсолют қиймати бўйича 
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15.8-мисол. x нинг қандай қийматида  
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тақрибий формулада йўл қўйилган хато 0,0005 дан кичик бўлади. 
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15.9-мисол. Маклорен формуласидан фойдаланиб, ушбу 

40 83)2,20sin)1 миқдорларни  )( 5x  ҳадгача тақрибий ҳисобланг. 
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Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

 > C:=taylor(sin(x), x=Pi/6,5); 
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 > V:=subs(x=Pi/9,C);convert(evalf(V),polynom); 
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Шундай қилиб, 

.018342,3834   

Марlе тизимидан фойдаланиб мисолни ечиш: 

 > C:=taylor(3*surd(1+x,4), x=2/81,4); 
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 > V:=subs(x=2/81,C);convert(evalf(V),polynom); 

V := 
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 15.3. Тейлор формуласидан фойдаланиб лимитларни ҳисоблаш. 
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лимитни ҳисоблаймиз: 























































33
2

322
3

0

3

3 2

02

3 2

0

3 2

0

)(
!2

1)(
3

1
1)(

!3
lim

cos1sin
lim

sin

cos1sin
lim

sin

ctg1
lim

xx
x

xxxx
x

x

x

xxxx

xx

xxxx

xx

xxx

x

xxx



 

 0

)(
!2!32

1

lim
3

3
33

3

0





 x

x
x

x
x

xx

x



 

Демак,  

.0
sin

cos1
lim

3 2

0




 xx

xxx

x
 

 15.13-мисол. Ушбу 

xxx

xxe x

x 21ln)(sh

arcsin1
lim

2

2sin

0 




 

лимитни топинг. 

Ечилиши. 0x да (15.7) ва (15.11) ёйилмалардан фойдаланиб, 

.)3(
!3

3
))3(222(

2

1
)3(

!3

3)2(221ln)2(sh x
x

xxxx
xx

xxxxx  


  

ёйилмага эга бўламиз. Шунга кўра, берилган ифоданинг суратини 0x да х 

нинг даражалари бўйича о(х
3
) ҳадгача Маклорен формуласига ёямиз. 0x да 



ушбу 

)
3

(
6

3
sinarc,)

3
(

2

2

1
12

1

)
2

1(

,)
3

(
!2

2

!1
1,)

3
(

6

3
sin

x
x

xxxxx

t
ttt

ex
x

xx









 

ёйилмалардан фойдаланиб, 0x да суратнинг ёйилмасини топамиз: 

).(
3

sinarc1 3
3

2sin x
x

xxe x   

Шундай қилиб, берилган каср 0x да 

)(
!3

)(
3

3
3

3
3

x
x

x
x









шаклида тасвирланади. 

Бундан эса, изланаётган лимитнинг –2  га тенглиги келиб чиқади. 

 Кўп ҳолларда, ))(lim,0)(()(lim
0

)(

0



xgxfxf

x

xg

x
 кўринишдаги лимитларни 

ҳисоблашда ҳам Тейлор формуласи қўлланилади. Фараз қилайлик, хусусий 

ҳолда 00 x  да  xf   ва g(x) функциялар 

         )/(1,1 kkkk xobxxgxoaxxf   

каби тасвирланган бўлсин, бунда  Nkba  ,0,0 . 



b

a

xxb

xxa
exxa

kk

kk

x

kxkaxkk

x











 )(

)(
lim,))(1(lim

0

))(0(

1

0 


  

бўлгани учун 

.))(1(lim)(lim ))(0(

1

0

)(

0

b

a
kxkbxkk

x

xg

x
exxaxf  


 (15.16) 

бўлади. 

 Агар 0x да  

  ,
)(

1
)(,

)(1

)(1
)(

kkkk

kk

xxb
xg

xxc

xxa
xf











  

Nkbca  ,0,0,0     бўлса, 

.
)(

)(
0

lim b

ca

e
xg

xf
x






     (15.17) 

бўлади. 

0x да    xgxf )(  функциянинг лимитини топишда, аввало  xg  ва 

 xfln  функцияларни Маклорен формуласига ёйиб, сўнгра )(ln)(lim
0

xfxg
x

 ни 

топиб, берилган ифоданинг лимитини топиш ҳам мумкин. 



15.14-мисол. Ушбу  

3ctgtg

0
))1(ln(lim xx

x
xe 


 

лимитни топинг. 

Ечилиши. 0x да 
)(

1

tg

1
ctg

333

3

xxx
x


  бўлгани учун, 

   xexf tgx  1ln  функцияни  3xo  ҳадгача Маклорен формуласига ёйиш 

керак бўлади. 

,)
3

(
3

3

2

2
)1(ln,)

3
(

3

3
tg x

xx
xxx

x
xx    

0t  да   )
3

(
!2

2

!1
1 x

ttt
e   

ёйилмаларни эътиборга олган ҳолда, 

)(
6

1
)(

32!3!2
1)1(ln

,)(
!3!2

1

333
3232

tg

3
32

tg

xxx
xx

x
xx

xxe

x
xx

xe

x

x









 

ёйилмани топамиз. 

 Шундай қилиб, (15.16) формулага асосан, 



6

1

)3(03

1

33

0

3ctgt

0
)(

6

1
lim))1(ln(lim














 exxxe xx

x

xgx

x
    

бўлади. 

 15.15-мисол. Ушбу  

x

x tgxx

x cos1

1

0 2

sin3
lim



 









 

лимитни топинг. 

Ечилиши. 0x да ушбу  

 

)(
3

1

),(
6

1
sin,

2
cos1

33

332
2

xxxtgx

xxxxxo
x

x









 

ёйилмалардан фойдаланиб, 

)3(
2

2

1

33

33)3(0
2

2

1

33

3
3

cos1

1

)(
9

1
1

)(
6

1
1

)(
3

1
3

)(
2

3

tg2

sin3
x

x
x

x

x

xx

xx

xxx

x
x

x

xx

x








 


























































\ 

ни ҳосил қиламиз. Бундан, (15.17) формулага асосан, изланаётган лимит 



x

x tgxx

x cos1

1

0 2

sin3
lim



 









= 9

5
2

9

1

6

1











 ee  бўлади. 

 15.16-мисол. Ушбу  












x

xxx
ctg

11
lim

0
 

лимитни топинг. 

 Ечилиши. Берилган ифодани  

xx

xxx
x

xx sin

cossin
ctg

11
2 











  

кўринишда тасвирлаб, 0x да 

)(sin),(
!2

1cos,)(
6

sin 3323
2

3
3

xxxxx
x

xx
x

xx    

ёйилмаларни эътиборга олиб, 

 
)(

)(
3

1

)(

)(
!2611

33

33

33

3
33

xx

xx

xx

x
x

x
x

x

xctg
xx 
























  

ёйилмага эга бўламиз. Бундан изланаётган лимитнинг 
3

1
 га тенглиги келиб 

чиқади. 



Мустақил ечиш учун мисол ва масалалар 

 Қуйидаги кўпҳадларни 0xx   нинг манфий бўлмаган даражалари бўйича 

Тейлор формуласига ёйинг: 

 15.1.   .1,2531 0
32  xxxxxP    

 15.2.   .2,3574 0
234  xxxxxxP   

 15.3.   .1,223 0
49  xxxxxP         

 Қуйидаги функцияларни х нинг манфий бўлмаган даражалари бўйича 

кўрсатилган тартибгача Маклорен формуласига ёйинг: 

 15.4. )(,
)21()21(

)1(
)( 2

6040

100

x
xx

x
xf 




 ҳадгача.  

 15.5. )(,)( 221 xexf x     ҳадгача .   

 15.6. )(,)( 3xxexf x     ҳадгача.    

 15.7. )(,
2

)( 4x
ee

xf
xx




    ҳадгача.   

 15.8. )(,3121)( 33 33 xxxxxxf   ҳадгача.  

 15.9.      3
,arcsin1ln xoxf x    ҳадгача.   



15.10. )(,
2

115
)( 6

36

6

x
xx

x
xf 




 ҳадгача.              

 15.11. )(,
1

ln)( 4

3

3

x
ex

xe
xf 




 ҳадгача.    

 15.12. )(,sin)( 133 3 xxxf   ҳадгача.    

 15.13.    6,cosln xoxxf   ҳадгача.    

15.14.      3,sinsin xoxxf    ҳадгача.    

15.15.    5, xotgxxf   ҳадгача.   

15.16.  xf  = xx 3sinsin  ,      (x
5
) ҳадгача.   

15.17. )(,cossin)( 742 xxxxf   ҳадгача.   

 15.18.    566 ,sincos xoxxxf   ҳадгача.   

 Қуйидаги функцияларни Маклорен формуласига   (х
4
) ҳадгача ёйинг: 

 15.19. .)( 12  xexf      

 15.20. .5)( 2 xxf       

 15.21. ).3ln()(  xexf     

 15.22. .
52

1
)(




x
xf       



15.23. .
23

32
ln)(

x

x
xf




      

 15.24. ).23ln()( 2  xxxf     

15.25. .
3 269

)(

xx

x
xf



     

15.26. .
32

1
)(

2






x

x
xf      

 15.27. 
2

553
)(

2

2






xx

xx
xf     

  Қуйидаги функцияларни Маклорен формуласига  nxo 2  ҳадгача ёйинг: 

 15.28. .5ch)( xxxf       

 15.29. .2chch)( xxxf      

 15.30. xxxf cos3sin)(      

 Қуйидаги функцияларни Маклорен формуласига  12 nxo ҳадгача ёйинг: 

 15.31. .5shsh)( xxxf      

 15.32. .sincos)( 44 xxxf      

 15.33. .
2222

1
)(

xx

xf



   



 Қуйидаги функцияларни Тейлор формуласига х0 нуқтанинг атрофида 

  n
xxo 0   ҳадгача ёйинг: 

 15.34. 1,)1()( 0

22  xexxf x .   

 15.35. .1,)127(ln)( 0

2  xxxxf   

 15.36. .1,ln
1

12
)( 0 




 xx

x

x
xf  

 15.37. .2,
)72(

7
)( 0 




 x

xx

x
xf  

 15.38. .1,
65

54
)( 02

2





 x

xx

xx
xf  

 Қуйидаги функцияларни Тейлор формуласига х0 нуқтанинг атрофида 

  n
xxo

2

0  ҳадгача ёйинг: 

 15.39. .3,)3()( 0

1823   xexxf xx   

 15.40. .1,
)2(

12
)( 0

3

2





 x

xx

xx
xf  

 15.41. .1,
563

1
)( 02





 x

xx

x
xf    

 Қуйидаги функцияларни Тейлор формуласига х0 нуқтанинг атрофида 



  12

0




n
xxo  ҳадгача ёйинг: 

 15.42. .10,122
2)2()(  xxxxxxf  

 15.43. .
4

,)cos(sin
4

)( 0











 xxxxxf   

15.44. .1,
23

12
log)( 0

3
5 




 x

x

x
xf  

15.45. .
2

1
,

1

441
)( 0

2





 x

xx

xx
xf  

15.46. Ушбу xxxxf 3233
2)(   функцияни Тейлор формуласига 10 x  

нуқтанинг атрофида   n
xxo

3

0   ҳадгача ёйинг. 

15.47. Ушбу 
3 2 )42()4(

2
)(






xxx

x
xf  функцияни Тейлор 

формуласига 20 x   нуқтанинг атрофида   13
2




n
xo   ҳадгача ёйинг. 

15.48. Ушбу )463(sin)( 2  xxxf функцияни Тейлор формуласига 10 x  

нуқтанинг атрофида   n
xo

4
1  ҳадгача ёйинг. 



15.49. Ушбу 







 


xxxf 4

8
cos)( 2 функцияни Тейлор формуласига 

4
0


x  нуқта атрофида 
























34

4

n

x


  ҳадгача ёйинг. 

15.50. Тейлор формуласидан фойдаланиб, ушбу ифоданинг тақрибий 

қийматини топинг. 

  1) ;2505  2) ;400012 3) ;8,0arctg  4) ;36sin 0  5) .1,1)2,1(   

15.51. Қуйидаги миқдорларни Тейлор формуласидан фойдаланиб, 

кўрсатилган аниқликгача тақрибий ҳисобланг: 

 1) e сонини 910  аниқликгача; 2) 010cos  сонини 310  аниқликгача; 

 3) 3 30  сонини 410  аниқликгача;  4) 11lg  сонини 510  аниқликгача; 

Тейлор формуласидан фойдаланиб, қуйидаги лимитларни топинг. 

 15.52. .
2131

lim
2

3

0 x

xx

x




  15.53. .

)1(
lim

0 x

xe x

x




   

 15.54. .2
1cos

lim
4

2

0 x

x
x

x




   15.55. .1lim

2

1

2




















x

x
ex     



15.56. .2
cos1

lim
4

2

0 y

y
y

y




   15.57. .

)1ln(
lim

20 x

xx

x




    

15.58. .
1

1
sin)1(lim




 t
t

t
  15.59. .

4

2/2
cos

0
lim

x

xex

x




  

 15.60. .
cos1

)1ln(
lim

2

0 x

x

x 




     15.61. .)0,0,(.

11
lim

0





nmnm

x

xx nm

x

 15.62. .
)1()1ln(

lim
20 x

xxx

x




   15.63.   .lim 6 566 56 xxxx

x




 15.64. .
23cos3

lim
40 x

xxch

x




   15.65. .

1211
lim

43

0 x

xxx

x




 

15.66. .
arcsinrctga

lim
20 x

xx

x




   15.67. .

sintg

arcsinarctg
lim

0 xx

xx

x 




 

 15.68. .1
2

lim 6/123





















xe

x
xx x

x
        15.69. 


















 x
xx

x

1
1lnlim 2 . 

 15.70. 
)21(ln

313arcsincos3

0
lim

x

xxx

x 




.  15.71. .

sin

ctg1
lim

3 2

0 xx

xxx

x




 

 15.72. .
sin

11
lim

0










 xxx
    15.73. .

1)(sinsin
lim

5

3 2

0 x

xxx

x




 



 15.74. .
)ln1(ln

)(sinsin

1
lim

x

x

x 


    15.75. .

)sh(tg
lim

30 x

xx

x




 

 15.76. .
cos2sin2)1(ln

lim
3

22

0 tgxarc

xxxx

x




 15.77. .

tg

11
lim

20 









 xxxx
 

 15.78. .
)1(3ln

cos21sin

0
lim

x

xxxxe

x 




  15.79. .

42

1)1ln(
lim

2

arctgx

0 x

xe

x 




 

 15.80. .
tg

cos21
lim

43

0 xx

xx

x 




   15.81. .

sinsinarc

1)1ln(
lim

sin

0 xx

xe x

x 




 

 15.82. .
tgsinarc

2

3
31

lim

2sin3

0 xx

xex x

x 




  

15.83. .
arcctgcosarc

4
sin1

lim

2
)2/g(

0 xx

x
xe xt

x 




    15.84. .

sincos

2

1
ctg1

lim

23 3

0 xxx

xxxx

x 




 

15.85. .
cos22sin

3

2
sh

6

1
1ln

lim

22

0 xxx

xxxx

x 












 15.86. .

2sin

221
lim

2

0 xtgxx

xxe x

x 




 

  



15.87. 
 

.
22/1)21(

garctgsin

0
lim

xxshxe

xtx

x 




      15.88. .

2
arctg)1(ln

621
lim

2

23tg

0 x
xx

xxex x

x






 

15.89. .
1cos231tg

lim
3

arcsin

0 



 xxx

echxx x

x
        15.90. .

3ch

cos
lim

2

1

0

x

x x

x










    

15.91. .
arctg

tg
lim

2

1

0

x

x x

x










         15.92. .

sin

11
lim

/1

1

0

arctgx

x

x

x x
e

x 















 

 15.93. .

1

3 312212

cos

0
lim

x

xx

xchx

x














          15.94. .12

3
tglim

2

3

0

xctg

x
x

x




















 15.95. .
12

cos2
lim

2/1

0

x

x x

xx














   15.96. .

)1(ln

cos
lim

2/1

0

x

xx xe

x















 

  

15.97. .

3

2
sin

)(arctg
lim

2/1

22

22

0

x

x

xx

xx
























  15.98. .

2

lnarcsin

)sin(

0
lim

xctg

xx

xxsh

x














 15.99. .
)(ln

)1(ln
lim

2/1

220

x

x xee

x

x

x















 15.100. .)(ln

2

2
lim

2/1

1

0

x

x

x
xee

x

x















 



15.101. .arctg
1

1
ln

2

1
1lim

3arcsin

1

0

x

x
x

x

x

















 15.102. .)1(lnsin31
2

3
lim

3

1

32

0

xsh

x
xxx 










 

15.103.   .)1(321lim
3

2

0

xctg

x
shxxxx 


 

15.104. .)21(ln
2

1
)(1lim

3

1

0

xx

x
xxeth 










15.105. .cos

2
lim

)
2

1(3ln

1

2
sin

0

x
x

x
xx

x
e



 







  

15.106. .

1

3
2

3
1

2

0
lim

xtgx
xxxxe

x













 

 

Мустақил ечиш учун берилган мисол ва масалаларнинг жавоблари 

 15.1.       .121111135
32

 xxx  

 15.2.         .22427275
432

 xxxx  

 15.3.              7161751
3

74125311521132  xxxxxxx . 

 15.4.  22195601 xoxx  .  15.5. ).( 2xexe   



 15.6. )(
!2!1

3
32

x
xx

x  . 15.7. ).(
!4!2

1 4
42

x
xx

  

 15.8. )(
6

1 332 xxx  .  15.9. ).(
22

3
32

x
xx

x   

15.10. ).(
8

13

4

11

2

11 663 xxx           15.11. )(1sh
2

1 43 xx  . 

 15.12. )(
324018

13
137

x
xx

x  .          15.13. )6(
45

6

12

4

2

2
x

xxx
 . 

15.14. )(
3

3
3

x
x

x  .           15.15 )(
15

2

3

5
53

x
xx

x  . 

15.16. 3x
2
-5x

4
+ (x

5
).   15.17. )(

45

107

3

7 642 xxx  . 

 15.18. )5o(x +44x+23x-1   15.19.  

n

k

nk
k

xx
k

e

!

.)(
!

2
  

 15.20. 







n

k

nk
k

k xx
k

0

.)(
!

)5(ln25
)1(    

 15.21. 














n

k

nk

kk

xx
e

k
1

1

.)(
3

)1(
3ln   



 15.22.





n

k

nk

k

k
k xx

1

1
.)(

5

2
)1(    

 15.23. 








n

k

nk

k

kk

xx
k

1

.)(
6

9)4(

3

2
ln   

 15.24. 










n

k

nkk
k

xx
k

1

1

.)()21(
)1(

2ln 

 15.25. 











n

k

nkkk
k

xxC

1

1

3/2

13

1

.)()1(3   

15.26. 












n

k

nk

k

xxx

2

.)(
3

2

12

13

9

2

3

1


 15.27.  


 

n

k

nkkk xx

1

)1( .)(12)1(
2

5
  

 15.28. 




 

1

0

212
2

.)(
)!2(

5
n

k

nk
k

xx
k

  

 15.29. 











1

0

212
12

.)(
)!12(2

13
n

k

nk
k

xx
k

  

 15.30. 




 



1

0

212212 .)()21(
)!12(

)1(
n

k

nkkk
k

xxx
k

  



 15.31.






n

k

nk
kk

xx
k

0

122
22

.)(
)!2(2

46
   

 15.32. 



n

k

nxkx
k

k
k

1

.)12(2

)!2(

24
)1(1   

15.33. 













 

n

k

nkk
k

k xxC

0

1222

3

1

2/1 .)())1(1(2   

15.34.  



 




n

k

nk
k

xx
k

k
e

1

2
2 .)1()1(

)!1(

)5(2
   

 15.35.  









n

k

nk
kk

xx
k

1

.)1()1(
32

6ln 

 15.36.  








n

k

nk
k

xx
kk

k

1

.)1()1(
)1(

)2()1(
3   

 15.37.  

















n

k

nk

kk

k

xx
k

0

11

1

)2()2(
2

1

3

2)1(
  

 15.38.  


 

n

k

nkk xx

1

.)1()1()21(1   



 15.39.  




 

1

0

21227 .)3()3(
!

3
n

k

nk
k

xx
k

e   

 15.40.  




 




1

1

2222 .)1()1(
!3

)23....(741
)1(

n

k

nk

k
xx

k

k
x   

 15.41.  









1

0

212

1
.)1()1(

2

3
)1(

n

k

nk

k

k
k xx    

 15.42.  








n

k

nxkxk
k

k

1

.12)1(2)1()2ln(
!4

1)2(ln

4

1
  

 15.43. 

















n

k

nx
k

x
k

k

1

.12)
4

(
2

4)!12(

1)1(2 



 

15.44.  










1

1

1212
12

.)1()1(
12

2

5ln3

2
n

k

nk
k

xx
k

  

15.45. 









































1

0

1222

2

5
2

12

2/1 .
2

1

2

1
2

n

k

nk
k

k xxC   

15.46.  




n

k

nk
k

xx
k

0

33 .)1()1(
!

)2(ln2
  



15.47.  













n

k

nk

k

kk

xx
C

0

1313

13

3/1

1

.)2()2(
2

)1(
  

 15.48.   


 











1

0 0

44
2

24
12

.)1()1(
)!2(

1sin3)1(
)1(

)!12(

1cos3)1(
n

k

n

k

nk
kk

k
kk

xx
k

x
k

  

15.49.  
























































n

k

n
k

k

k

k x
k

x

0

34
12

24

12

12 .
4)!12(

1cos3
48

)1(







 

15.50. 1) 017,32505  ; 2) 9961,1400012  ; 3) 0942267474,08,0arctg   ;

 4) ;5877852524,036sin 0   5) 222079251,1)2,1( 1,1    15.51. 1)  2.718281828;  
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16-§. ФУНКЦИЯНИ ҲОСИЛА ЁРДАМИДА ТЕКШИРИШ 

 

 16.1. Функциянинг монотонлик оралиқларини аниқлаш. 

Камаймовчи (ўсмовчи), ўсувчи (камаювчи) функцияларнинг 

таърифларини яна бир эслаб ўтамиз. 

1
0
. 21 xx   шартни қаноатлантирадиган  baxx ,, 21   учун 

        2121 , xfxfxfxf   тенгсизлик ўринли бўлса, )(xf  функция 

 ba;  оралиқда камаймовчи (ўсмовчи) дейилади. 

2
0
. 21 xx   шартни қаноатлантирадиган  baxx ,, 21   учун 

        2121 , xfxfxfxf   тенгсизлик ўринли бўлса, )(xf  функция 

 ba;  оралиқда ўсувчи (камаювчи) дейилади. Баъзан, ўсувчи (камаювчи) 

ўрнига қатъий ўсувчи (қатъий камаювчи) деб ҳам юритилади. 

16.1-теорема. )(xf   функция ),( ba  оралиқда чекли )(/' xf  ҳосилага эга бўлсин. 

Функциянинг шу оралиқда камаймовчи (ўсмовчи) бўлиши учун 

0)(' xf  )0)('( xf , ),( bax  

тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли. 

16.2-теорема. )(xf  функция ),( ba  оралиқда чекли ҳосилага эга бўлиб,  

 



   

0)(' xf  )0)('( xf тенгсизлик ўринли бўлса, )(xf  функция ),( ba  оралиқда 

қатъий ўсувчи( қатъий камаювчи) бўлади. 

16.3-теорема. )(xf  функция ),( ba  оралиқда чекли )(' xf  ҳосилага эга бўлсин.  

Бу функциянинг ),( ba   оралиқда ўзгармас бўлиши учун 

,0)(' xf  ),( bax  

бўлиши зарур ва етарли. 

  Натижа. Агар )(xf  ва  xg  функциялар ),( ba  оралиқда аниқланган 

бўлиб, чекли )(/ xf  ва  xg /  ҳосилаларга эга бўлиб,   bax ;  да )(/ xf =  xg /  

y 

x 

y 

x 0 0 

16.1-

чизма. 



 

  

16.2-чизма. 



бўлса, ),( ba  да бу функцияларнинг   бири иккинчисидан ўзгармас сонга фарқ 

қилади, яъни     Cxgxf  ,  bax ; . 

Масалан, arctgx  ва
21

sinarc
x

x


функциялар  x  да аниқланган, чекли 

ҳосилаларга эга бўлиб, уларнинг ҳосилалари бир-бирига тенг. 

Ҳақиқатан ҳам: 

222

2

2

2

22 1

1
)(arctg,

1

1

1

1
1

1
1

1

1
arcsin

x
x

dx

d

xx

x

x
x

x

xx

x

dx

d




































 

Юқоридаги натижага асосан,  C
x

x
x 




21
arcsinarctg . Бунда ўзгармас C  сонни 

аниқлаш учун тенгликнинг иккала томонига 0x  қийматни қўйиб, 0C  

эканлигини топамиз. Шундай қилиб, 

 x да
21

arcsinarctg
x

x
x


 тенгликни ҳосил қиламиз. 

16.2-теореманинг геометрик маъноси қуйидагича: 

1) 0)(/ xf  )0( tg  шарт функция графигининг ҳар бир нуқтасига 

ўтказилган уринма абсциссалар ўқининг мусбат йўналиши билан ўткир 



бурчак ташкил қилишини (16.1-чизма); 

2) 0)(/ xf    шарт эса, ўтмас бурчак ташкил қилишини (16.2-чизма) 

англатади. 

16.1- эслатма.  xf  функция ),( ba  оралиқда чекли  xf /  ҳосилага эга бўлиб, 

бу функциянинг ),( ba  оралиқда қатъий ўсувчи (қатъий камаючи) бўлишидан, 

 xf /  нинг ),( bax да мусбат (манфий) бўлиши ҳар доим ҳам келиб 

чиқавермайди. Масалан, маълумки,   3xxf   функция R  да қатъий ўсувчи, 

лекин унинг 
23xy   ҳосиласи ҳамма жойда мусбат эмас, 0x  да эса нолга 

айланади. 

Шундай қилиб, функция ҳосиласининг ),( ba   оралиқда мусбат (манфий) 

бўлиши функциянинг қатъий монотон бўлиши учун зарурий шарт бўла 

олмайди. 

Функцияни монотонликка текширганда аввало унинг ҳосиласини топиш (у 

мавжуд бўлган жойда) керак, сўнгра ҳосила мусбат (манфий) бўладиган 

оралиқларини аниқлаш керак. Ҳосиласи мусбат (манфий) бўлган 

оралиқларда функция монотон ўсувчи (камаювчи) бўлади. 

16.1-мисол. Ушбу 



    ;523  xxxf1) ;
1

2
)(2)

2x

x
xf


     

 xxxf
x

xf 2sin)(4);cos)(3) 


 

функцияларнинг монотонлик оралиқларини аниқланг. 

Ечилиши. 1) Берилган функция Rx  учун аниқланган бўлиб у 

дифференциалланувчи:   Rxxxf  ,023 2/ . Демак, берилган 

функция R  да ўсувчи. 

2) 
21

2
)(

x

x
xf


  функция Rx  да аниқланган ва у дифференцияланувчи: 

.
)1(

)1(2
)('

22

2

x

x
xf




 Бундан ),1()1,(   оралиқларда   0/ xf ,  1;1  

оралиқда эса   0/ xf  бўлиши келиб чиқади. Демак, функция 

)1,( ва ),1(   оралиқларда қатъий камаювчи,  1;1  оралиқда қатъий 

ўсувчи. 

3) 
x

xf


cos)(   функция R  нинг 0x  нуқтадан ташқари барча нуқталарида 

аниқланган ва дифференциалланувчи: .sin)(
2

/

xx
xf


  Жуфт функция 



бўлганлиги учун 0x  ҳолни қараймиз. 0sin)(
2

/ 
xx

xf


  нинг ишораси 

x


sin  нинг ишораси каби бўлади. Бундан 




x
0  ёки 

Nkk
x

k  ,)12(2 


 да 0sin 
x


, бу ердан 1x ёки .,

2

1

12

1
Nk

k
x

k



 

Шундай қилиб, );1(  ёки Nk
kk




),
2

1
;

12

1
(  оралиқларда функция қатъий 

ўсувчи. 

  Худди шундай Nk
kk











,

12

1
,

2

1
оралиқларда   0' xf  бўлади. 

Шунинг учун берилган функция қатъий камаювчи. 

Агар  0x  бўлса, у ҳолда берилган функциянинг жуфтлигини эътиборга 

олиб Nk
kk











 ,

12

1
,

2

1
 оралиқларда функция қатъий ўсувчи;  1;   

ва Nk
kk












 ,

2

1
,

12

1
 оралиқларда эса,  қатъий камаювчи. 

4) Берилган функция R  да аниқланган ва дифференциалланувчи. 

Равшанки, 
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Бундан, 
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;02cos21




 kxk
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kxk

x

2

;02cos21
 

Систeмаларни ечиб,  


 kxk 
3

, Zk  ва 


















2

1

32

1
kxk 


 , 

Zk   лар учун   0/ xf  бўлишини топамиз. Юқоридаги ҳосил бўлган 

тенгсизликларни бирлаштирсак,  
232

 k
x

k
 , Zk   тенгсизлик ҳосил 

бўлади. 



Шундай қилиб, 









23
,

2

 kk
, Zk  оралиқда   0/ xf , 











22
,

32

 kk
, Zk  оралиқда   0/ xf  бўлади. 

Демак, функция 









23
,

2

 kk
, Zk   оралиқда ўсувчи, 










22
,

32

 kk
, 

Zk  оралиқда камаювчи бўлади. 

16.2- мисол. Ушбу xxxf ln)( 2  функцияни  монотонликка текширинг. 

Ечилиши. Берилган функция ( ;0 ) оралиқда аниқланган. Унинг ҳосиласи 

xxxxf  ln2)(  бўлади. Энди 16.1-теоремага кўра, 

,0)(  xf  яъни 0ln2  xxx  

ёки 

,0)(  xf   яъни 0ln2  xxx  

бўладиган нуқталар тўпламини топамиз: 

a )  0)1ln2( xx    01ln2 x  ,2

1


 ex  ),[ 2

1




e , 

b)  0)1ln2( xx   01ln2 x  2

1


 ex , .;0 2

1








 

e  



Бундан берилган функция учун );[ 2

1




e  да     0 да   ;0,0 /2

1

/ 











xfexf  

бўлишини оламиз. Демак, берилган функция 






 
2

1

;0 e  да камаювчи,  );[ 2

1




e  

да эса ўсувчи экан. 

16.3-мисол. Ушбу функцияни монотонликка текширинг: 

x
xxf

1
)( 3   

Ечилиши. Берилган функция  учун );0()0;()( fD . Унинг ҳосиласи 

2

2 1
3)(

x
xxf   бўлади. Равшанки, )0;(  ва );0(    оралиқларда 0)(  xf  

бўлади. 

Демак, 16.2-теоремага кўра, берилган функция )0;(  ва );0(    оралиқларда 

қатъий ўсувчидир. 

16.2. Функциянинг экстремум қийматлари.  xf  функция ),( ba   оралиқда 

аниқланган бўлиб, ),(0 bax  бўлсин. Функциянинг экстремум қийматлари 

тушунчасини яна бир марта эслатиб ўтамиз. 

16.1-таъриф. Агар ),(0 bax   нуқтанинг шундай    baxU ;0   атрофи мавжуд 



бўлиб, )( 0хUx   учун 

))()(()()( 00 xfxfxfxf   

тенгсизлик ўринли бўлса,  xf  функция 0x  нуктада локал максимумга (локал 

минимумга) эга дейилади.  0xf  қиймат эса  xf  функциянинг  0xU  

атрофдаги локал максимуми (локал минимуми) дейилади. 

16.2-таъриф. Агар ),(0 bax   нуқтанинг шундай  0xU  ba;  атрофи мавжуд 

бўлиб, )( 0хUx б  учун ))()(()()( 00 xfxfxfxf   тенгсизлик ўринли бўлса, 

 xf  функция 0x  нуктада қатъий максимумга (қатъий минимумга) эга 

дейилади.  0xf   қиймат эса  xf  функциянинг  0xU  атрофдаги қатъий локал 

максимуми (қатъий локал минимуми) дейилади. 

Функциянинг максимуми ва минимуми умумий ном билан унинг экстремуми 

дейилади. 

Юқорида келтирилган таърифлардаги 0x  нуқта  xf  функциянинг локал 

максимум (локал минимум), қатъий максимум (қатъий минимум) нуқтаси деб 

юритилади. Функциянинг максимум ва минимум нуқталари унинг экстремум 

нуқталари дейилади. 

Функциянинг  0xU  атрофдаги локал максимум (локал минимум) қийматлари 



 
 

 
 











 00

)(min)()(max)( 00
xUxxUx

xfхfxfxf


 каби белгиланади. 

16.4-теорема (Функция экстремумга эга бўлишининг зарурий шарти). Агар 

)(xf  функция  )),((
00

baxx    нуқтада ҳосилага эга бўлиб, у шу нуқтада 

экстремумга эга бўлса, 0)(
0

/ xf  бўлади. 

Бу шарт функция экстремумга эга бўлиши учун етарли шарт бўла олмайди. 

Масалан, 
3xy   функциянинг 0x  нуқтадаги ҳосиласи нолга  тенг, яъни 

0)0(/ y , лекин функция бу нуқтада экстремумга эга эмас. 

Одатда функциянинг ҳосиласи нолга айланадиган нуқталар стационар 

(турғун, критик) нуқталар деб аталади. 



0
x  нуқтада функция ҳосилага эга бўлмаса ҳам экстремумга эга бўлиши 

мумкин. Масалан, 1) xxf )(   функциянинг 0x   нуқтадаги ҳосиласи  

 

мавжуд эмас, лекин функция 0x  нуқтада минимумга эга (16.3-чизма). 

2) 3

2

)( xxf   функциянинг 0x  нуқтадаги ҳосиласи чексиз, лекин функция 

x =0 нуқтада минимумга эга (16.4-чизма). 

Демак, функциянинг ҳосиласи чексиз ёки ҳосиласи мавжуд бўлмаган 

нуқталарда ҳам экстремум мавжуд бўлиши мумкин экан. 

 16.3-чизма. 

y 

 x 

   16.4-чизма. 

y 

x 



Шундай қилиб,  xf  функцияга экстремум қиймат берувчи нуқталарни 

функциянинг стационар нуқталари, функциянинг ҳосиласи мавжуд бўлмаган 

нуқталар, функциянинг ҳосиласи чексиз бўлган нуқталар орасидан излаш 

керак экан. Одатда бундай нуқталар экстремумга шубҳали нуқталар деб 

аталади. 

a ) Экстремум мавжуд бўлишининг биринчи етарли шарти.    

),(
0

bax  нуқтанинг   },0;:{ 000   xxxRxxU  

  }0;:{ 000   xxxRxxU чап ва ўнг атрофларини қараймиз. 

Фараз қилайлик,  xfy   функция 
0

x  нуқтада узлуксиз бўлиб,  0xU


  

 ba;  да чекли  xf   ҳосилага эга бўлсин (
0

x  нуқтада ҳосила мавжуд 

бўлмаслиги ҳам мумкин). 

1. Агар  0xUx     учун,   0 xf  ,  0xUx    учун   0 xf  бўлса, 

яъни   xf /  ҳосила 
0

x  нуқтадан ўтишда ўз ишорасини «+» дан «-» га 

ўзгартирса,  xf  функция 
0

x  нуқтада локал максимумга эришади (16.5-чизма). 

2. Агар  0xUx    учун   0 xf ,  0xUx    учун    0 xf   бўлса, 

 



яъни  xf /  ҳосила х0 нуқтадан ўтишда ўз ишорасини «-» дан «+» га ўзгартирса  

х0 нуқтада минимумга эришади (16.6-чизма) 

Агар    0xUx    учун    0 xf ,      0xUx    учун    0 xf  ёки     

 0xUx    учун    0 xf ,           0xUx    учун    0 xf  бўлса,  xf  

функция 
0

x  нуқтада экстремумга эришмайди. 

 xfy   функцияга экстремум қиймат берувчи нуқталарни биринчи 

тартибли ҳосила ёрдамида топиш қоидаси: 

1.  xf   ҳосила топилади. 

x 

 y  y 

x 

 f 
/
(x)>0 

 f 
/
(x)<0  f 

/
(x)>0 

 f 
/
(x)<0 

 0 

 0 

      16.5-чизма.     16.6-чизма 

 x0 

  x0 



2.  xfy   функциянинг критик нуқталари, яъни  xf   ҳосила нолга 

айланадиган ёки узилишга эга бўлган нуқталар топилади. 

3. Топилган критик нуқталар  xf  функциянинг аниқланиш соҳасини 

оралиқларга ажратади, шу оралиқларда  xf   ҳосиланинг ишораси 

текширилади. 

4. Функциянинг экстремум нуқталардаги қийматлари ҳисобланади. 

16.4- мисол.  36
2

11
2

4
)( 23

4

 xxx
x

xf  функцияни экстремумга текширинг. 

Ечилиши. Берилган функция Rx  учун аниқланган ва 

дифференциалланувчи. 

1.   .6116' 23  xxxxf  

2.       0321061160' 23  xxxxxxxf , 

бундан критик нуқталар 3,2,1 321  xxx  эканлигини топамиз. 

3. Оралиқлар усули ёрдамида қуйидаги жадвални тузамиз: 

 

 

 



x  )1;(   2;1   3;2   ;3  

 xf   –   –   

 xf      

4. Экстремум мавжуд бўлишининг биринчи етарли шартига асосан 

4

3
)3(,1)2(;

4

3
)1( minmaxmin  fff  бўлишини топамиз. 

16.5-мисол. 
2

23

)1(

2
)(






x

xx
xf  функцияни экстремумга текширинг. 

Ечилиши. Берилган функция 1x  нуқтадан ташқари  Rx  да аниқланган ва 

дифференциалланувчи 

.0)4()1(0
)1(

)4()1(
0)('.2

)1(

)4()1(

)1(

)2()1(2)1()43(
)('.1

3

34

2322

















xxx
x

xxx
xf

x

xxx

x

xxxxxx
xf

 

Бундан, 4,1,0 321  xxx  критик нуқталар эканлигини аниқлаймиз. 

4. Оралиқлар усули ёрдамида қуйидаги жадвални тузамиз: 

5.  



x  )1;(    0;1

 

 1;0   4;1  );4(   

 xf     – + – + 

 xf       

4. Экстремум мавжуд бўлишининг биринчи етарли шартига асосан, 

3

32
)4(,0)0(;

4

1
)1( minminmax  fff  

бўлади. 

16.6-мисол. Тенгламаси параметрик шаклида берилган ушбу 

0,
)1(

,
)1(

1
2







 t
t

t
y

tt
x  

функцияни экстремумга текширинг. 

Ечилиши.  tx  ва  ty  функциялар t  параметрнинг 0t  қийматларида 

дифференциалланувчи: 

.
1

.00,
)1(

12
2

2

''

22

'

t

t
yxдаt

tt

t
x ttt







  

1. Маълумки, бу ҳолда берилган функциянинг )('' xfyx   ҳосиласи 
'

'

' )(
t

t

x

y
xf    



формула бўйича топилади: .0,
12

)1()1(
)('

22





 t

t

tt
xf  

2. 
12

)1()1(
)('

3






t

tt
xf   ҳосила 1t   нуқтада нолга айланади. 

Демак, берилган функция битта критик нуқтага эга: 1t да .
2

1
x  

Агар x , 
2

1
x  нуқтанинг чап томонида бўлганда t  параметр, 1t  

нуқтанинг чап томонида бўлади, t  нинг бу қийматларида   0 xf , 
2

1
x  

нуқтанинг ўнг атрофида ҳосила   0 xf  бўлади.  

Шунинг учун 
2

1
x  нуқтада функция минимумга эга ва у 4

2

1
min 








f  

бўлади. 

16.7-мисол. Ушбу  45 45)( xxxf   функцияни экстремумга 

текширинг. 

Ечилиши. Берилган функция R  да аниқланган ва узлуксиз. 

Функциянинг ҳосиласи  







 3

5

1
4)(' x

x
xf  га тенг.   0 xf  тенгламанинг 



илдизларини топамиз: 1x . Ҳосила 0x  нуқтада чексизликка айланади, 

яъни бу нуқтада чекли ҳосила мавжуд эмас. 

Демак, функцияга экстремум берадиган нуқталарни 1,0,1 321  xxx  

нуқталар орасидан излаш керак. 

Оралиқлар усули ёрдамида қуйидаги жадвални тузамиз: 

x  )1;(    0;1  0   1;0    );1(   

 xf     – emasmavjud    – 

 xf    0)0(min f    

Бу жадвалдан,  xf   ҳосиланинг 11 x  нуқтадан ўтишда ўз ишорасини «+» 

дан «-» га, 13 x  нуқтадан ўтишда ҳам «+» дан «-» га  ўзгартиради деган 

хулосага келамиз. Равшанки, берилган функция  11 x , 13 x  нуқталарда 

узлуксиз. Демак, берилган функция 11 x , 13 x  нуқталарда максимумга эга 

ва унинг максимум қийматлари: ;4)1(,4)1( maxmax  ff  ниҳоят, 0x  нуқтада 

берилган функциянинг минимумга эга бўлиши юқоридагидек кўрсатилади ва 

унинг 0x  нуқтадаги минимуми қиймати 0)0(min f  бўлади. 



16.8-мисол.  5)( 3 2  xxxf функцияни экстремумга текширинг. 

Ечилиши. 1.  
3

3 2

3

2

3

5
5

3

2
)(

x

x
xx

x
xf


 .  

2. 0x  (бу нуқтада ҳосила узилишга эга) ва 2x  (бу нуқтада ҳосила 

нолга айланади) нуқталар критик нуқталардир. 

3. Қуйидаги жадвални тузамиз: 

x   0;  0 (0; 2) 2  ;2  

 xf   + Мавжуд 

эмас 

- 0 + 

f  ( x )    00max f

 

 f min(2) 8,4   

4.     .8,4432,00 3
minmax  ff  

b) Экстремум мавжуд бўлишининг иккинчи етарли шарти. 
0

x  нуқта )(xf  

функциянинг стационар нуқтаси, яъни    0
0
 xf  бўлсин. Агар   )(xf  

функциянинг 
0

x  нуқтадаги иккинчи тартибли ҳосиласи мавжуд бўлиб, 

    00
00
 xfxf  бўлса, f ( x ) функция 

0
x  нуқтада максимумга 

(минимумга) эришади. 



 xfy   функцияга экстремум қиймат берувчи нуқталарни иккинчи 

тартибли ҳосила ёрдамида топиш қоидаси: 

1. )(' xf  ҳосила топилади. 

2. Берилган функциянинг критик нуқталари, яъни   0 xf  бўладиган  

нуқталар топилади. 

3. Иккинчи тартибли ҳосила  xf   топилади. 

4. Иккинчи тартибли ҳосиланинг ишораси ҳар бир критик нуқтада  

текширилади. Бунда агар иккинчи тартибли ҳосила манфий бўлса, у ҳолда 

функция  текширилаётган нуқтада максимумга, мусбат бўлса, минимумга эга 

бўлади. Агар иккинчи тартибли ҳосила нолга тенг бўлса, у ҳолда 

функциянинг экстремумини биринчи етарли шарт бўйича текшириш ёки 

юқори тартибли ҳосилалардан фойдаланиб текширишга тўғри келади ( c)  

бандга  қаранг). 

5. Функциянинг экстремум нуқталардаги қийматлари ҳисобланади. 

16.9-мисол.   12249 23  xxxxf  функцияни иккинчи тартибли ҳосила 

ёрдамида экстремумга текширинг. 

Ечилиши. Берилган функциянинг биринчи ва иккинчи тартибли 



ҳосилаларини топамиз: 

     86324183' 22  xxxxxf    .36''  xxf    

  0863 2  xx  тенгламадан 4,2 21  xx  стационар нуқталарни топамиз. 

Топилган иккинчи тартибли ҳосилаларнинг ҳар бир стационар нуқталардаги 

ишораларини аниқлаймиз:     .064'',062''  ff  

Демак, 21 x  нуқтада функция максимумга ,8)2(max f 42 x  нуқтада 

функция минимумга 4)4(min f  эга бўлади. 

16.10-мисол. 
2

23

)1(

2
)(






x

xx
xf  функцияни иккинчи тартибли ҳосила 

ёрдамида экстремумга текширинг. 

Ечилиши. Берилган функция R  нинг 1x  нуқтадан ташқари барча 

нуқталарида аниқланган ва дифференциалланувчи. Функциянинг биринчи ва 

иккинчи тартибли ҳосилаларини топамиз: 

  .
)1(

414
)('',

)1(

)43(
)('

43

2











x

x
xf

x

xxx
xf  

  0432  xxx  тенгламадан 4,0,1 321  xxx  стационар нуқталарни 



топамиз. Иккинчи тартибли ҳосиланинг ҳар бир стационар нуқтадаги 

ишорасини аниқлаймиз: 

  .0
27

20
)4('',04)0(''0

8

5
)1(''  fff  

Шундай қилиб, функция, экстремум мавжуд бўлишининг иккинчи етарли 

шартига кўра, 11 x  нуқтада максимумга:  
4

1
1max f ;  02 x  нуқтада 

минимумга:   00min f ;  43 x  нуқтада эса, минимумга:  
3

32
4min f  эга бўлар 

экан. 

16.11-мисол.  f ( x )=( x -2)
4
 функцияни экстремумга текширинг. 

Ечилиши. Берилган функциянинг биринчи ва иккинчи тартибли 

ҳосилаларини топамиз:  xf  =4( x -2)
3
 ,      xf  =12( x -2)

2
. 

  024
3
x  тенгламадан 2x  стационар нуқта эканлигини топамиз. 

Иккинчи тартибли ҳосила  2x  нуқтада нолга айланади, шунинг учун 

экстремумнинг биринчи етарли шарти бўйича берилган функцияни 

экстремумга текширамиз. 

Равшанки,   2 Ux , яъни 2x  учун   xf  =4( x -2)
3
 <0,   2 Ux , 



яъни 2x  учун  xf  =4( x -2)
3
>0  2 x  бўлади. 

Демак, берилган функция, экстремумнинг биринчи етарли шартига  

кўра, 2x  нуқтада минимумга эришади:       022min  ff . 

16.12- мисол.   xxxf 2cossin2   функцияни иккинчи тартибли ҳосила 

ёрдамида экстремумга текширинг. 

Ечилиши. Берилган функция даврий функция бўлгани учун уни 

экстремумга текширишни ]2,0[   кесмада олиб борамиз. Функциянинг биринчи 

ва иккинчи тартибли ҳосилаларини топамиз: 

   xxxxxf sin21cos22sin2cos2/  ;   xxxf 2cos4sin2//  . 

   0sin21cos2  xx  тенгламадан функциянинг ]2;0[   кесмадаги стационар 

нуқталарини топамиз: .
2

3
,

6

5
,

2
,

6
4321


 xxxx  

Иккинчи тартибли ҳосиланинг ҳар бир стационар нуқталардаги 

ишораларини топамиз:  

06
2

3
'',03

6

5
'',02

2
'',03

6
'' 


































 
ffff . 

 Шундай қилиб, функция экстремум мавжуд бўлишининг иккинчи 



етарли шартга кўра, 
6

1


x  нуқтада максимумга: 

2

3

6
max 








f ; 

2
2


x   нуқтада 

минимумга: 
6

5
,1

2
3min











xf  нуқтада минимумга: 

2

3
;

2

3

6

5
4min











xf    

нуқтада эса, яна минимумга:  3
2

3
min 







 
f ;  эга  бўлар экан. 

с) Экстремум мавжуд бўлишининг учинчи етарли шарти. f ( x ) 

функциянинг ),(
0

bax   нуқтада )(),...,(),(
0

)(

00
xfxfxf n  ҳосилалари мавжуд 

бўлиб, бирор n>2 сон учун ...)()(
00
 xfxf = 0)(,0)(

0

)(

0

)1(   xfxf nn  

бўлсин. 

Агар: а) n жуфт сон бўлиб (n=2m, mN), 0)()(
0

)2(

0

)(  xfxf mn  

тенгсизлик ўринли бўлса, f ( x ) функция 
0

x  нуқтада максимумга; 

0)()(
0

)2(

0

)(  xfxf mn  тенгсизлик ўринли бўлса,  xf  функция 
0

x  нуқтада 

минимумга эга бўлади. 

b) n тоқ сон бўлса (n=2m+1, mN), f ( x ) функция экстремумга эга бўлмайди.

  

16.13- мисол. Ушбу    n
cxxf   функцияни экстремумга текширинг. 



Ечилиши. Равшанки, 0!)(,0)(...)()( )()1()2(   ncfcfcfcf nn  бўлади. 

Экстремумнинг учинчи етарли шартига кўра, n  жуфт бўлганда функция cx   

нуқтада минимумга эга бўлади, n  тоқ бўлганда эса экстремумга эга бўлмайди. 

16.14- мисол.  
2

1cos)(

2x
xxf   функцияни экстремумга текширинг. 

 Ечилиши. Берилган функция учун   xxxf  sin'  бўлиб,  xf '  ҳосила 

0x  нуқтада нулга айланади. 0x  стационар нуқтада функциянинг иккинчи, 

учинчи ва тўртинчи тартибли ҳосилаларини топамиз: 

       

     .010;cos

;00''';sin''';00'';1cos''

4)4( 



fxxf

fxxffxxf
 Шундай 

қилиб, 0x  стационар нуқтада тўртинчи тартибли, яъни жуфт тартибли, 

ҳосила нолдан фарқли бўлиб,    0104 f  бўлганлиги учун функция 0x  

нуқтада минимумга эга, ва  .0)0(min f   

16.3. Функциянинг энг катта ва энг кичик қийматларини топиш. 

 xf  функция  ba;  сегментда аниқланган ва  узлуксиз бўлсин. 

Вейерштрасснинг иккинчи теоремасига кўра, функциянинг  ba;  да энг катта, 

ҳамда энг кичик қийматлари мавжуд ва функция бу қийматларга сегментнинг 



нуқталарида эришади. 

Функциянинг энг катта қиймати қуйидагича топилади: 

1)  xf  функциянинг  ba;  оралиқдаги максимум қийматлари топилади. 

)(xf  функциянинг  ba;  даги ҳамма максимум қийматларидан иборат тўплам 

  xfmax  бўлсин. 

2) )(xf  функциянинг  ba;  сегментнинг чегарасидаги, яъни bxax  ,  

нуқталардаги  af  ва  bf   қийматлари ҳисобланади. Сўнгра   xfmax  

тўпламнинг барча элементлари билан  af  ва  bf  лар таққосланади. Бу 

қийматлар ичида энг каттаси  xf  функциянинг  ba;  даги энг катта қиймати 

бўлади. Худди шу усулда функциянинг энг кичик қиймати ҳам топилади. 

Бирор оралиқда узлуксиз бўлган функциянинг энг катта ва энг кичик 

қийматларини топиш учун: 

1) бу оралиқда функциянинг тегишли стационар нуқталарини топиш, бу 

топилган стационар нуқталарни экстремумга текшириш ва функциянинг бу 

нуқталардаги қийматларини ҳисоблаш; 

2) функциянинг оралиқнинг четки нуқталаридаги қийматларини топиш ; 

3) топилган қийматларни функциянинг оралиқнинг ичидаги 



нуқталаридаги экстремум қийматлари билан солиштириш керак; бу 

қийматларнинг энг кичиги ва энг каттаси, мос равишда, функциянинг 

қаралаётган оралиқдаги энг кичик ва энг катта қийматлари бўлади.  

16.15- мисол. Ушбу   642  xxxf  функциянинг  10;3  оралиқда энг 

катта ва энг кичик қийматларини топинг. 

 Ечилиши. 1) ]10,3[2бундан;042)(;42)(  xxxfxxf   

стационар нуқта бўлади.  xf   ҳосила 2x  нуқтадан ўтишда ўз ишорасини «-

» дан «+» га ўзгартиради. 

 Демак, функция экстремуми мавжуд бўлишининг биринчи етарли 

шартига кўра, 2x  нуқтада  минимум қийматга эга бўлади: 2)2(min f . 

 2)     .6610,273  ff  

 3) Шундай қилиб, функциянинг  10;3  оралиқдаги энг кичик қиймати 2  

га тенг бўлиб, функция унга оралиқнинг ички нуқтасида эришади, энг катта 

қиймати 66  га тенг бўлиб, функция унга оралиқнинг ўнг четида 

эришади:     ,6610,22  ffff kattaengkichikeng  

16.16- мисол. Ушбу xxf 45)(   функциянинг  1;1  оралиқда энг 

катта ва энг кичик қийматларини топинг. 



 Ечилиши. Берилган функция  1;1  оралиқда нолдан фарқли ҳосилага 

эга: 
x

xf
45

2
)('


 . Бундан, функция энг катта ва энг кичик қийматига 

оралиқнинг четки нуқталарида эришади:     .11,31  ff  

 Шундай қилиб, берилган функциянинг  1;1  оралиқдаги энг катта 

қиймати 3  га, энг кичик қиймати эса 1 га тенг:  

    .11,31  ffff kichikengkattaeng  

16.17- мисол.   2arccos xxf   функциянинг  









2

2
;

2

2
 оралиқдаги энг 

катта ва энг кичик қийматларини топинг. 

 Ечилиши. Берилган функция қаралаётган оралиқда
41

2
)('

x

x
xf


  

ҳосилага эга. 0
1

2

4





x

x
 тенгламадан 0x  стационар нуқтани топамиз.  xf /  

ҳосила 0x  нуқтадан ўтишда ўз ишорасини «+» дан «-» га ўзгартиради. 

 Демак, берилган функция 0x  нуқтада максимум қийматга эришади: 

2
)0(max


f . Функциянинг оралиқнинг четки нуқталаридаги қийматлари 



3
)2/2(


f . 

 Шундай қилиб, функциянинг 









2

2
;

2

2
 оралиқдаги энг катта қиймати 

2
)0(


f  га, энг кичик қиймати эса 

3
)2/2(


f  га тенг. 

16.18- мисол. Консерва банкаси радиуси r ва баландлиги h бўлган 

цилиндрдан иборат. r ва h лар орасидаги муносабат қандай бўлганда тўла 

сирти ўзгармас бўлган консерва банкаси энг катта ҳажмга эга бўлади? 

Ечилиши. Консерва банкасининг тўла сиртини S билан белгилаймиз. 

Маълумки, 

,,22 2 consthrhrS                         (1) 

бундан r
r

S
h 

2
. Консерва банкасининг хажми 32

2
rr

S
hrV   . 

Демак, масала   3

2
rr

S
rV   функциянинг энг катта қийматини топишга 

келтирилди. Шунинг учун бу функцияни максимумга текширамиз. V'(r)= 

23
2

r
S

 , r >о эканлигини эътиборга олиб, 



6

S
r             (2) 

бўлишини топамиз. 

Функция экстремумга эга бўлса, у фақат 
6

S
r   нуқтада эга бўлиши 

мумкин. 
6

S
r   бўлганда   0

6
3 2 








 r

S
rV


  бўлади. 

6

S
r   бўлганда эса  

0)(  rV  бўлади.  

Демак, функция экстремумга эга бўлишининг биринчи етарли шартига 

асосан, V(r) функция 
6

S
r   нуқтада максимумга эришади. Энди консерва 

банкаси, энг катта ҳажмга эга бўлиши учун r билан h орасида қандай 

боғланиш борлигини аниқлаймиз.(1) билан (2) дан 2
r

h
, h=2r. Демак, энг 

катта ҳажмга эга бўлган консерва банкасини ясашда унинг баландлигини 

диаметрга тенг қилиб олиш етарли. 

16.4. Функция графигининг қавариқлиги ва ботиқлиги. 

 Функция графигининг эгилиш (букилиш) нуқталарини топишда 

қавариқ тўплам ва қавариқ функция тушунчаси муҳим аҳамиятга эга. Шунинг 



учун биз аввало қавариқ тўплам ва қавариқ функция тушунчаларини берамиз.  

 Бўш бўлмаган )( 2RGG   тўплам берилган бўлсин. 

 1-таъриф. Агар G  тўпламнинг ихтиёрий икки нуқтаси билан бирга 

уларни туташтирувчи кесма ҳам шу тўпламга қарашли бўлса, G  – қавариқ 

тўплам дейилади. Бошқача айтганда, агар  x , y G  ва барча [0;1] учун 

 x +(1-) y G  бўлса, G  – қавариқ тўплам дейилади.  

 16.7- )a  -чизмадаги тўғри тўртбурчак, доира, учбурчаклар қавариқ 

тўпламларга мисол бўла олади, 16.7- )b -чизмадаги шакллар эса, қавариқ 

у 

0 х 0 

у 

х 

 )a                            16.7-чизма                                           )b                                    

изм 

 



бўлмаган тўпламлардир. Ягона элементли ва бўш тўпламларни ҳам қавариқ 

тўплам деб қараш мумкин.  

 2-таъриф. Агар ихтиёрий x , y G , x  y  нуқталар ва барча (0,1) 

сонлар учун  x +(1-) y  – G  тўпламнинг ички нуқтаси бўлса, G  – қатъий 

қавариқ тўплам дейилади. Масалан, доира қатъий қавариқ тўплам бўлади, 

параллепипед эса қатъий қавариқ тўплам эмас.  

 )(xf  функция G  – қавариқ тўпламда берилган бўлсин. 

 3-таъриф. Агар  x , y G  ва  [0;1] учун  

                      f ( x +(1-) y )   )(xf +(1-) f ( y ) 

тенгсизлик ўринли бўлса, қавариқ G  тўпламда аниқланган ва чекли )(xf  

функция қавариқ дейилади (16.7- )a -чизма).  

 4-таъриф. Агар  x , y G , x  y  нуқталар ва (0;1) учун  

                      f ( x +(1-) y ) <  )(xf +(1-) f ( y ) 

қатъий тенгсизлик бажарилса, )(xf  функция G  тўпламда қатъий қавариқ 

дейилади.  

 5-таъриф. Агар   )(xfxg   функция қавариқ GR
2
 тўпламда қавариқ 



бўлса, )(xf  функция G  тўпламда ботиқ дейилади (16.8- )b -чизма). 

 Мисоллар. 1) )(xf = х , xR, функция қавариқдир, чунки  x 1, x 2R, 

x 1 x 2 нуқталар ва  ]1;0[  учун     2121 11 xxxx    

тенгсизлик ўринли бўлади.  

2)   xexf   функция R  да қатий қавариқ функциядир, чунки 

2121 ,, xxRxx   нуқталар ва  1,0  учун  

21
)1( хх

е
 

<  1
х

е +(1-) 2
х

е  

тенгсизлик бажарилади. 

 3) xexf )(  функция R да ботиқ функция бўлади. 

 Амалиётда, кўпинча, функция графиги қавариқлиги (ботиқлиги)ни 

текширишда юқоридаги келтирилган таърифларга эквивалиент бўлган 

қуйидаги таърифлардан фойдаланилади. 

 xfy   функция ( a ,b) оралиқда берилган бўлсин. Агар  xfy   

функциянинг графиги ( a ,b) оралиқнинг ихтиёрий нуқтасидан ўтказилган 

уринмадан юқорида (пастда) ётса, бу функциянинг графиги қавариқ (ботиқ) 

дейилади (16.7- )a , 16.8- )b  чизмалар). 



Ҳосила ёрдамида функция графигининг қавариқлиги ва ботиқлигини 

текшириш мумкин. 

 xfy   функция ),( ba  оралиқда чекли  xf   ҳосилага эга бўлсин. 

 

16.8-чизма. 

 

19.5-теорема.  xf  функциянинг графиги ),( ba  оралиқда қавариқ 

(қатьий қавариқ) бўлиши учун, унинг  xf   ҳосиласининг шу оралиқда 

 y x 

 y 

x 
b  0  0 

              )a                             b)               

)b  

 а  а  b 

 y 



камаювчи (қатъий камаювчи) бўлиши зарур ва етарли. 

16.6-теорема.  xf  функциянинг ),( ba  оралиқда ботиқ (қатъий ботиқ) 

бўлиши учун, унинг  xf   ҳосиласининг шу оралиқда ўсувчи (қатъий ўсувчи) 

бўлиши зарур ва етарли. 

 xfy   функция ),( ba  оралиқда иккинчи тартибли ҳосилага эга бўлсин. 

16.7-теорема.  xf  функциянинг графиги ),( ba  оралиқда қавариқ 

(ботиқ) бўлиши учун     00  xfxf  тенгсизликнинг ўринли бўлиши 

зарур ва етарли. 

 16.19-мисол. Ушбу  xf = x
4
-2 x

3
+6 x -4 функция графигининг 

қавариқлик ва ботиқлик ораликларини топинг. 

Ечилиши.  xf  =4 x
3
-6 x

2
+6,   xf 12 x

2
-12 x =12( x

2
- x )=12 x ( x -1) ларни 

топамиз. Равшанки, (- ;0) ва (1;  ) оралиқларда  xf  >0 тенгсизлик ўринли, 

яъни бу оралиқларда функциянинг графиги қавариқ бўлади, )1,0(  оралиқда эса 

 xf  <0 тенгсизлик ўринли, яъни бу оралиқда функциянинг графиги ботиқ 

бўлади. 

16.5. Функция графигининг эгилиш нуқталари. 



  xf  функция 
0

x  нуқтанинг бирор  0)( 0  xU  атрофида аниқланган 

бўлсин. 

16.3-таъриф. Агар f ( x ) функция )( 0xU 

  оралиқда ботиқ (қавариқ) 

бўлиб, )( 0xU 

  оралиқда эса қавариқ (ботиқ) бўлса, яъни  xf  функция 0x  

нуқтадан ўтишда ўз қавариқлигининг йўналишини ўзгартирса, у ҳолда 0x   

нуқта  xf  функциянинг эгилиш нуқтаси  дейилади, бу ҳолда   00 , xfx  нуқта 

 xf  функция графигининг эгилиш нуқтаси дейилади. 

Агар ),(
0

bax  -  xf  функция графиги эгилиш нуқтасининг абсциссаcи 

бўлса, бу нуқтада  иккинчи тартибли ҳосила мавжуд бўлиши ҳам, бўлмаслиги 

ҳам мумкин. 

Функциянинг иккинчи тартибли ҳосиласи нолга айланадиган ёки мавжуд 

бўлмайдиган нуқталар II  тур критик нуқталар дейилади. Бу нуқталарда 

эгилиш мавжуд бўлиши ҳам, бўлмаслиги ҳам мумкин. Масалан, 0x  нуқта 

3xy   ва 3

1

xy   функциялар учун эгилиш нуқтаси бўлиб, 3xy    функциянинг 

0x  нуқтада иккинчи тартибли ҳосиласи мавжуд, 3

1

xy   функциянинг  

иккинчи тартибли ҳосиласи эса, мавжуд эмас. 



16.8-теорема (эгилиш нуқтаси бўлишнинг зарурий шарти). Агар 

  00 , xfxM  нуқта  xf  функция графигининг эгилиш нуқтаси бўлиб,  xf  

функция х0 нуқтада иккинчи тартибли ҳосилага эга бўлса, у ҳолда   00  xf  

бўлади. 

Бу шарт функция графиги эгилиш нуқтасига эга бўлиши учун етарли 

шарт бўла олмайди. 

Масалан,   4xxf   функциянинг    212'' xxf   ҳосиласи 0x  нуқтада 

нoлга айланади, лекин функциянинг графиги  0;0M  нуқтада эгилишга эга 

эмас. 

16.9-теорема (эгилиш нуқтаси бўлишнинг биринчи етарли шарти).  xf  

функция 
0

x  нуқтанинг бирор атрофида иккинчи тартибли ҳосилага эга ва 

  0'' 0 xf  бўлсин. У ҳолда, кўрсатилган атрофда  0'' xf  иккинчи тартибли  

ҳосила 
0

x  нуқтанинг чап ва ўнг атрофида ҳар хил ишорага эга бўлса, у ҳолда 

  00 , xfxM  нуқта  xf  функция графигининг эгилиш нуқтаси бўлади. 

16.10-теорема (эгилиш нуқтаси бўлишнинг иккинчи етарли шарти). Агар 

 xf  функция 
0

x  нуқтада  чекли учинчи тартибли ҳосилага эга ва бу нуқтада 



  0'' 0 xf ,    0''' 0 xf  шартларни қаноатлантирса, у ҳолда   00 , xfxM  нуқта 

 xf  функция графигининг эгилиш нуқтаси бўлади. 

16.11-теорема (эгилиш нуқтаси бўлишнинг учинчи етарли шарти).  2n  

бирор жуфт сон бўлсин. Агар  xf  функция 
0

x  нуқтанинг бирор атрофида n  

тартибли ҳосилага, 
0

x  нуқтанинг ўзида эса 1n  тартибли ҳосилага эга бўлиб, 

            0,0... 0

1

00

2

0

1   xfxfxfxf nn  шартлар бажарилса, у ҳолда 

  00 , xfxM  нуқта  xf  функция графигининг эгилиш нуқтаси бўлади. 

 

 xfy   функция графигининг эгилиш нуқталарини топиш қоидаси: 

1.Функциянинг иккинчи тартибли ҳосиласи  xf   топилади; 

2.  xfy   функциянинг II тур критик нуқталари, яъни  xf    ҳосила 

нолга айланадиган ёки узилишга эга бўлган нуқталар топилади; 

     3.Топилган критик нуқталар  xf  функциянинг аниқланиш соҳасини 

оралиқларга ажратади. Бу оралиқларда иккинчи тартибли  xf   ҳосиланинг 

ишораси текширилади. Агар бунда 
0

x  критик нуқта  қавариқлик ва ботиқлик 

оралиқларини ажратиб  турса, 
0

x  нуқта функция графигининг эгилиш нуқтаси 



абсциссасидан иборат бўлади; 

      4.Функциянинг эгилиш нуқталаридаги қийматлари ҳисобланади. 

16.20- мисол.    326 xxxf   функция графигининг эгилиш нуқталарини 

топинг.  

Ечилиши. 1.   ,312 2xxxf    .612 xxf   

2.    0'' xf 0612  x , яъни 2x  ягона критик нуқта. 

3.  2;  оралиқда   0 xf ,  ;2  оралиқда эса,   0 xf  бўлгани учун 

16.9-теоремага кўра, 2x  нуқта функция графиги эгилиш нуқтасининг 

абсциссасидир. 

4. Бу нуқтанинг ординатасини топамиз:   162 f . 

 Шундай қилиб,  16;2  -функция графигининг эгилиш нуқтаси бўлар экан.   

16.21- мисол.   xx-xf(x) 12683 234  функция графигининг 

қавариқлик, ботиқлик оралиқларини ва эгилиш нуқталарини топинг. 

 Ечилиши. Берилган функциянинг биринчи ва иккинчи тартибли 

ҳосилаларини топамиз: x,x-x(x)f 122412 23  ,x-x(x)f 124836 2   

 x-x 0124836 2  тенгламадан 11 x  ва
3

1
2 x  илдизларни топиб функциянинг 



иккинчи тартибли ҳосиласининг 1 ва 1/3 нуқтадаги ҳийматларини 

ҳисоблаймиз: 

.0
3

1
'',0)1('',

3

1
,1 21 








 ffxx  

Қуйидаги жадвални тузамиз: 

 

x  
3

1
 x  1

3

1
 x  1< x <  

//signf  + - + 

 xf  

 

  

қавариқ 

  

ботиқ 

  

қавариқ 

Шундай қилиб, );1(,
3

1
; 







  оралиқларда   0 xf , 








1;

3

1
 оралиқда эса 

  0 xf  бўлади. 

 Демак, 16.7-теоремага асосан, );1(
3

1
; 







 ва  оралиқларда функция 

графиги қавариқ, 







1;

3

1
 оралиқда ботиқ. 

3

1
,1 21  xx  нуқталардан ўтишда 

 xf   ҳосила ўз ишорасини ўзгартиради. У ҳолда, 16.9-теоремага асосан, 



 13;1 , 








27

335
;

3

1
нуқталар берилган функциянинг графиги учун эгилиш 

нуқталари бўлади. 

 16.22- мисол. Ушбу 166 24 x-x-xf(x)  функция графигининг қавариқлик 

ботиқлик оралиқларини ва эгилиш нуқталарини топинг. 

 Ечилиши.  xf  функциянинг биринчи, иккинчи ва учинчи тартибли 

ҳосилаларини топамиз: 

,x--xf(x) 6124 3   ),-(x-x(x)f 1121212' 22   x(x)f 24'''   

 01)-12(x2  тенгламадан -1x1   ва 1x 2  . Бу нуқталарда 0)1('' f ва 

.0)1(''' f  Қуйидаги жадвални тузамиз: 

 

 

x  1 x  11  x   <x<1   

sign ''f  + - + 

 xf  

 

  

қавариқ 

  

ботиқ 

  

қавариқ 

Бу жадвалдан, 16.7-теоремага асосан, берилган функциянинг графиги 



);1(,)1;(  оралиқларда қавариқ,  1;1  оралиқда эса, ботиқлигига ишонч 

ҳосил қиламиз. 

0)1(''' f  бўлганлиги, ҳамда 1x  нуқталарнинг чап ва ўнг 

томонларида  xf   ҳосила ўз ишорасини ўзгартиргани учун 1x  нуқталар 

функция графиги эгилиш нуқталарининг абсциссалари бўлади, яъни  0;1  , 

 12;1   нуқталар функция графигининг эгилиш нуқталари бўлади. 

 0;1  ,  12;1    нуқталар функция графиги учун эгилиш нуқталари 

эканлигини, бошқа усул, яъни 16.11-теорема орқали ҳам кўрсатиш мумкин. 

Ҳақиқатан ҳам, 0)1('' f ,  x(x)f ''' 24 ,  0)1(''' f  бўлганлиги учун, 

16.10-теоремага асосан,  0;1  ,  12;1    нуқталар функция графиги учун 

эгилиш нуқталари бўлар экан. 

16.23- мисол. )x)  (x(xf(x) 0lnsin   функция графигининг қавариқлиги, 

ботиқлиқ оралиқларини ва эгилиш нуқталарини топинг. 

 Ечилиши. Берилган функциянинг биринчи ва иккинчи тартибли 

ҳосилаларини топамиз: 
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  оралиқда эса   0 xf   бўлади.  

Шундай қилиб,   

 






kk

exe
2

4
2

4

3


  , ,...)2,1,0( k  

оралиқда функция графиги қавариқ,  
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оралиқда ботиқ,  






















2

)1(
;

2
4

2
4







k
k

k e
e ,...)2,1,0( k  

 нуқталар эса, функция  графигининг эгилиш нуқталари бўлади. 



16.24- мисол. Тенгламаси параметрик шаклда берилган ушбу 

            , t t  e,  yetx -tt 0       (*) 

функция графигининг эгилиш нуқтасини топинг. 

 Ечилиши. Маълумки, (*) тенглама билан берилган  xfy   функциянинг 

биринчи ва иккинчи тартибли ҳосилалари қуйидаги формулалар билан 

топилади: 
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 иккинчи тартибли ҳосила 2t  да 

нулга айланади ва  y  2t  нуқтадан ўтишдан ўз ишорасини ўзгартиради. 

Параметрнинг бу қийматида  f(x)y  функциянинг графиги эгилиш нуқтасига 

эга бўлади. Параметрнинг 2t  қийматига функция графигининг 

 22 2;2  ee  нуқтаси тўғри келади. 



Демак,  22 2;2  ee  нуқта функциянинг графиги учун эгилиш 

нуқтаси бўлади. 

16.25- мисол. cba ,,  коэффициентларнинг қандай қийматларида ушбу 

  edxcxbxaxxf  234  

функциянинг графиги эгилиш нуқтасига эга бўлади. 

Ечилиши. Берилган функциянинг иккинчи тартибли ҳосиласини 

топамиз:   cbxaxxf 2612'' 2  . Функциянинг графиги эгилиш нуқтасига эга 

бўлиши учун 036 2  cbxax  тенглама иккита ҳар хил ҳақиқий илдизга эга 

бўлиши зарур ва етарли, ёки  083 2  acb  шарт бажарилиши керак. 

 16.6. Қавариқ функцияларнинг тенгсизликларни ечишда 

қўлланилиши. Қавариқ  тўпламлар ва қавариқ функциялар  тушунчаси 

классик асосий тенгсизликларни исбот қилишда муҳим роль ўйнайди. Асосий 

классик тенгсизликлар ичида энг муҳими Йенсен тенгсизлиги ҳисобланади. 

Қолган классик тенгсизликлар, хусусий ҳолда, яъни натижа сифатида, Йенсен 

тенгсизлигидан келиб чиқади. Шунинг учун Йенсен тенгсизлигини қавариқ 

функция  таърифидан фойдаланиб, батафсил исбот қиламиз. 

             Теорема (Йенсен тенгсизлиги).   xf  функция бирор 



),( ba интервалда қавариқ функция бўлсин. nxxx .....,, 21  лар -  ),( ba  интервалдан 

олинган ихтиёрий нуқталар, n ,...,, 21  лар эса, ихтиёрий мусбат сонлар 

бўлиб, уларнинг йиғиндиси 1 га тенг бўлсин. У ҳолда  

          1.......
221111 nnnn

xfxfxfxxf     

тенгсизлик ўринли. Одатда (1) тенгсизлик- Йенсен тенгсизлиги дейилади. 

 Исботи. Шартга кўра  xfy   қавариқ функция бўлгани учун унинг 

графигини     16.9-   чизмада берилган кўринишда тасвирлаш мумкин. 

 xfy   функция графигидан абсциссалари 
n

xxx ,....,
21

 бўлган  nAAA ,...,, 21  

нуқталарни олиб, бу нуқталарга массалари 
n

mmm ,...,,
21

 бўлган юклар 

жойлаштирилган, деб фараз қиламиз. Унда физикадан маълумки, бу 

нуқталардаги массалар марказининг координаталари қуйидаги кўринишда 

бўлади:     
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16.9-чизма. 

   

n
AAA ,....,,
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 нуқталар қавариқ функция графигининг юқорисидаги қавариқ 

тўпламда ётганлиги учун улар массаларининг маркази ҳам шу қавариқ 

тўпламда ётади. Шунинг учун массалар маркази – M нуқтанинг ординатаси 
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 xfy   функция графигидаги абсциссаси 
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тенгсизлик ўринли бўлади. Бунда 
nn

mm   ,...,
11

 деб олсак, (1) Йенсен 

тенгсизлиги исбот бўлади. (1) ва (2) тенгсизликлар ўзаро эквивалент. 

Ҳақиқатан ҳам, (1) тенгсизликни исбот қилиш давомида (2) тенгсизликни 

исбот қилдик, агар (1) да  ni
mm

m

n

i

i ,1
...1




  деб олсак, натижада (2) 

тенгсизликни ҳам Йенсен тенгсизлиги деб айтиш мумкин. 

 Агар  xf  ботиқ функция бўлса, у ҳолда (1) ва (2) Йенсен 

тенгсизликларидаги тенгсизлик ишораси қарама-қаршисига ўзгаради. Бунга 

ишонч ҳосил қилиш учун -  xf  қавариқ функцияни қараш етарли. 

 16.25- мисол. Ушбу  
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Коши – Буняковский тенгсизлигини исбот қилинг. Бунда  
i

a  ва  nib
i

,1  

лар ихтиёрий мусбат сонлар. 

         Ечилиши. Равшанки, 2xy    қавариқ функциядир. Шу сабабга кўра, бу 

функция учун Йенсен тенгсизлигини қўллаш мумкин: 
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чиқади. Бу ерда 
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2
 деб олсак, Коши – Буняковский тенгсизлиги 

исбот бўлади. 

          16.26- мисол. Ўрта арифметик ва ўрта геометрик миқдорлар ҳақида 

Коши тенгсизлигини, яъни 
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тенгсизликни исботланг. 

          Ечилиши. Бу тенгсизликнинг иккала томонини логарифмлаш 



натижасида 
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тенгсизликни ҳосил қиламиз. Бу тенгсизлик Йенсен тенгсизлигини эслатади, 

лекин тенгсизлик  қарама – қарши ишорали, чунки xln  функция қавариқ эмас, 

лекин xln  функция қавариқ бўлади. Шунинг учун  ni
n

i
,1

1
  деб олиб, 

xln  функция учун Йенсен тенгсизлигини қўлласак, натижада Коши 

тенгсизлигини ҳосил қиламиз. 

          16.27- мисол. Ушбу  
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тенгсизликни (Гельдёр тенгсизлигини) исботланг. 

          Ечилиши. Равшанки, 1,0  px  бўлганда pxy   функция қавариқ 

функция. Демак,  бу функцияга (2) Йенсен тенгсизлигини қўллаш мумкин. 
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. Буни эътиборга олган ҳолда, кейинги тенгсизликдан  
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,  деб олинса, у 

ҳолда исбот қилиниши керак бўлган Гельдер тенгсизлиги келиб чиқади. 

        16.28- мисол. Ушбу  
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Минковский тенгсизлигини исботланг. 
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 тенгсизликни ҳосил қиламиз. Бунда ix
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  кўрининшга келтирамиз. Тенгсизликнинг 

иккала томонини логарифмлаш натижасида 
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 ни ҳосил қиламиз.  xey  1ln  функция қавариқ функция. Кейинги 

тенгсизлик  xey  1ln  учун Йенсен тенгсизлигини ифодалайди. 

 

16.7. Функцияларни тўлиқ текшириш ва уларнинг графикларини чизиш. 

Биз III  бобнинг  юқоридаги  параграфларида функцияларнинг ўзгариш 

характерини ҳосилалар ёрдамида ўргандик. Функциянинг ўзгариш 

характерини ҳосила  ёрдамида ўрганиш функция графигини аниқроқ ясашда 

муҳим рол ўйнайди. 

Функцияларни тўлиқ текшириш ва уларнинг графикларини ясашни қуйидаги 

схема бўйича олиб бориш мақсадга мувофиқ бўлади: 



1. Функциянинг аниқланиш соҳасини топиш; 

2. Функцияни узлуксизликка текшириш ва узилиш нуқталарини топиш; 

3. Функциянинг жуфт, тоқлиги ҳамда даврийлигини аниқлаш; 

4. Функция графигининг ўқлар билан кесишиш нуқталарини топиш; 

5. Функциянинг ишораси  сақланадиган оралиқларни аниқлаш; 

6. Функция графигининг асимптоталарини топиш; 

7. Функциянинг монотонлик оралиқларини топиш ва экстремумга 

текшириш; 

8. Функция графигининг қавариқлиги ҳамда ботиқлигини аниқлаш, 

эгилиш нуқталарини топиш; 

9. Функциянинг грaфигини чизиш. 

  16.29- мисол. 43)( 23  xxxf  функцияни тўлиқ текширинг ва 

графигини чизинг. 

Ечилиши. Берилган функция R да аниқланган, узлуксиз ва 

дифференциалланувчи. Функциянинг графиги асимптоталарга эга эмас, 




)(lim,)(lim xfxf
xx

. 

 Берилган функцияни ушбу  221 ))(x-(xf(x)   кўринишда тасвирлаймиз. 



   021
2
 xx  тенгламадан  x,-x 21 21  нуқталар   0xf тенгламанинг 

илдизлари эканлигини топамиз. 

Демак, функциянинг графиги    0;2,0;1  нуқталарда абсцисса ўқи 

билан,  4;0   нуқтада эса, ордината ўқи билан кесишади. 

Функцияни экстремумга текширамиз: .)2(363)(' 2  xxxxxf Бундан 

биринчи тартибли ҳосила 2,0 21  xx  нуқталарда нолга айланиши келиб 

чиқади, яъни бу нуқталар-критик нуқталар бўлади. )0;(x   бўлганда 

)2;0(,0)('  xxf  бўлганда );2(,0)('  xxf бўлганда эса, 0)(' xf  

бўлади. 

 Шундай қилиб, функциянинг биринчи тартибли )(' xf ҳосиласи 

01 x нуқтадан ўтишда ўз ишорасини «+» дан «-» га, 22 x  нуқтадан ўтишда 

эса  «-» дан «+» га ўзгартиради. Демак, экстремум мавжуд бўлишининг 

биринчи етарли шартига асосан, функция 01 x  нуқтада максимум 









 4)0(maxf  га, 22 x  нуқтада эса минимум 








 0)2(minf  га эга бўлади. Функция 

графигини чизишда қулайлик учун, функция тўғрисида юқорида олинган 

маълумотлар ёрдамида қуйидаги жадвални тузамиз: 



 

 

1-жадвал. 

x  )0;(  0 (0;2
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2 );2(   

/sign y
 + 0 - 0 + 

 xfy  функцияни

нг ўзгариши 

 4)0(max f   0)2(min f

 

 

 Функциянинг иккинчи тартибли ҳосиласини топамиз: .)1(6)(  xxf  

Функциянинг иккинчи тартибли ҳосиласи 1x  нуқтада нолга айланади, яъни 

1x  нуқта II-тур критик нуқта бўлади. )1;(x  да );1(,0)(''  xxf да эса 

0)('' xf . Демак, 16.7-теоремага асосан, )1;(  оралиқда функциянинг 

 графиги ботиқ, );1(  оралиқда қавариқ, 1x  нуқта функциянинг 

графиги эгилиш нуқтасининг абсциссаси бўлиб,  2;1  нуқта эгилиш нуқтаси 

бўлади. 

 

 



 

 

       2-жадвал. 

х )1;(       1       );1(   

//sign f  - 0 + 

 xfy   функция графиги 

кавариқлигининг йўналиши. 


  (1;2) 

  

Юқоридаги мулоҳазалар ва 1-,-2-жадваллар ёрдамида функциянинг 

графигини ( 16.10- чизма) чизамиз. 

 

16.10- чизма. 

y 

 

x 



16.30- мисол.   
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x

x
xf  функцияни тўлиқ текширинг ва графигини 

чизинг. 

Ечилиши. Берилган функция R  нинг -1x   нуқтадан ташқари барча 

нуқталарида аниқланган. Равшанки, функция графиги мос равишда  0;1  

ва  1;0  нуқталарда абсцисса ва ордината ўқларини кесади  -x 1 . да функция 

манфий,  -x 1 да эса мусбат. Функция  1-x  нуқтада II-тур узилишга эга ва 
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 бўлгани учун  -x 1 тўғри чизиқ функция графиги 

учун вертикал асимптота,  0y  тўғри чизиқ эса, горизонтал асимптота. 

 Берилган функция даврий ҳам эмас, жуфт ҳам эмас ва тоқ ҳам эмас. 

 Функцияни экстремумга текшириш учун унинг биринчи тартибли 

ҳосиласини топамиз: 

.
)1(

)5)(1(

)1(

56
)(

44

2











x

xx

x

xx
xf  

Биринчи тартибли  xf /  ҳосила 11 x  ва 52 x   нуқталарда нолга 

айланади, яъни бу нуқталар критик нуқталар бўлади. )1;(x  да 

)5;1(,0)('  xxf  да );5(,0)('  xxf да эса 0)(' xf бўлади. Демак,  xf /  



ҳосила 11 x  нуқтадан ўтишда ўз ишорасини «-» дан «+» га ўзгартиради, 52 x  

нуқтадан ўтишда эса, «+» дан «-» га ўзгартиради. Шундай қилиб, 

функция 11 x  нуқтада минимум 0)1(min f  қийматга, 52 x  нуқтада эса, 

максимум 
27

2
)5(max f  қийматга эга бўлади. 

1-жадвал 

х )1;(  1 (1;5) 5 );5(   x<-1 -1 x>-1 

/signf
 - 0 + 0 - -   - 

 xfy  - 

функциянинг  

ўзгариши 

 0   

27

2
 

 Манфи

й 

  Мусба

т 

 

 Функциянинг қавариқлик, ботиқлик оралиқлари ва эгилиш нуқталарини 

топамиз: 

5

2

)1(

)1310(2
)(''






x

xx
xf . 

Иккинчи тартибли (x) f  ҳосила 125,125 21  xx  нуқталарда нулга 



айланади, яъни бу нуқталар II-тур критик нуқта бўлади.  125; x  

да  125;125,0)(''  xxf да );125(,0)(''  xxf да эса .0)('' xf  

Демак, )125;(   оралиқда функция графиги қавариқ 

)125;125(  оралиқда ботиқ, );125(   оралиқда қавариқ.  

 Шундай қилиб, 325,325 21  xx  нуқталар функция графиги  

2-жадвал. 

эгилиш нуқталарининг абсциссалари бўлиб, )0659,0;325(  ва 

х ( 325;  ) 325  325;325( 

) 

325  );325( 

 

//sign f  + 0 - 0 + 

 xf функция 

графиги 

кавариқлигинин

г йўналиши. 



  
0,0196 


  0,0659 

  



 )0196,0;325(   нуқталар эгилиш нуқтаси бўлади. 

Юқоридаги мулоҳазалар ва 1-, 2- жадвалларга биноан берилган функциянинг 

графигини (16.11 -чизма) чизамиз. 

                             

16.11-чизма. 

 16.31- мисол. Ушбу 

x

x
xfy

cos2

sin
)(


  

функцияни тўлиқ текширинг ва графигини чизинг. 

 Ечилиши. Берилган функция R да аниқланган  узлуксиз, тоқ ва 2  

даврга эга бўлган даврий функция, координата боши, симметрия маркази 

     y 

 

x 



бўлади. ...),2,1,0(  kkx  да  0y  бўлади. Равшанки, унинг ишораси xsin  

нинг ишораси каби бўлади, яъни    sinxsignysign  . Функция даврий бўлгани 

учун текширишни ]2;0[   да олиб бориш етарли. 

Функция графиги асимптотага эга эмас. Функциянинг биринчи тартибли 

ҳосиласини топамиз: 

2)cos2(

cos21
)(

x

x
xf




  

Биринчи тартибли )(' xf  ҳосила 
3

4
,

3

2
21


xx   нуқталарда нолга айланади, 

яъни бу нуқталар критик нуқталар бўлади. 

0)('
3

4
;

3

2
,0)('2;

3

4
;

3

2
;0 


























 xfxxfxx даларларда





 бўлади. 

Шунинг учун 
3

2
1


x  нуқтада максимумга, яъни 

3

4
;

3

1

3

2
2max











xf  

нуқтада эса, минимум га, яъни 
3

1

3

4
min 







 
f га эга бўлади. 

 

 



1-жадвал. 

х 








3

2
;0


 
3

2
 









3

4
;

3

2 
 

3

4
 











2;

3

4
 

'sign f  + 0 - 0 + 

y=f(x) – 

функциянинг 

ўзгариши 

 

3

1
 

 

3

1
  

 

Энди, функция графигининг қавариқлик, ботиқлик оралиқлари ва эгилиш 

нуқталарини топамиз: бунинг учун аввало, функциянинг иккинчи тартибли 

ҳосиласини топамиз: 

.
)cos2(

)1(cossin2
)(''''

2x

xx
xfy




  

);0( x да )2;(,0)(''  xxf да 0)('' xf  бўлади. 

 Демак, )0;( оралиқда функция графиги ботиқ, )2;(  оралиқда эса, 

қавариқ бўлиб, );0(   нуқта эгилиш нуқтаси бўлади. 

 

 



2-жадвал. 

Х );0(     )2;(   

''ysign  - 0 + 

Функция графиги 

кавариқлигининг 

йўналиши. 


  0 

  

 

Юқоридаги мулоҳаза ва 1- , 2 – жадвалларга асосланиб, берилган 

функциянинг графиги  чизилади ( 16.12-  чизма). 

 

 

16.12-  чизма. 

y 

x 



 

16.8. Maple тизимидан фойдаланиб функцияларни тўлиқ текшириш ва 

уларнинг графикларини ясаш 

 16.32-мисол. Maple тизимидан фойдаланиб, ушбу   
 2

3

36 x

x
xf


  

функцияни тўлиқ текширинг ва унинг графигини чизинг. 

 Ечилиши. 1 Функциянинг аниқланиш соҳаси: D( f )= (- ;3) 

(3; ). 

 2. Maple тизимидан фойдаланиб, берилган функцияни 

узлуксизликка текширамиз:  

 > readlib(singular):singular((x^3)/(6*(3-x)^2),x); 

      xxx ,,3  

 > limit(х^3/(6*(3-х)^2),х=3,left)=limit(х^3/(6*(3-х)^2),х=3,left); 

 










 2

3

03 )3(6
lim

x

x

x
 

limit(х^3/(6*(3-х)^2),х=3,right)=limit(х^3/(6*(3-х)^2),х=3,right); 

   










 2

3

03 )3(6
lim

x

x

x
. 

Демак, Maple тизимидаги натижаларига кўра, x =3 функциянинг 2-тур 



узилиш нуқтаси бўлади. 

 3. Maple тизимидан фойдаланиб, берилган функцияни даврийликка, 

жуфт ва тоқликка текширамиз:  

 > evalb(y(х)=y(-х)); 
false

 
 > evalb(y(х)=-y(-х)); 
false

 
 > solve(y(х)=y(х+Т),Т); 

0, - 
2 x

2
 + 27 - 18 x - 3 -27 + 12 x( ) x

2 9 - 6 x + x
2

( )

, - 
2 x

2
 + 27 - 18 x + 3 -27 + 12 x( ) x

2 9 - 6 x + x
2

( )
 

Демак, функция даврий ҳам эмас, жуфт ҳам эмас, тоқ ҳам эмас экан.            

 4. Maple тизимидан фойдаланиб, функциянинг координаталар ўқлари 

билан кесишиш нуқталарини топамиз: 

 > y:=х->х^3/(6*(3-х)^2); 

y := x ® 
x

3

6 3 - x( )
2

 
 > solve(y(х)=0,х); 
0, 0, 0

 
Шундай қилиб, функция графиги фақат битта О(о,о) нуқтада координаталар 

ўқлари билан кесишади. 

 5. Maple тизимида функциянинг ишораси сақланадиган интервалларни 

аниқлаймиз:  



> solve(y(х)>0,х); 
)),3((Re)),3(),0((Re OpenalRangeOpenOpenalRange  

> solve(y(х)<0,х); 
))0(,(Re OpenalRange   

 

Maple тизимидаги натижаларига кўра, қуйидаги жадвални тузамиз: 

X  (- ;0) 0 (0;3) 3 (3;  ) 

signy   _  0 +   + 

графикнинг  

жойланиши 

О x ўқи 

остида   

 О x  ўқи 

устида 

 О x  ўқи устида 

 

5. Maple тизимидан фойдаланиб, берилган функция графигининг 

асимптоталарини топамиз: 

 > alpha[1]:=limit(y(х)/х,х=+infinity); 

a1 := 
1

6
 

> alpha [2]:=limit(y(х)/х,х=-infinity); 

a2 := 
1

6
 

> а:=alpha[1]; 



a := 
1

6
 
> beta[1]:=limit(y(х)-а*х,х=+ infinity ); 

b1 := 1
 
> beta[2]:= limit (y(х)-а*х,х=- infinity ); 

b2 := 1
 

Демак, y =
6

1
x +1 - тўғри чизиқ функция графигининг оғма асимптотаси 

бўлади. 

7. Maple тизимидан фойдаланиб, берилган функциянинг монотонлик 

оралиқлари ва экстремум қийматларини топамиз: 

> solve (diff (y(х),х)>0,х); 

)),9((Re

)),3(),0((Re)),0(,(Re





OpenalRange

OpenOpenalRangeOpenalRange
 

> solve (diff (y(х),х)<0,х); 
RealRange Open 3( ), Open 9( )( )

 
> solve (diff (y(х),х)=0,х); 

9, 0, 0
 
> eval(diff(y(х),х$2),х=0); 

0
 

> eval(diff(y(х),х$2),х=9); 



1

16
 

> eval(y(х),х=0); 
0

 

> eval(y(х),х=9); 
27

8
 

Maple тизимидаги натижаларига кўра, қуйидаги жадвални тузамиз: 

x  (- ;0) 0   (0;3)  

3 

(3;9) + (9;  ) 

)'(ysign     +  0     +    - 0 + 

функцияни-нг 

ўзгариши 

   0      

8

27
 

 

miny = y (9)=
8

27
. А(9, 

8

27
)-берилган функция графигининг минимум нуқтаси 

бўлади. 

 

 8. Maple тизимидан фойдаланиб, берилган функциянинг 

қавариқлик ва ботиқлик оралиқларини топамиз: 

 > solve (diff (y(х),,х$2)>0,х); 



 )),3((Re)),3(),0((Re OpenalRangeOpenOpenalRange . 

 > solve (diff (y(х),х$2)<0,х); 
 ))0(,(Re OpenalRange   

 > solve (diff (y(х),х$2)=0,х); 
0

 

Maple тизимидаги натижаларига кўра, қуйидаги жадвални тузамиз: 

x    (- ;0)   0   (0;3)  3  (3;+ ) 

 

''ysign  
    -   0    +       + 

Функция графигиниг 

қавариқлик йўналиши  
          0      

 

    

       

9. Maple тизимидан фойдаланиб, берилган функциянинг графигини 

чизамиз: 

>plot([y(х),[3,t,t=-4..12]],х=-

6..16,6..6,cоlor=[red,black],thickness=3,linestyle=[1,3]);  



Функциянинг графиги 16.13-чизмада тасвирланган. 

 

16.33-мисол.  Maple тизимидан фойдаланиб, ушбу   

у =
2

2

1 x

x


 

  

функцияни тўла текширинг ва графигини чизинг. 

  Ечилиши. 1 Функциянинг аниқланиш соҳаси:  D( f )= (- ; ) 

         16.13-чизма. 

 y 

 x 



 2. Maple тизимидан фойдаланиб, берилган функцияни узлуксизликка 

текширамиз:  

 > readlib(singular):singular((x^2)/(1+x^2),x); 
false

 

Демак,  брилган функциянинг узилиш нуқтаси йўқ. 

 3. Maple тизимидан фойдаланиб, берилган функцияни даврийликка, 

жуфт ва тоқликка текширамиз:  

 > evalb(y(х)=y(-х)); 
true

 
 > evalb(y(х)=-y(-х)); 
false

 
 > solve(y(х)=y(х+Т),Т); 
0, -2 x

 
 Демак, Функция даврий ҳам эмас, жуфт функция. 

4. Maple тизимидан фойдаланиб, функциянинг координаталар ўқлари 

билан кесишиш нуқталарини топамиз: 

 > y:=х->х^2/(1+х^2); 

y := x ® 
x

2

1 + x
2

 
 > solve(y(х)=0,х); 



0, 0
 

 Шундай қилиб, функция графиги фақат битта О(о,о) нуқтада 

координаталар ўқлари билан кесишади. 

 5. Maple тизимида функциянинг ишораси сақланадиган интервалларни 

аниқлаймиз:  

 > solve(y(х)>0,х); 
 )),0((Re)),0(,(Re  OpenalRangeOpenalRange  

 > solve(y(х)<0,х); 

 

Юқаридаги хулосага кўра,қуйидаги жадвални тузамиз: 

x  (- ;0) 0 (0;  ) 

signy   + 0 + 

графикнинг жойланиши О x  ўқи устида     О x  ўқи устида 

6. Maple тизимидан фойдаланиб, берилган функция графигининг 

асимптоталарини топамиз: 

  > alpha[1]:=limit(y(х)/х,х=+infinity); 
a1 := 0

 
 > alpha[2]:=limit(y(х)/х,х=-infinity ); 

  

 
a2 := 0

 



 > а:=alpha[1]; 
a := 0

 
 > beta[1]:=limit(y(х)-а*х,х=+ infinity ); 
b1 := 1

 
 > beta [2]:=limit(y(х)-а*х,х=- infinity ); 
b2 := 1

 
Демак, y =1 - тўғри чизиқ функция графигининг горизонтал 

асимптотаcи  бўлади. 

 7. Maple тизимидан фойдаланиб, берилган функциянинг монотонлик 

оралиқлари ва экстремум қийматларини топамиз: 

 > solve(diff(y(х),х)>0,х); 
)),0((Re OpenalRange  

 > solve(diff(y(х),х)<0,х); 
))0(,(Re OpenalRange   

 > solve(diff(y(х),х)=0,х); 
0

 

 

Демак, Maple тизимидаги натижаларига кўра, қуйидаги жадвални тузамиз: 

 

 



x  (- ;0)   0 (0;  ) 

sign /y      -    0 + 

функциянинг 

ўзгариши 

   0  

miny = y (0)=0.  А(0,0)-берилган функция графигининг минимум нуқтаси 

бўлади. 

 8. Maple тизимидан фойдаланиб, берилган функциянинг қавариқлик ва 

ботиқлик оралиқларини топамиз: 

 > solve(diff(y(х),х$2)>0,х); 

))3
3

1
((),3

3

1
((Re OpenOpenalRange   

 >solve(diff(y(х),х$2)<0,х);

 ))),3
3

1
((Re)),3

3

1
(,(Re  OpenalRangeOpenalRange  

 > solve(diff(y(х),х$2)=0,х); 
0

 

Демак, Maple тизимидаги натижаларига кўра, қуйидаги жадвални 

тузамиз: 

 



 
 9. Maple тизимидан фойдаланиб, берилган функциянинг графигини 

чизамиз: 

> plot([y(х),[3,t,t=-4..12]],х=-4..4,-

2..2,cоlor=[red,black],thickness=3,linestyle=[1,3]);  

Берилган функциянинг графиги 16.14-чизмада тасвирланган. 

x  (- ; 3
3

1
 ) 3

3

1
  (- 3

3

1 ; 3
3

1 ) 3
3

1  ( 3
3

1 ;+ ) 

''ysign  
- 0 + 0 - 

Функция 

графигиниг 
қавариқлик 

йўналиши 

 0  

 

 

  

 

 



 
         16.14-чизма. 

 

Мустақил ечиш учун мисол ва масалалар 

Қуйидаги  функцияларни монотонликка текширинг. 

 16.1. y =
23 xx  .  16.2. y  0

100



 x

x

x
. 16.3. 

xxy sin . 

y 

x 



16.4. 22 ln xxy  . 16.5. xexy  2 .   16.6. .
1

1
2

2

xx

xx
y




   

16.7. )20(,cossin2  xxxy .   16.8.  .1ln 2xxy   

 16.9. Қуйидаги функцияларнинг ўсувчи ва камаювчи бўлиш 

оралиқларини топинг: 

1) .
cos1

cossin

x

xx
y




    2)    45

122  xxy  .  

3)   3 2
2 xaaxy  .     4) 

x

x
y

21

2


 .  

5) 
xexy  .     6)  20sin2  xxxy . 

 7) 
3 2 1


x

x
y .    8) .

50

3




x

x
y  

16.10. Ушбу 1)   xxaxyxxax
a

y cos4sin3)2;21
3

1 23
2




  

Функциялар a  нинг қандай қийматларида ўсувчи бўлади.  

Қуйидаги функцияларни экстремумга текширинг. 



16.11. .2 2xxy     16.12.   3.1 xy  

16.13. .79
4

3 234  xxxy   16.14. .
24 xexy   

16.15. .2cossin2 xxy     16.16.
1

443

2

2






xx

xx
y .  

16.17. .2sin
2

1
sin xxy      16.18. .4

2

3
ln)2( 22 xxxxxy   

16.19. 222

12
1

4

1
arcs

2

1

2

1
xxxinxxy











   

16.20. ).1ln(
2

1
arctg 2xxy   

16.21. .)3(5 3 xxy      

16.22. .)1( 5 xexy   

16.23. .arctg2)1ln( 2 xxy   16.24. .
2

0
4

sincos
2

1
2
























x

xx
xxxy

 16.25. .pxpx ebeay        



 16.26.












.0,

,0,1

ln2

хx

хx
y

xx
 

16.27. 











.0,

,0,1
3

хx

хx
y

x
   16.28. .213  xxy   

 16.29. ).;0(),(cos)1sin(  xxxу 16.30. ).;0(,
sin3cos2

cos1





 x

xx

x
y   

Қуйидаги функцияларнинг кўрсатилган оралиқларда энг катта ва 

энг кичик қийматларини топинг. 

16.31. ].5,2;2[,11232 253  xxxxy   16.32. ].4;0[,  xxxy  

16.33. ].4;1[,13 23  xxxy  

16.34. .3,
3

1
,ln

2

1
arctg 








 xxxy  

16.35. .
2

3
;0,2sinsin2 








 xxxy   16.36. ].;1[,2ln2 exxy   

16.37.













.0,1

],2;0()0;2[,
2

2
2

2

х

x
x

x
y  



16.38.   
6

1

3

1 3 xxy  функциянинг ]1;1[x кесмадаги энг катта ва энг 

кичик қийматлари йиғиндисини ҳисобланг. 

Қуйидаги функциялар графигининг қавариқлик ва ботиқлик оралиқларини 

топинг. 

 16.39. .122418 234  xxxxy   16.40. .3/5xxy   

 16.41. .sin xxy       16.42. 12 5  xy  

 16.43. 143 34  xxy .    19. .0,1,  xxy 
44.  

      16.45. .ln xxy      16.46. ).1()1(20)1(4 35  xxxy  

      16.47. .
10

ln
10

xx
y         16.48. .arctgxey     16.49. .

1


x

x
y  

Қуйидаги функциялар графигининг эгилиш нуқталарини топинг. 

     16.50. .236 432 xxxxy      16.51. .
2

1
4

2 x
xy   

     16.52. .12683 234  xxxy     16.53.  .
1

1
2 




x

x
y  

16.54. .
44

42

2

2






xx

xx
y       16.55. ).0(

ln 2

 x
x

x
y                               



16.56. .
2

;
2

,sin












xey x                16.57. .sin 22 xey x   

16.58. a  параметрнинг қандай қийматларида   xeaxxf  3  функция эгилиш 

нуқтасига эга бўлади.  

   Қуйидаги функцияларни тўлиқ текширинг ва уларнинг графигини 

чизинг. 

16.59. .
)1( 3

4

x

x
y


   16.60. .43 23 2  xxy    16.61. ).2ln(2  xxy  

16.62. .43 xexy     16.63. .4)12(
3

1 3 xxy     16.64. .
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16.65. .1 2xxy   16.66. .)2( 22 xexy       16.67. .
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y  16.70. .sinsin 2 xxy       

 16.71. .3sinsin xxy  16.72. .3sin
3

1
2sin

2

1
sin xxxy   

 16.73. .
1

arccos
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3
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 16.76. .533 246  xxxy    16.77. ./12 xexy     16.78. .2 xexy   

 16.79. .
1
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y   16.80. .2sin
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1
cos xxy     16.81. .1ln  xxy   

16.82. .
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Мустақил ечиш учун берилган  мисол ва масалаларнинг жавоблари 

19. 
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1
;.1  да функция ўсувчи, 








;

2

1
 да эса  функция камаювчи. 

19.2.  100;0  да функция ўсувчи,  ;100  да эса, функция камаювчи.  16.3. 

R  да функция ўсувчи. 19.    0;11;.4   да функция камаювчи, 

    1;0;1  да эса, функция ўсувчи. 16.5.     ;20;  да  функция 

камаювчи,  2;0  да функция ўсувчи. 16.6. );1()1;(   да функция ўсувчи,  

)1;1(  да эса, функция камаювчи. 16.7. 




























2,

2

3

6

5
,

26
;0  да 

функция ўсувчи,  

















2

3
,

6

5

2
,

6


 да эса, функция камаювчи. 16.8.  



Ўсувчи. 16.9. 1) Zkkk 







 ,2

2
;2

2






 да функция 

ўсувчи, Zkkk 







 ,2

2

3
;2

2






 да эса функция камаювчи.   2) 
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1
;  да ўсувчи; 
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11
,

2

1
 да камаювчи, 








;

18

11
  да ўсувчи. 3) 











3

2
; да ўсувчи; 








aa,

3

2
 да камаювчи,  ;a   да ўсувчи.  4)  1; да 

камаювчи;  1,1  да ўсувчи;  ;1  да камаювчи. 5)  0;  да ўсувчи;  ,0  да 

камаювчи.   6) 









3
;


 камаювчи; 








3

5
,

3


 да ўсувчи ;   











2,

3

5
да 

камаювчи. 7)     ;3,3;  ларда ўсувчи;       3;1,1;1,1;3   ларда 

камаювчи. 8) )25;50()50;(   да функция ўсувчи, );25(   да эса, 

функция камаювчи.  16.10. 5)2;1,3)1  aaa .16.11. .
4

1
2

2

1
max 
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16.12. Экстремумга эга эмас. 16.13. 

      .70,5,403,92 maxminmin  yyy 16.14.     00,42
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  yey . 
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)1(max 


у         16.21. 
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672312336

6

2

min

 









у  

16.25. Агар 0ab  бўлса, экстремум йўқ; агар 0ab ва 0a бўлса, 

;2ln
2

1
min ab

a

b

p
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 агар 0ab ва 0a бўлса, .2ln
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1
max ab
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p
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16.28. .0)1(,
8

69

4

5
min

3

max 










 уy    16.29. .1cos

2
max 
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16.30. .32
2

min 







у    16.31.     .192,81  kichikengkattaeng yy  

16.32.     .00,64  kichikengkattaeng yy 16.33.       .312,174  kichikengkichikengkattaeng yyy   

16.34. ,3ln25,0
63

1








 
kattaengу .3ln25,0

6
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kichikengу 16.35.

.2
2
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33

3

















 
kichikengkattaeng уу 16.36. ).2ln1(2)2(,1)1(  kichikengkattaeng уу  

16.37.Энг каттаси йўқ,    10 kichikengу .16.38. 0 . 16.39.   







 ;

2

3
2; да  

қавариқ; 









2

3
;2 да ботиқ. 16.40.  0; да ботиқ;  ;0  да қавариқ. 16.41. 

   12,2 kk , Zk  да ботиқ;      22,12  kk , Zk  да қавариқ. 16.42. 

    ;10;  да ботиқ;  1;0  да қавариқ. 16.43.   







 ;

3

2
0;   да 

қавариқ; 








3

2
;0  да ботиқ. 16.44. Қавариқ. 16.45. Қавариқ. 16.46. Ҳамма жойда 

қавариқ. 16.47.  ee10;0  да ботиқ,  ;10 ee  да эса қавариқ. 16.48.  5,0;  да 



қавариқ. 16.49.
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32
;0  да ботиқ, 
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3

32
 да эса қавариқ.      16.50. 
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18

23
;

3

1
,

18

23
;

3

1
.  16.52.  13;1,
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; eeee .  16.56. Абсциссаи 
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sinarc


x   бўлган нуқтада .   16.57.  
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16.58.  







 ;0,

6
; a

e
a . 19. .59  Функциянинг аниқланиш соҳаси: 

).;1()1;(  --1x   вертикал асимптота, 3 xy  оғма 

асимптота.     .
27

256
4,00 maxmin  yy  










125

3296
;6  ва 









27

16
;2 нуқталар эгилиш 

нуқталари (16.15-чизма).  16.60. R  да аниқланган, жуфт функция. График Oy  

ўқига нисбатан симметрик, 0y  - горизонтал асимптота. 

.22)2(,4)0( 3
max

3
min  yy     33 4;2,4;2  - эгилиш нуқталари (16.16-чизма). 



16.61. Функция );2(   оралиқда аниқланган. -2x   вертикал асимптота. 

 )075,0;37,0(.12,0)73,0(,0)0( maxmin yy эгилиш нуқтаси (16.17-чизма).16.62. 

Функция R  да аниқланган, x  да 0y - горизонтал 

асимптота.
3

max
4

3

4

3


















e
y . Эгилиш нуқталари:   ,

4

33
;

4

33
,0;0 33

3



























  e  

.
4

33
;

4

33 33

3



























  e (16.18-чизма). 16.63. Функция 0x да аниқланган, 

ордината ўқи билан эса 








3

1
;0  нуқтада кесишади; функция қаътий ўсувчи;      

















8;

2

15
- эгилиш нуқтаси (16.19-чизма).  16.64. Функция 1x да 

аниқланган; ордината ўқига нисбатан симметрик; ордината ўқи билан 

кесишиш нуқталари:    0;1,0;1  ; x  да 
2

x
y   ва  x да 

2

x
y   

асимптоталари;  1;   да камаювчи );1(  да ўсувчи (16.20-чизма). 16.65. 

Функция 1x да аниқланган; ордината ўқига нисбатан симметрик; ўқлар 



билан кесишиш нуқталари: )0;1(),0;0();0;1( ;  
2

1

2

2
,00 maxmin 














 yy  (16.21-

чизма). 16.66. Функция R  да аниқланган, координата ўқлари билан кесишиш 

нуқталари:      ;2;0,0;2,0;2  x  да 0y  асимптота;   

  ,4,71min y   ;04,02max y   функциянинг эгилиш нуқталарининг 

абсциссалари: ,6,02/101 x  .6,22/101 x  (16.22-чизма). 16.67. 

Функция 0x  дан ташқари R  да аниқланган; абсцисса ўқи билан кесишиш 

нуқталари:  0;3  ва  ;0;1   0x  да 3 xy  ва  0x  асимптоталар; 

      ;
4

1;00,00 max
e

yyy   функциянинг эгилиш нуқталари абсциссалари: 

225x  (16.23-чизма).  16.68. Функциянинг аниқланиш соҳаси: ;0x  

абсцисса ўқи билан кесишиш нуқтаси:  ;0;1  асимптоталари: x   да 0y  

ва  0x  да ;0x    ;
1

max
e

ey   эгилиш нуқтаси: .5,1; 2

3

2

3













 

ee   (16.24- чизма).  

16.69. Функциянинг аниқланиш соҳаси:       ;11;11; ; 

асимптоталари: ,0,1,1  yxx координата ўқлари билан кесишиш 

нуқталари:    ,0;2,1,0;9,0   ;6;0   ;3ln22max y эгилиш нуқталари: 



 ,3ln4;5,0    .2ln5;1,3   (16.25- чизма). 16.70. Функция R  да аниқланган; 2  

даврга эга бўлган даврий функция;   функциянинг ноллари: 

    ;0
2

0 







 


yyy  ,

4

1

6

5
,

4

1

6
maxmax 
















 
yy  ;2

2

3
,0

2
minmin 




















yy    

функциянинг эгилиш нуқталари абсциссалари: 

8

133
arcsin2,

8

133
arcsin,

8

331
arcsin,

8

331
arcsin











  xxxx  

(16.26-чизма).  16.71. Функция R  да аниқланган;   даврга эга бўлган даврий 

функция: функциянинг графиги ордината ўқига симметрик: 

,0)0(;0
33

)0( min 
















 yyyy


;16/9))4/1arccos((,1

2
maxmin 








 yy


 

функциянинг эгилиш нуқталари абсциссалари: ,
16

1129
arccos

2

1 
x  

,
16

1129
arccos

2

1












 
 x (16.27-чизма). 16.72. Функция R  да 

аниқланган; 2  даврга эга бўлган даврий функция: функциянинг графиги 

координата бошига нисбатан симметрик; функциянинг ноллари:     ;00  yy  

 ;0  даги максимумлари 2/12
4

3
,6/)243(

4
maxmax 
















 
yy , минимуми: 



;4/3
3

2
min 







 
y  Функциянинг эгилиш нуқталарининг абсциссалари: 

 xx ,0 , 
6

17
arcsin,

6

17
arcsin





 xx  (16.28-чизма). 16.73. 

Функциянинг аниқланиш соҳаси: );;1[]1;(   )
2

;0(


  симметрия 

маркази; x да 
2

3 


x
y асимптота; ;4,4

6

536

3

32
max 



















y  

;2,1
6

36

3

32
min 



















y   1;   да ботиқ (16.29-чизма). 16.74. 

Функциянинг R  да аниқланган, асимптоталари: x  да 2



ey  , x  да 

2




 ey ; камаювчи функция;  эгилиш нуқтаси- 







 0,5arctg;

2

1
e . (16.30-чизма). 

16.75. Функциянинг аниқланиш соҳаси:    ;;01;   асимптоталари: 

x  да ey  , y  да 1x ;  1;   да ботиқ,  ;0  да эса қавариқ. 

(16.31- чизма). 16.76. Аниқланиш соҳаси: R ; жуфт функция; асимптотага эга 

эмас;  0;  да камаяди,  ;0  да ўсади;   50
min

y ; эгилиш нуқталари: 



 4;1,51,4;
5

1









 ,  4;1,51,4;

5

1









 ;    








 ;1

5

1
;

5

1
1; да 

қавариқ; 
















 1;

5

1

5

1
;1  да ботиқ; 16.32-чизма. 16.77. Аниқланиш 

соҳаси:     ;00; ; x =0 функциянинг иккинчи тур узилиш нуқтаси; 

асимптота: x =0; 87,1
2

1
min









y ;     ;00;  да қавариқ; 16.33-чизма. 16.78. 

Аниқланиш соҳаси: R ; координата ўқлари билан кесишиш нуқтаси:  0;0O ; 

асимптота: x  да y =0;   00
min

y ,    54,042 2

max
 ey ; эгилиш нуқталари: 

     13;13;47,0;13,3,0;13   да ботиқ;  13;   да қавариқ; 

16.34-чизма. 16.79. Аниқланиш соҳаси:     1;;11;  x  функциянинг 

иккинчи тур узилиш нуқтаси; координата ўқлари билан кесишиш нуқтаси: 

 0;0O ; асимптота: x =1; 
4

27

2

3
max









y ; эгилиш нуқталари  0;0O ; 

    ;10;  да қавариқ;  1;0  да ботиқ;  16.35-чизма. 16.80. Аниқланиш 

соҳаси: R ; даврий функция: 2T ; координата ўқлари билан кесишиш 



нуқталари:   















0;

2

3
,0;

2
,1;0


; асимптотага эга эмас; 

   

4

33

6

5
,

4

33

6
minmax

















 
yy ; эгилиш нуқталари: 



































 










16

153
;

4

1
arcsin2,0;

2

3
,

16

153
;

4

1
arcsin,0;

2






;  16.36-

чизма. 16.81. Аниқланиш соҳаси:  ;0 ; координата ўқлари билан кесишиш 

нуқталари:  0;1 ; асимптота: 0x ;   01
max

y ;  ;0  да ботиқ; 16.37-чизма. 

16.82. Функция 1x  дан ташқари бутун R  да аниқланган; координата ўқлари 

билан кесиш нуқталари:  ;1;0,0;
2

15
,0;

2

15













 












 
  асимптоталари: 

1y  ва 1x  тўғри чизиқлар; ;
4

5

3

1
min 








y  нуқта эгилиш нуқтаси  1;0   (16.38-

чизма). 

16.59.                                                                  16.60. 



                                                              

 16.15- чизма.                 16.16- чизма.              

                   

                       16.61.                                               16.62. 

                              

16.17- чизма.                               16.18- чизма. 

 

y 

x 

y 

x 

y 

x 

y 

x 



 16.63.                                                           16.64. 

                 

            16.19- чизма.      16.20- чизма. 

 16.65.                                                       16.66. 

                

y 

x 

y 

x 



                 16.21- чизма.                                                16.22- чизма. 

 

          16.67.                                                        16.68.  

            

16.23- чизма.                                                     16.24- чизма. 

 

 

 

 

 

 

 



 16.69.                                                     16.70. 

             

  16.25- чизма                                   16.26- чизма 

 

         16.71.                                                   16.72. 

           

                    16.27- чизма 16.28- чизма 

 



16.73.                                                            16.74. 

                     

            16.29- чизма                         16.30- чизма. 

 

           16.75.                                                         16.76. 

                            

 16.31- чизма    16.32- чизма           

 



 16.77.                                                 16.78 

         

16.33- чизма.                 16.34- чизма. 

 

 16.79.                                                   16.80. 

                                      

                    16.35- чизма                                   16.36- чизма. 



 

 16.81.                                            16.82. 

   

16.37- чизма.                      16.38- чизма 
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